Vorlesung Analysis 11 Prof. M. Banagl, T. Essig
SS 2015 Zusatzaufgaben zur Klausurvorbereitung 14. Juli 2015

Nachfolgend findet Thr einige Aufgaben, von denen ich denke, dass diese so oder so dhnlich
auch in der Klausur gestellt werden konnten. Die Aufgaben varieren in Schwierigkeit und
Anwendungsgebiet. Es ist selbsterkldrend, dass ein erfolgreiches Losen dieser Aufgaben keine
Garantie ist, dass man eine gute Note in der Klausur erreichen wird. Genauso selbsterklarend
ist aber auch, dass man besser im Umgang mit Aufgaben wird, je mehr Ubungsaufgaben man
rechnet.

1. Grundbegriffe der Topologie

Aufgabe 1.1
Betrachte die Menge X := {1,2,3}. Welche der folgenden Kollektionen definieren Topologien
auf X7 Begriinde Deine Antwort!

a) Ti= {0, X,{1},{2}, },

b) T2:={0,X,{1},{2},{1,2}},
)
)

c) Tz = {@7X7{1}7{2}7{172}7{1’3}}7
d) Ti:={0,X,{1},{2},{1,2},{1,3},{2, 3}bigr}.

Aufgabe 1.2 Welche der folgenden Kollektionen definieren Topologien auf der reellen Zahlen
R? Begriinde Deine Antwort!

a) Ti == {l[a, oo)}a € Z}U{0,R},
b) Tz := {[a,0)|a € R}U{0,R}.

Aufgabe 1.3 (Stetigkeit)

a) Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Beweise, dass die Inklusions-
abbildung i : A — X, x — x stetig ist, wobei A mit der Unterraumtopologie versehen
ist.

b) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweise, dass die Abstandsfunktion d : X x X — R stetig
ist. (Hinweis: Beweise und benutze dazu die sog. Vierecksungleichung

|d(a,b) — d(c,d)| < d(a,c)+d(b,d) Va,b,c,de X.

Eine Fallunterscheidung d(a,b) > d(c,d) bzw. d(c,d) > d(a,b) konnte dabei von Nutzen
sein.)




Vorlesung Analysis 11 Prof. M. Banagl, T. Essig
SS 2015 Zusatzaufgaben zur Klausurvorbereitung 14. Juli 2015

2. Differentiation in mehreren Veridnderlichen

Aufgabe 2.1 (Differenzierbarkeit)
Betrachte folgende Abbildung:

f:RZSR

0 fir (x,y) = (0,0),
gy | @) =00
W fur (.’E,y) 7é (0,0)
Beweise:
a) f ist stetig auf ganz R2.

b) Die partiellen Ableitungen von f in jedem Punkt (zq,10) € R? existieren.

c) f ist im Punkt (0,0) € R? nicht differenzierbar.

Aufgabe 2.2 (Jacobimatrizen)
Man berechne die Jacobimatrizen von

a) f:RZ R, f(t,s):=F(e!,t? +s), wobei F: R?2 = R?,  F(x,y) := 2+ y*> — xy,
b) g B2 SRS, g(z,y) = (g, In(1 + 2% +9), sin(y2)) und
c) h:R* = R3 h(z,y,z):= (zsinycos z,xsinysin z, x cos y)

und gebe bitte alle Ableitungsregeln an, die verwendet werden.

Aufgabe 2.3
Man entscheide (mit Beweis), ob es eine differenzierbare Funktion f : R? — R geben kann,

sodass %(m, y) = z(y? — 2?), %($, y) = y(y? — 22) in jedem Punkt (z,y) € R? gilt.

Aufgabe 2.4 (Lokale Extrema und Sattelpunkte) Man klassifiziere die kritischen Punkte der
Funktion
fo:RE SR, (2,9)— 2% — y° + 3axy

nach Maxima, Minima und Sattelpunkten in Abhéingigkeit von « € R.

3. Satz iiber Implizite Funktionen

Aufgabe 3.1 Man zeige, dass das Gleichungssystem
22 4 y? — o2

22+ 22 +3u? + 4P =1

—v=0,

in der Nédhe von (g, yo, uo,v0) = (1/2,0,1/2,0) nach (u,v) aufgelost werden kann.
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Aufgabe 3.2 Sei R > p > 0 und
F(z,y,2) = (a® +y* + 22 — R* — p*)? +4R*(:* — p?).

Beweise, dass fiir jedes (zo,v0,20) € T = {(z,y,2) € R} F(x,y,2) = 0} mit 29 # 0 offene
Umgebungen (g, %0, 20) € V C R3 und (zg,0) € U C R? existieren, sodass
TNV = graph(f),

wobei f : U — R eine differenzierbare Funktion ist.

4. Untermannigfaltigkeiten und Extrema unter Nebenbedingungen

Aufgabe 4.1 (Elliptischer Zylinder)
Seien a,b € (0,00). Entscheide mit Beweis, ob die Menge

5,20 Y
Mgy = {(z,y,2) e R” | ol + i 1}
eine C*°-Untermannigfaltigkeit des R? ist. Falls ja, was ist die Dimension von M, ;?
Aufgabe 4.2 (Kompakte Mannigfaltigkeiten und lokale Karten)
Sei ) # M C R" eine k-dimensionale kompakte C'!'-Untermannigfaltigkeit. Beweise, dass M

nicht nur eine lokale Karte haben kann, d.h. dass M # Im ¢ fiir eine injektive Immersion
¢ : T — R™ mit T C R” offen.

Aufgabe 4.3 (Extrema)
Bestimme Supremum und Infimum der glatten Abbildung

fiR* =R, f(z,y) =2 —y?

auf der Menge D := {(z,y) € R?|z? + y? < 100}.

Aufgabe 4.4 (Lagrange-Multiplikatoren)
Sei V : R3 — R3 ein C''-Vektorfeld mit rotV = 0. Beweise, dass es dann eine Konstante p € R
sowie einen Punkt (x,y,2) € S? = {(=,y,2) € R? | 22 + y* + 22 = 1} gibt, sodass

V(£U7y,2,’) = - (Jj’y’ Z)'

5. Differentialformen und Kurvenintegrale

Aufgabe 5.1
Sei eine 1-Form w auf dem R3 definiert durch w(w,y,z) := sin(yz)dz + zzcos(yz)dy +
xy cos(yz)dz.

a) Zeige, dass w geschlossen ist.
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b) Nach dem Poincaré-Lemma gibt es dann eine Stammfunktion von w, d.h. eine C'*-Funktion
f:R? = R mit df = w. Geben Sie eine solche Stammfunktion konkret an.

c) Bestimme den Wert des Kurvenintegrals fww fiir einen Weg von (0,0,0) € R3 nach
(1,1,1) € R3.

Aufgabe 5.2
Sei v : [a,b] — R%, 4(t) = (t,t2/2) eine Kurve. Berechne

/ 2xy3dx + 32y dy.
.

6. Mehrdimensionale Integrale
Aufgabe 6.1 Berechne die folgenden Integrale:
a)
/ xsin(y + z) dx dy dz,
[0,1]3

/ 22z dz dy dz,
M

wobei M := {(z,y,2) e R® [0 < 2 <1, 2* +¢* <1}

Aufgabe 6.2 (Transformationssatz)
Sei K :={(x,y,2) € R®|1 < 2?4+ y? + 22 < 4,2 > 0}. Transformiere K auf Kugelkoordinaten
und berechne dann (unter Verwendung von Kugelkoordinaten) das Integral

z
/Kl—i-xQ—i—yQ'

Aufgabe 6.3 (Integration iiber Graphen)
Sei T C R" ! offen und F : T — R stetig differenzierbar. Dann ist M := graph F eine
C'-Hyperfliche des R". Zeige, dass der Mafitensor dieser Untermannigfaltigkeit gegeben ist
als

det g(z) = 1+ ||grad F(z)]|?.

Aufgabe 6.4 (Nochmal elliptischer Zylinder)
Sei ¢ : (0,27) x (0,1) = R3, ¢(a,z) = (acosa,bsina, z). Zeige, dass Im ¢ C R? eine C'-
Untermannigfaltigkeit ist und berechne das Integral

2
/ _c s
Imé /22 + 12




