Experimentalphysik IV (PEP4)
Dozent. Prof. S. Jochim

Ubung 2

Abgabe am Montag, den 28.4.2014 vor der Vorlesung

Aufgabe 1: Bewegung im Zwei-Niveau-System (4P)

(Fortsetzung der Aufgabe 3 des 1. Ubungsblattes) .
Wir haben gesehen, dass fur das Doppelmuldenpotenzial folgende Eigenzusténde existieren:

| B =% R+ L) und | =)=%(R) = L)

Wobei:

||_>= |R>=

Ne -

a) Wie entwickeln sich die Eigenzusténde in der Zeit?

b) Nun sei das Teilchen zur Zeit t = 0 im Zustand |¥(0)) = |R) prépariert. Welche Form hat
der Zustand |W(t)) in der Basis {| +),| —) } als Funktion der Zeit?
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach der Zeit t im Zustand |R) zu finden?

c) Die Bewegung in diesem Zweiniveausystem folgt aus der Kopplung der Zusténde |L) und |R),
die durch die Nichtdiagonalelemente J in der Hamiltonmatrix (siehe Aufgabe 3, 1. Ubung)
beschrieben wird. Wie muss das Doppelmuldenpotential aussehen, damit die Kopplung
verschwindet (J — 0)? Zeigen Sie, dass dann |L) und |R) entartete Eigenzustande sind und
dass jede beliebige Linearkombination dieser Zustande wieder ein Eigenzustand ist.

Ldsung
a)
In Aufgabe 3, 1. Ubung waren die Eigenwerte Eyqyy= EoxJ

zu den Eigenzustinden |+)= % (JL)+|R) und | — )= \/—17 (JLy — |RY)

Zeitentwicklung fur die Eigenzusténde:
Pyy® =cn@l+)  und ¥ = (O] —)



Einsetzen in die Schrédingergleichung: ih% [W(t) = HW¥(t)) ,also
ith ¢y (©) = (Eo + ey (D R O) — e n(EotDt

ih C"|_)(t) = (EO —])Cl_)(t) N C|_>(t) :e—%(Eo—])t
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b)
1
Y(t=0) =|R)= ﬁ(lﬂ +1=)
w(t) = %(e‘%(%”)tm + e‘%(EO‘f)H - )) = %e‘%‘%t (e‘%”|+) + e+%ff| - ))

Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Zustand |R> zu finden:
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c)

Die Kopplung wird vom Tunneln durch die Barriere verursacht. Wenn die Hohe oder Breite
der Barriere gegen oo geht, verschwindet die Kopplung.

a=( )= (9 &)
W) = alL) +bIR) = ()

Dann ist (Z) Eigenvektor mit dem Eigenwert E,

(¢’ 5,) o) = E(g)

R: (¢ g)(D)= ()

Damit sind |L) und |R) entartet.



Aufgabe 2: Der Wasserstoffgrundzustand (4P)

Man kann die GrélRenordnung der Energie des Wasserstoffgrundzustands abschétzen.

a) Addieren Sie dazu die Coulomb-Energie E eines Elektrons, das sich im Abstand r vom Kern
aufhélt und seine kinetische Energie E;.. Nehmen Sie an, dass die Gréf3enordnung der
Ortsunscharfe Ar = r ist und daher die Impulsunscharfe von der GréRenordnung p == h/Ar.
Bestimmen Sie dann den Wert von r, bei dem die Gesamtenergie minimal ist.

b) Vergleichen Sie r, und die resultierende Bindungsenergie mit dem Bohr‘schen Radius und der
Energie des Grundzustands des Wasserstoffatoms.

Ldsung:
a)

. . zZ e?
potentielle Energie: E, = — 4ne037 (Z=1)

kinetische Energie: Ap = h/Ar und (Ap)? = (p?) — (p)?, daher Ey;, = 2— = ——

Addition: E(r) = —- — L ¢
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b)
mit ,Bohr* ist m v, ,, = n i _die kinetische Energie
p> (mv)?  n’h?
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Ausfuhrliche Losung: Wir wollen die Energie

fiir den tiefsten gebundenen Zustand abschétzen. Da der Zentrifugalter im Hamiltonoperator
(4.52) fiir [ > 0 einen repulsiven Beitrag zur Energie liefert, ist es klar, dass wir den ener-
getisch tiefsten Zustand fiir [ = 0 erwarten. In diesem Fall besteht der Hamiltonoperator
nur aus einem Beitrag der radialen kinetischen Energie, der positiv sein wird, und dem
attraktiven Energiebeitrag des Coulomb Potenzials.

Je néher das Elektron am Atomkern ist, um so attraktiver ist der Beitrag des Coulomb
Potenzials. Im Abstand rq betragt ja der Wert dieses Coulomb Potenzials

Schriankt man aber den Aufenthaltsort des Elektrons auf einen Bereich r» < rj ein, um
einen moglichst attraktiven Erwartungswert fiir Coulomb Potenzial zu erzielen, so muss
man die Heisenbergsche Unschérferelation fiir die Orts - Impulsunschirfe beachten. Eine
Einschrankung auf das Intervall —rq < r < rg, also A%(r) = 4r2 hat wegen der Unschiirfe-
relation
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Np)A(r) >
zur Folge, dass
ﬁ?
A(p) = () — (0)* = ) = ol

sein muss. Dabei haben wir benutzt, dass der Erwartungswert fiir den Impuls (p) = 0 sein
wird. Je kleiner r, um so grofier wird also der Erwartungswert des Impulsquadrates, (p?),
sein und entsprechend positiver die kinetische Energie

P

= _ "
T ou T 2ur2

Zur Abschitzung der minimalen Energie fassen wir die Summe aus dieser kinetischen
Energie und der potenziellen Energie zusammen

h? 2
E(ro) = = — —, (4.53)
2urg o
und bestimmen den Wert von ry an dem diese Funktion minimal ist
dE 2 e?
—=-—— + — = 0
dro urg T
was zu einem Wert fiir )
h
ro=— =0.53x 107" m, (4.54)
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fithrt. Der numerisch Wert von 0.53 Angstrom ergibt sich, wenn man die reduzierte Masse
p fitr das Elektron, also fiir das gewohnliche Wasserstoffatom einsetzt. Diesen Ausdruck
fiir ry bezeichnet man auch als den Bohr’schen Radius fiir das Wasserstoffatom.
Berechnet man die Energie fiir diesen Wert von ry nach (4.53), so ergibt sich
4 4
g, = ke ope
2h h
pe’
25
= —135eV (4.55)

Der numerische Wert fiir die Energie von -13.5 eV ergibt sich wieder fiir den Fall des
normalen Wasserstoffatoms. Bemerkenswert am Ausdruck in der ersten Zeile ist, dass der
Wert fiir die potenzielle Energie mit dem Wert der kinetischen Energie verkniipft ist durch

1

Dies entspricht der Vorhersage des Virialsatzes fiir ein Potenzial der Form 1/r in der
klassischen Mechanik. (sieche Abschnitt 3.4 aus der Vorlesung Physik I).

Den Ausdruck (4.55) kann man einfach umschreiben in
- 1 82 ’ 2 =
Eﬁ = —§ (E) HE™ (406)

wobei der Quotient
2 =2 1

- - (4.57)

a=_—= ~—, i)
he  4meghe 1377

die sogenannte Sommertfeldsche Feinstrukturkonstante, ein dimensionslose Zahl be-

stehend aus Naturkonstanten, bezeichnet.

Betrachtet man jetzt ein exotisches Atom, wie z.B. ein myonisches Atom, mit einem
schweren Lepton, also einem groflerem Wert fiir die reduzierte Masse p, so wird aus diesen
Uberlegungen deutlich, dass die kinetische Energie bei gleichemn Wert fiir p? kleiner sein
wird als im Fall des Elektrons. Das Minimum der Funktion E(rg) wir also bei einem
kleineren Radius auftreten (siehe (4.54)) was gleichzeitig zu mehr Bindungsenergie, also
einem negativeren Wert fiir E(rg) fithrt (siehe (4.56)).



Aufgabe 3: Kugelflaichenfunktionen (4P)

a) Stellen Sie die Kugelflachenfunktionen fir £ = 2, (Yim =2, m =0, 1, 2) grafisch dar (z.B. durch
Auftragen von |Yim (9)]? in Polarkoordinaten mit einem Plotprogram).

b) Zeigen Sie, dass die Addition der Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die erlaubten Werte der
Quantenzahl m (£ = 1) zu einer kugelsymmetrischen Dichteverteilung fiihrt.

Losung:

Die ersten Kugelflichenfunktionen
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a)

|=2,m=2

l=2,m=1

|=2,m=0




Her beispielhaft die Losung fir 1=2:
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