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Aufgabe 1: Bewegung im Zwei-Niveau-System (4P) 

 

(Fortsetzung der Aufgabe 3 des 1. Übungsblattes) . 

Wir haben gesehen, dass für das Doppelmuldenpotenzial folgende Eigenzustände existieren: 

| +〉 =
1

√2
(|𝑅〉 + |𝐿〉)     und      | −〉 =

1

√2
(|𝑅〉 − |𝐿〉) 

Wobei: 

 
 

a) Wie entwickeln sich die Eigenzustände in der Zeit?  

 

b) Nun sei das Teilchen zur Zeit 𝑡 = 0 im Zustand  |Ψ(0)〉 = |𝑅〉 präpariert. Welche Form hat 

der Zustand |Ψ(𝑡)〉 in der Basis {| +〉, | −〉 } als Funktion der Zeit? 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach der Zeit t im Zustand |𝑅〉 zu finden? 

 

c) Die Bewegung in diesem Zweiniveausystem folgt aus der Kopplung der Zustände |𝐿〉 und |𝑅〉, 

die durch die Nichtdiagonalelemente 𝐽 in der Hamiltonmatrix (siehe Aufgabe 3, 1. Übung) 

beschrieben wird. Wie muss das Doppelmuldenpotential aussehen, damit die Kopplung 

verschwindet (𝐽 →  0)? Zeigen Sie, dass dann |𝐿〉 und |𝑅〉 entartete Eigenzustände sind und 

dass jede beliebige Linearkombination dieser Zustände wieder ein Eigenzustand ist. 

 

 

 

 

 

 

 

Lösung 

a) 

In Aufgabe 3, 1. Übung waren die Eigenwerte     𝐸|+⟩,|−⟩ =  𝐸0 ± 𝐽 

 zu den Eigenzuständen |+⟩=
1

√2
(|L⟩+|R⟩) und | − ⟩=

1

√2
(|L⟩ − |R⟩) 

  

Zeitentwicklung für die Eigenzustände: 

𝛹|+⟩(t) = 𝑐|+⟩(t)|+⟩       und      𝛹|−⟩(t) = 𝑐|−⟩(t)| − ⟩        

|L > = |R > = 



Einsetzen in die Schrödingergleichung:    𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|Ψ(t)⟩ = 𝐻̂|Ψ(t)⟩   , also 

𝑖ℏ 𝑐̇|+⟩(t) = ( 𝐸0 + 𝐽)𝑐|+⟩(t)        →      𝑐|+⟩(t) =𝑒−
𝑖

ℏ
( 𝐸0+𝐽)𝑡

         

  

𝑖ℏ 𝑐̇|−⟩(t) = ( 𝐸0 − 𝐽)𝑐|−⟩(t)        →      𝑐|−⟩(t) =𝑒−
𝑖

ℏ
( 𝐸0−𝐽)𝑡

         

 

D.h. 

 

𝛹|+⟩(t)=𝑒−
𝑖

ℏ
( 𝐸0+𝐽)𝑡|+⟩        und     𝛹|−⟩(t)=𝑒−

𝑖

ℏ
( 𝐸0−𝐽)𝑡| − ⟩         

 

 

b) 

 

𝛹(𝑡 = 0)  = |𝑅⟩ =
1

√2
(|+⟩ + |−⟩)   

𝛹(𝑡) =
1

√2
(𝑒

−
𝑖
ℏ

( 𝐸0+𝐽)𝑡
|+⟩ + 𝑒

−
𝑖
ℏ

( 𝐸0−𝐽)𝑡
| − ⟩) =  

1

√2
𝑒

−
𝑖
ℏ

𝐸0𝑡
(𝑒

−
𝑖
ℏ

𝐽𝑡
|+⟩ + 𝑒

+
𝑖
ℏ

𝐽𝑡
| − ⟩)  

 

Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Zustand  |R> zu finden: 

𝑃|𝑅⟩(𝑡) = |⟨𝑅|𝛹(𝑡)⟩|2 = |
1

√2
(⟨+| + ⟨−|) 

1

√2
(𝑒−

𝑖
ℏ

𝐽𝑡|+⟩ + 𝑒
𝑖
ℏ

𝐽𝑡| − ⟩) |
2

= 

1

4
|𝑒

−
𝑖
ℏ

𝐽𝑡 + 𝑒
𝑖
ℏ

𝐽𝑡
|
2

=
1

4
|2 cos (

𝐽 𝑡

ℏ
)|

2

=
1

2
(1 + cos (

2𝐽 𝑡

ℏ
)) 

 

c) 

Die Kopplung wird vom Tunneln durch die Barriere verursacht. Wenn die Höhe oder Breite 

der Barriere gegen ∞ geht, verschwindet die Kopplung. 

Ĥ= (
 𝐸0 𝐽

𝐽  𝐸0
) → (

 𝐸0 0

0  𝐸0
) 

 |Ψ⟩ = 𝑎|L⟩ + b|R⟩ = (
𝑎
𝑏

) 

Dann ist (
𝑎
𝑏

) Eigenvektor mit dem Eigenwert  𝐸0 

|L⟩ : (
 𝐸0 0
0  𝐸0

) (
1
0

) =  𝐸0 (
1
0

) 

|R⟩ : (
 𝐸0 0
0  𝐸0

) (0
1

) =  𝐸0 (0
1

) 

Damit sind |L⟩  und   |R⟩   entartet. 



 Aufgabe 2: Der Wasserstoffgrundzustand (4P) 

 

Man kann die Größenordnung der Energie des Wasserstoffgrundzustands abschätzen.  

 

a) Addieren Sie dazu die Coulomb-Energie 𝐸𝐶 eines Elektrons, das sich im Abstand r vom Kern 

aufhält und seine kinetische Energie 𝐸𝑘. Nehmen Sie an, dass die Größenordnung der 

Ortsunschärfe ∆𝑟 = 𝑟 ist und daher die Impulsunschärfe von der Größenordnung 𝑝 ≈≥ ℏ/∆𝑟.  

Bestimmen Sie dann den Wert von 𝑟0 bei dem die Gesamtenergie minimal ist. 

 

b) Vergleichen Sie 𝑟0 und die resultierende Bindungsenergie mit dem Bohr‘schen Radius und der 

Energie des Grundzustands des Wasserstoffatoms. 

 

 

 

Lösung:  

a) 

potentielle Energie: 𝐸𝐶 = −
𝑍

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟
     (Z = 1) 

kinetische Energie: ∆𝑝 ≥ ℏ/∆𝑟 und (∆𝑝)2 =  〈𝑝2〉 − 〈𝑝〉2, daher 𝐸𝑘𝑖𝑛 =
𝑝2

2𝑚
=

ℏ2

2𝑚 𝑟2 
 

 

Addition: 𝐸(𝑟) =
ℏ2

2𝑚 𝑟2 
−

1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟
 

𝑑𝐸

𝑑𝑟
= −

ℏ2

𝑚 𝑟3 
+

1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟2
= 0 

𝑟0 =  
 ℏ24 𝜋𝜖0 

𝑚 𝑒2
= 0.53 Å  

Bindungsenergie: 𝐸𝐶,𝑟0
=

ℏ2

2𝑚 𝑟0
2 

−
1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟0
= −13.6 𝑒𝑉 

 

b) 

mit ‚Bohr‘ ist 𝑚 𝑣𝑛 𝑟𝑛 = 𝑛 ℏ  die kinetische Energie  

𝐸𝑘𝑖𝑛 =
𝑝2

2𝑚
=

(𝑚𝑣𝑛)2

2𝑚
=

𝑛2ℏ2

2 𝑚 𝑟𝑛
2
 

 

ℏ2

2𝑚 𝑟𝑛
2 

=
1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟
  → 𝑟𝑛 =  

 𝑛2ℏ24 𝜋𝜖0 

𝑚 𝑒2   und n=1: 𝑟1 =  
 ℏ24 𝜋𝜖0 

𝑚 𝑒2 = 0.53 Å 

 

 𝑣𝑛  =
𝑛 ℏ

𝑚 𝑟𝑛
   

𝐸𝑛 =
𝑚𝑣𝑛

2

2 
−

1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟𝑛
 und n=1: 𝐸1 =

ℏ2

2 𝑚 𝑟1
2 −

1

4 𝜋𝜖0

𝑒2

𝑟1
= −13.6 𝑒𝑉 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ausführliche Lösung: Wir wollen die Energie  

 

  

im Hamiltonoperator 



 

 

 

 

  



Aufgabe 3: Kugelflächenfunktionen (4P)  

a) Stellen Sie die Kugelflächenfunktionen für ℓ = 2, (Ylm = 2, m = 0, 1, 2) grafisch dar (z.B. durch 
Auftragen von |Ylm (𝜗)|2 in Polarkoordinaten mit einem Plotprogram). 
 

b) Zeigen Sie, dass die Addition der Wahrscheinlichkeitsdichten für die erlaubten Werte der 
Quantenzahl m (ℓ = 1) zu einer kugelsymmetrischen Dichteverteilung führt. 

 
Lösung: 

 

b) 

  



a) 
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2

 



Her beispielhaft die Lösung für l=2: 

 


