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ÜBUNGSAUFGABEN 7

DEADLINE: Fr. 4. 12. 2015, 16:00. Abgabe in Paaren.

1. Zeigen Sie, dass Lp(R, λ) 6⊂ Lq(R, λ) für das Lebesgue-Maß λ auf R und 1 ≤ p 6=
q ≤ ∞.
Hinweis: Betrachten Sie z.B. die Funktionen fα(x) = x−α, α > 0. Untersuchen Sie
die p-Normen dieser Funktionen in der Nähe von 0, also z.B. auf (0, 1), und dann
für x groß, also z.B. auf (1,∞).

2. Sei (X,X, µ) ein Maßraum. Beweisen Sie, dass Lq ⊂ Lp+Lr für 0 < p < q < r ≤ ∞;
d.h. jede Funktion f ∈ Lq ist die Summe einer Funktion in Lp und einer Funktion
in Lr.
Hinweis: Betrachten Sie f auf E = {x : |f(x)| > 1} und auf dem Komplement von
E.

3. Sei (X,X, µ) ein Maßraum. Beweisen Sie, dass Lp∩Lr ⊂ Lq für 0 < p < q < r ≤ ∞.
Hinweis: Für r < ∞, benutzen Sie Hölders Ungleichung mit geeigneten konjugierten
Exponenten.

4. Für 1 ≤ p < ∞, definieren wir die p-Norm einer Folge x = (xk) reeller Zahlen durch

||x||p :=

(

∞
∑

k=1

|xk|
p

)1/p

.

Für p = ∞ setzen wir
||x||

∞
:= sup

k
|xk|.

Zeigen Sie, dass die Lebesgueschen Folgenräume (ℓp, || · ||p),

ℓp = {x = (xk) : ||x||p < ∞}, 1 ≤ p ≤ ∞,

Banachräume sind.
Hinweis: Eine elegante Lösung bestünde darin, einen Maßraum (X,X, µ) zu kon-
struieren mit ℓp = L

p(X,X, µ), und sich dann auf Resultate der Vorlesung zu be-
rufen.


