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Kapitel 1

Einfiihrung und
Wellenmechanik

1.1 Anfinge und Motivation der Quantenme-
chanik

1.1.1 Physik am Ende des 19. Jahrhunderts

Am Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik weitgehend abgeschlos-
sen zu sein. Die damals bekannten Wechselwirkungen, die Gravitation
und der Elektromagnetismus, wurden durch das Newton’sche Gravita-
tionsgesetz bzw. durch die Maxwell’schen Gleichungen iiberzeugend
beschrieben, und die klassische Mechanik in ihren durch Lagrange und
Hamilton ausgefeilten Formulierungen erlaubte es, die Bewegung von
Korpern unter dem Einfluss gegebener Krifte zu berechnen und damit
zu verstehen. Die Wirmelehre war im Begriff, die thermodynamischen
Phédnomene auf die Bewegung sehr vieler mikroskopischer Teilchen
zuriickzufiihren.

Zwar gab es noch einige ungeklirte Fragen, die aber wohl weitgehend als
kleinere, letzte Probleme vor einem endgiiltigen Abschluss der Physik
erachtet wurden. Eine dieser Fragen betraf den Widerspruch zwischen
der Galilei-Invarianz der klassischen Mechanik und der Maxwell’schen
Elektrodynamik: Erstere besagt, dass Geschwindigkeiten addiert werden
diirfen, wihrend letztere besagt, dass es mit der Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum c eine universelle Obergrenze fiir alle Geschwindigkeiten gibt.
Zur Auflosung dieses Widerspruchs ersetzte Albert Einstein die Galilei-
durch die Lorentz-Invarianz und schuf damit die spezielle Relativitéts-
theorie, die ab 1905 zu einer der grofiten Umwilzungen in der Physik
fiihrte.

Eine andere Frage betraf den Aufbau der Materie. Durch die ziigige
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Frage
Schitzen Sie z.B. mithilfe der
Larmor-Formel die Lebensdau-
er eines Wasserstoffatoms gemif
der klassischen Elektrodynamik
ab.

2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND WELLENMECHANIK

Entwicklung und rasche Verbesserung physikalischer Instrumente wur-
de es moglich, zu immer kleineren Bestandteilen der materiellen Welt
vorzudringen. Schon 1897 entdeckte J. J. Thomson das Elektron und
bestimmte dessen Verhiltnis von Ladung zu Masse, —e/m.. Mit seinem
Oltropfchenversuch konnte R. Millikan 1911 die Elementarladung e zum
ersten Mal messen. Nach der Entdeckung der Radioaktivitit durch H.
Becquerel im Jahr 1896 stellte sich durch Nebelkammerversuche schnell
heraus, dass a-Strahlen aus Teilchen bestehen, die im Unterschied zum
Elektron positiv geladen und erheblich massereicher sind. Die Streuung
von a-Teilchen an den Atomen einer Goldfolie im Rutherford’schen
Streuversuch fiihrte rasch zur Entwicklung eines ersten Atommodells,
das Atome wie eine Art Sonnensystem im mikroskopischen Format dar-
stellte, in dem die negativ geladenen Elektronen in einem Abstand um die
positiv geladenen Atomkerne kreisten, der gegeniiber der Ausdehnung
der Kerne riesig war.

Die Stabilitit der Atome blieb aber ein Rétsel. Nach der Maxwell’schen
Elektrodynamik miissen beschleunigte Ladungen elektromagnetische
Strahlung abgeben. Der damit verbundene Energieverlust sollte bewirken,
dass die Elektronen innerhalb eines winzigen Bruchteils einer Sekunde
in die Atomkerne stiirzen sollten. Wie stabile Atome dennoch existieren
konnten, konnte das einfache Atommodell nicht erklédren.

1.1.2 Hohlraumstrahlung

Eine weitere Frage ergab sich daraus, dass es zunéchst nicht gelang, das
elektromagnetische Spektrum der thermischen Hohlraumstrahlung zu
erkldren. Auch dieses Problem ist einfach zu beschreiben. Man denke
sich einen Hohlraum, dessen Winde auf einer bestimmten, konstanten
Temperatur 7 gehalten werden. Die Atome der Winde werden elek-
tromagnetische Strahlung dergestalt aufnehmen und wieder abgeben,
dass der Hohlraum mit elektromagnetischer Strahlung angefiillt ist, die
sich im thermischen Gleichgewicht mit den Winden befindet. Der Ein-
fachheit halber seien die Winde ideal schwarz, sodass sie Strahlung
beliebiger Wellenldnge vollkommen absorbieren kdnnen.

Diese Hohlraumstrahlung werde nun durch eine Offnung beobachtet,
die im Vergleich zu den Abmessungen des Hohlraums sehr klein sein
soll, sodass das thermische Gleichgewicht im Inneren des Hohlraums
nur vernachlédssigbar beeintriachtigt wird. Wie wird die Energiedichte
dieser Hohlraumstrahlung iiber die Frequenzen verteilt sein bzw. welches
elektromagnetische Spektrum wird diese Hohlraumstrahlung aufweisen?

Das erwartete Spektrum konnen wir dadurch bestimmen, dass wir abzih-
len, wie viele stehende Wellen in einem dreidimensionalen Hohlraum
untergebracht werden konnen, den wir uns der Einfachheit halber als
Wiirfel mit der Kantenlinge L vorstellen. Erlaubt sind Wellen solcher
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Linge A, die zur Kantenlidnge L in einem ganz- oder halbzahligen Ver-
hiltnis L/A stehen. Auf der Strecke L lassen sich daher L/A solcher
Wellen unterbringen. Die Anzahl der Wellen, die insgesamt in der Hohl-
raumstrahlung angeregt werden konnen, kann durch das Volumen einer
Kugel mit dem Radius L/ A abgeschitzt werden, wobei es fiir jede dieser
Wellen zwei lineare Polarisationszustinde gibt. Also ist

87 (L\?
v=2(3) 11
3 (7 (1.1)
Die Dispersionsrelation elektromagnetischer Wellen im Vakuum stellt
zwischen der Wellenzahl k und der Kreisfrequenz w die Beziehung

k== (1.2)

her. Ausgedriickt durch die Wellenldnge 4 = 27/k und die Frequenz
v = w/2n lautet sie

2 2
1= (13)
k w v
woraus sich mit (I.])
R .
n= ﬁv (14)

fiir die rdumliche Anzahldichte N/L? erlaubter Wellen mit der Frequenz
v ergibt. Pro Frequenzintervall betrigt die Anzahldichte

dn  8m ,
— = — 1.5

dv ¢ (1.5)
Nimmt man nun aufgrund des Gleichverteilungssatzes der statistischen
Physik an, dass jede dieser Wellen im Mittel die Energie kg7 bekommt,
wobeli kg die Boltzmann-Konstante ist, ergibt sich die spektrale Energie-

dichte )
dn 8y

W(T,v) = — kgT =

uy(T,v) q, B 3

Dies ist die Rayleigh-Jeans’sche Strahlungsformel, die fiir kleine Fre-
quenzen hervorragend mit dem Spektrum der thermischen Hohlraum-

strahlung iibereinstimmt.

ksT . (1.6)

Fiir hohere Frequenzen ergeben sich zwei eklatante Widerspriiche mit
der Erfahrung. Zum einen zeigt eine (beinahe) alltigliche Beobachtung,
dass sich die Farbe eines heilen Korpers mit der Temperatur von rot
nach blau verschiebt. Die Farbe ist durch das Verhiltnis der spektralen
Energiedichten bei verschiedenen Frequenzen bestimmt, das aber gemif
(I.6) gar nicht von der Temperatur T abhéngt. Den Farbverlauf heifler
Korper vermag die Rayleigh-Jeans’sche Formel daher nicht zu erkliren.
Damit nicht genug, fiihrt sie zur so genannten Ultraviolettkatastrophe,
denn die gesamte, iiber alle Frequenzen integrierte Energiedichte

u(T) = f‘” u,(T,v) =co. (1.7)
0



Achtung
Das Planck’sche Wirkungsquan-
tum betrégt

h=6.6261-10"ergs .

Das reduzierte Planck’sche Wir-
kungsquantum ist
h

fi:= — =1.0546 - 10 ergs .
2w
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Wilhelm Wien versuchte einen Ausweg zu konstruieren, indem er Wellen
der Frequenz v eine Energie E, = hv zuwies und annahm, dass die
Wahrscheinlichkeit w, fiir die Anregung von Wellen der Energie E, im
thermischen Gleichgewicht mit der Temperatur 7 durch den Boltzmann-
Faktor

w, = e (1.8)

bestimmt sei, wobei wir die iibliche Abkiirzung 8 := (kgT)~! eingefiihrt
haben. Daraus ergibt sich mit (T.4) sofort die spektrale Energiedichte

dn 8mv?
u(T,v)=—E,w, =

- S hve (1.9)

Die Proportionalititskonstante £ mit der Dimension (Energie - Zeit), die
hier erstmals auftritt, wurde spiter als Planck’sches Wirkungsquantum
bekannt. Dieses Ergebnis ist die Wien’sche Strahlungsformel, die nun
fiir hohe Frequenzen v sehr genau mit dem gemessenen Spektrum der
Hohlraumstrahlung iibereinstimmt, aber bei kleinen Frequenzen schei-
tert. Am Ausgang des 19. Jahrhunderts war unklar, wie diese beiden
Strahlungsformeln zu einer zusammengefiihrt werden konnten, die fiir
alle Frequenzen gelten wiirde.

1.1.3 Lichtquantenhypothese und Planck’sches Strah-
lungsgesetz

Die Antwort fand Max Planck im Jahr 1900, indem er annahm, dass die
Emission und Absorption von elektromagnetischer Strahlung der Fre-
quenz v nur in Form diskreter Energiemengen E, = hv erfolgen konne.
Plancks Ergebnis und die Herleitung der Wien’schen Strahlungsformel
(1.9) fuhrten Einstein 1905 auf seine radikale Lichtquantenhypothese, die
besagt, dass die Energie elektromagnetischer Strahlung mit der Frequenz
v immer ein ganzzahliges Vielfaches nhv einer Minimalenergie hv sein
miisse. Ferner nehmen wir an, dass Zustinde des elektromagnetischen
Strahlungsfeldes im thermischen Gleichgewicht mit einer Wahrschein-
lichkeit w, besetzt sind, die zum Boltzmann-Faktor proportional ist,

w, o« e P (1.10)

Diese Wahrscheinlichkeit muss so normiert werden, dass sie in der
Summe iiber alle n = 0. .. oo gleich eins ergibt. Da diese Summe eine
geometrische Reihe ist, ergibt sie

o0

7 = Z_; e Py — Z (e-ﬁhV)” = ﬁ . (1.11)

n=0

Mit dieser Normierung der Wahrscheinlichkeit w, kann die mittlere Ener-
gie, die durch Wellen mit der Frequenz v zum Strahlungsfeld beigetragen
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wird, durch
- 1 < 16Z
_ _ —pnhy _ _ "~ 7
E(T,v) = Z:; Eaw, =~ Z:(; nhve M = = (1.12)
ausgedriickt werden. Das Ergebnis ist
hy

Multiplizieren wir diese mittlere Energie aller Beitrige mit Frequenz v
zum Strahlungsfeld mit der Anzahldichte der im Hohlraum erlaubten
Wellen mit dieser Frequenz, erhalten wir die spektrale Energiedichte

8mv?  hy

3 v —1°
Dies ist das Planck’sche Strahlungsgesetz, das Max Planck auf anderem
Wege fand. Fiir hohe Frequenzen, Shy > 1, wird der Exponentialfak-
tor sehr viel grofer als die davon subtrahierte eins, sodass (I.14)) in
die Wien’sche Strahlungsformel iibergeht. Im umgekehrten Fall klei-
ner Frequenzen, fhy < 1, kann e~ 1 + Bhv genihert werden, und
(I.14) wird zum Rayleigh-Jeans’schen Strahlungsgesetz (1.6). Offenbar
ist die Lichtquantenhypothese in der Lage, die zwei widerspriichlichen
Gesetze fiir die Hohlraumstrahlung zu einem zu kombinieren, das mit
Beobachtungen hervorragend iibereinstimmt.

u,(T,v) = (1.14)

Planck’sches Strahlungsgesetz

Das Planck’sche Strahlungsgesetz folgt direkt aus der Lichtquantenhy-
pothese und der Annahme, dass Strahlungszustidnde im thermischen
Gleichgewicht mit einer Wahrscheinlichkeit besetzt sind, die dem
Boltzmann-Faktor entspricht.

1.1.4 Interferenz und Materiewellen

Der Befund, dass elektromagnetische Wellen offenbar auch als ein Strom
von Teilchen aufgefasst werden konnen, legt die umgekehrte Frage nahe,
ob auch massebehaftete Teilchen als Wellen beschrieben werden kdnnen.
Versuchsweise stellen wir dazu ein nicht ndher bezeichnetes Teilchen in
seinem Ruhesystem durch

(') = poe " (1.15)
dar. Nach der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
E? = &?p? + m*c* (1.16)
gilt im Ruhesystem E = mc?, sodass dem Teilchen die Kreisfrequenz

mc? h
= — it 7= — 1.17
w - mi o ( )

il — Rayleigh-Jeans
—  Wien
— Planck

\
6 8 10
Z

Strahlungsgesetze von Rayleigh-
Jeans, Wien und Planck
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zuzuordnen wire. Eine Lorentztransformation aus einem relativ zum
Ruhesystem mit Geschwindigkeit v = Sc bewegten System in das Ruhe-
system ergibt

(‘;)=(_;y 57)(Z)=7(?_£’;) (1.18)
Setzen wir t’ = y(t — Bx/c) in ein, erhalten wir
Y(t, x) = Yoe @™ (1.19)
wenn wir
w:=yv , k=vyu'Blc (1.20)

setzen. Mit den relativistischen Beziehungen E = ymc? und p = ymv,
also

p= %E:EE (1.21)
c c
konnen wir
E=hw und p=rhk (1.22)

auch fiir Teilchen setzen.
Materiewellen

Wie die Lichtquantenhypothese Strahlung in Quanten zerlegt, weist
die Vorstellung der Materiewellen diskreten Teilchen die de-Broglie-

Wellenlinge zu,

o 2nh
T_m_n (1.23)

/ldB:_
k p D

Zahlreiche Interferenzversuche belegen, dass Teilchen tatsichlich als
Wellen mit der de-Broglie-Wellenldnge aufgefasst werden kdnnen.

1.1.5 Quantisierungsregel von Bohr und Sommerfeld

Betrachten wir ein klassisches Teilchen, das sich unter dem Einfluss der
Lagrangefunktion L periodisch auf einer gebundenen Bahn bewegt. Mit
der Hamiltonfunktion H ist L durch die Legendretransformation

L(q.4.1) = pg — H(q, p,1) (1.24)

verbunden. Zur Vereinfachung nehmen wir weiter an, dass das Kraftfeld,
in dem sich das Teilchen bewegt, konservativ sei. Dann ist die Energie des
Teilchens erhalten, und die Hamiltonfunktion ist lings der Teilchenbahn
konstant. Die iiber einen Umlauf des Teilchens integrierte Wirkung ist
dann

S = ggdt [pg — H(g, p)] = ggpdq—Et; (1.25)

sie zerfillt also in einen konstanten Anteil, der allein von der Form der
Bahn im Phasenraum abhingt, und einen linear mit der Zeit anwachsen-
den Anteil.
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Die Quantisierungsregel von Bohr und Sommerfeld besagt nun, dass der
konstante Anteil der Wirkung (I.25) ein ganzzahliges Vielfaches des
Planck’schen Wirkungsquantums sein miisse,

SO:SEpdq:nh, n=1273.... (1.26)

Dabei wird n als Quantenzahl bezeichnet.

Bohr’sches Korrespondenzprinzip

Dieser Uberlegung liegt das Bohr’sche Korrespondenzprinzip der Quan-
tenmechanik zugrunde, das besagt, dass quantenmechanische Systeme
fiir groBe Quantenzahlen in ihr klassisches Verhalten tibergehen miis-
sen, denn fiir groBe n > 1 wird h < S, und die Quantisierung in
(T.26) wird unerheblich.

Wenden wir die Quantisierungsregel (I.26) gleich auf ein Elektron im

Coulombfeld

62

F=— (1.27)

r
eines Atomkerns mit Ladungszahl Z = 1 an. Fiir ein klassisches Teilchen,
das eine Kreisbahn mit Radius r in diesem Kraftfeld beschreibt, erfordert

das Kriftegleichgewicht

2 2
Tl -2 (1.28)
r r
Der konstante Anteil S, der Wirkung (1.235) ist
So = mevrggdgo = 2nmevr = nh , (1.29)
sodass der Drehimpuls nach
L = mour = nh (1.30)

ein Vielfaches von 7 sein muss. Kombiniert mit ergibt diese
Bedingung
&2 2H?
v, = s und 7, =
Hier lohnt es sich, zur Abkiirzung die dimensionslose Sommerfeld’sche
Feinstrukturkonstante

(1.31)

mee?

S (1.32)
“The T 137.036 '
und die reduzierte Compton-Wellenlinge
h -1
Ao = ~3.86-107" cm (1.33)
meC
des Elektrons einzufiihren, mit deren Hilfe (I.31) in die Form
2
v, = gc und r, = n—/Te (1.34)

n a



Frage
Begriinden Sie den Ausdruck
(1.35) fiir die Gesamtenergie.
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gebracht werden konnen. Nur solche Geschwindigkeiten v, auf Bahnen
mit Radien r, wiren nach der Quantisierungsregel (I.29) erlaubt. Auf
solchen Bahnen betrigt die Gesamtenergie

2 2
o omy,  1a » Ry
E, = - =3 (;) mee” =t =5, (1.35)

wobei die Rydberg-Energie

2
Ry := %mecz ~ 13.6eV (1.36)

eingefiihrt wurde. Fiir n = 1 wird ry aus (1.34)) als Bohr’scher Radius

z o
~ 0.529A (1.37)

-
a

ag =

bezeichnet.
Bohr’sche Postulate

Ausgehend von diesen Ergebnissen besagen die Bohr’schen Postulate,
dass es in Atomen stationére Elektronenzustinde mit den Bahnradien
r, gibt, in denen das Elektron nicht strahlt, dass sich die Energie des
Elektrons nur durch einen Ubergang von einem stationiren Zustand in
einen anderen 4ndern kann, und dass bei einem Ubergang vom Zustand
m in den Zustand n Energie aufgenommen oder abgegeben wird, die
der Bedingung

E,—E,=hv (1.38)

geniigt. Diese Postulate begriinden das Bohr’sche Atommodell, demzu-
folge atomarer Wasserstoff nur Spektrallinien mit den Frequenzen

Ry (1 1

aufnehmen oder abgeben kann.

Vv

Firn = 1und m = 2,3,... sind das die Linien der Lyman-, fiirn = 2
und m = 3,4, ... diejenigen der Balmer-Serie.

1.2 Grundlagen der Wellenmechanik

1.2.1 Unbestimmtheit und Wahrscheinlichkeit
Die Zuordnung von Wellen zu Teilchen durch de Broglie legt es nahe,

Teilchen durch Uberlagerung ebener Wellen zu beschreiben. Teilchen
werden dann durch Wellenfunktionen y beschrieben, die sich gemif

> &k o i(F-2—wi)
&(I,X)waw(k)e (1.40)
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durch Uberlagerung von Fourier-Moden 1/7(1?) schreiben lassen. Die Norm
der Fourier-Transformation (I.40) wurde so gewihlt, dass sie mit der
Norm der Fourier-Riicktransformation identisch ist. Die de-Broglie-
Beziehungen erlauben es dann, auch durch den Impuls 7
und die Energie E auszudriicken,

> d3p 2 SN\ ip-X
lﬂ(l‘,x)=fW¢(t,p)ep " (1.41)
wobei _
U(t, B) = g(p)e " (1.42)

gesetzt wurde. Die Energie wird vom Impuls durch eine Energie-Impuls-
Beziehung E(p) abhidngen, die wir vorerst nicht festzulegen brauchen.
Die Fourier-Riicktransformation von (1.41) ergibt

P d’x o amip R
w(t,p):ow(t,x)e . (143)

Betrachten wir zunéchst der Einfachheit halber ein eindimensionales
Wellenpaket, das aus Moden mit geringfiigig verschiedenem Impuls
zusammengesetzt wird,

po+Ap/2 dp . « Eo/h

sen= [ SR dper . (1ad)
po-dpz (2)!2

Wir nehmen an, dass Ap so klein ist, dass im betrachteten Intervall

¥ (p) = ¥(po) angenommen und

E(p) = Eo+ E'(p — po) (1.45)

entwickelt werden kann, wobei E’ = dE/dp ist. Ferner fithren wir die
Impulsdifferenz & := p— py als neue Integrationsvariable ein. Dann lautet

(L.44)

_ 7 i(pox—Eot) /1 Ap/2 dé: i€z/h
Y(t, x) = Y(po) e 7 (1.46)

—~Ap/2 (Zﬂh)l/z ’

wobei z := x — E’t abgekiirzt wurde. Das verbliebene Integral ist schnell
bestimmt und ergibt

(e
Y(t, x) = fr(py) e'PorFon/n wlzﬂ—h M : (1.47)

4

Die Funktion sin(zAp/2h)/z ist bei z = 0 maximal und fillt erstmals
auf Null ab, wo zAp/2h = +r ist. Der Abstand der beiden innersten
Nullstellen betrégt also

h
Ax=2— . 1.48
X Ap (1.48)

Die Funktion sin(Apz/2#)/z ist hier
fir Ap/2h = 1 gezeigt, also
fir z in Einheiten der de-Broglie-
Wellenlinge.
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Heisenberg’sche Unschirferelation

Daher ist der Ort eines Wellenpakets mit der kleinen Impulsunschérfe
Ap nur mit einer Unschirfe Ax bestimmbar, die durch

AxAp = 2h (1.49)

nach unten begrenzt ist. Diese fundamentale Unschdrferelation der
Quantenmechanik, die spéter noch verschirft wird, ist demnach eine
unvermeidliche Folge des Welle-Teilchen-Dualismus.

Wegen der Fouriertransformation (1.41)) gilt zwischen (¢, ¥) und J/(z, 7)
die Plancherel’sche Formel

v[wmfw&x:j\maﬁw&p=j1mﬁw&p, (150)

wobei im letzten Schritt (I.42)) verwendet wurde. Das Integral iiber
das Betragsquadrat von ¥(t, X) ist demnach zeitunabhingig und kann
beispielsweise ein fiir alle Mal auf eins normiert werden.

Wahrscheinlichkeitsdeutung der Wellenfunktion

Dies legt die Deutung nahe, dass |y(z, ¥)|* als Wahrscheinlichkeitsdichte
dafiir aufgefasst werden kann, das durch ¢ beschriebene Teilchen zur
Zeit t am Ort X zu finden.

1.2.2 Schrodinger-Gleichung und Korrespondenz

Auf der Suche nach einer Entwicklungsgleichung fiir die Wellenfunktion
wenden wir die partielle Zeitableitung auf (I.41)) an und erhalten

)—f@Wﬂt)wrwwﬁ (1.51)

wihrend eine rdaumliche Ableitung

Vu(t, %) = f(z = (1 )w(z 7) e (1.52)

ergibt. Die beiden konnen nicht unabhingig voneinander sein, weil
zwischen Energie und Impuls eine Beziehung besteht.

Schrodinger-Gleichung

Verlangen wir, dass die klassische (nicht-relativistische) Energie-
Impuls-Beziehung
22
E=L (1.53)
2m

gelte, folgt aus (I.51) und (I.52)) bereits die freie Schrodinger-
Gleichung

ind (t *)——h—zﬁz (t, %) (1.54)
1atl//,x—2mw,x. .
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Sie ist insofern ,,frei*, als das dadurch beschriebene Teilchen noch keinen
Kriften unterliegt.

Die Ausdriicke (I.5T)) und (1.52) legen es nahe, die Energie E und den
Impuls 7 mit den Operationen

E:= ih% und j:= —ihV (1.55)
zu identifizieren und sie als Energie- bzw. Impulsoperator zu bezeich-
nen. Wie (1.51)) und (1.52) zeigen, ziehen sie die Information iiber die
Energie bzw. den Impuls aus der Wellenfunktion. Entsprechend der
Wabhrscheinlichkeitsdeutung der Wellenfunktion sind die Mittelwerte der
Energie und des Impulses durch

<E>:fd3w*E¢ und <ﬁ>:fd3w*fw (1.56)

gegeben. Da der mittlere Ort entsprechend durch
(X)) = fd3xw* Xy (1.57)

bestimmt ist, wird dem Ort der Operator =z zugeordnet.

Korrespondenz

Das Korrespondenzprinzip der Quantenmechanik besagt, dass man
von klassischen zu quantenmechanischen Gleichungen gelangen kann,
indem man Ort, Impuls und Energie durch die Operatoren

A A = A 8
¥=%, p=-iV und E=ihz (1.58)

ersetzt. Da H = p?/2m die klassische Hamiltonfunktion des freien
Teilchens ist, wird

2
H=—=—V? (1.59)
als Hamilton-Operator des freien Teilchens bezeichnet.

Zur Beschreibung eines Teilchens in einem Kraftfeld wird der Hamilton-
Operator durch das Potential V(X) ergénzt, in dem der Ortsvektor durch
den Ortsoperator ersetzt werden muss. Dann ist

1= v, (1.60)
2m

und die freie Schrodinger-Gleichung (1.54) wird zu
. 6 > 3 >
iz g0, 2) = Ayl %) (1.61)

erweitert.
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1.2.3 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Wir bilden nun noch die partielle Zeitableitung der Wahrscheinlichkeits-
dichte w = |y> = ¥y,

(’)
-y 1.62
Sw=uys Ty (1.62)
und ersetzen die Zeitableitungen geméll der Schrodinger-Gleichung
0 1 0 1
—y=—Hy, —y' =-—Hy" . 1.63
atw in v 6tw in v (1.63)
Dadurch lautet die Zeitableitung (1.62)
D= L (v hry - i) (1.64)
o " in

oder, nachdem sich ein méglicher Potentialterm im Hamilton-Operator
herausheben wiirde,

a _ 52 2
W= s (w Vi -y Vi) (1.65)

Die Divergenz kann aus dem Laplace-Operator V2 = V.V heraus gezogen
werden, woraus

0 h
oW = —TV (v Vy — yVy*) (1.66)

folgt.
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit
Definieren wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

_)

(w Vy - yVy') = %Im (z//*W) : (1.67)

21m

geht (I.66) in die Erhaltungsgleichung

0
ot

fiir die Wahrscheinlichkeit iiber.

>

—w+V-j=0 (1.68)



Kapitel 2

Formaler Aufbau der
Quantenmechanik

2.1 Hilbertriume und Operatoren

In der klassischen Mechanik sind Zustéinde als Punkte im Phasenraum
gekennzeichnet, also durch geordnete Tupel (g, p) aus Ort g und Im-
puls p. Sind beide zu einem beliebigen Zeitpunkt bekannt, legen die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen die Trajektorie eindeutig fest,
die von diesem Punkt im Phasenraum ausgeht. Die Heisenberg’sche
Unschirferelation ([.49) zeigt nun, dass aufgrund der Welleneigenschaf-
ten der Materie Ort und Impuls nicht zugleich beliebig genau bestimmt
werden konnen. Die Zustandsbeschreibung der klassischen Mechanik
muss daher grundlegend verdndert werden.

Die Experimente zur Wellennatur der Materie und zur Interferenz von
Materiewellen legen es nahe, fiir die Quantenmechanik eine solche
Zustandsbeschreibung zu suchen, die es erlaubt, Zustdnde linear zu tiber-
lagern. Wenn dies moglich wire, konnte man beispielsweise wie in der
Elektrodynamik das Huygens’sche Prinzip dazu verwenden, um Interfe-
renzmuster durch Uberlagerung von Kugelwellen zu beschreiben. Die
einfachsten mathematischen Objekte, die linear iiberlagert werden kon-
nen, sind Vektoren. Daher wird der Quantenmechanik ein Vektorraum als
Zustandsraum zugrunde gelegt, der mit weiteren Strukturen ausgestattet
wird.

2.1.1 Vektorraume, Norm und Skalarprodukt

Beginnen wir also ohne Umschweife mit Vektorrdumen.

13
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Vektorraum

Ein Vektorraum (V, K, +, -) iiber einem Korper K ist eine Menge, die
mit einer Addition + und einer skalaren Multiplikation - ausgestattet
1st,

+:VxV->V, hwPpuvtw
- KXV-oV, (4ve Av. (2.1)

Dabei sollen fiir die Addition und die Multiplikation folgende Bedingun-
gen gelten:

e (V,+) ist eine Abel’sche Gruppe, deren neutrales Element als
Nullvektor 0 bezeichnet wird.

e Fiir die skalare Multiplikation gelten die Distributivgesetze

Av+w)=Aw+Aw AeK;,v,weV)
A+pwv=w+uw AuekK;veV) 2.2)

und das Assoziativgesetz

(Ao = A(uv) AueK,veV). (2.3)

Ein Korper (K, +, -) ist eine Menge, auf der eine Addition + und eine
Multiplikation - so definiert sind, dass (K, +) eine Abel’sche Gruppe
mit neutralem Element O sowie (K \ {0}, -) eine Abel’sche Gruppe mit
neutralem Element 1 ist und die Distributivgesetze gelten. Die reellen
Zahlen R und die komplexen Zahlen C sind Beispiele fiir Korper.

Verlangt man abweichend nur, dass (K, -) eine Halbgruppe ist, wird K
als Ring bezeichnet. Ersetzt man in der Definition des Vektorraums den
Korper durch einen Ring, erhilt man einen Modul.

Vektoren sind demnach die einfachsten mathematischen Objekte, die
man addieren sowie mit Skalaren strecken und stauchen, also linear iiber-
lagern kann. Genau solche Objekte brauchen wir, um die experimentellen
Befunde der Quantenmechanik mathematisch abzubilden. Wie spiter
klar werden wird, legen wir dem Zustandsraum der Quantenmechanik
den Korper der komplexen Zahlen C zugrunde.

Skalarprodukt

Auf diesem Vektorraum fithren wir nun eine weitere zweistellige Ver-
kniipfung (-, -) ein, die Paare von Vektoren in die komplexen Zahlen
abbildet,

(,Y:VxV->C, @wwr w @wwevV), 2.4)
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Dabei sollen die folgenden Regeln gelten:

,w) =(w,v)" @WweV),
v, hw; + Lwy) = (v, wy) + LV, wy) (L2 €Coo,wp€V),
wvy=0 @wWeV), wvy=0s0v=0. 2.5)

Diese Abbildung heiit Skalarprodukt. Die erste Eigenschaft aus (2.5)
bedingt, dass das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument ist,

(o1 + 0p, wy = vy, w) + v, w) . (2.6)

Ein Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt ausgestattet ist, hei3t Prdi-
Hilbertraum. Mithilfe des Skalarprodukts kann eine Norm || - || auf dem
Pria-Hilbertraum eingefiihrt werden,

-1 V=R, ool =0, 2.7)

Schwarz’sche Ungleichung

Diese Norm erfiillt die Schwarz’sche Ungleichung
(v, w) < loll - [lwll (2.8)

die spiter fiir die Quantenmechanik wichtig werden wird.
Sie ldsst sich wie folgt beweisen:
0<(v-Aw,v - Aw)
= [loll® + [APwl® = 2w, w) = Aw, ) . (2.9)

Setzt man den bisher beliebigen Skalar auf A := (w, v)/||w||* und multi-
pliziert die Ungleichung mit |jw||?, folgt bereits die Schwarz’sche Unglei-
chung.

Mithilfe der Schwarz’schen Ungleichung lésst sich die Dreiecksunglei-
chung
o+ wll < |loll + [lwill (2.10)

leicht beweisen. Zunichst ist
llo+ wi* = ol + llwll” + (v, wy + (w, v) . (2.11)
Weiter gilt
(v, w) + (w, v) = 2Re(v, w) < 2w, w)| < 2||v|| - [lw] (2.12)

und damit aufgrund von (2.11) |jv + w|> < (vl + [|w|)?, woraus die
Dreiecksungleichung folgt.

Mithilfe des Skalarprodukts sind wir bereits in der Lage, einen Vektor
auf einen anderen zu projizieren und die Linge von Vektoren anzugeben.

Frage
Uberzeugen Sie sich davon, dass
aufgrund der Regeln (2.5)) die An-
tilinearitit (2.6) gelten muss.

Frage
Fiihren Sie die Rechnung (2.9)
bis zur Schwarz’schen Unglei-
chung zu Ende.
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2.1.2 Hilbertriume

Um weiterzufahren, benotigen wir zunédchst den Begrift der Cauchy-
Folge.

Cauchy-Folge

Eine Cauchy-Folge ist eine Folge (a;) von Elementen a; einer Menge,
deren Abstand mit fortlaufendem Index i € N beliebig klein wird. Es
gibt dann zu jedem & > 0 ein ny so, dass fiir alle m,n > n, gilt

lan —aill < €. (2.13)

Die Definition der Norm erlaubt es uns, zwei beliebigen Vektoren eines
Pri-Hilbertraums einen Abstand zuzuordnen. Ein Hilbertraum ist nun ein
Pra-Hilbertraum, in dem jede Cauchy-Folge zu einem Element des Pri-
Hilbertraums konvergiert. Ein solcher Pra-Hilbertraum heif3t vollstindig.

Hilbertraum

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt hei3t Prd-Hilbertraum. Ist der Préa-
Hilbertraum vollstindig, konvergiert in ihm also jede Cauchy-Folge,
heilt er Hilbertraum. Wir kennzeichnen ihn mit dem Symbol H.

Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn hochstens n seiner Vektoren
linear unabhingig sein konnen. Sei in einem n-dimensionalen Vektor-
raum V eine maximale Menge linear unabhingiger Vektoren {vy, ..., v,}
gegeben, dann kann jeder andere Vektor w € V als Linearkombinati-
on der Vektoren v; dargestellt werden, d.h. es existieren dann Zahlen
Ai,..., 4, € K so, dass

w = Zl /livi =. /livi (214)

gilt, wobei im letzten Schritt an die Einstein’sche Summenkonvention
erinnert wird. Jede maximale Menge linear unabhingiger Vektoren kann
demnach als Basis eines vollstindigen Vektorraums dienen.

Mithilfe des Skalarprodukts wird definiert, dass zwei Vektoren vy, v, € V
dann als orthogonal bezeichnet werden, wenn

(v1,0) =0, v,0#0 (2.15)

gilt. Eine Orthogonalbasis {vy, . . ., v,} ist eine Basis, deren Elemente alle
zueinander orthogonal sind,

(i,v;) =0 (@ #)). (2.16)

Mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens kann aus jeder Menge linear
unabhingiger Vektoren {vy, ..., v,} eine Menge zueinander orthogonaler
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Vektoren {wy, ..., w,} konstruiert werden. Jeder einzelne der Vektoren
w; kann dann mithilfe der Norm normiert werden,
Ww;

T e, (e,ej)=20i. 2.17)
Aus jeder maximalen Menge linear unabhéngiger Vektoren kann also
eine Orthonormalbasis {e, ..., e,} konstruiert werden. Die Annahme
einer solchen Basis beschrinkt daher die Allgemeinheit nicht. Hat man
eine Orthonormalbasis {e;} zur Verfiigung, erhdlt man die Komponen-
ten {A;} eines beliebigen Vektors v beziiglich dieser Basis mithilfe des
Skalarprodukts,

v=Adie;, = A ={e,v). (2.18)

Dualer Vektorraum

Weiterhin konnen wir mithilfe des Skalarprodukts einen dualen Vek-
torraum V* zu einem Vektorraum V einfithren. Dualvektoren bilden
Vektoren aus V linear in den zugrundeliegenden Korper K ab,

v’V K, weuvw @eV). (2.19)

Die Definition
vt i=(v,), vw)=(,w) (2.20)

ordnet jedem Vektor v € V einen Dualvektor zu.

2.1.3 Direkte Summe, Tensorprodukt und Verschrin-
kung

Seien zwei Hilbertraume X und Y gegeben, dann besteht zunéchst das
kartesische Produkt X x Y dieser beiden Ridume aus der Menge al-
ler geordneten Paare (x,y) aus Vektoren x € X und y € Y. Mit dem
komponentenweise definierten Skalarprodukt

(G, ), (X y)) = (6, x') +{y, i) (2.21)

wird X x Y auch zu einem Hilbertraum, der als direkte Summe X & Y
bezeichnet wird. Aus zwei Basen {qg;} und {b;} der beiden Hilbertrdume
entsteht durch die Vereinigung {a;} U {b;} eine Basis der direkten Summe.
Die Dimensionen addieren sich demnach,

dim (X @ Y) = dimX + dimV . (2.22)

In der statistischen Physik ebenso wie in der Quantenfeldtheorie benotigt
man einen Hilbertraum, mit dem eine beliebige Anzahl von Teilchen
beschrieben werden kann. Man erhilt ihn als direkte Summe von Hilber-
traumen Hy fiir jeweils N Teilchen und bezeichnet ihn als Fock-Raum
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F = @ Hy . (2.23)
N=0

Eine weitere unerlissliche Verkniipfung zweier Hilbertraume ist das
Tensorprodukt. Zunichst sind Tensoren n-ter Stufe allgemein als n-fache
lineare Abbildungen auf einem Vektorraum V definiert, d.h. sie bilden n
Vektoren in den zugrundeliegenden Korper K ab. Dementsprechend sind
Dualvektoren auch Tensoren erster Stufe. Aus zwei Dualvektoren v und
w wird nun durch das Tensorprodukt ein Tensor zweiter Stufe,

wew)(x,y) =vx)  wly) @wweVix,yeV). (2.24)

Sind eine Basis {¢;} des Vektorraums V und die dazu duale Basis {e;‘.}
des Dualraums V* gegeben, ist das Tensorprodukt eindeutig durch die
Komponenten von v und w bestimmt,

VO W = VW, (ef ® ej-) , (2.25)
wodurch mit {e} ® e}f} eine Basis fiir das Tensorprodukt entsteht.

Entsprechend definiert man das Tensorprodukt X ® Y zweier Hilbert-
rdume X und Y anhand ihrer Basen {a;} und {b;} als die Menge aller
Vektoren, die durch die Basis {a; ® b;} aufgespannt werden konnen. Die
Dimension des Tensorprodukts ist daher das Produkt der Dimensionen
der beiden Hilbertraume,

dim (X ® Y) = dimX - dimY . (2.26)
Durch die Definition
(x®@y, X @y =(x,x) (y,y) (2.27)

wird das Tensorprodukt X ® Y zweier Hilbertrdume wiederum zu einem
Hilbertraum.

Aus irgendzwei Vektoren x € X und y € VY kann das Tensorprodukt
x®y gebildet werden, das beziiglich der Basis {a;® b} die Komponenten
x;y; hat. Umgekehrt kann aber nicht jedes Element des Produktraums
X ®Y durch das Tensorprodukt zweier Vektoren aus X und Y dargestellt
werden. Wihrend ein beliebiges Element v des Tensorprodukts X ® Y
beziiglich der Basis {a;®b;} durch eine Koeffizientenmatrix v;; dargestellt
werden kann,

v = (ai®bj) Y veX®V, (2.28)
braucht die Koeflizientenmatrix (v;;) nicht von der Form
Vij = XiYj (2.29)

zu sein. Entscheidend dafiir ist der Rang der Koeflizientenmatrix (v;;).
Ist (v;;) von der Form (2.29), ist der Rang von (v;;) gleich eins.

Verschrinkung

Ein Element v des Produktraums X ® Y heil3t verschriinkt, wenn der
Rang seiner Koeffizientenmatrix (v;;) groBer ist als eins.



2.1. HILBERTRAUME UND OPERATOREN 19

2.1.4 Lineare Operatoren, Darstellung und Kommuta-
toreigenschaften

In der Quantenmechanik spielen lineare Operatoren auf dem Zustands-
raum eine ganz entscheidende Rolle.

Lineare Operatoren

Ein linearer Operator A, den wir mit einem Dach kennzeichnen, ist
eine Abbildung eines Vektorraums V auf sich,

A: VoV, v Aw) = Av, (2.30)
die in ihrem Argument linear ist,
AQdx + uy) = AAx + uAy . 2.31)

Operatoren A heiBen beschrinkt, wenn es eine Konstante 0 < 1 € K so
gibt, dass fiir allev € V
[|Av]| < Alfvl| (2.32)

gilt, anderenfalls heilen sie unbeschrinkt.

Aufgrund ihrer Linearitit kénnen lineare Operatoren A auf einem Vektor-
raum V durch die Bilder aller Elemente einer Basis {e;} von V eindeutig
dargestellt werden. Das Bild jedes Basisvektors e; muss selbst wieder
als Linearkombination der Basisvektoren dargestellt werden konnen,

~

Aej =:. a;je; , (233)

wodurch aufgrund der Linearitit folgt, dass die Anwendung von A auf
einen beliebigen Vektor v = vje;

~

Av=A (vjej) = UjAej = (a,-jvj) e; (2.34)

ergeben muss. Lineare Operatoren konnen demnach beziiglich einer
Basis {e;} durch quadratische Matrizen (a;;) dargestellt werden.

Die linearen Operatoren bilden selbst einen Vektorraum, weil sie auf
naheliegende Weise addiert und mit Skalaren aus K multipliziert werden
konnen. Die Hintereinanderausfithrung von zwei linearen Operatoren A
und B ist selbst wieder ein linearer Operator, der das Operatorprodukt
AB definiert,

(AB)v=A(Bv) . (2.35)

Gewohnlich hingt das Ergebnis dieser Hintereinanderausfiihrung von der
Reihenfolge der Operatoren ab. Den Unterschied zwischen den beiden
Reihenfolgen der Operatoren A und B kennzeichnet deren Kommutator

[A, B] = AB-BA . (2.36)



Frage
Uberzeugen Sie sich, dass das
Produkt AB zweier linearer Ope-
ratoren selbst wieder ein linea-
rer Operator ist. Rechnen Sie die
Jacobi-Identitt und die
Produktregel (2.38) nach.
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Fiir Kommutatoren gelten niitzliche Rechenregeln, insbesondere die
Jacobi-Identitdit

[4 [ ]] [BCA]|+[C[AB]=0 @3
=A[B.C|+[A.C|B. (2.38)

2.2 Spezielle Operatoren

2.2.1 Dirac-Notation

Oft werden Vektoren aus dem Zustandsraum der Quantenmechanik, dem
Hilbertraum H, durch das sogenannte Ket-Symbol oder kurz Ket |/)
bezeichnet. Ein solches Ket kennzeichnet demnach den Zustand eines
quantenmechanischen Systems. Duale Zustandsvektoren aus dem dualen
Hlbertraum H* werden dann durch das Bra-Symbol oder kurz Bra (¢ |
gekennzeichnet, sodass aus beiden zusammen das Skalarprodukt als
,,Bra-Ket“ oder ,,Bracket* wird,

(D1()) =< ¥) = (¢ 1¥) . (2.39)

Diese Notation wurde von P. A. M. Dirac eingefiihrt.

Neben dem Skalarprodukt (2.39)), in dem ein Bra auf einen Ket wirkt und
eine komplexe Zahl ergibt, sind Ausdriicke der Form [i/){¢ | interessant
und gebriuchlich. Offenbar handelt es sich dabei um ein mit einem
Ket multipliziertes Bra. Als Dualvektor wirkt das Bra auf einen Vektor,
sodass das Objekt [i/)(¢ |, wenn es auf einen Vektor |y) angewandt wird,
wiederum einen Vektor ergibt, nimlich das Ket |), multipliziert mit
der Zahl (¢ | ). Deswegen handelt es sich bei dem Ausdruck |[i/){¢ | um
einen linearen Operator,

WXpl:H —>H, )y WXelx) - (2.40)

Offenbar zeigt das Ergebnis in Richtung des Ket |y). Deswegen kann
insbesondere der Ausdruck

= [y (2.41)

als Projektor in Richtung des Ket /) eingefiihrt werden: Wird P, auf ein
beliebiges Ket |y) angewandt, wird |y) zunéchst durch das Skalarprodukt
(W] x) auf das Ket |) projiziert und dann mit /) multipliziert. Das Ket
lx) wird damit auf denjenigen Unterraum von H projiziert, der von |y)
aufgespannt wird.
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Wird ein Operator A auf einen Zustand | angewandt und das Ergebnis
dann mit dem Bra (¢ | multipliziert, wird dieser Vorgang in der Dirac-
Notation durch

(Pl A|y) (2.42)

notiert. Dabei kann A sowohl nach rechts auf /) als auch nach links auf
(¢ | wirken — ebenso wie eine Matrix von links wie von rechts mit einem
Vektor multipliziert werden kann.

2.2.2 Adjungierte und Hermite’sche Operatoren

Eigenvektoren und Eigenwerte

Ein Vektor |/), dessen Bild unter einem Operator A proportional zu [)
ist, sodass

Aly) = ali) (243)
gilt, heiBt Eigenvektor von A. Die Zahl a € C ist der zugehorige

Eigenwert.

Wenn der Eigenwert a nicht entartet ist, wenn er also zu genau einem
Eigenvektor /) gehort, kennzeichnet er den Eigenvektor eindeutig. Dann
wird der Eigenvektor auch als |a) geschrieben.

Der zu einem Operator A adjungierte Operator A™ wird durch die Glei-
chung

(@1 Ay) = (A1 y) (2.44)
definiert. Wegen der Antilinearitit des Skalarprodukts bedeutet diese
Bedingung auch, dass

(@A) = (WIAT|p)" (2.45)
gilt. Dem Vektor All//) ist demnach der Dualvektor (¢ AT zugeordnet.

Der zu einem Operatorprodukt AB adjungierte Operator kann in zwei
Schritten gewonnen werden. Zum einen ist aufgrund der Definition

(BIAB)Y) = ($|(ABW) = (AB)'$1y) . (2.46)

Zum anderen fordert die Definition, wenn die Operatoren einzeln ange-
wandt werden,

(¢|ABly) = (AT¢|Bly) = (B'ATp |y , (2.47)
woraus i
(AB) = B'AT (2.48)
folgt.

Sei durch {|y;)} eine Orthonormalbasis von H gegeben, dann wird der
Operator A beziiglich dieser Basis durch die Matrix (g; ;) mit den Ele-
menten

aij = Wil Ay)) (2.49)
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dargestellt. Wenden wir darauf die Definition des adjungierten Operators
an, folgt

aij = Wil ATy = aff (2.50)
wenn aj'j die Matrix bezeichnet, die den adjungierten Operator A" beziig-
lich der Basis {|y;)} darstellt. Die Matrix des adjungierten Operators ist
daher die komplex-konjugierte, transponierte Matrix des Operators.

Hermitesche und selbstadjungierte Operatoren

Ein Operator A heiBt hermitesch, wenn sein Definitionsbereich in H
im Definitionsbereich seines adjungierten Operators A" enthalten ist
und wenn dort

(Ap|yry = (p] Ay) (2.51)

gilt. Wenn A hermitesch ist und die Definitionsbereiche von A und A*
ibereinstimmen, heiBt A selbstadjungiert, denn dann gilt im gemeinsa-
men Definitionsbereich A = A'.

Wir nehmen im Folgenden stillschweigend an, dass die Definitionsbe-
reiche der Operatoren A und A" {ibereinstimmen, sodass hermitesche
Operatoren zugleich selbstadjungiert sind.

Hermitesche Operatoren sind deswegen fiir die Quantenmechanik wich-
tig, weil sie reelle Eigenwerte haben. Das folgt aus der Bedingungsglei-
chung (2.51), denn ihretwegen gilt insbesondere

Ay ly) = WAy = Ay ly)* . (2.52)

Sei nun ) ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert a, ergibt (2.52)

ay |y) = a YY) (2.53)

und damit a € R.

Ohne Beweis schlieBen wir noch zwei weitere wichtige Aussagen iiber
selbstadjungierte Operatoren an: Zum einen sind selbstadjungierte Opera-
toren diagonalisierbar, d.h. es existiert fiir sie eine Basis, in der sie durch
Diagonalmatrizen darstellbar sind. Die Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten selbstadjungierter Operatoren sind orthogonal zueinander
und konnen zu einer Orthonormalbasis normiert werden. Eigenvekto-
ren zu entarteten Eigenwerten spannen einen Unterraum von H auf, in
dem sie durch das Gram-Schmidt-Verfahren orthonormalisiert werden
konnen. Fiir einen selbstadjungierten Operator mit zunéchst diskretem
Eigenwertspektrum {a,} und zugehorigen Eigenvektoren |a,) kann da-
her eine orthonormale Eigenbasis {|a,)} aus Eigenvektoren konstruiert
werden, fiir die gilt

AAlan> = anlan> > <an |am> = 5nm . (254)
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2.2.3 Spektralzerlegung

Insbesondere kann dann jeder beliebige Zustandsvektor i) beziiglich
der Eigenbasis eines selbstadjungierten Operators dargestellt werden,

W)= > cla) mit o, =(a,ly) . (2.55)

n

Setzen wir die Koeflizienten c, explizit in die Darstellung ein, erhalten
wir

W) = > lanXan | y) . (2.56)
Daraus konnen wir den Einsoperator

=" la)a| (2.57)

n

ablesen. Angewandt auf einen beliebigen Vektor ) projiziert der Eins-
operator zunédchst den Vektor |¢/) auf alle Basisvektoren |a,) und spannt
ihn dann mithilfe dieser Basis auf. Der Einsoperator erzeugt dadurch
eine Darstellung des Vektors |) beziiglich der Eigenbasis {|a,)} des
Operators A.

Im Allgemeinen hat ein selbstadjungierter Operator sowohl einen diskre-
ten als auch einen kontinuierlichen Teil seines Eigenwertspektrums. Im
kontinuierlichen Teil konnen Eigenvektoren bestimmt werden, die der
Orthonormalitétsrelation

(a|b) = d(a—-b) (2.58)

geniigen. Der Einsoperator wird dann zu
F=" la)a, ] + f daa)a| (2.59)

erweitert, wobei die Summe iiber den diskreten und das Integral iiber
den kontinuierlichen Teil des Eigenwertspektrums lauft.

Fiir nichtentartete Eigenwerte definiert der Operator
Py, = lan)(ay | (2.60)

den Projektor auf denjenigen Unterraum von H, der durch |a,) aufge-
spannt wird. Ein solcher Projektor auf denjenigen Unterraum von H,
der zum Eigenwert a, gehort, heilit Spektralprojektor. Fiir entartete Ei-
genwerte miissen die Basisvektoren durch eine weitere, zunichst nicht
weiter spezifizierte Eigenschaft unterschieden werden, die durch eine
Zahl k angegeben werden soll. Dann werden die Basisvektoren |a,, k)
geschrieben, und der Spektralprojektor wird zu

P, = ) lan k)ay K| (2.61)
k



24 KAPITEL 2. FORMALER AUFBAU

erweitert.

Mithilfe der Spektralprojektoren kann der Hilbertraum in orthogonale
Unterrdume zerlegt werden,

H =P P, H (2.62)

Wendet man den Operator A auf einen solchen Unterraum an, muss er
den Eigenwert a, ergeben, sodass wir

AP, =a,P, (2.63)

P
schreiben konnen. Funktionen f (A) von Operatoren konnen dann durch
die Spektralzerlegung

fAP,, = fla)P,, (2.64)

durch Funktionen von Eigenwerten dargestellt werden.

2.2.4 Inverse und unitire Operatoren

Mithilfe des Einsoperators lisst sich der zu einem linearen Operator A
inverse Operator durch die Bedingung

A~

A'A =1=AA"" (2.65)
definieren.

Unitiire Operatoren U schlieBlich sind solche, die invertierbar sind und
das Skalarprodukt erhalten, fiir die also

(Up|Oyy = (p|y) (2.66)

gilt. Sie verallgemeinern das Konzept der orthogonalen Transformation.
Da aufgrund der Definition (2.44)) adjungierter Operatoren zudem

(U1 0y) =00 y) (2.67)
gelten muss, folgt, dass unitdre Operatoren die Bedingung

U'v=1=00" = U'=0"' (2.68)
erfiillen miissen. Zu jedem selbstadjungierten Operator A gibt es einen
unitidren Operator

U = exp(id) , (2.69)

und umgekehrt gibt es zu jedem unitidren Operator einen selbstadjungier-
ten Operator A so, dass (2.69) gilt. Hat A die Eigenwerte a,,, dann besitzt
U die Eigenwerte exp(ia,).



Kapitel 3

Observablen, Zustinde und
Unbestimmtheit

3.1 Die Kopenhagener Interpretation

Die vorigen beiden Kapitel sollten zeigen, aufgrund welcher empirischer
Befunde die Quantenmechanik aufgebaut wurde und wie die mathemati-
sche Struktur der Theorie aus diesen Befunden folgt. Insbesondere zeigt
eine Fiille von Experimenten iibereinstimmend, dass einerseits das aus
der Maxwell’schen Elektrodynamik bekannte Wellenphédnomen Licht
auch Teilcheneigenschaften hat, und dass umgekehrt Teilchen wie bei-
spielsweise Elektronen auch Welleneigenschaften zugeschrieben werden
konnen. Wenn man aber Teilchen zumindest auch Welleneigenschaften
zubilligen muss, dann konnen Ort und Impuls nicht mehr gleichzeitig
beliebig genau messbar sein. Die Zustandsbeschreibung der klassischen
Mechanik, die Zustinde als Punkte im Phasenraum und damit durch
Angabe von Ort ¢ und Impuls j kennzeichnet, muss deswegen durch
eine neue Zustandsbeschreibung ersetzt werden.

Die Interferenzversuche mit Teilchen legen es nahe, von der Quanten-
mechanik zu verlangen, dass ihre Zusténde linear iiberlagert werden
konnen. Die einfachste mathematische Struktur, die ihre Objekte linear
zu iiberlagern erlaubt, ist der Vektorraum: Aufgrund der Definition von
Vektorraumen konnen Vektoren addiert und mit Skalaren aus einem
Zahlenkorper multipliziert werden. Daher erscheint es natiirlich, der
Quantenmechanik eine Zustandsbeschreibung zugrunde zu legen, die
physikalische Zustinde auf zunéchst nicht ndher bestimmte Weise mit
Vektoren assoziiert.

Der Wunsch, Zustinde miteinander vergleichen und Abstinde zwischen
Zustinden angeben zu konnen, fithrt dann dahin, den Vektorraum mit ei-
nem Skalarprodukt auszustatten. Zusammen mit der Forderung, dass der
Zustandsraum vollstindig sein soll, gelangt man damit zu einem Hilbert-

25
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raum. Nun mochte man Vektoren veridndern konnen. Man méchte sie also
auf andere Vektoren abbilden kénnen und fiihrt zu diesem Zweck lineare
Operatoren ein. Operatoren statten den Hilbertraum mit einer weiteren
Struktur aus, ndmlich mit ihren Eigenvektoren, zu denen das Spektrum
ithrer Eigenwerte gehort. Aus physikalischer Sicht besonders bevorzugt
sind die selbstadjungierten bzw. hermiteschen Operatoren, weil sie reelle
Eigenwerte haben. Solche Operatoren statten den Hilbertraum anhand
ihrer Eigenvektoren mit einer vollstandigen Basis aus.

Bis hierher erscheint der Aufbau der Quantenmechanik vollkommen
geradlinig und zwingend. Was bedeutet der Formalismus, der sich daraus
ergibt, aber nun physikalisch? Ebenso wie in unserer Darstellung ging
der Formalismus seiner Deutung voraus. Max Born hat es in seiner Rede
zur Verleihung des Nobelpreises 1954 so ausgedriickt: ,,Was aber dieser
Formalismus bedeutete, war keineswegs klar. Die Mathematik war, wie
es Ofters vorkommt, kliiger als das sinngebende Denken.* Eine erste
konsistente Deutung des quantenmechanischen Formalismus gelang vor
allem Niels Bohr, Max Born, Werner Heisenberg und Pascual Jordan.
Nach dem Ort des Instituts, an dem Niels Bohr die fithrenden Physiker
seiner Zeit zu intensiven Diskussionen versammelte, wird diese Deutung
die Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik genannt.

Obwohl die Kopenhagener Deutung eine Anwendung der Quantenme-
chanik erlaubt, die mit den Ergebnissen von Experimenten hervorragend
iibereinstimmt und die solche auch zuverlidssig vorherzusagen erlaubt,
erscheint sie bis heute vor allem deswegen als nicht vollig befriedigend,
weil in ihrem Rahmen ungeklért bleibt, was genau passiert, wenn Eigen-
schaften quantenmechanischer Systeme gemessen werden. Ungeachtet
der fortlaufenden Diskussionen zu diesem und damit verwandten The-
men legen wir in dieser Vorlesung, die einen ersten Durchgang durch
die Quantenmechanik bieten soll, die Kopenhagener Deutung zugrunde
und beriihren ihre offenen Fragen nur am Rand. Um mit der Theorie und
ihren wesentlichen Aussagen vertraut zu werden, ist das vielleicht der
geeignetste Zugang. Bleiben Sie sich aber dessen bewusst, dass auch in
der formal und experimentell hervorragend etablierten Quantenmechanik
wichtige Fragen zu klédren bleiben.

3.1.1 Zustinde, Observablen und Messwerte

Die Kopenhagener Deutung kann anhand von sechs Postulaten zusam-
mengefasst werden. Die ersten drei davon betreffen die Deutung von
Zustianden, die mathematische Darstellung von beobachtbaren Grof3en
und die Assoziation von mathematischen Gréen mit Messwerten.

Das erste Postulat deutet die Vektoren im Hilbertraum H als physikali-
sche Zustédnde. Dabei soll die Multiplikation mit Skalaren den Zustand
nicht dndern, weshalb die Linge dieser Vektoren unerheblich sein soll.
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Zustinde

Quantenmechanische Zustinde entsprechen eindimensionalen Teilrau-
men des Hilbertraums, die durch Vektoren |/) durch Multiplikation mit
beliebigen Skalaren A € C aufgespannt werden. Der Hilbertraum der
quantenmechanischen Zustéinde ist separabel, d.h. er hat eine abzihlba-
re Basis.

Das zweite Postulat betrifft die physikalische Deutung von Operatoren
auf dem Zustandsraum, bzw. umgekehrt die mathematische Entspre-
chung von beobachtbaren Groflen.

Observablen

Observablen, also an physikalischen Systemen durch Messung beob-
achtbare GroBen, werden durch lineare, selbstadjungierte Operatoren
dargestellt.

Beachten Sie, dass dieses Postulat nur besagt, dass es zu jeder beobacht-
baren Grofle einen selbstadjungierten, linearen Operator geben muss.
Wir lassen die berechtigte Frage auBBer Acht, ob umgekehrt alle solchen
Operatoren auch zu beobachtbaren Gréen gehoren.

Wie besprochen, prigen diese Operatoren dem Hilbertraum anhand ihrer
Eigenvektoren eine weitere Struktur auf. Das dritte Postulat legt die
physikalische Bedeutung der Eigenwerte zu diesen Eigenvektoren fest.

Messwerte

Das Eigenwertspektrum eines selbstadjungierten Operators entspricht
den moglichen Messwerten, die sich bei einer Messung derjenigen be-
obachtbaren GroBe ergeben konnen, die durch den Operator dargestellt
wird.

Dieses Postulat erlaubt diskrete ebenso wie kontinuierliche Messwer-
te, weil Eigenwertspektren linearer, selbstadjungierter Operatoren im
Allgemeinen einen diskreten und einen kontinuierlichen Anteil haben.

Mit diesen drei Postulaten wird zunéchst den Vektoren des Hilbertraums
ebenso wie den Operatoren und ihren Eigenwerten ein physikalischer
Sinn zugewiesen. Die nichsten drei Postulate betreffen die physikalische
Bedeutung der Eigenbasen selbstadjungierter Operatoren, die Zeitent-
wicklung von Zustdnden und die Auswirkungen des Messprozesses.

3.1.2 Wahrscheinlichkeiten, Zeitentwicklung und Mess-
prozess

Die quantenmechanischen Operatoren bringen vollstindige Eigenbasen
mit, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als orthonormiert
voraussetzen diirfen. Sei {|a;)} eine solche Eigenbasis, dann kann jeder

_ Achtung

Durch ihre absolute Bedeutung
in der nicht-relativistischen Phy-
sik ist die Zeit in der nicht-
relativistischen Quantenmecha-
nik ein Parameter und keine Ob-
servable. Insbesondere ist sie
nicht der Erwartungswert eines
hermiteschen Operators. In der
relativistischen Quantenmecha-
nik miissen Ort und Zeit durch
Groen derselben Art ausge-
driickt werden, sodass die Zeit
entweder ein Operator oder der
Ort ein Parameter werden muss.
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beliebige Zustand |) durch diese Basis dargestellt werden,

vy =) cilay , (3.1)

1

wobei aufgrund der Orthonormalitét folgt, dass die Koeffizienten ¢; durch
ci =(aily) (3.2)

gegeben sind. Das vierte Postulat ordnet diesen Zahlen ¢; € C einen
physikalischen Sinn zu.

Wahrscheinlichkeiten

Die Betragsquadrate der Komponenten c; eines beliebigen Zustandsvek-
tors |y) beziiglich einer Eigenbasis {|a;)} eines Operators A entsprechen
den Wahrscheinlichkeiten p; = p(a;), mit denen eine Messung der
diesem Operator zugeordneten Observablen den Eigenwert a; zum
Eigenvektor |a;) ergibt:

pi = plai) = led® = Kai |yl . (3.3)

Fiir diese Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Komponenten der Zu-
standsvektoren wurde Max Born der Nobelpreis fiir das Jahr 1954 verlie-
hen.

Beachten Sie, dass die Wahrscheinlichkeiten normiert sein miissen, d.h.
die Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen Messwerte
muss eins ergeben. Das bedeutet, dass die Zustandsvektoren selbst nor-
miert sein miissen. Ihre Lange darf daher keinen physikalischen Sinn
haben. Das begriindet im Nachhinein noch einmal, dass Zustinde nicht
durch die Vektoren des Hilbertraums H selbst dargestellt werden, son-
dern durch die eindimensionalen Unterrdume von H, die durch diese
Vektoren aufgespannt werden.

Das fiinfte Postulat betrifft die Zeitentwicklung quantenmechanischer
Zustdnde. Hier tritt der Hamiltonoperator H auf, der die Hamiltonfunk-
tion der klassischen Mechanik in die Quantenmechanik iibersetzt. In
der klassischen Mechanik ordnet die Hamiltonfunktion jedem klassi-
schen Zustand, also jedem Punkt im Phasenraum, einen Wert der Energie
zu. Entsprechend ist der Hamiltonoperator derjenige Operator, dessen
Eigenwerte die moglichen Messwerte der Energie darstellen.

Zeitentwicklung

Die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Zustands |i) ist durch
die Schrédingergleichung

Cdy)y

bestimmt.
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Beachten Sie, dass wir die Schrodingergleichung mit der nichtrelativisti-
schen Energie-Impuls-Beziehung begriindet hatten. Das bedeutet, dass
das fiinfte Postulat in einer relativistischen Quantenmechanik ersetzt
werden muss. Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung lassen
sich zwei Zeitentwicklungsgleichungen ableiten, die Klein-Gordon- und
die Dirac-Gleichung, die dann an die Stelle der Schrodingergleichung

(3.4) treten.

Das sechste Postulat handelt schlieBlich von der Reaktion quantenme-
chanischer Systeme auf eine Messung.

Messprozess

Eine Messung einer Observablen, die durch einen Operator A darge-
stellt wird, tiberfiihrt das System in einen Eigenzustand von A. Nach
der Messung ist der Zustandsvektor |¢/) also gleich demjenigen Eigen-
vektor |a,, ) von A, der zu dem Messwert a, gehort, der bei der Messung
gefunden wurde.

Die Kopenhagener Deutung der Quantenmechanik macht keine Aussa-
gen dariiber, wie |) durch die Messung in |a,) iibergeht. Das sechste
Postulat ist dafiir notwendig, damit die Quantenmechanik iiberhaupt
priifbare Aussagen zulassen kann, denn eine zweite Messung derselben
GroBe A, die der ersten Messung unmittelbar folgt, muss mit Sicherheit
denselben Messwert a, ergeben. Das kann aber im Rahmen des quan-
tenmechanischen Formalismus nur dann sichergestellt werden, wenn
sich das System nach der ersten Messung in einem Eigenzustand von A
befindet. Das sechste Postulat legt fest, in welchem Sinn die Quanten-
mechanik trotz ihrer Wahrscheinlichkeitsinterpretation deterministisch
ist.

3.1.3 Schrodingers Katze, Kollaps der Wellenfunktion

Ungeachtet des Erfolgs der Quantenmechanik warf und wirft die Ko-
penhagener Deutung Fragen auf, die insbesondere das sechste Postulat
betreffen: Was genau geschieht mit einem quantenmechanischen System
bei der Messung, und wie erfolgt der Ubergang in einen Eigenzustand
desjenigen Operators, dessen Observable gerade gemessen wurde? Aus
dem Unbehagen mit dieser Deutung heraus formulierte Erwin Schrodin-
ger 1935 im ersten einer Reihe von drei leidenschaftlichen Artikeln iiber
,Die gegenwirtige Situation in der Quantenmechanik® sein weit iiber die
Physik hinaus bekannt gewordenes Beispiel:

,Man kann auch ganz burleske Fille konstruieren. Eine Katze wird in
eine Stahlkammer gesperrt, zusammen mit folgender Hollenmaschine
(die man gegen den direkten Zugriff der Katze sichern muf}): in einem
Geigerschen Zihlrohr befindet sich eine winzige Menge radioaktiver
Substanz, so wenig, da} im Lauf einer Stunde vielleicht eines von den
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Atomen zerfillt, ebenso wahrscheinlich aber auch keines; geschieht es,
so spricht das Zihlrohr an und betitigt iiber ein Relais ein Himmerchen,
das ein Kolbchen mit Blausdure zertrimmert. Hat man dieses ganze
System eine Stunde lang sich selbst {iberlassen, so wird man sich sagen,
daB3 die Katze noch lebt, wenn inzwischen kein Atom zerfallen ist. Der
erste Atomzerfall wiirde sie vergiftet haben. Die -Funktion des ganzen
Systems wiirde das so zum Ausdruck bringen, daf in ihr die lebende und
die tote Katze zu gleichen Teilen gemischt oder verschmiert sind.*

Schrodingers Beispiel von der bedauernswerten Katze beriihrt direkt den
physikalischen Realitédtsbegriff und die Deutung quantenmechanischer
Zustinde. Ein aus damaliger Sicht radikaler und zumindest damals fiir
viele Physiker unannehmbarer Ausweg besteht darin, die Quantenme-
chanik nicht als Theorie iiber physikalische Systeme an sich aufzufassen,
sondern als eine Theorie iiber die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse
moglicher zukiinftiger Messungen an solchen Systemen.

Aus einem solchen Verstindnis heraus fragt die Quantenmechanik nicht
mehr, was physikalische Systeme eigentlich seien oder wie sie sich
eigentlich verhielten, sondern nur noch, was wir iiber physikalische Sys-
teme mit welcher Wahrscheinlichkeit in Erfahrung bringen konnen. Wir
konnen dann iiber physikalische Systeme nichts wissen, solange wir
nichts messen. Was wir aber bei Messungen mit welcher Wahrschein-
lichkeit zu finden erwarten konnen, sagt uns die Quantenmechanik. Sie
beschreibt in diesem Sinne keine physikalischen Systeme losgelost von
ihrer Beobachtung, sondern den Ausgang moglicher Messungen an phy-
sikalischen Systemen.

Der Zustandsvektor im Hilbertraum eines physikalischen Systems, in
Schrodingers Beispiel die ¢-Funktion der Katze in der Kammer mit der
,,HOllenmaschine®, enthélt die Information dariiber, welche Ergebnisse
einer Beobachtung moglich sind und mit welcher Wahrscheinlichkeit
sie eintreten werden. Damit wird die Quantenmechanik letztlich zu
einer Informationstheorie, die nicht direkt von physikalischen Systemen,
sondern von unserem maoglichen Wissen iiber physikalische Systeme
handelt.

Das obengenannte sechste Postulat iiber den Messprozess besagt, dass
eine Messung an einem physikalischen System dessen Zustandsvektor
in einen Eigenvektor des entsprechenden Operators iiberfiihrt. Diesen
im Detail ungeklirten Ubergang bezeichnet man oft als den ,,Kollaps
der Wellenfunktion®, der durch eine Messung verursacht wird. In der
skizzierten Deutung der Quantenmechanik bedeutet das Postulat bzw.
der Kollaps der Wellenfunktion nichts weiter, als dass dem Zustands-
vektor Information iiber mogliche Messergebnisse entzogen wird, in-
dem Information durch Messung gesichert wird. Zumindest ein Teil
der Moglichkeiten, die einem System aufgrund physikalischer Gesetze
offenstehen, wird durch die Messung ausgeschlossen, indem festgestellt
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wird, welche Moglichkeit tatsdchlich realisiert ist. Ob das Ergebnis einer
unmittelbar nachfolgenden Messung feststeht oder nicht, hdngt dann
davon ab, ob die gemessenen Observablen miteinander vertriaglich sind
oder nicht.

3.1.4 Unbestimmtheitsrelationen

Der Befund, dass Ort und Impuls nicht mehr zugleich beliebig genau
bestimmt werden konnen, wenn Teilchen Welleneigenschaften zuge-
schrieben werden miissen, wirft die Frage auf, welche Observablen in
dem Sinne miteinander vertrdglich sind, dass ihre Werte gleichzeitig
bestimmt werden konnen. Zunichst stellen wir fest, dass selbstadjun-
gierte Operatoren genau dann gleichzeitig diagonalisierbar sind, wenn
sie vertauschen. Seien also zwei kommutierende Operatoren A und B
gegeben, und sei ferner {|a;)} eine Eigenbasis von A. Dann gilt

A(Bla))) = BAla;y = a; (Blayy) , (3.5)

und somit ist Bla;) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a;. Wenn q;
nicht entartet ist, muss Bla;) dann proportional zu |a;) sein, Bla;)) = bila)),
und damit ist |a;) auch ein Eigenvektor von B. Wenn ¢; entartet ist, muss
Bla;) in demjenigen Unterraum des Hilbertraums liegen, der von den
Eigenvektoren von A zum Eigenwert a; aufgespannt wird. In diesem Un-
terraum kann B diagonalisiert werden, wobei seine Eigenvektoren dort
automatisch auch Eigenvektoren von A mit Eigenwert ¢; sind. Kommu-
tierende Operatoren konnen demnach gleichzeitig diagonalisiert werden.

Im allgemeinen Fall werden die beiden Operatoren A und B nicht kom-
mutieren. Die Abweichung des Messwerts der Observablen A von seinem
Mittelwert ist durch den Erwartungswert des Operators
AA = A — (A = A - (wIAWHI (3.6)
gegeben, entsprechend fiir den Operator B. Wir bilden aus AA und AB
einen Operator Q, und seinen adjungierten Operator O,
Qo = AA +iaAB, O := AA-iaAB. (3.7)

Da die Norm des Vektors O,/ positiv-semidefinit sein muss, gilt

0 < 1 = W10 Qulr)
= (0 |(AA? + ?AB +ialA, B]) )
= (AA%) + (AB*) +ia([A, B]), (3.8)

wobei wir verwendet haben, dass [AA, AB] = [A, B] ist. Der abschlieBen-
de Ausdruck auf der rechten Seite von (3.8)) ist ein Polynom in «, dessen
Minimum bei .
i ([A, B])
min — T 39
¢ 2 (AB%) .9

Frage
Rechnen Sie selbst nach, dass
auch die Umkehrung gilt, dass al-
so zwei Operatoren A und B kom-
mutieren, wenn sie gleichzeitig
diagonalisierbar sind.
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liegt. Dort ist

1([4,B])

0 < (AA%) + a2, (ABY* + iamin([A, B]) = (AA®) + 1 B

min

, (3.10)

woraus nach Multiplikation mit (AB?) folgt:

Unbestimmtheitsrelation

Fiir zwei Observablen mit Operatoren A und B gilt die Unbestimmt-
heitsrelation

(AAXAB?) > —%([A,B])z ) (3.11)

Zwei Observablen sind also genau dann vertrdglich, wenn ihre Operato-
ren kommutieren bzw. wenn sie gleichzeitig diagonalisierbar sind.

3.2 Unbestimmtheit und Vollstindigkeit

3.2.1 Vollstiindigkeit der Quantenmechanik

Die Kopenhagener Deutung der Quantentheorie stiel bei vielen heraus-
ragenden Physikern auf erheblichen Widerstand. Einstein z.B. wollte
nicht akzeptieren, dass die Quantenmechanik nach diesem Verstindnis
nichts mehr iiber eine physikalische Realitit unabhingig von Messungen
aussagt, sondern sich auf Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten der Er-
gebnisse kiinftiger Messungen beschrinkt. Um die Unvollstidndigkeit der
Quantenmechanik zu belegen, ersannen Einstein, Podolsky und Rosen
das folgende Gedankenexperiment:

Zwei Teilchen, jedes mit Spin 1/2, werden so pripariert, dass ihr Gesamt-
spin 0 ist. Dann werden sie getrennt zu zwei weit entfernten Beobachtern
A und B gebracht. Misst nun Beobachter A den Spin seines Teilchens,
weil} er augenblicklich, welchen Spin Beobachter B messen wird. Das
Problem dabei ist nun nicht, dass der Spin des Teilchens B bekannt
ist, sobald derjenige des Teilchens A gemessen wurde, sondern dass
Beobachter A die Richtung der Spinmessung (beispielsweise in einem
Stern-Gerlach-Experiment) beliebig wihlen kann, bevor er die Messung
durchfiihrt. Welche Richtung auch immer Beobachter A beliebig wihlt,
Teilchen B wird den entgegengesetzten Spin beziiglich dieser gerade von
A willkiirlich festgelegten Richtung haben.

Einstein, Podolsky und Rosen sahen dieses Gedankenexperiment im
Gegensatz zu den Prinzipien der Realitédt und Lokalitét physikalischer
Theorien.
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Realitit und Lokalitét

Realitdt wird einer Grofle zugeschrieben, die in einem ungestorten Sys-
tem mit Sicherheit vorhersagbar ist. Lokalitét besagt, dass die Messung
an einem System den Zustand eines zweiten Systems nicht verdndern
kann, wenn die beiden Systeme nicht wechselwirken kdnnen.

Offenbar kann der Spin des Teilchens B sicher vorhergesagt werden,
sobald derjenige des Teilchens A bekannt ist. Der Spin des Teilchens
B ist also Teil der physikalischen Realitit. Die beiden Systeme konnen
aber nicht miteinander wechselwirken. Um dem Prinzip der Lokalitit
zu geniigen, argumentierten Einstein, Podolsky und Rosen, muss ein
objektiv bestimmter Spinzustand von B bereits bei der Préparation der
beiden Teilchen festgelegt worden sein. Da die Quantenmechanik aber
keinen solchen objektiv bestimmten Spinzustand beschreibt, kann sie
nach dieser Argumentation nicht vollstiandig sein. Sie sollte dann durch
eine Theorie abgeldst werden, die weitere Parameter zur Festlegung
physikalischer Zustinde enthilt, iiber die die Quantenmechanik noch
nichts aussagt.

In der Kopenhagener Deutung dagegen gibt es vor der Messung des
Spins am Teilchen A gar keinen Spin, der den beiden Teilchen zugeord-
net werden konnte. Der gemeinsame (verschrinkte) Zustand der beiden
Teilchen enthélt die Information iiber alle moglichen Spinzustidnde der
beiden Teilchen. Damit enthilt dieser Zustand alle moglichen Ergebnisse
der Messung an den Teilchen A und B einschlielich ihrer Wahrschein-
lichkeiten. Erst wenn der Spin an einem der Teilchen gemessen wurde,
erlaubt diese zusitzliche Information eine Aussage iiber den Spin des
anderen Teilchens.

3.2.2 Bell’sche Ungleichung

Betrachten wir diese Situation genauer. Die kartesischen Komponenten
des Spinoperators S werden durch die Pauli-Matrizen

0'1:((1) (1)) azz(? Bi), 03:((1) _01) (3.12)

dargestellt, § = 7/2¢". Wir lassen im Folgenden den Faktor 7/2 weg.
Dann wird der Spin in einer beliebigen Richtung 77 durch den hermite-
schen Operator o7(7) = il - & = nj0| + N0, + n3073 dargestellt. Beachten
Sie, dass o (i) eine 2 X 2-Matrix ist. Die Eigenzustinde von o (i7) be-
zeichnen wir mit y;, sodass

oy = +x; (3.13)
ist.

Nun verschaffen wir uns aus den Spin-Eigenvektoren der beiden Teilchen
A und B den verschrinkten Zustandsvektor ) fiir das System aus beiden



Frage
Rechnen Sie das Ergebnis (3.17)
nach.
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Teilchen,
1
\2

Fiir jede Richtung 7 enthilt er die beiden Moglichkeiten, dass entwe-
der Teilchen A einen positiven und Teilchen B einen negativen Spin-
Eigenwert hat, oder umgekehrt. Der Vorfaktor 1/ V2 normiert den Zu-
stand, und das Minuszeichen zwischen den beiden Tensorprodukten der
Spin-Eigenzustinde garantiert, dass der Gesamtspin verschwindet. Der
Operator fiir den Gesamtspin,

Wy = —= Xn(A) ® X, (B) — x,,(A) ® x,, (B)] . (3.14)

O=0,091+1I®0p (3.15)

wird ebenfalls durch Tensorprodukte dargestellt, wobei /I die Einheits-
matrix ist. Tensorprodukte aus Operatoren sind so definiert, dass ihre
Faktoren komponentenweise wirken, wie z.B. in

1
(Ca® DY) = NG [0ax7, (A) ® x,, (B) — T ax, (A) ® x,(B)]

1 _ _
= — [, (A ®x,(B) + x,(A) ® x,(B)] . (3.16)
\2
Hier wirkt die Einheitsmatrix jeweils auf den Zustandsvektor des Teil-
chens B und lisst ihn unverindert.

Wir betrachten nun den Erwartungswert E(m, i) der Korrelation zwi-
schen zwei Messungen der Spinkomponenten in 77 bzw. 7ii-Richtung, fiir
den gemif der Quantenmechanik der Ausdruck

E(m, i) = Y loa(m)og(ily) = —ni - it (3.17)

folgt. Wie oben definiert, bedeutet o4 (171) = i - &*4. Insbesondere ergibt
sich daraus fiir m = 7, dass E(#, /1) = —1 sein muss.

Nehmen wir nun an, es gebe eine vollstindige Quantentheorie, die einen
weiteren ,,verborgenen‘‘ Parameter A enthielte. Dann wire der Ausdruck

durch
EGH, i) = f () o) 5() dA (3.18)

zu ersetzen, in dem p(A1) die Verteilungsfunktion des Parameters A ist.
Die Lokalitit dieser Theorie fordert, dass die beiden Spinmessungen
unabhiingig sein miissen,

(oa)op(i)) = (oai)) (o p(D)) (3.19)

wenn die Teilchen nicht wechselwirken konnen. Zugleich verlangt die
Realitét dieser Theorie, dass den Spins der beiden Teilchen ein objektiver
Wert +1 zukommt,

(oa(i) = £1 = (op(i1)) . (3.20)
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Insbesondere ist dann

(T =1 = (op@))*, (3.21)
und die gegensitzliche Ausrichtung der beiden Spins erfordert, dass
(o (i) = —(oa(iD) (3.22)

sein muss. Damit folgt aus (3.18)
B = - [ pe sl (323)
Fiir zwei verschiedene Richtungen 77 und 7’ gilt dann
EQn, i) — E(m, i) = f PDAX o (1)) [(oa(iT)) — (o a())]

= f p(DAN o4 ()X o4 (D) [(Ta(@)Noa(@)) = 1], (3.24)

wobei (3.21]) im letzten Schritt verwendet wurde. Da das Produkt zweier
Erwartungswerte kleiner oder gleich eins ist, kann die rechte Seite dieser
Gleichung nach oben abgeschitzt werden,

|EGit, i) — EG#, iT)

< f PDAA[1 = (oa(@Xoa@))] ,  (3.25)

Bell’sche Ungleichung

In einer Quantentheorie mit verborgenem Parameter A, die die Prinzi-
pien von Lokalitidt und Realitit erfiillt, gilt die Bell’sche Ungleichung

|\E(, it) — EGit, it

<1+ E@). (3.26)

Die Quantenmechanik erfiillt in vielen Situationen die Bell’sche Unglei-
chung, aber nicht in allen. Der quantenmechanische Ausdruck fiir
die Korrelation zweier Spinzustinde ergibt, eingesetzt in die Bell’schen
Ungleichung

i e <1-it-i . (3.27)

Nehmen wir nun drei koplanare, Einheitsvektoren 7, 7 und 77’ an und
setzen sie willkiirlich auf die Werte

1 ({1 1{ -1
— — - - _ = - _ 2
" (0)’ " 2(\/5)’ " 2(\/3) (3.28)
fest, ergibt (3.27) die falsche Aussage

(3.29)

Die Quantenmechanik, zumindest in ihrer nicht-lokalen Kopenhagener
Interpretation, erfiillt daher die Bell’sche Ungleichung im Allgemeinen
nicht. Geeignete Experimente zeigen tatsdchlich, dass in quantenmecha-
nischen Systemen die Bell’sche Ungleichung verletzt wird.
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3.2.3 Alternative Interpretationen

Wie bereits erwihnt, werden wir in diesem ersten Durchgang durch die
Quantenmechanik von der Kopenhagener Deutung ausgehen und alterna-
tive Theorien umgehen. Es sei aber erwéhnt, dass es zahlreiche Versuche
gibt, entweder den probabilistischen Charakter quantenmechanischer Zu-
standsvektoren aufzugeben, indem man ihnen eine physikalische Realitiit
zuzuordnen versucht, oder die Nichtlokalitit der Quantenmechanik zu
umgehen. Weitere Versuche gehen entweder davon aus, dass alle Mog-
lichkeiten, die im quantenmechanischen Zustandsvektor enthalten sind,
tatsdchlich realisiert seien, oder sie versuchen, den Messprozess und
seine Auswirkungen auf quantenmechanische Systeme ausdriicklich in
die physikalische Beschreibung einzubeziehen. Die Deutungen der Quan-
tenmechanik oder, davon ausgehend, der Quantentheorien iiberhaupt,
sind ein spannendes Gebiet der aktuellen Forschung, in dem in jiingster
Vergangenheit zahlreiche beeindruckende Experimente unternommen
wurden, um die Natur der Quantenmechanik und ihrer Aussagen zu
iberpriifen.

3.2.4 Gemischte Zustinde

Die Zustandsvektoren |i/), die wir bisher betrachtet haben, kennzeich-
nen sogenannte reine Zustdnde quantenmechanischer Systeme. Wie wir
gesehen haben, haben sie in der Kopenhagener Interpretation der Quan-
tenmechanik die probabilistische Bedeutung, dass ihre Komponenten
¢; = {a;|¢¥) in Richtung der Eigenvektoren |a;) eines Operators A die
Wabhrscheinlichkeiten |c;|* ergeben, bei einer Messung der Observablen
zum Operator A den Eigenwert ¢; zum Eigenvektor |a;) zu finden. Quan-
tenmechanische Zustidnde spannen komplex-eindimensionale Unterrdu-
me im Hilbertraum H auf.

Neben solchen reinen Zustinden konnen gemischte Zustinde auftre-
ten. Sie entsprechen mehrdimensionalen Unterrdumen des Hilbertraums.
Nehmen wir an, dass ein solcher mehrdimensionaler Unterraum durch
eine Menge von orthonormalen Vektoren |n) aufgespannt werde, dann
ist zunéchst

Py = |n)(n| (3.30)

ein Projektor auf den Zustand |n).

Gemisch

Ein Gemisch quantenmechanischer Zustdnde wird nun durch einen
Dichteoperator dargestellt, der jedem der Projektoren P, eine Wahr-
scheinlichkeit p, zuordnet,

pi= Y pabu= ) pnXnl. (3.31)
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Demnach besagt der Dichteoperator, mit welcher Wahrscheinlichkeit p,
der Zustand |n) in einem Gemisch besetzt ist. Beachten Sie, dass diese
Wahrscheinlichkeit p, nichts mit der quantenmechanischen Wahrschein-
lichkeit |c;*> zu tun hat, mit der ein bestimmtes Messergebnis erwartet
werden kann. Die Wahrscheinlichkeit p,, aus einem Gemisch tritt genau-
so in der klassischen statistischen Mechanik auf, wo sie beispielsweise
fiir einen Punkt im Phasenraum angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
er besetzt ist.

Der Erwartungswert einer Observablen A in einem Gemisch ist durch
den Ausdruck

(A = (w1 (4p) ) (3.32)

gegeben: Der Dichteoperator zerlegt den Zustand |) in die orthonor-
malen Zustidnde |n) und versieht sie mit einer Wahrscheinlichkeit p,,.
Gewichtet mit dieser Wahrscheinlichkeit werden dann die méglichen
Messwerte von A gemittelt. Besonders anschaulich wird das Ergebnis,
wenn die Vektoren |n) bereits Eigenzustinde von A mit Eigenwert a,,
sind, denn dann gilt

W1 (Ap) ) = | [A D palmynl w>)
= Y WIn) (@upn) n v

= > awp Knlw)P . (3.33)

Die moglichen Messergebnisse a, werden sowohl mit der quantenme-
chanischen Wahrscheinlichkeit [(z | ¢)|*> multipliziert als auch mit der
Wahrscheinlichkeit p,, mit der der Zustand |n) im Gemisch vertreten ist.
Die Operation (3.32)) bzw. (3.33) wird auch als Spurbildung bezeichnet,

() = w(Ap) vy = Sp(4p) . (3:34)
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Kapitel 4

Zeitentwicklung

4.1 Systeme mit wenigen Zustinden

4.1.1 Zeitentwicklungsoperator

Die Schrodingergleichung ist eine lineare Gleichung. Jede Linearkombi-
nation von Losungen ist daher wieder eine Losung. Dies entspricht dem
experimentellen Befund, dass durch Uberlagerungen quantenmechani-
scher Zustiande neue quantenmechanische Zustiande entstehen sollen,
und dem aus diesem Befund abgeleiteten Superpositionsprinzip.

Zeitentwicklungsoperator

Wegen der Linearitit der Schrodingergleichung muss es einen linearen
Operator U(t,1,) geben, der die Zeitentwicklung von Zustinden zu
beschreiben erlaubt,

() = U, 10)l(10)) - 4.1)

Wie auch immer dieser Operator aussehen mag, muss er die Wahrschein-
lichkeit erhalten,

W) Y@y = W) 107 (1, 1)U 1, 1)y (10)) (4.2)
und daher unitir sein,
U \(t,10) = U'(t,10) . 4.3)
Zudem muss er die naheliegenden Beziehungen
Ut,"U( t9) = Ult,tg) und Uty to) = I 4.4)
erfiillen.

Sei nun eine beliebige Basis |n) des Hilbertraums gegeben. Dann kann
jeder Zustand |(¢)) durch diese Basis dargestellt werden,

lo(2)) = Z cn®lny ,  ca(t) = (n|Y()) (4.5)

n

39
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Eingesetzt in die Schrodingergleichung ergibt diese Darstellung

ih )" ey = > cu®Hlny (4.6)

oder, nachdem wir von links mit (m | multipliziert haben,

ihé(6) = ) Huna(0) (4.7)

wobei die Matrixelemente
H,, := (m|Hn) (4.8)

des Hamiltonoperators beziiglich der Basis {|n)} eingefiihrt wurden. Fas-
sen wir die Koeffizienten ¢, (¢) in einem Vektor ¢ zusammen und bezeich-
nen die Darstellungsmatrix des Hamiltonoperators einfach mit H, wird
aus ({.8)) die Matrix-Differentialgleichung

inc=HZ¢, H' =H. (4.9)

4.1.2 Entwicklung in der Energiedarstellung

Oft wird die Entwicklungsgleichung besonders einfach, wenn man eine
Eigenbasis des Hamiltonoperators {|E,,)} wihlt,

HIE,) = E,|E,) . (4.10)

Die Darstellungsmatrix des Hamiltonoperators ist dann natiirlich diago-
nal, wobei auf ihrer Diagonalen die Energieeigenwerte E, stehen,

H,, = (Em |I:I|En> = Endmn . (411)

Daher entkoppeln die Bewegungsgleichungen (4.7)) in der Energiedar-
stellung,
inc,(t) = E,cy(t) , (4.12)

und ergeben die einfache Losung
ca(t) = exp (—%E,,t) cn(to) (4.13)
fiir die Koeffizienten bzw.
(1)) = exp (_%Ent) cn(to)|Ey) (4.14)

fiir den Zustandsvektor |i/(7)).

Fiir den allgemeinen Fall einer beliebigen Darstellung legt die Matrix-
Differentialgleichung (4.9) zusammen mit der Losung die Form

U(t - ty) = exp (—%H(r - zo)) (4.15)
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fiir die Darstellungsmatrix des Zeitentwicklungsoperators nahe. Dabei
ist die Exponentialfunktion einer quadratischen Matrix M durch die

Potenzreihe
o0 Mn
eM:Z (4.16)

|
=0 n.

definiert.

Tatséchlich erfiillt die Matrix U aus (4.15)) die Schrodingergleichung.
Eine gliedweise Ableitung der entsprechenden Exponentialreihe nach
der Zeit ergibt

d d 1 (i !
EU(I_’O):E;;H(GH(““))

[ee)

S ! (—th—t )n_l
T on Sn-) R n)

i i i
:—EHmptiHU—mﬂ:—£HUU—my (4.17)

Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator

Zusammengefasst folgt daraus die Schrodingergleichung
. d
1haU(t—to):HU(t—t0) (4.18)

fiir die Matrixdarstellung des Zeitentwicklungsoperators.

Die Ableitung nach der Zeit und die unendliche Summe diirfen im ersten
Schritt von (4.17) vertauscht werden, wenn die Reihe absolut konvergiert,
was wir hier ohne Beweis behaupten bzw. voraussetzen.

4.1.3 Rabi-Oszillationen

In einfachen Fillen kann die Matrix-Exponentialfunktion (4.15)) direkt
bestimmt werden. Wir betrachten nun ein einfaches quantenmechani-
sches System mit zwei Zustdnden, die wir durch Energie-Eigenvektoren
|E1) und |E,) mit Eigenwerten E, > E; darstellen. In dieser Basis wird
der Hamiltonoperator demgemif durch die Matrix

(E 0
Ho_(o Ez) (4.19)

dargestellt. Wir fiihren gleich die Ubergangsfrequenz

_E-E
h

W : (4.20)

Frage

Rechnen Sie nach.
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zwischen den beiden Zustinden sowie den Mittelwert E := (E; + E;)/2
der beiden Energie-Eigenwerte ein und schreiben

£ h —Wy O
HO_EI+§( 0 (L)())‘ 4.21)

Ein ungestortes System, das sich in einem Energie-Eigenzustand befindet,
wird dort verharren. Erst wenn Stérungen auftreten, wird es sich daraus
weg entwickeln. Wir beschreiben eine solche Storung durch die Matrix

{0 p
Vi=— . 4.22
(0 1) a2
Die Nebendiagonalelemente sind notwendig, um die beiden Energie-
Eigenzustinde aneinander zu koppeln, und die komplex-konjugierte
GroBe p* tritt auf, damit V hermitesch wird. Der gesamte Hamiltonope-
rator wird dann durch die Matrix

_ h — _
H:H0+V:EI+—( @ P ):EI+AH (4.23)
2\ p wo

dargestellt. Offenbar ist die Matrix AH spurfrei, worauf wir gleich zu-
riickkommen werden.

Sei ndmlich

a b
M = ( ¢ d ) (4.24)
mit a,b,c,d € C eine allgemeine 2 X 2-Matrix, dann ist es zur Be-
rechnung der Matrix-Exponentialfunktion niitzlich, zunéchst ihre Spur
abzuspalten,

SpM
m="rK, K::(e b), (4.25)
2 c —e
wobei e := (a — d)/2 eingefiihrt wurde. Das Quadrat der spurfreien
Matrix K ist
2
» [ e +bc 0 _
K —( 0 ez+bc)_ detK 1. (4.26)
Nun ist
SpM SpM
eM = exp (PT I) eX =exp (pT) IeX, (4.27)

da die Matrix K natiirlich mit der Einheitsmatrix kommutiert. Zu berech-
nen bleibt daher nur noch die Exponentialfunktion der spurfreien Matrix
K.
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Mit dem Ergebnis |D und der Definition D := VdetK ergibt die
Exponentialreihe

(o)

i K" K2n K2n+l
N Z:(; Lol L n D!
_; Z ( l)nDZn K ( 1)n92n+1
Bl (2n)! z) Qn+ 1!
sin D
D

=cosDI+ K, (4.28)

denn die beiden verbliebenen Summen sind gerade die Reihendarstellun-

gen des Cosinus und des Sinus.

Nach dieser Zwischenrechnung kénnen wir damit fortfahren, den Zeitent-

wicklungsoperator fiir den Hamiltonoperator H = E I+ AH aus (4.23) zu
bestimmen. Die Matrix AH ist bereits spurfrei, sodass wir das Ergebnis
(@.28)) direkt verwenden konnen. Zunichst ist

U(t — 1) = exp (—% (E1+AH) (- zo))

= exp (—%E(r - to)) exp(—%AH(t - to)) . (4.29)
Wir definieren
1 l(t - l()) —wy pP
K= —~AH(t— 1) = —— : 4.30
o AP B E Y

erhalten daraus die Determinante

_(t_t0)2 2 2\ . (1 — 10)* 5
det K = ~— (a)0+|p|)—.TQ (4.31)

mit der Rabi-Frequenz

Q= Jwi + |pl? (4.32)

und damit o
t— 1
po ) (4.33)
2
Rabi-Oszillationen
Mit (#.28)) und @.29) folgt daraus
e Q(t — o) 21 . Q(t—1p)
U(t—tn) = e iEC=10)/h Y e ———AH| . 434
(t—ty) =¢ coS > 0 sin 3 ( )

Dieser Zeitentwicklungsoperator beschreibt die Rabi-Oszillationen
zwischen den beiden Zustédnden |E;) und |E;), deren Frequenz durch
die Hilfte der Rabi-Frequenz Q aus (4.32)) gegeben ist.

Frage
Vollziehen Sie die Rechnung
(4.28) im Detail nach und iiber-
zeugen Sie sich von der Reihen-
darstellung des Sinus und des Co-
sinus.




Frage
Rechnen Sie nach und

iiberlegen Sie sich, dass |c;(?)]> +

lea(D = 1 ist.
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Sei zum Beispiel ein invertierter Anfangszustand gegeben, ¢1(0) = 0
und ¢;(0) = 1, in dem also der energiereichere Zustand besetzt und
der energiedrmere unbesetzt ist. Wir setzen der Einfachheit halber den
Zeitnullpunkt #, = 0. Mit dieser Anfangsbedingung und dem Zeitent-
wicklungsoperator (4.34) folgt

. Qr
c1(1) = —eiF/h lg sin - .
- Qr i Qt
co(t) = e R (cos 5 - %‘) sin 7) (4.35)

fiir die Zeitentwicklung der Koeffizienten ¢ (¢) und c,(¢). Ihre Betrags-
quadrate sind

, Qt 2
lei (D) = |p| sin’ 5 = ;?22 (1 —cos Q) ,
Wy L
leo (1) = cos? > + Q—g sin? >
1 w L wy
= 5 1+ — Qz 2 1 - & cos Qr . (436)

wobei in den Zwischenschritten die Beziehungen

., X 1-—cosx , X l+cosx
S - 4.37
sin” 5 cos” 5 5 (4.37)

verwendet wurden.

Wihrend die Besetzungswahrscheinlichkeit |c;|* des energieirmeren
Zustands fiir Qr = 2nn (n € Z) auf Null fillt, wird die Besetzungswahr-
scheinlichkeit des energiereicheren Zustands |c,(7)|* nur dann auf Null
absinken konnen, wenn wy = 0 ist und die beiden Energie-Eigenwerte
entartet sind.

4.1.4 Zeitabhingige Storungen

Sei nun eine periodisch-zeitabhéngige Storung gegeben, sodass wir in
der Matrix V aus (4.22)) .
p — pe' (4.38)

ersetzen konnen. Dann ist es zunichst niitzlich, die Koeffizienten c;(¢)
und c;(¢) gemal

ci(t) =: g (), cat) = e gy(r) (4.39)

auf neue Koeffizienten g, () und g,(¢) zu transformieren. Aus der Matrix-
Differentialgleichung (4.9) mit dem Hamiltonoperator H = E I + AH
us (4.23) wird dann die Gleichung

ing=(EI+AH)g, (4.40)
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wobei der Operator

Wt p (4.41)
0 Wy — W

AH =

an die Stelle von AH tritt. Dariiber hinaus bleibt das Verfahren gegeniiber
der Behandlung der Rabi-Oszillationen ganz unverindert. Da nun in AH
die Kreisfrequenz w der Stérung auftritt, wird die Rabi-Frequenz zu

Q= V(w - w)? +pP (4.42)

verallgemeinert, und die Entwicklungsgleichungen (#.35)) bzw. (4.36)
gelten nun fiir die transformieren Koeffizienten g, (¢) und g,(¢), aus denen
sich nach (4.39) die Koeffizienten c,(¢) und c,(f) ergeben.

4.2 Bilder der Quantenmechanik

4.2.1 Dyson-Reihe fiir den Zeitentwicklungsoperator

Kehren wir nun zu allgemeinen Systemen zuriick. Wir fithren den Ope-
rator o
Ut t0) :=1- % f dr HYU(t', to) (4.43)
4]
durch eine Integralgleichung ein und vergewissern uns zunichst, dass er
die Schrodingergleichung

ih%ﬁa, to) = HU(t, 1) (4.44)

fiir den Zeitentwicklungsoperator 16st: Die Ableitung des Integrals in
(#.43) nach der Zeit ergibt einfach den Integranden ausgewertet an der
oberen Integralgrenze, woraus sich durch Ableitung von (4.43) sofort die
Schrodingergleichung ergibt. Zudem erfiillt der Operator U(z, ty)
die Anfangsbedingung U (to, to) = I, sodass wir ihn als den Zeitentwick-
lungsoperator ansehen konnen.

Integralgleichungen der Form (4.43) konnen oft leicht iterativ gelost
werden. Wir setzen einfach

U0 =7 (4.45)

als Beginn der Iteration an und verwenden dann den Integralausdruck
aus (4.43)), um den jeweils nidchsten Iterationsschritt durchzufiihren,

. t
U(”)(t,to):—% f dr A0V, 1) . (4.46)

fo

Diese Vorgehensweise entspricht einer storungstheoretischen Behand-
lung der Zeitentwicklung in Potenzen des Hamiltonoperators.
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Setzen wir die Ausdriicke (4.46) in einander ein, erhalten wir den n-
fachen Integralausdruck

t 1 In—1
UM, 1) = L f dt, f dt, - f dt, H(t)H(t,) ... H(t,)
(in)" f fo fo

4.47)
fiir den Zeitentwicklungsoperator in n-ter Ordnung. Dabei muss jedoch
beachtet werden, dass die Hamiltonoperatoren zu verschiedenen Zeiten
nicht notwendigerweise miteinander kommutieren. Wenn man das Inte-
gral ausfiihrt, muss man demnach die Zeitfolge 7, < t,.1 < 1, < 1
sicherstellen. Dies tut man, indem man den Zeitordnungsoperator T
einfiihrt, der bewirkt, dass zeitabhingige Operatoren in der richtigen
Reihenfolge ihrer Zeiten angewandt werden,

At)B) (t > 1)

A . (4.48)
B()A(n) (>1)

T (A(rl)é(rz)) = {

Dyson-Reihe

Fiihrt man alle Integrationen in von f; bis ¢ durch, treten n!
Permutationen der Zeitordnung auf, sodass die n-te Iteration des Zeit-
entwicklungsoperators in der Form

. 1 4 . .
U(")(t,to):W f dtldtz...dtnT(H(tl)H(tz)---H(t,,)) (4.49)

geschrieben werden kann. Diese Darstellung des Zeitentwicklungsope-
rators wird als Dyson-Reihe bezeichnet. Summiert man alle Ordnungen
auf, gelangt man zu der kompakten Schreibweise

Ut, 1) = Texp(—% f dr ﬁ(z')) . (4.50)

4.2.2 Schrodinger- und Heisenberg-Bilder

Im Schrodinger-Bild, in dem wir uns bisher unerkannt aufgehalten haben,
wird die zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Systeme durch die
Zustandsvektoren ausgedriickt,

() = U, 1o)lyr(to)) - (4.51)

Die physikalische Bedeutung der Zustandsvektoren liegt in ihren Pro-
Jjektionen auf die Eigenvektoren der jeweils relevanten Operatoren, aber
nicht auf einer irgendwie definierten absoluten Orientierung der Zu-
standsvektoren. Physikalisch bedeutend sind allein die relativen Orien-
tierungen der Zustandsvektoren gegeniiber den Eigenvektoren dieser
Operatoren. Deswegen kann die Zeitabhdngigkeit von den Zustands-
vektoren auf die Operatoren libertragen werden, ohne die physikalische
Interpretation in irgendeiner Weise zu dndern.
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Der Erwartungswert einer GroBe A, die durch den Operator A ausge-
driickt wird, betrigt zur Zeit t

(A(D) = W@ A1)
= (W) |U (1, 1))AU(t, to) (o))
= (W(to) |An(Dly(t0)) » (4.52)

wobel im letzten Schritt der zeitabhéiingige Operator
An() := U7\ (t, 1) AU (1, 1) (4.53)

definiert wurde. Diese zum Schrodinger-Bild vollig dquivalente Betrach-
tungsweise, in der die Zeitabhingigkeit in den Operatoren statt in den
Zustinden steckt, wird als Heisenberg-Bild bezeichnet. Fiir spitere Rech-
nungen wird es insbesondere wichtig sein, dass der Kommutator zweier
Operatoren die Beziehung

[A, B]H = [AH, BH] (4.54)
erfullt.

Da die Zeitableitung des Einheitsoperators verschwindet,

%i ~0= %(0—10) , (4.55)

folgt fiir die Ableitung des inversen Zeitentwicklungsoperators

d A A A d A i/\ A A
—U'"WO=-0"=0|=<-0"A0U, 4.56
(dl ) (dl ) h (4.56)

und daraus, nach Multiplikation mit =" von rechts,

—U'=-U"A. (4.57)

S = %(0—1 AAD + 071 AR0) + 07 (0,4) 0
= %[ﬁ, ] +(aA). . (4.58)

Heisenberg-Gleichung

Im Heisenberg-Bild wird die totale Zeitableitung eines Operators A
durch die Heisenberg-Gleichung

ih%AH = [AH, HH] +ih (atA)H (4.59)

bestimmt.
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4.2.3 Dirac-Bild und Streumatrix

Ein weiteres wichtiges Bild ist das so genannte Dirac- oder Wechselwir-
kungsbild. Sei der Hamiltonoperator durch einen ungestorten, zeitunab-
hiangigen Anteil Hy und einen Stoéroperator V gegeben,

H=H,+V. (4.60)

Dann wird die Zeitentwicklung aufgrund des Hamiltonoperators H,
durch den Zeitentwicklungsoperator

Uo(t — ty) = e Hot=m)/h (4.61)
ausgedriickt. Wir verwenden ihn, um einen beliebigen Operator A durch
Ay = U;'AU, (4.62)

in ein neues Bild zu iiberfithren. Entsprechend fiithren wir durch
(o)1 = Uy (o)) (4.63)
den Zustandsvektor in diesem Bild ein. Seine Zeitableitung wird durch

%wmx=%(&fﬁwm»—0§0%+Van»
= 205" V0003 ()

= —= Vily()r . (4.64)

Wechselwirkungsbild

Im Wechselwirkungsbild wird die Zeitentwicklung eines Operators A
durch (#.62) bestimmt. In diesem Bild erfiillen die Zustandsvektoren
die Bewegungsgleichung

d A
i W Oh = Vi@, (4.65)

in der allein der Storoperator V die Zeitentwicklung treibt.

Der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild ist demnach
durch

: t
Ui(t,t0) = T exp (—% f dr V(r’)) (4.66)
1o
gegeben. Der Grenzfall dieses Operators fiir fy) — —oco und t — oo,

S= 1lim U@t

[0—>—oo,tﬁoo

= Texp(—% f ) dr’ V(r’)) (4.67)

o0

wird als Streuoperator, Streumatrix oder S-Matrix bezeichnet.
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4.2.4 Zeitentwicklung von Gemischen

SchlieBlich betrachten wir noch die Zeitentwicklung eines Gemisches,
das durch den Dichteoperator

plto) = ) paln, 1o, 1o (4.68)

gegeben sei. Die Zustédnde |n, fy) entwickeln sich gemil
In, 1y = U(t, to)ln, 1) (4.69)

weiter, sodass der Dichteoperator zu einer spiteren Zeit

P = - Pl o)k, 10X, 10 107" (1, 10) (4.70)
lautet. Seine Zeitableitung ist dann im Schrodinger-Bild durch

. d A N Y A A A1 A
(1) = Z P (A0, 16)n,10107" = Oln, 1), 10 107" A)
=|A.p] (4.71)

gegeben.

Zeitentwicklung von Gemischen

Im Schrodinger-Bild entwickeln sich Gemische in der Zeit geméf der
von-Neumann-Gleichung

L d oA
ih—p(1) = |A.p] . (4.72)
Beachten Sie die Reihenfolge der Operatoren im Kommutator im Ver-

gleich zur Heisenberg-Gleichung (4.59)! Im Heisenberg-Bild sind Dich-
teoperatoren zeitunabhéngig.
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Kapitel 5

Einfache Quantensysteme (I)

5.1 Wellenfunktionen und Operatoren

5.1.1 Wellenfunktionen

Sei mit [y) ein beliebiger Zustandsvektor gegeben, den wir nun speziell
durch Eigenvektoren des Ortsoperators x aufspannen wollen. Wir gehen
also von einer Orthonormalbasis {|x)} aus solchen Eigenvektoren aus
und schreiben |i) in der Form

) = fIX><x |y’ x .1

und bezeichnen die Projektion (x| ¢) =: ¥(t, x) als Wellenfunktion. Die
Anzahl der Raumdimensionen ist hier auf d verallgemeinert. Die Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation dieser Projektionen verlangt, dass die qua-
dratische Norm der Wellenfunktion

ly(z, 0l = flt//(t, 0P dlx=1 (5.2)

auf eins normiert werden muss. Wellenfunktionen miissen daher quadra-
tintegrabel sein, d.h. sie miissen aus dem Raum

L(C) =y : C - C Iyt DI < oo} (5.3)
der quadratintegrablen Funktionen auf der Domine C € R stammen.

Bei der Definition der Norm in (5.2)) muss beachtet werden, dass aus
lyr(z, x)||> = 0 noch nicht geschlossen werden darf, dass ¢ selbst auf C
verschwindet, wie es die Definition der Norm eigentlich verlangt, denn
¥ konnte auf einer Teilmenge von C vom Maf} null immer noch von
Null verschieden sein. Man beseitigt dieses Problem, indem man die
Aquivalenzklasse

W] :={¢ € Ly(O)ll¢ —yll = 0} (5.4)

51



Frage
Es ist eine niitzliche Ubung, die
Plancherel’sche Formel ausge-
hend von der Definition der Fou-
riertransformation herzuleiten.
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einfiihrt.
Quadratintegrable Funktionen
Mit Hilfe der Aquivalenzklasse (5.4) wird der Raum

Ly (C) :={[y1ly € L(CO)} (5.5)
definiert, der mit dem Skalarprodukt

(DY) := f ¢" (¢, X)y(t, x)d’x (5.6)

ausgestattet ein Hilbertraum ist.

Die Wellenfunktionen (¢, x) aus L,(C), mit denen wir quantenmechani-
sche Zustinde in Ortsdarstellung beschreiben konnen, untersuchen wir
nun niher.

5.1.2 Darstellungen des Orts- und Impulsoperators

Dafiir kehren wir zunéchst zur Plancherel’schen Formel (1.50) zuriick,
die wir hier noch einmal in etwas anderer Form wiederholen,

f fr0g(x0dx = f F(Pap)dp . (5.7)
Weiterhin betrachten wir die Fouriertransformierte der Funktion xi (¢, x),

ddX .
Flxy(r, 01t p) = IWW/(LX)G il (5.8)

in der wir den Faktor x durch den Differentialoperator (i4V ) ersetzen
konnen. Der kann dann vor das Integral gezogen werden, in dem dann
nur noch die Fouriertransformierte J/(t, p) verbleibt,

F Ly (r, 01, p) = iV, §(t, p) . (5.9)

Nun wenden wir die Plancherel’sche Formel (5.7) mit f = ¢ und g = xy
an und erhalten

f W (t, ) (t, )dx = f §(t.p) (ihV,) d(t. p)d’p . (5.10)

Aufgrund der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion ist
die linke Seite dieser Gleichung gerade der Erwartungswert (x) des Ortes.
Damit besagt die Gleichung

(x) = iV, 1) - (5.11)
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Ortsoperator

Sie zeigt damit, dass der Ortsoperator in der Ortsdarstellung einfach
gleich einem Faktor x ist, wahrend er in Impulsdarstellung durch iV,
dargestellt wird,

. {x (Ortsdarstellung) (5.12)

ihV, (Impulsdarstellung) '

Ebenso gut konnen wir analog zu (5.8)) mit der Fourier-Riicktransformation
des Produkts py(t, p) beginnen,

~ d’p - ;
-1 _ ipx/h
F [pde, Pt x) = f Gy PO (5.13)
den Faktor p durch (—iAV,) ersetzen und schreiben

T pd(t, p)It, x) = (=ihV,) (1, %) . (5.14)

Dann verwenden wir die Plancherel’sche Formel riickwirts mit f = i
und § = p¢ und erhalten

f!f/*(t,p)P&(t,p)ddp= fw*a,x) (=ihV) g, x)d'x . (5.15)

Impulsoperator

Ahnlich wie oben beim Ortsoperator fiihrt uns dieses Ergebnis zu der
Schlussfolgerung, dass der Impulsoperator in Ortsdarstellung durch
—iAV, und in Impulsdarstellung durch einen einfachen Faktor p darge-
stellt wird,

(5.16)

-1V, (Ortsdarstellung)
p Impulsdarstellung

Der Kommutator zwischen dem Orts- und dem Impulsoperator wird
am besten komponentenweise bestimmt. In der Ortsdarstellung ist x;
der Operator fiir die i-Komponente des Ortsvektors, wihrend —i70; der
Operator fiir die j-Komponente des Impulses ist. Bei der Berechnung des
Kommutators muss beriicksichtigt werden, dass der Kommutator selbst
wieder ein Operator ist, der auf eine Wellenfunktion wirkt. Deswegen ist
nach der Produktregel

(0, x:) w(t, ) = 62, %) + XDt x) = (63 + x:0,) it x)  (5.17)
oder, in Operatorschreibweise, d;x; = 6;; + x;0;.

Kommutator zwischen Ort und Impuls

Der Kommutator zwischen dem Orts- und dem Impulsoperator ist
demnach

[&, pj] = —ih [x,,0;] = ihs; (5.18)



Frage
Was konnte ein Ausdruck der
Form (ap)-l bedeuten, wie er z.B.
beim Coulomb-Potential auftri-
te?

54 KAPITEL 5. EINFACHE QUANTENSYSTEME (I)

Aus den Darstellungen (5.12)) und (5.16) des Orts- und Impulsoperators
folgen nun sofort auch Darstellungen des Hamiltonoperators.

Darstellungen des Hamiltonoperators

Der Hamiltonoperator mit der potentiellen Energie V lautet in Ortsdar-
stellung

~ p? w?
H="—+V®) =-—V:+V() (5.19)
2m 2m

und entsprechend in Impulsdarstellung

p2
o+ v (inV,) . (5.20)

aq

Es ist nicht immer offensichtlich, was mit Ausdriicken der Form V(iiV )
gemeint sein soll. In einem konstanten Gravitationsfeld ist z.B. V(¥) =
mgz. Hier miissen wir z durch i7d,, ersetzen und V(inV,) = ihmgd,,
schreiben. Allgemein geht man bei solchen Ausdriicken in der Regel da-
von aus, dass man die Funktion V(x) in eine Potenzreihe in x entwickeln
kann, in der dann Terme der Form x" durch n-fache Ableitungen (iaV,)"
nach dem Impuls ersetzt werden.

5.1.3 Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

Wenn der Hamiltonoperator A nicht von der Zeit abhingt, kann die
Schrédingergleichung durch den Produktansatz

w(t, x) = e Ep(x) (5.21)

in eine einfachere Form gebracht werden. Setzen wir den Ansatz (5.21)
in die Schrodingergleichung ein, erhalten wir

ihd%w(t, x) = Ee E'hp(x) = He () . (5.22)

Nach Multiplikation mit e'Z/" folgt eine rein ortsabhiingige Form der
Schrodingergleichung:

Zeitunabhéngige Schrodingergleichung

Wenn der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhingt, kann die Schro-
dingergleichung durch den Produktansatz (5.21) in die zeitunabhéngige
Form

He(x) = E¢(x) (5.23)

einer Eigenwertgleichung gebracht werden.

In dieser Form werden wir die Schrodingergleichung nun verwenden,
um einfache eindimensionale Quantensysteme zu untersuchen.
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5.2 Eindimensionale Systeme mit Potentialstu-
fen

5.2.1 Allgemeine Eigenschaften eindimensionaler Wel-
lenfunktionen

In einer Dimension lautet die zeitunabhédngige Schrodingergleichung in
Ortsdarstellung

h2
— 5 )+ V() = E]g(@) = 0. (5.24)
m

Die Hermitezitit des Hamiltonoperators stellt an irgendzwei Wellenfunk-
tionen ¢(x) und ¥(x) die Bedingung

(Ho, )y — (¢, Hy) =0, (5.25)

woraus
b
a

b
0= f (¢ — ¢y )dx = ("¢ - ¢°Y) (5.26)

folgt. Die Schrodingergleichung allein ergibt daher erst mit den Rand-
bedingungen physikalische Losungen, die aus (5.26)) hervorgehen. Mit
¢ = ¢ kann (5.20) z.B. entweder durch Dirichlet-Randbedingungen

Y(a) =0 = y(b) (5.27)

oder durch Neumann-Randbedingungen

Y'(a) =0=y'(b) (5.28)
erfiillt werden.

Allgemein gilt, dass fiir ein stetiges Potential V(x) auch die zweite
Ableitung von ¥(x) stetig sein muss, d.h. y muss dann zweimal stetig
differenzierbar sein. Enthélt V(x) einen endlichen Sprung an einer Stelle
Xo, muss ¥/'(x) an dieser Stelle einen Knick enthalten. Dann ist die
Wellenfunktion nur noch einmal stetig differenzierbar.

Seien nun zwei Losungen ¢ und ¢ der Schrodingergleichung gegeben, zu
denen die entsprechenden Energie-Eigenwerte E4 und E, < E4 gehoren.
Die Wronski-Determinante dieser beiden Losungen ist

Y
¢y

Ihre Ableitung nach x ergibt mithilfe der Schrodingergleichung (5.24)

W(g,¢) = det( ) =y -y (5.29)

d 2
W) = ¢y — v = ZZAEGY (5.30)
X 7]
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mit AE := E4 — E;, > 0. Wir integrieren diese Gleichung nun von einer
Nullstelle von ¢ zur nichsten. Bezeichnen wir diese Nullstellen mit x
und x;, folgt durch partielle Integration aus (5.30)

oyl = —AE f dudx . (5.31)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass ¥
in [xg, x;] positiv ist, denn wenn ¥ die Schrodingergleichung 16st, dann
auch —y. Dann muss ¢/ (a) positiv und ¢’ (b) negativ sein. Wenn nun ¢
tiberall in [xo, x;] positiv wire, wire die linke Seite von (5.31)) negativ,
die rechte aber positiv. Wire ¢ iiberall in [xy, x;] negativ, kehrten sich
die Vorzeichen auf beiden Seiten um, aber der Widerspruch bliebe. Die
Funktion ¢ muss also zwischen den beiden benachbarten Nullstellen von
¥ eine weitere Nullstelle haben.

Ohne Beweis geben wir noch an, dass der Grundzustand in dem Intervall,
in dem die Schrodingergleichung gelost wird, keine Nullstelle haben
kann und dass der n-te angeregte Zustand n Knoten bzw. Nullstellen in
diesem Intervall haben muss.

5.2.2 Sprungstellen im Potential

Wir werden nun mehrere Beispiele besprechen, in denen eine Poten-
tialstufe auftritt. Deswegen besprechen wir zunéchst die allgemeinen
Bedingungen an die Wellenfunktion an einer Potentialstufe am Ort x = y.

Die eindimensionale Schrodingergleichung mit konstantem Potential V)
kann in die Form

2
Y (x) + h—’? (E - Vo) y(x) =0 (5.32)

gebracht werden. Sie hat die Form einer (rdumlichen) harmonischen
Oszillatorgleichung mit der Wellenzahl

2
k = ‘/h—T(E—VO), (5.33)

deren allgemeine Losung
Y(x) = Ae™ + Be (5.34)

mit Konstanten A und B lautet. Fiir E > V, ist k aus (5.33) reell und die
Losung (5.34) oszilliert. Fiir E < V; wird k imagindr. Wir setzen dann

2
k =ik, K::\/h—T(VO—E)ER. (5.35)
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Wie oben besprochen, miissen die Wellenfunktion ¢ selbst ebenso wie
ihre Ableitung ¢ an einer Sprungstelle des Potentials stetig sein. Wir
setzen Y stiickweise aus der Losung (5.34) an,

. - , 5.36
Ce** + De K> (x> y) (5.36)

Ae* + Be7*  (x <)

o-|

wobei die Wellenvektoren k und k' auf den beiden Seiten der Stufe

natiirlich verschieden sein werden. Die Stetigkeit von ¢ und ¥’ bei x = y
erfordert dann

D
Aa + — —Co/+—/ und
a a
k B D
x (Aa/ - —) —co -2, (5.37)
k’ 10 o’

a:=e o =l (5.38)

abgekiirzt haben. Aus Summe und Differenz der beiden Gleichungen
(5.37) folgt die Matrixgleichung

S, (k, k’)( 2 ) = ( g ) (5.39)

wobei S, (k, k') die Matrix

[0 1
1 ;5+ 0/0/6_ k
S, (k,k') = 3 , mit 6, :=1=%— (5.40)
’ a k
aa’d, —oO_
a

bedeutet.

5.2.3 Reflexion und Transmission an einer Potential-
stufe

Setzen wir nun eine einzelne Potentialstufe bei x = 0 fest, so dass

o (x < 0)
Vim = {VO >0 (x>0) 641

gilt. Dann ist zunédchst @ = 1 = o’ wegen y = 0, und die Matrix S ,(k, k’)
aus (5.40) vereinfacht sich zu

Solk, k') = %( Os O ) . (5.42)

Frage
Leiten Sie die Matrix S,(k,k")
ausgehend von den Stetigkeitsbe-
dingungen an die Wellenfunktion
im Detail selbst her.
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Dartiiber hinaus nehmen wir an, dass ein Teilchen mit der Energie E
von links kommend auf die Potentialstufe trifft. Dieses Teilchen wird
moglicherweise an der Potentialstufe reflektiert, sodass links von der Po-
tentialstufe auch die zuriicklaufende Welle beriicksichtigt werden muss.
Rechts der Potentialstufe ziehen wir nur die nach rechts weiterlaufende
Welle in Betracht. Insgesamt setzen wir also

ikx —ikx
U(x) = {e + Re (x<0) (5.43)

T ek~ (x>0)

an, wobei die Wellenzahlen

[2m , [2m
k= ﬁE und k' = ﬁ(E - VO) (544)

betragen. Mit (5.42) und (5.40) folgt mit diesem Ansatz

o) (M-(D) e

Die zweite dieser Gleichungen ergibt sofort

6. k-K
=== 5.46
R o6, k+k’ ( )
und damit folgt aus der ersten der Gleichungen (5.45))
1 52 2k
=—|0,——|= . 5.47
T 2(* a) k+k (547)

Diese Ergebnisse sind in vieler Hinsicht bemerkenswert. Zum Ersten
bedeutet @, dass Reflexion an der Potentialstufe auch dann auftritt,
wenn E > Vj ist, wenn das einfallende Teilchen also aus rein energe-
tischen Griinden leicht iiber die Stufe hinwegkdme. Die Aufspaltung
der Wellenfunktion bei x < 0O in einen ein- und einen auslaufenden Teil
durch die Reflexion bedeutet natiirlich nicht, dass das Teilchen sich auf-
spalten wiirde, sondern dass die Information tiber das Teilchen nach dem
Auftreffen auf die Potentialstufe eine endliche Moglichkeit enthilt, dass
das Teilchen an der Potentialstufe umkehrt.

Zum Zweiten bedeutet (5.47)), dass das Teilchen auch dann in den Bereich
x > 0 vordringen kann, wenn E < Vj ist. Wie oben angekiindigt, ist dann
k' = 1k’ mit & € R, und die Transmissionswahrscheinlichkeit betrigt

4k>
TP = : 5.48
TP = 50 (5.48)
Weil £’ dann rein imaginér wird, klingt die Wellenfunktion in der Poten-
tialstufe aber wie e ™~ exponentiell ab. Wie man leicht nachrechnet, und
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wie es sein muss, addieren sich die Reflexions- und die Transmissions-
wahrscheinlichkeit fiir beliebige Energien E zu eins,

k/
R+ AT = 1. (5.49)
Zum Diritten ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte aus durch

h {k(l ~IR?) (x<0) 5.50)

S = KT (x> 0)

gegeben.

Setzen wir hier die Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeiten
IR|? und |7 |? ein, folgt

J&x) = ————— (5.51)

unabhiingig von x auf beiden Seiten der Stufe. Die Wahrscheinlichkeitss-
tromdichte ist daher quellenfrei.

Weder die Reflexion des Teilchens bei E > V noch die Transmission bei
E <V, treten klassisch auf. Sie sind allein durch die Wellennatur bedingt,
die auch materiellen Teilchen in der Quantenmechanik zugewiesen wird.

Betrachten wir den Fall E < V; noch etwas genauer. Die Reflexions-
wahrscheinlichkeit wird dann

k—ix |?

k + ik’

IR)> = ‘ =1. (5.52)

Obwohl das Teilchen eine endliche Transmissionswahrscheinlichkeit hat,
wird es also vollstindig reflektiert. Das bedeutet, dass das Teilchen zwar
endlich weit in die Potentialstufe eindringen kann, dann aber vollstiandig
zuriicklduft. Das Eindringen verzdgert die Reflexion, sodass das Teilchen
mit einer endlichen Phasenverschiebung wieder aus der Potentialstufe
austritt. Diese Phasenverschiebung kann aus dem Real- und dem Imagi-
nérteil von R bestimmt werden, denn da der Betrag von R gleich eins ist,
konnen wir direkt

R =e M (5.53)
ansetzen. Fiir 6 erhalten wir
k> —«? . 2kk’
cos20 =ReR = m s sin2d = -ImR = m s (554)
woraus folgt
sin 26 K
tand = ——— = — . 5.55
an 1+cos20 k& ( )

Frage
Rechnen Sie das Ergebnis (5.50)
nach.

_ Achtung

Beachten Sie, dass die Phasenver-
schiebung ¢ von der Energie des
einlaufenden Teilchens abhéngt.




Frage
Fiihren Sie die Rechnung durch,
die ausgehend von zum Er-
gebnis (5.61) fiihrt.
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Links der Potentialstufe hat die Wellenfunktion daher die Form

Y(x) = e 4 710t (5.56)

Teilchen an einer Potentialstufe

Ein quantenmechanisches Teilchen, das auf eine Potentialstufe trifft,
wird mit endlicher Wahrscheinlichkeit auch dann reflektiert, wenn seine
Energie diejenige der Potentialstufe iibersteigt, und tritt auch dann
endlich weit in die Potentialstufe ein, wenn seine Energie diejenige der
Potentialstufe unterschreitet.

5.2.4 Potentialschwelle und Tunneleffekt

Sei nun durch

0 (x<0)
Vix) =<V >0 (0O<x<a) (5.57)
0 (x>a)

eine Potentialschwelle gegeben. Wir setzen die Wellenfunktion stiick-
weise gemil

ek 4 Reikx (x <0)
Y(x) = JAe** + Be7** (0 < x < a) (5.58)
Teikx

an, lassen also Reflexion in den Bereich vor der Potentialschwelle und
Transmission in den Bereich hinter ihr zu. Durch zweifache Anwendung
von ((5.39) an den beiden Sprungstellen gelangen wir sofort zu

i 2)=(3). swn(4)=(T) e

und damit zu der Bestimmungsgleichung

T , ~f 1
( 0 ):Sa(k,k)So(k,k)( R) (5.60)

fiir die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten R und 7. Die Rech-
nung ist etwas langwierig, fithrt aber direkt zu dem Ergebnis, dass die
Transmissionswahrscheinlichkeit fiir £ < V|, durch

-1

sinhz(K’a)) (5.61)

2

2: 1 0
7 (+4E<VO—E)

gegeben ist.
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Tunneleffekt

Die endliche Transmissionswahrscheinlichkeit (5.61)) quantifiziert den
Tunneleffekt: Obwohl es klassischen Teilchen nicht moglich wire, eine
Potentialschwelle zu durchlaufen, die hoher als ihre Energie ist, kon-
nen quantenmechanische Teilchen mit endlicher Wahrscheinlichkeit
hindurchgelangen.

Der Tunneleffekt ist z.B. fiir die Energieproduktion in der Sonne ent-
scheidend wichtig.

5.2.5 Potentialtopf

Kehren wir die Potentialschwelle nun zum Potentialtopf um,

0 (x < —a)
Vix) =4Vo <0 (-a<x<a), (5.62)
0 (x>a)
und setzen fiir die Wellenfunktion
Ae Kx (x < —a)
Y(x) = ¢ Bel™ + CAe ™ (—a < x < a) (5.63)
Dei¥'* (x> a)

an. Wegen der Symmetrie des Potentialtopfs diirfen wir dariiber hinaus
A = Dund C = +B annehmen: Das Teilchen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit den Potentialtopf nach rechts oder links verlassen und im Poten-
tialtopf nach rechts oder links laufen. Zudem konnen wir B = 1 setzen.
Dann folgt, wiederum mit (5.39)

o 0)=( L) s 1)=(3). s

Beide Gleichungen miissen dasselbe aussagen, sodass es reicht, eine
der beiden zu betrachten. Wir wihlen die zweite, aus deren zweiter
Komponente wir sofort die Bedingung

6y = +a’5_ (5.65)
oder, mit @ = e,
- k
1+—:i&“0——) (5.66)
erhalten. Sie ist eine implizite Bedingung an die Zusténde, die ein Teil-
chen mit Energie E im Potentialtopf annehmen kann.

Als Beispiel lassen wir den Potentialtopf unendlich tief werden, V) = —co.
Dann ist es dem Teilchen nicht mehr méglich, ihn zu verlassen, sodass
k' — —ico geht und 6. — 1 gehen. Aus (5.65)) folgt dann

cos2ka =+1, sin2ka=0 (5.67)
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und daraus
ni

k=— @meN). (5.68)
2a

Unendlich tiefer Potentialtopf

Ein Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf muss eine Wellen-
lange A = 27r/k haben, die halb- oder ganzzahlig in die Breite L = 2a

des Potentialtopfs passt,

A
—=L. .
o (5.69)



Kapitel 6

Einfache Quantensysteme (II)

6.1 Harmonischer Oszillator

Ein weiteres einfaches, aber dennoch wichtiges quantenmechanisches
System ist der harmonische Oszillator, mit dem wir nun fortfahren
wollen. Sein Hamiltonoperator ist durch ein Potential gekennzeichnet,
das quadratisch im Ort ist,

P ma?

H="+— 6.1
2m+ R (6.1)

wobei w die Kreisfrequenz des Oszillators ist.

6.1.1 Auf- und Absteigeoperatoren

Da dieser Hamiltonoperator nicht von der Zeit t abhédngt, konnen wir
gleich zur zeitunabhingigen Schrodingergleichung (5.23) ibergehen. In
einer Dimension lautet sie

2 2
- j_w”(zo + 2 2000 = Eux) . (6.2)
m 2

Hier verwenden wir nun, dass die Grofie

= — (6.3)

die Dimension einer Ldnge hat.

Mit dieser Liange skalieren wir den Ort x ebenso wie die Ableitung 9,
nach dem Ort, indem wir

x=Cu, 8,=¢'9, (6.4)
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Frage
Uberzeugen Sie sich davon, dass
¢ tatsdchlich die Dimension einer
Linge hat. Welche physikalische
Bedeutung hat £?




Frage

Rechnen Sie die Kommutatoren
(6.11]) selbst nach.
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setzen. Mit diesen Ersetzungen wird die Schrodingergleichung (6.2) zu

hw

— (=00 + ) ww) = Ey(u) . 6.5

Auf- und Absteigeoperatoren

Nun definieren wir einen Operator @ und seinen adjungierten Operator
a’ durch . .
a=—w+d,), a'=—w-9, . (6.6)

V2 V2

Der Kommutator zwischen a und &' ist

Q

(@6 = 3 @+ B0, -0l =Bl =1, 67)

wobel im zweiten Schritt die Linearitidt des Kommutators verwendet
wurde. Aus diesen beiden Operatoren bilden wir einen weiteren Operator

A

e ] 1
Ni=d'a=S@-0)u+d) =5 -8~ 10,.ul) . (68)

Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators

Durch Vergleich mit dem Hamiltonoperator aus (6.5)) und mithilfe des
Kommutators folgt sofort

H =l (N T 1) . (6.9)

6.1.2 Besetzungszahldarstellung

Die Operatoren &, a' und N werden sich gleich als #uBerst niitzlich
erweisen. Zunichst stellen wir fest, dass die Erwartungswerte von N
positiv-semidefinit sein miissen, denn

W INW) = (wla'alyy = )l = 0 . (6.10)

In einem hilfreichen Zwischenschritt bestimmen wir die Kommutatoren
von N mit & und &,

6.11)

Wir fithren nun Eigenzustinde |n) des Operators N ein und bezeichnen
deren Eigenwerte mit n, also Nln) = n|n). Mithilfe der Kommutato-
ren konnen wir nun leicht bestimmen, wie N bzw. @ und &' auf
Eigenzustinde |n) des Operators N wirken,

N(eﬁ |n>) = ([N, a1+ aW) In) = (n+ 1) (aﬂn)) . 6.12)
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Der Zustand a'|n) ist also ebenso ein Eigenzustand von N, aber mit dem
um eins erhohten Eigenwert n + 1. Ebenso folgt durch die vollig analoge
Rechnung

N (@ln)) = (IN.a] + aN) In) = (n = 1) (@ln)) (6.13)

dass a|n) ein Eigenzustand zu N mit dem um eins verringerten Eigenwert
n—1ist

Ausgehend von einem Eigenzustand |n) von N wird jede Anwendung
von & den Eigenwert um eins verringern. Da die Eigenwerte von N
aber nicht negativ werden diirfen, ist Null der kleinste Eigenwert von
N, der erreicht werden kann. Wir nennen den Eigenzustand mit diesem
Eigenwert den Grundzustand |0). Davon ausgehend, kénnen wir durch
fortgesetzte Anwendung von &' Zustéinde mit jeweils um eins erhdhten
Eigenwerten erreichen. Die Eigenwerte von N sind daher alle Zahlen
n € Ny. Entsprechend ihrer Bedeutung wird der Operator &' als Auf-
steigeoperator, der Operator a als Absteigeoperator bezeichnet. Mit a'
kann man vom Grundzustand |0) ausgehend in alle angeregten Zustinde
des harmonischen Oszillators aufsteigen und mit a wieder zum Grundzu-
stand hin absteigen. Der Operator N gibt an, welcher angeregte Zustand
besetzt ist und heiBt Besetzungszahloperator. Durch die Eigenzustinde
des Besetzungszahloperators gelangt man zur Besetzungszahldarstellung
der Zustiande des harmonischen Oszillators.

Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators

Diese Uberlegung liefert uns auch gleich die Eigenwerte
1
E,=hw (n + 5) (6.14)

des Hamiltonoperators fiir den harmonischen Oszillator.

Interessanterweise hat der Grundzustand einen von Null verschiedenen
Eigenwert

B = hiw
0= 5>

die Grundzustandsenergie, die natiirlich klassisch nicht auftritt.

(6.15)

6.1.3 Eigenfunktionen

Nehmen wir an, der Eigenzustand |n) sei normiert, dann haben die
Zustinde aln) und a|n) die Betragsquadrate

(nlataln) = (n|Nn) = n{n|n) = n (6.16)
(nlaa’ny = |l + Njn) = n+ Dn|ny =n+1.
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Wenn |n) normiert ist, sind daher auch die Zustidnde

1
n—1):= alny ,
Vn -1
In+1):= a'ln) (6.17)
n+1

normiert.
Energieeigenzustinde des harmonischen Oszillators

Wenn wir mit einem normierten Grundzustand |0) beginnen, konnen
wir uns einen n-fach angeregten, normierten Zustand durch wiederholte
Anwendung von &' und durch Normierung gemif (6.17) besorgen,

1 n
Iny = —(a') |0y . (6.18)
=)
Nun fehlt uns zum vollendeten Gliick nur noch der Grundzustand selbst.
Sei ¥o(u) die Wellenfunktion dieses Grundzustands, dann wissen wir,
dass der Absteigeoperator, darauf angewandt, Null ergeben muss. Also
muss ¥(u) die Differentialgleichung

1

ao(u) = 7 (u + ,) Yo(u) =0 (6.19)
bzw.
o) + upo(u) = 0 (6.20)
erfiillen. Trennung der Variablen fiihrt sofort zu der Losung
Wou) = Ae™ 7, (6.21)

deren konstante Amplitude durch Normierung festgelegt werden muss.

Ortsdarstellung der Energieeigenzustinde

Dies ergibt die Ortsdarstellung des Grundzustands,

1 2
_ —u-/2
Vo) = —e 2. (6.22)

Die angeregten Zustidnde erhalten wir schlieBlich durch Anwendung
von (6.18)) auf die Funktion y(u) aus (6.22)). Dies ergibt

_ 1 —u?/2
Ya(u) = 711/4—\/2"_11! H,(u)e , (6.23)

wobei es sich bei den Funktionen H,(u) um die Hermite-Polynome
handelt.

6.1.4 Unschiirfe und Nullpunktsenergie

Kommen wir noch einmal auf die endliche Nullpunktsenergie des quan-
tenmechanischen harmonischen Oszillators zuriick. Ein klassischer har-



6.2. PFADINTEGRAL 67

monischer Oszillator kann natiirlich die Energie null erreichen, wenn
sowohl seine kinetische als auch seine potentielle Energie gleichzei-
tig verschwinden. Dafiir miissen aber der Ort und der Impuls zugleich
den Wert null annehmen und damit exakt bekannt sein. Das ist in der
Quantenmechanik nicht moglich: Wegen der Heisenberg’schen Unbe-
stimmtheitsrelation (3.11)) konnen die Unschirfen des Ortes und des
Impulses nicht verschwinden, sondern miissen die Ungleichung (3.1T])
mit dem Kommutator (5.18) erfiillen,

hz
P = 7 (6.24)
Der Erwartungswert des Hamiltonoperators ist
n P mw? , | mw*
HYy="“"" 4+ —(*)> — + —(&7). 6.25
(H) = - 2<x>_8m<)?2) 7 (6.25)

Die rechte Seite durchliuft ihr Minimum bei (*) = %/(2mw), und dort
nimmt der Hamiltonoperator den Erwartungswert

n hw hw
<H>:2,T:7:EO (626)

an. Die Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators folgt also direkt
aus der Heisenberg’schen Unbestimmtheitsrelation.

6.2 Pfadintegral

6.2.1 Propagation und Zeitentwicklungsoperator

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein Teil-
chen zur Zeit ¢ > 0 am Ort x ankommt, das sich zur Zeit , = 0 am Ort y
befand. Mit dem Zeitentwicklungsoperator , U, 1) = U(t,0) =:
U@ betrigt sie

x10@ly) . (6.27)

Wir spalten den Hamiltonoperator in einen freien, kinetischen Anteil und
den Operator der potentiellen Energie auf,

+V(), (6.28)

und betrachten den Zeitentwicklungsoperator fiir kleine Zeitintervalle 67,

R . R . ,\26 .
0(61) = exp(—%HcSt) ~ exp (—%Z—mt)exp(—%V(fc)&) . (629)

Beachten Sie, dass im Allgemeinen nicht

eAtB = eheB (6.30)

Frage
Schlagen Sie die Baker-
Campbell-Hausdorff-Formel
nach.
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gilt, wenn die Operatoren A und B nicht vertauschen, [A, B] # 0. Da
jedoch der Beitrag des Kommutators in (6.29) fiir kleine Zeitintervalle
6t von der Ordnung 6#° ist, kann er vernachlissigt werden.

Durch eine beliebig hidufige Anwendung des Zeitentwicklungsoperators
fiir beliebig kleine Zeiten 5t konnen wir die Ubergangswahrscheinlich-

keit in die Form
A A t
x|U®y) = Al/im (x|ON@lyy mit 6t = N (6.31)

bringen. Nun schieben wir den Einsoperator zu einer beliebigen rdumli-
chen Position x; ein und erhalten

x10@)ly) =AlliﬁrrolofdM@IUN_](ét)lxo(mIU((5t)|y>- (6.32)

Diese Gleichung besagt, dass das Teilchen zunéchst innerhalb des Zei-
tintervalls 6t von y nach x; gelangt, dann in der verbleibenden Zeit
von x; nach x, wobei iiber alle Orte x; integriert wird, die das Teilchen
ausgehend von y in der Zeit 6t erreichen kann.

Wiederholen wir diesen Schritt noch N — 2 mal, erhalten wir
x10@ly) = 1$1_r>130 fdxl s dayo (e [UO)xy-1) -+ (1 [U@GDy)

N
= lim | dv-dov | [al0@ey . (6.33)
k=0

N—oo

wobei xp = y und xy = x gesetzt wurde. Wieder hat diese Gleichung
eine anschauliche Bedeutung: Der Weg des Teilchens von y nach x wird
in N kleine Abschnitte [x;, x;.1] unterteilt, die jeweils so gewdhlt sind,
dass das Teilchen sie in der Zeit 6t zuriicklegen kann.

6.2.2 Pfadintegral in diskreter Form

Dies ist bereits die Idee des Pfadintegrals, das durch R. P. Feynman
in die Physik eingefiihrt wurde: In der klassischen Physik fiihrt genau
eine Bahn von einem Anfangs- und einem Endpunkt. Diese Bahn ist
durch das Hamilton’sche Prinzip der extremalen Wirkung gegeben. In der
Quantenmechanik kann ein Teilchen auf beliebigen Wegen vom Anfangs-
zum Endpunkt gelangen. Diese beliebigen Wege werden in beliebig viele,
beliebig kleine Abschnitte unterteilt, wobei die Stiitzstellen x; beliebig
variieren konnen. Der infinitesimale Zeitentwicklungsoperator gibt fiir
jeden der Abschnitte [xy, x;.] die Wahrscheinlichkeit an, mit der das
Teilchen ihn durchlaufen kann.

Der Ausdruck (6.33)) gibt an, wie ein derartiges Integral iiber alle mogli-
chen Pfade, Pfadintegral genannt, ausgefiihrt werden kann: Der Anfangs-
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und der Endpunkt der Teilchenbahn liegen fest, aber dazwischen kdnnen
alle moglichen Wege durchlaufen werden. Sie werden dafiir in klei-
ne Abschnitte zerlegt, deren Stiitzstellen beliebige Werte durchlaufen
konnen.

Um den Ausdruck (6.33)) auszuwerten, bendtigen wir zunichst die Uber-
gangswahrscheinlichkeit

(ks 1O (58] (6.34)

zwischen zwei eng benachbarten Punkten. Wir setzen den Zeitentwick-
lungsoperator U(87) fiir kleine Zeitintervalle 67 aus (6.29) ein und be-
kommen

(et 10O 0E) = (e o770y 1V En (6.35)

da der Zustand |x;) ein Eigenzustand des Ortsoperators ist, der im Ope-
rator der potentiellen Energie auftritt. Fiir den verbleibenden Ausdruck
stellen wir den Eigenzustand |x;) fiir ein Teilchen am Ort x; im Impuls-
raum dar,

e-iup/h

_ &p 5 ~ixp/h _
(plxe) = Ryl (x—xp)e = T

und werten das verbliebene Skalarprodukt aus (6.35) im Impulsraum
aus,

(6.36)

) . 2 .
<xk+1 |e—1p 6t/(2mh)|xk> — fd3p e ip 6t/ 2mh)+i(xge1—xx)p/hi ) (637)

Dieses Integral ist ein GauB-Integral, das leicht ausgefiihrt werden kann.

Es ergibt
(Xes1 | e—ipzét/(th)l x) = C{;’, eim(xk+1—xk)2/(2h61) (6.38)
mit der Konstanten
m \1/2
Can 1= (27rih5t) ' (639
Setzen wir dieses Ergebnis in (6.35)) ein, folgt
(X1 1003y = C5, 547 (6.40)
mit )
58 = [%% - V(xk)] 5t (6.41)

Die Grofle in eckigen Klammern ist eine alte Bekannte: Fiir beliebig
kleine Zeiten ot liegt x;,; beliebig dicht neben x;, und daher gilt

Xik+1 — Xk

57 — X . (6.42)

Frage
Rechnen Sie selbst die niitzliche
Formel

Frage
Was konnte Vi sein?
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Dann geht der Klammerausdruck in die Lagrangefunktion L(t, x, X) iiber,

m (X = %)

_ ﬂ 2 _ .
> 52 Vx| — > X =V(x) =L, x,x), (6.43)

und die GroBe 65 aus (6.41)) erweist sich als der Beitrag zur Wirkung
langs des Wegabschnitts [xy, xi.1].

Ubergangswahrscheinlichkeit und Wirkung
Damit wird die Ubergangswahrscheinlichkeit (6.33) zu

(x|U@)ly) = lim iV f dx; - - - dxy_ 5" (6.44)
Darin ist
= & m (X4 —Xk)2
S =) 65 = — M V(x)|or 6.45
; ‘ ;[2 = (xk)] (6.45)

die diskretisierte Wirkung lings der Bahn von y = xy nach xy = x, die
durch die Stiitzstellen x; angendhert wird.

Im Hinblick auf spitere Anwendungen der diskretisierten Wirkung
ist es zweckmifig, den Ausdruck fiir die potentielle Energie in (6.43)
symmetrisch in den beiden Stiitzstellen x; und x;,; auszudriicken,

1
V(x) — ) (V(xps1) + V(X)) (6.46)

und dementsprechend zu schreiben

N-1
m(xg1 —x)? V() + Vi)
S = — - ot 6.47
kz_(; [2 or 2 ©47)

6.2.3 Pfadintegral in kontinuierlicher Form

Im kontinuierlichen Grenzfall geht die diskretisierte Wirkung in das
Wirkungsfunktional

S[x] = f dr’ L[x(t)] (6.48)
0

iber, das der Bahn x(#) zwischen den festen Punkten y und x eine reelle
Zahl zuordnet. Im Grenzfall beliebig vieler Stiitzstellen wird die Inte-
gration iiber alle moglichen Bahnen zwischen dem Anfangs- und dem
Endpunkt durch die kontinuierliche Form des Pfadintegrals

lim N f dx; -+ - dxy_y €57 = f Dx St/ (6.49)

ausgedriickt. Da hier iiber einen Funktionenraum integriert wird, heillen
solche Integrale auch Funktionalintegrale.
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Kontinuierliche Form des Pfadintegrals

Damit nimmt die Ubergangswahrscheinlichkeit (6.44) die kompakte
Form -
x|O@®Ny) = f Dx S/ (6.50)
x(0)=y
an.

Diese Pfadintegraldarstellung hat eine hochst anschauliche Bedeutung.
Integriert wird tiber alle moglichen Wege vom Anfangs- zum Endpunkt.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang linges eines Weges wird
durch einen Phasenfaktor angegeben, der durch die Wirkung lings des
Weges gegeben ist, wobei die Wirkung auf das Planck’sche Wirkungs-
quantum bezogen wird. Je groBer die Wirkung ist, umso schneller oszil-
liert der Phasenfaktor, und umso stirker kann die Ubergangswahrschein-
lichkeit unterdriickt werden.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung erfahrt damit eine tiefere Begriin-
dung: Wie (6.50) zeigt, oszilliert der Phasenfaktor lings des Weges mit
der kleinsten Wirkung am wenigsten und trigt deswegen am meisten
zur Ubergangswahrscheinlichkeit bei. Abweichungen von den klassisch
moglichen Pfaden sind moglich. Das Wirkungsquantum erweitert die
klassisch mogliche Bahn zu einem Schlauch auf, iiber den hinweg die
Wirkung um das Planck’sche Wirkungsquantum variiert.

6.2.4 Pfadintegral fiir den harmonischen Oszillator

Fiir den harmonischen Oszillator kann das Pfadintegral direkt berechnet
werden. Dazu kehren wir zu der diskreten Form der Wirkung
zuriick und betrachten daraus einen Summanden, also einen Beitrag
zwischen den Stiitzstellen x; und x;,;. Mit der potentiellen Energie
V(x) = mw?*x*/2 lautet er

m orw?
(x

oSk === [(xkﬂ —x) = —— (%, + x%) (6.51)

20t 2
_m ([ x T 1-6RW)2 -1 X
a 20t \ X1 -1 1- 5[20)2/2 Xk 1 )

In der Summe iiber alle Beitridge 65, zur Wirkung tritt jede Stiitzstelle
x; zweimal auf, abgesehen von den beiden Randwerten x(z) und x7%. Die
gesamte diskretisierte Wirkung kann deswegen in die Matrixform

m

S =—
26t

ETAE=2m-£+ 50 (6.52)
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gebracht werden, worin die beiden N — 1-dimensionalen Vektoren

X1 X0
X2 0
&= s on=| (6.53)
XN=2 0
XN-1 XN
und die Matrix
u -1 0 0
-1 u -1 0
A= : : (6.54)
u -1
0 -1 u

auftreten, in der die Abkiirzung
U=2-6rw? (6.55)

bedeutet. Mit der weiteren Definition « := m/(i%ot) geht das Pfadintegral
in den Ausdruck

10y = € e f d e AIET(6.56)

iiber. Das verbliebene N — 1-dimensionale Gaul3-Integral 14sst sich er-
staunlich einfach I6sen. Es ergibt

) m Ta-1
Ul(t = " Lan AT n/2—aunn/4 ’ 6.57
VDY = | 3 msrdeta © (6.57)

worin nun die inverse Matrix A~' und die Determinante detA zu be-
rechnen bleiben. Das Ergebnis dieser ebenfalls verbliiffend einfachen
Berechnung ist

mw iS /1

(x|U@)ly) = (6.58)

27if sin wt

mit

mw (s o Xy
So="2 ((x + 1) cotwr Sinwt). (6.59)



Kapitel 7

Symmetrie (I)

7.1 Kontinuierliche Symmetrien und Lie-Grup-
pen

7.1.1 Gruppen

Gruppen sind uns bereits kurz im Abschnitt 2.1 begegnet, als wir Vek-
torrdume eingefiihrt haben. Von den Gruppen soll hier ausfiihrlicher
die Rede sein, weil sie fiir die moderne Physik auBBerordentlich wichtig
geworden sind und weil sie fiir die Diskussion von Symmetrien uner-
lasslich sind. Die Gruppentheorie stellt die mathematischen Hilfsmittel
zur Verfligung, mit denen Symmetrien untersucht werden konnen. Ein
physikalisches System heillt symmetrisch beziiglich einer Transformati-
on, wenn es sich durch die Anwendung der Transformation nicht dndert.
Ein Beispiel dafiir ist die Bewegung eines Massenpunkts im kugelsym-
metrischen Potential, deren Beschreibung unabhiéngig von beliebigen
Koordinatendrehungen um den Ursprung ist.

Wie wir bereits anhand der Noether-Theoreme in der klassischen Mecha-
nik gesehen haben, kommt Symmetrien deswegen so grole Bedeutung
zu, weil sie Invarianzen und damit Erhaltungsgré8en nach sich ziehen.
So fiihrt die genannte Drehsymmetrie zur Erhaltung des Drehimpulses.
Eine rdumliche Translationssymmetrie, d.h. die Unverdnderlichkeit eines
physikalischen Systems unter riumlichen Verschiebungen, fiihrt dagegen
zur Erhaltung der Impulskomponente in Richtung der Translation.

Seit der Entdeckung dieses Zusammenhangs zwischen raumlichen und
zeitlichen Transformationen und Erhaltungssitzen in der klassischen Me-
chanik haben sich Symmetriebetrachtungen fiir die theoretische Physik
als fundamental erwiesen. Weitere Beispiele dafiir sind die Eichsymme-
trie der Elektrodynamik, die Isospin-Symmetrie der Nukleonen oder die
lokalen Eichsymmetrien von Quantenfeldtheorien.
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Frage
Uberlegen Sie sich selbst Beispie-
le fiir kontinuierliche bzw. diskre-
te Gruppen.
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Fassen wir zunichst noch einmal die Gruppenaxiome zusammen.

Gruppen

Eine Gruppe G ist eine Menge mathematischer Objekte, zwischen
denen eine Verkniipfung o : G X G — G definiert ist, die folgende
Eigenschaften hat:

e Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir irgend drei Elemente a,
b und c aus G gilt

ao(boc)=(aob)oc. (7.1)

e Es existiert ein neutrales Element oder Einselement e so, dass
firalleg € G
eocg=goe=g (7.2)

gilt.
e Zujedem g € G gibt es ein inverses Element g~' so, dass
g'log=gog'=e (7.3)
gilt.

e Zusitzlich heilit die Gruppe kommutativ oder abelsch, wenn fiir

alle a, b aus G
aob=boa (7.4)

gilt. Diese letzte Bedingung ist fiir eine Gruppe nicht notwendig.

Man unterscheidet kontinuierliche und diskrete Gruppen. Diskrete Grup-
pen bestehen aus einer endlichen Anzahl von Elementen, wihrend die
Elemente kontinuierlicher Gruppen von einem oder mehreren Parame-
tern abhédngen, die sich kontinuierlich dndern konnen. Ein Beispiel fiir
eine diskrete Gruppe ist die Gruppe der Spiegelungen an den Koordina-
tenachsen, wihrend die Drehungen im zweidimensionalen Raum eine
kontinuierliche Gruppe sind, die von einem kontinuierlichen Parameter,
dem Drehwinkel, abhéingen.

Die Gruppe der Drehungen im N-dimensionalen Raum kann durch ortho-
gonale N X N-Matrizen dargestellt werden. Sie wird als O(N) bezeichnet.
Haben diese Matrizen zusitzlich die Eigenschaft, dass ihre Determi-
nante gleich +1 ist, stellen sie die spezielle orthogonale Gruppe in N
Dimensionen dar, genannt SO(N). Die in Abschnitt 2.2 eingefiihrten uni-
taren Operatoren konnen insofern als Verallgemeinerung orthogonaler
Transformationen aufgefasst werden, als sie das Skalarprodukt auf dem
Hilbertraum invariant lassen. Die Gruppe der unitdren Transformationen
im N-dimensionalen Raum bilden die Gruppe U(N) oder, wenn ihre
Determinante gleich +1 ist, die Gruppe SU(N) der speziellen unitiren
Transformationen.
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Zwischen Gruppen konnen Beziehungen bestehen, wie wir spiter an
verschiedenen Beispielen sehen werden. Das bedeutet, dass Elemente
aus einer Gruppe G| denen einer anderen Gruppe G, zugeordnet werden
konnen,

1G>Gy, g f(g). (7.5)
Wenn dabei die Verkniipfung erhalten bleibt, d.h. wenn
f(g1092) = f(g1) o f(g2) (7.6)

gilt, wird die Beziehung Homomorphismus genannt; wenn sie eins-zu-
eins ist, heilt sie Isomorphismus.

7.1.2 Darstellungen

Man sollte streng unterscheiden zwischen einer Gruppe und ihrer Dar-
stellung, wie sie z.B. anhand der Drehungen offensichtlich wird. Zum
Beispiel existieren Drehungen in zwei Dimensionen, d.h. Elemente der
orthogonalen Gruppe O(2), vor jeder konkreten Darstellung. Nach der
Einfiihrung eines Koordinatensystems konnen sie durch orthogonale
2 X 2-Matrizen dargestellt werden.

Allgemein ist die Darstellung einer Gruppe G ein Homomorphismus
in die Gruppe der Automorphismen einer Struktur V, wobei ein Au-
tomorphismus eine bijektive Abbildung einer Struktur auf sich selbst
ist. Eine lineare Darstellung bildet eine Gruppe G in die Gruppe der
Automorphismen eines Vektorraums V. Ist K der Korper, iiber dem ein
N-dimensionaler Vektorraum V errichtet wurde, wird die Gruppe der
Automorphismen von V als allgemeine lineare Gruppe in N Dimen-
sionen GL(N, K) bezeichnet. Sobald V mit einer Basis versehen wurde,
entsprechen die Gruppenelemente von GL(N, K) den N X N-Matrizen
mit Koeffizienten aus K.

Darstellung einer Gruppe

Wenn wir hier von einer Darstellung einer Gruppe G sprechen, ist daher
immer ein Homomorphismus

D:G — GLN,K), g+~ D(g) (7.7)

gemeint, wobei K in der Regel entweder R oder C ist.

Eine lineare Darstellung D einer Gruppe G durch Matrizen M € D(G) C
GL(N) erlaubt es, die Gruppenoperationen durch die Multiplikation von
Matrizen mit Vektoren v € V zu beschreiben, v — v = Mv. Eine Dar-
stellung heiB3t irreduzibel, wenn ein beliebiges v € V durch Anwendung
aller M € D(G) in alle w € V iiberfiihrt werden kann. Anderenfalls
heilt sie reduzibel. Dann ist eine Aufspaltung des Vektorraums V in Un-
tervektorriume moglich, deren Elemente durch Anwendung beliebiger
M € GL(N) erreichbar sind oder nicht.
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Die spezielle unitire Gruppe in zwei Dimensionen SU(2) kann durch die
Gruppe der unitiren 2 X 2-Matrizen U mit det U = 1 dargestellt werden.
Wegen der Bedingung

ut=u"' (7.8)
fiir unitdre Matrizen bestehen zwischen den Elementen von U die fiinf
Beziehungen

Uy = u*“ , Uy = —MTz , |det Ul =1. (79)

Von den urspriinglich acht reellen Zahlen (je vier Real- und Imaginértei-
le), die die Elemente von U festlegen, sind also nur drei unabhéngig.

Jede Matrix U € SU(2) kann durch Linearkombination der zweidimen-
sionalen Einheitsmatrix 7, und der drei Pauli-Matrizen

"‘:((1) (1)) azz(? Bi), 0'3:((1) _01) (7.10)

dargestellt werden, die bereits in (3.12)) zur Beschreibung des Spins
eingefiihrt wurden.

7.1.3 Lie-Gruppen und Generatoren

Lie-Gruppen

Eine sehr wichtige Klasse kontinuierlicher Gruppen sind die Lie-
Gruppen, bei denen die Parameter von Produktgruppen analytische
Funktionen der Parameter der Faktoren sind. Analytisch heilen Funk-
tionen, die lokal durch eine konvergente Potenzreihe darstellbar sind.
Sie sind insbesondere beliebig oft differenzierbar.

Seien also zwei Elemente g (¢) und g,(¢,) einer Lie-Gruppe G gegeben,
dann ist die Produktgruppe g1(¢1) o g2(¢,) = g(¢) nach Voraussetzung
wieder eine Gruppe aus G, und ihr Parameter ¢ ist eine analytische
Funktion von ¢; und ¢,. Fiir uns ist hier entscheidend, dass die Gruppen-
elemente unter dieser Voraussetzung nach ihren Parametern differenziert
werden konnen.

Dadurch wird es moglich, Gruppenelemente zu betrachten, die infinitesi-
mal benachbart sind,

d
g+ dg) = g(¢) + ﬁdqs . (7.11)

Insbesondere kann man Gruppenelemente einfiihren, die sich vom Eins-
element nur infinitesimal unterscheiden, und damit das Konzept der
Generatoren oder Erzeugenden entwickeln.

Als Beispiel sehen wir uns die Gruppe SO(2) an, die durch reelle, ortho-
gonale 2 X 2-Matrizen

R:( cos® Sm"”) (7.12)
—sing cosgp
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dargestellt werden kann, die von einem einzigen Parameter ¢ abhiingen.
Mithilfe der Pauli-Matrix o, kann R in die Form

R =1L, cos¢ + i, sing = 7% (7.13)

gebracht werden. Um das zu sehen, benutzen wir zunéchst, dass ag =1
ist, wie sich durch Einsetzen unmittelbar zeigen lisst. Also gilt

(190)2k+1 2k+1

o (190)2’02
“Z Q) (2/<+1)!

i) © (1) 2k
_ Izz (ip)® (ip)
(2 )' =0 2k + 1)!
=1, cosp +i0,singp (7.14)

wobei die bereits aus (4.28) bekannten Reihendarstellungen des Cosinus
und des Sinus verwendet wurden.

Das Produkt zweier Matrizen R(¢;) und R(¢;) aus SO(2) lasst sich dann
einfach als '
R(p1)R(r) = €714 =: R(p) (7.15)

schreiben, so dass ¢ = ¢ + ¢, eine denkbar schlichte analytische Funk-
tion der Parameter ¢, und ¢; ist.

Diese Uberlegung legt es nahe, allgemein nach einer exponentiellen
Darstellung .
R=¢e" (7.16)

der Elemente R € G zu suchen, so dass R fiir € — 0 in das Einselement
ibergeht. Fiir kleine e istdann R = 1+ieS, d.h. § stellt eine infinitesimale
Transformation dar. Sie heilit Generator oder Erzeugende der Gruppe.

Zu jedem kontinuierlichen Gruppenparameter gehort offenbar ein Gene-
rator. Die Generatoren bilden selbst wieder einen linearen Vektorraum,
durch den die Gruppe dargestellt werden kann, weil jede Linearkom-
bination der Generatoren zu einer entsprechenden Multiplikation der
Gruppenelemente gehort,

S=1S, = R=¢Si= HR(S,-) (7.17)

mit & = 8/11'.

Wir untersuchen nun zwei beliebige infinitesimale Transformationen
Ry und R, aus G, die jeweils bis zur zweiten Ordnung durch ihre Ge-
neratoren dargestellt seien, und ihre Inversen R;' und R;'. Fiir beide
gilt
o i
Rj:I+18ij—ESJ-+... s
&2
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denn RJ‘.1 = e %/5i, In dem Produkt aus vier Faktoren

RI_IREIR]RZ =1+ 8182(S2S1 - S]Sz) + ...
=I+&8&][5,,5]+... (7.19)

fallen alle Terme heraus, die linear in den &, sind oder die Form 8?5 f /2
haben, und der Kommutator

[S2,51]:=825:1-8:52 (7.20)

tritt auf. Nun muss aber das Produkt aus selbst wieder ein Element
von G sein, das nahe am Einselement liegt. Daher muss es moglich sein,
es ebenfalls durch Linearkombinationen der Generatoren darzustellen,
weshalb
I+e1&[572,5] :I+81822C21ksk (721)
k

oder allgemein
[Si.S 1= D cinSi (7.22)
k
gelten muss. Dieser Zusammenhang zwischen den Generatoren einer
Lie-Gruppe G definiert deren Strukturkonstanten c;j,. Wegen der Anti-
symmetrie des Kommutators in seinen beiden Argumenten miissen die
Strukturkonstanten ebenfalls antisymmetrisch in ihrem ersten Indexpaar
sein,
Cijk = —Cijik - (723)

Lie-Algebra

Fasst man den Kommutator als (antisymmetrisches) Produkt der Gene-
ratoren auf, wird durch (7.22)) eine Verkniipfung aus dem Vektorraum
der Generatoren in sich selbst definiert, die diesem Vektorraum die
zusitzliche Struktur einer Algebra gibt. Sie heillt Lie-Algebra.

Aufgrund der Definition erhalten wir die Generatoren einer Grup-
pe zu einem Parameter ¢; durch

Si=-1— 7.24
1 a‘(-:l 8[:0 ( )
Demnach hat die Gruppe SO(2) den einzigen Generator
d [ s .
—i—( AR ) :((.) O‘):az. (7.25)
dp \ —cosy —sme =0 1

Um eine weitere Eigenschaft der Generatoren niher zu untersuchen,
brauchen wir die Beziehung

dete? = "™, (7.26)



7.2. SYMMETRIE UND ERHALTUNGSGROSSEN 79

die fiir hermitesche Matrizen A gilt. In ihrem Beweis verwenden wir,
dass mit unitiren Matrizen U

UA'U" = (UAU"Y (7.27)

gilt. Fiir i = 1 ist dies offensichtlich. Nehmen wir an, die Aussage gelte
fiir i, dann gilt sie wegen

UAT'UT = UA'AUT = UA'UTUAU?
= (UAU" (UAU") = (UAU")™! (7.28)

auch fiir i + 1, und damit ist die Behauptung durch vollstindige Induktion
bewiesen. Nun konnen wir (7.27) benutzen, um

UerU' = VAU (7.29)

zu schreiben, indem wir die Potenzreihe
VAUt o (UAUT)”
VAU = 4 Z:; — (7.30)

verwenden und darin auf jedes Glied das Ergebnis (7.27) anwenden. Nun
benutzen wir nur noch, dass sich jede Matrix A durch unitire Matrizen
U in Diagonalform bringen lisst,

UAU' = diag(a,, . .., ay) , (7.31)

um zu sehen, denn

dete? = det Ue*U' = deteV"V"
— det ediag(m ..... aN)

N
= [er=eZv=e. (7.32)
i=1

Mit sehen wir, dass fiir Matrizen R mit detR = 1
1 =detR = dete™ =" (7.33)

gelten muss, so dass ihre Generatoren spurfrei sein miissen, tr S = 0.

7.2 Symmetrie und Erhaltungsgrofien

7.2.1 Noether-Theorem

Die Kopenhagener Deutung der Quantentheorie weist quantenmecha-
nischen Zustinden Strahlen |/) im Hilbertraum zu. In der Quantenme-
chanik sind Symmetrien solche Abbildungen dieser Strahlen, die die
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Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Zustand in einen anderen
unverindert lassen. Sei konkreter G eine Gruppe, unter der ein quanten-
mechanisches System symmetrisch sein soll, und sei g € G ein Element
dieser Gruppe, das den Zustand |¢) in den Zustand |i},) tiberfiihrt. Wenn
die beteiligten Zustidnde normiert sind, bedeutet die Symmetrie

K 1W)P = [y lug)] - (7.34)

Einem Satz von Eugene Wigner zufolge konnen Gruppenoperationen g
in der Quantenmechanik entweder durch unitdre oder antiunitdre Opera-
toren U(g) dargestellt werden,

W) = W) s Wy = Ullp) . (7.35)

In der Regel sind diese Operatoren unitér. Einige Beispiele werden
wir gleich besprechen. Unitédre und antiunitdre Operatoren erfiillen die
Bedingung schon aufgrund ihrer Definition, falls U(g)|¢) und
U(g)ly) Losungen der Schrodingergleichung sind.

Sei nun ein solcher zeitunabhingiger, unitirer Symmetrieoperator U
gegeben. Dann besagt die Schrodingergleichung, dass mit |) auch Uly)
eine Losung der Schrodingergleichung ist,

A

Ld oA .d A e
in— (0W)) = ih0 W) = UAl) = OAT™ (OW) . (7.36)

wenn
UHU'=HA o [U,H=0 (7.37)

gilt, wenn also die Symmetrieoperation mit dem Hamiltonoperator ver-
tauscht.

Wie wir bereits nach (2.69) erwéhnt haben, kann jede unitire Transfor-
mation U in der Form

A

U = eisC (7.38)

dargestellt werden, wobei G ein hermitescher Operator ist, der als Ge-
nerator oder Erzeugender des Operators U bezeichnet wird. Anhand
der ersten Glieder einer Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ist
diese Aussage schnell gezeigt. Wenn U unitir ist, gilt

Bly) =(Us1 0y . (7.39)
Setzen wir hier U = I + ieG + O(&?) ein, folgt
(U1 0py = {91y +i(p (G = Gl + O(&?) (7.40)
und daraus G = G bereits in erster Ordnung in &.

Wenn U mit dem Hamiltonoperator vertauscht, tut dies auch G,

[U,H]=0=][G,H]. (7.41)
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Dies ist ebenfalls bereits durch die lineare Ordnung der Reihenentwick-
lung von U ersichtlich, denn

0=eCH — AcC = (I +ieG)H — A +ieG) + O(&?)
= ig[G, H] + O(£Y) . (7.42)

Der Heisenberg’schen Bewegungsgleichung zufolge ist G eine
ErhaltungsgroBe, wenn H nicht explizit zeitabhingig ist, und da der
Operator G hermitesch ist, hat er reelle Eigenwerte und kann einer
Beobachtungsgrofle zugeordnet werden. Diese Aussage begriindet das
Noether-Theorem in der Quantenmechanik.

Noether-Theorem

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrieoperation U gehoren Erhaltungs-
groBen G, die durch die Generatoren von U ausgedriickt werden.

7.2.2 Paritit

Die Parititsoperation P kehrt die Vorzeichen sdmtlicher raumlicher
Koordinaten um,
P:X— -%, (7.43)

und fiihrt damit eine vollstindige raumliche Spiegelung durch. Sie wird
durch den unitiren Operator U(P) dargestellt, der im Hilbertraum durch

UPW) =p), (xlgp) =Y(=F,...,—Xy) (7.44)

dargestellt wird. Die Eigenwerte von U(P) sind +1. Zustéinde mit U (P)|r)
/) haben gerade, solche mit U (P)ly) = —|) ungerade Paritdit.

Da der kinetische Anteil des Hamiltonoperators durch die Parititsopera-
tion unverédndert bleibt, ist der Hamiltonoperator genau dann unter der
Paritédtsoperation U(P) invariant,

UPAU(P) = A(-%,-p) = A&, p) , (7.45)
wenn das Potential gerade ist,
V() =V(-%). (7.46)

Dann sind Eigenzustinde von H auch solche von U(P) und haben des-
wegen entweder gerade oder ungerade Paritit.

7.2.3 Translation

Translationen 7 im Raum verschieben sdmtliche rdaumliche Koordinaten
um einen konstanten Betrag a,

T:%>%+ad. (7.47)

Frage

Warum hat p? gerade Paritiit?
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Im Hilbertraum werden sie durch den unitiren Operator U(a ) dargestellt,
der diese Verschiebung bewirkt:

U@y =way, w&,....%) s y@ +d,....By+d). (7.48)

Die Unitaritit des Operators U(@) folgt daraus, dass das Skalarprodukt
(5.6) in der Ortsdarstellung translationsinvariant ist.

Beachten Sie, dass die Eigenvektoren |X) des Ortsoperators durch U@)
gemil
U@)\ey=1¥-a) (7.49)

transformiert werden miissen, denn dann ist

(RIO@ly) =X+ dly) =X+ a). (7.50)

Der Operator U (@) stellt die Gruppe riumlicher Translationen auf dem
Hilbertraum dar. Der Generator rdumlicher Translationen ist mithilfe des
Taylor’schen Satzes leicht gefunden, denn

Y(E+dX) = () +de- V(@) = (1 +d¥- V) p(¥)
_ (1 +d¥- %ﬁ)w(f), (7.51)

wobei wir die Ortsdarstellung des Impulsoperators p eingesetzt haben.
Durch Vergleich mit ((7.38)) folgt sofort

G=n'p, (7.52)

d.h. der Generator der rdumlichen Translationen ist der Impulsopera-
tor. Vollig analog zur klassischen Mechanik folgt daraus mithilfe des
Noether-Theorems die Aussage:

Impulserhaltung

In quantenmechanischen Systemen, die gegeniiber kontinuierlichen
raumlichen Translationen invariant sind, ist der Impuls erhalten.

Ein besonders naheliegendes Beispiel fiir solche Systeme ist eines, in
dem die potentielle Energie nur von den relativen Abstdnden aller betei-
ligten Systemkomponenten abhéngt,

N

V(F,.... 50 = > VE-%). (7.53)

i#j=1



Kapitel 8

Symmetrie (II)

8.1 Drehungen und Drehimpulsoperator

8.1.1 Réaumliche Drehungen

Réaumliche Drehungen und ihre Darstellung durch 3 X 3-Matrizen wurden
bereits recht ausfiihrlich in der Theoretischen Physik I (Kapitel 8, Ab-
schnitte 9.1 und 10.1) behandelt. Drehungen transformieren Ortsvektoren

durch Drehmatrizen R,
X— X' =RX, (8.1)

wobei die Drehmatrizen Darstellungen der dreidimensionalen orthogo-
nalen Gruppe O(3) sind,
03):={ReGL3,R)|R'R=1} . (8.2)

Aufgrund dieser Definition ist die Determinante der Drehmatrizen det R =
+1. Schrinkt man die Gruppe O(3) auf Drehungen mit positiver Deter-
minante ein, entsteht die Untergruppe SO(3) der speziellen orthogonalen
Transformationen in drei Dimensionen,

SO3) :={R€O0@3)|detR =1} . (8.3)
In der Theoretischen Physik I wurde im Abschnitt 9.1 in GI. (9.26)

insbesondere gezeigt, dass infinitesimale Drehungen um den Winkel dg
durch eine schiefsymmetrische Matrix dR mit den Komponenten

(dR);; = —dp &;jrey (8.4)

dargestellt werden konnen, wobei ¢, die kartesischen Komponenten
desjenigen Einheitsvektors € sind, der in Richtung der Drehachse zeigt.
Wie iiblich ist g; das Levi-Civita-Symbol in drei Dimensionen. Wir
driicken (8.4)) in Matrixform durch

dR =dpQ, mit (£L);; = —&iex (8.5)

83
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aus.

Im Hilbertraum werden die rdumliche Drehungen durch eine unitére
Transformation U(R) dargestellt, die Wellenfunktionen gem:f

(O®W)(F..... %) =y (R'%),....R ' Ty) (8.6)
transformieren muss. Ist R eine infinitesimale Drehung, gilt wegen (8.5))
R =1-deQ, . (8.7)
Mithilfe des Taylor’schen Satzes konnen wir daher schreiben
UR'Z) = Y(R) - deQ, 2 - VY(X) + O(dg?)
= (1 - dpQ.% - V) u(¥) + Ode?) . (8.8)

Daran konnen wir durch Vergleich mit den Generator der raumli-
chen Drehungen
G=iQ,%-V=-n'Q.% p (8.9)

ablesen, wobel wir wieder den Impulsoperator p in Ortsdarstellung
eingesetzt haben. In Komponenten ausgeschrieben ist

—Qf-p = epdip= GX D) (8.10)

d.h. dieser Operator entspricht gerade dem klassischen Drehimpuls L=
X X p. Wir bezeichnen ihn daher als Drehimpulsoperator

L:=%xp, (8.11)

konnen (8.9) als

G=n'L (8.12)
und erhalten daraus zusammen mit dem Noether-Theorem die Aussage:
Drehimpulserhaltung

In quantenmechanischen Systemen, die gegeniiber riumlichen Drehun-
gen invariant sind, ist der Drehimpuls erhalten.

8.1.2 Drehimpulsoperatoren

Aufgrund seiner Definition (8.11)) geniigt der Drehimpulsoperator den
Vertauschungsregeln
[Li, %1 = eaalZepis /1 = el prs %]
= —ihsl-klélj fck = ihsl-jkfck (813)

mit dem Ortsoperator, wobei die Produktregel (2.38)) fiir den Kommutator
zusammen mit £, £;] = 0 verwendet wurde.
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Auf ganz analoge Weise erhalten wir die Vertauschungsregeln

[ii,ﬁj] = gilk[jelﬁkaﬁj] = b‘ilk[fl,ﬁj]ﬁk
= ihé‘ilké[jﬁk = ihgijkﬁk . (814)

Etwas aufwiindiger ist es, die Vertauschungsregeln fiir die Komponenten
des Drehimpulsoperators selbst auszurechnen. Sie ergeben

[Li, L] = iheipls . (8.15)

Vertauschungsregeln

Der durch klassische Analogie eingefiihrte Drehimpulsoperator (8.1T))
erfiillt die Vertauschungsregeln

[Li, %] = ihejdy ,
[Li, p;] = ihe;upy ,
[Li, L] = ihe;yLs (8.16)

mit dem Orts-, dem Impuls- und dem Drehimpulsoperator.

Ein Vergleich mit zeigt, dass die Vertauschungsregel (8.15)) die Lie-
Algebra des Drehimpulsoperators definiert, deren Strukturkonstanten
durch

Cijk = ihé‘l’jk (817)
gegeben sind. Der zunichst durch klassische Analogie definierte Drehim-
pulsoperator L ist nur einer von verschiedenen Drehimpulsoperatoren,
die in der Quantenmechanik auftreten und fiir die der Spin ein weiteres
Beispiel gibt. Deswegen werden quantenmechanische Drehimpulsopera-
toren allgemein anhand ihrer Lie-Algebra definiert.

Drehimpulsoperatoren

Allgemein in der Quantenmechanik alle Operatoren J als Drehim-
pulsoperatoren bezeichnet, die hermitesch sind, Jt = J, und deren
Lie-Algebra durch

[Ji, J;] = ihe i (8.18)

gegeben ist.

Als Vektor ist der Drehimpuls keine Messgrofle, weil seine drei Kompo-
nenten nicht zugleich angegeben werden konnen.

8.1.3 Leiteroperatoren

Wir greifen nun eine Achse heraus, nennen sie 3-Achse und stellen
Zustinde durch eine Eigenbasis von J; dar. Die Komponenten J; , kom-
binieren wir zu den beiden nicht-hermiteschen Operatoren

Joo=J xil . (8.19)

Frage

Rechnen Sie (8.15]) nach.
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Offenbar gilt
Ji=1J;. (8.20)

Der Kommutator des Drehimpulsoperators J3 mit diesen Operatoren
betragt

[F5, Ji] = [J3, J1] 2 i3, Jo] = ind, + 7,y

A

[
+hf, (8.21)

withrend der Kommutator zwischen den beiden Operatoren J,
[, S = i, J1] = LUy, Jo] = 20 (8.22)
lautet.

Weiterhin bilden wir den skalaren Operator J2 := J- J. Sein Kommutator
mit J; ergibt
[, 4] = 17 + 05 + J5, 4]
= Lo, Jil + [, Sl + S5, Ji] + s, J115
= —ih(f2j3 + j3f2 - f3j2 - f2j3)
=0, (8.23)
und dies gilt natiirlich fiir J> und J; gleichermalen, also

[J2,J]1=0 (i=1,273). (8.24)

Der Operator des Drehimpulsquadrats kann also zugleich mit jeder
Komponente des Drehimpulses gemessen werden.

Die Eigenfunktionen von J; sind zugleich Eigenfunktionen des Be-
tragsquadrats des Drehimpulses, J2. Wir bezeichnen sie mit |jj3) und
schreiben die Eigenwerte von J2 und J; als

Rljjs) = hjslijs) . Plijs)y = 1jG + Dljjs) - (8.25)

Warum diese Bezeichnung fiir die Eigenwerte von J? sinnvoll ist, wird
weiter unten klar werden. Der Eigenwert j; der Drehimpulskomponente
in 3-Richtung heillt magnetische Quantenzahl.

Leiteroperatoren

Wenden wir zunichst J, auf einen Eigenzustand |jj3) an und dann I,
erhalten wir mithilfe des Kommutators (8.23))

BFljjsy = (Fods + U5, J) 1jis) = BGs £ DJeljjs)y . (8.26)

Der Zustand J., | JjJ3) st also ein Eigenzustand des Operators J3 mit der
um eins erhohten oder erniedrigten magnetischen Quantenzahl js.

Darum werden die Operatoren J, auch als Leiteroperatoren bezeichnet,
weil Zustinde mit ihrer Hilfe die ,,Leiter der magnetischen Quantenzah-
len auf- und absteigen.
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8.1.4 Eigenwertspektrum

Nun betrachten wir das Eigenwertspektrum der Operatoren J3 und J2,
d.h. wir mochten die Menge der moglichen Werte herausfinden, die j;
und j annehmen konnen. Dazu berechnen wir zunéchst das Produkt f;_,fJ—,
und driicken es durch J? und f3 aus,

Loz = Gy i) Fih) =
=i+ 5 FilJy, /]
= - +nks. (8.27)
Nun wissen wir einerseits aus (8.22)), dass
GisWedzljjs) = 1 el jjs) IF = 0 (8.28)
sein muss, andererseits erhalten wir mithilfe von (8.27)
GijaMadz1jjs) = Bei (i j3) (8.29)
mit der Definition
Ui Js) = JG+ D) = ja(s £ 1) . (8.30)

Die aus (8.28) und (8.29) kombinierte Bedingung c2(j, j3) > 0 bedeutet
bei festgehaltenem j

Atj—j+1D<0. (8.31)

Als Funktion von j; aufgefasst, beschreibt die Funktion auf der linken
Seite eine nach oben gedffnete Parabel. Deswegen ist die Ungleichung in
einem Intervall erfiillt, das durch die Losungen der Gleichung c2(jj, j3) =
0 begrenzt wird. Da diese Losungen

RERIEVEDIEET (8.32)

lauten, folgt aus (8.30) die Bedingung

N =

J3=

—Jj<j3<] (8.33)

fiir die magnetische Quantenzahl bei vorgegebener Quantenzahl j fiir
den Gesamtdrehimpuls.

Ausgehend vom Zustand |j, —j) mit der niedrigsten magnetischen Quan-
tenzahl gelangen wir durch fortgesetzte Anwendung des Leiteroperators
J. zu hoheren magnetischen Quantenzahlen, bis schlieBlich j; =
erreicht ist. Da der Unterschied zwischen zwei magnetischen Quanten-
zahlen eine ganze Zahl sein muss, muss j — (—j) = 2j eine natiirliche
Zahl sein. Damit erhalten wir als abschlieBendes Ergebnis fiir die Quan-
tenzahlen j3 und j:
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Drehimpulsquantenzahlen

Die magnetische Quantenzahl, d.h. der Eigenwert des Operators J3,
kann die (2 + 1) Werte

—j<j3<j mit 2j€eN, (8.34)

annehmen.

Der Gesamtdrehimpuls kann also ganz- oder halbzahlige Eigenwerte
J = 0 annehmen. Bei vorgegebenem Gesamtdrehimpuls stehen einer
der Drehimpulskomponenten die (2 + 1) Einstellungen —j < j; < j
zur Verfiigung, wihrend die anderen beiden Drehimpulskomponenten
unbestimmt sind. Die Unbestimmtheitsrelation ergibt fiir J; und
J> mit dem Kommutator (8.18)

22

h
(BIDNBDP) 2 =2 (8.35)

8.2 Darstellung des Drehimpulses; Supersym-
metrie

8.2.1 Eigenfunktionen im Ortsraum

Die Eigenfunktionen des Drehimpulses im Ortsraum konnen wir nun auf
eine ganz dhnliche Weise konstruieren, wie wir die Eigenfunktionen des
harmonischen Oszillators abgeleitet haben. Wir betrachten zu diesem
Zweck einen reinen Bahndrehimpuls L, dem wir die Eigenwerte (m, £)
geben. Dabei bezeichnet m die magnetische Quantenzahl und ¢ den
Betrag des Drehimpulses.

Aus der Darstellung des Drehimpulsoperators geht hervor, dass
wir den Operator X X V brauchen werden. Wegen des Zusammenhangs
zwischen dem Drehimpuls und rdumlichen Drehungen liegt es nahe,
Kugelkoordinaten (r, i, ¢) zu verwenden. Dafiir greifen wir auf Ergeb-
nisse aus der Theoretischen Physik I zuriick. Die Basisvektoren der
Kugelkoordinaten haben die kartesischen Komponenten

sin ¥} cos ¢ cos ¢ cos —sing
é = [ sin?d sin ¢ ] , @y = { sin ¢ cos ] , €y = [ COS @ ] ;
cos —sin 0
(8.36)
vgl. dazu GI. (6.9) aus Theoretischer Physik I; beachten Sie aber, dass
die Vektoren hier so orientiert sind, dass (€,, &, €,) in dieser Reihenfolge

ein Rechtssystem bilden. Der Gradient lautet

V=20, +r 20+ (rsin®)'2,0, , (8.37)
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vgl. Gl. (6.13) aus Theoretischer Physik I, und das Kreuzprodukt von
X = ré, mit ihm ist
EXV =2 %80y +sin' 92, x2,0,
= &,09 — sin”' 959, . (8.38)

Daraus ergeben sich die drei Komponenten des Drehimpulsoperators
[ = —in¥x Vin Ortsdarstellung,

A

L, =ih (sin @0y + cotd cos 906¢) ,
I, =ih (— COS p0y + cot ) sin go(%) ,
Ly = —iho, . (8.39)

Wir bezeichnen nun die gemeinsamen Eigenfunktionen von L? und L;
im Ortsraum durch

xllm) = fun(@)gem(D) (8.40)

und fiihren die beiden Funktionen f,,(¢) und g.,(9) auf alte Bekannte
zuriick.

Mit diesem Ansatz ergibt die Eigenwertgleichung fiir L; zuniichst

—ilify (@) = Timf(p) , (8.41)

wobei der Strich wie iiblich die Ableitung nach dem einen verbliebenen
Argument bedeutet. Daraus folgt sofort

fulp) = €™ (8.42)

Da f,,(2nm) = f,,(0) sein muss, kénnen wir daraus gleich schlie3en, dass
die magnetische Quantenzahl des Bahndrehimpulses ganzzahlig sein
muss. Dann muss auch der Gesamtdrehimpuls ¢ (und nicht 2¢) eine
natiirliche Zahl sein.

Nun setzen wir £ = m und machen Gebrauch davon, dass der Leiterope-
rator L., angewandt auf den Zustand |[¢) Null ergeben muss. Mit

L, = ne* (9, +icot99,) (8.43)
erhalten wir die Bedingung
he'? (9 + icot99,) € g(9) = 0 (8.44)
fiir die Funktion g(1}) und daraus sofort
gpe(9) — L cotPge(F) =0 . (8.45)
Trennung der Variablen ergibt

d Jdd dsind
g _ 0T _ 20 (8.46)
Jee sin ¢ sin
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oder, nach Integration auf beiden Seiten,
gee(®) = sin (@) . (8.47)

Die Integrationskonstante ergibt sich spéter durch Normierung. Damit
erhalten wir zunichst die Eigenfunktion

F1(@)gee(®) = €% sin‘ (@), (8.48)

die vor Gebrauch noch normiert werden muss.

Die Eigenfunktionen zu magnetischen Quantenzahlen —¢ < m < ¢
erhalten wir durch fortgesetzte Anwendung des Leiteroperators L_. Nor-
mieren wir die Ergebnisse, erhalten wir die Kugelficichenfunktionen

You(9, ) = Ne Py (cos 9)e™ (8.49)
wobei
Pm(l/l) — (_1)6 (€ + I’I’Z)' (1 _ u2)—m/2d€__m(1 _ u2)5 (8 50)
EXTT ey (6= m)! dut-m '

die zugeordneten Legendre-Funktionen sind.

Fiir m = 0 gehen diese Funktionen in die Legendre-Polynome

AN
Py(u) = (2%’)1 (@) (1—u) (8.51)

uber, aus denen sie wiederum durch

dm
P = (D" - u2)m/2MPf(u) (8.52)

gewonnen werden konnen.

Der Normierungsfaktor ist schlieBlich

e+ e-my
Nenm = \/ dr (L+m)! (8:53)

Eigenwerte und Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses

Der Betrag des Bahndrehimpulses ist durch ganzzahlige Eigenwerte
¢ € Ny gegeben. Die gemeinsamen Eigenfunktionen der Drehimpuls-
komponente L3 und des Drehimpulsquadrats £? in Ortsdarstellung sind
die Kugelflachenfunktionen

(X|€m) = Ypu(9, ) . (8.54)
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8.2.2 Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen

Aus der Definition (8.50) der zugeordneten Legendre-Funktionen folgt,

dass sie in
(€ —m)!

(€ +m)!
ibergehen, wenn die magnetische Quantenzahl m das Vorzeichen wech-
selt. Fiir die Kugelflichenfunktionen hat dies zur Folge, dass sie sich bei
einem Vorzeichenwechsel von m wie

P (w) = (=1)" P} (u) (8.55)

Ye_m(D, ) = (=1)"Y,, (&, ¢) (8.56)
transformieren.

Da die zugeordneten Legendre-Funktionen die Orthonormalitiitsbezie-
hung

1
2 ({+m)
du P ()P (1) = See 8.57
L U WP ) = S T ey O 857)

erfiillen, bilden die Kugelflichenfunktionen ein orthonormales Funktio-
nensystem auf der Einheitskugel,

fdQng(ﬁ, ()D)Y;’m'(ﬁ" (10) = 556’/6mm/ ’ (858)

wobei dQ = sinJd¥dy = d cos ¥de das iibliche Raumwinkelelement ist.
Zudem gilt die Vollstindigkeitsrelation

00 £
SN V0.0 Yo ¢) = S — @) 6(cos P —cos B) . (8.59)
=0 m=-C

Funktionen f(¥, ¢) auf der Kugel konnen mithilfe dieser Beziehungen
in Kugelflaichenfunktionen aufgespannt werden. Mit den Koeffizienten

= [ 403,00, 100.0) (8.60)

folgt mithilfe der Orthonormalitiitsbeziehung und der Vollstindig-
keitsrelation (8.59)

00 {
F@.9) =D am You(®,9) . (8.61)

=0 m=-¢

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Kugelflichenfunktionen ergibt
sich schlieBlich noch daraus, dass der Operator L fiir das Quadrat des
Bahndrehimpulses gerade durch den negativen Winkelanteil des Lapla-
ceoperators in Kugelkoordinaten gegeben ist,

A 1
L2 = =12y = =1 | 0y (sin 99y) + — 2053, . (8.62)

sin sSin
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Darauf kommen wir spéter gewinnbringend zuriick. Insbesondere stellt
dies einen Beziehung zwischen der Fouriertransformation und der Trans-
formation auf Kugelflichenfunktionen her, denn im R¢ sind die Fourier-
moden elf¥ Eigenfunktionen des Laplaceoperators mit den Eigenwerten
—k2, wihrend die Kugelflachenfunktionen Eigenfunktionen des zwei-
dimensionalen Laplaceoperators Ay, auf der Kugeloberfldche mit den
Eigenwerten —¢({ + 1) sind,

Aﬂ,goYt’m(ﬁ’ ‘P) = _5(5 + l)ng(ﬂ, 90) . (863)

8.2.3 Addition von Drehimpulsen

Bei festem Drehimpuls j spannen die Eigenzustinde | jm) eines Teilchens
einen (2j + 1)-dimensionalen Hilbertraum H; C H auf, der beispiels-
weise fiir j = 0, 1, 2 als Singlett, Dublett und Triplett bezeichnet wird.
Fiir ein Zweiteilchensystem liegen die Produktzustinde aus |j;m;) und
| jomy) in einem (2j; + 1)(2j, + 1)-dimensionalen Hilbertraum,

|jimy jomy) i= |jimy) ® | jamy) = H; @ H, (8.64)

und die Frage liegt nahe, welche Zustinde nun mit einem festen Gesamt-
drehimpuls j der beiden Teilchen vereinbar sind.

Um dies zu untersuchen, fithren wir den Operator J = J, + J, des
Gesamtdrehimpulses beider Teilchen ein, wobei die Indizes in diesem
Unterabschnitt der Einfachheit halber die beiden Teilchen bezeichnen sol-
len. Verschiedene raumliche Komponenten bezeichnen wir hier mit fx’y,z.
Da auch der Gesamtdrehimpuls J wieder ein Drehimpuls ist, geniigt
auch er der Drehimpulsalgebra (8.18). Die gemeinsamen Eigenzustinde
von J2 und J. sind auch Eigenzustinde der beiden einzelnen Drehim-
pulse ff und JAZZ. Wir bezeichnen sie durch |j; j, jm). Sie erfiillen die
Eigenwertgleichungen

Pljvjajmy = 12 j(j + Dljrjajm) ,

F2lj1jajmy = hmljyjojm) ,

j12|j1j2jm> = hzjl(jl + Dljijajmy ,

Bjrjnjmy = 0 jo(ja + Dljijajm) . (8.65)

Mit den Produktzustinden |j,m, j,m;) der beiden einzelnen Drehim-
pulse und den gemeinsamen Eigenzustinden |j; j, jm) der einzelnen
Drehimpulse und des Gesamtdrehimpulses haben wir zwei Basen des
Hilbertraums H;, ® H;, zur Verfiigung.



8.2. DARSTELLUNG DES DREHIMPULSES; SUPERSYMMETRIE93

Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Diese verschiedenen Basisvektoren konnen gemif3

lj1j2jm) = Z (Jimy jamy | ji jojm) | jimy jama) (8.66)

mymy

ineinander umgerechnet werden. Die Zahlen

(jrma jamy | ji1 jojmy =: CI" (8.67)

Jimi jony
werden als Clebsch-Gordan-Koeffizienten bezeichnet.

Fiir gdngige Kombinationen der beteiligten Quantenzahlen sind sie ta-
belliert.

Da J, hermitesch ist, miissen die beiden Gleichungen

(rmy jomy ||y jajm) = Bm{jimy jamy | ji jojmy und
(v jormg ||y jajmy = Ti(my + mo)(Gumy joma | jijajmy — (8.68)

gelten, woraus die Auswahlregel m = m; + m, fiir die magnetischen
Quantenzahlen folgt.

Drehimpulsaddition

Die magnetische Quantenzahl m des Gesamtdrehimpulses erfiillt die
Auswahlregel m = m; + m,. Aufgrund der Drehimpulsalgebra muss
zudem die Bedingung

—jsm< (8.69)

gelten, wobei die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses vom kleins-
ten bis zum groBten Wert liuft, der bei vorgegebenem j; und j, ange-
nommen werden kann,

jmin < ] < jmax > jmin = |]1 - J2| > jmax = jl + j2 . (870)

8.2.4 Supersymmetrie

Subtrahiert man die Grundzustandsenergie Ey = fiw/2 vom Hamilton-
operator des harmonischen Oszillators, ist der Operator H, := H — E;
faktorisierbar,

H, =hwa'a. (8.71)
Dies legt zunichst die Frage nahe, wann nicht-negative Hamiltonopera-
toren H, faktorisierbar sein konnten, sodass allgemein

A

H, =ATA (8.72)

geschrieben werden konnte. Bezeichnen wir die Energie-Eigenwerte des
Hamiltonoperators H, mit E, gilt im einfachsten, eindimensionalen Fall
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die Eigenwertgleichung

d? 2m 2m
und der Ansatz
" d o d
A=—+W, Al=——+W (8.74)
dx dx
fiihrt auf
e A d?
ATA=—+W2-W". (8.75)
dx?

Die Faktorsierungsbedingung (8.72) ist also dann erfiillt, wenn

2m ,
V= W2 - w (8.76)
gilt. Diese (Riccati’sche) Differentialgleichung fiir W wird durch den
Ansatz ,

Y

Yo
gelost, wenn  die Losung der Schrodingergleichung zum Energie
Eigenwert O ist,

W = (8.77)

,  2m
- I/IO + ﬁvwo =0. (878)

Zusitzlich zum Hamiltonoperator H., fiihren wir noch den adjungierten
Operator
H_ = AAT (8.79)

ein. Sei nun . eine Eigenfunktion von H, zum Energie-Eigenwert E,
dann ist Ay, eine Eigenfunktion von A_ zum selben Energie-Eigenwert,
denn

H_(Ay.) = AByy, = EAy,) | (8.80)

und umgekehrt ist ATy _ eine Eigenfunktion von H, zum Energie-Ei-
genwert E, wenn ¢_ eine Eigenfunktion von H_ zum selben Energie-
Eigenwert ist,

HAW )=A"H y_=EAy.). (8.81)

Dies ermoglicht die einfachste Realisierung einer Supersymmetrie, in
der Zustinde i, und ¢ _ zu einem Zustand

_ [ ¥+
¢_( v ) (8.82)

kombiniert werden, wobei .. € H. liegt. In der Theorie der Supersym-
metrie entsprechen die Wellenfunktionen ¢y Kombinationen aus fermio-
nischen und bosonischen Wellenfunktionen. Die Begriffe ,,bosonisch*
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und ,,fermionisch* werden in Kapitel 12 anhand der Symmetrie von
Mehrteilchen-Wellenfunktionen erkldrt. Die beiden Superladungen

Q:H,>H., O :H —->H,, (8.83)
dargestellt durch

~ (00 A [0 At

Q‘(A o)’ Q‘(o o) (8.84)
iberfiithren ¢ in

A [ 0 Ao ATy

Qw—(%), Qw—( 0 ) (8.85)

und wandeln Fermionen ¢, in Bosonen Ay, und umgekehrt Bosonen
y_ in Fermionen A"y_ um. Die Operatoren Q und Q" sind nilpotent,

0’=0=0", (8.86)

und ihr Antikommutator ergibt gerade den gemeinsamen, faktorisierten
Hamiltonoperator,

Aan_(AA 0\ _ (A 0 \_ ,
{Q,Q}—( 0 AAT)‘( 0 ﬁ_)_.H. (8.87)

Aufgrund von (8.80) und (8.81) erfiillen die Zustinde Oy und Oy aus
(8.85) die Eigenwertgleichungen

HQy)=EQy), HQ¥) =EQ). (8.88)

Der supersymmetrische Zustand ¢ enthilt also zugleich Fermionen und
Bosonen zur selben Energie.
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Kapitel 9

Das Wasserstoffatom

9.1 Bewegung im kugelsymmetrischen Poten-
tial

9.1.1 Zweiteilchensystem

Wir gehen nun dazu iiber, einfache Systeme aus zwei Teilchen zu behan-
deln, wobei wir insbesondere das Wasserstoffatom betrachten. Die beiden
Teilchen mogen die Positionen X, und X, haben, und ihre Wellenfunktion
hiingt von diesen beiden Positionen und der Zeit ab,

Y, X1, X5) = (X1, B | Y(1)) .1

Dieser Wellenfunktion wird die iibliche Bedeutung zugeordnet, dass
ihr Betragsquadrat die Aufenthaltswahrscheinlichkeit angibt, aber nun
diejenige fiir beide Teilchen. Das Betragsquadrat |(z, %, %,)|* ist dem-
nach die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 an der Position %, und das
Teilchen 2 an der Position %, zu finden. Beachten Sie, dass wir bei
dieser Interpretation schon vorausgesetzt haben, dass wir die Teilchen
unterscheiden konnen, denn anderenfalls konnten wir die Teilchen nicht
eindeutig nummerieren.

Der Hamiltonoperator fiir beide Teilchen ist

) A2
A=LU1P2 Lyi -5, 9.2)
2I’I’L] 2m2

wenn wir annehmen, dass die potentielle Energie nur vom Abstand der
beiden Teilchen voneinander abhiingt. Die Massen der beiden Teilchen
sind in der Regel verschieden, m; # m;.

97
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9.1.2 Abspaltung der Relativbewegegung

Wir gehen nun vor wie bei der Behandlung des Zweikorperproblems in
der klassischen Mechanik; vgl. Theoretische Physik I, Unterabschnitt
5.2.3: Wir fiihren die Schwerpunktskoordinate X (bzw. den Operator
dafiir) durch

MX =mX; +mex (93)

ein, wobei M = m; + m, die Gesamtmasse ist, und fiihren als weite-
re Ortskoordinate den Abstand X := X; — X, der beiden Teilchen ein.
Weiterhin sei P := p; + p, der Gesamtimpuls, und durch

Mp = mapy —myps (9.4)

der Relativimpuls definiert. Aufgrund ihrer Definition erfiillen diese
neuen Koordinaten die Kommutatorbeziehungen

(X, P}l =ihd;;,  [%, p;] = iho;; . (9.5)
Durch die neuen Koordinaten ausgedriickt, lautet der Hamiltonoperator

~ P2 (P A
H=—+|—+V®|=Hy, + Hy , 9.6
i (2;1 (X)) p+ Hiel (9.6)
wobei der erste Teil die reine Trigheitsbewegung des Schwerpunkts
beschreibt, wihrend der zweite Teil fiir die Relativbewegung zusténdig
ist. Die reduzierte Masse u ist Ihnen sicher noch aus der Theoretischen
Physik I vertraut. Da diese beiden Teile des Hamiltonoperators von
verschiedenen konjugierten Koordinatenpaaren abhingen, kommutieren

sie,
[Hsp’ H]=0. (97)

Wir konnen daher vertrigliche Eigenzustinde |p) und [i)) fiir die
beiden Hamiltonoperatoren voraussetzen und aus ihnen durch den Pro-
duktansatz

|¢> = |lpsp> ® |'7”rel> (9.8)

einen Gesamtzustand zusammensetzen. Die Eigenzustéinde erfiillen die
Eigenwertgleichungen

I:Isplwsp> = Espllyl’sp> s
I:Irellwrel> = Erellwrel> > (99)

wobei E = Eg, + Ey; die Gesamtenergie ist.

In der Ortsdarstellung, in der sowohl die Schwerpunktsposition X als
auch die Relativkoordinate % diagonalisiert werden konnen, weil die
zugehorigen Operatoren vertauschen, werden die Impulse durch

P=-inVy und p=-inV, (9.10)
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vertreten. Die Schrodingergleichungen fiir die freie Bewegung des Schwer-
punkts und fiir die Relativbewegegung lauten

hz =3 =2 32
_mvéwsp(x) = ESPwSP(X) >

"o > > >
(_Zvé + V()C )) '//rel(x) = Erel‘/’rel(x) . (91 1)
Die Gleichung fiir die freie Bewegung wird durch ebene Wellen gelost.
Wir betrachten sie von nun an nicht mehr, widmen uns allein der Re-
lativbewegegung und lassen der Kiirze halber die Kennzeichnung ,,rel*
entfallen.

9.1.3 Kugelsymmetrische Potentiale

Wenn das Potential nun nicht mehr nur vom Abstand X abhingt, son-
dern allein vom Betrag des Abstands, ist es kugelsymmetrisch (um den
Schwerpunkt). Dann ist der Drehimpuls erhalten, d.h. der Drehimpuls-
operator vertauscht mit dem Hamiltonoperator,

[L,H=0. (9.12)

Dementsprechend gibt es dann gemeinsame Eigenfunktionen beider Ope-
ratoren. Nun kommt es uns zugute, dass das Quadrat des Drehimpuls-
operators L. gerade proportional zum Winkelanteil des Laplaceoperators
ist; vgl. (8.62). Deswegen kann der Hamiltonoperator in die Form

N / 2 1
H=-—|07+=0,+ =Ag | +V
2/1( rt ) ﬂ,t,o) (r)

2 2 I?
=—— P+ =0, |+ =—=+V A3
2,u( e . )+ 2 + V(r) (9.13)

gebracht werden.

Die Losungen der Schrodingergleichung mit kugelsymmetrischem Po-
tential konnen zugleich als Eigenfunktionen des Hamiltonoperators H,
des Drehimpulsquadrats £.2 und der Komponente L3 des Drehimpulses
gewihlt werden. Wir bezeichnen sie mit |E¢m). Sie erfiillen die Eigen-
wertgleichungen

H|Etm) = E|Etm) ,
L2|\Etm) = B0 + 1)|Etm) ,
L5|Etm) = hm|Etm) . (9.14)

Wegen der Symmetrie des Potentials sind sie zugleich noch Eigenfunk-
tionen des Paritdtsoperators.

In Ortsdarstellung wihlen wir einen Produktansatz,

YEn(X) = (X| Etm) = Rpe(n)Yem(3, @) (9.15)



Frage

Rechnen Sie (9.16) selbst nach
und bestétigen Sie (9.17).
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in dem natiirlich die Kugelflichenfunktionen auftreten miissen. Mit dem
Hamiltonoperator (9.13) lautet die Schrodingergleichung dann
h2

2
- Z (Rgt,(r) + ;R:Ec’(’”)) + (Veg(r) — E)Rg(r) =0 (9.16)

mit dem effektiven Potential

e+ 1
Ver(r) = % V@), 9.17)

in dem wie in der klassischen Mechanik auch ein Drehimpulsbeitrag
auftritt.

9.1.4 Radiale Schrodingergleichung

Fiihren wir anstelle von Rg,(r) die radiale Funktion ug.(r) durch
ME[(I") = I’RE[(I") (918)

ein, verschwindet die einfache Ableitung aus der radialen Schrodinger-
gleichung (9.16). Sie lautet dann

2
g (r) — h—’; (Ve (r) = E) uge(r) =0 . (9.19)

In dieser Form werden wir sie nun 16sen. Zuvor lohnt es sich aber, ein
stark vereinfachtes kugelsymmetrische Potential anzunehmen, ndmlich
einen kugelsymmetrischen, unendlich tiefen Potentialtopf,

V(r) = {O (r=a) (9.20)

o (r>a)

Wegen der unendlichen Hohe des Potentialtopfs muss ug,(r) bei r = a
auf Null fallen. Der Einfachheit halber lassen wir ab jetzt den Index E
an der radialen Eigenfunktion weg und schreiben Ry statt Rg,. Innerhalb
des Potentialtopfs, also bei r < a, wird die Schrodingergleichung in der
Form (9.16)) auf

2 e+ 1
R/ + =R, —( ( . ) _ kz)R,; =0 (9.21)
r r
reduziert, wenn wir die Energie mittels
k>
E:=— (9.22)
2u

durch die Wellenzahl k ausdriicken. Fiihren wir hier x = kr als dimen-
sionslose radiale Koordinate ein, wird die Gleichung (9.21)) zu einer
Bessel’schen Differentialgleichung,
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Ihre Losungen sind die sphirischen Besselfunktionen erster und zweiter
Art, j/(x) und y,(x), von denen wir verlangen miissen, dass j,(ka) = 0 =
y,(ka) ist. Diese Bedingung bedeutet, dass k nur bestimmte, diskrete
Werte annehmen kann, was zur Quantisierung der Energie der Zustinde
im Potentialtopf fiihrt.

9.2 Radiale Eigenfunktionen

Kehren wir nun zum Wasserstoffatom zuriick und setzen als potentielle
Energie

2
Vir)y=—=-— (9.24)

ein. Von den radialen Eigenfunktionen miissen wir zunéchst verlangen,
dass sie quadratintegrabel sind, d.h. dass sie die Integrabilititsbedingung

f x|y (t, ¥ < o0 (9.25)

erfiillen. Mit Konsequenzen daraus werden wir uns zunichst befassen.

9.2.1 Verhalten an den Rindern

Wir setzen dazu

W(t, %) = ReYom = ? Yem (9.26)

in die Integrabilititsbedingung (9.25)) ein und verwenden, dass die Ku-
gelflichenfunktionen gerade so normiert sind, dass

f dQ|Y,* =1 (9.27)
ist; vgl. dazu (8.58)). Dies fiihrt in (9.25)) zu
f rdr R = f drluge* < o . (9.28)
0 0

Das Betragsquadrat der radialen Funktion ug, darf also bei r — 0 nicht
zu stark divergieren und muss fiir r — oo geniigend schnell abfallen.
Nihern wir das Verhalten von |ug|* fiir » — 0 und fiir r — oo jeweils
durch Potenzgesetze an, muss sowohl

ugd” < == fir r—0 (9.29)

mit £ > 0 als auch

lug| < (9.30)

r1+6

mit 6 > 0 gelten, wobei ¢ und d positive Konstanten sind.
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Zudem muss die potentielle Energie V(r) fiir r — oo schnell genug
abfallen und fiir » — 0 hochstens langsam genug divergieren. Geht V(r)

fiir r — co gegen null, geht die radiale Gleichung (9.19) fur grof3e r
gegen
144 2
Wy, + h—‘z‘ Eug — 0. (9.31)
Fiir positive Energien E gehen die Losungen dann in ebene Wellen iiber,
wihrend sie fiir negative Energien exponentiell abfallen,

ug, — e (9.32)

wobei k durch (9.22)) mit E zusammenhéngt.

Fiir kleine r setzen wir

(59

ugd(r) = 1 ) agr’ 9.33)

s=0
an und gehen damit und mit
Wi (r) = ) (e + s)a+ s = Dayr ™ (9.34)
s=0

zuriick nach (9.19). Wenn wir voraussetzen, dass r>V(r) — 0 fiir r — 0
geht, wie dies z.B. beim Coulomb-Potential der Fall ist, dominiert fiir
kleine r das Zentrifugalpotential,

R L€+ 1)
Ver(r) — Z = -

(9.35)

r

Die Terme fithrender Ordnung sind dann proportional zu 7*~2, und wir
konnen uns darauf beschrianken. Die Gleichung (9.19) liefert dann die
Bedingung

ale—1)=0C+1) (9.36)

fiir den Exponenten «, die fiir
a=C0+1 (9.37)

erfiillt wird. In niedrigster Ordnung in r néhert sich die radiale Funktion
Rpg, daher dem Verhalten

Ree(r) = Hee _ A +ar+..) (9.38)
r
an. Nur fiir € = 0 bleibt sie bei r = 0 endlich, sonst fillt sie auf Null ab.

Wie in der klassischen Mechanik verhindert der Drehimpuls, dass das
Teilchen im kugelsymmetrischen Potential ins Zentrum gelangt.
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9.2.2 Schrodingergleichung in dimensionsloser Form

Wir setzen nun (9.24)) in (9.19) ein und erhalten zunéchst

,  t+1) 2u (Ze2

Ugy — ———Ugr + —
Et 2 K2

+ E) uge=0. (9.39)

T
Nun driicken wir den Radius durch den Bohr’schen Radius (1.37)) aus,

Ae h
ap = — = , (9.40)

a  amec

wobei « die in (I.32) eingefiihrte Feinstrukturkonstante ist,

62

:%.

a (9.41)
Hier verwenden wir, dass wegen der geringen Masse des Elektrons in
sehr guter Ndherung u = m, ist. Ebenso driicken wir die Energie durch
die Rydberg-Energie aus,

Ry = —mec”, (9.42)

die in (1.36]) definiert wurde.

Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom

Mit dem dimensionslosen Radius p := r/ag und der dimensionslosen
Energie € := E/Ry geht die radiale Schrodingergleichung (9.39) in die
dimensionslose Form

7

{t+1) 27
Upp — p—2”E€

+l1e+ ?) uge =0 (943)

tiber, worin jetzt der Strich die Ableitung nach p statt nach r bezeichnet.

9.2.3 Radiale Eigenfunktionen fiir gebundene Zustin-
de

Fiir gebundenene Zustinde muss & < 0 sein, sodass wir dann & = —«>

setzen konnen. Um sowohl dem exponentiellen Verhalten (9.32)) fern
vom Ursprung als auch dem Verhalten (9.38)) nahe des Ursprungs gerecht
zu werden, setzen wir

(o8]

SN gt (9.44)

s=0

up(ry =ep

an und kehren damit zur dimensionslosen Schrodingergleichung (9.43)
zuriick. Dies fiihrt nach einer langen Rechnung, die mit dem Vergleich

Frage
Vollziehen Sie die Skalierung der
radialen Schrodingergleichung

nach, die von (9.39) auf (9.43)

fiihrt.




Frage
Konnen sie die Rekursionsrelati-

on (9.45)) bestdtigen?
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der Vorfaktoren von Termen gleicher Potenzen von p endet, auf die
Rekursionsrelation
2 k(s+€+1)-Z

= 4
G =571 s42042 5 ©.43)

fiir die Koeflizienten a;. Sobald a festgelegt ist, stehen also alle anderen
Koeffizienten ebenfalls fest.

Fiir groBBe s geht (9.45)) in
2k (2k)*H

el ® — Ay =
S

R (9.46)

tiber, weshalb sich die Funktion ug, aus (9.44) dem Ausdruck

2 S
( ’;"O " kage ot (9.47)

[Se]
uge ~ €p"*! (2kap) )
s=0

anndhert. Um dieses exponentielle Anwachsen zu verhindern, muss die
Summe bei irgendeinem endlichen s = s, € Ny abbrechen. Aufgrund
von (9.45) geschieht dies dann, wenn fiir dieses s.

K(s.+€+1)=2Z (9.48)
gilt, woraus fiir die Energie

E , 7
—_— = - e EEE——— 9.49
Ry 7 TG rlr1y ©49)

folgt.

Energiestufen im Wasserstoffatom

Gebundene Zustinde im Wasserstoffatom treten bei den Energien

Z’Ry
T2

E= (9.50)

n

auf, wobei s, + € + 1 =: n € N Hauptquantenzahl heil3t.

Alle Zustinde mit gleicher Hauptquantenzahl haben dieselbe Energie.
Bei festem n kann die Drehimpulsquantenzahl ¢ die n Werte

0<l<n-1 (9.51)

durchlaufen, da s. > 0 und ¢ > O erfiillt sein miissen. Da es fiir je-
de Drehimpulsquantenzahl (2¢ + 1) Einstellungen der magnetischen
Quantenzahl m gibt, gibt es fiir die Energie £ mit der Hauptquantenzahl
n

n—1
D+ = 2”(”2_ D oynen? (9.52)
=0

Einstellungen, d.h. die Energie E ist n>-fach entartet.
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Um die radialen Eigenfunktionen Rg, noch genauer zu charakterisieren,
kehren wir noch einmal zu (9.43)) zuriick, skalieren p := x/(2«), verwen-
den & = —«? und verwenden in der Form Z = n«. Dann geht
in die Gleichung

Up, + T T2 —) uge =0 (9.53)

tiber. Hier setzen wir
upe(x) = €7 xXGe(x) (9.54)
und erhalten nach etlichen Umformungsschritten
xG, +26+2-x)G,+(n—€—-1)G, =0. (9.55)

Die Losungen dieser Laguerre’schen Differentialgleichung sind die zu-
geordneten Laguerre-Polynome

Ge(x) = L* D (x) . (9.56)

n+t

Setzen wir x, := 2kp = 2Zp/n, erhalten wir das folgende Ergebnis:

Radiale Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

Die radialen Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms mit den Quanten-
zahlen (n, £) lauten

Rnt’(xn) = — 1Vt e—x,,/Z xf L(2€+1)(Xn) s (957)

n —n+t

wobei der Normierungsfaktor

3
ZZ) n—-¢-1)! 9.58)

Nne = (7 2nl(n + O\

auftritt.

9.2.4 Algebraische Losung

Auf Wolfgang Pauli geht eine algebraische Bestimmung der Energie-
Eigenwerte des Wasserstoffatoms zuriick, die hier noch skizziert werden
soll. Ausgangspunkt ist der aus der Behandlung des Kepler-Problems in
der klassischen Mechanik bekannte Laplace-Runge-Lenz-Vektor

0:=—pxL-=, (9.59)

wobei y die Amplitude der potentiellen Energie

vy = -2 (9.60)

Frage
Vollziehen Sie die Umformung

von (9.53) zu (9.55)) im Detail

nach.
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ist. Beim Kepler-Problem ist y = Gmm,, beim Wasserstoffatom ist
y = —Ze?* (vgl. Theoretische Physik I, Unterabschnitt 6.2.7). Wenn die
potentielle Energie wie r~! abfillt, ist O eine weitere ErhaltungsgroBe.

Wir iibertragen Q in die Quantenmechanik, indem wir den hermiteschen

Operator

.1 . ¢
0:=—(pxL-Lxp)-= 9.61)
2uy r

definieren. Da Q fiir ein r~'-Potential erhalten ist, vertauscht er mit dem
Hamiltonoperator, [Q, H] = 0. Weiterhin fiithren wir den Operator

. wy? A
K = 4[-—=% 9.62
\/ o0 Q (9.62)

ein, der die Dimension eines Drehimpulses hat, und kombinieren ihn mit
dem Drehimpuls selbst in den beiden Operatoren

0= (L+R), Vi=5(L-K) . 9.63)

Der Hamiltonoperator kann nach groBer Miihe durch £ und K bzw. durch
U und V ausgedriickt werden,

A 1 |
A . (9.64)

2 [2+ K242 2 202 +2V2 + 12

Da L und K aufeinander senkrecht stehen, L-K = 0, gilt U? = V2, d.h. die
Quadrate dieser beiden Operatoren haben dieselben Eigenwerte. Auf3er-
dem erfiillen sie dieselbe Lie-Algebra (8.18) wie Drehimpulsoperatoren
und sind daher selbst welche,

(U, U] = iheiy Ui, Vi, V] =itz Vi . (9.65)

Thre Eigenwerte miissen daher wie bei jedem Drehimpuls durch 72 j(j+1)
mit j € Ny/2 gegeben sein, woraus fiir die Eigenwerte des Hamiltonope-

rators (9.65)) folgt

2 1 2 1
PO A W, S B

Fir j € Ny/2 ist (2j + 1) € N eine natiirliche Zahl, die wir mit n
bezeichnen. Mit
py*  uZe’
2
erhalten wir das Ergebnis (9.50) zuriick.

= Z’Ry (9.67)



Kapitel 10

Elektromagnetische Felder und
Spin

10.1 Teilchen in Feldern

10.1.1 Hamiltonoperator in elektromagnetischen Fel-
dern

Um zu untersuchen, wie sich quantenmechanische Teilchen in elektro-
magnetischen Feldern verhalten, beginnen wir mit der Wirkung eines
freien Teilchens, allerdings in speziell-relativistischer Form. Sie lautet
schlicht

2
S = —mczf ds, (10.1)
1

wobei ds die infinitesimale Eigenzeit ist, die fiir das Teilchen vergeht,
wenn es sich um ein infinitesimales Stiick dx lings des Weges von 1
nach 2 weiterbewegt. Die Eigenzeit ist

ds = /1 -p2dt, (10.2)

wenn /:? = /¢ die Geschwindigkeit in Einheiten der Lichtgeschwindig-
keit ist. Die Lagrangefunktion ist also

L=-mc*+\J1-p2, (10.3)

woraus der kanonisch-konjugierte Impuls

1L 3
p=—-—= _md ymv (10.4)
cop I_B’z

folgt. Dabei ist y := (1 — 8%)~'/2 der relativistische Lorentz-Faktor. Im
nichtrelativistischen Grenzfall ist y ~ 1, und wir erhalten aus (10.4)) den
iiblichen Ausdruck g = md fiir den Impuls zuriick.

107



Frage

Begriinden Sie das Minuszeichen

in (10.7).
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In einem elektromagnetischen Feld kommt ein Term zur Wirkung hinzu,
der die Kopplung geladener Teilchen an das Feld beschreibt. In kovari-
anter Schreibweise, ausgedriickt durch die Viererstromdichte j* und das
Viererpotential A¥, lautet die Wirkung dann

2
S 1
S = —mczf 1—,82dt+—fd4xj"Aﬂ. (10.5)
1 C
Die Viererstromdichte und das Viererpotential haben die Komponenten
Y R VI (s 10.6
J ( oF ) : ( il (10.6)

wenn p die raumliche Ladungsdichte, 7 deren Geschwindigkeit, @ das
elektrostatische Potential und A das Vektorpotential sind. Damit ist

J'A, = —pe® + pit- A . (10.7)

Fiir ein Punktteilchen wie z.B. ein Elektron mit der Ladung ¢ am Ort jj
ist die Ladungsdichte

p(X) = q6(¥ = i) (10.8)

durch eine Delta-Distribution gegeben. Der rdumliche Anteils des Inte-
grals iiber d*x in der Wirkung (10.5)) ersetzt dann einfach die Ladungs-
dichte p durch die Ladung ¢, und die Wirkung nimmt die Form

2 2
S =—mc2f 1—ﬁ2dz+51f (7 A - co)dr (10.9)
1 ¢ Ji

an. Die Lagrangefunktion eines geladenen Teilchens in einem elektro-
magnetischen Feld lautet also

L=-mP\1-F-qd+qf A, (10.10)

und wir erhalten daraus den kanonisch-konjugierten Impuls

16L )
p=-2L = ymz+ 4. (10.11)
¢ 9B c

Hamiltonfunktion im elektromagnetischen Feld
Die iibliche Legendre-Transformation iiberfiihrt die Lagrange- und die
Hamiltonfunktion

H=70-p-L=ymc*+q®d, (10.12)

wobei der Lorentz-Faktor y nun durch den Impuls 7 aus (10.1 1)) anstelle
der Geschwindigkeit ﬁ geschrieben werden muss.

In niedrigster nichtrelativistischer Ndherung sind

> 1 )
A = = —(ﬁ— gA) (10.13)
m C

P~ mi+

oI
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und

Hzmcz+§172+q(l)

= mc? + i(ﬁ— Qﬁ)zwcb. (10.14)

2m c
Fiir unsere nichtrelativistische Quantenmechanik iibernehmen wir diese
Hamiltonfunktion ohne die Ruheenergie mc? als Hamiltonoperator, in-
dem wir den Impuls durch den Impulsoperator und die Ortskoordinaten
in den elektromagnetischen Potentialen durch den Ortsoperator ersetzen.
AufBerdem ersetzen wir noch die Masse m durch die reduzierte Mas-
se u, um spiteren Verwechslungen mit der magnetischen Quantenzahl
vorzubeugen.

Hamiltonoperator eines geladenen Teilchens im elektromagneti-
schen Feld

Der nichtrelativistische Hamiltonoperator fiir ein Punktteilchen der
Masse p und der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld mit den
Potentialen ® und A lautet

A 1 D q -, . 2 N

a=— (p _ —A(x)) 1 gD(R) (10.15)
2u c
Der Ausdruck

ie=p-LA% (10.16)
c

heilt kinetischer Impuls.

10.1.2 Aharonov-Bohm-Effekt

Es mag merkwiirdig erscheinen, dass statt der elektromagnetischen Fel-
der die Potentiale in der Hamiltonfunktion bzw. im Hamiltonopera-
tor auftauchen, weil die Potentiale nicht eindeutig sind, sondern durch
Eichtransformationen der Form

(@,X)->(<D+%f,ff+ﬁf) (10.17)

mit beliebigen Funktionen f(¢, ¥) verdndert werden kénnen. Und in der
Tat sieht es zunéchst so aus, als hingen die Wellenfunktionen geladener
Teilchen in Magnetfeldern vom Vektorpotential A ab.

Betrachten wir ein positiv geladenes Teilchen, g > 0, in einem Vektorpo-
tential A auBerhalb eines Magnetfeldes, B = 0. Eine solche Situation ist
moglich, weil das Vektorpotential eines Magnetfeldes auch in solchen
Raumbereichen nicht verschwindet, wo B = 0 ist. Der Stokes’sche Satz,
angewandt auf die Beziehung VxA=8, ergibt

SEX-df:fﬁ-da, (10.18)
oD D
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wobei D eine Fliache im dreidimensionalen Raum und 0D ihr Rand sind.
Wenn der Rand dD durch einen Bereich verlauft, in dem B=0 ist, ist
die rechte Seite der konstante magnetische Fluss durch die Fliche D,
unabhiingig davon, wie die Randkurve aussieht.

Wenn B = 0, aber A#0 sind, vertauschen die Komponenten des
kinetischen Impulses p — gA/c,

pi—da,p, - ZAJ-] ~0. (10.19)
c c
Dies wird sofort klar, wenn wir zunichst beriicksichtigen, dass sowohl
die Komponenten des Impulses p als auch diejenigen des Vektorpo-
tentials A vertauschen, sodass von dem Kommutator nur die
Summe

[0i,Aj] +[A;, 0] (10.20)

zu bestimmen bleibt. Sie ergibt aber
[0i,Aj] + [A;,0;] = 0,A; — 0;A; , (10.21)

was fiir alle Kombinationen aus i und j # i eine Komponente des Ma-
= . .
gnetfeldes B ergibt, das nach Voraussetzung verschwindet.

Damit vertauscht auch der Hamiltonoperator mit allen Komponenten des
kinetischen Impulses,

[Fl, h- QX] -0. (10.22)
c

Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind als zugleich Eigenfunktio-

nen des kinetischen Impulses, sodass es zur Losung der Schrodingerglei-

chung ausreicht, Losungen der Gleichung

(5~ 24)w = o (10.23)
oder, in Ortsdarstellung,
—inVy = (ﬁo + QX)w (10.24)
c

zu suchen. Sie lauten

W = exp| =B |exp l—qf A.dv|, (10.25)
h hC %

wobei iiber das Vektorpotential A von einem beliebigen Anfangspunkt
langs eines beliebigen Wegs nach ¥ integriert werden muss. In der Tat
erhilt also die Wellenfunktion ¢ einen Phasenfaktor, der vom Vektorpo-
tential abhidngt! Dies wird als Aharonov-Bohm-Effekt bezeichnet.

Phasenfaktoren allein sind aber nicht messbar, weil allein das Betrags-
quadrat der Wellenfunktion iiber die Wahrscheinlichkeit von Messungen
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entscheidet. Phasendifferenzen dagegen konnten durch Interferenz zwei-
er Teilchenstrahlen beobachtbar werden. Betrachten wir deswegen zwei
Teilchen, die vom selben Anfangspunkt X, ausgehen, lings verschiedener
Bahnen durch ein Vektorpotential laufen und am Punkt ¥ zur Interferenz
gebracht werden. Die Phasendifferenz zwischen den beiden Teilchen

betrigt dann
fA’-d)a—f X-d@:SEA”.df, (10.26)
B X

wobei der Index an d¥; und dX, die beiden Wege kennzeichnet. Das
geschlossene Wegintegral {iber A ergibt aber, wie wir bereits gesehen
haben, den von der Eichung des Vektorpotentials unabhingigen ma-
gnetischen Fluss, den die beiden Wege einschlieBen. In allen bisher
konstruierten Beispielen ebenso wie in allen Messungen hat sich der
Aharonov-Bohm-Effekt als abwesend erwiesen.

10.1.3 Geladene Teilchen im homogenen Magnetfeld

Fiir homogene Magnetfelder, B = const, kann das Vektorpotential A

durch 1

A= -5 vx B (10.27)
geschrieben werden. Wenden wir nédmlich die Rotation auf (10.27) an,
folgt

(6 X A_))z = —%aijksklmajxle = —% (51'16]‘"1 - 6im6jl) 6lem

1
= —E (6ij6jm - 36,,,,) Bm = 6imBm B Bl' . (1028)

Zudem verschwindet offenbar die Divergenz von A, d.h. das Vektorpo-
tential aus ((10.27)) ist Coulomb-geeicht.

Nun schreiben wir zunéchst das Quadrat des kinetischen Impulses aus
dem Hamiltonoperator (T0.15]) aus. Dabei miissen wir beachten, dass der
Impuls p in der Regel nicht mit dem Vektorpotential vertauscht, weil das
Vektorpotential vom Ort abhdngt. Wir erhalten zunichst
2
(ﬁ—ZA) EPSI oS Py N I cl (10.29)
c c
In dem Beitrag ﬁ-A_) wirkt p zunéchst auf A, dann auf die danach folgende
Wellenfunktion,
p-A=—-ihV-A+A-p. (10.30)
In Coulomb-Eichung ist aber V- A =0, sodass der erste Beitrag auf der
rechten Seite verschwindet. Damit lautet das kinetische Impulsquadrat

(10.29)

q »)2 _ 22

2
(p——A P-x e Lar (10.31)
C C C
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Wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter dem Spatprodukt gilt

I ~ 1 N =2 A 1 N — e d _ brd ~
A-p:—i(xxB)-p——E(pr)-B— B-L, (10.32)
wobei wir im letzten Schritt den Drehimpulsoperator L. identifiziert
haben. Fiir das Quadrat des Vektorpotentials erhalten wir

1
A% = Zrsz sin® a (10.33)

wenn «a der Winkel zwischen dem Ortsvektor ¥ und dem Magnetfeld B
und r = |¥| sind.

SchlieBlich orientieren wir das Koordinatensystem so, dass Bin Richtung
der z-Achse zeigt, B= Bé_, und fiihren Zylinderkoordinaten ein, sodass
der Zylinderradius

p =rsina (10.34)

an die Stelle des Radius r tritt. Damit konnen wir das kinetische Impuls-
quadrat aus (10.37)) in die Form

2 2
(p-24) = p* - LbLs+ LBy (10.35)
c c 4¢2

gebracht werden kann.
Darin ersetzen wir noch das Magnetfeld durch die Zyklotronfrequenz

B
wg = 2 (10.36)

uc

setzen das Ergebnis (10.35)) in den Hamiltonoperator (I0.15) ein und

erhalten ) )
A e o N w
A=-tp_Bp B0, o (10.37)
2u 2 8
Das elektrostatische Potential werden wir nun zunichst vernachldssi-
gen, ® = 0. Es liegt natiirlich nahe, den Laplaceoperator ebenfalls in

Zylinderkoordinaten auszudriicken,

L, 1 1
V2= ;ap (09,) + Eag + 8, (10.38)

und fiir die Wellenfunktion den Separationsansatz
W(p. p.2) = YoR(p)e" e (10.39)
mit der hier unerheblichen Amplitude ¥, zu wihlen. Dann gilt
Ly =hmy, O =-m'y, Oy=-ky, (10.40)
und die zeitunabhingige Schrodingergleichung lautet

[hz(z 0, m? 2_mha)3+,ua)}23

_Z = - — -

Lk 5 Spr:Ew. (10.41)
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Die von ¢ und z abhéngigen Faktoren von ¢ fallen ebenso heraus wie die
Amplitude i, und iibrig bleibt eine gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die radiale Funktion R(p),

R/ 2 sz 2 2 h2k2 h
R'+—— m—2+'u B0 \po H(p_ Ll Mhos
0 0 4h? 2u 2
Diese Differentialgleichung ist nicht schwierig, aber langwierig zu 16sen.
Sie fiihrt auf die sogenannten Landau-Niveaus bzw. Landau-Orbitale.

)R . (10.42)

10.1.4 Zeeman-Effekt

Oft kann derjenige Term im Hamiltonoperator vernachlédssigt werden,
der quadratisch im Vektorpotential ist. Dies ist insbesondere dann der
Fall, wenn sichtbares Licht mit einem Atom wechselwirkt: Dann ist die
Bindungsenergie der Elektronen erheblich groBer als die Feldenergie
des Lichts. Dann vereinfacht sich der Hamiltonoperator mit
konstantem, aber schwachem Magnetfeld zu

L LY (10.43)

Ihn wenden wir nun auf ein Wasserstoffatom an, d.h. wir setzen ® = g/r
und g = —e. Dann ist der Hamiltonoperator (10.43)) gleich demjeni-
gen des ungestorten Wasserstoffatoms, erginzt durch einen Beitrag des
Magnetfeldes,

A WBR »

FI = H() - 7L3 . (1044)

Die Eigenzustinde des ungestorten Hamiltonoperators des Wasserstof-
fatoms kennen wir. Wir hatten sie mit |[nfm) angegeben, wobei n die
Hauptquantenzahl, ¢ die Drehimpuls-Quantenzahl und m die magneti-
sche Quantenzahl waren. Diese Zustidnde sind zugleich Eigenzustinde
des Drehimpulsoperators [;. Deswegen ergibt der Hamiltonoperator

(10.44), angewandt auf |nfmy),

mhwg
2

wobei E, die Energieeigenwerte (9.50) des ungestorten Hamiltonopera-
tors sind.

Zeeman-Effekt

Hném) = Elntm) = (E - )lnfm) , (10.45)

Das Magnetfeld dndert also diese Energieeigenwerte des Wasserstoffa-
toms um den Betrag

AE = —mhsz = Bugm (10.46)

der offensichtlich von der magnetischen Quantenzahl abhéangt und
damit die Entartung der Eigenzustinde teilweise aufhebt. Die Energie-
verschiebung (10.46) wird als Zeeman-Effekt bezeichnet.
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Im zweiten Schritt in (10.46)) wurde das Bohr’sche Magneton

eh

=— 10.47
e (10.47)

MB :

eingefiihrt.

10.2 Spin

10.2.1 Experimente zum Spin

Experimente zeigen, dass Elektronen einen weiteren inneren Freiheits-
grad haben, den Spin. Er zeigt sich z.B. im Einstein-de Haas-Effekt und
im Stern-Gerlach-Versuch.

Héngt man einen zylindrischen Eisenstab ldngs seiner Symmetrieachse
an einem Torsionsfaden zentral in eine gleichfalls zylindrische Spule und
legt dann plotzlich eine Spannung an die Spule an, dreht sich der Eisen-
stab um die Spulenachse, obwohl das rotationssymmetrische Magnetfeld
kein makroskopisches Drehmoment auf den Eisenstab ausiiben kann.
Der Grund fiir die Drehung kann nur ein Drehmoment sein, das durch die
Wechselwirkung des Magnetfeldes mit mikroskopischen magnetischen
Momenten im Eisenstab hervorgerufen wird. Diesen Effekt sagte Albert
Einstein 1915 vorher und wies ihn im selben Jahr zusammen mit Wander
Johannes de Haas nach.

Otto Stern und Walter Gerlach schickten 1922 einen Strahl von Silberato-
men durch ein Magnetfeld, das quer zur Strahlrichtung stark inhomogen
war, und fingen die Silberatome hinter dem Magnetfeld auf einem Schirm
auf. Sie wiesen zwei gleich starke Flecken statt eines Fleckens nach und
zeigten damit, dass das Magnetfeld den Strahl senkrecht zu seiner Bewe-
gungsrichtung aufspalten konnte. Sie fiihrten dies darauf zuriick, dass
Silberatomen ein magnetisches Moment zugeordnet werden muss. Klas-
sisch sollte sich aber eine kontinuierliche Aufweitung des Strahls ergeben
statt einer Aufspaltung in zwei Teile, weil die magnetischen Momente
der Silberatome in klassischer Betrachtung beliebig relativ zum Ma-
gnetfeld ausgerichtet sein sollten. Die Aufspaltung in zwei Teilstrahlen
zeigte dagegen, dass es fiir die magnetischen Momente der Silberatome
nur zwei Moglichkeiten geben kann, sich im Magnetfeld auszurichten.
Diese zweifache Richtungsquantelung entspricht einem halbzahligen
Drehimpuls, der aufgrund der Quantenmechanik des Bahndrehimpulses
nicht zu erwarten war. Die Besonderheit der Silberatome besteht darin,
dass ihr Spin allein durch den Spin des duBersten Elektrons bestimmt ist
und dass sie natiirlich, weil sie neutral sind, nicht der Lorentzkraft im
Magnetfeld unterliegen.



10.2. SPIN 115

Spin
Wir miissen quantenmechanischen Teilchen also einen weiteren Frei-

heitsgrad geben, den Spin, der die Eigenschaften eines Drehimpulses
mit halbzahligen Eigenwerten hat.

10.2.2 Mathematische Darstellung

Aus der Behandlung des Drehimpulses wissen wir bereits, dass ein Ope-
rator mit der Lie-Algebra (8.18) des Bahndrehimpulses ganz- und halb-
zahlige Eigenwerte haben kann, wihrend dem Bahndrehimpuls allein
nur ganzzahlige Eigenwerte zukommen. Aus dieser Perspektive ist der
experimentelle Befund, dass in der Quantenmechanik auch halbzahlige
Drehimpulse auftreten, nicht tiberraschend. Dennoch trife die Vorstel-
lung nicht zu, dass das magnetische Moment, das sowohl im Einstein-de
Haas- als auch im Stern-Gerlach-Versuch nachgewiesen wurde, durch
die einfache Rotation einer kleinen geladenen Kugel zustande kéme.

Landé-Faktor

Es stellt sich namlich heraus, dass das magnetische Moment 7 eines
Teilchens mit Drehimpuls J gegeniiber dieser Erwartung durch den
sogenannten Landé-Faktor g erhoht ist,

il = 220 (10.48)
2uc

In einer Ndherung, die fiir unsere Zwecke geniigt, ist fiir das Elektron
g =2
Abstrakt beschreiben wir den Spin entsprechend der zweifachen Rich-

tungsquantelung durch zwei Eigenzustinde | T) und | |) und kombinieren
daraus allgemeine Spinzustdnde

Is) =al D) +BI1), apeC, (10.49)

wobei « und B die Bedingung |a|> + |8]> = 1 erfiillen miissen. Der
Spinoperator § muss die Lie-Algebra (8.18) eines Drehimpulsoperators
erfiillen,

A

[S:,8 ] = ifeijSy . (10.50)

Wie jeder Drehimpuls muss er die Eigenwertgleichungen S2|jm) =
K%j(j + 1)|jm) und §3|jm> = hm|jm) erfiillen. Wegen j = 1/2 miissen
demnach

A 3 A
$21 = thl =871 (10.51)

und
. fi . h
S3I 1) = El ™., S3b= _§| y (10.52)
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A A

gelten. Ebenso konnen wir entsprechende Leiteroperatoren S, =8,+iS,
einfiihren, deren Auswirkungen

SAmy=nly, S =n"1 (10.53)
sind; vgl. dazu (8.26) und (8.27).

Konkret kénnen die beiden Eigenzustinde durch Vektoren aus C? darge-

stellt werden,
|T>=((1)), |¢>=(?), (10.54)

aus denen sich Spinoren

Is) = ( Z ) (10.55)

bilden lassen. Der Spinoperator § kann dann durch die Pauli-Matrizen
dargestellt werden, die uns bereits in (3.12)) und (7.10)) begegnet sind,

A~ N
S==c. (10.56)
2
Spinoren

Beachten Sie, dass die Spinoren zwar Vektoren aus C? sind, aber keine
Vektoren im Ortsraum, weil sie sich bei Koordinatendrehungen anders
transformieren.

Drehungen der Spinoren werden durch den Spinoperator S 3 erzeugt,
transformieren also den Spinor (10.55]) gemaf

(3ol )3 )-enlio)(5) o

Unter Verwendung von o5 = I und mit Riickgriff auf (4.28) oder (7.14)
lasst sich leicht zeigen, dass dieses Transformationsverhalten in der Form

’ ip/2
G SN

geschrieben werden kann, wihrend Drehungen im zweidimensionalen
Ortsraum der Transformation

xXp )\ [ cosg sing X (10.59)
xy )\ —sing cosg |\ x '

entsprechen.

Ein magnetisches Moment 77 in einem Magnetfeld B hat Klassisch die
potentielle Energie —i - B. Entsprechend lautet der Hamiltonoperator
fiir einen einzelnen Spin in einem Magnetfeld, das wir lokal in Richtung
der z-Achse ausrichten,

A=-m-B= g,uBBO'3 : (10.60)



10.2. SPIN 117
wobei wir die Definitionen des Landé-Faktors in (10.48)) und des Bohr’schen
Magnetons in (10.48)) bemiiht haben.

Spinprézession

Mit dem Zeitentwicklungsoperator (4.15) konnen wir die Zeitentwick-
lung eines Spins im Magnetfeld gleich

Is(1)) = exp (iwt03) |s(0)) (10.61)

angeben, wobei die Larmorfrequenz
9

= —ugB 10.62

wL Zh'uB ( )

auftritt.
Gleichung (10.61)) beschreibt die Spinprdzession im Magnetfeld.

10.2.3 Elektronenzustinde im Ortsraum

Da der Spin ein unabhingiger weiterer Freiheitsgrad ist, kommutiert der
Spinoperator S mit dem Orts-, dem Impuls- und dem Bahndrehimpuls-
operator,

S,81=0=1[S,p1=1S.L]. (10.63)

Deswegen konnen wir Spinzustinde aus Ortsraumzustinden |X) einfach
durch das Tensorprodukt

X1 =11 1T) (10.64)

darstellen. In Ortsdarstellung erhalten wir dann eine Spinor-Wellenfunktion
> wT ()? ) )
X) = R . 10.65
w(F) (Wx) (10.65)

Wiihrend der Bahndrehimpulsoperator L nur auf den ersten Faktor in
(10.64) wirken darf, wirkt der Spinoperator S nur auf den zweiten. Wir
driicken dies anhand des Operatorprodukts durch

I -Lel, §—>ieS (10.66)
aus.

Der Hamiltonoperator (10.43)) fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ in einem
homogenen Magnetfeld in z-Richtung lautet dann

A ﬁz WBR » A a
H:(2——7L3+q®)®1+1®ﬂ380'3. (10.67)
u

Nehmen wir nun ein Elektron in einem Wasserstoffatom an, dessen
Landé-Faktor (mit ausreichender Genauigkeit) g = 2 ist, dann kénnen



118 KAPITEL 10. ELEKTROMAGNETISCHE FELDER UND SPIN

wir den Hamiltonoperator zu

oA s Ly . .
H:H0®I+MB(%3®[+I®O'3)B (10.68)
umschreiben, wobei wiederum H, der Hamiltonoperator des ungestorten
Wasserstoffatoms ist.

Paschen-Back-Effekt

Wenden wir den Storoperator

2~

A Ly . .
AH = pg (%’ ®I+I®<73)B (10.69)
auf die Spinor-Wellenfunktionen

Ynemr :( l//’gm ) s Watm) :( wr(z)€m ) (10.70)

an, erhalten wir die Ergebnisse

AH Yt = pp(m + 1) BYgmy
ARy = ptp(m — 1) B, - (10.71)

Diese von der magnetischen Quantenzahl und vom Spin abhéngige
Aufspaltung der Energieniveaus im Wasserstoffatom wird als Paschen-
Back-Effekt bezeichnet.

10.2.4 Spin-Bahn-Kopplung

Fiir eine vollstindige Behandlung der Wechselwirkung des Spins mit
einem duBeren Magnetfeld muss allerdings noch beriicksichtigt werden,
dass aus der Sicht des Elektrons das Proton nicht nur ein elektrisches
Feld

- V4
E=-Zx, (10.72)
r
sondern auch ein Magnetfeld
= 7 — Z -
B=xE=Z51 (10.73)
c ucr-

erzeugt, das sich durch Lorentztransformation in das Ruhesystem des
Elektrons ergibt. Auch dieses Magnetfeld liefert einen Beitrag zum
Hamiltonoperator, der durch

Ze?
L2

A~

—m-B= S. I (10.74)

gegeben ist. Dieser Beitrag wird als Spin-Bahn-Kopplung bezeichnet.
Nur dann, wenn das dullere Magnetfeld so stark ist, dass es die Spin-
Bahn-Kopplung dominiert, wird der Paschen-Back-Effekt anhand der
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Energieaufspaltung messbar. Anderenfalls muss die Spin-Bahn-
Kopplung mit beriicksichtigt werden.
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Kapitel 11

Storungstheorie

11.1 Zeitunabhiingige Storungen

Héufig kann ein Hamiltonoperator so in einen ungestorten Anteil und
eine Storung aufgespalten werden, dass die Energie-Eigenwerte und -
Eigenzustinde des ungestorten Anteils bekannt sind und die Stérung eine
kleine Anderung sowohl der Eigenwerte als auch der Zustinde bewirkt.
Was in diesem Zusammenhang als ,,klein* zu bezeichnen sei, werden
wir spiter kldren. Zunichst sei aber noch warnend angemerkt, dass eine
kleine Storung des Hamiltonoperators nicht notwendigerweise kleine
Anderungen der Eigenwerte und -zustinde bewirken muss, sondern
durchaus auch groBe Anderungen hervorrufen kann. Wir wollen hier
davon ausgehen, dass die Abweichungen von den ungestorten Grofen
klein seien.

11.1.1 Energieverschiebung in erster Ordnung

Sei also A® ein zunichst ungestorter Hamiltonoperator, beispielsweise
derjenige des Wasserstoffatoms. Ihn verdndern wir durch eine Stérung
H®Y, die durch einen kleinen Parameter & quantifiziert wird,

H=HA9+e40 . (11.1)

Die Storung des Hamiltonoperators bewirke kleine Veridnderungen der
Energie-Eigenzustinde, die wir durch eine Potenzreihe in € annéhern,

Wy = '2) + elplly + O(e?) (11.2)

wobei ) die Eigenzustinde des ungestorten Hamiltonoperators zum
Energie-Eigenwert E, seien. Ebenso verfahren wir mit den Energie-
Eigenwerten selbst,

E,=EY +cED +0() . (11.3)

121
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Die Normierung der Eigenzustinde denken wir uns so gewihlt, dass
sowohl die gestorten als auch die ungestorten Eigenzustdnde orthonormal
zu den ungestorten Eigenzustinde sind,

WOy = 1= WOy (11.4)

Diese Normierungsbedingungen ziehen es sofort nach sich, dass die
Storungen beliebiger Ordnung der Eigenzustinde senkrecht auf den
ungestorten Eigenzustidnden stehen miissen,

WOly®y=0 fir k+0. (11.5)

Nun wenden wir die Schrodingergleichung mit dem gestorten Hamilton-
operator (IT.T)) auf den Ansatz (IT.2)) fiir die Eigenzustdnde an, schreiben
die Energie-Eigenwerte in der Form (1.3,

(FI(O) + 81:1(1)) (|%0)> F ey 4 ) _
(Ef) + SEEZI)) (WE,O)) + ety + .. ) (11.6)

und identifizieren die Terme nach ihrer Ordnung in €. In niedrigster
Ordnung &° erhalten wir die ungestorte Schrodingergleichung zuriick. In
erster Ordnung in & folgt

[:I(O)M(l)) + I:I(l)|lﬁ(0)> — E(O)|lﬁ(1)> + E(I)W(O)) . (11.7)
Diese Gleichung multiplizieren wir nun zunéchst von links mit <¢£,0) l.

Die jeweils ersten Terme auf beiden Seiten entfallen dann wegen (11.5)),
und es bleibt ein einfaches, aber wichtiges Ergebnis iibrig.

Energieverschiebung erster Ordnung

Die Energieverschiebung in erster Ordnung der Storungstheorie er-
gibt sich als Erwartungswert des Stéroperators, ausgewertet mit den
ungestorten Energie-Eigenzustinden,

E\ = W H W) . (11.8)

11.1.2 Verschiebung von Zustinden

Multiplizieren wir (11.7)) stattdessen von links mit einem anderen Energie
Eigenzustand (:,b,((o) | des ungestorten Hamiltonoperators, erhalten wir

W IAOO) = (EE,O) _ E,({O)) WO Dy . (11.9)

Aus Griinden, die spiter klarer werden, heifit der Ausdruck auf der linken
Seite Ubergangs-Matrixelement. Wenn die Energie-Eigenzustinde E,(CO)
und E? des ungestorten Hamiltonoperators nicht gleich sind, konnen
wir aus (11.9) die Projektionen

WO IAOY)

g0 (11.10)

WOyl =
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gewinnen. Mithilfe des Einsoperators erhalten wir

Wy = Z |w<0)><¢,(0> wy (11.11)

Energie-Eigenzustinde erster Ordnung
Daraus folgt mit (I1.10) der Ausdruck
(0) )2(0) (0)
Wy = Z MW(% (11.12)

(0) (0)
k#n E

fiir die Energie-Eigenzustdnde in erster Ordnung.

Damit die Stérungen klein sind, muss also der Ausdruck (I1.10) wesent-
lich kleiner als eins sein.

Entnehmen wir der Entwicklung (T1.6) der Schrodingergleichung die
Terme zweiter Ordnung in &, erhalten wir

APy + AV = EO@y + EQlyDy + EQ®y . (11.13)

Wieder multiplizieren wir mit W | von links und finden aufgrund der
Normierungsbedingungen (I11.4) und (T1.5) den schlichten Ausdruck

EP = P HOW) (11.14)

fiir die Energieverschiebung in zweiter Ordnung. Den Zustand )
kennen wir aber aus (I1.12).

Energieverschiebung zweiter Ordnung

Setzen wir den in erster Ordnung gestorten Zustand 1Py in (11.14)
ein, folgt fiir die Energieverschiebung in zweiter Ordnung

(0) |H (I)W/(O))
(2) — (0) (1) § (0)

k#n

2% |H<1>|¢/§°>>|2

00 (11.15)

k#n

Der Zihler aller Summanden auf der rechten Seite ist positiv-semidefinit.
Fiir den ungestorten Grundzustand ist Eﬁ,o) — E,io) < O fiir alle k, sodass
die Energieverschiebung dann immer negativ ist: In zweiter Ordnung der
Storungstheorie wird die Grundzustandsenergie immer abgesenkt.

11.1.3 Entartete Zustinde

Wenn die Zustiande |1,//(0)> und |;D(O)> entartet sind, gilt Ef,o) - E,go) =0,
wihrend der Nenner in den Storungsausdriicken (I1.12) und (T1.T5)
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aber in der Regel nicht verschwindet. Es sieht dann so aus, als ob die
Ergebnisse der Storungstheorie nicht mehr anwendbar wiren. Man geht
dann den Ausweg, die Eigenzustinde [¢"’) im Unterraum der entarteten
Zustinde so zu wihlen, dass der Storoperator AV diagonal wird.

Als Beispiel betrachten wir ein Atom in einem konstanten elektrischen
Feld E, das wir uns ldngs der z-Achse orientiert denken. Dann ist der
Storoperator

AY = ¢|E|Z. (11.16)

Er hat offenbar die Paritidt —1, welil er sein Vorzeichen wechselt, wenn
die Raumrichtungen gespiegelt werden.

Der Grundzustand des Wasserstoffatoms |[nfm) = |100) hat wegen der
Paritit
PY, = (=D Y (11.17)

der Kugelflichenfunktionen gerade Paritit. Deswegen hat der Ausdruck
(100|A1V[100) (11.18)

insgesamt ungerade Paritit. Er ist aber ein Skalar und kann deswegen
nur gerade Paritit haben. Die einzige Zahl, die ihr eigenes Negatives ist,
ist aber die Null. Also folgt, dass die Storung mit A" in erster Ordnung
der Storungstheorie gar keine Auswirkung auf die Grundzustandsenergie
hat.

Anders ist dies z.B. im angeregten Zustand mit n = 2, der vierfach

entartet ist,
200y, [21-1), |210), |211). (11.19)

Zunichst treten im Skalarprodukt, das fiir das Ubergangs-Matrixelement
ausgewertet werden muss, Integrale der Form

27
f dg eltm=m¢ (11.20)
0

auf, die nur dann nicht verschwinden, wenn m = m’ ist. Weiterhin ist
wegen der Paritit der Kugelflachenfunktionen (11.17)) die Paritit des
Ubergangs-Matrixelements gleich

PQtm|AV20m)Y = (=D Q2em |AV20m) . (11.21)

Da das Ubergangs-Matrixelement als Skalar aber wiederum gerade Pari-
tdt haben muss, folgt daraus, dass £ + ¢’ + 1 eine gerade Zahl sein muss.
Deswegen kommen fiir die Drehimpuls-Quantenzahlen £ und ¢’ nur die
beiden Kombinationen

(¢, ¢')=(0,1) und (¢£,¢)=(1,0) (11.22)

in Frage. Die einzigen nicht verschwindenden Ubergangs-Matrixelemente

sind also
(200[AV1210Y und (210|H"V200) , (11.23)
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die aber wegen der Hermitezitit von BV gleich sind. Zu berechnen bleibt
als ein einziges Ubergangs-Matrixelement, das sich auf die einfache

Form

(200 |HD210) = —3e|E|ag (11.24)

bringen lédsst, worin ag der Bohr’sche Radius ist.

Die Ubergangsmatrix (Hl.(})) mit i, j = 1,2 hat also die einfache Form

(11.25)

= 0 1
Dy _
(Hl.j ) = —3e|Elag ( 1 0 ) .

Ihre Eigenwerte ergeben sich aus den Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
01 o
(0 1))
zud==l.

Linearer Stark-Effekt

(11.26)

Damit betriigt die Energieverschiebung durch ein duferes elektrisches
Feld in erster Ordnung der Stérungstheorie

E = +3¢|Elag , (11.27)

und die Eigenzustinde zu diesen beiden Energieverschiebungen sind
! (1200) + |210)) (11.28)
B & . .

Dieser Effekt wird linearer Stark-Effekt genannt.

11.1.4 Virialsatz

Wie in der klassischen Mechanik gilt auch in der Quantenmechanik
der Virialsatz. Um ihn zu beweisen, betrachten wir den allgemeinen
Hamiltonoperator

A2
H=Tp) + V) = L + V(%) (11.29)
2m
und den Kommutator [H, £ - pl:
. p?
[H, % p]= [%,fc-f? +[V(%), % - p]
Loro s arures »
= - |77 2| p+ 2[V(®). ] . (11.30)

Fiir den ersten Ausdruck auf der linken Seite konnen wir weiter schreiben

|52, 2] = plp. %1+ [p. 21p = -2inp , (11.31)

Frage

Fiihren Sie die Rechnung selbst
durch, die zu dem Ergebnis

(TT.24) fiihrt.

Frage
Bestitigen Sie, dass die Eigen-
vektoren der Matrix

0 1

10
zu den beiden Eigenwerten A =
+1 die beiden Vektoren

wllo)=(7)

sind.
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denn
pilpi, X;1 = —ihp;e;; = —ihp; . (11.32)

Weiterhin konnen wir den zweiten Ausdruck auf den rechten Seite von

(T1.30) durch

[V(%), p] = —ih[V(%), V] = ihVV(Z) (11.33)
ausdriicken. Mit (T1.32) und (I1.33) folgt aber aus (I1.30)
N | SO
[H,x-p] = —Zp +ihx - VV(X)
= —if [2T(p) - £-VV(®)] . (11.34)

Wegen der Hermitezitit von A muss aber der Erwartungswert von [H, % -
p] verschwinden,

WA, % pliy) = E( 1% - ply) = w15 ply)) = 0, (11.35)

weshalb aus (11.34) folgt:

Virialsatz

Wie in der klassischen Mechanik gilt in der Quantenmechanik der

Virialsatz .
UT)Y =(x-VV(X)) . (11.36)

Ist die potentielle Energie V homogen vom Grad k in X,
V(a®) = d'V(¥), (11.37)

gilt wegen des Euler’schen Satzes fiir homogene Funktionen x - VV =
kV,und der Virialsatz vereinfacht sich zu

UT) =kV) . (11.38)

11.2 Zeitabhéngige Storungen

Bei zeitabhéngigen Storungen,
H=H"+H"@), (11.39)

kann die zeitunabhéngige Schrodingergleichung nicht mehr verwendet
werden, sodass von Energie-Eigenwerten und -Eigenzustdnden nicht
mehr sinnvoll gesprochen werden kann. Wir miissen deswegen dann
andere Wege gehen.
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11.2.1 Plotzliche Storungen

Nehmen wir zunéchst an, dass eine Storung so schnell eingeschaltet wird,
dass die Zeitskala, auf der die Storung auftritt, wesentlich kiirzer als die
Zeit ist, die das System braucht, um sich auf die Stérung einzustellen. Da-
nach soll der Storoperator H auf dem plotzlich erreichten Wert bleiben.
Dann kann das System vor dem Einschalten durch Eigenzustiande 2
des ungestorten Hamiltonoperators beschrieben werden, nach dem Ein-
schalten durch Eigenzustinde |i/,,) des gestorten Hamiltonoperators. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit von den alten in die neuen Eigenzustinde
ist dann

Po = [ YO (11.40)

11.2.2 Zeitentwicklung gestorter Zustiande

Wichtige Ubergiinge finden jedoch insbesondere dann sehr schnell statt,
wenn sie in ein kontinuierliches Spektrum iibergehen. Dann ist die An-
nahme einer plotzlichen Storung nicht mehr gerechtfertigt. Wir stellen
die zeitabhingigen Zusténde |¢/,,(#)) dann durch eine Linearkombination
aus ungestorten Energie-Eigenzustidnden dar,

Wa() = )" cultr" (@) = ) culpf)e E (11.41)

k k

wobei Iv,b,(co)) = Iwio)(t = 0)) abgekiirzt wurde. Nun setzen wir diese
Entwicklung in die Schrodingergleichung ein. Auf ihrer linken Seite
steht

ihd g, () = Y (inew + EL) @) , (11.42)

k
auf ihrer rechten Seite dagegen

(AO + ADY ) = > ew (B + AV X0y, (11.43)

k

sodass die Schrodingergleichung insgesamt

D (inew + E) @) = > cw (B + AV X)) (1.4

k k

lautet. Multiplizieren wir mit (1//5,?) | von links und fiihren diejenigen Sum-
men aus, die dann durch die auftretenden Kronecker-Symbole ausgefiihrt
werden konnen, erhalten wir das System

heun = ) el IOy e (11.45)
k

aus gekoppelten Differentialgleichungen fiir die Entwicklungskoeffizien-
ten c,m(t), in dem wir die Ubergangsfrequenz

E)) - EY

Wi 1= —— (11.46)
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eingefiihrt haben. Diese Gleichungen sind exakt, aber im Allgemeinen
nicht mehr analytisch 16sbar.

Wenn eine schwache Storung bei ¢ = 0 eingeschaltet wird, sind zum
Zeitpunkt ¢t = 0 die Koeffizienten c,,(0) = 1 und ¢, = O fiir n # k. Fiir
Zeiten t > 0, die hinreichend klein gegeniiber der Zeitskala sind, die
das System fiir Ubergiinge von walo)> nach W,io)) braucht, werden die ¢,
fiir n # k immer noch klein gegeniiber c,, bleiben. Dann kdnnen wir in
erster Ordnung der Storungstheorie

iRl = Wy 1O WD) eom! (11.47)
schreiben. Solange die Bedingung |c,x| < |c,,| fiir k # n erhalten bleibt,
konnen wir aufintegrieren, um c,,,(¢) zu erhalten,

: ¢
cnn = — f dr ) D@l e (11.48)
0

11.2.3 Fermis Goldene Regel

In dem hiufig verwendbaren Spezialfall, dass die Storung instantan
eingeschaltet wird und dann auf konstantem Niveau verbleibt, HV(¢) =
H®Y0(r), kann das Zeitintegral in (11.48) einfach ausgefiihrt werden und
ergibt

. 1 — eiwmt
i@ = ) [HO Wy ——— . (11.49)

nm hwmn

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist das Betragsquadrat davon,

22 —2C0S Wyt

2 A
P = [0 @[ = [ 1AV )|

hw?
N 2
_ [ O (sin(@unt/2)\ (11.50)
- 2 Wi /2 ‘ '
Die Ubergangsrate ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit,
P 1 5 2 (Sin(Wmt/2)\’
T = = — (WO |AD N [ ——2==2 . 11.51
= o [ ) o i3 (11.51)
Fiir spite Zeiten, t — oo, konnen wir den Grenziibergang
sinax)’
lim a( ) = me(x) (11.52)
a—00 ax

zu einer Delta-Distribution verwenden, wobei wir hier a = ¢/2 setzen.
Dann nimmt die Ubergangsrate die einfache Form

_27r

Lo = 2 [ O W] slwn) (11.53)
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an. Bei Ubergingen in ein Kontinuum muss zudem beriicksichtigt wer-
den, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit noch mit der Zustandsdichte
p(E,,) derjenigen Zustinde mit Energie-Eigenwert E,, multipliziert wer-
den,

I =T = dem Lo p(En) - (11.54)

Fermis Goldene Regel
Damit folgt aus (I1.53)) Fermis Goldene Regel,

T A 2
= = [ O] pE) (11.55)

Dabei stammt die Regel eigentlich von Wolfgang Pauli, das Gold aber
von Enrico Fermi, der sie wegen ihrer weiten Verwendbarkeit so nannte.

11.2.4 Periodische Storungen und Strahlungsiibergin-
ge

Nun betrachten wir noch den wichtigen Fall periodischer Storungen,
indem wir einen Storoperator der Form

Y = 6@ (Ve—iw‘ v ei“”) (11.56)

einsetzen. Die Stufenfunktion 6(¢) driickt aus, dass die Storung bei t = 0
einsetzt. Der konstante Operator V ist beliebig, und die symmetrisierte
Form ((11.56) stellt sicher, dass A" hermitesch ist.

Die Niherung (1T.48) ergibt damit
Cl(’l}’l?L(t) = (O) |V|l//(0)>f dt, l(wmn—a))l

- —<¢/<°>|V 2 f drel@m+er (11.57)

Nun bilden wir wieder das Betragsquadrat, um auf die Ubergangswahr-
scheinlichkeit zu kommen, teilen dann durch ¢, um die Ubergangsrate zu
erhalten, und wenden den Grenziibergang (11.52) an

Ubergangsrate bei harmonischen Stérungen

Das Ergebnis dieser Rechnung ist die Ubergangsrate bei einer harmo-
nischen Storung mit der Frequenz w,

2 A 2
Ton = 25 [P VIO e(@nm — w)
2 A 2
+ = [P IV IO e(@nm + w) - (11.58)

Ubergiinge sind also langfristig nur dann moglich, wenn die Frequenz
der Stérung mit der Ubergangsfrequenz iibereinstimmt.

Frage
Wohin konnte einer der Fakto-
ren 7i im Nenner von (I1.53) ver-
schwunden sein, wihrend
hergeleitet wurde?
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Nun konnen wir Strahlungsiibergdnge in Atomen betrachten, z.B. in
Wasserstoffatomen, indem wir als Storoperator den Ausdruck

AV =24 p (11.59)
uc
verwenden und Terme der Ordnung A2 vernachlédssigen. Fiir das Vektor-
potential A setzen wir die konstante Amplitude @ und eine periodische
Zeitabhingigkeit fest,

S
dac ,p
A=—etTen e, (11.60)
w
wobei ,,c.c.” fiir die komplexe Konjugation steht: Sie ist notwendig,
damit A" hermitesch wird.

Wenn die Storungstheorie iiberhaupt anwendbar ist, muss die Wellen-
lange der einfallenden Strahlung wesentlich groBer als die typische
Ausdehnung eines Atoms sein. Dann ist aber auch k-% < 1 iberall
dort, wo die Zustinde |¢"’) nicht verschwinden, und der entsprechende
Phasenfaktor kann gleich eins gesetzt werden,

eF a1 (11.61)
Der Storoperator lautet also
AY = £z pe yce. . (11.62)
Hw
Eingesetzt in (11.58)) ergibt er direkt die Ubergangsrate
Ty = #fgf; W@ 1 - )| e + @) | (11.63)

wobei wir beriicksichtigt haben, dass entweder der Fall w = w,,, oder
der Fall w = —w,,, auftreten kann, aber nicht beide Fille zugleich. Dies
bedeutet insbesondere, dass Absorption und stimulierte Emission mit
denselben Raten auftreten.

Fiir das verbleibende Ubergangs-Matrixelement verwenden wir einen
Trick, der auf dem Ergebnis (I1.31) beruht. Indem wir dieses von rechts
nach links lesen, konnen wir
AR S S I A
=—[p* %] = = [H?, 11.64
P=5 [p”, X1 " [ x] ( )

ersetzen, zuriick nach (11.63) gehen und die Ubergangsrate

2re?

h*w?

2
o

2 w?

0) 11 750 NTONE
1—‘nm = |<'10;(n) |[H( ),Zl)' X]W’; )>| 8(wmn + w)

2 2
0 0 21,70
EQ) [ 1d - sy e(wm + w)

mn

St [ - S ewn + ) (11.65)

m
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bestimmen. Da die Delta-Distibution ohnehin dafiir sorgen wird, dass
Wy = *w erfiillt ist, konnen wir das Verhiltnis der Frequenzquadrate
gleich eins setzen.

Um das verbleibende Matrixelement in (I1.65) niherungsweise zu be-
stimmen, setzen wir etwas grob

@ sy ~ aa} (11.66)

d.h. wir setzen fiir den Erwartungswert des Ortsvektors im Atom einfach
den Bohr’schen Radius ag ein und ignorieren die Orientierung von d
beziiglich x. Damit folgt schlieBlich die Abschétzung

2
271'6 22 2 + _
o da“ag e(Wm, £ w) =

wobei wir im letzten Schritt die Feinstrukturkonstante @ aus (1.32)) iden-
tifiziert haben.

2rac , ,

I = d“ag &(Wm, £ w) , (11.67)

AbschlieBend knnen wir noch eine Beziehung zwischen @2 und dem
Poynting-Vektor der einfallenden elektromagnetischen Welle herstellen.
Der Betrag des Poynting-Vektors ist

c
4n
denn das elektrische und das magnetische Feld stehen in elektromagneti-

schen Wellen (im Vakuum) senkrecht aufeinander und haben denselben
Betrag. Die Beziehung

|§|:4i|ﬁ>< B=25B, (11.68)
JT

B=VxA (11.69)
fithrt wegen (11.60) auf
R 212
B ==, (11.70)
w

Die Dispersionsrelation elektromagnetischer Wellen besagt aber ck = w.
Also ist

-

Ar
at=pB%= ?ﬂlSl , (11.71)

und wir kénnen die Ubergangsrate durch

S
T, = 8m°a % ag &(Wyn £ W) . (11.72)

Der Poynting-Vektor ist die Energiestromdichte pro Zeit und Fliche.
Diese konnen wir auch durch eine Photonenstromdichte 7 ausdriicken,
denn jedes Photon transportiert die Energie 7w,

IS = 17| hw . (11.73)
Das fiihrt uns schlielich auf die anschauliche Beziehung

Lo = 87 |t | af @ &(Wpn + W) . (11.74)
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Kapitel 12

Mehrteilchensysteme

12.1 Fermionen und Bosonen

12.1.1 Hilbertraum fiir Mehrteilchensysteme

Fiir Systeme aus mehreren Komponenten, die wir hier etwas vereinfa-
chend als Mehrteilchensysteme bezeichnen, muss der Hilbertraum als
direktes Produkt der Hilbertraume aller Komponenten bzw. Einzelteil-
chen aufgebaut werden,

N
HN = (X)H; . (12.1)
i=1

Die Elemente dieses Hilbertraums sind dann Tensorprodukte aus Zustin-
den der Einzelteilchen,

Wy =Wi,....un) =) ®...8Un) . (12.2)

Wie bereits in (2.277)) angegeben, ist das Skalarprodukt auf solchen Pro-
duktzustdnden faktorweise definiert,

(@lY) =<prlY1) ...~ {dn|¥n) . (12.3)

Ein Beispiel ist der Zustand |) eines Systems aus N Teilchen mit Orts-
koordinaten X; und Spins s;, der aus den Eigenvektoren |X;, s;) der Orts-
und Impulsoperatoren in den Teilrdumen H; aufgebaut werden kann,

|x_)1’ Styeee 9)?Na SN> = |-fls Sl> ®...® |)?N’ SN> . (12'4)
Mittels der Orts- und Spin-Wellenfunktionen

w(fl’sl’--'wa’SN) = <X?17S17-"’-)?N,SN|'//> (12‘5)

133



134 KAPITEL 12. MEHRTEILCHENSYSTEME

eines beliebigen solchen N-Teilchen-Zustands |¢) konnen wir diesen
Zustand durch

3 3
|l7[/> = Z fd X1 H'd XN',[/(X)],S],...,)?N,SN)'.?],S],...,)?N,SN)
81500 SN

(12.6)
ausdriicken.

Das Produkt von Operatoren kann ebenfalls einfach faktorweise definiert
werden,

(Are...@Ay)W....uw) = Ay .. @Ay .  (127)

aber fiir die Summe von Operatoren miissen wir eine weitere Verabre-
dung treffen, denn wir miissen noch kldren, was es bedeuten soll, dass ein
Operator A; auf einen Zustand ;) mit j # i wirkt. Wir vereinbaren, dass
jeder Summand in einer Summe von Operatoren jeweils nur auf ,,seinen*
Unterraum des Hilbertraums # und auf alle anderen Unterrdume wie
der Einheitsoperator [ wirkt,

A ~ A A

A=I®.. 9lc0Ael®..oI. (12.8)

Der Hilbertraum H™ von N Teilchen ohne Spin ist
HN = LRH®...0 L,(R?) = L,(R*), (12.9)
wihrend der Hilbertraum von N Teilchen mit Spin 1/2 durch
HY = LR eC®...0C (12.10)

gegeben ist.

12.1.2 Hamilton-Operator

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun auf sinnvolle Weise den
Hamiltonoperator eines N-Teilchen-Systems aufstellen,
H:ZIZ—mi+V(x1,...,xN)+W, (12.11)

1

wobei V die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen und W die potentielle Energie der Teilchen in einem 4ufBeren Feld
ist. Dafiir, wie die Summe von Quadraten aus Impulsoperatoren zu verste-
hen ist, die fiir jeden Index i auf einen anderen Teilraum des Hilbertraums
wirken, gilt unsere Verabredung (12.8).

Wenn alle N Teilchen gleichartig sind, wenn es sich z.B. um N Elektro-
nen handelt, sprechen wir von identischen Teilchen. Solche Teilchen sind
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in der Quantenmechanik nicht nur praktischerweise ununterscheidbar,
sondern prinzipiell: Da die Quantenmechanik nichts mehr iiber physi-
kalische Systeme an sich aussagt, sondern nur noch iiber Messungen
an quantenmechanischen Systemen, kann sie bei einer Messung etwa
eines Ortes, Impulses oder Spins an N Teilchen grundsitzlich nicht mehr
angeben, welches der N Teilchen das jeweilige Messergebnis verursacht
hat.

Der Hilbertraum identischer Teilchen besteht dann aus N gleichen Fak-
toren,

HY =H, ®...9H, . (12.12)

Trotz ihrer Ununterscheidbarkeit miissen wir die Teilchen durch Varia-
ble &; kennzeichnen, d.h. wir miissen ihnen Orts-, Impuls-, Spin- oder
andere Variablen zuordnen. Diese Kennzeichnung bedeutet jedoch nicht,
dass die Teilchen damit unterscheidbar wiirden, weil sich ja auch die
Variablen beliebig vertauschen lassen, die den Teilchen zugeordnet wer-
den. Sei |£; ...&y) der Zustandsvektor eines solchen Systems aus N
ununterscheidbaren Teilchen, dann darf keine Permutation der Teilchen
irgendeine messbare Anderung am System bewirken.

Die Permutationen w von N Objekten bilden eine Gruppe, die symmetri-
sche Gruppe S y. Sei P(rr) eine unitire Darstellung der symmetrischen
Gruppe S . Dann muss wegen der Unitaritét

(P(r)g | P(m)y) = (9| ) (12.13)

gelten, und ferner miissen das Einselement e € S y und die Hintereinan-
derausfithrung 7y, zweier Permutationen durch

Ple)=1, P(mm) = P(n)P(ny) (12.14)

dargestellt werden. Die Wirkung von P(rr) auf einen Zustand N ununter-
scheidbarer Teilchen ist

P()lé ... n) = nat) - - - Enavy) - (12.15)

Kiirzen wir mit rr;; diejenige Permutation ab, die lediglich die Objekte i
und j vertauscht, entsprechend mit P;; := P(rr;;) die Darstellung dieser
Permutation auf dem N-Teilchen-Hilbertraum, so ist

Pilér .. & & &) =61, & &L En) . (12.16)

Die Hintereinanderausfithrung zweier Permutationen vertauscht nicht,
wie an dem einfachen Beispiel

PP slé62&) = Prlééné)) = [66:61)
P13P1alé16r63) = Pisléréi&3) = 16:6.62) (12.17)

ersichtlich wird. Die symmetrische Gruppe S y ist daher nicht-abelsch.
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Nun betrachten wir irgendeinen Operator A auf dem N-Teilchen-Hilbert-
raum und untersuchen die Auswirkungen einer beliebigen Permutation
P;; auf diesen Operator. Insbesondere betrachten wir

PiA(L, . iy NP E G E L EN)
=P AL, ... iy g G NDIE L E )
=A(L . oygoends NE L E L E L EN) (12.18)

Der N-Teilchen-Zustand |&; . . . &) ist offenbar invariant, wenn A mit P
vertauscht,
PA=AP. (12.19)

Fiir ein System aus N ununterscheidbaren Teilchen muss also insbeson-
dere fiir den Hamiltonoperator

HPW) = PHWY) = EPly) , (12.20)

d.h. wenn |) ein Energie-Eigenzustand zum Eigenwert E ist, dann ist
dies auch der permutierte Zustand 13|z//).

12.1.3 Fermionen und Bosonen

Betrachten wir nun ein System aus zwei Teilchen mit Zustandsvektoren
|€1&2). Wegen sz = 1 kann Pj, nur die Eigenwerte +1 haben. Nun
konnen wir durch

16, = —= (166 + Putife)) = \i@ (€162) +16:61) |
1 N 1
1€1€2)a = N (|fl§2> - P12|§1§2>) = N (161&) — 1661 (12.21)

einen symmetrisierten und einen antisymmetrisierten Zweiteilchenzu-
stand erzeugen. Die Erfahrung zeigt, dass N-Teilchensysteme entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch auf den Austausch zweier Teilchen
reagieren.

Fermionen und Bosonen

Teilchen mit halbzahligem Spin werden als Fermionen bezeichnet,
solche mit ganzzahligem Spin als Bosonen. Quantenphysikalische
Mehrteilchensysteme erweisen sich experimentell entweder als sym-
metrisch oder antisymmetrisch unter Teilchenaustausch. Bosonische
Systeme sind unter Teilchenaustausch symmetrisch

Puléi&r)s = l16)s (12.22)

wihrend fermionische Systeme unter Teilchenaustausch antisymme-
trisch sind,

Prléiér), = —1E1E), - (12.23)
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12.1.4 Spin und Statistik

Allgemein gilt fiir fermionische und bosonische Systeme aus beliebig
vielen Teilchen die folgende Aussage:

Spin-Statistik-Theorem

Fermionische Systeme mit beliebig vielen Teilchen, also Systeme aus
N Teilchen mit halbzahligem Spin, sind gegeniiber Teilchenaustausch
vollstindig antisymmetrisch,

Plyy = sgn(mly) , (12.24)

wobei sgn(rr) das Vorzeichen (Signum) der Permutation ist. Entspre-
chende bosonische Systeme, als Systeme aus N Teilchen mit ganzzahli-
gem Spin, sind gegeniiber Teilchenaustausch vollstindig symmetrisch,

Ply)y = ly) . (12.25)

Diese bemerkenswerte Aussage, die auf Wolfgang Pauli zuriickgeht,
kann erst in der relativistischen Quantentheorie begriindet werden. Aus
der Antisymmetrie der Fermionen folgt sofort das Pauli-Verbot.

Pauli-Verbot

Fiir einen Zustand aus zwei Fermionen, die beide durch dieselben
Quantenzahlen gekennzeichnet sind, gilt wegen der Antisymmetrie
namlich

6161) = Puléiér) = —l6i&1) (12.26)

wobei der erste Schritt daraus folgt, dass die Quantenzahlen dieselben
sind. Daraus folgt bereits, dass ein solcher Zustand verschwinden muss,

§161) = 0.

Fermionische Zustinde konnen demnach nicht durch zwei Teilchen
besetzt sein, die in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

Wechselwirken die Teilchen untereinander nicht, kann der Hamiltonope-
rator als eine Summe unabhéngiger Beitrige geschrieben werden,

N
A= Z AG) . (12.27)
i=0
Seien |n;) die Energie-Eigenzustinde des Teilchens i mit Energie &;,

Al = &ilnyy (12.28)

dann kann der N-Teilchen-Zustand durch das Tensorprodukt dieser Ei-
genzustinde dargestellt werden,

ny,....nn) =n1)® ... |ny) . (12.29)
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Jeder solche Zustand ist ein Eigenzustand des N-Teilchen-Hamiltonope-
rators (12.37)) mit dem Energie-Eigenwert

N
E= Zg,. , (12.30)
i=1

1

Da die Teilchen ununterscheidbar sind, muss auch P(m)|ny, . .., ny) ei-
ne Losung der stationdren Schrodingergleichung zu diesem Energie-
Eigenwert E sein, wenn |ny, ..., ny) eine solche Losung ist. Bosonische
bzw. fermionische Zustdnde lassen sich daraus durch

1 Z r(1)s - -+ s vy (Bosonen)
N,...,0y) = —— { & .
1 & VN! Z sgn(m)ny1y, . . ., Nyyy)  (Fermionen)
) (12.31)

konstruieren. Die alternierende Summe fiir Fermionen kann als eine
Determinante geschrieben werden,

&) &) - ién)

1 Ua(&1) Ya(&r) - Yna(én)

ni,...,nyy = ——det , (12.32)

Yn€) Un&) - nén)

die als Slater-Determinante bezeichnet wird.

12.2 Behandlung von Mehrteilchensystemen

12.2.1 Variationsverfahren

Das Variationsverfahren erlaubt es, die Grundzustandsenergie eines
Systems durch Variation solcher geeigneter Parameter zu finden, in
denen die moglichen Wellenfunktionen ausgedriickt werden. Es beruht
auf der Aussage, dass die Grundzustandsenergie E, eines Systems als
das Minimum des normierten Ausdrucks (i |H /) tiber alle moglichen
Zustdnde |) gefunden werden kann,

(¥ |Hlp)

12.33
@) (12.33)

o = min
)

Diese Aussage konnen wir leicht beweisen, indem wir einen beliebigen
Zustand |) durch Eigenzustinde |n) zu den Energie-Eigenwerten E,
aufspannen,

W)= cln) (12.34)

n
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und dann mit diesen Zustinden den Erwartungswert von A bestimmen,

WIAW) = ) leaPE, . (12.35)

Die kleinstmdgliche Energie ist die Grundzustandsenergie Ej, sodass
wir die rechte Seite von (12.35)) durch

D lePE, 2 > lePEy = Eo (12.36)

abschéitzen konnen. Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass
(¥ | ) normiert ist. Der Erwartungswert des Hamiltonoperators ist also
fiir alle Zustinde i) # 0 immer groBer oder gleich der Grundzustands-
energie und wird fiir den Grundzustand tatsdchlich angenommen. Damit

gilt (12.33).
Variations- oder Rayleigh-Ritz-Prinzip

Bei der Anwendung dieser auch als Rayleigh-Ritz-Prinzip bekannten
Vorgehensweise parametrisiert man mogliche Wellenfunktionen auf
geeignete Weise, bestimmt dann den Erwartungswert (¢ |H ) als Funk-
tion der gewéhlten Parameter und sucht das Minimum beziiglich dieser
Parameter auf.

12.2.2 Anwendung auf den harmonischen Oszillator

Um das Variationsprinzip weiter zu veranschaulichen, wenden wir es
auf den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit seinem Hamil-

tonoperator
) 2 12
~ PP om o, nedt omo, o,
A= P21 12.37
2m 2 WA 2mdx?2 2 e ( )

an, der im zweiten Schritt gleich in die Ortsdarstellung gebracht wurde.
Als mogliche Wellenfunktionen setzen wir parametrisierte GauB3funktio-
nen an,

W(x) = Noe ™, (12.38)

wobei zunidchst der Normierungsfaktor bestimmt werden muss. Mit dem

Gaufy’schen Integral
f dxe? = VT (12.39)

a Frage
folgt sofort s Leiten Sie das Ergebnis (12.41)
_ (2« selbst her. Verwenden Sie dabei
Ny = . (12.40) i : )
m gewinnbringend das beliebte In-
. . . tegral
Fiir den Erwartungswert des Hamiltonoperators mit Wellenfunktionen
dieser Form erhalten wir nach einer recht einfachen Rechnung f‘x’ o2 e \r
xx-e =—.
mw?®  hk 00 2a°

W |Hlyy = < T (12.41)
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Diesen Erwartungswert minimieren wir nun beziiglich des bisher unbe-
kannten Parameters x. Wir setzen also

mw*  h?

+— (12.42)

d N
0= —WIAW) = -5 5+ 7

und schliefen daraus

_mw
S 2h
Eingesetzt in (12.41)) ergibt dieser Wert die bekannte Grundzustandsener-
gie

(12.43)

K

hw ho R
Ep=—2,2_ 1 (12.44)
474 T2

des harmonischen Oszillators.

12.2.3 Semi-klassische Niherung

Die semi-klassische Niherung, nach ihren Urhebern Wenzel, Kramers
und Brillouin auch WKB-Ndherung genannt, ist dann anwendbar, wenn
die de-Broglie-Wellenldnge des betrachteten quantenmechanischen Ob-
jekts gegeniiber solchen Lingenskalen x sehr klein ist, auf denen sich
das Potential in der Schrodingergleichung dndert. Mit dem Ausdruck
(I.23) fiir die de-Broglie-Wellenlinge lautet diese Bedingung

h
Adgg=—<x, (12.45)
p

aus der sofort P
px  px X
:——:—:k >>1 1246
noohh Am (12:46)
folgt: Die Phase einer ebenen Welle mit Wellenvektor & ist dann sehr
grol3.

Statt einer ebenen Welle .
W = e (12.47)

die wir fiir ein konstantes Potential bekdmen, setzen wir fiir beliebige
Potentiale, die allein die Bedingung (12.43)) erfiillen, eine ortsabhingige
Phasenfunktion ®y(x) an,

W = Yoe PN (12.48)

Angewandt auf diese Funktion ergibt die eindimensionale, stationére
Schrodingergleichung
" i

_ q)/l+
2mh( 0

%cpgf) =E-V, (12.49)

denn sowohl die Amplitude ¢ als auch der Phasenfaktor fallen heraus.
Etwas umgeformt lautet diese Gleichung

ih®) — dF = -2m(E - V) . (12.50)
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Da die Niaherung (12.46) bedeutet, dass die Wirkung sehr grof} gegeniiber
h ist, liegt ein Ansatz nahe, der @, in Potenzen von 7 entwickelt,

@) = W+ aW, + O(H?) . (12.51)
Eingesetzt in (12.50) folgt daraus
(W +aW) = (W +hW])’ = -2m(E - V). (12.52)

Lassen wir zunéchst alle Terme hoherer als nullter Ordnung in 7 fallen,
erhalten wir die Gleichung

W?=2m(E-V) = W ==xp, (12.53)

wobei der Impuls p nun vom Ort abhédngt. Die Losung ist

W(x) ==+ fx dx’'p(x") (12.54)

X0
mit beliebigem Anfangspunkt xj.

Die Terme erster Ordnung in 7 aus (12.52]) lauten
i’ -2W'Ww; =0, (12.55)

woraus mit W = +p und W” = +p’ die Gleichung
—— =W (12.56)

fiir die Funktion W, folgt. Sie wird durch
Wi(x) =iln\p+C (12.57)

gelost, wobei C eine Integrationskonstante ist.

Semi-klassische oder WKB-Niherung

Daraus erhalten wir fiir die Phasenfunktion in zweiter Ordnung der
semi-klassischen oder WKB-Ndiherung

Dy(x) = £ fx dx’ p(x') + i ln +/p(x) + hC (12.58)

X0

und damit auch die Wellenfunktion (12.48)).
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Kapitel 13

Streutheorie

13.1 Potenzialstreuung

13.1.1 Streuamplitude

Wir betrachten in diesem abschlieBenden Kapitel noch Streuprozesse,
d.h. wir untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit und wohin ein
einfallender Teilchenstrom gestreut wird, der auf andere Teilchen trifft
und mit diesen wechselwirkt. Die Streuzentren werden als Targets oder
Targetteilchen bezeichnet. Ist 7der einfallende Teilchenstrom, also die
Anzahl der pro Zeit- und Fldcheneinheit einfallenden Teilchen, N die
Anzahl der Targetteilchen und

do
dQ
der differentielle Streuquerschnitt, dann ist die Anzahl dNg derjenigen

Teilchen, die pro Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ2 gestreut werden,
durch

(13.1)

do
dNs = jN — dQ 13.2
s=1J ETo) ( )
definiert. Der totale Streuquerschnitt ist
do
o= | =—=dQ. 13.3
O tot f 10 ( )

Bei der nun folgenden Behandlung von Streuprozessen nehmen wir an,
dass das Wechselwirkungspotential kurzreichweitig ist und deswegen
weit entfernt vom Streuzentrum vernachlidssigt werden kann. Dann kon-
nen sowohl die einfallenden Teilchen anfinglich als auch die gestreuten
oder ausfallenden Teilchen am Ende durch ebene Wellen angenéhert
werden. Wir stellen sie durch die Eigenfunktionen y;(X) der zeitunab-
hdngigen Schrodingergleichung dar

(V2 + OWi(R) = URWi(R) (13.4)

143
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worin das skalierte Potential

UX):= ﬁV()?) (13.5)
auftritt und SmE
o . MLy

k™= = (13.6)

definiert wurde. Die Wellenfunktionen weit vor oder weit hinter dem
Targetteilchen lauten dann

. S S
W(fo,x)=f(2ﬂ)3 b(k) Y (X) (13.7)

zu einem festen Zeitpunkt 7y, oder

R &k o o\ —iE(t—10)/h
v,l/(t,x):f(zﬂ)3b(k)z//k(x)e KEZI)M (13.8)

Den Beitrag gebundener Zustinde konnen wir vernachlédssigen, wenn
das Potential zu grolen Abstinden hin geniigend schnell abfillt.

Die Green’sche Funktion G(%) des Operators V2 + k%, d.h. die Losung
der Gleichung

(V2 + 1) G(®) = 6(F) (13.9)
lautet .
. 1 e1kr
G(xX)=—-—— , (13.10)
i r

wobei r := |¥| ist. Mit ihrer Hilfe konnen wir eine Integralgleichung fiir
die Losungen i, (X) der stationdren Schrodingergleichung angeben.

Lippmann-Schwinger-Gleichung

Die Losungen der stationdren Schrodingergleichung mit skaliertem Po-
tential U() sind durch die Lippmann-Schwinger-Gleichung gegeben,

lﬁk(f)=lﬁo(f)+deyG(f—!?)U(ﬁ)wk(ﬁ), (13.11)

d.h. sie sind die Losungen dieser Integralgleichung.

Weit entfernt vom Streuzentrum konnen wir

k2 - 7|~ ikr - kL =ik R ) . K=k (13.12)
r r
nahern und fiir die Green’sche Funktion
1 . 7
G(X—§) = ——e®kr kD (13.13)
Artr

schreiben. Eingesetzt in die Lippmann-Schwinger-Gleichung (13.11)
ergibt sie

ikr

Ui(®) = (%) — — f Sy U@ @) e ™7 . (13.14)

Artr
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Streuamplitude

Der Integralausdruck in (I3.14) wird als Streuamplitude

- - 1 R 5
FE&R) =7 f Sy U@ n@ e (13.15)

bezeichnet.

Mittels der Streuamplitude konnen die Losungen ¢, der stationédren
Schrodingergleichung durch
ikr

> -

Sk, k) (13.16)

Yi(X) = o +

,
ausgedriickt werden.

13.1.2 Wirkungsquerschnitt

Fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte hatten wir schon in den
Ausdruck

- h = >
J= 5 (Ve —yvy) (13.17)
im
eingefiihrt. Fiir die einfallenden oder gestreuten Wellen fern des Potenti-
als kdnnen wir

Vo, (13.18)
nidhern. Berechnen wir damit die Wahrscheinlichkeitsstromdichte aus
dem gestreuten Teil der Losung (13.16), erhalten wir

hE | f Gk, RP

m r2

j= (13.19)
Der Strom der in Richtung K in das Raumwinkelelement dQ gestreuten
Teilchen ist
X hk, -5
I R prae (13.20)
r m
Wir miissen diesen Wert noch durch die einfallende Stromdichte |ﬁ)|
teilen. Dazu setzen wir einfach ¢, = exp(ik - X), ohne uns um die
Normierung zu kiimmern. Fiir die Stromdichte dieser ebenen Welle

ergibt (13.17) den Wert
> hk
ljol = —, (13.21)
m

womit wir ein einfaches Ergebnis fiir den differentiellen Streuquerschnitt
erhalten.

Wirkungsquerschnitt bei Potentialstreuung

Bei der Potentialstreuung ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
gerade durch das Betragsquadrat der Streuamplitude gegeben,

do > >
10 ~ W& K. (13.22)
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13.1.3 Born’sche Reihe und Born’sche Niherung

Die Lippmann-Schwinger-Gleichung (I3.TT)) legt eine iterative Losung
nahe, die mit einer ebenen Welle als nullter Ndherung beginnen kann.
Die erste Ndherung ist dann

lﬁ,ﬁl)()?)=wo(i’)+fd3yG(f—!7) U@i) o) (13.23)

und gemal der Iterationsvorschrift

YID(R) = go(R) + f Sy GE-H UG @) (13.24)

konnen weitere Glieder dieser sogenannten Born’schen Reihe erzeugt
werden.

Streuamplitude in Born’scher Niherung

In der (ersten) Born’schen Niherung erhalten wir aus (I3.15) die Streu-
amplitude

> - 1 AN
fk,k) = —Efd% U@@) e, (13.25)

die sich damit einfach als proportional zur Fourier-Transformierten des
. . . g =
Potentials erweist, ausgewertet beim Impulsiibertrag q := k — k'.

Bei kugelsymmetrischen Potentialen U(j) = U(y) kénnen wir noch
einen Schritt weitergehen, denn dann ist

1 . 1 1 .
-0 f Sy U@) e = - f y*dy U(y) f dpe™
47 2 Jo -1

* sin(qy)
=- f yPdy U(y) —2
0 qy

1 00
= _gfo ydy U(y) sin(qy) . (13.26)

13.1.4 Elastische Streuung von Elektronen an Atomen

Sei nun das Streupotential durch die Poisson-Gleichung der Elektrostatik
gegeben, wobei ein punktférmiger Kern der Ladung Ze und eine Elek-
tronenhiille mit der Teilchendichte n(¥) gegeben sei. Diese Situation
entspricht also der Streuung an Atomen. Die Poisson-Gleichung fiir das
elektrostatische Potential ¢ lautet

V2 = —4ne (Z6(R) — n(¥)) . (13.27)
Fourier-transformieren wir diese Gleichung, folgt sofort

7$(q) = 4ne(Z - F(Q)) . (13.28)
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wobei der Formfaktor F(§) die Fourier-transformierte Elektronendichte
ist. Die Fourier-transformierte potentielle Energie ist also

_Zm(_~ )_ 8rme?

=27 =327 (Z-F@)) . (13.29)

U(q)
Nun verwenden wir noch, dass aufgrund der Definition des Impulsiiber-
trags ¢ = k — kK’ und wegen k = k’ bei elastischen Streuungen

9
¢ =G> =2K*(1 — cos®) = 4k sin’ > (13.30)

gilt. Fithren wir schlieBlich noch die Energie

R

E= (13.31)

2m
der einfallenden wie der gestreuten Teilchen ein, erhalten wir aus (13.29)

ne?

Estﬁﬂ(Z_F(q_))) . (13.32)

U@q)=-

Elastische Streuung an Atomen

Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir elastische Streuung von
Elektronen an Atomen mit der Ladungszahl Z, deren Elektronenhiillen
den Formfaktor F(g) haben, lautet

2_(e_2)2 (Z-F@)

do|U(@q)
=|—=| = 13.33
‘ 4E)  sin*9/2 ( )

dQ | 4n

Dieses Ergebnis geht in den Rutherford’schen Streuquerschnitt iiber,
wenn die Elektronenhiille vernachlédssigt werden kann und statt der
Elektronen mit Ladung —e Heliumkerne bzw. a-Teilchen mit Ladung 2e
gestreut werden.

13.2 Partialwellenzerlegung

13.2.1 Partialwellenamplitude

Bei der Bewegung in kugelsymmetrischen Potentialen bleibt der Dreh-
impuls erhalten. Dies legt eine Entwicklung der einfallenden ebenso wie
der gestreuten Wellenfunktionen in Kugelflichenfunktionen nahe. Wir
verwenden dafiir ohne weitere Begriindung die Identitét

RIS Z i{2€ + 1) jo(kr)Ps(cos ) , (13.34)
=0
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in der die sphdrischen Besselfunktionen erster Art j,(kr) der Ordnung ¢
und die Legendre-Polynome P,(cos 1) auftreten.

Wir kombinieren nun die sphérischen Besselfunktionen erster und zwei-
ter Art, j, und y,, zu den sphdrischen Hankelfunktionen

he(x) = je(x) +iye(x) (13.35)

schreiben .
Je(x) = 3 (he(x) + hy(x)) (13.36)

und entwickeln entsprechend
ik-% 1 N 4 *
= 2 D i@L+ 1) (helhkr) + hi(kn) Pelcos ®) . (13.37)
=0

Dies hat den folgenden Vorteil: Wie wir in (9.21)) gesehen haben, geht
die radiale Schrodingergleichung innerhalb eines kugelsymmetrischen
Potentialtopfs, d.h. bei V = 0, in die Bessel’sche Differentialgleichung

R/ + =R, -
t r ¢ r

2 (t’(f D k2)Rg -0 (13.38)

tiber. Fernab vom streuenden Potential gilt diese Differentialgleichung
hier aber wieder, denn dort ist das Potential ebenfalls auf vernachlidssig-
bare Werte abgefallen. Ihre Losungen sind die sphérischen Besselfunk-
tionen erster und zweiter Art, die wir linear zu sphirischen Hankelfunk-
tionen kombinieren,

1
Ry(kr) = 3 [hy(kr) + S ((E)he(kr)] . (13.39)

Die Funktion h.(kr) beschreibt eine aus-, die Funktion /;(kr) dagegen
einen einlaufende Wellenfunktion. Der Faktor S ,(E) ist die Partialwel-
lenamplitudeamplitude, die sowohl von der Energie E als auch vom
Drehimpuls ¢ abhingen wird.

Die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit bei elastischen Stof3en verlangt,
dass das Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsstromdichte iiber eine weit
entfernte Kugel vom Radius r verschwindet, weil die Anzahl der einlau-
fenden Teilchen gleich der Anzahl der auslaufenden und der gestreuten
Teilchen sein muss. Dieses Forderung ergibt, dass die Partialwellenam-
plitude den Betrag eins haben muss,

ISUE)*=1. (13.40)

Die Partialwellenamplitude ist also eine unimodulare komplexe Zahl,
die durch die Streuphase 6,(E) € R ausgedriickt werden kann,

S(E) = eXoE) (13.41)
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13.2.2 Streuamplitude

Wird gar nicht gestreut, ist S ((E) = 1 und die radiale Losung der Schro-
dingergleichung fern des Potentials wird zu

1
RY(r) = 5 (helkr) + iy (kr) (13.42)
Der gestreute Anteil der Losung ist also
1
Re(kr) = RO (kr) = 5 (Se(B) = Dhelhr) (13.43)

was mit (13.37) die gestreute Wellenfunktion

(o)

Ys(X) = % Z i'QC + 1) (S (E) = 1) hy(kr)Py(cos ) (13.44)

=0
ergibt.

Weit vom Potential entfernt konnen wir die sphérischen Hankelfunktio-
nen hy(kr) durch ihr asymptotisches Verhalten
eikr )
he(kr) — —e 72 (13.45)
ikr

ersetzen. Fiir die weitere Rechnung ist es niitzlich zu bemerken, dass
) A
e = () = (-i)f (13.46)

ist.
Streuamplitude bei Partialwellenzerlegung

Mit der asymptotischen Ersetzung (13.45)) lautet die gestreute Wellen-
funktion (13.44) in Partialwellenzerlegung

eikr 1 ©
- ﬂ;(2€+1)(Sg(E)—1)Pg(cosﬁ), (13.47)

ws()?) =

woraus wir direkt die Streuamplitude

-

e, ®) = Z(Zf + 1) (S(E) = 1) P(cos ) (13.48)

=0

1
2ik

ablesen konnen.



150 KAPITEL 13. STREUTHEORIE



Index

Aquivalenzklasse,
Ubergangs-Matrixelement, 122
Ubergangsfrequenz,
Ubergangsrate, [128]

bei harmonischer Storung, [129]
Ubergangswahrscheinlichkeit

bei instantaner Storung,

bei plétzlicher Storung, [[27]

Absorption, [130]
Absteigeoperator, [64] [65]
Addition von Operatoren, [I34]
Aharonov-Bohm-Effekt, [T10]
Aufsteigeoperator, [64] [65]
Auswahlregel

fiir magnetische Quantenzah-

len, 93]

Basis, [16]
Bell’sche Ungleichung,
Besetzungszahldarstellung, [63]
Besetzungszahloperator, [65]
Bessel’sche Differentialgleichung,
[T00} [148]
Besselfunktionen
sphirische, [148]
Bohr’sche Postulate, [§]
Bohr’scher Radius, [8] [123]
Bohr’sches Atommodell, [§]
Bohr’sches Korrespondenzprinzip,
vl
Bohr’sches Magneton, [I14]
Boltzmann-Faktor, 4]
Born’sche Niherung, [146]
Born’sche Reihe, [146]
Bosonen, [136]
Bra, [20]

Cauchy-Folge, [16]
Clebsch-Gordan-Koeffizienten, 03
Compton-Wellenlédnge,

Coulomb-Eichung, [TTT]

Darstellung
lineare, [75]
reduzible und irreduzible,
de-Broglie-Wellenlinge, [6]
Dichteoperator, [36]
Dirac-Bild, [4§]
Dirac-Notation, [20]
direkte Summe,
Dirichlet-Randbedingungen, [53|
Dispersionsrelation
fiir elektromagnetische Wellen,
131
Drehimpulsoperator
allgemeine Definition, [83|
klassische Definition,
Dreiecksungleichung, [T5]
Dualraum,
Dualvektor,
Dyson-Reihe, 46|

Eichtransformation
elektrodynamischer Potentiale,
Eigenvektor, 21]
Eigenwert, 21]
Einsoperator,
Einstein-de Haas-Effekt, [114]
Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon,
32
Energie-Eigenzustinde
in erster Ordnung, [123
Energie-Impuls-Beziehung, [5] 9]
Energieeigenwerte
des harmonischen Oszillators,
65
Energieeigenzustinde
des harmonischen Oszillators,
66)

151



152

Energieoperator, [T 1]
Energieverschiebung
in erster Ordnung, [122]
in zweiter Ordnung, [123]
Erzeugende einer Gruppe, [76]

Feinstrukturkonstante, [7]
Fermionen, [136]

Fermis Goldene Regel, [129)
Fock-Raum, [T§]
Formfaktor, [147]

Gemisch, [36]
gemischte Zustinde, [36]
Generator
eines unitidren Operators,
Generatoren einer Gruppe, [76]
Gleichverteilungssatz, [3]
Gram-Schmidt-Verfahren, [T6]
Grundzustand
des harmonischen Oszillators,
(651 [66]
Grundzustandsenergie
des harmonischen Oszillators,
65
Gruppe, [73]
allgemeine lineare, [75]
Darstellung, [75]
diskrete oder kontinuierliche,
(74
spezielle orthogonale, [74]
spezielle unitire,
symmetrische, [[35]
Gruppenaxiome, [74]

Hamilton’sches Prinzip, [68]
Hamilton-Operator

des freien Teilchens, [T1]
Hamiltonoperator

Darstellung, [54]

des harmonischen Oszillators,

64]

fiir zwei Teilchen, [97]

Faktorisierung, 03|

im elektromagnetischen Feld,

Hankelfunktionen
sphirische, [148]

INDEX

harmonischer Oszillator, [63]
Hauptquantenzahl

im Wasserstoffatom, [T04]
Heisenberg-Bild,
Heisenberg-Gleichung, 7]
Hermite-Polynome, [66]
Hilbertraum, [16]
Hohlraumstrahlung, 2]
Homomorphismus,
Huygens’sches Prinzip, [[3|

Impuls

kinetischer, [109]
Impulsoperator, [TT] 53]
Integrabilititsbedingung, [I01]
Isomorphismus, [73]

Jacobi-Identitét, [20]

Korper, [14]
kartesisches Produkt, [T7]
Ket, 20]
Kommutator, [T9]
von Generatoren, [78|
zwischen Orts- und Impulsope-
rator, 53
Kopenhagener Deutung, [26]
Korrespondenzprinzip, [T1]
Kugelflichenfunktionen, 90} [T00]

Lagrangefunktion, [70]
Laguerre’sche Differentialgleichung,
105

Landé-Faktor, [T13]
Landau-Niveaus, 113
Landau-Orbitale, [T13]
Larmorfrequenz, [117]
Legendre-Polynome, [00] [T4§]
Leiteroperatoren, [86]
Lichtquantenhypothese, 4]
Lie-Algebra, [7§]

des Drehimpulsoperators, [853]
Lie-Gruppen,
Lippmann-Schwinger-Gleichung, [I44]
Lokalitit, [33]
Lorentz-Faktor, [107]

magnetischer Fluss, [TT0]
Materiewellen, [6]



INDEX

Matrix-Exponentialfunktion, 4]
Mehrteilchensystem, [133]

Messung, [29]

Neumann-Randbedingungen, [55]
Noether-Theorem, [81]
Noether-Theoreme,

Norm, [13]

Observablen, 27]
vertriigliche, [32]
Operator
adjungierter, [21]
beschrinkter, [19]
Darstellung, [T9]
hermitescher, 22]
linearer, [[9]
selbstadjungierter, [22]
unitirer, 24]
Orthonormalbasis, [17]
Ortsdarstellung, [52]
Ortsoperator, [53]

Paritit, [81]

gerade und ungerade, [8T]
Partialwellenamplitude, 14§
Pauli-Matrizen, 33| [76} [116]
Pauli-Verbot, [137]
Permutation, [133]
Pfadintegral, [68]
Phasenraum, [13]
Phasenverschiebung

bei der Reflexion, 59|
Plancherel’sche Formel, [10} [52]
Planck’sches Strahlungsgesetz, [3]
Planck’sches Wirkungsquantum, E|
Potential

effektives, [100]
Potentialstufe, [56]
Potentialtopf, [61]
Poynting-Vektor, [[31]
Pri-Hilbertraum, [T3]
Projektor, [20]

quadratintegrable Funktionen, [51]
Quantenzahl

magnetische, [36]
Quantisierungsregel, [7]

153

Rabi-Frequenz, 43]

Rabi-Oszillationen, [43]

Rang einer Matrix, [1§]

Rayleigh-Ritz-Prinzip, 139

Realitit, [33]

Reflexion an einer Potentialstufe,
D8

Rutherford’scher Streuquerschnitt,

147
Rydberg-Energie, [§]

S-Matrix, 48]
Schrodinger-Bild, 36|
Schrédinger-Gleichung

freie, [10]
Schrodingergleichung, [2§]

fiir Zeitentwicklungsoperator,

41l

in dimensionsloser Form, [T03]

in Matrixform,

zeitunabhingige, [54]
Schrodingers Katze, 30|
Schwarz’sche Ungleichung, T3]
Schwerpunktskoordinate, O8]
semi-klassische Ndherung, [140]
Skalarprodukt, [14]
Slater-Determinante, [I38]
Spektralprojektor, 23]
Spektralzerlegung, 24]
Spiegelung

raumliche, [8T]
Spin, [TT3]
Spin-Bahn-Kopplung, [TT§]
Spin-Statistik-Theorem, [[37]
Spinor, [116]
Spinor-Wellenfunktion, [T17]
Spinprizession, [I17]
Storoperator

Diagonalisierung, [124]
Storung

des Hamiltonoperators, @
Stark-Effekt

linearer, [123]
Stern-Gerlach-Versuch, [114]
stimulierte Emission, [130]
Strahlungsiibergénge, [[30]
Strahlungsformel



154 INDEX

Rayleigh-Jeans’sche, 3] eines freien Teilchens, [107]

Wien’sche, 4] im elektromagnetischen Feld,
Streuamplitude, [143] 108!

bei Partialwellenzerlegung,[149] Wirkungsquerschnitt
Streumatrix, 48] bei elastischer Streuung an Ato-
Streuoperator, @ men, @]
Streuphase, @ bei Potentialstreuung, @]
Streuprozesse, [[43] WKB-Niherung, [140)
Streuquerschnitt Wronski-Determinante, [53]

differentieller, [143)
Strukturkonstanten, [7§] Zeeman-Effekt, [[13]

Superladung, 03] Zeitentwicklungsoperator, [39] [67]
i zugeordnete Laguerre-Polynome, [T05]

Superpositionsprinzip,
perb P P59 zugeordnete Legendre-Funktionen,

Supersymmetrie, [04]

Symmetrie, [73]
in der Quantenmechanik, [79] Zustand '
quantenmechanischer, @]
Target, [T43] Zyklotronfrequenz, [112]

Tensorprodukt, [T§]

Transmission in eine Potentialstufe,
D8l

Tunneleffekt, [61]

Ultraviolettkatastrophe, 3]
Unbestimmtheitsrelation, 32]
Unschirferelation
Heisenberg’sche, [10]
Ununterscheidbarkeit von Teilchen,
1351

Variationsverfahren, [[38]
Vektorraum, [14]

verborgener Parameter, 34]
Verschrinkung, [T§]
Viererpotential, [T0§]
Viererstromdichte, [108§]
Virialsatz, [126]
von-Neumann-Gleichung, @

Wahrscheinlichkeitsdichte, [T0]

Wahrscheinlichkeitsinterpretation, 2§]

Wahrscheinlichkeitsstromdichte, [12]
Quellenfreiheit, [59

Wechselwirkungsbild, 48]

Wellenfunktion, [8] [5T]

Wellenpaket, [9)

Wirkung, [70]



	Einführung und Wellenmechanik
	Anfänge und Motivation
	Physik am Ende des 19. Jahrhunderts
	Hohlraumstrahlung
	Lichtquantenhypothese und Planck'sches Strahlungsgesetz
	Interferenz und Materiewellen
	Quantisierungsregel von Bohr und Sommerfeld

	Grundlagen der Wellenmechanik
	Unbestimmtheit und Wahrscheinlichkeit
	Schrödinger-Gleichung und Korrespondenz
	Erhaltung der Wahrscheinlichkeit


	Formaler Aufbau
	Hilberträume und Operatoren
	Vektorräume, Norm und Skalarprodukt
	Hilberträume
	Direkte Summe, Tensorprodukt und Verschränkung
	Lineare Operatoren, Darstellung und Kommutatoreigenschaften

	Spezielle Operatoren
	Dirac-Notation
	Adjungierte und Hermite'sche Operatoren
	Spektralzerlegung
	Inverse und unitäre Operatoren


	Observablen und Zustände
	Die Kopenhagener Interpretation
	Zustände, Observablen und Messwerte
	Wahrscheinlichkeiten, Zeitentwicklung und Messprozess
	Schrödingers Katze, Kollaps der Wellenfunktion
	Unbestimmtheitsrelationen

	Unbestimmtheit und Vollständigkeit
	Vollständigkeit der Quantenmechanik
	Bell'sche Ungleichung
	Alternative Interpretationen
	Gemischte Zustände


	Zeitentwicklung
	Systeme mit wenigen Zuständen
	Zeitentwicklungsoperator
	Entwicklung in der Energiedarstellung
	Rabi-Oszillationen
	Zeitabhängige Störungen

	Bilder der Quantenmechanik
	Dyson-Reihe für den Zeitentwicklungsoperator
	Schrödinger- und Heisenberg-Bilder
	Dirac-Bild und Streumatrix
	Zeitentwicklung von Gemischen


	Einfache Quantensysteme (I)
	Wellenfunktionen und Operatoren
	Wellenfunktionen
	Darstellungen des Orts- und Impulsoperators
	Die zeitunabhängige Schrödingergleichung

	Eindimensionale Systeme mit Potentialstufen
	Allgemeine Eigenschaften eindimensionaler Wellenfunktionen
	Sprungstellen im Potential
	Reflexion und Transmission an einer Potentialstufe
	Potentialschwelle und Tunneleffekt
	Potentialtopf


	Einfache Quantensysteme (II)
	Harmonischer Oszillator
	Auf- und Absteigeoperatoren
	Besetzungszahldarstellung
	Eigenfunktionen
	Unschärfe und Nullpunktsenergie

	Pfadintegral
	Propagation und Zeitentwicklungsoperator
	Pfadintegral in diskreter Form
	Pfadintegral in kontinuierlicher Form
	Pfadintegral für den harmonischen Oszillator


	Symmetrie (I)
	Kontinuierliche Symmetrien und Lie-Gruppen
	Gruppen
	Darstellungen
	Lie-Gruppen und Generatoren

	Symmetrie und Erhaltungsgrößen
	Noether-Theorem
	Parität
	Translation


	Symmetrie (II)
	Drehungen und Drehimpulsoperator
	Räumliche Drehungen
	Drehimpulsoperatoren
	Leiteroperatoren
	Eigenwertspektrum

	Darstellung des Drehimpulses; Supersymmetrie
	Eigenfunktionen im Ortsraum
	Eigenschaften der Kugelflächenfunktionen
	Addition von Drehimpulsen
	Supersymmetrie


	Das Wasserstoffatom
	Bewegung im kugelsymmetrischen Potential
	Zweiteilchensystem
	Abspaltung der Relativbewegegung
	Kugelsymmetrische Potentiale
	Radiale Schrödingergleichung

	Radiale Eigenfunktionen
	Verhalten an den Rändern
	Schrödingergleichung in dimensionsloser Form
	Radiale Eigenfunktionen für gebundene Zustände
	Algebraische Lösung


	Elektromagnetische Felder und Spin
	Teilchen in Feldern
	Hamiltonoperator in elektromagnetischen Feldern
	Aharonov-Bohm-Effekt
	Geladene Teilchen im homogenen Magnetfeld
	Zeeman-Effekt

	Spin
	Experimente zum Spin
	Mathematische Darstellung
	Elektronenzustände im Ortsraum
	Spin-Bahn-Kopplung


	Störungstheorie
	Zeitunabhängige Störungen
	Energieverschiebung in erster Ordnung
	Verschiebung von Zuständen
	Entartete Zustände
	Virialsatz

	Zeitabhängige Störungen
	Plötzliche Störungen
	Zeitentwicklung gestörter Zustände
	Fermis Goldene Regel
	Periodische Störungen und Strahlungsübergänge


	Mehrteilchensysteme
	Fermionen und Bosonen
	Hilbertraum für Mehrteilchensysteme
	Hamilton-Operator
	Fermionen und Bosonen
	Spin und Statistik

	Behandlung von Mehrteilchensystemen
	Variationsverfahren
	Anwendung auf den harmonischen Oszillator
	Semi-klassische Näherung


	Streutheorie
	Potenzialstreuung
	Streuamplitude
	Wirkungsquerschnitt
	Born'sche Reihe und Born'sche Näherung
	Elastische Streuung von Elektronen an Atomen

	Partialwellenzerlegung
	Partialwellenamplitude
	Streuamplitude



