
Hohere Analysis

Prof. Dr . BANAGL

WS 2015/16



*0/15-1 THEM EN DER VORLESUNG

1) Maftheorie ,

Lebesgue
- Integral De

2) L''
- Roiume Funklionen  in Menge  zsfassen + lutyriwbarkeitsbedingungen ,

K bidet Hilbert raum } bwikhnamten

3) Fourier transformation + Reihen
; tbstraktetheorie

4) Abstrakk Mannigfaltigkeikn , Differential for  men beliebigen Grades
, Aug .

Satt  von Stokes } ]9nMr
Kreis 0in R3 oder als Knoten CD

MAPTHEORIE

Motivation : Warnmbenotigen wiremen  allgemeineren Integral begritf ?

Das Riemann - Integral verhailt  sick Sehr  Schlecht  unter Grentiibergoingen

Isp : Qn [0,1 ] = { q , qz , a } ,
:}

. Def fn ( x ) :-#
,  

Yo€ns¥" " 9 " }
,

xe 6.1 ]
, fu :[ 0,1 ] - IR

.

Die Folge (f) ist  mono ton

waohsehd , fu Efnt ,
th

, ngnuiforrgp
,

beschroinkt
, Otfnkl ± 1 Hnttx

. fn hat  n Unskkgkeitsstelbn und ist

Dahn R - integrierbav . king fu  =  xa.co , , ,

"

Chara kteristische Funktion  von Qnl 0,13
"

.

Xano
,

, ] K ) :={ f ;
 
xx§aQ want R - inkgrierbar . Folge von R - int

. Fklu , mono ton  + unit .
beschr

, u . trdt
ist Gventwert  nut R - int .

Dieses Problem wind durch die Lebesguesche Integration stheoriebehoben .

Wavum Maptheovie ? Map µ . ACXTeilmenge  1- µ THE"}o,+x] "

Lange
"  "

Fleche
"  " Vdumen "

Seif :X - Reine Fkt
, fao . ff dµ := µ({1×19 ) EXHR / Ot y±fW } ) nut leer data  immuzo ^¥%|

,

Notation : IT 
÷ Rufx ,

to } IR wit 2 Eumentenmsiitzliu xer : - x  < ×< +  x

A 4R
.  sup (A) :={stuff ER iwenn A  nacho ben beschr .  is

,  sonst
^

A  4Th und to  EA
,

dann sup (A) :=  to
.

( Analog for  inf (A) ER )

!3
. " him  ' " P

:X ^

him sup  xn ÷  innffnynpxu ) mit (×Dn=o
, , ,z .

.tk x:
>:X zhim inf  Xu ÷ sup ( imhfk) "

Xu . .
. liminf

Algebra isdn Operation :
 as ) tax ) :=+x ( x)+tx ) := - x

× + ( tx ) :=  to × it - x ) :=
- x

( to ) +  x :-.  tx fx ) +  x :-. - x ( Wiv def .
 want ( tx ) tfx ) ! )

Ex ) .  Ex ) ÷  +  x tx ) . ( tx ) = - x

C- x ) . fxl =  to frx . txl = - x

* . " .*÷fEi×xx¥o iiwhiitiaartaenexouoamin '±
.

'



MESSBARE MENGEN

Sci X line Menge  und Heine Familie  von Teilmengen von X
.

1¥ :# heft o - Algebra  auf X
, wenn gilt : I .  0 ,

X € H

2
.

At *  ⇒ [ (A) EH  unit ECA ) := X - A
" Komplement

"

1.3
. Ian)n=o .ir .

a ¥  ⇒ µ An € ¥  ABIEVereingungen
⇒ daher Sigma

"

o
"

But : De Morgan ECUAD = he HD
} an  ← *  ⇒ In An  e *  niathtuuuinmltnyinnuiunttwuiu

EH An ) = UECAN )

Bst :  • ¥={ 0, X } ist  eine o - Algebra
• ¥  =P ( X ) Polentmenge  and line  o - Alg . gropte  o - A de an Teilmengendrin  Sind

• find ¥ , und Hz  o - Algebra  auf X ,
dann  ist  and H

,  nkz anchor - Hg gilt  and fir bel . Duvchschwlte

• Sci A  ±  8 eine bel
. Familia  von Tetmengen von X

.

* ( A):D { H  o - Algebren auf X / Hoa } ist  line
( ? ) -

A  isto - a o - Alg . ,
HCA ) st

.

Hlt ) ist die Klein Ste  o - Alg .
die tiuthilt .

+01
⇒*#=t

* (A) ist
' '

die  von A  eruugteo - Algebra
"

• Sci X=R
,

A :={ ate opener Intervale ( a ,
b) CIR } selbst  now Kiner - Alg

B ÷ HIA ) heft die Borel - Algebra  auf R von  opener Interlaken erungteo - Algebra

fei Heine  o - Ag .

X
.

Die Hengen At ¥  hennen  wir  mess bar Und ( X
,

# ) heft  mess barer Raum
.

- iyengeytuoee
11611011¥ on (X , k ) ttlmntn

, ¢tX immu in  o - Mg

• 1 PR
, th Borel - At .

,
a 16 opener Intervale soller messbau  Sein ( minimal Anfovderung )

UZ Iulervalle timmer Interval ( 43 wenn disjunkt )⇒ time o - Ay .

e st
. Fkt sdku messbav seen

Erweiterk Borel Algebra D : Xtr
.

Wenn ACR : A+x :=Au{ tax

A- x :=Au{ - x}
A±x :=Au to ,+x }

5÷{ A
, A

- x ,
Aix , A±x / AEB } ist  line  o - Algebra ( R

,
5)

1¥ : Sei ( X
, A ) ein  mess barer Raum

.
 Ein Funk lion f :X - R heft ( Htmessbar

,
wenn H de IR :

{ xtX Ifk >  a } e *

÷( d
,

tx )



Bent : f
' '

1 a ,+x ) EH # f-
'

to , D c- * ⇐ ' f- '

[ x
,

to ) ← It # f- ' tx
,

d) EH jetta

in→k€uPdgyT@Kompkmente

f-
'

En , to ) =§F'K - ÷
,

to ) EH  is

*-

BT: • Konstauk Fkten sindmessbav : fix )=c txtx
.

 a  ER :  con :{ xlf } >x } =0£¥
.

/

( k :{ xlfansx } =X€K
.

/

• Chavaktevislische Funkkoneu : ACX .  xak ) :={ f ' ,×x¥EA
.

~  also A  Wessbav

Beh : 1st Aek
,

dann  ist  xa  mess bar :  XI
'

K
,  tx ) t { 0 , A , X } c H

• Seif : IR - IR stetig .
Dann  ist f Borel - mess bar

. •
f

Bet : f
'  '

( d , to ) = ¥ ( an ,
bn) st Fkt  sind immer  mess bar

& - ifit""
" ' "

'

more li- B 1

- - a gf  st  ⇒  open EB gnat  unbediytstetig
• Seif : R - R monoton ,  213 mon .

 wachsehd
. f- ' ( 2

,
tx ) ist  von der Form ( a

,
to )odu[a€

net #

Lemma Seien fig :X - IR mess bar
,

CEIR
.

Dann  Sind of , f2 , ftg , fg , Ifl and messbar .

But :  on  Cf : Winn  o_O ⇒  cf=O konst ✓

Winn co :{ xlcfk ) >x}={ × / fix ) >E}E¥ also messbar / C < o analog .

• f2 : &< o :{ × If  2k ) > &}=X£¥€¥_ fair . qua c- ¥ de o - AG .

xzo :{ xl f4× ) >x}={ xlfcx ) >R } u{ xlfk ) < A }
• fig : f ( × )  + g(×) sx

.

E := FIX ) +91×1 - a > 0
.

Ire Q : 0 < fix ) - v  < {.⇒f@  und - r  < glx ) - a

ten -746  Sv  e  # ⇒  US .  EX

also gk§
.

HREQ  sehe Sr :={ xlfcx ) >r } n { xlgcx) >  or } ⇒ Wirhben geuigt :

{ xlfx ) tgk ) sx }= ¥ Sv e )t abtoihlbav !

• fig itfftg)2 - f-g)if Klar dnnh Bew 1-3 /

• IFI : d< 0 :{ xtfix)bx } EH /
d >0 :{ ×/ If ,N1>x}={ xl fix ) >  a } U { × 1 fkk - a } /

Notation : f : X - R
. f+(x)÷ma×{ fix)

,
o } ¥4

"

positive Tel von f "

f- ( x ) :=max{ - fix )
,

O } -~~±
,

"

negative Tel "

⇒ f+ , f- 20
. f- f+ - f. ,

If I =f+ + f.
.

1st f  mess bar
,

dann  anch f+ : f+=÷ ( f++f+ ) =t ( f  +4+1FI #. )= Is ( ft IFI ) meyfgbjnaaaf
'

'

Ahnlilh ist f-  mess bar
.

Es gilt  also : f  ist  mess bar  # f+  und f- beidemessbar
.



Wirwweitevn den Begriff der Messbarkeit auf Fklen  wit Wuten  in IT :

Det : f :X - R kept  mess bar
, Wehn tack :{ xlfcx ) >  x } £ *

.
M ( × ,

It )÷{ f :X - Alf  messbav } .

Bet : f- '
C +x)=[d{xF¥x)>nT EH . Analog f- ' to ) immermessbar

.

triforium : f :X - I3
.

f mess bar  ' ⇒ f
"

fx )
, f-

' HD Ek  und fo :X - R messbar  sind
,

wobei fox ) :c { %
,

' FYH[±±F
.

Davausfolgttusamwen mit dem lemma : FEMCX , )t ) ⇒  Cif , f2 , If I
, f+

,
f- EM ( X ,¥ )

.

fig EMCX
, * )

.

Dann  ist ftg wlht  wohldefiwert  auf der Menge

{ xlfcx ) =+x
, gcx ) = - x } u { xlfk ) .

. - x
, gk )=+x } = : E

Defiwwen  wir Hg) ( x ) :={fl "0+9" '

,

' ,×I¥E
.

Dann gilt fig EM ( X ,H
. fig folgt  spoiler ,

Lemma : Sei ( fu ) CM ( X ,¥ ) line Fktenfolge .

Wiv  Seher fk ) :=  innffnk )

Fcx) :=  snup fnk )

f*( × ) :  = liminf fn ( × )

F*W÷ limns up fnk )

Dann gilt : f , F
, f* ,

F* £ M ( X ,K )
.

But :{ xl ftp.t } =D
,

{ xlfuk ) zx }
.

at
.

{ xlfk ) >  a } = Bl
,

{ xlfuk ) >  x } tk
.

÷da ate fnt )t

f*=  sunplimnnffmk ) ) ⇒ f* e It F* analog .

Korollav :Konvevgiert die Folge ( f ) ( MCX ,H ) gegenf , dann  ist f  e Mk ,H )
.

Bee : Elena Etimnsupfn.

- f

. . . . .
- . . . . .

⇒ fnsird mess bar
.

truck in fig :  non , . .  if an - µxn's,¥fxg¥fn [¥hpq umfn=f

"

Ahnlim 9mi
fn .

gmfag = kingin fig They fig
Tba mess bar W -

mess b. mess b.
← ←

Kor . Kor .

*011¥ a - abiehlbare Vereiniguryen , f :X - a mess bar  wenn F ' ( x , +  D EH

fatt : Approximation durch mess bare Treppenfuuktionen

Seif  c- MCXH ) , f  20 Kine grope  Einschiaukury de wir f+  u . f-  extra hieren Kohnen ( beside nutmeg . )

Dann 7 Folge Lyn) < M ( X
,
K )

, ynzo  mit : 1
. Yn  wmmt endlich vide Wente  an ( ' '

Treppenfunktion
" )

2
. Yu E Yn+ ,

ttn

3
.

him Yu  = f
n→x



'

htaixxj.it#fDI!tMHt*hx=x..x.oxY
"

"→%*.EE .EE ⇒a£m* ,

yz : Xo :=f
' ' [ 0

,
k

, )
.

: fly
,

2/4 ) ,
xek

:

l " 4:34)| Xxigftutiux
.

Yaks

:=¥hQy,×j×,

⇒ yztnlx 'H

Xp : '

' f- ' [ 74
,

2) , xt Xo

X , :=f
" [ 2

,
tx )

43 . .
. usw jedes Mol halls so grope Interval 6 → endl

.  vile Wuk ; jedes Mal doppelt  so  vile

Dann gilt 1.
,

2.
,

3
.

ftp.?YIet9LtmkdpTmekbI.nwYnYYown!iTkre.#wntais.uautuaginormuontmssbarff

MAPE

Det : Sei ( X , H ) ein  mess barer Raum
.

Ein Map auf It  ist vine Funk lion µ
: K - IT

, so class gilt :

1.MG/)=o
2

. µ ( E ) 20 HEEK

abbiHbs-1@ktCEDn-s.a.ckeinedisjunkleFo1geCd.h

Ehn Em=0 Hntm )
,

dam MFI En ) = § µ (E)
addikv

Bed : Wenn [ µ ( En ) =  to
,

dann In : µ I En ) =  to  ode die  unendliche Reihe [ MIEN) divergent .

Gabe  es llberlappurg #Worde vechts die title doppelt gevihlt , links  want }

Det :

µ kept endlich
,

Winn µ le ) < to HEEH

1¥ :

µ heft  o - endlich
,

wenn HE )cH
, ×=¥o Eu  und µ , en , < + > -

i.iii@k5IoeyKawnY9EdaauaxBsp_Qki-PlHPotentmenge.peXfest.net

: =/fifttx. .[

ist  ein Map , das  sog . Diracmaf komentriert  im Punkt p . µ ist  endlich
.
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������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ2���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ XN
,

K =P ( w )
. µ (E) :-. ftardxle';gtjnend ' thunder  Element  in E

µ ist  ein  o - end likes Map ,
das Sog .

"

Abvihlmap
"

. µ ist  want ehdli:
Till ;  a.be R

Bent : XIR
,

H=B Borel - Ahg .

Wir  Werder spoiler when
, dass F ! Map X  auf B mit X( ( a ,b) ) = lb - al

.

X kept Lebesguemap .



lemma 1 Sci µ ein Map auf )t
, EFEK ,

ECF
.

Dann gilt µ LE ) e µ (F) und Wehn µ LE ) < to
, dann

µ ( F - E) =µ ( F) - µlE )
. zo

-
Bet : F= Eu ( F - E)

. #M(F) =µ (E) tm ( F - E) . Wenn µ ( El < x
, dann darf  man µ le ) auf beiden

Seitensubtrahieren
.

Lemma 2 ���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ1���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ Ec Er < Es <
...

< En EH ttn
. Dann µ ( IE ) = king µ Leh

���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ2���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ X > ETFZ ?
. .

> Fn  E ¥ , µ ( El < °
. Dann µ ( §Fn ) = him µ ( Fn ) demit

y wanna 1

Bend D An := E.
,

An := En - En . , ,
h22

.
€#A  ist die  Different ftuhechstfir µ ( Eu ) < txtn] : anwendu

x
Kohnen

¥
,

En = ¥
,

An
. MIUEN ) =

µ ( wan ) E I plan) Thing I plan) En '

hjm § ( , KD -

µ C En . , ))
Teteskopujm

µ ( Em )

Wenn In : µ ( En ) =+x
,

dann µ ( Ven ) =  +  x  =Umµ LED

���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ2���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ

Folgt  aus ���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ1���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ mit En  = E - Fn ( En  aufskigend ) .
than  what µ 1 E ) - him µ ( Fn ) .

-

µ ( Fn ) - µ(§
,

FD

µ (E) < x  ⇒ limpule) =p ( AE )

Det : Ein Mapraum  ist  ein Tripe ( X ,*,µ )
,

Wobei ( X ,K ) ein  mess barer Raum ist  und µ :# ' e ein Map
auf ¥

Spvechweisen : Wir  Sagen line Aussage A gilt µ - fast  iiberall
, wenn IN EH

, µ IN )=0 ( "

Nullmenge " )
, so das

A for  ah XEX - N gilt .

VB : fig :X - TR
. fig µ - f.  ii .

 #  7N€¥,µH=O , flx )=gk ) Hx  EX - N

emergehit  vevsohwindendem Map
fn  * f µ

- f. ii. ,
Wehn FNEH , µ ( N )=o

, fn ( × ) ¥ fix ) HXEX - N
.

Eruugk Nape
lgampkmenuy-

XHR
. F :={ emdl . Vereinguryen von Interval lender Form ( a ,b] ,

to ,b] ,
( a ,+x )

,
C- x

,
to ) }

b- a
, I = ( a ,b]

, a ,b  ER
,

a< b
Wir def .

 auf F die lingenfkt l :  F- R : llt )÷|¥Fg; ¥t÷ya%b.} For I . ¥,
I

; ,
HI ) :#,elI ;) .

( - x
,

to )
unehdl .

Frage : Ist ( IR ,F , e ) ein Mepraum ? Nein
, denn Fist keineo . Ay ,

! Niort  abg .  unlerabvihlb.

Veres  Nguyen

DEI : X line Menge ,
ACPW

. A hept Algebra , wenn 1
. ¢, x€a µdisjwnkle Mergen - Vwein

. .5

ohneo
' Utx

,
b- In )

2
. Ee d ⇒ X - E  e if =ab  iwird  aber  web  ⇒ fx , b)

3
.

En
, : . En  EA =) En v.

. .
 u En  e A

±  EF

BT : Fist  line Algebra .



*10/15-1 lenes Mal : Algebra F , Langenfkt lit - R

1¥ : Sei A line Algebra .
Ein Map auf A ist  line Flat µ : A - IT

,
Sd

I. µ1¥
. µ le ) 20

3
. Wenn (ED Heine disjuukk Folgeist  mit #Ene A

,
dann gilt : µ ( LIED=§

, µ LED

Hitfssatt : Sei ( En ) < A hit U En  ed ⇒ µ ( UE ) E §Men )
"

Subaddilivitoit "

fatt : list  ein Map auf  F .

Bed : 1 .  u .

2
.

Klar

3
. Es genii gt  A fur I= ¥? I ; ,

I ,Ij  e{ ( aid
,

to ,
b)

, ( a
, tx )

, to ,
to ) } .

Wivbehandeln  nuv den

Tal ' I  = ( a ,b] ,
Rest : ltbung .

( a ,
b ] = ¥,

( a ; ,
b ;]

• l ( ails ] 2
,Ella; ,bD : Durch Umindivieren :  Ata , < b. Ear < bz±

.
Eau  < bn Eb

.

n  n

l ( a ,b] = b- a 2 §,

( bj - a ;) ;§e ( aj , bj ] .
 n bel

,
n - x : lcaib ]2§l ( aj , b ;]

• l ( a ,b]E§l ( a ; ,
b ;] : sci E >  o .

Wake ej >  omit §?Ej< E
.

Fjo :  Ajo
- a  < 9÷ .

Umihdirierin jo=1 .
 a .

- a < ¥ .
In :'-( an - EE

,
b. + E) ⇒  a  EI ,

j
 22 :  I ; :( aj , bj  tej ) = > [a , D < µ Ij .

{ I ; }
;

 ist  line  opera Ulberdeckung des kompaktn Intervals
Umipndiriwen falls  notig

[ a ,b] .
 ⇒ Fm :[ a ,b] CI .

v.
. .

 u In
.

b- a e ( bm  ten ) - ( a. - £÷ ) E ( b
.

+ E) - ( an - ¥ ) + ,{ (bjtej - a ;)
-

= ( b
.

- an ) te , +5€ ( ( bj . a ;) +  E; ) = § ( b;
-

aj ) + [ E ;
 ± ;§ ( bj - a ;) + E

.

Da  e bel
.

 ⇒ l ( a , b ] = b- a ±j€ l (a ; ,
b ;] D

Sei X eine Menge ,
A line Algebra auf X , µ er Map auf A

.

Wiv  woken A Weiner o - kg .
A

*
er  western

,

sd A Cit 't
and µ sick in  einem Map µ*  auf A*

fortsehen6isst.Def_iSeiBcXbel.w@lBHinfHhMtEnHlEnkA.Bc¥ En } 13 von Ahn  approx imieren duck Hengen aufdenen
want in Map r Schon  wklirt  ist

addiliv ! than  nennt µ* (B) des  oiufere Map von B
,

obwohl µ* : PW - IT gar ken hap Sein  muss
.

Eigensdaften : µ* ( ¢ ) = O
. µ* (B) 20 FB

.
Wenn A  43 ⇒ µ* (A) ± µ* ( B)

lemma : IO Wenn Bed
,

dann µ* (B) =µ ( B )

# Subaddihvitat : ( En )
,

Eu ox
,

denn µ* ( Itu ) E §
, µ* ten )

Beg # • Belt . Ez :=B , Ez :=¢ , Es :=  ¢ , ...
 ⇒ 1 Eu ) < A

, BE Ven
.µ*(B#§µlEn ) =µ ( B) the0 ) +µ( ¢ ) +

...

p•
Nun  zu µ (B) a- µ* (B) : Geg ( En ) ( A ,

Bc Ven
.

'MLBI
¥9695 B=

UIETFB
)

. Hitfssatz  ⇒µ (B) a- IM leu  NB ) e§µ ( En ) ⇒µ(B)#*CB ) -

? MB " MTB'

# En  CX
.

00
. F En ,k  ed

,
En C #,

En ,k
: §?µ ( En ,k ) - µ* ( En ) EEE .

×

µ* ( # Eu ) E€€
, µ Lenk ) ±§µ*(Enyte .

e bel ⇒ µ* ( Ven )

±¥
, µ* ( En ) D

÷* L En ) + EE



Wir  Verwenden µ* um  line geeignete O - Ay .

A *
in finders , auf der µ*  abz .

additiv  ist :

1¥ : ( Caratheodory )

ECX kept µ* - mess bar
, Winn HACX bel : µ* (A) =µ* lane ) +µ* ( A - E)

Sci A 't die Fannie akev µ* - messbaven Mergen .

Erweiterungssatz  von Carathiodory
Sei X line Menge , A eine Algebra auf X und µ ein Map auf A

. Dann  ist die Families At der

µ* - messbaren Mergen  line  or - Ay . ,
A a it 't and µ*  ein Map auf A*

.

But :*  ¥eA*: AEX
.µ*cH=Efao%)±E*lA÷§)

✓

Xtitxt : µ*lA)=µ*h¥y) + µ* CA - × ) ✓
= A - E A  ne

=o - -
• A* ist  abg .

 untev Komplementbildung : Sei E µ* - mess bar
. µ*( An ( X - Ent µ* ( A - ( × - E)) =µ⇐ (A) ✓

• A 't

istabg .  unter Bildnng von eudl
. Duvuhschwlten : EE µ* - mess bar

,
ACX bel

.µ*(A) = µ* ( Ant+ µ* ( A - F) = µ*( Atne ) tµ* ( ( Anf ) - E ) + µ* ( A - F)

| =µ* (BHF) + µ* (Bt
µ*la ) ± µ* ( An E± ) + µ*HI¥t )

: = B

⇒ Wiv Laber geuigt : A 't ist  line Algebra .

*10115-1 X Menge ,
A Ay auf X

, µ ein Map auf A
.

Bain Peres Map : BCX bel
.

,
wants  in tun  mit A !

, µ* (B) : - inf { { µ lentEn EA
,

Bc ¥En}
↳  abz .

 subadditiv

• ECX heft µ* - mess bar
, wenn HACX : µ* (A) =µ*( An E) + µ* la - E)

on A*i={ ate µ* - mess bare Mergen c X }

SATZ : Erweitevungssatz A * ist  ein  o - Ay . , Aca 't
,

und µ*  ist  ein Map auf A*

Bed

:B
Wivhben  Schon geuigt : A * ist  nine Algebra .

Wir
uigen jetzt : µ* ist droll. ) additiv  auf A 't

.

EiFF¥nieF£ar, en  ex
.

AEIX
. µ*lAn#⇒=fuEfTfftp.tyneftmjx.kaffenyfh#@0e

For A :=X ⇒ µ* ( Eu  F) =µ* 1 E) tµ* (F) OF

•
Wiruigen simullan

,
dass A 't

eine  o - Ahg .  ist  u .
doss µ*  abiehlbar additiv  auf As fl;

Seien En  CA
*

,
ten ) disjunkt ,

E :=§En .

Fn :-. En  u
...

 w  En ⇒ E µ* - mess bar
.

Afd X
.

µ* (A) =µ* ( An E) +µ* ( A- El ±§, µ* lane ; ) + µ* (A - E ) (de ECE
.

 ⇒ A - Fn >  A -E)
n - x :[ µ*( An En )tµ* ( A - E ) -<µ* (A)

. µ#±µ*lane ) +µ* ( A - e) * ( wg Subadditivitit )
x #&µ*Caren ) + µ* la . e)

±µ*h@⇒YtiYnYa
'd ,⇒µ*tH=µ*hnHtµ*la - El ⇒⇒aE*gdn*→/

0

For A :=E : µ*lEI=€
, µ* ( En )+µ*¥=1o⇒µ*abz .

addiliv  ⇒ µ*  ist Map auf At
.

-

.



• ES bleibt  A
, dass A < A*

.
Sei  ECA

.
A : E  ist µ* - mess bar

. ( Wirwissen  schou , doss µ*lE ) =µCE)
.
)

ACX bel
. µ*lA)±µ*( Are ) + µ* ( A - el / Blibt  A : µ* ( An E) + µ* ( A - e) ± µ* (A)

.

E >0
.

FEEA
,

ACUE : { µ ( E ) - µ* (A) e e
e A

/ Ant : µ*( Are ) ± I µ* (Fite) = [ µ ( Fn  ne )
' '

Es
naive

nativliaPthbugewesu\
A - E :µx ( A - E) E [ µ* ( Fn - E) = { µ ( Fn - E)

µ* lane ) + µ* la - e) ± {
,

( µ ( Fn  ne ) + µ ( Fr - EHAH [
q

C Fn ) ± µ* (A) + E! Mn
es

hint
kfppg

"

auf  A

Dae bel ⇒ µ* ( A  ne ) + µ* ( A - E) a- µ* ( A )
.

 Es bestent Glechhet  ⇒ Ee it *
D

Anwendung : Das Lebesgue - Map
Wir  Wenden den Erweitaungssatz an  auf ( X

,
A

, µ ) = ( R , F , l ) Wir  Wisser  schon , dass tlingufkteir Map
auf  F  ist )

Wirerhlten  eine  r - Ay . F* , 7<7 't
,

und ein Map e* auf  7 *
.

t#F* kept Familie der lebesgue - mess baron Mergen in IR
.

X÷l* kept Lebesgue - Map auf F*
.

It (F) ist KachDef) die kleinste FAG . , die Feuthilt  ⇒ Jct ( F )cF* .

At ) = B
, die Borel o - Algebra .

⇒ FcBcF*

KI : Borelmengen Sind Lebesgue - mess bar
.

Tnsbesondere  Sind ake opener Mergen CIR Leb
.

- mess bar
.

Bet : Es gilt Bt F*
.

Wir kohstruieren  spoiler  ein Bsp linen  went Lets
.

- mess baron Menge .
Dam benotigt  man  aber :

TRANSLATIONS  INVARIANZ  DES LEBESGUE - MAPES
XEIR fest .

Eck
.

Etx :={ ytx ly c- E } verschobene Merge
Lemma : Winn Ect ,

dann Etx  EF  und C ( Etx ) =L LE )

But : ( a ,
b ] tx  = ( atx

,
btx ] .

C- x
, a ] tx  = C- x , at  x ] etc

( IfI;) tx  = YI;+x)
.

l Ka ,b]+× ) =L ( ( atx ,
btx ] ) = ( btx ) - ( atx ) =b - a  = lkaib] ) etc  D

P#1:[
CX bel

.
 ⇒ l* ( E+× ) =L 't (E)

Bent : Sci  ex
.

l* ( E )=inf{ Ellen) / Fn  EF
,

Ec UFN } ⇒ z EEF
,

E  a U Fu :[ l ( Fn ) - l*( E) < e ( * )
( * )

E+× c UaE#YTT*le+× ) < In e ( E+× ) km [ e (E) e l* late
.

{ bel ⇒ e*( etx ) a- e* to

Andere Unfeeling foytsofout  aus l*# = l*kE+x) - x)El* letx ) ⇒ l*(E+× ) =e*( E) , ]Pr#2: EEF *  ⇒  Etx  EF *
.

A '=A - ×

Bend Sei ACX bel
.

l*( An ( Etx )) + l* ( A - ( Etx ) ) = l* ( A- '
tx ) n ( ex )) + l*( ( A '+x ) - ( E +  xD

= l* (( A 'nE)+x ) + e* ( la '
- E) +x ) ¥ '

l* la '

ne ) + l* ( a
'

- E) . l*lA' Else,£*lA. × ) PER* (A)

= > Etx  ist l*-mess bar .
D

tusammenfassehd : 1st  ECIR Leb
.

- mess bar , dann  ouch Etx
,und X ( Etx ) =XlE )

. Haar - Map ?!



BEISPIEL EINER NICHT LEBESGUE - MESSBAREN  MENGE

.

Aqwvabnzrel .
 ~ auf R :  × ,yHR .  ×~y :< ⇒  × . y EQ

→

Aiqu .
Klassen [ x ]

.

11210
, :={[x]/ XER }

Fir jede Klose { EMQ
,

woihle even Repraseutanten ×{ in ( 0,1 ) : { =[ xD
.

E÷{×{ |{ c- MQ 3<10,1 )

Belt : E ist  want Leb
.

 - mess bar
. dabeide  in ( 0,1 )

* on xt ( 0,1 ) .

[x]= :{ = [×{]⇒× - Xg =reQ
.

 ×=X{ tr
,

also  xeetr
.

Ir 1=1×-1/{1 ¥1
,

d- L
.  re C- 1

,  +1 )

• Winn  vis  EQ
,

rts ,
dann ( Etv ) n ( Ets ) =  ¢ :

Xgtr  =  Xnts  ⇒  ×§ - xy = s - r  EQ .⇒f-[×{]=[xz]=y ⇒  X{ =xy = >  r=S fur Ann
.

S÷ tfletr )
. Ag E  wave tmessbar  ⇒  ouch S Xtmessb

.

SCEI,%jr⇒ WS ) excfz ,zD⇒
NHI ) ×§y€+r , =§×e ,

obere Schrank 3
⇒ konvergiet

- abergkiohefru
⇒ HE ) =O

.

⇒ XCS )=O ( 0,1 )

cswg
& = > 1=1,110,1 )) ±X ( 5 ) § ⇒ HE )=o

Kann  want = 0  und  £1 Sein !

⇒ E nioht X - messb.










