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[14/10/15) CTHEMEN Ber VORLESUNA
1) Mobtheoric , [basgue - Tntegral
D - Rivwa
3 Fouriertransformation
4) Moshakde Manniafglg keites , Dilferantialformaen belicbigen Grodss, Allg. Satt von Stokes

MARTHELRIE
Motiahion: Wamm benstigen wir ginun o\\(gamamvm Inbgral bagriff 7
Das R’\Qwanv\—%kgml Jol4lt sida sehv st under vawwgangw
Bsp: B [017 2§ 90,9, 5,3 Def <x):=g( g ’;:hij*'"%} , %G1, §w 00]—R . Dic Folge (£2) ist monokon
Wathsnd ; £ € faur ¥n, mniformn Vosoinkt, 05 fu() 2 1 Mndx. fu Lot n UuSkhﬂkUhs{—([h» uind isk
dahor R-inkegrisoar. Uns fu = K gop, " daava kjerishicolne Funkiion Non Qn (0,17
Kanto,g (X):= L. e wlat R-iv\kjviubav.

01 xéq
Dieses Problemn wird ol dlie Lzbes&uudu Enkﬁm’ﬁov\s%\wm loenobgun.

W aruwm MQWMDVK? Mg{& /-4 Ak Tolmenge Hy(Avi%,+m] “UV\ﬁzr "Flodm " " Volumaen”

{6 £ X—R uno PRk, f20. y; dps = f"(%("'ﬁ)éx"ﬂz | 02y<fe0 §) 7/
1

Notation: R = Ru§-es, +093 XeR - =00 LX< 4o
SupAeR ,worv A reths obun lotsdlv. isk
AR, sup (A)‘:Loo ,sonst

ACR und +0efy , dann SUp(A) = +os. (Pcvq\oﬁ .F\w ‘m[—(ﬁ) eR) x X3 -
bW' SLAP An = l:f (’E;AhP 7(-) wit (X“)h—_o,hz.fﬁ Ko
lim inf xui= Sup ("\:é\f‘xﬁ T Ky o
Algebraiscla, Operabionun = +00) & (x 00) 2= + 00 C09) +( o) = — 00
X+ (+00) = +00 % H-09)= — 00
(hoo) ¥ x = +0 (-2)+ x == 00 (Wir def witat (+00) + (-00) )
éfoo>~é—oo)::+oo E09) (+09) =—p0
09)- (- 00) = + 00 God - (-09 =~ 00
+09 , X>0
(+00)- x =x - (+p0) :=? O , %=0 Mnlicls (- 09)- % "
-7 x<o (Wi def. keint Quohontan oo D



MESSBRARE MENGEN
S6 X ginw Mur\jt und X wine Famoslic yon Tolmogen  yon X.

Def- X ot o-Algehva owf X, wamn gt 1 g X %
7. Ae ¥ = T ¥ wit B XA "Komplument

00
13, (Aweona. € ¥ = &‘)Q An € ¥

B De Morgan CUA) =NTC (A 'i P X o ‘b P
(N A= Ve (A h
Bspr ® ¥ -BX) it wne 0-Algebra
> X=P Polutmange  amck dins o-hlg.
Sid %, und ¥a 0 - Algdores auf K\ dann ist audls X, 0¥, quacks 0Pl
Yo ok +6 sine lad Fawslie von Telmongua von X. X (A=) D o-lpbren ouf X [ X54] 15t wine
T-Alg, (@A) 2 F(A) ot dic Hansle oAl die A untlalt.
¥ (A isH'die von A weugh O*—ﬁ\zjdoro«“
% X=R , A={ale offtnen Tnwvalle (a,) <R]
B =% (A Wbt die Bord = Algebva anf R

9

?

fo ¥ une r-fg. K. Die Mangers Fre ¥ mommen wiv wasshar wnd (X, %) hopt waastoaver Rauam.

Lfo/ts| - K, 0

(R, B

Evuwgitale Borel P;\gzbro\ ®- K=R. Wenn A <R: Fraoo = Ui+ og
Proon =i U3~ 09
Avo =AU §-00,4-00]
B=§h, Are, fruem, Aze [HEBT F tint o= Alocbia (R, B)
Duf Sui (¢, % ) o et Rawn. Eine Fundion Fx— R hopt () massbar, wann ¥ el -
£ (ol +02)



Qo+ [ (0,09 X|eb o] X H £ ro) X T Coo, 00 €| o W

" "
Yownplamante Ko plannante
= pauwalwt Ko

§7 [,409 =§¥"(o<-é +o0) €% p
¥ c
Bsp: ® Yorstanke Fhleun sind massbar: foo=c  YxeX. oeR: cet: {x] f(|:<3>o<3 =ge¥
O fx l ‘F(>O>o(3 =X ¥, /
® Unavaldenish st~ Funkbionem = ACK - o (x) = %‘,ﬁ?—ﬁ :

Bok: IskACk, dann ist %a waussbar: K7 (o, +00) € {B,A,X) <k

® & PR—R stehig. Dann st £ Bovel - messloar. PO 3
e do e
Bow  {' (¥, +o0) ’M&QQ “Ti
L—’—i“r—J L__‘,i{LJ olg

£ o+ = offes c®
® Su R R wonoron , 28 mon. wadnsnd . £7' (4, +09) ish von olor Forma (@, +09) odar [, 700)
eb €@
Lomwa Seien §19 :X— R wasthar | ceR Dann sind of ) £*, F+4,F9, If] amcl matssar.
Bow: B Wemn <=0 = f=0 konst v/
W €20 gx[c]c(xp.xﬁ:ix]f(x)>%ze¥ <o 0valog.
® {7 g0 x| {0 > ey /
#20: {x[ fr >l = x| foo >TXF LIx! f0 <03 v
® feg: o0 + gl >x €= FO+I = >0 Fre® : D<) -v <t @w\d - v <gho-a
also @ 7@ Yrve@ seha §=$x) {pov f n ﬁx]j(xbo(—rﬁ = Wir (robaen ?wﬂh
0 +qe > §= '\e{ G e¥x
® 1g2reg)t -] Hae dudn Bow 13/
& |f|: aco:TH fobuod ek
®>0 x| [fw > = §x| Frosed L {x | <-4} /

Notokon: f: X—R . £, 0=wmex {0} N\ / " positives Tel yon { *
F
-F_ (x)-.=mx§—{{x),03 7%.}:_ ( V\lﬁo\\'wu Tl

=y

=, f20 f -5, Fl-Lf

st £ wussbar, dann amch {0 fu ok (Farf) =4 (5+ £ *IF1-F )= & (£+16)
Arnlitts sk §_ wassbar.

€5 giltalko: £ st wmasshar = Lo und - oot masshon



W et dov Bagiff dov Massbarkeit omf Fldew wit Wadun  n R:
Def: £X—R ot wesbay, wom YaeR : fx 150>« € ¥ M )= FX—R | £ westboar ).
B - 7 (+°ﬂ\=@lixlf(x)>n§ ¥ fvalog F'oo) immer wassbar.
Krifriomn = :X— R.

\I wussk‘iv & 7w, ) e und i X—R wusshar sind, wobe £o0):= ?,’ mfi”
DavaMs{:ulgk ausamman waik davn lavwna - FeM(x ) = ¢ 12, 51, £. B eMEP.
fig €™M, %) . Dann sk £+9 sk wohldefiiert anf dew Mengs

1T =400 g6y == § U x| f60--00, gix) =400l = E

Dafinson  wiv (%*’ﬂ) (X)::ffmo"’j“)"::é-{ ~ Dann 3“’( Trg eM (X %) ?j fv\a'\' S‘Pﬁkﬂ...

Lommo: S (3 e M (X ,¥) tine Fltunfolge. Wi sthoan £00 = inf £200
T := sup falr)
\C*(x)==b‘vwir:1° fulx)
F*(x)':kiwv\mP fnix)
Dann gilt: £, F, £ F* eMX¥).
Borw = T {(x)zo(g =é Ix fub) 2§ €} gxlF(xb «3= Q S L fu ) > ﬁ ¥

- wp (.'.Qi' Fmb) = £* ¥ | analog.
Korolla : Kor\wuvjmk die Frlge (§) cMKX¥) o}/zjw.{, dann ist 4 e MK,
Bowr : = e €= Uimsup 4.

-
>N "l o
Bowdew o0 mtafe 00 J\:?X),’ lf{(z))\ £n J[ /—\ =1 sind Wtsshar
=N, ) <n "‘l‘ \//\ U fn=f
Rlawlit g

(210715 |
Stz Approxinvation dunrctn wsssloare Tiepponfrinkbionan
W fenx®), f20
Dann 3 Flge (g cM 0GE), 0n 20 mott 1 Yo ummt ondldn vele: Wenke an ("Tveppw]c\,w\kﬁov\')
2.9t lun ¥
3 Um gu=f



Bow - - Xz [0,4 ) e%
X= 1" [4, K= Xew X=X,
X.=§7 [1, *f>°] e¥
P Ko={ [0,%)
: [4/4,2/9)
Cra, 200 X e X
Xy, 2) XKt
Xy=f7 (2, o)

Ya . bsw
Dann gilt 1., 2, 3.

Kousploxweshige Funkionan  (— Fowiertvansforms)

@Yo (%) =

W\(Y\)“{ ’

, xeXe

,XGX;
, X€Xy

Ke
L e e MGE)

X eXa

=2 k(l éH (X,*)

Db [iX—€ heft masbar, wenn sowoll dev Raaltu| von { als owes dew  Tunagindekil von £ wassoor

Sind.

MARE

Det: §u (X, %) win nussharer Roum . Ein Map auf X ist dine Funktion M)ﬁ—'—ﬂi,so dsss gt

1. putg)=0
7. /u(E)BO Yeek

".@k’r(&«),.q;,«_ <X ina ob’sjumkk Fbl?(, (dl EunCu=g ’v‘u#vv\) , dann J (_:] E..)=i;,‘ (€.)
B = Wonn irA(Eu) =+  dann 3n :,.4((—:.‘) =+ odev it unundlive Reine ip(Eu) d‘;\/uaiut.

Dof f |NJ(U ardlith jwsnn M(E) < oo MEeE

Det: % L\u’(&’r o-andliths | wonn 3(&)'—3{,X=Q Ew Und MlE) <00

.@iﬂ@ ¥ = Q(X) Pohmﬂcwwx@< peX )A(E)-‘:{

vd
@ YN, X=P (N ey onola Sf,\;”dl

1, peE
0, peX-€
ist @in Ms(l das So9. Dw«cvw,\[k komundvisd im Punkt P

poist tin T-andlidus Mo, dos sog. " Aotibincal”.

% ist ndlics,

}4 ist nmt andlita.

Bom : X=R , %=B Borl-Aly  Wir wwolte spakw sebum, (loss 3! Map X anf B wot A((aw) =lb-al.

DN [/w‘(’:’r L¢b253uum(5.



Lmmsa £ S io Mo b X | EF €X, EF . Domn git (D) £pa() urd s 14 (€) <10 o
—— loziclin~
Buw: F=Ev (FE). B=p(@®=p@ +p(FE) . Winn pr(€) <02, dann darf wan p(€) aaf e
feilon subtvalyomn.

@ XD ) OF,.2..°> Fh 6% f P(F,.) < Dann F(:@F“):bw\ }A (F,)
W: @ A= E. ) Aw= En= En-a , na17 . @A isk clit Dig;l'w& Q\AN(/AY" {’GLV(E"‘)<+D° 30’\" :
QE* =Up. }M(UEJ =p (Lan ;[‘MQ =ME;1AN§=‘I4(A\J[“£""&LW Z. (f“ (g..)_l,(gh_l))

Tk lm g (€

Lomuna 2 @ T.cE:€Ey €. €E. €X Yu. Dann V(ﬁgeh‘)=(ﬁﬁ"mr*tg“\

Wenn Fn: p (€) =400, dm\#(yg,\ =+ 0o =UW‘/‘ (€
@ Fogt auws D wit Eo Ff (€0 oufstigund) . Man eddait pa (F) - line },(rgfr,(m—v(ﬁm
P (£ <00 = Umap(8) = pr (NFD)

Def: Ein Moprawm st 4in Tripel (X, %,0), wols  (X,%) ain massbover Rawwn ist urd o ¥ —R Mﬁ*
Spredumisan: Wir sayem tine Assags A gl pu-fast Clowall; womn 3N €% 1 (N)=0 ("Nullwange®) 5o olass
A foralle xeXN gt
W fig X=R. f=9 pfii = N pN=0, {60960 ¥xeX-N

Nn— a0

fo ==t prfia., wemn 3Nk, n(N)=0, fu (O == fo0 ¥xeX-N.
EV'LU.Aj“’L Mafe
X=R.F = Lunndl. \”‘“""j“':f""‘ von Tuler vallun dev Form  (a,6], 600, (@, +00), (=0, o)}
W et f ¥ dix Linguflt £ TR L(2)7 e e )
Fooh 22 Cootrne)
Nage: Tst (R,F,¢) ain Moprawm?  Nuin, donn T st kina o-fry
Ret: X wine Merge AP A Lw[l,‘)’ Blybra, wonn 1. 7, X e
2. EedA = K-E et
3 E, Ened DE.V.VEL €A
Bsp: F st wine Mgtbra



/1915 ks Mal - Mgt F Linguofbt £:7—R
Def: Su A wins Myt . En Mab owf A st ins Fit /-A-'LY-‘I—*K, sd
1 p(g)= 0
2. ]u(t—:)>0
3. Wemn (E)eA pine disjunkie Fb\jeis“' wv+ Uae\ﬁ donn g.li }A(UE‘J = iy Ew
Mot fu (805 wot Ugnest = (VB < Z,wm " Cubaddi Kuitt "
ﬁ sk 2in MR anf F.
Bow: 4w 2. lav

2. Es VMU?{ -ﬁ*,\«, I- UI, | I e{(nb] (ool (a,+09 , (-0, +o°)f Wiv belrandeln nw don
Tall T= (a.la] Rest Ubwg (o] = U(m,,la]
® {(al]2 Z((qj,b] Dwdnl,{wmdxuuw 040, <b. 201 <l . £0u <o £b .
Lias] =b- a>i(uj -a)) = Zuqmj N bel, n—o0: {(a ]2 zz( % b;]
® {(a)¢ Ze(aJ, ,] Su £20. Walle &0 it g<c

EINENIR —a < & Umindlitioren j 4. o-a <—. To=(a.- &, bo+S) = aex,

122 = (aJ,kJ vg) => (k] < UIJ fl’,} st ains offns Ulosolackung das l’-owpan\ Torvalls
lab]. = 3w [ab] €T.0. v Tw. b-at (b + 2= (0, “2) e (b4 )= (a2 )+ Z(bﬂ) -a;)
= (0. )*’L*Z ((opap +e)= Z (by-ap) + g ‘7: (bj=ay) +€.
Dazbe,{aé(a,b] =b-a ‘Ze(q )] D —

S X aine wajc, A tina Ayplora M{X;}A ar VB auf A Wir wollo A 1w 2iner F-K\J} A* vui bern,
s A At wd sin W sinows Map pr auf A forsehan st
Def: f BeX b
V*(e):mﬁf_l v Eest, Be Je]
Man nomnt V*(%) olas aupue Mot von B, olowoln - PX—T g kein Mafb gin s,
Elgusthafln: W*(F) =0, [ (@) 20 ¥B. Wown A<B = (A) £ o (&)

Lomma: (@) Womn Besk, dann = (8)= (B)
® Qeadditivtat (€)X, damn o (Je.) < Zy* (€2

Buw @)oRect. €428, Emg Es=f,. = (et Be Uek,}g(_@/‘i (6D = (B 4(B) ja(§) +..
BNun 20 p (@) (F(B) ¢ G eh)u\ BcUEw - (&)

B= U (£anB) . Hifssatz = ()< r(ehns) Zy En) => }ms)é P (®)
O EncX . €0. __\ EV\,F eA G ¢ O Enk’ Z}} (Enp) r/‘* (en) ¢ £

g (UE-J ‘iz e ‘Zr (€D +e . € bel= pr
ekl
£ Lm+§

'i‘ .
(Ve

\Z'J"‘ (Ex) o



Wiv uovwerdan (A um Line guaigaak 0=y, A U findoa , auf oo P abt. 0ok st
Daf - (Cam‘|’Lnf00brfj)
EX b\u(’>’( % = asslor | wamn Y peXlod ’ J.A* #®) =}/l*(4’\ nE) + (ﬁ'E)‘

o A* die Fanclie  allar ot -massoovens Mﬂmﬁm.

Evweilerungssotz von Cavaﬂ»:.'od\mv‘uj
S X una MO/\SL,\A ur\x@(\ybm ouf X und v Uan(l amf A Down ist i Fanile A* da
P*—Wuss\oww l"\ij Lina T-Py. AeAd* wd o sin f"e{% o AT
Buv. B e AEK pr (D)= fang) rpr (h-g)
KeA™ o e () = oo (Aox) v pr (30 v
® AT i aby unkw Komple muunt lollolarg - S E o= wasssbar }/\”(Af\(X‘E)\+ (A= (x-B) =] (AVY
B AT sk abg. wnr Rildung von anrdl Owchstnibien: ELF - wassbar, AEX bl
pr (@) =t (A F) £ (A-F) = p*(ANF nE) £ ((AnF)-€ )+ & (A-F)
=t (BaF) *f”* (B-F)

fﬂ'(ﬁ)“ * (An ENF) *—}»"(A (EAF

= Wiv Labun ij{: AY st ain P(\gdova.

23/10/1S

AT Bwoluwngssate A% ich eing -l , ACA®, und p7 st un Bab auf A
Buw: & Wiv habew sthhon gt W7 st wine Agtora. Wir Wiger e s wdl) addikiv ouf A7
A e
E/F pr-wussbar | EnF = si & X. P (ﬁn(a\:))—/_xpw(ﬁg(ﬂeéf\;)ne +r/:A ((ﬁf;f(E\;;) ©) g
o AmX = (eve =t (B) 4 (F) F
% Wir wigur simultan , dass A" s o-Alg. sk u dass pr abishlbar additiv auf A sl
Sion Ench®, () Qlisjunkt, E==ge.‘ s Cuives = R premessoar. G X~
(80 = 2 (AnG) e (- > pe(Ang) ¥ par (AE) (o FucE = A-FoA-E)
—— ZL:\*(A(\E»)*V" fg)epnta). (Pr @2 (AnE) s (a-€)
£ 2% (AaEn) + e (a- e) a(@“’?@i&‘?ﬁ": S A=pR (AnE) rp (A-E) = € < A”

foA=g: o E)'ZY )+w(€-g) =% ol odditv => AT (st M,(Lowf &



® € blubk &, doss WeF S Ecot . & E it por-massbar. (Wirwissin sdoou doss (€)= (&), )
BEX bl (8 £~ (Ra0) v o (hog) /Bt w s pe (W) ¢ v (1-) < pov ().
£0. 3F b, AcUR: L p(Fo)-wr(f) =€
SAE: e (AnE) = 2}»" (FunE) ’if‘ (Fa nE)
\h € (h-8) -irf (Fna-E) -iy(& )
Pr(ARE) * v (p-E) 3 (p(Fan®) + p(FemB) = L p(R) & pn(a) v
Da € el = p* (ﬁn€)+y*(ﬁ ) £ (R). =Eed® g

Pwardurg: Das Leloesgue - Mo

Wiv worndew  dim Eﬂﬂb-lour\gssah an auf (X, \7‘],,.4)= (R, 73,¢)

Wir srlrollen vins 0-Aly. T, T3, wd win Mefl 2% oanfF ™

Def = F* hoipt FamsUe dov Labusgue —mussbaren Morgons in R N =0l Lebesgua-tsp auf F>.

£(F) 5t (oot Def) die Kowske 0-Kg ,die F kst = T e (F) < F* ¥(3)= B, die Bowel o~ Algebra.
= TR <3*

Kor : Bovclvvwﬂ\}w sid Lebesqua - massbar. Tinslsondre sind alls offonens Mw\jwf—ﬂ{ Leb.~musshar.

Bom: Es gt &+ T*

Wir konstvwicren spater ein Bsp nse vt Leb.- mussharn Merge. Do benshigt wan  aber:

TRANSLATIONS INVARIANT DES LEBESGUE — MABES
XeR fest. E<R. E+x =Fy+x |y eE]
Lomwa - Womn E<F,donn E+x €T und € (E+x) =L(E)
Buw: (ab) ¥x = (arx, brx] . (-2 ,a] +x =(—oo,a+x] e
(U )’fx =UE) . L (lak]+x) = L (atx, b)) =(btx)—(atx) =b-a =£(ak]) ¢ ©
M-Ecx . = &% (E+x) =4* (€)
Bow: S o . LT (E)=nfITL(E) | FreF, e UR] =3 Rer eeur. T - eyse ()
E+rx < U(Furx) . Z*(E'rx)f:i L (Fetx) = L4 (F) 4"(5 Jre . £ lod = ¢%(Exx) £ ™ ()
Moo oty folgt scfork aus £X(@) = LA(End-x ] 2% [E) = L% (£ex) = €%(®) O
PopliEeF® = Evx eF*
Bowi: Su ACX b, X (KA (Exx) + L* (A= (E+x) = ¥ (@'ex) n(E+x) + L* ((ﬂ'*x)—(E»«x\)
=L ((AnE)ex) + 22 (A=) +x) = 2¥(A'nE) + € (A'=§) = £*(A) = £*(a-x) = 4™ (®)
= E+x it Lopushar. O

%Agamw&md: lsh EcR Lebo.- massbar , dann amcts E+x , und W (E+x) =X (E).



BEISPIEL EINER NI(HT LEBESGUE —MESSBAREN MENGE
Aquuabmared . ~ ouf R: KyYeR . x~y = x-y €Q,
" Aqu Mosn [T R = i3] xeR}
for jede Klasse $ e BB, wahle wnm Reprstndavden X5 in (0,1) + §=[xs5] E=fxs | fe RmJ<lon)
Boh - E it ouat b, - mussbav.
B xe(01). BI=§=[xd =x-Xs=ve@  x=xg+r o x€E+r. e[ =lx-x5/ €1, dl re (-14,+1)
® Wun 1,5€Q ,r#s donn (E+v)n (E+s) = o

Xg+e= Xq#s = X5-xq =sv eQ = Flg)=lxq=n = Xg=xq =>r=s AR

S=LAE . Ay E ware Mmesbar S owetn § Wmessh S<(-4,2) = WO eX (1,2 =3
n@,1) \g)(eﬂw) :?NE)

=NE) =0. = NE)=0 (0,1)¢S = 1=)\(01) X ()

=P E pjMmt A massh,















