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Vorwort zur zweiten Auflage

Versteht sich, dass ich alle mir bekannt gewordenen Druckfehler
korrigiert habe, und die Hoffnung, dass dies auch fast alle vorhan-
den gewesenen Druckfehler waren, verdanke ich Torsten Becker und
Ulrich Riegel, wie im Vorwort des zweiten Bandes schon berichtet,
sowie Herrn Dieter Schiiler vom Ketteler-Kolleg in Mainz. Thnen
und jenen Lesern, die mich auf einzelne Versehen aufmerksam ge-
macht haben, sei nochmals herzlich gedankt.

Ich ergreife die Gelegenheit, unten auch gleich noch die Berich-
tigungen der wenigen mir bekannten sinnstérenden Druckfehler des
zweiten Bandes anzugeben.

Langquaid, im August 2004 K. Jédnich

Druckfehler im zweiten Band, 1. Auflage 2002. Die Zeilenangabe
“68-5" bedeutet “Seite 68, fiinfte Zeile von unten”: 68-5: Statt “C"”
setze “C"*1” (oder kurz: 68-5: C" :: C™1) /112, Figur: f == ¥ /322-
13: werden und :: und werden /348-11: a(¢)*1&(t) :: ka(t)* 1a(t)/.
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Vorworte zur ersten Auflage

Vorwort fiir Studienanfanger

Dieses Buch habe ich fiir Erstsemester mit dem Studienziel Diplom
in Physik geschrieben. Es ist der erste Teil eines dreiteiligen Kur-
ses, der die Mathematik bis zum Vordiplom behandelt. Am zweiten
Band schreibe ich derzeit emsig, er soll im Friihjahr 2002 erscheinen.
Der dritte Teil des Kurses besteht in dem schon ldnger vorhande-
nen Buch Analysis fiir Physiker und Ingenieure, Springer-Verlag,
4. Auflage 2001.

Die mathematische Ausbildung der Physiker bis zum Vordi-
plom umfasst gewohnlich vier, an manchen Universitdten auch fiinf
Mathematikvorlesungen mit Ubungen. Behandelt werden darin je-
denfalls Differential- und Integralrechnung in einer und mehreren
Variablen, lineare Algebra, Differentialgleichungen, Vektoranalysis
und Funktionentheorie als unverzichtbare Bestandteile, und dari-
ber hinaus in wechselndem Umfang speziellere mathematische The-
men von physikalischem Interesse.

Der Aufbau dieser Kurse ist von Universitdt zu Universitat und
innerhalb einer Universitit von Dozent zu Dozent verschieden. Das
Grundstudium der Mathematiker, obwohl variabel genug, wirkt da-
gegen geradezu uniform. Die Aufgabe scheint so problematisch zu
sein, dass nach einer besseren Losung immerfort gesucht wird. Tat-
sichlich ist die mathematische Ausbildung der Physiker mit zwei
tief wurzelnden Schwierigkeiten konfrontiert, die ich schlagwortar-
tig so kennzeichnen will:
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o “Die Mathematik kommt immer zu spéit.”

e Mathematiker und Physiker sprechen nicht dieselbe mathe-
matische Sprache.

Das Erste werden Sie bald selbst bemerken: in den Physikvorle-
sungen werden mathematische Techniken verwendet, die in den Ma-
thematikvorlesungen noch nicht dran waren. Das zweite Problem
ist anfangs weniger spiirbar, nimmt aber mit wachsendem Niveau
zu und wird auch nicht, wie doch schliefilich das erste, von der Zeit

geheilt.
Nanu, denken Sie, warum konnen die sich nicht einigen, inhalt-
lich und sprachlich? — Das ist nicht so einfach wie ein Auflen-

stehender meinen sollte, weil die Probleme in die unterschiedlich
gewachsenen Strukturen der beiden Wissenschaften hinabreichen.
Es wird aber manches getan. Eine vielerorts ergriffene Notmafinah-
me sind von Physikern gehaltene Zusatzvorlesungen und -itbungen
mit Titeln wie Mathematische Erginzungen fir Physiker, in de-
nen knapp und pragmatisch die Rechtzeitigkeit der Inhalte und die
Bekanntschaft mit der mathematischen Sprache der Physiker her-
gestellt werden.

Ich will die Notwendigkeit solcher Zusatzveranstaltungen unter
den jeweiligen Umsténden nicht bestreiten, aber es ist kein Geheim-
nis, dass sie noch nicht vorhandenes mathematisches Versténdnis in
der Regel auch nicht herbeifiihren kénnen und die Sprachschwierig-
keiten zwischen den Fachern nicht abbauen helfen.

Der Kurs, dessen ersten Band Sie hier in Handen haben, macht
den entschlossenen Versuch, Rechtzeitigkeit des Stoffes, aus physi-
kalischer Sicht, mit der systematischen Entwicklung der mathemati-
schen Einsicht zu verbinden. Auf Unterschiede der mathematischen
Sprache in Mathematik und Physik gehe ich immer wieder ein und
gebe Ubersetzungshilfe.

Lassen Sie sich eine Gebrauchsanweisung dieses ersten Bandes
gefallen, Sie miissen ja nicht danach handeln, nur zu Threr Informa-
tion, wie es eigentlich damit gemeint sei. Der Band entspricht ei-
nem Lehrumfang von sechs Semesterwochenstunden Vorlesung mit
doppeltem Ubungsbetrieb (“6+4”), also wie zwei dreistiindige Vor-
lesungen mit Ubungen. Das ist zwar stundenméfig weniger als das
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klassische Erstsemesterpensum aus Analysis I (44-2), Linearer Alge-
bra I (442) und Mathematischen Ergénzungen I (2+2), aber trotz-
dem eine ganze Menge. Sie sollten im ersten Semester damit fertig
werden, eigentlich schon ein bis zwei Wochen vor Semesterende,
denn die ersten beiden Kapitel des zweiten Bandes gehoren auch
noch zum Stoff des ersten Semesters.

Es zwingt Sie niemand. Aber wenn Sie den Inhalt des Bandes
iiber drei Semester verzetteln, dann ist’s mit der Rechtzeitigkeit
natiirlich Essig, und die Tricks, die ich mir ausgedacht habe, um
gewisse Begriffe in einem sehr frithen Stadium zuginglich zu ma-
chen, sind fiir die Katz’ — was ja weiter kein Ungliick wére, ich
suche nur die Forderung abzulehnen, der Band miisse, weil er so
dick aussieht, fiir mehrere Semester reichen.

Koénnte man, um Zeit zu gewinnen, vielleicht schon vor Studien-
beginn anfangen, diesen Band durchzuarbeiten? — Ganz gewiss,
auch in der zwolften Jahrgangsstufe des Gymnasiums schon, ich
sehe gar keinen Grund, weshalb das zu schwierig sein sollte. Wenn
ich wiisste, wie die kiinftigen Physikstudenten unter den Schiilern
zu erreichen waren, wiirde ich ihnen das Buch empfehlen! Bei al-
ler Eignung zum Selbststudium, die mein Buch vielleicht mehr als
andere hat, muss ich aber doch eine Einschrinkung machen: kein
Buch kann einen richtigen universitiren Ubungsbetrieb ersetzen.

Ich weif3 schon, Sie stellen sich das ganz einfach vor, der Autor
brauche ja nur die Losungen zu den Ubungsaufgaben mit abzu-
drucken, dann kann der Benutzer des Buches seine eigenen Losun-
gen damit vergleichen und eventuelle Fehler berichtigen. Klingt
ganz verniinftig, funktioniert aber nicht. Das fingt damit an, dass
es “die Losung” gar nicht gibt. IThre Losung weicht von der Losung
im Buche ab. Und nun? Ist sie deshalb falsch? Sie ist vielleicht
besser! Aber das sagt [hnen niemand.

Der Lebensnerv eines wirksamen Ubungsbetriebes ist die indi-
viduelle Korrektur. Es gehort aber noch mehr dazu: mit anderen
Ubungsteilnehmern iiber die neuen Aufgaben zu sprechen, Profes-
sor und Assistenten in den Fragestunden zur Rede zu stellen, mit
dem Ubungsgruppenleiter iiber die Korrektur zu streiten, zu sehen,
dass man nicht der Einzige ist, der die eine schwierige Aufgabe nicht
herausgebracht hat, fiir eine gute Idee auch Anerkennung zu finden
usw.
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Die Aufgaben im meinem Buch sind alle im Ubungsbetrieb wirk-
lich gestellt gewesen, allerdings sind es die Aufgaben aus zwei Jahr-
gingen. Pro Woche bestand das Aufgabenpensum im ersten Se-
mester immer aus vier Rechen- und vier Theorieaufgaben, darauf
bezieht sich die Kennzeichnung “R” und “T”. Schauen Sie die Auf-
gaben an, versuchen Sie den Bezug zum neu behandelten Stoff her-
zustellen, 16sen Sie manche, aber seien Sie nicht deprimiert, wenn
Thre Ausdauer dabei nicht sehr weit reicht. Das hat psychologische
Griinde, Sie stoBen hier auf natiirliche Grenzen des Selbststudiums.
Engagieren Sie sich aber mit vollem Einsatz im Ubungsbetrieb Ihres
Universitatsstudiums.

Die anderen beiden Teile meines Kurses, fiir das zweite und
dritte Semester, haben je den Umfang 442. Wenn Sie den ganzen
Kurs durchlaufen haben, sollten Sie, was die Mathematik angeht,
fiir das Vordiplom in Physik geriistet sein.

Vorwort fiir hohere Semester

Ob Thnen dieses Buch etwas niitzen kann? Ich weifl es nicht. Viel-
leicht blattern Sie ein wenig darin und finden eine Stelle, bei der Sie
denken: ‘da schau! Warum hat uns das niemand gesagt?’ und Sie
lesen sich ein Viertelstiindchen darin fest. Sollte mich freuen! Aller-
dings muss ich gestehen, dass ich beim Schreiben absichtlich nicht
an Sie gedacht, sondern mich ganz auf die Anfinger konzentriert
habe.

Sie wiirden das Buch zur Priifungsvorbereitung nutzen, wenn es
nicht so weitschweifig wire? Zu schade. Aber alles hat seine Zeit.
Dieses Buch ist kein Kompendium, das vorhandene Kenntnisse Re-
vue passieren ldsst, sondern soll helfen, sich diese Kenntnisse ein
allererstes Mal zu erarbeiten, und dabei gelten andere Gesetze als
bei der Priifungsvorbereitung.

Sollten Sie gleichwohl Verwendung fiir das Buch finden, so werde
ich mich geschmeichelt fiithlen. Eine Bitte aber habe ich. Wenn Sie
als gestandener Akademiker sich beim Lesen fragen: ‘Wie red’t denn
der mit mir?’, so geben Sie sich doch, noch bevor Sie argerlich
werden, die Antwort: ‘Wie mit einem Anfanger’. Es ist namlich ein
Buch fiir Erstsemester.
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Vorwort fiir Kollegen

Dem Buch liegt eine sechsstiindige Vorlesung zugrunde. Mein erstes
Ziel war, in einer physikvertraglichen Reihenfolge alles das an Ma-
thematik auf die Beine zu stellen, was die Physiker im ersten Seme-
ster in ihren Vorlesungen direkt oder atmosphéarisch brauchen. Das
ist etwas Differential- und Integralrechnung in einer und mehreren
Variablen, Differentialgleichungen, besonders lineare, Fourierreihen
und die zu all dem gehorige lineare Algebra. Daraus wurden die Ka-
pitel 1-17, etwa neun bis zehn Wochen der Vorlesung entsprechend.

‘Wenn ich das erreichen will, darf ich natiirlich nicht schon in der
ersten Woche mit der Einfithrung der reellen Zahlen im Stau stehen.
Das bedeutet aber nicht, dass ich eine popularwissenschaftliche oder
propadeutische Darstellung wihle, sondern ich mache es wie jeder,
der ein Lehrbuch fiir Fortgeschrittene schreibt: ich setze einiges als
bekannt voraus.

Ob das “geht”, hangt nicht nur davon ab, inwieweit die vor-
ausgesetzten Kenntnisse bei den Horern wirklich vorhanden sind,
sondern auch davon, welche operative Rolle diese Voraussetzun-
gen im Fortgang der Vorlesung tatséchlich spielen. Dariiber nach-
zudenken bietet eine orthodox aufgebaute Anfingervorlesung we-
nig Anlass, aber ich fand, dass es ganz wunderbar geht. (Betroffen
sind besonders jene Schliisse, die von der Vollstandigkeit der re-
ellen Zahlen Gebrauch machen. Ich halte die Interessenten durch
Fufinoten® auf dem Laufenden, wenn in einem unterdriickten Be-
weis die Vollstindigkeit benutzt wird.) Da es sich um Anfinger
handelt, nehme ich auf diese Weise natiirlich einen gewissen Kredit
auf, der einmal getilgt werden muss. Zuerst wird aber damit gear-
beitet, und die Riickzahlung am Ende des ersten Semesters, hier zu
Beginn des zweiten Bandes, habe ich in bester Erinnerung. Es ist
einfach herrlich, wieviel leichter man sich dann mit den Hérern iiber

tApropos Fuinoten. In meinen jiingeren Jahren bin ich einem eloquenten
Spruch auf den Leim gegangen, etwa des Sinnes, Fuinoten seien iiberfliissig und
gehorten in den Text integriert oder aus dem Buch geworfen. Eigene Leseerfah-
rung hat mir aber gezeigt, wie angenehm die Zusatzinformation sein kann, die
der Autor gibt, indem er einer Passage den FuBinotenstatus verleiht, wie man
je nach Stimmung alle FuBinoten begierig liest oder froh ist, sie iibergehen zu
diirfen. In diesem Buch gibt’s Funoten, aber nur diese am Fuf der Seite, die
anderen am Ende des Buches gesammelt.
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die Grundlegung der reellen Zahlen verstandigen kann als in der er-
sten Studienwoche, in der die Neulinge diesen zwiebacktrockenen
Anbiss doch sehr widerwillig verkosten.

Vorerst befreit vom unmittelbaren Druck der Physikvorlesun-
gen, kann ich in den Kapiteln 18-20 nun eine iiberfallige Erweite-
rung des mathematischen Horizonts vornehmen: Axiomatische Me-
thode am Beispiel der Gruppen; Ringe, Korper, Vektorrdume iiber
Korpern; topologische und metrische Raume, Kompaktheit, Kate-
gorien. Obwohl ich wahrlich mit der Zeit haushalten muss, gehe ich
sorgfiltig auf die Quotientenbildung nach Aquivalenzrelationen ein,
eine Investition, die sich bald bezahlt macht.

Die Kapitel 21 und 22 bringen die lineare Algebra zu einem ak-
zeptablen Abschluss, wenn auch die Jordansche Normalform fehlt.
Jedenfalls konnen sich die Studenten von hier aus bei Bedarf selb-
standig in der linearen Algebra fortbewegen.

Der zweite Band beginnt wie gesagt mit zwei Kapiteln iber
Grundlagen der reellen Zahlen, Funktionenfolgen und Reihen, die
eigentlich noch ins erste Semester gehoren. Danach wird die Diffe-
rentialrechnung in mehreren Variablen fortgesetzt: Taylorentwick-
lung, Hesseform, kritische Punkte von Funktionen, Umkehrsatz, im-
plizite Funktionen. Dann globale Analysis auf Untermannigfaltig-
keiten im R”, zunéchst als Analysis unter Nebenbedingungen, dann
als klassische Vektoranalysis und Cartan-Kalkiil (im Hinblick auf
die Elektrodynamik), schliefllich etwas Variationsrechnung und La-
grangetheorie (im Hinblick auf die theoretische Mechanik).

Das dritte Semester, nach dem vorhandenen Buch, bringt die
Funktionentheorie, nochmals Differentialgleichungen, und die spe-
ziellen Funktionen der mathematischen Physik. Ende des Kurses.

In den ersten beiden Semestern lernen die Kursteilnehmer vieles,
das in der Mathematikerausbildung des gleichen Zeitraums nicht
enthalten ist. Durch welche mathematischen Defizite wird das er-
kauft? Die mathematische sophistication ist am Ende des zweiten
Semesters, wenn auch auf anderem Wege erworben, derjenigen der
Mathematikstudenten gleichwertig. Finige Beweise sind iibergan-
gen worden. Wirkliche Defizite sehe ich eigentlich nur zwei: das
Fehlen der Vorlesung Lineare Algebra II, sowieso, und das Fehlen
der Lebesgueschen Integraltheorie.
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Die Frage ist deshalb von Belang, weil manche Studenten sich
die Entscheidung, ob sie Physiker oder Mathematiker werden wol-
len, noch eine Zeitlang offen halten méchten. Nun, nach dem ersten
Semester dieses Kurses ist der Ubergang ins Mathematikstudium
(Analysis 11, Lineare Algebra 1) sowieso problemlos, wer aber die
Entscheidung noch weiter hinausschieben und den Kurs nicht ver-
lassen will, muss eben Lineare Algebra II noch hinzunehmen und
kann dann nach dem zweiten Semester immer noch in die Mathe-
matik wechseln, die Lebesgue-Theorie gelegentlich nachlernend —
falls die Mathematikstudenten sie iiberhaupt im zweiten Semester
schon hatten.

Ich muss aber gestehen, dass ich iiber die Modalitéiten des Zau-
derns nur mit Unbehagen rede, denn der beste Ratschlag ist: ent-
scheide dich bald. Den Physikstudenten kann ich versichern, dass
ich diesen Kurs bewusst so gestaltet habe, dass er keine mathe-
matische Sackgasse ist, sondern den Zugang zu mathematischen
Vorlesungen des Hauptstudiums ermoglicht.

Danksagung

Viele Kollegen aus der Physik haben mich bei der Auswahl des
Stoffes beraten und meine Fragen beantwortet, welche Inhalte bis
wann spétestens bereit stehen sollten. Den meisten Dank schulde
ich aber dem Physiker-Kollegen Herrn Prof. Dr. Joachim Keller,
der die Ubungen mit mir durchfithrte und die Vorlesung im ersten
Jahr durch seine Anwesenheit begleitete.

Herr Keller steuerte die wochentlichen “Rechenaufgaben” mit
den direkten physikalischen Beziigen bei, die ich nun als die R-Auf-
gaben in das Buch iibernehmen durfte, wihrend ich die “Theorie-
aufgaben” lieferte, mit denen die Begriffe eingeiibt werden, die man
zum Verstehen der Vorlesung braucht. Die Anwesenheit von Herrn
Keller in der Vorlesung, die Fragen und Einwiirfe, die er dort als
Stimme der Physik vorbrachte, waren sehr hilfreich fiir mich und
fiir die Horer.

Das ganze Unternehmen hindurch, auch jetzt noch beim Schrei-
ben des Buches, fiithlte ich mich vom Wohlwollen der Fakultat fir
Physik getragen, und es freut mich besonders, dass sowohl Theoreti-
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ker als auch Experimentalphysiker mit dem Gang meiner Vorlesung
einverstanden sind.

Meiner eigenen Fakultét danke ich dafiir, dass sie es mir trotz
der prekidren Personalsituation ermdéglicht hat, mich vier Semester
lang ganz in den Dienst der Nachbarfakultit zu stellen.

Langquaid, den 19. Juni 2001 K. Janich
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1 Funktionen

1.1 Der Funktionsbegriff

Sie kennen Funktionen aus der Schule, aber selbst vielgebrauchte
Fachausdriicke werden nicht immer ganz einheitlich aufgefasst, und
wir wollen deshalb eine Begriffsbestimmung vereinbaren:

Definition: Bezeichnet D irgend eine Menge und f eine Zuord-
nung, die jedem Element « € D eine bestimmte reelle Zahl f(z) € R
zuordnet, so schreiben wir f: D — R und z — f(z) und nennen f
eine reellwertige Funktion mit dem Definitionsbereich D. O

Wilhelm Stoll, mein Universitéatslehrer in Tiibingen, damals ein jun-
ger Privatdozent, meinte: “Was heischt Zuordnung? Komme die mit
der Poscht?” und erklarte uns dann, was Relationen seien und wel-
che besonderen Relationen man Zuordnungen nennt.! Die Metapher
hat aber auch etwas fiir sich: wenn Sie sich D als eine Menge von
Briefen und f(z) jeweils als den Empfanger von z vorstellen, so ver-
steht es sich, dass jeder Brief z einen und auch nur einen Empféinger
f(z) hat, was indessen nicht ausschlieft, dass manche Empfanger
mehrere Briefe bekommen und manche potentiellen Empfinger leer
ausgehen konnen, und so ist es ja bei den Funktionen auch gemeint.

Vorerst betrachten wir nur Definitionsbereiche D C R, am lieb-
sten D = R selber oder D = [a, b], ein kompaktes Intervall. Das
wird aber doch nicht ganz reichen, und wir miissen auch allgemei-
nere Definitionsbereiche zulassen, aber welche? Da wir unsere Funk-
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tionen ableiten wollen, ist nicht jeder Definitionsbereich D C R fiir
uns geeignet. Wie sollten wir z.B. die Ableitung bilden, wenn f
nur an einem einzigen Punkt definiert wére? Brauchbar sind die
allgemeinen Intervalle.

Definition: Jede in der folgenden Liste von Teilmengen von R soll
ein allgemeines Intervall heiflen:

1. Kompakte Intervalle
[a,b] ={z€R|a<z<b},a<b
2. Halboffene Intervalle

[a,b) ={z€eR |a<z<b},a<b
(a,b) ={zeR|a<z<b},a<b

3. Offene Intervalle
(a,b) ={zeR |a<z<b},a<bh
4. Abgeschlossene Halbstrahlen

[a,00) ={zeR|z>a}

(—oc,a] ={zeR | z<a}
5. Offene Halbstrahlen

(a,00) ={zeR|z>a}

(—00,a) ={zeR | z<a}
6. Die Zahlengerade
(—00,00) :=R. O

Es sind dies gerade die aus mehr als einem Punkt bestehenden soge-
nannten zusammenhdngenden Teilmengen von R. Fiir die vier von
Null ausgehenden Halbstrahlen verwenden wir auch die Schreibwei-
sen R* := (0,00) und R{ := [0, 00) und analog R~ := (00, 0) und
Ry := (—o0,0].

Sie sehen, dass sich die Bezeichnungen “offen” und “abgeschlos-
sen” bel Intervallen darauf beziehen, ob die Randpunkte dazu-
gehoren sollen oder nicht. Die kompakten Intervalle [a, b] sind in die-
sem Sinne auch abgeschlossene Intervalle, und gewohnlich spricht
man von dem abgeschlossenen Intervall [a,b]. Da wir hier aber
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auch die Halbstrahlen zu den (allgemeinen) Intervallen rechnen wol-
len, brauchen wir eine unterscheidende Benennung, und “kompakt”
passt zu dem Sinn, in dem dieses Wort auch sonst in der Mathe-
matik gebraucht wird.?

y-Achse

Graph(f)

y=f(x) y-————-----

} - ; xz-Achse
z [a, b}

Veranschaulichung einer Funktion f : [a,b] — R auf
einem kompakten Intervall durch ihren Graphen

In Skizzen will ich die Zugehorigkeit oder Nichtzugehorigkeit von
Randpunkten bei Bedarf z.B. so andeuten:

a l; a
[

—~ oL

Kompaktes Intervall {a, b] halboffenes Intervall (a, b]
Die Pfeilspitze soll daran erinnern, dass sich das Intervall von jedem
z € (a, b] aus noch weiter nach links erstreckt.

Damit wir uns recht verstehen: an einem Punkt, der nicht zum
Definitionsbereich gehort, gilt die Funktion als nicht definiert, auch
wenn Sie eine gute Idee hétten, wie man sie dort definieren sollte!

F(b)? Nein, f(b) ist
i I nicht definiert, weil b ¢ D

¥
8

a D

Eine Funktion auf dem halboffenen Intervall D = la, b)
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So hat die Funktion f : Rt — R, # — 22 zum Beispiel keine
Nullstelle, weil z? # 0 fiir alle z € R*, auch wenn es Sie noch
so sehr in den Fingern juckt, f(0) = 0 zu schreiben, weil doch
02 = 0-0 = 0 sei. So ist das mit dem “Definitionsbereich” eben
gemeint.

Zumeist wollen wir also Funktionen auf allgemeinen Intervallen
betrachten, aber ganz auf diesen Fall einschranken wollen wir uns
nicht, damit wir Funktionen wie f : R~ {0} — R, z — 1 oder

SR~ A{kr | ke Z} - R, 2+ Z— mit erfassen, die doch auch

einmal vorkommen konnen.
I 1
] |
I |
] |
] |
| |

x + }
! ! 0 m 2m
/\\I Iﬂ ﬂ
| |
| |
| i
flz)=2aufD=R~\0 f(x):sillwaufD:]R\ﬂZ

Deshalb sollen Vereinigungen von allgemeinen Intervallen auch als
Definitionsbereiche in Betracht gezogen werden, und unter einer
Funktion einer reellen Variablen wollen wir eine Funktion
f: D — R verstehen, deren Definitionsbereich D C R eine Ver-
einigung von allgemeinen Intervallen ist.

1.2 Neue Funktionen aus alten

Zwei Funktionen, die denselben Definitionsbereich D haben, kann
man auf naheliegende Weise addieren, miteinander multiplizieren
usw. So ist mit der Summe f + ¢ : D — R eben die Funktion
gemeint, die z — f(z) + g(z) zuordnet, analog fiir das Produkt
fg: D — Rund, falls g(z) # 0 fiir alle x € D, fiir den Quotienten
f/g: D — R der beiden Funktionen.
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Von ganz anderer Natur sind die drei Operationen Finschrinkung,
Verkettung und Umkehrung, die ich nun definieren werde. Am ein-
fachsten ist die Einschrankung.

Definition: Ist f : D — R eine Funktion und Dy C D eine Teil-
menge des Definitionsbereiches, so heifit die durch

f|DQZ DO — R
z — f(z)

gegebene Funktion f|Dy mit dem Definitionsbereich Dy die Ein-
schrinkung von f auf Dy. O

f1Do

D Dy Dy
Ubergang zur eingeschrénkten Funktion

Zur Vorbereitung der anderen beiden Definitionen eine Notation:
Wir schreiben f(D) := {f(z) | z € D} fiir das Bild oder die
Bildmenge der Funktion f.

Definition: Sind f : D — R und g : £ — R Funktionen und
f(D) C E, d.h. f(z) € E fiir alle z € D, so heifit die durch

gof: D — R
z +— g(f(2))

definierte Funktion (“g nach f7) die Verkettung oder Hinterein-
anderanwendung von f und g. 0
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Bei der anschaulichen Vorstellung dieses Vorgangs denkt man bes-
ser nicht an die Graphen, sondern fasst die Funktionen wirklich als
Zuordnung auf:

D f E g R

. v @) o) — 9(7(2)

Wirkungsweise der Verkettung

Der Punkt « € D wird also von f erst einmal nach E geschaflt,
und dort wird er von g abgeholt und weiter nach R transportiert.
Schliellich lassen sich manche Funktionen umkehren. Die Um-
kehrung f~! soll jeden Funktionswert von f dorthin zuriickwerfen,
wo er hergekommen war. Das ergibt natiirlich nur dann eine klare
Zuordnung, wenn f keinen seiner Werte an mehreren Stellen an-
nimmt, oder in der Postmetapher, wenn kein Empfanger mehrere
Briefe erhalt. Diese Eigenschaft von f nennt man Injektivitdt.

Definition: Sei f : D — R eine Funktion, D C R, und f sei
injektiv, d.h. f(z) # f(2) fiir alle z # 2’ in D. Es bezeichne ferner
B := f(D) die Bildmenge der Funktion. Dann heif}t die durch

ft: B — DCR

definierte Funktion f~! (gesprochen “f invers’) die Umkehrung

von f. |
D f B
P 7T>r P
z - Y

Wirkungsweise der Umkehrung

Es ist auch niitzlich sich zu iiberlegen, wie man aus dem Graphen
von f den von f~! bekommt. Wenn Sie bereit sind, die Definitions-
bereichs-Achse fiir f~! nach oben, die Wertebereichs-Achse fiir f~!
nach rechts laufen zu lassen, dann koénnen Sie den Graphen von f
gleich so lassen wie er ist, Sie lesen ihn jetzt nur anders. Wollen Sie
den Graphen von f~! aber in der iiblichen Weise vor sich sehen, so
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miissen Sie die beiden Achsen vertauschen, wobei dann der Graph
von f~! durch Spiegelung an der ‘Winkelhalbierenden’ aus dem
Graphen von f hervorgeht:

Graph(f~1)

A 1 Graph(f)

7

. B

Die Graphen von Funktion und Umkehrfunktion

1.3 Notationsfragen

Das alles ist Mathematik aus dem Gewéchshaus. Im Freiland weht
der Wind! Notationen wie f : D — R, z ~ f(z) werden Sie in
den Physikbiichern kaum finden, allenfalls in einem ‘mathemati-
schen Anhang’, aber zur natiirlichen wissenschaftlichen Prosa der
Physik gehort das nicht. Definitionsbereiche werden kaum erwihnt,
geschweige, dass ein Buchstabe zur Notation dafiir abgestellt wird.
— Aber die Funktion ist doch ohne Definitionsbereich eigentlich
noch nicht fertig definiert? Wie soll man das verstehen? — Sie sol-
len dann immer davon ausgehen, dass der Autor einen der folgenden
Standpunkte einnimmt:

a) Es geht schon aus dem Zusammenhang hervor, welcher Defi-
nitionsbereich gemeint ist, oder

b) die Funktion ist iiberall dort definiert, wo der angegebene
Ausdruck gelesen werden kann, also auf R ~ {1}, wenn

flz) = —

T z—1

oder auf (—oo, —1] U [1, 00) fiir f(z) = Va2 — 1 usw., oder

¢) der Definitionsbereich spielt fiir das, was ich iiber f zu sagen
habe, keine Rolle.
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Oftmals ist das auch ganz akzeptabel, es kommt eben darauf an, was
iiber die Funktion eigentlich ausgesagt werden soll.> Der Vorteil ist
die Entlastung der Notation, eine gar nicht eingefiihrte Bezeichnung
braucht man weder nachzufragen noch sich zu merken.

Ein zweites Notationsproblem ist die Bezeichnung der Funktion. In
der Mathematik legen wir grofien Wert auf die begriffliche Unter-
scheidung zwischen dem einzelnen Funktionswert f(z) € R an der
Stelle x € D und der ganzen Funktion f : D — R. Das einzel-
ne f(z) ist ja eine Zahl, die Funktion f dagegen eine Zuordnung
D — R, also etwas anderes.

Oft ist es aber bequem, von der Funktion f(x) zu sprechen und
dem Einwand, das sei doch eine Zahl, dadurch auszuweichen, dass
man z fir “variabel” erkldrt. Das verwischt zwar eine mathema-
tisch eigentlich erwiinschte Unterscheidung — und manche Auto-
ren verstehen die Bedeutung absichtlich kunstvoll in der Schwebe
zu halten — bringt aber einen immensen Notationsvorteil mit sich:
wir kénnen auf eine eigene Bezeichnung der Funktion jetzt ganz
verzichten und etwa von der Funktion v/1 — x? sprechen statt von
f:[-1,1] - R, x + /1 ~ z2. Bei der Vielzahl der vorkommenden
Funktionen fallt eine solche Entlastung schon ins Gewicht. Stel-
len Sie sich vor, wir sollten zu einer mit f benannten Funktion nun
auch noch fiir so nahe verwandte Funktionen wie f(2x) und f(z—1)
zusitzliche Bezeichnungen g und h einfiihren oder sie als Verkettun-
gen foms und fot_; schreiben, wobeims : R — Rundt ;: R — R
die Multiplikation mit 2 bzw. die Translation um —1 bedeuten oder
genauer my : D' — D mit D' = {z | 2z € D} usw. Wie aufwendig
wiirde die Beschreibung der einfachsten Sachverhalte!

Nachdem ich das alles zugegeben habe, muss ich Thnen aber auch
sagen, dass die Eleganz der genial-schlampigen Notation ihren Preis
hat. Vom Leser oder Horer wird mehr Durchblick und Eigensténdig-
keit verlangt als bei der logisch eng gefiihrten mathematischen No-
tation, die keinen Spielraum fiir Missverstandnisse 1dsst. Und wenn
Sie selbst der Autor sind, zunéchst also beim Lésen der Ubungsauf-
gaben und spiter bei der eigenen wissenschaftlichen Arbeit, dann
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sind Sie auch selbst verantwortlich fiir alles was Sie schreiben und
miissen riskante Formulierungen rechtfertigen kénnnen, wenn nach-
gefragt wird. Im Zweifelsfalle, wenn es Thnen mulmig wird, sind Sie
mit der vollstdndigen mathematischen Notation in mathematischen
Dingen immer auf der sicheren Seite.

1.4 Erste Beispiele von Funktionen

Gefragt nach den einfachsten Funktionen fiele mir die Wahl schwer
zwischen den konstanten und der identischen Funktion. Fiir jedes
¢ € R wird die konstante Funktion R — R, x +— ¢ ebenfalls mit
¢ bezeichnet,

Graph(c)

Graph der konstanten Funktion ¢

ebenso fiir andere Definitionsbereiche D. Die identische Funkti-
on R — R, x — z tut gewissermaflen gar nichts, sie lasst jedes x
wo es ist.

Graph der “Funktion x”

Aus diesen beiden einfachsten Beispielen erhédlt man durch mehr-
fache Anwendung der im Abschnitt 1.2 aufgezdhlten Vorgdnge nun
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eine ganze Flut von Funktionen. Die Potenzen R — R, x — z™
fiir n € N, sodann die Polynome P : R — R, das sind Funktionen
der Form

P(z) = apa™ + ap 12" -+ +ag

mit festen a; € R, die man dann die Koeffizienten des Polynoms
nennt. Beachte die Konvention, dass z° die konstante Funktion 1
bezeichnet. Rationale Funktionen sind Quotienten von Polyno-
men, f = % auf dem Definitionsbereich D = {z € R | Q(z) # 0}.
Darunter sind insbesondere die negativen Potenzen R\0 — R,

xHx‘”zzlnfiirneN

1 2

Graph von =~ Graph von z~

Ferner die Wurzelfunktionen 3y : RY — R, z — /z, als
Umkehrung der auf R} eingeschrinkten n-ten Potenzen:

x? N

| I
T T

Potenzfunktion auf ]RE)F Umkehrfunktion auf Rg

Fiir ungerades n konnen wir natiirlich auch ganz R — R, z > z?*+!
umkehren und 1Y : R — R erkldren. Aber wenn Sie spiter die
Funktionentheorie kennengelernt haben, werden Sie das nicht mehr
so sachgemi$ finden. Reelle Wurzelfunktionen gehoren auf R oder
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R+ definiert, sage ich einfach einmal so.* — Und natiirlich kénnen
wir, ausgehend von den konstanten und identischen Funktionen,
durch wiederholte Bildung neuer Funktionen aus alten immer kom-
pliziertere Funktionen auftiirmen, wie etwa

4+ V1 —2z?
—_—
z—1—x2

auf einem geeigneten Definitionsbereich usw., an eine vollstindige
Aufzdhlung ist gar nicht zu denken.

1.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Diese beiden Funktionen sind bekanntlich Umkehrungen voneinan-
der:

oxp
1
exp: R - Rt z— " In:Rt >R, z—Inz

Vielleicht haben Sie zuerst die Exponentialfunktion als

kennengelernt und ihre Eigenschaften studiert, darunter gewiss die
Funktionalgleichung der Exzponentialfunktion,

et = e%e¥,
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und danach haben Sie den Logarithmus als die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion definiert, oder aber Sie haben zuerst den
Logarithmus durch
[ dt

4

Inz =
1

definiert und dessen Eigenschaften untersucht, darunter die Funk-
tionalgleichung des Logarithmus

Inzy=Inz+Iny

und erst dann die e-Funktion oder Exponentialfunktion als dessen
Umkehrung eingefiihrt. In jedem Falle muss man etwas mehr verste-
hen als nur die vier Grundrechenarten, namlich unendliche Reihen
oder Integrale. Auch an diese Techniken werde ich Sie zu gegebener
Zeit erinnern, jetzt halte ich aber an der Fiktion fest, Sie kennten
exp und In von frither her. Zwei sehr niitzliche Funktionen! Dass
die Exponentialfunktion Addition in Multiplikation und der Loga-
rithmus folglich Multiplikation in Addition verwandelt, zeigt schon,
dass diese Funktionen einiges “konnen”.

Mittels der Exponentialfunktion und des Logarithmus verallge-
meinert man die Potenzfunktionen z™ von ganzzahligen zu beliebi-
gen Exponenten. Fiir festes o € R heifit die Funktion Rt — R, z —
%, wobei

Graphen einiger allgemeiner Potenzen z¢
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Diese Festsetzung ist vertrdglich mit der bisherigen Notation z",
und es gilt

o = /1.

Unter der allgemeinen Exponentialfunktion zur Basisa > 0
versteht man die Funktion exp, : R — R, 2 +—— o := 00,

1$

Graphen einiger allgemeiner Exponentialabbildungen a*

Schliefllich der Logarithmus zur Basis a > 0, a # 1: das ist die
Umkehrfunktion der Funktion a¢®, man notiert sie als

Jog i RY — R, :1:»—>lIE
Ina

Jogz =Inz

wlogz

T

Graphen von logzx fiir a = e und a = 10
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1.6 Trigonometrische Funktionen

Die Funktionen Sitnus und Cosinus definiert man entweder durch
ihre Reihen

s 72
CosS T 1= (=) — und
;) (2n)!
00 $2n+1
sinz = -
nz:;)( ) (2n+1)!

oder auf geometrischem Wege mit Hilfe aus der Antike:

Punkt mit den Koordinaten (cos 8, sin 8)

Kreisbogen der Linge 6, berechnet
nach Archimedes (*287, 1212)

Kreis vom Radius 1

Geometrische Bedeutung von cos § und sin 8

Weil der Punkt mit den Koordinaten z = cos § und y = sin # auf der
Einheitskreislinie liegt, muss sin®# + cos?# = 1 gelten (so schreibt
man statt (sinf)? + (cosf)? = 1). Die beiden Funktionen sind auf
ganz R definiert und haben die Periode 27:

cOST sin x

<\ /.

Die Graphen von Sinus und Cosinus. Beachte cos z = sin(x + %)

Zu den Grundkenntnissen iiber die trigometrischen Funktionen ge-
héren auch die
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Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gilt

sin(z +y) = sinz cosy + coszsiny
cos(x + y) = cosx cosy —sinzsiny

Als die Quotienten sind Tangens und Cotangens bekannt:

inx oS T
und cotx = — ,
cosx sin

natiirlich nur dort definiert, wo der Nenner nicht Null ist.

cotx cotx cotx cotx
tanz tanx tanz tanz

ralx
=5
i
)

Die Graphen von Tangens und Cotangens

1.7 Die Arcusfunktionen

Schliefilich erinnere ich Sie noch an die Umkehrfunktionen der trigo-
nometrischen Funktionen, die sogenannten ‘Arcusfunktionen’. Un-
gefdhr ist der Arcussinus arcsin ‘die Umkehrung’ des Sinus. Aber
wie Sie sehen ist weder der Sinus noch sind die anderen drei Funk-
tionen Cosinus, Tangens und Cotangens injektiv! Also kann man
nicht den Sinus selbst, sondern nur eine Einschrinkung des Sinus
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auf ein Intervall, auf dem er injektiv ist, umkehren, und solche In-
tervalle gibt es viele. Durch Konvention wahlt man fiir jede der vier
trigonometrischen Funktionen ein solches Injektivitatsintervall aus,
und zwar [, 7] fiir den Sinus und (-7, %) fiir den Tangens sowie
[0, ] fiir den Cosinus und (0, 7) fiir den Cotangens.

1 1
*% % 0 T
—1
-1

Graphen der injektiven Funktionen sin |[—7F, 3] und cos |{0, 7]
Die Umkehrfunktion
arcsin : [—1,1] — [-%, 5]
von sin |[—F, §] heifit der Arcussinus, die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

von cos|[0, 7] analog dazu der Arcuscosinus.

bl
5

|
[SIEY

|
—
[

Die Graphen von Arcussinus und Arcuscosinus
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Ebensogut kann man aber auch
sin[[%, 37] : [, n] — [1,1]

umkehren, und dann erhidlt man eine ganz andere Funktion. Zur
Unterscheidung kénnte man diese Funktion etwa mit arcsin; be-
zeichnen, allgemeiner

arcsing = (Sin|[L2_l7ﬁLg+l7TD_l und

arccosy = (cos|[km, (k+ 1)7r])*1

die k-ten Nebenzweige des Arcussinus und des Arcuscosinus, wo-
nach dann arcsin = arcsing und arccos = arccosy die Hauptzweige
genannt werden.

N ,
~
~ N
N N
\ S
N
~
/] ~
ya ~
P N
-
. 2w
rd
Ve
“ 3
ST arccos; T
arcging x ™
AY
~
~
s ON
2 , S
e N
b
-
rd
e 7/
7 Ve
7 e
-

Nebenzweige von Arcussinus und Arcuscosinus
Ebenso definiert man den Hauptzweig des arctan als die Umkehrung

)

arctan : R — (=%,

B

von tan |[(—3, §):
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Graph des Arcustangens

und analog arccot := (cot |(0, 7))}, aber es gibt natiirlich noch
viele Nebenzweige:

Nebenzweige des Arcustangens

Das ist ja alles ganz einfach, man muss nur im richtigen Moment
daran denken.

Die Funktionen einer reellen Verdnderlichen, die man aus den Kon-
stanten, der identischen Funktion, der e-Funktion und dem Sinus
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durch gegebenenfalls mehrfaches Anwenden der Operationen:

e Grundrechenarten

o Verkettung

e Umkehrung
bilden kann, nennt man die elementaren Funktionen. Das ist zwar
ein bisschen ungenau gesagt, weil ohne nahere Angabe iiber die
Definitionsbereiche, aber mit etwas gutem Willen kann man es als
vorliufige Definition schon gelten lassen.®

Alle bisher aufgefiihrten Beispiele sind also elementare Funktio-
nen (den Cosinus habe ich nicht vergessen: er geht ja durch Verket-
tung mit einer Translation aus dem Sinus hervor). Gar so elementar
sind diese Funktionen nicht, wie Sie sehen, und man kann mit ihnen
schon ziemlich viel machen.

Mit dieser grofien Beispielklasse von Funktionen wollen wir es
vorerst auch bewenden lassen und uns nun der Differentialrechnung
zuwenden.

1.8 Ubungsaufgaben

Aufgabe R1.1: Driicken Sie cos?z durch cos(2z) und tan 2z durch
tanz aus. Verwenden Sie dazu die Additionstheoreme fiir die tri-
gonometrischen Funktionen. Beim Tangens Definitionsbereiche be-
achten!

Aufgabe R1.2: Eine Kurve mit Messdaten habe in doppeltloga-
rithmischer Auftragung (beide Achsen logarithmisch geteilt, d.h.
statt  und y sind £ = ,logx und n = , logy aufgetragen, iblicher-
weise ist @ = 10) die Form einer Geraden durch den Punkt &, = 3,
1o = 2 mit Steigung c. Welche Funktion y = f(z) stellt diese Kurve
dar?

Aufgabe R1.3: In welcher (einfach) logarithmischen Auftragung
wird der Graph der Funktion f(z) = e™® zu einer Geraden?

Aufgabe R1.4: Ein radioaktives Praparat mit N Atomen zerfalle
im Laufe der Zeit ¢t nach dem Gesetz N(t) = Noe **. Nach welcher
Zeit ist die Halfte der Atome zerfallen?
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Aufgabe R1.5: Diskutieren Sie den Funktionsverlauf der Funktion
f(z) = arcsin(sin z) fiir den Hauptzweig von arcsin.

Aufgabe T1.1: Es seien f : D — R und g : £ — R injektive
Funktionen und f(D) = E. Wie erhilt man (go f)! aus g~! und
£

Aufgabe T1.2: Gilt fiir f,9,h : R — R immer fo(g+h) =
fog+ fohund gilt immer (g+h)of=gof+hof?

Aufgabe T1.3: Geben Sie eine Funktion f : [a,b] — R an, die in-
jektiv, aber nicht streng monoton ist. (Hinweis: versuchen Sie nicht,
eine stetige solche Funktion zu finden, das geht namlich nicht.)

Aufgabe T1.4: Es seien f: D —» R und g : F — R zwei Funktio-
nen, es gelte f(D) C Fund g(E) C D, und es sei go f die identische
Funktion auf D und f og die identische Funktion auf E. Zeigen Sie,
dass daraus die Umkehrbarkeit von f und f~! = g folgt.

Aufgabe T1.5: Sei arccosy : [—1,1] — [km, (k + 1)n] der k-te
Nebenzweig des Arcuscosinus. Was ist sin(arccosy z)?



2 Die Ableitung

2.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Ich erinnere Sie an zwel Thnen bekannte Grundbegriffe:

Definition: Sei f : D — R eine Funktion einer reellen Variablen.
Die Funktion heifit an der Stelle x € D stetig, wenn

lim f(z+ h) = f(x)

gilt, und f heifit an der Stelle x differenzierbar, wenn sogar der
Grenzwert

Hm f(iL’ + h})l N f(:l?) - fl(m)’

h—0

die sogenannte Ableitung von f an der Stelle z, existiert. Ist f an
jeder Stelle x € D stetig bzw. differenzierbar, so nennt man f eine
stetige bzw. differenzierbare Funktion. ]

Wie Sie sehen gehe ich davon aus, dass Sie den Begriff des Limes aus
der Schule kennen'. Denken Sie gegebenenfalls auch daran, dass an
Intervall-Enden nur der halbseitige Limes gemeint sein kann, dass
Sie an einem rechten Intervall-Ende also nur mit A < 0, an einem
linken nur mit A > 0 zu tun haben. — Das ist Hintergrundwissen,
welches Sie bei Bedarf aktivieren moégen. Lesen Sie einstweilen ruhig
weiter!
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Jede differenzierbare Funktion ist erst recht stetig, aber die Ab-
leitung f' : D — R einer differenzierbaren Funktion braucht nicht
stetig zu sein, ist sie es doch, so nennt man f eine C'-Funktion. Ist
die Ableitung sogar differenzierbar, so heifit f zweimal oder zwei-
fach differenzierbar, ist die zweite Ableitung f” := (f') stetig, so
heiflt f eine C?-Funktion, usw.:

Definition: Eine Funktion f : D — R heift C*-Funktion, wenn
sie k-mal differenzierbar und auch die k-te Ableitung ) noch ste-
tig ist. Ist f beliebig oft differenzierbar, so spricht man von einer
C*°-Funktion. O

Sinngemés ist die “nullte Ableitung” f(© die Funktion selbst (noch
gar nicht abgeleitet), die stetigen Funktionen sind also die C°-
Funktionen.

Gewiss haben Sie eine anschauliche Vorstellung vom Stetigkeits-
begriff, zum Beispiel:

M (b): (c):

Die Funktion (a) ist stetig auf dem Intervall. Im Beispiel (b) hat sie
bei zg eine Sprungstelle und ist deshalb dort unstetig. Auch (c) zeigt
eine bei xy unstetige Funktion, zwar wird man xq nicht gerade eine
‘Sprungstelle’ nennen, doch die zu hohe Oszillation nahe zy verletzt
die Stetigkeit. Aber aufgepasst:

Diese Funktionen auf D := [a,b] ~\ {x¢} sind stetig!
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Der Punkt, an dem die Funktion springt bzw. unstetig oszilliert,
gehort in diesen beiden Fallen nicht zum Definitionsbereich. Ebenso
ist zum Beispiel R~ 0 —» R, z — % einwandfrei stetig, trotz des
unendlich groBen Sprungs beim Ubergang von = < 0 zu z > 0.
Stetig auf ganz R ergdnzbar ist die Funktion freilich nicht, aber
solange wir mit R\ 0 als Definitionsbereich zufrieden sind, ist durch
f(x) :== 1 eine stetige Funktion definiert.

Auch die anschauliche Bedeutung der Ableitung f'(zo) kennen
Sie, es ist der Anstieg der Tangente x — f(zo) + f'(xo) - (z — o)
von f an der Stelle xg.

x
</l )

Die Tangente an den Graphen

Eine lineare (eigentlich: affine) Funktion durch den Graphenpunkt,
also eine Funktion der Form z +— f(zo) + a - (x — xo), ist aber nur
dann eine Tangente an f, wenn der Unterschied zu f, also

T f(z) = f(zo) —a- (v — z0)

fiir x — zg so klein wird, dass er selbst nach Division durch (z — )
noch gegen Null geht,

Gute Approximation Schlechte Approximation
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also wenn
po £ = fleo) — o (=) _
T2 T — To
oder
lim f(z) — flzo) _

T-=T0 I — Xp

gilt, also genau wenn der Anstieg a = f'(g) ist. Gute alte Schulzeit,
wo man Wochen zur Verfiigung hat, um so etwas zu lernen!

2.2 Notationsfragen

Kaum will man ein Beispiel hinschreiben, schon st6t man auf die
Probleme der Funktionenbezeichnung, iiber die wir in Abschnitt
1.3 gesprochen haben. Wenn die Funktion einen eigenen Namen f
fithrt, ist alles ganz einfach: f* : D — R ist dann die Ableitung,
f7: D — R die zweite Ableitung usw., in die ich nun Elemente des
Definitionsbereiches einsetzen kann, z.B. ist f'(x) die Ableitung an
der Stelle oy € D.

Wenn die Funktion aber anonym bleibt, nur durch einen Term
angegeben ist, etwa die Funktion 22 + 3, wo bringe ich dann den
Ableitungsstrich an? Manche Autoren schreiben wirklich (z? + 3.
Mir gefallt das nicht. Wie setze ich in diese Ableitung zg € D ein?
(23+3)'? Ist das fiir 2o = 1 dann 4'? Auch die auf die Zeit der Erfin-
dung der Infinitesimalrechnung Ende des siebzehnten Jahrhunderts
zuriickgehende Notation leidet an dieser Krankheit:

Notation: Statt f/(z) darf - f(z) geschrieben werden, ist zum
Beispiel f(z) = 2%+ 3, so kann man die Ableitung ohne Benutzung
der Bezeichnung f als (22 + 3) hinschreiben.

Aber die Notation hat einen grofien Vorteil. Die Variable braucht ja
nicht immer den Namen z zu haben, man kann einen Ausdruck der
Form z? + Az zum Beispiel auch einmal fiir festes z als Funktion
A +— z2 + Az betrachten und diese Funktion ableiten wollen. Das

wiirde durch

d
= (z% 4+ Ax)
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sofort unmissverstandlich ausgedriickt, mit d%(x2 + Az) wird’s nie-
mand verwechseln.

Das Einsetzen von Elementen des Definitionsbereiches bleibt
aber jedenfalls umsténdlich zu notieren, daran fithrt bei fehlender
Funktionenbezeichnung kein Weg vorbei, sei es dass man

d
iz f(zx)

Zo

f(wo) =

oder f'(zg)

=4 (x)lz:zo oder dergleichen schreibt. In dem obigen
Beispiel f(z) = z? + 3 kénnen wir dann f'(1) etwa als

d

z=1

in der anonymen Notation niederschreiben.

2.3 Ableitungsregeln

Direkt aus der Definition bestimmen wir leicht die Ableitungen der
konstanten Funktionen und der identischen Funktion:

d d
—¢c=0 und —z=1,

dz dz

denn ersichtlich ist lim e 0 und lim w = 1. O

h—0 h h—0 h
Und das war’s dann eigentlich schon mit dem Limes, alle ande-
ren Ableitungen lassen wir uns automatisch durch Ableitungsregeln
ausrechnen. Ich erinnere Sie an diese wohlbekannten Regeln. Im

Folgenden bezeichnen f und g immer Funktionen einer reellen Va-
riablen.

Additionsregel: Sind f,g : D — R differenzierbar, so auch die
Summe f+g: D — R und es gilt

(f+9)=f+4
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Produktregel: Sind f,g : D — R differenzierbar, so auch das
Produkt fg: D — R und es gilt

(f-9)=f-g9+f4¢

Quotientenregel: Sind f,g: D — R differenzierbar und g(z) # 0
fiir alle x € D, so ist auch § : D — R differenzierbar und es gilt

(5)’ _ gf’g—Qg’f

Kettenregel: Sind D J.p %R differenzierbar, so auch die
Verkettung go f : D — R und es gilt

(gof) =(g"of) f

Umkehrregel: Sei D ein allgemeines Intervall(!) und f : D — R
eine differenzierbare Funktion mit f'(x) # 0 fiir allex € D. Dann ist
f streng monoton, insbesondere injektiv, B := f(D) ebenfalls ein
allgemeines Intervall, die Umkehrfunktion f~' : B — D C R wieder
differenzierbar und es gilt

1
frof T

(FY =

was auch soviel wie (f 1) of = ?17 oder ((f~Y)'of)-f' = 1 bedeutet.
O

Sollten Sie im Lesen des Verkettungssymbols o (“nach”) noch nicht
geiibt sein, werden Thnen Ketten- und Umkehrregel in dieser Ge-
stalt etwas fremd vorkommen. Setzen wir deshalb einmal Werte auf
beiden Seiten ein, zuerst in die Kettenregel. Die rechte Seite ist das
Produkt aus den beiden auf D definierten Funktionen g'o f und f’,
also gilt fir x € D jedenfalls

(gof)(z)= (g0 f)z) f'(x)
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und wenn wir nun die Verkettung im ersten Faktor ausschreiben,
erhalten wir

(g0 f)(z) =g (f(2)) f(2),
und wenn wir auf der linken Seite statt des Ableitungsstriches das

Operatorsymbol % verwenden, kéonnen wir auch dort die Verket-
tung ausschreiben und bekommen

d

I (@) =g (f(z)) - ['(=),

was vielleicht vertrauter aussieht.

Die Umkehrregel gibt uns eine Gleichung zwischen zwei auf B,
nicht auf D, definierten Funktionen, ndmlich zwischen (f~')" auf
der linken und 1/f" o f~1 auf der rechten Seite. Deshalb sollten wir
die Variable vielleicht nicht x, sondern y € B nennen. Dann ergibt
sich

1

(= W)

Whire es falsch gewesen, die Variable mit x € B zu bezeichnen? Das
nicht. Wenn wir aber bei dem Namen y € B bleiben, dann haben
wir den Buchstaben x fiir x € D noch frei und kénnen auch speziell
einmal y = f(z) in die Umkehrformel einsetzen, dann ist f~!(y)
natiirlich  und deshalb

1
YU@) = 5=
YI@) = 753
was auch eine sehr brauchbare Fassung der Umkehrformel ist. Man
kann sich iibrigens diese Fassung auch jederzeit aus der Kettenregel
herausholen: (f~'o f)(z) = z, also (f ) (f(z))- f'(z) = 1 nach der
Kettenregel, und da steht’s.?

Ich unterstelle, dass die Beweise der Ableitungsregeln Thnen be-
kannt sind, aber mehr so wie die Polizet unterstellt, dass Sie Ihren
Fithrerschein bei sich haben, kontrollieren will ich Sie jetzt gerade
nicht.
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Wenn Sie Thre Kenntnisse iiber den Stetigkeitsbegriff reaktivie-
ren (mit f und g ist auch f + g stetig usw.), so sehen Sie, dass im
Falle von C'-Funktionen f und g die in den Regeln angegebenen
Ableitungen alle wieder stetig sind. Sind f, g sogar C?, so kénnen
wir die Regeln auf die Ableitungen wieder anwenden usw., so er-
halten wir eine

Wichtige Zusatzinformation zu den fiinf Ableitungsregeln:
Sind die dort genannten Funktionen f,g sogar C*-Funktionen, so
sind auch f +g, fg, f/g9, go f bzw. f~! wieder C*-Funktionen. O

2.4 Erste Beispiele

Mit den Ableitungsregeln sollten wir nun, ausgehend von %c =0
und %:E = 1, die Ableitungen sehr vieler Funktionen schon berech-
nen konnen, aber wenn Sie es versuchen, so merken Sie erst ein-
mal wieder, dass auch die Ableitungsregeln ‘Mathematik aus dem
Gewichshaus’ sind. In der freien Natur haben die Funktionen oft

keinen Namen, und wenn Sie etwa

d [1—za"
deV 1+ 27

ausrechnen sollen, so sehen Sie kein f und kein g und wissen nicht
gleich, was das {liberhaupt mit den Regeln zu tun hat. Wir wollen
auch lieber mit einfacheren Beispielen anfangen. Wohibekannt ist
Ihnen

Beispiel 1: Fiir jedes n € N gilt

d

o n—l.
dz

= NnT

BEWEIS: 1. Schritt: Jedenfalls ist die Formel fiir n = 1 richtig,

denn Lol = Lz =1=1.4"
z dzx
Annahme: Wir nehmen nun an, n sei eine jener natiirlichen Zah-

len, fiir welche die Formel d%x” = nz"! gilt. — Gibt es solche
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Zahlen? — Na jedenfalls ist doch 1 so eine Zahl, wie im ersten
Schritt festgestellt. — Aber andere? — Das wissen wir noch nicht,
dariiber schon etwas bewiesen zu haben behaupte ich doch auch gar
nicht. — Woméglich ist also 1 die einzige solche Zahl? — Na wenn
schon. Darf ich deshalb nicht “eine jener Zahlen, fiir welche die For-
mel gilt” betrachten, es mag nun viele oder wenige solcher Zahlen
geben? Ja selbst wenn wir gar nichis iiber die Existenz solcher Zah-
len wiissten, wire es uns nicht verboten, die logischen Folgerungen
aus der Annahme zu untersuchen.

2. Schritt: Unter dieser Annahme gilt die Formel auch fiir die
néchstfolgende natiirliche Zahl, d.h. es gilt dann auch

d
—az" = (n+1)z",

dz
denn nach der Produktregel ist

d d d
—(z-a")=—z 2" +x - —2",
dz dx dx

und %x = 1, wie wir wissen, %x” = nz""! nach der Annahme, also

%x”“ =x"+z-nz" ' =(n+1)z"

Damit ist aber die als Beispiel 1 aufgestellte Behauptung bewiesen.
Denn wenn wir uns die natiirlichen Zahlen eingeteilt denken in die
“outen”, fir die die Formel gilt, und die “schlechten”, fiir die sie
falsch ist, so wissen wir aus dem ersten Schritt, dass 1 eine gute Zahl
ist und aus dem zweiten, dass nach jeder guten Zahl als néchste
wieder eine gute folgt, also sind offenbar alle natiirlichen Zahlen
“gut”. O

Verstehe iiberhaupt nicht, wie man dariiber tiefsinnig werden kann,
“Induktionsprinzip”, dass ich nicht lache. Das nennt man néamlich
einen Induktionsbewets, statt “1. Schritt” schreibt man Induk-
tionsbeginn, die Annahme heifit Induktionsannahme und der
zweite Schritt ist der Induktionsschritt oder Induktionsschluss.
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Eine pfiffige Art, die noch unbewiesene Formel auf ganz legale Weise
zu ihrem eigenen Beweis mit heranzuziehen. Oft sehr niitzlich!

Manchen Anféngern stiirzt bei der Induktionsannahme der men-
tale Computer ab, weil sie aus dem Gedanken nicht herausfinden:
“wenn ich Edia?” = nz"~! als richtig annehme, was bleibt dann noch
zu beweisen?” Das kommt daher, dass sie — und das haben die
schwarzen Schafe unter den Mathematiklehrern auf dem Gewissen
— nur auf die Formel schauen und den darum herum stehenden
Text als lastig und unerheblich ignorieren. So werden sie denn gar
nicht gewahr, dass zwischen “Sei n eine jener Zahlen, fiir die ...
gilt” und “Fir alle n gilt ... ” ein Unterschied besteht.

d
Beispiel 2: Die Formel —z" = nz"! gilt sogar fiir alle n € 7Z,

also auch fiir negative n.

BEWEIS: Fiir n = 0 wegen z° = 1 sowieso klar, sonst aus der
Quotientenregel: fiir n € N ist
d d1 z"-0—1-na"!

—-n
et —— = = —nx
dx dx x™ 2n

Beispiel 3: Sei n € N. Auf die Funktion f : Rt — RT, x — z"
ist die Umkehrregel anwendbar und ergibt fiir die Umkehrfunktion
1 RY - R,z /z die Formel

d ~ 1 13z
%ﬁ—n-(\"/f)"‘l_ﬁ x

BEWEIS: Wir kennen f’ aus dem Beispiel 1 und wissen f~!(z) =
{/z, also konnen wir es wohl wagen in die Umkehrformel direkt
einzusetzen:

1 1

U= Fa) T e




2.5 Ableitungen elementarer Funktionen 31

Um das eingangs genannte Beispiel aufzudroseln, denken wir uns

1—zan
14+zn

=9(f(x))

mit f(z) = };ﬁ: fir || < 1 und g(y) = /¥ fiir y > 0. Natiirlich
wire auch g(z) = v/ fiir £ > 0 “richtig” gewesen, aber ein wenig

verwirrend. Dann ist also

nach der Kettenregel also

d [1—zn d 1 /1+2m
V17 - V@) =gy

f'(),

und f'(z) ergibt sich aus der Quotientenregel zu

onz™1

f(z)= _(1+—:1:")2’

damit wird die gesuchte Ableitung zu

d [I—zr  npa"! [T4an
dzV 1+a2 (1+zn)2V 11—z
worin die Benennungen f und g jetzt nicht mehr vorkommen, die

aber zwischendurch, wenn auch vielleicht nur in Gedanken ein-
gefithrt, ganz niitzlich gewesen sind.

2.5 Ableitungen elementarer Funktionen

Nur mit d%c = 0 und %x = 1 als Startkapital ausgestattet kénnen
wir mit den bisherigen Ableitungsregeln die Exponentialfunktion
und die trigonometrischen Funktionen nicht erreichen, wir brauch-
ten dazu eine Ableitungsregel fiir Potenzreihen
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Ich muss deshalb unterstellen, dass Sie die Ableitungen von e* und
sinz und cosx anderswoher kennen:

Erinnerung: Es gilt

d x x
—e = e
dz
d sinz = cosz
dz N
@ cosx = —sinz
fiir alle x € R. O

Ich kann Thnen ja aber ruhig sagen, wie die Ableitungsregel fiir
Potenzreihen heifdt: Ist ag, ay, ... eine Zahlenfolge und gilt

flz)= Z anz"

fir alle z eines offenen Intervalls (—r,r), so ist dort auch

o0
f(z)= Z napz™ !,
n=0

d.h. es wird einfach “gliedweise” differenziert. Wenden Sie diese

o0
Regel auf die Exponentialreihe e¥ = > %"T an, so erhalten Sie wegen
n=0

d z° 0 wd iiv_n _ nr1 _ -1
dz 0! den!  nl (n—1)

wieder dieselbe Reihe als Ableitung, also %ez = €%, und sehen Sie
auch einmal hin, wie artig der Summand der Sinus-Reihe bei der
Ableitung in den Summanden der Cosinus-Reihe iibergeht:

d x?n-{—l :L.Qn

_(_l)n(2n+ n - (_l)n(Qn)!

UswW.
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Nun konnen wir im Prinzip die anderen elementaren Funktionen
aufgrund der Ableitungsregeln auch ableiten und wollen es in einer
Anzahl von Beispielen auch sogleich machen. Nur wollen wir vorher
die am Schluss des ersten Kapitels vorlaufig formulierte Definition
des Begriffes elementare Funktion durch eine Verabredung iiber
die Definitionsbereiche prazisieren. Da wir im Folgenden elementare
Funktionen ableiten wollen, sei ndmlich {iber die Definitionsbereiche
verabredet, dass bei der Konstruktion aus den Konstanten, aus z, e*
und sin z durch die Grundrechenarten, Verkettung und Umkehrung
die Umkehrung nur auf allgemeinen Intervallen geschehen darf, auf
denen die Ableitung, wie in der Umkehrregel verlangt, nirgends Null
wird.

Dann sind, wie die Regeln zeigen, die Ableitungen elementarer
Funktionen auch wieder elementar, insbesondere sind alle elemen-
taren Funktionen auch C*°-Funktionen.

Der Vorbehalt wegen der Ableitungsnullstellen vor Umkehrung
trifft {ibrigens insbesondere arcsin 2 und arccosz und ihre Neben-
zweige, die wir deshalb jetzt nur auf dem offenen Intervall (—1,1)
betrachten wollen.

iy

2

Der Arcussinus ist an den Intervall-Enden nicht differenzierbar

Nun zu den Ableitungen. Machen wir mit der Umkehrung der Ex-
ponentialfunktion, also dem Logarithmus den Anfang.

Beispiel 4: Fiir alle x > 0 gilt

1
—Inxr= -
T

dx
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BEwEIS: Folgt aus der Umkehrregel oder aus e®* = z und der
Kettenregel. ]

Damit kénnen wir jetzt auch die allgemeinen Potenzen, Exponen-
tialfunktionen und Logarithmen ableiten:

Beispiel 5: Fiir a > 0 war a® := ¢*"% definiert gewesen, also

x x
—a*=a"lna
dz

nach der Kettenregel. (]

Beispiel 6: Fiir alle x > 0 und festes o € R ist

d
(Tx"‘ = azr® !,
x
denn z® = e®!"? also
d a «a
d_ma — _ealnz — _‘xa’
z T x

und das ist wirklich az®~1, denn auch fiir die allgemeinen Potenzen
gelten die Potenzgesetze

xaxﬂ — ealnxe,@lnm (a+8)Inz - Ia-&—ﬂ.

=€

Hier auf 8 = —1 anzuwenden. 0

Beispiel 7: Fiira > 0 und a # 1 war ,JJogz = i‘;—i, also

1

d
2l - .
d:r( 0g ) Ina

8=

fiir alle x > 0. O
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2.6 Die Ableitungen der Arcus- und Areafunktionen

Nun wollen wir uns die Arcusfunktionen besehen. Dabei spielt wie-
der eine Rolle, auf welchem Zweig wir uns befinden.

T
Houot ) 1. Nebenzweig
auptzwelg des Arcussinus
des Arcuscosinus
us
2
Hauptzweig
des Arcussinus
—1 1

Vorzeichen der Ableitungen der Arcuszweige

Wir sehen schon, dass arcsin z positive Ableitung, sein erster Ne-
benzweig aber negative, und iiberhaupt sollte der erste Nebenzweig
des arcsin dieselbe Ableitung wie der Hauptzweig des arccos ha-
ben. Wollen wir einmal achtgeben, wie das durch die Umkehrregel
herauskommt:

Beispiel 8: Fiir die Hauptzweige gilt

d 1

P arcsinx = 7___1 =

d 1

— arccosy = —————-
dx V1—z2’

fiir den ersten Nebenzweig des Arcussinus aber ebenfalls

. 1
—— arcsing r = —

dr V1i—a2?
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BEWEIs: Jedenfalls gilt sin(arcsinz) = z und deshalb nach der
Kettenregel

cos{arcsin z)% arcsinz = 1
oder (Umkehrregel):

d . 1
—arcsing = ———.
dx cos(arcsin x)

Das gilt genauso fiir jeden Nebenzweig des Arcussinus. Aber aufler-
dem gilt iiberall cos?y +sin®y = 1, also cosy = £4/1 — sin®y, und
das Vorzeichen vor der Wurzel ist eben das Vorzeichen des Cosinus
beim Wert y. Fiir —5 <y < % ist aber cosy > 0, deshalb ist dort
cosy = 4++/1 — sin?y, insbesondere, weil der Hauptzweig arcsinz
seine Werte zwischen —% und 7 annimmt, ist

cos(arcsinz) = \/1 — sin®(arcsinz) = V1 — 22,

withrend wegen 5 < arcsin; z < 37” fiir den Nebenzweig das andere
Vorzeichen herauskommt. Analog bei arccos. O

Ebenso tiberlegt man sich die Vorzeichen der Ableitungen fiir alle
anderen Nebenzweige der Arcusfunktionen. — Nun zu den Ablei-

tungen von Tangens und Cotangens:

Beispiel 9: Es gilt

; 1
—tanz =
dz cos?z
¢ 1

—cotx = ——

dzx sin® z
BEWEIS: Quotientenregel,

d sinx cosxcosk+sinzsinz 1
dz coszt cos? cos?z’

analog fiir cot z. O
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Beispiel 10: Es gilt

1
— arctanz =
dx 1422
‘ 1
—arccotr = ————
dx 1+ 22

BEWEIS: tan(arctanz) = z, also Umkehrformel

— arctanz = cos’(arctan ).

Beachte aber:

) sin?y 1 —cos’y 1
tan®y = = = —1
cos?y cos?y cos?y
also
9 1
cos’y = ————
Y71 1 tan? Yy’
setze nun y = arctan z. Analog fiir arccot x. 0
1
1422

Ableitung des Arcustangens ist die Funktion % arctan x = H—lzg

Es gibt unter den unendlich vielen elementaren Funktionen noch
manche, die so wichtig sind, dass sie eigene Namen fiithren, wie zum
Beispiel die sogenannten Hyperbelfunktionen Cosinus hyperbo-
licus und Sinus hyperbolicus, die durch
T —z T -
coshzx := E—+2f——— und sinhz := %

definiert sind. IThre Umkehrfunktion sind die sogenannten Area-
Sfunktionen Areasinus hyperbolicus Arsinh := (sinh)™!: R — R
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und Arcosh := (cosh |[R*)~! : (1,00) — RT, der Areacosinus hy-
perbolicus.

coshz

sinh z

Die Graphen der Hyperbelfunktionen

Diese Funktionen sind in eigenartiger Weise mit den trigonometri-
schen Funktionen und ihren Arcusfunktionen verwandt, was man
aber erst durch die Funktionentheorie (Theorie der analytischen
Funktionen einer komplexen Variablen) richtig verstehen lernt. Zum
Beispiel gilt

Notiz: cosh?z — sinh® z = 1 fiir alle z € R, und ferner

d
— coshz = sinhz
dz

. sinhx = coshz,

7

d

—Arcosh x = ———1——3
dz x2 —1

d

—Arsinh x = #

dx z2+1

Soviel iiber das Ableiten. Im nichsten Kapitel wollen wir uns einer
anderen alten mathematischen Kulturtechnik zuwenden, némlich
der Integration.



2.7 Ubungsaufgaben 39

2.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe R2.1: Bilden Sie die Ableitung der Funktionen
a) e *(sinx — cosx),
b) 2 [(Inz)? — L Inz + 1] fir 2 > 0,
¢) arcsin(1/z) fiir x # 0,
d) Lz® fir z > 0,
e) & n x| fiir z # 0.

Aufgabe R2.2: a) Berechnen Sie die Umkehrfunktion
Arsinh := (sinh)™': R — R,

indem Sie y = sinh(z) direkt nach z auflosen. b) Berechnen Sie die
Ableitung von Arsinh auf zwei Weisen: 1. indem Sie die Regel fiir
die Ableitung der Umkehrfunktion und 2. indem Sie das Ergebnis
von a) verwenden.

Aufgabe R2.3: In der statistischen Physik spielt die Fermi-Funk-
tion f(z) = 1/(e* + 1) eine wichtige Rolle. Skizzieren Sie diese
Funktion und ihre Ableitung im Intervall —2 < = < +2. Unter-
suchen Sie die Funktion f(az) im gleichen Intervall fiir Werte von
a> 1.

Aufgabe R2.4: Fir die Auslenkung z(t) eines Federpendels als
Funktion der Zeit ¢ gelte z(t) = acoswt. Teilen Sie das Schwin-
gungsintervall [—a,a] in viele gleiche Teilintervalle der Lange Az
auf und berechnen Sie niaherungsweise die Zeit At, die sich das
Pendel im Schwingungsintervall [z, 2 + Az] aufhélt, als Funktion
von z.

Aufgabe T2.1: Es habe f : [a,b] — R bei b ein lokales Mazimum,
d.h. es gibt ein § > 0 mit f(b) > f(z) fiir alle z € (b—J, b). Beweisen
Sie: Ist f differenzierbar bei b, so gilt f’'(b) > 0.

Aufgabe T2.2: Sei f : [a,b] — R differenzierbar bei b und f’(b)>0.
Beweisen Sie, dass f bei b ein isoliertes lokales Maximum hat, d.h.
dass es ein § > 0 mit f(b) > f(x) fiir alle z € (b— 9, b) gibt.
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Aufgabe T2.3: Zwei allgemeine Intervalle D und FE sollen hier
einmal dquivalent heiflen, geschrieben D ~ E, wenn es eine die Vor-
aussetzungen der Umkehrregel erfillende differenzierbare Funktion
f auf D mit f(D) = FE gibt. Welche allgemeinen Intervalle sind
dquivalent, welche nicht? Zeigen Sie RY ~ [a,b) und RY £ [a, B].



3 Integration

3.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Wir betrachten eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R. Wie Sie
wissen, ist die anschauliche Bedeutung des Integrals

/b f(z)dz,

wenn es denn existiert, der Inhalt der Fliche “unter dem Graphen”,
wobei Flichenanteile unterhalb der z-Achse negativ zu verbuchen
sind:

Flicheninhalt B

a

Fliacheninhalt A

b b
Flécheninhalt ist [ f(x)dz [ f(z)dz = B — A in diesem Falle
a

a

Als Definition konnen wir das aber nicht gelten lassen, denn der
Begriff “Flacheninhalt” ist eben genauso problematisch wie der In-
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tegralbegriff. Ja wenn f = ¢ konstant ware! Dann definierten wir
natiirlich

b
Definition: [cdz:=(b—a)-c O
a
Flacheninhalt (b —a) - ¢

1N\

I a b

Integral iiber konstante Funktion: Fliche des Rechtecks

Ich kann Sie aber schnell einmal an die genaue Definition des Rie-
mann-Integrals erinnern, wenn auch der spatere praktische Umgang
mit dem Begriff nach Regeln geschieht, denen man den Bezug zu der
grundlegenden Begriffsbestimmung nicht mehr so direkt ansieht.
Als Hintergrundinformation!

Man nennt eine Funktion f : D — R beschrdnkt, wenn es
eine Konstante C' gibt, so dass |f(z)] < C fiir alle z € D ist. Um
beschrankte Funktionen auf kompakten Intervallen, f : [a,b] — R,
soll es sich handeln. Nehmen wir einmal eine solche Funktion in die
Zange:

N Hshe h;
NG

a Ty Ti—1 T b
Funktion in die Zange genommen
Unter einer Zange wollen wir némlich eine Unterteilung

a=1Zo< T < < Tp:=0b



3.1 Riemann-integrierbare Funktionen 43

des Intervalls zusammen mit Hohenangaben k; < h; firi=1,....,n
verstehen. Wir sagen f sei in der Zange, wenn jeweils

ki < f(z) <h

fir alle £ mit z; ; < x < a; gilt. Der Gesamtflicheninhalt der
niedrigeren S#ulen, also

L[(Z):*-Zk T~ Ti1)

soll die Untersumme der Zange heiflen,

Zh _3321

die Obersumme, und die Differenz

n

O(Z) - U(Z) = Z(hi - kl)(ﬂ«"z - 1'1‘—1)

i=1

nennen wir die Integraltoleranz der Zange, das ist der Fliachen-
inhalt des in der obigen Figur schraflierten Bereichs.

Definition: Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit Rie-
mann-integrierbar, wenn man sie mit beliebig kleiner (positiver)
Toleranz in die Zange nehmen kann. ]

Genauer also, wenn sich zu jedem (“noch so kleinen”) ¢ > 0 eine
Zange um f mit einer Integraltoleranz O(Z) — U(Z) < e finden
1483t.

Lemma und Definition: Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar,
so gibt es genau eine Zahl I € R, fiir dieU(Z) < I < O(Z) fiir alle
Zangen gilt, in die man f nehmen kann, und diese Zahl heifit das
Integral von f iiber [a,b] und wird als

b

I::/f(m)dz

a
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geschrieben. Diese Notation wird noch um die Festsetzungen

/af(x)dl“ = —/bf(x)dx und /af(m)dx =0
b p ;

ergénzt. |

Auf den (leichten) Beweis des Lemmas will ich hier nicht eingehen,
man iiberlegt sich zuerst, dass fiir alle Zangen Z, Z’ um f stets
UZ) <07 gilt, ... L

Manche beschrankten Funktionen sind so sperrig, dass sie sich
einfach in keine enge Zange nehmen lassen, ich zeige Thnen ein Bei-
spiel. Wir gehen von einer harmlosen Funktion f : [-1,1] — R,
z.B. der konstanten Funktion 1 aus.

o

-1 1

Ausgangsfunktion, konstant Eins

Diese kénnen wir natiirlich sogar mit Nulltoleranz in die Zange
nehmen. Jetzt verdndern wir fy zu fi, indem wir am Intervallmit-
telpunkt den Wert auf Null setzen:

S

-1 0 1
Erste Abdnderung: Wert Null am Intervallmittelpunkt

Jetzt geht es zwar nicht mehr mit Nulltoleranz, aber wir konnen das
den Nullpunkt enthaltende Teilintervall der Zerlegung so klein ma-
chen wie wir wollen, und deshalb gelingt es leicht, eine vorgegebene
positive Toleranzgrenze ¢ > 0 zu unterschreiten.

Das gilt auch, wenn wir an endlich vielen Stellen den Funkti-
onswert auf Null setzen, und das tun wir jetzt sukzessive immer an
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den Mittelpunkten der Teilintervalle, auf denen die Funktion noch
konstant 1 ist:

f2 L I3

o L

I | ] ' ¢ ' Y ' ' I

| | | e
-1 -1 0 : 1 -1 -1 0 1 1
Zweite Abdnderung Dritte Abdnderung

Die Grenzfunktion f := lim f, ist dann auf der Menge

{;n | k€ Z,n€Nomit —2" <k <2}

Null, sonst Eins. Die Nullstellen liegen so dicht, dass U(Z) < 0 fiir
alle Untersummen gilt, aber oben bleiben auch noch geniigend viele
Punkte iibrig: in jedem Teilintervall von [—1, 1] finden sich auch 1-
Stellen von f, so dass 1- (1 — (~1)) = 2 < O(2) fiir alle Zangen
um f gilt, die Integraltoleranz ist also mindestens 2 und f daher
nicht Riemann-integrierbar. O

Man glaubt aber schon anschaulich zu sehen, dass man stetige Funk-
tionen in beliebig enge Zangen nehmen kann,

Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen sind
Riemann-integrierbar

und die Intuition triigt hier auch nicht, in der Tat kann man be-
weisen?:

Lemma: Jede stetige Funktion f : [a,b] — R (erst recht jede diffe-
renzierbare!), ja jede beschréankte Funktion f : [a,b] — R mit nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen ist Riemann-integrierbar. O
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Damit haben wir sofort einen Riesenvorrat an Beispielen integrier-
barer Funktionen. Ganz zufrieden kann man damit aber noch nicht
sein, denn oft mochte man auch Funktionen auf anderen allgemei-
nen Intervallen als gerade auf den kompakten Intervallen [a,b] in-
tegrieren, und oft iiber Integranden, die zwar stetig, aber nicht
beschriankt sind. Das sind die sogenannten “uneigentlichen” Rie-
mann-Integrale, sie werden auf die “eigentlichen” Integrale durch
Limesbildung zuriickgefiihrt, zum Beispiel:

Definition (uneigentliche Integrale): Ist f : (a,b — R so be-
schaffen, dass f l[a + ¢, b] fiir jedes 0 < € < b— a integrierbar ist, so
heifit der Grenzwert

b b
[t =t [ s@yis

a+te

falls er existiert, das uneigentliche Integral von f iiber (a,b].

d d-l—s b

b
Uneigentliches Integral lim [ f(z)dz

e0a%¢

Ist f: R — R so beschaffen, dass fiir jedes a < b die Einschrinkung
[|la, b] integrierbar ist, so heifit der Grenzwert?

a——00 b—+00

/f(x)dx = lim lim /bf(:v)d:r,

falls er existiert, das uneigentliche Integral von f tber R. O



3.2 Der Hauptsatz 47

—00 @ b—

b
Uneigentliches Integral lim lim [ f(z)dz
a——=00 b—0oo g

Ich schreibe das nicht fiir alle allgemeinen Intervalle einzeln auf,
aber ganz analog macht man es bei den anderen, also bei [a, 00},

(—00,8], [a,b) und (a,b).

3.2  Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Integraldefinition im vorigen Abschnitt dient der Begriffsbe-
stimmung, weniger dem direkten Rechnen. Viele Integrale lassen
sich sehr elegant mit Hilfe eines Satzes bestimmen, der das Inte-
grieren stetiger Funktionen in gewissem Sinne als das “Umkehren
des Ableitens” nachweist und deshalb, obwohl er ganz einfach zu
beweisen ist, seinen Ehrennamen schon verdient:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ist D C R
ein allgemeines Intervall, f : D — R stetig, zo € D, so gilt

2 / f(ydt = f(z)

auf ganz D. O

Eine Anmerkung zur Notation: dass in der iiblichen Schreibweise
fab f(z)dz iiberhaupt die Variable der Funktion vorkommt, ist aus
der Definition eigentlich nicht plausibel, man wiirde eher so etwas
wie fab f erwartet haben. In der Schreibweise f; f(z)dz steckt aber
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viel verborgene Weisheit. Einen Vorteil sehen Sie schon: man kann
das Integral auch schreiben, wenn die Funktion keinen eigenen Na-
men hat, etwa fol V1 — 22dz.

Von der Mathematik geht aber keine Verpflichtung aus, die “In-
tegrationsvariable” unbedingt x zu nennen, offensichtlich ist doch

1 1 1
/\/1ﬁ:chx:/vlqudu:/vlthdt Uusw.
0 0

0

némlich jedesmal, nebenbei gesagt, die Zahl .

Bei der Formulierung des “HDI” mache ich von dieser Freiheit
Gebrauch, um zu zeigen, auf welche Variable der Ableitungsopera-
tor % zugreift, ndmlich nur auf die obere Integralgrenze. Es wére
hier schlechter mathematischer Stil der Integrationsvariablen, bei
deren Benennung man volle Freiheit hat, gerade einen Namen zu
geben, den eine andere der vorkommenden Gréfien schon hat, wenn
es auch nicht gerade ein inhaltlicher Fehler wire.

Nun erinnere ich Sie daran, wie man den Hauptsatz zur Bestim-
mung von Integralen anwendet.

Definition (Stammfunktion): Unter einer Stammfunktion ei-
ner stetigen Funktion f : D — R auf einem allgemeinen Intervall
D verstehen wir eine differenzierbare Funktion F/ : D — R mit
=7 O

Beachte, dass dann auch F'4-c : D — R, wobei ¢ € R eine Konstante
bezeichnet, eine Stammfunktion ist, und iiberhaupt ist dann jede
Stammfunktion von f von dieser Gestalt, denn ist F' irgendeine
Stammfunktion von f, soist ja (F—F) = f— f =0, also F— F =
const, d. h. F = F + c. Dabei benutzen wir wirklich, dass D ein
allgemeines Intervall ist,* wollten wir auch etwa im Falle D = R~ 0
von Stammfunktionen sprechen, so wire diese Behauptung nicht
richtig:
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RS

Die Schar der Stammfunktio- F = F’ auf R~ 0, obwohl
nen auf einem Intervall F — F dort nicht konstant ist.

Korollar aus dem Hauptsatz: Ist f : D — R eine stetige Funk-
tion auf einem allgemeinen Intervall und F eine Stammfunktion
von f, so gilt

b

/ﬂ@M=F@—F@

a

fiir alle a,b € D.

BEWEIS: Nach dem Hauptsatz ist auch durch
F(z) := / f(t)dt

eine Stammfunktion gegeben, also gilt F = F + ¢ und daher
F(b) ~ F(a) = F(b) ~ F(a),
b

aber F(a) =0 und F(b) = [ f(z)dz. O

a

Alle Integrale iiber den Integranden f hat man also in der Tasche,
wenn man eine Stammfunktion F' gefunden hat, ganz gleich welche.
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Die einfachste Art eine Stammfunktion zu finden, ist natiirlich, den
Integranden in einer Ableitungsliste als Ableitung zu entdecken.

F(z) F(z) = f(z)

I.n nwn—l
Inz 1/x

e er
sinx COST
cosx —sinz

arcsin z 1/v1—2?

Ableitungsliste, Definitionsbereiche bitte
in Figenverantwortung auswéhlen!

Demnach ist z.B. fcos xdr = sin [ — sina. Das erhilt man ganz

[0
ohne Arbeit. Ein kleines bisschen muss man bereits bei

8

[sinzdz = cosa — cos 8

[e3
aufpassen, namlich auf’s Vorzeichen, weil ja eigentlich nicht sinz
selbst als Ableitung in der Liste steht, sondern —sinz. Und auch
cosx + sin z steht nicht darin, aber natiirlich gilt

b b
Notiz: Stets gilt [ cf(z)dz = ¢ [ f(z)dx und

b b

(@) + glonis = / f@yte+ [ gla)is.

a a

sogar fiir beliebige Riemann-integrierbare Funktionen, das folgt di-
rekt aus der Definition. O
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So kommt man schon etwas weiter. Noch weiter aber kommt man,
wenn man die Produktregel und die Kettenregel der Ableitung mit
einsetzt. Davon handeln die nachsten beiden Abschnitte. Zuvor nur
noch die Erinnerung an eine praktische

Schreibweise: F(b) — F(a) =: [F(x)]z, oder auch kurz [F]Z oder
z=b

noch kiirzer F (x)lz oder auch ganz ausfiihrlich [F(z)]

Auch diese Notation bleibt beim Fehlen einer Funktionsbezeich-
nung wirksam, z.B. [z++v/1 — 22]%, und die Variablennamen schreibt
man dazu, wenn sonst Verwechslungen auftreten kénnten, z.B. ist
(2% + Az zz; =1+ A, aber [z? + \z] :\\:) =z

3.3 Partielle Integration

Die Methode der sogenannten partiellen Integration geht davon aus,
dass fiir zwei C*-Funktionen u,v : D — R auf einem allgemeinen
Intervall die Produktregel (uv)’ = w'v+wuv’ gilt, uv also eine Stamm-
funktion von w'v + uv’ ist. Sucht man daher eine Stammfunktion
von u/'v, so geniigt es eine Stammfunktion von uv’ zu finden, denn
wenn man diese von uw subtrahiert, so erhélt man ja die gesuchte
Stammfunktion von u'v, da

w'v = (uv) — ud’

ist. So kann man also vor der Stammfunktionssuche den Ablei-
tungsoperator von u auf v “iiberwilzen”. In Integralform nach dem
Hauptsatz:

Partielle Integration: Sind u,v : D — R zwei C'-Funktionen auf
dem allgemeinen Intervall D, so gilt

b

b
/u'vd:v: [uw]i—/u'v'dx

a

fiir alle a,b € D. O



52 Kapitel 3: Integration

Wenn Sie diese Methode zum Aufsuchen einer Stammfunktion ei-
ner stetigen Funktion f(z) oder zur Bestimmung eines Integrals

b
von [ f(z)dz benutzen wollen, haben Sie also im Wesentlichen drei

a
Arbeitsschritte auszufithren:

1. Schritt: Schreibe f(x) als ein Produkt

flz) = fi(z) - folz),
wobei f; als Kandidat fiir ' und f; als Kandidat fiir v gedacht ist.

2. Schritt: Suche Stammfunktion fiir f; zu finden. Gelingt das,
nenne sie u und setze v := fo. Andernfalls zurlick zum ersten
Schritt.

3. Schritt: Suche Stammfunktion von u(z)v'(z). Ist eine gefunden,
subtrahiere sie von uv und ernte damit eine Stammfunktion von
f(z). Andernfalls zuriick ans Reifibrett!

Man muss also die Produktzerlegung im ersten Schritt schon vor-
ausschauend vornehmen. Hier ist ein einfaches Beispiel. Sei

fl@y=x-sinz.

Dieser Integrand steht schon in Produktform da, z und sin z bieten
sich als die Faktoren an. Welcher soll Kandidat fiir «/, welcher v
sein?

Den zweiten Schritt konnten wir in jedem Falle ausfiihren: %xQ
ist eine Stammfunktion fiir z und — cosx ist eine Stammfunktion
fiir sin z. Wenn wir aber z als den Kandidaten fiir «/ wéahlen, miissen
wir im dritten Schritt eine Stammfunktion fiir uv’ = %xQ COSZ Su-
chen, da wéren wir ja vom Regen in die Traufe gekommen!

Wenn aber z der Kandidat fiir v wird, dann wird v = 1 und
uv’ = —cosz, davon kennen wir eine Stammfunktion, ndmlich
—sinx. Also ist —z - cos z -+ sin z eine Stammfunktion von z - sin z,
also

b
b
rsinzrdr = l:SlIl.Z‘”iﬁCOSSU] .
a

a
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Partielle Integration funktioniert nicht immer, aber 6fter als man
denkt. Betrachten Sie das Beispiel f(z) = Inz. Scheitert hier schon
der erste Schritt? Aber nein, betrachte

lnz=1-Inz.
Dann kénnen wir u = x setzen, erhalten v - v = x - -11; = 1 mit
Stammfunktion z, folglich ist z Inz — z eine Stammfunktion von
Inz.

3.4 Substitution

Bei der Substitution zeigt sich die Integralnotation von ihrer besten
Seite. Wir wollen ein Integral f: f(zx) dx ausrechnen. Die Substituti-
onsmethode besteht darin, dass wir einen gewissen Term oder Aus-
druck in der Variablen z, zum Beispiel u(x) := z? oder u(z) := sinz
oder u(z) := v/z — 3 durch eine neue Variable u ersetzen oder sub-
stituieren wollen, um das Integral iiber die Variable z in ein hoffent-
lich einfacheres Integral {iber die Variable u verwandeln zu kénnen.

Dabei muss aber alles in der neuen Variablen ausgedriickt wer-
den, nicht nur die Funktion f(z), sondern auch die Integrations-
grenzen und das “Differential” dz, das nicht umsonst an der Inte-
gralnotation mitwirkt. Wir treffen dafiir die

Substitutionsvoraussetzung: Es sei u : [a,b] — R eine differen-
zierbare Funktion mit «/(x) # 0 fiir alle x € [a, b], die folglich nach
der Umkehrregel umkehrbar ist. O

Fiir das praktische Ausfiihren so einer Substitution eignet sich die
klassische Notation u = wu(z) fiir die Substitutionsfunktion und
z = z({u) fir deren Umkehrung bestens. Beachten Sie iibrigens,
dass nach der Umkehrregel dann die Ableitung der Umkehrung, also
z'(u), gleich dem Kehrwert der Ableitung der Substitutionsfunktion
selbst ist — genommen an der richtigen Stelle! Namlich
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Um die Funktion f(x) in der Variablen u auszudricken brauchen
wir ja nur z durch die neue Variable auszudriicken, also zu f(z(u))

iiberzugehen. Und jetzt vertrauen wir uns blindlings der Notation
du

’ _

() o

an, nehmen das Wort Differentialquotient fiir bare Miinze und rech-
nen die Differentiale® dx und du dementsprechend ineinander um:

du=u'(z)dz und analog dz = z'(u)du.

Dann iibersetzt sich das Integral iiber die z-Variable wie von selbst
in ein Integral tiber die u-Variable:

Substitutionsregel: Ist f stetig und erfiillt u = u(zx) die Substi-
tutionsvoraussetzung, so ist

u(b)

/b flayde = [ flalw)e'(u)du.

u(a)

So macht man das, aber ist es auch in Ordnung? War die Herlei-
tung mit den “Differentialen” ein Beweis? Wohl kaum. Der BEWEIS
besteht einfach in der Kettenregel, denn wenn F(x) eine Stamm-
funktion von f(z) bezeichnet, so ist doch

%F(ﬂﬁ(u» = F'(z(u)z'(u) = f(z(u))z'(u)

nach der Kettenregel und daher ist das Integral auf der rechten
Seite der Substitutionsformel gleich F(z(u(b))) — F(z(u(a))), also
gleich F(b) — F(a), wie das auf der linken Seite. O

Als Beweis brauchten wir die Herleitung also nicht, aber beim Rech-
nen konkreter Beispiel ist es praktisch, danach vorzugehen, weil
dann die Notation fiir uns denkt und wir uns nichts zu merken
brauchen. Probieren wir das gleich einmal aus.
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b
Was ist f V1 — 22dz?
a

b
Um f V1 — z?dx zu bestimmen, substituiere z = sinu

a

Wenn wir x = sinu substituieren kénnten, wiirde jedenfalls die
unangenehme Wurzel verschwinden, weil ja 1 — sin? u = cos®u ist.
Was sonst etwa noch geschieht wird sich weisen. Wir legen uns also

zu dieser Substitution zurecht:

U = arcsinge
r = sinu
dr = cosudu

Die Substitutionsvoraussetzung ist fir —1 < a < b < 1 erfiillt, die

Werte des Arcussinus liegen zwischen —% und 7, wo der Cosinus

positiv ist, also ist hier \/1 — z(u)? wirklich cosw und nicht etwa
— cosu, Substitution ergibt daher

b arcsin b
/\/1 —z?dr = / cos? u du.

arcsin a

Von hier aus kommen wir nun zu Fuf§ weiter, denn nach dem Additi-
onstheorem fiir den Cosinus ist cos 2u = cos? u—sin?u = 2 cos? u—1
und daher der Integrand cos? u = %(1 + cos 2u). Das Integral Giber
cos 2u konnte man nochmals mit einer ganz kleinen Substitution
behandeln: 2u = v, u = %v, du = %dv, wiirde man nicht sowieso
schon von weitem sehen, dass %Sil’l 2u Stammfunktion von cos2u
ist. Also haben wir

] u=arcsin b

2

u=arcsina

b

1 1
/\/1—x2dx=§[u+—sin2u
a
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erhalten. Insbsondere ist, nach dem HDI,

1 1 .

5 (U + 5 sm 2’[1,) |u:arcsinw

eine Stammfunktion von /1 — 22. Der darin vorkommende Term
sin(2 arcsin z) sollte sich etwas netter schreiben lassen, es ist

sin2u = 2sinucosu = 2sinuv 1 — sin®u

fir u € (—3,%), also ist
1
F(z) = i(arcsin z+azv1l—2a?)

eine Stammfunktion von v1 — z2.

Vom Beispiel zur allgemeinen Substitutionsregel zuriickkehrend, be-
merken wir, dass wir die oben gemachte Substitutionsvoraussetzung
etwas lockern kénnen. Wie weit? Na jedenfalls so weit, wie es ohne
Beschidigung unserer Beweisargumentation geht, wir miissen nur
genau hinschauen. Ist f : D — R eine stetige Funktion auf einem
allgemeinen Intervall und bezeichnet x = z(u) eine differenzierbare
Funktion [ug, u1] — D, so gilt doch ohne weitere Umkehrbarkeits-
voraussetzungen nach der Kettenregel die Substitutionsformel

71)1“(96) dz = 7f<z(u>>w'<u> du.

z(uo)

Der einzige Schonheitsfehler ist, dass vielleicht nicht die gewiinsch-
ten Integrationsgrenzen a, b € D dabei herauskommen, darauf miis-
sen wir im Anwendungsfalle also achten. Wihle x = x(u) so, dass
z(up) = a und z(u;) = b (oder umgekehrt) gilt. Dann kann man
auch mit = z(u) alleine substituieren, eine Umkehrung u = u(z)
braucht gar nicht vorhanden zu sein.

Auch mit einer auf [a, b] definierten differenzierbaren Funktion
u = u(z) allein lasst sich unter Umsténden substituieren, auch wenn
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sie nicht umkehrbar ist und z = z(u) deshalb nicht zur Verfiigung
steht. Wenn es uns namlich gelingt, sagen wir einfach: durch Pro-
bieren, eine stetige Funktion ¢ : E — R auf einem allgemeinen
Intervall so zu finden, dass u(z) € F und

flz) = p(ulx))u'(z)

gilt, denn dann gilt nach der Kettenregel die Substitutionsformel

Im umkehrbaren Fall ist der u-Integrand der Substitutionsformel
so ein ¢, also p(u) = f(z(u))x'(u). Sagen Sie nicht, man werde
ohne Hilfe der Umkehrung = z(u) das ¢ kaum erraten konnen:
manchmal steht f(x) schon so da, dass Ihnen v = u(z) und ©{u)
geradezu entgegen springen, etwa f(z) = e5%cosz, ein anderes
Mal brauchen Sie nur einen kleinen Handgriff zu tun, um f in diese
Gestalt zu bringen. Also auch die Substitution mit v = u(x) allein
hat Chancen.

Ich weil wohl, dass es Stammfunktionen suchende Software gibt
und Studenten sie mit Vergniigen bei Integrationsaufgaben anwen-
den, die eigens gestellt wurden, um das Integrieren per Hand zu
itben. Haben die klassischen Integrationstechniken wie partielle In-
tegration und Substitution im Computer-Zeitalter an Bedeutung
verloren?

Na vielleicht, ein bisschen. Gar so grofle Virtuositit im Integrie-
ren per Hand wird Ihnen ja auch nicht abverlangt. Aber die Ansicht,
man brauche die Substitution nicht handhaben zu kénnen, weil es
ja dafiir Software gibt, wire etwa so zutreffend wie die Meinung,
man brauche nicht laufen zu lernen, da es ja Autos gibt. Das ist ein-
fach eine Frage der unmittelbaren Beweglichkeit! Sie wissen, zum
Beispiel aus einer Formelsammlung, dass

x

/ e T dr = /7

-0
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gilt, finden sich aber plotzlich beim Lesen, Diskutieren, Arbeiten

mit
[e.¢]

/ e dy

—0oC

konfrontiert. Ist das nun A\/7 oder /m/A oder vV Ar oder /m/A?
Peinlich.

Ein Notationsthema soll noch zur Sprache kommen. Wollen wir uns
einer Notation fiir die Stammfunktionen als “unbestimmte Integra-
le” anschlielen? Manche Autoren schreiben

F(z) = /f(x) dx

(ohne Integrationsgrenzen), um auszudriicken, dass I eine Stamm-
funktion von f sei und sprechen von dem Symbol [ f(z)dz als von
einem unbestimmten Integral. Obwohl ich die Bequemlichkeit einer

Schreibweise wie
/u’vdx = — /uv'dm

fiir die partielle Integration einsehe, kann ich mich doch nicht dafiir
erwirmen, weil die Schreibweise den Sinn des Gleichheitszeichens
manipuliert. Wenn

1+sinx = /Coszdx =sinzx

gelten soll, dann verweigere ich die Gefolgschaft.

Eine weniger radikale Version der Schreibweise will das unbe-
stimmte Integral [ f(z)dz als die Gesamtheit aller Stammfunk-
tionen gelesen wissen und schreibt

[ f@yde = F@)+c,

wobei also ¢ den Scharparamenter der Stammfunktionenfamilie be-
zeichnen soll.
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Schon besser! Birgt aber die Gefahr, dass Sie das unbestimm-
te Integral [ f(z)dz dann doch alle Augenblicke wieder wie eine
Einzelfunktion behandeln und ein bisschen ins Schwimmen kom-
men. Am liebsten ware mir, Sie wiirden die Notation gar nicht in
der Offentlichkeit verwenden. Geht aber nicht an, denn das unbe-
stimmte Integral ist nun einmal im Gebrauch, und Sie miissen auch
damit zurecht kommen.

3.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R3.1: Finden Sie durch partielle Integration Stammfunk-
tionen fiir z2Inz und ze® und eine ‘Rekursionsformel’ fiir das In-

tegral
b

I, = /rc"e” dx,

a

indem Sie [,, auf I,,_; zuriickfiithren.

Aufgabe R3.2: Berechnen Sie mit Hilfe der Partialbruch-Zerle-
gung

f(l‘) = (x~a)1(:c—b) :aib<zia_$ib)

die Familie der Stammfunktionen von f(z) fir alle drei Intervalle
r<a,a<z<b b<ux.

Aufgabe R3.3: Berechnen Sie das Integral

[e9}

1
/4dx
eZ_e—IE

1

mit Hilfe der Substitution u = e*.

Aufgabe R3.4: Berechnen Sie das unbestimmte Integral

/zsin(3x2 —5)dz.
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Aufgabe R3.5: Berechnen Sie das uneigentliche Integral

a
22
/ B
[aZ — 22
—a
mit Hilfe der Substitution = asin 2.

Aufgabe T3.1: Beweisen Sie, daBl mit f : [a,b] — R auch die
Funktion |f| Riemann-integrierbar ist und daf§

b

l/f(z)d:cl S/blf(:rzﬂdx

a

gilt.

Aufgabe T3.2: Zeigen Sie, dafl es zu jedem ¢ € R moglich ist,
stetige Funktionen a,b : [0,1] — [0, 1] mit a(0) = b(0) = 0 und

zu finden.
Aufgabe T3.3: Zu einer Funktion f : [a,b] — R wird
f+ . [CI,, b] - R

durch fi(z) = f(z) falls f(z) > 0 und f,(z) = 0 sonst festgelegt,
analog iibrigens f_ : [a,b] — R. Beweisen Sie direkt aus der Defi-
nition der Riemann-Integrierbarkeit: Mit f ist auch f; Riemann-
integrierbar.

T xD
Aufgabe T3.4: Existieren lim [ sinzdz und [ sinzdz?

.
r—00 . s



Differentialgleichungen erster Ordnung

4.1 Der Begriff der Differentialgleichung erster
Ordnung

Die Losung eines physikalischen Problems kann, mathematisch ge-
sehen, in der Bestimmung einer Zahl bestehen. Oft aber bezieht
sich das physikalische Interesse nicht auf eine einzelne Zahl, son-
dern auf eine Funktion, z.B. eine Funktion N : [ty, o0) — R welche
beschreibt, wieviele Atome eines zum Zeitpunkt ¢y aus Ny Atomen
bestehenden radioaktiven Praparats zum Zeitpunkt ¢ > o jeweils
noch da sind.

No f-n----

Funktion N(t)

t-Achse (“Zeit”)

Radioaktiver Zerfall

Zur Berechnung einer physikalisch interessanten Funktion braucht
man gewohnlich zweierlei mathematische Information, ndmlich zum
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einen ein allgemeines Gesetz, zum anderen Kenntnis besonderer Be-
dingungen des individuellen Falles. Um etwa aus dem Newtonschen
Bewegungsgesetz die Flugbahn einer Raumsonde vorherberechnen
zu konnen, braucht man auch die individuellen Startinformationen:
wann, wo und mit welcher Anfangsgeschwindigkeit geht die Reise
los?

Die physikalische Herleitung des allgemeinen Gesetzes fithrt nun
oft auf eine Gleichung, im Beispiel des radicaktiven Zerfalls ist es
die Gleichung

N'(t) = —aN(t),

in der auler der Funktion auch noch deren Ableitung, haufig auch
noch die zweite und manchmal sogar die dritte oder, selten, noch
hohere Ableitungen vorkommen. Solche Gleichungen nennt man
Differentialgleichungen erster oder zweiter oder sogar dritter und
noch hoherer Ordnung.

Die besonderen Bedingungen, mit denen im konkreten Anwen-
dungsfall die gesuchte Funktion aus dem allgemeinen Gesetz be-
stimmt werden soll, sind meist sogenannte Anfangsbedingungen, in
unserem Beispiel etwa N(tg) = Ny, oder Randbedingungen iber das
Verhalten der Funktion an den Intervall-Enden, oder Bedingungen
itber das Verhalten fiir ¢ — +o0o und dergleichen.

Dass man mit der Technik des Differenzierens solche Gesetze
itberhaupt aufstellen und mit der Technik des Integrierens die ge-
suchten Funktionen auch finden, die Differentialgleichungen also
l6sen konnte, das war historisch die eigentliche Sensation der Infini-
tesimalrechnung, nicht die (auch ganz netten) Kurvendiskussionen
zu Optimierungszwecken. In die Lésung von Differentialgleichungen
bekommen Sie in diesem Kapitel einen ersten Einblick.

In der Physik sind es oft Funktionen der Zeit ¢, um die es bei
den Differentialgleichungen geht, und auch in der mathematischen
Theorie der Differentialgleichungen benutzt man gern die Notati-
on t fiir die unabhéingige Variable. Jetzt will ich aber zur guten
alten (z,y)-Ebene zuriickkehren und fiir die gesuchte Funktion die
klassisch-anonyme Notation y = y(z) verwenden. Wir legen uns
zuerst etwas Handwerkszeug zurecht:



4.1 Der Begriff ‘Diflerentialgleichung erster Ordnung’ 63

Schreib- und Sprechweisen: Die Menge der Zahlenpaare wird
mit R? := {(z,y) | z € R,y € R} bezeichnet, veranschaulicht als
Ebene mit Koordinatenachsen.

Y == ’ (*rvy)

&8 F------

Die Koordinatenebene R?

Unter einem allgemeinen Rechteck M C R? wollen wir eine
Menge der Form M = D; x Dy = {(z,y) € R? |z € D,y € Dy}
verstehen, wobei D; und Dy allgemeine Intervalle sind. Ist z.B.
Dy = [a,b] und Dy = R, so ist Dy x D, ein vertikaler Streifen in
der (z,y)-Ebene, ein hiufig betrachteter Fall. O

z-Achse

Streifen

Definition (Differentialgleichung 1. Ordnung): Es sei M C R?
ein allgemeines Rechteck und f : M — R eine Funktion. Dann heift
die Gleichung

y/ = f(a:,y)

eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung auf
M fiir eine' gesuchte FPunktion y = y(z). Eine differenzierbare
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Funktion o : D — R auf einem allgemeinen Intervall D C R heifit
etne Ldsung vony' = f(x,y), wenn ihr Graph ganz in M liegt
und iiberall die Bedingung

erfiillt. Ist ferner (g, o) ein Zahlenpaar in M, und gilt a(xs) = o,
so sagt man, « erfillle die durch (zo,y0) € M gegebene Anfangs-
bedingung. O

[0}
Yol oo ___/\/

.
a o b

Man sagt ‘Anfangsbedingung’, auch wenn x¢ mitten drin in Dy oder
dem eventuell kleineren Definitionsbereich D der Lésung ist.

Hinweis: Es wird oft von maxzimalen Losungen die Rede sein.
Damit ist Folgendes gemeint: Ist @ : D — R eine Losung und
Dy g D ein kleineres Intervall, so ist natiirlich auch «|D, eine
Losung,

a]DO

3

Dy

3
[~ T S

Eingeschréankte Lésung «|Dy

die aber zu einer Losung auf einem grofieren Definitionsbereich fort-
gesetzt werden kann. Interessiert wird man natiirlich vor allem an
den Losungen sein, die einen moglichst grofien Definitionsbereich
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haben, wer wird denn von seinen Losungen etwas abschneiden und
wegwerfen wollen! “Zu kleinen” Losungen aber ganz und gar die
Losungseigenschaft absprechen zu wollen, wiirde andererseits oft
zu Unbequemlichkeiten der Formulierung fithren, daher diese Un-
terscheidung: Losungen, am liebsten aber mazimale Losungen.

Was bedeutet nun die Bedingung v' = f(z, y) anschaulich? Den-
ken Sie sich an jedem Punkt (z,y) € M ein kleines Strichlein mit
dem Anstieg f(z,y) gezeichnet:

Y/
/)]

oS eine der vielen
Py Y Lésungen
e e e ]

T

a /\\\\\\\ b
SOOSON NN

Lésungen sind tangential zum Richtungsfeld

Damit eine Funktion y = y(x) eine Losung sei, muf} ihr Graph die-
sen Richtungen folgen, denn tatséchlich soll ja y bei x den Anstieg
f(z,y(z)) haben!

Welche Erwartungen iiber die Lésbarkeit einer Differentialglei-
chung und das Verhalten der Losungen erweckt uns diese anschau-
liche Vorstellung?

e Erwartung zur Eindeutigkeit: Das Richtungsfeld fithrt den
Graphen so eng, dass er, von einem Anfangspunkt (zg, yo)
ausgehend, gar keinen Spielraum mehr hat: die Anfangsbe-
dingung sollte eine maximale Lésung eindeutig festlegen (im
Wesentlichen richtig).

e Erwartung zur Existenz: Durch jedes (zg,v0) € M sollte es
eine maximale Losung auch geben — man denke an ein Fahr-
zeug auf M, dessen Lenkung elektronisch immer in der vor-
geschriebenen Richtung eingestellt ist — vorausgesetzt, das
Richtungsfeld f verlangt keine Absurditdten vom Graphen,
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z.B. dass er abrupte Richtungswechsel ausfiihren und doch
differenzierbar bleiben soll (im Wesentlichen richtig).

NN

I b

Q

Man kann keine differenzierbare Lésung erwarten, wenn
das Richtungsfeld abrupten Kurswechsel verlangt.

e Erwartung zur Lebensdauer: Auch mazimale Losungen wer-
den im Allgemeinen nicht auf ganz D; definiert sein, selbst
wenn Dy = R ist (vertikaler Streifen), weil das Richtungsfeld
den Graphen nach oo abdriangen konnte, z.B. fiir Dy = [a, b]:

\ AN

e R L L S S
]

J
1

a T b
Flucht der Lésung nach co kann vorkommen

(Gangz richtig!)

Nach dieser Starkung unserer Anschauungskraft wollen wir nun ei-
nige instruktive Beispiele betrachten.
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4.2 Drei Musterbeispiele

Im ersten Beispiel geht alles glatt. Die Differentialgleichung ist auf
der ganzen (z,y)-Ebene gegeben und lautet

Y =My,

wobel A € R eine feste Zahl ist. Losungen zu finden ist hier ja ganz
leicht, weil offenbar y = e** eine Losung ist (denn i/ = e** -\ = My
nach der Kettenregel}, und fiir jede Konstante ¢ € R ist auch y =
ce™ eine Losung.

Y

CeAz

el
AR

fl

Lésungen von y' = My fiir positives A

Jede dieser Losungen ist auf ganz R definiert, ein Problem wegen
der Lebensdauer haben wir also nicht, und auch die Anfangsbedin-
gungen koénnen wir bedienen:

Beachte: Eine Losung der Form y = ¢ - e erfiillt die Anfangs-
bedingung y(zo) = yo offenbar genau dann, wenn yo = c - e**,
also ¢ = yoe % gewéhlt wird. Insbesondere ist y = yoe™*~%) eine
Losung, welche y(xo) = yo erfiillt.

Das ist ja alles sehr zufriedenstellend, aber eine wichtige Frage ist
doch noch offen geblieben:
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Frage: Gibt uns die Funktionenfamilie

y=ce®, ceR

wirklich alle (tnaximalen) Losungen, ist sie die sogenannte “allge-
meine Lésung”?

Antwort: Ja, denn wire y = y(z) eine weitere Losung, so wire
(kleiner Trick:)

wy(@)e™ = y(2)e™ — Ay(z)e ™

weil der Faktor (y/'(z) — Ay(z)) verschwindet, wie die Differential-
gleichung o' = My sagt. Also ist y(z)e ™ auf dem Definitions-
intervall von y(z) eine konstante Funktion ¢, d.h. y(z)e ™ = ¢

oder y(z) = ce*®, also nichts Neues. O

Damit ist fiir diese Differentialgleichung natiirlich auch das Eindeu-
tigkeitsproblem geldst.

2. Beispiel: Dieses Beispiel zeige ich Thnen, damit Sie sehen, dass
maximale Losungen nicht auf dem ganzen z-Intervall der Differen-
tialgleichung definiert zu sein brauchen. Wieder ist die Differential-
gleichung auf ganz R x R gegeben:

y/:yz.

Koénnen wir einige Losungen erraten? Jedenfalls ist y = 0 eine
Lésung. Kennen wir sonst eine Funktion, deren Ableitung ihr Qua-

drat ist? Wie steht es mit y = %? Nein, ¢ = —;15 = —y2. Beinahe ge-

troffen! Aber y = —% tut uns den Gefallen: ¢’ = —112— (—%)2 =y
Also drei maximale Losungen haben wir schon

1) die Nulllésung

2) R* >R, 2+ —1

x

3) R R, g+ 2

x’?
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3. Losung
1. Losung

2. Losung

Drei Lésungen von 3y = y?

und das Phénomen, das ich Thnen zeigen wollte, ist daran schon
zu sehen: Sie kénnen z — —% weder von R* noch von R~ auf ein
grifieres Intervall fortsetzen (RTUR™ = R\ 0 ist kein Intervall), die
Losung wird vom Richtungsfeld nach +o00 bzw. —oo abgedringt.

Wie finden wir aber weitere und moglichst alle Losungen? Nicht
durch Multiplikation mit ¢, aber

Beachte: Ist y(z) eine Lésung einer Differentialgleichung der Form
¥y = f(y) (einer sogenannten autonomen Differentialgleichung,
weil f nur von der y-Variablen abhiingt?®), so ist fiir jedes feste
xg € R auch y(x — x¢) eine Lsung,

Translation
— oz — x9)

a(z)

auch Lasung!

0 To

Bei autonomen Gleichungen erhélt man aus ei-
ner Lésung durch Translation weitere Lésungen

da ja offenbar y'(x — xo) = f(y(z — xg)) gilt. O

Deshalb erhalten wir sofort auch die Lésungen z — — auf (—o0, ¢)
und auf (¢, 00) fiir alle ¢ € R:
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—

Losungen von ' = 32

Durch jedes (zo,10) € R? geht so eine Lisung, also kénnen wir
damit alle Anfangsbedingungen erfiillen und finden zu jeder An-
fangsbedingung genau eine solche maximale Losung.

In der Tat haben wir keine Losung vergessen, die Familie ist
die allgemeine Losung von ¢’ = y?, und wir kénnten das auch be-
weisen, wollen es aber jetzt nicht tun, sondern gleich zum dritten
Beispiel gehen, welches unserer Intuition iiber die Eindeutigkeit der
Losungen einen Stofl versetzt:

3. Beispiel: Betrachte auf R x R die Differentialgleichung

v =2y/]y| .

Wieder erraten wir die Nullldsung, aber wegen %xQ = 2z sind auch
y = z? auf [0, 00) und y = —z? auf (—oo, 0] Losungen:

e

Gewisse Lésungen von y' = /|y
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woraus wir weitere Losungen durch Translation erhalten. Genug,
um alle Anfangswerte zu bedienen! Aber jetzt ist z +— z? auf R
keine mazimale Losung, man kann sie z.B. durch

_ 22 fir x>0
I 0 fir <0

zu einer Losung auf ganz R ergénzen, aber auch
—(z—a)? fir z<a
z—< 0 fir a<z<b
(x—b)? fiir b<x

ist eine Losung!

auch Losung!

Ein anderer Losungstyp von y' = /|y|

Also obwohl y' = 24/]y| eine Differentialgleichung erster Ordnung
ist, gibt es zu fester Anfangsbedingung yo = y(zo) (unendlich) viele
verschiedene Lésungen:

“““““ (%o, 90)

a :

/

Viele Losungen durch (xo, yo)
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Ein Fall, den wir bei unserer Anschauung des Richtungsfeldes einer
Differentialgleichung erster Ordnung nicht vorausgesehen hatten!

Miissen wir deshalb unsere Anschauung grundlegend revidie-
ren? Nein. Diese Differentialgleichung ist untypisch, ihre rechte Sei-
te 24/|y| weist namlich bei y = 0 eine “senkrechte Tangente” auf,
die letztlich der Grund fiir die Mehrdeutigkeit ist.

f)

Die vertikale Tangente bei 0 ist an allem Schuld

So boshaft sind die rechten Seiten der Differentialgleichungen erster
Ordnung im Allgemeinen aber nicht, und um unser Vertrauen in die
Anschauung des Richtungsfeldes wieder herzustellen, teile ich Thnen
einen moralisch aufbauenden Eindeutigkeitssatz mit.

4.3 Ein Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungen
erster Ordnung

Dieser Satz hort sich vielleicht etwas theoretisch an, er ist aber auch
von praktischer Bedeutung, weil er uns beim Losen von Differential-
gleichungen die Sorge abnimmt, ob wir auch wirklich alle Losungen
gefunden haben.

Eindeutigkeitssatz: Auf einem allgemeinen Rechteck Dy x Dy
sei eine Differentialgleichung y' = f(z,y) gegeben, deren rechte
Seite die sogenannte lokale Lipschitz-Figenschaft hat, d.h. dass f
stetig ist und man um jeden Punkt von Dy X D, ein kleines offenes
Rechteck R und eine Konstante L > 0 finden kann, so dass

|f(z,y) — f(2, )] < Lly — 9
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gilt, wenn nur (z,y) und (z,y) beide in dem kleinen offenen Recht-
eck sind. Dann gilt: Sind «, 3 : D — R zwei Losungen, welche fiir
ein g € D denselben Wert haben, also a(xg) = 5(z0) =: Yo, dann
gilt schon a = 3, d.h. die Lésungen sind durch eine Anfangsbedin-

gung eindeutig festgelegt. O
C)
/_ a
/ ﬁ
/——I\__/ 1

/ | i Lipschitzkasten
I : T

To Ty

Angenommen, Losungen kénnten sich ‘verzwei-
gen’ wie bei y = \/m Dann betrachtet man
den Punkt, an dem die Verzweigung anfangt und
einen Lipschitzkasten R darum. Dann ... (so et-
wa beginnt der Beweis).?

Fiirchten Sie nicht, dass im Anwendungsfalle Arbeit mit der Nach-
priifung der Stetigkeit und der Lipschitzbedingung verbunden sei.

Beruhigender Hinweis: Jede C'-Funktion f auf einem allgemei-
nen Rechteck hat ganz automatisch auch die lokale Lipschitzeigen-
schaft.

Zwar wissen Sie bisher nur, was C'!-Funktionen in einer reellen Va-
riablen sind, aber bald werden Sie es auch fiir mehrere Variablen
wissen und dabei sehen, dass man fiir die meisten Funktionen ein-
fach weifs, dass sie C' oder sogar C™ sind, weil sie ganz regelge-
recht aus gewissen einfachen Grundbeispielen entstanden sind, wie
im Falle einer Variablen. Also keine Angst vor Lipschitz!

Was niitzt so ein theoretischer Satz beim Losen konkreter Differen-
tialgleichungen v’ = f(z,y)? Viel. Zum Auffinden der allgemeinen
Lésung, also der Familie aller maximalen Lésungen, die es iiber-
haupt gibt, hat man nun folgende Strategie:
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Strategie zur Losung von ¢ = f(z,y):

1. Schritt: Konstatieren, dass f eine stetige Funktion mit der lo-
kalen Lipschitz-Eigenschaft ist. (“Klar”, “sogar C'” oder #hnliches,
hoffentlich!)

2. Schritt: Maximale Losungen beschaffen durch Erraten, Pro-
bieren, Tricks und Ansétze, oder einfach durch Mitteilung in der
Physikvorlesung, wie auch immer.

3. Schritt: Wenn noch notwendig: durch direkte Inspektion nach-
priifen, dass es wirklich Losungen sind (gegebenenfalls einsetzen)
und zwar mazimale, was gewohnlich daran zu sehen ist, dass das
Rechteck gar nicht gestattete, die Losungen itberhaupt als differen-
zierbare Funktionen fortzusetzen, geschweige als Lésungen:

/\/

Leicht als maximal erkennbare Lésungen
4. und letzter Schritt: Nachpriifen, dass man alle Anfangsbedin-

gungen (xo,yo) im Rechteck durch maximale Losungen bedienen
kann, dass “durch jeden Punkt eine maximale Losung geht”.

\\

Maximale Losung durch jeden Punkt
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Dann folgt also aus dem Eindeutigkeitssatz, dass wir tatsichlich die
allgemeine Losung gefunden haben.

4.4  Getrennte Variable

Der einfachste Typ, der aber doch auch noch einmal erwihnt wer-
den soll, ist ¥ = f(z), wobei f : D — R eine auf einem allgemeinen
Intervall gegebene stetige Funktion ist. Hier geht es also einfach
um die Stammfunktionen von f. Ist F': D — R eine Stammfunk-
tion, so ist natiirlich durch F(z) + ¢, ¢ € R die allgemeine Losung
gegeben, oder nach dem Hauptsatz: Die maximale Losung zur An-
fangsbedingung y(zg) = yo ist durch

o) =0+ [ sy
definiert.
i
/\/‘\ F

N

Allgemeine Lésung von y' = f(x)

Definition: Es seien f : D; — R und g : Dy — R zwei stetige
Funktionen auf allgemeinen Intervallen. Dann heifit die Differen-
tialgleichung

auf Dy x Dy eine Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen. d
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Beachte: Ist f stetig und g eine C'*-Funktion, so greift der Eindeu-
tigkeitssatz und wir koénnen leicht kontrollieren, ob wir alle Losun-
gen gefunden haben.

Wie aber finden wir die Losungen?

1. Schritt: Suche die Nullstellen von ¢ auf. Sind y,42,... € Do
solche Nullstellen, so sind die konstanten Funktionen y = y;, y = 4
usw. offenbar Losungen.

Y3 konst. Lésung
Y2 konst. Losung
N konst. Losung
T

Die konstanten Lésungen von y' = f(x)g(y)

Und damit ist der ersten Schritt schon abgeschlossen. Zur Vorberei-
tung des zweiten Schrittes betrachten wir nun die maximalen null-
stellenfreien Teilintervalle des Definitionsbereiches Ds von g einzeln.
In obiger Figur sind das die Intervalle (—oo,v1), (1, %2), (¥2,93),
(y3, +00). Sei E C D, eines dieser Intervalle:

————————————— konst. Lésung

------------- konst. Losung

Losungen im Bereich zwischen zwei konstanten Losungen

Dann ist g dort nullstellenfrei, und die Differentialgleichung ist auf
D, x E gleichbedeutend mit
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Hier sehen Sie die Variablen nun wirklich getrennt vor sich, daher
der Name des Differentialgleichungs-Typs. Die linke Seite erinnert
mit dem ‘nachdifferenzierten’ y an die Kettenregel, und indem wir
dieser Assoziation nachgehen, finden wir:

Lemma: Ist ®(y) eine Stammfunktion von ﬁ auf F und F(x)

eine Stammfunktion von f(x) auf Dy, so ist jede Funktion y = y(x),
deren Definitionsbereich D in Dy und deren Bild in E liegt und die

D(y(z)) = F(z) + e

fiir irgendein ¢ € R erfiillt, eine Losung unserer Differentialglei-
chung y' = f(z)g(y). O

Um aber solche Losungen zu finden, kommt uns ein gliicklicher
Umstand zu Hilfe: Wegen ®'(y) = o5 # 0 fir alley € E ist @
tatsachlich umkehrbar nach der Umkehrregel, und daraus folgt als
die eigentliche Handlungsanweisung:

2. Schritt: Suche eine Stammfunktion F(z) von f(z) und auf
jedem maximalen nullstellenfreien Teilintervall E im Definitions-

Bereich von g eine Stammfunktion ®(y) von 1+

O] und bestimme alle
Funktionen der Form

y(z) = & YF(z) +¢), c€ER,

auf maximalen allgemeinen Teilintervallen von Dj.

Beachte namlich, dass 7! ja nur auf ®(F) definiert ist und dass
deshalb ®1(F(x) + ¢) nur gebildet werden kann, wenn F(z)+c €
O(F) ist.

In der Tat bekommen Sie, wenn Sie alle hier genannten Moglichkei-
ten wirklich ausschopfen, die allgemeine Losung von ' = f(z)g(y).
Dariiber ob Sie alle Moéglichkeiten auch ausgeschopft haben, brau-
chen Sie sich aber keine Sorgen zu machen, wenn Sie die Probe als
3. Schritt ausfithren:
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3. Schritt: Uberpriife, ob man mit der gefundenen Familie ma-
ximaler Losungen jede Anfangsbedingung y(zo) = yo in Dy X Dy
bedienen kann. Wenn ja, so ist nach dem Eindeutigkeitssatz die
allgemeine Losung gefunden.

Wenn Sie das alles verstanden haben, dann diirfen Sie sich im Besitz
eines Insider-Ausweises in der Grofle einer Scheckkarte denken, die
Sie zur Anwendung folgenden Kurzrezepts berechtigt:

Kurzrezept fiir Insider: % = f(2)g(y), also - = f(x)dz, oder

g(y)
/ﬁdy: /f(ac)dx+c

Auflésen nach y, fertig. O

Wenn Unbefugte das so machen, iibersehen sie die Hélfte der Losun-
gen usw., das kann man sich ja denken. Verantwortung fiir das
Kurzrezept iibernimmt der Anwender, berufen Sie sich nicht auf
mich! Ich habe Ihnen weiter oben ganz genau gesagt, was Sache ist
und wasche meine Hande in Unschuld.

4.5 Homogene und inhomogene lineare Differential-
gleichungen erster Ordnung

Die lineare homogene Gleichung mit konstanten Koefhizienten ken-
nen wir schon, es ist namlich die Gleichung 4’ = Ay. Jetzt betrach-
ten wir allgemeiner:

Definition: Es seien a,b : D — R zwei stetige Funktionen auf
einem allgemeinen Intervall. Dann heifit die Differentialgleichung

y' = a(z)y +b(z)
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auf D x R eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster
Ordnung, b(x) heifit die Inhomogenitit der Gleichung, und

heifit die zugehdrige homogene lineare Gleichung. O

Die homogene Gleichung ist eine mit getrennten Variablen. Die
Funktion g(y) = vy ist hier besonders einfach: nur eine Nullstelle,
nimlich bei 0, also haben wir die Gleichung nur noch auf R x R*
und R x R~ zu betrachten, Stammfunktion von 1% kennen wir, sie
ist auch umkehrbar, alles geht glatt! Ich fasse das Ergebnis gleich
zusaminen:

Lemma: Ist A(z) eine Stammfunktion von a(x), so ist durch

yz)=c-e*® ceR

die allgemeine Losung von y' = a(z)y gegeben.

Dazu ist die Methode der getrennten Variablen nicht einmal not-
wendig, man sieht ja, dass das Losungen sind, mit denen man jede
Anfangsbedingung bedienen kann,

Nulllssung

Allgemeine Lésung einer homogenen linearen Gleichung

nach dem Eindeutigkeitssatz also alle die es gibt, und man kann die
Loésung zu (xg, o) auch explizit hinschreiben:
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T

[ a(®)dt
y(x) = ype®

ist die Losung der homogenen Gleichung v/ = a(x)y zur Anfangs-
bedingung y(zo) = yo.

Die inhomogene Gleichung ist aber keine mit getrennten Variablen.
Hat man jedoch die homogene Gleichung schon geldst, so braucht
man nur eine einzige Losung der inhomogenen zu finden, um sie
alle zu haben:

Vorbemerkung iiber die Lésung der inhomogenen Glei-
chung: Stellt die Familie

y=cp(z), ceR

die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung y' = a(x)y dar
und ist 1 : D — R eine einzige Losung der inhomogenen Gleichung
y = a(x)y + b(x), so ist durch

y=9¢(z) +cp(z), ceR

die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung gegeben.
BEWEIS: Jedenfalls sind das Lésungen: nach Voraussetzung ist

¥ = a(z)y+b(z) und
o' = a(z)ep,
durch Addition folgt daraus also

(¥ +cp) = al@)(¥+cp) + b(x).

Ist nun umgekehrt {/; eine Losung der inhomogenen Gleichung, so
16st 1 — 1) die homogene (subtrahiere die Gleichungen), ist also von

der Form ¢y, also ist ¥ schon von der Form 4 + ¢y fiir ein ¢ € R.
d

Zur Bestimmung einer solchen Einzellosung der inhomogenen Glei-
chung gibt es einen Trick mit einem paradox klingenden Namen:
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“Variation der Konstanten” (Ansatz zur Losung der inhomoge-
nen Gleichung). Sei wieder A(z) Stammfunktion von a(z). Um eine
Losung #(x) der inhomogenen Gleichung zu finden, mache man den
Ansatz

() = u(z)e"™

mit noch unbekannter Funktion u(z) anstelle der Konstanten c,
die in der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung auftritt,
daher der Name. Man gehe mit diesem Ansatz in die inhomogene
Gleichung hinein, klappt garantiert. O

So sollen Sie sich das merken. Ich kann es Thnen natiirlich auch
vormachen und die Formel fiir u(z) ausrechnen, die merkt man sich
aber nicht so leicht wie das Rezept mit seinem suggestiven Namen.
“Variation der Konstanten”, wer kann das vergessen?

Die Auffinden von u(z) geht dann ganz schnell. Was miissen Sie
tun? Eine Funktion v = ue? ist offenbar genau dann Lésung der
inhomogenen Gleichung, wenn u(z) differenzierbar ist und eben

d

— (ue®) = aue” + b
dx( A) A

erfiillt, das heifit nach der Produktregel wenn

A

uoet+u-aet =a-ued +b

gilt, das ist aber gleichbedeutend mit
u(z) = e @p(x),
d.h. damit, dass u(z) eine Stammfunktion von e~ 4®b(z) ist!

Ergebnis:

T

¥(z) = /e—A(t)b(t) dt . @ ’

Zo

wobei A(z) := [ a(t)dt, ist eine Lésung der inhomogenen Glei-

chung. O

Ich kann mir das nicht merken, aber ich leite es mir jederzeit schnell
aus dem Ansatz der “Variation der Konstanten” her.
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4.6 Gekoppelte Systeme von Differentialgleichungen
erster Ordnung

Denken Sie sich, dass nicht eine, sondern zwei Funktionen y(x)
und ys(z) auf dem allgemeinen Intervall Dy gesucht werden, von
denen jede eine Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt:

vy = flzmn)
yy = falz,v0).

Dann koénnte man das zwar ein System von zwei Differentialglei-
chungen fiir zwei gesuchte Funktionen nennen, aber es wére nichts
Neues: wir wiirden einfach zuerst die eine und dann die andere
Gleichung lésen.

Interessant wird es aber, wenn ys auch in die erste und y; auch in
die zweite Gleichung eingeht, die beiden Gleichungen also gekoppelt
sind. Genauer:

Definition: Es seien Dy, D, und D, drei allgemeine Intervalle und
f1 und fo zwei Funktionen auf Dy x D; X Ds. Dann heif3it

yll = fl(xayhyQ)
y; = f2($,’y1792)

ein System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung auf
Dy x Dy x D, fiir zwei gesuchte Funktionen y; = y;(z) und yp =

ya(x).

Schreibweise: Schreibt man Zahlenpaare und Funktionenpaare in
“Vektorschreibweise”, und dementsprechend

—

(y1,y2) = ¢
(fi,f) = f,

so gewinnt man fiir das System die Vektorschreibweise:

—

§'= flz,9),
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die man sich bei Bedarf ja jederzeit wieder in die Systemschreib-
weise auflosen kann. Analog fiir n gesuchte Funktionen, dann wére

’!j = (y17'~'ayn) und

—

f= (A fa)

zu lesen, aber bleiben wir ruhig bei n = 2. Wir haben es also jetzt
nicht mehr mit einer y-Achse, sondern mit einer §~Ebene zu tun,
gesucht sind vektorwertige Funktionen x + ¢(x), deren Graphen
wir in Dy x D x Dy finden:

yo-Achse

z-Achse

Graphen der Losungen eines gekoppelten Systems

Die Intuition vom Richtungsfeld ist ganz analog wie im “eindimen-
sionalen Fall”, wie man sagt. Der Graph einer Losung muss, wenn
er durch den Punkt (z,%) € Dy x (D; x D;) hindurchgehen will,
den ‘vektoriellen Anstieg’ f(x,7) haben. Wenn Sie sich unter einem
vektoriellen Anstieg @ = (aj,as) in einem festen Punkte (2, %)
etwas vorstellen wollen, denken Sie an die durch § = §p+a- (z — xo)

beschrieben Gerade durch diesen Punkt, die hat diesen Anstieg:

z-Achse

Vektorieller Anstieg
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Wenn Sie dann an jedem Punkte (z,4) € Do x (D} X D) von der
Geraden mit dem Anstieg f(z,¥) nur ein kleines Strichlein behal-
ten, dann haben Sie die anschauliche Vorstellung vom Richtungsfeld

des gekoppelten Systems.

-\ N \
~ S~
——
>~
— E\
— =
- _ =
— z-Achse
— _

Richtungsfeld eines gekoppelten Systems

Wir erwarten deshalb wieder, dass eine maximale Lésung durch
eine Anfangsbedingung

H(@o) = Yo
oder ausgeschrieben:

vi(zo) = Yo

v2(T0) = woo

bereits eindeutig festgelegt ist, und das stimmt auch, wenn f stetig
ist und die lokale Lipschitzbedingung erfiillt.* Insbesondere:

Hinweis: Ist f eine vektorwertige C''-Funktion
f: Dy x Dy x Dy — R?

—

so sind die maximalen Ldsungen des Systems y' = f{(z,%) durch
eine Anfangsbedingung der Form

?7(350) =1

bereits eindeutig festgelegt. 0
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Die Fristenz der Losungen behandelt der Satz von Picard und Lin-
delof. Im obigen Falle wiirde man dafiir Dy und D, als offene Inter-
valle voraussetzen, um gewissen Schwierigkeiten am Rande aus dem
Wege zu gehen,® dann aber gibt es zu jedem (zg, %) auch eine ma-
ximale Losung mit diesem Anfangspunkt, sogar wenn f nur stetig
und Lipschitz ist, erst recht wenn f sogar C! ist. Auf den Existenz-
satz von Picard-Lindelof wollen wir im Kapitel 14 ganz ausfithrlich
eingehen, fiir Thre derzeitigen praktischen Zwecke brauchen Sie ihn
nicht.

Der Eindeutigkeitssatz hat aber denselben grofien praktischen
Nutzen wie bei den Gleichungen erster Ordnung fiir eine gesuchte
Funktion: wenn Sie so viele maximale Losungen ‘erraten’ haben,
dass Sie alle Anfangsbedingungen #(xo) = 7 bedienen konmnen,
dann wissen Sie, dass Sie alle Losungen gefunden haben.

4.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe R4.1: Fiir die Fillhohe y(t) eines mit Wasser gefiillten
zylinderformigen Gefiafles, das sich iiber ein Loch im waagrechten
Boden entleert, gilt ndherungsweise

L(0) = —a/y ),

a > 0. Losen Sie diese Differentialgleichung fir y > 0, ¢ > 0 mit
der Anfangsbedingung y(0) = yo. Nach welcher Zeit ist das Gefafl
leer?

Aufgabe R4.2: Fiir die Geschwindigkeit v(¢) der vertikalen Bewe-
gung im Schwerefeld g mit linearer Reibung gilt die Bewegungsglei-
chung

d

Lot =g — i),
mit v > 0. Losen Sie diese Bewegungsgleichungen fiir beliebige
Anfangswerte v(0) = v.

Aufgabe R4.3: Ein erster Stoff der Menge Ny > 0 zerfalle nach
d

ENl(t) = —A1Vi(2)
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mit der Zerfallsrate Ay > 0 in einen zweiten Stoff der Menge
Ny(t) > 0, der nach der Gleichung
d

aNg(t) = —XoNao(t) + A1 Ny (1)
mit Ay > 0, Ay # A weiter zerfallt.

Losen Sie dieses System von Zerfallsgleichungen fiir ¢ > 0 mit
der Anfangsbedingung N1(0) = N > 0, No(0) = 0. Skizzieren und
diskutieren Sie den Funktionsverlauf von Ny(t).

Aufgabe R4.4: Nach der Newtonschen Gravitationstheorie folgt
fiir das Gleichgewicht aus Druckédnderung und Gravitationskraft im
Innern eines Sternes

dp _  plr)m(r)

dr r?

Dabei ist p(r) der Druck im Abstand v vom Mittelpunkt, G die
Gravitationskonstante und m(r) die in einer Kugel vom Radius r
enthaltene Masse. Berechnen Sie die Druckverteilung p(r) unter der
Annahme, dass die Massendichte p im Innern des Sternes konstant
ist und der Druck an der Oberflache bei r = R verschwindet. Fort-
setzung fiir relativistische Sterne in der folgenden Aufgabe.

Aufgabe R4.5: Nach der Finsteinschen Gravitationstheorie gilt
fiir das Gleichgewicht aus Druckkraft und Gravitationskraft

dp _ A lp+p/S)(m + dxrp/c?)

dr r(r—2Gm/c?) ’

Dabei ist G die Gravitationskonstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit.
Es bezeichnet r den Abstand vom Mittelpunkt und m(r) die in einer
Kugel vom Radius r enthaltene Masse. Berechnen Sie die Druckver-
teilung p(r) im Innern des Sternes mit der Randbedingung p(R) = 0
an der Oberfldche des Sternes und unter der vereinfachenden An-
nahme, dass die Massendichte p im Innnern konstant ist. Fiir die
Gesamtmasse M = 4npR3/3 gelte 2MG/c* < R (sonst wire der
Stern ein Schwarzes Loch). Berechnen Sie den Druck im Zentrum.
Fir welchen Radius divergiert der Druck im Zentrum? (Setzen Sie
fiir die Rechnung G =1,¢c=1)
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Aufgabe T4.1: Hat die Funktion f(z,y) = +/|y| die lokale Lip-
schitz-Eigenschaft?

Aufgabe T4.2: Fiir die Differentialgleichung 3’ = f(z,y) auf ei-
nem allgemeinen Rechteck gelte der Eindeutigkeitssatz, und es sei
a : Dy — R eine einzelne, vielleicht nicht maximale Losung. Be-
weisen Sie, dass sich « auf genau eine Weise zu einer maximalen
Losung fortsetzen lafit.

Aufgabe T4.3: Fir ¢ = f(z,y) gelte der Eindeutigkeitssatz, es
seien : D — R und ¢ : £ — R maximale Losungen, und es gebe
ein o € DN E mit n(zy) = ((zo). Zeigen Sie, dafl dann £ = D
(und somit nach dem Eindeutigkeitssatz auch n = {) gilt.

Aufgabe T4.4: Es seien a,b : D; — R stetige Funktionen auf
einem allgemeinen Intervall D; und y = y(x) eine maximale Losung
der linearen inhomogenen Differentialgleichung 3" = a(z)y + b(x)
auf Dy xR. Kann es sein, dafl der Definitionsbereich D C D, dieser
Losung echt kleiner als Dy (‘Flucht der Losung nach oo’) ist?

Aufgabe T4.5: Sei g : E — R' eine Lipschitzfunktion auf einem
allgemeinen Intervall E| d.h. zu jedem yg € F gibt es ein € > 0
und ein L mit |g(y) — g(¥)| < Lly — y| fiir alle y, 5 € E, welche
ly — yol < € und |§ — yo| < & erfilllen. Es sei nun ¢ : D — F
eine Losung der autonomen Differentialgleichung 3’ = g(y) mit der
Eigenschaft «(D) = E. Zeigen Sie, dass a{x — x9), To € R die
allgemeine Losung darstellt.



Lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

5.1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Dass man darunter Gleichungen der Form

y' = f(z.y,9)

versteht, werden Sie erwartet haben. Die Funktion f sei der Ein-
fachheit halber auf einem allgemeinen Quader definiert:

fZDOXD1XD2—>R,

und eine Funktion y = y(z) ist natiirlich genau dann eine Losung,
wenn sie
y'(z) = fl=z,y(2),y'(2))

erfiillt. Was wire fiir so eine Gleichung eine angemessene Anfangs-
bedingung? Geniigt wieder y(zg) = yo, um eine maximale Losung
eindeutig festzulegen? Dazu ein kleiner Test. Betrachte die triviale
Differentialgleichung y” = 0 auf R x R x R. Die maximalen Losun-
gen sind offenbar die Funktionen, deren Graph eine Gerade ist: die
Familie y(z) = c12 + c2, ¢1,02 € R von Funktionen ist die allge-
meine Losung, d.h. die Gesamtheit aller maximalen Lésungen. Jede
Anfangsbedingung y(zo) = yo wird aber jetzt von unendlich vielen
Losungen erfiillt!
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]

Lésungen von ¢ = 0 durch (xzp,vo)

Ja, wenn wir auch noch die Ableitung y'(zo) vorschreiben, also den
Anstieg der Geraden, dann ist die Losung eindeutig festgelegt, die
Bedingungen y(zo) = yo und y'(z9) = wo kann nur eine Gerade
erfiillen, namlich y(z) = yo + wo - (z — o).

Was hilft uns dieses Beispiel aber weiter? Wie ist es beil belie-
bigen Differentialgleichungen 3" = f(x,v,%)? Bei den Gleichungen
und Systemen erster Ordnung hatte uns das Richtungsfeld das an-
schauliche Verstindnis fiir das Loésungsverhalten erschlossen. Gibt
es so etwas Ahnliches auch fiir Differentialgleichung zweiter Ord-
nung?

Ja, durch einen zwar einfachen, aber genialen Trick werden die
Gleichungen zweiter Ordnung auf Systeme erster Ordnung zuriick-
gefiihrt. Betrachte ndmlich y” = f(z,y,vy’) als ein System erster
Ordnung fiir die beiden Funktionen y und 3!

Sprechweise und Lemma: Ist y" = f(xz,y,y’) eine Differential-
gleichung zweiter Ordnung auf Dy X Dy x D,, so nennt man das
System

Y= Y
yl2 = f(x7y17y2)

von Differentialgleichungen erster Ordnung auf Dy x Dy x Dy fiir
zwei gesuchte Funktionen yy = y:(x) und yo = yo(z) das zugehdori-
ge System erster Ordnung. Es gilt offenbar:
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1. Ist y = y(z) eine Losung von y" = f(x,y,y'), so ist durch

yi(z) = y(z) und
yaz) = y'(x)

eine Lisung i(xz) = (y1(z),y2(z)) des zugehdrigen Systems
erster Ordnung gegeben, und umgekehrt:

2. Ist § = §(z) = (y1(x), ya(x)) eine Losung des zugehdrigen Sy-
stems erster Ordnung, so ist durch y(z) := y({z) eine Lésung
von y" = f(z,y,y') gegeben. O

Sie sehen also, dass das zugehorige System erster Ordnung eigent-
lich nur eine Umformulierung der Gleichung y” = f(z,v,y’) ist. Sy-
steme erster Ordnung kennen wir aus dem vorigen Kapitel schon,
und aus dem Eindeutigkeitssatz fir Systeme erster Ordnung erhal-
ten wir das

Korollar: Ist f stetig und lokal Lipschitz, z.B. eine C*-Funktion,
so stimmen Lésungen von y" = f(x,vy,v'), welche dieselbe Anfangs-
bedingung

y(zo) =yo und y'(zo) = wo

erfiillen, auf dem Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche iiberein,
insbesondere gibt es zu jedem (g, yo, wo) € Do x Dy X Dy hichstens
etne maximale Losung y = y(z) von y" = f(z,v,v'), welche die
Anfangsbedingung erfiillt. O

y'-Achse
\

y-Achse

z-Achse

Lésungsgraphen z v (z,y(z), ' (z))
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Uber die Existenz spricht der Existenzsatz, den wir aber, wie schon
gesagt, noch nicht so dringend brauchen, weil wir in den Anwendun-
gen die Losungen finden werden, und damit sind sie ja eh’ da. Der
Eindeutigkeitssatz aber ermoglicht wieder einen einfachen Nachweis,
dass wir alle Losungen gefunden haben.

5.2 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Sind ay,a0,b : D — R stetige Funktionen auf einem allgemeinen
Intervall, so nennt man

y' + a(2)y + aola)y = b(x)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
iiber D, wieder heifit b(x) die Inhomogenitit und

y" +ar(z)y +ao(z)y = 0

die zugehdrige homogene Gleichung. In diesem kurzen Ab-
schnitt erfahren Sie alles, was Sie sogleich iiber den allgemeinen
Fall variabler Koeffizienten a;(z) und ao(z) wissen sollten, einige
wenige pragnante Fakten. Im nachsten Abschnitt wollen wir dann
um so ausfithrlicher iiber die homogenen Gleichungen mit konstan-
ten Koeflizienten sprechen, die zu einem sehr frithen Zeitpunkt in
den Physikvorlesungen wichtig werden.

Definition: Zwei Losungen 1, s : D — R der homogenen Glei-
chung bilden ein sogenanntes Fundamentalsystem, wenn die Fa-
milie

y(@) = api(z) + capa(z), 01,02 €R

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung darstellt. 0

Ein solches Fundamentalsystem gibt es immer.! So einfach zu finden
wie die Losungen der linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung ist ein Fundamentalsystem im Allgemeinen freilich nicht. Hat
man aber ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung, so
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braucht man wie bei den Gleichungen erster Ordnung nur eine einzi-
ge Losung der inhomogenen Gleichung zu kennen, um alle Losungen
der inhomogenen Gleichung zu haben:

Bemerkung 1: Ist v : D — R eine Lésung der inhomogenen
Gleichung y" +a1y' +aoy = b(z) und @1, ps ein Fundamentalsystem
der zugehérigen homogenen Gleichung, so ist

y(z) = ¥(z) + crpi(z) + capa(z), 1,2 €R

die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. O

Das beweist man wie bei den Gleichungen erster Ordnung. Auch die
Beschaffung einer Einzellosung der inhomogenen Gleichung mittels
Variation der Konstanten ist moglich, man geht dazu vorher zum
zugehorigen System erster Ordnung iiber, wie in Abschnitt 5.1 be-
schrieben.?

Bemerkung 2: Haben wir es mit Inhomogenititen by, by : D — R
zur selben homogenen Gleichung zu tun und sind ¥y, : D — R
Lésungen dieser inhomogenen Gleichungen, also
1(@) + ar(z)¥i(z) + ao(z)h(z) = bilz)
und  Y5(x) + a1 (2)¥5(z) + ao(z)ha(z) = ba(z),

50 ist 1 + 1o offenbar eine LOsung von

y" + ar(x)y + ao(2)y = bi(x) + ba(w),

man braucht ja nur die beiden Gleichungen zu addieren, um das zu
erkennen, analog fiir mehrere Summanden 1, + - - - + ¥y O

Bemerkung 3: Ist v : D — R eine Lésung der inhomogenen
Gleichung y" + a1(z)y’ + ao(z)y = b(z) und ¢ € R eine Konstante,
so ist ¢ eine Ldsung der inhomogenen Gleichung

Y+ a1 (x)y + ao(x)y = cb(x),

wie man sofort sieht. O
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5.3 Konstante Koefhzienten

Ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung mit konstan-
ten Koeflizienten zu finden wird der Inhalt dieses Abschnitts sein.

Da die Variable in den physikalischen Beispielen von linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten meistens die Zeit ¢ ist, wollen wir jetzt zu dieser Notation
iibergehen. Zu gegebenen Konstanten a;,a; € R suchen wir also
Funktionen x = x(t), welche die Differentialgleichung

I+ a1+ agxr =0

erfiillen. Der Punkt in & := %:U usw. ist die iibliche Notation fiir
die Ableitung nach der Zeit- Variablen.

Ausgangspunkt der Suche nach den Losungen ist der sogenann-
te e-Ansatz z(t) := e, das heifit man priift erst einmal durch
Einsetzen, fiir welche Zahlen A die Funktion e* eine Losung ist,

insbesondere ob es iiberhaupt solche Zahlen gibt.

Bemerkung: Offenbar ist e Lésung von & + a2 + apx = 0 genau
dann, wenn A2e* + a;de* + age? = 0, also wenn die sogenannte
chrakteristische Gleichung

)\2+a1)\+a0=0

erfiillt ist. O

Solche quadratischen Gleichungen zu l16sen, durch quadratische Er-
gianzung, haben Sie in der Schule gelernt, Sie wissen, dass so eine
Gleichung zwei, eine oder gar keine Losung haben kann:

1. Fall 2. Fall 3. Fall
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In welchem Falle man ist, sieht man aus der Losungsformel

2

a) aj

AMo=——"F14/— —
1,2 5 n ag

1. Fall: a?/4 — ag > 0.
2. Fall: a?/4 — ap = 0 (“Grenzfall”).
3. Fall: a?/4 — ay < 0.

Ein Fundamentalsystem fir Z 4+ a2 + apz = 0 findet man am
leichtesten im ersten Fall:

Lemma 1: Sind Ay # Ay zwei Nullstellen von A% + a1\ + ag, so ist
durch ¢y(t) := eM? und @y(t) := e*?* ein Fundamentalsystem von
T+ a1 + agz = 0 gegeben.

BEWEIS: Jedenfalls sind’s Losungen auf ganz R, und wegen der
“Linearitdt” der Differentialgleichung sind auch alle Funktionen

ap1(t) + capa(t), a1, c2 €R

Losungen. Nach dem Eindeutigkeitssatz brauchen wir nur zu pri-
fen, ob wir alle Anfangsbedingungen z(tg) = zo und %(to) = yo
bedienen konnen. Sei also (g, zo, ¥o) € R? beliebig vorgegeben.
NOCH 7ZU ZEIGEN: Wir kénnen ¢y, co € R so wahlen, dass die
Losung z(t) := c1¢1(t) + cap2(t) die Bedingungen z(f9) = zo und
%(to) = yo erfiillt.
DAzu: Die Bedingungen sind gleichbedeutend mit

(*) et £ e = 1
*
AcieM 4 dgce?ie = gy

Das ist ein “lineares Gleichungssystem” fiir die Unbekannten ¢; und
¢y, und wenn wir zeigen konnen, dass es losbar ist, dann sind wir
fertig.

Ich gehe davon aus, dass Sie wissen, wie man die Losungen li-
nearer Gleichungssysteme der Form

11Ty + a1 = by

1% + G29%2 = by
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findet. Ob Sie aber auch, beim Bearbeiten einer Ubungsaufgabe,
einen Text dazu schreiben konnten, der den logischen Zusammen-
hang Ihrer Rechnung erkennen 148t7 Zum Beispiel so:

Multiplikation der ersten Gleichung mit A; bzw. Ay und anschlie-
Bende Subtraktion der zweiten zeigt: wenn es iiberhaupt solche ¢,
¢ gibt, dann miissen diese auch die Gleichungen

(/\1 — A2)6A2t002 = )\ICL'Q ~— Yo

()\2 — )\1)6/\1t001 = )\21'0 — Y%
erfiillen, es kénnen also nur die Zahlen

Ao — Yo “Atto
Cl1 = ———¢€
! Ao — A
2 Al

und
L Mo — Yo — ety
Cg 1= —— ¢

A — Ay

sein. Umgekehrt zeigt Einsetzen dieser beiden Zahlen in das ur-
spriingliche Gleichungssystem, dass Sie es wirklich erfiillen, also
ist das angegebene Zahlenpaar (c;, ¢z) eine (und sogar die einzige)
Losung von (k). O

— Was will der Mann von uns? Sollen wir zu jeder kleinen Rech-
nung einen Roman danebenschreiben, damit der “logische Zusam-
menhang” gewahrt bleibt?

— Keinen Roman, mit einigen logischen Zeichen wie “=" und “&”
etc. und ganz wenig wohlplazierten Worten wie “wenn ..., dann ...” |
“ daher” “sei also”, usw. kommen Sie aus, da Sie ja beim Aufga-
benrechnen nicht auch noch didaktische Ziele verfolgen, wie ich es
hier im Lehrbuch tun muss. Auch ganz knappe Formulierungen sind
akzeptabel, wenn sie nur richtig sind, z.B: “Da () offenbar losbar
ist, bilden 1, @9 ein Fundamentalsystem”. Aber das aus der Schule
gewohnte stumme Aneinanderreihen von Formeln, woméglich noch
am Schluss beglaubigt durch “0 = 0, qed”, dem Siegel des mathe-
matischen Dilettantismus — na.
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Wenden wir uns dem zweiten, dem ‘Grenzfall’ zu. Die charakteri-
stische Gleichung A2 4 a; A\ +ag = 0 von Z + a4 + apxz = 0 hat jetzt
nur eine Nullstelle

Aleg:—%i\/@

also erhilt man aus dem e-Ansatz auch nur eine Losung eMt. Wie
man sie zu einem Fundamentalsystem erginzen kann ist nicht so
leicht zu erraten, aber wenn man es gesagt bekommt, und ich sage
es Thnen jetzt, ganz leicht zu verifizieren.

Lemma 2: Ist \, die einzige Nullstelle von A% + a1\ + ag, dann ist
durch @, (t) := e**t und py(t) := te*® ein Fundamentalsystem von
T+ a1 + ag = 0 gegeben.

BEwEIs: Einsetzen zeigt, dass auch o Losung ist, und man rech-
net leicht nach (wie oben), dass die Familie der c;¢y + coyps jede
Anfangsbedingung bedienen kann. [

Nun zum dritten und schwierigsten Falll Jetzt liefert die Losungs-
formel
2
ay aj
AMa=——=F4/——a
1,2 5 1 0
gar nichts mehr, weil afj — ap negativ ist, und wirklich hat das cha-
rakteristischen Polynoms jetzt auch keine Nullstelle.

A4+ a1A+ag

Charakteristisches Polynom ohne Nullstelle:
e-Ansatz bringt keine Lésung. Oder doch?

Aber! Und dieses “Aber” ist ein Erfolgsrezept, das die Physiker im
Umgang mit Mathematik alle Tage anwenden: auf Ihrem Konzept-
blatt, zu Hause, kann Thnen niemand verbieten so zu TUN, ALS OB
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man auch aus negativen Zahlen die Wurzel ziehen kénnte. Die Zahl
—1 hat keine Wurzel? Na sowas. Ich ziehe sie trotzdem: v/—1 =: i
(“imagindre Zahl”) und rechne damit als wér’s eine Zahl. — Aber
was ist denn dieses ¢7 — Keine Ahnung, das kiimmert mich jetzt
auch gar nicht, eben eine Grifle (wunderbares Wort), deren Qua-
drat —1 ist.

Dann hat A2 + a1\ + ap = 0 plotzlich doch zwei Losungen,

namlich
—a1/2+£4/a}/4—ay
= —a1/2+iy/ag—a}/d =1~ +iw

wobei also v = —a;/2 und w = /ag — a?/4, und in unserer ALS-
oB-Mathematik sind jetzt e** und e*?* auch Losungen. Nach den
ALS-OB-Eigenschaften der e-Funktion ist

Al

6)\1t — e’yt+iwt — e’yt . eiwt’
und weil 2 = —1 ist, gilt i%* = (=1)* und i#*! =i . % = §(-1)*,
und daher
(e o] .
twt (u‘}t)n
€ B Z nl
n=0
_ i(_l)k (wt)% +i§:(~1)k (wt)%ﬂ
i @R T 2k 1)

= coswt+ isinwt,

eine Formel, die schon Euler (1707-1783) kannte:

et = coswt + i sin wt.

Damit sehen wir iibrigens auch, wie wir uns e*! veranschaulichen
konnen, wenn wir unsere ALS-OB-Zahlen mit einer reellen und einer
imaginiren Achse in der Ebene R? aufzeichnen, nimlich auf der

Kreislinie vom Radius 1 um O:
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imaginére Achse

18I0 Wt $oeeememeees \

e
coswt reelle Achse

Also jedenfalls wire dann eM* = e coswt + ie™ sin wt eine Losung,

und das bedeutet, dass sowohl der reelle Anteil ¢;(t) := " coswt
als auch der imagindre Anteil @o(t) := e"sinwt Losungen sein
miissten!

Weshalb? Schreiben wir zur Abkiirzung & + a1& + apx =: Liz],
so hiitten wir wegen L[e**] = 0 ja auch

L{e" coswt] + iL[e" sinwt] = 0.

Aus a +1ib = 0 folgt aber ib = —a und durch Quadrieren —b? = a2,
bei reellen a, b kann das aber nur fiir @ = b = 0 eintreten. Deshalb
also.

Somit haben wir durch das ALs-OB-Rechnen Kandidaten ()
und () fiir ein Fundamentalsystem gefunden. Aber ist das noch
Mathematik? Na, in dieser Form eher mathematisches brain stor-
ming oder Heuristik, wie man nach dem griechischen Wort heuristo
(ich finde, heureka ich habe gefunden) auch sagt.

Das schadet aber gar nichts, denn wir benutzen die heuristische
Methode hier nur, um das Lemma, aufzustellen.

Lemma 3: Gilt a?/4 — ay < 0, so ist fiir

vi=—a1/2 und w:=/ap—a}/4

durch ¢1(t) := e coswt und @q(t) := " sinwt ein Fundamental-
system von I + a4 + apxr = 0 gegeben.
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Der Beweis dieses durch ALS-OB-Rechnung suggerierten Resultats
erfolgt fern von den imaginédren Zahlen ganz gewohnlich durch Ein-
setzen und Anfangswerte bedienen, wie bei den ersten beiden Lem-
mas auch. O

Mit diesem Fundamentalsystem kann die allgemeine Losung von
I+ a1+ apr =0 als

z(t) = €"(c; coswt + cosinwt), c1,c0 € R

geschrieben werden. Aus den bekannten Eigenschaften von Sinus
und Cosinus ergibt sich aber auch, dass man jedes Zahlenpaar
(e1,¢2) € R? in der Gestalt

1 = acoswiy
o = asinwiy

mit einem a > 0 darstellen kann (“Polarkoordinaten”):

Co - —--5 (Clv CQ)

wto

(¢1,¢2) durch a und wty beschrieben
Dann wird nach dem Additionstheorem fiir den Cosinus
e"(cy coswt + casinwt) = ae™ cosw(t — ty),

und deshalb kann man die allgemeine Losung von &+ a4 +agz = 0
auch in der Form

z(t) = ae" cosw(t — ty), a > 0,y € [0,27/w)

angeben.
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T

aet

Gedémpfte Schwingung ae™ cosw(t — to) mit
Amplitude a und Phasenverschiebung tg

Das Fundamentalsystem (e coswt, € sinwt) ist fiir theoretische
Betrachtungen bequemer, die Losungsangabe als ae” cosw(t — tg)
ist ndher an der physikalischen Bedeutung.

Die “komplexen Zahlen” x + iy € C, die im 16. Jahrhundert beim
ALS-OB-Rechnen entdeckt wurden, sind léngst aus dem heuristi-
schen Bereich in die fundierte Mathematik heriiber geholt worden
und spielen in Mathematik und Physik eine wichtige Rolle. Die
Quantentheorie ist ohne die komplexen Zahlen undenkbar, und wie
Sie eben erlebt haben, sind die komplexen Zahlen schon bei den
einfachsten Schwingungsgleichungen sehr hilfreich. Wir wollen uns
deshalb bald® mit der wissenschaftlichen und nicht nur heuristi-
schen Definition der komplexen Zahlen bekannt machen.

Heuristische Uberlegungen sind auch in der Mathematik oft hilf-
reich, und wenn die dabei gefundenen Resultate oder besser Vermu-
tungen wie in unserem Falle nachtraglich bewiesen werden kénnen,
dann ist es ja sowieso gut.

Sie werden aber in der Physik oft mathematische Heuristik an-
treffen, die durch physikalische Plausibilitat so stark gestiitzt ist,
dass eine nachtréigliche mathematische Prazisierung und Rechtfer-
tigung nicht mehr notwendig erscheint, oder sogar, vom Standpunkt
des Physikers, auf Abwege fithren wiirde. Dabei keine Fehler zu ma-
chen, verlangt Fingerspitzengefiihl und physikalische Intuition. Sie
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miissen das auch lernen, schauen Sie es Ihren Physikprofessoren
ab, es hat gar keinen Zweck sich dagegen strauben zu wollen. Wenn
Thnen ohne die volle mathematische Sicherheit unwohl ist, dann
wechseln Sie nur gleich das Fach und studieren lieber Mathematik,
denn diese Sicherheit kénnen wir bieten.

In der Quantenfeldtheorie zum Beispiel bewegt sich die Heuri-
stik auf mathematisch so schwierigem Geldnde, dass es bisher nie-
mandem auf der Welt gelungen ist, alle Ergebnisse nachtraglich ma-
thematisch exakt zu rechtfertigen. Das ganze Gebiet wiirde nicht
existieren, wenn die Physiker nicht gewagt hétten, ohne das Halte-
seil der absoluten mathematischen Gewissheit weiter zu steigen. So
ist das, es mag Sie nun erschrecken oder faszinieren.

5.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe R5.1: Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Schwin-
gungsgleichung # + 2v& + wiz = 0 mit v > 0,wy > 0 fiir alle drei
Falle v < wp, ¥ > wp und 7 = wy. Bestimmen Sie die spezielle
Losung mit der Anfangsbedingung x(0) = 0, (0} = vp.

Aufgabe R5.2: Ein Supraleiter habe Oberflichen parallel zur
(y, z)-Koordinatenebene bei £ = —a und z = +a. Fiir das Ein-
dringen eines parallel zur Oberflache angelegten Magnetfeldes in
den Supraleiter gilt

d?
dz?
Berechnen Sie die Feldverteilungen im Innern (—a < z < a), wenn

die Feldstarke bei x = a den Wert By und bel z = —a den Wert
—By bzw. ebenfalls By hat.

B(z) = v*B(x).

Aufgabe R5.3: Fiir die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung
g # 0 und der Masse m > 0 in einem gekreuzten elektrischen
Feld (in z-Richtung) und magnetischen Feld (in z-Richtung) gilt
die dreidimensionale Bewegungsgleichung mi = ¢F + qyB, mij =
—qiB, Z = 0. Finden Sie die allgemeine Losung und die spezielle
Losung mit der Anfangsbedingung: z(0) = y(0) = 2(0) = 0, 2(0) =
9(0) = 2(0) = 0.
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Aufgabe R5.4: Driicken Sie sin® z durch sin nz mit Hilfe der Eu-
lerformel aus.

Aufgabe T5.1: Zeigen Sie, dafl die Losungen der linearen Diffe-
rentialgleichung # + a1 + agx = 0 mit konstanten Koeffizienten
genau dann alle beschrénkt sind, wenn a; = 0 und a¢ > 0 gilt.

Aufgabe T5.2: Zeigen Sie, dass eine nicht identisch verschwinden-
de Losung z = z(t) einer linearen homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten nicht in beide Rich-
tungen ¢ — +oo gegen Null gehen kann.

Aufgabe T5.3: Es seien ay,ap : [2o,21] — R stetig. Dann sind
die maximalen Losungen von y” + a1(2)y’ + ao(x)y = 0 immer auf
ganz [zg, z1] definiert (aber das zu zeigen ist nicht Gegenstand der
Aufgabe). Es bezeichne T : R? — R? die Abbildung, welche dem
Anfangswertepaar (¢(zo), ¢’ (z0)) einer Losung ¢ : [x, z1] — R von
y" + a1(z)y’ + ao(z)y = 0 immer das Endwertepaar (¢(z1), ¢ (1))
zuordnet. Beweisen Sie, dafl dann T(¢ + 2) = T() + T(2) fiir alle
7, 7 € R? gilt.

Aufgabe T5.4: Sei y"+a1 ()Y +ao(x)y = b(z) eine iiber [z, z2] ge-
gebene lineare (moglicherweise inhomogene) Differentialgleichung.
Beweisen Sie: a) Sind y3,y2 € R zwei feste Zahlen und gibt es mehr
als eine Losung der Differentialgleichung, welche die Randbedin-
gungen y(x;) = y; und y(z2) = y; erfiillen, so gibt es unendlich
viele. b) Zeigen Sie durch konkrete Beispiele, dass die Anzahl sol-
cher Losungen Null, Eins oder unendlich sein kann.



Bereiche und Abbildungen in mehreren
Variablen

6.1 Beispiele von Bereichen im R"

Wie wir gesehen haben, fordert uns schon das Studium der Diffe-
rentialgleichungen fir ganz gewohnliche Funktionen y = y(z) einer
reellen Variablen auf, auch Funktionen f von mehreren Variablen
zu betrachten, weil wir sonst ' = f(z,y) oder ¥’ = f(z,y,y’) gar
nicht hinschreiben kénnen. Jetzt wollen wir die mehrdimensionale
Analysis systematisch kennenlernen.

Als Verallgemeinerung der Namen Paar fiiv (xq, xs), Tripel fir
(x1, 22, 23), Quadrupel fir (zy, x9, T3, 24) hat man das nicht sonder-
lich schone aber praktische Wort n~tupel fir (zy, ... ,z,) erfunden.

Definition: Mit R™ bezeichnet man die Menge der n-tupel reeller
Zahlen, also

Rn:{(xl,...,xn)lxiER’z‘:L_._7n}

fir n € N. |

Auch einen R! gibt es also, aber das ist eigentlich R selbst, ein
1-tupel ist eben einfach durch eine Zahl gegeben, wir schreiben
R! = R. Uber R® méchte ich jetzt noch nicht reden’.
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Um uns diese Zahlengebilde R™ zu veranschaulichen, verwenden
wir fiir n = 1 eine Gerade (“Zahlengerade”), fiir n = 2 eine Ebene
und fiir n = 3 den Raum, jeweils mit Koordinatenachsen versehen:

Tob———
I
i
f
0 x )
I-tupel z € R 2-tupel 7 € R? 3-tupel ¥ € R3

Das soll Sie natiirlich nicht auf den Gedanken bringen, der R? se:
der Raum. Was immer der Raum als physikalische Gegebenheit oder
einfach als Gegenstand unseres Anschauungsvermogens letztendlich
set, aus Zahlentripeln besteht er sicher nicht.

Bei Bedarf wollen wir statt dreier Achsen auch eine Achse und
eine Koordinatenebene zeichnen

z-Achse (y, z)-Ebene
(z,y)-Ebene

xz-Achse

R3 als RZx R R3 als R x R2

wie es gerade am besten passt. Und damit, denken Sie vielleicht,
sind wir am Ende der Anschauungsmoglichkeiten angelangt, vier-
und hoherdimensionale R™ kann man sich eben nicht vorstellen.
Das machen wir aber so einfach wie angeblich Kolumbus mit
dem auf die Spitze gestellten Ei. Hier sind zwei Moglichkeiten, den
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R™ zu ‘veranschaulichen’:

Rnfk
(Trt1s-- 3 Tn) | o - «Z
|
|
| RF
x x
z1 Tt ( 1 ’ k)
(T1,... 1)
Ignoriere entweder, dass wir nur ... sei z.B. mit der Veranschau-
drei Achsen sehen, tue so, als ob lichung von R* und R** durch
es n wéren, oder ... je eine Achse zufrieden

Das wird Thnen sehr windig vorkommen, beinahe ein Schwindel.
Natiirlich kann eine so grob vereinfachte Darstellung nicht alle Vor-
kommnisse im R*, R® usw. adiquat wiedergeben. Aber die Anschau-
ung kann und soll das logische Schlieflen sowieso nicht ersetzen, son-
dern es nur mit Ideen oder heuristisch unterstitzen, und Sie werden
noch merken, wieviel diese primitive Art, R® durch R3 oder R? zu
visualisieren dabei leisten kann.

Ich gebrauche das Wort Analysis hier immer so, wie es in den
entsprechenden Vorlesungstiteln des Grundstudiums gemeint ist:
als Kurzbezeichnung der Differential- und Integralrechnung. Ge-
genstand der Analysis sind die vektorwertigen Funktionen oder
Abbildungen

f :B— R™,

mit Definitionsbereichen B C R”, jedem n-tupel (z1,... ,z,) € B
wird also ein m-tupel

(fl(l'l,... ,[En),... ,fm(fCh... ,xn)) ERm

zugeordnet, oder in der Vektorschreibweise: & — f(Z). Unser erstes
Gesprichsthema bilden deshalb die Definitionsbereiche B C R”, die
wir dabei zulassen wollen. Allgemeine n-dimensionale Qua-
der

Dy x...xD, CR"
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wobei also die D; allgemeine Intervalle seien, sind jedenfalls nach
wie vor beliebte Definitionsbereiche. Dazu gehort R™ selbst, auch
Halbrdume wie z.B. R*! x R{,

et

N

Oberer Halbraum

auch die kompakten Quader

(a1y--.,an)

[alvbll XX [anabn] c Rn

die dem Namen im umgangssprachlichen Sinne am besten gerecht
werden, usw.

Aber damit ist auf die Dauer kein Auslangen. Miissen wir nicht
z.B. auch einmal eine Funktion oder Abbildung auf einer Kreis-
scheibe im R? studieren?
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Kreisscheibe. Ohne Rand offen, mit Rand abgeschlossen

Das ist die Menge der Punkte in der Ebene, die von einem festen
Punkt #g einen Abstand < r bzw. < 7 haben, analog fiir Kugeln im
R? oder allgemeiner im R™. Wie ist der Abstand definiert?

Definition: Fiir £ € R" heifit

2] = yfa? +-- +a2

die Norm von Z. Unter dem Abstand oder der Distanz d(Z, )
zweier Elemente Z, ¥ € R™ versteht man die Zahl |7 — Z||. O

Motiviert ist diese Definition natiirlich durch die elementargeome-
trische Streckenlange und den Satz von Pythagoras.

Notation: Mit K,(Zp) = {Z € R" | ||Z — Zy|| < r} bezeichnen wir
die sogenannte abgeschlossene, mit

K (%) :={Z e R"| | — &l < r}

die offene n-dimensionale Kugel mit Mittelpunkt £, € R™ und
Radius 7 > 0.

Kugel
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Ist 0 = (0,...,0) € R™ der Mittelpunkt, so schreiben wir auch ein-

fach K, bzw. K. Bei Bedarf notieren wir die Dimension als oberen

Index, also dann K*(Zg) oder IST"(:?O) Die Kugeloberfliche oder
Sphdre wollen wir als

SN &) = {FER™ | | T2 ||=r)

schreiben. Fiir » = 1 und #y = 0 ist das die sogenannte Einheits-
sphére oder, wenn die Dimension auch genannt werden soll, die
(n—1)-Sphdre S*1 := S7P71(0).

Haufig kommen auch Zylinder vor,

a - K2 x [a,b]

Vollzylinder K2 x [a, b]
und es gibt noch andere Bereiche, die geometrische Bezeichnungen
fiihren:

“Seele” des Torus,
eine Kreislinie.

“Meridian” auf derTorusoberfliche

z.B. Kegel z.B. Volltorus



6.2 Offene, abgeschlossene und kompakte Bereiche 109

und dann erst all die namenlosen ‘beliebig geformten’ Gebiete, es
wiire ja hoffnunglos, alle interessanten Bereiche in R?, R? oder allge-
meiner R" aufzihlen zu wollen, so wie ich die allgemeinen Intervalle
in R?! einfach aufzdhlen konnte.

Man muss deshalb die mathematischen Figenschaften zu be-
schreiben versuchen, die man von den Definitionsbereichen B ¢ R”
haben will. Die wichtigsten Eigenschaften lernen wir im nachsten
Abschnitt kennen.

6.2 Offene, abgeschlossene und kompakte Bereiche

Einerseits sollen viele Definitionsbereiche zugelassen werden, damit
man den Anforderungen der Anwendungen gewachsen ist, ande-
rerseits diirfen sie nicht zu bizarr sein, damit die mathematischen
Methoden der Analysis ausfithrbar bleiben — oft wiinscht man des-
halb, dass die Bereiche einen glatten Rand haben, keine Lécher
oder Fehlstellen im Inneren und dergleichen. Manche dieser Eigen-
schaften sind nicht so ganz einfach mathematisch zu erfassen (z.B.
‘glatter Rand’: versuchen Sie es einmall).

Fiir den Anfang geniigen uns jetzt die einfachsten und wichtig-
sten Begriffe dieser Art. Am allereinfachsten ist die Beschrinktheit:

Definition: Eine Teilmenge X C R heifit beschrdnkt, wenn es
ein C' > 0 mit || 7 ||< C fiir alle ¥ € X gibt. O

“Wenn X in eine grofe Kugel passt”, na klar. — Ein Begriff von
fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Analysis ist der der Offen-
heit einer Teilmenge X C R™.

Die Pinguine in der Antarktis stehen dicht zusammengedrangt
in den eisigen Winterstiirmen und warten auf den Friithling. Diejeni-
gen Pinguine, die ganz von anderen Pinguinen umgeben sind haben
es gut, aber die am Rande sind der bitteren Kailte ausgesetzt und
miissen von Zeit zu Zeit abgelost werden, damit sie nicht erfrieren.
Die offenen Teilmengen des R™ sind jene, in denen es alle Punkte
gut haben:

Definition: Eine Teilmenge X C R”™ heifit offen, wenn sich zu
jedem ¥ € X ein ¢ > 0 mit K*(Z) C X finden lisst. d
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Eine Schutzkugel um Z, sozusagen! Natiirlich haben es nicht alle
Punkte in einer offenen Menge gleich gut:

Zur Offenheitsbedingung

Gegen den Rand hin werden die Schutzkugeln arg klein, in der
Antarktis wiirden sie nicht mehr viel schiitzen, aber bei unserem
mathematischen Begriff geht es nicht um die Grofle der Schutzkugel,
sondern nur darum, dass jeder Punkt in X eine hat, grof3 oder klein.
Zum Beispiel ist die von uns oben schon “offene Kugel” genannte

Menge K, (%) wirklich offen und der Name besteht zu Recht:

Radius r

- T T N
~

- .
, Radius AN .
/ X
/ \
{ \
t |

X = K, (&) ist offen, fiir £ € X setze z.B. £ = 5(r — |7 — o))

Beim Beweis dieser Tatsache benutzt man die unter dem Namen
Dreiecksungleichung bekannte Eigenschaft

fZ+gll <lal+17l
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der Norm. Angewandt auf Z— 7 und ¢ — 7 statt auf £ und 3 besagt
das
-zl <|z-zl|+l7-Zl,

mit der anschaulichen Bedeutung, dass im R™ jeweils zwei Seiten
eines Dreiecks {Z, ¢, 7} zusammen mindestens so lang wie die dritte
sind, der Umweg iiber 2’ also keine Abkiirzung auf dem Wege von
Z nach ¥ sein kann, daher der Name Dreiecksungleichung. Schrei-
ben Sie bei Bedarf in den Ubungen einfach “nach der Dreiecks-
ungleichung gilt ...”, den Beweis tragen wir nach, wenn wir iiber
Skalarprodukte sprechen werden.?

Von der Offenheit leiten sich verwandte Begriffe her, z.B. nennt
man eine Teilmenge X C R” abgeschlossen, wenn — sie nicht offen
ist? Nein:

Definition: X C R"™ heifit abgeschlossen, wenn R” ~ X offen ist.
d

Wenn also jeder Punkt, der draufen ist, eine Kugel um sich hat,
die auch noch drauflen ist!

Radius €

O

Radius r

Die “abgeschlossene Kugel” ist wirklich abgeschlossen

Anschaulich bedeutet die Abgeschlossenheit, dass die Randpunkte
alle zur Menge gehoren, denn wire ein Randpunkt im Komplement,
wie man sagt, so hitte er ja auch eine Kugel um sich, die im Kom-
plement liegt, und er wére daher gar kein Randpunkt. Nehmen Sie
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zum Beispiel zu einer offenen Kreisscheibe einen einzelnen Rand-
punkt dazu,

L (0,7)

X :=K?U{(0,r)} inR?

dann ist die Offenheit schon zerstort, aber die Abgeschlossenheit
noch nicht hergestellt. Die Menge X ist, wie die meisten, weder
offen noch abgeschlossen.

Definition: Die abgeschlossenen beschrankten Teilmengen von R”
heiflen die kompakten Teilmengen von R”. (]

Welche Rolle die Begriffe “offen”, “abgeschlossen” und “kompakt”
spielen, wird Thnen erst nach und nach klar werden. Einige Be-
merkungen zur Offenheit will ich aber schon vorab machen: Wir
werden jetzt haufig Abbildungen und Funktionen mit offenen De-
finitionsbereichen betrachten. Der Grund ist einfach der, dass ich
dann beim Arbeiten in der Nihe eines Punktes Ty € B, z.B. beim
Bilden von Ableitungen, Grenzwerten usw. nicht am Rande des
“Abgrunds der Nichtdefiniertheit” stehen kann, da mir die Schutz-

kugel K.(#p) C B einen Bereich rund um #, garantiert, in dem ich
ungestort alles das tun kann, wozu ich f definiert brauche. Dass die
Schutzkugel vielleicht sehr klein ist, macht fiir Limesbetrachtungen
und dergleichen gar nichts aus.

Sie werden das bald im Einzelnen sehen, aber dass die Offen-
heit des Definitionsbereiches fiir alle lokalen Betrachtungen eine
mathematische Bequemlichkeit darstellt, wird Thnen von vornher-
ein plausibel erscheinen und vielleicht Thren Argwohn wecken: Ahal
Das macht der zu seiner Bequemlichkeit! Und wenn wir dann in
den Anwendungen mit einer abgeschlossenen Kugel, einem Zylin-
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der, einer Fliache und dergleichen zu tun haben, die ja keine offenen
Mengen sind, dann diirfen wir selber sehen, wo wir bleiben!?

Dieser Argwohn ist an und fiir sich nicht ganz unbegriindet. Ich
kann aber einiges zu Ihrer Beruhigung vorbringen. Erstens sind die
natiirlichen Definitionsbereiche der Funktionen und Abbildungen,
ndmlich die jeweils grofiten Bereiche, auf denen sich die Formeln
gutwillig noch lesen lassen, meistens von selbst offen, was nicht nur
eine Erfahrungstatsache ist, sondern auch einen tieferen mathema-
tischen Grund hat.®> Wenn Sie aber Anlass haben, eine Funktion
eben auf einer abgeschlossenen Kugel zu betrachten, so ist diese
Kugel gewohnlich enthalten in so einem offenen natiirlichen De-
finitionsbereich, in dem wir unsere Ableitungen und dergleichen
ohne Schwierigkeiten bilden und danach wieder auf die Kugel ein-
schrianken, d.h. nur dort betrachten kénnen. Lassen Sie das ruhig
an sich herankommen.

6.3 Abbildungen in mehreren Variablen und ihre
Veranschaulichung

Wir betrachten ab jetzt also Abbildungen f : B — R™mit B C R?,
d.h. Zuordnungen, die jedem Element, # € B ein Element f(Z) € R™
zuordnen. Uber den Definitionsbereich B will ich vorldufig noch
keine genaueren Vorschriften erlassen, denken Sie z.B. an eine be-
liebige offene Menge oder aber einen der konkreten (nicht notwen-
dig offenen) Bereiche, wie allgemeiner Quader, Kugel, Zylinder und

dergleichen. Dieser Abschnitt soll Ihre Anschauung stéarken.

Betrachten wir zuerst die reellwertigen Funktionen, also den Fall
m = 1. Fiir n = 2 kénnen wir den Graphen

Graph(f) := {(z1, 22, f(z1, %)) € R® | (71, 22) € B}

von f : B — R, das Funktionsgebirge, noch im Raume unterbringen
und die Funktion dadurch veranschaulichen. Fiir n > 3 miissen wir
eben so tun als ob, wir zeichnen dasselbe Bild, aber beschriften es
anders, indem wir uns auf die Anschauung des R™*! als R® x R!
berufen:
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Graph(f) € R® (bzw. Graph(f) ¢ R**1)

Definitionsbereich
B C R? (bzw. B C R%)

Graph einer Funktion f : B — R

Jetzt sei n = 1, aber m > 2. Definitionsbereich sei z.B. ein allgemei-
nes Intervall D, zur Notation der Variablen verwenden wir jetzt ¢, 2
statt z,%. So eine Abbildung heifit auch eine Kurve & : D — R™.
Fiir m = 2 ist es moéglich den Graphen in R? zu zeichnen.

R2
R?
N '
——
t-Achse

Graph einer ebenen Kurve

Meist begniigt man sich aber damit das Bild @(D) C R?, die soge-
nannte Bahn von & zu skizzieren:
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Y

I

a(to) T a(tr)
N

/

Bahn der ebenen Kurve

Der Graph enthalt allerdings mehr Information, zu jedem t € D le-
sen wir an ihm ab, wo &(t) gerade ist. Bei Betrachtung der Bahn
sehen wir nur, wo das Fahrzeug entlang gefahren ist, aber wo genau
es zur Zeit t war, geht daraus nicht hervor. Deuten wir wenn moglich
wenigstens die Fahrtrichtung durch einen Pfeil an! Ein grofler Vor-
teil der Bahn ist aber, dass wir sie auch im Falle m = 3, also von
Kurven im Raum noch skizzieren kénnen, den Graphen dagegen
nicht mehr.

T3

Gty ) o~

-

\x2

a(to)
T

Bahn einer Raumkurve
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Auch im Falle n = 2 und m = 2 lisst sich der Graph nicht wirklich
zeichnen, weil er im R* liegt. Wir kénnen aber das Bild f(B) C R?
darstellen,

f(B)

Abbildung von B C R? nach R?

und um den Mechanismus von f deutlicher zu machen, kann man
z.B. B durch ein Netz unterteilen und dessen Bild auch zeigen, und
genau so konnen wir es im Falle n = 2, m = 3 machen.

f(B)

5
—

Abbildung von B C R? nach R?

Nun wenden wir uns dem wichtigen Falle m = n zu. Welche Ver-
anschaulichung man fiir eine Abbildung am besten wihlt, hat auch
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damit zu tun, was die Abbildung fiir einen Sinn, etwa was fiir eine
physikalische Bedeutung sie haben soll. Abbildungen mit m = n
haben in der Physik oft die Aufgabe, Vektorfelder zu beschreiben,
d.h. an jeder Stelle & € B eines Definitionsbereiches in R™ ist ein
Vektor @(%) gegeben, z.B. in einem elektrischen Feld der Vektor E
der elektrischen Feldstéirke,

\:r:://// P NN S—
\\\\_*//// AN~
}‘\\\_,/v////‘T\\\\
N 7 TN N S—

__>/7
—
\\ Vektor v(z) € R™

Punkt £ € BCR"

und weil der Feldvektor #(Z) seinerseits auch wieder durch n Kom-
ponenten v1(Z), ... ,v,(Z) beschrieben wird, ist # mathematisch ge-
sehen gar nichts anderes als eine Abbildung

7: B — R™

Das ist nun wieder eine ganz andere Art der Veranschaulichung,
als die oben fir n = m = 2 betrachtete. Nehmen Sie z.B. die
konstante Abbildung B — {#}. Vorhin hitten wir sie durch ihr
Bild veranschaulicht, und dieses besteht nur aus einem Element

B CR?

« {7}

Konstante Abbildung
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Als Vektorfeld sieht die konstante Abbildung dagegen so aus:

LLLL
it

Konstantes Vektorfeld

Es handelt sich aber um dasselbe mathematische Objekt.

SchlieBlich sei erwahnt, dass man fiir aligemeine n und m natiir-
lich wieder — und mit Erfolg — denselben Schwindel, wie schon bei
den Riaumen R™ selbst anwendet: niedrigdimensionale Skizzen mit
hochdimenstonalen Beschriftungen ! Nehmen Sie den Graphen der
Funktion R” x R*" - R, (Z, /) i+ ---+a22—yl— - —y2_ .
Was man wirklich hinzeichnet ist der Falln =2, r = 1:

Graph von x2 — y? oder von ||Z||2 — ||#]?

meint aber mit der xz-Achse eigentlich den z1,...,z.-Raum, und
mit der y-Achse den yy, ... , ys-r-Raum, mit der (z,y)-Ebene also
den ganzen R™. Die Skizze ist fiir viele Zwecke immer noch brauch-
bar, z.B. um zu verstehen, weshalb f bei 0 weder ein Maximum
noch ein Minimum hat usw.
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Es gibt noch andere Moglichkeiten, die Funktionen und Abbil-
dungen der mehrdimensionalen Analysis zur Anschauung zu brin-
gen, z.B. eine Funktion n = 2, m = 1 durch beschriftete Niveaulini-
en (wie die Hohenlinien einer Landkarte) darzustellen, analog dazu
eine Funktion von drei Variablen, deren Graphen wir also nicht
mehr im R3 unterbringen, durch ihre Niveaufldchen, die sehr wohl
im R? liegen. Auch diese Vorstellung unterstiitzt das Verstindnis
analoger Verhéltnisse in hoheren Dimensionen n und m, und wir
werden bei Bedarf davon Gebrauch machen.

6.4 Stetigkeit

Ein kurzer Abschnitt sei der Stetigkeit gewidmet, einer grundle-
genden Eigenschaft, die wir von unseren Abbildungen fast immer
verlangen wollen. Thre Definition stellt keine Anspriiche an den De-
finitionsbereich:

Definition: Eine Abbildung f : B — R™, B C R", heiflt stetig
am Punkte ¥ € B, wenn es zu jedem ¢ > 0 moglich ist ein § > 0
zu finden, so dass

I F(&) = @) lI< e
fir alle & € B, welche || £ — & ||< 0 erfiillen. Die Abbildung heif3t

stetig, wenn sie an allen Punkten ihres Definitionsbereiches stetig
ist. O

Ungefiahr heifit es also: wenn T nur nahe genug bei &y ist, dann ist
auch f(Z) nahe bei f| (Zo). Das hort sich im ersten Moment vielleicht
verstandlicher an als die Definition selbst, sobald Sie aber irgend
eine wissenschaftlich haltbare Aussage iiber eine Stetigkeitsfrage
machen sollen, merken Sie, dass man mit “nahe bei” gar nichts
anfangen kann und sind dann dankbar fiir die glasklare Sprache
der formalen Definition.

Beachten Sie insbesondere wieder, dass sich an Punkten, die
nicht zum Definitionsbereich gehoren, die Frage der Stetigkeit gar
nicht stellt: wo die Funktion nicht definiert ist, dort ist sie weder
stetig noch unstetig, sondern — na ja, eben nicht erklért.
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Es hilft dem intuitiven Versténduis des Stetigkeitsbegriffs, wenn
man sich einige typische Unstetigkeiten anschaulich vergegenwir-
tigt.

-y

Radius ¢

$

Radius §

w

Unstetige Abbildung, n =m = 2

Far die in der Skizze gewéhlte s-Kugel sehen Sie: ist die d-Kugel
auch noch so klein, thr Bild kann nicht in der e-Kugel sein. Dass
F(K5(Z)) wohl in eine grofere Kugel um f(Z,) passen wiirde, hilft
dann gar nichts mehr, die Abbildung ist unstetig. — Im Fall n = 2,
m = 1 konnen wir das Funktionsgebirge betrachten, ein Felssturz

zeigt dann jedenfalls eine Unstetigkeit an:

Graph(f)

Riss!

Klippen im Funktionsgebirge einer unstetigen Funktion

Diese Figuren sollen Thr Verstandnis des Stetigkeitsbegriffes un-
terstiitzen, aber nicht ersetzen. — Wie weist man die Stetigkeit in
der Praxis technisch korrekt nach? Damit ist fast nie Arbeit verbun-
den, denn beim Herstellen neuer Abbildungen aus alten werden aus
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stetigen Abbildungen meist wieder stetige, fiir Einschrankung und
Verkettungen ist das klar, bei Rechenoperationen auch, wenn kei-
ne Nennernullstellen vorliegen. Vorsicht jedoch bei Umkehrungen!
Warnendes Beispiel

a&(t) = (cost,sint)

L 3 _—

L > <

0 27 -
a-

Sl

Unstetige Umkehrabbildung

Die Existenz und Eigenschaften von Umkehrabbildungen vorauszu-
sagen ist ein interessantes Problem, vor dem wir auch keineswegs
kapitulieren* , nur fiir den Moment legen wir es noch beiseite, weil
noch so viele wichtige einfachere Dinge zu besprechen sind.

6.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe T6.1: Welche allgemeinen Quader im R™ sind kompakt?
Ist die Sphire S™ ! kompakt? Beweisen Sie Ihre Antworten.

Aufgabe T6.2: Sei n € N und X, A € A eine Familie von Teil-
mengen X, C R™. Ubertragen sich die Eigenschaften offen, abge-
schlossen, kompakt von den X, auf die Vereinigung {J,., X» und
den Durchschnitt (),., X7 Beantworten Sie jede dieser sechs Fra-
gen durch Beweis oder Gegenbeispiel.

Aufgabe T6.3: Sei , € B C R” und f : B — R™ eine Abbildung.
Beweisen Sie, dass die Abbildung f genau dann bei Zp stetig ist,
wenn ihre m Komponentenfunktionen f,...,f, : B — R dort
stetig sind.

Aufgabe T6.4: Sei D C R” und f : D — R™ eine Abbildung.
Beweisen Sie: f ist genau dann an jedem Punkt von D stetig, wenn
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es fir jede offene Menge U C R™ eine offene Menge V C R™ mit
f~YU) =V D gibt. Zur Erinnerung: Mit f~}(U) bezeichnet man
die Menge {Z € D | f(¥) € U}, das Urbild von U unter f. Diese
Notation bedeutet nicht, dass f invertierbar sein miisste.

Aufgabe T6.5: Beweisen Sie, dass der Wert einer stetigen Ab-
bildung beim Herumwandern im Deﬁnitionsberei_gh “nicht plotzlich
Null werden kann”, genauer: Ist B C R™ und f : B — R™ stetig

bei &y € B und f(Zy) 5# 0, so gibt es eine ganze Kugel um o, die
keine Nullstelle von f enthalt.



Partielle Ableitungen und
Mehrfachintegrale

7.1 Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt sei der Definitionsbereich B C R™ immer ein
allgemeiner Quader oder eine offene Teilmenge. Ist f : B — R eine
Funktion, so ist die Notation

0
8£Ui

flza, oo xn)

fiir die Ableitung nach der Variablen z; wohl nicht misszuverstehen,
probieren wir sie gleich an ein paar Beispielen aus:

5}
éy(xf + 21123 + 5) = 221 + 273
1

5}
3;;(:6% + 23,23 + 5) = 61,25

—sin(z;2a) = y cos{x1 ),

aiUQ

und die Variablen brauchen natiirlich nicht unbedingt xy,... ,z,
zu heiflen, Sie werden auch
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‘ z 1 ( :r) T
— arctan — = (=)=
9y y o1+ ¢ z? +y?
x 1 1 Y
—— arctan — = i 3
z y 1+% vy oty

richtig berechnen: man denkt sich einfach fiir den Vorgang des Ab-
leitens nur die Variable variabel, nach der man ableiten soll, die
anderen werden voriibergehend als Konstante angesehen, und wenn
man mit dem Ableiten fertig ist, dann hat man eine neue Funktion,
die partielle Ableitung :

of

al‘i

vor sich. Als ordentliche Leute halten wir die nun schon verstandene
Definition auch noch fest:

:B—=R

Definition: Ist f(zi,...,z,) eine Funktion auf einem allgemeinen
Quader oder eine offene Menge B C R, so heif3t der Grenzwert

. flxy,... i+ h, ... ,xn)—f(xl,...atn) _of
}17‘1_)11% h axz( "7ITL>)

falls er existiert, die partielle Ableitung von f nach der Variablen
x; an der Stelle (z1,... ). O

Gutwillig zu lesen! Sie sehen, wie ich hier in a die Bezeichnung z;
des Variablen-Namen benutze, an den anderen Stellen der Formel
aber auch feste Werte x1,... ,z, zulassen kann.

Definition: Existiert der Grenzwert df/0x; an jeder Stelle in B,
so heifit f partiell nach x; differenzierbar.

Na klar. — Da beim partiellen Differenzieren die anderen Variablen
festgehalten werden, ist die anschauliche Bedeutung der partiellen
Ableitung %i— natiirlich die des Funktionsanstieges beim Fortschrei-
ten auf der x;-Koordinatenlinie:
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Anstieg hier: 2£(z) Graph(f)

z;-Richtung
—ngi ist der Anstieg des Graphen in die z;-Richtung

Ist die partielle Ableitung % wiederum partiell nach x; differen-
zierbar, so notiert man

%) 0 02

wofiir man im Falle ¢ = § auch

0 0 0?

schreibt. Das sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung,
und analog die partiellen Ableitungen héherer Ordnung:

0 0 0 or
oz, (8:5,—2 < B z;, f)) = oz, ...8&0in

Die Ableitungsregeln fiir Funktionen einer Variablen gelten auch

9]
fiir —, z.B.
ir pr 7

0 E)f
&vi(f) 8x g+ 83:,

das ist nicht beweisbediirftig, denn a bezeichnet ja das gewohnli-
che Ableiten nach einer Variablen bei festgehaltenen anderen. Die
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partielle Differenzierbarkeit nach z.B. der Variablen z; impliziert
aus demselben Grund auch die Stetigkeit der Funktion einer Varia-
blen

T — f(l'l,... ,.'lfn)

bei festgehaltenen x,, . .. , x,, aber erstaunlicherweise geniigt selbst
die partielle Differenzierbarkeit nach allen Variablen nicht, die Ste-
tigkeit von ganz f zu sichern:

Warnendes Beispiel: Die durch

flz,y) = Yy

sonst
I’Q + y2

{ 0 fir (z,y)=(0,0)

definierte Funktion f : R? — R ist iiberall partiell nach = und nach
y differenzierbar, aber am Nullpunkt nicht stetig.

In Polarkoordinaten auf R? \ 0 ist die Funktion
durch % sin 2¢ beschrieben. Die Skizze zeigt den
Graphen iiber einer Geraden durch den Null-
punkt. Dreht man diese Gerade und beobachtet
dabei das Auf und Ab des Wertes %sin 2y, dann
durchschaut man die Funktion.
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Die blole partielle Differenzierbarkeit ist eben auch noch kein be-
sonders interessanter Begriff. Drehen Sie z.B. die Funktion ein we-
nig, indem Sie von %sin 2¢ zu %sin 2(¢p — o) iibergehen: schon ist
sie nicht mehr partiell differenzierbar. Zufalligkeiten der Koordina-
tenwahl! Richtig sinnvoll wird der Begriff aber in Verbindung mit
Stetigkeitsforderungen.

Definition: Eine stetige Funktion, deren partielle Ableitungen bis
zur r-ten Ordnung einschlieBSlich alle existieren und stetig sind heif3t
eine C™-Funktion. O

Dass dies ein interessanter Begriff ist, miissen Sie mir einstweilen
glauben, die Bedeutung entfaltet sich so nach und nach in der Ana-
lysis. Eine Kostprobe gebe ich Thnen aber gleich.

Satz: Ist f eine C?-Funktion, so sind die partiellen Ableitungen
vertauschbar, d.h. es gilt stets

o%f o%f

8$i8$j B 61']81'1

BEWEIS: ‘OBdA’, das heifit ohne Beschrénkung der Allgemeinheit,’
diirfen wir » = 2 annehmen und brauchen die Behauptung nur an
der Stelle (0,0) nachzuweisen, weil wir ja die n — 2 unbeteiligten
Variablen festhalten diirfen und eine Translation die Behauptung
bei (zg,yo) € B C R? auf den Fall (x9,y0) = (0,0) zuriickfiihrt.
Nach Definition ist

a2f lim LRS00 _ Jip [OK)[(0.0)
(0,0) = lim k—0 k=0
amay h—0 h
FE)—F(h,0)  f(Ok)-f(0,0)
= lim lim k
h—0k—0 h

Nun gilt ja bekanntlich fiir jede differenzierbare Funktion g(z) von
esner Variablen der
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist g : D — R eine
differenzierbare Funktion auf einem allgemeinen Intervall D, und
sind x,z + h beide in D, so gibt es eine Zahl 0 < 6 < 1 mit

gz + h)
|
|
9(a) |
T x + 6h r+h

An irgend einer Zwischenstelle muss der Graph
denselben Anstieg wie die Sehne haben, sagt der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Einstweilen nehme ich Zuflucht zu meiner iiblichen Fiktion, Sie
kennten den Beweis des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
aus der Schule, was ja wirklich auch sein kénnte.? O

Den Mittelwertsatz wenden wir jetzt zuerst fiir festes k # 0 auf

g(z) = M an und erhalten also
02 f o SOk, k) — 5L (6. 0)
Oxdy (0,0) = Jim fin k ’

worauf aber auch wieder der Mittelwertsatz, diesmal fiir festes h
anwendbar ist:

of
Jzxdy

wobei 8 und o zwar in komplizierter Weise von (h, k) abhingen
mogen, aber jedenfalls zwischen 0 und 1 liegen miissen.

2
(0,0) = lim lim o°f

h—0k—0 YOz (Oh, ok),
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Jetzt erst kommt die Stetigkeit von 82 f/dydr zum Zuge, wo-
nach der doppelte Limes, wie man sofort sieht, 82f /0ydz(0,0) ist,
und der Satz von der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen
bei C?-Funktionen ist bewiesen. O

Das war nun alles fiir reellwertige Funktionen gesagt, aber damit
hat man analog sofort auch alles fiir vektorwertige Funktionen, denn
man definiert einfach:

Definition: Ist f : B — R™ auf einem allgemeinen Quader oder
einen offenen Menge im R™ definiert, so setzt man

of <3f1 O fn
833,‘ ’

8xi""’5£> :B—R™,
falls vorhanden — partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen
werden komponentenweise gebildet.

Wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., f,, C"-Funktionen
sind, was auch dasselbe bedeutet wie die Existenz und Stetigkeit
aller partieller Ableitungen von f bis zur r-ten Ordnung einschlief3-
lich, dann heif3t f eine C"-Abbildung.

Dass die physikalisch interessanten Funktionen oft von mehreren
Variablen abhéngen ist ja klar, z.B. von der Zeit und mehreren
Ortsvariablen, und auch dass sie vektorwertig, also Abbildungen
in einen R™ sein konnen, etwa elektrische und magnetische Felder.
Die allgemeinen physikalischen Gesetze, denen diese mehrvariabli-
gen Funktionen und Abbildungen gehorchen miissen, sind wiederum
oft Differentialgleichungen oder gekoppelte Systeme von Differenti-
algleichungen, aber jetzt sind es natiirlich die partiellen Ableitungen
der gesuchten Funktionen, die in diesen Gleichungen vorkommen,
welche denn sonst. Man spricht deshalb von partiellen Differenti-
algleichungen im Unterschied zu den gewdhnlichen Differentialglei-
chungen, die wir in den Kapiteln 4 und 5 besprochen haben.
Zum Beispiel lautet die Warmeleitungsgleichung

or _ 82T+82T+82T
ot dx?  Oy? 022
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fiir die gesuchte Funktion T = T'(t, z,y, z), wobei k eine Konstante,
die Temperaturleitzahl ist.

Wie bei den gewohnlichen Differentialgleichung miissen zum all-
gemeinen Gesetz noch besondere Bedingungen hinzukommen, die
den Anfangsbedingungen der gewohnlichen Differentialgleichungen
ghnlich, aber jetzt natiirlich komplizierter sind.

Sie werden in der Physik vielen partiellen Differentialgleichun-
gen begegnen, z.B. in der Elektrodynamik den Maxwellschen Glei-
chungen, einem gekoppelten System erster Ordnung fiir elektrische
und magnetische Felder und ihre Beziehungen zu Ladungen und
Stromen, oder in der Quantenmechanik der Schrodingergleichung
usw. Es wére jetzt zu frith, iiber Losungsmethoden zu sprechen. Ei-
ne Bemerkung méchte ich Ihnen aber noch mitgeben. Beim Lésen
von partiellen Differentialgleichungen spielt die Theorie der gewdhn-
lichen Differentialgleichungen mehrfach die Rolle eines mathemati-
schen Werkzeugs, eines Hilfsmittels. Es gibt gewdhnliche Differen-
tialgleichungen, z.B. die Besselsche Differentialgleichung, die keine
direkte physikalische Bedeutung haben, aber physikalisch wichtig
sind, weil sie den Schliissel zur Losung einer direkt-physikalischen
partiellen Differentialgleichung darstellen.

Das lasst sich natiirlich nicht am “Tag der offenen Tiir” ei-
nem unterhaltungsbediirftigen Laienpublikum mitteilen. Wenn es
um wissenschaftliche Fragen, etwa um die Rolle der Mathematik in
der Physik geht, so rate ich Thnen: misstrauen Sie den Erklarungen,
die so einfach sind, dass sie sich sogar {iber’s Fernsehen transportie-
ren lassen. Die Wirklichkeit der Wissenschaft ist immer viel tiefer
und interessanter.

7.2  Mehrfachintegrale

Wie frither die beschrinkten Funktionen auf einem kompakten In-
tervall nehmen wir jetzt die beschrankten Funktionen auf einem
kompakten Quader in die Zange, um ihre Eignung zur Integration
zu testen.

Definition: Sei @ = [a1,b1] X ... X [a,, by] C R™ ein kompakter
Quader. Unter dem n-dimensionalen Volumen von @ verstehen wir
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die Zahl

n

Vol(Q) = VoI'(Q) := [ [ (b — au)-

v=1
Unter einer n-dimensionalen Zange iiber ) verstehen wir eine
durch Unterteilungen

(ZV:.I,,0<...<IUNUZZ),,

der Intervalle gegebene Unterteilung von ¢ in Ny -...- N, =t N
Quader @4, ... ,QnN,

Q1] Q2
Q
Q20
Unterteilung eines Quaders
zusammen mit Héhenangaben k; < h; fir ¢ = 1,...,N. Dann

heiflen

AR Z hi - Vol(Q;)

N
UZ) = Z k; - Vol(Qy)

die Ober- bzw. Untersumme und
0(Z)-U(z)

die Integraltoleranz der Zange. Eine beschrénkte Funktion f :
Q — Rist in der Zange 7, wenn

ki < f(Z) < h; fur alle 7 € Q;
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fir allet=1,... , N gilt.

Funktion von zwei Variablen in der Zange

Definition: Eine Funktion f : @ — R heifit Riemann-integrierbar,
wenn sie mit beliebig kleiner positiver Toleranz in die Zange ge-
nommen werden kann. Die einzige Zahl zwischen allen Ober- und
Untersummen dieser Zangen heifit das Integral

/f(f) d'z
Q

von f iiber Q. O

Wie bei den Funktionen einer Variablen kénnen wir durch “Herab-
regnen” vieler Punkte sperrige Funktionen konstruieren, die sich in
keine Zangen mit kleiner Toleranz nehmen lassen, und wie dort gilt
auch im allgemeinen Fall:

Lemma: Jede stetige Funktion f auf einem kompakten Quader ist
Riemann-integrierbar. 0

Soweit geht alles genau so wie im eindimensionalen Fall. Jetzt fan-
gen die Probleme an. Im Falle n = 1 konnten wir Integrale durch
Stammfunktionen berechnen (Hauptsatz). Wie rechnen wir jetzt?
Etwa mit Ober- und Untersummen? Ferner: im Falle n = 1 konnten
wir mit den kompakten Intervallen [a,b] als Integrationsbereichen
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ganz zufrieden sein, fab f(z)dz ist ja das typische Ziel der Integra-
tion, uneigentliche Integrale daraus durch Grenziibergénge. Jetzt
aber wollen wir auch iiber andere Integrationsbereiche integrieren,
z.B. {iber n-dimensionale Kugeln und dergleichen.

f f

D)

0 = K, (7)) Q

Wie berechnet, ja wie definiert man iiberhaupt
f f (&) d™z fiir solche Integrationsbereiche 27

Eine Antwort auf die erste Frage gibt der Satz von Fubini:

Satz (Fubini fiir Quader): Ist f stetig auf dem kompakten Qua-
der Q = [a1,b1] X ... X [an, b,] C R™, so gilt

b1

/f(f)d"a::/ / /f da:l dxg ]dmn
Q an

oder kurz

/f(f)d"x:7.../f(:r1,... yTp)dzy . .. dz,
Q an

(“Mehrfachintegral”). Auf die Reihenfolge der einzelnen Integratio-
nen kommt es dabei nicht an: ist 7 : {1,... ,n} — {1,... ,n} eine
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Permutation,® so gilt auch

b"n le

/f(f)d”:r: /‘../f(xl,... P
2 ar dn

Rasch ein kleines Beispiel: sei Q = [0,1]x[1,2] C R?, f(z,y) = z%y.
Dann haben wir

U

21 2 _ 2
lf0f$2ydxdy = lf [%x?’y]z:é dy = lf%ydy

—12)? _lg 1y =1
_G[y]1_6(4 1)=3,
das miisste also auch herauskommen, wenn wir rechnen

12 1
[f 2ty dydz = %[x2y2] Zy’j de = [ %x2 dx
01 0

5l=1%

I Oy

wie es sein soll.

ZuM BEWEIS DES SATZES VON FUBINI. Wir nehmen f in die
Zange und betrachten eines der Teilintervalle I, der Unterteilung
VO [an, by).

Zum Beweis des Satzes von Fubini
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Dann sehen wir schon, dass fiir festes x,, € I, die Funktion 5 —
F(& 2) auf Qn_y = [ay,b1] X ... X [an_1, by_1] auch in einer Zange
Z, steckt und dass der Beitrag der “I,,-Scheibe” zu U(Z) gerade
U(Z,)- Intervalllange(1,,,) ist. Verfolgt man diesen Gedanken weiter,
erh&lt man zuerst

b

[t@we= [ [ #ea)ie]in,
Q an Qn-1
und daraus durch Induktion den Satz von Fubini. d

Die Ausfithrung der Details erforderte natiirlich noch Arbeit, der
wir uns jetzt aber nicht stellen, vielmehr gehen wir gleich zum Pro-
blem der allgemeineren Integrationsbereiche €2 C R” iiber.

Definition: Eine Funktion f : B — R, B C R", soll Riemann-
integrierbar tiber eine beschrdinkte Teilmenge () C B heiflen,
wenn fiir einen kompakten Quader @ D € die durch Nullsetzen
auBlerhalb € definierte Funktion fq : ¢ — R iiber @ Riemann-
integrierbar ist, und wir schreiben dann

[ 1@as = [ o).
Q Q

Offenbar hangt dann der Wert des Integrals nicht davon ab, welchen
Quader man genommen hat: ist er unnétig grofl, kommt wegen
fall@ ~ Q) = 0 doch kein anderes Integral heraus.

"

Graph von fo |Q

@\ ©, hier ist fo Null

Der Graph von fq:Q — R
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Das ist ja eine einfache und naheliegende Weise, die Integration iiber
beliebige beschrinkte Bereiche Q2 auf die Integration iiber kompakte
Quader zurilickzufithren und f : @ — R somit dem Zugriff der
“Zangen” auszusetzen. Diese Funktionen fqo : @ — R sind aber
im Allgemeinen nicht stetig, sie springen ja beim Verlassen von €)
abrupt auf den Wert Null.

Nun braucht eine Riemann-integrierbare Funktion auf einem
Quader zum Gliick nicht unbedingt stetig zu sein. Vielleicht geniigt
es zu fordern, dass f beschrinkt und stetig auf {2 ist?

Leider nein! Selbst die konstante Funktion 1 : 2 — R, & +— 1
liefert bei geniigend héisslichem 2 eine “sperrige” Funktion 1q :
@ — R ab, wenn ich Thnen 3,0, ... und € := Q= U2, {; so
angebe:

Ql QQ Qa Q4

4 4 [

Q Q Q Q

Der Kamm Qy, € Q erhilt immer mehr Zinken, am Ende
ist g, zur Riemann-Integration zu sperrig geworden

dann wissen Sie schon, weshalb 1o nicht Riemann-integrierbar sein
kann. Also schon die Frage, ob fQ fd"x Uberhaupt existiert, lasst
sich aus einer netten Formel fiir f(Z) alleine nicht beantworten, man
braucht eine Art Wohlverhalten von €2, aber worin das bestehen
soll, wissen wir noch nicht recht. — Aber wenn fQ fdhz = |, 0 fad™z
existiert, diirfen wir dann | o fad™z als Mehrfachintegral wie beim
Satz von Fubini ausrechnen? — Leider auch nicht! Dafiir braucht
man noch zusétzliches Wohlverhalten von f und €.

Diese Mitteilungen habe ich zur Schérfung lhres Problembe-
wusstseins gemacht. Jetzt kommt aber endlich die gute Nachricht.
Fir stetige Funktionen auf “stetig berandeten” kompakten Berei-
chen Q@ C R" ist [, f(Z)d"z jedenfalls vorhanden und kann als
Mehrfachintegral berechnet werden. Genauer definieren wir induk-
tiv:
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Definition: Kompakte Intervalle A; := [ay, b;] sollen “gut im R
heifen. Ist 4; C R* gut im RY, und sind a;41, bit; : A; — R stetige
Funktionen und tiberall a;,; < b;41, so soll

A= {(€ zi1) € A xR | a:41(8) < 21 < b1 (§)}
gut im R*™! heiflen. O

Beispiel: Kugeln sind gut im R”".

%) Z3

AQ A3

Ay Al\% Az
A\ +
Ty Ty |
)

Aufbau der Kugel mit stetigen Grenzen

Starte mit A; := [—r,r]. Sei Ay die gute Menge in A; x R in den
Grenzen /72 — 22 und Aj die Menge der (z,y,z) € Ay x R mit 2
zwischen £4/72 — (22 + y?), das ist dann die Kugel K2(0).

Satz (Fubini): Ist die im R™ gute Menge Q = A,, wie beschrieben
mittels stetiger Funktion a;,1,b;11 : A; — R aufgebaut und f auf
Q) stetig, so ist f tiber €2 integrierbar und es gilt

by ba(z1) b (21,0 ~1)
/f(i"’)d"x:/ / / flze, .o xn)day ... dxy
Q a1 ax(x1) an (21,0 4Ep 1)

Dasselbe gilt auch in anderer Reihenfolge der Variablen, und In-
tegrale iiber kompliziertere Bereiche 2 C @ erschlieit man, wenn
moglich, daraus durch Unterteilung von @ in kleinere Quader
Q1,...,Qn mit guten QNQ;, 7=1,...,N. O
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Rechnen wir rasch ein ganz kleines Beispiel: sei z.B. f(z,y) = zy?.

Y

0 1

Ein Dreieck als Integrationsbereich

Dann ist

z 1 =z
J (@) &Pz Jzy?dyde = | %[myﬂy dx
Q 0 b

g
]

Hinweis: Die Integration von vektorwertigen Abbildungen bietet
nichts Neues, weil fiir f : Q — R* einfach

Q/ f@as = ( / A@Ta, . / @) € R

definiert wird — falls die rechte Seite vorhanden ist. O

7.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe R7.1: Aus einem Potential V(xy, 2, z3) erhdlt man das
Kraftfeld K(Z) = (K1(Z), Ko(Z), K3(F)) durch

Berechnen Sie dieses Feld und die Grofle

0K, N 0K, n 0K
afl'l (9172 afE3

D(%) :=
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a) fiir V(Z) = f(r) und & # 0, wobei r := /2 + 22+ 22 und f

eine differenzierbare Funktion einer Variablen bezeichnet.
b) speziell fir V(Z) = 1/\/2% + 23 + z2 und & # 0, sowie
¢) fir V() = 320 as?.

Hinweis zur Notation: Die unterscheidende Notation fiir die Funk-
tion V von drei Variablen und die Funktion f von einer Variablen
wiirde in der physikalischen Lehrbuchliteratur als mathematische
Pedanterie wirken, denn dort wiirde ein Potential, das nur von r
abhéngt, ohne weiteres mit V'(r) bezeichnet, ein f kdme gar nicht
vor. Man hat dann jeweils die Wahl, ob man V(r) als die Funktion
7+ V(r) lesen will, wie zum Beispiel wenn man V'(r) bildet, oder
als die Funktion T ~ V(r), wenn es um die partiellen Ableitungen
geht. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir V'(r) wieder. Das ist
praktisch, weil man mit weniger Symbolen auskommt. Sie sollen
mit dieser changierenden Notation umgehen kénnen, auch wenn
wenn sie fiir die Ubernahme in die Mathematik weniger geeignet
wire.

Aufgabe R7.2: Die Potentialfunktion einer Kugel

ri=+z?+y?+22<R

ist definiert durch

2
—orR? + §T2 fir r<R
An B3
3r

Berechnen Sie das Kraftfeld und die Grofle D wie in Aufgabe R7.1
fir0<r< Rundr > R.

Vi(r) =

fir r> R.

Aufgabe R7.3: Unter dem Schwerpunkt 5 eines Kérpers versteht
man das (vektorwertige) Integral

1
= o /Q (@) ids
iiber das Volumen  des Korpers. Dabei ist u(Z) die Massendichte

und M = [, 4(Z)d?z die Gesamtmasse. Berechnen Sie den Schwer-
punkt
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a) fiir einen Viertelkreis-Zylinder
Q:={(z,9,2) |2,y >0, 2> +y* <a® 0< 2z <a},
b) einer vierseitigen geraden Pyramide mit quadratischer Grund-
fliche der Kantenldnge a und Hohe A,
jeweils mit konstanter Massendichte.

Aufgabe R7.4: Unter dem Trigheitsmoment um die Achse eines
Korpers versteht man das Integral

1= [ w@p @

Dabei ist p(Z) der senkrechte Abstand eines Punktes Z von der
Achse. Berechnen Sie das Trégheitsmoment eines Quaders mit den
Kantenlangen a, b, c und konstanter Massendichte um eine Achse
durch die Seitenmitten. Driicken Sie das Ergebnis durch die Ge-
samtmasse aus.

Aufgabe T7.1: Sei B C R? offen und f : B — R eine C'*-Funktion.
Zu Zy € B und ¥ € R? sei € > 0 so klein gewihlt, daf das Gera-
denstiick ¢ — Ty + 7 fiir —& < t < £ ganz in B verlduft. Beweisen

Sie
_ Y O oy
= oz D5 2

durch Berechnung des Limes des Differenzenquotienten.

i@ )| =L@

t=0

Aufgabe T7.2: Es sei 7: [[_,[a;, ;] — R" ein C*'-Vektorfeld auf
einem kompakten Quader im R" Es bezeichne DF das (n—1)-fache
Integral der i-ten Komponente v; von ¢ iber die i-te Vorder- bzw.
Riickseite des Quaders, also z.B.

b2 b
Di*:/ / vi(by, 29, ..., xp)dzy, .. . dz

usw. Beweisen Sie

Ov, M\ + o
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Aufgabe T7.3: Auf einem allgemeinen Rechteck M C R? sei eine
partiell differenzierbare Funktion f : M — R gegeben, und es sei
C eine Konstante mit Ig—i(fﬂ < Cfiiri=12und alle ¥ € M.
Beweisen Sie als Folgerung aus dem Mittelwertsatz, dass

|£(Z) — f(Zo)] < 2C||7 — Zo|
fir alle ¥, 7y € M.

Aufgabe T7.4: Es sei B C R” ein mit “stetigen Grenzen aufge-
bauter”, also fiir die Riemann-Integration geeigneter Definitionsbe-
reich, und f, g : B — R zwei stetige Funktionen mit f(Z) < g(Z) fur
alle Z € B. Sei 0 := {(Z,2,41) € R"™ | f(Z) < zpy1 < g(Z)} der
zwischen den beiden Graphen gelegene Bereich. Zeigen Sie, dass
das (n + 1)-dimensionale Volumen [, d"*'z existiert und gleich

[5(9(@) — f(@)) d"w ist.

Hinweis: Das Wort Volumen wird in zweierlei Sinn gebraucht. Ist
wie in R7.3 und implizit auch in R7.4 vom Volumen {2 eines physi-
kalischen Korpers im Raume die Rede, iiber das integriert wird, so
ist damit der Bereich 2 C R?® gemeint, den der Kérper einnimmt,
im Unterschied etwa zu seiner Oberfliche. Anders in T7.4, dort ist
eine Teilmenge (2 C R™™! angegeben und ihr (n + 1)-dimensionales
Volumen, im Sinne von Rauminhalt, als das Integral fn 1d""z e R
definiert, wofiir man auch einfach [, d"*'z schreibt.



Grundbegriffe der linearen Algebra

8.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Unsere Einflihrung in die Analysis ist an einem Punkt angekommen,
wo es ohne lineare Algebra nicht mehr recht voran geht, und ich
unterbreche daher den Analysiskurs fiir eine erste Bekanntschaft
mit den Grundbegriffen der linearen Algebra, die wir sodann gleich
beim weiteren Ausbau der Analysis nutzbringend einsetzen werden.

Bevor wir jetzt zusammen das Gebiet der linearen Algebra be-
treten, muss ich Sie in einer eigenartigen Benimm-Regel unterwei-
sen: hier schreibt man némlich die Elemente £ € R™ nicht als Zeilen,
sondern als Spalten

a1
e R”

8
|

Tn

statt wie bisher in der Form Z = (21, ... ,z,). Was der Sinn dieser
Platzvergeudung sein soll, ist fiir Sie vorlaufig nicht erkennbar. —
Was man fiir ,# € R™ unter der Summe £+ € R® und fir A € R
unter AZ € R™ verstehen soll, ist wohl klar, ich schreibe es nur zum
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Gewohnen an die neue Notation nochmals hin:

T ALy
Al =1 :
T ALy,
und
1 n 1+ W%
[ Bl I = : )
Tn Yn ZTn + Yn

so ist das gemeint.

Definition: Eine Abbildung A : R®™ — R™ heifit linear, wenn sie
additiv und homogen ist, d.h. wenn

fiir alle Z, 4 € R® und A € R gilt. O

Insbesondere bilden lineare Abbildungen stets Null auf Null ab,
A(0) = 0. Beachte, dass wir die beiden Linearititsbedingungen
auch in eine kombinieren kénnen, eine Abbildung A ist genau dann
linear, wenn

AT + pif) = MA(Z) + pA(Y)

fiir alle Z, 4 € R™, A\, u € R gilt.

Um den Mechanismus der linearen Abbildungen zu verstehen, den-
ken wir uns eine lineare Abbildung A : R? — R? und betrachten
zuerst die Bildvektoren @ := A(€}) und @, := A(&) der beiden
Einheitsvektoren e, = ((1)) und é; = (?) des R%2. Wenn wir nur
diese beiden Bildvektoren kennen, dann kennen wir aber schon die
ganze lineare Abbildung, denn es ist ja

() =) +=()
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also wegen der Linearitit auch

1
A(xl) = I1A< ) + Z‘QA <0> = 1‘1(_1:1 + 17262,
) 0 1

und das ist nicht nur eine Anleitung zum Rechnen, sondern zeigt
uns auch anschaulich, wie die Abbildung funktioniert.

Mechanismus linearer Abbildungen

Ja, so einfach ist das. Und ganz analog verhilt es sich mit linearen
Abbildungen A : R® — R™ zwischen Raumen beliebiger Dimensio-
nen. Auch im R™ bezeichnen wir die kanonischen Einheitsvek-

toren mit €1, ..., &, € R", wobei also
0
e; = | 1 | —i-te Stelle
0

gemeint ist. Ordnungsliebende Leser werden beanstanden, dass die
Notation jetzt zwischen €; € R? und & € R" nicht unterscheidet,
sollten wir nicht besser é’l(") ..., & ¢ R" geschrieben haben? An
sich schon, und wenn echte Verwechselungsgefahr im Anzuge ist,
werden wir das auch tun. Fir gewohnlich vertrauen wir aber darauf,
dass aus dem Kontext hervorgeht, wessen Einheitsvektoren gemeint
sind, und dann ist €; eben das “Tupel” mit einer Eins an der i-ten
Stelle und sonst lauter Nullen. Fiir alle £ € R"™ gilt dann & =
2161+ - -+ X, €y, ganz wie im Falle n = 2, und damit beweisen wir:
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Lemma: Zu beliebig vorgegebenen Vektoren @, ... ,a, € R™ exi-
stiert genau eine lineare Abbildung A : R* — R™ mit A(€;) = @,
firi=1,...,n.

BEWEIS: Wenn es {iberhaupt so eine lineare Abbildung gibt, so
muss sie wegen der Linearitat A(T) = x1d; + -+ + 7,4, erfiillen,
also gibt es jedenfalls hochstens eine solche Abbildung. Um zu ge-
gebenen @y, ... ,d, € R™ eine solche Abbildung zu finden, miissen
wir natiirlich 4 : R® — R™ auch durch

A(Z) 1= 20y + -+ + Tpily

definieren und hoffen, dass dieses A die gewiinschten Eigenschaften
hat — es bleibt gar nichts anderes iibrig. Ist diese Abbildung linear?
Offenbar additiv, offenbar homogen, klar. Bildet sie &; auf @; ab?
Ja, denn fiir = ¢ ist

TIT 1 fir j =i,

_{Ofﬁrj;éz'

also bleibt von der Summe nur der ¢-te Summand 1-d; = d; stehen,
also A(&;) = a;. O

Zum Arbeiten mit linearen Abbildungen A :R™ — R™ hat nun
die lineare Algebra eine ganz besonders praktische Notation ent-
wickelt, ndmlich die sogenannte Matrizenschreibweise. Diese
besteht darin, dass man den Ausdruck A(Z) = z,@; + - - - + T, ¥y, In
der Form

xy
To

Tn

schreibt. Dabei ist jetzt A als eine rechteckige Tabelle, eine so-
genannte Matriz geschrieben, deren n Spalten @; € R™ jeweils
m Komponenten haben, weshalb die Matrix aus n Spalten, aber
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m Zeilen besteht, eine sogenannte mX n-Matriz. Der Vektor &
steht rechts daneben als die einzelne Spalte mit n Komponenten,
die er nun einmal ist. Der Multiplikationspunkt dazwischen, den
man dann in der Praxis aber ebenso wegldsst wie Sie ja auch ein-
fach ab statt a - b schreiben, dieser Multiplikationspunkt soll Sie
jetzt daran erinnern, dass der Gesamtausdruck aus Matrix A und
danebenstehender Spalte T wirklich die Anwendung von A auf &
bedeuten soll, also den Vektor A(Z) == z1d; + - - - + Z,dn € R™.

Es hat sich in diesemm Zusammenhang fest eingebiirgert, die
Komponenten der j-ten Spalte d; als

alj

amj

zu indizieren, so dass also die Matrix aus diesen Spalten das Aus-
sehen

(255 I A1n

Aml -.- Omn

oder kurz auch A = (as;)i=1..m, j=1..n oder noch kiirzer A = (a;;)
gewinnt. Die Zahlen a;; selbst heifien die Komponenten oder Ele-
mente der Matrix. Der erste Index heifit der Zeilenindex, weil er
angibt in welcher Zeile der Tabelle A das Element a;; steht, der
zweite dementsprechend der Spaltenindex.

Merke: Mit dieser Indizierung der Komponenten a;; von A hat also
der Bildvektor ¥ = AZ € R™ die Komponenten

n
Yi = E QijTj
j=1

Zur Berechnung der y; denkt man sich also den “Z-Balken” auf die
i-te Zeile der Matrix gelegt, dann multipliziert man iibereinander-
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liegende Zahlen und summiert die Produkte auf:

i-te Zeile T

Zur Anwendung einer Matrix auf eine Spalte

Rasch ein kleines Beispiel:

5
L (123 (4N
vee (i) () (a)

Sie bemerken, dass ich schon die ganze Zeit die Matrix mit den
Spalten dy,...,d, € R™ und die lineare Abbildung R® — R™,
deren Bilder der Einheitsvektoren das sind, mit demselben Symbol
A bezeichne, und das wird auch keine Missverstdndnisse erzeugen.
Nach Vereinbarung ist ja eben Apatrix - T = Aabbildung(Z), némlich
beides ist z1d7 + ... + z,d, € R™.

Notiz und Definition (Matrizenaddition): Sind A und B zwei
lineare Abbildungen R™ — R™, so ist auch

A+ B:R"—> R™ T~ A(T) + B()

linear und die Matrix dieser Summenabbildung ist offenbar die kom-
ponentenweise gebildete Summe der Matrizen:

anntbn ... Gt b
A+ B:= : : ,
Am1 + bml L bmn
weil eben A+ B den Basisvektor €; auf @; + gj abbildet. g

Was aber geschieht bei der Verkettung R™ 5 R™ A RP zweier
linearer Abbildungen mit den Matrizen? Die Verkettung ist dann
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natiirlich ebenfalls linear, die j-te Spalte der Matrix A o B ist der
Vektor A(B(¢;)) € R?, und wegen

erhilt man also die Spalten der Matrix von A o B, indem man der
Reihe nach die Matrix A auf die Spalten von B anwendet:

Ao B A B

Aus der i-ten Zeile des ersten und der j-ten Spalte des zweiten
Faktors komponiert man das (i, j)-te Element der Produktmatrix

So merkt man sich die Matrizenmultiplikation. Halten wir das Er-
gebnis auch in Formeln fest:

Bemerkung und Definition (Matrizenmultiplikation): Sind

lineare Abbildungen R™ 5 rm 4 Ry gegeben, so ist auch die
Verkettung C' := A o B linear und hat die Matrixelemente

m
Cij = g Qikbij
k=1

firi=1,...,pund j =1,... ,n. Man nennt C' das Produkt der
Matrizen A und B und schreibt einfach C = AB statt C = Ao B.
O
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Hier ein kleines Beispiel. Sei A := (8 (1)) und B := ((1) 8). Diese Ma-
trizen definieren lineare Abbildungen R? — R?, wir kénnen daher

sowohl A o B als auch B o A bilden und erhalten:
0 1\ /1 O 00
AB = <0 0)(0 0) - (0 0)
1 0\/0 1 0 1
BA = (0 0)(0 0) B (0 0>
Schon dieses einfache Beispiel zeigt uns, dass wir beim Rechnen mit
Matrizen nicht genau dieselben Gesetze wie beim Rechnen mit Zah-
len erwarten diirfen. Auch wenn sich von zwei Matrizen A und B
beide Produkte bilden lassen, weil beides n x n-Matrizen sind, dann
ist im Allgemeinen AB # BA, im Unterschied zur Multiplikation
von Zahlen, wo immer ab = ba gilt, und wenn ein Matrizenprodukt
AB die Nullmatrix ergibt, so braucht weder A noch B die Nullma-
trix gewesen zu sein, wahrend ein Produkt ab von Zahlen nur Null
ist, wenn einer der Faktoren Null ist.

Auf der anderen Seite gibt es aber auch wichtige Gemeinsam-
keiten von Zahlenmultiplikation und Matrizenmultiplikation. So
gelten fiir die Matrizenmultiplikation auch die Distributivgesetze
A(B1 + BQ) = AB; + AB, und (A1 + AQ)B = A B+ AQB, WOvVOon
man sich ganz leicht iiberzeugt, auch ist die Matrizenmultiplikation
assoziativ, wie man sagt, d.h. es gilt (AB)C = A(BC), weil das ja
offenbar fiir die Verkettung so ist, und schliefilich gibt es auch eine

n x n-Matrix, die bei der Multiplikation die neutrale Rolle der Eins
iibernimmt:

Definition: Die Matrix der Identitdt R™ — R", ¥ + Z, nennt
man die n-dimensionale Finheitsmatriz und bezeichnet sie mit
E oder, wenn die Dimension wichtig aber nicht zu erraten ist, mit
E,, also

LF=EF,=
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Ihre Komponenten werden aber trotzdem nicht mit e;;, sondern mit
dem sogenannten Kronecker-Symbol

S 1 firi=jy
Y1 0 sonst

bezeichnet. 0

Offenbar muss AF = A und EB = B sein, wenn man die Produkte
iiberhaupt bilden kann, weil ja die Verkettung mit der Identitét
nichts Neues ergibt. Sie konnen das iibungshalber auch aus der
Produktformel ausrechnen: in der Summe

(AE)i; = 370t audi;

bleibt von den m Summanden, weil das Kronecker-Symbol meistens
Null ist, nur der j-te Summand iibrig, und der ist a;;6;; = a;;, also
ist AE = A, und analog fiir FB = B.

Wir konnen jetzt auch den Zweck der platzverschwendenden
Schreibweise von n-tupeln & als Spalten einsehen, es handelt sich
um eine Konzession an die Matrizenrechnung. Als ‘Tabelle’ ist ein
als Spalte geschriebenes n-tupel Z ja nichts anderes als eine nx1-
Matrix, und wenn Sie genau hinsehen, so bemerken Sie, dass dann
die mx1-Matrix AZ € R™ wirklich das Matrizenprodukt der mxn-
Matrix A mit der nx1-Matrix Z ist.

Diese Einbeziehung der Vektoren des R™ in die Matrizenrech-
nung erweist sich oft als sehr praktisch, was uns aber nicht zu hin-
dern braucht, auflerhalb der Matrizenrechnung doch wieder zur be-
quemen Zeilenschreibweise fiir n-tupel iitberzugehen.

8.2 Untervektorrdume des R

Zu sagen, die Schauplétze der linearen Algebra seien die Raume R™,
n € N, ist zwar nicht ganz falsch, aber oft spielt sich das eigentliche
Geschehen auf sogenannten Untervektorrdumen ab.!

Definition: Eine Teilmenge U C R™ heifit ein Untervektorraum
von R", wenn 0 € U ist und wenn fiir alle v,% € U und A\, p € R
auch AU+ pwf € U gilt. O
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Ist die Forderung 0 € U nicht vielleicht iiberfliissig, weil wir in
AU+ pw € U doch sowieso auch A = p = 0 setzen diirfen? Ist sie
nicht, denn sonst wiirde U auch leer sein diirfen, und das wollen wir
nicht zulassen, den Nullvektor muss jeder Untervektorraum schon
mindestens enthalten. In der Tat ist U := {0} auch ein Beispiel
eines Untervektorraums, das einfachste.

Definition: Sind #,... , 7, € R™ beliebige Vektoren, so bezeichne

Lin(ﬁl, “en ,'177-) = {)\161 + -+ Arﬁr | )‘i S R}

deren lineare Hiille, wie man sagt, die Menge der Linearkom-

binationen von vy, ... ,v,. Diese Definition wird noch durch die
Konvention Lin(f)) = {0} ergéinzt, die lineare Hiille aus gar keinen
Vektoren soll aus dem Nullvektor bestehen. L]

Auch andere Notationen fiir die lineare Hiille sind im Gebrauch,
z.B. span(?y,...,¥,), weil sie manchmal auch die von #,...,¥,
aufgespannte Teilmenge des R genannt wird.

Ersichtlich ist jede lineare Hiille ein Untervektorraum, und somit
haben wir jetzt viele Beispiele von Untervektorrdumen. Anschauung
bietet uns der R*, auBer dem Nullraum Lin(@) = {0} und dem
R3 = Lin(€}, &,, €3) selbst sehen wir auch die Geraden Lin{%) durch
den Nullpunkt, fiir ¥ # 0, und die Ebenen Lin(#, %) durch den
Nullpunkt, wobei hier #,% € R® zwei Vektoren bezeichnen, die
nicht derselben Geraden durch den Nullpunkt angehéren.

U U

—~/

U = {0} U eine Gerade durch 0 U eine Ebene durch 0
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Tats#ichlich gibt es gar keine anderen Untervektorrdume im R3, was
zwar jetzt eine beweisbediirftige Behauptung ist, deren Richtigkeit
sich aber bald als kleines Nebenresultat unseres weiteren Voran-
schreitens in der linearen Algebra mit ergeben wird.

Jede lineare Abbildung A : R” — R™ fithrt zwei wichtige Unter-
vektorrdume mit sich, namlich ihr Bild und ihren Kern. Natiirlich
ist Bild A := A(R") = {AZ | £ € R"} ein Untervektorraum von
R™ denn A(0) = 0 und MAZ + pAy = A(AT + pg) € Bild A wegen
der Linearitiat von A.

Notiz und Definition: Ist A : R® — R™ linear, so heiflt der
Untervektorraum

Kern A := A™Y0) = {# € R" | A7 = 0}

von R™ der Kern von A. O

Offensichtlich ist der Kern wirklich ein Untervektorraum, wieder
wegen A(0) = 0 und A(AT + pw) = MNA(V) + pA(W).

Oft hat man es mit zwei Untervektorrdumen U und V desselben
R™ zu tun. Der Durchschnitt U NV ist dann offensichtlich auch ein
Untervektorraum, und ebenso — nicht die Vereinigung, sondern —
die sogenannte Summe U + V der beiden Untervektorraume:

U

' . g Ay

unv U+V

Durchschnitt Summe
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Definition: Sind X,Y C R"” irgendwelche Teilmengen, so heifit

X+Y ={Z+y|ZeX,geY}

die Summe von X und Y. O

Obgleich man also die Summe von ganz beliebigen Teilmengen des
R™ bilden kann, findet die lineare Algebra diese Summenbildung
vor allem in drei Situationen interessant.

Erstens braucht man die schon erwadhnte Summe U + V von
Untervektorraumen des Ofteren.

Zweitens ist die Notation praktisch, wenn eine der Mengen nur
aus einem Punkt besteht, etwa X = {Z}. Dannist {Z}+Y C R" die
Teilmenge, die aus Y durch Translation um den Vektor Z entsteht,
wir schreiben einfach £+ Y

(83

at)+Ct

a(t)
ct

Der positive Halbkegel

CF={(z,y,2) | 2> Va? +y?}

wird hier von einer Kurve mitgefiihrt: zu jedem Zeitpunkt ¢
betrachtet man die Menge a(t) + C*

Von besonderem Interesse ist aber auch hierbei der Fall, dass die
verschobene Menge Y ein Untervektorraum V' C R™ ist. Man nennt
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Z 4V dann einen zu V gehorigen affinen Teilraum von R™ oder
eine Nebenklasse von V. Anschaulich leicht vorzustellen:

14

VAAAL .

Die Nebenklassen von V

Verschiedene Vektoren ¥ und % kénnen unter Umstéanden dieselbe
Nebenklasse hervorbringen, es ist eben £+ V = §+ V genau dann,
wenn § — Z € V, und insbesondere ist ¥+ V fiir ¥ € V nichts ande-
res als V selbst. Diese Nebenklassen eines festen Untervektorraums
nun sind das dritte Beispiel interessanter Mengensummanden in der
linearen Algebra. Weil V' ein Untervektorraum ist, gilt natiirlich
einfach

E+V)+H+V)=E+9+V,

was unscheinbar genug aussieht, aber das mathematisch Besondere
daran ist, dass diese Addition nicht nur eine Art “Nullvektor” hat,
namlich V selbst, welches wegen (Z+V)+V = 74V additiv neutral
ist, wie man sagt, sondern auch durch Subtraktion (Addition des
Negativen) wieder riickgingig gemacht werden kann:

(F+V)+@F+V)+(—g+V)=E+V.

Das ist wirklich eine Besonderheit der Nebenklassensituation, kei-
neswegs gilt X +Y —Y = X allgemein beim Rechnen mit Teil-
mengen des R”, fiir beliebige Untervektorrdume U und V ist zum
Beispiel U +V —V =U + V, jaja.
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Auf einem anderen Blatt steht freilich, wozu man das braucht, und
diese an sich berechtigte Frage wiirde uns jetzt zu weit weg fithren?.
Aber doch sollen Sie von dieser Plauderei etwas mitnehmen. Was
haben Sie bisher schon einmal addiert? Zwei Zahlen, zwei Vektoren,
zwel Funktionen. Jetzt zwei Nebenklassen! Die moderne Mathema-
tik ist voll von futuristisch anmutenden Objekten, die auch zum
Gegenstand sinnvoller algebraischer Operationen gemacht werden
konnen.

Kehren wir nun zu den Untervektorrdumen zurick. Sind U, V C R"
Untervektorrdume mit dem Durchschnitt {0}, so nennt man die
Summe U + V eine direkte Summe und schreibt

U+V=UeaV falsUNV ={0}

Das Besondere an der direkten Summe besteht darin, dass sich dann
jeder Vektor £ € U @V in genau einer Weise als Summe & = 4 + ¥
mit 4 € U, ¥ € V schreiben lasst, denn aus 4y + ¢ = Uy + ¥ mit
i; € Uund ; € V folgt @ — ity = th—0; € UNV = {0} und daher
’17;1 ES 1_1:2 und 'l?l = ’172.

5 @

Hier UV = R3, hierUdV =W c R?
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Definition: Zwei Untervektorraume U, V. C W in einem drit-
ten heiflen komplementdre Untervektorrdume von W, wenn
UNV={0}und U+V =W gilt, dh. wenn W =U @V ist. 0O

Das einfachste Beispiel komplementarer Untervektorrdume stellen
die beiden Koordinatenachsen im R? dar.

8.3 Lineare Abbildungen zwischen
Untervektorrdumen

Definition: Seien U C R™ und V C R™ Untervektorrdume. Eine
Abbildung ¢ : U — V heifit linear, wenn sie eben additiv und
homogen ist, d.h. wenn

(i) + plp) = Mp(th) + pe(ida)

fiir alle 1,4, € U und A, p € R gilt. d

Die Matrizen A : R® — R™ sind hier als der Spezialfall U = R",
V = R™ mit eingeschlossen. Wie in diesem Spezialfall haben wir
auch fiir beliebige lineare Abbildungen ¢ : U — V die Begriffe
Kern und Bild, nimlich wieder als Kerng := {d € U |p(@) = 0}
= ¢ 1(0) C U und Bildy := ¢(U) C V definiert, und beide sind
wiederum Untervektorraume. Kern und Bild sagen nicht alles iiber
eine lineare Abbildung, aber viel. Eines ist, dass der Kern die Infor-
mation dariiber enthilt, ob ¢ injektiv ist oder nicht, denn (@) =
¢(4') bedeutet wegen der Linearitét von ¢ soviel wie p(@—u") = 0,
also:

Notiz: Fine lineare Abbildung ¢ : U — V ist genau dann injektiv,
wenn Kernyp = {0} ist. O

Das ist in der linearen Algebra auch immer der bequemste Weg, die
Injektivitédt einer linearen Abbildung zu iiberpriifen. Gehen Sie nie
auf die Definition zuriick, sondern schauen Sie gleich auf den Kern.
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Denken wir uns nun eine lineare Abbildung ¢ : U — V und
einen festen Vektor ¥ € V und fragen nach den Vektoren 4 € U,
welche die Gleichung

p(u) =7

erfilllen. Im Matrizenfalle A : R® — R™ fragt man so zu gegebenem
b € R™ nach den ‘unbekannten’ Vektoren ¥ € R™, welche AT = b,
also das sogenannte inhomogene lineare Gleichungssystem

anxry + ... + G, = b1

AmiT1 + ... + GpnZn = bn

erfilllen. Man nennt dann natiirlich AZ = 0 das zugehdrige ho-
mogene lineare Gleichungssystem, und allgemeiner, iiber den
Matrizenfall hinaus, kann man von ¢(@) = ¢ und (%) = 0 als von
einer inhomogenen und der zugehorigen homogenen Gleichung fiir
i sprechen.

In dieser Sprechweise ist der Kern von ¢ definitionsgeméaf nichts
anderes als die Gesamtheit der Losungen der homogenen Gleichung,
(i) = 0 < 4 € Kerngp, und das Bild von ¢ entscheidet dariiber, ob
die inhomogene Gleichung ¢(#) = ¥ iiberhaupt losbar ist, denn das
bedeutet ja gerade ¥ € Bild ¢. Ist es der Fall und @, eine einzelne
Losung der inhomogenen Gleichung () = ¥ € V, so ist dp+Kern
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung, genauer:

Notiz: Ist p(iy) = ¥, so gilt (i) = ¥ < 4 € Uy + Kerny oder

30_1(27) =1+ Kernp,

—

denn @) = U & p(U) = p(ty) & (@ —ty) =0 4 — 1t €
Kernyp < i € @y + Kerngp. O

Erinnert Sie das an die Verhiltnisse bei den Losungen der homoge-
nen und inhomogenen linearen Differentialgleichungen? Das soll es
auch.
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Die “Niveaumengen” ¢~ }(7), fiir 7 € Bild ¢, einer linearen Ab-
bildung, also die ¢ 1(¥) fiir @ € Bild ¢, liegen im Definitionsbereich
U ganz ubersichtlich nebeneinander:

()

Bild p C V

Die Niveaumengen gehen alle durch Translation aus dem
Untervektorraum Kern ¢ hervor.

Denken Sie zum Vergleich an die komplizierten Muster, welche die
Niveaumengen nichtlinearer Funktionen f : R? — R bilden kénnen,
mit denen wir es in der Analysis zu tun haben.

.
B

Niveaumengen einer nichtlinearen Abbildung

Um wichtige Eigenschaften gewisser linearer Abbildungen bezeich-
nen zu kénnen, erweitern wir unseren Vorrat an Fachausdriicken
ein wenig. Dazu muss ich etwas weiter ausholen und zunéchst von
Abbildungen f : X — Y zwischen beliebigen Mengen X und Y
sprechen.

Wie Sie schon wissen, nennt man eine Abbildung injektiv, wenn
verschiedene Punkte in X stets auch verschiedene Bildpunkte ha-
ben, wenn aus z # z’ also f(x) # f(2') folgt. Ist das Bild von f ganz
Y, gibt es also zu jedem y € Y mindestens ein € X mit f(x) =y,
so heiflt f eine surjektive Abbildung, und die Abbildungen, wel-
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che injektiv und surjektiv zugleich sind, nennt man bijektiv. Die
bijektiven Abbildungen f : X — Y sind gerade diejenigen, fiir die
durch die Abbildungsvorschrift f(z) — z wirklich eine Abbildung
Y — X erklért ist — ohne Injektivitiat wire die Vorschrift gar nicht
eindeutig, ohne Surjektivitdt wiirde nicht jedem y € Y etwas zuge-
ordnet —— und diese Umkehrabbildung oder inverse Abbildung
bezeichnet man dann natiirlich durch f=':Y — X.

Das ist die Terminologie der bloflen Mengenlehre. Sie erinnern
sich, dass ich in der Analysis einer Variablen reellwertige Funktio-
nen f : D — R schon umkehrbar genannt hatte, wenn sie nur
mjektiv waren, die Umkehrfunktion ist dann freilich nur auf f(D)
erklirt. Das ist eine bewusste kleine Abweichung von der Spra-
che der Mengenlehre gewesen. Zwar wollte ich, dass Sie begrifflich
zwischen Funktionen und deren Einschrinkungen auf kleinere De-
finitionsbereiche unterscheiden lernen, weil sich beim Einschrinken
analytische Eigenschaften dndern kénnen, vielleicht ist f|Dy stetig,
f selbst aber nicht, vielleicht hat f|D, ein absolutes Maximum, f
selbst aber nicht usw. Aber eine Unterscheidung zwischen der Si-
nusfunktion als Abbildung R — R oder als Abbildung R — [—1, 1]
usw. wollte ich dort nicht einfithren, das lohnt im Kontext der In-
finitesimalrechnung nicht den Notationsaufwand, wir haben des-
halb alle reellwertigen Funktionen pauschal als Zuordnungen der
Art D — R notiert. Wenn ich aber gleichwohl das Recht behalten
will, z.B. vom Logarithmus als der Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion, von den Arcusfunktionen als von Umkehrfunktionen
eingeschrankter trigonometrischer Funktionen zu sprechen, so kann
ich der Sprache der Mengenlehre in puncto Umkehrung nicht fol-
gen, und das ist auch ganz in Ordnung wenn wir, wie geschehen,
unseren Gebrauch des Wortes genau definieren.

In der linearen Algebra jedoch, wie auch sonst meist in der
Mathematik, wird man eine nicht bijektive Abbildung auch nicht
umkehrbar nennen. Anders als bei den Funktionen der Infinitesi-
malrechnung hat man in der linearen Algebra nicht immer mit
derselben Zielmenge R zu tun, und zu den Daten einer linearen
Abbildung f : U — V gehort hier nicht nur der Originalraum U
als Definitionsbereich und die Zuordnung, sondern immer auch der
Zielraum V.
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In der Mengenlehre heiflen zwei Abbildungen f : X — Y und
g:Y — X invers zueinander, wenn go f = Idx und fog = Idy
ist. Ersichtlich sind dann beide bijektiv und es gilt ¢ = f~! und
f = g7 % und fiir jede bijektive Abbildung f sind auch wirklich f
und f~! invers zueinander.

Solange es sich um blofle Mengen handelt, ist also Bijektivitét
und Existenz des Inversen dasselbe. Kommt man aber aus der Men-
genlehre in ein Gebiet der realen Mathematik, so sind dort nicht
die Abbildungen per se, sondern Abbildungen mit besonderen Ei-
genschaften von Interesse, zum Beispiel stetige Abbildungen oder
C'-Abbildungen oder eben lineare Abbildungen. Wichtiger als die
blofle Bijektivitat von f ist einem dann die Existenz einer dazu
inversen Abbildung derselben Art. Nicht jede stetige Bijektion hat
auch ein stetiges Inverses, wie wir am Beispiel [0, 27) — S* schon
gesehen haben, die stetigen Bijektionen mit stetigen Inversen sind
deshalb kostbarer, sie filhren eine eigene Benennung, man nennt

sie Homdomorphismen. In der linearen Algebra haben wir aber
Gliick:

Notiz und Definition: Bijektive lineare Abbildungen ¢ : U — V
haben stets lineare Inversen. Bijektive lineare Abbildungen heiflen
Isomorphismen, man notiert sie auch als

go:UiV

oder ¢ : U =2 V. Zwei Untervektorrdume U C R® und V C R™
heiflen isomorph zueinander oder kurz isomorph, geschrieben
U =V, wenn es einen Isomorphismus ¢ : U = V gibt. |

Sie konnen der ‘Morphismensprache’ oft in der Mathematik begeg-
nen, Mathematiker nennen lineare Abbildungen gern Homomor-
phismen, injektive Homomorphismen heiflen dann Monomorphis-
men, surjektive Epimorphismen, und die Homomorphismen von V
nach V nennt man die Endomorphismen von V. Wir kommen aber
einstweilen mit dem Wort Isomorphismen aus.

Bei allem, was wir hier bisher iiber lineare Abbildungen gesagt ha-
ben, hatte die Beschrankung auf den Matrizenfall, also auf U = R”
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und V = R™, gar keine Vereinfachung gebracht. Trotzdem werden
Sie eine Schwierigkeit der allgemeineren Situation sehen, die sich,
fiirchten Sie vielleicht, noch zu einer rechten Kalamitét auswachsen
mag: wie rechnet man denn konkret mit Untervektorrdumen und
deren linearen Abbildungen? Im Matrizenfall haben wir die schone

Rechenformel .
Yi = E QijTj,
=1

die ich direkt in den Computer eingeben kann, wobei die Spalten
d; die Bilder der Einheitsvektoren €; sind. Aber wie soll man denn
@ : U — V ausrechnen, wenn die Einheitsvektoren gar keine Bilder
haben, weil sie vielleicht nicht in U liegen?

€1,€>,€3 ¢ U: was nun 7

Wenn Sie solche Fragen stellen, dann sind Sie in der richtigen Ver-
fassung das néchste Kapitel zu lesen, denn dort werde ich diese Fra-
gen beantworten. Etwas schwerer habe ich es mit Lesern, die schon
zu wissen glauben, wie man das macht und deshalb argwohnen, ich
wolle ihnen etwas verkaufen, was sie gar nicht brauchen. Fiir diese
Leser hier noch ein bisschen sales talk.

Eine lineare Abbildung ¢ : U — V', wenn U ein Untervektor-
raum in R™ und V einer in R™ ist, denken Sie, beschreibe ich wieder
durch eine geeignete m x n-Matrix. Schliefllich sollen ja jedenfalls
n-tupel linear in m-tupel verwandelt werden, dazu brauche ich ei-
ne m x n-Matrix. Ich werde also ¥ = (@) konkret durch ¥ = Ad



162 Kapitel 8: Lineare Algebra

verwirklichen. Was schadet es, dass die Einheitsvektoren vielleicht
nicht in U liegen? Ich wende A eben einfach nur auf Vektoren 4 € U
an, wenn es denn um eine Abbildung von U nach V geht.

So denken Sie, und ich kann nicht einmal behaupten, das gin-
ge nicht. Es ist prinzipiell moglich, ¢ so zu beschreiben. Manchmal
macht man es auch so, besonders wenn urspriinglich schon eine Ma-
trix A : R® — R™ da war und dann das Interesse an gewissen Un-
tervektorrdumen mit A(U) C V dazu kam und zur Betrachtung der
Finschrinkung p := A|U : U — V fiihrte. Und ich gehe noch einen
Schritt auf Sie zu und rdume ein, dass es unter Umsténden sogar
zweckmiflig sein kann, auch zu einer linearen Abbildung ¢ : U — V
ganz anderer Herkunft eine Matrix A : R» — R™ zu konstruieren,
die ¢ als A|U darstellt.

Sie sollen aber auch héren, was dagegen spricht, es immer so zu
machen. Denken Sie sich U und V als die linearen Hiillen einiger
weniger Vektoren, sagen wir, um die Vorstellung zu fixieren, jeweils
eines Vektors: U = Lin(#y) und V' = Lin(#%), wobei g € R” und
To € R™ vom Nullvektor verschieden seien. Anschaulich bedeutet
das, U und V sind Geraden durch den jeweiligen Nullpunkt. Sei
@ : U — V nun eine lineare Abbildung.

Dann ist (1) = aty, weil jeder Vektor in V ein Vielfaches von
¥y ist. Diese eine Zahl a € R enthilt jetzt die ganze Information
iiber ¢, denn jedes @ € U lésst sich als ¥ = Ailp schreiben, und
wegen der Linearitét von ¢ ist p(A\dy) = aAdy.

Denken Sie nun an den Fall n = m = 1000. Ihre m x n-Matrix A
hétte dann eine Million Eintrége. Zur Beschreibung eines Objekts
, das sich durch eine einzige Zahl a charakterisieren ldsst! Urteilen
Sie selbst.

Ahnlich wenn U und V nicht Geraden, sondern zum Beispiel
Ebenen sind. Eine lineare Abbildung lasst sich dann immer durch
vier Zahlen, ndmlich durch eine 2 x 2-Matrix charakterisieren, an
der man auch die Eigenschaften von ¢ leicht ablesen kann, wie im
néichsten Kapitel erklart wird. In Threr darstellenden 1000 x 1000-
Matrix A dagegen sind diese Higenschaften geradezu versteckt!

Das ist auch kein Wunder, denn A enthielte ganz viel Informa-
tionsmiill, ndmlich sdmtliche Angaben dariiber, was mit den Vekto-
ren auflerhalb von U geschehen soll, die uns ja eigentlich gar nicht
interessieren. Und umgekehrt, wenn Sie so eine Matrix A konstru-
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ieren, miissen Sie iiber das Schicksal dieser Vektoren auflerhalb U
Entscheidungen treffen, denn durch ¢ alleine ist es nicht festgelegt,
A ist durch ¢ nicht eindeutig bestimmt.

Was Sie iiberhaupt zu dem Griff nach einer m x n-Matrix A
verleitet, ist natiirlich die n- bzw. m-Tupeligkeit der Vektoren in U
und V. Aber gerade diese Tupeligkeit ist ein schlechter Ratgeber in
der linearen Algebra der Untervektorraume. Was Sie ohne Bezug-
nahme darauf verstehen lernen, nur auf der Untervektorraumeigen-
schaft (0 € U und Atiy + pily wieder in U) und der Linearitdt von
@ : U~ V fullend, das hat auch dann noch Bestand, wenn spéter
U und V allgemeine Vektorrdume sind, deren Vektoren gar keine
Tupel, sondern vielleicht Funktionen oder so etwas sind.

Und so hoffe ich, dass Sie den linear-algebraischen Methoden
nicht nur vorurteilsfrei, sondern mit einer positiven Einstellung be-
gegnen werden.

8.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe R8.1: Bestimmen Sie die Matrizen A4, By, Cy der li-
nearen Abbildungen des R3 in sich, die jeweils eine Drehung um
die z-, y- bzw. z-Achse um den Winkel ¢ in entgegengesetztem
Uhrzeigersinn beschreiben (Rechte-Hand-Regel fiir die Reihenfol-
ge ©,y,2 bzw. y, 2,z bzw. z,z,y der Achsen). Zeigen Sie A, Az =
AgAq = Aytp durch direktes Nachrechnen. Berechnen Sie die Ma-
trizen AW/QBT‘»/Q, BW/QAW/Q und CW/QBW/QAW/Q.

Aufgabe R8.2: Bestimmen Sie den Durchschnitt W = U NV der
beiden Untervektorrdume U = {Md; + A2lls | M, A2 € R} und
V = {1 + ot | p1, e € R} des R3, die durch die Vektoren
iy = (0,0,1), @p = (1,1,0), %, = (0,1,1), ¥ = (1,0, 1) aufgespannt
werden.

Aufgabe R8.3: Ein Neutron mit der Masse m und der Geschwin-
digkeit y treffe auf einen ruhenden Atomkern, der das Neutron
einfingt und anschlieffend in zwei Kerne der Masse Ay, My mit
den Geschwindigkeiten ), ws zerfillt. Welche Bedingung miissen
die gemessenen Geschwindigkeiten ; erfiillen, damit man mit Hil-
fe des Impulssatzes die unbekannten Massen M, daraus bestimmen
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kann, wann gibt es eine Losung und wann ist die Losung eindeutig
bestimmt?

Aufgabe R8.4: Bestimmen Sie die 4 x4-Matrix A(v), die als lineare
Abbildung durch die Lorentz-Transformation A(v)Z := &' mit zj =
(26— Bx1)y, ) = (11— Bx0)7Y, Th = T2, T4 = 3 gegeben ist. Dabei
ist zq = ct die Zeitkoordinate, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, 5 = v/c €
(—1,1), v := 1/+/1 — B2. Zeigen Sie, dass die Hintereinanderaus-
fithrung A(vs)A(v1) zweier Lorentz-Transformationen wieder eine
Lorentz-Transformation A(vs) ist. Berechnen Sie v3.

Aufgabe T8.1: Sei A eine m X n-Matrix. Addiere, fiir vorgegebene
i # j und A € R, zur i-ten Spalte das A-fache der j-ten. Zeigen Sie,
dafl die so abgeinderte Matrix A als Abbildung R"® — R™ noch
dasselbe Bild wie A hat.

Aufgabe T8.2: Sei A eine m X n-Matrix. Addiere, fiir vorgegebene
i # j und A € R, zur i-ten Zeile das A-fache der j-ten. Zeigen Sie,
dass die so abgednderte Matrix A als Abbildung R®™ — R™ noch
denselben Kern wie A hat.

Aufgabe T8.3: Sei U € R” ein Untervektorraum. Eine lineare
Abbildung P : U — U heifit eine Projektion, wenn P o P = P ist.
a) Zeigen Sie, dass fiir jede Projektion U = Kern P & Bild P gilt.
b) Gibt es umgekehrt zu jeder Zerlegung U = U; @ U, eine Projek-
tion P : U — U mit Kern P = U; und Bild P = U,7



9 Basen und Dimensionen

9.1 Der Begriff der Basis

Eine Basis eines Untervektorraums U C R™ verhilft uns zu Koordi-
naten in U. — Nanu, ist U koordinatenbedtirftig? Hat nicht jeder
Vektor # € U schon n Komponenten ug, ..., u,, eben seine Koor-
dinaten im R"7 — Das sind die Koordinaten, die wir jetzt nach
Maglichkeit einmal ignorieren wollen. Zur Ortsbestimmung auf ei-
ner Ebene im R!%% sollten wir nur zwei Zahlenangaben brauchen,
nicht tausend.

Punkt mit den Koordinaten(A1, A2)

Koordinatenachse

Koordinatenachse

Koordinaten beziiglich einer Basis (i, U2)

Um zu erkliren, was eine Basis ist, mufl ich zuvor einen anderen,
in der linearen Algebra allgegenwértigen Grundbegriff erldutern,
ndmlich den der linearen Unabhdngigkeit:
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Definition: Ein r-tupel (4, ...,4,) von Vektoren @; € U heif}t
linear unabhdngig, wenn keiner dieser Vektoren aus den anderen
linearkombiniert werden kann oder, was dasselbe bedeutet, wenn

MU+ N =0
nur in dem trivialen Falle Ay = --- = A, = 0 moglich ist. O

Man sagt wohl auch etwas lax: “die Vektoren iy, . .., %, sind linear
unabhéngig”, obwohl die lineare Unabhéngigkeit offenbar eine Ei-
genschaft des r-tupels (i, . .. , 4, ) ist, nicht der einzelnen Vektoren.
Die Standardformulierung fiir den Nachweis, dass ein vorgege-
benes r-tupel (&, ..., 4,) von Vektoren linear unabhingig ist, be-
ginnt mit den Worten: “Sei also Ajily + --- + Aytl, = 0. Dann gilt
.7, und nun folgt die mathematische Argumentation, unter Aus-

nutzung dessen, was man iiber (@, ..., %) eben weif, die zu dem
Ergebnis fithrt: “ ..., daher ist A; = --- = A, = 0, was zu zeigen
war.”

Ein “1-tupel” (&) ist offenbar genau dann linear unabhingig,
wenn 4; # 0 ist. Ein Paar (u;, @) ist linear unabhéngig, wenn
weder 7, = Aily noch @y = pily geschrieben werden kann.

(e
i
0
(@1, ts) lin. abh. (i1, do) lin. unabh. (iy, Ua, ti3) lin. abh.

Merke auch: ein Nullvektor im r-tupel verdirbt die lineare Un-
abhéngigkeit auf jeden Fall.
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Definition: Ein linear unabhingiges r-tupel (41, ...%,) von Vek-
toren in U heifit eine Basis von U, wenn seine lineare Hiille ganz
U ist. O

Das ist kurz und biindig gesprochen. Die nachfolgende ausfiihrliche-
re Fassung lisst besser erkennen, welchem Zweck die Basen dienen
sollen:

Lemma und Definition: Sei U C R" ein Untervektorraum. Ein
r-tupel (i, ..., %,) von Vektoren @; € U ist genau dann eine Basis
von U, wenn sich jeder Vektor @i € U in eindeutiger Weise als

ﬂ=A1ﬁ1+--~+/\rﬁT, /\IER

schreiben ldsst. Man nennt diese Darstellung von 4 die Entwick-
lung von W nach der Basis, die \; heiflen die Entwicklungskoef-
fizienten oder Koordinaten von i beziiglich der Basis.

BEWEIS: “=": Sei also (d,...,4,) eine Basis von U. Dann ist
insbesondere Lin(t,...,4,) = U, also 1a6t sich jedes @ jedenfalls
so schreiben. Noch zu zeigen: die Koeffizienten sind eindeutig be-
stimmt. Dazu: wenn

0= MUy + -+ N =ty + -+ pelr

gilt, so folgt (A — w1}ty +- - -+ (A — pr )1, = 0, und daraus, wegen
der linearen Unabhéngigkeit der Basis, folgt weiterhin Ay — yy =
o= A—pr=0,also N\, =y firallei=1,...,r. “=70

“ <7 Sei also jedes @ eindeutig als > A\;i; darstellbar. Jedenfalls
ist dann Lin(#y,...,%,) = U, und wegen der vorausgesetzten Ein-
deutigkeit sind insbesondere die Koeffizienten fiir die Entwicklung
des Nullvektors eindeutig bestimmt, also ist 0 = Aty + - - - + At
nur fiir Ay = -+ = A, = 0 moglich, und damit ist gezeigt, dass
(d1,...,U,) eine Basis ist. “=70

d
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U
i
.
U = {0}
Basis leer Basis (i) Basis (i, ta) Basis (i1, te, U3)
Die Basis (&}, ...,&,) des R™ nennt man seine Standard-Basts.

In dem Lemma in 8.1 hatten wir gesehen, wie durch beliebiges
Vorgeben der Bilder dieser Basisvektoren eine lineare Abbildung
R™ — R™ bestimmt ist. Dieses Lemma konnen wir jetzt verallge-
meinern:

Lemma: Ist (i, ..., d,) eine Basis von U C R" und sind a4, ..., d,
beliebige Vektoren eines Untervektorraums V' des R™, so gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢ : U — V mit (i) = a@; fir ¢ =
1 7.

ye ey

Der BEWEIS verlduft genau so wie dort: die Formel

oM+ -+ MNU) = Md + -+ Aay

spricht fiir den Eindeutigkeitsbeweis eine notwendige Bedingung an
@ aus, welches also eindeutig festgelegt ist, und ist fiir den Existenz-
beweis die definierende Formel. ...g

Hat man einen Untervektorraum U zu bestimmen, z.B. den Kern
einer Matrix A : R® — R™, so hat man die Aufgabe zwar gelost,
wenn man geniigend viele Vektoren iy, ..., @, darin gefunden hat,
um den Untervektorraum aufzuspannen. Aber auf etwaige “linear
iiberfliissige” unter diesen r Vektoren wird man gern verzichten,
schon um das Resultat iibersichtlicher zu gestalten.

Das Wegstreichen von Vektoren, die sich sowieso aus den iibrig
bleibenden linearkombinieren lassen, befriedigt aber nicht nur ein
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mathematisch-dsthetisches Bediirfnis, wie wir jetzt sehen, denn wir
behalten schliefllich offenbar eine Basis des Untervektorraumes U
iibrig, was wirkliche technische Vorteile hat, wir kénnen beliebige
Vektoren in U eindeutig nach der Basis entwickeln, kénnen lineare
Abbildungen von U in andere Raume nach Wunsch konstruieren
und dergleichen. In der Tat versteht man die Aufgabe, ein homo-
genes lineares Gleichungssystem AZ = 0 zu ldsen, in der Praxis als
die Suche nach einer Basis des Losungsraumes Kern A.

Gleichzeitig stiftet eine Basis (uy,...4,) von U eine ganz be-
stimmte Beziehung zwischen U und R", fiir die wir jetzt einen Na-
men und eine Notation einfithren wollen:

Definition: Ist (#, ..., @) eine Basis von U, so wollen wir den Iso-
morphismus R™ & U, welcher &; auf i; abbildet, Basis-Isomor-
phismus zu (4, ..., 4,) nennen und mit @z, z) : R = U be-
zeichnen. U

A1t + Agtiz

| R?

Was der Basis-Isomorphismus tut

Der Basisisomorphismus bildet also € R” auf zyii1+- - -4z, € U
ab, und sein Inverses ist offenbar gerade jene nach obigem Lemma
wohlbestimmte lineare Abbildung U — R", die jeweils u; auf €;
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und deshalb 4 = Aty + - - - + Ayt auf sein Koordinaten-r-tupel
(A1, ..., A} abbildet.

Die Notation ® fiir den Basisisomorphismus erinnert Sie daran, dass
Z € R" und ®(Z) = @ € U durchaus in zwei ganz verschiedenen
Vektorraumen wohnen, zwischen denen zu vermitteln eine Abbil-
dung gebraucht wird, und der Index in ®(4, ., den zu schreiben
ich Sie notige, spricht laut aus, dass es von der Wahl der Basis eben
abhangt, welche Koordinaten ein Vektor i bekommt. So empfinden
Sie den Basisisomorphismus nicht ganz zu Unrecht zunéichst als eine
didaktische Zwangsmafinahme, was eine natiirliche Abwehrhaltung
hervorruft, das weif ich schon.

Ich hoffe aber, sie werden die Basisisomorphismen noch zu schat-
zen lernen. Solange Sie ndmlich nur mit einer festen Basis zu tun
haben, rechnet es sich mit den Koordinaten-r-tupeln wie mit Vek-
toren im R”, und das sind sie ja auch, man vergisst vielleicht, dass
hier eine Abbildung im Spiel ist. Aber Untervektorrdume des R”,
ebenso wie die spéteren allgemeinen Vektorriume,! haben meist
keine Standard-Basis. Basen werden mehr oder weniger willkiirlich
gewiihlt, und unvermeidlich muss man zuweilen zu einer anderen
Basis, d.h. einem anderen Koordinatensystem iibergehen. Dann ha-
ben Sie mit ‘alten’ und ‘neuen’ Koordinaten zu tun und sollen wis-
sen, wie sich die in den alten Koordinaten beschriebenen linear-
algebraischen Objekte in die neuen Koordinaten umrechnen. Das
kann auf den ersten Blick ziemlich chaotisch aussehen. Holen Sie
dann die Basisisomorphismen hervor und schauen dankbar zu, wie
die ganz von alleine alles aufrdumen und entwirren.

Einstweilen benutzen wir die Basisisomorphismen einmal dazu,
lineare Abbildungen zwischen Untervektorrdumen durch angemes-
sen kleine Matrizen zu beschreiben.

Definition: Ist ¢ : U - V eine lineare Abbildung und sind
(€1, ...,dy) und (¥, . .., Us) Basen von U und V, so heifit die durch

(@50 PO Pay,z) =1 A

gegebene s x r-Matrix A : R™ — R?® die Matriz von ¢ beziiglich
dieser Basen. O
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Solche Formeln merken sich Mathematiker durch sogenannte kom-
mutative Diagramme, Mitteldinge zwischen Formel und Zeichnung.
Hier ist es das Diagramm

‘I’(ﬁl,u.,ﬁr)]% %“I‘I)(m,.“,ﬁs)
A

RT " RS

Der Ausdruck kommautativ bezieht sich darauf, dass A gerade so
definiert ist, dass die beiden méglichen Verkettungen, die von links
unten nach rechts oben fithren, iibereinstimmen:

Py _Basis © A = © 0 Py_agis-

Solche Diagramme als Merk- und Ubersichtshilfen benutzt man in
der modernen Mathematik sehr oft. Die visuelle Veranschaulichung
durch das Diagramm erlaubt es uns, statt der Formel uns nur zu
merken: holt man ¢ mittels der Basisisomorphismen herunter, so
erhialt man die Matrix A. Daraus ergibt sich die Formel ganz von
selbst.

Auch aus der Entwicklung der Basisbilder ¢(#;) nach der Basis
i, ..., Us im Zielraum kann man die Matrix A rekonstruieren, wenn
das auch nicht so einpriagsam ist.

Bemerkung: In der obigen Situation gilt die Formel

S
(i) =Y ais
i=1

BEWEIS: Jedenfalls ist ja die j-te Spalte d@; der Matrix nichts an-
deres als
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Wenden wir darauf den Basisisomorphismus ®5 5 an, so ergibt
sich (schau’ auf’s Diagramm!) ¢(@;) = Y i_, a;;0;, was zu zeigen

war. ]
Die Sache hat bis jetzt nur noch einen Schonheitsfehler: woher neh-
men wir die Basen? Gibt es iiberhaupt immer Basen? Davon han-
delt der néachste Abschnitt.

9.2 Basisergidnzungssatz und Dimensionsbegriff

Der Schliissel zur Existenz von mafigeschneiderten Basen aller Art
ist die folgende einfache Beobachtung:

Ergidnzungslemma: Es sei

Lin(dy, ..., Up, 01, ..., 05) =U
und (i1, ...,4,) zwar linear unabhingig, aber keine Basis von U.
Dann ist (4, ..., 4, ¥;) fiir mindestens eines der i mit 1 <4 < s

linear unabhdngig.

BEWEIS: Sprechen wir von (4, . ..,#,) als von einer Basis im Auf-
bau und von den vy, ..., ¥, als von den Vorratsvektoren, mit denen
wir an der Basis weiterbauen sollen. Es mufl einen Vorratsvektor
7; geben, der aus den ,..., 4, nicht linearkombinierbar ist, denn
sonst ware doch Lin(#y, . . ., @, ) schon ganz U. Priifen wir die lineare
Unabhangigkeit von (&1, ..., 4y, ;). Aus M@y +- - -+ A\l + AT = 0
wiirde zundchst A = 0 folgen (sonst #; = —3(Midy + - + Avidy)),
und dann also wegen der linearen Unabhéngigkeit der #’s auch
AM=-=X=0. |

Als Korollar erhalten wir daraus sofort den

Basiserginzungssatz: Gilt Lin(dy,..., 4, ¥,...,7s) = U, und
ist (@, ..., u,) linear unabhingig, so 148t sich (iy,...,d,) aus den
Vorratsvektoren zu einer Basis (i, . . . , Uy, ¥, . .., ¥;,) von U ergén-

zern.
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BEWEIS: Ist (i, ...,u,) schon eine Basis, so denken wir uns p = 0,
wir brauchen dann eben keine Erginzung, so ist das gemeint. An-
dernfalls wenden wir einfach das Erginzungslemma so oft an, bis
es nicht mehr geht. a

Die Anzahl der Vektoren in einer Basis nennt man die Ldnge der
Basis.

Korollar: Je zwei Basen eines Untervektorraums U C R"™ haben
die gleiche Linge.

BEWEIS: Angenommen es gibe Basen (dy, ..., 4,) und (¢y,...,7s)
von U mit r # s, oBdA r < s. Wirf #; hinaus und erginze
(s, ..., 14, durch ein ¥;, zu einem linear unabhingigen r-tupel
(dy,. .., U, T; ), nach dem Ergdnzungslemma. Dann ist auch dieses
neue r-tupel eine Basis. Um das einzusehen, denken wir daran, dass
jedenfalls ;, = A\t +- - -+ AU, mit geeigneten Koeflizienten gelten
muss, weil (41, ...4,) eine Basis war, und dabei ist A\; # 0, sonst
wire ja ¥; Linearkombination der iy, ...,%,. Also lasst sich das
hinausgeworfene t; aus (i, . .., 4., ¥, ) linearkombinieren, nadmlich
als @) = /\il(vi1 — Agilg—+ - - — Apily). Damit ist aus (i, . .., 4, ¥;, ) al-
les linearkombinierbar, was aus y, ..., %, linearkombinierbar war,
also ganz U, und daher ist’s eine Basis. So weit so gut.

Ersetze nun sukzessive auch die anderen #; durch Vektoren aus
{#h,...,7Us}. Dann wire (¥,...,7;,) eine Basis, was aber wegen
r < s nicht sein kann, weil sonst mindestens ein #; aus den {ibrigen
linearkombinierbar wére. Widerspruch. |

Satz und Definition (Dimension): In jedem Untervektorraum
U C R" ldsst sich eine Basis finden. Die (nach obigen Korollar
wohlbestimmte) Linge einer Basis von U heifit die Dimension
dimU von U.

BEwEIs: Ist U = {0}, so sagen wir U habe die leere Basis, und
dimU = 0. Sei also U # {0}. Angenommen U hitte keine Basis.
Wihle 4; # 0 in U als Induktionsbeginn der Konstruktion einer
Folge iy, Uy, ... von Vektoren in U, bei der stets (i1, ...,4;) line-
ar unabhéngig ist. Ist namlich (@,...,4;) linear unabhéngig, so
gibt es, weil U keine Basis hat, ein i;,; € U, das sich nicht aus
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1, . . . 4; linearkombinieren lasst. Dann ist das erginzte (i+1)-tupel

(@, ...,U;41) also auch linear unabhéngig, und das war schon der
Induktionsschluss.

Nun nutzen wir U C R” aus! Da insbesondere (u,..., U,11)
linear unabhingig ist, ldsst es sich durch Vorratsvektoren aus der
Standardbasis (€}, ..., é,) des R™ zu einer Basis von R” ergiinzen,
deren Lange dann > n + 1 wire, im Widerspruch zur Wohlbe-
stimmtheit der Basisléinge. U

Sie werden sehen, wie viele linear-algebraische Tiiren sich Thnen
Offnen, wenn Sie Dimensionsbegriff und Basiserginzungssatz am
Schliisselbund haben. Notieren wir einige Folgerungen.

Bemerkung 1: Zwei Untervektorrdume U und V von R™ bzw. R™
sind genau dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben.

BEWEIs: “=": Ist ¢ : U — V ein Isomorphisms und (&, ..., 4,)
eine Basis von U, so offenbar (o(#),...,¢(i4,)) eine Basis von V,
also dimV =r. “=7 [
“«<”: Wihle Basen (#4,...,4,) von U und (¢, ...,7,) von V. Sei
@ : U — V die lineare Abbildung mit ¢(#;) = 4;, und analog
w:V — U mit w(ﬁz) =’L_I:l Dann gDOl/}: Idv, ’(/}OQDZ IdU, also @
Isomorphismus. L

Bis auf Isomorphismus, wie man sagt, gibt es demnach nur einen
r-dimensionalen Untervektorraum eines R”. Hast du einen gesehen,
hast du alle gesehen? Na ja, gewissermaflen schon, bis auf Isomor-
phismus eben. — Als Korollar aus der Bemerkung 1 wollen wir auch
festhalten:

Korollar: Jede invertierbare Matrix ist quadratisch. O

Denn eine invertierbare m x n-Matrix ist ja als Abbildung ein Iso-
morphismus A : R® 2 R™, also n = dimR"* = dim R™ = m.

Bemerkung 2: Zu jedem Untervektorraum U; C U eines Unter-
vektorraums U C R™ lasst sich ein komplementirer Untervektor-
raum U, finden.
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BEWEISs: Ergénze einfach eine Basis (4, . .., @,) von Uj zu einer Ba-
sis (U1, ..., 4y, U1,...,Us) von U (jede beliebige Basis von U liefert
dafiir genug Vorratsvektoren) und setze

Us := Lin(#, ..., ¥s).

Dann ist jedenfalls Uy + Uy = U, aber auch Uy N Uy = {0}. Denn
jedes 4 € Uy N Uy ldsst sich sowohl als & = Aty + - -+ + A 1, wie
auch als @ = ¥ + - - - + psts schreiben. Dann ist aber @ — @ =

Aty + -+ Al — ¥ — - — gt = 0 und daher, wegen der
linearen Unabhéngigkeit von (d; ..., %, ¥; ..., ¥;), sind alle X's und
w's Null, also @ = 0. Damit ist Uy ® Uy = U gezeigt. 0

[ U := Lin(?y, ..., 7s)
gefunden!

Erginzungsvektoren 1, ..., U

U, gegeben

Wahl eines Komplementérraums
Bemerkung 3: Ist U CV und dimU =dimV, dann ist U = V.

BEWEIS: Jede Basis (@, ..., d,) in U ist automatisch Basis von V|
denn Erginzung wiirde sonst dim V' > dim U zeigen. O

Man sieht dieser unscheinbaren Bemerkung nicht gleich an wie niitz-
lich sie ist. Hat man U = V zu zeigen, muss man eigentlich U C V
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und V' C U nachpriifen (jedes @ in V, jedes ¥ in U), und in der Pra-
xis ist oft das eine leicht und das andere schwer. Wenn Sie aber die
Dimensionsinformation haben, dann beweisen Sie nur die ‘leichtere’
Inklusion und sagen dann einfach: U C V, aus Dimensionsgriinden
also U = V. Hort sich auflerdem gut an, aus Dimensionsgrinden,
echt cool. — Die Information {iber die Dimension miissen Sie freilich
haben. Eine der Quellen fiir solche Informationen ist die

Dimensionsformel fiir Untervektorrdume: Sind U;,Uy, C U
Untervektorrdume, so gilt

BEWEIS: Erginze eine Basis 4y, ..., 4, des Durchschnitts U; N Us
zuerst zu einer Basis (4, ..., U, ¥1,...,7s) von U; und sodann zu
einer Basis (4y,...,4,, Wy, ..., W) von Uy. Wir wéren fertig wenn
wir zeigen kénnten, dass (dy, ..., dy, %, .. ., Us, W1, - . ., Wy) eine Ba-
sis von Uy + U, ist, denn dann kennen wir auch die letzte der vier
beteiligten Dimensionen und die Behauptung ist

r(rtst) = (r+s) + (r+),

also richtig.

“ulz-- y Ur
\\/
- " Wy, ..., W
Vi s x
U,
Uy

Zum Beweis der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume
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Ersichtlich spannen die Vektoren die Summe U; 4 U, auf, wir haben
nur noch ihre lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, und das tun wir in
der typischen Formulierung: Sei also

)\161+~'+/\Tﬁr+u1f)’1+--~+u5175+1/1ﬁ)'1+~-+1/tw}:0.

Schreiben wir zur Abkiirzung

ﬁ = Alﬁl + .4 )\rﬁr
U = v+t sl
W= W+ 4 .
Dann ist @ € U, sowieso, aber auch & = —@ — ¥ € Uy, also ist

@ € Uy NUy und daher @ = aqily + - - - + apil,, woraus nun aber
a161+---+arﬂr-1/1u71~—---—1/tu?t:w'—u7:0

folgt. Also sind alle o’s und alle ©’s wegen der linearen Unabhéangig-
keit von (iy,..., U, Wy,..., W) gleich Null, insbesondere & = 0,
und damit auch 4+ ¢ = 0, und wegen der linearen Unabhéingigkeit
von (dy,..., U, 1, .-, Us) verschwinden deshalb auch alle X’s und
alle p’s, was zu zeigen war. O

9.3 Der Rang

Definition: Ist ¢ : U — V eine lineare Abbildung, so nennt man

rgp = dim Bild ¢

den Rang von . Insbesondere ist der Rang einer m x n-Matrix
A:R"® - R™ die Dimension des Untervektorraums Bild A ¢ R™.

Bemerkung 4: Der Rang einer Matrix ist dasselbe wie die Maxi-
malzahl linear unabhéngiger Spalten.

BEWEIS: Bild A ist die lineare Hiille der Spalten. Nach dem Basi-
sergénzungssatz gibt es also eine aus Spalten bestehende Basis von
Bild A, also gibt es mindestens soviele linear unabhéngige Spalten
wie rg A = dim Bild A angibt; aber auch nicht mehr, sonst gébe es
ja eine langere Basis. O
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Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen: Ist ¢ : U — V
linear, so gilt

rgp + dimKerng = dim U

Bewels: Wihle einen Komplementarraum zu U; := Kernp C U,
also einen Untervektorraum Us; € U mit U; @ U; = U. Dann ist
o|Uy : Uy — @(U) ein Isomorphismus, denn ¢|Us ist injektiv, weil
U, N Kerng = {0} ist, aber auch surjektiv, denn da U; der Kern
von g ist, gilt ©(Us) = o(Uy + Us), und das ist ¢(U). Damit ist
aber rgp = dim Bild ¢ = dim U,, und nach der Dimensionsformel
fiir Untervektorraume ist dim U = dim(U; & Us) = dim U, + dim Us
also dim U = dim Kern ¢ + rg¢. O

Die Dimensionsformel ist nicht ‘irgend so 'ne Formel’, sondern ge-
hort zu jenem eisernen Bestand an linear-algebraischen Grundtat-
sachen, die sie verinnerlichen sollten. Auch ist sie ganz plausibel.
Eine injektive lineare Abbildung ¢ : U — V wiirde U gewisserma-
Ben unbeschidigt nach V transportieren, das Bild o(U) C V hat
dann dieselbe Dimension wie U. Was aber der Kern wegfrifit, das
fehlt dann eben im Bild, das sagt die Dimensionsformel:

dim p(U) = dim U — dim Kern ¢.

Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen liefert wieder neue
“Dimensionsgriinde” zur Vereinfachung von Beweisen. Zum Beispiel
ist anschaulich klar, dass man einen groflen Raum nicht injektiv in
einen kleinen, einen kleinen nicht surjektiv auf einen groflen linear
abbilden kann. Die Dimensionsformel prazisiert das:

Bemerkung 5: Ist die lineare Abbildung ¢ : U — V injektiv bzw.
surjektiv, so ist AimU < dimV bzw. dimU > dimV.

BEWEIS. Injektivitit bedeutet dim Kernp = 0, also dimU = rgy
nach der Dimensionsformel, und rgg = dim (V) < dim V' gilt so-
wieso immer. Surjektivitdt dagegen bedeutet gerade rgp = dimV/,
die Dimensionsformel sagt also dimU = dim V + dim Kern ¢ und
daher dim U > dim V. O
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Dass sich dim Kern ¢ und rg¢ zu dim U erginzen, wie die Dimen-
sionsformel sagt, impliziert fiir gleichdimensionale Raume:

Bemerkung 6: Haben U und V' die gleiche Dimension, so ist eine
lineare Abbildung ¢ : U — V genau dann injektiv, wenn sie sur-
jektiv ist. a

Sollen Sie also eine lineare Abbildung ¢ : U ~» V zwischen gleichdi-
mensionalen Rdumen, z.B. eine ‘quadratische’ Matrix 4 : R* — R"
als einen Isomorphismus nachweisen, so zeigen Sie etwa nur die
Injektivitat, was gewthnlich leichter ist als die Surjektivitat zu be-
weisen, und sagen dann: also ist ¢ aus Dimensionsgrinden sogar
ein Isomorphismus. Jeder Leser (z.B. Ubungsleiter) sicht daraus
sofort, dass Sie den vollen Durchblick haben.

Schliefllich benutzen wir unsere durch den Basiserginzungssatz ge-
wonnene Vielseitigkeit in der Konstruktion von Basen, um den
wichtigen Rangsatz zu beweisen:

Rangsatz: Sind U ¢ RY und V C RM Untervektorrdume der
Dimensionen n und m und hat ¢ : U — V den Rang r, so kénnen
Basen von U und V so gewéahlt werden, dass die Matrix A, welche
@ begziiglich dieser Basen beschreibt, die einfache Gestalt

1
SEERRY
A=EM" = 1

hat, als lineare Abbildung R®™ — R™ also die Standardabbildung
vom Rang r ist, welche die ersten r Komponenten von ¥ € R"
behalt und einfach durch Nullen zu einem m-tupel auffiillt.

BEWEIS: Wir ergénzen zuerst eine Basis (i, ...,Us) von Kernyp
zu einer Basis (Wy,...,d, Uy, ..., U;) von ganz U. Die Bildvekto-
ren der hinzugenommenen wy, ..., w, bilden dann eine Basis von
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—

Bild ¢, die wir nun zu einer Basis (p(wh), ..., (@), 44, ..., ;) von
V ergénzen:

1. Schritt: Kernbasis i1, . . ., #; wihlen Bildbasis
2. Schritt: Kernbasis durch (i), p(ir)
Wy, ..., Wy crginzen Bildy
14
—
1%

3. und letzter Schritt:
Kernyp Bildbasis durch 4, . .., #; ergénzen

Die Basiswahlen beim Beweis des Rangsatzes

Dann sehen wir aus dem die Matrix A definierenden kommutativen
Diagramm:

U —L Vv
(I)UfBasis I = = T(I)V—Basis
A

Rn Rm

dass A¢™ =™ fir i = 1,...,r und Aé = 0 fiir i > r gilt, und
A daher die Gestalt

hat, was zu zeigen war. 0
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Bis auf (Basis-)Isomorphismen sieht also jede lineare Abbildung so
aus wie die Musterabbildung vom gleichen Rang. Bei allen Uberle-
gungen und Beweisen, bei denen es auf das Vor- und Nachschalten
von Isomorphismen nicht ankommt, darf man also sagen: oBdA sei
die Abbildung die Musterabbildung, und das kann eine sehr grofie
Vereinfachung des Problems bedeuten.

9.4 Rangbestimmung

Wie berechnet man den Rang einer gegebenen Matrix? Manchen
Matrizen sieht man ihren Rang einfach an, z.B.

Notiz: Hat A : R® — R™ die Gestalt

a1

mit ayy #0,...,0.4 # 0,80 ist rg A =r.

BEWEIS: Die Matrizen-Notation mit den Sternchen und Nullen ist
so gemeint, dass in Feldern, wo nichts oder Nullen stehen, alle Kom-
ponenten Null sind, wiahrend ein Sternchen anzeigt, dass in diesem
Bereich der Matrix beliebige Komponenten stehen diirfen. Der gut-
willige Betrachter wird also erkennen, dass in unserem Falle a;; = 0
fiir die Indices verlangt ist, fiir die 7 < ¢ oder 7 > r gilt.

Weshalb hat unsere Matrix den Rang 77 Weil das Bild von A
aus dem r-dimensionalen Teilraum R” x 0 C R™ besteht: Offenbar
sind die letzten m — r Komponenten jedes Bildvektors Null, und
jeder Vektor in R” x 0 kommt auch wirklich in Bild A vor, sogar als
Bild eines Vektors (z3,...,%,0,...,0) € R?, weil das inhomogene
Gleichungssystem
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anz; + ... T 0T = Y

QprTy = Yp
sukzessive von unten her losbar ist: . = y,./a, usw. Also ist
Bild A =R" x 0 und daher rg A =r. O

Das Rangbestimmungsverfahren fiir eine beliebige Matrix, die noch
nicht in dieser fiir die Rangablesung so bequemen Gestalt ist, be-
steht nun darin, die Matrix durch gewisse Umformungen in diese
Gestalt zu bringen. Natiirlich miissen das Umformungen sein, die
den Rang nicht #ndern, sonst lesen wir ja am Ende den falschen
Rang ab.

Definition: Unter einer elementaren Spaltenumformung ei-
ner Matrix versteht man jeden der folgenden drei Prozesse:

e Multiplikation einer Spalte mit einer Zahl A # 0,
e Addition des A-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte,

e Vertauschung zweier Spalten.

Analog sind elementare Zeilenumformungen definiert. ]

Lemma: Elementare Umformungen dndern den Rang einer Matrix
nicht.

BEWEIs: Elementare Spaltenumformungen lassen nicht nur den
Rang, sondern sogar das Bild von A selbst unverindert. Weshalb?
Nun jedenfalls ist eine Linearkombination der Spalten der neuen
Matrix A immer auch eine Linearkombination der alten, deshalb
kann das Bild nach einer elementaren Spaltenumformung héchstens
kleiner geworden sein, Bild A C Bild A. Aber jede elementare Spal-
tenumformung 148t sich auch durch eine elementare Spaltenumfor-
mung wieder riickgingig machen, daher gilt auch Bild A C Bild 4,
also Bild A = Bild A, erst recht rg A = rg A.
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Elementare Zeilenumformungen &ndern zwar moglicherweise das
Bild der Matrix, aber nicht den Kern, denn jeder Vektor im Kern
von A liegt ersichtlich auch im Kern der durch elementare Zeile-
numformungen geéinderten Matrix A, also Kern A C Kern A. Aber
es mufl auch Kern A C Kern A gelten, weil elementare Zeilenumfor-
mungen durch elementare Zeilenumformungen wieder riickgéngig

gemacht werden konnen. Also ist Kern A = Kern A, erst recht
dim Kern A = dim Kern A, nach der Dimensionsformel fiir lineare
Abbildungen also auch rg A = rg A. O

Dieses Lemma, ist nun wirklich eine brauchbare Anleitung zur Rang-
bestimmung. Man verwandelt A durch endlich viele Spalten- und
Zeilenumformungen in die “Rangablesegestalt”

a11

aTT‘

0 0

und weifl damit rg A = 7. Uberzeugen wir uns, dass das immer
moglich ist! Wir starten einen Iterationsprozess:

1. Schritt: Entweder A = 0, dann ist rg A = 0, oder es gibt ein
a;; # 0. Dann kénnen wir dieses Element durch Zeilen- und Spal-
tenvertauschung in die Position (1,1) der Matrix bringen. Damit
haben wir die erste Zeile aber in eine “Killerzeile” verwandelt, die
jetzt durch elementare Zeilenumformungen vom ersten und zweiten
Typ alle anderen Eintrége der ersten Spalte totet. Dann ist der erste
Schritt abgeschlossen, und aus A ist eine Matrix gleichen Ranges
der Gestalt

1
a(n)

0
A = : * ) ag::ll) #0

geworden.
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Iterationsschritt: Hat A nach ¢ Schritten durch elementare Um-
formungen die Gestalt

1
a(n)

A = W R )

[t

0 B,

bekommen, so ist entweder die Teilmatrix B; die Nullmatrix und
rgA = i, der Rang also ermittelt und das Verfahren zu Ende,
oder die erste Zeile von B; kann durch Vertauschungen der hin-
teren Zeilen- und Spalten von A; zur Killerzeile gemacht und der
i + 1-te Schritt ausgefiihrt werden. Offenbar stoppt das Verfahren
nach langstens min(m,n) Schritten bei einem A,, und rg A = r ist
dann bestimmt. O

9.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R9.1: Sei ¢ eine lineare Abbildung ¢ : R* — R™ und A
die zugehorige Matrix. Sei U ein r-dimensionaler Untervektorraum,
der durch Basisvektoren by, . .., b, aufgespannt wird. Berechnen Sie
die Matrix C der auf U eingeschréankten Abbildung

plU:U—R"

beziiglich der Basis (by, . ..,b,) in U und der Standardbasis im R™.
(Notationsvorschlag: Bezeichnen Sie die Matrix aus den Spalten
b17 .. .,bT mit B)

Aufgabe R9.2: Es sei A die 4 x 4-Matrix
0

= o=

N W
= W o =
— = N

0

a) Bestimmen Sie Basen von Kern und Bild der Matrix durch ele-
mentare Zeilen- und Spaltenumformungen.
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b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Glei-
chungssystem AZ = b mit b= (2,7,5,1) (als Spaltenvektor).

Aufgabe R9.3: Der Vektor @ € R® ergiinze die ersten beiden Ein-
heitsvektoren zu einer Basis (), €5,d@). Es sei P : R® — R?® die
Projektion des R® auf U := R? x 0 lings der Richtung von @
(dh. P(Z) € U ist das “Schattenbild” von Z bei einer Beleuch-
tung in Richtung von @). Berechnen Sie P als Matrix, zeigen Sie,
dass P o P = P ist, berechnen Sie die Matrix der komplementdren

Projektion @ := Id — P und zeigen Sie auch Qo Q) = Q.

Aufgabe T9.1: a) Fiir welche Untervektorrdume U ¢ R” a8t sich
eine lineare Abbildung ¢ : U — U mit Kern ¢ = Bild ¢ finden und
fiir welche nicht?

b) Sei U C R™ ein Untervektorraum. Zeigen Sie, dafl eine lineare
Abbildung P : U — U genau dann eine Projektion auf ihr Bild ist,
wenn P o P = P gilt.

Aufgabe T9.2: Es seien ¢y, g : U — V zwei lineare Abbildungen
mit demselben Kern. Beweisen Sie, dal es einen Isomorphismus
®:V — V mit p; =P o gibt.

Aufgabe T9.3: Es seien ¢,v : U — V zwei lineare Abbildungen
mit demselben Bild. Beweisen Sie, dass es einen Isomorphismus
$:U — U mit ¢y = ¢ o P gibt.

Aufgabe T9.4: Aus zwei Vektoren £ € R™ und ¢ € R"™ kann man
eine m x n-Matrix A bilden, indem man a;; := z;y; setzt. Zeigen
Sie, dass es genau die Matrizen vom Rang Null oder Eins sind, die
sich so schreiben lassen.

Aufgabe T9.5: Finden und beweisen Sie ein Lemma, welches darii-
ber Auskunft gibt, was die lineare Abhéngigkeit oder Unabhéngig-
keit eines r-tupels (@, . .., d,) von Vektoren @; im R"™ mit dem Rang
der n X r-Matrix A zu tun hat, deren Spalten diese Vektoren sind.



Lineare Approximation in der
Analysis

10.1 Die Jacobimatrix

Jetzt kehren wir in die Analysis zuriick und betrachten einen, sagen
wir der Einfachheit halber: offenen Definitionsbereich B C R™ und
darauf eine Abbildung f: B — R™

R
; o

f(B)

Wir betrachten das Verhalten einer nichtlinea-
ren Abbildung in der Néhe eines Punktes £ € B

Wir sagen, f sei bei & differenzierbar, wenn fiir kleine Anderungen
AZ die Zuordnung

AZ — Af = f(Z+ AT) — f(Z)

so gut wie linear ist. Genau soll das Folgendes heifien:
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Definition: Sei B C R” offen, ¥ € B. Eine Abbildung f: B — R™
heifit differenzierbar bei ¥, wenn es eine lineare Abbildung
A R" — R™ gibt, so dass der durch

Flz+7) = f(&) + AT+ a()

definierte Fehlerterm @(¥) fiir ¥ — 0 so schnell klein wird, dass
nicht nur @(7) — 0, sondern sogar

i 2@ _

o 7

gilt. Unter einer differenzierbaren Abbildung verstehen wir na-
tiirlich eine, die an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar ist. 0

Man sagt auch, es handele sich um Approzimation erster Ordnung
von v — f(Z + ) — f(&) durch ¥ +— AT bei ¥ = 0.

Lemma und Definition: Die approximierende lineare Abbildung
A :R™ — R™ ist dann eindeutig bestimmt und heift die Jacobi-
matriz J{Z) oder das Differential dfz : R* — R™ von f an der
Stelle Z.

BEWEIS DER EINDEUTIGKEIT: Hétte B auch die approximierende
Eigenschaft, so ware
AT — BY

lim ——— =0,
w0 [|7]]

also fiir jedes feste ¥ # 0 erst recht
A(h¥) — B(hv)

lim ——teo——= =0

P h ’
was wegen der Linearitit, ja allein schon wegen der Homogenitat
natiirlich A¥ = Bv bedeutete. O

Wenn wir zwischen m x n-Matrizen A und linearen Abbildungen
A:R™ — R™ in der Notation unterscheiden wollen, bekommen wir
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hier also je eine Notation angeboten. Wir werden aber nicht immer
so pedantisch sein und wissen schon, wie dfz = J f Z) gemeint ist.

Man nennt d ff zuweilen auch das totale Differential und spricht
von totaler Differenzierbarkeit, um den Unterschied zur parti-
ellen Differenzierbarkeit hervorzuheben. So einen Unterschied gibt
es jedenfalls, denn anders als bei der partiellen Differenzierbarkeit
gilt fiir die richtige Differenzierbarkeit:

Notiz: Ist f differenzierbar, so erst recht stetig. O

Sprechen wir ein bisschen iiber die Notation. Eine einheitliche Be-
zeichnung fiir den Fehlerterm gibt es nicht, ich habe hier einmal @
gewahlt, das kleine @ mag an kleine Abweichung erinnern. Statt von
Z und Z + ¥ kann man natiirlich auch von &y und & sprechen und
alles darin ausdriicken:

—

J(&) = (@) + JAZ)(@ — To) + @(2)

mit ;Lrgo% = 0. Auch nicht schlecht! Ich mdochte aber doch
gern dem Vektor ¥, der so durch ¥ — &, ersetzt werden wiirde, einen
eigenen Buchstaben gonnen, weil er ja doch ein wichtiger Akteur
ist, und AZ statt ¥ zu schreiben, was auch seinen Sinn hétte, will
ich auch nicht, weil das eine Beziehung zwischen dem festen # und
dem variablen AZ zu suggerieren scheint, die in Wirklichkeit nicht
vorhanden ist: Man kann nicht AZ aus & ausrechnen. Ja die Vorziige

und Nachteile einzelner Notationen! Ein unerschépfliches Thema.

Wir haben vom Differential d ﬁ' als Ganzem durch die Definition
eine bestimmte Vorstellung: es ist die beste lineare Approximation
von 7 — f(Z+7) — f(Z). Was ist aber die anschauliche Bedeutung
des einzelnen Wertes df3(7) = J AZ)v € R™ fiir ein festes ¥'7

Um das festzustellen, schicken wir einmal fiir festes ¥ (und festes
Z sowieso) die Gerade t — & + {7 fir kleine ¢ als Sonde in den

Definitionsbereich von f und sehen nach, was uns die Definition
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iiber die Beziehung zwischen f(Z + t7) und J )0 sagt. Wegen

J(@ + t0) = f(&) + JH{@)t + a@(t7) haben wir fiir ¢ # 0

o @ +10) - f(3)  aw)
Jf—(az)v: t z _a(tv

Das gilt fiir alle ¢, also ist J i Z)¥ auch gleich dem Limes fiir t — 0,
bei dem der Fehlerterm wegen der Approximationseigenschaft erster
Ordnung keinen Beitrag liefert, es bleibt also nur die Ableitung von
f nach der Zeit wihrend der Fahrt mit Geschwindigkeitsvektor 7,
genommen zum Zeitpunkt ¢t = 0:

Notiz: Aus der Definition folgt direkt

—

d
pr f@+10)|,_, = JAD)T

Ll

Wie rechnet man die Jacobimatrix aus? Wie man Matrizen immer
ausrechnen kann: die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren,
und die obige Formel sagt uns ja gerade, wie wir das Bild eines
festen Vektors ¢ unter der Jacobimatrix bestimmen, das machen
wir jetzt fiir ¥ := €; und erhalten

nach Definition der partiellen Ableitungen, also ergibt sich als Ko-
rollar:

Lemma: Die Jacobimatrix ist die Matrix der partiellen Ableitun-
gen:

of1 of1
. oxy " Otn
- = |9 Of | = : :
Jf ox1 Oxn . .
O fm Ofm
dx1 " Ozn
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Bedeutet das, dass eine Abbildung schon differenzierbar ist, wenn
ihre partiellen Ableitungen existieren und ich damit “die Jacobi-
matrix ausrechnen” kann? Keineswegs, denn wie Sie schon wissen,
gibt es partiell differenzierbare unstetige Funktionen, aber richtig
differenzierbare unstetige Funktionen gibt es nicht. Es gilt aber der

Satz: Jede C'-Abbildung ist differenzierbar.

ZUM BEWEIS: Dieser Satz ist es, der Ihnen in der Praxis fast immer
die Arbeit abnimmt, den Fehlerterm

—

i) = f@+9) - 77) - Y oL@

81‘,‘

zu berechnen um nachzusehen, ob wirklich limg .o @(7)/||7]| = 0 ist.
Sie diirfen dann auf die Frage, ob f differenzierbar sei, meist ganz
lassig antworten: na klar, is’ ja sogar C' — sofern Sie nimlich letzte-
res guten Gewissens behaupten konnen, aber das ist ein einfacherer
Bergiff, weil er nur mit partiellen Ableitungen und mit Stetigkeit
zu tun hat.

Damit der Satz aber diese Kraft bekommt, miissen wir jetzt
beim Beweis den Nachweis von 1175% a(@)/||#l] = 0 wirklich explizit

—
—

fithren. Dazu schreiben wir f(Z + #) — f(Z) als die Summe der n
Differenzen die sich ergeben, wenn wir beim Schreiten von # nach
T+ ¥ die Ecken 7; = (x1 4wy, ..., 2+ 0, i1, - - -, Zn) des Quaders
als Trittsteine benutzen:

T =T+ U

81
I
S

Der Quader [x1, 21 + vi] X -+ X |2, Zn + vp] Im R
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Das ist die Anschauung zu der natiirlich auch rechnerisch trivialen
Formel f(Z+7) — f(Z) = 31, (F(7:) = f(7—1)) - Auf die einzelnen
Komponenten des i-ten Summanden wenden wir nun den Mittel-
wertsatz der gewthnlichen Differentialrechnung in einer Variablen
an. Statt von den einzelnen Komponenten von f =(f1,---, fm) 721
sprechen, kénnen wir aber auch oBdA m = 1 annehmen. Dann gibt
es nach dem Mittelwertsatz ein 0 < 6; < 1 und damit eine Zwi-
schenstelle 5_; = (14, . T v, T+ Hvl,x,H -y Zp) auf
der i-ten Kante, so dass der i-te Summand gerade (f,)vl wird.

-

&

Die Zwischenstellen auf den Quaderkanten

Damit ergibt sich der Fehlerterm aber zu

o) =Y (52 @) - gL @)u,

daher ist jedenfalls

a(@)] _ <
<

el — ;

also folgt hm a( 7)/||7|l = O aus der Stetigkeit der partiellen Ablei-

of -
8271(2) ax,(

tungen. 0

Fiir eine Klasse von Abbildungen sind Differenzierbarkeit und Dif-
ferential, also Jacobimatrix, so einfach direkt zu sehen, dass es schon
fast wieder verwirrend ist, wir sollten’s aber doch einmal ausgespro-
chen haben:
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Notiz 1: I_gt A:R" —>_I'Rm eine lineare Abbildung, be R™, so ist
die durch f(Z) := AZ+ b definierte (sogenannte affine) Abbildung
differenzierbar, und iiberall gilt dfy = A. a

Die Fehlerterm ist in diesem Fall ja Null: A(Z+7)+b—(AZ+b) = A7.
Eine lineare Abbildung braucht man eben nicht erst linear zu ap-
proximieren, die ist schon selber linear. Insbesondere gilt natiirlich

Notiz 2: Das Differential der identischen Abbildung ¥ — ¥ ist an
jeder Stelle die Identitdt auf R™, ihre Jacobimatrix also die Ein-

heitsmatrix
1
Ju(Z) = .
1

fiir jedes . ]

10.2 Die Jacobimatrizen von Kurven und Funktionen

Unter den Abbildungen f : B — R™ B C R", die wir hier be-
trachten, sind natiirlich auch die Kurven im R™ und die reellwer-
tigen Funktionen von n Variablen mit eingeschlossen, namlich als
die Spezialfille n = 1 bzw. m = 1. Die Jacobimatrix einer Kurve
&: D — R™ D C R ein allgemeines Intervall, an einer Stelle t € D
ist eine m x 1-Matrix, ndmlich

als Vektor gelesen ist das der Geschwindigkeitsvektor der Kur-
ve. Lesen wir diese m x 1-Matrix aber als die lineare Abbildung
da@, : R' — R™, welche die Kurve, oder genauer die Abbildung
h +— d(t 4+ h) — d@(t), von erster Ordnung approximiert, so ist
dd;(h) = &(t)h zu verstehen und daher auch
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Vektor d(to)
Punkt &(to)

Kurve t — @(t), Geschwindigkeitsvektor &(to)
und lineare Approximation bei tgy

Wenn es sich immer nur um Kurven handelte, dann hitten wir
freilich die Jacobimatrix und das Differential gar nicht einzufiihren
brauchen, weil wir alles mit Hilfe des Geschwindigkeitsvektors be-
quem ausdriicken kénnten, und auch zwischen totaler und partieller
Differenzierbarkeit gibt es hier keinen Unterschied, weil Kurven Ab-
bildungen von nur einer Variablen ¢ sind. Da die Jacobimatrix in
der Analysis mehrerer Variabler aber unentbehrlich ist, miissen wir
auch verstehen, wie sie sich im Spezialfall der Kurven ausnimmt,
weil wir sonst Schwierigkeiten beim Zusammenspiel von Kurven
und mehrdimensionalen Abbildungen bekommen.

Aus analogem Grunde miissen wir uns auch den anderen Ex-
tremfall, ndmlich beliebiges n aber m = 1, den Fall der reellwertigen
Funktionen genau anschauen. Die Jacobimatrix einer differenzier-
baren Funktion f: B — R, B C R" offen, an einer Stelle ¥ € B ist
eine 1 x n-Matrix, namlich die Zeile

3 8
Jy(7) = (8—£(f),... ,a—;;(:f)) R* - R

der partiellen Ableitungen. Die Matrizenrechnung sagt uns, wie die
Zeile als lineare Abbildung gemeint ist:

@[V Cshor
dry” " Oz, ’ — Oz v
Un =



194 Kapitel 10: Lineare Approximation in der Analysis

und das ist also die Formel fiir die Abbildung

welche ¥ — f(Z+¥)— f(Z) linear von erster Ordnung approximiert.
Tangentialebene

Graph(f)

BCR®

Verschiebt man den Graphen der linearen Funk-
tion dfz : R® — R parallel an den Ort des Ge-
schehens, so bildet er dort die Tangentialebene
an den Graphen von f.

Wie wir als unmittelbare Folgerung aus der Definition schon im
vorigen Abschnitt bemerkt hatten, ist der einzelne Wert J;(Z)7
gleich der Ableitung g x+tv)l der Funktion lings der Geraden
t — I + 10 zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das sollte etwas mit dem Anstieg
des Graphen in Richtung ¥ zu tun haben. Aber der Hohenzuwachs
pro Zeit beim Bergwandern héingt natiirlich nicht nur von der Steil-
heit des Wegs, sondern auch von der Geschwindigkeit der Wanderer
ab. Im Falle ||¥]| = 1 ist J;(Z)¥ wirklich der Anstieg des Graphen
in Richtung ¥, und dann nennt man es die Richtungsableitung
von f in Richtung ¥ und schreibt auch J¢(Z)7 =: V£(Z). Fiir be-
liebiges ¢ hiangt J;(Z)¢ mit der Richtungsableitung in Richtung - Gl
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durch

Zusaminer.

V>

Die sondierende Gerade und was sie auf dem Graphen erlebt

Veranschaulicht man sich die Funktion nicht durch ihren Graphen,
sondern durch ihre Niveaus, wie die Hohenlinien auf einer Wander-
karte, so macht man es zweckméafligerweise fur die lineare Appro-
ximation ¥ +— dfz¥ ebenso. Die Niveaus des Differentials sind aber
einfach die Nebenklassen des Kerns:

0.6
0.4
0.2

—0.2
—0.4
—0.6

Flacheres Differential Steileres Differential

An die jeweilige Stelle & verschoben und in die Hohenkarte der
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Funktion selbst eingezeichnet, sehen wir die Beziehung der Diffe-
rentiale zur Funktion anschaulich vor uns:

Niveaus von Funktion und Differentialen

Und schlieflich erwarten Sie von mir, dass ich jetzt etwas iiber den
Gradienten einer differenzierbaren Funktion sage. Tue ich auch! Den
Gradienten erhilt man, indem man die Jacobimatrix, die bei einer
Funktion ja aus einer Zeile besteht, trotzdem als Spalte schreibt:

Definition: Der Vektor

(@)
gradgf = : e R"
oL (@)
heifit der Gradient von f an der Stelle 7. O

Der Gradient enthélt natiirlich auch die volle Information iiber das
Differential dfz : R* — R, nur diirfen wir die Schreibweise

&of )
dffv—;a—mi-v, =: gradzf - ¥
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jetzt nicht als Matrizenprodukt zu lesen versuchen, vielmehr han-
delt es sich hier um das sogenannte Skalarprodukt von Vektoren,
mit dem wir uns beschéftigen wollen, wenn wir demnéachst wieder
zur linearen Algebra zuriickkehren werden.

Gradienten und Niveaus

Man kann sich natiirlich auf den Standpunkt stellen, ob man ein
n-tupel als Zeile oder Spalte schreibt, mache nur einen formalen
Unterschied, eine andere Art des Hinschreibens auf dem Papier. Es
kommt aber darauf an, was damit bezeichnet sein soll, und wenn
man vom Gradienten spricht, ist der Vektor gemeint, selbst wenn
die Spaltenschreibweise dabei gar nicht benutzt wird! Als mathe-
matisches Objekt ist ein Vektor im R™ aber doch etwas anderes als
eine lineare Abbildung R" — R, wie auch unsere Veranschaulichun-
gen zeigen, und statt zu sagen sie seien dasselbe sollten wir lieber
sagen, dass sie in offensichtlicher Weise auseinander hervorgehen.
Zum Schluss noch einen Blick auf den allereinfachsten Fall, den
einer differenzierbaren Funktion f : D — R einer reellen Varia-
blen. Die Jacobimatrix J;(z) an einer Stelle z € D ist jetzt eine
1 x 1-Matrix, hat also nur eine einzige Komponente, und diese ist
natiirlich nichts anderes als die Ableitung f'(z) € R an dieser Stel-
le, eine Zahl. Was aber ist das Differential df, in diesem Falle als
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lineare Abbildung R — R? Die Multiplikation mit dieser Zahl, also
die Abbildung h — f'(z)h, also f'(z) = df.(1).

Wer dem Begrift des Differentials hier zum ersten Mal begeg-
net, wie ich es ja von den Lesern, an die sich dieses Buch wendet,
annehmen muss, sollte auch diesen trivialen Fall einmal durchden-
ken. Denn auch wenn man den ‘allgemeinen’ Fall, fiir den auch die
Notation konzipiert ist, ganz gut verstanden hat, kann man mit
Verwunderung bemerken, dass einen ein Extremfall wien =m =1
anschaut wie ein leeres Blatt Papier, man erkennt die Begriffe darin
nicht wieder.! Und doch kann auch so ein Fall einmal wichtig sein.

10.3  Die mehrdimensionalen Ableitungsregeln

Wir haben nun das Differential, also gewissermafien die mehrdimen-
sionale Ableitung, definiert (durch die Approximationseigenschaft),
berechnet (mittels partieller Ableitungen als Jacobimatrix}, einige
Grundbeispiele ( £ (Z) = AT + 5) betrachtet und Anschauung ge-
wonnen. Was uns noch fehlt, sind Ableitungsregeln. Trivial ist

Notiz: Stets gilt d(f + §)z = dfs + djz und d(\f)z = Adfy fir
differenzierbare Abbildungen f,§: B — R™ und konstante A € R.
|

Nun aber die Kettenregel und die Umkehrregel! Die allgegenwértige
Kettenregel lautet genau so wie Sie es erwarten:

Kettenregel: Sind B C R™ und B C R™ offene Bereiche und

-

B9, 5 L we

zwei Abbildungen, ist ¥ € B, und sind § bei & und f bei g(Z)
differenzierbar, so ist auch f o § bei ¥ differenzierbar und es gilt

—

d(f o §)z = dfya o dis

oder in Matrizenschreibweise J7, (%) = J¢(g(2)) (). ]
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In Komponentenschreibweise also

)
8_zjfi(gl(xl’ ceey I’m)7 o 7gm(:r17 ce 7$n)) =
> Of; Ag
e Tn)y s gmlT, e (TP
= 8yk (gl(xh y & ) gm( 1 [L’n)) a.’L‘J (xl In)
wobei hier y1, ..., yn als die Koordinaten im mittleren Definitions-

bereich B C R™ gedacht sind. Diese Formel erzeugt gewiss den
Wunsch nach gréBerer Ubersichtlichkeit! Eine Maglichkeit: Gibt
man der Abildung § keinen eigenen Namen, sondern notiert sie
nur als Koordinatenzuordnung § = ¢{(Z), was die Lesbarkeit von
Koordinatenformeln durchaus erhoht, so liest man

Ky Zafz i) )
1 6yk 0IJ

und das kann man schlieflich schreiben als

Rechenkurzformel fiir Insider:

afz afz 8ykz
Oz; Z < Oy Oz,

Diese Formel ist aber nicht fiir Laien zum Kennenlernen der Ket-
tenregel geeignet, sie fehlerfrei zu handhaben setzt im Gegenteil
bereits Verstandnis voraus.

Am Besten zu verstehen, weil kurz, klar und plausibel, ist die Ket-
tenregel in ihrer ‘mathematischsten’ Form d( f °©§) =d f;(f) o dgz.
Denn bis auf Translation diirfen wir oBdA Z = 0, §(Z) = 0 und
f (g(f)) 0 voraussetzen, und wenn wir die Approximation von

f bei 0 durch A von erster Ordnung mit f A bezeichnen, das
Zeichen = also keineswegs einem luftigen “ungefahr gleich” iiber-
lassend, dann sagt die Kettenregel einfach, dass aus f ~ A und
g‘zBauchfog’onBfolgt.

Der Beweis ist eine Ubung im Umgang mit dem Limesbegriff,
nicht zu schwierig, aber an einem Wege gelegen, in den wir jetzt
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nicht einbiegen wollen. Wichtiger ist mir, dass Sie mit der Aussa-
ge der Kettenregel auch in allen Verkleidungen und Extremfallen
umgehen kénnen.

Ein wichtiger und hiufig vorkommender Spezialfall der Ketten-
regel betrifft die Verkettung einer Kurve mit einer Funktion, die ja
eine gewthnliche Funktion einer Variablen ¢ ergibt.

Qu
~

&
D — — R

B

Kurve in eine Funktion ‘einsetzen’: eine Verkettung

Die Kettenregel, ganz formal auf die Verkettung f o & an der Stelle
t angewendet, sagt zunichst d(f o &); = dfsy odd; : R — R.
Im Falle nur einer Variablen ¢t ist das Differential aber einfach die
Multiplikation mit der Ableitung, Einsetzen von 1 zeigt also

(f 0 @) (t) = dfa (@(1)).

Schreiben wir die Kurve in anonymer Notation als ¢ — Z(t) oder
klassisch als ¥ = Z(¢) und fassen die gewohuliche Ableitung

d
Ef(azl(t), oo Za(t))

als 1 x 1-Jacobimatrix der Verkettung auf, so ist das nach der Matri-
zenversion der Kettenregel das Matrizenprodukt aus der Jacobizeile
von f an der Stelle #(¢) mit der Jacobispalte #(t) der Kurve an der
Stelle ¢, und deshalb ist

d " Of .
Ef(xl(t), e Ta(t) = Z 5o, (Z(6))&:(t) .
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Dieser Spezialfall der Kettenregel kommt im praktischen Alltag der
mehrdimensionalen Analysis so hdufig vor, dass man glauben sollte,
sie pragt sich dem Benutzer unwillkiirlich ein. Seltsame Erlebnisse
mit jiingeren und dlteren Studenten haben mich aber so verunsi-
chert, dass ich die Formel in der Vorlesung immer wieder von Neu-
em erkldre, und ich fiirchte mit dem Effekt, dass manche Horer
nun meinen, ach, das ist die Ableitungsregel, die wir uns nicht zu
merken brauchen, weil er die sowieso jeden Tag wiederholt.

In der Differentialrechnung in einer Variablen enthielt unsere Um-
kehrregel fir die Ableitung auch eine Aussage iiber die Existenz
einer differenzierbaren Umkehrung, die wir bei der Definition vieler
elementarer Funktionen wie Logarithmus, Wurzelfunktionen und
Arcusfunktionen sogleich kraftig ausgenutzt hatten. Auf den Be-
weis war ich zwar nicht eingegangen, aber er ist elementar genug,
dass sich die Fiktion aufrechterhalten lasst, Sie hiitten ihn aus der
Schule gekannt.

In der Differentialrechnung mehrerer Variabler gibt es eine #hn-
liche Existenzaussage fiir differenzierbare Inversen, sie nimmt als
der berithmte Umbkehrsatz oder Satz von der inversen Abbildung
eine zentrale Stellung ein. Er bildet die Grundlage fiir die Losung
nichtlinearer Gleichungssysteme, ermoglicht den Aufbau der Ana-
lysis unter Nebenbedingungen, die Einfithrung von Koordinatensy-
stemen fiir gekriimmte k-dimensionale Flachen im R™ und vieles
mehr. Versteht sich, dass wir uns mit diesem wichtigen Satz be-
fassen miissen! Nur nicht gerade jetzt, sondern jetzt machen wir
uns das Leben leicht und setzen die Existenz der differenzierbaren
Inversen einfach voraus und erhalten aus f' o f = Id und der
Kettenregel sofort die

Umkehrformel: Ist f : B — B eine differenzierbare bijektive
Abbildung zwischen offenen Bereichen B, B C R"™ mit einer diffe-
renzierbaren Inversen, so gilt an jeder Stelle f = f(Z) von B:

d(f Vg = (dfzs) oder Jii(§) = (J(@) .
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10.4 Infinitesimale Grofien

d
Jeder kennt die symbolische Notation Y fir die Ableitung einer

Funktion y = y(z).

Ay

Az

Die Ableit lim &Y =:
1€ el ung A;IEO Ar

&]&
RS

Der Grenzwert auf der linken Seite ist ein klarer Begriff, rechts
haben wir eine symbolische Notation dafiir. Ahnlich bei der Inte-
gration:

clz a + kAzx b
b—a

{H] b
Das Integral Alimo Y. yla+ kAz)Az =: [y(z)dz
T— a

Die symbolische Notation erinnert deutlich an die Struktur der von
Az abhingigen Grofle, deren Grenzwert fiir Az — 0 sie bezeich-
net, und das wére ja an und fiir sich schon ganz nett und geschickt,
wenn auch nicht so besonders wichtig, die Notation ¢'(z) z.B. er-
innert nicht an den Differenzenquotienten und ist doch auch sehr
praktisch.

Die Notation der “infinitesimalen Groflen” dy und dz entfaltet
aber betrichtliche heuristische Kraft wenn man, wozu die bloflen
Definitionen von Ableitungen und Integral nicht nétigen, diesen
Groflen eine selbstdndige mathematische Existenz zubilligt. Diese
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Kraft macht sich die Physik vielfach zunutze, wofiir ich jetzt erst
einmal ein paar Beispiele aus der Lehrbuchliteratur? geben will.

Beispiel 1: “Sie [die Geschwindigkeit] ist ein Vektor, dessen Rich-
tung durch dr' = (dz, dy, dz) gegeben ist”.

Beispiel 2: Es gilt d(7- p) = 29 - df, was benutzt wird um die
wichtige Beziehung
D N
d(—)—-F-dFf=0
) 2

zu zeigen. Den zweiten Term nennt man die Arbeit dW = EF.dr

lings des Weges dr, woraus sich die Gesamtarbeit als
1

W::/th?

0
ergibt. Alle diese Aussagen beziehen sich auf die Kurve t — #(t),
die ein Massepunkt mit Masse m unter dem Einfluss einer Kraft

—

F(¥) beschreibt.

Beispiel 3: Steht im Zusammenhang mit dem 2. Keplerschen Ge-
setz: Gleiche_'F lachen in gleichen Zeiten, Invarianz des Drehimpul-
ses 7' X p=: L.

Ve Vektor vdt

Flache dA Planet

Winkel o

Sonne

dA = 3| - [vdt] - sin

“Fir At — 0 geht die Differenz der Ellipsenflache minus Dreiecks-
flache gegen Null und wir erhalten”

dA 1 1 g
@~ W Plsinac=gimp = oo 1
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Beispiel 4: Herleitung von Potential und Feldstirke des Gravita-
tionsfeldes einer Hohlkugel:

dzx

Masse des Ringes: dm = 2nypdsda = 2rapdz da

Dabei ist 2y die Lénge, p die Dichte und ds - da die Querschnitts-
flache. Daraus folgt dann dFE o = —Gm/dm/r und durch Integra-
tion Epe = —Gm/m/R usw.

Beispiel 5: Das Wegelement ds? = ¢2dt® — dz? = Adt’? — dz’? in
der speziellen Relativitétstheorie.

Beispiel 6: Das Volumenelement in Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2):

~.

- dz
pdy

dp
dV = pdpdpdz

Wie Sie sehen konnen, sind die infinitesimalen Gréfien dx, dy, dz,
dp, d(p'- p), dr, dW, dA, dt, da, dm, dE,e, ds, dV etc. aus ih-
rer passiven Rolle als Bestandteil einer symbolischen Schreibweise
herausgetreten und fithren offenbar ein recht munteres Eigenleben.
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Was sind das fiir Gréflen? Symbole? Wofiir? Sie lesen, diese
Groflen seien infinitesimal klein oder einfach infinitesimal — ist es
nicht erlaubt zu fragen, was das heiflen soll? Unendlich klein, aber
nicht Null? Sie verstehen das nicht?

Lassen Sie sich nicht bluffen. Reelle Groflen, die grofler als Null
aber kleiner als jede positive Zahl sind, gibt es eben nicht, da haben
Sie ganz Recht.

Das Dilemma ist dies: solange man sich dz und dy nur als Az
und Ay fiir sehr kleines Ax > 0 vorstellt, sind alle die schénen
Gleichungen, die man fiir die infinitesimalen Groflen aufgestellt hat,

fehlerbehaftet. In dem durch die Skizze

Ay

Anstieg y'(z)

/

T z+Ax

dargestellten konkreten Beispiel ist eben fiir Az % 0 immer Ay <
y'(z)Az, nicht Ay = y'(x)Az, und analog sehen Sie in allen an-
gefithrten Beispielen, dass die Gleichungen, die fiir die infinitesi-
malen Grofien angegeben sind, fiir die entsprechenden sogenannten
endlichen Groflen Az, Ay usw. nicht exakt stimmen. Dass diese
Gleichungen fiir Az — 0 ¥m Limes richtig werden, ist ein sehr
schwacher Trost, weil in diesem Limes dann immer die nichtssagen-
de Gleichung 0 = 0 dasteht. Die Gleichung d(7- 7)) = 2dp"  stimmt
“im Limes”? Na, d(- 9) = 3dp- p stimmt im Limes auch, 0 = 0! So
kann es doch nicht gemeint sein. Welche sinnvolle, weiterverwend-
bare Aussage ist es denn, die mit d(p- p) = 2dp- p’ ausgedriickt sein
soll? Wenn sogar diese Frage unbeantwortet bleibt, wie soll denn
dann erst begriindet werden, weshalb man vor solche Gleichungen,
AW = F . dr, einfach ein Integralzeichen machen kann usw.

Die Erfinder der Infinitesimalrechnung konnten dieses Dilemma
nicht in iiberzeugender Weise auflosen. Sie scheinen die Vorstellung
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gehabt zu haben, man koénne und solle dy und dz als Ay und Az
im Moment des Verschwindens auffassen — irgendwie. Vielleicht
ging das gar nicht besser zu erkldren, vielleicht war das der Preis,
der fiir die Infinitesimalrechnung zu zahlen war? Stelle dir dz, dy
als “ganz klein” vor, klopfe auf Holz und rechne!

Die Mathematik hat sich aus diesem Dilemma lingst befreit.
Die Schwammigkeit des “unendlich klein” oder “Ay im Moment
des Verschwindens” ist fiir die moderne Mathematik vollkommen
unakzeptabel, und Sie werden im Laufe der Zeit bemerken, dass die
infinitesimalen Groflen aus den mathematischen Vorlesungen und
der mathematischen Literatur vollstindig verschwunden sind. Wir
haben noch die d-Notation, aber die dy und dy und d(§'- p) haben
eine ganz klare wohldefinierte Bedeutung als Differentialformen des
Cartanschen Kalkiils; wenn wir df = %dﬁUl + g—idm schreiben,
dann ist da nichts unendlich klein, sondern da steht eine Gleichung
zwischen zwei 1-Formen, und die daraus folgende Gleichung

[ of of
/ W= ] gyt *./ By 2
v Y Y

beruht auf einem wohldefinierten Integralkalkiil, der gleichzeitig
auch fiir die Integration iiber beliebige hoherdimensionale Flachen
in n-dimensionalen R&dumen und dariiber hinaus funktioniert.

Die Physik hat die Methode aber aus guten Griinden keineswegs
aufgegeben. Zum Teufel mit den Skrupeln der Mathematiker! Seh’
ich doch, dass der Fehler, den ich mache, wenn ich die Flache des
kleinen Ringsektors

rdy

dr

Flidchenelement rdrdy

als rdrdy angebe, beim Integrieren [, f(r, ¢)rdrdy dann keine Rol-
le mehr spielt, man muss die entsprechenden Grenziibergidnge nicht
immer wieder diskutieren! Sagt der Physiker.



10.4 Infinitesimale GréBen 207

Das Rechnen mit den infinitesimalen Gréfien hat unbestreitbare
Vorteile fiir die Physik, wenn es auch vom Standpunkt der moder-
nen Mathematik aus obsolet wirkt. Die Methode gibt oft zu ei-
ner analytischen Aussage einen schnellen heuristischen Zugang, der
zudem den mathematischen Kernpunkt trifft und nahe am physi-
kalischen Sinn der Formeln bleibt. Sie miissen das in den Physik-
vorlesungen lernen, Sie brauchen es, und Sie sollen dabei nicht das
Gefiihl haben, mit der Mathematik in Konflikt zu kommen. Ich will
deshalb jetzt einen Versuch machen, zwischen den infinitesimalen
GroBen und der Mathematik, die Sie in diesem Buch vorfinden, eine
Briicke zu bauen.

Betrachten Sie erst einmal, ganz im Geiste des Buches, eine of-
fene Teilmenge B C R™ und darauf eine differenzierbare Abbildung
f : B — R™. Wir studieren die Abbildung in der Nihe eines fe-
sten Punktes Ty € B. Was heifit in der Nahe? Nun, in einer e-Kugel

K (Zo) um Zy. Sei g := f(fg). Um besser sehen zu kénnen, was die
Abbildung in der e-Kugel um 7y tut, richten wir das e- Mikroskop
auf Zo und ¥o:

f selbst
&b —> rd
Faktor ¢ l Faktor %
/ \ (M- f)z,
\ /

Das e-Mikroskop

Wir beobachten also statt f |K. (i) selber die durch

— —

(M. [z (@) := —(F(Zo + £7) — f(T0))

ml»—‘

erklirte, namlich mit dem Faktor 1/& vergroﬁerte und durch Trans-
lation auf 0 — 0 justierte Abbildung (M, f ),0 K 1 — R™. Je hoher



208 Kapitel 10: Lineare Approximation in der Analysis

wir den VergroBerungsfaktor 1/e drehen, desto genauer sehen wir
die Einzelheiten. Was liegt also niher, als mit € — 0 zu gehen, die
Vergrofierung dieses idealen Mikroskops, wenn Sie einmal abends
allein im Labor sind, nach oo zu schicken. Aber was passiert da? Ir-
gend eine Katastrophe? Sehen wir dann schliellich gar nichts mehr?
Leicht festzustellen: ausgedriickt durch Jacobimatrix und Fehler-
term ist die Vergroflerung

o JAxo)eV + d(ev
(M ) = LT

und da £ J{%)et = J{T)¥ wegen der Linearitdt und lim aley) _

£—>

€
0 wegen der Approximationseigenschaft erster Ordnung gilt, erhal-
ten wir

=

lim(M. f)z (T) = Jf(xo)ﬁ

e—0

und damit das

Korollar: In co-facher Vergrofierung sieht die Abbildung f bei g
wie ihre lineare Approximation, ihr Differential aus!

dzy, dyn
™~
A M f?
> g d
dy Y1
Nenne die Variablen Nenne die Variablen
hier dzq, ... ,dzy, hier dy, ... ,dym

Wenn Sie also mit infinitesimalen Groflen arbeiten und sich Re-
chenschaft geben wollen, was Sie da eigentlich tun, mathematisch
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gesehen, so machen Sie sich erst einmal klar, welches die unabhdingi-
gen Groflen sind, nennen wir sie hier einmal dx;, . .., dz,, und wel-
ches die abhdngigen, dyy, ..., dyn, die aus den unabhéngigen aus-
gerechnet werden sollen. In der Physik hat man es oft nur mit ei-
ner unabhingigen Grofle zu tun, ndmlich mit dt, der Variablen im
(eindimensionalen) Raum der Zeitzuwéchse, wie man sagen konnte.
Dann aber wieder kéonnen es auch mehrere, etwa auf Raum und Zeit
beziigliche unabhéngige Variable sein. Darauf ist vielleicht nicht ei-
gens hingewiesen, Sie finden diese Information mehr zwischen den
Zeilen. ’

Wenn Sie nun, nach Physikerbrauch, ausgehend von der beste-
henden Beziehung § = ¢(&) und einer Skizze, die eigentlich nur
zeigt, wie an einer festen Stelle &y der §-Zuwachs Ay vom Z-Zuwachs
AZ abhingt, zur dementsprechenden Berechnung von di aus dZ
iibergehen, so haben Sie keine fehlerhafte Formel erzeugt, sondern
durch mentales Aufdrehen der Vergrifierung des e-Mikroskops di-
rekt das Differential der Abbildung T — §(Z) bei Ty erblickt! Die von
Thnen so bestimmte Zuordnung dZ — di ist das Differential, also
die lineare Abbildung, welche die nichtlineare Abbildung 7 = #(Z)
bei zg von erster Ordnung approximiert.

Der Unterschied zum gewo6hnlichen mathematischen Dienstweg
ist nur, dass Sie nicht erst partielle Ableitungen und daraus die
Jacobimatrix berechnen, um diese dann auf den Spaltenvektor d
anzuwenden — was vielleicht kompliziert und jedenfalls unanschau-
lich sein mochte — sondern die lineare Approximation direkt aus
der mikroskopischen Betrachtung der Abbildung selbst erschlieflen.
Die Notation dZ und dy fiir die Variablen in Original- und Zielraum
des Differentials bezeichnet nichts unendlich Kleines, sondern erin-
nert nur an die dienende Rolle der Zuw#chse AZ und A7 bei der
Herleitung.

Uber die Multiplikation infinitesimaler Grofen, wie sie bei der
Bestimmung von Volumenelementen auftreten, und das anschlie-
Bende Davorsetzen eines Integralzeichens habe ich jetzt noch nichts
gesagt, weil das mit mathematischen Begriffen zusammenhingt (In-
tegraltransformationsformel), die ich Thnen noch nicht erklart ha-
be, aber die mathematische Rechtfertigung auch dieser Vorginge
beruht einfach auf der Tatsache, dass die infinitesimalen Formeln
das Differential beschreiben.
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Lassen Sie sich also die Freude an der eleganten, oftmals das
Wesentliche anschaulich darbietenden Methode der infinitesimalen
Groflen nicht durch unangebrachte Skrupel storen. Es hat schon
alles seine Richtigkeit.

10.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R10.1: Sei B C R3 offen, V : B — R eine differen-
zierbare (Potential-)Funktion, ¢ — Z(t) eine C>-Kurve in B, die
Bahnkurve eines Teilchens der Masse m, das der Bewegungsglei-

chung
ov

i

mit Reibung v > 0 gentigt. Dann ist T =m)_, % die kinetische
Energie. Berechnen Sie %(T + V) lings der Bahn des Teilchens.
Wann ist (7' + V') konstant?

Aufgabe R10.2: Sei B C R? die durch i—i—I—?{)—z < 1 beschriebene El-

lipsenflache und f : B — R durch f(z,y) = /1 — 2—; — Zg—z definiert.

Berechnen Sie den Gradienten grad (g »)f im Punkt (%,2) € B und
die Niveaulinie der Funktion und die ihrer linearen Approximation
durch diesen Punkt.

Aufgabe R10.3: Durch

x = rsinfcosep,
y = rsinfsiny,
z = rcosb

ist eine Abbildung R™ x R x R — R3, (r,¢,0) — (x,y, 2) gegeben
(sphérische Polarkoordinaten). Berechnen Sie die Jacobimatrix und
deren Determinante.

b) Bestimmen Sie an einer Stelle (r, ¢, 6) das Volumenelement dV’
aus den mfinitesimalen Gréflen dr, de, df (Skizze).

¢) Bearbeiten Sie Teilaufgabe a) analog fiir die Zylinderkoordina-
ten-Abbildung (r, ¢, z) — (z,y, 2) mit x = rcosg, y = rsingp.
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Aufgabe T10.1: Es sei B C R” offen und f:+ B — R™ eine
differenzierbare Abbildung, m < n. Muf} es zu jedem ¥ € B einen
Vektor 7 € R™ mit ||[7]] = 1 geben, so daf die Richtungsableitung
Vaf (&) = 0 ist?

Aufgabe T10.2: Ein differenzierbarer Weg @ : D — B, B C R"
offen, mit @(t) # 0 fiir alle ¢, gehe immer in Richtung des Gra-
dienten einer differenzierbaren Funktion f : B -— R. Wie rechnet
man aus, wie steil der dariiber verlaufende Weg im Funktionsge-
birge (d.h. auf dem Graphen von f) dann ist? Wie steil kann er
maximal in dem Beispiel f: R? = R, f(z,y) := %f werden?

Aufgabe T10.3: Seien n #* m € N. Seien X C R" und Y C R™
jeweils offen und nicht leer.

a) Folgern Sie aus der Kettenregel, dass es keine differenzierbare bi-
jektive Abbildung f : X — Y mit differenzierbarer Inversen geben
kann.

b) Fiir welche n,m kann es immerhin Beispiele differenzierbarer
Abbildungen f: X—-Yund g:Y — X mit fo g = Idy geben?



Multilineare Abbildungen
und die Determinante

11.1  Multilinearitat

Sie kennen schon einige linear-algebraische Produkte, als deren ein-
fachsten Prototyp ich die gewthnliche Multiplikation von Zahlen
anfihren mochte: R x R — R, (A, 4) — Au. Man kann aber auch
einen Vektor mit einer Zahl multiplizieren: RxU — U, (A, @) — .
Wahrscheinlich haben Sie auch schon vom inneren Produkt oder
Skalarprodukt R™ x R™ — R, (£,4) — Z - § von Vektoren des
R™ gehort, es ist durch Z - 4 := z1y1 + - -+ + 2y, definiert. In
Ihrer Physikvorlesung ist vielleicht auch schon das Kreuzprodukt
R® x R® — R3, (%, %) — 7 x ¥ vorgekommen.

Flacheninhalt [|Z % §]|

Anschauliche Bedeutung des Kreuzprodukts
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Es ist durch
TolY3 — T3Y2
T XY= | x3y1 — T1y3
T1Y2 — T2y

definiert. Sodann kennen wir natiirlich das Matrizenprodukt
Rpxm X Rmxn N R;DXTL’ (A, B) — AB,

wobei RP*™ den Raum der p x m-Matrizen bezeichnen soll, was ja
beinahe dasselbe ist wie RP™: zwar sind die Matrizen statt in einer
langen Spalte in einer p x m-Tabelle geschrieben, aber A; + A, und
AA werden in RP*™ genau so ‘elementweise’ gebildet wie im RP™.
Die Anwendung R™*" x R™ — R™, (A, ¥) — AZ von Matrizen auf
Vektoren kénnen wir auch als Spezialfall der Matrizenmultiplikati-
on lesen, wenn wir T als n x 1-Matrix auffassen.

Das sind nur Beispiele von Produktbildungen, die Thnen schon
begegnet sind, mehrere andere werden Ihnen erst noch begegnen,
zum Beispiel der Kommutator oder das Lie-Produkt quadrati-
scher Matrizen,

R™™ x R™" — R*™" (A, B) — [A, B] := AB — BA,

das ich Thnen hier schnell hinschreibe, wenn ich auf den Sinn dieser
Produktbildung jetzt auch nicht eingehen kann, oder das mit dem
Tensorprodukt der Mathematik nahe verwandte dyadische Produkt
R"™ x R™ — R™*™ (Z,9) — (2:Y;)i=1,..n;j=1...,m unid einige andere.

Die vom Produkt von Zahlen vertrauten Eigenschaften des Mul-
tiplizierens bleiben aber bei diesen fremdartigen Produkten nicht
alle bestehen, z.B. hatten wir schon gesehen, dass AB # BA beim
Produkt quadratischer Matrizen vorkommt (was das Lie-Produkt
erst interessant macht), Produkte sind im Allgemeinen nicht kom-
mautativ. Oder: auch wenn das Produkt zweier Objekte a,b wie-
der vom selben Typ ist, so dass man es mit einem dritten sol-
chen multiplizieren kann, (was nicht immer der Fall ist), so braucht
die Produktbildung nicht assoziativ zu sein, d.h. es braucht nicht
(a-b)-c=a-(b-c) zu gelten. Die Matrizenmultiplikation ist zwar
assoziativ: (AB)C = A(BC), weil beides ja einfach A o B o C ist,
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das Kreuzprodukt jedoch nicht;:

(é'1x€2)xé'2 = €3><é'2 = —€
G x(Eyxéy) = & x0 = 0.

Auf eines aber ist Verlass: alle diese Produkte sind bilinear, d.h.
hilt man den einen Faktor fest, so hingt das Produkt linear von
dem anderen Faktor ab, sonst wiirde man die Verkniipfung gar nicht
“Produkt” nennen. Ganz analog sind Produkte aus mehreren Fak-
toren multilinear, und diese Eigenschaft wollen wir jetzt niher ken-
nenlernen.

Definition: Es seien Uy,..., U, und V Untervektorrdume irgend-
welcher R™’s. Eine Abbildung

w:Uyx---xU, — V
(Uy, ..., ) — w(ly,..., )

heif3t linear in der i-ten Variablen, wenn stets

w(ﬁl,...,)\ﬁi,‘..,ﬁr) = w(ﬁ' ,’ljr) und
w(tly, .., G+, .., 4,) = w(t, . ,ﬁr) +w(ty, ..., 0, ..., U,)

gilt, und ist w in jeder der r Variablen linear, so heifit w multili-
near. O

Im Fall » = 1 ist das die gewthnliche Linearitat, fir r = 2,3, ...
sagt man bilinear, trilinear, usw., allgemeiner eben r-linear
oder multilinear.

Man bekommt eine gute rechnerische Intuition von der Multi-
linearitét, wenn man sich w(iy, . .., d,) als eine Art Produkt der ;
denkt, dann erwartet man z.B. gleich ganz richtig, dass etwa im bi-
linearen Falle beim Ausrechnen von w(i; + @, @ls + @%) vier Terme
entstehen: wegen der Linearitdt in der ersten Variablen zunéchst

— I —7 — — —7 =7 — -7
w(ty + 4y, do + U5) = w(ty, s + Uy) + w(d], U + U5)
und daraus weiter, wegen der Linearitdt in der zweiten Variablen,

— w(ily, ) + w(ihy, @) + w(iT}, i) + w(@}, @)
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Nutzen wir das gleich einmal in grofiem Stile aus:

Lemma 1: Sind Uy,...,U. Untervektorrdaume der Dimensionen
dy,...,d, und ist fiir jedes U; eine Basis
@@, @) = (@),

gegeben, so gibt es fiir jede gegebene Familie
(Wh oty 1< <=1,
von Elementen von V genau eine multilineare Abbildung
w:Uyx--xU, —V,

welche die Basisvektoren auf die vorgegebenen Elemente von V' ab-
bildet, d.h. welche w(ﬁ&ll), e ,ﬁffr)) = wy, ., fiir alle Indizes erfiillt,
und diese multilineare Abbildung w ist durch die Formel

gegeben, wobei die )\(li), R /\fi? € R jeweils die Entwicklungskoeffi-
zienten von Z; nach der Basis in U; bezeichnen.

Definition: Die w,, ., € V heiflen dann die Koeffizienten oder
Komponenten der multilinearen Abbildung w beziiglich der ge-
gebenen Basen. 0

BEWEIS DES LEMMAS: Bevor wir mit dem Beweis richtig anfan-
gen, wollen wir das Lemma in Ruhe lesen, was wegen der vie-
len Indices gar nicht so einfach ist. Fiir r = 2 wire die Familie
(Woy e 1<ps<ds,i=1..r €ine (dy x dg)-Matrix aus Elementen von V,
fir » = 3 gleichsam ein “Quader” voller Elemente von V, eine
Tabelle mit drei Eingéngen, ein PC versteht das leicht. Ginge es
nur um diese beiden Fille, so wiirden wir die Koeffizienteni wahr-
scheinlich auch lieber mit w;; bzw. wyj, bezeichnen, statt indizierte
Indices 11, jt2, 3 zu benutzen, aber was bleibt uns bei 7 = 100 an-
deres iibrig, als die hundert Indices, die wir brauchen, selbst wieder
zu numerieren und sie etwa 1, fio, . . ., {100 ZU DENNEN.
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Weshalb tragen die Basisvektoren u( Y von U; den Index 7 auch
noch einmal als oberen Index? Geniigt mcht das ¢ am unteren Index
4; um anzuzeigen, dass wir im i-ten Vektorraum U; sind? Solange
nur der Index-Name p; da steht, wiirde das schon geniigen, aber
sobald eine konkrete Zahl dafiir eingesetzt werden muss, ist das ¢
nicht mehr zu sehen, zum Beispiel wiirde ja, wenn wir den oberen
Index nicht hitten, der erste Vektor in jeder der r Basen iy heiflen,
und das geht doch nicht an. Aus demselben Grunde miissen auch
die Entwicklungskoeffizienten in

—»(1
g /\m g 1,...,7.

pi=1

einen oberen Index tragen, das ist nun einmal nicht zu vermeiden.
Aber die Einsicht, weshalb die vielen Indices gebraucht werden,
erleichtert das Lesen indexreicher Formeln ganz betréchtlich.

Beginnen wir nun mit dem Beweis der Eindeutigkeitsaussage.
Wenn w eine multilineare Abbildung mit den geforderten Koeffi-
zienten ist, dann koénnen wir w(Z,...,%,), &; € U;, aus den Ko-
effizienten w,, ,, ausrechnen. Wegen der Linearitét in der ersten
Variablen muss

dy
W(E,.. ., 3) = > Mw@l),5,...,7)

pi=1

sein, wegen der Linearitéit in der zweiten Variablen sodann

dy do
@2 =30 S AR @ 7, 7
u1=1 p2=1

und induktiv so weiter, bis
w(&, . E >‘u1 e (uu1 yee )
H1sees by

und wenn w die vorgeschrieben Koeflizienten w,,, ,, hat, dann heif3t
das also gerade

WEL L) = Y WA o AD

H1yenlir
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Diese Formel beweist auch die Eindeutigkeit, jede Konkurrenzform
@ miisste sie ja auch erfiillen. Fiir den Existenzbeweis benutzt man
sie zur Definition von w und hat dann zu zeigen, dass w multilinear
ist und die vorgeschriebenen Koeffizienten hat, was aber ganz leicht
ist. ..d

Kurz, wenn auch etwas undeutlich: Wie lineare, so kann man auch
multilineare Abbildungen auf Basisvektoren beliebig vorschreiben.

11.2 Symmetrieeigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall, dass die Variablen
alle aus dem selben Raum Uy = --- = U, =: U sind. Dann hat es
einen Sinn, danach zu fragen, wie sich eine multilineare Abbildung
Ux---xU—V beim Vertauschen zweier Variablen verhilt.

Definition: Eine multilineare Abbilung w : U x --- x U — V heifit
symmetrisch, wenn die Vertauschung zweier Variablen jeweils
nichts und sie heiflt alternierend, wenn die Vertauschung zweier
Variablen jeweils nur eine Vorzeichendnderung bewirkt, wenn also

fiir alle ¢ # 7, gemeint ist das Vorzeichen -+ im symmetrischen, —
im alternierenden Fall. Bei bilinearen Abbildungen sagt man statt
alternierend auch schiefsymmetrisch. ]

Ist 7: {1,...,r} = {1,...,r} eine bijektive Abbildung, eine soge-
nannte Permutation, so gilt fiir symmetrische multilineare Abbil-
dungen offenbar stets

w(ﬁh e aﬂr) = w(ﬁ‘r(l)v s 7ﬁT(T))'

Bei alternierenden multilinearen Abbildungen 4ndert eine Vertau-
schung das Vorzeichen, zwei nacheinander ausgefiihrte dndern also
nichts. Mit welcher Vorzeicheninderung eine alternierende multili-
neare Abbildung auf eine Permutation der Variablen reagiert héngt
also davon ab, wieviele Vertauschungen man braucht, um die Per-
mutation herzustellen:
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Notiz: Fiir alternierendes w gilt

W(tr(1y, - -+ Ur(ry) = sgn(T)w (i, . .., y)

wobei sgn(t) = +1 je nachdem, ob die Permutation T durch eine
gerade Anzahl von Vertauschungen bewirkt werden kann, eine ge-
rade Permutation ist, oder nicht. O

Eine weniger formale, sofort als inhaltlich wichtig erkennbare Cha-
rakterisierung des Alternierens spricht das folgende Lemma aus.
Zum Beispiel lesen wir daraus ab, dass es im Falle r > dim U gar
keine andere alternierende multilineare Abbildung gibt als die Null-
abbildung:

Lemma 2: Eine multilineare Abbildung w : U x --- x U — V in
r Variablen ist genau dann alternierend, wenn sie auf jedes linear
abhdngige r-tupel mit Null antwortet.

BEWEIS: “=": Sei also w alternierend. Dann antwortet w jeden-
falls auf solche r-tupel (&, ..., ) mit Null, in denen ein Vektor
zweimal vorkommt, denn die Vertauschung dieser beiden bewirkt
dann einerseits nichts, weil sie ja gleich sind, andererseits einen
Vorzeichenwechsel des w-Wertes, weil w alternierend ist. Sei nun
(d1,...,4,) irgend ein linear abhingiges r-tupel. Dann ist einer der
Vektoren, oBdA der erste, eine Linearkombination der iibrigen,

Uy = Aty + - - - + Ay,

und daher
-
U.)(ﬁl, N ,/I_J:T) = Z )\,L(,d(ﬂz, ﬁz, R 767') = 0
i=2

weil in (4, Uz, - . ., @) der Vektor @; zweimal vorkommt. “=r0]

“=": Sei jetzt also von einer multilinearen Abbildung w voraus-
gesetzt, dass sie auf linear abhéngige r-tupel mit Null antwortet.
Zu zeigen ist, dass w bei Vertauschung zweier Variablen in —w



11.2 Symmetrieeigenschaften 219

iibergeht. Da ein r-tupel mit zwei gleichen Vektoren gewiss line-
ar abhangig ist, bewirkt die jetzt vorausgesetzte Higenschaft nicht
nur, dass fiir ¢ # j stets

Wty U+ Uy, U+ Uy, Uy) =0

gilt, sondern auch, dass von den vier Termen, welche sich aus der
linken Seite wegen der Linearitat in der i-ten und j-ten Variablen
ergeben, nur zwei {ibrigbleiben, ndmlich es bleibt

W(ﬁl,...,ﬁi,...,ﬁj...ﬁr)+u)(111,...,ﬁj,...,ﬁi...ﬁr)“—‘0,

also die Vertauschungsbedingung fiir alternierende Abbildungen.
“<:77 I:]
O

Wie spiegeln sich die Symmetrieeigenschaften in Anwesenheit einer
Basis in den Koeflizienten wider? Das ist ganz einfach:

Bemerkung: Sindw,,. ,, €V die Koeffizienten einer multilinearen
Abbildung w : U x --- x U — V beziiglich einer (und derselben,
in jedem Faktor) Basis von U, so ist w genau dann symmetrisch,
wenn sich wy, . bei Vertauschung von Indices nicht dndert, und w
ist genau dann alternierend, wenn w,,, , bei Vertauschung zweier
Indices nur das Vorzeichen dndert. O

Zur Angabe einer symmetrischen multilinearen Abbildung
w:Ux-.xU->V

zu gegebener Basis von U braucht man von der ganzen Koeffizi-
entenfamilie also nur die w,, ,, € V mit aufsteigenden Indices
1 < --- < p, zu kennen bzw. kann sie vorgeben, die iibrigen
gehen durch Permutation der Indices daraus hervor. Zur Angabe
einer alternierenden multilinearen Abbildung braucht man sogar
nur die Koeffizienten w,,, , € V mit streng aufsteigenden Indices
w1 < -+ < pp zu kennen bzw. kann sie beliebig vorgeben, denn die
Koeffizienten mit zwei gleichen Indices sind sowieso Null und die
anderen ergeben sich durch

Wiy tbnry = SERTWyy p,

aus denen mit streng aufsteigenden Indices.



220 Kapitel 11: Multilinearitit und Determinante

11.3 Die Determinante

Vielleicht kommt Thnen das alles etwas trocken vor. Jonglieren mit
indizierten Indices, Permutationen und Vorzeichen! Na ja, hoffen Sie
vielleicht, es wird nicht alles so allgemein gegessen wie es gekocht
wird. Vielleicht kommt es letzten Endes nur auf den Fall r = 2 an.
Diese Hoffnung muss ich Ihnen allerdings rauben. Zum Trost
kann ich aber auch versprechen, dass es jetzt gleich sehr inhalts-
reich wird, weil wir ein ganz wichtiges Instrument der linearen Al-
gebra und der Analysis in die Hand bekommen, den Begriff der De-
terminante quadratischer Matrizen. Und auflerdem hat eine grofle
Variablenzahl unter Umsténden auch eine vereinfachende Wirkung,
ist z.B. dim U = r, miissen sich die Indices u; also zwischen 1 und
r aufhalten, so gibt es doch nur ein einziges streng aufsteigendes
r-Tupel p; < -+ < u, von Indices, namlich (1,2,...,r). Das heifit
aber, dass es bei gegebener Basis von U auch zu jedem @ € V' genau
eine alternierende r-lineare Abbildung mit wis_, = ¥ gibt! Und wir
wissen aus Lemma 1 in Abschnitt 11.1, wie man die konstruiert:

Lemma 3: Ist dimU = r, so gibt es in Anwesenheit einer Basis
(i1, ..., 4,) fiir U zu jedem U € V genau eine alternierende r-lineare
Abbildung w: U x --- x U =V mit w(dy,...,4,) = v, ndmlich

ST (e

TES,

wobei S, die Menge der Permutationen und )\(lj ), ey /\1(»j ) die Ent-
wicklungskoeflizienten von Z; beziiglich der Basis von U bezeichnen,

mit der gearbeitet wird. (I
Das miissen wir uns fiir den Fall U := R®, V := R, r := n und
die Standardbasis (€1, . .., &) einmal genauer ansehen.

Definition: Die einzige alternierende multilineare Abbildung
det :R*" x---xR*" — R

in n Variablen mit det(éy,...,€,) = 1 heifit die Determinanten-
funktion oder kurz die Determinante. Ist A eine n x n-Matrix
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mit den Spalten dy,...,d,, so nennt man die Zahl
det A := det(d:,...,d,) € R
die Determinante von A. 0

Welche Art von Information iiber die Matrix in der Determinan-
te der Matrix enthalten ist, ldsst sich ohne Arbeit, durch bloflen
Blick auf die Definition, nicht ohne weiteres erkennen. Sehr nahe
an der Definition, und daher leicht zu entschliisseln, ist was das Ver-
schwinden oder Nichtverschwinden der Determinante fiir die Matrix
bedeutet:

Lemma 4: Die folgenden Aussagen iiber eine n x n-Matrix A sind
alle gleichbedeutend:

(1) detA#0

(2) die Spalten sind linear unabhingig
(3) rgA=n

(4) Kern A= {0}

(5) A ist invertierbar

(6) AZ =b ist stets eindeutig lésbar.

BEWEIS: (1) = (2): Wiren die Spalten linear abhdngig, so wiirde
det, wie jede alternierende Abbildung, mit Null antworten, aber
det(dy,...,ad,) =: det A # 0. (1) = (2)0

(2) = (1): Jetzt ist (dy,...,d,) als Basis von R” vorausgesetzt,
und det A ist also der Koeffizient detiy. , beziiglich dieser Basis.
Wiare daher det A = 0, so wire det = 0, im Widerspruch zu

det(é, ... &) = 1. (2)= (1O
Damit sind wir mit dem Beweis aber schon fertig, denn (2) & -+ - <
(6) wissen wir eh’ aus dem Kapitel 9. O

Sie wollen natiirlich Determinanten auch ausrechnen kénnen. Eine
Formel! Bekommen Sie, freilich. Mehrere! Nur jetzt noch nicht.

Lemma 5: Fiir n X n-Matrizen gilt

det(AB) = det A-det B,
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insbesondere fiir invertierbare Matrizen wegen AA™! = FE und
det E =1 also
det(A™!) = L
det A

BEWEIS: Fiir jede Matrix A definieren wir eine alternierende mul-
tilineare Abbildung w : R™ x --- x R® — R durch

- -

w(byy ..., by) = det(AB).

Ja? Ist w wirklich multilinear? Natﬁrlich, die j-te Spalte von AB
ist doch nichts anderes als ABé&; = Ab;, also

w(by, ... by) = det(Aby, ..., Ab,),

und b; — Ab; ist linear, die Multilinearitat von w folgt also aus der
von det, und ebenso das Alternieren, denn w reagiert auf Vertau-
schen zweler Variablen mit Vorzeichenumkehr, weil det es tut. Also
istw: R*"x...xR"™ — R eine n-lineare Abbildung mit dem Koeffizi-
enten w(éy,...,&,) = det(Ae), ..., A&,) = det(ds,...,d,) = det A
— genau wie das (det A)-fache von det : R™ x - -+ x R®* — R! Also
ist w = det A-det, insbesondere w(B) = det A-det B, was zu zeigen
war. 0

So haben wir die wichtige Multiplikativitat det(AB) = det Adet B
durch blofies Denken bewiesen, wenn ich Thnen schon eine Formel
fiir det A gegeben hatte, hdtten Sie natiirlich die Multiplikativitat
von det ausrechnen wollen.

Sie brauchen aber, zu anderen Zwecken, auch Rechenformeln.
Direkt aus der Definition, die sich ja auf das Lemma 2 berief, folgt:

Lemma 6: (Leibniz-Formel): Fiir n x n-Matrizen gilt:

det A = E SEOT * Gry1Qry2 "« - * Gropy

TES,

wobei S,, die Menge aller Permutationen 7 : {1,..,n} — {1,..,n}
bezeichnet und zur Abkiirzung 7; statt 7(i) geschrieben ist.
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BEWEIS: In unserem Falle ist V = R und v = 1, und die Entwick-
lungskoeflizienten )\(lj ), e, A9 der Jj-ten Spalte d@; von A beziiglich
der Standardbasis des R” sind die Komponenten der Spalte, also
@1j, . . ., Gnj, und so ergibt sich die Leibniz-Formel. O

Fiir kleine Matrizen ist die Leibniz-Formel zum Berechnen der De-
terminante schon zu gebrauchen, doch, doch. Sie sagt uns

det(a) = a

a b
det <c d> = ad — be

an a2 ais
det [ an axn a3 | = angseass + a2na13a32 + 612023031
az1 a3z a3 — 31022013 — Q91012033 —A11023032,

aber um sich die letzte Formel zu merken, braucht man schon eine
kleine graphische Gedéachtnisstiitze, zum Beispiel diese:

Merkregel zur Determinantenberechnung fiir 3x3-Matrizen

Fir n > 4 wird es aber bedenklich, denn die Leibniz-Formel will,
dass wir die Determinante als eine Summe von 1-2---.-n =: n!
Produkten von je n Faktoren berechnen. Wenn Sie also meinen,
unbedingt die Determinante einer konkreten grofien, ziemlich voll-
geschriebenen Matrix numerisch berechnen zu sollen, dann wird es
gut sein, sich nach einer intelligenteren Rechenmethode umzusehen,
wovon gleich mehr. Vorerst legen wir aber die Leibnizformel noch
nicht aus der Hand, denn sie verhilft uns zu wichtigen theoretischen
Einsichten in das Wesen der Determinante.
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Schreibt man die Spalten einer Matrix in derselben Reihenfolge
als Zeilen, versetzt oder transponiert man also jede Komponente a;;
von ihrem Platz (i, j) auf den Platz (j,4), so erhélt man eine neue
Matrix mit einem besonderen Namen:

Definition: Ist A eine m x n-Matrix, so heifit die durch af; := ay;
definierte n x m-Matrix A? die zu A transponierte Matrix.

Aus Spalten sind jetzt also Zeilen, aus Zeilen Spalten geworden.
Um nicht vom Hundertsten ins Tausendste zu kommen, kann ich
Thnen jetzt nicht erzdhlen, weshalb es mathematisch interessant ist,
diesen Vorgang zu betrachten, es schadet nichts, wenn Sie ihn einst-
weilen als eine Spielerei ansehen. Natiirlich gilt (A+ B)* = A*+ B,
aber (AB)! = B'A', denn ist C = AB eine Produktmatrix, also
Cij = Do Garbrg, s0 folgt cji = 0% ambe = D, bhat,. Fir
die Einheitsmatrix gilt natiirlich £ = E, sind also A und B invers
zueinander, so auch A® und B!, oder (A1)t = (A")~L

Aus diesen Rechenregeln und dem Rangsatz folgt iibrigens, dass
A und A’ immer denselben Rang haben, denn ist A = WE™"®~!
fiir geeignete Isomorphismen ® und ¥, und so lasst sich nach dem
Rangsatz ja jede Matrix vom Rang r schreiben, so ist auch A! =
WiEWm (1) und hat deshalb ebenfalls den Rang r, wir haben
also das

Korollar aus dem Rangsatz: Fiir m x n-Matrizen gilt

rgA=rgA".

O

Man sagt dafiir auch Spaltenrang ist Zeilenrang, denn die Aussa-
ge des Korollars bedeutet, dass auch die Maximalzahl linear un-
abhéngiger Zeilen gleich dem Rang der Matrix ist.

Aus der Leibnizformel 188t sich nun auch Spaltendeterminante
ist Zeilendeterminante schliefen, namlich:

Korollar aus der Leibnizformel: Fiir n x n-Matrizen gilt

det A = det A? .
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BEWEIS: Aus der Leibnizformel lesen wir eine sozusagen transpo-
nierte Leibnizformel ab: fiir n x n-Matrizen gilt auch

det A = E SENT - A1y G20y * - - - * Ong, -

oESH

Das ist nur eine andere Sortierung der Summanden, in jedem Sum-
manden der Leibnizformel konnen wir die Faktoren auch nach dem
ersten Index anordnen:

A1 -e O =1 Q1gy -« " g,y s

namlich mit ¢ = 77!, und es gilt sgn7™ = sgn 7', denn mit dersel-
ben Anzahl von Vertauschungen, mit denen wir die Biicher durch-
einander gebracht hatten, konnen wir sie auch wieder aufriumen.
Die rechte Seite dieser damit bewiesenen transponierten Leibniz-
formel ist aber dasselbe wie die rechte Seite der gewthnlichen Leib-
nizformel fiir A%, also gilt det A = det A’ O

Insbesondere ist die Determinante als Abbildung, die jeder n x n-
Matrix eine Zahl zuordnet, nicht nur multilinear in den Spalten der
Matrix, wie es ja die Definition schon ausspricht, sondern auch in
den Zeilen!

Aus der Leibnizformel folgen auch die sogenannten Entwick-
lungsformeln fiir die Determinante. Als Rechenrezepte fiir grofle
Zahlenbeispiele sind sie wie die Leibnizformel selbst nur von be-
grenztem Wert, aber anderweitig niitzlich. Ich erklire es exempla-
risch am Beispiel der Entwicklung der Determinante nach der ersten
Spalte.

Dazu schreiben wir det A als die Summe ;| X; die man erhilt,
wenn man im ¢-ten Summanden alle Terme der Leibnizformel zu-
sammenfasst, die den Faktor a;; enthalten. Wie sieht das aus?

X:=an E SEOT * Ay~ « -+ - Gypp,
TESH
T(1)=t

Die hier auftretende Summe iiber alle Permutationen mit 7(1) = ¢
sieht selbst fast wie eine mit der Leibnizformel berechnete Determi-
nante einer (n—1) x (n—1)-Matrix aus, ndmlich der Matrix, die man
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aus A gewinnt, wenn man die erste Spalte, nach der wir entwickeln,
und die i-te Zeile streicht. Fiir solche aus Zeilen- und Spaltenstrei-
chung hervorgehende Untermatrizen gibt es eine eigene Notation:

Schreibweise: Ist A eine n x n-Matrix, so wird die durch Weg-
lassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte daraus hervorgehende
(n—1) x (n—1)-Matrix mit A;; bezeichnet. O

Wir ahnen schon, dass X; = #a;; det A;; sein muss, und vertieft
man sich in die Beziehung zwischen dem Signum von 7 und dem
Signum der Permutation der Zeilenindices von A;;, die durch 7
bewirkt wird, so findet man, dass es mit dem Vorzeichen (—1)"
richtig wird, also det A = Y1 (—1)"*'a;; det A;; gilt. Das ist die
Formel fiir die Entwicklung nach der ersten Spalte, und analog er-
geben sich Formeln fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte und
wegen det A = det A® auch nach der i-ten Zeile und wir erhalten
aus der Leibnizformel:

Entwicklungsformeln: Fiir jede n x n-Matrix A gilt

det A = Z(—l)i“ai]— det Aij s

i=1

was die Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt wird, und analog

det A = Z(~1)i+jaij det A;; ,

j=1

als Entwicklung nach der i-ten Zeile. [l

Enthilt eine Zeile oder Spalte viele Nullen, so kann es ein Re-
chenvorteil sein, danach zu entwickeln. Ein gewichtigerer Nutzen
der Entwicklungsformeln besteht darin, dass sie oft ermdglichen,
Aussagen iiber Determinanten durch Induktion nach der Grofe
der Matrix zu fiihren. Aber der Hauptgrund, weshalb ich die Ent-
wicklungsformeln mit in das Programm dieses ohnehin iibervol-
len Determinanten- Abschnitts aufnehme, ist die daraus hergeleitete
Formel fiir die inverse Matrix:



11.3 Die Determinante 227

Korollar (Inversionsformel): Definiert man zu A eine Matrix B
durch
bij = (—1)i+j det Aji7

so gilt
det A
AB =
det A
fiir Matrizen mit det A # 0 also
1
= B .
det A

Beweis: C = AB bedeutet ¢;; = >, aiby;, fir ¢ = j ist das
gerade die Entwicklungsformel fiir det A nach der i-ten Zeile, also
¢i; = det A. Fiir ¢ # j ist’s aber auch als Entwicklungsformel nach
der j-ten Zeile fiir die Determinante einer Matrix zu lesen, allerdings
nicht von A. Von welcher Matrix denn? In A;; geht die j-te Zeile
von A nicht ein, die wurde ja gerade gestrichen. Deshalb merkt es
Aj gar nicht, wenn wir vor dem Wegstreichen der j-ten Zeile diese
J-te Zeile von A durch die i-te ersetzen, auf diese Weise eine Matrix
A herstellend! Dann ist aber

Cij = Zaikbkj = Z(—l)ﬁkaik det A]‘k = det;l
k k

die Entwicklungsformel nach der j-ten Zeile von

a1 . Qi i-te Zeile

ai - Qin j-te Zeile, fehlt sowieso in Ajy,

Aber det A = 0, weil A zwel gleiche Zeilen hat und die Determinante
multilinear und alternierend in den Zeilen ist. a
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Diese Inversionsformel ist fiir groffere Matrizen kein praktisches Re-
chenverfahren, dazu ist sie auch nicht da, aber sie zeigt ganz expli-
zit die Natur der Zuordnung 4 — A~!, z.B. dass dies eine C™-
Abbildung ist, und man kann sich in solchen in der Analysis sehr
wichtigen Fragen immer darauf berufen (“das sieht man aus der
Inversionsformel” ), wo man sonst in Verlegenheit kame.

Fiir kleine, jedenfalls fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen ist die Inver-
sionsformel auch zum Rechnen gut: 1) Jedes a;; durch det A;; erset-
zen, also durch die Determinante der kleineren Matrix, die durch
Wegstreichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht, 2) Matrix
(det A;;) zu (det A;;) kippen, 3) Schachbrettvorzeichen anbringen:

bij = (‘1)i+j det Aji

4) Jedes Matrixelement b;; durch det A dividieren — fertig ist die
inverse Matrix. Aber wozu sage ich das? Genau das spricht ja die

Inversionsformel auch alleine aus. Vom Invertieren grofler Matrizen
soll am Ende des Abschnitts 12.1 die Rede sein.

Zuletzt aber wie versprochen ein praktisches Verfahren zur Berech-
nung der Determinante groler Matrizen. Eigentlich kennen Sie es
schon, ndmlich vom Rangbestimmungsverfahren her. Was wir dort
die Rangablesegestalt genannt hatten, ist fiir quadratische Matrizen
auch eine Determinantenablesegestalt, genauer:

Bemerkung: Ist die n x n-Matrix A eine obere Dreiecksmatriz,

aj; ... Qip

ann

d.h. ist a;; = 0 fiir alle ¢ < j, so gilt

det A=aq1 ...  apn,

denn alle anderen Produkte in der Leibnizformel enthalten einen
Faktor Null. Analog fiir untere Dreiecksmatrizen. (]
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Durch Entwicklung nach der letzte Zeile und Induktion nach n sieht
man’s natiirlich auch.

Vom Rangbestimmungsverfahren her wissen wir, dass man eine
quadratische Matrix immer durch elementare Spalten- und Zeilen-
umformumgen in Dreiecksgestalt bringen kann (Stichwort Killerzei-
le). Wie reagiert die Determinante auf elementare Umformungen?
Jedenfalls auf Spalten- und Zeilenumformungen auf gleiche Wei-
se, wegen det A = det A'. Multiplikation einer Spalte mit A # 0
bewirkt auch die Multiplikation der Determinante mit A, weil die
Determinante linear in den Spalten ist. Information geht also nicht
verloren. In der Tat brauchen wir diesen Typ der Umformung aber
gar nicht zu benutzen, wir kommen ja auch mit den anderen beiden
aus:

e Addition des A-fachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderen
Spalte (Zeile).

e Vertauschung zweier Spalten (Zeilen).

Addition des A-fachen der j-ten Spalte zur i-ten dndert fir ¢ # j
die Determinante aber nicht, denn
det(&’l, .oy di + /\(3:]', eey Eij, .ey (_i‘n)
=det(dr,...,d,) + Adet(dy, ..,dj,...,d;, .., dn)

wegen der Linearitét in der i-ten Spalte ist und
det(c_il, ey C_l:j, . ,dj, ,(3:71) =0

wegen des Alternierens.

Das Vertauschen zweier Spalten oder Zeilen dndert aber nur das
Vorzeichen der Determinante. Bringt man also eine Matrix mit Hilfe
der oben genannten Typen elementarer Umformungen in Dreiecks-
gestalt, so ist ihre Determinante bis auf’s Vorzeichen gleich der De-
terminante dieser Dreiecksmatrix, und um auch dieses Vorzeichen
zu wissen, braucht man sich nur gemerkt haben, ob man eine gerade
oder eine ungerade Anzahl von Vertauschungen durchgefiithrt hat.
Das ist das Determinantenberechnungverfahren fiir grofle Matrizen.
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11.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe R11.1: Sei ¢y, ¢y, ... eine Folge reeller Zahlen und A®™
die n x n-Matrix mit den Komponenten a; = ¢; fir i = 1,...,n,
@iiv1 = +1, aiy1; = —1 fir ¢ = 1,...,n—1 und a;; = 0 sonst.
Bestimmen Sie eine Rekursionsformel fiir die Determinante D,, :=
det A™  mit der Sie D,, aus Dy, ..., D,_, berechnen kénnen.

Aufgabe R11.2: Berechnen Sie die Determinanten und bilden Sie
die Inversen der Matrizen

Aufgabe T11.1: Benutze £ € R* und § € R™ zur Bezeichnung
der Vektoren (Z,7) € R®™ x R™ = R**™. Sei B : R* x R™ — R?
eine bilineare Abbildung. a)Beweisen Sie, dass es eine Konstante C
gibt, so dass ||B(Z, )| < C||Z||||g]| fir alle Z, ¥ gilt.

b)Zeigen Sie, dass die Abbildung B differenzierbar und das Diffe-
rential durch dBz (0, W) = B(Z, W) + B(7, §) gegeben ist.

Aufgabe T11.2: Gegeben seien eine multilineare Abbildung
w:R" x...xR"™ - R™

und differenzierbare Kurven ¢ + &;(t) € R™ mit gemeinsamem
Definitionsbereich. Bestimmen Sie

d

@ (), a0 (1))

(Vielleicht betrachten Sie erst einmal den Fall r = 1, sodann r = 2.)

Aufgabe T11.3: Es sei ¢ : U — U linear und A die Matrix von
@ beziiglich einer Basis (#,...,4,) von U. Beziiglich einer ande-
ren Basis (¥,...,9,) werde ¢ durch eine Matrix B beschrieben.
Beweisen Sie det A = det B. (Setze (I)(_ﬁi 20 Py, = C.)

»Tn)



Quadratische Formen, Skalar- und
Kreuzprodukt

12.1  Quadratische Formen

Wir wollen jetzt die symmetrischen Bilinearformen betrachten, zu
denen auch das iibliche innere Produkt R xR" — R, (Z,9) — Z-¢
gehort. Sie hingen eng mit den quadratischen Formen zusammen,
und bevor es richtig los geht, wollen wir diese Beziehung klarstellen:

Definition: Sei U ¢ RV ein Untervektorraum. Die bilinearen Ab-
bildungen 8 : U x U — R nennt man Bilinearformen, und ist g
eine symmetrische Bilinearform, so heifit

q: U — R
u > U, d)

die zu @ gehorige quadratische Form. O

Auf den ersten Blick mochte es scheinen, als ob die quadratische
Form nur einen Teil der Information iiber § enthielte, weil sie nur
weill, wie 0 auf zwei gleiche Eintrage antwortet, aber tatséchlich
148t sich jede symmetrische Bilinearform §: U x U — R aus ihrer
quadratischen Form ¢ : U — R rekonstruieren:

B, 7) = 3(q(t + ) — (@) — ¢(D)) ,
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—

denn offenbar ist q(@ + ¥) := 8@ + ¢, 4 + ¥) = p(d, @) + B(4, V) +
B(7,4) + B(0,0) = q(@) + 28(«4, V) + ¢(V) wegen der Symmetrie.
Man nennt diesen Ubergang von der quadratischen Form zuriick
zur symmetrischen Bilinearform auch die Polarisierung' der qua-
dratischen Form.

Quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen sind al-
so eigentlich nur zwei verschiedenen Weisen von derselben Sache zu
sprechen. Eine symmetrische Bilinearform und ihre quadratische
Form heiflen positiv definit, wenn () > 0 fiir alle @ # 0, und
positiv semidefinit, wenn ¢(@) > 0 fiir alle & € U gilt, ana-
log sind die Begriffe negativ definit und negativ semidefinit erklart,
und wenn eine quadratische Form sowohl positive als auch negative
Werte hat, heifit sie indefinit.

Wozu braucht man quadratische Formen? In der Analysis haben
wir bisher immer die lineare Approzimation durch das Differential
betrachtet. Einen Schritt weiter gehend gelangt man zur quadra-
tischen Approzimation oder Approximation zweiter Ordnung einer
C2-Funktion von n Variablen, fiir festes & sieht das so aus:

f@+0) = f(Z) + AT+ 3q(?) + a(¥)

wobei der jetzt noch iibrig bleibende Fehlerterm oder das Restglied
a(v), wie man auch sagt, fiir ¥ — 0 so rapide gegen Null gehen
soll, dass sogar lims .o a(9)/||7]|*> = 0 gilt. Man nennt diese wohl-
bestimmte quadratische Form ¢ dann die Hesseform von f an der
Stelle 7, sie wird konkret mittels der Hesse-Matriz, der Matrix der
zweiten partiellen Ableitungen ausgerechnet:

Sie kénnen jetzt nicht ohne weiteres sehen, weshalb das wahr sein
soll; wenn wir spéter die Approximation r-ter Ordnung (Taylorfor-
mel) behandeln, kommt es als der Spezialfall 7 = 2 ganz nebenbei
mit heraus.

Das wire nun also eine Verfeinerung der linearen Approxima-
tion und als solche schon eine gute Sache. Besondere Bedeutung
gewinnt die quadratische Approximation aber an den Stellen Z, an
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denen die lineare Approximation Null, d.h. gradzf = 0 ist, an den
sogenannten kritischen Stellen. Das sind oftmals auch die physika-
lisch interessantesten Stellen, Gleichgewichtspunkte eines Systems,
man mochte das Verhalten der Funktion in der Nahe der Stelle
kennen, und in Abwesenheit des linearen Terms spielt nun die Hes-
seform dabei die erste Geige.

Die lineare Algebra, in deren Zustandigkeitsbereich die sym-
metrischen Bilinearformen und die quadratischen Formen gehéren,
leistet der Analysis deshalb einen niitzlichen Dienst durch die Klas-
siftkation der quadratischen Formen, d.h. deren Einteilung in
‘Typen’, wie ich vorlaufig etwas ungenau sage. Im Falle n = 2
gibt es zum Beispiel abgesehen vom uninteressanten Fall ¢ = 0 die
folgenden Typen.

z Yy

Positiv definit negativ definit indefinit

Das sind die typischen Graphen der nichtentarteten quadratischen
Formen auf R2, daneben gibt es noch zwei Typen entarteter qua-
dratischer Formen:

S Ep

Positiv semidefinit negativ semidefinit
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Dementsprechend sieht dann auch die Funktion aus, obwohl im
semidefiniten Fall, wegen der Entartung, der Fehlerterm doch noch
die Kraft behalt, iber Extremum oder Sattel zu entscheiden, weil
die Hesseform léings der Entartungsachse gar keinen Widerstand
etwa gegen einen Term =+y* leisten kann.

Soviel einstweilen iiber einen Aspekt der Brauchbarkeit der qua-
dratischen Formen. Jetzt wollen wir sie als mathematische Objekte
etwas niher in Augenschein nehmen.

Die Koeffizientenfamilie einer Bilinearform § beziiglich einer Ba-
sis (&1, ..., U,) von U hat nur zwei Indices und bildet deshalb eine
n X n-Matrix B, gegeben durch

bij = /8(,&:17{[])7

die man natiirlich die Matriz der Bilinearform beziiglich der
Basis nennt, und unter der Matriz einer quadratischen Form
beziiglich einer Basis versteht man die Matrix ihrer symmetrischen
Bilinearform. Ersichtlich ist eine Bilineareform genau dann sym-
metrisch, wenn ihre Matrix beziiglich einer Basis symmetrisch ist,
wenn also B = B, d.h. b;; = by; gilt.

Die Beschreibung einer Bilinearform durch ihre Matrix besteht
zunéchst einmal einfach in der Formel

n

B(xlﬁl R xnﬁn7 ylﬂl +---+ ynﬁn> = Z bij'riij
ij=1
die sich aus der Bilinearitdt ergibt. Wenn wir aber den Koeffizien-
tenvektor £ € R™ durch Transposition aus einer Spalte, also einer
n x 1-Matrix, in eine 1 x n-Matrix Z%, also eine Zeile verwandeln,
dann ldsst sich die rechte Seite als ein ganz regelrechtes Produkt
aus drei Matrizen schreiben:

n
Y mbyy;=[ & ]| B ||7|=7"B7,

4,j=1

eine fiir den Umgang mit Bilinearformen und quadratischen For-
men sehr niitzliche Schreibweise. Im symmetrischen Falle ist dann
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q(z1t + -+ + zpl,) = T'BE, und wenn Sie eine symmetrische
Matrix B mit dieser Eigenschaft kennen, dann ist das auch die
Matrix der quadratischen Form, da brauchen Sie die symmetrische
Bilinearform 8 aus ¢ nicht erst explizit zu rekonstruieren um sich
von [3(t;,4;) = b;; zu diberzeugen, denn wenn fiir zwei symmetri-
sche Matrizen £*BT7 = 7'B'Z fiir alle ¥ gilt, dann folgt aus der
bloflen Méglichkeit der Polarisierung schon Z*By = Z*B'y fiir alle
Z, ¥ € R™ und damit natiirlich B = B’, keine Verwechslung moglich.

Die Beziehung zwischen einer quadratischen Form ¢ und ihrer
Matrix B beziiglich einer Basis wird auch durch das kommutative
Diagramm .

U — R

E %

Rn
ausgedriickt, in dem der Basisisomorphismus und die durch B de-
finierte quadratische Form Q5 : R® — R, ¥ — Z'B¥ auf dem R®
figurieren.

Nun wollen wir den Klassifikationssatz von Sylvester fiir qua-
dratische Formen beweisen.

Satz und Definition: Sei q : U — R eine quadratische Form und

dim U = n. Dann gibt es eine Basis (4, ...,4,) von U, in der die
Matrix von q die Sylvestersche Normalform
1.
1
D= -1
1o .
0

hat (Sylvesterbasis). Die Anzahlen p* und p~ der positiven und
negativen Eintréige sind unabhéngig von der Wahl der Basis (es gibt
nimlich viele solcher Basen!) und man nennt p* —p~ die Signatur
und p* + p~ = rg D den Rang der quadratischen Form.

Beweis: Induktion nach der Dimension von U. Induktionsbeginn
n=1:sei @ € UNO0. Ist g(&) = 0, so ist sowieso ¢ = 0. Sonst richte
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A € R\0so ein, dass g(A) = A?q(i) = £1 ist und setze dann 4; :=
M. Induktionsschluss von n—1 aufn: sei die Behauptung des Satzes
richtig fiir quadratische Formen auf n — 1-dimensionalen Réumen.
Sei 3 die symmetrische Bilinearform unserer quadratischen Form ¢
auf dem n-dimensionalen Raum U. Entweder ¢ = 0 oder es gibt ein
Uy, € U mit ¢(i,) = *1. Definiere jetzt U, C U durch U,_; :=
{ueU|pd d,) = 0}

iip, zuerst wihlen

Un— 1,
ergibt sich dann

Induktionsschritt beim Beweis des Satzes von Sylvester

Nach der Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung U — R,
U — B(d, t,) hat U,_1, das ja der Kern dieser Abbildung ist, die
Dimension n—1. Wahle eine, nach Induktionsannahme vorhandene,
Sylvesterbasis (1, ..., U, 1) fir ¢|U,_1. Dann ist auch (dy, ..., dy,)
eine Basis von U, denn u, kann wegen §(@,, @,) = +1 nicht aus
den anderen ; linearkombiniert werden. Beziiglich dieser Basis hat
die Matrix von ¢ die Gestalt

1.

und die Basis geht also durch eine einfache Vertauschung von Ba-
sisvektoren in eine Sylvesterbasis fiir ¢ iiber. Daimit ist die Existenz
einer Sylvesterbasis bewiesen. Die Zahlen p* sind wohlbestimmt,
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weil sie, wie man leicht aus der Dimensionsformel fiir Untervek-
torrdume folgert, die folgende basisunabhéngige Bedeutung haben:
p* ist die grofite Dimension eines Untervektorraums Ut C U mit
positiv definitem ¢|U™, analog fiir p~. O

In Bezug auf eine Sylvesterbasis schreibt sich die quadratische Form
einfach als (@1t +- - -Fptly) = T+ +TE—Th— - —Lp, e WEND
pt =: k und p~ =: £ ist. Betrachten wir jetzt auch einmal U := R
als einen interessanten Spezialfall. Sei B eine symmetrische n x n-
Matrix und @ : R" — R durch Q(F) = Z'BZT gegeben. Eine Basis
ist genau dann Sylvesterbasis fiir ), wenn ihr Basisisomorphismus
S R* — R”, also die n x n-Matrix mit den Basisvektoren als
Spalten, die Eigenschaft

Q(SE) =F'S'BST=ai+ -+ Tp — Tppy —  — Tasy

hat, kurz wenn sie Q in die Normalform transformiert. Fiir die
beteiligten Matrizen heifit das nichts anderes, als dass S*BS =: D
in der Sylvesterschen Normalform ist.

Qs

R — R

Rn

Eine solche invertierbare Matrix S zu finden ist daher die prak-
tische Aufgabe, die sich stellt, wenn man eine durch B gegebene
quadratische Form in Normalform ‘bringen’ will. Dafiir gibt es eine
Rechenmethode mittels elementarer Umformungen, die ich rasch
noch erkldren will. Zu Grunde liegt die einfache Beobachtung iiber
elementare Umformungen von n X n-Matrizen, dass es zu jeder ele-
mentaren Spaltenumformung eine invertierbare Matrix X mit der
Eigenschaft gibt, dass die Anwendung dieser Spaltenumformung auf
eine beliebige Matrix A immer das Matrizenprodukt AX ist.
Gehen Sie die drei Typen elementarer Spaltenumformungen der
Reihe nach durch, so erkennen Sie jedesmal leicht, wie diese so-
genannten FElementarmatrizen aussehen, sie entstehen eben, wenn
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Sie die Umformung auf die Einheitsmatrix anwenden, denn F.X ist
ja X. Es kommt aber gar nicht darauf an, dass Sie sich merken,
wie diese Elementarmatrizen aussehen, das Faktum nur zu wissen
geniigt schon.

WEeil die Transposition Zeilen und Spalten vertauscht, verwan-
delt die entsprechende Zeilenumformung die Matrix A in (A*X)?,
das ist X*A. Wenn Sie nun auf eine symmetrische Matrix B bei-
de Umformungen anwenden, wird daraus X*BX, was wieder eine
symmetrische Matrix ist. Es ist aber stets moglich (Stichwort Killer-
zeile usw.) eine symmetrische Matrix B durch endlich viele solcher
beidseitigen Umformungen in Sylvestersche Normalgestalt

X (XYXIBX)X,) .. )X =D

zu bringen, und dann ist § := X;...X,, offenbar die gesuchte
Transformationsmatrix. Wie rechnen Sie sie aber aus, wenn Sie sich
das Aussehen der X; gar nicht merken sollen? Indem Sie parallel zu
den beidseitigen Umformungen an B die bloflen einseitigen Spalten-
umformungen auch an der Einheitsmatrix F ausfithren, woraus Sie
EX,...X, =S als Ergebnis bekommen.

Da wir einmal von dieser Methode sprechen: Sie sehen jetzt
auch, wie man eine invertierbare Matrix A mittels elementarer
Umformungen praktisch invertieren kann. Verwandelt man A mit-
tels elementarer (sagen wir) Spaltenumformungen in die Einheits-
matrix, AX,...X,, = E, dann ist offenbar A™' = X, ... X, =
EX;... X, dh. dieselben Spaltenumformungen fithren die Ein-
heitsmatrix in die gesuchte Inverse A~! iiber. Probieren Sie es ein-
mal aus.

12.2  Skalarprodukte

Im R® kennt man ein sogenanntes inneres Produkt R3 x R® — R,
definiert durch (Z,%) v— T - 7 := z1y1 + T2y + T3ys3, analog erklirt
man das innere Produkt im RY durch - ¢ := 2191 + - - - + Tayn,
und somit ist das innere Produkt auch auf jedem Untervektorraum
U C RY definiert.
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Ersichtlich ist dieses innere Produkt U x U — R, (4, ¥) — @ ¥ eine
positiv definite symmetrische Bilinearform auf U. In der Mathema-
tik nennt man jede solche Bilinearform ein Skalarprodukt:

Definition: Unter einem Skalarprodukt auf einem Untervektor-
raum U eines RY versteht man eine positiv definite symmetrische
Bilinearform. Einen Buchstaben wie etwa @ verwendet man dafiir
nur in Fallen dringender Verwechslungsgefahr, sonst schreibt man
lieber U x U — R, (4,%) — (&,7). Das innere Produkt auf dem
RY oder auf einem seiner Untervektorriume nennt man auch das
Standard-Skalarprodukt. O

Das Standard-Skalarprodukt ist nur ein Skalarprodukt unter vielen.
Dieser Abschnitt soll von beliebigen Skalarprodukten handeln, und
deshalb sei nun im Folgenden U ein Untervektorraum eines R und

(Y:UxU=—-R

irgend ein fest gewéhltes Skalarprodukt auf U.

‘Als Physiker interessiert mich nur das innere Produkt’, hore ich
einen denken, ‘was gehen mich die Skalarprodukte der Mathema-
tiker an?’ — Darf man so fragen? Natiirlich, und je schwerer die
Antwort, desto berechtigter die Frage. Zunéchst einmal kénnte ich,
so gefragt, darauf hinweisen, dass alles, was hier iiber ein beliebiges
Skalarprodukt gesagt werden soll, insbesondere fiir das innere Pro-
dukt gilt, und es steht dem Leser ja frei, immer an dieses zu denken.
Dass wir bei allen Definitionen und Beweisen statt der konkreten
Formel Y z;y; nur die Bilinearitit, Symmetrie und positive Definit-
heit ausnutzen, macht die Sache kein bisschen komplizierter, eher
iibersichtlicher.

Diese letzte Beteuerung wird der Fragesteller vielleicht im Stil-
len bezweifeln, und auerdem sind meine beschwichtigenden Worte
keine direkte Antwort auf die Frage. Besser sollte ich ein Beispiel
angeben, das den Nutzen allgemeiner Skalarprodukte belegt, et-
wa die simultane Diagonalisierung von kinetischer und potentieller
Energie von gekoppelten Oszillatoren. Dabei hat man es ndmlich



240 Kapitel 12: Skalar- und Kreuzprodukt

mit zwel quadratischen Formen zu tun, wovon die eine (die kine-
tische) als positiv definit bekannt ist, und gesucht ist eine Basis,
beziiglich der die positiv definite Form die Gestalt 22+ - -+z2 und
gleichzeitig die andere die Normalform A\jz? + - - - + A,z2 annimmt.
Geht das {iberhaupt, und woher bekommt man so eine Basis? Weif3
man mit allgemeinen Skalarprodukten umzugehen, so nimmt man
das durch die erste Form gegebene Skalarprodukt und fiihrt mit
ihm die Hauptachsentransformation? der zweiten aus, fertig.

Das ist zwar ein ganz gutes Beispiel, aber der entscheidende
Gesichtspunkt ist doch ein anderer. Untervektorrdume eines RV
betrachten wir vor allem deshalb, weil es vorlaufig die einzigen Vek-
torrdume sind, die Sie kennen. Es gibt aber noch viele andere Vek-
torrdume mit Skalarprodukten. Die ‘Vektoren’, also die Elemente
dieser Vektorrdume, sind keine N-tupel, sondern etwa Funktionen,
Abbildungen, Polynome und dergleichen, zum Beispiel die periodi-
schen Funktionen, speziell die trigonometrische Polynome, die uns
schon im n#chsten Kapitel {iber die Fourierreihen begegnen wer-
den. Die Skalarprodukte sind dann natiirlich auch ganz anders de-
finiert, zum Beispiel mittels Integration. Alle Argumente, die auf
die N-tupeligkeit der Vektoren Bezug nehmen, gelten dann nichts
mehr. Aber Bilinearitit, Symmetrie und positive Definitheit beste-
hen noch in alter Frische, und was Sie gelernt haben daraus her-
zuleiten, behalt auch in der weiten Welt der Vektorriume seine
Giiltigkeit. Deshalb also wollen wir uns nicht an die ‘Tupelformel’
> a;y; anklammern, sondern gleich beliebige Skalarprodukte be-
trachten. Bereit?

Jedes Skalarprodukt in U fithrt gewissermafien seine eigene Geome-
trie mit sich. Unter der Lénge oder der Norm eines Vektors 4 € U
versteht das Skalarprodukt die Zahl

@l := v/{d, @),

und zwel Vektoren @, ¢ € U sieht es als orthogonal oder senk-
recht zueinander an, wenn ||@||? + ||7]|? = ||@+7]|? wie beim Satz
von Pythagoras gilt, was wegen (4 + 7,4 + ¥) = (4, @) + 2(&,7) +
(¥,7) ja nichts anderes als (i, ¥) = 0 bedeutet, weshalb also
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ULy <= (U,v)=0

definiert wird. Wir wollen gleich einmal zum daran Gewohnen einen
niitzlichen kleinen Handgriff tiben, némlich zu einem gegebenen
Vektor ¥ # 0 einen beliebigen anderen Vektor ¢ in einen Anteil
in Richtung ¢’ und einen dazu senkrechten Anteil zerlegen.

i gegeben

A¥ gesucht

¥ gegeben

Zerlegung von u in einen Anteil AU und einen
zu U senkrechten Anteil W = 4 — AU

Weil (Z—\) L ¥ gerade (i — AT, ¥) = 0 bedeutet, sehen wir sofort,
wie A gewihlt werden muss, namlich als A := (&, ¥)/(¥,7), genau
dann ist der zweite Summand in @ = A+ (& — M) = AT+ @
senkrecht zu 7.

Eine Abschitzung, die man beim Umgang mit Skalarproduk-
ten auf Schritt und Tritt braucht, ist die so genannte Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Ist (, ) ein Skalar-
produkt in U, so gilt

(@, )] < fall - |12

fiir allew,v € U.

BEWEIS: Sei o0BdA @ # 0 und ¢ # 0, ja sogar oBdA ||@]| = ||#]] = 1.
Dann folgt’s, ndmlich das Gewiinschte
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Korollar (Dreiecksungleichung): Es gilt stets

@+ 3l < llall + 12| ,

denn ||@ + 7)|? = (G + 0,4+ ¥) = ||@||* + 2(&, T) + ||7]|*, nach der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist das aber kleiner oder gleich
llll? + 2fja@ll - 191 + 18117 = (Nl + 11911 0

Auch bei der folgenden Definition des Winkels zwischen zwei Vek-
toren machen wir von der Schwarzschen Ungleichung Gebrauch.

Definition: Sind @, 7 # 0 in U, so heift

U, )
A(#,T) = arccos ———"— € [0, 7]
] - 2]
der Winkel zwischen # und ¢ beziiglich (, ). O

Wir kénnten den Arcuscosinus nicht anwenden, ‘wenn wir nicht aus
der Schwarzschen Ungleichung wiissten, dass % <1 ist.

£y

@l\?

0 0 G}

Wenn (#,7) > 0,danmn 0 <o < § Wenn (#,7) <0,dann § <a <7

Zur anschaulichen Motivation der Definition
des Winkels, oBdA fiir ||@] = ||9]| = 1.

Die nun eingefiithrten Symbole || ... || (Norm), L (senkrecht zu) und
£ (Winkel) bezeichnen von der Wahl des Skalarproduktes abhdingi-
ge Begriffe und miissten deshalb eigentlich dementsprechend ge-
kennzeichnet werden, etwa als ||...]|(y, L,y und £, wenn Ver-
wechslungsgefahr, zum Beispiel mit dem Spezialfall des Standard-
produkts bestiinde. Besteht aber nicht, weil wir das Standardska-
larprodukt in diesem Abschnitt keiner besonderen Aufmerksamkeit
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wiirdigen, es lauft als ein moglicher anonymer Spezialfall einfach so
mit.

Haben die Vektoren einer Basis alle die Lénge Eins und ste-
hen paarweise senkrecht aufeinender, dann spricht man von einer
Orthonormalbasis:

Definition: Eine Orthonormalbasis oder kurz ON-Basis von
U beziiglich des Skalarprodukts ( , ) ist eine Basis (¢, ..., 7,) mit
der Eigenschaft

(Ui, Tj) = &ij.

d

Die Matrix des Skalarprodukts beziiglich einer ON-Basis ist also
die Einheitsmatrix. Solche Basen haben grofie Vorteile. Will man
namlich eine Basis wirklich benutzen, so steht man oft vor der Not-
wendigkeit, einen gegebenen Vektor nach der Basis zu entwickeln.
Freilich, wenn die Entwicklungskoeffizienten nur zum Zwecke einer
abstrakten Argumentation benannt werden miissen, dann ist es kein
Problem zu sagen: Sei @ = c;9] + - - - + ¢, ¥,. Wenn aber, etwa im
R™, die Basisvektoren und # explizit gegeben sind, und es kommt
auf die numerischen Werte der ¢; wirklich an, dann ist damit Arbeit
verbunden, denn dann muss man ja ein lineares Gleichungssystem
fiir die Unbekannten ¢y, ..., ¢, losen. Die Theorie versichert zwar,
dass es genau eine Losung gibt, aber finden muss man sie selbst.
Bei der Entwicklung nach einer ON-Basis ist das ganz anders.

Lemma (Entwicklung nach einer ON-Basis): Ist {, ) ein Ska-
larprodukt auf U und (4, ...,¥,) eine Orthonormalbasis dafiir, so
gilt fiir alle @ € U die Entwicklungsformel

i = (U, 0)V; + - + (U, U,

BEWEIS: Jedenfalls hat o ja irgendwelche Entwicklungskoeflizien-
ten, also ¥ = 19 +- - -+ ¢, ¥, , und bilden wir nun auf beiden Seiten
das Skalarprodukt mit ;, so werden wegen (7;, ;) = d;; rechts alle
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Terme bis auf einen zu Null und wir lesen (4, %) = (¥, %) = ¢,
das aber war zu zeigen. O

Das Skalarprodukt selbst liefert also eine einfache Rechenformel
fiir die Entwicklungskoeffizienten, die das Leben in Radumen mit
Skalarprodukt und ON-Basis sehr erleichtert. Ein Beispiel ist die
einfache Angabe der sogenannten orthogonalen Projektion P : U —
Uy C U auf einen Untervektorraum Uy C U, in dem man eine ON-
Basis hat. Zu jedem Untervektorraum Uy € U kann man ja das
sogenannte orthogonale Komplement betrachten, das ist der
Untervektorraum Uy == {@ € U |4 L ¥ fiir alle o€ Up}.

Zur orthogonalen Projektion

Die Anschauung, die von dieser Terminologie suggeriert wird, versi-
chert ohne weiteres U = Uy & Uy, aber ist es auch wahr? Natiirlich
ist Uy N Ug- = {0}, denn ein in beiden Untervektorrdumen ent-
haltener Vektor muss senkrecht auf sich selbst stehen, (@, @) = 0,
kann also wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes nur
der Nullvektor sein. Aber 148t sich jeder Vektor ¢ € U als Sum-
me 4 = U + W mit iy € Uy und w L U, schreiben? Wie macht
man das? Mit einer ON-Basis (#,...,%) von Uy ginge das ganz
einfach. Wir machen den Ansatz iy = 07 + ...cpU; und sehen,
dass @4 — 1y L Uy, was ja dasselbe wie 4 — ity L @; firi=1,...,k
bedeutet, genau dann eintritt, wenn ¢; = (@, @) fir alles = 1,...,k
gilt.
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Lemma und Definition: Ist { , ) ein Skalarprodukt in U und
(¥, ...,0) eine ON-Basis eines Untervektorraums Uy C U, so ist
U = Uy & Uy, und durch P(i) := ZL(&, 0;)0; ist die Projektion
P:U — Uy C U auf Uy lings Uy, die sogenannte Orthogonal-
projektion auf Uy gegeben. O

Woher bekommen wir aber eine ON-Basis? Wir wissen zwar, dass
jeder Untervektorraum eines RY Basen besitzt, warum aber ON-
Basen? Nun, eben mit Hilfe des Orthogonalprojektionslemmas kann
man jede gegebene Basis (1, . . ., i, ) gleichsam orthonormalisieren:

Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren:
Ist {, ) ein Skalarprodukt in U und (s, . . ., 4,) eine beliebige Basis
von U, so gewinnt man iterativ durch vy := u /||t || und

k

tgerr — 2 (g, U)7;
i=1

k
1 — > (U, T) G|

i=1

Vg1 '—=

eine ON-Basis (¥4, ...,U,) von U, die auch noch Lin(vy,. .., )
Lin(dy, ..., ) =: Uy fiir alle k erfiillt.

Ol

2) Subtrahieren . .
g1, Zu bearbeiten

3) Normieren

schon da

v7 schon da 1) Projizieren

\

Verlauf des Iterationsschrittes im Gram-Schmidt-Verfahren:
1) P(iig+1) ausrechnen. 2) P(tyy1) von iy, subtrahieren,
um das Senkrechtstehen auf Uy zu erreichen, 3) Normieren.
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12.3 Geometrische Bedeutung der Determinante

Wir wissen schon, was das Verschwinden oder Nichtverschwinden
der Determinante einer Matrix bedeutet. Die Determinante enthélt
aber noch mehr Information. Wenden wir uns zuerst dem Vorzei-
chen der Determinante zu:

Definition: Eine Basis (dy,...,d,) des R™ heiflt positiv orien-
tiert oder rechtshdandig, wenn det A > 0, und analog negativ
orientiert oder linkshdndig, wenn det A < 0 ist. O

Die Standard-Basis (é1, ..., €,) ist wegen det E = 1 > 0 rechtshén-
dig, wihrend die Basis (€1, ..., €,_1, —&,) zum Beispiel linkshandig
ist.

Eine Basis mit Matrix A in eine mit Matrix B zu deformieren
soll heiBlen, einen stetigen Weg ¢t — A(t), ¢ € [0, 1] im Raum R™*"
der Matrizen zu finden, so dass A(0) = A und A(1) = B ist und in
der Zwischenzeit, also fiir jedes 0 < ¢ < 1, die Matrix A(¢) immer
invertierbar ist, ihre Spaltenvektoren also eine Basis bilden.

Deformationsweg a4 flir
(D15, Tk, o1, Uprgs -, n)

Ug41

\

Induktionsschritt der Deformation einer beliebi-
gen Basis (i1,...,4,) in ihre Gram-Schmidt-
Orthonormalisierte (U3, ..., 0,)

Denkt man sich also die Basisvektoren stetig beweglich und auch
in ihrer Lange verdnderlich, so bleibt als einzige Bedingung, dass
zu jedem Zeitpunkt die lineare Unabhéngigkeit gewahrt bleibt.
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Eine solche Deformation kann die Hindigkeit der Basis nicht
dndern, weil dabei auch ¢ — det A(t) eine stetige Funktion auf [0, 1]
ist, die wegen det A(t) # 0 ihr Vorzeichen nicht wechseln kann.

Aber jede Basis 148t sich in ihre Gram-Schmidt-Orthonormali-
sierte deformieren, der Induktionsschritt ist dabei die Deformati-
on von (..., T, U1y« - -y Up) 0 (T1, o .oy Uky g1y - - -, Un ), DEL der
man aufler dem (k+1)-ten alle Vektoren festhélt.

Eine ON-Basis wiederum kann man durch Drehung in eine der
beiden oben als Beispiele erwihnten Basen (€, ...,&,_1,+éy,) de-
formieren, und deshalb gilt:

Bemerkung: Fine Basis des R" ist genau dann positiv orientiert
oder rechtshindig, wenn sie sich in die Standard-Basis deformieren
laBt. O

Insofern konnen wir mit der Orientierung, also dem Vorzeichen der
Determinante, nun auch eine anschauliche Vorstellung verbinden.

Was bedeutet aber der Betrag der Determinante einer Matrix?
Diese Frage fithrt uns in den Bereich der elementargeometrischen
Volumenmessung im R”.

Definition: Sind dy,...,dr € R", so heifit

k
Spat(dy, ..., dy) := {inﬁi |0 <z; <1 alle z}

i=1

das von @y, ..., d; aufgespannte k-Spat oder Parallelepiped. U

Fiir £ = 1 ist das also einfach die Strecke zwischen 0 und dem Vektor
@y, fiir k = 2 die von @; und d, aufgespannte Parallelogrammfléche,
fir £ = 3 das Parallelotop mit den Kantenvektoren d;, @, und as.
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0

Spat oder verallgemeinertes Parallelogramm

Wir definieren nun das k-dimensionale Volumen eines k-Spats in-
duktiv nach dem Prinzip ‘Grundfliche mal Hohe'.

Definition: Das k-dimensionale Volumen Voli(a,, ..., d) des
von den Vektoren aj,...,d; € R™ aufgespannten k-Spats definie-
ren wir induktiv durch Vol (@;) = ||@|| und Volg(ds,...,dx) =
hgVolg_1(d1, - .., dx_1), wobel hy, die Norm des ‘Hohenvektors’ By, ==
ar — Pr_1(dy) bezeichnet, P,_; die Orthogonalprojektion auf die
lineare Hiille Lin(&y, ..., 3% 1) O

Lin([il, e ,(_Z:k_l)

"l[/l///////l[l,.

k-dimensionales Volumen eines k-Spats

Schon beim Integrieren von Funktionen einer Variablen wird man
gewahr, dass Volumina manchmal negativ gezahlt werden miissen:
die Vorstellung, das Integral messe den Fldcheninhalt, also das zwei-
dimensionale Volumen der Fliche zwischen dem Graphen und der
x-Achse, ist nur korrekt, wenn man die Anteile unterhalb der Achse
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als negativ verbucht. Aus dhnlichen Griinden ist es manchmal von
Interesse, dem n-dimensionalen Spatvolumen im R™ ein Vorzeichen
zu erteilen:

Definition: Fiir di,...,d, € R" definieren wir das orientier-
te Spatvolumen als orVol(ds,...,d,) = £Vol,(dy,...,d,), wo-
bei das Vorzeichen die Orientierung des n-tupels der Kantenvek-
toren ausdriickt, d.h. positiv fiir eine rechtshindige, negativ fiir
eine linkshindige Basis (dy,...,d,) des R™ ist. Bilden die Vekto-
ren iiberhaupt keine Basis, sind also linear abhingig, so spielt das
Vorzeichen sowieso keine Rolle weil, wie die Anschauung verspricht
und Induktion nach k sofort zeigt, das k-dimensionale Spatvolumen
eines linear abhéangigen k-tupels im R™ immer Null ist. (]

Und damit sind wir an der Nahtstelle zwischen Volumenmessung
und multilinearer Algebra angekommen, denn das orientierte Spat-
volumen ist nun ohne weiteres Zutun multilinear:

Lemma: Das orientierte n-dimensionale Spatvolumen im R ist als
Abbildung R™ x --- x R* — R multilinear und alternierend.

BEWEIS: Direkt zu sehen ist die Linearitat in der letzten Variablen:
sel oBdA (@, ...,d@,_1) linear unabhingig. Das orthogonale Kom-
plement V1, der linearen Hiille V,,_; := Lin(@y, ..., d,_;) ist dann
eindimensional. Es sei @, derjenige der beiden Vektoren der Linge
Eins in V1, der (a@y,...,@, 1) zu einer positiv orientierten Basis
des R” ergénzt. Dann ist das orientierte Volumen orVol(dy, . . ., @,)
durch (@, ¥,)Vol,_1(d1,...,d,_1) gegeben und daher ersichtlich
linear in der Variablen @,. — Uberzeugen wir uns nun davon, dass
das n-dimensionale Spatvolumen von der Reihenfolge der Vekto-
ren nicht abhingt. Induktion reduziert diese Aufgabe darauf, die
Vertauschbarkeit der beiden letzten Variablen, also

VOln(ah coey Op—2, A1, an) = VOln(al) ooy On—2,Qn, an—l)

zu zeigen, oBdA im linear unabhingigen Fall. Nach Definition ist
Vol (@1, ..., 8n-1,8n) = Anhp_1Vol,_o(dy, . .., dn_2), also geniigt es
hphn_y = hLB._, zu zeigen, wenn A/ und A/, , die beiden letz-
ten Hohenvektoren fiir die vertauschte Anordnung bezeichnen. Die-
se vier Hohenvektoren liegen alle in dem zweidimensionalen Raum
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VL, und stehen dort in einem einfachen Verhiltnis zueinander: B
ist der zu h,_1 senkrechte Anteil von A],_, und analog A/, der zu
hi,_, senkrechte Anteil von h,_q:

Zur Unabhéngigkeit des Spatvolumens von
der Reihenfolge der Kantenvektoren

Daraus folgt aber hp,h,_1 = hjh;,_,, denn beides ist
hp-1bly_ysin £(hpy, B, ).

Somit wissen wir jetzt, dass |orVol(@y, ..., d,)| von der Reihenfolge
nicht abhéngt, dass orVol(@y, . .., d,) in der letzten Variablen linear
ist und sein Vorzeichen die Orientierung von (dy,...,d,) angibt,
also ist orVol multilinear und alternierend. O

Korollar (Bedeutung der Determinante): Die Determinante
einer Matrix ist das orientierte Volumen des von den Spaltenvekto-
ren aufgespannten Spates, insbesondere

| det A| = Vol (@1, ...,d,).-

Das folgt wegen det FF = orVol(éy, ..., €&,) = 1 nun einfach daraus,
dass eine alternierende n-lineare Abbildung auf dem R™ durch ihren
Wert auf der Standardbasis schon eindeutig festgelegt ist.

Das war’s? Denken Sie vielleicht. Ganz nett, aber wie interes-
sant sind ‘Spate’? Nun, Spate haben natiirlich nur ein technisches
Interesse. Aber bedenken Sie Folgendes. Das von den Spaltenvek-
toren aufgespannte Spat ist das Bild A(W™) des Einheitswiirfels
W = [0,1]* C R™ unter A : R® — R", der Einheitswiirfel ist
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ja einfach das von den kanonischen Einheitsvektoren aufgespannte
Spat.

Spat als Bild des Einheitswiirfels

Wendet man also die Transformation A auf den Wiirfel an, so
verdndert sich sein Volumen durch Multiplikation mit dem Zah-
lenfaktor |det A|. Dasselbe gilt aber fiir den Wiirfel irgend einer
Kantenldnge £, denn er hat vor der Transformation das Volumen
¢, danach | det(£A)| = | det A]-£™. Genau so deshalb fiir Aggregate
von Wiirfeln in einem Wiirfelgitter:

Volumenénderung durch Faktor | det A|

Damit ist plausibel, was sich in weiterer Verfolgung® dieser Idee
mathematisch genau ergibt: | det A} ist der allgemein giiltige Vo-
lumen#nderungsfaktor der linearen Transformation A :R"™ — R™.
Wenn es fiir eine Teilmenge Q2 C R™ iiberhaupt einen Sinn hat, vom
n-dimensionalen Volumen Vol (2} zu sprechen, dann giit auch

Vol (A(€2)) = | det A[Vol,,()
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Wenn Sie also das Volumen der 3-dimensionalen Vollkugel vom Ra-
dius Eins als §7r schon kennen, dann brauchen Sie zur Bestimmung
des Volumens des Ellipsoids mit den Halbachsen a, b und ¢ nicht
wieder anfangen zu integrieren, denn es gehit ja durch die lineare
Transformation (z,y,2) — (ax, by, cz) mit der Determinante abc
aus der Einheitskugel hervor und hat deshalb das Volumen %mzbc.

Seine volle Bedeutung entfaltet die Interpretation der Determi-
nante als Volumen#énderungsfaktor aber in der sogenannten Inte-
graltransformationsformel, welche beschreibt, wie sich mehrdimen-
sionale Integrale bei nichtlinearen Transformationen verhalten. Sie
werden erwarten, dass der Betrag der Determinante der Jacobi-
matrix als der infinitesimale Volumenanderungsfaktor dabei in Er-
scheinung tritt, und so ist es auch. Im Kapitel 17 erfahren Sie
dariiber das N#here, und es spricht nichts dagegen, jetzt dorthin
zu bléattern, wenn Sie es gleich wissen wollen.

12.4 Das Kreuzprodukt

Zum vorlaufigen Abschluss der multilinearen Algebra begeben wir
uns in den ganz gewohnlichen R? und betrachten dort das Kreuz-
oder Vektorprodukt, das Thnen in der Physik-Vorlesung schon be-
gegunet ist. Darunter versteht man jene schiefsymmetrische bilineare
Abbildung R® x R® — R?, notiert als (Z,7) — T x § = —§ X T, die
durch €7 x €3 := €3 und die beiden daraus durch zyklische Permu-
tation hervorgehenden Formeln, also durch die Festsetzungen

-
[
w

TR
X X X
SR AR
0l
SRS

w
o

|
v

festgelegt ist. Wir wollen nun die géngigen Formeln und Eigenschaf-
ten des Kreuzproduktes aus der Definition herleiten. Direkt aus der
Definition bekommen wir die Rechenformel, die oft zur Definition
benutzt wird:
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Lemma 1: Offenbar ist
T x g = (1‘151 -+ xgég + 117353) X (y151 + yzgg -+ y3€3)
T2Ys — T3Y2
= < T3Yi — L1Ys3 )
T1Y2 — T2Y1
O

Sind Sie bereit, die Entwicklungsformeln fiir Determinanten for-
mal auf eine Matrix mit einer Spalte aus Vektoren anzuwenden, so
erhalten Sie durch Entwicklung nach der ersten Spalte eine nette
Merkregel fiir die Rechenformel:

1 Y1

T2 Y2 >

T3 Ys

det (

Lemma 2: Fiir alle Z, 7, 7 € R? gilt

81

X

=

Il
TR

w

(Z x ) - Z = det(Z, 7, 7).

Wenn eine solche Formel iiberhaupt richtig ist, dann muss sie sich
auch durch stures Einsetzen der Rechenformel fiir das Kreuzpro-
dukt verifizieren lassen, das kann man machen. Etwas iibersichtli-
cher ist es, die obige Merkregel zu benutzen: das Skalarprodukt mit
Z verwandelt die Determinante zunichst in det(Z,Z, ), aber das
ist dasselbe wie det(Z, 7, %), weil zwei Spaltenvertauschungen die
Determinante wieder unveréindert lassen, womit Lemma 2 bewie-

sen ist. O
Korollar 1:

(TxY)-Z=(Fx2Z)T=(ZxT) ¥
weil det(Z, 7, Z) = det(¥, 2, ¥ ) = det(Z, Z,v) gilt. O

Korollar 2: £,/ L ¥ x ¢, denn die Determinante verschwindet,
wenn zwei Spalten gleich sind. O
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Korollar 3: Ist das Paar (¥, §) linear unabhéngig, so ist (Z,§, X7 )
eine rechtshindige Basis von R3.

BEWEIS: Dazu brauchen wir nur det(Z,7,Z X ¥) > 0 zu zeigen.
Aber det(Z, 7, x §) = (T x 7) - (T x §) = ||Z x ||* > 0 nach
Lemma 2, und Z X ¢ # 0, denn sonst wire det(Z, 7, Z) = 0 fiir alle
7 € R3, ebenfalls nach Lemma, 2, was aber nicht sein kann, weil wir

Z,¥ nach Voraussetzung zu einer Basis (7,7, 7) ergénzen konnen.
Also ||Z x 7|2 > 0. O

Lemma 3: Ist (¥, 7,, U3) irgend eine positiv orientierte ON-Basis
des R? (beziiglich des Standard-Skalarprodukts), so ist ¥ X Uy = Ts.

BEWEIS: Wir entwickeln @y x @, nach der ON-Basis (y, U, 73). Die
Entwicklungskoeffizienten X\; = (%, x @) - #; sind nach Lemma 2
durch det(#,, 75, 7;) gegeben, also folgt schon einmal Ay = Ay = 0
und A3 = det(v, ¥, U3) > 0, weil die Basis als rechtshindig vor-
ausgesetzt ist. Das geniigt nicht ganz, wir miissen A3 = 1 zeigen.
Aber: die Determinante einer n x n-Matrix A, deren Spalten eine
ON-Basis (¥, ..., 7,) beziiglich des Standard-Skalarproduktes im

R™ bilden, ist immer +1, denn dass (%4, ..., %,) eine ON-Basis ist,
bedeutet
of
At A= : il ... |h|=FE
Uy

woraus det(A*A) = det A* det A = (det A)? = 1 wie behauptet. Fiir
unseren Beweis von Lemma 3 fallt dabei A3 = 1 mit ab. ]

Lemma 4: Sind Z und § zwei von Null verschiedene Vektoren im
R3, so ist ||Z x 7| = ||Z]| - |F]] - sin e, also der Flicheninhalt des von
Z, v aufgespannten Parallelogramms.

BEWEIS: OBdA sei ||Z|| = ||7]| = 1. Die Zerlegung von & in einen
zu ¥ parallelen und einen dazu senkrechten Anteil heifit dann

= (T, )+ (T — (T, §)y) = d+b.
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Dann gilt jedenfalls a® + b? = 1, und nach Definition des Winkels
a = L(Z,7) ist @ = |cosa| und folglich b = |sinal, ja sogar b =
sin o, weil a € [0, 7). Aber Zx§ = bx 7, und daraus folgt ||Zx || = b,
denn fiir b = 0 ist das sowieso klar, und fiir & # 0 konnen wir
 := b/bund @ := ¥ zu einer rechtshéindigen ON-Basis (&, ¥, 7)
ergénzen und haben dann ¢} X ¥, = ¥/3 nach Lemma 3, insbesondere
e g = 1. 0

Damit wissen wir nun, wie im R? der Cosinus des Winkels zwischen
zwei Vektoren mit dem Skalarprodukt, der Sinus mit dem Kreuz-
produkt zusammenhéangt, und wegen cos?a + sin® o = 1 erhalten
wir unter Berufung auf die o0BdA-Annahme ||Z]| = ||7]| = 1 das

Korollar:

(@9 + |7 < glI* = 1211 91”

Als letzter Punkt steht die Jacobi-Identitat
(& x §) x Z+ zykl. Perm. = 0

auf dem Programm unseres Kreuzprodukt-Abschnitts, oder ausge-
schrieben:

Jacobi-Identitit: (Z x §) X Z+ (Fx Z) x T+ (ZxZ) x§y=0.

BEWEIS: Wer sich daran ergétzen kann, wie sich die 3 x 12 = 36
Terme aus der Anwendung der Rechenformel so artig wegheben, soll
es ruhig nachrechnen. Indessen hat auch die Einsicht ihren Kick,
dass die Summe offenbar eine trilineare alternierende Abbildung
definiert, die auf der Standard-Basis verschwindet und deshalb iden-
tisch Null sein muss. (]

12.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R12.1: a) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels v zwi-
schen den Vektoren @ = (1,1,1) und b= (1,0,0) im R3.
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b) Berechnen Sie den Cosinus des Winkels zwischen den Raumdia-
gonalen eines Wiirfels.

Aufgabe R12.2: Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des zwei-
dimensionalen Untervektorraums @)l C R3.

Aufgabe R12.3: Die zu einer Basis (4}, @y, 73) des R® reziproke
Basis (wh, wh, ws) ist durch die Bedingung j; - U; = §;; festgelegt.
Geben Sie an, wie man die reziproke Basis a) durch Matrizeninver-
sion, b) mittels des Kreuzprodukts erhalten kann. ¢) Berechnen Sie
die reziproke Basis fiir ¥ = (0,a,a), ¥y = (a,0,a), 03 = (a,q,0)
mit a = 1/2 explizit.

Aufgabe R12.4: Unter dem von (¥}, ¥, U3) erzeugten Translations-
gitter versteht man die Menge der Punkte X = Zi n;U;, n; € Z. Sei
o = (1,0,0), % = (0,1,0), ¥ = (4, %, 3). Wie sieht das Gitter aus,
das durch diese Basis erzeugt wird? Wie sieht das reziproke Gitter
der Y = > miWi, m; € Z aus? Skizze!

Aufgabe R12.5: Bestimmen Sie eine Sylvester-Basis und die Syl-
vester-Normalform der Matrix

1 0 2
A=10 -1 -1
2 -1 3

Aufgabe R12.6: Seien w, := (0,1,1,1), @, := (1,0,1,1) und
Wz := (1,1,0,1). Orthonormalisieren Sie die Basis (), Ws, W3) von
Lin (w1, Wy, W3) C R* mit dem Gram-Schmidt-Verfahren.

Aufgabe R12.7: a) Sei ( € R? ein fester Vektor und die lineare
Abbildung A : R* — R3 sei durch AT := {} x Z definiert. Bestim-
men Sie Rang und Kern von A sowie die Matrix A selbst. b) Die
zeitabhéngige 3 x 3-Matrix R(t) beschreibe die Drehung um eine
feste Achse durch den Nullpunkt im R3. Fiir Z(¢) := R(t)Zo sei
0(t) = dz(t)/dt. Berechnen Sie d(Z(t) - Z(t))/dt. Welche Richtung
hat #(t) beziiglich Z(¢)? Welche Richtung hat #(t) beziiglich der
Drehachse? Zeigen Sie, dass #(t) = €(t) x Z(t) mit einem von @,
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unabhingigen Vektor ﬁ(t) geschrieben werden kann. Welche physi-
kalische Bedeutung haben Richtung und Betrag von 7

Aufgabe T12.1: Die 3x3-Matrix A sei orthogonal, d.h. A'A = E.
Was hat AZ x A§ mit A(Z x ¢) zu tun?

Aufgabe T12.2: Sei U ein Untervektorraum eines RY, seien ¢ :
U — U eine lineare Abbildung und ¢ : U — R eine quadrati-

sche Form, die beziiglich einer bestimmten Basis (¢, ..., ¥,) beide
durch dieselbe Matrix B beschrieben werden. Sei nun (@, ..., @)

eine zweite (‘neue’) Basis und C' : R® — R™ die zugehorige Koor-
dinatentransformation, die also die alten Koordinaten in die neuen
iiberfithrt, C := ¥~ o ® wenn ® und ¥ die Basisisomorphismen
sind. Durch welche Matrizen werden ¢ und g beziiglich der neuen
Basis beschrieben?

Aufgabe T12.3: Sei (1, ...,7,) eine ON-Basis von U. Beweisen
Sie (@, @) =Y (4, ;)? fur alle d € U.

Aufgabe T12.4: Sei (, ) ein Skalarprodukt in U und ¢ : U — U
eine Isometrie, d.h. (¢(?), o(W)) = (¥, w) fiir alle 7,w € U. Zeigen
Sie, dass dann det A = +1 fiir die Matrix A von ¢ beziiglich einer
ON-Basis. Ebenso fiir andere Basen?

Aufgabe T12.5: Verfeinern Sie fiir #,§ € R3 den Beweis der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung zu einem Beweis von
- g7 + 17 < 717 = 11212191



Schwingungen und Fourierreihen

13.1 Erzwungene Schwingungen

Die einfachste Schwingungsgleichung ist i +wéz = 0, die Gleichung
des harmonischen Oszillators. Die allgemeine Losung ldsst sich als
€1 coswgl 4 ¢ sin wot mit ¢y, ¢y € R oder als a coswy(t—to) mit a > 0
und tq € [0, 27 /wp) schreiben. Die Lésungen sind also sinusformige
Schwingungen der Periode 27/wy mit konstanter Amplitude und
Phasenverschiebung.

Tritt ein Dampfungsterm hinzu, so erhalt man die Gleichung

. 2 . 2.
T+ 22 +wyx =0,

wobel 7 > 0, des gedampften harmonischen Oszillators. Denken
wir uns zunfchst 7 sehr grof}, die Dampfung also sehr schwach,
so erwarten wir intuitiv, dass die Lésungen beinahe noch wie vor-
her aussehen, dass aber die Amplitude nicht mehr konstant sein,
sondern im Laufe der Zeit langsam abnehmen wird, und auch die
Periode oder Schwingungsdauer wird ein wenig langer sein als im
ungeddmpften Fall, weil die Bewegung durch die Dampfung ein
bisschen gehemmt ist.

Ob das wahr ist und was es iiberhaupt genau heiflen soll, ldsst
sich natiirlich nur durch Rechnung feststellen. Im Kapitel 5 hatten
wir die Gleichung Z+a;&+agx = 0 fiir beliebige Konstanten ag und
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ay vollstindig gelost, fiir den Spezialfall des schwach geddmpften
harmonischen Oszillators kommt dabei

1
z(t) = ae™" cos(y/wi — —5(t — to))
T
als allgemeine Losung heraus, die intuitive Erwartung quantitativ
bestétigend: zugrunde liegt immer noch eine Schwingung, aber die
Schwingungsdauer ist nicht mehr 27 /wy, sondern der etwas grofiere

Wert 27/, /w3 — Flg, und die Amplitude nicht mehr konstant a,

sondern als ae %7 sanft abklingend.

Im gegenwirtigen Abschnitt geht es um den durch eine sinus-
formig schwingende duflere Kraft angetriebenen harmonischen Os-
zillator mit der Gleichung

i+ 2% +wir = K coswt.

Um den physikalischen Sinn dieser Gleichung und ihrer Losungen
zu verstehen, wére es wichtig, die physikalische Bedeutung der Pa-
rameter 7, wy, K und w im Auge zu behalten und deren Einfluss auf
das Losungsverhalten wiederum physikalisch zu deuten. Wir wollen
die Gleichung jetzt aber einfach als ein mathematisches Problem
betrachten, uns fragen was wir schon dariiber wissen und wie wir
zur Losung weiter vorgehen kénnen.

Jedenfalls ist die Gleichung eine inhomogene lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung, und da wir die allgemeine Losung der
zugehorigen homogenen Gleichung schon kennen, brauchen wir nur
noch eine einzelne Losung dieser inhomogenen Gleichung zu finden,
um die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung zu haben.

Den Parameter K diirfen wir oBdA als Eins annehmen, also
vergessen, denn wenn z(t) = ¥(t) die Gleichung mit der Inhomo-
genitit coswt 16st, dann 16st x(t) := K1 (t) die Gleichung mit der
Inhomogenitat K coswt, also was soll’s — mathematisch.

Beim Losen der homogenen linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten im Kapitel 5 war das Rechnen mit komple-
xen Zahlen und der Eulerformel das elegante Erfolgsrezept gewesen.
Die Eulerformel 14dt uns ein, die Inhomogenitat coswt als den Re-
alteil von e zu lesen und eine komplexe Losung x(t) = u(t) +iv(t)
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fiir die Inhomogenitit e*? zu suchen, statt direkt auf coswt zuzu-
gehen, der Realteil u(t) 18st dann die urspriingliche Gleichung. Die
spezielle Gestalt der Koeflizienten, % und w?, und des Exponenten
iw ist dann aber mathematisch gesehen ein Relikt aus der physika-
lischen Motivation der Gleichung, den Blick auf die mathematische
Natur des Problems eher verstellend, und so finden wir uns mit
einem Male auf der Suche nach einer Losung von

¥+ a1k + agx = e,

wobel ag, a; und p drei moglicherweise komplexe Zahlen sind, jede
nidhere Bestimmung dieser Zahlen diirfen wir erst einmal bequem
aufler Acht lassen.

Fiir die linke Seite der Gleichung fithren wir zur Abkiirzung
die Operatorschreibweise L{z] := & + a1& + apz ein und sprechen
vom Differentialoperator L. Die Anwendung von L auf eine Funk-
tion x ist also wieder eine Funktion L[z}, die eben durch L[z](t) :=
E(t) + a12(t) + apz(t) definiert ist. Wenn aber die Funktion kei-
nen eigenen Namen fithrt sondern anonym durch einen Term defi-
niert ist, so werden wir natiirlich auch L[z(t)] gutwillig als L[z](t)
lesen, wenn es ersichtlich so gemeint ist. Die Benutzung eckiger statt
runder Klammern soll dann aber daran erinnern, dass ein Operator
im Allgemeinen den Wert L[z](to) nicht allein aus dem Wert z(to)
bestimmen kann, in unserem Falle braucht er ja auch () und
#(to) dazu. — Der Operator L ist offensichtlich linear in dem Sin-
ne, dass Ly + ¥] = L[p] + L[] und Licy] = cL[p] fir konstantes
c gilt.

Die Differentialgleichung lautet nun also L[z] = e*. Wir be-
zeichnen mit P(\) := A2+ a; A + ay das charakteristische Poly-
nom unseres Operators L, dessen Nullstellen eine so wichtige Rolle
bei der Losung der homogenen Gleichung L[z] = 0 im Kapitel 5
gespielt hatten, weil fiir jedes A offenbar

L[eM = P(\)eM

gilt und daher eM genau dann eine Losung der homogenen Glei-
chung ist, wenn A eine dieser Nullstellen ist.

Sie haben vielleicht das Gefiihl, wir hitten an der inhomoge-
nen Gleichung noch gar nicht angefangen zu arbeiten, sondern nur,
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bildlich gesprochen, Bleistifte gespitzt und Papier zurechtgelegt,
denn was war’s denn? Ein paar Abkiirzungen eingefiithrt und an
den homogenen Fall erinnert. Aber Lle#'] = P(u)e” besagt doch,
dass z(t) := e die inhomogene Gleichung mit der Inhomogenitéat
P(u)ett 1ost, und weil L linear ist, erhalten wir daraus ganz kosten-
los das Resultat:

Lemma 1: Im Falle P(u) # 0 ist

1
P(u)

et

z(t) ==

eine Losung der inhomogenen Gleichung # + a1 + agx = . [
Beachte, dass die Bedingung P(p) % 0 nichts dariiber aussagt, von
welchem Typ die homogene Gleichung ist, die Nullstellen des cha-

rakteristischen Polynoms mogen reell oder komplex, doppelt oder
einfach sein: verlangt wird ja nur, dass u keine dieser Nullstellen

ist.
- A/ \/
~ H A1=Az

P(u) # 0 schrankt den Typ der homogenen Gleichung nicht ein

Wenn aber P(p) = 0ist, so 1ost e nur die homogene Gleichung und
niitzt uns fiir die inhomogene nichts. Im Abschnitt 5.3 hatte uns,
wenn e’ nicht mehr reichte, te* weitergeholfen. Was ist L[te#t]?
Das konnten wir leicht ausrechnen, es erhoht die Ubersichtlichkeit
aber ganz ungemein, wenn wir dabei einen kleinen Rechentrick be-
nutzen. Betrachten wir namlich e#* als Funktion von zwei Variablen
 und ¢, so ist offenbar
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ut 9
e =5

t
Erit

und wegen der Vertauschbarkeit von 5% und 5% kann man auch a%
mit L vertauschen und erhélt
Lite] = L[Z ent] = 2 L[ew] = & P()ert = (P(n) + P(u)t)er,

woraus wir nun ablesen:

Lemma 2: Ist P(u) = 0, aber P'(u) # 0, so ist

1
z(t) == et
©) P'(p)
eine Losung der inhomogenen Gleichung L[z] = et. d

Der einzige jetzt noch ungeléste Fall ist also der, dass p eine Null-
stelle des charakteristischen Polynoms ist und zugleich der Grenzfall
P(u) = P'(1n) = 0 vorliegt. Aber auch diesen Fall kénnen wir nach
derselben Methode behandeln, denn stets gilt L[t?e#t] = L[ga—l%e“t] =

s Llert] = £ (P'(u) + P(u)t)et = (P"(n) + 2P ()t + P(u)t)e,

und wegen P” = 2 folgt daraus

Lemma 3: Ist P(u) = P'(n) =0, so ist

1
z(t) == 51528‘”

eine Lésung der inhomogenen Gleichung Liz] = e#t. O

Diese Methode, t*e#* als ai:k— e zu lesen und die Vertauschbar-

keit von % und % auszunutzen, hat iibrigens den Vorteil, bei

Differentialgleichungen n-ter Ordnung genau so zu funktionieren.
Als néchsten Fall hdatte man dort P(u) = P'(un) = P"(u) = 0,
P"”(n) # 0 zu behandeln, bei uns kommt dieser wegen P’ = 2
natiirlich nicht vor.

Haben wir uns inzwischen meilenweit von der physikalisch in-
teressanten Gleichung # + 24 4+ wir = coswt entfernt? Aber gar
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nicht. Seien also 7, wg und w drei positive reelle Werte und

Llz] =@+ 20+ wiz
und g = iw. Dann ist P(iw) = —w?+ Ziw+wi = w3 —w?+i% und
deshalb jedenfalls P(u) # 0, wir erhalten daher aus Lemma 1 eine
komplexe Lisung von L[z] = ' und als deren Realteil die reelle
Lésung

— 1 wt
2(t) = Re [wg —w?+ z’2w/Te ]
von & + %:r + wiz = coswt, und damit sind wir im Prinzip schon
fertig.

Wenn Sie im Rechnen mit komplexen Zahlen schon so versiert
wéren, wie Sie es, sagen wir, in einem Jahre sein werden, dann
wiissten Sie sowieso ohne weitere Anleitung, wie man diesen Realteil
am besten ausrechnet. Lassen Sie mich Thnen fiir jetzt ein wenig
Anleitung geben.

Zum Berechnen eines Kehrwertes Eflﬁév mit a,b € R und nicht
beide Null, besteht grundsatzlich immer die Moglichkeit, den Bruch
mit a — ib zu erweitern, dann hat man im Nenner die reelle Zahl
(a+ib)(a—ib) = a®— (ib)? = a® 4+ V?, weil ja i> = —1 ist, und damit

1 _a—ibw a b
a+ib a2+ b2

= — —1
a2+ 02 a?+b?
In unserer speziellen Situation ist aber eine andere Methode ange-
brachter, die uns ndmlich unseren Faktor gleich in die Form
1 1

= :A itp
wi—w?+ 2w/t T a+ib ¢

bringt und wir wegen Aee™t = Ae“tt¥) den gesuchten Realteil
als z(t) :== A cos(wt + ¢) direkt hinschreiben kénnen.

Dazu driicken wir erst einmal (a,b) € R? in Polarkoordinaten
aus, das heifit wir suchen ein p > 0 und ein § € R mit a = pcosd
und b = psin 6, oder durch die Eulerformel ausgedriickt, mit a4ib =
pet?. Dann ist

1 1 _, :
— = —e " = A,
a+ib p
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wie wir es haben wollten. Wie berechnen wir p und 87 Dass wir we-
gen cos? 0 + sin? @ = 1 keine andere Wahl haben als p := Va2 + b2
zu setzen, ist klar, und eine Skizze gibt uns die anschauliche Be-
deutung von 6.

ib a+ib= pe®

a
Allerdings muss man bei der Bestimmung des Polarwinkels von
(a,b) oder Arguments von a + ¢b, wie man # auch nennt, immer
ein wenig denken. Eine schone Formel der Art 6 = 6(a, b), die allen
Anwendungssituationen gerecht wiirde, gibt es namlich nicht.!
Natiirlich fallen Ihnen angesichts der Skizze gleich solche For-
meln ein, Sie wollen mir 6 = arctan(b/a) oder § = Arccos ==
usw. vorschlagen. Aber die Zweige der Arcusfunktionen, wie Sie
sich aus dem Kapitel 1 erinnern, haben immer nur Bildintervalle
der Linge m, beim Hauptzweig des Arcussinus war es [—Z, I],
bei dem des Arcuscosinus [0, 7], sowie (=%, %) und (0,7) bei den
Hauptzweigen des Arcustangens und -cotangens. Schon deshalb
kann nicht eine einzige Arcusfunktion alle Punkte (a, b) der Ebene

bedienen.
a+1ib

!
6 = arctan(b/a) falsch, obwohl tan 8 = b/a rich-
tig ist: der Hauptzweig ist hier der falsche Zweig.

Wenn Sie daran nicht denken, und zum Beispiel fiir a # 0 einfach
f = arctan(b/a) setzen, weil ja tanf = b/a sein muss und der
arme Arcustangens sich nicht wehren kann, dann erhalten Sie einen
Winkel § € (—Z,Z), dessen Cosinus jedenfalls positiv ist und der
fiir negatives a daher die Forderung a = pcosf nie und nimmer
erfiilllen kann!

In unserem Anwendungsbeispiel a + b 1= wi — wW? + 2w /7 ist
aber nach den Voraussetzungen jedenfalls b > 0, und deshalb ge-
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ben sowohl arccot (a/b) als auch arccos(a/v/a? + b2) den richtigen
Winkel 0, insgesamt erhalten wir als

Korollar: Sind 7, wg und w drei positive reelle Werte, so ist
z(t) := Acos(wt + ) mit

1 2_ .2
A= und @ := —arccot ol Bl
V(Wi —w?)? + (2w/7)? 2w/T
eine Losung von & + 2i + wiz = coswt. g

Ebenso ist nun durch z(t) := Asin(wt + @) mit A und ¢ wie
oben eine Lésung von & + 2& + wjz = sinwt definiert, was we-
gen sina = cos(a — %) aus dem Korollar hervorgeht, aber auch
in dessen Herleitung schon enthalten ist, da ja Asin{wt + ¢) der

Imaginérteil von Ae'@te) igt.
13.2 Fourierreihen
Stellen wir uns die Frage nach der Losung der inhomogenen Glei-

chung & + %m + wiz = f(t), fiir eine vorerst beliebige periodische
Funktion f(¢) der Periode oder Schwingungsdauer %ﬂ

YR Y

Sei f(t+ 25} = f(t), wie bei coswt.

Funktionen dieser Art, fiir die wir eine Losung schon kennen, sind
aufler coswt und sinwt natiirlich auch alle coskwt und sin kwt,
k € N, und sowieso die Konstanten, und somit auch die trigonome-
trischen Polynome, genauer:
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Definition: Unter einem trigonometrischen Polynom oder ei-
nem Fourierpolynom N-ten Grades mit der Periode 2% Versteht
man eine Funktion der Gestalt

N
= ?0 + ; ay. cos kwt + by, sin kwt)

mit konstanten Koeffizienten ag und ag, by, k=1,..., N.

Der unmotivierte Faktor —%, mit dem man konventionellerweise den
konstanten Term eines Fourierpolynoms notiert, stort Sie vielleicht,
gewif} hétten Sie eher den Faktor cosOwt = 1 erwartet. Sie werden
aber bald iiberzeugt sein, dass der Faktor besser @ heiflen soll-
te und etwas spéter verstehen, weshalb sich doch die traditionelle
Wahl % erhalten hat. Denken Sie aber jetzt nicht dariiber nach,
Sie erraten es nicht. — Aus der Linearitét des Differentialoperators

folgt nun:

N
Korollar: Ist f(t) := 2+ > (ay cos kwt+b sin kwt) und setzt man

k=1
1
A, = und
V(wg - k2w2)2 + (2kw/7)?
k)2 2
Pk arccot W

so ist

N
z(t) = ? + ) (Aray cos(kwt + @r) + Agby sin(kwt + @)
0 k=1

eine Lésung von & + 2 + wiz = f(t). O

Beachte, dass wegen der Additionstheoreme auch diese Losung wie-
der ein trigonometrisches Polynom N-ten Grades mit der Periode
27r :

ist.
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Trigonometrische Polynome mogen Thnen vielleicht, als eine im-
mer noch sehr spezielle Klasse %-periodischer Funktionen vorkom-
men, in der Tat kann man aber erstaunlich viele periodische Funk-
tionen, wenn auch vielleicht ein bisschen zittrig, durch Fourierpo-
lynome approximieren:

27 Jw-periodische Funktion f

e

Trigonometrisches Polynom Py1(f) elften Grades

Und da in der Analysis so vielfach erfolgreich mit unendlichen Rei-
hen gearbeitet wird, liegt die Frage nahe, ob man nicht auch hier
von der blofien Approximation durch endliche Summen zur exakten
Darstellung durch eine unendliche Reihe iibergehen kann.

Definition: Unter einer Fourierreithe der Periode %W versteht

man eine unendliche Reihe der Form

a .
_29 + Z(ak cos kwt + by sin kwt),

=
k=1

sie mag nun konvergieren oder nicht. Die Konstanten ag, ag, by
heiflen die Koeffizienten der Fourierreihe. O
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Reihenentwicklungen werfen eine Existenz- und eine Eindeutig-
keitsfrage auf. Welche %—periodischen Funktionen f(t) lassen sich
durch eine konvergente Fourierreihe darstellen? Und wenn sich eine
Funktion f(t) so darstellen lisst, sind dann die Koeffizienten der
Fourierreihe eindeutig bestimmit, oder ist es etwa vielmehr so, dass
sich die willkiirliche Abénderung einiger Koeffizienten immer durch
geschicktes Justieren der {ibrigen wieder ausgleichen l&sst?

Haben wir eine intuitive Antwort auf diese Fragen? Nein? Viel-
leicht sollten wir uns die an der Entwicklung beteiligten trigonome-
trischen Funktionen einmal anschauen:

(]

const.

/TN
VERERN

coswt sinwt

AN
VARV v/

cos 2wt sin 2wt

FAWIWAY
/ VIV A

cos 3wt sin 3wt

D

> ¢

§

Ist es plausibel, dass sich eine mehr oder weniger ‘beliebige’ periodi-
sche Funktion als eine Uberlagerung derart spezieller Summanden
aufbauen liasst und dass dabei jeder Summand nur mit einer ein-
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deutig feststehenden, unverwechselbaren Amplitude beteiligt sein
kann?

Ja, ja, sagen Sie, das ist uns ganz plausibel, das ist eben wie bei
der Zerlegung des Klangs einer schwingenden Saite in den Grundton
und die verschiedenen Obertone, das weifl doch jeder.

Nichts dergleichen wissen Sie. Sie verstehen, weshalb eine Funk-
tion mit positiver Ableitung monoton steigt, sie sehen beim Anblick
des Richtungsfeldes die Losungen einer Differentialgleichung vor Ih-
rem geistigen Auge, das will ich Thnen zugestehen, aber Sie haben
nicht den blassesten Schimmer, weshalb selbst eine schéne Funktion
wie etwa. diese

A

Entwickelbar in eine Fourierreihe?

in eine Fourierreihe entwickelbar sein sollte, und zwar nur auf eine
Weise. Bald werden Sie es aber wissen, und Sie werden dann ins-
besondere gesehen haben, welche entscheidende Rolle die héherdi-
mensionale lineare Algebra beim intuitiven Erfassen der Theorie
der Fourierreihen spielt.

Legen wir uns nun das Handwerkszeug zurecht, um das Problem
in Angriff zu nehmen. OBdA setzen wir w = 1, zur Entlastung der
Notation. Es ist klar, dass wir mathematisch? dadurch nichts ver-
lieren: wenn wir iiber die Fourierentwicklung 2r-periodischer Funk-
tionen etwas wissen und bekommen eine Z:;T~-pe1"iodis,(:he Funktion
f(t) vorgelegt, so ist ja f(L) eine 2m-periodische Funktion, auf die
wir unsere Sétze anwenden konnen.

Sodann entscheiden wir uns fiir eine Klasse 2r-periodischer Funk-

tionen, mit denen wir arbeiten wollen. Grofitmogliche Allgemeinheit



270 Kapitel 13: Schwingungen und Fourierreihen

streben wir nicht an, aber wir wollen doch den in den Anwendungen
vorkommenden Beispielen gewachsen sein und insbesondere zulas-
sen, dass die Funktionen auch Spriinge machen diirfen:

Notation: Es bezeichne V die Menge aller 2m-periodischen be-
schréinkten Funktionen f: R — R, die im Periodenintervall [—7, 7]
héchstens endlich viele Unstetigkeitsstellen haben. ]

Sie haben wohl nichts dagegen, wenn ich von V als von dem Vek-
torraum dieser Funktionen spreche, womit einstweilen nur daran
erinnert werden soll, dass jedenfalls die Nullfunktion f = 0 ein Ele-
ment von V ist und mit f,g € V immer auch Af 4+ ug € V ist. Was
wissen wir noch {iber V7

Notiz: Mit f,g € V ist auch f-g € V, und alle Funktionen in V
sind iiber jedes kompakte Intervall Riemann-integrierbar. |

Dieser Sachverhalt ermoglicht die folgende Definition, mit der wir
den Vektorraum intuitiv an die orthogonale lineare Algebra anschlie-
Ben, die wir im Abschnitt 12.2 kennengelernt haben.

Definition: Fiir f,g € V definieren wir durch

(o) = [ rgte)as

das Skalarprodukt der Funktionen f und g und dementsprechend
durch || fl] := +/{f, f) die Norm der Funktion f € V. O

Offensichtlich ist die dadurch gegebene Abbildung V x V. — R,
(f,9) — (f,9) symmetrisch, d.h. {f,g9) = {g, f), und bilinear, d.h.
(Af1+ 1f2,9) = M1, 9) + p{fa, g) und ebenso fiir die andere Varia-
ble. Positiv definit diirfen wir dieses Skalarprodukt von Funktionen
mit ganz gutem Gewissen zwar nicht nennen, aber fast, denn stets

ist {f, f) = 0 und es gilt:

Lemma 1: Fiir f € V gilt (f, f) = 0 genau dann, wenn f im Pe-
riodenintervall [—m,n] nur an endlich vielen Stellen von Null ver-
schieden ist.
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BEWEIS: Wenn f nur an endlich vielen Stellen in [—, 7] ungleich
Null ist, dann gilt natiirlich (f, f) = 2 [T f(t)’dt = 0, beweis-
bediirftig ist nur die Umkehrung. Sel also f € Vound (f, f) = 0.
Wire f(tp) # 0 an einer Stetigkeitsstelle to € [—m, 7] von f und
daher auch von f2, so gibe es ein §-Intervall um t,, in dem sich
f(#)? von f(to)? nirgends wm mehr als & := £ f(t0)® unterscheidet.
Also wire [T f(t)’dt > 0, weil wir f?|[—m, 7] in eine Zange mit
positiver Untersumme nehmen kénnen:

Fm - 3

f?“},‘o—é,to+(5]\/ 9
T

-7 tg—06 typ to+9o m

f(to) # 0 an einer Stetigkeitsstelle sichert || f|| > 0

im Widerspruch zur Annahme (f, f} = 0. Also muss f an allen
Stetigkeitsstellen Null sein, und Unstetigkeitsstellen kann es nach
Definition von V' nur endlich viele haben. O

Aus (f, f) = 0 folgt also noch nicht, dass f die richtige Nullfunk-
tion ist, sondern nur dass es ‘so gut wie Null’ ist, wie man etwas lax
sagen konnte. Das verpflichtet uns zu etwas erhohter Wachsamkeit,
wenn wir unsere fir (wirklich positiv definite) Skalarprodukte in
Untervektorraumen eines RY gewonnene Anschauung jetzt auch in
unserem Funktionenraum V walten lassen. Aber die Anschauung
soll uns auch nur Ideen liefern, Behauptungen miissen sowieso be-
wiesen werden. Und auf Untervektorraumen von V, die nur stetige
Funktionen enthalten, ist das Funktionen-Skalarprodukt tatsichlich
positiv definit, denn eine iiberall stetige Funktion mit (f, f) = 0
muss iiberall Null sein, wie wir oben gesehen haben.

Und nun kommen wir zu einem Sachverhalt, der Thnen auf
der vielleicht noch etwas dammrigen Biihne der Fourierreihen die
groflen Scheinwerfer aufdrehen wird:
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Lemma 2: Die Funktionen

wolt) = @
oty = coskt, k>1
w_p(t) = sinkt, k>1

bilden zusammen ein Orthonormalsystem (@x)kez in V' beziiglich
des Skalarprodukts von Funktionen, d.h. es gilt {@p, p¢) = Ope fiir
allek, £ € 7.

BEWEIS: Es ist {pg, wo) = —%277@? = 1, und fiir & # 0 ist
{0, i) = 0 schon weil py konstant ist. Da Cosinus und Sinus durch
Translation auseinander hervorgehen, ist (g, k) = (p—_k, _k) fur
alle k > 1, und wegen sin® a+4-cos? a = 1 gilt {0, r) +{@ 1, @ &) =
+2m = 2. Fiir k > 0 und £ < 0 ist ¢, (t)p,(t) eine ungerade Funk-
tion, das Integral dariiber von —7 bis w verschwindet also. Schlie3-
lich gilt fiir 0 < k < £ nach dem Additionstheorem des Cosinus
Pr(t)pe(t) + o (t)p-o(t) = cos(k—L)t, also (k, @r) +(P—k, P-k) =
0, aber nach dem Translationsargument auch (g, ¢e) = {¢@—k, P—e),
also beide gleich Null. O

Als eine erste Anwendung finden wir zu jedem f € V miihelos
das bestapproximierende trigonometrische Polynom n-ter Ordnung:
durch orthogonale Projektion.

Notation: Im Folgenden bezeichne V, = Lin(y_,,...,9,) C V
den Untervektorraum der trigonometrischen Polynome vom Grade
< nund P, : V — V, die orthogonale Projektion von V' auf V,,
also

n

F%f::: }::<f7@k>¢k

k=—n

Wie immer bei orthogonalen Projektionen minimiert P, f in V,, den
Abstand zu f, d.h.:

Lemma 3: Fiir jedes trigonometrische Polynom T, # FP,f € V,
gilt
”f'_-F%f” < ”f'_jln‘
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BEWEIS: Ersichtlich ist f — P,f L ¢ fir kK = —n,...,n, so sind
die Koeffizienten von P, f ja gerade eingerichtet. Also steht f— P, f
auf allen Elementen von V,, senkrecht, insbesondere auf F,f — T,
und ||f —T.|1* = |f — Puf + P.f —T,,)|? ist daher nach Pythagoras
gleich [|f — Puf?+ [ Pof — Tul?, also > || — PufI. O

Zerlegung von f in ein trigonometrisches Polynom
P,f € V,, und einen zu V,, senkrechten Anteil f — P, f

Beim Weitergehen von P,_; f zu P, f kommen nur zwei Terme hin-
v Pof = Poof + {f, 0 n)o_n+ {f, ¢n)@n, die vorher schon vor-
handenen Koeffizienten andern sich nicht. Diese wohlbestimmten
Koeffizienten (f, p4r) sind ja als Integrale explizit gegeben, und
schreiben wir das bestapproximierende Fourierpolynom in der klas-
sischen Notation, so wird auch der konventionelle Faktor % bei ag
verstdndlich, es gilt ndmlich:

Bemerkung: Die Koeffizienten ag,aq,...,a, und by,...,b, des
bestapproximierenden Fourierpolynoms

(Puf)(t) = % + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1

von f € V sind durch



274 Kapitel 13: Schwingungen und Fourierreihen

™

ar == [ f(t)cosktdt

(I5d

™

be == [ f(t)sinktdt

|

gegeben.

BEWEIS: Nachzurechnen ist nur noch, dass dabei auch der kon-
stante Term (f, wo)po von P,f richtig mit herauskommt. Aber
<f1’1900>900 == [ f(t)@dt@ =11 [" f(t)dt = Lao, wie es sein
soll. 0

Der Wunsch, die Formel fiir den Koeffizienten des konstanten Terms
an die Cosinusformel anzuschliefen, ist auch der ganze Grund fiir
die iibliche Konvention, den konstanten Term als % zu notieren.

Bevor wir nun von den Fourierpolynomen zu den unendlichen
Fourierreihen iibergehen, wollen wir uns noch einmal vor Augen
halten, dass die Norm, mit der wir hier den Approximationsfehler
If — P.f|| gemessen haben, mittels Integration {iber das Quadrat
der Fehlerfunktion f(t) — (P,f)(t) definiert wurde. Es findet dabei
also eine gewisse Mittelbildung statt, eine kleine Norm ||f — P, f]|
garantiert nicht, dass der Fehler f(¢) — (P, f)(t) auch an jeder ein-
zelnen Stelle ¢ klein ist.

Das wollen wir auch durch eine Sprechweise anerkennen, die uns
daran immer erinnert. Sie verstehen, inwiefern man - fab F(t)dt als
den Mittelwert einer Funktion f : [a,b] — R bezeichnen kann:

f Mittelwert ¢

4

a b a b

b
Die Flicheninhalte [ fdt und (b — a)c sind gleich
a

In Anlehnung daran nennt man 1/ f: f(t)%dt das quadratische

Mittel von f iiber [a,b]. In unserem Falle wére zwar b — a =



13.2 Fourierreihen 275

m — (—m) = 2x, und wir haben bei der Definition des Skalarpro-
duktes von Funktionen den Faktor % statt % benutzt — damit die
trigonometrischen Funktionen die Norm 1 bekommen — aber bis
auf den Faktor v/2 /2 ist unsere Norm schon die des quadratischen
Mittels, und deshalb sagt man von Sachverhalten, die sich auf diese
Norm beziehen, sie gilten im quadratischen Mittel.

Definition: Eine Folge fi, f,... von Funktionen in V konver-

giert im quadratischen Mittel gegen eine Funktion f € V|

wenn lim ||f — f,|| = 0 gilt. O
n—00

Unter der Konvergenz einer unendlichen Rethe > > a,, es mag

sich nun um eine Reihe von Zahlen oder um eine Reihe von Funk-
tionen handeln, versteht man bekanntlich die Konvergenz der Folge
81, 82, ... der zugehorigen Partialsummen s, := 22:1 ag. Das ist
kein Lemma oder dergleichen, sondern so ist es mit der Konvergenz
von Reihen iiberhaupt gemeint, daran sei erinnert.

Lemma 4: Wenn eine Fourierreihe im quadratischen Mittel gegen
eine Funktion f € V konvergiert, dann ist fiir jedes n > 0 die n-te
Teilsumme gleich dem im quadratischen Mittel bestapproximieren-
den Fourierpolynom P, f von f.

BEWEIS: Bezeichnen wir die n-te Partialsumme der Fourierreihe
vorerst mit f,, weil wir ja noch nicht wissen, ob sie wirklich P, f
ist. Jedenfalls ist dann f,, — P, f € V,,, also eine Linearkombination
der trigonometrischen Funktionen ¢_,, ..., @,, wir brauchten daher
nur (f, — Buof,pr) = 0 fir alle k mit —n < k < n zu zeigen, um
fn— Pof = 0 und daher f, = P,f zu wissen. Aber f, — P,f =
(fo— )+ (f — P.f) und daher gilt

<fn_Pnf7‘;0k>:<fn_f7§0k>+<f_Pnfv§0k>'

Uber jeden der drei Terme sagt uns die lineare Algebra fiir n > |k|
etwas Interessantes. Der Term ganz rechts ist Null, denn f — P, f
steht ja senkrecht auf V. Wegen |||l = 1 gilt fiir den mittleren
Term nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Abschéitzung

|<fn_f7§0k>| < “fn_f”a
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und deshalb nach Voraussetzung lim, .o{fn — f,¥x) = 0. Aber
Halt, diirfen wir denn die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das
Skalarprodukt von Funktionen anwenden, wir haben sie in 12.2 doch
nur fiir Skalarprodukte in Untervektorriumen U von RY bewiesen?
Berechtigter Einwand, aber schauen Sie die wenigen Beweiszeilen
in 12.2 an: sie funktionieren ganz genau so fiir das Skalarprodukt
von Funktionen in V. Also weiter. Jetzt wissen wir iber den Term
auf der linken Seite
hm(fn_Pnfa(pk> =0,

n—o0

wir wollten aber mehr, wir wollten (f, — Pnf,px) = 0 fiir alle
n > |k| zeigen, was machen wir jetzt? Wir bedenken, dass beim
Weitergehen von f,— P, f zu f,, 41— Pni1f nur Terme hinzukommen,
die sowieso auf ¢ senkrecht stehen! Bei festem k haben also die
Skalarprodukte (f, — Pnf, @) fir alle n > |k| denselben Wert, und
da der Limes Null ist, kann dieser Wert nur Null sein. |

Korollar: Konvergiert eine Fourierreihe im quadratischen Mittel
gegen eine Funktion f € V', so gilt

(t) coskt dt

1
™

f
% F(t)sinkt dt

a%:\:\:\

fiir die Koeflizienten dieser Fourierreihe. Ol

Insbesondere sind die Koeflizienten dadurch wohlbestimmt, und so-
mit haben wir eine Eindeutigkeitsaussage gewonnen, die uns doch,
bevor wir die Ideen der orthogonalen linearen Algebra zu Hilfe nah-
men, vollig ratselhaft gewesen war.

Noch haben wir keinen Konvergenzsatz fiir Fourierreihen bewie-
sen, in Lemma 4 war die Konvergenz gegen f einfach vorausgesetzt
gewesen. Wie so oft ist auch hier die Eindeutigkeitsaussage leichter
zu zeigen als die Existenzaussage. Konnen wir also auch noch keine
Garantie dafiir abgeben, ob ein f im quadratischen Mittel iiber-
haupt durch eine Fourierreihe darstellbar ist, so wissen wir doch
schon, dass dafiir nur eine einzige Fourierreihe iiberhaupt in Frage
kommt, und deshalb sagt man:
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Sprechweise: Ist f(¢) irgend eine Funktion in V', so nennt man die
Zahlen

(t) coskt dt

=li>—‘

:\%:\q%ﬁ

Jf
f( ) sin kt di

1
g

die Fourierkoe]ﬁzzenten von f und die damit gebildete Fou-
rierreihe die Fourierrethe von f. O

Im néchsten Abschnitt erwartet uns richtige analytische Arbeit
beim Beweis einiger Konvergenzsitze, aber auf dem Weg dorthin
nehmen wir rasch noch ein paar kostenlose Gaben der orthogonalen
linearen Algebra mit.

Offensichtlich ist doch || f||? = ||BuflI? + ||f — Po.fl|? fiir jede
Funktion f € V, weil f — F,f, wie schon so oft bemerkt, nach
Konstruktion senkrecht auf V,, steht.

f‘Pnf

Puf

\

f = Puf L Pof, deshalb ||fI* = ||[PofI” + | f — Pufl?

Deshalb ist immer || P, f]|? < ||f]|%, und lim ||P.f]|*> = ||f||* genau
dann, wenn lim ||f — P, f||*> = 0 gilt, wenn also die Fourierreihe

von f im quadratischen Mittel gegen f konvergiert! Erinnern wir
uns noch, dass P,f =37 (f, ¢x)pr war und deshalb

n

”}an”2 = Z <f7 (pk>2

k=—n
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ist und iibersetzen das alles in die ay, bp-Sprache, wobei wir
<f7500>2: <f7 2 > = %(f 1>
beachten, so erhalten wir als Korollar:

Lemma 5: Fiir die Fourierkoeffizienten ay,, by, einer Funktion f € V
gilt stets die Besselsche Ungleichung

612 >
70+;ak+b2 /f (t)%dt,

insbesondere konvergiert diese Reihe immer. Die Fourierreihe von
f konvergiert genau dann im quadratischen Mittel gegen f, wenn
sogar die Parsevalsche Gleichung

2 [s. 9]
ag 2 2
_2+,§:1ak+b /ft)dt

erfiillt ist. O

Als Korollar aus der Besselschen Ungleichung erhalten wir, dass die
Summanden (a2 + b?) der Reihe eine Nullfolge bilden miissen, also
sind auch die beiden Folgen (ay)r>1 und (by)r>1 einzeln Nullfolgen:

Korollar (Riemannsches Lemma): Fiir jede Funktion f € V
gilt

k—o0

lim /f(t) cos kt dt = klim /f(t) sinktdt =0

0

Das Riemannsche Lemma ist auch anschaulich ganz plausibel: fiir
grofle k sorgen die schnell oszillierenden Faktoren im Integranden
dafiir, dass die Fliche zwischen dem Graphen und der ¢t-Achse sich
beinahe und mit wachsendem k immer genauer zu gleichen Teilen
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oberhalb und unterhalb der Achse befindet und das Integral deshalb
gegen Null geht.

if

f(t) cos kt fiir kleines k F(t) cos kt fiir groBes k

Zur Illustration des Riemannschen Lemmas

13.3 Drei Konvergenzsitze fiir Fourierreihen

Die Frage nach dem Konvergenzverhalten der Fourierreihen hat
viele Facetten. Ich erkldre Thnen hier drei in unserer Reichweite
liegende Resultate. Im ersten Satz geht es darum, welches Wohl-
verhalten der Funktion f sicherstellen kann, dass ihre Fourierreihe
an einem festen Punkte ¢ gegen den Funktionswert f(t) konvergiert.
Als Korollar wird sich zum Beispiel ergeben, dass insbesondere die
Fourierreihe jeder periodischen C'-Funktion fiir jedes t gegen f(t)
konvergiert, dass also die sogenannte punktweise Konvergenz der
Fourierreihe gegen f vorliegt. Der zweite Satz, in der Hauptsache
ein Korollar aus dem ersten, handelt von der Konvergenz der Fou-
rierreihe an den Sprungstellen der Funktion f und der dritte von
der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Ich will Thnen den ersten Satz aber nicht einfach hinschreiben
und beweisen, sondern wir wollen ihn zusammen entdecken. Sei also
zunéchst f irgend eine Funktion aus V| d.h. eine 27-periodische be-
schrankte Funktion mit hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstel-
len im Periodenintervall, und fassen wir eine feste Stelle ty € [—, 7]
ins Auge. Es bezeichnen wieder ag, aq, as, ... und by, by, ... die Fou-
rierkoeffizienten von f. Wie konnen wir etwas dariiber herausfinden,
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ob

Qo
2+

NE

(ag cos ktg + by sin ktg) = f(to)

]
I

1

gilt? Anstatt zu jammern, Sie sdhen gar keinen Weg dazu, kénnten
Sie doch jedenfalls Thre Kenntnis der Fourierkoeffizienten

(t) cos kt dt

:\w

:%ﬂ:{%ﬁ

f
% f(t) sin kt dt

benutzen, um die n-te Partialsumme explizit hinzuschreiben:

2

=

(Paf)(to) =@+ > (arcoskty+ by sin kty)

1
(3 + Z (cos kt cos ktg + sin kt sin kto)) dt

Il

.
4 ===
=7

Die Summanden rufen ja formlich nach Vereinfachung durch ein
Additionstheorem. Welches ist zustindig? Das des Cosinus:

(Pof)(to) = /f +Zcosk:t—t0

Weshalb sollte das gegen f(o) konvergieren? Sieht eher nicht so aus,
in den Integranden geht die ganze Funktion f(¢) ein, und am Ende
soll es nur auf den Wert f(ty) an der einen Stelle ¢, ankommen?

Vielleicht sollten wir diese uns interessierende Stelle bei der In-
tegration etwas mehr ins Licht riicken, indem wir £ — tq als Integra-
tionsvariable substituieren. Die Integrationsgrenzen wiirden dann
zwar zu —7 — tg und @ — tp, aber da der Integrand 2mw-periodisch
ist, konnen wir es ebensogut bei —m und 7 belassen und erhalten,
wenn wir die neue Integrationsvariable 7 nennen

(Paflio) = = [ $lt0 + )+ coshrdr
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Die interessanteste Stelle im Integrationsintervall ist jetzt 7 = 0.
Weshalb sollte es im Limes fiir n — oo nur darauf ankommen, was
f(to+ 1) bei 7 = 0 macht?

Na groBartig. Das ist doch ein blofle kosmetische Mafinahme ge-
wesen! Das Problem ist noch dasselbe wie zuvor. — Stimmt. Es
steht nur etwas netter da, vielleicht. Aber schauen wir auf den In-
halt der Formel. Immerhin nimmt die Cosinus-Summe bei 7 = 0 ih-
ren grofitmoglichen Wert 7 an, der Stelle 7 = 0 bei der Integration
dadurch hoffentlich besonderes Gewicht verleihend, und vielleicht
oszilliert die Cosinus-Summe fiir wachsende n rechts und links von
7 = 0 immer heftiger, so dass eine Art Riemann-Lemma-Effekt
eintreten kann, der den Beitrag des Integranden fiir 7 £ 0 immer
weiter unterdriickt?

Das ist allenfalls ein Silberstreif am Horizont, wenn wir aber
wirklich etwas daraus machen wollen, miissen wir das Verhalten
der Cosinus-Summe genau verstehen, Formelsammlung, wo ist denn
meine Formelsammlung ... finde ich gerade nicht, macht nichts,
das rechnen wir doch auch selber aus: nach der Eulerformel ist die
Cosinus-Summe der Realteil von

n
ZeikT = el 4 (eiT)Q 4ot (eir)n’
k=1

und da bekanntlich und offensichtlich
(4+z+-+2")(1l~2)=1-z""
immer gilt, fiir z # 1 also
1 —gnt!
l+o+-tat=—"
11—z

so folgt daraus fiir unsere Zwecke, wenn wir uns die fehlende 1 von
dem Summanden % borgen:

1 o 1 1 — eilnt)r
= kr = —— 4+ Re ——r—-.
2+Zcos7’ 2+ e T
k=1
Das kann man nach den Regeln der Kunst ausrechnen, Ziﬁ =

(z+iy)(a—ib) -

R usw., aber hier bietet sich eine kleine Abkiirzung an:
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wenn wir den Bruch mit ™%z erweitern, dann wird der Nenner zu
e7'7 — ¢'7 und damit nach der Eulerformel rein imaginér, somit
spielt aber der Realteil des Zihlers e % — e m+2)7 fiir den Realteil
des Bruches keine Rolle mehr und wir erhalten

n —i% ez(n+ 7
4> coskr :——+Re—.1—
k=1 e 'z —e'2

) —isin —isin(n + 3)7
=—3 +Re ——r
—2isin 3

sin{n + 3)7
2sin 3
als das Ergebnis, dessentwegen wir die Formelsammlung gesucht

hatten. Setzen wir es in die Formel fiir das n-te Fourierpolynom
von f ein, so erhalten wir den

Hilfssatz 1: Fir jede Funktion f € V und jedes feste ty € [—n, 7]
gilt

(P (t) = /f smn+ 3T i

2 sm z

Beachte, dass immer noch

1 sin n+
—/ ( / dr=1
T 28111—

-7

ist, weil das Integral iiber die Cosinus-Summe Null ist, wenn man
das dem Integranden in seiner neuen Gestalt auch nicht mehr sofort
ansieht. Wir wissen das auch ganz ohne Rechnung, weil B, T, = T,
fiir alle trigonometrischen Polynome T,, € V,, gelten muss, und zu
den trigonometrischen Polynomen zihlen auch die Konstanten, also
P,c=c.

Diese Bemerkung ist fiir unsere Frage, ob (P, f)(to) — f(to) fiir
ein festes ¢ filr n — oo gegen Null konvergiert, deshalb relevant,
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weil wir den festen Wert ¢ := f(fy) also mit in das Integral ziehen
diirfen:

sin(n + 3)7

(Fuf)lio) = £t0) = 4 [5G0 7) = f(0) "5
m 1
= 5 J (o) = f00) 5 : sinnrdr

T

—f—% / (f(to+T)~f(t0)) cosnt dr,

-7

und das ist nun wirklich ein Fall fiir das Riemannsche Lemma! Zwar
haben wir den gewiinschten Satz noch nicht ganz in der Hand, weil
wir noch Bedingungen angeben miissen, unter denen die Funktion

T g(1) = (f(to +7)— f(to)) cot %7‘

zu V' gehort, also beschréankt ist und nur endlich viele Unstetig-
keitsstellen in [—m, 7] hat, damit das Riemannsche Lemma auch
anwendbar ist, aber das ist eine vergleichsweise harmlose Frage:
Unstetigkeitsstelle kann zu den von f verursachten allenfalls eine,
némlich bei 7 = 0 hinzugekommen sein, und um die Beschrénkt-
heit von g auf [, 7] zu beurteilen, schreiben wir die Funktion auf
[, 7] ~\ 0 in der Form

flto+7) — f(to)

T

g(r) =

T cot %7’.

Der Faktor 7cot 27 ist beschréinkt, denn der Limes lim (tan ir)/T
T

existiert und ist ungleich Null, nédmlich 1, weil das ja die Ablei-
tung von tan %T an der Stelle 0 ist, also existiert auch der Limes

lim 7 cot %T, also ist der Faktor jedenfalls in einem kleinen Intervall

T

(—4,8) beschrankt, auf [—m, 7]~ (=4, §) aber sowieso. Damit sehen
wir aber nun, dass die Beschrinktheit des Differenzenquotienten
T b M, T # 0 ausreicht, um die Konvergenz der Fourier-
reihe bei tg gegen f(ty) zu sichern, und wir haben unseren ersten
Satz gefunden:
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Satz 1: Es sei f eine 2w-periodische Funktion mit nur endlich vielen
Unstetigkeitsstellen im Periodenintervall [—m, ], und es sei ty eine
Stelle, fiir die der Differenzenquotient

Sl 1)~ f(to)

T

, T#0

beschrankt ist. Dann konvergiert die Fourierreihe von f an dieser
Stelle gegen den Funktionswert:

o0
a )
-2E + kgzl(ak cos kto + by sin kto) = f(to) -

O

Wenn der Differenzenquotient beschrankt, also eine Zahl C vorhan-
den sein soll, so dass |f(to + 7) — f(to)| < C|7| fiir alle T € [—m, 7]
gilt, dann muss f bei tp natiirlich zumindest stetig sein. Das al-
leine gentigt nicht, aber wenn {; eine glatte oder wenigstens eine
Knickstellevon f € V ist, soll heiflen wenn f bei to differenzierbar
ist oder wenigstens die beiden halbseitigen Ableitungen existieren,
dann ist der Differenzenquotient schon beschrankt.

-7 ™ 2

Eine 2w-periodische Funktion, die iiberall glatt
oder geknickt ist, ist auch iiberall punktweiser
Limes ihrer Fourierreihe

Eigentlich werden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen in der Ana-
lysis als ganz natiirlich und nicht besonders einschrankend empfun-
den, und so kénnten wir doch mit diesem Satz ganz zufrieden sein.
Aber in den Anwendungen bekommt man es gerade bei periodi-
schen Vorgangen leicht mit Sprungfunktionen zu tun, etwa wenn
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eine Kraft konstanten Betrages periodisch ihre Richtung wechselt.
Deshalb wollen wir uns jetzt mit dem Konvergenzverhalten der Fou-
rierreihe an einer Sprungstelle der Funktion f befassen.

Mit einer Sprungstelle ty ist aber nicht eine beliebige Unstetig-
keitsstelle gemeint, zumindest wollen wir die Existenz der halbsei-
tigen Grenzwerte lim;_,;10 f(t) =: fi(tp) annehmen, und da wir
oben sogar an den Stetigkeitsstellen die Beschrinktheit des Dif-
ferenzenquotienten fordern mussten, werden wir auch hier die Be-
schrianktheit der halbseitigen Differenzenquotienten verlangen. Den
Funktionswert: f(ty) an der Sprungstelle ¢, selbst, dessen eventuel-
le Abénderung ja die Fourierkoeffizienten nicht beeinflussen kann,
setzen wir als den Mittelwert f(fo) = 2(f4(to) + f-(to)) fest. Wir
sprechen dann von einem sauberen Sprung von f bei 1.

4 f-(to)
tf(to)

F+(to) 1
A

— T t()

Sauberer Sprung: Es gibt ein C mit |f(to £ h) — fi(to)] < Ch
fiir alle h > 0, und f(to) = 3(f+(to) + f-(t0)).

Obwohl nun der Satz 1 iiber die Konvergenz der Fourierreihe an ei-
ner sauberen Sprungstelle gar nichts auszusagen scheint, vereinfacht
er das Problem doch drastisch. Sind nédmlich f und g zwei Funktio-
nen in V, die beide bei ¢y einen sauberen Sprung derselben Hohe
machen, so dass also (f1(to) — f-(to)) — (g4 (t0) — g-(to)) = 0 gilt,
dann ist die Differenzfunktion f—g¢ € V bei ¢y iiberhaupt stetig und
hat beschrankten Differenzenquotienten, ihre Fourierreihe konver-
glert nach Satz 1 also bei ¢y gegen den Funktionswert f(to) — g(to)-
Was lehrt uns dies? Dass wir zu gebenem %y nur ein einziges Beispiel
einer bei #; sauber mit von Null verschiedener Sprunghdhe sprin-
genden Funktion ¢ in V' zu finden brauchen, deren Fourierreihe bei
to gegen den Funktionswert konvergiert, um zu wissen, dass das fiir
alle bei tg sauber springenden f € V gilt!
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Satz 2: Es sei f eine beschrinkte 2m-periodische Funktion mit nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen im Periodenintervall [—m, 7], und
sei tg eine Stelle, an der die halbseitigen Grenzwerte lim;_.;, 10 f(t)
=: fi(to) existieren und die halbseitigen Differenzenquotienten be-
schriankt sind. Dann konvergiert die Fourierreihe von f an dieser
Stelle gegen den Mittelwert:

+ X;(ak cos kto + by sin ktg) = w‘

ao
2

o0
k=

BEWEIS: Von der Freiheit, die bei ty sauber nichttrivial springende
Hilfsfunktion g € V ganz beliebig wihlen zu diirfen, machen wir nur
bescheidenen Gebrauch, wir nehmen namlich irgend ein solches Bei-
spiel zur Hand, welches zudem noch punktsymmetrisch beziiglich
to ist, also g(tg + 7) = —g(tp — 1) erfiillt, etwa die 2m-periodische
Funktion, die auf dem offenen Intervall (tq — 7, o) konstant —1, auf
(to, to + ) konstant +1 ist und bei ¢, und tg + 7 verschwindet:

| )
—— ‘(__
— —
I
I
1

i
!
i
»>
+
!
1
1

— —

Mogliche Hilfsfunktion

Jede andere tut es aber auch, wir wollen nicht etwa die Fourierko-
effizienten von ¢ und daraus die Konvergenz der Fourierreihe bei
to gegen Null per Hand berechnen, sondern erinnern uns an den
Hilfssatz 1, wonach die n-te Teilsumme (P,g)(t;) der Fourierreihe
von ¢ an der Stelle ¢y ja durch

sin(n + 3)7

(Paglta) = [ otto+ ™50

-7

z
2

gegeben ist, wegen der Symmetrie von g also Null ist. O
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Zuletzt wenden wir uns noch einmal der Frage nach der Konvergenz
im quadratischen Mittel zu. Bisher wissen wir erst, dass die Fou-
rierreihe einer Funktion f € V genau dann im quadratischen Mittel
gegen f konvergiert wenn die Fourierkoeffizienten die Parsevalsche
Gleichung 3 S 430 (a24b) =1 1 [T f(t)’dt erfiillen. Das ist aber
in der Tat immer der Fall:

Satz 3: Die Fourierreihe einer jeden Funktion f € V konvergiert
im quadratischen Mittel gegen f.

BEWEISSKIZZE: Aus der Definition des Riemann-Integrals folgert
man zuerst, dass es geniigt, die Parsevalsche Gleichung, die ja nichts
anderes als im, . [|f — P, f|| = 0 bedeutet, fiir die ganz einfachen
Balkenfunktionen 0,y zu beweisen:

&

>
- s —T Ty s

f beim Integrieren in der Zange Balkenfunktion Ogy, © < y.

Offenbar ist |6 [|* = (y — z)/7 fiir y — x > 0, und wegen 6, = 62,

ist das auch dasselbe wie ag. Die librigen Fourierkoeffizienten von
Oy sind

sin k7
W = [ krw
Daher ist nach den Additionstheoremen
2 —2cosk(y — x)
k2m2 '
und die zu beweisende Parsevalsche Gleichung fir §,, bedeutet,
wenn wir ¢ := y — z € [0, 2] abkiirzen, nichts anderes als

21 . coskt 1 t? 1
ZE"Z 2 25(“—5):1(7(2—(75—”)2)‘

]sz und b, = [

— COoS kT] T=y
T=r ’T:ZI:.

km

a,,2c+b,3:
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Diese Behauptung zu beurteilen sind wir aber gerade die richtigen
Experten. Aus unserem Satz 1 folgt doch, dass die Fourierreihe der
auf [0, 2] durch f(t) := 3(n? — (¢t —7)?) gegebenen 2m-periodischen
Funktion

—27 -7 | T 2w

Die 27r—per1'od1'schen Funktion, die auf [0,2n]
durch f(t) := (7r — (t — m)?) gegeben ist.

punktweise iiberall gegen f konvergiert, dass also auf [0, 27]

[0 74)] ad __1 9 9
7+Zakc0skt— Z(W — (¢t~ m)%)

k=1
gilt, mit ay = o= [(7? — (7 — m)?) coskrdr fiir k > 0. Ersichtlich
ist ap = %7‘6’2, und fiir £ > 0 zeigt zweimalige partielle Integration
ag = —1/k%, und somit erhalten wir:

Korollar aus Satz 1: Fiir alle t € [0, 27] gilt

2 it oskt 1
R R (o )]
k=1

Fiir den Beweis unserer Parsevalschen Gleichung fehlt uns also wei-
ter nichts mehr zu wissen als

aber eben das folgt ja auch aus dem Korollar, wenn wir ndmlich
t = 0 einsetzen. [l
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13.4 Ubungsaufgaben
Aufgabe R13.2: Losen Sie die Schwingungsgleichung
#(t) + wax(t) = fsinwt

ohne Reibung im Resonanzfall w = wg > 0 mit der Anfangsbedin-
gung z(0) = £(0) = 0.

Aufgabe R13.2: Losen Sie die Schwingungsgleichung
2
() + =2(t) + wiz(t) = fsinwt
T
wobel 0 < 1/7 < wp, mit der Anfangsbedingung z(0) = z(0) = 0.

Aufgabe R13.3: a) Es sei f(t) ein Z-periodisches trigonometri-
sches Polynom, 7,wg > 0. Zeigen Sie, dass es genau eine periodische
Losung von &(t) + 2&(t) +wiz(t) = f(t) gibt, die sogenannte einge-
schwungene Losung. Welcher mathematische Sachverhalt rechtfer-
tigt die Bezeichnung? Bestimmen Sie die eingeschwungene Losung
der Schwingungsgleichung &(t) + 2&(t) + wiz(t) = asin®wt.

Aufgabe R13.4: Fiir 7,wy > 0 heifit die Funktion

1
wi —w? = 2iw/T

x(w) =

der Variablen w die dynamische Suszeptibilitiat des Oszillators. Fer-
ner bezeichne

L= %/0 dt 3(8) £ (1)

den zeitlichen Mittelwert der Leistung der Antriebskraft iiber eine
Periode T := 27/w der eingeschwungenen Losung der Schwin-
gungsgleichung Z(t) + 2i(t) + waz(t) = acoswt. Zeigen Sie, dass
L= “—;wlmx(w) gilt. Bei welcher Frequenz w ist L maximal? (Hin-

wels: Im= = 75 fiir reelle a, b.)

Aufgabe R13.5: a) Wie berechnet man die Fourierkoeffizienten
einer 27 /w-periodischen Funktion, wenn die oBdA getroffene Vor-
aussetzung w = 1 nicht gemacht wird?
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b) Es sei 0 < a < m. Berechnen Sie die Fourier-Reihe der Funktion
f(®) = |sin(at)| im Intervall [—1, +1].

Aufgabe T13.1: Ermitteln Sie eine Losung von
F—3%+3F—z=¢",

indem Sie das fiir die inhomogene Schwingungsgleichung gezeigte
Verfahren noch um eine Stufe weiter treiben.

Aufgabe T13.2: Beweisen Sie

[/bf(t)g(t)dt]2 < /bf(t)th/bg(tydt

fur alle beschrénkten Funktionen auf [a,b] mit nur endlich vielen
Unstetigkeitsstellen.

Aufgabe T13.3: Sei f die 2n-periodische Funktion, die durch
f(t) :==t/m fir —7 < t < 7 gegeben ist. Bestimmen Sie die Fou-
rierkoeffizienten von f.

Aufgabe T13.4: Es bezeichne f : R — R die 2#-periodische Funk-
tion, die auf [—m, 7] durch f(0) = 0 und

f@) = —m+z fir >0
T T4+ fir <0

gegeben ist. Entwickeln Sie f in eine Fourier-Reihe und ermitteln
Sie die Formeln fiir die beiden unendlichen Reihen, die sich a) aus
der Fourierentwicklung an der Stelle ¢ = 7/2 und b) aus der Parse-
valschen Gleichung ergeben.



4 Dynamische Systeme

14.1  Grundbegriffe

Stellen Sie sich vor, Sie stehen auf einer Briicke und schauen in den
Fluss. Sie lassen ein kleines Stiickchen Holz hinunterfallen, es trifft
an einem Ort p auf die Wasseroberflache und Sie sehen ihm nach,
wie es von der Stromung mitgenommen wird:

Zu den Flussaxiomen

Mit ®(t,p) bezeichnen Sie den Ort, zu dem das Holzchen nach der
Zeit t gelangt ist. Dann ist natiirlich ®(0, p) = p, denn nach Verlauf
von gar keiner Zeit ist das Holzchen noch dort, wo Sie es gestartet
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haben, und ®(s, ®(¢,p)) = ®(s++,p), denn wenn das Holzchen von
®(¢,p) aus noch die Zeitspanne s weitergeschwommen ist, dann ist
es eben insgesamt die Zeit s + ¢t unterwegs gewesen. Das sind die
Flussaziome:

Definition: Unter einem Fluss oder dynamischen System auf
einer Menge M verstehen wir eine Abbildung ® : R x M — M,
welche die beiden Flussaxiome erfiillt, namlich

(1) (I)(O7 p) =D
(2)  @(s,2(t,p)) = (s +¢,p)

fiir alle p € M und alle t, s € R. O

Als die Menge M wird Thnen in der Physik demnéchst die Ebene
R? begegnen, etwas allgemeiner sollen Sie sich den R"™ oder eine
Teilmenge M C R" darunter vorstellen. Im Moment spielt das aber
sowieso noch keine Rolle, denn die allerersten Grundbegriffe haben
gar nichts damit zu tun, was M ist: irgend eine Menge.

Notation und Sprechweise: Sei & : Rx M — M ein dynamisches
System auf M. Fiir festes p € M heifit die Abbildung o, : R — M,
t — ®(t,p) die Flusslinie von p, ihr Bild a,(R) heifit die Bahn
oder der Orbit von p.

p Orbit

Bahnen

Fiir festes ¢ dagegen nennt man die Abbildung @, : M — M,
p > B¢, p) die Flussabbildung zur Zeit . d
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— e

&.(X)

Wirkung der Flussabbildung auf einen ‘Olfilm’ X C M

Liegt ¢ auf der Bahn von p, so unterscheiden sich die Fluflinien
aq und o nur durch eine Zeittranslation, ist ndmlich ¢ = a,(to) =
O(to,p), so sagt das zweite Flussaxiom o (t) = O(t, B(to,p)) =
O(t + to,p) = ap(t + to).

ayp, zur Zeit t = 0 erst hier

oy zur Zeit t =0
schon hier

g = aplto)

oy, folgt ay mit ‘Verspitung’ tg, aber auf derselben Bahn

Insbesondere haben p und ¢ dieselbe Bahn, und deshalb bilden die
Bahnen oder Orbits eines dynamischen Systems eine Zerlegung
der Menge M, worunter man eine Menge von paarweise disjunk-
ten nichtleeren Teilmengen versteht, deren Vereinigung ganz M ist:
jeder Punkt von M liegt auf genau einer Bahn.

Qg

Kann nicht vorkommen, denn aus z € 05(R) N ay(R)
folgt bereits az(R) = a;(R) = ay(R)

Dass sich die Flusslinien zweier Punkte auf derselben Bahn nur um
eine Zeittranslation unterscheiden verhindert auch, dass sich ein Or-
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bit, anschaulich gesagt, selbst durchschneidet. Zwar ist es moglich,
dass ein Punkt ¢ = a,(ty) der Bahn zu einem spéteren Zeitpunkt
to + T nochmals erreicht wird, aber dann gilt a,(t +T') = a,(t)
gleich fiir alle t, nicht nur firr ¢t = tg. Der Durchgang durch ¢ wie-
derholt sich also immer in derselben Weise, die Flusslinie kann z.B.
nicht einmal in dieser Richtung durch ¢ laufen und beim nichsten
Mal in jener.

Méglich nicht moglich.

Die Flussaxiome alleine kénnen aber nicht verhindern, dass eine
nichtkonstante T-periodische Flusslinie auch noch eine kleinere Pe-
riode T7 und darunter eine noch kleinere Periode T3, ja eine ganze
Nullfolge von Perioden T' > T} > T3 > --- > 0 haben kann und
eine kleinste positive Periode deshalb gar nicht vorhanden ist.

Schwer vorstellbar! Dann wiirde es ja beliebig kurze Zeiten ge-
ben, in denen die Flusslinie ihre ganze Bahn durchliauft, obwohl die
Bahn nicht nur aus einem Punkt besteht!?

Der Einwand ist zwar nicht stichhaltig,! aber doch sinnvoll. Nur
geht er wohl von der Vorstellung aus, M sei eine Teilmenge im R”
und die Flusslinie stetig. Dann gilt ndamlich:

Lemma: FEine stetige Flusslinie eines dynamischen Systems auf
M C R", die weder konstant noch injektiv ist, hat eine kleinste
positive Periode.

BEWEIS: Sei ¢ # p ein anderer Punkt auf der Bahn von p. Wegen
der Stetigkeit der Flusslinie o, gibt es jedenfalls ein § > 0, so dass
lay(t) — ap(0)]] < |lg — pl|, insbesondere ap(t) # g, fiir alle ¢ mit
[t|] < & gilt. Also gibt es jedenfalls keine positive Periode T', die
kleiner als § wire, da a,({[0,T]) ja auch ¢ enthalten miisste. Ist T
Periode, so auch jede Zahl in dem ‘Gitter’ ZT := {0, £T, £2T, ...},
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und sind 0 < T < T” Perioden, so auch 7" — T. Da es positive
Perioden gibt, weil o, nach Voraussetzung nicht injektiv ist, und
da ihr Abstand nach obigem Stetigkeitsargument nicht kleiner als
é sein kann, gibt es auch eine kleinste positive Periode. O

Somit gibt es also nur drei Typen stetiger Flusslinien: die kon-
stanten oder stationdren Flusslinien, deren Bahn nur aus einem
einzigen Punkt besteht, sodann die injektiven Flusslinien, die zu
keinem Punkt zuriickkehren, bei dem sie schon einmal waren, und
schlieBflich die periodischen Flusslinien, die ihre Bahn mit einer
kleinsten positiven Periode immer wieder durchlaufen.

“Phasenportrait” der Pendelgleichung

In diesem aus der Theorie der Differentialgleichungen stammenden
Beispiel eines Flusses auf R? sehen Sie alle drei Typen von Flussli-
nien vorkommen.

14.2 Maximale lokale Fliisse

Fiir die Anwendung in der Theorie der autonomen Systeme gewohn-
licher Differentialgleichungen erster Ordnung, wobei die Flusslinien
dann die Losungen sein werden, ist unser Flussbegriff noch etwas
zu schon. Es ist ndmlich unrealistisch, immer auf ganz R definierte
Losungskurven zu erwarten, deshalb sollte jede FFlusslinie «, ihren
individuellen Definitionsbereich, ein offenes Intervall (a,, b,) haben,
ap : (ap, by) — M, wobei wir unendliche Grenzen nur zulassen, aber
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nicht fordern wollen, und da ®({0,p) = p seinen Sinn behalten soll,
muss natirlich 0 € (ap, bp) sein, also —oo < a, <0< b, < oo,

Definition: Sei M eine Menge, und fiir jedes p € M sei ein offenes
Intervall mit (ap, b,) mit —oco < a, < 0 < b, < oo und eine Abbil-
dung a, : (ap, by) — M gegeben, die wir auch als a,(t) =: ®(¢,p)
notieren. Man nennt ® einen maximalen?® lokalen Fluss oder
kurz einen lokalen Fluss auf M, wenn die folgenden modifizier-
ten Flussaxiome erfiillt sind:

(1)  @(0,p)=p,

(2a) (ag, bg) = (a, — t, b, — t) fiir ¢ = ®(t, p)
(2b)  D(s,D(t,p)) = (s +t,p)

fir alle p € M und ¢,s +t € (ap, by). O

Restlaufzeit by

Vorlaufzeit |ap|

Zwischenlaufzeit t

Zum Axiom 2a.

Wie bisher nennen wir ay, @ (a,,b,) — M die Flusslinie von p,
ihr Bild o, (ap, bpy) C M die Bahn oder den Orbit von p. Ferner soll
la,| > 0 das Alter und b, die (verbleibende) Lebensdauer von p
heiflen. Wiederum gilt oy (t) = a,(t + to), wenn a,(to) = g ist, und
deshalb zerlegen die Bahnen die Menge M. Und wie im Falle der
Fliisse zeigt man:

Lemma: Eine stetige Flusslinie eines maximalen lokalen Flusses
auf M C R", die weder konstant noch injektiv ist, ist auf ganz R
definiert und hat eine kleinste positive Periode. O

Die uns am meisten interessierenden lokalen Fliisse haben aber
nicht nur stetige, sondern sogar differenzierbare Flusslinien, und
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dann ist durch deren Geschwindigkeitsvektoren ein Vektorfeld auf
M definiert, genauer:

Definition: Ist M C R™ eine offene Teilmenge und & ein maximaler
lokaler Fluss auf M, dessen Flusslinien differenzierbar sind, so heift
das durch @(p) := &,(0) definierte Vektorfeld 7 : M — R™ das
Geschwindigkeitsvektorfeld des Flusses. O

Geschwindigkeitsfeld eines lokalen Flusses

Wegen oy(t) = ap(to +t) folgt aus ¥(q) = é&,(0) nun auch

ap(t)) = dp(t)

fiir jedes t € (ap, bp), nicht nur fiir ¢ = 0. Aber das heiBt nichts
anderes, als dass die Flusslinie o, eine Losungskurve des autonomen
Differentialgleichungssystems

.il = Ul(ﬁl,...,$n)

En = vplT1,...,Zn)

erster Ordnung auf M zum Anfangswert o,(0) = p ist. Dieser Be-
ziehung zwischen Fliissen und Differentialgleichungen, um derent-
willen wir die Fliisse iberhaupt betrachten, wollen wir im néchsten
Abschnitt weiter nachgehen. Zuvor moéchte ich aber wieder einmal
mit Thnen iiber eine Notationsangelegenheit sprechen, namlich iiber
das Vektorpfeilchen.
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14.3 Rede iiber das Vektorpfeilchen

Weshalb schreiben die Mathematiker z € R3, die Physiker aber
# € R? fiir das Zahlentripel (x;,2,73)? Ein Grund diirfte sein,
dass die Physiker eben gar nicht ¥ € R? schreiben, sondern nur
Z, und das Vektorpfeilchen — oder der Fettdruck, der stattdessen
auch benutzt wird — hat die Aufgabe mitzuteilen oder daran zu
erinnern, dass & drei Komponenten hat. Das ist praktisch. Weshalb
wird das in der Mathematik nicht auch so gemacht?

Weil die Vielfalt der Typen mathematischer Objekte so grofl
ist, dass ihre Unterscheidung durch eine ein fiir allemal feststehende
charakteristische Notation nicht mehr praktikabel ist. Deshalb muss
in der Mathematik immer wieder von Neuem gesagt werden, was ein
Symbol im jeweiligen Kontext bezeichnen soll. Aus diesem Grunde
beginnen mathematische Aussagen oder Diskussionen so oft mit
Vereinbarungen iiber die Bedeutung der Symbole: Sei f : X — V
eine Abbildung, x € X, oder: Sei A eine m x n-Matriz und sei
y € R™, oder: Sei @ ein kompakter Quader im R™, oder: Sei Q eine
quadratische Form auf einem Untervektorraum U C RY, usw.

Sie sehen schon an diesen wenigen Beispielen aus Threm eigenen
Erfahrungsbereich, warum der Versuch, alle diese Mitteilungen in
fest vereinbarte kleine ‘Icons’ zu verpacken, zum Scheitern verur-
teilt ware. Wollten wir quadratische Formen etwa mit einem klei-
nen Quadrat markieren: Sei QU positiv definit, so wiissten wir noch
nicht, auf welchem Raum die Form lebt, miissten also das Symbol
noch erganzen: QU usw., und abgesehen von der Notwendigkeit,
sich alle diese Icons merken zu miissen, wiirde die Notation viel zu
umstindlich und iiberladen. Die Bedeutung der Buchstaben jeder-
zeit, kurzfristig neu vereinbaren zu konnen ermoglicht dagegen eine
elegante, durchsichtige Notation auch dann, wenn komplizierte ma-
thematische Objekte beteiligt sind, und daran gewohnt empfinden
Mathematiker auch schon das Vektorpfeilchen als einen iiberfliissi-
gen Ballast.

Freilich, in einer kleinen mathematischen Welt, in der es nur
Zahlen, Zahlentripel und 3 x 3-Matrizen gibt, ist es schon sinnvoll
und praktisch, diese drei Typen von Objekten durch den Druck
oder markierende Symbole zu unterscheiden, und » dann als Nota-
tion fiir ||7]| verwenden zu kénnen, haben Sie als Bonus obendrein.
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Aber schon wenn in der Elektrodynamik oder der Relativitatstheo-
rie Vierervektoren gebraucht werden, muss neue, zusatzliche Nota-
tion® eingefiihrt werden, weil das Vektorpfeilchen oder der Fett-
druck alleine die dreikomponentigen von den vierkomponentigen
Vektoren nicht unterscheiden wiirden.

Sie werden die Bereitschaft anerkennen, mit der ich mich in
der Vektornotation den physikalischen Lehrbiichern fiir Studienan-
finger angepasst habe, um Ihnen Ubersetzungsschwierigkeiten zu
ersparen. Ich will nicht gerade sagen “ich trdum’ schon davon”,
aber wenn ich jetzt im mathematischen Seminar einen Vektor als v
anschreibe, dann habe ich einen Moment lang ein Gefiihl als hatt’
ich mich beim Autofahren nicht angeschnallt, bis ich dann daran
denke, dass ich ja unter Mathematikern bin, die zu @ hochstens
fragen wiirden, was dieser Pfeil da bedeuten solle.

Sie haben aber inzwischen nachgerade genug mathematische
Einsicht gewonnen, dass ich anfangen kann, die Verwendung des
Vektorpfeils wieder etwas einzuschrinken und mich normalen ma-
thematischen Notationsgewohnheiten anzunihern. Ich werde das
sachte tun, physikalischen Formeln kein Pfeilchen rauben und in
Fillen von Verwechslungsgefahr auf der Hut sein. Aber grundsétz-
lich sind wir uns wohl einig, dass zwar klar sein muss, was ein
Symbol bezeichnet, wie es aussieht aber eine Frage von Stil und
Suggestivkraft ist.

Ob ich die Vektoreigenschaft eines Objekts durch die Signal-
wirkung des Pfeils betonen will oder nicht, hdngt auch von der
mathematischen Rolle ab, die das Objekt im jeweiligen Zusammen-
hang spielt. Geht es zum Beispiel um Vektorfelder 7 : M — R”
auf einer offenen Teilmenge M C R", so kann es angemessen sein,
#(z) und z € M zu schreiben, wenn némlich die Addition von Ele-
menten z,y € M nicht von Interesse ist und wohl gar aus M hin-
ausfithrt, wie es bei blofen Ortsangaben leicht sein kann. Ist aber
M =R", die Addition darin physikalisch sinnvoll und ¢ : R* — R
womdglich noch linear, dann wird man v und z jedenfalls gleich
behandeln und entweder & = v(z) oder Z = (&) schreiben wollen.?

Gangz iiberfliissig erscheint es mir, einem griechischen Buchsta-
ben, der eine Kurve im R" beschreibt, etwa v : [tg, 1] — R”,
noch ein Pfeilchen aufzusetzen und dadurch seinen Geschwindig-
keitsvektor 4(t) € R™ zu 7(t) zu komplizieren. Es wird doch jeder,
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der iiberhaupt vernommen hat, dass v eine Kurve im R" bezeich-
net, auch ohne den Pfeil wissen, dass v(¢) dann n Komponenten
v1(t), ..., ¥ (t) haben muss.

Kurz und gut: die Notationen z € R™ und Z € R" sind beide
zulissig und haben ihre Vor- und Nachteile, und wir, der mathe-
matische Autor und der physikalische Leser, wollen sie in interdis-
ziplindrer Freundschaftlichkeit gutwillig verwenden und lesen.

14.4 Phasenfliisse und Phasenportraits

Es sei wieder M C R" offen, aber gegeben sei jetzt nicht ein lokaler
Fluss, sondern ein Vektorfeld ¢ : M — R™. Von Flusslinien ist
also vorerst nicht die Rede, wohl aber von Losungen oder genauer
von Lisungskurven des Systems & = ¢(z), worunter differenzierbare
Kurven a : (a,b) — M mit &(t) = ¥(a(t)) zu verstehen sind.

Zu einer ersten Anschauung vom Losungsverhalten eines solchen
Systems verhilft uns wieder die Vorstellung, das Vektorfeld sei in
der Lage, einem (punktférmigen, masselosen) ‘Losungsfahrzeug’ an
jedem Punkt p in M, an dem sich dieses gerade befindet, den dort
vorgeschriebenen Geschwindigkeitsvektor @(p) zu erteilen.

Losungsfahrzeug folgt der vorgeschriebenen Richtung
und halt die vorgeschriebene Geschwindigkeit ein.
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Der Pilot eines solchen Fahrzeugs kann dann gar nichts tun, will es
uns scheinen, denn sowohl die Fahrtrichtung als auch die Geschwin-
digkeit sind jederzeit extern bestimmt, und wir erwarten daher, dass
der gesamte Verlauf einer solchen Loésungsfahrt bereits durch den
Ort festgelegt ist, zu dem sich das Fahrzeug zu einem festen Zeit-
punkt, sagen wir bei t = 0, befindet.

Auch fir die Existenz von Losungen stimmt uns das Gedanken-
experiment zuversichtlich, wir stellen uns vor, dass wir das Fahr-
zeug zur Zeit ¢ = 0 an einem beliebigen Punkte p € M einsetzen
konnen wie das Holzchen in die Donau und dass die Automatik es
dann auf einer Losungskurve entlangfiihrt, jedenfalls so lange, bis
jedes weitere Fahren das Verlassen von M bedeuten wiirde, und
analog fiir die Vorgeschichte ¢ < 0 eines den Punkt p zur Zeit t = 0
erreichenden Fahrzeugs.

Dass es mathematisch dann doch nicht ganz so einfach ist, ha-
ben wir im Abschnitt 4.2 an dem Beispiel 3/ = 2\/m schon ge-
sehen, und es ist amiisant zu iiberlegen, weshalb der Pilot unter
Umstdnden doch auf legale Weise eingreifen und unsere Eindeu-
tigkeitserwartung zunichte machen kann. Auch die Existenz einer
Losung darf man nicht erhoffen, lings der das Vektorfeld Unmogli-
ches vom Losungsfahrzeug verlangt, zum Beispiel in voller Fahrt
abrupt die Richtung zu wechseln und doch dabei eine differenzier-
bare Kurve zu beschreiben.

Wenn aber das Vektorfeld die lokale Lipschitzbedingung erfiillt
(und das ist gar nichts Besonderes, jedes C'-Vektorfeld tut das frei-
willig) dann sind wir vor unliebsamen Uberraschungen geschiitzt,
das sagt der schon mehrfach erwihnte Existenz- und Eindeutig-
keitssatz von Picard und Lindel6f, dessen Aussage wir diesmal im
Detail betrachten wollen. Am einfachsten, auch zu beweisen, ist
jener Teil des Satzes, der nur von der einzelnen Losung spricht:

Satz von Picard-Lindelof iiber einzelne Lésungen: Es sei M
offen in R™ und ¥ : M — R"™ ein Lipschitz-Vektorfeld. Dann gilt:
Eindeutigkeit: Sind o, 8 : (a,b) — M zwei Lésungen des Systems
& = ¥(x) und gilt aty) = P(ty) fir ein ty € (a,b), so folgt daraus
bereits a(t) = G(t) fiir alle t € (a,b).

Existenz: Zu jedem p € M und jedem ty € R gibt es ein € > 0 und
eine Lésung o : (tg — €,to + ) — M mit a(ty) = p. O
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Aus einer Losungskurve « : (a,b) ~ M kann man auf zwei triviale
Arten ‘andere’ Losungskurven machen, namlich durch Verkleine-
rung des Definitionsbereiches und durch Zeittranslation, denn da
wir hier von autonomen Systemen sprechen, ist fiir jedes ¢t; € R
auch durch a(t+1¢,) eine auf (a — ¢, b—t;) definierte Losung gege-
ben. Man mag ja manchmal Anlass haben, vorhandene Losungen zu
verschieben oder zu verkleinern, aber interessante neue Losungen
erh&lt man so natiirlich nicht.

Notation: Es bezeichne «, : (a,,b,) — M die nach dem Satz von
Picard-Lindelof eindeutig bestimmte maximale Losungskurve von
& = ¥(z), welche die Anfangsbedingung o, (0) = p erfiillt. O

Dabei heifit eine Losung o : (a,b) — M maximal, wenn ihr Defi-
nitionsbereich nicht erweitert werden kann, genauer wenn es keine
Losung @ : (@,b) — M auf einem echt grofieren offenen Intervall
(a,b) 2 (a,b) gibt, die auf (a,b) mit o iibereinstimmt.

Von solchen maximalen Losungen ist in dem Satz von Picard-
Lindel6f zwar nicht ausdriicklich die Rede, aber zu jedem p € M
gibt es nach der Existenzaussage jedenfalls irgendwelche Losun-
gen o auf offenen Intervallen mit «(0) = p, und da je zwei solche
nach der Eindeutigkeitsaussage auf dem Durchschnitt ihrer Defini-
tionsintervalle iibereinstimmen, definieren sie alle zusammen eine
wohlbestimmte Losung «, auf der Vereinigung (a,,b,) ihrer Defi-
nitionsintervalle, und diese Lésung ist dann natiirlich maximal. So
ist es mit der Notation «, gemeint.

Unter einem offenen Intervall miissen wir hier immer ein all-
gemeines offenes Intervall verstehen, d.h. die Intervallgrenzen sind
moglicherweise unendlich:

—00 < a, <0 <bh < oo,

und in der Tat ist (a,,b,) = R ein héufig eintretender, uns meist
angenehmer Fall. Gilt er fiir alle p € M, so nennt man ¥ oder
eigentlich das DGL-System & = #/(z) auch global integrierbar.

Aus den Losungen o, erhilt man alle Losungen, die es iiber-
haupt gibt, durch Verkleinerung und (falls ¢ nicht sowieso global
integrierbar ist) durch Zeittranslation, und man kann daher mit gu-
tem Recht sagen man habe das DGL-System geldst, wenn man alle
oy kennt.
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Aus dem Satz von Picard-Lindeléf erhalten wir nun ohne wei-
teres das folgende

Korollar: Ist M C R" offen und v : M — R" ein Lipschitz-Vektor-
feld, so definieren die maximalen Lésungskurven ay, : (ap, b,) — M

mit ¢, (0) = p durch ®(t,p) := o, (t) einen maximalen lokalen Fluss
® auf M.

BEWEIS: Wir haben die drei Flussaxiome (1), (2a) und (2b) zu
verifizieren. Axiom (1), also a,(0) = p, gilt ja sowieso. Sei jetzt
q = op(to) fur ein festes to € (ap, by). Dann ist auf (a, — to, by — to)
durch a,(t + to) eine Losung zum Anfangswert g gegeben, und da
ag : (aq,by) — M die maximale solche Losung ist, muss nach dem
Eindeutigkeitsatz

(ap = to, by — to) C (ag,by)

und a,(t +1g) = a(t) fiir alle t € (a, —to, by —to) gelten. Insbeson-
dere ist ag(—1t9) = p, nach Rollentausch von (p, ¢, to) mit (q,p, —to)
gilt also aus denselben Griinden auch

(aq + to, bq + tO) c (apv bp)a
und somit sind (2a) und (2b) nachgewiesen. O

Diesen maximalen lokalen Fluss nennt man den Phasenfluss des
Lipschitz-Vektorfeldes oder des Systems & = ¢/(x). Wir wissen also
jetzt auch, dass die Bilder oder Bahnen der maximalen Losungskur-
ven die Menge M zerlegen und auch dass eine maximale Losungs-
kurve, die weder konstant noch injektiv ist, auf ganz R definiert
sein und eine kleinste positive Periode haben muss, denn stetig
sind Losungskurven sowieso, weil sie ja sogar differenzierbar sind.
Die Menge der Bahnen, jeweils versehen mit der Information
iiber die Durchlaufungsrichtung, heifit das Phasenportrait des
DGL-Systems & = ¢(x). Das Phasenportrait enthalt also weniger
Information als der Phasenfluss: statt der o, : (ap, by) — M selbst
zeigt es uns nur deren gerichtete Bahnen ay(ap, b,) C M. Dafiir ist
diese Information im Allgemeinen auch leichter zu bekommen und
zu verwalten als der genaue Losungsverlauf in Abhéngigkeit von
der Zeit t. Das Phasenportrait, wenn man es denn hat, gibt einen
Uberblick iiber das gesamte Losungsverhalten des DGL-Systems.
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14.5 Die Abhéngigkeit von den Anfangswerten

Wir sind bisher in Gedanken immer auf den Bahnen entlang ge-
saust, haben den Losungsfluss ®(¢, p) also fiir jeweils festes p be-
trachtet. Was aber wissen wir darliber, wie die Losungen sich bei
Anderung der Anfangsbedingungen verhalten, d.h. wie ®(¢, p) von
p, oder noch eindringlicher gefragt: von allen Variablen (¢,p) ge-
meinsam abhingt? Eben davon handelt der zweite, etwas subtilere
und schwieriger zu beweisende Teil des Satzes von Picard-Lindelof,
dem wir uns jetzt zuwenden.

Die Frage nach den Eigenschaften von ® betrifft natiirtich auch
den Definitionsbereich von ®, nennen wir ihn A C R x M. Definiert
ist ®(t, p) genau dann, wenn ¢ € (ap, b,) gilt, also ist

A

I

{(t,p) e R X M | t € (a,,by)}
= U (ap,by) x {p} CRx M CRxR* =R

peEM

Sie sehen, dass darin die gesamte Information dariiber steckt, auf
welchem Zeitintervall jede Losung existiert. Wenn Sie sich befragen,
welchen Weg wir einschlagen konnten, bei gegebenem ¢ etwas iiber
A herauszubekommen, so werden Sie gestehen miissen, dass Thnen
nichts einfillt auler der direkten Inspektion: das System & = ¥(z)
16sen und nachschauen, welches die maximalen Definitionsinterval-
le der Losungen sind. Das ist aber oft sehr beschwerlich bis un-
durchfithrbar. Wir sollten deshalb dem Satz von Picard-Lindelof
dankbar fiir alles sein, was er uns etwa iiber A sagen kann, und er
sagt etwas: fiir Lipschitzfelder ist A offen in R™*1,

Enttauscht? Studienanfinger sind zuweilen ein sehr anspruchs-
volles Publikum. Ja, was dachten Sie denn? Soll der Satz verkiinden,
A sei R x M7 Das stimmt doch im Allgemeinen nicht. Oder mei-
nen Sie, das verstehe sich beinahe von selbst, denn wenn man p
nur ganz wenig, fast gar nicht dndert, dann wird sich doch auch
die Lebensdauer der Losung nur wenig andern? Denken Sie einmal
im Falle n = 1 und M = R an das Beispiel ' = f(y) := y*. Die
stationdre Losung y = 0 ist auf ganz R = (ag, by) definiert, aber
fiir jeden anderen Anfangswert p # 0 ist b, < oco. Wahlt man f
noch steiler, werden diese Lebensdauern noch kiirzer, und wer sagt
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uns denn, dass sie nicht iiberhaupt beschriankt bleiben kénnen und
deshalb R x 0 C A wie eine Nadel heraussticht?

0x M Ox M
_%(A —__iﬂ

_ PO —— A
| Rx0cCA

:‘/ —5\ Rx0C

Weshalb sollte A nicht einmal so oder gar so aussehen?

Dann wire A natiirlich nicht offen in R?. — Oder méchten Sie ein-
fach nur wissen, weshalb es so wichtig sei, ob A offen ist oder nicht?
Zur Antwort konnte ich Sie daran erinnern, welche technische Rol-
le die Offenheit der Definitionsbereiche in der mehrdimensionalen
Differentialrechnung spielt, und wenn wir zum Beispiel nach der
Differenzierbarkeit von ® auch nur fragen wollen, muss uns die lo-
kale Beschaffenheit des Definitionsbereiches interessieren. Es gibt
aber auch einen spezifischeren Grund, die Offenheit von A als eine
wertvolle Information zu schiatzen. Aus der Offenheit folgt wegen
0 x M C A insbesondere, dass es zu jedem p € M eine offene
Umgebung U in M und ein € > 0 gibt, so dass [—¢,¢] x U C A ist:

Ox M
N
A
/A (0,p)
4
[-e,el x U

[—e,el x U C A, also {ay|, by, > € auf ganz U

Das heifit aber, dass jeder Punkt eine Umgebung U hat, in der
es eine gemeinsame positive untere Schranke ¢ > 0 fir Alter und
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Lebensdauer aller Punkte u € U gibt, d.h. |a,],b, > ¢ fiir alle
u € U. Andererseits wissen wir, dass die Lebensdauer lings der
Flusslinie eines Punktes ¢ € M mit b, < oo fiir t — b, gegen
Null geht, denn hatte ¢ die Lebensdauer b,, so hat oq(t) nur noch
die Lebensdauer b, —t. Insbesondere muss eine solche Flusslinie o,
die letzten £ Sekunden ihres Daseins auferhalb von U verbringen,
wenn U eine Menge ist, in der b, > ¢ fiir alle u € U gilt! Wenn uns
also z.B. von einem Punkt ¢ € M bekannt ist, dass seine Flusslinie
schliefllich in U bleiben muss (es also ein tg < b, mit o, (t) € U fiir
alle t mit ¢y < t < b, gibt), etwa weil U eine Umgebung von p € M
ist und eine unabhéngige Informationsquelle uns lim,_y, cvy(t) = p
versichert:

Wenn eine Lisungskurve gegen einen Punkt von M konvergiert,
so lebt sie unendlich lange: eine Folge der Offenheit von A

dann folgt also automatisch b, = oo, ohne jede Rechnung, ein-
fach als logische Konsequenz der Offenheit von A. Analog kann
man natiirlich fir das Alter und ¢ — a, argumentieren. Und wenn
Sie spéter den Kompaktheitsargument® genannten mathematischen
Kunstgriff beherrschen, konnen Sie die Existenz lokaler unterer
Schranken fiir Alter und Lebensdauer noch besser ausnutzen.

Dass man nicht durch blofles Denken jegliche Rechnung ver-
meiden kann, brauche ich Thnen nicht zu erkldren, davon sind Sie
nur allzu sehr {iberzeugt. Sie miissen aber auch umgekehrt einse-
hen wie ungeschickt es wire, die kostenlosen Vorausinformationen
der Theorie zu ignorieren. — Soviel iiber die Offenheit von A. Die
Gesamtaussage des Satzes von Picard-Lindelof lautet:
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Satz von Picard-Lindelof iiber die Lésungsgesamtheit: Ist
¥ : M — R" ein Lipschitz- Vektorfeld auf einem offenen M C R™, so
ist der Definitionsbereich A = ¢y (ap, by) < {p} des Phasenflusses
® des Systems & = ¥(x) offen in Rx M und ® : A — M ist stetig. Ist
das Vektorfeld ¥ dariiber hinaus sogar C*, so ist auch ® : A — M
eine C*-Abbildung. O

Auf den Beweis® werde ich jetzt nicht eingehen. Im n#chsten Ab-
schnitt wollen wir uns klar machen, weshalb der Satz von Picard-
Lindelof, der doch ‘nur’ von den autonomen Systemen erster Ord-
nung handelt, von durchgreifender Anwendbarkeit in der gesamten
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen ist.

14.6 Die universelle Anwendbarkeit des Satzes
von Picard-Lindelof

Gesehen haben Sie die Idee schon einmal, im Abschnitt 5.1 namlich,
wo wir eine Differentialgleichung v” = f(x,v,y’) zweiter Ordnung
als ein System erster Ordnung fiir 4 und ¢’ aufgefasst haben, sozu-
sagen. Jetzt wollen wir Differentialgleichungen n-ter Ordnung be-
trachten, und zwar zuerst autonome.

Sprechweise: Ist ™ = f(x,4,...,2" D) eine Differentialglei-
chung n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion = = x(t), wobei
f : M — R eine auf einer offenen Teilmenge M C R™ definierte
Lipschitz- bzw. sogar C*-Funktion ist, so heif3t

I = I
jjg = I3
I.n—l = Tn
Tn = flx1,29,...,2p)

das zu der Gleichung gehdrige autonome System erster Ordnung
auf M. Unter dem Phasenfluss und Phasenportrait der Gleichung
n-ter Ordnung versteht man die des zugehérigen Systems, und die
offene Teilmenge M C R"™, auf der also das Phasenportrait lebt,
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heifit in diesem Zusammenhange auch der Phasenraum der Glei-
chung. O

Sie sehen, dass sich das System aus der Gleichung ergibt, wenn man
z1(t),. .., z,(t) als z(t),..., 2V (t) “auffasst”, aber was soll das
genau heiflen? Ist x5 dasselbe wie & oder nicht? Diese berechtigte
Frage verlangt eine mathematisch prizise Antwort, in der das du-
biose Wort “auffassen” nicht vorkommt, und diese Antwort lautet:

Notiz 1: Lést z(t) die Gleichung, so 16st (z(t), &(t), ...,z D (2))
das zugehorige System, und umgekehrt: I6st (z1(t), ..., z,(t)) das
System, so lost z(t) := x1(t) die Gleichung, und z5(t), ..., x,(t)
sind dann die erste bis (n—1)-te Ableitung dieser Losung z(t). O

Betrachten wir die Schwingungsgleichung & + %x + wiz = 0 als
Beispiel. Der Phasenraum oder die Phasenebene, wie man in diesem
Falle besser sagt, ist dann der R?, in dem wir die Koordinaten wie
gewohnlich mit z; und x, bezeichnen. Man spricht aber von der
Phasenebene auch gern als von der (x, #)-Ebene und von den beiden
Koordinatenachsen als von der z-Achse und der -Achse.

To T

A
>

&

AR
)

—~— —
Neutrale Beschriftung ‘Sprechende’ Beschriftung
der Phasenebene der Phasenebene

Phasenportrait fiir T + %.—:1: + wiz = 0 im Falle schwacher Dimpfung

Als Bezeichnung fiir eine Koordinate ist ¢ freilich ein etwas irritie-
rendes Symbol, weil es eigentlich auffordert, ein z nach ¢ abzuleiten,
und was soll das in einer (z, ¢)-Ebene bedeuten? Wenn Sie aber die
Beziehung zwischen der Gleichung und dem zugehorigen System
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erster Ordnung richtig verstanden haben, dann erinnert Sie die-
se Bezeichnung in angenehmer Weise an die obige Notiz, und das
Phasenportrait schaut Sie gleich viel freundlicher an als mit der
neutralen Beschriftung z;, z,, finden Sie nicht?

Wenden wir uns nun den allgemeineren nichtautonomen Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion z =
z(t) zu. Auch diese lassen sich auf autonome Systeme erster Ord-
nung zurlickfithren, nur brauchen wir dazu noch eine zusitzliche
Koordinate xg, welche bis auf Translation die Rolle von # spielen
wird, genauer:

Sprechweise: Ist 2™ = f(t,z,&,..., 2 D) eine nichtautonome
Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion z =
x(t), wobei f : B — R eine auf einer offenen Teilmenge B C R x R®
definierte Lipschitz- bzw. sogar C*-Funktion ist, so heifit

o =1

Ty = 2

j?g = I3

i'n—l = In

:.En = f(x07mlal‘27"'7mn)

das zu der Gleichung gehérige autonome System erster Ordnung
auf B. Unter dem Phasenfluss und Phasenportrait der nichtauto-
nomen Gleichung n-ter Ordnung versteht man die des zugehorigen
Systems, und die offene Teilmenge B € R x R™, auf der also das
Phasenportrait lebt, heifit in diesem Zusammenhange auch der um
die Zeitkoordinate erweiterte Phasenraum der Gleichung.l

Notiz 2: Lost x(t) die Gleichung, so I6st (t, z(t), &(t), ..., 2™ V(1))
das zugehdrige System, und umgekehrt: 16st (xo(t), z1(t), . .., z,(t))
das System, so gilt jedenfalls zo(t —to) = t fiir ein ty, einfach wegen
@o(t) = 1, und dann 16st z(t) := z1(t — to) die Gleichung, und die
Funktionen xs(t—tp), . .., xn{t—to) sind dann die erste bis (n—1)-te
Ableitung dieser Losung z(t). O

Aus dem Satz von Picard-Lindelof iiber die einzelnen Losungen
erhalten wir deshalb als
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Korollar: Ist B C R x R" offen und f : B — R eine Lipschitz-
Funktion, so gibt es zu jedem Punkt (to,po,...,pn1) € B genau
eine maximale Lésung v = x(t) der Differentialgleichung =™ =
ft,z, &, ..., 2D, welche die Anfangsbedingung

z(to) = Do
(to) = D

" V() = pa

erfiillt. O

Kurz gesagt: bei Differentialgleichungen n-ter Ordnung geniigt es
zur Festlegung einer Losung nicht, nur ihren Wert bei ¢y, vorzu-
schreiben, sondern man muss auch ihre Ableitungen bis zur (n—1)-
ten einschliefllich angeben oder kennen. .

Dieses Korollar gilt natiirlich auch fiir eine autonome Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung auf M C R"™, wie wir schon aus der
Notiz 1 ablesen und wie jetzt noch einmal mit herauskommt, da
man sie ja als Spezialfall einer nichtautonomen auf B := R x M
verstehen kann. Allerdings diirfen wir uns dann oBdA auf den Fall
to = 0 beschrinken, denn im autonomen Falle ist mit z(¢) stets
auch z(t — ty) eine Losung, und diese hat dann an der Stelle #
denselben Wert und dieselben Ableitungen wie z(¢) selbst an der
Stelle Null.

Durch die Verwandlung von Gleichungen n-ter Ordnung in Sy-
steme erster Ordnung wird natiirlich auch der Satz von Picard-
Lindelof iiber die Losungsgesamtheit anwendbar und gibt Thnen
Information iiber die ‘Abhangigkeit von den Anfangswerten’.

Wir haben bislang immer nur von Differentialgleichungen n-ter
Ordnung fiir eine gesuchte Funktion z = z(t) gesprochen, ebenso
kénnen wir aber auch Systeme von Differentialgleichungen n-ter
Ordnung fiir m gesuchte Funktionen, d.h. fiir gesuchtes R™-wertiges

¥ = Z(t) betrachten, wobei das Vektorpfeilchen jetzt auf die m
Komponenten hinweisen soll. Die Verwandlung eines autonomen
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solchen Systems

—(n P —(n—1

™ = f(z 2,... 2"
auf offenem M C R™™ in ein autonormes System erster Ordnung auf
M geht genau so wie zuvor, nur miissen wir jetzt auch &y,..., T,

schreiben oder zumindest denken, denn das sind jetzt auch m-tupel.
Auch ein nichtautonomes System

7™ = f(t,7,2,...,2"7Y)

n-ter Ordnung auf offenem B C R x R™* behandeln wir mit jetzt
R™-wertigen Zi,...,T, wie zuvor, die zusitzliche Koordinate xg
bleibt aber natiirlich skalar und bekommt kein Pfeilchen, sie spielt
ja dic Rolle der Zeitkoordinate ¢.

Sie sehen jetzt, weshalb der Satz von Picard-Lindeldf fiir Syste-
me beliebiger Ordnung, also fiir den gesamten Bereich der Theorie
der gewohulichen Differentialgleichungen zusténdig ist. Um ihn an-
zuwenden, verwandeln Sie Ihr System wie beschrieben in ein auto-
nomes System erster Ordnung, das dann auch die Lipschitz- oder
C*-Eigenschaften des urspriinglichen Systems hat, wenden darauf
den Satz an und erhalten als Korollare die Antworten auf IThre
Fragen iiber Existenz und Findeutigkeit der Loésungen zu gegebe-
nen Anfangsbedingungen und iiber das analytische Verhalten der
Losungsgesamtheit.

14.7 Vektorfeld und Richtungsfeld

Im Abschnitt 4.1, beim ersten Kennenlernen des Differentialglei-
chungsbegriffes, haben wir nichtautonome Differentialgleichungen
erster Ordnung, v’ = f(z,y), durch ihr Richtungsfeld veranschau-
licht und in 4.6 dann analog auch das Richtungsfeld eines nicht-
autonomen Systems §' = f| (z,7) erster Ordnung betrachtet. Jetzt,
im Zuge der Zuriickfithrung von allen und jedem System auf ein au-
tonomes System erster Ordnung, also auf ein Vektorfeld, bekommt
auch 7' = f{ (z,7) ein Vektorfeld zugeordnet und besitzt damit also
zwel Veranschaulichungen, die wir doch einmal miteinander verglei-
chen sollten.

Bleiben wir dafiir bei der Notation z fiir die unabhéngige und ¥

fiir die abhangigen Variablen. Sei B C RxR" der Definitionsbereich
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von f: B — R". Das zu §’ = f(:v,y]) gehorige Vektorfeld 7: B —
R x R™ ist dann definitionsgem&fl durch

iz, §) = (1, f(2,7))

gegeben, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben. Das Rich-
tungsfeld dagegen ordnete dem Punkt (z, %) nicht einen Vektor zu,
sondern nur eine ‘Richtung’, beschrieben durch eine Gerade (beim
Zeichnen und Vorstellen natiirlich nur ein kleines Stiickchen einer
Geraden) durch den Punkt, ndmlich die Gerade mit dem vektori-
ellen Anstieg f{ (z,7). Das ist aber genau die Gerade durch (z,%)
mit dem Richtungsvektor ¥(x, §)!

Damit ist klar, wie Vektorfeld und Richtungsfeld auseinander
hervorgehen. Ist das Vektorfeld gegeben, so ignorieren Sie die Pfeil-
spitzen und die Lange der Vektoren, behalten also von jedem Vektor
nur ein Strichlein in dieselbe Richtung: dann haben Sie das Rich-
tungsfeld von 7' = f (z,7) vor sich. Ist umgekehrt zuerst das Rich-
tungsfeld gegeben, so ersetzen Sie die Richtungsgerade durch jeweils
durch jenen Vektor in dieselbe Richtung, dessen erste Komponente,

also die z- oder Horizontalkomponente gleich 1 ist: so erhalten Sie
das Vektorfeld.

- /'/é

- s} —

~ s/ —~

~ e e L \.\>./>./7/‘
NN e e \\‘\)'/)/
NN e \-\)-—>/7
LN N %\\\)/’

} > X } t z

a b b a
Richtungsfeld Vektorfeld

Das Phasenportrait besteht aus den Graphen der Lésungen, und der
Phasenfluss stromt in diesen Bahnen mit der Horizontalgeschwin-
digkeit 1 entlang.

Ein autonomes System 7' = f () auf M C R" hat gar zwei
Phasenportraits, zum einen das durch das Vektorfeld f auf M ge-
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gebene, dessen Flusslinien die Lésungen selbst sind, und sodann das
erweiterte Phasenportrait auf R x M, dessen Bahnen die Graphen
der Losungen sind und das wir erhalten, wenn wir ' = f () als
Spezialfall eines nichtautonomen Systems auf B := R x M ansehen.

Dessen Vektorfeld 7 : B — R x R™ hiangt mit f : M — R"™ durch

—

Uz, y) = (1, f(§)) zusammen.
M 0x M

Rxp

W
\/

—

Phasenportrait und erweitertes Phasenportrait von ' = f(g)

Das ist wieder einmal eine von den niederdimensionalen Skizzen
mit hochdimensionalen Beschriftungen, denn wir denken uns ja
M C R™ Wir wollen aber zum Schluss wirklich einen Blick auf
das Phasenportrait im eindimensionalen Fall werfen, also fir auto-
nome Differentialgleichungen ¢ = f(y) fiir eine gesuchte Funktion
y = y(x). Diese Phasenportraits sind sehr einfach, fast schon wieder
verwirrend einfach, aber immer noch niitzlich. Denken wir uns etwa.
eine C'-Funktion f auf R mit zwei Nullstellen 1; < vy, zwischen
denen sie positiv ist, sonst negativ. Geht man von der vertrauten
Veranschaulichung von f durch seinen Graphen zu der ungewohn-
ten als eindimensionales ‘Vektor’feld {iber:

fy)

hn Y2

f als Graph und als Vektorfeld

so sieht man schon’, dass das Phasenportrait nur aus fiinf Bah-
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nen besteht, ndmlich aus den zwei einpunktigen oder stationdren
Bahnen {y;} und {y»} und den drei allgemeinen offenen Intervallen
(—o0,1), (y1,y2) und (ys, 00), jeweils versehen mit der Durchlau-
fungsrichtung:

A
N

Yi Y2

Das Phasenportrait von y' = f(y).

Man liest daran zum Beispiel sofort ab, wie die Losung zum An-
fangswert y(0) = p sich im Limes fiir  — b, verhalten wird, dass
sie z.B. fiir p > y; gegen y, konvergieren und deshalb fiir diese p
auch unendliche Lebensdauer b, = co haben, usw. Das erweiterte
Phasenportrait wird also ungefihr so aussehen:

y &
vt \\\\\\\\\\
Phasenportrait Erweitertes Phasenportrait

Phasenportrait und erweitertes Phasenportrait der autono-
men Gleichung y' = f(y). Beachte, dass durch Translation
einer Losung y(x) stets wieder eine Ldsung y(x—xq) entsteht

Den genauen Losungsverlauf, exakte Formeln, wenn es denn auf die-
se ankommt, erhilt man freilich erst durch Rechnung, aber selbst
diese Rechnung wird durch die kostenlose geometrische Vorinfor-
mation unterstiitzt und erleichtert: man vergisst keine Fille und
erkennt Rechenfehler sofort, wenn das Ergebnis die Erwartungen
nicht erfiillt.
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Nehmen Sie die Ubungsaufgabe R14.1 als Beispiel, in der es um
die Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit v des im Schwere-
feld mit quadratischer Reibung sinkenden Koérpers geht. Fiir v > 0
ist das die Gleichung © = g — av?, fiir v < 0 aber ¥ = g + av?, auf
ganz M = R also © = g — av|v| =: f(v). Im Prinzip hitte diese
Aufgabe nach Kapitel 4 schon gestellt werden konnen. Fangen Sie
aber nicht gleich blindlings an zu rechnen, das ist ja als wollten Sie
mit verbundenen Augen durch den Wald gehen. Skizzieren Sie sich
die Funktion f, das kostet nichts:

f)

g

N

I\

Die Funktion f(v) = g — av|v|

Dann haben Sie auch das Phasenportrait und damit das zu erwar-
tende Aussehen des erweiterten Phasenportraits:

M=R ,'\1)
\/_g R x \/—g /
................ LA AN S L
G /
Phasenportrait Erweitertes Phasenportrait von © = g — av|y|

Wenn Sie jetzt rechnen, sehen Sie jederzeit, wie Sie die aus den
notwendigen Fallunterscheidungen stammenden Teilergebnisse zur
Angabe der allgemeinen Losung zusammensetzen miissen.
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14.8  Ubungsaufgaben

Aufgabe R14.1: Losen Sie die Bewegungsgleichung

Ediv(t) =g — av(t)|v(t)|

mit o > 0 fiir die Geschwindigkeit des im Schwerefeld sinkenden
Kérpers fiir jede Anfangsbedingung v(0) = vy.

Aufgabe R14.2: Betrachten Sie die anharmonische Schwingungs-
gleichung & + wiz + Az® = 0. Untersuchen Sie das Phasenportrait
fiir A > 0 und A < 0. Wann gibt es periodische Losungen? Machen
Sie fiir diese den Ansatz z(t) = D> o, @k coskwt. Zeigen Sie, dass
man damit (durch formales, heuristisches Rechnen, ohne Riicksicht
auf Konvergenz) ein System von Gleichungen zur Bestimmung der
Fourier-Koeffizienten x erhalt. Fiir diesmal vernachléssigen Sie alle
Terme mit & > 1 und bestimmen Sie die Grundfrequenz w. Wann
ist das vermutlich eine gute Naherung?

Aufgabe R14.3: Sei 7 € R” ein fester Vektor, a > 0. Bestimmen
Sie die Bahnkurven #(t) des (nicht-autonomen) Geschwindigkeits-
feldes #(t, Z) = @ + (£ — dt)a’t/(1 + a*t*), also die Losungen von
Z = 9(t,T). (Losungshinweis: Betrachte ¢ := #—t.) Skizzieren Sie,
wohin die zum Zeitpunkt 0 in einer kleinen Kugel um & befindlich
gewesenen Punkte nach Verlauf einer Zeit ¢ von den Bahnkurven
gebracht worden sind.

Aufgabe T14.1: a) Skizzieren Sie die Phasenportraits der Diffe-
rentialgleichungen £ = 1 + 22 und ¢ = 1 — z2.

b) Bestimmen Sie den Definitionsbereich A C R xR des maximalen
lokalen Flusses von # = 1 + z2.

Aufgabe T14.2: Beweisen Sie, daff der maximale lokale Fluf} des
Gradientenfeldes einer C?-Funktion auf einer offenen Teilmenge
M C R" keine periodischen Flufllinien haben kann.

Aufgabe T14.3: Es bezeichne f : R — R eine C!-Funktion mit
genau einer Nullstelle. Beweisen Sie, dafl das Phasenportrait der
Differentialgleichung v’ = f(y) genau drei Orbits hat. Geben Sie
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fiir die méglichen Richtungen der Bahnen je ein konkretes Beispiel
einer solchen Differentialgleichung y' = f(y). (Daf} es in R auBler
der leeren Menge und R selbst keine Teilmengen gibt, die offen und
abgeschlossen zugleich sind, diirfen Sie ohne Beweis verwenden.)

Aufgabe T14.4: Es sei f: M — N eine C-Transformation zwi-
schen zwel offenen Teilmengen des R”, d.h. eine Bijektion, bei der f
und f~! beide C* sind. Ein C!-Vektorfeld ¥ auf M werde durch das
Differential von f auf N iibertragen: wW(f(p)) := df,(¢(p)). Bestim-
men Sie den maximalen lokalen Fluss ¥ von @ aus dem maximalen
lokalen Fluss ® von v.

Aufgabe T14.5: Es sei ¥ : M — R” ein Lipschitz-Vektorfeld auf
einer offenen Teilmenge. Schlielen Sie aus dem Satz von Picard-
Lindelsf (Offenheitsaussage), dafl es zu jedem p € M ein ¢ > 0 und
ein 0 > 0 gibt, so dafl fiir alle Punkte ¢ aus der e-Kugel um p das
‘Alter’ |a,| und die ‘Lebensdauer’ b, der FluBlinien von # = (%)
grofler als § sind und beweisen Sie damit, daf3 aus der Existenz von
tllgl ap(t) € M stets b, = oo folgt.

Aufgabe T14.6: Eine Funktion H : M — R heisst ein erstes
Integral eines maximalen lokalen Flusses ® auf M, wenn sie lings
jeder Flusslinie konstant ist. Sei jetzt [/ : D — R eine C?-Funktion
auf einem offenen Intervall D C R und f(z) := F’(x). Beweisen
Sie, dass H(z1,22) == F(z,) + 323 ein erstes Integral (des Phasen-
flusses) der Differentialgleichung Z + f(z) = 0 ist und verschaffen
Sie sich damit fiir a) Z + 322 — 1 = 0, b) f(z) = 4z(1 — 2?) und
¢) f(z) = —4z(1 — z?) eine ungefihre Vorstellung (Skizze) vom
Phasenportrait.



Zweidimensionale Systeme mit
konstanten Koeffizienten

15.1 Der e-Ansatz

In diesem Kapitel behandeln wir eine wichtige Beispielklasse auto-
nomer Systeme erster Ordnung, namlich die Systeme der Form

1 = a1+ anTs
Ty = G271+ A20%2

fiir zwei gesuchte Funktionen x; = z;(¢) und zo = x4(t), wobei die
a;; € R konstant sind und die Koeffizienten des Systems heiflen.
Ist A die Matrix dieser Koeffizienten, so konnen wir das System als
# = AT schreiben. Das Vektorfeld des Systems ist also die lineare
Abbildung A : R? — R?, und ich benutze die Vektorpfeil-Notation
um zu betonen, dass der Ort des Geschehens, M := R2, jetzt ein
Vektorraum ist und Linearkombinationen von Loésungen, wie im-
mer bei linearen Gleichungen und Systemen, eine wichtige Rolle
spielen, weil sie ebenfalls Lésungen sind. Insbesondere braucht man
nur die Losungskurven ag, o5 : R — R? zweier linear unabhéngi-
ger Anfangsvektoren i, v € R? zu kennen, um sofort die allgemeine
Lésung zu haben, denn die Losungskurve zu einem beliebigen An-
fangsvektor ¢;i + co¥ € R? ist dann crag + cooyy, daher ist durch
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Z(t) = crag(t) + coa(t), a0 €R

die allgemeine Ldsung von 7= A% gegeben, und man nennt
oy, oo deshalb ein Fundamentalsystem fiir £ = AZ. Der Pha-
senfluss @ : R x R? — R? ist dann also durch

O(t, 1t + c2¥) 1= crag(t) + coag(t)

beschrieben, was will man mehr. Und zur Berechnung eines Fun-
damentalsystems wird es doch ein Verfahren geben? — Gewiss, in
ganz konkreten Rechenschritten. Es ist zwar etwas verwickelt, denn
je nachdem ob eine gewisse Zahl, namlich (a1 + ag)* — 4det A,
grofler, kleiner oder gleich Null ist, nimmt die Rechnung einen an-
deren Verlauf, aber mit Wurzelziehen und den vier Grundrechen-
arten kommt man dabei aus, und am Schluss steht das Fundamen-
talsystem da. — Alsdann, ohne weiteres Predigen, her mit dem
Verfahren, denn das ist doch, worauf es in der Praxis ankommt.

Lieben Leute, worauf es (auch in der Praxis) ankommt, ist dass
Sie immer verstehen was Sie tun, denn nur dann sind Sie flexibel
genug, den stdndig wechselnden Anforderungen zu geniigen. Die
Arbeitsplatze, auf denen es geniigt, Zahlen in vorgegebene Formeln
einzusetzen, sind ldngst wegrationalisiert, wihrend Menschen mit
Durchblick hénderingend gesucht werden.

Vielleicht konnen wir uns aber darauf einigen, dass es sowohl
praktisch als auch einsichtig ist, es einmal mit einem Exponential-
ansatz oder e-Ansatz

T(t) = M

zu versuchen, nach den guten Erfahrungen, die wir mit dem e-An-
satz schon bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten gemacht haben. Der zu der Ansatz-
Formel gehérige Text heifit natiirlich: fir welche A € R und ¥ € R?
ist T(t) = eV eine Losung?

Eine solche Losung wiirde ja bei ¢ = 0 den Anfangswert ¢ an-
nehmen, also die Losungskurve ay sein. Wenn es uns gelingt, fiir
zwel linear unabhéngige Vektoren # und ¥ solche Exponentiallosun-
gen zu finden, dann haben wir schon ein Fundamentalsystem. Wir
gehen also mit dem Ansatz in das System Z = AZ hinein:
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A

Notiz: Genau dann ist Z(t) = e*¥ eine Lésung von Z = AZ, wenn

AT = X0

gilt. 0

Nach diesen A und @ zu suchen, ist eine rein linear-algebraische
Aufgabe. Gilt AT = A und ist ¥ # 0, denn der Fall ¥ = 0 ist
nicht interessant, so nennt man A einen Figenwert der Matrix A
und ¥ einen Figenvektor von A zum Eigenwert A\. Wie findet man
Eigenwerte und Eigenvektoren?

Die Bedingung A#' = A\ bedeutet ja soviel wie A¥—A¥ = 0 oder
(A= AE)¥ =0, wenn E die 2 x 2-Einheitsmatrix ( 7) bezeichnet,
weil E¥ = ¥ ist. Daher ist A genau dann ein Eigenwert, wenn die
2 x 2-Matrix

ao1 age — A

A_)\E:<a11“‘/\ 12 )

einen nichttrivialen Kern hat, was bekanntlich genau dann eintritt,
wenn die Determinante Null ist, und deshalb spielt diese Determi-
nante, als Funktion von A aufgefasst, bei Eigenwertproblemen eine
Schliisselrolle und hat einen besonderen Namen:

Definition: Das Polynom
Pa(\) :=det(A — AE) = A? — (a1, + ag)\ +det A

zweiten Grades in der Variablen A heiit das charakteristische
Polynom der 2 x 2-Matrix A. O

Notiz und Definition: Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms, und ist A ein Eigenwert, so besteht
der Untervektorraum FE) := Kern(A — AE) gerade aus der Null
und den Eigenvektoren zum Eigenwert A und heifit deshalb der
Eigenraum zum Eigenwert A. tJ

Zu einem Eigenwert A den zugehérigen Eigenraum E) C R? auszu-
rechnen ist leicht. Da wir im R? sind, ist so ein Eigenraum entweder
eine Gerade durch den Nullpunkt oder ganze R?. Letzteres tritt ein,



15.1 Der e-Ansatz 321

wenn A — AE ganz und gar Null ist, d.h. wenn A = AE = () 9)
war. Dann ist also E) = R? und es gibt gar nichts zu rechnen. An-
dernfalls hat die Matrix A — AE eine von (0, 0) verschiedene Zeile

(a,b), und dann ist z.B. der Vektor

()

ein Eigenvektor und damit Basis des eindimensionalen Raumes Ej,
denn ab — ab ist sowieso Null, und mit der anderen Zeile (¢, d) der
Matrix A — AE ergibt sich ad — be, das ist wegen det(A — AE) =0
auch Null. Soviel zum Rechenaufwand!

Welche Eigenwerte es aber gibt, entscheidet das charakteristi-
sche Polynom. Drei Fille kénnen vorkommen:

/AN

1. Fall 2. Fall 3. Fall

}_,

Welcher Fall eintritt sehen Sie ja, wenn Sie die Nullstellen aufsu-
chen, und ich zoégere die Formel dafiir herzusetzen — und ich tu’s
auch nicht, Sie konnten sonst meinen, Sie brauchten’s nicht selber
zu wissen. Wie weit hat uns der e-Ansatz also gebracht?

Ergebnis des e-Ansatzes:

1. Fall: Hat das charakteristische Polynom von A zwei reelle Null-
stellen A; # Ay und sind @ und ¥ Eigenvektoren zu diesen Eigen-
werten Ay bzw. Ag, dann ist

ag(t) = eM'd

ag(t) = ey
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ein Fundamentalsystem fiir £ = AZ. Beachten Sie, dass (i, 7) wirk-
lich eine Basis ist, denn sonst miisste @ = ¢ fiir ein ¢ € R gelten,
woraus Ai = \ii folgen wiirde, was wegen A4 = MA@ und A; # Ag
nicht moéglich ist.

In diesem angenehmen Fall bringt uns der e-Ansatz also die
vollstdndige Losung des Systems. O

2. Fall: Hat das charakteristische Polynom von A nur eine Null-
stelle A € R, dann ist entweder

(a) Ex = R?, das heifit dass A = () ) war, in diesem Falle gilt
sowieso a(t) = eMT fiir jedes ¥ € R? und das System ist

gelost. Oder aber

(b) der Eigenraum F, ist eindimensional. Wir wihlen einen Ei-
genvektor ¥ € Ej und haben dann die Losung ag(t) = e v
zum Anfangswert ¢, aber ein Fundamentalsystem hat uns der
e-Ansatz nicht gebracht, nur ein halbes, immerhin.

3. Fall: Hat das charakteristische Polynom keine reelle Nullstelle,
dann miissen wir leider feststellen, dass uns der e-Ansatz einstwei-
len gar nichts gebracht hat.

15.2 Der Grenzfall

In diesem Abschnitt wollen wir das halbe Fundamentalsystem aus
dem 2. Fall zu einem richtigen Fundamentalsystem ergénzen. Es
sei also A € R einzige Nullstelle des charakteristischen Polynoms
von A und ¥ ein Eigenvektor dazu. Wir ergénzen erst einmal ¢ auf
beliebige Weise zu einer Basis (#, %) von R? und nehmen uns vor,
die Losung ag(t) zum Anfangswert @ aufzufinden.

Die gesuchte Lésung muss sich jedenfalls auch in der Form

ag(t) = z(t)u + y(t)v

mit noch zu bestimmenden z(f) und y(¢) schreiben lassen, und in-
dem wir das Problem so anschauen tun wir nichts weiter, als es in
den durch die Basis (#, ¥) bestimmten Koordinaten zu betrachten.
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Die Anfangsbedingungen fiir  und y, die wir dann brauchten,
waren 2(0) = 1 und y(0) = 0, und das Differentialgleichungssystem
verlangte & = Aa, also

()t + y(t)v = z(t) AT + Ay(t)7,

weil ja AU = Awv ist.

Um abzulesen, was das fiir z(¢) und y(¢) bedeutet, miissen wir
natirlich auch A# nach der Basis entwickeln, Ad = ¢t + ¢, und
die Koeffizienten ¢; und ¢y konnen wir auch berechnen, da wir A
und die Basis ja kennen. Setzt man das ein und vergleicht auf beiden
Seiten die Koeffizienten vor ¢ und ¢, so erhdlt man

#(t) = cz(t)
y(t) = cox(t) + My(t)

als das Differentialgleichungssystem fiir x und y. Dass in die erste
Gleichung y(t) erfreulicherweise nicht eingeht, kommt nicht uner-
wartet, das ist eben die Belohnung dafiir, dass wir nicht einfach bei
der Standard-Basis geblieben sind, sondern den Eigenvektor ¥ an
der neuen Basis mit beteiligt haben, und auf den reagiert A einfach
durch Multiplikation mit A, das steckt letztlich dahinter.

Aber wie auch immer: die erste Gleichung hat z(¢) = e! als
Losung zur gewiinschten Anfangsbedingung x(0) = 1, und wenn
wir mit diesem Ergebnis in die zweite Gleichung hineingehen, haben
wir die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Lly] == 9 — Ay = cpe™*

fir y(t), die wir zur Anfangsbedingung y(0) = 0 losen wollen. Das
konnten wir mit Variation der Konstanten aus dem Abschnitt 4.5
machen, aber noch néher liegt uns vielleicht die in Abschnitt 13.1
iiber erzwungene Schwingungen benutzte Methode, wonach man
mit Hilfe des charakteristischen Polynoms P;, des Operators, hier
also Pr(p) = p — A, spezielle Losungen von Lly] = e schnell
hinschreiben kann.

Bisher haben wir noch gar keinen Gebrauch davon gemacht, dass
A der einzige Eigenwert von A ist, und tatsichlich wiirden wir auf
diesem Wege auch zu einem Fundamentalsystem gelangen, wenn es
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noch einen zweiten Eigenwert gidbe. Dass A der einzige Eigenwert
ist, hat aber ¢; = A zur Folge, denn dass ¢, ebenfalls Eigenwert von
A ist, sieht man zum Beispiel daran, dass offensichtlich

(A—ClE)ﬁ = 6217,
(A—aEY0 = (A—c)7

ist, der Rang von A — ¢ E also héchstens Eins und der Kern da-
her nicht trivial sein kann. Wie immer also der Basisvektor 4 auch
gewahlt wurde, stets ergibt sich

At = du + o

Unsere Gleichung fiir y(¢) heifit also L[y = c2¢*’, das charakteristi-
sche Polynom Py (1) hat bei 1 = A eine Nullstelle und die Ableitung
P/ (u) =1, also ist nach den in 13.1 studierten Regeln der Kunst
y(t) = cote™ eine spezielle Losung, und da sie die Anfangsbedin-
gung y(t) = 0 freiwillig erfiillt, auch die gesuchte. Schreiben wir
nun, da wir die Notation ¢; nicht mehr brauchen, auch ¢y =: x und
fassen zusammen.

Satz (Fundamentalsystem im Grenzfall): Es sei A\ € R der
einzige Eigenwert der reellen 2 x 2-Matrix A, sei U ein Eigenvektor
und 4 so gewéhlt, dass (@, U) eine Basis ist. Dann gilt At = M+ &0
fiir ein eindeutig bestimmtes xk € R, und

ag(t) = eN(u+ ktv)
as(t) = Mo
ist ein Fundamentalsystem fiir I = AZ. O

15.3  Der komplexe e-Ansatz

Jetzt wenden wir uns dem dritten Fall zu, in dem das charakteri-
stische Polynom von A keine reellen Nullstellen hat. — Komplex
weiterzurechnen wenn es reell nicht mehr geht, bringt immer etwas,
und zumal in unserem Falle ist gar keine Gefahr damit verbunden,
weil wir ein etwas dubios mit ALS OB-Methoden ermitteltes angebli-
ches Fundamentalsystem ja nur nachtriglich in # = A7 einzusetzen
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und auf die Anfangsbedingungen hin iiberpriifen zu brauchen um
sicher zu sein, dass es einwandfrei ist.

Das charakteristische Polynom von A hat also nun keine reellen
Nullstellen, dafiir aber zwei komplexe,

an +a an + a 2
Ay = = 2+ <112 22) —det A =: y+iw, wobei w > 0,

weil jetzt unter dem Wurzelzeichen in der bekannten Lésungsformel
fiir quadratische Gleichungen etwas Negatives steht. Das sind die
beiden komplexzen Eigenwerte von A. Nehmen wir einmal einen
der beiden zur Hand, sagen wir A := v + iw.

Imaginire Achse
v+ iw

Reelle Achse

\"Y—iu}

Die beiden komplexen Eigenwerte der reellen
Matrix A. Wir wihlen oBdA den oberen zu wei-
terer Verwendung aus.

Dann ist A — AE wieder eine, jetzt freilich komplexe, 2 x 2-Matrix
mit det(A — AE) = 0, und deshalb kénnen wir uns, wie im ersten
Abschnitt fiir reelles A erlautert, durch

(‘b) =g+ it #0
a

einen, jetzt freilich komplexen Eigenvektor zum Eigenwert «y + iw
verschaffen. Dann hat man, wie im Reellen und aus denselben Griin-
den, in

gy p(t) = (G 1 i)

die Losungskurve des komplexen Systems Z = A% zum komplexen
Anfangswert % 4 0 und insofern etwas, was wir gar nicht haben
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wollten. Aber! Weil A reell ist, folgt aus Z(t) = AZ(t) immer auch
ReZ(t) = A(ReZ(t)) und Im Z(t) = A(Im Z(t)), und deshalb sind
Real- und Imaginérteil einer komplexen Lésung ebenfalls Losungen.
Real- und Imaginérteil unserer Losung e+ (i + i#) sind aber
leicht auszurechnen:

e (i 1 i) = e (coswt + i sinwt)(i + i7)

= e"(coswt @i — sinwt ¥) +i e (sinwt @ + coswt ¥),

Realteil Imaginérteil

und da fiir t = 0 der Realteil den Wert @, der Imaginérteil den Wert
¢ annimmt, haben wir die Losungskurven dieser Anfangswerte ge-
funden, und wenn wir daran Zweifel hétten, wire jetzt der Moment
gekommen, das einfach nachzurechnen. Damit kénnen wir nun fast
schon zusammenriumen:

Satz: Hat das charakteristische Polynom von A keine reelle Null-
stelle und sind v £ iw die beiden komplexen Eigenwerte von A,
und ist ferner @ + ¥ ein komplexer Eigenvektor zum Eigenwert
A=y +1iw, so ist durch

ag(t) = e*(coswtd — sinwtv)
ag(t) = e"(sinwtd + coswt ),

ein Fundamentalsystem von T = AT gegeben.

BEWEIS: Eines bleibt némlich noch zu zeigen: ist (#, ¥) wirklich eine
Basis von R?? Wir wissen zwar, dass der komplexe Vektor i + v
nicht der Nullvektor ist, aber daraus allein folgt natiirlich noch
nicht, dass die beiden reellen Vektoren @ und # linear unabh#ngig
sein miissten.

Wairen aber # und ¢ linear abhingig, so wiren sie reelle Viel-
fache eines Vektors 7 in R?, also i = 7 und ¢ = yF fiir geeignete
z,y € R. Weil aber

U410 = (z + iy)7 =: 21

komplexer Eigenvektor zum Eigenwert A = v + iw ist, wiirde das
nun auch auf 7 selbst zutreffen, denn aus A(z7) = Az7 folgte wegen
z # 0 auch A7 = A7, was aber wegen w # 0 nicht sein kann, die
linke Seite ist reell. (]
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15.4 Die Phasenportraits

Um das gesamte Losungsverhalten eines Systems # = AT anschau-
lich vor uns zu haben, brauchen wir das Phasenportrait.

Wenn wir fiir ein System # = BT das Phasenportrait schon ken-
nen und wenden eine Transformation S : R? & R? darauf an, dann
kennen wir auch das Phasenportrait des transformierten Systems:

S

—
Ns 7
Phasenportrait von B Phasenportrait von A

Wie heifit die Matrix A des transformierten Systems, d.h. fiir welche
Matrix A sind (SZ)(t) = A(S#(t)) und Z(t) = BZ(t) gleichbedeu-
tend? Nun, Z(t) = BZ(t) bedeutet dasselbe wie (SZ) (¢t) = SBZ(t),
deshalb brauchen wir nur fir AS = SB zu sorgen, und das ist
leicht: A := SBS~L

Sprechweise: Ein Isomorphismus S : R? 2 R? transformiert das
System T = BT in das System T = AT oder, was dasselbe heiflen
soll, reduziert das System T = AZ auf das System ¥ = BZ, wenn
A= SBS~!gilt, d.h. wenn das Diagramm

Rz A R

g e

R 2, g
kommutativ ist.! Natiirlich transformiert S~' dann auch umgekehrt

das System Z = A7 in das System Z = BZ, und die Systeme oder
ihre Matrizen heiflen dann dquivalent. O

Wir wissen ja schon, wie man zu vorgegebener Matrix A ein Fun-
damentalsystem von ¥ = AZ ausrechnet. Dabei spielte jeweils eine
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Basis (i, ¥) eine Rolle, und es bietet sich an, den Basisisomorphis-
mus S = @y zu verwenden, um # = AT auf ein einfacheres
System zu reduzieren. Die Matrix B des einfacheren Systems stellt
eben die lineare Abbildung A : R? — R? beziiglich dieser Basis dar:

RQ A R2 RZ A R2 RQ A R2

st (/\1 0) ST S e (/\ 0) 51 e ST (7 w) 5T

R2 0 A R2 R2 KA R2 R2 v R2
1. Fall 2. Fall 3. Fall

Bezeichnen wir die Flusslinie oder Lésungskurve des vereinfachten
Systems Z = B zum Anfangswert & = (©1) mit Bz : R — R?, um sie
nicht mit einer Losungskurve des urspriinglichen Systems = AT
zu verwechseln.

Das Fundamentalsystem des vereinfachten Systems ist im ersten
Fall natiirlich durch 8z (t) = eM!& und (s (t) = e*?'é, gegeben,
weil dieses System ja entkoppelt ist. Aber auch in den anderen bei-
den Fillen missen wir nicht neu anfangen zu rechnen, da wir ja nur
in den Formeln fiir das Fundamentalsystem von 7 = A7 die Basis-
vektoren 4 und ¥ durch €; und €, zu ersetzen brauchen. Deshalb
haben wir auch die allgemeine Flusslinie 5z(t) = ¢1 8z, (t) + ¢20s,(t)
in expliziten Formeln vor uns, und wir werden nun daraus die ge-
richteten Bahnen durch direkte Kurvendiskussion bestimmen.

Die Phasenportraits:

1. Fall: Die Flusslinien sind also jetzt Bx(t) = c1e™@ + cpe??'es.
Wie sieht das Phasenportrait aus? Sowieso ist der Nullpunkt ein
stationarer Punkt, und fir A;, Ay # 0 bilden die Koordinaten-
Halbachsen vier Bahnen, je nach Vorzeichen von A; einwirts oder
auswarts gerichtet:

! % +
+ + +

Al,)\2<0 /\1<0<>\2 0<>\1,)\2
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Um die anderen Bahnen zu berechnen, driicken wir y := coe??
durch z := c;eMt aus. Fiir ¢; > 0 und \; # 0 gilt offenbar
A2 Az
y = 02(0_1’;) M o=: cprt

langs der Flusslinie o, und da wir die Graphen der allgemeinen
Potenzen y = z kennen, sehen wir die Bahnen und damit das
ganze Phasenportrait jetzt vor uns. Sind A; und As von einander
und von Null verschieden, so gibt es bis auf Rollentausch von A;
und A die folgenden drei Typen:

2
=

S
7 o

A2 < A1 < 0 (Senke) A2 < 0 < A (Sattel) 0 < A2 < A1 (Quelle)

Die Transformation

S=la|v|

macht daraus das Phasenportrait des uns eigentlich interessierenden

Systems Z= A%
/ C
S

A2 < A1 < 0 (Senke) Ao < 0 < Ay (Sattel) 0 < Az < A1 (Quelle)

Verschwindet eines der );, das andere nicht, so besteht die eine
Koordinatenachse aus stationdren Punkten. Bis auf Rollentausch
der Koordinaten gibt es davon zwei Typen:
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Y

3

A
.
M
»
.
.
.

LYYy

A

XTI I YYYY YYYY T

A <A2=0 0=X <X

und dementsprechend das Phasenportrait des transformierten Sy-
stems & = AZ:

)\1<)\2:0 0= <X

2. Fall: In diesem Grenzfall hat also das charakteristische Polynom
von A nur eine Nullstelle . Dazu gehort auch der Spezialfall A =
AE, in dem sowieso alles klar ist: az(t) = eM# sind die Flusslinien,
und fiir A # 0 sind die Bahnen daher Halbstrahlen:

A=AE, A <0 (Senke) A= AE, 0 <A (Quelle)

Im trivialen Fall A= 0, also A = 0, besteht natiirlich die ganze
Ebene aus stationdren Punkten.

Ist aber A # AE, so ist in dem in Abschnitt 15.2 berechneten
Fundamentalsystem fiir # = AZ auch x # 0, und dann diirfen wir
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oBdA auch x = 1 annehmen, weil sich dieser Wert ergibt, wenn
wir statt (@, ) die Basis (@, k¥) benutzen, was im Falle k # 0 ja
statthaft ist. Die allgemeine Losung des reduzierten Systems ist
dann

Aty = g At =
181 + t8y) + e ey

Fiir A # 0, was wir erst einmal annehmen wollen, sind die beiden
Halbstrahlen der y-Achse jedenfalls Bahnen (¢; = 0), je nach Vor-
zeichen von A einwirts oder auswirts laufend. Von den anderen
Bahnen schauen wir uns jetzt die Flusslinie von €; genauer an, die
in der allgemeinen Losung unter ¢y = 1 und ¢ = 0 zu finden ist, in
den (z,y)-Koordinaten des R? also durch

z(t) = eM
y(t) = te

beschrieben wird. Lings dieser Flusslinie ist z > 0 und t = %ln x,
und die Bahn ist der Graph von y = %xln z. Das veranlasst uns,
die durch

flx):=zhz

gegebene Funktion auf R etwas genauer in Augenschein zu neh-
men. Diese Funktion hat bei x = 1 eine Nullstelle, ist fiir z < 1
negativ, fiir x > 1 positiv. Die erste Ableitung ist

f(z)=1+1nz,

die zweite f”(z) = I. Die Funktion hat ein einziges Extremum,
namlich ein Minimum, und zwar dort, wo Inxz = —1 ist, also bei
Tg = % Der Funktionswert ist dort f(x¢) = —xg, der Graph schnei-
det also gerade am Minimum die Gerade y = —z.

Da der Anstieg f'(x) streng monoton steigt und fiir z > 1 immer
grofler als Eins ist, geht f(z) fir x — oo gegen unendlich. Wie
verhélt es sich aber fiir £ — 07 Dazu beobachten wir

fle ==

e‘r

fiir 7 — oo. Fiir 7 > 0 gilt jedenfalls

T 12 12
e =1+T+§T +"'>1+T+§T,
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und daher geht f(e”) fiir 7 — oo gegen Null, also gilt auch
lin%) flz)y=0.

Der Anstieg f'(x) geht aber, wie Inx, fir £ — 0 gegen —oo.

Damit verstehen wir den Verlauf der Bahn von € im Falle A = 1
und natirlich auch fiir A = —1, wofiir wir an der z-Achse spiegeln
und die Bahnrichtung von auswarts nach einwérts andern.

Ist zwar X # 0, aber |A| # 1, so muss in der y-Richtung dann nur
noch um den Faktor _/1\_| gestreckt bzw. gestaucht werden.

Aus diesen wenigen Bahnen bekommen wir aber nun alle, denn
bei jedem linearen System # = AZ ist mit a(t) auch ca(t) eine
Flusslinie, ¢ € R eine beliebige Konstante. Die Multiplikation mit
¢, also die Abbildung

cldg: 1 R? —» R?

fithrt also Bahnen in Bahnen iiber, lassen wir ¢ ganz Rt durchlau-
fen, erhalten wir aus der Bahn von €} alle Bahnen in der rechten
Halbebene, entsprechend mit den ¢ < 0 die der linken. Fiir den
von uns noch nicht betrachteten Fall A = 0 ist das Phasenportrait
ohnehin an der allgemeinen Losung sofort abzulesen: die y-Achse
besteht aus stationdren Punkten und die anderen Bahnen sind die
Parallelen zur y-Achse. Damit sehen wir jetzt die moglichen Pha-
senportraits des reduzierten Systems im Grenzfall alle vor uns:
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e00csesvssocccscrce

A<O A

0 A> 0,
Phasenportrait des reduzierten Systems im Grenzfall

und daraus erhalten wir das Phasenportrait des urspriinglichen
Systems ¥ = AZ, wobei also A nur einen Eigenwert A hat, aber
A # AFE gilt, durch Transformation mit dem Basis-Isomorphismus
zur Basis (4, ¥) bzw., wenn & nicht auf 1 normiert wurde, zur Basis

—

(i, k)

A<O A>0.

Phasenportrait des urspriinglichen Systems im Grenzfall

3. Fall: Jetzt hat A keinen reellen Eigenwert, aber der komplexe
e-Ansatz hat uns eine reelle Basis (@, ¥) gebracht, die das System
auf eines mit dem Fundamentalsystem

Bz (t) = e(coswteéy — sinwt &)
Bz(t) = e(sinwté; + coswt é)

reduziert. Dessen Bahnen wollen wir durch direkte Kurvendiskussi-
on ermitteln und dann mit dem Basis-Isomorphismus in die Bahnen
des uns eigentlich interessierenden Systems transformieren, wie wir
es auch schon in den anderen Féllen getan haben. Betrachten wir
die Flusslinie von €7, also

B, (t) = 67t< coswt>'

—sinwt
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Fir v = 0 ist die Bahn die Finheitskreislinie, mit der Winkelge-
schwindigkeit —w durchlaufen, fiir w > 0 also im Uhrzeigersinn. Ist
aber der v nicht Null, so dreht sich der ‘Fahrstrahl’ der Losungs-
kurve zwar nach wie vor mit derselben Winkelgeschwindigkeit, aber
seine Linge ist nicht mehr konstant 1, sondern e, und aus dem
Kreis wird eine sogenannte logarithmische Spirale, die je nach
dem Vorzeichen von vy auswirts oder einwérts lauft.

N
W,

_\\51
/

a
S
s

v <0 v=0 >0

Bahn der Flusslinie des Einheitsvektors €]

Weitere Bahnen konnten wir wieder durch Multiplikation mit einem
konstanten Faktor erhalten, in unserem Falle sogar alle Bahnen des
Phasenportraits. Insbesondere besteht das Phasenportrait fiir v = 0
aus konzentrischen Kreisen.

Fir v # 0 ist das jedoch eine zwar formal korrekte, aber an-
schaulich etwas in die Irre leitende Betrachtungsweise. Besteht denn
das Phasenportrait aus kleinen, grofleren und ganz groflen Spiralen?
Nein, die Orbits sind alle kongruent. Die logarithmischen Spiralen
haben némlich eine ganz besondere Eigenschaft: vergroflert oder
verkleinert man eine solche Spirale durch Multiplikation mit einer
Konstanten ¢ # 0, so ist bis auf eine Translation im Parameter ¢ der
Effekt derselbe, als hétte man die Spirale um einen gewissen Winkel
nur gedreht. Die Orbits gehen also alle durch Drehung auseinander
hervor!

Man kann das mit Hilfe der Additionstheoreme beweisen, aber
sachgerechter ist es, zur Behandlung des reduzierten Systems von
Anfang an noch einmal die komplexen Zahlen heranzuziehen. Dieses
Mal aber nicht, um statt nur mit reellen auch mit komplexen Vek-
toren zu arbeiten, sondern um die reellen Vektoren (z) als komplexe
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Zahlen x + iy =: z zu lesen, die Ebene R? als die komplexe Zahle-
nebene anzusehen. Dann nimmt nédmlich unser reduziertes System,

das ja die Matrix
B < 7w )
—w Y

hat, die besonders einfache Gestalt 2 = (y — sw)z an, und man
spricht deshalb von einem komplex eindimensionalen System.
Die Losungskurve zu einem beliebigen komplexen Anfangswert zg
ist die durch

B (£) = ze0

definierte logarithmische Spirale, denn sie erfiillt die Gleichung und
hat den richtigen Anfangswert bei t = 0.

Drehen wir einmal eine solche Spirale zge!*™) um irgend einen
Winkel 6. In reellen Koordinaten miissten wir das mittels einer
Drehmatrix ausrechnen, aber in komplexer Schreibweise bedeutet
das einfach die Multiplikation mit der komplexen Zahl e*, und des-
halb sehen wir sofort, dass dabei aus der Losungskurve zge(? =™
zum Anfangswert z, die Losungskurve ez, zum Anfangs-
wert ez, entsteht.

Insbesondere gehen fiir v # 0 die Spiralen des Phasenportraits
von 2 = (7y — iw)z alle durch Drehung aus et und damit auch
auseinander hervor, denn sie miissen ja alle den Einheitskreis tref-
fen, also eine komplexe Zahl e? vom Betrage 1 enthalten.

Die oben gemachte Behauptung, eine vergroflerte logarithmische
Spirale sei nur eine gedrehte, ist damit implizit auch gezeigt, aber
sie ist in der komplexen Schreibweise auch direkt leicht zu verifi-
zieren, denn fiir v # 0 lasst sich ein von Null verschiedener reeller
oder sogar komplexer Faktor ¢ jedenfalls in der Form ¢ = gvot#
schreiben, und deshalb ist ¢ e~ von der Form e®e(v—#)(t+t0) fijy
ein geeignetes 6 € R.

Jedenfalls {ibersehen wir nun die Phasenportraits der komplex
eindimensionale Systeme Z = (y — iw)z mit w # 0:
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/ N N

C

AN /

v <0 v=0 v>0

Phasenportrait von z = (y — iw)z firw > 0
Durch Transformation mit dem Basis-Isomorphismus der durch
AT + ) = (v + iw) (U + i0)

bestimmten Basis (#, %) von R? erhalten wir daraus das Phasenpor-

trait von ¥ = AZ selbst.

o4

v<0 vy=0 v>0

Phasenportrait von £ = AZ im 3. Fall (keine reellen Eigenwerte)

Beachten Sie aber, dass der Drehsinn des Phasenportraits nicht
allein aus den komplexen Eigenwerten von A vorhergesagt werden
kann, sondern von der Handigkeit der Basis (&, ¥) abhéngt. Ist diese
Basis positiv orientiert, so dreht sich der Fahrstrahl der Losungen
mit wachsendem t im Uhrzeigersinn, sonst anders herum, beides
kann vorkommen.

Das Vorzeichen von ~ bestimmt, ob die Spiralen auswérts oder
einwiérts laufen. Der Imaginérteil der Eigenwerte ~v+iw enthalt aber
natiirlich gar keine Vorzeicheninformation.

Vergleichen wir zum Schluss einmal fiir v £ 0 und ein kleines
e > 0 das entkoppelte System mit den Eigenwerten A\; = v — ¢ und
Az = v-+¢ und das komplex eindimensionalen System z = (y—i¢)z.
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Lassen wir das € bei festgehaltenem ~ gegen Null gehen, so sehen
wir, wie sie beide auf ihre Weise in das System & = & iibergehen,
bei dem die Orbits Halbstrahlen sind.

Alpg=7v=%e¢ e=0 A=rv+ie

Beachten Sie aber, dass fiir € % 0 die Bahnen des komplexen Sy-
stems, im Unterschied zu denen des entkoppelten, unendlich oft den
Nullpunkt umlaufen — wenn es auch in der Figur nicht zu sehen
ist, weil der mit den Augen verfolgte Abstand zum Nullpunkt nach
einem Umlauf léngst zu grofl bzw. beim Einwiértslaufen zu klein
geworden ist, als dass er in der Skizze noch darstellbar wére.

15.5 Linearisierung

Wir haben jetzt sehr ausfiihrlich iiber die zweidimensionalen linea-
ren DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten gesprochen, und
das ist auch ein wichtiges Thema, denn erstens kommen diese Sys-
teme einfach direkt vor, zweitens fithren die linearen Gleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten auf solche Systeme,
und drittens erleben Sie dabei was es heift, in einem nichttrivialen
Teilbereich der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen
einen vollstindigen Uberblick iiber simtliche moglichen Phénome-
ne zu haben, was ein wesentlicher intellektueller Schritt iiber das
bloBle Kochrezeptdenken hinaus ist.

Auflerdem aber zeigen die linearen Systeme modellhaft, was bei
nichtlinearen Systemen in der N#he stationdrer Punkte passieren
kann, und davon soll jetzt noch kurz die Rede sein. Sie werden die
linearen Phasenportraits, leicht deformiert, in den Phasenportraits
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nichtlinearer Systeme in der Nahe stationirer Punkte wiedererken-
nen, zum Beispiel im Phasenportrait des ungedampften

0

o) N ;
S =

Phasenportrait der Pendelgleichung g+ % sind =0

\

und des geddmpften Pendels:

S

Phasenportrait der Pendelgleichung mit
Dampfungsterm, 6 + kf + 4 sinf =0

Die linearen Phasenportraits, an die Sie sich dabei erinnert fiithlen,
sind natiirlich die der linearen Approximation, also der Jacobi-
Matrix des Vektorfeldes # an dem jeweiligen stationdren Punkt:

Definition Ist p ein stationirer Punkt eines C'-Vektorfeldes # :
M — R™ auf einer offenen Teilmenge M C R™, also #(p) = 0, und
ist A := Jy(p) die Jacobi-Matrix von ¥ bei p, so heifit das lineare
System I = AZ die Linearisierung des nichtlinearen Systems
T = 0(%) beip. O

Was haben wir davon? Nun, es ist ja immer nett, in einer kompli-
zierten neuen Situation einfache wohlbekannte Ziige wiederzufin-
den, an denen man sich orientieren kann, und ich darf wohl sagen,
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dass Sie die Phasenportraits nichtlinearer zweidimensionaler auto-
nomer DGL-Systeme jetzt schon mit mehr Verstindnis anschauen
werden.

Noch wichtiger wird die Linearisierung aber, wenn Sie Lhr nicht-
lineares Phasenportrait zuerst einmal — gar nicht sehen, weil Sie
zwar wissen, wo die stationdren Punkte sind, aber keine Ahnung
haben, wie Sie das System 16sen sollen, weil es viel zu kompliziert
ist. Dann rechnen Sie die Jacobi-Matrix aus:

ov;

- (913]‘ (p)7

das ist einfach, bestimmen die Nullstellen

2
M,?:%%i\/(ﬂ%ﬁzz) — det A

des charakteristischen Polynoms P(A) = det(A — AE), das ist auch
einfach, und darin steckt schon viel Information iiber das lineari-
sierte System. Wenn Sie noch mehr wollen, suchen Sie auch noch die
Eigenvektoren i, v bzw. 4 + i von A auf und verschaffen sich wie
beschrieben das Phasenportrait der Linearisierung in der Hoffnung,
das nichtlineare Sie eigentlich interessierende System & = (%) wer-
de sich nahe p zwar nicht gerade genau so, aber doch ahnlich ver-

S
R /ZIN/

Linear Nichtlinear

aij

Fiir heuristische Uberlegungen ist das auch eine ganz gute, erlaub-
te Vorstellung. Die genauen mathematischen Aussagen dariiber,
welche Information die Linearisierung iiber das wirkliche System
enthilt, die Linearisierungssitze,? sind allerdings subtil und ha-
ben mancherlei Vorbehalte. Zum Beispiel diirfen Sie nicht erwarten,
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dass Sie eine Familie geschlossener Orbits im linearen System auch
im wirklichen System wiederfinden miissen, die “hoheren Terme”,
die bei der Linearisierung vernachléssigt werden, kénnen das sich
Schliefen der Bahnen vereiteln.

e

Linearisierung Tatsédchliches System

Auch eine Linie stationdrer Punkte ist anfillig gegeniiber den Sto-
rungen héherer Ordnung, nehmen Sie & = —z, § = —y% bei p = 0
als ein einfaches Beispiel dafiir.

ssgoedee

Linearisierung (Z) = () Tatséchliches System (Z) = (_';%,)

Allgemein kann man sich merken: Vorsicht, wenn das charakteristi-
sche Polynom der Linearisierung Nullstellen mit verschwindendem
Realteil hat (Null oder rein imaginir). Sind dagegen die Realteile
aller Eigenwerte ungleich Null, so iibertragen sich insbesondere die
Stabilitatseigenschaften der Null-Losung des linearen Systems, die
sich an den Vorzeichen der Realteile ablesen lassen, auf die stati-
ondre Losung des wirklichen Systems.

Das sind interessante und fiir die Anwendungen wichtige The-
men, aber ich muss mich doch auf den Standpunkt stellen, dass
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Ihnen als Erstsemestern diese Kenntnisse eigentlich noch gar nicht
zustehen und muss die Theorie der Differentialgleichungen jetzt ver-
lassen, andere Gebiete verlangen auch ihr Recht.

15.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe R15.1: Untersuchen Sie die zweidimensionale Bewegung
eines Teilchens im gekreuzten konstanten elektrischen und magneti-
schen Feld (siehe R5.3) beschrieben durch die Bewegungsgleichun-
gen: & = F 4+ By, j = — Bz, indem Sie als Variablen z; = B4 und
9 = F + By einfilhren. Bestimmen Sie fiir das System, das sich fiir
T = (z1, 19) ergibt, die allgemeine Losung und skizzieren Sie das
Phasenportrait. Berechnen Sie aus dieser allgemeinen Losung dann
die allgemeine Losung des urspriinglichen Systems der Bewegungs-
gleichungen.

Aufgabe R15.2: Bestimmen Sie die allgemeine Losung und skiz-
zieren Sie die Phasenportraits der Systeme

l"l = 5.’171 — 412 i’l = 51’1 — 41}2
Ty = 8xy — Txo und T = 10z — T2,

Aufgabe R15.3: Bestimmen Sie die allgemeine Losung und skiz-
zieren Sie das Phasenportrait von

i'] = I+ Ty
i’Q = —I + 312

Aufgabe R15.4: a) Schreiben Sie die Bewegungsgleichung fiir ein
Pendel im Schwerefeld: # 4 sinxz = 0 in ein System von zwei gekop-
pelten Differentialgleichungen 1. Ordnung um und skizzieren Sie
das Phasenportrait. Bestimmen Sie die stationdren Punkte.

b) Linearisieren Sie das System an den stationiren Punkten und
stellen Sie fest, von welchem Typ das linearisierte System jeweils
ist. ¢) Welche physikalische Grifle ist konstant auf den Bahnen (ver-
gleiche T14.6)7

Aufgabe R15.5: Die Gleichung fiir die Bewegung eines Teilchens
auf einem Waschbrett (periodisches Potential) mit Neigung und
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Reibung (oder Pendel mit konstantem Drehmoment und Reibung)
ist & + %x +sinz = N mit 7 > 0, N > 0. Untersuchen Sie die
Linearisierungen des zugehorigen Systems erster Ordnung an den
stationdren Punkten.



6 Linienintegrale

16.1 Kurven

Wir betrachten C'-Kurven v : [tg, 2] — M, die in einem offenen
Bereich M C R™ verlaufen.

B = y(t1)

A = (o)
Kurve v von A nach B.

Wir wollen uns wegen der Linien- oder Kurvenintegrale ein paar
Begriffe und Sprechweisen iiber Kurven zurechtlegen. Unter der
Léinge ¢(v) der Kurve wollen wir das Integral {iber die Geschwin-
digkeit ||4(t)|| verstehen, also

)= | " IR e

Anschaulich ist das die wahrend der Fahrt v zuriickgelegte Weg-
strecke, abzulesen am Kilometerzihler und nicht zu verwechseln
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mit der Lange der Bahn, die vielleicht eine nur 4.1km lange Renn-
strecke ist, auf der Sie aber viele Runden gefahren sind. Die durch

5 [torta] — [0, 6)] 1t / ()l

gegebene Funktion s nennt man die Bogenlangenfunktion oder kurz
die Bogenldnge lings . Bei Bedarf kann man aber auch

1
ftos 1] — 500 50 + £(7)] & > 50 + / ()ldr
to

die von sg ab gemessene Bogenlidnge nennen und mit s bezeichnen.
Der Buchstabe s zur Bezeichnung der Bogenlange ist iibrigens nicht
von mir willkiirlich gew&hlt, sondern eine feststehende traditionelle
Notation.

Eine C'-Kurve heifit bekanntlich regulédr, wenn ihre Geschwin-
digkeit iiberall ungleich Null ist. Wegen

0 =% [ lr = 501

hat die Bogenlénge s : [to, t1] — [0, £] (bzw. [s¢, s1]) einer reguléren
Kurve iiberall positive Ableitung und ist daher umkehrbar. Die Um-
kehrung [so, s1] — [fo, t1] driickt also dann den Parameter ¢ durch
die Bogenlange aus, ¢ = t(s), und geht man von ¢ — (t) zu der Zu-
sammensetzung s +— y(£(s)) iiber, so sagt man, man habe die Kurve
auf Bogenlinge umparametrisiert. Diese neue Kurve hat dann die
Geschwindigkeit ||£y(t(s))| = 1 nach der Ketten- und Umkehr-
regel.

War die Kurve aber schon vorher eine Kurve mit Einheitsge-
schwindigkeit, wie man auch sagt, wenn die Geschwindigkeit kon-
stant Eins ist, dann ist ja der urspriingliche Parameter ¢ bereits die
(von o an gemessene) Bogenldnge und man braucht sie nicht erst
auf Bogenldnge umzuparametrisieren. Bei Kurven mit Einheitsge-
schwindigkeit benutzt man deshalb meist schon von vornherein den
Buchstaben s fiir den Kurvenparameter.



16.1 Kurven 345

Mit C*-Kurven alleine kommt man beim Umgang mit Kurven-
integralen nicht aus, und zwar weil man hin und wieder Anlass hat,
eine Kurve von A nach B mit einer anderen von B nach C zu einer
Kurve von A nach C zusammenzusetzen, die dann im Allgemeinen
bei B einen Knick haben wird.

A

Zusammenstiickung of3

Definition: Unter einer stiickweisen C'-Kurve wollen wir eine
stetige Kurve v : [t, t1] — M verstehen, fiir die sich eine Untertei-
lung

hh=To<T <--<Tp =1

des Definitionsintervalles finden lasst, so dass fiir ¢ = 1,...,k die
einzelnen Kurvenstiicke ; := 7|[r;_1, 7;] C!'-Kurven sind. |
Y4 (13) B

Stiickweise C1-Kurve von A nach B

An den Knickstellen 7; brauchen die beiden halbseitigen Ableitun-
gen Y4(7;) der Kurve, gewissermaBen der Ankunfts- und der Ab-
fahrtsgeschwindigkeitsvektor, nicht {ibereinzustimmen.

Notation und Sprechweise: Sind a : [to,t1] — M und § :
[th, t1] — M zwei stiickweise C*-Kurven mit a(t;) = ((tp), so defi-
nieren wir deren Zusammenstiickung of : [to, t1+(t) —t5)] = M
durch

[ at) fiir tg < t < t,
(ah)(t) = { Bty + (t— 1) fiirty <t <ty + ( — t).
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Ferner definieren wir zu v : [to,¢1] — M die sogenannte riick-
wdrts durchlaufene oder inverse Kurve v~ : [to, t1] — M durch

v (t) == (to + 1t — 1). O
B B
Y T
A A
Kurve y Inverse Kurve v~

SchlieBlich heifit eine Kurve geschlossen, wenn ihr Anfangspunkt
auch ihr Endpunkt ist. Sind zum Beispiel & und 3 zwei Kurven von
A nach B, so ist die Zusammenstiickung ~ von a mit 8~ geschlossen,
weil sie bei A beginnt und endet.

16.2 Linienintegrale in freier Wildbahn

Die Integrale, um die es hier gehen soll, begegnen Ihnen aufierhalb
der mathematischen Lehrbuchliteratur im Wesentlichen in einer der
drei Formen

/F(f')ds oder /ﬁ(f’) -dr oder /ﬁ(f’) X dr.

Y Y Y

Dabei ist F eine Funktion bzw. F ein Vektorfeld auf einem Bereich
M C R™ oder spezieller M C R?, der zwar nicht genannt wird, den
Sie sich aber denken kdnnen als den natiirlichen Definitionsbereich,
auf dem der Term lesbar ist, durch den Sie F' oder F' beschrie-
ben finden. Die Variablen, von denen F und F abhéngen, wiirden
wir vielleicht (z,y,2) oder (x1,...,2,) oder ¥ nennen wollen, als
Bezeichnung fiir die “Ortsvariablen” in M. In der physikalischen
Lehrbuchliteratur wird fiir diesen Ortsvektor aber oft 7 geschrieben
und insbesondere immer dann, wenn in den Linienintegralen die
Notation di auftaucht. Wird die Variable £ genannt, so sollte im
Linienintegral auch dZ stehen.
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Andere Notationen sind auch im Gebrauch, etwa d3 statt d7)
wobei der Ortsvektor weiterhin 7 heifit. Das d35 bedeutet dann zwar
nichts anderes als dr, erinnert aber daran, dass es sich um ein Li-
nienintegral handeln soll, was manchmal hilfreich ist. Auch d¢ und
d? statt ds und d5 bzw. dF kann man sehen. Jedenfalls sollte es
Thnen gelingen, einen der obigen drei Integraltypen wiederzuerken-
nen, bei denen 7 den Ortsvektor und s die Bogenlinge der Kurve
bedeuten.

Ein weiteres Leseproblem stellt die Kurve v dar, lings der in-
tegriert werden soll, der sogenannte Integrationsweg. Eine fix und
fertige Kurve in der Form 7 : [tg, t1] — M, wie ich sie Thnen in der
Notation [ einstweilen als gegeben vorgegaukelt habe, werden Sie
im wirklichen Leben meistens nicht antreffen, eher nur einen Hin-
weis, welche Kurve Sie nehmen sollen oder diirfen. Zum Beispiel
kann es sein, dass die gerichtete Bahn der Kurve angegeben ist,
etwa der untere Halbkreisbogen L vom Radius r, im mathematisch
positiven Sinne durchlaufen:

Mogliche Angabe eines Integrationsweges

Dann ist f, F(7)-dF so gemeint, dass Sie eine Kurve zur Integration
wihlen diirfen, die L in der angedeuteten Weise durchlauft, etwa
v:[0,7] = L, t — —r(cost,sint).

Oder Sie lesen z.B. ff F(7) - d7. Dann miissen Sie aus dem Text
schon verstanden haben, ob Sie die gerade Strecke von A nach B
nehmen sollen, also v: [0,1] = R", t — A +¢(B — A), oder ob Sie
irgend eine stiickweise C'-Kurve von A nach B im Definitionsbe-
reich von F' nehmen diirfen oder ob es etwa noch anders gemeint
ist.

Oder es steht nur [ F(7) - dF und scheinbar iiberhaupt keine
Angabe zum Integrationsweg da. Dann diirfen Sie auch nicht ver-
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zweifeln, denn dann soll entweder etwas gesagt werden, was fiir
jeden Integrationsweg zutrifft oder, im Gegenteil, ist im Text schon
die ganze Zeit von einer bestimmten Kurve die Rede gewesen, und
der Autor verldsst sich darauf, dass jedem Leser klar ist, dass iiber
diesen Weg auch zu integrieren ist.

Haben Sie diese Lese-Klippen alle gliicklich gemeistert und wol-
len nun das Linienintegral ausrechnen, dann haben Sie Folgendes
zu tun. Schreiben Sie den Weg 7 : [to,#1] — M in der anonymen
Notation ¥ = 7(t), setzen ihn in den Integranden ein und erweitern
mit dt/dt = 1, so:

/7 F() - d = /t " F ) - i) = / " ) -

to

lesen d7(t)/dt als 7(t) und erhalten

/ﬁ(f')-dfzz /tl F(7(t)) - 7(t) dt € R

Y to

was nun ein ganz gewohnliches Integral ist. In der y-Notation ware
es

[F@-ari= [ Fam)-swar

Y to

gewesen. Analog natiirlich fiir ﬁ(f’) x di” als Integranden:

/ F() x dif = / " B ) x F(t) dt € RS,

Y to

Hier ist der Integrand vektorwertig, also auch das Integral, kompo-
nentenweise gebildet.
Ahnlich beim Bogenlangen-Integral:

[Fwas= [ repasin = [ o) ED

¥ to

und weil ds(t)/dt = ||[F(t)]] ist:

t1

= F(F(t))llk(t)lldtz/1F(7(t))llﬁ(t)lldt,

to to
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wenn wir y(¢) statt 7(¢) schreiben. Und wenn die Kurve schon selbst
durch ihre Bogenldnge parametrisiert ist, dann steht

/ F(R)ds / " B (Rs))ds,

v So

eben gleich als gewthnliches Integral da. So ist das alles gemeint.

Ist der Weg nur stiickweise C!, dann ist an den Knickstellen
die Ableitung nicht eindeutig erklédrt und das Rezept insofern nicht
ausfiihrbar, aber natirlich ist dann

k

/F(F)-df::Z/ F(7) - dF

Y i=1 v 7i

zu verstehen.

Der physikalische Sinn eines solchen Linienintegrals erschliefit
sich oft am besten durch eine infinitesimale Betrachtung. Unter-
teilen Sie das Integrationsintervall [tg, ;] sehr fein und betrachten
die Kurve unter dem Mikroskop, um den Beitrag so eines winzigen
Kurvenabschnitts zum Gesamtintegral zu verstehen.

F(ri-1)

ﬁ(ﬁ;l) - A¥; als der physikalisch begriindete Beitrag des
Kurvenabschnitts zum Gesamtintegral fv F(7) - dF

Dann sieht die Kurve im Kleinen wie ihre eigene lineare Appro-
ximation, wie eine Gerade aus, F variiert auf so einem kleinen
Abschnitt fast gar nicht: die Situation ist physikalisch einfacher
geworden. Ist F‘(Fikl) - A7; physikalisch das, was Sie als Beitrag
zum Gesamtintegral haben wollen? Dann wird also das gewtiinschte
Integral durch Zfil ﬁ(v’;_l) - A7; approximiert, und wegen A7, =

7(1;_1)A7; im Sinne der linearen Approximation der Kurve geht
Zi]il F(7;_1) - A7; im Limes immer feinerer Unterteilung nach der
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Definition des Riemann-Integrals wirklich in fttol F (7(t)) - F(t) dt
iiber.

Sie sollten diese infinitesimale Sicht des Linienintegrals als

N
/ﬁ(f’) Ldi Y F(fiy) - AF
R i=1

auch kultivieren und nicht etwa das Linienintegral erst dann intuitiv
akzeptieren, wenn es in ein Integral der Form f;}l ... dt verwandelt
ist. Die Approximation schliefit den physikalischen Sinn auf und
ist auch zu heuristischen mathematischen Uberlegungen zu gebrau-
chen.

Die Beweise der mathematischen Theorie der Linienintegrale
so zu fithren, némlich die Unterteilungs- und Infinitesimalheuristik
durch exaktes Ausfithren der Limesprozesse in strenge Schliisse zu
verwandeln, wire aber keine gute Idee.

Na wenn schon, denken Sie vielleicht. Wozu brauche ich eine
‘mathematische Theorie der Linienintegrale’? Wenn ich meine Li-
nienintegrale ausrechnen kann und physikalisch verstehe, dann bin
ich ganz zufrieden.

Das méchte eine etwas vorschnelle Zufriedenheit sein. Das Den-
ken lasst sich nicht immer durch Rechnen ersetzen. Wenn sich zum
Beispiel ein konkretes Problem auf die Frage zuspitzt, ob fiir ein
gegebenes konkretes Vektorfeld F(7) das Linienintegral f,yﬁ - dF
immer nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingt, nicht aber vom

Kurvenverlauf?
B

Immer das gleiche Integral?

Wie wollen Sie das durch Ausrechnen verifizieren? Wollen Sie das
Integral fiir alle Kurven von A nach B mit dem Computer ausrech-
nen? Also.
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16.3 Linienintegrale iiber 1-Formen

Sei wieder M C R"™ offen. Auf M sei eine stetige m x n-Matrix-
wertige Funktion, also eine stetige Abbildung A : M — R™*" gege-
ben. Dann haben wir an jedem Punkt p € M eine lineare Abbildung

Alp): R* — R™
7 — A(p)v.

und wir wollen uns anschaulich vorstellen, dass die Vektoren @, auf
die wir die Matrix A(p) anzuwenden gedenken, die am Punkte p
“angebrachten” sind,

Die Vektoren ¥, fiir die A(p) zustdndig sein soll

wenn das auch rechnerisch nichts zu bedeuten hat, eine n-Spalte
ist eben eine n-Spalte, man merkt ihr nicht an, ob sie irgendwo
angebracht ist.

So ein A : M ~ R™ " nennt man dann eine vektorwertige, ge-
nauer R™-wertige stetige 1-Form auf M. Nur gebraucht man ibli-
cherweise eine etwas andere Notation: weil die Variable p vielleicht
mit dem Vektor ¥ um den Platz neben dem A streiten koénnte,
schreibt man sie als Index, also A, statt A(p). Aulerdem ist es
iiblich, die 1-Formen, wie auch spater die k-Formen der mathema-
tischen Vektoranalysis, eher mit den griechischen Buchstaben w, 7,
¢ und wohl auch einmal o, 3, ... zu bezeichnen.

Definition: Unter einer stetigen R™-wertigen 1-Form w auf ei-
ner offenen Teilmenge M C R verstehen wir eine stetige Abbildung
w: M — R™" eine Abbildung also, die jedem p € M eine lineare
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Abbildung, notiert als
wy : R — R™

zuordnet. Im Falle m = 1 spricht man von einer reellwertigen
1-Form. Ist ferner v : [to, t1] — M eine C'-Kurve, so heifit

/7 w = /t :1 wn(n (Y(t))dt

das Linienintegral iber w langs v. O

w wirkt auf den Vektor, den es jeweils vorfindet,
daher die Formel w,)(¥(t))

Ist w eine R™-wertige 1-Form, so ist durch t — w,)(¥(¢)) also
eine R™-wertige Funktion auf [to, t1] gegeben, und deshalb ist auch
J,w € R™, im Falle m = 1 also eine Zahl.

Analog fiir stiickweise C*-Kurven, es ist dann natiirlich

=%

zu verstehen, insbesondere f w= [w+ [w beim Anstiicken.
af a 8

Lemma 1: Linienintegrale iiber 1-Formen dndern sich nicht, wenn
der Integrationsweg mit anderer Geschwindigkeit durchlaufen wird.

BEWEIS: Genauer soll das heiflen: ist ¢ : [ug, ui] — [to, 1] eine C'-
Funktion mit ¢(ug) = to und @(u;) = t; und « : [tg, t1] — M eine
C'-Kurve, so gilt stets
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/w:/ .
v yop

Das folgt aus der Linearitét, ja schon aus der Homogenitat der ein-
zelnen w,, also aus der Eigenschaft w,(A0) = Awpy(?¥). Denn nach
der Kettenregel ist -2v(p(u)) = §(p(u))¢ (v) und wegen der Ho-
mogenitit von wy () also

W) (7 (P())) = o) (Fp(w)))¢' (u).

Bezeichnen wir den Integranden fiir f w zur Abkiirzung mit f(¢) :=

wn(ry (¥(1)), s ist der Integrand woy () (g57(0(u))) fiir [ w also
nichts anderes als f(w(u))¢'(u) und daher

[yww—/ o)) (u)du = t:l f(t)dtz/vw

nach der Substitutionsregel. O

Hitten wir statt p(ug) = to und ¢(uy) = 11 aber p(up) = t; und
oluy) = to vorausgesetzt, so hitten wir bei sonst gleicher Argumen-
tation ft t)dt = — tf)l f()dt fiir [ w erhalten, also:

Lemma 2: Wird der Integrationsweg riickwérts durchlaufen, so
kehrt das Linienintegral iiber eine 1-Form das Vorzeichen um:

[l

0

Wichtige, wenn auch sehr spezielle Beispiele von 1-Formen sind die
Differentiale von C'-Funktionen f : M - R oder allgemeiner von
Cl-Abbildungen f : M — R™. Fiir das einzelne p € M ist das
Differential d f;, : R® — R™ eine lineare Abbildung, beschrieben
durch die Jacobimatrix, und so ist

df: M — RmX»
p dfp
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eine R™-wertige 1-Form auf M. Die Linienintegrale dieser speziellen
1-Formen sind leicht zu bestimmen.

Lemma 3: Ist M C R” offen und f: M — R™ eine C*-Abbildung,

so gilt
/df'z (B) - FlA)

fiir jede stiickweise C'-Kurve v in M von A nach B.

A4

Ax_1

A=Ay

Stiickweise C1-Kurve von A =: Ag nach B =:
Ay mit Knickpunkten Ay, ..., Ai_1.

BEWEIS: Ist zuniichst v : [to, t;] — M eine C'-Kurve, so ist nach der
Kettenregel £ f(v(t)) = df,(¥(t)) und daher ist f(y(t)) Stamm-
funktion des Integranden fiir

—

/ df = / df (B dt = [Fn®)]" = Flvtn)) — Flalte)):

Ist der Integrationsweg nur stiickweise C*, so erhalten wir trotzdem
dasselbe Ergebnis, denn die Knickstellenwerte heben sich in

/df Z/ iA» (3(Ar 1)

gegenseitig auf. O

Ist v : [to,t1] — M geschlossen, d.h. () = ~(t1), so schreibt
man statt fww gern auch fvw, um die Geschlossenheit von v zu
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bezeichnen, ohne sie sonst erwahnen zu miissen. In dieser Notation
erhédlt man aus Lemma 3 das

Korollar: Fiir alle C'-Abbildungen f: M — R™ gilt stets

]gdfzo.

16.4 Vektorfelder und 1-Formen

In den physikalischen Lehrbiichern werden Sie Wort und Notation
“1-Form w” eher nicht finden, die Sache aber schon. Eine beson-
ders einfache R™-wertige 1-Form auf dem R™ oder einer offenen
Teilmenge M C R™ ist das Differential d# der Ortsfunktion oder
des ‘Ortsvektors’ 7, der als Abbildung M — R" ja nichts anderes
als die Identitdt oder Inklusion 7+ 7 bezeichnet.

Notiz: Die 1-Form di" auf offenem M C R" ist an jedem Punkte
einfach die Einheitsmatrix: dr, = E, als lineare Abbildung dr), :
R™ — R"™ also die Identitat. O

Damit ist aber auch klar, wie F'(7)-d als reellwertige baw. F(7) x dF
im Falle n = 3 als R3wertige 1-Formen zu lesen sind, und ein
Vergleich der im Abschnitt 16.2 gegebenen Rechenanleitung mit
der Linienintegraldefinition fur 1-Formen zeigt sofort, dass

[ Fy-ar= | ORI

to

in beiden Interpretationen gilt, und ebenso fiir | F(7) x d7. Diese
beiden Typen von Linienintegralen der physikalischen Lehrbuch-
literatur sind also auch leicht als Linienintegrale iber 1-Formen zu
erkennen, und analog konnen Sie in vielen anderen Féllen verfah-
ren: versuchen Sie das Differentialsymbol d im Linienintegral, das
vielleicht aus einer ‘infinitesimalen’ Herleitung stammen mag, als
Zeichen fiir das richtige Differential einer Funktion oder Abbildung
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zu lesen und so das Integral als Linienintegral iiber eine 1-Form zu
verstehen.

Auf eine Ausnahme muss ich Sie dabei aber gleich hinweisen, sie
betrifft das sogenannte skalare Linienelement ds. Dieses ist nicht
als Differential oder 1-Form gemeint, vielmehr kann man ds, wenn
man es als selbstdndiges Objekt auffassen will, an jeder Stelle als
die Wurzel aus einer quadratischen Form, némlich aus

ds*=dz?+---+da2: R" — RY
7o |7

interpretieren. Deshalb kehren die Linienintegrale mit ds auch nicht
das Vorzeichen um, wenn der Integrationsweg riickwérts durchlau-

fen wird:
/7_ F(fds = LF(F)ds.

Das ist ein wichtiger Unterschied zu den Linienintegralen iiber 1-
Formen, wie sie zum Beispiel mit di oder allgemeiner mit df gebil-
det werden und denen wir uns jetzt wieder zuwenden.

Sprechweise: Sei M C R™ offen. Wir wollen sagen, eine reellwerti-
ge 1-Form w : M — R und ein Vektorfeld F:M—R=R™
gehdren zueinander, wenn sie die gleichen Komponenten haben,
sich also nur durch ihre Schreibweise als Zeile bzw. Spalte unter-
scheiden. O

Ausgedriickt mit dem Transponieren aus der Matrizenrechnung: aus
der 1-Form (Zeile) erhdlt man durch F(p) = w} das zugehérige

Vektorfeld (Spalte), und umgekehrt: w, = F(p)’.

Lemma: Eine 1-Formw und ein Vektorfeld F auf M gehdren genau
dann zueinander, wenn w = I - dr gilt.

BEWEIS: Die Gleichung bedeutet, dass w,(&) = F(p) - di,(&;) =
F(p)-¢& fiuri=1,...,n an jeder Stelle p € M gilt, und wy(&;) ist
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die i-te Komponente von w und F (p) - & = F;(p) die von F' an der
Stelle p. O

Insbesondere stehen Differential und Gradient einer C'-Funktion
f M — R in dieser Beziehung zueinander, da ja df, die Zeile,
grad,f aber die Spalte der partiellen Ableitungen von f an der
Stelle p ist. Wir diirfen also

df = gradf - dr

schreiben. Das Lemma 3 aus dem 1-Formen-Abschnitt 16.3, wo-
nach immer [ df = f(y(t:)) — f(7(to)) gilt, lautet daher in der
Vektorsprache:

Korollar: Fiir jede C*-Funktion f gilt

/ gradf - dF = f((t)) — F(2(to)),

y

fiir geschlossene Integrationswege also ﬁy gradf - dir = 0. ]

Wie Sie bemerken, sprechen wir hier in zwei Sprachen von ein und
derselben Sache. Weshalb konnten sich Physik und Mathematik
nicht auf eine Sprache einigen? Und wenn es schon so ist, geniigte
es nicht, wenn wir nur die eine, sagen wir die Vektorsprache be-
nutzten?

Die erste Frage ist etwas weitldufig, der will ich ausweichen.
Aber zweisprachig sollen Sie schon aufwachsen in der Vektorana-
lysis, in der wir hier die ersten Schritte machen, indem wir iiber
Linienintegrale sprechen. Lernten Sie nur die Formensprache, dann
hétten Sie zwar Zugang zu viel schoner Mathematik, wiissten diese
aber in der Physik nicht einzusetzen, lernten Sie nur die Vektorspra-
che kennen, so wiren Thnen spiter jene kurzen Wege der Mathema-
tik verschlossen, die Thnen manches Mal indexreiche und nicht leicht
zu durchschauende Koordinatenrechnungen ersparen kénnten.
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16.5 Konservative Vektorfelder

Ein stetiges Vektorfeld ' : M — R™ auf einer offenen Teilmenge
M C R™ nennt man konservativ, wenn stets fw F(F) - dr = 0 gilt
oder, was wegen

f;ﬁ ﬁ(r”)~dfz/ﬁ(ﬂ-d?—/ﬂﬁ(ﬁ-dr”

[e4

dasselbe ist, wenn die Linienintegrale fa F(f’) - dr nur von Anfangs-
und Endpunkt des Integrationsweges abhéngen, nicht aber von des-
sen Verlauf.

Po
M, z.B. ein Kreisring

—

[, F-di = | ﬂﬁ - d7 bei konservativen Vektorfeldern

Die zu konservativen Vektorfeldern gehérigen 1-Formen wollen wir
auch konservative 1-Formen nennen, eine 1-Form w ist also
genau dann konservativ, wenn fy w = 0 fiir alle geschlossenen Inte-
grationswege gilt.

Wie wir schon wissen, sind Gradientenfelder bzw. Differentiale

konservativ:
fgradf'df':}{dfz()
¥ ¥

fiir jede C'-Funktion f : M — R. Die Differentiale unter den 1-For-
men haben auch einen eigenen Namen, man nennt sie aber nicht
Gradientenformen, sondern exakte 1-Formen!. Eine 1-Form w ist
also exakt, wenn sie eine “Stammfunktion” besitzt, eine Funktion
f: M — Rmit df =w.
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Gradientenfelder und exakte 1-Formen sind also konservativ,
und jetzt zeigen wir die Umkehrung:

Lemma: Jedes konservative Vektorfeld ist ein Gradientenfeld, jede
konservative 1-Form ist exakt.

BEWEIS: Die beiden Aussagen bedeuten ja dasselbe, fithren wir den
Beweis in der Formensprache, und sei es nur weil sich [ w bequemer
schreibt als [ F(7) - dF.

Sei also w eine konservative 1-Form. OBdA sei M zusammen-
hingend, worunter wir verstehen wollen, dass man von einem Punk-
te po € M aus alle anderen durch stiickweise C'!'-Wege in M errei-
chen kann. Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft ﬁ w = 0 diirfen

P
wir von [ w sprechen, denn auf den Verlauf des Integrationsweges

kommt (fg nicht an. Wir sollen eine Funktion f mit df = w finden.
Tdee?

Nun, wenn es itberhaupt eine Stammfunktion fiir w gibt, dann
gibt es auch eine mit f(py) = 0, und fiir eine solche wiirde dann

| /pw=/pdf=f(p)—f(po)=f(p)

gelten. Deshalb kénnen wir gar nicht fehlgehen, wenn wir jetzt das

gesuchte f durch
flp) = / w

Po

deﬁnieren:’wenn diese Funktion nicht die gewiinschte Eigenschaft
df = w hat, dann iiberhaupt keine. Noch zu zeigen also: f ist C*
und df = w.

Dazu rechnen wir ganz naiv die i-te partielle Ableitung von f
aus. Definitionsgemaf ist

af 1 p+hé;
= ].‘ —_

afl’i (p) hlE»% h / w

p
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falls eben der Limes vorhanden ist. Um das Linienintegral auszu-
rechnen, wahlen wir den geradlinigen Integrationsweg, der ja fiir
geniigend kleines |h| # 0 ganz in M verlauft, also vy : [0,1] — M,
t — p+ the;.

Th

TN

Integrationsweg auf der x;-Koordinatenlinie

Der Geschwindigkeitsvektor des Integrationsweges ist 4,(t) = hé;,
also ergibt sich nach der Linienintegraldefinition:

p+hé; 1 1 E
1 o -
E / W o= E /wp—kthé} (hel)dt = /wp+thé'i (el)dt .
P 0 0

Wegen der Stetigkeit von w konvergiert dieses Integral? fiir h — 0
gegen die i-te Komponente wy(€;) von w an der Stelle p, wir haben

also g—i(p) = wpy(€;) gezeigt, wegen der Stetigkeit von w ist also f
auch C?, und deshalb folgt aus der ‘partiellen’ Ableitungsinforma-
tion wirklich df = w. g

Das ist schon einmal ein ganz nettes und niitzliches Lemma, aber
nicht sehr stark, weil wir eine grofe, nicht leicht zu verifizierende
Voraussetzung mitbringen mussten:

}{w=0
y

fiir alle geschlossenen ! Wie soll man das bei gegebenem w oder
F praktisch feststellen?

Denkt man weiter {iber die Frage nach, wie man einem Vektor-
feld die Gradienteneigenschaft, einer 1-Form die Exaktheit ansieht,
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so fallt einem frither oder spéter gewiss einmal ein, dass eine C?-
Funktion ja stets
’*f  0f
&Ui&vj N 8$J8.Z'l

erfiillen muss, dass also ein C''-Vektorfeld F gar kein Gradientenfeld
sein kann, wenn nicht zumindest

OF; OF;

81'3' N 8Il

gilt, nur dann besteht eine Chance. Diese Felder bzw. Formen haben
auch einen besonderen Namen:

Definition: Ein C!-Vektorfeld F heifit rotationsfrei und die zu-

gehorige 1-Formw = (Fy, ..., F,,) eine geschlossene 1-Form, wenn
OF; _ OF;
al'j N 81’2

fir allei,5 =1,...,n gilt. O

Wie die Eigenschaft zu diesen Benennungen kommt, ist fir Sie jetzt
nicht erkennbar, es sind Namen aus der Vektoranalysis, betrach-
ten Sie sie einstweilen wie Vokabeln. Inhaltlich wissen wir aber
schon: Jede exakte C'-1-Form ist geschlossen, jedes konservative
C'-Vektorfeld, also jedes C'-Gradientenfeld, ist rotationsfrei. Gilt
die Umkehrung?

Das wire bequem, denn diese Bedingung ist durch blofles par-
tielles Ableiten, also leicht zu verifizieren. Leider gilt diese Umkeh-
rung nicht ganz, aber immerhin fast — und warum ‘leider’: die nicht
exakten geschlossenen 1-Formen bzw. die nicht konservativen rota-
tionsfreien Vektorfelder sind sehr interessante Objekte! Magnetfel-
der zum Beispiel, die von stromdurchflossenen Leitern hervorgeru-
fen werden.

Unsere Frage, ob jedes rotationsfreie Vektorfeld auf M ein Gra-
dientenfeld ist, hat etwas mit der Geometrie, dem Aussehen von
M zu tun. Es gibt in der Mathematik ein algebraische Topologie
genanntes Teilgebiet, mit dessen Hilfmitteln man ganz genau be-
schreiben kann, auf welchen offenen M C R™ alle rotationsfreien
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Felder Gradientenfelder sind und auf welchen A nicht alle. Das
wilrde uns hier etwas zu weit weg fithren, aber ein sehr niitzliches
Teilresultat kénnen wir aus eigener Kraft beweisen, es handelt von
einem geometrisch besonders einfachen Typ von offenen Mengen,
namlich den sternférmigen.

Definition: Eine Teilmenge M C R"™ heiflt sternformig, wenn es
einen Punkt py € M gibt, von dem aus man alle anderen ‘sehen’
kann, d.h. (1 —t)po + tp € M fiir alle p € M und ¢ € [0, 1] gilt.

sternformig

Uber die sternférmigen offenen Teilmengen von R™ sagt die einfach-
ste Form eines in der Vektoranalysis unter dem Namen Poincaré-
Lemma bekannten Resultats:

Satz: Auf einer sternformigen offenen Teilmenge M C R™ ist jede
geschlossene 1-Form auf M exakt, d.h. jedes rotationsfreie Vektor-
feld auf M ein Gradientenfeld.

BewEls: OBdA pg = 0. Seien (F}, ..., F,) die Komponenten von
F und w. Wieder suchen wir ein f mit ‘9{ =F,i=1,...,n.Von 0
nach # betrachten wir jeweils den geradlinigen Weg 7 : [0 1] - M,
t— tx.

Wenn es iiberhaupt so ein f gibt, dann muss wieder wegen
[, df = f(Z) — f(0) auch durch

=/Ew=/01wtf(:i")dt
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eines gegeben sein. In den Komponenten geschrieben also

1

= / > Fi(tE)x dt,
=1

0

und wir brauchen “nur” noch

of
I )
31} J
zu zeigen. Dazu:

1

af 0] = S
0

1= i=1

und hier unterschlage allerdings etwas Beweisarbeit,® denn diese
Vertauschbarkeit von Integration und Ableitung ist doch auch be-
griindungsbediirftig. Fiir C'-Funktionen geht aber alles gut, des-
halb ergibt sich

1

B)ta; dt + / Fy(t2)dt

0

nach der Produkt- und Kettenregel fiir die Ableitung. Jetzt nutzen
wir die Rotationsfreiheit aus! Danach ist

n aE . B n 81_7,] .
> o, (t2)tw; =Y a—mi(m)tx,»

i=1 i=1

und letzteres erkennen wir sofort als t%Fj(tf). In unserer Berech-
nung der partiellen Ableitung von f nach der Variablen «; fortfah-
rend erhalten wir damit

1
af /;tF] dt+/Fj(ti’)dt,
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und das erste dieser Integrale bittet ja geradezu auf den Knieen um
partielle Integration, welche dann

88:1{] [tF;(t )]0—/F] dt+/F]t:cdt Fy()

ergibt. (I

16.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe R16.1: Berechnen Sie fiir F(z,y) = (z + y,z — y) das
(11
Wegintegral I = f F'di*. Weshalb ist die Aufgabe nicht missver-
(-1,1)
stdndlich, obwohl der Integrationsweg nicht angegeben ist?

Aufgabe R16.2: a) Linienintegrale iiber zeitabhingige Vektorfel-
der sind zwar “nicht drangewesen”, berechnen Sie aber gleichwohl
gutwillig die Arbeit A = fOT F(t,7)dF vom Zeitpunkt 0 bis zum
Zeitpunkt T fiir ein Teilchen der Ladung ¢, das sich im R? auf
der Bahn 7(¢t) = #t mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in einem
zeitabhiingigen elektrischen Feld F bewegt, wobei F = qE(t,F) =
qEqés cos(kzy — wt) sein soll.

b) Wie kann man ein Integral der Form f7 F(t,7)d7 im R? als ein
gewohnliches Linienintegral fGraph(W) V(2)dZ im R?* mit Koordina-
ten (xo, z1, o, x3) auffassen?

Aufgabe R16.3: Sei T + 274 — ﬁ(f) = f(i’, t) die Bewegungs-
geichung fir ein Teilchen in einem konservativen Kraftfeld F(Z) =
—VU(Z) mit Relbung (v > 0) und periodischem stetigem Antrieb:

f(Z,t+T) = f(Z,1). Zeigen Sie, dass fiir zeitlich periodische Lésun-
gen mit der gleichen Periode T die von dem Antrieb iiber eine Pe-
riode geleistete Arbeit

W= [ R, i

nicht negativ ist.



16.6 Ubungsaufgaben 365

Aufgabe R16.4: Berechnen Sie das Wegintegral |, L B - dF fiir das
Vektorfeld B = (B,, B,) mit B, = —y/ (22 + %), B, = z/(2* + 4%
auf R? \ 0 (magnetisches Feld eines stromdurchflossenen Drahtes
durch den Nullpunkt in z-Richtung) fiir eine mathematisch positiv
orientierte Kreislinie L a) die den Nullpunkt umschliefit, b) die den
Nullpunkt nicht umschlieft und nicht beriihrt.

Aufgabe T16.1: Es seien 7 : [to, 1] — L und & : [ug, u1] — L posi-
tive Durchlaufungen einer orientierten glatten Linie im R™. Zeigen
Sie, dafl die ‘Umparametrisierungsabbildung’ ¢ — u(t) eine C'-
Abbildung mit 4(¢t) > 0 ist. (Hinweis: Umkehrregel aus Abschnitt
2.3 benutzen.)

Aufgabe T16.2: Beweisen Sie, daf es fiir jedes n > 2 eine offene
Teilmenge des R™ und darauf ein rotationsfreies Vektorfeld gibt,
das kein Gradientenfeld ist (oder: eine geschlossene, nicht exakte
1-Form). Benutzen Sie zum Beispiel den (mehrdeutigen) Winkel ¢
der Polarkoordinaten mit seinem (eindeutigen) Differential dy als
Ausgangsmaterial.

Aufgabe T16.3: Eine offene Teilmenge U C R™ soll ein Poincaré-
Bereich heiflen, wenn darin jedes rotationsfreie C!-Vektorfeld ein
Gradientenfeld ist. Beweisen Sie: sind U und V' Poincaré-Bereiche
und U NV zusammenhéngend, so ist auch U UV ein Poincaré-
Bereich.

Aufgabe T16.4: Zeigen Sie, dass die sogenannte geschlitzte Ebene
R2\ {(z,0) | = < 0} ein Poincaré-Bereich in R? ist, die punktierte
Ebene R? . {0} aber nicht. Ist R® \. {0} ein Poincaré-Bereich im
R3?



Koordinatentransformationen

17.1 Koordinaten

In der Physik muss man oft ein Koordinatennetz iiber ein physi-
kalisches Objekt, z.B. iiber die Erdoberfliche werfen, um eine Be-
ziehung zum mathematischen Zahlentupel-Raum R” (hier R?) her-
zustellen, damit man die Formeln und Techniken der Analysis auf
das physikalische Objekt anwenden kann.

L0

~180°: 180°

Geographische Linge und Breite als Koordinaten

Koordinaten sind die iiblichen Vermittler zwischen Mathematik und
Physik. Mit raum-zeitlichen Koordinaten versieht man die Raum-
Zeit, eine gewisse idealisierte Vorstellung vom ganzen Universum,
ebenso wie das Labor, ein Galaxien-Cluster ebenso wie ein Kri-
stallgitter, oder, um ein mathematisch komplizierteres Beispiel zu
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nennen, die Gesamtheit der moglichen raumlichen Ausrichtungen
eines starren Korpers (Stichwort Eulersche Winkel).

Aber auch mathematische Objekte konnen neue Koordinaten
oftmals gut gebrauchen, sogar der R™ selbst und solche Objekte,
die bereits im R™ untergebracht oder jedenfalls damit beschrieben
sind, z.B. die mathematische Kugeloberflache

S ={zeR’| |2l =1},

auf der man Punkte oft durch Winkel (¢, #) beschreibt, dhnlich
wie auf der Erdoberfliche. Genauer gesagt werden die kartesischen
Koordinaten z,y, z des durch (i, §) beschriebenen Punktes p € 52
dabei durch

T = cospsind
y = singsiné
z = cosf

festsetzt.

Die sphérischen Koordinaten ¢ und 6.

Nimmt man zu ¢ und 8 auch noch den Abstand r vom Nullpunkt
hinzu, so kann man Punkte im ganzen Raum R? durch sogenannte
Kugelkoordinaten (r, ¢, 6) beschreiben, so wie wir zur Beschreibung
von Punkten in der Ebene R? die Polarkoordinaten (r, ) kennen,
die durch die dritte Koordinate z ergéinzt die sogenannten Zylinder-
koordinaten ergeben. Auch wenn wir den Werten dieser drei Arten
von Koordinaten vorerst gar keine Beschrinkungen auferlegen, sind
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die zugehorigen kartesischen Koordinaten z, y, 2 durch wohldefinier-
te Abbildungen gegeben:

Definition: Die PolarkoordinatenabbildungR*> — R?, (r, o) —
(z,y), ist durch

I

z T COS @
y = rsineg,

Zylinderkoordinatenabbildung R® — R3, (r,p,2) — (z,9,2),
durch

T = TCOSY
Yy = rsing
z = 2z,

die Kugelkoordinatenabbildung R? — R3, (r,0,0) — (z,y, 2),
durch

r = rcospsing
y = rsinesind
z = rcosf
definiert. O

Diese Koordinatenabbildungen sind aber alle drei nicht bijektiv,
die Kugelkoordinaten (r,p, #) etwa eines Punktes p € R sind auch
dann nicht eindeutig bestimmt, wenn wir 7 > 0 und 8 € [0, #] for-
dern — was wir bel der praktischen Benutzung der Koordinaten
natiirlich tun werden — da am Nullpunkt beide Winkel, entlang
der z-Achse der Winkel ¢ vollig beliebig sind, und auch sonst ist
@ nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt, und suchen
wir durch —7 < @ < 7 eine eindeutige Festlegung zu treffen, so er-
halten wir zwar eine auf dem R® ohne z-Achse eindeutig definierte
Koordinate ¢ : R¥3\0x0x R — (—m, 7], die aber einen Schénheits-
fehler hat, namlich eine Unstetigkeit tiber die linke {(x, z)-Halbebene
hinweg, sie macht dort einen Sprung um 27.

Das ist unvermeidlich, man muss damit leben. Aber diese Un-
bestimmtheiten und Mehrdeutigkeiten haben ja nichts Geheimnis-
volles an sich, und so weifl man sich im konkreten Falle immer
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irgendwie zu helfen. Oft ist man damit zufrieden die Koordinaten-
abbildung, wenn man sie denn umkehren will, auf einen geeigneten
Teilbereich einzuschranken.

Koordinatenabbildung, Karte,
Parametrisierung Koordinatensystem

U!

Koordinatenabbildung oder Parametrisierung und deren
Umbkehrung, ein Koordinatensystem oder eine Karte.

Wir haben dann auf diesem Teilbereich U des physikalischen oder
mathematischen Objekts, auf dem wir Koordinaten einrichten wol-
len, wirklich ein Koordinatensystem, eine bijektive Abbildung
U = U’ C R? bzw. R™ etabliert.

In konkreten Beispielen von Koordinatensystemen, wie etwa den
viel benutzten Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten, tragen die
Koordinaten “sprechende Namen”, die uns schon durch die Nota-
tion an ihre geometrische Bedeutung oder spezielle Definition erin-
nern. Wenn wir jetzt aber ganz allgemein iiber beliebige Koordina-
tensysteme sprechen, bezeichnen wir die Koordinaten angemessen
allgemein durch (xq,...,x,) oder (zf,...,z}) oder (y1,...,y,) oder
dergleichen, solange das nicht mit einer Notation von &lteren Rech-
ten kollidiert. Das sollte es aber vor allem dann nicht, wenn Sie
sich intuitiv das koordinatenbediirftige Objekt noch im physikali-
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schen Urzustand denken, mit Zahlen noch gar nicht in Beziehung
gebracht. Und mit dieser Vorstellung im Kopf verstehen Sie den
Sinn von Koordinaten sowieso am allerbesten.

17.2 Transformation von Koordinaten

Zwei Koordinatensysteme auf Bereichen U und V ein und desselben
Objekts konnen sich iiberlappen, und auf dem Durchschnitt U NV
hat man dann fiir jeden Punkt zweierlei Koordinaten.

U

14
(xl,...,mny \(‘1’17@;)

__________ N

Zwei Koordinatensysteme oder Karten

Die Zuordnung (z1,...,Z,) — (2}, ..., x,), die den z-Koordinaten
des Punktes p € UNV jeweils dessen x’-Koordinaten zuweist, heif3t
dann der Koordinatenwechsel oder die Koordinatentransfor-

mation,

o, = iz, ... z)

z, = zp(x1,...,%n),

definiert auf — na ja, wo es eben definiert ist, dafiir stellt die klassi-
sche Notation meist keine Bezeichnung bereit, das muss man, wenn
es darauf ankommt, auch so wissen. Es versteht sich, dass der Strich
an x; hier nichts mit irgendwelcher Ableitung zu tun hat, sondern
nur die neuen, die ‘gestrichenen’ Koordinaten markiert.
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Natiirlich soll eine Koordinatentransformation auch umkehrbar
sein, in klassischer Notation

ry = ZE](.Z'/l,... .I’/)

rn

— ! !
Tn = zplxl, ..., 7)),
und sind beide Transformationen C*, so sind es sogar C'-Diffeo-
morphismen.

Erinnerung: Eine bijektive Abbildung ® : Q@ — €’ zwischen of-
fenen Teilmengen Q, QY C R” heifit ein C"-Diffeomorphismus,
wenn sowohl @ als auch ®~! C"-Abbildungen sind. Fehlt eine C"-
Angabe, so ist meistens C'™ gemeint. O

In der mathematischen Abbildungs-Notation wiirde man die Koor-
dinatensysteme etwa als h: U — U und k : V — V schreiben, und
wére die Bijektion

®:=koh R(UNV):RUNV) = KUNV)

die zugehérige Koordinatentransformation oder der Kartenwechsel.

U

N

Koordinatentransformation in Abbildungsschreibweise

Wenn Sie finden, dass ich mich iiber die koordinatenbediirftigen
Objekte (“zum Beispiel die Erdoberfiiche”) und insofern auch iiber
die Koordinaten reichlich vage ausdriicke, so haben Sie damit ganz
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recht.! Mathematisches Ziel dieses Kapitels sind aber auch nur ge-
wisse Aussagen lber Koordinatentransformationen, und diese ver-
stehen wir als C'-Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen
des R™ und sind damit voéllig auf dem sicheren Boden der gew6hn-
lichen Analysis. Trotzdem sollen Sie in Ihr intuitives Denken auch
die Koordinaten selbst von Anfang an mit einbeziehen.

Man steht oftmals vor der Aufgabe, irgendwelche in den z-Koordi-
naten beschriebenen Daten oder Vorginge im “Objekt” mittels der
Koordinatentransformation in die 2’-Koordinaten umzurechnen.

Was kann bei dieser Umrechnung denn schwierig sein, wenn ich
die Koordinatentransformation ® : Q@ — Q' schon habe? Der Punkt
p im Objekt, der in dem einen System die Koordinaten Z € € hat,
der hat im anderen eben die Koordinaten ' = ®(%), fertig!

Ja, ein Punkt — das ist freilich keine Kunst. Aber wenn Sie
stattdessen oben im Objekt einen Tangentialvektor am Punkte p
haben, der im z-Koordinatensystem die Komponenten (vy, ..., v,)
hat, wie lauten dann seine Koordinaten im z’-System, na?

A -

Transformation eines Vektors

Ziehen Sie vielleicht ®(vy,...,v,) in Erwigung? Eher nicht, was?
Denn selbst wenn zufillig @ € €2 sein sollte, ergibt das doch keinen
Sinn. Vielmehr lasst sich der Tangentialvektor, dessen Koordinaten-
beschreibung ¥ nur ist, als der Tangentialvektor 4(0) einer Kurve
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~(t) oben im Objekt auffassen, in den z-Koordinaten ist dann die-
se Kurve durch h(v(t)) beschrieben, in den z’-Koordinaten durch
k(~y(t)), wir kennen (ho+) (0) = @ und sollen (ko~)(0) =: ¥’ dar-
aus ausrechnen. Das ist ein Fall fiir die Kettenregel, denn k(~(¢)) =
D(h(~(t))), also ist T’ = Jp(h(p))¥, oder in klassischer Notation

Das ist das Transformationsgesetz fiir (Tangential- oder Geschwin-
digkeits-) Vektoren, nicht zu verwechseln mit dem Transformati-
onsgesetz T’ = H(Z) der bloBen Ortsangaben.

Und wieder anders transformieren sich Gradienten, die das Dif-
ferential einer oben auf dem Objekt definierten Funktion f in Koor-

dinaten beschreiben. Ist das der Sinn eines n-tupels (wy, ..., w,) in
den z-Koordinaten, dann ist diese Zeile als d(f o h™1)p(p) zu verste-
hen, und wie berechnet man daraus die Komponenten (wj, ..., w},)

von d(f o k™) ? Wegen fok™ = foh ! o® ! nach der Ket-
tenregel, in Matrizenschreibweise notiert: @'t = W Jp-1(k(p)). In
klassischer Notation wiirde das alles kurz als w; = %, w; = g%

7 i
und

n
' (%:j
wi = w]‘.

— Oz
Jj=1

geschrieben. Das ist ein ganz anderes Transformationsgesetz als fiir
Geschwindigkeitsvektoren.

Ganz klar kann diese Diskussion freilich erst werden, wenn man
die koordinatenbediirftigen Objekte oben in die strengen mathemati-
schen Begriffsbildungen mit einbezieht, und das wiirde uns vorlaufig
noch zu weit fithren. Wenn Sie einstweilen verstehen, weshalb man
das Transformationsgesetz einer Grofie nicht schon an der Anzahl
ihrer Komponenten ablesen kann, will ich ganz zufrieden sein.
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17.3 Die Integraltransformationsformel

In diesem Abschnitt wollen wir uns das Transformationsgesetz fiir
Integranden herleiten. Dabei gehen wir davon aus, dass der Inte-
grand in den z’-Koordinaten durch eine Funktion f beschrieben ist
und rechnen aus, wie er demnach in den z-Koordinaten zu beschrei-
ben ware, weil es sich so herum im Hinblick auf die Rolle von &
bzw. ®~! netter schreiben lasst. Von der Integration “oben” werde
ich aber gar nicht reden, sondern alles unten im R"™ behandeln, und
deshalb formuliere ich das Problem wie folgt. Vektorpfeilchen auf
Ortsangaben erlassen Sie mir vielleicht.

Es sei @ : 1 — ) ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen
Teilmengen des R™ und B C Q ein kompakter (d.h. beschrinkter
und abgeschlossener) Teilbereich in €2, zum Beispiel ein kompakter
Quader.

B o(B)
Transformation des Integrationsbereiches

Wie berechnet man Integrale f@( B) f(&")d"s als Integrale iiber B?

Nattirlich kénnte man leicht f mittels ® in den z-Koordinaten
ausdriicken, indem man statt f auf ®(B) eben fo® auf B betrach-
tet, in Koordinatenschreibweise also

f@ (@, yzn), T (T, T)).

Aber man darf natiirlich nicht [, fo®d"z = | o(p) [ 42" erwarten,
das sieht man schon an dem Fall f = 1, denn dann ist auch fo® =1,
die Integrale daher gleich dem n-dimensionalen Volumen von B
bzw. ®(B), und es ist keine Rede davon, dass die immer gleich sein
miissten.
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Vielmehr werden wir einen “Korrekturfaktor” A(z) brauchen,
der uns ein fiir allemal — soll heiflen fiir alle Riemann-integrierbaren
Funktionen f auf ®(B) — die Funktion f o ® so justiert, dass

@(B)

gilt. Dieser Korrekturfaktor ist auch nicht schwer zu erraten. Sei
oBdA B =: @ wirklich ein Quader, und zerlegen wir ihn durch so
feine Unterteilung in Teilquaderchen

o

Lt

Qs

N
Qi=pi+[0,Az1] x -~ x [0,Azp], Q= »!1Qi

dass der Integralfehler kleiner als ein vorgegebenes ¢ bleibt, wenn
wir f auf ®(Q;) jeweils durch den konstanten Wert ¢; = f(®(p;))
ersetzen. Dann ist also

A o Ay f(a) /@ L = Y () Vol @(Q)

(@

Was wissen wir iiber das Volumen so eines kleinen Quaderbildes?
Jetzt kommt die Differenzierbarkeit von ® zum Zuge. Eine grundle-
gende Technik der Analysis ist die Approximation von nichtlinearen
Abbildungen (kompliziert) durch lineare (einfach), wie Sie schon
oft gehort haben, und hier sehen Sie wieder einmal, dass das keine
leeren Worte sind. Auf jedem einzelnen der kleinen Quader Q; er-
setzen wir die Transformation ® durch ihre lineare Approximation
am Punkte p;, also durch ihre Jacobi-Matrix:

O(p; +7) = ®(pi) + Jo(ps)v.
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Was die Jacobi-Matrix mit einem Quader [0, Az]x ... x[0, Az,]
macht, das wissen wir aber schon, sie bildet ihn auf ein Spat ab,

A
0 _—> 0
linear

Azxi€1 AIlA(gl)

Erinnerung: Wirkung einer linearen Abbildung A auf einen Quader.

dessen Volumen wegen der geometrischen Bedeutung des Betrages
der Determinante (Abschnitt 12.3) gleich | det Js(p;)|Axy-. .. Az,
ist. So erhalten wir bei geniigend feiner Unterteilung

N
; 2
/(Q) fd'z = Z F(®(pi))l det Jo(pi)|Azy - ... - Azy,.
@ i=1

Aber die rechte Seite ist innerhalb von e-Genauigkeit, wenn nur die
Unterteilung fein genug ist, das Integral fQ f o ®|det Jp(x)| d™x,
und deshalb gilt

/ far & /fo(I)~|detJ¢(x)|d"$
a(B) B

fiir jedes € > 0, also Gleichheit. Damit haben wir schon den Beweis
des folgenden Satzes skizziert.

Satz (Integraltransformationsformel): Ist ® : Q — ' ein C*-
Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™ und B C )
eine kompakte Teilmenge, zum Beispiel ein Quader, so ist mit jeder
iiber ®(B) Riemann-intgerierbaren Funktion f auch f o ®|det Jg|
iiber B integrierbar, und es gilt

F@) dha = / F(@(z)) - | det Jo(z)] d"z.
2(Q) Q
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Als der Korrekturfaktor hat sich also A(z) := | det Jo(z)| heraus-
gestellt, und das ist eben auch kein Wunder, denn es ist der lokale
“Volumenverzerrungsfaktor” von @, das ja nahe z durch Jg(z) ap-
proximiert wird:

) F(@(p))Alp)

4 F(2(p))

Beitrag zu [ fo®|det Jg| d"x Beitrag zu f@(B) fdra

Die Siaule links ist um den Korrekturfaktor | det Jg(p)| hoher, dafiir
ist die Grundfliche der Saule auf der ®(B)-Seite, rechts, um den
Korrekturfaktor grofler, beide Sdulen leisten denselben Beitrag zum
Integral.

17.4 Infinitesimale Volumenelemente

Stellen Sie sich vor, Sie hitten ein Integral || f 4 f(z,y) dzdy zu be-
rechnen, von dem Sie wegen der Form von A, etwa einem Kreis-
ringsektor:

¥o

To 1

Integrationsbereich A

3
und von f, etwa f(x,y) = 1/4/2? +y?, schon sehen, dass es in
kartesischen Koordinaten ziemlich lastig, in Polarkoordinaten aber
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ziemlich einfach werden wiirde. Was tun Sie also, nachdem Sie
die Integraltransformationsformel kennen? Sie betrachten die durch
die Polarkoordinatenabbildung ®(r, ¢) = (r cos ¢, rsin ¢) gegebene
Transformationsabbildung:

1 —

To T1
Kreisringsektor A als Bild ®(B) des Rechtecks B = [ro, r1]x [0, 1],

\

Yo

driicken f durch r und ¢ aus, gehen also zu der Funktion

flrcosp,rsing) =r—°

auf B iber und berechnen sich den Korrekturfaktor

det (cos w —rsin <p>

=T

| det Jo(r, )| = :
sing  rcosg

und wissen nun nach der Integraltransformationsformel

Y1 T
1 1 1
//7d$dy=//7”_37"d7"d90:(@1—900)(__—)7
/ 3 r
4 272+y2 Yo To o !

und damit ist das Integral ausgerechnet.

Auch bei den Zylinderkoordinaten ist der Korrekturfaktor einfach
r, fiir die Kugelkoordinatenabbildung aber ergibt sich die Jacobi-
matrix als

cospsind —rsinpsing 7 cospcosd
Jo(r,,0) = | sinpsing  rcospsing rsinypcosd
cos 0 —rsind



17.4 Infinitesimale Volumenelemente 379

und daher ist in dem uns sowieso nur interessierenden Bereich r > 0,
0 < 8 < 7, der Kugelkoordinaten-Korrekturfaktor

| det JKugelkoordinaten(T’ @, 0)| = r?sinf > 0.

Damit kénnen Sie nun, wie bei dem obigen Polarkoordinatenbei-
spiel, geeignete Volumenintegrale der Form

J[[ s o

/// f(rcospsin@, rsin psinf, r cos 8)r? sin § drdpdf
B

in Integrale

umrechnen, wenn das nach dem Aussehen von f und A zweckmifig
zu sein scheint.

So weit so gut! Sie haben aber gewiss schon bemerkt, dass in
der Praxis der Korrekturfaktor meist gar nicht mittels der Jacobi-
Matrix berechnet wird, sondern dass stattdessen ein infinitesimales
Flichenelement dF oder im dreidimensionalen Fall ein infinstesi-
males Volumenelement dV bestimmt wird.

Winkel dp

dV = 12 sin Odrdedd

dF = rdrdy

Radius rsin 8
(Breitenkreis)

rdf dr

Radius r
(Meridian)

dV in Kugelkoordinaten dF in Polarkoordinaten
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Bei einer beliebigen Koordinatentransformation Q — ', notiert
als (zy,...,3,) — (x},..., ), geht das so vor sich. Sie skizzieren
sich, zumindest in Gedanken, das Bild eines mikroskopisch klei-
nen Quaders [z, x1+dxi]X . .. X[Tn, Zn+dz,] unter der Koordina-
tentransformation. Natiirlich miissen Sie dieses Bild auch unter dem
Mikroskop ansehen, sonst hétten Sie ja nur ein Piinktchen auf Th-
rem Skizzenpapier. Dann erblicken Sie ein spatidhnliches Gebilde,
jedoch mit ganz leicht gekriimmten Seitenflachen und Kanten usw.

— %@

81

T+ €1dx1 Q)(fer 51dl‘1)

Berechnung des Volumenelements dV von ¥ in den z-Koordinaten

Rechnen Sie nun das n-dimensionale Volumen dV dieses Bildes auf
elementare Weise aus, wobei Sie die ganz leichte, ohnehin kaum
merkbare Abweichung von der geometrischen Spatgestalt ignorie-
ren. Dann erhalten Sie eine Formel der Gestalt

dV = Alz)dzy - ... - dx,,

und damit diirfen Sie nun Volumenintegrale iiber Bereiche A in €
so ausrechnen, wie es die Kurznotation f fdV suggeriert, ndmlich
als [, f(«'(x))A(z) d"z, wobei B C Q der dem 2’-Bereich A ent-
sprechende z-Bereich ist.

Als wir im Abschnitt 10.4 iiber die infinitesimalen Groflen ge-
sprochen haben, konnten Sie die Volumenelemente noch nicht rich-
tig beurteilen, aber jetzt sehen Sie, weshalb diese Methode, die
im Grunde der Beweislinie der Integraltransformationsformel folgt,
ganz ohne Jacobimatrix und partielle Ableitungen genau den rich-
tigen Korrekturfaktor liefert. Das Ignorieren der leichten Deforma-
tion des Bildspates ist keine Schlamperei, sondern im Gegenteil der
streng geforderte Ubergang zum Limes unendlicher Vergroferung
und damit zur linearen Approximation der Koordinatentransfor-
mation. Das berechnete Volumenelement dV in Abhéngigkeit von
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den Kantenldngen dz,,...,dx, ist deshalb richtig das Volumen
| det Jo(z)| dzy - ... dx, des Bildspates unter dem Differential, wie
es sein soll.

Die Methode der infinitesimalen Groflen eroffnet IThnen sogar
einen Schnellzugang zur Integration auf zweidimensionalen Flachen
M im Raum R? und k-dimensionalen Flichen im R™ mittels Koor-
dinatenabbildungen, die wir in mathematischer Ausfiihrlichkeit erst
spiter behandeln werden.? Vorausgesetzt, Sie kénnen das Flichen-
element oder k-dimensionale Volumenelement von M in den Koor-
dinaten berechnen!

dv

du M

Flachenelement dF in Koordinaten (u,v) — anschaulich.

Das konnen Sie aber jedenfalls fiir die Kugeloberfliche und den
Zylindermantel vom festen Radius 7:

\
J

Edz

{

dF = r?sin 0dpdd dF = rdpdz

Driicken Sie nun die zu integrierende Funktion, die vielleicht ur-
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spriinglich in der Form f(z,y, z) gegeben sein mag, auf dem In-
tegrationsbereich A auf der Sphére oder dem Zylinder durch die
Koordinaten (i, #) bzw. (i, z) aus. Dann erhalten Sie

//deer// f(rcospsind, rsingsing, r cos 0) sin 6 dpdf
A B

fiir Integrale auf der Kugeloberfliche und

//Ade:T//I;.f(TCOS%TSinw,z)d@dz

fiir Integrale auf dem Zylindermantel, jeweils tiber den richtigen
Bereich B in der (g, 8)- bzw. der (p, z)-Ebene erstreckt.

Und hier endet ein erster Teil unseres Mathematikkurses. In diesem
Teil habe ich Thnen, gleichsam auf der griinen Wiese, eine mathe-
matische Grundausstattung fiir angehende Physiker aus dem Boden
gestampft, die wohl alles enthélt was Thre Physikprofessoren fairer-
weise von Erstsemestern erwarten diirfen. Nun wird es aber hochste
Zeit, etwas fiir Thre mathematische Infrastruktur zu tun, damit Sie
auch den kommenden héheren Anforderungen gewachsen bleiben,
denn nur auf idealisierten Schulkenntnissen aufzubauen wird auf
die Dauer immer schwieriger.

17.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R17.1: Durch z(t) = r(t) cos@(t), y(t) = r(t) sin p(t) sei
eine Bahnkurve in R% \ 0 gegeben. Betrachten Sie an jedem Punkt
die auf die Lénge 1 normierten Spalten der Jacobi-Matrix der Polar-
koordinatenabbildung als Basisvektoren €, €, und driicken Sie die
Geschwindigkeit #(¢) und die Beschleunigung b(t) der Bahnkurve
in dieser Basis aus.

Aufgabe R17.2: Sei @ : [t1,t5] — R" eine C*-Kurve von A nach B.
Konstruieren Sie aus dt das infinitesimale ‘Langenelement’ ds der
Kurve (analog der heuristischen Bestimmung des ‘Flichenelements’
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dF) und berechnen Sie fiir a € R* die Bogenldnge ¢ = ff ds der
durch z(t) := a(t —sint), z2(t) := a(1 — cost) gegebenen Zykloide
im R? fiir eine Periode: t; = 0, t; = 27.

Aufgabe R17.3: Konstruieren Sie aus dy und dz das Flachenele-
ment dF fiir die Rotationsflache

S={(z,9,2) €ER® |7 = f(2),21 < 2 < 2}

wobei 7 = /22 + 42 zu verstehen ist und f eine positive C1l-
Funktion bezeichnet. Geben Sie eine Formel fiir den Flidcheninhalt
F an und berechnen Sie F beim Paraboloid S = {(z,v,2) € R® |
r?=20<r< R}
Aufgabe R17.4: a) Betrachten Sie fiir festes R > 0 die durch

z(r,¢,0) = (R+rcosb)cosp

y(ryo,8) = (R+rcosf)sing

2(r,p,0) = rsinf

gegebene Toruskoordinatenabbildung. Berechnen Sie mittels dieser
Koordinaten fiir festes 0 < ry < R den Volumeninhalt

V = / dxdydz
T
des durch 0 < r < 79, 0 < p < 27 und 0 < # < 27 beschriebenen

Volltorus T
b) Berechnen Sie auf gleiche Weise auch das Tragheitsmoment

I= /(:1:2 + y?)dadydz
T
um die z-Achse.
Aufgabe R17.5: Berechnen Sie den Flicheninhalt A = [ dF der

Oberflache S des in R17.4 beschriebenen Volltorus T', wobei Sie das
Flichenelement dF mittels infinitesimaler Grofien ausdriicken.
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Aufgabe R17.6: Fiir T = (1, 2, z3,%4) € R* bezeichne r := |Z|
und p = |(z1, T2, 23)|. Sei ferner x € [0, 7] der Winkel, den & €
R*~ 0 gegen die z4-Achse bildet, festgelegt also durch z, = 7 cos x.
Bestimmen Sie in den Koordinaten (g, 6, x) das Volumenelement
dVjyy der 3-Sphére im R* vom Radius r und damit auch das 4-
dimensionale Volumenelement dVj = drdV/,y des R* in den Koordi-
naten (r, p, 0, x). (Hinweis: dFi,, = p*sin 0dpdf ist bekanntlich das
Flichenelement der 2-Sphire vom Radius p). Berechnen Sie nun
das 4-dimensionale Volumen der Kugel {Z € R* | |Z| < R} und das
3-dimensionale Volumen der Sphire {Z € R* | |7] = R}.

Aufgabe T17.1: Sei ' = &'(Z) eine n-dimensionale C'!-Koordi-
natentransformation und

0z’ /dx; L 9T’ [dx;

fiir alle ¢ # j. Finden Sie eine Integralformel, welche das Volumen
von {Z(Z) | a; <z < b |i=1,...,n} aus den g;(T) := ||0F'/0x;|]
zu berechnen gestattet.

Aufgabe T17.2: Essei ® : Q — Q’ ein C'-Diffeomorphismus (‘Ko-
ordinatentransformation’) zwischen offenen Teilmengen im R”. Die
Transformation macht aus einem Vektorfeld ¥ auf Q ein transfor-
miertes Vektorfeld " auf 2’ und aus einer 1-Form w auf Q eine
transformierte 1-Form w’ auf €/, und zwar nach den Transforma-
tionsgesetzen ¥'(®(p)) = d®,(¥(p)) und wp, = w, o d®,. Driicken
Sie diese Transformationsgesetze in Komponentenschreibweise und
mit der Jacobimatrix aus. Wie verhilt sich die Zusammengehorig-
keitsbeziehung zwischen Vektorfeldern und 1-Formen unter Trans-
formation?



Algebraische Strukturen

18.1 Der Gruppenbegriff

Als Erstes sollen Sie erfahren, dass Zahlen, Funktionen und geo-
metrische Figuren im Begriffshaushalt der modernen Mathematik
zwar immer noch einen ehrenvollen Platz einnehmen, aber in der
mathematischen Metropolis doch eher den Altstadtkern bilden. Die
Mathematik hat sich in den letzten hundert Jahren, ‘unbemerkt von
der Offentlichkeit’, wie man so sagt, zur Strukturmathematik ge-
wandelt, das heifit sie entdeckt, erfindet, studiert und nutzt eine
Vielzahl oft miteinander verbundener sogenannter aziomatischer
Strukturen.

Dadurch konnten viele klassischen Probleme gelost werden, die
mit klassischen Mitteln allein nicht angreifbar waren, und gleichzei-
tig hat sich der Zusténdigkeitsbereich der Mathematik, der Kreis
der Fragen, denen ihre wissenschaftliche Neugier gilt, ungeheuer
vergrofert.

Obwohl sich die axiomatischen Strukturen nicht fein séduber-
lich in algebraische, analytische und geometrische einteilen lassen,
weil sie meist in mehrere Gebiete hineinreichen oder sich diesen
klassischen Rubriken iiberhaupt entziehen, diirfen wir doch solche
Benennungen zu grober Orientierung verwenden. In diesem Kapi-
tel wollen wir einige wichtige algebraische axiomatische Strukturen
kennenlernen. Mit dem Begrift Gruppenstruktur fangen wir an, weil
er einfach ist und Thnen doch eine gute Vorstellung davon gibt, was
eine axiomatische Struktur {iberhaupt ist.
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Eine Gruppenstruktur auf einer Menge G ist eine assoziati-
ve Verkniipfung in G mit Fins und Inversen: so werden Sie sich
das spiter merken, wenn Sie es erst verstanden haben. Jetzt aber
will ich den Gruppenbegriff ganz, ganz sorgfaltig definieren und
erlautern, es darf ndmlich nicht der allergeringste Zweifel bleiben,
wie das gemeint ist, sonst verstehen Sie auch alle anderen axioma-
tischen Strukturen nicht ganz richtig.

Besondere Vorkenntnisse braucht man dazu keine, Sie miissen
nur wissen was eine Menge ist, was man unter dem kartesischen Pro-
dukt X x Y zweier Mengen versteht (das ist die Menge aller Paare
(z,y) mit z € X und y € Y) und was eine Abbildung f: X — Y
zwischen zwei Mengen ist.

Bevor wir gewissermaflen zur notariellen Amtshandlung der Defi-
nition schreiten, mochte ich schon im Voraus einige Erklarungen
geben. Sollten Sie es dafiir zu eilig haben, so bliattern Sie einfach
vor: das ist ja das Schone an Biichern, dass einem niemand vor-
schreiben kann, was und in welcher Reihenfolge man darin liest.
Eine Gruppe besteht immer aus zwei Bestimmungsstiicken, nam-
lich erstens aus einer Menge, nennen wir sie einmal &, und zweitens
aus einer Abbildung von G x G nach G, nennen wir sie einmal

u:GxG—G.

Diese beiden Bestimmungsstiicke zusammen, also das Paar (G, p),
heifit aber nur dann eine Gruppe, wenn es gewisse Bedingungen
erfiillt, nadmlich den sogenannten Gruppenaxiomen geniigt, die ich
in der Definition dann genau auffithren werde.

Wie kompliziert oder einfach diese Axiome sind, werden wir
ja gleich sehen, aber die logische Form des Begriffes sollte doch
jedenfalls leicht zu erfassen sein: eine Gruppe ist ein Paar, bestehend
aus einer Menge G und einer Abbildung G x G — (G, welches
gewisse, in der Definition aufgezidhlte Bedingungen erfillt.

In der Tat verstehen Sie das auch, aber nach kurzer Zeit geben
Sie dieses Verstandnis unter dem verfithrerischen Einfluss verlocken-
der Sprechweisen wieder preis.
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Wenn namlich durch glasklare Definition aufler Zweifel gestellt
ist, was unter einer Gruppe zu verstehen sei, dann spricht alle Welt,
ich auch, statt von der Gruppe (G, ) kurz von der Gruppe G. Das
ist zwar nur eine abkiirzende Sprechweise unter Eingeweihten, an
der Definition wird deshalb kein lota gedndert, aber der stdandige
Gebrauch von Wendungen wie “eine Gruppe G heifit kommutativ,
wenn ... 7 oder “sei G eine endliche Gruppe” oder “sei G eine
Gruppe und g € G ein Element darin” iibt eine hypnotische Wir-
kung aus, und nach einiger Zeit meinen Sie, eine Gruppe sei doch
nur eine Menge, eine Menge mit besonderen FEigenschaften zwar,
aber einfach eine Menge.

Das glauben Sie nicht? Ich wiirde es ja auch nicht glauben, wenn
ich es nicht schon so oft erlebt hitte. Aber die Unterdriickung der
Gruppenstruktur i : G X G — G in Notation und Sprechweise geht
auch noch weiter. Scheint keine Verwechslungsgefahr zu bestehen,
so billigt man der Verkniipfungsabbildung u gar keinen eigenen Na-
men zu, sondern schreibt a - b statt p(a, b), weshalb dieser anonyme
Punkt gelegentlich auch das Abbildungssymbol in - : G X G — G
iibernehmen muss, was schon leicht humoristisch wirkt, und schlief3-
lich verschwindet selbst dieser Multiplikationspunkt noch, wenn
namlich das “Produkt” p(a,b) einfach als ab geschrieben wird.

Mengenelemente, die man zum Zwecke der Multiplikation ein-
fach nebeneinander schreibt, kennen Sie aber schon einige, zum Bei-
spiel Zahlen, zum Beispiel Matrizen, zum Beispiel Funktionen. Aha!
Und so glauben Sie die géngigen Sprechweisen Thnen zuraunen zu
horen: eine Gruppe ist doch einfach eine Menge, namlich eine Menge
von Elementen, zu deren mathematischer Natur ein durch Neben-
einanderschreiben notiertes Produkt gehort, welches die Axiome
erfiillt, und wenn du also nur die Menge G hast, so siehst du ja, ob
die Elemente multiplizierbar sind und ob G eine Gruppe ist. Man
kann’s schon beinahe niemandem mehr {ibel nehmen, dass er die
Definition aus den Augen verliert.

Indessen taugt diese heuristische Vorstellung zwar dazu, inter-
essante Beispiele von Gruppen aufzuspiiren, aber am Sinn der axio-
matischen Definition des Gruppenbegriffes geht sie haarscharf dane-
ben vorbei. Die Definition kiilmmert sich in Wirklichkeit tiberhaupt
nicht um die mathematische Natur der Elemente von G. Es ist das
souverine Recht dessen, der eine Gruppenstruktur g: G x G — G
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auf einer Menge G definiert, dies zu tun wie es ihm beliebt, ganz
gleich ob die Elemente von G iberhaupt multipliziert werden woll-
ten oder ob sie anders multipliziert werden wollten: sofern nur die
Axiome erfiillt sind, ist (G, p) eine vollgiltige Gruppe, und die Er-
kenntnisse der Gruppentheorie sind darauf anwendbar.

Sich nicht an den konkreten Eigenschaften der Elemente fest-
halten zu diirfen, mag Thnen zunichst vorkommen, als wiirde Thnen
der mathematische Boden unter den Fiiflen weggezogen. Aber ge-
rade dieses Abstrahieren von den individuellen Ziigen der einzelnen
Beispiele macht die axiomatische Methode so universell anwendbar.
Und bald werden Sie es auch als eine das Denken befreiende Erleich-
terung begriiflen, iiber die Elemente a,b € G und deren Produkte
ab € (G gar nichts wissen zu brauchen als nur die wenigen Struktur-
eigenschaften der Verkniipfungsabbildung G x G — G, welche die
Axiome aussprechen.

Trotzdem haben Sie vielleicht das Gefiihl, ich suchte Sie zu etwas
zu iiberreden, das Sie von IThren eigentlichen Interessen wegfiihrt.
Die abstrakte Welt der Axiome mag ja fiir einen Mathematiker sehr
schon sein, aber ist sie nicht iiber den Wolken angesiedelt? Physik
ist immer mit dem konkreten Fall befasst, und es ist gerade wichtig,
stets zu wissen, ob die physikalischen Grofien durch Vektoren, Ma-
trizen oder Funktionen beschrieben werden und wie man Produkte,
wenn sie vorkommen, praktisch ausrechnet.

Daran ist etwas Wahres, wenn auch diese Charakterisierung der
Physik etwas vordergriindig ist und nicht bedenkt, wieviel abstrak-
te Mathematik in die theoretische Physik eingeht. Vor allem aber
wire es falsch sich vorzustellen, die Strukturmathematik wiirde den
konkreten Fall geringschéitzen und beiseite schieben. Sie weifs wohl,
dass hinter der konkreten Fragestellung oft die hirtesten Probleme
lauern. Aber gerade deshalb ist es wichtig, im verwirrenden Be-
ziehungsgeflecht der handgreiflichen mathematischen Objekte das
Walten der axiomatischen Strukturen wiederzuerkennen, um das,
was aus allgemeinen Griinden “sowieso” gilt, vom Einmaligen des
besonderen Falles unterscheiden zu kénnen und damit den eigent-
lichen Kern des Problems freizulegen.



18.1 Der Gruppenbegriff 389

Definition 1: Unter einer Gruppe verstehen wir ein Paar (G, +),
bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung

GxG — G, notiert als
(a,b) +— a-b

oder noch kiirzer als (a, b} — ab, so dass gilt:

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. (ab)c = a(be) fiir alle
a,b,ceG.

(2) Es gibt ein linksneutrales Element e € G, d.h. ein e mit
ea = a fir alle ¢ € G, und zwar eines mit der zusitzlichen
Eigenschaft, dass

(3) zujedem a € (G ein Linksinverses, d.h. ein b € G mit ba = e
existiert.

Diese Forderungen (1)-(3) nennt man die Gruppenaziome. [

Nach didaktischen Faustregeln sollte ich nun gleich mit einem Bei-
spiel aus der Physik, wenn nicht gar aus dem “téglichen Leben”
herbei gesprungen kommen — mit dem Effekt, dass Sie bei allem,
was ich aus den Axiomen schliefle, in IThren Gedanken nur die ba-
nale Verifikation durchfiihren, ob es in dem Beispiel auch stimmt.
Freilich nehmen Sie das als eine Denkerleichterung wahr und lo-
ben mich deswegen am Ende womoglich noch, aber in Wirklichkeit
héren Sie mir gar nicht mehr richtig zu! Sie sollen sich nédmlich mit
mir darauf konzentrieren, was man ohne Fremdeinwirkung stéren-
der Beispiele allein aus dem Wortlaut der Axiome entnehmen kann.
Um die axiomatische Methode zu begreifen, miissen Sie das ein Mal
in Threm Leben getan haben: jetzt.

Befremdlich genug sehen sie aus, die Axiome. Linksneutral, linksin-
vers, warum nicht rechtsneutral, rechtsinvers? Was soll das? Gute
Frage. Und wie ist das iiberhaupt gemeint, darf es mehrere linksneu-
trale Elemente geben? Darf ein Element a € G mehrere Linksinver-
se haben? Dazu ist einstweilen nur zu sagen, dass der Wortlaut der
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Axiome jedenfalls nur verlangt, dass mindestens ein Linksneutrales
und zu jedem Element mindestens ein Linksinverses vorhanden sein
muss. Genaueres wird sich ergeben, wenn wir jetzt gleich anfangen,
aus den Axiomen Folgerungen zu ziehen.

Als eine Folgerung aus der Assoziativitat (Axiom 1) bemerken
wir zundchst, dass nicht nur das Produkt abe := (ab)c = a(bc) von
drei Elementen auch ohne Klammersetzung unmissverstandlich er-

klart ist, sondern ebenso das Produkt ay - ... - a, von n Elementen
ai,...,a, € G. Induktion nach der Anzahl der Faktoren! Mit wel-
cher Klammersetzung immer man a; - ... - a, aufbaut, der letzte
Schritt fithrt zu einem Produkt (a; - ... - a.)(@rgy1 - ... - ay) aus

zwei Produkten kiirzerer Lénge, und dass das von 7 nicht abhangt
folgt, mittels Induktion nach r, aus dem Axiom 1, angewandt auf
a:=a; ... a_,b:=a.und c:=a,11 ... ay.

Das wollen wir uns im Folgenden immer zu Nutze machen und
Klammern nur ausnahmsweise setzen, wenn wir etwas damit ver-
deutlichen wollen.

Lemma 1: In einer Gruppe gibt es nur ein linksneutrales Element.

BEWEIS: Sei ¢ € (G ebenfalls linksneutral. Wahle ein Element 6 € G
mit d¢ = e, was nach Axiom 3 moglich ist. Dann ist einerseits

dees = (6¢)(ee) = e = ¢,
weil e linksneutral ist, aber andererseits auch
deee = O(ce)e = dee = O,

weil auch € linksneutral ist, aber d¢ = e nach Wahl von 6, alsoe = ¢
wie behauptet. O

Kiinftig diirfen wir also von dem linksneutralen Element e einer
Gruppe sprechen, denn es gibt nur eines. Nun wollen wir versuchen
zu zeigen, dass es zu jedem Gruppenelement auch nur ein Links-
inverses gibt. Dazu benutzen wir noch ein anderes, auch fiir sich
interessantes Lemma. Von ab = ba ist in den Axiomen nicht die
Rede, und es kann auch nicht aus den Axiomen gefolgert werden,
denn es gibt Gruppen, in denen Elemente mit ab # ba vorkommen.
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Wenn aber ba = e ist, dann ist auch ab = e, das ist ein allgemeines
Gesetz:

Lemma 2: Ist e das linksneutrale Element einer Gruppe, so folgt
aus ba = e auch ab = e.

BEWEIS: Sei also ba = e. Wihle zu b ein linksinverses Element c.
Dann ist cha = ea = a, also auch

ab = (cha)b = c(ba)b = ceb = cb = e,
was zu zeigen war. O

Lemma 3: In einer Gruppe hat jedes Element nur ein Linksinver-
ses.

BEwEis: Ist ba = ca = e, so nach Lemma 2 auch ab = ac = e und
daher b(ab) = b(ac), also (ba)b = (ba)c und deshalb b = ¢, was zu
zeigen war. O

Lemma 4: Das linksneutrale Element e einer Gruppe ist stets auch
rechtsneutral, d.h. ae = a fiir alle a € G.

BEWEIS: Sei b das Linksinverse zu a € G, also ba = e. Nach Lemma
2 ist dann auch ab = e und daher ist ae = a(ba) = (ab)a = ea = q,
wie behauptet. O

In einer Gruppe gibt es also nur ein linksneutrales Element, die-
ses ist auch rechtsneutral, also schlechthin newutral, wie wir sagen
wollen, und zu jedem Gruppenelement ¢ € G gibt es nur ein Links-
inverses, dieses ist nach Lemma 2 zugleich rechtsinvers, also nennen
wir es natiirlich das inverse Element von a € GG und bezeichnen
es, wie allgemein iiblich, mit a™! € G.

Hétten wir also nicht gleich definieren kénnen:

FEine Gruppe ist ein Paar (G, ), bestehend aus einer
Menge G und einer assoziativen Verkniipfung darin, in
der es genau ein e mit ae = ea = o fir alle a und 2u
jedem a genau ein a”! mit aa"! = a la = e gibt.
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Gewiss, das ist genau derselbe Begriff, und manchmal wird die
Definition auch so angegeben. Aber beim Aufstellen eines Axiomen-
systems entwickeln die Mathematiker einen sportlichen Ehrgeiz,
die axiomatischen Forderungen moglichst schwach zu formulieren,
so dass sie gerade noch den gewiinschten Begriff charakterisieren.
Nichts Uberfliissiges soll in den Axiomen stehen, keine Forderungen,
die auf Grund bereits aufgestellter Axiome sowieso erfiillt sind. Die
Aussagen der obigen vier Lemmas mit in das Axiomensystem zu
schreiben ist zwar fiir die Definition unschddlich, aber dberflissig,
weil die scheinbar zusétzlichen Forderungen ja sowieso erfiillt sind.

Der Grund fiir dieses Sparsamkeitsprinzip — abgesehen von der
mathematischen Neugierde, auf wie einfache Grundforderungen ein
gegebener aus vielen Beispielen abstrahierter Begriff sich wohl re-
duzieren lassen mag — ist durchaus ein ékonomischer: im Anwen-
dungsfalle braucht man nur die Axiome zu verifizieren und erhélt
die Aussagen der Lemmas geschenkt.

Freilich wiegt das Geschenk nicht schwerer als die Beweise der
Lemmas, hier also nicht gar so viel, und wer etwa in grofier Eile
den Gruppenbegriff mitteilen will, wird nicht erst von linksneutral
und linksinvers sprechen, sondern gleich zu der Alternativdefinition
greifen. Wir betrachten hier aber den Gruppenbegriff zugleich als
Musterbeispiel einer axiomatischen Struktur, und deshalb sollten
Sie ein abgespecktes Axiomensystem sehen. Die Beweise der vier
Lemmas zeigen exemplarisch, wie man von den Axiomen zu ersten
Schlussfolgerungen gelangt, ganz dhnlich diirfen Sie sich das bei an-
deren axiomatischen Strukturen vorstellen, wo ich analoge Beweise
vielleicht nicht mehr ausfithren werde.

Auch auf die eleganten Sprech- und Schreibweisen, die das Benutzen
erleichtern und das Verstehen erschweren konnen, muss ich noch
einmal zurlickkommen. Dass man anstatt korrekt die Gruppe (G, p)
oder die Gruppe (G, -) einfach lax zu sagen pflegt die Gruppe G,
das wissen Sie schon, und auch dass damit kein Abriicken von der
Definition beabsichtigt ist. Ferner kann ich Ihnen auf die Dauer ja
nicht verhehlen, dass man das neutrale Element einer Gruppe nicht
immer, aber oft und gern und aus naheliegendem Grund mit dem
selben Symbol wie die Zahl Eins bezeichnet, 1 € G'!
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Ich kann nur hoffen, dass Sie dadurch nicht auf die irrige Vor-
stellung gefithrt werden, jede Gruppe miisse eine Zahl enthalten,
namlich die Zahl 1, und auch nicht auf die ebenso irrige Meinung,
zwel Gruppen G und G’ missten immer ein gemeinsames Element
haben, namlich die Eins. In Fallen drohender Verwechslungsgefahr
sollten Sie “Einsen” verschiedener Gruppen markieren, etwa als 14
und 1/, und sei es nur in Gedanken.

Schliefilich haben wir die Gruppenverkniipfung G x G — G hier
immer mit einem Multiplikationspunkt oder durch einfaches Ne-
beneinanderschreiben notiert, jedenfalls multiplikativ geschrieben,
wie man das nennt. Das ist zwar praktisch, aber natiirlich nicht
zwingend, und ebenso kénnten wir eine Gruppe zum Beispiel addi-
tiv schreiben, die Verkniipfung von a mit b als a + b notieren und
Summe nennen. Die Assoziativitiat der Verkniipfung wiirde dann
a+ (b+c) = (a+b)+ ¢ bedeuten, usw.

Tatséchlich tut man das auch oft, aber dabei wird eine Uber-
einkunft streng eingehalten: additiv wird eine Gruppe nur dann
geschrieben, wenn es bei der Verkniipfung auf die Reihenfolge nicht
ankommt. Solche Gruppen nennt man kommutativ oder, nach dem
norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829), abel-
sche Gruppen:

Definition: Eine Gruppe (G, ) heiflt kommutativ oder abelsch,
wenn ab = ba fir alle a,b € G gilt. O

Wenn Sie also eine multiplikativ geschriebene Gruppe in einem Text
antreffen, so kann sie abelsch sein oder auch nicht, aber bei einer ad-
ditiv geschriebenen konnen Sie sicher sein, dass eine abelsche Grup-
pe gemeint ist. Der Grund ist der schon vorhandene Gebrauch der
Schreibweisen auflerhalb der Gruppentheorie. Dass AB # BA vor-
kommen kann, ist man zum Beispiel aus der Matrizenrechnung ge-
wohnt, aber wo immer das Pluszeichen verwendet wird, sind die bei-
den Summanden vertauschbar, und daran will auch die Gruppen-
notation nicht riitteln.

Hinweis: Wird eine abelsche Gruppe additiv geschrieben, also als
(G,+), so wird das neutrale Element gewohnlich mit dem selben
Symbol wie die Zahl Null bezeichnet, und das Inverse von a € G
mit —a. Anstatt a 4+ (—b) schreibt man dann auch a — b. O
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Damit sollten Sie nun auf alle Fahrnisse der Notation vorbereitet
sein, und wir kénnen uns wieder dem Inhalt zuwenden. Hier sind
einige Beispiele von Gruppen aus IThrem Erfahrungsbereich:

Beispiele von Gruppen:

1.

10.

Die triviale Gruppe aus nur einem Element, also {1} in mul-
tiplikativer, {0} in additiver Schreibweise.

. Die abelsche Gruppe (Z, +) der ganzen Zahlen.

Die abelsche Gruppe (R, +) der reellen Zahlen.

Die abelsche Gruppe R*T der positiven reellen Zahlen mit
der Multiplikation als Verkniipfung. Neutrales Element ist die
Zahl 1.

Die Gruppe GL{n,R) der invertierbaren reellen n x n-Matri-
zen mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung. Neutra-
les Element ist die Einheitsmatrix F.

Die Gruppe Bij(M) aller bijektiven Abbildungen f: M — M
einer Menge M auf sich selbst, mit der Verkettung (f, g) —
fog als Verkniipfung. Neutrales Element ist die Identitét Ida,
auf M.

Die symmetrische Gruppe S, := Bij({1,...,n}) in n Elemen-
ten, auch die Permutationsgruppe in n Elementen genannt.

Die Gruppe SO(3) der Drehungen im R*, mit der Verket-
tung als Verkniipfung, in Matrizenschreibweise SO(3) = {A €
R3>3 | AA* = E und det A = +1} mit der Matrizenmultipli-
kation als Verkniipfung.

Die abelsche Gruppe U(1) := {e¥ | § € R} der komple-
xen Zahlen vom Betrage 1, die Kreislinie in der komplexen
Zahlenebene also, mit der komplexen Multiplikation als Ver-
kniipfung. Neutrales Element ist die Zahl 1.

Die abelsche Gruppe (R", +) der Vektoren des R™ mit der Ad-
dition als Verkniipfung. Neutrales Element ist der Nullvektor.
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Und andere dergleichen mehr; diese willkiirlich herausgegriffenen
Beispiele sollen IThnen nur ein Gefiihl dafiir geben, wie vielen Grup-
pen Sie selbst schon begegnet sind.

Aus gegebenen Gruppen kann man auf verschiedene Weisen
neue Gruppen konstruieren, sind zum Beispiel G und G’ zwei Grup-
pen, so wird das kartesische Produkt G x G durch die Festsetzung
(a,z) - (b,y) :== (ab,zy) fir a,b € G und z,y € G’ wieder zu ei-
ner Gruppe, die man das direkte Produkt der beiden Gruppen
nennt, zur Unterscheidung von anderen, komplizierteren Produkt-
bildungen, auf die ich jetzt nicht eingehe.! Sehr hiufig definiert
man neue Gruppen als sogenannte Untergruppen schon vorhande-
ner Gruppen.

Notiz und Definition: Sei G ein Gruppe und H C G eine Teil-
menge mit den FEigenschaften

(1) ab € H fiir alle a,b € H
(2) 1€ H und
(3) a~! e H fiir allea € H,

dann ist durch H x H — H, (a,b) — ab eine Verkniipfung in H
gegeben, die H zu einer Gruppe macht. Man nennt dann H eine
Untergruppe der Gruppe G. O

Mit 1 ist hier natiirlich das neutrale Element von G bezeichnet,
es ist dann zugleich auch das neutrale Element von H. Die in den
Gruppenaxiomen geforderten Eigenschaften a(bc) = (ab)e, la = a
und a ‘e = 1 braucht man gar nicht mehr nachzupriifen, sie gelten
ja sogar fiir alle a,b,c € G.

Wer im Umgang mit Untergruppen noch ungeiibt ist, vergisst
manchmal (1) zu iiberpriifen, vermutlich in dem Gefiihl, dass die
Assorziativitdt ja von selbst erfiillt ist und (2) fiir das zweite, (3)
fiir das dritte Gruppenaxiom sorgt, also sind alle drei Axiome ge-
checkt, bingo! Tatsichlich entspricht (1) keinem der drei Axiome,
aber etwas noch Fundamentalerem: wenn eine Verkniipfung in H
eine Gruppenverkniipfung sein soll, dann muss sie, noch bevor von
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den Axiomen zu reden ist, iiberhaupt erst einmal wirklich eine
Verkniipfung in H sein, eine Abbildung H x H — H, nicht nur
H x H — G. Die Eigenschaften (2) und (3) alleine sichern das kei-
neswegs, nehmen Sie das offene Intervall (3,3) C R* als Beispiel, es
definiert keine Untergruppe der multiplikativen Gruppe R*, obwohl
(2) und (3) erfiillt sind.

Man kann die drei Bedingungen auch zu einer zusammenfassen,
eine Teilmenge H C G in einer Gruppe G erfiillt namlich die drei
Bedingungen auch genau dann, wenn H # @ und a'b6 € H fiir
alle a,b € H gilt. Dass (1)-(3) diese Eigenschaft implizieren ist
klar, und umgekehrt: da H nicht leer ist, gibt es ein @ € H, und
a~'a=1¢€ H, also folgt (2), mit b := 1 nun auch (3) und deshalb
auch (a=1)7b = ab € H fiir alle a,b € H, das ist (1).

In die Gruppentheorie treten wir hier nicht ein, wo sollte im
Rahmen unseres Kurses dafiir die Zeit oder der Platz herkommen.
Erfahren sollen Sie aber noch, was Gruppenhomomorphismen sind.
Wenn man namlich in der Strukturmathematik einen gewissen Typ
von Objekten durch Axiome charakterisiert hat, wie in unserem
Falle die Gruppen durch die Gruppenaxiome, dann studiert man
diese Objekte nicht nur einzeln fiir sich, wie Ausstellungsstiicke im
Museum, sondern stellt durch sogenannte Morphismen interessante
Beziehungen zwischen den Objekten her. Die Morphismen sind im
allgemeinen Abbildungen, die in irgend einer Weise Riicksicht auf
die axiomatische Struktur der Objekte nehmen. Im Falle der Grup-
pen heiflen sie Gruppenhomomorphismen und sind so definiert:

Definition: Es seien G und G’ Gruppen. Unter einem Gruppen-
homomorphismus von G nach G’ versteht man eine Abbildung
¢ : G — G’ mit der Eigenschaft

p(ab) = p(a)p(b)

fiir alle a,b € G. ]

Die Gruppenhomomorphismen sind also jene Abbildungen zwischen
Gruppen, die die Verkniipfung respektieren, wie man sagt. Sie re-
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spektieren dann automatisch auch das neutrale Element und die
Inversenbildung:

Lemma: Fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ gilt
©(1) =1 und p(a™') = (¢(a))™* fiir alle a € G.

BEWEIS: Esist ¢(1)p(1) = ¢(1-1) = ¢(1) und daher

also (1) = 1. Daraus nun aber auch p(a—*a) = p(a ')p(a) = 1,
also ist p(a~!) invers zu ¢(a). O

An diesem Beweis konnen Sie testen, ob Sie auch die Einsen der
beiden Gruppen nicht verwechseln, obwohl sie beide als 1 notiert
sind.

Notiz und Definition: Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphis-
mus, so heifit Kerny := ¢7'(1) = {a € G | p(a) = 1} der Kern
und Bild ¢ := {p(a) | a € G} das Bild von . Sowohl Kernp C G
als auch Bild ¢ C G’ sind Untergruppen. O

Auch hier ist mit dem Element 1 € G’ natiirlich nicht die Zahl 1,
sondern das neutrale Element der Gruppe G’ gemeint, der Kern
ist also das Urbild des neutralen Elements, und ist G’ eine ad-
ditiv geschriebene abelsche Gruppe, so muss man natiirlich auch
Kern ¢ = »~1(0) schreiben.

Trivialerweise ist die Identitit Idg : G — G auf einer Gruppe
immer ein Gruppenhomomorphismus, und sind G -2 &' el
Gruppenhomomorphismen, so auch ¥ o ¢ : G — G”, das ist ganz
allgemein so bei den “Morphismen” axiomatischer Strukturen. Und
allgemeiner Brauch ist es auch, Morphismen, die einen inversen
Morphismus besitzen, Isomorphismen zu nennen, in unserem Falle
also:

Definition: Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ heifit ein
Gruppenisomorphismus, wenn es einen dazu inversen Gruppen-
homomorphismus 3 : G' — G gibt, d.h. einen Gruppenhomomor-
phismus mit 1) o ¢ = Idg und w oy = Idg. |
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Gruppen, zwischen denen es einen Gruppenisomorphismus gibt,
nennt man tsomorphe Gruppen, was wortlich soviel wie gleich
gestaltete Gruppen heifit. Und aus dem Blickwinkel der Gruppen-
theorie ist es auch so. Isomorphe Gruppen G und G’ mogen dufler-
lich sehr verschieden aussehen, wie aus getrennten mathematischen
Welten stammend, aber alles was die Gruppentheorie iiber G zu
sagen hat, iibertragt sich mittels eines Isomorphismus auf G’ und
gilt dort ebenfalls.

18.2 Ringe und Korper

Die nichsten axiomatischen Strukturen verstehen Sie nun ohne dass
ich Thnen jedes kleine Steinchen moglichen AnstoBles aus dem Weg
kehre.

Definition: Unter einem Ring versteht man ein Tripel (R, +,-),
bestehend aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen

+:Rx R— R (‘Addition’ genannt) und
-:Rx R— R (‘Multiplikation’),

so dass die folgenden Ringaxiome erfiillt sind:
(1)  (R,+) ist eine abelsche Gruppe
(2)  Die Multiplikation ist assoziativ

(3)  Es gelten die beiden Distributivgesetze, d.h.
a(b+¢) = ab+ ac und (a + b)e = ac + be
tir alle a,b,c € R. O

Definition: Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heifit
ein Ringhomomorphismus, wenn

wla+b) = w(a)+¢(b) und
plab) = p(a)p(b)

fiir alle a,b € R gilt. O



18.2 Ringe und Koérper 399

Einige Figenschaften, die Ringe haben koénnen, aber nicht haben
miissen, geben zu Definitionen Anlass:

Definition: Gibt es in einem Ring R ein (und dann offenbar nur
ein) Element 1 mit la = al = a fir alle a € R, dann heifit R ein
Ring mit FEins. Gilt ab = ba fiir alle a,b in einem Ring R, so
heifit R ein kommutativer Ring, und gilt in einem Ring R, dass
aus a # 0 und b 0 stets auch ab 5 0 folgt, so nennt man R einen
nulltetlerfreien Ring. |

Beispiele: Hier zéhle ich ein paar Ringe auf, die Sie schon kennen.

1. Der Ring (Z,+,-) der ganzen Zahlen mit den iiblichen Ver-
kntipfungen. Musterbeispiel eines Ringes, wie man vielleicht
sagen darf. Wenn Sie an dieses Beispiel denken ist Thnen auch
jederzeit gegenwartig, dass man beim Rechnen in einem Ring
im Allgemeinen nicht dividieren darf: Briiche ganzer Zahlen
sind nur ausnahmsweise ganzzahlig. Der Ring der ganzen Zah-
len hat alle die oben genannten guten Eigenschaften, er ist ein
kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins. Das gilt auch fiir
das néchste Beispiel.

2. Der Ring (R, +,-) der reellen Zahlen. Hierin darf man sogar
dividieren — natiirlich nicht durch Null.

3. Der Ring (R[z], +, - ) der reellen Polynome ist auch ein kom-
mutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins. Dass aber nicht jeder
Ring eine Eins hat, zeigt schon das folgende Beispiel.

4. Der Ring (2Z,+, - ) der geraden Zahlen hat keine Eins.

5. Ein sehr wichtiger Thnen schon bekannter nichtkommutativer,
nicht nullteilerfreier Ring mit Eins ist, fiir n > 2, der Ring
(M(n xn,R),+,-) der reellen n x n-Matrizen mit der Matri-
zenaddition und der Matrizenmultiplikation als Verkniipfun-
gen. Ring-Eins ist die Einheitsmatrix.

6. Als ein willkirlich herausgegriffenes Beispiel der vielen Funk-
tionenringe nenne ich den Ring (C*(M), +,-) der reellen C*-
Funktionen auf einer offenen Teilmenge M C R®, mit der
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gewthnlichen Addition und Multiplikation von Funktionen.
Dieser kommutative Ring ist nicht nullteilerfrei, weil fg = 0
zwar bedeutet, dass an jedem Punkte p € M eine der bei-
den Funktionen Null sein muss, aber es muss nicht iiberall
dieselbe sein.

fg = 0, obwohl weder f noch g die Nullfunktion ist.

Eine Eins hat der Ring, némlich die konstante Funktion 1.
Die konstante Funktion 1 ist in solchen Funktionenringen im-
mer der einzige Kandidat fiir die Ring-Eins, braucht aber im
Allgemeinen nicht im Ring enthalten zu sein, denken Sie et-
wa an einen Funktionenring, in dem alle Funktionen f(0) =0
erfiillen miissen. Das sind dann eben Ringe ohne Eins.

Obwohl Ringe diesmal nur eine Durchgangsstation fiir uns sind,
wollen wir zwel kleine Lemmas so im Voriiberfahren notieren:

Lemma 1: In jedem Ring R gilt a0 = Oa = 0 fiir alle a € R.

BEWEIS: In den Axiomen steht’s zwar nicht, aber die Null ist ja
additiv neutral, also insbesondere 0 + 0 = 0, deshalb folgt aus dem
ersten Distributivgesetz a0 = a(0 + 0) = a0 + a0, und wenn wir,
einfach in der abelschen Gruppe (R, +) rechnend, jetzt auf beiden
Seiten a0 subtrahieren, d.h. das Inverse —(a0) addieren, dann folgt
0 = a0, analog 0 = Oa als Folgerung aus dem zweiten Distributiv-
gesetz. O

Lemma 2: Ist R ein Ring mit FEins, so kann 1 = 0 nur eintreten,
wenn iberhaupt R = {0} gilt.

BEWEIS: Das folgt aus Lemma 1, denn aus 1 = 0 wiirde fiir jedes
a € R folgen: a = la = 0a = 0. O
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Ein kommutativer Ring K # {0} heifit ein Kérper, wenn man
darin nicht nur addieren, subtrahieren und multiplizieren, sondern
auch noch dividieren, also alle vier Grundrechenarten ausfithren
kann. Genau bedeutet diese Forderung, dass der Ring kommutativ
sein, eine 1 # 0 und zu jedem b # 0 ein multiplikativ Inverses,
also ein Element b~ mit b='6 = 1 haben soll. Ein solcher Ring
ist natiirlich automatisch nullteilerfrei, d.h. die Multiplikation de-
finiert auch eine Verkniipfung in K0, denn ein Produkt ab von
zwei Elementen a,b € K~\0 kann ja wegen (ab)b™' = a nicht Null
sein. Somit ist aber (K\0, - ) eine abelsche Gruppe, und umgekehrt
enthalt diese Aussage alle Zusatzforderungen, die einen Ring zum
Korper machen, wegen Oa = a0 = 0 auch die Kommutativitét in
ganz K und nicht nur in K~\0, und so erhalten wir eine prignante
Fassung der Definition des Korperbegriffes:

Definition: Ein Ring (K, +, ) heifit ein Kdrper, wenn (K~\0,-)
eine abelsche Gruppe ist. O

Da Korper einfach spezielle Ringe sind (und nicht etwa Paare, be-
stehend aus einem Ring und noch etwas anderem), sind Ringho-
momorphismen auch die richtigen ‘Morphismen’ fiir Kérper. Iso-
morphe Korper, also solche zwischen denen ein Ringisomorphismus
existiert, unterscheiden sich nicht wesentlich, vom Standpunkt der
Korpertheorie aus gesehen.

Ein Korper ldsst sich iibrigens durch einen Ringhomomorphis-
mus gewissermaflen nur unversehrt oder gar nicht wo anders hin
transportieren, genauer:

Lemma: Ein Ringhomomorphismus ¢ : K — R von einem Korper
in einen Ring ist entweder Null oder injektiv.

BEWwEIS: Wie in der linearen Algebra ist p(a) = ¢(b) gleichbe-
deutend mit p(a — b) = 0, dazu brauchen wir nur ¢ in seiner Ei-
genschaft als Gruppenhomomorphismus von (K, +) nach (R, +) zu
betrachten, was ¢ ja auch ist. Ware also ¢ nicht injektiv, so gébe
es ein ¢ # 0 in K mit (c) = 0, aber dann ist ¢(a) = ¢(ac™!c) =
wlac M p(c) = p(ac™)0 = 0 fiir jedes a € K. 0
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Beispiele: Auch Kérper kennen Sie schon einige, wenn auch nicht
unter diesem Namen.

1. Am l&ngsten, ndmlich ungeféhr seit Sie bruchrechnen kénnen,

den Korper (@, +, - ) der rationalen Zahlen,
p

0={2|pacz q+0}
q

mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation.

. AuBerdem halte ich immer noch an der Vorstellung fest,? Sie

kennten den Korper (R, +,-) der reellen Zahlen.

. Ahnlich wie aus dem Ring der ganzen Zahlen der Kérper Q

entsteht, bildet man aus dem Ring R[z| der Polynome den
Korper

R(z) := {g ’ p,q € Rlz], ¢ # 0}

der rationalen Funktionen mit der gewohnlichen 'Addition und
Multiplikation.

. Ein vierter Kérper, den Sie vielleicht nicht kennen, der aber

so einfach ist, dass ich ihn sofort hinschreiben kann, ist der
Korper o, der beim “Rechnen modulo 2” aus den ganzen
Zahlen entsteht. Es ist der kleinste denkbare Koérper, denn je-
der Kérper muss ja mindestens zwei Elemente haben, nadmlich
0 # 1, und [F, hat nur diese: Iy := {0, 1}, und wenn es iiber-
haupt moglich ist, daraus einen Korper mit 0 als Null zu ma-
chen, dann liegen auch die Verkniipfungen eindeutig fest, denn
esmuss 0+ 0=0und 0+1=140=1 sein, weil 0 additiv
neutral ist, 0-0 =0-1 = 1-0 = 0 nach Lemma 1 wie in jedem
Korper, 1-1 =1 weil 1 multiplikativ neutral ist oder weil [Fy
nullteilerfrei sein muss, und auch zu 1 4+ 1 = 0 gibt es keine
Wahl, weil 1 +1 =1 ja 1 = 0 implizieren wiirde. Und in der
Tat, wie man unter Abhaken erst der Ringaxiome und dann
der Korperdefinition feststellt: (Fg, +, ) ist ein Korper.
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18.3 Der Korper der komplexen Zahlen

Kennen Sie den Kérper der komplexen Zahlen? Jedenfalls haben
Sie schon allerhand Ubung darin, heuristisch so zu rechnen, als ob
es eine Wurzel 7 aus —1 gidbe. Mit diesem ALS OB soll aber nun
endgiiltig Schluss sein, wir fithren die imagindren Zahlen jetzt aus
dem heuristischen Wartesaal in die mathematische Wirklichkeit.
Die mathematische Grundlage der Definition der komplexen Zahlen
ist der folgende Satz iiber den R2.

Satz: In R? werde eine komplexe Multiplikation genannte Ver-
kniipfung * : R? x R? — R? durch

u\ [T\ .- (ue vy

v y)  \uy+ovz
definiert. Dann ist (R?, +, ), mit der gewohnlichen Addition + und
der soeben definierten komplexen Multiplikation * ein Korper.

BEWEIS: Dass (R?, +) eine abelsche Gruppe ist, wissen wir schon.
Ein erster Blick auf = zeigt, dass diese Multiplikation jedenfalls kom-
mutativ ist, (1) * (z) = (Z) % (1), ein zweiter iiberzeugt uns davon,
dass # auch die Distributivgesetze erfiillt, die in den Ringaxiomen

aufgestellt sind, denn * ist ja sogar eine bilineare Abbildung von

T 90-C0

damit haben wir die Linearitit im zweiten Faktor (Z) komplett mit

Matrix vor uns,? und analog fiir den ersten Faktor, weil die Faktoren
vertauschbar sind. Rechnen wir noch die Assoziativitdt von % nach:

6)-[C)-C]=C 26 76)

andererseits
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oder in Matrizenschreibweise

a U x av —bv —(av + bu) T
* * = ,
b v Y av + bu au — bv y
und diese Matrix ist das Matrizenprodukt, das es sein soll. Also ist

* assoziativ und (R?, +, *) jedenfalls ein Ring.

Der Ring hat eine Eins, namlich (}) € R?, und zu jedem (z) #0

ein multiplikativ Inverses, denn offensichtlich ist
(%) ()= (5")
—y Y 0
() -2
y g

invers zu (;) beziiglich *, und (R?, +, *) ist damit als Kérper nach-
gewiesen. 0

und daher

Beachte: Der Korper (R,+,-) steht in einer leicht durchschau-
baren Beziehung zu dem Kérper (R?, +, *). Fiir die Elemente von
R x 0 C R? ist die komplexe Multiplikation einfach durch

z\ (YN (Y
0 0 0
gegeben. Daher ist die kanonische lineare Abbildung

R — Rx0 cCR?
o= )
ein (sowieso injektiver) Korperhomomorphismus und R x 0 ein zu
(R, +, - ) isomorpher Teilkérper von (R?, +, *). O

Ich habe bisher absichtlich nicht das Symbol i fiir die imaginére
Einheit benutzt, um den Korper (R?, +, *) wihrend seiner Erschaf-
fung von allen Assoziationen zu mysteriosen ‘imagindren’ Zahlen
fern zu halten. Jetzt aber konnen wir ohne Bedenken zu den {ibli-
chen Notationen und Sprechweisen iibergehen:
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1. Spricht man vom Kérper (R?, +, ¥), so benutzt man die Bezeich-
nung C := R? und nennt die Elemente z € C komplexe Zahlen.

2. Das Symbol * habe ich nur vorlaufig benutzt, um bei der Ein-
fithrung der komplexen Multiplikation und den notwendigen Nach-
weisen Verwechslungen mit anderen Verkniipfungen zu vermeiden.
Man schreibt statt z; * 2o aber einfach z; 2.

3. Die Korper-Eins ((1)) € C wird, wie auch bei anderen Koérpern
iiblich, mit 1 € C bezeichnet, allgemeiner wird fiir reelle Zahlen
z € R statt (g) einfach £ &€ C geschrieben und auf diese Wei-
se R C C verstanden, was keine Verwirrung bei den Korperver-
kniipfungen nach sich ziehen kann, da die kanonische Abbildung

R — R x 0 ja ein Korperisomorphismus ist.

R

als feststehendes Symbol benutzt. Die Elemente 1 € C und i € C
sind in der R%-Notation also gerade die beiden Vektoren &; und &,
der Standardbasis. Fiir ,y € R ist die komplexe Zahl z := z+1iy €
C in der R%-Notation der Vektor (z) = z€ + y&s.

4. Es wird

1y T +y

1 x

In der komplexen Zahlenebene.

Man nennt dann z =: Rez den Realteil und y =: Imz den Ima-
gindrteil von z. Auch der Imaginéarteil ist also eine reelle Zahl!
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5 Fir z = x4+ 4y, x,y € R, heifit Z = x — iy die zu 2 konjugiert
komplexe Zahl und die Abbildung C — C, z — Z die komplexe
Konjugation.

T+iy =2

Ty =z
Komplexe Konjugation

Die komplexe Konjugation ist offensichtlich mit der Addition ver-
traglich, 21 + 2z; = Z1 +Z3, aber auch mit der Multiplikation, Z;z5 =
Zy - Z9, was man leicht tiberpriift, und woriiber man sich im Nach-
hinein auch nicht zu wundern braucht, denn die Multiplikation ruht
auf 2 = —1, und (—i)? = —1 gilt auch. Jedenfalls ist die komplexe
Konjugation ein Korperisomorphismus von C auf sich.

Damit haben wir die frither einmal so dubiosen komplexen Zah-
len in den Kreis der honetten mathematischen Objekte aufgenom-
men. Die komplexen Zahlen werden im Laufe der Zeit immer mehr
in Thr Blickfeld riicken, die Quantenmechanik handelt zum Beispiel
von komplexen Wellenfunktionen und Operatoren in komplexen
Hilbertraumen. Zur mathematischen Grundausbildung der Physi-
ker gehort deshalb, im zweiten Studienjahr, auch die sogenannte
Funktionentheorie, das ist die Theorie der analytischen Funktionen
einer komplexen Variablen, in der Sie die Thnen im Reellen schon
vertrauten elementaren Funktionen wie die Exponentialfunktion,
den Logarithmus, Sinus und Cosinus usw. von ihrer komplexen Sei-
te her kennen lernen werden.

Man sollte meinen, dass reelle Fragestellungen durch die Auswei-
tung auf’s Komplexe auch ‘komplexer’ im Sinne von komplizierter
werden, aber oft ist das Gegenteil der Fall, und man findet erst
im Komplexen den einfachen Mechanismus, der die verwirrende
Vielfalt scheinbar unzusammenhéngender reeller Phéinomene her-
vorbringt. Der tiefere mathematische Grund dafiir ist die algebrai-
sche Vollstandigkeit von C, die im sogenannten Fundamentalsatz
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der Algebra ausgesprochen wird:

Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes komplexe Poly-
nom hat eine Nullstelle, genauer: ist n > 1 und a,—1,...,a9 € C,
so 1aBt sich immer ein A € C mit

N+ @ A" d b ag =0
finden. O

Auf den Beweis gehe ich nicht ein, Sie lernen ihn in der Funktionen-
theorie kennen.* Auf einfache Weise, namlich durch Induktion iiber
n, erhilt man aus dem Fundamentalsatz:

Korollar (Linearfaktorzerlegung): Zu jedem normierten kom-
plexen Polynom

P(z) = 2"+ ap_12"  + -+ a1z + aq,

wobei also an_1, . . ., a9 € C, gibt es (abgesehen von der Reihenfolge)
eindeutig bestimmte Zahlen Ay, ..., A\, € C, so dass

Pz)=(z=X)...-(z— ).

O

Das Wort normiert bedeutet hier nur, dass wir oBdA den hochsten
Koeflizienten des Polynoms als a,, := 1 angenommen haben. — Es
ist klar, dass Aq, ..., A, die einzigen Nullstellen von P sind, aber sie
brauchen nicht alle verschieden zu sein, fiir P(z) = 2" zum Beispiel
ist Ay = --- = A, = 0. Die Nullstellen treten daher mit einer
gewissen “Vielfachheit” auf, und wenn man mit Aq,..., A, nur die
paarweise verschiedenen Nullstellen von P bezeichnet, so sind die
Vielfachheiten der Nullstellen jene eindeutig bestimmten Zahlen
ma,...,my, > 1 mit

r

P(z) = H (2 — Ap)™*.

k=1
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Offenbar muss die Summe m; + - - - + m, der Vielfachheiten gerade
7 sein.

Auch Polynome mit reellen Koeffizienten fallen mit unter diese
Betrachtung, da ja R C C ist. Fiir reelle Polynome gilt aber, wenn
man komplexe z einsetzt, P(z) = P(%Z) und deshalb gilt P(A\) = 0
genau dann, wenn P()\) = 0 ist, d.h. die komplexen Nullstellen
reeller Polynome treten in Paaren komplex konjugierter Zahlen auf,
als A = y+iw, wie wir es in der Theorie der Differentialgleichungen
bei den charakteristischen Polynomen schon bemerkt hatten, und
zwel komplex konjugierte Nullstellen eines reellen Polynoms haben
auch dieselbe Vielfachheit, wie man z.B. leicht aus P(z) = P(z)
sieht.

Diese Tatsachen iiber reelle und komplexe Polynome erzihle ich
Thnen aber nicht einfach nur so, etwa um den wichtigen Fundamen-
talsatz der Algebra noch ein wenig zu beleuchten, sondern weil wir
sie bald in der Eigenwerttheorie von Operatoren in endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen benutzen miissen. Und der letzte Abschnitt
im gegenwirtigen Kapitel handelt davon, was Vektorrdume eigent-
lich sind.

18.4 Vektorrdume

In diesem Abschnitt bezeichnet K zwar immer einen beliebigen
Korper, ich habe aber nichts dagegen, wenn Sie vor allem an die
Beispiele R und C denken, nur auf R alleine diirfen Sie sich nicht
beschrinken, auch die komplexen Vektorraume gehoren zum mathe-
matischen Alltag eines Physikers.

Definition: Sei K ein Korper. Unter einem K- Vektorraum ver-
steht man ein Tripel (V| +,- ), gegeben durch eine abelsche Gruppe
(V,+) und eine skalare Multiplikation genannte Verkniipfung

KxV — V, notiert als
(A v) > Ay,

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:
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(1) lw=vw
(2) M) = (v
(3)  Mu+v)=Adu+ v
(4) A+pv= +w
fir alle A, p € K und alle u,v € V. O

Sprechweise: Anstatt K-Vektorraum sagt man auch Vektorraum
tiber K, und statt R-Vektorraum und C-Vektorraum sagt man
reeller Vektorraum bzw. komplexer Vektorraum. O

Die vier Rechenregeln (1)-(4) der skalaren Multiplikation haben
nichts Exotisches an sich. Auch wenn Sie sich nur von der Suggesti-
on der Worte Skalare fiir die Elemente von K und Vektoren fiir die
Elemente von V leiten lieBen, wiirden Sie diese Regeln instinktiv
anwenden. Eher konnte man schon Bedenken haben, ob geniigend
viele Rechenregeln hier als Axiome aufgenommen sind, um vor un-
liebsamen Uberraschungen gefeit zu sein. Zum Beispiel steht nichts
iiber Ov und A0 in den Axiomen, aber auch dabei ist keine Gefahr:
0v = (0+0)v = Ovu+ 0v nach Axiom (4), also Ov = 0, analog A0 = 0
nach Axiom (3). Das sieht einfach aus und ist es auch, achten Sie
aber immerhin einmal darauf, ob Sie sehen, welche dieser Nullen
die Korper-Null in K und welche die abelsche-Gruppen-Null in V
bezeichnen.

Wenn ich es nicht am Beispiel des Gruppenbegriffes schon so
ausftihrlich erklédrt hétte, miisste ich Sie nun schonend darauf vor-
bereiten, dass man zwar vom K-Vektorraum V spricht, es aber trotz
dieser laxen Sprechweise dabei bleibt, dass ein K-Vektorraum nicht
eine blofle Menge V, sondern ein Tripel (V, -+, - ) ist, und so weiter.®

Definition und Notiz: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge
Vo C V heiflt ein K- Untervektorraum von V, wenn

(1) 0eV
(2) A+ pv €V fiir alle A, € K und alle u,v € V.

Mit den aus V stammenden Verkniipfungen wird dann auch V4 zu
einem K-Vektorraum, und als solcher wird er kiinftig auch betrach-
tet. g
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Beispiele von K-Vektorradumen: Fiir jedes n € N ist K" mit
den iiblichen Verkniipfungen ein K-Vektorraum, und die iblichen
Verkniipfungen sind natiirlich

Ty (1 1+
S el B = :
Tn UYn Tn + Yn
und
Ty AT
A = 1,
Ty AT,

eben so wie Sie es vom R™ schon gewohnt sind. Weitere Beispie-
le von K-Vektorraumen sind sodann alle K-Untervektorrdume von
K™ und fiir K = R war das unser bisheriges Beispielmaterial,
jetzt verallgemeinert fiir beliebige Korper. Den wesentliche Zuge-
winn an konkreten Beispielen stellen aber die vielen Funktionen-,
Abbildungs-, Matrizen-, Operatorrdume dar, auf die wir kiinftig
auch alles anwenden diirfen, was wir an linearer Algebra fiir belie-
bige Vektorrdume etwa beweisen werden.

Ist zum Beispiel M irgend eine Menge, so haben wir den re-
ellen Vektorraum Abb(M,R™) aller Abbildungen f : M — R™
mit den iiblichen Verkniipfungen, ein an sich nicht so interessanter
Vektorraum, der aber viele wichtige Untervektorriume enthalten
kann, etwa wenn M eine offene Teilmenge imn R™ ist den reellen
Vektorraum C*(M,R™) der C*-Abbildungen von M nach R™.

Oder betrachten Sie eine homogene lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung, y” + a1(z)y’ + ao(z)y = 0 mit stetigen Koeffizi-
enten ag, a1 : [, z1] — R, dann ist der Losungsraum, namlich die
Menge aller Losungen ¢ : [z9,21] — R dieser Gleichung mit den
gewohnlichen Verkniipfungen ein reeller Vektorraum.

Oder denken Sie an die reellen Vektorraume aller 2Uw—periodischen
Funktionen, Fourierreihen, konvergenten Fourierreihen, beschrink-
ten Funktionen mit nur endlich vielen Unstetigkeitsstellen, trigono-
metrischen Polynomen, trigonometrischen Polynomen vom Grade
< n, um einige zu nennen, mit denen wir schon beschiftigt waren.

Aber was bedeutet es schon, ob wir einem Vektorraum zufillig
schon begegnet sind oder noch nicht: die Analysis, ja die ganze
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Mathematik ist voll von Vektorrdumen. Auch im Zusammenhang
mit scheinbar ganz nichtlinearen Gebilden tauchen sie wieder auf,
weil man nichtlineare Objekte oft lokal durch lineare Objekte ap-
proximiert: durch Vektorraume. Eine {iberaus haufig anzutreffende
axiomatische Struktur!

Die Morphismen dieser Struktur sind die K-linearen Abbil-
dungen f : V — W zwischen K-Vektorrdumen, also die Abbildun-
gen, welche additiv und homogen sind, d.h.

fQOu A+ pv) = Mf(u) + pf (v)

fiir alle u,v € V und alle A\, u € K erfiillen. Und die Theorie der
K-Vektorraume und K-linearen Abbildungen nennt man lineare Al-
gebra.

18.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R18.1: Sei GG die Gruppe der Kongruenzabbildungen,
die ein gleichseitiges Dreieck mit den Ecken Py, P, P; in sich {iber-
fithren (G = {I,D.,D_, 51, 52, S5}, Identitat, Drehungen Dy um
+120 Grad, drei Spiegelungen an den Seitenhalbierenden, alles im
Sinne der Elementargeometrie). Stellen Sie eine Multiplikationsta-
belle auf und bestimmen Sie alle Untergruppen von G.

Aufgabe R18.2: Die komplexen 2 x 2-Matrizen

_ (0 1 (0 =) d e (10
1=\ o) 2T\ o) " BT 0 -1

nennt man die Pauli-Matrizen, sie spielen in der Quantenmecha-

nik eine wichtige Rolle. Es bezeichne noch ¢ := F die 2 x 2-
Einheitsmatrix.

a) Driicken Sie die Matrizenprodukte 0,0, fiir p, v = 0, ..., 3 wieder
durch oy, ..., o3 aus.

b} Die komplexen 2 x 2-Matrizen I, J, K seien durch [ := %0'1, J =
209 und K := 103 definiert. Beweisen Sie, dass die achtelementige
Menge @ := {*E,+I,+J, +K} durch die Matrizenmultiplikation
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zu einer Gruppe wird und bestimmen Sie alle Untergruppen dieser
Gruppe.

Aufgabe R18.3: Zeigen Sie, dass der reelle Untervektorraum
H :={aoF + 211 + 20J + 23K | 2, 21, 22, 23 € R}

von M(2x2,C) durch die Matrizenaddition und -multiplikation ein
Ring wird und (H ~ 0, -) eine Gruppe. Ist H damit ein Kérper?

Aufgabe R18.4: a) Zeigen Sie |z122] = |21]] 2] fiir alle 2, 20 € C.
Berechnen Sie w = z/z und |w| fir z € C~\ 0.

b) Zeigen Sie ohne Verwendung der Exponential- oder trigonometri-
schen Funktionen, allein mittels der Wurzelfunktion auf RY, dass
es zu jedem z € C \ 0 genau zwei w € C ~ 0 mit w? = z gibt.
Berechnen Sie diese beiden Wurzeln im Falle z := 4.

Aufgabe R18.5: Sei z = re’¥ € C eine komplexe Zahl in Polar-
darstellung, r > 0. Bestimmen Sie alle dritten Wurzeln von z, d.h.
alle komplexen Zahlen w mit w?® = 2.

Aufgabe R18.6: Die Koordinaten im R? seien mit zg, 2; bezeich-

net. Die speziellen Lorentztransformationen A(3) = (7% _57) mit

v=1/y/1— %2und 5 € (—1,+1) bilden eine abelsche Untergruppe
Ll von GL(2,R) und lassen die GroBe 22 — 2 invariant. Wie sehen
die Orbits der Aktion von LL auf R? aus? (Skizze). Bestimmen Sie
die Gruppe L aller linearen Transformationen, die die quadratische
Form z2 — z? invariant lassen (z.B. indem Sie iiberlegen, weshalb
eszu A € L ein Ay € LL geben muss, mit dem Ag 'A zu einer der

vier Matrizen (*' ) wird).

Aufgabe T18.1: Sei (G, -) eine Gruppe. a) Zeigen Sie, dass jede
nichtleere Teilmenge H C G mit der Eigenschaft a-b™! € H fiir alle
a,b € H eine Untergruppe ist. b) Es bezeichne ¢ : G — G die Inver-
senbildung, (a) := a~!. Definieren Sie eine Gruppenverkniipfung

x flir die Menge G so, dass ¢ zu einem Gruppenisomorphismus von
(G, -) nach (G, *) wird.

Aufgabe T18.2: a) Sei G eine Gruppe, a € G. Zeigen Sie, dass
die Abbildung G — G, g — aga™! ein Gruppenisomorphismus ist.
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b) Eine Untergruppe H C G heifit ein Normalteiler, geschrieben
H < G,wenn aHa™! = H fiir alle a € G gilt. Zeigen Sie Kernp < G
fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G.

Aufgabe T18.3: Ein injektiver Homomorphismus einer endlichen
Gruppe G nach GL{n,R) heiit eine n-dimensionale treue Darstel-
lung von G. Zeigen Sie, dass die symmetrische Gruppe &, eine sol-
che Darstellung besitzt. (Denken Sie an die Permutationen der Ko-
ordinatenachsen.)

Aufgabe T18.4: Sei G eine Gruppe, M eine Menge. Eine Abbil-
dung G x M — M, notiert als (g, z) — gz, heifit eine Aktion oder
Operation von G auf M, wenn 1z = z und a(bz) = (ab)z fiir alle
z € M und a,b € G gilt. Firz € M heiit o, : G — M, g — gz
die Bahnabbildung, ihr Bild Gz = {gz | g € G} die Bahn oder
der Orbit von =z und G, = {g | gz = z} die Standgruppe von .
Zeigen Sie, dass die Standgruppen Untergruppen von G sind und
die Standgruppen von Punkten im gleichen Orbit konjugiert sind,
d.h. dass es zu y, z € Gz stets ein a € G mit G, = aGya~! gibt.

Aufgabe T18.5: Auf der Menge Q(n,R) der quadratischen For-
men auf R™ operiert GL(n, R) durch Ag := go A~! Wieviele Bahnen
hat diese Aktion? (Hinweis: Satz von Sylvester.)

Aufgabe T18.6: Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Nullstellen
des komplexen Polynoms 2™ — 1 eine Untergruppe der multiplika-
tiven Gruppe C* := C \ 0 bilden. Hat C* noch andere endliche
Untergruppen?

Aufgabe T18.7: Sei B C C = R? offen und f : B — C eine C'-
Abbildung. Wie miissen die partiellen Ableitungen du/dx, du/dy,
Ov/0r und dv/dy von Ref =: u und Im f =: v beschaffen sein,
damit das Differential df, : C — C von f an jeder Stelle z € B die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl ist?



Metrik, Topologie
und Kompaktheit

19.1 Metrische Raume

Im vorigen Kapitel haben wir einige algebraische Strukturen ken-
nengelernt, jetzt zeige ich Thnen zwei grundlegende axiomatische
Strukturen, die auf dem Boden der Geometrie und Analysis ge-
wachsen sind.

Im Begriff des metrischen Raumes wird unsere Vorstellung vom
Abstand axiomatisiert. Von Abstand ist zunéchst in der Elementar-
geometrie die Rede, je zwel Punkte haben einen gewissen Abstand
voneinander, eine Kreislinie ist der geometrische Ort aller Punkte
in der Ebene, die von einem gegebenen Mittelpunkt M einen festen
Abstand r haben usw.

In der Analysis wird der Abstand gewohnlich als Maf fiir eine
Abweichung verwendet. Ich erinnere zum Beispiel an die Definition
der Stetigkeit einer Abbildung f : M — R™ an einem Punkte
Zo € M. Die Abbildung heifit dort stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein

— —

d > 0 gibt, so dass die Abweichung || f(Z) — f(Zo)|| des Bildpunktes
F(Z) von f(Z,) Kleiner als ¢ ist, sofern nur die Abweichung ||Z— 7o||
der Originalpunkte kleiner als ¢ ist.

Hierbei wird die Abweichung durch den gewdhnlichen Abstand
der Punkte im R™ bzw. R™ gemessen, aber die Analysis hat auch

die Abweichung komplizierterer Objekte zu kontrollieren, etwa die
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Abweichung zweier Funktionen voneinander. Es kommt ganz auf
die Umstdnde an, mit welchem Abstandsbegriff man die Abwei-
chung zu messen wiinscht. Ist zum Beispiel eine Funktion f; und ein
e > 0 gegeben, und hat man alle Funktionen f zu betrachten, die
in einem geeigneten Sinne um weniger als £ von f; abweichen, so
ist es ein grofler Unterschied, ob man von f nur verlangt, dass
die Abweichung im quadratischen Mittel kleiner als ¢ ist, oder ob
man zum Beispiel |f(z) — fo(z)| < € fiir alle z zugleich oder sogar
|f(z) — folz)| < g und |f'{z)— fi(x)| < € fiir alle z zugleich fordert.

(a) (b) ©)
Beispiel je einer Funktion f nahe fo, gemessen (a) im quadra-
tischen Mittel, (b) im C°-Abstand bzw. (c) im C'-Abstand.

Die Analysis kennt sehr viele verschiedene Abstandsbegriffe, und
welcher der geeignete ist, hingt eben von Sinn und Zweck der je-
weiligen mathematischen Untersuchung ab. Gewisse Grundeigen-
schaften haben aber alle diese Abstandsbegriffe gemeinsam.

Definition: Unter einem metrischen Raum versteht man ein
Paar (X, d), bestehend aus einer Menge X und einer Metrik oder
Abstand genannten Funktion d : X x X — R, welche die folgenden
Axiome erfiillt:

(1) Positivitat: d(z,y) > 0, und d(z,y) = 0 genau fiir z = y,

(2) Symmetrie: d(z,y) = d(y, x),

(3) Dreiecksungleichung: d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2)

fur alle z,y,z € X. O

Der Buchstabe d soll an Distanz erinnern. Muss ich erneut davon
anfangen (vergl. 18.1), dass man zwar kurz von einem metrischen
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Raum X spricht, ein metrischer Raum aber trotzdem ein Paar
(X, d) bleibt? Nicht schon wieder, was.

Die strukturerhaltenden Abbildungen f : X — X im engeren
Sinne zwischen metrischen Rdumen sind die isometrischen Ab-
bildungen, die namlich d(f(z), f(y)) = d(z,y) fiur alle z,y € X
erfilllen. Nach Axiom (1) sind sie automatisch injektiv. Ist eine iso-
metrische Abbildung zusétzlich auch noch surjektiv, insgesamt also
bijektiv, so ist ihre Umkehrung f~!: X — X offenbar auch isome-
trisch, und die Abbildung heiBt eine Isometrie zwischen X und
X.

Die isometrischen Abbildungen und Isometrien sind vor allem
dann die richtigen ‘Morphismen’ und ‘Isomorphismen’, wenn die
Metrik d selbst der eigentliche Gegenstand der Untersuchung ist,
zum Beispiel in der sogenannten Differentialgeometrie, die histo-
risch aus dem Studium der metrischen Eigeunschaften glatter Fla-
chen im R? entstanden ist. Im Hinblick auf die Zwecke der Analysis,
wo die Metrik oft nur als Hilfsmittel zur Prézisierung von Approxi-
mation dient, ist auch ein anderer Typ von ‘Morphismen’ wichtig,
die auch auf ihre Weise auf die Metriken Riicksicht nehmen:

Definition: Eine Abbildung f : X — X zwischen metrischen
Réumen heifit stetig am Punkte zo € X, wenn es zu jedem € > 0
ein & > 0 mit d(f(z), f(zo)) < € fiir alle z € X mit d(z,2¢) < ¢
gibt. Ist f an jedem Punkte in X stetig, so nennt man f stetig

schlechthin. O

Von den verschiedenen Arten, aus gegebenen metrischen Riumen
neue zu konstruieren, erwéhne ich jetzt nur die einfachste, namlich
den Ubergang zu einem metrischen Teilraum. Ist (X, d) ein me-
trischer Raum und Xy C X irgend eine Teilmenge, so definiert d
durch blofle Einschrinkung auch eine Metrik

d|X0XX0!XQXX0—>R

auf Xg. Ersichtlich erfilllt auch (Xo, d[Xo x X,) die drei Axiome.
Beispiele von metrischen Riumen sind zunichst natiirlich die

Raume R” mit dem tiblichen, durch d(Z,¥) := ||Z — ¢|| definierten

Abstand, und deren metrische Teilrdume. Aus diesen Beispielen
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beziehen wir unsere Anschauung iiber die Verhéltnisse in metri-
schen Riaumen. In der Analysis sind es im Anwendungsfalle aber
oft Rdume von Funktionen oder Abbildungen mit mafigeschneider-
ten, zuweilen auf komplizierte Weise definierten Metriken.

Es ist von vornherein klar, dass die primitiven drei metrischen
Axiome nicht alle Aspekte einer analytisch gehaltvollen Metrik aus
dem wirklichen Leben wiederspiegeln kénnen. Das sollen sie aber
auch gar nicht, vielmehr geht es, wie auch bei anderen axiomati-
schen Strukturen, gerade darum, das Allgemeine, das aufgrund der
Axiome sowieso gilt, nicht in der komplizierten Sprache des ver-
wickelten Anwendungsfalles von Neuem zu beweisen, sondern auf
einen Blick zu erkennen. Dann sieht man auch im konkreten Fall
besser, wo das eigentliche Problem liegt.

19.2 Topologische Rdume

Als vorlaufig letzte in unserer kleinen Auswahl axiomatischer Struk-
turen, nach den Gruppen, Ringen, Korpern, Vektorraumen und me-
trischen Raumen, erkldre ich Thnen jetzt die topologischen Rdume
und deren Morphismen. Wie die metrischen Réume kommen sie
aus der Geometrie und Analysis her, aber die Struktur ist um noch
eine Stufe einfacher und beschreibt gemeinsame Ziige einer noch
groferen Klasse konkreter Objekte.

Definition: Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O), beste-
hend aus einer Menge X und einer Menge O von Teilmengen von
X, welche im Folgenden offene Mengen genannt werden, so dass
diese drei Axiome erfiillt sind:

(1) Die leere Menge ) und X selbst sind offen.

(2) Jede Vereinigung offener Mengen ist offen.

(3) Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.

O

Unter Topologie versteht man das Studium oder die Theorie der
topologischen Raume. Daneben verwendet man das Wort aber auch
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in einer anderen, technischen Bedeutung, man nennt ndmlich O
die Topologie des topologischen Raumes (X, ). Die Menge X
heilt die dem topologischen Raum (X, O) zu Grunde liegende
Menge. Dass man auch kurz vom topologischen Raum X spricht,
aber trotzdem (X, Q) meint, wird Sie nicht mehr iiberraschen.

Die Rolle der Morphismen, der mit der Struktur vertriglichen
Abbildungen, spielen in der Topologie die sogenannten stetigen Ab-
bildungen, Stetigkeit so verstanden:

Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Riumen heifit stetig, wenn fiir jede offene Teilmenge €2 C Y auch
das Urbild f=}(Q) C X offen ist. O

Wie das mit den Thnen schon vertrauten Stetigkeitsbegriffen zusam-
menhéngt, miissen wir noch besprechen. Registrieren Sie einstwei-
len die logische Schlichtheit des topologischen Stetigkeitsbegriffes.
Kein Epsilon, kein Delta, nur Urbilder offener Mengen offen, das
ist schon alles.

FEin Beispiel eines topologischen Raumes kennen Sie schon, es ist
der R™, versehen mit dem iiblichen Offenheitsbegriff, den wir schon
seit dem Kapitel 6 verwenden. Wenn ich aber sagen soll, ob ich ihn
fiir ein gutes Beispiel halte, dann zégere ich sehr. Allzu speziell ist er
doch, der R™, untypisch in seiner Finformigkeit und Gestaltlosig-
keit. Ein reiches Anschanungsmaterial interessanter topologischer
R&Aume bieten aber seine topologischen Teilrdume.

Definition: Ist (X, O) ein topologischer Raum und X, C X eine
Teilmenge, so heifit die durch

01Xy = {QN Xy | Q€ O}

definierte Topologie fiir X, die Teilraumtopologie oder indu-
zierte Topologie, und der topologische Raum (X, O|X;) heifit ein
topologischer Teilraum von X. O

Wollen wir uns itbungshalber auch iiberzeugen, dass die drei Axio-
me fiir O| X, wirklich erfiillt sind. Dass @ und X; zu O] X, gehoren
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ist klar, da @ = 0N X, und Xy = X N X, gilt und daher (1) fiir
O|Xo aus (1) fur O folgt. Weshalb ist jede Vereinigung (J,c, Ux
von Mengen Uy € O|X, wieder in O|X? Weil [J,c, (S0 N Xo) =
(Unea ) N X, ist, also folgt (2) fiir O] X, aus (2) fiir O. Analog
fiir (3), es ist eben auch (2N Xo) N (2N X,) = (2N Q) N X,.

Xo

Zu Axiom (2) fiir O|Xo Zu Axiom (3) fiir O] X,

Vielleicht diirfen wir die topologischen Teilrdume des R™ hier ein-
mal, nur fir die néchsten zehn Zeilen, die konkreten topologischen
Réume nennen. Jede Kugel, jeder Quader, jede Graphenflache, jede
Kurvenbahn, na eben iiberhaupt jede Punktmenge Xy C R” ist mit
ihrer induzierten Topologie ein konkreter topologischer Raum und
nimmt vollberechtigt an allen topologischen Begriffsbildungen teil.

Die konkreten topologischen R&ume bieten uns Ersatz fiir die
fehlende Anschauung beim Umgang mit abstrakteren Beispielen.
Gerade so, wie wir schon immer niederdimensionale Skizzen mit
hochdimensionalen Beschriftungen verwenden, helfen in der Topo-
logie konkrete Skizzen mit abstrakten Beschriftungen.

Im Zusammenhang mit der induzierten Topologie gibt es ein
eigenartiges und psychologisch interessantes didaktisches Problem.
Hat man mit einem topologischen Raum X und seinen vielen Teil-
raumen Xo C X zu tun, so ist natiirlich die Unterscheidung wichtig,
ob eine Teilmenge U C X, etwa als offen in der Topologie von X,
d.h. als U € O vorausgesetzt wird, oder ob sie nur offen in der
induzierten Topologie von Xy, kurz offen in X, zu sein braucht.

Man mag aber noch so viel predigen und noch so viele Skizzen
und Bildchen an die Tafel malen — wenn man dann die Testfrage
stellt, ob das halboffene Intervall [0,1) offen in {0, 1] ist, wird das
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sicher jemand unter Hinweis auf den linken Randpunkt bestreiten
wollen. Diese Studenten verhalten sich regelméflig so, als wiirden
sie die Wendung

offen in [der induzierten Topologie von] Xy
entgegen der Verabredung als
offen [in X und enthalten] in X,

lesen. Weshalb? Das ist keine Frage der mathematischen Intelli-
genz, sondern der mentalen Bereitschaft. Fis handelt sich aber nicht
etwa um zerstreute oder unaufmerksame Horer, die immer nur die
Halfte von dem vernehmen, was man sagt, sondern gewisserma-
Ben um Feinschmecker: was ihnen zusagt, nehmen sie auf, das an-
dere kommt in den Ordner, der in meiner Mailbox ‘Trash’ heifit.
Insbesondere unterhalten sie ein starkes Bollwerk gegen alles, was
ihre heile mathematische Welt storen konnte. Ist etwas blof3 neu
und womoglich noch interessant und potentiell niitzlich, so ist es
grundsitzlich willkommen, stort es aber bereits verfestigte Vorstel-
lungen, so wird es als beunruhigend abgewiesen. Das halboffene In-
tervall |0, %) soll auf einmal offen sein? Das woll'n wir nicht. Trash.

Ich erzdhle Thnen das natiirlich, um Thr eigenes Bollwerk zu
unterminieren. Aber wenn Sie nicht wollen, dann wollen Sie nicht,
daran kann ich gar nichts dndern.

Jeder metrische Raum (X, d) triigt in naheliegender Weise auch eine
Topologie O(d), sie ist wie folgt definiert:

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge @ C X
heifit offen beziiglich der Metrik d, wenn es zu jedem z € (2
eine > 0 mit {y € X | d(z,y) < e} C Q gibt. Die Menge O(d) aller
beziiglich d offenen Mengen, ersichtlich eine Topologie fiir X, heifit
die Topologie des metrischen Raumes (X,d). 0

Schutzkugeln, wie im R™! Jedenfalls wenn Sie {y € X | d(x,y) < €}
als die offene e-Kugel um x (beziiglich der Metrik d) gelten lassen.
Freilich, seltsame Metriken werden auch seltsame Kugeln hervor-
bringen, definiert man im R? zum Beispiel durch

d((z1, 22), (y1, y2)) == max{|ys — z1|, |y2 — 22|}
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eine neue Metrik, so sind deren “Kugeln” Quadrate. Gleichwohl ist
die Kugelvorstellung sehr brauchbar beim intuitiven Umgang mit
allgemeinen metrischen Rdumen.

Beachten Sie, dass die Topologie O(d| X x Xj) eines metrischen
Teilraums wirklich die von O(d) auf X, induzierte Topologie ist: die
Topologisierung der metrischen Raume ist mit der Teilraumbildung
vertréglich.

Metrische Rdume, z.B. Funktionenrdume mit den unterschied-
lichsten Metriken sowie deren metrische Teilrdume spielen in der
héheren Analysis zwar eine grofle Rolle, aber vielfach kommt es
dabei gar nicht auf die Details der Metrik, sondern nur auf die
Topologie O(d) an. Indem Sie die Grundbegriffe der Topologie ler-
nen, bereiten Sie sich damit auch auf das Arbeiten mit metrischen
Raumen wie etwa Hilbertraumen vor, und wollte ich die topologi-
schen Abschnitte kiirzen, so miisste ich die metrischen Abschnitte
entsprechend verldngern. Ich will aber gar nicht, denn die Topologie
ist als Grundlagentechnik auch in anderen Bereichen gefragt.

Jetzt will ich Thnen zwei etwas exotische Typen von topologischen
Raumen vorstellen.

Definition: Ist X eine Menge, so heiit {X, 0} die triviale Topo-
logie auf X. O

Das ist also die Topologie mit so wenigen offenen Mengen, wie eine
Topologie auf X iiberhaupt haben kann. Das andere Extrem, die
Topologie mit den meisten offenen Mengen, erhalt man einfach,
indem man alle Teilmengen von X fiir offen erklart. Die Menge aller
Teilmengen von X nennt man ja bekanntlich die Potenzmenge
von X und bezeichnet sie mit P(X).

Definition: Die Potenzmenge P(X) einer Menge X heifit die dis-
krete Topologie auf X und (X, P(X)) heiBt ein diskreter topo-
logischer Raum. O

Diese Beispiele, die zunachst eher wie ein Missbrauch der eigentlich
intendierten Begriffe ausschauen, liefern manchmal heilsame Ge-
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genbeispiele, wenn man sich allzu sehr auf die Intuition verlassen
und die Axiome etwas aus den Augen verloren hat.

Weshalb man die triviale Topologie trivial nennt, ist wohl ein-
leuchtend, aber wieso heifit die diskrete Topologie diskret? Das
Wort diskret wird in der Mathematik als Gegensatz zu kontinu-
ierlich verwendet, die reellen Zahlen zum Beispiel bilden den kon-
tinuierlichen Zahlenstrahl R, aber die ganzen Zahlen liegen darin
diskret oder vereinzelt. Und in der Tat ist Z C R mit der Teilraum-
topologie ein diskreter topologischer Raum, denn jede einpunktige
Teilmenge {n} von Z ist der Durchschnitt {n} = (n—e,n+¢)NZ
einer in R offenen Menge mit Z, ist also offen in der induzierten
Topologie oder offen in Z, wie wir ja sagen wollen, und da jede
Menge die Vereinigung ihrer einpunktigen Teilmengen ist, ist nach
Axiom 2 in Z iiberhaupt jede Teilmenge offen, die Topologie also
diskret. Das Beispiel macht deutlich, weshalb man die Offenheit
einpunktiger Mengen als den topologischen Ausdruck ihrer Verein-
zelung ansieht.

Mit der geometrischen Intuition fiir topologische Gegebenheiten hat
auch der Umgebungsbegriff zu tun, dem wir uns jetzt zuwenden. Im
R™ wollten wir das Wort umgeben jedenfalls so verstanden wissen,
dass eine Kugel stets ihren Mittelpunkt umgibt, jede die Kugel um-
fassende gréfere Menge deshalb auch, und welche anderen Mengen
konnten denn noch den Anspruch erheben, den Punkt zu umgeben?
Keine.

Das motiviert den iiblichen Umgebungsbegriff imm R™. Dieser
lasst sich aber auch ohne Riickgriff auf Kugeln und damit auf die
Metrik, allein mittels des Offenheitsbegriffes formulieren und in die-
ser Form dann auf beliebige topologische Réume iibertragen.

Definition: Sei X ein topologischer Raum, z € X. Eine Teilmenge
U C X heifit Umgebung von z in X, wenn es eine in X offene
Menge Q mit z € Q C U gibt. |

So wird aus Gurkensalat wirklich der Essig erzeugt, mit Goethe
zu reden. Denn eigentlich ist der Umgebungsbegriff intuitiv der
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primare, und als Felix Hausdorff 1914 erstmals die topologischen
Axiome aufstellte, tat er es in der Sprache der Umgebungen.

Es sind aber tatséchlich nur verschiedene Sprachen, denn wie
wir oben die Umgebungen mittels des Offenheitsbegriffs charakte-
risiert haben, ldsst sich jetzt umgekehrt die Offenheit durch den
Umgebungsbegriff beschreiben:

Notiz: Eine Teilmenge 2 eines topologischen Raumes X ist genau
dann offen, wenn sie jeden ihrer Punkte umgibt. (]

Eines der Hausdorffschen Umgebungsaxiome hat man aber schlief3-
lich doch nicht in die Definition des Grundbegriffes topologischer
Raum mit aufgenommen, obwohl es eine anschaulich sehr plausi-
ble Forderung ausspricht. Hausdorffs Rdume hatten namlich per
zusitzlichemm Axiom die Eigenschaft, dass es fiir je zwei verschie-
dene Punkte moglich ist, disjunkte Umgebungen zu finden. Heute
sagt man deshalb:

Definition: Ein topologischer Raum heifit ein Hausdorffraum,
wenn es zu Punkten z # y in X stets Umgebungen U von x und V
von y mit U NV = { gibt. O

Metrische Raume sind zum Beispiel immer hausdorflsch, denn aus
z # y folgt d(z,y) > 0, und setzen wir dann £ = 1d(z,y), so
sind die offenen e-Kugeln um z und y disjunkte Umgebungen, denn
hétten Sie einen Punkt z gemeinsam, so wire nach der Dreiecks-
ungleichung 2e = d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < € + & = 2¢, was
ja nicht sein kann. — Wenn Sie diese Argumentation ganz kritisch
und argwohnisch verfolgen, werden Sie den Nachweis fordern, dass
die Kugeln ihre Mittelpunkte wirklich umgeben und meine Einrede,
dass es ja offene Kugeln seien, die also sogar jeden ihrer Punkte
umgeben, nicht gelten lassen, weil die offenen Kugeln, ihrer Defi-
nition nach, nur so genannte offene Kugeln seien, ein Nachweis fiir
deren wirkliche Offenheit aber bisher nicht gefiihrt wurde, und wer
weifl denn, was in irgendwelchen bizarren metrischen Rdumen alles
passieren kann.

Da haben Sie ganz Recht. Der Nachweis ist aber leicht nachzu-
holen. Ist ndmlich U die sogenannte offene e-Kugel um z und w ir-
gend ein Punkt darin, also r := e —d(z,u) > 0, so versichert uns die
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Dreiecksungleichung, dass jeder Punkt z der r-Kugel um u in U ent-
halten ist, denn d(z, z) < d(z,u)+d(u, 2) < d(z,u)+e—d(z,u) = €.
Also ist U wirklich offen.

Dass alle metrischen Réume, insbesondere alle Teilrdume des
R", Hausdorffraume sind ldsst Sie vermuten, dass Thnen als Physi-
kern nichthausdorffsche Rédume in freier Wildbahn selten begegnen
werden. Na ja, stimmt. In der Mathematik kommen sie aber vor!,
und dass es sie iiberhaupt gibt, sehen Sie an den trivialen topologi-
schen Raumen. In einem solchen Raum ist jede Umgebung natiirlich
immer gleich der ganze Raum, es gibt also keine disjunkten Umge-
bungen.

Zum Schluss wollen wir die Stetigkeit in der Umgebungsspra-
che ausdriicken und den Anschluss an die gewohnte £-0-Stetigkeit
herstellen.

Lemma: FEine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Réumen ist genau dann stetig, wenn es zu jedem z € X und jeder
Umgebung V' von f(z) in Y eine Umgebung U von x in X mit
f(U) CV gibt.

BEWEIS: “=": Sei also f stetig und sei V eine Umgebung von f(z),
d.h. es gibt eine offene Menge € in Y mit f(z) € Q C V. Dann ist
jedenfalls z € U := f~1(Q) und f(U) C Q C V, selbst wenn f nicht
stetig wire. Wegen der Stetigkeit von f ist U aber auch noch offen,
insbesondere umgibt es z, und wir haben die geforderte Umgebung
schon gefunden. =0
“«<": Habe jetzt f die im Lemma genannte Umgebungseigenschaft
und sei {2 irgend eine in Y offene Menge. Wie folgt daraus die Of-
fenheit von f~(€2) in X7 Da  als offene Menge jeden ihrer Punkte
umgibt, hat nach Voraussetzung jedes z € f~(2) eine Umgebung,
nennen wir sie U, mit f(U,) C Q. Da in jeder Umgebung defi-
nitionsgemafl eine offene Umgebung steckt, diirfen wir U, oBdA
als offen annehmen, und wegen f~1(Q) = Uzes-1(0) Us folgt die
Offenheit von f~1(2) aus dem Vereinigungsaxiom. <0d

Umgebungen oBdA als offen vorauszusetzen, wie hier im zweiten
Teil des Beweises, ist iiberhaupt sehr oft zulédssig und dann meist
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auch zu empfehlen, es vereinfacht die nachfolgenden Formulierun-
gen. Freilich muss man jeweils wissen, weshalb es zulassig ist.

Sie sehen schon die Analogie zur e-d-Formulierung der Stetig-
keit, bei der £ und § die Rolle von Toleranzmafien spielen: und ist
das € auch noch so klein, so muss es doch ein & geben, so dass usw.
In topologischen Raumen kann man eine erlaubte Toleranz im All-
gemeinen nicht mehr durch eine Schranke fiir den Abstand beschrei-
ben, weil die karge axiomatische Ausstattung keine Abstandsfunk-
tion enthilt. Diese Aufgabe miissen die Umgebungen ibernehmen:
und ist die Umgebung V' auch noch so klein, so muss es doch eine
Umgebung U geben, so dass usw.

In metrischen Réumen aber stimmen der topologisch formu-
lierte und der metrisch formulierte Stetigkeitsbegriff iiberein. Sind
niamlich X und Y metrische Rdume und f : X — Y wieder eine
Abbildung, so folgt aus der topologischen Stetigkeit zu gegebenem
z € X und £ > 0 die Existenz einer Umgebung U von z, die unter f
in der e-Kugel um f{z) landet, und wir brauchen § > 0 nur so klein
zu machen, dass die -Kugel um z in dieses U passt, um die For-
derung der metrischen Stetigkeit zu erfiillen. Ist aber umgekehrt f
als metrisch stetig vorausgesetzt und V' eine offene Umgebung von
f(z), so wihlen wir zuerst ein £ > 0 so klein, dass die e-Kugel um
f(z) in V enthalten ist. Dann ist jede geniigend kleine §-Kugel um
z eine solche Umgebung U, wie sie in der topologischen Stetigkeits-
bedingung gefordert wird.

19.3 Kompaktheit

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit abgeschlos-
sen, wenn ihr Komplement X . A offen ist. Weshalb nennt man
gerade diese Mengen abgeschlossen?

Mit Blick auf eine gegebene Teilmenge B < X lassen sich die
Punkte eines topologischen Raumes X immer in drei Klassen ein-
teilen: die Punkte, die von B umgeben werden, heiflen die inneren
Punkte von B, sie bilden das Innere B° C B von B. Die vom Kom-
plement, also von X ~ B umgebenen Punkte werden die dufleren
Punkte von B oder beziiglich B genannt, wie man eigentlich sagen
miisste, denn Punkte von B sind das ja nicht. Alle iibrigen Punkte
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heien Randpunkte von (oder besser beziiglich) B, sie bilden den
topologischen Rand B von B.

Die Randpunkte sind also jene Punkte von X, von denen jede
Umgebung, wie klein auch immer, sowohl Punkte von B als auch
von X ~ B beherbergt. Der Rand ist gewissermaflen der Ort, wo
sich B und Nicht-B treffen. Bei Grenzstreitigkeiten zwischen B und
X ~ B wiirde es also um diese Randpunkte gehen, denn die Punkte
im jeweiligen Landesinneren waren wohl aufler Disput. Wiirde dem
B der ganze Rand B zugesprochen, so hitte es gleichsam seinen ma-
ximalen territorialen Besitzstand erreicht, denn neue Randpunkte
und damit neuer Streit wiirden durch diese Anderung von B nicht
entstehen. Man nennt daher B := B U B den Abschluss von B,
und die abgeschlossenen sind eben die Mengen, die in diesem Sinne
schon abgeschlossen sind, d.h. A = A erfiillen, denn das bedeutet
ja gerade, dass sich X \ A mit seinen inneren Punkten zufrieden
geben, also offen sein muss. Daher das Wort.

Bei all diesen Begriffen, insbesondere bei der Abgeschlossenheit,
muss Klarheit iiber X bestehen. Ist zum Beispiel B C Xy C X, so
ist es ein Unterschied, ob man vom Abschluss von B in X, wie oben,
oder aber vom Abschluss von B in [dem mit der induzierten To-
pologie versehenen Teilraum] X, sprechen will, usw. Zum Beispiel
ist Xy selbst natiirlich immer abgeschlossen in X, als Komplement
der leeren Menge, aber nicht immer in X. Testen Sie Thren sich ent-
wickelnden Sinn fiir Topologie an der Aussage das offene Intervall
(a,b) ist abgeschlossen in (a,b): wie klingt das?

Im R™ hatten wir die Kompaktheit als einen mit der Abgeschlossen-
heit scheinbar nahe verwandten Begriff kennengelernt, denn kom-
pakt hiefen jene Teilmengen von R"™, die beschriankt und abge-
schlossen sind. Das ist aber gewissermaflen nur ein Zufall und fir
die Verallgemeinerung des Begriffs die falsche Fahrte.

Definition: Ein topologischer Raum X heifft kompakt, wenn jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung hat, das
soll heiBen, wenn sich zu jeder Familie {U)},ca offener Mengen
Ux € X mit [J,c4 Ux = X endlich viele Ay,..., A € A so finden
lassen, dass bereits Uy, U ... UU,, = X gilt. 0
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Es gibt verschieden Stufen des Verstehens. Die unterste, in der Vor-
lesung, besteht darin, den Dozenten erst einmal akustisch zu ver-
stehen und seine Handschrift lesen zu konnen, welch letzteres, wie
man mir sagt, nicht immer ganz einfach ist.

Die zweite Stufe ist das formale Verstehen. Sind alle Symbole
und Fachausdriicke bekannt, die Grammatik eindeutig, kein Miss-
verstandnis moglich? Zum Beispiel kénnte hier jemand fragen, was
mit einer Familie von Mengen gemeint sei. Antwort: unter einer
Familie irgendwelcher mathematischer Objekte, in unserem Fal-
le offener Mengen in X, versteht man eine Zuordnung, die jedem
Element A einer Indexmenge A ein solches Objekt Uy zuordnet, die
iibliche Notation fiir so eine Zuordnung A — Uy, A € A, ist eben
{Uxr}sea- Zufrieden?

Nein, denn was ist eine Indexmenge? Eine Menge, nichts weiter.
Der Zusatz Indez- soll nur daran erinnern helfen, dass es die Ele-
mente dieser Menge sind, denen die Familie etwas zuordnet, und
dass sie bei der Notation dieser zugeordneten Objekte als Indices
gefiihrt werden.

Na gut, aber trotzdem: welche Menge ist A in der obigen Defini-
tion? Z oder was? Nein, keine bestimmte. Buchstablich jede nicht-
leere Menge A kann als Indexmenge einer offenen Uberdeckung von
X vorkommen, und die Kompaktheitsbedingung verlangt, dass jede
offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, auch
wenn das im Moment noch so aussieht, als sei das im konkreten Fall
kaum nachzupriifen — wie soll man denn jede iiberhaupt denkbare
offene Uberdeckung auch nur ins Auge fassen? Wie auch immer:
diese Eigenschaft heifit Kompaktheit.

Es kommt immer wieder vor, dass jemand das Kleingedruckte
nicht gelesen hat und aus der Formel Uy, U ... UU,, = X schlie}t:
aha, ein Raum X ist kompakt, wenn man ihn durch endlich viele
offene Mengen iiberdecken kann. So jemand hat die zweite Stufe
der Erkenntnis noch nicht erklommen. Jeden topologischen Raum
kann man sogar mit einer offenen Menge tiberdecken, mit sich selbst
néamlich, das ist doch keine interessante Eigenschaft.

Die dritte und hochste Stufe des Verstandnisses hat man aber
erst erreicht, wenn man sich {iber den Sinn der Definition Rechen-
schaft geben kann. Was soll das, wozu betrachtet man das, was hat
man davon? Auf diese dritte Stufe will ich Sie jetzt heraufheben.
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In kompakten Rdumen ist es unter bestimmten, genau umschrie-
benen Fallen moglich, von lokalen Sachverhalten auf globale zu
schlieflen, genauer:

Bemerkung (“Kompaktheitsschluss”): Sei X ein kompakter
topologischer Raum und E bezeichne eine Eigenschaft oder einen
Sachverhalt, der fiir jede offene Teilmenge U von X entweder gilt
oder nicht. Ubertragt sich E von U und V auf U UV und gibt es
um jeden Punkt x € X eine (“wenn auch noch so kleine”) offene
Umgebung U,, welche die Eigenschaft E hat, dann hat auch ganz
X diese Figenschaft.

Das ist klar, denn X = U,, U... UU,, fiir geeignete x4, ..., z, weil
X kompakt ist, und F iibertragt sich induktiv von U,, U... UU,,
auf U, U... UU,,,,, also schliefllich auf ganz X. 0

Dass man etwas nur lokal weif, jeweils in einer nicht nidher bekann-
ten, vielleicht sehr kleinen Umgebung, ist aber in der Analysis und
der Geometrie eine ganz alltdgliche Situation. Teils sind die Infor-
mationen schon ihrer Natur nach lokal, teils sind sie mittels lokalen
Approximationen aus Jacobi-Matrix, Hesseform, Taylorpolynomen
gewonnen und aus diesem Grunde nur lokal bekannt. Beim Beweis
globaler Aussagen ist der Kompaktheitsschluss oft der entscheiden-
de Kunstgriff. Hier ein paar Beispiele.

Beispiel 1: Eine Funktion f : X — R auf einem topologischen
Raum heifit lokal beschrdnkt wenn es zu jedem x € X eine oBdA
offene Umgebung U, von x und eine Zahl ¢, € R mit |f(u)] < ¢,
fiir alle u € U, gibt. Stetige Funktionen sind zum Beispiel immer
lokal beschrinkt.

Lokal beschrankte Funktionen brauchen nicht beschrankt zu
sein, unbeschrankte stetige Funktionen wie etwa den Tangens auf
X = (=%,%) gibt es ja in Hiille und Fiille. Aber der Kompakt-
heitsschluss sagt uns: Auf einem kompakten topologischen Raum
ist jede lokal beschrdnkte Funktion auch global beschrinkt. Denn
dann ist X = U, U...UU,, fiir geeignete x1,...,x, € X und daher
|f(z)] < ¢:=max{cy,,..., ¢} fir allex € X. O

Beispiel 2: Eine Teilmenge N C X eines topologischen Raumes
X heifit lokal endlich, wenn jeder Punkt z € X eine oBdA offene
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Umgebung U, hat, in der nur endlich viele der Punkte von N ent-
halten sind. Eine solche Teilmenge braucht nicht endlich zu sein,
zum Beispiel ist 7Z lokal endlich in R. Aber mit dem Kompaktheits-
schluss folgt sofort: Eine in einem kompakten Raum lokal endliche
Teilmenge kann nur endlich viele Elemente haben. O

X = {Z|||Z|| < 1}, nicht kompakst X ={Z]|#| <1}, kompakt

Die offene Kreisscheibe hat unendliche Iokal endliche Teil-
mengen, die abgeschlossene Kreisscheibe aber nicht.

Beachten Sie iibrigens, dass die Eigenschaft der lokalen Endlichkeit
nicht der Menge NN an sich innewohnt, sondern erst in Bezug auf
einen topologischen Raum X mit N < X ihren Sinn erhalt. So
ist zum Beispiel die Menge N := {1 | n € N} der ‘Stammbriiche’
lokal endlich in dem halboffenen Intervall (0, 1], nicht jedoch in dem
kompakten Intervall {0, 1], weil dafiir auch der Punkt 0 € [0, 1] eine
Umgebung mit nur endlich vielen Stammbriichen haben miisste,
was aber nicht der Fall ist.

Beispiel 3: Wenn wir iiber die Konvergenz von Funktionenfolgen
werden gesprochen haben (Kapitel 24), werden Sie die folgende An-
wendung des Kompaktheitsschlusses zu schatzen wissen: Auf einem
kompakten topologischen Raum konvergiert jede lokal gleichméaBig
konvergente Funktionenfolge auch global gleichmafBig. |

Beispiel 4: Hier aber noch ein Beispiel aus IThrem Erfahrungsbe-
reich. Betrachten Sie ein Lipschitz-Vektorfeld ¥ auf einem offenen
Teilgebiet A/ C R™. Wie in Abschnitt 14.5 schon besprochen, gibt
es nach dem Satz von Picard-Lindelof zu jedem x € M eine offene
Umgebung U, C M und ein g, > 0, so dass (—¢,, &, ) xU, CRx M
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ganz im Definitionsbereich des maximalen lokalen Flusses liegt, da
dieser ja offen ist.

Tnsbesondere ist dann |a,|, b, > &, fiir alle v € U,, d.h. fiir Alter
und Lebensdauer gibt es lokale positive untere Schranken. Mit dem
Kompaktheitsschluss folgt daraus: Ist X C M ein kompakter Teil-
raum, so gibt es eine auf ganz X giiltige positive untere Schranke
fiir Alter und Lebensdauer. Denn X = (U,, N X)U ... U(U,, N X)
fir geeignete 1, ...z, € X und daher

lay|, by > € := min{e,,, ..., &, } fiir alleu € X.
Na und? Na dies: Wenn zum Beispiel b, < oo fiir ein x € X gilt,
dann muss die Flusslinie c, ihren Lebensabend ¢ € (b, —¢, b;) jeden-

falls auflerhalb von X verbringen, denn dann ist die Lebensdauer
ba, ) = by — t jedenfalls kleiner als £, was in X nicht vorkommt!

Restzeit &

X kompakt C M

Eine Flusslinie endlicher Lebensdauer muss jeden
kompakten Teilraum von M schliellich verlassen.

Wenn aber eine Flusslinie o, den kompakten Teilraum X auf-
grund besonderer Umstande gar nicht verlassen kann, etwa weil,
anschaulich gesagt, der Rand mit nach innen weisenden Vektoren
des Feldes @ verbarrikadiert ist, z.B. speziell wenn eine C'-Funktion
f:M— Rmit X = f~1((—o0,c]) und gradf - ¥ < 0 auf X vor-
handen ist?

Dann ist eben b, = oo, die Losung zum Anfangswert z also fiir
alle positiven Zeiten vorhanden. Analog fiir das Alter; wissen Sie
zum Beispiel, dass eine Funktion £ : M — R lidngs einer Losung
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oy : (ag, by) — M konstant Ey bleibt — eine Situation die in der
Physik etwa im Zusammenhang mit der Energieerhaltung leicht
vorkommt — und ist ferner bekannt, dass F~!(Fp) ein kompakter
Teilraum von M ist, so folgt (a,,b,) = R, die Losung ist fiir alle
Zeiten definiert.

« kann aus X = f~!((—o0,¢]) nicht heraus,
weil f o o monoton fillt.

Solche Aussagen iiber Losungen von Differentialgleichungssystemen
erhalten wir durch einen blofflen Kompaktheitsschiuss, gleichsam
kostenlos, namlich ohne dass wir das System dafiir losen miissten,
was im konkreten Fall vielleicht auch sehr schwierig sein mag.

19.4 Wie erkennt man kompakte Raume?

Den Kompaktheitsschluss kann man natiirlich nur anwenden, wenn
man wirklich weif3, dass X kompakt ist. Wie erkennt man das im
konkreten Falle?

Direkt von der Definition auszugehen und den Nachweis zu
fithren, dass jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiber-
deckung hat, ist eher selten zu empfehlen. Zwar kann das in Aus-
nahmefallen auch ganz einfach sein, wenn zum Beispiel X tber-
haupt nur endlich viele offene Mengen hat, weil die Topologie tri-
vial ist oder X nur endlich viele Elemente enthalt, dann ist X
natiirlich kompakt. Im Allgemeinen macht man es aber wie bei an-
deren mathematischen Eigenschaften auch: man kennt einen gewis-
sen Vorrat an Grundbeispielen und weif}, wie aus gegebenen kom-
pakten R&umen neue entstehen, und seine Entstehungsgeschichte
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sieht man dem konkreten Falle in der Praxis meist an. Deshalb er-
kennt man im téglichen Leben die Kompaktheit eines kompakten
Raumes gewohnlich auf einen Blick.

Bei der Etablierung der Grundbeispiele und beim Beweis der
Entstehungslemmas muss man freilich auf die Begriffsbestimmung
durch die Uberdeckungseigenschaft zuriickgehen, aber eben zu dem
Zwecke, es dann spéter nicht andauernd wieder tun zu miissen.

Im Wesentlichen kommt man iiberhaupt mit einem einzigen,
allerdings grundlegenden Grundbeispiel aus, dem von uns schon
immer so genannten kompakten Intervall.

Satz: Die sogenannten kompakten Intervalle [a,b] sind wirklich
kompakt. O

Beweis im Kapitel 23, das sowieso den Grundlagenfragen der Analy-
sis gewidmet sein wird. Rein topologisch sind aber die drei Lemmas
itber das Entstehen neuer kompakter Rdume aus alten, in Kurzfas-
sung besagen sie:

o Stetige Bilder kompakter Raume sind kompakt.
e Abgeschlossene Teilmengen kompakter Riume sind kompakt.

o Produkte kompakter Raume sind kompakt.

Zuvor noch ein Wort {iber die Sprechweise kompakte Teilmenge.
Davon kann natiirlich nur die Rede sein, wenn es sich um eine Teil-
menge Xo C X eines topologischen Raumes (X, Q) handelt, und
kompakt nennt man die Teilmenge, wenn eben der topologische Teil-
raum (Xo, O|X) kompakt ist.

Ob eine gegebene Teilmenge Xo C X kompakt ist, entscheidet
sich also allein durch die induzierte Topologie auf X, weitergehende
Informationen iiber die Lage von X in X spielen dabei keine Rolle
— sehr im Unterschied etwa zum Begriff der Abgeschlossenheit: ob
eine Teilmenge Xy abgeschlossen in X ist, lasst sich im Allgemeinen
nicht aus der induzierten Topologie von Xy ermitteln, so ist zum
Beispiel (0, 3] abgeschlossen in (0, 1], aber nicht in [0, 1], obwohl die
induzierte Topologie beide Male dieselbe ist.
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Fiir Teilrdume X, lasst sich die Uberdeckungseigenschaft auch
direkt mittels offener Mengen im grolen Raum X ausdriicken, was
oft bequemer ist, und zwar so. Da die offenen Mengen des Teilraums
gerade die Durchschnitte U N X, von X, mit den offenen Mengen
U C X von X sind, und da Xo = [J,c5(Ux N Xo) nichts anderes als
Xo C Ujea Ux bedeutet, gilt also offenbar:

Notiz: Eine Teilmenge X, eines topologischen Raumes X ist genau
dann kompakt, wenn sich fiir jede Familie {Uy} ea offener Mengen
Uy C X mit Xo C |Jyep Un endlich viele Ay, ..., A\ € A so finden
lassen, dass bereits Xo C Uy, U ... UU,, gilt. g

Verstandlicherweise spricht man dann davon, dass jede Uberdeckung
von Xo durch offene Mengen in X eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

“Uberdeckung von X durch offene Mengen in X”

Lemma 1: Ist f : X — Y stetig und X kompakt, soist f(X) CY
ein kompakter Teilraum.

BEWEIS: Sei also {Uy}sea eine Uberdeckung von f(X) durch offene
Mengen in Y, im Sinne der obigen Sprechweise. Dann ist, wegen
der Stetigkeit von f, die Familie {f~'(Uy)}rea der Urbilder eine
offene Uberdeckung von X, hat wegen der Kompaktheit von X
also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. fiir geeignete Ay,..., A € A
gilt bereits X = f~1(U,,)U...U f~1(U,,) und daher fiir dieselben
Indices auch f(X) C Uy, U ... UU,,. O
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Lemma 2: Abgeschlossene Teilmengen kompakter Raume sind
kompakt.

BEWEIS: Sei X kompakt und A C X abgeschlossen. Sei {Uy}rea
eine Uberdeckung von A durch offene Mengen in X. Dann ergénzt
die offene Menge X ~ A diese Familie zu einer offenen Uberdeckung
von X selbst. Wegen der Kompaktheit von X gibt es also jedenfalls
Ay - €Amit X =U,, U ... UU, U{X ~ A) und daher mit
ACUy,U ... UU,,. O

In der Praxis begegnen uns solche abgeschlossenen Teilmengen oft
als Urbilder f~1(B) abgeschlossener Mengen B C Y unter stetigen
Abbildungen f : X — Y, denn da die Urbilder offener Mengen offen
sind, sind auch die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen.
Insbesondere sind die einpunktigen Mengen B == {bg} meistens (in
Hausdorffrdumen immer) abgeschlossen, und dann definiert also ein
stetiges Gleichungssystem f(z) = by auf einem kompakten Raum
X auch eine kompakte Erfilllungsmenge {z € X | f(z) = bo}.

Um das dritte Lemma formulieren zu kénnen, muss ich erst noch
erkldren, was man unter dem Produkt zweier topologischer Riume
versteht.

Q C X XY heifit offen, wenn es um jeden Punkt
ein “offenes Kastchen” U x V enthélt.

Definition: Sind X und Y topologische Rdume, so heifit eine Teil-
menge 2 C X XY offen in der Produkttopologie, wenn es zu
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jedem Punkt (z,y) € Q offene Umgebungen U von z in X und V'
von gy in Y mit U x V' C Q gibt. Der topologische Raum, zu dem
X x Y durch die Produkttopologie wird, heifit der Produktraum
oder einfach das Produkt der topologischen Raume X und Y. O

Je mehr Begriffe man kennenlernt, desto mehr Querverbindungen
tun sich auf, das ist einmal so. Denken Sie zum Beispiel an zwei Teil-
mengen X C R® und Y C R* mit der jeweils induzierten Topologie.
Dann hat X x Y C R* x R*¥ = R"* jetzt zwei Topologien: zum
einen die induzierte Topologie als topologischer Teilraum von R**
zum anderen die Produkttopologie! Aber unbesorgt, Induzieren und
Multiplizieren sind in der Topologie vertraglich, wie man sich leicht
iiberlegt; die beiden Topologien stimmen iiberein. Andernfalls hatte
auch die Notation gewiss gut sichtbare Warnschilder aufgestellt.

Lemma 3: Produkte kompakter Riume sind kompakt.

BEWEIS: Seien also X und Y kompakte topologische Rdume und
{0 }aen eine offene Uberdeckung von X x Y. Wihle zu jedem
Punkt (z,y) ein A(z,y) € A und ein offenes Késtchen

Ua) X Viey) C Q)

um (z,y). Es geniigte zu zeigen, dass X x Y bereits von endlich
vielen der so gewihlten offenen Késtchen iiberdeckt wird.

Fiir jedes feste z € X ist nun {V{;) },ev eine offene Uber-
deckung von Y, und hat daher, weil Y kompakt ist, eine endli-
che Teiliiberdeckung, ¥ = Vi, ,h, U ... U V(w,zmz))' Sei nun U, der
Durchschnitt der entsprechenden Umgebungen von z in X, also
Uz =Ugyyn.. .ﬂU(zny(z)), wie in der Skizze auf der folgenden Sei-
te illustriert. Da auch X kompakt ist, gilt dann X = U,, U...UU,,
fiir geeignete 1, ..., x5 € X, und folglich ist

s r(z)

XxY= U U Uiy X Vieays)»

i=1 j=1

und damit ist X x Y als kompakt nachgewiesen. O
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.
=2 Uty % V(I»yl)

Zum Beweis der Kompaktheit des Produkts kompakter Rdume

Als Korollar aus dem Satz von der Kompaktheit der kompakten
Intervalle erhalten wir nun mittels der Lemmas 2 und 3 leicht den
bekannten Satz von Heine-Borel, der unseren Gebrauch des Wortes
kompakt aus dem Kapitel 6 nun auch in Bezug auf die topologische
Kompaktheitsdefinition legitimiert.

Satz von Heine-Borel: Eine Teilmenge X C R"™ ist mit der indu-
zierten Topologie genau dann ein kompakter topologischer Raum,
wenn X in R™ beschrédnkt und abgeschlossen ist.

BEWEIS: “=": Sei also X C R™ kompakt im topologischen Sin-
ne. Nach dem Kompaktheitsargument ist X jedenfalls beschrankt,
iiberdecke z.B. X mit endlich vielen offenen Kugeln. Angenommen,
X wiare nicht abgeschlossen als Teilmenge von R™. Dann gabe es
einen Punkt p € R™ ~ X, der in jeder seiner Umgebungen auch
Punkte von X beherbergt, und deshalb kénnte die Uberdeckung
von X durch die Familie {z € R" | ||z — p|| > +}xen in R™ offener
Mengen keine endliche Teiliiberdeckung haben und X deshalb nicht
kompakt sein. =0
“&=": Sei also jetzt X C R™ beschrinkt und abgeschlossen. Wegen
der Beschréinktheit ist X jedenfalls in einem groflen Wiirfel W :=
[—¢,c]® C R™ enthalten. Auch im Wiirfel ist X noch abgeschlossen,
denn sein Komplement im Wiirfel ist ja W\ X = WN(R"\ X)), also
offen in der Topologie des Wiirfels. Nach Lemma 3 ist der Wiirfel
als Produkt kompakter Intervalle kompakt — hier geht der Satz
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von der Kompaktheit der kompakten Intervalle ein. Nach Lemma, 2
ist also auch X kompakt. <=0

Der Satz von Heine-Borel lidt zu der Vermutung ein, man kénne
vielleicht in beliebigen metrischen Radumen die kompakten Teilmen-
gen als die beschrénkten abgeschlossenen charakterisieren. Dass je-
de kompakte Teilmenge X eines metrischen Raumes A beschrinkt
und abgeschlossen sein muss, ist auch wahr, es folgt mit genau der-
selben Argumentation wie oben im ersten Teil des Beweises fiir den
R"™. Die Umkehrung ist aber falsch, nehmen Sie beispielsweise das
offene Intervall (0, 1) als den metrischen Raum M, dann ist X := M
selbst beschrankt, und abgeschlossen als der ganze Raum sowieso,
aber nicht kompakt.

Das simple Gegenbeispiel wirkt wie eine Fopperei, man glaubt
nach geringem Nachdenken miisse einem eine verniinftige, natiirli-
che Zusatzforderung an den metrischen Raum Af einfallen, die den
Heine-Borel fiir M dann sichert. So einfach ist das aber nicht?,
Kompaktheit in metrischen Raumen lasst sich nicht im Handstreich
erledigen.

In beliebigen topologischen Rdumen brauchen die kompakten
Teilmengen nicht einmal abgeschlossen zu sein, so ist in Rdumen
mit nur endlich vielen Punkten jede Teilmenge kompakt, aber nicht
jede Teilmenge braucht abgeschlossen zu sein, denke etwa an die
triviale Topologie. Hier gibt es aber eine einfache Zusatzbedingung,
die solchen Beispielen Einhalt gebietet. Es gilt ndmlich:

Lemma 4: In einem Hausdorflraum ist jede kompakte Teilmenge
abgeschlossen.

BEWEIS: Sei also X ein Hausdorffraum und A ¢ X kompakt. Es
geniigte zu zeigen, dass jeder Punkt p € X ~ A eine offene Umge-
bung U hat, die A nicht trifft, denn dann wire ja X ~ A offen und
A daher abgeschlossen. Sei also p € X ~\ A und suchen wir U.

Da wir in einem Hausdorffraum sind, kénnen wir zu jedem a € A
disjunkte offene Umgebungen U, von p und V, von a in X finden.
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Uag NV =0, also (; Us,) N (U; Va,) = 0

Da A kompakt ist, gilt A C V,,U.. .UV, fiir geeignete ay,...a, € A,
und daher 16st U := U, N ... N U, unser Problem. o

Aus den Lemmas 1, 2 und 4 gewinnen wir als Korollar nun einen
schonen und niitzlichen Satz iiber die Umkehrung stetiger Bijektio-
nen, den wir gleich im nédchsten Kapitel gut gebrauchen kénnen.

Unter einem Homdomorphismus f : X — Y zwischen to-
pologischen Raumen versteht man eine bijektive Abbildung, die in
beide Richtungen stetig ist, d.h. dass sowohl f : X — Y als auch
f7':Y — X stetig sind. Betrachtet man die stetigen Abbildun-
gen als die ‘Morphismen’ fiir die topologischen Riaume, so wiren
die Homoomorphismen also die ‘Iso-Morphismen’, analog zu der
Sichtweise in anderen axiomatischen Strukturen, die uns schon be-
gegnet sind. Homdomorphe Rdume, d.h. solche, zwischen denen
ein Homoomorphismus existiert, unterscheiden sich in topologischer
Hinsicht so gut wie gar nicht. Ein Homéomorphismus f: X — Y
iibersetzt jede richtige Aussage iiber X, die sich in der Sprache der
offenen Mengen formulieren ldsst, also topologischer Natur ist, in
eine ebenso richtige Aussage iiber Y, weil die offenen Mengen in X
und Y einander unter f genau entsprechen.

Wenn Sie einen topologischen Raum X verstehen sollen, der im
Zuge irgendwelcher mathematischen Konstruktionen mit entstan-
den ist, und er schaut Sie so fremd an, dann ist es ein Gliicksfall,
wenn Sie einen Homoomorphismus zwischen X und einem Ihnen
wohlvertrauten Raum Y finden kénnen. Mit einem Schlag sind Sie
aller topologischer Sorgen ledig. Zuweilen bietet sich ein kanoni-
scher Kandidat f : X — Y fiir einen solchen Homodomorphismus
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an, man sieht dass er stetig und bijektiv ist und kann ihm doch
nicht trauen, weil man nicht wei3, ob auch f~!:Y — X wirklich
stetig ist.

In manchen anderen axiomatischen Strukturen sind die bijekti-
ven Morphismen automatisch stets Isomorphismen, also f~! wieder
ein Morphismus, so war es zum Beispiel bei den Gruppenhomo-
morphismen und bei den linearen Abbildungen. In der Topologie
aber nicht, wickeln Sie zum Beispiel das halboffene Intervall [0, 27)
mittels f(t) := (cost,sint) stetig und bijektiv auf die Kreislinie
St = {(z,y) € R? | 2% + y? = 1} auf, dann ist f~!: S — [0,27)
am Punkte f(0) unstetig, es zerreifit dort gewissermaBen die Kreis-
linie. In der Tat sind die Kreislinie und das halboffene Intervall
auch gar nicht homoéomorph, weil die Kreislinie kompakt ist, das
halboffene Intervall aber nicht.

Das Beispiel sollte nur zeigen, dass es stetige Bijektionen gibt,
die keine Homdomorphismen sind; eine Schwierigkeit in der Beurtei-
lung der inversen Abbildung bietet es natiirlich nicht. Im Allgemei-
nen kann es aber ziemlich schwierig sein, die Stetigkeit einer Um-
kehrabbildung durch Inspektion zu zeigen, d.h. durch Ausrechnen
und Hinschauen, weil dieses Ausrechnen z.B. auf das Losen nicht-
linearer Gleichungssysteme hinauslaufen kann. Deshalb soll man
einen Satz, der die Stetigkeit der Umkehrabbildung in vielen Féllen
kostenlos garantiert, fein in Ehren halten:

Satz: Eine stetige Bijektion von einem kompakten Raum auf einen
Hausdorffraum ist stets ein Homéomorphismus.

BEWEIS: Sei also f : X — Y stetig und bijektiv, X kompakt
und Y hausdorflsch. Eine Abbildung ist stetig, wenn die Urbilder
offener Mengen offen oder, was dasselbe ist, wenn die Urbilder ab-
geschlossener Mengen abgeschlossen sind. Wir haben die Stetigkeit
von f7!:Y — X zu zeigen, sei also A C X abgeschlossen. Das
Urbild von A ist dann (f~1)7!1(A4) = f(A) C Y. Aber A ist kom-
pakt als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes X (Lem-
ma 2), f(A) ist kompakt als stetiges Bild eines kompakten Raumes
(Lemma 1) und deshalb abgeschlossen als kompakte Teilmenge des
Hausdorffraumes Y (Lemma 4). ad
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19.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R19.1: Seien a, b € R. Fiir je zwei Vektoren z = (z1, z3),
y = (y1,y2) im R? werde ein Abstand durch

d(w,y) := alyy — z1| + blys — x5
definiert. Fiir welche a, b sind die Metrik-Axiome erfiillt?

Aufgabe T19.1: a) Seien f : X — Y und g : Y — Z stetige
Abbildungen zwischen topologischen Réumen. Zeigen Sie, dass auch
g o f stetig ist. b) Sei f : X — Y stetig, ¥ ein Hausdorffraum,
Yo € Y. Zeigen Sie, dass f~!(yy) abgeschlossen ist.

Aufgabe T19.2: Sei X eine Menge. Fiihren Sie eine Metrik d auf
X ein, die (X, O(d)) zum diskreten topologischen Raum macht.

Aufgabe T19.3: Sei X ein topologischer Raum. Unter einer Folge
(Zp)p>1 in X versteht man eine Abbildung N — X notiert als
n > z,. Man sagt, die Folge konvergiere gegen a € X, wenn es zu
jeder offenen Umgebung U von a ein ng gibt, so dass z, € U fiir alle
n > ng gilt. Beweisen. Sie: a) Eine Folge in einem Hausdorffraum
kann gegen hochstens einen Punkt konvergieren. b) Konvergiert in
einem topologischen Raum X jede Folge {iberall hin, so ist X trivial.

Aufgabe T19.4: Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig bei
a € X, wenn fiir jede Umgebung V von f(a) auch f~'(V) eine
Umgebung von a ist. Beweisen Sie: a) Ist f stetig bei a und konver-
giert (z,)n>1 gegen a, so konvergiert auch (f(z,))n>1 gegen f(a).
b} Ist X ein metrischer Raum, ¢ € X und f : X — Y eine Ab-
bildung mit der Eigenschaft, dass fiir jede gegen a konvergierende
Folge auch die Bildfolge gegen f(a) konvergiert, so ist f bei a stetig.

Aufgabe T19.5: Ist (z,),>1 eine Folge in X und (ng)g>1 eine
streng monoton wachsende Folge in N, so heifit (z,, )i>1 eine Teil-
folge von (z,,)n>1- Zeigen Sie, dass in einem kompakten metrischen
Raum jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe T19.6: Sei H : R — R eine C%-Funktion. Mit (g, p) :=
(q1y-- -G, P1,- - -, Pp) seien die Koordinaten im R?" bezeichnet. Zei-
gen Sie zunéchst, dass H ein erstes Integral fir das System
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. oH d 5 oH
4 = und  p; = — )
' Opi Og;
i=1,...,nist. Uber H sei nun weiter bekannt, dass es zu jedem

C ein R gibt, so dass H(g,p) > C fiir alle (¢,p) mit ||(¢,p)|| > R.
Folgern Sie daraus mittels eines Kompaktheitsschlusses, dass die
Losungen des Systems fiir alle Zeiten definiert sind.



Kategorien und Quotienten

20.1 Kategorien

Sie haben nun zwar einige axiomatische Strukturen gesehen, aber
eine formale Definition dessen, was unter einer aziomatischen Struk-
tur zu verstehen sei, kennen Sie noch nicht. Eine solche bietet
der Oberbegriff der Kategorie, fiir den die Strukturen der Grup-
pen, Ringe, Korper, der Vektorraume, metrischen Riaume, topologi-
schen Raume einzelne Beispiele sind. Der Kategorienbegriff hilft Th-
nen, IThre wachsenden strukturmathematischen Kenntnisse zu iiber-
schauen und kiinftige neue Strukturen einzuordnen.

Definition: Eine Kategorie ist ein Tripel (Ob, Mor, o), bestehend
erstens aus einer Klasse Ob von Objekten — womit einfach gemeint
ist, dass eine Definition vorliegt, die angibt, was unter einem solchen
‘Objekt’ zu verstehen sei — zweitens aus ... [Fortsetzung folgt]

Ich fahre in der Definition gleich fort, will Ihnen aber erst erzéhlen,
weshalb wir im Hinblick auf die schon betrachteten Beispiele nicht
von einer Menge von Objekten sprechen mégen, etwa von der “Men-
ge aller topologischen Rdume”. Das liegt an den schlechten Erfah-
rungen, welche die Mathematiker Ende des 19. Jahrhunderts mit
Ausdriicken wie “die Menge aller Mengen” gemacht haben.

Die Menge M aller Mengen? Dazu gehorte ja auch M selbst,
also M € M, eine Menge, die sich selbst als Element enthalt?
Je nun, weshalb nicht. Es gibe demnach Mengen, die sich selbst
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enthalten und solche, die sich nicht selbst enthalten. Sei N die
Menge aller der Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Eine Menge X ist also genau dann Element von N, wenn sie nicht
Element von sich selbst ist,

XeN = XeX.

Frage: Enthilt A sich selbst als Element? Antwort:

NeN &= NEN.

Oha. Ein Widerspruch — aber wozu? Zu der Annahme, man kénne
sinnvoll von der “Menge aller Mengen” und der “Menge aller Men-
gen, die sich nicht selbst enthalten” sprechen. Um aber in der De-
finition des Kategorienbegriffs fortzufahren:

. zweitens also aus einer Zuordnung Mor, die jedem Paar (A4, B)
von Objekten aus Ob eine Menge (diesmal wirklich eine Menge)
Mor(A, B) zuordnet, deren Elemente im Folgenden Morphismen

genannt werden, und drittens aus einer Verkniipfung o, die je drei
Objekten A, B, C' eine Abbildung

Mor(B, C) x Mor(A, B) — Mor(4, C),

notiert als (f,g) — f o g, zuweist, derart dass die beiden Axiome
gelten:

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, (fog)oh = fo(goh).

(2) Fiir jedes Objekt A gibt es ein Element 14, € Mor(4, A),
welches fols = fund 1409 = g fiir alle f € Mor(A4, B) und
g € Mor(B, A) erfiillt. O

Die Morphismen f € Mor(A, B) werden auch als f : A — B notiert,
ohne dass damit gefordert wire, den Objekten miissten Mengen
zugrunde liegen und die Morphismen miissten Abbildungen sein. In
den meisten Anwendungsbeispielen ist es aber doch so, der neutrale
Morphismus 14 ist dann die Identitat auf A, und es schadet gar
nichts, wenn Sie sich das intuitiv so vorstellen.
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Ein Morphismus f € Mor(A, B) heifit ein Isomorphismus
in der Kategorie, wenn es einen Morphismus g € Mor(B, A) mit
fog: 1p undgof: 1a glbt

Sie sehen sofort, dass die Mengen als Objekte mit den Abbildun-
gen als Morphismen und der gewdohnlichen Abbildungs-Verkniip-
fung (f,g) — f o g eine Kategorie bilden, die Kategorie der
Mengen, wie man kurz sagt. Die Isomorphismen in dieser Kate-
gorie sind einfach die bijektiven Abbildungen.

Desgleichen bilden die Gruppen als Objekte mit den Gruppen-
homomorphismen als Morphismen die Kategorie der Gruppen,
analog die Kategorie der Ringe, die Kategorie der Korper. Ist K
ein Korper, so bilden K-Vektorraume als Objekte zusammen mit
den K-linearen Abbildungen als Morphismen die Kategorie der
Vektorrdume, auch die lineare Kategorie genannt, tiber K, die
Isomorphismen dieser Kategorie sind das, was man beim Studium
zuerst unter diesem Namen kennenlernt: die linearen Isomorphis-
men zwischen Vektorrdumen.

Die metrischen Riaume als Objekte bilden mit den isometrischen
Abbildungen eine Kategorie, und die metrischen Raume als Objekte
und die stetigen Abbildungen als Morphismen bilden eine andere,
aber eben so wichtige Kategorie. Schliefllich finden Sie in Ihrem
bisherigen Erfahrungsbereich noch die topologische Kategorie
der topologischen Raume als Objekte und der stetigen Abbildungen
als Morphismen, deren Isomorphismen also die Homoomorphismen
sind.

In der Mathematik werden sehr viele Kategorien studiert, ein Ma-
thematikstudent lernt wihrend seines Studiums gewiss ein paar
Dutzend davon kennen. Die Fragestellungen und vor allem die Me-
thoden der modernen Mathematik haben oft mit den Beziehungen,
den Funktoren zwischen verschiedenen Kategorien zu tun, worauf
ich nicht naher eingehen will. Sollten Sie aber hochgezogenen Au-
genbrauen begegnen, die etwa sagen wollen: “Kategorien? Fiir Phy-
siker im ersten Semester??”, dann bestellen Sie meinen Grufl und
ich liefle ausrichten, dass gerade jungen Leuten, die sich ein Bild von
der Mathematik zu machen suchen und mit der Fiille der Begriffe
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kéampfen, das Leben durch Bekanntschaft mit diesem Ordnungs-
prinzip etwas leichter gemacht werden sollte.

20.2 Aquivalenzrelationen

Unter einer Relation auf einer Menge X versteht man zwar einfach
eine Teilmenge von X x X, aber eine Teilmenge R C X x X so zu
nennen geht meist damit einher, die Aussage (z,y) € R mittels
eines gewahlten ‘Relationssymbols’ wie “<” oder “~” als z < y
oder x ~ y oder dergleichen zu notieren.

Definition: Eine Relation ~ auf einer Menge X heiBt eine A qui-
valenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist,
d.h. wenn die drei Bedingungen

(1) Fir alle z € X gilt = ~ z,

(2) Aus z ~ y folgt y ~ z,

(3) Ausz ~yund y ~ 2z folgt z ~ z
erfillt sind. Fir jedes z € X heifit dann [z] := {y € X |y ~ ¢}
die Aquivalenzklasse von z, die Menge X/~ := {[z] | z € X}

aller Aquivalenzklassen heilt die Quotientenmenge von X nach
~, und die Abbildung

7 X — X/~, 2 [z,

die jedem Element seine Aquivalenzklasse zuordnet, die Quotien-
tenabbildung oder kanonische Projektion. O

Im Wesentlichen gleichbedeutend mit dem Begriff der Aquivalenz-
relation auf X ist der einer Zerlegung von X. Damit ist gemeint:

Definition: Unter einer Zerlegung Z einer Menge X versteht man
eine Menge von paarweise disjunkten, nichtleeren Teilmengen von
X, deren Vereinigung ganz X ist. O

Ist Z eine Zerlegung von X, und nennt man z und y adquivalent
beziiglich Z, wenn sie derselben Zerlegungsmenge Z € Z angeho-
ren, so ist dadurch offensichtlich eine Aquivalenzrelation ~z auf X
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definiert. Umgekehrt definiert jede Aquivalenzrelation eine Zerle-
gung, denn es gilt:

Lemma: Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so ist die Menge
X/~ der Aquivalenzklassen eine Zerlegung von X.

BEWEIS: Fithren wir den Beweis, zu um so schnellerem Gewchnen
an den Umgang mit Aquivalenzklassen, ruhig einmal ganz langsam
aus. Zu zeigen haben wir, dass die Aquivalenzklassen nicht leer,
paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ganz X ist. Uber ~ wissen
wir nicht mehr, als dass es die Eigenschaften (1)-(3) hat.

Wegen (1) gilt z € [z] fiir jedes z € X, also ist die Teilmenge
[z] € X jedenfalls nicht leer, sie enthélt ja z, und aus demsel-
ben Grunde ist die Vereinigung |J,. c[z] ganz X. Fiir diese Fest-
stellungen haben wir die Eigenschaften (2) und (3) noch gar nicht
gebraucht.

Zu zeigen bleibt, dass die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt
sind, das heit dass je zwei verschiedene Aquivalenzklassen leeren
Durchschnitt haben, oder, was ja dassclbe bedeutet, dass zwei Aqui-
valenzklassen mit einem gemeinsamen Element schon gleich sein
miissen. Sei also z € [z] N [y]. Wir haben nun [z] = [y] zu zeigen
(nicht etwa z = vy, das wire etwas zu viel verlangt!).

Fiir jedes u € [z] gilt u ~ z nach Definition von [z], und es gilt
z ~ z und z ~ y nach Annahme. Dann auch z ~ z nach (2) und
wegen u ~ T ~ z also u ~ z nach (3) und somit u ~ z ~ y, also
u ~ y nochmals nach (3), und das heifit v € [y]. Also haben wir
[z] C [y] gezeigt, und da die Voraussetzungen ganz symmetrisch in
Bezug auf z und y sind, auch [y] C [z], insgesamt also [z] = [y]. O

Dass jede Zerlegung zu einer Aquivalenzrelation und jede Aquiva-
lenzrelation zu einer Zerlegung Anlass gibt, besagte an sich noch
nicht so viel, aber der springende Punkt ist, dass diese Vorginge
invers zueinander sind. Starten wir mit einer Zerlegung Z von X
und bilden die zugehérige Aquivalenzrelation ~z, so sind deren
Aquivalenzklassen gerade die Zerlegungsmengen Z € Z, und star-
ten wir mit einer Aquivalenzrelation ~ und bilden die zugehérige
Zerlegung X/~ in Aquivalenzklassen, so ist die zu dieser Zerlegung
gehorige Aquivalenzrelation ~ x/~ keine andere als ~ selbst. In die-



20.2 Aquivalenzrelationen 447

sem Sinne sind also Zerlegungen und Aquivalenzrelationen nur zwei
verschiedene Weisen von derselben Sache zu reden.

Der mathematische Begriff der Zerlegung ist intuitiv ganz leicht
zu erfassen, weil das deutsche Wort Zerlegung die Situation schon
richtig beschreibt (eine Menge wird in Teilmengen zerlegt), wihrend
eine Aquivalenzrelation mehr wie ein verklausuliertes Rezept zur
Herstellung einer Zerlegung aussehen mag. Im konkreten Fall ist es
aber oft so, dass das Rezept ~ vorliegt und leicht zu verstehen ist,
Information iiber die daraus sich ergebende Zerlegung X/~ aber
erst noch erarbeitet werden muss. Das ist dann gerade die Aufgabe
der Klassifikation der Elemente von X bis auf die Aquivalenzrela-
tion ~. Dafiir ein einfaches Beispiel.

Sei X := M(m x n,R) der Raum der reellen m x n-Matrizen.
Zwei Matrizen A und B sollen dquivalent heiflen, A ~ B, wenn es
invertierbare Matrizen P und Q gibt, so dass B = PAQ ! gilt, d.h.
so dass das Diagramm

B

Rn Rm

QI% 2]13

A

RTL _— Rm

kommutativ ist. Ersichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation, denn

(1) A= E,AE1

(2) Aus B= PAQ™! folgt A= P7'BQ

(3) Aus B= PAQ " und C = RBS™! folgt C = (RP)A(SQ)™".
Was aber ist M{(m x n,R)/~7 Diese Klassifikationsaufgabe wird
durch den Rangsatz (Abschnitt 9.3) gelost, wonach A ~ B gleich-
bedeutend mit rg A = rg B ist. Ist k der grofitmogliche Rang, den
eine m X n-Matrix haben kann, also & = min(m, n), so hat demnach

M{mxn,R)/~ genau k+1 Elemente, es sind die Aquivalenzklassen
[ES™, ..., [EZ™"] der Standard-Matrizen

1
oy
EmX" = 1 )
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Dies also als ein Beispiel dafiir, dass Aquivalenzrelationen benutzt
werden, um Klassifikationsaufgaben zu formulieren. Es gibt aber
noch einen ganz anderen Verwendungszweck der Aquivalenzrela-
tionen, nidmlich die Erschaffung neuer interessanter Objekte X/~
und Morphismen 7 : X — X/~ in den verschiedensten Kategorien
durch Quotientenbildung, wie man sagt.

Quotientenbildung ist ein zentrales Definitionsprinzip der mo-
dernen Mathematik. Ohne Quotientenbildung geht es heute einfach
nicht mehr, und Sie miissen die Quotientenbildung nicht nur for-
mal verstehen, das sowieso, sondern auch intuitiv sich aneignen und
verinnerlichen.

Es ist rétselhaft, weshalb manche Studenten so heftigen emo-
tionalen Widerstand leisten, wenn sie die Quotientenbildung lernen
sollen. Das sei schwierig! Aber worin besteht die Schwierigkeit, wenn
die Menge X/~ der Aquivalenzklassen betrachtet und je nach Ka-
tegorie mit der naheliegenden Struktur versehen wird? Inwiefern
hat die Abbildung z — [z] etwas Mysterioses an sich?

Eine didaktische Herausforderung. Sehen Sie sich einmal als
Testperson dafiir an, ob ich dieser Herausforderung in den nachsten
beiden Abschnitten erfolgreich begegne.

20.3 Quotienten

Zunichst eine Frage: Wie stellen Sie sich X/~ anschaulich vor,
wenn ich in einer einfachen Skizze die einzelnen Aquivalenzklassen
so durch Striche andeute? 1]

X in Aquivalenzklassen zerlegt

Was Sie hier sehen, ist das in Aquivalenzklassen zerlegte X, jeder
Strich eine Aquivalenzklasse, dhnlich wie wir ein Phasenportrait
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durch Skizzierung der Orbits andeuten — aller Orbits, wenn das
moglich wére, ersatzweise eben einiger, so dass man die anderen
ahnt. Nun also, wie sieht X/~ anschaulich aus?

Die naive und nicht eigentlich falsche Antwort ware: na, genau
so! Die Striche sind die Aquivalenzklassen, die Menge dieser Striche
sehen wir vor uns, das ist X/~. Was denn sonst?

Sehen Sie, und dabei diirfen Sie nicht stehenbleiben, sondern Sie
miissen akzeptieren, dass X/~ samt der Abbildung 7: X — X/~
so gedacht werden muss:

xlcX
X
X/

X mit der Quotientenabbildung auf X/~

Ja wie denn: sollen wir uns [z] nun als Strich oder als Punkt vor-
stellen? Als Strich in X, aber als Punkt in X/~, wie es ja auch dem
Sachverhalt

[z] C X, aber [z]e X/~.

entspricht. Wenn Sie sich X/~ als Objekt in seinem eigenen Recht
vorstellen wollen, dann miissen Sie nach einer Veranschaulichung
greifen, die seine Elemente als Punkte darstellt. Jederzeit [z] in
seiner ganzen Ausdehnung als Teilmenge [x] C X visualisieren zu
wollen behindert die Intuition: in X/~ ist’s nur ein Punkt.

Natiirlich geht es in der Praxis nicht nur um X/~ als Menge,
sondern man versieht es von Fall zu Fall mit weiterer Struktur,
etwa mit einer Topologie, wenn wir in der topologischen Katego-
rie arbeiten oder nach Méglichkeit mit einer Gruppenverkniipfung,
wenn wir in der Kategorie der Gruppen sind, usw. Ich zeige Thnen
das einmal am Beispiel der topologischen Kategorie.
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Definition: Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einem topologischen
Raum X, so heifit eine Teilmenge U C X/~ offen in der Quo-
tiententopologie, wenn 7~ '(U) C X offen in X ist.

X ()

|
X/~ /“?\

Teilmenge U C X/~ und ihr Urbild n=Y(U) in X

Versehen mit dieser Topologie heifit X/~ der Quotientenraum
von X nach ~. O

Die Quotientenabbildung 7 : X — X/~ ist offenbar stetig (Urbil-
der offener Mengen offen: so ist die Quotiententopologie ja gerade
definiert), und ist YV ein weiterer topologischer Raum, so ist eine
Abbildung f : X/~ — Y genau dann stetig, wenn for : X — Y es
ist, denn (f o m)"}(Q) = 771 f71(Q)), also ist f~1(Q) genau dann
offen in X/~, wenn (f o7)~1(£2) offen in X ist.

X (fom) (@)

fo
\ﬂ- 0
I e R

Zur Stetigkeit von Abbildungen, die auf einem
Quotientenraum definiert sind.

Hier ein einfaches konkretes Beispiel. Sei X := §2, die 2-Sphire im
R3, und ~ durch die Zerlegung von S? in die Breitenkreise gegeben,
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also I~y < x3 = y3.

[#] c §2
7] € 52/~

Anschauung fiir die Quotientenabbildung w : 5% — 5% /~.

Die oben empfohlene Anschauung will uns S%/~ als ein Intervall
suggerieren: ist das in Ordnung? Betrachte die durch

S?/~ L [-1,1)

@ — @

definierte Bijektion. Sie ist stetig, denn f ow : 5% — [—1,1], wor-
auf es dabei ankommt, ist ja einfach die Projektion auf die dritte
Koordinate. Mit S? ist auch S%/~ = 7(S5?) kompakt, als stetiges
Bild eines kompakten Raumes namlich, und da [~1, 1] hausdorffsch
ist, ist f wirklich ein Homdomorphismus, ein Isomorphismus in der
topologischen Kategorie, und wir tun deshalb ganz recht daran, uns
den Quotientenraum X/~ als kompaktes Intervall vorzustellen, ob-
wohl seine Punkte [Z] Kreislinien bzw. Pole auf der Kugeloberfliche
sind.

Soviel zur Anschauung von Quotientenriaumen. Mut zum Punkt!
Ein Beispiel dafiir, dass die Quotientenbildung neue, interessante
Objekte hervorbringen kann, war das freilich nicht. Im Gegenteil,
ich musste ja ein Beispiel wihlen, dessen Quotienten ich Thnen als
ein wohlbekanntes Objekt nachweisen kann. Aus der 2-Sphire kann
man aber auch interessante Quotienten bilden, betrachten Sie zum
Beispiel die Aquivalenzrelation auf S2, die durch & ~ —% erzeugt
wird, deren Aquivalenzklassen also die antipodischen Punktepaare
{Z, -7} C 5? sind. Schreiben wir statt S?/~ deshalb einmal spe-
zieller S%/4, um daran zu erinnern, dass in dem Quotienten +7
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jetzt nicht mehr zwei Punkte sind, sondern nurmehr einer. Dieser
Quotientenraum S?/+ =: RP? heifit die reelle projektive Ebe-
ne. FEine eigenartige Fliche! Gehen Sie einmal in Gedanken darauf
spazieren.

20.4 Quotienten von Gruppen und Vektorrdumen

Es sei nun G eine Gruppe. Fiir festes ¢ € G nennt man die Ab-
bildung Ly, : G — G, a — ga die Linksmultiplikation oder
Linkstranslation mit g.

Die Linkstranslationen sind bijektive Abbildungen von G auf
sich, und offenbar ist L,-1 die zu L, inverse Abbildung. Wenn Sie
sich vorstellen, wie die Linksmultiplikation mit g die ganze Gruppe
in sich verschiebt, so schiebt eben die anschlieffende Linksmulti-
plikation mit g~ ! alles wieder an seinen urspriinglichen Platz. Die
Linksmultiplikation mit dem neutralen Element 1 € G ist natiirlich
die Identitat, L; = Idg.

Sei nun H C G eine Untergruppe. Dann heifit das Bild von H
unter der Linkstranslation mit g € G, also die Teilmenge

LyH)={gh|he H} =:gHCG

von (G, die Linksnebenklasse von H unter g. Die Menge der Links-
nebenklassen von H bildet, und damit sind wir wieder bei unserem
Thema, eine Zerlegung von G, wie wir gleich einmal genau nach-
rechnen wollen.

Zunachst bemerken wir, dass wegen 1 € H auch g = g1 € gH
fiir jedes g € G gilt, also ist jedenfalls keine Nebenklasse leer und
ihre Vereinigung ganz G. Haben zwei Nebenklassen g; H und go
ein gemeinsames Element, gibt es also ein h; € H und ein hy € H
mit gihy = goho, so gilt ¢, = gghghl_l. Deshalb konnen wir jedes
Element g:h € gH auch als

glh = gg(hghflh) = ggﬁ

schreiben, und weil H eine Untergruppe ist, gilt h € H und daher
gih = ga2h € goH. Damit haben wir g1 H C goH gezeigt, und nach
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Rollentausch von g; und gy auch goH C g1 H und somit g1 H = go H.
Die Nebenklassen zerlegen G also wirklich.

Die Zerlegung {gH | g € G} von G in Nebenklassen von H

Wie sieht die zugehérige Aquivalenzrelation ~y aus? Das haben
wir eigentlich gerade mit ausgerechnet, denn wir sehen jetzt sofort,
dass g1H = goH gleichbedeutend mit g;'g; € H ist, also damit
dass g; und g9 bis auf Rechtsmultiplikation mit einem Element aus
H iibereinstimmen, ¢; = goh fiir ein A € H, wie man das auch lesen
kann. Halten wir fest:

Notiz: Ist H C G eine Untergruppe und ~p die durch
Giemge = g lg€H

definierte Aquivalenzrelation auf G, so sind die Aquivalenzklassen
lg] von ~y gerade die Nebenklassen gH von H. O

Schreib- und Sprechweise: Es ist iiblich, die Quotientenmenge
G/~ als

G/H ={gH|ge G}

zu schreiben und G/H den Quotienten von G nach H zu nennen.
g

Ubertrigt sich die Gruppenstruktur von G auf den Quotienten
G/H, und ist die Quotientenabbildung w : G — G/H ein Grup-
penhomomorphismus? Fast mochte es so scheinen, zuversichtlich
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definiert man die Verkniipfung der Nebenklassen durch

[a][b] := [ab]
und priift die Axiome nach:
(1) (la][t])[c] = [abllc] = [(ab)c] = [a(be)] = [al([b][c]),
(2) [1] ist linksneutral, da [1][a] = [1a] = [a],
(3)

und schlieBlich ist 7(ab) = [ab] = [a][b] = w(a)7(b), also 7 ein
Gruppenhomomorphismus — oder?

[a™!] ist linksinvers zu [a], da [a™!][a] = [a™'a] = [1],

Oder das ist alles auf Sand gebaut, weil {a][b] = [ab] gar keine
richtige Definition, sondern nur eine triigerische Scheindefinition
war! Das ist das Problem der Wohldefiniertheit, mit dem Sie beim
Hantieren mit Aquivalenzklassen immer konfrontiert sind und das
Sie deshalb ganz genau verstehen miissen.

Ist ~ irgend eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so
nennt man jedes z € X einen Reprédsentanten seiner Aquiva-
lenzklasse [z]. Eine Aquivalenzklasse hat aber i.A. nicht nur einen
Reprisentanten, vielmehr ist ja jedes Element 2’ € [z] ein Reprisen-
tant von [z]. [2]

Auch 7’ représentiert [z

Will man daher eine Abbildung von X/~ irgendwohin durch eine
Formel der Art [z] — f(z) definieren, so muss man darauf Acht
geben, dass der zugeordnete Term f(z) von der Wahl des Représen-
tanten innerhalb der Aquivalenzklasse nicht abhangt. Denn wenn



20.4 Quotienten von Gruppen und Vektorrdumen 455

verschiedene Reprasentanten ein und derselben Aquivalenzklasse
unterschiedliche Vorschlage machen, welcher Bildpunkt der Klasse
zugeordnet werden soll, dann ist ja noch gar keine Definition erfolgt!
Etwas formlicher gesagt:

Hinweis: Ist f : X — M eine Abbildung und ~ eine Aquivalenz-
relation auf X, so ist durch

X/~ — M
[z] +— f(z)

eine Abbildung X/~ — M nur dann definiert, wenn auch wirklich
aus x ~ ' stets f(x) = f(z') folgt. O

Anderenfalls sagt man, die Abbildung X/~ — M sei nicht wohi-
definiert. Eigentlich ist das fast etwas zu hoflich gesprochen, so als
wire die Abbildung schon definiert, nur eben nicht ‘wohldefiniert’,
was immer das Geheimnisvolles heilen mag. Gemeint ist aber ein-
fach, die Abbildung ist nicht definiert, der Definitionsversuch durch
[z] — f(z) ist Pfusch.

Umgekehrt, wenn der Autor schreibt, durch [z] — f(z) sei eine
Abbildung X/~ — M wohldefiniert, so will er damit sagen, dass
ihm die Problematik so formulierter Definitionen wohl bewusst ist,
im vorliegenden Falle aus x ~ 2’ aber f(z) = f(z') wirklich folgt.
Genau so sollen Sie es auch machen, wenn Sie der Autor sind, einst-
weilen also bei der Bearbeitung von Ubungsaufgaben und in Klau-
suren. Der Korrektor sieht dann sofort, dass Sie im Bilde sind und
keinen Denkfehler begangen haben.

Analog bei Abbildungen von mehreren Variablen. Wenn durch
([z},ly]) = f(z,y) eine Abbildung auf (X/~) x (Y/~) definiert
werden soll, so muss sichergestellt sein, dass aus x ~ z’ und y ~ 3/
auch wirklich f(z,y) = f(z/, ) folgt.!

Wenden wir diese Einsicht nun auf unsere Frage an, ob durch
das Rechnen mit Reprisentanten eine Verkniipfung in G/H wohl-
definiert ist. Hier ist f(a,b) = [ab] gewesen, zu priifen haben wir
also, ob aus a ~y o und b ~g ¥ auch [ab] = [a'}], d.h. ab ~y o'V
folgt. Nach Definition von ~g also:
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Beachte: Durch [a][b] := [ab] ist genau dann eine Verkniipfung in
G/H wohldefiniert, wenn fiir alle a,b € G und alle h,k € H auch
(ab)~'ahbk € H ist. a

Fir k£ € H bedeutet xk € H soviel wie x € H, weil ja H eine
Untergruppe ist, und da (ab)™! = b~la™! gilt, ist

z := (ab) tahb = b 'a 'ahb = b~ hb.

Die Wohldefiniertheitsbedingung lautet also b='hd € H fiir alle
b€ G und alle h € H, oder

v 'HbC H

fur alle b € GG. Damit haben wir die gerade noch so kompliziert aus-
sehende Bedingung schon in eine hiibsch einfache Form gebracht,
wir kénnten sie beinahe so stehen lassen. Aber wenn b~ 'Hb C H
und damit H C bHb ! fiir alle b gilt, dann auch fiir b=}, also auch
bHb™! C H, zusammen also

bHb ' = H

fiir alle b € G. Das ist also die Eigenschaft, die eine Untergruppe
haben muss, wenn sie ein ‘guter Nenner’ bei der Quotientenbildung
in der Kategorie der Gruppen sein will. Man nennt solche Unter-
gruppen Normalteiler:

Definition: Eine Untergruppe H C G heifit ein Normalteiler
von G, geschrieben H <1 GG, wenn

gHg'=H

fir alle g € G gilt. O

Wenn die Wohldefiniertheit der reprasentantenweisen Verkniipfung
in G/H gesichert ist, dann ist auch unser oben etwas voreilig gefiihr-
ter Nachweis der Gruppeneigenschaft ganz in Ordnung, wir haben
also schon gezeigt:

Lemma: Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, so
ist durch die Verkniipfung in G genau dann eine Verkniipfung in



20.4 Quotienten von Gruppen und Vektorrdumen 457

G/H wohldefiniert, wenn H ein Normalteiler von G ist, und der
Quotient G/ H ist dann mit dieser Verkniipfung eine Gruppe und
die Quotientenabbildung G — G/ H ein Gruppenhomomorphismus.

a

In einer abelschen Gruppe G ist natiirlich jede Untergruppe ein
Normalteiler, weil dann sowieso immer

ghg ' =hgg " =h

ist. Deshalb sind Quotienten G/H abelscher Gruppen mit der re-
prisentantenweisen Verkniipfung stets wieder (ebenfalls abelsche)
Gruppen. Wird die abelsche Gruppe additiv geschrieben, so ist
natirlich die Notation etwas anzupassen: die Nebenklassen sind
dann

l9] =g+ H,

die Aquivalenzrelation ist durch
g~ung ®g-—geH

beschrieben, die Verkniipfung der Nebenklassen durch [g] + [¢] :=
[g + ¢'] wohldefiniert, das neutrale Element im Quotienten ist [0],
das inverse zu [g] ist —[g] = [—g]. Nur die Notation fiir den Quoti-
enten selbst bleibt unangetastet, man schreibt G/H, genau wie bei
multiplikativ geschriebenen Gruppen.

Damit sind wir auch beim Thema der Quotientenvektorrdume V/V,
angekommen. Sei K ein Korper, (V,+,-) ein K-Vektorraum und
Vo C V ein Untervektorraum. Dann wird die Menge

VIVo={[v]lveV}={v+V|veV}
der Nebenklassen durch die repriasentantenweise Addition
[v] + [w] == [v+ w]

zundchst zu einer abelschen Gruppe (V/Vp,+), eben dem Quoti-
enten der abelschen Gruppe (V,+) nach der Untergruppe (Vp, +).
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Offensichtlich ist aber auch die Multiplikation K x (V/Vg) — V/V}
durch reprisentantenweises Rechnen, also durch

Alv] = W]

wohldefiniert, denn ist v — v’ € Vj, so auch Av — v’ € Vy, weil ja Vj
ein Untervektorraum ist. Dadurch wird schlieflich V/Vj zu einem
K-Vektorraum, den wir den Quotientenvektorraum von V nach
Vb nennen. Die Quotientenabbildung oder kanonische Projektion
7wV — V/V ist eine lineare Abbildung mit dem Kern V5.

i

K

U—‘FV():['U]CV

Vive

Die Quotientenabbildung = : V — V/V

Und so lege ich Thnen denn die Quotienten ans Herz und hoffe das
Beste. Haben Sie sich die Kapitel 18-20 zu Eigen gemacht, dann
konnen Sie sich fiirs Erste auf dem Parkett der modernen Ma-
thematik bewegen, ohne sofort als Nichtmathematiker aufzufallen.
Kennenzulernen haben Sie dort freilich noch manches, und diesen
Inhalten wenden wir uns jetzt wieder zu.
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20.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe T20.1: Ist X ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge, so bezeichnet X/A den Quotientenraum nach der Aqui-
valenzrelation, die alle Punkte in A fiir dquivalent erklart und die

anderen Punkte nur zu sich selbst dquivalent sein 1a8t. Zeigen Sie,
dass [0, 1]/{0, 1} zur Kreislinie S! homdomorph ist.

Aufgabe T20.2: Betrachten Sie auf X := [0,1]> C R? die durch
(z,0) ~ (z,1) und (0,y) ~ (1,y) erzeugte Aquivalenzrelation, die
gegeniiberliegende Randpunkte fiir dquivalent erkldrt. Zeigen Sie,
dass der Quotientenraum X/~ homoéomorph zur Torusoberfliche S
ist.

Aufgabe T20.3: Sei ¢ : G — G ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie, dass durch reprasentantenweise Anwendung von ¢ ein
Gruppenisomorphismus G/Kern ¢ = Bild ¢ gegeben ist.

Aufgabe T20.4: Sei V ein K-Vektorraum und V5 C V ein Unter-
vektorraum. a) Bestimmen Sie den Kern der kanonischen Projek-
tion7:V — V/V,. b) Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass durch f(v + ;) := f(v), also durch représentan-
tenweise Anwendung von f, eine lineare Abbildung f: V/Vy — W
genau dann wohldefiniert ist, wenn Vi C Kern f gilt.

Aufgabe T20.5: Sei G eine Gruppe, H C G eine Teilmenge mit
1 € H und der Eigenschaft, dass {gH | g € G} eine Zerlegung von
G ist. Zeigen Sie, dass H eine Untergruppe von G sein muss.

Aufgabe T20.6: Fir Teilmengen Aq,..., A4, C G einer Grup-
pe G wollen wir unter dem ‘Produkt’ A; - ... A, die Teilmenge
{ar-...-a, | a; € A;} C G verstehen. Sei nun die Untergruppe
H C G ein Normalteiler von G, d.h. es gelte gHg™! = H fiir jedes
g € G. Zeigen Sie, dass dann (aH)(bH) = abH fiir alle a,b € G
gilt, dass also insbesondere die reprisentantenweise Verkniipfung in
G/H dann wohldefiniert ist.



Lineare Algebra
in K-Vektorraumen

21.1 Was gibt es Neues?

In den Kapiteln 8 und 9 haben wir die Grundbegriffe der linea-
ren Algebra fiir die reellen Vektorrdume R™ und deren Untervek-
torrdume U C R™ entwickelt. Jetzt wollen wir die Beschrankung
auf diese speziellen Raume fallen lassen und einen zunéichst be-
liebigen Korper K und die ganze K-lineare Kategorie, also die K-
Vektorraume und die K-linearen Abbidlungen betrachten.

Hauptséchlich sind wir an K = R und K = C interessiert, und
ich habe auch gar keine Bedenken, alle anderen Korper auszuschlie-
Ben, sobald Sie unartig zu werden scheinen. Aber selbst wenn wir
uns gleich auf R und C beschrinken wollten, wire K als Bezeich-
nung fiir den Korper giinstig, um nicht fortwahrend beide Fille
einzeln nennen zu miissen, und einstweilen ist noch jeder Kérper
zu unserer Party eingeladen.

Was miissen wir jetzt neu lernen? Wie weit tragen unsere alten
Methoden und Ideen noch?

Gute Nachricht 1: K-lineare Abbildungen A : K* — K" be-
schreibt man durch K-Matrizen wie im Falle K = R, und man
rechnet mit K-Matrizen wie mit reellen Matrizen (vergl. 8.1). O
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Wir schreiben die Elemente ¥ € K™ wieder als Spalten

z1
=1 : | e K™

Tn

Die kanonischen Finheitsvektoren €; € K™ haben auch das wohlbe-
kannte Aussehen, an der j-ten Stelle eine 1, sonst Nullen, wobei die
1 natiirlich jetzt die Korper-Eins 1 € K bezeichnet. Die Spalten d;
einer Matrix A : K® — K™ sind die Bilder dieser Einheitsvektoren
usw.

Zur Anschavung ziehen wir die bewihrten R? und R heran und
beschriften sie entsprechend.

0x K

A 4 SBJ,
It
L~
or
R

Kx0

Skizze vom K2

Das geht ziemlich gut, auch wenn man nicht ganz vergessen darf,
dass im Falle K = C der als Gerade skizzierte 1-dimensionale Unter-
vektorraum K x 0 C K? eigentlich eine Zahlenebene C x 0 vertritt.
Aber kommen wir dann wirklich mit nur einem Einheitsvektor €;
fiir C x 0 aus?

?
Cx0

Reicht ein Einheitsvektor fiir C x 07

Brauchten wir in C? nicht vier Einheitsvektoren, zwei fiir C x 0 und
zwei fiir 0 x C, da das doch Ebenen sind? Miissen wir nicht schon in
C zwel heranziehen? Das miissten wir, wenn wir als Koeflizienten
bei Linearkombinationen nur reelle A verwenden diirften, aber wenn
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K = C ist, dann ist schon jedes z € C von der Form A - 1, eben fiir
A\ = z, und jedes Z € C? ist von der Form

- 21 o o
zZ= = z1€1 t+ 2263,
22

es hat schon seine Richtigkeit mit den zwei Einheitsvektoren fiir C2,
obwohl reell betrachtet C? wie R* aussieht. Vom Basisbegriff ganz
allgemein spricht die n#ichste Nachricht.

Gute Nachricht 2: Die Definitionen der Begriffe lineare Unab-
hingigkeit, lineare Hiille, Basis iibertragen sich problemlos
auf allgemeine K- Vektorridume d

Auch der Nutzen von Basen ist derselbe, den wir schon kennen:
Entwicklung nach der Basis, Konstruktion K-linearer Abbildun-
gen durch Vorgabe der Bilder der Basisvektoren, Beschreibung K-
linearer Abbildungen durch K-Matrizen beziiglich Basen mittels der
Basisisomorphismen (vergl. 9.1).

Die lineare Abbildung ¢ : U — V héngt also mit der sie bei
gegebenen Basen darstellenden Matrix A iiber das kommutative
Diagramm

v —r2 v
K-linear
Dy, un)I: %’I(I)(ﬁl ..... )
RrR™ A : m
Matrix

zusammen. Der linke Basisisomorphismus tut ja nichts anderes als
jeweils €; zum #;, also T zu x4 +- - - +x,U, zu schicken, analog der
rechte. Dieselbe Information iiber die Beziehung zwischen ¢ und A
ist auch in der Formel

m

(i) =Y ay;

i=1

enthalten, die zu benutzen natiirlich auch nicht verboten ist, bitte
sehr. — Wie steht es aber mit der Fxistenz von Basen?
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Gute Nachricht 3 und erste Warnung: Zwar gelten das Ergan-
zungslemma (“Basis im Aufbau” aus “Vorratsvektoren” um eins
verlingern) und deshalb der Basisergénzungssatz (vergl. 9.2) auch
in beliebigen K-Vektorrdumen, mit demselben Beweis. Aber vie-
le der jetzt zugelassenen K-Vektorrdume haben keine Basis,' sind
unendlichdimensional, wie man dazu sagt. O

In einem Vektorraum V ohne Basis herrscht kein Mangel an linear
unabhéngigen ‘tupeln’ von Vektoren, eher schon ein Uberfluss: ist
(41, ..., Un) linear unabhéngig, so lasst sich immer noch, wie grofl N
auch schon sei, ein ¥ny11 € V so finden, dass auch (¢, ..., ¥y, Oyi1)
noch linear unabhingig ist. Eben diese Situation liegt bei Funk-
tionenrdumen hiufig vor. Wir wollen die unendlichdimensionalen
Vektorrdume nicht von aller Betrachtung ausschlieen, oft miissen
wir uns aber der Einfachheit halber auf endlichdimensionale Rdume
einschranken, weil die geeignet modifizierten Begriffe und Satze fiir
unendlichdimensionale Rdume mehr Vorbereitungszeit verlangten,
als in einem Anfingerkurs dafiir abgezweigt werden kann.?

Gute Nachricht 4: Fiir endlichdimensionale Riume gelten
die Dimensionsaussagen des Kapitels 9, aus denselben Griinden,
auch fiir K-Vektorrdume. Die Dimenston ist als Linge einer Basis
wohldefiniert, isomorphe Riaume haben dieselbe Dimension, U C V'
impliziert fiir dimensionsgleiche Riume U = V', die Dimensions-
formeln fiir Untervektorrdume und fiir lineare Abbildungen, der
Rangsatz, Methode der Rangbestimmung bei Matrizen, Zeilenrang
gleich Spaltenrang: alles wie gehabt. O

Gute Nachricht 5: K-multilineare Abbildungen
w:Uyx--xU, -V

werden wie in 11.1 definiert und sind in Anwesenheit von Basen in
den einzelnen Uy, ..., U, durch ihre Komponenten

wulmﬂr € V7

das sind die Bilder der r-tupel aus Basisvektoren, bestimmt und
konstruierbar. 0
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In 11.2, dem Abschnitt iiber die Symmetrieeigenschaften von mul-
tilinearen Abbildungen, begegnen wir einer Aussage, die sich nicht
von R auf beliebige andere Korper K iibertragen lasst, weil es Kérper
wie etwa Fy gibt, in denen 1+ 1 = 0 ist. In Vektorrdumen iiber
solchen Kérpern gilt auch 7+ ¢ = (14 1) = 0, also ¥ = —4. Fiir 7-
lineare Abbildungen w : Ux---xU — V ist dann Vorzeichenwechsel
bei Vertauschung je zweier Variablen nicht mehr gleichbedeutend
mit w(ty,...,4.) = 0 fir alle linear abhéngigen (i, ...,4,), und
es steht somit zur Debatte, was man unter alternierenden multi-
linearen Abbildungen iiberhaupt verstehen will. Die Entscheidung
fallt zugunsten der zweiten Bedingung, das Lemma aus 11.2 wird
im allgemeinen Fall zur

Definition: Seien U und V Vektorrdume iiber K. Eine multilineare
Abbildung w : U x---x U — V in r Variablen heifit alternierend,
wenn sie auf jedes linear abhéngige r-tupel mit Null antwortet.

Uber Kérpern mit 141 = 0 wiirde “Vorzeichenwechsel” bei Vertau-
schung ja nur dasselbe wie Symmetrie bedeuten. Richtig bleibt aber
im allgemeinen Fall, dass ein multilineares w : U X --- x U — V
schon alternierend ist, wenn es immer dann mit Null antwortet,
wenn unter den Eintragen zwei gleiche sind.

Gute Nachricht 6 und zweite Warnung: Fiir Vektorrdume
iitber K = R oder C, den einzigen, mit denen wir uns wirklich
zu1 befassen haben, geht das ganze Kapitel 11 glatt durch. Léisst
man jedoch beliebige Korper zu, so ist das Alternieren wie oben zu
definieren. 0

Insbesondere ist dann die Determinante auch im allgemeinen Fall
die einzige Abbildung

det : M(n x n,K) — K,

die in den Spalten multilinear ist und alternierend (d.h. also Null
fir rgA < n) und dabei det E = 1 erfiillt. Die Bedeutung von
det A # 0 (Lemma 1 in 11.3) und die Formeln der Determinanten-
rechnung, ndmlich det AB = det Adet B, Leibnizformel, det A =
det A, Entwicklungsformeln, Inversionsformel, Determinantenbe-
rechnung mittels elementarer Umformungen gelten auch fiir belie-
bige Korper.
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21.2 Figenwerte und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt bezeichnet K einen beliebigen Korper und V
einen Vektorraum {iber K, von dem wir nur allzu bald werden vor-
aussetzen miissen, dass er endlichdimensional ist. Einstweilen darf
es aber noch ein beliebiger Vektorraum sein.

Definition: Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V eine lineare
Abbildung oder ein Operator auf V, wie wir auch sagen wollen.
Ein Element A € K heifit ein Eigenwert des Operators f, wenn es
einen Vektor 7 € V < 0 mit

F(&) =\

gibt. Ein solcher Vektor heifit dann ein Figenvektor von f zum
Figenwert A. Zusammen mit dem Nullvektor bilden die Eigenvek-
toren zu A den Eigenraum

Ey :=Kern (f — A1dy)

von f zum Eigenwert A. Die Dimension von F) schliefllich heifit die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts . ]

Beachte, dass wegen (f — AIdy)(¥) = f(¥) — AT der Kern E) von
f — A1dy wirklich aus der Null und den Eigenvektoren von f zu
A besteht, wie es in der Definition nebenbei behauptet wird. Auf
diesem Untervektorraum F, C V wirkt der Operator f durch blofle
Multiplikation mit A, was ja so ungefahr das Einfachste ist, das ein
linearer Operator machen kann.

Sind A # p zwei verschiedene Eigenwerte von f, so haben die beiden
Eigenrdume nur den Nullvektor gemeinsam, denn fiir ¥ # 0 kann
f(?) nicht gleichzeitig Av und u¥ sein. Also ist die Summe E) + E,
direkt,

Ex+E,=E\®E,,

wie wir dafiir frither schon geschrieben haben (vergl. 8.2). Etwas
allgemeiner gilt sogar:
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Lemma: Sind Ay, ..., A\, lauter verschiedene Eigenwerte eines Ope-
rators f : V — V, s0 ist die Summe der Eigenrdume direkt:

Byt 4 By =B, - ® B,

d.h. jeder Vektor ¥ € E), + -+ E), kann nur auf eine Weise als
Summe ¥ = ¥y + - - - + U, von Vektoren ¥; € E,, dargestellt werden.

—

BEWEIS: Aus ¥ = ¥ + -+ + 9, = 0] + - - - + U, folgte
(0 = 01) 4+ (G~ 7;) =0,

und deshalb ist oBdA nur zu zeigen, dass aus 1 +---+ 4, = 0 und
U; € By, firi=1,...,7 bereits ¥) = - -+ = 4, = 0 folgt. Wir bewei-
sen das durch Induktion nach r. Fiir r = 1 ist es sowieso richtig,
und um den Induktionsschluss von r — 1 auf r auszufithren, wenden
wir auf 91 + - - - + ¥, = 0 einerseits f an, andererseits multiplizieren
wir mit A.. So erhalten wir die beiden Gleichungen

)\1271 +- 4+ )\r—lﬁr—l + AT‘ﬁT =0
)\rﬁl + )\rﬁr—l + /\Tﬁr = 0,

also durch Subtraktion und Induktionsannahme
()\1 - )\r)ﬁl == (>\r—1 - )\r>6r—1 = Oa

und da die Ay,...,A.—1 alle von )\, verschieden sind, folgt daraus
zunichst ¥, = --- = ¥_; = 0, und damit auch ¥, = 0, da die
Gesamtsumme ja Null ist. |

Hat man fiir jedes i eine Basis (Ul(i), ... ,175?) des Eigenraums E),,
so ergibt deren Aneinanderreihung eine Basis
(1 _(1 _, ~
(vl(),...,vél), ...... ,vl(r>,...,v£))
von E,, @---® E),, eben wegen der Direktheit dieser Summe. Also
addieren sich die Dimensionen der Summanden zur Dimension der

Summe auf, und wir erhalten schon eine erste Information dariiber,
wieviele Eigenwerte ein Operator haben kann:
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Korollar: Sind M, ...,\, lauter verschiedene FEigenwerte eines
Operators auf einem endlichdimensionalen Raum V', so gilt

> dim By, < dimV,

i=1

insbesondere kann ein Operator auf einem n-dimensionalen Raum
héchstens n verschiedene Eigenwerte haben. O

Ubertriagt oder transformiert man einen Operator f : V — V mit-
tels eines Isomorphismus, einer Transformation ® : W = V auf
einen anderen Raum W, so iibertragen sich auch seine Eigendaten,
genauer:

Lemma: Sei f : V — V ein Operator, ® : W 5 V ein Isomor-
phismus und g := ® ' o f o ® der transformierte Operator anf W,
also

f

V — V

@T% g]@

w —9 . w
kommutativ, dann haben f und g dieselben Figenwerte, und ® bil-
det die Eigenrdume von g isomorph auf die entsprechenden Eigen-
rdume von f ab.

BEwEIS: Da @ ein Isomorphismus ist, bedeutet g = A soviel
wie f(®(w)) = A®(wW), und da steht’s ja schon: & ist genau dann
Eigenvektor von g zum Eigenwert A, wenn ®(w) Eigenvektor von f
zum Eigenwert X ist. O

Wenn uns also die Eigendaten an einem transformierten Operator
leichter zu ermitteln scheinen, dann nur zu! Die Eigenwerte sind eh’
dieselben, und die Eigenriume E\(f) des urspriinglichen Operators
f erhalten wir aus denen des transformierten Operators durch die
Transformation & geliefert:
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V: hier f im Naturzustand

Gesuchtes E)(f)

12
_—
o

~ W, z.B. K™: hier g, der
transformierte Operator

Errechnetes Ey(g) 7\“\

FEigendatenbeziehung zwischen transformierten Operatoren

Insbesondere gilt das natiirlich fiir den Fall, dass V' endlichdimen-
sional und ® ein Basisisomorphismus ist:

S

Vv — V

@]g z[@

A

KT 2 K,

wodurch die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenraume auf Ma-
trizenrechnung zuriickgefithrt wird. Die Eigenwerte und Eigenriu-
me einer Matrix A € M(n x n,K) lassen sich aber im Prinzip ganz
systematisch bestimmen, und das wollen wir uns jetzt einmal an-
schauen.

Zuerst die Eigenwerte. Definitionsgemif sind es die Korperele-
mente A € K, fiir welche die Matrix A — AE, wobei E die Einheits-
matrix bezeichnet, einen nichttrivialen Kern hat, also nicht inver-
tierbar ist. Diese Eigenschaft einer n x n-Matrix wird aber durch
das Verschwinden der Determinante entdeckt, und deshalb spielt
die Determinante von A — AFE in der Eigenwerttheorie eine so grofle
Rolle und hat einen eigenen Namen:
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Definition: Sei A € M(nxn,K). Das durch Pa(}) := det(A—\E)
definierte Polynom mit Koeffizienten in K heifit das charakteri-
stische Polynom der Matrix A. 0

Als Polynom n-ten Grades erweist sich P4(\) etwa aus der Leibniz-
Formel fiir die Determinante.® Die Eigenwerte also sind gerade die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

Notiz: Ein Element A € K ist genau dann Eigenwert von A, wenn
Py(X\) =0 gilt. O

Soviel zunéchst iiber die Bestimmung der Eigenwerte. Bevor wir
zur Bestimmung der Eigenvektoren weitergehen, werfen wir noch
einen Blick auf das charakteristische Polynom.

Andere Basis, andere Matrix — ist es nicht auffallig, dass fiir
Matrizen A und B, die f beziiglich verschiedener Basen in V' dar-
stellen, die charakteristischen Polynome P4(A) und Pg()) stets die-
selben Nullstellen, eben die Eigenwerte von f haben miissen? Was
ist tiberhaupt der Unterschied zwischen Py(A) und Pg(A)?

Es gibt gar keinen, das charakteristische Polynom eines Opera-
tors ist durch Py(A) := P4(\) wohldefiniert, ndmlich unabhéngig
von der Basiswahl. Allgemein gilt namlich:

Lemma: Ist f : V — V ein Operator auf einem n-dimensionalen
K-Vektorraum und A= ® 'o fo® und B= V1o fo W zwei den
Operator darstellende Matrizen, so gilt det A = det B.

BEWEIS: Das liegt an der Multiplikativitat der Determinante. Es
gilt ja

B=(V1od®)odo(®d 'oW),
wenn wir also C' := U~ lo® : K — K" setzen, so folgt B = CAC™!
und daher det B = det C'det Adet O~ = det A, dadet Cdet C~* =
det(CC™Y)y =det E = 1. O

Insbesondere ist durch det f := det A die Determinante des
Operators f wohldefiniert, und die Determinante des Operators
f — AlIdy ist eben das charakteristische Polynom



470 Kapitel 21: Lineare Algebra in K -Vektorrdumen

Pp(X) = det(f — AN1dy)

des Operators.

Um nun zu einem gefundenen Eigenwert A von A den zugehorigen
Eigenraum zu bestimmen, hat man das lineare Gleichungssystem
AT — AZ = 0 zu losen, denn der Eigenraum ist ja der Kern von
A — ME, also das System

((111—)\).1'1 +a12L0  + ... +a1nTy = 0
a1 +<agg—)\)l’2+ ce +a9,Zy = {
171 +anrs + ... Hap—Nz, = 0
fiir die Unbekannten x4, ...,2, € K. Da die Losungen einen gan-

zen Untervektorraum von K™ bilden, kann es sich natiirlich nicht
darum handeln, sie alle einzeln aufzufithren. Vielmehr versteht man
unter dem Losen eines solchen Systems das Ausrechnen einer Basis
(ty, ..., Uy) des Losungsraumes, etwa nach dem Gaufischen Verfah-
ren? zur Losung linearer Gleichungssysteme.

In den Anwendungsféllen, bei denen Sie zum konkreten Rech-
nen Anlass haben, ist aber n gewchnlich klein, n = 2 und n = 3
kommen am haufigsten vor, und dann lohnt es sich gar nicht, an
das GauBlsche Verfahren auch nur zu denken. Sie kennen ja die geo-
metrische Vielfachheit d des Eigenwerts, es ist n—rg (A~ ME), und
Sie rechnen einfach zu Fufl, durch Elimination von Unbekannten,
wie in der Schule, ein Weilchen herum bis Sie d linear unabhéngige
Losungsvektoren s, ...,y € K" beisammen haben. Dann diirfen
Sie hinschreiben: diese Vektoren bilden eine Basis (U1,...,4,) des
FEigenraumes von A zum Eigenwert A, und die Bestimmung der Ei-
genvektoren zu A ist damit erledigt.

Damit sehen und verstehen wir nun ein Gesamtrezept zur Er-
hebung der Eigendaten eines Operators in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum:
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Verfahrensschritte zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigen-
raume eines Operators f in einem n-dimensionalen Vektorraum V'
iiber K:

1. Transformation: Wihle einen Basisisomorphismus ® : K" 2 V
und bestimme die Matrix A = ® ! o f o ® des Operators beziiglich
der Basis.

2. Eigenwerte: Bestimme das charakteristische Polynom
Pr(X\) = P4(\) = det(A — A\E)

und alle seine verschiedenen Nullstellen Ay, ..., . € K. Das sind
die Eigenwerte von A und somit von f.

3. Eigenvektoren der Matrix: Bestimme fiir jedes i = 1,...,r
durch Lésen des linearen Gleichungssystems AT — M@ = 0 eine
Basis (@”,. .., ﬁg)) von Kern(A — \E) € K™,

4. Riicktransformation: Durch 17]@ = @(i[}i)) € V erhilt man

nun fiir jedes i eine Basis (171(i), - ,272)) des Eigenraumes E), =

Kern (f — M\Idy) von f selber. 0

Ist wie so oft V = K", der Operator also schon von vornherein als
Matrix gegeben, dann kann man sich den ersten und vierten Schritt
sparen — wenn man will. Man will aber nicht immer, weil manch-
mal Vorinformationen iiber den Operator eine Basiswahl nahelegen,
die den zweiten und dritten Schritt wesentlich vereinfachen wiirde.

Wie gut kennen wir einen Operator, wenn wir seine verschiedenen
Eigenwerte Ai,..., A\, und (Basen der) Eigenrdume F) ,..., E),
kennen? Das héngt davon ab, einen wie grofien Teil von V' die Sum-
me Fy, ®---QEy, C V ausmacht. Auf Ey, @- - -G E), durchschauen
wir den Operator natiirlich ganz genau. Jene angenehmen Opera-
toren, bei denen die Summe E), & ---$ E), der Eigenrdume schon
ganz V ist, nennt man diagonalisierbar.

Definition: Ein Operator f : V — V auf einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum heifit diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus
Eigenvektoren von f besitzt. 0
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Unter einer Diagonalmatriz versteht man bekanntlich eine Ma-
trix A, die auflerhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen hat, fiir die
also a;; = 0 fir alle 7 # j gilt. Eine Basis (%, ..., ,) von V stellt
den Operator f genau dann als Diagonalmatrix dar, wenn jedes ¥
ein Figenvektor von f ist, es gilt dann f(¥;) = ay#;, die Diagonal-
elemente sind also die zugehoérigen Eigenwerte.

Ist insbesondere die Basis durch Aneinanderreihen von Basen
fiir die einzelnen Eigenrdume entstanden, dann hat die Matrix die
Gestalt

A1
A
A
“
wobei Ay, ..., A die verschiedenen Eigenwerte von f sind und jedes

A; so oft in der Diagonalen vorkommt, wie es seiner geometrischen
Vielfachheit d; = dim E), entspricht.

Oft hat man aber mit irgend einer Basis (v}, ..., ,) von Eigen-
vektoren von f zu tun, und dann ist es iiblich, die Diagonalelemente
der f darstellenden Diagonalmatrix als Aq, ..., A, durchzunumerie-

ren und die Matrix als

A1
An

zu schreiben. Dann sind die Ay, ..., A, natiirlich auch wieder sdmdt-
liche Eigenwerte von f, aber sie sind im Allgemeinen nicht alle
verschieden, vielmehr kommt eben jeder Eigenwert A von f in dem
n-tupel (A1,...,A,) so oft vor, wie es seiner geometrischen Viel-
fachheit d := dim F entspricht. Diese Notation beift sich mit der
anderen, man muss aus dem Zusammenhang entnehmen, welche
gerade im Gebrauch ist.

In einem Falle allerdings stimmen beide Notationen iiberein,
némlich wenn der Operator n verschiedene Eigenwerte hat. Ein
solcher Operator ist auch automatisch diagonalisierbar:

Notiz: Ein Operator f : V — V auf einem n-dimensionalen Vek-
torraum iiber K ist offenbar genau dann diagonalisierbar, wenn die
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Summe der geometrischen Vielfachheiten seiner Eigenwerte gleich
n ist. Insbesondere ist jeder Operator mit n verschiedenen Eigen-
werten diagonalisierbar. O

Gibt es denn iiberhaupt nichtdiagonalisierbare Operatoren? Oh ja.
Im Falle K = R gibt es ja sogar Operatoren, die keinen einzigen Ei-
genwert haben, wie zum Beispiel in V' = R? die Drehung A := (? _(1))
um 7/2. Allerdings kann man sich auf den Standpunkt stellen, die
Matrix A habe wohl Eigenwerte, nur halten sich diese im Kom-
plexen versteckt: P4(A) = A? 4+ 1 hat die komplexen Nullstellen
A9 = +i € C, und in der Tat ist 4 als C-linearer Operator auf C?
diagonalisierbar.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes komplexe Po-
lynom positiven Grades mindestens eine Nullstelle, und da das cha-
rakteristische Polynom eines Operators auf einem n-dimensionalen
Raum mit dem héchsten Term (—A)" beginnt, wie Induktion oder
Leibnizformel sofort zeigen, hat jeder Operator im Falle K = C und
n > 1 mindestens einen Eigenwert. Der Fundamentalsatz erlaubt
aber eine noch genauere Zihlung der Eigenwerte:

Definition: Es seien )4, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte eines
C-linearen Operators f : V — V in einem n-dimensionalen komple-
xen Vektorraum. Dann ist das charakteristische Polynom von der
Gestalt

r

Pr(A) = (1" [T =)™,

i=1

mit wohlbestimmten m; > 1, welche die algebraischen Vielfach-
heiten der FEigenwerte heiflen. O

Mit algebraischen Vielfachheiten gezahlt hitte also jeder komplexe
Operator genau n Eigenwerte,

my+---+me =m0,
weil ja die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Grad des

Polynoms ist. Die Summe der geometrischen Vielfachheiten ent-
scheidet aber iiber die Diagonalisierbarkeit, und es gilt:
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Lemma: Die geometrische Vielfachheit eines C-linearen Operators
ist stets kleiner oder gleich der algebraischen, und der Operator ist
deshalb genau dann diagonalisierbar, wenn fiir jeden seiner Eigen-
werte diese beiden Vielfachheiten iibereinstimmen.

BEwEIS: Betrachte oBdA den Eigenwert A\, mit der geometrischen
Vielfachheit d;. Ergénze eine Basis von £, zu einer von V und
schaue f in dieser Basis an.® Die Matrix hat dann die Gestalt

A
._)\1

Deshalb ist P;(A) = Pa(\) = (A — A)2P4()), wie man durch
Entwicklung nach der ersten Spalte und Induktion sofort sieht, und
somit ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A\; von f min-
destens d;. O

Mehr als 1 < d; < my; ldsst sich iiber die Beziehung zwischen geo-
metrischer und algebraischer Vielfachheit nichts Allgemeingiiltiges
zeigen: alles kann vorkommen. Einfachste und zugleich Musterbei-
spiele fiir nichtdiagonalisierbare komplexe Matrizen sind die Jor-
dankdstchen, Matrizen der Form

A= R Cm ="
S
A1

Das charakteristische Polynom einer solchen Matrix ist offenbar
P4s(A) = (A = A)™, also hat A nur einen einzigen Eigenwert A\
und dessen algebraische Vielfachheit ist m. Aber seine geometrische
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Vielfachheit ist 1, denn

hat den Rang m — 1, also die Kerndimension d; = dim £, = 1.

Mit den nichtdiagonalisierbaren Operatoren beschaftigt sich die li-
neare Algebra unter dem Stichwort Jordansche Normalform, unter
dem Sie in jedem Buch iiber lineare Algebra Auskunft finden. Wir
aber wenden uns im néchsten Kapitel einer wichtigen Klasse dia-
gonalisierbarer Operatoren zu, ndmlich den selbstadjungierten bzw.
hermiteschen Operatoren in euklidischen und unitdren Raumen.

21.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe R21.1: Bestimmen Sie den (dreifachen) Eigenwert A der
Matrix

3 1 0
A=|-1 3 1
2 -2 0

und seinen Eigenraum. Bestimmen Sie eine Transformation S, die
A auf Jordan-Normalform bringt, d.h.

A1 0
S7lAS=10 X 1
0 0 A

(Praktischer Hinweis: Was bedeutet das fiir die Spalten @y, ¥, U3
von S? Entwickeln Sie A¥; nach dieser Basis.)

Aufgabe R21.2: a) Eine Gruppe G operiere auf einer Menge
M. Es bezeichne F(M,C) den komplexen Vektorraum der be-
schrankten Funktionen f : M — C. Zeigen Sie, dass G durch
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gf(p) == f(g~tp) auf F operiert. Wire das auch der Fall, wenn
man gf(p) durch f(gp) definierte? b) Sei jetzt g € G fest gewihlt
und A € C ein Eigenwert der durch die Aktion gegebenen linearen
Abbildung g : 7 — F, d.h. es gebeein f € F, f # 0, mit gf = Af.
Beweisen Sie, dass A den Betrag Eins haben muss. ¢) Speziell set
jetzt M = R und g operiere auf R durch Translation um ein a > 0,
also gr := z + a fiir alle z € R. Finden Sie zu gegebenem \ = e,
feR, alle fe F(R,C)mit gf = \f.

Aufgabe T21.1: Es seien ¥4, ..., 7, Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten Aj, ..., Ax eines Operators f: V — V.
Zeigen Sie, dass (¥4, ..., Ux) linear unabhangig ist.

Aufgabe T21.2: Beweisen Sie, dass der reelle Vektorraum
C%[a,b],R) = {f : [a,b] — R | f stetig}

der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall unendlich-
dimensional ist.

Aufgabe T21.3: Sei f : V — V ein Operator in einem K-Vek-
torraum. Es werde f* := fo...0 f gelesen und demgemif das
Einsetzen des Operators in ein Polynom P mit Koeflizienten in K
verstanden. Sei A ein Eigenwert von f. Zeigen Sie, dass dann P(\)
ein BEigenwert von P(f) ist.

Aufgabe T21.4: Jeden komplexen Vektorraum V' kann man wegen
R C C auch als reellen auffassen, einfach indem man von der skala-
ren Multiplikation C xV — V zu deren Einschrinkung RxV — V
itbergeht. Beachte, dass sich an der zugrunde liegenden Menge V'
und der Addition dabei gar nichts dndert. Sei dieser reelle Vektor-

raum zur Unterscheidung mit Vg bezeichnet. Seien vy,...,v, € V.
Beweisen Sie, dass (vq,...,v,) genau dann eine Basis von V ist,
wentt (vy, vy, . .., Uy, 10, ) eine von Vg ist.

Aufgabe T21.5: Sei f:V — V ein Operator in einem n-dimen-
sionalen komplexen Vektorraum. Beweisen Sie, dass es invariante
Unterrdume V; € V5, C -+ C V, mit dimV, = k geben muf.
(Hinweis: Beim Induktionsschritt den Quotienten V/Vj, betrachten.)



Lineare Algebra in euklidischen
und unitdren Vektorrdumen

22.1 FEuklidische Vektorraume

Zuerst lade ich Sie gleichsam ein, den Abschnitt 12.2 tiber Skalar-
produkte wieder anzuschauen und dabei die dort benutzte Notation
U fiir Untervektorraume von R als Bezeichnung fiir beliebige R-
Vektorraume zu lesen. Man definiert namlich:

Definition: Unter einem euklidischen Vektorraum verstehen
wir Paar (V, (, )), bestehend aus einem reellen Vektorraum V und
einem Skalarprodukt, d.h. einer Abbildung

VxVvV — R

(@,0) +— (4,?),

die bilinear und symmetrisch ist und (¢, ¥) > 0 fiir alle ¥ € VX0 er-

fiillt, kurz einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform auf V.
O

Schon in 12.2 hatten wir von der N-Tupeligkeit der dortigen Vekto-
ren i € U keinen wesentlichen Gebrauch gemacht und finden des-
halb die damaligen Begriffe und Kniffe der ‘orthogonalen linearen
Algebra’ auch in beliebigen euklidischen Vektorrdumen noch intakt,
nur die Endlichdimensionalitit der Réume, fiir Unterrdume des RY
automatisch gegeben, miissen wir jetzt bei Bedarf voraussetzen.
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Gute Nachricht 7: Die Begriffe und Aussagen des Abschnitts 12.2
iiber Skalarprodukte, also

Norm ||..]|: V = R,

Orthogonale oder zueinander senkrechte Vektoren, @ 1 7,
Orthonormalbasis oder kurz ON-Basis,

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung [(#@, ¥)| < ||@||||]|,
Dreiecksungleichung,

Winkel £(#, ¥) € [0, 7]

Entwicklung @ = (i, t1)% + - - - + (@, ¥, )%, nach ON-Basis,
Untervektorraum At C V fiir Untervektorraum A C V (ja
sogar fiir beliebige Teilmenge A C V),

9. Orthogonalprojektion P : V. — Vy C V auf Untervektor-
raum Vp durch P(@) := Zle (@, U;)7;, bei gegebener ON-Basis
(¥, ..., 0) von Vp,
10. Induktionsschritt beim Gram-Schmidt-Verfahren

AR BRI SAN N A o

iibertragen sich problemlos auf beliebige euklidische Vektorraume,
solange nur die Raume, in denen dabei Basen benutzt werden, als
endlichdimensional vorausgesetzt sind. O

Zur Erinnerung an Orthogonalprojektion und
Gram-Schmidt-Verfahren

Als Morphismen fiir eine Kategorie der euklidischen Vektorrdume
bieten sich die das Skalarprodukt erhaltenden Abbildungen an:
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Definition: Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen euklidi-
schen Vektorraumen heit orthogonal, wenn (f (i), f(vV)) = (4, 0)
fir alle 4, % € V. Bijektive orthogonale Abbildungen wollen wir
auch orthogonale Transformationen nennen. O

Die orthogonalen Abbildungen sind stets injektiv, weil aus f(v) = 0
ja (f(¥), f(¥)) = (¢,0) = 0 und damit ¥ = 0 folgt. Orthogonale Ab-
bildungen zwischen endlichdimensionalen Raumen gleicher Dimen-
sion sind also bijektiv und daher orthogonale Transformationen.
Die Inverse eine solchen Transformation ist natiirlich ebenfalls or-
thogonal, die orthogonalen Transformationen sind schon wirklich
die ‘Iso-Morphismen’ der Kategorie. Eine orthogonale Transforma-
tion f : V — W iibertriagt gewissermaflen die ganze orthogonale
lineare Algebra von V in die von W.

Lemma: Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen euklidischen
Vektorrdumen ist genau dann orthogonal, wenn sie die Norm erhalt,
also || f(D)|| = ||7]| fiir alle ¥ € V erfiillt.

BEWEIS: Normerhaltung ist natiirlich notwendig fiir Orthogona-
litat, dass sie aber bereits hinreichend ist, folgt aus

(f@), f@) = s(IF@+ )~ 1@ = I @)
gl + 3> — [l — [1a1*)

= <U, 77)7

also mit Hilfe der Rekonstruktion des Skalarproduktes ( , ) aus
seiner quadratischen Form ||..]|> durch Polarisierung. O

Beachten Sie, dass Orthogonalprojektionen P : V — V4, aufler im
trivialen Falle Vy = V| keine orthogonalen Abbildungen im obigen
Sinne sind, auch wenn sie manchmal sogar orthogonale Projektionen
genannt werden. Das vielbeschéaftigte Wort “orthogonal” ist eben
ein wenig iiberstrapaziert, da ergeben sich solche Kollisionen.!

Orthogonalitit einer Abbildung erkennt man auch daran, wie die
Abbildung mit einer ON-Basis umgeht. Ist (¥y,...,7,) eine ON-
Basis von V, so muss, wenn f : V — W orthogonal sein soll, ja
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jedenfalls (f(4), f(U;)) = (¥;,¥;) = di; gelten, und wegen der Bi-
linearitét des Skalarproduktes geniigt das auch. Bei endlichdimen-
sionalem V kénnen wir also sagen:

Lemma: Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ortho-
gonal, wenn sie eine ON-Basis in ein Orthornomalsystem iiberfiihrt.

0

Ein n-tupel (@, ..., w,) von Vektoren in einem euklidischen Vek-
torraum W ist hier natiirlich ein Orthonormalsystem oder kurz
ON-System genannt, wenn (w;, w;) = d;; gilt, also die Vektoren
alle die Lénge 1 haben und paarweise senkrecht aufeinander stehen.
Man nennt ein ON-System (y, ..., W,) auch ein n-Bein in W.

Da man bei gegebener Basis zur Konstruktion linearer Abbil-
dungen die Bilder der Basisvektoren beliebig vorgeben darf, und
da wir uns mit dem Gram-Schmidt-Verfahren ON-Basen und ON-
Systeme zu speziellen Zwecken mafischneidern kénnen, haben wir
in dem Lemma auch ein Mittel zur situationsgerechten Herstellung
konkreter orthogonaler Abbildungen.

Korollar 1: Eine reelle m x n-Matrix A : R® — R™ ist genau
dann orthogonal in Bezug auf das gewshnliche Skalarprodukt, wenn

ihre Spalten ein ON-System (dy,...,d,) in R™ bilden, wenn also
A*A = E,,, die n x n-Einheitsmatrix ist. a
1
at = 1
S 1
aj

Fiir quadratische Matrizen ist aber A'A = F gleichbedeutend mit
AA! = E und daher gilt:

Korollar 2: Eine reelle quadratische Matrix ist genau dann ortho-
gonal, wenn sie invertierbar und A=! = A? ist. O
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Definition: Die orthogonalen n x n-Matrizen bilden mit der Ma-
trizenmultiplikation als Verkniipfung die sogenannte orthogonale
Gruppe

O(n):={Ae M(nxnR)| A'A=E}.

Die Untergruppe SO(n) := {4 € O(n) | det A = 1} von O(n)
nennt man die spezielle orthogonale Gruppe. O

In dem selben Sinne von “Determinante gleich Eins” wird das Wort
speziell und der Buchstabe S auch in der Bezeichnung anderer Ma-
trizengruppen gefiihrt, zum Beispiel ist

SL(n,R):={A € GL(n,R) | det A =1}
die spezielle lineare Gruppe und
SUn):={AcU(n)|detA=1}

die spezielle unitdre Gruppe, der wir im Abschnitt 22.3 begegnen
werden. Im Falle der orthogonalen Gruppe aber sind die A € O(n)
selbst schon “beinahe speziell”, es gilt wegen A*A = E nimlich
| det A] = 1, und SO(n) ist deshalb auch die Gruppe der orientie-
rungserhaltenden orthogonalen Transformationen von R™ auf sich,
mit anderen Worten die Gruppe der Drehungen im R™ wihrend
O(n) aus allen Transformationen besteht, die sich aus Drehungen
und Spiegelungen erzeugen lassen.

Um die lineare Algebra in die Matrizensprache zu iibersetzen, be-
nutzt man Basen, und in der orthogonalen linearen Algebra sind
dafiir natiirlich die ON-Basen besonders zweckmafig. Die Basisiso-
morphismen von ON-Basen sind orthogonale Transformationen und
konservieren daher die auf das Skalarprodukt beziiglichen Verhélt-
nisse. So ist zum Beispiel eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorrdumen genau dann orthogonal,
wenn sie bezliglich ON-Basen durch eine orthogonale Matrix be-
schrieben wird. Insbesondere:
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Notation und Notiz: Fiir einen euklidischen Vektorraum V' be-
zeichne O(V) seine orthogonale Gruppe, d.h. die Gruppe der or-
thogonalen Transformationen von V auf sich. Sei nun & : R* 2 V
der Basisisomorphismus einer ON-Basis in V. Dann ist durch die
Zuordnung der Matrizen, f +— ® !o f o ®, ein Gruppenisomorphis-
mus

~

O(V) — O(n)

o

gegeben, ebenso SO(V) — SO(n) fiir die speziellen orthogonalen
Gruppen. O

Allein die Moglichkeit, eine ON-Basis zur Hand nehmen zu kénnen,
rechtfertigt oft schon die o0BdA-Annahme “sei V = R" und ( , ) das
iibliche Skalarprodukt.” Ob es aber jeweils klug ist, sich dergestalt
von den konkreten Objekten zu verabschieden, hangt ganz von den
Umstéinden ab.?

22.2  Selbstadjungierte Operatoren

Selbstadjungiertheit ist eine Symmetrieeigenschaft, was der Grund
dafiir sein mag, dass man diesen Operatoren so oft begegnet. Wegen
der einfachen Struktur ihrer Eigendaten ist die Wirkungsweise der
selbstadjungierten Operatoren besonders gut zu durchschauen, und
um ihre Eigenwerte und Eigenraume soll es in diesem Abschnitt
deshalb auch gehen.

Definition: Ein Operator f : V — V auf einem endlichdimensio-
nalen euklidischen Vektorraum heifit selbstadjungiert, wenn

{f(@),0) = (@, [(7))

fiir alle @, v € V gilt. O
Bei gegebener ON-Basis (74, . ..,¥,) von V erkennt man die Selbst-
adjungiertheit des Operators f auch an der Symmetrie A = A!
seiner Matrix A, denn die aq, ..., an; sind ja die Koeffizienten von

f(%¥;) bei Entwicklung nach der Basis, also
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aij = (T, (7))

fiir jeden Operator, und daher gilt a;; = a;; genau dann, wenn die
Selbstadjungiertheitsbedingung fiir alle Basisvektoren und damit
iiberhaupt fiir alle Vektoren erfiillt ist. Halten wir das fest:

Notiz: Beziiglich einer ON-Basis sind die selbstadjungierten Ope-
ratoren genau die Operatoren mit symmetrischer Matrix. O

Uber die Eigenvektoren erhalten wir aus der Selbstadjungiertheit
sofort eine kostenlose, aber gleichwohl wichtige Vorinformation:

Lemma 1: Eigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten eines
selbstadjungierten Operators stehen immer senkrecht aufeinander.

BEwEIs: Aus f(4) = Ad und f(¥) = pv folgt
09 = (7@),9) = (@ F@) = (),
also (A — p){(@, &) = 0, und im Falle A # p daher @ L . O

Die Eigenrdume stehen daher paarweise senkrecht aufeinander, ihre
Summe, sowieso direkt, ist sogar eine orthogonale Summe:

Ey +-+E\, =E\O...QE\,

wobei Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte des selbstadjungier-
ten Operators bezeichnen.

Wenn wir also ON-Basen der Eigenrdume aneinanderreihen, so
erhalten wir eine ON-Basis der Summe, und wiissten wir, dass f
diagonalisierbar ist, so wire das sogar eine ON-Basis von ganz
V aus Eigenvektoren von f. Eine traumhaft schéne Basis fiir das
orthogonal-linear-algebraische Arbeiten mit dem Operator! Und ei-
ne solche Basis kann man immer haben, jeder selbstadjungierte
Operator ist diagonalisierbar:

Satz: Jeder selbstadjungierte Operator f auf einem endlichdimen-
sionalen euklidischen Vektorraum V besitzt eine ON-Basis aus Ei-
genvektoren.
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BEWEIS: Induktion nach der Dimension n von V. Der Induktions-
beginn bei n = 1 ist trivial, und fiir den Induktionsschluss von n—1
auf n brauchten wir nur zu zeigen, dass f iiberhaupt wenigstens
einen Eigenvektor ¥ € V hat. Denn wegen der Selbstadjungiertheit
bildet f den n — 1-dimensionalen Untervektorraum V; := v+ C V
in sich ab:

(f(@), o) = (i, f(®)=@)=0

Selbstadj.

fur alle ¥ € V. Nach Induktionsannahme besitzt der selbstad-
jungierte Operator f|Vp : Vo — V; schon eine aus Eigenvekto-
ren bestehende ON-Basis (¢4, ..., 7,-1) von Vg, und erginzt durch
U, = U/||7]| ergibe das die gewiinschte ON-Basis aus Eigenvekto-
ren flir ganz V.

Gangz dhnlich waren wir seinerzeit beim Beweis des Satzes von
Sylvester in 12.1 vorgegangen. Damals brauchten wir als Startkapi-
tal nur irgend einen Vektor ¢ mit q(v) # 0, jetzt brauchen wir irgend
einen Eigenvektor von f. Aber wahrend eine von Null verschiedene
quadratische Form trivialerweise einen Vektor mit ¢(v) # 0 haben
muss, ist die Existenz eines Figenvektors von f gar nicht trivial.
Wenn man Operatoren ohne Eigenvektoren schon durch Drehung
im R? herstellen kann, wieso sollte es unméglich sein, einen selbstad-
jungierten Operator ohne Figenvektoren zu finden, vielleicht durch
eine raffinierte Konstruktion in einem hochdimensionalen R™?

OBdA sei V = R™ mit dem iiblichen Skalarprodukt! Dann ist
der Operator also durch eine symmetrische Matrix A : R® — R”
gegeben, und wir sollen zeigen, dass das charakteristische Polynom
P4()) eine reelle Nullstelle hat, denn diese wére dann ein Eigen-
wert von A. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt P,
jedenfalls eine komplexe Nullstelle v + iw € C, das ist demnach ein
Eigenwert der C-linearen Abbildung A : C* — C7?, als die ich A
wegen R C C auch lesen kann. Das heift aber, dass es einen von
Null verschiedenen Vektor 7 = @ + i € C" mit

AT+ i0) = (v + iw) (¥ + i7)
gibt. Sortiert nach Real- und Imaginérteilen ergeben sich daraus
die beiden reellen Vektorgleichungen
Ad =y — w¥
AT = wil + U.
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Noch haben wir die Symmetrie von A nicht ausgenutzt, das tun wir
aber jetzt indem wir nachschauen, was A4 - ¥ = 4 - AU fiir uns in
Bereitschaft hilt. Jedenfalls folgt

VI T —w¥-T=wil -8+ v0 -,

i

also w(@ -4 +7-¥) = 0, und da ||i]|* + ||]|* wegen Z # 0 nicht Null
sein kann, folgt w = 0, also ist die Nullstelle reell und v € R ein
Eigenwert von A. O

Die restlichen Aussagen dieses Abschnittes sind nur Folgerungen
aus dem Satze. Zuerst sei die Diagonalisierbarkeit der selbstadjun-
gierten Operatoren nochmals in reiner Matrizensprache wiederholt:

Korollar 1 (Orthogonale Diagonalisierung symmetrischer
Matrizen): Ist A eine reelle symmetrische n x n-Matrix, d.h. ist
A = A!, so gibt es eine orthogonale Matrix S € O(n), d.h. eine
n x n-Matrix mit S™! = S%, so dass D := S*AS in Diagonalgestalt
ist. O

Das Diagonalisieren, als eine Tétigkeit, umfasst in seinem vollen
Umfang das Auffinden einer solchen Matrix S und das Bestimmen
der Diagonalmatrix D. Oft ist aber nur eine Version ‘light’ gemeint,
indem nur nach D gefragt ist. Dann brauchen Sie nur die Eigen-
werte und deren Vielfachheiten zu finden, was natiirlich weniger
Arbeit macht. In die Diagonale muss jeder Eigenwert so oft einge-
tragen werden, wie die Vielfachheit angibt, jede Reihenfolge kann
vorkommen, wihlen Sie irgend eine.

Haben Sie aber auch die diagonalisierende orthogonale Transfor-
mation S € O(n) zu bestimmen, so berechnen Sie zu jedem der ver-
schiedenen Eigenwerte Aq, ..., A, von A zuerst, mit dem Gauflschen
Verfahren oder zu Fuf}, Basen der Eigenrdume, die Sie dann mit
dem Gram-Schmidtschen Verfahren zu ON-Basen der Eigenraume
orthonormalisieren. Diese ON-Basen von E), .. ., E), ergeben dann
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aneinandergereiht eine ON-Basis (4, . . ., @) von R™ aus Eigenvek-
toren von A, und

ist dann die gesuchte Matrix.

Geht es urspriinglich nicht um eine Matrix, sondern um einen
selbstadjungierten Operator f : V — V auf einem n-dimensionalen
euklidischen Vektorraum, so kommen noch zwei Arbeitsginge hin-
zu, ndmlich eine Transformation am Anfang und die Ricktrans-
formation am Schluss, wie bei der Bestimmung der Eigendaten
eines beliebigen Operators im Abschnitt 21.2. Nur nimmt man
jetzt eine ON-Basis von V, um f durch eine symmetrische Ma-
trix A zu beschreiben. Der Basisisomorphismus @ : R® 2 V dieser
Hilfs-ON-Basis verwandelt am Ende dann die errechnete ON-Basis
(t,...,Uy) im R™ in eine ON-Basis (4, ...,%,) von V aus Eigen-
vektoren von f, und ¥ := ®0 5 : R"* — V ist dann die orthogonale
Transformation, die f zu D = ¥ o f o ¥ diagonalisiert.

Im endlichdimensionalen Falle bilden die Eigenwerte das sogenann-
te Spektrum eines Operators, und damit zusammenhingende Be-
griffe fithren deshalb oft das Beiwort spektral, so auch im folgenden
Korollar.

Korollar 2 (Spektraldarstellung selbstadjungierter Opera-
toren): Sei f : V — V ein selbstadjungierter Operator auf einem
endlichdimensionalen euklidischer Vektorraum und Ay, ..., A, seine
verschiedenen Eigenwerte. Ferner bezeichne P, -V — E) C 'V die
Orthogonalprojektion auf den k-ten Eigenraum. Dann gilt

F=> XP
k=1
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BEWEIS: Ist ¥ € E),, so gilt

o 7 firk=1
Pi(v) = { 0 sonst,

denn die Eigenrdume stehen ja senkrecht aufeinander. Fiir v € Ej,
ist also

D XNePe() = M\ = f(9),
k=1

daher haben f und > A\, Py dieselbe Wirkung auf Eigenvektoren,
und weil es eine Basis aus Eigenvektoren gibt, auf alle Vektoren.[d

Die Spektraldarstellung fiihrt uns den einfachen Mechanismus eines
selbstadjungierten Operators abermals vor Augen. Die Eigenrdume
E,,,...,E, denken wir uns wie aufeinander senkrecht stehende
‘Koordinatenachsen’, nur dass sie vielleicht nicht ein-, sondern der
Vielfachheit gemifi hoherdimensional sein mogen. Auf der einzel-
nen ‘Koordinatenachse’ E, operiert f einfach durch Multiplikation

E,\Q, )\2>1 E,\2
E,\l, O<Ai<l E>\1
Testobjekt Sphére Nach der Transformation

Will man daher f auf ein beliebiges ¥ € V anwenden, so zerlegt
man es erst gemaf

V:EA1®...®E)‘T

in seine Eigenkomponenten: ¥ = Pi¥ + --- 4+ F.¥, und damit er-
gibt sich f(¥) = M0+ - -+ A\ B4, So sollen Sie sich das Wesen
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der selbstadjungierten Operatoren auch anschaulich vorstellen und
nicht nur daran denken, dass sich beim Ausfithren eines gewissen
Rechenprogramms (charakteristisches Polynom, Nullstellen, Gauf3-
Verfahren, Gram-Schmidt) eine orthogonale Matrix S ergeben wer-
de, die A zu D = S*AS diagonalisiert.

Es gibt aber noch einen anderen Grund, aus dem Sie die Spekt-
raldarstellung schétzen sollen. Die selbstadjungierten Operatoren in
endlichdimensionalen Raumen sind zwar ein Grundpfeiler der linea-
ren Algebra, aber ihre tiefere wissenschaftliche Bedeutung entfalten
die selbstadjungierten Operatoren erst im Unendlichdimensionalen.
Dort gibt es kein charakteristisches Polynom mehr, an die Stelle
von Eigenwerten, die nicht jeder selbstadjungierte Operator haben
muss, tritt das allgemeinere Spektrum, Sie erkennen die Theorie
kaum wieder — aber die Spektraldarstellung ist noch da, wenn auch
in verallgemeinerter (Integral-)Form, und bietet Thnen eine Briicke
des heuristischen Verstdndnisses von der endlichdimensionalen zur
unendlichdimensionalen Situation.

22.3 Die Hauptachsentransformation

Zu den Anwendungen der orthogonalen Diagonalisierbarkeit der
symmetrischen Matrizen gehort auch die sogenannte Hauptachsen-
transformation der quadratischen Formen. Eine reelle symmetrische
nxn-Matrix B beschreibt ja durch

Qp:R* - R, ¥ I'BZ

eine quadratische Form auf dem R™, und ist nun S € O(n) eine B
diagonalisierende orthogonale Matrix, also

A1
StBS = ) = H
An

so nimmt @p o S : R® — R die einfache Gestalt

QpoS(Z) =22+ + \22
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an, denn Qg(S(%)) = (S7)!B(S%) = #S'BST = 7*DZ. Man sagt
dann, man habe Qg mittels S auf Hauptachsen transformiert, und
die ganze Prozedur heifit die Hauptachsentransformation der qua-
dratischen Form, obwohl es eigentlich die orthogonale Transforma-
tion S ist, die den Namen Hauptachsentransformation verdiente.

Wenn Sie also eine Hauptachsentransformation einer quadrati-
schen Form (g auf dem R™ auszufiilhren haben, so gehért dazu
auch die Bestimmung der diagonalisierenden orthogonalen Matrix
S, es sei denn es wird nur das Endergebnis Ajzf + - -+ + A\,22 von
Ihnen verlangt, wozu Sie natiirlich wieder nur die Eigenwerte von
B und deren Vielfachheiten zu wissen brauchen.

Mathematisch ist die Hauptachsentransformation also gegeniiber
der orthogonalen Diagonalisierung symmetrischer Matrizen nichts
Neues, aber sie hat eine geometrisch-anschauliche Seite, die wir jetzt
einmal betrachten wollen. Die Hauptachsentransformation S€O(n)
erschlieBt uns die durch die komplizierte Gleichung

n
> by =c
=1

beschriebene Teilmenge Q5'(c) C R™ als das Bild unter S der durch
die ganz einfache Gleichung \x? + - -- + \,22 = ¢ gegebenen:

In Zn

I

— .
7

)\11‘%4—----!-)\”23%:6 Zbijiﬂil‘jzc

Wirkung der Hauptachsentransformation S

Denn erfiillt # die Gleichung # DT = ¢, so ST wegen D = S!BS
die Gleichung (SZ)*B(SZ) = ¢ und umgekehrt oder kurz: S trans-
formiert die Niveaus von (g o .S in die von @ selbst.
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Schauen wir uns deshalb die geometrischen Figuren, die durch
Gleichungen des einfachen Typs Az? + -+ + A\,22 = ¢ gegeben
sind, jetzt einmal systematisch an. Dazu geniigt es offenbar, die
Fille ¢ = 1 und ¢ = 0 betrachten, denn durch ¢ # 0 kénnen wir ja
dividieren. Auerdem wollen wir zu groferer Ubersichtlichkeit die 7
Variablen neu als x1, ..., %y, ¥1,...,Ys, 21, - - - , 2 benennen und zwar
so, dass die Quadrate der z-Variablen einen positiven Koeffizienten
haben und die der y-Variablen einen negativen, wihrend die z-
Variablen die mit dem Koeflizienten Null sind, also in der Gleichung
gar keine Rolle spielen.

Die beiden Fille ¢ = 1 und ¢ = 0 wollen wir durch die Worte
reguldr und singuldr unterscheiden, wir nennen

x_%+...+x_£_y_%_..._g§:1
a? az b b?

den reguldren und
ﬁ+...+ﬁ_yi_..._g§:0
a? a? b} b2

den singuldren Typ der Normalformen quadratischer Gleichun-
gen, um die es uns jetzt geht. Dabei ist also r + s+t = n und
7,5, > 0 zu denken, sowie alle a; > 0 und b; > 0.

Einige Fille diirfen wir sogleich als uninteressant oder jedenfalls
ganz einfach abhaken: Im Falle t = n stellen die Gleichungen gar
keine Bedingung, beschreiben also den ganzen Raum, im Fall s = n
ist die regulare Gleichung nicht erfiillbar, beschreibt also die leere
Menge, wiahrend sowohl fiir » = n als auch fiir s = n die singuldre
Gleichung nur vom Nullvektor erfiillt wird, die beschriebene Menge
besteht nur aus diesem einen Element.

Beginnen wir die Besichtigung der interessanten Félle mit der
reguléren Gleichung fiir » = n, also mit

2 2

T Z

1
ottt =1
as a2

Fir n = 2 nennt man das die Gleichung einer Ellipse mit den
Halbachsen a; und ao, fir n = 3 die Gleichung eines Ellipsoids
mit den Halbachsen a1, ay und as.
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I

~_ |

Ellipse Ellipsoid

Im allgemeinen Fall spricht man eben von einem (n — 1)-dimensio-
nalen Ellipsoid im R™ mit den Halbachsen a4, .. ., a, und akzeptiert
gegebenenfalls eine Skizze mit der Beschriftung ‘x,-Achse’ an der
dritten, also letzten Koordinatenachse, was bleibt einem anderes
ibrig?

Es ist aber auch wirklich keinerlei hoherdimensionale Heimtiicke
von den Ellipsoiden zu befiirchten, denn sie gehen ja durch blofle
Umskalierung der Koordinatenachsen aus der gewohnlichen Ein-
heitssphiire $*~! C R” hervor, genauer: die Transformation

ay
:R” — R7,
Qp,

die den Einheitswiirfel [0,1]" zu dem Quader [0,a:] X - x [0, ay]
macht, fiihrt S”! in das Ellipsoid iiber.

Bleiben wir noch bei ¢ = 0, also r + s = n, aber jetzt sei
0 < r < n. Dann sind sowohl die reguldre als auch die singulére
Gleichung interessant. Die regulire Gleichung

2 2 2 2
x x Y Yn—
1 1 r
_2+...+_T___..._ n
ay

2R R,

beschreibt jetzt ein (n — 1)-dimensionales Hyperboloid im R™, die
singulére Gleichung

2 2 2 2
z 2y ya_
_; A2 R nT

ce 3 > 5
ay ar bl bnfr
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den zugehorigen verallgemeinerten Doppelkegel, dem sich das Hy-
perboloid asymptotisch ndhert. Wiederum geht der allgemeine Fall
aus dem Spezialfall a1 = --- = a, = by = --- = b,_, = 1 durch
blofles Umskalieren der Koordinatenachsen hervor.

Vor allem muss man einmal den Fall n = 2, r = 1 verstehen.

y 4 Anstieg 1 y

\\ Anstieg %/
1 T / a \\x

2 2

Standardhyperbel 22 — y? = 1 Hyperbel & — ¥ =1

In hoheren Dimensionen sind das Standard-Hyperboloid und sein
Doppelkegel, also vor dem Umskalieren mit der Diagonalmatrix aus
den ay, ..., b,_,, durch ||Z||? - |#]|* = 1 bzw. ||Z]|* — |#]|* = O gege-
ben und lassen sich deshalb durch dieselbe Skizze wie im Falle n = 2
andeuten, wenn man bereit ist, an die beiden Koordinatenachsen
die Beschriftungen R" und R"™" anzubringen. Eine realistischere
Vorstellung geben aber die Féllen =3, r =2und n=3,r=1:

y1-Achse x1-Achse

2

Einschaliges Hyperboloid Zweischaliges Hyperboloid
wit+ag—yi=1 o -y -y =1

Betrachtet man alle Niveaus von Q(z,v, 2) := 2% +y% — 2? auf dem
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R3 (jetzt mit der iiblichen Koordinatennotation), also die Gleichung
2? +y% — 22 = ¢ nicht nur fiir ¢ = 1 und ¢ = 0, so kommen beide
Typen von Hyperboloiden dabei vor, weil ja z.B. fiir ¢ = -1 die
Gleichung zu —x2 — y? + 22 = 1 wird:

z-Achse

c<0

Niveaus 22 + y2 — 22 =¢,ce R

Durch Achsenskalierungen und anschliefende geeignete Drehung
kann man daraus die Familie der Niveaus jeder quadratischen Form
(B gewinnen, deren Matrix zwei positive und einen negativen oder
zwel negative und einen positiven Eigenwert hat.

S
—
)\lx% + )\2(E% + )\21’% =c Z?,j:l bi]':lii:tj =c

Unsere Besichtigung der Standardtypen ist komplett, wenn wir auch
noch den Fall anschauen, dass unbeteiligte Koordinaten 2q,..., 2
vorhanden sind, 0 < ¢ < n. Das ist aber ganz einfach, denn ganz
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gleich, ob es sich um den reguliren oder den singuldren Gleichungs-
typ handelt, die Gleichung beschreibt eben M x R?, wenn M C R™$
die Teilmenge ist, die im Raume der echt beteiligten Koordinaten
durch die Gleichung beschrieben wird:

unbeteiligter Z-Raum unbeteiligter zZ-Raum

C 1> /D — ]

Z-Raum Z, j-Raum

|
— — N

Geometrische Rolle der unbeteiligten Koordinaten

Habe ich Thnen nun schon so viel iiber die Hauptachsentransforma-
tion der quadratischen Formen im R”™ erzéhlt, dass die Mathematik
dariiber beinahe zum Stillstand gekommen ist, so sollten Sie hier
auch finden, was die Hauptachsentransformation iiber die allgemei-
neren quadratischen Gleichungen zu sagen hat, in denen auch [i-
neare Terme vorkommen. Blittern Sie indessen ruhig schon weiter,
falls Sie in File sind.

Unter einem quadratischen Polynom auf dem R™ versteht man
eine Summe f = Qp + ¢ + ¢ aus einer quadratischen Form, ei-
ner linearen Form (d.h. eine linearen Funktion ¢ : R* — R) und
einer Konstanten. Was fiir eine Teilmenge des R™ beschreibt die
quadratische Gleichung f(%) = 07

Bewirkt S € O(n) die Hauptachsentransformation fiir Qp, und
bezeichnen wir die Koordinaten wieder mit den Buchstaben z, y
und z je nachdem, ob sie in Qg o S mit einem positiven, negativen
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oder gar keinem Term eingehen, so konnen wir
foS=QpoS+ypoS+ec
auf R” = R” x R® x R? jedenfalls in der Form

HS(E,7.2) = Nzi+ -+ Nay — myi — - — byl
Furxy + - F UL F Uy Ul
Gwizy + o wze +c

mit positiven A; und p; schreiben. So weit kommt man ohne nach-
zudenken.
Man kann dariiber hinaus aber .S so wahlen, dass

'lUtSO und w1=~-~:wt_1:O

ist. Das liegt daran, dass es der quadratischen Form Q)5 ganz gleich-
giiltig ist, welche Transformationen im Raum R! der unbeteiligten
Koordinaten etwa vorausgehen. Erfiillt ndmlich S diese zusatzliche
Forderung noch nicht im ersten Anlauf, so wihle man eine ortho-
gonale Transformation S’ : R — R?, die den letzten Einheitsvektor
¢, € R? in die Richtung von —1 € R? dreht. Dann ist durch

~ 0

019

eine Hauptachsentransformation S € O(n) von Qg definiert, die
das gewiinschte leistet, und deshalb diirfen wir c0BdA annehmen,
S selbst habe das gleich getan.

Nun setzen wir einen Schritt, der im Falle einer quadratischen
Gleichung ohne linearen Term keine Vereinfachung hitte bringen
konnen, weshalb bisher noch keine Rede davon war. Wir lassen
auch Translationen im R™ zu, wenn sie die Gleichung vereinfachen
helfen. Die richtige Translation findet man mit Hilfe eines Tricks,
den Sie aber gewiss von der Schule her kennen, namlich mittels
quadratischer Ergdnzung, also der Beobachtung

Uy

2 u?
2 = A ( _) S
A1z + wy 1z + o8 Y
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usw. Auf diese Weise saugen die Quadrate die linearen Terme 4 - &
und ¥ - i auf, ohne sonst etwas zu dndern aufler dem konstanten
Term. Etwas praziser gesagt: ist T : R® — R"™ die Translation um
den Vektor

(_ Uy _UT (%1 Vg
20T T

0,...,0)6]R”,

so ist f oS oT von der vereinfachten Gestalt

=

(Z,9,2) = Mzt + -+ Na? =y — o — syl Fwez +

Hier gabelt sich der Weg. Entweder es ist w; = 0, dann ist gar kein
linearer Term mehr da, und (f o S o T)~1(0) ist eine der oben be-
handelten Mengen, ein Ellipsoid oder Hyperboloid oder ein Kegel
usw., aus der dann durch Anwendung der Translation und der or-
thogonalen Transformation die gesuchte Menge f~1(0) C R" selbst
hervorgeht.

Oder aber es ist w; < 0, nach der oben getroffenen Wahl von
S. Dann kénnen wir durch eine Translation in z-Richtung zuerst
den konstanten Term zu Null machen, da w;z; + ¢ = w(z; -+ ¢ /wy)
ist, und erhalten dann nach Division durch das positive —w; einen
neuartigen Gleichungstyp, ndmlich

SRR S N

2t = 5 ’
a? a2 b b?

den wir parabolisch nennen wollen. Die dadurch beschriebene Teil-
menge von R™ geht also durch Translation und orthogonale Trans-
formation in die Nullstellenmenge f~1(0) der urspriinglichen qua-
dratischen Gleichung tiber, daher unser Interesse daran.

Durch Umskalierung der #, f-Koordinatenachsen geht die Glei-
chung in die noch einfachere Gleichung

2 = ||Z|* ~ 17]°
iiber. Sie beschreibt den Graphen der durch

(&, 7,215+ s 20-1) = [IZI° = 19117
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definierten quadratischen Form auf dem R?»!. Fiirn =2, r = 1 ist
es einfach der Graph der Normalparabel, z = z2. Im Falle n = 3
und r = 2 bzw. r = s = 1 spricht man vom elliptischen bzw.
hyperbolischen Paraboloid.

Elliptisches Paraboloid Hyperbolisches Paraboloid

Die quadratischen Gleichungen ohne linearen Term hatten wir in
reguldre und singulére eingeteilt, wollen wir das bei den allgemeinen
quadratischen Gleichungen auch tun, so miissen wir die paraboli-
schen Gleichungen zu den reguliren Gleichungen rechnen.?

Bisher haben wir in diesem Abschnitt nur von quadratischen
Formen und quadratischen Polynomen auf dem R"™ gesprochen.
Sind wir stattdessen auf einem n-dimensionalen euklidischen Vek-
torraum V und betrachten dort quadratische Formen ¢ : V — R
und quadratische Polynome g+ ¢+ ¢, so fiihrt uns eine orthogonale
Hilfstransformation ® : R® — V in den R™ zuriick. Statt S bzw.
S oT benutzen wir am Ende dann ® o0 S bzw. ®o SoT, um die Be-
ziehung zwischen den Musterobjekten und den realen Objekten in
V herzustellen, wie wir es ja bei den selbstadjungierten Operatoren
auch schon getan haben:
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Unter der Hauptachsentransformation fiir q ist dann die or-
thogonale Transformation ® 0.5 : R® — V zu verstehen.

Nach all diesen rechnerischen Details wollen wir zum Schluss das
begriffliche Verhiltnis zwischen selbstadjungierten Operatoren und
quadratischen Formen genauer ins Auge fassen. Irgendwie schei-
nen diese mathematischen Objekte nahe miteinander verwandt zu
sein, im R™ jedenfalls sind sie beide durch symmetrische Matrizen
beschreibbar.

Lemma: Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum.
Die Zuordnung, die jedem selbstadjungierten Operator f auf V die
durch

g5 (7) = (T, f(V))

gegebene quadratische Form zuordnet, ist ein Isomorphismus vom
Vektorraum der selbstadjungierten Operatoren auf den Vektorraum
der quadratischen Formen auf V.

BewEIs: Die zu g; gehorige symmetrische Bilinearform ist durch
B (¥, W) := (¥, f(W)) gegeben. Die Zuordnung f — ¢y ist offenbar
linear, und sie ist injektiv, denn aus q; = 0 folgte By = 0, d.h.
(@, f(&)) = 0 fur alle ¥, w € V, insbesondere also {f(&), f(w)) =0
fir alle @ € V, also f = 0. Bleibt zu zeigen, dass sich zu jeder
beliebigen quadratischen Form ¢ auf V' auch ein selbstadjungierter
Operator f mit ¢(¥) = (¥, f(¥)) finden lasst.

Sei also ¢ eine quadratische Form und § ihre symmetrische Bi-
linearform. Wihle irgend eine Hilfs-ON-Basis (1, ...,7,) von V.
Dann ist durch b;; = B(¥;, ¥;) bekanntlich die Matrix B von ¢ de-
finiert, und es sei nun f : V — V der selbstadjungierte Operator
mit derselben Matrix beziiglich dieser ON-Basis. Dann gilt aber

bij = (@i, £(7))),
also (0, w) = (¢, f(wW)) fiir die Basisvektoren und folglich fiir alle,
insbesondere ¢(v) = (¥, ¥) = (¥, f(T)). d

Beachten Sie, dass der so zu gegebenem q konstruierte selbstadjun-
gierte Operator f mit ¢ = g von der Wahl der benutzten Hilfs-ON-
Basis nicht abhingt*, da es wegen der Injektivitit sowieso hochstens
ein solches f geben kann.
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Dieses Lemma betont und prézisiert die Verwandtschaft zwi-
schen selbstadjungierten Operatoren und quadratischen Formen. Es
gibt aber einen guten Grund, sie trotzdem nicht einfach als zwei Er-
scheinungsformen ein und derselben Sache aufzufassen. Von selbst-
adjungierten Operatoren auf V kann man namlich nur reden, wenn
ein Skalarprodukt auf V' gegeben ist, es ist ein Begriff aus dem
Bereich der euklidischen Vektorrdume. Quadratische Formen dage-
gen brauchen das Skalarprodukt nicht, sie sind auf gewdhnlichen
reellen Vektorrdumen zu Hause. Der in dem Lemma beschriebene
Isomorphismus

Selbstad(V,(, )} — Quad(V)

hangt vom Skalarprodukt wirklich ab, ein und derselben quadrati-
sche Form ¢ auf V' entsprechen beziiglich verschiedener Skalarpro-
dukte i.A. auch verschiedene Operatoren V — V.

Habe ich also als Mathematiker mit einer quadratischen Form ¢
auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' zu tun und
bevorzuge ich keines der vielen moglichen Skalarprodukte auf V,
so verlangte die Ubersetzung in einen selbstadjungierten Operator
zuvor den Willkiirakt der Wahl des Skalarproduktes, deshalb bleibe
ich, solange nichts dagegen spricht, bei der quadratischen Form.

In den Vektorrdumen der Physik ist aber oft ein ausgezeichne-
tes, physikalisch gegebenes Skalarprodukt présent und bietet sei-
ne Dienste zu solchen Ubersetzungen jederzeit an, wodurch dann
zum Beispiel quadratische Formen und selbstadjungierte Operato-
ren auch intuitiv als verschiedene Beschreibungen desselben physi-
kalischen Begriffs empfunden werden.

Ein gutes Beispiel dafiir ist der Trdgheitstensor eines starren
Korpers, den Sie einerseits als die quadratische Form

G [(@) = 2T
auffassen konnen, die dem Drehvektor o die (doppelte) kinetische
Energie zuordnet, andererseits als den Drehimpuls-Operator

& (@) = L.
Zwischen beiden vermittelt “das” Skalarprodukt wie in dem obigen

Lemma, und so werden sie als ein und derselbe Tensor zweiter Stufe
aufgefasst.®
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22.4 Unitare Vektorraume

Die unitdren Vektorrdume sind das komplexe Analogon der euklidi-
schen Vektorrdume, so wie C™ das komplexe Analogon von R" ist,
und die hermiteschen Operatoren in endlichdimensionalen unitiren
Vektorraumen sind das komplexe Analogon der selbstadjungier-
ten Operatoren in endlichdimensionalen euklidischen Vektorrdum-
en, und wie fiir diese gilt auch fiir die hermiteschen Operatoren eine
Spektraldarstellung

=2 MNP
=1

Das alles, samt Beweisen, ist so gleichlautend zum schon behandel-
ten reellen Fall, dass es in der Anféngervorlesung fiir Mathematiker
nicht immer ausfiihrlich besprochen wird, weil mancher Dozent —
und nicht zu Unrecht — meint, es geniige fiir’s Erste, wenn die
Horer diese 1deen und Methoden einmal gesehen haben, und an-
statt alle Akteure noch einmal im komplexen Kostiim auftreten zu
lassen, wollen wir lieber etwas Neues lernen.

Fir Physiker sieht das indessen etwas anders aus. Mitten in der
heutigen Physik steht ihr Kraftzentrum, die Quantenmechanik, und
mitten in der Quantenmechanik die Observablen im Hilbertraum
der Zusténde. Die endlichdimensionalen unitéren Vektorrdume aber
sind Spielzeugmodelle des Hilbertraums und die hermiteschen Ope-
ratoren darin sind Spielzeugmodelle der Observablen, und damit
sollte man schon vertraut sein, bevor man den richtigen Observa-
blen begegnet.

Sei also V' ein C-Vektorraum. Von einer komplexen Bilinearform
{,):VxV — C wird man nicht verlangen kénnen, sie solle positiv
definit sein, denn wenn (7, ¥) schon einmal positiv ist, (¥,7) > 0,
SO muss ja
(39, i0) = i*(0,¥) = —{(#,7) < 0

sein. Das komplexe Analogon zum Skalarprodukt ist deshalb auch
keine Bilinearform, sondern eine sogenannte Sesquilinearform, li-
near in der einen, aber semilinear oder antilinear in der anderen
Variablen:
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Definition: Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung
(,):VxV->C

heifit eine Sesquilinearform, wenn sie in jeder der beiden Varia-
blen zwar additiv ist, aber

(AT, ) = X@ @) und
(T, ) = M@, w)
fiir alle ¥, @ € V und alle X € C gilt. ]

So eine Form ist also in der zweiten Variablen C-linear, in der er-
sten aber C-semilinear, insgesamt daher nicht bilinear, sondern nur
‘anderthalbfach’ (‘sesqui-’) linear.

In der Mathematik ist die héufiger benutzte Konvention, dass
eine sesquilineare Form in der ersten Variablen linear, in der zweiten
semilinear sein soll. Das ist ja nur eine Frage der Schreibweise, aber
immerhin sollen Sie wissen, dass es in der Literatur nicht einheitlich
gehandhabt wird. Da ich hier fiir Physiker schreibe, wende ich gerne
die Konvention an, die besser zu den Notationen der Physik zu
passen scheint.

Definition: Eine Sesquilinearform ( , ) auf V' heifit hermitesch,
wenn

fiir alle v, @ € V gilt. O

Hermitezitdt (benannt nach Charles Hermite, 1822-1901) ist das fiir
Sesquilinearformen sinnvolle Analogon zur Symmetrie. Eine rich-
tig symmetrische Sesquilinearform miisste ja in beiden Variablen
sowohl linear als auch semilinear und folglich Null sein. Unser Er-
satzbegriff verlangt deshalb, dass der Variablentausch die komplexe
Konjugation bewirkt. Insbesondere gilt fiir eine hermitesche Form
immer (¥, ¥) = (¥, 7), also ist (¥, ¥) immer reell. Gilt dariiber hinaus
(¥,7) > 0 fiir alle ¥ # 0, so nennt man die Form natiirlich positiv
definit.
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Definition: Unter einem wunitdren Vektorraum verstehen wir
ein Paar (V,( ,)) aus einem komplexen Vektorraum V' und einer
positiv definiten hermiteschen Sesquilinearform ( , ), einem her-
miteschen Skalarprodukt, wie man auch sagt. D

Standardbeispiel eines hermiteschen Skalarprodukts ist die durch

<’LE,Z> I:W'Z:wlzl“F"'—{’wnZn.

definierte positiv definite hermitesche Form auf dem C™. Versehen
mit diesem ‘iiblichen’ Skalarprodukt spielt der C™ ungefihr dieselbe
Rolle unter den unitdren Vektorrdumen wie der R mit dem iibli-
chen reellen Skalarprodukt unter den euklidischen Vektorrdumen.

Ich will nun nicht gerade sagen: Gute Nachricht 8: In unitdren Vek-
torrdumen geht alles genau so wie in euklidischen, aber die Grund-
idee ist das schon. Schauen wir uns das im Einzelnen an.

Wie in euklidischen Vektorrdumen nennt man Vektoren @, @ in
einem unitdren Vektorraum orthogonal oder senkrecht zuein-
ander, wenn (¥, w) = 0 ist, und man schreibt dafiir auch ¥ L .
Unter der Norm eine Vektors versteht man ||7]} := /{7, 7).

Basen (%4,...,%,) von V mit der Eigenschaft (¥, ¥;) = 4;; fiir
alle 4,7 = 1,...,n werden auch in unitidren Vektorrdumen Ortho-
normalbasen oder ON-Basen genannt. Bei der Entwicklung ei-
nes Vektors ¥ nach einer ON-Basis muss man ein wenig Acht geben,
dass man nicht versehentlich die komplex konjugierten Koeffizien-
ten erwischt, aber man leitet sich die Formel dafiir ja jederzeit leicht
aus dem Ansatz

17201171+"'+Cn’l7n

her, indem man auf beiden Seiten skalar mit ¥}, multipliziert, be-
quemer von links, weil (¥, ) : V — C linear ist:

(T, U) = ¢V, Up) = ek,

und deshalb lautet die Entwicklungsformel bei unserer Konvention
fiir die Sesquilinearitéit
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’l_)’:

NgE]

(T, TV

k=1

Entsprechend ist dann auch die Formel fir die Orthogonalpro-
jektion P : 'V — V; C V auf einen C-Untervektorraum V4 mit
einer ON-Basis (¢4, ...,7,) als

MWZEW%QQ

gegeben, und diese Formel ist dann auch im Induktionsschritt beim
Gram-Schmidt- Verfahren zu benutzen, mit dem man wie im
euklidischen Falle ein linear unabhéngiges System von Vektoren
sukzessive in ein ON-System verwandelt.

Auch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(i@, 9] < ||l - 17

gilt in unitdren Vektorrdumen, mit dem analogen BEWEIS: oBdA
sei ||| = ||7]] = 1, und oBdA sei auch noch (&, ¥) reell und nichtne-
gativ, was wir ja durch Multiplikation von % mit einem geeigneten
e, 6 € R erreichen kénnen. Dann ist insbesondere (%, ) = (7, @),
aus

<y

(@ — 7% — %) >0

folgt daher
(@, 1) + (0,7) > 2(4,9),,

also (&, ¥) < 1, was zu zeigen war.

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt wie in euklidi-
schen Vektorrdumen die Dreiecksungleichung.

Bei aller Analogie zu den euklidischen Vektorrdumen diirfen wir
nicht vergessen, dass unitidre Vektorraume kompleze Vektorrdume
und hermitesche Skalarprodukte komplezwertig sind. Betrachten
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wir zum Beispiel V := C? mit den beiden ‘komplexen Koordinaten-
achsen’ C x 0 und 0 x C und benutzen die drei Dimensionen unseres
Anschauungsraumes, um wenigstens die erste Achse in einer Skizze
realistisch als komplexe Zahlenebene darzustellen:

0xC

Cx0

Die Vektoren é1 = (1,0) und i€; = (i,0) in C x 0

Dann diirfen wir die unitdre Orthogonalitédt nicht mit der euklidi-
schen verwechseln, die uns die durch C = R? erméglichte Auffas-
sung von C? als R* nahelegen will: &; steht unitér nicht senkrecht
auf i€, es ist ja (i€, €;) = —i(€1,€1) = —i # 0. Das unitéire or-
thogonale Komplement &, also der Kern von (&),_) : V — C ist,
wie es die Dimensionsformel auch verlangt, ein komplex eindimen-
sionaler C-Untervektorraum von V', eben 0 X C, und nicht etwa ein
reell dreidimensionaler Raum.

Vom Beispiel zum allgemeinen Fall {ibergehend bemerken wir
zunéchst, dass wegen R C C jeder komplexe Vektorraum V, oh-
ne Anderung der zugrunde liegenden Menge V, auch als reeller
Vektorraum aufgefasst werden kann, einfach indem man das dritte
Bestimmungsstiick, die skalare Multiplikation C x V' — V| durch
deren Einschrinkung R x V' — V auf R x V ersetzt, also in frei-
williger Selbstbeschrankung nur noch mit reellen Skalaren A € R
multipliziert.

Bei der Bezeichnung dieses, halb scherzhaft auch Reellifizie-
rung des komplexen Vektorraums V genannten Vorgangs stolpern
wir nun doch einmal iiber die immer so bequem gewesene laxe No-
tation V fiir einen Vektorraum (V, +, -), denn der reellifizierte Vek-
torraum besteht ja noch aus denselben Vektoren und wére in dieser
Notation vom urspriinglichen komplexen Vektorraum nicht zu un-
terscheiden. Der elegante Ausweg ist, den reellifizierten Vektorraum
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mit Vg zu bezeichnen. Das hilft uns, den komplexen Vektorraum V
nicht mit dem reellen Vektorraum Vi zu verwechseln. Dass aber
trotzdem auch V = Vg gilt — fir die Mengen némlich — miissen
wir damit vereinbaren kénnen. Am Nachdenken dariiber kristalli-
siert sich manchem erstmals das wirkliche Verstindnis des Vektor-
raumbegriffs.®

Ist nun (V, (, )) ein unitérer Vektorraum, so ist der Realteil des
hermiteschen Skalarprodukts ein reelles Skalarprodukt auf Vg, al-
so (Vg,Re(, )) ein euklidischer Vektorraum. Beide Skalarprodukte
definieren offenbar dieselbe Norm, aber das unitdre Senkrechtste-
hen (&, ¥) = 0 ist eine stirkere Forderung als nur das euklidische
Senkrechtstehen Re(#, ) = 0.

Aus einer Basis (¥, ...,%,) eines komplexen Vektorraums V
erhdlt man durch (y,ity, ..., ¥,,¥,) immer eine Basis der Reel-
lifizierung V. Insbesondere verdoppelt sich beim Reellifizieren die
Dimension! Wie ist das im Hinblick auf V' = Vi anschaulich zu ver-
stehen? Nun, es handelt sich ja nicht um denselben Dimensionsbe-
griff: V' hat die kompleze Dimension n und Vg die reelle Dimension
2n, das ist schon richtig.

Ist nun V ein unitdrer Vektorraum und (%71, .. ., 4,) eine unitére
ON-Basis fiir V, so ist (,4%1,. .., 0, it,) auch eine euklidische
ON-Basis fiir V.

Reellifiziert man den unitéren Vektorraum C" mit dem {ibli-
chen hermiteschen Skalarprodukt zu dem euklidischen Vektorraum
(C2,Re(, }) so erhiilt man auch wirklich, liest man C = R?, den
iiblichen euklidischen Vektorraum RZ", womit wir fiir n = 2 wieder
bei unserem Ausgangsbeispiel angelangt wiren.

Das unitdre Gegenstiick zu den orthogonalen Abbildungen zwi-
schen euklidischen Vektorrdumen sind die unitdren Abbildungen
f:V — W zwischen unitdren Vektorrdumen, das sind die C-linea-
ren Abbildungen, die das hermitesche Skalarprodukt erhalten, d.h.

(f(@), f(@)) = (4, V)

fiir alle , ¥ € V erfiillen. Wie die orthogonalen Abbildungen sind sie
stets injektiv, und daher zwischen unitéren Vektorrdumen gleicher
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endlicher Dimension automatisch bijektiv. Bijektive unitare Abbil-
dungen haben offensichtlich auch eine unitare Inverse, wir nennen
sie unitdre Transformationen. Die Gruppe U(V') der unitéren
Transformationen eines unitidren Vektorraumes auf sich selbst heifit
die unitdre Gruppe von V.

Sind die unitdren unter den C-linearen Abbildungen zwischen
unitdren Vektorrdumen, so wie die orthogonalen unter den R-linea-
ren zwischen euklidischen Vektorraumen, schon durch die Norm-
erhaltung charakterisiert? So ist es. Zwar gibt die ibliche Polari-
sierungsformel im unitdren Fall wegen (@, ¥) + (7, %) = 2Re(, ¥)
zunéchst nur die Auskunft

I . ~
Re(d, ) = 5 (1@ +a)” — [l = 11°),

wonach normerhaltende (und additive) Abbildungen den Realteil
des hermiteschen Skalarproduktes erhalten, aber C-lineare normer-
haltende Abbildungen erhalten dann auch den Imaginérteil:

Im(f (@), f(¥)) = Re(if(d), f(¥)) sowieso,
= Re(f(id), f(¥)) da f C-linear ist,
= Re(itd, V) weil f die Norm erhalt,
= Im{#,v) SOWi€s0.
Ist (¥, ...,7,) eine (unitdre) ON-Basis von V, so ist eine C-lineare

Abbildung f : V — W in einen weiteren unitédren Vektorraum
natiirlich auch genau dann unitédr, wenn sie die Basis in ein ON-
System (f(#),..., f(¥,)) in W iberfiihrt, denn dann ist die For-
derung (f(@), f(?¥)) = (&, ) fir die Basisvektoren, wegen der Ses-
quilinearitat des Skalarprodukts also fiir alle Vektoren erfiillt.

Insbesondere ist eine komplexe m x n-Matrix A : C* — C™ ge-
nau dann eine unitire Abbildung zwischen den unitéren Standard-
Raumen, wenn ihre Spalten @y, .. ., @, ein ON-System in C™ bilden.
Da das hermitesche Standard-Skalarprodukt durch (i, %) := @t - 7
definiert ist, sind die Spalten genau dann ein unitdres ON-System
in C™, wenn A'A = E, gilt.

Sie sehen, weshalb man hier transponieren und zugleich kom-
plex konjugieren muss. Fiir diesen beim Rechnen in den unitéren
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Standard-Raumen oft vorkommenden Vorgang gibt es auch ein ei-
genes Symbol, den sogenannten ‘dagger’, den Dolch, im Deutschen
eher als ‘Kreuz’ gelesen:

Notation: Ist A eine komplexe m x n-Matrix, so wird die komplex
konjugierte Transponierte von A als

Al = At

geschrieben. ]

Eine Matrix ist also unitéir, wenn ATA = F ist. Fiir die quadrati-
schen Matrizen bedeutet das nichts anderes als AT = 471

Notiz und Definition: Die unitidren n x n-Matrizen bilden die
sogenannte unitdre Gruppe

Uln) :={Aec M(n xn,C)| AT = A7},

das ist also die unitare Gruppe des C". Die Untergruppe

SUn):={A€U(n)|det A=1}

heifit die spezielle unitire Gruppe. 0

Was haben die unitdren Gruppen mit den orthogonalen Gruppen
zu tun? Sei (V,( ,)) ein unitdrer Vektorraum und (Vg,Re( ,))
seine Reellifizierung. Eine C-lineare Abbildung f : V — V ist
als Abbildung f : Vg — Vi erst recht R-linear, und eine unitire
erst recht orthogonal, denn wenn das hermitesche Skalarprodukt
erhalten bleibt, dann auch dessen Realteil. Daher ist U(V, (, )) in
O(Vr, Re(, )) enthalten.

Wenn wir also recht erfasst haben, inwiefern C = R? gestat-
tet, die Reellifizierung des iiblichen unitdren C™ als den iiblichen
euklidischen R?" aufzufassen, wissen wir auch, wie

U(n) C O(2n)

zu lesen ist, und Sie kénnen das einmal testen, indem Sie etwa
iiberlegen, als welche orthogonale 4 x 4-Matrix die unitédre 2 x 2-

Matrix (? '6) aufzufassen wire.
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Allgemeiner bewirkt das Lesen von C} als R?™ eine Inklusion
M(n xn,C) C M(2n x 2n,R).

Mit der Matrizenmultiplikation, die ja nur die Verkettung der Ab-
bildungen bedeutet, ist diese Inklusion natiirlich vertraglich, aber
mit der Determinantenbildung nicht, wie sollte sie auch, ist doch
die Determinante reeller Matrizen immer reell. Und tatsidchlich ist
die ganze unitire Gruppe U(n) in SO(2n) enthalten,” und nicht
etwa nur die spezielle unitdre Gruppe, und es gilt U(1) = SO(2).

22.5 Hermitesche Operatoren

Nach all diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu den ‘Spielzeug-
observablen’, den hermiteschen Operatoren auf endlichdimensiona-
len unitdren Vektorrdumen und ihrer Eigenwerttheorie.

Definition: Sei (V, (, )) ein endlichdimensionaler unitéarer Vektor-
raum. Ein Operator, also eine C-lineare Abbildung f : V' — V heifit
hermitesch, wenn

(£(9),d) = (T, f(@))

fiir alle v, w € V gilt. O

Sie sehen, dass es sich um das unitdre Analogon zur Selbstadjun-
giertheit in euklidischen Vektorrdumen handelt, und hermitesche
Operatoren werden, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind,
oft auch einfach selbstadjungierte Operatoren genannt.

Lemma: Ein Operator f : V — V ist genau dann hermitesch, wenn
er beziiglich einer ON-Basis durch eine hermitesche Matrixz A
dargestellt wird, d.h. durch eine Matrix mit

A=Al

BEwEIS: Nach der Entwicklungsformel fiir Vektoren nach einer ON-
Basis im unitéren Vektorraum ist die Matrix durch a;; = (@, f(%}))
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gegeben, und deshalb bedeutet
Qi5 = Qg

nicht mehr und nicht weniger, als dass f die Hermitezitatsbedin-
gung fiir die Basisvektoren erfiillt, wegen der Sesquilinearitit des
Skalarprodukts daher fiir alle Vektoren. O

Die Eigenwerttheorie der hermiteschen Operatoren beginnt mit ei-
ner grundlegenden Feststellung:

Notiz 1: Alle Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell,
denn aus f(?¥) = A¥ folgt

(AT, 0) = (f (), 0) = (¥, £ (7)) = (¥, A0},

wegen der Sesquilinearitéit des Skalarprodukts also Al|#]|2 = A||7]|?
und fiir ¥ # 0 daher A = A O

Damit ergibt sich jetzt in Analogie zum euklidischen Fall, dass Ei-
genvektoren eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigen-
werten A # p unitdr orthogonal zueinander sind. Zunéchst wiirde
aus f(¥) = A0 und f(@) = pwd zwar nur

(AT, @) = (f(0), &) = (U, f(&)) = (¥, pd}),

also LX — w){¥, W) = 0 hervorgehen, aber nach der ersten Notiz ist
A = A, und deshalb ldsst A # p wirklich den Schluss (7, W) = 0 zu,
halten wir das fest:

Notiz 2: Eigenvektoren eines hermiteschen Operators zu verschie-
denen Eigenwerten sind unitdr senkrecht zueinander. |

Satz (unitire Diagonalisierbarkeit hermitescher Operato-
ren): Jeder hermitesche Operator auf einem endlichdimensionalen
unitdren Vektorraum besitzt eine unitdre ON-Basis aus Eigenvek-
toren.

BEWEIS: Wie im euklidischen Fall, nur noch einfacher, weil aus
dem Fundamentalsatz der Algebra wegen K = C die Existenz eines
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Eigenwertes ohne Umwege folgt. Wir wihlen also fiir den Indukti-
onsschluss von n— 1 auf n irgend einen Eigenvektor ¢ =: ¥, von der
Norm 1 und wenden die Induktionsannahme auf den hermiteschen
Operator
flot ot — ot

an, wobei wir uns nur zu vergewissern haben, dass f(#%) C #* auch
wirklich gilt und uns nicht das komplexe Umfeld dabei in letzter Mi-
nute etwa noch einen Streich spielt! Aber unbesorgt, aus ¥ L w folgt

(@, f(0)) = (f(¥),W) = (M, W) = X-0=0, also auch ¥ L f(&). OJ

Spezialisieren wir auf den Fall V = C", so lesen wir dasselbe Re-
sultat in der Matrizensprache

Korollar 1 (Unitdre Diagonalisierung hermitescher Matri-
zen): Ist A eine hermitesche n x n-Matrix, d.h. ist A = Al, so
gibt es eine unitire Matrix S € U(n), d.h. eine n x n-Matrix mit
S = St so dass D := STAS in Diagonalgestalt ist. O

Als eine zweite Umformulierung des Satzes ergibt sich die Spekt-
raldarstellung der hermiteschen Operatoren, wie wir sie im euklidi-
schen Falle schon fiir die selbstadjungierten Operatoren kennen:

Korollar 2 (Spektraldarstellung hermitescher Operatoren):
Sei f : V — V ein hermitescher Operator auf einem endlichdi-
mensionalen unitdren Vektorraum und Ay, ..., A, € R seine ver-
schiedenen Eigenwerte. Ferner bezeichne P, : V — E) C V die
Orthogonalprojektion auf den k-ten Eigenraum. Dann gilt

fF=> " P
k=1

O

In einem endlichdimensionalen unitdren Vektorraum V definiert je-
der hermitesche Operator f : V — V durch 347, @) := (¥, f(&))
eine hermitesche Sesquilinearform 37 : V' x V' — C und zugehérige
hermitesche quadratische Form q; : V — R durch ¢;(7) :=
B¢(7, 7). So wird ein Isomorphismus zwischen dem komplexen Vek-
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torraum der hermiteschen Operatoren auf dem unitdren Vektor-
raum (V, (, )) einerseits und dem komplexen Vektorraum der her-
miteschen quadratischen Formen auf dem komplexen Vektorraum V'
andererseits hergestellt. Dieselbe nahe Verwandtschaft hatten wir
im euklidischen Fall zwischen den selbstadjungierten Operatoren
und den quadratischen Formen beobachtet.

Im unitaren Standard-Raum C" auflert sich die Verwandtschaft
darin, dass Operator und Form dieselbe hermitesche Matrix B =
B! haben, nur ist eben der Operator durch B : C* — C", die
hermitesche quadratische Form durch

Qp(2) = 2'B7

gegeben. Wird B durch eine unitire Matrix S € U(n) diagonali-
siert, dann ist STBS = D eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten
A, ..., Ay von B als Diagonalelementen, wie im euklidischen Falle.

Durch U ist dann sowohl der Operator diagonalisiert, denn we-
gen Ul = U~Vist U 'BU = U'BU = D, als auch die hermitesche
quadratische Form auf Hauptachsen transformiert:

QpU(2) = MZ1z1 + - + AZn2n,

da sich ja Qp(U(%)) = (U2)'B(UZ) = 21 D7 ergibt.

Ich denke, der sicherste Weg zum Verstindnis der hermiteschen
Operatoren im endlichdimensionalen unitdren Vektorraum fihrt
iiber die selbstadjungierten Operatoren im endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraum als eine anschauliche Vorstufe, und jeden-
falls folgte unser Lehrpfad dieser Route.

Wenn Sie spéter durch die Quantenmechanik den hermiteschen
Operatoren im oco-dimensionalen Hilbertraum begegnen, werden Sie
noch manches Phinomen dazulernen, das in endlichdimensionalen
Raumen einfach nicht vorkommt. Eigentlich brauchten Sie dann
eine mathematische Vorlesung iiber Operatortheorie. Aber wie im-
mer Thre Physikprofessoren Sie durch die unendlichdimensionalen
Fahrnisse lotsen werden, wenigstens den endlichdimensionalen Fall
miissen Sie als Grundausriistung immer parat haben.
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22.6 Ubungsaufgaben

Aufgabe R22.1: Bestimmen Sie fiir die symmetrische Matrix

2 1 1
A=11 2 -1
1 -1 2

die Eigenwerte und eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Aufgabe R22.2: Bei der simultanen Diagonalisierung von kineti-
scher Energie und potentieller Energie von gekoppelten Oszillato-
ren tritt das Problem auf, zu zwei quadratischen Formen Q4 und
@, wobei Qg positiv definit und bereits in Diagonalform ist, eine
(nicht notwendig orthogonale) Transformation P : R" — R" zu fin-
den, die Q4 diagonalisiert und gleichzeitig 5 in die Normalform
x? + -+ + 22 iiberfiihrt. Beweisen Sie, dass das stets méglich ist.

Aufgabe R22.3: Sei 2 der euklidische Vektorraum der reellen
Polynome mit dem durch (P, Q) fo e *P(z)Q(z)dz definier-
ten Skalarprodukt und 2, C 2 der Untervektorraum der Polyno-
me vom Grade < n. Zeigen Sie, dass es genau eine Folge (L, )n>0
von Orthogonalpolynomen (d.h. (L, Ly) = 0pm) vom Grade n
gibt, welche L,(0) > 0 erfillt (Laguerre-Polynome). Weshalb ist
(Lo, ..., Ly) eine Basis von #,7 Berechnen Sie L, (z) firn = 0, 1, 2.
Verwenden Sie [ e *z"dz = nl.

Aufgabe R22.4: Die potentielle Energie fiir drei gekoppelte Teil-
chen der Masse m (Ozon-Molekiil) als Funktion der 1-dimensionalen
Auslenkungen z; aus den Ruhelagen sei

Vizy, 9, 23) = k(20 — x1)2/2 + k(23 ~ 12)?/2, K > 0.

a) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch.

b) Suchen Sie nach Lésungen der Form Z(¢t) = ¥ cos(wt) fiir die New-
tonschen Bewegungsgleichungen mz = —gradV und bestimmen Sie
die Figenfrequenzen w und die zugehorigen Auslenkungsmuster ¥.
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Aufgabe R22.5: Die potentielle Energie einer linearen Kette von
N + 1 mit Federn verbundener Teilchen mit Koordinaten z, € R,
n=>0,...,N sei

V:

| 7

N-1
Z(:cnﬂ — 2, —a)?
n=0

mit £ > 0,a > 0. Es sei xg = 0 fest. Schreiben Sie dieses Potential
als Funktion der Auslenkungen g, = z, —na, n =1,..., N aus den
Ruhelagen der Teilchen und zeigen Sie, dass dadurch eine positiv
definite quadratische Form auf dem R gegeben ist. Was ist die
Matrix dieser quadratischen Form?

Aufgabe R22.6: Ein starrer Korper sei aufgebaut aus N Massen-
punkten m,, mit Ortsvektoren 7, und dem Schwerpunkt im Null-
punkt. Rotiert der Koérper um eine Drehachse durch den Nullpunkt
mit der vektoriellen Winkelgeschwindigkeit & € R3, so bewegt sich
der n-te Massenpunkt mit der Geschwindigkeit || X Z,|| und lie-
fert deshalb den Beitrag 3m,||d x Z,||* zur kinetischen Energie
T =: %I (J). Zeigen Sie, dass der Trdgheitstensor I eine quadrati-
sche Form auf R? ist und bestimmen Sie seine Matrix. (Hinweis:
Die Formel aus Aufgabe T12.5 hilft.)

Aufgabe R22.7: Fiir den linearen Zusammenhang zwischen Dreh-
impuls L und Drehgeschwindigkeit & = wil eines starren Korpers
um eine feste Drehachse 7 gilt L = ©@. Dabei ist © der Trigheits-
tensor. Fiir ein System von Massenpunkten m, an den Orten Z,
gilt in einem cartesischen korperfesten Koordinatensystem

@ij = %ma(”fauzaij - fraixaj)~

Berechnen Sie © fiir ein System von vier Massenpunkten mit m; =
me = M, m3 = my = m, T} = -T2 = (a,0,0), T3 = -y =
(—a,a,0) und bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente und die
Richtungsvektoren, flir welche Drehimpuls und Drehgeschwindig-
keit parallel sind.
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Aufgabe R22.8: Sei f(x) eine komplexwertige stetige 2{-perio-
dische Funktion. Bestimmen Sie die Koeffizienten der zugehorigen
Fourier-Reihe ¥ cpe* /¢, Welche Beziehung zwischen den ¢ ist
gleichbedeutend damit, dass die Funktion f(x) nur reelle Werte
annimmt?

Aufgabe T22.1: Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum, f : V — V ein selbstadjungierter Operator und Ay < --- < A,
seine Eigenwerte. Seien oy, Wy € V zwei Vektoren der Linge Eins
und (¥, f(Th)) < (¥, f(¥)) < (W, f(W)) fiir alle 7 € V mit ||7]| =
1. Zeigen Sie, dass Uy und Wy Eigenvektoren zu A; bzw. A, sind.

Aufgabe T22.2: Sei V der unitdre Vektorraum der 2m-periodi-
schen stetigen Funktionen f : R — C mit dem durch

(1.9)= 5 | Fdlotwy

definierten hermiteschen Skalarprodukt, und fiir k£ € Z sei pp € V
durch @i (t) := e™** definiert. Beweisen Sie {ix, @¢) = Jge und ermit-
teln Sie, was Y _.__,, (¥, f)@x mit den n-ten Fourierpolynomen von
Real- und Imaginérteil von f zu tun hat.

Aufgabe T22.3: Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum. Zeigen Sie, dass zwei selbstadjungierte Operatoren f und g
in V genau dann kommutieren (d.h. fog = go f), wenn sie simul-
tan orthogonal diagonalisierbar sind, d.h. wenn es eine ON-Basis
aus Eigenvektoren beider Operatoren gibt.

Aufgabe T22.4: Beweisen Sie das komplexe Analogon von T22.3,
dass also zwei hermitesche Operatoren f und g in einem n-dimensi-
onalen unitdren Vektorraum V genau dann kommutieren, wenn sie
simultan orthogonal diagonalisierbar sind.

Aufgabe T22.5: Sei f : V — V ein Operator in einem endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum, dimV > 2. Zeigen Sie, dass

es einen zweidimensionalen unter f invarianten Untervektorraum
Vo CV (also f(Vh) C Vi) geben muss.
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1.1, Seite 1: Wenn Sie mit dem Begriff Zuordnung keine Probleme
haben, dann sollten Sie sich auch nicht kiinstlich welche schaffen. Wenn
Sie aber durch das Gefiihl irritiert sind, zu einer ‘Zuordnung’ brauche
es doch einen Menschen der ‘zuordnet’, und wenn Sie die drei Begriffe
Menge, Teilmenge und Produktmenge nicht als mit dieser Schwierigkeit
behaftet empfinden, so héren Sie. Unter einer Relation zwischen zwei
Mengen X und Y versteht man einfach eine Teilmenge R C X x Y.
Das Produkt X x Y, wie Sie wissen, ist die Menge alle Paare (z,y) von
Elementen x € X undy € Y, also X XY :={(z,y) |z € X,y € Y}, wie
man das schreibt. Statt (z,y) € R sagt man auch, z und y stinden in der
Relation R. Eine Relation R heifit nun eine Zuordnung oder Abbildung
vor X nach Y, wenn jedes x € X mit einem, aber auch nur einem
(‘genau einem’) Element y € Y in der Relation R steht. Bezeichnet man
dieses einzige y mit f(x), so wird die Zuordnung oder Abbildung auch
als f: X — Y statt R C X XY notiert, und dabei bleibt es iiberhaupt,
denn von Abbildungen als Relationen spricht man sowieso nur, wenn
jemand pldtzlich nicht mehr zu verstehen glaubt, was eine Abbildung
“ist” und schnell ein Stirkungsmittel braucht.

Unter anderem Namen ist die Relation der mit f bezeichneten Ab-
bildung aber hiufig prisent: es ist ja der Graph

Graph(f) :={(z, f(z)) |z e X} C X xY

der Abbildung. — Nach meiner Erfahrung haben die heutigen Studien-
anfinger keine Probleme im Umgang mit den elementaren Mengenbe-
griffen wie Menge, Teilmenge, Produktmenge, Durchschnitt und Vereini-
gung von Mengen, leere Menge, Differenz zweier Mengen, letzteres hier
als AN B :={a € A| a & B} bezeichnet. Der Kurs geht deshalb auch
nicht darauf ein. Allenfalls sollte ich vielleicht darauf hinweisen, dass in
der Mathematik, was immer der Schulgebrauch sein mag, A C B nur
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bezeichnet, dass jedes Element von A auch Element von B ist, die For-
derung, dass B echt grofer sein miisse, ist darin nicht eingeschlossen,
dafiir hiitte man A g B zu schreiben. Insbesondere ist also B C B.

Da ich schon einmal iiber Notationen plaudere, so will ich nur auch
gestehen, dass ich immer noch darauf warte, den Anblick nach auflen
weisender Klammern in la, b] ertriglich zu finden, aber bisher vergebens.
Ich schreibe deshalb das offene Intervall nach wie vor als (a,b), obwohl
die Notation (a,b) € A x B fiir das Paar damit kollidiert und vertraue
darauf, dass der jeweilige Sinnzusammenhang keinen Zweifel zulésst, ob
ein Paar oder ein Intervall gemeint sei.

1.2, Seite 3: Im Abschnitt 6.2 werden die Teilmengen des n-dimensiona-
len Raumes R™ kompakt genannt, die alle ihre Randpunkte enthalten und
sich nicht ins Unendliche erstrecken. Was es eigentlich mit dem Kom-
paktheitsbegriff auf sich hat, erfahren Sie aber erst in den Abschnitten
19.3 und 19.4.

1.3, Seite 8: Ohne Beachtung der Definitionsbereiche unverstiandlich
bliebe zum Beispiel der Begriff der Einschrinkung, die ja in nichts wei-
ter als einer Verkleinerung des Definitionsbereiches besteht. Und erfah-
rungsgemaf gibt es immer einige Studenten, die mit dieser einfachsten
aller Funktionen-Konstruktionen Probleme haben. Das zeigt eben an,
dass sie bisher versdumt oder genauer gesagt abgelehnt haben, den De-
finitionsbereich als einen notwendigen Bestandteil der Definition einer
Funktion oder Abbildung anzusehen.

1.4, Seite 11: Falls Sie die komplexen Zahlen schon kennen und viel-
leicht sogar wissen, dass sie sich auch in der Form z = z + iy = rei¥
darstellen lassen, kann ich IThnen erklaren, worauf ich anspiele.

Die reellen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden, links die negativen,
rechts die positiven, getrennt durch die Null. Ist n ungerade, so gibt es
zu jedem x € R genau eine Zahl w € R mit w" = z, die wir deshalb mit
w = ¥ bezeichnen. Ist dagegen n > 0 gerade, so gibt es fiir z > 0 zwel
Zahlen w € R mit w™ = z, namlich w = + {/z, fiir z < 0 aber gar keine.
So ist das eben!

Von der héheren Warte der komplezen Zahlen sieht das etwas anders
aus. Die reellen Zahlen liegen als x-Achse in der komplexen Zahlenebene
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C, die wassrige Null trennt die positiven und die negativen Zahlen nicht
mehr in zwei Inseln, sondern trockenen Fufles erreichen Sie vom positiven
Halbstrahl den negativen, wenn Sie durch das komplexe Gebiet wandern.

Fiir jede komplexe Zahl 2 # 0 gibt es einheitlich genau n verschiedene

Zahlen w € C mit w" = z, ndmlich die Zahlen

wy, = {‘/Feﬁ%k, E=0,...,n-—1.
Fiir reelles z sind die reellen n-ten Wurzeln mit darunter, aber erst jetzt
sieht man, wieviele Wurzeln auch die reellen Zahlen ‘in Wirklichkeit’
haben, wenn Sie diese Sprechweise fiir das Rechnen in der komplexen
Ebene genehmigen wollen.

Fiir den Versuch, eine einheitliche Wurzelfunktion #/z auf ganz C
zu definieren, fehlt es also fiir kein z an Kandidaten fiir den Funktions-
wert, aber die Auswahl bereitet eine unvermeidbare Schwierigkeit. Es ist
nadmlich unmoglich, diese Auswahl so zu treffen, dass die ganze Funktion
am Ende stetig ist.

Strebt man aber als Definitionsbereich einer stetigen n-ten Wurzel-
funktion nicht ganz C an, sondern nur eine sogenannte geschlitzte Ebene
D :=C~ H, wobei H einen von 0 ausgehenden Halbstrahl bezeichnet,
dann geht es, und nimmt man als den Schlitz H weder R noch R™, so
sind auch R* in der geschlitzten Ebene enthalten und man bekommt so
eine von der komplexen Behorde als sinnvoll genehmigte n-te Wurzel-
funktion auf ganz R.

Man kann diese Funktion immer so einrichten, dass sie auf R positiv
ist, aber fiir ungerades n > 3 nimmt sie dann auf R~ niemals denn
reellen (negativen) Wurzelwert an. Aus reeller Sicht wire das ja der
einzig mogliche gewesen, aber aus komplexer Sicht “passt” er nicht zu
den positiven Wurzelwerten auf R*. So hatte ich das gemeint.

1.5, Seite 19: In Abschnitt 2.5, Seite 33 wird das dann préazisiert wer-
den.

2.1, Seite 21: Ich gehe im Text also davon aus, dass Sie wissen, was
man unter dem Limes oder Grenzwert einer Funktion f(z) fiir « gegen
xo versteht, wann man davon spricht, ob der Limes vorhanden oder nicht
vorhanden ist und was die Symbolik lim, .., f(z) = a bedeutet. Ich bin
aber auch gern bereit, IThnen zu helfen sich daran zu erinnern, wenn Sie
gerade dazu aufgelegt sind.
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“Das war etwas mit Epsilon und Delta”, wird vielleicht als erster
Anhaltspunkt aus dem Nebel der Erinnerung auftauchen. Ganz recht.
Lassen Sie mich nur zuerst sagen, dass natiirlich die Limesvariable nicht
gerade z heiflen muss, im Text heifit sie zum Beispiel zufallig A, auch
die Funktion braucht nicht f zu heiflen, hat vielleicht gar keinen eige-
nen Namen sondern ist durch einen Term, eine Formel beschrieben. Ich
wahle jetzt nur einmal x und f als Bezeichnungen, auf andere Situa-
tionen miissen Sie es dann iibertragen konnen. Na, daran wird es nicht
scheitern.

Ob die Funktion bei xzy selbst definiert ist und wenn ja, was ihr
Wert f(xzg) dort ist, hat mit dem Limes nichts zu tun, der Limesbegriff
handelt nur davon, wie sich die Funktion bei Anndherung der Variablen
an die Stelle zp verhilt. Die Frage nach dem Limes kann man daher
iiberhaupt nur dann stellen, wenn eine solche Annidherung moglich ist.
Wenn der Punkt x¢ meilenweit vom Definitionsbereich von f entfernt
ist, geht das natiirlich nicht. Fiir Limesbetrachtungen machen wir daher
stets die wenn auch unausgesprochene

Limesvoraussetzung: Vom Verhalten einer Funktion f : D — R fiir
T — xo ist nur zu sprechen, wenn D ~ {zo} den Punkt zp beriihrt, d.h.
wenn sich zu jedem § > 0 ein von x verschiedener Punkt = € D finden
lasst, dessen Abstand von xy kleiner als & ist.

Wenn zum Beispiel D irgend eine Vereinigung von Intervallen ist, wie
wir es ja fiir unsere Funktionen einer reellen Variablen vereinbart haben,
und xp € D gilt, oder auch schon wenn zp nur Randpunkt eines der
beteiligten Intervalle ist, dann gibt es mit dieser Limesvoraussetzung
gar kein Problem.

Erinnerung: lim f(z) = a bedeutet, dass es fiir jedes £ > 0 mdglich
Tr—Xo

ist ein 6 > 0 zu finden, so dass |a — f(z)| < ¢ fiir all jene z € D gilt,
welche 0 < |z — zo| < 6 erfiillen.

Das klingt etwas verwickelt und ist es auch, vielleicht erinnern Sie sich
noch, dass Sie in der Schule eine gewisse Gewdhnungszeit brauchten,
bis Sie den Sinn der Definition richtig erfasst hatten. Sie miissen aber
auch anerkennen, dass die Definition etwas Erstaunliches leistet. Der
Grenzwert von f bei Anniherung an xo hat einerseits nichts mit f(zq)
zu tun, andererseits kann man auch von jeder einzelnen anderen Stelle
x1 sagen, der dortige Funktionswert f(z1) habe keinen Einfluss auf das
Grenzverhalten und den Grenzwert! Welche Funktionswerte sind denn
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nun entscheidend? Irgendwie ‘die letzten’, ‘die der Punkte kurz vor xg’,
anschaulich gesagt — aber die gibt es ja gar nicht, jeder Punkt vor g hat
noch einen gewissen Abstand zu xg, keiner ist der Letzte vor xg, und sein
Funktionswert ist deshalb irrelevant fiir den Limes. In Anbetracht dieser
verzwickten Sachlage muss man die logisch einwandfreie Definition doch
wieder erstaunlich einfach und elegant nennen.

Noch ein Wort zu den halbseitigen Grenzwerten, die, falls vorhan-
den, mit limy, o, f(x) bzw. limg\ 4, f(x) bezeichnet werden. Sie sehen
aus der obigen Definition, dass generell der Definitionsbereich D von
f eine Rolle bei der Limesbildung spielt. Haufig sind wir aber in der
Praxis damit konfrontiert, dass der Definitionsbereich in der Notation
unterdriickt wird und die Funktion durch eine anonyme Formel dargebo-
ten wird. Ist vereinbart, dass der maximale Definitionsbereich gemeint
ist, auf dem die Formel noch lesbar ist, dann ist’s ja gut, dann besteht
ja kein Zweifel. Wird aber der Definitionsbereich durch Zusatzbedingun-
gen eingeschrankt, dann muss das irgendwie angegeben werden, denn das
Grenzverhalten und der Limes kénnen wirklich davon abhéngen. Die bei-
den hiufigsten solchen Zusatzbedingungen sind nun aber z < zy bzw.
T > xo, und diese werden wie oben durch die Pfeilrichtung angedeutet.
Man spricht dann vom linksseitigen bzw. rechtsseitigen Limes.

2.2, Seite 27: Vielleicht wollen Sie sich die Umkehrregel so merken:
Funktion y = y(z), Umkehrfunktion x = z(y), Ableitung vy = dy/dz,
Ableitung der Umkehrfunktion x' = dx/dy, das ist also der Kehrwert.
Nicht schlecht. Das ist aber eigentlich eine Stenografie fiir Eingeweih-
te, Benutzung auf eigene Gefahr. Wenn Sie sich die fehlerfreie Anwen-
dung zutrauen, bitte sehr. Wenn Sie aber daraus schlielen, COISI miisse
die Ableitung von arcsin z sein und damit auf die Nase fallen, so muss

ich jede Verantwortung dafiir ablehnen.

3.1, Seite 44: Klar ist, dass es hochstens eine Zahl I zwischen den
Unter- und Obersummen aller Zangen um f geben kann, denn hitten
I < I’ beide diese Eigenschaft, so wihlten wir eine Zange Z um f, deren
Integraltoleranz kleiner als £ := I' — I ist und erhielten aus

UZY<TI<O0Z)<U(Z)+e<I+e=T

sofort den Widerspruch O(Z) < I' zur Annahme iiber I'.
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Nun zum Existenzbeweis. Wenn f in zwei Zangen Z und Z’ ist, so
ist es auch in der dritten Zange Z” die man erhilt, indem man zur
Unterteilung des Intervalls alle durch Z und Z’ vorgegebenen Teilungs-
punkte benutzt und als Unterhohe jeweils die gréflere, als Oberhohe
die kleinere der beiden zur Wahl stehenden festsetzt. Dann ist offenbar
UZ) <UZ"Y < O(2") < O(Z") und deshalb stets U(Z) < O(Z").
Also ist jedes solche O(Z’) eine obere Schranke fiir die Menge M :=
{U(Z) | fin Z} der Untersummen von f. Eine nichtleere Menge M C R
aber, die iiberhaupt eine obere Schranke besitzt, hat auch eine klein-
ste obere Schranke, ihr sogenanntes Supremum sup M und wir setzen
nun I := sup{/(Z) | f in Z}. Dann ist sowieso U(Z) < I, aber auch
I < O(Z) fiir alle Zangen, in die man f nehmen kann, denn jedes O(Z)
ist obere Schranke von M, aber I die kleinste obere Schranke. 0

Anschaulich ist das Supremum leicht zu verstehen. Denken Sie sich auf
der néchtlichen Zahlengeraden nur die Punkte von M erleuchtet, und
fahren Sie nun von einem Startpunkt in M nach rechts. Dort, wo Sie in
die ewige Finsternis eintauchen ist das Supremum, es mag nun der letz-
te Leuchtpunkt oder bereits dunkel sein. Das Supremum der negativen
Zahlen ist zum Beispiel die dunkle Null.

Dass aber fiir jede nichtleere nach oben beschrankte Menge das Su-
premum wirklich existiert und die Zahlengerade nicht gerade dort, wo
es sein miisste, ein Loch hat, ist eine wichtige und subtile Eigenschaft
der reellen Zahlen, man nennt das die Vollstindigkeit von R. Dariiber
wiare im Rahmen der axiomatischen Grundlegung, der Konstruktion der
reellen Zahlen zu sprechen. Das wollen wir zu gelegener Zeit auch tun,
namlich im Kapitel 23, mit dem der zweite Band dieses Kurses beginnt.
Finstweilen unterstelle ich, Sie wiissten das aus der Schule.

3.2, Seite 45: Es sei f : [a,b] — R stetig und € > 0. Weshalb kann man
f in eine Zange mit einer Integraltoleranz kleiner als £ nehmen? Nach
Definition der Stetigkeit gibt es zu jedem festen x € [a, b] jedenfalls ein
8 > 0mit | f(z)~ f(y)] < e fiir alle y € [a, b], welche |z—y| < &, erfiillen.
Der Index z an 6, soll daran erinnern, dass fiir einen anderen Bezugs-
punkt z’ € [a,b] in der Regel auch ein anderes &,» zu wihlen sein wird,
denn in Bereichen des Intervalls, wo die Funktion sehr steil ansteigt, wird
man sehr enge §-Ziigel anlegen miissen, um die Funktionsschwankung im
e-Zaum zu halten.
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Fiir eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist es zu
gegebenem ¢ > 0 aber doch stets moglich, ein so kleines § > 0 zu
finden, dass es den e-Trick fir alle z € [a,b] zugleich tut, dass also
|f(x) — f(y)| < ¢ fiir alle z,y € [a,b] gilt, welche [z — y| < § erfiillen.
Man sagt deshalb, stetige Funktionen auf kompakten Intervallen seien
automatisch gleichmdfig stetig. Dieser Sachverhalt folgt trivial aus der
Kompaktheit des kompakten Intervalls, wie Sie in Kapitel 19 allgemeiner
fiir stetige Funktionen auf beliebigen kompakten metrischen Riumen
schen werden, aber eben dass [a,b] in diesem Sinne wirklich kompakt
ist, beruht wieder auf der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen und fiihrte
uns deshalb zu jenen Grundlagenfragen, auf die ich erst im Kapitel 23
eingehen will.

Die Integrierbarkeit von f : [a,b] — R folgt nun aber sofort aus
seiner gleichméfigen Stetigkeit. Wir wihlen § > 0 so klein, dass z.B.

£

Ifz)— fiyl <& izm

sofern nur |z — y| < J. Unterteile [a,b] so fein, dass die Teilintervalle
kiirzer als § sind und definiere die Zangenschranken k; < h; fiir das -
te Intervall durch f(z;) £ €', wobel z; irgend einen im i-ten Intervall
gewihlten Punkt bezeichnet. Dann ist f in der dadurch definierten Zan-
ge, deren Integraltoleranz genau 2¢'(b — a) = /2, also kleiner als ¢ ist.

g

3.3, S. 46: Wird die Limesvariable nach oo oder —oo geschickt, so
konnen die Formulierungen fiir x — zp nicht direkt iibernommen, son-
dern miissen so modifiziert werden, wie es die Anschauung sofort nahe-
legt. Wollen wir nach limy_,o f(2) auch nur fragen, so muss sich jeden-
falls der Definitionsbereich von f : D — R auch wirklich nach rechts ins
Unendliche erstrecken, genauer: es soll zu jedem noch so grofien ¢ € R
immer noch ein x € D mit ¢ < z zu finden sein. Das ist die Limesvor-
aussetzung iiber den Definitionsbereich. Die Aussage lim, .o f{z) = A
selbst bedeutet dann, dass es zu jedem ¢ > 0 moglich ist ein ¢ € R zu
finden, so dass |A— f(z)| < ¢ fiir all jene x € D gilt, welche rechts von ¢
liegen, also ¢ < z erfiillen. Analog fiir x — —o0. Als Erinnerung an die
Schultage gemeint.

Der doppelte Limes, der bei einem uneigentlichen Integral [0 f(z)dx
einer auf ganz R definierten Funktion vorkommt, ist nichts zustzlich
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Neues, die Formel ist einfach wortlich zu nehmen: setze

=) b
/f(x)dw:aEerI(a), wobei I{a) := blim /f(:z:)dm,

vorausgesetzt die Grenzwerte existieren, versteht sich. Wie man leicht
nachpriift, gilt aber auch

70 fa)de = / fla)de + 7f<w>dm,

der Doppellimes existiert hier also genau dann, wenn diese beiden Ein-
zellimites existieren und hat als Wert die Summe von deren Werten,
ganz gleich, welches z¢ man als Teilungspunkt wihlt.

3.4, Seite 48: Ich vertraue darauf, dass Thr Mathematiklehrer Thnen
erklart hat, dass und vielleicht sogar weshalb eine auf einem Intervall
definierte Funktion, deren Ableitung identisch Null ist, konstant sein
muss. Der Schliissel dazu ist der bekannte Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung, auf den wir im Abschnitt 7.1 sowieso zu sprechen kommen.

3.5, Seite 54: Uber dz und dy als sogenannte “infinitesimale GroBen”
wird im Abschnitt 10.6, und im Zusammenhang mit der Integration im
Abschnitt 17.4 die Rede sein.

4.1, Seite 63: Diese traditionelle Sprechweise soll nicht etwa bedeuten,
dass die Differentialgleichung nur eine Losung habe, die es zu suchen
gilt. So eine Differentialgleichung hat unendlich viele Losungen! Aber die
Forderung v/ (z) = f(z,y(z)) ist eine Forderung an jeweils eine Funk-
tion, handelt von nur einer Funktion y = y(x) und nicht z.B. von zwei
Funktionen y; = yi1(z) und yo = yao(z), die beide miteinander in die
Forderung verwickelt wéren, wie es bei den gekoppelten Systemen der
Fall ist, die im Abschnitt 4.6 behandelt werden.

Hatte ich in der Definition auch sagen kénnen, eine Losung sei eine
Funktion y = y(z), welche die Bedingung y'(z) = f(z,y(z)) erfillt?
Gewiss doch, die Schreibweise y' = f(z,y) mit der Zusatzerklarung fir
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eine gesuchte Funktion y = y(z) ist iiberhaupt der Meinung, dass sie
genau das ausspricht. Wozu dann das o : D — R?

Zum einen um Missverstandnissen vorzubeugen wie eben jenem, die
Differentialgleichung habe nur eine Losung, némlich y(x), zum anderen
um zu betonen, dass eine Funktion Losung sein kann, die gar nicht y
heifit, wie ja y = y(x) sowieso nur die anonyme Funktionen-Notation
ist. Oft hat man von mehreren individuellen Losungen zu sprechen, die
man unterscheiden kénnen muss. Und schlieBlich um zu erinnern, dass
auch Losungen einen Definitionsbereich haben und dieser sogar wichtig
ist, insbesondere wird in der Definition vereinbart, dass nur allgemeine
Intervalle als Definitionsbereiche zugelassen sein sollen.

4.2, Seite 69: Darf man eine Differentialgleichung der Form ¢’ = f(y)
iiberhaupt als speziellen Fall einer Differentialgleichung von Typ 3 =
f(z,y) bezeichnen? Eine Funktion von zwei Variablen, sollte sie im Ex-
tremfall auch z.B. konstant sein, ist doch prinzipiell etwas anderes als
eine Funktion von einer Variablen? Daran ist etwas. Aber wir vereinba-
ren hiermit einfach, dass fiir eine Funktion f: D — R die Differential-
gleichung ' = f(y) immer als jene Differentialgleichung auf R x D C R?
aufzufassen ist, deren rechte Seite durch (z,y) — f(y) gegeben ist.

4.3, Seite 73: Hier ist der Beweis: Seien also o, 3 : D — R zwei Losun-
gen, zp € D ein Punkt mit axo) = B(x0) =: yo. Wir haben a(z) = 8(z)
fiir alle x € D zu zeigen und tun das indirekt, wie man sagt, indem wir
die Annahme analysieren, es gibe einen Punkt ¢ € D mit a(£) # 8(¢),
wobei wir feststellen werden, dass das nicht sein kann.

Dieses ¢ miisste ja rechts oder links von zg liegen, sagen wir rechts,
also xg < €, der andere Fall geht ganz analog. Um die Stelle 21 zu finden,
an der sich @ und 3 rechts von zg erstmals verzweigen, anschaulich
gesprochen, betrachten wir die Menge

M = {s € D|alz) = p(z) fir alle z mit o < z < s}.

Diese Menge ist jedenfalls nicht leer, weil zy selbst dazu gehort, und
nach oben beschriankt, weil offensichtlich £ eine obere Schranke von M
ist. Sei x; := sup M, die kleinste obere Schranke von M. Wie Sie sehen,
nutzen wir auch hier wieder die Vollsténdigkeit von R aus, von der oben
in der Fufinote 3.1 schon die Rede war.
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Aus der Stetigkeit von « und §, die ja sogar differenzierbar sind,
folgt a(xy) = B(x1) =: y1, weil entweder ;7 = 29 ist oder o und 3
jedenfalls auf dem halboffenen Intervall [xg, x;) iibereinstimmen. Insbe-
sondere kann z7 nicht & und deshalb erst recht nicht der rechte Endpunkt
von D sein, falls dieses sich nicht sowieso ins Unendliche erstreckt.

Sei nun R ein Rechteck mit (z1,y1) als Mittelpunkt, in dem die
Lipschitzkonstante L gilt, d.h. dass | f(z,y) — f(z,7)] < L|y — ¥} fiir alle
in R gelegenen Punkte (z,y), (z,%) von D. Wieder ist es die Stetigkeit
von « und G die uns ermdglicht, auch noch ein so kleines 1 > 0 zu finden,
dass jedenfalls fiir z € [z1,z1+21] C D die Graphenpunkte (z, a(z)) und
(z, B(x)) im Lipschitzkistchen R liegen und die Lipschitzungleichung fiir
diese Punkte greift, also |f(z, a(z)) — f(z, B8(x))] < Lla(z) — B(z)] gilt.

Damit haben wir gewissermafien die Zeichnung auf S.73 mathema-
tisch aufgearbeitet, aber eine ziindende Beweisidee fehlt noch. Irgendwo
verzweigen sich die Losungen, dort sind wir hingegangen, auch dort gilt
die Lipschitzbedingung, klar, das steht ja in der Voraussetzung. So what?

Nun, nach dem HDI ist die Losungsdifferenz o — 3 als Integral iiber
ihre Ableitung o/ — 3 darstellbar, diese wiederum ist, weil a und 3 die
Differentialgleichung erfiillen, nichts anderes als f(x,a) — f(z, 5), eben
jene Differenz, die in der Lipschitzungleichung betragsmif8ig durch a— g
abgeschatzt wird:

T

J(e/(t) = F(t))dt

x1

[ tale) — £, B@)) d,

afz) — B(z)

I

fiir unsere x € [z1, 21 +¢€1], und aus der Lipschitzabschétzung in Verbin-
dung mit der Integralungleichung aus der Ubungsaufgabe T3.1 (das war
If; flz)dz| < f; | f(x)|dz, zur Erinnerung, danke, bitte) folgt daraus

() — B()] < L [ la(t) — B(8)] dt,

eine doch zumindest sehr merkwiirdige Information iiber die Losungs-
differenz o — B, daraus muss doch etwas zu folgern sein?

Sieht ein Mathematiker nun gleich, was daraus zu schlieflen ist? Nein,
aber er hat Vergniigen daran, eine solche Information hin- und herzu-
wenden und kleine Experimente damit anzustellen, um hinter das Ge-
heimnis zu kommen. Das Integral kann zum Beispiel nicht gréer sein
als das Produkt (z — z1)m, aus der Linge des Integrationsintervalls und



FuBnoten und Ergédnzungen 525

dem Maximum m, := max{|a(t) — 5(t)] [ z1 <t < z} des Integranden,
woraus wir die integralfreie Abschitzung |a(x) — 8(z)| < mg(z — 1)L
erhalten, die nun fiir jedes # € [z1,x1 + ¢1] gilt. Insbesondere an ei-
ner Stelle ¢, € [z1,x], an der das Maximum angenommen wird, wo also
|afty) — B(ty)| = m, ist! Die mysteriose Ungleichung gibt demnach die
Auskunft m, < my, (t; — 1)L, erst recht also

my < mg(z— 1)L,

da ja t, < z ist und die Intervall-Linge und das Maximum nicht wieder
kleiner werden konnen, wenn wir nach rechts gehen.

Daran kann aber nun jeder ablesen, dass dort, wo (z — z1)L < 1
ist, also in dem Intervall DN [z, 21 + %), das Maximum und damit die
Losungsdifferenz selbst, Null sein muss. Insbesondere gibt es rechts von
1 noch Punkte in der Menge M, deren Supremum z; angeblich ist, und
das kann ja nicht wahr sein. Dass irgendwo «(£) # 3(€) sein kénnte, hat
sich damit als unméglich erwiesen, und der Beweis des Eindeutigkeits-
satzes ist erbracht. 0

Ich musste unterwegs wieder an Ihre Schulkenntnisse appellieren und als
bekannt voraussetzen, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten
Intervall wirklich ein Maximum annimmt. Das gehort zu jenem Grund-
lagenwissen, das mit der Vollstdndigkeit von R zu tun hat und das ich
in diesem frithen Stadium des Kurses nicht weiter aufdroseln mochte.
Spétestens im Kapitel 23 werden Sie aber tiber diese Hintergriinde voll
aufgeklart sein.

Hat Thnen dieser Beweis Spafl gemacht? Oder fithlten Sie sich wie
jenes “Thier, auf diirrer Heide von einem bésen Geist im Kreis herum
gefithrt, und rings umher liegt schéne griine Weide”? Damit kénnen
Sie testen, ob auch ein Mathematikstudium etwas fiir Sie widre. Nur
falls Sie sowieso schwanken! Ich will natiirlich niemanden von unserer
befreundeten Nachbarfakultiat abwerben.

4.4, Seite 84: Die Formel der Lipschitzabschitzung heifit dann

I (2, %) — flz, )|l < LIlg -9l
der zugehérige Text ist analog dem eindimensionalen Fall. Auch der in
der obigen Fufinote 4.3 geschilderte Eindeutigkeitsbeweis tibertréigt sich
ohne Schwierigkeiten auf die allgemeinere Situation.
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4.5, Seite 85: Um die Natur dieser Schwierigkeiten zu sehen, die im Fal-
le von Differentialgleichungen fiir nur eine gesuchte Funktion y = y(x)
schon genau so bestehen, betrachten Sie die einfache Differentialglei-
chung ' = z mit den Losungen y = %xz + ¢, ¢ € R, aber nicht auf
ganz R x R, sondern z.B. auf dem Streifen R x [—1,1]. Dann gibt es zu
der Anfangsbedingung y(0) = 1, obwohl der Punkt (xo,y0) = (0,1) im
Streifen liegt, keine auf einem Intervall definierte, im Streifen verlaufende
Losung, denn in Frage kame ja nur y(z) = %xQ +1.

Hat man einen Existenzsatz fiir offenen Intervalle zur Verfiigung,
braucht aber dringend Information iiber eine Differentialgleichung auf
dem abgeschlossenen Streifen R x [—1, 1], so geht man nicht zaghaft und
resigniert zu dem offenen Streifen R x (—1,1) iiber, womit man gleich-
sam aufgeben wiirde, iiber die Randpunkte etwas zu erfahren, sondern
versucht die Differentialgleichung auf einen offenen Bereich fortzuset-
zen, der den abgeschlossenen enthdilt, etwa auf einen offenen Streifen
Rx(-1—-¢1+¢).

Auf den Satz von Picard-Lindeldf werden wir aber erst in Abschnitt
14.5 néaher eingehen.

5.1, Seite 91: Diese Mitteilung geht noch ein bisschen iiber das hin-
aus, was direkt aus dem Satz von Picard-Lindeldf zu entnehmen wére.
Beachten Sie insbesondere, dass die maximalen Losungen alle auf dem
ganzen Intervall D definiert sind, also nicht auf halbem Wege ins Un-
endliche verschwinden kénnen, wie das bei nichtlinearen Gleichungen oft
vorkommt, siehe das zweite Beispiel in Abschnitt 4.2.

Beachten Sie iibrigens auch, dass es mit gutem Grund ein Funda-
mentalsystem heifit, nicht das Fundamentalsystem. Fundamentalsyste-
me gibt es viele fiir so eine Gleichung! Wenn Sie in der linearen Algebra
(ab Kapitel 8) etwas weiter fortgeschritten sein werden, wird Ihnen das
vollig selbstverstandlich erscheinen.

5.2, Seite 92: Die Variation der Konstanten funktioniert fiir beliebi-
ge lineare Systeme erster Ordnung aus n Gleichungen fiir n gesuchte
Funktionen yi, ..., Yyn, nicht nur fiir solche, die von Gleichungen zwei-
ter Ordnung herkommen. Ich kann es Thnen aber jetzt eigentlich nicht
naher erkldren, weil Sie noch zu wenig lineare Algebra kénnen. Wenn
ich mir aber vorstelle, Sie schlagen diese Seite vielleicht spéter wieder
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einmal auf, wenn Sie schon in der Matrizenrechnung versiert sind, dann
verstehen Sie das leicht:

Das System lautet 7/ = A(z)F+ b(z), wobei A(z) eine n x n-Matrix
von Funktionen ist, die sogenannte Koeffizientenmatriz des Systems.
Vorausgesetzt wird, dass ein Fundamentalsystem 1, ..., @, fiir das ho-
mogene System ' = A(z)¥ schon da ist. Sei ®(z) die aus den Spalten
b1, ..., @n gebildet Matrix. Der Ansatz fiir die Variation der Konstan-
ten ist dann ¥(x) = ) (2)@1(2) + - - + un(2)Fn(z) = ®(z)i(z), wobei
eben @(x) nun zu bestimmen ist. Geht man mit dem Ansatz ins inho-
mogene System hinein, so erhilt man wegen (®4) = @4 + @4’ (Pro-
duktregel) und & = A® (Losungseigenschaft der &;), die Gleichung
®(x)i'(z) = b(x), also @'(z) = ®(z) 'b(z), wobei ®(z)~! die inverse
Matrix bezeichnet, und somit ist zum Beispiel

T

B(z) = @(w)/@(t)“lg(t) dt

o

eine Einzellosung des inhomogenen Systems.

5.3, Seite 100: Die komplexen Zahlen werden im Abschnitt 18.3 ma-
thematisch korrekt eingefiihrt. Vorher werden Sie aber noch mehrmals
Gelegenheit haben, heuristisch-praktisch damit umzugehen.

6.1, Seite 103: Hier schon. R? ist nicht leer, wie Sie vielleicht denken
konnten, weil ja ein 0-tupel null, also keine Komponenten hat. Ganz for-
mal betrachtet ist ein n-tupel von Zahlen eine Abbildung {1,...,n} —
R, ein O-tupel also eine Abbildung § — R, und eine solche Abbildung
gibt es, freilich ist sie nicht interessant: sie ist, als Relation zwischen {
und R, natiirlich leer, weil ja ) X R selbst leer ist. Aber die Frage ist
nicht, ob dieses einzige 0-tupel interessant ist, sondern ob es iiberhaupt
existiert, und das ist nun einmal so. Wiirden wir mit Gewalt, per Kon-
vention, RO := § festsetzen, so wiirden wir auf Schritt und Tritt den Fall
n = 0 extra behandeln miissen. Zum Beispiel wire dann auch R® x R?
leer, was nicht gut damit harmonierte, dass doch sonst R™ x R"™ auch
als R™"*™ aufgefasst werden kann, usw.

Ist nun R? als einpunktige Menge erkannt, so fragt es sich, wie wir
dieses eine Element zweckmaéfigerweise benennen sollen, und hier kommt
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die lineare Algebra mit iiberwaltigenden Argumenten, dass dafiir nur ei-
ne Notation in Frage kommt, dieses Element muss Null genannt werden,
und daher ist R® = {0}.

6.2, Seite 111: In Abschnitt 12.2 finden Sie den Beweis der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und gleich danach, als Korollar, die Dreiecks-
ungleichung.

6.3, Seite 113: Denken Sie sich eine vielleicht komplizierte Formel, in
die n Variable eingehen, und schauen Sie auf die Menge A C R" der
Punkte, an denen wir die Formel entweder nicht lesen kdnnen, weil wir
sonst durch Null dividieren oder Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen
miissten, oder nicht lesen wollen, weil sie dort schlechte Eigenschaften
hat. Diese Menge A ist haufig das Urbild ¥~1(0) des Nullpunkts unter
einer stetigen Abbildung ¥ : R” — R™ oder das Urbild ¢ (R, ) eines
abgeschlossenen Halbstrahles unter einer stetigen Funktion ¢ : R* — R
oder die Vereinigung von endlich vielen solchen Mengen. Die stetigen
Abbildungen lassen sich aber auch als die Abbildungen charakterisieren,
bei denen Urbilder offener Mengen stets offen sind, oder, was dasselbe
bedeutet, bei denen Urbilder abgeschlossener Mengen stets abgeschlos-
sen sind, wovon im Kapitel 19 in viel allgemeinerem Rahmen noch zu
reden sein wird. Das ist der Grund, weshalb solche Ausnahmemengen A
hiufig abgeschlossen, die Lesbarkeitsbereiche R™ ~ A der Formeln des-
halb offen sind. — Aber immer ist das wohl nicht so? — Nein, das habe
ich auch nicht versprochen.

6.4, Seite 121: Davon handelt zum Beispiel der Umkehrsatz, ein zentra-
ler Satz der Differentialrechnung in mehreren Variablen. Der Umkehrsatz
wird uns aber erst im zweiten Band begegnen.

7.1, Seite 127: Fiihrt man den Beweis eines behaupteten Satzes nur un-
ter zusétzlichen, das Problem vereinfachenden Voraussetzungen, so hat
man einstweilen nur ein Sétzchen bewiesen, der Beweis des Satzes steht
noch aus. Man kann ja Griinde dafiir haben, besonders im Unterricht,
der vollstéindige Beweis wiirde vielleicht zu lange dauern oder zu schwie-
rig sein. Man wiirde dann sagen “ich beschrianke mich [aus Zeitmangel
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”

oder weshalb auch immer] auf den Fall, dass ... ” um klarzustellen, dass
man nicht vorgibt, den Satz in voller Allgemeinheit bewiesen zu haben.

Ganz anders, wenn die zusétzlichen Voraussetzungen mit den Wor-
ten “ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ... ” oder kurz “oBdA
sei ... 7 eingeleitet werden. Damit erhebt man den Anspruch, den Be-
weis des Satzes in voller Allgemeinheit zu leisten, da entweder aus dem
scheinbaren ‘Satzchen’ der allgemeine Satz als Korollar leicht zu folgern
ist oder die weggelassenen Beweisteile trivial oder dem ausgefithrten Fall
so analog sind, dass es sich nicht lohnt, sie ebenfalls auszufiihren.

Sie kénnen sich denken, dass die Mathematiker von der Arbeit spa-
renden Zauberformel ‘0BdA’ regen Gebrauch machen. Manchmal mag
ein gewisser Zweifel bestehen, wie leicht aus dem Sidtzchen der Satz
folgt, dann heifit es “oBdA diirfen wir ... annehmen, denn ... ” und
es folgt eine Rechtfertigung der oBdA-Annahme. Auch Sie selbst sollten
die Wendung ‘oBdA’ eifrig benutzen, in mathematischen Diskussionen
und bei der Bearbeitung von Ubungsaufgaben. Es spart Arbeit, sicht
professionell aus und erzieht Sie dazu, sich auf das Wesentliche zu kon-
zentrieren und triviale Sachen auch als trivial zu erkennen und abzutun.

Freilich ist’s eine verfithrerische Phrase. Sie miissen sich auch kon-
trollieren, ob Sie jederzeit in der Lage wéaren, Thre oBdA-Annahmen auf
Verlangen zu rechtfertigen, sonst verkommt Ihre Beweisfithrung zu ei-
nem nicht akzeptablen ohne Beachtung der Allgemeinheit, wie einmal
ein Ubungsbearbeiter (versehentlich?) geschrieben hat.

7.2, Seite 128: Zuerst, stelle ich mir vor, hat Thnen Thr Mathematik-
lehrer, im Zuge einer Diskussion der Vollstandigkeit der reellen Zahlen,
erklart weshalb jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ein
Maximum und ein Minimum annehmen muss.

Ist ferner f : [a,b] — R stetig, auf dem offenen Intervall (a,b) diffe-
renzierbar und gilt f(a) = f(b), dann muss es eine Zwischenstelle £, also
eine Zahl mit a < £ < b geben, an der f/(£) = 0 gilt. Das ist der Satz von
Rolle. Er ergibt sich daraus, dass ja entweder Maximum und Minimum
an den Intervall-Enden liegen, nach Voraussetzung also gleich sind und
f damit iiberhaupt konstant, oder zumindest eines der Extrema wird
an einer Zwischenstelle ¢ angenommen, wo dann nach Definition der
Ableitung als Limes des Differenzenquotienten f'(¢) = 0 sein muss.

Den Mittelwertsatz, der ja keine Voraussetzung iiber die Funktions-
werte an den Intervallenden macht, erhdlt man dann, indem man auf die
durch g(z) := f(z) — W(.T — a) definierte Funktion g : [¢,b] — R
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den Satz von Rolle anwendet. Beachten Sie g(a) = g(b), was zu erreichen
eben der Sinn des linearen Korrekturterms ist.

7.3, Seite 134: Unter einer Permutation der Zahlen von 1 bis n versteht
man eine bijektive Abbildung 7 von {1,...,n} auf sich selbst. Schreibt
man die Permutation statt in der Abbildungsschreibweise in Form eines
n-tupels (71,...,7,), das wieder alle Zahlen von 1 bis n enthilt, nur
in irgend einer Reihenfolge, so ist damit natiirlich die durch i — 7,
i=1,...,n gegebene Abbildung gemeint.

8.1, Seite 150: Sie werden das nach einiger Beschéftigung mit der linea-
ren Algebra bald selbst einsehen. Die zweidimensionale lineare Algebra
zum Beispiel, die sich in der Ebene R? abspielt, miissen Sie auch in einer
“schrig” im R? drinliegenden Ebene durch den Nullpunkt beherrschen.
Insbesondere kommt man in der Matrizenrechnung nicht voran, wenn
man nicht mit gewissen, eine Matrix A betreffenden Untervektorrdum-
en wie Kern A und Bild A umgehen kann.

Auf die Dauer aber sind nicht nur die Raume R", sondern auch ihre
Untervektorrdume nicht ausreichend fiir die volle Wirkung der linearen
Algebra, die erst in den allgemeinen Vektorrdumen richtig zu Hause ist.
Die Vektorradume sind jedoch Objekte mit einer axiomatischen Struktur,
worin Sie noch keine Erfahrung haben. Deshalb nehme ich mir im Kapi-
tel 18 Zeit, ganz langsam und ausfiihrlich zu erklaren, was das ist. Was
ein Untervektorraum von R” ist, lasst sich dagegen sofort in ein paar
Zeilen sagen, und die Mitteilung, dass die nichttrivialen Unterrdume des
R3 die Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt sind, sichert das an-
schauliche Verstindnis des Begriffs.

Fiir die Anwendungen in der Analysis geniigen die Untervektorraume
von R"™ vorderhand auch, und Sie kénnen an den Untervektorrdumen
von R" die wesentlichen linear-algebraischen Techniken schon iiben. Ich
halte deshalb die vorldufige Beschrankung auf Untervektorrdume des R™
fiir einen sinnvollen Kompromiss in einem Kurs wie diesem, wo lineare
Algebra frithzeitig als Hilfsmittel gebraucht wird, ohne dass viel Zeit zu
ihrer Entwicklung da wére.
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8.2, Seite 155: Die Nebenklassen sind die ‘Vektoren’ des Quotien-
tenvektorraumes R™/V | analog wird W/V gebildet, wenn W irgend ein
Vektorraum und V. C W ein Untervektorraum davon ist. Im Kapitel
20 werden wir auf diese und andere Quotientenbildungen niher einge-
hen. In der Mathematik kommen Quotientenbildungen sehr haufig vor.
In der linearen Algebra ist es eine der Grundkonstruktionen, wie die
direkte Summe oder das Tensorprodukt. Wollte man die Nebenklassen-
bildung um jeden Preis vermeiden, so wire man oft zu umstindlichen
Umschreibungen genétigt.

Um den Sinn von W/V in konkreten Beispielen zu erfassen, muss
man daran denken, dass V selbst darin der Nullvektor ist. Der Quotient
vereinfacht Darstellung und Denken iiberall dort, wo man in einem Vek-
torraum W einen unerwiinschten oder uninteressanten Untervektorraum
V' zu ignorieren trachtet. Der sogenannte Hilbertraum der quadratinte-
grierbaren Funktionen auf einem Integrationsbereich (Mafiraum), etwa
auf R, ist zum Beispiel ein Quotientenraum. Der Vektorraum W der
quadratintegrierbaren Funktionen selbst, mit dem Hilbertschen Skalar-
produkt

(f,g) = / f(@)g(a) dx

versehen, ist ndmlich gar kein richtiger Hilbertraum, weil darin ||f|| = 0
vorkommen kann, ohne dass f = 0 ist. Zusammen mit der konstanten
Funktion Null bilden diese Storenfriede einen Untervektorraum V C W,
und der Hilbertraum wird als der Quotient L?(R) := W/V definiert.
Hier hat man die Quotientenbildung eingesetzt, um gewissermaBen
eine kleine Verunreinigung V' zu beseitigen. Ein andermal kann es darum
gehen, eine kleine, aber hochinteressante Information aus einem riesigen
Vektorraum W herauszudestillieren, der durch einen fast ebenso rie-
sigen uninteressanten Untervektorraum V so verwéssert ist, dass man
die wertvolle Information kaum noch entdecken kann. In der mathe-
matischen Vektoranalysis, die Sie als aufklirendes Hintergrundwissen
zur klassischen, in der Physik gebrduchlichen Vektoranalysis im zwei-
ten Band kennenlernen konnen, betrachtet man zum Beispiel den Vek-
torraum W der geschlossenen k-Formen, einer Verallgemeinerung der
rotationsfreien Vektorfelder, auf einem Bereich M, und darin den Un-
tervektorraum der ezakten k-Formen, die etwa den Gradientenfeldern
entsprechen. Der Quotient W/V =: H*(M,R) ist dann die k-te de
Rham-Kohomologie von M, ein kleiner, meist endlichdimensionaler, be-
rechenbarer Vektorraum, der Interessantes iiber M aussagt.
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Sie sehen meinen guten Willen, Thre Fragen zu beantworten. Dass
Sie die Antwort jetzt noch nicht in allen Einzelheiten verstehen konnen,
liegt in der Natur der Sache. Vorerst geht es fiir Sie auch nur darum,
den einfachen Quotientenbildungsvorgang selbst zu begreifen, und sogar
das tritt erst im Abschnitt 20.4 ganz konkret an Sie heran.

9.1, Seite 170: Als ein prominentes physikalisches Beispiel betrach-
ten Sie im realen physikalischen Raume einen Bezugspunkt P, von dem
aus Sie alle Raumpunkte durch Ortsvektoren darstellen und den phy-
sikalischen Raum dadurch zu einem reellen Vektorraum (im Sinne von
Abschnitt 18.4) machen. Die Vektoraddition ist darin durch das bekann-
te ‘Krifteparallelogramm’ von Ortsvektoren definiert. Viel physikalische
Mathematik spielt sich in diesem Vektorraum ab. Wenn Sie ihn aber mit
dem Zahlentripel-Raum R? in Verbindung bringen wollen, miissen Sie
eine Basis darin wihlen. Mangel daran besteht nicht, aber die Auswahl
fallt schwer, es gibt praktisch keine Moglichkeit, sich ein fiir allemal auf
eine bestimmte Basis zu einigen, ja man wollte das auch gar nicht, weil
je nach dem vorliegenden physikalischen Problem einmal diese, dann
wieder jene Basis einfacheres Rechnen gestattet. Gelegentlicher Basis-
wechsel ist unvermeidbar.

10.1, Seite 198: Auch die mehrdimensionale Kettenregel im folgenden
Abschnitt 10.3 hat man erst richtig verstanden, wenn man die gewéhn-
liche, eindimensionale Kettenregel als Spezialfall darin wiedererkennt.

Einen anderen Fall von Betriebsblindheit infolge zu grofler Einfach-
heit beobachte ich ebenfalls immer wieder, namlich wenn es um das
Differential d fg einer Abbildung f : R" — R™ der Form f{ () = AT+ b,
einer sogenannten affinen Abbildung geht, vergl. Notiz 1 in 10.1. Dass
dann fiir jedes & einfach d ff = A gilt, sorgt regelmaflig bel einigen
Hoérern fiir Verwirrung, obwohl doch niemand ein Problem damit hat,
dass die Ableitung von f(z) = az + b iiberall f'(z) = a ist.

Vielleicht hat es damit zu tun, dass in der Formel fiir f das A auf
die Variable & zu wirken hat, wihrend die Gleichung dfz = A fiir festes
# zu lesen ist und dfy(¥) = A¥ fiir alle ¥ € R™ bedeutet. Sollten Sie
zu den Betroffenen gehoren, so versuchen Sie doch einmal bewusst, die
Schwierigkeit zu lokalisieren.
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10.2, Seite 203: Die sechs Beispiele sind aus den beiden Lehrbiichern

1. W. Demtroder, Ezperimentalphysik 1, Springer-Verlag 1994
2. K. Dransfeld, P. Kienle, H. Vonach, Physik I, 7. Auflage, Olden-
bourg, Miinchen 1996

genommen, und zwar die ersten beiden aus [2], Seiten 56 und 106, die
anderen vier Beispiele aus [1], Seiten 63, 67, 69 und 389.

12.1, Seite 232: Diese Benennung stammt aus der analytischen Geo-
metrie. Sei ¢ : R? — R eine quadratische Form auf der Ebene, und die
Gleichung ¢(Z) = ¢ beschreibe, sagen wir, eine Ellipse. Sei ferner p € R?
ein Punkt im Aufenbereich der Ellipse, den wir jetzt den Pol nennen.
Die beiden Geraden durch p, welche die Ellipse beriihren, beriihren sie
in zwei Punkten A und B, und die Gerade durch A und B nennt man
dann die Polare zum Pol p beziiglich der Ellipse ¢(Z) = ¢.

Polare B3(p,7) = ¢

Pol 5

Ellipse ¢(Z) = ¢

Polare (7, %) = ¢ zum Pol § beziiglich ¢(Z) = ¢.

Und die Gleichung dieser Polaren zum Pol pist dann §(p, Z) = ¢, wobei
[ die symmetrische Bilinearform von g bezeichnet. Deshalb nennt man
die Bestimmung von ( aus ¢ die Polarisierung von q.

F#ngt man einmal an, sich fiir Pol und Polare zu interessieren, stellen
sich sofort weiter Fragen: was geschieht, wenn der Pol in den Innenbe-
reich der Ellipse wandert, was bedeutet die Polare, wenn ¢(%) = ¢ keine
Ellipsengleichung ist, was bedeutet die Gleichung 8(p, ) = ¢ in hsheren
Dimensionen geometrisch usw. Ich wollte Thnen aber nur rasch sagen,
woher die sonst unverstindliche Benennung fiir den Ubergang ¢ — £
kommt.
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12.2, Seite 240: Von der Hauptachsentransformation quadratischer
Formen handelt der Abschnitt 22.3.

12.3, Seite 251: Sei U eine offene beschrinkte Teilmenge im R™. Wir
bezeichnen mit pi(U) € R den Volumeninhalt des Wiirfelaggregates
Wi (U), das die Vereinigung der in U enthaltenen Wiirfel des k-fach un-
terteilten Einheits-Wiirfelgitters ist. Dann heifit p(U) := limg_, o0 p(U)
das Maf$ oder der Volumeninhalt oder kurz das Volumen von U.

Fiir offene Mengen ist das eine gute Art, das Volumen zu messen,
aber fiir viele andere beschrankte Mengen versagt die Methode kldglich.
Man kann zum Beispiel aus einer grofien dicken offenen Menge U eine
Folge Py, P>,... von Punkten gezielt so herausnehmen, dass die Rest-
menge @ = U~ {P, P, ...} iiberhaupt keinen einzigen noch so kleinen
Wiirfel enthalt. Sie erhielte demnach das Mafl Null, aber nach unserer
Intuition sollte das Volumen von U die Herausnahme dieser Punkte gar
nicht spiiren, denn wieviel Volumen kann man dabei insgesamt herausge-
nommen haben? So eine Punktmenge {P;, Py, ... } sollte doch auf jeden
Fall das Mafl Null haben, kann man sie doch fiir jedes € > 0 in eine Verei-
nigung von offenen Wiirfeln mit Volumina €/2,¢/4,¢/8, ... einschliefien,
deren Gesamtvolumen dann also hochstens ¢ ist.

Die bessere Methode besteht darin, eine beschrankte Menge 2 durch
eine abgeschlossene Menge A und eine offene Menge U mit A Cc Q Cc U
— soll ich wieder sagen: in die Zange zu nehmen? Dann ist U \ A offen,
und p(U \ A) wiirde man die Maftoleranz der Maflzange (A, U) nennen.
Eine beschrinkte Teilmenge 2 C R™ heifit Lebesgue-meflbar, wenn man
sie mit beliebig kleiner Toleranz in eine Mafizange nehmen kann, und
das Infimum p(Q) := inf{u(U) | Q@ C U, und U offen} heifit dann das
Lebesgue-Maf3 von 2. Auf diesem Maf fuit das Lebesgue-Integral, der
moderne Integralbegriff.

13.1, Seite 264: In der Polardarstellung z = re'¥ einer komplexen
Zahl z # 0 vom Betrag r = |z| > 0 wird ¢ zwar oft das Argument
von z genannt, aber eigentlich ist das irrefiilhrend, es sollte richtig ein
Argument von z heiflen, denn mit ¢ ist fiir jedes k € Z auch ¢+ 2k ein
ebenso gutes ‘Argument’ fiir z, wie aus der Eulerschen Formel und den
Periodizitédtseigenschaften von Sinus und Cosinus ersichtlich ist.
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Fiir eine einzelne Zahl z ist damit kein Problem verbunden, man
wiithlt eben eines der Argumente zur Benutzung aus, fiir eine positive
reelle Zah! etwa ¢ = 0, fiir eine positiv-imaginire p = 7/2, fiir eine
negativ imaginére ¢ = —n/2 fiir eine negative reelle — hier stocken wir
kurz: wollen wir ¢ = 7 oder ¢ = —7 nehmen? Na, nehmen wir ¢ = 7,
wenn nichts dagegen spricht, und was sollte denn dagegen sprechen.

Nun, es spricht schon manchmal etwas dagegen. Hat man nicht mit
einer einzelnen Zahl, sondern mit allen Zahlen in einem gewissen offenen
Gebiet G C C der komplexen Ebene zu tun, so verursacht es schon
manchmal technische Probleme, wenn bei einer Zuordnung z + (z), die
wir vornehmen, eine unstetige Funktion G — R herauskommt, das wollen
wir doch moglichst vermeiden. Enthilt G zum Beispiel keine negativen
reellen Zahlen, so fithrt die vorhin vorgeschlagene so gemiitlich getroffene
Wahl zu einer stetigen Funktion und alles ist in Ordnung. Wenn aber
G = C~.{0} zur Debatte steht, ja wenn G auch nur irgend eine Kreislinie
um den Nullpunkt enthélt, dann ist eine stetige Argumentzuordnung auf
G unmoglich.

Deswegen bricht keine Panik aus, die Moglichkeiten der Argument-
zuordnung haben ja nichts Geheimnisvolles an sich. Stellen Sie sich die
Menge {(z,¢) | ¢ Argument von z} im Raum (C . 0) x R anschaulich
vor, gleichsam den Graphen der ‘mehrdeutigen Funktion’ ¢. Wie sieht
das aus? Wie eine groBe Wendeltreppe oder besser Wendelfliche, denn
Stufen sind keine da. Starten wir mit dem Argument 0 iiber dem positi-
ven reellen Halbstrahl, so haben wir RT x0 € € xR, und drehen wir nun
den Halbstrahl gegen den Uhrzeigersinn, so schraubt sich der stets hori-
zontal dariiber liegende Halbstrahl in der Wendelfliche nach oben, nach
einer vollen Umdrehung liegt er in der Hohe 27 iiber seiner Ausgangslage
usw., analog nach unten im Uhrzeigersinn. Stellt man sich das so vor, so
sieht man schon, ob und wie man iiber einem gegebenem G einen Teil
dieser Wendelfliche so ausschneiden kann, dass es der Graph einer steti-
gen Argumentzuordnung ist. In dem Fall hat man dann ein sogenanntes
Blatt der Argumentfunktion auf G ausgewahlt. Das ist dann sogar eine
C*°-Funktion und auf die eine oder andere Weise durch Arcusfunktionen
beschreibbar. Insbesondere ldsst sich auf einer ganz in C ~\ 0 gelegenen
Kreisscheibe G immer ein Blatt des Arguments definieren.

Interessant ist, dass das Differential oder der Gradient so eines Argu-
mentblattes an einer festen Stelle z € C~ 0 oder (z,y) € RZ\ 0, wie wir
das auch lesen kénnen, von der Wahl des Blattes gar nicht abhingt, weil
ein konstanter Summand 2k7 beim Differenzieren verschwindet. Deshalb
ist grad ¢ : R~ 0 — R? ein ganz richtiges, ‘eindeutiges’ C*-Vektorfeld.
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Zusammen mit der Mehrdeutigkeit seines Potentials ¢ ergibt das inter-
essante mathematische, auch physikalisch relevante Effekte, die uns noch
manchmal beschéftigen werden.

13.2, Seite 269: Dass man den allgemeinen Fall w > 0 mathematisch
auf den speziellen Fall w = 1 zuriickgefiihrt hat heifit aber nicht, dass
man das w ein fiir allemal los geworden ist. Erstens miissen Sie sowieso
im konkreten Anwendungsfall auch ein konkretes w wieder einsetzen,
und zweitens ist es von physkalischem Interesse zu studieren, was fiir
w — 0 mit der Fourierentwicklung einer Funktion f geschieht.

Was soll das heiflen? Eine nicht konstante Funktion f kann doch
nicht fiir alle w > 0 zugleich %“—periodisch sein? So ist es nicht gemeint.
Betrachten Sie eine Funktion f auf ganz R, periodisch braucht sie nicht
zu sein. Dann kénnen wir ihre Einschréinkung auf das Intervall (-7, T
zu einer %}—”-periodischen neuen Funktion auf ganz R fortsetzen und die-
se in eine ZZ-periodische Fourierreihe entwickeln. Auferhalb (—Z, ] hat
diese Entwicklung freilich nichts mit dem dortigen Verlauf des urspriing-
lichen f zu tun, dort schauen wir auch gar nicht hin. Wir haben eben f
nur auf dem Intervall (— I, Z] entwickelt, wenn Sie diese Sprechweise ge-
nehmigen. Je kleiner nun w wird, desto grofer wird dieses Intervall und
einen desto grofleren Teil von f sehen wir dargestellt. Was wird daraus,
wenn wir w gegen Null gehen lassen?

Mit bloflem Auge ist das nicht zu sehen. Ein besserer Ausgangs-
punkt als die klassische trigonometrische Fourierreihe ist die auf der
Eulerformel beruhende komplexe Version Y >° cpett davon, die Sie
spéter kennenlernen werden (s. auch Ubungsaufgabe R22.8). Von da
aus fiihrt ein heuristischer Weg zu der Uberzeugung, dass die Reihen-
darstellung anf (—Z, Z fiir  — 0 in eine Integraldarstellung der Form
fe) =1/ flw)e™dw iibergeht. Die Funktion f(w) heifit die Fou-
riertransformierte der Funktion f(t).

Der mathematische Weg zu bewiesenen, also verldsslichen Aussagen
iiber die Fouriertransformation fithrt zwar nicht iiber die Fourierreihen
und den Grenziibergang w — 0, aber dieser Zusammenhang ist fiir die
physikalische Interpretation wichtig, und deshalb wird Thnen diese Heuri-
stik in den Physikvorlesungen begegnen. Die Fouriertransformation gibt
es auch fiir Funktionen von mehreren Variablen, und sie spielt eine grofie
Rolle in der Physik.
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14.1, Seite 294: Q C R bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen,
also der ganzzahligen Briiche, in R. Sei M die Menge der Nebenklassen
[z] :={z+q| g€ Q} C R von Q in R, man schreibt dafiir auch M =
{lz] | x € R} = R/Q. Auf dieser Menge definieren wir ein dynamisches
System ® : R x M — M durch ®(¢,[z]) := [t + z]. Das System hat
nur einen Orbit, ndgmlich ganz M, und jede Flusslinie ist nichtkonstant,
hat aber trotzdem beliebig kleine positive Perioden, denn sogar jede
rationale Zahl ist Periode.

14.2, Seite 296: Die maximalen lokalen Flisse sind nicht nur soge-
nannte maximale lokale Fliisse, sie sind wirklich ‘maximal’, und zwar in
folgendem Sinne. Es seien ¢ und ® zwei lokale Fliisse, im Sinne unserer
Definition, auf derselben Menge M, und P sei eine Erweiterung von @,
das heift fiir jedes p € M ist (ap, by) C (Ep,gp) und op(t) = &y (¢) fiir
alle t € (ap,bp). Dann folgt automatisch schon (ap, bp) = (6P,Bp), also
® = &. Man kann also ® gar nicht echt erweitern, es ist eben schon
mazimal. B

Der Beweis ist nicht schwierig. Angenommen (ap, by) & (ap, bp) fiir
ein p € M, oBdA b, < Zp. Betrachte ¢ := &p(by) und wiahle € > 0 so
klein, dass a; < —e und auch ap < b, — ¢ gilt. Dann wire ag(—¢) =
ap(by, — €), und da @ iiberall dort, wo es iiberhaupt definiert ist, mit
® iibereinstimmt, auch ag(—¢e) = ap(bp — €) =: r, woraus nun aber
mittels (2a) einerseits (ar,b;) = (aq + €, by + ), andererseits (a,,b,) =
(ap+ € — by, b, + & — b,) folgte, was wegen b, > 0 nicht sein kann.

14.3, Seite 299: Etwa eine stillschweigende Verabredung, Vierervek-
toren immer als Paare (E,p) oder (¢, ) usw. zu schreiben und nicht
abzukiirzen, oder griechische Indices u, v usw. immer von 0 bis 3, latei-
nische i, j aber von 1 bis 3 laufen zu lassen.

14.4, Seite 299: Physikalische Ortsvektoren dienen oft nicht nur zur
einfachen Ortsangabe, sondern beschreiben die Abweichung oder Orts-
differenz von einem physikalisch relevanten Bezugspunkt. Dann ist auch
Addition dieser Vektoren physikalisch relevant und die Pfeilchen-Nota-
tion ein berechtigtes Signal.
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14.5, Seite 306: Das wird im Abschnitt 19.3 ausfithrlich erklirt.

14.6, Seite 307: Siehe etwa die Darstellung in V. I. Arnold, Gewdhn-
liche Differentialgleichungen, Springer-Verlag, 2. Auflage 2001.

14.7, Seite 313: Wenigstens glaubt man es zu sehen, was fiir den heu-
ristischen Zweck auch ausreichen mag. Der Beweis: gébe es in einem
der drei Intervalle Punkte a < b, die verschiedenen Bahnen A und B
angehorten, so hiitte das Supremum c := sup{a € A | a < b} die Eigen-
schaft, dass fiir jedes ¢ > 0 das Intervall (¢c—¢, c+¢) Punkte aus verschie-
denen Bahnen enthielte. Das kann aber nicht sein, denn fiir gentigend
kleines £ > 0 muss (¢ — ¢,¢ + ) ganz in der Bahn von ¢ liegen, da der
Definitionsbereich von . ein offenes Intervall und G.(0) # 0 ist.

15.1, Seite 327: Hitte ich das transformierte System besser 7= Aj
statt & = AZ schreiben sollen? Aber wozu sollten wir noch cinen zusétz
lichen Buchstaben y einfiihren? Nun, vielleicht dazu, um die Transfor-
mation ¥ = S¥ als die Einfithrung neuer Koordinaten ¢ aufzufassen und
i = Ay als das alte System T = B, geschrieben in den neuen Koordi-
naten zu lesen. Auch gut, ich mdchte aber doch lieber haben, dass Sie
sich jetzt einmal ¥ = AZ und # = BZ als zwei durchaus selbstindige,
verschiedene Systeme vorstellen, zwischen denen die Transformation in
der prizis angegebenen Weise vermittelt. Wenn Sie das richtig erfasst
haben, dann mégen Sie sich mit einer Redeweise anfreunden, die 7 = A§
als “dasselbe” System wie & = BZ auffasst.

15.2, Seite 339: Gewohnlich wird hier auf P. Hartman, Ordinary Dif-
ferential Equations, Wiley, New York 1964 verwiesen.

16.1, Seite 358: Die allgemeineren geschlossenen und exakten k-For-
men treffen Sie im Cartan-Kalkil der mathematischen Vektoranalysis
an. Im zweiten Band.
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16.2, Seite 360: Schreiben wir zur Abkiirzung f(t, h) := wyyme, (&),
so brauchen wir jetzt das Lemma

1 1
i = i h)dt
Jim / £t h) di / lim £, ) dt,
0 0

denn die linke Seite ist die partielle Ableitung gﬂcii(p)7 die wir da ausrech-
nen wollen, und auf der rechten Seite ist limy,_,o f(¢, h) = f(t,0) = wp(&;)
wegen der Stetigkeit von f, und da das von ¢ gar nicht mehr abhéngt,
ist das Integral fol ...dt dariiber auch nichts anderes als diese Konstan-
te wp(€;). Aber das sind schon die zufilligen Details unseres konkreten
Problems, die allgemeine Frage ist, ob und unter welchen Umstédnden
man Limes und Integral wie oben vertauschen darf.

Satze, die dariiber Auskunft geben, nennt man Integralkonvergenz-
sitze. Es gibt eine ganze Anzahl davon, denn das Problem stellt sich
unter den verschiedensten Begleitumstianden immer wieder von Neuem,
und davon, dass man etwa die Vertauschung einfach ‘immer’ vornehmen
diirfe, kann gar keine Rede sein. Auch vom verwendeten Integralbegriff
héngt das ab, und seine Konvergenzeigenschaften sind nicht gerade ein
Ruhmesblatt fiir unseren Riemannschen Integralbegriff, das Lebesgue-
Integral verhilt sich da viel besser.

Im zweiten Band bekommen Sie eine bescheidene Grundausstattung
an Konvergenzsitzen, mit der sich aber doch ganz schén haushalten
lasst. Fiir den Moment kann ich Thnen mitteilen, dass jedenfalls fiir ste-
tige Funktionen f(¢, h) auf einem Rechteck der Form [a,b] x (—¢,¢) die
Vertauschung der Operationen limy . und f; ... dt anstandslos erlaubt
ist. Die Gefahr, dass Thr Physikprofessor Rechenschaft von Ihnen fordern
konnte, weshalb Sie Limes und Integral glaubten vertauschen zu diirfen,
halte ich fiir eher gering. Und so wiren Sie in dieser Hinsicht erst einmal
versorgt.

16.3, Seite 363: Auch hierfiir ist letzten Endes ein Integralkonvergenz-
satz zustindig. Fiir eine C'-Funktion f(t,Z) auf einem Definitionsbe-
reich [a,b] X M, wobei M C R" offen ist, diirfen Sie jedenfalls 8/8z;

und f: ... dt vertauschen.
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17.1, Seite 372: Im zweiten Band werden wir den koordinatenbediirfti-
gen k-dimensionalen Flichen im R™ begegnen, und Interessenten werden
dort auch die noch allgemeineren Mannigfaltigkeiten und ihre lokalen
Koordinaten kennenlernen.

17.2, Seite 381: Innerhalb der klassischen Vektoranalysis im zweiten
Band, zur Vorbereitung auf die Integralsitze von Gaufl und Stokes.

18.1, Seite 385: Wichtig fiir Physiker, wenn auch vielleicht nicht fiir
Erstsemester, sind zum Beispiel die semidirekten Produkte zweier Grup-
pen H und G. Zur Herstellung eines solchen semidirekten Produkts
braucht man als Konstruktionsanweisung aber noch einen Gruppenho-
momorphismus ¢ : G — Aut(H), g — o, von G in die Gruppe der Auto-
morphismen von H. Das klingt kompliziert, bedeutet aber doch nur, dass
erstens jedes einzelne o, : H — H bijektiv ist und die Verkniipfung in H
respektiert und zweitens o selbst die Eigenschaft 04,4, = 04, 0 04, hat.
Stellen Sie sich intuitiv G als handelnd und H als erleidend vor: jedes
g € G wirbelt H mittels 64 : H — H durcheinander. Das nach An-
weisung o gebildete semidirekte Produkt H X, G ist als Menge einfach
H x G, wie das direkte Produkt, aber die Verkniipfung ist durch

(h1,g1)(h, g2) = (h1og, (ha), 9192)

gegeben. Das aggressive ¢;, auf dem Wege zum ¢ wie beim direkten
Produkt, kann es also nicht unterlassen, dem ho, dem es dabei begegnet,
einen kleinen Dreher zu verpassen. Das hy trottet dann so hinterdrein.
Fiir den Spezialfall des konstanten o : G — {Idgy} C Aut(H) ergibt sich
das gewohnliche direkte Produkt.

Sei zum Beispiel M? der Minkowski-Raum, das Universum der spe-
ziellen Relativititstheorie, und T* der Vektorraum der Translationen
auf M*, versehen mit der naturgegebenen Lorentzschen quadratischen
Form ¢ : T* — R, die in den Koordinaten eines jeden Inertialsystems
durch 3 — % — 23 — 22 beschrieben ist. Sei P(M*) die Poincaré-Gruppe,
das ist die Gruppe der affinen lorentzinvarianten Transformationen auf
M?*, die Automorphismengruppe des Universums, pathetisch gesprochen.
Dass die physikalischen Gesetze invariant unter der Wirkung der Poin-
caré-Gruppe sein sollen, ist das Relativitdtsprinzip.

Die Struktur der Poincaré-Gruppe ist die eines semidirekten Pro-
dukts, in kanonischer Weise ist namlich P = T x L, wobei T* als die
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abelsche Gruppe (T%,+4) zu verstehen ist und L die Lorentz-Gruppe
bezeichnet, das ist die Gruppe der linearen Automorphismen von T?,
welche die Lorentzform invariant lassen. Da jedes A € L schon von Haus
aus als ein Automorphismus A : T4 — T* definiert ist, wire es pedan-
tisch, zwischen A und oa zu unterscheiden, das ist hier dasselbe, und
deshalb kann diesmal o in der Notation unterdriickt werden.

Haben Sie das alles verstanden? Brauchen Sie auch nicht. Man kénn-
te aber nicht Physik studieren, wenn man alles gleich von sich wiese, was
man nicht ganz versteht — eher schon Mathematik. Semidirekte Pro-
dukte kommen in der Physik vor, die Mathematiker haben aus ihren
eigenen Griinden semidirekte Produkte sehr genau studiert, wenn Sie
also spéter einmal damit zu tun haben, kénnen Sie sich aus der Ma-
thematik niitzliche Informationen holen. Nehmen Sie zumindest das aus
unserer kleinen Diskussion mit.

18.2, Seite 402: In diesem ganzen ersten Band. Der Zweite beginnt
aber direkt mit der Konstruktion der reellen Zahlen. Eine detaillierte
“Erinnerung” an das, was Sie aus der Schule dariiber schon hatten wissen
koénnen.

18.3, Seite 403: Nicht zufallig war eine Matrix dieser Form in Abschnitt
15.4 aufgetaucht (3. Fall).

18.4, Seite 407: Zum Beispiel auf S.91 in K. Jénich, Analysis fir Phy-
siker und Ingenieure, 4. Aufiage, Springer-Verlag 2001. Wenun Sie sich fiir
den Fundamentalsatz interessieren, sei Ihnen aber dringend der Aufsatz
von R. Remmert empfohlen, der als Kapitel A4 in H.-D. Ebbinghaus et
al., Zahlen, 3. Auflage, Springer-Verlag 1992 zu finden ist. Zitat: “Eine
Ubersicht iiber fast hundert klassische Beweise des Fundamentalsatzes
gaben 1907 E. NETTO und R. LE VAVASSEUR: [ ... 7.

18.5, Seite 409: Ausschnitt aus einer e-mail-Predigt an einige mei-
ner Horer, aus gegebenem Anlass, nachdem das in der Vorlesung schon
dran gewesen war. Hat geholfen, nach eigenem Bekunden der Adressa-
ten, vielleicht hilft’s auch dem einen oder anderen Leser: “Jetzt erinnere
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ich Sie an den Begriff des reellen Vektorraums. Ein reeller Vektorraum
besteht aus drei Bestimmungsstiicken, némlich aus erstens einer Menge,
nennen wir sie V, zweitens einer Abbildung V x V — V und drittens
einer Abbildung R x V — V| und dieses Tripel

V,VxV S V,RxV = V)

von Bestimmtungsstiicken nennt man auch nur dann einen reellen Vek-
torraum, wenn es gewisse Bedingungen (“Axiome”) erfiillt (die sich am
leichtesten merken lassen, wenn man das zweite Bestimmungsstiick als
+:VxV =V, (4t — 4+ 7 und das dritte als - : Rx V — V|,
(A, T) > AU notiert, weil sie sich dann als geldufige Rechenregeln formu-
lieren lassen, ich fiihre sie jetzt nicht auf, Sie finden sie in Threm Skript).

Das versteht man in der Mathematik unter einem reellen Vektor-
raum, und diese Benennung miissen Sie sich gewissermaflen als geschiitzt
vorstellen: Reeller Vektorraum®, es steht Thnen nicht frei, unter einem
reellen Vektorraum etwas anderes zu verstehen, fiir eigene Neuschdpfun-
gen, die natiirlich nicht verboten sind, miissen Sie dann schon auch
einen neuen Namen wihlen, damit keine Miflverstindnisse entstehen.
Insbesondere 148t sich die Mathematik keines der Axiome und schon gar
keines der Bestimmungsstiicke abhandeln. Daran andert auch die Ge-
wohnheit nichts, statt “der reelle Vektorraum (V, +,-)” kurz “der reelle
Vektorraum V7 zu sagen, das ist nur eine abkiirzende Sprechweise un-
ter Eingeweihten, an der Definition des Begriffes wird deshalb kein Iota
gedndert.”

19.1, Seite 424: Quotientenrdume X/~, von denen im nichsten Ka-
pitel die Rede sein wird, erweisen sich h#ufig als nichthausdorffsch und
stellen anschauliche, nichttriviale und mathematisch relevante Beispiele
nichthausdorffscher Rdume. Von ganz anderer Art ist z.B. die in der alge-
braischen Geometrie wichtige nichthausdorffsche Zariski- Topologie. Dass
nichthausdorffsche Réume etwas an sich haben, was unserem geometri-
schen Empfinden widerspricht, wird ja nicht bestritten. Um so iiberra-
schender und technisch sehr niitzlich ist, wie viel geometrische Intuition
auch in nichthausdorffschen Raumen noch wirksam bleibt.
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19.2, Seite 437: Die abgeschlossenen Kugeln im unendlichdimensiona-
len Hilbertraum sind zum Beispiel nicht kompakt.

20.1, Seite 455: Von der Wohldefiniertheit spricht man aber nicht nur
in Zusammenhang mit Aquivalenzrelationen. Wann immer in einer De-
finition der Benutzer eine Wah! unter mehreren Moglichkeiten zu treffen
hat, die vorgeblich alle zum selben Ergebnis fiihren, darf man fragen ob
das auch wahr ist, ob durch den Wortlaut der Definition deren Ergebnis
wirklich wohldefiniert ist.

21.1, Seite 463: Man kann aber den Basisbegriff selbst so verallgemei-
nern, dass dann jeder Vektorraum Basen hat. Und zwar versteht man
dann unter einer Basis von V eine moglicherweise unendliche Familie
{U»}rea von Vektoren in V mit der Eigenschaft, dass sich jedes Element
¥ € V eindeutig als Summe ¥ = )~ A7) schreiben lésst, wobei jeweils
nur fiir endlich viele A € A der Koeffizient ¢y € K von Null verschieden
ist, es sich also wirklich um ganz normale endliche Summen handelt.
Wenn Sie irgendwo lesen, jeder Vektorraum habe eine Basis, dann ist
das so gemeint. Unsere bisherigen Basen sind mit den endlichen Index-
mengen A= {1,...,n} als Spezialfille dabei.

21.2, Seite 463: Das hat vor allem damit zu tun, dass die unendlichdi-
mensionale lineare Algebra, soll sie fiir Analysis und Physik brauchbar
sein, metrische und topologische Gesichtspunkte mit einbeziehen und
so zur Funktionalanalysis werden muss. Der in Fufinote 21.1 beschrie-
ben Basisbegriff denkt zum Beispiel nur an die rein linear-algebraischen
Bediirfnisse und spielt deshalb in der Funktionalanalysis keine grofie Rol-
le. Im Hilbert-Raum benutzt man stattdessen sogenannte Hilbert-Basen,
bei denen die Entwicklung eines Vektors nach der Basis im Allgemeinen
nicht auf eine endliche Summe, sondern auf eine unendliche Reihe fijhrt.

21.3, Seite 469: Es greift zwar in unsere Betrachtungen nicht wirklich
ein, aber guter Ordnung halber will ich doch darauf hingewiesen haben,
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dass in der Algebra zwischen dem Begriff des Polynoms in einer Unbe-
stimmten ) als eines formalen Ausdrucks P(A) := apA\" +---+ a1 A +ag
mit Koeffizienten a; € K und der dadurch definierten polynomialen Ab-
bildung P : K — K ein Unterschied gemacht wird. Fiir manche Korper
kann man das Polynom aus seiner Abbildung nicht eindeutig rekonstru-
ieren, zum Beispiel gibt es ja iiberhaupt nur vier Abbildungen Fs — o,
aber unendlich viele Polynome. Bei R oder C enthalt aber die Abbildung
noch die volle Information.

21.4, Seite 470: Wollen Sie vom gegenwértigen Autor noch etwas iiber
das Gauflische Verfahren wissen, so darf ich Sie auf die Abschnitte 7.3
und 7.5 in K. Jénich, Lineare Algebra, 8. Auflage, Springer-Verlag 2000
hinweisen.

21.5, Seite 474: Auch wenn V = C”" ist und f deshalb schon als
Matrix vorliegt, miissen wir so vorgehen, denn an dieser urspriinglichen
Matrix sehen wir erst einmal gar nichts. Ein typisches Beispiel fiir die
Niitzlichkeit des Basisergénzungslemmas im linear-algebraischen Alltag.

22.1, Seite 479: Der Ausdruck orthogonal, der im direkten Wortsinne
eigentlich nur so viel wie rechtwinklig bedeutet, kennzeichnet die Ortho-
gonalprojektionen unter allen Projektionen ganz addquat, jeder wiirde
sich unter einer ‘rechtwinkligen Projektion’, im Unterschied zu einer
schiefen oder schriagen, das Richtige vorstellen. Schon eher sollte man
die Benennungen orthogonale Matriz und orthogonale Transformation
bedauern, denn diese Abbildungen erhalten nicht nur die rechten Win-
kel, sondern sogar die Langen. Aber das ist einmal so eingefiihrt.

22.2, Seite 482: Oft ist damit zumindest nichts gewonnen, oft auch
wiirde man dabei relevante geometrische Begleitumstinde aus den Au-
gen verlieren. Echte Schwierigkeiten kann man aber bekommen, wenn
man viele euklidische Vektorrdume gleichzeitig zu betrachten hat, zum
Beispiel alle Tangentialrdume TpM einer k-dimensionalen Flache M
im R™. Zwar konnen Sie mit Gewalt fiir jedes p € M eine ON-Basis
(€1(p), ..., €k(p)) von TpM wihlen oder wenigstens sich gewidhlt den-
ken, um alle Vorginge der tangentialen orthogonalen linearen Algebra,
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etwa selbstadjungierte Operatoren Sp, : T,M — T, M wie den Weingar-
tenoperator der Fliachentheorie usw. in den R* zu holen. Sobald aber
Ihre Absichten etwas mit Analysis zu tun haben, sollten Sie die Aus-
wahl dieser Hilfs-ON-Basen besser differenzierbar oder zumindest stetig
in Abhingigkeit von p treffen, sonst bekommen die in den R* gehol-
ten Objekte Unstetigkeiten, die sie in Wirklichkeit gar nicht haben und
die nun die analytischen Methoden blockieren, die Sie gerade anwenden
wollten.

Na gut, sagen Sie, denke ich mir die Basen eben stetig gewihlt, oder
differenzierbar nach Bedarf. Das aber ist im Allgemeinen unmdglich,
schon bei der Kugeloberfliche $2 C R3? geht es nicht. Wenn man das
ignoriert und die Fragestellung wirklich globaler Natur ist, kann das zu
Fehlern fiithren.

22.3, Seite 497: Eine Gleichung ¥(F) = 0, wie man ja immer schreiben
kann, wenn man alle Terme auf eine Seite bringt, heifit regulér, wenn
an allen Punkten, an denen die Gleichung erfiillt ist, der Gradient von
W von Null verschieden ist. Bei den parabolischen Gleichungen ist der
entsprechende Gradient wegen des linearen Terms z; sowieso nirgends
Null.

22.4, Seite 498: Wie das Skalarprodukt hier zwischen den selbstadjun-
gierten Operatoren und den symmetrischen Bilinearformen vermittelt,
ist Spezialfall eines allgemeineren Vorgangs, der sich sehr iibersichtlich
ohne Basen beschreiben 148t. Sei ndmlich V' ein n-dimensionaler reel-
ler Vektorraum und V* := {a : V —» R | « linear} sein Dualraum,
der dann ebenfalls ein n-dimensionaler Vektorraum ist. Die bilinearen
Formen §:V x V — R lassen sich auch als die linearen Abbildungen
@ : V — V* lesen, wir brauchen nur zum Beispiel 5(¥, W) = ¢(w)(¥) zu
verabreden. Dazu braucht man gar keine weitere Struktur auf V.

Sei nun aber als ‘weitere Struktur’ eine bestimmte nichtentartete
Bilinearform auf V gegeben, d.h. eine Bilinearform, die in der eben
beschriebenen Weise sogar einen Isomorphismus ¢ : V' 22 V* herstellt.
Dann kénnen wir ¢ natiirlich benutzen, um aus linearen Abbildungen
@ :V — V* wieder Operatoren f := 1 !¢ : V — V zu machen. In un-
serem konkreten Fall im Text ist das Skalarprodukt die nichtentartete
Strukturform.
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22.5, Seite 499: Der Gebrauch des Wortes Tensor in der Physik einer-
seits und der Mathematik andererseits wére ein Kapitel fiir sich. Eine
von beiden Seiten zugingliche Position nimmt der so genannte Ricci-
Kalkiil ein, den Sie z.B. in meinem Buch Vektoranalysis erlautert finden,
Springer-Verlag, 4. Auflage 2003.

22.6, Seite 505: Die Fortsetzung des Zitats aus FuBnote 18.5 gehort
hierher: “Andererseits 148t sich die Mathematik auch keine zusétzlichen
Forderungen an den Begriff des reellen Vektorraums aufdriangen. Jedes
Tripel (V,+,-) wie oben beschrieben, welches die Axiome erfiillt, ist
ein vollgiiltiger reeller Vektorraum, da gibt es nichts Kleingedrucktes,
wonach die Elemente von V irgendwelche Tupel sein miissten oder durch
reelle Zahlen beschrieben sein miissten oder what not.”

22.7, Seite 508: Schreiben wir Ag fiir die reelle 2n x 2n-Matrix, die
der komplexen n x n-Matrix A entspricht, so gilt det Agx = det A -det A.
Fiir den Fall det A = 0 ist das ohnehin klar, weil mit A natiirlich auch
Apr nicht injektiv ist. Ist aber A invertierbar, so lisst es sich durch ele-
mentare Spaltenumformungen in die Einheitsmatrix verwandeln, also
AX;y ... X, = E fiir geeignete Elementarmatrizen Xi,..., X,,, wie am
Ende von Kapitel 12 erkléart. Daher braucht man die Behauptung nur
noch fiir £ und die Elementarmatrizen zu priifen, was ganz einfach ist.
Ist insbesondere A unitir, so ist det Ag = det A-det A =1, weil ATA = E
gilt.
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sternformig 362

Stetigkeit 21,119, 416, 418

Streifen 63

stiickweise C! 345

Substitutionsregel 54

Substitutionsvoraussetzung 53

—, Lockerung 56

Summe zweier

— Funktionen 4

— Matrizen 147

— Nebenklassen 154

— Teilmengen des R™ 153

— Untervektorriume 152

Supremum 520

surjektiv 159

Sylvesterbasis fiir eine quadra-
tische Form 235

Sylvestersche Normalform 235

—, Berechnung mittels
elementarer Um-
formungen 237

symmetrisch 217

symmetrische Gruppe 394

T

Tangens tanx 15

Tangente 23

Tangentialebene an den
Graphen 194
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Teilfolge 440

Teilraumtopologie 418

Topologie 417

—, diskrete 421

— eines metrischen
Raumes 420

—, triviale 421

topologischer Rand 426

Topologischer Raum 417

Torus 108

— als Quotientenraum 459

Toruskoordinaten 383

totales Differential 188

totale Differenzierbarkeit 188

Triagheitsmoment 140

Tragheitstensor 499, 513

transformierter Operator 467

Transformation eines
DGL-Systems 327

Transformationsgesetz

— fiir Vektoren 372

— fiir Gradienten 373

transponierte Matrix 224

trigonometrische
Funktionen 14

trigonometrisches
Polynom 266

trilinear 214

Tripel 103

triviale Topologie 421

tupel 103

U

U(1) 394
Uberdeckung 426, 433
Umgebung 422

959

Umkehrformel 201
Umkehrregel 26, 519
Umkehrung
— einer injektiven Funktion 6
— einer bijektiven Abbildung
160
Umkehrabbildung f~* 159
unbestimmtes Integral 58
unendlichdimensional 463
unitdre Abbildung 506
unitare Gruppe 506, 507
unitarer Vektorraum 502
unitére Transformation 506
Untergruppe 395
Untervektorraum
— des R"™ 150
— eines K-Vektorraums 409
Urbild 122

v

Vol(Q)) = Vol*(Q) 131

Ve 476

Variation der Konstanten 81,
526

Vektorfeld 117

—, konservatives 358

—, rotationsfreies 361

—, zugehorige Einsform 356

Vektorprodukt 252

Vektorraum 408

—, reeller bzw. komplexer 409

Verkettung 5

— zweier Funktionen 5

Vielfachheit 407

—, geometrische von Eigen-
werten 465
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—, algebraische von Eigen-
werten 473

Vollstandigkeit 520

Volumen 130

— eines Quaders 130

—, Gebrauch des Wortes 141

—, k-dimensionales eines
k-Spats 248

—, orientiertes Spat- 249

Volumeninderungsfaktor 251

Volumenelement 380

— der 3-Sphiire im R* 384

— einer k-dimensionalen
Flache 381

“Vorratsvektoren” 172

W

Wiarmeleitungsgleichung 129
Winkel beziiglich eines
Skalarprodukts 242
wohldefiniert 455, 543
Wurzelfunktionen 10

Register

/

Zahlengerade R
Zange 42,131
—, Funktion in einer 43,131
—, Integraltoleranz 43,131
—, Untersumme, Obersumme
43,131
Zeile 142
Zerlegung einer Menge
293, 445
Zuordnung 1
zusammenhangende
offene Teilmenge
des R™ 359
Zusammenstiickung von
Kurven 345
Zylinder 108
Zylinderkoordinaten 210, 367





