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Vorwort zur zweiten Auflage

Von Fehlern in dieser zweiten Auflage der Mathematik 2 weif§ ich
natiirlich nichts, denn alle mir bekannt gewordenen Druckfehler der
ersten Auflage habe ich jetzt korrigiert. Ich héitte nun die Gelegen-
heit, auf Fehler in der 2004 erschienenen zweiten Auflage meiner
Mathematik 1 hinzuweisen, jedoch, gute Nachricht: es gibt keine.
Glaube ich! Und so gehe ich bis auf weiteres von der angenehmen
Vorstellung aus, beide Béande ligen nun in tadelloser Form vor.

Seit ein paar Jahren nehme ich am aktiven Universitétsleben
nicht mehr teil, aber E-Mails beantworte ich noch in alter Frische,
und als eremitischer Emeritus schaue ich so von ferne auf die neuen
Zeiten an der Universitdt und denke mir meinen Teil. Es stiinde mir
nicht an, aus dem Lehnstuhl, hinter dem Kachelofen hervor unerbe-
tene Ratschlédge zu erteilen. Doch wiinsche ich meinen Lesern einen
Guten Rutsch ins Masterstudium! Wer méchte auch ein Bachelor
bleiben, sein Leben lang.

Langquaid, im Oktober 2010 K. Jénich



Vorwort zur ersten Auflage

Die ersten beiden Kapitel 23 und 24 stellen im Rahmen dieses Kur-
ses eigentlich den Abschluss des ersten Semesters dar. Das Kapi-
tel 25 bringt die Taylorentwicklung, nicht nur in einer, sondern
auch in mehreren Variablen. Die folgenden Kapitel 26-28 bilden den
einen der beiden Schwerpunkte des Bandes, darin werden ausgehend
vom Umkehrsatz die zentralen Techniken der Differentialrechnung
in mehreren Variablen behandelt.

Der zweite Schwerpunkt ist die Vektoranalysis. Urspriinglich
waren das zwei iiberlange Kapitel Klassische Vektoranalysis und
Cartan-Kalkiil, die ich nun zu besserer Ubersicht in je drei Kapi-
telchen unterteilt habe. Der klassische Teil prasentiert die Vektor-
analysis in der &uBeren Form, in der sie in den Physikvorlesungen
dann mit physikalischem Inhalt gefiillt wird. Aber erst durch den
Cartan-Kalkiil versteht man den mathematischen Sinn der Vektor-
analysis. Die Vektoranalysis ist ndmlich nicht nur ein Sammelsuri-
um erstaunlicher Einzelformeln, sondern sie beruht einheitlich auf
einer einfachen geometrischen Idee, die in der Definition der Cartan-
Ableitung zum Ausdruck kommt. In der Okonomie des Kurses hat
der Cartan-Kalkiil aber noch einen weiteren Zweck: er fithrt den Le-
ser auf ein hoheres Niveau mathematischer Raffinesse und ist eine
der Briicken zu physikalisch relevanten Vorlesungen des mathema-
tischen Hauptstudiums.

Die letzten drei Kapitel sind mathematischen Aspekten der theo-
retischen Mechanik gewidmet. Sie sind aber weniger als Vorberei-
tung auf die Vorlesung iiber theoretische Mechanik gedacht, denn
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ausreichend mathematisch vorbereitet darauf sind die Teilnehmer
dieses Kurses auch ohnedies. Vielmehr sollen Leser, die mit der
theoretischen Mechanik schon in Berithrung gekommen sind, etwas
iiber die mathematischen Begriffsbildungen hinter den Koordina-
tenformeln erfahren und lernen, ihr inzwischen entwickeltes mathe-
matisches Anschauungsvermogen mit der spezifisch physikalischen
Sichtweise der Mechanikvorlesung in Einklang zu bringen.

Was ein Autor im ersten Band iiber den noch nicht vorhandenen
zweiten sagt, hat den Charakter eines Blickes in die Zukunft und
kann als solcher nicht immer verlésslich sein. Sind doch schon an-
gekiindigte zweite Bande ginzlich ausgeblieben! Ich hatte urspriing-
lich vor, aus meiner zweistiindigen Zusatzvorlesung manches in den
zweiten Band mit aufzunehmen. Das ist nun nicht geschehen, viel-
leicht spéter einmal, aber versprechen sollte ich lieber nichts.

Besser lasst sich im zweiten Band iiber den ersten reden, zum
Beispiel iiber dessen Druckfehler. Wer schon einmal ein druckfeh-
lerfreies Buch herausgebracht hat, werfe den ersten Stein! Torsten
Becker aus Saarbriicken hat den ersten Band gelesen und mir eine
Druckfehlerliste geschickt, und Ulrich Riegel, der hier in Regens-
burg im vergangenen Semester die Vorlesung hielt, hat mir auch
eine iiberreicht. Ich danke beiden Herren und gebe umseitig die mir
jetzt bekannten Druckfehler und Versehen des ersten Bandes an,
die beim Lesen storen konnten. Dass irgendwo infintesimale statt
infinitesimale steht, fiihre ich also nicht mit auf.

Immerhin haben mich die beiden Listen bewogen, Margarita
Kraus, die im Sommer die Vorlesung {ibernehmen wird, zu bitten,
die Kapitel 23-34 einmal durchzusehen. Frau Kraus hat das auch
getan und ich danke ihr fiir diese Arbeit, nehme aber natiirlich alle
etwa stehen gebliebenen Versehen auf mich, zumal ich in Fragen der
neuen Rechtschreibung und Grammatik 6fters an meiner Version
festgehalten habe, sei es aus besserer Einsicht, aus Starrsinn oder
aus Unverstand.

Wieder zu danken habe ich meinem Physiker-Kollegen Herrn
Prof. Keller, der mit mir die drei Mechanik-Kapitel durchgegangen
ist und mich auf manche kldrungs- oder &nderungsbediirftige Stelle
aufmerksam gemacht hat. Herrn PD Dr. Thomas Pruschke, jetzt
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in Augsburg, danke ich fiir die Erlaubnis, auch jene R-Aufgaben
mit aufzunehmen, die er im Sommer 2000 beigesteuert hat, als
er mit mir hier in Regensburg die Ubungen zur Mathematik II
durchfiihrte.

Schliellich teile ich mit, dass ich bei der Herstellung der Figuren
das Programm MFPIC von Thomas E. Leathrum dankbar benutzt
habe. Ich habe es von Herrn Riegel bekommen, der hier ausrichten
lasst, es sei im Comprehensive TeX Archive Network (CTAN) im
Verzeichnis graphics/mfpic/ zu finden.

Langquaid, den 24. Februar 2002 K. Jénich

Druckfehler im ersten Band, 1. Auflage 2001. Die Zeilenangabe
“10-7” bedeutet “Seite 10, siebente Zeile von unten”: 10-7: Statt
“Ry7 setze “Ry” (oder kurz: 10-7: R} = RY) / 10-5: Ry = Ry /
13-22 R — R" :: Rt — R / 69, untere Figur: Losung kann bei einer
autonomen Gleichung so nicht aussehen. / 133-6: [ay, by] :: [an, bn)
[ 15043 # j =g /17242 370 3oL,/ 1TT+4,+8,+11:
iy = vy [ 196-1: grad; :: grad;f / 2284-8,+11: A;; = det 4;; /
228+11,4+12: Aj; = det Aj; / 258+5: Rt R / 280-4: m+to == m—t /
285-15: f(to+h) == f(to£h) / 287, rechte Figur: m, —7 :: —m, w / 309-
11: BCR" : BC R xR" / 354+5: f(A) — f(B) = f(B) - f(4)
/ 382+4: dpdf :: sinfdpdf |/ 398-7: ab + ac :: ac + be [ 409-4:
Uy == Vi / 416-12: d(, o) == d(f(z), f(zo)) / 476+9: Eigenwerte ::
Eigenvektoren /
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Mathematische Grundlagen der
Analysis

23.1 Die Axiome der reellen Zahlen

Jetzt erzéhle ich Thnen, wie wir die Mathematikstudenten in die
Analysis einfithren. Wie Sie bemerken konnten, habe ich in den
ersten Kapiteln des ersten Bandes ab und zu einen Joker aus dem
Armel gezogen, indem ich unterstellt habe, Sie kennten dies oder
jenes “aus der Schule”, obwohl das vielleicht eher eine Fiktion war,
wenn es auch prinzipiell hdatte wahr sein konnen, ja sogar hétte
wahr sein sollen.

Ganz anders machen wir es mit den Mathematikstudenten. “Sie
wissen etwas aus der Schule? Ver-géssen Sie es!”, sagen wir, sinn-
gemif. Alles was Sie kennen sollen, sind die natiirlichen Zahlen
1,2,3,... usw. Wir erkldren die Notationen des Umgangs mit Men-
gen, wie Durchschnitt und Vereinigung, Abbildung, Produktmenge,
Relation, und dann geht’s los:

Satz (Axiome fiir die reellen Zahlen): Es gibt ein Paar (R, <),
bestehend aus einem Koérper (R, +,-), im Folgenden der Kdrper
der reellen Zahlen genannt, und einer Relation < auf R, im
Folgenden die Relation “kleiner” genannt, so dass die Bedingungen
(1)-(6) erfiillt sind:

(1) VERGLEICHBARKEIT: Sind z,y € R, so gilt genau eine der
Aussagen x <y, x =y oder y < .

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011



2 Kapitel 23: Mathematische Grundlagen der Analysis

(2) TRANSITIVITAT: Gilt <y und y < z, so auch = < z.

(3) TRANSLATIONSINVARIANZ DER ANORDNUNG: Aus z < y
folgt x + a < y + a fiir jedes a € R.

(4) STRECKUNGSINVARIANZ DER ANORDNUNG: Aus z < y und
0 < a folgt za < ya.

(5) ARCHIMEDISCHES AXIOM: Gilt 0 < = und 0 < ¢, so kann
man x < € + - -+ + ¢ erreichen, wenn man nur geniigend viele
Summanden nimmt.

(6) VOLLSTANDIGKEITSAXIOM: Ist M C R eine nichtleere nach
oben beschrinkte Menge, d.h. ist M # () und gibt es eine
obere Schranke fiir M, also ein ¢ € R, so dass fiir jedes
x € M entweder x < ¢ oder v = ¢ (kurz x < ¢) gilt, so
hat M auch eine kleinste obere Schranke, im Folgenden das
Supremum sup M € R genannt.! O

Auch diesen Satz formulieren wir nur sinngeméf so, da die Stu-
denten ja noch nicht wissen, was ein Korper ist, wir sagen also
in Wirklichkeit ... ein Quadrupel (R,+,-, <), wobei ... ” und
fithren die Korperaxiome mit auf, so dass wir insgesamt nicht sechs,
sondern Stiicker fiinfzehn Bedingungen in dem Satz stehen haben.

Ganz frither wurde der Beweis dieses Satzes nun auch in der Vor-
lesung vorgetragen, ich habe es in den 70er Jahren noch selbst so
gemacht. Der heutige Zeitdruck lédsst das nicht mehr zu, ich seh’s ja
ein, aber es ist auch schade, denn dabei wiirden wichtige Techniken
des Erschaffens neuer mathematischer Objekte auf ganz elementa-
rem Niveau geiibt.?

Rohmaterial des Beweises sind nur die natiirlichen Zahlen und
die durch den Sinn der natiirlichen Zahlen ‘natiirlich’ gegebene Ad-
dition, Multiplikation und Kleinerrelation. Sie kénnen freilich auch
diese Ausgangsdaten immer weiter hinterfragen, bis Sie an Threr ei-
genen Existenz zweifeln. Ich will dagegen gar nichts sagen, als dass
es aus dem Bereich der Mathematik hinausfiihrt. Sie kénnen auch
Thre mentalen Operationen beim Umgang mit natiirlichen Zahlen
genau zu beobachten suchen mit dem Ziel, sie zu formalisieren und
auf wenige Einzeloperationen zu reduzieren. Das fiihrt auf das Ge-
biet der Logik, nicht gerade aus der Mathematik hinaus, aber doch
von einer Einfithrung in die Analysis weg.
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Der Satz mit den “Axiomen der reellen Zahlen” wird den Ma-
thematikstudenten jedenfalls zu Studienbeginn mitgeteilt, aus Zeit-
mangel meist ohne Beweis, und alle weiteren Aussagen iiber die
reellen Zahlen gelten fortan nur dann als bewiesen, wenn sie sich
logisch liickenlos auf die Axiome zuriickfiihren lassen.> Wie sieht
das praktisch aus?

Es folgt eine Woche, in der in Vorlesung und Ubungen eigentlich
weiter nichts getan wird, als Rechenregeln und Aussagen iiber reelle
Zahlen aus den Axiomen herzuleiten, von denen Sie bisher geglaubt
hatten, dass sie Ihnen seit Jahren schon geldufig seien:

Dann lehret man euch manchen Tag,/ Daf}; was ihr sonst
auf einen Schlag/ Getrieben, wie Essen und Trinken frey,/
Eins! Zwey! Drey! dazu néthig sey. [ ... ]/ Der Philosoph,
der tritt herein/ Und beweis’t euch, es miifit’ so seyn:/ Das
Erst” wir’ so, das Zweyte so,/ Und drum das Dritt’ und
Vierte so;/ Und wenn das Erst’ und Zweyt’ nicht wér’,/
Das Dritt’ und Viert’ wér’ nimmermehr.

Nach den ersten Lemmas und Notationen iiber das Rechnen im
Korper, wie Eindeutigkeit und Bezeichnung der neutralen und in-

versen Elemente, wird zum Beispiel die Schreibweise 2 =y~ fiir
y # 0 eingefithrt und es erscheint das
Lemma: Fiir alle a,b,c,d € R mit b # 0, d # 0 gilt
a n ¢ ad+be
b d  bd
BEWEIS: ... (]

Etwa zwanzig dieser Art! Fiir diejenigen Studenten, die nicht recht
mitbekommen haben, worum es dabei eigentlich geht — bedenken
Sie, wir sind in der zweiten Woche des ersten Semesters — ist das
eine wahre Leidenszeit. Da wird

0 fir =0
—x fir <0

r fir O0<uxz
lz| = {
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definiert, und man soll nun zu Hause |z| > 0, |zy| = |z||y| und
|i| = |i‘ beweisen! Das war doch bisher immer so, weshalb soll ich
das auf einmal beweisen? Und vor allem: wie? Wenn Schliisse, die
in der Schule immer gegolten haben, hier verboten sind?

Damit nicht genug. Die natiirlichen Zahlen mit ihren natiirli-
chen Strukturen, (N, +,-, <), sind ja auch noch da. Schreiben wir
fiir die reellen Zahlen aus dem Satz zur Unterscheidung einmal
(R, 4x, ', <g) und 1g fiir die Kérpereins. Von N C R ist in den
Axiomen nicht die Rede. Durch

N — R
n +— Ilgp+4gr---+rlg = ng
~ ~ -

n Summanden

ist aber eine Injektion (Beweis?!) gegeben, und es wird bewiesen
(Lemma), dass diese Abbildung mit den Verkniipfungen und der
Kleinerrelation vertréaglich ist. Das ermoglicht die Vereinbarung, die
jetzt auch getroffen wird, N C R vermoge der Zuordnung n — ng
als Teilmenge aufzufassen und den Notationsunterschied + und +g
wieder fallen zu lassen: es ist bewiesenermafien dasselbe, ob man
mit den “reellen natiirlichen Zahlen” n = ng € R natiirlich oder
axiomatisch rechnet. Ausgehend von dem so verstandenen N C R
werden nun auch

Z:={peR|peNoderp=0oder —p e N} und
Q:={} eR|p,q€Z q#0}

definiert. — So viel Aufwand, nur um natiirliche, ganze und ra-
tionale Zahlen als reelle auffassen zu diirfen? — Ja, ja. Und auch
andere wohlvertraute ‘Tatsachen’ {iber die Lage von Z C Q C R
werden jetzt beweisbediirftige Lemmas, insbesondere:

Lemma: a) Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N mit | < ¢, und
b) Zwischen je zwei reellen Zahlen x < y ldsst sich immer eine
rationale finden, x < Z <. O

Das folgt mit Hilfe des archimedischen Axioms. Beachten Sie, dass
die Studenten dabei nicht etwa die Dezimaldarstellung der reellen
Zahlen benutzen diirfen: davon steht nichts in den Axiomen, sie
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muss bewiesen — und davor iiberhaupt erst einmal formuliert wer-
den, das kommt spéter dran.

Alles Dinge, die Sie “wie Essen und Trinken frey” sowieso betrei-
ben wiirden, ohne viel danach zu fragen, ob das auch gestattet sei,
und ich fiithre Sie ja auch gleichsam nur wie Ehrengéste bei einer
Anstaltsbesichtigung herum. Weshalb miissen wir aber darauf be-
stehen, dass unsere Mathematikstudenten diesen Drill absolvieren?
WEeil sie von Anfang an sehen miissen, dass in der Mathematik alles
liickenlos beweisbar ist und der einzelne Mathematiker iiber alles
was er behauptet, restlose Rechenschaft muss geben kénnen. Das
betrifft nicht nur die ersten Schritte, sondern das ganze Studium,
ja die ganze Wissenschaft.

Die Physik wiirde mit solchen rigorosen Maximen nicht weit
kommen, die Wirklichkeit 14dsst sich nicht einem liickenlosen Diktat
der Logik unterwerfen, sondern behélt sich vor, absurd zu sein. Im
Kampf mit einem so unfairen Gegenspieler ist jedes Mittel recht, da
darf man nicht vor lauter mathematischen Skrupeln zu zimperlich
zum Zupacken sein. Einerseits.

Andererseits schickt Sie Thre Fakultét nicht nur deshalb in un-
sere Vorlesungen, damit Sie hier ein paar Handgriffe erklart be-
kommen, wie man dieses Integral ausrechnet und jene Differential-
gleichung 16st. Vielmehr sollen Sie auch den Geist der Mathematik
begreifen, und sei es auch nur, um spéter ein Urteil dariiber zu
haben, was da allenfalls zu holen sein kénnte und was nicht.

Steigen Sie deshalb jetzt mit ein in die Grundlegung der Ana-
lysis. Im ersten Band habe ich immer dann, wenn im Beweis das
Vollstandigkeitsaxiom heranzuziehen gewesen wére, auf das Kapitel
23 im zweiten Band verwiesen, zum Beispiel beim Mittelwertsatz,
bei der Definition des Riemann-Integrals, bei der Kompaktheit des
kompakten Intervalls und deshalb beim Satz von Heine-Borel, im-
plizit auch bei manchen der als “aus der Schule bekannt” ange-
nommenen Tatsachen. Im Abschnitt 23.3 machen wir damit reinen
Tisch. Sie sind dann auch vorbereitet auf die Theorie der Funktio-
nenfolgen und -reihen, denen das néchste Kapitel gewidmet ist.
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23.2 Die Konvergenz von Folgen

Dieser vorbereitende Abschnitt handelt von der formalen Seite des
Umgangs mit Folgen, das Vollstdndigkeitsaxiom spielt dabei noch
keine Rolle. Zunéchst erinnere ich an die

Definition: Eine Folge N — R, n +— a,, reeller Zahlen konvergiert
gegen ein a € R, symbolisch

lim a, =a,

n—oo
wenn es zu jedem € > 0 moglich ist ein nyg € N zu finden, so dass
la, —a| < ¢ fir alle n > ny gilt. O

Man nennt dann a den Limes oder Grenzwert der Folge, und
diese bestimmte Sprechweise (der Grenzwert statt vorsichtiger ein
Grenzwert) ist auch berechtigt, denn wie bei Folgen in beliebi-
gen metrischen, ja sogar in bloBen Hausdorffraumen (siche Aufgabe
T19.3) kann eine reelle Folge offenbar hichstens einen Grenzwert
haben. Wenn eine reelle Folge gegen Null konvergiert, nennt man
sie eine Nullfolge.

Ich weifl nicht, ob Sie es noch nachempfinden konnen, aber
(wirkliche) Anfénger haben mit dem Konvergenzbegriff oft eini-
ge Schwierigkeiten, weil sie dabei zweimal eine unendliche Menge
von Zahlen ins Auge fassen miissen: “Fiir jedes € > 0” — das sind
ja unendlich viele, die da in Frage kommen, und sodann “fiir alle
n = ng’. Sie kénnen sich selbst testen, indem Sie einmal hinzu-
schreiben versuchen, was es eigentlich bedeutet, dass eine gegebene
Folge (ay,)n>1 nicht konvergiert, also divergiert, wie man sagt.

Das heifit also: fiir jedes a € R (das sind noch ein drittes Mal
unendlich viele!) ist die Konvergenzbedingung lim,, ... a, = a ver-
letzt, gibt es unter den sdmtlichen € > 0 also jeweils mindestens ein
schwarzes Schaf, d.h. ein g3 > 0, fiir das es unmoglich ist, ein ng mit
der verlangten Eigenschaft zu finden, was wiederum bedeutet, dass
es fiir jedes ng einen Ausreifler n; > ng gibt, wegen dessen Fehltritt
|an, — a| = e¢ das ng disqualifiziert werden muss.

Im Einzelnen ist das ja alles ganz gewohnliche Alltagslogik,
nichts Geheimnisvolles, es ist nur die schiere Komplezitit der Aus-
sage, die sie uniibersichtlich macht. In solchen Situationen kann die
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Quantorenschreibweise eine groBe Hilfe sein, weshalb ich sie Thnen
jetzt erklare.

Man verwendet zur Formulierung komplizierter Aussagen zwei lo-
gische Symbole, den Allquantor V und den Ezistenzquantor 3,
die unten und rechts noch beschriftet werden miissen und dann so
zu lesen sind:

g) (@ ist zu lesen als:  Jedes (D) erfiillt (2)

3 (@ st zu lesen als: Es gibt ein (), welches (2) erfiillt

Als “@” ist hier alles, was rechts von dem Quantor steht zusam-
mengefasst, bis zum Ende der gesamten Formel, wenn nicht gesetzte
Klammern etwas anderes andeuten. Da unter dem Symbol manch-
mal nicht geniigend viel Platz ist, schreiben manche Anwender auch

VO:®@ baw. 30:0,

aber dabei muss man hollisch auf den Doppelpunkt aufpassen, das
will ich lieber nicht machen.
Die Konvergenzbedingung hiefle so geschrieben also:

lima,=a < vV I V |l[a—a,|<ec.

n—00 e>0 noeN n>ng

Beim Lesen des ersten Quantors ist “c > 07 die Beschriftung (@),
und “ 3V Ja—a,] <& ist @.

noeN n>ng
Vielleicht haben Sie das Gefiihl, damit sei wenig gewonnen, weil
nur eine verwickelte verbale Aussage in eine verwickelte Formel ver-
wandelt wurde. Der Vorteil zeigt sich aber, wenn man eine kompli-
zierte Aussage, etwa im Zuge eines indirekten Beweises, verneinen
will. Fiir das Verneinen oder Negieren gibt es auch ein Zeichen:

Notation: Ist A eine Aussage, so ist A als “nicht A” oder “A
gilt nicht” zu lesen. O
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Offenbar ist aber

VO < 3 ©@
®
und analog
1@ = Vv O
©) ®

Sie brauchen das nur laut zu lesen, dann horen Sie, dass es Tau-
tologien sind. Daraus folgt aber, dass das Negationszeichen ,
wenn es durch eine ganze Serie von Quantoren hindurchrauscht,
einfach jeden Allquantor in einen Existenzquantor verwandelt und
umgekehrt, zum Beispiel:

VY 3 VY Ja—a<e

e>0 npeN n2ng

= 3V 3 Ja—ay| =€,
e>0 noeN n>ng

denn  |a — a,| < € bedeutet natiirlich |a — a,| > €.

Es ist eine verbreitete Unsitte, die Symbole 3 und V auch oder
womoglich nur als stenografische Kiirzel fiir die Ausdriicke ‘es gibt’
und ‘fiir alle’ zu verwenden und sich dabei aller Freiheiten der Satz-
stellung zu bedienen, welche die Grammatik (hoffentlich) zulésst.
Der Automatismus der Negation ist dann natiirlich weg.

Fiir eine suggestive verbale Beschreibung des Verhaltens von
Folgen ist das Wort “schliefllich” oft niitzlich, verstanden in dem
folgenden genauen technischen Sinne:

Sprechweise: Wir sagen, eine gegebene Forderung F werde von
(an)n>1 schlieflich erfiillt, wenn es ein ng gibt, so dass (an)n>n,
die Forderung F erfiillt. (]

Eine Folge (xy)n>1 in einem metrischen Raum (X, d) zum Beispiel
konvergiert definitionsgeméfl genau dann gegen x € X, wenn es
zu jedem £ > 0 ein ng gibt, so dass der Abstand d(z,,z) fiir alle
n = ng kleiner als ¢ ist. Dafiir konnen wir kurz und anschaulich und
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trotzdem prézise sagen: Die Folge konvergiert genau dann gegen x,
wenn sie in jeder e-Kugel um x schliefilich bleibt. Etwas zu viel
verlangt wiire es freilich, wenn die Folge schlieflich in jeder e-Kugel
um z bleiben sollte, denn das erfiillen natiirlich nur jene Folgen, die
schlieBlich konstant z sind.

Ang(e2)

Ang(er)

ay a2
Radius €1

“In jeder Kugel schlieBlich” bedeutet nicht
dasselbe wie “schlieflich in jeder Kugel”

Analog fiir Aussagen iiber mehrere Folgen zugleich. Dass zum Bei-
spiel zwei Folgen (ay)n>1 und (b,)n>1 schlieBlich iibereinstimmen,
soll natiirlich die Existenz eines ng mit a,, = b, fir alle n > ny
bedeuten. Solche Folgen haben dann offensichtlich dasselbe Limes-
verhalten, das heifft entweder sie konvergieren beide nicht oder sie
haben denselben Grenzwert.

Mit der praktischen Berechnung von Grenzwerten von Folgen
ist es wie beim Differenzieren von Funktionen. So wie man hier
‘Grundbeispiele’ und ‘Ableitungsregeln’ hat, gibt es auch fiir den
Folgenlimes Grundbeispiele und Limesregeln. Beim Anwenden der
Limesregeln braucht man dann gar kein ¢ mehr zur Hand zu neh-
men und kein ny mehr zu suchen, das ist ja der Sinn der Sache.
Startkapital sind drei einfache Beispiele:

Lemma 1 (Fundamentale Beispiele):

(1) Ist ay = ay =--- =: ¢, so auch lim a, = c.

n—oo

(2) Die Folge (i)n>1 ist eine Nullfolge.
(3) Ist |z| < 1, so ist (2™),>1 eine Nullfolge.
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BEWEIS: (1) ist klar, weil fiir die konstante Folge sowieso |c—a,| =0
fiir alle n gilt. Zu (2): Zu gegebenem ¢ > 0 wihle ng so, dass 1 < nge
ist, das ist nach dem archimedischen Axiom moglich. Dann ist auch
|}| < e fiir alle n > ng. Zu (3): Fiir 2 = 0 ist nichts zu beweisen,
und fiir z # 0 gilt jedenfalls

=:14a
|z

mit einem a > 0 wegen |z| < 1 und daher jedenfalls*

l+na<(1+a)”

1

na’

fiir alle n € N, erst recht also |2"| <
€ > 0 also nur ng so grof§ wihlen, dass

Wenn wir zu gegebenem

1
< Npe
a
ist, dann gilt
n 1 1
|z < < <e
na - noa
fur alle n > no, also ist (2"),>; eine Nullfolge. O

Das sind sie schon, die Grundbeispiele. Nun zu den Limesregeln fiir
Folgen:

Lemma 2 (Limesregeln fiir reelle Folgen): Gilt lim a, = a

n—oo

und lim b, = b, so gilt auch

n—oo

(1) lim (an, +b,) =a+0.

n—oo

(2) lim (apb,) = ab.

n—oo

(3) Falls b # 0 und b, # 0 fiir alle n, dann lim n _ 4

n—oo 0, b

(4) Falls a,, < b, fiir alle n, dann auch a < b. O

Die Beweise von (1)-(3) fangen natiirlich mit “Sei ¢ > 0”7, der von
(4) mit “Angenommen, es wére b < ¢” an, und alle sind trivial. O
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Mit diesen Beispielen und Regeln kommt man schon ganz schén
weit im ‘Limesrechnen ohne Epsilon’. Zur Ergénzung kénnte man
etwa noch mitnehmen:

Lemma 3: Ist (a,),>1 eine beschrankte Folge, d.h. gibt es ein C
mit |a,| < C fiir alle n, und ist (b,)n>1 eine Nullfolge, so ist auch
(@nbn)n>1 eine Nullfolge. O

Klar, aber kein Spezialfall von Lemma 2(2), weil dort ja Konvergenz
beider Folgen angenommen war. — Schlieflich sei an den Begriff
der Teilfolge erinnert (vergl. Aufgabe T'19.5): Ist (ay,),>1 eine Folge
und (1)1 eine streng monoton steigende Folge ny < ny < ... in
N, so heiBt (a,, )k>1 eine Teilfolge von (a,),>1. Konvergiert eine
Folge gegen a, dann konvergiert natiirlich auch jede Teilfolge davon
gegen a, eine banale aber niitzliche Bemerkung.

23.3 Die Anwendung des Vollstédndigkeitsaxioms

Im vorigen Abschnitt haben wir das Vollstandigkeitsaxiom noch
nicht herangezogen, nur das Archimedische, um ein paar Nullfolgen
zu erzielen, aber die anderen Konvergenzaussagen beruhten darauf,
dass wir schon gewisse Konvergenzvoraussetzungen gemacht hatten.
Das wiare fiir Q statt R auch alles gegangen. Jetzt fangen wir an,
das Vollstandigkeitsaxiom auszunutzen.

Lemma 1: Jede monoton wachsende beschriankte Folge konver-
giert.

BEWEIS: Sei also a; < as < --- < C. Es bezeichne a das Supremum
der Bildmenge der Folge, a := sup{a, | n € N}.

} R
ai a2 a,
kleinste obere Schranke

Anschauung sagt: a muss der Grenzwert sein.

Behauptung: lim,, . a, = a. Beweis: Sei € > 0. Dann ist a —¢ keine
obere Schranke, weil a bereits die kleinste ist. Also gibt es ein ny mit
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a—e < ap,, und wegen der Monotonie ist dann a—¢ < ap, < a, < a
fiir alle n > ny, insbesondere |a — a,| < ¢ fiir alle diese n. g

Natiirlich konvergiert auch jede monoton fallende beschrinkte Fol-
ge by = by > ..., weil ja =b; < —by < ... nach dem Lemma
konvergiert. Der Limes b von (bn)@l ist dann die grofite untere
Schranke der Bildmenge {b,, | n € N}, deren so genanntes Infimum,
das Gegenstiick zum Supremum:

Notiz und Definition: Ist M C R eine nach unten beschriankte
nichtleere Teilmenge, d.h. gibt es eine untere Schranke ¢ € R,
also eine Zahl mit ¢ < z fiir alle x € M, so hat M auch eine grofite
untere Schranke, ndmlich inf M := —sup{—=2 | x € M}. Man nennt
inf M das Infimum von M. O

Supremum und Infimum der Bildmenge {a, | n € N} einer be-
schrénkten (nicht notwendig monotonen) Folge haben eine einfache
anschauliche Bedeutung: sie begrenzen das kleinste abgeschlossene
Intervall K, das alle Folgenpunkte enthélt.

inf sup

K := [inf{a, | n > 1},sup{a, | n > 1}]
ist der kleinste ‘Kifig’ fiir die Folge.

Wenn die Folge zufillig konstant c¢ ist, dann ist K natiirlich kein
Intervall mehr, sondern entartet zu der einpunktigen Menge K =
{c}, Klar.

Uber das Verhalten der Folge fiir n — oo gibt der kleinste Kiifig
wenig Aufschluss. Es bezeichne nun aber K, den kleinsten Kiéfig fiir
die erst mit dem n-ten Glied beginnende Folge a,, an i1, tnia, - -,
also das Intervall K, := [inf{ay | kK = n}, sup{ax | k¥ = n}]. Wie
entwickelt sich die Folge K =: K1 D Ky D K3 D ... dieser Inter-
valle? Da die linken Intervall-Enden eine monoton wachsende, die
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rechten eine monoton fallende Folge bilden, konvergieren sie jeden-
falls, und diese wichtigen Grenzwerte haben eigene Namen, man
nennt sie den unteren bzw. oberen Grenzwert der Folge (an)n>1,
oder auf Lateinisch:

Definition: Es sei (an)@l eine beschréankte Folge. Dann nennt man

liminfa, := lim inf{a; |k >n} und
n—oo n—oo
limsupa, := lim sup{ax |k > n}

n—00 n—o0o

den Limes inferior bzw. den Limes superior der Folge (ap)n>1-
O

Das von diesen beiden Limites begrenzte (eventuell zum Punkt ent-
artete) abgeschlossene Intervall kénnte man recht gut mit Ko, be-
zeichnen, es ist nédmlich offenbar der Durchschnitt der Folge der
Kifige:

K, = ﬁ K,
n=1

und intuitiv gesprochen so etwas wie der Mindestspielraum, den die
Folge braucht auch wenn man noch so viele Anfangsterme weglésst.
Anschaulich und genau zugleich: das kleinste (eventuell entarte-
te) abgeschlossene Intervall mit der Eigenschaft, dass in jeder e-
Umgebung davon die Folge schliellich bleibt.

Auch eine nur nach oben beschrinkte, nach unten aber unbe-
schrankte Folge kann einen Limes superior haben, genauso definiert
als Limes der Folge der Suprema der Restfolgen, Beispiel

braucht aber nicht, Beispiel a,, = —n. Analog fiir den Limes inferior.

Fiir konvergente Folgen hétte man diese Begriffe gar nicht ein-
zufithren brauchen, denn das sind genau jene beschrénkten Folgen,
bei denen oberer und unterer Limes {ibereinstimmen und gleich
dem gewohnlichen Limes sind. Fiir divergente Folgen aber messen
sie einen wichtigen quantitativen Aspekt der Nichtkonvergenz.
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Definition: Eine Folge (a,),>1 in R heiit eine Cauchyfolge, wenn
sie fiir jedes € > 0 schlieBlich um nicht mehr als £ schwankt, d.h.
wenn

V 3 V |an - am| <e€
e>0 npeN n,m>ng

gilt. [l

Offenbar ist jede konvergente Folge eine Cauchyfolge, denn wenn
la — a,| < § fiir alle n > ng gilt, so auch

|an - am| < ‘an - a| + |a - am| <e
fir alle n, m > ng. Aber umgekehrt?
Lemma 2: In R konvergiert jede Cauchyfolge.®

BEWEIS: Sei also (ay)n>1 eine Cauchyfolge. Da sie nach endlich vie-
len Schritten nur noch wenig schwankt, ist sie jedenfalls beschrénkt
und hat daher einen Limes superior, nennen wir ihn a. Sei nun ¢ > 0
und sei ng so gewahlt, dass die Folge ab dem Index ny um nicht

mehr als ; schwankt. Dann ist

&

g
- 7an0+2]

sup{ay | k = n} € [an, 5

fiir jedes n > ng und daher auch der Limes dieser Folge von Supre-
ma in diesem Intervall, und das ist der Limes superior, den wir a
genannt hatten. Also ist |a — a,| < ¢ fiir alle n > ny.

O

Lemma 3 (Satz von Bolzano-Weierstrafl): Jede beschrinkte
Folge hat eine konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Sei also |a,| < C fiir alle n > 1. Konstruiere sukzessive
abgeschlossene Intervalle

[-C,Cl=LD>LD>I3D...

durch Halbierung und Auswahl einer Héilfte nach dem Gesichts-
punkt, dass es fiir jedes n unendlich viele k mit ay € I, geben soll.
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Das ist moglich, denn wenn das Hotel I, fiir unendlich viele k die
ap beherbergt, so miissen auch in mindestens einer seiner beiden
Hilften die ay fiir unendlich viele & wohnen, wo sollten die vielen
Géiste sonst geblieben sein. So eine Hélfte wihlen wir dann als 7, 1.

L Il J
—_C hier alle ay, C
L I2 '
) oBdA hier ay, ) hier fiir co oder
fiir oo viele k nur endlich viele k
L IS '
1y

I [ I |
I T T 1

Fortgesetzte Intervallhalbierung nach Bolzano-Weierstrafl

Wihle nun n; < ny < ... so, dass jeweils a,, € I;. Dann ist
offenbar (a,, )r>1 eine Cauchyfolge und konvergiert deshalb. O

Nun koénnen wir auch die Liicke schliefen, die im ersten Band Ab-
schnitt 19.4 beim Beweis des Satzes von Heine-Borel geblieben war,
indem wir jetzt, wie dort versprochen, beweisen:

Satz: Die so genannten kompakten Intervalle [a,b] sind wirklich
kompakt.

BEWEIS: Sei {Q)}rea eine Familie offener Teilmengen von R mit
[a,b] C Uxeaf2y. Wir haben zu zeigen, dass es Ay, ..., A, gibt, fiir die
bereits [a,b] C Qy, U---UQ,, gilt. — Unter einer Lebesgue-Zahl
fiir die Uberdeckung {0 }xea von [a, b] versteht man ein § > 0 mit
der Eigenschaft, dass es fiir jedes x € [a,b] ein A\ mit

[x — 48,2+ 0] C Qy

gibt. Offenbar geniigte es, so eine Lebesgue-Zahl zu finden, denn mit
endlich vielen Intervallen der Linge 20 koénnen wir [a, b] natiirlich
iiberdecken. Angenommen also, es gidbe keine Lebesgue-Zahl!
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Dann ist insbesondere 711 keine Lebesgue-Zahl, also gibt es zu
jedem n € N ein z,, € [a,b] mit der Eigenschaft, dass [z, — |, z,+ ']
in keines der €2, passt. Nach Bolzano-Weierstral konvergiert eine
geeignete Teilfolge (2, )r>1 von (z,)n>1 gegen ein x € R, nach
der Limesregel (4), wonach die Limesbildung mit der Relation “<”
vertriglich ist, ist auch dieser Grenzwert x in unserem Intervall [a, b]
enthalten — das ist die Stelle, an der wir die Abgeschlossenheit des
Intervalls ausnutzen, mit einem offenen oder halboffenen Intervall
hétten wir so nicht schlieflen kénnen.

Da deshalb z in einem der offenen 2, liegen muss, gibt es ein
£ > 0mit [z —e,24¢] C Qy, und daher gilt [y — 5,y + 5] C Q, fiir
alle y in dem kleineren Intervall [z — 5,z + 5]

“markierte Zone” [z — 5,z + 3]

. , [, .

T T T T

xr—€ Yy € T+

Jeder Punkt in der markierten Zone hat eine 5-Umgebung, die
in Q) passt, weil ja sogar das ganze [x — e, 2 + €] in ) liegt.

Wegen klim &,, = x bleibt aber die Folge (z,, )x>1 schlieBlich in der

markierten Zone, und weil auch nlk schliefilich kleiner als 5 wird,

steht das im Widerspruch dazu, dass keines der [z,, — nlk ) Ty, + nlk]
in ein 2, passt. 0

Auch iiber die Existenz von Extremwerten (Maxima und Minima)
stetiger Funktionen gibt uns das Vollstdndigkeitsaxiom, das ja ein
Existenzaxiom ist, neue Einsichten. Zunéchst bemerken wir, dass im
Falle einer abgeschlossenen beschrinkten Teilmenge M C R Supre-
mum und Infimum zur Menge gehoren, denn wére etwa sup M & M,
so gébe es wegen der Offenheit von R \ M ein zu M disjunktes e-
Intervall um sup M, im Widerspruch dazu, dass sup M die kleinste
obere Schranke von M ist. Daraus schliefen wir jetzt:

Satz: Ist f : X — R eine stetige Funktion auf einem kompakten
topologischen Raum X, so nimmt f auf X ein Maximum und ein
Minimum an, d.h. es gibt xg,x1 € X mit f(xo) < f(x) < f(z) fiir
allexz € X.
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BEWEIS: ‘Stetige Bilder’ kompakter Riume sind kompakt, wie wir
aus dem Abschnitt 19.3 schon wissen, also ist f(X) C R kompakt,
insbesondere beschrankt und abgeschlossen, enthélt also sein Su-
premum und sein Infimum, d.h. es gibt o, 2; € X mit inf f(X) =
f(zo) und sup f(X) = f(z1), folglich nimmt f bei zy ein Minimum
und bei z; ein Maximum an. O

Natiirlich konnen stetige Funktionen auf nichtkompakten Raumen
auch Extrema annehmen, wie etwa die Sinusfunktion auf R, die ihre
beiden Extremwerte +1 sogar sehr oft annimmt. Aber es gibt eben
auch Beispiele beschrinkter stetiger Funktionen, die keine Extre-
ma annehmen, z.B. der Arcustangens auf R oder iiberhaupt jede
streng monotone Funktion auf einem offenen allgemeinen Intervall.
Ist aber der Definitionsbereich X kompakt, zum Beispiel die ab-
geschlossenen Einheitskreisscheibe D?, und f : X — R stetig, so
miissen Extrema da sein.

' Graph(f)

D? c R?, kompakt

Zo

Kompaktheit von D? sichert die Existenz von Extrem-
stellen, wenn nicht im Innern, dann eben auf dem Rand.

Mit dem Satz von der Existenz der Extrema bei kompaktem Defi-
nitionsbereich ist nun auch der Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung saniert, den ich im ersten Band im Abschnitt 7.1 ohne Beweis
angegeben hatte (eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Funktion
f :]a,b] — R muss an einer Stelle £ zwischen a und b ihren ‘mittle-
ren Anstieg’ wirklich annehmen, f'(¢) = ¢ (bZ:g (@ ). Wie es geht, erst
fir f(a) = f(b), dann allgemein, steht aber schon in der Fufinote
7.2, S. 529 des ersten Bandes.

Seinen vollen Glanz entfaltet der Satz von der Existenz der Ex-
trema bei kompaktem Definitionsbereich in Verbindung mit dem
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Satz von Heine-Borel in der Analysis unter Nebenbedingungen , der
wir uns bald zuwenden werden. Dort sind ndmlich komplizierte,
durch nichtlineare Gleichungssysteme beschriebene Definitionsbe-
reiche X an der Tagesordnung.

Auf der Vollstéandigkeit der reellen Zahlen beruht auch der to-
pologische Zusammenhang der Intervalle.

Definition: Ein topologischer Raum heifit zusammenhdngend,

wenn er sich nicht in zwei offene (nichtleere) Mengen zerlegen lisst.
O

Das ist zum Beispiel deshalb ein interessanter Begriff, weil auf zu-
sammenhéngenden Ridumen das Zusammenhangsargument als Be-
weistechnik funktioniert. Einfaches Beispiel:

Notiz: Hat eine stetige Funktion f : X — R auf einem zusam-
menhéngenden Raum X keine Nullstelle, so hat sie einerlei Vor-
zeichen. ]

Denn sonst wire X = f~}(RT)Uf~}(R™) eine verbotene offene Zer-
legung. Ganz allgemein kann man das Zusammenhangsargument so
fassen:

Bemerkung (Zusammenhangsargument): Ist X ein zusam-
menhéngender topologischer Raum und & eine Eigenschaft, die je-
der Punkt von X entweder haben kann oder nicht. Wenn dann gilt:

(1) Hat ein Punkt die Eigenschaft £, so auch alle Punkte in einer
gentigend kleinen Umgebung,

(2) hat ein Punkt die Eigenschaft € nicht, so auch kein Punkt in
einer geniigend kleinen Umgebung und

(3) es gibt einen Punkt, der die Eigenschaft £ hat,

dann haben alle Punkte von X die Figenschaft £.

BEWEIS: Bezeichnet A C X die Menge der £ erfiillenden, B C X
die der £ nicht erfiillenden Punkte, so ist sowieso AN B = () und
AUB = X. Wegen (1) ist A offen, wegen (2) ist B offen, und weil
X zusamenhéngend ist, muss eine der Mengen leer und die andere
der ganze Raum sein. Nach (3) ist A nicht leer, also A = X. O
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Man sagt statt (1) auch, & sei eine offene Eigenschaft. Man kann
das Zusammenhangsargument also kurz so aussprechen: sind & und
& beides offene Figenschaften und X zusammenhéngend, dann
herrscht eine der beiden in ganz X.
Zu wissen, dass ein gegebener Raum zusammenhéngend ist,
kann also niitzlich sein. Wie erkennt man es? Oft schon mit Hil-
fe von Grundbeispielen und zwei einfachen Regeln:

Lemma (Zusammenhangsregeln): a) Stetige Bilder zusammen-
héngender Réiume sind zusammenhéngend. b) Ist X Vereinigung
zusammenhédngender Teilrdume X, die alle einen Punkt x, gemein-
sam haben, so ist auch X zusammenhéngend.

BEwEIS: a) Wire f(X) = AU B eine in f(X) offene Zerlegung
von f(X), so wire wegen der Stetigkeit (“Urbilder offener Mengen
offen”) auch

X=fAufiB)
eine offene Zerlegung von X. b) Wire X = A U B eine offene
Zerlegung und oBdA zy € A, so wire X, C A fiir jedes A, da ja

sonst

Xh=(ANnX,)U(BnNX,)

eine verbotene Zerlegung wére, also X = A. O

Die Grundbeispiele sind die allgemeinen Intervalle, und um sie als
zusammenhangend nachzuweisen, brauchen wir das Vollstdndig-
keitsaxiom.

Lemma (Zusammenhang der Intervalle): Jedes allgemeine In-
tervall D C R ist zusammenhéangend.

BEWEIS: Angenommen, D liele sich — in der Teilraumtopologie,
versteht sich — offen zerlegen, also D = AUB mit ANB =0, A, B
offen in D, beide nicht leer. Wahle a € A und b € B, oBdA a < b.
Jetzt wenden wir das Vollstdndigkeitsaxiom an: es sei

s:=sup{r € A|z <b}.

Jedenfalls ist dann s € [a,b] C D, und zwischen s und b gibt es keine
Punkte von A mehr. Dann kann aber s auch nicht zu A gehoren,
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denn dann wére s < b und wegen der Offenheit von A in D wiirde
A auch Punkte aus (s,b] enthalten, was wir gerade ausgeschlossen
hatten. Also s € B! Aber dann ist a < s und es gibt ein € > 0 mit
(s —¢e,s+¢e)ND C B. Also wire in (a, s] N (s — ¢, s] kein Punkt
von A zu finden und daher s nicht die kleinste obere Schranke von
{re A|z<b}. O

Ein topologischer Raum X heiffit wegzusammenhdngend, wenn
sich je zwei Punkte p, ¢ € X immer durch einen stetigen Weg in X
verbinden lassen, d.h. wenn es eine stetige Abbildung v : [0,1] — X
mit v(0) = p und (1) = ¢ gibt. Aus dem Zusammenhang von
[0, 1] folgt mit den beiden Zusammenhangsregeln zum Beispiel, dass
jeder wegzusammenhéngende Raum erst recht zusammenhéngend
ist, weil er ja die Vereinigung aller bei einem festen Punkt zy € X
beginnenden Wegebilder ist.

Wir wollen aber zum Schluss noch eine ganz direkte Folgerung
aus dem Zusammenhang der Intervalle ziehen, namlich den wichti-
gen Zwischenwertsatz beweisen:

Zwischenwertsatz: Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt
alle Werte zwischen f(a) und f(b) an.

BEWEIS: OBdA f(a) < f(b), sel f(a) <n < f(b).

,7 e
~—

a &? b

Anschauung nimmt den Zwischenwertsatz fiir selbst-
verstéandlich. Aber kénnte das anschaulich gedachte &
in dem abstrakten Objekt R nicht gerade ‘fehlen’?

Angenommen, es gibe kein € € (a,b) mit f(£) = n. Dann héitte die
stetige Funktion x — f(z) —n auf [a, b] keine Nullstelle, wegen des
Zusammenhangs von [a, b] also einerlei Vorzeichen, im Widerspruch

zu fa) —n <0< f(b) —n. O
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Korollar: Ist f : [a,b] — R eine stetige, streng monotone (0BdA
steigende) Funktion, dann ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv und
die Umkehrung

F7H 2 [f (@), £(0)] = a, 0]

ist ebenfalls stetig.

Us(y)
d
y¥
¢ 1 Ue(x)
a x b

Zur Stetigkeit der Umkehrfunktion

BEWEIS: Die Injektivitat folgt natiirlich schon aus der strengen
Monotonie, die Surjektivitit aber aus dem Zwischenwertsatz, und
dass f~! an jedem Punkt y € [f(a), f(b)] stetig ist, sicht man,
fallunterscheidend nach Rand- oder Innenlage von y, sofort mittels
eund d ... O

... da braucht man die Kanone, dass f ja eine stetige Bijektion
von einem kompakten auf einen Hausdorffraum sei, gar nicht erst
hervorzuholen.

Mit diesem Korollar als Hilfsmittel sieht man dann auch leicht,
dass fiir eine stetige streng monotone Funktion f : D — R auf
einem allgemeinen Intervall D stets auch die Bildmenge f(D) ein
allgemeines Intervall und f~': f(D) — D stetig ist.

Damit beschliele ich das Kapitel iiber die mathematischen Grund-
lagen der Analysis. Zwar habe ich Ihnen darin nicht sémtliche klei-
nen Lemmas vorbewiesen, mit denen in den ersten Wochen der
Anfingervorlesung fiir die Mathematikstudenten die Liickenlosig-
keit der Gesamtargumentation eindringlich demonstriert wird. Es
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fehlt aber nichts, was Sie sich jetzt bei Bedarf nicht auch selber
itberlegen konnten, und Sie diirfen sich nun auch iiber die Grund-
lagen der Analysis mit den Mathematikstudenten auf gleicher Au-
genhohe unterhalten.

Das war ein Lesekapitel, Ubungsaufgaben stelle ich dazu keine.



Funktionenfolgen und Reihen

24.1 Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen

Wird bei Funktionenfolgen nur von Konvergenz, ohne jede nihere
Bestimmung gesprochen, so ist meistens die punktweise Konvergenz
gemeint:

Definition: Eine Folge (f,),>1 von Funktionen f, : D — R mit
dem gemeinsamen Definitionsbereich D konvergiert punktweise
gegen eine Funktion f: D — R, wenn

Tim f, (x) = f(x)

fiir alle x € D gilt. (]

Genau so heifit die Definition der punktweisen Konvergenz auch,
wenn der Zielraum nicht R, sondern etwa C oder R™ oder iiberhaupt
irgendein metrischer Raum (M, d) ist. An den Definitionsbereich D
werden dabei noch gar keine Forderungen gestellt.

Weshalb betrachtet man Funktionenfolgen? Meistens der Grenz-
funktion wegen. — Freilich begibt man sich mit solchen Zweckan-
gaben in der Mathematik immer auf’s Glatteis. Es kann schon auch

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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vorkommen, dass man nur an den Folgenfunktionen f,, selbst inter-
essiert ist, etwa lim, .o fn(z) = 0 als eine wichtige Information
iiber sie ansehen wiirde, und dann kann man natiirlich nicht sagen,
man habe die Folge betrachtet, um die Nullfunktion besser kennen-
zulernen. Typisch ist aber doch, dass uns eigentlich an f gelegen
ist und die f,, ein Hilfsmittel sind.

So kann es zum Beispiel sein, dass wir eine Funktion f zwar
schon gut kennen, aber unsere Griinde haben, sie n&herungswei-
se durch andere Funktionen f, beschreiben zu wollen, so wie in
der Theorie der Fourierreihen die periodischen Funktionen durch
trigonometrische Polynome approximiert werden, nicht weil diese
unbedingt ‘einfacher’ wéren, sondern — und hier fangen die Sub-
tilitdten der Zweckdiskussion schon wieder an — wegen der physi-
kalischen Rolle der trigonometrischen Funktionen als Eigenschwin-
gungen oder mathematisch als Eigenfunktionen des harmonischen
Ostzillators, und analog sind auch andere Entwicklungen nach FEi-
genfunktionen motiviert, die Sie in der Physik noch kennenlernen
werden.

Es kann auch sein, dass wir eine uns interessierende Funktion
f zwar im Prinzip kennen, konkret aber nur eine gegen f konver-
gierende Folge f,, zu berechnen wiissten, und leider mit einem mit
n rasch anwachsendem Aufwand. Wie weit muss man rechnen, um
einen bestimmten Zweck zu erreichen? Sie verstehen, dass das auch
mit der Art der Konvergenz f,, — f zu tun hat.

Schlieflich sind konvergente Funktionenfolgen eines der wich-
tigsten Konstruktionsmittel der Analysis. Viele Funktionen werden
damit iiberhaupt erst definiert, zum Beispiel die Exponentialfunk-
tion auf R als Grenzfunktion der Folge der Polynome

.T2 1.3 2"

falw) =Tda+y + g 4ot
und dhnlich Sinus und Cosinus, wie Sie wissen, mittelbar also alle
elementaren Funktionen.

Aber auch wo konkretes Rechnen nicht helfen kann, weil es
sich gar nicht um ein Einzelproblem handelt, sondern etwa um die
Losbarkeit von Differentialgleichungen unter sehr allgemeinen Be-
dingungen, wie im Satz von Picard-Lindelof, werden Losungsfunk-
tionen als Grenzfunktionen gewonnen. Aus einer mehr oder weniger
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willkiirlich gewéhlten Anfangsfunktion f; wird mit Blick auf das
Ziel eine Funktion fy konstruiert usw., immer f, 1 rekursiv, wie
man sagt, aus f,, und zwar so, dass die Grenzfunktion f := lim f,
das Gewiinschte leistet.

Wie stellt man fest, welche Eigenschaften die Grenzfunktion hat
und ob sie das jeweils Gewiinschte leistet? Ausrechnen und nach-
schauen? Das ist meistens nicht praktikabel. Vielmehr muss man
etwas dariiber wissen, inwieweit sich die Eigenschaften der f,, auf
die Grenzfunktion iibertragen.

Ist die Grenzfunktion mit den f, wieder stetig, wieder differen-
zierbar? Bekomme ich die Ableitung f/(x) dann als Grenzfunktion
der mir bekannten Ableitungen f)(z)? Ist das Integral [, f(x)dz,
wenn es denn darum geht, der Grenzwert der mir bekannten Inte-
grale [, fn(z)dz, jaist f iiberhaupt wieder integrierbar? Ubertriigt
sich das Verhalten der f,, “am Rande” oder “im Unendlichen”, auf
dem wir etwa aus physikalischen Griinden bestehen miissen, auf die
Grenzfunktion?

Da sieht es nun an allen Fronten zunéchst einmal schlecht aus.
Die Grenzfunktion einer stetigen Folge braucht nicht stetig zu sein,
einfache Beispiele:

S )
n

Stetige Funktion fnl(x) Stetige Funktion g, (z)

Die Grenzfunktionen sind unstetig:

le—————
=|i >
f(z) = lim_fo(x) g(w) = lim g, (z)

n—oo n—oo
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Dieselben unstetigen Grenzfunktionen lassen sich auch mit C°-
Folgenfunktionen erzielen:

Fal®@) = 1o gn(@) =3 (1 +2/y[/2% + )

Auch wenn die Grenzfunktion stetig ist, braucht sie nicht die Dif-
ferenzierbarkeit der Folgenfunktionen zu haben:

Die C*°-Funktionen \/ % + nlz schmiegen

sich an die Betragsfunktion an.

Ist die Grenzfunktion differenzierbar, so braucht sie noch nicht die
‘richtige’ Ableitung zu haben:

fn(x) :== 2/(1+na?), die Grenzfunktion ist f = 0, obwohl
'(0) =1 fiir alle n, also auch lim f},(0) = 1 gilt.

n

Ein Beispiel einer nicht Riemann-integrierbaren Grenzfunktion ei-
ner Folge Riemann-integrierbarer Funktionen ist uns schon im Ab-
schnitt 3.1 des ersten Bandes begegnet. Aber auch, wenn die Grenz-
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funktion Riemann-integrierbar ist und die Folge fQ fo(z)dx der In-
tegrale der Folgenfunktionen artig konvergiert, kann es vorkommen,
dass die Grenzfunktion das falsche Integral hat:

-

1
J fu(x)dx =1 fiir alle n, aber die Grenzfunktion ist f = 0.
41

Diese Funktionenfolge ist auch darin merkwiirdig, dass die beiden
‘Domtiirme’ an der Grenzfunktion iiberhaupt keine Spur hinterlas-
sen. Allgemeiner: wenn wir an f,(0) = 0 und an f,(z) = 0 fir
|x| > 71L fiir alle n festhalten, dann ist die Grenzfunktion auf je-
den Fall identisch Null, wie immer sich die Funktionen f,, in ihrem
verbliebenen Freiraum auch gebérden mogen.

Verhalten im Unendlichen? Oh weh. Betrachten Sie zum Beispiel

fa(2) := arctan (*).

Die Funktionenfolge (arctan(” ))n>1

Die Grenzfunktion ist identisch Null, aber fiir jede einzelne Folgen-
funktion ist lirin fulz) = £7.
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Diese Beispiele zeigen Ihnen, weshalb Sie im Allgemeinen die guten
Eigenschaften der Folgenfunktionen nicht auch bei der Grenzfunkti-
on erwarten diirfen, und weshalb es auf die Reihenfolge ankommen
kann, in der Sie einen Grenziibergang und eine andere mathema-
tische Operation vornehmen: es ist im Allgemeinen nicht egal, ob
Sie vor oder nach dem Ableiten (oder worum es sich eben sonst
handelt) zum Limes iibergehen.

Warnungen werden von der Jugend gerne in den Wind geschla-
gen, aber Sie sollten die Beispiele nicht nur als Warnungen vor
leichtfertigem Umgang mit Grenzprozessen auffassen, sondern als
Bereicherung Ihrer anschaulichen Vorstellung von den Funktionen-
folgen. Sie sehen damit manches auf einen Blick, was Sie sonst erst
mithsam aus den Formeln herauslesen miissten, und Sie verstehen
und merken sich auch die positiven Resultate viel besser, denen wir
uns jetzt zuwenden.

24.2  Fine Grundausstattung an Konvergenzsitzen

Inhalt dieses Abschnittes sind drei gute Nachrichten iiber Funk-
tionenfolgen: die erste handelt von der Stetigkeit, die zweite vom
Integral und die dritte von der Ableitung. Alle drei haben etwas
mit gleichmdfSiger Konvergenz zu tun:

Definition: Es sei X eine Menge und (M, d) ein metrischer Raum.
Eine Folge (fn)n>1 von Abbildungen f, : X — M konvergiert
gleichmdif$ig gegen eine Abbildung f : X — M, wenn sie fiir jedes
€ > 0 schlieBlich im e-Bereich um den Graphen bleibt, genauer wenn

Vo3 ¥ v d(fulx), f(z)) <e,

e>0 noeN n>ng zeX

d.h. wenn man zu jedem € > 0 ein ng finden kann, so dass der
Abstand zwischen f(z) und f,(z) fir alle n > np und alle z € X
kleiner als ¢ ist. (]

Das ng muss also fiir alle x € X zugleich e-wirksam sein, wenn ich
einmal kurz so sagen darf. Wenn man fiir jedes x ein anderes ng
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wihlen diirfte, dann wére nur die punktweise Konvergenz verlangt,
iiber die wir oben so viel Nachteiliges gehort haben.

D

Der e-Bereich um den Graphen einer reellwertigen Funktion.
‘Domtiirme’ und dergleichen wiirden da herausschauen!

Unser Thema sind zwar momentan hauptséichlich die reell- oder
komplexwertigen Funktionen, also die Fille M = R mit d(z,y) :=
|z — y| bzw. M = C mit d(w, z) = |w — z|, aber der Begriff der
gleichméfBigen Konvergenz verlangt nur eine Metrik im Zielraum,
warum sollten wir uns also jetzt schon auf Spezialfille einschrianken.
Und was den Definitionsbereich X angeht, so darf es bei dem nun
folgenden Stetigkeits-Konvergenzsatz ein beliebiger topologischer
Raum sein. Stellen Sie sich ruhig ein Intervall darunter vor, oder
eine Teilmenge X C R", das sind Spezialfille, die keineswegs ge-
ringgeschétzt werden. Einfacher wird der Satz aber nicht davon:

Stetigkeits-Konvergenzsatz: Sei X ein topologischer und (M, d)
ein metrischer Raum. Eine Folge stetiger Abbildungen f,, : X — M
konvergiere gleichméfBig gegen eine Abbildung f : X — M. Dann
ist auch diese Grenzabbildung f stetig.

BEWEIS: Sei also ¢ > 0 und g € X. Wir suchen eine offene
Umgebung U von zp in X (fiir Anfinger: ein § > 0), so dass
d(f(x), f(zo)) < e fir alle z € U (fir Anfinger: |f(z) — f(zo)| <€
fur alle z mit |z — x| < 9) gilt.

Fiir jedes einzelne f, wire das moglich, weil diese als stetig vor-
ausgesetzt sind. Andererseits wissen wir auch, dass fiir grofie n die
Absténde zwischen f(z) und f, () klein werden, und zwar fiir alle x
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zugleich. Es liegt daher nahe, f,,(x) und f,(xo) bei der Abschéitzung
von d(f(x), f(zo)) als Trittsteine der Dreiecksungleichung zu ver-
wenden:

In X : In M :

fn(x())
Wéhle zuerst n und dann, dazu passend, U.

Zwei Trittsteine, drei Schritte! Also gehen wir von 3 aus und wéhlen
zuerst ein n so, dass d(f.(z), f(z)) < § fiir allez € X gilt, und dann
eine offene Umgebung U von xo mit d(f,(x), fu(zo)) < 3 fiir alle
x € U. Dann ist nach der (zweifach angewandten) Dreiecksunglei-

chung

d(f(x), f(x0))
d(f (), fu(x)) + d(fa(2), fol(20)) + d(falw0), f(20))

€ € e _
s T 3 *+ 53 = €

IA

A

fiir alle x € U und damit f als stetig bei xg nachgewiesen. O

Integral-Konvergenzsatz: Sei Q C R™ beschrédnkt und (f,)n>1
eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen f, : 0 — R, die
gleichméflig gegen eine Funktion f : Q) — R konvergiert. Dann ist
auch f Riemann-integrierbar und es gilt

/f(:r) d"z = lim [ f,(z)d"x.
Q

n—:o0 Q

BEWEIS: Sei Q C R™ ein kompakter Quader um €2, also 2 C Q.
Auf @ \ Q setzen wir f,, und f einfach Null und diirfen deshalb
oBdA gleich Q = @ annehmen.

Wie klein € > 0 und § > 0 auch vorgegeben werden, immer
kénnen wir zu dem ¢ ein ng finden, so dass |f(z) — fu(x)| < ¢ fir
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alle n > ng und alle x € @ gilt, wegen der gleichméfiigen Konver-
genz, und dann zu dem 0 eine Zange um f,, mit einer Integralto-
leranz kleiner als §, wegen der Riemannschen Integrierbarkeit der
Folgenfunktionen. Offnen wir die Zange nach oben und unten um
€, so passt danach auch f selbst hinein,

Funktion f,,
Grenzfunktion f ‘§
; NS
_—
a x Ti—1 T b

fno und die Grenzfunktion f in der Zange

wie hier fiir den Fall einer Variablen angedeutet, ebenso in meh-
reren Variablen zy,...,z,. Dann ist also f in einer Zange, deren
Integraltoleranz kleiner als § + 2¢ - Vol(Q) ist, und da € > 0 und
0 > 0 beliebig klein gewahlt werden konnen, folgt daraus zunéchst
die Riemann-Integrierbarkeit von f.

Offnen wir aber die urspriingliche Zange statt um e gleich um
2¢ nach oben und unten, so passt nicht nur f, sondern auch jedes
fn mit n > ng hinein, also unterscheiden sich fiir alle diese n die
Integrale [, fn(z)d™z und [, f(x)d™x héchstens um §+4e-Vol(Q),
also ist hm fQ fn ydme = [, f(x)d™z. O

Ableitungs-Konvergenzsatz: Sei B C R™ offen und (f,)n>1 ei-
ne Folge von C'-Funktionen f, : B — R, die nicht nur selbst

gleichméBig konvergiert, sondern bei der auch die Folgen (gj;")n>1
der partiellen Ableitungen, i = 1,...,m, alle gleichméBig konverg1e—

ren. Dann ist auch die Grenzfunktmn f = lim f, eine C'-Funktion
und fiir alle ¥ € B gilt:
8f . Ofy
im

(7).
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BEWEIs: Nach dem Stetigkeits-Konvergenzsatz sind die Grenzfunk-

tion f und die g; := lim g’;? jedenfalls stetig. Wir brauchen nur zu
n—oo g

zeigen, dass g; die i-te partielle Ableitung von f ist. Dazu verhilft
uns der Integral-Konvergenzsatz fiir Funktionen einer Variablen!
Betrachten wir ndmlich unsere Folgenfunktionen f,, langs einer Ko-
ordinatenlinie ¢ — Zy + t€; durch einen Punkt 7y € B.

To To + té;

Die i-te Koordinatenlinie durch Z.

Dann ist nach dem ‘HDI’

t
Ofn

0

(%o + 7€) dr.
Aus dem Integral-Konvergenzsatz folgt daraus jetzt
t

(@ +16) = 1) + [ 9@+ 1) dr
0

und daraus durch Ableiten nach ¢ wie gewiinscht gﬂi (%) = gi(Z).
(]

Das wére sie also, die versprochene Grundausstattung an Konver-
genzsitzen. Hier noch ein paar Gebrauchshinweise unter der Rubrik
“Was tun, wenn ... ?”. Um die GleichméBigkeit einer Konvergenz
fn — f tiberpriifen zu kénnen, muss man etwas iiber die Absténde
d(fn(z), f(x)) bzw. |fo(z) — f(x)| wissen. Was tun, wenn man die
Grenzfunktion gar nicht explizit kennt, sondern nur die Folgenfunk-
tionen f,7
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Definition: Eine Folge (f,)n>1 wollen wir eine gleichmdjige
Cauchyfolge nennen, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng gibt, so
dass d(fn.(z), fim(x)) < € fiir alle n,m > ng und alle  zugleich. O

Das kann man {iberpriifen, ohne die Grenzfunktion zu kennen, und
wenn man von einer gleichméfiigen Cauchyfolge nur weif, dass sie
punktweise konvergiert, dann konvergiert sie auch gleichméfBig.
Denn wenn f,(z) fir alle n > ny und alle x in der offenen e-Kugel
um fp,(z) liegt, dann ist der Grenzpunkt f(z) jedenfalls in der ab-
geschlossenen e-Kugel um f,,(z) und damit um hochstens 2e von
fu(z) entfernt — fiir alle 2 zugleich, und das geniigt auch fiir die
gleichméflige Konvergenz.

Aber mehr noch: wenn im Zielraum jede Cauchyfolge von Punk-
ten konvergiert, dann konvergiert jede gleichméfiige Cauchyfolge
von Abbildungen dorthin natiirlich automatisch punktweise. Sol-
che metrischen Rdume nennt man wollstindig:

Definition: Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, wenn
darin jede Cauchyfolge konvergiert. O

Aus dem Vollstindigkeitsaxiom hatte sich ergeben, dass R voll-
stdndig ist, und ebenso sind C, R", C" und iiberhaupt jeder end-
lichdimensionale euklidische oder unitdrer Raum mit der iiblichen
Metrik vollsténdig, das folgt aus der Vollstdndigkeit von R. Jeder
abgeschlossene metrische Teilraum eines vollstdndigen metrischen
Raumes ist wieder vollstdandig, und auch jeder kompakte metrische
Raum ist vollstéindig!. Also:

Hinweis: Ist (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum, so ist jede
gleichméfige Cauchyfolge von Abbildungen f, : X — M gleich-
méBig konvergent gegen eine Grenzabbildung f : X — M. Insbe-
sondere ist jede gleichméBige Cauchyfolge von reell- oder komplex-
wertigen Funktionen automatisch gleichméBig konvergent. O

Was aber tun, wenn der Nachweis der Gleichméfigkeit daran schei-
tert, dass die Folge gar nicht gleichméfBig konvergiert? Dann ist
die Lage ernst, aber nicht hoffnungslos. Versuchen Sie es mit lokal
gleichmdf$iger Konvergenz!
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Definition: Sei X ein topologischer Raum und (M, d) ein metri-
scher Raum. Eine Folge von Abbildungen f, : X — M heifit lokal
gleichmdfiig konvergent, wenn es um jeden Punkt in X eine of-
fene Umgebung gibt, auf der sie gleichméflig konvergiert, d.h. eine
offene Umgebung U, fiir die (f,,|U)n>1 gleichméfig konvergiert. [

Stetigkeit und C!-Eigenschaft sind lokale Eigenschaften, und Sie se-
hen, dass der Stetigkeits- und der Ableitungs-Konvergenzsatz giiltig
bleiben, wenn man die gleichmé&figen Konvergenzen nur lokal for-
dert, man wendet eben den urspriinglichen Satz auf die einzelnen
U statt auf den ganzen Definitionsbereich auf einmal an.?

Beim Integral-Konvergenzsatz kann man nicht ebenso schlielen,
denn Integral und Integrierbarkeit sind keine blof3 lokalen Begriffe.
Ist aber 2 kompakt, dann geniigt auch hier die lokal gleichmé&fige
Konvergenz, den nach dem ganz gewdhnlichen Kompaktheitsschluss
folgt dann aus der lokalen die globale GleichméfBigkeit.

Damit sind Sie fiir die ndhere Zukunft mit Konvergenzséitzen
hinldnglich versehen, und was sonst noch dazu zu sagen wére, will
ich lieber in den Fufinoten und Erginzungen® verstecken, um Sie zu
ermutigen, erst einmal weiter zu gehen.

24.3 Reelle und komplexe Zahlenreihen

Unter unendlichen Reihen oder kurz Reihen versteht man in der
Analysis, grob gesprochen, “unendliche Summen”. Zur Vorberei-
tung auf die Funktionenreihen, insbesondere die Potenzreihen, wol-
len wir in diesem Abschnitt Zahlenreihen betrachten. Die Summan-
den werden komplexe Zahlen sein, was ja die reellen Zahlen mit
einschliefit.

Definition: Sei (aj)r>0 eine Folge komplexer Zahlen (“Summan-
denfolge”). Dann definiert man die Reshe ) ;- a; als die Folge

n

(X2 “k)n>0

k=0

der so genannten Tetlsummen oder Partialsummen. [l
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Ebenso kénnte man die Summandenfolge und die Reihe statt mit
dem Index k = 0 mit irgend einem Index k = k; beginnen lassen.
Wir schreiben Null, weil dieser Fall héufig in der Praxis vorliegt,
zum Beispiel bei Potenzreihen, wollen diese Wahl aber ‘oBdA’ ver-
standen wissen.

Technisch gesehen ist jede Reihe eigentlich eine Folge, und auch
umgekehrt ist jede komplexe Folge (b,,),>0 eine Reihe, Sie brauchen
nur ag := by und ay, := by — bp_1 fiir k£ > 1 zu setzen, dann erhalten
Sie ZZ:O arp = bo + (bl — bo) + (b2 - bl) +---+ (bn - bnfl) = bn, also
ist (by)nso die Teilsummenfolge von > 72 ay.

In diesem formalen Sinne sind also Reihen nur anders hinge-
schriebene Folgen, und alles was Sie {iber die Konvergenz kom-
plexer Folgen schon wissen, kénnen Sie auch auf Reihen (d.h. auf
die Teilsummenfolgen) anwenden. Trotzdem bringt die Betrachtung
der Reihen einen neuen Gesichtspunkt mit: man mochte jetzt die
Konvergenzeigenschaften der Reihe aus den Eigenschaften der Sum-
mandenfolge verstehen.

Dass eine unendliche Reihe Y7 jaj genau genommen eine Folge
ist, wirkt beim ersten Sehen vielleicht etwas befremdlich, eher hétte
man doch das Symbol > 77 a fiir das Ergebnis der unendlichen
Aufsummierung nehmen sollen, fiir den Limes der Partialsummen-
folge also. Das macht man in der Tat zusétzlich auch noch:

Konvention: Wenn die Reihe »_,°  a; konvergiert, die Folge der
Partialsummen also einen Limes besitzt, dann notiert man diesen
Limes ebenfalls als Y~ a; € C. O

Kann es da keine Missverstdndnisse geben, wenn wir die Folge der
Partialsummen und deren Limes mit ein und demselben Symbol
bezeichnen? — Doch. Aber damit miissen Sie leben.

Wir werden nun einige Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen ken-
nenlernen. Unter einem Konvergenzkriterium versteht man ei-
ne Bedingung an die Summandenfolge, aus der die Konvergenz der
Reihe folgt, also eine fiir die Konvergenz hinreichende Bedingung.



36 Kapitel 24: Funktionenfolgen und Reihen

Im téglichen Leben wird das Wort Kriterium etwas anders verwen-
det. Beim Kauf eines gebrauchten Autos zum Beispiel wird man
das Fahrzeug nach verschiedenen Kriterien beurteilen, wie Alter,
Kilometerstand, Preis usw. und sich nicht aufgrund nur eines Kri-
teriums schon zum Kauf entscheiden. Bei den Reihen ist aber der
Sprachgebrauch, dass ein erfiilltes Konvergenzkriterium die Kon-
vergenz der Reihe bereits sichert.

Unser erstes Kriterium ist zugleich auch notwendig, also eine
bloe Umformulierung der Konvergenzeigenschaft:

Cauchykriterium: Eine komplexe Reihe ) - aj konvergiert ge-
nau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng gibt, so dass fiir alle
m > n = ng der “Cauchyabschnitt” (m-te minus n-te Teilsumme)
dem Betrage nach kleiner als € ist, d.h.

lapi1 + -+ an| <e
gilt. (|

Das folgt natiirlich daraus, dass eine reelle oder komplexe Folge ge-
nau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchyfolge ist. — Da unter
den Cauchyabschnitten auch die Summanden selbst sind, folgt aus
dem Cauchykriterium insbesondere, dass die Summandenfolge ei-
ner konvergenten Reihe eine Nullfolge sein muss. Das ist aber kein
Konvergenzkriterium:

Lemma und Definition: Fiir die Konvergenz einer reellen oder
komplexen Reihe Y77 ay, ist es offenbar notwendig, dass die Sum-
mandenfolge (a,,)so eine Nullfolge ist, aber das allein ist nicht hin-
reichend, wie das Beispiel der divergenten so genannten harmoni-
schen Reihe

=1
>, =
n
n=1
zeigt.

BEWEIS: Der Cauchyabschnitt der harmonischen Reihe zwischen
zwei aufeinander folgenden Zweierpotenzen (z.B. n = 8, m = 16)
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ist
1 I 1 S on. 1 :1
on 41 on+1 = on+1 927
die Teilsummenfolge, die ja monoton wichst, ist also nicht be-
schréankt, sie ‘geht gegen unendlich’, wie auch gesagt wird, und ist
jedenfalls nicht konvergent. O

Ganz allgemein konvergiert eine Reihe Y. b, mit lauter reellen,
nichtnegativen Summanden genau dann, wenn sie beschréinkt ist,
denn ihre Teilsummenfolge ist monoton wachsend. Die Notation
Y peo bk < 0o ist dann wohl nicht missversténdlich.

Definition: Eine komplexe Reihe 7 a, heiBt absolut konver-
gent, wenn sogar »_ .- |ax| < oo gilt. O

Beachte, dass “sogar” zu sagen hier berechtigt ist, denn nach der
Dreiecksungleichung ist |ay41+ -« + am| < |aps1|+ -+ -+ |am| , also
konvergiert eine absolut konvergente Reihe nach dem Cauchykrite-
rium erst recht selber.

Nicht jede konvergente Reihe ist auch absolut konvergent! Zum
Beispiel divergiert y -, i, wie wir gerade gesehen haben, aber
>op (=1 L ist natiirlich konvergent, denn wenn Sie immer einen
Schritt nach vorn tun, dann einen kleineren Schritt zuriick, dann
einen noch kleineren wieder nach vorn usw., so ist klar, dass Sie aus
dem zuletzt abgeschrittenen Intervall nicht wieder herauskommen,
und wenn die Schrittldngen eine Nullfolge bilden, in unserem Bei-
spiel (,16) k>1, S0 ist die Folge der Teilsummen eine Cauchyfolge. Das
nennt man das

Leibniz-Kriterium: Ist (aj)r>o eine monotone Nullfolge, dann
konvergiert >3 (—1)*a. O

Die Kriterien fiir die absolute Konvergenz beruhen zumeist auf der
trivialen Tatsache, die man Majorantenkriterium nennt:

Majorantenkriterium: Gilt fiir eine komplexe Summandenfolge
(ak)kso eine Abschétzung |ai| < by fiir alle k und ist Y-, by, < 00,
so konvergiert Y -, ai, absolut. 0
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Klar aus dem Cauchykriterium. — Man sagt dann, Y ;- ax werde
durch die Reihe }~;° b, magjorisiert, oder die Reihe Y~ b sei
eine Magjorante von ) .- ay.

Natiirlich greift das Majorantenkriterium auch, wenn die Ab-
schédtzung |ay| < by erst ab einem Index kg gilt, die eine Reihe also
nur schlieflich von der anderen majorisiert wird. Das muss ich viel-
leicht nicht umsténdlich in die Kriterien hineinschreiben, sondern
Sie werden den Anfangsindex dort gutwillig als o0BdA kg = 0 lesen
und bei den Anwendungen flexibel handhaben?

Um das Majorantenkriterium ausnutzen zu koénnen, braucht
man natiirlich einige Beispiele moglicher Majoranten. Die Mathe-
matiker des 18. Jahrhunderts waren darin sehr erfinderisch, und
auch in den heutigen Analysisbiichern finden Sie viele individuelle
konkrete Beispiele konvergenter Reihen.

Beispiel: Es gilt

=~ 1
> =t
- k(k+1)

1

1 _ 1
denn wegen k(ht1) = K

— 1 st die n-te Partialsumme der Reihe
nichts weiter als 1 — .

k+1
]

1
n+1

oo o0
Korollar: ), < oo und erst recht Y | < oo fiir r > 2, denn
k=1 k=1

o0 (o]
1;1 k(k1+1) majorisiert kz—:l (k+11)2' O

Eine gute Idee, gewiss so alt wie die Integralrechnung selbst, ist auch
der Vergleich von Partialsummen mit Integralen, denn Integrale
sind oftmals leichter auszurechnen als Partialsummen:

Integralvergleichskriterium: Ist f : R{ — R* eine monoton fal-
o0
lende stetige Funktion und ay := f(k), so konvergiert Y a; genau

k=0
dann, wenn die (monoton wachsende) Folge (I,)n>o der Integrale

I, := [ f(x)dx beschrénkt ist.
0
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BEWEIS:
ag
a
0 1 2 3 n
Zum Integralvergleichskriterium
n n n—1
Ersichtlich ist Y a, < [ f(z)dx < Y ax. O
k=1 0 k=0

Korollar: Fiir jedes € > 0 ist

=1
Z kl-‘ra <00
k=1

Das folgt aus der Beschrinktheit der entsprechenden Integralfolge,
es ist ja

dx 1] 1 1 1

= - = (1- < .

/x”ﬁ 5 {xe]l s( ns) €
1

Schone Sachen! Schade, dass wir gar keine Zeit dafiir haben.

Direkt auf unser Ziel, die Potenzreihen losgehend, begegnen wir der
allereinfachsten “Potenzreihe”, eben der Reihe > .-, ¢* der Poten-
zen einer Zahl g € C, der so genannten geometrischen Reihe in
q. Sie wird sich als die wichtigste Vergleichsreihe {iberhaupt heraus-
stellen: die am haufigsten benutzten Konvergenzkriterien beruhen
auf dem Vergleich mit der geometrischen Reihe.
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Lemma: Fiir |q| < 1 konvergiert die geometrische Reihe, und zwar
gilt

S 1
dd =
k=0 q
fiir alle ¢ € C mit |g| < 1.

BEWEIS: Fiir jedes ¢ # 1 ist die n-te Partialsumme gleich 171‘1:;1,
da ja offenbar (1 +q+---+¢")(1 —¢q) = 1 — ¢"** gilt, und fiir
lg| < 1ist lim ¢"*!' =0. O

Oft bietet sich ein direkter Vergleich mit der geometrischen Reihe
oder einem konstanten Vielfachen der geometrischen Reihe an, nach
dem Majorantenkriterium folgt ja nun: Gibt es ein C' > 0 und ein
0 < q<1,sodass |ag| < C-¢* fiir alle k (oder auch nur fiir alle
k > ko, wie gesagt), so ist Y, ,ax absolut konvergent. Noch ofter
aber wendet man den Vergleich mit der geometrischen Reihe in der
folgenden leicht verschliisselten Form an:

Quotientenkriterium: Gibt es fiir eine komplexe Reihe Y .- ax
eine Zahl ¢ mit 0 < q < 1, so dass fiir alle k (oder auch nur fiir alle
k = ko, s.0.) ar, # 0 und

Q41
Qg

<q

gilt, so ist die Reihe absolut konvergent.

BEWEIS: OBdA k) = 0. Dann ist |ag1] < glax|, per Induktion
also |ag| < |ao|g® fiir alle k, die Reihe wird also durch die Reihe
lao| >ope, ¢" majorisiert. O

Beachte: Die schwéchere Bedingung “|a’;:1| < 1 fiir alle k” reicht
nicht aus, um die Konvergenz zu sichern, wie ja die harmonische

1
Reihe Y77, | = oo zeigt: "' = % <L O
k
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Erfahrungsgeméf predigt man das immer auch einigen tauben Oh-
ren. Priifen Sie sich, ob Sie etwa auch zu jenen Menschen gehoren,
die den Unterschied zwischen

Af41
Y <1
k>0 | Qf
und
k41
E <
q<l k>0 Q.

einfach nicht einsehen koénnen, und wenn ja, suchen Sie einmal Thren
Ubungsgruppenleiter auf und lassen sich’s erkliren.

Nicht ebenso oft wie das Quotientenkriterium, aber manchmal
doch, begegnet Thnen der Vergleich mit der geometrischen Reihe in
der Form des Wurzelkriteriums:

Wurzelkriterium: Gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 und {/|ak\ < ¢ fiir
alle k > 1 (oder auch nur fiir alle k > k), so ist >, ai absolut
konvergent. O

Na, das ist ja nichts anderes als der direkte Vergleich |a;| < ¢*. Der
Vorteil des Wurzel- und auch des Quotientenkriteriums gegeniiber
dem direkten Vergleich ist eher psychologischer Natur. Im Anwen-
dungsfalle bekommen Sie das ¢ ja nicht mitgeliefert, sondern Sie
haben nur die Reihe und miissen ¢ erst finden, und ob ein Kandi-
dat 0 < g < 1 schlieBlich eine obere Schranke fiir 4/|ay| oder fiir
|aZ:1‘ ist, kann man oft leichter iiberblicken als die Giiltigkeit von
lar| < C¢*. Wenn zum Beispiel die Folge der Quotienten oder die
der Wurzeln konvergiert und der Limes kleiner als 1 ist:

Q41
Qg

lim

k—oo

=1—¢ oder klim Vag| =1—¢

fiir ein € > 0, dann greift das Quotienten- bzw Wurzelkriterium
schlieBlich, etwa mit ¢ := 1 — . Da man Grenzwerte, wenn sie
existieren, oft ausrechnen kann, entfillt dann das Erraten von g,

auf das Sie beim direkten Vergleich angewiesen wiéren.
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24.4 Potenzreihen

Eine allgemeine Bemerkung iiber Funktionenreihen vorweg. Sei X
irgend eine Menge und (fi)x>0 eine Folge reell- oder komplexwer-
tiger Funktionen darauf, dann liefern die Konvergenzkriterien des
vorigen Abschnitts natiirlich Kriterien fiir die punktweise Konver-
genz der Funktionenreihe ) 77 fi, denn fiir einen festen Punkt
e X ist jay ;o fu(x) einfach eine Zahlenreihe. In der Tat sagen
die Kriterien aber auch etwas iiber die gleichmdfSige Konvergenz,
woran wir wegen der Konvergenzsétze interessiert sein miissen:

Bemerkung: Wird eine Funktionenreihe ;- , fi durch eine kon-
vergente Zahlenreihe ;- by, schliefllich majorisiert, d.h. gilt

[fr(@)] < b,

koeN k>ko zeX

so konvergiert die Funktionenreihe gleichmébig auf X, da ihre Teil-
summenfolge dann eine gleichméfBige Cauchyfolge ist. O

Wenn also zum Beispiel ab einem festen kg und fiir ein festes ¢ < 1
das Quotientenkriterium oder das Wurzelkriterium fir alle © € X
zugleich greift, dann ist die Konvergenz der Reihe sogar gleichméBig.

Definition: Ist zp € C und (a;)i>0 eine komplexe Zahlenfolge, so
heiflt die auf C durch

definierte Funktionenreihe eine komplexe Potenzreihe um den
Punkt zy. Die a;, nennt man die Koeffizienten der Potenzreihe.
O

Der Punkt 2, € C ist also fest, wihrend z € C die Variable der
Funktionen bezeichnet. Den Luxus oder besser die Beschwerlichkeit
einer eigenen Bezeichnung fiir die Summandenfunktionen, etwa f
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mit f(2) := ar(z — 2)¥, diirfen wir uns in diesem Zusammenhang
ersparen.

Ebenso kénnten wir reelle Potenzreihen >, ai(x — x)
betrachten, wobei jetzt die Koeflizienten a; und der Punkt z( reell
sind und z die Variable in R bezeichnet. Aber alles was wir dariiber
wissen wollen, erfahren wir bei der Behandlung der komplexen Po-
tenzreihen gleich mit. Und oBdA sei zp = 0 ! Zur Anwendung auf
den scheinbar allgemeineren Fall brauchen wir ja nur (z — zy) statt
z einzusetzen.

Dass eine Reihe definiert ist, bedeutet noch nicht, dass sie auch
konvergiert. Was haben wir vom Konvergenzbereich

k

{zecC ’ i apz* konvergiert }
k=0

einer Potenzreihe zu erwarten? Jedenfalls konvergiert die Reihe fiir
z = 0, und manche Potenzreihen tatsichlich nur dort (z.B. > kF2*,
weil die Summandenfolge fiir kein z # 0 eine Nullfolge ist). Wenn
die Reihe aber noch an einem anderen Punkt z; € C konvergiert,
dann gilt fiir jeden kleineren Radius, 0 < r < |z;], dass die Reihe auf
der ganzen (abgeschlossenen, erst recht auf der offenen) Kreisschei-
be um 0 vom Radius r absolut und sogar gleichmdfig konvergiert!

Das liegt einfach daran, dass am Konvergenzpunkt z; die Sum-
mandenfolge eine Nullfolge und daher erst recht beschrankt sein
muss, also |azz¥| < C fiir ein geeignetes C' und alle k, und unsere
Potenzreihe

o] o] 5 k

E akzk = E akz'f . ( )
z

k=0 k=0 !

somit auf der ganzen Kreisscheibe |z| < r durch die geometrische
Reihe

r
o |71 —

00 k [}

C =C ¢*
k=0 k=0
majorisiert wird. Der Trick in der Box ist das ganze Geheimnis,
daraus folgt nun ohne zusétzliche Anstrengung der Satz vom Kon-

vergenzradius:
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Satz und Definition (Konvergenzradius): Zu jeder komplexen
Potenzreihe Y ;> apz"* gibt es ein p € [0, 00] mit der Eigenschaft,
dass die Reihe fiir |z| < p absolut konvergiert und fiir |z| > p
divergiert. Man nennt p den Konvergenzradius der Potenzreihe.
Fiir jedes r < p konvergiert die Reihe auf der Kreisscheibe |z| < r
dann sogar gleichmébig. ([l

Das ergibt sich sofort aus der obigen Betrachtung, wir brauchen nur
p als das Supremum der Menge der Betréige der Konvergenzpunkte
zu definieren, also als den Radius des kleinsten Kreises um den
Nullpunkt, in den man den Konvergenzbereich einschlieffen kann.
Ist der Konvergenzbereich nicht beschrénkt, so wird p = oo gesetzt.

Unsere Uberlegung zeigt auch, dass fiir jedes z mit lz| > p
die Reihe nicht nur divergiert, sondern sogar die Summandenfolge
(akz")k>0 nicht mehr beschréinkt ist. Fiir [z| = p aber verweigert

der Satz jede Aussage.
/ \i Konvergenz innen
)
problematische Randlinie

o0
Konvergenzverhalten von Potenzreihen Y ayz
k=1

Divergenz auflen

k

Das kann man ihm auch nicht iibel nehmen, sehen Sie sich die drei
einfachen Beispiele an:

k
YSETED SLARTTID Shl
k=0 k=1 k=1
Alle drei haben den Konvergenzradius 1, denn fiir |z| =@ r < 1
werden sie durch die geometrische Reihe in r majorisiert und fiir
k
z =1+ ¢ > 1 ist selbst die Summandenfolge (IZ? nicht mehr be-

schriankt. Aber die erste Reihe konvergiert an keinem Randpunkte
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ihrer Konvergenzkreisscheibe, weil (2¥);0 fiir |z| = 1 keine Nullfol-
ge sein kann, die dritte Reihe an jedem, weil sie fiir |z| = 1 durch
D orer k12 < oo majorisiert wird, und die mittlere divergiert fiir z = 1
als die harmonische Reihe und konvergiert fiir z = —1 nach dem
Leibniz-Kriterium.

Analog natiirlich fiir Potenzreihen Yy j ax(z—z9)" um einen an-
deren Punkt zy als gerade den Nullpunkt. Der Konvergenzkreis ist
dann eben ein Kreis um zy. Fiir reelle Potenzreihen Y 7 ay(x—x0)"
bilden die reellen Konvergenzpunkte also ein Intervall der Lange 2p
mit zy als Mittelpunkt. Fiir die Konvergenz an den Randpunk-
ten g £ p gibt es keine allgemeine Regel, aber jedenfalls setzt mit
| — xo| > p gnadenlos auf beiden Seiten die Divergenz ein.

Muss man den Konvergenzradius konkret bestimmen, so kann
man nachschauen, wo die Summandenfolge keine Nullfolge ist, um
Divergenzpunkte aufzuspiiren und kann die gew6hnlichen Konver-
genzkriterien nach Konvergenzpunkten befragen und so den Kon-
vergenzradius eingrenzen. Unter einer nicht immer, aber héufig
erfiilllten Voraussetzung ldsst sich dieses Verfahren gleichsam au-
tomatisieren:

Quotientenformel fiir den Konvergenzradius: Sind die Koef-
fizienten schlieBlich von Null verschieden und konvergiert die Folge
der Quotienten |ay|/|ax+1| gegen eine Zahl oder gegen co (‘bestimm-
te Divergenz’), so ist dieser Grenzwert

. Ak
p = lim
k—o0

k41
der Konvergenzradius von y_pe, a,z*.

BEWEIS: Fiir z # 0 ist dann der im Hinblick auf das Quotienten-
kriterium interessante Limes

k+1
Ap412

a2k

E
p

lim

)
k—oo

gutwillig gelesen im Falle p = 0 oder p = oo, und daher konver-
giert die Potenzreihe jedenfalls fiir |z| < p nach dem Quotienten-
kriterium und divergiert fiir |z| > p, weil dann schlieflich auch
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|a’“Z;z:H| > 1 werden, die Folge der |a,2"| also schliefilich monoton
wachsen miisste und daher keine Nullfolge sein kénnte. Also ist p
wirklich der Konvergenzradius der Reihe. O

Soviel dariiber, wo die Potenzreihen konvergieren, jetzt fragen wir
danach, wohin sie konvergieren, also nach den Eigenschaften der
Grenzfunktion. Wegen der fiir jedes r < p gleichmdffigen Konver-
genz auf |z| < r konvergiert jede Potenzreihe auf dem Inneren ih-
res Konvergenzkreises lokal gleichméflig und daher folgt aus dem
Stetigkeits-Konvergenzsatz:

Korollar 1: Jede komplexe Potenzreihe stellt auf dem Inneren ihres
Konvergenzkreises, also auf {z € C | |z| < p}, eine stetige Funktion
f(z) =37 ar2" dar. O

Die Funktion ist aber nicht nur stetig, sondern sogar analytisch oder
holomorph. Von solchen Funktionen handelt die so genannte Funk-
tionentheorie, ein Gebiet, das wir im vorliegenden Buch nicht betre-
ten werden.* Wir wollen aber auch den Ableitungs-Konvergenzsatz
auf die Potenzreihen anwenden, und dazu brauchen wir als Vorbe-
reitung das folgende Lemma iiber Konvergenzradien:

Lemma: Hat die Potenzreihe Y ;- a,z* den Konvergenzradius p,
so haben die Potenzreihen

Yo ik 2K+ (“formale Stammfunktion”)

und Y7 kapz*"! (“formale Ableitung”)
ebenfalls den Konvergenzradius p.

BEWEIS: Es bezeichne pg und p4 die vorldufig noch unbekannten
Konvergenzradien von formaler Stammfunktion und Ableitung. Ist
(akzk)k>0 beschrankt, so auch (k“fl zk+1)k>0, also ps = p und des-
halb auch p > pa, denn die Potenzreihe selbst ist ja auch eine
formale Stammfunktion ihrer formalen Ableitung.

Andererseits: Ist |z| < p, so wird die Potenzreihe bei z fiir
ein 0 < ¢ < 1 und ein C > 0 durch C'Y ;2 ¢* majorisiert, wie
wir gesehen hatten, und deshalb wird die formale Ableitung von
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C >, kg*~! majorisiert, was nach dem Quotientenkriterium auch

konvergiert, denn klim k'qu = ¢q < 1. Also ist auch py > p und des-
—00

halb p > pgs. (]

Beachten Sie nun, dass fiir die Teilsummen, die ja einfach Polynome
in z = x + iy sind, die formale Ableitung auf sehr einfache Weise
mit den partiellen Ableitungen nach x und y zu tun hat. Notieren
wir einmal die formale Ableitung von f,,(2) = ag+ a1z + -+ a, 2"
mit f(z), so gilt?

0 0
gl = 1) md £ = if(2).

Somit haben wir jetzt freie Bahn fiir die Anwendung des Ablei-
tungs-Konvergenzsatzes auf Potenzreihen, weil die Ableitungsrei-
he als Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius ebenfalls lokal
gleichméflig konvergiert:

Korollar 2: Hat die Potenzreihe - az" den Konvergenzradi-
us p, so stellt sie auf der offenen Konvergenzkreisscheibe eine C*-

Funktion f(z) := Y p,arz" dar, und die partiellen Ableitungen
konnen gliedweise gebildet werden, d.h.

0 ad 9 il
f(z) = Z kapz*' und fz) = zz kagz*"1.
8.17 = 8y —

Durch Induktion folgt daraus natiirlich weiter, dass f sogar eine
C*°-Funktion ist. O

Korollar 3: Fiir reelle Potenzreihen f(z) := Y ;- arz” gilt auf
dem offenen Konvergenzintervall (—p, p)

f(z)= Z kagxt ',
k=1

und die formalen Stammfunktionen reeller Potenzreihen sind deren
richtige Stammfunktionen auf (—p, p). 0
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24.5 Schuldenriickzahlung

Brauchen wir eine Funktion f mit gewissen Eigenschaften, konnen
wir einen Potenzreihenansatz machen, also uns fragen: vielleicht
geht es mit einer konvergenten Potenzreihe

flz) = Z apat
k=0

oder f(z) = > po,ar(z — 29)*? Wie miissten die Koeffizienten be-
schaffen sein, damit f die gewiinschten Figenschaften hat? Kénnen
wir solche ay, finden, so bestimmen wir den Konvergenzradius p der
Reihe, haben somit eine C*°-Funktion f auf (—p, p) definiert, und
je nachdem wie sorgfiltig wir die Beziehung zwischen der Forde-
rung an f und der Koeffizientenwahl untersucht hatten, wissen wir
jetzt entweder schon, dass f unser Problem 16st, oder wir kénnen
es zumindest nachtraglich priifen.

Ein Potenzreihenansatz klappt nicht immer, sei es dass wir die
Koeflizienten nur nicht herausbekommen, sei es dass es gar keine
Potenzreihe gibt, die das Problem 16st. Es gibt aber wichtige Fille,
in denen der Ansatz zum Ziel fiithrt.

Einfaches Beispiel: Wir suchen eine Funktion f : R — R mit
f(0) = 1 und f'(z) = f(z). Bei einem Potenzreihenansatz wiirde
f(0) =1 gerade ap = 1 bedeuten, und gliedweises Ableiten zeigt,
dass f'(z) = f(x) jedenfalls erfiillt wire, wenn immer kay = ap_;
wére, also

1 1 1 1

T e )T T ™ T R

Wissen wir deshalb schon, dass

unser Problem 16st? Noch nicht ganz: wenn es der Teufel wollte
und die Reihe konvergierte nur bei x = 0, so niitzte sie uns gar
nichts, und wére p < oo, so niitzte sie nicht genug. Wir miissen
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also den Konvergenzradius noch bestimmen, das ist hier leicht: die
Quotientenformel liefert p = klim (k+1) = oo, wie gehofft. O
— 00

Das wussten wir doch schon lange, dass es eine Funktion mit

f0)=1 wnd f'(z)= f(z)

gibt, die altbekannte e-Funktion!? — Ja, aber wir wollen uns ein-
gestehen, dass diese Bekanntschaft bisher etwas oberfliachlich war.
Wiirdigen Sie dagegen die Tiefe Ihrer jetzigen Einsicht: den ganzen
hier vorgestellten Potenzreihenkalkiil kénnen Sie liickenlos, ohne
Anleihen bei einem sagenhaften Schulunterricht, auf die Axiome der
reellen Zahlen, ja letztlich auf die natiirlichen Zahlen zurtickfiihren.
Wenn wir jetzt e®, sin z und cos z durch die bekannten Reihen fest-
setzen, dann sind das richtige, hypothekenfreie Definitionen, wir ha-
ben gezeigt, dass das C'°-Funktionen auf ganz C sind, und dass die
Ableitungsregeln d‘i e’ =eé", d‘; sinx = cosz und d‘i cosT = —sinx
gelten. Auch die Eulersche Formel

€¥ =cosz+isinz,

sogar fiir beliebige z € C, ist jetzt eine bewiesene Tatsache.

Freilich haben wir damit noch nicht alle Schulden zuriickgezahlt,
die wir zu Beginn des ersten Bandes gemacht haben, um erst einmal
ins Geschéft zu kommen. Logischer néchster Schritt ist der Beweis
der Funktionalgleichung der e-Funktion.

Satz (Funktionalgleichung): Fiir alle z,w € C gilt

TV = ¢%e?

Der Beweis der Funktionalgleichung besteht im Wesentlichen
aus der Anwendung der binomischen Formel auf die Summanden
der Reihe fiir e*™ in der Form

(z+w) 1 n\ , 4 2P w!
n! 771!2 pzwiZ

I g!
ptg=n p+q=n P a
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und aus Konvergenzbetrachtungen, die zwar unterhaltsam und lehr-
reich sind (Cauchy-Produkt von Reihen, Umordnungssatz), die ich
aber doch in die FuBnoten® verweise, damit ich gleich mit Thnen
an die letzte unserer Sanierungsarbeiten gehe, ndmlich an eine wis-
senschaftliche Definition der Kreiszahl m und den Beweis der Peri-
odizitatseigenschaften der trigonometrischen Funktionen und damit
auch der komplexen e-Funktion. Der blofle Anblick der definieren-
den Potenzreihen gibt darauf ja gar keinen Hinweis.

Die Zahl m wéchst an vielen Stellen der Analysis aus dem Boden,
welche davon man zur Definition wéhlt ist gleich, das Wesentliche
ist sowieso das unterirdische Geflecht, das sie alle verbindet. Unsere
Grundlegung fithrte von den Zahlen iiber die Folgen, Reihen, Po-
tenzreihen zur e-Funktion und zu Sinus und Cosinus, und deshalb
schlieBe ich mich dem Brauch an davon auszugehen, dass ja 7 die
kleinste positive Nullstelle des Cosinus werden soll.

Wir tun nicht so, als ob wir auch heuristisch keine Ahnung von
7 hétten, sondern es geht darum, diese Vorstellungen durch richti-
ge Definitionen und bewiesene Aussagen zu befestigen. Einstweilen
haben wir noch nicht einmal bewiesen, dass der Cosinus iiberhaupt
eine Nullstelle hat. Dazu betrachten wir jetzt einmal die Reihen fiir
Sinus und Cosinus auf dem Intervall [0, 2] mit ganz naiven Blicken.

cos T
sinx

xT
0 ’2'\2

Sieht das wirklich so aus?

Die Betriage der Summanden der Cosinus-Reihe sind dort ab dem
zweiten Glied monoton fallend, die der Sinusreihe schon von Anfang

an, weil ndmlich n<§i1) < 1 fiir alle n > 2 und |z| < 2 gilt, wihrend
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die Vorzeichen abwechseln. Deshalb fiihrt das Hinzufiigen eines po-
sitiven Summanden jeweils an eine Stelle, die von den nachfolgen-
den Teilsummen nie mehr iibertroffen wird, also auch von deren
Limes nicht. Analog beim Schritt zuriick: ist der letzte Summand
einer Teilsumme negativ gewesen, so kann keine der folgenden Teil-
summen kleiner sein, also auch der Limes nicht. Also ist jedenfalls
COSQ<1—22+24:—1
b 2! 4! 3’

und der Cosinus hat nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle
zwischen x = 0, wo er den Wert 1 hat, und x = 2, wo er negativ
ist. Mehr brauchten wir fiir die Definition von 7 vorerst gar nicht
zu wissen, aber wir sehen ja schon, dass fiir « € [0, 2] auch

sinx > z(1 —

gilt, der Cosinus auf (0, 2] also negative Ableitung hat und deshalb
streng monoton fillt und daher dort auch nur eine Nullstelle hat.

Definition: Die Zahl 7 definieren wir als jene eindeutig bestimmte
reelle Zahl zwischen Null und 4, welche

T_0
cos 5 =
erfiillt. 0

Die Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen folgt nun aus
der Funktionalgleichung der komplexen e-Funktion! Beachten Sie

. . . ;T ..
zunéichst, dass wir aus der Eulerformel jetzt e'> = isin] und
T . e . .
e~'2 = —isin § erfahren, aus der Funktionalgleichung also
L, I o
sin? 5 =ere 2 =¢l27 =¥ =1,

Da wir oben schon bemerkt haben, dass der Sinus auf (0, 2] positiv
ist, muss also sin 7 = 1 und daher

ez =
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27

sein, woraus wir weiter /™ = —1 und e?™ = 1 erhalten. Damit sind
wir aber bei der Periodizitdt der Exponentialfunktion angelangt,
denn mit der Funktionalgleichung folgt nun

ez+27‘ri — ezeZTri = ¢
fiir alle z € C. Aus der Eulerschen Formel ¢ = cosx + i sin x folgt
damit auch die 27-Periodizitét des reellen Sinus und Cosinus, und
fiir reelle x und y liest man von

ez(aH»y) — T

die bekannten Additionstheoreme fiir sin(x + y) und cos(z + y) ab,
auch cos’z + sin?2 = 1, was ja nichts anderes als e = 1
bedeutet. Weiter sehen wir, wie der Cosinus durch Translation aus
dem Sinus hervorgeht, da

, T
sin(x + 2) = cosx

nach dem Additionstheorem fiir den Sinus, usw. usw., es lauft alles
wie auf Schienen!

Angemerkt sei noch, dass diese Formeln fiir Sinus und Cosinus,
insbesondere die Additionstheoreme, nicht nur fiir reelle, sondern
auch fiir komplexe Werte der Variablen gelten. Wenn Sie spéter die
Funktionentheorie kennen, ist Ihnen das aufgrund des so genannten
Identitdtssatzes sowieso klar, einstweilen konnen wir’s aber auch
mit wenig Miihe zu Fufl ausrechnen: die Eulerformel, die direkt aus
der Reihendarstellung folgt, gilt ja fiir beliebige z € C, und aus

e = cos z %+ isin z gewinnen wir
eiz + e*iz eiz _ e*iz
cosz = und sinz = .
2 )

fiir alle z € C, was die meisten Fragen beantwortet, die man zum
komplexen Sinus und Cosinus stellen kann.

So haben wir den ganzen Exponential- und trigonometrischen In-
vestitionskredit zuriickgezahlt, und behalten wir nicht eine hiibsche
Summe mathematischen Reingewinns iibrig? Das will ich meinen.
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24.6  Ubungsaufgaben

Aufgabe R24.1: Zeigen Sie direkt mittels der Exponentialreihe,

dass
n

. x
lim =0
r—o0 ¥

fiir jedes n € N gilt, also auch lim ze=*/" = 0, und beweisen Sie

Tr—00

daraus (mittels y := e™*) dass auch h{l(l) ylny =0 fiir jedesn € N
)
gilt.

Aufgabe R24.2: Bei der Entwicklung von 22 in eine Fourierreihe
im Intervall [—m, 7] ergibt sich 1 — | 4§ — . +£--- = 7%/12. Das zu
verifizieren ist aber nicht Gegenstand der Aufgabe. Berechnen Sie

damit das Integral
1

/ln(l —&-a:)dx

xT
0

mit Hilfe einer Potenzreihe des Integranden, vgl. Aufgabe T24.5.

Aufgabe T24.1: Es bezeichne X einen topologischen Raum und
(fu)n>1 eine Folge von Funktionen f, : X — R. Schreiben Sie die
folgenden Aussagen mittels der Quantoren V und 3 nieder: a) Die
Folge konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : X — R, b)
Die Folge ist lokal beschrankt und c) Die Folge konvergiert nicht
lokal gleichmaflig gegen f.

Aufgabe T24.2: Es sei X ein topologischer, (M, d) ein metrischer
Raum und (f,)nen eine Folge von Abbildungen f, : X — M.
Schreiben Sie die folgenden Aussagen mittels der Quantoren V und
3 nieder: a) Die Folge konvergiert nicht punktweise, b) Die Folge
konvergiert nicht gleichméfig gegen f : X — M und c¢) Die Folge
konvergiert lokal gleichméfig gegen f.

Aufgabe T24.3: Es sei f : R — R eine stetige Funktion mit
f(z) > 0fir 0 <z <1 und f(z) = 0 sonst. Sei f, : R — R
durch f,(z) := nf(nz) definiert. Skizzieren Sie in einem Beispiel
die Graphen von fi, fo und f3. Untersuchen Sie die Funktionen-
folge (fn)n>1 auf Konvergenz, gleichméflige Konvergenz und lokal
gleichméfliige Konvergenz.
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Aufgabe T24.4: Sei > ., k(|ax| + |bg|) < co. Zeigen Sie, dass die
Fourierreihe % + Y7 | (ax cos kx + by sinkx) eine C'-Funktion f
darstellt und dass f'(z) = >, (kbi cos kx — kay, sin kz) gilt.

Aufgabe T24.5: Fiir 2| < 1ist ' = Y>> 2", woraus man
z.B. durch Ubergang zu Stammfunktionen, durch Ableiten, durch
Einsetzen von Potenzen, durch Multiplizieren mit Potenzen weitere
Potenzreihendarstellungen von Funktionen herleiten kann. Bestim-
men Sie solche Darstellungen um Null und deren Giiltigkeitsbereich
fiir

a)ln(l+z), b)ln

e) arctan z,

1 1 T

, C)l—i—x?’ d) und

1—z 1+ 22

und zeigen Sie umgekehrt, welche Funktionen und wo durch

f) Sonz™, g) Y nz®, h) Y nPz" und
n=0 n=0 n=1

i) " n(n — 1)z* dargestellt werden.
n=0

Aufgabe T24.6: Bestimmen Sie
2 3 4
a) 14 15+ 150 + 1000 T
4 9 16
b) 1+10+100+1000+"'
SRE R P
d)1—3+:—1+--
2 4

Dy -+ F-
durch Deutung als Wert f(zg) = > 7 a,zf jeweils einer bekannten
Potenzreihe. Hinweis: Bei ¢) und d) liegt 2y > 0 am Rande des
Konvergenzintervalls, beweisen Sie deshalb ad hoc die gleichméaBige
Konvergenz der Reihe auf [0, zo).



5 Taylorentwicklung

25.1 Taylorreihen

Jetzt betrachten wir wieder einmal reellwertige Funktionen f(x)
einer reellen Variablen x, und wir fragen uns zunéchst, ob, wann
und wie man eine solche Funktion um einen gegebenen Punkt xg
in eine Potenzreihe entwickeln kann. Ist f(x) in der Form

flx) = ar(z —xo)"
k=0

darstellbar? Fiir welche 2?7 Wie finden wir gegebenenfalls die Ko-
effizienten a;? Am leichtesten konnen wir diese letzte Frage beant-
worten:

Notiz: Falls f in einem offenen Intervall um x, als Potenzreihe
f(z) =312y ax(z — x0)* darstellbar ist, muss f dort jedenfalls C*
sein und es muss

1
ay = k!f(k)(l‘o)

fiir alle k gelten. O

Bilden wir namlich fiir ein n > 0 die n-te Ableitung und setzen
dann x = zp, so verschwinden die Summanden mit & < n schon
beim Ableiten und die mit £ > n beim Einsetzen von x = x, nur
der Summand a,(z — )" liefert einen Beitrag zu f( (), nach
n-fachem Ableiten eben nla,, so kommt das.

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Definition: Ist f : (a,b) — R eine C*-Funktion und zy € (a,b),
so heifit die Potenzreihe

(k)
> ! k(!xo) (& — )"
k=0

die Taylorreihe und ihre Koeflizienten die Taylorkoeffizienten
der Funktion f bei x. O

Unter allen Potenzreihen um z ist die Taylorreihe also der einzige
Kandidat fiir die Darstellung der Funktion in einer Umgebung von
To, aber tut sie es wirklich? Nicht immer.

Wenn ich Sie durch den getffneten Tiirspalt ins Raritdtenkabi-
nett der Beispiele schauen liefle, so diirften Sie sich natiirlich fragen,
ob Sie das etwas angeht. So etwa werden Sie in freier Wildbahn
schwerlich einer Taylorreihe begegnen, die den Konvergenzradius
Null hat, also nur an der Stelle z( selbst konvergiert. Konstruieren
kann man solche Beispiele aber, ja man kann sogar jede beliebig
vorgegebene Koeffizientenfolge als Folge der Taylorkoeffizienten ei-
ner C*°-Funktion realisieren.

Dagegen kommt es auch in der Praxis auf Schritt und Tritt
vor, dass das Konvergenzintervall (zg — p, o + p) der Taylorreihe
kleiner als der Definitionsbereich der Funktion f ist, nehmen Sie
f(z) = +1x2 als Beispiel, eine auf ganz R sehr harmlose Funktion,
aber | ', = > (—1)*2?" gilt nur auf (—1,1), auBerhalb dieses

1422
Intervalls divergiert die Reihe sogar.

<

SN \’1

Konvergenzintervall

Kleines Konvergenzintervall der Taylorreihe
trotz groBem Definitionsbereich der Funktion

Im Komplexen sieht man freilich, inwiefern doch die Funktion | +1Z2
selbst daran Schuld ist, denn 1/(1 + 2%) = Y77 (—1)¥22* gilt auf
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der ganzen Kreisscheibe |z| < 1, bei Anndherung z — +i geht die
Funktion und mit ihr die darstellende Reihe betragsméflig gegen
00, also kann die Reihe beim besten Willen keinen gréfleren Kon-
vergenzradius haben. Aber was immer die komplexen Hintergriinde
seien: das kommt im Reellen alle Tage vor.

Nicht alltdglich, aber aus einem technischen Grunde spéter fiir
uns wichtig, ist das Vorkommnis, dass eine Taylorreihe konver-
giert, aber die Funktion in keinem Intervall um z, darstellt. Es
ist namlich zuweilen niitzlich, eine C°°-Funktion A(z) zur Hand zu
haben, die fiir alle x < 0 Null, fiir alle x > 0 aber positiv ist.
Daraus konnte man sich dann allerlei weitere C'*°-Funktionen mit
speziellen Eigenschaften mafischneidern, schauen Sie zum Beispiel
p(x) :== A(14x)A(1—z) und die Stammfunktion v(z) := [; pu(t) dt

davon an:

jL

A aus Null aufsteigend  ‘Buckelfunktion’ Stufenfunktion v

Die Ableitungen einer solchen Funktion A\ wiren dann fir z < 0
natiirlich auch alle Null, insbesondere die Taylorkoeflizienten bei
xo = 0, die Taylorreihe um 0 ist also identisch Null. Die Funktion
soll aber fiir x > 0 positiv sein!

Hinzeichnen ldsst sich so etwas leicht, aber lidsst es sich C'*
verwirklichen? Die Funktion f(x) := 0 fiir z < 0 und f(z) := 2*
fiir # > 0, die so dhnlich aussieht, ist zwar C!, aber nicht C?, mit
2° statt 22 erhielten wir eine C?-Funktion, die aber nicht C? wire,
Sie sehen das Problem. Es geht aber doch, zum Beispiel so':

0 firz <0
M) = { e+ fiir x> 0.

Die Beziehungen zwischen den C*°-Funktionen und ihren Tay-
lorreihen sind also nicht immer ganz ungetriibt, manchmal gehen
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die Taylorreihen ihre eigenen Wege. Fiir diejenigen Funktionen, die
sich gut mit ihren Taylorreihen vertragen, gibt es eine spezielle Be-
zeichnung:

Definition: Eine C*°-Funktion f : D — R mit offenem Definitions-
bereich D C R heifit reell-analytisch, wenn sie fiir jedes xq € D

in einer Umgebung von xy durch ihre Taylorreihe bei g dargestellt
wird. (]

Reell-analytische Funktionen sind keine Seltenheit, man kann zum
Beispiel zeigen, dass alle die so genannten elementaren Funktionen
reell-analytisch sind. Ich will aber jetzt nicht ndher darauf einge-
hen,? es ist ein Thema, das seinen besten Nihrboden in der Funk-
tionentheorie findet.

25.2  Taylorpolynome

Nicht immer will oder kann man eine Funktion, an deren Verhal-
ten in der Néhe eines Punktes xg man interessiert ist, dort in eine
Taylorreihe entwickeln. Oft méchte man stattdessen fiir ein festes
n (und oft genug einfach fiir n = 2) dasjenige Polynom héchstens
n-ten Grades kennen, welches die Funktion nahe zy am besten ap-
proximiert. Es wird Sie zwar nicht iiberraschen, dass dieses Polynom
so aussieht wie der Anfang der Taylorreihe:

Definition: Es sei wieder D C R offen, o € D, n > 0, und es sei
f: D — R eine C™-Funktion. Dann heift

") .
P,(z):= Z / k:(! )(a: — )

das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle z. (]

Aber die Aussage, das n-te Taylorpolynom sei bestapproximierend,
erhélt natiirlich erst einen Sinn, wenn wir angeben, wie die Giite der
Approximation gemessen werden soll. Wiirden wir zum Beispiel ein
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e > 0 vorgeben und die kleinste Fehlerschranke auf [z — e, 2o + €],
also das Minimum

min{|f(z) — P(2)| | |o — 20| < ¢}

als Maf} der Approximationsgiite von f durch P ansehen, dann wére
das Taylorpolynom meistens nicht das Beste unter allen Polynomen
hochstens n-ten Grades. Beim Taylorpolynom geht es aber nicht um
gleichméfBige Fehlerschranken auf festem Intervall, sondern um das
Verhalten des Fehlers beim Grenziibergang = — xg.

Definition: Zwei um z( definierte Funktionen f und g approxi-
mieren einander von n-ter Ordnung an der Stelle zy, wenn

Lo F@) —g()
a—zo |1 — x|

gilt, also die Abweichung selbst bei Division durch |z — x| noch

gegen Null geht. O

Es ist klar, dass eine Funktion nur von einem Polynom hdochstens
n-ten Grades von n-ter Ordnung bei xy approximiert werden kann.
Denn wenn zwei Polynome P und ) das tun, dann approximieren
sie nach der Dreiecksungleichung auch einander von n-ter und da-
mit erst recht von jeder kleineren Ordnung, und wenn wir nun die
Abweichung P(z) — Q(z), nach Potenzen von (x — xq) geordnet,
als > "1_, b (x — z)* schreiben, so folgt by = 0 wegen der Approxi-
mation nullter Ordnung, danach b; = 0 wegen der Approximation
erster Ordnung und induktiv so weiter, also P = Q.

Ob aber das n-te Taylorpolynom die Funktion von n-ter Ord-
nung approximiert? Wird die Funktion lokal um xy durch ihre Tay-
lorreihe Y. ax(z — xp)* dargestellt, dann schon, denn dann ist

oo

fl@) = Pa(a) = (x = 20)"" Y~ ansayule — )",

k=0

wobei diese Potenzreihe noch fiir dieselben x konvergiert, also auch
eine stetige Funktion darstellt und es deshalb keine bosen Uberra-
schungen beim Limes geben kann. Wenn aber die Taylorreihe die
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Funktion nicht darstellt? Oder wenn wir die Taylorreihe gar nicht
bilden kénnen, weil die Funktion nur C™ und nicht C* ist? Gibt
es dann wieder ein Raritdtenkabinett seltsamer Beispiele? Gibt es
nicht, denn es gilt:

Approximationslemma: Zwei um xq definierte C"-Funktionen f
und f approximieren_einander genau dann von n-ter Ordnung bei
xo, wenn f®)(zg) = f®)(zg) fiir k =0,...,n gilt.

BeEwgEis: OBdA diirfen wir f = (_annehmen, sonst betrachteten
wir eben f — f und 0 statt f und f. Zu zeigen ist also, dass

flag) = f'(x0) = -~ = f(w) = 0
bei einer C™-Funktion genau dann eintritt, wenn
im 1 g

T—T0 (I — :EO)”

gilt. Fiir n = 0 und n = 1 ist das ja klar, fiir n = 2 aber schon
nicht mehr! Es gibt aber in der Infinitesimalrechnung eigens fiir
die Bestimmung von Grenzwerten von Quotienten differenzierbarer
Funktionen, bei denen Zéhler und Nenner beide gegen Null gehen,
so genannte [’Hospitalsche Regeln. Diese Regeln sind zwar schon
iiber dreihundert Jahre alt (der Marquis de I"'Hospital lebte von
1661-1704), sie sind aber heute noch so frisch wie damals, hier ist
eine:

I’Hospitalsche Regel: Es seien f, g : [0,a) — R zwei stetige Funk-
tionen mit f(0) = g(0) = 0, die auf dem offenen Intervall (0, a)
sogar differenzierbar sind, und es gelte g(x) # 0 und ¢'(x) # 0 fiir

alle 0 < x < a. Existiert dann der Limes h{r(l) g,g)), so gilt

lim /(@) = lim 1)
N0 g(z) 2\ g'(x)

Beweis der I'Hospitalschen Regel: Der Trick besteht darin, fiir jedes
feste x mit 0 < x < a die Hilfsfunktion
hy :[0,2] — R
§ = f(&g(z)— fx)g(S)
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zu betrachten. Diese Funktion verschwindet an den Intervall-Enden
0 und x, und deshalb gibt es nach dem Satz von Rolle (Mittel-
wertsatz) jeweils ein 0 < &, < z mit ‘ZLI (&) = 0, das heifit aber

Fi(€)g(x) — f(2)g'(€) = 0 oder ¢

fz) _ 1)
9(@) ~ g&)

und daraus folgt die 'Hospitalsche Regel.

h, fiir festes x

&-Achse
0 é'ilf z

Die Hilfstunktion beim Beweis der I’Hospitalschen Regel

Ausgeriistet mit der ’'Hospitalschen Regel fahren wir nun im Be-
weis des Approximationslemmas fort. Sobald man von einer C™-
Funktion nur weif}, dass sie bei x eine Nullstelle mindestens (n—1)-
ter Ordnung hat, dass also f(xg) = --- = f™@Y(zy) = 0 gilt, folgt
induktiv aus der I’Hospitalschen Regel:

flx)

lim o) = lim

I@ = = lim
T—x0 (z—2o T—T0

n(z—zo)"~1 o—zy T

F™(@) _ ™ (o)
!

- n! )

das ist immer so. Beim Induktionsschritt des Approximationslem-
mas von n — 1 auf n wissen wir aber, dass f bei xy eine Nullstelle
mindestens (n — 1)-ter Ordnung hat, beim Beweis der einen Rich-
tung (=) sowieso und beim Beweis der anderen Richtung aus der
Induktionsannahme. O

Somit haben wir also das Approximationslemma bewiesen und wis-
sen jetzt, dass zwei C™-Funktionen, deren Ableitungen bei xy von
der nullten bis zur n-ten Ordnung iibereinstimmen, einander auch
von n-ter Ordnung approximieren. Da nun das n-te Taylorpolynom
gerade so definiert ist, dass es bei xy dieselben Ableitungen bis zur
n-ten Ordnung wie die Funktion hat, folgt natiirlich:
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Korollar: Das n-te Taylorpolynom bei xy einer um xy definierten
C"-Funktion ist das einzige Polynom héochstens n-ten Grades, das
die Funktion bei xq von n-ter Ordnung approximiert. O

Dieses Korollar spricht rein und rund den Sinn des Taylorpolynoms
aus.

Wir haben im Beweis des Approximationslemmas eine 1’'Hospital-
sche Regel kennengelernt. Darin wird ein Limes durch einen anderen
ausgedriickt. Wenn Sie aber noch mehr Voraussetzungen treffen,
kommen Sie auch ohne erneute Limesbildung zum Ziel:

Noch eine I’Hospitalsche Regel: Sind f und g zwei C"-Funk-
tionen um xo und ist

flzo)=f'(wg)=... = f" Y(20)=0 und
g(x0) = g'(xo)=... = g V(x) =0,

aber g™ (x0) # 0, so gilt

lim f@) _ 0 (xo)
a0 g(x)  g"(x)

BeEwEIS: Unter den gemachten Voraussetzungen sind die n-ten Tay-
lorpolynome von f und g bei zg einfach P, = i!f(") (zo)(x — mo)™
und @, = 1 9™ (z0)(z — x9)", und daher gilt fiir = # 2o

n nl(f(x)—Pn(x))
F@) _ Pu(@) + (f@) = Pa(x)) _ S (o) + "0
9(2) ~ Qule) + (9(2) = Qulx))  g(zy) + ") Rele)
und die Regel folgt aus der Approximationseigenschaft der Taylor-
polynome. [l

Oft kommt man mit dem Fall n = 1 schon aus, fiir den sich die For-
mel direkt aus der Definition der Ableitung ergibt, denn f(x)/g(x)
ist im Falle f(xg) = g(zg) = 0 ja auch der Quotient ;:(”20 9()

T—x0
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der Differenzenquotienten. Beachten Sie aber, dass unsere allerer-
ste Fassung der I’Hospitalschen Regel auch hértere Niisse knackt,
weil sie auch noch greift, wenn die Funktionen bei z, selbst gar
nicht mehr differenzierbar sind.

25.3 Das Restglied

Unter dem n-ten Restglied R, der Taylorentwicklung einer C"-
Funktion f an einer Stelle z versteht man die Differenz zwischen
Funktion und n-tem Taylorpolynom, also den Fehlerterm des n-ten
Taylorpolynoms:

m L) (g .
Ruw) = 1) =37 @ )

k=0

Davon kennen wir bisher eigentlich nur die das Taylorpolynom cha-
rakterisierende Eigenschaft

lim R (2)

T—x0 (3: — xo)"

:07

was fiir theoretische Zwecke meist auch ausreicht. Oft kommt es
aber auf genauere Informationen oder numerische Abschitzungen
an, und dazu dienen verschiedene Restgliedformeln, von denen wir
hier zwei betrachten wollen.

Die élteste Restgliedformel stammt von Brook Taylor (1685-1731)
selbst. Sie prégt sich nicht ohne weiteres dem Gedéchtnis ein, 1édsst
sich dafiir aber auf eine leicht zu merkende elegante Weise jederzeit
reprodzieren: beginne fiir festes x mit der Aussage des ‘HDI’

ﬂ@=f@@+/f@ﬁ

und treibe den Ableitungsgrad im Integranden durch fortgesetzte
partielle Integration immer hoher!

Machen wir das. Bei der ersten partiellen Integration setzen wir
also v := f und v = 1, folglich ' = f”, und wir kénnten zwar
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v = t wihlen, aber der Sitt_lation besser angepasst ist v = t —z, weil
dann der Term [u(t)v(t)}:io nur die Ableitung von f an der Stelle
xo enthélt, was schon gleich viel taylorpolynomischer aussieht. So

ergibt sich

x

0) = flaw) + S o) a —20) = [(6=2) "0yt

o

Wenn Sie jetzt das Minuszeichen nicht in das Integral hineinziehen,
geht auch alles gut, aber ein bisschen {ibersichtlicher ist es schon,
wenn wir

T

£(2) = £ao) + £ o) = an) + [ (2= 0)f"() e

T

daraus machen, wie Sie bei der ndchsten partiellen Integration mer-
ken, die nun

x

@) = Fao)+f )a—so)+ ) 7 [T g ar

xo

ergibt, und Sie sehen schon, wie es weiter geht. Nach dem n-ten
Schritt steht die fertige Formel da:

Restgliedformel von Taylor: Ist f eine C""'-Funktion auf einem
offenen allgemeinen Intervall D C R und xq € D, so gilt fiir das
n-te Restglied der Taylorentwicklung bei

T

Rn(.’E) _ / (.CL' ;!t)nfhhtl)(t) dt

fiir alle x € D. O
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Aus der Taylorschen Restgliedformel leiten wir als Korollar die
Restgliedformel von Lagrange ab, die den Vorteil hat, kein Inte-
gral mehr zu enthalten, dafiir aber mit einer nicht niher bekannten
Zwischenstelle operieren muss:

Restgliedformel von Lagrange: Ist f wie oben eine C"*!-Funk-
tion auf einem offenen allgemeinen Intervall D C R und xy € D, s0
gibt es fiir jedes © € D eine Stelle &, zwischen xq und x, so dass

(n+1)
e = e

gilt. U

BEWEIS: OBdA sei 7y < x. Die stetige Funktion f"*V|[z,z]
nimmt Maximum und Minimum an, sagen wir an den Stellen
und x5 in [zg, z]. Dann folgt aus der Taylorschen Restgliedformel

f(n+1)(m1)/ (37 _'t) dt < R”(I) <f(n+1)(m2>/(l’ —'t) dt .
n. n:

Das Integral ist aber (z — )™V /(n + 1)!, und die Behauptung
folgt deshalb aus dem Zwischenwertsatz fiir f*+1. O

Das Lagrange-Restglied sieht also fast wie der (n+1)-te Taylorsum-
mand aus, nur muss die Ableitung nicht bei zg, sondern an einer ge-
eigneten Stelle &, zwischen xy und = genommen werden. Aber wenn
diese Stelle auch unbekannt ist, folgt doch aus der Lagrangeschen
Restgliedformel sofort die meistgebrauchte Fehlerabschitzung bei
der Taylorentwicklung:

Korollar: Ist |f"+D(¢)] < C fiir alle ¢ zwischen ¢ und z, so gilt
fiir das Lagrangesche Restglied offenbar

C

Bl < 4y,

[



66 Kapitel 25: Taylorentwicklung

25.4 Taylorentwicklung in mehreren Variablen

In der Multiindexschreibweise, die ich gleich erkldren werde, sieht
die Taylorentwicklung in mehreren Variablen genau so wie in einer
Variablen aus, man merkt fast gar nicht, dass man im mehrdimen-
sionalen Fall ist! Freilich muss man sich an die Multiindexschreib-
weise erst gewthnen. So sieht sie aus:

Definition: Unter einem Multiindex fiir n Variable versteht man
ein n-tupel o = (ay,...a,) € Nj von nichtnegativen ganzen Zah-
len. Man nennt |a| :== ay + - - - + v, den Grad des Multiindex. Die
Multiindexschreibweise besteht in den Notationen

a! = ! !

hede') ol (%

T = i sxom
e

Do = ?

O

Notieren wir zum Gewohnen an die neue Schreibweise einige einfa-
che und, wie sich bald zeigen wird, zum Ausrechnen der Taylorent-
wicklung niitzliche Tatsachen. Offenbar ist

(1) 7oxP =xgoth,

(2) DeDF = Dotb

(3) @ = 7010 = 7
(4) B?ci = D% und

(5) DeZ>=a!l.

Das einzelne Produkt Z® nennt man ein Monom vom Grade |a/,
eine Linearkombination

von Monomen ein Polynom vom Grade kleiner oder gleich r in
den Variablen z1,...,z,. Die Koeffizienten ¢, € R sind durch das
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Polynom eindeutig bestimmt, denn aus (5) folgt (D*P)(0) = alc,,
weil alle anderen Summanden entweder schon beim Ableiten oder
nach dem Einsetzen von Z = 0 verschwinden.

Fiir ein festes @y ist natiirlich auch Z\a\gr co(Z — T)® ein Po-
lynom in den Variablen 1, ..., z,, und umgekehrt kann man auch
jedes Polynom der Form P(Z) = 3, <, ¢aZ® nach Multipoten-
zen von (I — Zo) ordnen, also in der Form -5 bs(7 — To)?
schreiben, das macht man wie in einer Variablen, indem man von
P(Z) = P((Z — %) + ©p) ausgeht.

Eine Linearkombination von Monomen eines festen Grades k
nennt man ein homogenes Polynom vom Grade k. Fir £k < 2
treffen wir hier gute Bekannte aus der linearen Algebra an. Ein ho-
mogenes Polynom vom Grade Null ist natiirlich einfach eine Kon-
stante, aber ein homogenes Polynom vom Grade 1 ist eine lineare
Form R™ — R und eines vom Grade 2 ist eine quadratische Form
R™ — R. Wissen Sie noch, wie man aus einer als homogenes Poly-
nom hingeschriebenen quadratischen Form @ auf dem R™ die sym-
metrische Matrix B findet, die Q durch Q(Z) = ¥'BT beschreibt?
Rasch ein Beispiel in drei Variablen z,y,z. Es sei Q(z,y,2) =
322 +y? — 2% — xy + 4yz + 2x2. Dann ist

3 -4 1
B= < -5 1 2 )

1 2 -1
die dazu gehorige Matrix. Die Koeffizienten der Quadrate iiberneh-
men wir direkt in die Hauptdiagonale, aber den Koeffizienten des
gemischten Terms 4yz zum Beispiel miissen wir je zur Héalfte auf
bys und bsy verteilen, denn diese beiden leisten zu #* BZ den Beitrag
basows + bzgwsrs oder (bog + b3a)yz in der x,y, 2-Schreibweise, we-

gen der Symmetrie der Matrix bekommt also jeder die Halfte des
Koeffizienten vor dem Monom yz.

Das r-te Taylorpolynom P,.(Z) einer Funktion f(Z) bei &y soll natiir-
lich wieder jenes eindeutig bestimmte Polynom hdochstens r-ten
Grades sein, das die Funktion bei Zy von r-ter Ordnung appro-
ximiert, d.h. welches limz_.z (f(Z) — P.(Z))/||Z — Zo||” = 0 erfiillt.
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Die Aufgabe, ein solches Polynom zu finden und Genaueres iiber
das Restglied auszusagen, fiihrt man mittels einer einfachen Idee
auf den Fall einer Variablen zuriick. Fiir festes & # #, betrach-
ten wir ndmlich f lings der Geraden durch Z; und #! Technisch
heifit das, wir studieren die nur von einer Variablen ¢ abhéngige
Hilfsfunktion g(t) := f(Zy + t(& — p)).

Die Funktion f wird ldngs einer Geraden betrachtet

Dann ist g(1) = f(Z), und wir rechnen nun aus und schauen nach,
was die gewohnliche Taylorentwicklung

- 9"(0) .
g(t) = g(0) + g0}t +---+ 7 \T#" + Restglied

fiir g(1) bedeutet. Der Einfachheit halber wollen wir gleich f und
damit auch g als C"*'-Funktionen voraussetzen und die Restglied-
formel von Lagrange anwenden. Dann ergibt sich:

Lemma (Taylorentwicklung in n Variablen): Sei B C R"
offen, Ty € B und f : B — R eine C""'-Funktion. Dann gibt
es fiir jedes ¥ € B, fiir welches die Strecke zwischen ¥y und ¥
ganz in B liegt, eine “Zwischenstelle” £z auf dieser Strecke, d.h. ein
&z = T + tz(Z — Zo) fiir ein geeignetes 0 < tz < 1 mit

. Df(@o) ., . Df(&), .
f(@) = E f|( 0)(x—m0)0‘+ E fl(éx)(x—mo)a .
(6% (6%

lal<r laf=r+1
~ ~ <~ ~ -
Taylorpolynom Restglied



25.4 Taylorentwicklung in mehreren Variablen 69

BEWEIS: Sie glauben mir’s freilich auch so, aber ich will den Be-
weis trotzdem nicht in die Fufinoten abschieben, weil Sie etwas
Ubung im Umgang mit den Multiindices gebrauchen kénnen. —
Zur Abkiirzung sei jetzt v := T — ¥y gesetzt. Wir haben nur

o=k

zu zeigen, dann folgt die Behauptung aus der uns schon bekann-
ten eindimensionalen Taylorentwicklung fiir g. Induktion nach k
beginnt trivial, wir fithren den Schluss von k auf k + 1. Nach In-
duktionsannahme ist

(k+1 (t) d (k) o Z dt Do f(Zy +tv) | sa

dt a!
o=k

Wir haben uns also um den Zéhler % D f(Z, + t7) zu kiimmern.
Nach der Kettenregel beim Einsetzen einer Kurve 7 in eine Funktion
¢, an die ich hier aus reiner Gutmﬁtigkeit wieder erinnere, gilt

allgemein L o(vi(1),...,v(t) = Z gf (v(¥)) %i(t) , und daher ist

=1

D f(Zy + tv) = Z D f(Zy + tV) v,

dt

Wenn wir nun 3‘;_ und das v; in die Multiindexschreibweise einbe-

ziehen, dann liest sich das als
d D f(Zy +tv) = iDaJ’af(fo +t0) T
dt

i=1

und so erhalten wir das Zwischenresultat

g =g 3 DTGt D e

a!
lal=k

Jetzt hebt das grofie Zdhlen an. Es ist |a + ¢;| = k + 1, man kann
die rechte Seite deshalb in der Form 375, cg DPf(Zy + tv)v”
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schreiben, aber gilt auch wirklich ¢g = (k + 1)!/8! wie wir zeigen
sollen? Fiir festes 3 ist cg jedenfalls eine Summe iiber die ¢ mit
B; > 0, némlich cg = k!, (65— H)H und da sich 8! nur um den

Faktor 3; von (3 — €;)! unterscheidet, ist cg = k!> | ﬁ, , wobei es
nichts schadet, der Deutlichkeit halber iiber alle ¢ zu summieren, die
eigentlich nicht zugelassenen steuern eh’ nichts bei. Aber Y"1 | §; =
|6] = k + 1, und daher ist cg wirklich k!(k + 1)/5!, wie es sein soll.

O

Korollar: Ist f : B — R wieder eine C"*'-Funktion und K C B
eine kompakte Kugel um ¥y, so gibt es ein C' > 0, so dass fiir das
Restglied R, (Z) des r-ten Taylorpolynoms die Abschétzung

[R(2)] < C|l7 = 2o
fiir alle ¥ € K gilt, insbesondere ist

lim () =0

T—To ||LU - 1‘0”

BEWEIS: Weil f als O™*! vorausgesetzt ist, sind die partiellen Ab-
leitungen D*f auch fiir || = r + 1 noch stetig und daher auf K
beschriankt. AuBerdem ist jeder Faktor (z; —zo;) von (& —Zp)* dem
Betrage nach kleiner oder gleich ||Z — Zy||. O

25.5  Hesse-Matrix und kritische Stellen

Schauen wir das zweite Taylorpolynom genauer an. Es sei Zy € B
ein fester Punkt im offenen Definitionsbereich B C R™ einer C3-
Funktion f: B — R. Statt & — &y schreiben wir jetzt systematisch
immer ¢ und notieren auch das zweite Restglied als Rq(¥), so dass
die Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung jetzt als

F(Z+7) = % aif%)*uR (¥)

dasteht, und wir wissen, dass limg_.q Re(¥)/||9]|? = 0 gilt. — Multi-
indices vom Grade |a| = 0 gibt es nur einen, néamlich (0, ..., 0), und
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wir sehen >, _o b ;’;,(”0) 0* = f(Z). Die Multiindices vom Grad
|a] = 1 sind genau die “Einheitsindices” é€; = (0,...,1,...,0) und
deshalb ist der lineare Term Z\a\:1 D2f@o) gra gy Taylorpolynom

al
gerade

also, wie es ja auch sein muss, die Anwendung des Differentials oder
der Jacobimatrix (hier eine Zeile) an der Stelle # auf den Vektor
¥, oder auch das Skalarprodukt des Gradienten von f mit v.

Nun aber zu den Multiindices vom Grade zwei! Davon gibt es
zwei Arten, ndmlich den Typ a = (0,...,2,...,0) mit einer 2 und
sonst Nullen, also a! = 2, und den Typ a = (0,...,1,...,1,...,0) mit
je einer 1 an zwei Stellen 1 < i < j < n und sonst Nullen, a! = 1.
Deshalb ist der quadratische Anteil im zweiten Taylorpolynom

Df(0) o 10° f
Z al 2 ax Pt Z 83: 81’] (FoJuiv;

|or|=2

Die symmetrische Matrix dieser quadratischen Form ist also die

Rf (=
Matrix (2 w0, ($0)>¢7j:1,,“,n'

Definition, Erinnerung: Die Matrix der zweiten partiellen Ablei-
tungen einer C%-Funktion f von n Variablen nennt man die Hesse-
Matrix, wir bezeichnen sie hier mit

. *Pro.
H = Hf(.’Eo) = (axax(x0)> )
Kt} i,7=1,...,n

und die zugehorige quadratische Form Qg : R™ — R, gegeben durch

. . OPf
Qu(0) := 0" Hy(Z)0 = ”2;1 Oz;0; (Zo)viv,

heifit die Hesse-Form der Funktion an der Stelle . O
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Korollar: Fiir eine C3-Funktion f hat die Taylorentwicklung bis
zur zweiten Ordnung an einer Stelle ¥y die Gestalt

f@o+0) = [f(do) + dfs(0) + 3Qu(0) + Ry
= [f(Zo) + J(20)(0) + J0 Hy(T0)7 + Ry,

und dabei gilt Lilr(l) Ry/||7]|? = 0. O

Dominierenden Einfluss auf das lokale Verhalten der Funktion ge-
winnt die Hesseform an den singulédren oder kritischen Stellen.

Definition, Erinnerung: Sei B C R" offen. Die Stellen, an de-
nen das Differential (der Gradient) einer differenzierbaren Funktion
f + B — R verschwindet, nennt man die kritischen Stellen oder
kritischen Punkte der Funktion. O

Dazu gehoren natiirlich die lokalen Extrema, aber nicht nur diese,
wenn wir bei einer Wanderung im Funktionsgebirge eine Passhohe,
einen “Sattel” erreichen, dann stehen wir auch auf einem kritischen
Punkt, oder genauer gesagt: dber einem kritischen Punkt, denn
die kritischen Punkte sind ja Elemente des Definitionsbereiches B,
nicht des Graphen.

Satz: Sei f : B — R eine C®-Funktion auf einer offenen Teilmenge
B C R™ und 7y € B ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

(1) Ist die Hesseform von f bei T, positiv definit, so hat f bei &,
ein isoliertes lokales Minimum, d.h. es gibt eine Kugel K um
To mit f(Z) > f(Zo) fiir alle & € K ~\ {&}.

(2) Hat f bei Ty ein lokales Minimum, d.h. gibt es eine Kugel K
um T mit (&) > f(Zo) fir alle ¥ € K, so ist die Hesseform
positiv semidefinit.

BEWEIS: Zu (1): Es ist f(Zy + 0) — f(Z) = ;Qu(¥) + Ro(0) fiir
kleine ¥, und limg_q R2(¥)/[|7]|* = 0. Fiir 7 # 0 ist die Hesseform
nach Voraussetzung positiv, und wir haben zu zeigen, dass fiir alle
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geniigend kleinen @ # 0 auch }Qp () + Rz () noch positiv ist. Uber
Ry () /]|7])* wissen wir etwas. Was wissen wir iiber Q(7)/||]|??

Beachte Qg (7)/||7]]? = Qu(7/]|7]]) . Die Vektoren #/||7] haben
die Lénge 1, also ¢/[|0]| € S*~!. Weil S"~! kompakt ist, nimmt Qg
darauf ein Minimum an, und weil Qg positiv definit ist, ist dieses
Minimum positiv. Also gibt es jedenfalls ein ¢ > 0 mit

1@{(17) S
2 [|v]]2

fiir alle ¥ # 0. Wéhle nun 6 > 0 so, dass

Ba@)] _1_
= 2

fir alle ¥ mit 0 < ||0]] < 0 gilt! Fiir diese ¥ ist dann also wie
gewiinscht f(Zo + ¥) — f(Z) > 0, genauer sogar

F(#) ~ §(@) > ellF — Tl

fiir alle # in der offenen Kugel K vom Radius § um . (Ho

Zu (2): Jetzt ist f(Zo + ¥) — f(Zo) = 0 fir alle geniigend kleinen ¥
vorausgesetzt. Dann ist also auch

1

e
10,7y + )

)+, =0

) e

fiir alle geniigend kleinen ¢ # 0. Wegen limy_q |Ro(7)|/||0]> =
folgt daraus, dass Qg auf S™! nirgends negativ sein kann, also ist
Qg jedenfalls positiv semidefinit. (2)0

Der Satz gibt natiirlich auch Auskunft iber die Beziehung zwischen
lokalen Maxima und negativer Definitheit, wir brauchen ihn ja nur
auf —f anzuwenden. Also: Ist die Hessematrix an einer kritischen
Stelle negativ definit, so hat die Funktion dort ein isoliertes lokales
Maximum, und umgekehrt muss an jedem lokalen Maximum die
Hessematrix zumindest negativ semidefinit sein. Insbesondere kann
die Funktion kein lokales Extremum an einer Stelle haben, wo die
Hesseform indefinit ist.
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Im Anwendungsfalle mchte man meist aus Informationen iiber
die Hessematrix auf das lokale Verhalten der Funktion am kriti-
schen Punkt schlieBen und nicht umgekehrt, denn die Hessema-
trix ist leicht auszurechnen und linear-algebraisch zu analysieren,
wéahrend die Funktion kompliziert und schwer durchschaubar sein
mag. Diese Schlussrichtung funktioniert aber nur dann richtig gut,
wenn die Hesseform das Restglied gewissermafien dominiert, und
das ist garantiert, wenn die Hessematrix den vollen Rang n hat.

Ty

T
T

Positiv (analog negativ) definit. Indefinit

Sylvestersche Normalformen der quadratischen Formen vol-
len Ranges. Statt x1 und x, ist die “hochdimensionale Be-
schriftung” x1,...,xp und Tpi1, ..., Ty zu lesen.

In unserem Satz deutet sich das immerhin an, definite Formen ha-
ben ja insbesondere vollen Rang (keine Nullen auf der Diagonalen
in der Sylvesterschen Normalform). Man kann aber mehr beweisen.
Sei 0BdA der kritische Punkt bei #y = 0 und f(0) = 0, und die
Hessematrix habe vollen Rang. Dann lédsst sich nach dem Morse-
Lemma? ein lokales Koordinatensystem finden, in dem die Funktion
mit ihrer Hesseform iibereinstimmt! Speziell fiir indefinite Hessefor-
men vollen Ranges ist das natiirlich eine viel genauere Information
iiber f als nur unsere bescheidene Schlussfolgerung, dass f dort
kein lokales Extremum haben kann.

Bei vollem Rang vermittelt der Graph der Hesseform die richti-
ge anschauliche Vorstellung vom Funktionsverhalten am kritischen
Punkt. Aber auch bei kleinerem Rang, insbesondere im zwar nicht
definiten aber semidefiniten Falle sollen Sie den Graphen der Hes-
seform nicht als nutzlos verwerfen. Immer noch beriihrt der Hesse-
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graph den Funktionsgraphen (bis auf Translation) von zweiter Ord-
nung, und bei Einschrankung auf einen geeigneten Teilraum kann er
wieder vollen Rang und Kraft haben. Uber die Extremaleigenschaft
entscheidet eine nur semidefinite Hesseform freilich nicht mehr,
dafiir liefern die beiden Funktionen f(z,y) = 2 4+ y*, die bei Null
beide die Hessematrix ((2) 8) haben, ein typisches Beispiel.

Isoliertes Minimum Kein lokales Extremum

25.6 Wie untersucht man die Definitheit der Hesseform?

Wenn Sie zuféllig sowieso alle Eigenwerte der Hessematrix kennen,
dann wissen Sie natiirlich alles iiber die Definitheitseigenschaften
der Hesseform, denn nach dem Satz iiber die Hauptachsentransfor-
mation gibt es ja dann eine orthogonale Matrix S € O(n) mit

A
S'HS =
An

also (SU)'H(ST) = A\jv? + -+ -+ A2, und daher ist die Hesseform
genau dann positiv definit, wenn die Eigenwerte alle positiv sind,
positiv semidefinit wenn kein Eigenwert negativ ist, indefinit, wenn
sowohl ein positiver als auch ein negativer Eigenwert vorkommt,
und voller Rang liegt vor, wenn kein Eigenwert Null ist.

Wenn Sie aber die Eigenwerte nicht zuféllig schon kennen, son-
dern eigens fiir die Definitheitsanalyse erst als Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms det(H —AE) miithsam berechnen miissten,
dann wére das gewohnlich kein 6konomisches Verfahren. Es liegt ja
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fiir unseren Zweck gar nichts daran, dass die Transformation S,
mit der wir die Hesseform diagonalisieren, orthogonal sei. Sobald
nur S'HS =: D diagonal und S invertierbar ist, konnen wir an den
Diagonalelementen von D die Definitheitseigenschaften der Hesse-
matrix ablesen wie oben an den Eigenwerten.

Insbesondere wiirde es auch geniigen, die Sylvestersche Normal-
form der Hessematrix zu kennen. Gegen Ende des Abschnitts 12.1
im ersten Band finden Sie die praktische Anleitung, wie man die
Sylvestersche Normalform mittels symmetrischer elementarer Um-
formungen herstellt. Dabei miissen nur die vier Grundrechenarten
angewendet und keine polynomialen Gleichungen gelost werden.

Oft hat man mit symmetrischen Matrizen zu tun, die so klein
oder einfach sind, dass sie ihre Definitheitseigenschaften schon dem
gesunden Menschenverstand verraten. Nehmen Sie einmal die n x n-
Matrix

c ... ¢
H:=1": : )
c ... ¢

deren Eintrége alle gleich ¢ > 0 sind. Ersichtlich hat diese Matrix
den Rang 1, nach einer Diagonalisierung wiirden also n — 1 Nullen
und ein von Null verschiedenes Element in der Diagonalen stehen,
also ist die quadratische Form dazu jedenfalls semidefinit, und zwar
positiv semidefinit, wie Einsetzen von €7 zum Beispiel zeigt.

Oder Sie haben es mit einer symmetrischen 3 x 3-Matrix H zu
tun und wissen schon det H > 0, und eines der Diagonalelemente
von H ist negativ, sagen wir hgy < 0. Dann ist die quadratische
Form indefinit und genauer hat H zwei negative und einen positiven
Eigenwert, denn det H = A AxA3, und wiren alle drei positiv, so
wire ) positiv definit und es kénnte nicht Qy(€3) = hog < 0 sein.

Ich will damit nur sagen, dass man vor dem Anwerfen einer
systematisch arbeitenden Maschine erst einmal hinschauen soll, ob
man das Ergebnis nicht eh’ schon weif3, damit es Thnen nicht geht
wie jenem Anfinger, der die Losungen von (z — a)(x —b) = 0
durch Umwandlung der Gleichung in z? — (@ + b)z + ab = 0 und
schulgerecht {iber

a+b \/(a+b)2
= + —ab
T2 9 4 a
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als x; = a und x9 = b richtig gefunden hat. Ja, Sie lachen! Aber
tatsdchlich ist es eine ziemlich verbreitete Unsitte, Kochrezepte
blindlings anzuwenden. Das ist eine Einstellungssache; jener An-
fanger hat natiirlich auch gewusst, dass Null mal etwas Null ergibt.
Ich wollte das ja als eines jeden Privatangelegenheit ansehen, wenn
diese Einstellung nicht das mathematische Denken beschéidigte und
unflexibel machte. So muss gelegentlich dagegen angepredigt wer-
den.

Und nun iiberliefere ich Thnen gerne das Hauptabschnittsdeter-
minantenkriterium, ein Kochrezept, das in vielen Féllen den Defi-
nitheitstyp einer symmetrischen Matrix ermitteln kann.

Hauptabschnittsdeterminantenkriterium: Die quadratische
Form @ — 0'HU einer symmetrischen Matrix H ist genau dann po-
sitiv definit, wenn ihre so genannten Hauptabschnittsdeterminanten
alle positiv sind, d.h. wenn

I 1T .. I Uk
det : : >0
hkl e hkk‘
~ ~ -
k-te Hauptabschnittsdeterminante

fir k=1,...,n gilt.

BEWEIS: Die Determinante einer positiv definiten symmetrischen
Matrix muss natiirlich positiv sein, det H = A; - ... - A, (oder:
sie hat ja dasselbe Vorzeichen wie die Determinante det(S*HS) =
(det S)? det H der Sylvesterschen Normalform von H). Also gibt das
Kriterium eine notwendige Bedingung an, denn die k-te Hauptab-
schnittsmatrix ist die Matrix von Qx|R¥ x 0, und diese quadratische
Form auf R¥ ist natiirlich erst recht positiv definit, wenn sogar ganz
Qpy es ist.

Wir zeigen nun durch Induktion nach n, dass die Bedingung
auch hinreichend ist. Klar fiir n = 1, Induktionsschluss von n — 1
auf n: Nach Induktionsannahme ist QH|R"‘1 x 0 positiv definit.
Angenommen, es giibe ein ' # 0 mit Qx () =: —a® < 0. Dann wiire
7€ R"~ (R"! x 0) und wiirde zusammen mit einer Sylvesterbasis
(T1,...,Uy1) von QH}R”’l x 0 eine Basis (04, . .., U,_1, ¥) von ganz
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R”™ bilden, in Bezug auf welche die Matrix von Qg die Gestalt

+1 by

bl . bn,1 —a2

hétte. Wegen det H > 0 miisste auch diese Matrix positive Deter-
minante haben. Hat sie aber nicht: wir verwandeln die Matrix in
eine Dreiecksmatrix, indem wir zuerst das b;-fache der ersten Zeile

von der letzten abziehen, dann das b,-fache der zweiten ... und
sehen am Ende, dass die Determinante —a? — b3 —--- —02_, < 0
ist, ein Widerspruch. O

Als Korollar ergibt sich ein dhnliches Hauptabschnittsdeterminan-
tenkriterium fiir die negative Definitheit. Wie lautet die Bedingung?
Dass alle Hauptabschnittsdeterminanten negativ sind? Nein.

25.7 Ubungsaufgaben

Aufgabe R25.1: Die Lindhard-Funktion g(z) = } + 177" In|1+2|
spielt in der Elektronentheorie eine wichtige Rolle. Berechnen Sie

die Grenzwerte dieser Funktion bei x = 0 und z = 1.

Aufgabe R25.2: Auch fiir nichtganzzahliges r € R benutzt man
das Symbol (1) := """V Berechnen Sie, direkt durch Be-
stimmung der Ableitungen, die Taylorreihe von f(x) = (1+)" um
x = 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius p der Reihe. Zei-
gen Sie, dass die Reihe fiir |z] < p gegen f(z) konvergiert. Geben
Sie fiir |r| < 1 Abschitzungen der Restglieder R;(z) und Ry (z) fiir

|z <1072 an.
Aufgabe R25.3: Berechnen Sie (999)'/% auf 5 Dezimalen genau.

Aufgabe R25.4: Fiir die (halbe) Schwingungszeit eines Pendels
der Lénge [ im Schwerefeld (g Gravitationskonstante) als Funktion
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der Amplitude « gilt T = 2\/; foﬁ/z\/l_gsm% , wobei o = sin(a/2).

Berechnen Sie dieses so genannte elliptische Integral ndherungswei-
se fiir kleine o durch Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung in
.

Aufgabe R25.5: Die Schwingungen eines 2-atomigen Molekiils,
z.B. Hy, werden gut durch ein Potential der Form

V(?”) _ D(672(1('r770)/7‘0 o Qefa(rfro)/rg)

mit D,a > 0 beschrieben. Dabei ist r der Abstand der beiden
Atome. Approximieren Sie das Potential durch Entwicklung nach r
um den Gleichgewichtsabstand 7y durch ein harmonisches Potential
V(r) = Vo + 5(r — ro)* und berechnen Sie die effektive Federkon-
stante k.

Aufgabe R25.6: Betrachten Sie die Taylorentwicklung des sinz
um z = 0. Von welcher Ordnung muss das Taylorpolynom sein,
wenn die Abschiatzung des Lagrange-Restgliedes sichern soll, dass
(a) fiir |z| < 10 eine Genauigkeit von 107! bzw.
(b) fiir |x| < 1073 eine Genauigkeit von 10717
erreicht wird? (Benutzen Sie bei der Teilaufgabe (a) einen Taschen-
rechner zur Bestimmung von n!.)

Aufgabe R25.7: Bestimmen Sie aus tanx - cosx = sinz durch
Koeffizientenvergleich das Taylorpolynom fiinfter Ordnung des Tan-
gens bei o = 0.

Aufgabe R25.8: Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionen an
den kritischen Punkten:

(a) f(z,y,2) = ja* + 2y — 20y — 2yz + 2.

(b) f(z,y) = —cosz — cosy. (Eine solche Funktion beschreibt
z.B. die Energiedispersion, (k) = —2¢(cos kya + cos kya), von
Elektronen in 2-dimensionalen Leitern als Funktion des Wel-
lenvektors k.)

(c) f(x,y) = (1+cos®x)(1+cos?y). (Eine solche Funktion dient
z.B. zur Modellierung eines 2-dimensionalen doppelt-periodi-
schen Potentials.)
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Aufgabe T25.1: Das n-te Taylorpolynom von f bei xy werde in
dieser Aufgabe mit P, ., (f) bezeichnet. Beweisen Sie

(a) die ‘Produktregel’: P, 4, (f - 9) = Prwo(Prso(f) - Prwo(g)) und
(b) die ‘Kettenregel’: P 4o(f © g) = Prag(Pryo(f) © Przo(9))-

fiir Taylorpolynome unter den naheliegenden Voraussetzungen, die
Sie auch formulieren sollen.

Anwendungs- (nicht Lisungs-) Hinweis: Es ist klar, wie man
das Taylorpolynom eines Polynoms durch ‘Weglassen der héheren
Terme’ erhélt. Man sieht deshalb im konkreten Fall, welche Terme
von P, . (f) und P, ,,(g) bzw. P, (f) und P, ;,(g) man auf der
rechten Seite wirklich zu kennen braucht.

Aufgabe T25.2: Zeigen Sie

(a) Aus Yjg<p ca®® = 0 folgt ¢, = 0 fiir alle o (Hinweis: Genau
fiir welche Multiindizes «, 3 verschwindet D7* an der Stelle
Z=07) und

b) Hat ein Polynom P(Z) := 3jaj<r co@® vom Grade < r die Ver-
o<
schwindungseigenschaft Lln(l) P(@)/|IZ]|" = 0, so ist P(Z) = 0.
(Induktion nach 7; nutze auch aus, dass aus limgz_o f(Z) =0
erst recht limy_o f(AZ) = 0 fiir festes & folgt.)

Aufgabe T25.3: Sei M C R" offen und f : M — R eine C?-
Funktion.
(a) Fiir welche ¥ € M ist durch 4(0) — dd;‘ f(y(t)) fiir jede
0
C?*Kurve in M mit 7(0) = & eine Abbildung R" — R wohl-
definiert, und was hat diese dann mit der Hesseform von f
bei & zu tun?

(b) Jetzt sei 7 : (a,b) — M eine regulire C'-Kurve in M. Bewei-
sen Sie: Ist 4(¢) fiir jedes t € (a, b) eine kritische Stelle von f,
so kann die Hessematrix von f an keiner dieser Stellen vollen
Rang haben.



Das lokale Verhalten nichtlinearer
Abbildungen an reguléiren Stellen

26.1 Der Umkehrsatz

Im vorigen Kapitel haben wir differenzierbare Funktionen betrach-
tet, jetzt wenden wir uns wieder den differenzierbaren Abbildungen
zu. Und zwar geht es um die Frage der Umkehrbarkeit von Abbil-
dungen, genauer:

Definition, Erinnerung: Es seien U und V offene Teilmengen des
R” und k£ > 1. Eine C*-Abbildung f : U — V heifit umkehrbar
oder ein C*- Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und die deshalb
vorhandene inverse Abbildung f~' : V — U ebenfalls eine C*-

Abbildung ist. O
f
—
f—l
U %4

Abbildung und Umkehrabbildung

Den Nachweis der Umkehrbarkeit kann man sich ersparen, wenn
man zufillig schon eine C*-Abbildung ¢ : V — U kennt, die fog =
Idy und go f = Idy erfiillt, denn dann ist f umkehrbar und g = =1,
daran sei auch erinnert.

Anders als bei linearen Abbildungen A : R® — R" ist es bei
nichtlinearen Abbildungen f : U — V nicht so leicht festzustellen,

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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ob sie umkehrbar sind. Zu jedem y € V einen Urbildpunkt = € U
zu finden (die Vektorpfeilchen wollen wir bis auf weiteres im Kécher
lassen!), hieBe doch das nichtlineare Gleichungssystem

fl(.rl,...,,rn) = yl

fm(xlv .. ~:xn) = Ym

gelost zu haben, sodann hétte man zu zeigen, dass es nur eine
Losung « € U zu jedem y € V gibt, und schliellich miisste man iiber
die Losungen formelméaBig oder sonstwie so gute Kontrolle haben,
dass man die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen der
Zuordnung y — x beurteilen konnte!

Was hilft nun hierbei die Haupttechnik der Analysis, kompli-
zierte nichtlineare Objekte, zum Beispiel f, durch einfache lineare,
zum Beispiel J¢(x), zu approximieren? Eben davon handelt der
Umkehrsatz. Natiirlich kann die Jacobi-Matrix bei xy nur iiber das
Verhalten von f in der Ndhe von x, etwas wissen, deshalb spricht
der Umkehrsatz von der lokalen Umkehrbarkeit:

Definition: Sei B C R” offen, 1 < k < oo. Eine C*-Abbildung
f B — R" heifle lokal umkehrbar bei o € B, wenn es eine
offene Umgebung U C B von xy derart gibt, dass auch f(U) =V
offen in R" und f|U : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist.? (]

Trivialerweise ist dann die Jacobi-Matrix bei xq invertierbar, denn
wenn wir g := (f|U)™! und yo := f(xg) schreiben, ist nach der
Kettenregel J,(yo) die zu Jy(z) inverse Matrix oder, in der Diffe-
rentialschreibweise, dg,, die zu df,, inverse lineare Abbildung.

Aus demselben Grunde kann es iibrigens keinen C'-Diffeomor-
phismus zwischen nichtleeren offenen Teilmengen in R™ und R™ fiir
n # m geben®, das Differential miisste sonst wegen dfy, o dg,, =
Idgm und dgy, o df,, = Idg» einen Isomorphismus df,, : R" = R™
herstellen, und das geht ja nicht. Wir versdumen also nichts da-
durch, dass wir bei der Definition des Begriffes “lokal umkehrbar”
von vornherein n = m annehmen.

Gar nicht trivial, sondern ein zentraler Satz der Differentialrech-
nung in mehreren Variablen ist aber, dass die Invertierbarkeit der
Jacobimatrix bei xy die lokale Umkehrbarkeit schon impliziert:
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Umkehrsatz: Sei B C R" offen, 1 < k < oo und f : B — R" eine
Ck-Abbildung. Ist das Differential von f an einem Punkte x ein
Isomorphismus,

dfy, : R — R"
d.h. det J;(zo) # 0, dann ist f bei zy bereits lokal umkehrbar. O

Den Beweis will ich hier nicht fithren. Vielleicht kommt IThnen der
Satz auch nicht besonders beweisbediirftig vor: was denn, eine diffe-
renzierbare Abbildung sieht unter’'m Mikroskop wie ihr Differential
aus,

Abbildung bei x¢ unter dem Mikroskop

und wenn dieses invertierbar ist, so muss ja wohl f lokal invertier-
bar sein ... Wenn Ihnen diese heuristische Betrachtung hilft, sich
jedenfalls die Aussage des Satzes einzuprégen, so ist das doch schon
etwas. Bei niherer Uberlegung werden Sie sich aber sagen, dass Bi-
jektivitdt und hohe Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung subti-
le, leicht durch kleinste Abénderungen stérbare Eigenschaften sind:

Eine differenzierbare Funktion mit f'(0) > 0, die
in keinem Intervall um 0 injektiv ist.
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Dieses eindimensionale Beispiel etwa zeigt, dass es auf die Stetigkeit
der partiellen Ableitungen wirklich ankommt.

Muss eine Abbildung, die tberall lokal umkehrbar ist und einen
zusammenhingenden Definitionsbereich hat, als Abbildung auf ihr
Bild auch im Ganzen umkehrbar sein? Im Falle einer Variablen ist
es so. Wollte die Funktion einen Wert ein zweites Mal annehmen,
miisste der im Zielraum R fahrende Bildpunkt gleichsam ‘wenden’
und wiirde dort die lokale Injektivitit verletzen.* Fiir n > 2 aber
hat die Abbildung im R" die Moglichkeit, ohne Stérung der lokalen
Umkehrbarkeit in einem groflen Bogen zu bereits angenommenen
Werten zuriickzukehren, wie man etwa sagen kénnte, wenn man eine
der Koordinaten im Definitionsbereich als die Zeit interpretierte.

P )

; 4
T X

Streifen B Kreisring f(B)

Beispiel: Polarkoordinatenabbildung f auf einem Streifen

Der Streifen (1,2) x R wird zum Beispiel von der Polarkoordi-
natenabbildung in unendlich vielen Windungen auf den Kreisring
1< \/ 2?2 4+ y? < 2 gewickelt. Die Polarkoordinatenabbildung ist
iiberall lokal umkehrbar, wir kénnen lokale Umkehrungen mit Hil-
fe der Arcusfunktionen auch hinschreiben, aber im Ganzen ist die
Abbildung nicht injektiv und deshalb auch nicht umkehrbar.

Diesem Problem ist auch durch Verkleinerung des Definitionsbe-
reiches (beabsichtigtes ‘Wegwerfen der iiberzihligen Urbildpunkte’)
nicht beizukommen, denn jede Abbildung g vom Kreisring zuriick
in den Streifen, die fog = Id erfiillte, wiirde unstetig sein, weil nach
einmaligem Umlauf im Kreisring der stetig mitgefiihrte Polarwinkel
@ um 27 zugenommen hétte.
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26.2 Abbildungen zwischen verschieden-dimensionalen
Réaumen

In diesem Abschnitt wollen wir ausloten, was uns der Umkehrsatz
iiber R™-wertige Abbildungen von n Variablen sagen kann, wenn
n % m ist. Sei also wieder B C R" offen, g € B und 1 < k < o0,
und sei f: B — R™ eine C*-Abbildung.

Die naheliegende, wenn auch vorerst noch vage Idee ist, die
Raume auf gleiche Dimension zu bringen, indem man dem klei-
neren noch ein paar Koordinaten hinzufiigt und die Abbildung f
zu einer Abbildung F' zwischen den gleichdimensionalen R&umen
erginzt. Dann konnte man den Umkehrsatz auf F' anwenden und
nachschauen, was das fiir das f bedeutet, das uns eigentlich inter-
essiert. Demnach wiirden wir im Falle n > m aus f eine Abbildung
F: B — R™ x R*™™ machen wollen,

B Cog R™

Zo

1. Fall: Grofler Urbildraum, kleiner Zielraum

im Falle n < m eine Abbildung F': B x R™™™ — R™,

RM=n R™

BCR"<

2. Fall: Kleiner Urbildraum, groBer Zielraum

Wie? Das schreibt uns niemand vor. Aber wenn wir uns einerseits
noch nicht zu friih festlegen, andererseits unmotivierte Kompliziert-
heiten meiden wollen, so bietet es sich im Fall n > m an, die m vor-



86 Kapitel 26: Das lokale Verhalten von Abbildungen

handenen Komponentenfunktionen fi(z),..., fi(z) durch weitere
n — m Funktionen g;(2), ..., go_m(x) zu erginzen und F' durch

F: B — R™xR'™
z +— (f(z),9(x))

zu definieren. Im Falle n < m dagegen, wo wir zu den ‘wenigen’
unabhéingigen Variablen zi,...,z, neue yi,...,Yn_n hinzufiigen
miissen, konnten wir erst einmal ins Auge fassen, eine Abbildung
g : R™™ — R™ mit g(0) = 0 zu wéhlen und F' durch

F: BxR®»" — RM™
(z,y) — f(z) +9g(y)

festzusetzen, was wir dann bei (2, 0) auf seine lokale Umkehrtaug-
lichkeit priifen wollen. Halten wir hier einmal inne, um nach dem
Ziele hinzuschauen. Die Beziehung zwischen f und F ist in beiden
Fiéllen sehr iibersichtlich: im ersten Falle haben wir

f=moF,

wenn 7 : R™ x R"™™ — R™ die Projektion auf die ersten m Koor-
dinaten bezeichnet, und im zweiten Falle ist

f=Fou
mit der durch «(z) := (x,0) gegebenen Inklusion
t:B— BxR™™

Wiére nun wirklich der Umkehrsatz auf F' anwendbar und benutz-
ten wir den lokalen Diffeomorphismus zur Einfithrung eines neuen
(krummlinigen) Koordinatensystems um o im Falle n > m bzw.
um f(xo) im Falle n < m, so kénnten wir im ersten Fall mit Fug
und Recht sagen, f sidhe in geeigneten lokalen Koordinaten um xg
einfach wie die Projektion 7 und im zweiten Fall, wiederum lokal
bei xg, aber beziiglich geeigneter lokaler Koordinaten um den Bild-
punkt f(xg), wie die ganz gewdhnliche Inklusion x +— (x,0) aus.
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Diese weitgehenden lokalen Informationen iiber f aus dem blo-
Ben linear-algebraischen Datum J;(zy), also praktisch kostenlos zu
erhalten ist das Ziel, das wir mit Hilfe des Umkehrsatzes erreichen
wollen. Betrachten wir dazu nun die Jacobimatrix von F' an der
Stelle g bzw. (z,0):

J1 (o) J4(0)
Jg(if(]) n—m
1. Fall F(z) = (f(z), g(x)) 2. Fall F(z,y) = f(z) + g(y)

Eine quadratische Matrix ist bekanntlich genau dann invertierbar,
wenn ihre Zeilen oder, was dasselbe bedeutet, ihre Spalten linear
unabhéngig sind. Im ersten Fall, n > m, kann die Jacobimatrix von
F also nur dann invertierbar werden, wenn zumindest die Zeilen
von Jy(zp) linear unabhéngig sind, im zweiten Fall nur, wenn die
Spalten der Jacobimatrix J(xg) linear unabhéngig sind.

Dann ist es aber auch einfach, ein passendes g zu finden, sogar
unter den linearen Abbildungen. Wir brauchen ja nur im ersten Fall
die Zeilen, im zweiten Fall die Spalten von Jg(zg) durch weitere
n — m Zeilen bzw. m — n Spalten zu einer Basis von R™ bzw. R™
zu ergénzen und g durch die Matrix A dieser Zeilen (Spalten) zu
definieren: g(z) := Az bzw. g(y) := Ay.

Was bedeutet die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen (bzw. Spal-
ten) der Jacobimatrix Jy(xg) geometrisch fiir das Differential, die
lineare Abbildung Jy(zo) = dfs, : R — R™? Nichts anderes, als
dass das Differential surjektiv (bzw. injektiv) ist, denn es bedeu-
tet ja, dass die Zeilenzahl m (bzw. Spaltenzahl n) der Rang der
Matrix ist, und eine m x n-Matrix R” — R™ ist genau dann sur-
jektiv, wenn ihr Rang gleich m und genau dann injektiv, wenn
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ihre Kerndimension gleich Null, also nach der Dimensionsformel
(Rang+Kerndimension=n) genau dann, wenn ihr Rang gleich n

1st.

Die mathematische Arbeit dieses Abschnitts ist damit eigentlich
schon getan. Um aber das Ergebnis in der iiblichen Form présen-
tieren zu konnen, muss ich ein wenig tiber die Terminologie reden.

Definition: Sei B C R” offen und f : B — R™ ein C'-Abbildung.
Ein Punkt € B heifit ein reguldrer Punkt von f, wenn das
Differential df, : R — R™ surjektiv ist. Die nicht reguléren Punkte
in B heilen singuldre Punkte von f. O

Wie Sie sich denken kénnen, ist “reguldar” und “singulér” ein viel-
beschiiftigtes Wortpaar, das im Allgemeinen einfach den Gegensatz
zwischen dem typischen und dem Ausnahmefall bezeichnet. Im Fal-
le n > m ist Surjektivitdt wirklich eine typische Eigenschaft der
m X n-Matrizen, die Zeilen sind eben nur ‘ausnahmsweise’ linear
abhéngig. Fiir n = m bedeutet injektiv und surjektiv fiir lineare
Abbildungen bekanntlich dasselbe, aber im Falle n < m ist die Sur-
jektivitdt einer Matrix R™ — R™ nicht nur untypisch, sondern kann
iiberhaupt nicht vorkommen! In diesem Dimensionsbereich wiirde
vielmehr die Injektivitit des Differentials den Titel “reguléar” ver-
dienen, wie man ja auch von einer reguldren Kurve spricht, wenn
der Geschwindigkeitsvektor stets ungleich Null ist. Das hilft aber
alles nichts, wir haben als Faktum zu akzeptieren: In der Theorie
des lokalen Verhaltens von Abbildungen ist das Wort “regulir” fest
in der Hand des surjektiven Differentials. Im Falle n < m gibt es
eben gar keine reguléren Punkte und basta.

Die Abbildung als Ganzes betreffend gibt es eine ausgewoge-
nere Terminologie: ist an jedem Punkte des Definitionsbereiches
das Differential surjektiv, so nennt man die Abbildung auch eine
Submersion, ist es an jedem Punkte injektiv, eine Immersion.
Von einer Abbildung zu sagen, sie verhielte sich bei einem einzel-
nen Punkte xq submersiv, wenn das Differential dort surjektiv, und
immersiv, wenn es dort injektiv ist, wiirde von einem Mathemati-
ker schon verstanden, aber recht iiblich ist das nicht. Wenn vom
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injektiven Differential die Rede sein soll, miissen wir das eben aus-
sprechen: injektives Differential. Soviel zu den Sprechweisen, und
nun wieder zum mathematischen Inhalt.

Satz vom regulidren Punkt: Ist xy ein reguldrer Punkt einer
Ck-Abbildung f : B — R™, B C R" offen, k > 1, so gibt es lokale
C*-Koordinaten um x, in denen f durch die Projektion 7 auf die
ersten m Koordinaten gegeben ist:

B CcR"®

7

V CR™ x Rr—™

w (£ 9)lU = - (/(20),0)
/ Q
U

NoA

f (o)

Zur Aussage des Satzes vom regulédren Punkt

1

Rm

Genauer: es gibt eine offene Umgebung U von x in B und einen C*-
Diffeomorphismus h : U — V' auf eine offene Teilmenge V C R",
so dass

thil(‘Tlv"'7xm7xm+17"'7xn) = (‘Tlv"'axm)
fiir alle x € V gilt.

BEWEIS: Ergénze f wie oben schon beschrieben zu einer Abbildung
F = (f,g), auf die bei xy der Umkehrsatz anwendbar ist. Wahle
offene Umgebungen U von zy und V von (f(z),0) so, dass F' :
U — V ein Diffeomorphismus ist und setze h := F|U. (]
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Satz vom injektiven Differential: Sei f : B — R™ eine C*-Ab-
bildung, B C R"™ offen, k > 1, und z¢ € B ein Punkt fiir den das
Differential df,, injektiv ist. Dann gibt es lokale C*-Koordinaten
um f(xg), in denen f durch die iibliche Inklusion gegeben ist.

R’Vﬂ

Y

v
\ (f+)lV =h~"
_
=] U
\ /
< > B CR"

Zum Beweis des Satzes vom Injektiven Differential

Genauer: es gibt eine offene Umgebung U von f(xg) in R™ und
einen C*-Diffeomorphismus h : U — V auf eine offene Teilmenge
V C R™, so dass

hof(z1,...,2,) = (1,...,2,0,...,0)

fiir alle x mit (x,0) € V ist.

BeEwEIS: Erginze f durch F(x,y) := f(z) + g(y) wie oben be-
schrieben zu einer Abbildung F, auf die bei (zg, 0) der Umkehrsatz
anwendbar ist. Wihle offene Umgebungen V' von (zg,0) und U von
f(zo) so, dass F|V : V — U ein Diffeomorphismus ist und setze
b= (FIV)~. O

Die Botschaft der beiden Sétze ist wohl klar: bei allen lokalen Un-
tersuchungen, bei denen es auf die Wahl der Koordinaten um
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(im reguldren Fall) bzw. um f(x) (im immersiven Fall) nicht an-
kommt, darf man oBdA annehmen, die Abbildung f sei einfach
die Standard-Projektion bzw. -Inklusion! Klingt beinahe etwas zu
mérchenhaft, denn was gibt es an der Projektion oder Inklusion
noch zu untersuchen? Na daran nichts, aber Sie miissen bedenken,
dass es in einer realen mathematischen Anwendungssituation au-
Ber f gewohnlich noch mehr Mitspieler gibt, weitere Abbildungen,
Funktionen, ein dynamisches System, was nicht alles. Das f als
Standardabbildung voraussetzen zu diirfen, 16st das Problem viel-
leicht nicht in Wohlgefallen auf, kann es aber drastisch vereinfachen.
Schreiben Sie nur ganz professionell: nach dem Satz vom requliren
Punkt darf ich f als die Projektion auf die ersten m Koordinaten
voraussetzen, Thr Ubungsleiter wird sich schon melden, wenn er das
nicht versteht.

26.3 Implizite Funktionen

In diesem Abschnitt geht es um die Auflésung nichtlinearer Glei-
chungssysteme aus m einzelnen Gleichungen

fl(‘rlw":xnayla"'aym) =

fm(-rl-,“-a-rn:yl:“wym) = Cnp

nach den Variablen y, . .., y,,. Gesucht ist also die explizite Gestalt
von m Funktionen

nh = yl(xla e ,xn)

Ym = ym($17~ "73:71)5

die durch das Gleichungssystem nur implizit gegeben sind, wie man
sagt. So iiber den Daumen gepeilt sieht das auch ganz gut aus:
wenn man etwa in der letzten Gleichung des Systems das y,, iso-
lieren, “auf eine Seite bringen”, die Gleichung also in der Form
Ym = gm(T1, . Tny Y1, -« -, Ym—1) schreiben kann, so geht man da-
mit in die anderen Gleichungen hinein und hat so die Zahl der
Unbekannten und der Gleichungen schon um eins verringert, und
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so fahrt man fort, nach Moglichkeit. Was die expliziten Funktionen
fiir Eigenschaften haben, sieht man ja dann, wenn sie da stehen.
Wenn Sie damit zum Ziele kommen, will ich Thnen auch gar nicht
dreinreden. Oft fiihrt dieser Fufliweg aber nirgends hin.

Erstens ist das implizite System f(z,y) = ¢ (wie wir auch wei-
terhin kurz schreiben wollen) vielleicht gar nicht konkret gegeben,
sondern man verfiigt nur iiber gewisse Teilinformationen, aus denen
gleichwohl {iber die explizite Auflésbarkeit Schliisse gezogen werden
sollen. Dass die Anwendung der Mathematik in wissenschaftlichen
Zusammenhéngen oft diesen “detektivischen” Charakter hat, ist
Thnen inzwischen léangst klar geworden, wenn auch die Laienwelt,
die sich unter Mathematik immer nur Ausrechnen vorstellen kann,
davon nichts ahnt.

Zweitens wird man auch bei konkret vorliegendem f(z,y) = ¢
die Auflésung nach y durch konkretes Manipulieren der Formeln
hiufig als zu kompliziert, ja undurchfithrbar aufgeben miissen, und
drittens schlieflich kann es leicht vorkommen, dass es zu einem x
mehrere oder auch gar kein y mit f(z,y) = ¢ gibt, und was soll
y = y(x) dann iiberhaupt bedeuten?

Ein Patentrezept zur Auflésung nichtlinearer impliziter Systeme
gibt es eben nicht, auch der von uns angestrebte Satz von den im-
pliziten Funktionen ist keines. Als Abkommling des Umkehrsatzes
macht er nur eine lokale Aussage, und zuerst wollen wir einmal die
Fragestellung genau definieren.

Definition: Sei B C R" xR™ offen und f : B — R™ eine C*-Abbil-
dung, k > 1. Sei ferner ¢ € R™ und sei (zg,yo) € B ein Punkt mit
f(zo,y0) = ¢. Wir wollen sagen, das Gleichungssystem f(z,y) = ¢
sei lokal bei (o, o) nach den y-Variablen C*-auflésbar, wenn es
offene Umgebungen U und V' von xy in R” und gy in R™ und eine
C*-Abbildung g : U — V gibt, so dass fiir (z,y) € U x V gilt:

flr,y)=c <= y=g(2).
0

Ob ein System f(x,y) = ¢ an einer vorgegebenen Stelle (g, yo) lo-
kal auflosbar ist, dafiir gibt der Satz von den impliziten Funktionen
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eine hinreichende Bedingung an. — Innerhalb des Késtchens U x V/
wére die Auflosungsaufgabe dann durch die Abbildung g perfekt
gelost: die implizite Aussage f(z,y) = ¢ ist dort mit der expliziten
y = g(x) genau gleichbedeutend. Das schliefit aber nicht aus, dass
x € U auflerhalb von V noch mehr y-Partner hat, mit denen zu-
sammen es das System f(z,y) = c erfillt. Anschauung durch eine
hochdimensional beschriftete niederdimensionale Skizze:

R"L B RWL
nein

nein
nein f ¢

Yo

jal

RTL

To
Ist f(x,y) = ¢ an den hier markierten Stellen lokal auflésbar?
Um den Satz einprédgsam formulieren zu kénnen, wollen wir noch

eine Notation vereinbaren. Wir wollen die “partiellen” Jacobima-
trizen von f nach den x- bzw. den y-Variablen kurz als

of _ (of -
dx Ox; i=1,..,m;j=1,..,n

of <8fi)
ay' ayj ij=1,..m

bezeichnen. Die gesamte Jacobimatrix von f ist dann also

0
Hen= ey New e
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Satz von den impliziten Funktionen: “Ist das Gleichungssy-
stem f(xz,y) = ¢, bestehend aus m Gleichungen fiir m implizite
Funktionen y, ...,y an einem Punkte (xo,yo) erfiillt und seine
partielle Jacobimatrix nach den y-Variablen an diesem Punkte in-
vertierbar, so ist es dort lokal nach den y-Variablen auch auflésbar.”
Genauer: Sei B C R® x R™ offen, (zo,4) € B, f : B — R™ eine
C*-Abbildung, k > 1. Ist f(xo,y0) =: ¢ und det gi (20, y0) # 0, so
gibt es eine C*-Abbildung g : U — V zwischen offenen Umgebun-
gen von zg und yp, so dass in U x V die Bedingung f(z,y) = ¢
gleichbedeutend mit y = g(x) ist.

BEwEIs: Da wir den Umkehrsatz anwenden wollen, werden wir
jedenfalls zuerst den zu kleinen Zielraum R™ zu R™ x R™ vergrofiern
und f : B — R™ durch Hinzufiigung einer R"-Komponente zu
einer Abbildung F': B — R™ x R™ ergénzen, und zwar setzen wir
probehalber

F(x,y) = (x,f(@y))

Dazu braucht man noch nicht den ganzen Beweis bis zum Ende
itberblicken zu konnen, wir versuchen ja einstweilen nur f auf mog-
lichst einfache Weise so zu ergénzen, dass Jg(zg,yo) invertierbar
wird, damit der Umkehrsatz iiberhaupt greifen kann. Die Jacobi-
matrix von F' sieht jetzt so aus:

1
0
1
<]F(x7 y) =
0 0
&]; (z,y) 9 (z,y)

und hat deshalb dieselbe Determinante wie die partielle Jacobima-
trix gi , ist bei (xg,yo) also ebenfalls invertierbar, der Umkehrsatz
ist auf F' anwendbar.

Also gibt es offene Umgebungen, nennen wir sie W von (zo, 4o)

in B und W’ vom Bildpunkt (zg, ¢) in R” x R™, zwischen denen F'
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einen C*-Diffeomorphismus stiftet. Wir bezeichnen dessen Umkeh-
rung mit ® := (F|W)~1: W' — W.

Weil F' die R"-Komponente nicht dndert, kann das auch ® nicht
tun, sonst wire F o ® nicht die Identitit auf W’. Daher ist nicht nur
F von der Gestalt F(z,y) = (z, f(z,y)), sondern automatisch auch
®(z,y) = (z,¢(x,y)), wobei also ¢ : W’ — R™ eine C*-Abbildung
ist.

Die Umkehreigenschaft F' o ®(x,y) = (z,y) besagt nun nichts
anderes als f(x, p(z,y)) =y fiir alle (x,y) € W', insbesondere

[z p(z,c)) = ¢

fir all jene z, fiir die (z,c) € W' ist. Wenn wir uns also um Defi-
nitionsbereiche und Umgebungen und dergleichen nicht kiimmern
wollten und nur auf die Formeln schauten, so hétten wir in y(z) :=
o(x,c) unsere impliziten Funktionen schon gefunden. Diesmal ist
das auch die Hauptsache, das will ich schon zugeben.

Wir miissen aber auch auf das Kleingedruckte achten und wéh-
len deshalb jetzt unser “offenes Késtchen” U x V um (zo,yo) so,
dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

y-Raum R™

W, die Umgebung aus
dem Umbkehrsatz

z-Raum R"

Zur Wahl von U x V' beim Beweis des “impliziten
Funktionensatzes” aus dem Umkehrsatz

Erstens soll U x V' C W gelten. Kein Problem, W ist ja offen, also
brauchen wir die offenen Umgebungen U von zy und V' von gy nur
klein genug wéhlen.
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Zweitens soll (z,c) € W' fiir alle z € U gelten, damit ¢(z,c)
auch wirklich fiir alle z € U erklért ist. Auch kein Problem, W' ist
ebenfalls offen, wir brauchen deshalb nur U, falls es nicht sowieso
schon klein genug ist, nochmals zu verkleinern.

Und drittens wollen wir ¢(z,¢) € V fir alle x € U haben. Aber
da wir bereit sind, U abermals zu verkleinern, kénnen wir das wegen
©(x, ¢) = yo und der Stetigkeit von ¢ erreichen, denn V' ist ja eine
Umgebung von yg.

Dann ist durch g : U — V, x — ¢(x, ¢) eine C*-Abbildung mit
f(z,g(z)) = ¢ definiert, von der wir nun behaupten, dass sie alle
in dem Satz aufgefithrten Forderungen erfiillt, auch die letzte noch
ungepriifte, dass ndmlich aus (z,y) € U x V und f(z,y) = ¢ jetzt

y = g(zx) folgt.

Y g

™ (w0, yo)

xT o

Letztes noch ungepriiftes Detail: kénnte ein x € U
neben g(x) noch einen anderen Partner y € V mit
f(z,y) = c haben?

Das wird aber durch ® o F|W = Idy aufgekldrt, denn danach gilt
fiir solch ein (z,y) ja (z,o(x, f(z,9))) = (z,¢(z,¢)) = (x,y), und
somit y = p(z,c) = g(x). Also ist 2 ganz unschuldig, und der Satz
von den impliziten Funktionen ist als Korollar aus dem Umkehrsatz
bewiesen. O

Der Implizite-Funktionen-Satz gibt keine direkte Anleitung, wie die
implizit durch f(z,y) = c lokal gegebenen Funktionen y = g(z)
explizit zu konstruieren sind. Trotzdem kann man die Jacobimatrix
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von ¢ an der Stelle zy ganz einfach konkret ausrechnen. Nach der
Kettenregel ist

df (z,9(x)) _ Of of

_ dg
= " (z,g9(x)) + o (z,9(x)) -

),

dx ox
wenn man die gewOhnlichen und die partiellen Jacobimatrizen, die
dabei vorkommen in der naheliegenden Weise durch das gerade d
und das runde 0 notiert, voll ausgeschrieben eben

PR O g + 3 00

J k=1

(@290 oo ).

al’j (9

Das gilt soweit ganz allgemein. Aber speziell fiir unsere impliziten
Funktionen ist ja f(z,g(z)) = ¢, also ist die linke Seite Null, und
da g(xy) = yo ist und die partielle Jacobimatrix 9f/dy an der
Stelle (zg,yo) nach Voraussetzung invertierbar ist, ergibt sich die
Jacobimatrix von g bei g aus den beiden partiellen Jacobimatrizen
von f als

of or
Jy(wo) = dx(xo) == (ay (Io,y0)> o (w0, %0) -

Eine Formel, die man nicht auswendig wissen muss, weil sie sich
so leicht aus f(x,g(x)) = ¢ reproduzieren ldsst — durch Ableiten,
und wer wird nicht ans Ableiten denken, wenn er etwas iiber die
Ableitungen von g(z) wissen will.

26.4 Ubungsaufgaben

In diesem Kapitel habe ich den Vektorpfeil nicht benutzt, schlage
aber vor, dass Sie, um Freiheit gegeniiber der Notation einzuiiben,
bei der Bearbeitung der R-Aufgaben die Pfeile verwenden, bei den
T-Aufgaben nicht.

Aufgabe R26.1: Sei f : R? — R! durch f(z,y) := sin(z + y)
gegeben. Erginzen Sie diese Funktion durch eine (lineare) Funk-
tion g(z,y), so dass dic Abbildung F : R? — R2 F(z,y) :=
(9(z,y), f(z,y)) bei (zo,yo) := (0,0) lokal invertierbar wird.
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Aufgabe R26.2: Ein sphérisches Doppelpendel bestehe aus zwei
frei drehbar aneinander gekniipften Pendeln der Lénge [, l. Das
erste Pendel sei im Koordinatenursprung befestigt. Die Position
der beiden Massenpunkte an den Pendelenden seien durch & und ¥
beschrieben. Sei f : R3 x R? — R durch f(Z,7) := (||Z||% |7 —Z|?)
definiert. Zeigen Sie, dass der Konfigurationsraum des Pendels, d.h.
die Menge der Punkte mit f(Z, ) = &:= (12,12) nur aus reguliren
Punkten besteht.

Aufgabe R26.3: Energie und Drehimpuls des zweidimensiona-
len, isotropen harmonischen Oszillators lauten E(Z,p) = ||p]|*/2 +
Z]12/2 und L. (Z,7) = x1ps — zops1. Sei F : R2x R? — R? die durch
F(Z,p) = (E(Z,p), L.(Z,p)) definierte Abbildung. Bestimmen Sie
die reguléren und singuldren Punkte von F. Um welche Punkte
(Zo, Do) ist die Gleichung F(Z, ) = € lokal nach j auflésbar?

Aufgabe R26.4: Das Potential eines elektrischen Dipols hat die
Form V(%) = p’- Z/||Z||>. Der Dipol habe die Komponenten p’ =
(0,0, p). Analysieren Sie die Flichen mit V' = const (> 0,< 0,=0)
fiir ¥ # 0 in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordinaten.
Wo ldsst sich V' = const lokal nach z3 = x3(x1, z2) bzw r = (6, p)
auflosen? Bestimmmen Sie dort die entsprechenden ersten Ablei-
tungen.

Aufgabe T26.1: Sei B C R” offen, zp € Bund f : B — R™
eine C*-Abbildung. Wir wollen sagen, f habe bei x, eine lokale
Rechtsinverse, wenn es eine offene Umgebung V von yg := f(x) im
Zielraum R™ und eine C*-Abbildung g : V — B mit fog = Idy
und g(yo) = xo gibt. Beweisen Sie, dass f genau dann bei zq eine
lokale Rechtsinverse hat, wenn xy ein regulérer Punkt von f ist.

Aufgabe T26.2: Sei Ay € R ein Eigenwert der algebraischen Viel-
fachheit Eins von der reellen n x n-Matrix Ag . Zeigen Sie, dass es
offene Umgebungen U von Ay in R" und V von )¢ in R und eine
C*®-Funktion A : U — V gibt, so dass jeweils A(A) der einzige Ei-
genwert von A in V ist. (“Differenzierbare Abhéngigkeit des Eigen-
werts von der Matrix”). Hinweis: Betrachte P4(A) := det(A — \E)
als Funktion der n? + 1 reellen Variablen a;; und A.
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Aufgabe T26.3: Sei & > 1. Von zwei auf offenen Nullumgebungen
U C R* und V C R™ definierten C*-Abbildungen 7 : U — R™,
7(0) = 0,und ¢ : V — U, 0(0) = 0, sei # o 0 = Idy bekannt.
Beweisen Sie, dass man lokale Koordinaten (£,7) um 0 € U C
R™ = R™ x R™"™ so einfiihren kann, dass jeweils lokal um 0 nicht
nur 7 durch (§,7n) — &, sondern zugleich auch o durch « — (z,0)
gegeben ist.



Die k-dimensionalen Flachen im R"

27.1 Der Begriff

Bisher haben wir mehrdimensionale Analysis auf offenen Teilmen-
gen der Rdume R™ betrieben. Auf offenen Bereichen B C R™ sind
unsere Funktionen, Abbildungen, dynamischen Systeme usw. defi-
niert, und damit haben wir um jeden Punkt die volle Bewegungsfrei-
heit z.B. fiir das partielle Ableiten und die lineare (Jacobimatrix)
und polynomiale Approximation (Taylorentwicklung).

Es gibt aber Fragestellungen im R™ bei denen, etwa aus physi-
kalischen Griinden, ein System von “Nebenbedingungen”

\Ijl(xla"'7xn> = O

U (21,0 ,2) = Cm

stets erfiillt bleiben soll. Dann tritt die Menge M := ¥~!(c) C R"
der die Nebenbedingungen erfiillenden Punkte als Definitionsbe-
reich uns interessierender Funktionen f : M — R und Abbildungen
f: M — X in Erscheinung. Betrachten wir als Beispiel im R? die
Nebenbedingung

Pyt =1.

Die Erfiillungsmenge ist dann die Kugeloberfliche M := S? C R3.
Stellen wir uns vor, wir sollten die lokalen Extrema einer gegebe-
nen Funktion f : S? — R suchen. Bei offenem Definitionsbereich
wiirden wir zunéchst die kritischen Punkte durch Nullsetzen der
partiellen Ableitungen gi , gg und g’; bestimmen und dann nach-

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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schauen, welche davon lokale Extrema sind, etwa mittels der Hesse-
matrix. Aber Sie sehen ja, dass wir die partiellen Ableitungen gar
nicht bilden kénnen, wenn f iiberhaupt nur auf S? gegeben ist.

z-Achse

z-Richtung

Partielle Ableitungen gi, gi und g£ fir f: 82 R ?
Und ist f etwa durch eine Formel f(z,y,z) beschrieben, die sich
auch auBerhalb S? lesen lisst, dann kénnen wir die partiellen Ab-
leitungen zwar berechnen, aber was fangen wir damit an? Sie brau-
chen an den Extremstellen von f : $? — R nicht zu verschwinden,
das sieht man schon an dem einfachen Beispiel f(z,y,2) := 2. Die
Funktion nimmt an den Polen ihre Extremwerte £1 an, aber die
partielle Ableitung g}: = 1 verschwindet weder dort noch sonst wo.
Von solchen und &hnlichen Fragen handeln das gegenwértige und
das folgende Kapitel.

Zuerst miissen wir definieren, auf welchen Definitionsbereichen
M C R™ wir nun Analysis betreiben wollen, denn fiir “ganz belie-
bige” Definitionsbereiche ist eher die Topologie zustindig. Wie die
Sphére diirfen sie krumm, sollen aber glatt sein.

Bei der Definition dieser Glattheit wollen wir es uns etwas be-
quemer als bisher machen und nicht mehr die Differenzierbarkeits-
ordnung C* {iberall mit hinschleppen, sondern vereinbaren, dass
von nun an differenzierbare Funktion, differenzierbare Abbildung
und Diffeomorphismus immer im C°-Sinne verstanden werden,
wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Den dadurch
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wieder zu anderer Verwendung freiwerdenden Buchstaben &k neh-
men wir gleich in Gebrauch:

Definition: Eine Teilmenge M C R" heifit eine k-dimensionale

Fldche oder k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R",
wenn sich um jeden Punkt p € M eine offene Umgebung W von

p in R™ und ein Diffeomorphismus H : W =, W’ auf eine offene
Teilmenge W’ C R™ derart finden lassen, dass

HMNW) =R x0)nW

gilt. O

M CR"

W/

/ RF x 0

0 x R+

Aus dem vielleicht “krummen” U := M N'W macht H
das “flache” U’ x 0 := (RF x 0) N W".

In den neuen Koordinaten i, ..., z,, die durch H : W — W' in W
eingefiihrt werden, ist der in W gelegene Teil M NW von M somit
durch zj,, = --- = x;, = 0 beschrieben. Etwas lax gesagt: eine
Teilmenge M C R” ist eine k-dimensionale Fliche, wenn sie um
jeden Punkt p € M lokal, in geeigneten krummlinigen Koordinaten

des R”, wie der R* aussieht.



27.1 Der Begriff 103

Einen solchen Diffeomorphismus H : W — W' wollen wir, sei-
ner anschaulichen Bedeutung nach, auch einen Flachmacher fiir
M um p nennen. In einer anderen Sprechweise heifft ein Flachma-
cher H : W — W' eine duflere Karte fir M um p € M, im
Unterschied ndmlich zur zugehorigen inneren Karte H/ M NW :

MNW = (R¥ x 0) N W’ von M um p, die wir als
h:U-—=U

notieren wollen, wobei U := M N'W und U’ C R* als die offene
Teilmenge des R¥ zu lesen ist, fiir die U’ x 0 = (RF x 0) n W’
ist, wenn wir némlich so pedantisch sein wollen, zwischen R¥ und
R* x 0 C R" in der Notation zu unterscheiden, sonst kénnten wir
gleich U’" = R¥ N W' schreiben.

Die anschauliche Vorstellung und der Name kommen von dem
Fall n = 3 und k& = 2 her, also von den gewdhnlichen (zweidimen-
sionalen) Flidchen im dreidimensionalen Raum:

Gewdohnliche Fliachen im Raum: k =2, n = 3.

Die Benennung k-dimensionale Flichen wird man vor allem ver-
wenden, wenn k£ = 2 oder nicht ndher bestimmt ist und die An-
schauung der gewthnlichen Flédchen niitzlich erscheint. In besonde-
ren Fillen kann das Wort aber so schriag klingen, dass man besser
neutral von k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten spricht, was
immer passend ist. Ist z.B. ausdriicklich £ = 1, so wird man im
Allgemeinen nicht von “eindimensionalen Fliachen” sprechen, ob-
wohl es nach unserer Definition nicht falsch wére, sondern eher von
eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten. Auch diese leisten iibri-
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gens ihren Beitrag zur Anschauung des allgemeinen Begriffs, weil
sie zeigen, wie im Falle hoherer Kodimension (so nennt man die
Differenz n — k) die Fldche, lokal an jedem ihrer Punkte, gleich-
sam “‘rundherum” vom Raum umgeben ist, anstatt nur “von zwei
Seiten” wie die Flachen der Kodimension eins.

NC R3

w

~— lH
T
0 x R?
W T~ Rl x0

Untermannigfaltigkeit der Kodimension zwei, hiern = 3, k = 1.

Die 1-kodimensionalen Flidchen im R™ werden zuweilen ohne Dimen-
sionsangabe noch Hyperfldchen genannt, oder man spricht allge-
meiner von k-dimensionalen Hyperflichen statt von k-dimensiona-
len Fléchen oder Untermannigfaltigkeiten im R™, wenn 2 < k < n
ist. Der Zusatz “hyper” wirkt dabei aber heute etwas altmodisch,
weil hoherdimensionale Flédchen nichts Besonderes sind.

Ein allgemeiner Begriff umfasst auch Extremfille, derentwegen
er gewiss nicht erfunden wurde, die auszuschliefen aber nicht sinn-
voll wire, das sind in diesem Falle die nulldimensionalen und die
n-dimensionalen “Flichen” im R". Weil R* x 0 C R” fiir k¥ = 0 nur
aus dem Nullpunkt im R™ besteht, fiir kK = n aber als der ganze R”
zu verstehen ist, ergibt sich:

Bemerkung: (a) Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine
nulldimensionale Fldche im R™, wenn sie nur aus isolierten Punkten
besteht, d.h. wenn jeder Punkt p € M eine Umgebung im R" be-
sitzt, in der er der einzige Punkt aus M ist. (b) Die n-dimensionalen
Flidchen im R™ sind genau die offenen Teilmengen des R". [l
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x"l, . ;L‘"l -

| " | "
nulldimensionale ‘Flidchen’ n-dimensionale ‘Flidchen’
sind diskret im R" sind offen.

In der Sprache der Topologie gesagt: die nulldimensionalen Flichen
im R” sind einfach durch eine Eigenschaft ihrer induzierten Topo-
logie charakterisiert, es sind die diskreten topologischen Teilrdume
des R™.

Die k-dimensionalen Untervektorrdume V. C R™ sind Beispiele
k-dimensionaler Flichen im R"™, auf die die Definition des Flidchen-
begriffes sicher nicht abzielte, die aber nun auch mit dazu gehéren.

Vo v+ W

Auch k-dimensionale Untervektorrdume und affine
Ré&ume sind Beispiele k-dimensionaler Flichen.

Wir brauchen nur eine Basis (1, ..., 0)) von V durch weitere Vek-
toren Ug41, ..., U, zu einer Basis des R™ zu ergénzen, dann ist der
durch H(¥;) = ¢; festgelegte Isomorphismus H : R" — R" eine
duflere Karte fiir V', um jeden Punkt von V. Schaltet man noch die
Translation um —v davor, so hat man eine dufliere Karte fiir den
affinen Teilraum vy +V C R™.
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Ist M C R" eine k-dimensionale Fliche, dann ist auch jede in
der Teilraumtopologie von M oder kurz “in M” offene Teilmenge
My C M eine k-dimensionale Flidche im R™:

wnQo M CR"

0 x R—*

‘ ///\ R <0

H(WNQ)

Mit M ist auch M N eine k-dimensionale
Flidche im R™, wenn 2 C R"™ offen ist: klar.

Denn dann ist My = QNM fiir ein offenes 2 C R™, und zup € M NS
brauchen wir nur einen Flachmacher H : W — W’ von M um p zu
nehmen, um durch H|W N Q sofort einen Flachmacher fiir M N Q
um p zu haben. Umgekehrt gilt aber auch:

Notiz 1: Ist M C R" eine Teilmenge und gibt es zu jedem p € M
eine offene Umgebung 2, C R", fiir die M N (), eine k-dimensionale
Flache im R™ ist, dann ist auch ganz M eine. ([

Man sagt deshalb, eine k-dimensionale Fléche zu sein, sei eine lokale
FEigenschaft von Teilmengen M C R"™, und sie braucht im Zweifels-
fall auch nur lokal nachgepriift zu werden. Angesichts der Definition
ist das fast eine Tautologie, beachten Sie aber die kleine Subtilitét,
dass ein Flachmacher H : W — W’ fiir M N Q, nicht automatisch
schon einer fir M zu sein braucht (weshalb?), aber H|W N Q,, ist
ein solcher.
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Notiz 2: Ist ® : Q@ — Q ein Diffeomorphismus zwischen offenen
Mengen im R™ und ist M C () eine k-dimensionale Flédche im R",
so auch ®(M).

Das ist klar, weil ein Flachmacher H : W — W’ fiir M um p sofort
einen fiir ®(M) um ®(p) liefert, ndmlich H o @~ H®(W N Q). O

S 5™

H\ /Hocb—l

|
‘ Wi

N

Die Fliacheneigenschaft ist invariant unter Diffeomorphismen

Auch diese Notiz birgt einen praktischen Nutzen. Die Fléchen-
eigenschaft ist demnach nicht nur lokal, sondern auch koordinaten-
unabhingig, wie man sagen konnte. Statt M N €Y, darf man bei der
lokalen Uberpriifung, nach Notiz 2, ebensogut irgend ein ‘diffeomor-
phes Bild" ®,(M NQ,) auf die Flicheneigenschaft hin untersuchen,
wenn das einfacher erscheint.

Noch eine dritte Notiz zum Fléachenbegriff wollen wir festhalten,
némlich seine Vertréglichkeit mit der Produktbildung.

Notiz 3: Sind M; C R™ k;-dimensionale Flidchen, i=1,2, so ist
M, x My C R™*™2 eine ky + ko-dimensionale Fléche.

Das Produkt Hy x Hy : Wi x Wy — W] x Wy zweier Flachmacher
fiir die Faktoren ist ja schon fast einer fiir das Produkt, man muss
als ordentlicher Mensch nur noch die Koordinatenvertauschung

(Rkl « Rmflﬁ) > (sz > Rnrkz) =, REatka o pratne—(kitkz)

nachschalten. O
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27.2 Regularitéat

Viele konkreten Beispiele, darunter die meisten, die Thnen in der
Praxis begegnen werden, erhdlt man aus dem so genannten Satz
vom requldren Wert, der seinerseits ein Korollar aus dem Satz vom
requldren Punkt ist.

Definition und Satz vom reguldren Wert: Sei B C R" offen,
VU : B — R™ eine C*-Abbildung und ¢ € R™ ein so genannter
regulirer Wert fiir ¥, d.h. dass alle z € ~!(c) regulire Punkte
von W sind. Dann ist ¥~!(c) C B eine (n —m)-dimensionale Fléiche
im R™.

BEWEIS: “Da die Flacheneigenschaft lokal und koordinatenunab-
héngig ist, diirfen wir nach dem Satz vom reguldren Punkt oBdA
voraussetzen, dass ¥ : B — R™ die Projektion auf die ersten m
Koordinaten und damit ¥~'(c) = B N (c x R"™™) trivialerweise
eine (n — m)-dimensionale Fliche ist.”

Vollkommen richtig, wir wollen aber doch iibungshalber, weil
der Satz so wichtig ist, uns ohne “oBdA” anschauen, wie der Satz
vom reguldren Punkt aus dem Abschnitt 26.2 uns einen Flachma-
cher um ein beliebiges xy € M liefert.

T~1(c) T—1(c)
W N VD}:D N N VD:{[|
\1;\\ l T giH , L%

w

=

ceR™

Anwendung des Satzes vom re-
guldren Punkt auf die Abbildung
U an der Stelle o € U~1(c).

Konstruktion des Flachmachers
H aus den Vorgaben des Satzes
vom reguldren Punkt.

Taufen wir die dort f, U, h genannten Gegenstéande, unserem jetzi-
gen Zweck entsprechend, in W, W und sagen wir y um. Dann gibt
uns die direkte, unbearbeitete Anwendung des Satzes vom reguléren
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Punkt einen Diffeomorphismus x : W — V einer offenen Umgebung
W von z( in B auf eine offene Teilmenge V' C R® = R™ x R*™™
derart, dass W o x~! : V — R™ die Projektion auf die ersten m
Koordinaten ist.

Beinahe ist x schon ein Flachmacher fiir M bei x(, nur gilt nicht
X(MNW) = (R"™x0)NV, wie es dann sein miisste, sondern
offenbar x(M N W) = (¢ x R*™) N V. Wir brauchen aber nur
noch Translation um —c und Koordinatentausch nachzuschalten,
also a : R™ x R"™™ — R x R™, (§,n) — (n,§ — ¢), um einen
auch formal richtigen Flachmacher H :=aox : W — W' := a(V)
zu erhalten. (]

Oft kommt uns eine Fliche schon als reguldres Urbild entgegen,
etwa wenn wir mit einer reguldren Nebenbedingung V(x) = ¢
zu tun haben und unser Blick deshalb auf die Erfillungsmenge
M := U~ !(c) fillt. Aber auch wenn wir uns aus ganz anderen
Griinden fiir eine bestimmte Teilmenge M C R™ interessieren, die
wir als k-dimensionale Flache nachweisen mochten, ist es sinnvoll,
nach einer Abbildung ¥ : B — R"* mit regulirem Wert ¢ und
M = U~'(c) Ausschau zu halten. Regularitéit ist leicht nachzu-
priifen, man braucht nur partiell abzuleiten und nachzusehen, ob
der Rang der Jacobimatrix an allen Urbildpunkten wirklich m ist,
und oft klappt es. Die Beschaffung von Flachmachern ist dagegen
meist eine lastige Angelegenheit, und wir sind dem Satz vom re-
gularen Wert deshalb dankbar, dass er uns diese Arbeit bei re-
guldren Urbildern abnimmt.

Mit diesem neuen Versténdnis fiir Urbilder wollen wir unsere intui-
tive Vorstellung vom Mechanismus nichtlinearer Abbildungen etwas
erweitern. Offensichtlich kennt man eine Abbildung ¥ : B — R™,
wenn man fiir alle ¢ € R™ die Urbilder ¥~!(c) kennt, und dadurch
kann man sich die Abbildung auch zu veranschaulichen suchen, so
wie auf einer Wanderkarte die Hohenfunktion durch die Hohenlinien
dargestellt wird.

Seinun ¥ : B — R™ B C R" offen, eine reguldre Abbildung,
d.h. an allen Punkten des Definitionsbereichs B reguldr. Samtliche
Urbilder oder “Niveaus” ¥~!(c) sind dann (n — m)-dimensionale
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Fléchen, und der Satz vom reguldren Punkt sagt uns dariiber hin-
aus, wie schon ordentlich sie nebeneinander liegen. Schematisch, fiir
n=2m=1:

R™ R™

|
/_\

Niveaus einer reguliren Abbildung

Direkt vor Augen konnen wir natiirlich nur die Félle m < n < 3
haben, dariiber hinaus miissen wir uns, wie immer, mit dem Ana-
logiedenken behelfen. Schauen wir uns an, wie sich fiir n = 3 die
Félle m = 1 und m = 2 unterscheiden:

(o)

—_— &

v

Gewohnliche Fléchen als Urbilder einer reguldren
Abbildung von B Cqgen R? nach R

Regulédre Funktionen von drei Variablen haben gewohnliche, zwei-
dimensionale Fldchen als Niveaus, reguldre Abbildungen von drei
Variablen in den R? dagegen eindimensionale Untermannigfaltig-
keiten, “Linien”.

o o]

Urbilder einer reguliren Abbildung von B Cogen R® nach R?
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Der Extremfall m = 0 ist nicht interessant, denn dann ist ¥ einfach
konstant. Aber der Fall n = m ist bedenkenswert.

TARATA
-

Im Falle n = m sind die Urbilder U~1(c) bei
reguldrem W stets Mengen isolierter Punkte.

Was hilft uns das aber, wenn die Abbildung nicht {iberall regulér
ist, sondern auch singuldre Punkte hat? Skizzieren wir dazu ein
einfaches Beispiel mit n = 2 und m = 1, sagen wir eine Funktion
auf einer offenen Kreisscheibe im R2, deren Funktionsgebirge zwei
Gipfel und einen Sattel hat, etwa so:

Graph einer Funktion U(x,y) mit drei kritischen
oder singuldren Punkten

Fiir fiinf Funktionswerte ¢y, . .., c5, ndmlich fiir die drei singuléren
und fiir zwei regulére, sind die entsprechenden Teilmengen auf dem
Graphen angedeutet. Beim realen Wandern im Gebirge wéren das
die Hohenlinien am Berg, beachten Sie aber, dass die mathema-
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tischen Niveaus oder Urbilder ¥~'(¢;) C B, von denen wir hier
immer sprechen, nicht im Graphen, sondern darunter im Definiti-
onsbereich B zu finden sind und im vorliegenden Beispiel etwa so
aussehen:

T (cy) U~ (cs)

Die Urbilder ¥=1(¢;) c B,i=1,...,5

Singulidre Urbilder kénnen ausnahmsweise auch einmal (n — m)-
dimensionale Flichen sein, aber hier jedenfalls nicht: W~!(c5) ist
ein einzelner Punkt, also nicht eindimensional, ¥ ~!(c,) hat zwei Zu-
sammenhangskomponenten, von denen eine nur ein Punkt ist, und
U~1(cy) hat einen “Kreuzungspunkt”. Keines der drei singuliren
Urbilder ist also lokal am jeweiligen singuldren Punkt eine (n —m)-
dimensionale Flache. Jedoch sind sie dort auch nicht kompliziert
oder bizarr, nur anders.

Was ist an diesem Beispiel typisch und was nicht? In der Zerle-
gung B = Bi¢;UDBging des offenen Definitionsbereiches einer differen-
zierbaren Abbildung ¥ : B — R™ in die Mengen der reguléren bzw.
singuldren Punkte ist B,c; jedenfalls immer eine offene Menge, das
folgt sofort aus dem Satz vom regulédren Punkt. Die Einschrankung
U|B,e, ist dann eine tiberall reguldre Abbildung, auf B, ist die
Welt in Ordnung.

In unserem Beispiel besteht Bg,e nur aus drei Punkten. Es kann
natiirlich vorkommen, dass alle Punkte von B singulédr sind, z.B.
trifft das ja fiir m > 1 auf die konstanten Abbildungen zu. Fiir ei-
ne wichtige Beispielklasse sind aber die singuldren Punkte wirklich
isoliert. Ist ndmlich m = 1, also W eine reellwertige Funktion, und
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ist p € B ein kritischer Punkt, an dem die Hessematrix den vollen
Rang n hat, dann ist nach dem im Abschnitt 25.5 schon erwihn-
ten Morse-Lemma p ein isolierter singuldrer Punkt von W. Das
Morse-Lemma besagt ja sogar, dass es dann ein lokales (krumm-
liniges) Koordinatensystem gibt, einen lokalen Diffeomorphismus
um p eben, der ¥ bis auf den konstanten Term ¥(p) in seine eigene
Hesseform an der Stelle p iiberfiihrt.

In diesem Falle sehen also auch die Urbilder ¥~!(c) in der Nihe
von p bis auf lokalen Diffeomorphismus wie die Niveaus nichtent-
arteter quadratischer Formen aus, die wir schon im Abschnitt 22.3
(im ersten Band) bei Gelegenheit der Hauptachsentransformation
besichtigt hatten.

A\
|

Niveaus einer Funktion dreier Variablen in der
Néihe eines nichtentarteten kritischen Punktes
mit indefiniter Hesseform

Im Allgemeinen aber, bei entarteten Singularitéiten und bei hoherer
Dimension des Zielraums R™, werden die singuldre Menge und das
Verhalten der Abbildung in ihrer N#he, das singuldre Verhalten
der Abbildung, kompliziert sein. Die mathematische Singularititen-
theorie untersucht diese Phdnomene.

27.3 Differenzierbare Abbildungen von Flidchen im R"

Wir fahren fort, das Wort differenzierbar im C*°-Sinne zu gebrau-
chen. Bisher kennen wir den Begriff der differenzierbaren Abbil-
dungen f : B — R* auf offenen Definitionsbereichen B C R”, und
ich erinnere daran, dass wir auch von Abbildungen sprechen, die
lokal bei einem Punkte p € B oder kurz bei p differenzierbar im
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C*°-Sinne sind. Das bedeutet einfach, dass es zumindest eine kleine
offene Umgebung von p gibt, auf der die Abbildung C* ist. Jetzt
wollen wir diese Begriffe auf Flichen iibertragen.

Sei also M C R" eine k-dimensionale Fliache. Unter der Differen-
zierbarkeit von Abbildungen f : M — R™ stellt man sich instinktiv
das Richtige vor, erwarten Sie keine Uberraschungen:

Definition und Lemma: Eine Abbildung f : M — R™ einer k-
dimensionalen Fliche im R™ in einen R™ heifit lokal bei p € M
differenzierbar (C'*°), kurz: bei p differenzierbar, wenn

foh™:U —R™

bei h(p) differenzierbar ist, ndmlich fiir die innere Karte h : U — U’
eines und damit automatisch eines jeden Flachmachers um p.

M
SN———x—
2D
foh™!
lh

v -

— R™

Differenzierbarkeit bedeutet Differenzierbarkeit beziiglich Karten

Die Abbildung f: M — R™ im Ganzen heifit natiirlich dann diffe-
renzierbar, wenn sie an jedem ihrer Punkte p € M differenzierbar
ist. (]

Inhalt des dabei ausgesprochenen Lemmas ist die beweisbediirf-
tige Aussage, dass die Differenzierbarkeit von f o h™! bei h(p) fiir
einen Flachmacher H um p automatisch die Differenzierbarkeit von
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fo 1! bei }~L(p) fiir jeden anderen Flachmacher H um p nach sich
zieht. Sie sehen, weshalb das niitzlich ist: ist uns die Differenzier-
barkeit von f bei p schon bekannt, dann diirfen wir sie fiir jedes H
ausnutzen, miissen wir sie dagegen erst nachweisen, so geniigt es,
das fiir ein uns besonders bequem erscheinendes H zu tun.

Wahr ist die Behauptung, denn f o R~ und f o h~! unterschei-
den sich lokal um h(p) bzw. h(p) nur durch einen vorgeschalteten
Diffeomorphismus:

M

i/ N o
1 —

Zwei Karten zur Untersuchung von f bei p

Wenn Sie zu diesem Diagramm noch eine Formel sehen wollen, of-
feriere ich

o RUNT) = (foh™ o (hoh  RUNT)),

wo auf der rechten Seite foh~! nach  Voraussetzung lokal um h(p)
differenzierbar ist, wihrend h o h~ 1|h(U N U), das ja durch Ein-
schrénkung aus H o H- 1|H Wwn W) _hervorgeht, sogar ein Diffeo-
morphismus von (U NU) auf k(U NU) ist. Aber eben das sagt die
Figur auch, nur viel iibersichtlicher. O

Kurz und gut: Die Differenzierbarkeit auf k-dimensionalen Flichen
wird mittels Karten auf die gewdhnliche Differenzierbarkeit im RF
zuriickgefiihrt. So sollen Sie sich das merken, und erst wenn Sie
fiirchten nicht mehr zu wissen, was das heiflen soll, miissen Sie auf
obige genaue Ausformulierung zuriickgreifen.
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Wie immer gilt auch hier: Definitionen dienen der genauen Be-
griffsbestimmung, der bequeme Umgang mit den Begriffen wird
meistens erst durch Lemmas gewéhrleistet, die uns die Miihe ab-
nehmen, in jedem Einzelfall wieder bis auf die Definition zuriick zu
gehen. Grundbeispiele und Regeln!

Notiz 1: Ist M C R" eine k-dimensionale Flidche, 2 C R™ offen
und F : Q) — R™ differenzierbar, so ist auch

f=FQNM:QNM — R™
eine differenzierbare Abbildung. O

Q W

Weshalb Einschriankungen differenzierbar bleiben

Das ist klar, denn fiir einen Flachmacher H : W — W’ mit innerer
Karte h : U — U’ und oBdA W C 2 (sonst betrachte W N§) ist ja
f(h™Y(uy, ..., u)) nichts anderes als F(H (uy,...,u,0,...,0)),
also differenzierbar.

Damit haben wir gleich einen groflen Vorrat kostenloser Bei-
spiele differenzierbarer Abbildungen auf Flichen, und in der Tat
kommen sie in konkreten Anwendungsfillen oft schon als solche
Einschréankungen daher. — Von Notiz 1 gilt auch eine Umkehrung;:

Notiz 2: Ist M C R" eine k-dimensionale Fldche und f : M — R™
bei p € M differenzierbar, so gibt es eine offene Umgebung ), von
p in R™ und eine differenzierbare Abbildung F, : 1, — R™, die auf
M NQ, mit f ibereinstimmt. O
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Dazu brauchen wir ja nur einen Flachmacher H : W — W' um p
und in W’ ein so kleines offenes Késtchen A x B C R* x R** um
h(p) zu wihlen, dass f o h™! auf A differenzierbar ist. Dann setzen
wir Q, = H (A x B) und definieren F, : 2, — R™ natiirlich
durch

Fyfe) = (0~ (x(H(x))),

wobei m : A x B — A die Projektion auf den ersten Faktor be-
zeichnet. — Diese Formeln und Argumentation zu finden ist kein
Kunststiick, sie werden uns ja praktisch von unserem anschaulichen
Verstéandnis der Situation diktiert:

M L Rrm
... dann
Q,:=H (A x B)
festsetzen.
H l
A x B wihlen ...
W/
R¥ x 0

Lokale Erweiterbarkeit: differenzierbares f oh™! : A — R™
schon da, differenzierbares F, : Q, — R™ daraus gewinnen.

Wenden wir uns nun den differenzierbaren Abbildungen zwischen
Fldachen zu. Seien M; C R™ und M, C R™ zwei k- bzw. ko-
dimensionale Fliachen. Differenzierbar werden wir eine Abbildung
f : My — M, natiirlich nennen, wenn sie als Abbildung in den
R™ differenzierbar ist. Es ist aber niitzlich zu bemerken, dass sich
die Differenzierbarkeit auch allein mittels innerer Karten durch k;-
und ko-dimensionale Analysis beschreiben ldsst. Und zwar ist f bei
p € My, wie man leicht sieht, genau dann differenzierbar, wenn es
beziiglich einer (dann jeder) Wahl innerer Karten hy : Uy — Uj
und hy : Uy — Ul um p bzw. f(p) mit oBdA f(U;) C Uy dort
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differenzierbar ist:

SN———— U'1 _f).
M, I
Ui
N —_—
hyo fohy?

Die Abbildung f ist bei p differenzierbar, wenn
hyo fohy! bei hi(p) differenzierbar ist.

Daraus ist auch sogleich ersichtlich, dass die Verkettung zweier dif-

ferenzierbarer Abbildungen M, S, M, 4, Ms von Flachen eine
differenzierbare Abbildung g o f : My — M3 ergibt:

hyo fohy?

1 \d
l

@Q

l@

B

|

Verkettung differenzierbarer Abbildungen zwischen Fléichen

Da natiirlich auch die Identitét jeweils differenzierbar ist, haben wir
damit auch festgestellt:
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Notiz 3: Die Fliachen als Objekte bilden mit den differenzierbaren
Abbildungen als Morphismen eine Kategorie. O

Unter Diffeomorphismen zwischen Flichen versteht man natiir-
lich die Isomorphismen dieser Kategorie, das sind also jene bijek-
tiven Abbildungen f : M — M, bei denen sowohl f als auch f~*
differenzierbar sind.

27.4 Koordinatensysteme auf k-dimensionalen Flachen

Das Kapitel 17 im ersten Band handelte zwar von Koordinaten-
transformationen, aber iiber die Koordinaten selbst konnten wir
dort nur vorldufig und anschaulich sprechen, weil uns noch die ma-
thematischen Begriffe fiir die koordinatenbediirftigen Objekte fehl-
ten. Als solche Objekte betrachten wir jetzt die k-dimensionalen
Flachen im R™.

Definition: Sei M C R" eine k-dimensionale Flache. Unter einer
inneren Karte oder kurz einer Karte fiir M verstehen wir einen
Diffeomorphismus i : U — U’ zwischen einer in M offenen Teil-
menge U C M und einer offenen Teilmenge U’ C R*. (]

Die zu Flachmachern gehorigen inneren Karten sind Beispiele in-
nerer Karten in diesem neuen Sinne, deshalb sind das vertrigliche
Benennungen, wenn auch nicht jede innere Karte von einem Flach-
macher herkommen muss.*

Eine Karte h : U — U’ wollen wir auch kurz als (U, h) no-
tieren — obwohl “h” auch korrekt und noch kiirzer wire — weil
man oft iber U etwas zu sagen hat. Ist (U, h) eine Karte, so nen-
nen wir U den Kartenbereich oder Koordinatenbereich und h
ein Koordinatensystem auf U, womit ich ausdriicken will, dass
h wirklich auf ganz U definiert ist. Unspezifischer gesprochen ist
(U, h) ein (lokales) Koordinatensystem fiir M. Das Wort “lo-
kal”, wenn es denn {iberhaupt hinzugesetzt wird, soll hervorheben,
dass nicht U = M zu sein braucht.

Diese Verwendung von “auf” und “fiir” zur Unterscheidung der
unterschiedlichen Rolle von U und M wollen wir hier unter uns
verabreden, aber die Redeweisen sind nicht so zwingend, dass nicht
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jemand anders z.B. von Koordinaten in oder auf oder von M spre-
chen konnte, da miissen Sie gegebenenfalls etwas hinhéren. — Fiir
p € U heiflen dann die Zahlen hy(p), ..., hi(p) die Koordinaten
des Punktes. Die Kartenabbildung h : U — U’ ist deshalb die Ko-
ordinatenabbildung, die jedem Punkt das k-tupel seiner Koordi-
naten zuordnet, ihre einzelnen Komponentenfunktionen h; : U — R
sind die Koordinatenfunktionen des Koordinatensystems.

Definition: Die inverse Abbildung ¢ := h™!: U’ — U einer Karte
h: U — U’ wollen wir eine Parametrisierung von U und eine
(lokale) Parametrisierung fiir M nennen. O
Die Variablen im R* heifen némlich in diesem Zusammenhang auch

Parameter, und die Parametrisierung ¢ gibt an, welcher Punkt in
U zu gegebenen k Parameterwerten gehort.

U offen in M

Koordinatensystem h l T ¢ := h~! Parametrisierung

U’ offen in R¥

Die Parametrisierung ist die Umkehrung der Koordinatenabbildung

Beachte, dass die Koordinatenabbildung h zwar k& Komponenten-
funktionen hi, ..., h; hat, die Parametrisierung ¢ = h™!, als Ab-
bildung in den R™ geschrieben, in dem M liegt, jedoch n Kompo-
nentenfunktionen p; : U’ = R, i=1,...,n.
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Es unterstiitzt die Anschauung von h und h~!, sich in U die
Koordinatenlinien zu denken, die durch =" aus dem R* importiert
werden:

u;-Koordinatenlinie
durch p in M

for

__uj-Linie durch A(p) in R

= h(p)

Koordinatenlinien im R¥ und im Kartenbereich

Definition: Sind (U, k) und (U, h) zwei Karten fiir M, so heifit der
Diffeomorphismus

hoh Y WUNU): h(UNU) — h(UND)

offener Mengen im R¥ der Kartenwechsel oder die Koordina-
tentransformation von (U, h) zu (U, h). O

U

§§ hoh Y R(UNU)
—_—

Koordinatentransformation von (U, k) zu (U, h).
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Die Koordinatentransformation ordnet den Koordinaten h(p) eines
Punktes im (U h)-System (“alte Koordinaten”) seine Koordinaten
h(p) im (U,h)-System zu (“neue Koordinaten”), fiir die Punkte
némlich, die von beiden Systemen erfasst werden, d.h. fiir p € Unu.
Deshalb ist A(U NU) der Definitionsbereich der Koordinatentrans-
formation, wie wir im Kapitel 17 im ersten Band ja auch schon
besprochen hatten.

Noch eine letzte mathematische Kartensprechweise wollen wir
verabreden, sie bezieht sich auf die Gewohnheit, in Skizzen die
Fliche und den Kartenbereich U “oben”, den R* und den Parame-
terbereich U’ dagegen “unten” hinzuzeichnen. Ist f : My — M, eine
stetige Abbildung zwischen Flidchen und sind (Uy, hq) und (Uz, hs)
Karten um p € M; bzw. f( ) € My, so soll hyo foh* mit dem De-
finitionsbereich hy(U; N f~1(Uy)) die heruntergeholte Abbildung
heifilen. Haben wir speziell f(U;) C U, vorausgesetzt, was wegen
der Stetigkeit von f ja immer durch Verkleinerung von U; erreicht
werden kann, so ist natiirlich ganz hy (U;) der Definitionsbereich der
heruntergeholten Abbildung.

Ist f: M — X eine Abbildung von einer Fliche irgendwohin,
zum Beispiel in irgendeinen topologischen Raum, und ist nur von
einer Karte fiir M die Rede, so nennen wir foh™!: h(U) — X die
mittels (U, h) heruntergeholte Abbildung, obwohl dabei eigentlich
nur der Definitionsbereich “heruntergeholt” wird und der Zielraum
derselbe bleibt:

h | l ha %10 =

[ 2 ] .

Mittels Karten fiir Original- Mittels einer Karte fiir M her-
und Zielfliche heruntergeholte untergeholte Abbildung einer
Abbildung zwischen Flédchen Flidche M irgendwohin.

Ein Physiker wiirde wohl nicht von einer “heruntergeholten Ab-
bildung” sprechen, sondern eher sagen, es handele sich noch um
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dieselbe Abbildung f, nur sei sie jetzt in den Koordinaten ausge-
driickt. Und damit sind wir bei dem Thema des unterschiedlichen
Umgangs mit Koordinaten in Physik und Mathematik.

Einig sind sich Mathematik und Physik darin, dass Koordinaten
ein Hilfsmittel sind und das eigentliche Interesse den Objekten gilt,
die mit den Koordinaten beschrieben werden. Die k-dimensionalen
Fliachen im R”™ sind ein eher spezieller Typ solcher Objekte. Allge-
meiner sind es in der Mathematik die so genannten Mannigfaltig-
keiten?, die man mit lokalen Koordinaten versehen kann, wihrend
in der Physik Koordinaten oft, vielleicht meistens, direkt die phy-
sikalischen Gegebenheiten beschreiben.

Man kann sich auf den Standpunkt stellen, durch die Einfiih-
rung der Koordinaten wiirden die physikalischen Begriffe tiberhaupt
erst mathematischer Behandlung zugénglich. Mathematiker wer-
den eher sagen, die durch die Koordinaten erfassten physikalischen
Grofen bildeten schon vorher eine Mannigfaltigkeit, welche bei Be-
darf lokal durch Koordinaten beschrieben werden kann.?

In unserer Situation iibernehmen die Untermannigfaltigkeiten
oder Fliachen im R™ die Rolle der Mannigfaltigkeiten. Stellen wir uns
vor, durch eine vorangegangene erste Koordinateneinfithrung habe
der R" eine physikalische Bedeutung gewonnen, sei es dass Lorentz-
Koordinaten (z¢, 21, z2, ¥3) uns erlauben, den R* als die Raumzeit
zu verstehen, sei es dass die Position von ¢ Massenpunkten im drei-
dimensionalen Raum mittels ihrer 3¢ rdumlichen Koordinaten als
ein Punkt (7,...,7) € R aufgefasst wird, oder dergleichen.

Einer gewissen k-dimensionalen Fliche M in diesem R"™ gel-
te nun das physikalische Interesse, etwa einem reguldren Urbild
U~1(c) C R¥*, das als “Konfigurationsraum” eines Systems von
¢ Massenpunkten unter m “holonomen Zwangsbedingungen”

\Ill(-rla"'vx?)@) = O

Uo(xy, ..., T30) = ¢m

in der theoretischen Mechanik physikalisch wichtig wird. Um da-
mit zu arbeiten, werden lokale Koordinaten darin betrachtet. Dabei
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offnet sich nun eine Kluft zwischen den Notationen in der mathe-
matischen und der physikalischen Literatur, die von Anfingern aus
eigener Kraft nicht so leicht {iberbriickt werden kann; eine Schwie-
rigkeit, die von den Dozenten beider Facher ein wenig unterschétzt
wird, wie mir scheint.

Die physikalische Formelsprache bezeichnet n&mlich U, h und
U’, jasogar M selbst, nicht einfach anders, sondern iberhaupt nicht!
Ist denn das die Moglichkeit!? Oh ja, und zwar lastet die ganze
Biirde der Notation auf denselben Buchstaben, mit denen auch die
gewohnlichen Koordinaten im R und R” bezeichnet werden.

In der klassischen Flachentheorie des neunzehnten Jahrhunderts
wurde das ganz genau so gemacht. Die Raumkoordinaten heiflen
dort x, y, z, und die Variablen in dem R?, der den Parameterbereich
enthélt, heifen v und v.

z
U Parameterbereich T Flichenstiick

A

I y

Y

Variablenbezeichnungen in der klassischen Flidchentheorie

Wie beschreibt man ein lokales Koordinatensystem, wenn man kei-
nen Buchstaben dafiir investieren will? Ganz einfach, man gibt die
zugehorige Parametrisierung in Gestalt dreier Formeln an:

x = x(u,v)
y = ylu,v)
z = z(u,v).

Ohne Vorwarnung werden v und v bei Bedarf aber auch als die
beiden Koordinatenfunktionen gelesen, also u(p) und v(p) als die
Koordinaten eines Punktes p auf der Fléche, der im Geltungsbereich
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des Koordinatensystems liegt. In expliziten Formeln wire dann

u = u(r,y,z)
v = ’U(x7 y7 2)7

wobei aber nur Punkte (x,y, z) auf der Fliche (genauer: aus dem
Koordinatenbereich) eingesetzt werden diirfen.*

Ebenso in der Physik: die Koordinaten im R™ heiflen oft x,y, z
oder xg, x1,xa, x3 oder xy,...,x, oder (T, T, Ti3)iz1,. ¢, Wie Wir
gesehen hatten. Halten wir uns einmal an z4,...,z,. Werden nun
lokale Koordinaten ¢, ..., ¢ fiir eine k-dimensionale Flache im R"
eingefiihrt, so mag man sich M und h : U — U’ allenfalls denken,

Tn M CR"

Al T2

| U'CRF

q1
Gedachte Situation

aber bezeichnet werden sie nicht, sondern die zugehorige Parame-
trisierung durch (gegebenenfalls konkrete) Formeln

T = iUl((J1,~~~7(Ik)

T, = Tp(q,--.,qk)

angegeben und je nach Bedarf die ¢; wahlweise als die Variablen im
R* oder als die Koordinatenfunktionen ¢; : U — R aufgefasst. Kon-
sequenterweise bleiben dann auch Koordinatentransformationen
ohne eigene Bezeichnung und ohne Angabe von Definitionsbereich
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und Bildbereich. Heiflen die alten Koordinaten ¢, ..., g, und die
neuen qi, ..., qg, so wird die Koordinatentransformation durch ge-
gebenenfalls konkrete Formeln

g1 = E]V1((117 .- -an)

Tk G(qs - ar)

hingeschrieben.

qla“'vqy \’q;ha’k

qlqr, - qr) Eggéij

Richtige Vorstellung bei minimalem Notationsaufwand

War f(qq,...,q) die Bezeichnung fiir eine “heruntergeholte” Funk-
tion in den alten Koordinaten, so wird sie in den neuen vielleicht

f(@,-..,qx) heiBen, und dann gilt also, in Kurzschreibweise

F(@a) = f(a),

wie es ja sein muss. Es wird Thnen aber auch begegnen, dass eine
Funktion in allen Koordinatensystemen mit demselben Symbol, sa-
gen wir f, notiert wird. Fantasielos gelesen wiirde das zu mathema-
tischen Widersinnigkeiten wie f(q(q)) = f(q) filhren, aber Sherlock
Holmes weil dann natiirlich sofort, dass der Autor mit f eigent-
lich die Funktion “oben” meint und f(qi,...,qx) als: ‘die Funktion
f(p), ausgedriickt in den Koordinaten ¢;(p), ..., q(p)’ verstanden
wissen will.

Das war nun wieder so ein Stiickchen Ubersetzungshilfe, und
noch nicht das letzte. Wenden Sie es bei Bedarf an, aber verlan-
gen Sie nicht das Unmogliche. Die Physiker haben keinen Vertrag
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unterschrieben, das begriffliche Regelwerk der Mathematiker, wenn
auch in anderer Sprache, stets streng einzuhalten. Vielmehr wis-
sen sie den Spielraum, den das Verschweigen der genauen Voraus-
setzungen und Definitionsbereiche usw. gibt, weidlich auszunutzen
um langwierigen mathematischen Erorterungen auszuweichen, die
den eigentlichen physikalischen Vortrag zum Stillstand bréchten.
Ein Rest an Interpretationsbedarf wird deshalb immer bleiben und
Anspriiche an Ihren Durchblick, Thre Flexibilitit oder Ihre Duld-
samkeit stellen.

27.5 Ubungsaufgaben
Aufgabe R27.1: Zeigen Sie, dass
M= {(7,7) eR*xR* | |7]| = |g]l = 1,&-§ =0}

Urbild eines reguldren Wertes einer C*°-Abbildung (sogar einer po-
lynomialen Abbildung) F : R3 x R® — R3 ist. Weshalb ist damit
gezeigt, dass auch SO(3) C R? eine dreidimensionale Fliche ist?

Aufgabe R27.2: Seien a > 0 und b € R Konstanten. Ein System
aus zwei identischen Massenpunkten im festen Abstand a kann sich
im R? so bewegen, dass die Position # des ersten Massenpunkts
immer z7 — 23 = b erfiillt. Beschreiben Sie die Menge M der dem-
nach erlaubten Positionen (7, %) € R? x R? des Systems durch eine
nach Moglichkeit reguléire Nebenbedingung F(Z, 7) = & Fiir welche
b lasst sich Regularitdt nicht erreichen?

Aufgabe T27.1: Zeigen Sie, dass eine Teilmenge M C R"™ genau
dann eine k-dimensionale Fléche in R™ ist, wenn jeder Punkt p € M
eine offene Umgebung 2 in R™ hat, so dass @ N M ein reguléres
Urbild ¥~1(0) unter einer C*°-Abbildung W : Q — R~ ist.

Aufgabe T27.2: Beweisen Sie, dass fiir jede quadratische Form
q : R" — R jeder Wert ¢ # 0 regulér ist.

Aufgabe T27.3: Sei B C R" offen. Reguldre Nebenbedingungen
Fi(x) = ¢ € R™ i =1,...,r in B heiflen unabhingig, wenn sie
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auch zusammen eine regulidre Nebenbedingung in B darstellen, d.h.
also wenn ¢ := (¢q,...,¢,) € R™MT 47 regulirer Wert der durch
F(x) := (Fi(z),..., F.(x)) definierten Abbildung

F:B— Rm1+-~-+mr

ist. Frage: Wenn von drei reguldren Nebenbedingungen je zwei un-
abhéngig sind, sind sie dann auch alle drei unabhéngig? Beweis oder
Gegenbeispiel.



Analysis unter Nebenbedingungen

28.1 Tangentialraum und Normalraum

Die lokale Approximation nichtlinearer Abbildungen durch linea-
re, das Bilden des Differentials, verlangt im Falle differenzierbarer
Abbildungen auf Fldchen eine Vorarbeit: zuerst muss die Fldche
selbst “linear approximiert” werden, und dazu dient der Begriff des
Tangentialraums 7,M von M am Punkte p € M. Anschauung:

T,M

M

Der Tangentialraum am Punkte p € M

Definition: Es sei M C R" eine k-dimensionale Flache und p € M.
Ist a: (—¢,e) — M eine differenzierbare Kurve mit a(0) = p, so
heifit der Geschwindigkeitsvektor &(0) € R™ ein Tangentialvek-
tor an M im Punkte p, und die Menge T,M aller Tangentialvek-
toren an M im Punkte p heiflt der Tangentialraum an M im
Punkte p. O

Einstweilen sehen wir noch nicht, weshalb die Menge dieser Tangen-
tialvektoren einen k-dimensionalen Untervektorraum von R” bilden

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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sollten. Zwar ist der Nullvektor als Geschwindigkeitsvektor einer
konstanten Kurve t — p immer tangential zu M an p, aber weshalb
ist zum Beispiel die Summe &(0) 4+ 3(0) zweier Tangentialvektoren
wieder von der Form #(0) fiir eine Kurve v auf M durch p?

53(0)

Tangentialvektoren an M im Punkte p

Lemma 1: Ist h : U — U’ Coen R”® eine Karte fiir M um p
und h™t =: ¢ : U — U die zugehérige Parametrisierung, so ist
das Differential dppp) : RF — R” injektiv, und sein Bild ist der
Tangentialraum:

dipnp)(RY) = T,M .
Insbesondere ist T, M ein k-dimensionaler Untervektorraum von R".

BEWEIS: Lokal um p ldsst sich h wie jede differenzierbare Abbil-
dung zu einer differenzierbaren Abbildung H : Q@ — RF auf einer
offenen Umgebung ) von p in R™ erweitern, deshalb folgt aus der
gewdhnlichen Kettenregel' dH), o dpy) = Idge, also ist jedenfalls
deng) : R¥ — R™ injektiv. Natiirlich ist dgy,)(R*) C T,M, denn
fiir jedes w € R¥ ist

d

; t_ogo(h(p) +tw) e T,M .

Ist umgekehrt ein Tangentialvektor &(0) € T,M wie in der Defi-
nition vorgegeben, so diirfen wir oBAdA annehmen, « verlaufe ganz
in U, sonst verkleinere ¢ > 0. Wir holen « als 3 := h o o herunter
nach U’ C R und setzen w := B(O) Dann ist o = po 3, und daher
liegt &(0) = dp ) (w) im Bild von diy, ). O
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(cere) 2 @

g g
(—e,e) —> /1;:(;) /ZZ/(;

Wie man zu w ein « findet Wie man zu « ein w findet

Die Definition der Tangentialvektoren an M als Geschwindigkeits-
vektoren von Kurven auf der Flidche nimmt nicht auf ein bestimmtes
Koordinatensystem Bezug und zeichnet auch keine Basis von T, M
aus. In Gegenwart eines Koordinatensystems (U, h) um p bietet
aber eine naheliegende Basis ihre Dienste an, denn das Differential
der Parametrisierung ist ja, wie wir nun wissen, ein Isomorphismus
don(p) : RF — T,M.

Definition (Koordinatenbasis des Tangentialraums): Ist ein
Koordinatensystem (U, h) fiir M um p gegeben, so nennen wir das
Bild der kanonischen Basis des R¥ unter'm Differential der Parame-
trisierung ¢ = ™! an der Stelle h(p) die durch das Koordinaten-
system ausgezeichnete oder kurz die Koordinatenbasis von T,M.

<o

Die Koordinatenbasisvektoren sind die Ge-
schwindigkeitsvektoren der Koordinatenlinien.
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Die Vektoren der Koordinatenbasis des Tangentialraums sind also
die Spalten der Jacobimatrix J,(p), und wenn die Parametrisierung
in anonymer Notation etwa als

xr1 = m(ug,...,u)

R TR

geschrieben ist und wir die Vektorpfeilchen wieder einmal hervor-
holen wollen, so ist die Koordinatenbasis am Punkte Z(u1, ..., uy)

als
or oxr
8u1 B 8uk

auszurechnen.

Soviel iiber den Tangentialraum, und nun zu dem senkrecht dazu
stehenden so genannten Normalraum:

Definition: Das orthogonale Komplement

(T,M)*" :={veR"|vLT,M}

heit der Normalraum von M C R™ an der Stelle p. (]
1
Tt T,M
T,M
T,M _—
=
p p M
M
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Sie verstehen, weshalb wir in Skizzen den Tangential- und den Nor-
malraum “an Ort und Stelle” sehen wollen. Diese Skizzen sind aber
so gemeint, dass der Punkt in der Zeichnung, der p € M darstellt,
im Tangentialraum T, M die Null bedeutet. Wiirde jemand monie-
ren, dass wir ja gar nicht 7, M, sondern den affinen Raum p + 7, M
hinzeichnen, so miissten wir das zugeben und versichern, dass wir
das wohl wissen, aber die Figur changierend zu lesen verstehen. In
Zweifelsfillen gilt natiirlich immer die Definition, ganz klar, und
nach dieser ist 7,M C R" ein Untervektorraum und geht deshalb
insbesondere durch den Nullpunkt des R™, ebenso der Normalraum
(T,M)*.

Auch die verwirrend einfachen Sonderfille des allgemeinen Fla-
chenbegriffs, als da waren: die 0-dimensionalen und die n-dimensio-
nalen ‘Fldchen’ im R” sowie die k-dimensionalen Untervektorrdume
V C R”™ und affinen Unterrdume zo + V' C R"™, haben durch die
Definition jetzt an jedem ihrer Punkte Tangentialrdaume bekommen,
und welche? Den Nullraum {0}, den ganzen Raum R™ und V! Jaja,
fur jedes p € xo + V gilt T,(xg + V) = V, ohne Vorbehalte wie
‘kanonisch’ oder ‘bis auf ... ’, sondern richtig T,(zo + V) = V,
und ebenso natiirlich 7, M =V fiir jede in o+ V offene Teilmenge
M C T + V.

o+ V
M

Tangentialvektoren v € TyM =V fiir M offen
in g +V zweckméBig am Punkte p skizziert

Nur damit Sie sehen, dass auf diese “ebenen” und insofern etwas
langweiligen Flachen der Tangentialraumbegriff auch anwendbar
ist. Erfunden wurde er freilich nicht fiir sie, denn lineare Objekte
sind schon linear, die braucht man nicht erst linear zu approximie-
ren.
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Schlieflich wollen wir uns die Tangential- und Normalrdume re-
guldrer Urbilder genauer anschauen.

Lemma 3: Sei B C R" offen, ¥ : B — R™ eine C*°-Abbildung
und ¢ € R™ ein regulédrer Wert. Sei p € M := ¥~'(c). Dann ist

T,M = KerndV, ,

und die Gradienten der m Komponentenfunktionen von W bilden
eine Basis (grad,V, ..., grad,V,,) des Normalraums (T,M)=.

BEWwWEIS: Fiir jede Kurve a auf M ist ¥ o o = ¢ konstant, also
(Voa)(0) =dVqo(a(0) =0,

also T,M C KerndV¥, und daher T,M = KerndV¥, aus Dimensi-
onsgriinden, womit die Behauptung iiber den Tangentialraum schon
bewiesen ist. Der Normalraum (7,M)* enthélt jedenfalls die Gra-
dienten grad,¥;, denn wegen

(¥; 0 )’ (0) = grad, ¥, - &(0)

folgt grad,¥; L &(0) aus ¥; o @ = ¢;. Die Gradienten sind auch
linear unabhéngig, denn es sind ja die (als Spalten geschriebenen)
m Zeilen der Jacobimatrix von ¥, und diese hat wegen der voraus-
gesetzten Regularitit den Rang m. Aus Dimensionsgriinden bilden
sie daher sogar eine Basis des Normalraums. (|

M
n=3 k=2 m=1

Das Lemma zeigt uns auch, wie man Normal- und Tangentialraum
an ein reguldres Urbild ‘konkret berechnen’ kann, wenn darunter
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die explizite Angabe einer Basis verstanden wird. Fiir den Normal-
raum braucht man nur partiell abzuleiten, fiir den Tangentialraum
hat man noch das homogene lineare Gleichungssystem Jy(p)v = 0
zu losen, zu Fufl oder nach dem Gaufischen Verfahren. Ein Koordi-
natensystem fiir die Fldche braucht man dabei nicht heranzuziehen.

28.2 Differential und Kettenregel auf Fléachen

Nun konnen wir die Tangentialriume in Betrieb nehmen und die
Differentiale von Abbildungen f : M — R™ darauf erkldren. Wir
haben zwei Beschreibungen des Tangentialraums 7}, M zur Auswahl,
die eine mittels Kurven als T,M = {&(0) | ...} und die andere
mittels Koordinaten als T,M = diy,)(R¥). Deshalb bieten sich
auch zwei Wege an, das Differential df, : T, M — R™ zu definieren,

niimlich entweder mittels Kurven als dfy™(&(0)) := (f o @) (0):

(cere) =2 N (foa)(0)
/_\

Definition des Differentials durch Kurventransport,
oder mittels Koordinaten als dfy°"(dgn@)(w)) := d(f 0 ©)n)(w):

T,M

df, 4R
0>

d@h(p)T = %f © @)h(p)

0 A Rk

Definition des Differentials mittels der heruntergeholten Abbildung.
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Beide Versionen sind von dem Wunsch diktiert, dass auch nach Ein-
beziehung von Fldchenabbildungen die Kettenregel noch gelten soll.
Wenn das iiberhaupt erreichbar ist, dann muss df, beiden Formeln
geniigen, insofern haben wir keine Wahl. Entscheiden miissen wir
uns aber, welche Version wir zur Definition benutzen wollen.

Ein Wohldefiniertheitsproblem bringen beide mit sich. Bei der
Definition durch Kurventransport hétten wir zu priifen, dass aus
@(0) = 3(0) auch wirklich stets (f o @) (0) = (f o 8)(0) folgt, bei
der Definition durch ‘Herunterholen’, dass dfllfoord : T,M — R™ von
der Wahl des Koordinatensystems nicht abhingt.?

Der Kurventransport hat den Vorzug der grofien Anschaulich-
keit, ist koordinatenunabhéngig und reduziert in scheinbar ver-
wickelten Anwendungssituationen die Berechnung des Differentials
auf blofles Ableiten nach der einen Variablen ¢. Der Nachteil des
Kurventransports ist, dass er die Linearitdt des Differentials nicht
direkt zeigt.

Wir brauchen aber nur einmal Kurven und Koordinaten in ei-
nem Diagramm zusammenzufiihren um zu sehen, wie sich dann die
Vorteile beider Methoden kombinieren, die Nachteile verschwinden
und die Wohldefiniertheit sich von selbst einstellt:

a . f
(—e,6) —— @é /—\\
hu@ %;so

h O(\‘

P

Kurve a, Abbildung f und Koordinatensystem (U, h)

Fiir jede differenzierbare Kurve o : (—£,¢) — U mit a(0) = p ist
dann (foa)'(0) = ((fop)o(howa)) (0) = d(fo@)nm)(hoa) (0) nach
der gewohnlichen Kettenregel, und da dyyg)(h o ) (0) = @(0) ist,
folgt dfx"™(c(0)) = dfy°"4(&(0)). Fiir gegebenes ¢(0) =: v hingt
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ersichtlich die linke Seite nicht von der Wahl des Koordinatensys-
tems, die rechte nicht von der Wahl der v représentierenden Kurve
ab, und somit ist durch beide Seiten das Differential

dfp = df;{urv _ df‘ﬁoord

wohldefiniert. Den Tanz im Diagramm auf und ab mussten wir
ausfiihren, weil wir ja df, und dh, nicht benutzen und in Ketten-
regeln einbinden durften, solange wir das Differential auf Flachen
noch nicht fertig definiert hatten. Jetzt aber kénnen wir zusammen-
fassen:

Lemma und Definition (Differential auf Flichen): Es sei M
eine k-dimensionale Fldche im R™ und f : M — R™ eine differen-
zierbare Abbildung, p € M. Dann ist das Differential

df, : T,M — R™

von f bei p durch df,(&(0)) := (f o a)’(0), fiir jede differenzierbare
Kurve a: (—e,e) — M mit «(0) = p, wohldefiniert und es gilt

dfy, = d(f © P)n) © dipy )

fiir jedes Koordinatensystem (U,h) fiir M um p mit Parametri-
sierung ¢ = h~', insbesondere ist df,, eine lineare Abbildung. Ist
speziell f + M — N C R™ eine differenzierbare Abbildung zwi-
schen Flichen, so ist wegen (f o a)'(0) € Ty, N das Differential
eine lineare Abbildung

dfy : TyM — Ty N

zwischen den jeweiligen Tangentialrdumen. O
M Ty N
dfp
—_
—_
f
M N

Abbildung f : M — N und Differential df, : TyM — Tp,) N
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Aus der Beschreibung des Differentials mittels Kurven ergibt sich
unmittelbar die Kettenregel. Ist g : N — L eine weitere Abbildung,
so gilt ja trivialerweise (go f)oa = go(foa) beim Kurventransport,
also:

Korollar (Kettenregel auf Flichen): Fiir differenzierbare Ab-
bildungen M —L5 N —% L zwischen Flichen ist
d(g o fp = dgge) o dfy-

0

M N L
2 | @ | Q
—— —_ —_ ~—

@ foa gofoa

Das Differential der Verkettung ist die Verkettung der Differentiale.

Wollen wir das Differential df,, : T,M — TN durch eine Matrix
beschreiben, miissen wir uns fiir Basen in den Tangentialraumen
entscheiden. Wihlen wir Koordinatenbasen, so ist die Matrix ein-
fach die Jacobimatrix der heruntergeholten Abbildung:

U v
—_
hl k
U’ v
ko flUoh™? g
—_—

Die heruntergeholte Abbildung ko (f|U) o h™!
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Sind ndmlich Koordinatensysteme (U, h) fiir M um p und (V; k) fiir
N um f(p) mit oBAA f(U) C V gegeben, mit Parametrisierungen
v = h7' und ¢ := k7!, so gilt fiir die heruntergeholte Abbildung
f:=ko (f|U)oh ! offenbar 1) o f = f oy, nach der Kettenregel
ist also auch das Diagramm der Differentiale kommutativ:

—_—

donp) T & S T diip)
Matrix?
RF  —— R¢
I (h(p))!

Die Differentiale der Parametrisierungen sind
die Basisisomorphismen der Koordinatenbasen

Deshalb ist die Jacobimatrix J;(h(p)) die Matrix des Differentials
dfy : TyM — Ty N beziiglich der Koordinatenbasen.

In der anonymen Notation, in der weder M noch N noch f noch
(U, h) noch (V, k) noch p noch f(p) eigene Namen haben, brauchen
nur die lokalen Koordinaten irgendwie bezeichnet sein, benutzen
wir etwa &1, . . ., & fiir die Koordinaten von M und 1y, .. ., n, fiir die
Koordinaten der ¢-dimensionalen Fliache N C R™. Die Abbildung
f erscheint dann lokal in der Gestalt eines Systems von Formeln

T = 771(517~-~75k)

771(51; ooy &)

e
Die Matrix der Differentials der (nicht erwéhnten) Abbildung zwi-
schen den (nicht erwéihnten) Flidchen beziiglich der (nicht erwihn-
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ten) Koordinatenbasen ist dann keine andere als die Jacobimatrix

8'!]1 67]1
06 T O
: : )
Ony Ony
06 T Ok
alles andere wire ja auch sehr verdédchtig gewesen. — Ich verstehe

vollkommen die Versuchung, Flachen, Tangentialriume und Dif-
ferentiale beiseite zu lassen, die Koordinaten physikalisch zu mo-
tivieren und mit Matrizen und partiellen Ableitungen als leichter
Ausriistung sogleich loszuwandern. Das mag auch manchmal das
Gebotene sein! Es kommt eben immer darauf an, wo man eigent-
lich hingelangen will.

28.3 Kritische Punkte von Funktionen auf Flachen

Wir wenden uns nun speziell den reellwertigen differenzierbaren
Funktionen f : M — R auf k-dimensionalen Fldchen im R" zu.
Ein Punkt p € M heifit natiirlich ein kritischer Punkt von f,
wenn df, = 0 ist. Gehen wir auf die Definition des Differentials
zuriick, so lesen wir, dass p genau dann kritisch fiir f ist, wenn
(f o) (0) = 0 fiir alle Kurven auf M mit a(0) = p gilt und auch
genau dann, wenn fiir ein (dann jedes) Koordinatensystem (U, h)
um p die heruntergeholte Funktion foh™! bei h(p) einen kritischen
Punkt hat.

Zu den kritischen Punkten gehoren die lokalen Extrema von
f: M — R, aber nicht nur diese. Auf offenen Definitionsbereichen
im R™ konnten wir das lokale Verhalten an kritischen Stellen mit-
tels der Hesseform weiter untersuchen. Lisst sich diese Hesseform-
Analyse auch auf Fliachen iibertragen?

Natiirlich kann man im Prinzip immer die Hessematrix von
f o h™' bei h(p) bestimmen, also in lokalen Koordinaten rech-
nen, daraus die iiblichen Schliisse iiber f o h~! und daraus dann
itber f selbst ziehen. Ist nicht verboten! Ich will Thnen jetzt aber
einen wichtigen koordinatenunabhingigen Aspekt der Hesseform er-
klaren. Dazu miissen wir erst noch einmal in die gewthnliche Ana-
lysis auf offenen Teilmengen im R™ zuriickkehren.
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Notation: Ist B C R” offen, f : B — R eine C'°-Funktion und
zo9 € B, so wollen wir die Hesseform von f bei xp mit ¢f,, : R — R
bezeichnen?. O

Die Hesseform ist ja bekanntlich die quadratische Form auf dem R",
die durch die Hessematriz Hy(xo), die Matrix der zweiten partiellen
Ableitungen gegeben ist, also, wenn ich ohne Vektorpfeilchen daran
erinnern darf:

qfry(v) = V" H(mo)v = Z ax»(;?fx» (xo)viv; .
ig=1_"t""

Die Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung heifit dann

f(@o+v) = f(w0) + dfay(v) + Sqfue(v) + Ra,

wenn Ry das (natiirlich auch von f, xy und v abhéngige) Restglied
bezeichnet, das mit v so schnell klein wird, dass sogar 11}131) HZTZ =0
gilt. Soviel zur Erinnerung.

Kehren wir nun zu unseren Funktionen f : M — R auf k-dimen-
sionalen Fléachen zuriick. Geht dort alles “genauso”? Es wire im-
merhin einen Versuch wert, Koordinaten zu wéhlen und die Hesse-
form g(foh™?) h(p) - R¥ — R der heruntergeholten Funktion mittels
dh, : T,M = R* zu einer quadratischen Form auf dem Tangential-
raum hochzuheben:

?
T,M LI R
dhy | = q(f o h™ M)
Rk

Wire das nicht ein guter Ansatz fiir die Definition einer Hesseform
qfp : T,M — R? Klappt nicht: das so definierte ¢f, ist im Allge-
meinen koordinatenabhingig.? Im Allgemeinen — aber just in dem
uns besonders interessierenden Fall, dass p ein kritischer Punkt ist,
klappt es doch!
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Lemma (gewodhnliche Hesseform an kritischen Punkten):
Ist B C R” offen, f : B — R eine C'*°-Funktion und xq € B ein
kritischer Punkt von f, dann gilt qf.,(&(0)) = (f o ) (0) fiir alle
C*-Kurven « in B mit a(0) = .

BEWEIS: Wir rechnen (f o a)"(0) einfach aus. Es ist
(foa)(t) = é gi (a(t))a:(t) und daher
(feay® = 3,07 (a@)aman+ 3 ) o,

nach der ganz gewohnlichen Produktregel. Fiir ¢t = 0 verschwindet
die letzte Summe, weil g, ch (a(0)) = 0 nach der Voraussetzung, dass
a(0) = xy ein kritischer Punkt ist. Also bleibt nur (f o «)"(0) =
&(0)'H¢(x0)cx(0) stehen, was zu zeigen war. O

An den kritischen Punkten einer Funktion hat man also fiir jeden
Richtungsvektor v eine wohldefinierte doppelte Richtungsableitung,
wéhrend an den anderen Stellen (foa)"(0) auch von &(0) abhéngt,
nicht nur von &(0) = v. Und diese doppelte Richtungsableitung
ist nichts anderes als der Wert der Hesseform bei v, das ist eine

interessante Interpretation der Hesseform.

Korollar und Definition (Hesseform auf Flichen an kriti-
schen Punkten): Sei M C R" eine k-dimensionale Flédche und
p € M ein kritischer Punkt einer C*°-Funktion f : M — R. Dann
ist durch

1fp((0)) := (f 0 a)™(0),

fiir alle differenzierbaren Kurven « auf M mit a(0) = p, eine quad-
ratische Form qf, : T,M — R wohldefiniert, die in lokalen Koordi-
naten gerade die Hesseform der heruntergeholten Funktion ist, d.h.
afp = q(f o k™Y )n o dhy, fiir jedes Koordinatensystem (U, h) um p
erfiillt. Wir nennen ¢f, : T,M — R natiirlich die Hesseform von
f: M — R am kritischen Punkt p.

BEWEIS: OBdA verlaufe o in U. Dann ist foa = (foh™')o(hoa)
und daher (foa) " (0) = ((foh™)o(hoa))(0). Auf die rechte Seite
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dieser Gleichung, die ja von der heruntergeholten Funktion und der
heruntergeholten Kurve handelt, kénnen wir aber das obige Lemma
von der gewohnlichen Hesseform an kritischen Punkten anwenden
und erhalten

(f 0@)7(0) = q(f o h™ ) (dhy(6(0))),

wegen (hoa) (0) = dh,(&(0)). Die rechte Seite hingt nicht von &(0)
ab, die linke nicht von der Wahl des Koordinatensystems, also beide
Seiten von beidem nicht. Daher ist ¢f, wohldefiniert und ¢f, =
q(f o k™)) o dhy, fiir jedes Koordinatensystem, wie behauptet,
und das zeigt natiirlich auch, dass ¢f, : T,M — R wirklich eine
quadratische Form ist. O

Da h : U — U’ ein Diffeomorphismus und dh, : T,M — R*
ein Isomorphismus ist, haben die Hesseform von f bei p und die
gewohnliche Hesseform der heruntergeholten Funktion f o h™! bei
h(p) dieselben Definitheitseigenschaften, die in der bekannten Wei-
se mit dem lokalen Verhalten von f o A~! und damit von f bei p
zusammenhéngen. Ist also ¢f, : T,M — R positiv definit, so hat
f: M — R an dem kritischen Punkt p ein isoliertes lokales Mini-
mum. Ist umgekehrt dort iiberhaupt ein lokales Minimum, so muss
qfp zumindest positiv semidefinit sein, analog fiir lokale Maxima
und positive (semi-) Definitheit. Ist ¢ f, indefinit, so kann bei p kein
lokales Extremum vorliegen.

dfp, =0, qfp, indefinit

dfp, =0, qfp, definit
©

Kritische Punkte einer Funktion auf einer Fléche

Weshalb haben wir die Hesseform auf der Fliche iiberhaupt ein-
gefithrt, wenn man an der Hessematrix der in Koordinaten ge-
schriebenen Funktion das auch alles ablesen kann? Zum Beispiel
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weil Koordinaten nicht immer zur Hand oder, wie oft bei reguldren
Urbildern, so unpraktikabel sind, dass man sich besser nach ande-
ren Informationsquellen iiber ¢ f, umschaut. Im néchsten Abschnitt
wollen wir solche Informationsquellen anzapfen, und wie sollte ich
Thnen das erkldren, wenn Sie von der Hesseform auf der Fliche gar
keinen Begriff hétten?®

28.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Wir betrachten eine differenzierbare (C*°) Funktion f : B — R
auf einer offenen Teilmenge B C R™. In B sei ferner, etwa durch
reguldre Nebenbedingungen, eine k-dimensionale Fliche M C B
gegeben.

M (“Nebenbedingung”)

B

Gesucht sind die kritischen Punkte, insbe-
sondere die lokalen Extrema von f|M

Wie finden wir die lokalen Extrema von f|M : M — R, die Extrema

unter der Nebenbedingung M , sozusagen? Zuerst einmal suchen wir
die kritischen Punkte von f|M.

Lemma 1: Ist B C R" offen, f : B — R differenzierbar und M C B

eine k-dimensionale Flédche, dann ist p € M genau dann ein kriti-
scher Punkt von f|M, wenn

T,M C Kerndf,

gilt, d.h. wenn grad,f € (T,M)* ist.
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BEWEIS: Definitionsgemé8 heifit die Bedingung d(f|M), = 0, aber
d(f|M), ist einfach df,|T,M, da f oa = (f|M) o « fiir jede Kurve
auf M gilt; oder lesen Sie d(f|M), = df,|T,M als die Kettenregel
fir M — B -1 R. Daher ist d(f|M), genau dann Null, wenn 7, M
im Kern von df, liegt, und wegen df,(v) = grad, f - v bedeutet das
T,M L grad,f oder grad,f € (T,M)™*. O

Niveaulinien von f

grad, f L T, M

f=1 f=2 usw.

Die Gradienten von f an den kritischen Punkten
von f|M, Anschauung firn =2, k=1

Wenden wir uns nun dem Fall zu, dass M durch eine reguldre Ne-
benbedingung, also als Urbild M = ¥~!(c) eines reguliiren Wertes
¢ € R™ einer differenzierbaren Abbildung ¥ : B — R™ gegeben ist.
Dann haben wir die Normalrdume (7,,M)*, ohne lokale Koordina-
ten einfithren zu miissen, auch rechnerisch in der Hand, denn nach
dem Lemma 3 in 28.1 bilden die Gradienten grad,V;, ¢ = 1,...,m,
der Nebenbedingungsfunktionen eine Basis von (7,M)=.

T,M*

Zur Erinnerung: Nebenbedingungsgradienten als
eine Basis des Normalraums der Erfiillungsfliche
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Damit wird die Uberpriifung, ob der Gradient grad, f der Funktion
f: B — R ebenfalls dem Normalraum angehort, zu einer konkreten
linear-algebraischen Aufgabe:

Lemma 2 (Lagrange-Multiplikatoren): Es sei B C R™ offen,
f: B — R eine C*-Funktion und V(x) = ¢ oder ausgeschrieben

\1/1(331,...7.1’71) =

\Ijm(xla cee 7Zn) = Cm

eine reguldre Nebenbedingung in B, wobei also ¥ : B — R™ eine
C*°-Abbildung und ¢ € R™ einen reguldren Wert von ¥ bezeichnet.
Ein die Nebenbedingung erfiillender Punkt p € B ist genau dann
“kritisch fiir f unter der Nebenbedingung”, soll heiflen ein kritischer
Punkt von f|¥~!(c), wenn es reelle Zahlen A1, ..., A\, mit

grad,f + > Nigrad,¥U; = 0
i=1

gibt. O

Diese Zahlen Ay, ..., A\, die fiir gefundenes p dann wegen der linea-
ren Unabhéngigkeit der Nebenbedingungsgradienten auch eindeutig
bestimmt sind, werden Lagrangesche Multiplikatoren genannt.
Der gesamte Ansatz, den man zum Finden der kritischen Punkte
p = (21,...,x,) und ihrer Lagrange-Multiplikatoren Ay, ..., A, ma-
chen muss, besteht also aus den m+n einzelnen Gleichungen

Uy (z) = ¢

V() =cp
of 0w, ov,,
axl(l‘)—l—)\laxl( Y+ + A oy (x)=0
of 0¥, ov,, B
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Linear ist dieses Gleichungssystem freilich nur in den Ay, ..., Ay, in
Bezug auf die ebenfalls gesuchten 1, ..., z, ist es im Allgemeinen
nichtlinear. Aber die Suche nach kritischen Punkten fiihrt ja auch
ohne Nebenbedingungen im Allgemeinen auf nichtlineare Gleichun-
gen, also gibt es hier gar keinen neuen Grund zum Seufzen.®

Haben wir nun einen kritischen Punkt p von f|M gefunden, M :=
U~!(¢), dann mochten wir gern die Hesseform ¢(f|M), : T,M — R
kennen, weil sie Auskiinfte tiber das lokale Verhalten von f|M bei
p gibt. Die Hesseform ¢f, : R* — R von f : B — R selbst wire
leicht auszurechnen, ihre Matrix ist ja die Matrix der zweiten parti-
ellen Ableitungen von f. Das niitzt aber nichts, denn die Hesseform
der Einschrinkung f|M ist im Allgemeinen” nicht einfach die Ein-
schrankung der Hesseform qf, auf 7, M.

Einen Ausnahmefall gibt es jedoch. Wenn zufillig p nicht nur
fiir f|M, sondern sogar fiir f selbst kritisch ist, dann ist, wie wir aus
dem vorigen Abschnitt wissen, auch g f, selbst durch die ‘doppelte
Richtungsableitung’ gegeben, und deshalb gilt

q(f1M),(c(0)) = é(0) = ¢,(c(0))

fiir jede auf M verlaufende Kurve o mit a(0) = p. Was hilft uns das,
wenn, wie meist, p nur fiir f|M, nicht aber fiir f kritisch ist? Hier
kommen nun wieder die Lagrangeschen Multiplikatoren ins Spiel.

Lemma 3 (Bestimmung der Hesseform mittels Lagrange-
scher Multiplikatoren): Sei B C R" offen, f : B — R eine
differenzierbare Funktion und ¢ € R™ regulidrer Wert einer diffe-
renzierbaren Abbildung W : B — R™. Sind Ay, ..., A\, die Langran-
geschen Multiplikatoren eines unter der Nebenbedingung V(z) = ¢
kritischen Punktes p fiir f, also eines kritischen Punktes fiir f| M,
wobei M := W~!(c), dann ist die Hesseform q( f|M),, auf der Fléche
gleich der Einschriankung der Hesseform der gewéhnlichen Funktion
f+MU 4+ + A0, : B— R auf T,M, also
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BEwELs: Auf M, wo ja ¥ konstant c ist, unterscheiden sich f
und f 4+ ¥ A\, nur um die Konstante Ajcy + - - - + A\jucpm, und fir
f+ZANV,; : B — Rist pin der Tat kritisch, denn der Gradient
grad,(f + 3 N\ ¥;) ist Null, so waren die Lagrangeschen Multiplika-
toren gerade definiert. Also ist das obige Argument zwar nicht auf
f, wohl aber auf f 4+ 3 \; ¥, anwendbar und liefert die behauptete
Formel. (]

Die Voraussetzungen, die wir hier fiir die Anwendung der Metho-
de der Lagrangeschen Multiplikatoren getroffen hatten, werden ITh-
nen im wirklichen Leben nicht immer auf einem silbernen Tablett
gereicht. Sie haben vielleicht eine Menge X C R"™ und darauf ei-
ne Funktion f : X — R, deren lokale Extrema Sie interessieren
wiirden, aber ob M iiberhaupt eine k-dimensionale Fléche ist, se-
hen Sie beim ersten Anblick noch gar nicht, geschweige ob es ein
regulidres Urbild ist. Auch ob f die Einschréinkung einer differen-
zierbaren Funktion, nennen wir sie einmal F' : B — R, mit offenem,
X umfassenden Definitionsbereich B ist, wissen Sie noch nicht. Da
heifit es Vorarbeit leisten!

Bei solchen Vorarbeiten kann man sich unterschiedlich geschickt
anstellen. Wer z.B. die 2-Sphéire X := S? durch die Nebenbedin-
gung U(x,y,z) = \/:c2 + y2 + 22 = 1 darstellt, ist selber Schuld,
wenn er dann beim Gradientenbilden diese ungefiigen Wurzeln im
Nenner hat, weshalb hat er nicht lieber

U(z,y,2) =2 +y* +22 =1

gesetzt? Ich habe aber keine Patentrezepte fiir diese Art von Vor-
arbeiten anzubieten, sondern mochte Ihnen einige Hinweise fiir den
nach unserem jetzigen Kenntnisstand scheinbar katastrophalen Fall
geben, dass X sich nicht als Flache nachweisen lasst, weil es gar kei-
ne Fléache ist.

Das kann zum Beispiel leicht eintreten, wenn die Nebenbedin-
gungen singuldr oder mittels C*°-Abbildungen ¥ : B — R™ und
® : B — R’ als ein System

U(z)=c und &;(x)>a; i=1,...,¢

von Gleichungen und Ungleichungen gegeben sind.
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Teilbereich X C ¥~1(c),
beschrieben durch
;> ai=1,...,¢

v(e)

Durch Gleichungen und Ungleichungen
beschriebene Menge X C B C R"

Aber woher auch immer. Gegeben sei eine Teilmenge X C R™ und
darauf eine sagen wir einstweilen stetige Funktion f : X — R,
deren lokale Extrema uns interessieren. Wir gehen davon aus, dass
X noch einen Rest von Anstand besitzt und sich wenigstens als eine
disjunkte Vereinigung

X=MU---UM,UN,U---UN,

von endlich vielen Flachen, moglicherweise unterschiedlicher Di-
mension, schreiben lésst. Dabei seien die M; offen in X, die N;
nicht, das ist der Sinn der unterscheidenden Bezeichnung. So wiir-
den wir zum Beispiel die Kreisscheibe X = D? als die Vereinigung
D? = (D*\ SY) U St des Inneren M := D? . S! mit dem Rand
N := S' schreiben oder die Wiirfeloberfliiche als

X:Mlu---UMGUNlLJ"'UNQO

in die sechs Seiten, zwolf Kanten und acht Ecken zerlegen.

N147 usw.
Inneres: M No, usw.
Rand N Ny N
My, usw.

My

Einfache Beispiele: Kreisscheibe und Wiirfeloberflédche
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Wir nehmen weiter an, dass jedenfalls die Einschrankungen f|M;
und f|N; differenzierbar sind. Fiir jede einzelne dieser Einschrén-
kungen konnen wir die kritischen Punkte und unter diesen dann
die lokalen Extrema mit unseren Methoden aufsuchen, sei es mit
Hilfe Lagrangescher Multiplikatoren oder lokaler Koordinaten oder
sonstwie.

Die dabei auf den in X offenen Teilflichen gefundenen loka-
len Extrema von f|M; sind dann bereits Endergebnisse, ndmlich
lokale Extrema von f : X — R selbst. Die lokalen Extrema der
fIN; miissen aber noch einer Einzeliiberpriifung unterzogen wer-
den, manche davon mogen triigerisch sein:

Randstratum

triigerisches Maximum
echtes Minimum

“Triigerische” und “echte” lokale Extrema auf
einem Randstratum N;

Eliminiere nun die triigerischen lokalen Extrema und iibrig bleiben
die gesuchten lokalen Extrema von f : X — R. Das ist die Strategie.

In den Analysisklausuren der Mathematikstudenten sind Extrema
unter Nebenbedingungen ein beliebtes Aufgabenthema, und mit
Recht. Wer damit umgehen kann, beweist schon allerhand an be-
grifflichem Verstdandnis und praktischen Fertigkeiten. Zudem ist es
ein Aufgabentyp, bei dem es sich auszahlt, die Ubersicht zu behal-
ten anstatt nur blindlings der allgemeinen Strategie zu folgen. Ins-
besondere sollte man ausnutzen, was Kompaktheitsargumente even-
tuell hergeben.
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Sei X kompakt. Dann nimmt bekanntlich jede stetige Funk-
tion auf X globale Extrema an. Ist daher K C X die Menge der
kritischen Punkte aller f|M; und f|N;, so haben f und f|K die-
selben globalen Extrema! Bei nichtkompaktem X konnten wir so
nicht schlieflen, denn wenn f|K seinen grofiten Wert bei p € K
annimmt, dann kénnte trotzdem p fiir f auch ein Sattel sein und
f noch groflere Werte annehmen, wenn auch kein Maximum, das
ja in K auftauchen miisste. Bei kompaktem X nimmt f aber bei
einem p; € X ein Maximum an, dann ist auch p; € K und daher,
wenn f|K auch bei p maximal, f(p) = f(p1), na also.

Da K in der Regel eine endliche Menge ist, sind die Extrema von
fIK leicht genug zu finden, man braucht ja nur die Funktionswerte
anzuschauen. Jede weitere Feinuntersuchung eriibrigt sich dann al-
so, wenn es nur um die globalen Extrema von f geht.

Oder nehmen wir an, X := M U N sei wieder kompakt, es
gehe wieder um die globalen Extrema, und Sie haben vorerst ein-
fach nur die Menge K der kritischen Punkte auf der Vereinigung
M der in X offenen Teilflachen bestimmt. Sie priifen die Funk-
tionswerte auf Ky und finden Extrema von f|Ky bei py und p;.
Bevor Sie nun die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren fiir
jedes einzelne f|N; anwerfen, sehen Sie einmal hin, ob nicht zufil-
lig f(po) < f(p) < f(py) fiir alle p € N gilt! In diesem Falle wéren
natiirlich schon die Extrema von f|K, genau die globalen Extrema
von f: X — R, und Sie kénnen sich viel Arbeit sparen.

Die Vorteile der Kompaktheit kénnen so betréchtlich sein, dass
man bei nichtkompaktem X gern einen scheinbaren Umweg iiber
ein kompaktes Ersatzproblem nimmt, der sich dann doch als eine
Abkiirzung erweist. Vielleicht ldsst sich X sinnvoll zu einem kom-
pakten X, verkleinern, indem man “weit drauflen” etwas abschnei-
det, wie wenn man etwa von X = R™ zu einer groflen kompakten
Kugel X, C R" iibergeht, nachdem man sich iiberzeugt hat, dass
auf X \ Xg eh’ nichts Interessantes passieren kann.

Oder aber das geeignete kompakte Ersatzproblem entsteht gera-
de umgekehrt durch Erginzung von X zu einem kompakten X D X
und entsprechender Erweiterung von f zu einem f : X — R. Prak-
tisch kann das zum Beispiel so aussehen, dass man von echten Un-
gleichungen ®;(z) > 0 in den Nebenbedingungen freiwillig zu den
einschlieBenden Ungleichungen ®;(z) > 0 tibergeht und auf der da-
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durch vergroBerten Erfiillungsmenge X die Funktion f durch diesel-
ben Formeln wie f definiert, falls diese sich auf X noch lesen lassen.
Dann sucht man die Extrema von f und zieht daraus Riickschliisse
iiber die Extrema von f.

X M

o
%

N5

Nebenbedingung z2+y%+22 = 1  Nebenbedingung x?+y?+2% = 1
und x >0,y >0,2>0 undx >0,y>0,2>0

Bei der Vergréferung von X zu X handelt man sich zwar zusétzliche
Teilflichen N; ein, die dann auch beriicksichtigt werden miissten.
Aber wenn X dabei kompakt geworden ist, nimmt man das unter
Umsténden gern in Kauf.

Sie sehen, Extrema unter Nebenbedingungen geben Gelegenheit zur
Eigeninitiative. Noch mehr Platz wollen wir dem Thema aber nicht
einrdumen, vielmehr erklére ich Sie jetzt fiir in der Differentialrech-
nung in mehreren Variablen fertig ausgebildet.

28.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R28.1: Das Ellipsoid M C R3 mit den Halbachsen a, b, c
wird durch die Gleichung 25 + ’Zz + i; = 1 beschrieben, ist also
Urbild ¢~*(1) des offensichtlich reguléiren Wertes 1 fiir die durch
U(z,y,2) = Z; + gz + fj gegebene Funktion auf R®. Bestimmen
Sie fiir den Punkt p := (a/2,b/2,c/v/2) eine Basis des Tangenti-
alraumes T),M sowie des Normalraumes (7,M)*, indem Sie a) die
Funktion 4 benutzen bzw. b) sich eine Parametrisierung der Fliche
in einer Umgebung von p verschaffen.
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Aufgabe R28.2: Bestimmen Sie die Kantenléingen eines Quaders,
so dass bei gegebener Oberfliche F' = 54 cm? und unter der zusétz-
lichen Nebenbedingung, dafl die Kantenldngen mindestens 1 cm
betragen miissen, das Volumen maximal bzw. minimal wird.

Aufgabe R28.3: Die Entropie eines Stiickes Gummi kann durch
S(Z) = Nkp(In(z12a23) — || Z]* + 3)/2

beschrieben werden. Dabei ist x; = L;/Lo > 0, L; stellt die Aus-
dehnung in ¢-Richtung dar und L, die Kantenlénge des ohne &duflere
Krifte wiirfelformigen Gummis. Bestimmen Sie diejenigen ¥ € R3,
welche die Entropie des Gummiquaders unter der Nebenbedingung
maximieren, dass die Oberfliche des Quaders O/L2 = 24 ist und
0<a; <4fiiri=1,2,3 gilt.

Aufgabe R28.4: In der Thermodynamik maximiert die ‘kanoni-
sche Verteilung’ (z1, ..., 2,), z; > 0, die Entropie — ¥} ; ; In 2; un-
ter den Nebenbedingungen ¥} ; 2; = 1 und ¥}, ¢a; = E (x; ist die
Wabhrscheinlichkeit fiir die Besetzung eines Quantenzustandes mit
Energie ¢;, E die mittlere Energie, —1/u die Temperatur, wobei p
der auf die zweite Nebenbedingung beziigliche Lagrangeparameter
ist). Zeigen Sie, dass es dieses Maximum gibt und berechnen Sie z;
und £ als Funktionen der Lagrangeparameter und diskutieren Sie,
wie die Lagrangeparameter und damit dann auch die x; daraus zu
bestimmen sind.

Aufgabe R28.5: Am Punkt Z; = (0,0, R/2) befinde sich eine
Punktladung ¢. Berechnen Sie die Normal- und daraus dann die
Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke

- I—fg
E »
17 = Zoll?

auf der Kugeloberfliche ||Z|| = R. Wo ist die Tangentialkomponente
maximal?
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Aufgabe T28.1: Es seien L und M zwei Fliachen der Dimensionen
¢ bzw. k in R™, und fiir jedes p € L N M sei T,L +T,M = R".
Beweisen Sie, dass dann auch LN M eine Fldche (welcher Dimensi-
on?) in R™ ist. Wie bestimmt man den Tangentialraum 7,(L N M)
aus T,L und T,M und den Normalraum N,(L N M) aus N,L und
N, M 7

Aufgabe T28.2: Sei M C R” eine k-dimensionale Flidche und ¢
ein reguldrer Wert einer C'°-Funktion f : M — R. Zeigen Sie, dass
man lokal um jeden Punkt py € M lokale Koordinaten u; : U — R,
i =1,...,k einfithren kann, so dass f(p) < ¢ <= wui(p) < 0 fiir
p € U gilt.

Aufgabe T28.3: Es sei M eine k-dimensionale Fldche in R™. Zei-
gen Sie, dass

TM :={(z,V) | veTzM, ¥ M}

eine 2k-dimensionale Flache in R™ x R™ ist. Wenn lokale Koordi-
naten in M mit (qi,...,qx) bezeichnet werden, wie wire dann die
Notation (g¢1, ..., gk, 1, - - -, qgx) fur die dazu gehorigen Koordinaten
in TM zu verstehen?

Aufgabe T28.4: Es sei M C R"™ durch eine regulére Nebenbedin-
gung U(Z) = ¢ € R™ gegeben. Beschreiben Sie TM C R™ x R™
ebenfalls durch eine regulére Nebenbedingung.

Aufgabe T28.5: Wie wichtig ist die Regularitdt der Nebenbe-
dingungen bei der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren?
Vermutung: Ist B C R® offen und p € B lokales Extremum von
f: B — R unter der (nicht notwendig reguliren) Nebenbedingung
Uy (x,y,2) =1 und Uy(x,y, z) = ca, dann gibt es (nicht notwendig
eindeutig bestimmte) A\, Ao € R mit

grad, f + Aigrad, ¥ + Asgrad, ¥, = 0.
Wahr oder falsch? Beweis oder Gegenbeispiel.

Aufgabe T28.6: Bestimmen Sie die Extremstellen der Funktion
F(z,y) = 22 + y* a) unter der Nebenbedingung z* + y* — 42y < 6
und b) unter der Nebenbedingung x* + y* — 42y > 6.
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Aufgabe T28.7: Sei B C R" offen, F' : B — R eine bei einem
Punkte p € B reguliare C*°-Funktion. Sei ferner M C B eine k-
dimensionale Fliche mit p € M und T,M C KerndF),, so dass
also p ein kritischer Punkt von f := F|M ist. Wenn Thnen B,
F, pund T,M vollstandig bekannt sind, M selbst aber nicht, was
wissen Sie dann iiber die Hesse-Form ¢f, : T,M — R? Richtig,
gar nichts. Beweisen Sie, dass jede quadratische Form auf T,M
vorkommen kann. (Hinweis: Machen Sie vor Arbeitsbeginn kréftige
oBdA-Voraussetzungen. )



Klassische Vektoranalysis I:
Gradient, Rotation und Divergenz

29.1 Gradient, Rotation und Divergenz

Die klassische Vektoranalysis findet im R? statt, auf einem in der
Notation gewthnlich unterdriickten offenen Bereich X C R?, und
sie handelt von Funktionen und Vektorfeldern auf X. Die (in der
klassischen Notation erst recht anonym bleibenden) beiden unend-
lichdimensionalen Vektorrdume der C*°-Funktionen X — R und
der C*-Vektorfelder X — R? wollen wir hier irgendwie benennen,
sagen wir:

Notation: Fiir X C R? offen schreiben wir

F(X) = C=(X,R)
V(X) = C®(X,R%)

O

Die zentrale Rolle in der Vektoranalysis spielen drei lineare Dif-
ferentialoperatoren, namlich erstens der wohlbekannte Gradient
grad : F(X) — V(X), definiert durch

grad: F(X) — V(X)
of
8x1

of
Oxo

of

Oxg

f —

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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zweitens die sogenannte Rotation rot : V(X) — V(X), gegeben
durch

rot: V(X)) — V(X)

daz __ Oas
a 1 6%2 amg
Bal _ 0&3
a2 61‘3 az 1
8(12 _ (9&1
as oxq Oxo

und schlieflich drittens die Divergenz div : V(X) — F(X), die
durch

div: V(X)) — F(X)
b
bl ob, b,  Obs
—
2 61’1 83’52 83:3
b3

definiert ist.

Bleiben wir noch einen Augenblick bei den Notationsfragen. Fiir
die klassische Vektoranalysis mochte ich die Vektorpfeilchen wieder
hervorholen, wir schreiben also z.B. rot @ und div b fiir Vektorfelder
@ b € V(X). Der Einheitlichkeit halber werde ich sogar € R3
schreiben, auch wo es sich eigentlich nur um eine Ortsangabe han-
delt.

Fiir die drei Differentialoperatoren ist auch die elegante Nabla-
Schreibweise im Gebrauch. Dabei ist man aufgefordert, das Tripel
Nabla aus den drei partiellen Ableitungsoperatoren,

d
Oz
V= agg
d
Oxs
gewissermaflen als einen Vektor zu akzeptieren und in Formeln
dementsprechend gutwillig zu lesen. Tut man das, so erhélt man
als Gegenleistung die schénen Formeln



158 Kapitel 29: Klassische Vektoranalysis I

grad f = Vf,
rotd = Vxd und
divb = V-0,

die nicht nur kurz sind, sondern auch eine Briicke zur ausfiihrlichen
Definition von Rotation und Divergenz fiir jeden, der Formeln fiir
das Kreuzprodukt und das innere Produkt kennt.

Satz 1: Reiht man, mit dem Gradienten beginnend, die drei Ope-
ratoren in eine Sequenz, betrachtet also

o F(X),

F(X) ESv(x) 15 v(x)
so gilt: das Bild eines Operators ist im Kern des jeweils nachfolgen-
den enthalten, und ist X sternférmig, dann ist das Bild sogar gleich
diesem Kern.

BEWEIS: Wir haben also vier Einzelaussagen zu beweisen, ndmlich:
(1) Jedes Gradientenfeld ist rotationsfrei, (2) jedes Rotationsfeld ist
divergenzfrei, und ist X sternformig, dann ist auch (3) jedes rotati-
onsfreie Vektorfeld ein Gradientenfeld und (4) jedes divergenzfreie
Vektorfeld ein Rotationsfeld.

Zu (1) und (2): Dass rot grad f = 0 fiir alle Funktionen f € F(X)
und divrot @ = 0 fiir alle Vektorfelder @ € V(X)) gilt, rechnet man
ohne Miihe, allerdings auch ohne Gewinn an Einsicht, durch Anwen-
den der Definitionen einfach nach. In der Nabla-Notation lauten die
beiden Aussagen V x (Vf) =0 und V- (V x @) = 0 und erinnern
somit an zwei wohlbekannte Tatsachen aus der linearen Algebra,
nimlich an ¥ x ¥ = 0 und 7 - (¢ x @) = 0 fiir alle 7, @ € R3. In der
Tat verlaufen auch die Rechnungen in den Komponenten ganz par-
allel. Trotzdem wiirde ich nicht gern sagen, die linear-algebraischen
Formeln wiirden die Differentialoperator-Formeln (1) und (2) schon
implizieren.!

Von den Aussagen (3) und (4) haben wir die erste schon als
Satz im Abschnitt 16.5 im ersten Band bewiesen, ich erinnere kurz
daran, in unserer jetzigen Notation. OBdA diirfen wir annehmen,
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X sei sternformig in Bezug auf o = 0. Gegeben ist ein rotations-
freies Vektorfeld U, gesucht eine Funktion f, deren Gradient es ist.
Wenn es itberhaupt so eine Funktion gibt, dann diirfen wir auch
£(0) = 0 annehmen, da Addition einer Konstanten den Gradienten
nicht dndert. Wegen der Sternformigkeit ist mit © € X auch ¢t € X
fiir alle ¢ € [0, 1], und deshalb kénnen wir die Tautologie

@ = [ e

hinschreiben, und wegen §, f(tZ) = grad,; f - £ miisste daher

£(@) = /Olﬁ(ta}') it -

gelten. Beachten Sie, dass wir grad f = ¢ nicht bewiesen haben,
vielmehr haben wir es vorausgesetzt, aber die Argumentation zeigt
doch, dass diese Integralformel der richtige Ansatz zur Definition
des gesuchten f ist: wenn es iiberhaupt geht, dann damit.

Wenn 4(t&) = grad,; f wire, so miisste
F(&) = f(0) + [ T(tZ) - & dt sein

Die Verifikation selbst wiederhole ich nicht aus 16.5 des ersten Ban-
des, da wir beim jetzt folgenden Beweis von (4) sowieso eine ganz
dhnliche durchfiihren miissen. Wieder sei 0BdA unser X sternfor-
mig beziiglich Zy = 0. Gegeben ist jetzt ein divergenzfreies Vektor-
feld b auf X , wir sollen ein Vektorfeld @ finden, dessen Rotation es
ist.
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Diesmal ist der Ansatz weder so einfach zu finden noch so zwingend
wie vorhin, er heifit

1
a(7) = / th(tT) dt x 7,
0

aber wenn wir rotd@ = b zeigen konnen, ist der Satz jedenfalls be-
wiesen. Zur Abkiirzung bei der Rechnung setzen wir

1
a7) = / th(t7) dt |
0

also @ = ¢ x Z. Ersichtlich ist ¢ divergenzfrei, weil b es ist. Rechnen
wir zunéchst die erste Komponente von rot @ ganz harmlos aus:

(rotd); = 822 as — 6(:23 as

= 322 (c1z2 — com1) — 823 (c321 — e13)

17} 7] 7] 19}
= QCl—Il(a 62+8x303)+x28x261+x30$361

T2

d ) d
= 201+x13w C1+ T2, C1 +x33$301

= 2¢ + Z ft2 ‘%1 (tZ)x; dt.
J=lg
Fiir das vorletzte Gleichheitszeichen haben wir die Divergenzfreiheit
von ¢ ausgenutzt, fiir das letzte die Definition von ¢; durch das
Integral. Davon gehen wir nun nochmals aus, und erhalten durch
partielle Integration

2 = [ 2hy(tZ)dt

o

= [Po(t2)],, f 2 4y (t7) d
13
= b(7)— [ ) oo (t2)z; dt

und damit insgesamt (rot @); = by (%), und analog fiir die anderen

beiden Komponenten, also rotd = b. [l
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Als Korollar erhalten wir, dass jedenfalls lokal rotationsfreie Felder
stets Gradientenfelder und divergenzfreie Felder stets Rotations-
felder sind, denn jeder Punkt in X hat sternférmige Umgebungen
darin, zum Beispiel Kugeln. Aber global, d.h. fiir ganz X, sieht das
anders aus. Zwar sind die sternférmigen Bereiche nicht die einzi-
gen, auf denen rot @ = 0 nur fiir Gradientenfelder und div b=0nur
fiir Rotationsfelder gilt, aber einfach ersatzlos streichen darf man
die Voraussetzung der Sternformigkeit dabei nicht, das zeigen zwei
wichtige Standard-Beispiele.

Beispiel 1: ein rotationsfreies Vektorfeld @ auf X := R? \ z-Achse,
das kein Gradientenfeld ist. Bekanntlich ist die Winkelkoordinate
¢ der Zylinderkoordinaten (r, p, z) nicht auf ganz R* ~ 0 x 0 x R
als (eindeutige, richtige) stetige Funktion definierbar, wohl aber ihr
Gradient grad ¢, denn die lokalen ‘Zweige’ der Winkelfunktion ¢
unterscheiden sich nur um ganzzahlige Vielfache von 27, die also
beim Ableiten verschwinden.

=
@
@
@
=
Zur Veranschaulichung von a@: die Flusslinien des Vektorfel-

des. Der Betrag des Feldes, den die Skizze nicht zeigt, ist
lal = ;-

Ausrechnen mittels der Arcusfunktionen ergibt

iy
z3 + a3 z

a(r) :=gradp = le , | = €3 X 17
3 + 22 z

0
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Lokal ist rot@ = rotgradyp = 0, also ist @ : R® N\ 0xOxR — R?
rotationsfrei, aber ein Gradientenfeld ist das nicht. Denn giibe es
eine Funktion f : R?* N\ OxOxR — R mit @ = grad f auf ganz
R3 <\ 0x0xR, so wiirde

t1

Jaar= [anwy s = [ ra@)d = o)~ fow)

to to

fiir jede (stiickweise C'-) Kurve 7 : [to, t1] — X sein, fiir geschlos-
sene Kurven also Null. Aber z.B. fiir die Kreislinie v : [0, 27] — X,
t — (cost,sint,0) kommt nach trivialer Rechnung 27 heraus, wie
wir es nach der Bedeutung von @ als “Gradient von ¢” auch erwar-
ten mussten. (]

Beispiel 2: ein divergenzfreies Vektorfeld b auf X := R3 <0, wel-
ches kein Rotationsfeld ist. Ein solches bietet das Kraftfeld einer
Punktladung, b(7) := #/||Z|?, also das in radiale Richtung weisen-
de Vektorfeld vom Betrage 1/r2. Wir haben

- 3 5
9w fal+ai+ad  ad+ad+ad

und analog fiir gzz und 3227 das ergibt divb = 0. Aber es gibt kein

Vektorfeld @ : R3~\.0 — R® mit b = rot @, denn sonst miisste, wie im
vorigen Beispiel, ein gewisses Integral verschwinden, das tatséchlich
aber von Null verschieden ist. Statt um ein Linienintegral iiber eine
die z-Achse umschlieffende Kurve handelt es sich jetzt aber um ein
Flichenintegral tiber eine den Nullpunkt umschlieffende Fliche. Es
miisste ndmlich das Integral

/Rﬁ:/maﬁ
52 52

nach dem Satz von Stokes verschwinden, es hat aber den Wert 4.

Das ist hier nur ein Vorausverweis auf das Kapitel 31, das den
Integralsitzen der Vektoranalysis gewidmet ist, einstweilen glauben
Sie mir einfach, dass b global, auf ganz X = R*\. 0, kein Rotations-
feld ist. Lokal natiirlich schon, das folgt ja aus dem Satz 1 wegen
der Divergenzfreiheit. O
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Sprechweise: Ist ¥ = —grad f (Vorzeichenkonvention!), so nennt
man f ein Potential fiir ¥, und ist b = rot @, so heifit @ ein Vektor-
potential fir b. O

“Auf X” miisste man eigentlich noch hinzufiigen, wenn so der De-
finitionsbereich dieser Funktion und der Vektorfelder heifit. Wir
haben also gerade durch Beispiele gezeigt, dass es irgendwie von
der Gestalt von X abhéngt, ob dort jedes rotationsfreie Vektorfeld
¥ ein Potential und ob jedes divergenzfreie Vektorfeld b ein Vektor-
potential besitzt.

In einem mathematischen Umfeld, das fiir Definitionsbereiche
nicht einmal einen Buchstaben zur Bezeichnung iibrig hat, wer-
den solche Fragen nicht sehr ausfiihrlich diskutiert, das kénnen Sie
sich denken. Manche Studenten wollen aber gern etwas Genaue-
res dariiber wissen, und deshalb werde ich, obwohl unsere néichste
Aufgabe auf dem Weg zu den Integralséitzen der Vektoranalysis die
Definition der Integration auf Flichen wire, einen kleinen Exkurs
dariiber einschalten, wie die Gestalt von X die Frage der Potentiale
und Vektorpotentiale beeinflusst. Es spricht nichts dagegen, wenn
eiligere Leser gleich zum Kapitel 30 weitergehen.

29.2 Exkurs iiber Potentiale, Vektorpotentiale
und Kohomologie

Sei also X offen in R?. Den vagen Wunsch, die Sache mit den Poten-
tialen und Vektorpotentialen zu durchschauen, wollen wir zunéchst
etwas prézisieren, indem wir ihn in zwei getrennte Fragen fassen:

Existenzfrage: Hat auf X jedes rotations- bzw. divergenzfreie Vek-
torfeld ein Potential bzw. Vektorpotential oder gibt es Ausnahmen?
Und wenn es solche Ausnahmen gibt: wieviele? kann man sie irgend-
wie iiberblicken?

Eindeutigkeitsfrage: Wenn ein Vektorfeld auf X ein Potential
bzw. ein Vektorpotential hat, inwieweit ist dieses dann eindeutig
bestimmt? Kann man sdmtliche Potentiale bzw. Vektorpotentiale
dieses Vektorfelds irgendwie iiberblicken?
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Die Eindeutigkeitsfrage fiir Potentiale lisst sich leicht beantworten:
ist f ein Potential fiir ¥, so ist

{f+c]|c: X — Rlokal konstant}

die Menge aller Potentiale fiir ¢/, weil der Gradient einer Funktion
X — R genau dann identisch Null ist, wenn die Funktion lokal
konstant ist. Ist X zusammenhéngend, dann ist also das Potential
eines Vektorfeldes, wenn es iiberhaupt eines hat, bis auf Addition
einer Konstanten eindeutig bestimmt.

Nicht eben so einfach ist die Eindeutigkeitsfrage fiir Vektor-
potentiale zu beantworten. Ist @ ein Vektorpotential fiir l;, SO ist
natiirlich auch jedes Vektorfeld der Form @’ := @ + grad f, mit
f: X — R, ein Vektorpotential fiir b. Aber bekommt man so alle
Vektorpotentiale von b? Um das zu entscheiden, miisste man wissen,
ob aus rot @ = rot @’ = b folgt, dass @ — @’ auf X ein Gradientenfeld
ist. Sie sehen also, dass die Eindeutigkeitsfrage fiir Vektorpotentiale
auf die Existenzfrage fiir gewohnliche Potentiale fiithrt!

Der Satz 1 beantwortet alle diese Fragen fiir sternférmige Berei-
che X vollstandig: Existenz ja, keine Ausnahmen, Potentiale sind
bis auf Konstanten, Vektorpotentiale bis auf Gradientenfelder ein-
deutig bestimmt. Fiir allgemeine Bereiche X muss man jene Quo-
tientenvektorrdume studieren, welche die Abweichung von dieser
Standardsituation erfassen, nédmlich:

Definition: Ist X C R? offen, so heifien die beiden Quotientenvek-
torraume

Kern (rot : V(X) — V(X))

HY(X,R) :=
(X, R) Bild (grad : F(X) — V(X))
und
Kern (div : V(X) — F(X))
H*(X,R) :=
(X, R) Bild (rot : F(X) — V(X))
die erste und zweite Kohomologie von X. O

Was Quotientenrdume sind, habe ich Thnen im Abschnitt 20.4 des
ersten Bandes erklért, ich erinnere nur eben daran, dass V/V} als
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blofile Menge die Menge der Nebenklassen [v] := v + V} des Unter-
vektorraums V) im Nenner war, und dass die Vektorraumstruktur
darin, also die Addition und die Multiplikation solcher Nebenklas-
sen mit Skalaren, repriasentantenweise, d.h. durch

] + [w] = o+ ],
Alv] = [\]

wohldefiniert ist. So geht das immer, wenn V' ein Vektorraum und Vg
ein Untervektorraum darin ist. Die Anschauung hélt sich natiirlich
an das Beispielmaterial der niederdimensionalen linearen Algebra,
aber dass hier in unserer Anwendung die Vektorrdume V und V; un-
endlichdimensionale Kerne bzw. Bilder von Differentialoperatoren
sind, tut der guten Sache keinen Abbruch.

i

0 [v]

A%

Erinnerung an den Begriff des Quotientenvektorraums

Weshalb fragen wir nach diesen Kohomologie-Vektorrdumen? Weil
deren Kenntnis uns die umfassende Beantwortung unserer Fragen
liefern wiirde.

Notiz 1: Fiir X C R? offen gilt trivialerweise:

(1) Jedes rotationsfreie Vektorfeld auf X hat ein Potential
<~ HY(X,R)=0.

(2) Jedes divergenzfreie Vektorfeld auf X hat ein Vektorpotential
<~ H*(X,R)=0.
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(3) Ist [@1],...,[dx] eine Basis von H'(X,R), so Iisst sich jedes
rotationsfreie Vektorfeld @ mit eindeutig bestimmten Koeffi-
zienten Ay, ..., A\, In der Form @ = \jdy + - - - + gy + grad f
schreiben, und a hat genau dann ein Potential, wenn die Ko-
effizienten alle Null sind.

(4) Ist [by],. .., [bs] eine Basis von HX(X,R), so lisst sich jedes
divergenzfreie Vektorfeld b mit eindeutig bestimmten Koeffi-
zienten [y, ...,y in der Form b= /111;1 + o+ M@gg + rotd
schreiben, und b hat genau dann ein Vektorpotential, wenn
die Koeffizienten alle Null sind.

Diese linear-algebraischen Tautologien scheinen auf die Ezistenz-
frage zu antworten, aber eigentlich geben sie nur einen gewissen
Einblick in die Struktur der Antwort, denn zu einer richtigen ge-
haltvollen Antwort auf die Existenzfrage wiirde die Kenntnis solcher
Kohomologiebasen gehoren.

Die Eindeutigkeitsfrage haben wir fiir Potentiale schon beant-
wortet, fiir die Vektorpotentiale sagt uns die lineare Algebra nun:

Notiz 2: Ist @ ein Vektorpotential fiir b auf X und [d@y], ..., [dx]
eine Basis von H'(X,R), so ist {@ + M@ + - -+ + A\dy + grad f |
Xi € R, i=1,... k} die Menge aller Vektorpotentiale von 5, und
fiir jedes einzelne Vektorpotential @' = d+ A\yd1+- - -+ Ay +grad f
sind die Koeffizienten eindeutig bestimmt. [l

Wir sehen hier noch einmal, wie die Ezistenz von Vektorpotentialen
mit H%(X,R), deren Findeutigkeit aber mit H'(X,R) zu tun hat.

Freilich niitzt Thnen das noch nicht sehr viel, wenn Sie die Ko-
homologierdume nicht ausrechnen koénnen. In der Mathematik ist
Kohomologie aber ganz geldufig. Urspriinglich stammt der Begriff
aus der algebraischen Topologie, von dort aus ist er in verschie-
dene andere mathematische Gebiete eingewandert, unter anderem
in die globale Analysis, zu der auch die Vektoranalysis gehort, des-
halb finden wir den Kohomologiebegriff hier im Zusammenhang mit
Vektorfeldern, Potentialen und Vektorpotentialen. Jeder Mathema-
tiker, der etwas von Kohomologietheorie versteht, kann IThnen zum
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Beispiel auf einen Blick sagen, dass
H'(R? \ z-Achse,R) = R,
H?(R® \ z-Achse,R) = 0
gilt, die Kohomologierdume von R3 \ 0 jedoch
H'(R*<\0,R) = 0 und
H*(R*\0,R) = R

sind. Damit ist zum Beispiel klar, dass auf R? \ z-Achse jedes di-
vergenzfreie Vektorfeld ein Vektorpotential besitzt, in R? \. 0 jedes
rotationsfreie Vektorfeld ein Potential, und unsere zwei Standard-
beispiele @; := grad ¢ ( rotationsfrei ohne Potential) und by =7 /73
(divergenzfrei ohne Vektorpotential) gewinnen jetzt eine zusétzliche
Bedeutung: jedes rotationsfreie Vektorfeld @ auf R?® \ z-Achse ist
von der Gestalt ¥ = )\al +grad f mit eindeutig bestimmtem A; jedes
divergenzfreie Feld b auf R® < 0 von der Gestalt b = ,ub1 +rot @ mit
eindeutig bestimmtem . Und weiter: auf R® \ 0 ist das Vektorpo-
tential eines Feldes, sofern vorhanden, bis auf einen Gradientenfeld-
Summanden wohlbestimmt, wihrend auf R® \ z-Achse ein Vektor-
potential nur bis auf einen Summenden der Form v = Aa; + grad f
bestimmt ist.

Das waren nur die beiden einfachsten Félle von offenen Berei-
chen im R3 mit nichttrivialer Kohomologie. Wie sehen H!(X,R)
und H?(X,R) zum Beispiel aus, wenn X := R? \ (g1 U go) ist,
wobei g1 und gy zwei parallele Geraden sind?

az

= =

Rotationsfreie Felder auf X := R3 . (g1 U go)

Dann ist immer noch H?(X,R) = 0, aber jetzt ist H*(X,R) = R?
und Sie kénnen sich aus dem Standardbeispiel eine Basis [a@y], [@2]
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von H'(X,R) bilden. Allgemeiner zeigt die Kohomologietheorie,
dass es die zweite Kohomologie gar nicht bemerkt, wenn man aus
X eine weitere Gerade (allgemeiner: eine abgeschlossene, aber nicht
geschlossene Linie oder eindimensionale zusammenhéngende Unter-
mannigfaltigkeit) entfernt, die Dimension der ersten Kohomologie
dabei aber um 1 anwéchst. Bei der Entfernung eines Punktes ist es
umgekehrt: dim H?(X,R) wiichst um 1, und dim H'(X,R) bleibt
unveradndert.

Nimmt man aber eine geschlossene Linie heraus, so wachsen
die Dimensionen von beiden Kohomologieriumen H'(X,R) und
H?(X,R) um 1 an, mit entsprechenden Konsequenzen fiir die Po-
tentiale und Vektorpotentiale.

HY(X,R) = R3 und H*(X,R) = R*. Sie kénnen sich Ko-
homologiebasen anschaulich vorstellen, wenn Sie an die ma-
gnetischen Felder d; von stromdurchflossenen Leitern und
die elektrischen Felder (_)'j von Punktladungen denken.

Die Kohomologierdume kénnen ganz allgemein fiir beliebige offe-
ne Bereiche X C R?® berechnet werden, nicht nur fiir diese etwas
speziellen Beispiele, und die mathematischen Kohomologietheorien
erfassen sowieso viel mehr mathematische Objekte als gerade offene
Teilmengen im R3.

Ende des Exkurses iiber Potentiale und Kohomologie. Sie sehen an
diesem Beispiel, dass die Mathematik aufler dem Standardstoff al-
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lerlei fiir Physiker interessante Sachen in petto hat, {iber die man
bei Bedarf mit den Mathematikern reden kann, so wie man hier we-
gen der Potentiale und Vektorpotentiale einen Kohomologiekenner
gebrauchen konnte. Freilich wird es fiir solche Kontakte gut sein,
wenn Thnen die Sprache der Mathematiker nicht fremd ist.

29.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe R29.1: Seien EO und k konstante Vektoren und E das
durch

E(%) := Eycos(k - T)

definierte Vektorfeld auf dem R3. Berechnen Sie rot E(#) und
div E(Z). Was fur eine Richtung hat Ey, wenn div E' verschwindet?

Aufgabe R29.2: ]}estimrrlen Sie ein Vektorpotential fiir das kon-
stante Vektorfeld b(7¥) = by auf R?. Wie erhélt man daraus alle
Vektorpotentiale fiir b7

Aufgabe R29.3: Seien k, Hy € R® und sei H : R® — R? gegeben
durch
H(Z) := Hy x kcos(k - 7).

Berechnen Sie rot H und div H und ein Vektorpotential fiir H.

Aufgabe R29.4: Es bezeichne f : Rt — R eine C*°-Funktion.
Hat das durch

(@) = (I T

definierte Vektorfeld auf R? \. 0 ein Potential? Fiir welche f ist o
divergenzfrei?

Aufgabe T29.1: Betrachten Sie das dynamische System auf R3,
das durch Rotation um die z-Achse mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w gegeben ist. Es sei v sein Geschwindigkeitsvektorfeld. Be-
rechnen Sie die Rotation von v



170 Kapitel 29: Klassische Vektoranalysis I
Aufgabe T29.2: Ist @ ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
X CR® und v : [to, t1] — X stiickweise C'!, so schreiben wir

tq

/a- ds = /6(7(15)) SA(t)dt

el to

Es werde nun H'(X,R) = R vorausgesetzt. Es seien @ und a’ zwei
rotationsfreie Vektorfelder auf X, und es gebe eine geschlossene

Kurve v in X mit
/Zi-d§z/&”-d§'7é().
v gl

Beweisen Sie, dass @’ — @ ein Gradientenfeld ist.



Klassische Vektoranalysis II:
Integration auf Flachen

30.1 Integration auf Flachen in lokalen Koordinaten

Wir betrachten jetzt k-dimensionale Flichen M C R™ und reell-
wertige Funktionen f : M — R darauf:

M CR"”

Wir wollen f iiber M integrieren

Wir wollen intuitiv verstehen und dann formlich definieren (in die-
ser Reihenfolge!), was es heifit, die Funktion iiber die Fliche zu
integrieren. Als Notation fiir das angestrebte Integral schlage ich

/fd’“FeR
M

vor, wobei ich vom k-dimensionalen Flichenelement d*F auf M
sprechen will, welches fiir n = 3und k = 1, 2 oder 3 die vertrauteren
Bezeichnungen und Namen erhalten wird:

d'F = ds (“Linienelement”)
dF =dF  (“Flichenelement”)
d*F =dV  (“Volumenelement”).

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die genaue mathematische Definition des Integrals tiber Flichen,
die ich vorhabe Thnen zu geben, zielt nicht darauf ab, dem k-dimen-
sionalen Flidchenelement eine selbstindige mathematische Existenz
zu verschaffen (einstweilen, erst gegen Ende das Kapitels 34 kom-
men wir noch einmal darauf zuriick), es bleibt einfach ein Teil
der Integralnotation. Fiir das intuitive Verstédndnis der Integration
spielt es aber dieselbe wichtige Rolle als “infinitesimale Grofie” wie
die Volumenelemente und Flédchenelemente, von denen im ersten
Band im Abschnitt 17.4 schon die Rede war, und daran kniipfe ich
jetzt auch an.

Es sei (U, h) eine Karte fir M und ¢ : U’ — R" die zugehorige
Parametrisierung. Die Koordinaten im R* wollen wir u,, . . ., uj, nen-
nen, wihrend die Koordinaten im R"™ ihre Bezeichnung z4,...,x,
behalten. Fiir p € U ist (u1(p), ..., ur(p)) auch eine gute Notation
fiir A(p), und die Parametrisierung ¢ ist in Gleichungsform durch

r = 1'1(U1,...7Uk)
Tn = Tp(ug,...,ug)
gegeben.
Tn
UcM
X1 T T2

wlle

U’ C RF
U

l Uy
Erinnerung an Koordinaten und Parametrisierung

Wir beginnen auf der archaischen Ebene des Verstdndnisses. Ist
p ein Punkt in U mit den Koordinaten u,...,u,, und bezeich-
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nen duq, ..., du; ‘infinitesimale’ Koordinatendifferenzen, so bedeu-
tet das Fliachenelement d“F von M am Punkte p, ausgedriickt durch
die duy, ..., du, den k-dimensionalen Flacheninhalt des ‘infinitesi-
malen’ Flachenstiickchens, in das der Quader bei « mit den Kan-
tenldngen duy, .. ., duy unter der Parametrisierung iibergeht:

duk
u

Flichenelement auf M in Abhéngigkeit von @ und duq, ..., du

Mit einem noch zu findenden, nur von « abhéngigen Korrektur-
faktor, den ich vorldufig einmal mit A(%) bezeichne, muss sich das
k-dimensionale Volumen dieses infinitesimalen Flédchenstiickchens
als d*F = A(@)duy - ... - duy, schreiben lassen. Dann wire

F)d'F = f(p(@)A(@)dus - ... - duy

als der Beitrag des infinitesimalen Flachenstiickchens zum Integral
aufzufassen, und deshalb werden wir

[ 1wdr = [ reapr@an...du
U U’

als den heuristisch richtigen Ansatz zur Integraldefinition mittels
Koordinaten ansehen. Wenn wir, gottbewahre, fiir Bilder p(Q’) =:
@ von kompakten Quadern ' C U’ das Fliachenintegral fQ fdF
direkt mittels Zangen und Integraltoleranzen definieren miissten,
wozu natiirlich auch eine ‘zangenméflige’ Eingrenzung der ebenfalls
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definitionsbediirftigen Flicheninhalte AFF gehorte, so wiirde uns
die Fehlerdiskussion fiir A*F a2 A(@)Auw,-. . .-Auy und der Vergleich
der Einzelbeitrdge in den approximierenden Summen zu derselben
Einsicht fiihren.

Einzelbeitrige f(p)AFF ~ f(o(@)A(@)Auy - ... - Auy,

Wie berechnen wir aber den Korrekturfaktor A(#)? In den schon
im Abschnitt 17.4 im ersten Band betrachteten Beispielen hatten
wir die Methode der infinitesimalen Gréflen angewandt, um d*F
als A(@)duy - ... - duy zu bestimmen, d.h. wir betrachten die Para-
metrisierung unter dem Mikroskop, um das Bild des Quaders mit
den Kantenlangen du; unter dem Differential der Parametrisierung
direkt zu sehen, ohne erst die Jacobimatrix auszurechnen.

Winkel dy

d’F = r? sin §dpdd

Radius rsin 6 (Breitenkreis)

Radius r
(Meridian)

d*F = r?sin dpdf auf der Sphére vom Radius r

Jetzt im allgemeinen Fall miissen wir doch zur Jacobimatrix der
Parametrisierung greifen, und das geht so vor sich. Die Spalten
der Jacobimatrix an der Stelle @ bilden ja die Koordinatenbasis

(9% ..., 9% des Tangentialraums 7, M. Das von der Koordinaten-
Ouy’ 7 Ouyg p
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basis aufgespannte Spat ist das Bild des Einheitswiirfels [0, 1]¥ ¢ RF
unter dem Differential, das k-dimensionale Volumen dieses Spats ist
daher A(@)1-...- 1, also der gesuchte Faktor:

or 83?).

Oouy’ 7 Oy,

A(@) = Vol Spat(

er ¥ A
_
Matrix
0 é 0

Wie berechnen wir das Volumen des von der Koordinatenbasis auf-
gespannten Spates? Durch isometrisches Herunterholen in den RF.

Im Falle & = n wire das einfach der Betrag der Determinante
der Jacobimatrix der Parametrisierung, aber fiir k& < n besteht
die Matrix aus ‘wenigen langen Spalten’ (k Spalten, n Zeilen), ist
also gar nicht quadratisch. Deshalb denken wir uns eine ON-Basis
(th,...,U) in T,M und benutzen den dazu gehorigen Basisisomor-
phismus ¢ : R¥ = T,M, um das Spat isometrisch, insbesondere
ohne Volumeniinderung, herunter in den R¥ zu holen. Dieses ‘her-
untergeholte’ Spat ist dann also das Bild des Einheitswiirfels unter
der linearen Abbildung A := t™' o dpz : R¥ — R* | sein Volumen
deshalb nichts anderes als |det A|. Fiirchten Sie aber nicht, zur Be-
stimmung von |det A| eine ON-Basis von T, M wirklich wihlen und
die Matrix A wirklich berechnen zu miissen. Das ist gleichsam nur
ein mathematisches Gedankenexperiment! Es zeigt sich ndmlich,
dass man |det A| leicht aus der Matrix (g;;); j=1,.x des sogenannten
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metrischen Tensors oder der ersten Grundform der Fliche
M am Punkte p erhilt. Unter dem metrischen Tensor versteht man
einfach das Skalarprodukt auf 7,,M oder dessen quadratische Form
T,M — R, ¢ — ||¢]]%, die ja dieselbe Information enthélt. Ist in
Anwesenheit von Koordinaten von der Matrix des metrischen Ten-
sors die Rede, so ist seine Matrix beziiglich der Koordinatenbasis
in T,,M gemeint, also die durch

o or ox
i = 3ul 8uj

gegebene k x k-Matrix. Wer stets in Koordinaten arbeitet, wird kei-
ne Bedenken haben, die Matrix selbst den metrischen Tensor zu
nennen. Wir wollen hier aber zwischen dem koordinatenunabhéngi-
gen Objekt (quadratische Form auf T),M) einerseits und dessen Ma-
trix in Koordinaten andererseits unterscheiden, es erleichtert das
Denken.!

Definition (Gramsche Determinante): Die Determinante der
Matrix der ersten Grundform heifit Gramsche Determinante
und wird traditionellerweise mit

g = det (g”)
bezeichnet. O

Wir hatten hier einen festen Punkt p im Auge, deshalb ist die Gram-
sche Determinante und ist jede Komponente g;; eine Zahl. Fixie-
ren wir aber den Punkt nicht, so sind es Funktionen: wo definiert?
Jedenfalls sind sie durch die Formeln gleich in Abhéngigkeit der
ug, . . ., ug dargeboten, und so erscheint g = g(uy, ..., ug) als Funk-
tion g : U’ — R, also ‘unten’ auf U’ C R¥  analog die g;;. Liest
man aber die u; als die Koordinatenfunktionen w; : U — R, die
Komponenten der Karte, dann lassen sich ¢ = g(uq,...,u;) und
gij = ¢ij(u1, ..., ux) auch als Funktionen ‘oben’ auf U verstehen.
Die klassische Notation changiert da immer ein wenig. Wir wollen
aber fiir unsere jetzigen Zwecke daran festhalten, g und die g;; als
Funktionen ‘unten’ zu lesen.
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Um nun aber auf diese Zwecke zuriickkommen: wie berechnet
man |det A|? Wie die ON-Basis (7, ..., %) von T,M auch immer
gewdhlt war, jedenfalls gilt

or
an

= Q1501 + 0+ AggU

denn die linke Seite ist dpgz(€;), die rechte «(Aé€;), also dasselbe.
Daraus folgt

k

9 = (X nvr)'(Zasavs) > 4y (@ )

r,s=1

1

t
amaw TS Z Qi Qg = Z Ay Qg s
1 r=1

k
R
und somit ist die Matrix (g;;) des metrischen Tensors gleich dem
Matrizenprodukt A*A der Transponierten von A mit A, also ist
g = det A’ - det A. Wegen det A* = det A folgt daraus |det A| V9,
womit sich das k-dimensionale Fldchenelement von M bei p, aus-
gedriickt durch duy, ..., duy, als

d'F = \/g(@) duy - . . . - duy,

ergeben hat. Unsere nunmehr bestens motivierte Definition des
Fléchenintegrals mittels Koordinaten treffen wir also wie folgt:

Definition (Integration in Koordinaten): Sei M eine k-dimen-
sionale Fliche, (U, h) eine Karte, ¢ := h™! : U’ — U die Parametri-
sierung dazu, g : U’ — R deren Gramsche Determinante. Ist dann
f: U — R eine Funktion, so heifit

/fd’“F /f (@) dus ... du.

falls vorhanden, das mittels des Koordinatensystems defi-
nierte k-dimensionale Fldchenintegral von f iiber U. (]

Diese so ausfiihrlich vorbereitete Definition ist der Hauptinhalt des
Abschnitts. Beachten Sie, dass man zum zweifelsfreien Lesen der
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Definition von all dieser Vorbereitung nur die Gramsche Determi-
nante kennen muss. Zeitsparender Schnelleinstieg! Den Sinn der
Definition zu verstehen kénnte man sich dann aber nicht rithmen.

Die Definition ist zugleich auch eine konkrete Rechenanleitung:
Funktion herunterholen (‘in den Koordinaten ausdriicken’), mit der
Wurzel aus der Gramschen Determinante multiplizieren und so-
dann als gewthnliches k-dimensionales Integral iiber den Parame-
terbereich auswerten. Ist die Parametrisierung in Gleichungsform
¥ = Z(uy,...,u) gegeben und liegt die Funktion in der Gestalt
f = f(z1,...,x,) vor, dann entsteht die heruntergeholte Funkti-
on natiirlich durch Einsetzen: f(xq(u1,...,ux), ..., o1, ..., ug)),
und selbst wenn Sie gelegentlich diese Funktion der u; in der Nota-
tion f(uy,...,u) antreffen, so sollen Sie das zwar moglichst nicht
nachmachen, aber doch erraten kénnen, dass der Autor die in den
Koordinaten ausgedriickte Funktion f, also @ — f o h™!(%) damit
meint.

Bevor wir weitergehen, wollen wir uns die Formel fiir die Integra-
tion in Koordinaten in den Fallen n = 3 und k£ = 1,2, 3 einzeln
anschauen.

T Z=Z(t) T 7 = Z(u,v) T T = &(u1, ug, uz)
— g
Linie, k =1 Fléche, k = 2, Volumen, k = 3

1. Fall: Linienintegral im Kurvenparameter. Die Parametri-
sierung ist jetzt eine Kurve ¢ — ~(t), und dafiir wissen wir von
frither, dass das Linienelement d'F := ds = ||¥(t)| dt ist, aber wir
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wollen iibungshalber auch sehen, wie das mittels der Gramschen De-
terminante richtig herauskommt: die Koordinatenbasis von T’ ) M
ist einfach (%(t)), die Matrix des metrischen Tensors also die 1x1-
Matrix mit dem Eintrag 4(¢) - () = ||7(¢)||?, die Wurzel aus der
Gramschen Determinante also /g(t) = ||4(t)||, wie es sein soll. [

2. Fall: Gewohnliches Fliachenintegral in Koordinaten. Die
beiden Koordinaten bezeichnen wir wie in der klassischen Flédchen-
theorie mit u und v, die Parametrisierung ist dann in der Form
Z = Z(u,v) zu denken. Auch hier haben wir eine von der obi-
gen Herleitung unabhingige Moglichkeit, das Fldchenelement zu
bestimmen, da wir den Fldcheninhalt des von der Koordinatenba-
sis (257 g‘f ) von T, M aufgespannten Parallelogramms als die Norm
des Kreuzproduktes schon kennen (Lemma 4 in Abschnitt 12.4 im
ersten Band), es sollte deshalb

oF _ oF
4P = g, * 5, | dude

gelten, und so ist es auch. Andererseits ist die Matrix des metrischen
Tensors, in der Notation der klassischen Flachentheorie?

o 0¥ 0F  OF

(E F)_(au.au 8u'0v>
o\ ez oz oz ox |

PG ov  Ou v Bv

das Flachenelement wird deshalb mittels der Gramschen Determi-
nante zu

dF = VEG — F2du dv .

Eigentlich sind wir nicht verpflichtet, die Gleichheit der beiden Fas-
sungen von dF' zu zeigen, wir wissen sie ja aufgrund der Herleitun-
gen, beide stellen eben den Fléacheninhalt eines gewissen Parallelo-
gramms dar. Andererseits muss doch wohl einfach eine Rechenregel
fiir das Kreuzprodukt dahinter stecken, leider eine, die ich versdumt
habe in den Abschnitt 12.4 des ersten Bandes mit aufzunehmen und
deshalb jetzt nachtragen muss:
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Lemma (Nachtrag zum Kreuzprodukt): Fiir a, 5, 7,7 € R3
gilt stets
"y

BEWEIS: Beide Seiten sind quadrilinear, also geniigt es, die Formel
fiir die Basisvektoren €7, €5, €3 zu verifizieren. Man sieht sofort, fiir
welche Fiille die linke Seite Null ist und dass dann jeweils auch die
rechte Seite verschwindet. Aus Symmetriegriinden bleibt o0BdA der
Falla =7 = 61,52 iy = €5 zu priifen, und in diesem Fall lautet die
Behauptung €3 - €5 = det (é (1))7 was offenbar richtig ist. O

8
ST

a-

(dxb)-(i*’xy”):det<g.

8
Sl

3. Fall: Volumenintegral in Koordinaten. Jetzt sind U und U’
beide offen in R3, wir sind im gewéhnlichen Falle der Transforma-
tionsformel und wissen schon

dV = |det J (@)| duidusdus ,

wobei J, (@) die Jacobimatrix der Parametrisierung & = (@) be-
zeichnet. Dass die Matrix des metrischen Tensors in den u-Koor-
dinaten das Matrizenprodukt J;Jw ist, folgt hier direkt aus der
Definition

Yij = aul ' an k=1 au, an ’

und so sehen wir |det J,(@)| als die Wurzel aus der Gramschen
Determinante. ]

So kiime man also im R? fiir alle Linien-, Flichen- und Volumen-
integrale auch ohne Gramsche Determinante aus? — Ja. Es gibt
jedoch keinen Grund, in eine Richtung hin dogmatisch zu werden.
Bei der Integration in Koordinaten ist die Methode mit der Gram-
schen Determinante begrifflich {iberlegen, weil sie einheitlich fiir
Flichen beliebiger Dimension funktioniert, und dariiber hinaus.?
Das entwertet aber nicht jene Spezialformeln, die bei engerem An-
wendungsbereich die Vorteile einer besonderen Situation ausnutzen.
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30.2 Koordinatenunabhéngige Integration
iitber die ganze Flidche

Wir wollen ja Integrale [ ulf d"F iiber die ganze Fliche definieren,
und da féllt uns als das Néchstliegende natiirlich ein, die Fléche in
kleine Stiickchen zu zerlegen, M = M; U --- U My, iiber die man
einzeln in Koordinaten integrieren kann, und das Gesamtintegral
durch
fd'F = | fdF+- -+ fd'F

M My My
zu definieren. Will man nur eine heuristische Vorstellung vom Fla-
chenintegral geben und kann fiir die Details auf die Mathematik-
vorlesungen verweisen, so ist auch nichts dagegen zu sagen. Hier
sind wir aber ‘in den Mathematikvorlesungen’ und miissen leider
feststellen, dass diese Idee nicht praktikabel ist.

Der Grund ist die Empfindlichkeit des Riemannschen Integral-
begriffs gegeniiber missgestalteten Integrationsbereichen. Sie erin-
nern sich aus dem ersten Band (Abschnitt 7.2) wie einfach es ist, im
R? oder allgemeiner im R¥ eine beschrinkte Teilmenge ., anzuge-
ben, iiber die schon die konstante Funktion f = 1 nicht Riemann-
integrierbar ist. Die Definition eines brauchbaren Fléchenintegral-
begriffs {iber das Zerschneiden der Fliache zu fiihren verlangte als
Vorarbeit, die Zerschneidbarkeit jeder k-dimensionalen Fliche in
Stiicke zu beweisen, die in Koordinatenbereiche passen und inte-
grationstechnisch gutartig sind. Das wére zwar nicht unméglich,
aber angesichts unserer Hilfsmittel ein Albtraum.

Mit dem viel robusteren Lebesgue-Integral ginge das ganz ein-
fach. Trotzdem haben wir hier ausnahmsweise einmal keinen An-
lass, unsere Beschrankung auf das Riemann-Integral zu bedauern.
Denn spétestens wenn es mit den vektoranalytischen Integralsétzen
ernst wird, geht man sowieso zu dem modernen, fiir beide Integral-
begriffe gleich gut funktionierenden Verfahren iiber, das darin be-
steht nicht die Fldche zu zerschneiden, sondern den Integranden in
eine Summe

f=htet
von Integranden mit kleinen Trdgern zu zerlegen. Wie man das
macht und welche Vorteile es hat, will ich in diesem Abschnitt er-
kléren.
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Definition: Unter dem Trdger einer Funktion f : M — R ver-
steht man den Abschluss

Trf:={peM|flp)#0}c M

in M der Menge aller Punkte, an denen f nicht Null ist. Wir wollen
sagen, eine Funktion f : M — R auf einer Fliche M habe einen
kleinen Trdger, wenn Tr f kompakt und in einem Kartenbereich

U fir M enthalten ist. O
M Tr f
3
_f, R
Null auf
M~\U

|
L)

Veranschaulichung® einer Funktion mit kleinem Triger

Die Definition ist fiir eine k-dimensionale Flache M C R™ gedacht,
aber Tr f wird genau so definiert, wenn M irgend ein topologischer
Raum ist. Den Begriff des Abschlusses oder der abgeschlossenen
Hiille, wie man auch sagt, hatten wir im ersten Band im Abschnitt
19.3 besprochen. Demnach besteht M \Tr f aus jenen Punkten, die
eine Umgebung besitzen, in der f identisch Null ist. Beachten Sie,
dass auch im Falle einer Flache M C R"™ wirklich der Abschluss in
M gemeint ist, nicht der eventuell etwas grofiere Abschluss in R,
dass also auf die Teilraumtopologie von M Bezug genommen wird.
Ist zum Beispiel f : M — R nirgends Null, so ist Tr f = M, grofer
kann der Trager nicht werden, auch wenn zum Beispiel M die offene



30.2 Koordinatenunabhéngige Integration 183

Einheitskreisscheibe in R? ist, deren Abschluss in R? schon groBer,
namlich die abgeschlossene Kreisscheibe ist.

Lemma und Definition: Sei M eine k-dimensionale Fléiche. Eine
Funktion f : M — R mit kleinem Tréger heifit Riemann-integ-
rierbar iiber M, wenn fiir ein (dann jedes) den Tréager umfassende
Koordinatensystem (U, h) das Integral in Koordinaten, also

\/9 dul

h(Tr f)

existiert, wobei g : h(U) — R wieder die Gramsche Determinante
bezeichnet. Das Integral ist dann unabhéngig von der Wahl des
Koordinatensystems, heiit das Integral von f tiber M und wird
mit [, f d*F bezeichnet.

BEWEIS: Seien also (U, h) und (U, h) zwei den Tréiger umfassende
Karten. Wir haben

for@va@du= [ ol @/ad ¢

h(Tr f) h(Tr f)

zu zeigen. Wer die Motivation der Koordinaten-Integralformel im
vorigen Abschnitt verfolgt hat, wird die Beweisbediirftigkeit dieser
Gleichung nicht gerade lebhaft spiiren, denn der koordinatenun-
abhéngige Sinn des Flidchenintegrals lag dieser Motivation ja intui-
tiv zugrunde. Aber wenn der Beweis auch nur noch eine Formsache
wiére, fithren miissen wir ihn.

Dazu berufen wir uns auf die Integraltransformationsformel aus
dem Abschnitt 17.3 im ersten Band. Dort waren ein Diffeomorphis-
mus (die ‘Transformation’) ® : Q = (¥, eine kompakte Teilmenge
B C Q und eine Funktion auf € gegeben, und es ging darum,
das Integral dieser Funktion iiber ®(B) durch ein Integral iiber B
auszudriicken, wobei |det Jp| als Korrekturfaktor in Erscheinung
trat. In unserem Anwendungsfall ist jetzt Q := h(U N 17) und
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Q' := h(U N U), die Transformation ist die Koordinatentransfor-
mation ® := h o h7!|, die kompakte Teilmenge ist B := h(Tr f)
und die Funktion /g (f o h1)|€Y.

U

B ~ .
®=hoh! o h=1)|Q

D | Q| e .

/ /

7 7

RMUNT) = Q rUNT) =

Integrand mit kleinem Tréger, in zwei verschie-
denen Koordinatensystemen betrachtet

Um die zu beweisende Formel als Anwendungsfall der Integraltrans-
formationsformel zu erkennen, brauchen wir daher nur noch zu zei-
gen, dass

V(@) det Jo ()| = /§(8(a))

fiir jedes u € €2 gilt. Sei p der entsprechende Punkt auf der Fléche,
also h(p) = @. Nun betrachten wir noch einmal einen beliebigen
isometrischen Isomorphismus ¢ : R* = T, M, um die Beziehung zwi-
schen dem Kartendifferential dh, und der Gramschen Determinante
herzustellen, wie wir es im vorigen Abschnitt getan haben. Sei A
die Matrix, die dpz = dh,, ! beziiglich ¢ darstellt, und analog A:

T,M

A A

RFf ——— RF «—— Rk
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Dann ist \/g(ﬂ') = |det A| und \/ﬁ(‘b(ﬁ)) = |det g| Wegen A1A =
dhy, o dh,' = J (1) folgt die behauptete Formel. O

Damit sind wir einen Schritt weiter. Wenigstens fiir Funktionen
mit kleinem Tréger haben wir jetzt einen koordinatenunabhéngigen
Fléchenintegral-Begriff, nicht nur so ungefahr und heuristisch, son-
dern mit allem mathematischen Detail. Freilich steht das Integral
unter dem Vorbehalt der Integrierbarkeit, das ist nicht zu vermei-
den. — Konnte es nicht vorkommen, dass die Riemann-Integrier-
barkeit einer Funktion mit kleinem Trager an der bizarren Gestalt
dieses Trégers scheitert, auch wenn die Funktion sonst sehr harm-
los ist, etwa konstant 1 auf dem Triger? — Allerdings.>— Werden
wir da mit unserer Idee, allgemeinere Integranden in Summen von
Integranden mit kleinen Trégern zu zerlegen, nicht in ganz &hnliche
Schwierigkeiten kommen wie beim Flidchenzerschneiden? Statt der
Fléchenstiicke miissen wir die Tréger unter Kontrolle halten, ist das
wirklich einfacher?

Guter Einwand! Doch werden wir diesem Problem dadurch ent-
gehen, dass wir die Zerlegung f = f1 + - -+ f. in Summanden mit
kleinen Trigern so vornehmen werden, dass sich, etwas pauschal
gesagt, ‘gute Eigenschaften’ von f bei den Summanden f; wieder-
finden. Insbesondere werden die f; stetig sein, wenn f es war. Ste-
tige Funktionen mit kleinem Tréger sind aber immer integrierbar,
denn der Integrand (f o h_l)\/g bleibt stetig, wenn man ihn durch
Nullsetzen aulerhalb A(Tr f) zu einer Funktion auf einem Quader
@ erginzt:

Lemma: Jede stetige Funktion f: M — R mit kleinem Tréger ist
itber M integrierbar.’ O

Nun zum Integrandenzerlegen. Im Interesse einer iiber den Tag hin-
ausreichenden Qualitédt wollen wir den M umgebenden Raum R"
nicht zu Hilfe nehmen, sondern mit Koordinatensystemen fiir M
auskommen. Auch wollen wir im Hinblick auf die Integralsétze der
Vektoranalysis alles schon so einrichten, dass C*°-Integranden in
C*-Summanden zerlegt werden.

Der Technik zugrunde liegen jene merkwiirdigen C'*°-Funktio-
nen auf R, die aus identisch verschwindendem Winterschlaf auf der
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negativen Halbachse zu strikt positiven Werten fiir alle z > 0 auf-
steigen konnen, wie sie uns im Abschnitt 25.1 schon begegnet wa-
ren, wo wir das manchmal etwas heikle Verhéltnis zwischen C°°-
Funktionen und ihren Potenzreihen diskutiert hatten.

Sei A : R — R eine solche Funktion, also A(z) = 0 fiir z < 0
und z.B. A(z) := e« fiir alle z > 0 oder A(z) := e+ fiir alle
x > 0. Durch pu(z) := A(1 — 2)A(1 + ) erhalten wir daraus eine
C*-Funktion p : R — R} mit z(0) > 0 und dem Triiger [—1,1]:

-\

1 \ 1

Aus Null aufsteigende Funktion Standard-Buckelfunktion p

Aus g : R — R$ machen wir uns eine C°-Funktion u* : R¥ — RY
mit der abgeschlossenen e-Kugel als Triiger, p* () := p(||i@/c|?).

Rk

Buckelfunktion p¥ auf R* mit e-Kugel als Triger

Ist dann (U, h) eine Karte um p € M und oBdA h(p) = 0, so
brauchen wir nur € > 0 so klein wéhlen, dass die abgeschlossene
e-Kugel in U’ liegt, um auf M durch

o,(q) = { g?(h(q)) ii(i)zgte U

eine C*-Funktion 0, : M — R} zu erzielen, fiir die o,(p) > 0 gilt
und deren Triger kompakt ist und in dem Kartenbereich U liegt.”



30.2 Koordinatenunabhéngige Integration 187

Op

s

<

U/
Konstruktion einer kleinen Buckelfunktion um p auf M

Definition: Eine C°°-Funktion ¢ : M — R* mit o(p) > 0 und
kompaktem, in einem Kartengebiet liegenden Tréger wollen wir eine
Buckelfunktion auf M um p mit kleinem Trdger oder kurz
eine kleine Buckelfunktion um p nennen. O

Die Zerlegung eines Integranden wird mit Hilfe kleiner Buckelfunk-
tionen bewerkstelligt. Am einfachsten ist das, wenn die Fliche M
kompakt ist, diesen Fall betrachten wir deshalb zuerst, und da-
nach gebe ich an, wie man mit einem kleinen Kniff die Methode
anwendet, wenn der Integrand kompakten Trager hat — andere In-
tegranden betrachten wir sowieso nicht — die Flache aber nicht
kompakt zu sein braucht.

Sei also M kompakt. Dann zerlegen wir zuerst die konstante
Funktion Eins in eine Summe 7 + - - - + 7, = 1 von kleinen Buckel-
funktionen und haben dann fiir jeden Integranden f wie gewiinscht
f=1-f=nf++nf=fi++/f=

Definition (Zerlegung der Eins®): Sei M eine k-dimensionale
Fliche. Unter einer Zerlegung der Eins auf M verstehen wir
eine endliche Familie (74, . . ., 7,) von C*-Funktionen 7; : M — [0, 1]
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mit jeweils in einem Kartenbereich enthaltenen (nicht notwendig
kompakten) Triagern und der Eigenschaft

4t =1

auf ganz M. O

Lemma: Auf jeder kompakten Fliche M gibt es Zerlegungen der
FEins.

BEWEIs: Wihle zunéchst zu jedem p € M eine kleine Buckelfunk-
tion o, : M — R{. Dann ist {0, (R*)}pen eine offene Uber-
deckung von M. Da M kompakt ist, gibt es p1,...,p, € M mit

M=oc,"(RY)U---Ug, (R).

Das bedeutet aber nichts anderes, als dass die Summe der r» Buckel-
funktionen o, iiberall positiv auf M ist und deshalb gefahrlos in
den Nenner geschrieben werden darf, wenn wir jetzt

op.(P)
7i(p) = "
0py (p) + -+ + 0y, (p)
fir alle p € M und ¢ = 1,...,r definieren. O

Was tun wir aber, wenn zwar ein Integrand mit kompaktem Trager
K gegeben, die Fliche M selbst aber nicht kompakt ist? Wir wéhlen
pr,--pr € Kmit K C o, '(RT)U--- U, '(RY) := Q. Dann
ist die Summe der r Buckelfunktionen o, nur noch auf €2 positiv
und konnte deshalb nicht mehr gefahrlos in den Nenner geschrieben
werden, wenn wir Funktionen 7; auf ganz M definieren wollten.
Aber weshalb sollten wir? Auflerhalb €2 ist der Integrand ohnehin
identisch Nulll Wir benutzen deshalb die gleiche Definition

Op; (p )

7i(p) = Tp (p) + -+ + 0. (D)

jetzt nur fiir die p €  und haben damit gezeigt:
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Lemma: Ist M eine k-dimensionale Fldche und K C M kompakt,
dann gibt es jedenfalls eine Zerlegung der Eins auf einer offenen
Umgebung €2 von K in M. O

Das geniigt uns auch als Werkzeug fiir die Definition der Integration
von Funktionen auf Fléchen:

Lemma und Definition (Integration auf Flichen): Es sei M
eine k-dimensionale Fldche im R™. Eine Funktion f : M — R mit
kompaktem Tréger heifit Riemann-integrierbar tiber M, wenn
fiir eine (dann jede) Zerlegung der Eins (11, ..., T.) auf einer offenen
Umgebung des Trégers von f in M die Funktionen 7;f : M — R,
die ja nun alle kleinen Trdger haben, Riemann-integrierbar® iiber
M sind. Die Summe

/ﬁfdkF+~--+/nfdkF::/fdkF
M M M

ist dann von der Wahl der Zerlegung der Eins unabhéingig und heift
das Integral von f iiber M.

KcQ

“Zd1” auf Q) geniigt uns, denn Tr f =: K C Q

BEWEIS DES LEMMAS: Seien also die 7; f integrierbar und gegeben
sei eine zweite Zerlegung (71, . .., 75) der Eins auf einer in M offenen
Umgebung Q von Tr f. Wir miissen zeigen, dass dann auch jedes
7, [ integrierbar ist und ; [, 75 f d*F = 5; [, 7 f d*F gilt.

Dazu bemerken wir zuerst, dass in der gewchnlichen flachen
Analysis das Produkt zweier Riemann-integrierbarer Funktionen
wieder Riemann-integrierbar ist. Sind namlich fi, fo : @ — R zwei
beschrinkte Funktionen auf einem kompakten Quader, oBdA bei-
de positiv (sonst Addition einer Konstanten), sind C;, Cy obere
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Schranken und sind f;, f; in Zangen mit beziiglich (0BdA) ein und
derselben Quaderunterteilung genommen, mit Integraltoleranzen ¢,
und €5, dann sieht man sofort, dass f; - fo in eine Zange mit To-
leranz €,C5 + £5C7 genommen werden kann. Also kann auch fifo
in Zangen mit beliebig kleiner Integraltoleranz genommen werden,
ist also integrierbar. Daraus folgt aber, dass mit 7; f auch 7;7; f und
somit auch

G (nf e nf) =5

integrierbar sind, Anwendung einer Karte um Tr fNTr 7; fithrt diese
Aussage ja auf die gewdhnliche Integration im RF zuriick. Durch
Rechnen in einer Karte um Tr f N'Tr 7; sieht man andererseits auch

/TzfdkF Z [ dF

M

weil 37; auf dem Tréger von f konstant 1 ist, und deshalb haben
wir schliefllich

i:f;l/MnfdkF _ ;/WNF

® HM~

= Z TJTZde

j=1

3

= 7 f dF

j=1J M
was noch zu zeigen gewesen war. O
Notiz: Offenbar ist jede stetige Funktion f : M — R mit kompak-

tem Tréger Riemann-Integrierbar, denn die 7;f sind ja dann immer
noch stetig und haben kleinen 'Trager. ([l

Damit ist das Riemannsche Integral iiber k-dimensionale Flédchen
vollsténdig etabliert.

Wie Sie wissen, sind mathematische Begriffsbestimmungen nicht
immer gleichzeitig auch praktische Rechenvorschliage. Sie werden
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kaum Anlass haben, eine Zerlegung der Eins im konkreten Fall ex-
plizit zu konstruieren, um die einzelnen Integrale |, uTif d*F nume-
risch zu berechnen. Alles an seinem Ort!

Die Wahl einer Zerlegung der Eins ist als ein mathematisches
Gedankenexperiment zu betrachten, das dazu dient, eine globale
Fragestellung iiber ein Objekt mit grofem Triager auf der Fliche
auf die Situation mit kleinem Triger zu reduzieren, und zwar ohne
jene Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsverluste, die ein Zerschnei-
den der Fliche mit sich brichte. Wie niitzlich das ist, werden Sie
beim Beweis der Integralsétze der Vektoranalysis, bei denen ja auch
Differentialoperatoren mitspielen, wieder sehen kénnen.

30.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe R30.1: Eine Kurve 7 : [t1, 3] — M sei in lokalen Koordi-
naten ui, ..., u; durch ihre Koordinatenfunktionen u;(t) beschrie-
ben, i = 1,... k. Driicken Sie den Integranden des Integrals

to
¢~ [ It
t1

fiir die Bogenlénge der Kurve durch die Koordinatenfunktionen und
die Matrix des metrischen Tensors aus.

Aufgabe R30.2: Sei 0 < r < R und M C R? die Oberfliche des
Torus mit Innenradius R —r und Auflenradius R+r. Berechnen Sie
die Matrix des metrischen Tensors und die Gramsche Determinan-
te in den Winkelkoordinaten ¢ und 6 der in der Aufgabe R17.4a
im ersten Band eingefiihrten Toruskoordinaten.Vergleichen Sie Thr
Ergebnis mit dem von R17.5.

Aufgabe R30.3: Auf einem Rechteck D C R? sei eine C*°-Funk-
tion z = z(z, y) implizit durch f(x,y, z) = 0 gegeben. Wir schreiben
zur Abkiirzung 0f /0x =: f, usw. Zeigen Sie, dass der Flicheninhalt
der Graphenfliche durch

1
dF:/ f2+ f2+ 2 dady
/M RV
gegeben ist.
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Aufgabe T30.1: Sei M eine k-dimensionale Fliche im R". Fiir
einen Punkt p € M seien G und G die Matrizen der metrischen
Tensoren in zwei Koordinatensystemen um p und J die Jacobima-
trix der Koordinatentransformation. Wie berechnet man G aus G
und J, d.h. wie “transformiert sich der metrische Tensor”?

Aufgabe T30.2: a) Es seien V und W k-dimensionale euklidische
Vektorrdume und f : V' — W linear. Zeigen Sie, dass |det f| als der
Betrag der Determinante der Matrix von f beziiglich orthonormaler
Basen wohldefiniert, d.h. nicht von der Wahl dieser Basen abhéngig
ist. b) Erraten, begriinden und (mdoglichst) beweisen Sie eine Inte-
graltransformationsformel fiir Diffeomorphismen ® : M — N zwi-
schen k-dimensionalen Fliachen im R™.

Aufgabe T30.3: Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung
zwischen k-dimensionalen Fldchen im R™ und p € M, so sei hier
mit Af(p) der Betrag |detdf,| der Determinante des Differentials
dfy : Ty,M — TpeyN beziiglich Orthonormalbasen bezeichnet. Sei-
en nun Koordinatensysteme um p und f(p) gegeben. Bestimmen
Sie Af(p) aus den beiden Gramschen Determinanten und aus der
Jacobimatrix der in den Koordinaten ausgedriickten (“herunterge-
holten”) Abbildung f.



Klassische Vektoranalysis III:
Berandete Flachen und Integralsétze

31.1 Berandete k-dimensionale Flachen

Die Integralsitze der Vektoranalysis handeln von berandeten Fla-
chen, sie setzen ndmlich ein Integral iiber eine k-dimensionale be-
randete Fliche mit einem Integral {iber deren (k—1)-dimensionalen
Rand in Beziechung.

Definition: Eine Teilmenge M C R”™ heifit eine k-dimensionale
berandete Fldche, wenn es moglich ist, zu jedem p € M einen
Diffeomorphismus H : W — W’ einer offenen Umgebung W von p
in R™ auf eine offene Menge W’ C R" so zu finden, dass

HWNM) =R x0)nW

gilt, wobei R* den abgeschlossenen linken Halbraum bezeichnet,
dh. RF .= {# e R¥ | 2, <0}. (]

Th+1y---5Tn

Veranschaulichung von R* x 0 c R”

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Auch in diesem Zusammenhang nennen wir H : W = W' wieder
einen Flachmacher oder eine dufSere Karte von M um p und spre-
chen von der zugehérigen inneren Karte h : U — U’, durch die
man die Einschréankung von H auf U := W N M beschreiben kann,
wenn man U’ C R* als die Teilmenge mit U’ x 0 = (R¥ x 0) N W’
versteht. Anschauung:

MW
é WnM

H lH\WﬂM

M

W/

T

T

W' N (R* x 0)

Flachmacher H : W—W' um Der Fall k=2 und n=3, wobei
einen “Randpunkt” p € M im aber W und W' selbst nicht
Falle k=1 und n=2. eingezeichnet sind.

Wenn U’ den Rand OR* := 0xR*! von R* C RF nicht trifft, dann
ist H eben ein ganz gewohnlicher Flachmacher, wie wir sie bei den
gewohnlichen k-dimensionalen Flachen im R™ antreffen.

Zwischen den Extremen der bloflen Anweisung: “Mit berandeten
Fldchen geht man ganz analog wie mit unberandeten um” einerseits
und einer pedantischen Verallgemeinerung jedes einzelnen Schrittes,
den wir bisher in Fliachenland gegangen sind, auf den Fall beran-
deter Flachen andererseits, will ich einen verniinftigen Mittelweg
suchen. Zuerst einmal gebe ich Thnen Beispiele. Noch dabei sind
unsere bisherigen Fléchen:
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Bemerkung 1: Jede gewohnliche (‘unberandete’) Flache M ist
auch eine berandete Fliache im technischen Sinn der obigen Defini-
tion, denn um jeden Punkt p € M lédsst sich leicht ein Flachmacher
finden, dessen inneres Kartenbild U’ ganz im linken Halbraum R
landet. O

U=WnM

U/

Kartenbild links? Kein Problem. Gewohnliche Flédchen sind
auch “berandete” Flichen (mit leerem Rand).

Wir brauchen ja nur einen Flachmacher mit beschranktem Bild zu
wihlen und eine geeignete Translation nach links noch anzuschlie-
Ben. — Wo ist dann aber der ‘Rand’ von M? — Der Rand ist leer,
das macht doch nichts. Beachten Sie {ibrigens, dass wir zwar den
Begriff der berandeten Fléiche definiert haben, aber formlich noch
nicht, was der ‘Rand’ ist. Anschaulich ist’s freilich klar.

Oftmals begegnen uns berandete k-dimensionale Fldchen als
Teilmengen unberandeter k-dimensionaler Flidchen:

Bemerkung 2 und Definition: Ist M eine unberandete k-dimen-
sionale Fldche im R™ und My C M eine Teilmenge, so dass es um
jeden Punkt p € My eine Karte (U, h) fiir M mit

h(U N M) = h(U) NRE

gibt, dann ist My eine k-dimensionale berandete Fldche im R™ und
heift eine berandete Teilfliche von M. O
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M,

M

Berandete Teilfliche My einer unberandeten Fliche M

Bemerkung 3: Ist M eine unberandete k-dimensionale Fldache und
sind a < b reguldre Werte einer C*°-Funktion f : M — R, so ist
FYa, b)) = {p € M | a < f(p) < b} eine berandete Teilfléiche
von M.

M R

Al() = f_l([ll, bD

K

Berandete Teilfléche als Urbild eines abgeschlossenen Intervalls

Analog natiirlich auch f~'([c,00)) oder f~'((—oo,c]), wenn c re-
guldr ist. O

Noch konkreter wird die soeben geschilderte Situation, wenn auch
M schon durch regulédre Nebenbedingungen beschrieben ist. Dann
ist My vollstandig durch Gleichungen und eine einschliefende Un-
gleichung definiert. So werden Thnen die berandeten Flichen in der
Praxis oft vorliegen:
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Bemerkung 4: Sei B C R" offen und ¢ € R™ reguldrer Wert
einer C'*°-Abbildung U : B — R™. Sei ferner f B — R eine C°-
Funktion und fiir ein a € R sei (a,¢) € R x R™ regulédrer Wert von
(f, \f/) : B — R x R™. Dann ist die durch

a
C1

L2~
e
A

\Ijm (f) = Cnm

beschriebene Teilmenge My von B eine berandete Teilfléiche von
M := U~Y(é). Ebenso natiirlich fiir die Ungleichung f(Z) > a oder
fiir a < f(&) < b, wenn (a, ) und (b, €) beide regulér sind. O

Das alles folgt routineméflig aus dem Umkehrsatz bzw. dem Satz
vom reguliren Punkt. Die Beweise wiren gute Ubungsaufgaben fiir
das Kapitel 26, wenn dafiir noch Ubungsbedarf bestehen sollte.

Bemerken sollten wir vielleicht auch, dass aus vorhandenen be-
randeten Flichen neue durch Anwenden von Diffeomorphismen ent-
stehen, genauer:

Bemerkung 5: Ist B C R" offen, M C B eine berandete k-
dimensionale Fliche und ® : B — B’ ein Diffeomorphismus auf
eine andere offene Teilmenge des R", so ist auch ®(M) C B’ eine
berandete k-dimensionale Fléche. (]

Was {ibrigens den Fall £ = 0 angeht, so wollen wir uns nicht dariiber
streiten, ob die Definition da noch zweifelsfrei lesbar ist, sondern
unmissverstindlich vereinbaren:

Vereinbarung: Unter einer nulldimensionalen berandeten
Fldche im R"™ verstehen wir eine gewo6hnliche, unberandete null-
dimensionale Fléache, also eine diskrete Teilmenge des R™. O

In der klassischen Vektoranalysis auf einem offenen Bereich X im R?
spielen natiirlich die in X gelegenen zwei- und dreidimensionalen
berandeten ‘Flichen’ im R3? eine besondere Rolle. In diesem Um-
feld wird man das Wort Fldchen besser fiir die zweidimensionalen
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Flachen reservieren und statt von dreidimensionalen berandeten
Flachen von berandeten Volumen oder berandeten Volumina
im Raume R? sprechen. Auch die gleichsam ‘dimensionsneutrale’
Bezeichnung berandete Untermannigfaltigkeiten, bei Bedarf
mit dem Zusatz ‘k-dimensionale’; steht immer zur Verfiigung.

Voll-Ellipsoid: Volltorus mit Radien R und r:
2 2 2 (R + £cos ) cos ¢
22+z2+22 <1 {( (R+Zcos€)sin<,a)|0§€§T,¢,06R}
£sin 6

Berandete Volumina im Raume

Berandete Volumina sind in der Praxis oft durch eine Ungleichung
flz,y,2) < a oder durch a < f(z,y,2) < b auf M := X gege-
ben, wie in Bemerkung 3 beschrieben. Man hat dann nur darauf zu
achten, dass a und b regulidre Werte von f sind. Bei (zweidimensio-
nalen) berandeten Flichen im Raum kommt, wie in Bemerkung 4,
noch eine Gleichung ¥(x,y, z) = ¢ dazu:

Rand I

Rand
s2
Untere Halbsphiire S : Eine Teilfliche des einschaligen
22 +y2+22=1und 2 <0. Hyperboloids: x?4+y>—2?=1 und

-1 <z<1.
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Soviel iiber Beispiele. Ob Sie eine k-dimensionale berandete Fl&-
che im R", der Sie im wirklichen Leben begegenen, auch als solche
erkennen werden? Ich denke, das diirfen Sie jetzt ruhig auf sich
zukommen lassen. Was Sie iiber die Analysis auf Fldichen, soweit
Sie sie fiir unberandete Flidchen schon kennen, fiir den berandeten
Fall noch zusétzlich wissen miissen, erkldre ich Thnen im folgenden
Abschnitt.

31.2 Analysis auf berandeten Fliachen

Seit wir {iberhaupt Differentialrechnung in mehreren Variablen be-
treiben, haben wir immer Funktionen und Abbildungen auf offenen
Teilmengen des R™ betrachtet, weil wir um jeden Punkt eine offene
Kugel, so klein sie auch sei, im Definitionsbereich haben wollten, um
Differential, partielle Ableitungen, Jacobimatrix, C*-Eigenschaft,
Taylorentwicklung usw. unbehindert bilden zu kénnen (‘Schutzku-
gel’). Deshalb haben wir auch dafiir gesorgt, dass die Kartenbilder
U’ C RF fiir k-dimensionale Flichen offen waren, damit wir auf
heruntergeholte Funktionen oder Abbildungen foh™!: U’ — R™
die ganz gewohnliche flache Analysis anwenden koénnen.

U
' f R™

Thil /f;h‘l

in U’ vorhanden ~ -

@

Kugel um h(p)

Heruntergeholte Abbildung

Jetzt auf einmal bekommen wir es mit Karten (U, h) zu tun, die
zwar auch offen in M sind, aber dieser Offenheit in der Topologie
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von M entspricht jetzt die Offenheit von U’ C R* in der induzierten
Topologie des Halbraums, und da kann es vorkommen, dass ein
Punkt in U’ keine Schutzkugel mehr hat:

L
lh

Nur noch halbe Kugel

U um h(p) in U’ zu finden.

Analysis am Rande?

Was soll es jetzt iiberhaupt heifien, dass z.B. f o h™! bei h(p) lokal
C ist? Antwort: wenn es dort lokal C* erweiterbar ist.

Definition: Sei X C R* offen in R* und sei € X. Eine Abbil-
dung f: X — R™ heifit lokal bei x differenzierbar (wie immer
hier im C*°-Sinne gemeint, aber analog fiir jeden schwécheren Dif-
ferenzierbarkeitsbegriff), wenn es eine in R offene Umgebung €,
von z und eine differenzierbare Abbildung ¢ : Q, — R™ gibt, die

auf , N X mit f {ibereinstimmt. O
T2,..., Tk
Q, hier f zu
g : Q; — R™ fortsetzen
7
1

Zum Begriff der lokalen Differenzierbarkeit an Randpunkten
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Wie soll man feststellen, ob so eine Umgebung 2, und eine
C*>®-Abbildung g : Q, — R™ mit g|Q,NX = f|QNX existiert?
Kommt hier eine neue Art von Problemen auf uns zu? — Gewdhn-
lich wird das einfach vorausgesetzt sein und Sie brauchen gar nichts
festzustellen, und im konkreten Falle, in dem f durch eine Formel
oder sonstige Beschreibung gegeben ist, wird eben diese Formel oder
sonstige Beschreibung in aller Regel iiber den Rand hinaus lesbar
sein und deshalb das geforderte g liefern. Also nur keine Sorge. Es
handelt sich wieder einmal um ein “Gedankenexperiment zur Be-
griffserklarung”, nichts weiter.

Fiir die Punkte x = (1, ..., 2%) mit ; < 0 bedeutet der Begriff
sowieso nichts Neues, interessant ist er nur fiir die “Randpunkte”:

Definition: Ist X offen in R*, so heifien die Punkte von
0X := X N (0 x RF Y
die Randpunkte von X und die Menge 0X der Rand von X. [

Beachten Sie, dass diese Sprechweise nicht mit der topologischen
Terminologie vertréglich ist, wonach man unter den (topologischen)
Randpunkten einer Teilmenge X eines topologischen Raumes jene
Punkte versteht, die weder innere noch duflere Punkte von X sind.
Fiir das oben skizzierte X zum Beispiel ist weder der topologische
Rand von X C R* noch der topologische Rand von X C R das-
selbe wie 0X.

—> T1 — > I I
topologischer Rand topologischer Rand oX
von X in RF von X in R¥

Testen Sie Thr Verstdndnis an diesen Skizzen, und dann vergessen
Sie den Begriff des topologischen Randes fiir ein paar Wochen, wir
brauchen ihn nicht, wir brauchen nur noch 0.X.
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Eine Abbildung ist also an Randpunkten differenzierbar, wenn
sie sich lokal differenzierbar fortsetzen lasst. Natiirlich ist so eine
lokale Fortsetzung nicht eindeutig bestimmt.

Y Y
RY
x x
C™>-Fortsetzungen der Analog fiir andere Funktionen,
Nullfunktion auf RL analog in mehreren Variablen

Beachte aber: Ist f : X — R™ lokal um =z € 0X differen-
zierbar, so ist zwar die lokale Erweiterung g : €2, — R™ von f
nicht eindeutig bestimmt, wohl aber alle partiellen Ableitungen
Deg(z) =: D*f(z) an der Stelle x, insbesondere auch das Diffe-
rential, die Hesse-Matrix, die Taylorreihe! O

Denn wir konnen ja , q auf Q, NR* am Rand aus der linksseitigen
Ableitung von f bestlmmen die ‘9 - f sind fiir ¢ > 1 sowieso kein
Problem, analog fiir die hoheren Ableltungen

Haben wir nun geklart, was differenzierbare Abbildungen auf in
R* offenen Teilmengen sein sollen, so ist damit auch gesagt, was
Diffeomorphismen zwischen solchen Mengen sind, und eine wichtige
gute Nachricht ist:

Lemma: Jeder Diffeomorphismus f : X — Y zwischen im Halb-
raum RF offenen Mengen respektiert die Réander, f(0X) = 9Y,
und definiert somit einen Diffeomorphismus

floxX 10X = 0y

zwischen den offenen Teilmenge 0X und 0Y des R¥~1.

BEWwEIS: Es folgt aus dem gewohnlichen Umkehrsatz, dass kein
x € X N\ 0X nach 9Y abgebildet werden kann, weil nicht einmal
Y selbst, geschweige das Bild einer Umgebung von x unter f eine
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in R* offene Umgebung eines Punktes von 9Y ist. Aus demselben
Grunde kann f~! : Y — X keinen Punkt von Y \ 9Y nach 9X
schicken, was aber heifit, dass der Abbildung gar nichts anderes als

= iibrigbleibt.
f(0X) = 9Y iibrigbleib O
oX Y )%
x f
—
f71
- —>

Diffeomorphismen bilden den Rand auf den Rand ab.

Insbesondere trifft das auf die Kartenwechsel der inneren Karten
zu, die durch die Flachmacher einer berandeten Fléche mitgelie-
fert werden, und deshalb ist kartenunabhéngig wohldefiniert, wel-
che Punkte p € M durch eine Karte auf Randpunkte abgebildet
werden:

Einmal Randpunkt, immer Randpunkt!
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Definition: Sei M eine k-dimensionale berandete Fliche im R™.
Ein Punkt p € M heiit Randpunkt von M, wenn er durch eine
(dann jede) innere Karte (U, h) eines Flachmachers auf einen Rand-
punkt des Kartenbildes h(U) C R* abgebildet wird. Die Menge der
Randpunkte wird mit OM C M bezeichnet und heifit der Rand
von M. O

Aus dem letzten Lemma ergibt sich sofort, dass der Rand M und
das “Innere” M ~.OM einer berandeten k-dimensionalen Fliche im
R™ gewohnliche, unberandete Flachen der Dimensionen k& — 1 bzw.
k im R”™ sind.

Differenzierbarkeit von Abbildungen auf und zwischen be-
randeten Flichen verstehen wir wie im unberandeten Falle als Dif-
ferenzierbarkeit beziiglich der von Flachmachern mitgebrachten ‘in-
neren Karten’ (U, h). Und wie im unberandetern Falle benutzen wir
das, um den Kartenbegriff etwas weiter zu fassen:

Vereinbarung: Unter einer Karte einer berandeten k-dimensio-
nalen Fldche wollen wir kiinftig einen Diffeomorphismus h : U — U’
einer in M offenen Teilmenge U C M auf eine in R* oder R% oder
in ganz R* offenen Menge U’ verstehen.! (]

T z T

Auch Karten im rechten Halbraum oder in ganz
R* werden von jetzt ab zugelassen.



31.2 Analysis auf berandeten Flédchen 205

Auch an den Randpunkten p € M haben wir den ‘vollen’” Tangen-
tialraum 7, M zur Verfiigung, und ist ¢ := h~! die Parametrisierung
zu einer Karte (U, h) um p, so ist

dopg) : RF — T,M
der Isomorphismus, der die kanonische Basis des R* in die Koordi-
natenbasis von T),M iiberfiihrt. Der Tangentialraum 7, M an einem

Randpunkt wird aber durch T7,0M C T,M in zwei abgeschlossene
Halbriume 7" M und T2 M geteilt:

LM T,0M

T8 M W, - ToEM
\

Der duflere und der innere tangentiale Halbraum

Dabei sei Tgn“M der abgeschlossene Halbraum der zur Fléche hin
weisenden Tangentialvektoren. Beziiglich einer Karte in den linken
Halbraum R ist also

T M = dpn)(RY)

das Bild des Halbraums R* unter dem Differential der Parametri-
sierung, und es gilt

T2SM UT™M = T,M und

aufl inn _
TSMOT™M = T,0M .
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Ferner haben wir den Begriff des Differentials
dfp : TpM — Tf(p)N

wie iiblich, auch an Randpunkten, wir haben C'*°-Kartenwechsel
und deren Jacobimatrix, die Matrix (g;;) des metrischen Tensors in
lokalen Koordinaten, die Gramsche Determinante g, alles wie bei
den gewohnlichen, unberandeten Fléichen.

Und schliefflich kénnen wir kleine Buckelfunktionen und mit de-
ren Hilfe zu jedem kompakten K C M eine Zerlegung der Eins auf
einer in M offenen Umgebung 2 von K herstellen:

AN

2

Konstruktion einer kleinen Buckelfunktion um einen Randpunkt

Damit haben wir auch Riemannsche Integrale

/fd’“F

M
von Funktionen f : M — R mit kompakten Tréagern, soweit die-
se eben Riemann-integrierbar sind, was zum Beispiel bei stetigen
Integranden sicherlich der Fall ist. Von solchen Integralen handeln
die Integralsétze.
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31.3 Die Integralsitze von Gaufl und Stokes

Ist M C R? eine (berandete oder unberandete) zweidimensiona-
le Flache, wofiir wir ja jetzt einfach ‘Fléche’ sagen wollten, so ist
der Normalraum (7,M)* fiir p € M eindimensional, und deshalb
gibt es an jedem Punkt der Flidche zwei Normalvektoren der Lénge
1, sogenannte Einheitsnormalenvektoren oder Normalenein-
heitsvektoren.

T,M~+

/ M

Die beiden Normaleneinheitsvektoren im Punkte p

In lokalen Koordinaten mit der Parametrisierung & = #(u,v) sind
sie durch L

Ty X Ty

(170 x T

gegeben, wobei wir wieder gz =: ¥, und gf) =: ¥, abgekiirzt haben.

Solche Normaleneinheitsvektoren kommen in beiden Integralsétzen
vor. Es wird dort nédmlich vorausgesetzt, dass man sich an jedem
Punkte der Flache fiir einen der beiden Normaleneinheitsvektoren
entschieden hat und zwar nicht irgendwie wild durcheinander, son-
dern stetig:

Definition: Sei M C R? eine (zweidimensionale) Fliche. Eine ste-
tige Abbildung N : M — R3 mit
N(p) € (T,M)* und [N (p)|| = 1

fiir alle p € M heifit ein Einheitsnormalenfeld fiir M. Man
sagt auch, dass M durch N orientiert werde und nennt eine Ba-
sis (¥, ¥2) von T,M dann positiv orientiert, wenn (N (p), ¥y, Ua)
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rechtshiandig ist, d.h. wenn die Matrix aus diesen drei Spalten po-
sitive Determinante hat.

Positiver Drehsinn auf einer orientierten Fliche (M, N )

Ein Koordinatensystem fiir eine orientierte Fléche heifit orientie-
rungserhaltend, wenn
- Ty X Ty

gilt. O

Auf einer zusammenhdingenden orientierten Fliache (M, N ) gibt es
nur ein weiteres Einheitsnormalenfeld, ndmlich -N , da ja die Norm
|| Ny — N, || der Differenz zweier Einheitsnormalenfelder nur die Wer-
te 0 und 2 annehmen kann, wegen der Stetigkeit also konstant sein
muss. Insbesondere ist ein Koordinatensystem einer orientierten
Flédche, wenn das Kartengebiet zusammenhéngend ist, entweder ori-
entierungserhaltend oder orientierungsumkehrend in dem na-
heliegenden Sinne, dass dann N (Z(u,v)) = —Ty X T/||Zu X T ||
gilt. Wir notieren zwei unmittelbare Folgerungen daraus:

Notiz 1: Ein Einheitsnormalenfeld N : M — R® ist nicht nur
definitionsgeméf stetig, sondern automatisch auch C'°. O

Notiz 2: Um jeden Punkt einer orientierten Fléche gibt es ein ori-
entierungserhaltendes Koordinatensystem, denn ist h =: (hy, ho)
orientierungsumkehrend, so ist b= (h1, —ho) orientierungserhal-
tend. (]
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Anschaulich darf man sich vorstellen, dass N angibt, welches die
‘Oberseite’ und welches die ‘Unterseite’ der Fliche sein soll: N zeigt
‘in die Hohe’ und —N ‘in die Tiefe’. Manche Flichen haben aber
nur eine Seite, wie zum Beispiel das Mobiusband:

oben o
unten *

unten

nach unten?

Das Moébiusband ist nicht orientierbar

Das bedeutet eben, dass solche Flédchen nicht orientierbar sind. Mei-
stens hat man es aber mit orientierbaren Fliachen zu tun, zum Bei-
spiel gilt:

Notiz 3: Ist B C R? offen und die Fliche M := ¥~'(c) Urbild
eines regulidren Wertes einer Funktion ¥ : B — R, so ist durch

= gradV¥
- |lgrad ¥
ein Einheitsnormalenfeld auf M gegeben. O

Auch der Rand OM einer dreidimensionalen ‘Fliche’ im R3, eines
Volumens M, wie wir sagen wollten, ist immer eine orientierbare
Fléche:

Definition: Unter der Randorientierung cines berandeten Vo-
lumens M im R? verstehen wir die durch N(p) € (T,0M)*NT>5M
fiir alle p € OM festgelegte Orientierung von OM. O
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Die Réander berandeter Volumina im Raum
werden gewohnlich “nach auflen” orientiert.

Eine solche “Auflennormale” gibt es analog an jedem Randpunkt
einer beliebigen k-dimensionalen Fldche im R™, denn stets ist ja
(T,0M)* N T,M eindimensional und enthélt deshalb genau zwei
Vektoren der Lénge 1, von denen einer nach innen, einer nach auflen
weist:

Die AuBlennormale an Randpunkten
einer k-dimensionalen Fléche

Definition: Ist M eine k-dimensionale berandete Flidche in R™ und
p € OM, so heifle der zu M in p tangentiale, zu M normale, nach
auflen weisende Vektor /T(p) der Lénge 1 der tangentiale Aufien-
normalenvektor oder kurz die tangentiale Auflennormale
von M bei p. O

Im Falle n = k = 3 ist A(p) also der oben vereinbarte Einheitsnor-
malenvektor N(p). Im Falle n = 3 und k = 2 aber benutzen wir
ff(p), um eine Konvention iiber die ‘positive’ Durchlaufungsrich-
tung des eindimensionalen Randes OM einer orientierten Flédche
(M, N) zu vereinbaren:

Definition: Sei (M, N ) eine orientierte berandete Fliche im R3.
Fiir p € OM nennen wir denjenigen der beiden Vektoren der Linge
1 in T,0M den positiv gerichteten Tangentialvektor T'(p) an

— — —

oM, fur den (N(p), A(p), T(p)) rechtshéndig ist. O
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Anschaulich bedeutet das: sieht man von oben auf die Fliche, so
durchlduft man den Rand richtig, wenn die Fliche links vom Rand
liegt. Dabei weist die Fldchennormale N nach oben, so ist ‘oben’
gemeint:

Ny

M

S
N
=

Die vereinbarte Randorientierung

Ist zum Beispiel M einfach ein Kreisring in der x, y-Ebene, in der
iiblichen Weise durch den Einheitsvektor €3 orientiert, so wird die
duBere Randkreislinie im mathematisch positiven, die innere im
Uhrzeigersinne richtig durchlaufen. Oder: zerschneidet man die wie
iiblich nach auflen orientierte Kugeloberfliche in die beiden Halb-
sphéren S%, jeweils mit dem Aquator als Rand, so wird dieser Rand
von der oberen Halbsphére nach der Regel “Flidche links” anders
orientiert als von der unteren.

1

=

Randorientierung des Kreisrings Randorientierung der Halbsphéren

Damit haben wir jetzt alle Begriffe beisammen, die man zur Formu-
lierung der Integralséitze von Gaufl und Stokes braucht. Doch eine



212 Kapitel 31: Klassische Vektoranalysis 111

Notationsangelegenheit mochte ich zuvor noch besprechen. Beim
Gauflschen Satz ist M ein Volumen, beim Stokesschen eine Fliche
im Raum. Um das auch gleich an der Notation zu sehen, werden
oft suggestivere Buchstaben anstatt M benutzt, zum Beispiel V'
fiir Volumina, F' fiir Flachen im Raum, auch werden Flichen oft
mit S flir surface bezeichnet. In der Mathematik, wo meist noch
mehr Dimensionen als nur zwei und drei zu unterscheiden sind, wird
ein Hinweis auf die Dimension oft als oberer Index angebracht, Sie
kennen das nicht nur vom R”, sondern auch von der (n—1)-Sphére
S7~1 € R™ oder der abgeschlossenen Kreisscheibe D?2. Allgemeiner
wahlt man fiir eine k-dimensionale Fldche gern eine Bezeichnung
wie M* wenn die Dimension gleich ins Auge fallen soll. So will ich
es zur Verbesserung der Lesbarkeit jetzt auch einmal machen.

Gauf3scher Integralsatz: Es sei M? ein berandetes Volumen im
R3 und OM? durch die Aufiennormale orientiert. Sei b : M? — R3
ein C'*°-Vektorfeld mit kompaktem Trédger. Dann gilt

/divEdVZ / b-NdF.

M3 oM3
Beweis in Kapitel 34 O
( p

Stokesscher Integralsatz: Sei X C R? offen, M? C X eine be-
randete orientierte Fliche und @ : X — R? ein C*°-Vektorfeld. Hat
@|M? kompakten Tréger, so gilt

/rotd’~]\7dF: /&’~de.

M2 aM?
(Beweis in Kapitel 34) O

Beachten Sie, dass die Kompaktheitsforderung an den Tréger au-
tomatisch erfiillt ist und deshalb nicht erwéhnt werden muss, wenn
M3 bzw. M? schon selbst kompakt sind.

Die Integralsétze schreiben sich noch {ibersichtlicher, wenn man
die Faktoren N und T in das Flichen- bzw. Linienelement mit
aufnimmt, die so zu den sogenannten vektoriellen Flachen- und Li-
nienelementen werden:
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Schreib- und Sprechweise: Man schreibt auch NdF =: dF und
Tds =: d§ und spricht vom wektoriellen Fldchenelement dF
und vom vektoriellen Linienelement ds. In orientierungserhal-
tenden Koordinaten u und v geschrieben ist dann offenbar

or 0x

dF = (8u % ov

> dudv ,
und bei positiver Durchlaufungsrichtung von dM?, d.h. in einer

Parametrisierung (t), bei der 4() immer in die Richtung von T
zeigt, ist

Mit den vektoriellen Linien- und Flédchenelementen geschrieben,
nehmen die Integralsitze dann diese Gestalt an:

/divgdv :/ b-dE (GauB)
M3 OM3

/ rotd-dF = / a-ds (Stokes).
M2 oM?

Ich will jetzt keine Einzelbeweise der beiden Integralsidtze geben. Im
Hinblick auf beliebige k-dimensionale berandete Flichen M* im R"
sind die hier gemachten Voraussetzungen sehr speziell. Schon fiir
M? C R* kénnte man den Stokesschen Satz nicht mehr so formulie-
ren, was wire dann rot @ und was die Flichennormale? Wie miissten
entsprechende Integralsitze z.B. fir M3 c R?, fiir M* C R® ausse-
hen und bewiesen werden? Wiirde das immer komplizierter werden?

Wenn man es zu Fufl machen wollte schon. Die moderne ma-
thematische Vektoranalysis hat aber ganz einheitliche und durch-
sichtige Begriffe entwickelt, mit denen ein Stokesscher Satz fiir be-
liebige M* C R™ nicht nur aufgestellt, sondern auch geometrisch-
anschaulich eingesehen und elegant exakt bewiesen werden kann.
Dem sind die ndchsten Kapitel iiber den Cartan-Kalkiil gewidmet.
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Ich werde Thnen danach zeigen, wie sich die klassischen Integralsidtze
als Spezialfiille des allgemeinen Satzes von Stokes ergeben.

31.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe R31.1: Es seien 771, ..., 7, Punkte im Innern eines kom-
pakten berandeten Volumens B C R3. Berechnen Sie das Oberflé-

chenintegral
D) R
HJC—MII3

Aufgabe R31.2: Sei 7(Z) ein Vektorfeld auf R?, dessen Divergenz
verschwindet. Sei j = 0 auf der Oberfléiche aB eines kompakten be-
randeten Volumens B. Zeigen Sie, dass || B ] T)d3z = 0 gilt. (Trick:

Rechnen Sie einmal die Divergenz von von ,j(Z) aus.)

Aufgabe R31.3: Das elektrische Feld einer Punktladung ¢ im Ur-
sprung ist .

E(7) = q7/||7]°.
Zeigen Sie, dass das Feld E auf R® < 0 kein Vektorpotential be-
sitzt, obwohl es dort divergenzfrei ist (Hinweis: Satz von Stokes).
Berechnen Sie ferner [ oM E-dF , wobei M C R? ein glatt berandetes
kompaktes Volumen bezeichnet, fiir die beiden Fille a) 0 € M~\OM
und b) 0 ¢ M (Hinweis: Satz von GauB}).

Aufgabe R31.4: Fiir ein Magnetfeld é(f) und eine orientierte
kompakte berandete Fliche M C R3 nennt man die Grofe

—

<I>::/M§(f)~dF

den magnetischen Fluss durch die Fldiche M. Es sei nun spezi-
ell B = (By, By, Bs) ein homogenes (d.h. konstantes) Feld und sei
OM in der z,y-Ebene R? x 0 enthalten und dort der (orientierte)
Rand eines zweidimensionalen glatt berandeten kompakten Berei-
ches N C R? mit einem Flécheninhalt A = [, dF. Zeigen Sie, dass
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dann ® = B3A gilt. (Hinweis: Ein konstantes Feld hat natiirlich
ein Vektorpotential @, es ist aber fiir die Zwecke der Aufgabe nicht
notwendig, ezplizit damit zu rechnen).

Aufgabe R31.5: Sei M eine orientierte kompakte berandete Fla-
che im R3. Auf dem Rand dieser Fliche fliee ein Strom I. Dann
ist m = ;I f. on T X ds das magnetische Moment dieses Stromes. Sei
b ein konstanter Vektor. Zeigen Sie, dass gilt: 17 - b = I fM(l_; dF).
(Hinweis: R29.2).

Aufgabe T31.1: Schieflen Sie mit der Kanone des Stokesschen
Satzes auf den Spatzen der Greenschen Formel

0 0
fd-r+gdy:/( 9 _of

— dxdy,
v Oz 8@/) Y

oM
wobei M eine kompakte berandete zweidimensionale Fliche in R?

bezeichnet und ds = (dz, dy) notiert ist. Was ist demnach die geo-
metrische Bedeutung der Integrale [, xdy und [, ydz?

Aufgabe T31.2: Sei X C R? offen, M C X eine unberandete
Fliache und @ : X — R? ein Vektorfeld, das auf M senkrecht steht,
a(p) € (T,M)* fiir alle p € M. Folgern Sie aus dem Stokesschen
Satz, dass dann rot @ tangential zu M ist.

Aufgabe T31.3: Sei B C R" offen und ¢ € R™ regulidrer Wert
einer Abbildung ¥ : B — R™, also M := ¥ !(¢) eine Fliche. Sei
ferner f : B — R eine C*°-Funktion und ¢y € R ein Wert, so
dass (grad; f,grad; Wy, ..., grad; ¥,,) fiir alle ¥ € f~'(co) NPT (F)
linear unabhéngig ist. Zeigen Sie, dass dann

My :={Z € B| f(Z) < ¢y, ¥(Z) = ¢}
eine berandete Teilfliche von M ist. (Hinweis: T28.2)

Aufgabe T31.4: Beweisen Sie die Integralsidtze von Gaufl und
Stokes fiir den Halbraum R? bzw. die Halbebene R2 C R3.



Der Cartan-Kalkiil I:
Integration von Differentialformen

32.1 FErinnerung an die alternierenden
Multilinearformen

Im ersten Band hatten wir nach den linearen in Kapitel 11 die
multilinearen Abbildungen kennengelernt. Dazu gehoren neben den
linearen Abbildungen selbst die bilinearen, trilinearen usw., allge-
mein eben die r-linearen Abbildungen w : V' x---xV — W. Sich mit
multilinearen Abbildungen wohlfiihlen zu kénnen ist schon deshalb
niitzlich, weil linear-algebraische Produktbildungen immer bilinear
bzw. bei mehreren Faktoren multilinear sind. Im ersten Band hatten
wir aulerdem noch einen speziellen Anlass, multilineare Abbildun-
gen zu betrachten, ndmlich die Definition der Determinante als die
einzige n-lineare alternierende Abbildung det : R" x --- x R — R,
die die Normierungsbedingung det(éj, ..., €,) = 1 erfiillt.

Jetzt brauchen wir die multilinearen Abbildungen zur Defini-
tion der Differentialformen vom Grad r auf einer k-dimensionalen
Flédche. Ich erinnere Sie kurz an die einschlégigen Fakten aus der
multilinearen Algebra, mehr Details finden Sie bei Bedarf im Kapi-
tel 11. Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer alternierenden
r-Form auf V versteht man eine multilineare Abbildung

w:Vx---xV—0R,
~ ~ -~
r Faktoren
die auf linear abhéngige r-tupel von Vektoren mit Null antwor-
tet, was auch gleichbedeutend damit ist, dass sie bei Vertauschung
zweier Variabler das Vorzeichen wechselt.

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Notation: Den Vektorraum der alternierenden r-Formen auf V
bezeichnen wir mit Alt"(V). O

Wir treffen die Verabredung Alt°(V) := R, eine ‘alternierende Null-
form’ soll also einfach eine reelle Zahl sein. So fiigt sich der Fall
r = 0 am besten in die allgemeinen Aussagen iiber alternierende
Multilinearformen mit ein.

Ist nun V ein k-dimensionaler Vektorraum und (@, . . ., ) eine
Basis, so heiflen die Zahlen w,, . = w(¥,,,...,v,,) die Kompo-
nenten von w € Alt"(V) beziiglich der Basis. Vertauscht man zwei
Indices, kehrt sich nur das Vorzeichen um, deshalb kennt man schon
alle Komponenten, wenn man diejenigen mit streng aufsteigenden
Indices kennt, und beim Konstruieren einer alternierenden Multi-
linearform kann man diese auch beliebig vorgeben. Daher ist die
lineare Abbildung

k
T

Ay = r(O)

— )
w Whteoir ) <oy

ein Isomorphismus und somit

|
dim Alt"V = F = M .
T ri(k —r)!

Fir r > k = dimV sind die Rdume Alt"V alle Null, weil es dann
ja nur linear abhéngige r-tupel von Vektoren in V' gibt. Uns inter-
essieren also sowieso nur die k + 1 Réume Alt°V, Alt'V, ..., Alt*V,
und deren Dimensionen bilden eine Zeile im ‘Pascalschen Dreieck’
der Binomialkoeffizienten, zum Beispiel 1,3,3,1 fir ¥ = 3 und
1,4,6,4,1 fiir k = 4.

Bei festem r ordnet Alt" jedem reellen Vektorraum V', jedem
Objekt der linearen Kategorie tiber R, wie man auch sagen kann,
wieder ein Objekt (in diesem Falle derselben Kategorie) zu, eben
Alt"V. Mit solchen ‘Objektzuordnungen’ geht in der Mathematik
erfahrungsgeméfl meistens auch eine naheliegende Zuordnung von
Morphismen (hier also linearer Abbildungen) einher, man braucht
sich nur danach umzuschauen. Schauen wir einmal: stellt eine li-
neare Abbildung ¢ : V' — W irgend eine naheliegende Beziehung
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zwischen AIt"V und Alt"W her? Die n € AlIt"V antworten auf Vek-
toren in V, die w € AIt"W auf Vektoren in W. Die Anwesenheit
von ¢ : V — W ermdoglicht dem w, auch ein Votum iiber Vektoren
aus V' abzugeben, die ja durch ¢ gleichsam nach W gefaxt werden.

w

(Alt"p)(w) hier w hier

Zur Definition von Alt"yp : Alt" W — Alt"V

Umgekehrt aber nicht, denn da ¢ weder injektiv noch surjektiv
zu sein braucht, taugt es nicht dazu, Vektoren aus W nach V zu
befordern, um sie dort dem 7 vorzulegen. Naheliegenderweise defi-
niert man also:

Definition und Notiz: Ist ¢ : V' — W eine lineare Abbildung und
w € AIt"W, so wird die durch ¢ aus w induzierte alternierende
r-Form Alt"p(w) € Alt"V durch

Alt’r(p(w)(gla ) 177) = W(QD(Ul)v AR (P(ﬁr))

definiert. Auf diese Weise wird jeder linearen Abbildung ¢ : V' — W
eine offenbar ebenfalls lineare Abbildung Alt"p : Alt' W — Alt"V
zugeordnet, dabei gilt Alt"Idy = Idayry, und fiir lineare Abbil-

dungen V -2 W - X ist die Kettenregel Alt"(1) o ) =
Alt"p o Alt"y erfiillt. O

Das ist fiir's Erste alles, was wir an multilinearer Algebra zur Ein-
fithrung der Differentialformen auf Flichen brauchen. Den k-dimen-
sionalen Flachen wenden wir uns jetzt auch wieder zu, und zwar
diirfen die Fldchen auch berandet sein, denn auch fiir berandete
Flachen haben wir Karten und Tangentialraume und Differentiale
df, : T,M — Tyq)N fiir differenzierbare Abbildungen M — N
zwischen Flachen, und mehr bedart’s nicht.
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32.2 Differentialformen

Definition (Differentialformen): Es sei M eine k-dimensionale
Fliche. Unter einer Differentialform vom Grad r oder kurz ei-
ner r-Form auf M versteht man eine Zuordnung, die jedem p € M
eine alternierende Multilinearform w, € Alt"(7,M) zuordnet. Eine
r-Form heifit stetig bzw. differenzierbar, wenn sie es beziiglich lo-
kaler Koordinaten ist, d.h. wenn ihre Komponenten (beziiglich der
Koordinatenbasis der Tangentialrdume) stetige bzw. differenzier-
bare Funktionen sind. Der Vektorraum der differenzierbaren (C*)
r-Formen auf M wird mit Q"M bezeichnet. O

Die multilineare Algebra wird dabei also auf den k-dimensionalen
Vektorraum V' = T,M angewandt. Das Neue, iiber die blofle li-
neare Algebra hinausgehende ist aber, dass der Vektorraum und
mit ihm die darin betrachteten linear-algebraischen Vorgénge vom
Ort p € M abhéangen und dadurch zu Gegenstidnden der Analysis
werden.

Differenzierbare Abbildungen f : M — N zwischen Flichen
greifen durch ihre Differentiale df, : T,M — Tjg)N in die lineare
Algebra ein. Ist zum Beispiel w eine r-Form auf N, so ist wy,) ein
Element von Alt"T}y N, und das Differential induziert daraus eine
alternierende r-Form (f*w), := Alt"(df,)wy@) € Alt"T,M.

M TN
dfp
—
g
s _— E
f
M N

f*w soll auf M leben. Was w lebt auf N, und wy,) weifs
wird (f*w), auf ¥y,...,0, daher, was es auf die Bild-
antworten? vektoren antworten wiirde.

Auf diese Weise induziert die Abbildung f : M — N aus einer
r-Form auf N eine r-Form auf M:
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Definition (induzierte mFormen): Ist f : M — N eine diffe-
renzierbare Abbildung zwischen Fliachen beliebiger Dimensionen k
und ¢ und ist auf der Zielfliche N eine r-Form w gegeben, so heifit
die durch

(ffw)p(Vn, ..., 1) == wpey(dfyp(V1), . .., df (V7))

gegebene r-Form f*w auf M die durch f aus w induzierte r-Form.

O

Das Induzieren ist wiederum funktoriell, wie man sagt, d.h. es gelten
immer Id*w = w und die Kettenregel (f o g)*w = ¢*(f*w):

dgp A g(p)
S
g f
— _— _— S~
13 M N

Die Kettenregel des Induzierens folgt aus der gewShnlichen
Kettenregel d(f o g)p = dfy() © dgp der Differentiale

Beachte auch, dass f*w wieder eine C'*°-Form ist, wenn w eine war.
Durch den Vorgang des Induzierens wird also, fiir festes r, jeder
C*-Abbildung f: M — N eine lineare Abbildung

ffiQON— QM

zugeordnet. Die systematische Notation dafiir sollte eigentlich nicht
f*, sondern Q" f sein, und tatséchlich konnte man einem einsam da-
herkommenden f* nicht ansehen, was es bedeutet, denn der Stern
ist ein vielbeschéftigtes Symbol. Steht aber mit da, auf welches Ob-
jekt oder Element f* angewendet wird, so ist man darauf verwiesen,
was f auf naheliegende Weise daraus macht oder “induziert” und
damit sogleich auf der richtigen Fihrte.!

Induzieren kann jede differenzierbare Abbildung, selbst eine kon-
stante Abbildung, wenn dann wegen df = 0 auch nur f*w = 0
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herauskommt. Vom Transformieren wollen wir aber nur sprechen,
wenn die Abbildung wirklich eine Transformation, also ein Diffeo-
morphismus ® : M — N ist.

n auf M

M auf N

Mit einem Diffeomorphismus kann man eine Differen-
tialform auch von links nach rechts “transformieren”

Dann kann man in beide Richtungen induzieren, insbesondere eine
Differentialform 7 auf M in eine Differentialform (®~!)*n auf der
Zielfliche N transformieren.

32.3 Orientierte k-dimensionale Flachen

Differentialformen sind die geborenen Integranden. Sie wissen aus
dem Kapitel 16 im ersten Band iiber Linienintegrale, wie man 1-
Formen lings Kurven integriert. Ahnlich integriert man 2-Formen
iiber zweidimensionale Flidchen und allgemein eben k-Formen {iber
k-dimensionale Flidchen. Dabei muss die Flédche aber orientiert sein,
gerade so wie man bei einem Kurvenintegral die Richtung der Kurve
kennen muss. Der gegenwirtige Abschnitt handelt deshalb von der
Orientierung k-dimensionaler Fléachen.

In der klassischen Vektoranalysis wird eine Fldche im Raum
durch die Flichennormale N orientiert: eine Basis (7, @) von T,M
heiBt dann positiv orientiert, wenn (N (p), @) rechtshéindig ist.
Bei k-dimensionalen Flichen im R™ macht man es wie folgt. Zuerst
eine rein linear-algebraische Vorbereitung:

Definition (Orientierung eines Vektorraums): Es sei k& > 1.
Zwei Basen in einem k-dimensionalen Vektorraum V heiflen gleich-
orientiert, wenn det ¢ > 0 flir den Isomorphismus ¢ : V — V
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gilt, der die eine Basis in die andere iiberfithrt. Die Menge B(V)
aller Basen von V' zerfillt dadurch in zwei Klassen untereinander
gleichorientierter Basen, welche man die beiden Orientierungen
von V nennt. (]

‘Gleichorientiert’ definiert némlich eine Aquivalenzrelation auf
B(V), und die beiden Orientierungen sind die Aquivalenzklassen.
Im R” sind das die Mengen der von uns schon immer rechtshdindig
bzw. linkshindig genannten Basen. Die Standard-Basis (€7, ..., &,)
gilt als rechtshéndig und représentiert die ‘iibliche’ Orientierung
des R™. Im Allgemeinen hat aber ein Vektorraum V', zum Beispiel
ein k-dimensionaler Untervektorraum des R”, keine ‘Standardba-
sis” und keine stillschweigende Ubereinkunft, welche Basen ‘richtig
orientiert’ oder rechtshindig heiflen sollen. Vielmehr muss eine der
beiden Orientierungen willkiirlich ausgew#hlt werden, vorher ist der
Raum eben noch nicht orientiert, wie man sagt.

Eine k-dimensionale Flidche zu orientieren heift nun, in jedem
Tangentialraum eine Orientierung so auszuwihlen, dass sich die-
se Orientierungen nachbarlich gut vertragen und die Orientierung
beim Herumgehen auf der Fliache nicht plotzlich ‘umschligt’. Ge-
nauer:

Definition (orientierte Fliche): Eine orientierte k-dimen-
sionale Fldche ist ein Paar (M, or), bestehend aus einer k-dimen-
sionalen Fliche M und einer Familie or = {or,},ear von Orientie-
rungen or, jeweils von T,M mit der Eigenschaft, dass man um
jeden Punkt p € M eine in M offene Umgebung U und darauf k
stetige tangentiale Vektorfelder o7, . .., v} finden kann, die an jedem
Punkte ¢ € U eine positiv orientierte, d.h. zu or, gehérige Basis
(¥1(q), - - -, Uk(q)) von T, M bilden. Hat insbesondere die Koordina-
tenbasis einer Karte (U, h) fir M diese Eigenschaft, so nennt man
(U, h) ein orientierungserhaltendes Koordinatensystem. O

Der Rand OM einer berandeten orientierten Fléiche ist immer ori-
entierbar, und wir wollen seine Orientierung durch eine Orientie-
rungskonvention festlegen. In Abschnitt 31.3 haben wir schon zwei
solche Konventionen getroffen, fiir Flichen und fiir Volumina im R3
namlich. Diese werden nun zu Spezialféllen der allgemeinen Defini-
tion.
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Randorientierungskonvention: Ist & > 2 und (M, or) eine be-
randete orientierte k-dimensionale Fldche, so werde OM durch die
Randorientierung Oor orientiert, die dadurch festgelegt ist, dass

eine Basis (¥4, ...,T—1) von T,(OM) genau dann zu dor, gehoren
soll, wenn (A(p), 1, ...,0k_1), wobei A(p) die AuBlennormale be-
zeichnet, zu or, gehort. O

Kurz und biindig, wenn es auch fiir ein allererstes Kennenlernen
vielleicht nicht deutlich genug gewesen wére: Die Auflennormale
gefolgt von der Randorientierung ergibt die Gesamtorientie-
rung.

Zur Randorientierungskonvention

Wir haben bisher k£ > 1, zuletzt sogar k > 2 vorausgesetzt, weil un-
sere ‘Orientierungssprache’ nicht unmittelbar auch fiir nulldimen-
sionale Fliachen verstdndlich ist. Das fingt schon bei der linearen
Algebra an, denn fiir nulldimensionale Flachen ist T, M = {0} und
hat nur die leere Basis. Als die beste Weise, den nulldimensionalen
Fall einzubeziehen, hat sich jedoch herausgestellt, auch dem Null-
raum zwei ‘Orientierungen’ zu erméglichen, eine ‘positive’ und eine
‘negative’, die man einfach mit +1 bezeichnet.

Eine Orientierung einer nulldimensionalen Fldche M
ist dann nichts weiter als eine Abbildung or : M — {£1}. Zusétz-
liche Bedingungen lokaler Vertraglichkeit entfallen, da ja M als to-
pologischer Raum diskret ist, die einpunktige Menge {p} ist schon
eine in M offene Umgebung von p.

Die Randorientierungskonvention lédsst sich gutwillig nun auch
fiir eindimensionale Flidchen lesen, ein Randpunkt p erhilt eben
die positive Orientierung dor, = +1, wenn die Auflennormale /T(p)
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in or, ist. Anschaulich: Endpunkte werden positiv, Anfangspunkte
negativ orientiert.

+1

-1 M

Randorientierungskonvention auch fiir eindimensionale ‘Flidchen’

Fast unnétig zu sagen, dass wir die Orientierung in der Notation
gewohnlich unterdriicken und einfach von einer orientierten Fliche
M sprechen, obwohl wir (M, or) meinen. Notationen wie or oder
{or,}pers usw. dienen nur zur Begriffsbestimmung und zum Ge-
brauch in Zweifelsféllen, im téglichen Leben werden sie nicht ver-
wendet.

32.4 Integration von k-Formen

Nun zur Integration von k-Formen w auf orientierten k-dimensio-
nalen Fliachen. Die Notation fiir das Integral wird einfach

[«

M

sein. Muss man kein k-dimensionales Fldchenelement hinschreiben?
Nein, dessen Aufgabe nimmt die k-Form selber wahr. Denken Sie
wieder an ein sehr kleines Fldchenstiickchen, approximiert durch
das von den Kantenvektoren
¢ dp
U = Auq, ..., 0, = Au
1 aul 1 » Vk a’U/k k
aufgespannte tangentiale Spat. Ein skalarer Integrand f muss erst
vom Fléchenelement gesagt bekommen, dass das Flidchenstiickchen
(genauer: das approximierende Spat) den Inhalt \/g Auy - ... - Ay
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hat und sein Beitrag zum Integral deshalb = f(p)./g Aus .. .- Auy
ist.

w lebt hier

Auk

Aul

Fléichenstiickchen. Beitrag zu [, w?

Die alternierende Form w, aber weifl schon selber, was sie auf so
ein Spat antworten will, bis auf’s Vorzeichen némlich w, (1, ..., ¥)),
und das Vorzeichen wird mittels der Orientierung so festgelegt:

Notiz und Notation (Antwort einer Form auf ein Spat):
Ist 0, = Spat(ty,...,v) C T,M ein tangentiales Spat an eine
orientierte k-dimensionale Fldche M und w eine k-Form auf M, so
ist

wy(op) =

wy(Th, ..., 0) falls (¥1,...,U) positiv orientiert
—wy(Th,...,0) sonst

wohldefiniert, d.h. nicht abhéngig von der Reihenfolge der Kanten-
vektoren, sondern nur vom Spat selbst. (]

Haben wir nun ein gréfleres Fliachenstiick in viele kleine “Maschen”
Sp1s Spas - - - zerlegt und diese durch Spate oy, , 0p,, . .. approximiert:
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Maschen und ihre Spate

so sollen wir uns
N
/w% E :wpi(api)
i i=1

vorstellen. Das ist der anschauliche Sinn des Integrals einer k-Form
w {iber eine orientierte k-dimensionale Fldche! Und berechnet wird
es in lokalen Koordinaten wegen

8 8 8 8
wy(op) = wp(a:iA“lv . &iA“k) = wp(afl e au“;)Aul Ay
einfach als das gewohnliche Integral iiber die Komponentenfunkti-
on, ganz ohne weitere Korrekturfaktoren:

Lemma und Definition (Integration von Differentialformen
mit kleinem Tréger): Sei M eine orientierte k-dimensionale Fli-
che im R™ und w eine k-Form mit ‘kleinem Tréger’ in dem Sinne,
dass Trw :={p € M | w, # 0} C M kompakt und im Bereich einer
orientierungserhaltenden Karte enthalten ist. Ist sodann fiir eine
(und damit fiir jede) solche Karte (U, h) mit zugehoriger Parame-
trisierung ¢ : U' — U das gewohnliche k-dimensionale Riemann-

Integral
d o0\ gk, _.
/ww(ﬁ)(aﬁ,...,ai)d u =: /w

U’ M

vorhanden, so ist es auch unabhéingig von der Wahl der Karte und
heifit das Integral von w iiber M.
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BEWEIS der dabei gemachten Behauptungen: Nach Definition der
induzierten Differentialformen ist der Integrand ja nichts anderes
als die Funktion auf U’, die man erhilt, wenn man in die induzierte
k-Form ¢*w auf U’ die Standardbasis €1,..., €} einsetzt. Sei nun
eine zweite solche Karte (U, h) gegeben, oBdA mit U = U, und sei
@ : U’ = U’ die Koordinatentransformation.

w hier

¢*w hier iy @*w hier
. — .
U o ()

Zur Beziehung der Differentialformen w, ¢*w und ¢*w zueinander

Nach der Kettenregel fiir das Induzieren ist ¢*w = &*(¢*w), und
daher

(@*w)ﬁ(%, ey é}c) = (ﬁ*w)¢(g)(d@g(€1), ey d@g(é}c))

Um uns auf die ganz gewohnliche Integraltransformationsformel aus
dem Kapitel 17 im ersten Band berufen zu kénnen, méchten wir nun
gerne haben, dass die rechte Seite gleich

\det Ja ()] - (F*w)aw) (81, - - -, &)

ist, dann wéren wir ndmlich fertig. Die Betragsstriche sind ge-
schenkt, denn da beide Karten orientierungserhaltend sind, ist es
auch der Kartenwechsel und die Determinante seiner Jacobimatrix
daher positiv. Zu zeigen bleibt ein linear-algebraisches Lemma des
Inhalts, dass fiir jede alternierende Multilinearform n € Alt"(R¥)
und jede kxk-Matrix A die Transformationsformel

n(Aéy, ..., Aéy) =det A-n(éy,. .., )

gilt. Diese Formel beweisen wir nun noch, aber nur durch Drauf-
schauen und Denken, und dann sagen wir, das sei klar.
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Beide Seiten sind, als Funktionen der Spalten der Matrix A
gelesen, multilinear und alternierend: die linke Seite, weil eben 7
multilinear und alternierend ist (beachte: die Aé; sind ja die Spal-
ten von A), die rechte Seite, weil wir das von der Determinante
wissen, mit 1 hat es hier nichts zu tun. Zwei alternierende k-For-
men auf dem R* stimmen aber schon dann iiberein, wenn sie auf
der Standardbasis iibereinstimmen. Wenn die Spalten von A aber
die Standardbasis bilden, dann ist A die Einheitsmatrix F, und
fiir diese ist die Formel offenbar richtig. Also ist’s klar, das Lemma
bewiesen. O

Von hier aus zur Definition von Integrierbarkeit und Integral bei
Formen mit kompaktem, aber nicht notwendig kleinem Tréger ist
es jetzt mit Zerlegungen der Eins nur noch ein Schritt. Es geht alles
wie in dem Abschnitt 30.2 iiber die koordinatenfreie Integration von
Funktionen auf Flachen im R", nur dass wir jetzt von den Summan-
den 7; : M — R einer Zerlegung der Eins immer verlangen, dass
der Tréger jeweils im Bereich eines orientierungserhaltenden Ko-
ordinatensystems enthalten ist. Das erschwert den Existenzbeweis
fiir Zerlegungen der Eins (Konstruktion aus kleinen Buckelfunktio-
nen) nicht, aber in 30.2 wir’s eine sinnlose Forderung gewesen, da
wir dort die Fldche gar nicht orientiert, nicht einmal orientierbar
vorausgesetzt hatten.

Lemma und Definition (Integration von Differentialformen
mit kompaktem Triger): Es sei M eine orientierte k-dimensio-
nale Flidche im R"™. Eine k-Form w auf M mit kompaktem Trager
heiBBt Riemann-integrierbar iiber M, wenn fiir eine (dann je-
de) Zerlegung der Eins (11, ...,7,) auf einer offenen Umgebung des
Trégers von w in M die k-Formen t,w auf M, die ja nun alle kleinen
Tréiger haben, Riemann-integrierbar iiber M sind. Die Summe

/le+~~~+/7'rw=:/w
M M M

ist dann von der Wahl der Zerlegung der Eins unabhédngig und heifit
das Integral von w iiber M. ([l
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Beachte: Offenbar ist jede stetige, erst recht jede differenzierbare
k-Form mit kompaktem Tréger Riemann-integrierbar iiber M. O

Das wiire es nun also, das Integral von k-Formen iiber (orientierte)
k-dimensionale Fldchen. Zu Beginn des Abschnitts 32.2 iiber die
orientierten Fldchen hatte ich es als Verallgemeinerung der Kur-
venintegrale iiber 1-Formen angekiindigt, die wir aus dem Kapitel
16 des ersten Bandes schon kannten. Aber haben wir jetzt die Kur-
venintegrale wirklich als Spezialfall mit erfasst? Bei den Kurven-
integralen fvw war 7y : [to,t1] — M eine Kurve in einer offenen
Teilmenge M C R", jetzt wiirden wir vielleicht allgemeiner sagen
wollen: in einer k-dimensionalen Flache M, und w war eine 1-Form
auf M gewesen.

Die Situation beim Kurvenintegral

Aber eine Kurve ist nicht dasselbe wie eine 1-dimensionale Flache,
und die 1-Form w ist auch gar nicht auf einer 1-dimensionalen
Flache vorgegeben, sondern auf dem hoherdimensionalen M. Was
hat das mit dem oben definierten Integral von k-Formen iiber k-
dimensionale Flichen zu tun?

Definition (Integral lings einer Abbildung): Es sei w eine
r-Form auf einer k-dimensionalen Fliche M. Seien ferner S eine
orientierte berandete r-dimensionale Fldche und f : S — M eine
differenzierbare Abbildung. Dann soll das Integral

fref

falls es existiert, das Integral von w ldngs f heiflen. O
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Und es existiert gewiss dann, wenn w stetig und S kompakt ist. Das
Kurvenintegral ist nur ein besonders einfacher Fall davon, namlich
r =1 und S = [t, 1], die Abbildung f : S — M ist die Kurve
v [to, t1] = M.

Ein anderer Spezialfall eines Integrals ldngs einer Abbildung,
der uns begegnen wird, ist das Integrieren einer r-Form w auf einer
k-dimensionalen Fliche M {iber eine r-dimensionale Flache S C M.
Bezeichnen wir die Inklusion etwa mit ¢ : .S <— M, so wiirde die
Notation nach obiger Definition also [ w oder fs *w lauten. Statt-
dessen schreibt man in diesem Fall meistens einfach

/ w ’
S

was auch gefahrlos ist, denn eine missversténdliche Lesart von |, gW
bietet sich ja gar nicht an.

Testen wir einmal unsere Intuition iiber die Integration von For-
men. Wie miisste die Integraltransformationsformel jetzt lauten?
Wenn @ : M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus
zwischen orientierten k-dimensionalen Flachen ist und w eine inte-
grierbare k-Form auf N, wie ldsst sich dann f yw als ein Integral
itber M ausdriicken?

Mit der induzierten Form ®*w auf M wird es schon etwas zu tun
haben miissen, denn das ist die natiirliche Weise, die Form w mittels
® auf M zu verpflanzen. Wie antwortet ®*w auf eine infinitesimale
Masche, auf ein tangentiales Spat an M? Genau so, wie w auf das
Bildspat an N antwortet, das war der Sinn des Induzierens von
Formen, und deshalb werden wir einfach f y QW= f W erwarten.

Beim Beweis diirfen wir, dank Zerlegung der Eins, den Trager
von w als klein voraussetzen und in Koordinaten integrieren. Ist
dann h : U — U’ eine geeignete Karte fiir die Integration von w,
soist h:= ho® : &1 (U) — U’ geeignet fiir die Integration von
®*w. Die Transformation ® fithrt dann auch die Parametrisierungen
ineinander iiber, es gilt ¢ = ® o ¢, und nach der Kettenregel des
Induzierens erhalten wir also unten auf U’ C R* in beiden Fillen
dieselbe k-Form ¢*w = ¢*(®*w) und deshalb dieselbe Funktion auf
U’, wenn wir (€1, ...,€x) einsetzen. Somit haben wir gezeigt:
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Integral-Transformationsformel fiir Differentialformen: Ist
® : M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus zwi-
schen orientierten k-dimensionalen Flidchen und ist die k-Form w
iiber N integrierbar, so auch ®*w iiber M und es gilt

/@*wz/w.
M N

d

Was sagt w dazu?

approx. d®,

... dasselbe, was /

®*w hierzu sagt!

Zur Integraltransformationsformel fiir Differentialformen

Ist der Diffeomorphismus ® aber orientierungsumkehrend, dann
dndert sich in der Integral-Transformationsformel das Vorzeichen.
Denn notieren wir die orientierte Flache mit der entgegengesetzten
Orientierung als —M, so wire ® ja ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus zwischen —M und N, und allgemein gilt

Lemma (Orientierungsumkehr): Ist w eine integrierbare k-Form
auf einer orientierten k-dimensionalen Fldche M, und bezeichnet
—M dieselbe Flédche mit der entgegengesetzten Orientierung, so ist

[

-M M

BEWEIS: Intuitiv ist das klar, denn nach Orientierungsumkehr ant-
wortet w mit entgegengesetztem Vorzeichen auf tangentiale Spate.
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Fiir einen Beweis diirfen wir oBdA w mit kleinem Triger anneh-
men und das Integral iiber M mittels orientierungserhaltenden Ko-
ordinaten uq, ..., u; auf das gewohnliche k-dimensionale Riemann-
Integral iiber die Funktion

d d
flug, .o ug) :UJV(ﬁ)(vil""’@vi)
zuriickfithren. Nach Umorientierung von M sind —uq, us, . . . , uy, ori-
entierungserhaltende Koordinaten und das Integral das gewohnliche
Riemann-Integral iiber die Funktion — f(—u,ug, ..., ug). [l

Schliefllich fragen wir noch: wie héngt das Formenintegral mit dem
Funktionenintegral zusammen? Die Verbindung wird durch die so-
genannte kanonische Volumenform hergestellt, {iber die jede orien-
tierte k-dimensionale Fliche im R™ verfiigt. Vielleicht sollten wir
sie ja die kanonische Flichenform nennen, aber das ist nicht {iblich.

Definition (kanonische Volumenform): Sei M C R" eine orien-
tierte k-dimensionale Flidche. Dann heifit die wohldefinierte k-Form
wyr € QM die fiir jedes p € M auf eine (dann jede) positiv orien-
tierte Orthonormalbasis von T,,M mit +1 antwortet, die kanoni-
sche Volumenform von M. ([l

Wenn man in die kanonische Volumenform die Koordinatenbasis
eines orientierungserhaltenden Koordinatensystems einsetzt, ant-
wortet sie mit der Wurzel aus der Gramschen Determinante. Die
kanonische Volumenform tut fast dasselbe wie das k-dimensionale
Flichenelement d*F', welches ja jedem infinitesimalen Spat sein Vo-
lumen zuordnet. Der Unterschied ist nur, dass d*F orientierungs-
blind ist und wy; nicht. Mit gutem Fug kann man aber d*F = |w)/|
sagen, und jedenfalls zeigt der Vergleich der Definitionen:

Lemma: Ist M eine orientierte k-dimensionale Fliche im R™ mit
kanonischer Volumenform wy;, so gilt

JfWMZdekF

fiir jede integrierbare Funktion f auf M. O
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Kann das wirklich wahr sein, obwohl das Flachenelement orientie-
rungsblind ist, die kanonische Volumenform aber nicht? Keine Sor-
ge, das linke Integral spiirt eine Umorientierung auch nicht, weil ja
offenbar auch w_j); = —wy, gilt und daher

Jwon = fwnr,
-M M

wie es sein soll.

32.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe T32.1: Es sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung eines k-
dimensionalen reellen Vektorraums V' in sich selbst, £ > 1. Beweisen
Sie, daB Alt*¢ : AltFV — Alt*V die Multiplikation mit der Zahl
det ¢ ist.

Aufgabe T32.2: Sei M eine k-dimensionale Fliche im R™ und
w € Q' (M). Um einen Punkt p € M seien zwei Koordinatensyste-
me auf der Fliache gegeben. Wie berechnet man die Komponenten
Wyy,....nr VO w bei p in den “neuen” Koordinaten aus den Kompo-
nenten w,, ., in den alten und der Jacobimatrix der Koordinaten-
transformation?



Cartan-Kalkiil II:
Cartan-Ableitung und Satz von Stokes

33.1 Die Idee der Cartanschen Ableitung

Die Cartansche Ableitung d, deren Sinn ich in diesem Abschnitt
erldutern will, macht aus jeder differenzierbaren r-Form w auf M
eine differenzierbare (r+1)-Form dw, sie definiert fiir jede k-dimen-
sionale Flédche eine ganze Sequenz linearer Abbildungen

QM -4 oiar -4 Ry L oFar —4 .

Die Cartansche Ableitung dw soll gewissermafien die Randwir-
kung der Differentialform w € Q"M beschreiben, in dem Sinne
némlich, dass fiir jede kompakte berandete orientierte r+1-dimen-

sionale Flache S ¢ M
/ dw = / w

S aS

gilt (“allgemeiner Stokesscher Satz”). Vorlaufig ist das aber noch
kein Satz, sondern nur ein frommer Wunsch. Weshalb sollte es fiir
jedes w ein dw mit dieser erstaunlichen Eigenschaft geben? Und
wenn es auch existierte, wie sollten wir es finden?

Gerade das ist nicht so schwierig. Jede (stetige) Differentialform
lésst sich aus ihrer Integralwirkung auf orientierte kompakte beran-
dete Flachen rekonstruieren, weil die Integralantwort von w auf eine
kleine Koordinatenmasche am Punkte p € M fast dasselbe ist wie
die Antwort von w, auf das approximierende Spat, diese Vorstellung

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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liegt ja dem Integralbegriff zugrunde. Um das formelméfig beschrei-
ben zu koénnen, wollen wir eine Notation fiir die Komponentenfunk-
tionen einer Differentialform in lokalen Koordinaten vereinbaren.

Notation: Ist w eine r-Form auf der k-dimensionalen Flache M und
h: U — U’ eine Karte fiir M, so seien die Komponentenfunktionen
von w beziiglich der Koordinatenbasen mit wy,, ,, bezeichnet. [

Wo aber sollen diese reellwertigen Funktionen definiert sein? Oben
auf U oder unten auf U’? Physikalische Gewohnheiten wiirden in
analoger Situation erlauben, das offen zu lassen und je nach Bedarf
Wyy..pr (p) Oder wy, 4, (@) zu schreiben. Am liebsten wiirde ich es
auch so machen! Der mathematische Stil verlangt aber, nicht ohne
Grund, die Entscheidung fiir einen Definitionsbereich.

G e

(¢ Te

w#lmu,-?
—% R

Die ‘Qual der Wahl’ der Notation

Doch der mathematische Stil verbietet nicht, uns jetzt so und spé-
ter, von neuem, wieder anders zu verabreden. Bis auf weiteres wéh-
len wir den unteren Definitionsbereich, setzen also

a o
Wy oo (UL« - Uk) 2= Wip(ar) (aufl e 8;;) ,

wobei wie iiblich mit ¢ : U’ — U die Parametrisierung ¢ = h™*
gemeint ist.

Wir betrachten nun einen festen Punkt p € U mit h(p) =: @. In
der von r Koordinatenachsen mit Indices p1, .. ., i, aufgespannten
r-dimensionalen affinen ‘Koordinatenebene’ iy + R™ C RF, orien-
tiert durch die gegebene Reihenfolge der Indices, betrachten wir
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einen kleinen Quader @ = @y + [0, Au,,] x - - - x [0, Au,, |. Das Bild
s 1= p(Q) eines solchen Quaders unter der Parametrisierungsab-
bildung ist es, was ich eine r-dimensionale Koordinatenmasche
nennen mochte. Das Bild von [0, Au,, | X -+ - x [0, Auy,, ] unter dem
Differential von ¢ jedoch ist keine Masche, sondern das tangentiale
r-Spat o, das die Masche approximiert:

dpa, (Auy, &)

Spat o

Masche s

d(pﬁn (Aullrl €1)

Koordinatenmasche und approximierendes Spat

Nach der Definition des Integrals einer r-Form iiber eine r-dimensio-
nale orientierte Flache ist fS w nun einfach das gewohnliche r-fache
Riemann-Integral |, QWnt.pr duy, ...du,, . Wenn also die Komponen-
tenfunktion auf dem kleinen Quader um nicht mehr als € schwankt,
dann weicht der Integralwert auch nicht um mehr als e - Vol(Q)
von wy(0) = wy,. () - Vol(Q) ab, und deshalb gilt fir stetige
Differentialformen

(o) = i !
Wyy oo \Wo) = 1111 w .
B Atd—0 A’U,”l EEP AU#T s

So gewinnt man also die Komponenten einer Form w an einem
beliebigen Punkte p € M, und damit die Form selbst, aus Integralen
iiber diese Form zuriick.

Wenden wir diese Einsicht nun auf die angestrebte Cartan-Ab-
leitung an! Dass eine r+1-dimensionale kleine Koordinatenmasche
s keine ganz richtige berandete Flédche ist, weil sie Ecken und Kan-
ten hat, wird uns nicht abhalten von der Forderung f dw = fas
au:szugehen wobei das Integral iiber Js natiirlich als die Summe
itber die 2r 4+ 2 Seitenmaschen verstanden wird. Es miisste dann
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also

1
d = i d
( w)#l...#rJrl Aql}EO Auul R Auur+1/s w

! D |
= 1m w
AT—0 Ay, o Ay, S

gelten. In jeder der beteiligten Koordinatenrichtungen hat unsere
Masche s eine Vorder- und eine Riickseite, die wir kurz als 97"s fiir
i =1,...,7+ 1 notieren wollen.

i-te Vorderseite 8; s

u;-Linie

Die r-dimensionalen Seitenmaschen von s
Schreiben wir jetzt die rechte Seite als die Summe aus den r+1
Beitriigen dieser Seitenpaare und fithren dabei richtig Buch iiber

die Orientierungen, die sich aus der Randkonvention ergeben, so
erhalten wir (dw) an der Stelle @ als

H1---for41
r+1
1m w w
Py At—0 AUH] C AU/MTJH 8:rs 8;3
r+1
= g lim A lim / w + /
Ups; Auﬂ] s AUMTH s 0; s
r+1 o —
_ i+1 wulu-i-»-ltwrl (UO + elh‘ Auﬂi) wltl~-<l<--ltr+1 (1 0)
= (=) lim
, Auy,
=1 v

Das mitten in die aufzéhlenden Piinktchen gestellte ¢ mit dem Dach,
..1...,soll natiirlich bedeuten, dass der i-te Term wegzulassen ist.
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Der letzte Limes ist eine partielle Ableitung einer Komponenten-
funktion! Das Ergebnis unserer Uberlegung ist also:

Bemerkung: Wenn es zu einem w € Q"M iiberhaupt eine Form
dw € Q"M gibt, die in der verlangten Weise die Randwirkung von
w beschreibt, dann lassen sich ihre Komponentenfunktionen durch
die Formel

ot 3(w -~ )
— i—1 1T 41
(dw) s = ;:1(_1) o
berechnen. 0

Was hindert uns, diese Formel nun umgekehrt zur Definition der
Cartanschen Ableitung zu verwenden? Nichts, nur diirfen wir nicht
glauben, mit dem Hinschreiben der Formel wére es schon getan.
Um daraus eine Definition zu machen, miissten wir zuerst einmal
priifen, dass die Multilinearform auf 7,M, die durch diese Kompo-
nenten gegeben ist, {iberhaupt alterniert, und dann wére noch zu
zeigen, dass sie unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems
ist.

Damit wére dann eine Abbildung d : Q"M — Q"M definiert,
und wir kénnten daran gehen, den allgemeinen Satz von Stokes zu
beweisen, der besagt, dass dw tatsichlich die Randwirkung von w
beschreibt. — Folgt das nicht schon aus der Herleitung? — Nein.
Die Herleitung gibt uns zwar einige Zuversicht, aber die Definition
von dw spricht zunéchst nur aus, dass es infinitesimal durch die
Randwirkung von w gegeben ist, dw antwortet auf eine infinite-
simale Masche so, wie w auf deren Rand antworten wiirde. Dass
das dann auch fiir jede (kompakte, orientierte) r+1-dimensionale
Fldche S C M gilt, bleibt schon beweisbediirftig. Denken Sie daran,
dass jede differenzierbare Abbildung infinitesimal linear ist, woraus
ja auch nicht folgt, dass alle differenzierbaren Abbildungen linear
sein miissten.

Wir kénnten wirklich so vorgehen, zusétzliche Ideen wiirden
dabei nicht gebraucht, nur Geduld. In einer ausgereiften Theorie
besteht die mathematische Technik aber gewthnlich nicht im di-
rekten Prézisieren und Ausfithren der urspriinglichen heuristischen
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Vorstellungen. Im Cartan-Kalkiil spielt das sogenannte dufSere oder
Dachprodukt, das ist eine Verallgemeinerung des Kreuzprodukts,
eine wichtige technische Rolle. Wir erweitern deshalb im n#chsten
Abschnitt unsere multilinear-algebraischen Kenntnisse.

33.2 Das Dachprodukt

Wenn wir {iberlegen, ob man nicht zwei alternierende Multilinear-
formen w und 1 vom Grade r und s auf einem Vektorraum V ir-
gendwie verniinftig miteinander multiplizieren kénnte, so wiirden
wir vielleicht probehalber, auf ein Konzeptblatt, den naiven An-
satz
(1717 . ,17,>+5) [ — w(Ul, . ,177-) . 7’](’[7,_;,_17 . ,177>+5)

hinschreiben und schauen, was damit gewonnen sei. Immerhin defi-
nierte diese Zuordnung eine Multilinearform vom Grade r+s auf V!
Aber mit dem Alternieren sieht es schlecht aus, denn weshalb soll-
te sich nur das Vorzeichen umkehren, wenn man einen der ersten
r Vektoren mit einem der letzten s vertauscht, da hilft auch das
Alternieren von w und 7 einzeln nichts. Deshalb verbessert man
diesen ersten Ansatz, indem man die Multilinearform mit Gewalt
‘schiefsymmetrisiert’:

Definition: Sind w € Alt"(V) und € Alt*(V'), so wird das Dach-
produkt wan € At (V) durch w A n(Ty, ..., Thys) ==

1 S S S .
1l Z Sgn T W(Ur(1)s - - -5 Ur(r)) = N(Ur(ra1)s - - - Ur(rts))
o TESr+s

definiert. O

Darin kommen alle (r+s)! moglichen Reihenfolgen der Variablen
je einmal vor. Wenn wir jetzt eine einzelne Permutation o auf die
Variablen in wAn anwenden, also zu w A1 (Usq), - - - Us(rys)) liberge-
hen, dann stehen rechts bis auf’s Vorzeichen wieder dieselben (r+s)!
Summanden, und Buchfiihrung iiber das Vorzeichen zeigt, dass der
Nettoeffekt nur die Multiplikation mit dem Signum sgno € {£1}
ist. Deshalb ist w A 7 alternierend. Der Vorfaktor T!IS! ist zunéchst
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nur durch die Beobachtung motiviert, dass w und 7 ja einzeln schon
alternierend sind und deshalb jeder Summand in der Summe 7r!s!
Mal vorkommt.

Das ist soweit alles ganz verstdndlich, wirkt aber doch etwas
willkiirlich. Kénnte es nicht noch viele ganz anders definierte Pro-
dukte geben, weshalb sollten wir das erste, das uns gleichsam zu-
gelaufen ist, fiir besonders wichtig und niitzlich halten? Weil das
Dachprodukt ein axiomatisches Beglaubigungsschreiben vorweisen
kann:

Satz (axiomatische Charakterisierung des Dachprodukts):
Das soeben definierte Dachprodukt ist die einzige Mdéglichkeit, fiir
beliebige reelle Vektorrdume V und ganze Zahlen r,s > 0 eine
Verkniipfung A : Alt"V x Alt*V — Alt"**V zu definieren, die

(1) bilinear,

(2) assoziativ und

(3) antikommutativ ist, d.h. n nw = (—1)"w A 7 erfiillt,

(4) das neutrale Element 1 € Alt"V =R hat,

(5) mit linearen Abbildungen vertréglich ist und

(6) ' A... A0k (e, ... &) =1 fiir k > 1 erfiillt, wobei (&%,...,5%)
die zur kanonischen Basis des R* duale Basis von RF* = Alt'(IR¥)
bezeichnet.

ZuM BEWEIS: Die Details dieser multilinear-algebraischen Ubungs-
aufgabe will ich hier nicht alle ausbreiten!, aber ein wenig Zeit
zum Kennenlernen des Satzes wollen wir uns schon nehmen. Dass
zunédchst das Dachprodukt diese sechs Eigenschaften hat, ist als eine
Serie von sechs niitzlichen kleinen Lemmas anzusehen, die auch den
praktischen Umgang mit dem Dachprodukt sehr erleichtern, denn
stdndig auf die Definition mit ihren (r+s)! Summanden zuriickzu-
gehen wiirde ziemlich unbequem sein.

Die Bilinearitét, also (w1 + wa) A1 = w1 AN + wa AN USW.,
ist direkt an der definierenden Formel abzulesen. Am meisten Ar-
beit ist noch mit dem Beweis der Assoziativitdt verbunden, weil
man hier das Zusammenwirken der verschiedenen Permutationen
verfolgen, Summanden zéhlen und den Vorfaktor beriicksichtigen
muss. Einfacher ist die Antikommutativitit (3) zu zeigen: das bei
der Faktorenvertauschung auftretende Vorzeichen (—1)"* ist eben
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das Signum der Permutation, welche die ersten r mit den letzten s
Variablen vertauscht. Punkt (4) ist klar, wenn man iiberhaupt die
Definition im Falle r = 0 gutwillig zu lesen bereit ist.

Unter der Vertrdglichkeit mit linearen Abbildungen ist natiir-
lich zu verstehen, dass fiir lineare Abbildungen ¢ : W — V stets
©'w A 'y = o (wan) gilt, wenn wir der Ubersichtlichkeit hal-
ber einfach p* statt Alt"p, Alt*p usw. schreiben. Diese Eigenschaft
(5) folgt auch trivial aus der definierenden Formel, und die Nor-
mierungsbedingung (6), deren blofie Formulierung schon von (2)
Gebrauch macht, zeigt man durch Induktion nach k.

Dann bleibt noch die Eindeutigkeitsbehauptung zu beweisen.
Ist A eine zweite Verkniipfung, die alle Eigenschaften (1) bis (6)
hat, so geht man von (6) aus, wonach ja jedenfalls

U ASR@E, . ) = 8"R. L ASME, ... e

gilt, und arbeitet sich dann mittels (1)-(5) langsam zum allgemeinen
Fall vor. .0

Die Bedeutung des Dachprodukts geht iiber das hinaus, was ich
Ihnen hier einmal rasch erzéhlen konnte, aber Sie kénnen sich je-
denfalls vorstellen, dass es in einer Theorie mit einer natiirlichen
Produktstruktur auch ‘Produktregeln’ geben wird, die man fin-
det, wenn man die Beziehungen der Begriffe der Theorie zur Pro-
duktbildung studiert, und mit deren Hilfe man dann Aussagen
iiber Produkte auf vielleicht einfachere Aussagen iiber die Faktoren
zuriickfithren kann. In diesem Sinne ist es gut zu wissen, wie man
jede alternierende r-Form auf einem k-dimensionalen Vektorraum
V' als Linearkombination von Dachprodukten aus ‘alternierenden’
1-Formen, die ja nichts weiter sind als Elemente im Dualraum V*,
darstellt:

Lemma: Ist (¥, ..., ¥) eine Basis von V und (§', ..., %) die dazu
duale Basis von V*, d.h. ist §'(U;) = 0,5, so gilt fiir streng aufstei-
gende Indices 1 < p1 < -+ <y, <kundl <y <---<v, <k

1 fallsv; =p;, i=1,...,r
0 sonst.

5#1/\.”/\5‘“(1—)’”“.,,71—};7‘):{
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Das folgt mittels (5) aus dem Spezialfall (6) oder direkt durch In-
duktion aus der Definition des Dachprodukts. Daraus ergibt sich
weiter, durch Einsetzen von Basisvektoren auf beiden Seiten:

Korollar: Jedes w € Alt"V lasst sich durch seine Komponenten
beziiglich einer Basis und die Elemente &', ..., 8" der dualen Basis
als

w = E Wy oopir O A AP

1 <. <y

schreiben. O

Durch punktweise Anwendung definiert nun das Dachprodukt fiir
alternierende Formen auf Vektorrdumen auch ein Dachprodukt fiir
Differentialformen auf Fldachen:

Definition: Ist M eine k-dimensionale Fldche, so wird das Dach-
produkt A : UM x Q@M — QM von Differentialformen
durch

(WAN)p =wpan, € AL"(T,M)

fiir alle p € M definiert. O

Unser Korollar iiber die Darstellung einer Form durch Komponen-
ten und Dachprodukte von 1-Formen der dualen Basis werden wir
natiirlich auf die Koordinatenbasis der Tangentialriume anwenden.
Aber auch dabei wollen wir nun ‘oben’ auf der Fliche bleiben, und
deshalb vereinbaren wir jetzt noch ein paar Schreibweisen, die das
Rechnen auf der Fléche erleichtern.

Sei also h : U — U’ eine Karte fiir M und h™! = ¢ : U’ — U die
Parametrisierung dazu. Die Koordinatenfunktionen sind dann reell-
wertige Funktionen auf U, ihre Differentiale also 1-Formen auf U.
Es ist nicht zwingend, hat aber seinen guten Sinn?, die Indices der
Koordinatenfunktionen jetzt oben zu fiihren, also h = (u', ..., u")
und u* : U — R zu schreiben. Thre Differentiale heiflen dann also
du',... du* € QU.
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Das Differential der Parametrisierung fiithrt an jedem Punkte die
Standard-Basis (€1, . . ., &) des R* in die Koordinatenbasis des Tan-
gentialraums iiber. Das Differential der Kartenabbildung schickt sie
wieder zuriick, denn es ist ja hoy = Idy», nach der Kettenregel also
auch dh,, o dpppy = Idge. Daraus folgt aber, dass die Differentiale
der Koordinatenfunktionen an jedem Punkte p € U die duale Basis
(du}, ..., du}) von TrM der Koordinatenbasis von T, M bilden!

Entsprechend unserer Absicht, in Gedanken moglichst oben auf
der Fldche zu bleiben, verabreden wir nun auch, von jetzt an die
Komponentenfunktionen w,,, ,,. einer r-Form als Funktionen auf
dem Kartengebiet U C M zu lesen.

U
Wy ...pir, R
T‘P A“lw“r o
U/

Neuverabredung iiber die Notation der Komponenten-

. o] 0
funktionen: wy, .., (P) = wp(gotis s+ g )-

Korollar: Jede r-Form w € Q"U lédsst sich mittels ihrer Kompo-
nentenfunktionen als

W= E Wiy ooy QU A A dUPT

p<..<pr
darstellen. O

Diese Formel ist die Grundlage des konkreten Koordinatenrechnens
mit Differentialformen, aber auch als Ausgangspunkt allerhand ma-
thematischer Gedankenexperimente niitzlich. Natiirlich ist sie auch
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in dem einfachen Spezialfall anwendbar, dass r = 1 und w = df
das Differential einer Funktion f : U — R ist, und darauf bezieht
sich eine letzte Notationsvereinbarung, die wir im Zusammenhang
mit dem Koordinatenrechnen auf der Fldche treffen wollen.

Die pi-te Komponentenfunktion (df), : U — R des Differentials
beziiglich der Koordinatenbasis, in ldstiger Ausfiihrlichkeit durch

(@up) = (% (i)

gegeben, wollen wir mit d,. f oder kurz mit 9, f bezeichnen. Denn
in Worten gesagt ist (df), ja wirklich nichts anderes als die p-te
partielle Ableitung der in den Koordinaten ausgedriickten Funk-
tion?, daran soll die Notation erinnern. Gelesen und gedacht wird
aber 0, f als Funktion oben auf U, das wollen wir nicht vergessen.
Also:

Korollar und Notation: Insbesondere ist

k
df = 0,f du*

pu=1

fiir jede differenzierbare Funktion f : U — R, wobei 0, f die p-te
Komponente der 1-Form df € QU beziiglich der Koordinaten be-
zeichnet. (|

33.3 Cartan-Ableitung und Satz von Stokes

Der axiomatischen Charakterisierung der Cartan-Ableitung, der wir
uns jetzt zuwenden, liegt dieselbe urspriingliche Intuition von der
“Randwirkung” zugrunde, aber von Koordinaten und Maschen ist
darin nicht die Rede. Drei einfache, elegant zu formulierende Forde-
rungen legen die Cartan-Ableitung bereits fest. Die erste ist, dass
fiir Funktionen, also Nullformen, die Cartan-Ableitung wirklich das
Differential ist.

Dass das Differential einer Nullform f auf M die Randwirkung
von f beschreibt, spricht sich im Wesentlichen in dem einfachen
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Sachverhalt
/ of = / df (4 / (F o)ty dt = F(v(tr)) — F(r(ts))

aus, denn das Integral von f iiber eine nulldimensionale orientier-
te Fldche ist, sinngemif, die Summe der mit den Orientierungs-
vorzeichen versehenen Funktionswerte, also hier Funktionswert am
Endpunkt minus Funktionswert am Anfangspunkt. Auch ist das
Differential df die einzige 1-Form auf M, die das fiir f leisten kann.
Die zweite Forderung ist sogenannte Komplexeigenschaft*
dod =0, dass also die Cartan-Ableitung einer Cartan-Ableitung
immer Null ist. Die r+2-Form ddw soll ja die Randwirkung von
dw und dieses die Randwirkung von w liefern, fiir jede kompakte
berandete orientierte r+2-dimensionale Fliche S C M muss also

/ddw:/ dwz/ w=20
s as 908

gelten, denn der Rand einer berandeten Fléche ist selbst unberan-
det, 00S ist also leer und ein Integral dariiber deshalb Null. Wenn
aber f g ddw fiir jedes S verschwindet, dann muss ddw = 0 sein, wie
man leicht direkt aus der Integraldefinition entnimmt. Oder wenn
Sie sich lieber die Antwort von ddw auf eine infinitesimale Masche
vorstellen wollen:

Zur Antwort von ddw auf eine r-+2-Masche

Die Gesamtantwort von dw auf die Seitenmaschen muss Null sein,
weil jede Kante zwei benachbarten Seitenmaschen angehort, von
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denen sie entgegengesetzt orientiert wird, weshalb die w-Antworten
einander aufheben. — Die dritte Forderung schliellich ist eine Pro-
duktformel:

Satz und Definition (Cartan-Ableitung): Ist M eine k-dimen-
sionale Fldche, so gibt es genau eine Sequenz

0— QM L om L o2 L
linearer Abbildungen, welche die folgenden Bedingungen (1)-(3)

erfiillt:

(1) Differentialeigenschaft: Fiir f € Q°M ist df € Q'M das iibli-
che Differential der Funktion.

(2) Komplexeigenschaft: dod = 0.

(3) Produktregel: Fiir w € Q"M gilt

dlwan)=(dw)an+(=1)"wadn.

Man nennt dw die duflere oder Cartansche Ableitung von w.
Automatisch gilt

(4) Natiirlichkeit: Es ist d(f*w) = f*(dw) fiir jede differenzierbare
Abbildung f : M — N zwischen Flidchen und alle Differential-
formen w auf N.

ZuM BEWEIS: Hat M ein die ganze Fliche erfassendes Koordina-
tensystem (U, h), also M = U, so kénnen wir von

w = E Wy oo QU A A dUbT

1 <. <y

ausgehen. Wenn es {iberhaupt eine Cartan-Ableitung fiir M mit

den Eigenschaften (1)-(3) gibt, dann ist sie jedenfalls eindeutig be-

stimmt, denn aus dd = 0 folgt mittels der Produktregel induktiv
d(du" a...Adut) =0,

also lassen die Forderungen keine andere Wahl als
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dw = Z AWy ) AdUF A LA dutT

1 <. <y

wobei auf der rechten Seite nur gewohnliche Differentiale von Funk-
tionen stehen. Damit ist fiir M = U schon einmal die Eindeutigkeit
bewiesen.

Wie iiblich benutzt man eine solche im Zuge eines Eindeutig-
keitsbeweises gefundene Formel im nachfolgenden Existenzbeweis
als Definition, setzt also dw := ... wie oben. Nun hat man die
Eigenschaften (1)-(3) nicht mehr angenommen, sondern muss sie
nachweisen. Nach dem letzten Korollar im vorigen Abschnitt ist
das Differential der Komponentenfunktion

k

A(Wpypr) = Z Wy .p ),

p=1

und wegen dut A du” = —du” A du* kennen wir auch das Produkt
du* A dutt A ... A dutt ganz genau: kommt p unter den Indices
141, - - -, i schon vor, so ist dieses Produkt Null, andernfalls ordnen
wir den Faktor du* nach aufsteigenden Indices in das Produkt mit
ein. Gelangt er dabei an die i-te Stelle, so sind i—1 Vertauschungen
benachbarter Faktoren notwendig und daher ein Vorzeichenwechsel
um (—1)"! fillig. Deshalb gilt

dw = Z (_1)i_laui (wul../i\..HTJrl)dlu#l A.oadutri )

1< <pri1

eine wirklich praktische Rechenformel, im Wesentlichen dieselbe,
die wir uns im Abschnitt 33.1 schon heuristisch hergeleitet hatten.
Damit rechnet man nun (1)-(3) einfach nach, Uberraschung erlebt
man dabei keine mehr, versteht aber erst richtig, woher das Vorzei-
chen in der Produktformel kommt.

Dann weifl man auch, dass die definierende Formel eine Se-
quenz von Cartan-Ableitungen mit den Eigenschaften (1)-(3) fiir
beliebige Flichen M definiert, also auch fiir solche, die nicht durch
eine einzige Karte erfasst werden konnen. Beachten Sie, dass die
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Unabhiingigkeit von der Wahl lokaler Koordinaten nicht mehr be-
weisbediirftig ist, denn wenn auch auf U NU die Cartan-Ableitung
mittels Karten h und h durch unterschiedlich aussehende Formeln
definiert wird, so dass man zunéchst versucht ist, dw und dw zu un-
terscheiden, stimmen sie doch tiberein, weil ja beide (1)-(3) erfiillen.
Die Natiirlichkeit (4) fiir diese Cartan-Ableitung folgt dann aus der
Natiirlichkeit des Dachprodukts und des gewohnlichen Differentials
fiir Funktionen. Eine kleine Sonderbetrachtung® verlangt noch der
Eindeutigkeitsbeweis fiir ganz M, worauf ich hier aber nicht néher
eingehen will. ...g

Allgemeiner Satz von Stokes: Ist M eine orientierte k-dimen-
sionale Fliche und w € Q1M eine (k—1)-Form mit kompaktem

Tréager, dann gilt
/ dw = / w.

M oM

BEWEIS: OBdA ist der Tréger Trw im Kartengebiet einer orientie-
rungserhaltenden Karte i : U — U’ C R* enthalten (Zerlegung der
Eins). Nach der Integraltransformationsformel (oder direkt nach
der Definition des Integrals) und wegen der Natiirlichkeit der Car-
tanschen Ableitung ist dann

fur- [ [ [

M U U U’
und
/w = /w = /gp*w,
oM U au’

also geniigte es auch, den Satz von Stokes fiir offene Teilbereiche
M C R* zu beweisen. Wegen der Kompaktheit des Triigers kénnen
wir aber dann die k—1-Form auf R* \ M durch Null ergéinzen, ohne
die Differenzierbarkeit zu beeintréchtigen, also kénnen wir sogar
oBdA M = R* voraussetzen.
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M

R

I

i Z2,..., Tk
I 1

OBdA hat w kleinen Triger, und daher sogar: oBdA M = R” .

Erst jetzt fangen wir an zu rechnen. Auf R* lisst sich w wie jede
k—1-Form schreiben als

und daher ist nach der obigen Koordinatenformel fiir die Cartansche
Ableitung

k
dw = Z(_1)”_18u(w1“.ﬁ‘..k)dul Ao dub

p=1

Die Komponentenfunktionen von w, die wir zur Abkiirzung mit
f*r=wi gk R* — R bezeichnen wollen, sind differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Tréger. Das Differentialformenintegral
iiber dw definitionsgeméf in ein gewohnliches Mehrfachintegral ver-
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wandelnd (‘Entfernen der Décher’) lesen wir®

k

) _ [Of*
_ _ 1yl 1 k
/dw— E (—1)* aWdu coodu”
M

p=1 RF

Beim Ausfiihren des Mehrfachintegrals nach Fubini sind wir nicht
an eine bestimmte Reihenfolge gebunden. Integrieren wir den p-ten
Summanden zuerst in die Richtung von u#! Fiir > 1 ergibt diese
erste Integration schon Null, denn [ f’ﬂ Ztiooo = 0 wegen des kom-
pakten Tragers. Nur der erste Summand liefert also einen Beitrag,
namlich

/ dw = / OF gt = / 10w uh)de® L du”
8u1 ) AR )
M RE Rk—1

weil wir ja iiber den linken Halbraum zu integrieren haben. Das
lassen wir so stehen und wenden uns jetzt f onr @ 2. Um ganz sicher
zu gehen, wollen wir die Inklusion ¢ : 0 x R¥! <« R* wirklich
benennen und daran denken, dass [, o w als faM t*w zu lesen ist.
Offenbar ist ¢*du' = 0, wihrend anderen die (*du* einfach die
Koordinatendifferentiale auf 0 x R*~! sind. Von den k—1-Formen
Gdula. Do oacduF, p=1,. .., k, die in der Koordinatenbeschrei-
bung von ¢*w figurieren, ist also nur die erste von Null verschie-
den. Und weil nach der Orientierungskonvention die Koordinaten

u?, ..., u* orientierungserhaltend fiir M sind, bleibt
/w = / 0,2, .. uR)du? . du®
oM RE-1

iibrig, also gerade was wir oben fiir [ s dw herausbekommen hatten.
O

Der allgemeine Satz von Stokes, den wir jetzt bewiesen haben, ist
aber nicht der Schlusspunkt des Cartan-Kalkiils. Der sogenannte
de Rham-Komplex einer k-dimensionalen Fliche M, das ist die
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Sequenz der Cartan-Ableitungen von M, beiderseits der Vollstéan-
digkeit halber durch Nullen ergénzt:

OHQOML91M$---L>Qk71Mi>QkM~>07

stellt uns z.B. wegen d od = 0 wieder die Frage nach den Po-
tentialen und Vektorpotentialen, jetzt freilich allgemeiner. Welche
w € Q"M mit dw = 0 besitzen ein “(r—1)-Form-Potential”, das
heit ein n € Q"M mit dn = w, eine Stammform, wie man in
Analogie zu dem Begriff Stammfunktion auch sagen koénnte? Jeden-
falls ist Bild (d : Q" 'M — Q"M) C Kern (d : Q"M — Q"' M), um
wieviel grofer ist der Kern? Das wird durch die r-te Kohomologie
von M gemessen.

Definition: Der reelle Vektorraum

Kern (d: Q"M — Q"1 M)
H"(M,R) :=
(M, R) Bild(d: Q1M — Q" M)

heifit die r-te de Rham-Kohomologie von M. O

Genau dann, wenn H"(M,R) = 0 ist, besitzt jede r-Form auf M mit
verschwindender Cartanableitung eine Stammform, und die Fra-
ge, wieviele wesentlich verschiedene Stammformen eine r-Form ha-
ben kann, hiingt wieder mit H"~'(M,R) zusammen, wie wir es fiir
r = 1,2 und M offen im R? im Abschnitt 29.2 schon besprochen
haben. Auch die Existenzaussagen fiir sternférmige Gebiete gelten
allgemein:

Poincaré-Lemma: Ist M diffeomorph zu einer (mdglicherweise
berandeten) sternformigen k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
des R¥ so ist H"(M,R) = 0 fiir alle r > 1. O

Die Kohomologietheorie hélt noch viele andere Informationen iiber
die H"(M,R) bereit, die Rdume sind im Prinzip berechenbar, fiir
kompakte Fliachen sind sie immer endlichdimensional. Ist My C M
eine kompakte unberandete (dafiir sagt man auch geschlossene)
r-dimensionale orientierte Flache innerhalb einer k-dimensionalen
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Fliache M, so ist wegen des Satzes von Stokes durch

H (M,R) — R

W fw

eine lineare Abbildung wohldefiniert, denn fiir n € Q"' M gilt zwar
[w] = [w + dn], aber auch fMo(w +dn) = fMu w, weil fMo dn =
fwn = 0 ist. Dass mit solchen Einsichten unter Umstidnden etwas
anzufangen ist, ndmlich wenn man H" (M, R) kennt, konnten Sie in
der Aufgabe T29.2 in einem einfachen Spezialfall schon sehen.

Freilich ist in der mathematischen Grundausbildung der Physikstu-
denten im ersten Studienjahr nicht genug Zeit, auf das alles genauer
einzugehen. Aber vielleicht haben Sie spéter, nach dem Vordiplom
einmal Lust, Kohomologietheorie zu lernen — oder eine andere ma-
thematische Theorie, zum Beispiel Differentialgeometrie, wo Thnen
auf Riemannschen oder Lorentz-Mannigfaltigkeiten ein vektorwer-
tiges Analogon

0 av v~k
0—-QM,TM) — - — Q" (M, TM) — 0,

des de Rham-Komplexes begegnet, in dem dV o dV nicht mehr
Null, sondern etwas Interessantes, ndmlich das Dachprodukt mit
der Kriimmung ist. Der Cartan-Kalkiil ist ein guter Ankniipfungs-
punkt fiir eine Wiederbegegnung mit der Mathematik in Ihren hohe-
ren Semestern.

33.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe R33.1: Seien «, 3 Linearformen auf dem R™ und o, @
Vektoren im R™. Berechnen Sie a A 5(¥, W) allgemein aus der De-
finition des Dachproduktes und speziell in dem konkreten Beispiel
n=3a=(1,1-1), 8 = (2,0,3), 7" = (2,-3,1) und @' =
(—1,3,3).
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Aufgabe R33.2: a) Driicken Sie die 2-Form dz A dy auf dem R?
durch Zylinderkoordinaten r, ¢, z aus. b) Seien x,y, z Koordinaten
des R3. Finden Sie eine 2-Form w mit dw = dz A dy A dz.

Aufgabe R33.3: Sei a = adz+bdy € Q' (B) eine 1-Form auf einem
geeigneten offenen Bereich im R?. Berechnen Sie o und da € Q%(B)
in kartesischen und in Polarkoordinaten. (Hinweis: Schreiben Sie
ohne weiteres 0,a, 0ya, d,a und J,a fir die jeweiligen partiellen
Ableitungen von a, analog fiir b.)

Aufgabe R33.4: a) Es sei K := K,(0) C R? die Kugel vom Radius
a > 0. Berechnen Sie [, (2dy n dz + y*dz n dx + 2Pdx A dy).
b) Sei M die obere Hilfte der Kugeloberfliche, genauer

M= {(z,y,2) e R®| 2> + > + 2* = a?, z > 0}.
Berechnen Sie [, dx A dy.

Aufgabe T33.1: Fiir ay, ..., ,€Alt' (V) und @, ..., 5,€V sei A die
r x r-Matrix mit a;; := a;(¥;). Beweisen Sie

A A (Vh, ..., 0) =det A
(Induktion und Entwicklungsformel).

Aufgabe T33.2: Es sei M eine orientierbare kompakte berandete
k-dimensionale Fliache und ¢ : 0M — N ein Diffeomorphismus.
Schlieflen Sie aus dem Satz von Stokes, dass sich ¢ nicht zu einer
differenzierbaren Abbildung ® : M — N fortsetzen lafit.



Cartan-Kalkiil III:
Ubersetzung in die Vektoranalysis

34.1 Die Ubersetzungs-Isomorphismen

In diesem Kapitel mochte ich Thnen zeigen, inwiefern der Cartan-
Kalkiil die klassische Vektoranalysis mit umfasst. Dabei werden wir
auch die klassischen Séatze von Gaufl und Stokes als Spezialfille des
allgemeinen Satzes von Stokes erhalten.

Definition: Es sei X C R? offen. Die reellen Vektorriume der
C*°-Funktionen bzw. -Vektorfelder werden wieder mit F(X) :=
C>(X,R) und V(X) := C®(X,R3) bezeichnet. Unter den Uber-
setzungs-Isomorphismen fiir r-Formen, r = 0,1,2,3, wol-
len wir die im Folgenden detailliert geschilderten Isomorphismen
F(X) =X, V(X)) 20X, V(X) =~ Q2X, und F(X) = QX ver-
stehen. Wir beginnen mit den Nullformen. Nullformen sind nichts
anderes als Funktionen,

F(X) =X,

und der Ubersetzungsisomorphismus, nur der Vollsténdigkeit hal-
ber so benannt, soll die Identitét sein. Fiir 1-Formen wéhlen wir
den Isomorphismus
VX) = QX
a +— a-
wobei der Strich _ in der Formel nur als Platzhalter fiir die Vektor-
Variable der 1-Form steht, ausfiihrlich geschrieben geht also ein

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6 12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Vektorfeld @ auf X in die 1-Form « iiber, die fiir p € X jeweils als li-
neare Abbildung o, : T,X — R durch das Standard-Skalarprodukt
mit @(p) gegeben ist (beachte T,X = R?), also durch ¥ — @ - ¥. In
Matrizenschreibweise ist «, : R® — R eine 1 x 3-Matrix, also eine
Zeile, und diese ist natiirlich nichts anderes als die transponierte
der Spalte d(p), so dass also

ar— at

den Ubersetzungsisomorphismus fiir 1-Formen in Matrizenschreib-
weise angibt. Dies alles eigentlich nur zur Erinnerung, denn wie
Vektorfelder und 1-Formen auf offenen Bereichen des R™ zueinan-
der gehoren, haben wir auch im Abschnitt 16.4 des ersten Bandes
besprochen.

Etwas weniger tautologisch sieht die Ubersetzung fiir 2-Formen
aus, hier verwenden wir

VX) — 02X

b — det(b,_, ).

Ausfiihrlicher geschrieben ist also die 2-Form, nennen wir sie 7, die
zu dem Vektorfeld b gehort, durch

1p(T, @) := det(b(p), 7, @) = b - (7 x ©)

gegeben. Die schiefsymmetrische 3 x 3-Matrix von 7, erhdlt man
durch Einsetzen der kanonischen Einheitsvektoren, und dabei ergibt
sich

0 by —by
b—s —bs 0 by
by —by 0

als der Ubersetzungsisomorphismus in Matrizenschreibweise.
Fiir 3-Formen schliellich definieren wir die Ubersetzung durch

F(X) — X
p +— pdet(, ., )
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oder ausfiihrlich geschrieben p +— w mit
wy (¥, W, @) == p(p) det(V, 0, u).

Die Determinante als 3-Form auf X ist {ibrigens auch die kanoni-
sche Volumenform wy, wie wir sie in Abschnitt 32.4 allgemeiner fiir
jede k-dimensionale orientierte Fliche im R™ kennengelernt hatten,
also ist der Ubersetzungsisomorphismus F(X) — QX auch die
Multiplikation mit der Volumenform, p — pwx. O

Diese Definition gibt ganz handgreiflich-geometrisch an, wie man
ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge im R? als 1-Form oder
2-Form lesen soll. Fiir das Rechnen damit ist es aber auch niitzlich,
die Formen durch Komponentenfunktionen und Dachprodukte von
Koordinatendifferentialen auszudriicken. Dann nehmen die Uber-
setzungsisomorphismen folgende Gestalt an.

Lemma: Bezeichnen x', 2% 2 die Standard-Koordinatenfunktio-
nen auf der offenen Teilmenge X C R?, dann sind die obigen Uber-
setzungsisomorphismen fiir r = 1,2,3 auch durch

a — a:=adz' + aydx® + asdz?®

b — n := bida? A dz® + zykl.perm.

p — w:=pdrtadz®adad
gegeben.
BEWEIS: Hier nehmen wir ja auf die Koordinaten-Darstellung

w = Z Wy AT A At
p1<..<piy

fiir beliebige r-Formen w Bezug, die wir in Abschnitt 33.2 bespro-
chen haben. Die Komponentenfunktionen erhélt man durch Ein-
setzen der kanonischen Einheitsvektoren in die Form. Fiir r = 1
und 7 = 3 ist das Lemma offenbar richtig, allenfalls sollten wir
bei r = 2 noch einmal genauer hinschauen. Mit “zykl.perm.” ist
natiirlich gemeint, dass sich die anderen Summanden durch zykli-
sche Permutation der Indices ergeben, also

b bida® A da® + boda® A da' + bydz' A da?.
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In dieser Schreibweise sind die Indices im Dachprodukt des zweiten
Summanden nicht aufsteigend, aber das hat schon seine Richtigkeit,
die Komponente 75 = det(b1€) + bas + b3és, €1, €5) ist ja offenbar
wirklich —bs. O

34.2 Ubersetzung von Cartan-Ableitung und
Dachprodukt

Weitere Definitionen haben wir in unserem Ubersetzungsgeschiift
nun nicht mehr zu treffen, wir miissen die Ubersetzungsisomorphis-
men nur noch anwenden, um auch die anderen Ingredienzien des
Cartan-Kalkiils fiir den Spezialfall X C.g¢ R® in die Sprache der
klassischen Vektoranalysis zu iibertragen. Fangen wir gleich mit
der Cartan-Ableitung an:

Lemma (Ubersetzung der Cartan-Ableitung): Mit den obi-
gen Ubersetzungs-Isomorphismen wird das Diagramm

QX L) Ox L 925'¢ L BX
d t di
Fx) S v 25 vy =5 F(x)

kommutativ.

BEWEIS: Das sind eigentlich drei Lemmas in einem, wir haben von
jeder der drei ‘Maschen’ des Diagramms die Kommutativitit zu
priifen: (1) Ist f € F(X) = Q°X, so wird grad f € V(X) in die

1-Form of of of
dz! da?

aut " +8x2 v +8:E3

iibersetzt, wie es sein soll. (2) Sei jetzt @ € V(X). Die Cartan-

Ableitung der durch Ubersetzung daraus entstandenen 1-Form ist

da® = df

d(ardz’ + ayda® + asdaz®) = day A dz' 4 day A dz* + das A do?,

nach der Produktregel und wegen dd = 0. Entwickeln wir die Dif-
ferentiale der Komponentenfunktionen wieder nach den Koordina-
tendifferentialen, so erhalten wir wegen da® A do* = 0 nicht neun,
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sondern nur sechs Terme, ndmlich

8@1
0z?
—l—gzi dz' A da?® + gz?)) dz® A da?
8&3 1 3 8&3
—l—axldx Adz® + O

da? A dxt + ga; dz® A dat
Tz

dz? A da?,
was zusammen

( das  Oas

o2 8I3)d1’2 A dz? + zykl. perm.

ergibt, also gerade die Ubersetzung von rot @ in eine 2-Form, wie
behauptet. (3) Schliefllich haben wir noch die Cartan-Ableitung

d(bydz® A dx® + zykl. perm.)

der Ubersetzung eines Vektorfelds b in eine 2-Form zu berechnen,
und das ist
dby A dx® A da® + zykl. perm.
by
~ ot
= (divb) da' A da? A da®

dzt A da?® A dz® + zykl. perm.

weil dzt Adz? A da® sich bei zyklischer Permutation der Indices nicht
andert. ]

Damit sehen wir jetzt zum Beispiel die Formeln rot grad f = 0 und
divrotd@ = 0 als Spezialfille von dd = 0 und verstehen, weshalb
Kohomologie-Aussagen des Cartan-Kalkiils, wenn man sie auf of-
fene Teilmenge X C R? anwendet, Informationen iiber Potentiale
und Vektorpotentiale enthalten.

Im Cartan-Kalkiil gibt es nur eine Produktformel, sie heifit

dlwan) =dwan+ (—1)"w A dn,

wenn w eine r-Form ist. Um sie zu Produktformeln der Vektor-
analysis zu spezialisieren, brauchen wir nur noch das Dachprodukt
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AT X x X — QX fiir 0 < rys,r + s < 3 zu iibersetzen.
Wegen der Antikommutativitdt w A n = (—1)"n A w verlieren wir
keine Information, wenn wir oBdA r < s annehmen. Das Dachpro-
dukt mit einer Nullform f ist einfach das gewohnliche Produkt mit
der Funktion f und ist mit der Ubersetzung vertriglich. Den Fall
r = 0 konnen wir also schon abhaken, und somit miissen wir nur
noch die Féaller = s =1 und r = 1, s = 2 aufklaren.

Lemma (I"Jbers“etzung des Dachprodukts): Fiir X C R? offen
sind die beiden Ubersetzungsdiagramme

A

QX x QX S 02y QX x 02X 2 3y
Tg T’E und Tg T%
V(X)) x V(X)) S V(X) V(X)) x V(X) = F(X)

kommutativ, d.h. das Dachprodukt zweier 1-Formen iibersetzt sich
in das Kreuzprodukt, das einer 1-Form mit einer 2-Form in das
Skalarprodukt der entsprechenden Vektorfelder.

BEWEIS: Seien also @ und b zwei Vektorfelder auf X und zunichst
a, € QX ihre Ubersetzungen in 1-Formen. Ordnen wir

an B = (arde' + ayda® + asdx®) A (byda' + byda® + bydx®)

in die Gestalt c¢;dx? A dz®+ zykl. perm., so erhalten wir als Ko-
effizientenfunktionen ¢; = (agbs — asby) und zyklisch permutiert,
also gerade die Komponenten des Kreuzproduktes @ X 57 dessen
Ubersetzung a A § folglich ist. Damit ist das erste Diagramm als
kommutativ nachgewiesen.

Nun iibersetzen wir @ wieder in eine 1-Form «, aber b in eine
2-Form 1 = byda? A dax® + byda® A da' + bsda! A dz?. Dann ist

ann = aby dzt A dz? A da?
+agby dz? A da?® A dxt
+agbs dz® A dzt A dz?,

und das ist (@-b) dz'Ada?adz?, die Ubersetzung des Skalarprodukts
in eine 3-Form, also ist auch das zweite Diagramm kommutativ. O
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Korollar (Spezialfille der Produktformel): Fiir differenzier-
bare Funktionen f,g und Vektorfelder d,b auf X gilt:

grad(fg) = (grad f)g+ fgradg,
rot(fa) = (grad f) x @+ frotd,
div(fb) = (gradf)-b+ fdiv,
div(@x b) = (rotd@)-b—a-rotbh.

34.3 Ubersetzung der Integration

Um den allgemeinen Satz von Stokes auf die Vektoranalysis spe-
zialisieren zu kénnen, miissen wir nun noch nachsehen, wie sich die
Integrale iiber 1-, 2- und 3-Formen bei der Ubersetzung der Formen
in Vektorfelder bzw. Funktionen ausnehmen.

Lemma (Integraliibersetzung): Sei wieder X C R? offen. Seien
@b e V(X) und p € F(X). Das Vektorfeld @ werde in eine 1-Form
o € Q'X, das Vektorfeld b in eine 2-Form 1 € Q*X und die Funk-
tion p in eine 3-Form w € Q3X iibersetzt. Dann gilt fiir k-dimen-
sionale orientierte berandete Flichen M* C X, Kompaktheit der
Tréger jeweils vorausgesetzt:

/Ei.dé’:/ «,
M1 M1

und



34.3 Ubersetzung der Integration 261

BEWEIS: Eine Bezichung zwischen den Integralen [ e d*F der
klassischen Vektoranalysis und der Integration von Differentialfor-
men hatten wir in Abschnitt 32.4 schon kennengelernt, ndmlich

[rar= [ fon.
A

MF

wobei wyx € QFMF die kanonische Volumenform der Fliche be-
zeichnet. Deshalb haben wir als Rohiibersetzung unserer Integrale
schon einmal

—
o -
L
Tl
I
S
.
=
&£
=

und

/pdV = / P Wars -
M3 M3

Im Falle & = 3 sind wir damit auch schon fertig, denn wie im
Abschnitt 34.1 bereits bemerkt, ist die Ubersetzung einer Funktion
in eine 3-Form einfach die Multlphkatlon mit der Volumenform. Es
blelbt zu zeigen, dass @ - T wyr und o dieselbe 1-Form auf M?! und
b-N w a2 und 7 dieselbe 2-Form auf M? definieren. Das iiberpriifen
wir, indem wir an jedem Punkte p € M* eine positiv orientierte
ON-Basis (4, ..., ) von T,M* in diese k-Formen einsetzen.

a

Mt

Der Fall k =1 Der Fall k =2

Die Volumenform antwortet auf eine positiv orientierte ON-Basis
mit +1, es bleibt also @(p)-T(p) = a,(01) bzw. b(p)-N(p) = n(vy, 02)
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zu zeigen. Im ersten Falle wihlen wir den Tangenteneinheitsvektor
T(p) selbst als Basisvektor o7, und dann folgt

direkt aus der Definition der Ubersetzung von @ in a. Im Falle k = 2
schlieBlich ist definitionsgemaf

(1, T) = det(B(p), 70, T2) = B(p) - (71 x ),
aber 7y x 7y = N(p) und daher 7,(, %) = b(p) - N(p), was zu
zeigen war. (]

Nun kann ich auch das am Ende des Kapitels 31 gegebene Verspre-
chen einlosen und die klassischen Integralsitze als Korollare aus
dem bewiesenen allgemeinen Satz von Stokes herausziehen.

Korollar (Klassische Integralsitze): Durch Ubersetzung der
Integrale und der Cartan-Ableitung erhédlt man aus dem allgemei-
nen Satz von Stokes den klassischen Stokesschen Integralsatz

(/rmd-dﬁ:i/dazz/)a: /‘dwﬁ
M2 M2 aM? oM?
und den GaufBischen Integralsatz

/mﬂwz/m:/n:/aﬁ.

M3 M3 M3 M3

34.4 Ausblick

Aus der Perspektive des Cartan-Kalkiils sind das zwei kleine Spe-
zialfille. Von allen Themen dieses Kurses zeigt Thnen der Cartan-
Kalkiil vielleicht am deutlichsten, wie die klassische Mathematik
des achtzehnten und neunzehnten Jahrhunderts, hier reprasentiert
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durch die Vektoranalysis, in den neuen, viel weiter reichenden Theo-
rien noch unversehrt enthalten ist, aber, wie man zu spiiren meint,
von diesem hcheren Standpunkt aus erst richtig verstanden werden
kann. Deshalb haben Sie wirklich eine neue Stufe Ihrer mathemati-
schen Entwicklung erreicht, wenn Sie den Cartan-Kalkiil und seine
Beziehung zur Vektoranalysis durchschauen.

Auch in der Physik wird Thnen der Cartan-Kalkiil wieder begeg-
nen, etwa wenn Sie die Elektrodynamik im relativistischen Rahmen,
als lorentzinvariante Theorie im Minkowski-Raum M* verstehen
wollen. Dann ist der Cartan-Kalkiil ohne geistigen Mehraufwand
zur Stelle mit den Differentialoperatoren

QOM4L>§21M4L>QQM4L>Q3M4L>Q4M4

und den zugehorigen Integralsitzen, da er von Haus aus sowieso auf
beliebigen k-dimensionalen Flédchen funktioniert. Und mitten drin,
gerade dort wo die klassische Vektoranalysis am schlechtesten hin-
kommt (dim Alt*7,M* = 6) sitzt der elektromagnetische Feldtensor
F € O2M*, der sogenannte Faradaytensor, der das elektrische Feld
und die magnetische Induktion zu einer relativistischen Grofle ver-
einheitlicht. Der Faradaytensor erfiillt dF' = 0 (das ist ein Teil der
Maxwellgleichungen), und in Q!M* halten sich seine Viererpoten-
tiale auf, das sind die 1-Formen A € Q'M* mit dA = F.

Im Wesentlichen eben dort, in Q?M*, allerdings nicht als re-
ellwertige 2-Formen, sondern als 2-Formen mit Werten in einer
Liealgebra, leben auch die Fichfelder und im liealgebrenwertigen
Q'M* die FEichpotentiale jener Feldtheorien, deren Quantisierung
dem Standardmodell der Elementarteilchentheorie zugrunde liegt.

Fiirchten Sie also nicht, ich hétte Sie durch den Cartan-Kalkiil
zu weit von der Physik weggefiihrt. Eher hétten Sie Grund zu
argwohnen, ich sei mit Thnen noch nicht weit genug in den Cartan-
Kalkiil eingestiegen, und dazu mochte ich am Beispiel der vektor-
analytischen Formel

rotrot @ = graddivad — Ad

noch einige Anmerkungen machen. Darin ist A der komponenten-
: ~ _ 0% 8%a 9%a
weise angewendete Laplace-Operator, Ad = § 5 + by2 T 9.2, Wenn
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wir die Koordinaten mit x,y, z bezeichnen. Im Jackson! finden Sie
diese Formel, als sechste der Vektorformeln auf der Einbandinnen-
seite, in der Nabla-Notation V x (V x @) = V(Va) — V2a@. Kénnen
wir die Formel beweisen? Ganz leicht, schreiben wir zur Abkiirzung
0; fiir das partielle Ableiten nach der i-ten der drei Variablen und
rechnen jeweils die erste Komponente der drei beteiligten Vektor-
terme aus,

(rotrot@); = 0Oa(rotd)s — O5(rot @)q

D2 (01az — Dsa1) — 03(03a1 — Ora3)
Oo01a9 — Oy0aa; — 303a1 + O301a3
(graddivd); = 01(01a1 + Oras + Osa3)

0101a1 + 0102as + 0105a3

(AQ); = Aay = 010141 + 030201 + 930504,

dann zeigt die Bilanz die Richtigkeit der Formel in der ersten Kom-
ponente, analog fiir die beiden anderen. Aber kénnen wir die Formel
verstehen?

Hoffnungsvoll wenden wir uns an den Cartan-Kalkiil — und se-
hen uns enttéduscht: rot rot @ zu bilden scheint dort nicht vorgesehen
zu sein, denn rot @ entspricht einer 2-Form dc, und welcher Diffe-
rentialoperator des Cartan-Kalkiils machte daraus eine Differential-
form, die dem Vektorfeld rot rot @ entsprechen konnte? Da miissen
wir ja zuerst die 2-Form da zuriick in ein Vektorfeld und dieses
dann in eine I-Form iibersetzen um erneut die Cartan-Ableitung
anwenden zu kénnen:

V(X).

Hat diese iiber die Vektorfelder fiihrende Beziehung zwischen Q2X
und Q'X im allgemeinen Cartan-Kalkiil einen Sinn, oder ist das
nur eine Spezialitit von X Cogen R®? Dieselbe Frage stellt sich,
wenn wir grad divd im Cartan-Kalkiil zu finden suchen. Der Gra-
dient einer 3-Form? Auch dafiir miissen wir die durch Ubersetzung
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vermittelte Beziehung zwischen 93X und Q°X in Anspruch neh-
men:

WX ey BX
F(X)

Tatséichlich zeigt sich schon in der multilinearen Algebra eine allge-
meine Beziehung zwischen alternierenden Multilinearformen kom-
plementiren Grades, nicht zufillig haben Alt"V und Alt*"V fiir
einen k-dimensionalen Vektorraum V' dieselbe Dimension (f) Aber
so nahe verwandt, dass jeder alternierenden r-Form kanonisch eine
alternierende (k—r)-Form entspréiche, so nahe verwandt sind die
Formen komplementiren Grades wiederum nicht. Vielmehr stellt
sich ein kanonischer Isomorphismus erst ein, wenn V' orientiert und
mit einem Skalarprodukt versehen ist:

Lemma und Definition: Sei (V, ( , )) ein orientierter, k-dimensio-
naler euklidischer Raum. Dann gibt es zu jedem w € Alt"V genau
eine alternierende (k—r)-Form sw € Alt*”"V, die auf die letzten
k — r Vektoren einer positiv orientierten ON-Basis jeweils so ant-
wortet, wie w auf die ersten r Vektoren. Der dadurch definierte
Isomorphismus

ATV s AltETV

heiBt der Sternisomorphismus oder Sternoperator. O

Auf die Beweise der hierbei gemachten Behauptungen will ich hier
nicht eingehen, es handelt sich nur um linear-algebraische Routine.
Auch in Komponenten beziiglich einer positiv orientierten ON-Basis
ldsst sich der Sternoperator leicht angeben, fiir jede Permutation
T € S, ist eben

*WTT*,L..T]‘, = SgNT Wr .1y 5

fiir gerade Permutationen sagt das die Definition direkt, weil dann
auch die permutierte Basis positiv orientiert ist, bei ungeraden sorgt
der Vorzeichenfaktor sgn 7 fiir Richtigkeit.

Dieser Sternoperator iibertriagt sich nun durch punktweise An-
wendung auf die Differentialformen einer orientierten k-dimensiona-
len Flache im R", deren Tangentialrdume ja als Untervektorrdume
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T,M C R™ mit einem Skalarprodukt versehen sind.? Wir definieren
den Sternoperator

w "M s QF M

fiir Differentialformen natiirlich durch (xw), := *(w,). Der
Sternoperator macht nun aus der Cartanableitung d eine im Grade
absteigende sogenannte Koableitung §, die aus guten Griinden,
die ich aber jetzt nicht besprechen will, noch mit einem Vorzeichen
versehen wird, das definierende Diagramm ist namlich

orv —d . gy

*l% *l%
Qk—rM (_—1)T(z Qk_r_lM,

Jedes Q"M ist daher jetzt von zwei Cartanableitungen und zwei
Koableitungen flankiert:

d d
QM = OM = Q*t'M,
1) )

und die Summe der Streifziige nach rechts und links und wieder
zuriick, ndmlich A := dd + dd : "M — Q"M, ist der Laplace-
Beltrami-Operator. Die Differentialformen, die Aw = 0 erfiillen,
heiflen harmonische Formen. Damit fangt nun ein neues Kapitel
des Cartan-Kalkiils an, die sogenannte Hodge-Theorie, die wieder-
um auf mathematische Nachbargebiete ausstrahlt usw.

Um aber auf rot rot zuriickzukommen: iibersetzt man im Spezial-
falle M = X Cogten R? die Coableitung in die Sprache der klassi-
schen Vektoranalysis, so erhélt man

grad rot div
0=2F(X) = VX)) — VX)) — FX)=0
div —rot grad

aus den auf- und absteigenden Sequenzen der d und der §, und
nun sehen wir, wie die Formel fiir rot rot, von der wir ausgegangen
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waren, mit dem Cartan-Kalkiil zusammenhéngt, sie ist ein Spe-
zialfall der allgemein giiltigen Beschreibung des Laplace-Beltrami-
Operators A = dd + dd durch Cartan- und Koableitungen.

Muss das jeder Physiker wissen? Nein. Ich versuche Thnen nur
ein Gefiihl dafiir zu geben, dass in der Mathematik manches ent-
halten ist, das ein Physiker in einer konkreten Situation einmal
brauchen mag, aber nicht gleich findet, weil ihm vielleicht die Spra-
che der allgemeinen Theorie, der sein Problem als Spezialfall zu-
gehort, fremd ist. Solche Sprachbarrieren {iberwinden Sie aber am
besten, wenn Sie wéhrend des Studiums auch bereit sind, sich in die
Mathematik hineinzudenken, d.h. sich auch auf die mathematische
Motivation der Begriffe und Fragestellungen einmal einzulassen und
nicht bei jeder Definition und jedem Satz einen gestempelten Nach-
weis verlangen, dass das in der Physik auch anwendbar sei.

34.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R34.1: Die Bewegungsgleichung fiir die Bewegung eines
Teilchens mit der Ladung ¢ im Magnetfeld B (Lorentzkraft) lautet
in iiblicher Notation: dp/dt = qU x B. Ubersetzen Sie die rechte
Seite in eine 1-Form a und B in eine 2-Form 5. Wie wire dann
a(w) aus U, @ und § zu bestimmen?

Aufgabe R34.2: Es sei

F = —E,dtrnde— Eydtady — E.dt ndz
+B,dy ndz + Bydz ndx + B.dx ndy

der Faraday-Tensor (2-Form auf dem R*) aufgebaut aus den Kom-
ponenten des elektrischen und magnetischen Feldes. Berechnen Sie
dF. Welche Maxwell-Gleichungen erhalten Sie aus dF = 07

Aufgabe R34.3: Auf offenem X C R3 seien ein elektrisches und

—

ein magnetisches zeitabhingiges Feld gegeben, notiert als E(Z,t)
und B(Z,t), die durch

E . B .
ot =rotB und ot = —rot &
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miteinander zusammenhéngen. Sind € und 8 die zugehorigen zeit-
abhéngigen 1-Formen, so ist die zeitabhéngige 2-Form o := ¢ A 8
auf X die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes und
der zugehorige Komponentenvektor S (Z,t) der Poynting- Vektor des
Feldes. Zeigen Sie, dass

1 0 = -
= - E|? +||B|]*) d
| o=y | BRIy

fiir jedes glatt berandete kompakte Volumen M C X gilt. Die Grofe
u:= (| E|]*+ || B|?) ist die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes.

Aufgabe T34.2: Auf offenem X C R? seien Funktionen f und g
in Q°(X) = F(X) und Differentialformen

a, B,y € Q(X), neQ*X) und w € O*(X)

gegeben. Durch die iiblichen Ubersetzungsisomorphismen gehen die
1-Formen in Vektorfelder @, ¢, @ € V(X), die 2-Form in ein Vektor-
feld B und die 3-Form in eine Funktion p € F(X) iiber. Ubersetzen
Sie die Dachprodukte

f/\ga f/\Oé, f/\777 f/\wa O(Aﬁa QAT O[/\B/\’)/
in Funktionen bzw. Vektorfelder und die Produktregel fiir
d(f ~g), d(f ~a), d(f an), d(an B)

in jeweils eine Formel der klassischen Vektoranalysis.

Aufgabe T34.2: Sei M? ein glatt berandeter kompakter Bereich
in R®. Beweisen Sie fiir Funktionen f und g auf M

(1) /Afdvz/g;de,

M oM

(2) /(gAf+gradg-gradf)dV:/gggde und

M oM
3) [ (fAg—gAnaV = [(f52—goh)dF.
/ /

Notation: Af := divgrad f und am Rande g£ :=grad f - N.
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Aufgabe T34.3: Im Jackson, einem Standard-Lehrbuch der Elek-
trodynamik, wird Vf, V x d@, V - b statt grad f, rota@ bzw. divb
geschrieben. Auf der Deckelinnenseite des Buches finden Sie unter
anderem die folgenden Formeln:

(1) VxVy=0

(2) V- (Vxa)=0

(3) V-(wa)=a-Vy+yV-a

(4) Vx@Wad)=(VY)xd+yV xda

(5) V-(@xby=b-(Vxa)—a-(Vxb)
Welchen Formeln des Cartan-Kalkiils entsprechen sie?

Aufgabe T34.4: Nochmals Jackson: In the following, ¢ and v are
well-behaved scalar functions, V' is a three-dimensional volume with
volume element d3x, S is a closed two-dimensional surface bounding
V', with area element da and unit outward normal 7 at da.

/ (6V2 + Vo - Vo)d'e = / ot - Vi da
A7 S

(Green’s first identity). Ubertragen Sie die Voraussetzungen, unter
Beibehaltung der Notation, nicht nur ins Deutsche, sondern auch in
unsere Sprechweisen der klassischen Vektoranalysis und prézisieren
Sie sie dabei. Beweisen Sie die Greensche Identitét als Korollar aus
dem Gauflschen Satze.



Mathematik und Mechanik

35.1 Grundgedanken der Variationsrechnung

In der theoretischen Mechanik begegnet IThnen das Hamiltonsche
Prinzip, welches das physikalische Gesetz fiir die Bewegung eines
mechanischen Systems ganz anders beschreibt, als Sie es bisher ge-
wohnt sind, ndmlich nicht durch Differentialgleichungen fiir den in
Koordinaten etwa als t — ¢q(t) = (¢q1(¢), ..., ¢,(t)) notierten Bewe-
gungsablauf, sondern durch das Verschwinden der ersten Variation
eines gewissen Integrals:

t1

6/L(t,q(t),4(t))dt =0.

to

Dabei bezeichnet L die sogenannte Lagrangefunktion des Systems.
Das “Verschwinden der ersten Variation” soll bedeuten, dass das
Integral kleine Anderungen von ¢, bei festgehaltenen Anfangs- und
Endzustdnden g(to) und ¢(¢1), in erster Naherung nicht spiirt.
Wenn auch klar ist, dass hier noch einiges zu prézisieren bleibt,
so ist der Sinn der Aussage 0 = 0, wobei ich I als Abkiirzung
fiir das Integral schreibe, doch heuristisch ganz gut zu verstehen.
Das Variationssymbol § selbst wird auf diese Weise aber eher ein-
geschmuggelt als eingefiihrt. Was ist 61 eigentlich fiir ein mathema-
tisches Objekt? Als solches wird es ndmlich schon bald behandelt,
es wird zum Beispiel erst ausgerechnet und dann Null gesetzt, um
konkrete Folgerungen aus dem Hamiltonschen Prinzip zu gewinnen.
Dabei taucht das Variationssymbol nun nicht nur vor dem Integral,

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_13, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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sondern auch vor dem ¢ und dem ¢ auf, irgendwie infinitesimale
Groflen bezeichnend, aber mit dg darf man das dg nicht verwech-
seln, das ist wieder etwas anderes. Nicht alle Horer der Mechanik-
Vorlesung fiithlen sich ganz wohl dabei!

Bevor wir uns aber mitten unter diesen Details niederlassen,
wollen wir die Aufgabenstellung der Variationsrechnung erst ein-
mal aus der Vogelperspektive anschauen. Mathematisch kniipfen
wir dabei an das Kapitel 28 an. Dort haben wir studiert, wie man
die kritischen Punkte einer Funktion f : M — R auf einer k-dimen-
sionalen Flache findet und das lokale Verhalten in der N#he eines
kritischen Punktes bestimmt: kritisch sind die Punkte p € M, an
denen das Differential df,, : T,M — R verschwindet, und Auskunft
iiber das lokale Verhalten gibt dann die Hesseform ¢f, : T,M — R.

Heuristisch gesprochen verfolgt die Variationsrechnung dasselbe
Ziel, ndmlich die kritischen Stellen und das jeweilige lokale Verhal-
ten einer Funktion .Z : .# — R auf einer “Fliache” .4 mittels Dif-
ferential und Hesseform zu bestimmen, allerdings ist .#Z jetzt keine
k-dimensionale Fldche mehr, sondern wére, soweit wir die Analogie
zu einer Fldche heranziehen diirfen, am ehesten eine “unendlich-
dimensionale Fliache” zu nennen.

Beispiel: Es sei M C R" eine wirkliche k-dimensionale Fliche
und po,p1 € M zwei Punkte darin. Betrachte als .# die Menge
aller C*-Kurven « : [0,1] — M von py nach p; und als Funktion
& . M — R die Kurvenlinge, Z(v) := fol I3 ()|l dt. O

M

Eine Kurve in M ist nur ein Element (also ein ‘Punkt’) in .4

Hier hat die Frage nach den kritischen Punkten von .#Z ein offen-
sichtliches geometrisches Interesse, z.B. miissen sich unter den kri-
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tischen ‘Punkten’ v € .# auch die absolut kiirzesten Kurven von pq
nach p; befinden — sofern vorhanden. Und sollte man nicht erwar-
ten, dass alle kritischen ~, nicht nur die Minima, irgendwie geome-
trisch relevant sein werden? So ist es auch.! Dieses einfache, aber
nicht zu einfache Beispiel eignet sich gut zur Veranschaulichung der
Grundbegriffe, um die es hier geht.

Ein verwandtes Beispiel, bei dem die kritischen Punkte die soge-
nannten Minimalflichen sind, erhélt man nach Vorgabe einer ein-
dimensionalen geschlossenen Untermannigfaltigkeit R C R3, die als
Rand kompakter Flichen S C R? fungieren soll. Man setzt dann

M = {S C R*| S kompakte Fliche mit 9S = R}

und definiert . durch den Flécheninhalt, Z(S) := [ dF.

Beim schon erwiahnten Hamiltonschen Prinzip in der Mechanik,
das wir mathematisch noch genauer studieren wollen, ist .# eine
Menge von Kurven im Konfigurationsraum, gleichsam die Menge
aller denkbaren Bewegungsablaufe des Systems, unter denen es die
physikalisch realen herauszufinden gilt, und . : .# — R ist das
mittels der Langrangefunktion definierte sogenannte Wirkungsinte-
gral.

Ahnlich ist es in der Lagrangeschen Feldtheorie, wo die Elemente
von . gewisse Felder auf der Raumzeit sind und .Z wiederum ein
mittels einer Lagrangefunktion definiertes Wirkungsintegral. Damit
werden wir uns hier nicht beschiiftigen, aber wenn Sie spéter der
Lagrangeschen Feldtheorie begegnen, so wird sich der Dozent oder
Autor gewthnlich darauf verlassen, dass Sie mit der Mathematik
des Hamilton-Prinzips in der Mechanik jedenfalls schon vertraut
sind.

Nach dieser Andeutung einiger Beispiele fahren wir in der heuristi-
schen Betrachtung der allgemeinen Situation fort. Notieren wir die
Elemente der oco-dimensionalen Fliache irgendwie, z.B. mit ¢ € .#
und fragen nach dem Differential

dfd,ZTw%—?R,

und wenn ¢ kritisch ist auch nach der Hesseform ¢.%y : Ty # — R,
deren Definitheitsverhalten von Interesse ist.
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Von den verschiedenen Zugingen, die wir im Endlichdimensio-
nalen zu diesen Objekten haben, eignen sich nicht alle gleich gut
zur Nachahmung im unendlichdimensionalen Fall. Unendlich viele
Koordinaten (&;,&,,...) in .# einzufithren, um einen unendlichen
Gradienten

0.2 0%
<8§1’ 852"">

und eine unendliche Hessematrix

IR
<8§i8£j)i,jeN

auszurechnen, ist zum Beispiel kein einladender Weg. Viel bes-
ser zur unendlichdimensionalen Imitation eignet sich die Beschrei-
bung von Tangentialraum, Differential und Hesseform mittels C'*°-
Kurven auf der Flédche, die wir aus dem Kapitel 28 kennen. Ist
f : M — R eine C*-Funktion auf einer k-dimensionalen Fliche
und p € M, so gilt bekanntlich

T,M = {&(0) | o (=c,6) <5 M, a(0) = p},
df,((0))
afp(@(0)) = (foa)’(0).

(f oa)’(0), und fur kritisches p auch noch

Das iibertragen wir nun, versuchsweise und heuristisch, auf die ‘un-
endlichdimensionale Fliache’ .# und die Funktion .Z : .# — R, mit
der wir es in der Variationsrechnung zu tun haben. Wir wollen an-
nehmen, dass die analytische Natur von .# uns unmissverstéindlich
nahelegt, was wir unter einer differenzierbaren Kurve

(_57 8) C: M

zu verstehen haben. Das Wort ‘Kurve’ und die iibliche Notation
dafiir wollen wir jetzt aber vermeiden, weil die Elemente ¢ € .#
womoglich selbst auch wieder Kurven sind, wie in dem obigen Bei-
spiel, was Verwirrung stiften konnte. Deshalb schreiben wir eine
C*-Zuordnung (—¢,e) — A als A — 1, und nennen diese Familie
(¥a)ae(—e,e) €ine Variation von 1),. Die Variable X heiit dabei der
Variationsparameter.
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M M
Po
S~————
P
Schematische Skizze einer Realistische Skizze in dem
Variation von g konkreten Beispiel

Die Ableitung einer Variation nach dem Variationsparameter an
der Stelle A = 0, also

d
w = d)\ OwA7

heile der Richtungsvektor oder kurz die Richtung der Variation.

M M
Po
S~——
P
Schematische Skizze der Rich- Im konkreten Beispiel ist w
tung w einer Variation ein Vektorfeld lings der vari-

ierten Kurve

In unserem illustrierenden Beispiel, in dem ja die Elemente von .#
gewisse Kurven ¢ — ~(¢) sind, ist eine Variation von vy durch eine
C*°-Abbildung (A, t) — y(A,t) € M mit v(0,t) = v(t) gegeben,
die Richtung w ist dann das durch

w(t) =

= 8)\(O,t) € TyyoyM

definierte Vektorfeld langs ~o.
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Ein Element vy € .# heifit kritisch oder extremal fiir £, wenn

d

I A:O-f(w,\) =0

fiir alle Variationen von vy in .# gilt. — Die kritischen Punkte
alle “extremal” zu nennen ist eine althergebrachte Sprechweise der
Variationsrechnung. Auch die Sattelpunkte von .Z : .# — R heiflen
demnach extremal, nicht nur die Stellen, an denen .% lokale Maxima
und Minima hat. Aber auch die klassische Sprechweise wiirde davor
zuriickschrecken, einen Sattel ein lokales Extremum zu nennen.

In Analogie zur endlichdimensionalen Situation wird man nun
erwarten und zu beweisen trachten, dass die Menge der Richtungen
aller Variationen von 1y einen Vektorraum bilden, den wir dann
fiiglich den Tangentialraum Ty,.# nennen diirften, dass die Ab-
leitung von £ nach dem Variationsparameter bei 0 nur von der
Richtung der Variation abhangt und durch

dgwo:Two% — R
dd>\|017/)’\ — dd)\|0"5’ﬂ(7/))\)

eine lineare Abbildung wohldefiniert ist, eben das Differential von
£ an der Stelle 1y, und fiir extremales 1y € .# wie im endlichdi-
mensionalen Fall durch

q-i”wo : Two% — R
2
dd,\ |0% — dd,\2 |0$(¢*)

eine quadratische Form, die Hesseform oder Indexform von .Z bei
1y, die Auskunft iiber das lokale Verhalten von £ bei ¢y geben
soll.?

Das sind intuitive Leitlinien, mit der Ausgestaltung im jeweiligen
Rahmen einer konkreten Theorie ist natiirlich Arbeit verbunden.
Wir wollen nun sehen, wie sich der Gebrauch des Variationssym-
bols 4 in diese allgemeine Sicht einfligt. Gutwillig lesend, ja viel-
leicht ein wenig beschoénigend, wird man unter der ersten Varia-
tion 0.2(¢) das Differential und unter der zweiten Variation
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02.%Z (1)), nimlich wenn 1) extremal ist, die Hesseform von .# an der
Stelle ¢ € .# verstehen.

Beides sind Abbildungen 7},.# — R, die erste Variation linear,
die zweite quadratisch von der Variablen in T},.# abhingend. Diese
Variable wird die klassische Notation natiirlich nicht mit einem so
farblosen Buchstaben wie w bezeichnen, sondern dem infinitesima-
len Sinn geméf diese Variable als dvp € T4 schreiben. Die erste
und gegebenenfalls die zweite Variation von .Z zu berechnen heifit
dann also, sie durch dvy auszudriicken.

In der Praxis der physikalischen Lehrbuchliteratur tiberlagert
sich diese eher strenge Interpretation mit der Deutung von §.%Z als
infinitesimale Grofle, die von der infinitesimalen Variation 61
abhéngt. Heuristisch wird dann d1 als eine kleine Storung gedacht,
die ¥ zu ¥ + 6 abéndert, und 0.% ist die resultierende Anderung
von %, also

0L () = ZL(Y + 0v) — Z(1h),

woraus dann fiir “infinitesimale” d1 eine Gleichheit wird, rechne-
risch durch Weglassen der hoheren Potenzen von v, etwas vage
gesagt.

Wir haben den Umgang mit infinitesimalen Gréflen im Ab-
schnitt 10.4 des ersten Bandes besprochen und Sie wissen, wes-
halb die Methode mit etwas Fingerspitzengefiihl zur ganz richtigen
Bestimmung des Differentials fiihrt. Das ist hier imgrunde nicht an-
ders. Allerdings ist, seit wir Analysis auch auf Flichen betreiben,
eine Zwischenstufe der Approximation hinzugekommen: die Fldchen
sind keine linearen Gebilde, sondern selbst linearer Approximation
bediirftig.

Ist zum Beispiel f : M — R eine Funktion, und Sie wollen an
einer Stelle p € M das Differential durch mikroskopische Betrach-
tung von Ap — Af := f(p+ Ap) — f(p) bestimmen, so ist die fiir
infinitesimale Groflen schliefllich korrekte lineare Formel zunéchst
noch mit kleinen Fehlern behaftet, solange Sie sie fiir die zwar sehr
kleinen, aber ‘endlichen’ Differenzen Ap und A f hinschreiben, mit
denen sich Thre anschauliche Vorstellung beschéftigt — erstens so-
wieso, wie immer bei der infinitesimalen Methode, zweitens aber
weil entweder p + Ap gar nicht auf der Fliche liegt oder Ap nicht
tangential zu M und damit nicht im Definitionsbereich des Diffe-
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rentials ist:

p+I,M p+T,M
P p
M M
p+Ap
Anschauung von Ap € T,M Anschauung von p+ Ap € M

Die Richtung w einer Variation (1)x)xe(—es) von 1y ist tangential
zu # zu denken, aber die Variation selbst als ¥, = 19 + Aw auf-
zufassen, ist nur fiir ‘infinitesimales’ A\ erlaubt, sonst gibt das eine
falsche Vorstellung.

T =

Variation in Richtung w ... ... im Vergleich zu o + A\w

Die infinitesimale Auffassung von 0. in Abhéngigkeit von dv ist
in der Variationsrechnung zwar legitim und kann praktisch sein,
besonders wenn man das Vorgehen der Variationsrechnung schon
verstanden hat. Wem aber dieses Verstindnis noch fehlt, der sollte
es vielleicht lieber nicht bei Ausdriicken wie .2 (¢ + 1) suchen.
Was schlieflich die Unterscheidung zwischen d¢ und dip an-
geht, so braucht man nur daran zu denken, dass der einzelne Punkt
1 € A im konkreten Fall auch noch ein Privatleben hat, als Abbil-
dung oder Funktion oder Kurve oder worum es sich eben handelt.
Das Differential oder die infinitesimale Gréfle dip bezieht sich nur
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auf dieses Privatleben und bedeutet dort dasselbe, was es schon
bisher in der gewohnlichen Analysis aulerhalb der Variationsrech-
nung bedeutet hat. Ist zum Beispiel ¢ eine Kurve t +— (), so hat
es an jeder Stelle ¢ ein Differential di)(t) = t)(t)dt, wie gewohnt,
das aus dem v und der Variablen dt wie angegeben berechnet wird.
Dagegen kann man 4 nicht “aus dem v berechnen”, denn v ist

ja nur die Bezeichnung der Variablen in dem Vektorraum T,.# .

Fasst man ein bestimmtes der unendlich vielen Elemente §i €
Ty ins Auge, so hat §9(t), um in unserem Beispiel zu bleiben,
durchaus einen Sinn, denn §v ist ja ein tangentiales Vektorfeld ldngs
der Kurve, also 61(t) € Ty M. Es gibt hier aber keine besonderen
Rechenregeln zu lernen, Sie werden sehen, wie sich im konkreten
Fall das alles von selbst versteht.

35.2  Physikalischer Konfigurationsraum
und mathematisches Modell

Die konkrete Variationstheorie, welche wir mathematisch studieren
wollen, ist die des Hamiltonschen Prinzips der theoretischen Me-
chanik, und der Allgemeinheitsgrad, den ich dabei wihle, schliefit
Systeme mit sogenannten holonomen Zwangsbedingungen mit ein.
Die mathematischen Daten eines solchen Systems sind der Konfi-
gurationsraum und die Lagrangefunktion.

Ich werde Thnen natiirlich noch genau sagen, was ich mathema-
tisch unter einem Konfigurationsraum verstehen will. Uber den phy-
sikalischen Sinn des Begriffes mochte ich eigentlich nicht sprechen
miissen, sondern lieber annehmen diirfen, Sie wiissten das aus der
Mechanikvorlesung. Schaue ich aber in die einfithrenden Lehrbiicher
der theoretischen Mechanik, so kommt mir dieser fiir das mathema-
tische Verstandnis wichtige Begriff etwas stiefmiitterlich behandelt
vor. Ich will deshalb doch darauf eingehen, aber nicht um Sie in
Physik zu unterrichten, was meine Aufgabe nicht sein kann, sondern
nur damit Sie sagen: ach, so meint der das! und Sie den mathemati-
schen Begriff dann auf eigene Verantwortung in Thre physikalischen
Vorstellungen einordnen kénnen.
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Fiir die physikalische Beschreibung der Raumzeit als Produkt
Z x R aus Zeit und Raum sei gesorgt. Zu R x R? werden wir schon
noch frith genug iibergehen, aber jetzt bitte ich Sie, sich unter ei-
nem Element P € R nicht ein Zahlentripel, sondern wirklich einen
Punkt im physikalischen Raum vorzustellen, ebenso unter ¢t € Z
wirklich einen Zeitpunkt.

Bei einem Bewegungsablauf hat nun ein mechanisches System
zu jedem Zeitpunkt ¢ eine gewisse Konfiguration k(t) im Raume,
das ist die rdumliche Position oder Lage aller Teile des Systems, ge-
wissermaflen die Information, die uns eine dreidimensionale “Mo-
mentaufnahme” des Systems zur Zeit ¢ geben kann.

Die Konfiguration k(ty) zu einem festen Zeitpunkt t, enthélt
nicht die volle Information iiber den Bewegungszustand des Systems
zur Zeit tg, denn iiber die Geschwindigkeiten der einzelnen Teile
gibt sie keine Auskunft. Kennt man aber die Konfiguration fiir alle
Zeitpunkte t in Z oder in dem Zeitintervall [tg, ¢1], in dem man das
System eben zu betrachten wiinscht, so kennt man natiirlich den
ganzen Bewegungsablauf, auch die Geschwindigkeiten.

Unter dem physikalischen Konfigurationsraum eines ho-
lonomen Systems zum Zeitpunkt ¢ € Z mochte ich nun die
Menge M, aller Konfigurationen verstehen, die das System zum
Zeitpunkt ¢ prinzipiell, bei irgend einem seiner Bewegungsabliufe,
annchmen kann.3

Diese Erkldrung hat natiirlich nicht die Schérfe einer mathe-
matischen Definition, was etwa ist iiberhaupt ein mechanisches Sy-
stem? Sie werden aber sehen, dass sich die Erkldrung in vielen
konkreten Fillen leicht prézisieren ldsst. Geht es z.B. physikalisch
an, das mechanische System als ein System aus ¢ individuell un-
terscheidbaren, von 1 bis £ numerierten Massenpunkten anzusehen,
dann ist der Konfigurationsraum zu einem Zeitpunkt ¢ jedenfalls
kanonisch als die Teilmenge M; C R x --- x R = R der zur Zeit
t moglichen, d.h. die Zwangsbedingungen zur Zeit ¢ erfiillenden /-
tupel von Positionen dieser Punkte zu verstehen. Die “Massenpunk-
te” miissen nicht gerade als Elementarteilchen oder Atomkerne ge-
dacht werden, auch das System aus Sonne, Erde und Mond kann
unter Umsténden, je nach physikalischer Fragestellung, zu einem
System aus drei Massenpunkten idealisiert werden!
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Bei den meisten Systemen, die Sie in der Mechanik-Vorlesung
kennenlernen, ist der physikalische Konfigurationsraum zeitunab-
hingig, M; =: M fiir alle t. Betrachten wir vorerst nur solche
Systeme.

1. Das ebene Pendel. Hier ist £ C R eine feste Ebene im Raum,
in der das Pendel schwingt, es bezeichne Py € £ den Aufhingungs-
punkt und 7 die Pendellénge.

in &

Ebenes Pendel

Der physikalische Konfigurationsraum ist dann in kanonischer Wei-
se die Kreislinie M = {P € & | d(P, P) = r}, mit d(P, P) wird
hier der Abstand zwischen P und P, bezeichnet. Das ist ein zwar
einfaches, aber didaktisch ungiinstiges Beispiel, da es den Konfi-
gurationsraum (untypischer Weise) als Teilmenge des Raumes R
zeigt.

2. Das ebene Doppelpendel. An ein ebenes Pendel der Léinge 7
sei noch ein zweites, in der selben Ebene schwingendes, der Léange
ro angehéngt.

@) P,

Ebenes Doppelpendel
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Dann ist der physikalische Konfigurationsraum kanonisch

M ={(P, ) € EXE|d(Py, 1) =riund d(Py, P2) =13} .

3. Der an einem Punkt F, fixierte starre Kérper oder Krei-
sel. Weder diirfen wir den starren Korper durch eine einzige Punkt-
masse ersetzen, noch wire es praktisch, auf seine sagen wir 10%*
Atomkerne zuriickzugehen, um den Konfigurationsraum als Teil-
menge von RI0™ aufzufassen. Stattdessen nutzen wir aus, dass die
Gruppe SO(PF,) der rdumlichen Drehungen um den Punkt P, tran-
sitiv auf dem Konfigurationsraum des Kreisels operiert.

g

Py

Aus einer festen Konfiguration des Kreisels
gehen alle anderen durch Drehung hervor

Ist oy irgend eine Konfiguration, so ist der physikalische Konfigu-
rationsraum des starren Korpers die Menge

M ={goo | g€ SO(R)}

der daraus durch Drehungen um P, entstehenden Konfigurationen.

Sie sehen, dass der physikalische Konfigurationsraum M schon da
ist, bevor jemand Koordinaten darin einfithrt. Lokale Koordinaten
fiir den physikalischen Konfigurationsraum werden generalisierte
Koordinaten genannt und oft mit ¢, ..., g, bezeichnet. Im kon-
kreten Anwendungsfall konnen geeignet gewiahlte generalisierte Ko-
ordinaten selbst wieder physikalische Bedeutung haben und aus die-
sem Grunde Interesse verdienen. Aus vielen Mechanik-Lehrbiichern
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muss der unvoreingenommene Leser aber den Eindruck bekom-
men, ohne die Wahl generalisierter Koordinaten lieflen sich die La-
grangefunktion, das Wirkungsintegral, das Hamilton-Prinzip, die
Euler-Lagrange-Gleichungen, die Legendre-Transformation, die Ha-
miltonschen Bewegungsgleichungen und die Noetherschen Erhal-
tungsgrofen gar nicht formulieren, geschweige denn verstehen. Das
ist aber nicht so.

Die blole Méglichkeit, generalisierte Koordinaten einzufiihren,
macht namlich den physikalischen Konfigurationsraum zu einem
mathematischen Objekt, zu einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit. Wenn ich voraussetzen diirfte, dass Sie mit Mannigfaltigkeiten
vertraut sind, wiirde ich die Erklérung der mathematischen Grund-
begriffe der Mechanik mit den Worten beginnen: “Es sei M die
Konfigurationsmannigfaltigkeit eines mechanischen Systems.” Ich
konnte dann alles in koordinatenfreier Sprache vortragen, die ma-
thematischen Konstruktionen wiirden sich, unabhéngig von willkiir-
lich gewidhlten generalisierten Koordinaten, direkt auf die Konfigu-
rationen bezichen. Erst nachtréglich, wenn der begriffliche Rahmen
schon steht, wiirden wir auch Koordinaten heranziehen, wenn wir
einen konkreten Anwendungsfall durchrechnen wollen. Das wéren
dann aber Anwendungen der schon vorher verstandenen Theorie,
nicht der Zugang zu ihr.

Nun haben wir den Begriff der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten hier zwar nicht zur Verfiigung, aber wir kennen einen Ersatz-
begriff, der uns fast dieselben Dienste leistet, ndmlich den der n-
dimensionalen Flichen in euklidischen Raumen RY. Statt mit dem
physikalischen Konfigurationsraum M selbst werden wir mit einem
mathematischen Modell davon arbeiten, mit einer n-dimensionalen
Fliche M C RY, versehen mit einer festen Bijektion M = M, die
den Bezug zur Physik herstellt. Freilich hilt damit auch eine gewis-
se Willkiir Einzug, denn ein solches mathematisches Modell muss
gewdhlt werden. Sehen wir uns die obigen drei Beispielen darauthin
noch einmal an.

1. Fithren wir in der Ebene £ ein kartesisches Koordinatensystem
ein, mit dem Koordinatenursprung beim Aufhdngungspunkt Py, so
bietet sich die Kreislinie M := S! C R? vom Radius r als mathe-
matisches Modell fiir den Konfigurationsraum des ebenen Pendels
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an.* Wir kénnten auch die Standard-Kreislinie S' C R? benutzen,
in beiden Féllen ist nicht zweifelhaft, wie M = M hier gemeint ist.

2. Als mathematisches Modell fiir das ebene Doppelpendel sugge-
riert dasselbe Koordinatensystem in £ die zweidimensionale Fliche

M= {(7§) e R* xR*| || 7]|* =r{, |l7— 7" =3} CR".

Fast glaubt man, M selbst vor sich zu haben, so kanonisch und
direkt ist hier die naheliegende Bijektion M = M.

/ Pl
7 B
7 Fo
ECR
im R? L
Dem Element (Z,4) in M wird ... eine bestimmte Konfigu-
mittels Koordinaten in £ ... ration in M zugeordnet.

Das ist gewiss ein Vorzug dieser Wahl, denn es soll jederzeit klar
sein, welche physikalische Konfiguration einem Punkt des Modells
entspricht. Aber auch der Torus S! x S C R? x R?2 = R* wiire ein
gutes Modell.

/131
osp,
2
4 ECR
/

A

Der durch (g, 0) beschriebene ... und die ihm entsprechende
Punkt auf dem Torus . .. physikalische Konfiguration.
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Der durch (¢, ) — (r1e, r1e" + r9e?) gegebene Diffeomorphis-
mus S' x S = M stellt iiber S! x S' = M = M die Beziehung
zum physikalischen Konfigurationsraum her. Der Vorteil ist, dass
wir den Torus S! x S' mathematisch besser iiberblicken und so-
gar, wie in der obigen Figur, als Fliche im R? zu veranschaulichen
gewohnt sind.

3. Kartesische Raumkoordinaten mit dem Ursprung in Py € R
stiften einen Isomorphismus SO(3) = SO(F), den wir einmal ir-
gendwie benennen wollen, schreiben wir ¢ : SO(3) — SO(F). Ist
dann kg € M eine fest gewéhlte Konfiguration unseres Kreisels, so
ist durch A — ¢(A)kg eine surjektive Abbildung

gegeben. Diese Abbildung wire nur dann nicht injektiv, wenn al-
le Massenpunkte des starren Korpers auf einer Geraden durch Py
liegen kénnten, aber wir wollen von einem starren ‘Kérper’ sowieso
verlangen, das er wenigstens drei nicht auf einer Geraden liegen-
de Massenpunkte besitzt. Deshalb kénnen wir die 3-dimensionale
Fléche

M = SO(3) C R¥? =R

mit der soeben beschriebenen Anbindung M = M an den physi-
kalischen Konfigurationsraum als mathematisches Modell fiir den
Konfigurationsraum des Kreisels mit dem Drehpunkt P, benutzen.
Da bei einer Matrix A € SO(3) die dritte Spalte immer das
Kreuzprodukt der ersten beiden ist, konnen wir z.B. auch

{(@1,d@,) € R* x R?| ||ay|| = ||@s|| = 1, @ L d@} c R®
als Modell verwenden und es mittels des Diffeomorphismus
(@1, ds) — (dy, dy, @1 X do) € SO(3)
an SO(3) und somit wie oben an M anbinden. O

Fragen Sie sich bei jedem Beispiel eines mechanischen Systems, das
Thnen in der Mechanik-Vorlesung begegnet, ob Sie den physikali-
schen Konfigurationsraum M verstehen und ein mathematisches
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Modell dafiir finden konnen. Vergessen Sie dabei nicht, dass eine
Fliche M C R¥ alleine noch kein Modell ist, sondern erst durch
eine klare Beziechung M = M dazu wird, genauer gesagt wére ein
Modell ein Paar (M, ®) mit ® : M = M usw. Zum Beispiel kénnen
Sie fiir das ebene Rollpendel, bei dem der Aufhéngungspunkt auf
einer Geraden beweglich ist, ein Modell mit M = R x S! finden;
fiir den nicht fixierten starren Korper, den geworfenen Ziegelstein,
eines mit M = R3 x SO(3).

Bei einer ganzen Klasse von Beispielen mechanischer Systeme
bekommen Sie ein Modell des Konfigurationsraumes gleich mitge-
liefert, ndmlich wenn es sich um ¢ Massenpunkte handelt, deren
Positionen im Raum durch m Zwangsbedingungen eingeschrénkt
sind. In Bezug auf Koordinaten im Raum R sind die Positionen
aller ¢ Punkte jeweils durch ein Element (zy,...,73) € R3 be-
schrieben und die m Zwangsbedingungen durch m Gleichungen

LI/1(3317 .- ~;$3€) =

\Ij’rn(mla e 7.’173[) = Cm-

Der Definitionsbereich muss nicht ganz R3‘ sein, aber doch je-
denfalls eine offene Teilmenge Q@ C R, und wir setzen voraus,
dass ¢ = (e1,...,¢n) € R™ ein reguldrer Wert der Abbildung
¥ : Q — R™ ist. Nach dem Satz vom reguldren Wert, den wir
in Abschnitt 27.2 besprochen haben, ist dann die Erfiillungsmenge
der Zwangsbedingungen, also

M =9 (c),

eine (3¢—m)-dimensionale Fliche in © und damit in R**. Zusammen
mit der Interpretation der Elemente z € M C R3 als Positionsan-
gaben fiir die ¢ Massenpunkte ist diese Fliache ein Modell fiir den
physikalischen Konfigurationsraum des Systems.

Haben wir uns auf ein bestimmtes Modell M = M geeinigt,
so werde ich also die mathematischen Konstruktionen statt direkt
mit M ersatzweise mit der Modellfliche M vornehmen und Sie fiir
Fragen der physikalischen Interpretation auf die vereinbarte Bezie-
hung M = M verweisen. Wihle ich zum Beispiel lokale Koordi-
naten (qi,...,q,) fiir M, wie das ja beim Arbeiten mit einer n-
dimensionalen Flidche hin und wieder vorkommen kann, so wissen
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Sie natiirlich auch, wie diese vermoge M = M als generalisierte
Koordinaten fir M selbst aufzufassen wiren. Also von daher er-
warte ich keine Missverstéindnisse, eher rechne ich damit, dass Sie
die ganze sorgfiltige Unterscheidung zwischen M und M etwas pe-
dantisch und jedenfalls viel zu ausfiihrlich erkléart finden, weil Sie
vor drei Seiten schon gesehen hatten, wie sich das verhélt.

Der Gebrauch der Bezeichnungen “generalisierte Koordinaten”
und “Konfigurationsraum” in den Mechanik-Lehrbiichern ist aber
doch nicht so plan und einfach, wie es unsere Interpretation erschei-
nen ldsst. — Ja, warum richten wir dann unsere Interpretation nicht
gleich so ein, dass sie mit dem Gebrauch in der Physik genau iiber-
einstimmt? — Das mochte ich Thnen jetzt auseinandersetzen.

35.3 Generalisierte Koordinaten

Ich will mich nicht dahinter verstecken, dass die Terminologie in
den Lehrbiichern der Mechanik nicht einheitlich sei. Natiirlich ist sie
nicht einheitlich, das wére aber kein Hindernis zur Verstédndigung,
sondern verlangte nur eine genaue Erklarung, welchem Sprachge-
brauch man sich anschlielen will.

So wollen einzelne Autoren den Begriff der generalisierten Ko-
ordinaten sehr allgemein gehalten wissen, etwa als the parameters
used to specify the configuration of the system in dem Sinne, dass
zum Beispiel auch die vier kartesischen Koordinaten (a1, 29, y1, y2)
der Konfiguration des ebenen Doppelpendels als generalisierte Ko-
ordinaten gelten wiirden, obwohl nur gewisse 4-tupel einen Punkt in
M bezeichnen, eben jene, welche die Zwangsbedingungen erfiillen.
Das ist aber eher uniiblich, mathematisch liefe es darauf hinaus, die
Koordinaten des R auch als ‘Koordinaten’ einer n-dimensionalen
Flache M C RY gelten zu lassen. Dem wollen wir uns also nicht
anschlieen. Die Zwangsbedingungen sollen, intuitiv gesprochen,
durch die generalisierten Koordinaten immer schon automatisch
beriicksichtigt sein.

Ferner werden oft auch sogenannte abhdngige® generalisierte Ko-
ordinaten zugelassen, mehr Koordinaten ¢, . . ., ¢, als die Dimen-
sion n des Konfigurationsraums verlangt. Oder sagen wir: abhéngi-
ge Koordinaten werden als Moglichkeit erwahnt, worauf dann bald
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zur Tagesordnung, nédmlich zu unabhdingigen generalisierten Koor-
dinaten iibergegangen wird. Unsere im mathematischen Sinne ver-
standenen lokalen Koordinaten fiir die n-dimensionale Fliche M
sind schon von vornherein, definitionsgeméfl, immer ‘unabhéngige’
Koordinaten.

Haben wir uns insoweit verstandigt, kénnen wir nun iiber die ge-
wissermaflen uniberbriickbaren Unterschiede mathematischer und
physikalischer Sprechweisen reden. Wie Sie wissen, ist ein Koordi-
natensystem fiir eine n-dimensionale Fliache M im mathematischen
Sinne ein Diffeomorphismus h : U — U’ von einer in M offenen
Teilmenge U C M, dem Kartengebiet, auf eine offene Teilmenge
U’ C R™. Die inverse Abbildung ¢ := h=! : U’ — U hatten wir die
zugehorige Parametrisierung genannt.

M

el

31— U’

q1

Koordinatensystem fiir eine Fléche

Heiflen die Koordinaten ¢, ..., ¢,, so sind sie zum einen als die n
Komponentenfunktionen ¢; : U — R der Kartenabbildung h auf-
zufassen, zum andern werden dann aber auch die Koordinaten des
R™ selbst mit ¢,...,q, bezeichnet. Notfalls kommt der Physiker
allein mit ¢y, ..., q, als Notation aus: die Bezeichnungen von Kar-
tenbereich und Kartenbild werden sowieso unterdriickt, die Kar-
te h ist in der Form (g, ..., q,) vorhanden, und die Parametrisie-
rung ¢, die jedem Koordinaten-n-tupel (¢i, ..., q,) die Konfigura-
tion ©(q1, . ..,q,) € M oder eigentlich ¢(qi, ..., ¢,) € M zuordnet,
kann auch verbal ausgesprochen werden. Man sagt eben die durch
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(q1,---,qn) beschriebene Konfiguration statt ¢(qi,...,q,) € M,
oder ganz einfach die Konfiguration (qi, ..., qy,), denn dass die Ko-
ordinaten Konfigurationen beschreiben, ist in dem physikalischen
Zusammenhang sowieso klar, und wirklich rechnen will man nicht
mit ©(q1,. .., qy), deshalb braucht man auch keine Notation dafiir,
sondern mit den ¢y, ..., q,, dazu werden die generalisierten Koor-
dinaten ja eingefiihrt.

Mit dieser anderen Sprache kénnten sich die Mathematiker noch
arrangieren, wenn die Physiker wirklich damit dasselbe meinten wie
wir mit unserem h : U — U’. So einfach ist es aber nicht.

Besieht man sich die Beispiele in den Mechanik-Lehrbiichern,
so fillt zunéchst auf, dass ein System generalisierter Koordinaten
immer gleich fiir den ganzen Konfigurationsraum auslangen soll.
Mit Koordinaten im strengen mathematischen Sinne geht das im
Allgemeinen gar nicht, zum Beispiel gewiss nicht, wenn der Konfi-
gurationsraum kompakt ist, wie in den drei Beispielen im vorigen
Abschnitt. Diese generalisierten Koordinaten kénnen also nicht al-
le von mathematischen Koordinaten geforderten Eigenschaften ha-
ben. Woran fehlt’s?

An der Umkehrbarkeit der Parametrisierung. Wir kennen das
ja schon von den Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten aus dem
Abschnitt 17.1 im ersten Band. Den einfachsten Fall dieser Art
haben wir vor uns, wenn wir beim ebenen Pendel die Kreislinie S*
durch R — S, 0 (sin ), — cos #) parametrisieren.

Sl

D

>
Al

Winkel 6 als generalisierte Koordinate des ebenen Pendels

0-Achse

Der eine oder andere Leser mag denken: ich weifl zwar nicht, worauf
er hinaus will, aber dass mir eine tiefsinnige Diskussion der Para-
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metrisierung der Kreislinie durch einen Winkel nichts bringt, das
weif} ich. — Gut. Ich kann Thre Ungeduld verstehen. Unser spéte-
res mathematisches Vorgehen ist von dieser Diskussion auch nicht
abhéngig, und Sie konnen gleich zum néchsten Kapitel weitergehen.
Unterdessen will ich fortfahren, denen die es wissen wollen in aller
Ruhe zu erklaren, wo es sich zwischen Mathematik und Mechanik
eigentlich spiefit.

Vielleicht ist R — S! gar nicht gemeint? Die Physiker halten
sich in Bezug auf Definitionsbereiche ja ziemlich bedeckt, vielleicht
sollen wir an (—m,7) — U := S\ {(0,1)} denken, das wire eine
einwandfreie, zu einer Karte umkehrbare Parametrisierung. Aber
nein, wir diirfen den oberen Gleichgewichtspunkt (0,1) € S* nicht
aus dem Konfigurationsraum weglassen. Oder (—m, 7] — S'? Das
wire bijektiv und erfasst alle Konfigurationen. Geht auch nicht,
die Umkehrung ist unstetig, der Bewegungsablauf bei hoher Ge-
schwindigkeit wiirde, in dieser Koordinate ausgedriickt, zu einer
sdgezahnartigen Funktion, die immer beim Parameterwert 7 auf
—m zuriickspringt, also gar nicht differenzierbar, nicht einmal ste-
tig wire. Auch physikalisch ganz irrefithrend, nebenbei gesagt, denn
die Bewegung verlduft ja in Wirklichkeit stetig und beim Duchgang
durch die Konfiguration €5 passiert gar nichts Besonderes.

Nein, wenn wir das ebene Pendel mit 6 als generalisierter Ko-
ordinate behandeln wollen, miissen wir schon bei R — S! bleiben
und damit auch in Kauf nehmen, dass der zu einer gegebenen Kon-
figuration gehorige Koordinatenwert nicht eindeutig bestimmt ist.
Mit dieser Unannehmlichkeit sind wir auch in anderen Standard-
Beispielen konfrontiert, bei den sphérischen Koordinaten fiir das
sphérische Pendel ebenso wie bei den Eulerschen Winkeln fiir den
Kreisel.

Nun, was schadet das? Wozu brauchen wir die Umkehrbarkeit
der Parametrisierung? — Das ist leicht zu beantworten. Das physi-
kalische Interesse gilt ja den Bewegungsabldufen des mechanischen
Systems, das sind Kurven ¢ — ~(¢) im physikalischen Konfigura-
tionsraum, ersatzweise im mathematischen Modell M. Lassen sich
diese Kurven alle in den generalisierten Koordinaten als ¢ — ¢(t)
schreiben? Wie finden wir zu (¢) das ¢(¢), wenn die Umkehrung
nicht eindeutig ist? Beim Rechnen in generalisierten Koordinaten
l6sen wir ein Lagrangesches Variationsproblem fiir Kurven ¢ — ¢(¢),
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aber was hilft das, wenn der Ablauf ¢ — ~(¢) im Konfigurations-
raum, den wir gesucht hétten, sich gar nicht in der Form ¢ — ¢(t)
darstellen ldsst? Ja, wenn wir die Umkehrbarkeit ganz aus den
Augen verlieren, dann konnen wir nicht einmal mehr sicher sein,
dass ein gefundenes extremales ¢ — ¢(t) auch zu einem extrema-
len ¢ — ~(t) fithrt, weil es im Konfigurationsraum Variationen von
v geben mag, die sich wegen mangelnder Umkehrbarkeit nicht als
Variationen von ¢ darstellen lassen.

Es gibt Falle von generalisierten Koordinaten mit surjektiver,
nicht umkehrbarer Parametrisierung ¢, bei denen sich alle diese
Probleme in Wohlgefallen auflosen. Wir wollen den Definitionsbe-
reich von ¢ einmal irgendwie bezeichnen, sagen wir mit B C R",
das sei also die Menge derjenigen (g1, . .., ¢y,), denen iiberhaupt eine
Konfiguration entspricht. Das mag zwar oft der ganze R™ sein, aber
doch nicht immer. Die giinstigen Félle, von denen ich spreche, sind
die, bei denen ¢ : B — M eine Uberlagerung® ist, wie man in der
Mathematik sagt.

Dann mag ¢ zwar nicht umkehrbar sein, hat aber eine etwas
schwichere Ersatzeigenschaft dafiir, die fiir die Zwecke der Varia-
tionsrechnung fast dasselbe leistet. Ist ndmlich ~ : [tg, ] — M
ein bei pg € M startender stetiger Weg in M und ist ein fester
Punkt gy € B tiber py gewéhlt, d.h. gilt v(q) = po, so gibt es
genau einen bei gy startenden stetigen Weg ¢ : [to,t;] — B im
Koordinatenbereich B, der dber v verlauft, d.h. v(t) = ¢(q(t)) fiir
alle t erfiillt, also v in den Koordinaten beschreibt, wie wir ohne
Formeln sagen wiirden. Das ist die eindeutige Hochhebbarkeit von
Wegen bei Uberlagerungen, die auch noch durch das Monodromie-
lemma ergénzt wird, welches sichert, dass die Wege einer Variation
von vy nach der Hochhebung zum Anfangspunkt gy da oben in B
wirklich eine Variation von ¢ bilden, insbesondere alle denselben
Endpunkt haben. Deshalb erhélt man durch das Rechnen in den
generalisierten Koordinaten mit etwas Umsicht wirklich genau die
physikalischen Extremalen im Konfigurationsraum.

Die Parametrisierung R — S! der Kreislinie durch einen Winkel
ist eine Uberlagerung, ebenso die Parametrisierung RxR — S'x S*
des ebenen Doppelpendels durch zwei Winkel, deshalb gibt es hier
auch keine Probleme. Zudem sind diese beiden Beispiele so durch-
sichtig, dass man nicht erst Uberlagerungstheorie lernen muss, um
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sie zu durchschauen. Die Parametrisierung des sphérischen Pen-
dels durch die sphérischen Winkel ¢ und 6 oder die des Kreisels
durch die Eulerschen Winkel sind aber keine Uberlagerungen der
jeweiligen Konfigurationsriume. Es gibt iiberhaupt keine Uberla-
gerungen B — S? oder B — SO(3) durch Teilmengen im R? bzw.
R3! Und bei diesen Beispielen mechanischer Systeme stellen sich
in den Mechanik-Biichern auch gewisse versteckte mathematische
Probleme ein, iiber die gleich zu reden sein wird.

y-Richtung
z-Richtung

Generalisierte Koordinaten ¢ und 6 des sphérischen Pendels

Betrachten wir die sphérischen Winkel ¢ und 6 als generalisierte
Koordinaten eines sphérischen Pendels der Masse m und Lange ¢
im homogenen Schwerefeld. Als die Lagrangefunktion finden wir

L= 7562(92 + ¢?sin? 0) 4+ mgl cos 0
angegeben, woraus man die Euler-Lagrange-Gleichungen, aus de-
nen dann die moglichen Verldufe der Pendelschwingungen berech-
net werden konnen, in folgender Form erhilt:

éfgﬁ?sinHCosGJrZsinH =0

mﬁ% sin?d = const.

Die Herleitung davon kennen Sie entweder schon aus der Mechanik-
Vorlesung oder Sie brauchen sie jetzt noch nicht zu kennen. Sie
sehen jedenfalls, dass die hier gesuchten Funktionen ¢ — ¢(t) und
t — 0(t) als differenzierbar angenommen werden, sonst wéren ja é
und 6 gar nicht definiert. Daran sehen Sie aber auch schon, dass
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man auf diesem Wege nicht alle physikalisch realen Abléufe erhalten
kann, denn die ebenen Pendelschwingungen, die beim sphérischen
Pendel ja auch vorkommen, weisen beim Durchgang durch einen der
beiden Gleichgewichtspunkte eine Unstetigkeit der ¢-Koordinate
auf.

Verhalten der ¢-Koordinate bei einer ebenen
Schwingung des sphérischen Pendels.

Vielleicht méchten Sie argumentieren, dieser Spezialfall sei doch
in den Gleichungen mit enthalten, vor und nach dem kritischen
Zeitpunkt sei ¢ ja konstant, also gf) = 0, die erste Euler-Lagrange-
Gleichung wird deshalb zur ebenen Pendelgleichung

0+ 7 sinf = 0,
l
und nur zum kritischen Zeitpunkt sei ¢ nicht definiert, das ist ja
auch klar ... — So einfach kommen Sie aber nicht davon, denn

mit derselben Argumentation miissten Sie dann auch als Lésung
zulassen, dass das Pendel am Gleichgewichtspunkt abprallt und in
irgend einem Winkel ¢; wieder heraufschwingt. Dabei ist das ganze
Problem nur ein Artefakt der Koordinatenwahl, denn der Konfi-
gurationsraum S? selbst ist an der fraglichen Stelle so glatt und
harmlos wie an jeder anderen.

Der Mathematiker denkt: mit den generalisierten ‘Koordinaten’
¢ und @ ist was faul. Der Physiker denkt: 6de mich nicht mit solchen
‘Problemen’ an. Wollen wir konkrete Formeln fiir das Verhalten
mechanischer Systeme ausrechnen oder wollen wir {iber die Unbe-
stimmtheit der geographische Linge am Siidpol philosophieren?

Und beide haben Recht! Sie konnen hier mit Hénden greifen,
weshalb es eine vollige Harmonie zwischen Mathematikvorlesung
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und Mechanikvorlesung nicht geben kann. Die Mathematik darf ih-
ren Definitionen und Sétzen nicht noch ein halblautes “ungefihr so”
oder “meistens jedenfalls” hinterhermurmeln, sie verliert sonst auch
fiir die Physik ihren Wert. Ein verallgemeinerter mathematischer
Koordinatenbegriff, der den vollen physikalischen Sprachgebrauch
der ‘generalisierten Koordinaten’ umfasst, miisste prizise angeben,
welche Eigenschaften und Singularitéiten solche Parametrisierungen
haben diirften, und in einer Serie von Lemmas miisste entwickelt
werden, welche Riickschliisse von der Lagrange-Theorie der Koor-
dinaten auf die Lagrange-Theorie des mechanischen Systems dann
zuléssig sind und welche nicht. Das liefle sich schon machen, aber
wo soll dafiir die Zeit in der Mathematikvorlesung herkommen —
und wem zu Danke wiirde das geschehen?

Die Mechanikvorlesungen haben jedenfalls eine andere Strate-
gie fiir den Umgang mit eventuellen kleinen mathematischen Un-
vollkommenheiten konkreter Beispiele generalisierter Koordinaten.
Die Studenten sollen mit den Koordinaten erst einmal unbefangen
rechnen. Etwaige problematische Sonderfélle werden sich schon in
den Formeln selbst manifestieren und kénnen dann je nachdem als
unwesentlich beiseite gelegt oder nachtréglich extra behandelt wer-
den. Wo wollte eine Mechanikvorlesung auch zu Semesterschluss
angekommen sein, wenn sie sich, statt voranzugehen, in physika-
lisch unfruchtbare Diskussionen um nebenséchliche mathematische
Details verstricken liele?

So ist das. Doch das menschliche Harmoniebediirfnis versucht
noch einen letzten Vorschlag zur Giite. Kénnte die Mechanikvorle-
sung nicht nach Mdoglichkeit auf problematische Koordinaten ver-
zichten? Weshalb muss denn die kritische Stelle mit # = 0 und
unbestimmtem ¢ gerade in den Gleichgewichtspunkt des Konfi-
gurationsraums gelegt werden, selbst wenn man etwa nur kleine
Schwingungen um die Gleichgewichtslage berechnen wollte?

Weil die Symmetrie des Problems diese Koordinaten bevorzugt!
Die Wahl der sphérischen Winkel als generalisierte Koordinaten des
sphérischen Pendels im homogenen Gravitationsfeld ist ja nicht ein
Zeichen mathematischer Ungeschicklichkeit, vielmehr haben eben
oft die bestgeeignetsten, elegantesten Koordinaten gewisse Singu-
laritédten, und die Physik wére schlecht beraten, sie deswegen aus-
zumustern.
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Nun zu der Bezeichnung Konfigurationsraum. Auch diese wird
in den Mechanik-Lehrbiichern nicht in ganz einheitlichem Sinne ge-
braucht. Zwar sagen alle ungeféihr, dass der Konfigurationsraum der
Raum der moglichen Konfigurationen des Systems sei, und manche
meinen das auch so. Bei der Priizisierung des Begriffs wird in eini-
gen Biichern aber eine etwas andere Auffassung sichtbar. Im GOLD-
STEIN, einem ilteren Standard-Lehrbuch der Mechanik, heifit es”:

Die augenblickliche Konfiguration eines Systems wird durch
die Werte der n generalisierten Koordinaten ¢1, ..., g, be-
schrieben und entspricht einem bestimmten Punkt in einem
cartesischen Hyperraum, dessen n Koordinatenachsen durch
die ¢ gebildet werden. Dieser n-dimensionale Raum wird
deshalb Konfigurationsraum genannt.

Hierauf mogen &hnliche Formulierungen in neueren Lehrbiichern
griinden. Es ist wohl klar, weshalb wir uns dieser Erklarung nicht
anschlieflen wollen. Betrachten Sie einmal die folgenden drei Sy-
steme: das ebene Dreifachpendel, das ebene Pendel mit angehing-
tem sphérischen Pendel und den Kreisel. Die Konfigurationsraume
bzw. naheliegende Modelle dafiir sind S! x S! x S, S! x S2? und
SO(3). Das sind drei ganz verschiedene 3-dimensionale kompakte
Fldachen, untereinander nicht diffeomorph. Nach der Goldsteinschen
Erklarung hiitten alle drei Systeme den Konfigurationsraum R3!
Das wiére, von mathematischen Gesichtspunkten ganz abgesehen,
auch eine Missachtung der physikalischen Individualitdt dieser drei
Beispiele.

Geschickt gewéhlte generalisierte Koordinaten sind niitzlich, ja un-
entbehrlich beim Durchrechnen konkreter Beispiele. Wenn es aber
gar nicht um einzelne Beispiele geht, sondern um das Verstehen
der Begriffe und Zusammenhénge, dann kénnen Koordinaten leicht
den Blick auf das Wesentliche verstellen. Der Autor eines Mechanik-
Lehrbuches kann natiirlich auf dem Standpunkt stehen: ich schrei-
be fiir Leser, die mit n-dimensionalen Fliachen noch nicht umgehen
konnen. Auf meine Leser trifft das aber jedenfalls nicht zu, und
im n#chsten Kapitel zeige ich Thnen die koordinatenfreie Lagrange-
theorie.



Die Euler-Lagrange-Gleichungen

36.1 Zeitabhéingiger Konfigurationsraum

Im vorangegangenen Kapitel haben wir nur Beispiele betrachtet,
bei denen der Konfigurationsraum zu jedem Zeitpunkt derselbe ist,
aber jetzt sollen auch Systeme mit zeitabhéngigem Konfigurations-
raum, wie etwa die Perle auf dem rotierenden Draht oder das Pen-
del mit zeitlich verdnderter Pendellange zugelassen sein. Als Zeit-
intervall, wihrend dessen das System besteht, wollen wir irgend ein
offenes allgemeines Intervall D C R annehmen.

Zu jedem t € D haben wir es also mit einer n-dimensionalen
Fliche, dem Konfigurationsraum M, C RY zur Zeit ¢ zu tun. Auf
die Unterscheidung zwischen physikalischem und mathematischem
Konfigurationsraum wollen wir jetzt nicht mehr eingehen, wir ar-
beiten mit mathematischen Modellen M; und setzen die Beziehung
M; =2 M, zum physikalischen Konfigurationsraum stillschweigend
als gegeben voraus. Zur Beschreibung der Familie {M,},cp durch
ein mathematisches Gesamtobjekt vereinbaren wir folgende Sprech-
weise.

Definition (Fliche iiber D): Es sei D C R ein allgemeines of-
fenes Intervall. Unter einer (n41)-dimensionalen Fldche tiber D
verstehen wir eine (n+1)-dimensionale Fliche K C R x RY mit
der Eigenschaft, dass die Projektion auf die erste Koordinate eine
surjektive, iiberall regulare Abbildung mg : K — D definiert. [0

Der physikalische Sinn eines Elements (¢,Z) = (¢,21,...,2n) € K
ist der eines Paares aus einem Zeitpunkt ¢ und einer Konfiguration

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_14, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Z zum Zeitpunkt ¢, und 7 ist die ‘Zeitabbildung’ auf K, nimlich
7k (t, ) = t. In mathematischer Sprache wollen wir das Urbild
K, :=m'(t) C K die Faser von K iiber ¢ nennen. Dem physika-
lischen Zweck nach ist K; = {t} x M; C R x RY zu denken, wobei
M, C RY der Konfigurationsraum zur Zeit ¢ ist.

Sie sehen, dass K; und M, beinahe dieselbe Bedeutung haben,
aber mathematisch wird es fiir uns angenehmer sein, K; zu benut-
zen, weil wirklich K; C K gilt. Ein Bewegungsablauf des System
wird dann mathematisch durch eine Abbildung ¢ : D — K mit
o(t) € Ky beschrieben, die zu jedem Zeitpunkt die Konfiguration
des Systems angibt. Abbildungen mit o(t) € K; nennt man Schnit-
te, genauer:

Definition: Sei K eine Fliche iiber D und € C D. Unter einem
auf Q definierten Schnitt von nx : K — D oder kurz von
K versteht man eine Abbildung ¢ : 2 — K mit der Eigenschaft
o(t) € K; fir alle t € €. Ist Q ganz D, so nennt man o einfach
einen Schnitt von K, ist Q eine offene Umgebung von ty € D, so
heifit o ein lokaler Schnitt um . [l

= K
K
D

N

K
) “| )
Q
5 D
t to
Schnitt ¢ : D — K in einer Lokaler Schnitt o : Q — K in
Fliche K tiber D einer Fliche iiber D

Welchen Sinn hat die Regularitédtsvoraussetzung, die wir iiber die
Zeitabbildung 7w : K — D getroffen haben? Nach dem Satz vom
reguldren Punkt kann man um jeden Punkt von K eine Karte fiir K
finden, deren erste Koordinate die Zeit ist', also ein Koordinatensy-
stem der Form t,qy,...,q,. So wie wir von K als einer Fldche tiber
D sprechen, sollten wir solche Koordinaten Koordinaten tiber D
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nennen. Die Existenz lokaler Koordinaten {iber D zeigt auch, dass
die Fasern K; wirklich n-dimensionale Flichen sind. Situationen
wie die folgenden werden durch die Regularitédtsvoraussetzung aus-
geschlossen:

b ES

D D

Diese Beispiele zeigen zwar Flédchen, aber keine Fldchen iiber D,
weil die Zeitabbildung 7y vier bzw. zwei singuldre Punkte hat.

In lokalen Koordinaten iiber D ist ein Schnitt o, soweit er eben im
Koordinatensystem verlauft, durch ¢ — (¢, ¢1(t), ..., ¢.(t)) gegeben:

| [~

/
T® l 50 Definitionsbereich
von t — q(t)

K

D

Schnitt in lokalen Koordinaten iiber D beschrieben

Soweit die Koordinaten reichen, steckt also die Information iiber
den Schnitt in der Kurve ¢ — ¢(¢) im R", und so erscheint der
Schnitt in den Mechanikbiichern.
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Bevor wir zu 36.2 weitergehen, mochte ich Thnen erkldren, wes-
halb ich mich nicht der Einfachheit halber, was mir doch niemand
iibel genommen hétte, auf zeitunabhdingige Konfigurationsraume
beschrinke. Die Bewegungsabliufe des Systems wéren dann Kur-
ven v : D — M, in Koordinaten fir M also ¢ — ¢(t), und von
“Schnitten” brauchte gar nicht die Rede zu sein. — Nun, vom all-
gemeinen Fall auf zeitunabhingige Konfigurationsraume zu spezia-
lisieren ist ganz einfach: es ist dann eben K = D x M, Schnitte
in K und Kurven in M gehen durch o(t) = (¢,v(¢)) auseinander
hervor und Koordinaten ¢y, . . ., ¢, fiir M liefern sofort Koordinaten
t,qi,...,q, iber D.

In umgekehrter Richtung geht es aber nicht so leicht. Zwar
ist der zeitabhéngige Fall an sich auch nicht schwierig zu verste-
hen, aber wenn man sich zunéchst an die zeitunabhéngige Situa-
tion gewohnt hat, dann kann schon die Einfithrung zeitabhéngi-
ger Koordinaten, die auch bei zeitunabhingigem Konfigurations-
raum manchmal zweckméfig ist, fiir den Lernenden ihre Tiicken
haben. In unserer allgemeinen Situation sind die Koordinaten so-
wieso ‘zeitabhéngig’, was denn sonst, wenn sogar der Konfigurati-
onsraum von der Zeit abhéngt.

K=DxM K=DxM
/

M () g

} }

D

Zeitunabhéngige und zeitabhéngige Koordinaten im
Falle eines zeitunabhédngigen Konfigurationsraumes

Uber den Nutzen in der Mechanikvorlesung hinaus machen Sie aber
durch die zeitabhéangigen Konfigurationsraume auch erste Bekannt-
schaft mit einem Phénomen, das spéter in der Lagrangeschen Feld-
theorie eine Rolle spielt. Es hat damit zu tun, dass Konfigurationen
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zu verschiedenen Zeitpunkten nicht mehr ohne weiteres vergleich-
bar sind, weil anders als im zeitunabhéngigen Fall eine kanonische
Beziehung K, = K;, nicht mehr vorhanden ist.

Ist zum Beispiel eine Konfiguration zur Zeit t, gegeben, so hat es
keinen Sinn, “dieselbe” Konfiguration zum Zeitpunkt ¢; betrachten
zu wollen, denn dieselbe Konfiguration, ganz wortlich genommen,
ist im Konfigurationsraum zur Zeit ¢; vielleicht gar nicht enthal-
ten. Unsere Visualisierung durch K — D macht diese Verhéltnisse
anschaulich, und den Details des mathematischen Umgangs damit
wenden wir uns jetzt wieder zu.

36.2 1-Jetbiindel und Fasertangentialbiindel

Die Lagrangefunktion in der Mechanik ist ein Differentialoperator
erster Ordnung, der jedem lokalen Schnitt o in K eine Funktion L{o]
mit demselben Definitionsbereich zuordnet. Um den Wert L[o](to)
dieser Funktion an einer Stelle #; zu bestimmen, geniigt es aber
nicht, ¢y und o(ty) zu kennen, sondern man muss auch die erste
Ableitung ¢ (ty) an dieser Stelle haben, deshalb heifit es ja Differen-
tialoperator erster Ordnung. In lokalen Koordinaten (¢,qi, ..., qn)
oder kurz (t, q) errechnet sich L[o](t) also aus (¢, q(t), ¢(t)), so dass
L als eine Funktion

L:L(t@l:-‘-:%ﬂhw-w%)

von 2n + 1 Variablen erscheint. Der Definitionsbereich, in der No-
tation der Physik meist unterdriickt, wére dabei

U xR"C (R xR") xR",

wenn U/ C R x R" das Kartenbild bezeichnet.
In der koordinatenfreien Begriffssprache der Mathematik ist die
Lagrangefunktion eine Funktion

L:J (rg) — R

auf dem 1-Jet-Raum, dem Raum der 1-Jets lokaler Schnitte in K.
Der sogenannte 1-Jet an der Stelle t; eines um ¢, definierten
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lokalen Schnittes o von K ist einfach [o];, = (o(ty),d(to)), also
die Information iiber den Wert und das Differential von ¢ an dieser
Stelle.? Die Interpretation von L als Differentialoperator fiir lokale
Schnitte ¢ ist dann natiirlich durch

zu verstehen. Die durch [o]} — o(t) wohldefinierte Abbildung von
JY(7x) auf K wollen wir mit 7y bezeichnen, es ist ja die Projektion
auf die “nullte Ableitung”, d.h. auf den Schnittwert o(t) selbst.
Zum geometrischen Umfeld der Lagrangefunktion gehoren also die
Ré&ume und Abbildungen, die in dem Diagramm

Jl(ﬂ'K) L R

I
Jr

D

itbersichtlich zusammengefasst sind.

Das Zeitintervall D und die Flache K dariiber sehen wir vor
uns. Um auch vom Jet-Raum eine anschauliche Vorstellung zu ge-
winnen, wollen wir einmal einen festen Punkt p € K;, C K ins
Auge fassen. Dort finden wir zundchst den (n41)-dimensionalen
Tangentialraum 7,K vor, und darin, als n-dimensionalen Unter-
vektorraum, den Tangentialraum T), K, =: T, K der Faser.

“ K
AN

VAN
K; to

Tangentialraum und Fasertangentialraum von K im Punkte p
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Dieser Fasertangentialraum ist zugleich auch der Kern des Dif-
ferentials d(mk), : T, — R, also

T,K = Kernd(ng),,

denn offensichtlich ist 7,K;, C Kernd(ng),, weil mx auf der Faser
konstant ist, und die Gleichheit folgt aus Dimensionsgriinden — wie
das eben immer bei reguldren Abbildungen ist, nur zur Erinnerung.

Parallel neben dem Fasertangentialraum erblicken wir die Ne-
benklasse A, := d(rg),"(1) des Kerns d(mg),"(0). Dieser durch
Parallelverschiebung aus dem Fasertangentialraum hervorgehende
affine Unterraum von T,K interessiert uns deshalb, weil in ihm
die Tangentialvektoren (to) der Schnitte durch p liegen. Wegen
der Schnittbedingung 7 (o (t)) = t ist ja fiir lokale Schnitte stets
(d7k )o@ (0(t)) = 1 nach der Kettenregel.

Der Raum A,, der méglichen &(tg) bei p

Umgekehrt kommt auch jedes Element a € A, als Geschwindig-
keitsvektor (ty) eines lokalen Schnittes o durch p wirklich vor.
In lokalen Koordinaten iiber D, in denen p etwa durch (o, qo) be-
schrieben ist, handelte es sich ja nur darum, jedes (1,vy,...,v,) als
(1,41,...,4n) bei to realisieren zu konnen, was z.B. durch ¢(t) :=
qo + (t — to)v geleistet wird.

Deshalb sind die Paare (p, a) genau die 1-Jets (o(to), o(tp)) von
lokalen Schnitten durch p bei ¢y, und der Raum der Jets bei p, den
wir mit J) (7x) == 7y !(p) bezeichnen wollen, ist also nichts anderes
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als {p} x A,. Der ganze 1-Jetraum J'(7x), oder das 1-Jetbiindel,
wie man den Jetraum auch nennt, wenn man ihn als die Vereinigung
aller seiner “Fasern” .J} (7 ) betrachtet, ist daher

T'rx) = {(p,a) [ pe K,ae A} = (J{p} x 4,.

Gerade so fasst man ja auch die einzelnen Tangentialrdume T, K,
nachdem man sie durch Ubergang zu {p} x T, K markiert und dis-
junkt gemacht hat, zum Tangentialbiindel®

TK := | J{p} x T,K

peEK

iiber K zusammen, und genau so wollen wir auch aus den einzelnen
Fasertangentialrdumen 7, K; das Fasertangentialbiindel

TK = |J{p} xT,K

peK

iiber K bilden. Auseinanderzusetzen, inwiefern J!(mx) C TK und
T K C TK zwar sehr nahe verwandt, aber doch nicht kanonisch
dasselbe sind, ist der Hauptzweck des gegenwértigen Abschnitts.

Weil K eine (n+1)-dimensionale Fliche in einem R x RY ist, ist
TK eine (2n+2)-dimensionale Fliiche im (R x RY) x (R x RY), und
insbesondere bringen lokale Koordinaten (¢, ¢i, ..., g,) fir K iiber
D auch lokale Koordinaten (¢, qi, .. ., Gn, Vo, V1, - - . , ¥p) fiir TK mit:
die ersten n+1 Koordinaten sagen, an welchem p € K der Vektor
sitzt, die letzten n+1 Koordinaten sind dann seine Komponenten
beziiglich der Koordinatenbasis von T, K.

Das Fasertangentialbiindel ist in diesen Koordinaten von TK
durch vy = 0, das 1-Jetbiindel durch vy = 1 charakterisiert. Beide
sind deshalb (2n+1)-dimensionale Flichen in TK, und fiir beide
definieren die (¢,q1, ..., qn,v1,-..,v,) lokale Koordinaten, weshalb
beim Rechnen in Koordinaten nicht immer leicht zu sehen ist, ob
man es gerade mit 7' K oder mit J'(mg) zu tun hat. Im zeitun-
abhingigen Falle ist das auch nicht so wichtig, denn dann ist K =
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D x M, an jedem Punkte p = (¢t,2) € D x M ist T,K =R x T, M
sowie TpK =0xT,M und A, = 1 x T, M. Wir kénnen uns deshalb
beim Ubergang von einem zum anderen auf kanonische Bijektionen
T,K = J)(ng) = T,M berufen. Im allgemeinen Fall ist das aber
nicht so.

T,M A,

Zeitunabhéingiger Fall Allgemeiner Fall

Ist der Konfigurationsraum némlich zeitabhéngig, dann kann man
zwar T, K durch eine Translation in A, tiberfiihren, aber die Trans-
lation ist nicht eindeutig bestimmt, und was die Koordinaten vor-
schlagen, ist wirklich koordinatenabhéingig — wie {ibrigens bei zeit-
abhéngigen Koordinaten selbst bei zeitunabhingigem Konfigurati-
onsraum.

Diese mathematischen Verhéltnisse spiegeln eben wieder, dass
Ap und T,K auch unterschiedliche physikalische Bedeutung ha-
ben. In A, liegen die Geschwindigkeitsvektoren der lokalen Schnit-
te durch p, also die Zeitableitungen o(t) € Ay von Bewegungs-
abldufen. Der Fasertangentialraum 7,K dagegen ist die Heimat
der Ableitung nach dem Variationsparameter. Ist durch o(t), fiir
A € (—¢,¢), eine Variation von o(t) = oo(t) beschrieben, so ist
natiirlich o,(¢) € K; fur alle A, fiir festes ¢ ist also A +— o,(t) eine
Kurve in der Faser K;, ihre Ableitung nach dem Kurvenparameter
A folglich im Fasertangentialraum:

d
dA )\:OO')\(t) c To‘g(t)Kt = T

[ed

NOLY



304 Kapitel 36: Die Euler-Lagrange-Gleichungen

/\
K

ir =0 (t0)

th 0

oy fiir verschiedene \

Unterschiedliche physikalische Bedeutung
von 1-Jetbiindel und Fasertangentialbiindel

Schreibt man die Ableitung nach der Zeit wie iiblich mit einem
Ableitungs-Punkt, die Ableitung nach dem Variationsparameter
aber mit einem Ableitungs-Strich, so ist die Koordinatenbezeich-
nung (¢, q1,.-.,Gn, q1, - - -, Gn) nur fiir das 1-Jetbiindel physikalisch
stimmig, wihrend fiir die Koordinaten des Fasertangentialbiindels
die Notation (¢,q1,...,qn,q1,---,q,) den richtigen physikalischen
Sinn suggerieren wiirde.

36.3 Die Euler-Lagrange-Gleichungen
einer Lagrangefunktion

Was ein Fuasertangentialfeld w ldngs eines Schnittes o wird sein
sollen, lasst der Name schon vermuten.

TJ(t)K w(t
|
| |
t t

Die Fasertangentialrdume ldngs o Ein Fasertangentialfeld lings o
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Definition: Sei ¢ : D — K ein Schnitt in einer (n+1)-dimensio-
nalen Flache K iiber einem allgemeinen offenen Intervall D C R.
Unter einem Fasertangentialfeld lings o verstehen wir eine dif-
ferenzierbare Zuordnung w, die jedem t € D einen Vektor w(t) €
T, K im Fasertangentialraum bei o(t) zuordnet. O

Ist insbesondere (0x)ie(—e) eine differenzierbare Variation von
o, also eine Familie von Schnitten o) : D — K mit og = o, die als
Abbildung
(—g,e)x D — K
At o)

differenzierbar ist, so ist die Richtung w dieser Variation, definiert
durch

offensichtlich ein solches Fasertangentialfeld lings o, und das ist
auch der Grund, weshalb wir uns hier fiir Fasertangentialfelder
iiberhaupt interessieren.*

Gleichsam ‘dual’ zum Begriff des Fasertangentialfeldes betrach-
ten wir nun auch ‘Faser-1-Formen’ langs o:

Definition: Unter einer Faser-1-Form ldngs o verstehen wir
eine differenzierbare Zuordnung w, die jedem ¢ € D eine Linear-
form w(t) : T, ) K — R, also ein Element w(t) des Dualraums des
Fasertangentialraums bei o(t) zuordnet. O

Ist w eine Faser-1-Form und w ein Fasertangentialfeld langs o, so
kann man also fiir jedes ¢ die Linearform w(t) auf den Vektor w(¥)
anwenden und erhélt eine reelle Zahl. Da sich aber w(t)(w(t)) nicht
gut liest, wollen wir die Schreibweise

(wt),w(t)) == wt)(w(t)) € R

vereinbaren.® Beim Rechnen in lokalen Koordinaten (¢, qi,. .., ¢y,)
wird T, ) K' zum R", in Matrizenschreibweise also w(t) zu einer
w(t)

Spalte von Komponenten w;(t), i = 1,...,n, und w(t) zu einer
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Zeile (wq(t),...,wy(t)), die Anwendung ist dann einfach das Matri-
zenprodukt, also

(w(t), w(t)) =::Z:aw@)uwﬁ),

und daran erinnert die Skalarproduktnotation ( , ) doch ganz gut.

Sei jetzt eine Lagrangefunktion L : J'(mx) — R fiir K gegeben.
Der Heuristik des Variationsprinzips folgend, miissten wir uns den
Raum .# der Schnitte in K als eine Art unendlichdimensionaler
Flache vorstellen, an jeder Stelle o € . sollte dann der Vektorraum
der Fasertangentialfelder ldngs o, also

Tyt :={w:D —TK|w(t) e T,k fir allet € D}

die Rolle des Tangentialraumes spielen, denn die Tangentialvekto-
ren sollen ja die ‘Geschwindigkeitsvektoren” von Kurven in .# sein.

w

M

_ d‘
T d) o

w als Richtung einer Variation

Sodann méchten wir gern durch

Zlo] = /D Lio] dt

eine Funktion . : .# — R definiert haben, fiir die wir dann an
jeder Stelle 0 € .# das Differential

d%ls : T, M —R

berechnen wollten, um zum Beispiel die kritischen oder extremalen
o, d.h. die mit d.Z, = 0 zu bestimmen und {iberhaupt £ so zu
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untersuchen, wie wir es fiir endlichdimensionale Flichen M* c R®
in der Differentialrechnung gelernt haben.

7
- R
Mo — /L[a] dt?
M

& durch Integration iiber L{o]| definieren?

Es wére allerdings etwas zu viel von der Heuristik verlangt, wenn
dabei gar keine Probleme auftauchen sollten. Zwar haben wir .#
und T,.# klar genug definiert, aber .Z : .# — R wird im Allge-
meinen nicht definiert sein, weil das Integral [,, Llo]dt fiir viele o
als uneigentliches Integral divergieren mag, etwa

oo

/L[a](t) dt = oo

—0o0

Sie werden vielleicht vorschlagen wollen, sich gleich bei der Defini-
tion von .# auf die Schnitte mit endlicher Wirkung zu beschranken.
Aber dann miissten wir damit rechnen, dass womoglich gar keine
extremalen Schnitte {ibrig blieben. Der bessere Weg ist, nicht .,
sondern den ins Auge gefassten Tangentialraum 7,.# etwas zu ver-
kleinern, indem wir statt beliebiger Variationen nur Variationen mit
kompaktem Triger zulassen. Dann kénnen wir d.%,, auch dann noch
definieren und berechnen, wenn .Z[o] selbst unendlich sein sollte.

Definition: Unter dem Trdger einer Variation (0x)xe(—cs) von o
verstehen wir die abgeschlossene Hiille

{t € D|ox(t) # o(t) fir ein XA € (—¢,e)} C D
in D. O

Die nicht zum Triager gehorigen Zeitpunkte sind also gerade dieje-
nigen, um die es ein kleines Zeitintervall gibt, in dem sich bei der
Variation nichts riihrt.
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-]

Trager der Variation

Zum Begriff des Trégers einer Variation

Beachte, dass auflerhalb des Trégers das Richtungsfeld der Varia-
tion offenbar Null ist, also ist der (gewdhnliche) Trager Trw des
Richtungsfeldes im Triager der Variation enthalten, und ist dieser
kompakt, so auch Trw.

Ist nun der Tréger einer Variation von ¢ kompakt und deshalb in
einem kompakten Intervall [t, f1] C D enthalten, so mag [, L[o] dt
ruhig unendlich sein, wir studieren statt * [, L[o] dt eben einfach

d [ [[oy] dt. Die wegen drohender Unendlichkeit unterdriickten

dx Jt
Anteile des Integrals héingen eh’ nicht von A ab!

Definition: Ein Schnitt ¢ : D — K, heifle extremal beziiglich
der Lagrangefunktion L, wenn

fiir jede Variation von o gilt, deren Tréger in einem kompakten
Intervall [to,¢1] C D enthalten ist. O

Extremal unter Variationen mit kompaktem Trdger, wie wir viel-
leicht sagen sollten, aber andere Variationen betrachten wir mo-
mentan gar nicht. Damit ist nun der Begriff genau bestimmt und
das Ziel anvisiert: finde zu gegebenem L die extremalen Schnitte
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oder Bewegungsabliaufe. Dabei ist finden wie iiblich im weitesten
Sinne zu verstehen, dieser reicht vom expliziten numerischen oder
analytischen Berechnen einer einzelnen, etwa durch Anfangsbedin-
gungen festgelegten Extremalen in einem konkreten Anwendungs-
fall bis zum Herausholen theoretischer Informationen iiber die Ge-
samtheit der Extremalen in allgemeinen Situationen, in denen die
explizite Berechnung gar nicht zur Debatte steht.

Ein wichtiges Werkzeug zum Finden der Extremalen ist die Eu-
lerform, aus der man durch Nullsetzen die Euler-Lagrange-Glei-
chungen oder Feldgleichungen des Systems erhilt.

Satz und Definition (Eulerform einer Lagrangefunktion):
Es sei L eine Lagrangefunktion fiir K iiber D. Dann gibt es zu
jedem Schnitt ¢ : D — K genau eine Faser-1-Form Euy[o] ldngs
o mit der Eigenschaft, dass fiir jede Variation (0x)ae(—e,e) Von o
mit Trédger in einem kompakten Intervall [ty,t;] C D und Richtung
w = dd)\’()O'/\ gilt:

t1 t1

/ Lloa](¢) dt = / (Eug[o], w) dt .

to

dA

A=0

Ist ferner o in lokalen Koordinaten iiber D durch t w— (t,q(t))
beschrieben, so ist Eug[c](t) in diesen Koordinaten als lineare Ab-
bildung R™ — R in Matrizenschreibweise durch die Zeile

(5 (ato)de) = 5y o (t.a(0.4(0),

gegeben. Beweis s.u. [J

Insbesondere hingt Eup[o](ty) jeweils nur vom 2-Jet von ¢ an der
Stelle to ab, also nur von (to, q(to), 4(t0), G(to)), weshalb man von
Euy als von einem Differentialoperator hochstens zweiter Ordnung
auf dem Raum der Schnitte in K sprechen kann. Diesen Differential-
operator wollen wir die Fulerform von L nennen, fiir gegebenes
o heiBe die Faser-1-Form Euy[o] lings o die Eulerform von L
lings o.
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Im néchsten Abschnitt wird der Satz bewiesen, aber auch oh-
ne den Beweis schon studiert zu haben, kénnen wir den Nutzen
der Eulerform einsehen. Auf dem Vektorraum der Fasertangential-
felder mit kompaktem Trager lings o, den wir rasch einmal mit
Treme Ty C T,.# bezeichnen konnten, haben wir durch w +—
[ (Eug[o], w) dt jetzt eine lineare Abbildung nach R gegeben, die
wir mit Fug und Recht eine wirklich definierte Version des vorher
nur heuristisch erfassten Differentials d.Z, des Lagrangefunktionals
nennen diirfen, und die extremalen Schnitte, nach der obigen Defi-
nition, sind genau® die o mit d.¥, = 0. Diese Bedingung bedeutet
aber nichts anderes als Euy[o] = 0, und so erhalten wir aus dem
Satz das folgende Korollar:

Korollar (Euler-Lagrange-Gleichungen): Ein Schnitt o in K
ist genau dann extremal beziiglich einer Lagrangefunktion L, wenn

Euglo] =0

gilt, wenn also die Eulerform von L ldngs o verschwindet, oder in
lokalen Koordinaten iiber D geschrieben, wenn

oL d OL
t,q(t),q(t)) — t.q(t),q(t)) =
o (0(0.0(0) = 30 (ta(0). (1) = 0
firt=1,...,n gilt. O

Diese n Differentialgleichungen héchstens zweiter Ordnung fiir ¢(t)
heiflen die Fuler-Lagrange-Gleichungen von L.

36.4 Der Beweis des Satzes iiber die Eulerform

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Hatten Eu;, und E’JﬁJL beide
die geforderte Eigenschaft, so miisste ihre Differenz also

/1<EuL[a]  Bujo] o) dt =0

to

fiir die Richtung v einer jeden Variation von ¢ erfiillen, deren Triger
in einem Intervall [ty, ;] C D liegt. Betrachten wir ein festes to € D.
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Fiir gentigend kleine Intervalle [tg, ;] ldsst sich jedes Fasertangen-
tialfeld w lings o mit Trv C [to, t1] als Richtung einer Variation mit
demselben Tréger realisieren, wir brauchen in lokalen Koordinaten
um og(to) ja nur ¢(t, ) := q(t) + Aw(t) zu setzen und die Variation
auflerhalb [ty, t1] stationér zu lassen.

Kartengebiet fiir

die Konstruktio

V

|

Konstruktion einer Variation mit vorgegebener Richtung

In diesen Koordinaten muss fiir die Komponenten w;(t) der Diffe-
renz w = Euy o] — Euy[o] also

/t ! iwi(t)wi(t) dt =0

fiir alle w mit Tréger in [to, 1] gelten und w|[to, t1] daher identisch
Null sein. Die Eindeutigkeitsaussage ist damit bewiesen.

Fiir den Beweis der Existenz der Eulerform miissen wir zuerst ein
wenig rechnen, und zwar rechnen wir fiir eine beliebige Variation
(o), ohne Bedingungen an den Triger, fiir ein festes t € D die
Ableitung
A
A=0

der Lagrangfunktion nach dem Variationsparameter in lokalen Ko-
ordinaten aus. Zur Bestimmung von L[o,](t) fiir festes ¢ braucht
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man nicht nur o,(¢), sondern auch &,(t). Im Koordinatenbereich
wird o (t) in der anonymen Notation durch (¢, ¢(t, A)) beschrieben.
Die Information iiber &(t) steckt dann in g(¢,\) == 2 q(t, A). Wie
schon mehrfach schlieffen wir uns wieder der Notation an, welche die
in den Koordinatent,qy, ..., qn, 1, - -, 4n von JH(7k) ausgedriickte
Lagrangefunktion L einfach als L(t,q1, ..., qn,d1, - - -, Gn) schreibt,
und wir notieren insbesondere’

Lioa](t) =: L(t,q(t, A), 4(t, A)) -

In lokalen Koordinaten ausgedriickt ist @ L{on](t) also

Lt X = 30 e, )
n 9L : 04i(t, A)

3 o (a0, 4(t.3)

i=1

oN

und wegen 2 |qi(t,/\) = w;(t) und der Vertauschbarkeit von [

und . folgt daraus

MEXEREUE MORTORS Wil

Damit kénnen wir noch nicht ganz zufrieden sein, denn als Inte-
grand in der angestrebten Formel fiir [ ¢ L[o,](t) dt scheint sich
die rechte Seite durch die Anwesenheit von w zu disqualifizieren.
Es gibt aber einen Trick, mit dem das w harmlos gemacht, schein-
bar sogar eliminiert werden kann. Nach der Produktregel ist ja

d(aL ) (daL) +c’)L,

dt \9q; dt 0g; 0¢;

Ganz rechts steht der Summand, der uns in der Formel oben gestort
hatte, in der Mitte ein Term, der uns schon recht wére, weil er nur w,
nicht aber w enthélt, und die linke Seite enthélt zwar implizit auch

noch w, sie ist aber bei der Integration ganz leicht zu kontrollieren.
Deshalb driicken wir gerne den storenden Term durch die beiden
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anderen aus und erhalten so als Zwischenergebnis innerhalb des
Beweises die

Variationsgleichung in Koordinaten: Mit w;(t) := 2 | ¢i(t, \)

gilt fiir jede Variation in lokalen Koordinaten

|50 =32 (o~ s )0+ (30 5w

0 =1

Freilich kénnen wir nur davon Gebrauch machen, soweit der Schnitt
o im Kartengebiet verlduft, und iiber die Gréfle des Kartengebiets
haben wir nichts bewiesen oder vorausgesetzt. Aber jedenfalls sehen
wir, dass fiir ein offenes Teilintervall Q@ C D mit o(Q2) im Karten-
gebiet durch die ‘Euler-Lagrange-Zeile’

<8L . d OL

g (00 = 0 (a(0).d(1)),

eine Faser-1-Form, nennen wir sie Euf[o] lings ¢|Q definiert ist,
welche jedenfalls fiir alle Variationen mit Tréiger in [to, t;] C §2 die
geforderte Eigenschaft

t1 t1

/ Lioy](t) dt = / (Euf[o], w) dt

to to

hat, weil fiir diese Variationen natiirlich

oL 7t
|:an wz:| to N

ist.® Die jeweilige lineare Abbildung (Euf [0])0(15) 1T, K — Rist
zwar mittels Koordinaten definiert, aber wéhlen wir andere Koordi-
naten (t,qi, ..., q,) und dazu passend ein anderes Intervall 2, dann
ist jedenfalls -

~Q

(EU(LZ[U]) ond (EuL [U]) QN
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nach dem Eindeutigkeitssatz, angewandt auf die Einschrankung al-
ler Daten auf Q2NQ! Also ist durch die Euler-Lagrange-Zeile wirklich
eine Faser-1-Form Euy [o] iiber ganz D wohldefiniert, die fiir Varia-
tionen mit geniigend kleinen kompakten Trigern das Gewiinschte
leistet und in Koordinaten das behauptete Aussehen hat. Einzige
noch offene Frage: hiilt Euy[o] was es verspricht auch fiir Variatio-
nen mit “groffen” kompakten Trigern?

Kartengebiet! Kartengebiet?

Gentigend kleine Tréger Zu grofle Trager?

Nun, erstens gibt es die gar nicht: jedes o([to, t1]) kann man in ei-
nem Kartengebiet unterbringen, ja sogar ganz o (D). Das unter den
hier waltenden allgemeinen Voraussetzungen zu beweisen wiirde uns
aber ein wenig zu weit fithren, und wir kommen auch auf einfachere
Weise zum Ziel. Denn zweitens lesen wir aus der Variationsformel
in Koordinaten jedenfalls ab, dass fiir Variationen mit Trégern in
kompakten Intervallen [t;, 5] C D die Ableitung ¢ |/\=0 til Lio,] dt,
wie zu erwarten, nur von der Richtung w der Variation abhéngt,
und zwar linear, und fiir kleine Triger wissen wir, dass wirklich

ddA s /t:l Llox]dt = /D (Bug[o], w) dt

ist. Aber jedes w mit kompaktem Triger ist eine endliche Summe
w = wy + - - - + w, von Fasertangentialfeldern mit kleinen Trigern
(Zerlegung der Eins), also ist das auch fiir ‘grole’ kompakte Tréger
die richtige Formel. O

Wir haben Satz und Korollar, um die Formulierung nicht unnétig zu
komplizieren, fiir ‘globale’ Schnitte ¢ : D — K ausgesprochen, aber
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natiirlich gelten beide auch fiir lokale, nur auf einem offenen Teilin-
tervall Q C D definierte Schnitte, denn die Extremalitét ist eine lo-
kale Eigenschaft und bei Einschrankung des ganzen Variationspro-
blems von D auf das kleinere Intervall 2 werden auch L und Euj,
einfach eingeschrénkt und sonst nicht veréndert. Ist eine Losung
der Euler-Lagrange-Gleichungen nicht auf ganz D, sondern nur auf
Q C D definiert, womit wir im Allgemeinen ja rechnen miissen, so
sichert der Satz trotzdem die Extremalitiit dieser Losung.”

36.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe R36.1: Es sei L(qi(t),...,qr(t),q(t),...,qs(t),t) die

Lagrangefunktion eines mechanischen Systems und ¢1(¢), ... , gs(¢)
Lésungen der Euler-Lagrange-Gleichungen. Zeigen Sie, dass dann
%f = dt H jst, wobei
H((h(t)v"' 7Qf(t)7ch(t)7'“ an Z%aq
=1 v

Was folgt speziell fiir nicht explizit zeitabhéngiges L7

Aufgabe R36.2: Eine sehr diinne Schnur mit homogener Massen-
dichte pro Léngeneinheit sei an zwei Punkten (x7,y;) und (x9,y2)
im (in negative y-Richtung weisenden) Schwerefeld aufgehéingt. Das
Gleichgewicht ist dadurch bestimmt, dass der Schwerpunkt am tief-
sten liegt. Welche Form nimmt die Schnur dann an?

Aufgabe T36.1: Es seien K in R x RN und K in R x RV Fliichen
iiber einem offenen allgemeinen Intervall D C R und f: K — K
eine C°*-Abbildung iiber D. Ferner sei L eine Lagrangefunktion fiir
K und L die sich daraus mittels df ergebende Lagrangefunktion
fiir K. Ist & o_ein Schnitt in K und ist o := = f oo extremal fiir L, so
auch & fiir L (ndmlich warum?). Suchen Sie nach Bedingungen an
f, unter denen umgekehrt aus der Extremalitit von o auch die von
o folgt.



Der Satz von Emmy Noether

37.1 Die Variationsgleichung

Beim Beweis des Satzes iiber die Eulerform in Abschnitt 36.4 war
uns eine Variationsgleichung begegnet, die angibt, wie man

d

oo

aus o und der Richtung v der Variation in Koordinaten ausrechnet.
Jetzt wollen wir diese Variationsgleichung geometrisch, koordina-
tenunabhéngig verstehen.

Dazu erinnere ich an die ‘gefaserte’ Struktur von J'(7x) — K.
An jeder Stelle p des Konfigurationsraumes zum Zeitpunkt ¢ hatten
wir im Tangentialraum 7,/ die Nebenklasse A, des Fasertangen-
tialraums T, K betrachtet, deren Elemente die Geschwindigkeits-
vektoren lokaler Schnitte durch p sind.

Erinnerung an A, := (dWK);l(l)

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6_15, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Der 1-Jetraum J!(mg) lokaler Schnitte in K, also der Raum al-
ler (o(t),o(t)) mit ¢ € D und o ein lokaler Schnitt um ¢, ist die
Vereinigung
T () = | J{p} x 4,
peK
Deuten wir K noch etwas schematischer an als in der obigen Figur,
dann kénnen wir uns J'(7g) auch als Gesamtobjekt zur Anschau-
ung bringen.

{p}x A,
JH(mK)

Der Jetraum J'(rg), der Definitionsbereich
der Lagrangefunktion, als Objekt ‘iber’ K

Darauf lebt die Lagrangefunktion, L : J'(mx) — R. Schriinken wir
sie auf eine einzelne Faser {p} x A, ein, haben wir eine differenzier-
bare Funktion

Li{p} x Ay : {p} x A, > R

vor uns, und mit dem Differential dieser Funktion, in Koordina-
ten beschrieben durch (qul ey aqn)’ miissen wir uns jetzt einmal
beschéftigen. Dazu eine allgemeine Vorbemerkung iiber das Diffe-
rential von Funktionen auf affinen Unterrdumen.
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Sei V irgend ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, sei
Vo € V ein Untervektorraum darin und A C V ein daraus durch
Translation hervorgegangener affiner Unterraum, also eine Neben-
klasse von Vj.

A
Vo

>

v
Untervektorraum V;y und eine Nebenklasse A davon.

Dann ist nach der Definition im Abschnitt 28.1, in dem Tangential-
rdume zuerst vorkamen, T,A = Vj fiir jedes a € A, denn jedes
v € Vp ist als Geschwindigkeitsvektor &(0) von «a(t) := a + tv
wirklich in T, A, also Vy C T,A und daher Gleichheit aus Dimen-
sionsgriinden. Ist nun f: A — R eine differenzierbare Funktion auf
A, so ist also durch das Differential eine Abbildung

A — V5
a — df,

von A in den Dualraum Vj von V gegeben, das ist der Vektor-
raum aller linearen Abbildungen V; — R.

Genauso definiert nun fiir jedes feste p € K das Differential von
[ = LI{p} x A,, das Differential von L in Faserrichtung, wie wir
dafiir auch sagen wollen, eine Abbildung von {p} x A, in den Dual-
raum 7,*K des Fasertangentialraums an der Stelle p. Dualrdume
von Tangentialrdumen nennt man Kotangentialrdume, und dem
schon definierten Fasertangentialbiindel

TK = | J{p} x T,K

peK

aus dem Abschnitt 36.2 stellen wir nun auch ein Faser-Kotan-
gentialbiindel
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T°K = | J{p} xT,’K

pEK
zur Seite.

Definition (Faserdifferential): Es sei L : J'(7mx) — R eine
Lagrange-Funktion. Dann heifle die durch das Differential in Fa-
serrichtung definierte Abbildung

d"L: JHm) — T*K

iiber K das Faserdifferential oder die Legendre-Abbildung
von L. O

Die Wendung “iiber K” soll nur darauf hinweisen, dass dabei je-
weils die Faser von J!(mg) iiber p in die Faser von T,* iiber p
abgebildet wird, und das “F” in der Notation d*L soll natiirlich
daran erinnern, dass jeweils nur das Differential der Einschréinkung
auf die Faser gemeint ist. In lokalen Koordinaten (¢, q1,...,q,) ist
d¥L an jeder Stelle (t,q,¢) in Matrizenschreibweise durch die Zei-
le (qu,)lzL.“ ,, gegeben. Deshalb erhalten wir nun aus der in 36.4
gezeigten Vdrz’atz’onsformel in Koordinaten als Korollar die koordi-
natenunabhéngige Fassung davon.

Lemma (Variationsgleichung): Ist (o) eine Variation von o in
Richtung w (nicht notwendig mit kompaktem Tréger), so gilt

d d, »
O\ OL[U,\] = (Eug[o], w) + dt<d Lio],w).

O

Aus der Variationsgleichung werden wir das Noether-Theorem ab-
leiten, dem die folgenden Abschnitte des Kapitels gewidmet sind.
Doch zuvor mochte ich Sie noch auf einen anderen Aspekt des Fa-
serdifferentials hinweisen.
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37.2  Exkurs iiber die Legendre-Transformation

Die Legendre-Abbildung stellt die Verbindung zwischen der Lagran-
geschen und der Hamiltonschen Mechanik her.

Die Hamilton-Funktion H : T *K — R lebt auf dem Faserkotan-
gentialbiindel, in Koordinaten als H = H(t,q1,- -, qn, P15+ - Pn)
geschrieben. Diese Koordinaten sind so gemeint: die Fasertangen-
tialrdume erhalten durch Koordinaten (t,¢,...,q,) iiber D auch
Vektorraumbasen, die Koordinatenbasen, wie wir sie manchmal ge-
nannt haben, und dadurch haben wir (lineare) Koordinaten in den
T,K, die ja bekanntlich und sinnvollerweise mit ¢y, . .., ¢, bezeich-
net werden. Na, und die dazu dualen, also auf die duale Basis
beziiglichen Koordinaten in 7,* K’ werden eben (p1,- - -, pn) genannt.
Sie ergénzen die Koordinaten (¢, ¢, . .., ¢,) von K zu Koordinaten
(t,q1, -, qn, D1, - - -, Dn) fiir T *K. Soweit hat das mit der Lagrange-
funktion noch gar nichts zu tun.

Ist nun eine Lagrangefunktion gegeben, so wird deren Faserdif-
ferential oder Legendre-Abbildung

d*L

Jrg) —22 s TUK
\ /

in Koordinaten durch

(t ) — (8 oL ok
741y 50,41y - -5 qn) = (LGl -5 Gny 4. 5y o
! ! ! 0qy Odn

beschrieben, also durch

oL
pi = 8’
denn dass die ersten n+1 Komponenten (¢, 1, . . ., g,) bleiben, ver-

steht sich fiir eine Abbildung “iiber K von selbst. Das ist die ko-
ordinatenfreie Bedeutung der sogenannten kanonischen oder kon-
Jugierten Impulse p; = a der gegebenen Lagrangefunktion.
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In wichtigen Anwendungsfiillen ist die Legendre-Abbildung ein
Diffeomorphismus

d"L . JNrg) 2 THK,

d.h. eine bijektive, in beiden Richtungen differenzierbare Abbil-
dung. Sie iibertragt dann natiirlich auch Koordinatensysteme von
der einen Flache auf die andere, und man kann die Koordinaten
(t,q,p) auf T *K auch als neue Koordinaten auf J* () auffassen,

die durch p; = griL (t,q,q) in den alten Koordinaten ausgedriickt

werden koénnen. Das ist gemeint, wenn von den p; = ‘ZL als von
7

“Variablen” gesprochen wird.

Umgekehrt kénnen dann auch die (¢, g, ¢) durch Vermittlung des
Legendre-Diffeomorphismus als Koordinaten von T * K gelesen und
eine Funktion H : T*K — R in diesen Koordinaten ausgedriickt
werden, wie auch eine Funktion L : J'(7x) — R in den Koordi-
naten (¢,¢,p). In koordinatenfreier Sprache wiirde man natiirlich
lieber sagen, dass man H o dfL bzw. Lo (d¥L)~! betrachtet.

Den cigentlichen Ubergang von der Lagrangeschen Mechanik
zur Hamiltonschen Mechanik habe ich damit zwar vorbereitet, aber
noch nicht ausgesprochen. Er besteht ndmlich darin, die Hamilton-
funktion H als die Legendre- Transformierte der Lagrangefunk-
tion L zu definieren. Beim Hinschreiben in Koordinaten bedient
man sich wieder der durch den Legendre-Diffeomorphismus gege-
benen Freiheit, eine Funktion nach Bedarf und Belieben einmal in
diesen, dann wieder in den anderen Koordinaten auszudriicken. Die
Definition der Legendre-Transformierten H von L liest sich dann
etwa so:

H(t,q,p): szql L(t,q,q).

Was bedeutet das geometrisch, koordinatenunabhéngig? Um ge-
wissen Subtilititen! aus dem Wege zu gehen, will ich mich jetzt
einmal auf den einfacheren Fall des zeitunabhéngigen Konfigura-
tionsraumes M zuriickziehen. Dann ist also K = D x M und daher
kanonisch (im mathematischen Sinne) T K = J'(rx) & D x TM
und 7*K = D x T*M. Dann hat )", p;¢; eine koordinatenfreie
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Bedeutung. Fiir festes (t,2) € D x M beschreibt dieser Ausdruck
eigentlich die Anwendungsabbildung

T*M xT,M — R
Ev) = L) =)

die mit einer Lagrangefunktion noch nichts zu tun hat. Soll aber
Zi":l piG;, wie in der Koordinatenformel fiir die Legendre-Transfor-
mierte von L, als eine Funktion 6 : D x T*M — R gelesen werden,
so ist es natiirlich als

0(¢) ==& (&, (d"L)'¢)

zu verstehen. Die Legendre-Transformierte H : D x T*M — R von
L: D xTM — R ist daher durch

H:=0— Lo (d"L)™!
gegeben. Die Extremalen o der Lagrangefunktion laufen in der

Form
t— (o(t),0(t))

ja auch durch das Jetbiindel und werden von dort vom Legendre-
Diffeomorphismus nach T*K = D x T*M verfrachtet, wo sie dann
die Flusslinien des Hamiltonschen Vektorfelds auf D x T*M bilden,
das durch die Hamiltonschen Gleichungen

. oH d s oH
;= ot =
4i Op: u Di 04,

beschrieben werden kann, aber tatséchlich koordinatenunabhéngig
wohldefiniert ist.

Damit wollen wir diesen Exkurs beenden, er fiihrt uns sonst zu
weit vom eigentlichen Ziel dieses Kapitels weg. Die Diskussion soll-
te Thnen wieder gezeigt haben, in welchem Verhéltnis Koordinaten-
sprache und geometrische Begrifflichkeit zueinander stehen. Neh-
men Sie die verschiedenen Bedeutungs-Schattierungen der in den
Mechanikbiichern einheitlich p; genannten Groéflen als Beispiel.
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Erstens sind das die gewohnlichen Faserkoordinaten in einem
Kotangentialbiindel, in welcher Eigenschaft sie Thnen spéter auch
bei der Erlduterung der symplektischen Struktur von T*M begeg-
nen kénnen. Das hat mit einer Lagrangefunktion nichts zu tun. Ist
zweitens eine Lagrangefunktion gegeben, so beschreiben die p; = qui
die Komponenten der Legendre-Abbildung, ist drittens diese Ab-
bildung ein Diffeomorphismus, so fungieren die p; auch als Faserko-
ordinaten im 1-Jetraum, der in einem Mechanikbuch zwar selten so
genannt sein wird, aber als das physikalische Substrat, auf dem die
Lagrangefunktion lebt, natiirlich indirekt présent ist. Viertens kann
p; aber auch als p;(t) zu lesen sein und sich auf die p;-Koordinaten
eines bestimmten Schnittes oder Bewegungsablaufs beziehen, und
fiinftens ist dann nicht immer, aber meistens ein extremaler Schnitt
oder die entsprechende Losungskurve des Hamiltonschen Systems
damit gemeint.

Es hat durchaus seine Vorteile, zwischen diesen Bedeutungen
ohne viel Worte flexibel wechseln zu konnen, auch stelle ich mir
vor, dass Sie als Physikstudenten lernen, ja trainieren miissen, in
Koordinaten rasch und sicher formal zu rechnen ohne sich stéindig
mit Reflexionen {iber die geometrischen und globalen Hintergriinde
aufzuhalten. Von Zeit zu Zeit wird aber auch der Wunsch erwachen,
sich diese Hintergriinde zu erhellen, und dabei zu helfen ist die
Absicht der Mechanik-Kapitel dieses Buches.

37.3 Das Theorem von Emmy Noether

“Jede kontinuierliche Symmetrie liefert einen Erhaltungssatz” ist
eine gangige Kurzfassung des Noetherschen Theorems. Mit Symme-
trien sind hier, heuristisch gesprochen, Symmetrien des Lagrange-
funktionals .Z : .# — R gemeint. Um den Zugang zu den prézisen
Begriffen zu finden, wollen wir uns zunéchst mit einem Spielzeug-
modell (‘toy model’) der Situation befassen, namlich mit Symme-
trien einer C'*°-Funktion f : M — R auf einer k-dimensionalen
Fléche.

Eine einzelne Symmetrie von f wire dann ein Diffeomorphis-
mus ¢ : M — M, unter dem f invariant ist, der also fop = f
erfiillt. Unter einer kontinuierlichen Symmetrie von f wollen
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wir dagegen einen ganzen Fluss, ein dynamisches System
P RxM-— M
verstehen, dessen Flussdiffeomorphismen &, : M — M Symmetri-

en sind, d.h. dass f(®(\, z)) = f(x) fiir alle A € Rund z € M gilt
oder f lings der Flusslinien konstant ist.

Graph(f)

Kontinuierliche Symmetrie einer Funktion

Fluss ® auf M

Ich nenne den Flussparameter hier A\, damit der Buchstabe ¢ fiir die
Zeitvariable ¢ € D in der Lagrange-Theorie reserviert bleibt. Ein
Fluss ist durch sein Vektorfeld

d

r— w(z) = O\, x) € T,M
dA
0

bereits festgelegt, er wird durch sein Vektorfeld erzeugt, wie man

auch sagt, und was bedeutet die Symmetrieeigenschaft fiir das Vek-
torfeld?

Notiz (Symmetriebedingung fiir den Erzeuger des Flusses):
Eine differenzierbare Funktion f : M — R ist genau dann invariant
unter dem Fluss ® mit dem Vektorfeld w, wenn

w(z) € Kerndf,
fiir alle x € M gilt, weil f offenbar genau dann ldngs jeder Fluss-

linie o konstant ist, wenn iiberall (f o a)'(X) = dfaoy(a(N) =
dfapy(w(a(X)) = 0 ist. O
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Fiir “infinitesimale” ¢ kann man in der iiblichen Auffassung infini-
tesimaler Groflen die Transformation @, als

x+— x+ew(x)

schreiben und von w als von einer “infinitesimalen Symmetrie” von
f sprechen. Dynamische Systeme werden in der physikalischen Li-
teratur ofters einmal in dieser infinitesimalen Form angegeben. Das
ist eben die mikroskopische Sicht auf den Fluss.

Flusslinie

Flusslinie unter dem Mikroskop, “infinitesimales” e

Sie miissen das nur intelligent lesen, also nicht denken, man diirfe
es ohne weiteres auch fiir grofle € so machen.

Flusslinie

7

D (x): weit weg von = + ew.

Flusslinie in Lebensgrofie, “endliches” e

Auch diirfen Sie keinen Anstof§ daran nehmen, wenn es einfach hei-
Ben sollte “die Transformation x — x + ew(x)”, obwohl eigentlich
nicht eine einzelne Transformation, sondern ein Fluss, eine konti-
nuierliche Transformation ((I))‘)/\ER gemeint ist.
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Die Sprechweise von den infinitesimalen Symmetrien wollen wir
uns jedenfalls auch zu Eigen machen und dabei die Bedingung fallen
lassen, das Vektorfeld miisse global integrierbar sein.

Definition: Ein differenzierbares tangentiales Vektorfeld w auf ei-
ner k-dimensionalen Fliche M soll eine infinitesimale Symme-
trie einer differenzierbaren Funktion f : M — R heiflen, wenn
w(z) € Kern df, fiir alle z € M gilt. O

In der Tat werden wir sehen, dass das Noethertheorem eigentlich
besagt, dass gewisse infinitesimale Symmetrien des Lagrangefunk-
tionals zu Erhaltungsgrofien Anlass geben, und etwa vorhandene
globale Symmetrien werden mathematisch nur dazu benutzt, sol-
che infinitesimalen Symmetrien zu gewinnen.

Eine Spielzeugversion des Satzes von Emmy Noether, fiir konti-
nuierliche Symmetrien gewohnlicher Funktionen f : M — R, kann
ich Thnen aber nicht so ohne weiteres anbieten. Zwar bleibt bei so ei-
ner Symmetrie auch etwas ‘erhalten’, ndmlich der Funktionswert bei
Anderung des Symmetrleparameters A, aber bei den Noetherschen
Erhaltungsgrofien geht es nicht um Unabhéngigkeit vom Symme-
trieparameter A, sondern um Unabhéingigkeit von der Zeit t! Die
Zeit kommt in der Situation f : M — R aber gar nicht vor, sie be-
trifft in der Lagrange-Theorie das Innenleben der Elemente o € .Z,
wahrend die x € M gar kein Innenleben haben. Deshalb wollen wir
uns jetzt der realen Situation der Lagrange-Theorie wieder zuwen-
den.

Dort ist der einzelne Punkt in . also ein Schnitt ¢ in K und ein
Tangentialvektor am Punkte o ein Fasertangentialfeld lings o. Ein
Vektorfeld auf .4 wire demnach heuristisch eine Zuordnung w, die
jedem Schnitt o in K ein Fasertangentialfeld w(o] langs o zuordnet,
und die infinitesimale Symmetriebedingung sollte

wlo] € Kernd.Z,

heiflen. Dabei stoflen wir natiirlich sofort wieder auf die Probleme,
die mit der Definition von d.Z, zusammenhingen, moglicherweise
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nichtexistierende Integrale etc. Ganz auf der sicheren Seite blei-
ben wir aber, wenn wir die Symmetrieforderung an jeden endlichen
Abschnitt fttol ... dt des Integrals und damit letztlich an die Lagran-
gefunktion selbst stellen.

Definition: Eine Zuordnung ¢ — w(o], die jedem Schnitt ¢ in K
ein Fasertangentialfeld w[o] ldngs o zuordnet, soll eine infinitesi-
male strikte Noethersymmetrie von L heiflen, wenn fiir jedes
o fiir eine (dann jede) Variation (0x)xe(—e,) in Richtung w|o]

d
I\ Lio,)] =0
0
gilt. O

Die dabei gemachte Behauptung (“dann jede”) folgt aus der Varia-
tionsgleichung, die ja fiir jede solche Variation

d

d
O\ L[oy] = (Eug[o], w) + &t

0

(dFL]o],w).

besagt, woraus ersichtlich ist, dass das identische Verschwinden (in
der Variablen ¢) der linken Seite nur von w[o] selbst abhingt, nicht
von der speziellen Variation. Und dieselbe Variationsgleichung sagt
uns auch, was die strikte Symmetrie fiir die extremalen Schnitte,
fir die ja Eu[o] = 0 ist, bedeutet:

Noether-Theorem fiir strikte Symmetrie: Ist L eine Lagrange-
funktion fiir eine (n+1)-dimensionale Fliche K iiber D und w eine
infinitesimale strikte Noethersymmetrie fiir L, so ist fiir extremale
Schnitte o die Funktion (d*L|o],w[o]) von t eine ErhaltungsgroBe,
d.h. es gilt

d, r -
dt<d Lio],w) =0

fiir extremale o. O
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Dieses Vorgehen legt sogleich auch eine leichte Verallgemeinerung
nahe.

Definition: Es bezeichne f eine Zuordnung, die jedem Schnitt [o]
von K — D eine differenzierbare Funktion f[o]: D — R zuordnet.
Wir nennen dann eine Zuordnung ¢ — w[o], die jedem Schnitt o
in K ein Fasertangentialfeld w[o] ldngs o zuordnet, eine infinite-
simale f-Noethersymmetrie heiflen, wenn fiir jedes o fiir eine
(dann jede) Variation (0x)xe(—e,) in Richtung wio]

d d

| Ho = g1l

gilt. Man spricht dann auch von einer infinitesimalen Symmetrie
von L bis auf eine totale Ableitung.? O

Dann folgt natiirlich wieder direkt aus der Variationsgleichung:

Noether-Theorem fiir Symmetrie bis auf totale Ableitung:
Ist w eine infinitesimale f-Symmetrie fiir L, so ist fiir extremale
Schnitte o die Funktion (d*L[c], w[c]) — f[o] von t eine Erhaltungs-
groBe, d.h. es gilt

d

o ({dLlo) w) = flo]) =0

fiir extremale o. O

37.4 Konfigurationsraum-Symmetrien

Beachten Sie, dass die eckigen Klammern im Allgemeinen nicht
durch runde ersetzt werden diirfen. Die Lagrangefunktion selbst
hatten wir zum Beispiel als einen Differentialoperator erster Ord-
nung vorausgesetzt, fiir festes ¢ hingt L[o](t) von o(t) und &(t)
ab, auch die Faserableitung d”L ist ein Differentialoperator erster
Ordnung. Ebenso kann auch eine infinitesimale Symmetrie o +—
wlo] ein Differentialoperator r-ter Ordnung sein, dann braucht man
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a(t),6(t),...,0"(t), um den Wert von w[o] an einer festen Stelle ¢
zu bestimmen, dasselbe wiire fiir o — f[o] zu sagen.

Es gibt jedoch wichtige spezielle Beispiele, in denen w doch und
gewissermafien ausnahmsweise von nullter Ordnung ist, w[o](t) also
nur von o(t) abhédngt, so dass man auch w(o(t)) schreiben diirfte.
In der Mechanik-Vorlesung haben Sie schon Beispiele dieser Art
gesehen, die sich aus rdumlichen Symmetrien der Lagrangefunk-
tion ergeben. Diesen Typ von Symmetrien wollen wir jetzt in etwas
grofferer Allgemeinheit betrachten.

Sprechweise: Sei wieder K eine (n+1)-dimensionale Fliche iiber
D CRund L : J*(7g) — R eine Lagrangefunktion. Sei ® ein Fluss
auf K wber D, d.h. ein solcher, der jedes K; in sich iiberfiihrt.

K

o

Fluss auf K “iiber” D

Ein solcher? Fluss iiber D soll cine kontinuierliche Konfigura-
tionsraum-Symmetrie fiir L heiflen, wenn L invariant unter
dem Fluss ist, also L[®) o o] = L[o] fiir alle A und o erfiillt. O

Wenn aber die Flusslinien in den Fasern verlaufen, dann sind ihre
Geschwindigkeitsvektoren Fasertangentialvektoren und daher das
Geschwindigkeitsfeld, bekanntlich definiert durch

w(p) = ddA [|)<I>(/\7p)7

ein iiberall fasertangentiales Vektorfeld w auf K. Ist nun o irgend
ein Schnitt, so ist durch o, := ®, o ¢ eine Variation von o in
Richtung w o o gegeben. Da L invariant unter ® vorausgesetzt ist,
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gilt L[oy] = L[o] und daher ddA}OL[J,\] =0, also ist 0 — w o o eine
infinitesimale strikte Noethersymmetrie fiir L.

Korollar 1 aus dem Noetherschen Satz: Ist w auf K das Ge-
schwindigkeitsfeld einer kontinuierlichen Konfigurationsraum-Sym-
metrie von L, so ist

(d¥Lio],wo o),

in Koordinaten ", gg (t,q,q)w;(t, q(t)), fiir extremale o eine Er-

haltungsgrofe. O

} e

Das Vektorfeld w auf K Das Vektorfeld w o o lings o

Dieser Fall ist geometrisch besonders einfach, weil die Vektoren der
infinitesimalen Symmetrie gewissermaflen schon auf K sitzen und
das fiir die Berechnung der Noetherschen Erhaltungsgrofie so wich-
tige Vektorfeld w(o] ldngs eines extremalen o durch blofies Einset-
zen als t — w(o(t)) erhiltlich ist.

37.5 Zeitunabhéngigkeit als Symmetrie

Es sei jetzt ein zeitunabhéngiger n-dimensionaler Konfigurations-
raum M C RN gegeben, wir betrachten D := R und K :=R x M,
also Ky = {t} x M. Dann entsprechen die Schnitte ¢ in K den
Kurven v : R — M oder t — ¢(¢) in Koordinaten, ndmlich durch
o(t) = (17(1)).

Ferner sei L eine Lagrangefunktion, die nicht explizit von der
Zeit abhdngt, wie man sagt, die also eigentlich durch eine Abbil-
dung L : TM — R gegeben ist, statt L[o](t) diirfen wir dann
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L(~(t),~(t)) schreiben, in Koordinaten L(g(t), ¢(t)). Betrachte nun
zu jedem Schnitt o, geschrieben als o(t) = (¢,7(¢)), die durch

ox(t) = (£, + X))

definierte Zeittranslations-Variation.

o w(t) oA &

R R

t t
Aus einem einzelnen Schnitt o .. die Zeittranslations-Variati-
in K =R x M erhélt man ... on (0y). Deren Richtung wlo]?

Die Richtung dieser Variation ist offenbar
1) = 1 [oa) = 1 [+ 2) = (0,4(1)
wlo T d)\OUA _d)\o )Y - el ’

in Koordinaten gerade w;(t) = ¢;(¢). Wie verhélt sich die Lagrange-
funktion unter dieser Variation? Ist sie wegen der vorausgesetzten
Zeitunabhéngigkeit vielleicht invariant? Keineswegs, vielmehr ist ja

LA+ NAG ) = § LA, 50),

das heif3t nichts anderes als

d
L = L
d&‘) o] == 5 L],

und deshalb ist durch die Richtung der Zeittranslations-Variation
eine infinitesimale Symmetrie o — w[o] von L bis auf eine totale
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Ableitung gegeben, bis auf die totale Ableitung von L[o] selbst
namlich!

Korollar 2 aus dem Noetherschen Satz: Sei fiir K =R x M
eine nicht explizit von der Zeit abhédngige Lagrangefunktion L gege-
ben und bezeichne w|o| die Richtung der Zeittranslations-Variation
ox(t) == (t,v(t + X)) von o(t) = (t,7(t)). Dann ist

E[o] := (dL[o], w[o]) — L[o]

oder in Koordinaten

fiir extremale o eine Erhaltungsgrofe. O

Sie wissen aus der Mechanik-Vorlesung, dass und weshalb diese Fr-
haltungsgrofle die Energie des Systems genannt wird. Beachten Sie,
dass w(o] hier ebenso wie L[o] und d¥L[o] ein Differentialopera-
tor erster Ordnung in o ist, deshalb ist auch o — E[o] durch eine
Funktion E : J'(7x) — R, hier sogar E : TM — R beschreibbar.
Es ist diese Funktion, die unter dem Legendre-Diffeomorphismus in
die Hamiltonfunktion, hier H : T*M — R, iibergeht.

37.6 Impuls und Drehimpuls als Noethersche
Erhaltungsgrofien

Zum Schluss wollen wir Impuls und Drehimpuls von N-Teilchen-
Systemen im Raum als Noethersche Erhaltungsgrofien verstehen,
damit Sie sehen, wie sich diese einfachen aber wichtigen Beispiele
in die allgemeine Theorie einfiigen.

Es erleichtert die Verstédndigung, wenn wir vorab den Spezial-
fall N = 1 betrachten. Denken wir uns also den dreidimensionalen
physikalischen Raum M als Konfigurationsraum eines 1-Teilchen-
Systems*. Der Tangentialraum ist iiberall kanonisch derselbe, nim-
lich der dreidimensionale euklidische Vektorraum V' der Translatio-
nen des affinen Raumes M. Bis auf Wahl einer Zeiteinheit ist das
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auch der Vektorraum der Geschwindigkeitsvektoren bei x € M,
kanonisch ist iiberall T,M = V fiir x € M. In diesem Abschnitt
mochte ich auch das Vektorpfeilchen wieder aufnehmen, aber mit
Augenmaf: die Ortsangaben z € M bleiben ohne Pfeilchen, wir
schreiben aber v € V fiir die Vektoren in dem dreidimensionalen
Vektorraum V', aber einfach @(¢t) € V, denn hier erinnert uns der
Ableitungspunkt schon daran, dass wir nicht mehr in M, sondern
in V sind.

Ortsangabe x € M, Geschwindigkeitsangabe v € V

Es ist dann TM = M x V, und die Lagrangefunktion so eines
1-Teilchen-Systems ist eine Abbildung

L:RxMxV —R,
in Koordinaten L(t, g, ).
Wir beschreiben nun eine Richtung im Raum M durch einen

Vektor v € V. Ist L in diese Richtung translationsinvariant, defi-
niert also der Translationsfluss ®(\, z) := x + AU auf M

M

Fluss mit der konstanten Geschwindigkeit v
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eine Konfigurationsraum-Symmetrie fiir L (was in affinen Koordi-
naten® geschrieben L(t,q,q) = L(t,q + AV, ) bedeutet), so liefert
das Geschwindigkeitsfeld des Flusses, also das konstante Vektorfeld
v auf M, eine infinitesimale strikte Noethersymmetrie fiir L. Nach
dem Noetherschen Theorem ist also (dL[o], ¥) fiir extremale o eine
Erhaltungsgrofie, die ich aus mathematischer Sicht ganz gerne die
Impulsantwort der Extremalen ¢ auf den Translationsgeschwindig-
keitsvektor ¥ nennen mochte. In Koordinaten:

3
oL
. (t,q(),4(t))v; = const.
= Jdi
langs extremaler Abldufe ¢ — ¢(t). Ist L invariant unter rdumlichen
Translationen in jede beliebige Richtung, so ist natiirlich das Faser-
differential d"L[o] selbst eine Erhaltungsgrofe fiir extremale o, das
ist der Impuls von ¢. In Koordinaten gesagt: bei volliger rdumlicher
Translationsinvarianz der Lagrangefunktion ist der durch

b= g (6000 4(0)

definierte Impuls p'= (p1, p2, p3) einer Extremalen eine Erhaltungs-
grofe.

Was éndert sich, wenn wir jetzt von 1-Teilchen- zu N-Teilchen-
systemen iibergehen? Der Konfigurationsraum ist dann

MY =M x---x M
und die Lagrangefunktion eine Abbildung
L:Rx MY xVY S R.

Beschreiben wir die Positionen der N Teilchen durch ein N-tupel
x von Ortsangaben, also

x=(x1,...,eny) EM X -+ X M,

so ist der Translationsfluss zum Geschwindigkeitsvektor v € V' auf
dem Konfigurationsraum durch

O\, z) = (214, ..., xy+D)
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gegeben, und ist L invariant darunter, so ist das durch den kon-
stanten Vektor w := (7,...,0) € V x --- x V definierte Fasertan-
gentialfeld auf K = R x M¥ eine infinitesimale strikte Noether-
symmetrie flir L, und wir erhalten aus dem Noetherschen Satz
(d¥L[o], (¥,..., 7)) als ErhaltungsgroBe fiir extremale Schnitte o.

In den 3N Koordinaten (qu;)a=1... =123 geschrieben bedeutet
das, dass

N

Z( a ORI

i=1

flir extremale Bewegungsablaufe nicht von der Zeit ¢ abhangt. Ist
die Lagrangefunktion unter allen rdumlichen Translationen invari-
ant®, so folgt daraus nicht, dass jedes einzelne 8‘9@2 eine Erhaltungs-
grofe ist, sondern nur dass die Summe

o= Y o (ta(th i)

a=1

fiir jedes i = 1,2,3 bei Extremalen zeitunabhéngig ist, also die
Summe p':= 25:1 P der Impulsvektoren aller Teilchen eine Erhal-
tungsgrofle ist.

Was fiir ein koordinatenunabhdingiges mathematisches Objekt
ist die Erhaltungsgréfie “Gesamtimpulsvektor”? Als Element in R3
gelesen ist p’ gewiss nicht koordinatenunabhéngig. Als Element von
V vielleicht? Schon eher, aber dann miissen wir uns auf orthogonale
Koordinaten beschrinken und somit Gebrauch vom Skalarprodukt
in V machen. Sein natiirliches Zuhause” hat der Impulsvektor im
Dualraum V*. Bezeichnet A : V' — V x --- x V hier einmal die
Diagonalabbildung, also A(7) := (7, ..., 7), so sollte

R x MY x vV £ (N ALy

die Impulsabbildung des Systems heiflen. Fiir jedes extremale o ist
plo] := A*(d"L|o]) : D — V* nach dem Noetherschen Satz bei
translationsinvarianter Lagrangefunktion konstant. Das ist die ko-
ordinatenfreie Beschreibung des Impulses als Noethersche Erhal-
tungsgrofle.
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Wenden wir uns nun dem Drehimpuls zu. So wird die Erhal-
tungsgrofle bezeichnet, die sich aus einer etwa vorhandenen Rotati-
onsinvarianz von L ergibt. Als Vorbereitung betrachten wir wieder
ein 1-Teilchen-System L : R x M x V — R und nehmen an, dass
L unter Rotation von M um eine Achse durch einen festen Punkt
Tg € M mit einem Winkelgeschwindigkeitsvektor & € V' invariant
ist. Indem wir von Drehungen und Winkelgeschwindigkeit sprechen,
machen wir schon Gebrauch davon, dass V' mit Skalarprodukt und
Orientierung versehen ist.

Es bezeichne &5 : R x M — M den zugehorigen Rotationsfluss.
Dann definiert dessen Geschwindigkeitsfeld v: M — V eine infini-
tesimale strikte Noethersymmetrie und (d*L[o], 7(c)) = p- ¥ ist fiir
extremale Schnitte eine Erhaltungsgréfle, in Koordinaten also

3

oL
203"

i=1

und wir miissen nur das Geschwindigkeitsfeld ¢ des Rotationsflus-
ses ausrechnen um zu sehen, was das bedeutet. Die Drehachse be-
steht aus Fixpunkten, dort ist das Vektorfeld also Null. Fiir Punkte
x € M auflerhalb der Drehachse bezeichne 7(x) € V' den Translati-
onsvektor von zg nach z.

Der duch xg und & charakterisierte Rotationsfluss auf M

Dann hat das Kreuzprodukt & x 7#(x) jedenfalls dieselbe Richtung
wie ¥(x), aber auch denselben Betrag. Denn bezeichnet 7/ den zu
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@ senkrechten Anteil von 7, so ist einerseits & X ¥ = & x 7 und
ld x || = ||&| - ||| = wr’, andererseits ist aber 1’ auch der
Radius des Orbits von z, also wr’ = %77/ gerade die konstante
Geschwindigkeit der Flusslinie, die ja den Weg 277’ in der Zeit T'

zuriicklegt. Léngs einer Extremalen ist also

plt) - (@ x 7)) = & - (7(t) x p(t))

zeitunabhingig. Hier haben wir eine der Rechenregeln des Kreuz-
produkts benutzt, es gilt @ - (b x &) = det(, b, &), und gerade Per-
mutationen der Spalten einer Matrix d&ndern den Wert der Deter-
minante nicht.

Ist also die Lagrangefunktion invariant gegeniiber Drehungen
um jede beliebige Achse durch den Punkt xg, so ist 7 x p’selbst eine
Erhaltungsgroflie, was also genauer bedeutet, dass der Drehimpuls

D(t) = i(t) x plt)

lings Extremalen zeitunabhéngig, also konstant ist.
Fiir N-Teilchen-Systeme ergibt sich wieder, dass der Gesamt-
drehimpuls

lings Extremalen konstant ist, wenn L : R x MY x V¥ — R rota-
tionssymmetrisch um zg ist, das heifit wenn

L(t, l’()"’AFl, “ee 7$0+A’FN, A’Ub ceey AﬁN)
= L(t, (L'()-f—’f_“h Cey $0+FN7171, .. .,UN

~—

fiir jede Rotation A € SO(V) gilt.



Fufinoten und Ergénzungen

23.1, Seite 2: Diese Formulierung des Vollsténdigkeitsaxioms macht das
archimedische Axiom iiberfliissig: wiire = eine obere Schranke der Menge
aller endlichen Summen aus lauter Summanden ¢, so hitte diese Menge
auch eine kleinste obere Schranke, ein Supremum s € R. Dann muss es
aber eine solche e-Summe mit s —e < e+ - 4 geben, sonst wire s —¢
eine noch kleinere obere Schranke. Aber daraus folgt s < (e+---+¢)+¢
im Widerspruch dazu, dass s eine obere Schranke all dieser Summen ist.

Wir lassen das archimedische Axiom aber trotzdem als fiinftes Axiom
an seinem Platz stehen, erstens weil manchmal auf archimedische ange-
ordnete Korper als auf solche Bezug genommen wird, welche die Axiome
(1)-(5) erfiillen, und zweitens weil auch andere, das archimedische Axiom
nicht implizierende Formulierungen des Vollsténdigkeitsaxioms benutzt
werden, s. Fufinote 23.5 weiter unten.

23.2, Seite 2: Schildern lisst er sich schon, der Beweis. Er beginnt mit
einer Bestandsaufnahme, inwieweit die natiirlichen Zahlen selbst schon
die fiinfzehn Axiome erfiillen. Da fehlt freilich noch viel, aber einiges gilt
doch, z.B. die Assoziativitit, Kommutativitdt und Distributivitit der
Verkniipfungen, auch bei den Anordnungsaxiomen sieht es einstweilen
gut aus.

Das auffilligste Manko der natiirlichen Zahlen ist aber das Fehlen
der additiv neutralen und inversen Elemente, wie sie die Gruppenaxiome
von (R, +) fordern. Sie miissen deshalb die Null und die negativen ganzen
Zahlen erschaffen. — Erschaffen? Wir?? — Ja, zum Beispiel so:

Sie definieren auf N x N eine Aquivalenzrelation (formal ist das eine
Teilmenge von (NxN) x (NxN) mit gewissen Eigenschaften, s. Abschnitt
20.2 im ersten Band) durch

(n1,my1) ~ (ng,ma) : < n1 +mg =nz2+my

K. Janich, Mathematik 2, Springer-Lehrbuch, 2nd ed.,
DOI 10.1007/978-3-642-16150-6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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und setzen Z := N X N/ Die Idee hierbei ist natiirlich, die Aquivalenz-
klasse [n,m] als die Differenz n —m € Z fiir n,m € N deuten zu wollen.
Darauf ist schon die Definition von ~ gerichtet, wie Sie jetzt bemerken,
denn ny +mo = no+ my soll ja spéter gerade ny —mi = ny —msy bedeu-
ten. Im Hinblick auf diese Absicht trifft man jetzt auch die Definition
der Verkniipfungen und der Kleinerrelation in Z :

[n1, m1] + [na, ma] = [n1 4+ n2, m1 4+ mo]
[n1,m1] - [n2, M) = [n1ng + mima, nima + mins)
[n1,m1] < [ng,me] <= n1+ma <ng+m,

wobei man natiirlich die Wohldefiniertheit priifen muss. Damit haben
wir dann (Z, +, -, <) und hoffen auf bessere, wenn auch noch nicht per-
fekte Erfiillung der Axiome. In der Tat verifiziert man jetzt leicht, dass
(Z,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins ist und (Z, +, -, <) die Anord-
nungsaxiome erfiillt.

Bevor wir aber mit diesen frisch aus der Gussform genommenen
ganzen Zahlen weiterarbeiten, wollen wir ein wenig aufrdumen. Dazu
gehort, die Beziehung zwischen N und Z herzustellen, die uns erlaubt,
die natiirlichen Zahlen als spezielle ganze Zahlen aufzufassen, wie wir es
gewohnt sind. Momentan ist ja nicht N C Z, denn Z = N X N/_ ist etwas
ganz anderes,; auch wollen wir die unbequeme Notation [n,m] € Z nicht
ewig mitschleppen, nachdem sie ihren Dienst getan hat. Wir betrachten
daher die (injektive!) Abbildung

N — NxN/ =7
no— [n+1,1],

priifen, dass sie sich mit den (+,-, <) von N und Z vertrigt und verein-
baren, sie kiinftig als Inklusion N C Z aufzufassen, d.h. eben n € N bei
Bedarf auch als das Element [n + 1,1] € Z zu lesen. In der abelschen
Gruppe (Z,+) ist dann —n = [1,1 4 n] € Z fiir n € N, und das neutrale
Element iibrigens 0 := [1,1] € Z.

Erst jetzt haben (oder besser hdtten, denn im Einzelnen ausgefiihrt
haben wir’s ja nicht) wir den Zahlenbereich (N, +,-, <) zu (Z,+,-,<)
erweitert und nicht einfach nur einen zweiten Zahlenbereich geschaf-
fen. Zwingend notwendig wire das fiir den Beweis zwar nicht gewesen,
wir konnen die Beziehungen von bereits vorhandenen Zahlenbereichen
zu den im néchsten Schritt neu konstruierten auch nachtréglich unter-
suchen, wie wir es im Haupttext, zu dem der Beweis nicht gehort, ja
sowieso tun miissen. Es vereinfacht aber die Formulierung des Beweises,
wenn wir das jeweils gleich machen.
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Ganz analog erschaffen wir nun die rationalen Zahlen durch Q :=
Zx(Z~0)/., , wobei jetzt [p,q] die Rolle von 7; spielen soll und wir
deshalb

(P1,q1) ~ (P2, q2) : == P12 = P21

setzen miissen. Die Definition Q := Z X (Z\0)/ ist zwar der eigent-
liche kreative Akt, bringt zunichst aber nur Q als Menge hervor, jetzt
kommt die Definition von (Q, +, -, <) an die Reihe, mit der Vorstellung
[p,q] =: ’; als Leitlinie hinter den Kulissen, sowie die Inklusion Z C Q
mitsamt den beiderseitigen Strukturen. Viele Wohldefiniertheitsnachwei-
se, Notationsvereinbarungen und kleine Lemmas, bis wir bei N C Z C Q
endlich angelangt sind! Im Einzelnen alles ganz einfach, aber nicht gera-
de eine vorlesungsgeeignete Unternehmung, das kénnen Sie sich denken.

Bei der Untersuchung, inwieweit (Q, +, -, <) die Axiome erfiillt, geht
nun zunéchst alles gut, (Q,+,-) ist ein Korper, die Anordnungsaxio-
me (1)-(4) sind erfiillt, auch das Archimedische Axiom (5) — nur beim
letzten, beim Vollstidndigkeitsaxiom (6) hapert es noch: (Q, <) ist nicht
vollstdndig. Zum Beispiel hat die Teilmenge

2
M::{peQ ‘ p2<2}
q q

keine kleinste obere Schranke in @Q, denn wére § € Q kleinste obere

Schranke von M, so miisste ‘;z = 2 gelten, wie man sich leicht klarmacht,
also a® = 2b%, und das kann ja nicht sein, weil die Primfaktorzerlegung
der linken Seite ersichtlich eine gerade Anzahl Faktoren 2 enthilt, wie
die jeder Quadratzahl, die rechte Seite aber eine ungerade. Als Ort der
rationalen Zahlen wire die Zahlengerade eben ganz locherig!

Der Zahlenbereich muss deshalb noch einmal erweitert werden, von
Q zu R, dabei miissen die Locher gefiillt, die so mithsam erreichte Giiltig-
keit der anderen Axiome darf aber nicht wieder auf’s Spiel gesetzt wer-
den. Dafiir gibt es mehrere Methoden. Intuitiv kommt es jedenfalls dar-
auf an, jeden “Punkt auf der reellen Zahlengeraden”, was ja einstweilen
nur eine vage geometrische Vorstellung ist, durch ein richtiges mathe-
matisches Objekt zu ersetzen. Elegant ist der nach Richard Dedekind
(1831-1916) benannte Weg:

Definition: Ein Paar (A4, B) von nichtleeren Teilmengen A, B C Q heifle
ein Dedekindscher Schnitt, wenn a < b fiir alle a € A und b € B gilt
und Q\ (AUB) entweder leer ist oder aus einer einzigen rationalen Zahl
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¢ besteht, die A und B trennt, also a < ¢ < b fiir alle a € Aund b € B
erfiillt. Wir definieren R als die Menge aller Dedekindschen Schnitte und
lesen Q C R vermoge der injektiven Abbildung

Q — R
& — (AC7 BC)7

wobei (A¢, B;) den Dedekindschen Schnitt aus den Mengen der rationa-
len Zahlen bezeichnet, die kleiner bzw. grofler als ¢ sind. g

Damit sind wir aber mit der Konstruktion noch nicht ganz fertig, denn
nun miissen die Verkniipfungen und die Kleinerrelation in R definiert
werden. Natiirlich leitet uns dabei die anschauliche Vorstellung, dass
(A, B) fiir die Stelle auf dem Zahlenstrahl steht, an der A und B an-
einanderstofien. So wird man (Ay, By) + (Ag, Ba) := (A1 + A2, By + Bs)
setzen und (A1, By) < (Aa, Ba) durch Ay ; Ay definieren, wihrend man
bei der Multiplikation wegen der Vorzeichen fallunterscheidend vorge-
hen muss, wobei der Formulierung aber zu Hilfe kommt, dass ja in einer
der beiden Mengen eines Dedekindschen Schnittes einerlei Vorzeichen
herrschen muss.

Sind diese Definitionen alle sauber getroffen und ihre Vertraglichkeit
mit unserer Inklusion Q C R gepriift, dann kommt der letzte Schritt,
nidmlich der Beweis, dass (R, +, -, <) alle Axiome erfiillt. Das mag viel-
leicht keine sehr interessante Tatigkeit mehr sein, eher Geduld und buch-
halterische Sorgfalt erfordernd als irgend eine andere Geisteseigenschaft,
aber bedenken Sie das grandiose Ergebnis: wir erschaffen hier mit blolen
Hiénden die fantastischen reellen Zahlen, das Fundament der gesamten
Analysis!

23.3, Seite 3: Zur Sinnhaftigkeit dieses Vorgehens wire noch einiges
zu fragen und zu antworten. Die Illusion, der Satz wiirde ‘die’ reel-
len Zahlen bereitstellen, wird eigentlich durch einen rhetorischen Trick
herbeigefiihrt, ndmlich durch die Verabredung: ... im Folgenden der
Korper der reellen Zahlen genannt. Gibt man stattdessen der durch die
Axiome definierten Struktur erst einmal einen Namen, etwa: ein Paar
(R, <), bestehend aus einem Korper und einer Relation darauf, heifit ein
vollstindiger archimedischer angeordneter Kérper, wenn die Azio-
me (1)-(6) erfiillt sind, so sagt der Satz doch weiter nichts, als dass es
vollstéindige archimedische angeordnete Korper wirklich gibt.
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Stellen Sie sich vor, wir wiirden den Aufbau der Gruppentheorie mit
dem Satz beginnen: Es gibt ein Paar (G,-), im Folgenden die Gruppe
genannt, welches die Gruppenaxiome ... erfillt und wollten unter Grup-
pentheorie alle Aussagen iiber (G, -) verstehen, die sich logisch liickenlos
auf die drei Gruppenaxiom zuriickfithren lieflen. Was hielten Sie von
diesem Vorgehen?

Der Satz wére zwar trivial, weil ja G := {1} sofort ein Beispiel
lieferte, aber die so verstandene “Gruppentheorie” doch nicht inhaltsleer,
sie wiirde eben jene Aussagen zu Tage bringen, die in allen Gruppen
gelten. Aber iiber die vielen verschiedenen Typen von Gruppen und die
interessanten Beziehungen, die zwischen ihnen bestehen, erfithren wir
nichts, wenn wir nur eine einzige, ‘die’ Gruppe G ins Auge fassten, von
der wir weiter nichts wissen, als dass es eine Gruppe ist.

Sind wir mit der axiomatischen Grundlegung der reellen Zahlen nicht
in demselben Fall? Wir studieren dabei doch nur jene Aussagen, die in
allen vollstéindigen archimedischen angeordneten Korpern gelten.

Das stimmt schon. Aber es gibt im Wesentlichen nur einen vollstandi-
gen archimedischen angeordneten Korper. Das Studium der in allen die-
sen Korpern geltenden Aussagen, insbesondere deren Verhéltnis zu den
natiirlichen, den ganzen und den rationalen Zahlen, ermdoglicht ndmlich
zu beweisen, dass es zwischen zwei vollsténdigen archimedischen ange-
ordneten Kérpern (R, <) und (R’, <’) stets genau einen Korperisomor-
phismus R = R’ gibt und dieser mit den Kleinerrelationen vertriiglich ist
(vergl. Seite 42 in H.-D. Ebbinghaus et al., Zahlen, 3. Auflage, Springer-
Verlag 1992). Es ist wichtig und nicht trivial, dass es solche Kérper gibt,
aber welchen man fiir die Analysis benutzt, ist einerlei.

Die reellen Zahlen sind eine subtile Erfindung, und es hat auch lan-
ge gedauert, bis ins 19. Jahrhundert, ehe sie entwickelt waren, die an-
tike Mathematik kannte sie nicht. Ein Anfinger mit philosophischen
Neigungen, der genau wissen mochte, was die reellen Zahlen sind, wird
Aufklarung von der Konstruktion erhoffen. Was “ist” eine reelle Zahl?
FEin Dedekindscher Schnitt? Ein gewisses Paar von Mengen von gewissen
Aquivalenzklassen von Paaren gewisser anderer Aquivalenzklassen von
Paaren natiirlicher Zahlen?

Nicht die Antwort, aber die Frage ist falsch. Die Dedekindschen
Schnitte sind nur einer von mehreren zur Auswahl stehenden technischen
Tricks beim Existenzbeweis fiir vollstdndige archimedische angeordnete
Korper. Das Wesen der reellen Zahlen erschliefit sich nicht aus den indi-
viduellen Eigenschaften der Elemente, die sind austauschbar, irrelevant.
Die reellen Zahlen zu verstehen heifit zu verstehen, dass es bis auf ein-
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deutig bestimmten anordnungserhaltenden Korperisomorphismus genau
einen vollsténdigen archimedischen angeordneten Korper gibt.

23.4, Seite 10: Ganz pauschales Hinschauen zeigt: multipliziert man
(I+a)™=14a)-...-(1+a) aus und ordnet nach Potenzen von a,
dann erhélt man 1+na—+ ..., wobei die durch die Punkte angedeuteten
weiteren Terme wegen a > 0 jedenfalls positiv sind, und mehr wird in
dem Beweis dafiir, dass (z™),>1 eine Nullfolge ist, nicht gebraucht.

Die unter dem Namen Bernoullische Ungleichung bekannte Ab-
schitzung 1+ na < (14 a)™ gilt aber nicht nur fiir @ > 0, sondern sogar
fiir alle a > —1. Um das zu erkennen, muss man etwas genauer hinsehen,
nédmlich den Induktionsschluss

1+a)"*t = (1+a)(l+a)"
> (14 a)(1+na)
= 1+(n+Da+na®>14+(n+1)a
machen. — Darf ich mich bei dieser Gelegenheit vergewissern, dass Sie

auch die allgemeine binomische Formel

(a+b)" = zn: (Z) akpnk

k=0

kennen? Dabei bezeichnet

ny nn-1-...-n—k+1) n!
(k)'_ 1-2-...-k ~ kl(n— k)

die sogenannten Binomialkoeffizienten, die angeben, wieviele k-elemen-
tige Teilmengen eine n-elementige Menge, zum Beispiel {1,2,...,n} hat.
Diese Bedeutung der Binomialkoeffizienten ergibt sich durch Induktion
nach n: die (n 4 1)-elementige Menge {1,2,...,n,n + 1} hat nach In-
duktionsannahme (}) k-elementige Teilmengen, die das letzte Element
n+1 nicht enthalten und (kﬁl) die es enthalten. Beim Induktionsschluss

muss man also nur
n n n+1
() ()= ()

nachrechnen, fertig. Diese Formel benutzt man auch beim Induktions-
beweis der binomischen Formel selbst.
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Die binomische Formel gilt nicht nur fiir a,b € R, sondern genau so
und mit demselben Beweis fiir Elemente a,b eines beliebigen kommu-
tativen Ringes. Mit den Feinheiten der Grundlegung der reellen Zahlen
hat das nichts zu tun.

23.5, Seite 14: Umgekehrt gilt auch: erfiillt (R, <) die Axiome (1)-(5)
und konvergiert jede Cauchy-Folge in R, dann erfiillt (R, <) auch das
Axiom (6). Ist ndmlich M C R eine nichtleere nach oben beschrénk-
te Teilmenge, so gibt es natiirlich fiir jedes n € N eine kleinste Zahl
Sp € 21nZ, die noch obere Schranke von M ist. Der Limes dieser Cauchy-
folge ist dann eine kleinste obere Schranke fiir M in R. Man bekommt
daher genau denselben Begriff eines wollstdndigen archimedischen an-
geordneten Kdrpers, wenn man statt des Axioms (6) fordert, dass jede
Cauchyfolge in R konvergiert.

24.1, Seite 33: Sei M ein topologischer Raum und (gy,)n>1 eine Punkt-
folge darin. Ein Punkt p € M ist offenbar genau dann Limes einer Teil-
folge von (gn)n>1, wenn die Folge jede offene Umgebung von p unendlich
oft betritt. Gibt es keinen solchen Punkt, so hat jedes p € M eine of-
fenen Umgebung, nennen wir sie U, die von (gy)n>1 nur endlich oft
betreten wird, und in einem kompakten Raum wére das natiirlich fiir
die Folge verheerend: nach endlich vielen Schritten n € N diirfte sie in
M =U, U---UUp, den Fufl gar nicht mehr aufsetzen. Also hat in einem
kompakten Raum jede Folge eine konvergente Teilfolge.

In einem kompakten metrischen Raum muss deshalb jede Cauchyfol-
ge konvergieren, denn der Limes einer Teilfolge ist bei einer Cauchyfolge
natiirlich auch Limes der Gesamtfolge.

24.2, Seite 34: Fiir den Ableitungs-Konvergenzsatz bringt dieses Loka-
litdts-Argument sogar noch einen besonderen Bonus mit: Ist der offene
Definitionsbereich B C R™ zusammenhéngend, so geniigt es, anstelle
der gleichméfligen Konvergenz von (fn)n>1 selbst nur vorauszusetzen,
dass fiir ein Ty € B die Zahlenfolge (fn(Z0))n>1 konvergiert. Die lokal
gleichméBige Konvergenz von (fy,)n>1 folgt dann namlich aus der (nach
wie vor) vorausgesetzten lokal gleichmiifligen Konvergenz der partiellen
Ableitungen. Um das zu sehen, wéhlt man fiir ein festes & zunéichst einen
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C*- oder stiickweise-C''-Weg v : [0,1] — B von % nach # und nutzt

m

7@ = ot + [ 3007 G0
0 i=1

7

aus, um (f,(%))n>1 als Cauchyfolge nachzuweisen. Damit hat man die
punktweise Konvergenz von (fy)n>1 gezeigt und kann nun jeden Punkt
statt Ty als Ausgangspunkt verwenden, um in einer kleinen Kugel um
den Punkt die gleichméBige Cauchyeigenschaft auf dieselbe Weise zu
zeigen, mit kleinen Stichwegen vom Mittelpunkt zu den Punkten der
Kugel in der Rolle, die soeben ~ gespielt hat.

24.3, Seite 34: Es gibt nicht nur den Grenziibergang n — oo. Statt
einer Folge (fn)n>1 wollen wir uns jetzt eine Familie {fy}xea oder auch
nur {f)}aean, von Funktionen oder Abbildungen fy : X — M gegeben
denken und nach Konvergenzsitzen fiir den Grenziibergang A — Ag
fragen.

In diesem Falle sind wir zum Beispiel, wenn wir es mit einer einzigen
Funktion f(z,t) von zwei reellen Variablen zu tun haben und an den
Grenziibergang t — 0 denken. Dann spielt ¢ die Rolle von A und es wiire
Ao = 0, und je nachdem welchen Definitionsbereich wir fiir f ins Auge
fassen, kénnten wir etwa an X = [a,b] und A = [0, 1] interessiert sein
und uns fragen, ob wohl

b b

b
}ii%/f(:r,t) dx;/tlg%f(m)dx;/f(x,o)da;

a a

richtig ist. — Wir konnen natiirlich immer f(z, A) statt fy(x) schreiben
und die Familie {fy\}rea als Abbildung f : X x A — M verstehen
und umgekehrt. Im wirklichen Leben treffen wir oft f(z,\) an, fiir die
Diskussion der Konvergenzsétze ist aber fy(z) praktisch, weil wir dann
gleich eine Notation fiir die einzelnen fy : X — M haben und der
Buchstabe f noch frei ist und wieder zur Bezeichnung einer eventuellen
Grenzabbildung f : X — M benutzt werden kann.

Von A — A zu sprechen hat in einer blolen Menge A freilich noch
keinen Sinn. Meist sind wir an A C R* interessiert, um aber den Blick
auf’s Wesentliche zu richten, wollen wir vorerst A einfach als einen metri-
schen Raum voraussetzen, (A, d). Der Grenzpunkt \g soll ein Hagufungs-
punkt von A sein, das bedeutet dass jede Umgebung von Ag einen Punkt
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von A \ Ao enthélt, was in einem metrischen Raum nur heifit, dass Ag
als Limes einer Punktfolge in A ~\ )¢ erreichbar ist.

Punktweise Konvergenz limy_,), fa(z) = f(x) liegt vor, wenn es
fiir jedes einzelne x € X moglich ist, zu jedem £ > 0 ein § > 0 zu finden,
so dass fiir alle A € A~ A mit d(\, o) < § der Abstand zwischen
f(z) und fy(z) kleiner als e ist. Kann man fiir jedes € > 0 ein § > 0
finden, das sogar fiir alle x zugleich wirksam ist, so heifit die Konvergenz
gleichmdjsig.

Das wiren nun die analogen Konvergenzbegriffe fiir den Grenziiber-
gang A — Ao in einem metrischen Parameterraum A, und wir kénnten
noch einmal von vorn anfangen und analoge Konvergenzsétze zu denen
fiir n — oo beweisen. Das ist aber nicht notwendig, denn {f\} konver-
giert genau dann (gleichméBig) gegen f fiir A — \g, wenn fiir jede “son-
dierende” Punktfolge A, — Ao in AN A die Folge (f,)n>1 (gleichméfBig)
gegen f konvergiert.

Das ist nicht ganz selbstverstandlich. Aus fy, — f folgt natiirlich
fr, — [ filr n — oo, aber wo bekommen wir umgekehrt zu gegebenem
€ > 0 unser 6 > 0 her, wenn wir nur die Konvergenz fiir alle sondieren-
den Folgen haben? Indirekt. Wire kein 6 > 0 gut genug, so insbesondere
kein i, und wir koénnten zu jedem n ein A\, € A~ Ao niher als 711 an
Ao finden, fiir das fy, (z) weiter als € von f(z) entfernt ist — fiir das
betrachtete x oder, wenn es um gleichméflige Konvergenz geht, jeden-
falls fiir mindestens ein z,, € X. Auf diese Weise erhielten wir eine der
Voraussetzung widersprechende sondierende Folge (An)n>1-

Mit dieser Bemerkung {ibertragen sich unsere drei Konvergenzsétze
fiir n — oo in gleichlautende Sétze fiir A — Ag. Wenden wir den neuen
Integral-Konvergenzsatz gleich einmal an, um uns Vollmacht fiir zwei in
der Praxis hdufig gewiinschte Vertauschungen geben zu lassen:

Korollar 1: Sei Q C R™ eine kompakte, fiir die Riemann-Integration
‘gute’ Teilmenge, sei f : Q X [a,b] — R stetig und ty € [a,b]. Dann gilt

t—to

lim [ f(z,t)d™z = | f(z,ty)d"x
[reneee]

BEWEIS: ... woran Sie, bevor ich Sie durch Beispiele verunsichert habe,
sowieso nicht gezweifelt hétten. Wollen wir uns jetzt aber Rechenschaft
geben, weshalb es unter den gemachten Voraussetzungen wahr ist. Dass
Q als eine ‘gute’ Teilmenge vorausgesetzt wird, soll iibrigens nur bedeu-
ten, dass jede stetige Funktion dariiber Riemann-integrierbar ist, beim
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Riemann-Integral muss man da ja etwas vorsichtig sein, im Abschnitt
7.2 des ersten Bandes war davon die Rede. Jedenfalls sind kompakte
(Voll-) Kugeln, Kegel, Zylinder, Tori und was dergleichen kreucht und
fleucht ‘gut’, und kompakte Quader sowieso.

Bei der Anwendung des Integral-Konvergenzsatzes spielt also jetzt
[a,b] die Rolle von A und ¢y die von Ag. Dass limy_, f(z,t) = f(z, o)
punktweise gilt, folgt aus der Stetigkeit, wir brauchten nur noch zu wis-
sen, dass die Konvergenz gleichmdfig in Bezug auf z ist. Sei also € > 0.
Wo kommt das global wirksame 6 > 0 her, das fiir |t — to| < § also
|f(z,t) — f(x,to)| < e fiir alle z € Q zugleich bewirkt?

Nun, wegen der Stetigkeit von f : Q X [a,b] — R gibt es jedenfalls zu
jedem einzelnen x € Q ein &, > 0, welches |f(y,t) — f(z,to)| < § fiir alle
(y,t) sichert, die ||(y,t) — (z, to)|| < 0, erfiillen. Da © kompakt ist, gibt es
Punkte z; € Q, ¢ =1...,r, deren §,,-Umgebungen im R™ das 2 {iber-
decken. Dann hat ¢ := min{d,,,...,ds, } nach der Dreiecksungleichung
die gewiinschte Eigenschaft. a

Korollar 2: Wieder sei 2 C R™ eine kompakte, fiir die Riemann-
Integration ‘gute’ Teilmenge und f : Qx[a,b] — R eine stetige Funktion,
aber diesmal sei auch ‘?){ : Q X [a,b] — R vorhanden und stetig. Dann
gilt

13}
i/f(-fﬂf)dmw:/ a{(m,t)dmx
Q Q

BEwEIs: Wir schlielen

0

5 flz,7)drd™z

N

/f(x,t) any 2
Q

o
Se—__

9 m
an(x, T)d™zdr, also

1=
Se—_
2
SRS

jt/f(a:,t) d™x @ (z,t)d"x
Q

SR

mit der folgenden Begriindung: Die Gleichung (1) folgt aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung, weil f(z,t) fiir festes z eine
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stetig differenzierbare Funktion in ¢ ist. Die Gleichung (2) folgt aus dem
Satz von Fubini, und die Gleichung (3) aus obigem Korollar 1, weil nach
diesem Korollar auch die Funktion

9 m
T»—>/Qa7_f(x77)d x

stetig ist und der ‘HDI’ deshalb nochmals angewandt werden kann. [

24.4, Seite 46: Alle Physiker lernen Funktionentheorie, aber gewohn-
lich erst im zweiten Studienjahr. Wenn ich mir jedoch vorstellen darf,
dass Sie mit dem ersten Band und den beiden Anfangskapiteln des vor-
liegenden zweiten Bandes bekannt sind, dann haben Sie auch genug
Vorkenntnisse, um direkt von hier in die Funktionentheorie zu hiipfen.
In jedem meiner beiden Biicher Analysis fiir Physiker und Ingenieu-
re, 4. Auflage, Springer-Verlag 2001 und Funktionentheorie, 5. Aufla-
ge, Springer-Verlag 1999 wiirden Sie sich sogleich zurechtfinden. Aber
natiirlich haben auch andere Autoren empfehlenswerte Einfithrungen in
die Funktionentheorie geschrieben.

24.5, Seite 47: Um das nachzupriifen, also um

0 & =kt und 0 2F = ikZFt

ox Oy
zu verifizieren, rechnen Sie aber bitte (z + iy)* nicht erst umstindlich
mit der binomischen Formel aus, sondern bedenken, dass die Produkt-
regel gt(aﬁ) = a8+ af fiir die Ableitung nach einer reellen Variablen ¢
auch fiir komplezwertige Funktionen «(t) und £(t) gilt, woraus dann ins-
besondere auch fiir komplexwertige Funktionen jta(t)k = ka(t)F1a(t)
durch Induktion folgt, auch fiir « = x + iy und t = x oder t = y.

In der Funktionentheorie wird Thnen das spiter alles ganz selbst-
verstiandlich, weil dort die analytischen Funktionen f(z), zu denen auch
die Polynome in z gehoren, nach z abgeleitet werden diirfen, wobei wieder
die iiblichen Ableitungsregeln gelten und fiir festes z die Multiplikation
mit f/(z), betrachtet als lineare Abbildung C — C oder R? — R2
gerade das Differential df, ist, das wir aus der Analysis in zwei reellen
Variablen z,y kennen. Somit ergibt sich fiir analytisches f(z) und und
eine gewohnliche C'-Kurve ¢ + wu(t) in deren Definitionsbereich die
Formel jtf(oz(t)) = f'(a(t))a(t) aus der Kettenregel.
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Durch die Funktionentheorie werden Sie auch verstehen, weshalb
man den analytischen Funktionen beinahe unrecht tut, wenn man ihre
C™>-Eigenschaft hervorhebt, denn sie kénnen noch viel mehr.

24.6, Seite 50: Um den Beweis der Funktionalgleichung der Exponen-
tialreihe zu fiihren, betrachten wir zunéchst allgemeiner zwei beliebige

o0 o0
komplexe Zahlenreihen ) a, und ) b,. Dann nennt man die Reihe

p=0 q=0
o0
Z( Z apbq)
k=0 *p+q=k

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen. Denken wir uns die a,b, wie
in einer groflen Matrix angeordnet, mit p als Zeilen- und ¢ als Spal-
tenindex, und vergleichen wir, welche a,b, als Summanden in die n-te
Teilsumme des Cauchy-Produkts eingehen und welche am Produkt der
n-ten Teilsummen der beiden einzelnen Reihen beteiligt sind:

q q )
» 0 1 2 ... n » 0 1 2 ... n
0 . . . . . 0 . . . . .
1 . . . . 1 ) . . . .
2 . . . 2 . . . . .
n L4 n . . . . .
n n n n
Summanden in ¥ > apby undin (X ap) (X bg) = X apbg
k=0 p+q=Fk p=0 q=0 p,qg=0

Ersichtlich nicht dieselben! Aber wenn wir nun mit n gegen unendlich ge-
hen, so werden im Limes auf beide Weisen alle Summanden a,b, erfasst,
und deshalb sollte doch das Produkt (der Grenzwerte) zweier konver-
genter Reihen gleich dem Grenzwert des Cauchy-Produkts sein? Fiir die
notigen e’s und ng’s werden die Mathematiker schon sorgen, meinen Sie
vielleicht.

Nicht schlecht gedacht, aber etwas vorsichtiger miissen wir’s schon
angehen und ein wenig dariiber nachdenken, welchen Einfluss die Reihen-
folge, in der wir die Summanden einer konvergierenden Reihe addieren,
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auf das Ergebnis haben konnte. Gar keinen, sagt der Umordnungssatz,
wenn die Reihen absolut konvergieren:

Lemma 1 (Umordnungssatz): Ist Y .-, ay eine absolut konvergente
komplexe Reihe und 7 : Ny — Ny eine Bijektion der Menge der Indices
(eine Umordnung), dann ist auch Y ;2 a ) absolut konvergent und
die Grenzwerte stimmen iiberein: Y ;2 arky = Y_p—q k-

BeEwEs: Sei € > 0 und wiihle ng so, dass |apt1| + - + |am| < € fiir alle
m > n = ng gilt, was wegen der absoluten Konvergenz moglich ist. Wie
kénnen wir ein entsprechendes n; fiir die umgeordnete Reihe finden?
Ganz einfach, wir brauchen auf der Suche nur so lange zu gehen, bis
{1,...,n0} € {r(1),...,7(n1)} gilt, und das kann ja nicht ausbleiben,
weil 7 surjektiv ist. Dann gilt auch |a,(q1)| + -+ + a7 | < € fiir alle
m > n = nj, also ist auch die umgeordnete Reihe absolut konvergent,
und ferner gilt | Y77 argy — D op_gax| < 2¢ fiir alle n > ny, also sind
die Grenzwerte gleich. O

Dieses Lemma rechtfertigt fiir absolut konvergente Reihen die intuitive
Vorstellung, dass man den Grenzwert der Reihe erhilt, indem man alle
Summanden wie Korner in einen Sack schiittet und auf die Waage bringt.
Fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente reelle Reihen ist diese
Vorstellung ganz falsch. Im Gegenteil, man kann dann durch geeignete
Umordnung praktisch jedes Konvergenzverhalten erreichen!

Der Beweis davon ist {ibrigens einfach. Die Reihe der positiven Sum-
manden einer solchen konvergenten, aber nicht absolut konvergenten
Reihe muss divergieren, also unbeschréankt sein, ebenso wie die der ne-
gativen Summanden, sonst wiirden néamlich beide konvergieren, die Rei-
he wire also doch absolut konvergent. Diese Vorrdte an negativen und
(sagen wir) nichtnegativen Summanden, mit denen wir wegen der Di-
vergenz beliebig grofle Strecken zuriicklegen konnen, sind nun unsere
Kraftreserven zur Lenkung der Reihe durch Umordnung.

Mogen A C Ng und B C Ny die Mengen ihrer Indices bezeichnen.
Stellen Sie sich vor, wir wollten die Reihe etwa so umordnen, dass sie
gegen 7 konvergiert, nur als Beispiel. Dann definieren wir eine Umord-
nung 7 rekursiv so: sind 7(1), ..., 7(k) schon konstruiert, so schauen wir
vor der Festsetzung von 7(k + 1) nach, ob Ay + -+ ar) > 7w ist. In
diesem Fall definieren wir 7(k+1) als den kleinsten noch unverbrauchten
Index in A, sonst in B.

Da wegen der Konvergenz der urspriinglichen Reihe die Summanden
eine Nullfolge bilden, erhalten wir durch dieses einfache Thermostat-
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Prinzip eine gegen 7 konvergierende Umordnung, ebenso fiir jeden an-
deren beabsichtigten Limes.

Aber die umgeordnete Reihe braucht auch gar nicht zu konvergieren,
wir konnen die Teilsummen gleichsam herumfiihren wie wir wollen, ewig
hin und her, oder nach co, wozu wir nur jeweils nach dem k-ten Griff in
die Kiste A, die ja auch geleert werden muss, so oft in die Kiste B zu
langen brauchen, bis unsere Teilsumme grofler als k geworden ist. Aber
zuriick zu den absolut konvergenten Reihen. Die Exponentialreihe ist ja
absolut konvergent!

Lemma 2 (Cauchy-Produkt): Sind Z a, und Z by absolut kon-

vergent, so konvergiert auch ihr Cauchy—Produkt abso]ut und fiir den
Grenzwert gilt

2,2 o) = () ()

p+q=k p=0

BeEwEls: Wir wollen damit argumentieren, dass wir die Einzelsumman-
den apb, alle “wie Kérner in einen Sack schiitten” diirfen, um unsere erste
spontane Beweisidee tatséchlich durchfithren zu kénnen. Dazu miissen
wir sie iiberhaupt erst einmal als Reihe anordnen.

Zwei Bijektionen Ny — Ny x Ny bieten sich zur Abzidhlung der In-
dexpaare (p,q) an, die diagonale und die rechteckige, wie ich sie einmal
nennen will:

(0,0) (0,0)

usw.

k— (pa(k), qa(k)) k= (pr(k), - (k)

Sie miissen nicht glauben, der Beweis wiirde besser, wenn ich Formeln
fiir diese Abzéhlungen auffahren wiirde. Ja, wenn ich es einer Maschine
erzéhlen miisste! Aber ich rede zu Menschen. — In der rechteckigen Ab-
zéhlung erhalten wir eine absolut konvergente Reihe > 77 p, (k) by (k)
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denn die Teilsummenfolge von Y77 |ay, (k)bg, (k)| ist monoton wachsend,
sowieso, und hat eine beschrinkte Teilfolge, ndmlich die Folge

(S 1h)

Nach dem Umordnungssatz konvergiert daher die Reihe der Einzelpro-
dukte auch in der diagonalen Abzihlung absolut und gegen denselben
Grenzwert. In dieser Abz&hlung hat sie aber die Teilsummenfolge des
Cauchy-Produkts als Teilfolge, konvergiert also gegen den Grenzwert des
Cauchy-Produkts. Damit ist das Lemma bewiesen, denn die noch nicht
erwihnte absolute Konvergenz des Cauchy-Produkts ist mitbewiesen, da
ja sogar das Cauchyprodukt der Reihen der Absolutbetrige konvergiert.

O

n=0

Die Funktionalgleichung der komplexen Exponentialreihe ist nun einfach
ein direkter Spezialfall des Lemmas — der wichtigste Spezialfall, darf
man wohl sagen.

25.11, Seite 57: Wie Induktion sofort zeigt, ist die k-te Ableitung von
e = fiir x > 0 von der Form

1

AO(@) = Py(})e =,
wobeil Py(t) ein Polynom in ¢ ist. Da aber

lim P(?)

t—oo e

=0

fiir jedes Polynom P(t) irgend eines Grades N gilt, weil fiir ¢t > 0 offen-
sichtlich e > Zg:ol P ist, ist also

lim A®) (z) = 0,

z—0

und daher A\ : R — R tatséichlich eine C°°-Funktion.

25.2, Seite 58: Stellt jede Potenzreihe auf ihrem offenen Konvergenz-
intervall eine reell-analytische Funktion dar? Allerdings, das ist aber
nicht so trivial wie es sich vielleicht anhort, denn dazu muss man ja
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oBdA f(z) = Y52, axz" fiir jedes |zg| < p in eine Potenzreihe um g
entwickeln. Wenn man

o]
f@) =" ar((@ — z0) + z0)"
k=0
nach Potenzen von (z — zg) ordnet, so entsteht zwar eine neue Potenz-

reihe
o0
Z bk(z — Z’Q)k,
k=0

die aber nicht mehr dieselben Teilsummen hat, weil die aiz® fiir k > n
auch etwas zu b, (z — o)™ beitragen. Es bleibt also noch Handlungsbe-
darf!

Ahnlicher Arbeitsaufwand entstiinde beim Beweis dafiir, dass die
Verkettung f o g zweier reell-analytischer Funktionen stets wieder reell-
analytisch ist, denn dabei muss man genau verfolgen, was geschieht,
wenn man eine Potenzreihe in eine andere einsetzt, &hnlich bei der In-
versenbildung. Immer gehen da gewisse formale Rechnungen zur Bestim-
mung der neuen Koeffizienten voran, und dann folgen die Konvergenz-
beweise.

Fiir die Mathematiker haben diese formalen Rechnungen auch ein
ganz eigenstindiges Interesse, man hat ndmlich Anlass auch formale
Potenzreihen betrachten, etwa mit Koeffizienten in einem kommutativen
Ring R, wobei von Konvergenz gar nicht die Rede ist.

Was Sie aber im Hinblick auf die Analysis iiber reell-analytische
Funktionen allenfalls wissen sollten, erfahren Sie am besten auf dem
Wege iiber die Funktionentheorie, und so lange hat es auch noch Zeit.
Ja selbst wenn ich den Auftrag hitte, Ihnen hier und jetzt die wichtigs-
ten Aussagen iiber reell-analytische Funktionen zu beweisen, kidme ich
am schnellsten zum Ziele, wenn ich zuvor ganz ad hoc die Funktionen-
theorie bis zu einem gewissen Punkt entwickelte. Oft liegt die Wahrheit
iiber das Reelle eben wirklich im Komplexen.

25.3, Seite 74: Zum Morse-Lemma siehe z.B. Theodor Brécker, Ana-
lysis II, Spektrum Akad. Verlag 1995, ab S.111. Beachte dort Notation
H fiir die Matrix, die bei uns mit %H bezeichnet wiirde.
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26.1, Seite 82: Der Vektorpfeil hat ja den Zweck, den Unterschied
Z € R™ und z; € R zu bezeichnen. Wir werden ab jetzt aber mit
verschieden-dimensionalen Rdumen zu tun bekommen, R™, R™ R"~™
usw., Dimensionen, die durchaus auch einmal 1 sein diirfen. Der Pfeil,
der in f (2, 7) vielleicht dreierlei verschiedene Bedeutung hat, verliert sei-
nen Nutzen, und die Gewéhnung daran erschwert Thnen nur den Zugang
zur Literatur, die ihn in diesen Zusammenhéngen sowieso nicht verwen-
det. Also: = hat eventuell Komponenten, die heiflen dann z1,xs,...,
wieviele es sind, miissen Sie aus dem Text verstehen, das Vektorpfeil-

chen wiirde es Thnen auch nicht sagen.

26.2, Seite 82: Miissten wir nicht genauer lokal C*-umkehrbar sagen?
Miissen wir nicht, denn ist f auch nur C'-umkehrbar, so iibertrigt es
seine volle C*-Differenzierbarkeit auch auf die Umkehrung. Denn die
Jacobimatrix der lokalen Umkehrung (f|U)~! ist nach der Kettenregel
jedenfalls durch

-1

Jiy-1 () = (Je(f (W)

gegeben, und da x — J¢(z) nach Voraussetzung C*1 und die Matri-
zeninversion, wie wir an der aus der Leibnizformel abgeleiteten Inversi-
onsformel ablesen, eine C*°-Abbildung ist, muss

y—= (Jr(f )t

ebenfalls C*~! sein, denn aus der C”-Eigenschaft von y — Jipoy-1(y)
folgt die C™T!-Eigenschaft von (f|U)~! selbst, und solange r < k — 1
ist, folgt damit nach der obigen Umkehrformel die C"*!-Eigenschaft von
y — Jiu)-1(y). Es gibt also fiir k > 1 keine C*-Abbildung, die zwar
Cl-umkehrbar, aber nicht C*-umkehrbar wére.

26.3, Seite 82: Auch keinen Homoomorphismus! Das ist aber nicht
ebenso einfach zu beweisen. (Satz von L. E. J. Brouwer, 1911.)

26.4, Seite 84: Eine stetige Funktion auf einem Intervall, die um jeden
Punkt eine lokale stetige Umkehrung besitzt, muss im Ganzen streng
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monoton sein, denn eine Monotonieverletzung f(z1) < f(z2) = f(x3)
bei 1 < z9 < x3, wie wir oBdA schreiben konnen, héitte zur Folge, dass
fl[z1,x3) ein Maximum an einer Stelle zg mit 1 < z¢ < x3 annehmen
wiirde und nach dem Zwischenwertsatz auf keinem Intervall [zg—¢, zo+¢]
mehr injektiv sein konnte.

Das Bild ist also auch ein Intervall und f : D — f(D) stetig um-
kehrbar. Ist gar noch iiberall f'(z) # 0, dann ist die Umkehrung auch
differenzierbar und sogar C*, wenn f es war, denn (f~!)" ist einfach
1/f"o f~1. Das alles liisst sich leicht ohne Umkehrsatz zu Fuf8 beweisen,
es ist die ‘Umkehrregel’ der Differentialrechnung in einer Variablen.

27.1, Seite 119: Nicht auf diese etwas groflere Allgemeinheit kommt
es aber an — wir wiirden fiir alle praktischen Zwecke auch mit den zu
Flachmachern erweiterbaren Karten auskommen, und es lésst sich leicht
zeigen, dass jede Karte lokal um jeden Punkt p € U zu einem Flach-
macher erweiterbar ist. Vielmehr folgt die Definition, also die Entschei-
dung fiir den etwas allgemeineren Kartenbegriff, dem Grundsatz, man
solle nicht Flachmacher zu Zwecken heranziehen, die sich auch mit dem
Differenzierbarkeitsbegriff auf Flichen alleine erreichen lassen. Den Dif-
ferenzierbarkeitsbegriff gibt es ndmlich auch in der allgemeineren Theo-
rie der Mannigfaltigkeiten noch, die Flachmacher aber nicht. Siehe dazu
auch die folgende Fufinote.

27.2, Seite 123: Die k-dimensionalen Flichen im R” sind spezielle Bei-
spiele von sogenannten k-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, gerade so wie wir die k-dimensionalen Untervektorrdume des R™
als spezielle Beispiele k-dimensionaler reeller Vektorrdume kennen.

Mannigfaltigkeiten sind, intuitiv gesprochen, wie Flidchen, aber ohne
einen R” darum herum, in dem sie als Teilmengen enthalten wéren.
Das klingt etwas paradox, und diese Formulierung ist auch in der Tat
von einer wirklichen Definition noch ziemlich weit entfernt. Indessen
bietet die Physik ein prominentes Beispiel einer Mannigfaltigkeit, das
die Problematik der Begriffsbildung beleuchtet und den Wunsch nach
einer exakten Definition fiithlbar macht, und das ist die Raumzeit in der
allgemeinen Relativitétstheorie.

In der speziellen Relativitétstheorie, aber auch in der dlteren New-
tonschen Auffassung, ist die Raumzeit, mathematisch betrachtet, jeden-
falls ein vierdimensionaler affiner Raum (in der FuBnote 37.4 finden Sie
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diesen Begriff erliutert). In der allgemeinen Relativitidtstheorie kann der
Raum oder die Raumzeit aber gekrimmt sein, “in sich zuriicklaufen”
oder gar “endlich” sein, was soll man sich darunter vorstellen? Der Blick
in den Nachthimmel hilft dabei nichts. Gekriimmtes Weltall?

Jemand kommt mit einer gut gemeinten Analogie, um Ihnen die
Idee akzeptabler zu machen: die Erdoberfliche sei ja bekanntlich auch
gekriimmt und “endlich”, obwohl der Blick aus dem Fenster suggeriert,
eine Wanderung schnurgeradeaus miisste immer weiter weg von zu Hau-
se fiihren. An diesem Vergleich ist zwar etwas, aber im Kernpunkt geht
er fehl. Die Vorstellung der Erd- als Kugeloberfliiche macht ja ganz we-
sentlich von dem umgebenden dreidimensionalen Raum Gebrauch, sie
spricht nicht gegen das Gefiihl, eine gekriimmte Flédche brauche einen
Raum in dem sie sich kriimmen kann, Platz dafiir, gewissermaflen. Aber
worin soll sich das Weltall selbst kriimmen?

Von der Mathematik aus gesehen ist das Weltall nur ein Nebenschau-
platz fiir die Anwendung des Mannigfaltigkeitsbegriffs, in grofien Teilen
der hoheren Mathematik wimmelt es von Mannigfaltigkeiten. Fiir das
Meditieren iiber diese Begriffsbildung ist die Raumzeit aber ein gutes
Beispiel, und historisch ist auch BERNHARD RIEMANN, der um die
Mitte des neunzehnten Jahrhunderts die Mannigfaltigkeiten eingefiihrt
hat, durch das Nachdenken iiber die Natur des Raumes dazu gefiihrt
worden, wobei er allerdings auch die innermathematische Relevanz des
Begriffes sogleich erkannt hat.

Was ist nun eine Mannigfaltigkeit? Jedenfalls erst einmal ein topolo-
gischer Raum, der aber mit einer differenzierbaren Struktur & versehen
ist, formal also ein Paar (X, Z), wie Sie das von anderen axiomatisch
definierten Begriffen her kennen, und diese differenzierbare Struktur be-
steht aus dem, was man die differenzierbaren Karten der Mannigfaltig-
keit nennt und was im Falle einer k-dimensionalen Fldche gerade die
inneren Karten sind.

Das ist iibrigens der Grund, weshalb wir nach Moglichkeit die inne-
ren Karten einer Flidche benutzen, weil unsere Argumentation dann auch
noch im allgemeineren Rahmen der Mannigfaltigkeiten Bestand hat, ge-
rade so wie wir in der linearen Algebra der Untervektorrdume des R™
die ‘Tupeligkeit’ der Vektoren moglichst ignoriert haben und mit den
allgemeinen Linearitéitsbegriffen auszukommen trachteten.

Die Details der Definition finden Sie z.B. auf den ersten fiinf Seiten
meines Buches Vektoranalysis (Springer-Verlag, 3. Auflage 2001). Aller-
dings muss ich dort einmal auf meine Topologie (Springer-Verlag, 7. Auf-
lage 2001) verweisen, ndmlich wegen des sogenannten zweiten Abzdihlbar-
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keitsaxioms, das fiir Mannigfaltigkeiten gefordert wird. Davon braucht
sich aber niemand, der gern die Mannigfaltigkeitsdefinition nachlesen
mochte, abschrecken zu lassen, denn dieses Axiom besagt einfach, dass
abzdhlbar viele offene Mengen in X vorhanden sein miissen, so dass sich
jede offene Menge in X als Vereinigung von solchen erhalten lésst. Im R™
mit seiner iiblichen Topologie bilden zum Beispiel die offenen Kugeln mit
rationalem Radius und rationalen Mittelpunktskoordinaten eine solche
abzdihlbare Basis der Topologie, wie man sagt.

Die Mannigfaltigkeiten als Objekte mit den differenzierbaren Abbil-
dungen als Morphismen bilden die sogenannte differenzierbare Ka-
tegorie. Die uns zugéngliche kleinere Kategorie der Untermannigfaltig-
keiten von Rdumen R™ und der differenzierbaren Abbildungen zwischen
ihnen darf man die “differenzierbare Kategorie des armen Mannes” nen-
nen, wenn sie nur aus Scheu vor dem begrifflichen Mehraufwand der
richtigen differenzierbaren Kategorie bevorzugt wird.

Im Allgemeinen wird man diese Scheu im Unterricht fiir Zweitse-
mester sehr verstindlich finden, aber im speziellen Fall des vorliegen-
den Kurses wire das kein sehr gewichtiges Argument, Sie sind nicht
weit von den Mannigfaltigkeiten entfernt und kénnen sich zum Beispiel
leicht aus der Literatur damit bekannt machen. Es gibt aber fiir Sie auch
einen guten Grund, der kleineren Kategorie besondere Aufmerksambkeit
zu widmen. In der Physik ist ndmlich der umgebende R" oft, wenn auch
nicht immer, selbst von physikalischer Bedeutung und nicht ein blofer
Notbehelf zur mathematischen Beschreibung von M C R™. Die Flichen
im R? oder R?, auf die etwa in der Elektrodynamik die Vektoranalysis
angewendet wird, sind nicht nur als abstrakte Mannigfaltigkeiten zu se-
hen, sondern auch ihre Position im Raume, in dem die Felder leben, ist
physikalisch wichtig.

Nun ist es zwar nicht so, dass die Theorie der Mannigfaltigkeiten
an diese Anforderungen nicht heranreichte. Es gibt ja auch den Begriff
der Untermannigfaltigkeiten einer Mannigfaltigkeit X, und M C R"
kann immer als einfacher Spezialfall von M C X gelesen werden. Wenn
aber alles von vornherein fiir Mannigfaltigkeiten entwickelt wird — im
Unterricht fiir Mathematiker durchaus die richtige Entscheidung — dann
kann es leicht passieren, dass dem Spezialfall X = R™ weniger Zeit
gewidmet wird, als es im Hinblick auf die physikalischen Anwendungen
angebracht ware.
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27.3, Seite 123: Was man koordinatenfrei verstehen kann, versteht
man koordinatenfrei auch besser, eine Erfahrungstatsache des mathe-
matischen Denkens.

27.4, Seite 125: Es verbietet sich natiirlich, die Koordinaten im R?
in diesem Zusammenhang ebenfalls z,y zu nennen, es sei denn U ist
zufillig der Graph einer Funktion z = z(x, y).

28.1, Seite 130: Weshalb wenden wir nicht einfach die Kettenregel
auf h o ¢ selbst an? Weil wir die Kettenregel fiir Abbildungen zwischen
Fléachen noch nicht haben und deshalb an dieser Stelle aushilfsweise so
ein Erweiterungsargument heranziehen miissen. Im n#chsten Abschnitt
wird aber die Kettenregel fiir Flichen bereitgestellt, und dann wissen
wir auch dhy, o dpppy = Idge.

28.2, Seite 136: Was aber leicht ist: das Erste folgt aus der lokalen Er-
weiterbarkeit von f nach Notiz 2 in 27.3, das Zweite aus der Anwendung
der gewthnlichen Kettenregel auf foh™t = (foh ) o (hoh™1).

28.3, Seite 141: Damit stellen wir eine Analogie der Notationen her:
wir schreiben ja schon immer dfy, fir das Differential und J¢(zg) fiir
die Jacobimatrix, dazu jetzt qf,, fiir die Hesseform und H(zo) fiir die
Hessematrix. Koordinatenfrei auf Fléichen iibertragen sich aber nur df,
und, an kritischen Punkten, ¢f,. Die Matrizen dafiir hdngen von der
Wabhl einer Basis im Tangentialraum ab.

28.4, Seite 141: Die Heimat des zweiten Taylorpolynoms einer Funk-
tion f: M — R bei p ist eben nicht R @ Ty M © Quad(T,M) sondern
Jg (M,R), die Faser des Jetbiindels. Uber Jets erziihle ich in der Funote
36.2 etwas.

28.5, Seite 144: Das koordinatenfreie Arbeiten mit Flichen ist auch
die intuitive Grundlage fiir den Umgang mit den unendlichdimensionalen
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Mannigfaltigkeiten M der Variations- und Feldtheorie, auf denen Ko-
ordinaten nicht verfiigbar sind. Als koordinatenfreie Objekte behalten
T, M und ¢qf, auch dort grundsatzlich ihren Sinn.

28.6, Seite 147: Die gesuchten (z, A) sind iibrigens die kritischen Punk-
te der Funktion F': BxR"™ — R, die durch F(z,\) = f(z)—\-(V(z)—c¢)
definiert ist, also ausgeschrieben und oBdA fiir ¢ = 0, damit wir einfach
U; statt (U; — ¢;) schreiben kénnen:

F(z, M, . m) = f@) + MU1(2) + - + A U ().

Diese n+m-variablige Funktion kommt deshalb ins Blickfeld, und da-
bei werden dann die A-Variablen auch Lagrangesche Multiplikatoren ge-
nannt, die Verwendung dieses Namens diirfen Sie nicht zu eng sehen.

28.7, Seite 147: Ein einfaches Beispiel: sei B = R? mit Koordina-
ten z,y,z, die Funktion sei f(z,y,z) = z und die Nebenbedingung
U(2,y,2) := 22 +y? — 2 = 0, die Erfiillungsfliche M also das Standard-
Paraboloid. Der Nullpunkt ist kritisch fiir f|M, die Tangentialebene
ToM ist die z,y-Ebene R? x 0, und die Hesseform ¢(f|M)o : ToM — R,
wie man hier leicht mit den sich anbietenden lokalen Koordinaten (z,y)
ausrechnet, hat in der Koordinatenbasis, die hier auch ‘zufillig’ die Stan-
dardbasis des R? x 0 ist, die Matrix
20
(02)

Aber die Hesseform von f selbst ist qfop = 0, weil ja f linear ist.

29.1, Seite 158: Solche linear-algebraischen Parallelen sind einerseits
die Stérke der Nabla-Notation, andererseits darf man aber nicht so weit
gehen zu behaupten, man konne mit V stets wie mit einem Vektor linear-
algebraisch rechnen. Zum Beispiel ist stets ¥ - @ = w - ¥, aber natiirlich
nicht V-6 = b - V, denn links steht eine Funktion, rechts aber ein
Differentialoperator. Fiir Studenten, die gerade ihre erste Bekanntschaft
mit der Vektoranalysis machen, finde ich die Nabla-Notation nicht ideal.
Verstandnisfordernd ist sie nicht.
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30.1, Seite 176: Besser als die Matrix (g;;) den metrischen Tensor zu
nennen ist iibrigens die klassische Koordinatennotation

k
Z gijduiduj'

,j=1

fiir den metrischen Tensor. Wenn wir ndmlich die du; als die Differen-
tiale der Koordinatenfunktionen u; : U — R an der Stelle p und somit
als lineare Abbildungen T,M — R lesen, dann ist diese Doppelsumme
wirklich der metrische Tensor als quadratische Form T,M — R, setzen
Sie einen Vektor ' € T,M ein: es kommt ||7]|? heraus.

30.2, Seite 179: Das F in der Matrix der ersten Grundform hat natiir-
lich nichts mit dem F' in der Bezeichnung dF' des Flichenelements zu
tun, wo es einfach an “Fliche” erinnern soll.

30.3, Seite 180: Namlich fiir Riemannsche und Lorentzsche Mannig-
faltigkeiten.

30.4, Seite 182: Der Graph einer Funktion f : M — R, wenn M C R?,
ist eigentlich im R* zu finden, deshalb miissen wir uns behelfsweise eine
andere Veranschaulichung suchen. Dazu benutzen wir die (eindimensio-
nalen) Normalrdume, also die Normalgeraden, wie man hier passender
sagen sollte. Wir denken uns eine Richtung der Normalgeraden als die
positive Richtung (‘oben’) ausgezeichnet und markieren auf der Normal-
geraden bei p € M den Punkt im Abstand f(p), je nach Vorzeichen von
f(p) oben oder unten, als Ersatz fiir den Graphenpunkt (p, f(p)) € R%.

Auf den Normalgeraden in einheitlicher Weise eine Richtung als po-
sitiv auszuzeichnen, sie zu ‘orientieren’, wie man sagt, kann seine Schwie-
rigkeiten haben (Mé&biusband). Nun, dann geht es eben nicht.

30.5, Seite 185: Die Details fiihren uns eigentlich vom Thema ab, aber
wenn jemand ein Beispiel dafiir sehen will: wir gehen von der Konstruk-
tion einer nicht Riemann-integrierbaren Funktion f auf dem Intervall
[—1,1] aus, die wir im Abschnitt 3.1 des ersten Bandes besprochen hat-
ten. Diese Funktion war an allen Punkten der Form x = k27" Null,
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sonst Eins. Der Triiger ist dann natiirlich ganz [—1,1], an der Nichtin-
tegrierbarkeit ist also nicht die Gestalt des Trigers Schuld, sondern das
komplizierte Verhalten von f selbst. Deshalb modifizieren wir die Kon-
struktion wie folgt. Sei 1 > ¢ > 0 fest gewahlt. Wir beginnen wieder
mit der konstanten Funktion fy = 1. Um daraus f; zu machen, set-
zen wir den Funktionswert aber nicht nur am Nullpunkt gleich Null,
sondern in dem ganzen offenen Intervall ( 4€, 4 ¢). Die Funktion f; ist
dann auf den Intervallen [—1,—1c] und [}¢, 1] konstant Eins. Um fo zu
konstruieren, machen wir nun in die Mitte jedes dieser beiden Interval-
le auch ein ‘Loch’, indem wir auf einem offenen Intervall der Lénge &138
die Funktion Null setzen, usw. Dann ist f := fy auf der Vereinigung
Q aller ‘herausgenommenen’ offenen Intervalle Null und auf [—1,1] \ Q
konstant Eins, insbesondere ist die kompakte Menge [—1,1] \ © auch
der Trager von f. Nimmt man f in eine Zange, dann ist die Untersum-
me jedenfalls Null, die Obersumme aber mindestens 2 — ¢, also f nicht
Riemann-integrierbar, obwohl es auf seinem Trager konstant Eins ist.

30.6, Seite 185: BEWEIS: Zu zeigen ist, dass (foh™'),/g iiber h(Tr f)
integrierbar ist, wobei h : U — U’ eine den Trager umfassende Karte
bezeichnet. Als stetiges Bild des kompakten Trigers ist auch h(Tr f)
kompakt. Erginze nun den Integranden (f o h=1)\/g auf h(Tr f) durch
Nullsetzen auBerhalb h(Tr f) zu einer Funktion 1 : R¥ — R. Nach der
Definition in Abschnitt 7.2 (Seite 135 des ersten Bandes) wire zu zei-
gen, dass f (U dku fiir einen A(Tr f) umfassenden kompakten Quader
Q mtegrlerbar ist. Das ‘Ergénzen durch Nullsetzen auflerhalb’ erzeugt
gewohnlich Unstetigkeiten, hier aber nicht, v ist stetig und deshalb auch
iiber @ integrierbar. Die Stetigkeit von ¢ : RF — R folgt némlich daraus,
dass R* \ h(Tr f) und U’ zwei offene Mengen sind, deren Vereinigung
ganz R* und auf denen 1 offensichtlich stetig ist: auf RF < h(Tr f), weil
es dort verschwindet, und auf U’, weil es dort mit (f o h~'),/g iiberein-
stimmt. O

30.7, Seite 186: Diese Art von Konstruktion in drei Schritten ist nicht
selten: man bereitet zuerst ‘unten’ auf U’ C R* in aller Ruhe etwas
vor, sagen wir, wie hier, eine C*°-Funktion s : U’ — R mit gewissen
gewiinschten Eigenschaften, transformiert sie dann mittels der Karte
h:U = U’ ‘nach oben’, auf U C M, zu soh : U — R und ergiinzt sie
schliefllich durch Nullsetzen auflerhalb U zu einer auf ganz M definierten
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Funktion ¢ : M — R. Dabei ist immer der Rand von U, wo U und M ~\U
zusammenstoflen, eine potentielle Bruchzone. Ist die zusammengestiickte
Funktion o dort wirklich C*°, ist sie iiberhaupt stetig?

Ja, wenn jeder Punkt ¢ € M eine offene Umgebung hat, auf der
die Funktion C* bzw. stetig ist. Fiir die Punkte von U ist U selbst
eine solche Umgebung. Aber M ~\ U kann nicht ebenso fiir alle seine
Punkte sorgen, weil es im Allgemeinen nicht offen ist. Wenn es aber
eine kompakte Teilmenge K C U’ gibt, aulerhalb der unsere vorberei-
tete Funktion s : U’ — R verschwindet, dann leistet M \ h~1(K) das
Gewiinschte. Denn dort ist dann ¢ konstant Null, und da h~!(K) als
stetiges Bild einer kompakten Menge selbst kompakt ist, folglich in dem
Hausdorffraum M abgeschlossen, ist M~ h~1(K) offen in M. Ein ctwas
subtiles Argument, das man aber einmal durchdenken sollte.

30.8, Seite 187: Diese einfache Fassung des Begriffes geniigt fiir unsere
Zwecke. Mehr iiber stetige Zerlegungen der Eins auf topologischen Réu-
men und differenzierbare auf Fldchen und Mannigfaltigkeiten und was
man damit macht, finden Sie z.B. in meinen schon in der Fufinote 27.2
erwihnten Biichern, im Topologiebuch Abschnitt 8.4, in der Vektorana-
lysis Abschnitt 9.5.

30.9, Seite 189: Eine Bemerkung zur Terminologie. Fiir Integranden
mit kleinem Tréger hatten wir die Riemann-Integrierbarkeit und das
Integral iiber M schon zuvor definiert, in dem ersten Lemma des Ab-
schnitts 30.2. Das benutzen wir jetzt zu einer neuen, weiter reichen-
den Definition desselben Namens. Wenn Verwirrung zu befiirchten wire,
miisste ich die beiden Begriffe und Integrale so lange unterschiedlich be-
nennen, etwa von “Zdl-Integrierbarkeit” und dem “Zd1-Integral” spre-
chen, bis das Lemma bewiesen ist, und sodann bemerken, dass fiir Inte-
granden mit kleinem Tréger beide Begriffe und Integrale ja offensichtlich
iibereinstimmen und deshalb die Namensunterscheidung wieder aufge-
hoben werden darf. Es scheint mir aber alles so durchsichtig zu sein,
dass ich die Fuinoten-Nichtleser mit solcher Pedanterie nicht behelligen
muss.

31.1, Seite 204: Das ist eine Erweiterung in zwei Richtungen: erstens
verlangen wir keinen zur Karte passenden Flachmacher, den es fiir Man-
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nigfaltigkeiten ohne umgebenden R™ ja sowieso nicht gibt. Das hatten
wir bei den unberandeten Flichen genau so vereinbart. Die so verstan-
denen Karten sind dann genau die Karten von M im Sinne der Theorie
der Mannigfaltigkeiten.

Zweitens lassen wir jetzt nicht nur R* als lokales Modell zu, was
durchaus ausreichen wiirde, sondern auch R’j und den ganzen R*. Man
braucht dann eine schon vorhandene Karte in Rﬁ_ oder R¥ nicht erst
noch kiinstlich in den R* schaffen, nur um der einmal getroffenen Kon-
vention zu geniigen. Konkreter Anlass ist aber eine banale Unbequem-
lichkeit, die sonst der eindimensionale Fall bei den Orientierungsfragen
im néchsten Kapitel machen wiirde: das wie iiblich orientierte berandete
Intervall [0, 1] hiitte um den linken Randpunkt keine orientierungserhal-
tende Karte, wenn wir auf RL als lokalem Modell insistierten!

32.1, Seite 220: Sie wissen aus dem ersten Band, was man in der Ma-
thematik unter einer Kategorie versteht. Jetzt haben wir, auch wenn wir
den Namen nicht nennen wiirden, mit Funktoren zwischen Kategorien
zu tun, und ich ergreife die Gelegenheit zu sagen was das ist. Unter ei-
nem kovarianten Funktor % : A — B von einer Kategorie A in eine
Kategorie B versteht man eine Zuordnung, die jedem Objekt A von A
ein Objekt % (A) von B und jedem Morphismus f: A — A’ in A einen
Morphismus & (f) : F(A) — % (4') zuordnet und zwar so, dass die
beiden Funktoraxiome ‘Eins nach Eins’ und die ‘Kettenregel’ gelten, ge-
nauer also .Z (14) = 13‘\(;1) und .Z (go f) = % (g)o.% (f). Neben diesen
kovarianten Funktoren betrachtet man aber auch viele kontravariante
Funktoren, bei denen namlich der zugeordnete Morphismus nicht von
Z (A) nach % (A') fiihrt, sondern in die Gegenrichtung, also ein Mor-
phismus Z (f) : F(A") — F (A) ist, weshalb im kontravarianten Falle
die Kettenregel natiirlich # (go f) = % (f) o % (g) heifit.

Zum Beispiel ist Alt" ein kontravarianter Funktor von der linearen
Kategorie in die lineare Kategorie und Q" ein kontravarianter Funktor
von der differenzierbaren Kategorie in die lineare Kategorie.

Es ist nun eine weitverbreitete Notationsgewohnheit, die zugeordne-
ten Morphismen statt mit ihrem “vollen Namen” % (f) einfach mit f,
bzw. f* zu bezeichnen, und zwar ist der Stern bei kovarianten Funktoren
unten, bei kontravarianten oben zu fithren. Die Kettenregel heiffit dann
also immer (go f). = g« o fi bzw. (go f)* = f*og*. — Kann das nicht zu
Verwechslungen fiithren, wenn man z.B. mehrere kontravariante Funkto-
ren auf einer Kategorie A zu betrachten hat und einheitlich f* schreibt?
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— Schon. Aber man nimmt sich ja vor, in Féllen von wirklicher Ver-
wechslungsgefahr zur férmlichen Notation % (f) zuriickzukehren, und
das ist selten notwendig. Die Stern-Schreibweise ist nicht umsonst so
beliebt, denn sie ist iibersichtlich und erleichtert durch das Anzeigen der
Varianz den Umgang mit den Funktoren.

33.1, Seite 240: Sie finden die Einzelheiten zum Beispiel in meinem
Buch Vektoranalysis in den Abschnitten 8.1 und 8.2.

33.2, Seite 242: Diese Schreibweise ist eine Anpassung an den soge-
nannten Ricci-Kalkil, das ist ein System von Konventionen iiber die No-
tation mathematischer Objekte, die in lokalen Koordinaten durch Sym-
bole mit einem oder mehreren Indices beschrieben werden. Urspriinglich
aus der Differentialgeometrie stammend, ist der Ricci-Kalkiil auch in
der Physik vielfach im Gebrauch. Hat man sich einmal entschlossen, in
Koordinaten zu rechnen, dann bietet der Ricci-Kalkiil in der Tat man-
che Vorteile. In dem oben genannten Buch iiber Vektoranalysis habe
ich den Ricci-Kalkiil im Kapitel 13, Rechnen in Koordinaten erldutert,
allerdings sollte man vorher die Kapitel 1 und 2 des Buches ansehen,
wenn man von der Lektiire des Kapitels 13 etwas haben will. Fiir un-
sere gegenwartigen Zwecke brauchen Sie aber den Ricci-Kalkiil nicht zu
kennen. Sie wissen dann zwar nicht, weshalb manche Indices oben hin-
geschrieben werden, das schadet aber nichts, solange Sie den Inhalt der
Formel verstehen.

33.3, Seite 244: Weshalb? Ich erinnere an (f o «)(0) = df(&(0)), fiir
jede differenzierbare Kurve a : (—g,¢) — U mit a(0) = p. In unserem
Fall spazieren wir erst einmal durch (—e,e) — U’, t — h(p) + té, fiir
geniigend kleines € > 0 auf der p-ten Koordinatenlinie des R* durch den
Punkt h(p) hindurch und transportieren diesen Weg mit der Parametri-
sierung ¢ hinauf nach U, setzen also

a(t) = p(h(p) +tey.).

Dann ist a(0) = p und &(0) = gﬁ (h(p)) und daher

(@)ulp) = (Fo) (0) = | Flolhp) +16,)
0
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wirklich die partielle Ableitung der heruntergeholten Funktion f o ¢ an
der Stelle h(p), in diesem Sinne also die partielle Ableitung von f selbst
“nach der p-ten Koordinate”.

33.4, Seite 245: Weshalb das “Komplexeigenschaft” heifit, finden In-
teressenten im Kapitel 7 des mehrfach erwéhnten Vektoranalysisbuches
erklart.

33.5, Seite 248: Diese und weitere Details in den Abschnitten 8.4-8.6
des bewussten Buches.

33.6, Seite 250: Man kommt natiirlich auch ohne “oBdA M = Rk”
zu dieser Formel, direkt durch Zuriickgehen auf die Definition von Inte-
gralformen in orientierungserhaltenden Koordinaten, f* als die herun-
tergeholten oder gleich “unten” betrachteten Komponentenfunktionen
verstehend. Es kommt mir aber iibersichtlicher vor, den Beweis des Sat-
zes von Stokes so im Gedéchtnis zu verstauen: aus allgemeinen Griinden
darf man oBdA M = R* annehmen, und dort ist’s eine einfache Rech-
nung mit partiellen Ableitungen.

34.1, Seite 264: John D. Jackson, Classical Electrodynamics, Second
Edition, John Wiley & Sons, Inc., New York 1975.

34.2, Seite 266: Integration von Differentialformen, Cartan-Ableitung
und Satz von Stokes funktionieren nicht nur auf (ggf. orientierten) F1&-
chen im R™, sondern genau so auf beliebigen (orientierten) Mannigfaltig-
keiten, die ja ebenfalls Karten und lokale Koordinaten haben, wenn sie
auch nicht in einen umgebenden R" eingebettet sind. Durch das Fehlen
des umgebenden R™ fehlen aber zunéchst auch Skalarprodukte in den
Tangentialriumen, und deshalb ist der Sternoperator erst erklért, wenn
man die Tangentialriume mit Skalarprodukten versehen, also die Man-
nigfaltigkeit durch diese Zusatzstruktur einer Riemannschen Metrik, wie
man sagt, zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gemacht hat.
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Ein Mathematiker behélt ganz instinktméfig im Auge, ob seine Kon-
struktionen metrikabhéngig sind oder nicht. Wer nur an Flichen im R"
interessiert ist, konnte vielleicht meinen, das ginge ihn nichts an, weil
die Metrik ja ‘da’ ist und die Frage sich deshalb nicht stellt, ob es auch
ohne Metrik geht. Die Metrikabhéngigkeit macht sich aber auch bei den
Flachen im R™ bemerkbar, ndmlich daran, dass dann die Konstruktio-
nen mit metrikdndernden Transformationen nicht vertréglich sind. Von
dieser Art sind auch die mit dem Sternoperator zusammenhéngenden
Begriffe.

35.1, Seite 272: Das sind im Wesentlichen die sogenannten Geoddti-
schen von pg nach p1, bis auf Umparametrisierung ndamlich. Von Geodéti-
schen verlangt man iiblicherweise konstante Geschwindigkeit ||y (t)| =
const. Betrachten wir deshalb statt .# das kleinere, aber immer noch
“unendlichdimensionale”

Mo :={ye A ||¥1)| = const.}.

Die kritischen Punkte von . : .#y — R sind dann genau diejenigen
Geoditischen, die im Zeitintervall [0, 1] von pg nach p; gelangen.

35.2, Seite 275: Wir werden im weiteren Verlauf mit der zweiten Va-
riation hier zwar nicht zu tun haben, die typische Rolle der Indexform
ldsst sich aber an einem einfachen Spezialfall leicht veranschaulichen.
Betrachten wir wieder .Z : .#y — R wie in der vorigen Fufinote, die
Fliche M sei nun aber speziell die 2-Sphire S2. Sei py der ‘Nordpol’
(0,0,1) € 52, und ~ : [0,1] — S? laufe mit konstanter Geschwindigkeit
auf einem Meridian. Ist die Kurvenldnge ¢(y) < m, dann ist die Index-
form ¢.Z., : Ty.# — R positiv definit und ~ die kiirzeste Verbindung
von po mit py := (1) in .

Ist die Lénge ¢() = m, erreicht die Kurve auf dem Meridian also
gerade den Siidpol, dann ist die Indexform nur noch positiv semidefinit.
Alle Meridiane vom Nordpol zum Siidpol haben die Kurvenlinge .
Benutzen wir deshalb die geographische Lénge als Variationsparameter
A, so haben wir eine Variation mit d‘i)\f (72) = 0, die Richtung v # 0
dieser Variation erfiillt also ¢.Z(v) = 0.

Ist aber £(y) > m, dann ist die Indexform indefinit, es gibt dann also
auch eine Variation (yx)xe(—e) mit dd; |0 £(7yx) < 0, innerhalb derer die
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Geodétische v nun sogar die lingste Kurve ist! Eine solche Variation ist
ja auch anschaulich leicht zu finden, wenn man sich etwa v als einen
von pg nach p; gespannten Gummifaden denkt, den man variierend ein
wenig zu Seite schiebt.

In diesem einfachen Beispiel ist das alles leicht konkret nachzurech-
nen. Inwiefern die Indexform unter ganz allgemeinen Bedingungen eine
dhnliche Rolle spielt wie hier, wird in der Differentialgeometrie unter-
sucht.

35.3, Seite 279: Holonom bedeutet, dass die Zwangsbedingungen, de-
nen das System unterworfen ist, sich nur auf die Positionen beziehen
sollen und nicht etwa auch auf die Geschwindigkeiten. Freilich kénnten
wir auch im nichtholonomen Fall einen Konfigurationsraum M; so de-
finieren. Die Lagrangetheorie der holonomen Systeme geht aber davon
aus, dass ein Bewegungsablauf mit k(¢) € M, fiir alle ¢ automatisch die
Zwangsbedingungen erfiillt, und eben das ist bei nichtholonomen Syste-
men nicht der Fall. Der Konfigurationsraum hat deshalb bei nichtholo-
nomen Systemen nicht dieselbe grofie Bedeutung wie bei holonomen.

Kurz und etwas vage gesagt: fiir alle Systeme ist der Phasenraum
von zentraler Bedeutung, dessen Elemente die moglichen Positionen und
Bewegungszustinde angeben. Bei den holonomen Systemen ist der Pha-
senraum schon durch die Konfigurationsraume bestimmt. Bei einem zeit-
unabhingigen (‘skleronomen’) und holonomen System mit Konfigurati-
onsraum M etwa ist der Phasenraum der Lagrangeschen Theorie das
Tangentialbiindel TM des Konfigurationsraumes, wihrend bei einem
nichtholonomen solchen System der Phasenraum ein gewisses Teilbiindel
P CTM iiber M wire.

35.4, Seite 283: Wenn némlich eine Léngeneinheit gewahlt ist, beziig-
lich der die Pendellinge durch eine dimensionslose Zahl r ausgedriickt
ist.

35.5, Seite 286: Betrachte eine, sagen wir surjektive Abbildung 7 :
M — M einer hoherdimensionalen Fliche auf eine andere von geringerer
Dimension. Ein Variationsproblem fiir Kurven ~ : [tg,t1] — M von pgy
nach p;, wie in Abschnitt 35.1 erklért, definiert dann auch eines fiir
Kurven in M von pg nach p1, denn durch 4 — 7 07 ist eine Abbildung
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M — M gegeben, durch Zusammensetzung mit 2 : .# — R also auch
ein .&: M — R.

™
l M

Ein gegebenes Variationsproblem ‘unten’ stellt auch ein
Variationsproblem ‘oben’, durch Z[] := Z|m o 7).

Angenommen wir suchten eigentlich die Extremalen des Z-Problems,
aber das .Z-Problem sei einfacher zu behandeln. Was niitzen uns dann
die Extremalen des einfacheren Problems? Klar ist nur, dass jedenfalls
7 oben extremal ist, wenn sogar 7 := m o7 unten extremal ist. Hat
7 nicht zu schlechte Eigenschaften, so findet man aber auf diese Wei-
se tatséichlich alle Extremalen ~ des X—Pr(ﬁlems Gewdohnliche, also
‘unabhiingige’ Koordinaten i, ..., gny, fiir M definieren dann mittels
7w : M — M sogenannte abhdngige Koordinaten fiir M selbst. Dass
man mit abhéingigen Koordinaten ‘genau so’ rechnen kann wie mit un-
abhéngigen, liegt eben daran, dass sie unabhéingige Koordinaten eines
nahe verwandten anderen Variationsproblems sind.

35.6, Seite 290: Siehe z.B. K. Jénich, Topologie, 7. Auflage, Springer-
Verlag 2001. Darin das Kapitel 9: Uberlagerungen, und darin insbeson-
dere das Monodromielemma S.166.

35.7, Seite 294: Zitiert nach der 10. Auflage der deutschen Uberset-
zung, Seite 33. Siehe z.B. auch

F. Kuypers, Klassische Mechanik, 5. Auflage 1997, S.7: Die Konfigura-
tion eines Systems wird durch die unabhéngigen Koordinaten gekenn-
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zeichnet und entspricht daher einem Punkt in einem 3N — k dimensio-
nalen Hyperraum. Dieser durch die unabhingigen Koordinaten aufge-
spannte Raum heifit deshalb “Konfigurationsraum?”.

R. Jelitto, Mechanik II, 3. Auflage 1995, S. 96: Man nennt die f Zahlen ¢;
generalisierte Koordinaten und bezeichnet den f-dimensionalen Raum,
den sie aufspannen, als Konfigurationsraum.

36.1, Seite 296: Der Satz vom reguliren Punkt im Abschnitt 26.2
scheint auf den ersten Blick nicht anwendbar zu sein, weil er gar nicht
von einer Fliache spricht, sondern von einer Abbildung f : B — R™ mit
einem offenen Definitionsbereich B C R™. Flichen haben wir ja auch erst
im Kapitel 27 eingefiihrt! Wie finden wir also um jeden Punkt p € K
eine Karte iiber D? Indem wir eine ganz beliebige Karte von K um p als
Zwischenstation benutzen, um das Problem in die Reichweite des Satzes
vom reguldren Punkt zu bringen.

Hier die Details in Formelsprache. Wahle eine Karte um p, also einen
Diffeomorphismus @ : {2 — B von einer offenen Umgebung 2 C K von p
in K auf eine offene Teilmenge B C R"*! und setze f := mgo®~!: B —
R. Anstatt mit n und m wie in 26.2 haben wir es jetzt mit n+1 und 1 zu
tun, aber der Satz ist auf f : B — R! an der Stelle g := ®(p) anwendbar
und liefert uns wortwortlich einen Diffeomorphismus h : U — V einer
offenen Umgebung U C B von z; auf eine offene Teilmenge V' C R"*!
mit der Eigenschaft f o h=!(¢,z1,...,3,) = t fiir alle (¢t,2) € V. Der
Diffeomorphismus ho®|®~!(U) von ®~(U) auf V ist dann die gesuchte
Karte iiber D.

Klar war es aber schon vorher: eine Karte fiir K reduziert die Frage
auf den Satz vom reguliren Punkt der gewohnlichen flachen Analysis.
Genau so folgt aus dem Satz vom reguldren Wert in 27.2, dass die Fasern
K; = 7 (t) wirklich n-dimensionale Flichen sind.

36.2, Seite 300: Seien X und Y zwei Flichen irgendwelcher Dimensio-
nen, x € X ein fester Punkt und & € Ny eine feste nichtnegative ganze
Zahl. Wir erkliaren zwei lokal um z, also auf offenen Umgebungen von
z in X definierte C*°-Abbildungen o, 7 nach N fiir d4quivalent, wenn
sie einander bei x von k-ter Ordnung approximieren. Genauer soll das
bedeuten, dass erstens o(z) = 7(z) ist, also Approximation nullter Ord-
nung bei z vorliegt, und dass beziiglich einer (dann automatisch jeder)
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Wahl von Karten um = und p := o(z) auch die partiellen Ableitungen
von o und 7 bis zur k-ten Ordnung einschliefilich bei x iibereinstim-
men. Die Aquivalenzklasse [0]% von o beziiglich dieser Aquivalenzrelati-
on nennt man dann den k-Jet von o bei z.

Die Menge aller k-Jets von X nach Y an beliebigen Punkten kénn-
te man etwa mit J¥(X,Y) bezeichnen. Ist eine surjektive Abbildung
m:Y — X gegeben und wiinscht man nur die Menge aller k-Jets lokaler
Schnitte von 7 zu betrachten, so wire J*(7) C J*(X,Y) eine angemes-
sene Notation.

Diese Jet-Terminologie ist zum Beispiel niitzlich bei der Beschrei-
bung von Differentialoperatoren, etwa von solchen, die man auf lokale
Schnitte in einem “Biindel” 7 : £ — X anwendet und dabei lokale
Schnitte in einem anderen Biindel np : F — X {iber X erhilt. Wann
nennt man eine solche Zuordnung iiberhaupt einen Differentialoperator
k-ter Ordnung? Wenn er durch eine Abbildung L : J*(rg) — F iiber X
gegeben ist, d.h. wenn wir L{o](z) als L([o]?) schreiben kénnen! Intuitiv
gesagt: wenn L[o](z) € F, nur von den partiellen Ableitungen bis zur k-
ten Ordnung einschlieBlich von ¢ bei & abhingt. Was soll aber partielle
Ableitung heiflen, wenn X und Y Flichen oder allgemeiner: Mannigfal-
tigkeiten sind? Das héngt doch von der Wahl der Karten ab. Sollen wir
immerzu alle Karten mitschleppen und stédndig darauf achten miissen,
was blof} Artefakte der Kartenwahl und was reale, inhaltlich interessante
Phénomene sind?

Die Jet-Terminologie ist aber nicht nur eine abkiirzende Sprache,
sondern die Jet-Raume sind, ungeachtet ihrer vielleicht etwas abstrakt
scheinenden Definition, mathematischer Behandlung gut zugéngliche
Objekte, sie sind auch wieder endlichdimensionale Flichen oder Man-
nigfaltigkeiten, auf denen die Hilfsmittel der Analysis ansetzen kénnen.
An dem uns im Text interessierenden Beispiel J!(m) konnen Sie das
sehen.

36.3, Seite 302: Wer sich mit dem Begriff des Tangentialbiindels ver-
trauter machen will, sollte noch einmal zu den beiden Aufgaben T28.3
und T28.4 zuriickkehren.

36.4, Seite 305: Ein “infinitesimales” Fasertangentialfeld wird in der
Mechanik auch eine virtuelle Verriickung genannt und in lokalen Ko-
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ordinaten etwa als

oq1 (t)
dq(t) = : :
6Qn(t)

geschrieben. Diese Notation unterstiitzt die niitzliche Vorstellung, dass
man bei Betrachtung von K; nahe o(t) unter dem Mikroskop den kleinen
Tangentialvektor gleichsam als gerichtete Strecke in K; sieht:

Virtuelle Verriickung

Die Konfiguration ¢ wird durch die virtuelle Verriickung dg in die Kon-
figuration g + dq verschoben oder verrickt.

36.5, Seite 305: Das Symbol ( , ) haben wir oft fiir die Bezeichnung
eines Skalarproduktes benutzt, es wird hier also ein wenig zweckentfrem-
det, aber in einer praktischen und berechtigten Weise. Sei V' irgend ein
n-dimensionaler reeller Vektorraum, weiter nichts, ohne irgend eine Zu-
satzstruktur. Dann kénnen wir den Dualraum V* davon betrachten, das
ist bekanntlich der Vektorraum der linearen Abbildungen oder Linear-
formen V — R, man schreibt auch V* := Hom(V,R), weil die linearen
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Abbildungen auch Homomorphismen heiflen. In diesem Kurs zuerst be-
gegnet war uns der Dualraum wohl zufillig in seiner Eigenschaft als
AltY(V) im Abschnitt 32.1.

Dann hat man die kanonische Anwendungsabbildung V* x V. — R,
die ein Paar (a,v) € V* x V eben auf a(v) € R abbildet, bei der also
jeweils a auf v angewendet wird. Diese bilineare Abbildung ist es, die im
Text mit den spitzen Klammern ( , ) bezeichnet wird, also («, v) := a(v).

Bisher haben wir keine Zusatzstruktur auf V' benutzt. Jetzt wahlen
wir einmal irgend eine Basis in V' und benutzen im Dualraum die soge-
nannte dazu duale Basis, deren i-ter Vektor als lineare Abbildung V' — R
dadurch definiert ist, dass er den i-ten Vektor der V-Basis auf 1, die an-
deren auf Null abbildet. Entwickelt man nun « und v nach diesen Basen
und nennt die Koeffizienten-n-tupel (ai,...,a,) und (by,...,b,), so ist
ersichtlich (o, v) = a1by + - -+ + a,by, also das Standard-Skalarprodukt
@- b dieser Vektoren im R™.

Spiirt man dem koordinatenunabhéngigen geometrischen Sinn von
Objekten nach, die man nur aus Koordinatenrechenformeln kennt, und
kommt ein ausgezeichnetes Skalarprodukt in dem betreffenden Zusam-
menhang gar nicht vor, so weist ein Term ) ;- ; a;b; gewdhnlich darauf
hin, dass (aq,...,ay) eigentlich ein Element im Dualraum des Vektor-
raums beschreibt, in dem der durch (b, ..., b,) koordinatenbeschriebene
Vektor lebt.

36.6, Seite 310: Dass aus d.Z, = 0 die Extremalitiit von o folgt,
sieht man natiirlich direkt aus dem Satz. Zur Umkehrung des Schlus-
ses miissten wir nur wissen, dass jedes Fasertangentialfeld w lings o mit
kompaktem Tréger tatséichlich als Richtung einer Variation mit kompak-
tem Trager vorkommt, was wahr, oder jedenfalls eine Summe von solchen
Variationsrichtungen ist, was sogar klar ist, weil es mittels Zerlegung
der Eins und lokalen Koordinaten auf die Konstruktion oy := o + Aw
zuriickgefiithrt werden kann. Der Beweis des Satzes wird uns aber sowieso
veranlassen, darauf noch etwas néher einzugehen.

36.7, Seite 312: Das ist die versprochene koordinatenfreie Lagrange-
Theorie?? J-ja. Alle wesentlichen Begriffe und Aussagen stehen in
ihrer koordinatenunabhéngigen geometrischen Gestalt vor uns. Dass bei
den Beweisen auch Koordinaten als ein technisches Hilfsmittel heran-
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gezogen werden, liegt in der Natur der Sache und bewirkt nicht, dass
unsere Begriffe nachtriiglich wieder koordinatenabhéngig werden.

36.8, Seite 313: In der Feldtheorie, wo die Schnitte nicht nur von
der einen Variablen ¢, sondern z.B. auch noch von Raumkoordinaten
abhéngen, sagen wir insgesamt von k Koordinaten, kommt bei der ana-
logen Argumentation der Satz von Stokes zum Zuge. Integriert wird
dann iiber die Cartan-Ableitung einer (k—1)-Form, iiber eine totale Di-
vergenz, statt wie in unserem eindimensionalen Fall iiber eine totale Ab-
leitung nach der Variablen t.

36.9, Seite 315: Die Mechanik-Biicher erwidhnen die Definitonsbereiche
gewohnlich nicht und sind deshalb sowieso flexibel bei der Interpretation
der Formeln.

37.1, Seite 321: Um Y p;g; koordinatenfrei zu definieren, braucht man
einen Zusammenhang in K, der dann auch benutzt wird, um aus den
Hamiltonschen Gleichungen ¢; = gg und p; = _?)Z ein Vektorfeld und
damit ein dynamisches System auf 7' *K zu machen. Der Einfachheit
halber gehe ich im Text auf den Fall K = D x M eines zeitunabhéingigen
Konfigurationsraumes zuriick.

37.2, Seite 328: Analog bis auf eine totale Divergenz bei hoherdimen-
sionalem D, vergl. Fuinote 36.8.

37.3, Seite 329: Die Figur soll nicht suggerieren, dass die Fasern K;
die Flusslinien sind, sondern nur, dass die Flusslinien in den Fasern
verlaufen. Die K sind ja n-dimensionale Flichen.

37.4, Seite 332: Eigentlich sollten wir ja ein mathematisches Modell M
benutzen, etwa R3. Wer mag, darf sich im Folgenden M := R3 vorstel-
len, aber es macht in diesem einfachen Fall auch keine Schwierigkeiten,
sich den physikalischen Raum selbst als einen affinen dreidimensionalen
Raum M zu denken und V als den Vektorraum der Translationen bzw.
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der Geschwindigkeitsvektoren. Ich erkldre dazu rasch einmal, was man in
der Mathematik unter einem affinen Raum versteht. Ein affiner Raum
ist ein Tripel (A, T, +), bestehend aus einer Menge A, einem Vektorraum
T und einer Verkniipfung + : T'x A — A, welche die folgenden drei Axio-
me erfiillt: (1) 0+a =a firallea € A. (2) v+ (w+a) = (v+w) +a fir
alle v,w € T und a € A. (3) Fiir ein (und damit automatisch fiir jedes)
ag € Aist T — A,v — v+ ag bijektiv.

In der Sprache der Gruppenaktionen, die Sie vielleicht von der Auf-
gabe T18.4 im ersten Band her kennen, bedeuten die ersten beiden Axio-
me, dass die additive Gruppe (7, +) des Vektorraums durch T'x A — A
auf der Menge A operiert, nur dass die Aktion “additiv geschrieben”
ist, also (v,a) — v + a statt dem sonst bei Gruppenaktionen iiblichen
(9,2) — gz. Die Surjektivitdt im Axiom (3) besagt, dass diese Aktion
nur einen Orbit hat, eben ganz A, wofiir man auch sagt, dass die T
transitiv auf A operiert, die Injektivitéit heifft dann, dass die Aktion frei
ist.

Unter der Dimension von (A4,7T,+) versteht man die Vektorraum-
Dimension von T. Anschaulich stelle man sich A als eine Gerade, eine
Ebene, einen Raum usw. vor, je nach der Dimension, und 7" als den
Vektorraum der Translationen von A. Die Notation v + a bezeichnet
dann den Punkt, der aus a durch Verschiebung um den Translations-
vektor v entsteht. Nehmen Sie diese Vorstellung zu Hilfe, so sehen Sie
alles etwas schneller, als wenn Sie es sorgfiltig aus den Axiomen ablei-
ten. Im Zweifelsfall miissen Sie natiirlich {iberpriifen, ob Sie mit IThren
Schlussfolgerungen noch auf dem Boden der Axiome stehen!

Im praktischen Umgang spricht man natiirlich wieder kurz von einem
affinen Raum A, ohne T und dessen Aktion auf A, womit A ‘ausgestattet’
sei, jedesmal eigens zu erwihnen, aber es bleibt schon bei der Definiti-
on. Auch die Notation der Translationsaktion mittels v 4+ a statt etwa
v(a) ist einerseits nicht unbedenklich, weil Verwechslungen mit der Vek-
torraumaddition entstehen konnten, aber andererseits stabilisiert gerade
diese Notation das intuitiv richtige Rechnen.

Die affinen Rdume sind die Objekte der affinen Kategorie, deren
Morphismen, die affinen Abbildungen, so definiert sind: eine Abbildung
f:+ A — A ist affin, wenn fiir ein (dann automatisch jedes) ap € A
die gem#B Axiom (3) durch f(v+ ag) =: f(ao) + Df(v) wohldefinierte
Abbildung Df : T — T" linear ist, wenn also f ‘bis auf Translation linear
ist’, wie man kurz und undeutlich als Ged#chtnisstiitze sagen kénnte.

Ist V irgend ein Vektorraum und Vy C V ein Untervektorraum,
so wird jede Nebenklasse A von Vj durch die von V' geerbte Addition
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+ : Vo x A — A zu einem affinen Raum (A4, Vp,+). Wir hatten die
Nebenklassen von Untervektorrdumen ja auch schon immer “affine Un-
terrdume” von V genannt. Diesem Typ von Beispielen affiner Rdume
begegnet man in der Mathematik héufig, und er ist wohl begrifflich ganz
harmlos, weil man Vp und A so eintréchtig in V' beieinander sieht.

Gewissermaflen subtiler sind aber Beispiele, bei denen kein Vektor-
raum V gegeben ist, der 7" als Unterraum und A als eine von dessen
Nebenklasse enthiilt. Und gerade solche affinen Rdume spielen in der
Physik eine prominente Rolle: der reale physikalische Raum M? bzw.
die Minkowskische Raumzeit M*, jeweils versehen mit dem Vektorraum
V3 bzw. V4 ihrer Translationen und der natiirlichen Aktion.

Natiirlich kann man einwenden, das seien physikalische Objekte und
keine mathematischen, die Raumzeit als affinen Raum im Sinne der Ma-
thematik zu reklamieren hiefle Aussagen iiber das Universum im Groflen
wie auch in allen mikroskopischen Gréflenordnungen zu machen, die kei-
ne physikalische Basis haben. Das ist natiirlich ein berechtigter Einwand,
er trifft aber mit derselben Wucht jedes Koordinatensystem, mit dem
ein Ortsvektor im Labor durch ein Zahlentripel erfasst wird und jedes
Inertialsystem, das in einer Diskussion der speziellen Relativitédtstheo-
rie figuriert. Sagen wir also: bis auf Idealisierungen, welche die Physik
sowieso jeden Tag vornimmt, sind Raum und Raumzeit wirklich affine
Ré&ume.

Nun ist ein affiner Raum A mit seinem Translationenvektorraum 7T°
ja sehr eng verwandt. Die blofle Auswahl eines Elements ag € A als desig-
nierte Null stellt nach Axiom (3) bereits eine Interpretation 7= A von
A als Vektorraum her, und zwei solche Interpretationen unterscheiden
sich nur um eine Translation, auf die es oft gar nicht ankommen mag.
Es liegt daher manchmal nahe, gleich von vornherein einen Nullpunkt in
A auszuzeichnen, den begrifflichen Unterschied zwischen den Elementen
von A und denen von T nicht hervorzuheben, Bezeichnungen wie A und
T gar nicht erst einzufithren und von affinen Réumen nicht zu reden.
FEin anderes Mal kann es aber auch ganz gut sein, sich die affine Natur
von Raum und Raumzeit so recht klar zu machen.

37.5, Seite 334: Affine oder ‘geradlinige’ Koordinaten R™ = M in
einem affinen Raum (M, V,+) erhélt man nach Wahl einer Basis in V'
und eines “Nullpunkts” in M durch die Verkettung der Abbildungen

R" —V = M,
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die dadurch gegeben sind. In ‘krummlinigen’ Koordinaten sieht eine
Translation im Raume natiirlich nicht so einfach aus.

37.6, Seite 335: Bei 1-Teilchen-Systemen ist die Translationsinvarianz
eine grofle Einschrénkung fiir L, das dann in affinen Koordinaten von ¢
gar nicht mehr explizit abhéngen darf. Bei N-Teilchen-Systemen ist das
ganz anders, denn da Translation hier so gemeint ist, dass die Position
jedes Teilchens um denselben Vektor verschoben wird, sind Lagrange-
funktionen, die in der affinen g-Variablen nur von der relativen Position
der Teilchen zueinander abhéngen, automatisch translationsinvariant.

37.7, Seite 335: Noch natiirlicher wire es freilich, anstatt physikalische
Einheiten als gegeben vorauszusetzen, die physikalischen Dimensionen
(einheitenfrei!) immer mitzufiithren, um zum Beispiel bloBe Ortsdifferen-
zen v € V von Geschwindigkeitsvektoren v € V' ® 7* zu unterscheiden,
wobei 7 der eindimensionale Vektorraum der Zeitdifferenzen ist.
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