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HINWEIS: Die in diesem Ubungsblatt erreichten Punkte werden als Bonuspunkte gezihlt.

1. Aufgabe [5 Punkte]: Dirac’sche J-Funktion und Heaviside-Funktion

Die d-Distribution ¢ (x) kann als Grenzfunktion einer Funktionenschar ¢(x; ) mit den Eigenschaften
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verstanden werden. Mit dieser Definition bedeutet die Gleichheit zweier d-Distributionen d; (z) und
d2(x), dass (i) Multiplikation der §-Distribution mit einer stetigen und beschrinkten Testfunktion
f(x), (ii) Integration iiber x und (iii) anschlieBende Durchfiihrung aller Grenzprozesse zum gleichen
Ergebnis fiihrt, also
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(a) Zeigen Sie mit dieser Definition, dass fiir eine stetige Funktion g(x) die Gleichung g(x)d(x —
z0) = g(0)d(z — x0) gilt. [1P]

(b) Zeigen Sie, dass 6(x — zg) = %@(x — xp) gilt, d.h., dass die -Distribution den Sprung ihrer
verallgemeinerten Stammfunktion, der Heaviside-Funktion O (z — x(), misst. [2P]

(c) Bestimmen Sie mit differenzierbaren Testfunktionen f(x) durch partielle Integration formal die

verallgemeinerte Ableitung ¢’(z) der -Distribution. [2P]

2. Aufgabe [6 Punkte]: Kugelfliichenfunktionen als Orthonormalsystem

(a) Fiir zwei Funktionen f und g definieren wir das Skalarprodukt
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Berechnen Sie fiir
f(ﬁa 90) = aml(ﬁv 90) + b}/10(197 90) + CYi—l(ﬁa QO)
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das Skalarprodukt ( f, g), einmal mit Hilfe der expliziten Ausdriicke fiir die Kugelfldchenfunktionen
Yim, indem Sie iiber ¥ und ¢ integrieren, und ein zweites Mal mit Hilfe ihrer Orthonorma-
litdtsbeziehungen. [1P]



(b) Das kartesische Dipolmoment p und die sphérischen Multipolmomente ¢;,,, einer Ladungsver-
teilung p sind gegeben durch
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Driicken Sie den Vektor r mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen aus und leiten Sie so die Be-
ziehungen zwischen den Komponenten von p und den ¢;,,, ab. [2P]

(c) Die Komponenten des kartesischen Quadrupolmoments lauten

Qij = /p(r) (3zizj — r?0;) dV .

Auch hier kann der Integrand wieder durch Kugelfiichenfunktionen angegeben werden. Wie
lauten die Beziehungen zwischen den @);; und den g;,,,? HINWEIS: Nur fiinf der neun @);; sind
unabhiingig. [3P]

3. Aufgabe [3 Punkte]: Erdmagnetfeld in Heidelberg

In guter Ndherung gleicht das Erdmagnetfeld an der Oberfliche dem Feld eines im Erdmittelpunkt
lokalisierten magnetischen Dipols. Wie groB ist die Inklination ¢, d.h., der Winkel zwischen Erdma-
gnetfeld und lokaler Horizontalebene, in Heidelberg? Fiir die Rechnung kénnen Sie annehmen, dass
die magnetische Breite und die geographische Breite Heidelbergs (ca. 49°25’ N) iibereinstimmen.

4. Aufgabe [6 Punkte]: Numerische Losung der Laplace-Gleichung

Betrachten Sie erneut das Laplace-Problem aus Aufgabe 5.4.: Ein wiirfelférmiger Hohlraum mit Kan-
tenldnge L sei durch Metallwinde begrenzt. Der Wiirfel werde nun in der Mitte parallel zu zwei
Seitenflachen durchgeschnitten, so dass die beiden metallenen Hilften voneinander isoliert sind. An
der einen Hilfte wird das Potential ¢ = ¢ angelegt, an der anderen gelte ¢ = 0.

Benutzen Sie die Methode der finiten Differenzen, um das Potential im Innern dieser Anordnung nu-
merisch zu berechnen. Stellen Sie dafiir die diskretisierte Form A - ¢ = b der Laplace-Gleichung
fiir kartesische Gitter mit Gitterabstinden d = L/4, L/5 und L/6 auf. Nutzen Sie die Symmetrien
des Systems aus, um die Zahl der unabhéngigen Gitterpunkte bei den verschiedenen Gitterabstdnden
zu reduzieren. Losen Sie die diskretisierte Laplace-Gleichung mit Hilfe eines geeigneten Computer-
programms (z.B. freie Programme wie Sage, Octave oder ScilLab, ein selbstgeschriebenes Programm
oder ggf. Maple, Mathematica) durch Invertierung der Matrix A. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir
die verschiedenen Gitterabstinden, um die Anderungen durch hohere Auflésung zu demonstrieren.



