Springer-Lehrbuch




Grundkurs Theoretische Physik

Band 1

Klassische Mechanik

9. Auflage

ISBN: 978-3-642-12947-6

Band 2

Analytische Mechanik
8. Auflage

ISBN: 978-3-642-12949-0

Band 3

Elektrodynamik

8. Auflage

ISBN: 978-3-540-71251-0

Band 4

Spezielle Relativitétstheorie,
Thermodynamik

7., aktualisierte Auflage
ISBN: 978-3-642-01603-5

Band 5/1
Quantenmechanik -
Grundlagen

7. Auflage

ISBN: 978-3-540-68868-6

Band 5/2
Quantenmechanik -
Methoden

und Anwendungen

6., iiberarbeitete Auflage
ISBN: 978-3-540-26035-6

Band 6

Statistische Physik

6. Auflage

ISBN: 978-3-540-68870-9

Band 7
Viel-Teilchen-Theorie
7., aktualisierte Auflage
ISBN: 978-3-642-01605-9



Wolfgang Nolting

Grundkurs
Theoretische Physik 1

Klassische Mechanik

9., aktualisierte Auflage

@ Springer



Professor Wolfgang Nolting

Humboldt-Universitit zu Berlin
Institut fiir Physik
Newtonstrafle 15

12489 Berlin

Deutschland
nolting@physik.hu-berlin.de

Umschlagabbildung: siehe Seite 142

ISSN 0937-7433

ISBN 978-3-642-12947-6 e-ISBN 978-3-642-12948-3
DOI 10.1007/978-3-642-12948-3

Springer Dordrecht Heidelberg London New York

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Natio-
nalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de
abrufbar.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2005, 2006, 2011

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Die dadurch begriindeten Rechte, insbesondere
die der Ubersetzung, des Nachdrucks, des Vortrags, der Entnahme von Abbildungen und
Tabellen, der Funksendung, der Mikroverfilmung oder der Vervielfdltigung auf anderen
Wegen und der Speicherung in Datenverarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei nur auszugs-
weiser Verwertung, vorbehalten. Eine Vervielfaltigung dieses Werkes oder von Teilen dieses
Werkes ist auch im Einzelfall nur in den Grenzen der gesetzlichen Bestimmungen des Ur-
heberrechtsgesetzes der Bundesrepublik Deutschland vom 9. September 1965 in der jeweils
geltenden Fassung zulédssig. Sie ist grundsitzlich vergiitungspflichtig. Zuwiderhandlungen
unterliegen den Strafbestimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in die-
sem Werk berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass
solche Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu
betrachten wiren und daher von jedermann benutzt werden diirften.

Einbandgestaltung: WMXDesign GmbH, Heidelberg
Satz und Herstellung: le-tex publishing services GmbH, Leipzig

Gedruckt auf sdurefreiem Papier

Springer ist Teil der Fachverlagsgruppe Springer Science+Business Media (www.springer.de)



Allgemeines Vorwort

Die sieben Bande der Reihe ,,Grundkurs Theoretische Physik“ sind als direkte Be-
gleiter zum Hochschulstudium Physik gedacht. Sie sollen in kompakter Form das
wichtigste theoretisch-physikalische Riistzeug vermitteln, auf dem aufgebaut werden
kann, um anspruchsvollere Themen und Probleme im fortgeschrittenen Studium
und in der physikalischen Forschung bewdltigen zu konnen.

Die Konzeption ist so angelegt, dass der erste Teil des Kurses,

Klassische Mechanik (Band 1)

Analytische Mechanik (Band 2)

Elektrodynamik (Band 3)

Spezielle Relativititstheorie, Thermodynamik (Band 4),

als Theorieteil eines ,, Integrierten Kurses“aus Experimentalphysik und Theoretischer
Physik, wie er inzwischen an zahlreichen deutschen Universitdten vom ersten Semes-
ter an angeboten wird, zu verstehen ist. Die Darstellung ist deshalb bewusst ausfiihr-
lich, manchmal sicher auf Kosten einer gewissen Eleganz, und in sich abgeschlossen
gehalten, sodass der Kurs auch zum Selbststudium ohne Sekundaérliteratur geeignet
ist. Es wird nichts vorausgesetzt, was nicht an fritherer Stelle der Reihe behandelt
worden ist. Dies gilt inbesondere auch fiir die benotigte Mathematik, die vollstdn-
dig so weit entwickelt wird, dass mit ihr theoretisch-physikalische Probleme bereits
vom Studienbeginn an gelost werden konnen. Dabei werden die mathematischen
Einschiibe immer dann eingefiigt, wenn sie fiir das weitere Vorgehen im Programm
der Theoretischen Physik unverzichtbar werden. Es versteht sich von selbst, dass in
einem solchen Konzept nicht alle mathematischen Theorien mit absoluter Strenge
bewiesen und abgeleitet werden konnen. Da muss bisweilen ein Verweis auf entspre-
chende mathematische Vorlesungen und vertiefende Lehrbuchliteratur erlaubt sein.
Ich habe mich aber trotzdem um eine halbwegs abgerundete Darstellung bemiiht, so-
dass die mathematischen Techniken nicht nur angewendet werden kénnen, sondern
dem Leser zumindest auch plausibel erscheinen.

Die mathematischen Einschiibe werden natiirlich vor allem in den ersten Bianden
der Reihe notwendig, die den Stoff bis zum Physik-Vordiplom beinhalten. Im zweiten
Teil des Kurses, der sich mit den modernen Disziplinen der Theoretischen Physik
befasst,

Quantenmechanik: Grundlagen (Band 5/1)
Quantenmechanik: Methoden und Anwendungen (Band 5/2)
Statistische Physik (Band 6)

Viel-Teilchen-Theorie (Band 7),

sind sie weitgehend tiberfliissig geworden, insbesondere auch deswegen, weil im
Physik-Studium inzwischen die Mathematik-Ausbildung Anschluss gefunden hat.
Der frithe Beginn der Theorie-Ausbildung bereits im ersten Semester gestattet es,



die Grundlagen der Quantenmechanik schon vor dem Vordiplom zu behandeln. Der
Stoff der letzten drei Bande kann natiirlich nicht mehr Bestandteil eines ,,Integrierten
Kurses“ sein, sondern wird wohl {iberall in reinen Theorie-Vorlesungen vermittelt.
Das gilt insbesondere fiir die ,, Viel-Teilchen-Theorie®, die bisweilen auch unter an-
deren Bezeichnungen wie ,,Hohere Quantenmechanik“ etwa im achten Fachsemester
angeboten wird. Hier werden neue, tiber den Stoff des Grundstudiums hinausgehen-
de Methoden und Konzepte diskutiert, die insbesondere fiir korrelierte Systeme aus
vielen Teilchen entwickelt wurden und fiir den erfolgreichen Ubergang zu wissen-
schaftlichem Arbeiten (Diplom, Promotion) und fiir das Lesen von Forschungslite-
ratur inzwischen unentbehrlich geworden sind.

In allen Bénden der Reihe ,,Grundkurs Theoretische Physik“ sollen zahlreiche
Ubungsaufgaben dazu dienen, den erlernten Stoff durch konkrete Anwendungen
zu vertiefen und richtig einzusetzen. Eigenstdndige Versuche, abstrakte Konzepte
der Theoretischen Physik zur Losung realer Probleme aufzubereiten, sind absolut
unverzichtbar fiir den Lernenden. Ausfiihrliche Losungsanleitungen helfen bei gro-
eren Schwierigkeiten und testen eigene Versuche, sollten aber nicht dazu verleiten,
»aus Bequemlichkeit* eigene Anstrengungen zu unterlassen. Nach jedem grofleren
Kapitel sind Kontrollfragen angefiigt, die dem Selbsttest dienen und fiir Priifungs-
vorbereitungen niitzlich sein kénnen.

Ich mochte nicht vergessen, an dieser Stelle allen denen zu danken, die in irgend-
einer Weise zum Gelingen dieser Buchreihe beigetragen haben. Die einzelnen Bande
sind letztlich auf der Grundlage von Vorlesungen entstanden, die ich an den Univer-
sitdten in Miinster, Wiirzburg, Osnabriick, Valladolid (Spanien), Warangal (Indien)
sowie in Berlin gehalten habe. Das Interesse und die konstruktive Kritik der Studen-
ten bedeuteten fiir mich entscheidende Motivation, die Miihe der Erstellung eines
doch recht umfangreichen Manuskripts als sinnvoll anzusehen. In der Folgezeit habe
ich von zahlreichen Kollegen wertvolle Verbesserungsvorschldge erhalten, die dazu
gefiihrt haben, das Konzept und die Ausfithrung der Reihe weiter auszubauen und
aufzuwerten.

Die ersten Auflagen dieser Buchreihe sind im Verlag Zimmermann-Neufang ent-
standen. Ich kann mich an eine sehr faire und stets erfreuliche Zusammenarbeit
erinnern. Danach erschien die Reihe bei Vieweg. Die Ubernahme der Reihe durch
den Springer-Verlag im Januar 2001 hat dann zu weiteren professionellen Verbes-
serungen im Erscheinungsbild des ,,Grundkurs Theoretische Physik“ gefithrt. Herrn
Dr. Kolsch und seinem Team bin ich schon jetzt fiir viele Vorschldge und Anregungen
sehr dankbar. Meine Manuskripte scheinen in guten Hédnden zu liegen.

Berlin, im April 2001 Wolfgang Nolting



Vorwort zu Band 1

Der vorliegende erste Band des ,,Grundkurs Theoretische Physik® befasst sich mit der
Klassischen Mechanik. Gegenstand derselben ist die

Analyse der GesetzmidfSigkeiten, nach denen sich materielle Korper unter
dem Einfluss von Krdften im Raum und in der Zeit bewegen.

Diese Formulierung enthilt bereits einige Grundbegriffe, deren strenge Definitionen
durchaus nicht-trivial sind und deshalb sorgfiltig erarbeitet werden miissen. Bei
einigen von diesen Grundbegriffen werden wir uns sogar damit abzufinden haben,
sie zundchst als mehr oder weniger plausible Grunderfahrungstatsachen ohne exakte
physikalische Definitionen hinnehmen zu miissen. Unter einem materiellen Korper
wollen wir einen zeitlich und rdumlich lokalisierbaren Gegenstand verstehen, der mit
(trdger) Masse behaftet ist. Der Massenbegriff wird zu diskutieren sein. Dies gilt auch
fiir den Begriff der Kraft. Krifte sorgen fiir Anderungen des Bewegungszustands des
betrachteten Korpers. Der Raum, der unserer Anschauung entspricht, ist der drei-
dimensionale euklidische Raum. Er ist nach allen Seiten unbegrenzt, homogen und
isotrop, d.h. Translationen und Rotationen unserer Welt in diesem Raum haben auf
diese keine Auswirkungen. Auch die Zeit ist eine Grunderfahrungstatsache, von der
wir wissen, dass sie existiert und unwiderruflich vergeht. Sie ist ebenfalls homo-
gen, d.h., kein Zeitpunkt ist gegeniiber dem anderen in irgendeiner Weise a priori
ausgezeichnet.

Zur Beschreibung der Naturvorgénge benétigt der Physiker als ,,Sprache® die
Mathematik. Das Dilemma besteht nun aber darin, dass Theoretische Mechanik in
angemessener Weise nur dann vermittelt werden kann, wenn das entsprechende ma-
thematische Riistzeug zur Verfiigung steht. Bei einem Theorieangebot vom ersten
Semester an, wie beim Theorieteil eines ,,Integrierten Kurses aus Experimentalphy-
sik und Theoretischer Physik, ist diese Voraussetzung beim Studienanfanger jedoch
nicht gegeben. Der vorliegende erste Band des Grundkurses beginnt deshalb mit
einer komprimierten mathematischen Einfithrung, die in knapper Form all das pra-
sentieren soll, was fiir die Entwicklung der Klassischen Theoretischen Mechanik
unbedingt vonnéten ist. Es versteht sich von selbst, dass dann nicht alle mathemati-
schen Theorien mit absoluter Strenge und Exaktheit abgeleitet werden konnen. Ich
habe mich aber trotzdem um eine halbwegs abgerundete Darstellung bemiiht, wobei
jedoch immer nur so viel Mathematik gebracht wird, wie notwendig ist, um in der
Entwicklung der Theoretischen Physik voranzukommen. Sobald letztere auf neue
»mathematische Barrieren stof3t, wird wieder ein entsprechender mathematischer
Einschub présentiert. Mathematische Abhandlungen werden also erst an den Stellen
in den Text eingeschoben, an denen sie direkt beno6tigt werden. Besonders wichtig
sind in diesem Zusammenhang die zahlreichen Ubungsaufgaben, die zum Selbsttest
unbedingt bearbeitet werden sollten.

Die Idee zu diesem ,,Grundkurs Theoretische Physik® ist im Zusammenhang mit
Vorlesungen zu einem ,Integrierten Kurs“ entstanden, die ich vor etwa fiinfzehn



Jahren an der Universitdit Miinster gehalten habe. Das animierende Interesse der
Studenten an meinem Vorlesungsskript hatte mich damals dazu verleitet, besondere
Miihe in die Darstellung zu investieren. Der erste Band zur Klassischen Mechanik
ist zunédchst beim Verlag Zimmermann-Neufang erschienen und in den folgenden
fiinf Auflagen stets durch Korrekturen, die ich vor allem aufmerksamen Lesern zu
verdanken habe, verbessert worden. Dieser Band, wie auch die anderen Bande der
Reihe, ist als direkter Begleiter des Grundstudiums Physik gedacht, also fiir den
Studenten und weniger fiir den Dozenten geschrieben. Um ein Selbststudium ohne
aufwendige Sekundarliteratur zu ermdoglichen, wird bisweilen bewusst auf Eleganz
verzichtet, um stattdessen das Wesentliche detailliert zu présentieren und zu iiben.
Dem Springer-Verlag bin ich fiir das Akzeptieren diese Konzepts und fiir die stets
erfreuliche und professionelle Zusammenarbeit sehr dankbar.

Berlin, im August 2004 Wolfgang Nolting



Vorwort zur 9. Auflage von Band 1

Am eigentlichen Konzept des ,,Grundkurs Theoretische Physik“ und damit auch an
dem ersten Band der Reihe (,,Klassische Mechanik) hat sich natiirlich mit der vorlie-
genden neuen Auflage nichts gedndert. Er ist nach wie vor auf ein Physik-Studienpro-
gramm zugeschnitten, das bereits im ersten Semester mit der Theoretischen Physik
(Mechanik) beginnt, so wie es die meisten neuen Bachelor/Master-Studienordnun-
gen an deutschen Hochschulen vorsehen. Techniken und Konzepte werden weiterhin
so detailliert vermittelt, dass im Prinzip ein Selbststudium ohne aufwendige Zu-
satzliteratur moglich sein sollte. In diesem Zusammenhang spielen die zahlreichen
Ubungsaufgaben, die nach jedem wichtigen Teilabschnitt angeboten werden, eine fiir
den Lerneffekt unverzichtbare Rolle. Dabei sollten die ausfiihrlichen Musterl6sungen
nicht von der selbstindigen Bearbeitung der Aufgaben abhalten, sondern eher als
Kontrolle der eigenen Bemiihungen dienen.

Die jetzt vorliegende 9. Auflage besitzt ein stark erweitertes Aufgabenangebot,
kleinere Korrekturen im Text und zwei neue Kapitel zu den ,,Mathematischen Vorbe-
reitungen®. Diese befassen sich mit Elementen der Differential- und Integralrechnung
in sehr kompakter und elementarer Form, die eigentlich aus der Schulmathematik
bekannt sein sollten. Es hat sich jedoch gezeigt, dass die mathematischen Vorkennt-
nisse der Studierenden des ersten Semesters stark differieren, sodass Dinge, die dem
einen praktisch selbstverstindlich sind, dem anderen doch grofie Schwierigkeiten
bereiten. Deswegen konnten diese beiden einfithrenden Kapitel fiir den einen oder
anderen hilfreich sein.

Wie auch schon bei den fritheren Auflagen haben ich sehr von Kommentaren,
Druckfehlermeldungen und diversen Verbesserungsvorschldgen zahlreicher Kolle-
gen und insbesondere Studierender profitiert. Dafiir mochte ich mich an dieser
Stelle ganz herzlich bedanken. Besonders erwdhnen mochte ich frithere und jetzige
Mitarbeiter meiner Arbeitsgruppe an der Humboldt-Universitédt zu Berlin, die mir
durch konstruktive Kritik und Unterstiitzung bei der Losung von redaktionellen und
organisatorischen Problemen sehr geholfen haben. Die Zusammenarbeit mit dem
Springer-Verlag, insbesondere mit Herrn Dr. T. Schneider, verlief, wie auch frither
schon, absolut reibungslos und produktiv.

Berlin, im August 2010 Wolfgang Nolting



1

1.1
1.1.1
1.1.2
1.1.3
1.1.4
1.1.5
1.1.6
1.1.7
1.1.8
1.1.9
1.1.10
1.1.11
1.1.12
1.1.13
1.2
1.2.1
1.2.2
1.2.3
124
1.2.5
1.2.6
1.3
1.3.1
1.3.2
1.3.3
134
1.35
1.3.6
1.3.7
14
1.4.1
1.4.2
1.4.3
1.4.4
1.4.5
1.5

Inhaltsverzeichnis

Mathematische Vorbereitungen

Elemente der Differentialrechnung.............cccccooeiiieninnnn, 4
Zahlenmengen ..........coocviiiiiiiiiii e, 4
Zahlenfolgen und Grenzwerte............cccccoevvveevveeennnn, 6
Reihen und Grenzwerte...........ccooceeviiiiiiiiciiic, 8
Funktionen und Grenzwerte............cccccooiieiiiciiinnne 9
STEUIGKEIt ..o 1
Trigonometrische Funktionen ............cc.ccccoovviveennnnn.. 12
Exponentialfunktion, Logarithmus .............................. 16
Differentialquotient................cccoooiiiiiiiiiiieee 19
Differentiationsregeln ..........cccccoovviivviiiiiiiieeieec, 24
Taylor-Entwicklung...........ccccoeiiiiiiiiiieee 28
Grenzwerte unbestimmter Ausdriicke......................... 29
EXtremwerte ... 30
AUfgaben ..o 33

Elemente der Integralrechnung .............cooooiiiiiiinennnnn. 37
Begriffe ..o 37
Erste Integrationsregeln ............ccccoeeeviiiieeiiiieee e, 39
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung....... 41
Technik des Integrierens..........c.cccceeeevviiiieeiiiieee e 44
Mehrfachintegrale ...........ccccooviiiiiiiiiiecee 48
AUfgaben ........cccooiiiii 52

VEKEOI@N ... 53
Elementare Rechenregeln ...........cccccooviiiiiiiiiieinn. 55
Skalarprodukt ............ccoooiiiiii 59
Vektorprodukt ... 62
L,Hohere” Vektorprodukte ................ccoeeiiiinnnnn, 66
Basisvektoren .........ccocccooiiiiiiii 69
Komponentendarstellungen ............ccccccoeeviiiiiieennnn.. 72
AUFgabeN ... 76

Vektorwertige Funktionen ............cccccoeeviiiieiiiiiicei 81
Parametrisierung von Raumkurven .............cccccccoennee... 81
Differentiation vektorwertiger Funktionen.................. 83
Bogenlange .........ooooiiiiiii 85
Begleitendes Dreibein .............cooviiiiiiiiiii 88
AUfgaben........cccooiiiiie 94

Felder ... 97



1.5.1
1.5.2
153
154
1.5.5
1.6

1.6.1
1.6.2
1.6.3
1.6.4
1.6.5
1.6.6
1.6.7
1.7

1.7.1
1.7.2
1.7.3
1.74
1.7.5
1.8

2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.2

2.2.1
222
2.2.3
224
2.2.5
2.2.6
2.3

2.3.1
23.2
233
234
23.5

Klassifikation der Felder...........ooveiieiiiiiiieeiiien, 97

Partielle Ableitungen...........ccccoeviiiiiiiieie e, 100
Gradient....c.veeeiie e 104
Divergenz und Rotation.............cc.cccoovvviiiiviiiiccecn. 107
AUfgaben .........cooviiii 110
Matrizen und Determinanten.............cccoccveeviieeviieenneeenne, 113
MatriZeN ... 113
Rechenregeln fir Matrizen ............ccocoveeviieiiieecieee, 115
Koordinatentransformationen (Drehungen)................ 117
Determinanten ............ooiiiiiiiiiiee e 122
Rechenregeln fiir Determinanten...........c.cccccveevnennne. 125
Spezielle Anwendungen..........cccooeveeviiieiiieeiiee 127
AUfabeN ........cooiiiie 134
Koordinatensysteme ...........cocvvevviieiiiieeiieeeee e 137
Wechsel der Variablen, Funktionaldeterminante.......... 137
Krummlinige Koordinaten ...............ccccccveeeviiiiiecenn.. 143
Zylinderkoordinaten............ccccoevveviiieiiiieee e 147
Kugelkoordinaten............ccccooooviiiieiiiiicceeeee 149
Aufgaben ... 152
Kontrollfragen .........cccooooiiiiiiiiiii e, 155

Mechanik des freien Massenpunktes

KiN@mMatiK ........ooviiiiiiiii e 161
Geschwindigkeit und Beschleunigung ........................ 161
Einfache Beispiele...........cccoveeiiiiiiiiiiiiceee 167
AUFGabeN .......oooiiie 170

Grundgesetze der Dynamik..........ccccooevieviiieeiiiieiiieciiens 172
Newton’sche AXiOme.........ccccooviiiiiiiieiiiieec e 173
KrAfte ..o 177
Inertialsysteme, Galilei-Transformation ...................... 180
Rotierende Bezugssysteme, Scheinkréfte ................... 182
Beliebig beschleunigte Bezugssysteme....................... 183
AUfgaben.........ooiiii 186

Einfache Probleme der Dynamik............ccccooovveviiiennnnnne, 187
Bewegung im homogenen Schwerefeld ..................... 188
Lineare Differentialgleichungen .............ccccooovveiinn. 191

Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung. 193
Fadenpendel ..........ccooooiiiiiiiii e 197
Komplexe Zahlen.............cccccoooiiiiiiiiiiceeee 200



23.6
237
238

239
2.3.10
24
24.1
24.2
24.3
244
24.5
24.6
2.5
2.5.1
2.6

3.1

3.1.1
3.1.2
3.13
3.14
3.2

3.2.1
3.2.2
3.23
3.24
3.25
3.26
33

34

4.1
4.2
4.2.1
422
423

Linearer harmonischer Oszillator .............ccccccveeenennne.
Freier gedampfter linearer Oszillator ...........................
Gedampfter linearer Oszillator unter dem Einfluss
einer duBBeren Kraft...........ccceeviiiiiiii i
Beliebige eindimensionale, ortsabhdngige Kraft .........
AUfgaben ..o
Fundamentale Begriffe und Satze ..........cccooovviviniiinnnnn,
Arbeit, Leistung, Energie..........c.ccooovvvviiiiiiiiiieen
Potential ........ccoooviiiiii e
Drehimpuls, Drehmoment...............cccoovveiieiiiiieecenn.
ZentralKrafte ........oooviiiiiieeee e
Integration der Bewegungsgleichungen.....................
AUfgaben ........ccoiiiie
Planetenbewegung...........ccocovveeiiiiiiiieeieeee e
AUfgaben ........ccooiiie
Kontrollfragen .........c..ooooviiiiiiiiiceceeeeee e

Mechanik der Mehrteilchensysteme
Erhaltungssatze..........ccooovviviiiiiiiiiecee e,
Impulssatz (Schwerpunktsatz) ............ccccooeeeviieeeeenn...
Drehimpulssatz..........cccooovvviiiiiiiiiiceccieeeeeeeeeee
Energiesatz ..o
ViralSatz ....o.ooiiiieiiiie
Zwei-Teilchen-Systeme ..........cccceeviiieiiiieieeee e
Relativbewegung ..........cccoeviiiiiiiiiiieieeee e,
ZWeIKOIPerstof ..........cooviiieiiiiie e,
Elastischer StOB..........ccoooviiiiiiiieieeee e,
Inelastischer SO ..........ccoeiiiiiiie
Planetenbewegung als Zweikdrperproblem ...............
Gekoppelte Schwingungen ...........cccooecvveiviieeiieecnn,
AUFGabeN ...
Kontrollfragen .........ccceeviiiiiiiie e

Der starre Kérper

Modell des starren KOrpers..........c..oooevvvieeeciiiieeeeciieeeen,

Rotation um eine AChSe ..........ccoovvieiiiiieiiieceee e,
Energiesatz ...
Drehimpulssatz..........ccccoovvviiiiiiiiiiiicccice e
Physikalisches Pendel ............c.ccoooveviiiiiineiiece,



4.24
4.25
4.2.6

4.3
4.3.1
4.3.2
433
434
4.4
4.4.1
4.4.2
443
444
4.5
4.6

Steiner'sCher SatzZ.......oovveeeeee e 306

ROIbEWEGUNG ... 307
Analogie zwischen Translations- und
Rotationsbewegqung ..........c.cccooevvviieiiiiiiceeeieeee 310
TragheitSteNSOr .. .occvviiiiiece e 310
Kinematik des starren KOrpers............cccceeeevvvveeeeennnn... 310
Kinetische Energie des starren Korpers.............cc......... 312
Eigenschaften des Tragheitstensors .............c.ccceee.ee. 314
Drehimpuls des starren KOGrpers ............cccceevvveeeeeennnn... 318
Kreiseltheorie ..........cocviiiiiic e, 321
Euler'sche Gleichungen ............cccccooiiiiiiiieiiiic, 322
Euler'sche Winkel............cccoooviiiiiiiiiee e 323
Rotationen um freie Achsen ...........cccceeviiveiiiiecieenne, 324
Kraftefreier symmetrischer Kreisel ..............ccccveeeiennne, 326
AUFabeN .....ooiiiiiiie 331
Kontrollfragen ..........cccoooviiiiiiiiiii e, 335
Lésungen der Ubungsaufgaben........................ 337

Sachverzeichnis............coo ... 499



Kapitel 1

Mathematische Vorbereitungen

—



1

1.1
1.1.1
1.1.2
1.1.3
1.1.4
1.1.5
1.1.6
1.1.7
1.1.8
1.1.9
1.1.10
1.1.11
1.1.12
1.1.13
1.2
1.2.1
1.2.2
1.2.3
124
1.2.5
1.2.6
1.3
1.3.1
1.3.2
133
134
135
1.3.6
1.3.7
14
1.4.1
1.4.2
1.4.3
1.4.4
1.4.5
1.5
1.5.1
1.5.2
153
1.5.4

Mathematische Vorbereitungen

Elemente der Differentialrechnung.............cccccooieninnn 4
Zahlenmengen ..........coooiieiiiiiiei e 4
Zahlenfolgen und Grenzwerte...........ccccccooveeeviieennnn. 6
Reihen und Grenzwerte............cccceeevviiiieeiciieeee 7
Funktionen und Grenzwerte............ccccccveeevviiveeennnn.. 9
SEELIGKEIT ... 1
Trigonometrische Funktionen .............ccccccooiiennnne 12
Exponentialfunktion, Logarithmus .............................. 16
Differentialquotient ..............ccccooovviiiiiiiiiiecccece e, 19
Differentiationsregeln .............ccocoiiiviiiiiiiiiiicee 24
Taylor-Entwicklung.........cccooviiiiiiiii, 28
Grenzwerte unbestimmter Ausdriicke......................... 29
EXTremWerte ......oooiiiiiiiiee e 30
AUfgabeN ........ccooiiiie 33

Elemente der Integralrechnung ............ccccooviiiiiiiieninnn, 37
Begriffe ..o 37
Erste Integrationsregeln ............ccccoeeeviiiieiiiiiieec. 39
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung....... 41
Technik des Integrierens..........cccccveeeviiiieeeiiiieee e 44
Mehrfachintegrale ...........ccccoovviiiiiiiiiiccceee 48
Aufgaben..........coccoiiiiiii 52

VEKEOIEN ... 53
Elementare Rechenregeln ..........c..cccoooviiiiiiiiieiecenn. 55
Skalarprodukt .............oooviiiiiiiiii 59
Vektorprodukt ............ooooiiiiiiiiiiiiceee e 62
+Hohere” Vektorprodukte..............ccovvviiiiiiiiiiiin 66
BasisvektOren ..........cccvvviiiiiiiieeceee e 69
Komponentendarstellungen ............ccccoooiveeiieeiiinnnne, 72
AUfgaben ..o 76

Vektorwertige Funktionen ............ccccoovvveiiiiiiiiiecieee 81
Parametrisierung von Raumkurven .............cccccoceeunee.. 81
Differentiation vektorwertiger Funktionen.................. 83
Bogenlange .........ooooiiiiiiii 85
Begleitendes Dreibein ...........ccoooiiiiiiiiiiiiie 88
Aufgaben..........cocooiiiiiiii 94

FEIAON ... 97
Klassifikation der Felder.............cccccooviiiiinii 97
Partielle Ableitungen............cccooovviiiiiiiiiiceeee 100
GradieNnt.......oooiiiiiiii e 104

Divergenz und Rotation.............cccccceovvviiiiiiiiiieecen. 107



11,55
1.6

1.6.1
1.6.2
1.6.3
1.6.4
1.6.5
1.6.6
1.6.7
1.7

1.7.1
1.7.2
1.7.3
1.7.4
1.7.5
1.8

AUFgabeN ... 110

Matrizen und Determinanten............c.ccoocveevvieeenieeeineeennn, 113
MatriZEN ... 113
Rechenregeln flr Matrizen ..........c.ccocoeeveiiiiiieeci, 115
Koordinatentransformationen (Drehungen)................ 117
Determinanten ..........c..eeeiiiiieiiiiiiiiieee e 122
Rechenregeln fur Determinanten..............ccccoceeviene. 125
Spezielle Anwendungen............ccoocveviiiiiiiiieiiiieen 127
Aufgaben ... 134

Koordinatensysteme ...........occueeviiieiiieeiiieee e 137
Wechsel der Variablen, Funktionaldeterminante......... 137
Krummlinige Koordinaten ...............ccccoveeeiviiiieccennn. 143
Zylinderkoordinaten............ccoocviiiiieiiiiieiie e 147
Kugelkoordinaten............ccccooeiiviiiiieiiiiieceeeeee 149
AUfgaben ........ccoiii 152

Kontrollfragen ..........ccoeviiiiiiieee e 155



1.1

1 Mathematische Vorbereitungen

Die elementare Differential- und Integralrechnung sind eigentlich normaler Bestand-
teil der Schulmathematik. Die Erfahrung hat jedoch gelehrt, dass die mathematischen
Vorkenntnisse der Studierenden des ersten Semesters in dieser Hinsicht stark dif-
ferieren, sodass Dinge, die dem einen vollig selbstverstandlich sind, dem anderen
zundchst als ldhmende Barriere erscheinen. Es sollen deshalb in diesem einfiihren-
den Kapitel die wichtigsten Elemente der Differential- und Integralrechnung zusam-
mengestellt werden, die im Folgenden bendtigt werden, um mit der Theoretische
Physik beginnen zu konnen. Natiirlich kann dies nicht die prazise Darstellung der
Mathematik-Vorlesung ersetzen, ist also an dieser Stelle nur als Notprogramm zu
verstehen. Der Leser, der mit der Differential- und Integralrechnung aus dem Schul-
unterricht bereits vertraut ist, kann die Abschn. 1.1 und 1.2 entweder als testende
Wiederholung ansehen oder sie direkt iiberspringen.

1.1 Elemente der Differentialrechnung

1.1.1 Zahlenmengen
Man definiert die folgenden Zahlentypen:

N=1{1,2,3,...} natiirliche Zahlen
Z=4..,-2,-1,0,1,2,3,...} ganze Zahlen
Q=3{xx= ‘g; peZ, qgeN } rationale Zahlen
R = {x; kontinuierliche Zahlengerade} ~ reelle Zahlen .
Es gilt also
NcZcQcR.

Der Korper der komplexen Zahlen C wird erst spéter in Abschn. 2.3.5 eingefiithrt und
besprochen. In den hier genannten Zahlenmengen sind die Verkniipfungen Addition
und Multiplikation in bekannter Weise definiert. Wir erinnern deshalb nur kurz an
den Prozess des Potenzierens. Fiir eine beliebige reelle Zahl a ist die n-te Potenz wie
folgt erklart:

a'=a-a-a-...-a neN. (1.1)
—_——
n-mal

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1.
DOI 10.1007/978-3-642-12948-3 © Springer 2011
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Es gelten die Regeln:

1. (a-b)"=(-b)-(a-b)-...-(a-b)=a" - b" (1.2)
n-mal

2. d.a"=a-a-...caa-a-...-a=d"" (1.3)

k-mal n-mal
mk _ n_n. L ok

3. (a") =a"-a"-...-a"=a"". (1.4)

k-mal

Auch negative Exponenten sind definiert, was man sich wie folgt klar machen kann:

-k _k

n= gtk —gn g7k g N ak.dk=1.

a
Damit gilt:

—k

a YVaeR (a+0). (1.5)

1
=
Auflerdem erkennen wir den wichtigen Spezialfall:

A =a"=1 VaeR. (1.6)

Diese Beziehung gilt auch fiir a = 0.
Analog und in Erweiterung zu (1.4) werden gebrochene Exponenten eingefiihrt:

" 1\" 1
bzaz(an) ~N b=an.
Man nennt

n-te Wurzel von a

= (ya 5 (1.7)

S =

a

Es handelt sich also um die Zahl, deren n-te Potenz gerade a ergibt.

Beispiele
Y4=47=2 denn: 22=2.2=4
Y27 =275 =3 denn: 33=3-3-3=27

/0,0001 = 0,0001% =0,1 denn: 0,1*=0,1-0,1-0,1-0,1=0,0001.
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Schliefilich kénnen wir auch rationale Exponenten zulassen:
P

at = Var = (Ya)l . (1.8)

Die letzte Verallgemeinerung auf beliebige reelle Zahlen wird spiter vollzogen.

1.1.2 Zahlenfolgen und Grenzwerte
Unter einer Zahlenfolge wollen wir eine Folge von (indizierten) reellen Zahlen ver-
stehen:

a1,a2,03,+ ,p, - a, e R. (1.9)

Es gibt endliche und unendliche Zahlenfolgen. Bei einer endlichen Folge ist n auf
einen beschrinkten Bereich aus N begrenzt. Die Folge wird abstrakt (kompakt) durch
das Symbol

{an)

gekennzeichnet und stellt eine Abbildung der natiirlichen Zahlen N auf den Korper
der reellen Zahlen R dar:

f:neN—g,eR (n — ay) .

Beispiele

1 1
. ag,=— —a=l,aa=-,a3=—,a4=—--- 1.10
1 n= 1 27 > 83= 5, 0= (1.10)
1 1 1 1 (1.11)
) = —>a; = ) = , a3 = L 111
2 n(n+1) =1 ™72 3" 3y
3 l+1 2 > 4 > ( )
. a,=1+=- —a =2 ay=—,a3=—,a4=—, - 112
n ” 1 e e

1.1.1

Definition 1.1.1:  Grenzwert einer Zahlenfolge Strebt a, fiir n — oo gegen eine
einzige endliche Zahl a, so heiflt a Grenzwert (Limes) der Folge {a,}:

. n— oo
lim a,=a ; a, — a. (1.13)
n— oo

Die mathematische Definition lautet:

{an} konvergiert gegen a

<= Ve>0 In. €N derart,dass |a,—a|l<e Vn>ne,. (1.14)
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Gibt es kein solches a, so heif3t die Folge divergent. Konvergiert {a,} gegen a, so gibt
es also zu jedem & > 0 nur endlich viele Folgenelemente mit einem Abstand grofler
als £ von a.

Beispiele .
L {a,} = {;} —> 0  (Nullfolge) (1.15)
2. {an}:{n—tl}_) 1, (1.16)
denn:
n 1 1

1.

= _ =
ntl 1+1 1+0
Hier haben wir im Vorgriff bereits Regel (1.22) benutzt.

3 {an} ={q"} — 0, falls |g| <1. (1.17)

Der Beweis dieser Aussage gelingt mit Hilfe des Logarithmus, den wir aber erst
mit (1.65) einfiihren. Der Beweis zu (1.17) wird deshalb im Anschluss an (1.70)
durchgefiihrt.

1 n
4. a, = (1 + —) —> e =2,71828... Euler’sche Zahl . (1.18)
n

Dieser Grenzwert einer fiir die Anwendung wichtigen Folge sei hier ohne Beweis
angegeben.

Das gilt auch fiir die folgenden
Rechenregeln fiir Zahlenfolgen

deren explizite, recht einfache Begriindung wir dem Leser iiberlassen, evtl. unter
Zuhilfenahme der mathematischen Lehrbuchliteratur. Es gelte fiir zwei Folgen {a,}
und {b,}:

lim a,=a; lim b,=b.
n— oo n— oo
Dann folgt:
lim (a, £b,) =axb (1.19)
n— o0
lim (c-ay)=c-a (ceR) (1.20)
n— oo
lim (a,-b,)=a-b (1.21)
n— o0

a

lim <b—”) . (b, b, #0 Vn) . (1.22)

n— oo " b
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© 1.1.3 Reihen und Grenzwerte
Addiert man die Glieder einer unendlichen Zahlenfolge, so entsteht eine Reihe:

o0
A1,02,03,++ sy, -+ (N d]+dp+az+---+ay,+---= Z A . (1.23)
=1

Die Reihe ist letztlich definiert als Grenzwert einer Folge von (endlichen) Partial-

summen:
.
S, = Z A . (1.24)
m=1
Die Reihe konvergiert gegen S, falls
lim S, =$ (1.25)
r— 00

existiert. Andernfalls ist sie divergent.

o0
m=1

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass die Reihe ) a, konvergent ist, stellt

die Forderung

lim a, =0 (1.26)
m— 00

dar. Falls Zfz | am in der Tat konvergent ist, dann muss namlich gelten:

lim a, = lim (Sy—Su1)= lim S,— lim S, 1 =S-S=0.
m— o0 m— o0 m— o0 m— o0

Gleichung (1.26) ist allerdings nicht hinreichend. Ein prominentes Gegenbeispiel

stellt die harmonische Reihe dar:

o0

1 1 1

Z—:1+—+—+~--. (1.27)
m 2 3

m=1

Sie ist divergent, obwohl lim,, —, % = 0! Wir fithren den Beweis als Aufgabe 1.1.3.
Die Mathematik (Analysis) kennt verschiedene, notwendige und hinreichende Kon-
vergenzkriterien fiir unendliche Reihen:

Vergleichskriterium,
Quotientenkriterium,
Wurzelkriterium

Wir werden diese im Folgenden nicht explizit benotigen, belassen es deshalb hier bei
der Aufzéhlung (s. Mathematik-Vorlesung zur Analysis).

Einen wichtigen Spezialfall einer unendlichen Reihe stellt die geometrische Reihe
dar, fiir die gilt:

o0
m=1
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Die Partialsummen
Sr:q0+ql+‘__+qr—1

lassen sich leicht analytisch berechnen. Dazu multiplizieren wir die letzte Gleichung
mit g,

aSr=q' +q +---+q
und bilden die Differenz:
S—qS=S(1-q)=¢"-¢ =1-q".

Damit folgt das wichtige Ergebnis:

S, = : (1.29)

Hierbei wurden (1.19) und (1.20) ausgenutzt. Es ist also wegen (1.17):

1
— ,falls |q| < 1
S=1lm S, ={1—¢

e nicht existent, falls |g| > 1

(1.30)

1.1.4 Funktionen und Grenzwerte

Unter einer Funktion f(x) versteht man die eindeutige Zuordnung einer abhdngigen
Variablen y aus dem Wertebereich W zu einer unabhdngigen Variablen x aus dem
Definitionsbereich D der Funktion f(x):

y=fx) ; DCR-L WcR. (1.31)
Wir fragen uns, wie sich f(x) mit x dndert. Die Folge
{n} = 1,20, %3, -+ 5 Xy o -
sei aus dem Definitionsbereich der Funktion f. Dann gibt es zu jedem x,, ein
Y = f(%n)

und damit eine ,,neue“ Folge {f (x,)}.
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1.1.2 Definition 1.1.2 f(x) besitzt bei xy einen Grenzwert fy, falls fiir jede Folge {x,} — xo
gilt:
lim f(x,)=/fo - (1.32)
n— o0
Man schreibt:
xli)n}q) fx)=fo. (1.33)
Beispiele
1.
3
R . i =2
f(x) g ; Jim flx) =2 (1.34)

Fiir alle x # 0 konnen wir umformen:
1
fx) = ——.
TEEp
Fiir jede Folge {x,}, die gegen oo strebt, bilden xiz und x% Nullfolgen. Deshalb
gilt:

x3

lim ——— =1
x—00x3 +x—1
2.
fe=0+0y 5 lim f) =1 (135)

Fiir die spezielle Nullfolge {x,} = {%} kennen wir nach (1.18) den Grenzwert, was
sich aber auch fiir beliebige andere Nullfolgen zeigen lésst:

lim (1+x)x =e. (1.36)
x—0
Wenn die Zuordnung
f
X <—y (1.37)

eineindeutig ist, so ldsst sich zu f die
Umbkehrfunktion

f! definieren. Sie ergibt sich durch Auflésen von y = f(x) nach x:

) =x. (1.38)
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Beispiel
y=f(x)=ax+b a,beR
_ 1 b
~x=fl) =y
a a

Wir werden spédter noch einige weitere Beispiele kennen lernen. Man beachte, dass
im Allgemeinen

1
—1
f(x) # R

Wichtig ist die oben schon geforderte Eindeutigkeit von f1, nur dann ist f! als
Funktion zu definieren. So ist die Umkehrung von y = x? nicht eindeutig: x = & /5.
Beschriankt man jedoch den Definitionsbereich von f z.B. auf nicht-negative x, so
existiert die Umkehrfunktion.

1.1.5 Stetigkeit
Wir kommen nun zu dem wichtigen Begriff der

Stetigkeit

y = f(x) heifit stetig in xy aus dem Definitionsbereich von f, wenn es zu jedem € > 0
ein 6 > 0 gibt, sodass fiir jedes x mit

lx —x0] <6
folgt:
If (x) — f(x0)| <&

Alternative Formulierung:

¥y = f(x) heif3t stetig in xo aus dem Definitionsbereich von f, wenn fiir jede Folge
{xn} — xo folgt:

lim f(x)=f(x0) =fo.

X —> X0

Der Grenzwert fj ist also gleich dem Funktionswert f(xp). Wir erldutern den Begriff
der Stetigkeit an zwei Beispielen:

fx) = : (1.39)
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f
1
1 X
Abb. 1.1. Beispiel einer stetigen Funktion
f
1
1 X
Abb. 1.2. Beispiel einer unstetigen Funktion

Die Funktion (1.39), dargestellt in Abb. 1.1, ist offensichtlich stetig, im Gegensatz
zu der Funktion aus Abb. 1.2:
-1:x>1

. (1.40)
1 :x<1

fx) =1"

Diese Funktion ist offensichtlich unstetig in x = 1:

lim f(x)=+1+# lim f(x)=0.
x— 17 x— 1T

1.1.6 Trigonometrische Funktionen
Es ist davon auszugehen, dass die trigonometrischen Funktionen aus der Schul-
mathematik bekannt sind. Es sollen deshalb hier nur die wichtigsten Beziehungen
zusammengestellt werden.
Bogenmaf}
Abbildung 1.3 veranschaulicht, dass man den Winkel ¢ nicht nur in Winkelgra-
den °, sondern ebenso eindeutig auch tiber den Kreisbogen s ausdriicken kann:

s=s(p) : s(360°) =2mr; s(180°) =mr; s(90°) = g ri...

Man fiihrt die dimensionslose Grofle

Radiant

Q=- (1.41)
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/o)

Abb. 1.3. Zur Definition des Bogenmasses

ein:

>

0(°) = 360(180,90,45,1) —> 27 (n,

R
&1

, KT[O) rad . (1.42)

Trigonometrische Funktionen
In dem rechtwinkligen Dreieck in Abb. 1.4 sind a die An-Kathete, b die Gegen-
Kathete und ¢ die Hypothenuse. Damit definiert man:

) b
sina = — (1.43)
c
a
cosa = — (1.44)
c
sina b
tana = = - (1.45)
cosa a
cosa 1 a
cota = — = =—. (1.46)
sina  tana b
c
b
a
a Abb. 1.4. Zur Definition der trigonometrischen Funktionen
Nach dem Satz von Pythagoras gilt:
2 2
a- b
a2+b2=cz N —2+—2:1.
¢
Das ergibt die wichtige und héufig benutzte Formel:
) 2 _
sin“a+cos“a=1. (1.47)

Sinus-Funktion
Die Sinus-Funktion ldsst sich wie in Abb. 1.5 graphisch darstellen. Dabei beachte
man, dass der Winkel o im mathematisch positiven Sinn, also gegen den Uhr-
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y=y(a) = sina

+1

ar a

1/ —11/2 0 /2 \m Bu/2/2n
r=
sina

-1

Abb. 1.5. Graphische Darstellung der Sinus-Funktion

zeigersinn, gezahlt wird. Der Sinus ist periodisch mit der Periode 271. Es handelt
sich um eine ungerade Funktion des Winkels a:

sin(—a) = —sin(a) . (1.48)

Wir untersuchen als Einschub im Zusammenhang mit dem Sinus einen speziellen
Grenzwert:

fx) = — ; lim f(x) =? (1.49)

X x—0

Der Grenzwert ist zundchst noch unbestimmt (,,0/0). Wir versuchen eine gra-
phische Losung mit Hilfe von Abb. 1.6. x sei ein Stiick eines Kreises (von B nach C)
mit dem Radius R = 1 um den Mittelpunkt O (Bogenmaf3). Dann gilt fiir das von

den Punkten O, B und C festgelegte Kreissegment:
R
F(@BC):nRZ.i:’C_:f.
2nR 2 2

Ferner liest man an der Skizze ab:
OB=0OC=1 ; OA=cosx ; BA =sinx.

Der Strahlensatz liefert zudem:

Abb. 1.6. Berechnung von lim, _, ¢ sin x/x
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Nun gilt offensichtlich folgende Abschdtzung fiir Flacheninhalte:

F(OBA) < F(OBC) < F(ODC) .

Dies bedeutet:
1 ) x 1
—cosxsinx < — < —tanx
2 2 2
X 1 .
N cosx < — < (sinx > 0)
sinx  cosx
1 sin x
mn > —— > CosXx.
cosx x
Nun gilt fiir x — 0 cosx — 1 und m — 1, sodass gelten muss:
sin x
lim — =1. (1.50)
x—0 X

In (1.94) werden wir eine Reihenentwicklung fiir den Sinus ableiten:

2n+1

1
sina=a—- —a’ +—a+ - — 1.51
318 T Z S e (151)
Hier haben wir benutzt:
n=1-2-3-...-n;0=1'=1 (n-Fakultdt) . (1.52)

Aus der Reihenentwicklung geht insbesondere hervor, dass fiir kleine Winkel «
(im Bogenmaf3!) ndherungsweise

sina ~ o (1.53)

gilt. Daran erkennt man unmittelbar den Grenzwert (1.50).
Beschrankt man den Winkel a auf das Intervall [-7/2, +71/2], so besitzt der Sinus
eine eindeutige Umkehrfunktion, die man als Arcus Sinus bezeichnet:

a = sin” ! (y) = arcsin(y) . (1.54)

Diese Funktion bildet das Intervall [—1,+1] fiir y auf das Intervall [—7/2, +71/2]
fiir  ab. Diese Umkehrfunktion gibt den Wert des Winkels & im Bogenmaf an,
dessen Sinus-Wert gerade y betragt.

Kosinus-Funktion

Wihrend der Sinus nach Abb. 1.5 {iber die Gegen-Kathete des rechtwinkligen
Dreiecks festgelegt wird, bestimmt sich die Kosinus-Funktion ganz analog tiber
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y=yla) = cosax

+1

- ~1/2 0 N\2m J3mi2iam “
cosa

-1

Abb. 1.7. Graphische Darstellung der Kosinus-Funktion

die An-Kathete (Abb. 1.7). Man erkennt an den rechtwinkligen Dreiecken in den
Abb. 1.5 und 1.7, dass es sich um den um 7/2 verschobenen Sinus handelt:

cos(a) = sin (a + g) . (1.55)

Beschrinkt man den Winkel o auf das Intervall 0 < a < 7 so existiert eine
eindeutige Umkehrfunktion, die Arcus Kosinus genannt wird:

a= cos_l(y) = arccos(y) . (1.56)
Es handelt sich beim Kosinus um eine gerade Funktion von a:
cos(—a) = cos(a) . (1.57)
In Aufgabe 1.1.12 leiten wir die Reihenentwicklung des Kosinus ab:

00
(X2 (X4 a6 aZn

cos(a)z1—E+Z—a+...=;(—l)”(2n)! .

(1.58)

Aus dieser Reihenentwicklung entnimmt man, dass fiir kleine Winkel a (im
Bogenmafl!) ndherungsweise

cosa ~ 1 (1.59)

gilt.

Auflerordentlich niitzlich sind die Additionstheoreme der trigonometrischen
Funktionen, die wir spéter mit Hilfe der Euler’schen Formel fiir komplexe Zahlen
in Aufgabe 2.3.9 relativ einfach werden beweisen konnen:

sin(a £ B) = sina cos f £ sin B cosa (1.60)

cos(a = fB) = cosa cos B F sina sin 3 (1.61)
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© 1.1.7 Exponentialfunktion, Logarithmus
Exponentialfunktion
Darunter versteht man die Funktion

y=a". (1.62)

a nennt man die Basis und x den Exponenten. Dabei kann a irgendeine beliebige
reelle Zahl sein. Haufig benutzt man die Euler’sche Zahl e (1.18) und schreibt:

y = y0e™ = yo explax) . (1.63)
Diese Funktion besitzt in der theoretischen Physik eine grofie Bedeutung und

Y

exw \\\\/ Aexp(—x)

~~_

Abb. 1.8. Schematischer Verlauf der
Exponentialfunktion

wird entsprechend héufig eingesetzt (Wachstumsfunktion, Zunahme einer Popu-
lation, Strahlungszerfall einer radioaktiven Substanz, Auf- und Entladung eines
Kondensators, ... ).

Wir werden in Abschn. 1.1.10 mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung die folgende
wichtige Reihenentwicklung der Exponentialfunktion beweisen kénnen:

et = —. (1.64)

Logarithmus
Es handelt sich um die Umkehrfunktion zu y = a*, die nur fiir y > 0 definiert ist:

Logarithmus zur Basis a
x=log,y. (1.65)

log, y ist also die Zahl, mit der man a potenzieren muss, um y zu erhalten. Oft
wiahlt man a = 10 und spricht dann vom dekadischen Logarithmus:

log;, 100 = 2; log,, 1000 =3;...
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In der Physik wird jedoch am héufigsten der natiirliche Logarithmus mita = e
verwendet. Man benutzt dann das Symbol log, = In, verzichtet also auf die
explizite Basisangabe:

In(e") =x < e =x. (1.66)
X

Mit y = ¢* und y’ = ¢* sowie a,c € R kénnen wir einige wichtige Rechenregeln

des Logarithmus ableiten:
In(y-y)= ln(ex-e"/> zln(e"ﬂj) =x+x

=Iny+1Iny (1.67)

In(c-y) =In(c-€e*) =In (elnc . ex) =In <eln‘:+x) =Inc+x

=Ilnc+1Iny (1.68)

In(»*) =In ((ex)a) =In (e“x) =—ax
=alny. (1.69)
Man erkennt schliefllich noch die Spezialfille:
In(1) = In(e”) = 0 ; Inx <0 falls 0<x<1. (1.70)

Wir wollen schliefllich noch den Beweis zu (1.17) nachtragen, den wir zurtick-
gestellt hatten, da er Eigenschaften des Logarithmus benutzt. Es ging um die
Aussage

{an} ={4"} — 0, falls |g| <1.
Es sei
la, — 0| <e<1.
Dies bedeutet (Abb. 1.9):

19" =1g9|" <e<1l & In|g/"<lne<0

>0.

Ine
& nlnjgl <lne<0 = n>
—— 1f1|q|
<0

Sei nun 7, die kleinste ganze (natiirliche) Zahl mit

Ine

>
" =g
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Inx

ey

Abb. 1.9. Schematischer Verlauf des natrlichen

Logarithmus

dann ist die Ausgangsungleichung fiir alle n > n, erfiillt. Man erkennt zusatzlich:

Ine )
g9 >1 = n< il <0 = Folge divergent
niq

q=1 = lim a, =1 = Folge konvergent

n— oo

q=-1 = -1,+1,-1,+1,--- = Folge divergent (aber beschrdinkt) .

© 1.1.8 Differentialquotient
Als Steigung einer Geraden bezeichnet man den Quotienten aus Hohendifferenz Ay
und Basislinie Ax (s. Abb. 1.10). Fiir den Steigungswinkel « gilt dann:
Ay
tana = Ax " (1.71)
Ganz analog definiert man die Steigung einer beliebigen Funktion f(x) in einem
Punkt P (s. Abb. 1.11). Die Sekante PQ hat den Anstieg

A
Y _ tand’ .
Ax
y
Y2
Ay
¥ o
1
Ax
/ x
X X,
Abb. 1.10. Steigung einer Geraden
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Abb. 1.11. Zur Definition der Ableitung einer
Funktion y = f(x)

Man bezeichnet

ﬂ _ flx+Ax) —f(x)
Ax Ax

(1.72)

als Differenzenquotienten. Lasst man nun den Punkt Q ldngs der Kurve gegen den

Punkt P rutschen, dann wird aus dem Anstieg der Sekante der Anstieg der Tangente

an der Kurve f(x) im Punkt P (gestrichelte Linie in Abb. 1.11),

tana = lim tana’ = lim —
a—a Ax— 0 Ax
und man erhélt den Differentialquotienten

Ay dy

A0 Ax  dx (:73)
den man dieErste Ableitung der Funktion f (x) nach x an der Stelle x nennt:
% = %f (x) =f'(x). (1.74)
Beispiel
flx) =
Differenzenquotient:

Ay  (x+ Ax)? — x2 _ 2xAx + (Ax)?
Ax Ax - Ax
Damit ergibt sich als erste Ableitung:

=2x+Ax.

f'(x) =2x.
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Abb. 1.12. Beispiel einer im Punkt P nicht
differenzierbaren Funktion y = f(x)

Nicht jeder Differenzenquotient besitzt iiberall einen eindeutigen Grenzwert! Die
Kurve in Abb. 1.12 ist im Punkt P stetig, besitzt dort aber keine eindeutige Steigung.
Man sagt, f (x) sei im Punkt P nicht differenzierbar.

Definition 1.1.3
y = f(x) ist in xo genau dann differenzierbar, wenn f(x() definiert ist und ein
eindeutiger Grenzwert
f(x0 + Ax) — f(x0)
Ax

f'(x0) = lim
Ax—0
existiert!

Die Funktion y = f(x) heift differenzierbar im Intervall [a, b], wenn sie fiir alle
x € [a, b] differenzierbar ist!

Man bezeichnet anschaulich f’(x) als die Steigung der Kurve f(x) im Punkt x.

Betrachten wir die Anderung des Funktionswertes zwischen den beiden Punkten P
und Q (Abb. 1.11),

+ —

fle+ a0 ()
Ax

so wird fiir Ax — 0 der Vorfaktor zur Tangente in x. Das ergibt das

Ay =f(x+ Ax) — f(x) =

b

Differential der Funktion y = f(x)

dy =f'(x)dx. (1.75)
Im Allgemeinen ist dy # Ay.
Beispiele
1. y=fx)=c-x" ;neN;ceR. (1.76)

Diese Funktion ist fiir alle x differenzierbar mit:

flx)=nc-x"", (1.77)
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denn:
(x+Ax)" = Vo (") A [T ) Ax
0 1 n
n\ n!
r] o r(n—r1)!
A x+ Ax)" — x"
A Y ) (n>2)
Ax Ax
-2 (" X" TAx + " XA L+ Ax"
Ax 1 2 n
=clnx"'+ " XA+ L.+ AT
2
A
N lim —yzcnx"_l.
Ax—0 Ax

Fiir n = 0 (n = 1) ist der Differenzenquotient bereits identisch null (= ¢), d.h.
unabhéngig von Ax, sodass die Behauptung unmittelbar erfiillt ist.

2. y=fx)=c;ceR = fl(x)=0, (1.78)
denn:
A —
Y_TC .
Ax Ax

Es handelt sich hier natiirlich um den n = 0-Spezialfall des ersten Beispiels.
3. y=fl)=¢ = flx)=¢". (1.79)

Die Exponentialfunktion ist fiir alle x differenzierbar! Das sieht man wie folgt:

Ay ex+Ax — e . eAx -1
= =¢
Ax Ax Ax
1 AL2
S LRt
Ax

A
~  lim il *
Ax— 0 Ax

Hier haben wir die vorweggenommene Reihenentwicklung (1.64) der Exponen-
tialfunktion benutzt.
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4. y=f(x)=sinx ; = f'(x) =cosx. (1.80)

sin x ist fiir alle reellen x differenzierbar, denn:

Ay  sin(x + Ax) —sinx

Ax Ax
B sinx cos Ax + cosx sin Ax — sinx
Ax
sinx(cosAx — 1) sin Ax
= + cosx
Ax Ax

Im zweiten Schritt haben wir das Additionstheorem (1.60) angewendet. Benutzt
man dann noch (Aufgabe 1.1.5),

Ax
1 — cos Ax = 2 sin? 7 R

so bleibt zu berechnen:
Ax

/ . .. AxsinS sin Ax
f'(x)= lim [—sinx sin — + cosx = COSX .
Ax—0 2 A Ax
2

Im letzten Schritt haben wir fiir beide Summanden (1.50) ausgenutzt.

5. y=f(x)=cosx = f'(x)=—sinx. (1.81)

Auch der Kosinus ist fiir alle x differenzierbar. Die Berechnung der ersten Ablei-
tung erfolgt ganz analog zu der des Sinus im vorigen Beispiel (Aufgabe 1.1.6).

Die Ableitung einer Funktion f(x) ist in der Regel wieder eine Funktion von x und
lasst sich evtl. ebenso differenzieren. Das fithrt zum Begriff der

»Hoheren® Ableitung

Falls die jeweiligen Grenzwerte existieren, schreibt man

y=1x) =fO%)
Y = () = %f(x)

7/ !/ d2
y o =1(x) = @f(x)

oo = o = L = L (0 ) = (50

dxn+1
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Beispiel

flx)=x> ~fl(x) =3 ~f'(x) = 6x

AR =6 AfYP=0 AfMx)=0Vn>4

Beliebig oft differenzierbare Funktionen heiflen glatt.

© 1.1.9 Differentiationsregeln
Wir listen einige Regeln fiir das Differenzieren von Funktionen einer unabhéngigen
Variablen auf:
1.

Konstanter Faktor

y=c-flx) = y=cf(x), (1.82)
denn:
J :A}Cigo c-f(x+A;ci—c-f(x)
= tim 12 o LI Y
2.
Summe
y=flx)+glx) = ¥y =f(x)+¢gx). (1.83)
Dies ist direkt an der Definition ablesbar.
3.
Produkt
y=f(x)-glx) = y=f(x) gx)+f(x) gx), (1.84)

denn:

Y= Jlim (o A0) g+ ) ) - g()

m ((f(x +Ax) - f(x)) - g(x + Ax)

1
Ax— 0 Ax

+ gl + AX) - f(x) — f(x) - g(x))
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lim flx+Ax) — f(x)

Ax— 0 Ax

g(x+ Ax) — g(x)
Ax

- g(x + Ax)

* Jm, £

=f"(x) - g(x) +f(x) - g'(x) .

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Funktionen ¢ und f natiirlich
stetig sein miissen, da sonst die Ableitung nicht existieren wiirde.

Beispiel Essein € N:

/
x".in:1 ~ (x”)/inwLx"(in) =
x x x
N nx”fl-in =—x" (x*”)/

x

Damit haben wir als Ergdnzung zu (1.77) eine Vorschrift, wie man Potenzen mit
negativen Exponenten differenziert:

(xfn)/ = —px (D) (1.85)

Quotient

y=ﬂﬁ;g@%ﬂ):>V:f@yﬂ@;ﬂ@%d@, (1.86)
g(x) g% (x)

denn:
Wir untersuchen zunichst die Ableitung von

1
h(x) = — ,
(x) 200

wobei wir wieder die Stetigkeit von g(x) voraussetzen konnen:

N 1
hlx) = A;lclgo Ax (g(x + Ax) g(x))
_ g(x + Ax) — g(x) 1
= — lim .
Ax—> 0 Ax g(x + Ax) - g(x)
, 1
—au>£@

Mit der Produktregel (1.84) folgt dann die Behauptung.
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Kettenregel

d
y=f(@gx) =y = EJ; g x), (1.87)

denn:

Es seien u = g(x) differenzierbar in x und y = f(u) differenzierbar in u = g(x),
dann ldsst sich mit g(x + Ax) = u + Au (Stetigkeit!) schreiben:

f (g(x + Ax)) —f (g(x)) flu+ Au) = f(u) ' g2(x+ Ax) — g(x)

Ax Au Ax

Nutzt man noch einmal die Stetigkeit von u = g(x) aus (Ax - 0 ™ Au — 0),
so bleibt:

d

fim £ 83 FA0) ~f(g0) _ diﬂu) L.
u dx

Ax— 0 Ax

Formal erhdlt man also ein Ergebnis, das der ,normalen Bruchrechnung“ ent-
nommen zu sein scheint:

dy _dy du

dx  du dx’

Beispiel Wir demonstrieren die Kettenregel an einem wichtigen Beispiel. Dazu
berechnen wir die fiir alle x existierende erste Ableitung von

y=f(x)=Inx.
Wir leiten mit der Kettenregel und mit Hilfe von (1.79) den Ausdruck x = el"* nach x
ab:
d
1= elnxa Inx.
Das ergibt offensichtlich:
d 1 1
alnxz elTx = ; N (1.88)

Damit konnen wir die Differentiationsregeln (1.76) und (1.85) noch einmal verallge-
meinern. Sei nun « eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt:

X% = elnx"‘ — ealnx
dx*  de* d(alnx 1 1
hntd— _¥:ealnx'a_:xaa_.
dx du dx X X

u=alnx
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Damit haben wir die Verallgemeinerung zu (1.76) und (1.85),
dx*
dx

die also nun fiir beliebige reelle Zahlen a bewiesen ist.

a—1

ax* (1.89)

6. Wir betrachten zum Schluss noch die Umkehrfunktion (1.38):

T (f) =x.

Mit der Kettenregel folgt:

L e =1,

df
Das bedeutet:
d 1
7O 5 (199)
Mit
_ _ 4y o
y=fx) ~ x=f"() ~ dy(f (y))—dy

ergibt sich ein Ausdruck, der wiederum der elementaren Bruchrechnung zu
entstammen scheint:

dx 1

— = . (1.91)
d

& F

Zur Demonstration der abgeleiteten Rechenregeln mogen schliefllich noch die
folgenden Beispiele dienen:

Beispiele
zul: f(x)=asinx ;a€R = f'(x) =a cosx

zu2: f(x)=x"—3lnx = f'(x) = 5x* 3
X

3

zu3.:  f(x) = x> cosx = f'(x) = 3x% cosx — x° sinx

X 2x sinx — x2 cos x
zug:  f(x)=— =>f(x)= —
sin x sin? x

zus.:  f(x)=3 sin(x%) = f'(x) =3 cos(x%) - 3x% = 9x? cos(x?)
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© 1.1.10 Taylor-Entwicklung

Bisweilen ist es fiir den Physiker nicht zu vermeiden, den Weg der strengen mathe-
matischen Exaktheit zu verlassen, um tiberhaupt erst durch sinnvolle mathematische
Vereinfachungen zu konkreten physikalischen Resultaten zu gelangen. Ein wichtiges
Hilfsmittel stellt dabei die so genannte Taylor-Entwicklung einer mathematischen
Funktion y = f(x) dar, von der wir voraussetzen wollen, dass sie beliebig viele
stetige Ableitungen bei x = xy besitzen moge. Dann gilt die folgende Potenzreihen-
Entwicklung, die wir als Aufgabe 1.1.9 beweisen wollen:

£(x) f(0)+f 0)( x0)+f;€0)(x—xg)2+...

o
" (xo)
= Z ' (x — x0)" (1.92)
n!
n=0
1 x0) = f0)|
=Xx0
Die Annahme |[x—xy| < 1sichertdie Konvergenz der Reihe. Dann darf man aber davon
ausgehen, dass die Reihenglieder mit wachsendem Index n immer kleiner werden,
sodass man im Sinne einer kontrollierten Naherung die Reihe nach endlichen vielen
Termen abbrechen kann. Der Fehler ldsst sich abschitzen, worauf wir in Abschn. 1.6
in Band 3 noch einmal zuriickkommen werden.
Die Taylor-Entwicklung kann aber auch zur Ableitung exakter Reihen benutzt
werden, wie die folgenden Beispiele zeigen:

1
1. X) = s x0=0; |x|<1.
f(x) R ||

Wir benutzen
f0)=1; f(0)=-1(1+0)2=~1; f'(0)=2(1+0)7 =
N f(”)(O) =(=D"n! 3 x—x0=x.

Dies bedeutet

l o
= (=" (1.93)
X
n=0
Man vergleiche dieses Resultat mit (1.30)!
2. f(x) =sinx ; xp=0.
Wir verwenden in der Taylor-Reihe (1.92) nun:
f(0)=0 3 f'(0) =cos(0) =1 ; f"(0) =—sin(0) =0 ;
”(0) = —cos(0) = —

~ A0 =0 5 20 = (1)
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Das bedeutet in diesem Fall
1 00 x2n+1

1
: 3 5 n
sinx=x——x"+—x"+...= E -1 —. 1.

3! 5! n:0( ) 2n+1)! (1:94)

Diese Entwicklung wurde bereits in (1.51) vorweggenommen.
3. fx)=¢" ;x=0.

Mit (1.79) ergibt sich:

Damit bleibt:

e = — . (1.95)
n!
n=0

Wir haben dieses Ergebnis bereits in (1.64) verwendet.
© 1.1.11 Grenzwerte unbestimmter Ausdriicke

Gemeint sind Grenzwert-Ausdriicke vom Typ 0/0 beziehungsweise +00/co, die so
natiirlich nicht definiert sind, wie die folgenden konkreten Beispiele:

ln(l + X) x—0 0
—_— H —_
X 0

X 0

sinx x—o0 O
H —

Inx x—0 —00
—_— H —_—
1 00
X
Fiir Terme dieser Art gilt die niitzliche Regel von ’Hospital, die wir hier ohne Beweis
angeben: Die Funktion

liefere fiir x — a einen unbestimmten Ausdruck der obigen Art. Dann gilt

lim f(0) = lim 2

x—a x—a y)/(x) ’

(1.96)

Ist die rechte Seite erneut so nicht definiert, so ersetzt man auf der rechten Seite die
ersten durch die zweiten Ableitungen. Wenn der Quotient auch dann unbestimmt
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bleibt, so nimmt man die dritten Ableitungen, und so weiter. Die obigen Beispiele

berechnen sich damit wie folgt:

In(1 + x) =
li = lim 1= =1 L
AT A (197)
. sin x COS X
lim — = lim =1 (1.98)
x—0 X x—0 1
LS S (—x) =0 (1.99)
coo T TSy T TR T 199

© 1.1.12 Extremwerte
Fiir eine Kurvendiskussion ist es niitzlich und wichtig, die (lokalen) Minima und

Maxima der betreffenden Funktion f(x) zu kennen. Wir stellen fest:

f(x) hat bei x( ein lokales Maximum (Minimum),
falls ein 6 > 0 existiert, sodass fiir alle x € Us(xo) gilt:
f(x) < f(xp) = Maximum
f(x) > f(xo) = Minimum

Dabei verstehen wir unter Us(xp) die §-Umgebung von x:

Us(xo) = {x; |x — x0| <6} . (1.100)

Behauptung f(x) sei in xo differenzierbar und besitze dort ein (lokales) Extremum.
Dann gilt:

fl(x0) =0
f .
Maximum
|
/;_\
[ \ g
f
X, L. . .
\ |O x Abb. 1.13. Beispiel einer Funktion y = f(x)
.. I mit einem (lokalen) Maximum bzw.
Minimum . .
Minimum bei xg
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Beweis Wir fithren den Beweis am Beispiel des Minimum (s. o.). Fiir dieses gilt, wenn
nur |x — xo| hinreichend klein ist:

f(x)=f(xo) |>=0 fir x>x

X — X <0 fir x<xg

Dann muss aber notwendig geschlussfolgert werden:

lim L TIE) .

X — X0 X — Xp

Man beachte aber, dass f'(xg) = 0 eine notwendige, jedoch keine hinreichende
Bedingung fiir ein Extremum darstellt. Es kénnte sich auch um einen Wendepunkt
handeln! Fiir das Beispiel in Abb. 1.14 ist fiir x < x die Steigung f’(x) monoton fallend

Xo

X Abb. 1.14. Wendepunkt einer Funktion f(x) bei

X = X0

Xo

und fiir x > x¢p monoton wachsend. Das bedeutet:
<0 fir x<x
f// (x) f— 0
>0 fir x>xp
und damit:

"(x0) =0 (Wendepunkt) (1.101)

Ein hinreichendes Kriterium fiir ein Extremum im Punke x = xy kann man sich
leicht an den Abb. 1.15 und 1.16 klar machen:
>0 : Minimum

f'(x0) =0 und f”(xo){ ' . (1.102)

<0 : Maximum
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f
|
|
|
|
|
|
I
1
f :
|
|
|
l
\ X
xo 1
|
: Abb. 1.15. Funktion f(x) mit einem Maximum bei
! x = xp und ihre Ableitung f'(x)
f
|
|
|
|
|
|
I
I
L X
Xo
f/

I
I
|
|
I
:
| X
1 %o
I
: Abb. 1.16. Funktion f(x) mit einem Minimum bei
|

x = xo und ihre Ableitung f’(x)

Auch zu (1.101) ist zu sagen, dass es sich nur um eine notwendige Bedingung fiir
einen Wendepunkt handelt, hinreichend wire:

f'(x0) =f"(x0) =0 und f"(xp) #0. (1.103)

Den allgemeinen Sachverhalt miissen wir allerdings hier wieder ohne Beweis tiber-
nehmen: Es gelte fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f(x):

fx0) =f"(x0) = ... = fM(x9) =0 mit f™V(x)#0 (n>3), (1.104)
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dann besitzt die Funktion f(x) an der Stelle x = xp
ein Maximum fiir # ungerade und "1 (xy) < 0,
ein Minimum fiir #n ungerade und f (+1) (x0) > 0,
einen Wendepunkt (mit horizontaler Tangente) fiir n gerade.

Hierin sind die oben besprochenen Spezialfille offensichtlich enthalten.
Wir betrachten dazu zwei Beispiele (s. Abb. 1.17):

1. filx) = x> anderStelle x=0
Man findet schnell:
fi0)=£f'0)=0 ; £7(0)=6>0.
Die Funktion hat also bei x = 0 einen Wendepunkt.
2. fo(x) =x* anderStelle x=0
In diesem Fall gilt:
AO) =0 =0 =0 ; 20 =24>0.

Diese Funktion besitzt bei x = 0 ein Minimum.

fi />

Abb. 1.17. Schematischer Verlauf der Funktionen f; (x) = x®> und f>(x) = x* in der Nahe von x = 0

© 1.1.13 Aufgaben

Aufgabe 1.1.1 Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen {a,} fir n — oo

(n e N)
n
1 an_£
n
m+1
2. =
"2+t 4
n?—1
3. o +5

1.1.1
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1.1.3

1.1.4

1.1.5
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Aufgabe 1.1.2
1. Bestimmen Sie die folgenden Summen:

3 1 m o0 1 m
83: Z 3 <§) 5 S = Z 3 <5) o
m=1 m=1

2. Ist1,111... eine rationale Zahl? Wenn ja, welche?

Aufgabe1.1.3 Zeigen Sie, dass dieharmonische Reihe (1.27) trotzlim,,, _, % =
0 nicht konvergiert!

Aufgabe 1.1.4 Versuchen Sie die folgenden Ausdriicke fiir trigonometrische
Funktionen zu vereinfachen:

cos? ¢ - tan® @ + cos® @

1-cos’ @
sing - cos @
- 1
cos? ¢
1 1

: + :
l1-singp 1+sing
sin(g1 + @2) + sin(g; — @2)
cos(@1 + ¢2) + cos(g1 — ¢2)

cos® ¢

sin2¢

Aufgabe 1.1.5 Beweisen Sie die zur Ableitung von (1.80) benutzte Formel:

1—cos<p:25in2§.

Aufgabe 1.1.6 Verifizieren Sie fiir die ersten Ableitungen der trigonometri-
schen Funktionen die folgenden Relationen

d .

1. acosxz —sinx
d 1

2. atanx = —coszx
d 1

3. — cotx = —

dx sin2 x
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Aufgabe 1.1.7 Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen: ?
1. filx) = 3x°
2. falx) = 7% — 4x%
3
3. fa(x) = %
4. fa(x) = J/x
5 fst) = V14
6. fo(x) = 3 cos(6x)
7. f7(x) = sinx?
8. fs(x) = exp(Zx3 —4)
9. fo(x) =In(2x+ 1).
Aufgabe 1.1.8 Benutzen Sie die Differentiationsregel fiir Umkehrfunktio- ﬁ

nen (1.90), um die Ableitungen der Arcusfunktionen (Umkehrfunktionen der
trigonometrischen Funktionen) zu finden:

1. I arcsin x = x/ll——xz
d 1
2. o arccos x = —m
d 1
3. I arctan x = 172
d 1
4. a arccotx = —m .
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Aufgabe 1.1.9 Die Funktion f(x) sei beliebig oft differenzierbar. Sie lasse sich
zudem in eine Potenzreihe entwickeln:

flx) = Z a, x" .
n=0

Alle x, tiir die die Reihe konvergiert, bilden den so genannten Konvergenzbereich

der Funktion f(x).

1. Bestimmen Sie die Koeffizienten a,, aus dem Verhalten der Funktion f und
ihrer Ableitungen an der Stelle x = 0.

2. Verifizieren Sie Gleichung (1.92):

Aufgabe 1.1.10 Warum kann man in guter Ndherung die Funktion

f) = (1+x)"

fiir x < 1 durch

fx)~1+nx+ sz

ersetzen?

Aufgabe 1.1.11 Verifizieren Sie die folgende Reihenentwicklung des Loga-
rithmus (|x| < 1):
2 s 1y

(_1)n—1 ; 1
X =l4+x—=—x"4+-x"——-x +...
n 2 3 4

(0,]
ln(1+x):1+z
n=1

Aufgabe 1.1.12 Verifizieren Sie die Reihenentwicklung (1.58) des Kosinus!

Aufgabe 1.1.13 Gegeben sei die Funktion

fx) =

Bestimmen Sie den Funktionswert f(0) einmal mit Hilfe der Reihenentwicklun-

X —sinx
ef+e*—2"

gen der Exponentialfunktion und des Sinus, zum anderen unter Ausnutzung
der Regel von 'Hospital (1.96).



1.2 Elemente der Integralrechnung 37

Aufgabe 1.1.14 Bestimmen Sie die Nullstellen und Extremwerte der folgenden 1.1.14
Funktionen:
1. fx) = 2x* — 8x2

2. g(x) = sin (% x) .

1.2

1.2 Elemente der Integralrechnung

1.2.1 Begriffe
Die Technik des Differenzierens, die wir im vorigen Abschnitt besprochen haben,
folgt der Aufgabenstellung:

gegeben: y = f(x)
: df ,
gesucht: fix) = I Ableitung ,
Die Umkehrung
df
T dx
gesucht: y = f(x)

gegeben:  f'(x)

tithrt auf die Technik des Integrierens. Sei zum Beispiel
f'(x) = ¢ = const,
dann erinnern wir uns (1.77), dass
y=f(x)=c-x
die Bedingung f'(x) = c erfiillt.

Definition 1.2.1 F(x) ist Stammfunktion von f(x), falls gilt: 1.2.1

F(x)=f(x) Vx. (1.105)

Das obige Beispiel besagt in diesem Zusammenhang:
fx)=c N~ Flx)=c-x+d. (1.106)

Wegen der Konstanten d ergibt sich eine ganze Kurvenschar. Die Festlegung von d
benoétigt Randbedingungen. Wir vereinbaren:

Integrieren : Aufsuchen einer Stammfunktion
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x  Abb.1.18. Deutung des Integrals als Flache unter
a b der Kurve y = f(x)

Anschaulich ldsst sich das Integral als Flache unter der Kurve y = f(x) interpretie-
ren. Gegeben ist die Kurve y = f(x). Wie bestimmt sich die Fldche F in Abb. 1.18? Diese
ist einfach zu berechnen fiir den Fall, dass f(x) eine Gerade darstellt. Wie berechnet
sich der Flicheninhalt jedoch bei einer beliebigen, aber stetigen Funktion f(x)?

Wir kénnen in einem ersten Schritt die Berechnung der Fliche dadurch anndhern,
dass wir das Intervall [a, b] in n gleiche Teilintervalle Ax,, zerlegen,

b—a

Ax, = n e NJO, (1.107)
n

wobei x; der Mittelpunkt des i-ten Teilintervalls sein moge:

1
xi:a+(i—5) Ax, ; i=1,2...,n. (1.108)

Dann ist f(x;) Ax, die Flache der i-ten ,,Sdule“ in Abb. 1.19. Damit gilt approximativ
fiir die Flache F:

n
F~ Z f(xi) Axy, . (1.109)
i=1
Fiir n — oo werden die Teilintervalle beliebig schmal (Ax, — 0), und es ist an-
schaulich klar, dass der Fehler, den man macht, wenn man F durch die Summe der
»Sdulenflichen® approximiert, beliebig klein wird. Der Grenzwert fiir n — oo stellt
eine reelle Zahl dar und heif3t:

T\

Abb. 1.19. Riemann-Summe zur Berechnung des

b Integrals
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bestimmtes Integral

n b
F= lim > f(x)Ax, = / f(x)dx. (1.110)

n— 0o 4
=1

Man nennt a die untere, b die obere Integrationsgrenze. f(x) ist der Integrand und x
die Integrationsvariable. Die Aquivalenz der Definition (1.105) von F(x) als Stamm-
funktion zu f (x) und der obigen als bestimmtes Integral miissen wir allerdings spéter
noch zeigen.

© 1.2.2Erste Integrationsregeln

Einige wichtige Regeln folgen unmittelbar aus der Definition des Integrals:
Identische Integrationsgrenzen:

/a f(x)dx =0 (1.111)

>
Die ,,Fliche“ im Sinne des Integrals hat wegen f(x) < 0 ein Vorzeichen!

BN

X1 Xy %\
F,

Abb. 1.20. Zur Festlegung des Vorzeichens

des bestimmten Integrals

F :/xl f(x)dx >0
Fz:/-xz fx)dx <0

F; = /x3 f(x)dx >0

Konstanter Faktor ¢ € R:

n

b n
/ ¢-flx)dx= lim_ > e fla)Axy, = c- lim > flxi)Ax, .

i=1 i=1

Es gilt also:

b b
/ c-f(x)dx = c-/ f(x)dx . (1.112)
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Summe:
Es gelte

f(x) =g(x) + h(x) .

Dann folgt mit der Definition des Riemann-Integrals:

n

b
/ fdx= lim Y (gxi) + h(xi)) Axy

i=1

n— oo n— o0

n
= lim Z g(xi)Ax, + lim Z h(x)Axy, .
, —

Dies bedeutet:

b b b
f f(x)dxz/ g(x)dx+f h(x)dx . (1.113)

Die beiden letzten Integralregeln (1.112) und (1.113) driicken die Linearitdt des
Integrals aus.

Unterteilung des Integrationsintervalls:

An Abb. 1.21 liest man ab:

b—a xo—a b-—x
Axy = = A.xgll) + Ax,(f) = — 4+
n n n
Y
|
|
|
|
|
|
|
|
1 x  Abb.1.21. Unterteilung des
a X0 b Integrationsintervalls

f(x)dx = nlgnoo Z f( (1)) Ax(l) + nll>moo Zf( (2)> Ax 2)

sind wie in (1.108) mit den entsprechenden Ax,(1 2) definiert ( M= g4 (i—

xoa)xl(Z)_x_i_( 2)hx0

(12)

). Somit gilt:

b X0 b
/ f(x)dx = / f(x)dx+/ f(x)dx (a<xy<VDh). (1.114)



1.2 Elemente der Integralrechnung 41

Vertauschte Integrationsgrenzen:
Formal gilt mit (1.111) und (1.114)

a b a
0= / f(x)dx = / f(x)dx + f f(x)dx .
a a b
Das hat zur Folge:
b a
/ flx)dx = - / flxo)dx . (1.115)
a b
Man beachte, dass auf der rechten Seite wegen b > a dx < 0 sein muss!
© 1.2.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir betrachten nun das bestimmte Integral iiber eine stetige Funktion f(¢), dieses
aber mit variabler oberer Grenze:

Flichenfunktion
X
F(x) :/ f(r)dr . (1.116)
a
Y
f@®
1
S~ AF
: ¢ Abb. 1.22. Zur Definition der
a X x+Ax Flachenfunktion

Der Flacheninhalt unter der Kurve f(t) ist in diesem Fall nicht konstant, sondern eine
Funktion von x. Verschiebt man die obere Integrationsgrenze um Ax so dndert sich
der Flicheninhalt um:

x+Ax X x+Ax
AF = F(x + Ax) — F(x) = / f()dt — / f(r)dr = f f(r)dr .

Im letzten Schritt haben wir die Regel (1.114) ausgenutzt. Wir ibernehmen nun ohne
expliziten Beweis den wichtigen

Mittelwertsatz der Integralrechnung
Dieser besagt:

3% € [x,x+Ax] mit AF =Ax-f(%). (1.117)
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AF

|
|
|
|
|
I
X X x+Ax Abb. 1.23. Zum Mittelwertsatz (1.117)

Obwohl hier nicht bewiesen, wird dieser Satz an Abb. 1.23 doch sehr plausibel. Wir
kénnen dann weiter schliefien:

F'(x) = lim A—F = lim f(%)=f(x).

Ax—0 AxX Ax—0

Nach (1.105) ist somit die Flaichenfunktion Stammfunktion von f(x)! Ferner ist die in
Abschn. 1.2.1 noch offen gebliebene Aquivalenz der Definitionen (1.105) und (1.110)
tiir die Stammfunktion nun gezeigt.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

d d [
= — f f(Odt = f(x) . (1.118)

Das Hintereinanderausfithren von Integration und Differentiation hebt sich offen-
sichtlich auf!

Integration = Umkehrung der Differentiation

Der Einfluss der unteren Integrationsgrenze in (1.118) erscheint noch ungeklért. Wir
untersuchen deshalb:

’ﬁ(x):/xf(t)dtz faf(t)dt +fxf(t)dt.

[ — —_——
A, unabhingig von x F(x)

_f®

Abb. 1.24. Zum Einfluss der unteren
¢ Integrationsgrenze bei der Festlegung der

~

Qb=
IS
=

Stammfunktion
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Damit folgt, dass sowohl F(x) als auch F(x) Stammfunktionen zu f(x) sind:

Fx)=F(x)+A ~ iﬁ(x) = iF(x) = f(x) .
dx dx

Die untere Integrationsgrenze ist also eigentlich belanglos, die Stammfunktion ist
nur bis auf eine additive Konstante eindeutig festgelegt:

F(x) <= TF(x)=Fkx) +A. (1.119)
Man definiert deshalb das

unbestimmte Integral

F(x) = ff(x)dx. (1.120)

und meint damit die Menge aller Stammfunktionen zu f(x)!
Das uns bereits bekannte bestimmte Integral lasst sich ebenfalls durch die Stamm-
funktion ausdriicken:

F(x)+a= /xf(t)dt ~ Fla)+a=0 ~ Fla)=-a.
Damit folgt, wenn wir nun x = b setzen:
b
/ f(x)dx = F(b) + « = F(b) — F(a) = F(x) ’ . (1.121)

Ganz rechts haben wir eine iibliche Schreibweise fiir das bestimmte Integral einge-

fiihrt.

Beispiel
f(x) =cosx N F(x)=sinx+c (ceR). (1.122)

Die Stammfunktion ldsst sich mit (1.80) leicht ,erraten“. Wir erhalten damit die
folgenden bestimmten Integrale iiber die Kosinusfunktion:

e

+ n
/ cosxdxzsinx‘z =1-(-1)=2
_n 2
2

COS X
+1
—T11/2 0 m/2im J3m/2i2m x
Abb. 1.25. Zum bestimmten Integral des
-1 Kosinus
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SIE]

+ n
f cos xdx = sinx‘g =1-0=1
0

3
2

3n
cosxdx = sinx|ﬂ2 =(-1)-1=-2
2

. —

(Vorzeichen der Flache!)

on
2

27
/3 cosxdx = sinx|2£ =0-(-1)=1
2

m
/ cosxdx = sinx{z)T =0-0=0
0

(Vorzeichen der Fliche!)

© 1.2.4Technik des Integrierens
Die Aufgabe besteht darin, zu einer gegebenen Funktion f(x) eine Stammfunktion
F(x) zu finden, sodass F'(x) = f(x) gilt! Nun muss man zunichst einmal feststellen,
dass es kein allgemein giiltiges, algorithmisches Verfahren zur Integration gibt. Man
hat stattdessen heuristisch vorzugehen!

(> 1.Raten und Kontrollieren
Die Funktion f(x) sei gegeben, F(x) wird dann erraten und anschlieflend durch
Differenzieren kontrolliert: F'(x) = f(x)! Eine wichtige Hilfe sind dabei natiirlich
Integraltafeln. Wir listen einige Beispiele auf:

xn+1

hx)=x" (n+-1) ~ Fi(x)= +
n+1
-1.3 2

fz(x):x23+x n Fg(x)—?+7+c2

1
filx)=— (x>0) ~ Fi(x)=Inx+c¢
x
fa(x) =sinx N Fq(x) = —cosx+cs
fs(x) =cosx ™ Fs(x) =sinx+cs

fo(x) =¢* N Fg(x) =€ "+
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Die letzten drei Relationen kann man natiirlich auch iiber die entsprechenden Rei-
henentwicklungen direkt beweisen. Das soll kurz angedeutet werden:

x2n+1 2n+2
sinxdx = — =
/ ,;)( / 2n+1)' Z 2n+2)'

o0 1 x n o0 271,
—1)"" Sy te=- (— )" +1+c
=—cosx+¢
0 xZn o x2n+1
cosxdx = (—1)”f dx = (-1)"——— +¢5
feosnn = [ S-S0
=sinx + cs
o n n+1
x x
e*dx = —d
[eu=3 [La=3 s
n=0
00 o o0 "
X X
:Z () +C:Z ()] —lte
n'=1 n’'=0
="+

(> 2.Variablensubstitution
Man versucht die Integrationsvariable so zu verdndern, dass das Integral zu einem
bekannten Grundintegral wird. Das geschieht in den folgenden Schritten:
Ersetze

du du\ ™"
x— u=ulx) N dx—>du——dx N dx = a (w)du.
dx dx

Beim bestimmten Integral dndern sich dabei natiirlich in der Regel auch die
Integrationsgrenzen (x; —> u; = u(x;)).
Integriert wird dann tiber u. Der Integrand verdndert sich gemaf3:

fx) —> fu) = f(x(u)) .

Stammfunktion ist nun F(u):
- u du’ -1
Flu) =/ F) (—”) (u)dul .
dx

INJ(u) — ?(u(x)) = F(x) .

Riicktransformation:
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Wir demonstrieren das Verfahren an zwei Beispielen:

Beispiele

a)
F(x) = / e™dx (aeR).

Wir substituieren zweckméfligerweise u = ax ~ du = adx ; f(u) = e*. Damit
ergibt sich:

1 1 ~
/e“xdxz —/e”duz —e"+c=F(u).
a a
Wir haben also gefunden:
1
/ ePdx=-e+c. (1.123)
a

c ist eine reelle Konstante.

b)
F(x) = / (3 + 4x)°dx.

Wir substituieren in diesem Fall u = 3 + 4x ~ du = 4dx ; f(u) = . Damit
ergibt sich:

1 1u® ~
f(3+4x)5dx= —/usduz — +c=F(u).
4 24
Wir haben also gefunden:
1
f (3+4x)dx= —(3+4x) +c. (1.124)

c ist wieder irgendeine reelle Konstante.

(> Partielle Integration
Ausgangspunkt ist die Produktregel der Differentialrechnung (1.84)

d d d
= (/) = flff) £+ i) ]sz) .
Dies bedeutet auch:
d d d
fix) Jzix) " (i) - fo(x)) = {liix)fz(x)
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und damit

d d
ffl(x) fczl(x) dx = fi(x) - fo(x) — / /1) fH(x)dx+c. (1.125)
X dx

Die Methode besteht also darin, die Aufspaltung des Integranden f(x) = fi(x)f; (x) in
fi(x) und f2(x) so vorzunehmen, dass g(x) = f{(x)f2(x) leichter zu integrieren ist als
f(x). Das erldutern wir wieder durch zwei Beispiele:

Beispiele
a)
Fi(x) = / xeMdx.
Wir setzen
fitk)=x und fj(x) = .
Dies bedeutet

ax

fl)=1 und fx)=—.
(04

Damit finden wir:
1 e 1 1
Fi(x) = —xe™ — f - —dx+c = —xe™ — —e™ .
a a a a

Das Ergebnis lautet somit:

1 1
f xe®dx = — e** (x — —> +c. (1.126)
a a

F(x) = / sin? xdx .

b)

Wir wihlen:
filx) =sinx und f;(x) = sinx.
Damit gilt auch:
fi(x)=cosx und fr(x) = —cosx.

Das ldsst sich wie folgt auswerten:

fsinzxdxz —sinx cosx+c+/coszxdx
= —sinx cosx+c+/(1—sin2x)dx

= —sinx cosx+é+x—/sin2xdx.
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Damit ist die Stammfunktion gefunden:

1 X
/sin2 xdx = -5 sinxcosx + 3 +c. (1.127)

© 1.2.5 Mehrfachintegrale

Mehrfachintegrale wie Volumen- oder Flachenintegrale werden zu ihrer Berechnung
auf mehrere einfache Integrale, wie wir sie bisher besprochen haben, zuriickgefiihrt.
Man denke z. B. an die Gesamtmasse einer Kugel mit der

dm

M d ht = > ) = 7
assendichte  o(r) = o(x,y,2) v

_ dm
. dxdydz

r

avCH

Abb. 1.26. Zur Berechnung der Kugelmasse mit Hilfe eines
Dreifachintegrals

Im Volumenelement dV = dxdydz = d°r bei r befindet sich dann die Masse dm =
o(r) dV. Damit berechnet sich die Gesamtmasse durch:

M:/d3rp(r)=// /dxdydzp(x,y,z).
v v

Es sind also drei Integrationen durchzufiihren iiber Intervalle, die durch das Gesamt-
volumen vorgegeben sind. Dabei konnen die Integrationsgrenzen von den jeweils
anderen Variablen abhdngen. Wir wollen deshalb zwei Félle unterscheiden:

1. Konstante Integrationsgrenzen

Dieses ist der einfachere Fall. Alle Einzelintegrationen werden hintereinander nach
den Regeln der vorangegangenen Unterkapitel durchgefiihrt, wobei bei der Integra-
tion die jeweils anderen Variablen konstant gehalten werden:

M = / d’ro(r) = f f / dxdydz o(x, y, 2)
1% %
1) by a
= f dz / dy / dxeo(x, y,z)
ca b a

—_—
o(y,z; a1,a2)
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I b,
= / dz dyo(y, z; a1, az)
C1 bl

o(z; ay,a2,b1,b2)

[5
= f 2dzé (z a1, a2, b1, b2)
1

=M (al)aZ) bl) bZ) Cl» CZ) .

Das Ergebnis ist eine reelle Zahl. Bei konstanten Integrationsgrenzen und stetigem
Integranden koénnen die einzelnen Integrationen auch vertauscht werden.

Wir berechnen als Beispiel die Masse einer rechteckigen Luftsdule iiber der Erd-
oberfliche (Abb. 1.27). Als Folge der Schwerkraft nimmt die Dichte der Luft exponen-
tiell mit der Hohe ab:

—az

e=¢(z)=ge

M= /dz/ dy/ dxgpe ¥ =gy - a/ dzf dye ™

Iy _

=00 - ab/ dze ¥ =gy - ab(——) az
a

= QO%b (1 - e*"‘h> .

0

b Abb. 1.27. Zur Berechnung der Masse einer rechteckigen
x Luftsdule Uber der Erdoberflache

Qabla |---------=2

Abb. 1.28. Masse einer rechteckigen
Luftsdule der Hohe h Giber der

h  Erdoberfliche als Funktion von h
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2. Nicht-konstante Integrationsgrenzen

Das Mehrfachintegral muss fiir mindestens eine Variable feste Grenzen aufweisen und
eine darfin keiner Integrationsgrenze vorkommen. Uber diese wird zuerst integriert,
anschlieffend dann iiber die Variable, die nach der ersten Integration in keiner Grenze
mehr vorkommt, usw.

(%) by(z) ap (}’>Z)
M 2/ dz/ dy/ dxo(x,y,2) . (1.128)
a b a

1(2) 1(1,2)

o(y,2)

o(2)

Wir wollen das Verfahren an zwei Beispielen tiben.
a) Flichenintegral

J

S
2x2 L

AR

Abb. 1.29. Flache S als Beispiel fur die Berechnung

dx 2 eines Zweifachintegrals

Wie in Abb. 1.29 dargestellt, schlielen die beiden Kurven y; = 2x* und y, = x°

zwischen x = 0 und x = 2 eine Flidche ein, deren Inhalt berechnet werden soll.
Das gelingt durch streifenweises Aufsummieren von Flaichenelementen der Breite

dx:
2 2x? 2 2 1
S=/ dx dyzf dx(2x2—x3)= (—x3——x4>
0 X3 0 3 4

Zur Kontrolle kénnen wir die Flichen S; und S, unter den beiden Kurven zwi-

>4

0 37

schen 0 und 2 voneinander abziehen:

2 2 4
16 X
== 522/ dxx® = =

2
=4.

2 2
Si :/ dx2x? = Z4°
0 3 0

EsistalsoinderTatS=5; - S, = %

b) Volumenintegral
Wir berechnen das Volumen einer Kugel vom Radius R und benutzen dazu
kartesische Koordinaten. Auf der Oberfliche gilt:

R2=x2+y2+22.
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z

el N

PNA

_(R2-Z2)M2 (R2—Z2 )2

Abb. 1.30. Zur Berechnung des Kugelvolumens

Damit erkldren sich die Integrationsgrenzen zur Berechnung des Kugelvolu-

++/R2-72 + Rz—y —22
/ dz f / dx.
VR -2 R2—y2-72
Das ldsst sich auswerten:

R2—z
/ dzf dy2 Rz—y —22
VR =22
+R 1
= f dz2- |: — (R2 - 22) arcsin (L)
R 2 R> - 22

++v/R2-22

mens V:

+g Rz_zz_yz]
—VR-72

4
= 7R’ .
3

Im zweiten Schritt haben wir fiir die y-Integration eine passende Integraltafel
zuhilfe nehmen miissen.

Wir werden noch sehen, dass sich hdufig Mehrfach-Integrale mit nicht-kons-
tanten Integrationsgrenzen durch Transformation auf krummlinige Koordinaten
betrichtlich vereinfachen lassen. Letztere werden wir in Abschn. 1.6 besprechen.
Die Berechnung des Kugelvolumens, z.B., gelingt mit so genannten Kugelko-
ordinaten (Abschn. 1.6.4) wesentlich schneller und eleganter als mit den oben
verwendeten kartesischen Koordinaten.
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© 1.2.6 Aufgaben

1.2.1 Aufgabe 1.2.1 Losen Sie mit Hilfe partieller Integration:

1. / cos® xdx
2. / x? cos® xdx

3. / x sin xdx
4. f xIn xdx

1.2.2 Aufgabe 1.2.2 Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale durch pas-

1
f (5x — 4)%dx
0

3
2 51
/ sin (nx + —) dx
1 2

= dx

1 ~7—3x
+1
4. / x2V2x3 + 4dx
-1

sende Substitution der Variablen:

&

b

dx

1.2.3 Aufgabe 1.2.3 Integrieren Sie die folgenden Mehrfachintegrale:

1 2
1. f f x? dxdy
x=0 Jy=0
T Tl'
2. / / sinx - sin y dxdy
x=0 Jy= % b4

2 3x
3. / / x* dxdy
x=0 Jy=x—1
1 2x  pxty
4. / f / dxdydz
x=0 Jy=0 Jz=0
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1.3 Vektoren

Um eine physikalische Grofle festzulegen, werden drei Angaben benétigt:
Dimension, Mafleinheit, Maf3zahl.
Man klassifiziert die physikalischen Groflen als
Skalare, Vektoren, Tensoren,. ..
Tensoren werden zundchst nicht vorkommen. Wir erldutern den Tensorbegriff des-

halb spiter.

Skalar: Grofe, die nach Festlegung von Dimension und Maf3einheit vollstandig
durch Angabe einer Maf3zahl charakterisiert ist (z. B. Masse, Volumen, Tempe-
ratur, Druck, Wellenldnge, ... ).

Vektor: Grofle, die zusitzlich die Angabe einer Richtung benétigt (z.B. Ver-
schiebung, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Impuls, Kraft, ...). Der begriff-
lich einfachste Vektor ist der Verschiebungs- oder

Ortsvektor,

mit dem man die Punkte des euklidischen Raumes E3 beschreiben kann. Dazu defi-
niert man zunichst einen

Koordinatenursprung 0

und verbindet diesen mit dem betrachteten Punkt A des E3. Der Verbindungsstrecke
gibt man eine Richtung, indem man festlegt, sie vom Koordinatenkreuz 0 nach A
zu durchlaufen. Wir wollen vereinbaren, dass Vektoren durch halbfette Buchstaben
dargestellt werden. Jeder Vektor a hat eine Lénge, einen Betrag

a=|a

und eine Richtung, zu deren Festlegung eine Referenzrichtung, d.h. ein Bezugssys-
tem, vonndten ist. Das einfachste Bezugssystem wird von drei aufeinander senkrecht

—

Abb. 1.31. Zur Definition des Ortsvektors

13
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stehenden Geraden gebildet, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordina-
tenursprung 0, schneiden (sechsstrahliger Stern).

Man gibt den Geraden Richtungen, und zwar so, dass sie in der Reihenfolge (1, 2, 3)
bzw. (x, y, z) ein Rechtssystem bilden. Man drehe auf dem kiirzesten Weg von 1 nach 2,
dann hat Achse 3 die Richtung, in der sich eine Rechtsschraube fortbewegen wiirde.
Man spricht von einem

kartesischen Koordinatensystem.

Ist das Bezugssystem einmal festgelegt, so ist die Orientierung im E3; durch zwei
Zahlenangaben (z.B. zwei Winkel) eindeutig bestimmt, was an der Einheitskugel
demonstriert werden kann.

3(2)
0 2(y)
1(x) Abb. 1.32. Das kartesische
Koordinatensystem als Rechtssystem
z
L
|
~_ |
4 d 4
Abb. 1.33. Festlegung der Richtung eines
X Vektors durch Angabe zweier Winkel

Man bezeichnet 2 Vektoren als gleich, falls sie gleiche Langen und gleiche Rich-
tungen aufweisen. Dabei ist nicht vorausgesetzt, dass beide Vektoren denselben Aus-

gangspunkt haben.

Abb. 1.34. Zwei ,gleiche” Vektoren



1.3 Vektoren 55

Zu jedem Vektor a gibt es einen gleich langen, aber antiparallelen Vektor. Diesen
bezeichnen wir mit (—a). Als Einheitsvektor definiert man einen Vektor mit dem
Betrag 1.

Abb. 1.35. Zwei ,antiparallele” Vektoren

© 1.3.1 Elementare Rechenregeln

(> a) Addition

Abb. 1.36. Addition zweier Vektoren

Zwei Vektoren a und b werden addiert, indem man durch Parallelverschiebung den
Fuflpunkt des einen Vektors (b) mit der Pfeilspitze des anderen Vektors (a) zur
Deckung bringt. Der Summenvektor (a + b) beginnt am Fulpunkt von a und reicht
bis zur Spitze von b. (a+ b) entspricht der Diagonalen des von a und b aufgespannten
Parallelogramms (Parallelogrammregel). Rechenregeln fiir die Vektorsumme:

> a) Kommutativitat

a+tb=b+a. (1.129)

a Abb. 1.37. Kommutativitat der Vektorsummation

Das wird an Abb. 1.37, letztlich an der Definition des Summenvektors, unmittelbar
klar. Entscheidend fiir die Kommutativitit ist die freie Parallelverschiebbarkeit der
Vektoren.

> P) Assoziativitat

(a+b)+c=a+(b+c). (1.130)
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(a+b)+c

=a+(b+c)

a Abb. 1.38. Assoziativitdt der Vektorsummation

Die Richtigkeit wird aus Abb. 1.38 unmittelbar klar.

y) Vektorsubtraktion

Abb. 1.39. Subtraktion zweier Vektoren

a-b=a+(-b). (1.131)

Subtrahiert man a von sich selbst, so ergibt sich der

Nullvektor

a-a=0, (1.132)

der einzige Vektor, der keine definierte Richtung hat. Fiir alle Vektoren gilt:
a+0=a. (1.133)

Wegen (1.129), (1.130), (1.132) und (1.133) bildet die Gesamtheit der Ortsvektoren eine
(kommutative) Gruppe.

b) Multiplikation mit einer Zahl
a sei eine reelle Zahl (a« € R), a ein beliebiger Vektor.

1.3.1

Definition 1.3.1 aa ist ein Vektor mit

Ma, fallsa>0
1) oa=

Ma, falsa<o0,

2) |aal = |ala. (1.134)
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Spezialfille:
la=a, 0a=0, (-1)a=-a. (1.135)

Rechenregeln:
Esseien a, 3, ... reelle Zahlen; a, b, ... Vektoren.

> a) Distributivitat
Es gelten folgende zwei Distributivgesetze:

(a+pB)a=aa+Pa, (1.136)
ala+b)=aa+ab. (1.137)

Der Beweis zu (1.136) ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Vektors. Beweis
zu (1.137):

Beweis
Abb. 1.40. Veranschaulichung der Distributivitat der

Vektorsumme bezuglich Multiplikation mit einer reellen
Zahl

Nach dem Bild gilt (« > 0) :

aa+x=y,
x=ab (b?>0) ,
y=ala+b) (@>0).

Die Behauptung ist bewiesen, fallsa = o = a ist:
1. Strahlensatz:

aa
Pl el
la+b| |a
2. Strahlensatz:
x| |aal o
— == —=a=a=ua.
|b| rd

Einsetzen in aa + x = y ergibt die Behauptung. Der Beweis fiir & < 0 wird analog
gefiihrt.

> P) Assoziativitat

a(fa) = (af)a = afa . (1.138)

Wegen |af}| = |a||B] ist der Beweis unmittelbar klar.
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y) Einheitsvektor
Aus jedem Vektor a ldsst sich durch Multiplikation mit dem Reziproken seines Be-
trages ein Einheitsvektor in Richtung von a konstruieren:

1

e;=ala mit |e,|=ala=1

e tta. (1.139)

Einheitsvektoren werden wir in der Regel mit den Buchstaben e oder n kennzeichnen.

Wir haben unsere bisherigen Uberlegungen mehr oder weniger direkt auf die Orts-
vektoren des E3 bezogen. Man kann aber die obigen Eigenschaften der Ortsvektoren
auch als Axiome interpretieren. Alle Objekte, die diese Axiome erfiillen, sollen dann
Vektoren genannt werden. Der Ortsvektor wire nun die nahe liegendste Realisierung
des abstrakten Vektorbegriffs. Die Gesamtheit der Vektoren bildet einen

linearen (Vektor-)Raum V tiber dem Korper der reellen Zahlen R,

der, um es noch einmal zusammenzustellen, die folgenden Axiome erfiillt:

Axiom 1.1 Zwischen zwei Elementen a,b € V ist eine Verkniipfung (Addition)
definiert:

at+b=ecV
mit
1. (a+b)+c=a+(b+o)), (Assoziativitdt)
2. Nullelement: a + 0 = a fiir alle a,
3. Inverses: Zujedema € V gibtesein (—a) € V,

sodassa+ (—a) =0,
4. a+tb=b+a. (Kommutativitit)

Axiom 1.2 Multiplikation mit Elementen a, 3, ... € R:
aeR aeV=aacV
mit
1. (a+pla=aa+Pa,
ala+b)=aa+ab, (Distributivitit)
2. a(fa) = (apf)a, (Assoziativitdt)

3. Es gibt ein Einselement1, sodass
l-a=afiralleac V.

Die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren haben wir in diesem Abschnitt
eingefiihrt. Kann man auch Vektoren mit Vektoren multiplizieren? Die Antwort ist



1.3 Vektoren 59

ja, jedoch muss die Art der Multiplikation genauer erkldrt werden. Man kennt zwei
Typen von Produkten aus Vektoren, das Skalarprodukt (inneres Produkt) und das
Vektorprodukt (duferes Produkt).

1.3.2 Skalarprodukt
Als Skalarprodukt (inneres Produkt) zweier Vektoren a und b bezeichnet man die
folgende Zahl (Skalar):

(a,b) =a+b=abcos?, 3 = <(a,b) . (1.140)
ac”
AN
\— — b Abb. 1.41. Zur Definition des Skalarprodukts zweier
acos Vektoren

Anschaulich handelt es sich um das Produkt aus der Lénge des ersten Vektors mit
der Projektion des zweiten Vektors auf die Richtung des ersten.

a-b=0, falls 1)a=0oderfundb=0

(1.141)
oder 2)d=mnf2.
a und b heiflen orthogonal (a_Lb) zueinander, falls
a-b=0 mita#0undb +0. (1.142)
Eigenschaften
a) Kommutativitat
a-b=b-a. (1.143)
Diese Beziehung ist direkt an der Definition des Skalarproduktes ablesbar.
b) Distributivitat
(a+b)sc=a-c+b-c. (1.144)

Abbildung 1.42 liefert unmittelbar den Beweis, der erneut die freie Verschiebbarkeit
der Vektoren ausnutzt.
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1a-¢) 10 ‘
\— —
%(‘H b)-c Abb. 1.42. Distributivitat des Skalarprodukts
> ¢) Bilinearitat (Homogenitiit)
Fiir jede reelle Zahl « gilt:
(aa)+b=a-(ab) =a(a+b). (1.145)
Beweis
a>0: (aa)+ b=aabcos?
a-b=abcos?
= «ala-b)=(aa)-b
a<0: a<b=abcost?
(aa) « b=l|alabcos(m — ) =
=—|alabcos =
=aabcos? =
=ala-b).
—a W b Abb. 1.43. Zum Beweis der Bilinearitdt des Skalarprodukts zweier

Vektoren

> d) Betrag (Norm) eines Vektors
Wegen cos (0) = 1 gilt:

ara=a*>0<=a=.a-a. (1.146)
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Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir den Nullvektor.

e-e=1 <= Einheitsvektor .

> @) Schwarz’sche Ungleichung
la-b| <ab. (1.147)

Wegen | cos#| < 1 folgt diese Aussage unmittelbar aus der Definition (1.140). Letz-
tere bezieht sich auf die anschaulichen Ortsvektoren des E3. Fiir die Elemente eines
abstrakten Vektorraumes wird das Skalarprodukt durch die Eigenschaften (1.143)
bis (1.146) definiert. Genauer heifst dies:

Man bezeichnet eine Verkniipfung zweier Elemente a,b des Vektorraums V, die
diesen ein a € R zuordnet,

ab=«a,

als Skalarprodukt, wenn die Axiome (1.143) bis (1.146) erfiillt sind. Ein Vektorraum,
in dem ein Skalarprodukt erklért ist, heif3t unitérer Vektorraum.
Wir wollen (1.147) deshalb mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen:

Wenn a = 0 oderfund b = 0 gilt, so ist (1.147) mit Gleichheitszeichen erfiillt. Seien
deshalb a # 0 und b # 0. Dann gilt fiir jedes reelle a:

(1.146)
< (a+ab):(a+ab)=

(1.144)
1.145
. )a2+a2b2+ab-a+ aa-b=

1.143
(1.1 )a2+a2b2+2aa-b.

«a ist beliebig, wir konnen deshalb

wiéhlen. Dann folgt aber:

> f) Dreiecksungleichung

la—b|<|la+bl <a+b. (1.148)
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Der Beweis benutzt die Schwarz’sche Ungleichung:
—ab<a+.b<ab
a*+b-2ab<a’+b +2a-b<a +b" +2ab
& (a-b’ <(a+b)’ < (a+b)’
< la-b|<|la+b|<la+b =a+b.
Eine spezielle Anwendung des Skalarproduktes fithrt zum Kosinussatz:
c=a-b,
c=(-b’*=a"-2a-b+¥b’

= =a’+b* - 2abcos<(a,b) . (1.149)

Abb. 1.44. Erlduterung des Kosinussatzes

© 1.3.3 Vektorprodukt
Das im letzten Abschnitt diskutierte Produkt von zwei Vektoren ordnet diesem eine
Zahl, also einen Skalar, zu. Es gibt jedoch noch eine zweite Moglichkeit der Pro-
duktbildung, die je zwei Vektoren jeweils einen dritten Vektor zuordnet. Unter dem
Vektorprodukt (duferes Produkt, Kreuzprodukt)

c=axb

verstehen wir einen Vektor mit folgenden Eigenschaften:
L

c=absind; ¢ =<(a, b) . (1.150)

Der Betrag c entspricht dem Flicheninhalt des von a und b aufgespannten Paral-
lelogramms.

2. ¢ steht senkrecht auf der von a und b aufgespannten Ebene, sodass a, b, ¢ in
dieser Folge ein Rechtssystem bilden.
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a Abb. 1.45. Zur Definition des Vektorprodukts

Aus Punkt 2. wird ersichtlich, dass das Vektorprodukt weniger eine Richtung als
vielmehr einen Drehsinn auszeichnet. Das Vektorprodukt hat in mancherlei Hinsicht
andere Eigenschaften als ein normaler (polarer) Vektor. c ist ein sog. axialer Vektor
(Pseudovektor). Die strenge Unterscheidung gelingt mit Hilfe der

Rauminversion:
Spiegelung aller Raumpunkte (E3) an einem bestimmten, vorgegebenen Punkt

(z. B. Koordinatenursprung).

Polare Vektoren gehen bei Inversion in ihr Negatives {iber:

Abb. 1.46. Rauminversion

eines polaren Vektors

Dagegen bleibt ein Drehsinn bei Inversion erhalten, sodass ein axialer Vektor sein
Vorzeichen nicht dndert:

(—a)x(-b)
axb =axb

/ = —a
a /

Abb. 1.47. Rauminversion eines axialen Vektors

Bemerkung: Das Skalarprodukt aus nur polaren oder nur axialen Vektoren éndert
sich bei Inversion sicher nicht, ist also ein echter Skalar. Das Skalarprodukt aus
einem polaren und einem axialen Vektor dndert dagegen sein Vorzeichen = Pseudo-
skalar.

Man beachte, dass das Skalarprodukt (Abschn. 1.3.2) zwischen Vektoren eines
beliebig-dimensionalen Vektorraums definiert ist, wohingegen das Vektorprodukt
nur fiir dreidimensionale Vektoren gilt.
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(> Eigenschaften des Vektorproduktes

> a) antikommutativ:
axb=-bxa. (1.151)

Diese Eigenschaft ist als Folge der Rechtsschraubenregel unmittelbar klar.

> b)
axb =0, falls1) a oderfund b=0,
2)b=aa; aeR.
Zwei kollineare (auch: gleichgerichtete) Vektoren spannen keine Ebene auf

(sin0 = 0).

® ) distributiv:
(a+b)xc=axc+bxc. (1.152)
Beweis Der Beweis erfolgt in zwei Schritten:

a) Der Vektor ¢ in (1.152) ist offensichtlich irgendwie ausgezeichnet. Wir zerlegen
deshalb a, bund (a+b) jeweils in einen zu ¢ parallelen und einen dazu senkrechten

Anteil:
|
1
a |
1 aJ_
& |
>l Abb. 1.48. Hilfsskizze zum Beweis der Distributivitat
q ¢ des Vektorprodukts
a=a)+a
I L; atb=(a+b)+(a+b), . (1.153)
b= bH + bL

Zum Vektorprodukt tragen aber nur die zu ¢ senkrechten Komponenten bei:
axc=a) Xc. (1.154)
Es gilt ndmlich:
LT
la; x clzaLcsmE =
=ajc=acsin? =

=la X c| .



1.3 Vektoren 65

Da auch die Richtungen von a x ¢ und a; x c iibereinstimmen, ist (1.154) of-
fensichtlich richtig. Wir konnen deshalb im zweiten Teil des Beweises o. B. d. A.
annehmen, dass a und b bereits senkrecht zu ¢ stehen.

B) Durch die Vektorprodukte a x ¢, b x ¢, (a + b) x c entstehen aus a, b, (a + b)
neue Vektoren, deren Betrdge um den Faktor ¢ gedndert sind. Sie liegen alle drei
in der zu ¢ senkrechten, von a und b aufgespannten Ebene und sind gegeniiber
den Ausgangsvektoren um /2 gedreht. Die Winkel zwischen a x ¢, b x ¢ und
(a + b) x csind also dieselben wie zwischen a, b und (a + b):

=
\\(QX6
~N
2)
\\:\:c

Abb. 1.49. Weitere Hilfsskizze zum Beweis der Distributivitat
des Vektorprodukts

l(u><(:)+l(b><c):l[(aer)xc} . (1.155)
c c c

Mit (1.137) folgt dann
% [(@axc)+(bxc)= % [(a+b) x|, (1.156)

womit die Behauptung bewiesen ist.

> d) nicht assoziativ
Die Stellung der Klammern im doppelten Vektorprodukt ist nicht beliebig. In der
Regel gilt:

ax (bxc)#(axb)xc. (1.157)

Der Vektor auf der linken Seite liegt in der (b, ¢)-Ebene, der auf der rechten Seite in
der (a, b)-Ebene.

> @) bilinear fir reelle Zahlen o

(aa) x b=a x (ab) =ala x b) . (1.158)
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Fiir > 0 folgt der Beweis direkt aus der Definition, fiir & < 0 hat man beim Beweis

die Rechtsschraubenregel zu beachten.

Beispiel

c Abb. 1.50. Zur Ableitung des Sinussatzes

a+b+c=0
Saxb=ax(0—a-c)=
=ax (—c) =
=cxa.
Andererseits gilt auch:
axb=0-b-c)xb=(-c)xb=bxc.
Es ist also:
axb=cxa=bxc, falsa+b+c=0.
Dies bedeutet fiir die Betrédge:
absin(m — y) = casin(m — ) = be sin(m — a)

oder

a c b

sina. siny sinff’

Das ist der bekannte Sinussatz.

1.3.4 ,Hohere” Vektorprodukte

(1.159)

(1.160)

Wir haben zwei Moglichkeiten kennen gelernt, zwei Vektoren multiplikativ mitein-

ander zu verkniipfen. Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise man Produkte
aus mehr als zwei Vektoren bilden kann. Bildet man das Skalarprodukt aus zwei
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Vektoren, so ergibt sich eine Zahl, die man natiirlich, wie in (1.134) definiert, mit
einem dritten Vektor multiplizieren kann:

(a*b)c=d. (1.161)

d hat die Richtung von c. Das Vektorprodukt liefert im Resultat einen neuen Vektor
und kann deshalb auf zwei Arten mit einem weiteren Vektor multiplikativ verkniipft
werden:

(axb).c; (axb)xc.
Wir diskutieren zundchst das Spatprodukt:
V(a, b,c)=(axb)-c. (1.162)

Geometrisch ldsst sich das Spatprodukt als das Volumen des von den Vektoren a, b,
c aufgespannten Parallelepipeds interpretieren (s. Abb. 1.51).

-7 T o
-7 R
— —— — e e e e e e — ./’ /
j 7 7/ /
: // // //
axb ¢ Y b ’ ’
P V7~ —=—==~7 f-=zt Abb. 1.51. Veranschaulichung des Spatprodukts
4 // . .
@ h F - als Volumen eines aus drei Vektoren
a aufgespannten Parallelepipeds

Volumen = Grundfliche F - Hohe h =

la x b|l+ce cosep=
=(axb)-c.

Da es gleichgiiltig ist, welche Seite des Parallelepipeds als Grundfliche F gewéhlt
wird, dndert sich das Spatprodukt bei zyklischer Vertauschung der Vektoren nicht:

V=(@axb).c=((bxc)ea=(cxa)+b. (1.163)

Bei fester Reihenfolge der Vektoren kann man also die Symbole x und - vertau-
schen:

(axb).c=a-(bxc).

Bei antizyklischer Vertauschung @ndert V sein Vorzeichen. Man bezeichnet deshalb
V als Pseudoskalar.
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a a
/ \/ zyklisch ( \
c b c b
- ~—_7

Ein weiteres hoheres Produkt aus Vektoren ist das doppelte Vektorprodukt:

Abb. 1.52. Mdgliche zyklische Vertauschungen im
Spatprodukt

p=ax(bxc). (1.164)

Der Vektor (b x c) steht senkrecht auf der (b, c)-Ebene, sodass p innerhalb dieser
Ebene liegt. Deshalb konnen wir ansetzen:

(bxc)

b Abb. 1.53. Richtung des Vektorprodukts zweier Vektoren

p=pb+yc. (1.165)
Andererseits ist aber p auch orthogonal zu a:
O=a-p=pa-b)+y(a-c).
Das bedeutet:
B=ala-c); y=-ala-b). (1.166)
Eingesetzt in (1.165) ergibt sich das Zwischenergebnis:
p=albla-c)—cla-b)] . (1.167)

Wir werden spiter explizit zeigen, dass &« = 1 sein muss. Es folgt damit der sog.
Entwicklungssatz fiir das doppelte Vektorprodukt:

ax(bxc)=bla-c)—c(a+b). (1.168)

Man kann hieran leicht die Nichtassoziativitit des Vektorproduktes demonstrieren:
(axb)xc=-cx(axb)=-a(c+b)+b(c-a)

+ax(bxc). (1.169)

Mit dem Entwicklungssatz beweist man schlief}lich noch die wichtige Jacobi-Identitt:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0. (1.170)
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1.3.5 Basisvektoren

Wir haben in (1.139) Einheitsvektoren definiert. Da definitionsgemaif3 ihr Betrag fest
gleich 1 ist, eignen sie sich insbesondere zur Kennzeichnung von Richtungen. Will
man die Angaben iiber Richtung und Betrag eines Vektors a voneinander trennen,
so empfiehlt sich die Darstellung:

a=ae, . (1.171)

Zwei Vektoren a und b mit derselben Richtung e heiflen kollinear. Fiir sie lassen sich
reelle Zahlen a # 0, f # 0 finden, die die Gleichung

aa+pb=0 (1172)

erfiilllen. Man sagt, a und b seien linear abhingig. Diesen Begriff verallgemeinern
wir wie folgt:

Definition 1.3.2 n Vektoren a,, ay, ..., a, heilen linear unabhingig, falls die Glei- 1.3.2
chung
n

> @ =0 (1173)

i=1
nur durch

ar=ay=...=a,=0 (1.174)

erfiillt werden kann. Andernfalls heiflen sie linear abhiangig.
Definition 1.3.3 Die Dimension eines Vektorraumes ist gleich der maximalen Anzahl 1.3.3
linear unabhédngiger Vektoren.
Satz 1.3.1 In einem d-dimensionalen Vektorraum bildet jede Menge von d linear 1.3.1

unabhidngigen Vektoren eine Basis, d.h. jeder beliebige Vektor dieses Raumes ldsst
sich als Linearkombination dieser d Vektoren beschreiben.

Beweis aj,...,a,seienlinear unabhéngige Vektoren des d-dimensionalen Raumes V
und b sei ein beliebiger Vektor in V. Dann sind {b, a,, .. ., a;} sicher linear abhéngig,
da sonst V mindestens (d + 1)-dimensional wire.
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Somit gibt es Koeffizienten
{B,ai,...,az} #{0,0,...,0}

mit

d
Z(X]‘aj+ﬂb=0.

j=1

Weiter muss  # 0 sein, da sonst ja

d
> ajaj=0 mit {ay,...,aq} # {0,...,0}
j=1

wire. Dieaj j-, .. 4 wiren dann entgegen der Behauptung linear abhingig. Mit 8 # 0
koénnen wir aber schreiben:

d d

o ;
_ ]
b__ZFaj_ yiai q.e.d.
j=1 j=1
Héufig besonders bequem als Basisvektoren sind Einheitsvektoren, die paarweise
orthogonal zueinander sind. Man spricht in diesem Fall von einem

Orthonormalsysteme;, i=1,2,...,d,
tiir das also gilt:
1 firi=j,
e-e = 5,']' = (1175)
0 furi#j.

Ein Orthonormalsystem, das gleichzeitig Basis des Vektorraumes V ist, bezeichnet
man als vollstiandig. Fiir einen beliebigen Vektor a € V gilt dann:

d
a= Z aje; . (1.176)
j=1
Die a; sind die Komponenten des Vektors a beziiglich der Basis ey, .. ., e,.

Die Komponenten g; sind natiirlich von der Wahl der Basis abhéngig. Es handelt
sich um die orthogonalen Projektionen von a auf die Basisvektoren:

d

d
ei-a=Zaj (ei-ej) = Zajéij:ai, i=1,2,...,d. (1.177)
=1 =1
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Bei fest vorgegebener Basis ist der Vektor eindeutig durch seine Komponenten fest-
gelegt. Damit sind andere gebrduchliche Darstellungen des Vektors als

ai
ap
Spaltenvektor: a=| oder
ad
Zeilenvektor : a = (aj,az,...,a,)
sinnvoll.
Beispiele
a) Ebene

Abb. 1.54. Zwei nichtkollineare Vektoren als
Basisvektoren fur die Ebene

Je zwei nichtkollineare Vektoren a und b sind linear unabhéngig. Jeder dritte Vektor ¢
der Ebene ist dann linear abhédngig. @ und b bilden also eine mogliche Basis, die
natiirlich nicht notwendig orthonormal sein muss:

c=aa+pb=(a, p). (1.178)

b) Euklidischer Raum E;

3(z2) M
|
|
a
2
e; /;; »
41 _—
e 1(x)

Abb. 1.55. Kartesisches Koordinatensystem

Je drei nichtkomplanare (nicht in einer Ebene liegende) Vektoren sind stets linear
unabhingig. Jeder vierte Vektor ist dann linear abhingig. Die Dimension des E3
ist also d = 3. Eine héufig verwendete Orthonormalbasis des E3 ist das skizzierte
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kartesische Koordinatensystem mit den Basisvektoren: ey, e;, 3 (auch ey, ey, e,). Fiir
den Vektor a € E; gilt dann:

a=ae; +aze; +ases = acex +aye, +aze; . (1.179)
Fiir die (kartesischen) Komponenten a; lédsst sich schreiben:
ai=-ej~a=acost;, F=< (ei,a) , (1.180)
a; . .
cos¥; = — : Richtungskosinus . (1.181)
a

Die Komponenten a; legen auch den Betrag des Vektors eindeutig fest:

3
a=ia-a= Z a;a; (ei . e]-) = Zaiajfsij = ,/a% + a% + a% . (1.182)
V ij

ij=1

Der Betrag des Vektors a berechnet sich also als Wurzel aus der Summe der Kompo-
nentenquadrate. Damit gilt auch:

cos? ¢ + cos’ ¥y +cos’ I3 =1, (1.183)

sodass durch zwei Richtungskosinus der dritte zumindest bis auf das Vorzeichen
festgelegt ist.

© 1.3.6 Komponentendarstellungen
Wir wollen in diesem Abschnitt die frither abgeleiteten Rechenregeln fiir Vektoren
auf Komponenten umschreiben. Wir beschrénken unsere Betrachtungen auf den Ej:

ey, ex, e3 , Orthonormalbasis des E3,
3
a=(a, ay, az) = Z aie; Vektor des Es ,
i=1

analog: b,c,d,...

(> a) Spezielle Vektoren
Nullvektor:

0=1(0,0,0). (1.184)
Basisvektoren:

e; = (la O) O) > € = (Oa 1) O) > €3 = (0> 0) 1) . (1185)
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(> b) Addition

3 3
c=a+b= Z(aj+bj)ej=ZCjej
j=1 j=1

= e-+(at+tb)=a;+b=¢, i=1,2,3 (1.186)

= = (611 + by,ap + by, as + b3) . (1.187)

Man addiert also zwei Vektoren, indem man bei gleicher Basis ihre Komponenten
addiert.

(> ¢) Multiplikation mit reellen Zahlen

b=aa; aelR,
3 3
aa = Z (aa)) e = Z bie;j ,
j=1 j=1
bj =aaj ; aa = ((xal,aaz,aa3) . (1.188)

Man multipliziert also einen Vektor mit einer reellen Zahl, indem man bei gleicher
Basis jede Komponente mit dieser Zahl multipliziert.

(> d) Skalarprodukt

3 3
(a+b)= (Z aiei> Z biej | =
im1

i=1

3 3
= Z a;b; (ez- . ej) = Z a;bjb;;
hj=1 ij=1
3
= (a-b)=) ajbj. (1.189)
j=1

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist also die Summe der Komponentenprodukte.
Betrachten Sie hiermit die Projektion eines Vektors a auf eine vorgegebene Rich-
tung n:

n:(nl,nz,m); n| =1; ni:cos<1(n,ei).

Nach (1.189) gilt:

3
(a+n) = Zajnj =a cos<{(m,a),
j=1
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wobei nach (1.180) auch a; = a cos <((a, ¢;) sein muss. Kombiniert man diese Glei-
chungen, so folgt die niitzliche Beziehung

3
cos<i(n,a) = Z cos <t (a, j) cos < (n, ¢j) . (1.190)
i=1

e) Vektorprodukt
Wir betrachten zunéchst die orthonormalen Basisvektoren, die ja nach Voraussetzung
ein Rechtssystem darstellen:

epXey=e3; e Xe3=e; e3xXe =e. (1.191)

Zusammen mit der Antikommutativitdt des Vektorproduktes und der Orthonorma-
litatsrelation (1.175) findet man:

1, falls (4, k) zyklisch
aus (1,2,3),

ei* (¢ xex)={-1, falls (i, k) antizyklisch (1192)
aus (1,2,3),
0 in allen anderen Fillen .
Zur Abkiirzung schreibt man:
gk =ei+ (ej x ex) = (ei x €j) * e . (1.193)

Dies sind die Komponenten des so genannten total antisymmetrischen Tensors drit-
ter Stufe.

Damit lassen sich die Vektorprodukte der Basisvektoren zusammenfassend for-
mulieren:

3
(e; x ¢) = Zfijkek ) (1.194)
k=1
Fiir allgemeine Vektorprodukte gilt dann:

c=axb= Z a;bj (ei X ej) = Z gijkaibjer = Z Crex

i,j ijk k

= = Zgijkaibj : (1.195)
ij
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Dies ist eine Kurzdarstellung der folgenden drei Gleichungen:
cp = axbs —asby; o =asby —aibs; 3 =aiby —axb; . (1.196)

f) Spatprodukt
Dieses ist mit ((1.192)) und ((1.193)) leicht angebbar:

a-(bxc) Zalb cke;* e] X ek Zs,]ka,b Ck (1.197)
i,j, k i,j, k

g) Entwicklungssatz (doppeltes Vektorprodukt)
Wir berechnen die k-te Komponente des doppelten Vektorproduktes a x (b X c):

lax (bxc), = Zfijkai(b X ¢)j = Z Zgijkglmjaiblcm =
i,j i,j Lm
==Y ) cixjejmaibicn -
L,j Lm

Man kann hier die folgende Formel anwenden (Beweis als Ubung!):

Z Eikj€jim = OilOkm — OimOkl - (1.198)

Das nutzen wir oben aus:

lax (bxoc)= Z aibicy (8imb1 — 8itbkm) =

i, 1l,m

= Z (aibkci — aibick) =b(a+c)—cla+b) =

= [b(a+c)—c(a-b)],
Dies gilt fiir k = 1, 2, 3, womit der Entwicklungssatz (1.168)
X (bxc)=bla+c)—cla+b) (1.199)

bewiesen ist.
Verifizieren Sie als Ubung schliefllich noch die folgenden wichtigen Beziehungen:

(axb)+s(cxd)=(a+c)b-d)—(a-d)(b-c), (1.200)

(a x b)? =a’b?> —(a-b)?. (1.201)
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© 1.3.7 Aufgaben
1.3.1 Aufgabe 1.3.1 ey, ey, e3 seien orthogonale Einheitsvektoren in x, y, z-Richtung.
1. Berechnen Sie
e (e1+e),
(Sel s 3e2) . (7e1 = 16e3) 5
(e1 +7e; —3e3) - (12e; — 3e; — 4e3) .

2. Bestimmen Sie a so, dass die Vektoren

a = 3e; — 6e, +aes

und
b=—e +2e —3es3

orthogonal zueinander sind!
3. Wielang ist die Projektion des Vektors

a=3e +e —4e;
auf die Richtung von
b=4e +3e;7
4. Zerlegen Sie den Vektor
a=e —2e+3e3=ay +a
in einen Vektor a | senkrecht und einen Vektor a| parallel zum Vektor
b=e; +e +es.
Uberpriifen Sie:
aj+a; =0.
5. Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren
a= (2+x/§)e1 + e
und

b=e +(2++3e;.
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Vektoren

Aufgabe 1.3.2

1.

Gegeben seien zwei Vektoren a und b mit a = 6.cm, b = 9 cm, die die
folgenden Winkel einschlieflen: a = <t(a, b) = 0°,60°,90°, 150°, 180°. Be-
stimmen Sie die Lange des Summenvektors a + b und den Winkel 8
p=<(a+ b,a).
Gegeben seien zwei Vektoren a und b
a=6cm; < (a,el) =36°,

b=7cm; <I(b,e1) =180° .

Bestimmen Sie Summe und Differenz der beiden Vektoren und die Winkel,
die sie mit der e;-Achse einschliefien.

Stellen Sie die Gleichung fiir eine Gerade auf, die durch den Punkt P, geht
mit dem Ortsvektor

ro = Xpe1 + yoex + zpe3
und zum Vektor
f = ae; + be; + ce3

parallel ist.

Aufgabe 1.3.3 Beweisen Sie:

1.
2

3.

(ax b)?=a’t? - (a-b)?,
(axb):(cxd)=(@a-c)b-d)—(a-d)(b-c),
(@axb): [(bxc)x(c x a)=la-(bxo)].

1.3.2

1.3.3



1.3.4

1.3.5

1.3.6
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Aufgabe 1.3.4 ey, e, e3 seien Einheitsvektoren in x, y, z-Richtung.
1. Geben Sie fiir die Vektoren
a=2e; +4e; + 2e;3
und
b=3e; —2e),—7e;3
(a+b),(a—b),(—a),6(2a—3b) in Komponenten an. Berechnen Sie die Betra-
ge dieser Vektoren und zeigen Sie die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung:
la+bl <a+b.
2. Berechnen Sie:
axb, (a+b)x(a-b), a-(a-b).

3. Berechnen Sie die Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms
und bestimmen Sie einen Einheitsvektor, der auf dieser Ebene senkrecht
steht.

Aufgabe 1.3.5 Beweisen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung den Satz von Thales.

Aufgabe 1.3.6 Beweisen Sie das Distributivgesetz

ala+b) =aa+ab

tiir die Multiplikation von Vektoren a, b mit einer negativen reellen Zahl a.
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Aufgabe 1.3.7 1.3.7

>l Abb. 1.56. Zerlegung eines Vektors b in eine zum

b” a

Vektor a senkrechte und parallele Komponente

Zerlegen Sie den Vektor b in einen zum Vektor a parallelen und einen dazu
senkrechten Anteil

b= b|| +b i
und zeigen Sie, dass

1
b, = ;(a-b)a,

1
b, = —a X (b x a)

a
gilt.
Aufgabe 1.3.8 Zeigen Sie, dass 1.3.8

(a—b): [(a+b) xc]=2a-(bxc)

gilt.
Aufgabe 1.3.9 Berechnen Sie fiir die drei Vektoren 1.3.9

a—= (_1) 2) _3) > b= (3> _1) 5) > c= (_1) 0) 2)
die folgenden Ausdriicke:

a-(bxc), (axb)-c, |[(axb) xc|,

lax (bxc), (axb)yx((bxc), (axb)(b-c).

Aufgabe 1.3.10 Berechnen Sie: 1.3.10
(axb)e(cxd)+(bxc)s(axd)+(cxa)-(bxd).

Aufgabe 1.3.11 aund bseien zweinichtkollineare Vektoren. Hat die Gleichung 1.3.11
axy=>b

eine Losung fiir y?
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Aufgabe 1.3.12 Beweisen Sie die Jacobi-Identitit:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

Aufgabe 1.3.13 ay, a, a3 seien drei nicht in einer Ebene liegende Vektoren.
Definieren Sie drei so genannte reziproke Vektoren by, by, bs:
a, X a
b= —2-5
a (a2 X a3)
by, b durch zyklische Vertauschung der Indizes (1, 2, 3).
1. Zeigen Siefiiri,j =1, 2, 3:

ai-bj:5,']'.

2. Verifizieren Sie:

b - (bz X b3) = [a1 . (a2 X a3)]

3. Zeigen Sie, dass die a; die zu den b; reziproken Vektoren sind.
e, 1 =1, 2, 3, seien drei orthonormale Basisvektoren. Bestimmen Sie die
hierzu reziproken Vektoren.

Aufgabe 1.3.14 Fiir zwei Vektoren a, b € R, seien die folgenden Verkniipfun-
gen definiert:

1. a+b=4a1by —2a1b; —2a,b; + 3a,b; ,

2. a-b=ab; +aby+ayb; +2a1b; .

Handelt es sich dabei um Skalarprodukte?

Aufgabe 1.3.15 Gegeben sei die Menge V:
V= {p(x) =ap+aix+ax> +asx’; ag,...,as € R}

der reellen Polynome in einer Variablen vom Grad < 3.
1. Zeigen Sie: V ist ein Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen.
2. Sind die folgenden Vektoren linear unabhangig?

a) prx)=x>-2x; prlx)=7x2-x>; p3(x)=8x*+11,

b) pi(x) =—18x2 +15; pr(x)=3x>+6x>—5; p3(x)=—x>.
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1.4 Vektorwertige Funktionen

Unter einer vektorwertigen Funktion versteht man eine Funktion f, bei der einer
unabhdngigen Variablen nicht nur eine abhingige Variable zugeordnet ist, sondern
derer n, die zusammen einen n-dimensionalen Vektor bilden:

f:MCRlﬁVCRn.

Wir wollen in diesem Kapitel einige wichtige Eigenschaften solcher Funktionen, die
in der Theoretischen Physik einen weiten Anwendungsbereich besitzen, erarbeiten.
Ich werde dabei davon ausgehen, dass die Grundregeln zur Stetigkeit, Differentiati-
on und Integration von Funktionen einer Variablen bekannt sind. Wir wollen diese
Kenntnisse mit der Vektoralgebra kombinieren, die wir im letzten Abschnitt disku-
tiert haben.

1.4.1 Parametrisierung von Raumkurven

3

Abb. 1.57. Festlegung der Raumkurve eines Teilchens

0 1 durch den zeitlich veranderlichen Ortsvektor

Fiir die Physik typische Beispiele von vektorwertigen Funktionen sind Raumkurven.
Wir wihlen im E3 zunichst beliebig, aber fest einen Koordinatgl)ursprung 0. Dann
ist die Position P eines Teilchens durch den Ortsvektor r = OP bestimmt. Unter
einem Teilchen verstehen wir einen physikalischen Kérper mit der Masse 1, aber
allseitig vernachlédssigbarer Ausdehnung. Wir werden dafiir spater auch den Begriff
Massenpunkt verwenden. Im Laufe der Zeit wird das Teilchen seinen Ort wechseln,
d.h., r wird Richtung und Betrag é@ndern. In einem zeitunabhéngigen, vollstandigen
Orthonormalsystem (VONS) e; werden die Komponenten normale zeitabhéngige
Funktionen:

3
r(t) = Y xi(t)e = (x1(1), x2(t), x3(1)) . (1.202)
j=1

Dies nennt man die Trajektorie oder die Bahnkurve des Teilchens.
Die Menge der von dem Teilchen im Laufe der Zeit passierten Raumpunkte defi-
niert dann die so genannte

Raumkurve := {r(t), t, <t <t} . (1.203)

1.4
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Man nennt (1.202) eine Parametrisierung der Raumkurve (1.203). Der unabhéngige
Parameter istin diesem Fall die Zeit ¢. Es gibt natiirlich auch andere Moglichkeiten der
Parametrisierung, wie wir noch in diesem Kapitel sehen werden. Ferner ist klar, dass
verschiedene Bahnen dieselbe Raumkurve parametrisieren konnen. Man braucht die
Raumkurve ja nur in verschiedenen Richtungen oder zu verschiedenen Zeiten zu
durchlaufen.

Beispiele
a) Kreisbewegung in der xz-Ebene

3

e

/‘/
R )Z !

4 Abb. 1.58. Parametrisierung einer Kreisbewegung durch den
Winkel ¢

Der Kreis habe den Radius R, sein Mittelpunkt definiere den Koordinatenursprung.
Eine nahe liegende Parametrisierung ist die tiber den Winkel ¢:

M={¢; 0<¢<2m},
r(¢) = R(cos ¢, 0, sing) . (1.204)
Eine weitere Parametrisierung gelingt z. B. iiber die x-Komponente x; :

M={x;; —-R<x; <+R},

r(x;) = (xl, 0, &,/ R? —x%) ,

wobei das Pluszeichen fiir die obere, das Minuszeichen fiir die untere Halbebene gilt.

b) Schraubenlinie
Der unabhédngige Parameter sei t mit
M={t; —-oo <t <+o0},
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt, bt) . (1.205)

R, b und w sind Konstanten. Nach einem Umlauf @ At = 2m nehmen x- und
y-Komponenten wieder ihre Ausgangswerte an, wahrend die z-Komponente sich
um die Ganghohe (auch Steighohe) zj gedndert hat:

2
zo = bAr = bg . (1.206)
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Abb. 1.59. Schraubenlinie als parametrisierte Raumkurve

Die Stetigkeit von Bahnkurven wird analog zu der von gewohnlichen Funktionen
definiert.

Definition 1.4.1 r(t) stetigin t = ty, wenn zu jedem € > 0 ein 6(¢, y) existiert, sodass 1.4.1
aus |t — fg] < d stets |r(t) — r(ty)| < € folgt.

Nun gilt aber:

|r(t) = r (10)] = \/[Xl(t) —x1 (10)]” + [2(0) = x2 (0)]* + [3 () — x5 (10)]” <
<3 _max ‘xi(t) — X (tg)} .
1=1,2,3

Daranliest man ab, dass r(#) genau dann stetig ist, wenn alle Komponentenfunktionen
im gewohnlichen Sinne stetig sind.

© 1.4.2 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Wir betrachten eine vektorwertige Funktion a(¢) und interessieren uns fiir diffe-
rentielle Anderungen des Vektors, d.h. fiir Anderungen in kleinen Zeitintervallen.
Physikalisch ist ein solches Zeitintervall, da durch den Messprozess bestimmt, zwar
stets endlich, mathematisch wird jedoch der Limes eines unendlich kleinen Inter-
valls betrachtet. Statt der Zeit ¢ in den folgenden Formeln kann natiirlich jeder andere
Parameter verwendet werden. Die vektorwertige Funktion a hat in der Regel zu ver-
schiedenen Zeiten f und ¢ + At unterschiedliche Betridge und auch unterschiedliche
Richtungen. Der Differenzenvektor

Aa = a(t + At) — a(t)

wird mit abnehmender Zeitdifferenz At betragsméflig immer kleiner werden, dabei
in der Regel seine Richtung kontinuierlich dndern, um dann fiir sehr kleine At die
Richtung der Tangente anzunehmen.
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1.4.2

Definition 1.4.2:  Ableitung einer vektorwertigen Funktion

a(t) Aa(t)
Abb. 1.60. Zur Definition der Ableitung einer
0 a(t+At) vektorwertigen Funktion
da . a(t + At) —a(t) ( )
— =1m ———— . 1.20
dt  At—0 At /

Diese Definition setzt natiirlich voraus, dass ein solcher Grenzvektor tiberhaupt
existiert. Fiir Zeitableitungen schreibt man auch kurz:

a(t) = O

Wir stellen a(t) in einem zeitunabhéngigen Basissystem {e;} dar:
a(t) =Y aj(t)e; .
j

Dann gilt:
a(t+At) —a(t) = Y [aj(t+At) —aj(t)] ¢ .
j

Damit ist offensichtlich die Ableitung einer vektorwertigen Funktion vollstdndig auf
die bekannten Ableitungen der zeitabhédngigen Komponentenfunktionen zurtickge-

fithrt:

d
d®=£=ZMWw (1.208)
i

Ganz Entsprechendes gilt fiir alle hoheren Ableitungen:

n

d" d
EﬁMﬂ:§:(aﬁ%®)q; n=0,1,2,.... (1.209)

J
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Es ist dann nicht schwierig, die folgenden Differentiationsregeln zu beweisen:

1) % la(t) + b(t)] = a(t) + b(t) , (1.210)

2) % [f(t) a(t)] = £(t) a(t) + f(1) a(t) , (1.211)
wenn f(t) eine differenzierbare, skalare Funktion ist,

3) % [a(t) + b(1)] = (1) - b(r) + a(t) - b(1) , (1212)

4) % [a(t) x b(t)] = a(t) x b(r) + a(t) x b(z) . (1.213)

In 4) ist streng auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten.

Beispiele

a) Geschwindigkeit: v(t) = #(t) (1.214)

(stets tangential zur Bahnkurve),

Beschleunigung: a(t) = v(t) = #(t) . (1.215)
b) Einheitsvektor: e,(t) = a(t) .
la(t)]
) d, (1.212) .
e(t)=1= aea(t) =0 = " 2e,(t)-e,t)
d
= Eea(t)J_ea(t) . (1.216)

Die Ableitung des Einheitsvektors nach einem Parameter steht senkrecht auf dem
Einheitsvektor.

© 1.4.3 Bogenlinge
Auch die Integration von vektorwertigen Funktionen ldsst sich auf die entsprechende
der parameterabhidngigen Komponentenfunktionen tibertragen:

te

3 fe
fa(t) dt = Zej f aj(t)dt . (1.217)
=14

la
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Wenn die Basisvektoren parameterunabhingig sind, kénnen sie vor das Integral
gezogen werden. Man integriert in diesem Fall also einen Vektor, indem man seine
Komponenten integriert. Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, dass das so
definierte Integral natiirlich von der speziellen Parameterwahl abhingt, also keine
echte Kurveneigenschaft darstellt. Wir werden im Laufe dieses Buches noch Integrale
ganz anderer Art kennen lernen. An dieser Stelle wollen wir uns zunachst mit (1.217)
begniigen.

Wir wollen uns ab jetzt auf die Raum- und Bahn-Kurven als Beispiele vektorwer-
tiger Funktionen konzentrieren. Wir setzen fiir das folgende voraus, dass die Kurve
glatt ist.

1.4.3

Definition 1.4.3 Eine Raumkurve heifit glatt, wenn es mindestens eine stetig diffe-
renzierbare Parametrisierung r = r(¢) gibt, fiir die nirgendwo

i,

dt
wird.

Bei solchen glatten Raumkurven ist es hdufig vorteilhaft, die so genannte Bogen-
ldnge s als Kurvenparameter zu verwenden.

1.4.4

Definition 1.4.4 Die Bogenlinge s ist die Linge der Raumkurve, gemessen entlang
der gekriimmten Kurve, ausgehend von einem willkiirlich gewdhlten Anfangspunkt.

te = tN
s Abb.1.61. Zur Festlegung der Bogenlinge als

Kurvenparameter

Dies wollen wir etwas detaillierter interpretieren. Dazu betrachten wir zunéchst
noch die Zeit als Kurvenparameter und zerlegen das Zeitintervall ¢, bis t, = ty in N
Teilintervalle Aty, sodass fiir die Markierungen auf der Raumkurve gilt:

th=t,+nAty; n=0,1,2,...,N mitty=1t,IiN=1.

Diesen Zeitmarkierungen entsprechen Ortsvektoren r(t,). Wenn wir diese linear
miteinander verbinden, so ergibt sich ein Polygonzug der Linge

r (tus1) — 1 (tn)

AtN

N-1

L ) = X et~ ()] = 2

n=0

AtN
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Im Limes N — oo entspricht die Liange Ly des Polygonzuges der Bogenldnge s
zwischen den Endpunkten r(t;) und r(z,). Fiir N — oo geht aber Aty gegen Null.
Unter dem Summenzeichen steht nach (1.207) die Ableitung des Ortsvektors nach
der Zeit:

r (tn+1) —-r (tn) — > dr

N—> o= AtN—>0 —
Aty dt

t=t,

Aus der Summe wird im Riemann’schen Sinne ein Integral. Wenn wir noch ¢, durch ¢
ersetzen, haben wir dann als Bogenlénge:

)_f‘dr(t

Ferner haben wir gezeigt, dass fiir differentielle Anderungen der Bogenlinge

. (1.218)

ds = ‘dr(t) >0 (1.219)

dt dr

gilt. Wir berechnen also mit der Bahnkurve r = r(¢) nach (1.218) die Bogenldnge
s(t). Dieses ist offensichtlich eine mit + monoton wachsende Funktion, die wir ein-
deutig nach ¢ auflésen kénnen. Dadurch erhalten wir dann die Parametrisierung der
Raumkurve nach der Bogenlidnge s:

r(t) = r(t(s)) = r(s) . (1.220)

Diese Darstellung bezeichnet man als die natiirliche Parametrisierung der Raum-
kurve.

Beispiele

a) Kreisbewegung

Wir setzen in (1.204) ¢ = wt (gleichférmige Kreisbewegung) und erhalten dann als
Bahnkurve:

r(t) = R(cos wt, 0, sin wt)

dr .
= 4 = Rw(- sin wt, 0, cos wt)
~ dr R
—_— oy a)
dt
t
= s(t) wadt = Rot (ta = 0)
0
s
= t(s) = —
(s) o
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Daraus folgt die natiirliche Darstellung der Kreisbewegung:
r(s) =R (cos i, 0, sin i) . (1.221)
R R
Nach einem vollen Umlauf muss
R =2m

sein. Das entspricht der Bogenldnge s = 27mR, also dem Umfang des Kreises.

b) Schraubenlinie
Wir berechnen aus (1.205):

dr _
Fri (—Row sin wt, Row cos wt, b)
d
= ‘d—:‘ = v R2w? + b?

= s(t) = VR2w? + 2 ¢
s
Daraus folgt die natiirliche Darstellung der Schraubenlinie:

s Rsi @s bs )
——————, Rsin ,
VR2w? + b? VR0 + 12 R2? + b2

= t(s) =

(1.222)

r(s) = (R cos

© 1.4.4Begleitendes Dreibein
Wir besprechen in diesem Abschnitt ein neues System von orthonormalen Basisvek-
toren, deren Richtungen in jedem Punkt der Raumkurve anders sein konnen. Sie sind
also Funktionen der Bogenldnge s, wandern gewissermaflen mit dem Massenpunkt
auf der Kurve mit. Deshalb spricht man vom begleitenden Dreibein, bestehend aus

>

: Tangenteneinheitsvektor ,

: Normaleneinheitsvektor ,

=

b : Binormaleneinheitsvektor .
Die drei Einheitsvektoren bilden ein orthonormiertes Rechtssystem, d.h.,

i=rnxb undzyklisch . (1.223)
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Wir wissen, dass der Vektor 7(t) = %r(t) tangential zur Bahnkurve orientiert ist.
Der Tangenteneinheitsvektor ist deshalb nahe liegenderweise wie folgt definiert:

dr dr

o dr _ dt

t= dr ds - (1.224)
dt|  de

Auf der rechten Seite haben wir bereits (1.219) ausgenutzt. Wenn r nach der Bo-
genldnge s parametrisiert ist, r = r(s), dann konnen wir in (1.224) die Kettenregel
ausnutzen:

dr(s)

f=
ds

=1(s) . (1.225)

£(s)

Abb. 1.62. Veranschaulichung des

t(s+As
( ) Tangenteneinheitsvektors

f liegt also tangential zur Bahnkurve in Richtung wachsender Bogenlinge. #(s) kann
sich mitsin der Richtung dndern, was als Mafi fiir die Krimmung der Bahn angesehen
werden kann. Man definiert deshalb:

di(s)

ds
1

Kriimmung , ( 6)
1.22

o=K Kriimmungsradius .

Wenn die Richtung von £(s) fiir alle s konstant ist, dann ist die Bahn offensichtlich
eine Gerade. x ist somit Null und ¢ = oo.
Da f tangential zur Bahnkurve liegt, miissen die beiden anderen Einheitsvektoren
in der Ebene senkrecht zur Tangente liegen. Wegen (1.216) wird der Vektor
N - df
Cds
aufjeden Fall senkrecht auf f stehen. Wenn wir ihn noch auf den Wert Eins normieren,
so ergibt sich der

Normaleneinheitsvektor

di(s)
n= ds _ ldt(s) =n(s) . (1.227)

di(s) x ds
ds
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Die von den Vektoren 7 und # aufgespannte Ebene heiflt Schmiegungsebene. Zur
vollstandigen Charakterisierung der Bewegung im Raum benétigen wir noch einen
dritten Einheitsvektor, ndmlich den

Binormaleneinheitsvektor

b(s) = £(s) x A(s) . (1.228)

b steht senkrecht auf der Schmiegungsebene. Erfolgt die Bewegung in einer festen
Ebene, dann ist diese die Schmiegungsebene, die in einem solchen Fall von s unab-
hingig ist. Dann ist aber auch die Richtung von b konstant, der Betrag ist es ohnehin,
sodass allgemein gilt:

A

b = const, falls Bewegung in einer festen Ebene .

Abb. 1.63. Darstellung des begleitenden Dreibeins

Andert sich jedoch b mit s, so ist das offensichtlich ein Maf dafiir, wie sich die
Raumkurve aus der Schmiegungsebene herausschraubt. Es wird also auch hier die
Ableitung nach s interessant sein:

db df . dn s dn
— = — XA X —=KAXA X —
ds ds ds s
N db ; dn (1220)
— =ftx —. 1.22
ds ds 9
Daraus konnen wir schliefien:
d.,
—blt
ds
Ferner, weil b ein Einheitsvektor ist,
d. .
—blb,
ds

sodass der folgende Ansatz verniinftig erscheint:

d
ds

A

=—TA . (1.230)

S
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Die Binormale dreht also senkrecht zu £ in die Richtung der Hauptnormalen #:

7 : Torsion der Raumkurve

o = 1/t : Torsionsradius .

Uns fehlt jetzt noch die Anderung des Normaleneinheitsvektors 7 mit der Bogenlén-
ges:
. . da_db . df . L
i=bxt=> —=—Xt+bx —=—-1A X t+kbxfi=1b—«t.
ds ds ds
Die drei die Anderung des begleitenden Dreibeins mit der Bogenlinge s beschrei-
benden Beziehungen werden Frenet’sche Formeln genannt:

di X

— =xkfi,

ds

db )

—=—1h1,

ds

da_ th — it . (1.231)
ds

Anwendungen
a) Kreisbewegung

Mit der in (1.221) gefundenen natiirlichen Darstellung der Raumkurve r = r(s) lasst
sich der Tangenteneinheitsvektor f einfach berechnen:

t dr ( in = 0 S) (1.232)
=— =(-sin—, 0, cos—) . .
R R 3

Es handelt sich offenbar um einen Vektor der Lidnge 1. Nochmaliges Differenzieren
nach s liefert die Kriimmung «:

df 1 s s
— == (—cos—, 0, —s1n—>
ds R R R
N di| 1 (1233)
K=|—|=—. 1.2
ds R 33

Fiir den Kriitmmungsradius o haben wir also das fiir den Kreis selbstverstandliche
Ergebnis:

o=R. (1.234)
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Der Normaleneinheitsvektor 7

df

. ( s 0 . 5) (1.235)
=o— = (- —, 0, —sin — 1.
/) st cosR st 35

€

Abb. 1.64. Normalen- und Tangenteneinheitsvektor am Kreis

liegt in der xz-Ebene (Schmiegungsebene) und zeigt in Richtung Kreismittelpunkt.
(Verifizieren Sie #i - f = 0!) Da die Bewegung in einer festen Ebene erfolgt, sollte der
Binormaleneinheitsvektor b(s) nach Richtung und Betrag konstant sein:

I;(S) =e (tzi’lf-, — t3n2) + e (t3n1 - t11’l3) +e3 (tll’lz - tznl) =

25 .23
:e1-0+e2<—cos — —sin —)+e3-0.
R R

Dies ist in der Tat der Fall:
b(s) = (0, -1, 0) . (1.236)
Er zeigt in die negative y-Richtung.

b) Schraubenlinie
Nach (1.222) gilt fiir die Schraubenlinie, wenn wir noch die Abkiirzung

A = 1/v/R?w? + b? vereinbaren:

f= % = (—Ra)A sin(wsA), RwA cos (wsA), bA) . (1.237)
s

Fiir den Betrag von f findet man:
It = V(RPw0? + b*)A2 =1,
wie es ja auch sein muss.

di
F [—Rw2A2 cos(wsA), —Rw?*A? sin(wsA), O] .
s

Die Kriimmung « ergibt sich daraus zu:

di

K= =Ro’AN’ = ———— . (1.238)
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Sieist offensichtlich kleiner als die beim Kreis, was geometrisch unmittelbar einleuch-

tet, da die Streckung langs der Schraubenachse die Kriimmung natiirlich verkleinert.
. : RPw? + b?
Kriimmungsradius: ¢ = ———— >R. (1.239)
Rew?

Der Normaleneinheitsvektor liegt in der xy-Ebene und zeigt ins Schraubeninnere:
= (— cos(wsA), —sin(wsA), O) . (1.240)

Der Binormaleneinheitsvektor ist nun eine Funktion der Bogenldnge s, da die Bewe-
gung nicht mehr in einer festen Ebene erfolgt:

b(s)=e [+DA sin(w sA)| + e [-DA cos(w sA)] +
+e3 [Ra)A sin?(@ sA) + RwA cos* (@ sA)]
= b(s)=A (b sin(w sA), —b cos (@ sA),Ra)) . (1.241)
Die Torsion r der Raumkurve berechnen wir nach (1.230) durch Vergleich von

db
- b wA* (cos(w sA), sin(w sA), 0)
s

mit 7 zu
T=boA’. (1.242)
Der Torsionsradius

1 R+ 1

. bo (1.243)

g =

wird unendlich grof3 fiir b — 0 (Kreisbewegung).

¢) Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes
Nach (1.214) ist die Geschwindigkeit v stets tangential zur Bahnkurve r(¢) orientiert:

sy dr _drds_ds,
dr dsdtr dr
= v(®)|= g . (1.244)

Nochmaliges Differenzieren nach der Zeit fithrt zur Beschleunigung a:

B 2 - df - df ds
at)=— =vt+v— =vt+v——
dt? dt ds dt
.V
= a(t)=vf+ —n. (1.245)

Q
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Der Beschleunigungsvektor liegt also stets in der Schmiegungsebene. Man unter-
scheidet:

a; =v (Tangentialbeschleunigung) (1.246)
und
2
a, = — (Normal-, Zentripetalbeschleunigung) . (1.247)
fe)

Bei gekriimmten Bahnen (¢ # oo, ¢ = oo: Gerade) liegt also selbst dann eine
beschleunigte Bewegung vor, wenn sich der Geschwindigkeitsbetrag v nicht dndert
(v =0).

© 1.4.5 Aufgaben

Aufgabe 1.4.1 Es seien €, €, zwei orthonormale Vektoren, die die x'-Achse
und diey’-Achse definieren mégen. Ein Massenpunkt durchlaufe die Bahnkurve

1 .
r(t) = —= (a1 cos wt + ap sin wt) €] +

/2

—a) cos wt + aj sin a)t) e,

1
7l

ai, ay, o konstant und > 0.

1. Gehen Sie von €, €, zu einer neuen Basis ey, e, iiber, d. h. zu neuen x- und
y-Achsen, und zwar derart, dass die Darstellung der Bahnkurve besonders
einfach wird. Wie lautet die Parameterdarstellung der Raumkurve im x, y-
System mit ot als Parameter?

2. Welche geometrische Form hat die Raumkurve?

3. Bestimmen Sie die Winkel

(P(t) = (ela r(t)) >
p(1)=< (e, r(1)) .

4. Berechnen Sie die Betrdge von r(t), v(t) = #(t), a(t) = #(t). Welche Bezie-
hung besteht zwischen |r(¢)| und |a()[?

5. Berechnen Sie 7(t) = —|r(¢)|.
Bestimmen Sie die Winkel

a(t) =< (r(1), v(1)) ,
B(t) =< (v(t), a(1)) ,
y(1) =< (r(2), a(r)) .
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Aufgabe 1.4.2 1.4.2
1. Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Zykloide. Letztere wird von

einem festen Punkt auf einem Kreis beschrieben, der auf einer Geraden

abrollt.

I
- M Abb.1.65. Massenpunkt m an einem

Faden, der an einem horizontal
e
2

beweglichen Aufhdnger A befestigt ist

Wie lautet die Parameterdarstellung eines Massenpunktes, der an einem
Faden mit zeitabhidngigem Winkel ¢(#) pendelt, wobei sich gleichzeitig der
Aufhénger A mit konstanter Geschwindigkeit v in e;-Richtung bewegt?

Aufgabe 1.4.3 Berechnen Sie fiir die Bahnkurve 1.4.3

. 1
r(t) =e Mg, + —ep +1n (1 + tz) e3
cott

die Ausdriicke:
Dir@®ls  2)f@);  3)IF@;  Ar@);  5)[F0)
jeweils fiir die Zeit t = 0.

Aufgabe 1.4.4 Beweisen Sie die folgenden Differentiationsregeln fiir vektor- 1.4.4
wertige Funktionen a(t), b(t):

d .
1) ” [a(t) « b(t)] = a(t) - b(t) + a(t) - b(t) ,

2) % [a(t) x b(t)] = a(t) x b(t) + a(t) x b(t),

da(t) d
3) a(f)T = la(t)] s la(t)| .
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Aufgabe 1.4.5 Gegeben sei die Bahnkurve

.t t t
r(t) = (3 sin —, 4—, 3 cos —> .
to to to

Berechnen Sie:
die Bogenldnge s(¢), wobei s(t = 0) = 0 sein moge,
den Tangenteneinheitsvektor #,
die Kriimmung x und den Kriimmungsradius ¢ der Kurve,
den Normaleneinheitsvektor ,
das begleitende Dreibein (, , b) fiir t = 57to,
die Torsion 7 der Raumkurve.

oV pow o

Aufgabe 1.4.6 Zeigen Sie, dass die Kriimmung x einer Raumkurve die Bezie-
hung

1

K:,—fo
|r|3| |

erfiillt.

Aufgabe 1.4.7 Driicken Sie auf moglichst einfache Weise

dr (d3r . d3r
ds \ds? ds3

durch die Kriimmung x und durch die Torsion r der Raumkurve aus.

Aufgabe 1.4.8 Gegeben sei die Bahnkurve

r(t) = (t, £, (g) t3) )

Bestimmen Sie die Bogenldnge s(¢), wobei s(f = 0) = 0.

Berechnen Sie den Tangenteneinheitsvektor # als Funktion der Zeit t.
Geben Sie die Kriimmung x als Funktion von ¢ an.

Bestimmen Sie das begleitende Dreibein als Funktion von t.

I S

Geben Sie die Torsion 7 als Funktion von ¢ an.

Die Komponenten der Bahnkurve moégen Koeffizienten vom Betrag 1 aufweisen,
die fiir korrekte Dimension sorgen.
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Aufgabe 1.4.9
1. Berechnen Sie Kriimmung, Torsion und begleitendes Dreibein der Raum-
kurve

r(¢) = R(e +sing, 1 + cos ¢,0) .
2. Bestimmen Sie die Kriimmung der ebenen Raumkurve

r(p) = (¢, f(9),0) .

1.5 Felder

Wir haben im letzten Abschnitt vektorwertige Funktionen, wie z.B. die Bahnkur-
ve eines Teilchens, kennen gelernt. Damit beschreiben wir den Weg des Teilchens
durch den Raum. Wir wissen allerdings noch nicht, was dem Massenpunkt auf sei-
ner Bahn ,passiert, welche Situationen er antrifft. So konnte z.B. die Temperatur
an verschiedenen Raumpunkten unterschiedlich sein; sie konnte damit die Bewe-
gungsform beeinflussen. Es kann die elektrische Feldstirke ortsabhdngig sein, was
tiir die Bahn eines geladenen Teilchens von Bedeutung wire. Zur Beschreibung phy-
sikalischer Phdnomene ist es deshalb hédufig notwendig, jedem Raumpunkt r den
Wert A(r) einer physikalischen Grofle zuzuordnen. Das kann ein Skalar, ein Vek-
tor, ein Tensor, ... sein, z.B. die Temperatur, die Massendichte, die Ladungsdichte
als Skalare oder die Gravitationskraft, die elektrische Feldstérke, die Stromungsge-
schwindigkeit einer Fliissigkeit als Vektoren oder der Spannungstensor als tensorielle
Grofle. Man spricht dann von einem skalaren, vektoriellen, tensoriellen Feld der phy-
sikalischen Grof3e A. Im Allgemeinen werden diese zugeordneten Werte noch von
der Zeit abhéngig sein: A = A(r, t). Wir wollen unsere Betrachtungen hier jedoch
auf zeitunabhidngige, d.h. statische, Felder beschranken. Eine Orthonormalbasis sei
vorgegeben.

1.5.1 Klassifikation der Felder

1.4.9

1.5

Definition 1.5.1 Ein skalares Feld ist die Menge von Zahlenwerten ¢(r) = ¢(x1, x2, x3)
einer physikalischen Grofle ¢, die jedem Punkt = (x;, x2, x3) eines interessierenden
Raumbereichs zugeordnet sind:

MCR_?,—%NCR].

Es handelt sich also um eine skalarwertige Funktion dreier unabhingiger Variablen.
Der Definitionsbereich M ist durch die physikalische Problemstellung festgelegt.

1.5.1
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e, o(r)=pPr; r=,/x12+x§+x§.

€

ﬁ
&=

Abb. 1.66. Hohenlinien des
skalaren Feldes ¢(r) = pr

Graphisch stellt man solche Felder durch zweidimensionale Schnitte dar, in denen
die Flichen ¢(r) = const als so genannte Hohenlinien erscheinen. Der Abstand der
Linien entspricht dabei gleichen Wertunterschieden der Konstanten.

)

Abb. 1.67. Das skalare Feld ¢(r) = (afr), dargestellt durch seine Hohenlinien (links) und durch seine
radiale Abhangigkeit (rechts)

Es gibt noch andere Darstellungsmoglichkeiten. So kann man z. B. ¢ in Abhéngig-
keit einer besonders ausgesuchten Variablen auftragen und dabei die beiden anderen
Variablen konstant halten.

1.5.2

Definition 1.5.2 Das Vektorfeld ist die Menge von durch Richtung und Betrag ge-
kennzeichneten Vektoren,

a(r) = (611 (X1>X2,x3) » 42 (X1>X2,X3), as (bez,Xa)) >

die jedem Punkt r = (x1,x2,x3) eines interessierenden Raumbereichs zugeordnet
sind:

MCR; - NCR;3.

Es handelt sich also um eine vektorwertige Funktion dreier unabhidngiger Variablen.



1.5 Felder 929

Beispiele
a(r) = ar,
a(r) = ﬁ% (elektrisches Feld einer Punktladung q) ,
a(r) = i a, = const ,

—— €],
B4+

1
alr)= -(@xr]; ©=awpe;; wy=const.
r

Graphisch lassen sich Vektorfelder durch zweidimensionale Schnitte darstellen, in
denen die Flichen konstanter Feldstirke |a(r)| = const als Hohenlinien erscheinen,
an denen man das Feld lokal durch einen Vektorpfeil charakterisiert.

Beispiel

alr)=ar (a>0).

2
N

Pfeillinge: a-r
Richtung: radial, senkrecht auf den Kreisen |a(r)|=const

Abb. 1.68. Darstellung des Vektorfeldes ar

Eine zweite, hdufig verwendete Darstellungsmoglichkeit stellen Feldlinien dar,
deren lokale Richtung die Feldrichtung angibt, deren Dichte proportional zur Feld-
stdrke ist.

Wir wollen im Folgenden die speziellen Eigenschaften der Felder untersuchen, wo-
bei wegen der notwendigen Knappheit der Darstellung ausfiihrliche Abhandlungen
spezielleren Mathematikvorlesungen vorbehalten bleiben miissen.
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J%
W Abb. 1.69. Feldlinienbild fir die Geschwindigkeit einer
A stromenden Flussigkeit

Da die Felder Funktionen von mehreren unabhéngigen Variablen darstellen, sind
Begriffe wie Stetigkeit, Ableitung und Integral sehr sorgfiltig zu untersuchen.

1.5.3 Definition 1.5.3
1. Ein skalares Feld ¢(r) heifit stetig in ry, wenn es zu jedem & > 0 ein 6(rg, €) > 0
gibt, sodass fiir alle r mit |[r —rg| <&

lp(r) — p(ro)| <€

gilt.

2. Das Feld ¢ heif3t stetig in einem Raumbereich M, wenn es dort in jedem Punkt
stetig ist.

3. Ein Vektorfeld a(r) = (ay(r), a2(r), as(r)) heifdt stetig in ro, wenn dieses fiir jede
Komponente a;(r) im obigen Sinne gilt.

Abb. 1.70. Feldlinienbild des Erdmagnetfeldes

Etwas mehr Gedanken miissen wir uns zum Differenzieren von Feldern machen.

© 1.5.2Partielle Ableitungen
Wir wollen uns nun dafiir interessieren, wie sich ein Feld von Raumpunkt zu Raum-
punkt dndert. Auskunft dariiber wird uns die Ableitung des Feldes nach dem Ort
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erteilen. Wir erldutern diese Operation zunichst fiir ein skalares Feld. Verallgemei-
nerungen auf Vektorfelder werden dann nicht schwierig sein, indem man nédmlich im
Wesentlichen nur fordert, dass die Kriterien, die wir fiir skalare Funktionen ableiten,
von jeder Komponentenfunktion erfiillt werden. Wenn wir zunéchst vereinbaren, die
Anderung des Feldes ¢ lings eines Weges

parallel zu einer Koordinatenachse

zu verfolgen, so ist das Feld auf diesem Weg streng genommen nur von einer echten
Variablen abhingig, da die beiden anderen ja konstant gehalten werden. Man kann
dann nach dieser effektiv einzigen Variablen wie gewohnt differenzieren,

(p(xl +Ax1,X2)X3) —(p(xl,xz,X3) _ (3_([))
0x1 /1, xs ’

lim (1.248)

Ax1 — 0 Ax1

und spricht von einer partiellen Ableitung von ¢ nach x;.

(Schreibweisen: <a—¢> — %9 = 0y p = 019 gox1> .
8x1 X2, %3 8x1

Wiéhrend des Differentiationsprozesses sind die anderen Variablen strikt konstant

zu halten. Das Resultat ist wieder ein skalares Feld, das von den drei Variablen x;,

X2, x3 abhéngt. Die partiellen Ableitungen nach den beiden anderen Variablen sind

natiirlich ganz analog definiert:

X1, % + Axp,x3) — @ (x1, %2, X 0
lim ¢ (x1, %2 2%3) = (x1, %2, %3) = (—(P> =020, (1.249)
Ax;—0 Ax) ox) X1, %3
X1, %2, %3 + Ax3) — @ (x1, %2, % ]
i SRR TAR) —e () (o),
Axz—0 AX3 aX3 X1, %2
Beispiele

(p:xlx;+x3:>81(p:xg; 82<p:5x1x§; dzp=1,

(p:xglnx1:>81<p:z—3;82<p20; 93¢ =1Inx,
1

x X X
(p:r:,/x%+x§+x§:>81(p:7l;82<p:72; 83<p:73.

Vektorfelder leitet man partiell ab, indem man jede Komponentenfunktion partiell
ableitet.

Beispiele
alr)=ar=«a (xl,xz,x3)

= dja=a(1,0,0) = ae; ,
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oa=a(0,1,0) = aey ,
dza=a(0,0,1) = ae; .

a(r) = ai (z.B. elektrisches Feld)

3

X1 I 3x1x a 2

o= (o5) <o (527 -2 -24)
= d1a1(r) =0, 3 o (r3 4 r) 5 (r x7)

X2 X2X1
diax(r) =0 (a—3) =-3 5

3 X3X1
81a3(r) = 31 (a—3) =-3 5

r r

Damit gilt insgesamt:

(04
ala(r) = = (7’2 - 3x%, —3X1XQ, —3x1x3) .
r

Die anderen beiden partiellen Ableitungen rechne man zur Ubung.
Der Definition (1.248) der partiellen Ableitung zufolge gelten fiir diese praktisch

dieselben Differentiationsregeln wie fiir die skalaren oder vektoriellen Funktionen
einer Variablen:

i (@1 + ¢2) = dig1 + i (1.251)
di(a+b) = (dia)-b+a- (3;b) , (1.252)
di(a x b) = (dja) x b+a x (9;ib) . (1.253)

Da die partielle Ableitung eines Feldes wieder ein Feld ist, lassen sich mehrfache
Ableitungen rekursiv definieren:

P9 9 [(d¢
@ = c')_xl (a—x1> > (1.254)
" a (o} d[a [am?
(ARG e
X Ox; \ Ox! ox; | Ox; \ Ox¥
Auch gemischte Ableitungen machen Sinn:
d? o (0
$_2(® . (1.256)
0xi0xj  0x; \ 9X;

Dabei ist im Allgemeinen auf die Reihenfolge der Differentiationen zu achten. Es
wird von rechts nach links abgearbeitet. Wenn das Feld jedoch stetige partielle Ab-
leitungen bis mindestens zur 2. Ordnung hat, dann kann man die Vertauschbarkeit
der Differentiationen beweisen:
e al0) B e al’)
9X;0x; B Oxj0x;

Den expliziten Beweis dieser Aussage bringt die Mathematik-Vorlesung.

(1.257)
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Beispiele
op 9?
(pzx?+x§x3:>a—x1=5x‘f; @220?,
o 2 g 3
= 3 > = >
aX2 2% aX3 2
Fo _,_ P
8x1 axz o axZ ax1 ’
¢ ,_ ¢
= 3x5 = .
c')xz aX3 2 aX3 8x2 Hsw

Was wir bisher im Zusammenhang mit partiellen Ableitungen gelernt haben, lief}
sich ziemlich direkt von den uns vertrauten Differentiationsregeln skalarer Funktio-
nen einer Variablen iibernehmen. Etwas anders wird es nun bei der Kettenregel, die
wir in der Form

aixe] & o -
dt dx dt

kennen. Bei mehreren Verdnderlichen dndert sich nichts, wenn diese von verschie-
denen Parametern abhingen:

dep  de dx

dn B ox; dfy ' (1:259)

@ [x1(t1), x2(12), x3(13)] =

Interessant wird es nun, wenn die Komponenten alle von demselben Parameter ab-
hiangen. In Abhdngigkeit von ¢ dndern sich dann némlich alle Variablen gleichzeitig:

@ [r()] = @[xi(t), x2(1), x3(8)] .
Wir setzen
Ax; = xi(t + At) — x;(t)

und berechnen damit den folgenden Differenzenquotienten D:

9 [x1(t + At), x2(t + At), x3(t + At)| — @ [x1(2), x2(2), x3(1)]
At

Wir werden spiter den Grenzwert von D fiir den Ubergang At — 0 als Ableitung von
¢ nach ¢ interpretieren. Dazu formen wir D zunédchst noch etwas um:

D

D= [(p (x1 + Axy, %2 + Axp, x3 + Ax3) - (P(Xbxz + Axy, X3 +Ax3) +

L
At
+¢@ (xl,xz + Axp, x3 + AX3) - (xl,xz,x3 + Ax3) +

+¢ (X1, %2, X3 + Ax3) — @ (x1,%2,%3) | =
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1
= El [(p (X1 + Ax1, % + Axp, x3 + AX3) -

@ (xlaxZ + Axp, x3 + Ax3)] % +
! Ax
+A—x2 [‘P (x1,x2 + Axp, X3 +Ax3) - (p(xl,xg,x3 +Ax3)] A—t2 +
! Ax
+A—x3 [‘P (xl,xz,x3 + Ax3) - ‘P(x1>x2,X3)] A_:

Wir lassen nun At — 0 streben und koénnen aus der Stetigkeit der Funktionen x;(t)
Axj —— 0 folgern. Setzen wir dann noch Stetigkeit fiir die ersten partiellen Ablei-
tungen von ¢ voraus, so gilt offensichtlich:
dep d o d o d
im po 20 du o dn g dy
At—0 8x1 dt oxy dt Ox3 dt

Man bezeichnet den Limes als die totale Ableitung von ¢ nach

Jdp dx;
Z x; n (1.260)
und nennt
0
de = Z BZ dx; (1.261)

i=1

das totale Differential der Funktion ¢.

1.5.3 Gradient

Mit Hilfe der partiellen Ableitung haben wir die Moglichkeit herauszufinden, wie
sich ein Feld beim Fortschreiten ldngs einer Koordinatenachse dndert. Wir wollen
nun untersuchen, wie sich ein skalares Feld lings einer beliebigen Richtung e im
Raum dndert, d.h. uns interessiert die Grofle

Ap=g(r + Ar) — ¢(r) ,

Ar=(Axy, Axz, Axs) 11 e. (1.262)

Lige Ar z.B. parallel zur 1-Achse, so wiirde bei hinreichend kleinen Anderungen
Ar = Ax;e; gelten:

Ap = —Axy [(p(r +Ar)=¢ (x1 + Axl,xz,xg)] .
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3 o(r)

1 Abb. 1.71. Zur Festlegung des Gradienten

Diese Voraussetzung ist zwar nicht erfiillt. Es ist allerdings moglich, sie durch Dre-
hung des Achsenkreuzes zu realisieren. Das physikalische Feld ¢ dndert sich dabei
natiirlich nicht. Wir fithren die Drehung so durch, dass die neue 1-Achse mit e zu-
sammenfillt. Dann gilt aber:

Ap = —AX . (1.263)

Wir kénnen Ar nun wie folgt im alten und im neuen Koordinatensystem darstellen:
Ar = Ax1e1 = Axje; + Axpey + Axzes . (1.264)

Daraus folgt insbesondere durch skalare Multiplikation mit e; :
Axi = A% (&) - ) , (1.265)

sodass wir fiir hinreichend kleine Verschiebungen langs der x;-Achse schreiben kon-
nen:

dx;
dx;
Dies nutzen wir zusammen mit (1.265) und der Kettenregel in (1.263) aus:

ax] dx; X1 Pt oxj e] X1 -

=e+¢e. (1.266)

Die Felddnderung in einer beliebigen Raumrichtung setzt sich also additiv aus den
entsprechenden Anderungen in den drei Koordinatenrichtungen zusammen:

3
Z a—(p Xj . (1.267)

Das Resultat hat die Gestalt eines Skalarproduktes zwischen den Vektoren

dp J¢ 8<P)

Ax1, Axy, A nd , )
(XI 2 X3) " <ax1 axz aX3

Dies fithrt uns zu der folgenden Definition:
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1.5.4

Definition 1.5.4 Einem stetig differenzierbaren skalaren Feld ¢(r) wird ein vektori-
elles Feld, das so genannte Gradientenfeld, zugeordnet:
dgp d¢p J¢
do= (2 22 7). 268
grace (8x1 ax2 aX3) (1 2 )
Als Gradient von ¢ bezeichnet man also den Vektor, dessen i-te Komponente die
partielle Ableitung von ¢ nach x; darstellt.

1.5.5

Definition 1.5.5 Der Vektor-Differentialoperator

\Y 9 9 9 J + J + J (1.269)
=\ —s — |)=e — teéep— +te3s— .
axl ax2 aX3 ! ax1 : axz ) aX3 ?

heif3t Nabla-Operator.
Er wirkt auf alle Funktionen, die rechts von ihm stehen. Mit ihm kann man
schreiben:
gradg = Vo, (1.270)
und fiir die Felddnderung A¢ in (1.267) gilt nun:
Ap =gradg - Ar=Veg-Ar. (1.271)

Zur Interpretation des Gradientenvektors betrachten wir speziell eine Richtung, in
der sich ¢ nicht dndert:

0=gradg - Ar <= grad @ lAr.

Der Gradientenvektor grad ¢ = V¢ steht also senkrecht auf den Flachen ¢ = const.
Sein Betrag | grad ¢| ist ein Maf fiir die Stirke der ¢-Anderung, wenn man senkrecht
zu den Flichen ¢ = const fortschreitet.

Beweis Man beweist mit Hilfe der Rechenregeln (1.251) und (1.252) fiir partielle
Differentiationen die folgenden Regeln fiir die Gradientenbildung:

grad (<p1 + @) = grad; +grad g, , (1.272)

grad (¢192) = @2 grad @1 + @) grad 9,2 . (1.273)

Wir wollen das Gelernte an einigen Beispielen iiben:

Beispiele
1. grad(a-r)=2? (a : konstanter Vektor)

3

da-r

ar = Zajxj = (ax' ) =q = grad(a-r) -a. (1‘274)
j=1 i
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2. gradr=2? (r:‘/x%+x%+x§>

or  x; r
. = 71 = gradr = p =e (1.275)
1
3. gradl/r’ =2
01 d 1\ or 2 Xx; s orad 1 2 (1.276)
- = - — = —— = rad — = ——e, . 1.2
ox; r? drr? ) ox; rBr 8 r2 e /
4. gradf(r) =2
0 df\ or X;
—f(r) = d4ry or =f'(r)= = gradf(r) = f'(r)e, . (1.277)
o0x; dr / ox; r

2., 3. sind spezielle Beispiele fiir f(r).

1.5.4 Divergenz und Rotation

Der im letzten Abschnitt eingefiithrte Gradient ist nur fiir skalare Felder ¢ definiert.
Das Gradientenfeld grad ¢ = V¢ ist dann allerdings ein Vektor. Kann man den
Nabla-Operator V, der in (1.269) formal als Vektor-Differentialoperator eingefiihrt
wurde, auch auf Vektoren anwenden? Die Antwort ist ja. Es gibt sogar zwei An-
wendungsmoglichkeiten, dhnlich wie bei der multiplikativen Verkniipfung zweier
normaler Vektoren, eine im Sinne eines Skalarproduktes, die andere im Sinne eines
Vektorproduktes.

Definition 1.5.6 a (r) = (al(r),az(r),ag(r)) sei ein stetig differenzierbares Vektor-
feld.
Dann nennt man
3
da; )
Z — =diva(r) = V-a(r) (1.278)

-
j=1""7

die Divergenz (das Quellenfeld) von a(r).

Dem Vektorfeld a(r) wird also ein skalares Feld div a zugeordnet. Die anschauliche
Interpretation von div a als das Quellenfeld von a wird an spateren Anwendungsbei-
spielen aus der Physik verstidndlich werden.

Beweisen Sie als Ubung die folgenden Rechenregeln:

div(a+b) =diva+divb, (1.279)
div(ya) =ydiva; yeR, (1.280)
div(pa) = ¢diva+a-grad¢ (1.281)

(¢: skalares Feld; a: vektorielles Feld).

1.5.6
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Mit Hilfe der Divergenz fithren wir einen weiteren wichtigen Operator ein:

1.5.7 Definition 1.5.7:  Divergenz eines Gradientenfeldes

2
o axj
wobei
9° 9° 9°
AE—2+—2+—2 (1.282)
ox; 0x;  0x;
der Laplace-Operator genannt wird.
Beispiele
1) a : konstanter Vektor = diva =0. (1.283)
3
ox;
2)divr = =3, 1.28
) divr Z o (1.284)
j=1
3) a : konstanterVektor
.9 )
div(r x a) = Z a—xk(r X Q) = Z 8—xk (sijkxiaj) =
k=1 i,j, k
= EijkOikaj = Zs,-ﬁcxj =0. (1.285)
i,j, k i,]

Man sagt, das Feld (r x a) sei quellenfrei.

Die vektorielle Anwendung des Nabla-Operators auf ein Vektorfeld fithrt zu der
folgenden Definition:

1.5.8 Definition 1.5.8 a(r) = [a;(r),ax(r),as3(r)] sei ein stetig differenzierbares Vektor-
feld.
Dann heif3t

aa3 aaz aa1 (9(13 8a2 aa1
ma=|————)eg+t|——— ey +| ————)e3
ax2 aX3 aX3 ax1 axl axz

die Rotation (das Wirbelfeld) von a(r).
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Man schreibt kurz:

o)
rota=V xa= ;sﬁk (a_x,'aj) e . (1.286)
Dem Vektorfeld a(r) wird durch diese Operation wieder ein Vektorfeld zugeordnet.
Die anschauliche Interpretation von rot a als Wirbelfeld von awird im Zusammenhang
mit spateren Anwendungsbeispielen deutlich werden.
Die folgenden Eigenschaften und Rechenregeln lassen sich ziemlich direkt aus der
Definition der Rotation ableiten:

1) rot(a+ b) = rota+rotb. (1.287)
2) rot(aa) =arota; aclR. (1.288)
3) rot(pa) = gprota + (grad ¢) x a (1.289)

(¢ : skalares Feld; Beweis als Ubung!) .

4) rot(gradp) =0 (¢ zweimal stetig differenzierbar) . (1.290)
Das ist die fiir spitere Anwendungen wichtige Aussage, dass Gradientenfelder stets
wirbelfrei sind! Wir zeigen die Richtigkeit dieser Aussage fiir die 1-Komponente:
% o’
axz aX3 aX3 axZ -

0 0
(rotgrad ¢); = (grad )3 — —(grad @), =
o aX3

%
[nach (1.257)].
Dasselbe kann man fiir die anderen Komponeten zeigen.

5) div(rota) =0 (a: zweimal stetig differenzierbar) . (1.291)

Wirbelfelder sind stets quellenfrei!

Beweis

d%a,,
Elmj T Sjml) —— =0
— 8xj 0x;

=0 warum?)

,\
-
[\]
Ny
~N
-
N | =

'V\.

-

—~

—
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6) rot[f(r)r] =0. (1.292)

f(r) sei dabei irgendeine skalarwertige Funktion, die nur von r = |r| abhdngt. Den
Beweis dieser wichtigen Beziehung fithren wir in einer Ubungsaufgabe.

7) rot(rota) = grad(diva) — Aa . (1.293)
Diese Beziehung ist komponentenweise zu verifizieren (Beweis als Ubung!).

© 1.5.5 Aufgaben

Aufgabe 1.5.1 Gegeben seien die folgenden Vektorfelder:

1
a) a(r)= -[@xr]; @=awpes; o= const,
r

b) a(r)=ar; a<0,

) a(r)za(x1+x2)e1+a(x2—x1)e2; a>0,
o

d ar) = ————¢; af>0.

) alr) = e «f

1. Zeichnen Sie die Feldlinienbilder fiir Schnitte senkrecht zur x;-Achse
(x3 = 0).

2. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Felder.

3. Berechnen Sie diva(r) und rot a(r).

Aufgabe 1.5.2 Man kann in guter Ndherung das skalare elektrostatische Po-
tential einer Punktladung in einem Plasma (,,Gas“ aus geladenen Teilchen)
durch den Ansatz

—ar

__1 ¢
o(r) dmteg 1
beschreiben.
1. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von ¢ und geben Sie grad ¢ an.
2. Berechnen Sie Ag, wobei

9? 9? 9?

A= — + — + — (Laplace-Operator) .
x}  9xF 0x3 fap p )



1.5 Felder 111

Aufgabe 1.5.3 Einen linglichen Atomkern kann man durch ein Rotations- 1.5.3
ellipsoid (Zigarre) beschreiben:

2 2 2
S

2432,
az  az b

1. Wielautet der nach auflen zeigende, auf 1 normierte Flichennormalenvek-
tor n?
2. Berechnen und zeichnen Sie n in den Punkten
a) (a/v/2, al/2, 0,),
b) (a/</3, a|v/3, b[/3),
c) (—af2, alv/2, —b[2),

d) (0, 0, b),
e) (0, —a, 0).
Aufgabe 1.5.4 1.5.4

1. Gegeben seien die skalaren Felder
g =cos(a-r); @ = eV (a = const , y = const) .
Berechnen Sie die Gradientenfelder grad ¢; und deren Quellen
div grad ¢; = Ag; .

2. Berechnen Sie die Divergenz des Einheitsvektors e, = r~!r.

3. Unter welchen Bedingungen ist das Vektorfeld a(r) = f(r)r quellenfrei?
Berechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes a(r) = grad ¢; x grad ¢
(¢1, @2: zweimal stetig differenzierbare skalare Felder).

5. @ sei ein skalares Feld, a ein Vektorfeld. Beweisen Sie:

div(pa) = ¢diva+a- gradg .

Aufgabe 1.5.5 Wie muss die Konstante y gewahlt werden, damit das Vektorfeld 1.5.5

a(r) = (yx1x2 - xg, (y —2)x3, (1 — y)xlxg)

»wirbelfrei“ (rota = 0) ist? Kann man a(r) auch ,quellenfrei (diva = 0)
machen?
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1.5.6 Aufgabe 1.5.6
1. Zeigen Sie, dass das Vektorfeld

b(r) = (x2x3 + 12x1%2, X1X3 — 8x2xg + 6x%, X1Xy — l2x§x§)

»,wirbelfrei“ (rotb = 0) ist.
2. Bestimmen Sie ein skalares Feld ¢(r), sodass

grad o(r) = b(r)

gilt.

1.5.7 Aufgabe 1.5.7
1. Zeigen Sie: rot [f(r)r] = 0.
2. ¢ seiein skalares Feld, a ein Vektorfeld.
Beweisen Sie: rot(pa) = ¢ rota + (grad ¢) x a.
3. Verifizieren Sie: rot(rota) = grad(diva) — Aa.
Die Komponenten von a seien zweimal stetig differenzierbar.
4. Was ergibt: rot (%a x r), wenn a ein konstanter Vektor ist?

1.5.8 Aufgabe 1.5.8
1. Beweisen Sie:

0 0 d
a_xi(“Xb): ((,)—Xia) xb+ax (8_x1b) ; 1=1,2,3

a(r), b(r): Vektorfelder; r = (x1, x2, x3).
2. Beweisen Sie:
grad(¢@;¢) = @) grad @, + ¢, grad ¢

@1 (1), @y (r): skalare Felder.
3. Esseien a(r) und b(r) zwei Vektorfelder.
Driicken Sie

div (a x b)

durch rot a und rot b aus!
4. @1(r) und @, (r) seien zweimal stetig differenzierbare skalare Felder. Be-
rechnen Sie die Divergenz des Vektorfeldes

d(r) = grad ¢;(r) x grad ¢, (r) .
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1.6 Matrizen und Determinanten

Wichtige Hilfsmittel fiir den Mathematiker sind Matrizen und Determinanten, mit
denen sich viele Aussagen und Formulierungen elegant, kompakt und iibersicht-
lich schreiben lassen. Das korrekte Umgehen mit Matrizen und Determinanten ist
deshalb auch fiir den angehenden theoretischen Physiker so schnell wie moglich zu
erlernen. Wir wollen hier die wichtigsten Sitze und Definitionen fiir Matrizen und
Determinanten zusammenstellen und ihre Niitzlichkeit an einfachen Anwendungen
demonstrieren.

1.6.1 Matrizen

1.6

Definition 1.6.1 Ein rechteckiges Zahlenschema (a;; € R) der Art

ail ... din
A= : = (@jj)i=1,..,m (1.294)

Aml --- Amn

heifdt (m x n)-Matrix, bestehend aus m Zeilen (i = 1,2,...,m) und n Spalten (j =
1,2,...,n).Ist m = n, so spricht man von einer quadratischen Matrix.

1.6.1

Definition 1.6.2 Zwei Matrizen A = (a;;), B = (b;;) sind gleich, falls
aij = bjj , Vi,j (1.295)

gilt. Insbesondere miissen A und B von demselben (m x n)-Typ sein.

Im Folgenden werden spezielle Matrizen definiert:

1. Unter einer Nullmatrix versteht man eine Matrix, deren Elemente samtlich Null
sind.

2. Eine symmetrische Matrix ist eine (n x n)-Matrix, fiir deren Elemente

aij = aji, Vij (1.296)

gilt. Sie ist symmetrisch gegeniiber Spiegelung an der Hauptdiagonalen.

1.6.2

Beispiel

1 5 -1
A=]|5 2 4
-14 3
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3. Eine Diagonalmatrix hat nur auf der Hauptdiagonalen von Null verschiedene
Elemente:

dij =d;- (51']' Vij — . (1.297)

4. Die Einheitsmatrix E ist eine spezielle Diagonalmatrix mit

(1 )

Ej=6; < ' . (1.298)

\ 1)

5. Zu einer gegebenen (m x n)-Matrix A = (a;j) ergibt sich die zugehdorige transpo-
nierte Matrix AT durch Vertauschen von Zeilen und Spalten:

ailr a1 ... aml
AT = (ag = aﬁ> =1 : . (1.299)

aAln Dp .. Amn

AT ist eine (n x m)-Matrix.
6. Spaltenvektor: (n x 1)-Matrix.
7. Zeilenvektor: (1 x n)-Matrix.

Man kann die Zeilen (Spalten) einer Matrix als Zeilen-(Spalten-) Vektoren interpretie-
ren. Die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) einer
Matrix heiflt ihr Zeilenrang (Spaltenrang). Da man ganz allgemein zeigen kann,
dass Zeilenrang und Spaltenrang stets gleich sind, spricht man vom Rang einer
Matrix.

Beispiel

301
A= .
41 2
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Der Zeilenrang ist 2, da die Zeilenvektoren (3,0,1) und (4, 1,2) zueinander nicht

proportional und damit linear unabhingig sind. Die Spaltenvektoren <(1)> und (;)

sind ebenfalls linear unabhingig, dagegen nicht <Z), denn: (Z) =3 <;> -2 <(1))

Der Spaltenrang ist also auch 2.

1.6.2 Rechenregeln fiir Matrizen
Wir legen zunichst fest, was wir unter der Summe zweier Matrizen verstehen wollen:

Definition 1.6.3 A = (a;j), B = (bj;) seien zwei (m x n)-Matrizen. Unter der Summe 1.6.3
C = A+ B = (¢jj) versteht man die Matrix mit den Elementen
Cij = aij + bij , Yi,j. (1.300)
C ist wieder eine (m x n)-Matrix.
Beispiel
a_[6 3 0
1 4 5
= C=A+B= 7605 .
3 8 11
s_(1 3 5
2 4 6
Die so definierte Addition ist ersichtlich kommutativ und assoziativ.
Als Néchstes erkldren wir die Multiplikation mit einer reellen Zahl:
Definition 1.6.4 A = (a;) sei eine (m x n)-Matrix. Dann versteht man unter 1.6.4

AA (A € R) die (m x n)-Matrix
AA = (Aajj) . (1.301)

Es wird also jedes Matrixelement mit A multipliziert.

Beispiel
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Von Vektoren, die ja spezielle (n x 1)- bzw. (1 x n)-Matrizen darstellen, weif{ man,
dass sie sich z. B. in Form des Skalarproduktes multiplikativ miteinander verkniipfen
lassen. Das wird fiir Matrizen entsprechend verallgemeinert.

1.6.5

Definition 1.6.5 A = (a;j) sei eine (m x n)-Matrix, B = (bjj) eine (n x r)-Matrix
(Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B). Dann versteht man unter der Produktmatrix

C=A-B=(c)

eine (m x r)-Matrix mit den Elementen

n
Cij = Z aikbkj . (1.302)
k=1

Das Element ¢;; der Produktmatrix ist also gerade das Skalarprodukt aus dem i-ten
Zeilenvektor von A und dem j-ten Spaltenvektor von B.

Spalte j Spalte j

\

)

Zei].ei X X T . P X E = R . Zellel

Es ist unmittelbar klar, dass diese Definition das Skalarprodukt zweier Vektoren
enthilt. Wichtig ist, dass A - B nur dann erklért ist, wenn die Spaltenzahl von A mit
der Zeilenzahl von B iibereinstimmt.

Beispiel

15 =2 5
= A-B= .
0 1 4 25 -1 22
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Die Matrizenmultiplikation ist in der Regel nicht kommutativ:
A-B+B-A (i.a.) . (1.303)

Fiir m # r ist dies unmittelbar klar, da dann B - A nicht erkldrt wire. Fiir m = r wire
A - Beine (m x m)-Matrix, B - A eine (n x n)-Matrix. Kommutativitit kime also nur
fiir m = r = n in Frage, d.h. fiir quadratische Matrizen. Aber selbst dann ist das
Produkt in der Regel nicht kommutativ, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel

4 4
10 9 6 11

=A-B+B-A.

Wir wollen nun im néchsten Abschnitt eine erste wichtige Anwendung der Matrix-
Schreibweise kennen lernen.

1.6.3 Koordinatentransformationen (Drehungen)
>, X seien zwei Koordinatensysteme, repréasentiert durch die orthonormalen Basis-
vektoren

e, e, e3 bzw. e, e, e3.

Translationen sind relativ uninteressant. Wir nehmen deshalb an, dass die Koordi-
natenurspriinge von ¥ und ¥ zusammenfallen. Man betrachte nun einen beliebig
ausgewdhlten Ortsvektor r:

€3

€ Abb. 1.72. Drehung eines Koordinatensystems
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r= (Xl,X2,x3) inX> [r(2)]

r= (561,922,323) inY [r (f)] .

Wir nehmen einmal an, die Elemente x; in X' seien bekannt und die Elemente %; in >
seien zu bestimmen. r selbst ist nach Richtung und Betrag natiirlich unabhéngig vom
Koordinatensystem. Deshalb muss gelten:

3 3
ijej = ijéj . (1.304)
j=1 j=1
Fiir die Basisvektoren ¢; gilt in 2:

6 = Z djkek . (1.305)
k

Die Entwicklungskoeffizienten djx bestimmen wir durch skalare Multiplikation dieser
Gleichung mit e,

dim = &+ ey = COS Pjy . (1.306)

@jm ist der Winkel, den die j-te Achse in ¥ mit der m-ten Achse in X bildet. Die
Gesamtheit der reellen Zahlen dj,,, definiert die (3 x 3)-Drehmatrix D:

din dip diz
D= (dj=cosgj) = | dyy dyy d3| - (1.307)
ds1 ds dsz

Einige wichtige Eigenschaften der Drehmatrix sind unmittelbar ableitbar, und zwar
aus der Orthonormiertheit der Basisvektoren &;:

e e = 61']' = Z dikdjm (ek . em) = Z dimdjm :
k,m m

Dies entspricht dem Skalarprodukt zweier Zeilenvektoren der Drehmatrix D. Die
Zeilen von D sind also offensichtlich orthonormiert:

Z dl‘md]‘m = Z COS @i COS Pjy = 51']' . (1.308)

Um zu weiteren Aussagen {iber D zu kommen, multiplizieren wir (1.304) skalar mit
dem Basisvektor é;:

3 3
Xi — Zx] (e] . éi) = Zcos (Pijxj; l = 1,2,3 . (1309)
=1 =1
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In Matrixschreibweise lautet dieses lineare Gleichungssystem:

X din dip diz) [«
| =1dy dn ds x| &=r (Z) =D-r(2). (1.310)
X3 ds1 ds dy) \x3

Man iiberzeuge sich komponentenweise von der Richtigkeit dieser Beziehung. D be-
schreibt also offensichtlich die Drehung & — =.
Wir fithren tiber
D'D=DD ' =E (1.311)

die zu D inverse Matrix D! ein und wenden diese auf (1.310) an.

D'r(2)=D'Dr(2) =Er(2) =r(2)

X1 X1 X1 X
1] . | _ 1 _ _
X3 X3 X3 X3

Sie beschreibt offenbar das Zuriickdrehen von X nach 2. Die Elemente von D!

verschaffen wir uns, indem wir (1.304) nun mit e; skalar multiplizieren:

3 3
Xi = ij (éj ) ei) = ZCOSQOJW_CJ' s 1=1,2,3, (1.313)
j=1 j=1
X1 din dn dn ) [%
X dip, dy dn X | &= r(2) = D! T(Z) . (1.314)
X3 diz dyz d3z) \X3

D! ergibt sich also aus D durch Vertauschung von Zeilen und Spalten und ist damit

nach (1.299) die zu D transponierte Matrix

D' =pT = ((d_l)l.j = dﬁ) ) (1.315)
Aus (1.311) folgen dann die Beziehungen:
8ij = ;dim (d‘l)mj =" dimdim »
(1.316)

8= ) (A" i = Y michm
m

m
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Die erste Gleichung ist mit (1.308) identisch und driickt die schon bekannte Ortho-
normalitdt der Zeilen der Drehmatrix aus. Die zweite Gleichung besagt, dass auch
die Spalten orthonormal sind.

Beispiele
1) Drehung in der Ebene

)
k ..........
= \ _~ |X€ 7/
2 i e g ' \.
\ T r /L/_\/ 2
X, {P ! *1
\
e . . .
LA BN Abb. 1.73. Drehung eines Koordinatensystems in der
X184 €
Ebene

Wir beginnen mit einer rein geometrischen Uberlegung:
X1e;] = xjcosgpe; —xysingé; ,
X2e) =X Cos@eé, +xysinge; .
Daraus folgt:

!
r=x1e1 +xep= (xl Ccos @ + x; sm(p) e + (xz COsS @ — X1 sm(p) e =

= xie +ixe; .
Der Vergleich liefert:
X] = X1 COS@+x8in ¢,
Xy =XxyCco8@p—x18ing . (1.317)
Welches Ergebnis hitten wir mit Hilfe der Drehmatrix gewonnen?

COSQ|] =& +€e =COSQP; cos @iy = e - ey = cos(nf2 — @) ;

Cos@r) = ey -e; =cos(m[2+¢@); cos@p =é e =cosy .
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Damit hat die Drehmatrix D die folgende Gestalt:

D= (cosq) sin (p) . (1318)

—sing cos¢

Die Orthonormalitit der Zeilen und Spalten ist offensichtlich. D™' = DT entspricht
natiirlich einer Drehung um den Winkel (—¢):

X1\ _ D x1\ _ [ xi1cos@+x;sing
X7 X7 —X1 SIn @ + X3 COS @
Dieses Ergebnis ist mit (1.317) identisch.

2) Mehrfache Drehung in der Ebene
Wir fithren hintereinander zwei Drehungen um die Winkel ¢, ¢, aus:

D,-:( oS @i Sm"”); i=1,2,

—sing; cos;

X X2 X2
Die Gesamtdrehung wird durch die Produktmatrix D, - Dy vermittelt. Fiir diese gilt:

COS @2 COS (] — sin ¢, sin ¢ COS () Sin @) + sin ¢ cos @y

D, D = . . . .
— SIN @) COS Y1 — COS P S1N P — S1n ¢ S1n @1 + COS ¢ COS P

Mit Hilfe der Additionstheoreme

cos(x+y) = cosxcosy —sinxsiny,

sin(x + y) = sinxcosy + cosxsin y
kénnen wir D, - Dy in die Form

DD cos(<p1+(p2) sin((p1+goz) D
2V = —sin (‘Pl " (PZ) cos (‘Pl " (Pz) =D (1.319)

bringen, die unserer Erwartung entspricht.
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3) Drehung im Raum um 3-Achse
Die Drehung um die 3-Achse (z-Achse) bedeutet, dass die gj; fiir 7,j = 1,2 wie im
Beispiel (1) zu wihlen sind. Die 3-Achse bleibt fest, d.h. &3 = e3 :

933=0; @31 =@13=@¢33 =3 =T1/2.

Damit ergibt sich als Drehmatrix:

cosp sing O
D=]-sing cosg 0] - (1.320)
0 0 1

Wir haben bereits eine Anzahl von typischen Eigenschaften der Drehmatrix zu-
sammengetragen. Nehmen wir nun einmal an, ein VONS {e;} und eine beliebige
Matrix D seien vorgegeben. Welche Bedingungen muss D erfiillen, um eine Drehung
zu beschreiben? Zunichst muss die Orthonormalitét der Zeilen (1.308) und der Spal-
ten (1.316) gegeben sein. Das reicht allerdings noch nicht ganz aus, da wir ja noch
fordern miissen, dass auch das neue Koordinatensystem ein Rechtssystem darstellt,
d.h. mit

er- (e2xe3) =1
sollte auch
ey (éz X é3) =1 (1.321)

gelten. Dieses kann man mit Hilfe der Determinante von D {iberpriifen, die gleich +1
sein muss. Dies fithrt uns zu einem neuen Begriff, der im ndchsten Abschnitt erldutert
werden soll.

1.6.4 Determinanten

1.6.6

Definition 1.6.6 Sei

anl ... Aun

eine (n x n)-Matrix. Dann definiert man als Determinante von A die folgende Zahl:

a1 oo Aip

detA =] : : = Z(sign P) aip1) - a2p2) - - - -Anp(n) - (1.322)
p
anl ... Qun
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Dabei ist die Zahlenfolge

Summiert wird iiber alle denkbaren Permutationen P. Der Ausdruck in (1.322) besteht
demnach aus n! Summanden (n! = 1-2 - 3... - n; lies: n-Fakultdt). Jeder Summand
enthdlt offensichtlich genau ein Element aus jeder Zeile und ein Element aus jeder
Spalte der Matrix A:

sign P : Vorzeichen der Permutation P .

Jede Permutation ldsst sich sukzessive durch paarweise Vertauschungen benachbarter
Elemente (Transposition) realisieren. Das Vorzeichen der Permutation ist positiv,
wenn die Zahl der Transpositionen, die notwendigist, um die betreffende permutierte
Zahlenfolge zu erreichen, gerade ist. Andernfalls ist es negativ.

Beispiel

P(123) =(231)
realisierbar durch zwei Transpositionen:
(123) — (213) — (231)
= signP = +1.

Die allgemeine Definition (1.322) der Determinante erscheint recht kompliziert.
Wir wollen uns deshalb einmal anschauen, wie man explizit det A ausrechnen kann.

n=1: detA=|a;|=as . (1.323)

2: detAa= M1 02

n = sign(12)a; ax; + sign(21)azax =

a1 a2

= ajjax — aaz . (1.324)

Schema (Merkregel):

011\<a12
a1’

a2
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Verbindungslinien symbolisieren die Produkte der auftretenden Summanden, durch-
gezogene mit positivem, gestrichelte mit negativem Vorzeichen.

n=3:
ailr aiz 413
detA =gy ayn ax
as; 4asp 4ss

Es gibt 3! = 6 Summanden:

P sign P
123 +1
132 -1
213 il
231 +1
312 +1
321 |
312 +1

Dies bedeutet:
detA =ay (azz asz — a3 032) — a1 (0121 as3 — dz3 (131) +

+ a3 (a21 azz —a 6131) .

Mit (1.324) konnen wir dies auch wie folgt beschreiben:

a a a a a a
detA = ay 22 a3 —an 21 423 +ap 21 a4 (1325)
asy as3 asy ass asy  as
Dies nennt man eine Entwicklung nach der ersten Zeile (s. (1.327)).
Schema (Sarrus-Regel):
air_ ai2_ 4aiz_ 411 412
ai ai2 a3 Ny RN
a1 azz\azs 6121\6122
ar ax a3 — 3 g . 1.326
asy-’ asp -’ 033K031\ﬂ32\ (1.326)
asy 4z 4dss
=) =) =) = )

Fir n > 4 wird die Darstellung gleich sehr viel komplizierter. Die Mehrzahl der
Anwendungen in der Theoretischen Physik kommtjedoch gliicklicherweise mitn < 3
aus. Ansonsten hilft der so genannte Entwicklungssatz, den wir hier ohne Beweis
angeben:
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Satz 1.6.1: Entwicklung nach einer Zeile

n
detA =ajUjqg +apUp+...+a;, Uy = Z aijUij (1.327)
i=1
(U = (—1)i+inj: algebraisches Komplement zu aj,
Ajj: Unterdeterminante = Determinante der ((n — 1) x (n — 1))-Matrix, die aus A
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht).

Die Berechnung der (n x n)-Determinante wird durch die Entwicklungsvorschrift
auf die von ((n — 1) x (n — 1))-Determinanten zuriickgefiihrt. Auf diese ldsst sich
wiederum der Entwicklungssatz anwenden und damit die Dimension der Determi-
nante weiter reduzieren. Nach (n — 2)-facher Entwicklung tritt (1.324) in Kraft. Die
konkrete Auswertung wird umso einfacher, je mehr Nullen die Entwicklungszeile
enthilt. Bisweilen lédsst sich mit einer der folgenden Rechenregeln fiir 4quivalente
Umformungen der Determinante die Zahl der Nullen in einer Zeile erh6hen.

1.6.5 Rechenregeln fiir Determinanten

Eine Reihe von wichtigen Eigenschaften der Determinante ldsst sich ziemlich direkt
an der Definition (1.322) ablesen:

1. Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer Zahl

arl Ain al o Adlp
aap ... aap| =%lapg ... aip (1.328)
anl e Ann anl ... Aun

Der Beweis ist nach (1.322) unmittelbar klar, da jeder der n! Summanden in det A
genau ein Element aus jeder Zeile bzw. Spalte von A enthilt. Insbesondere gilt:

det(aA) = a” det A . (1.329)

2. Ebenfalls direkt aus der Definition (1.322) folgt fiir die Addition beziiglich einer
Zeile oder Spalte:

ap; + by ain + b1y ar ain| |bn bin
az; azp az; ay,| |42 azn
= (1.330)
anl Ann anl . Apn anl - Apn

Die Vertauschung zweier benachbarter Zeilen (Spalten) dndert das Vorzeichen

der Determinante. Zum Beweis machen Sie sich klar, dass sich sign P dabei

umkehrt, da sich die Zahl der fiir P benétigten Transpositionen um 1 dndert.

1.6.1
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7.

8.

1. Mathematische Vorbereitungen

Die Matrix A besitze zwei gleiche Zeilen (Spalten). Durch hinreichend viele
Vertauschungen von Zeilen (Spalten) bringe man diese beiden Zeilen (Spalten) in
benachbarte Positionen (A — A’). Der Wert von det A kann sich dabei insgesamt
nur um das Vorzeichen gedndert haben:

detA = +detA’.

Jetzt vertausche man in A’ noch einmal die beiden identischen Zeilen (Spalten),
wodurch sich die Matrix A’ nicht dndert, wohl aber ihre Determinante

detA’ = —detA’ .
Damit verschwindet die Determinante,

detA' =0 =detA .

detA = det AT . (1.331)

Der Beweis sei zur Ubung 1.6.6 empfohlen. Er benutzt wiederum direkt die
Definition (1.322). Die Aussage (1.331) hat die wichtige Konsequenz, dass man
eine Determinante offensichtlich nicht nur nach einer Zeile, sondern auch nach
einer Spalte entwickeln kann. Mit (1.327) gilt auch:

n
detA = Z aij Uij . (1.332)
i=1
Addiert man zu einer Zeile (Spalte) die mit einer Zahl a multiplizierten Glieder
einer anderen Zeile (Spalte), so dndert sich die Determinante nicht:

aj + aaj ... dip + adjy ail ... Qi ajp ... Gjn
=|: sl tal Sl (1333)
(1]1 e a]n a]1 e a]n a]1 “ee a]n
—_—
=0

Multiplikationstheorem (ohne Beweis!):
det(A - B) = detA - detB. (1.334)

Fiir eine Matrix mir Dreiecksgestalt

ail a2 - din

0 ax - auy
DR =

0 Aun
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findet man leicht durch Entwicklung nach der ersten Spalte:
detDR=aj;-axy ----- Anp -
Insbesondere folgt dann fiir die Diagonalmatrix D aus (1.297)
detD=d,-dp----- d, .
Das bedeutet fiir die Einheitsmatrix E (1.298):
detE=1. (1.335)

9. Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) mit den algebraischen Kom-
plementen Uj; einer anderen Zeile (Spalte) und summiert diese Produkte auf, so
ergibt sich Null:

n
Z aixUj = 0 (Zeilen) ,
k=1
n
Z akiUj = 0 (Spalten) . (1.336)
k=1

Beweis B sei eine (n x n)-Matrix, die bis auf die j-te Zeile mit A identisch sein moge.
In der j-ten Zeile von B steht noch einmal die i-te Zeile. Wegen Punkt 4. ist dann:

detB=0.

Man entwickle B gemif3 (1.327) nach der j-ten Zeile:
0=detB= ijkUjk = ZaikUjk 5 q.e.d.
k k

1.6.6 Spezielle Anwendungen

Inverse Matrix

Definition 1.6.7 A = (ajj) sei eine (n x n)-Matrix. Dann bezeichnet man als inverse 1.6.7
Matrix
-1 _ ((.-1
A= <(“ )ij)
diejenige (n x n)-Matrix, fiir die gilt:
ATA=AAT=E. (1.337)
Satz 1.6.2 A! existiert genau dann, wenn det A # 0 ist. Es gilt: 1.6.2

U..
-1y _ Y
(a )ij ~ detA
(Beachten Sie die Anordnung der Indizes!)

(1.338)
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Beweis A = (ajj = Uj;) sei eine (n x n)-Matrix. Mit den Entwicklungssitzen (1.327)
und (1.332) finden wir:

detA = ZflijUij = Zaij"‘ji = (4-4), ,
j j

detA = ZﬂijUij = Zaﬁaij - (X ’ A)jj :
i i

Die Diagonalelemente der Produktmatrizen A - A und A - A sind also s@mtlich gleich
det A. Was ist mit den Nichtdiagonalelementen? Mit (1.336) findet man:

(A 'K)ij = Zaik(xkj = ZaikUjk =0 firi#j.
k k
Es folgt, dass A - AundA- A Diagonalmatrizen sind mit
A-A=A-A=detA-E.

Mit det A # 0 folgt durch Vergleich mit (1.337) die Behauptung:
’A U
e (Y
det A dea = @)

(> Vektorprodukt
Das Vektorprodukt ldsst sich in sehr einpragsamer Form als Determinante schreiben.
Nach (1.196))gilt:

axb= Zgijkaibjek =
i,j, k

=e (a2b3 — a3b2) + e (613191 — a1b3) +e3 (a1b2 — azbl) =
a as a; as a a

bz b3 bl bs bl b2

Dies ldsst sich als (3 x 3)-Determinante angeben:

=e] —e +e3

e e e3
a X b = lag a az| - (1339)
by by b3

(> Rotation
Auch dieser Vektordifferentialoperator lasst sich formal als Determinante schreiben:
e e e3
rota=Vxa=19, 9, 03 - (1.340)

a az 4as
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Spatprodukt
ay dp ds
a-(bxe)=1p by bs - (1.341)
C1 (%) Cc3

Die Richtigkeit dieser Darstellung erkennt man an (1.339) oder durch direktes Aus-
rechnen. Eine zyklische Vertauschung der Vektoren im Spatprodukt bedeutet jeweils
zwei Zeilenvertauschungen in der Determinante, dndert also den Wert derselben
nicht.

Speziell fiir die orthonormierten Basisvektoren e; gilt:

(1.342)

= O O
Il
—

1 0
er- (e2xe) =0 1
0 0

Drehmatrix

Wir erinnern uns an die Frage, die im Zusammenhang mit (1.321) gestellt wurde.
Wann ist eine beliebige Matrix D bei einem vorgegebenen VONS {e;} eine Drehmatrix?
Zunichst muss sie die Orthonormalitdtsrelationen (1.308) und (1.316) erfiillen:

Z dimdjm = 61']' >
m
> didnj = 5 .

Das aus {e;} durch Drehung entstehende neue Basissystem {¢;} soll aber auflerdem
wieder ein Rechtssystem sein, d.h., es soll (1.342) auch fiir die ¢ gelten. Das ist
durch die Bedingungen (1.308) und (1.316) noch nicht gewéhrleistet. Ersetzt man
n@mlich in der Matrix D in der i-ten Zeile die d;; durch (—d;;), so dndert sich an den
Orthonormalitétsrelationen nichts. Nach (1.305) geht aber e; in (—¢;) tiber. Dadurch
wird aus dem Rechts- ein Linkssystem. Nun gilt mit (1.305):

Z dimdondsp e+ (en X €y) =

m, ”»P

e - (éz X é3)

Y mmpdimdandsy = det D (1.343)

m, n, p

Neben der Orthonormiertheit von Zeilen und Spalten muss eine Drehmatrix also
auch noch

detD=1 (1.344)

erfiillen.
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Lineare Gleichungssysteme

Als viertes wichtiges Anwendungsgebiet fiir Determinanten diskutieren wir schlief3-
lich noch Lsungen und Losbarkeitsbedingungen fiir lineare Gleichungssysteme. Wir
fragen uns, unter welchen Bedingungen ein System von # Gleichungen fiir n Unbe-

kannte xj, . . ., x, der folgenden Form
anxy + apx + ... + apuxy, = bl
(1.345)
anlxl + anZXZ + PP + annxn = bn

eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Die Koeffizienten a;; seien samtlich reell.
Sie bilden die so genannte Koeffizientenmatrix A:

al arn oo Aip
a1 ann e A2p

A=| ) . (1.346)
anl an cee App

Falls nur eines der b; in (1.345) ungleich Null ist, spricht man von einem inhomo-
genen Gleichungssystem. Sind alle b; = 0, so handelt es sich um ein homogenes
Gleichungssystem.

Wir multiplizieren nun jede der n-Gleichungen in (1.345) mit dem entsprechenden
algebraischen Komplement Uji, wobei k fest sein moge und i der jeweilige Zeilenindex
ist:

[a11x1 + apxp + ... + alnxn] Uik blUlk

[amx1 + amxa + ... 4 amxn] Ug = byUpy .
Wir summieren dann alle Gleichungen auf:
n n n
> (3 ) e
j=1 \i=1 j=1
Der Ausdruck in der Klammer ist nach (1.336) fiir j # k Null, sodass lediglich
n n
> apUpxi = Y biUy
i=1 j=1
bleibt. Links steht nach (1.332) det A, entwickelt nach der k-ten Spalte:

n
detA - x; = Z bjU]‘k . (1.347)
j=1
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Wir definieren eine neue Matrix:
Aj: Matrix wie A, lediglich die k-te Spalte ist durch den Spaltenvektor

by

by
ersetzt.
Dann steht aber auf der rechten Seite von (1.347) det Ay, entwickelt nach der k-ten
Spalte:

xp det A = det Ay . (1.348)
Damit folgt die

Cramer’sche Regel.

Daslineare inhomogene Gleichungssystem (1.345) besitzt genau dann eine eindeutige
Losung, wenn

detA #0
ist. Diese Losung lautet dann:
det Ay
Xk = =1L2,..,n. 1.
kT oA (1.349)

Beispiel
X1+ xp+x3=2,

3x1 +2x) +x3 =4,

561 —3x) +x3=0

A=|3 2 1| =detA=-12,

Al=|4 2 1|=detA =-6,

(1 21
Ay=13 4 1| =detA, =-12,
\5 0 1

Aj

I
w
)
S
[aW
19
—+
b
w
I
|
(@)Y
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Nach der Cramer’schen Regel ist das Gleichungssystem also eindeutig l6sbar, da
det A # 0 ist, und die Losung lautet:

1 ) 1
X1==—3 xp=1; x3=-.
=3 2 375

Wir betrachten nun als Beispiel homogene Gleichungssysteme, d. h., wir nehmen an,
die b; in (1.345) seien sdmtlich Null. Dann ist aber auch detA; = 0, sodass nach

(1.348)
xpdetA =0 (1.350)

sein muss. Falls detA # 0, hat das homogene Gleichungssystem nur die triviale
Nulllosung, die natiirlich immer existiert:

X1=x=...=x,=0. (1.351)
Nichttriviale Losungen eines homogenen Gleichungssystems kann es also nur bei
detA=0 (1.352)

geben. Dies bedeutet aber, dass dann nicht alle Zeilen bzw. Spalten linear unabhéngig
sein konnen. Fiir den Rang der Matrix A muss deshalb gelten:

RangA=m<n. (1.353)

Wir nehmen an, dass die ersten m Gleichungen in (1.345) linear unabhéngig sind.
(Ist das nicht gegeben, sortieren wir um!) Dann kénnen wir fiir diese Gleichungen

schreiben:
anxy + ... + aymXm = - (a1m+1xm+1 + ... + alnxn)
(1.354)
amx1 + ... + ammXm = - (amm+1xm+1 + ...+ amnxn) .
Fiir die (m x m)-Koeffizientenmatrix A’,
a1 . Am
/ . .
A= : , (1.355)
aml “ee amm

kénnen wir nun

detA’ #0
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annehmen, sodass die Cramer’sche Regel (1.349) anwendbar wird. Die Matrix A
weist dann als k-ten Spaltenvektor

n

- > i

j=m+1
(1.356)
n
X amy
j=m+1
auf. Die Losung hangt damit noch von den frei wahlbaren Parametern X, 4 1,..., %,
ab.
Beispiel
X1 +4x) —-x3 =0, 1 4 -1
2x1 —3x) +x3 =0, A=12 -3 1
4x; +16x, —4x3 =0; 4 16 -4
Es ist offensichtlich
detA=0.

Die beiden ersten Zeilen sind linear unabhéngig:

+4x,; =
MTEREE o detAl = -11.
2x1 — 3x) = —X3

Mit
X 4
detA; = ’ =X3,
—X3 -3
1
detA; = = = —3x3
2 —X3
folgt
X3 3
X|=——3 X)=-—X3,
S T

wobei x5 frei wihlbar bleibt.
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© 1.6.7 Aufgaben

1.6.1 Aufgabe 1.6.1 Bilden Sie aus den Matrizen
0 1 2 1 0 O
A=13 0 4], B=]1 1 0
0 0 5 0 0 1
die Produktmatrizen A - B, B - A.

1.6.2 Aufgabe 1.6.2
A = (aj) : (m x n) — Matrix
B = (bjj) : (n x r) — Matrix
1. Zeigen Sie, dass fiir die transponierten Matrizen
(A-B)T =BTAT

gilt.
2. Esseim = n. Dann ist A~ die zu A inverse Matrix, falls

Al A=A-A1=E
gilt. Beweisen Sie, dass
AT = (aT)!
gilt.
3. Esseim =n=r.Zeigen Sie, dass

(A-B) ' =B'A7!

gilt.
1.6.3 Aufgabe 1.6.3 Berechnen Sie die folgenden Determinanten:
1 6 8 7 4 3
! 2 2 3 11 5 6 7
1) |1 -1/,  2) >, 3)
5 0 6 7 0 1
5 2 2
-1 9 19 12 3 —4

S O o O
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Aufgabe 1.6.4 1.6.4
1. AT seidie transponierte Matrix der (n x n)-Matrix A. Beweisen Sie

det AT = detA .
2. B seieine antisymmetrische (n x n)-Matrix
B = (bj) mit bij = —bj; .

Zeigen Sie, dass

detB=0,
falls n ungerade ist.
Aufgabe 1.6.5 Die Matrix A sei gegeben durch 1.6.5
a b ¢ d
A= b a -d ¢
- d a b
-d —-c b a

Zeigen Sie, dass
detA = (a2 +P+2+ dz)2 .

Hinweis: Multiplizieren Sie A mit der transponierten Matrix A,

Aufgabe 1.6.6 Untersuchen Sie die folgenden Gleichungssysteme auf Losbar- 1.6.6
keit und geben Sie, falls moglich, die Losung an.
1) 2x1 + xo + 5x3 = 21,
X1 + 5% + 2x3 = 19,
5x1 + 2xp + X3 = 2.
2) X1 — Xy + 3x3 = 4
O9%1 + 3x) — 12x3 = -3,
351 + xp — 4x3 = —1.
3) 1+ - x3= 0,
—x1 + 3x + X3 = 0,
X + X3 = 0.
4) 2x1 — 3x; + X3 = 0,
4x1 + 4x — X3 0,
X1 — %XZ A 5X3 = 0.
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Aufgabe 1.6.7 Gegeben sei die Matrix A:

1 1
-V2 0 -1V2
A= 0 1 0
1 1
W20 -3V2

1. Vermittelt A eine Drehung? Wenn ja, welche?
2. Wie lauten die Vektoren

a:(ox_za 1)) b= (3)5)_4)

nach der Drehung? Berechnen Sie das Skalarprodukt a - b vor und nach der
Drehung.

Aufgabe 1.6.8
1. Bilden Sie aus den Matrizen

X -1 0 -1 1 0 1
A=—1] o 2 0 ;s B=1 0o L o
V2 /7 2

1 0 -1 -1 0 1

die Produktmatrizen AB und BA!
2. Berechnen Sie die Determinanten von A und B, sowie die von AB und BA!
3. Sind A und B Drehmatrizen? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Bestimmen Sie die inverse Matrix A~!!

Aufgabe 1.6.9 Beweisen Sie:
1. Bei einer Drehung bleibt die Lénge eines Vektors unveridndert.
2. Fiir die Elemente d;; der Drehmatrix gelten die Relationen

dij = Ui, 5j=123,

wobei Uj; : algebraisches Komplement zu d;;.

Aufgabe 1.6.10 D; und D; seien zwei Drehmatrizen. Zeigen Sie, dass Zeilen
und Spalten der Produktmatrix D = D; - D, orthonormal sind.



1.7 Koordinatensysteme 137

1.7 Koordinatensysteme

1.7.1 Wechsel der Variablen, Funktionaldeterminante
Wir haben fiir die bisherigen Uberlegungen direkt oder zumindest indirekt ein kar-
tesisches Koordinatensystem vorausgesetzt. Wir werden in spiteren Anwendungen
jedochinder Regel solche Koordinaten verwenden, die dem Problem aufgrund dessen
Symmetrie am besten angepasst sind. Das werden dann nicht notwendig kartesische
Koordinaten sein. Wir miissen uns im Folgenden tiberlegen, welchen Gesetzmaflig-
keiten der Ubergang von einem Koordinatensatz zum anderen unterliegt.
Betrachten wir als einfithrendes Beispiel die ebenen Polarkoordinaten, mit denen
man fast immer genauso gut wie mit den kartesischen Koordinaten xi, x, die Lage
eines Punktes P in der Ebene definieren kann. Im Bild sind r der Abstand zwischen P
und dem Koordinatenursprung 0 und ¢ der Winkel zwischen der Verbindungslinie
OP und der 1-Achse.

2
p
I
’ | X2
I
¢ |
0 X1 1 Abb. 1.74. Zur Festlegung ebener Polarkoordinaten
Die Abbildung

(r9) = (x1,%2)
wird durch die Transformationsformeln
x; =rcose =x1(r, ),
Xy = rsing = x(r, ) (1.357)

beschrieben. Man spricht von einer zweidimensionalen Punkttransformation, die
die r, p-Ebene Punkt fiir Punkt auf die x;, x,-Ebene abbildet.

Wir miissen sinnvollerweise von den neuen Koordinaten r, ¢ fordern, dass durch
sie jeder Punkt der Ebene beschreibbar ist. Das ist offensichtlich der Fall. Es sollte aber
auch so sein, dass jeder Punkt P = (x1,x;) der Ebene eindeutig einem bestimmten
(r, ¢)-Paar zugeordnet ist. Hierbei gibt es allerdings Schwierigkeiten mit (x; = 0,
x = 0), da alle Paare (0, ¢) auf (0, 0) abgebildet werden. Die Abbildung (1.357) ist fiir
r = 0 nicht eindeutig umkehrbar, dagegen wohl fiir r # 0:

r=./xl+x3,

X
@ = arctan i . (1.358)
1

1.7
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Die trigonometrische Funktion Arcustangens beschranken wir dabei auf den Zweig,
der die Werte 0 < ¢ < 2m liefert. Die Transformation (1.357) ist also fast immer
umbkehrbar.

Betrachten wir nun einmal eine allgemeine Variablentransformation in einem
d-dimensionen Raum:

xi =X (Vi>-o0pa) 5 i=1..,d. (1.359)

Wir fordern wie in dem einfithrenden Beispiel:

1. Jeder Punkt des Raumes ist durch die verallgemeinerten Koordinaten y; darstell-
bar.

2. Die Transformation soll fast immer lokal umkehrbar sein.

Darin bedeutet:

a) Lokal umkehrbar: Zu einem beliebigen Punkt P gibt es eine Umgebung U(P), in
der die Abbildung eindeutig ist, d.h., zu jedem d-Tupel (xi, ..., x4) gehort genau
ein d-Tupel (y1,. .., 74)-

b) Fastimmer: Die Bedingung der lokalen Umkehrbarkeit darf hochstens in Berei-
chen niedrigerer Dimension d’ < d verletzt sein. Die Transformation zwischen
kartesischen Koordinaten und ebenen Polarkoordinaten ist, wie wir gesehen ha-
ben, fast immer lokal umkehrbar, nur auf der eindimensionalen Mannigfaltigkeit
{r=0; 0 < ¢ < 2m} nicht.

Wie stellt man nun die lokale Umkehrbarkeit fest? P sei ein beliebiger, aber fest
gewihlter Punkt des d-dimensionalen Raumes mit den Koordinaten

(x1,..0xa) bzw.  (y1,...)4) -
Eine (differentiell kleine) Umgebung von P wird dann iiberdeckt von:
(y1 +dy1,..opa + dyd) .
Fiir die zugehorigen Koordinaten x; wird somit gelten:
dxi=xi (1 +dy1s..oya + dya) = xi (1, pa); i=1,...d.

Dadie Koordinaten von P fest sein sollen, bedeutet die Forderung nach eineindeutiger
Zuordnung, dass die differentiellen Anderungen dy; in eineindeutigem Zusammen-
hang mit den differentiellen Anderungen dx; stehen. Fiir letztere gilt nach (1.261):

; i=1,...,d. (1.360)




1.7 Koordinatensysteme 139

Mit der so genannten Funktionalmatrix

ox1 ox
a %
Foy) — : ; ; ij)’) = ? , (1.361)
ox, ox, Yi
3—}/1 %

die natiirlich von den Koordinaten des gewéhlten Aufpunktes P abhéngt, konnen wir
(1.360) auch in Matrixform schreiben:

dx1 dyl
= F}(}xy) I (1.362)

dxy dya

-1
Eine Umkehrung ist genau dann méglich, wenn die Inverse (Fl(gxy )> existiert. Nach
(1.338) bedeutet dies aber, dass die so genannte

Funktionaldeterminante

ax1 8x1
I Oy
a(x1,...
det F®) = H =1 : : (1.363)
Y-V ox, ox,
o . o

ungleich Null sein muss. Wir formulieren diesen Sachverhalt noch einmal als

Satz 1.7.1 Die Variablentransformation

X; = X; (yl,...,yd); i=1,2,...,d

mit stetig partiell differenzierbaren Funktionen x; ist in der Umgebung eines Punktes
P genau dann eineindeutig, d. h. nach den y; auflosbar, wenn dort

a(X], SRS} xd)

+0 (1.364)
a(yly . ,)/d) P

gilt.

1.71
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Als Beispiel betrachten wir ebene Polarkoordinaten fiir d = 2:

ox; ox1 .

— =cos¢p, — =-rsing,

or 4 1) N
o0 sin aﬁ =rcos
or ¢ op 14
d(x1,x2) |cosg —rsing|
a(r, ¢) sing rcosg

Die Abbildung ist also iiberall, aufler in r = 0, lokal umkehrbar.
Wichtig und leicht beweisbar ist auch der folgende

1.7.2 Satz 1.7.2

xi:Xi()/la---)yd). i=1,....d
)/Z' :)/1' (Z1>~-~>Zd)

seien zwei stetig partiell differenzierbare Transformationen. Dann gilt fiir die zusam-
mengesetzte Transformation:

Xi = Xi [}’1 (Zb---)Zd) seeo Vd (ZI)---)Zd)] >

(1.365)

8(x1,...,xd) _a(xl,...,xd) 8(y1,...,yd)
8(21,...,zd) 8(}/1,...,)/,,1) a(zl,...,zd)

Beweis Der Beweis benutzt die Kettenregel:

d
% = % % @ F(x’ Z) — F(X»J’) . F()/)Z) .
0z; P Oy 9z;

Mit dem Multiplikationstheorem (1.334) folgt dann unmittelbar die Behauptung:

det F*? = det F*7) det F»») |

Insbesondere folgt aus diesem Satz fiir z; = x;:

01> oVd) _ 1
A(x1s..nxq)  OX1s.0xq)
a(yl:-- -)J’d)

(1.366)
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Dies bedeutet:
A(X1,0Xg) . . IAY15e¥d) . . .
Wenn 0 # 0 ist, dann ist auch Ao xy) # 0. Dieses wiederum entspricht der

fast selbstverstdndlichen Aussage, dass mit

xi:xi(yl,...,yd) ;o 1i=1,2,...,d

auch

}/j:y]‘(XI,...,xd); j:1,2,-..,d

eine eindeutig umkehrbare Transformation darstellt.

Fiir die Félle d = 2 und d = 3, die uns natiirlich am meisten interessieren, hat
die Funktionaldeterminante eine recht anschauliche, geometrische Bedeutung. Fiir
d = 2 gibt sie an, wie sich bei der Transformation ein Fldchenelement, fiir d = 3 ein
Volumenelement dndert. Dies wollen wir fiir d = 3 etwas genauer untersuchen. Dazu
fithren wir zundchst den Begriff der Koordinatenlinie ein.

Definition 1.7.1 Setzt man in allen Transformationsformeln

x:x(yl,...,yd)

(d — 1) der d Koordinaten y; konstant, d.h. y; = const fiir i # j, so ergibt sich eine
durch y; parametrisierte Raumkurve, die man die yj-Koordinatenlinie nennt.

1.71

Beispiele: fiird=2
a) Kartesische Koordinaten:

x;- Linie
2
/ (x, =const)
Y
-/
1
x,-Linie
(x; = const)

Abb. 1.75. Koordinatenlinien im Fall
kartesischer Koordinaten

Die Koordinatenlinien bilden ein rechtwinkliges, geradliniges Netz.
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b) Ebene Polarkoordinaten:

r-Linie (¢ = const)

¢-Linie (r = const)
Abb. 1.76. Koordinatenlinien im Fall

ebener Polarkoordinaten

Die Linien ¢ = const sind wieder Geraden, die Linien r = const sind jedoch
Kreise. Man spricht deshalb von krummlinigen Koordinaten. Man erkennt aber,
dass das Netzwerk der Koordinatenlinien lokal noch rechtwinklig ist (krummlinig-
orthogonal).

A\ /\
N \\ it
\ \\ \ / —_
\
~_ \ /
< /<— )1, Y3 =const
—_— ///
~ //<— Y1> Y, =const
__——’// .
< da_ -~ // ¥y, y3 =const
/

Abb. 1.77. Koordinatenlinien im Fall beliebiger krummliniger Koordinaten

Wir betrachten nun ein differentiell kleines Volumenelement dV im dreidimen-
sionalen Raum, das von solchen krummlinigen Koordinatenlinien begrenzt wird.
Fiir hinreichend kleine Kanten kann man das Volumen durch ein Parallelepiped
annéhern, begrenzt durch die Vektoren

ax1 aX2 (9X3 or
—dy, —dy;, —d = —dy,
( V1 E V1 an )’1) an y4!

o b5) o 0
b = (ﬂdn, 0%y, ﬁdyz) _ oy,
9y2 9y2 2)2) 9y2
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Das Volumen dV des Parallelepipeds ist dann durch das Spatprodukt aus da, db, dc
gegeben. Fiir dieses gilt mit (1.341):

-— d)/1 -— d)/l -— dyl
a}/l

dV = |—dy, —dy, —dy,| =
ayz )/2 ayz )/2 ayz )/2
2] 2] 0
Mays 2y Py,
a}/3 a}/3 8}/3

0x] 0x; O0Xx3 ox; 0x; 0x1

dy1 dy1 I dy1 9y2 9y3

(1.328) ox| 0x; O0Xx3 ox; 0x) 0xp
= "dyidydys | m— — — | =dyidpdys | — — —| =

y14)y2dy3 a)/z a)/z a)/z y1dy2dys a)’l 8)/2 ay3

8x1 axZ GX3 aX3 BX3 aX3

dy; dys 93 dy1 9y» 9y3

(1.331) 9(x1, X2, %3)

dy1 dy, dys = dx; dxy dxs . (1.367)
a()/l 9)/2))’3)

Die Funktionaldeterminante beschreibt also in der Tat die Anderung in der Dar-
stellung des Volumenelementes beim Variablenwechsel. Die Beziehung (1.367) ist
natiirlich nicht nur fiir d = 3 richtig, sondern gilt in analoger Verallgemeinerung fiir
alle Dimensionen d. Sie ist insbesondere bei der Variablensubstitution in Mehrfach-
integralen von Bedeutung.

© 1.7.2 Krummlinige Koordinaten
Wir wollen untersuchen, durch welche Basisvektoren krummlinige Koordinatensy-
steme zu beschreiben sind. Starten wir zunéchst einmal mit den uns vertrauten
kartesischen Koordinaten,

X1, X2, X3,
beschrieben durch das VONS:
1 0 0
eir=]10]; e=]1]; ea=]0]. (1.368)
0 0 1
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Daraus folgt fiir das Differential:

3 3
or
dr = dejej = Z a_xjdxj .
j=1 j=1
Dies bedeutet:
or

-7 36
o5, (1.369)

€
was offensichtlich mit (1.368) iibereinstimmt. e; ist der Tangenteneinheitsvektor an
die xj-Koordinatenlinie.

Dies verallgemeinern wir nun auf krummlinige Koordinaten y;, y», y3: Die Basis-
vektoren werden so definiert, dass sie tangential zu den Koordinatenlinien orientiert
sind. Der Vektor dr[dy; liegt offensichtlich tangential zur y;-Koordinatenlinie, wird
aber in der Regel nicht auf 1 normiert sein. Mit

or
L= = (1.370)
Y ayl
erhilt man dann als Einheitsvektor
or
= -1 —_—
e =l 5 (1.371)

Abb. 1.78. Basisvektoren fur krummlinige
Koordinaten

Diese Einheitsvektoren werden, anders als die kartesischen Basisvektoren (1.369),
im Allgemeinen kein raumfestes orthonormales Dreibein bilden, sondern als so
genanntes lokales Dreibein ortsabhingig sein.

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten

O (rsi )
— = (—rsing, rcos ) ,
¢ ¢ @
or
b(P: a—(p =r,
or )
— = (cos @, sing) ,
or
or
by=|—|=1.
' ar
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1
Abb. 1.79. Basisvektoren fiir ebene
Polarkoordinaten
Dies ergibt als Basisvektoren:
ey = (—sin g, cos @) ; e, = (cosg,sin @) . (1.372)

Diese Basisvektoren sind offensichtlich orthonormal. Man spricht allgemein von
krummlinig-orthogonalen

Basisvektoren, falls

erfiillt ist.
Fiir das Differential des Ortsvektors r gilt in krummlinigen Koordinaten:
3 oy 3
dr = ; 3y V1 = ; by,dyjey; - (1.374)

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten

dr=dre,+rdge, . (1.375)

Wir wollen zum Schluss noch die in Abschn. 1.5.3 eingefiihrten Vektor-Differen-
tialoperatoren fiir krummlinige Koordinaten formulieren:

a) Gradient
Fiir die y;-Komponente des Gradienten eines skalaren, hinreichend oft partiell diffe-
renzierbaren Feldes ¢ gilt:

gradgp =e), -grad o = b,

o
Vi 9y

-grad ¢ =
Y

—1 ax1 a(p axz a(p BX3 a(p
b= =T+ =T,
71\ dyi dx1  9y; 0x;  Jy; Ox3
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Mit der Kettenregel (1.260) folgt:

40
gl;gd(p =b, a—j: : (1.376)

Der in (1.269) eingefiihrte Nabla-Operator lautet damit:
p1 0 1 9
a 8)/1’ 2 9y, y3 ay3 Z & )’J a (1.377)

b) Divergenz

3
a= § :a)’ieyi
i=1

sei ein hinreichend oft partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

1 o P} 9
= b, byb 5 (byb — (by,b . (1378
va bylb)’zbys [ayl ( V2 yaayl) + 3y ( V3 ylayz) + E ( 1 yza),3):| (1.378)

Beweis Mit (1.377) folgt zundchst:

diva=V-ea= Z (e),,byl1 a‘> . (flyjeyj> =

i,j ayl

Z L oay, Ty 99,
by, 8)/1 by, & Ay

ij

(1.379)

Wir nutzen
or B o*r
dyidy;  9yjoyi

aus und folgern daraus mit (1.371):

5
ay;
d de,, by,

0
byjeyj) - ay; (byiey)

Diesen Ausdruck multiplizieren wir skalar mit ey,

9 ob de,. db,,
byey; * y; + 0ij—— 7 = = byey, - il + 2
3y Ay dyj 9y

>

dey, 19 /,
Rk =0.
& 9y 28)/] ( )
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Damit gilt:

be, - ieyj _ % - ijabyj B %by. fiiri =7,
9yi 9y 9yi 3’ fiiri # 7.
J

Diese Erkenntnis benutzen wir nun in (1.379):

,0a i ay, b da a,, ob
di _ Vi i J’t “yi T —
wva= Z Vi Z by;by, dyj Z i\ 9y Z by, yi

L] J

1 0
= — arb,, b ; .e.d.
bhbhbya |:3y1 ( e y3) ] g

Wir haben im zweiten Schritt die Indizes i und j in der Doppelsumme miteinander
vertauscht.

(> c) Rotation
Analog zur Herleitung der Divergenz erhdlt man als Ausdruck fiir die Rotation:

byla e, byza e, bySa e,

1

rota= —— | — — — | . (1.380)
b)’l b)/z b)/3 M 9y2 ay3

by, ay, by,ay, by,ay,

© 1.7.3 Zylinderkoordinaten
Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) sind Polarkoordinaten (g, ¢), die fiir den dreidimen-
sionalen Raum durch eine Ho6henkoordinate (z) ergdanzt werden. Man verwendet sie
zweckmiflig bei Problemstellungen, die eine Drehsymmetrie um eine feste Achse
besitzen. Letztere erklirt man dann zur x3-Achse.

3

Abb. 1.80. Zur Festlegung von Zylinderkoordinaten
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Transformationsformeln:

X] = QCOsSQ,
Xy =e@sing,
X3= Z. (1.381)

Funktionaldeterminante:
cos —psin 0
9 (x1,x2,x3) ¢ Tesme

3o, 0,2) = |sing @cosp 0|=¢. (1.382)

0 1

Die Abbildung ist also aufier fiir ¢ = 0 eindeutig umkehrbar.
Volumenelement (entspricht dem Volumenzuwachs bei infinitesimalen Anderun-

gen der Koordinaten):

3

Abb. 1.81. Volumenelement in Zylinderkoordinaten

Aus dem Bild erkennt man:

dV =pdededz. (1.383)

Dies folgt aber auch aus der allgemeinen Beziehung (1.367):

0 (x1,%2,x3)

dv =
(o, 9,2)

deodedz. (1.384)

Koordinatenlinien [= r = r(y; : y; = const fiir j # i)] :

o-Linie: Von der z-Achse ausgehender, radialer Strahl in der x1, x,-Ebene.
¢-Linie: In der x;, x,-Ebene liegender Kreis mit Mittelpunkt auf der z-Achse.
z-Linie: Zur x3-Achse parallele Gerade.
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Einheitsvektoren:
0
£ = (cosg, sing, 0) = b, =1,
or .
gp = (—@sing, gcosg, 0) = by, = ¢, (1.385)
0
o (0,0, 1) > b, =1.
oz

Dies ergibt die Einheitsvektoren:

e, = (cos @, sing, 0) ,
e, = (—sing, cos g, 0), (1.386)

e;=1(0,0,1).

Diese sind krummlinig-orthogonal und tangential zur jeweiligen Koordinatenlinie

orientiert. Fiir das Differential des Ortsvektors dr gilt gemif3 (1.374) in Zylinderko-
ordinaten:

dr=dee, + pdge, +dze; . (1.387)
Gradient:
Mit (1.377) folgt sofort:
d 10 0 d 10 d
=~ —|=e—tep,——te—. (1.388)
do @09 0z do feXe () 0z

Divergenz und Rotation sind mit (1.385) unmittelbar an (1.378) und (1.380) ablesbar.

1.7.4 Kugelkoordinaten

Fiir Probleme mit Radialsymmetrie eignen sich insbesondere Kugelkoordinaten, die
man auch rdumliche Polarkoordinaten nennt.

Transformationsformeln:
x1 =rsindcos g,

xy =rsindsing, (1.389)

x3 =rcosd.
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r: Lange des Ortsvektors,
& <((r, x3-Achse) mit 0 < & < 7 (Polarwinkel),
@: <{ (Projektion von r auf x1, x2-Ebene, x1-Achse) mit 0 < ¢ < 27 (Azimut)

Abb. 1.82. Zur Festlegung von Kugelkoordinaten

Funktionaldeterminante:
sintfcosg rcosdtcosp —rsindsing
0 (xl > X2 x3)

3 9) sinsing rcosdsing rsindcose | =

cos —rsin 0

= 1% cos® & sin# cos® @ + 1% sin® ¥ sin® @ +

+ 7% sin ¢ cos® ¥ sin® ¢ + 1% sin® ¥ cos? ¢ =

=r’sind. (1.390)

Die Abbildung ist also aufler fiir r = 0 und < = 0, m eindeutig umkehrbar.

Volumenelement:

3 (x1,x2,%3)

30.5.9) drddde = r* sin#drdd de . (1.391)

dVv =

Man veranschauliche sich dieses Ergebnis geometrisch!

Als Anwendungsbeispiel wollen wir das Volumen einer Kugel mit dem Radius R
ausrechnen. Dazu haben wir alle Volumenelemente dV innerhalb der Kugel im Rie-
manmn’schen Sinne aufzusummieren.

V_/dv_of

Kugel

2r
3 R
4
frz dr sinddddep =@ [§" - (—cos®) |I % = ?HR3
0
0
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Koordinatenlinien:
r-Linie: Vom Koordinatenursprung ausgehender Strahl.

¢-Linie: Zur x;, x,-Ebene paralleler Kreis mit Mittelpunkt auf x3-Achse.
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¥-Linie: Halbkreis mit Zentrum im Koordinatenursprung, berandet durch die

x3-Achse.
Einheitsvektoren:
or . . .
> = (sind cos ¢, sin#sin g, cos?) = b, =1,
.
or . .
3 = r(cos ¢ cos @, cos#sing, —sin) = by =1,
or . : . .
Fyie r(—sind sin @, sindtcos @, 0) = by = rsindt .
¢

Dies ergibt die Einheitsvektoren:
e, = (sin cos @, sindsin @, cos¥) ,
ey = (costcosg, costsing, —sind) ,

ey = (—sing, cos g, 0) .

(1.392)

(1.393)

Nach Konstruktion liegen diese Basisvektoren tangential zu den Koordinatenlinien.
Sie sind offensichtlich krummlinig-orthogonal. Fiir das Differential dr des Ortsvek-

tors finden wir mit (1.374) und (1.386):

dr =dre, + rdidtes + rsinddee,, .

3
€
— A4 X\ e(P
-~
Al
ey 2
\
1 \
\

Kugelkoordinaten

Abb. 1.83. Basisvektoren fur

(1.394)
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Nabla-Operator bzw. Gradient:

(818 1 8) 0 10 1 o)
V = =

P T — + - + - . .
or rodd rsind de & € 39 e(prsmﬁa(p (1.395)

"or
Divergenz und Rotation sind mit (1.392) unmittelbar an (1.378) bzw. (1.380) ablesbar.

© 1.7.5 Aufgaben

1.7.1 Aufgabe 1.7.1
1. Zeigen Sie, dass fiir die Variablentransformation

Xi :Xi(}/la)/z) ; 1=1,2
gilt:

a(xl,)Q) a(xz,xl) _a(xl,xz)

dyiy2)  d(ay) A2y

2. Berechnen Sie die folgenden Funktionaldeterminaten:

a(xl,xz) un 3(x1>J/2)
9 (x1,x2) oy, y2)

1.7.2 Aufgabe 1.7.2 Leiten Sie fiir
x=x(y,2) ,
y=y%2),
z=12z(x,y)

die folgenden Beziehungen ab:

GLAGT = (5).().6),
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Aufgabe 1.7.3 x1, x2, x3 seien kartesische Koordinaten. Parabolische Zylinder-
koordinaten (u, v, z) geniigen den Transformationsformeln:

1

xlzz(u —Vz) ’
X) =Uuv,
X3 =2.

1. Berechnen Sie die Funktionaldeterminante

a(xl) X2, x3)
o(u, v, 2)

2. Wie transformiert sich das Volumenelement dV = dx;dx,dxs?
3. Bestimmen Sie die Einheitsvektoren

ey, ey, e; !

Veranschaulichen Sie sich die Koordinatenlinien.
4. Geben Sie das Differential dr des Ortsvektors und den Nabla-Operator V
in parabolischen Zylinderkoordinaten an.

Aufgabe 1.7.4 Ein Punkt habe die kartesischen Koordinaten P : (3, 3). Was
sind seine ebenen Polarkoordinaten?

Aufgabe 1.7.5 Wie lauten die Punkte P; = (x;, y;, zi):
P1:(1>0)1); PZI(O)ly_l); P3:(O)_3)0)

in

1. Kugelkoordinaten (r, %, ¢),

2. Zylinderkoordinaten (g, ¢, z)?

Aufgabe 1.7.6 Wie lautet die Gleichung fiir den Kreis mit dem Radius R in
kartesischen Koordinaten und in Polarkoordinaten?

Aufgabe 1.7.7 Stellen Sie das Vektorfeld
a = x3e; +2x1ex + x2e3

in Zylinderkoordinaten und in Kugelkoordinaten dar!

1.7.3

1.7.4

1.7.5

1.7.6

1.7.7
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1.7.8 Aufgabe 1.7.8
1. Berechnen Sie die Fliche eines Kreises
a) mit kartesischen Koordinaten (x, y):

YA
x
R
Abb. 1.84. Zur Berechnung der Flache eines Kreises mit

kartesischen Koordinaten

b) mit ebenen Polarkoordinaten (g, ¢)

7y

Abb. 1.85. Zur Berechnung der Flache eines Kreises mit

ebenen Polarkoordinaten

2. Berechnen Sie das Volumen einer Kugel vom Radius R!
3. Berechnen Sie das Volumen des skizzierten Zylindersegments. Dabei seien
R; der Innenradius, R, der Auflenradius und z; die Hohe des Zylinders!

Abb. 1.86. Zur Berechnung des Volumens eines Zylindersegments
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1.8 Kontrolifragen

Zu Abschn. 1.3

Durch welche Bestimmungsstiicke ist ein Vektor definiert?

2. Welcher Vektor hat keine definierte Richtung?

3. Welche multiplikativen Verkniipfungen gibt es fiir Vektoren?

4. Formulieren Sie die Schwarz’sche Ungleichung! Skizzieren Sie den Beweis!

5. Was ist ein linearer Vektorraum? Wann nennt man diesen unitér?

6. Was ist die anschauliche Bedeutung des Betrages eines Vektorproduktes? Wie
bestimmt man dessen Richtung?

7. Was unterscheidet einen polaren von einem axialen Vektor?

8. Wasist ein Pseudoskalar?

9. Formulieren Sie den Kosinus- und den Sinussatz!

10. Welche geometrische Bedeutung hat das Spatprodukt?

11. Was versteht man unter dem Entwicklungssatz?

12. Wie ist die Basis eines linearen Vektorraumes definiert?

13. Was versteht man unter einem Richtungskosinus?

14. Geben Sie die Komponentendarstellung des Skalarproduktes zweier Vektoren
an!

15. Wie lauten die Komponentendarstellungen des Vektorproduktes, des Spatpro-
duktes und des Entwicklungssatzes?

Zu Abschn. 1.4
Was ist eine Raumkurve? Wie ist die Bahnkurve eines Massenpunktes definiert?

2. Wie parametrisiert man eine Raumkurve?

3. Was versteht man unter einer vektorwertigen Funktion?

4. Parametrisieren Sie die ebene Kreisbewegung und die Schraubenlinie!

5. Definieren Sie die Stetigkeit von Bahnkurven!

6. Wie ist die Ableitung einer vektorwertigen Funktion definiert?

7. Was versteht man unter der Bogenldnge einer Raumkurve?

8. Was ist die natiirliche Parametrisierung einer Raumkurve?

9. Welches sind die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins?

10. Erldutern Sie die Begriffe Kriimmung, Kriimmungsradius, Schmiegungsebene,
Torsion, Torsionsradius!

1. Formulieren Sie die Frenet’schen Formeln!

12. Welche Raumkurve hat, bei gleichem Radius in der xy-Ebene, die geringere
Kriimmung: der Kreis oder die Schraubenlinie?

13. Welchen Torsionsradius besitzt die Kreisbewegung?

14. Welche Richtung hat der Normaleneinheitsvektor der Schraubenlinie?

15. Was versteht man unter der Tangential- und der Normalbeschleunigung eines

Massenpunktes?

1.8
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Zu Abschn. 1.5

1.

2.
3.
4

2

v © N o

Was ist ein skalares Feld, was ein Vektorfeld? Geben Sie Beispiele an!

Erldutern Sie den Begrift Hohenlinie! Was ist eine Feldlinie?

Definieren Sie die Stetigkeit von Feldern!

Was versteht man unter der partiellen Ableitung eines skalaren Feldes nach einer
Raumkoordinate?

Geben Sie die totale Ableitung eines skalaren Feldes nach einer Raumkoordinate
an!

Was ist ein Gradientenfeld? Welche Richtung hat der Gradientenvektor?
Definieren Sie die Divergenz und die Rotation eines Vektorfeldes!

Wie ist der Laplace-Operator definiert?

Wann nennt man ein Vektorfeld quellenfrei, wann wirbelfrei?

. Was kann man allgemein iiber die Rotation von Gradientenfeldern, was iiber die

Divergenz von Wirbelfeldern aussagen?

Zu Abschn. 1.6

+

© 2N a8y

11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

Was ist eine Matrix?

Was versteht man speziell unter einer Nullmatrix, einer Diagonalmatrix. der
Einheitsmatrix, einer symmetrischen Matrix, einer transponierten Matrix?

Wie ist der Rang einer Matrix definiert?

Erklaren Sie die Summe zweier Matrizen, die Multiplikation einer Matrix mit
einer reellen Zahl, das Produkt zweier Matrizen!

Ist die Matrixmultiplikation kommutativ?

Wie ist die Drehmatrix definiert?

Zeigen Sie, dass Spalten und Zeilen der Drehmatrix orthonormiert sind!

Wie hingt die transponierte mit der inversen Drehmatrix zusammen?

Wie lautet speziell die Drehmatrix fiir eine Drehung um den Winkel ¢ in der
Ebene?

. Welche Bedingungen muss eine Drehmatrix erfiillen?

Wie ist die Determinante einer quadratischen Matrix definiert?

Wozu dient die Sarrus-Regel?

Was versteht man unter dem algebraischen Komplement zu einem bestimmten
Matrixelement?

Wie entwickelt man eine Matrix nach einer Zeile?

Begriinden Sie, warum man zu einer Zeile (Spalte) einer Determinanten die
mit einer beliebigen reellen Zahl a multiplizierten Glieder einer anderen Zeile
(Spalte) addieren darf, ohne den Wert der Determinante zu dndern.

Wann existiert zu einer Matrix die inverse Matrix? Wie berechnet man die Ele-
mente der inversen Matrix?

Schreiben Sie das Vektorprodukt zweier Vektoren, die Rotation eines Vektors,
das Spatprodukt dreier nicht-komplanarer Vektoren jeweils als Determinante!
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18. Wann ist ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem eindeutig 16sbar? Wie
lautet die Cramer’sche Regel?
19. Wann hat ein homogenes Gleichungssystem nicht-triviale Losungen?

Zu Abschn. 1.7

1. Welche allgemeinen Bedingungen miissen an eine Variablentransformation ge-
stellt werden?

2. Was versteht man unter einer Funktionaldeterminanten?

3. Was ist eine Koordinatenlinie?

4. Wann nennt man Koordinaten krummlinig-orthogonal?

5. Wie berechnet sich das Volumenelement dV = dx; dx, dx; nach der Variablen-

transformation (x,x,x3) — (1,2, y3) in den neuen Variablen y;, 2, y3?

6. Wie sind die Basisvektoren krummliniger Koordinatensysteme relativ zu den
Koordinatenlinien orientiert? Wie berechnet man solche Basisvektoren?

7. Wie lautet der Nabla-Operator allgemein in krummlinigen Koordinaten?

8. Wie lauten die Transformationsformeln zwischen kartesischen und Zylinder-
(Kugel-)Koordinaten?

9. Geben Sie das Volumenelement dV in Zylinder-(Kugel-)Koordinaten an!

10. Charakterisieren Sie die Koordinatenlinien fiir Zylinder- und Kugel-Koordinaten!
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Typisch fiir die Mechanik ist der Begrift des Massenpunktes. Wie wir bereits frither
definiert haben, versteht man unter einem Massenpunkt einen physikalischen Kérper
mit einer Masse m1, aber mit allseitig vernachlédssigbarer Ausdehnung. Man beachte,
dass es sich dabei nicht notwendig um einen kleinen Korper handeln muss. Der Be-
griff des Massenpunktes wird vielmehr eingesetzt bei Problemstellungen, bei denen
es ausreicht, einen irgendwie ausgezeichneten Punkt (z.B. den Schwerpunkt) des
makroskopischen Korpers zu beobachten, ohne die Bewegung der anderen Punkte
des Korpers zu berticksichtigen. So kann man selbst die gesamte Erdkugel als Mas-
senpunkt ansehen, wenn nur die Bahn der Erde um die Sonne diskutiert werden
soll, nicht jedoch, wenn man sich fiir das Entstehen der Gezeiten interessiert. Wir
bezeichnen einen Massenpunkt als frei, wenn er den einwirkenden Kriften ohne
einschrankende Zwangsbedingungen folgen kann.

2.1 Kinematik

Die Kinematik stellt die mathematischen und physikalischen Begriffe zusammen, um
die Bewegung eines Massenpunktes zu beschreiben, ohne zunichst nach der Ursache
tiir diese Bewegung zu fragen. Die entscheidenden Vorleistungen dazu wurden in
Kap. 1 erbracht. Wir kénnen uns deshalb hier auf eine wiederholende Zusammenfas-
sung beschranken.

2.1.1 Geschwindigkeit und Beschleunigung
Die Bewegung des Massenpunktes ist charakterisiert durch:

Ortsvektor :  r(t),
Geschwindigkeitsvektor :  v(t) = #(t),

Beschleunigungsvektor :  a(t) = #(¢) .

Hohere Zeitableitungen interessieren in der Mechanik nicht; oft existieren sie auch
gar nicht, da die Beschleunigung in vielen Fillen keine stetige Zeitfunktion darstellt.

Diese fiir die Mechanik typische Aufgabenstellung besteht nun darin, aus einer
vorgegebenen Beschleunigung a(t) = #(¢) die Bahnkurve r(t) zu berechnen. Dazu
muss man a(t) offensichtlich zweimal zeitlich integrieren. Bei jeder Integration er-
scheint eine Integrationskonstante, die unbestimmt bleibt, wenn wir nicht zusatzlich
zu a(t) noch zwei Anfangsbedingungen vorgeben. Nehmen wir an, wir kennen die
Geschwindigkeit und den Ort des Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt fy. Es
seien also

a(t) firalle r, v(t) , r(t)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1.
DOI 10.1007/978-3-642-12948-3 © Springer 2011

2.1
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bekannt. Dann ergibt sich fiir die Geschwindigkeit des Teilchens

v(t) = v (o) + / dr'a (1) (2.1)

to

und fiir den Ortsvektor:

r(1) = r(to) +v (to) (t—to) + f / dt’a(¢") | dt'. (2.2)

to

Bevor wir diese Beziehungen an einfachen Beispielen untersuchen, wollen wir die
Kenngroflen r(t), v(t), a(t) des Massenpunktes in verschiedenen Koordinatensyste-
men formulieren:

a) Kartesische Koordinaten

Die Bahnkurve wird durch die drei zeitabhdngigen Komponentenfunktionen
x1(1), x(t), x3(t) beschrieben:

3
r(t) = (x1 (), x2(8), x3() = Y x;(t)e; . (2.3)
j=1

Abb. 2.1. Bahnkurve eines Massenpunktes in

1 kartesischen Koordinaten

Die Basisvektoren sind zeitunabhéngig und raumfest. Die Geschwindigkeit
3
v(t) = ) (t)e; (2.4)
j=1

ist ein Vektor, der tangential zur Bahnkurve orientiert ist. Sie gibt Auskunft {iber den
in der Zeit dt vom Massenpunkt zuriickgelegten Weg. Beim Vergleich mit dem Ex-
periment hat man jedoch zu beachten, dass eine Messung immer in einem endlichen
Zeitintervall erfolgt, sodass der mathematische Limes in (2.4) eigentlich eine Fiktion
ist, der nur durch Extrapolation immer feiner werdender Messungen erahnt werden
kann.
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Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit
3
a(t) =) Fi(t)e (2:5)
j=1
wird Beschleunigung genannt.
b) Natiirliche Koordinaten

Das in Abschn. 1.4.4 diskutierte begleitende Dreibein stellt ein der Bahnkurve ange-
passtes Koordinatensystem dar. Wir hatten gefunden [(1.244) und (1.245)]:

. ds
=vt; = — .6
v(t)=wv v P (2.6)
2
a(t) =vi+ —n. (2.7)
fe)

f ist der Tangenteneinheitsvektor, s die Bogenldnge, ¢ der Kriimmungsradius und
fi der Normaleneinheitsvektor. # liegt tangential zur Bahnkurve, A beschreibt die
Richtungsinderung von # mit s (1.227). Der Beschleunigungsvektor liegt stets in
der von i und f aufgespannten Schmiegungsebene und ist zerlegt in einen Anteil,
der von der Betragsinderung, und in einen, der von der Richtungsdnderung der

Geschwindigkeit herriihrt.

Abb. 2.2. Zur Definition der durch den Tangenten-
und Normaleneinheitsvektor aufgespannten

Schmiegungsebene

c) Ebene Polarkoordinaten

Diese in Abschn. 1.7 hdufig als Anwendungsbeispiele betrachtete Koordinaten sind
natiirlich nur dann verwendbar, wenn die Bewegung in einer festen Ebene erfolgt.
Die Basisvektoren ey, e, sind in (1.372) angegeben. Fiir den Ortsvektor gilt:

r(t) = r(ter . (2.8)
Fiir das Differential dr gilt nach (1.375):
dr =dre, +rdge, .
Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit:

v(t)=re +rpe, . (2.9)
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Abb. 2.3. Zur Festlegung der Geschwindigkeit
eines Massenpunktes in ebenen

Polarkoordinaten

Man kann auch (2.8) direkt differenzieren:
v(t)=re +ré, . (2.10)
Der Vergleich liefert die Zeitableitung von e,:
& =ge,. (2.11)

Nach (1.216) steht die Zeitableitung des Einheitsvektors e, senkrecht auf e, und damit
parallel oder antiparallel zu e,:

€p=ae;.
Wegen e; - e, = 0 ist ¢, - e, = —e; - €, und damit
a=e€y=—€-ep=—Pep-eyp=—¢.
Es gilt also:
€p=—¢er. (2.12)

Damit finden wir durch Ableitung nach der Zeit in (2.9) den folgenden Ausdruck fiir
die Beschleunigung:

a(t) = are; + agey ,

a=1-— r(p2 ,

ap =rQ+2r@ . (2.13)
d) Zylinderkoordinaten
Diese wurden ausgiebig in Abschn. 1.7.3 besprochen. Fiir den Ortsvektor gilt hier:

r(t) = geo +ze; . (2.14)
Fiir das Differential gilt nach (1.387):

dr=dee, + pdge, +dze; . (2.15)

Dies ergibt die Geschwindigkeit

v(t) =ge, tope,tze;. (2.16)
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e; ist nach Richtung und Betrag konstant, d.h. é, = 0. Die beiden anderen Einheits-
vektoren konnen sich aber mit der Zeit 4ndern. Die Ableitung von (2.14) liefert:

r(t) =¢e,+oéotze,.
Der Vergleich mit (2.16) liefert:
€o=¢ey. (2.17)
€, ist senkrecht zu e,
€, = ae, + fe; .
Wegen
ep o =0=€ép-€,=—€y" 6,
epre;=0=é,°e,=—-¢€,-€,=0
folgt zundchst B = 0 und auflerdem:
a=ey ep=—€-€p=—¢.
Dies ergibt fiir die zeitliche Anderung des Basisvektors e,:
€p=—¢e, . (2.18)

Damit bedeutet es keine Schwierigkeit mehr, durch Zeitableitung von (2.16) die
Beschleunigung in Zylinderkoordinaten anzugeben:

a(t) =ape, +agey,+aze,,

do = é‘?‘/’z )
dp = QP +20¢,
a, =7%. (2.19)

e) Kugelkoordinaten
Diese wurden in Abschn. 1.7.4 eingefiihrt. Der Ortsvektor lautet jetzt:

r(t) =re,. (2.20)
Mit dem in (1.394) abgeleiteten Differential
dr =dre, + rdid ey + rsind dpe,
folgt unmittelbar fiir die Geschwindigkeit

v(t) =re, + 7'19’619 +rsind e, . (2.21)
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Rechtumfangreich gestaltet sich die Berechnung der Beschleunigung. Zunéchstleiten
wir (2.20) nach der Zeit ab,

r(t)=re +reée,,
und vergleichen mit (2.21):
é =Deg +sindge, . (2.22)

Wir benétigen noch die Zeitableitungen der beiden anderen Basisvektoren. Da es
sich um Einheitsvektoren handelt, sind és und é, orthogonal zu ey bzw. e,:

ey = aey+ fe;,

€y = yeyg +oe; .
Ferner gilt:

O=eg-er=eg-ep=ep-e
:éﬂ'er:_eﬂ'ér.

Daraus folgt:

éﬂ'er:_eﬁ'ér:_19'>

€gep=—eyg€y=—y,
b=ep e, =—€y-€ =—sindg.
Dies ergibt als Zwischenergebnis:
€y = aey — ﬁer ,
€y, = —aey—sindge, .

Wir benoétigen offensichtlich noch eine weitere Bestimmungsgleichung. e, hat in
kartesischen Koordinaten eine verschwindende x3-Komponente (1.393). Das gilt na-
tiirlich auch fiir é,. Wir kénnen also mit (1.393) schlussfolgern:

0 =—a(-sind) —sin? ¢ cos* = a = ¢cos? .
Dies ergibt schlieflich:

€y = pcosite, — e, , (2.23)

€y = —@costtey —sind e, . (2.24)

Durch nochmaliges Differenzieren in (2.21) finden wir nun die Beschleunigung in
Kugelkoordinaten:
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a(t) = are; + agey + age, , (2.25)
a, =1— rd? — rsinzz‘}q')2 R
ag = i+ 27¢ — rsind cos ¢ ¢* ,

ap = rsind@ + 2sindr ¢ + 2rcosdd ¢ .
© 2.1.2Einfache Beispiele

(> a) Massenpunkt auf einer Geraden
Wir kénnen die Bewegung beschreiben, ohne auf ein spezielles Koordinatensystem
Bezug zu nehmen. ¢ sei ein Vektor in Richtung der Bewegung, b ein Vektor senkrecht
dazu. Fiir den Ortsvektor des Massenpunktes gilt dann:

r(t) = b+ a(t)c. (2.26)

1)

Abb. 2.4. Geradlinige Bewegung eines Massenpunktes

Daraus ergeben sich durch die entsprechenden Zeitableitungen Geschwindigkeit und
Beschleunigung zu:

v(it) =a(t)c; a(t)=a(t)c. (2.27)

(> b) Gleichférmig geradlinige Bewegung
Damit ist die denkbar einfachste Bewegungsform gemeint, namlich die ohne Be-
schleunigung:

a(t)=0; v(t)=vy fiiralle ¢.
In (2.2) verschwindet dann der dritte Summand:
r(t)=r (to) + v (t - t()) . (2.28)

Dies stimmt formal mit (2.26) iiberein. Die Bewegung erfolgt also geradlinig in
Richtung des konstanten Geschwindigkeitsvektors vo. Man nennt sie gleichformig,
da in gleichen Zeitintervallen gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.
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Massenpunktes

(> ¢) GleichméaBig beschleunigte Bewegung
Wir nehmen nun eine konstante Beschleunigung
a(t) = ag
an. In (2.2) bedeutet dies:

ft /t dt’a(¢") | dt' = / [ao (¢ — t0)] dt’ =

to

Wir erhalten damit als Bahnkurve:

r(6) = r (1) + (1) (£ 10) + S0 (¢~ 10)°

Abb. 2.5. Beschleunigungsfreie Bewegung eines

(2.29)

(2.30)

2
—ay(t; —ty)
\W\ Abb. 2.6. Typischer Verlauf einer
ﬂ/ \ gleichmiBig beschleunigten
r(ty) Bewegung

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes nimmt linear mit der Zeit zu:

v(t) =v (t()) + ag (t - t()) .

(2.31)
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Die Bahnkurve ergibt sich aus einer Superposition einer geradlinig gleichférmigen
Bewegung in Richtung der Anfangsgeschwindigkeit v(#y) und einer geradlinig be-
schleunigten Bewegung in Richtung ay.

d) Kreisbewegung

Diese haben wir bereits in Abschn. 1.4.4 fiir die natiirlichen Koordinaten ausfiihrlich
diskutiert. Andere nahe liegenden Koordinaten sind ebene Polarkoordinaten. Da der
Radius des Kreises konstant ist, folgt mit (2.9) und (2.13):

r(t)=Re,, v(t)=Rgey, (2.32)
a(t) =a, e, tagpey, ar:—Rq')z, ap=R¢. (2.33)
2
e, e,
K & p(t)
1
R
Abb. 2.7. Kreisbewegung eines Massenpunktes

¢(t) bezeichnet die Winkeldnderung pro Zeiteinheit. Man definiert deshalb:

®=¢ Winkelgeschwindigkeit . (2.34)
Damit gilt auch:
v=Rw (Geschwindigkeitsbetrag) , (2.35)
a, = —R @? (Zentripetalbeschleunigung) , (2.36)
ap = R (Tangentialbeschleunigung) (2.37)

(vgl. mit (1.246) und (1.247)). Spezialfall:
® = const <= gleichformige Kreisbewegung . (2.38)

Bisweilen ist es sinnvoll, der Winkelgeschwindigkeit einen (axialen) Vektor in Rich-
tung der Drehachse zuzuordnen. Das ist in unserem Fall die 3-Achse:

w=wes. (2.39)
Der Betrag dieses Vektors ist also w. Es gilt dann:

v(t) =@ x r(t) = wRe, . (2.40)
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© 2.1.3 Aufgaben

Aufgabe 2.1.1 Ein Massenpunkt bewege sich auf einer Kreisbahn mit der kon-

stanten Geschwindigkeit v = 50 cm/s. Dabei dndert der Geschwindigkeitsvektor

v in 2 s seine Richtung um 60°.

1. Berechnen Sie die Geschwindigkeitsdnderung |Av| in diesem Zeitraum von
2s.

2. Wie grof} ist die Zentripetalbeschleunigung der gleichférmigen Kreisbe-
wegung?

Aufgabe 2.1.2
1. Ein Korper rotiere um eine Achse durch den Koordinatenursprung mit der
Winkelgeschwindigkeit

ow=(-1,2,1).
Welche Geschwindigkeit hat der Punkt P des Korpers mit dem Ortsvektor
rp=1(2,0,1)2

2. Wie wiirde sich seine Geschwindigkeit @ndern, falls die Drehachse parallel
in der Weise verschoben wird, dass der auf ihr liegende Nullpunkt nach
a= (1,1, 1) kommt?
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Aufgabe 2.1.3 Betrachten Sie die Bewegungsgleichung 2.1.3

r=-g

eines Teilchens im Erdfeld nahe der Erdoberfliche. Die x3-Achse eines kartesi-

schen Koordinatensystems weise vertikal nach oben, d.h., g = (0, 0, g).

1. Wielautet die Losung der Bewegungsgleichung, wenn das Teilchen zur Zeit
t = 0 im Koordinatenursprung mit der Anfangsgeschwindigkeit

Vo = (V()] > V0, > V03)

startet?

2. Zeigen Sie, dass die Bewegung in einer festen Ebene erfolgt. Welche Rich-
tung hat die Flichennormale der Bahnebene?

3. Wibhlen Sie nun die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit als 1’-Achse ei-
nes neuen Koordinatensystems mit dem gleichen Ursprung, gegeben durch
den Einheitsvektor €} . Finden Sie einen zu €| orthogonalen Einheitsvektor
e, der mit €| die Bahnebene aufspannt und die 2’-Achse definiert.

4. € ist so festzulegen, dass €/, €), € ein orthonormales Rechtssystem dar-
stellen.

Aufgabe2.1.4 Beider Bewegungeines abstiirzenden Erdsatelliten, welcher der 2.14
Gravitationskraft und einer Reibungskraft unterliegt, ergebe sich die folgende
ortsabhéngige Beschleunigung:

az—%er—a(r)f; a>0

r : Abstand vom Erdmittelpunkt.

1. Welche Bestimmungsgleichungen erfiillen die Komponenten a,, ag, a, der
Beschleunigung in Kugelkoordinaten?

2. Wie miissen a(r) und f gewihlt werden, damit

r(t) = ro(1 - B)?°
1) == In(1 - )P ; %o >0
¢(t) = const

die Bestimmungsgleichungenlésen. Berechnen Sie die Bahnkurve r = r(¢).
3. Berechnen Sie den Betrag |v| der Geschwindigkeit!
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

Wir haben uns bisher darauf beschrinkt, die Bewegung eines Massenpunktes zu
beschreiben, ohne nach der Ursache seiner Bewegung zu fragen. Letzteres soll ab jetzt
im Mittelpunkt unserer Betrachtungen stehen. Ziel ist es, Verfahren zu entwickeln,
mit denen man bei bekannter Ursache die Bewegung des Massenpunktes berechnen
kann.

Beginnen wir mit ein paar allgemeinen Bemerkungen zu den Aufgaben und Mog-
lichkeiten einer jeden physikalischen Theorie, mit besonderer Blickrichtung auf die
Klassische Mechanik. Wie jede physikalische Theorie, so ist auch diese auf

Definitionen und Sitzen

aufgebaut. Die Definitionen teilt man zweckmaif3ig in Basisdefinitionen und Folge-
definitionen ein:

Definitionen
Basisdefinitionen Folgedefinitionen

Zu den Basisdefinitionen zédhlen Begriffe wie Ort, Zeit, Masse, die im Rahmen der
Theorie nicht weiter erldutert werden. Folgedefinitionen sind aus den Basisdefini-
tionen abgeleitete Begriffe wie Geschwindigkeit, Beschleunigung, Impuls, ... Ganz
entsprechend miissen wir auch die Sdtze aufteilen:

Sitze

/N

Axiome, Prinzipien Folgerungen

Bei den Axiomen handelt es sich um Grunderfahrungstatsachen, die mathematisch
nicht beweisbar sind und innerhalb der Theorie nicht weiter begriindet werden. Das
sind im Rahmen der Klassischen Mechanik die Newton’schen Axiome. Unter den
Folgerungen verstehen wir die eigentlichen Ergebnisse der Theorie. Sie resultieren
mit Hilfe des mathematischen Beweises aus den Basisdefinitionen und Axiomen, die
man zusammengefasst die Postulate der Theorie nennt.

Der hochste Richter einer jeden physikalischen Theorie ist das Experiment. Der
Wert einer Theorie wird gemessen am Grad der Ubereinstimmung ihrer Folgerun-
gen mit den Erscheinungsformen der Natur. Man weif$ heute, dass die Klassische
Mechanik nicht jede Bewegung und Erscheinungsform der unbelebten Natur kor-
rekt beschreibt. Insbesondere im atomaren und subatomaren Bereich werden Mo-
difikationen notwendig. Man kann die Klassische Mechanik aber als einen in sich
widerspruchsfreien Grenzfall einer umfassenden Theorie auffassen.
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2.2.1 Newton'sche Axiome
Bei der Formulierung der Grundgesetze der Dynamik befinden wir uns in einem
herben Dilemma; wir haben gleichzeitig zwei neue Begriffe einzufiihren, ndmlich

Kraft und Masse.

Der physikalische Begriff der Kraft lasst sich nur indirekt durch seine Wirkungen
definieren. Wollen wir den Bewegungszustand oder die Gestalt eines Korpers z.B.
durch Einsatz unserer Muskeln dndern, so bedarf es einer Anstrengung, die umso
grofler ist, je grofler die zeitliche Geschwindigkeitsanderung (Beschleunigung) oder
je starker die Deformation sein soll. Diese Anstrengung heifit Kraft. Sie ist als unmit-
telbare Sinnesempfindung nicht néher zu definieren. Durch die Richtung, in der wir
unsere Muskeln wirken lassen, ist auch die Richtung der Geschwindigkeitsinderung
oder die Richtung der Deformation festgelegt. Daraus folgt:

Kraft ist eine vektorielle Grofle.

Nun beobachten wir iiberall in unserer Umgebung Anderungen in den Bewegungs-
zustdnden gewisser Korper, ohne dass unsere Muskeln direkten Einfluss hétten. Thre
Ursache sehen wir ebenfalls in Kriften, welche in gleicher Weise wie unsere Mus-
keln auf die Korper einwirken. Die Erforschung der Natur solcher Krifte stellt eine
zentrale Aufgabe der Physik dar.

Nun ist die schlichte Aussage:

Kraft = Ursache der Bewegung

in dieser Form sicher nicht allgemein giiltig und durch Gegenbeispiele schnell
widerlegbar. Eine Scheibe, die auf einer Eisfliche gleitet, bewegt sich auch oh-
ne Krafteinwirkung mit nahezu konstanter Geschwindigkeit. Ein an sich ruhen-
der Korper bewegt sich, wenn ich ihn aus einem fahrenden Zug heraus beobach-
te, d.h., der Bewegungszustand hangt auch vom gewéhlten Koordinatensystem ab.
Um diesen Sachverhalt genauer untersuchen zu konnen, definieren wir zunéchst
den

kriftefreien Korper:
Ein Korper, der jeder dufleren Einwirkung entzogen ist.

In dieser Definition steckt eine recht gewagte, wenn auch plausible Extrapolation
unserer Erfahrung. Den restlos isolierten Korper gibt es nicht.

Axiom 2.1:  (lex prima, Galilei’sches Trigheitsgesetz)

Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kriftefreier Kérper (Massenpunkt) im
Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichformigen Bewegung verharrt. Solche
Systeme sollen Inertialsysteme heiflen.
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Newtons urspriingliche Formulierung ist weniger einschrénkend:
Jeder Korper verharrtim Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Bewegung, wenn
er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

Als Néchstes miissen wir uns fragen, wie sich Korper in diesen so ausgezeichne-
ten Inertialsystemen unter dem Einfluss von Kriften verhalten. Auch hier miissen
wir unsere tdgliche Erfahrung zu Hilfe nehmen. Wir beobachten, dass fiir dieselbe
Beschleunigung verschiedener Korper gleichen Volumens unterschiedliche Kraftan-
strengungen notwendig sind. Ein Holzblock ldsst sich leichter bewegen als ein gleich
grofer Eisenblock. Die Wirkung der Kraft ist also offensichtlich auch von einer
Materialeigenschaft des zu bewegenden Korpers abhéngig. Diese setzt, wie wir be-
obachten, einer Bewegungsédnderung einen Tragheitswiderstand entgegen, der nicht
von der Stédrke der Kraft abhéngt.

Postulat Jeder Korper (jedes Teilchen) besitzt eine skalare Eigenschaft, gegeben
durch eine positive reelle Zahl, die wir

trage Masse m;

nennen.

2.2.1

Definition 2.2.1 Das Produkt aus trager Masse und Geschwindigkeit eines Teilchens
heift

Impuls : p=mv. (2.41)

Damit formulieren wir nun

Axiom 2.2: (lex secunda, Bewegungsgesetz)
Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional
und geschieht in Richtung der Kraft

. d
F=p= o (mev) . (2.42)

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass dieses Axiom ausschliefilich fiir die durch
Axiom 2.1 definierten Inertialsysteme formuliert ist. Wir wollen einige interpretie-
rende Bemerkungen anschlief3en:

1. Falls die Masse nicht zeitabhéngig ist, dann, aber auch nur dann, gilt:

F=m#=mea. (2.43)
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Diese Beziehung kann als dynamische Grundgleichung der Klassischen Mecha-
nik aufgefasst werden. Sie hat wie die meisten physikalischen Gesetze die Form
einer Differentialgleichung, aus der man bei bekannter Kraft F durch fortgesetz-
tes Integrieren [s. (2.2)] letztlich die Bahnkurve r(t) erhilt. Sie wird deshalb im
Mittelpunkt der folgenden Betrachtungen stehen.

In der Definition (2.41) des Impulses wird die Masse 1, als konstant angesehen.
In der relativistischen Mechanik bleibt diese Aussage nur dann richtig, wenn
wir unter Masse die Ruhemasse 1 verstehen. In der Impuls-Definition haben
wir dann m; als

il (2.44)
my= ——0 2.44
' V1-v?/c?

zu interpretieren. v ist dabei die Teilchengeschwindigkeit und ¢ die Lichtge-
schwindigkeit des Vakuums, die fiir v eine absolute obere Grenze darstellt. In
den meisten Fillen, die uns hier interessieren werden, ist jedoch v < c und damit
my ~ my.

Zeitliche Massenverdnderungen kommen natiirlich nicht nur in der relativisti-
schen Mechanik vor. Beispiele sind

die Rakete, das Auto mit Verbrennungsmotor, . ..

In der urspriinglichen Newton’schen Formulierung ist nur von der Proportio-
nalitidt zwischen F und p die Rede. Da wir aber bisher weder die Kraft noch
die Masse konkret haben definieren konnen, kann uns natiirlich nichts daran
hindern, das Gleichheitszeichen zu setzen.

Das Bewegungsgesetz (2.43) gestattet uns immerhin schon, das Verhiltnis aus
Kraft und Masse zu definieren:

Die Beschleunigung auf der rechten Seite ist sowohl messbar als auch wohldefi-
niert. Man beachte jedoch, dass (2.43) weder die Kraft noch die Masse wirklich
definiert.

Bisher haben wir nur die Wirkung einer Kraft auf einen Massenpunkt (Korper) dis-

kutiert, nicht jedoch die Riickwirkung derselben auf die Kraftquelle. Das wird nun

formuliert im

Axiom 2.3: (lex tertia, Reaktionsprinzip, actio = reactio)

F1; :  Kraft des Korpers 2 auf Korper 1,

F>; @ Kraft des Korpers 1 auf Korper 2 .
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Dann gilt:
Fip =-Fy . (2.45)

Beispiel

Auflagedruck einer Kugel:

1
13p) T
2 l Abb. 2.8. Auflagedruck einer Kugel als Beispiel fir
By actio = reactio

Dieses dritte Axiom ldsst uns nun tatséchlich die trige Masse definieren. Kombi-
nieren wir ndmlich (2.43) mit (2.45), so gilt fiir zwei aufeinander Krifte ausiibende
Massenpunkte, wenn alle anderen Einfliisse ausgeschaltet sind:

me 1Ay =—mga; . (2.46)

In dieser Gleichung sind die Krifte vollig eliminiert, sodass das Massenverhiltnis
durch Messung von Beschleunigungen festgelegt ist. Realisierung:

Wir lassen auf zwei Massenpunkte zwei entgegengesetzt gerichtete, aber gleich
grof3e Krifte wirken, realisiert durch eine gespannte Feder, die zu einem bestimmten
Zeitpunkt durchtrennt wird. Man beobachtet, dass das Verhéltnis der Geschwindig-
keiten vy, v, bzw. Beschleunigungen a;, a; unabhingig von der wirkenden Kraft |F;; |
ist. Dies zeigt, dass die Masse wirklich eine Materialeigenschaft und unabhingig von
der Stirke der einwirkenden Kraft ist. Wir kénnen nun ein Massennormal einfiihren
und haben damit die Messung der Masse eindeutig definiert. Wir kénnen die Masse,
genau genommen die trdge Masse, zu den Basisdefinitionen zahlen, wohingegen die
Definition der Kraft dann nach (2.42) eine Folgedefinition darstellt.

Fy=-F)
V],a; C AA A A C) V5,4,
Abb. 2.9. Gedankenexperiment zur Festlegung
my m; der tragen Masse
SI-Einheit:
[m¢ = 1kg,

[F] = 1 N(= 1 Newton) = lkgms_2 .
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Das letzte noch zu besprechende Axiom ist fast eine Selbstverstindlichkeit, nachdem
wir ja bereits frither die Kraft als eine vektorielle Grofle identifiziert hatten:

Axiom 2.4: (Corollarium, Superpositionsprinzip)
Wirken auf einen Massenpunkt mehrere Krifte F;, F, ..., F,, so addieren sich diese
wie Vektoren zu einer Resultanten

n
F = ZFi . (2.47)
i=1
2.2.2 Krifte
Wir haben am Anfang dieses Kapitels die Grundaufgabe einer jeden physikalischen
Theorie, insbesondere der Klassischen Mechanik, darin erkannt, aus vorformulierten
Postulaten (Basisdefinitionen, Axiome), Folgerungen abzuleiten. Die Axiome und die
fundamentale Definition der Masse liegen nun vor. Das Bewegungsgesetz (2.42) bzw.
(2.43) ist zur dynamischen Grundgleichung der Klassischen Mechanik geworden.
Diese gilt es zu l6sen. Bei vorgegebener Kraft F entspricht dies in aller Regel der
Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung.
Préziser als der Begriff der Kraft ist in diesem Zusammenhang eigentlich der des

Kraftfeldes:

F=F(r, 7 1) .

Jedem Punkt des Raumes wird eine im Allgemeinen sogar zeitlich verdnderliche,
auf den Massenpunkt wirkende Kraft zugeordnet, die zusitzlich auch noch von der
Geschwindigkeit des Teilchens abhdngen kann. Abhéngigkeiten von der Beschleuni-
gung 7 treten nicht auf.

Da die gesamte Materie aus elementaren Bausteinen (Molekiilen, Atomen, Nukleo-
nen, Elektronen,...) aufgebaut ist, ldsst sich letztlich jede Kraft auf Wechselwirkun-
gen zwischen diesen Bausteinen zuriickfithren. Dies im Einzelnen durchzufiihren,
sprengt jedoch den Rahmen der Mechanik, die nur nach den Wirkungen der Krifte,
nicht nach den Ursachen derselben fragt. Man begniigt sich fiir den Kraftansatz mit
mathematisch moglichst einfachen, empirisch gewonnenen

Modellvorstellungen,

von denen wir einige zusammenstellen wollen:

a) Gewichtskraft, Schwerkraft
Jeder Korper ist schwer. 1 m> Eisen ist schwerer als 1 cm® Eisen. In dieser Alltagser-
fahrung dokumentiert sich eine neue Materialgrof3e, die man

schwere Masse 1
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nennt. Sie manisfestiert sich in der Schwerkraft

Fs=msg, (2.48)

die im Schwerefeld der Erde auf einen ruhenden Massenpunkt wirkt. g istin der Ndhe
der Erdoberfldche ein nahezu konstanter Vektor, der stets nach unten in Richtung
Erdmittelpunkt weist. Definiert man diese Richtung als negative x3-Richtung eines
kartesischen Koordinatensystems, so gilt:

g=—-(0,0,9; g=9281 ms 2 Erdbeschleunigung. (2.49)

Die schwere Masse m;, die sich bei homogenen Substanzen als zum Volumen
proportional erweist, ldsst sich aus der Gewichtskraft (2.48) z.B. mit einer Feder-
waage bestimmen. Die durch mg bewirkte Auslenkung Ax der Feder wird normiert
und damit die Einheit der schweren Masse festgelegt. - Als Massen-Normal wird
ein Platin-Iridium-Klotz benutzt, der in einem Speziallabor in der Néhe von Paris
aufbewahrt wird. Dabei entspricht 1 Kilogramm (1 kg) genau der Masse von 1 dm?
Wasser bei4 °C .

l Ax Abb. 2.10. Gedankenexperiment zur Beschreibung der schweren
Masse

Als Gewicht eines Korpers bezeichnet man die Kraft Fg aus (2.48), die auf diesen
an der Erdoberfliche wirkt. Hier erfdhrt die Masse von 1 kg die Gewichtskraft von
9,81 N.

Die trige Masse m; war als Trigheitswiderstand eingefithrt worden, den ein Kérper
einer Anderung seines Bewegungszustandes entgegenstellt. Wegen der unterschied-
lichen experimentellen Situation ist deshalb die Identitét

Mg =mg=m (2.50)

keine Selbstverstdndlichkeit. Es ldsst sich jedoch experimentell zeigen, dass fiir alle
Ko6rper zumindest das Verhéltnis mg/m, konstant ist, sodass in jedem Fall mg ~ my
gilt. Man messe dazu die Beschleunigung eines Korpers der schweren Masse 15 beim
freien Fall im Schwerefeld der Erde. Man findet, dass

a= %g (2.51)
my
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unabhiéngig von der Substanz ist, sodass
ms ~ my (2:52)

folgt.

Einsteins Aquivalenzprinzip
Die Messsituationen fiir m, und m; sind prinzipiell gleichwertig. Deswegen gilt (2.50).
Dieses Prinzip bildet die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie.

b) Zentralkrafte
Krifte der Gestalt

Fir)=f(r,f,t) - r=(f-1)e (2.53)

sind in der Natur sehr hdufig auftretende Krafttypen. Die Kraft wirkt radial von
einem Zentrum bei r = 0 nach auflen (f > 0) oder auf das Zentrum hin (f < 0).

Beispiele
1) Isotroper harmonischer Oszillator

f(r) =const <O0. (2.54)

2) Gravitationskraft , ausgeiibt von Masse M im Koordinatenursprung auf Teilchen
mit Masse m am Ort r (wegen (2.50) kdnnen wir jetzt die Indizes f und s weglassen):

flr)=-y—. (2.55)

3) Coulomb-Kraft , ausgeiibt von einer Ladung q; im Koordinatenursprung auf eine
Ladung g, bei r:

f(r) = 22

= . 2.56
41 egr3 (256)

Praktisch lassen sich letztlich alle klassischen Wechselwirkungen auf (2.55) und (2.56)
zuriickfithren. Die Konstanten y, €, g; erldutern wir spiter.

c) Lorentz-Kraft
Das ist die Kraft, die ein Teilchen mit der Ladung g im elektromagnetischen Feld
erfahrt:

F=q[E(r, 1)+ (v x B(r, 1))] (2.57)



180 2. Mechanik des freien Massenpunktes

(B: magnetische Induktion; E: elektrische Feldstédrke). Es handelt sich um eine von
der Teilchengeschwindigkeit v abhédngige Kraft, genau wie die

d) Reibungskraft
F=-a)- -v. (2.58)

Diese stellt einen in vieler Hinsicht komplizierten Krafttyp dar, fiir den es streng
genommen bis heute keine abgeschlossene Theorie gibt. Gesichert ist, dass in gu-
ter Ndherung die Abhéngigkeit von (—v) besteht. Die fiir den Koeffizienten  am
hiufigsten benutzten Ansdtze sind:

a(v) = a = const (Stokes’sche Reibung) , (2.59)

a(v) =a-v (Newton’sche Reibung) . (2.60)

2.2.3 Inertialsysteme, Galilei-Transformation

Die Newton’schen Axiome handeln von der Bewegung physikalischer Korper. Be-
wegung ist aber ein relativer Begriff; die Bewegung eines Kérpers kann nur relativ
zu einem Bezugssystem definiert werden. Bei der Auswahl des Bezugssystems sind
der Willkiir aber kaum Grenzen gesetzt. Koordinatensysteme, die gegeneinander nur
starr verschoben oder gedreht sind, sind fiir die Dynamik des Massenpunktes vollig
gleichwertig. Es dndern sich zwar die Koordinaten der Bahnkurve r(¢), nicht aber die
geometrische Gestalt der Bahn und auch nicht der zeitliche Ablauf der Teilchenbe-
wegung.

Letzteres wird aber moglich, wenn sich die verschiedenen Bezugssysteme relativ
zueinander bewegen. Ein sich in einem Koordinatensystem geradlinig gleichformig
bewegender Massenpunkt erfdhrt z.B. in einem relativ dazu rotierenden Bezugs-
system eine Beschleunigung. Die Newton’schen Axiome machen deshalb nur dann
einen Sinn, wenn sie sich auf ein ganz bestimmtes Koordinatensystem beziehen oder
zumindest auf eine ganz bestimmte Klasse von Koordinatensystemen.

Die natiirlichen Systeme der Mechanik sind die durch Axiom 2.1 eingefiihrten
Inertialsysteme, in denen sich ein kriftefreier Massenpunkt mit

v = const

auf einer Geraden bewegt. Diese offensichtlich ausgezeichneten Systeme wollen wir
nun noch etwas genauer untersuchen. Wir studieren dazu die Kréfte, die auf einen
Massenpunkt in zwei sich relativ zueinander bewegenden Koordinatensystemen wir-
ken. Der Einfachheit halber wéhlen wir zwei kartesische Systeme. Der Beobachter
moge sich jeweils im Koordinatenursprung befinden.

1. Aussage: Nicht alle Koordinatensysteme sind auch Inertialsysteme.

Das ist eine fast triviale Aussage. In einem relativ zu einem Inertialsystem rotie-
renden System vollzieht ein kriftefreier Massenpunkt eine beschleunigte Bewegung.
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2. Aussage: Es gibt zumindest ein Inertialsystem (z.B. dasjenige, in dem die Fix-
sterne ruhen).

Hier verbirgt sich die Newton’sche Fiktion vom absoluten Raum. Diese Vorstel-
lung geht in der speziellen Relativitdtstheorie verloren. Wir brauchen hier jedoch
den absoluten Raum gar nicht zu postulieren. Die 2. Aussage beinhaltet nur die un-
bestreitbare Tatsache, dass es Systeme gibt, in denen die Newton-Mechanik giiltig
ist.

Die Gesamtheit aller Inertialsysteme bestimmen wir aus der Untersuchung, welche
Koordinatentransformation ein Inertialsystem in ein anderes tiberfiihrt.

X, X seien zwei verschiedene Koordinatensysteme, wobei wir > = X fiir t = 0 an-
nehmen wollen. 3 sei ein Inertialsystem. ' ist genau dann ebenfalls ein Inertialsystem,
wenn aus

m# = 0 auch m# =0

folgt. Eine zeitabhingige Rotation von X gegeniiber 3 scheidet damit von vornherein
aus, da diese immer automatisch eine Beschleunigung hervorruft, die mit der Rich-
tungsanderung der Geschwindigkeit verkniipft ist. Eine konstante Rotation (zeitun-
abhéngige Drehung) ist natiirlich denkbar, da diese keine Beschleunigung hervorruft.
Diese ist aber hier uninteressant. Wir konnen deshalb unsere Untersuchungen auf
Systeme mit parallelen Achsen beschranken.

Der Massenpunkt m wird zur Zeit t durch den Ortsvektor

r(t) = ro(t) + 7(1)

beschrieben. Die Transformation ist vollstindig durch ry = ro(#) charakterisiert. Fiir
die Beschleunigung des Massenpunktes gilt:

1"':1"'()+1'_".

Abb. 2.11. Ortsvektor des Massenpunktes m in zwei

relativ zueinander bewegten Bezugssystemen

 ist offenbar genau dann ebenfalls ein Inertialsystem, wenn
fo = 0 < ro(t) = vot (2.61)

gilt. Diese Gleichung beschreibt eine Galilei-Transformation, die ein Inertialsystem
in ein Inertialsystem transformiert:

I

r=vot+7; t= (2.62)
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Wir haben hier noch explizit angegeben, dass die Zeit nicht mittransformiert wird.
Dies beinhaltet die Annahme einer absoluten Zeit, eine Vorstellung, die ebenfalls in
der speziellen Relativitdtstheorie tiber Bord geworfen wird. Dort tritt an die Stelle
der Galilei- die Lorentz-Transformation, die auch die Zeit verindert.

3. Aussage: Es gibt unendlich viele Inertialsysteme, die sich mit konstanten Ge-
schwindigkeiten relativ zueinander bewegen.

In solchen Systemen gilt:

F = F & mi =m#, (2.63)

sodass nicht nur das erste, sondern auch das zweite Newton’sche Axiom von der
Transformation unberiihrt bleibt. Man beachte aber, dass bei einer orts- und ge-
schwindigkeitsabhdngigen Kraft F = F(r,r,t) die Vektoren r und 7 entsprechend
mittransformiert werden miissen.

© 2.2.4Rotierende Bezugssysteme, Scheinkrifte
Wir wollen in diesem Abschnitt ein Beispiel fiir Nicht-Inertialsysteme diskutieren.
Wir betrachten zwei Koordinatensysteme ¥, ¥, deren Urspriinge der Einfachheit hal-
ber zusammenfallen sollen. X sei ein Inertialsystem; X rotiere relativ zu X mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit @ um die x3-Achse. Sinnvoll ist die Verwendung
von Zylinderkoordinaten (Abschn. 1.7.3):

I (o9, 2); Z: (0,0 2) .

2
> m
r
S=0 4
1
® ¢ Abb. 2.12. Zwei relativ zueinander rotierende
Bezugssysteme mit gleichem
1 Koordinatenursprung
Offensichtlich gilt:
0=0; Q=9ptwt; z=2. (2.64)

Fiir die Kraftkomponenten gilt nach (2.19) im System 2
Fo=m(6—9¢°) ;s Fp=m(pp+20¢); F,=mz. (2.65)

Wir wollen nun diese Kraftkomponenten auf das rotierende Koordinatensystem X
umrechnen. Aus (2.64) folgt:

Il
Ql
[l
-l
+
g
N
Il
N

b
>

o
5

[l
l:
N
[l
Ny

I
Ql
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Durch Einsetzen in (2.65) erhalten wir die Kraftgleichungen in 3:

m (5 - §¢2> =F,+ 2mp WP + mew’e = F, (2.66)
m ((ué + 26¢) =F,—-2mwp =F, (2.67)
mz = Fz . (2.68)

Wire X ein Inertialsystem, so miisste natiirlich F, = Fy , F, = F , F, = F, gelten.
Da X kein Inertialsystem darstellt, treten Zusatzkréfte auf, die man

Scheinkrifte

nennt, obwohl sie recht reale Auswirkungen haben. Sie heiflen so, weil sie nur in
Nicht-Inertialsystemen auftreten, weil sie dort gewissermaflen die Newton-Mechanik
»in Ordnung bringen®. Sie sorgen dafiir, dass ein kréftefreier Massenpunkt im Nicht-
Inertialsystem X eine solche Scheinkraft erfihrt, dass er vom Inertialsystem X aus
gesehen eine geradlinig gleichférmige Bewegung ausfiihrt.

2.2.5 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme
Wir betrachten zwei beliebig relativ zueinander beschleunigte Koordinatensysteme

2 (xl,xz,xs) ; (61,ez>e3) >

T (rx.%) 5 (en82,83)

Bei 2 handele es sich um ein Inertialsystem. Die gesamte Relativbewegung kann man
sich zusammengesetzt denken aus einer Bewegung des Ursprungs von X und einer
Drehung der Achsen von X um diesen Ursprung, jeweils relativ zu 3.

i 3

1 2 1

Abb. 2.13. Ortsvektor eines Massenpunktes in zwei relativ zueinander beliebig beschleunigten

Bezugssystemen

Es gilt fiir den Ortsvektor des Massenpunktes r:

r=ro+fF=ry+ ijéj . (2.69)
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Daraus berechnen wir durch Zeitableitung die Geschwindigkeiten in den beiden
Systemen:

3
. §= Z)‘éj g . (2.70)
i=1

Fiir den mitrotierenden Beobachter 4ndern sich die Achsen in X natiirlich nicht, wohl
aber fiir den Beobachter in >

3
J: f=ry+ Z (Q_C] e + X é]) . (2.71)
i=1

Die drei Terme auf der rechten Seite sind leicht interpretierbar:
ro: Relativgeschwindigkeit der Koordinatenurspriinge.
> %; &: Geschwindigkeit des Massenpunktes in X (2.70).

J
Y X;e;: Geschwindigkeit eines starr mit X mitrotierenden Punktes von X aus gese-

h]en. Fiir einen solchen Punkt édndern sich die Achsenrichtungen, nicht jedoch die
Komponenten x;.

Diesen letzten Term formen wir mit Hilfe der die Rotation von ¥ um den Ursprung
in X beschreibenden Winkelgeschwindigkeit o um. @ hat die Richtung der momenta-
nen Drehachse. Die Geschwindigkeit des starr mitrotierenden Punktes ist senkrecht
zu 7 und senkrecht zu @. Fiir den Betrag gilt:

OF = |F| sina o dt

=|(f x @)|dt.

Abb. 2.14. Zeitliche Anderung des Ortsvektors eines starr mit einem
Koordinatensystem mitrotierenden Massenpunktes, gesehen von einem

raumfesten Koordinatensystem

Insgesamt gilt also:

— = Za‘cjéj —@XT. (2.72)
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Dies setzen wir in (2.71) ein:
F=fo+F+xF. (2.73)

Mit (2.69) liest sich das auch wie folgt:

d d .
a(r—ro)zaf=f+a)xf. (2.74)

Zeitablei- Zeitablei-
tung von tung in X
2 aus

Diese Gleichungliefert ganz allgemein eine Vorschrift dafiir, wie man in einem Inerti-
alsystem X einen Vektor zeitlich ableitet, der in einem rotierenden Koordinatensystem
X dargestellt wird:

—=—+wX. (2.75)

Ablei- Ableitung Einfluss der
tung in X in %, die nur Rotation
die Komponen-
ten betrifft

Diese Vorschrift wenden wir gleich noch einmal auf (2.73) an:

d . od,ood.d
a(r—ro)—a(r+a)xr)—dtr+dt(a)xr)—

f+(ox)+((@x7)+(@x7)+(@x (0x7)) =
=1""+(a)x(a)xi‘))+2(wx1‘:)+(a')xf). (2.76)

Dies ergibt schlieflich als Bewegungsgleichung im Nicht-Inertialsystem >:

mi = F —mig —ma x (0 x ) —m(&d x #) —2m (@ x ) , (2.77)
F,. = —Zm(w X f) :  Coriolis-Kraft , (2.78)
F,=-m(w x (@ x 7)) : Zentrifugalkraft . (2.79)

Diese recht komplizierten Scheinkrifte, die neben F auf der rechten Seite der Be-
wegungsgleichung (2.77) auftauchen, haben wiederum nichts anderes zu bedeu-
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ten, als dass durch sie die Bewegung eines kriftefreien Massenpunktes vom Nicht-
Inertialsystem X aus gesehen gerade so kompliziert verlduft, dass sie vom Inertial-
system X aus geradlinig ist. Sie beruhen letztlich also auf der Trdgheit des Teilchens
und werden deshalb manchmal auch

Tragheitskrifte

genannt.

© 2.2.6 Aufgaben

Aufgabe 2.2.1 X und X seien zwei relativ zueinander bewegte kartesische
Koordinatensysteme mit parallelen Achsen. Die Position eines Teilchens werde
zu einer beliebigen Zeit f in 2 durch

r(t) = (60(1t2 - 4cx2t) e; — 3a3t3e2 + 3a4e3
und in X durch
7(t) = (60{1t2 aF 30(2t) e — (30(3t3 = 11(X5) e +4agtes

beschrieben.

1. Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich X relativ zu 3?

2. Welche Beschleunigung erféhrt das Teilchen in X und 2?

3. X sei ein Inertialsystem. Ist dann auch 3 ein Inertialsystem?

Aufgabe 2.2.2 In einem Inertialsystem wird mit einer ,,ungenauen® Uhr die
Zeit t’ gemessen. Die ,wahre“ Zeit des Inertialsystems sei ¢, wobei gelten soll:

! =t+alt).

Mit der ,,ungenauen® Uhr wird fiir die kriftefreie, eindimensionale Bewegung
eines Massenpunkts m falschlicherweise die Beschleunigung

D S
m dr?

gefunden. Berechnen Sie die scheinbar wirkende Kraft F'!

a #0



23

Einfache Probleme der Dynamik 187

Aufgabe 2.2.3 Obwohl Bewegungsgleichungen in Inertialsystemen einfacher
sind, beschreibt man Bewegungen auf der Erde in der Regel in einem mit der
Erde mitrotierenden Bezugssystem (Labor). Das ist streng genommen wegen
der Rotation der Erde dann kein Inertialsystem mehr.

Auf der Erdoberfliche werde in einem Punkt mit der geographischen Breite
¢ ein kartesisches Koordinatensystem X angebracht:

X3-Achse vertikal nach oben
X,-Achse nach Norden
X1-Achse nach Osten.

Fiir die Winkelgeschwindigkeit der Erde gilt:
2m
lo|==h1=727-10"s"".
24

1. Wie lautet die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes in diesem
Koordinatensystem nahe der Erdoberfliche (vernachldssigen Sie Terme
in @?)?

2. Berechnen Sie die Beschleunigung 7y des Koordinatenursprungs von X
relativ zu einem im Erdmittelpunkt ruhenden Koordinatensystem 2.

3. Wie grof ist die in X gemessene wahre Erdbeschleunigung g? Wie stellt
sich die Erdoberfliche ein?

Wie hingt die Coriolis-Kraft von der geographischen Breite ab?

5. Legen Sie das Koordinatensystem X so, dass die %3-Achse senkrecht zur
realen Erdoberfldche steht. Welche Bewegungsgleichungen sind dann fiir
einen Massenpunkt nahe der Erdoberfliche zu 16sen? Die Coriolis-Kraft
kann in guter Ndherung aus 4) iibernommen werden, da g und ¢ nur einen
kleinen Winkel miteinander bilden.

6. Ein zundchst ruhender Korper werde aus der Hohe H frei fallen gelassen.
Losen Sie die Bewegungsgleichungen in 5. unter der Voraussetzung, dass
%, und X, wihrend der Fallzeit klein bleiben. Bestimmen Sie die von der
Erdrotation bewirkte Ostabweichung!

2.3 Einfache Probleme der Dynamik

Die Grundaufgabe der Klassischen Mechanik besteht in der Berechnung des Bewe-
gungsablaufes eines physikalischen Systems mit Hilfe des Newton’schen Bewegungs-
gesetzes (2.42) bzw. (2.43). Dabei muss die Kraft F bekannt sein. Die Losung der

Grundaufgabe geschieht in der Regel in drei Schritten:

1.
2.

3.

Aufstellen der Bewegungsgleichung,
Losung der Differentialgleichung mit Hilfe rein mathematischer Methoden,
Physikalische Interpretation der Losung.

2,23

23
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Bis auf Widerruf fassen wir in den folgenden Betrachtungen die Masse m als zeitun-
abhéngige Materialkonstante auf, sodass wir das Bewegungsgesetz in der Form (2.43)
verwenden diirfen.

Das einfachste Problem besteht natiirlich in der kréftefreien Bewegung, dessen
Resultat Axiom 2.1 entsprechen muss. Die Bewegungsgleichung hat die Gestalt

F=mi =0. (2.80)

Genau genommen muss diese Gleichung fiir jede Komponente gesondert gelost wer-
den. Sie stellt deshalb eigentlich eine Kurzschreibweise fiir ein System von drei Glei-
chungen der Form

mo'c'l =0 5
mx; =0, (2.81)
T’I’D'C'3 =0

dar, wobei jede fiir sich eine so genannte lineare, homogene Differentialgleichung
2. Ordnung ist. In einfachen Féllen wie dem vorliegenden ist es jedoch sinnvoll, gleich
die kompaktere Darstellung (2.80) zu diskutieren, deren Losung wir unmittelbar
angeben konnen:

r(t) =wt+rg. (2.82)

Sie beschreibt einen ruhenden (vy = 0) oder einen sich mit konstanter Geschwindig-
keit vy bewegenden Massenpunkt. Die Masse m geht nicht in die Losung ein. Welche
Bedeutung haben die beiden konstanten Vektoren vy und ry? Die Buchstabenwahl
macht es bereits deutlich:

0) :  Geschwindigkeit zur Zeitt =0,

vy = F(t
ro =r(t =0): Teilchenort zur Zeitt =0 .

Die Bewegung des Massenpunktes ist vollkommen durch Angabe von Anfangslage r
und Anfangsgeschwindigkeit vy bestimmt. Da es sich dabei um Vektoren handelt,
entspricht das der Vorgabe von 6 Anfangsbedingungen, je zwei fiir jede der drei
Gleichungen in (2.81).

2.3.1 Bewegung im homogenen Schwerefeld

Gemif} unserem Programm haben wir also zundchst die Bewegungsgleichung auf-
zustellen. Nach (2.48) gilt zusammen mit (2.43), wenn wir noch die Gleichheit von
trager und schwerer Masse ausnutzen:

r=g; g§=1(0,0,—g). (2.83)

Die Masse kiirzt sich heraus; im Schwerefeld werden also alle Kérper gleich beschleu-
nigt. Es handelt sich um eine

gleichmaiflig beschleunigte Bewegung,
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wie wir sie in Abschn. 2.1.2 bereits diskutiert haben. Wir kénnen die fritheren Ergeb-
nisse (2.30) und (2.31)) unmittelbar iibernehmen:

v(t) =v (o) +g- (1) > (2.84)

r() = r(10) + v (t0) (t — 10) + %g- (- 1) . (2.85)

Dies ist das rein mathematische Resultat, das wir physikalisch noch ein wenig inter-
pretieren wollen:

Zunichst einmal stellen wir fest, dass die tatsdchliche geometrische Gestalt der
Bahnkurve stark von den Anfangsbedingungen r(t;), v(y) abhéngt. Wir demonstrie-
ren dies an zwei Spezialfdllen:

a) Freier Fall aus der Hohe h
Die Anfangsbedingungen lauten in diesem Fall (t) = 0):

r(t=0)=(0,0,h),

(2.86)
v(t=0)=0.
Damit ergibt sich als Losung:
x1(0) =x2(t) =05 x1(8) =x2(¢) =0.
Es handelt sich also um eine eindimensionale Bewegung:
x3(t) =h—%gt2; %3(t) = —gt. (2.87)

Als Fallzeit tr bezeichnet man die Zeit, die der Korper braucht, um am Erdboden
(x3 = 0) anzukommen.

!

1
xg(tF)Z():h—Egt%

= tg=+2 /g.

Fiir die Endgeschwindigkeit beim Aufprall gilt dann:

VE = }363 (tp)‘ =./2hg . (2.89)

(2.88)

Abb. 2.15. Zeitlicher Verlauf des Abstands einer Masse m
53 t vom Erdboden beim freien Fall im Schwerefeld der Erde
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b) Senkrechter Wurf nach oben
Dies entspricht den Anfangsbedingungen (f) = 0):

r(t=0)=0,
(2.90)
v(t =0) = (0,0,v) .
Einsetzen in (2.84) und (2.85) ergibt zunéchst:
x1() =x2(0) =05 x1(r) =x2(¢) = 0.
Es handelt sich also wiederum um eine eindimensionale Bewegung:
1 2 .
x3(1) :vot—igt ;0 x3(t)=vo—gt. (2.91)

Wir schliefien eine kurze Interpretation des Ergebnisses an: Die Geschwindigkeit des
Wurfkorpers nimmt zunédchst mit der Zeit ab. Sie wird Null, sobald er seine maximale
Hohe erreicht hat.

X3

H|l-—— —_

|
|
|
|
|
|
|
| Abb. 2.16. Zeitlicher Verlauf des Abstands einer
J

Masse m vom Erdboden beim senkrechten Wurf
'y 2ty t nach oben im Schwerefeld der Erde

Das ist nach der Zeit t der Fall:

3&3(tH)é0=V0—gtH

v
== —. (2.92)
b4

Nachher kehrt sich die Bewegungsrichtung um, x3(¢) wird negativ. Fiir die maximale
Flughohe gilt:

VZ

H=x;(tg) = 2> . :
x3 (1) 2 (2.93)
Nach der Zeit 21 erreicht der Flugkorper wieder den Erdboden und hat beim Aufprall
die Geschwindigkeit —vy.
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Fiir beliebige Anfangsbedingungen haben wir das allgemeine Ergebnis (2.84),
(2.85), wie an diesen beiden Spezialfillen demonstriert, auszuwerten (Wurfparabel,
s. Bild zum Beispiel c) in Abschn. 2.1.2. Man kann zeigen (Aufgabe 2.1.3), dass die
Bewegung dabei stets in einer festen, durch v(t = fy) und g aufgespannten Ebene
erfolgt.

Bis jetzt haben wir uns auf frithere Rechnungen und Resultate zuriickziehen kon-
nen. Wenn wir uns nun etwas komplizierteren Bewegungsproblemen zuwenden, so
haben wir explizit eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung zu integrieren. Wir
wollen uns deshalb zunédchst in einem mathematischen Einschub kurz mit der allge-
meinen Theorie linearer Differentialgleichungen auseinandersetzen.

2.3.2 Lineare Differentialgleichungen
Wir bezeichnen mit

n

d
() () —
x"(t) = 3 tnx(t) (2.94)

die n-te Ableitung der Funktion x(¢). Eine Beziehung, die eine oder mehrere Ab-
leitungen einer gesuchten Funktion enthilt, wobei als hochste die n-te Ableitung
auftritt,

f (x(”),x(”‘”,...,x,x, t) =0, (2.95)

nennt man eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ziel ist es, aus einer solchen Re-
lation die Losungsfunktion x(t) zu bestimmen. Die dynamische Grundgleichung der
Klassischen Mechanik (2.43) hat z. B. bei Verwendung von kartesischen Koordinaten
eine solche Gestalt:

mxl - Fi (3&1,9&2,3&3,X1,X2,X3, t) =0, i= 1,2,3. (2-96)

Dies ist ein gekoppeltes System von drei Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir die
drei Funktionen x; (), x2 (1), x3(t).

Wir wollen uns hier jedoch zunéchst auf eine Beziehung der Form (2.95) fiir eine
Funktion x(t) beschranken. Die zentrale Aussage formulieren wir in dem folgenden

Satz 2.3.1 Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung (2.95)
ist eine Losungsschar

x:x(th’l:}’b---)}’n) >

die von n unabhédngigen Parametern y1, y, . . ., y, abhdngt. - Jeder fest vorgegebene
Satz von y;’s fithrt dann zu einer speziellen (auch partikuldren) Losung.

Vergleichen Sie z.B. die Losung (2.85) fiir die Bewegung im homogenen Schwe-
refeld mit diesem Satz. Es handelt sich um die Losung einer Differentialgleichung

2.3.1
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2. Ordnung. Fiir jede Komponentenldsung x;() gibt es zwei unabhéngige Parameter
xi(to) und v;(ty). Gleichung (2.85) stellt somit die allgemeine Losung dar. Spezielle
Losungen fanden wir in den Beispielen a) und b) durch Fixierung der Anfangswerte
in (2.86) bzw. (2.90).

Wichtig ist, dass auch die Umkehrung des obigen Satzes giiltig ist.

2.3.2

Satz 2.3.2 Hingt die Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung (2.95) von
n unabhdngigen Parametern ab, so ist es die allgemeine Losung.

Ublich, wenn auch keineswegs notwendig, ist es, die Parameter y1, ..., y, mit den
Anfangswerten x(ty), X(tp), . . .» x"~ () zu identifizieren.
Der fiir uns wichtige Spezialfall ist die

lineare Differentialgleichung.

Als solche bezeichnet man eine Beziehung der Form (2.95), in die die Ableitungen
x\ lediglich linear eingehen:

> ait) (1) = B(r) (2.97)
j=0

wobei die Differentialgleichung mit 3(¢) = 0 homogen und mit §(t) % 0 inhomogen
ist.

Wir betrachten zunéchst die homogenen, linearen Differentialgleichungen. Fiir
diese gilt das

Superpositionsprinzip:

Mit x; (¢) und x,(¢) ist auch ¢1x1 () + c2x2(t) bei beliebigen Koeffizienten c;, ¢; Losung
der Differentialgleichung.

Wegen der Linearitét der Differentialgleichung ist der Beweis klar.

Man kann ferner wie bei Vektoren eine lineare Unabhdngigkeit von Losungen
definieren:

m Losungsfunktionen x; (), ..., x;,(t) heiflen linear unabhéngig, falls
m
Z(X]‘Xj(t) =0 (2.98)
j=1
nur fiira; = a; =... = a,; = 0 zur Identitit wird.

Sei nun m die Maximalzahl linear unabhéngiger Losungsfunktionen, dann ldsst
sich die allgemeine Losung x(t|y1, ..., y») fiir jede feste Wahl der y; schreiben:

x(t ‘yl,...,yn) = Zajxj(t) . (2.99)
j=1
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Wenn das nicht moglich wire, dann wire x(¢|.. ) selbst eine linear unabhéngige Lo-
sung und damit m nicht die Maximalzahl. Nun héngt die rechte Seite aber im Prinzip
von m unabhéngigen Parametern a; ab. Dies bedeutet, dass  nicht kleiner als 7 sein
darf, sonst wére x(¢|..) nicht die allgemeine Losung. Andererseits darf m aber auch
nicht grofler als n sein, da sonst x(t|..) von mehr als #n unabhédngigen Parametern
abhédngen wiirde. Also ist m = n. Wir halten fest:

Die allgemeine Losung der homogenen, linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung lasst sich als Linearkombination von # linear unabhéngigen Losungs-
funktionen schreiben.

Dies kann man auch als Rezept zur Losung einer Differentialgleichung n-ter Ord-
nung auffassen. Hat man z.B. durch Erraten oder Probieren n linear unabhéngige
Losungen gefunden, so stellt eine Linearkombination derselben die allgemeine Lo-
sung dar.

Kommen wir nun zur inhomogenen Differentialgleichung #-ter Ordnung. Seien

x(t|y1,...,yn): allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung,
xo(t): spezielle Losung der inhomogenen Gleichung,

dann ist

% (tlyts- oo yn) = x(tlyrs .5 ¥n) +x0(1) (2.100)

zunichst einmal {iberhaupt Losung der inhomogenen Gleichung, wie man sich wegen
der Linearitdt der Differentialgleichung unmittelbar klar macht; zum anderen ist
es aber auch gleich die allgemeine Losung, da sie ja bereits von n unabhdngigen
Parametern abhéngt. Daraus machen wir ein Rezept fiir die Losung einer linearen,
inhomogenen Differentialgleichung:

Suchen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung und eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Nach (2.100)
ist die Summe dann bereits die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung.

Dieses Rezept werden wir im Folgenden immer wieder benutzen.

2.3.3 Bewegung im homogenen Schwerefeld mit Reibung

Jeder bewegte makroskopische Korper wird durch Wechselwirkung mit seiner Um-
gebung gebremst. Es treten also bei der Bewegung Reibungskrifte auf, die der Be-
wegung entgegengerichtet sind. Obwohl man bis heute nur sehr wenig von den
eigentlichen Ursachen der Reibung versteht, weif3 man doch, dass es sich um ein
makroskopisches Phinomen handeln muss. Die Bewegungsgleichungen der Atom-
und Kernphysik enthalten keine Reibungsterme.
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a) Reibung in Gasen und Fliissigkeiten
In zahen Medien gilt in sehr guter Ndherung der Ansatz (2.58):

Fr = —a(v)v. (2.101)
a(v) muss dabei empirisch bestimmt werden. Spezielle Formen sind die bereits in
(2.59) und (2.60) genannten Ansitze:
1) Newton’sche Reibung

FrR=-avv. (2.102)

Fiir die Brauchbarkeit dieses Ansatzes muss die Geschwindigkeit des sich bewegen-
den Korpers eine gewisse, vom reibenden Material abhdngige Grenzgeschwindigkeit
iberschreiten (schnelle Geschosse, Bewegung in zahen Fliissigkeiten).

2) Stokes’sche Reibung
Sind die Relativgeschwindigkeiten in zdhen Medien kleiner als die erwdhnte Grenz-
geschwindigkeit, so verwendet man den Ansatz:

Fr=-av. (2.103)
b) Reibung zwischen Festkérpern

Ein fester Korper driickt mit der Kraft F, auf die Unterlage. Fiir die Fortbewegung
spielt nur die Tangentialkomponente F| der duf3eren Kraft eine Rolle.

FII

‘1’ Abb. 2.17. Einfache Anordnung zur Beschreibung
F, der Reibung zwischen festen Kérpern

1) Gleitreibung
Man beobachtet, dass die Reibungskraft weitgehend von der Auflagefliche und von
der Relativgeschwindigkeit unabhéngig ist:

Fr = —pg FLK , fallsv>0. (2.104)
v
Man spricht auch von Coulomb’scher Reibung. pg ist der Gleitreibungskoeffizient.
2) Haftreibung

Fiir den Fall v = 0 tritt Haftreibung auf, die die Parallelkomponente F| der dufieren
Kraft kompensiert:

Fr=-F; (v=0). (2.105)
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Dies gilt natiirlich nur so lange, wie die Zugkraft nicht eine gewisse obere Grenze
iberschreitet, die durch den Haftreibungskoeffizienten iy festgelegt wird:

Fy <pgF,. (2.106)

Das Experiment zeigt, dass generell 0 < pg < py gilt.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Bewegung eines Korpers, z.B.
eines Fallschirms, im Schwerefeld der Erde und unter dem Einfluss von Reibung dis-
kutieren. Wir konnen in guter Naherung von Stokes’scher Reibung (2.102) ausgehen.
Die Bewegungsgleichung lautet dann:

mr=-mg-—aor. (2.107)
Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung,
mr+ ar =-mg,

mit der Inhomogenitdt (—m g). Um die allgemeine Losung dieser Gleichung zu finden,
suchen wir zunidchst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

mr+ ar=0. (2.108)
Genau genommen haben wir diese Gleichung fiir jede Komponente zu l6sen:
mx;+ax; =0; 1=1,2,3. (2.109)

Bei solchen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ist der folgende
Ansatz typisch und erfolgreich:

x;=el.
Einsetzen liefert:
e (my* +ay) =0 my* +ay=0.

Diese Gleichung hat die Losungen:

a
n=0; yp=-—.

m
Dies entspricht den beiden linear unabhéngigen Losungen der Gleichung (2.109):
W =1; P = et

Wie in Abschn. 2.3.2 erldutert, stellt die Linearkombination dieser beiden Funktionen
die allgemeine Losung dar:

Dies entspricht der Bewegung unter dem alleinigen Einfluss der Reibung.
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Abb. 2.18. Schematische
Darstellung der Zeitabhangigkeit
der drei kartesischen
Komponenten (i = x, y, z) des
Ortsvektors eines Massenpunkts

unter der alleinigen Wirkung von
Reibung

t (a;: Anfangsbedingungen)

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung brauchen wir nur die x3-
Komponente zu untersuchen, da g = (0, 0, g). Fiir die anderen beiden Komponenten
ist die Inhomogenitdt Null und damit (2.110) bereits die vollstindige Losung:

mx3 + ax3 = —mg . (2.111)

Wir suchen nach einer speziellen Losung, um diese dann mit der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung zu kombinieren. Diese gewinnen wir mit der folgenden
Uberlegung. Die Schwerkraft wird die Geschwindigkeit des Massenpunktes zunéchst
solange erhohen, bis die damit ebenfalls anwachsende Reibungskraft der Schwerkraft
das Gleichgewicht hilt:

m
aa&gE) = -mg < XgE) =8 (2.112)

Sobald der Massenpunkt diese Geschwindigkeit erreicht hat, ergibt sich nach (2.107)
eine kriftefreie Bewegung. Diese ergibt sich aber auch, wenn wir den Massenpunkt
gleich mit der Anfangsgeschwindigkeit JégE) loslassen. Er fithrt dann eine geradli-
nig gleichférmige Bewegung mit der konstanten Geschwindigkeit xg’f’ aus. Damit
haben wir aber bereits eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (2.111)

gefunden:
x3(t) = —;gt . (2.113)

Damit ergibt sich als allgemeine Losung:

x3(t) = agl) + agz)e_("‘/m)t - ggt ) (2.114)

Fiir die beiden anderen Komponenten bleibt (2.110):

(1)

x(t) = ay ~(afmt

+ agz)e

x1(t) = agl) + a(lz)e_("‘/m)t . (2.115)
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Jede Komponentenldsung enthélt zwei unabhdngige Parameter. Fiir die Geschwin-

digkeiten gilt:

v (t) = _a(lz)ﬁe—(tx/m)t )

m
n(t) = —aéz)ge_(“/m)t , (2.116)

m
v3(t) = — (aéz)ge‘(“/’“” + Tg) (2.117)

m a
m
t—:>>oo ;g ’

Wiéhlen wir als Anfangsbedingungen (senkrechter Fall):
r(t=0)=(0,0,H), wv(t=0)=(0,0,0),

so folgt zunédchst

x1(t) =x(t) =0. (2.118)
Es handelt sich also um eine lineare Bewegung.
H = agl) + agz) ,
PG S S B L (R
=ay’ —+ — ay’ =——g, ay = —g.
3 m ag 3 a2g 3 azg
Damit ergibt sich das konkrete Resultat:
v3(t) = ﬂg (e_(a/m)t - 1) , (2.119)
a
x3(t) = H+ Tg [ﬂ (1 - ef(“/m)t> — t} ) (2.120)
a’la

Fiir t — oo strebt die Geschwindigkeit v3(t) dem Grenzwert xgE) entgegen.

m
_;g T —_——————— == Abb. 2.19. Zeitabhéngigkeit der
Geschwindigkeit einer Masse m beim freien
V3 Fall im Schwerefeld der Erde mit Reibung o
2.3.4 Fadenpendel

Als weiteres einfaches Problem der Dynamik wollen wir nun das Fadenpendel dis-
kutieren, das manchmal auch mathematisches Pendel genannt wird, da es sich weit-
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gehend um eine mathematische Abstraktion handelt. Man betrachtet die Bewegung
eines Massenpunktes, der an einem masselosen Faden befestigt ist. Dieser habe
die konstante Linge /, sodass der Massenpunkt eine ebene Bewegung auf einem
Kreisbogen mit dem Radius / ausfiihrt. Auf den Massenpunkt wirkt die Schwer-
kraft

F=msg; g=(g0,0). (2.121)

Das Fadenpendel eignet sich vortrefflich zur Demonstration der Aquivalenz von tré-
ger und schwerer Masse, sodass wir hier zundchst noch einmal zwischen beiden
unterscheiden wollen.

Abb. 2.20. Krafte und Koordinaten beim Fadenpendel

Sinnvoll ist die Verwendung von ebenen Polarkoordinaten:

F = Fre; + Fpep

F, =mggcosg, (2.122)

Fp = —msgsing.
Ausfiihrlich lautet die Bewegungsgleichung unter Benutzung von (2.13):
mg [(1’— r¢2) e + (rgo + 2r'q')) e(P] = (F, + FF) e+ Fype, .
Man nennt Fg die
Fadenspannung.

Es handelt sich um eine so genannte Zwangskraft, die gewisse Zwangsbedingungen
realisiert, hier den konstanten Abstand vom Drehpunkt:

r=Il=const; r=7=0.

Fr verhindert also den freien Fall des Massenpunktes und sorgt in radialer Richtung
tiir ein statisches Problem:

Fp = —mg g cos@ — my l¢2 . (2.123)
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Interessant ist deshalb lediglich die Bewegung in e,-Richtung:
mtlgb=—msgsin(p=>¢+%%sinq)=0. (2.124)
my

Die nicht-lineare Funktion von ¢, die neben ¢ auftritt, macht die Losung etwas
unhandlich. Die Rechnung fiihrt auf so genannte elliptische Integrale 1. Art.
Wir beschranken uns hier auf kleine Pendelausschlige, sodass wir
sing ~ ¢
setzen konnen. Die Bewegungsgleichung nimmt dann die Gestalt einer Schwingungs-

gleichung an:

¢ %%q) =0. (2.125)
my

Das ist wiederum eine homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. ¢(t) muss ei-
ne Funktion sein, die sich nach zweimaligem Differenzieren bis aufs Vorzeichen
reproduziert. Deshalb sind

@1(t) =sinwt und ¢@,(t) = cos wt

zwei linear unabhingige Losungen, falls man

2_8™Ms

o =
lmt

wihlt. Die allgemeine Losung lautet dann:
¢(t) = Asin ot + Bcos wt . (2.126)
A und B lassen sich durch Anfangsbedingungen festlegen, z. B.
A= lgb(t:O), B=¢(t=0).
@

Experimentell beobachtet man, dass die Kreisfrequenz w unabhéngig von der Masse
des schwingenden Teilchens ist. Das ist wiederum nur durch mg ~ m; erkldrbar. Wir
setzen deshalb wie in (2.50) mg = my:

Kreisfrequenz w = \/% . (2.127)

Als Schwingungsdauer 7 bezeichnet man die Zeit fiir eine volle Schwingung; die Zeit
also, nach der der Massenpunkt wieder seinen Ausgangspunkt annimmt:

l
PT=2MET1T= 271\/j . (2.128)
g
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Dieses Resultat erlaubt eine recht genaue Bestimmung der Erdbeschleunigung g. Als
Frequenz v bezeichnet man die Zahl der vollen Schwingungen pro Sekunde:

1 1 /g o
p=—= — [2 = — 2.12
r 2n\V1l 2m (2129)

Die Losung (2.126) entspricht der Uberlagerung von zwei Schwingungen gleicher
Frequenz mit unterschiedlichen Amplituden A und B. Dabei gibt die Amplitude die
maximale Auslenkung aus der Ruhelage an. Statt (2.126) konnen wir auch schrei-
ben:

sin wt +

() = VA% + B (

A B
— ——COoSwt | .
VA? +B? VA +B? )

Wir definieren:

A B
Ay =vVA2+B?; cosa= ———; sin@= ——
VA? + B? VA? + B?

und finden dann mit Hilfe des Additionstheorems:
sin(x + y) = sinxcosy + cosxsin y
eine alternative Darstellung fiir die Losung ¢(¢):
@(t) = Ap sin(wt + o) . (2.130)

Die Uberlagerung der beiden Schwingungen in (2.126) ist also erneut eine Schwin-
gung mit exakt derselben Frequenz und einer Phasenverschiebung a.

Abb. 2.21. Zeitabhdngigkeit des
Winkelausschlags beim

Fadenpendel

2.3.5 Komplexe Zahlen
Zur Losung der Schwingungsgleichung (2.125) haben wir eine Funktion gesucht, die

sich bei zweimaligem Differenzieren im Wesentlichen reproduziert. Das ist bei den
trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus der Fall. Eine dhnliche Eigenschaft
besitzt aber auch die in vielerlei Hinsicht mathematisch handliche Exponentialfunk-
tion. Der Ansatz e hitte jedoch auf die Bestimmungsgleichung

e“t<a2+%):0; e +0
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gefiihrt, eine Gleichung, die fiir reelle a nicht 16sbar ist. Sie ist allerdings 16sbar, wenn
man komplexe Zahlen zuldsst.

Durch Verwendung von komplexen Zahlen und Funktionen lassen sich in der
Theoretischen Physik viele Sachverhalte mathematisch einfacher beschreiben. Na-
tiirlich sind alle messbaren Grof3en, die so genannten Observablen, in jedem Fall
reell, sodass wir stets in der Lage sein miissen, reelle und komplexe Darstellungen in
Beziehung zu setzen. Das soll in diesem Abschnitt geiibt werden.

a) Imagindre Zahlen
Charakteristisch fiir den neuen Zahlentyp der imagindren Zahlen ist, dass ihr Quadrat
stets eine negative reelle Zahl ist.

Definition 2.3.1:  Einheit der imagindren Zahlen 2.3.1
P=-lesi=+-1. (2.131)
Jede imagindre Zahl lésst sich als
i-y

mit reellem y schreiben.

Beispiele

1) V-4 =1 V4=22i,

2) P =i-i2=-i,

3) a2+‘%:0:>a1,2=:|:i g7

b) Komplexe Zahlen

Definition 2.3.2  Die komplexe Zahl z ist die Summe aus einer reellen und einer 2.3.2
imagindren Zahl:

z=x+1y, (2.132)

wobei x: Realteil von z, y: Imaginirteil von z.

Man nennt
ZF=x-1y (2.133)

die zu z konjugiert komplexe Zahl.
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Eine komplexe Zahl ist nur dann Null, wenn Real- und Imaginirteil gleich Null
sind. Die reellen und die imaginédren Zahlen sind spezielle komplexe Zahlen, ndmlich
solche mit verschwindendem Imaginir- bzw. Realteil.

c) Rechenregeln
Bei der Aufstellung von Rechenregeln lassen wir uns von den entsprechenden Regeln
der reellen Zahlen leiten, da diese ja als ganz spezielle komplexe Zahlen aufgefasst
werden konnen.

Man addiert (subtrahiert) zwei komplexe Zahlen,

zZ1=x1+iy1; zn=xtiy,
indem man Real- und Imaginérteile getrennt addiert (subtrahiert):
z=z1x2z = (x1 £x2) +i(y1 £y2) . (2.134)

Das Produkt erhdlt man durch formales Ausmultiplizieren unter Berticksichtigung
von (2.131):
z=2z12p = (x1x2 = y1y2) +i(x12 + 11%2) (2.135)
Das Produkt ist offenbar nur dann Null, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.
Man kann deshalb auch den Quotienten zweier komplexer Zahlen einfiihren,
2 21z 1

a T am gtk man)) (2136)

wobei z, # 0 zu fordern ist.

d) Komplexe Zahlenebene
Man kann Real- und Imaginirteil einer komplexen Zahl als die beiden Komponenten
eines zweidimensionalen Vektors auffassen:

z=x+1iy=(xy). (2.137)

Der Realteil entspricht dann der Projektion auf die reelle Achse, der Imaginirteil der
auf die imaginire Achse. Basisvektoren dieser so genannten komplexen Zahlenebene
sind dann:

1=(1,0); i=(0,1). (2.138)

Wie ganz normale zweidimensionale Vektoren kann man auch die komplexen
Zahlen durch ebene Polarkoordinaten darstellen (Polardarstellung):

X=rcosg, z=r(cosp+ising),
(2.139)
y=rsing Z* =r(cosp —ising) .

z* ergibt sich also aus z durch Spiegelung an der reellen Achse.
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Y
z=i—1 fF--------=---- (x,y)
!
1
1
t 20 !
1
(P 1
° 1 Abb. 2.22. Polardarstellung einer
z=1 X komplexen Zahl
Man definiert:
Betrag von z:
lz] =1 =/x*+y*. (2.140)
Argument von z:

@ = arg(z) = arctan 4 . (2.141)
X

Fiir jeden Wert von y/x = tan ¢ zwischen —oo und +oo gibt es zwei ¢-Werte zwi-
schen 0 und 27m. Es muss derjenige ¢-Wert angenommen werden, mit dem sich die
Transformationsformeln (2.139) erfiillen lassen.

tan @

Abb. 2.23. Allgemeiner Verlauf der
Winkelfunktion tan ¢

Fiir den Betrag gilt
|z| =~z 2", (2.142)
wie man leicht nachrechnet:

z-z*=(x+iy)(x—iy)=x2+y2+i()/x—xJ/):xz"'J’Z: 2.
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e) Exponentialform einer komplexen Zahl
Fiir die Exponentialfunktion e* gilt die Reihenentwicklung

X P N X
ef=1l+x+—+—+...= —. (2.143)
20 3! On!
n=

Entsprechende Entwicklungen kennt man auch fiir die trigonometrischen Funktio-

nen Sinus und Kosinus:

3 2n+1 00 - \N2n+1
X 1 (ix)
sinx = x——+——. = - = —_— 2.1
317 5! Z( @n+ DI 14 @n D) (2144)
2 0 00 (ix)
cosx=1—-——+——.. 2.1
o Z 211)' ; Q) (2.145)

Man liest daran die sehr wichtige

Euler’sche Formel

e = cos @ +ising (2.146)

ab, mit der sich nach (2.139) nun eine komplexe Zahl auch wie folgt darstellen lasst:
z=|z]e? . (2.147)
Da der Kosinus eine gerade, der Sinus eine ungerade Funktion von ¢ ist, gilt:
e7? = cos @ —ising (2.148)
und damit fiir die konjugiert komplexe Zahl:
7 =|zle % (2.149)
Niitzlich sind auch die Umkehrformeln:
cos ¢ = % (ei"’ + e_i‘P) ; sing = % (ei"’ - e_i“’) . (2.150)

Wichtig: Jede komplexe Zahl ist als Funktion von ¢ periodisch mit der Periode 2m:
|z]el® = |z|el @2 = 41, 42, (2.151)
f) Weitere Rechenregeln

Multiplikation [vgl. mit (2.135)]:

z=2 -2 =zl |n|d@

= lz| = |z1] - |z2] ;  arg(z) = @1+ @2 . (2.152)
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Division [vgl. mit (2.136)]:

2 _ lzil el91—¢2)
z |zl

|11
= |z| = ol arg(z) = @1 — @2 . (2.153)
2
Potenzieren:
z=20=|z;|" "
= |zl = |z1|";  arg(z) = ney . (2.154)
Wurzelziehen:
= |z| = iy/|z1];  arg(z) = ¢@fn. (2.155)
Beispiele
1. In(=5)=In(5-¢™) =In5+Ine™ =1In5+in.
2.
Yy
1
Lox
e (R)
Abb. 2.24. Die Zahl z = 1 — i in der komplexen Zahlenebene

z=1-1; |z|=+2,

(2) can [ L 7mf4
arglz) = arctan | — = /M, s
5 +1

7= \/Eei(7n/4) )

5. TTT= 20 ).
4. In(1+3i)=1In («/ 10 eiaman3) = %ln 10 +iarctan 3 .

5. T:_i.
1

2

lel?| = (coszgo+ sin’ (p)ll2 =J/1=1.

Die komplexen Zahlen e liegen also in der komplexen Zahlenebene auf dem
Einheitskreis um den Koordinatenursprung.
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2.3.6 Linearer harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator gehort zu den wichtigsten und am intensivsten unter-
suchten Modellsystemen der Theoretischen Physik. Sein Anwendungsbereich geht
weit tiber das Gebiet der Klassischen Mechanik hinaus. Wir werden uns in der Elektro-
dynamik und insbesondere in der Quantentheorie immer wieder mit diesem Modell
beschiftigen. Die Bedeutung dieses Modellsystems liegt vor allem darin, dass es
zu den wenigen mathematisch streng behandelbaren Systemen gehort, an dem sich
deshalb viele Gesetzméfligkeiten der Theoretischen Physik demonstrieren lassen.
Man versteht unter dem harmonischen Oszillator ein schwingungsfahiges System,
das einer charakteristischen Bewegungsgleichung von demselben Typ wie Gleichung
(2.125) fiir das Fadenpendel geniigt.

N N

N\ m

N .

§ k/2 I k/2

\ : Abb. 2.25. Elastische Feder als mogliche
: Realisierung eines freien harmonischen
0 X Ostzillators

Um die grundsitzlichen Phanomene zu diskutieren, denken wir zunéchst an eine
elastische Feder, an der ein Massenpunkt m befestigt ist. Dieser erfdhrt bei klei-
nen Auslenkungen eine riicktreibende Kraft, die der Auslenkung |x| proportional
ist. Gemdf} der skizzierten Anordnung sei die Schwerkraft eliminiert. Die Bewe-
gung verlduft eindimensional lings der Federachse. Es gilt dann das Hooke’sche
Gesetz:

F=—-kx. (2.156)

k ist die Federkonstante. Als Bewegungsgleichung ergibt sich dann die folgende
lineare, homogene Differentialgleichung:

mx+kx=0. (2.157)

Sie ist von der Struktur her dieselbe Differentialgleichung wie (2.125) fiir das Faden-
pendel. Aus Griinden, die spéter klar werden, heif3t

k
W) =4/ — (2.158)
m

Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators. Immer dann, wenn ein physikalisches
System einer Bewegungsgleichung vom Typ (2.157) unterliegt, sprechen wir von ei-
nem linearen harmonischen Oszillator.

Eine interessante nicht-mechanische Realisierung des harmonischen Oszillators
ist der elektrische Schwingkreis, bestehend aus einer Spule mit der Selbstinduktion L
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und einem Kondensator der Kapazitit C. Der flieBende Strom I geniigt dann der
Differentialgleichung

i+ Lr=o 21 (2.159)
— 1 =03 @y = — . 2.1
C 0T IC >
L - cC
Abb. 2.26. Elektrischer Schwingkreis als eine mdgliche Realisierung des
1 freien harmonischen Oszillators

Die Differentialgleichung (2.157) haben wir bereits im vorletzten Abschnitt gelost
[s. (2.126) und (2.130)]:

x(t) = Asinwot + Bcoswot ;  x(t) = Ag sin (a)ot + a) . (2.160)

Kennzeichnend fiir die Harmonizitit des Oszillators ist die Unabhangigkeit der Fre-
quenz @, von der Amplitude der Schwingung. Diese muss also als reine Systemei-
genschaft aufgefasst werden.

Nachdem wir im letzten Abschnitt die komplexen Zahlen kennen gelernt haben,
wollen wir die Gleichung

X+ wfx=0

noch einmal mit dem Ansatz e*' 16sen. Man findet zunéchst durch Einsetzen:
M (a? +@f) =0 & o’ = @] .

Dies ergibt fiir  zwei imaginédre Werte

a4 = tiwy
und damit die beiden linear unabhéngigen Losungen,

xi(t) = eFioot

aus denen wir die allgemeine Losung konstruieren:

x(t) = A el®t + A_eTiw0t (2.161)

Bei der Interpretation dieser Losungsform ist etwas Vorsicht geboten. x(¢) muss

natiirlich eine reelle Grofe sein. Die Funktionen e*®* sind aber komplex. Wir
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miissen also bestimmte Bedingungen an die Groflen A4 stellen. Zunéchst folgt mit
(2.146):

x(t) = (A+ + A_) cos ot + 1 (A+ - A_) sin ot . (2.162)

Wiéren die Groflen A4 reell, dann miissten wir notwendig A, = A_ fordern. Dann
wire x(¢) aber nur von einem unabhéngigen Parameter abhidngig, wére somit nicht
die allgemeine Losung. Also miissen wir annehmen, dass A; und A_ komplex sind.
Dann sieht es aber so aus, als hitten wir insgesamt vier unabhéngige Parameter. Dass
dem nicht so ist, erkennt man, wenn man die Forderung, dass x(t) reell ist, explizit
ausnutzt:

x(t) = x*(t) = A€ 1 A_e 00T = A TI@0! 4 A¥ ele0l

Wegen der linearen Unabhingigkeit von el und e " ist diese Gleichung nur durch
Ay =Af und A_ = A} zu erfiillen. A, und A_ sind also konjugiert komplex,

A+:Af:ﬂ+ib,

sodass in der Tat nur zwei unabhingige Parameter a und b tibrig bleiben. In (2.162)
eingesetzt ergibt dies:

x(t) = 2a cos wgt — 2b sin wpt .

Die Losungsform (2.161) ist also mit (2.160) dquivalent.

Als allgemeine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ord-
nung enthilt (2.160) bzw. (2.161) noch zwei freie Parameter, die durch Anfangsbedin-
gungen festzulegen sind. Wir diskutieren zwei unterschiedliche Situationen:

a) Der Oszillator seizur Zeit t = 0 umx = x ausgelenkt und werde dann losgelassen.
Das entspricht den Anfangsbedingungen:

x(t=0)=xp; x(t=0)=0. (2.163)
Dies setzen wir in (2.160) ein:
x0=B; 0=wpA=A=0.
Die spezielle Losung lautet dann:
x(t) = xp cos wot . (2.164)

Die Anfangsauslenkung wird zur Amplitude der Schwingung.
b) Der Oszillator werde aus der Ruhelage mit der Geschwindigkeit vy angestof3en:

x(0)=0; x(0)=vp. (2.165)
Wir benutzen wieder (2.160):

BZO; VQZACO().
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Wir erhalten damit eine weitere spezielle Losung:

v
x(t) = 2 sin wot . (2.166)
@0

© 2.3.7 Freier gedampfter linearer Oszillator
Jeder reale Oszillator wird irgendwann zur Ruhe kommen, weil Reibungskrifte nicht
zu vermeiden sind. Wir wollen diese deshalb jetzt in unsere Betrachtungen einbe-
ziehen, wobei wir uns allerdings auf den einfachsten Fall der Stokes’schen Reibung
beschrdanken wollen. Dann lautet die erweiterte Bewegungsgleichung (2.157):

mx = —kx — ax . (2.167)

k/2 k/2
Abb. 2.27. Elastische Feder als mégliche
Realisierung eines freien harmonischen Oszillators

mit Reibung

Man kann diese Situation durch eine in eine Fliissigkeit tauchende Zunge realisieren,
die an der Masse m befestigt ist. Wahrend der Reibungsterm in (2.167) eine gewisse
Approximation darstellt, gibt es eine exakte nicht-mechanische Realisierung des
geddmpften harmonischen Oszillators im elektrischen Schwingkreis. Die Summe
der Einzelspannungen in dem skizzierten Kreis muss Null sein. Das liefert fiir den
flieenden Strom die folgende Differentialgleichung:

.1
LI+RI+=1=0. (2.168)

Der Ohm’sche Widerstand simuliert den Reibungsterm.
Nach Division durch m erhalten wir aus (2.167) die folgende homogene Differen-
tialgleichung 2. Ordnung:

gl

Abb. 2.28. Elektrischer Schwingkreis als eine mégliche

Realisierung des freien harmonischen Oszillators mit

1 Reibung
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a
X+ 2%+ @ix=0; B=—. (2.169)
2m
Als Ansatz empfiehlt sich wieder eine Exponentialfunktion:
x(t) = M

Es handelt sich dabei in der Tat genau dann um eine Losung, wenn A die folgende
Gleichung erfiillt:

A +28A+ @ =0.
Man findet daraus:

Ma=-B%/f-wj. (2.170)

Ist die Wurzel von Null verschieden, so haben wir zwei linear unabhingige Losungen
gefunden. Die allgemeine Losung lautet deshalb:
x(t) = a; Mty ap ehat (2.171)

Bei der Diskussion der Losungen haben wir drei Félle zu unterscheiden.

a) Schwache Dampfung (Schwingfall)
Gemeint ist die Situation

B <.
Dann ist die Wurzel in (2.170) rein imagindr:
w=\ - = Mr=Ptio. (2.172)
Die allgemeine Losung (2.171) schreibt sich damit:
x(t) = e Pt (a1 et 4 g, e_i“’t) . (2.173)

Ein Vergleich mit (2.161), der Losung fiir die freie Schwingung, zeigt, dass es sich
um eine Schwingung mit kleinerer Frequenz (@ < wy) und zeitlich exponentiell
abklingender Amplitude handelt.

Mit den Anfangsbedingungen

xo=x(t=0), wvg=x(t=0)
koénnen wir (2.173)) noch in eine andere Form bringen:

Xp=a +a, vo:—ﬁ(a1+a2)+ia)(a1—a2)=—ﬁxo+ia)(a1—a2) .
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Dies bedeutet:

vo + Px
x(t) = e P! <xo cos @t + Yo+ fxo sin a)t> . (2.174)
@

Eine dritte Darstellung finden wir hieraus durch die folgenden Definitionen:

1 2
A= —x2@?+ (v + , 2.1
w\/xo w (vo ﬁxo) (2.175)
. X0
sing = —
A = @ = arctan (ﬂ) . (2.176)
Vo + ,BX() Vo + ﬁx()
cosp = ————
oA
Damit bleibt dann
x(t) = Ae Pt sin(wt + @) . (2.177)

Jetzt sind A und die Phasenverschiebung ¢ die freien Parameter der allgemeinen
Losung. Die Amplitude der Schwingung

Ae*ﬁt

ist exponentiell gedampft. Im strengen Sinn kann man deshalb auch nicht mehr
von einer periodischen Bewegung reden, da ja die Ausgangssituation nicht mehr
periodisch reproduziert wird. Begriffe wie Frequenz und Schwingungsdauer sind
deshalb nicht eindeutig definiert. Periodisch sind lediglich die Nulldurchgidnge im
zeitlichen Abstand 7/2, wobei

2m 2
IT=—= —— (2.178)

@ Joi-p

Ae

Asin 4 < 1/29'7-\\
I I \~§?\— t

-7 pe Abb. 2.29. Zeitabhdngigkeit der
—A® Amplitude beim schwach geddampften

linearen harmonischen Oszillator
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Man nennt
Ae Pt

auch die Einhiillende der gedampften Schwingung.

b) Kritische Dampfung (aperiodischer Grenzfall)
Als solchen bezeichnet man den Grenzfall

a’=4km; ,Bzza)(z)<:>a)=0. (2.179)
Jetzt verschwindet die Wurzel in (2.170), sodass man mit dem Ansatz x(¢) = el wegen

AM2=-P

lediglich eine spezielle Losung erhilt. Daraus lédsst sich noch nicht die allgemeine
Losung konstruieren. Wir bendtigen noch eine zweite spezielle Losung. Da hilft z. B.
der folgende Trick. Wir vollziehen in der Losung (2.174) den Grenziibergang @ — 0,
wobei wir ausnutzen, dass nach (2.144) und (2.145) gilt:

coswt —> 1; sinwt —> otf.
®—0 ®—0

Damit folgt
x(t) =P [xo + (vo + Bxo) t] (2.180)

Diese Losung enthélt die beiden unabhdngigen Parameter xy und vy. Sie erfiillt
mit (2.179) die homogene Differentialgleichung (2.169) und ist somit die allgemeine
Losung.

Man kann das Ergebnis (2.180) etwas systematischer wie folgt gewinnen. Der
Ansatz x(t) = e liefert uns nur eine spezielle Losung. Wir erweitern ihn deshalb zu

x(t) = (1) e P (2.181)
Fiir die in (2.169) benétigten Ableitungen gilt damit:
(1) = (¢ Bo) ",
1) = (§-2p¢+frg)e P .
Einsetzen in (2.169) fithrt mit oo% = % auf ¢ = 0 und damit auf
@(t) = a; +axt
und insgesamt zu
x(t) = (a1 + azt) e Pt (2.182)

Dies ist mit (2.180) identisch.
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X0

Abb. 2.30. Mogliche Zeitabhangigkeiten

(schematisch) der Losung fiir den
tl\\/ t harmonischen Oszillator im aperiodischen

Grenzfall

Der tatsdchliche Kurvenverlauf hdngt sehr stark von den Anfangsbedingungen ab.
Es findet keine Schwingung mehr statt, lediglich ein Nulldurchgang ist noch méglich,
falls die Anfangsbedingungen so gewéhlt werden, dass
X0

t=1ty=— 2.18
N . (2.183)

mit tn > 0 realisiert werden kann.

c) Starke Dampfung (Kriechfall)
Gemeint ist nun die Situation

ﬁ>(x)0.

Nach (2.170) gibt es jetzt zwei negativ-reelle Losungen fiir

Al)zz—ﬁﬂ:y; 0<y:+,/ﬂ2—a)%<,8.

Die allgemeine Losung lautet jetzt:
x(t) =e Pt (a1 +aye) . (2.184)

Wegen A, < A; < 0 wird der zweite Summand wesentlich schneller geddmpft. Das
System ist nicht schwingungsfahig. Es zeigt allerhochstens noch einen Nulldurch-
gang. a; und a; sind wieder durch Anfangsbedingungen festgelegt:

1 ( v0+,Bx0)
ar = —|xo+ ,
2 Y

1
a) = — (xo _ +,6x0) . (2.185)
2 Y

ay _
a 2y
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erfiillt werden kann. Dies bedeutet, dass

aj

a

a
— <0 und
a

<1

durch die Anfangsbedingungen realisiert sein muss. - Man kann sich klar machen,
dassimaperiodischen Grenzfall das System rascher geddmpft wird als im eigentlichen
Kriechfall.

2.3.8 Gedampfter linearer Oszillator unter dem Einfluss einer duBBeren Kraft
Wegen der unvermeidlichen Reibung ist jeder Schwingungsvorgang exponentiell
geddampft, wenn nicht eine zusitzliche duflere Kraft wirkt. Letztere wollen wir nun
in unsere Betrachtungen einbeziehen. Die Bewegungsgleichung (2.169) ist dann zu
ersetzen durch

1
X+ 2% + wjx = —F(t) . (2.186)
m

Wir wéhlen dieselben Bezeichnungen wie im letzten Abschnitt und beschranken uns
auf den wichtigen Spezialfall einer periodischen Kraft:

F(t) = f cos ot . (2.187)

Man kann die periodische Kraft z. B. durch ein sich mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit drehendes Rad realisieren, wobei dieses iiber eine Pleuelstange mit dem
schwingenden Korper verbunden sein soll.

k/2 m k/2 Abb. 2.31. Mechanische Realisierung des
C &1 gedampften harmonischen Oszillators unter dem
v Einfluss einer duBeren Kraft

Auch hier gibt es wieder eine exakte, nicht-mechanische Realisierung durch den
elektrischen Schwingkreis, wenn man an diesen eine periodische Wechselspannung
Uy sin ot anlegt:

.. .1
LI+ RI + EI = Upw cos ot . (2.188)

L
)
Uy sindt
o R

T C  Abb.2.32. Elektrische Realisierung des gedampften harmonischen
Oszillators unter dem Einfluss einer duBeren Kraft
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Die Eigenfrequenz des Schwingkreises ist offenbar

1
2 = —
TN
wiéhrend die Dampfungskonstante durch
R
P

gegeben ist.

Wir suchen die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung 2. Ord-
nung (2.186). Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung kennen
wir bereits aus dem letzten Abschnitt. Wir suchen also zunéchst nach einer speziellen
Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Das gelingt am einfachsten, wenn
wir (2.186) zunéchst in eine Differentialgleichung fiir komplexe Groflen verwandeln:

F+2pi+ wiz = %eﬁt : (2.189)
Natiirlich sind physikalische Krifte immer reell. Mit der Exponentialfunktion ldsst
sich jedoch besonders bequem rechnen. Man macht deshalb solche komplexen An-
sdtze, findet eine komplexe Losung und nimmt deren Realteil dann als physikalisch
relevantes Resultat. Wegen der Linearitdt der Differentialgleichung werden Real- und
Imagindrteile nicht miteinander vermischt.

Nach einer gewissen Einschwingzeit wird der Oszillator im Wesentlichen der er-
regenden Kraft F(t) folgen. Ein nahe liegender Losungsansatz diirfte demnach

z(t) = A @

sein. Einsetzen in (2.189) liefert in diesem Fall eine Bestimmungsgleichung fiir die
Amplitude A:

[A (@ +2if® + wf) — —:| e® =0,

Fiir A muss also gelten:

A=—=— = |A| €€ . (2.190)

A ist natiirlich komplex:

mit dem Betrag

(2.191)
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Real- und Imaginirteil lassen sich dann wie folgt schreiben:

ReA = —%AP (@ - i)

ImA = —2?ﬁ|A|26 . (2.192)

Fiir ¢ = arg(A) gilt somit:

ImA 2w

tan@ = = . 2.1
4 ReA 52—(1)% (2193)

Da fiir positive @ der Zdhler Im A stets kleiner als Null ist, liegt ¢ immer zwischen
—mund 0.
Wir haben jetzt eine spezielle Losung fiir (2.189) gefunden, ndmlich:

z(t) = |A| @ D)
Physikalisch relevant ist nur der Realteil, der eine spezielle Losung zu (2.186) darstellt:

xo(t) = |A| cos (Et + 6) . (2.194)

Damit ist das Problem im Prinzip gelost, da wir ja die allgemeine Lésung der homo-
genen Gleichung kennen:

Xinh () = Xhom (£) + x0(£) . (2.195)

Unabhiéngig davon, welcher der drei im letzten Abschnitt diskutierten Félle (Schwing-
fall, aperiodischer Grenzfall, Kriechfall) realisiert ist, gibt die homogene Losung
auf jeden Fall eine exponentiell geddmpfte Bewegung wieder, die nach hinreichend
langer Zeit (t > 1/B) kaum noch ins Gewicht fillt. Sie spielt nur wahrend des so
genannten Einschwingvorganges eine Rolle. Man erfiillt mit ihr vorgegebene An-
fangsbedingungen. Spéter schwingt der Massenpunkt m mit der Frequenz @ der
erregenden Kraft, die Bewegung wird dann von den Anfangsbedingungen unab-
hingig. Wir kénnen die folgende Diskussion deshalb auf die spezielle Losung xo(t)
konzentrieren.

Die Amplitude |A| der erzwungenen Schwingung ist proportional zur Amplitude f
der erregenden Kraft und ansonsten im Wesentlichen von den Systemeigenschaf-
ten (m, wy, B) sowie der Frequenz @ abhingig. Ferner ist |A| eine symmetrische
Funktion von @. Die Grenzwerte

|Alw=0 = fz :Ji’
m ey k
1
Al = 00 ™~ = 0 (2.196)

liest man unmittelbar an (2.191) ab.



2.3 Einfache Probleme der Dynamik 217

Setzt man die Ableitung von |A| nach @ gleich Null, so ergibt sich eine Bestim-
mungsgleichung fiir die Extremwerte von |A]:

@ =0; wr==+/0f-2p%. (2.197)

Die Werte @4 haben eine gewisse formale Ahnlichkeit mit der Eigenfrequenz w des
geddmpften harmonischen Oszillators (2.172), sind mit dieser wegen des Faktors 2
vor 2 jedoch nicht identisch. @+ sind natiirlich nur so lange Frequenzen fiir |A|-
Extremwerte, wie sie reell sind, also fiir 2,32 < a)(z). Wenn die @ reell sind, so liegen
bei @; ein Minimum und bei @4+ Maxima vor. Sind dagegen die @+ imaginidr, dann

hat |A| ein einziges Maximum bei @; = 0.

Abb. 2.33.
Resonanzverhalten der
Amplitude des
harmonischen Oszillators
unter dem Einfluss einer
periodischen duBeren Kraft

fUr verschiedene

Dampfungsstérken g

Das Erscheinen eines ausgeprdgten Maximums der Amplitude nennt man
Resonanz.

Die Resonanzfrequenz ,/ @} — 2% rutscht mit wachsender Reibung zu kleineren Fre-
genzen. Im Spezialfall des ungeddmpften Oszillators fdllt sie mit der Eigenfrequenz
o des Oszillators zusammen. Die Amplitude wird dann unendlich grofl. Man spricht
von Resonanzkatastrophe. Bei realen Systemen hat man jedoch zu beachten, dass in
der Ndhe der Resonanz die Amplitude so grof3 werden kann, dass die Voraussetzungen
des harmonischen Oszillators nicht mehr erfiillt sind (z.B. kleine Pendelausschldge
beim Fadenpendel).

Betrachten wir schliefllich noch die Phasenverschiebung ¢ der Schwingungsam-
plitude |A| relativ zur erregenden Kraft, von der wir in (2.192) und (2.193) bereits
erkannten, dass stets
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gilt. Die Amplitude hinkt also hinter der Kraft her. Das Maximum der Auslenkung
wird erst nach dem Maximum der Kraft erreicht. Fiir @ = wy ist unabhéngig von
P stets gleich —71/2. Beim ungedampften Oszillator springt ¢ an der Stelle @ = wy
unstetig von 0 auf —m. Mit f # 0 wird @ eine stetige Funktion von .

¢

B =0 @)

gl

p=0
Abb. 2.34. Phasenverschiebung zwischen der Schwingungsamplitude des harmonischen Oszillators

und der erregenden Kraft als Funktion der Frequenz der periodischen duBeren Kraft

2.3.9 Beliebige eindimensionale, ortsabhangige Kraft
Wir wollen als letztes einfaches Problem der Dynamik den Fall einer an sich beliebi-
gen, aber eindimensionalen und lediglich ortsabhéngigen Kraft diskutieren:

F=F(x). (2.198)
In einem solchen Fall ldsst sich ein allgemeines Verfahren zur Losung der Bewe-
gungsgleichung

mx = F(x) (2.199)

angeben, dasletztlich das Problem auf so genannte Quadraturen, d. h. auf das explizite
Auswerten von wohldefinierten Integralen, reduziert. Dieses Verfahren fiihrt auf
zundchst rein mathematisch definierte Hilfsgroflen (z. B. Integrationskonstanten), die
dann spiter fundamentale physikalische Bedeutung erlangen werden, wie Energie,
Potential, Arbeit, Leistung, . ..

Wir multiplizieren (2.199) mit x:

mxx = F(x)x .
Dies kann man dann offensichtlich auch wie folgt schreiben:

d d
= (%xz) =TV, (2.200)
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wenn man unter V(x) das folgende unbestimmte Integral versteht:

X

V(x) = —/F(x/)dx/. (2.201)

V(x) ist gewissermaflen die Stammfunktion der Kraft F(x), ist also nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt. Das Minuszeichen ist Konvention; es hat keine tiefere
physikalische Bedeutung.

Gleichung (2.200) liefert bei der Integration eine neue Konstante, die wir E nennen
wollen:

m
5362 =E-V(x). (2.202)

Diese Gleichung ldsst sich mit Hilfe einer so genannten Variablentrennung weiter
umformen:

dx

r dx’
—_—— -1y = . (2.203)
JEE-ve) / JEE- V@)

Damit ist das Problem im Prinzip gelost. Nach Auswertung des Integrals erhalten wir

dt =

t=t(x)
und nach Umkehrung
x=x(t) .

Die beiden unabhéngigen Parameter dieser Losung sind dann #, und E. x ist kein
zusitzlicher freier Parameter.

Die Ausdriicke (2.201) bis (2.203) enthalten einige Terme, die eine tiefe physika-
lische Bedeutung besitzen. Eine solche Doppelrolle, namlich einmal Hilfsgrof3e bei
der Integration von Bewegungsgleichungen zu sein und gleichzeitig fundamentale
physikalische Aussagen zu beinhalten, ist typisch fiir viele Begriffe der Physik.

1) Arbeit

Da ist zunédchst der Integrand in (2.201). Es bedarf keiner weiteren Erlduterung, dass
fiir die Bewegung eines Korpers in einem Kraftfeld eine Anstrengung vonnéten ist.
Man sagt, es miisse Arbeit geleistet werden. Ein Maf3 dafiir ist das Produkt aus Kraft
und Weg. Man definiert deshalb

dW = —-Fdx (2.204)

als (infinitesimale) Arbeit, die zur Verschiebung des Massenpunktes um die Strecke
dx im Feld F aufgebracht werden muss. Auf einem endlichen Wegstiick gilt:
X
Wh = — f F(x)dx . (2.205)

X1
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Wird ein Massenpunkt gegen eine Kraft bewegt, so wird an ihm von auflen Arbeit
verrichtet. Wir zdhlen diese dann positiv. Bei einer Verschiebung in Feldrichtung
verrichtet der Massenpunkt selbst Arbeit, die wir als negativ definieren.

Beispiele
a) Harmonischer Oszillator (Feder): F = —kx

k
= Wy = 3 (x5 —x7) , (2.206)
b) Schwerefeld: F = —mge,

= Wy = mg (XZ — xl) . (2.207)

2) Potential, potentielle Energie
Lisst sich zu einer Kraft F wie in (2.201) eine Stammfunktion finden, so nennt man
die Kraft konservativ und

V(x): Potential der Kraft F .

In dem hier betrachteten einfachen Spezialfall F = F(x) ldsst sich eine solche Stamm-
funktion immer finden. Das gilt bei geschwindigkeits- und zeitabhidngigen Kraft-
teldern nicht mehr. Wir werden im néchsten Abschnitt allgemeine Kriterien fiir die
Existenz eines Potentials ableiten.

Wir miissen an dieser Stelle auf einen Definitionswirrwarr in der Literatur hinwei-
sen, der die Begriffe Potential und potentielle Energie betrifft. Unter einem Potential
versteht man im Rahmen der Klassischen Mechanik die auf Masseneinheit bezogene
potentielle Energie. Die Unterscheidung erscheint nicht sehr tiefgriindig, wir wol-
len sie deshalb hier nicht nachvollziehen. Man achte aber darauf, dass in manchen
Lehrbiichern die beiden Begriffe nicht exakt dasselbe meinen.

Offensichtlich gilt:
Wo = [V (x2) -V (x1)] - (2.208)
Hat ein Massenpunkt die potentielle Energie V, so ist er potentiell in der Lage, Arbeit
zu leisten.
Beispiele

a) Harmonischer Oszillator (Feder):

X

k
Vix) =k / xdx = Ex2 +c, (2.209)
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b) Schwerefeld:

Vi(x) = mg/ d’ =mgx+c. (2.210)

Potentiale sind nur bis auf additive Konstanten definiert. Eindeutig sind lediglich
Potentialdifferenzen.

3) Kinetische Energie
In (2.200) und (2.202) taucht eine Grofle auf, die nur fiir bewegte Massen (x # 0) von
Null verschieden ist. Man nennt sie kinetische Energie:

T= %9&2 . (2.211)

An (2.200) und (2.208) liest man ab, dass die Anderung AT der kinetischen Energie
der Arbeit entspricht, die die duflere Kraft an dem Korper verrichtet:

AT = -AW . (2.212)

T hat also die Dimension einer Arbeit.

4) Gesamtenergie
Die Integrationskonstante E stellt die Summe aus kinetischer und potentieller Energie

dar:

m
E=T+V= 7&2 + V(x) . (2.213)
Fiir konservative Kréfte wie das hier angenommene F(x) gilt nach (2.200) der Ener-
gieerhaltungssatz:
dE
O =0 <= E = const. (2.214)

Wie V ist natiirlich auch E nur bis auf eine additive Konstante festgelegt.

5) Klassische Teilchenbahnen
Unsere sehr allgemeinen Uberlegungen gestatten bereits weit reichende Schlussfol-
gerungen beziiglich der moglichen Teilchenbahnen. Da T nicht negativ ist, folgt aus

(2.213):
klassisch erlaubter Bewegungsbereich : E > V(x), (2.215)
klassisch verbotener Bewegungsbereich : E < V(x) , (2.216)

klassische Umkehrpunkte : E = V(x) . (2.217)
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Der Zusatz klassisch ist wichtig, da obige Aussagen in der Quantentheorie modifiziert

werden miissen.

Beispiele

a)

b)

Harmonischer Oszillator:

\ [
E=E,
—X

Abb. 2.35. Potentialverlauf beim linearen

|

|

|

|

I

|
N3

harmonischen Oszillator mit Umkehrpunkten
0 0 +x0

der Bewegung

Wegen (2.215) ist eine oszillatorische Bewegung zwischen den beiden Umkehr-
punkten +x( zu erwarten. Der Abstand zwischen E = Ej und V(x) ist ein Maf}
tiir die Geschwindigkeit des Massenpunktes. In den Umkehrpunkten ist die Ge-
schwindigkeit des Teilchens Null. Die Bewegungsrichtung wird umgekehrt.
Allgemeiner Potentialverlauf:

V(x)

_ 2\ /"(/
E=Fomx 7N

xl\/ X, x5\ X

Abb. 2.36. Bewegungsbereiche eines
Teilchens der Energie E, bei vorgegebenem

Potentialverlauf

Fiir x < x; ist keine Bewegung moglich, auch nicht zwischen x, und x3. Zwi-
schen x; und x; ergibt sich eine oszillatorische Bewegung, wohingegen ein von
+00 kommendes Teilchen bei x3 reflektiert wird. Mégliche Ruhelagen fiir das
Teilchen sind Stellen, an denen keine Kraft ausgeiibt wird. Das sind offenbar die
Extremalstellen des Potentials V:

dv
F=0=—-— <= V extremal .
dx

Handelt es sich um ein Maximum, so befindet sich das Teilchen in einem labilen
Gleichgewicht. Die kleinste Ortsverdnderung wird es den Potentialwall hinunter-
laufen lassen. Handelt es sich um ein Minimum, so befindet sich das Teilchen in
einem stabilen Gleichgewicht.

Abschlieffend noch ein Wort zur Dimension, die fiir T, W, V und E dieselbe ist:

[E] = kg m?s% = Joule . (2.218)
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© 2.3.10 Aufgaben

Aufgabe 2.3.1 2.3.1
1. Gegeben sei die lineare, homogene Differentialgleichung 3. Ordnung;:

3
> a1 =0.
j=0
Zeigen Sie, dass die drei Losungsfunktionen
x1(t), x2(t), x3(1)

genau dann linear unabhiéngig sind, wenn ihre so genannte Wronski-De-

terminante,
x1(t) x2(t) x3(1)
Wix1,x2,x335t) = | %1(t) %2(t) %3(t)
x1(t) x2(t) x3(¢)
nicht verschwindet.

2. Gegeben sei die lineare homogene Differentialgleichung
6 . 12
x (t) — t—zx(t) + t—3x(t) =0.
Uberpriifen Sie durch Einsetzen, ob

1
nM =55 wM=t; =~
spezielle Losungen der Differentialgleichung sind. Sind sie linear unab-
hingig? Wie lautet die allgemeine Losung?

Aufgabe 2.3.2 Zwei Steine werden mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit vy, 23.2
aber im zeitlichen Abstand fy, im Schwerefeld der Erde senkrecht nach oben

geworfen.

1.  Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf und integrieren Sie diese!

2. Nach welcher Zeit treffen sich die beiden Steine?

3. Wie grof3 sind dann ihre Geschwindigkeiten?
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2.3.3 Aufgabe 2.3.3 Uber einen Faden der Linge L seien zwei Massen m; und
m, miteinander verbunden (m; < m;y). Das Schwerefeld der Erde wirke in
x-Richtung.

1. Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir 71; und m,?
2. Berechnen Sie die Beschleunigungen der beiden Massen als Funktion von

mj und m1,.
3. Wie grof3 ist die Fadenspannung?
ANANA NN

>|
|
|
+
|
|
|
|
|
|
|
|
|
—=5

8- == =
<
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=

my

B

D T S

my

Abb. 2.37. Atwood’sche Fallmaschine
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Aufgabe 2.3.4 Zwei Massen m; und m; (m, > m;) kénnen sich im Schwe-
refeld der Erde auf um die Winkel a und f gegen die Horizontale geneigten
Ebenen reibungslos bewegen. Sie sind durch einen Faden konstanter Lange L
miteinander verbunden und fithren damit eindimensionale Bewegungen aus.

m m

Abb. 2.38. Zwei miteinander verbundene
Massen auf einem Keil im Schwerefeld der
Erde

a B

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Massen m; und m,
auf.

2. Driicken Sie die Beschleunigungen durch m;, m;, a, f und g aus.

3. Berechnen Sie die Fadenspannung S.
Unter welcher Bedingung befinden sich die Massen in Ruhe (bzw. in gleich-
férmig geradliniger Bewegung)?

Aufgabe 2.3.5 Ein Seil, Masse m und Linge /, rutscht {iber eine Kante ab.
Die Reibung des aufliegenden Stiickes soll vernachldssigt werden. Es wirke das
Schwerefeld der Erde in x-Richtung.

Q

/ Abb. 2.39. Ein sich liber eine Kante

/ bewegendes Seil im Schwerefeld der Erde

1. Wie lautet die Bewegungsgleichung?

2. Wie lautet die Losung fiir den Fall, dass zur Zeit t = 0 das Seil losgelassen
wird, wobei das Stiick xy herabhédngt?

3. Wiegrofiist die Geschwindigkeit, wenn das Seilende gerade iiber die Kante
rutscht?

234

2.3.5



2.3.6

2.3.7

2.3.8

226 2. Mechanik des freien Massenpunktes

Aufgabe 2.3.6 Eine schiefe Ebene, Neigungswinkel a, liegt austariert auf einer

Waage. Aufihr befindet sich, irgendwie befestigt, eine Masse 1. Die Waage zeigt

ihr Gewicht an.

1. Die Befestigung wird geldst, die Masse gleitet reibungslos die schiefe Ebene
hinab. Andert sich die Anzeige der Waage?

2. Wie dndert sich die Anpresskraft?

Aufgabe 2.3.7 Diskutieren Sie den vertikalen Wurf einer Masse m im Gravi-
tationsfeld der Erde (F = —y”;—3M r).

1. Die Anfangsgeschwindigkeit beim Abwurf der Masse von der Erdoberfld-
che sei vy. Gesucht ist die Geschwindigkeit v der Masse als Funktion ihres
Abstandes z vom Erdmittelpunkt.

2. Wie grof3 muss vp mindestens sein, damit die Masse den Schwerebereich
der Erde verldsst?

Aufgabe 2.3.8 Testen Sie durch folgende Rechenaufgaben IThre Fahigkeiten,
mit komplexen Zahlen umzugehen.
1. Berechnen Sie

(—)3, 1%, 4(=25), In(1+1i), ) | i)
2. Berechnen Sie das Produkt z = z;z;:
a)z1=1+1; z=1-1,
b)z1=3-2i; z=5+4i.
3. Zeichnen Sie in der komplexen Zahlenebene die Punkte z; und zI ein:
z1==1-1, z=-3+1f2i, z3=3+2i, z4=23[2i.
4. Suchen Sie die Polardarstellung der folgenden komplexen Zellen:

; 1 i
a=i-1, z=-01+i), zn=", 2425\/3_)+§, z5=—1.

5. Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:

— e1/2+Tr1 , — e—1—1(3/2n) : 3-1

z] z z3=¢
6. z(t) sei eine lineare Zeitfunktion:

a) z(t) = —t+i2mt,

b) z(t) =2t —i3/2¢t.

Wie lautet der Realteil von e?(*) und dessen Periode?
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Aufgabe 2.3.9 Beweisen Sie mit Hilfe bestimmter Eigenschaften komplexer 239
Zahlen die folgenden Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen:

1) sin(a + B) = sina cosf + sinf cosa

2) cos(ax + ) = cosa cosf —sina sinf§

Aufgabe 2.3.10 Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden inho- 2.3.10
mogenen Differentialgleichung:

1) 7X—4x—3x =6,

2) Z—102+9z =9t .

Aufgabe 2.3.11 Versuchen Sie, fiir die folgenden inhomogenen Differential- 2.3.11
gleichungen jeweils eine spezielle Losung gezielt zu erraten:

) y+y+y=2t+3,

2) 4+ 2y +3y=-2t+5.

Aufgabe 2.3.12 Losen Sie die Differentialgleichung: 2.3.12
Z+ 4z=0
mit den Randbedingungen:

1) z(0)=0; =z(m/4) =1,

2) z(nf2) =-1; z(mf2)=1.

Aufgabe 2.3.13 Ein Korper der Masse m bewege sich im Schwerefeld der Erde 2.3.13

unter dem Einfluss Newton’scher Reibung.

1. Wie lautet seine Bewegungsgleichung? Man beschréinke diese auf die ver-
tikale Bewegung.

2. Bei welcher Anfangsgeschwindigkeit wiirde sich eine geradlinig gleichfor-
mige Bewegung ergeben?

3. Berechnen Sie die Zeitabhéngigkeit der Geschwindigkeit, wenn der Korper
zur Zeit t = 0 mit der Geschwindigkeit v(# = 0) = 0 zu fallen beginnt.

4. Berechnen Sie die Fallstrecke als Funktion der Zeit, wenn der Koérper zur
Zeit t = 0 in der Hohe H losgelassen wird. Diskutieren Sie auch den
Grenzfall @ — 0.
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Aufgabe 2.3.14 Ein Korper der Masse m unterliege der Schwerkraft und

Stokes’scher Reibung.

1. Wie lautet seine Bewegungsgleichung? Um welchen Typ Differentialglei-
chung handelt es sich?

2. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

3. Der Korper werde zur Zeit t = 0 vom Erdboden aus unter dem Neigungs-
winkel y = 45° gegen die Erdoberfliche mit der Geschwindigkeit /2 vy
abgeschossen. Wie lauten die Anfangsbedingungen?

4. Berechnen Sie mit den Anfangsbedingungen aus Punkt c) die Bahnkurve
r=r(t).

5. Bestimmen Sie die maximale Flughohe des Geschosses. Nach welcher Zeit
wird diese erreicht?

Aufgabe 2.3.15 Wir diskutieren die allgemeine Losung
x(t) = Acoswyt + Bsinwgt (A, B bekannt)
des linearen harmonischen Oszillators
X+ wjx=0.

1. Zu welcher Zeit t; erreicht der Oszillator seinen Maximalausschlag xpax?
Wie grof3 ist xmax? Welchen Wert hat die Beschleunigung zur Zeit #,?

2. Zu welcher Zeit t, erreicht der Oszillator seine Maximalgeschwindigkeit
Xmax? Wie grofd ist Xmax? Wie grof3 ist die Auslenkung zur Zeit #,? Welche
einfache Beziehung besteht zwischen xmay und Xmax?

3. Zuwelcher Zeit t; erfahrt der Oszillator die maximale Beschleunigung Xax?
Wie grof3 ist diese? Welche Werte haben Auslenkung und Geschwindigkeit
zur Zeit t3?

Aufgabe 2.3.16 Ein linearer harmonischer Oszillator (cwj = %; k: Federkon-
stante, m: Masse) unterliege Stokes’scher Reibung (Fr = —ax) und erhalte in
der Ruhelage (x = 0,x = 0) zur Zeit t = 0 einen Kraftstof3

mvo .
— fir0 <t <t

F(t)=4 %
0 sonst
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1. Bestimmen Sie die Auslenkung x(¢) fiir 0 < t < t,!

2. Die Kraft F(t) macht bei t = t; einen endlichen Sprung. Uberlegen Sie
sich, welche Randbedingungen daraus fiir die Losung x(¢) fiir t > t; folgen.
Legen Sie damit x(¢) fiir ¢ > ¢ fest.

3. Diskutieren Sie den extrem kurzen Krafstof3: fg — 0!

Was ergibt sich fiir den lang andauernden Kraftstof3 #) > m/fa?

Aufgabe 2.3.17 Ein kugelférmiger Wassertropfen (Radius R, Volumen V, 2.3.17
Masse m) falle im Schwerefeld der Erde senkrecht nach unten. Dabei wirkt auf
ihn die Reibungskraft

Fr=-aR’>-v (@>0)

Der Fall starte zur Zeit t = 0 (v(0) = 0). In der Luft nimmt das Volumen des
Tropfens durch Kondensation von Wasserdampf in der Atmosphdre zu, und
zwar proportional zu seiner Oberfliche:

%:YA,T.RZ@) (R(t =0) = Ry) .

Die Dichte o des Wassers bleibe dabei konstant, sodass die Masse des Tropfens
zunimmt. Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf und integrieren Sie diese. Es
empfiehlt sich, R anstelle der Zeit ¢ als unabhéngige Variable einzusetzen.

Aufgabe 2.3.18 Ein Teilchen der Masse m und der Ladung q bewegt sich unter 2.3.18
dem Einfluss einer zeitlich und rdumlich konstanten magnetischen Induktion B.
Wie lautet seine Bewegungsgleichung?

2. Zeigen Sie, dass |7| konstant ist.
3. Zeigen Sie, dass der Winkel zwischen 7 und B konstant ist.
4. Ermitteln Sie durch eine erste Integration eine Beziehung zwischen r und

7. Benutzen Sie die Anfangsbedingungen r(t = 0) = ro und 7(t = 0) = .
5. Was kann tiber die zum Feld parallele Komponente 7| und die zum Feld
senkrechte Komponente 7 der Geschwindigkeit 7 ausgesagt werden?
6. ¢(t) sei der Winkel, den 7| mit der e;-Achse einschliefit. Zeigen Sie
qB

p(t)=-wt+a; @=-—; a=const.
m
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7. Uber die Richtungen von e; und e; kann noch verfiigt werden. Wihlen Sie
e; 11 voL = (e3 x (vg x e3))  (s. Aufgabe 1.3.7) .
Uberlegen Sie, dass dann
er ™ (vo X e3) und a = 711/2

sein miissen. Geben Sie damit die vollstdndige Losung fiir 7(¢) an.
Ermitteln Sie durch nochmaliges Integrieren r(t).

9. Unter welchen Bedingungen bewegt sich das Teilchen auf einer Kreisbahn
senkrecht zum Feld B? Driicken Sie den Radius R durch den Betrag der
Anfangsgeschwindigkeit vy aus.

10. Welche geometrische Form hat die allgemeine Losung?

Aufgabe 2.3.19 Ein Massenpunkt m bewegt sich linear unter dem Einfluss
der Kraft

F=F(x) = —kx— yx3 .

Dabei sei y eine sehr kleine Korrektur. Berechnen Sie die Schwingungsdauer
der (leicht) anharmonischen Schwingung. Benutzen Sie zur Néherung:

1
1) «/1+x%1+zx
11,
2)\/1+x%l+ix—§x .

2.4 Fundamentale Begriffe und Satze

Wir wollen in diesem Abschnitt einige fundamentale Begriffe der Physik wie
Arbeit, Leistung, Energie, Drehimpuls, Drehmoment, . ..

genauer untersuchen, die wir zum Teil bereits im letzten Abschnitt fiir den Spezialfall
F = F(x)ey eingefiihrt haben. Fiir diese gelten unter gewissen Bedingungen Erhal-
tungssitze, die iiber die Bewegungsform des Teilchens Aussagen machen und auch
die Integration von Bewegungsgleichungen erleichtern kénnen.
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2.4.1 Arbeit, Leistung, Energie
Beginnen wir mit dem Begriff der Arbeit, der fiir beliebige Kraftfelder

F=F(r,7,1)
in Analogie zu (2.204) verallgemeinert werden muss. Fiir eine infinitesimale Ver-
schiebung dr wird die Arbeit

OW =—F-.dr (2.219)

aufzuwenden sein. Die Vorzeichenkonvention ist dieselbe wie im Anschluss an (2.205)
erldutert. Das Symbol ,,6“ ist bewusst so gewéhlt, da es sich bei diesem Ausdruck nicht
notwendig um ein totales Differential handeln muss, wie wir noch sehen werden. Es
kennzeichnet hier lediglich eine infinitesimal kleine Grof3e.
Fiir endliche Wegstrecken gilt:
93

W, = — / F(r,7,t)-dr. (2.220)
P,

P2(1’2>t2)

dr

Abb. 2.40. Zur Erlduterung des Kurvenintegrals der
B(n,t) Arbeit

Diese Grof3e hiangt im Allgemeinen ab von:

1) Kraftfeld F,

2) Endpunkten Py, P,,

3) Weg C,

4) zeitlichem Bewegungsablauf.

Falls F = F(r) ist, entfillt natiirlich 4), d.h., dann hidngt W>; nur von der Be-
schaffenheit des Weges ab, nicht mehr von dem zeitlichen Ablauf der Bewegung
des Massenpunktes lings der Bahnkurve. - Die Integrationsvorschrift in (2.220)
stellt ein so genanntes Kurvenintegral dar. Man wertet solche, auch Linienintegra-
le genannte Ausdriicke aus, indem man sie auf irgendeine Weise auf gewohnliche
Riemann-Integrale zuriickfiihrt. Dies gelingt mit der in Abschn. 1.4.1 eingefiihrten
Parametrisierung der Raumkurve C. Der Paramter o kann, muss aber nicht, die Zeit
t sein:

C:r=rla); ag<a<a;
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15}

C
N Abb. 2.41. Zur Auswertung des Kurvenintegrals
n=r,)

B x 2 der Arbeit durch Parametrisierung der
n=r@p) betreffenden Raumkurve

Damit lasst sich (2.220) auch wie folgt schreiben:

az

W21=—fF(r,f,t)'

aj

dr(a)
a

da . (2.221)

Die Beschaffenheit des Weges C manifestiert sich in dem Term %r(a). Wir wollen,
um mit solchen Kurvenintegralen vertraut zu werden, zunéchst ein iibendes Beispiel
einschieben:

Beispiel Wir betrachten das Vektorfeld
F = (2x% — 3x,, 4x2%3, Sx%x3) (2.222)
und berechnen die Arbeit lings zweier verschiedener Wege C; und C;:
Cy : Gerade: r(a) = (,a,a); 0<a<1,

C:rla) = (a,az,a3) ;i 0<a<l.

3 P:(1,1,1)

G )

Abb. 2.42. Zur Demonstration der mdglichen Wegabhangigkeit

1 der Arbeit bei vorgegebener Kraft

Wir benétigen zunichst

dr (1,1,1) G

da (1,2a,3a%) : C,,

o F- (20{2 —3a, 4a?, 30{3) O
(20{2 — 3a2,4a5,3a5) : Gy,

dr 30 + 6a° —3a : C
= F- =
da

9a’ +8a® —a? : C,.
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Damit kénnen wir nun die auf den beiden Wegen geleisteten Arbeiten berechnen:

1
We, = —/ (3a° + 6a* - 3a) da = —5/4 ,
0

1
We, = - f (9a” + 8a® — a®) da = —325[168 .
0

In diesem Beispiel ist also die Arbeit vom Weg abhingig. Diese Wegabhingig-
keit ist ein wichtiger Punkt, auf den wir im néchsten Abschnitt noch ausfiihrlich
zuriickkommen werden.

Mit (2.221) definieren wir nun als néchsten wichtigen Begriff den der Leistung P,
und zwar als Arbeit pro Zeit:

p=27 ——%/F(r(t/),r‘(t/) ) -# () dY

fo

= P=—F (r(1), 7(1), 1) - (1) . (2.223)
Die Dimension ist entsprechend (2.218):
[P] = Joule/s = Watt . (2.224)

Die Leistung P ist natiirlich fiir alle Typen von Kraftfeldern vom zeitlichen Ablauf
der Bewegung abhingig. Auf P stoflen wir, wenn wir die Newton’sche Bewegungs-
gleichung skalar mit der Geschwindigkeit multiplizieren:

mrer=F.r .
Auf der linken Seite erkennen wir die Zeitableitung der
kinetischen Energie

T=—+, (2.225)

die wir bereits in (2.211) fiir die eindimensionale Bewegung eingefiihrt haben:
T=——¢"=F«¥=-P. (2.226)
Der Vergleich mit (2.223) ergibt dann nach Integration von ¢#; bis t; > #;:

Wy=T1—-T, = % [rz (tl) - 1;2 (tz)] . (2.227)
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Die Arbeit, die an dem Massenpunkt lings seines Weges geleistet wird, dient also
dazu, seinen Bewegungszustand zu dndern.

Bei der eindimensionalen Bewegung war es stets moglich, in der zu (2.226) ana-
logen Gleichung (2.200) die rechte Seite der Gleichung als Zeitableitung einer reinen
Ortsfunktion zu interpretieren. Das ist bei dreidimensionalen Bewegungen und be-
liebiger Kraft nun nicht notwendig der Fall. Kriéfte, bei denen dieses jedoch zutrifft,
heiflen konservativ:

d

V() =-F-F. (2.228)

Man nennt V(r) dann das Potential der Kraft F oder die potentielle Energie. Wir
werden im nichsten Abschnitt untersuchen, wie man unterscheiden kann, ob ei-
ne Kraft konservativ ist oder nicht. Eine nicht-konservative Kraft ist z.B. die Rei-
bung.

Wir zerlegen die auf den Massenpunkt wirkenden Kréfte in konservative und
nicht-konservative, wobei letztere auch dissipativ genannt werden:

F = Fyons + Fiss -
Fyons hat ein Potential V(r). Das setzen wir nun in (2.226) ein:

d )
7 [T+ V(r)] =Fgss* F - (2.229)
Man definiert wieder als

Energie des Massenpunktes

E= %,;2 + V(r). (2.230)

Gleichung (2.229) ist dann der Energiesatz:

Die zeitliche Anderung der Energie ist gleich der Leistung der dissipativen
Krifte.

Sind alle Kréfte konservativ, so gilt der

Energieerhaltungssatz

m
?1‘2 + V(r) = E = const . (2.231)

Man beachte, dass mit Energie hier stets mechanische Energie gemeint ist. Dissipative
Krifte fithren diese in andere Energieformen, z.B. Wérme, iiber. Die Energie als
solche bleibt stets konstant.
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2.4.2 Potential
Wir wollen nun untersuchen, wann eine Kraft konservativ ist und wann nicht. Dazu
tithren wir die Zeitableitung in (2.228) explizit aus:

oV dx1 n ov de " ov dX3
ox; dt ox; dt Ox3 dt

aV (xl)x27x3) =

=r-gradV.
Damit erhalten wir, falls F konservativ ist:
regradV =—-F-r. (2.232)

Wir schlieflen daraus, dass eine Kraft dann konservativ ist, wenn sie sich als Gradient
eines skalaren Potentials schreiben lidsst. Dies bedeutet, dass F insbesondere weder
von r noch von ¢ abhéngen darf:

F=F(r)=—grad V(r) . (2.233)

Das Minuszeichen ist Konvention. Wir setzen voraus, dass das Potential V' stetige
partielle Ableitungen bis mindestens zur 2. Ordnung besitzt. Dann sind nach (1.257)
die zweiten partiellen Ableitungen von V vertauschbar:

o’V *v o
= ; ,7=1,2,3.
0xi0xj  0xjox;
Dies bedeutet nach (2.233):
oF; OF; .
— = ,7=1,2,3.
oxj  0x;

Wenn man diese Gleichung mit (1.286) vergleicht, erkennt man, dass eine konserva-
tive Kraft F

rotF =0 (2.234)

erfiillen muss (vgl. (1.290)). Man kann zeigen, dass diese Bedingung nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend ist:

Eine Kraft F hat genau dann ein Potential, wenn rot F verschwindet.

Wir konnen schlieflich noch ein drittes, integrales Kriterium fiir eine konservative
Kraft angeben. Mit (1.261) gilt fiir das totale Differential der skalaren Funktion V:

dV =gradV.dr.
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Bezeichnen wir mit § das Kurvenintegral iiber einen geschlossenen Weg, so folgt:

fgrad Vedr= f dV = VEnde — Vanfang = 0.
Dies bedeutet aber mit (2.233):

% F - dr = 0 <= F konservativ . (2.235)

Eine konservative Kraft leistet auf einem geschlossenen Weg keine Arbeit.

Man kann nun einen geschlossenen Weg auch dadurch konstruieren, dass man zwei
verschiedene Wege C; und C,, die zwei Punkte P;, P, miteinander verbinden, kom-

biniert:
O:fF-dr+ f F-dr:/F-dr—fF-dr
C - C1 C
:>fF-dr=/F-dr. (2.236)
Cy G
G
P
B
G Abb. 2.43. Geschlossener Weg

Ein Kraftfeld F ist genau dann konservativ, wenn die Arbeit beim Verschieben
des Massenpunktes zwischen zwei Raumpunkten wegunabhéngig ist.

Das als Beispiel gerechnete Kraftfeld (2.222) ist aus diesem Grunde nicht konservativ.

Will man das Potential einer Kraft berechnen, so tiberpriife man zunéchst, ob
rot F = 0 erfiillt ist. Wenn ja, dann kann man die Wegunabhingigkeit ausnutzen, um
nach

P P
V(P) = /dV - - / F-dr (2.237)
Py Py

das Potential im Punkt P iiber einen rechnerisch giinstigen Weg zu berechnen. Dieses
ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Man setzt deshalb willkiirlich das
Potential in einem ausgewdhlten Bezugspunkt Py gleich Null. Das ist hdufig der
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unendlich ferne Punkt. Das Potential V(P) entspricht dann der Arbeit, um den
Massenpunkt vom Bezugspunkt Py nach P zu beférdern.

Beispiele

a) Linearer harmonischer Oszillator

Wie in Abschn. 2.3.9 ausfiihrlich erldutert, besitzen die Krifte F = F(x) eindimensio-
naler Bewegungen immer ein Potential. Das Potential fiir den Oszillator haben wir
bereits in (2.209) angegeben:

Vix) = gxz +c.

Hier vereinbart man im Allgemeinen, V(x = 0) = 0, also ¢ = 0, zu setzen.

b) Linearer harmonischer Oszillator mit Reibung
Fiir die Gesamtkraft gilt nach (2.167):

F=—kx—ax.

Sie ist wegen der x-Abhangigkeit nicht konservativ. Der Energiesatz (2.229) lautet in
diesem Fall:

d (m., k,\ 5
dt( x+2x>— ax” . (2.238)

Die Energie nimmt wegen der Reibung stdndig ab.

c) Raumlich isotroper harmonischer Oszillator
Dieser ist definiert durch die Kraft

F(r) = —kr. (2.239)
Man iiberzeugt sich unmittelbar (s. (1.292)), dass
rotF =0

ist. Die Kraft besitzt also ein Potential, das wir nach (2.237) berechnen:

r r=(xy,2)

V(r)z—/F-dr/zk / (x'dx' +y'dy +7d7) =
0 0

k
fxdx + / 'dy/ +k/zdz/zz(x2+y2+zz) .

0
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Dies bedeutet:

V(r) = grz . (2.240)

2.4.3 Drehimpuls, Drehmoment
Multiplizieren wir die dynamische Grundgleichung vektoriell mit r,

m (r X r) = (r X F) , (2.241)

so erscheint auf der linken Seite die Zeitableitung einer wichtigen physikalischen
Grof3e:

L=m (rx7#)=(rxp) Drehimpuls . (2.242)

Da Ort r und Impuls p polare Vektoren sind, ist L ein axialer Vektor, der senkrecht
auf der von r und p aufgespannten Ebene steht. Mit der weiteren Definition:

M= (rxF) Drehmoment (2.243)

folgt dann aus (2.241):
d L=M (2.244)
de 244

Diese Gleichung driickt den Drehimpulssatz aus:
Die zeitliche Anderung des Drehimpulses entspricht dem Drehmoment.

Ist das Drehmoment identisch Null, so wird aus diesem Satz der
Drehimpulserhaltungssatz:

d
M=0<=>EL=O; L = const . (2.245)

Es gibt zwei Moglichkeiten fiir M = 0:

M=0: 1)F=0 (trivialer Fall),
2) FA1 r  (Zentralfeld) . (2.246)

Fall 1) ist mit der geradlinig gleichférmigen Bewegung des Massenpunktes identisch:
¥ =v = const.

Es erstaunt zunichst, dass eine geradlinig gleichférmige Bewegung iiberhaupt
einen, wenn auch konstanten, Drehimpuls besitzen soll. In Abb. 2.44 steht L senk-
recht auf der Papierebene und hat den Betrag mvd. Nur wenn der Bezugspunkt
auf der Geraden liegt, verschwindet L. Daran erkennt man, dass der Drehimpuls L
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Abb. 2.44. Zum Drehimpuls einer geradlinig

gleichférmigen Bewegung

keine reine Teilcheneigenschaft ist, sondern auch von der Wahl des Bezugspunktes
abhéngt.
Verschiebt man den Koordinatenursprung um den konstanten Vektor a,

r=r+a; 7=r=p =p,
so folgt fiir den Drehimpuls:
I'=(xp)=@xp)+(axp)=L+(axp). (2.247)

Mit Listalso L' nur dann konstant, wenn gleichzeitig auch Impulserhaltung p = const
gilt. Ferner folgt aus L = 0 in der Regel nicht L’ = 0.

Die zweite Moglichkeit fiir M = 0 in (2.246) wollen wir in einem gesonderten
Abschnitt diskutieren.

2.4.4 Zentralkrifte
Einen Krafttyp der Form

F=f(r,7,1t) e (2.248)

nennt man eine Zentralkraft. Die Kraft ist also lings der vom Kraftzentrum (Ur-
sprung) ausgehenden radialen Strahlen gerichtet. Fiir solche Krifte ist nach (2.245)
der Drehimpuls L, bezogen auf das Kraftzentrum, konstant.

Abb. 2.45. Wirkungsrichtungen einer Zentralkraft
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Zentralkrifte sind in der allgemeinen Form (2.248) nicht notwendig konservativ.
Es gilt:
Zentralkraft F konservativ <= F=f(r)e,. (2.249)

Dass F nicht von 7 und ¢ abhdngen darf, um konservativ zu sein, ist klar. Wir unter-
suchen deshalb zum Beweis von (2.249) F in der Form

F=f(r)e, .
Nach (2.234) ist F genau dann konservativ, wenn die Rotation von F verschwindet.
Nun gilt nach (1.289):
rotF = @ rotr + [(grad@) X r] .
r r

Nach (1.292) ist rot r = 0, sodass zu fordern bleibt:

o [ (1) ]

Die beiden Vektoren miissen also parallel sein. Nach (1.271) und nachfolgender Dis-
kussion steht der Gradientenvektor senkrecht auf den Flichen f(r)/r = const. Diese
miissen damit gleichzeitig senkrecht zu r sein. Dies bedeutet aber, dass f(r)[r auf
einer Kugeloberfliche konstant sein muss. Somit folgt notwendig f(r) = f(r). Damit
ist (2.249) bewiesen!

Wir kénnen eine weitere Aussage anschlief3en:

Eine konservative Kraft F ist genau dann Zentralkraft,

wenn V(r) = V(r) ist. (2.250)

Beweis
a) Sei F konservativund V(r) = V(r), dann folgt:

. dv
F = —grad V(r) (277 fd—e,- .
r

F ist also Zentralkraft vom Typ (2.249).
b) Sei F konservative Zentralkraft, dann folgt:

F=—gradV =f(r)e, < ——X; =
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Sei f(r) so, dass f(r) = d];(:) , dann lautet die letzte Beziehung:

e 0 . . )
a_xlv = _a—xlf(l’) fiir alle 7 .

Somit kann V nur von r abhidngen.

Gilt wie bei Zentralkréiften die Drehimpulserhaltung, so lassen sich bereits recht
weitgehende Aussagen iiber die Bewegungsform des Massenpunktes formulieren.
Aus der Definition von L folgt nach skalarer Multiplikation mit r:

r-(m(rx f)):O:r-L.

Wenn L ein konstanter Vektor ist, so stellt diese Gleichung eine Ebene durch den
Nullpunkt dar, die zu L senkrecht steht:

Bei Drehimpulserhaltung bewegt sich der Massenpunkt auf der zum Drehim-
puls senkrechten Ebene, die den Nullpunkt enthilt.

Aus der Konstanz von |L| folgt eine weitere wichtige Aussage. In der Zeit d¢ {iber-
streicht der Ortsvektor in der Bahnebene die Fldche dS. Diese ist gerade die Hilfte
des von r(t) und r(t + dt) aufgespannten Parallelogramms:

1 1
ds = |(r(t) x r(t+dp))| = > |(r(1) x (r(t) +F(1)dt)| =

1 .

= Edt |(r(1) x #(1))] -
dr=rdt
r(t)
ds
r(t+dt)
0 Abb. 2.46. Skizze zur Ableitung des Flachensatzes
Dies bedeutet:

ds 1
— =—]I . :
7 a2 (2.251)
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Es folgt daraus der Flichensatz:

Bei Drehimpulserhaltung tiberstreicht der Radiusvektor (Fahrstrahl) des Mas-
senpunktes in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

2.4.5 Integration der Bewegungsgleichungen
Wenn der Drehimpulserhaltungssatz

L=m(r x ) = const
oder der Energieerhaltungssatz
E= % #* + V(r) = const
gilt, dann spricht man von
ersten Integralen der Bewegung.

Die urspriinglichen Bewegungsgleichungen sind stets Differentialgleichungen 2. Ord-
nung, die Erhaltungssitze nur noch solche 1. Ordnung. Mit den Erhaltungssétzen ldsst
sich zudem ein allgemeines Verfahren zur vollstindigen Losung der Bewegungsglei-
chungen formulieren.

Wir haben gezeigt, dass der Drehimpulserhaltungssatz genau dann gilt, wenn die
wirkende Kraft eine Zentralkraft ist:

sz(r,f,t)r.

(Der triviale Fall F = 0 sei ausgeschlossen!)
Wenn gleichzeitig der Energieerhaltungssatz gilt, so muss in jedem Fall ein Poten-
tial existieren. Die Zentralkraft ist damit konservativ; dies bedeutet:

F = f(r)r.
Wir wissen zudem, dass dann das Potential nur vom Betrag von r abhdngen kann:
V=V().

Damit wollen wir nun die Erhaltungssdtze weiter auswerten. Wegen der Konstanz des
Drehimpulses erfolgt die Bewegung in einer festen Ebene. Dieses sei die xy-Ebene.
Wir wihlen zur Beschreibung Kugelkoordinaten (r, %, ¢), wobei wir gleich

¢="od=0
2

ausnutzen konnen. Wir haben in (2.21) abgeleitet:
r=re,,

i=re +rdey trsindge, .
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Damit gilt hier:
r=re trpey, (2.252)
und fiir den Drehimpuls folgt:

L= —mrz(peﬁ = mr2¢ez .

Wegen
P =Fer=7F+1°¢
lautet der Energiesatz:
E= % (P + Pg?) + V(r) . (2.253)

Mit Hilfe des Drehimpulssatzes konnen wir nun ¢ aus dem Energiesatz eliminieren:

2

m
E=—+ +V(r). 2.2
5 Py (r) (2.254)
Fithren wir das effektive Potential
LZ
Vet(r) = —— + V(1) (2.255)
2mr

ein, so hat der Energiesatz mathematisch dieselbe Struktur wie der Energiesatz der
in Abschn. 2.3.9 diskutierten eindimensionalen Bewegung. Wir kénnen also bei der
Integration in gleicher Weise vorgehen. Analog zu (2.203) erhalten wir nun:

(2.256)

;
/‘ dr’
t—1ty) = .
2\ & [E= Ve (r)]
Durch Umkehrung ergibt sich daraus:
r=r(t).

Zur vollstandigen Losung r(t) = r(r)(cos ¢(t), sin ¢(t),0) bendtigen wir noch ¢ =
¢(t). Wir konnen zunichst den Drehimpulssatz ausnutzen, um ¢ = ¢(r) abzuleiten:

L Ldr_L dr

2 2
mrs r mr % [E— Veff(r)]

Dies lésst sich formal integrieren:

r

o / Ldr (2.257)
$mp= r/z\/2m [E — V(1] ' 257

7o
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Durch Umkehrung erhalten wir daraus die Bahn r = r(¢) und durch Einsetzen von
r = r(t) auch ¢ = ¢(1).

Die Gestalt der Bahn r(¢) und das zeitliche Durchlaufen hingt von den zwei
wesentlichen Integrationskonstanten L und E ab. Die restlichen Konstanten r, o, ¢o,
to lassen sich durch passende Wahl von Koordinatensystem und Zeitnullpunkt nach
Zweckmaifigkeit festlegen!

Die Diskussion des Abschnittes (2.3.9) tiber klassisch verbotene und erlaubte
Bereiche der Bewegung iibertragen sich wortwortlich, wenn wir nur V(x) durch
Vee(r) ersetzen.

Beispiel: Anziehendes Coulomb-Potential

LZ
_ q192 n

. 2.258
dmegr 2mr? (2:258)

Vert(r) =

Fiir E = Ey < 0 haben wir eine gebundene oszillatorische Bewegung. Fiir E = E; > 0
kann das Teilchen bis ins Unendliche gelangen (Streuzustinde), ohne umzukehren.

Abb. 2.47. Das zum Coulomb-Potential gehorige

effektive Potential
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Fundamentale Begriffe und Satze

© 2.4.6 Aufgaben

Aufgabe 2.4.1

1.

Untersuchen Sie, ob das Kraftfeld
F(r) = (a1y223 - 6a2x22) e, + 2a1xyz3ey + (3a1xy222 - 6¢x2x22) e,
konservativ ist.
Ein Massenpunkt werde in diesem Kraftfeld F langs des Weges
03P, 2p,2p,

d.h. also stiickweise lings oder parallel zu den Koordinatenachsen, vom
Ursprung 0 zum Raumpunkt P(xo, yo, zo) verschoben.

z

P(xo,)’o’z())

Abb. 2.48. Skizze fiir den in Aufgabe 2.4.1
vorgesehenen Weg zwischen den Punkten (0, 0, 0)
und (x())y()) Z())

Geben Sie eine Parametrisierung des Weges an und berechnen Sie damit
die beim Verschieben von 0 nach P an dem Korper geleistete Arbeit.
Hat F ein Potential? Wenn ja, welches?

245

24.1
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24.2 Aufgabe 2.4.2 Berechnen Sie die Arbeit, die gegen das Feld
Fr)y=a-r (a = const)

beim Fortschreiten von Punkt P; zum Punkt P, aufgebracht werden muss.
Dabei sollen die Linienintegrale fiir die folgenden Wege berechnet werden:

Cl
P
Ci2
0
Abb. 2.49. Spezieller Weg zur Berechnung
C der Arbeit, die gegen das Feld F = a - r auf
o dem Weg von P; nach P, geleistet werden
Py muss
2]

Abb. 2.50. Spezieller Weg zur Berechnung
- __ der Arbeit, die gegen das Feld F = a - r auf
B dem Weg von P; nach P, geleistet werden
muss

3
A
P, \
P \
e \
e \
- - C32 1
2 - ','\ Cay Abb. 2.51. Spezieller Weg zur Berechnung
0 T-~--_ - /' der Arbeit, die gegen das Feld F = a - r auf
T dem Weg von P; nach P, geleistet werden
5|

muss

Bestimmen Sie das Potential der gegebenen Kraft und verifizieren Sie obige
Ergebnisse.
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Aufgabe 2.4.3 Gegeben sei das Kraftfeld 243

3, 2 9 8
sz(;x + 5 T gxz) a = const .

Ist die Kraft konservativ?

2. Welche Arbeit muss aufgewendet werden, um den Massenpunkt m im
Feld F auf einer Geraden von (0, 0,0) nach («, a, &) zu verschieben?

3. Berechnen Sie die Arbeit, wenn als Weg der Polygonzug (0, 0,0) — («,0,0)
— (o, a,0) = (o, a, ) gewdhlt wird.

4. Welche Arbeit muss auf dem Parabelbogen (y = x?,z = yz) von (0,0, 0)
nach (&, a, a) gegen das Kraftfeld F geleistet werden?

5. Der Massenpunkt werde auf einem Kreis mit dem Radius « in der xy-Ebene
um den Koordinatenursprung gefiihrt. Welche Arbeit ist bei einem vollen
Umlauf zu leisten?

Aufgabe 2.4.4 Auf einen Massenpunkt m wirke die Kraft 2.4.4
E(r) = F(x,y,2) = a (xy, —22,0) .

1. Ist F konservativ? Begriinden Sie Ihre Antwort!
2. Welche Arbeit ist notwendig, um den Massenpunkt auf direktem Weg
(linear)

von P; = (0,0,0) nach P, = (1,2,3)

zu verschieben?
3. Berechnen Sie die Arbeit, um den Massenpunkt auf dem ,,gekriimmten*
Weg (x = y z=3- \/7) von Py nach P zu verschieben!

Aufgabe 2.4.5 Gegeben sei das Kraftfeld 2.4.5
F(r)=(axr) (a = const) .

Berechnen Sie wie in Aufgabe 2.4.2 die Arbeit durch Berechnung derselben
Linienintegrale. Gibt es ein Potential?

Aufgabe 2.4.6 Ein Massenpunkt bewege sich in dem Kraftfeld 2.4.6
E(r) = (ay, ax, b) ,

wobei a, b positive Konstanten sind.
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1. Zeigen Sie, dass es sich um eine konservative Kraft handelt.

2. Berechnen Sie die Arbeit, die aufzubringen ist, um den Massenpunkt langs
einer Geraden von Py : (0,0,0) nach P : (x, y,z) zu verschieben.

3. Wie lautet das Potential der Kraft F?
Wie dndert sich die zu leistende Arbeit, wenn man den Massenpunkt langs
der Koordinatenachsen

(0,0,0) - (x,0,0) = (x,9,0) = (x,¥,2)

von Py nach P verschiebt?

Aufgabe 2.4.7 Gegeben seien die Potentiale
1
L V()= Sk +y 42,

2. V(r)= n [(0-1)* — 0’r?]

(e: konstanter Vektor).

Berechnen Sie die Kraft F = F(r), die von dem jeweiligen Potential erzeugt wird.
Welche physikalische Bedeutung haben die angegebenen Potentiale? Handelt
es sich um Zentralkréfte?

Aufgabe 2.4.8 Unter dem Einfluss einer konservativen Zentralkraft bewegt
sich ein Teilchen der Masse m auf einer Kreisbahn mit dem Radius R durch den
Koordinatenursprung.

Y
m
. Bestimmen Sie r = r(¢).
2. Formulieren Sie den Energiesatz in
¢ Abhingigkeit von r und dr/de.
R x 3. Welche Kraft wirkt auf den Masse-

punkt?

Abb. 2.52. Bewegung eines Massenpunktes m auf einer Kreisbahn
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Aufgabe 2.4.9 Ein Teilchen mit der Masse m = 3 g bewegt sich in einem 2.4.9
homogenen, zeitabhidngigen Kraftfeld

F = (45¢%, 6t — 3, —18t) - 10°N
(t: Zeit in Sekunden) mit den Anfangsbedingungen:
r(t =0) = (0,0,0) cm,
#(t =0) = (0,0,6) cms™" .

Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Teilchens nach einer Sekunde.

2. Welche kinetische Energie hat das Teilchen nach einer Sekunde?

3. Welche Arbeit W) leistet das Feld bei der Verschiebung des Teilchens von
r(t =0)nachr(t =1)?

Aufgabe 2.4.10 Wir diskutieren noch einmal wie in Aufgabe (2.3.14) die all- 2.4.10
gemeine Losung des linearen harmonischen Oszillators, gehen nun aber vom
Energieerhaltungssatz aus:
1.  Warum gilt dieser?
2. Benutzen Sie den Energieerhaltungssatz zur Berechnung von x(¢). Die
unabhéngigen Parameter sollen dabei die Gesamtenergie E und die Zeit
sein, zu der der Oszillator seinen Maximalausschlag xm,y erreicht.
3. Wihlen Sie die Lésung nun so, dass E und f, die unabhédngigen Parameter
sind, wobei t, die Zeit ist, zu der der Oszillator seine maximale Geschwin-
digkeit annimmt.



2.4.11

250

2. Mechanik des freien Massenpunktes

Aufgabe 2.4.11

Wy |rooccocannnoons Ein Massenpunkt der Masse m
bewegt sich reibungsfrei in ei-
nem Potential V(x) mit einem
Minimum an der Stelle x = 0
(siehe Skizze).

X

Abb. 2.53. Bewegung des Massenpunkts 1 in einem eindimensionalen Potential V'(x)

1.

Wie kann man allgemein die Bewegungsgleichung

dv
Cdx
durch eine Quadratur (Integral) 16sen?
Bei nicht zu hoher Energie E (E < Vj) fithrt der Massenpunkt (i. A. anhar-
monische) Schwingungen aus. Wodurch sind bei vorgegebener Energie E

mx =

die Schwingungsweiten (= Umkehrpunkte)
Xmin = —@, Xmax =Db

gegeben? Wie kann man mit dem Ergebnis aus a) die Schwingungsdauer
festlegen? Welche Symmetrieeigenschaft muss V(x) haben, damit fiir alle
Energien E stets a = b ist?

Man berechne mit dem Ergebnis aus b) die Schwingungsdauer der harmo-
nischen Schwingung.

Unter welchen Bedingungen fiir V(x) und E wird bei endlicher Schwin-
gungsweite b die Schwingungsdauer r unendlich?

Die Bewegungsgleichung laute

dv
. 2 3
mx =—-m(wyx +€x’) = ——,
( 0 ) dx
wobei fiir die Energie E des Massenpunktes
eE < me;

gelte. Berechnen Sie die Schwingungsdauer 7 in Abhidngigkeit von der
Schwingungsweite a ndherungsweise bis zu linearen Termen in ¢!

Man l6se fiir das Potential V(x) aus e) die Bewegungsgleichung des Mas-
senpunktes mit Hilfe der Quadratur aus a) bis zu linearen Termen in . Als
Anfangsbedingung wihle man x(0) = 0. Aus E = V(—a) berechne man die
Anfangsgeschwindigkeit x(0) in der gleichen Ndherung.



2.4 Fundamentale Begriffe und Satze 251

Aufgabe 2.4.12 Ein Massenpunkt m bewege sich im Gravitationsfeld 2.4.12
a
V(r)=——; a=ymM
r

(m < M; y: Gravitationskonstante)
1. Man berechne die Zeit, die der Massenpunkt bendtigt, um vom Punkt A
nach B zu gelangen (s. Abb.2.54), wenn er

A

R b a
1. auf einem Kreis (Zeit t,;)
2. auf einer Parabel (Zeit ) i
lduft.

B

Abb. 2.54. Verschiedene Wege des Massenpunkts m im Gravitationspotential

2. Berechnen Sie fiir beide Fille die kinetische Energie im Punkt A und die
zugehorige Geschwindigkeit. Wie lange wiirde der Massenpunkt brauchen,
wenn er mit derselben Geschwindigkeit (geradlinig-gleichformig) direkt
von A nach B laufen wiirde?

3. Auf den Massenpunkt wirke zusdtzlich zur Gravitationsanziehung eine
kleine Reibungskraft

(04
Fr = —mar (|FR| < ‘—2‘)
r

1.) Geben Sie die Bewegungsgleichungen an!
2.) Ausgehend von einer Kreisbahn (Radius R, Winkelgeschwindigkeit cw)
zeige man, dass fiir kleine Zeiten der Ansatz

r=R(1+cit); @ =wo(l+ cat)

die Bewegungsgleichung in erster Naherung erfiillt. Berechnen Sie ¢;
und ¢; und schétzen Sie ab, fiir welche Zeiten die Ndaherung brauchbar
ist.

3.) Wie dndern sich in der Néherung 2.) Radius, Winkelgeschwindigkeit,
Bahngeschwindigkeit, kinetische, potentielle und Gesamtenergie mit
der Zeit?

4.) Wie grof3 ist die durch Reibung vernichtete (mechanische) Energie?
Woher stammt sie?
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Aufgabe2.4.13 Ein Massenpunktbewege sich in der xy-Ebene auf einer Ellipse

x2 }/2

2
und durchlaufe diese in zwei Sekunden dreimal.
1. Wie lautet die Bahnkurve

=]

r(t) = (x(1), y(1),2(1)) ,

wenn x(t) = a cos t ist?

2. Welche Kraft wirkt auf den Massenpunkt?

3. Berechnen Sie den Drehimpuls des Massenpunktes. Warum muss dieser
nach Richtung und Betrag konstant sein?

4. Berechnen Sie die Fliche AS, die der Ortsvektor in einer Sekunde iiber-
streicht.

2.5 Planetenbewegung

Das Potential

V(r)=— (2.259)

a
-
ist das fiir die Physik wichtigste Beispiel, das zu einem Zentralkraftfeld fiihrt. Es
findet bedeutende Anwendungen in der Himmelsmechanik und im semiklassischen
Atommodell. Wir wollen seine Eigenschaften am Beispiel der Planetenbewegung um
die Sonne untersuchen.

Ausgangspunkt fiir die Losung der Bewegungsgleichung in einem konservativen
Zentralfeld ist die Giiltigkeit von Energie- und Drehimpulserhaltung, die sich in der
Gleichung

m , L?
E=—r+
2 2mr?

+ V(r) (2.260)

manifestiert. V(r) sei hier das Gravitationspotential:

V(r) = _Y@ (2.261)

(M: Sonnenmasse; y: Newton’sche Gravitationskonstante (6,67 - 10711 m’ kg™! s7%)).

Wir wollen zur expliziten Losung des Problems jedoch nicht das allgemeine Ver-
fahren des letzten Abschnittes wéhlen, sondern eine direktere Integration vorziehen.
Wir fithren dazu eine neue Variable
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ein und versuchen zunéchst, s als Funktion von ¢ zu bestimmen:

ds d(l)dt_ Fl F mr?

dp dt\r)de ¢ 1L
. L ds
=>r=———. (2.262)
m de

Mit V(1/s) = V(s) = —y m M s wird aus (2.260):

L? ds \* A
py [(@) +5 i| +V(s) =E. (2.263)

Wir differenzieren diese Gleichung noch einmal nach ¢:

L_Z[ ds d%s ds] dV ds

— 25— [+ —— =
2m | de de? Sdgo ds de
Daraus folgt:
d?s N m dV » M (2.262)
_ = - = —_— . 2.2
d¢? T "D 4

Dies ist eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Die allgemeine Losung
der zugehoérigen homogenen Gleichung lautet:

so(@) = asing + fcosg .
Eine spezielle Losung erkennt man unmittelbar:
M
s1(p) = ymzﬁ .

Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung 2. Ord-
nung:

M
s(gp) =asing + Bcosg + ymzﬁ . (2.265)

Die beiden unabhdngigen Parameter a und f§ werden durch Anfangsbedingungen
festgelegt. So fordern wir, dass der sonnennéchste Punkt (s maximal) bei ¢ = 0 liegt:

ds ! .

EP =0= (acos<p—ﬁsm<p)‘(p:0:a,
¢=0

d?s B ) B 20

d_(/)2 - = (—(XSll’l(p—,BCOS(p)‘(P:O =—f<

=p=0.
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Damit ergibt sich als Bahnkurve:

1 M
s=—-=Pcosp+ym’— . (2.266)
r L?
Wir fithren die folgenden Konstanten ein:
L2 €
k= ——— ; =—>0. 2.26
¥y M m? p k— (2267)
Damit haben wir
1 1
- =—(1+¢ecose) . (2.268)
r k

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes in Polarkoordinaten. Damit haben wir die
geometrische Form der Planetenbahnen bestimmt. Der Parameter ¢, der der positiven
Integrationskonstanten f entspricht, kann beliebige positive Werte annehmen:

e<1: Ellipse,

g=1: Parabel,

€>1: Hyperbel.

Wir wollen uns schlief3lich noch iiberlegen, wie die wesentlichen Integrationskon-
stanten L und E die Bahnform beeinflussen:

a) Ellipse

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche die Summe der Abstén-
de von zwei ,,Brennpunkten® konstant (= 2a) ist. Damit ist klar, dass a die grofle
Halbachse der Ellipse darstellt. Aufierdem gilt nach Pythagoras:

=+ = P=da-¢.

Mit (2.268) folgt fiir den ,,sonnenndchsten® Punkt

(p=0) L
ron =71 = =ag—e=
0 4 1+¢
und fiir den ,,sonnenfernsten®“ Punkt
k
n=rl@g=mn)=a+e= .
1—¢

Abb. 2.55. Charakteristische Parameter der Ellipse
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Kombiniert man diese beiden Gleichungen, so ergibt sich fiir die ,,numerische Ex-
zentrizitat“:

e
e=—.
a
Dies setzen wir in r( ein,
ka
ro=a—e= ,
ate
und finden damit
b? L2
— =k= —. (2.269)
a yMm

Damit beeinflusst der Drehimpuls L beide Halbachsen!
Den Einfluss der Energie erkennen wir, wenn wir (2.268) fiir den sonnennéchsten
Punkt formulieren:

I? mM (k 1)
E = _Y_:YmM - —— ) =

2m ré T 2r§ o
Ma2 —e?—2a(a—e)
=ym
¥ 2a(a —e)?
mM mM
:>E:—y2a :a:—YT. (2.270)

Die Energie E bestimmt damit eindeutig die grofle Halbachse a der Ellipse. Es gilt
E <0, daes sich um eine gebundene Bewegung handelt. Aus (2.269) ergibt sich damit
unmittelbar fiir die kleine Halbachse:

L
b= ——. (2.271)

~v—2mE

b) Hyperbel
Eine Hyperbelbahn wird héufig durch den

Stoflparameter d,

das ist der Abstand, in dem das Teilchen am Zentrum vorbeifliegen wiirde, wenn
keine Ablenkung stattfinde, und durch den Winkel ¢ gekennzeichnet, um den es
beim Umfliegen des Zentrums insgesamt abgelenkt wird. Wie hdngen nun diese
Gr6f8en mit L und E zusammen?

Die Asymptotenrichtungen (r — oo) sind geméaf (2.268) durch

1
COS Pop = ——
£
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\‘ﬂ/
//d Abb. 2.56. Charakteristische Parameter der
Hyperbel

gegeben. Offensichtlich gilt:

T-3=2(T-¢x) = H2 = oo — 72
Also folgt:
sin g2 = sin (@oo — 71[2) = — cOs Poo = 1[¢ .

Foo sei die Geschwindigkeit des Massenpunktes im Unendlichen. Aus dem Energie-
erhaltungssatz folgt dann:

E= %réo >0 (2.272)
und aus dem Drehimpulserhaltungssatz:
L=m|(r x 7)| = m|(roo X foo)| = md|feo .
Dies ergibt den Zusammenhang:
L*=2mEd*. (2.273)

Wie bei der Ellipse gilt auch hier fiir den sonnennéchsten Punkt 7y = 0 und ry =
k/(1 + €) und damit fiir die Energie:

E L M1 M k !
= —ymM— = m|———| =
Zmr(z) ¥ 0 ¥ 2r§ 10

(1+€)? (l+¢) (e+1)(e—1)
=yM - —yMm—"—" "
¥ m[ 2k k AT
Daraus folgt:
5 2kE 2I°E 4E2 4 1
e -1

= = = = —1= t2 —_ .

yMm  y>M?m®  y?M?m?  sin? J[2 2
Wir haben damit fiir die Hyperbelbahn die folgenden Beziehungen fiir den Stof3pa-
rameter d und den Ablenkwinkel ¢} gefunden:

L % yMm
d= ; tan— = ——— . .
— an 5 SdE (2.274)

Energie E und Drehimpuls L legen also eindeutig d und ¢ fest. Diese Beziehungen
spielen auch in der Atomphysik eine Rolle, da die Ablenkung geladener Teilchen am
positiven Atomkern durch denselben Potentialtyp afr bewirkt wird.
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¢) Kurvendiskussion
Wir schlieflen mit einer anschaulichen Diskussion der Bewegungstypen im Gravita-
tionspotential (s. Abb. 2.57).

Es konnen genau die Bereiche vom Massenpunkt erreicht werden, fiir die

Vet (1) L "<k (2.275)
r) = —y— 2.2
eff 2m7’2 Y r — 75

gilt. Der Drehimpuls sorgt fiir einen abstoflenden Beitrag zum Potential, der fiir

kleine r dominiert.

Fiir negative Energien (E = E;) ist immer nur ein endlicher Wertebereich fiir den
Betrag des Ortsvektors zugelassen. Denken wir an einen Satelliten, so bleibt dieser
also stets im Anziehungsbereich der Erde. Er sollte natiirlich auch nicht in die Er-
de eindringen, deshalb muss der Bereich r < R durch einen hinreichend grofien
Drehimpuls ausgeschlossen sein. Dieser Mindestdrehimpuls ist einer Mindestge-
schwindigkeit tangential zur Erdoberfliche dquivalent. Daraus folgt:

1. kosmische Geschwindigkeit:
vy =79kms™! . (2.276)

Um den Anziehungsbereich der Erde zu verlassen, bendtigt der Satellit mindestens
die Energie E = 0. Auf der Erdoberfliche hat er die potentielle Energie —y%, wobei
die Erdanziehungskraft m g = y”;z—lz\/[ betrdgt. Daraus folgt:

m 2
OZEvz—ng.

Der Satellit benétigt also als Mindestanfangsgeschwindigkeit die

2. kosmische Geschwindigkeit:

vy =/2¢gR=11,2 kms™!. (2.277)

Abb. 2.57. Das zum Gravitationspotential gehorige effektive Potential fur zwei verschiedene Werte

des Drehimpulses L
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d) Kepler'sche Gesetze

Erinnern wir uns schlussendlich noch an die Kepler’schen Gesetze, die wir in diesem

Kapitel in verallgemeinerter Form abgeleitet haben:

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne

steht.

2. Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten

gleiche Flachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie Kuben der

grof3en Achsen der Ellipsen.

Die Gesetze 1. und 2. folgen, wie wir gesehen haben, aus dem Energie- und Drehim-

pulserhaltungssatz. Gesetz 2. ist der Fldchensatz, Gesetz 3. haben wir bisher noch

nicht gezeigt. Die Gesamtflache der Ellipse betrdgt

d
s=mab= r—s =7— (t : Umlaufzeit)

dt 2m

2 mbPam?  AmPmlk  Am?
i — = = =

3 124 = 12 yM = const .

Bei dieser Ableitung haben wir noch den Flachensatz (2.251) ausgenutzt.

© 2.5.1 Aufgaben

(2.278)

Aufgabe 2.5.1 Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte M = (x, y), fiir
die die Summe der Entfernungen zu zwei gegebenen festen Punkten F; = (e, 0)

und F, = (—¢,0) (F;, F»: Brennpunkte) konstant ist (= 2a) .

M b

b Abb. 2.58. Charakteristische Parameter der Ellipse

1. Driicken Sie b durch a und e aus.
2. Bestimmen Sie die Ellipsengleichung in kartesischen Koordinaten.

3. Bestimmen Sie die Ellipsengleichung in Polarkoordinaten, d. h., bestimmen
Sie r = r(¢). Verwenden Sie dazu die Grofen k = b?*faund & = efa < 1 (e

Exzentrizitit).
4. Bestimmen Sie die Parameterform (x) = <f Et)> der Ellipse.
Y g\t

5. Betrachten Sie als Sonderfall den Kreis.
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Aufgabe 2.5.2 Ein Teilchen der Masse m besitze in einem Kraftfeld das Po- 2.5.2
tential

1. Was kann iiber Kraft, Energie und Drehimpuls allgemein gesagt werden?
2. Zeitnullpunkt und Koordinatensystem werden so gewahlt, dass fiir a > 0
(abstoflendes Potential)

Tmin = 7’(1’ = 0) > Qo(rrnin) =0

gilt. Berechnen Sie 71y, als Funktion von L und E.

3. Bestimmen Sie die Funktion r = r(¢) und die Bahn r = r(¢) fiir E > 0 und
a > 0. Welche Bahn ergibt sich fiir den Spezialfall o = 0?

4. Wann ergibt sich fiir ein attraktives Potential (¢ < 0) eine gebundene
Bewegung? Bestimmen Sie fiir diesen Fall ry,y.

5. Berechnen Sie mit der Anfangsbedingung r(t = 0) = ryax die Zeit tp, nach
der das Teilchen im Zentrum r = 0 landet.

6. Berechnen Sie die Bahnkurve r = r(¢) mit ¢(rmax) = 0.

Aufgabe 2.5.3 Man bezeichnet den Vektor 2.5.3
A= (r‘ X L) + V(r)r (L: Drehimpuls)

als zum Zentralpotential V(r) gehdrigen Lenz-Vektor.
1. Zeigen Sie, dass fiir das Potential

V(r) = ¢ (¢ >0, Kepler, Coulomb)
r

der Lenz-Vektor eine Erhaltungsgrofie ist.
2. Berechnen Sie den Betrag von A.
3. Stellen Sie mit Hilfe des Lenz-Vektors die Bahngleichung in der Form

1 1l+ecosg
ro k

auf und driicken Sie die Parameter k und € durch die Masse m, die Konstan-

(p=<(A,r))

te a, die Gesamtenergie E und den Drehimpuls L aus. Hinweis: Diskutieren
Sie den Skalar A - r.



254

255

260

2. Mechanik des freien Massenpunktes

Aufgabe 2.5.4

1.

Wie lautet das effektive Potential Vg (r) fiir die Bahn eines Erdsatelliten
der Masse m? Der Erdsatellit bewege sich auf einer Kreisbahn. Bestimmen
Sie den Radius Ry als Funktion der Umlauffrequenz des Satelliten. Welcher
Radius ergibt sich fiir eine geostationdre Bahn?

Der Satellit bewege sich im Anziehungsbereich der Erde. Bestimmen Sie
die erste kosmische Geschwindigkeit als die Mindestgeschwindigkeit tan-
gential zur Erdoberfliche, die notwendig ist, damit der Satellit nicht in den
Erdbereich zuriickstiirzt!

Welche Mindestanfangsgeschwindigkeit (zweite kosmische Geschwindigkeit)
muss dem Satelliten erteilt werden, damit er den Anziehungsbereich der
Erde verlassen kann?

Aufgabe 2.5.5 Fiir ein konservatives Zentralkraftfeld

sei die Bahnkurve r = r(¢) gegeben. Uber diese lésst sich auf f(r) schliefen.

1.

Verifizieren Sie den Zusammenhang

2 (&% 2 /dr\?
f“:ﬁ(d—gof?(d—q)) )

L ist der Drehimpulsbetrag.
Die Bahnkurve sei eine Ellipse mit dem Kraftzentrum in einem ihrer Brenn-
punkte. Zeigen Sie, dass

1
(r) « ==
£l o< ==
sein muss.
Die Bahnkurve sei durch
r=rge ¥

gegeben. Was folgt fiir f(r)?
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Aufgabe 2.5.6 2.5.6
1. Zeigen Sie, dass die Kraft

o
Fry=——e, ; a>0;n>1
ri’l

konservativ ist!

2. Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L eines Teilchens der Masse m im Kraft-
feld F aus 1. eine Erhaltungsgrofle ist. Was folgt daraus fiir die Bewegung
des Teilchens?

3. Bringen Sie fiir das Feld F aus 1. den Energiesatz in die Form
m
5= 5 P + Vete(r) .

Welche Gestalt hat das effektive Potential Vg(r)?

4. Bestimmen Sie, unter welchen Bedingungen bzgl. n das Teilchen sich auf
einer stabilen Kreisbahn (r = r() bewegen kann. Berechnen Sie den Radius
T‘()!
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2.6 Kontrollfragen

Zu Abschn. 2.1

1.

Was bedeutet der Begriff Massenpunkt?

2. Was leistet die Kinematik?

3. Was versteht man unter der Bahnkurve, dem Ortsvektor, der Geschwindigkeit
und der Beschleunigung eines Massenpunktes?

4. Wie lauten die Komponenten der Geschwindigkeit eines Massenpunktes in
Zylinder- und Kugelkoordinaten?

5. Geben Sie den Orts- und den Geschwindigkeitsvektor fiir die gleichférmig ge-
radlinige und die gleichmiflig beschleunigte Bewegung des Massenpunktes an.

6. Was bedeutet gleichférmige Kreisbewegung?

Zu Abschn. 2.2

1. Formulieren Sie die Newton’schen Axiome.

2. Was versteht man unter trdger und schwerer Masse? In welchem Zusammenhang
stehen diese?

3. Welches Gesetz bezeichnet man als die dynamische Grundgleichung der Klassi-
schen Mechanik?

4. Was ist eine Zentralkraft?

5. Was ist ein Inertialsystem?

6. Was versteht man unter einer Galilei-Transformation?

7. Definieren Sie den Begriff Scheinkraft.

8. Erldutern Sie die Bedeutung der Coriolis-Kraft und der Zentrifugalkraft.

Zu Abschn. 2.3

1. Wie lautet die Bewegungsgleichung der kréftefreien Bewegung?

2. Welche Bewegungsform vollzieht der Massenpunkt im homogenen Schwerefeld?

3.  Wie hidngt die Endgeschwindigkeit eines Korpers der Masse m, der mit der
Anfangsgeschwindigkeit Null in der Hohe h im Schwerefeld der Erde losgelassen
wird, beim Aufprall auf der Erde von der H6he / und von der Masse m ab?

4. Was versteht man unter einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung?

5. Formulieren Sie ein allgemeines Losungsverfahren fiir lineare, inhomogene Dif-
ferentialgleichungen.
Was sind die gebrduchlichsten Typen von Reibungskréften?
Wie lautet die Bewegungsgleichung eines materiellen Kérpers im Schwerefeld
der Erde unter dem Einfluss von Stokes’scher Reibung? Um welchen Typ Diffe-
rentialgleichung handelt es sich dabei? Geben Sie eine spezielle Lésung an.
Was versteht man unter dem ,,mathematischen Pendel?
Was bedeutet Fadenspannung?

10. Wie lautet die Schwingungsgleichung des Fadenpendels?
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Erldutern Sie am Beispiel des Fadenpendels die Begriffe Schwingungsdauer,
Frequenz und Kreisfrequenz!

12. Wie kann man mit Hilfe des Fadenpendels die Gleichheit von trager und schwerer
Masse demonstrieren?

13. Wie ist die Einheit i der imagindren Zahlen definiert?

14. Was versteht man unter der Polardarstellung einer komplexen Zahl?

15. Wie lautet die Euler’sche Formel?

16. Definieren Sie den harmonischen Oszillator und nennen Sie verschiedene Reali-
sierungsmoglichkeiten. Was versteht man unter seiner Eigenfrequenz?

17. Stellen Sie die Bewegungsgleichung des freien, geddmpften, linearen harmoni-
schen Oszillators auf (Stokes’sche Reibung). Wann liegt der Schwingfall, Kriech-
fall oder aperiodische Grenzfall vor?

18. Zeichnen Sie qualitativ fiir den aperiodischen Grenzfall die Losung x(f) des
gedampften harmonischen Oszillators. Wie viele Nulldurchgénge sind moglich?

19. Wannist der harmonische Oszillator rascher geddmpft, im aperiodischen Grenz-
fall oder im Kriechfall?

20. Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir den linearen, geddmpften, harmonischen
Oszillator bei Einwirkung einer zeitabhéngigen duf3eren Kraft F(¢) auf. Nennen
Sie eine mechanische und eine nicht-mechanische Realisierung.

21. Erldutern Sie den Begriff Resonanz. Wie héngt die Resonanzfrequenz mit der
Reibung zusammen? Zeichnen Sie qualitativ das Verhalten der Schwingungsam-
plitude als Funktion der Frequenz der erregenden, periodischen Kraft.

22. Was versteht man unter Phasenverschiebung? Wie héngt diese beim gedampften
Oszillator von der Frequenz der erregenden, periodischen Kraft ab?

23. Leiten Sie durch Integration der dynamischen Grundgleichung einer eindimen-
sionalen Bewegung die Begriffe Arbeit, potentielle und kinetische Energie, Ge-
samtenergie her. Definieren Sie damit klassisch erlaubte bzw. klassisch verbotene
Bewegungsbereiche.

24. Diskutieren Sie mit Hilfe des Potentials qualitativ die eindimensionale Bewegung
des Massenpunktes.

Zu Abschn. 2.4

1.  Welche Arbeit muss geleistet werden, um einen Massenpunkt im Feld F =
F(r,7 ,t) um die Strecke dr zu verschieben? Diskutieren Sie insbesondere das
Vorzeichen.

2. Von welchen Faktoren ist die Arbeit bei einer Verschiebung tiber endliche Weg-
strecken abhdngig?

3. Wieist die Leistung P definiert? Welche Dimension besitzt diese?

4.  Wann heiflen Kréfte konservativ? Nennen Sie einige Kriterien.

5. Was versteht man unter dem Potential einer Kraft?

6. Wie lautet der Energiesatz?
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Wie lautet das Potential des raumlich isotropen harmonischen Oszillators?
Definieren Sie Drehimpuls und Drehmoment.

9. Untersuchen Sie am Beispiel der geradlinig gleichférmigen Bewegung, ob der
Drehimpuls eine reine Teilcheneigenschaft ist. Wie hdangt L vom Bezugspunkt
ab?

10. Wie lautet der Drehimpulssatz?

1. Wann ist eine Zentralkraft konservativ?

12. Wann gilt Drehimpulserhaltung?

13. Worin besteht die Aussage des Flachensatzes?

14. Wie kann man aus dem Drehimpuls- und dem Energiesatz ein allgemeines Ver-
fahren zur Losung der Bewegungsgleichung formulieren?

Zu Abschn. 2.5

1. Welchem Potentialtyp unterliegt die Planetenbewegung?

2. Von welcher geometrischen Form sind die Planetenbahnen?

3. Wie bestimmen bei einer Ellipsenbahn Drehimpuls L und Gesamtenergie E die
beiden Halbachsen?

4. Wodurch ist die Hyperbelbahn gekennzeichnet?

5. Was bedeutet der Stoflparameter d?

6. Wie hdngen Stof8parameter d und Ablenkwinkel ¢ mit L und E zusammen?

7. Welche Bedeutung haben die erste und zweite kosmische Geschwindigkeit?

8. Wie lauten die Kepler’schen Gesetze?
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3 Mechanik der Mehrteilchensysteme

Die meisten realistischen physikalischen Systeme setzen sich aus vielen Einzelteil-
chen zusammen, die sich gegenseitig beeinflussen, d.h. miteinander wechselwirken.
Man denke an die Atome eines Festkorpers, an ein mehratomiges Molekiil, an das
Planetensystem der Sonne, ... In der Regel ist es unzweckméflig bis unmaéglich, die
Bewegungsgleichung eines jeden Massenpunktes des Vielteilchensystems gesondert
zu diskutieren. Man fasst die Teilchen deshalb zu

Massenpunktsystemen

zusammen und versucht, Aussagen iiber das Gesamtsystem abzuleiten. N sei die
Gesamtzahl der Massenpunkte, die wir von i = 1 bis i = N durchnummerieren:

m; : Masse des i-ten Teilchens ,
r; : Ortsvektor des i-ten Teilchens ,
F; : auf Teilchen i wirkende Gesamtkraft ,
F{®™ : auf Teilchen i wirkende dufere Kraft ,

Fj; : von Teilchen j auf Teilchen i ausgeiibte Kraft (innere Kraft) .
Man unterscheidet innere und duflere Krifte. Unter ,,inneren“ Kriften versteht man
die von den Teilchen des Massenpunktsystems aufeinander ausgeiibten Krifte. ,,Au-
Bere“ Krifte haben ihren Ursprung auflerhalb des Systems, z. B. die Schwerkraft. Wir
bezeichnen das Massenpunktsystem als abgeschlossen, wenn keine dufleren Kréfte
vorliegen. In der Mechanik, eigentlich in der gesamten Physik, betrachtet man als
innere Kréfte nur Zweikorperkrifte, die ausschliefllich von den Lagen und eventuell
den Geschwindigkeiten zweier Teilchen abhdngen.

Fiir jeden einzelnen Massenpunkt gilt natiirlich die Newton’sche Bewegungsglei-
chung:

m;¥; = F; = Fl(ex) + ZFij . (3.1)
j

Wichtig fiir die Behandlung der inneren Kréfte ist das dritte Newton’sche Axiom:
Fij=-Fji; F;j=0. (3-2)

Wir diskutieren zunichst einige Erhaltungssitze, die angeben, unter welchen Bedin-
gungen gewisse mechanische Gréf3en zeitlich konstant sind.

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1.
DOI 10.1007/978-3-642-12948-3 © Springer 2011
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31 3.1 Erhaltungssitze
3.1.1 Impulssatz (Schwerpunktsatz)
Wir summieren die Bewegungsgleichung (3.1) fiir alle N Teilchen auf. Dabei fillt der
Beitrag der inneren Kréfte heraus:
1
ZFZ']' = 2 Z (Fij + Fﬁ) =0. (3.3)
i, ] i, ]
Damit bleibt:
N N
Y = YR
i=1 i=1
Dieser Gleichung geben wir eine einfache Gestalt durch folgende Definitionen:
3.1.1 Definition 3.1.1

M = Z m; : Gesamtmasse , (3.4)
i
1 .
R= i Z m;r; : Massenmittelpunkt, Schwerpunkt , (3.5)
i
pP= Z m;f; : Gesamtimpuls, (3.6)
i
F) = ZFgeX) : Gesamtkraft . (3.7)
i
Damit folgt:
MR =Y "F) = F*9 (3.8)
i
Das ist der
Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines Massenpunktsystems bewegt sich so, als ob die gesamte
Masse in ihm vereinigt ist und alle dufleren Kréfte allein auf ihn wirken.

Die inneren Kréfte haben auf die Bewegung des Massenzentrums keinen Einfluss.
Der Schwerpunktsatz liefert nachtriglich die Rechtfertigung fiir die Einfithrung des
Massenpunktbegriffs. So weit man sich nicht fiir Details der Bewegungen der Ein-
zelteilchen interessiert, kann man die Gesamtbewegung tatséchlich durch die eines
Massenpunktes, ndmlich des Schwerpunktes, ersetzen.



3.1 Erhaltungssitze 269

Der Schwerpunktsatz entspricht dem Impulssatz des N-Teilchensystems:

p=F (3.9)

Impulserhaltungssatz:

F) =0 < P = const . (3.10)

Bei verschwindender duf3erer Gesamtkraft bleibt der Gesamtimpuls nach Richtung
und Betrag konstant.

Beispiele
1) Explodierende Granate: Bewegung des Massenzentrums bleibt von der Explosion
unbeeinflusst.

2) Rakete: Ausstof der Abgase wird durch die Vorwértsbewegung der Rakete kom-
pensiert.

3.1.2 Drehimpulssatz
Wir definieren als Gesamtdrehimpuls des N-Teilchensystems:

N N
= Z Z rl X rl . (3.11)
i=1
Fiir seine Zeitabhingigkeit gilt:

I;:Zmi[(fixfl (ri x )] Zml ri X t; —Z(T‘iXFi)Z
- -
= Z(r,- xFl(-eX)> +Z(1‘i x Fjj) .
i

i,]

Wir konnen auch hier zeigen, dass der Beitrag der inneren Kréfte herausfillt:

Z(riXFi]‘):%Z[(riXFij)ﬂL(rJ‘XFﬁ)]:%Z(rijxpij)zo'

i, ] i, ] ij

Abb. 3.1. Der Differenzenvektor r;; fiir die Berechnung des

[
~

Beitrags der inneren Krafte zum Gesamtdrehimpuls
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In der Regel haben die Zweikorperkrifte die Eigenschaft:
Fij ~ rij .
Mit
M l(ex) = <r,- X Fgex)) dufleres Drehmoment (3.12)
haben wir damit den Drehimpulssatz abgeleitet:

N N
d
Ry g . (ex)) — (ex) _ pplex)
als ; (r’ x F; ) > M =M (3.13)

i=1
Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses entspricht der Summe der dufleren
Drehmomente. Die inneren Kréfte haben keinerlei Einfluss.
In einem abgeschlossenen System gilt der Drehimpulserhaltungssatz:
M =0 & L = const. (3.14)

Manchmal ist eine Zerlegung des Drehimpulses in Relativ- und Schwerpunktanteil
sinnvoll:

L:Zmi(rixr'i)zzmi[(R”i) x (R+7i)] =
:Zmi[(RxR)+(Rxf'i)+(fi><R)+(fiXf.i)] :

m.

MZ  Abb.3.2. Festlegung des Massenzentrums

Nun ist
Zmii‘i:Zmiri—ZmiRzMR—MR:O.
i i i

Damit bleibt dann

N
L:(RXP)+Z(fix13i)=LS+Lr. (3.15)
i=1
Drehimpuls der im Massenzentrum

Ly = (R x P) : konzentrierten Gesamtmasse, bezo- (3.16)

gen auf den Koordinatenursprung

L - i (7 1_’1') : Gesamtdrehimpuls der N Teilchen , (317)
=1

bezogen auf das Massenzentrum ,
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Anders als beim Gesamtimpuls (3.6) ist der Gesamtdrehimpuls nicht ausschlie3lich
durch Schwerpunktkoordinaten ausdriickbar.

3.1.3 Energiesatz
Wir multiplizieren die Bewegungsgleichung (3.1) der einzelnen Massenpunkte skalar
mit 7; und summieren auf

Zmi(fi‘fi) :ZFi";i-
i i

Auf der linken Seite steht die Zeitableitung der kinetischen Gesamtenergie:

| N
)
T = 2 ;1 mirs . (3.18)

Falls F; eine konservative Kraft ist, d.h.
r?tFizo; i=1,2,..,N (3.19)
gilt, so lasst sich ein Potential V' definieren mit
Fi=-VV(r,...rN) » (3.20)

wobei der Index i darauf hindeutet, dass die partiellen Ableitungen lediglich die
Koordinaten des i-ten Teilchens betreffen. Dann gilt aber auch

dv
F;-fi=— ViV)e#tj=——. 21
Xi: i*ri XZ: ( i ) i dz (3.21)
Wir wollen den Sachverhalt wie beim Einzelteilchen dadurch verallgemeinern, dass
wir die Kréfte in konservative und dissipative einteilen, wobei nur fiir erstere (3.21)
gilt. Wir erhalten dann den

Energiesatz:

N

d .
" (T+V) =) F¥9.4. (3.22)
i=1

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie eines Massenpunktsystems E = T + V ist
gleich der Leistung der dissipativen Kréfte. Bei Fehlen von dissipativen Kréften gilt
der

Energieerhaltungssatz:

T+V =E=const, falls Fl(diss) =0 Vi. (3.23)
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Es ist zweckmaéfig, auch das Potential beziiglich innerer und duferer Beitrage aufzu-
spalten.

Die zwischen den Teilchen 7 und j wirkenden Zweikorperkrifte Fj; = —Fj; sind in
allen bekannten relevanten, physikalischen Fillen als konservativ anzunehmen. F;;
ist die vom Teilchen j auf Teilchen i ausgeiibte Kraft. Wahlt man den momentanen
Ort des Teilchens j als Koordinatenursprung (Kraftzentrum), so handelt es sich
bei F;j um eine Zentralkraft, die zudem konservativ sein mége. Dann kann das
Wechselwirkungspotential Vj; nur vom Teilchenabstand

rij = |ri — 1| (3.24)
abhéngen:
Vij = Vij (ri- 1) = Vi (ri)
= Vi=Vi, Vi=0. (3.25)
Mit
o o0 0
vl = N 02N 2N )
ox; dy; 0z
o o0 0
Vij = PR )
oxjj 9yij 9z
Xij = Xi = Xjy ...
folgt:
Vii=Vii
Fijj = _Vivij = —V,']'V,'j = +VjVij =" —Fj. (3.26)
Dies bedeutet:

1 1
ZFij":i = EZ(Fij";i"'Fﬁ'fj) = EZFij'fij =
i, ] L]

i,]

1 1d
=== VViedj=—o— > Vj. (3.27)
2 ¥ 2dt ¥

Die auf Teilchen i wirkende duflere Kraft ist von den Koordinaten der anderen Mas-
senpunkte natiirlich unabhéngig. Ist sie zudem konservativ, so kann das zugehorige
Potential auch nur von r; abhdngen:

Vi=V; (1‘1‘) ; Fl(ex) =-V;Vi. (3.28)

Dies bedeutet:

ZF§€X)-fi=—ZVi"i‘fi:_%Z‘/i' (3.29)
i i

i
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Fiir das in (3.22) und (3.23) verwendete Gesamtpotential gilt damit schlussendlich:

1
V(ri,.. ZV ri) EZV"J' (rij) - (3.30)
i»j

i=1

3.1.4 Virialsatz

Durch die Teilchenbewegungen in Massenpunktsystemen werden fortwihrend kine-
tische und potentielle Energie ineinander umgewandelt. Man denke an harmonische
Oszillatoren, die in den Umkehrpunkten nur potentielle Energie besitzen, wahrend
beim Durchgang durch die Nullagen die kinetischen Energien maximal werden. Der
Virialsatz macht eine Aussage dariiber, wie grof3 im zeitlichen Mittel die kinetischen
und potentiellen Beitrdge zur Gesamtenergie sind. Wir multiplizieren zunéchst die
Bewegungsgleichungen skalar mit r;:

Zmi (i‘i-r,-) = ZFi-ri .
i i
Dies ldsst sich wie folgt umformen:
d
Zami (f,’°ri) —Zmifz-z = —Zviv-ri . (3.31)
i i i

Wir beschranken uns hier auf konservative Krifte.
Der zeitliche Mittelwerteiner beliebigen Zeitfunktion f(¢) ist wie folgt definiert:

= lim —ff t)dt . (3.32)

T—>00 T

Diese Vorschrift wenden wir nun auf den ersten Summanden in (3.31) an:

(S etel) - S [ o ionr-

T

.1 .
= Amg [Z mi (7 ri)}

Wenn wir uns auf Bewegungen beschrdnken, die in einem endlichen Raumgebiet
ablaufen (hyperbolische Kometenbahnen seien z.B. ausgeschlossen) und deren Ge-
schwindigkeiten endlich bleiben, so verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung.
Es bleibt dann nach der Mittelung von (3.31):

= <Z rie ViV> : (3.33)

Die rechte Seite bezeichnet man als Virial der Kréfte. Der Virialsatz (3.33) besagt

0

dann, dass unter den getroffenen Annahmen der zeitliche Mittelwert der kinetischen
Energie gleich dem halben Virial des Systems ist.
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Besondere Aussagen lassen sich fiir abgeschlossene Systeme

3.2

1
V(i) = 5 2 Vi (1) (3:34)
]
ableiten, wenn das innere Potential Vj; sich als
Vii=ajjrii; mel (3.35)
schreiben lédsst. Dann folgt (Beweis?):
Y oreViV=mV, (3.36)
i
womit sich der Virialsatz zu
2(T) =m (V) (3.37)
vereinfacht.
Beispiele
1
1) gekoppelte Oszillatoren (V,-j = Ekj riz]):
m=2= (T)=(V) . (3.38)
2) Coulomb- bzw. Gravitationspotential (Vij = ﬁ):
Ti]‘
m=-1=2(T)=—(V) . (3.39)
Damit gilt fiir die Gesamtenergie:
E=(T)+ (V) =—(T) (3.40)

Die Gesamtenergie ist also unter der Annahme, dass die Bewegung auf einen endli-

chen Raumbereich beschrénkt ist, stets negativ (gebundene Bewegung).

3.2 Zwei-Teilchen-Systeme

3.2.1 Relativbewegung

Wir wollen nun als wichtigen Spezialfall unserer Betrachtungen des letzten Abschnit-

tes ein System aus zwei Massenpunkten diskutieren. Dazu fithren wir geméf (3.5)

eine Schwerpunktkoordinate

miry + mpry

my + my

(3.41)
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und eine Relativkoordinate

r=r;—n (3-42)

ein. Die Ortsvektoren der beiden Teilchen r; und r, ergeben sich hieraus zu:

)

rn=R+—r, .

1 i (3.43)
n

rn=R——r. .

2 i (3.44)

MZ
7 =(m;/M)r

Abb. 3.3. Schwerpunkt- und Relativkoordinaten
2 zweier Massenpunkte

Wir transformieren die gekoppelten Bewegungsgleichungen fiir r; , in solche fiir r
und R. Nach dem Schwerpunktsatz (3.8) gilt zunéchst:

MR = F¢) | (3.45)
Fiir die Relativkoordinate finden wir:

B BY Fo Fu

F=r—# = .
mj my n ny

Definition 3.2.1: Reduzierte Masse:

1 1 1 mimnyp
—=—+ —<4$=p=—". (3.46)
i my my my + my

Damit gilt fiir die Relativbeschleunigung:

(ex) (ex)

. F F 1

F=—— -2 4 _Fp. (3.47)
mi myp 2

In einem abgeschlossenen System (Fz(ex) = 0) entkoppeln die beiden Bewegungs-
gleichungen (3.45) und (3.47) vollstindig. Nur dann ist die Aufspaltung in Relativ-
und Schwerpunktanteile sinnvoll:

P = MR = const, (3.48)

Fp=pi~r. (3.49)

Die Relativ-Bewegung erfolgt also so, als ob sich die reduzierte Masse pim Zentralfeld
Fy, (Ursprung in r,!) bewegt (= effektives Ein-Teilchen-Problem!).

3.2.1
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Mit (3.43) und (3.44) konnen wir auch die kinetische Energie T in einen Relativ-
und einen Schwerpunktanteil zerlegen. Man findet nach einfacher Rechnung:

T=Ts+T;,
1 .2

Ts = EMR , (3.50)
|

Tr = 5].11'2 .

Nehmen wir noch an, dass simtliche Krifte konservativ sind, so lisst sich wie in
(3.30) ein Potential definieren:

2 2
1
V(ri,r) = Z Vi(ri) + 2 Z Vii(r)
ic1 =1
Fz(eX) =-V,V; (ri) ,
Fjj=-V;Vij.

Dies fiihrt fiir die Gesamtenergie E zu:

E=Es+E;,
Es=Ts+ Vi +Vy, (3.51)
E =T+ Vip,

wobei fiir abgeschlossene Systeme V; = V, = 0 zu setzen ist. Analog ldsst sich auch
der Drehimpuls zerlegen. In (3.15) hatten wir bereits gefunden:

L=1L +L, (3.52)
Li=(RxP)=M (RxR) . (3.53)

Den Relativanteil (3.17), der den auf das Massenzentrum bezogenen Drehimpuls des
Massenpunktsystems wiedergibt, formen wir fiir das Zwei-Teilchen-System noch
etwas um:

Lr:Zmi(fiXi:i) =
i
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Dies ergibt:
L =p (r X 1‘) . (3.54)

In einem abgeschlossenen System lassen sich also alle relevanten Gréf3en in Schwer-
punkt- und Relativanteile zerlegen. Aus dem urspriinglichen Zwei-Teilchen-Problem
wird ein effektives Ein-Teilchen-Problem.

3.2.2 Zweikorperstof3

Als Stof oder Streuung bezeichnet man die Wechselwirkung zweier Massenpunkte
mj und my, die selbst ein abgeschlossenes System darstellen. Von der Wechselwirkung
nehmen wir an, dass das zugehorige Potential nur vom Abstand der Teilchen abhadngt
und hinreichend kurzreichweitig ist. Bei grofem Abstand der Teilchen werde das
Wechselwirkungspotential V' unwirksam. Einzelheiten, die Wechselwirkungsphase
betreffend, sind in der Regel nicht verfiigbar. Trotzdem lassen sich Aussagen iiber die
Bewegung der Korper nach dem Stofy machen, da die inneren Krifte die Bewegung
des Schwerpunktes nicht beeinflussen. Auflerhalb des Wechselwirkungsbereiches
bewegen sich die beiden Korper kréftefrei und deshalb geradlinig gleichférmig.

m

V#0

Abb. 3.4. Schematische Skizzierung des Sto3prozesses

zweier Massenpunkte

Wir nehmen an, dass die Anfangsimpulse p;, p, bekannt sind, und suchen nach
allgemeinen Aussagen iiber die Endimpulse p, p}. Zahl und Masse der Teilchen
sollen wihrend des Stof3prozesses nicht gedndert werden (nicht-reaktive Stof3e).

Zur Untersuchung von Stof3prozessen benutzt man zwei verschiedene Bezugssys-
teme. Experimentiert wird im

Laborsystem 27,
theoretisch einfacher zu handhaben ist das
Schwerpunktsystem X,

in dem der Massenmittelpunkt als ruhend angenommen wird. Die Umrechnung
zwischen den beiden Systemen ist einfach:

ri, ¥; : Geschwindigkeiten in 3y, ,

Fis r'.; : Geschwindigkeiten in Xs .
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Es gilt der Zusammenhang:
Fi—f =i =R, (355)
RsZO; Rs=0. (3.56)

Da wir ein abgeschlossenes System voraussetzen, ist X ein Inertialsystem. Entschei-
dende Hilfen bei der Untersuchung von Stoflen liefern Energie- und Impulssatz, die
wir jetzt fiir die beiden Bezugssysteme formulieren wollen:

(> a) Impulserhaltung
Die Impulserhaltung gilt in beiden Bezugssystemen, da 2 ein Inertialsystem ist:

L i p1+p2=p)+p5=P=const,
35 i pythy=py+py=0 (131' = mi’_:i) . (3:57)
Dies bedeutet:
pi=-Py; P\=-D- (3.58)

Der Impulssatz liefert genau drei Bestimmungsgleichungen fiir die sechs Unbekann-
ten p', ph.

(> b) Energieerhaltung

+Q, (3.59)

2 p2 2 p
L ZZW!':ZZM'

2
5 221;’11 :Zfi;l +Q. (3.60)

Die Groflen Q und Q beriicksichtigen die Umwandlung mechanischer Energie in
andere Energieformen wiahrend des Stofiprozesses. Wir zeigen zunichst, dass Q = Q
gilt:

Q= Zz;i (03~ p2) = 5 Y i~ #2) =
= %Zml |:(1_:i+RL)2— (f‘;+RL)2j| =
= Qe+ Y mi (=) Ry =

:6, da Zmiﬁ:Zm,’i‘QZO.
i i
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Q = 0 : Elastischer Stof3,

Q > 0 : inelastischer (endothermer) Stof3; kinetische Energie
wird in innere Energie der Stofipartner verwandelt
(Anregung der Stoflpartner),

Q < 0 : inelastischer (exothermer) Stof3, innere Energie wird
in kinetische Translationsenergie verwandelt

(Abregung der Stof3partner).
Aus (3.58) folgt:

YY) 22 2
Pi=P2; Py =P5> (3.61)
sodass wir den Energiesatz (3.60) im Schwerpunktsystem auch in die Form

7B

Tr -
2p 2p

+Q=T,+Q (3.62)

bringen koénnen. Das gilt gleichermaflen fiir i = 1 und i = 2. Damit liefert der
Energiesatz eine weitere Bestimmungsgrofe. Er legt den Betrag von p), fest:

p;=4/P} —2pQ. (3.63)

Die Richtungist noch frei, d. h. zwei Bestimmungsgréfen (zwei Winkel!) fehlen noch.
Diese sind nur bei genauer Kenntnis des Stof8prozesses verfiigbar.

Q=0 Q>0 Q<0

Abb. 3.5. Streuwinkel und Impulse vor und nach dem elastischen (links), inelastisch endothermen

(Mitte), inelastisch exothermen StoB (rechts) zweier Massenpunkte

In Abb. 3.5 bezeichnet & = < (p,, p}) den Streuwinkel in Js. Dieser kann beliebige
Werte annehmen:

0o<d<m.

Ferner brauchen die p;, p>- und p/, p,-Ebenen in 3y, natiirlich nicht iibereinzustim-
men. Der Azimutalwinkel @ ist deshalb ebenfalls unbestimmt.
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3.2.3 Elastischer Stof3

Wir wollen den Spezialfall Q = 0 noch etwas genauer untersuchen. Dabei machen
wir die iibliche Annahme, dass einer der beiden Partner vor dem Stof3 ruht (ruhendes
Target):

r) = 0; fz =0.
Dies bedeutet:

pi=P; p>=0. (3.64)
Mit (3.55) gilt fiir die Impulse nach dem Stof3:
. _ m _
Py =mRL+ p| = Mlpl +p1 - (3.65)
Aus dem Impulssatz (3.57) folgt noch:
m .
Ph=pi=pi = P (3:66)
Damit sind die Impulse p| , bis auf den Summanden p; festgelegt. Es fehlen also noch
drei Bestimmungsstiicke. Fiir p} konnen wir mit (3.63) noch den Betrag festlegen:
Py = p1. Wegen
M

p1=m (7 +RL) =p + %Pl = m—2P1 (3.67)

folgt

_/ _ my

Pr=pr=7-P1
Bis auf die Richtung von p}, gegeben durch @, sind damit im Laborsystem die
Impulse nach dem Stof3 festgelegt.
In dem hier diskutierten Spezialfall des ruhenden Targets (3.64) liegen alle beteiligten
Impulse in derselben Ebene (Streuebene). Wir brauchen uns also um den Azimut

(¢ = @) nicht zu kiimmern. Der Zusammenhang zwischen den Streuwinkeln ¢+ und
& ergibt sich wie folgt:
x=pysind; y=p,cosd
in &
= tan = :;11 = SIE . (3.68)
y+ o p1 cost+y

Y
)54 _

(my /M) p{\ (my /| M)p, = Pl// Abb. 3.6. Impulse und Streuwinkel in der Streuebene
N / beim elastischen StoR zweier Massenpunkte

- - (my > my, my ruht vor dem StoR)
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Dabei haben wir definiert:

my p1 mq
=2 - .6
Y M _/1 5 (3.69)

ajy>1: m >mp
Dieser Fall ist in Abb. 3.6 dargestellt:

Bl="2pi<hp
1 Ml Ml-

Es gibt offensichtlich einen maximalen Streuwinkel yy:

o’ m 1
sinﬁmaxz%z—zz—<l
— p1 m Y
M
T
:>O§19§0max<5. (3.70)

Streuung findet also unabhéngig von der Art der Teilchen-Wechselwirkung nur in
Vorwirtsrichtung statt. Zu jedem ¢ < ¥y existieren in X5 zwei Streuwinkel % und
damit zwei Endimpulspaare p/, p).

b)y<1: m <my
Gemafs (3.67) ist nun

_ n
P> MPI .

Dies bedeutet, dass letztlich alle Streuwinkel & zwischen 0 und  méglich sind.

\ m/ap Gm/Mp ]

\ /
\ / Abb. 3.7. Impulse und Streuwinkel in der Streuebene

N ~ P 7/ beim elastischen Stol3 zweier Massenpunkte (m; < m;,

~_ _ - m, ruht vor dem StoR)

Ay=1: m =m;

Nach dem Satz von Thales betragt in diesem Spezialfall der Winkel zwischen den
beiden Endimpulsen gerade 71/2. Die beiden Teilchen fliegen, unabhingig von der
konkreten Wechselwirkung, stets im rechten Winkel auseinander.
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Abb. 3.8. Impulse und Streuwinkel in der Streuebene
beim elastischen StoR zweier Massenpunkte (m1; = m;,

my ruht vor dem Stol3)

Eine Ausnahme bildet der Zentralstof3, definiert durch
F=m. (3.71)

Dann ist offensichtlich p), = p; ; p| = 0 . Teilchen 1 ist also nach dem Stof in
Ruhe, wihrend das vor dem Stof} ruhende Teilchen 2 nun den gesamten Impuls
tibernimmt. - Fragen wir uns zum Schluss noch nach dem Energietransfer beim
elastischen Stof} im Laborsystem:

2
Vordem Stof3: T =T, = p—l, T,=0,
2m

1

2 /2
nach dem Stof8: 7' =T} + T} = P + by .
217’!1 2m2

3.2.2

Definition 3.2.2: Energietransfer
n= . (3.72)

Dies ergibt:

my p% Gesymy 1 (m% , 2my _ _,2)
=— = ="— | —=p7——=p1Pp; + =
1 my p} my p} M2 P MP Piv P

2 2
my [ m my m — m mym —
22 —2—2c0519+—2 —p 12 (l—cosé‘):
my \ M? M M M? M?

= 2% (1-cos?) . (3.73)

Maximal ist der Energietransfer offensichtlich beim Zentralstof & = 7

n(&=m)=4 m1\1417212 : (3.74)
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Bei gleichen Massen m; = mj ist n = 1, d.h., Teilchen 2 tibernimmt nach dem Stof}
die gesamte kinetische Energie von Teilchen 1.

3.2.4 Inelastischer Sto3

Der inelastische Stof ist durch Q # 0 definiert. Die kinetische Gesamtenergie ist
deshalb nach dem Stof} eine andere als vorher. Im Prinzip gelten dieselben Uber-
legungen wie beim elastischen Stof3. Die Impulsrelationen (3.57) und (3.58) éndern
sich nicht, d.h., die Bewegung des Schwerpunktes bleibt unbeeinflusst. Es gilt jedoch

nun (3.63):
p; =P} —2pQ# pi . (3.75)

M

P1=—p (3.76)

my

Wegen (3.67)

erhalten wir z. B. fiir die Gr6f3e y in (3.69):

mypr  m 21 my T
Y:M{’_,:m_ip :m_liT—rQ' (3.77)
Prom 5t —opq M2V i
Mit diesem gegeniiber (3.69) verdnderten Ausdruck fiir y sind die Fallunterscheidun-
gen des letzten Abschnittes zu wiederholen, was hier nicht im einzelnen durchgefiihrt

werden soll. y 2 1 ist nun nicht nur durch m; 2 m, realisierbar, sondern ist auch
durch Q bestimmt.

1) Einfangreaktion
Darunter verstehen wir den Fall, dass sich die beiden Teilchen nach dem Stof§ als eine
Einheit weiterbewegen. Es gibt dann keine Relativbewegung mehr:

5T =0 Q=T =>y=00. (3.78)

Fiir die Geschwindigkeiten im Laborsystem gilt dann:

. . . mi . H
f=t,=R,= ——F, = p, = —p;,
1=N L m1+m21 4 m2P1
;B _
ph=—p=>33=0. (3.79)
n

Es findet also keine Richtungsdnderung statt.

2) Teilchenzerfall
Beide Teilchen sind zunéchst gebunden, die Energie vor dem Stof3 ist Null:

rp=r, =0.
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Das bedeutet aber auch:
R =0 und p|=-p,.
Nach (3.55) folgt 7} = i:;; die Geschwindigkeiten in 21, und X sind also gleich:
pi=pis pi=p;=0.

Ferner muss nach (3.62)

/2

PC_

/2

_ b

sein. Daraus folgt:

Py =py=v-2pQ. (3.80)

Die Teilchen fliegen also mit Geschwindigkeitsbetrdgen gemaf3

. my  2Q  [(my\ .
%
{:}:z% (382)
2 1

in entgegengesetzter Richtung auseinander.

3.2.5 Planetenbewegung als Zweikérperproblem
Wir haben die Planetenbewegung bereits in Abschn. 2.5 als Einkorperproblem aus-
tithrlich diskutiert, indem wir ein raumfestes Kraftzentrum angenommen, d.h. des-
sen Mitbewegung vernachldssigt haben. Das ist streng genommen eine Approxima-
tion. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass diese Vereinfachung erlaubt ist,
wenn die Massen der wechselwirkenden Korper (Sonne - Planet, Erde - Satellit) von
verschiedenen Groflenordnungen, nicht jedoch, wenn sie von gleicher Groflenord-
nung sind.

Zwischen zwei Massen m;, my mit den Ortsvektoren r;, r, wirke lediglich die
Gravitationskraft, deren Potential wie in (2.261) durch

nimniy
% (rl, r2) =-y (3.83)
2
gegeben ist. Dies entspricht der inneren Kraft:
d
Fiy =-ViV=-VpV(m) = —d—V (r12) Vizria =
2
nmimy

&Y)
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Es mogen keine dufleren Krifte vorliegen, sodass sich der Schwerpunkt geradlinig
gleichformig bewegt:

P = const. (3.85)

Wir kénnen uns deshalb gemif (3.49) ausschliefllich auf die Relativbewegung,

.. .. mipmy
Fiyp =prip~tp; p=—"—, (3.86)
my + myp
konzentrieren, die ein effektives Ein-Teilchen-Zentralproblem darstellt. Zu l6sen ist
die Bewegungsgleichung
. r2
priz = —ypM—- . (3.87)
)
Dies ist formal dieselbe mathematische Aufgabenstellung wie in Kap. (2.5). Es ent-
spricht der Bewegung einer Masse p1 im Gravitationsfeld eines ruhenden Kraftzen-
trums der Masse M = mj + mjy, sodass insbesondere Erhaltung von Relativenergie
und Relativdrehimpuls geméf3 (2.260) gilt:

2

) Lr
E. ==, +———+V(r), .88
rT 5 12 2}11’%2 (12) (3.88)
L =p (r12 X flz) . (3.89)

Die Relativbewegung erfolgt in einer festen Ebene. Mit derselben Rechnung wie in
Abschn. 2.5 finden wir, dass die Losungen der Differentialgleichung (3.88) Kegel-
schnitte darstellen:

1 1
— = —(1+¢€cosg), (3.90)
2 ke
LZ
ke = yMrPZ (3.91)

(e < 1: Ellipse; € = 1: Parabel; € > 1: Hyperbel).

Der Vektor rj; beschreibt also z.B. fiir € < 1 eine Ellipse. Das iibertrédgt sich
unmittelbar auf die Ortskoordinaten r;,r, der beiden wechselwirkenden Korper.
Legen wir den Nullpunkt in den Schwerpunkt, R = 0 (Schwerpunktsystem), so gilt
nach (3.43) und (3.44):

my my ( )
r=—rp; rn=———-~ry. .92

Die beiden Massen bewegen sich also auf geometrisch &hnlichen, gleichsinnig durch-
laufenen Ellipsen um den gemeinsamen Schwerpunkt, der mit jeweils einem der
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beiden Brennpunkte einer jeden Ellipse zusammentfillt. Fiir die grofie Halbachse a,
der Ellipse der Relativbewegung gilt nach (2.270):

ar—

_ypM
2E,

= Abb. 3.9. Relativbewegung zweier Massen unter dem

Einfluss der Gravitationskraft
Die Bahnen der beiden Massen m1; und 1, sind dann Ellipsen mit Halbachsen:

opm o opmy
YoR T VR

ay =

Die Achsen sind also den Massen umgekehrt proportional:

ai my

= (3.93)
ap mi
Die Drehimpulse der beiden Massen sind wie L, Konstanten der Bewegung:
i) = P =
Li=m; (rz X rz) =—L;; 1=12. (3.94)

1
Die Umlaufzeiten sind natiirlich identisch!

Ist die Masse des einen Korpers sehr viel grof3er als die des anderen (z. B. Sonnen-
masse >> Planetenmasse),

m; > myp ,
dann wird
pxmy, a <ay,

sodass man die Mitbewegung der Masse m; in guter Ndherung vernachlédssigen kann.
Es gelten dann die Resultate aus Abschn. 2.5.

© 3.2.6 Gekoppelte Schwingungen
Als weiteres Beispiel eines Zwei-Teilchen-Systems betrachten wir nun ein Paar von
Massenpunkten, die untereinander und mit zwei festen Wénden durch Federn ver-
bunden sind. Es moge sich dabei um eine eindimensionale Bewegung handeln. Das
ist ein einfaches System mit inneren und dufSeren Kréften, die samtlich konservativ
sind:
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//////§//////
YL

Abb. 3.10. Gekoppelte Schwingung zweier Massenpunkte unter dem Einfluss von Federkraften

k
FieX) =~k (x1 —x01) &= Vi (1) = ?1 (1 —x01)2 ’

. k
Fge ) = _kZ (x2 — xoz) P V2 (Xz) = 52 (xz - xo2)2 5 (3'95)

Fia = —kiz [(x1 = x01) = (%2 = x02) ] = —Fa (3.96)

— Vip (x12) = % [(x1 = x01) = (x2 —xoz)]2 .

x01 und xo; sind die Ruhelagen der beiden Massen. Da alle wirkenden Krifte konser-
vativ sind, gilt der Energieerhaltungssatz:

mi . my . !
E= Tx% + 7x§ + Vi(x1) + Va(x2) + Via(x12) = const . (3.97)

Wir fithren zweckmif3ig die folgenden neuen Koordinaten ein:
yi=Xi—x0i; 1=12

und haben dann das folgende System von gekoppelten Bewegungsgleichungen zu
16sen:

miyy = —kiyr — ki (n1 —»2)

) (3.98)
majh = —kays + k12 (y1 = »2)
Wir suchen die Losung mit dem folgenden Ansatz:
yi=ajcoswt; 1=1,2. (3-99)

Es ergibt sich das folgende homogene Gleichungssystem:

k1 + klz — mla)2 —klz 4] 0
= . (3.100)
—klz k2 + klz - mzwz [0%) 0
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Bedingung fiir eine nichttriviale Losung nach (1.352) ist das Verschwinden der Deter-
minante der (2 x 2)-Koeffizientenmatrix (Sdkulardeterminante):

0 ; (kl + ki — Wll(z)z) (kz + kip — mzcoz) - k%z .

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir @?, die auf die folgenden beiden Eigenfre-
quenzen fiihrt:

1 1 1
(z)iz 5 m—l(k1+k12)+m—2(k2+k12):|:
1 1 24k
+ \/|:— (kl + klz) - — (k2 + klz):| + — 12 (3.101)
mp my miniy

Bei ausgeschalteter Teilchen-Wechselwirkung, kj; = 0, ergeben sich hieraus die Ei-
genfrequenzen zweier unabhéngiger Oszillatoren:

b —

* mi my

Durch die Wechselwirkung werden die Eigenfrequenzen offensichtlich modifiziert.
Fiir das Amplitudenverhiltnis unseres Losungsansatzes (3.99) gilt:
agi) 1

— = — (k1 + kip — mlwi) =k (k2 +kip — mzwi)% . (3.102)
al ki

Wir wollen der besseren Ubersicht halber die folgende Diskussion auf ein symmetri-
sches System gekoppelter Oszillatoren spezialisieren, d. h.

m=my=m; k=k =k (3.103)

setzen. Dann vereinfachen sich die Eigenfrequenzen,

k + 2k k
s = 2, o= — (3.104)

m

und fiir das zugehorige Amplitudenverhailtnis folgt:

al?) =al), o> O
! ? (3.105)
o> -—Q

Im ersten Fall schwingen die beiden Massen mit gleicher Amplitude synchron in
dieselbe Richtung. Die innere Feder wird dabei weder gedehnt noch gestaucht und
spielt deshalb keine aktive Rolle. Das erkldrt, warum - mit der Eigenfrequenz
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ungekoppelter Oszillatoren iibereinstimmt. Im zweiten Fall schwingen die beiden
Massen mit gleicher Amplitude gegeneinander. Dabei wird natiirlich die innere Feder
beansprucht; k;, taucht deshalb explizit in w. auf.

Wir haben also die beiden speziellen Losungen

yg_)(t) = acosw_t = yg_)(t) ,

(+)

(3.106)
yy (t) = fcoswyt = —y§+)(t)

gefunden. Die allgemeine Losung ergibt sich hieraus durch Linearkombination und
stellt eine Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen unterschiedlicher
Frequenz dar:

x1(t) = x91 + a cos (a)_t + (p(_)) + B cos (a)+t + (p(+)) , (3.107)
x2(1) = x2 + a cos (-t + ¢(-)) = fcos (@it + @) -

a, B, ¢+, ¢ sind durch Anfangsbedingungen festzulegen.

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.3.1 Zwei Massen m; und m;, seien untereinander und mit zwei
testen Wanden durch Federn verbunden. Die Bewegung erfolgt in x-Richtung;
%01 und xo, seien die Gleichgewichtslagen der beiden Massen und k;, k, k1 die
Federkonstanten.

Dabei gelte:

Abb. 3.11. Gekoppelte Schwingung
zweier Massenpunkte unter dem

Einfluss von Federkraften

1. Welche Krifte wirken auf die beiden Massen?
2. Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen.
3. Berechnen Sie die Eigenfrequenzen o der gekoppelten Schwingungen.

3.3

3.3.1
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Aufgabe 3.3.2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
1

X1

l'

X

Zwei Fadenpendel gleicher Lange L und glei-
cher Masse m sind durch eine Feder k mit-
einander gekoppelt. Die Schwingung erfolge in
einer festen Ebene. Diskutieren Sie die Bewe-
gung fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhe-
lage. Benutzen Sie die Anfangsbedingungen:
x1(0) =0, x2(0) = xp, x1(0) = x2(0) = 0.

Abb. 3.12. Schwingungen eines gekoppelten Fadenpendels in der Ebene

Aufgabe 3.3.3

m;

I

k

e

Zwei Massen m; und m, sind untereinander
und mit einer Wand durch zwei Federn verbun-
den. Die beiden Federkonstanten seien gleich.
Formulieren und l6sen Sie die Bewegungsglei-
chungen. Bestimmen Sie die Schwingungsfre-
quenzen.

Abb. 3.13. Eindimensionale Bewegung zweier gekoppelter Federpendel
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Aufgabe 3.3.4 Eindimensionales Kristallmodell: 3.34

a .
k - Abb. 3.14. Lineare Kette als
/MNVVANASANAANAANA = eindimensionales Modell eines Kristalls zur
Ryt Ry Ryy Berechnung von Gitterschwingungen

1. Die Massen m, = m mitn = 0,%1,+£2, ... konnen sich langs der x-Achse
bewegen. Federn (Federkonstante k) sorgen fiir riicktreibende Krifte (Hoo-
ke’sches Gesetz) zwischen benachbarten Massen und definieren damit
Gleichgewichtspositionen R,, = n-a. Die Lange a ist die Gitterkonstante die-
ser unendlichen linearen Kette. Die Auslenkungen aus dem Gleichgewicht
werden mit

un(t) = xn(t) = Ry
bezeichnet. Losen Sie die Bewegungsgleichungen mit dem Ansatz:
Uup(t) = Aell@Rn—1)
Bestimmen Sie die ,,Dispersionsrelation®
®=w(q) .

Begriinden Sie, warum man die ,,Wellenzahl“ q auf den Bereich

T 11
——=<q=+—
a a
beschrinken kann.
2. Untersuchen Sie dasselbe Problem fiir den Fall, dass die Federkonstanten

alternierend die Werte f; und f, # f; besitzen.

h £ A f
/MNNVANNAAANANAANA Abb. 3.15. Lineare Kette mit alternierenden
R,y R, Ry Federkonstanten

Wie muss der Ansatz fiir u,(t) aus Teil 1. gedndert werden?
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Aufgabe 3.3.5 Zwei Massen mj, m; seien durch eine masselose Stange der Lan-

ge | miteinander verbunden. Die Hantel, die sich im Schwerefeld der Erde be-

finden moge, wird vom Koordinatenursprung in beliebiger Richtung geworfen.

1. Wie lautet die Bewegungsgleichung fiir den Massenmittelpunkt?

2.  Welche Bahnbeschreibt der Massenmittelpunkt bei einer Anfangsgeschwin-
digkeit vo?

3. Zerlegen Sie den Gesamtdrehimpuls in einen Relativ- und einen Schwer-
punktanteil L, und L. Berechnen Sie L.

4. Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung auf. Was ldsst
sich iiber den Relativdrehimpuls L, sagen?

5. Zeigen Sie, dass die Massen m; und m; Kreisbahnen um den Massenmittel-
punkt mit konstanter Winkelgeschwindigkeit beschreiben. Wie verhalten
sich deren Radien?

Aufgabe 3.3.6

P
1 4 Ein Teilchen der Masse m stof3e mit dem
"~ Impulspaufeinim Laborsystem ruhen-
des Teilchen gleicher Masse.
P

Abb. 3.16. Stol3prozel3 zweier Teilchen gleicher Masse

1. Leiten Sie eine Beziehung zwischen |p| und den Winkeln  und g her.

2. Diskutieren Sie den Fall @ = B. Wie grof} ist a beim elastischen Stof3
(Q = 0)? Welcher Anteil der kinetischen Energie der Stof3partner kann
maximal beim inelastischen Stof3 (Q > 0) verloren gehen?

Aufgabe 3.3.7 Betrachten Sie den elastischen Stof3 zweier harter Kugeln mit
den Massen m;, m; und gleichem Radius A. Die Kugel 2 befinde sich im Labor-
system in Ruhe, ihr Mittelpunkt liege auf der x-Achse. Kugel 1 bewege sich vor
dem Stof3 mit konstantem Impuls p; = p1ex(p; > 0). Die Bahn des Mittelpunk-
tes sei dabei eine Parallele zur x-Achse im Abstand A.

X

:
O €x Abb. 3.17. Sto3 zweier harter Kugeln mit gleichem
m,

Radius A bei einem Mittelpunktabstand A

1. Wie lauten die Impulse p/,p) nach dem Stoff im Laborsystem? (Keine
Reibungseffekte beim Stof3!)
2. Wie lauten die Impulse p, ,, p} , im Schwerpunktsystem?
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3.4 Kontrollfragen

Zu Abschn. 3.1

1.

Vop N

Was versteht man unter inneren und dufleren Kriften eines Massenpunktsy-
stems? Wann bezeichnet man ein solches Massenpunktsystem als abgeschlossen?
Wie ist der Massenmittelpunkt definiert?

Formulieren und erldutern Sie durch Beispiele den Schwerpunktsatz.

Was besagt der Drehimpulssatz?

Zerlegen Sie den Gesamtdrehimpuls eines Massenpunktsystems in einen Relativ-
und in einen Schwerpunktanteil L, und Ls. Was sind die Bezugspunkte von L,
und Lg?

Wie lautet der Energiesatz?

Worin besteht die physikalische Aussage des Virialsatzes?

Zu Abschn. 3.2

1.

10.

11.

Wie sind Schwerpunkts- und Relativkoordinaten eines Zwei-Teilchen-Systems
definiert?

Welche Bedeutung hat die reduzierte Masse?

Wie sehen in einem Zwei-Teilchen-System die Relativanteile von Drehimpuls
und kinetischer Energie aus?

Was versteht man unter dem Stof zweier Massenpunkte?

Was ist ein elastischer, was ein inelastischer Stof3?

Unter welchen speziellen Bedingungen fliegen zwei Stof3partner unabhingig von
der konkreten Wechselwirkung wihrend des Stof3prozesses nach dem Stofd im
rechten Winkel auseinander?

Diskutieren Sie den Zentralstofs.

Schildern Sie qualitativ die Spezialfille des Zweierstofies, die Einfangreaktion
und den Teilchenzerfall.

Diskutieren Sie qualitativ die Planetenbewegung als Zweikorperproblem. Auf
welchen geometrischen Bahnen bewegen sich Sonne und Planet? Was kann im
Falle von Ellipsenbahnen iiber deren Halbachsen und Umlaufzeiten ausgesagt
werden?

Stellen Sie die (eindimensionalen) Bewegungsgleichungen fiir die gekoppelten
Schwingungen eines durch Federn miteinander und mit Wénden verbundenen
Paares von Massenpunkten auf.

Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen der gekoppelten Schwingungen fiir den Fall,
dass die Massen gleich sind und ebenso die Federkonstanten der beiden Federn,
die die beiden Massen mit den Winden verbinden.

34
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4 Der starre Korper

4.1 Modell des starren Korpers

Wir haben bisher die Gesetzmafligkeiten der Klassischen Mechanik fiir den einzel-
nen Massenpunkt und fiir Systeme aus Massenpunkten diskutiert. Das physikali-
sche Problem galt dabei jeweils als gelost, sobald die Bahnkurve r;(t) eines jeden
Massenpunktes aus vorgegebenen Kraftgleichungen abgeleitet war. Bei einem mak-
roskopischen Festkorper mit seinen etwa 10?3 Teilchen pro cm® wird das Konzept
des Massenpunktes natiirlich fragwiirdig. Es ist allerdings auch zu iiberlegen, ob
man wirklich an den detaillierten mikroskopischen Bewegungsformen interessiert
ist. Von einem makroskopischen Standpunkt aus erscheint der Festkorper als Konti-
nuum. Observable Kenngroflen wie

1. Verschiebungen (Translationen),
2. Drehungen (Rotationen),
3. Deformationen

haben nur noch bedingt mit den mikroskopischen Teilchenbahnen zu tun. Sie be-
treffen vielmehr den Korper als Ganzes, als makroskopische Einheit. Diese Tatsache
erlaubt drastische Idealisierungen (Modelle), die ihrerseits dann eine mathematische
Behandlung des Problems erst moglich werden lassen. Die Konstruktion von

theoretischen Modellen

ist typisch fiir die Physik. Ein Modell kann man in gewisser Weise mit einer Karikatur
vergleichen, die das fiir die aktuelle Fragestellung Wesentliche betont und allen
unnotigen Ballast wegldsst. Ein Modell ist deshalb stets nur fiir einen bestimmten
Problemkreis giiltig, auf3erhalb dessen es unbrauchbar, ja sogar irrefithrend, sein
kann.

/ Abb. 4.1. Modell des starren Korpers (feste
Teilchenabsténde r;)

Es handelt sich um ein System von N Massenpunkten, deren Abstinde unter allen
Umstédnden konstant bleiben:

rij = |ri — rj| = ¢jj = const . (4.1)

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 1.
DOI 10.1007/978-3-642-12948-3 © Springer 2011

4.1
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Der starre Korper ist also per definitionem nicht deformierbar. Diskussionen des
Punktes 3., wie sie typisch sind fiir die Elastizitdtstheorie, die Hydrodynamik, ...,
sind also von vornherein ausgeschlossen.

Abb. 4.2. Zur Festlegung der Freiheitsgrade des

starren Korpers

Fragen wir uns zundchst nach der Zahl der Freiheitsgrade eines starren Korpers.
Dazu greifen wir einmal drei nicht auf einer Geradenliegende Punkte heraus. Zu deren
Beschreibung bendtigen wir je drei kartesische Koordinaten. Das sind zunéchst neun
Bestimmungsstiicke, die jedoch nach (4.1) drei Zwangsbedingungen

rz==«¢2, 1n3==«aca3, 13=:03

erfiilllen miissen. Frei wihlbar sind also sechs Groflen. Jeder weitere Massenpunkt
bringt drei neue Koordinaten, allerdings auch drei neue Zwangsbedingungen,

m=q¢Gi, T2=CG, T13=¢G3,

sodass keine zusitzlichen freien Bestimmungsstiicke ins Spiel kommen. Der starre
Korper hat also

sechs Freiheitsgrade.

Zur vollstandigen Beschreibung eines starren Korpers ist damit die Festlegung von
lediglich sechs unabhdngigen Groflen nétig. In der Regel wihlt man dazu allerdings
nicht die Koordinaten von drei irgendwie ausgewéhlten Punkten, sondern beschreibt
die Bewegung im Raum:

1. Durch Translation eines ausgezeichneten Punktes S des Korpers, der hiufig,
aber nicht notwendig immer, der Schwerpunkt des Systems ist. Es muss ein mit
dem Korper starr verbundener Punkt sein, der jedoch nicht einmal unbedingt
innerhalb des Korpers zu liegen braucht. Das bedeutet dann drei Freiheitsgrade
der Translation.

2. Durch Rotation um eine Achse durch den Punkt S. Die Achse braucht weder
korper- noch raumfest zu sein, sie muss lediglich durch den Punkt S gehen.
Das bedeutet drei Freiheitsgrade der Rotation, nimlich zwei Winkelangaben zur
Festlegung der Achse und ein Drehwinkel. Bei der Bewegung des starren Korpers
sind im Allgemeinen Translation und Rotation auf recht komplizierte Art und
Weise miteinander gekoppelt. Die Translation haben wir jedoch ausfiihrlich als
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Abb. 4.3. Translation und Rotation des starren Korpers

Mechanik des freien Massenpunktes in Kap. 2 diskutiert. Wir werden uns deshalb

hier vornehmlich auf zwei Spezialfille konzentrieren:

a) Kreisel: Der starre Korper wird in einem Punkt festgehalten, besitzt damit
nur noch 3 Freiheitsgrade,

b) physikalisches Pendel: Der starre Korper kann sich nur um eine feste Achse
drehen, besitzt mit dem Drehwinkel dann nur noch einen Freiheitsgrad.

Eine wesentliche Komplikation wird z.B. darin bestehen, dass Rotationen um
verschiedene Drehachsen nicht vertauschbar sind.

Wir haben fiir N-Teilchen-Systeme in Abschn. 3.1 einige wichtige Groflen eingefiihrt,
die fiir das Gesamtsystem von Bedeutung sind, z.B.:

Gesamtmasse: M = Z m;,
i
Schwerpunkt;  R= — Y
chwerpunkt: = — mit;,
P M : it
Gesamtimpuls: P = Z mit; ,
i

Gesamtdrehimpuls: L= Z m; (ri X fi) e
i

und sich durch eine Summation iiber die entsprechenden Groflen der Einzelteil-
chen ergeben. Wie berechnet man diese nun fiir das Kontinuum? Wir erldutern das
Verfahren am Beispiel der Gesamtmasse:

Abb. 4.4. Volumenschachtelung zur Behandlung

des Kontinuums
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Man zerlegt den starren Korper zundchst in kleine Teilvolumina AV;(r;), in denen
die Masse Am;(r;) enthalten ist. r; ist der Ortsvektor eines bestimmten Punktes im
i-ten Volumenelement. Dann gilt natiirlich:

Wir lassen nun in einem Grenzprozess die AV; immer kleiner werden (AV; — 0 =
Am; — 0) und kommen damit zur Definition der

A
Massendichte : o(r) = A‘l/ig . A?E:i .

DaAmund AV beides Mengengrifien (extensive Gréf3en) sind, wird dieser Grenzwert

(4.2)

in der Regel von Null verschieden sein. Es ist dann:
Q(T)d3 r = Masse im Volumenelement
dPr=dx dydzum r = (x,9,2) . (4.3)

Aus der Summe {iiber alle Volumenelemente wird nun im gewdhnlichen Riemann-
schen Sinne ein so genanntes Volumenintegral, das in Abschn. 1.2.5 eingefithrt wurde:

M = f &’ro(r) (4.4)
R= %/d%g(r)r, (4.5)
P=/d3r9(r)v(r),... (4.6)

Integriert wird jeweils iiber den Raumbereich des starren Korpers.

4.2 Rotation um eine Achse

Wir untersuchen zunéchst eine spezielle Bewegungsform des starren Koérpers, ndm-
lich seine Rotation um eine feste Achse. Das System besitzt dann nur noch einen
Freiheitsgrad, namlich den Drehwinkel ¢ um die Achse. Wir werden sehen, dass
Energiesatz, Drehimpulssatz und Schwerpunktsatz ausreichen, um Bewegungsglei-
chungen formulieren und im Prinzip 16sen zu konnen.

4.2.1 Energiesatz

Wir setzen voraus, dass alle dufleren Krifte konservativ sind, also ein Potential besit-
zen. Es giltdann der Energieerhaltungssatz (2.231). Zu dessen Auswertung diskutieren
wir zunéchst die kinetische Energie

1
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Abb. 4.5. Rotation eines starren Kérpers um eine raumfeste Achse

des starren Korpers. Wir setzen eine raumfeste Achse voraus und wéhlen die z-Achse
des Koordinatensystems so, dass sie mit der Rotationsachse zusammenfillt. Fiir die
Winkelgeschwindigkeit @ gilt dann:

w=(00w); o=¢. (4.7)

Jeder Punkt des starren Korpers fiihrt eine Kreisbewegung aus, deren Geschwindig-
keit sich nach (2.40) zu

1:1' = ((l) X ri) = (—)/b Xis O) (4'8)
ergibt. Damit konnen wir die kinetische Energie angeben:
1 LR NC S
Tzizi:mi(xi‘f'}’i)(l) :5](0 . (4.9)
Diese Gleichung definiert das

Tragheitsmoment

Jj = Z m; (x7 + y7) (4.10)

als Summe der Produkte der Massen mit dem Quadrat des Abstandes von der Dreh-
achse. ] ist eine zeitlich konstante skalare Grof3e, die von der Lage und der Richtung
der Achse im starren Korper abhéngt. Fiir konkrete Berechnungen geht man in der
Regel von der diskreten Summation zur Integration iiber:

J= /Q(x,y, z) (x2 +y2) dxdydz = fd3r o(r)(n x r?, (4.11)

wobei n = @fw .
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Beispiele
1) Kugel mit homogener Massenverteilung

6 ]

Abb. 4.6. Zur Berechnung des Tragheitsmomentes einer Kugel

mit homogener Massenverteilung

Die Achse lduft durch den Schwerpunkt (Kugelmittelpunkt), habe ansonsten aber
eine beliebige Richtung. Fiir die Massendichte gilt in diesem Fall:

. oo, firr<R
r) =
e 0, sonst.

Dies ergibt dann in (4.11):

R m2nm
] = f d’r o(r)r* sin®> & = g f f f ridrsin® ¢ dd de =
00 0

+1

R
2 2
= 2n90/r4dr/ (1-cos® ) dcosd = ?T[QQRS (2_ g) -
0

-1

4 2 2
= (?T[R3Q()) gRZ = EMRZ . (4.12)

2) Zylinder mit homogener Massenverteilung

Als Achse wihlen wir die Symmetrieachse des Zylinders (Lange L, Radius R, s. Abb.
4.7). Es empfehlen sich zur Berechnung Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) (Koordinate ¢
nicht mit Dichte o verwechseln!):

[l

2t

R
1.383
]=/d3rg(r)92( = )Qoff/p3dpd¢dz:
0 0

(S}

R* 1,
= anQOZ = EMR . (4.13)
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z
R
| /}
L /
——— — ___é
X

|
|
/ /’:_\\

Abb. 4.7. Zur Berechnung des Tragheitsmomentes
eines Zylinders mit homogener Massenverteilung

Kommen wir nun zuriick zum Energiesatz, zu dessen Formulierung uns noch
die potentielle Energie fehlt. Da der Korper nur einen Rotationsfreiheitsgrad be-
sitzt, kann auch das Potential V nur vom Drehwinkel ¢ abhingen: V = V(¢). Der
Energieerhaltungssatz

1 1
E=T+V= 5]&)2 +V(p) = 5]4)2 +V(p) (4.14)

hat dann mathematisch dieselbe Struktur wie der der eindimensionalen Bewegung
in (2.202), kann deshalb wie dieser durch Trennung der Variablen integriert werden:

(4.15)

t—ty = [ d¢’ )
q{\/%(E—V(eo/))

Diedadurch im Prinzip bestimmte Funktion t = ¢(¢) bzw. deren Umkehrung ¢ = ¢(t)
legt die Bewegung des um eine feste Achse drehbaren starren Korpers eindeutig
und vollstindig fest. Wir werden dies im {ibernédchsten Abschnitt an einem Beispiel
demonstrieren.

4.2.2 Drehimpulssatz

Der Drehimpuls L ist nur in Spezialfdllen, z. B. bei rotationssymmetrischen Massen-
verteilungen, parallel zu @. Wir wollen uns hier nur fiir die zu @ parallele Kompo-
nente, also die z-Komponente des Drehimpulses, interessieren:

Lw=L°n=2i:mi(rixf,-)-nzii:mi(nxri)-fi:
Y xr) @) - (zm(>)w

=>Ly=Ln=]Jo=]¢. (4.16)
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Wir konnen daraus eine Bewegungsgleichung konstruieren, wenn wir noch den
allgemeinen Drehimpulssatz (3.13),

d
1 = . (ex)) — (ex) _ pq(ex)
dtL = Ei (rl x F; ) = Ei M =M,

ausnutzen. Es ergibt sich zundchst fiir die achsenparallale Komponente:

Jp =] = Z (ri X Fgex)) on= M((jx) ) (4.17)
i
Die rechte Seite ldsst sich weiter umformen:

1 1
. XZ: (ri X Fl(ex)) = . Z (a) X ri) . Fl(ex) = Xi:pi (Fl(ex) . e(Pi) .

1

@,z

Abb. 4.8. Bestimmungsstticke zur Berechnung der
achsenparallelen Komponente des Drehimpulses eines

starren Korpers

Die Bewegungsgleichung lautet also:
J§ = Z 0i (Fgex) . eq,i) . (4.18)
i
ey, ist der azimutale Einheitsvektor (1.393) fiir das i-te Massenelement:

ey = (— sin ¢;, cos ¢;, 0) s Pi=@iot.

Verschwindet das dulere Drehmoment M(®®, so ist @ = const. Dies bedeutet nach
(4.9), dass dann die kinetische Energie der Rotation eine Konstante der Bewegung
ist:

ng) =M .5 =0= @=const = T = const . (4.19)

Selbstverstandlich ist dann auch die achsenparallele Komponente des Drehimpulses
konstant, wie man an (4.16) erkennt.
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4.2.3 Physikalisches Pendel

Unter dem physikalischen (oder auch physischen) Pendel versteht man einen star-
ren Korper, der sich im homogenen Schwerefeld der Erde befindet und um eine
horizontale Achse drehbar ist. Letztere sei wiederum mit der z-Achse identisch (4.7):

F = (m;g,0,0) . (4.20)

Nach (4.17) gilt dann:
Jo =— Z miyig = —MgR, . (4.21)

R, ist die y-Komponente des Schwerpunktvektors. Wahlen wir den Nullpunkt auf der
Drehachse so, dass

R = (Rx, Ry, 0) = R(cos @, sin ¢,0) ,

dann folgt aus (4.21) fiir die Pendelbewegung ¢ = ¢(¢) eine nichtlineare Differenti-
algleichung 2.0rdnung:

J¢ + MgRsing =0. (4.22)

Wir haben damit die Bewegungsgleichung aus dem Drehimpulssatz abgeleitet. Der
Vergleich mit der Bewegungsgleichung (2.124) fiir das Fadenpendel (mathematisches
Pendel),

¢+ % sing =0,
zeigt, dass das physikalische Pendel so schwingt wie ein mathematisches der Faden-
linge
J
= —. .
MR (4.23)

Mit dieser Ersetzung konnen wir also alle Aussagen des Abschn. 2.3.4 iibernehmen.
Bei kleinen Ausschldgen gilt sin ¢ ~ ¢. Dann wird (4.22) 16sbar mit:

@(t) = Asin®t + B cos ot

L
\(p MZ

J

F(eX)

X Abb. 4.9. Starrer Korper als physikalisches Pendel
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und der Kreisfrequenz

Mg R
= % : (4.24)

A und B folgen aus den Anfangsbedingungen.
Die Bewegungsgleichung (4.22) ldsst sich auch tiber den Energiesatz ableiten. Fiir
das Potential der Masse m; im Schwerefeld gilt (2.210):

Vi=-migx;. (4.25)

Das Gesamtpotential der dufleren Krifte ist dann:
V= ZVi = —meix,- =-MgR,,
i i

V =-MgRcosep = V(p). (4.26)

Der Energiesatz des physikalischen Pendels lautet somit:
1
E= 2 ](;')2 — Mg R cos ¢ = const . (4.27)

Leiten wir diesen Ausdruck nach der Zeit ab, so ergibt sich tatsdchlich wieder die
Bewegungsgleichung (4.22).

4.2.4 Steiner’scher Satz

Wichtige Kenngrofle fiir die Drehbewegung eines starren Korpers um eine feste
Achse ist das in (4.11) definierte Tragheitsmoment ], das sowohl von der Richtung
als auch von der konkreten Lage der Drehachse abhédngt. Nach dem Steiner’schen
Satz ldsst sich das Trigheitsmoment um eine vorgegebene Achse auf einfache Weise
bestimmen, wenn man das Trigheitsmoment Js beziiglich der dazu parallelen Achse
durch den Schwerpunkt kennt.

Das Tragheitsmoment ] beziiglich einer beliebigen Achse setzt sich additiv
zusammen aus dem Triagheitsmoment Js beziiglich der zu ihr parallelen Ach-
se durch den Schwerpunkt plus dem Trégheitsmoment der im Schwerpunkt
vereinigten Gesamtmasse M beziiglich der urspriinglichen Achse.

J=Js+MS* (4.28)

(S = senkrechter Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse = Abstand der
beiden Achsen).
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Beweis Wir konnen wieder o.B.d. A. annehmen, dass die Drehachse die z-Achse
definiert. Dann lautet das Tridgheitsmoment beziiglich der eigentlichen Drehachse:

J=) mi(x +y7)
und beziiglich der parallelen Achse durch den Schwerpunkt:

]S:Zmi(xiz'i'yiz) .

Abb. 4.10. Anordnung zur Ableitung des Steiner’'schen Satzes

Nun ist

Xi=xi+Sx, yi=ypitS,.

Damit folgt:

=Y mi| (w487 + i+ )| =
i
= Zmi (5612+)712) + <S§+S}2,> Zmi+25x2mi3_ci+25y2mi)7i =
i i i i

=Js+ M S* + 2S;M R + 2S, M R; .

Mit Rz = R; = 0 (x- und y-Komponente des Schwerpunktes in einem Koordinaten-
system, in dem der Schwerpunkt auf der z-Achse liegt) ergibt sich:

J=Js+MS%.

Man erkennt an (4.28), dass von einem Satz paralleler Achsen die durch den
Schwerpunkt das kleinste Tragheitsmoment liefert.

© 4.2.5Rollbewegung
Ein weiteres wichtiges Beispiel eines starren Korpers, der nur einen rotatorischen
Freiheitsgrad aufweist, ist der

auf schiefer Ebene abrollende homogene Zylinder.
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Die Drehachse ist zwar auch hier korperfest, aber nicht raumfest. Sie verschiebt
sich parallel zu sich selbst. Die Geschwindigkeit eines jeden Zylinderpunktes ergibt
sich durch Addition eines Rotationsbeitrages infolge der beim Abrollen auftretenden
Drehung um die Zylinderachse und eines Translationsbeitrages, der fiir alle Punkte
gleich ist und in s-Richtung erfolgt:

ri = Fir + FiT . (4.29)

Abb. 4.11. Rollender Zylinder auf schiefer Ebene unter

a >y

dem Einfluss der Schwerkraft

Den Rotationsbeitrag haben wir bereits in (4.8) berechnet:
rig = (@ X 7i) . (4.30)
Den Translationsbeitrag erhalten wir aus der Abrollbedingung
As = RA@ = |riT| = |s| :R|(j)‘ . (4.31)

Der Zylinder soll rollen, nicht gleiten.

a) Kinetische Energie

1 o 1 N2 A . 2
T = EXi:miri = EZmi[(a)x Fi) +28 (@ x Fi) +5$ ] .
Der gemischte Term verschwindet, da in einem homogenen Zylinder zwei diametral
zur Drehachse liegende Volumenelemente gleiche Masse, aber entgegengerichte-
te Rotationsgeschwindigkeiten aufweisen. Man kann natiirlich auch durch direkte
Rechnung zeigen, dass

Zmi(wxi’i)zo

gilt.
Der erste Term ist die kinetische Energie der Drehbewegung, wie wir sie in (4.9)
berechnet haben. Es bleibt also, wenn man (4.9), (4.13) und (4.30) ausnutzt:

1 1 1/1 1 1
T=-Ja?+-M?==(-MR* )| —=¢)+-Ms.
2 2 2\2 R2 2
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J @ XT;
Abb. 4.12. Skizze zur Ableitung der kinetischen Energie eines
auf schiefer Ebene rollenden Zylinders

Dies ergibt den einfachen Ausdruck:

T=>Mé. (4.32)

b) Potentielle Energie
Auf den Zylinder wirkt die Schwerkraft:

V=) Vi=) mgxi=MgRs. (433)
1 1

R, ist die x-Komponente des Zylinderschwerpunktes. Uber die Beziehung (4.5) lasst
sich zeigen, dass der Schwerpunkt des homogenen Zylinders auf der Mitte der Achse
liegt. Also ist:

R,=(-s)sina
und damit
V =Mg(l-s)sina . (4.34)

Das Gesamtpotential entspricht also dem Potential der im Schwerpunkt vereinigten
Gesamtmasse.

c) Energiesatz
Da nur konservative Kréfte wirken, ist die Gesamtenergie E eine Erhaltungsgrofe:

3., .
E=T+V= ZMS + (I—s) Mgsina = const . (4-35)

Differenzieren wir diese Beziehung nach der Zeit und dividieren anschlieflend durch
(3/2) Ms, so erhalten wir die Bewegungsgleichung
.2
§=—
3
Fiir einen reibungslos gleitenden Korper wiirde die Beschleunigung auf der schiefen
Ebene

gsina . (4.36)

s=gsina

betragen, wie man sich an Abb. 4.1 leicht klar macht. Die Beschleunigung des abrol-
lenden Zylinders betrégt also nur zwei Drittel dieses Wertes.
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4.2.6 Analogie zwischen Translations- und Rotationsbewegung

Wir haben in den vorausgegangenen Abschnitten eine starke Analogie zwischen der
Rotationsbewegung um eine korperfeste Achse und der eindimensionalen Teilchen-
bewegung erkennen konnen, die wir noch einmal zusammenstellen wollen:

Teilchen Rotator

Ort: x Drehwinkel: ¢

Masse: m Tragheitsmoment: |
Geschwindigkeit: v = x Winkelgeschwindigkeit: @ = ¢
Impuls: p = mv Drehimpuls: L, = J @

Kraft: F Drehmoment: M((:X)

kinetische Energie: T = (m/[2)v* kinetische Energie: T = (1/2)] w?
Bewegungsgleichung: F = mx Bewegungsgleichung: M = ¢

4.3 Tragheitstensor

Wir haben in Abschn. 4.2 die Bewegung des starren Korpers um feste Achsen disku-

tiert. Die fiir die Drehbewegung fundamentale Grofle ist dabei das auf die Drehachse

bezogene Tragheitsmoment J. Hat die Drehachse eine zeitlich verdanderliche Richtung
(1)

n(t) = o) (4.37)

so wird auch das Triagheitsmoment eine zeitabhidngige Grof3e. Problemen solcher Art
tragt man durch Einfithrung des Tragheitstensors Rechnung. Dazu sind zunéchst
einige Vorbereitungen vonnéten.

4.3.1 Kinematik des starren Korpers

In unserem einfithrenden Abschn. 4.1 hatten wir die allgemeine Bewegung eines
starren Korpers in

1. die Translation eines irgendwie ausgezeichneten Punktes S des Korpers

und
2. die Rotation um eine Achse durch diesen Punkt S

zerlegt.

Wir fithren nun zwei Bezugssysteme ein, die beide zunéchst kartesisch sein mégen:

3. Raumfestes Bezugssystem mit einem raumfesten Koordinatenursprung 0. Es
moge sich dabei um ein Inertialsystem handeln. Achsen: é5,a = 1,2, 3.

2: Korperfestes Bezugssystem mit dem korperfesten Ursprung S. Achsen: eq (1),
a=123.
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Der Punkt S habe von 3 aus gesehen den Ortsvektor ro(¢). Dann gilt fiir die Punkte
des starren Korpers:

3

() =) %ia)ée  (in3), (4.38)
a=1
3

ri(t) = ) xiaea(t)  (inZ) (4.39)
a=1

mit dem offensichtlichen Zusammenhang:

#i(t) = ro(t) +ri(t) . (4.40)

Die Koordinaten x;j, im korperfesten System X sind nach Definition des starren
Korpers zeitunabhéngige Groflen. Die Lage des starren Korpers ist damit vollstdndig
durch die Lage von X relativ zu X gegeben.

Abb. 4.13. Anordnung zur Berechnung der

Geschwindigkeit eines Massenpunktes in einem

starren Korper

Wir interessieren uns nun fiir die Geschwindigkeiten der Massenpunkte des star-
ren Korpers. Diese finden wir in einfacher Weise mit der allgemeinen Theorie beliebig
relativ zueinander bewegter Bezugssysteme, wie wir sie in Abschn. 2.2.5 abgeleitet
haben. Die vollstindige Zeitableitung eines in 5 dargestellten Vektors von 3 aus
gesehen ldsst sich als Operatoridentitit (2.75) formulieren:

a d + @
- = X
dt d
Ablei- Ableitung Einfluss der
tung in > in %, die nur Drehung von
die Komponen- relativzu >
ten betrifft

Der erste Summand auf der rechten Seite spielt beim starren Korper per definitionem
keine Rolle. Also bleibt:

fi = (0 x i) (4.41)
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oder mit (4.40):
#i(t) = Fo(t) + (@ x 1) . (4.42)

Dies ist ein wichtiges Ergebnis. Es besagt, dass sich zu jedem Zeitpunkt die Bewegung
eines starren Korpers in die Translationsbewegung ry(¢) des Ursprungs im korper-
festen System und die Drehung um die momentane Drehachse w(t) zerlegen ldsst,
wobei die Drehachse stets durch den Ursprung S des korperfesten Systems geht.

4.3.2 Kinetische Energie des starren Korpers
Wir gehen von der Definition der kinetischen Energie T,

1 22
T = EZmﬁ'i ,

aus und setzen den Ausdruck (4.42) fiir die Geschwindigkeit ein:
1 o, 1 2 .
TZEZmir%+EZmi(a)xri) +Zm,~(a)xri)-ro. (4.43)
Der dritte Term ist ein Spatprodukt, kann deshalb wie folgt umgeformt werden:
Zmiri- (fo X (z)) .
i

Es gibt fiir die Diskussion des starren Korpers zwei typische Fille:

1. Ein Punkt des Korpers bleibt raumfest, wiahrend der Kérper mit der Winkelge-
schwindigkeit e rotiert. Dann wird man diesen sinnvollerweise als Ursprung S
von = und in der Regel auch als Ursprung von 2 wihlen.

Man spricht dann von einem Kreisel, fiir den

1‘0:0, foZO

gilt.
2. Ist kein Punkt raumfest, so legt man tiblicherweise den Ursprung S in den Mas-
senmittelpunkt. Dies bedeutet aber:

Zmirizo.
i

Wir sehen, dass in diesen beiden, allein relevanten Fillen jeweils der dritte Term in
(4.43) verschwindet. Wir verwenden deshalb von vornherein die kinetische Energie
in der Form

| 1 2
TZEMr(2)+EZmi(wxri) =Tr+Tr. (4.44)

Wir haben also eine klare Trennung der kinetischen Energie in einen Rotations- und
einen Translationsanteil, wobei uns vor allem der Rotationsanteil interessiert. Wir
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wollen seine Abhédngigkeit von der Winkelgeschwindigkeit genauer untersuchen. Die
Translationsenergie tritt nur im oben angefiihrten Fall 2. auf und ist dann mit der
kinetischen Energie der im Schwerpunkt vereinigten Gesamtmasse identisch.

Es gilt nach (1.201):

(a x b)* = a’b* — (a-b)?
und deshalb
2 2.2 2 2 2 2\ (.2 2 2
(@ x 1)) =] — (- ri)" = (0] + 05 + @3) (x; + x5, +x53) —
2
- (Cleﬂ T @oXip + wsxi3) .
Einsetzen in (4.44) und Ordnen nach Komponenten von @ liefert:
2Th = > oW, 2\ _ e e A
R = @] mi (xiz + x,~3) 010? MmiXi1Xip — @103 miXi1Xi3

2 2 2
— W™ E miXipXi1 + 5 E m; (xl-l + xi3) — W©3 E m;xXipXxi3 —

2 2 2
— 301 E m;Xi3Xij1 — 307 E m;Xj3Xj + @3 E m; (xﬂ +x1-2) .

Wir definieren als

Komponenten des Triagheitstensors

]lm = Z mi (rlzélm - xilxim) > l) m = 1) 2, 3 o (445)
i
Damit konnen wir fiir die kinetische Rotationsenergie abkiirzend schreiben:

3
1
Tr=3 > Jmwion s @ = (01,0, w3) . (4.46)
Lm=1
Tr ist also homogen quadratisch in den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit.
Dies bedeutet:

TR N TR N JTRr T
(69] w w3 = .
3(1)1 ! a(l)z 2 3(1)3 3 R

Das Koeffizientensystem heif3t

Tragheitstensor

Z mi (xizz + xiza) - Z MmiXijXip ~ — Z MiXi1Xi3
i F 7

J=Um) = | —2mixoxn domi(x+xi3) = mixpxis | . (4.47)
1 1 1

- Z m;Xi3Xi1 - Z m;Xi3Xi2 Z m; (xizl + xi22)
i 1 !
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Bei einem vorgegebenen Koordinatensystem sind die Komponenten des Tragheits-
tensors eindeutig durch die Massenverteilung des starren Korpers festgelegt. Ist die
Masse kontinuierlich verteilt und die Massendichte o(r) bekannt, so geht man bei der
konkreten Berechnung der Komponenten von der Summation zur Integration tiber:

Jim = / &r o) (P61 — x1%m) (4.48)

Wir wollen uns im nédchsten Abschnitt etwas ndher mit den Eigenschaften dieses
Tensors befassen.

© 4.3.3 Eigenschaften des Trigheitstensors

(> 1) Tensorbegriff

Es handelt sich um eine Erweiterung des Vektorbegriffs. Unter einem
Tensor k-ter Stufe in einem n-dimensionalen Raum
versteht man ein n*-Tupel von Zahlen

(Fil,iz,...,ik) 5 4 =1...,n,

das sich bei Koordinatendrehungen nach bestimmten Gesetzen linear transformiert.
Die Zahlen nennt man die Komponenten des Tensors. Sie tragen k Indizes, von
denen jeder von 1 bis n lduft. Die Gesetze sind gerade so konzipiert, dass die normalen
Vektoren Tensoren 1. Stufe sind. Man fordert, dass sich ein Tensor k-ter Stufe beziiglich
aller k Indizes wie ein Vektor transformiert. Fiir uns sind hier nur die Fille n =
1,2, 3 interessant. Ferner werden wir uns in der Physik auf k = 0, 1,2 beschranken
konnen.

k = 0: Skalar: X =x,

k = 1: Vektor, n = 3 Komponenten (im dreidimensionalen Raum), fiir die bei einer
Koordinatendrehung nach (1.309) gilt:

X; = Z dijxj
j
(dj: Komponenten der Drehmatrix (1.307)),
k=2:(Fijij=1,23 : n* =9 Komponenten mit

Fyj =" dydjnFyn (4.49)
I,m

usw.
Tensoren 2. Stufe lassen sich immer als quadratische Matrizen schreiben. Im
Gegensatz zu gewohnlichen Matrizen, die Zusammenfassungen von Komponenten
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(Zahlen) darstellen, die sich bei Koordinatentransformationen beliebig verhalten
diirfen, ist fiir einen Tensor das Transformationsverhalten kennzeichnend.

Warum muss das Koeffizientensystem (4.47) ein Tensor sein? Die Komponen-
ten des Trégheitstensors sind in einem vorgegebenen Koordinatensystem eindeutig
durch die Massenverteilung des starren Korpers bestimmt. Bei Drehung des Koordi-
natensystems dndern sich aber die Komponenten. Ferner dndern sich dabei natiirlich
auch die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit @. Es ist aber klar, dass die Dre-
hung des Koordinatensystems nicht die kinetische Rotationsenergie Ty @ndern darf.
(4.46) zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn J die Transformationseigenschaf-
ten eines Tensors 2. Stufe aufweist:

Tx = % Y Tim@i@m = % D0 didili Y didmwseo; =
IL,m

Lm ij st

! 1
=50 Jiws@didi = 2 3 Jijoieo; = Tr .
i,j St ¥

Im vorletzten Schritt haben wir die Orthonormalititsrelation (1.316) fiir die Zeilen
und Spalten der Drehmatrix ausgenutzt.

2) Zusammenhang zwischen Tragheitsmoment und Tragheitstensor
Fiir den Fall einer festen Achse hatten wir durch die Beziehung (4.9) das Tragheits-
moment ] durch die Beziehung

T 1]2
=-Jw
R™35

eingefiihrt. Mit den Komponenten 1, 1, n3 des Einheitsvektors

n=—
®

in Drehachsenrichtung kénnen wir fiir (4.46) auch schreiben:

1
TR = E ZZ]lmnmm > .
m

Der Vergleich liefert den folgenden wichtigen Zusammenhang zwischen dem Trag-
heitsmoment, bezogen auf eine feste Achse, und dem Trégheitstensor:

T= Tt - (450)
I,m

Beibekanntem Trégheitstensor ldsst sich also das Tragheitsmoment, bezogen auf eine
beliebige Achse n, einfach berechnen. Die Terme in der Hauptdiagonalen des Trég-
heitstensors (4.48) sind dann offensichtlich die Tragheitsmomente lings der kartesi-
schen Koordinatenachsen, da fiir diese Drehachsen n = (1,0,0) , (0,1,0), (0,0,1)
gilt. Man kann allgemein sagen, dass durch den Trégheitstensor J jeder Raumrichtung
n ein Tragheitsmoment J, zugeordnet wird.
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3) Beispiel
Tréagheitstensor eines Kubus mit homogener Massendichte. Der Bezugspunkt sei die
linke untere Ecke des Kubus

| a  a 2
Ji1 = oo f// dxdydz (yz +22) = oo’ (? + ?) = gMa2 ,
0

a
a* a? 1
=-— dxdydzxz = —gy—a— = —— Ma*.
J13 Qofff xdydzxz = —go—-a- ;Ma
0

Die anderen Elemente bestimmen sich analog:

23 —1/4 —1/4
J=Ma*|-1a 23 -14] . (4.51)
~1/4 -1/4 23

z

I

I

I
a | — y

- - -
o et __
- Abb. 4.14. Zur Berechnung des Tragheitstensors eines

S a X Kubus der Kantenlange a mit homogener Massendichte

4) Haupttragheitsachsen
Der Tragheitstensor J ist

symmetrisch (Jj,, = J;1) und reell (]Zm = ];;1)

Fiir einen solchen Tensor ldsst sich allgemein zeigen, dass bei festem Koordina-
tenursprung eine Drehung des Bezugssystems existiert, die die Nichtdiagonalele-
mente (Deviationsmomente) zum Verschwinden bringt:

A 0 0
J=lo B of. (4.52)
0 0 C

Man spricht von einer Hauptachsentransformation und nennt die so festgelegten Ko-
ordinatenachsen die Haupttragheitsachsen. A, B, C sind die Haupttragheitsmomen-
te . Wir werden spéter zeigen, wie man die Haupttrdgheitsmomente in praktischen
Féllen bestimmt.
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5) Trdgheitsellipsoid

Das Tragheitsellipsoid wird zur anschaulichen Diskussion des Zusammenhanges
zwischen Tragheitsmoment und Trigheitstensor eingefiihrt. Ausgehend von der Be-
ziehung (4.50) zwischen Tragheitsmoment und Tragheitstensor ordnet man J im
dreidimensionalen Raum eine Fldche zu, und zwar durch die Gleichung:

2 2 2
1= Z]lmxlxm =Juxy +J02x5 + J33x35 +

I,m
+2Jiax10 + 2J13X1X3 + 2J23%0%3 (4.53)
Dies ist die Gleichung eines
Ellipsoids.

Zeichnen wir nun in dieses Bild eine beliebige Achse ein, definiert durch den Ein-
heitsvektor n, so konnen wir die Koordinaten des Durchstoffungspunktes P angeben.
Wegen (4.50) muss gelten:

n;
ﬁ .

Der Abstand ¢ dieses Punktes vom Koordinatenursprung S,

1 1
Qz\/lezz\/j(n%+n%+n§)=ﬁ, (4.55)

liefert unmittelbar das Trigheitsmoment J beziiglich der Achse n. Bei bekanntem
Tragheitsellipsoid ldsst sich ] sehr einfach fiir beliebige Achsenrichtungen bestim-
men.

Jedes Ellipsoid kann man durch Drehung des Koordinatensystems in seine Nor-
malform bringen, in der die Koordinatenachsen mit den Symmetrieachsen zusam-
menfallen und deshalb die gemischten Glieder verschwinden. Dies entspricht der

P: xj= (4.54)

Abb. 4.15. Darstellung des Tragheitsellipsoids eines

starren Korpers, der sich um die Achse n dreht
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unter 4) erwahnten Hauptachsentransformation. Man nennt diese ausgezeichneten
Koordinatenachsen

§,Tl,§>

tiir die dann mit (4.52) und (4.53) gilt:
1=A& + B’ +CC* . (4.56)
Das Trégheitsellipsoid hat also die Achsenldngen

1/VA, 1/¥B, 1JJC.

Die kinetische Rotationsenergie nimmt nach (4.46) im Hauptachsensystem &, n, ¢ die
einfache Gestalt an:

_1 2 2 2
TR = > (Aa)‘_5 + Ba),l + Ca)§> . (4.57)

Der symmetrische Trigheitstensor J enthilt 6 unabhéngige Elemente, ist also durch
sechs unabhingige Grof3en gekennzeichnet. Als solche konnen wir die drei Haupt-
tragheitsmomente A, B, C und die drei Winkel ansehen, die die raumliche Orientie-
rung der Haupttrégheitsachsen (, , £ festlegen. Dies werden die spiter zu bespre-
chenden Euler’schen Winkel sein.

6) Bezeichnungen:
unsymmetrischer Kreisel: A#+B+C
symmetrischer Kreisel: A=B+#+C
oder A=C+8B
oder B=C+A
Kugelkreisel: A=B=C.

4.3.4 Drehimpuls des starren Korpers

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls und
dem Trégheitstensor eines starren Korpers aufsuchen. Bei der Bewegung um eine
feste Achse ergab sich der relativ einfache Ausdruck (4.16) fiir die achsenparallele
Drehimpulskomponente

Ly =J]o.

Wir finden tiber die allgemeine Beziehung fiir den Drehimpuls

fZZmi(f‘in:i)
i
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durch Einsetzen der Gleichung (4.40) fiir #; und (4.42) fiir #;:

Zmzroxro(t +Zm,r0x (@ x 1i) +
+Zmlr1xr0(t)+2m,rl (0 x 17) .

Der zweite und dritte Summand verschwinden, da wir in Abschn. 4.3.2 verabredet
hatten, als Ursprung Sin X einen eventuell vorhandenen raumfesten Punkt des starren
Korpers zuwihlen (rg = 0, 7y = 0) oder aber den Schwerpunkt mit S zu identifizieren

( Zz’ mir; = 0):

I=Mryt) xfo(t)+2mir,~ X (@ x 1)) =Ls+L. (4.58)
Der erste Summand ist entweder Null, wenn S als raumfester Punkt gleichzeitig Ur-
sprung in 5 und ¥ ist, oder stellt den Drehimpuls der im Schwerpunkt vereinigten

Gesamtmasse M dar und ist dann relativ uninteressant. Wir kénnen unsere Uberle-
gungen also auf den kérpereigenen Drehimpuls

L= Z m; r; X w X rl)
beschrdnken, der sich auf den Ursprung S in X' bezieht:

L= Z mi[rf @ — (ri- @) ri] . (4.59)

Multiplizieren wir diesen Ausdruck skalar mit @, so ergibt sich:
w-L= Zmz [r w? — i-a))z] = Zmi (ri X w)2
i

Der Vergleich mit (4.44) zeigt, dass zwischen Drehimpuls und kinetischer Rotations-
energie der folgende Zusammenhang besteht:

1
TR = E(a) -L). (4.60)

Im Allgemeinen hat, wie wir noch zeigen werden, L nicht die Richtung von @. Da Tx
aber in jedem Fall positiv ist, konnen wir aus (4.60) schlielen, dass @ und L immer
einen spitzen Winkel einschlief3en.

Wir wollen die Komponenten von L nach (4.59) explizit schreiben:

_ (2 42 o o
L=y Yy mi(xh+x3) —@ Y mixpXip —©3 Y mixpxi
i i i
L, = — on s 2 2y _ oyt A
2= —w1 ) mixpXin + @y Y mi(xi +x3) @3 ) mixpxiz
i i i
L= — e i A2 2
3=~ Mm;Xi3Xj1 — @2 miXizXip + @3 m; (X + X
i i i
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Nach (4.47) besteht also zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit der fol-
gende Zusammenhang:
3
L= Z Jimom <= L=] @ . (4.61)
m=1

Die Drehimpulskomponenten sind also lineare Funktionen der Komponenten der
Winkelgeschwindigkeit. Im Hauptachsensystem werden die Beziehungen besonders
einfach:

L = (Awg, By, Cayg) (4.62)

Auch der Zusammenhang von Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit ldsst sich sehr
anschaulich am Tragheitsellipsoid demonstrieren. Fiir die Flache des Tragheitsellip-
soids (4.56) gilt F(&,n, ) = 1 mit

F=A& + B’ + C;* = F(&n,0) .

Nach (1.271) wissen wir, dass der Gradient von F senkrecht auf der Fliche F = const
steht:

VF = (2AE, 2Bn, 2CC) .

Fiir die Komponente des Schnittpunktes P der Drehachse mit der Ellipsoid-Fldache
gilt nach (4.54):

g

=73 Gp=—Fx- (4.63)

VI

Damit folgt:

2 2
VF|, = — (Ang, Bny, Cng) = ——=L.

VI @~/

Der Drehimpulsvektor steht also senkrecht auf der Tangentialebene, die im Schnitt-
punkt der Drehachse mit dem Trigheitsellipsoid angelegt ist. Ferner ist L natiirlich
auf den Ursprung S von X bezogen. Das Bild macht klar, dass @ und L nur dann
parallel sind, wenn die Rotation um eine der Haupttragheitsachsen erfolgt. Dann ist
in (4.62) nur eine Komponente von Null verschieden, und die Proportionalitit von
und L ist evident.

Diese letzte Tatsache konnen wir ausnutzen, um die Hauptachsen und die Haupt-
tragheitsmomente zu bestimmen. Wir geben ein beliebiges korperfestes Koordina-

Abb. 4.16. Drehimpuls und Tragheitsellipsoid im

Hauptachsensystem eines starren Kdrpers
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tensystem vor. Die Winkelgeschwindigkeit @ habe die Richtung einer Haupttrég-
heitsachse. Dann muss gelten:

L=]o=]o. (4.64)

Das ist eine so genannte Eigenwertgleichung der Matrix J. Unbekannt sind hier der
Skalar J, den man den Eigenwert von ] nennt, und der Eigenvektor @. (4.64) ist
gleichbedeutend mit dem folgenden homogenen Gleichungssystem:

(i -J) @1+ @, +J1363 =0,
Jn@i+ (J2—J) @2+ J3@3 =0, (4.65)
Js1@1 + 302+ (J33—J) @3 =0 .

Nach (1.352) hat dieses homogene Gleichungssystem nur dann nichttriviale Losungen,
wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet:

Ju-J iz i3 '
det| 1o Joa—T Jos |=det(J-J-E)=0. (4.66)

J31 52 J33—J

Werten wir diese Gleichung nach der Sarrus-Regel (1.326) aus, so ergibt sich ein
Polynom dritten Grades fiir das unbekannte Moment ], das man die

charakteristische Gleichung
nennt. Eine solche Gleichung hat drei Losungen,
71:A) 72:B) 73:C>

die, da J symmetrisch und reell ist, alle drei reell sind. Es handelt sich um die
Haupttragheitsmomente.

Setzt man die fiir ] gefundenen Losungen dann nacheinander in das Gleichungssy-
stem (4.65) ein, so ergeben sich Bestimmungsgleichungen fiir die drei Komponenten
der Winkelgeschwindigkeit in Richtung der betreffenden Haupttriagheitsachsen. We-
gen (1.353) ist der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als drei, sodass wir jeweils nur
die Verhiltnisse E(li) : 55") : Egi) der Komponenten des Eigenvektors @, i = 1,2, 3
bestimmen kénnen. Dies reicht aber aus, um die Richtungen der @'” festzulegen, die
laut Ansatz (4.64) mit den Haupttragheitsachsen iibereinstimmen.

4.4 Kreiseltheorie

Wir setzen ab jetzt voraus, dass der starre Korper einen raumfesten Punkt aufweist,
den wir zum Ursprung S des korperfesten Koordinatensystems 2 machen.

4.4
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4.4.1 Euler'sche Gleichungen
Wir diskutieren den Drehimpulssatz (3.13)

iL—M (4.67)
F i 4.67

um fiir den Kreisel Bewegungsgleichungen abzuleiten. M ist das duflere Drehmo-
ment, wobei wir der Einfachheit halber ab jetzt den oberen Index ex weglassen.
In dieser Form gilt der Drehimpulssatz allerdings nur im Inertialsystem 2. Dort
sind aber nicht nur die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit, sondern auch die
Komponenten des Tragheitstensors wegen der Drehbewegung des starren Korpers
zeitlich verdnderlich. Es ist deshalb nicht sehr sinnvoll, fiir L mit dem Resultat (4.61)
des letzten Abschnitts zu arbeiten.

Zweckmaifliger ist es, den Drehimpulssatz im mitrotierenden, korperfesten Be-
zugssystem X zu formulieren, wobei wir als Koordinatenachsen die Haupttragheits-
achsen wihlen. Traditionsgemaf3 nennen wir ab jetzt die Komponenten der Winkel-
geschwindigkeit p, g, 7

@=pes+qe;,trec, (4.68)
L=Apes+Bqge,+Cre;. (4.69)

Fiir die in (4.67) geforderte Zeitableitung verwenden wir nun wieder die Operatori-

dentitit
dt )5 - \dr 5 @ 47

mit der sich der folgende Drehimpulssatz ergibt:
M=L+(@xL). (4.71)
Die Zeitableitung rechts ist nun im korperfesten System durchzufiihren, in dem die
Komponenten A, B, C des Trigheitstensors zeitunabhédngig sind:
€ e €
M=Apes+Bqge,+Cre;+| p q r
Ap Bq Cr
Dies bedeutet im Einzelnen:
Mg =Ap+ (C-B)qr,
M, =Bg+ (A-C)rp, (4.72)
Mg =Cr+ (B—A)pq .

Man nennt diese Gleichungen die Euler’schen Gleichungen , die bei bekannten Kom-
ponenten des Drehmoments M im korperfesten Hauptachsensystem ein gekoppeltes
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System von Differentialgleichungen fiir die Komponenten p, g, r der Winkelgeschwin-
digkeit @ darstellen. Es sind die Bewegungsgleichungen fiir die Drehbewegung des
starren Korpers.

Zur konkreten Auswertung des Gleichungssystems benétigt man die Komponen-
ten des Drehmoments M beziiglich der Haupttragheitsachsen. Da M durch duflere
Krifte bewirkt wird, werden auf der linken Seite von (4.72) deshalb auch Grofien
erscheinen, die im raumfesten System Y definiert sind. Wir miissen deshalb Be-
ziehungen zwischen raumfesten und korperfesten Bezugssystemen aufstellen. Dies
bendtigen wir natiirlich auch, um aus den Losungen p,q,r der Euler’schen Glei-
chungen auf die Position des starren Korpers im raumfesten System 2 schlieen zu
konnen.

4.4.2 Euler’'sche Winkel
Die Euler’schen Winkel geben an, wie ein korperfestes, mitrotierendes Koordinaten-
system gegen ein raumfestes System verdreht ist.

Das raumfeste Koordinatensystem Y sei durch die Koordinaten %, 9,2 definiert,
das korperfeste Koordinatensystem durch x, y, z. Als Knotenlinie K bezeichnet man
die Schnittlinie der beiden (%, #)- und (x, y)-Aquatorebenen senkrecht zu 2 bzw. z. Es
treten die folgenden Winkel auf:

¢ = <(%-Achse, Knotenlinie) ,
& = <(2-Achse, z-Achse) ,

v = <(Knotenlinie, x-Achse) .

Wir kénnen die beiden Koordinatensysteme 2 und X durch drei Einzeldrehungen
zur Deckung bringen. Wir fithren zunéchst eine Drehung des raumfesten Ausgangs-
systems um die Z2-Achse im positiven Sinne um den Winkel ¢ aus; die %-Achse fillt
dann mit der Knotenlinie zusammen. Um diese drehen wir dann anschlieflend um
den Winkel ¢ die Z-Achse wird damit zur neuen z-Achse. Um diese drehen wir letzt-
lich um den Winkel p, um die neue x-Achse zu erhalten. Wichtig ist die Reihenfolge
der Drehungen. Drehungen um endliche Winkel sind in der Regel nicht kommutativ.

Abb. 4.17. Festlegung der Euler'schen Winkel fur die
Kreiselbewegung
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Bei gegebenen Euler’schen Winkeln ¢, ¢, p konnen wir also das raumfeste Achsen-
system immer so drehen, dass es mit dem korperfesten System zusammenfillt. Dies
bedeutet, dass bei bekannten ¢ = ¢(t), % = §(¢) und p = p(t) die Lage des Kreisels
tiir alle Zeiten berechenbar ist.

Wir brauchen nun den Zusammenhang zwischen den Zeitableitungen der Eu-
ler’schen Winkel und den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit. Rotation be-
deutet Anderung der Winkel ¢, ¢, p:

&= Drehung um die Knotenlinie ,
¢ = Drehung um die 2-Achse,
Y = Drehung um die z-Achse .

Wir koénnen diese Teildrehungen als Vektoren in den betreffenden Richtungen auf-
tragen und nach Komponenten beziiglich der korperfesten Achsen zerlegen:

dex = 19c051pex—19sinlpey ,
pé; = gsindtsinyp e, + @sindcosp e, + gcosite;,
ye, =ype,.

Die gesamte Winkelgeschwindigkeit ist dann die Vektorsumme dieser drei Beitrage.
Vereinbaren wir, dass das korperfeste System gleich dem Hauptachsensystem

ex:eg, ey:en) eZZEg

ist, dann ergibt der Vergleich mit (4.68) fiir die Komponenten der Winkelgeschwin-
digkeit:

p=¢sindsiny +$cosy,
q = @sind cosyp —19siny) , (4.73)
r=@cost+ .

Hat man p, g, r aus den Euler’schen Gleichungen (4.72) bestimmt, so sind iiber (4.73)
dann Bewegungsgleichungen fiir die Euler’schen Winkel bekannt, iiber die schlie3lich
die Lage des starren Korpers relativ zum raumfesten System bestimmt ist. Dies ist
das allgemeine Verfahren, das nun an Spezialfillen getestet werden soll.
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4.4.3 Rotationen um freie Achsen
Nehmen wir zunichst an, dass die dufleren Drehmomente verschwinden, dann wer-
den aus (4.72) die Gleichungen des kriftefreien Kreisels:

Ap+(C—-B)gqr=0,
BG+(A-C)rp=0, (4.74)
Ci+(B-A)pqg=0.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit p, die zweite mit g und die dritte mit r und
addieren dann die drei Gleichungen, so folgt:
d1
dr2

(457) d

TrR=0. )
3 IR (4.75)

(Ap2 +Bq2 + Crz)
Dies ist der Energieerhaltungssatz im korperfesten System.
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit A p, die zweite mit Bq und die dritte
mit Cr und summieren auf, so ergibt sich:
d1
dt 2

(462 d 1
=" ——|LI*=0. .76
dt2|| (4.76)

(A2p2 + quz + CZT,Z)
Der Betrag von L ist also im korperfesten System eine Erhaltungssgréf3e, verschwin-
dendes Drehmoment vorausgesetzt. Soll auch die Richtung konstant sein, so ist nach

(4.69) Ap = B4 = Cr = 0 zu fordern. Von (4.74) bleibt dann:
(C-B)qr=(A-C)rp=(B-A)pg=0. (4.77)

Wenn wir annehmen, dass die Haupttragheitsmomente A, B, C paarweise verschieden
sind, so miissen zwei der Komponenten ¢, p, r Null sein. @ liegt damit in Richtung einer
Haupttrégheitsachse, L und @ sind parallel. Da L auch im raumfesten System nach
Richtung und Betrag konstant ist, gilt das auch fiir @. Die Richtung der Drehachse
ist also sowohl im korperfesten als auch im raumfesten System konstant. Man nennt
solche Achsen freie Achsen. Ein starrer Korper, der um eine freie Achse rotiert,
schlingert nicht.

Ob eine solche Drehung ein wirklich stabiler Bewegungszustand ist, erkennt man,
wenn man den Einfluss einer kleinen Stérung untersucht. Die Drehung moge z.B.
um eine Achse nahe der &-Achse erfolgen, d.h. nahe der Achse zum Haupttriagheits-
moment A. Es sei also

p=0wg=po+Apy; po = const
mit einer kleinen Korrektur Apy. Die anderen Komponenten

q=A7Aq; 1= Ar
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sind dann ebenfalls klein. Das setzen wir in (4.74) ein, wobei wir Terme 2. Ordnung
vernachldssigen:

AApy =0 = Apg = const ,
BAj+(A—C)pyAr=0,
CAF+(B—A)poAq=0.

Wir differenzieren noch einmal nach der Zeit:
(A-C)(B-A)

BAG + (A—C) po Ai = BAG — - PeAg=0,
B-A)A-C
CAF+(B—A)p0Aq':CAF—( ); )pgmzo.
Mit der Definition
2 _ %
D=—(A-C)A-B .78
BC ) ) (4.78)
finden wir die Differentialgleichungen
Aj+D*Ag=0,
AF+D*Ar=0, (4.79)

die wir einfach 16sen konnen. Man erhilt Schwingungen, falls D?> > 0 ist. Wenn die
Groflen Aq und Ar anfangs klein waren, dann bleiben sie auch klein. Die Achse ist
deshalb stabil. Ist dagegen D? < 0, so gibt es exponentiell abfallende und ansteigende
Lésungen vom Typ

Agq = Aqp et DIt R

Ar = Arg etIPIE (4.80)

Der Ausgangszustand ist deshalb nicht stabil. Die Achse ist instabil. D> > 0 gilt, falls
A > C, A > Boderfalls A < C, A < B. Rotationen um die Achse mit dem grofiten
oder dem kleinsten Haupttridgheitsmoment sind also stabil. Die Rotation um die
Achse mit dem mittleren Haupttrdagheitsmoment (C < A < Boder B < A < C) ist
labil, weil dann D? < 0 ist. Bereits geringe Abweichungen der Drehachse von der
&-Richtung wachsen nach (4.80) exponentiell an.

4.4.4 Kraftefreier symmetrischer Kreisel
Von einem symmetrischen Kreisel sprechen wir, wenn zwei Haupttragheitsmomente
gleich sind, also z.B.

A=B#C. (4.81)
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In einem solchen Fall kann die Richtung der Drehachse, d.h. @, nicht fest bleiben.
Man nennt die ausgezeichnete dritte Achse (hier: {-Achse) die

Figurenachse

des starren Korpers. Die Kriftefreiheit kann man bei einem starren Kérper immer
dadurch realisieren, dass man den Schwerpunkt als Fixpunkt S wéhlt, da dann das
vom Schwerefeld bewirkte Gesamtdrehmoment verschwindet:

M=Zrixmig:M(Rxg):0 firR=0.

Unter der Voraussetzung (4.81) vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen (4.74)
des kriftefreien Kreisels wie folgt:
Ap+ (C-A)qr=0,
Ag+ (A-C)rp=0, (4.82)
Cr =0.
Die Losung fiir r = e ergibt sich unmittelbar:

r=rg9 = const . (4.83)

Wir konnen die {-Richtung immer so wihlen, dass r( positiv ist. Dann wird
_A-C
A

tiir A > C positiv und fiir A < C negativ. Aus (4.82) wird mit (4.83) und (4.84):

Q ro (4.84)

pP—-Qq=0; G+Qp=0. (4.85)
Wir differenzieren noch einmal nach der Zeit:
F-Qi=j+a*p=0,
G+Qp=G+0*q=0. (4.86)
Dies sind wiederum Schwingungsgleichungen. Die Losungen, die gleichzeitig (4.85)
befriedigen, lauten:
p=asin(Qt+p),
g=acos(Qt+p). (4.87)

a, B sind Integrationskonstanten. Aus (4.83) und (4.87) ziehen wir die folgenden

Schliisse:

1. Die {-Komponente r der Winkelgeschwindigkeit @, also die Projektion auf die
Figurenachse, ist konstant,

2. @ = |m| ist konstant,
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3. die Projektion von w auf die &, n-Ebene, das entspricht den p, g-Komponenten,
beschreibt einen Kreis vom Radius a.

Schluss 1. ist die Aussage (4.83), Schluss 3. ergibt sich aus (4.87) und Schluss 2. gilt

wegen:
w? =1 +p2 + q2 = rg +a® = const . (4.88)
¢
5
\
' 0
\\ 0 @
N n
\
LY
\
\ £ Abb. 4.18. Bewegung der Drehachse um die Figurenachse beim

kraftefreien symmetrischen Kreisel

@ beschreibt also einen Kreiskegel um die Figurenachse mit dem Offnungswinkel y:
a

tany = — . (4.89)
1o

Man nennt diesen Kegel den Polkegel. @ lduft mit der Winkelgeschwindigkeit Q
(4.84) auf dem Polkegel-Mantel um.

Beispiel Die Erde ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid, also in guter Ndherung ein
symmetrischer Kreisel. Bei der Rotation fallen Figurenachse (geometrischer Nordpol)
und Drehachse @ (kinematischer Nordpol) nicht genau zusammen. @ lduft auf einem
Kegel um die Figurenachse. Der kinematische Nordpol beschreibt einen Kreis mit
einem Radius von etwa 10 m um den geometrischen Nordpol mit einer Periode von
etwa 433 Tagen (Chandler’sche Periode).

Wir haben bisher die Bewegung des symmetrischen kréftefreien Kreisels im kor-
perfesten (&, 1, {)-System diskutiert. Wir miissen nun noch auf das raumfeste System
transformieren. Dazu bestimmen wir die Euler’schen Winkel als Funktionen der Zeit.
Zunichst einmal haben wir mit (4.73):

p=asin(@Qt+p) = @sindsiny +Fcosp ,
q:acos(Qt+ﬁ):¢sinﬁcosw—19siny), (4.90)

r=rg=@cost+y.
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Da die Bewegungen kriftefrei erfolgen sollen, ist der Drehimpuls L im raumfesten
System 2 nach Richtung und Betrag konstant. Wir kénnen dann die 2-Achse immer
so legen, dass

L=1Le, (4.91)
gilt. Im korperfesten System (&, i, ¢) hat der Einheitsvektor é, die Komponenten:
(éz)(§ =sindsiny,
(éz)n =sincosp , (4.92)
(éz) = cost.
Dies fithrt mit (4.90) zu dem folgenden Gleichungssystem:
Le =Ap=Agsindsiny + Ad cos < Lsindsin v,
Ly=Aq=Ag@sindcosy — Adsin Y . Lsindcosyp ,
L;=Cr=Cgcostt+ Cy = Lcosd .
Dieses Gleichungssystem ist nur mit
% =4y =const, ¢ = const (4.93)
zu l6sen. Damit wird aus (4.90):

asin(Qt+f) = gsindysiny
acos(Qt+f) =g@sindycosy , (4.94)
ro = @costh + P .

Dividieren wir die beiden ersten Gleichungen durcheinander, so ergibt sich:

Ppy=Qt+ph=

rot + B . (4.95)

Setzt man dies z. B. in die erste Gleichung ein, so folgt a = ¢ sin ¥, und damit

(04
p=——t+¢p. (4.96)
sin i

Die dritte Gleichung in (4.94) liefert dann noch

A
§=00; tandy= . (4.97)

1o C
Gleichungen (4.95), (4.96) und (4.97) stellen die vollstindige Losung der Bewegungs-
gleichung des kriftefreien symmetrischen Kreisels dar. Wir haben vier unabhéngige
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Integrationskonstanten a, 3, ¢y, 9. Es miissten eigentlich sechs sein. Zwei haben wir
implizit zur Festlegung der Z-Richtung bereits benutzt!

Diskussion der Kreiselbewegung:

a)

b)

c)

¢: Winkel zwischen raumfester 2-Achse und korperfester z-Achse. Die 2-Achse ist
nach (4.91) durch die Richtung des Drehimpulses L gegeben. Die z-Achse ist die
Figurenachse ({-Achse).

Daraus folgt:

Die Figurenachse bewegt sich bei konstantem Offnungswinkel ¢ = ¢y mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢ um die Richtung des Drehimpulses. Den
dabei von der Figurenachse beschriebenen Kegel nennt man den Nutationskegel.
y: Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Kérper (genauer die korperfeste n, &-
Ebene) um die Figurenachse dreht.

@: Die Winkelgeschwindigkeit @ ist gleich der Vektorsumme aus ¢ und . Sie
liegt immer in der 2, {-Ebene, rotiert also mit der Figurenachse um die Richtung
des Drehimpulses (2-Achse) und bildet mit der Figurenachse den Winkel y (4.89).
Die durch @ definierte momentane Drehachse bewegt sich damit auf dem so
genannten Spurkegel um die raumfeste Drehimpulsrichtung.

Der Polkegel rollt mit seinem dufleren Mantel auf dem raumfesten Spurkegel ab und

tithrt damit die Figurenachse auf dem Nutationskegel.

Fiir A > Cist p 11 e;. Dann rollt die Au8enflédche des Polkegels auf dem Mantel

des Spurkegels ab.

Fiir A < Cist 1 ez. Der Polkegel rollt mit der Innenfliche auf dem raumfesten

Spurkegel ab, wobei wiederum die Figurenachse auf dem Nutationskegel gefiihrt

wird.

Abb. 4.19. Bewegungsablauf beim kraftefreien

symmetrischen Kreisel mit Haupttrdgheitsmomenten
A=B>C
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C-Achse
Abb. 4.20. Bewegungsablauf beim kraftefreien
symmetrischen Kreisel mit
Haupttrdgheitsmomenten A =B < C
4.5
4.5 Aufgaben —
Aufgabe 4.5.1 Berechnen Sie das Tragheitsmoment: 4.5.1

1. einer homogenen Kugelschale (Auflenradius R, Dicke d<R, Masse M)
beziiglich einer Drehachse durch den Mittelpunkt,

2. eines Wiirfels mit homogener Massendichte (Kantenldnge a, Masse M)
beziiglich einer der Wiirfelkanten als Drehachse,

3. eines Zylinders der Masse M mit dem Radius R beziiglich der Symmetrie-
achse. Die Massenverteilung sei so, dass die Massendichte von der Achse
nach auflen, mit Null beginnend, linear mit dem Radius ansteigt.

Aufgabe 4.5.2 4.5.2

l Abb. 4.21. Drehung eines Wirfels mit homogener

Massendichte um eine Wiirfelkante im Schwerefeld der
Mg Erde
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Der Wiirfel aus Aufgabe 4.5.1 2. hidnge an einer seiner Kanten im Schwerefeld
der Erde senkrecht nach unten. Er fithre kleine Schwingungen um diese Achse
aus. Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf und geben Sie Schwingungsdauer
und Kreisfrequenz an. Wie lang wire ein dquivalentes Fadenpendel?

Aufgabe 4.5.3 Ein diinnwandiger Hohlzylinder (Radius R, Masse M) rollt

eine schiefe Ebene hinab. Er beginnt zur Zeit t+ = 0 zu rollen, wobei v(t) die

Geschwindigkeit eines Punktes seiner Achse ist.

1. Formulieren Sie den Energiesatz und driicken Sie die gesamte kinetische
Energie durch v(t) aus.

2. Berechnen Sie v(¢).

Aufgabe 4.5.4 Zwei homogene Zylinder mit Massen M;, M,, Radien Ry,
R, sind mit einem Faden umwickelt und dadurch miteinander verbunden.
Die Achse des ersten Zylinders ist fest horizontal gelagert. Er ldsst sich aber
reibungsfrei drehen. Der zweite Zylinder féllt im Schwerefeld der Erde in x-
Richtung, wobei sich auf beiden Zylindern der Faden abwickelt. Stellen Sie mit
Hilfe des Drehimpulssatzes die Bewegungsgleichung auf und bestimmen Sie
insbesondere die Fadenspannungen F; und F,!

A

Abb. 4.22. Durch Faden gekoppelte, reibungsfrei drehbare Zylinder
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Aufgabe 4.5.5 Auf einen starren Korper wirke ein Drehmoment M.y, das 4,55
stets senkrecht zum Drehimpuls L und senkrecht zu einer vorgegebenen, festen
Achse in Richtung n orientiert ist:

L
My =Mnxl) ; Il=—-.
IL
1. Zeigen Sie, dass gilt:
|L| = const ; L-mn = const.

2. Beschreiben Sie die zeitliche Bewegung des Drehimpulsvektors L. Unter-

suchen Sie dazu %!

Aufgabe 4.5.6 4.5.6
1. Ein starrer Korper besitze den Tragheitstensor J = (Jj;), wobei sich dieser

auf ein korperfestes Koordinatensystem X bezieht, dessen Ursprung mit

dem Schwerpunkt zusammenfillt. Wie dndert sich der Tragheitstensor fiir

ein Koordinatensystem X', das bei parallelen Achsen um den Vektor a

gegeniiber X verschoben ist (verallgemeinerter Steiner’scher Satz)?
2. Zeigen Sie, dass sich der Tragheitstensor bei einer Drehung des kérperfe-

sten Koordinatensystems wie folgt transformiert:

Tom = Z dnidili -
ij

Dabei sind d;; die Elemente der orthogonalen Drehmatrix.
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Aufgabe 4.5.7 Gegeben sei ein Quader mit den Kantenldngen a, b, c und ho-

mogener Massendichte gy.

1. 2 sei ein korperfestes, kartesisches Koordinatensystem mit seinem Ur-
sprung in der linken unteren Quaderecke und Achsen lings der Quader-
kanten. Bestimmen Sie den Tréigheitstensori!

2.  Der Quader rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit @ um seine Raum-
diagonale. Berechnen Sie iiber den Trédgheitstensor das Tragheitsmoment
beziiglich dieser Achse!

3. X sei ebenfalls ein korperfestes, kartesisches Koordinatensystem mit Ach-
sen parallel zu denen aus 1. Der Ursprung liege nun aber im Quader-
Schwerpunkt. Bestimmen Sie den Trégheitstensor J! Wie sieht jetzt das
Tragheitsmoment fiir die Rotation um die Raumdiagonale aus?

4. Benutzen Sie die in 1. und 3. bestimmten Tragheitstensoren zur Festlegung
der Tragheitsmomente beziiglich einer Rotationsachse, die mit einer Qua-
derkante (z.B. in y-Richtung) zusammenfillt, und einer dazu parallelen
Achse durch den Quaderschwerpunkt. Verifizieren Sie den Steiner’schen
Satz!

Aufgabe 4.5.8 Benutzen Sie die Losung im ersten Teil von Aufgabe 4.5.7, um
den Tragheitstensor eines Wiirfels der Kantenldnge a mit homogener Massen-
dichte fiir ein kartesisches Koordinatensystem anzugeben, dessen Ursprung in
einer Wiirfelecke liegt und dessen Achsen mit den Wiirfelkanten zusammenfal-
len. Berechnen Sie dazu die Haupttridgheitsmomente und Haupttrégheitsach-
sen!



4.6 Kontrollfragen 335

4.6 Kontrollfragen 4.6

Zu Abschn. 4.1

1. Beschreiben Sie das Modell des starren Korpers.

2. Wie viele Freiheitsgrade besitzt der starre Kérper?
3. Was versteht man unter Massendichte?

4. Was ist ein Kreisel?

Zu Abschn. 4.2

1. Definieren Sie fiir die Rotation um eine vorgegebene Achse das Tragheitsmoment
des starren Korpers. Von welchen Bestimmungsgrofien hangt dieses ab?

2. Was ist ein physikalisches (physisches) Pendel? In welcher Beziehung steht dieses
zum mathematischen Pendel?

3. Formulieren und interpretieren Sie den Steiner’schen Satz.
Wie viele Freiheitsgrade hat ein auf einer schiefen Ebene abrollender Zylinder?
Wie lautet seine Bewegungsgleichung?

5.  Welche Analogien bestehen zwischen der Translations- und der Rotationsbewe-

gung?

Zu Abschn. 4.3

1. Wie sind die Komponenten des Tragheitstensors definiert?

2. Wie héngt die kinetische Rotationsenergie von den Komponenten der Winkel-
geschwindigkeit ab? Wodurch sind diese Komponenten bei gegebenem Koordi-
natensystem festgelegt?

3. Erldutern Sie den Tensorbegriff. Wann ist eine quadratische Matrix ein Tensor
2. Stufe?

4. Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Trédgheitsmoment beziiglich ei-
ner festen Achse und dem Trédgheitstensor?

5. Was versteht man unter einer Hauptachsentransformation? Was sind Haupttréag-
heitsachsen und Haupttragheitsmomente?

6. Wie kann man an dem Tragheitsellipsoid das Tragheitsmoment beziiglich einer
vorgegebenen Achse ablesen?

7.  Wodurch unterscheiden sich der symmetrische, der unsymmetrische und der
Kugelkreisel?

8. Driicken Sie den Drehimpuls eines starren Korpers durch den Tragheitstensor
aus.

9. Demonstrieren Sie am Trégheitsellipsoid den Zusammenhang zwischen Dre-
himpuls L und Winkelgeschwindigkeit @. Wann sind @ und L parallel?
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Zu Abschn. 4.4

1. Was besagen die Euler’schen Gleichungen?

Definieren Sie die Euler’schen Winkel.

Wie lauten die Gleichungen des kriftefreien Kreisels?

Was versteht man unter freien Achsen?

Was bedeuten Figurenachse, Polkegel, Nutationskegel und Spurkegel fiir die

VI NEEVSI N

Kreiselbewegung?
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Léosungen der Ubungsaufgaben

Abschnitt 1.1

Losung zu Aufgabe 1.1.1

Wir benutzen die Regeln (1.19) bis (1.22) und l6sen die Aufgaben dadurch, dass wir
die einzelnen Terme auf Nullfolgen zurtickfiihren.

1.

\/E 1 1o
ap=—=—= —> 0
n n
2.
3 1+ L
n’ + 1 T5 noool
an = = 1 — =
2w +n?+n 2+ 14 % 2
n n
3.
2 L
n°—1 2 — 00
an=72+5=%+5n—> 1+5=6.
(n+1) 1+2+ 5

Lésung zu Aufgabe 1.1.2
1.  Wir benutzen (1.29):

3 m 3 m—1 1
B " 1 1 _31—(5 ~
5=39(5) =352 (5) "3l 7

m=1

N—"
w
w
NTEEIN
\®)
—

Mit (1.30) folgt:

[ee) m o] m—1
1 3 1 3 1
5:Z3<5) :52(5) =371

m=1

2. Die Antwort ist ja, denn:

11 > m-l
L11l...=14+ —+ — + .- = — = =
10 100 — 10 1— L 9

Lésung zu Aufgabe 1.1.3
Es gilt offensichtlich fiir die harmonische Reihe (1.27):

Son =38 =

1.1.1

1.1.2

1.1.3
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Esist also

lim (Sn —Sn) >

n— 00

N =

Damit kann die Reihe nicht konvergieren!

1.1.4 Losung zu Aufgabe 1.1.4

cos® ¢ - tan® @ + cos® @ = sin’ @ + cos? ¢ = 1

1 — cos? sin’ sin

: Y _ . $ _sng = tan @
sing-cosg sing-cosg  cos¢@

1 cos’ g —1 sin’
1-— 3 = (g = — 2()0 =—tan2(p
cos* ¢ cos* ¢ cos* ¢
1 N 1 _l+sing+1-sing 2
1-sing 1+sing 1 —sin? ¢ ~ cos2g

sin(¢g) + ¢2) + sin(¢@; — @) _ 2sin¢; - cos ¢
cos(@1 + @2) + cos(@r —@2)  2cos @) - COS Py

=tang; .

Hier haben wir die Additionstheoreme (1.60) und (1.61) ausgenutzt.

2 2
cos 1.60 cos 1 cos 1
' P (1.60) . p =—,(P=—cot<p.
sin 2¢ 2sing-cosgp 2 sing 2
1.1.5 Lésung zu Aufgabe 1.1.5
Die Ableitung gelingt sehr schnell mit dem Additionstheorem (1.61):
1.47
1—cos<p:l—coszf+sin2£ ( :)sin2£+sin22 =2 sin22 .
2 2 2 2 2

1.1.6 Losung zu Aufgabe 1.1.6
1.

y=f(x)=cosx = f(x)=-sinx.
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Die Begriindung ist der fiir die Ableitung des Sinus in (1.80) v6llig analog.

Ay  cos(x + Ax) — cosx
Ax Ax

CcOSx cOSsAx — sinx sin Ax — cos x
Ax

cosx(cosAx—1) . sinAx
= —sinx
Ax

. Ax sin % . sinAx
= —cosx sin — - ——= —sinx .
2 > Ax

Im vorletzten Schritt haben wir die Formel aus Aufgabe 1.1.5 verwendet. Fiir den
verbleibenden Grenziibergang Ax — 0 kénnen wir (1.50) ausnutzen:

, . . Ax sin% . sinAx .
f'(x) = lim —cosxsm;- = —sinx = —sinx.

Ax—0

]|
B>
=

2. Mit der Quotientenregel (1.86) berechnet man

d _d /sinx\ cosxsin’x — cos’ xsinx
&tanx_ dx (cosx) B cos? x
B cos? x + sin® x
B cos? x
B 1
cos?x

3. Wiederum mit der Quotientenregel (1.86) folgt

d _d scosxy  cos'xsinx— cosxsin’ x
dx cotx = dx <sinx) a sin? x

B —sin® x — cos?® x

a sin? x

_ 1

T osin2x

Losung zu Aufgabe 1.1.7
Wir benutzen die Differentiationsregeln aus Abschn. 1.1.9:
L

fl(x) = 15x*

1.1.7
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2.
fr(x) = 21x* - 6x3
3.
0 (3x* —2) 5x* = 10x (x° —2x)  5x* + 106> x> +2
xX) = = =
3 25x4 25x4 5x2
4.
1 2 1
/ x = —x_§ =
Ja) 3 34/x2
5.
1 _1 X
/ 2
(x)==(1+x") * - 2x= ——
R =g () o= e
6.
fé(x) = 3(—sin(6x)) - 6 = —18 sin(6x)
7.
f7/(x) = cosx? - 2x = 2x cos x°
8.
fi(x) = 6x* exp (Zx3 —4)
9.
2
/
X) = .
f9( ) 2x+1

Lésung zu Aufgabe 1.1.8

Die im Folgenden benétigten Ableitungen der trigonometrischen Funktionen wur-
den in (1.80) und in Aufgabe 1.1.6 abgeleitet.

1. Essei

y =sinx
und damit

f(y) = arcsiny = x.
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Mit (1.91) gilt dann:

d« 1 1 1
dy % cosx  /1—sinx
Damit folgt die Behauptung:
d ) 1
— arcsiny = .
d 4 1-— yz
2. Esseinun
¥ = COSX
und damit
fl(y) = arccosy = x.
Es gilt dann:
dx« 1 1 1
&~ O sk Vl-costx
Damit folgt die Behauptung:
d 1
— arccos y = — .
d}/ Y 1-— yz
3. Esseinun
y = tanx
und damit
f(y) =arctany = x .
Es gilt dann:
dx 1 1 5 1
_—= — = = COS - .
dy &  tan’'x 1+ tan? x

Damit folgt die Behauptung:

d . 1
— arctany =
dy Y

4. Esseinun

341



342 Lésungen der Ubungsaufgaben

und damit
fl(y) = arccoty = x.
Es gilt dann:
dx 1 1 ) 1
— === =-sin“x=————.
dy % cot’ x 1+ cot?x
X

Damit folgt die Behauptung:

1
d_y arccoty = 7 ol
1.1.9 Losung zu Aufgabe 1.1.9
1.
ap = f(0)
a1 = f'(0)
@ = = £(0)
2
1 d"f
ap = — ——
ol dxn |,
(0,0]
£(0)
N f(x):Z " X"
n=0
2.  Wir substituieren
u=x-xo ; g =flut+xy)=f(x).
Dann gilt mit Teil 1.:
i (”)(0)
g(u)=zg o T
n=0 ’

Wegen
g"(0) =" (x0)

folgt unmittelbar die Behauptung.
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Lésung zu Aufgabe 1.1.10
Die Begriindung gelingt mit Hilfe der Taylor-Entwicklung (1.92), die wir um x = 0
durchfiihren.

£ = (14" ~ f0)=1

fl(x)=n(1+x)""! ~ f(0)=n

f"(x) =nn—1)(1+x)""2 ~ f'(0)=nn-1)

" (x) =n(n—1)(n—-2) (1 +x)"3 ~ f70)=nn-1)(n-2)
Das ergibt in (1.92)

n(n—1) 24 n(n—1)(n-2) N

(I+x)"=1+nx+
2! 3!

Wenn x < 1, dann kann die Reihe mit hinreichender Genauigkeit nach endlich vielen
Termen abgebrochen werden.

Losung zu Aufgabe 1.1.11
Wir benutzen die Taylor-Entwicklung (1.92) fiir f(x) = In(1 + x) um x = 0:

f(x) =In(1 +x) ~ f(0)=1In(1) =0
””:ui@ A O =1
fx) = ﬁ ~ f(0)=-1
() = ﬁ ~ f1(0)=2
Allgemein gilt:
% In(1 +x) = ("_(1)1(;;3"_1 (n=1).

Fiir n = 1,2, 3 ist das offensichtlich richtig. Wir schlief3en induktiv von » auf n + 1,
d.h. wir zeigen, dass, wenn der Ausdruck fiir » gilt, dann auch fiir n + 1:

Jn+! (1 + 1) = d (n—l)!(—l)n_l B (n—l)!(—l)”—l B (m)!(=1)"
B N e R T

1.1.10

1.1.11
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Damit gilt speziell:
F(0) = (n = DI=D"
Taylor-Entwicklung:
yn-1

O £(n) >
ln(1+x)=Zf '(O)x"=1+z (l—x".

n! n
n=0 n=1

Das ist die Behauptung. Noch nichts gesagt ist zur Konvergenz der Reihe. Weiterfiih-
rende Betrachtungen zeigen, dass diese fiir |x| < 1 gewdhrleistet ist.
1.1.12 Losung zu Aufgabe 1.1.12
f(x) =cosx ; x0=0.
Wir verwenden in der Taylor-Reihe (1.92) nun:
f0) =13 f/(0) = —sin(0) =0 ; f’(0) = —cos(0) = ~1 ;
f"(0) =sin(0) =0 ; f(4) =cos(0)=1 ;...
~ f(Zn)(o) f(2n+1) =0.

Das bedeutet in diesem Fall

1
cosx=1-——x? +—x+ Z(—

2! 4! Zn)' '

1.1.13 Losung zu Aufgabe 1.1.13
Wir setzen

i
fx)

Mit den Reihenentwicklungen (1.94) und (1.51) gilt:

fx) =

fi(x) = x—sinx

1 1
:x—(x——x3+—x5—...)
3! 5!
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fhx)=e"+e -2

1
N
o
_|_
=
+

2%,
+
~
+
VR
—

I
=
_|_
2%,
|
N——
|
S}

Damit folgt:

:x2+2x4(...) 1+ 2x2(. ..

f(x)

-0 §-20.) x500-0
)

Wir untersuchen nun denselben Ausdruck mit der Regel von I'Hospital:

/ 1- 1-1
lim £ = lim A% = fiy 17905%

x=0 x>0 fi(x) x>0 e¥—e* 1-1"

Dieser Ausdruck ist so noch unbestimmt. Wir miissen also einen Schritt weitergehen:

" (x sin x 0
lim f(x) = lim 1,,()=i =-=0.
x—0 x=0 fi'(x) x—0e"+e ™ 2

Lésung zu Aufgabe 1.1.14
1.

flx) =2x* - 8x7 .

Nullstellen:
02 20" — 8% = 20 (¥ —4) = 22 (x + 2) (x — 2)
N xX1=x=0; x3==2 3 x4=+2

Extremwerte:

f'(x) 20=8¢— 16x = Sx(x2 -2)

N x,=0; xbzﬁ ; xcz—ﬁ.
Aus

f(x) = 24x* — 16 = 8 (3x* — 2)

folgt

f"(x2) = =16 <0 N Xg: Maximum

" (xp) =f"(x) =32>0 N xpc: Minima

1.1.14
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mit
f(xa) =05 fxp) =f(x) =-8.
2.
(x) = sin [ 2
x)=sin|{-x]) .
g 2
Nullstellen:
Xy = 2MTT meZ.

Extremwerte:

1 1
Oég/(x)zicos(zx) Nx,=02n+1)mt; neZ.

Man zerlegt die Nullstellen zweckméflig nach n = 2ny und n = 2ny + 1;n1, € N:

xt ::I:(4n1+1)1r ; xnizzzt(4n2+3)rt.

ni

Damit ergibt sich

1 Tl' 1 .
g’ (le) = sin ((4111 + 1) E) = N Maxima
3 n 1 ..
g (x,,) = +- sin ((4111 +1) 5) =ty M Minima
"o+ n 1 ‘s
(xnz) = —— sin ((4n2 + 3) E) = +Z M Minima
- . I 1 .
g (x,,) =+ sin ((4112 +3) 5) =3 M Maxima

mit

Abschnitt 1.2

1.2.1 Losung zu Aufgabe 1.2.1
1.  Wihle

file) =cosx 5 f(x) = cosx

~ fi(x)=-sinx ; fa(x) =sinx.
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Damit gilt:
fcoszxdx:cosxsinx—/(— sin? x)dx + ¢
:cosxsinx+/(1 —cos? x)dx + ¢
:cosxsinx+x—fcoszxdx+é
1 . X 4
= — cosxsinx + 3 +cC.
2.  Wihle
fik)=x* ;  f(x)=cos’x
/ 1 . X
N fix)=2x fz(x):Ecosxsmx+5 .

Hier haben wir bereits das Ergebnis aus Teil 1. ausgenutzt. Es gilt nun zunéchst:
2 2 1> - ~ 2
x“ cos” xdx = Ex (cosxsinx+x) — [ (xcosxsinx+ x”)dx

1, . X’
= —x“(cosxsinx+x)— — — A
2 3

1 d
A=/xcosxsinxdx: —/x— sin? xdx
2 dx

x . 1 .
=—sm2x——/sm2xdx+c1

2 2

X . x 1
=Zsin’x— =+ = | cos’xdx + ¢

2 2 2

X ., x 1 .
= Esm x——+Z(cosxsmx+x)+C3.

Damit bleibt:
1 1 X X
/xzcoszxdxz—(cosxsinx+x) == )+Zcos?x— " +c.
2 2 2 3
3.  Waihle
filk)=x 5  f(x)=sinx

A fix)=1 5 fo(x) = —cosx.
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Damit ergibt sich unmittelbar:
/ xsinxdx = —xcosx + / cosxdx = —xcosx +sinx + c.
4. Wihle
fit)=Inx 5 filx)=x
SR AR

Es bleibt somit zu berechnen:
1 1 1
/xlnxdx:—lenx—-/‘fdx:—x2 Inx— =) +c.
2 2 2 2

1.2.2 Losung zu Aufgabe 1.2.2
1. Wir substituieren

1
u=5x—4 n du=5dx ~ dngdu N ulx=1)=Lulx=0)=—-4.

Damit folgt:

{(5x—4yd 1/1 Ydu= it = S (1-4%) = - (~255)
X — X = - u u=—1u = — — - _— (—
5J)- 420 20

2. Wir substituieren
51 1 71 3
u:nx+7 N du=ndx ~ dx=—du ~ ulx=1)= 7;u<x= —) =4m.
T

Damit folgt:

3
2 51 1[4 1 1
/ sin(nx+—) dxz—/ sinudu:——cosuﬁz:——(l—O)
1 2 7 i 2 I

7

1
T
3. Wir substituieren

1
u=7-3x n du=-3dx dx:—gdu N ux=1)=4ulx=2)=1.
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Damit folgt:

4. Wir substituieren

1
u=2x +4mdu—6x2dxmdx—ﬁdumu(x -1)=2u(x=+1)=6.
X

Damit folgt:
1
f N2 +4dx = — ffdu——u2|2—§< —2%)

= g«/i (3J§— 1) ~132.

Losung zu Aufgabe 1.2.3 1.2.3

L
1 2
// x? dxdy = / 2dx‘/dy f dey‘
x=0
2
—Zf 2dx——xs‘
0 3 0

' m m m
/ f sinx - sinydxdy = / sinx dx / siny dy
=0Jy=5m 0 5T

1
2 2

2
3

—

=(+1-(-1))(+1-0)

=(—cosx)‘ (cosy)

NI»—A

=2
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3.
2 3x 2 3x 2
/ / xzdxdy:f xzdx/ dyz/ K dx(Bx—x+1)
=0 Jy=x-1 0 x—1 0
2 1 1 2 1
2/ (2x° + x*) dx = <—x4+ —x3> ’ =38 (1 + —)
0 27 737 ) o 3
32
3
4.
1 2x xty 1 2x xty 1 2x
/ / / dxdydz = / dx f dy / dz = / dx dy (x+y)
x=0 Jy=0Jz=0 0 0 0 0 0
1 1 2x 1 4 ;1
= / dx (xy+ —)’2> = 4/ dxx® = —x3‘
0 2 0 0 3 0
B 4
- 3
Abschnitt 1.3
1.3.1 Lésung zu Aufgabe 1.3.1

1. Mit der Orthogonalitdtsrelation
e e = 0jj
folgt unmittelbar:
es-(e1tey)=es-e+te3-er=0,
(5e1 + 3e3) + (7e; — 16e3) = 35,
(e; +7e; —3e3) + (12e; —3ey; —4e3) =12—-21+12=3.

2. Forderung:a-b 0.

a-b=-3-12-3a=a=-5.

3. Projektion von a auf die Richtung von b:

-—x—> b Abb.A.1.
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1
xzacos<[(a,b)=5(a-b),
=b-b=16+9=25=b=5,

8
a-b=4—12=—8$x:—§.

4. ey Einheitsvektor in b-Richtung.

1 1
b—_:>e—_e + e +e .
[ b \/_3(1 2 3)
e, = — + = — .
b «/g «/g

Damit ergibt sich:

2
a Zeb'(eb'a)25(61+ez+es),

1
a, =a-—a :§(e1—8e2+7e3).

Kontrolle: a -a; = %(1 -8+7)=0.
5. cos(<a,b) = %b(a + b).

a:b:\/1+(2+ﬁ)2:\/8+4f:2 2+4/3.

1
a-b=2(2++/3) = cos(<ta, b) = 2 = <(a,b) =60° .

Losung zu Aufgabe 1.3.2
1. Kosinussatz:

Abb.A.2.

(a+b?=a>+2a-b+b*.

la+b| =+va?+b?+2abcosa .

1.3.2
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Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt:

la+b| =117+ 108 cosa ,

1
cos(0) =1, cos(60°) = 3 cos(90°) =0,

1
cos(150°) = _Eﬁ , cos(180°) =-1.

= |la+b|] =+/225cm = 15cm — a=0°,
=4/171cm = 13,1 cm <— a=60°,
=4/117cm = 10,8 cm — a =90°,
=117 - 544/3 cm = 4,8 cm <= a = 150° ,
=4/9cm=3cm <— a = 180°.
Fiir den Winkel g gilt:
(a+b)-a a+bcosa 6 cosa
cosf = = = + .
ala + b| |a + b| |a + b| |a+ b|
a=0
cosp=1 = p=0,
a = 60°:
10,5
cosfB = =08 = =36,87°,
p 13,1 p
a =90°:
B ° _056 = B = 55,94°
COoSp = =4y = > >
10,8
a = 150°:
6—4,5-4/3
cosﬁ:Jz—O,W = p=111,95°,
4.8
a = 180°:
6-9

cosﬂsz—l = p=180°.
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Abb.A.3.

= <t(a,b) = 180° — 36° = 144°,
cos = —0,809 .
la+b?>=a’+b*>+2a-b=736+49 + 84 cos?
= |la+b| =4,13cm,
la—b*>=a’+b*>—2a-b=36+49 — 84cos?

= |la—b| =12,37cm,

a+b)-e
cos[<(a+b,e)] = #
la + b|
6 -c0s36° + 7 - cos 180°
= = —-0,520
4,13
= <(a+b,e)) =121,32°,
a—>b)-e 6cos36° +7
cosl<t(a—b,e))] = 2P et _ 0,958

la— b 12,37

= <(a—b,e;) =16,61° .

3. POP:r—rozaf.

Abb.A.4.

Ein beliebiger Punkt P auf der gesuchten Geraden hat dann den folgenden Orts-
vektor:

r=ro+af = (xo+aa)e; + (yo +ab)e; + (zo + ac)es

(%0, ¥0> 20> a, b, ¢ sind bekannt, @ € R).



354 Lésungen der Ubungsaufgaben

1.3.3 Losung zu Aufgabe 1.3.3
1.

(a x b)* = a*b*sin’[<(a, b)] ,

(a+b)? = a’b* cos’[<i(a,b)] .
Wegen sin’ x + cos® x = 1 folgt:

(ax b)?+(a-b)? =at?.

2.
(axb):(cxd)=c-[dx(axb)]= (Spatprodukt)
=c-[a(d-b)-b(d-a)] = (Entwicklungssatz)
=(a-c)(d-b)—(b-c)(a-d).
3.
(axb): [(bxc)x(cxa)=(axb):{c[(bxc)-al—a[bxc):c|}=
=[(axb)-c][(bxc)-a] = (Entwicklungssatz)
=[a-(bxc)]* (Spatprodukt) .
1.34 Losung zu Aufgabe 1.3.4

1.

a=(2,42); b=(3,-2,-7)=a=+24; b=+62.
(a+b)= (52,5 = |a+b =36,
(a=b) = (~1,6,9) = |a—b| = V118,
(—a) = (-2,-4,-2) = | —a| =24 =26,

6(2a - 3b) = (-30,84,150) = 6|2a — 3b| = 18+/94 .
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Kontrolle der Dreieicksungleichung:
la+bl=3-V6<a+b=2/6+62.

Dies ist genau dann richtig, wenn V6 < /62 gilt, was offensichtlich der Fall ist.

(a x b) = (a2b3 — asby, asby — a1 bz, a1by — axby)
=(—28+4,6+14,—-4—-12) = (-24,20,-16) = 4(—6,5,—4) ,
(a+b) x (a—b)=-2(a x b) =8(6,-5,4),
a-(a—b)=24—-(6-8—-14)=140.

3. Fldche des Parallelogramms:

_ : : po—axb _ 1 .
la x b| = 44/77. Einheitsvektor: e = Taxhl ﬁ(6’ 5,4).

Lésung zu Aufgabe 1.3.5

a

+b /»

a a Abb. A.5.
Satz von Thales: ,,Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter.“ Es ist zu zeigen:
(@+b)-(b-a)=0.
Dies ist genau dann der Fall, wenn
a-b-a@+b—b-a=0 < =1,

Dies ist offensichtlich erfiillt.

1.3.5
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Lésung zu Aufgabe 1.3.6
Es gilt:

Abb. A.6.

(—a)+(-b)=—(a+D).
Ferner lesen wir an dem Bild ab:
x+|al(-a)=y,
x=a(-b),
y=al[-(a+b)].
Nach dem ersten Strahlensatz folgt:

yl ol -al
~@+b)] |-l

=la| =>a=|af.

Der zweite Strahlensatz liefert die Aussage:

Esist also

a=a-=|a

und damit

x=—lalb; y=—la|(a+b),

sodass sich schliefllich die Behauptung
—la|(a+b) = ~|alb—|a|a

ergibt.
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Lésung zu Aufgabe 1.3.7 1.3.7
Verwenden Sie den Entwicklungssatz:

ax(bxc)=bla-c)—c(a+b).

Fiir a = c gilt:
ax(bxa)=a’b—(a-b)a
b 1
:>b=a—2a+—2[ax(b><a)]=b||+lu.
a a
Lésung zu Aufgabe 1.3.8 1.3.8

(a—b)-[(a+b)xc]=(a—-b)laxc+bxc)=

=a-(axc)+a-(bxc)—-b-(axc)—-b-(bxc)=

=2a+(bxc).
Lésung zu Aufgabe 1.3.9 1.3.9
e e e
(a X b) =1-1 2 -3| = (7> _4) _5) >
3 -1 5
ex e e
(bxe)={3 -1 5|=(-2,-11,-1).
-1 0 2

Damit findet man leicht:

a-(bxc)=(-1,2,-3)(-2,-11,-1) =17,

(axb)c=(7,-4,-5)+(-1,0,2) = -17

(zyklische Invarianz des Spatproduktes!),

ex e e
(axb)xcl=|7 -4 —5||=]|(-8-9,—4)] =+161,
-1 0 2

lax (bxcl=|-1 2 -3|=1(-35515)]=5-+/59

-2 -11 -1
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(Vektorprodukt nicht assoziativ!),

(axb)xbxc)=|7 -4 -5|=(-51,17,-85),
-2 =11 -1

(axb)b-c)=7(7,-4,-5) .

1.3.10 Lésung zu Aufgabe 1.3.10
Nach Aufgabe 1.3.3 gilt:

(axb)s(cxd)=(a-c)d-b)—(b-c)(a-d).
Damit findet man:
(axb)-(cxd)+(bxc)-(axd)+(cxa)-(bxd)=
=(a-c)d-b)—(b-c)(a-d)+ (b-a)(c-d)—(c-a)(b-d) +

+(c+b)a+d)—(a+b)(c-d)=0.

1.3.11 Losung zu Aufgabe 1.3.11
Zerlegung von y relativ zu a:

Yy=yityL

y| ™ aund Distributivitdt des Vektorprodukts

= axy=axy)  =b

v ldsst sich bestimmen

o Betrag
T !
|axyL|:ayLsin5:ayL:b
b
= Y1 ==
a
e Richtung

axy;  =b = a,y;,b: Rechtssystem
= b,a,y; : auch Rechtssystem

= yLMbxa
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Damit folgt:

1
bbxa béa_(bxa)

al|b x al a?

yiL=

Allerdings y vollig unbestimmt = keine eindeutige Losungy =y + y !

Losung zu Aufgabe 1.3.12
Beweis gelingt durch direktes Ausnutzen des Entwicklungssatzes fiir das doppelte
Vektorprodukt:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=

=blac)—cla*b)+cb-a)—alb-c)+a+(c+b)—b(c-a)=0.

Lésung zu Aufgabe 1.3.13
1. SetzenSieV =aj -« (a; X a3).

a)
bl J_az,u3
=by-a;=0 firi=2,3
1
:>a1-b1=—a1-(a2xa3)=1.
\%4
b)
sz_al,a3
=by-a;=0 firi=1,3
1
=>aby=—ay-(a3 xa)=1.
14
<)

b3 1 a, ap

= b3+a;=0 firi=1,2

1
:>a3-b3zva3-(a1xa2)=1.

by xbs = —(as xa1) x (a1 X ap) =

1
Rz {ai((az x a1) *a2] —azx[(a3 x a1) - a1]} = v
1 1 ~
= by« (b2 x b3) = ‘_/bl'al =V [a; + (ay x a3)] 7! .

1.3.12

1.3.13
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3. Nach 2. gilt:
1
b1°(b2Xb3)=v.

Also ist:
1
(bz X h3) = ‘—/al = a) = V(bz X b3) .

Damit folgt:
_ byxbs
Tl xby)
Analog berechnen sich die anderen a;!

_ e Xe3
6g=——— " —eXes=e.
el - (e x e3)

Auf dieselbe Weise erhalten wir:

e =e; e; =e3.

1.3.14 Lésung zu Aufgabe 1.3.14
Axiome tiberpriifen:
1. a+b=4a1by —2a1by — 2a2b; + 3aybs.

Kommutativitit: a-b = b-a ist offensichtlich erfiillt!

Distributivitit: (a+c)+b=a-b+c-b

lisst sich durch Einsetzen verifizieren!

Bilinearitét: a € R.  Aus der Definition folgt unmittelbar:

(aa)+b=a-(ab) =ala-b) .

Betrag: a-a=4a? —4dajay +3a5 = (2a; — ay)* +2a5 > 0
a-a=0 nurfiira=1(0,0).
Es handelt sich also um ein Skalarprodukt!

2. a+*b=a1by +ayby + ayb; + 2a1b,.
Es kann sich nicht um ein Skalarprodukt handeln,daa-b—-b-a # 0.

1.3.15 Lésung zu Aufgabe 1.3.15
1. Die Axiome des Vektorraumes sind durch Einsetzen leicht iiberpriifbar. Sie sind
samtlich erfiillt.
2.a Die Vektoren sind linear unabhéngig, denn aus

0= a1pr +axpr +asps
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folgt:
a;+7a, +8az =0,
—ay =0,
1laz = 0.
Dies bedeutet aber:

a) =ay) =a3 = 0.
2.b Die Vektoren sind linear abhdngig, da aus

0= aipr +axpr +azps

folgt:
—18a; + 63 =0,
3ap —a3 =0,
15a; — 505 = 0.
Dies bedeutet:

0(2:30(1, 0(3:30(2.

Obige Bedingung ldsst sich also durch
0(121, (X2=3, (X3=9

erfiillen. Die a; sind nicht notwendig samtlich Null.

Abschnitt 1.4

Losung zu Aufgabe 1.4.1 1.4.1
eé ________ |
I
) I
|5V
(7N I
I
I
>1
| €1
I I
N I
¥ |
I I
—e! I
2y Abb.A.7.
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1. Die neue Basis erhalten wir durch Drehung des alten Koordinatensystems. Die
Darstellung wird besonders einfach bei einer Drehung um 45°.

e = —

1

e, = E(e/1+e’2) :
Der Faktor % sorgt fiir die korrekte Normierung:
ejrep=0; e e =e-ep=1.
Parameterdarstellung der Raumkurve mit w? im x, y-System:

r(t) = a; coswte; + a; sinwte; .

2.
r) = x(t) _ (a1 cost '
y(t) a, sin wt
Daraus ergibt sich mit
(1) Y
— t—5 =1
a4y )
die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse.
3.a

e +r(t) = |r(t)| cos@(t) = aj cos wt

aj cos wt

= ¢(t) = arccos

a2 cos? et + a3 sin? wt

Geometrische Interpretation:

)
N\ la, sinwt
I
Am Jd___
e a, coswt Abb.A.8.

az
tan ¢(t) = — tan @t .
ay

Dies ist wegen
1

cos? ¢

tanzgoz -1

mit dem obigen Resultat offenbar dquivalent.
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3.b Ganz analog findet man:

in ot
p(t) = arccos Lno L o(t) .

a% cos? ot + a% sin? wt 2

lr(t)] = \/a% cos? et + a3 sin? wt ,

v(t) = ¥(t) = —ajo sin @t e + a,® cos wt e

= |v(t)| = a)\/a% sin wt + a3 cos? wt ,
a(t) = #(t) = —w’r(t)

= la(t)| = @*|r(t)| .

5. Beachten Sie, dass im Allgemeinen

L. d .
r(t) = alr(t)l # |7 (1)]

gilt. Dies sieht man wie folgt:

d d r(t) - r(t) . )
J— ) = — ) f)= ——— = t 5 .
dtlf( ) P r(t) - r(t) ) |7(¢)| cos[<(r, 7)]
In unserem Fall gilt:
d @ (a2 — a?) sin wt cos wt
a|r(t)| = (o~ ) .
\/a% cos? ot + a% sin? ct

cosa( - T HD_o0 r0)

BOREGIREG]

(a3 — a}) sin wt cos wt

a(t) = arccos

b
2 N2 .9 2 2.2
\/(‘11 az) sin“ @t cos” wt + aja;

a Abb. A.9.

363
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y(t)=m, daa(t)~—-r(t),
B(t) =m—alt) .

Lésung zu Aufgabe 1.4.2
1.

€

Abb.A.10.

Die x;-Komponente setzt sich aus zwei Beitrdgen zusammen, einem Beitrag
durch das Abrollen des Rades, Rg, und einem Beitrag durch die Raddrehung,
Rsin ¢.

Dies bedeutet:

x1(¢) = Rp+ Rsing .
Fiir die andere Komponente liest man aus dem Bild
x2(¢) =2R— (R—Rcos¢@) = R+ Rcos ¢
ab. Die gesuchte Parameterdarstellung der Zykloide lautet also:

r(¢) = R(p +sing, 1 + cos ¢,0) .

x1(t) = v-t+Ising(t),

x2(t) = lcos¢(t) .
Dies bedeutet:

r(t) = [v-t+Ising(t),lcos¢(t),0] .

Losung zu Aufgabe 1.4.3
1.

. 1
lr(1)] = \/e‘251nf+—2 +1n?(1 +12)
cot“t

= r(t=0)]=1.
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2.
. 1 2t
f(t) = [ —coste ™™ —— ——
® ( cos? t 1+t2)
= f(t=0)=(-1,1,0).
3.
. 1 42
F(t)| = [cos?te 2sint 4 +
17(0)] \/ costt  (1+1t2)2
= |F(t=0)= V2.
4.
- 2sint 2(1 — %)
- 2 : —sint
r(t) = ((cos”t+sint)e , ,
) (( ) cos® ¢ (1+t2)2)
= #t=0)=(1,0,2).
5.
- 4sin® t (1 —t%)? 12
. 2 : 2 —2sint
r(t)| = cos“t+sint) e + +4
70| [( ) cos® t (1+¢2)4
= |#(t=0)| =+/5.
Lésung zu Aufgabe 1.4.4 1.4.4
1.

d
[a(t) « b(t)]

dr

d
T Z ai(t)bj(t)(e; - ;) =
ij

Z [di(t)bi(t) (1) + a,'(t)l},-(t)] -

1

= a(t)-b(t) +a(t) - bt .

2. Wir berechnen die k-te Komponente:

d
3 D cikai(Db(1) =
hj

d
o la(t) x b(1)],
= > e [t (0) + ai(t)bi(0)] =
i
= [a(t) x b(t)], + [a(t) x b(t)]k .
Dies gilt fiir k = 1,2, 3.
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3. Die Definition des Skalarproduktes liefert zunachst:
a(t) - a(t) = Zaz(t di(t)(ei+ €)) = > ai(t)di(t)
i

Es gilt andererseits:

Z a; t)a](t
ja(t)] - |a<t = [T L=
/Z a
= aj(t)di(t)
j
Die beiden Ausdriicke sind also gleich!

1.4.5 Lésung zu Aufgabe 1.4.5
1. Wir benétigen zunéchst

t() ’

dr 1 3 t 43 t dr| 5
— cos — sm — —
dt t() t() dt
Damit berechnet sich die Bogenldnge mit s(t = 0) = 0 zu:
t d ,
r(t t
s(t)z/ ()dt/=5—.
dt’ to
0
2. Mit
1s) = =
s) = —s
5
finden wir die natiirliche Parametrisierung:
. s 4 s
r(s)=(3sin—,-s,3cos— | .
55 5
Daraus folgt fiir den Tangenteneinheitsvektor:
. dr(s) 1 s
t(s) = (3cos ,4,—3sin — )
) ds 5 5 5
3.
dé(s) 3 s s
= — (—sm—,(),—cos —) )
ds 25 5 5
di -1 _25

ds

Kriimmung: k = Kriimmungsradius: ¢ = k™ = 3.

25’ 3
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4. Der Normaleneinheitsvektor bestimmt sich aus den vorstehenden Resultaten:

i df ( s 0 5)
Ai=po— =(—sin=,0,—cos—) .
st 5 5

5. Zur vollstindigen Bestimmung des begleitenden Dreibeins bendtigen wir noch
den Binormaleneinheitsvektor:

€] € €3

1 s .S
A=_—|3cos— 4 —3sin—| =
5 5

S
Il

>
X

.S S
—sin— 0 —cos—
5 5

s .S
(—4 cos —, 3,4 sin —> .
5 5

(S0

Der Zeitpunkt t = 5wty bedeutet s = 25m:

A

t(25m) = %(—3,4,0) , #(25m) =(0,0,1), b(25m) = é(4,3,0) .

6. Fiir die Torsion der Raumkurve berechnen wir zunichst:

db 1 s s\ ! A
— = — (4sm —,0,4 cos —) = -1 .
ds 25 5 5
Der Vergleich mit 4) ergibt:
4
T=—.
25
Lésung zu Aufgabe 1.4.6 1.4.6

Beschleunigung und Geschwindigkeit der Teilchenbewegung:

r(t) =v(t) =v(t) - £ (t,7,b) begleitendes Dreibein
d
v(t) = |F(1)| = Ei s: Bogenlinge

Nach (1.245) gilt:
it)=alt)=a;-t+a, n

ar=v Tangentialbeschleunigung

2
ay = L Zentripetalbeschleunigung
Q
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Damit folgt:
vxa=wix i+t x f
~— ———
=0 -b
=S vxa=kvrb
= |lvxa|l= KV’
1
= K= —3|v X al
v
1.4.7 Lésung zu Aufgabe 1.4.7

Wir benutzen zur Umformung die Frenet’schen Formeln (1.231):
dr (d*r dr ; di  d*
—_ e —_— X — = . — X — =
ds ds2 = ds3 ds = ds?

dn .
22, — 1 2f. —xt)) =
Kt (nx ds) Kt (nx(rb Kt))

Krie (nx b) =x’r.

1.4.8 Losung zu Aufgabe 1.4.8
1.

A1) = (1,26,26%) = [#] = (1 +2¢%) .
Mit s(t = 0) = 0 erhilt man:
t
2 / 2 3
s(t) = (1+2t)dt=t+gt.
0
2. Eigentlich ist f als Funktion der Bogenlénge s definiert. £ ist hier als Funktion der

Zeit t gesucht:
dr(r) dt _ #(2)

e & 2 T Trae ).
3.
_|dE| |déde| |dE] 1 2
TG T e ds| || o] (222
4.

1di 1 di

fl:——:

1
xkds  x |F(t)|dt 1+2¢2

(=21, 1 —2t%,21),

b=txn (213, -21,1) .

14212
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db_ dbdr 2 2P —1,-21) * —rh
—=——=————(2t,2t"—1,-2t) = —1A1.
ds drds (1+2¢2)3

Daraus folgt:
2

(1+2£2)2°

1.4.9

Losung zu Aufgabe 1.4.9
1. Nach Aufgabe 1.4.2 handelt es sich um die Parameterdarstellung der Zykloide

mit dem Tangenteneinheitsvektor:
, dr d
;_ dr dy

d(p. ds

Es gilt:
—dr——R(1+ ¢, —sin g, 0)
COS @, — s1n @,

Somit:

dr

io = R\/(l + cos @)? +sin? ¢

zR\/1+2c05(p+c052(p+sinzgo

1 ds
=R\/2(1 +cosgp) = —
de

. 1 dr
= {= il
R/2(1+cosg) do

1 .
= (I1+cosep, —sing ,0)

- V2(1 +cos ) ——r ‘——
—Zsin%cos%

29
2 cos 5

= (cos g, —sin %,0)

Krimmung:
de _ dt %:—1 -l<—sin£—cosf()>
2’ 2’

ds  de ds R/2(1+cosg) 2

-1
(sin f, cos E,O)
2 2

- )
4R cos >
N df 1
K=|—|=———
ds 4R cos %




370 Lésungen der Ubungsaufgaben

Normaleneinheitsvektor:

b=txn
=e1(0—0)+e(0—0)+e;3 <— cos® % — sin? g)
= —€e3 = (O> 0)_1)
Dies bedeutet:
db 0L = 10
— =0=-1h0 T=
ds
Begleitendes Dreibein:
t= (cos 2,—sin Q,O)
2 2
n= (—sin f,—cos 2,0)
2 2
b=(0,0,-1)

r(9) = (¢.f(),0)
Bogenlédnge:

r

d , dr 3 )

& 10 = [4]- i
(%

5(¢)=fd¢’\/1+f’2(¢’) = ¢ =0¢(s)

$o

ds )
= @Z\/lﬂfz(‘P)

Tangenteneinheitsvektor:

, Oor d¢ 1

o a g O
N ot _ _f—'f3(1,f’,0) +———(0,",0)
99 (1+f72)2 (1+f2)2
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1

— 73(_](/](//,](//,0)
(1+f72)2
ot ot o9 f”
—=—.f= 1,0)
= % ¢ s (1+f2)? =
Kriimmung;:
d . 1/
x| g | L1
ds (1+f2)2
alternativ:
¢ =)

_or _(d¢ dfO
T 9s \ds’ ds
a_ (&g &

ds  \ ds2’ ds2’

= () ()

Beispiel: ,,Kreis“

[+ R? — ¢?> obere Halbebene
}/ =

—/R? — ¢? untere Halbebene

= f(@) = £,/R* - ¢?

/ —-¢ -9
-4 -
/) VRE—¢?  f(9)
1= ‘]’i—é - —}(1 )
f// -1

= - = =
A+ fa+fo (
1
R

NI*S
N——"
o=

-1 -
f2+<p2)2
(1 +f/2)% R
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Abschnitt 1.5

1.5.1 Lésung zu Aufgabe 1.5.1
La

1 @
a(r) = —(@ x ) = =2 (=x2,%1,0) .
r r
In der x3 = 0-Ebene gilt r = ,/x? + x3 . Dies bedeutet:

|a(r)lx, =0 = @o -

XZ¢
600 |
rm— —
@y
— —_—
X
a)o{ 1
[ ——
I @y Abb.A.11.

Die Feldlinien stellen Pfeile konstanter Lange w( dar, die senkrecht zu r und
senkrecht zu e3 orientiert sind. Sie liegen also tangential an einem Kreis um den
Koordinatenursprung mit dem Radius wo.

1.b a(r)=ar; a<DO.

Abb.A.12.

Die Hohenlinien
la(r)| = |a|r
sind konzentrische Kreise mit einer von Linie zu Linie konstanten Radiusdnde-

rung. Das Feld wird charakterisiert durch Pfeile der Linge |a|r, die wegen a < 0
radial auf den Koordinatenursprung zuweisen.
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1.c a(r)=alx;+x)e +alx—x1)ey; a>0.

Abb.A.13.

Die Hohenlinien

|a(r)|x3 =0 = a\/(Xl +X2)2 + (,X,'2 _x1)2 = ﬁar

sind wieder wie in Punkt 1.b konzentrische Kreise mit von Linie zu Linie kon-
stanter Radiusinderung. Die Pfeillingen nehmen gemifl /2 ar radial zu. Thre
Richtungen gehen aus dem Bild hervor.

1d
a
a(r)= ————=e;; o,f>0.
2 2 2
x5 +x5+p
X2
—
—
—
X1
——
—
Abb.A.14.
Die Hohenlinien ergeben sich aus
a
la(r)l=0 = 35— -
= 2
X3+ p?

Die Feldlinien-Pfeile liegen parallel zur x;-Achse. Thre Lange nimmt mit wach-
senden x,;-Werten ab.

22 a(r) = 22(—x2,x1,0).
Mit
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ergibt sich:

—a=— (xlxz,rz —x%,()) )

—a=— (x% — r2,—x1x2,0) ,

0 @
34 = —3 (x2x3, —x1x3,0) .
0x3 r

2.b

a(r) = a(xy,x2,%3) ,

—a(r)=ae;; i=12,3.
ox;

2.C

a(r) = a(x; +x2,x2 —x1,0) ,

]
—a(r) = (X(l,—l, 0) >
8x1

5}
——a(r) = a(1,1,0),
axz

ia(r) =a(0,0,0) .
aX3

2.d
a

alr)= ——e;
x% +x§ + 2 ’

—a=0,
ax1

d —2ax)
a = 2 (1) O) O) bl
9x) (x3 +x% + B?)

0 —20x3
—a= —2(1,0,0) .
" (33 p)

3
. da; [soly)
diva = E a—] = —3(x1x2 —xx1)=0,
j=1 X r

aa3 aaz aa1 8a3 aa2 aa1
rota={\————-,———, — —
0x) Ox3 O0x3 Ox] Ox1

(9]

_ %o 2,2
= 7’_3 (x1x3,x2x3,r +x3) .
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3.b

3.C

3.d

diva = 3a,

a.
rota=0, da M0 fir ifj.
0xj

diva = 2a,

rota=a(0-0,0-0,-1-1) = -2a(0,0,1) .

diva=0,

2a
rota = ———————(0,x3,—x2) .

(3 +25+5)

Losung zu Aufgabe 1.5.2

1.

d e o 1 a\ _,
J— = _— - e S
dr r r2 r

or X;
ox; r
Die partiellen Ableitungen des Potentials ¢ lauten damit:

—ar

5} q e
Zp(r) = ——xi(1 +
ax,-‘p(r) 47T£0xl( ar) r

Dies ergibt fiir das Gradientenfeld:

q I1+ar _

rado(r) = —— - ——¢ Ye, .
8290 q ar | L Har x 1 3x  ox
— = - e +xia——=+tx(l+ar)|————-=— || =
ox? 4me) r3 T i ) rr r
q %, 3 2 2
Z—E- 3 [r +ar +axir—xi(1+ar)(3+ar)] .

Mit ) x7 = r* folgt schlielich:

—ar
€
N S

_ 2
4118 r aolr).

Agp

1.5.2
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1.5.4
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Lésung zu Aufgabe 1.5.3
1. Wir definieren das skalare Feld

( ) x% N x% N x%
X1,X2,X3) = — T — T 75
$ixL %2, a? a2 b

und wissen, dass dann das Gradientenfeld grad ¢(r) senkrecht auf der Flache
@ = const steht. Der gesuchte Flachennormalenvektor n ergibt sich daraus zu:
_ grade
~ lgradel
Man findet sehr einfach:
eade=2(3 30 5)

Dies ergibt fiir n:
X1 X2 X3
22
1 (2. 2\, 12
\/a_4 (67 +x3) + X3

Dabei sind x;, x2, x3 so zu wihlen, dass

2 20 2
R |

n=

2 2 B’ !
wird.
- 1
2 n= ﬁ(l’ 1,0),
_ 1
2b n= \/ﬁ(l,l,%) ,
b2
2.c n=—=(-1,v2,-%),
,/3+Z—2
2d n=1(0,0,1),
2.6 n=1(0,-1,0).
Losung zu Aufgabe 1.5.4
1.
e ) .
—i(r) = —a;sin(a@-r); i=1,23
ox;

= grad ¢ (r) = —asin(a-r),

aZ
ﬁcpl(r) = —a% cos(a 1)
1

= Agi(r) = —|al*@i(r) .
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Die Rechnung fiir ¢ (r) verlduft analog:

a .
a—rpz(r) = —2)/rﬁe‘?”2 i i=1,2,3,
Xi r

aZ

"
ﬁgoz(r) =e V7 (—2y + yle-z)

1

= grad ¢y (r) = -2y ey
Ay (r) = 2y(2y1? - S)e_er .

> 0 (xi) 1 x2 i 2
—(=)=--=2 ive, = — .
ox; roor Ty

3. Wir suchen die Bedingungen fiir
diva(r) L 0.

Wegen
da; f ~ () f (r) x

ox; 8x1 dr r

gilt

df(r)

diva(r) =3f(r) +r
dr

sodass die obige Bedingung fiir

L

erfiillt ist. Falls also f(r) von der Form
f() =2 (abeliebig)
r

ist, wird a(r) quellenfrei.
4. Fiir die k-te Komponente des Vektorfeldes gilt:

91 09y
(grad @1 x grad (pz Z Eijk—=— ox; 9 .

Daraus folgt:

oxy. Oxy0x; 0Xj  Oxj OX(OX;

0 2%, 0 dp; 0>
—ai(r) = Z k( P1 9% + L $2 ) .
i]
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Damit berechnen wir die Divergenz:

*¢, 9 dp, 02
Oxi0x; Oxj  OX; OxiOx;

i,j,k
o 9 32 1
= — Z a(p ( Eijk + Ekji L4 +
X axkax 0X;0xX)
1 2] 92 ) 9° 2
+—= ﬂ Eijk L + Eikj L .
2 &~ . ox; 3xkaxj axjaxk

5 )>

In den zweiten Summanden in den Klammern haben wir lediglich die Summa-
tionsindizes i und k bzw. j und k miteinander vertauscht. ¢; und ¢, sind zweimal
stetig differenzierbar, sodass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen beliebig

ist:
op2 O’
diva(r) = ; o a0 (eije + exi) +
) 0
d¢1 ¢y
Z $L o9 £1]k + gikj) =0.
0xj OxpOxj -2
0
5.
L9 . da
div(epa) = Za— paj) = Z‘P J Zafa =¢diva+a-Ve.
1.5.5 Lésung zu Aufgabe 1.5.5
¢ a(r) 0 0 N 0 0 N e 2]
rot a(r) =e; | —a3 — —a e | —a ——a e - —a
! 8x2 > a:XZ3 2 2 aX3 ! axl > axl = aXQ !
Es war:

a(r) = (yxix2 = x3, (y = 2)x1, (1 — y)x1x3)

_ ; — a1 = —3x2
0x) a=ra 0x3 =T
=2( 2) _3 =0
X1 5 a
a X1 = Y ! 3x3 2
0 2
—a3=(1-y ; — 0
3x1 113 ( )X3 axz %=
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= rot a(r) = (0 - O,—3x§ -(1- y)xg,Z(y —2)x1 — )’xl)
= (0,—(4 = y)x3, (y — 4)x1)

»wirbelfrei“ (rota = 0) durch y = 4!

3

d
div a(r) = ) - —a;
=1 %%

=yx2 +0+2(1 — y)x1x3

2

=0

< 0=2x1x3 — y(2x1%3 — x2)

ZX1X3
& y=_-——— % const
2X1X3 — X

= diva(r) = 0 durch kein y = const realisierbar!

Losung zu Aufgabe 1.5.6 1.5.6
1.

b(r) = (x2x3 + 12x1%2, X1X3 — 8x2x§ + 6xf, X1Xy — 12x§x§)

o 0
th) = b — b
(rotb); F 3 e 2

=Xx] — 24x2x§ —x1 + 24x2x§ =0

d 0
th)y = b — b
(rotb), F
IX2—x2=0
0 0
th)s = by — b
(roth)s a2 g !
IX3—.X‘3=0

= rotb=0 < ,wirbelfrei®.

grad o(r) = b(r)
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a)
0 !
(P =b = x0x3 + 12x1%)
ax1
= @(r) = x1xx3 + 6x%x2 + f(x2,x3)
b)
99 1 af
= by = x1%3 — 8x2X3 + 67 —xx +6x7 +
axz 2 143 2A3 1 143 1 3x2
e)
= a—f = —8x2x§ = f(x2,x3) = g(x3) — 4x2x3
X2
= @(r) = x1xx3 — 4x§x§ + 6x%x2 + g(x3)
<)
op ! og
= b3 = x1%) — 12x2x3 —xx — 8x2x3 + —=
ax3 3 1A2 — 243 1A2 2A3 Ix X
98
= 8x3x3 — 12053 = g(x3) = 4x3x5 — 433 + ¢
aX3
= @(r) = x10x3 — 43X3 + 6x3 %) + 4xsx3 — 4x3x] + ¢
= X1XX3 + 6x1x2 — 4x2x3 +c
¢ = const.
Probe:
0
@ _ xx3 + 12x1%0 = by
8x1
o9 2 3
— =x1x3+6x7 —8x2x5 = b
ax2 143 1 24X3 2
99 2.2
— =x1x — 12x5x5 = b .e.d.
ox3 1X2 2X3 3 q
1.5.7 Lésung zu Aufgabe 1.5.7

1. Der Beweis erfolgt durch direktes Ausnutzen der Definition:

J d 3} J 2] d
(a—xzf)cg - gfxz, @fxl - a—xle3, a—xlfJQ - @f)ﬂ) =

rot[f (r)r]

df X X3 X3 X1 x X
X3 — — X2, —X] — —X3, —X2 — —X1) = 0.
dr r r r r
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t(oa) 0 0 N 0 0 N
ro a e —@a3z — —@a e —@d] — —@a
4 ! axz‘p 3 ax3¢ 2 2 aJC3(p ! axl(p >

N 0 0
es| —oar — —@ay | =
3 axl‘” axz"”

3(13 aaz aa1 3(13
ole1] |\ ————|te|\——— | +
ox; 0x3 ox3 0x
%) J
ox;  0x 0x) 0x3

e] e] e] e
+e) a1—¢—a3—q) + e3 az—(P—al—(p =
0x3 ox1 X

= @rota+ (grade) x a.

3. Wir verifizieren die Beziehung fiir die 1-Komponente:

0
(rotrota)] = — rot;a— — rot, a =
0 0

X2 X3
_ 0 aaz . aa1 . 0 aal _ 3613 _
a oxy; \0x] Jxp ox3 \Ox3 0x a
82 82[12 32113
= —Aa1 + —2611 + + =
axl axzaxl ax38x1

2 .
= —-Aa;+ —diva.
ax1

Mit der jeweils analogen Rechnung fiir die anderen Komponenten folgt die
Behauptung.

rotl(%axr):l[a (axr)3—ai(axr)2:|:

5% X3

10 10
o EipAX] — ——— EipaiXj =
5 axz — 17314 B ax3 12]: 1214

1
3 > (eis —€im) @i = ar
i

Analog berechnen sich die beiden anderen Komponenten. Es folgt nach Zusam-

1
rot{-axr|=a.
()

menfassung:
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1.5.8 Losung zu Aufgabe 1.5.8
1. a(r),b(r): Vektorfelder, r = (x1,x3,%3)
Vektorprodukt:
axb= Zsijkaibjek , wobei e VONS
ijk
axm (axb)= ZEUk albj)ek

da; ob;
= ZSijk (Ebj + 611'@) ey
ijk

0
=|—a)] xb+ax —a b
oX X,

3
0
grad(¢) - @) = ; e a_xj((Pl )

—_—

991 99y
W(PZ 1 Bx]

3
_(I)ZZe]a +¢1Ze]a¢2

= ¢, grad @ + ¢; grad ¢

2. @12(r): skalare Felder

3. Nach (1.195):

axb= Zsijkaibjek

ik
3 3 0
rota=V xa= Zeijk 8—xiaj ey
ijk
Damit:
° 3
divia x b) = Y " —(a x b);
—_— Oxy
~V.(axb) k=1

d
=2 o D ciikaiby
p —
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NS, O N L 9
‘;bfgﬁax;+2“’§§£axk

= Ekij = ~E&kji
= Z bj(rota); — Z a;(rotb);
j i

=b-rota—a-rotb

4.
d(r) = grad ¢, x grad ¢
Mit Teil 3.:
divd(r) = grad ¢, - rot(grad ¢;) — grad ¢, - rot(grad ¢,)
—_——— —_———
=0 (s.(1.290)) =0
=0
Abschnitt 1.6
Losung zu Aufgabe 1.6.1
1 1 0 1 2
A-B= 415 B-A=]3 1 6
0 0 0 0 5
Losung zu Aufgabe 1.6.2
L.
(A-B)T = BTAT

erscheint zumindest verniinftig, denn A” - BT wire fiir m # r gar nicht definiert.
BT . AT geht dagegen.

C=A-B= ()
n
Ci]' = Z aikbkj
k=1
¢ = (cf) = (c)
n n
Gi = Z ajxbri = Z biaa,{j = (BT ~AT>ij
k=1 k=1

= (A-B)T =BTAT

1.6.1

1.6.2
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2. Fiir m = nist A eine quadratische Matrix
Offensichtlich gilt ET = E

3. m=n=r
Bestimme Matrix C so, dass

C-(A-B)=E
= C-(A-B)-B'=C-A=E-B!'=B"
= C-(A-B)-Bl.Al=Cc.A-A'=C
:B71.1471

= C=B'A1=@A-B)!

1.6.3 Lésung zu Aufgabe 1.6.3
1. Sarrus-Regel:

detA=0-15+4+0+8-6=-9.

2. detA = 0, da die vierte Zeile sich als Summe aus der ersten und der zweiten Zeile

schreiben lésst.
3. Zweckmaifig ist offensichtlich die Entwicklung nach der dritten Spalte:

4 3 1
detA=-8det|lo 1 7
3 -4 6

= —8(24+63-3+112) = —1568 .

1.6.4 Lésung zu Aufgabe 1.6.4
1. Vollstandige Induktion:

n=1: detA=lay|=a; = det AT

ai a2

n=2: detA= =ajiax — anal

azi a2
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apl azi

detAT = =ajjaz; —az1ai2

ai a;

= detA =detAT

n— n+l: Sei AT eine ((n+ 1) x (n + 1))-Matrix.
n
det AT = Zai? - Ujj (AT>
j=1 —_———

Determinante einer
(n x n)-Matrix

Mit Induktionsvoraussetzung folgt:

n
det A" = " af Ui(A)
j=1

= Z aj;Uji(A)
j=1
Das gilt fiir alle i:

1
detAT = . Z a;;Uji(A)
ihj

1
= Z a;jUji(A)
ij

NS lll'—‘

1%
&
S

Il
[a W
1)
e
S

2. Bantisymmetrische (n x n)-Matrix

j = bji = —bij

— BT = (bg) mit b7
— B'=-B
— detBT = (~1)" det B = det B

= Mit n ungerade:

—detB=detB = detB=0
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1.6.6
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Lésung zu Aufgabe 1.6.5

(abccl
-b a -d c

St
AN

QU

4

A-AT =

|
Sl
()

|
QU
N
S

—c
\—d - b a d ¢ -b a

/(a2+b2+c2+d2) 0

\ 0 (a® +b* + &+ d)
Die Determinante der Produktmatrix ist direkt ablesbar:
det(A-AT) = (@ +V* +* +d)*.
Andererseits gilt auch:
det(A - AT) = det A - det AT = (detA)?.
Damit folgt:

detA = (a2 ++ 3+ d2)2 .

Lésung zu Aufgabe 1.6.6
1. Die Koeffizientenmatrix A ,

S

1]
U =N
NS R
— N U

hat eine nicht-verschwindende Determinante:
detA =-104 .

Das Gleichungssystem ist also eindeutig losbar:

=21 1 5
detA; =| 19 5 2 | =104,
2 2 1
2 =21 5
detAy = |1 19 2 |=-624,
5 2 1
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2 1 21
detA3 =1 5 19 |=520.
5 2 2
Das Gleichungssystem hat damit nach der Cramer’schen Regel die folgenden
Losungen:
104 —624 520
X1=——=-1; xp=———=6; x3=—— =—
—104 —104 —104

2. Die zweite und dritte Gleichung sind linear abhangig. Es bleibt deshalb nur
X1 — X2 = 4—3x3 5
3x1 +xp = —1 +4x3

mit den Losungen:

1 13
x1==03+x3); x=—(3—-1).
1 4( 3) 2= (x3—1)
3. Die Koeffizientenmatrix A ,
1 1-1
A=1-131],
011

des homogenen Gleichungssystems besitzt eine nicht-verschwindende Determi-
nante:

detA =4.
Es gibt also nur die triviale Losung:
X1 =X = X3 = 0.

4. Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist Null:

2-31
detA=|4 4 —-1]=0.
301
-7 3
Losungen beziehen wir aus:
2x1 - 3X2 = —X3,
4x1 +4x) = x3 .

detA' =20; detA; =—x3; detA; = 6x3

N 1 3
X1 =—=—=X3; Xp= —X3.
1 2073 27 107
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1.6.7 Losung zu Aufgabe 1.6.7
1. A vermittelt eine Drehung, da
a) Zeilen und Spalten orthonormiert,

b) detA=1.
2
T\ _
N - 3
\ -
-7

9 1

3 Abb.A.15.

Es handelt sich um eine Drehung um die 2-Achse um den Winkel ¢ = 135°:

cosep 0 —sing
A=1 0 1 0
sing 0 cosg
2.
(a) (o) (32
a2 = A _2 = _2 >
\w/ A1) v
() (3] (32
b|=Al5|=] 5
i) ) 32
Das Skalarprodukt dndert sich bei der Drehung nicht:
arb=a-b=-14.
1.6.8 Lésung zu Aufgabe 1.6.8
1.
) -1 0 -1 1 01
AB=—1| 0 v2 0 030
v IR 2
1 0 -1 -101
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-

BA =

Sl -

Sil-

N O O
o=

OSO
\S)

= AB=BA

N -1 0 -1

detA = — 0 /2 0
(ﬁ) V2

1 0 -1

_ (%)3 (ﬁ+ ﬁ) = +1

1 01
detB = 0%0:
-101

+ - =+1

DO | =
N =

det(A - B) =detA-detB=det(B-A) =+1

3. Drehmatrix-Bedingungen:

a) Zeilen und Spalten orthonormal

b) detD=+1

detA = detB = +1

A: Zeilen und Spalten orthonormal = A ist Drehmatrix

B: Zeilen und Spalten orthogonal, aber nicht normiert = B ist keine Drehmatrix
4. A Drehmatrix

= Al=AT

-1 0 1

0 42 0

-1 0 -1

-
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Lésung zu Aufgabe 1.6.9

a) a)
a=\la |5 a=|a
as as

a sei der Vektor, der aus a durch Drehung hervorgeht. Nach (1.310) gilt dann:

3
a; = Z dijaj .
i=1
djj sind die Elemente der Drehmatrix:
Y@ = Y dydyaay = Z(Z dijdl-k>ajak .
i ik VR

In der Klammer steht 6, da die Spalten der Drehmatrix orthonormiert sind:
Z d% = Z Siajax = Z a]2 g.e.d.
i Jk i
%, seien durch Drehung auseinander hervorgegangene Rechtssysteme, d.h.
ei = (e ¥ ex) ,

e = (& xex); (i,j,k) =(1,2,3) und zyklisch .

Es gilt die Zuordnung:
€n = Z de .
)
Dies setzen wir oben ein:
Zdilel = Zdjmdkn(em X ey) .
1 m,n

Wir multiplizieren diese Gleichung skalar mit e,:

dir = Zfrmndjmdkn .

m,n

Wir werten dies fiir i = 1 aus:

dlr: E SrmndZmd3n
m,n

dyy ds

ds; ds3

= di) = dypdssz — dyds; = =A,
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dr1 d
diy = dysds) —dyydss = —| 2 P = —Ap,
ds1 ds3
dr1 d
diz = dyydsy —dypdz; = | 2 TP = Ay
ds1 ds

Dies bedeutet insgesamt:
dir = (-1)'""A, = Uy,
Ganz analog verifiziert man:
dor = (=1)*" Ay = Uy,
dsr = (=1)>"" A3, = Us,

Der Beweis ldsst sich auch wesentlich kiirzer fithren: Wegen (1.315), (1.338) und
(1.344) gilt:
Uij

dij = (d_l)ji ~ detD Uij -

Losung zu Aufgabe 1.6.10 1.6.10
Nach (1.315):

p'=pI'; Dy'=DI
Nach Aufgabe 1.6.2 Teil 1.:
(AB)T =BTAT; (AB)'=B7'A7!
Dies bedeutet:
D'= (D, D)) =D;'D;t = DID!
= (Dy-Dy)" =D"
Auflerdem:
det D = det(D1D;) = det D; detD,
= (+1) - (+1)
=1

= D ist Drehmatrix
= Spalten und Zeilen orthonormal
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Abschnitt 1.7

1.7.1 Losung zu Aufgabe 1.7.1

1.
o(x1.x (a 1) (a 1)
( 1> 2) V1 2 V2 pal

Ay1,y2) (32) (%)
a)/1 V2 a)/z V1

Man erkennt unmittelbar an diesem Ausdruck:
A(x1,x2) () _9(x1,X2) (B) A(x2,%1)
o(y1,)2) o(y2, 1) Ay2y)

(a): Vertauschung zweier Spalten der Funktionaldeterminante, (f3): Vertauschung
zweier Zeilen der Funktionaldeterminante.
2. Das erste Beispiel betrifft die identische Transformation:

(x1,%2) = (x1,%2) .

1 0
0 1

o(x1,x2)

- —1.
a(x1,x2)

Das zweite Beispiel betrifft die Transformation:

x1=x1(y1,y2) 5 x2=y2.

a( ) a( ) <ax1) (axl>
X1, X X15 Y YR
LX2) LY2) _ o ” 9y, "

A, y) A0,
(r1,52) (y1,)2) 0 :

N 9x1,y2) _ (%) .
oyi,y2)  \on/,,

1.7.2 Losung zu Aufgabe 1.7.2
Nach (1.366) gilt zunéchst:

o(x1,x2) _ |:3()/1,)/2) ]_1
o(y1,y2) A(x1,%2) '

Nach Aufgabe (1.5.1) folgt daraus speziell:

ox\ _d(xz) [d(y.2) _1_ ay -1
<5>z_a<y,z> ‘[ao«,z)] B [(5” '
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Fiir den zweiten Teil der Aufgabe benutzen wir (1.365):

a(x,2) ' o(y,2) ' a(x,y) _
A(y,z) d(x,y) 9(xz2)

Das ist gleichbedeutend mit

(5). -G [ (3).

woraus die Behauptung folgt!

Lésung zu Aufgabe 1.7.3
1.

a( ) u —v 0
X1,X2,X3 2 2
_— = =u- +v°.
o(u, v, 2) w0
0O 0 1

Die Transformation ist also iiberall lokal umkehrbar, aufler in (v =0, v = 0, z).

a b b
4V = dxydydos = QFDFX) 44
o(u,v,2)

= dV = (u? +v*)dudvdz.

1
r= (E(u2 —vz),uv,z) .

0
r = (u,v,0) = b, = Vu?+v?,

3. Ortsvektor:

u

)

_r = (_V,M,O) = bv = bu >

ov

0

T o001 =b=1.
0z

Damit ergeben sich die folgenden krummlinigen orthogonalen Einheitsvektoren:
—(4%,0)

e, = ——(u,v,0),
Y Ve

ey = 7(_1/) u, 0) >

Vu? +v2

e; = (0,0,1).

1.7.3
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e, = (0) 0, 1)
/ u-Linien

y-Linien

Abb.A.16.

u-Linien: x; = #xﬁ — 112(v = const) (Parabeln um x;-Achse),

__1
2u?
z-Linien: Parallelen zur x3-Achse.

u- und v-Linien schneiden sich unter rechten Winkeln.
4. Fir das Differential des Ortsvektors gilt (1.374). Dies ergibt mit den obigen
Resultaten:

y-Linien: x1 = x% + %uz(u = const) (Parabeln um negative x;-Achse),

dr=vu?+v*due, + vVu? +v¢dve, + dze, .

Fiir den Nabla-Operator verwenden wir die allgemeine Beziehung (1.377):

1 d 1 d d
V=e,——+e,——— +e,— .
V2 ou il y2dv oz
1.7.4 Lésung zu Aufgabe 1.7.4
X
3 _____
e I
I
AN
3 X1 Abb.A.17.

tango=1:>(p=zl—r; 923\6.
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Lésung zu Aufgabe 1.7.5 1.7.5

1. Kugelkoordinaten
Pi: (1,0,1)

rsindcos¢ =1
rsindsing =0

rcos? =1

1 T
= r=+2; cosd=— = ﬁzz

cosp=1 = =0
T
= Pl: (\/E)Z)O)

Py: (0,1,—-1)

1
= r=+2;co80=—— = ¥=

V2

= ¢=

3n
= P2: 2)_)_

SRS

4 2
P3: (0,-3,0)

= r=35c0s% =0 = &=

SERE

sindsing = -1 = ¢=

= by (3,077
3. >2)2

2. Zylinderkoordinaten:
Py:(1,0,1)

pcosp =1
esing =0

z=1 = ¢o=1; ¢=0; z=1

= PI: (1)0)1)
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Py: (0,1,-1)
I
= e¢=1; ¢o=—=—; z=-1
2
= b (L50)
2 )2)
P;: (0,-3,0)
= ¢=3; z=0; cosep=0
sing=-1 = ¢=—
3n
= P?): 3)_)0
2
1.7.6 Losung zu Aufgabe 1.7.6

Kartesische Koordinaten: R* = x{ + x3, ebene Polarkoordinaten: R = ¢.

1.7.7 Lésung zu Aufgabe 1.7.7
1. Vektorfeld in Zylinderkoordinaten:

a=aje, +age, + aze, .
Zu bestimmen sind a,, ay, a;! Fiir die Einheitsvektoren gilt:
e, =cosge +singe;,
e, = —singe; +cosge;,
e; =e3.
Die Umkehrung lautet:
e; =cospe, —singe,,
ey =singe,+cosgey,
e =e;.
Mit den Transformationsformeln
X] = QCOsSQ; Xy =e@sing; x3=2z
erhalten wir dann durch Einsetzen:

a=z(cospe, —singey) +2pcosp(sinpe, +cospey) + osinge; .
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Durch Vergleich folgt schlieflich:
dp =2z Cos@ +2@sin@cos @,
ap = —zsing + 20co8’ ¢,
a; =eosing.
2. Vektorfeld in Kugelkoordinaten:
a=are +agey+age, .
Mit
x1 =rsindcosg; xy =rsindsing; x3=rcos
und
e; = cos@sinite, + cospcostteys —singey ,
e; = singsind e, +singcosites +cosge,,
e; = costte, —sind ey
ergibt sich nun:
ar = rcos @ cos ¢ sin + 2rsin @ sin® ¢ cos  + rsin ¢ cos Fsin g ,
ag = rcos @ cos® & + 2rsin cos ¢ sin ¢ cos ¢ — rsin® Fsin @,

_ . . 2
ap = —rcositsing + 2rsindt cos” @ .

Losung zu Aufgabe 1.7.8
L
a) Bei Benutzung von kartesischen Koordinaten zur Berechnung der Kreisfla-
che S haben wir x? + y> = R? bei der Festlegung der Integrationsgrenzen zu

+ RLy +R
dy/ dx=2/ dy\/R? —y?
= [ e o2 [ o
R2 +R
:2(7 arc51n£+J2/,/R y2>

= R* .

beachten:

1
=2-R’m
2

-R

1.7.8
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b) Beiebenen Polarkoordinaten gilt fiir das Flachenelement

a(x,
dxdy = () dede = odoey .
(e, 9)

Damit folgt sehr schnell

R pom R
S= f f eodode =21 f odo = R? .
o Jo 0

Die Verwendung von ebenen Polarkoordinaten bringt hier offenbar einen
spiirbaren Vorteil.

2. Zur Berechnung des Kugelvolumens benutzt man natiirlich zweckmaf3ig Kugel-
koordinaten (r, %, ¢):

dV:3WJJ)
o(r, %, @)

R m 21
V= / dv = / / f 1% sin $drddde
0 0 0

R

= *sinddrddde .
Es ist deshalb:

R 3
= 271/ r?dr (—cosd)| =4m—
0 3
- 4_7T R3
3

0 0

3. Man benutzt zweckmiflig Zylinderkoordinaten (g, ¢,z) zur Berechnung des

Mehrfachintegrals. Fiir das Volumenelement gilt (1.255):

Ry % 20 Ry %
V:/ de/ dgof dz:zof de/ de
Ry 0 0 Ry 0

1 /& doo L1 ok
= —TIZ = —TZp <
o [, ede =g se

R;

= irrzo (R —R}) .
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Abschnitt 2.1

Losung zu Aufgabe 2.1.1 2.1.1
1.

P

14

Abb.A.18.

() Abb.A.19.

Der Geschwindigkeitsbetrag v dndert sich nicht, sodass mit dem Kosinussatz

(1.149) gilt:

Av = /v2 + v2 — 212 cos 60°

:>v=50cms_1 .

2. Fiir die Zentripetalbeschleunigung bendtigen wir nach (2.36):
a, = —-Ro’e, ,

60
25 om
w=—"-=—35

2s 6

-1

Aus v = R w folgt dann:

300
R=—cm
71

und damit:

50
la;| =Ro’=m- o cms 2.
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2.1.3
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Lésung zu Aufgabe 2.1.2
L v=@xr,=(2,3-4).
2. o bleibt unveriandert.

v = [co x (rp —a)] =[(-1,2,1) x (1,—1,0)]

= =(1,1,-1).

Losung zu Aufgabe 2.1.3
1.

r(t) = —=gt-+ vt [r(t=0) =0
2.
Abb. A.20.
Die Bahnebene ist die durch r und r aufgespannte Ebene. So gilt fiir AF:
1
AF = E(r x F)dt .
Mit 1. folgt fiir das Vektorprodukt r x r:
. 1,
rxf= _Et g+tvy | x (—tg+wv) =
1, 2 1)
= _Et (g xvo)—t(vox g = Et (g xvo) .
Man erkennt, dass das Vektorprodukt r x r zwar zeitabhdngig, die Richtung
jedoch konstant ist. Die Flaichennormale ist stets parallel zu (g x vp).
3.
, 1
e, = — (o1, V02, V03) -
Vo

Von dem Einheitsvektor €, sind drei Bedingungen zu erfiillen:
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a) €, liegtin der Bahnebene: €, L g x v,
b) ¢ ist orthogonal zue/: €, - ¢, =0,
c) €, istnormiert: €, - €, = 1.

Mit
€y = (x1,x2,x3)
und
g X vo = (—v02g, V018> 0)

liefert a) die Bestimmungsgleichung:
g (x1v02 —x2v01) = 0.

Aus b) folgt

1
- (x1vo1 + x2v02 + x3%03) =0,
0

wihrend c)
x% + x% + x% =1

bedeutet. Das sind drei Gleichungen fiir die Unbekannten xi, x2, x3:
+1

2 2
- (—v01vo3, —V02v03> Vo1 t VOZ) :
2 2

Das Vorzeichen bleibt frei.

e =

4.
+1
es=¢) x e) = —— (vo2, =01, 0) .
[2 . 2
Vo1 T Vo2
Lésung zu Aufgabe 2.1.4 2.14

1. Kugelkoordinaten
r(t) = re,
7(t) = re, + rdeg + rsind ge,

r(t) = are; + agey + agpe,

ay = i — rd? —rsinzﬂq')2
ag = rd + 2f¢ — rsind cosF ¢

ap = rsindt @ + 2sind i + 2r cos ¢ 3 .
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Vorgegebene Beschleunigung:

a(t) = —=e,—a(r)r

2
= (_% - a(r)f> e+ (—a(r)né) es + (—a(r)r sinﬂ(j)) €y

= Bestimmungsgleichungen

F—rd? - rsin® ¢ ¢ - —% —a(r)f

& + 270 — rsin cosﬁ‘gb2 L —0((7”)1’19.‘
rsind ¢ + 2 sin ¢ 7@ + 2r cos ¢ = —a(r)rsinde .

2. Die 3. Gleichung ist trivial erfiillt, von den beiden anderen bleibt zunéchst:

Ford? 2 L (i

o + 2 2 —a(r)m‘} .
Nach Vorgabe:

o

= —? o(1-p7'P = —?7’0 ~

. 2P s 2P
.2 1 2B, [r0)\3?
ﬁ_gﬁoﬁl—ﬁt_ 3ﬁ°(r>

c 20 o 1 2B i3
7= 30 T T ﬁ‘)(r) '

Einsetzen in die beiden Bestimmungsgleichungen liefert:
(@)

2Py AP () =~ vamn P, [0
r2 3

r2

2% 15 2 ]
— —ir—o(ro +28510) = A a(r)—ﬂro o
9 r? 3 r
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(ii)

Tor() o2 (Fn2) Foo () = er T ()"

Aus a > 0 folgt unmittelbar f > 0. Einsetzen in (i):

2 ) 2 2
—i— (7’0 + 219‘(2)1’0) = —7;1 + iI‘() (7‘_0)

r2 2 9 r
91 1
2
i —_
p 4 Y1+ﬁ§ (+)
1 Y
= f=>—
p 2 (1+395)

Bahnkurve:
_ _ 23 _ _
3(1) =~ In(1 - pr) = ~8y In ()

= () = ry e

3. Geschwindigkeitsquadrat

Vi=FoF =40

AP oo S4B <T0>3 _ 4P 0
= ro— tri—d5(—) = —
9 r 9 r

Trotz Reibung nimmt die Geschwindigkeit bei Anndherung an die Erdoberflache

zu = Reibungsansatz wohl nicht realistisch = besser (?): Fp ~ v,
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Abschnitt 2.2

Lésung zu Aufgabe 2.2.1
1.

To Abb.A.21.
ro(t) =r—7=

(=7ayt,—11as, 3a4 — 4agt) .

Relativgeschwindigkeit:

fo(t) = (—7a3,0,—4ag) = ¥ .

#(t) = (1201, —18a5t,0) ,
#(t) = (12a;, —18a3t,0) .

3. Mit X ist auch X ein Inertialsystem, da 7y = 0 bzw. # = f ist. Wenn sich ein
kraftefreier Korper in X geradlinig gleichformig bewegt, dann ist dieses auch in
2 der Fall.

Lésung zu Aufgabe 2.2.2
Fiir die tatsachliche Geschwindigkeit v = const gilt:

_dx dx dY
TTar T dr dr
Damit folgt fiir die tatsédchliche Beschleunigung:

a2 a2 \dr) Tar a2

=d dr 2+vd2t/ dr R
dt de?2 \ dt '

Kriftefreie Bewegung bedeutet a = 0. Also muss
a2 (de\7
! — J— —_
¢ " <dt)

dt’
— =1+a(t) ;
P +a(t)

d>x  d%x (dt/)z dx d%¢

sein. Mit



Lésungen der Ubungsaufgaben 405

erhilt man:

' a(r)
(1+a()’

Losung zu Aufgabe 2.2.3
1. Wir fithren zwei Koordinatensysteme ein:

@ Xy

L}

R Abb. A.22.

2: Koordinatensystem im Erdmittelpunkt, macht die Rotation nicht mit, ist des-
halb ein Inertialsystem.
X: Mitbewegtes, kartesisches Koordinatensystem an der Erdoberfliche. ry: Orts-
vektor des Koordinatenursprungs von %, von X aus gesehen.
#: Ortsvektor des Massenpunktes in ~.
Mit @ = 0 lautet die Bewegungsgleichung nach (2.77):

mf = —mg — miy — mle x (@ x )] — 2m(@ x #) ,

F.=-2m(cw x #); (Coriolis-Kraft) ,

F,=-m[w x (@ x 7)] ; (Zentrifugal-Kraft) .

F, ist hier vernachlissigbar, da @? und auch der Abstand 7 von der Erdoberfliche
als klein angenommen werden konnen. Es bleibt ndherungsweise als Bewegungs-
gleichung:

Fr~-—g —i— 2(@x 7).

2. Der Ursprung von 3 wird auf einem Kreis mit dem Radius R cos ¢ um die co-Achse
gefiihrt. Das bedeutet nach (2.33):

|| = a)chosgo ,
iy = w’Rcos @ (sin Qe —cos@ é3) .
3. Dievon 7 herrithrende Kraft ist mitzuberiicksichtigen:
§=g+ry= (0, @R cos @sin @, ~@*R cos’ @+ g) .

Fliissigkeiten stellen ihre Oberflichen immer senkrecht zu ¢ ein, nicht zu g.
¢ bestimmt die Vertikale, die von der radialen Richtung etwas abweicht. ¢ ist von

2.2.3
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der geographischen Breite abhdngig. Die reale Erdoberfliche ist senkrecht zu ¢
(Abplattung der Erde).

@ =(0,wcosp,wsing) .
Nach 1. gilt dann fiir die Coriolis-Kraft:
F. = —2m(w x ) = —2m (X3 cos ¢ — X sin ¢, X1 sin @, —X1 cos @) .
5. Bewegungsgleichungen:
mx, = —2m (X3 cos Q- %, sin ),
mx, = —2m x| sin @,
mx3 = —mg + 2m wx, cos @ .

¢ ist die gemessene Erdbeschleunigung.
6. Nach Voraussetzung sind wéhrend der Fallzeit %] ~ 0, X, ~ 0. Es bleibt dann
das folgende System von Bewegungsgleichungen zu losen:

ch'l = —2005&3 cos @,
X =0,
xX3=-¢.

Mit den Anfangsbedingungen

#(t=0)=(0,0,H) ; #(t=0)=(0,0,0)
ergibt sich die Losung:

F(t) = (% wcos<p§t3,0,—§gt2 +H> .

Die Fallzeit tg bestimmt sich aus

u

Damit ergibt sich eine Ostabweichung:

) 1 20\
X1(tp) = —wcospg | — .
3 g

Da cos ¢ stets positiv ist, bewirkt die Erdrotation (@ # 0) auf beiden Erdhalb-
kugeln eine Ostabweichung.
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Abschnitt 2.3

Lésung zu Aufgabe 2.3.1

1.

a)

b)

Voraussetzung:
W(X1,X2, X35 t) #0.

Es gelte

3
Zy,‘xi(t) =0 yeR, V. (1)
i=1

Nach Differenzieren gilt dann auch:

3 3
D yii(t) =05 > yiki(t) = 0.
i=1 i=1

Man betrachte diese drei Gleichungen als lineares, homogenes Gleichungs-
system fiir die y;:

= W(x1, x2, x3; ) = Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems
= nicht-triviale Lésungen nur fiir W = 0, W aber ungleich Null nach Vor-
aussetzung

= (1) nur fiir y; = y» = y3 = 0 erfiillbar

= x;(t) (i = 1,2, 3) linear unabhéngig

Voraussetzung:

x1(t), x2(t), x3(t): dreilinear unabhéngige Losungen der linearen, homogenen
Differentialgleichung 3. Ordnung (— ,,Fundamentalsystem®).

Sei dann fiir irgendein t,

W(x1, %2, x35t0) = 0

= obiges Gleichungsystem hat fiir t = #; eine nicht-triviale Losung: y1, y2, y3
Dann:

f(0)

3
> pii(t)
i=1
als Linearkombination der Losungen x;(t) ebenfalls Losung der Differential-
gleichung mit
ft)) =05 (1) =05 fl10)=0.

Nun ist

2.3.1
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ebenfalls Losung der Differentialgleichung mit denselben Anfangsbedingun-
gen fiir t = tp. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt

3
FO=f) & 0= fxi(r).
i=1

Nicht alle y; gleich Null = x;,x7,x3 linear abhidngig im Widerspruch zur
Voraussetzung

= Wi(x1,x2,x35t) #0 Vt.

2.
6 . 12
x () — t_zx(t) + t—3x(t) =0 (t+0!
Spezielle Losungen:
a)

1 ) 2
x1(t) = " = x1(t) = 3
6
xl(t) = +t_4
. 24
x1(t) s

24 12 12

55
b)
)=t = %) =2t
X (1) =2
X2(t) =0
12 12
= 0-—+—=0
t t
c)

x3(0) = = x3(t) = 312
X3(t) = 6t

5C.3(t)E6
= 6—-18+12=0
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Wronski-Determinante

— 28

2
Wi(x1,x2,%351) 3 2t 32

6
+t—426t

12+18—-4—-12-6+12
=20+#0

= linear unabhéngig
Allgemeine Losung:

1
f(t) = Nzt Rty (t#0)

Lésung zu Aufgabe 2.3.2
1.

Yo = Vpéz .
Es handelt sich um ein eindimensionales Problem:
Z=—-g=2z(t) -2 (ts) = —g(t —t5); (s Startzeit) .

Z(ts) =vo = 2(t) = vo — g(t — t5) .

z(t;) =0 (Erdboden) = z(t) = vo(t — t;) — %g(t —t5)? .

2.
1. Stein:  ty =0 = z;(t) = vot — %g 12
2. Stein: 5 = 1) = 2(t) = vo(t — to) — 38(t — 1)
Die beiden Steine treffen sich zur Zeit t,, die sich aus
z1(tx) = z(tx)
zZu
Y 1
ty = i + =1
g 2
bestimmt.
3.

1
Z1(ty) =vp — gty = —Eg to (Abwidrtsbewegung) ,

1
Z2y(te) =vo — gty — tp) = +5g to (Aufwirtsbewegung) .

409

2.3.2
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233 Losung zu Aufgabe 2.3.3
1. Bewegungsgleichungen:

mix; = mg+3Sy,

myxy = mpg + Sy,

Fadenspannung: S; = S, = S, Zwangsbedingung: x; + x, = Fadenldnge =
X1 = —X.
Man erhiilt also:

i’l’ll)'C'l = m1g+S s
—mHX] = m2g+8.
2.
. my —my .
X]=————¢g=-%.
my + my

Es handelt sich um den verzigerten, freien Fall. Gleichgewicht liegt bei m; = m;
VOr.
3. Die Fadenspannung
2mimy

S=mi(x1 —g) = ————
my + my

ist maximal im Gleichgewicht.

234 Losung zu Aufgabe 2.3.4
1. Eshandelt sich um eindimensionale Bewegungen:

mizy = mgsina+S§,

myzy = mpgsinf+ S

(S: Fadenspannung).
2. Die konstante Fadenldnge bewirkt:

2 =-2.
Durch Subtraktion der beiden Bewegungsgleichungen in 1. erhalten wir die
Beschleunigungen:

) my sina — my sin B .
Z = g=-2.
my + my

Das ist der verzdgerte, freie Fall.
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3. Die Fadenspannung S berechnet sich aus 1. und 2. zu:

. . sina + sin 8
S=m(z) —gsina) = —mymyg ——— .
my + my

Z1=0=2 <= msina=msinf.

Losung zu Aufgabe 2.3.5 2.3.5
1. DieKrifte des aufliegenden Seilstiickes werden durch die Unterlage kompensiert.
Auf das tiberhdngende Stiick der Lénge x wirkt die Kraft:

F=m-g.

Das ergibt die Bewegungsgleichung:

. X
mx =m-g .

I

2. LOsungsansatz:

x ~ e

Die Bewegungsgleichung ist erfiillt, falls

a2:g7<:>a1,2::|: %

gewdhlt wird. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung lautet damit:

x(t) = A+e\/@t +A_ e_\/@t .

Die Anfangsbedingungen
legen A fest:

Daraus folgt:

x(t) = xo cosh (ﬁt) ,
x(t) = xo\/%sinh (\/%t) .



412 Lésungen der Ubungsaufgaben

3. Zur Zeit t. befinde sich das Seilende gerade an der Kante:

x(te) = I = x¢ cosh (\/%te) ,
(te) = xo\/% sinh< %te) .

Quadrieren der letzten Gleichung fiihrt zu:

[x(t)] = xé‘g sinh? ( gte) =

l !
= x(z)% |:cosh2 ( %te) - 1:| =
=3(P-x)
= (1) = 1P -d).
2.3.6 Losung zu Aufgabe 2.3.6
N

\
\
=
2
mg Abb. A.23.

1.  F sei die Kraft, die die Waage zum Gleichgewicht beisteuert. Ihre Richtung ist
zundchst unbestimmt. Im Gleichgewicht muss gelten:

m(g —x)+F=0.
a) Masse fest:
x=0=F=-mg.

Die Kraft F kompensiert die volle Schwerkraft; sie liegt parallel zu g. Gewichts-
anzeige:

1
Fy=—-—(F-g)=mg.
g
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b) Masse bewegt:
F = —-m(g - x),
mx = mgsina ey
= F=mgcosae, .
Gewichtsanzeige:

1 1
F” = _(F.g)_ = —mgcosa—(ey-g) = mgCOSZ(X .
g g

Solange die Masse in Bewegung ist, zeigt die Waage also weniger an. Der Grenzfall
a = 7 entspricht dem freien Fall. Die Waage zeigt dann den Wert Null an.
2. Die Anpresskraft ist in beiden Fillen gleich:
a) F,=F-e, =-m(g-e,) =mgcosa,
b) F,=mgcosa(e,-e,) =mgcosa.

Losung zu Aufgabe 2.3.7

(/N

1. Der vertikale Wurf entspricht einer eindimensionalen Bewegung:

Abb. A.24.

Speziell an der Erdoberfliche gilt:
mM 2

Man kann obige Bewegungsgleichung also auch wie folgt schreiben:

Dies formen wir mit Hilfe der Kettenregel weiter um (v = 2):

L odv  dv M
I=—=—yp=—y—.
dt dz YZZ

2.3.7
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Trennung der Variablen fiihrt zu:
4

Z /
/v/dv/ -yM d—Z

Z/Z

Vo R

Mll
YZR'

Damit ergibt sich fiir die Abstandsabhéngigkeit der Geschwindigkeit:

1
= E (Vz —Vé)

R-z
_ .2
v(z)=,/vi+2vy M .
@) \/ 0 ¥ Rz
2.
2y M
_ .2
v(z— 00) =, [vs— ——.
( ) i
Damit das Teilchen den Schwerebereich der Erde verlassen kann, muss notwendig
v(z— 00) >0
sein. Das ist nur moglich, wenn
2y M
vy = Y— .
R
Zahlenwerte:
y=667-100" ' Nm?kg?, M=598-10"kg, R=6,37-10°m :
vo > 11,2kms™! .
2.3.8 Losung zu Aufgabe 2.3.8
1.
T
(- =i, i®=-, 4(-25)=10i, In(1+1i) = ln«/§+iz ,
) L L g
2 2
2.
a) z=2,
b) z=123+2i
3.
4

Y Y I, R (CL T B S

2z = ei(Tr/6) , 25 = e—i(n/2) )
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Imz
R X 23
Zy !
2 1t |
¥----—-—-—--—- |
] —
-3 -2 —1: 1 2 3 4 Rez
* - -
z; -1
Abb. A.25.

21 =—+Je, z=-iel,

zz3=(e?cos1) —i(e’sinl) .

a) Ree?™ =etcos2mt; 1=1,

b) Ree?) = 2t cos (%t) ; T= 4?” .

Losung zu Aufgabe 2.3.9
Der Beweis gelingt sehr einfach mit Hilfe der Euler’schen Formel:

exp(i(er + B)) = cos(a + ) +1i sin(a + )
= exp(ia) exp(if)
= (cosa +i sina/ (cos § +i sin )
= (cosa cos B —sina sinf) +1i (sinar cos B+ cosa sin ) .

Real- und Imaginérteile komplexer Zahlen sind unabhéngig voneinander. Der Ver-
gleich liefert deshalb unmittelbar die Behauptung:

sin(a + B) =sina cosB+sinff cosa ; cos(a+ ) =cosa cosf —sina sinf .

Losung zu Aufgabe 2.3.10
1.

7% — 4x—3x=6.
Fiir die zugehorige homogene Gleichung,

7X—4x—3x=0,

239

2.3.10
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empfiehlt sich der Ansatz:
x=el.
Einsetzen liefert eine Bestimmungsgleichung fiir y:
7' —4y-3=0,
die durch
3

=1 und pp=--
yi und =~

gelost wird. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet
deshalb

Xhom (1) = a1 e + ay e GINt
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung errdit man leicht:
x(t) =-2.
Die allgemeine Losung ist damit bestimmt:

x(t) =a; e +ay e BNty

z—10z2+9z=9t¢.

Eine spezielle Losung ist leicht zu erraten:
10

Zs(t) =t+ ? .
Die zugehorige homogene Differentialgleichung
z—=10z+9z=0
wird durch
z(t) = eVt
gelost, falls
Y’ -10y+9=0
erfiillt ist. Dies gilt fiir
y1=1 und y =9

= Zhom (1) = a1 €' + et

Dieallgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichunglautet schliefllich:

10
Z)=aref +ay e + 1+ 35
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Lésung zu Aufgabe 2.3.11
1.

y+y+y=2t+3.
Es sollte eine in ¢ lineare, spezielle Losung geben (warum?)!
y(t) =2t+a.
Einsetzen liefert:

242t+a=2t+3=>a=1=y(t)=2t+1.

4y +2y+ 3y =-2t+5.
Auch hier sollte es eine in ¢ lineare, spezielle Losung geben:
yt)=a-t+p.

Einsetzen liefert jetzt:

2 19
2a+3at+3ﬁ:—2t+5:>a:—g; B = 5
= ys(t) = 2 t+ 1
PRI g
Lésung zu Aufgabe 2.3.12
Die homogene Differentialgleichung
Z+4z=0
wird durch den Ansatz
z(t) = e'?

gelost, falls
V(Y +4) =0
erfiillt ist. Das ist fiir
y1=+21 und y, =-2i
der Fall. Die allgemeine Losung hat deshalb die Gestalt:

2(t) = a1e? + ape At

417
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1. Randbedingungen:z(0) =0; z(%)=1
=Sar+a;=0; ila;—ay) =1
= z(t) = sin 2t .
2. Randbedingungen:z (5) =-1; 2(§) =1
Sa+ay=1; 2i(—a;+ay)=1

1
= z(t) = cos 2t — 2 sin 2t .

Losung zu Aufgabe 2.3.13
1.

X Abb. A.26.

g=1(0,0,¢) .
Bewegungsgleichung:
mr=—-avr—mg.

Der erste Term auf der rechten Seite ist die Newton’sche Form der Reibungskraft
(v = |7|). Beschriankung auf die vertikale Bewegung ergibt:

mzZ=-avi—mg.

2. Die gleichférmig geradlinige Bewegung entspricht der kréftefreien Bewegung.
Die Anfangsgeschwindigkeit muss also so gewdhlt werden, dass die Reibungs-
kraft die Schwerkraft kompensiert:

|20 ,/m
20l =,/ —g.
0 ag

z=—-v<0.

3. Fallbewegung:

Die zu l6sende Bewegungsgleichung liest sich dann wie folgt:

d a ,
-——v=—v" -
dt m §
Variablentrennung fiihrt zu:
d
dt = 4

R
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Dies ldsst sich leicht integrieren [v(t = 0) = 0]:

1 i dv/ m o
t:—/ia/z: — arctanh — ).
go l—m—gv ag mg

Damit haben wir die Zeitabhidngigkeit der Geschwindigkeit bestimmt:

A1) = —v(t) = — %tanh( %t) .

a m

t
mg
a Abb.A.27.

(tanhx - = 1)

X—> 00

4. Mit
ftanhxdx = In(coshx) + ¢o

und dem Resultat fiir z(¢) in 3. folgt durch nochmaliges Integrieren:

z(t) = —Tln |:cosh( /%t)i| + ¢,
a m
= z(t) = H — ﬂln |:cosh( %t>:| .
o V m

Wir diskutieren noch den Grenzfall verschwindender Reibung (o« — 0): Wegen

2
coshx — (1+ ?> ,

x<1

X2

In(cosh x) — —

x<1 2

folgt
1
z(t)—>H—ﬁ%t2=H——gt2.

a—0 a m 2

Dies ist der freie Fall!

Lésung zu Aufgabe 2.3.14
1. Bewegungsgleichung:

2.3.14
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Fiir die einzelnen Komponenten gilt:
mx; = —ax;—mgdiz; 1=1,2,3.

Das sind lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese sind homogen
fiir i = 1,2 und inhomogen fiir i = 3.
2. Die zugeordnete homogene Differentialgleichung

mx;+ax;=0
wird durch den Ansatz
xi(t) = e
unter der Voraussetzung
(my* +ay)e’ =0

gelost. Fiir y sind also die Werte

a
=0 und y,=-—
14! und 2 "

moglich. Das ergibt als allgemeine Losung der homogenen Gleichung:
x;(t) = agl) + al(z)e_(“/m)t .

Fiir i = 3 bendtigen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung:
m
x35(t) = ——gt.
a
Diese Losung kann man leicht erraten oder aber durch eine physikalische Uber-

legung wie in Teil 2 von Aufgabe 2.3.13 gewinnen.
Damit haben wir schlieflich als allgemeine Losung der Bewegungsgleichung:

m
x;(t) = al(l) + al(z)e_(“/m)t - —gt-6i3.
o

3.
r(t=0)=(0,0,0); £(t=0)=(v,0,v0) .
4.a
x
#1(8) = ——ae e
m
= x1(0) = agl) + a(lz) =0,
(04
#1(0) = —=a\? = v
m

= (1) = 2 (1 - e‘(“/m>f) .
(04
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4.b
x(0) = agl) + agz) =0,
x%(0) = —agz) =0
m
= x()=0
4.C
x3(0) = agl) + agz) =0,
) a m
x3(0) = ——flgz) - —g=%
m a

= x3(t) = g [<§g+ v0> (l - e_(“/m)t> —gt] .

5. Die maximale Flughohe ist durch

bestimmt. Sie wird nach der Zeit

m mg
H=——In——"—
a mgtaw

erreicht und betragt

x3(tg) = g (Vo + % In L) .

a mg+av

Losung zu Aufgabe 2.3.15
1.

x(t) = A coswpt + Bsin wgt ,
x(t) = —A wq sin wot + Bwq cos wot ,
X(t) = —cf x(t) .
Beim Maximalanschlag gilt:

x(t1)=0; x(f1) <0.

Damit folgt:
1 B
f; = — arctan — .
@( A
Mit
1 . tan x
COSX = ———— SInx =

V1 +tan? x V1 +tan? x

421

2.3.15
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ergibt sich durch Einsetzen:
Xmax = x(f1) = VA2 + B?,
) = —w%m .
2. Die Maximalgeschwindigkeit bestimmt sich aus der Forderung
() =0 [E(t)<0].

Das ist gleichbedeutend mit

Daraus ergibt sich:

o (5)
tp) = —arctan | —— | .
() B

Zu dieser Zeit t, erreicht der Oszillator seine Maximalgeschwindigkeit
Xmax = X(12) = @woV A% + B2 = @oXmax -
3. Die Maximalbeschleunigung setzt
%(13) =05 xW(13) <0
voraus. Nun ist
X(1) = ~og (1),
V(1) = wga(r)

sodass man nach Teil 1) t3 = #; vermuten konnte. Wegen x(#;) = xmax > 0 hat X
bei t; aber ein Minimum. Wir miissen deshalb

s
3=H+—
@0

annehmen. Es ist dann
% () = —a)g %(t3) =0
(4) _ 4

= x(t3) = —Xmax 3 X(t3) =0;  £(£3) = ©F Xmax -

2.3.16 Lésung zu Aufgabe 2.3.16
L 0<t<ty
Bewegungsgleichung:

- . Yo
X+ 2%+ wix = —
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wobei:
k a
2_ K &
@0 = m’ p 2m
Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung:

x(t) = Xpom (t) + xs(2) .

Allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung in (2.173)
abgeleitet:

Xhom () = e P! (4, e +a_e @) mit 0= w-p.

Spezielle Losung:

Yo

xs(t) = 5
= allgemeine Losung (fiir 0 < t < 1y):

x(t) = e Pt (ar el 4 g e it

Anfangsbedingungen:

x(0)=0; x(0)=0

Yo
:>0=(a++a_)+—2
Yo
< ay ta- = -

0=-P(as +a-) +iw(ay —a-)

B v
= ay—a-=—-1—(ay +a_) = 1E—02
@ w 1ty
—pt . . Yo
x(t)=e ((a+ +a_)cosowt +i(ay —a-) sma)t) + —
00

= x(1) = Yo {l - (cosa)t+ Esinwt) e_ﬁt} .

B t()(x)(z) @
2. t>1tp:
Kraft abgeschaltet

= X+2Bi+wix=0.
Allgemeine Losung bekannt:

x(t) = e Pt {by cos wt + b_ sin wt} .
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F macht endlichen Sprung bei ¢ = #y. Dasselbe gilt somit fiir X
= x(t),x(t) bei t = t, stetig!
= Randbedingungen, die b,, b_ festlegen

Stetigkeit von x(¢):
0=y —ePl {(y+b+)cosa)t0+ (yﬁ +b_) sina)to} mit Y= iz
(69} oy
= by coswity +b_sinwty =y (eﬁt" — cos wty — E sin a)to) =y . (%)
®

Stetigkeit von x(¢):

VB e P (cos wty + E sin (x)to> - Yeiﬁto (—(ﬂ sin wty + f cos a)fo) '
®

!
=-p e P (b+ cos wty + b_ sin a)to) +e P (—b+ sin wty + b_ cos a)to)

<~ b, (ﬂ cos ity + o sin a)to) +b_ (ﬁ sin @ty — @ cos a)to) =

’32
=—y (— + w) sinwty =y, . ()
w

() und (**) zusammengefasst:

cos wty sin wty bv\ (n
P cos wty + @ sin wty Bsin wty — @ cos iy b_ 12

=A

= detA = fsin oty cos wty) — @ cos” cty — B cos wty sin wty — @ sin? wty

= -
sin @t
A, = Y1 0
12 PBsin @ty — @ cos @ty
detA; = y1(Bsinwty — @ cos wty) — 2 sin wty

=y (eﬂt‘) — cos @iy — E sin a)t()) (Bsinwty — @ coswty) +
@

,62
+y (— + a)) sin? wty
®

= y{ eﬁto(ﬁ sin @ty — @ cos wty) — P cos wty sin wty + @ cos® wty —

2 2
— 2 sin® wotg + P sin wty cos wty + (— + a)) sin’ ooto}
w @

= y{eﬁto(ﬂsina)to — @ cos i) +a)} .
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Cramer’sche Regel:

detA
by = cfetAJr = y{eﬁto (cosa)to - gsinwto> - 1}

COS Wt
A = 0 14!
B cos oty + @ sin oty

= detA_ = y; coswty — y1(f cos wty + @ sin wty)
2
=-y <ﬂ— + a)) sin wty cos wty — y (eﬁt‘) — Ccos ty — E sin a)t()) .
w 6]

- (B cos wty + w sin wty)

2
=-y (— + w) sin wty cos wty — yeﬁto(ﬁ cos wty + o sin wty) —
@
- y( — B cos® wty — @ cos wty sin wty —

2
— — sin @ty coswty — f sin? a)t())
@

=-y (eﬂto(ﬁ cos wty + @ sin wty) —,8) .

Cramer’sche Regel:

detA_ ) B B
- - Bto Ll _r
_ det A y (e (sm oty + = cos a)to> w)

cos wt - cos wty + sin wt - sin wty = cos(w(t — ty))
— sin wty - cos wt + sin wt - cos wiy = sin(w(t — ty)) .

= Losung fiir ¢ > t;:

V0

x(t) = — { e Plt-to) <cos o(t—ty) + P sin c(t — to)) -
— P (cos ot + E sin wt)} .
w

Dies entspricht einer geddmpften Schwingung mit x(¢) =% 0, also Ubergang in
die urspriingliche Ruhelage!
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3. Extrem kurzer Kraftstof3: tp — 0
Zeitintervall fiir (1) geht gegen Null = Losung (1) spielt keine Rolle. Mit der Regel
von I'Hospital folgt:

1
by = lim { — (,Beﬁto <cos wty — E sin ooto> +
@) @

th—>0
Yo

+ ePto (—oo sin wty — E cos wt()))
w

= 2B -0)+1(-0-B)
(69

0

= b+:0

to—0
Vo

1
b_ = lim —z{ﬂeﬁt" (sin oty + P cos a)to) +
o} ®

+ ePto (a) Ccos iy — Ea) sin a)t0> }
w

2 2

zﬁ{ﬁjm}zv_@.ﬁ“wz

w; | @ @ @
Y0
= b.=—
@
Vo . _
= x(t) = —sinwt e pt
16
x
<o
maw

Abb. A.28.

Der kurze Kraftstof} iibertrdgt dem Oszillator in der Ruhelage (x(t = 0) = 0) die
Anfangsgeschwindigkeit x(0) = vy = fiihrt zu dem bekannten Ergebnis fiir den
»linearen Oszillator mit Reibung®.

4. Lang andauernder Kraftstof3: t) > %, d.h. o> /%
Losung (1) konvergiert gegen t;’—g)é
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Losung (2) startet bei t = #p mit dem Wert —2— (waagerechte Tangente) und

mtow%

wird dann rasch geddmpft. Wegen #, > 113 und t > t; spielt der zweite Summand

in (2) keine Rolle!

x(1)

1
t0>>—
VO /\ ﬁ
m 1y @ 4
. /N~
! N\
o \/
Abb. A.29.

Losung zu Aufgabe 2.3.17
Volumeninderung proportional zur Oberfldche:

= R=y
= R(t):R0+yt.

Zeitabhingigkeit der Masse:
Dichte ¢ des Wassers konstant

Bewegungsgleichung:
d
() - v(1) = Fs + Fr
v=1(0,0,v)

g = _(O: O)g)

= nv+my= —mg—o?sz

2.3.17
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= '+£
v+ —v=-—
R 4

Umschreiben auf R als unabhéngige Variable:

. dv B ,
1/ = —_— . = ‘V
TR
v+ ty=-8,
YRy
Losung der homogenen Gleichung:
c
Vhom = —¢ -
Ry

Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung:

vs=x-R
= X+ Ex =-£
Y
g
v
= x= — .
I+ <
= Allgemeine Losung:
yR) =< - 8 R,
R} Y + £
Anfangsbedingungen:

v(it=0)=0; R(t=0)=Ry

g 1+£
= 0=v(Ry) = c= ROY
Yy te

_ g Ro\r R
:>V(R)—Y+SR0{(R> RO}.

Jetzt noch R(t) = Ry + yt einsetzen:

w(t) = &Ro {<1+£t>_? —<1+1t>} .
yt+e Ry Ry
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Grenzfille:
1.yt < Ry

R
v(t) & o {l—flt+---—1—lt}

yte Y Ro Ry
(R ()
y+e Ry y
= v(t)~ —gt.

Der Wassertropfen fillt noch fast frei; vist noch so klein, dass die Impulsdnderung
aufgrund der Massenzunahme unbedeutend bleibt. Auch die Reibungskraft spielt
noch keine grofie Rolle.
2. yt> Ry
SRy v gy

v(t) " ——=———t= .
y+&Ry y+e

t.

Durch Massenzunahme und Reibungskraft hat die Beschleunigung von g auf
g# abgenommen.

Losung zu Aufgabe 2.3.18 2.3.18
1. Einelektromagnetisches Feld ibt auf ein Teilchen der Masse 7 und der Ladung g
die so genannte Lorentz-Kraft aus:

F=qgE+q(vxB).
Hier sollen nach Voraussetzung B homogen,
B =Bes,
und E = 0 sein. Die Bewegungsgleichung lautet deshalb:
m# =q(r x B).

Das ist gleichbedeutend mit

Ci-wixe); w=21B.
m

dt

re(fx B)=0
= r-r=0

= %(1‘-1‘):0

d . .
= —|f|=0 = |f| =const
dr
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< (¥, B) = const

<= cos (¥, B) = const

<= r+B = const

— d (f-B)=0=¢-B
_— ro = = ro
dt

e LG xB)-B=0.
m

4. Da B nach Voraussetzung zeitunabhingig ist, gilt:

d
qE(r x B) .

q(f x B) =
Damit ldsst sich die Bewegungsgleichung in 1. sofort integrieren:
mr=q(rxB)+c.
Der konstante Vektor ¢ wird durch die Anfangsbedingungen festgelegt:
t=0; mvyg=q(roxB)+c.

Damit ergibt sich ein erstes Zwischenergebnis:

mfr =q(r x B) + [mvy—q(ro x B)] .

f'=f'\|+ﬁ_.

Die Lorentz-Kraft hat keine feldparallele Komponente. Deswegen erwarten wir,
dass es sich bei 7| um einen konstanten Vektor handelt:
q

—(rxB)-es+vy+es—q(ro x B)+e3 =
m

|f||| = f'eg

vp-e3 =const=vy) .
Der Betrag von | ist also konstant, die Richtung wegen B = const ohnehin:
") .2 .2 .
|#|* = |F|° + |FL|° = |F1| = const = v .

Wegen 2. ist also 7| ein in der Ebene senkrecht zu B liegender Vektor mit
konstantem Betrag.
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6. Nachs. gilt:
F = (v cose(t), vy sing(t),v))
= 7 = v @(t)(—sin@(t), cos ¢(1),0) .
Wegen 1. gilt aber auch:
F=w(f X e3) = (v sing(t),—v cos(t),0) .
Der Vergleich fiihrt zu:
P(t) = - = ¢(t) = -wt+a.
7. Ins.wurde gezeigt:
[Fi|=vi =const= v, =|vL| = |[es x (vg x &3)]| = [(vo x e3)] .
Wir kdnnen also schreiben:
1 1
er=—I[es x (vgxe3)] ;s e =—(vgxes).
N [an
Nun ist
. T
@t =0)=<(FL(t=0),e1) =< (voL,€1) = 5
T
= ¢(t) = —wt + >
Damit lautet die vollstdndige Losung fiir #(¢):
r(t) = (vp X e3)sinwt + [e3 X (vg X e3)] coswt + (vp-e3) ez .
8. Nochmalige Zeitintegration liefert:
1 I .
r(t) =—— coswt - (vg X e3) + —sinwt - [e3 X (vg x e3)] +(vg-e3)tes + 7.
@ @
Die Anfangsbedingung
1
ro=r(t=0)=——(vy X e3) + 1y
@

tithrt dann zur vollstdndigen Losung fiir die Bahnkurve:

1 1
r(t) = ——(coswt—1)(vg X e3) + —sinwt - [e3 x (vog x e3)] +(voee3)tes+1g.
1o} 169}
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9. Bewegung in einer Ebene senkrecht zum Feld bedeutet zunéchst:
r(t) L B oder v =0.
Dies ist nach 5. genau dann der Fall, wenn
vw L Bes=v) =vp.
vorliegt. Dies bedeutet dann namlich:
#(t) = r(t) — (ro + Eel) = E(— cos wt, sin wt, 0)
® ®

und entspricht einer Kreisbewegung in einer Ebene senkrecht zu B mit der

Frequenz
qB
w=—
m
und dem Radius
PNY
@ qB
10. Die allgemeine Losung
#(t) = (—V—L cos wt, YL sinwt, (vg- e3)t)
@ w
in 8. stellt eine Schraubenlinie dar.
2.3.19 Lésung zu Aufgabe 2.3.19
Stammfunktion (Potential) der Kraft:
Ve == [ R = R et R =V
x) =— x)dx' = =x" + —yx ; x)=——V(x).
2 4 ¥ dx
Bewegungsgleichung mit x multiplizieren:
mx-x=F(x) -x=—-——V(x)- -x
dx
d d /m
v -4 (39
dr (<(1)) dr \2 *

~ %(%%+vu0:o

~ %%+V@=E.
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E ist hier eine Integrationskonstante (Gesamtenergie).
Variablentrennung mit anschlieflender Integration:

- /x dx’ /m/'x dx’
—ty = _— = —_ _— .
o JEE-VE) Y E 1oV

1. Substitution:
V(x')

=sin’g.

Moglich, da V(x) > 0 und damit 0 < V(g,) < 1. Dies bedeutet:
1 2k , 4E

—yx + kx2 Esinffo=0 n x*+=x*=—sin’g.
Y Y
Losung:
k k2
X =—=+ —2+—sm2(p
Y Y Y

x ist reell, damit x? positiv; somit kommt nur die positive Wurzel in Frage.

k 4E
xzz—; (1— 1+k—2y51n2(p> .

Wegen Y <« 1 kann die Wurzel entwickelt werden:

k 2E 2E
x° %—; (1— (1+k—2y sin2¢)) = 75in2<p.

Damit ergibt sich approximativ:

2E 2E
x%,/T sing ; dx%,/? cospde .

Damit kdnnen wir obige Integrationen durchfiihren:

- [m [2E /“p cos<p/d(p/ |m / / ).
’ 2EV k Jg, /1-sin?¢ ) P

Umbkehrpunkte der Schwingung durch x = 0 gegeben, d.h. durch E = V(x) bzw.
sin ¢ = 1. Dies bedeutet:

m
=+
P1,2 B

Damit ergibt sich die Schwingungsdauer r aus:

1 \/>( ) m
TR
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Das bedeutet, dass sich in erster Naherung die Schwingungsdauer gegeniiber der
des rein harmonischen Oszillators gar nicht gedndert hat:

_2\/Z
T=4TT k

2. Dies wird natiirlich anders, wenn wir die obige Entwicklung fiir x* einen Schritt

weiter treiben:

2E 3yE
N dx = ~ (1_8),? sin2(p> cos pde .

Damit folgt weiter mit der obigen Variablentrennung:
m [2E cos ¢'dg 3YE ., ,
to= ] ==1/ —
"V 2E "/%W( gz ¢
1-=—— sin2 ¢ > :
Vi [ (s

Die Umkehrpunkte sind dieselben wie unter 1.:

1 3yE [ 1 AN
3= % (q;/— % (—5 sing’ cos ¢’ + %))_

_\/Z _E
Ve " 1ee”)

e

e
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Es bleibt als Ergebnis fiir die Schwingungsdauer des (leicht) anharmonischen

) m 1 3yE
T= —|(1-—= .
™k 16K2

Oszillator:

Abschnitt 2.4

Losung zu Aufgabe 2.4.1

1.

oF, OF,
roty, F = — — — = 6a1xyz - 6a1xyz =0,
dy 0z
OF, aF 2 9 29
roty F = =3a1y°z" — 12apxz — 3a1y°z" + 120x2 = 0,
3z  Ox
oF oF
rot, F = Ak 20(1)/23 —20(1)/23 =0
dx 9y

= rotF = 0 = F konservativ .

2. Parametrisierung:

C1: r(t) = (x()t, 0, 0) >
CZ: r(t) = (x0>)’0f) O) > 0 <t=< 1.

Cs: r(t) = (x0, 50, 20t) .

Damit folgt fiir die Arbeitsleistungen auf den einzelnen Wegstiicken:

1
W(C)) =- / Flr(t)] - F(t)dt = —xp / F,(x0t,0,0)dt =0
0

C
1

W(GC) = - / E[r(t)] - #(t)dt = —yp / Fy(x0,y0t,0)dt = 0
C 0
1

W(Cs) = - f Flr(0)] - F(1)dt =~z / Fuxor yor 20)dt =

Cs3 0

1
=20 f 3a1x0y020t - 6(x2xozot) dt = —a1x0y020 + 3a2x(2)z(2,
0

- 2.2 2.3
= W = 3aoxyz; — a1x0)52g -

24.1
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3. Fist konservativ und besitzt damit ein Potential

V(r) = —alxy223 +30,x°22 + V.

24.2 Losung zu Aufgabe 2.4.2
Weg Ci:
Parameterdarstellung:

Cu: r@)=0=-0r; ft)=-r; (O=r=1),

Cp: r(t)=t-ry; f(t)=ry; (0=<t<1).

Arbeit:
1 1
We, = —a/r-dr—a/r dr=ar? f(l—t)dt—arZ/tdt
Cu Ci2 0 0
1
= W¢, = 7% (r% —r%) .
Weg C;:
Parameterdarstellung:
Cu: r(t) =rfcos(p- 1), sin(p-1)] 5 (0=t=1),
F(t) = rigpl—sin(g - t), cos(g - t)]
=>r(t)-r(t)=0.
Cp: r(t)=(rp—ra)t+ray; (0<t=<1),
r(t)=ry—ry
= r(t)  #(1) = (ry = ra)’t+ra- (r—ra) .
Arbeit:

1

1
We, =0- arz—rAZ/tdt—arA r2—rA)fdt
0 0

1
= Wg, = Ecx(r%—rg) ; (ri:r%) .
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Weg C5:
Parameterdarstellung:
Ga1: r(t)=(ra—rt+r; (0<t=<1),
F(t) =ra—n
. 2
= r(t) - r(t) = (rA - rl) t+rye (ra—ry).
C32: wie sz .
Arbeit:

We, = Wey, + W,

]
Wey = =5 alra = r)? —arys (ra—r)=0

1 2 2
= Wg, = We,, = We,, = W, = E(X (7‘1 - 1’2) .

Die Arbeitsleistungen sind also auf allen drei Wegen gleich. Das wundert nicht, da
rot F(r) = rot(ar) =0

(s. Aufgabe 1.3.5) ist. F(r) ist also eine konservative Kraft und

B

/F-dr

A

wegunabhidngig! Es existiert also ein Potential V = V/(r) :

oV 9V oV
F(r)=—< ) .

dx1” 9x;” 9x3

Dieses ldsst sich z. B. wie folgt bestimmen:

oV a ,
—— = ax; = V(x1,x2,x3) = ——x7 + g(x2,x3) ,
ax1 2
oV og a
™ =axy= 9% = V(x1,x2,%3) = 5 (xf +x%) +f(x3),
oV df a
"o =ax3= T dn = V(x1,%2,x3) = ) (x% + %3 +x§) +C.

Das Potential der Kraft F lautet also:

Vir) = —%rz +C.
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Die Arbeit
1
Wei—p, = V(P2) = V(P1) = Za (ri =13

ist wegunabhéngig!

Lésung zu Aufgabe 2.4.3
1. Nein, denn:

Kurvenintegrale werden wegabhingig sein!
2. Parametrisierung des Weges:

r(t) = (at,at,at); 0<t<1

a,x,x
at

F =f(3t* +2t,-9¢%, 81°)

= F- % = fo (3t* + 2t — 9% + 8¢°)
= fa (8¢ — 61* + 2t)

1

= W——/F ardt
e ot

|

|

—
Q
VN
| oo
I

[SSE o)
SR}
N——

3. Parametrisierung:

(at,0,0)

(o, a, axt)

Wy = Wy + Wz}, + W,
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Damit folgt:

d
W2x: F :f(3t2)0>0) 5 a_: = ((X,0,0)

1

= Wy = —ffa3t2 dt = ~fa
0

Way: F=f(3+2£,0,0); g:(O,a,O)
1

= WzyZ—/fa(l-O)dtzO
0

Wa,: F=f(5-9t8t%); g = (0,0, )

1

8
= Wy, = —f8t2afdt = —5fa
0

11
W, = - fa
b 3f

r(t) =at, 2t 0<t<l1

= F=f(3t> +2t*,-9¢% 8¢°)

or
— =a(l,2t,48%)
ot
or 2 7 12
= F. e = fa(5t° — 18t +32t'“)
1
= W;=—fa f(Stz — 18t +32¢'?)dr
0

5 18 32
_fa - 4+ —
3 8 13

293

FaT56

439



440 Lésungen der Ubungsaufgaben

5.
r(g) = a(cosg,sing,0) 0<¢ <2m
F=f(3cos’ ¢ +2sing,0,0)
or (= si 0)
— = a(—sin ¢, cos @,
EP ¢, cos @
or , . .9
= F- XP = fa(—3 cos” @ sin g — 2sin” @)
=fa icosa(p—ZSinzq)
de
or
= W=- \% F.- — d(P
99
2m
= Zfaf sin pdg
0
1 2m
=2fa <—£ sin ¢ cos ¢ + %)0
=2fam (wegabhidngig!)
244 Losung zu Aufgabe 2.4.4

1.

rotF = |9, ay 0,

axy —az O

= ex(0+2az) +€,(0—0) + €,(0 — ax) = a(2z,0, —x)

£0.

v Die Kraft ist nicht konservativ!
2. direkter Weg“ Weg: (0,0,0) — (1,1,3)
Parameter sei die (dimensionslose) ,,Zeit“ .

r(t) = (t,t,31)

r=(1,1,3)
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F(r(t)) = a(t?, -9, 0)

F(r(t)) - (t) = a(t® — 9¢%) = —8at?

N Wy = +0(/01 8t2dt = ga.
3. Parametrisierung des Weges (0,0,0) — (1, 1, 3) jetzt:
0<t<1 :y=t,x=t>,z=3t.
Damit gilt:

r(t) = (t5,1,3/1)

3
f.' = (Zt, 1) —)

21t

F(r(t)) = a(®,-9¢,0)

F(r(t)) - #(t) = a(2t* — 91)

! 2 9\ 41
N W = +a/ Qt*-9tydt=a(=-2)=—a
0 5 2) 10

+ Wa -

Lésung zu Aufgabe 2.4.5
rot F(r) = rot(a x r) = 2a

[s. Aufgabe 1.5.7]. Diese Kraft ist nicht konservativ. Das Linienintegral wird also
wegabhdngig sein.
Wir verwenden fiir die einzelnen Wege dieselben Parameterdarstellungen wie in

Aufgabe 2.4.2.
Weg Ci:

1
/F-dr:+(a><rl)-n/dt(l—t):O,
Cn 0

1

/F-dr:—(axrz)-rzfdttzo

Cp 0

= Wc, =0.

2.4.5
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Weg Cy:

Cou: (axr)=n (—a3 sin(¢t), as cos(gt), a; sin(@t) — ay cos(q)t)) ,

(a x 1) =1’@[as sin’(pt) + az cos*(t)] = azr’
19 9 ¢ 19
1

= Wg,, = —a3rf(p/ dt = —a3r%<p )
0

Cn: (axr)-f=tlax(rp—ra)]-(r2—ra)+(@axra):(r—ra)=
=(axry)er,=0, darg ™ nr
= Wc, =0.
Insgesamt gilt also fiir den Weg C;:
We, = —a3r%(p.
Weg Cs:
Gs1: (axr)-f=(axr)-(ra—r))=(axry)-ra
= We,, =—(axry)-ra;
Cs, wie Cy, deshalb W, =0

= Wg, =—(axry)-rs.

Die Arbeitsleistungen auf den verschiedenen Wegen sind also durchaus unter-
schiedlich.

2.4.6 Losung zu Aufgabe 2.4.6
1.

ob Odax day 9db dax Oday
rotF = , , ) =
dy 0z 0z Ox 9Jx Oy

=(0,0,a—a)=0

= F ist konservativ!
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2. Parameterdarstellung des Weges:

r(a) = (ax,ay,az); (0<a=<1)

— ﬂ =(x,9,2); F[r(a)] = (aay, aox, b)
da

dr
= F- — = 2aaxy + bz .
da

Damit ergibt sich als Arbeitsleistung:

1
d
Wpoép:/F-édazaxwabz.
0

3.
oV
——=ay=>V=—axy+g(yz),
ox
oV 5} )
—gzax:ax+£:>a—§—O:>V=—axy+g(z),
oV

= V(r)=—axy—bz+c.
4. Die Arbeit ist dieselbe wie in 2., da F konservativ ist.

Lésung zu Aufgabe 2.4.7
1.

F =-VV = —(kx, ky, kz) = —kr .

Es handelt sich um das Potential des harmonischen Oszillators. F(r) ist eine
Zentralkraft.

:—XV(r) - %[Za)x(w 1) — 20%x] .

Analoge Ausdriicke gelten fiir die beiden anderen Komponenten:

F(r) = -VV(r) = -me(@- 1) — @°r] = —m[e x (0 x 1)] .

Es handelt sich um das Zentrifugalpotential. F ist in diesem Fall keine Zentral-
kraft!

2.4.7
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248 Losung zu Aufgabe 2.4.8
1. Der Winkel im Halbkreis betragt 9o° (Satz von Thales).

X =rcos¢g

A U A e
y = fcos (E —go) =fsin¢g

7= +/4R? — 12
Abb. A.30.
2R=x+y
=rcos@+VAR? —r’sing

= (4R2 - r2) sin’ Q= 4R* + r* cos® ¢ — 4Rr cos @
4Rr cos ¢ = 4R (1 — sin’ (p) + 12
0= (2Rcos¢p — r)?
= r=r(¢p) =2Rcos¢g.

2. Konservative Zentralkraft F = 3 Potential mit V(r) = V(r)
= Drehimpuls L = const, |L| = mr?¢
) = F=f(r)e; f(r)=-dV/dr.
Energiesatz

2
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Energiesatz nach r differenzieren:

. 217 dr\? P 14
= r P
Cmr’ 2mr4 do dr
dr dr ) )
— =—2Rsingp = | — —4R sin® @ = 4R*(1 — cos’® @)
de do
")
=4R* [1- —5 | =4R* - 7*
4R?
L d (4 : ,
— | =) =-2r.
dr \ d¢
Einsetzen:
_dv . sRL?
dr - mi
Zentralkraft:
8RL?
F(r) =— o e .
Lésung zu Aufgabe 2.4.9 2.4.9

1.

F=wm¢{=m—r

dt

t

= #(t) —F(t=0) = %/F(t/)dt,:

0
t
= /(15 t2,2¢ = 1,-6t')df cms™! =
0

= (56,2 —t,—3t*) cms !

= f(r=1)=(5,0,-3)+(0,0,6) = (5,0,3) cms !

34 cm?s™?

Pr=1)

3
=T 2 .34 cm?gs 2 =51 cm? gs
3. Wiyo=To—Th.

3
Ty = 2 36 cm®gs 2 =54 cm? gs

= Wi =3 cngs_2
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2.4.10 Losung zu Aufgabe 2.4.10
1. Die Kraft F(x) = —kx ist konservativ, besitzt also ein Potential:

k
Vix) = Exz +C.

Weitere Krifte liegen nicht vor, sodass nach Gleichung (2.231) der Energieerhal-
tungssatz gilt:
m, ko,

E=—x"+ —x“ = const
2 2

Dies sieht man leicht wie folgt:

dE
0=mx+kx=(mx+kx)x=—.
dt
2. Aus dem Energieerhaltungssatz ergibt sich:
2E k
x2=——w3x2; a)%:—.
m m

Dies benutzen wir zur Trennung der Variablen:

dx
2E _ 20
N e T

Nach Aufgabe (2.3.13) ist fiir x = xpax die Geschwindigkeit x = 0. Dies bedeutet:

dt =

2E
me? Ymax -
0
Damit folgt:
X x/xmax
1 dx’ 1 dy
t— tl = — ﬁ = — =
@ X2 — X% @o | 1—y?
Xmax

1 . b .
— |arcsin| —— ) —arcsin 1
@ Xmax

>=w0(t—t1)+g.

= arcsin (

Xmax
Die Variable xpm,x ist durch t; festgelegt. Sie ist somit kein zusétzlicher freier
Parameter:

1 [2E

x(t) = —,/ — cos (ooo(t— tl)) .
@( m
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3. Nach Aufgabe (2.3.13) wird die maximale Geschwindigkeit beim Nulldurchgang
erreicht. Es ist also x(t;) = 0, d. h.

x/xmax
1 d
t—1tH = — / . 4 >
f50) _
0 J y
1 2FE
= x(t) = —,/—sin (a)o(t—tz)) .
@ m
Losung zu Aufgabe 2.4.11 2.4.11
1.
dv
mx = ——— = F(x konservativ!
o (x) ( )
dv .
= mxx=———x
dx

=5 (3%) g

— % (%xz T V(x)) -0

m
5362 + V(x) = E = const .

Die Integrationskonstante E entspricht der Gesamtenergie.

= x:,IE(E—V(x))
m

A
2(E-V(x))

Separation der Variablen:

dt =

1

= t—tO:/dy—
A EE=V()

2. Aus x = 0 fiir die Schwingungsweiten folgt

freie Parameter: f, E.

E=V(-a)=V(b).

Schwingungsdauer



448 Lésungen der Ubungsaufgaben

Symmetrie:
E = const <= Parallelen zur x-Achse

VE a=b < V(kx)=V(—x) Vx

1
V(x) = -x* = —m>x>
(x) 3 S My

Umkehrpunkte (a = b):

1
E=V(-a)=V(a) = Ema)éaz

a

1 .
= arcsin 2~

a
1/‘ dy
2 wo) Jar-y? o |al
—a

—a

7 unabhdngig von der Amplitude: typisch fiir harmonische Schwingungen.
4. Eso, dass V(x) maximal bei x = b (E = V(b)). Dann ist wegen
dv
dx x=b
die riicktreibende Kraft am Umkehrpunkt null.
= Teilchen kommt nicht zuriick = 7 — oo.
5. Potentielle Energie:

1 1
Vix) = —mw%xz + —mex?
2 4

Vix)=V(—x) = a=1b

E=V(a) = %mw%az + imsa‘l
= E- V() = 2 me} (@ =) + g me (a )
= Lok (a2 = 22) [1 b (a2 xz)]
2 200}
1 1 1 1

= -
2 42
Z(E-V() @V -2 145 (a4 x)
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Reihenentwicklung:
n n  nlm-n
(l+x)m =14 —x— ( )2+.
m 2im?
1 11 [ , 2]
= N — 1~ (a° +x%)
2
Z(E-V(x) @oVal-xtl  dwg
2
&a
B ey £ x?

Mit den Standardintegralen

LoXx
= arcsin — + ¢

/ dx
Va2 —x? |al

2 2

x”dx X a .x
——— =——Va’?—x*+ —arcsin — + ¢
va? — x? 2 2 |al

lasst sich die Schwingungsdauer abschétzen:

2
£a

T e . e a*, .

- = “% (arcsin(1) — arcsin(—1)) — — = (arcsm(l) - arcsm(—l))

2 [eo}) 4(1)0 2 N———— —, —

=2 =-n/2

_ 2m (| 3a°

1=—|(1--—c¢

@\ 8 (1)%

7 hdngt jetzt von der Amplitude a ab = ,,Anharmonizitat.

to=0; x(0)=0

X X

1 (1 ea’ ) f dy € dy y?
o 4(0(2) a2 — 2 4(08 /a2 — 32
0

0

2 x

X £ X €a )
arcsin — + — —va? —x2 — —— arcsin —

a 4(08 2 8wy a

3ea?

£x x
= (a)ot— S—Vaz —x2> = arcsin — (1 + —)
®

2
a 8wy
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Zur Abkiirzung:

=sinwt COSEX —coswt sinex
—— ———

=1+0(2) =ek+0O()
= sin wt — €X cos wt

=sinwt + O(¢g)

x
X=—a)l—-—=—-
2 2 2
8wy a 8wg a
2
a .
= —— sinwt coswt + O ()

2
8wy

2
. £a 2
= x(t) ¥ asinwt | 1 - — cos” wt
8wy

Anfangsgeschwindigkeit:
a)

) ea> . d ea>
x(t) = awcoswt | 1 — — cos” wt | +asinwt — | 1 - — cos” wt
8wy dt 8wy

. ea’
= x(0) = aw (1 - —2)
8wy

b) aus Energiesatz

m 1 m m 1
E=— a)(z)az +-gat) = =+ = a)(z)x2 + —ext
2 2 2 2 2
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1 £a?
= x%(0) = ,/w?a® + —ea* = awo |1+ —
(0)=@pa”+ 7 0 2w

ea’ L+ 4 ea’ 3ea’
Rawg |1+ — | sawo—— Faw |1+ — | (1-—

(=) )

3eq?
= x(0) = aw (1 -—+ (9(52)) (wie oben!)
8wy

Losung zu Aufgabe 2.4.12
1. Moglicher Ausgangspunkt: ,,Flachensatz

ds | | .
— = —-|r X r|l = — = cons
dt 2
2mAS,
= Igp = La

AS,  ist die in der Zeit ¢, , tiberstrichene Fldche.
Zentralkraft = L =const: Bewegung in fester Ebene senkrecht zu L
Kugelkoordinaten: r, ¢ = %, [0

Nach (2.267):
k L?
r=———"—:; k=— Kegelschnitt !
1 +ecose am
a) Kreis=e=0
A
LZ
R am
= L =+amR
M
1
AS, = —nR
2
m
B = t, =R /R—
a

Abb.A.31.

24.12
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b) Parabel = ¢=1

B q

Abb. A.32.

Abb.A.33.

Gesamtenergie:

r—ik 'r<<p:

ys
_ , ™) =&
1+ cose 2

= k=R=L=+amR

1 1
T((pZO):EkZER

R
Y =X ch\/; = ¢=+/2R

1 0
ZAS) =
2700 /_

v=2Rxdx

(SFs]
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a) Kreis:

r=R=const; k=R

= E=-2
- 2R
Es gilt Energieerhaltung:
a a «
T=E-V=-—4—=—
2R R 2R
Geschwindigkeit:
r = Rge,

) a
Ve = |F| = MR

Direkter Weg von A nach B (gleichférmig-geradlinig):

. 2R mR
f,= — =2R,/|— <t,
Vq o

b) Parabel: ,Sonnennichster Punkt: ¢ = 0

= TA) = +a
R
2a
vp(A) =,/ —
b(A) R
Direkter Weg:
. 2R
=" =V2R [RZ >4 ()
Vp o
Insgesamt:

ty <ftp <ty <ty
Es bringt Zeitgewinn, nahe am Planeten vorbeizufliegen!
3. ¢=3= & = 0: Bewegung in der xy-Ebene
r=re, = r=rte +rgey

r= (i"— r¢2) e + (r(p + 2r'¢) ey
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a) Bewegungsgleichungen
Komponenten der Reibungskraft

Fr = —ma (r'e, + rq')eq,)

Radiale Bewegung:
a
m (f— r¢2) =5 mar
. . a W
7= r<p2 i ar (1)

Azimutale Bewegung:
Reibungskraft = Drehmoment = zeitliche Anderung des Drehimpulses
Drehimpuls:

L=m(rxr)= —mrz(peﬁ

I

&

=? mr’ ge,
L= mr2¢
M F d
=rx Fp=—
AT

= —mérrzq') (—eﬁ) =m (er'q') + rzc,b) e,
= 1Y+ 2rp = —arg (2)

Wegen Reibung kein Zentralkraftproblem mehr
b) Kreisbahn

r=R(1+ct):¥=cR; 7=0
(p:a)o(l +C2t): (ﬁz (5Yeoly)

Einsetzen in (1):

o

— —acR
mR2(1 + ¢1t)? !

—R(1 + 1) (1 + cat)* = —

Alle in (c;, ¢z, &) quadratischen Terme kénnen vernachldssigt werden (fiir
nicht zu grofle Zeiten t!):

2 ~_ %
—R(I)O(l + (€1 +2¢)t) ~ R (1=2c1)

F=0 = @l =+—2
0 mR3
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la) 2 1 a
2t, R\ mR

(Kontrolle: wy = == |—

= 1+ (g +20)t~1-2t
Gleichung erfiillbar, falls
3c1 +200=0
Einsetzen in (2):
R(1 + c1t)cag + 2c1Rowg(1 + 1) = —AR(1 + ¢1t)owp(1 + o)
= Rwg(cy +2¢1) ~ —dRwy
= 200+ =-a
Kombiniere (%) und (xx):
a=-2a; o =3a

Ndherung aber nur giiltig fiir Zeiten, die &t < 1 erfiillen!
Dann:

r~ R(1 —2at)
@~ wo(l+3at)
¢) Radius:

ir = —2&R wird kleiner!
dt

Winkelgeschwindigkeit:
d . ) : )
i 3awg wird grifSer!
Bahngeschwindigkeit:

] = /2 + r2g?

~
~

&

(—2&R)% + R2(1 — 241)?@}d (1 + 3dit)?
~ /R (1 + 2at)
~ Rwo(1 + at)

d
= & || &~ Rawod wird grofier!

455

()

(k)
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Kinetische Energie:

i ~ R (1 + 2dt)

= — T~ mR*0}d wird grofser!
dt —_—

Potentielle Energie:

V=-

(24 (24 (24
Sa-— "~ -Z(1+2a1)
;

d o
= —Vx-2a— wird kleiner!
dt R

Nimmt doppelt so stark ab wie T zu!
Gesamtenergie:

dE— d(T+V)N—A
ar dt ~e

d) Reibungsenergie:

wird kleiner!

=R

dE FR -t i
—FEg = —Fg-r =mar
dtR R

~ maR*w{(1 + 2dt)

&

Q>

m Rza)(z,

&

R

Reibungsenergie stammt aus der potentiellen Energie!

2.4.13 Lésung zu Aufgabe 2.4.13
1.

2
x(t) = acos(wt) = )/b_(zt) =1 — cos*(wt) = sin*(wt) .

Es ist also:
y(t) = bsin(wt) .
Die Kreisfrequenz w bestimmt sich aus
@-2=6m = w@=3mws .

Die Bahnkurve lautet damit:

r(t) = (acos(3mt), bsin(31t),0) .
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2. Esgilt offenbar:
#(t) = —0?r(t) = —97°r (1) .

Auf den Massenpunkt wirkt deshalb die Kraft:

F(r,t) = —-m’r(t) .

3. Drehimpuls:

ex e e
L=m(rxr)=m|x y 0]|=mxy—yxe, =
x y 0

= mla cos wt(bo cos wt) + b sin wt(aw sin wt)]e, = mabwe, .

L ist nach Richtung und Betrag konstant, da es sich bei F um eine Zentralkraft

handelt.
4.
g = %er F)| = i = laba):COIlSt
= AS = ﬁAt = E ab
T T
Abschnitt 2.5

Lésung zu Aufgabe 2.5.1

X

Abb. A.34.

Li+ L, =2a
1.  Wir wéhlen M = M(0,b). Dann ist L} = L, = a. Nach dem Satz von Pythagoras
gilt somit:

b =a>-¢é.

L%:y2+(x—e)2; L%=y2+(x+e)2.

2.5.1
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Setzt man dies in die Definitionsgleichung fiir die Ellipse
Ly + Ly =2a <= L} +13+2L,L, = 4a

ein, so folgt nach einfachen Umformungen unter Benutzung von 1. die so ge-
nannte Mittelpunktsgleichung der Ellipse:

x2 )’2

=1.
a2

L5—13=(Ly+L)(Ly—Ly) =2a(Ly — Ly) .
Nach 2. ist aber auch:

> 2ex
L5 — L7 =4ex = 2a7 = 2a2ex.

Der Vergleich ergibt:
L2 - L1 = 2ex .

Kombiniert mit L; + L, = 2a folgt:
Li=a-ex=a—¢le+L;cose)

2 b2

e

= Li(1+ecosp)=a—ee=a——=—=k.
a a

Setzen wir noch L; = r, so haben wir die Ellipsengleichung in Polarkoordinaten:
k
r= —.
1+ecose

4. Die Parameterdarstellung

X =acost,

y
erfiillt offenbar die Mittelpunktsgleichung 2.:

r1) = acost .
bsint

0<t<2m
bsint

2.5.2 Losung zu Aufgabe 2.5.2
1. Zudem Potential
V)=V =
gehort die konservative Zentralkraft
F(r) = —Ze,
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Der Drehimpuls L ist damit eine Erhaltungsgrofie
L = const

Die Bewegung erfolgt in einer festen Bahnebene, dieses sei die xy-Ebene
(¢ = mf2). Dann gilt nach Gleichung (2.252):
L=mr’ge, .
Auch die Energie E ist eine Erhaltungsgrofie:
m, L

E= 5r + Py + % (s. Gleichung (2.260)) .

Man definiert als effektives Potential:

Ve (r) L, a
N=——+-—.
eff 2mr? 12
Vett
E
"min r Abb. A.35.
2. Bei
T(l’ = O) = "min
muss

sein. Es folgt dann aus dem Energiesatz:

L2 + 2ma
2mE
Wegen a > 0 ist nur fiir E > 0 eine Bewegung moglich.

min =

2
m, i
E= —#+E20
2 r

. 1 /2E
= 7= ;,/; 2 —rkii .

Trennung der Variablen fiihrt zu:

m rdr m d
dt= | ———= | — —/r2 =12 dr.
2F /r2—r12nin 2E dr r Fmin &7
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Das ldsst sich mit i, = (¢ = 0) einfach integrieren:

_ 2 2
= r(t) = /1o, + Zt .

Zur Bestimmung der Bahn r = r(¢) gehen wir vom Drehimpulssatz aus:

) L L dr
(p = —2 = d(p = —2 e
mr mr r

L 1 1

2mE 7 J1- (Fminfr)?

Mit ¢(rmin) = 0 folgt daraus zunéchst:

B / L dr’
4 V2ME 2 /1~ (rminf)?

"min

Es empfiehlt sich die Substitution:

min min 4
” = dy 7 d

Tmin [r

-L dy
TminV 2mE 1 RV 1 - yz

oz e (%) =5
——— | arcsin - .
Tmina/ 2ME r 2

min (rmin 2mE )
=cos| —— o] .
r L

Im Argument des Kosinus setzen wir noch i, aus 2. ein:

Die Umkehrung ergibt:

Tmin

cos (, / L—ZJFLZZ’"“ : <p)

() =

Der Spezialfall a = 0 fiihrt auf
Tmin = 7 COS @ .

Die Bahn ist damit eine Gerade:

N[

IA
S
IA
+
R
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min

0 Abb. A.36.

Vegt(r) L ||
N===—-lal) .
eff r2 \2m

4. Esistnun

Abb.A.37.

Die gebundene Bewegung in Abb. A.37 erfordert:

2

la| >—3 E<O.
2m

Mit demselben Rechengang wie in 2. folgt dann:

2m|a| — L2
fmax = | —————— .
max 2m|E]

5. Wir koénnen die konstante Gesamtenergie E durch ry,y ausdriicken:

2

E=Zp2 plmx
2 r2

Dieselben Uberlegungen wie in 3. fithren dann zu:

2|E
r(t) = /12 — #tz.

Das Teilchen landet also nach der Zeit
3 m
to = "max ° m
im Zentrumr =0 .
6. Die Berechnung der Bahnkurve r(¢) lduft analog zu der in Teil 3:
L dr L 1 dr

mr o \/2m|E|r_2\/(rm_ax)2_l '

r

de =
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Mit ¢(rmax) = 0 und der Substitution y = rmTa" folgt:

dy = _rmzax dr.
r
Es folgt weiter:
1
L dy -L h Tmax
o= —— = arccos ( ) .
"max+/ 2mlE| \/yz -1 Tmax+/ 2m|E| r

Tmax [r

Aus dem Energiesatz erkennt man noch:

2m|a| — L2
Tinax = | e,
max 2m|E|

Dieses oben eingesetzt ergibt schliefllich:

2m|al| — L? 1
=N g '
cosh(,/znz# - 1-(p)

Dieses ist die Gleichung einer Spirale. Das Teilchen landet nach unendlich vielen
Umldufen (¢ — 00), aber nach endlicher Zeit #y, im Zentrum r = 0.

253 Losung zu Aufgabe 2.5.3
1.

A=Fx L)+ (Fx L)+ (grad V « i)r + V(r)F .

Im Zentralpotential ist L = 0 und auierdem:

1dVv
f=-——e.
m dr
Dies hat zur Folge:
1dV dv1
A= =Tl (e x A+ == (r-Dr+ V(i =
mdr r dr r
- i|r v <o farvi =2
dr r

2. Den Betrag des Lenz-Vektors erhalten wir aus:
AA=[(fxXL)+V(r)r]. [(fx L)+ V(r)r] .
Beim Zentralpotential ist # L L:

A*=FPL+ V() [r-(fx L)+ (F x L)+r] + V*(r)r* .
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Mit
LZ
(Fx Lysr=L(rxfr)=—
folgt weiter:
217
a2 === v+ 2]+ vinr
m
212
= |A|=,/a?+ —E
m
3.
LZ
Ar=Fx L) r+ V(2 ==—+V()r = |A|rcos ¢ .
m
Setzt man
|A| 212 L?
E= — = 1+ 2E 5 k =
a ma mo
dann gilt:
k
r=———.
1+ecosg
Fir E <0 folgt: &€ <1 = Ellipse,
fir E> 0folgt: &>1 = Hyperbel.
B
e ——
\a\ e A
Abb. A.38.
A liegt in der Bahnebene, weist vom Zentrum zum Perihel und hat den Betrag
e
as=oa-—.
a
Losung zu Aufgabe 2.5.4 2.5.4

1. Nach Abschn. 2.4.5 gilt fiir das konservatives Zentralfeld:
E= %fz + Vegr(r)

Vege(r) = V() + L’ a, I
r)=V(r =——
eff 2mr? r o 2mr?

a=ymM .
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Dabei sind y die Gravitationskonstante, m die Planetenmasse und M die Erd-
masse.
Schwerkraft:

N yM = gR2
R =6370km (Erdradius)

3 m
g= 9,81 3_2 .

Kreisbahn des Satelliten (r = const = Ry) genau dann, wenn r dem Minimum
von Vg entspricht (s. Abb. 2.57).

0ol dVege o« L?
dr r=Ro R% mRS
LZ
N Ry=—=k.
mo

Vergleich mit (2.268) (Kegelschnitt)

k

r=——— n r=Ry fir e=0 (Kreis) .
1+e€ecos¢

auflerdem wegen Zentralkraft
L=mrt¢g — mR(z)oo

m’Ri? B R}w? B R}w?
mymM — yM  gR?

geostationdre Bahn:

Satellit bleibt stets {iber dem gleichen Punkt der Erdoberflache!

21 51
N ow=—=~729-10° —.
24h S

Dies bedeutet

A Ry~422-10'm=~6,6-R.
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2. Mindestforderung:

Drehimpuls fiir r = R:

L=m|rx¢f — mRvy (¥ L7r)

Ry =R = L_2 _ m?R*v? _ R*v2 B R*v2
ma  mymM  yM  gR? ’

Erste kosmische Geschwindigkeit:

km

v =\gR=7.9—.

S

3. Um den Anziehungsbereich der Erde zu verlassen, benétigt der Satellit minde-
stens die Energie E = 0 (s. Abb. 2.57). Das bedeutet:

1 m a m mgR?
Oz—v%——z—v%—L
2 R 2 R

Zweite kosmische Geschwindigkeit:

km
vy =4/2gR =112 — .
S

Losung zu Aufgabe 2.5.5
1.  Wegen Zentralfeld ist

L = const.

Die Bewegung erfolgt in einer Ebene senkrecht zu L, die den Nullpunkt enthalt.
Sei L  e;, dann erfolgt die Bewegung in der xy-Ebene mit (Glg. nach (2.252)):

L=mrge, .
r, ¢: ebene Polarkoordinaten. Mit diesen lautet die Beschleunigung nach (2.13):
= (F—rg®) e + (ré + 27¢) e, .
Aus
f(r)e, = mit
ergeben sich dann die beiden Bestimmungsgleichungen:
f(r):mf—mr(p2 (1)
0 = mre + 2mrg . (2)

2.5.5
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Nun gilt auch:
Aus (1) wird:

(2) ldsst sich umschreiben:

. 27 ¢ 2 (dr\ .
G=-"L-_Z <—><P2-
r r \de
In die vorige Gleichung einsetzen:
d?r 2 [dr\?
_ 2 _ 2 == —
J=me <d<P2 r (d<p> r) '

L2
m2r4 .

2 (&% 2 (dr\?
f(r) = — ~2 -\ —-r .
mrt \ dg? r \dg
Das war zu zeigen.

Massenpunkt auf einer Ellipse (Kegelschnitt) in einem Zentralfeld, dessen Zen-
trum in einem der beiden Brennpunkte liegt (2.268):

Jetzt noch die Drehimpulserhaltung ausnutzen ¢* =

k
r=rlg) = 1 + ecos(¢g) (e<1).

k ist hier unbestimmt. Es folgt
dr  kesin(gp)
de (1 +ecos(g))?
d?r B 2ke? sin®(¢) N ke cos(¢)

dg? (1+ecos(e))® (1+ecos(g))?’

Einsetzen in f(r):

) = L2 2ke? sin’(¢) . ke cos(¢p)
i = mr# ((1 +ecos(9))® (1 +ecos())?

5 1+ecos(p) k*e*sin’(g) . k
k (1+ecos(p))* 1+ecos(ep)

B I? ecos(¢) .
~ mr3 \ 1 +ecos(g)
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L7 -1
mr3 1+ £cos(¢p)
o L* 1
T mk 2
1
il

Dem entspricht ein Potential der Form:

V(r)=V(r) x —%

467

(Gravitation, Coulomb) .

Bei einem konservativen Zentralkraftfeld kann man eindeutigvon der Bahnkurve

r = r(¢) auf die explizite Kraft F(r) schlieflen!

3. Esgilt
d d?
r(p)=rge? N E:):_T ; d—(Pg:r
L? 2 217
~ flr)=— - ) =-—
mr r mr
1
m f(r) X _r_3 5 V(T) = _r_2
Losung zu Aufgabe 2.5.6 2.5.6
1.
o
F(r)=f(r)e, ; f(r)= rh
Wir benutzen (1.161)
rot F = rot (f(r)er) = rot (f(—r)r>
r

= Mrotr+grad<
r =

=0
) e X er

@

f(

r

_d
Cdr

=0

Damit ist F konservativ!

r))xr
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L=m(rxr)

N —Lzm(fx1‘)+m(r><i‘)=er=mrxr
dt —_—— r
=0

=0
™ L = const.

Die Bewegung erfolgt also in einer festen Ebene senkrecht zu L, die den Nullpunkt
enthilt.

3. Die feste Ebene sei die xy-Ebene. Fiir Kugelkoordinaten (r,, ¢) bedeutet das
% = T und damit nach (2.21):

2
r— re, + r(peq,
konservatives Zentralfeld ~ Energieerhaltung mit V(r) = V(r):
E= 27+ V() =2 (F+79) + V().
¢ aus Drehimpulserhaltung:

L=m(rxr)= mrzq')(er X ey)

= mrng(—eﬂ) = mrngez = const

2
~N @ = L .
m2r#
Damit bleibt also:
2
m m
E=—#/+ +V(r) = = 2 + Vege(r
5 Py (r) 5 eff(r)

L2
Verr(r) = V(1) + —— .
2mr

Mit

gilt bis auf eine unbedeutende, additive Konstante:

a 1

Vir)=— . .
(r) n—1 ¢*1
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4. Bedingung fiir Kreisbahn:

- L2

+
(n— 11 2mr?

Vee(r) =

muss ein Minimum besitzen!

Notwendige Bedingung:
a L* L?

— Myepy=— ——==0 ~ g "=—.

dr eff( )lr_ro rg mrg 0 ma
Hinreichende Bedingung:

2 _ na 3L% !
@ Veff(r)|r:ro - _r6,+1 + m_rg >0
31° ! !
N —na — = —na + 3« ~ a(3-n a .
+—-, +3a >0 B3-n)>0 (a>0)
mr,

Es bleibt also:

Bedingung fiir Kreisbahn: n <3

L2 ﬁ
Radius: 1y = <—) .
ma

Abschnitt 3.3

Losung zu Aufgabe 3.3.1
1. Auf m; wirken die Krifte:

Fy = —ki(x1 —x01) ,
Fip = —kiz [(%1 — x01) — (x2 — x02)] -
Auf die Masse m; wirken folgende Krifte:
F = —ka(x2 — x02) »

Fy =~Fr.
2. Mit den Abkiirzungen

Xi=xi—xoi; 1=12

3.3.1
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lauten die Bewegungsgleichungen:
mix) = —kix) — k(% - %),
myxy = —ka%p + k1o (%1 — %2) .

3. Mit dem Ansatz

X; = a; Cos ot
ergibt sich das folgende homogene Gleichungssystem:
ki + ki — m1w2 —k12 ap) 0
—klz kz + k12 - mz(l)z a) 0 .
Fiir eine nicht-triviale Losung muss die Sdkulardeterminante verschwinden:
! 2 2 2
0= (k1 +kpp—mo )(k2+k12—m2a) )_k12 =

= (3k — mw?)(6k — 2me?) — k* = 2(3k — me?)* — k*
= @’ = 54 L k
+ = «/Z m'

3.3.2 Lésung zu Aufgabe 3.3.2

Schwingungsgleichung des einfachen Pendels:

. g .
+2 =0.
P L sin @
Fiir kleine Pendelausschldge x
X . \L
— =sing ~
I P~ y
Abb. A.39.

= approximative Bewegungsgleichung fiir x

5c'+gx:O.
L

entspricht der ,,dufleren® Kraft auf die Masse m:
FeO ~ —pdy
L
Zusitzlich: ,innere® Kraft durch Kopplung der Pendel:

Fp = —k(%) — %) mit X =xi —Xjp

xio: Ruhelage.
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= Gekoppelte Bewegungsgleichungen:

.. k
X+ gfcl + —()Acl —JACz) =0
L m
.. k
X + gﬁez— —()Acl —sz) =0.
L m
Subtraktion bzw. Addition der beiden Gleichungen fiihrt auf:
d? g 2k
-t (2 )% —%) =0
dtz( 1= %) (L m)( 1= %)
’ g
— 1+ 8) + (% %) =0.
dtz( 1+ %) L( 1+ %)
Variablenwechsel:
U=X1—%X; Vv=X+%
mit
2k
602 = g + — 3 oo% = S
L m L

w: Eigenfrequenz des einfachen Pendels.
= ii+@u=0
P+oiv=0.

Allgemeine Losungen der entkoppelten(!) Bewegungsgleichungen lauten

u=asinwt +bcoswt <= gegenphasige Schwingung

v =Asinwot + Bcoswot <= gleichphasige Schwingung .
Anfangsbedingungen:

u(0) = -xo, v(0) =xo

u(0) =v(0) =0

= b=-x9; B=xy; a=A=0.
Losung:

A X0
£1(t) = 7(— cos @t + cos wot)

X
(1) = To(cos wt + cos wyt) .

471
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Zur leichteren Interpretation noch etwas umformen:

W — @  + @ @ + W ® — W
W = + ;o = —
2 2 2 2

cos(a £ ) = cosacosB F sinasinf

®—® @+
= ﬁl(t)zxosin< 5 0t)sin< 5 Ot)

©- ®+w
fcz(t)zxocos< 5 0t)cos( 5 Ot).

Fiir ,,schwache“ Kopplung

beschreiben £; 5(¢) Schwingungen mit der Frequenz %(a) + ) ~ wq, die liber die

Amplitudenfunktionen
. @ — @ @ — @
X S1n ( t) 5 Xp COS ( t)
2 2

»schwach®, d. h. mit kleiner Frequenz %(a) — wy), zeitlich moduliert sind = ,,Schwe-

bung®

3.3.3 Lésung zu Aufgabe 3.3.3
Bewegungsgleichungen

mx] = —kx; + k(xy — x1) = —2kxy + kxp
mxy = —k(xy — x1)
X1, x2: Auslenkungen aus der Ruhelage. Losungsansatz:
xi=Ajcoswt; 1=12.
Einsetzen liefert
(2k — ma)z) Al —kAy =0
—kA; + (k - ma)z) Ay =0
lineares, homogenes Gleichungssystem fiir A;, A;. Losbarkeitsbedingung:

| 2k - mw? -k
0 L me = m*w* - 3kmw? + k*
—k k — me?*



Lésungen der Ubungsaufgaben

Positive Eigenfrequenzen

1
@y = —/3++/5 @ gegenphasige Schwingung

V2

1
w- = ﬁ\/ 3-+/5wg gleichphasige Schwingung.

Amplitudenverhiltnis

A'F k 1

OEN
I

2

Agi) - 2k — mak S 2- % (3:|:\/§)
1
AF = (15 v5)4f
Allgemeine Losung

x1(t) = ay cos(@wt + @4 ) + a_ cos(w-t + ¢_)

x(t) = % (1 - \/§> o cos(wit + i) + % (1 + ﬁ) a_ cos(-t + ¢_)

Die vier Konstanten a4, ¢+ werden durch Anfangsbedingungen festgelegt.

Losung zu Aufgabe 3.3.4

k m k
AN VANNAANNNANAS
n-1 n n+l Abb. A.40.

Bewegungsgleichung des n-ten Atoms:

1F4/5

miiy = k(tpr1 — up) + k(up—1 — 1)

= k(”n+1 = 2uy + un—l)

SRS

334
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Ansatz:
_mw2A ei(an—wt) — kAe—i(ut (eianH _ 2eian + eian,l)
s _ma)2 eiqna =k (eiq(n+ Da _ 2eiqna + eiq(rzf 1)a>
2 k iqa —iga
= o' =-— (1 -2+
m
2k
= —(1 —cosqa)
m
@
ﬁ
l [2k
i = o=w(q) =,/ —(1—cosqa)
i m
o g
a
Abb.A.41.

Funktion ist periodisch mit der Periode 27"
= Beschrankung auf —% <g< +g (1. Brillouin-Zone)
b) Pldtze R,, und R,+1 nicht mehr dquivalent:

Uz (f) = Ael@2na=ct)
Upp+1(2) = Belld@n+ Da-wt)
Bewegungsgleichungen:
miizy = fi (U2n+1 = tizn) + fo(ti2n— 1 — tizn)

miiyy—1 = fo (uzn = tian—1) + fi(t2n—2 = tizn—1)

= —mw’A=fi (B — A) +f, (Be " — A)
—maw”B = f, (Ae'" — B) + f; (Ae 4" — B)

homogenes Gleichungssystem:
A(-me* +fi +£) +B(-fe? - fre71) =0

A (—fzeiq“ -fi e_iq“) +B(—ma)2 +Hh+fi)=0.
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Nichttriviale Losung <= det(...) = 0:
0= (—ma)2 +h +f2)2 - (f1 el +f e_iq“) (fz L +fi e_iq“)
= (—ma)2 +fi +f2)2 - (f12 + 17+ 21 cos(2qa)) .

Als Losung erhalten wir die Dispersionsrelation:

1
w%(q) = . (fl +h+ \/flz +17 +2ff cos(an)) .
Funktion ist jetzt periodisch mit der Periode 7,
= gkann auf —5> < g < +5_ beschrinkt werden,

= gegeniiber a) halbierte Brillouin-Zone.

q=0:
w4+(q=0) =,/ %(fl + 1) (optischer Zweig)
w-(q=0)=0 (akustischer Zweig)
q<
1
wo(g) ~ — <f1 +h- /ff 2 (1 - §<2qa>2) )

S (RS NV

_ 1 A4k

1 2fif2
200 (gm0

__Mh a0
m(fi1 +f2)

~
~

= w_(q) =vs-q.

Dieses Verhalten ist typisch fiir den akustischen Zweig. v, ist die Schallgeschwin-

digkeit:
__[_2hf
ve=a, Gth)
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Abb.A.42.
Losung zu Aufgabe 3.3.5
1.
g = (0> 07 _g) .
Bewegungsgleichungen:
mr; = Fgex) +F,
mez = Fgex) +F; .
z

X Abb.A.43.
Fiir die beteiligten Kréfte gilt:
F(lex)

Die gesamte duflere Kraft

=mg; F(zex) =myg; Fip=-Fp .

F = ZFEeX) =Mg; M=m+m

1
bewegt den Schwerpunkt
mir + myty

R =
my + my
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unter Erfiillung des Schwerpunktsatzes:
MR=F* =Mg.
2. Mit den Anfangsbedingungen
R(t=0)=0; R(t=0)=w
beschreibt der Massenmittelpunkt die Bahn:
R(t) = %gtz +vy-t.

3. Der Gesamtdrehimpuls L ldsst sich in einen Relativ- und einen Schwerpunkt-
anteil L, und L; zerlegen:

2
L:Zmi(ri x t;))=L,+ L,
i=1

wobei nach den Gleichungen (3.53) und (3.54)

L= M(R x R)
Lr:Il(rX';)>
. mip - ny
mitpgy=———

mp + my

gilt. L lasst sich explizit angeben:

1
L = M(Egt2+vot> x (gt+vg) =
1 2
= —M(vo x g)t°.
2
4.
(ex) (ex)
F F F F 1

my my my  my q
= Fpp=pr; Fpp~r.
Es handelt sich um ein effektives Ein-Teilchenzentralfeldproblem. Deshalb muss
r = const

sein.
5. Wegen L, = const erfolgt die Relativbewegung in einer festen Bahnebene. Sie
wird deshalb zweckmif3ig in ebenen Polarkoordinaten beschrieben.

r=|ry—ry| =1=const
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X Abb. A.44.

Die Gleichungen (2.8) bis (2.13) liefern in unserem Fall wegen 7 = 0:

r(t) = le (1),
r(t) =lge,,
i(t) = -1¢* e, +1ge,.
Da eine Zentralkraft vorliegt, muss
r~ e
sein. Das bedeutet
¢=0= ¢ =0 = const

und damit

F=—-lw’ e = —-w’r.

Die Losungen sind damit vom Typ
r(t) = l(cos wt ey +sinwt ey) .

Die Bewegungen der Massen m,m; relativ zum Massenmittelpunkt werden

durch

_ my _ mi
1= —t; fh=——71
M’ M

beschrieben (Gleichungen (3.43) und (3.44)):

e

71(1) (coswt ey +sinwtey) ,

_ nj .
7o (t) = —lﬁ(cos wte; t+sinwtey) .

Das sind offenbar Kreisbahnen mit den Radien

ny m Q1 my
o1 M 02 M 2 mi

die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o durchlaufen werden.
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Losung zu Aufgabe 3.3.6 3.3.6

J

* Teilchen 2 ruht vor dem Stof3
T p = Bewegung erfolgt in fester Ebene
Abb.A.45.

1. Impulssatz
P=p TP
komponentenweise:
p =p)cosa+p,cosp
0 =p|sina—p)sinf.
Dies lédsst sich wie folgt zusammenfassen:
psina = p)(cos Bsina + sin f cos a)
= p) sin(a + f)
psinf = p}(cosasinf + sina cos f)
= p sin(a + B) .

Energiesatz:

2m 2m  2m

+Q
— p’=p\t+p,* +2mQ
2_ sin® B Fpie sin”
sin?(a + f) sin?(a + f8)

+2mQ

sin® (o + B p2

sin2a +sin2 8 p? —2mQ
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2. Spezialfalla = :

sin?(2a)  4sin® a cos’ a )
: = - =2cos"
2sin a 2sin? a
1 2
:> C052 x = — p—
2 p* —2mQ

elastischer Stof3 (Q = 0):

2

1
= oS azz = a=45°.

inelastischer Stof3 (Q > 0):

2

= cos“a wirdgrofler = a Kkleiner.

Q—p2 1 L Voo
" 2m 2cos? a

= 2cosfa>1 = 0<a<45°

1p? 1
:——:—T
Q 22m 2

Das ist die maximale Energie, die der kinetischen Energie der Stof3partner ent-
zogen werden kann.

3.3.7 Lésung zu Aufgabe 3.3.7

Abb. A.46.

1. Der Anfangsimpuls p; werde in seine Komponenten parallel und senkrecht zur
Beriihrungsebene (py), p11) zerlegt. Da nach Voraussetzung keine Reibungsef-
tekte auftreten sollen, gibt es keine Kraftiibertragung innerhalb der Beriihrungs-
ebene. Die Parallelkomponente des Impulses dndert sich deshalb nicht:

Py =Py P2 =py =0.
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Der Impulssatz liefert:
pL+p2=p|+P)
= p1L+ P2l =P TPy =PiL-

Des Weiteren nutzen wir den Energiesatz aus:

1 2 1 /2 1 /2
= +—p5 .

Zmll’u ZmlPu ZmZPu

Die beiden Erhaltungssétze fithren auf die folgenden Bestimmungsgleichungen

2 _ 72 2 / /
PiL =PiL tPr t2P10 Do) s
my

Pu Pu + —Pu

Diese werden gel6st durch:

P ==,
= 1L
L my + np ’

’ 27’1/12
= ————p1L -
P21 L+ 11 p

Dies konnen wir noch weiter auswerten:
prL=picose; pip=pising,

A 1 1
ing= — = — =30° cos@ = —+/3.
MP=a=27° — o5 2[

Damit folgt:
1 my — mp
l=-p1[V3———eL+e ),
P 2Pl ( my + 1 LTe

Pz—\/_pl €l .

my + my

Mit

(5.1)

N =

e} =cospe;—singe, =

e| = cos (g — (p)ex + sin (g — (p) e, = % (1,\@)

lauten schlussendlich die Impulse nach dem Stof3:

1
p/l = Emll_):mz (217’11 — my, \/§m2> 5
1 p
[ == 3mo, \/_m>
P 2m1+m2( 2 2
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Ein interessanter Spezialfall liegt bei gleichen Massen 1,
Pr=pi, pj =0
Dies bedeutet fiir die Endimpulse:
/ ;) / /
PP, =0pilp;.

2. Im Schwerpunktsystem gilt fiir die Impulse:

_ mj
p1 :pi_Mpa
m:
pi = pi= ;P
Dabei ist
P=pi+py=pi+p)=p1.
Vor dem Stof3 gilt also:
_ mp - m
pl _Pl M 1= MPI 5

132:0_@1’1:_1_’1-
M

= my = m Vor:

Nach dem Stof3 haben die beiden Kugeln die folgenden Impulse:

mi _1
Ml T om

1

Py =p1-

Py =Ph—rpi= 5 (1,-V3).

2my +my

Abschnitt 4.5

Lésung zu Aufgabe 4.5.1
1.

Abb.A.47.

mm(ld3
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Massendichte:
e, firR—-d<r<R
0 sonst.

Tragheitsmoment:

J = fd3rg(r)(n x r)? =

R 21 +1
= Qo f r4drfd /dcosﬁ (1-cos’ ) =
R-d 0 -1
8m 5 5
= EQO[JR - (R-d)°] .

Da d < R sein soll, gilt ndherungsweise:
A\3
(R—d)’> =R (1— §> ~ R —5dR*.

Dies bedeutet:

8
J =~ —nQOdR4

Fiir die Masse M der Kugelschale berechnet man

4
M= ?”go [R® — (R - d)*] ~ 4mgoR%d
und damit fiir das Trédgheitsmoment:

J~2MR2
~ 3 )

>
a X Abb. A.48.

Die z-Achse sei Drehachse:

]:-/‘d3rp(r)(x2 +y?) =
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=00 /f dxdydz («* + %) =
0

3

2 a
=ppa” — 2.
€0 3
Fiir die Masse M gilt:
M=o - a .
Dies bedeutet:
J=Ma
=-Ma“.
3

3. Massendichte (Zylinderkoordinaten: ¢, ¢ , 2):

a-p, falsO<p<R
o(r) = und—% §z§+%
0 sonst.
z
R
L : /;
/:___—;
/ |
\%_/
1 Abb. A.49.
Fiir die Masse M gilt dann:
2m +%

R
R3
M=/Q(r)d3r=a/52d§fd¢/dz=a?2nL.
0 0

Fiir die Konstante o konnen wir also setzen:

3M
d= ————.
2L - R3

Wir berechnen nun das Tragheitsmoment:

R

J = /dSrp(r)az = 2nLa/§4d§= R = gMR2 :
0
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Lésung zu Aufgabe 4.5.2
Es handelt sich um eine Realisierung des in Kap. (4.3.3) behandelten physikalischen
Pendels. Die Bewegungsgleichung ist in (4.22) abgeleitet:

ey

Mg Abb. A.50.

Jop+MgRsing=0.

R ist der senkrechte Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse

a
R=—.

V2
Das Tragheitsmoment ] haben wir in Teil 2) von Aufgabe (4.6.1) ausgerechnet:
2
=-Ma*.
J=3Ma
Fiir kleine Schwingungen (sin ¢ =~ ¢) lautet dann die Bewegungsgleichung:

D + 3¢ =0
@ 2ﬁa¢ .

Die Schwingungsdauer und Kreisfrequenz liest man daran unmittelbar ab:

_3 |38 _2m

Nach Gleichung (4.23) betrdgt die Fadenldnge des dquivalenten mathematischen
Pendels:

I= J :>l—2ﬁ
“MR T T3 4

Losung zu Aufgabe 4.5.3
1. Wir benutzen diesselbe Bezeichnung wie in Abb. 4.11. Fiir die potentielle Energie
koénnen wir dann direkt Gleichung (4.34) tibernehmen:

V=Mg(-s)sina.

4.5.2

4.5.3
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Fiir die kinetische Energie gilt:
1 1
T=-Jw +-Ms.
2 2

J ist das Tragheitsmoment beziiglich der Symmetrieachse des Hohlzylinders, der
unendlich diinn sein moge:

J=MR*.
Aus der Abrollbedingung (4.31)
As = —RAQ <= § = R¢)

folgt mit ¢ = @ und s = »:
v(t)
®w=—".
R

Die gesamte kinetische Energie T ist dann:
T = Mv*(t)
Die potentielle Energie zur Zeit t = 0 betragt
V(s=0)=Mglsina=Vj.
Die kinetische Energie ist zur Zeit ¢ = 0 Null. Damit lautet der Energiesatz:

V(s) + T(s) = const = V
= Mg(l—s)sina+Mv*(t) = Mglsina

= v2(t) = gssina = $2(1) .

Aus der letzten Beziehung folgt:

d
d—i = Jgsina - s12

Wir trennen die Variablen und integrieren:
A /
ds
/
Vs
0

t
= ./gsma/dt’
0

= 2y/s(t) =t /gsina .

Das liefert die Losung:
]. 2 .
r) = -t .
s(t) 1 gsina
Die gesuchte Geschwindigkeit v(t) = s(t) betragt damit:

1
v(t) = Etgsina.
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Lésung zu Aufgabe 4.5.4

Ausgangspunkt seien zwei korperfeste kartesische Koordinatensysteme mit paralle-
len Achsen wie in der Skizze angedeutet. Koordinatenurspriinge auf der Mitte der
jeweiligen Zylinderachse. Drehachsen:

n =n; = -—e;.

r1, rp seien die Auflagepunkte des Fadens, also die Angriffspunkte der Fadenspan-

nung:
r = (O,Rl,zl) ;0 r2 = (O, —Rz,zz) .
Fadenspannungen:
F, = (F,0,0) = -F, .
Drehmomente:

MY = (0,Ry,21) x (F,0,0) = (0,2 F,—R;F)
M2 = (0,-Ry,22) x (=F,0,0) = (0,—z,F,—RyF) .
Achsenparallele Komponenten:
MY .n =R F ; MP .n=RyF.
Drehimpulssatz (4.17):
Jip1 = RiF 5 92 = RF.
Triagheitsmomente der Zylinder mit homogener Massendichte nach (4.13):
J1=-MR} 5 |r= %MzRg :
Abrollbedingung:
xy = const +R1¢1 + Ry
N X =Ri¢p1 + Ry .
Translation von Zylinder 2 nach Schwerpunktsatz:

M25c'2 :Mzg—F .

4.5.4
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Damit folgt durch Einsetzen:

M2R1¢1 + M2R2¢2 = Mzg —F

R, F R,F
N MoRj— + MhRy— = Mzg—F
i Jp)
R°M, RIM.
mF(1+1—2+ 2 2>=M2g
i Jp)

M,
~ F(1+2=2+2)=Myg.
M,

Damit gilt fiir die Fadenspannung:

__MiMpg
3M; +2M;
45,5 Losung zu Aufgabe 4.5.5
1. Drehimpulssatz:
dL dLl+Ldl M M( I
—L=— — = =M(nxl).
dt dt a

Skalare Multiplikation dieser Gleichung mit n, wobei n der Einheitsvektor der
festen (!) Achse ist, d.h. %n =0:

dL—d( L)=n -Me =0
n dt —dtn =n ex — .

Dies bedeutet:

n-L = const.

Jetzt skalare Multiplikation des Drehimpulssatzes mit I:

d dL dl dL 1 _d dL
l-—L=—"P+Ll - — ="+ -L—P=—"=1Mx=0.
dt PR PR P S dt x
——
=0
Dies bedeutet:
|L| = const .

2. Wegen % = 0 folgt aus dem Drehimpulssatz:

La:MeX:M(nxl).
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Dies bedeutet:
iL = M(n x L) .
dt L
Der Drehimpuls L prazediert um die Achse n mit der Winkelgeschwindigkeit:
M
Wp=—1.

Lésung zu Aufgabe 4.5.6
1. Komponenten des Trigheitstensor im Teilchenbild (4.45):

N
Jmn = Z mj (rlz(smn - xinxim) LE (xilaxiZa xi3)

i=1

>3 N rio>ri=rita.
Damit folgt:

/ 2/ /o
— Z mi (ri Smn = xinxim)

1

= m; ((r;i + a)zémn = (Xim + am) (Xin + a,)
> mi )

1
= Z (178 umn — XimXin) + Z mi (@*6n — Aman)
i

i

+2a - Z m;ti®mn — Z (ximﬂn + amxin) .
i

i

Der Ursprung in 2 féllt mit dem Schwerpunkt zusammen. Dies bedeutet:

Z mir; = MR =10
i
Z MmiXim = MR, =0
i

Z m;xiy, = MR, =0 .
i
Das fithrt zum verallgemeinerten Steiner’schen Satz:

];nn = Jmn + M (azémn - aman) .

4.5.6
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2. Drehung¥ — 3’ bedeutet:

/ —_— .. . . . — . — / .
X; = Z diixj 5 dij = cosgjj =e;- €.
j

Tragheitstensor in 2’ (Teilchenbild):

]%:Zma(rgéij—xgaxga) a=12,...,N.

o

Wir berechnen die einzelnen Terme:

3
2 _ 2 _
L Z Xak = Z Z AysAxiXasXat
k=1 k st
2
= Zéstxasxat = Zxas
st s

2

=r;.

Hier wurde die Orthogonalitdt der Drehmatrix-Spalten ausgenutzt. Natiirlich
darf sich die Lénge eines Vektors bei der Drehung nicht d&ndern.

61’]’ = Z dimdjm = Z dimdjndmn
m mn
ro
XeiXgj = Z AimdinXamXan -

mn

Das ergibt zusammengefasst:

]1/] = Z dimdjn Z My (rlzxfsmn - xamxan)
mn a

= Z dzmd]n Jnn -

Der Tragheitstensor transformiert sich also wie von einem Tensor zweiter Stufe
gefordert.

4.5.7 Lésung zu Aufgabe 4.5.7
1. 3:korperfestes, kartesisches Koordinatensystem mit seinem Ursprung in der lin-
ken unteren Quaderecke und Achsen lings der Quaderkanten. Tragheitstensor:

Jon = / d>to(#) (FSpmn — £mn) P = (%1,%,%) .
\4
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Homogene Massendichte gy: Masse: M = gpabc. Damit gilt:

a b c
Ji1 290/ dfff df"/ dz (72+22)
0 0 0
b c
:Qa/ df// dz (* +2%)
0 0
b

1
= Qoaf dy (6)72 + —(,‘3)
0
1 1
= Qoad (gc‘bs + §C3b>

= goabc% (bz + 62)

w

=M +7)

Symmetrie:
1 1
Jo = gM (a2 + C2) 5 J33 = gM (a2 + bz)
a b c
J12 :90/ dff/ dﬁ/ dz (—%7)
0 0 0
a b2 a2 b2
= —QOC‘/(; d)%fc; = —QOCT?
=— 1M b=]
= 4 ao = Jo1 .
Symmetrie:
1 1
J13 =31 Z—ZMCIC 5 Jo3 =3 Z—ZMbC-
Tréagheitstensor:
1 1
- (b2 + cz) ——ab —%ac
-~ 1
J=M —%ba —(a2+c2) —Zbc
1 1
——ca ——cb - (a2+b2)
4 4 3
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2.

3.
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Rotation um Raumdiagonale des Quaders:

1
®=mon n- ——
Va? + b? + 2
c
Tragheitsmoment bzgl n (4.50):
o= Jjnin.
ij
Das bedeutet:
_ M L oyos o L oo 155 15,
b (3709 - e - e
1 1 1 1 1
+-b? (a2 + 62) — WP - =Pt - A+ = (a2 + bz)
3 4 4 4 3
M 2 2 212 . 22,122
:m <5—1>(ab +a“c +bC) .

Damit bleibt ein fiir alle vier Raumdiagonalen gleichermaflen giiltiger Ausdruck:

1. a?b? + a*c? + b3c?
6 a?+b? +¢?

IJn =

X: Koordinatensystem mit Achsen parallel zu den Quaderkanten wie in 1., nun
aber mit seinem Ursprung im Quader-Schwerpunkt. Von X aus gesehen liegt
dieser wegen homogener Massendichte bei R = %(a, b, c). (Man kontrolliere

das!)
5 +2 +£ .
]11—90/ dx/h d)’/ dz (7 +2°)
SIS B
Wb
1
= Qoasz d}_/ ()_/2C+ 1—C3)
—2
1 1
— _b3 + — 3
Q°a<12 ‘ 126)
= iM (b2 + cz)
12 '
Symmetrie:
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Nichtdiagonalelemente:

Analog die anderen Nicht-Diagonalelemente des Trigheitstensors! Die kartesi-
schen Achsen von X bilden also die Haupttrigheitsachsen des Quaders:

b? + ¢ 0 0
1
l:EM 0 a? + ¢ 0
0 0 a* + b?

Tragheitsmoment bzgl. Raumdiagonale n wie in 2.:
Ju =Y Jijninj
ij

1 1

S gL EM (a2 (b2 + cz) + b? (a2 + cz) +c (a2 + bz))

1 a?b? + a*c? + b*c?
6 a2 +b? + ¢

Das ist dasselbe Ergebnis wie in 2. Klar, da sowohl bei Y als auch bei = der
Ursprung auf der Rotationsachse liegt.

4. Rotationsachse falle mit der Quaderkante in y-Richtung zusammen. Dann hat
Y aus Teil 1. seinen Ursprung auf der Rotationsachse, X dagegen nicht. Der
Tréagheitstensor aus Teil 1. ist also zu verwenden. Drehachse:

n=e; =(0,1,0).
Damit
—_~ 1
Jy=Jn= 5M(a2+cz) )

Jetzt Rotationsachse weiterhin in y-Richtung, aber durch den Quaderschwer-
punkt. Nun hat ¥ den Ursprung auf der Achse, 3 dagegen nicht. Der Tragheits-
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tensor aus Teil 3. ist deshalb nun zu verwenden. Richtung der Drehachse in X ist
aber analog

n=e; =(0,1,0).
Das bedeutet

- 1

= =—M(a*+J%) .
J=T2 T ( )
Steiner’scher Satz:
1
Jy=]+Ms* = EM(a2 +c*) + Ms.

Dabei ist s der senkrechte Abstand des Ursprungs von > (Quaderecke) von der
parallelen Achse durch den Quaderschwerpunkt:

s= %Va2+cz.
Damit:
Jy=J]+Ms* = %M(a2+c2)+iM(a2+c2) = %M(a2+c2) ,

was zu zeigen war.

Losung zu Aufgabe 4.5.8
Die Haupttriagheitsmomente ergeben sich durch Losen der Eigenwertgleichung:

Jo=jo.

Die Winkelgeschwindigkeit @ hat dabei die Richtung einer Haupttrigheitsach-
se (4.64). Nach Aufgabe 4.5.6 gilt hier:

8
- -1 -1
1 > g
J=-Ma*| -1 - -1
=~ 4 3
8
_1 _1 _
3

Bedingung fiir nichttriviale Losung des aus der Eigenwertgleichung folgenden ho-
mogenen Gleichungssystems:

det (J—j1) =0

oder
4

det(J' =7 1) =0 mit j’:M—azj
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und

8

; 11
8

J=1-1 3 !
8
_1 _1 _
3

1. Eigenwerte (Haupttrigheitsmomente)

8"1 1
3/

Mit x = % — ' bleibt zu 16sen:
X =3x-2=0 X1 =2; x=x3=-1

bedeutet:
, 8 2, 8 11
= — — X1 = - 5 = - —X = — .
N 3 1=3 3 3 2,3

Haupttragheitsmomente:

A= -Ma*j; = ~Ma*
4 6
B=C 1M 27 11M
= _ a = — a
2T,

2. Eigenvektoren (Haupttrigheitsachsen)
Eigenvektoren zu J sind auch Eigenvektoren zu J'!

1
a) A= —Ma?
6
ay 2 -1 -1 a)
J-iD)lal=]-1 2 -1 a | =0.
as -1 -1 2 as
Dies bedeutet:

2a1 = ap + aj
2a) = aj + as

N ady =dy =4s.
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b)

c)

Lésungen der Ubungsaufgaben

(normierter) Einheitsvektor:

1
egz—

V3

1

Eine Haupttragheitsachse ist also die Raumdiagonale des Wiirfels. Die beiden
anderen miissen demnach in der Ebene senkrecht zur Raumdiagonalenliegen
und orthogonal zueinander sein; ansonsten aber beliebig in dieser Ebene
drehbar.

1,
B=—Ma
12
by -1 -1 -1 b
U-i) b |=]-1 -1 =1|]|&]|=0.
b3 -1 -1 -1 b3
Daraus folgt
bi+by+b3=0.

Nur eine Bestimmungsgleichung. Wéhle b; = b, = 1, dann ergibt sich als
(normierter) Einheitsvektor:

1
e,l = % 1
-2
Orthogonalitit:
ep-e =0
1
C=—Ma
12
Aus
C1 -1 -1 -1 C1
TF-iDlel=l-1 -1 -1]|]a]=0
c3 -1 -1 -1 c3
folgt jetzt ganz analog

cq+co+ci=0.
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Das fithrt zu dem Ansatz

C1
—€1—Q

womit
eg . eg =0

bereits gewdhrleistet ist. Dann sollte noch gelten:

I 1
Ozeg-eqz—(c1+c2+2c1+2c2) mn 1 =—0.

NG

Das ergibt den (normierten) Einheitsvektor

-1
1
e = —=

V2
0

Die Vorzeichenwillkiir im letzten Schritt wird durch die Forderung nach
einem Rechtssystem
!

e;(en xef)=1.

aufgehoben

Die Einheitsvektoren e, e;, e; definieren die Richtungen der Haupttrégheits-
achsen!
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Ableitung

— partielle, 100, 101

— totale, 104

Ableitung einer Funktion, 20

Abrollbedingung, 308

Additionstheoreme der trigonometrischen
Funktionen, 16

Amplitude, 200

Anregung, 279

antikommutativ, 64

Arbeit, 219, 231

Arcus Kosinus, 16

Arcus Sinus, 15

Argument, 203

assoziativ, 65

Assoziativitit, 55, 57, 58

Axiome, 172

Bahnkurve, 81

Basis, 69

Basisdefinitionen, 172
Basisvektor, 69, 72
Beschleunigung, 85, 93, 163
Beschleunigungsvektor, 161
Betrag, 203

Bewegung

— gleichférmige geradlinige, 167
— gleichmiflig beschleunigte, 168
— kriftefreie, 188
Bewegungsbereich

— klassisch erlaubter, 221

— klassisch verbotener, 221
Bewegungsgesetz, 174
Bezugssysteme

— beschleunigte, 183

— rotierende, 182

bilinear, 65

Bilinearitit, 60
Binormaleneinheitsvektor, 88, 90, 93
Bogenlinge, 85, 86

Bogenmaf3, 12

Chandler’sche Periode, 328
Coriolis-Kraft, 185

499

Coulomb’sche Reibung, 194
Coulomb-Kraft, 179
Coulomb-Potential, 244
Cramer’sche Regel, 131

Déampfung, kritische, 212

Determinante, 113, 122

Diagonalmatrix, 114

Differential, 21

Differential, totales, 104

Differential- und Integralrechnung

— Hauptsatz, 41

Differentialgleichung

— homogene lineare, 192

— inhomogene, 193

— lineare, 191, 192

Differentialquotient, 19

Differentiation vektorwertiger
Funktionen, 83

Differentiationsregeln, 24, 85

Dimension eines Vektorraumes, 69

dissipativ, 234

distributiv, 64

Distributivitit, 57-59

Divergenz, 107, 146

Drehimpuls, 238

Drehimpulserhaltungssatz, 238, 270

Drehimpulssatz, 238, 270, 303

Drehmatrix, 118, 129

Drehmoment, 238, 270

Drehung, 117

— in der Ebene, 120

— mehrfache, 121

Dreibein

— begleitendes, 88, 163

— lokales, 144

Dreiecksungleichung, 61, 78

Dynamik, 172

Eigenfrequenz, 206, 288

Eigenvektor, 321

Eigenwert, 321

Eigenwertgleichung, 321
Ein-Teilchen-Problem, effektives, 275, 277
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Ein-Teilchen-Zentralproblem,
effektives, 285
Einfangreaktion, 283
Einheitsmatrix, 114
Einheitsvektor, 55, 58, 61, 144
Einhiillende, 212
Einschwingzeit, 215
Einselement, 58
Einsteins Aquivalenzprinzip, 179
Ellipse, 254, 258
Ellipsengleichung, 258
Energie
— des Massenpunktes, 234
— kinetische, 221, 233
— potentielle, 220, 234
Energieerhaltung, 278
Energieerhaltungssatz, 221, 234, 271
Energiesatz, 234, 271
Energietransfer, 282
Entwicklungssatz, 68, 75, 124
Erdbeschleunigung, 178
Erhaltungssétze, 267
Euler’sche Formel, 204
Euler’sche Gleichungen, 322
Euler’sche Winkel, 323
Euler’sche Zahl, 7

Exponentialform einer komplexen Zahl, 204

Exponentialfunktion, 17
Extremwerte, 30

Fadenpendel, 197
Fadenspannung, 198
Fall, freier, 189
Fallzeit, 189
Federkonstante, 206
Feld, 97

— skalares, 97
Feldlinie, 99
Figurenachse, 327
Flichenfunktionen, 41
Flachenintegral, 48, 50
Fliachensatz, 242, 258
Folgedefinitionen, 172

Freiheitsgrade eines starren Korpers, 298

Frenet’sche Formeln, 91

Frequenz, 200

Funktion, 9

— Ableitung, 20
Funktionaldeterminante, 139
Funktionalmatrix, 139
Funktionen

— trigonometrische, 12

— — Additionstheoreme, 16
— vektorwertige, 81

Galilei’sches Tragheitsgesetz, 173
Galilei-Transformation, 180, 181
Ganghahe, 82
Gesamtdrehimpuls, 299
Gesamtenergie, 221
Gesamtimpuls, 268, 299
Gesamtkraft, 268
Gesamtmasse, 268, 299
Geschwindigkeit, 85, 93, 162

— 1. kosmische, 257

— 2. kosmische, 257
Geschwindigkeitsvektor, 161
Gewicht, 178

Gewichtskraft, 177
Gleichgewicht

— labiles, 222

— stabiles, 222

Gleichung, charakteristische, 321
Gleichungssystem

— homogenes, 130, 132

— inhomogenes, 130

— lineares, 130

Gleitreibung, 194
Gleitreibungskoeffizient, 194
Gradient, 104, 145
Gradientenfeld, 106
Gravitationskraft, 179
Grenzfall, aperiodischer, 212
Grenzwert einer Zahlenfolge, 6
Grundgleichung, dynamische, 177
Gruppe, 56

Haftreibung, 194
Haftreibungskoeffizient, 195
Hauptachsentransformation, 316
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Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, 41

Haupttréagheitsachsen, 316

Haupttragheitsmoment, 316

Hohenlinie, 98, 99

Hooke’sches Gesetz, 206

Hyperbel, 254

Impuls, 174
Impulserhaltung, 278
Impulserhaltungssatz, 269
Impulssatz, 268
Inertialsystem, 173, 180
Integral, 37

— bestimmtes, 39

— der Bewegung, 242

— unbestimmtes, 43
Integration

— partielle, 46

— vektorwertiger Funktionen, 85

Jacobi-Identitit, 68, 80

Kegelschnitt, 254, 285
Kepler’sche Gesetze, 258
Kettenregel, 26, 103

Kinematik, 161

Knotenlinie, 323
Koeffizientenmatrix, 130
Korper, kriftefreier, 173
Kommutativitit, 55, 58, 59
Komplement, algebraisches, 125, 127
Komponenten eines Vektors, 70
Komponentendarstellung, 72
konservativ, 234

Koordinaten

— krummlinige, 142, 143

— natiirliche, 163
Koordinatenlinie, 141
Koordinatensystem, 137

— Kkartesisches, 54, 72
Koordinatentransformation, 117
Koordinatenursprung, 53
Kosinus, 15

Kosinussatz, 62

Kraft, 173, 245

— duflere, 267, 286

— dissipative, 271

— innere, 267, 286

— konservative, 220, 235, 271
Kraftfeld, 177
Kreisbewegung, 82, 87, 91, 169
— gleichférmige, 169

Kreisel, 299, 312, 321

— kriftefreier, 325

— kriftefreier symmetrischer, 326

— symmetrischer, 318

— unsymmetrischer, 318
Kreisfrequenz, 199, 306
Kriechfall, 213
krummlinig-orthogonal, 142
Kriimmung, 89, 91, 92
Kriimmungsradius, 89, 91, 93
Kugelkoordinaten, 149, 165
Kugelkreisel, 318
Kurvenintegral, 231

Laborsystem, 277
Laplace-Operator, 108
Leistung, 233

Lenz-Vektor, 259

lex prima, 173

lex secunda, 174

lex tertia, 175

linear abhéngig, 69

linear unabhéngig, 69, 192
Linienintegral, 231
Logarithmus, 17

— dekadischer, 17

— natiirlicher, 18
Lorentz-Kraft, 179
Lorentz-Transformation, 182

Masse, 173

— reduzierte, 275

— schwere, 178

— trége, 174, 176
Massendichte, 300, 302
Massenmittelpunkt, 268
Massennormal, 176
Massenpunkt, 81, 161
Massenpunktsysteme, 267
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Matrix, 113

— inverse, 127
quadratische, 113
— Rang einer, 114

— symmetrische, 113

— transponierte, 114
Mehrfachintegrale, 48
Mittelwert, zeitlicher, 273
Modell, 297

— des starren Korpers, 297
Modellvorstellung, 177

Nabla-Operator, 106, 146
Newton’sche Axiome, 173
Newton’sche Reibung, 180, 194
Norm, 60
Normalbeschleunigung, 94
Normaleneinheitsvektor, 88, 89, 92, 93
Nullelement, 58

Nullfolge, 7

Nullmatrix, 113

Nullvektor, 56, 61, 72
Nutationskegel, 330

Observable, 201

orthogonal, 59

Orthonormalsystem, 70

Ortsvektor, 53, 81, 161

Oszillator

— freier geddmpfter linearer, 209

— harmonischer, 220, 222

— isotroper harmonischer, 179

— linear harmonischer, 206, 237

— mit Reibung, linear harmonischer, 237
— rdumlich isotroper harmonischer, 237

Parabel, 254
Parallelogrammregel, 55
Parametrisierung

— natiirliche, 87

— von Raumkurven, 81
Partialsumme, 8

Pendel

— mathematisches, 197

— physikalisches, 299, 305
Permutation, 123

Phasenverschiebung, 200
Planetenbewegung, 252, 284
Polardarstellung, 202
Polarkoordinaten, ebene, 137, 163
Polkegel, 328

Polygonzug, 86

Postulate, 172

Potential, 220, 235

— der Kraft, 234

— effektives, 243
Potenzieren, 4

Prinzipien, 172
Produktmatrix, 116
Pseudoskalar, 63, 67
Pseudovektor, 63
Punkttransformation, 137

Quadratur, 218
Quellenfeld, 107

Rang einer Matrix, 114, 132
Raum

— absoluter, 181

— euklidischer, 71
Rauminversion, 63
Raumkurve, 81

— glatte, 86
Reaktionsprinzip, 175
Rechtssystem, 54

Regel von I’Hospital, 29
Reibung, 193
Reibungskraft, 180, 193
Reihe, 8

— geometrische, 8

— harmonische, 8
Relativbewegung, 274, 285
Relativdrehimpuls, 285
Relativenergie, 285
Relativitdtstheorie, allgemeine, 179
Relativkoordinate, 275
Resonanz, 217
Resonanzfrequenz, 217
Resonanzkatastrophe, 217
Richtungskosinus, 72
Riemann-Integral, 40
Rollbewegung, 307
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Rotation, 107, 108, 128, 147
Rotation um feste Achse, 300
Rotationsenergie, kinetische, 313
Rotator, 310

Ruhelage, 222

Ruhemasse, 175

Sdkulardeterminante, 288
Sarrus-Regel, 124
Scheinkrifte, 182, 183
Schmiegungsebene, 90, 163
Schraubenlinie, 82, 88, 92
Schwarz’sche Ungleichung, 61
Schwerefeld, 178, 188, 220, 221
Schwerkraft, 177, 178
Schwerpunkt, 268, 299
Schwerpunktkoordinate, 274
Schwerpunktsatz, 268
Schwerpunktsystem, 277
Schwingfall, 210

Schwingkreis, elektrischer, 206, 209

Schwingungen, gekoppelte, 286
Schwingungsdauer, 199
Schwingungsgleichung, 199
Sinus, 13

Sinussatz, 66

Skalar, 53

Skalarprodukt, 59, 73
Spaltenrang, 114
Spaltenvektor, 71, 114
Spatprodukt, 67, 75, 129
Spurkegel, 330
Stammfunktion, 37
Steiner’scher Satz, 306
Stetigkeit, 11

Stetigkeit von Bahnkurven, 83
Stokes’sche Reibung, 180, 194
Stof3, 277

— elastischer, 279, 280

— endothermer, 279

— exothermer, 279

— inelastischer, 279, 283
Stof3parameter, 255
Streuebene, 280

Streuung, 277
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Streuwinkel, 279

Streuzustinde, 244

Summe zweier Matrizen, 115
Summenvektor, 55
Superpositionsprinzip, 177

System, abgeschlossenes, 270, 274, 275

Tangenteneinheitsvektor, 88, 89, 91

Tangentialbeschleunigung, 94, 169

Taylor-Entwicklung, 28

Teilchen, 81

Teilchenbahn, klassische, 221

Teilchenzerfall, 283

Tensor k-ter Stufe, 314

Tensor dritter Stufe, total
antisymmetrischer, 74

Tensorbegriff, 314

Torsion, 91

— der Raumkurve, 91

Torsionsradius, 91, 93

Tragheitsellipsoid, 317

Tragheitskrifte, 186

Tragheitsmoment, 301, 306, 315

Tréagheitstensor, 310, 313-315

Tragheitswiderstand, 174

Trajektorie, 81

Transposition, 123

Trennung der Variablen, 303

Umbkehrfunktion, 10
Umbkehrpunkte, klassische, 221
Unabhingigkeit, lineare, 192
Unterdeterminante, 125

Variablensubstitution, 45
Variablentransformation, 138
Variablentrennung, 219
Vektor, 53

— axialer, 63, 169

— polarer, 63

— reziproker, 80
Vektorfeld, 98
Vektorprodukt, 62, 74, 128
— doppeltes, 68
Vektorraum, 58

— unitérer, 61
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Virial der Krifte, 273
Virialsatz, 273

vollstindig, 70
Volumenintegral, 48, 50, 300

Winkelgeschwindigkeit, 169
Wirbelfeld, 108

Zahl

— imagindre, 201

— komplexe, 200

— konjugiert komplexe, 201
Zahlen

— ganze, 4

— natiirliche, 4

— rationale, 4

— reelle, 4

Zahlenebene, komplexe, 202
Zahlenfolge, 6

— Grenzwert, 6

Zahlenmengen, 4

Zeilenrang, 114

Zeilenvektor, 71, 114

Zeit, absolute, 182

Zentralkraft, 179, 239

Zentralstof3, 282

Zentrifugalkraft, 185
Zentripetalbeschleunigung, 94, 169
Zwangskraft, 198
Zwei-Teilchen-System(e), 274, 286
Zweikorperkrifte, 267
Zweikorperstof3, 277
Zylinderkoordinaten, 147, 164

— parabolische, 153



