Experimentalphysik IV (PEP4)
Dozent. Prof. S. Jochim

Ubung 12

Abgabe am Montag, den 7.7.2014 vor der Vorlesung

Aufgabe 1: Wasserstoff Molekdlion (4P)

Das einfachste Molekiil ist das einfach ionisierte Wasserstoff-Molekiilion H5 und besteht aus
zwei Protonen und einem Elektron.

a) Wie lautet Schrodinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion des Elektrons im H —
Molekl? In der adiabatischen Né&herung soll hierbei der Abstand der Protonen R
zunachst als konstant angenommen werden. Rechtfertigen Sie diese Néherung.

b) Welche zwei verschiedenen Molekdlorbitale erh&lt man mit der LCAO Methode
(linear combination of atomic orbitals) fiir den Grundzustand des H;?
Berlcksichtigen Sie die Normierung der Molekulorbitale. Stellen Sie die Orbitale als
normierte atomare Wellenfunktionen dar.

Das Uberlappintegral Sy = Re [ ¢4(ry)dg(r5)d3r muss nicht explizit ausgerechnet
werden.

c) Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie flr diese Wellenfunktionen. Benutzen
Sie dazu folgende Ergebnisse:

Uberlappintegral
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(a, ist der Bohrsche Radius)
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Stellen Sie die Energie der beiden Grundzustandswellenfunktionen als Funktion des
Kernabstands p in einem Diagramm dar. Wie tief ist das Bindungspotential.



Losung a)
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It 1st der Abstand der beiden Protonen, r4 und rp die Abstéinde des Elektrons zu den
Protonen. Bel Vernachlissisung der Elektronenmasse erhilt man bezogen auf den Mas-

senschwerpunkt S des Systems
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Da die Masse des Elektrons deutlich kleiner als die des Proton ist, kann man naherungsweise
annehmen das sich das Elektron fast instantan auf Bewegungen der Protonen einstellen

kann. Damit kann die Position der Protonen als fest betrachtet werden und man erhalt
fiir jeden Kernabstand R eine Schrodringergleichung fiir den Elektronenzustand:
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Diese Gleichung lisst sich numerisch beliehig genau l6sen, eme analytische Losung ist
allerdings nicht bekannt.



b)

Lésung:

In der LCAQ Naherung wird angenommen, dass sich das Molekulproblem durch hneare
Uberlagerung von Atomorbitalen geldst wird, was fir grosse Kernabstande sicher relativ
gut erfillt st. Hierfir wird die bekannte 1s Wellenfunktion des Wasser stoffs verwendet:
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Da im Molekitllzustand nicht mehr unterschieden werden kann, bei welchem Kern sich das
Elektron aufhilt, missen beide Moghichkeiten kombiniert werden:

U(r,R) = cagalra) + cupp(rs) (4)

Die Normierungshedingung

f |T(r, R)|2dV = ¢ / |palra))Pdir+ ok f |6s(re) 2 d*r + 2eacpRe ] $adpdr =1 (5)
liefert

cy+ cp+2caepSap =1 (6)

mit dem Uberlappintesral der beiden Wellenfunktionen

Sip = Re f pa(ra)odp(rp)d'r. (7)

Hierbei wurde verwendet, dass die Atomwellenfunktionen ¢4 und ¢g normiert sind. Dieser
Normierungsfaktor hingt von R ab, aber nicht von r.

Aus Symmetriegriinden ist |ca|? = |cg|* = |¢/*. ausserdem miissen die entstehenden Wel-
lenfunktionen entweder symmetrisch oder antisymmetrisch beim Vertanschen der Ato-
morhitale sein, also ¢y = Zop. Dadurch bleibt auch die notwendige Spiegelsymmetrie des
Molekuls erhalten.

Daraus folgen die heiden Liosungen
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c)

Lésung:
Der Erwartungswert der Energie 1st durch den Hamiltonoperator aus der Schrodingergleiche

(2) gegeben:

(B)s = m((%(mﬂmm(u))+(¢B(TB)|H|¢B(TB)> £ 2(¢a(ra)|H|¢s(rs)))
= T (aa) Hloara)) £ (6a(ra) Hlbn(ra))

wobel (d4(r4)|H|¢a(ra)) = (¢(rp)|H|op(rg)) verwendet wurde.
Unter Verwendung der angegebenen Integrale (siehe Anhang):
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Uberlappintegral Sy5 = Re [ ¢4(14) ¢5(15)d%r = e R/%0 (1 +‘% + 3a2)
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mit ag Bohrscher Radius.
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Und in Einheiten von E.:
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antisymmetrisch
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Es ist hilfreich sich den Verlauf der Funktionen in einem Diagramm zu veranschaulichen.

Das Diagram zeigt, dass nur E| ein Minimum (p = 2.5) besitzt und damit einen gebunde-
nen Zustand beschreibt. Durch Einsetzen erhilt men eine Bindungsenergie von 0.87F,

Anhang: die Integrale (statt g wurde hier s geschrieben)

Um das Integral fiir Ssp zu ldsen wird eine Transformation in eliptische Koordinaten
ausgefuhrt, d.h.

{R,73, 73} = {R,(ra+7rp)/R, (ras —r8)/R, ¢},

Man schreibt:

T4+ Tg
H=—"fw—
i rqA—Tg
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p = arctan(y/z)

Das Volumenelement 1st dadurch

R:?i

dV = ?(;H — v )dpdvdyp (10)

Fur die Koordinaten ergibt sich
Ty = g(,{t +v) (11)
TR = f—j(# —v) (12)

(13)



Fiir Syp ergibt sich

Sap = 13 /e“"“”;)/“st (14)
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mit Benutzung einer Formelsammlung fiir das Integral.

Fiir die einzelnen Erwartungswerte folgt mit p = R/ap und den Koordinaten z des
Elektrons. X, und X5 der beiden Kerne:
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Hierbei wurden bekannte Ergebnisse des Wasserstoffatoms und
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verwendet. ki ist die Grundzustandsenergie des Wasserstoffs. Des Weiteren 1st
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mit dem sogenannten Austauschintegral
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Aufgabe 2: Van-der-Waals Molekdl (2P)

Die Van-der-Waals Wechselwirkung zwischen Atomen dominiert fiir groRe Abstande bei
denen die Wellenfunktion der Teilchen nicht Gberlappen. In diesem Fall wird das
Wechselwirkungspotenzial gut durch das Lennard-Jones Potenzial beschrieben:

o\ 12 O\ 6
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€ und o sind empirische Konstanten. Berechnen Sie fiir den konkreten Fall des Argon-Dimers

(Ar2) den Gleichgewichtszustand und die Bindungsenergie des Grundzustands. Fir Argon gilt
€ =0.015eV und 6 = 0.3148 nm.

Losung:
dE 0.12 0.6
d—R:4E —12 E -6 ﬁ =0
1 2 0% 6 6 E\:/— 2
F=RT —- R°=20° — R0= 20 ~3.84A

Bindungsenergie: E(R,) = 0.015 eV
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Aufgabe 3: Molekllschwingung (4P)

a) Die Energiedifferenz zwischen dem untersten und dem zweituntersten
Schwingungsniveau eines HCI-Molekiils (my = 1.67 <1027 kg; mci = 5.81 -10% kg )
betragt 0.354 eV und das Massentragheitsmoment ist | =2.67 -10*’ kg m?. Berechnen Sie
aus diesen Angaben den Gleichgewichtsabstand der Kerne, die Rickstellkonstante k, die
Nullpunktsenergie und die klassische Schwingungsperiode.

b) Neben %0 gibt es noch das Isotop 20 (Haufigkeit 0.2%). In der Hochatmosphare kann es
zu der Reaktion N0 + 80 — N80 + 160 kommen. Ist dies eine exotherme (mit
Energiegewinn) oder eine endotherme (Energiezufuhr notwendig) Reaktion? Berechnen
Sie den Energieunterschied unter der Annahme, dass alle Molekile vor und nach der
Reaktion im Grundzustand sind.

Losung:

Dies dndert aber nur den Gleichgewichteabstand xg.
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b) Die reduzierte Masse fiir O 1st grofler als fir O und somut ist die Energie des
Grundzustandes E=1hv=21h/D/ u fiir 0 kKlciner. Die Reaktion ist somit exotherm. Der

Energieunterschied ist 2.7 %.

Aufgabe 4: Molekdlrotation (4P)

a) Diskutieren Sie die Besetzung der Rotationsniveaus im Grundzustand des O-
Molekiils bei Zimmertemperatur. Die Rotationskonstante A2 /(2]) fir O, betragt 1.78
-10"* eV. Welches ist der wahrscheinlichste Rotationszustand? Ab welcher
Rotationsquantenzahl wird die Besetzungswahrscheinlichkeit kleiner als beim
Grundzustand?



(Hinweise: Die Besetzung der Rotationszustande in einem thermischen Gas folgt der
Boltzmann-Verteilung. Beriicksichtigen Sie die Entartung der J-Zusténde.)

b) Warum beobachtet man bei zweiatomigen Molekilen keine Rotation um die
Molekilachse? Schatzen Sie die entsprechende Anregungsenergie ab. Was folgt
daraus fur die Rotationsfreiheitsgrade eines Atoms?

Losung

a) Nach BOLTZMANN ist die Wahrscheinlichkeit dafiir. einen Rotationszustand mit der Rota-
tionsquantenzahl N anzutreffen durch

W(N) o (2N +1)e N O/ )

mit B=Hh" (2I) gegeben. Mit dem Faktor (2N + 1) ist der Entartungsgrad eines
Rotationszustands beriicksichtigt. Bei Zimmertemperatur ist k7 = 25 meV, und somit ist B/kT
~ 7.1-107%. Triigt man den BOLTZMANN-Faktor (1) als Funktion der Rotationsquantenzahl N
auf, so hat diese Funktion ein Maximum bei N = 8. mit einer Besetzungswahrscheinlichkeit,
die mehr als zehnmal gréBer ist als fiir N = 0. Erst ab N = 23 wird der Faktor (1) kleiner als
fiir den Grundzustand mit N = 0.

b) Bei einer Rotation um die Kernverbindungsachse gilt I = 2M(r)*/5. wobei M die Masse
der Atome (im wesgntlichen die der Kerne) ist; und ry ist der Kernradius, der gréBenord-
nungsmiBig etwa 10” mal kleiner als der Gleichgewichts-Kernabstand rp ist. der bei Rotation
um eine Achse senkrecht zur Kernverbindungsachse maBigeblich fiir das entsprechende Tréig-
heitsmoment m ist. Damit 1st das Rotationsquant B = ' (2I) fir eine Rotation um die
Kernverbindungsachse auch etwa 10° mal gréfier als fiir eine Drehachse senkrecht dazu und
betrdigt u. U. einige tausend eV! Um also den ersten Rotationszustand fitr eine Drehung um
die Kernverbindungsachse anzuregen, muss man etwa diese Energie aufbringen. Das Molekiil
wiirde dadurch aber sofort dissoziieren. und schon gar nicht wird es thermisch in diesen
Rotationszustand angeregt werden kénnen. Aus diesem Grunde sind auch die
Rotationsfreiheitsgrade eines Atoms als ganzes eingefroren. da thermische Anregung niemals
erfolgen kénnte.



