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Theoretische Physik 4 (Quantentheorie)

Sommersemester 2014

Losungen zu Ubungsblatt 2

Losung 2.1: Matrixelemente |

(a) Die n-te Eigenfunktion des harmonischen Oszillators ist gegeben durch

6u(6) = = ((04)0n)(©) = = (—a + 56 ) (am) e,

(1)

Durch die Umskalierung & = x/L, ¢, () = L~"?¢,(x/L) mit L = /h/(2mw)

erhalten wir

(1) = ff( \/70195 \/T;T:x) 2r) 1/4exp< m;; 2).

Diese Funktion ist ebenso wie ¢, (§) normiert, da

[1en@P e =1 [loata/nPds = [l6,©) ae =1

(b) Es gelten

(Gmllin) = / (@) w0 () det = L / (€€ bul€) dE = L{Bml€6,)

und analog

o) = 7 5 (9 35 00

(2)

(3)

(4)

()

Es geniigt daher die dimensionslosen Matrixelemente mit den Funktionen ¢, zu
berechnen. Hierzu driicken wir zunéchst den Multiplikationsoperator mit £ sowie

den Ableitungsoperator (d/d¢) mithilfe der Auf- und Absteigeoperatoren aus,

E=a_+ayt
d 1
d7£:§(a’*_a’+)

(6)
(7)

Da die Wirkung der Operatoren a+ auf die Eigenfunktionen ¢,, besonders einfach

ist, konnen wir wie folgt rechnen:

(Ppml|€dn) = (Pm|(a— + at)dn)
< |(\/ﬁ¢n—1+ Vn+1¢n+1)>
6 m,n— 1\/>+5mn+1\/n+1,

(8)
9)

(10)
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wobei wir verwendet haben, dass die Funktionen {¢,, : n € Ny} eine Orthonormal-
basis bilden. Analog ergibt sich

1
<¢m‘d£ ¢n> 5( m,n—l\r_ém,n—kl Vn+1)~ (11)
Wir haben somit gezeigt, dass
| h
<wm|x’¢n> = % (5m,n—1 \/ﬁ + 5m,n+1 vn+ 1)7 (12)
<¢m|p|¢n> = thTw ( m,n—1 \/ﬁ - 6m,n+l vn+ 1). (13)

(c) Analog zu (b) berechnen wir zunéchst die dimensionslosen Matrixelemente:

@mg@JZwa7+mf%> (14)
= (¢m|[(a=)* +aay +aya_ + (a)?]dn) (15)
= dmn—2Vn n—1)+5m,n(2n+1)+5m,n+2 (n+1)(n+2) (16)

und
<¢m‘d52¢”>: (mn o/ — 1) — O (20 + 1) + oo (n+1)(n+z)).

(17)
Hieraus ergeben sich durch Umskalieren

<¢m|$2|¢n> = L2<¢m|£2|¢n> (18)

= QTZ (mn o/ (N — 1) + G (20 4+ 1) + Gpnso (n+1)(n+2)), (19)
b = 15 (1) (o) (20)
hmw

= /00— )~ (2 1) B/ D1 ). (21)

Losung 2.2: Matrixelemente Il

(a) Es gﬂt Cn = <¢n|¢>

(b) Fiir den Vektor A¢ gilt

o = {0l 40) = (o[ i¢>> =3 ol b = ZAmncm (22)

n=0 n=0

wobei wir die Linearitat von A verwendet haben.
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(c) Fiir unendliche Reihen gilt analog

(bl A) = <¢m’A ( f::o cnasn) > (23)

® <¢m ian(¢n)> (24)

(:O) Z Cn<¢m|A¢n> (25)
n=0

= > (6mlAdn)(gnle). (26)
n=0

Im Schritt (%) haben wir verwendet, dass A stetig und linear ist:

o) N N
A ( ch%) =A < Jim > cnqﬁn) = lim 4 < > cn¢>n> (27)
"0 [e'e] —00

N—o0

N 00
= lim chA(¢n) = chA(qﬁn). (28)
n=0 n=0

Im Schritt (o) haben wir verwendet, dass die Abbildung v — (¢, |1) stetig und li-
near ist. Wihrend die Linearitéit unmittelbar aus der Definition des Skalarprodukts
folgt, ldsst sich die Stetigkeit mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung be-
weisen: Sei ¥ eine Folge, die fiir N — oo beziiglich der Hilbertraum-Norm gegen
1 konvergiert,

i [joy — Il =0. (29)

Verwenden wir, dass

(omln) = (Dml)| = [(dmln — V) < loml] - [[¥n — I, (30)

so folgt auch
S [(Gmbiw) — (G} =0, (31)

d.h. die Folge (¢,|¢n) konvergiert gegen (¢, |1), woraus die Behauptung folgt.
Losung 2.3: Kohdrente Zustande
(a) Es gilt

ules) = Senlont o) = 32 () T = S O <o, @

n=0 n=0

wobei wir verwendet haben, dass die Funktionen {¢, : n € Ny} eine Orthonormal-
basis bilden.
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(b)

Aus (a) folgt insbesondere
vl [* = (valea) = €, (33)

somit ist fir N, = e~ 1?72 der Vektor Ko = NaU, normiert,

kall? = N2 [[vall? = 1. (34)
Es gilt
L vl = [ TS o0 S tonle) (39
_ Z; ( /@ A0dar o jn?‘T"; buldmle)  (36)
=Y I(n,m) dn{dm|e). (37)

Das Integral Z(n,m) ist definiert als (v = = + iy)

1
vn!m!

Durch Substitution mit den Polarkoordinaten x = rcos¢, y = rsin¢, dedy =
rdrd¢ ergibt sich

1 o0 o
Z(n,m) = — / d"’“"/ dye ™™ ¥ (z+iy)"(z—iy)™.  (38)

2
I(n,m) = dr plttm e’ / dgeln—me (39)
0

1 1 /OO
Tv/nlm! Jo

Fiir das Winkelintegral sieht man leicht

27
/ dp = =5, or, (40)
0
somit erhalten wir
2 > 14+2n  —r2
Z(n,m) = Spm — drr e . (41)
TL' 0

Die Substitution t = 2, dt = 2rdt fithrt weiter zu

1 o0
Z(n,m) = bnm / dtt" e, (42)
n' 0
Nun gilt mit der Gammafunktion I"
oo
/ dtt"e ' =T(n+1) = n!, (43)
0
woraus folgt
Z(n,m) = Onm. (44)
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Einsetzen in (37) liefert

/Cd@da e oy (vald) = 3 buldnlé) = 6. (45)

™

was die Behauptung war.




