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Informationen zum Beispiel zur Organisation der Vorlesung und
der Ubungen gibt es in der Vorlesung.

die ersten beiden Ubungen sind Prisenziibungen.

Ubungsblitter konnen gerne in Kleingruppen bearbeitet werden.
Die Losungen werden einzeln abgegeben, und miissen in der
Ubungsgruppe vorgerechnet werden kinnen.

die letzte Vorlesung findet am 22.1. statt.
die Woche des 26.1. dient der Klausurvorbereitung (study week).

60% der Ubungspunkte sind die Voraussetzung fiir die Klausur-
zulassung.

die beste Vorbereitung fiir die Klausur sind die Ubungsblitter.
erste Klausur am Dienstag, 2.12. 11:00-13:00 (30% der Endnote).
zweite Klausur am Dienstag 3.2. 10:00-13:00 (70% der Endnote).
beide Teile werden zusammen bewertet.

zur Klausur konnen Sie ein doppelseitig beschriebenes oder. be-
drucktes DIN-A4-Blatt mitnehmen, weitere Hilfsmittel werden
nicht benotigt.

es gibt eine Nachklausur am Ende der Semesterferien. Sie deckt
beide Teile der ersten Klausur ab. Wer zum Beispiel aus Krank-
heitsgriinden nur einen Teil der ersten Klausur(en) schreiben
konnte melde sich bitte bei Mario Mitter.

Herzlichen Dank an viele Studentinnen und Studenten, die das Skript
kommentiert und korrigiert haben und damit sehr dazu beigetragen ha-
ben, es zu verbessern und verstindlicher zu machen!
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Kapitel 1

Die Newtonschen Axiome

1.1 Einfilhrung

e Physik ist eine Erfahrungswissenschaft, die Vorginge in der Galileo Galilei

(meist unbelebten) Natur zu quantifizieren und auf GesetzmiBig-
keiten zuriickzufiihren sucht. Theoretische Physik sucht die Ein-
heit hinter der Vielfalt, die moglichst fundamentalen Gesetze, die
der Vielfalt der Erfahrungstatsachen zugrunde liegen. Diese Ge-
setze nehmen die Form mathematischer Gleichungen an, in de-
nen die mathematischen Symbole semantisch an die Stelle phy-
sikalischer Groen treten. Anders als mathematische Ergebnisse
miissen die Gesetze der Physik priifbare Vorhersagen erlauben.

e Physikalischen Gesetzen liegen notwendigerweise Idealisierun-
gen zugrunde, weil wesentliche von unwesentlichen Eigenschaf-
ten physikalischer Systeme unterschieden werden miissen. Erst
durch geeignete Ndherungen wird theoretische Physik iiberhaupt
moglich, weil erst durch Naherungen Abgrenzungen physikali-
scher Systeme von ihrer Umwelt eingefiihrt werden konnen. Die
Beschrinkung auf wenige Objekte kann, muss aber nicht die
Grundlage solcher Niherungen sein.

Isaac Newton

e Theoretische Mechanik beschreibt die Gesetze, nach denen sich
Korper im Raum unter dem Einfluss von Kriften mit der Zeit be-
wegen. Sie fiihrt zu Begriffen und Methoden, die sich durch die
gesamte theoretische Physik ziehen und vor allem fiir die Quan-
tenmechanik und Quantenfeldtheorie aullerordentlich fruchtbar
waren. Anwendungen von Quantenfeldtheorie als mathemati-
schem Modell sind Elementarteilchenphysik oder Festkorperphy-
sik.

e Meilensteine in der geschichtlichen Entwicklung der klassischen
Mechanik (im Unterschied zur Quantenmechanik) waren Galileo
Galileis Fallversuche, Tycho Brahes Messungen der Marsbahn

1



KAPITEL 1. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 2

und deren gesetzméifBige Zusammenfassung durch Johannes Kep-
ler sowie Isaac Newtons Axiome und seiner Erkldarung der Kep-
lerschen Gesetze durch das Gravitationsgesetz. Weitere fiir die
Entwicklung vor allem der analytischen Mechanik wichtige Per-
sonen waren Joseph Lagrange, Leonhard Euler, Jean Baptiste le
Rond d’Alembert, William Hamilton und Emmy Noether.

e Die klassische Punktmechanik kennt eine ,,Vierheit“ von Objek-
ten, namlich Korper, Krdifte, Raum und Zeit.

e Korper werden idealisiert als Punkte bestimmter Masse. Thre
Ausdehnung ist sehr klein gegeniiber den Dimensionen des ge-
samten betrachteten Systems, wobei ,klein* oder ,,grof8* hochst
relative Begriffe sind. Zum Beispiel in der Elementarteilchenphy-
sik haben wir es allgemein mit Teilchen zu tun, deren rdumli-
che Ausdehnung wir nicht kennen. Solange wir nur eine obere
Grenze zum Beispiel an die Ausdehnung von Elektronen kennen,
betrachten wir sie als Punktteilchen. Ein fester Korper wird als
System von Massenpunkten aufgefasst, deren Abstinde unterein-
ander konstant sind. Ein System aus vielen Massenpunkten be-
wegt sich im Ganzen so, als wiirden die dulleren Krifte an seinem
Schwerpunkt angreifen.

e Kriifte sind die Ursachen der Anderung einer Bewegung und ma-
thematisch genauer zu definieren. In der klassischen Mechanik
wird angenommen, dass Krifte instantan wirken, d.h. mit unend-
licher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

e Der Raum in der klassischen Mechanik hat drei Raumdimensio-
nen und eine weitere Zeit-Dimension. Die Lage von Korpern in
diesem dreidimensionalen Raum hat keinen absoluten Sinn, son-
dern muss relativ zu anderen Korpern, den Bezugssystemen, an-
gegeben werden. Der physikalische Raum wird als ein reeller,
dreidimensionaler Vektorraum aufgefasst. Die momentane Lage
eines Massenpunkts im Raum wird durch einen Ortsvektor X an-
gegeben. Der Ursprung des Bezugssystems kann beliebig gewéhlt
werden (Homogenitit), und seine Achsen konnen beliebig orien-
tiert werden (Isotropie). Als Bezugssysteme werden wir zunéchst
kartesische Koordinatensysteme wéhlen.

e Die Zeit spielt in der klassischen Mechanik die Rolle eines un-
abhédngigen Parameters. Ihr Nullpunkt ist im Allgemeinen frei
wihlbar (Homogenitit der Zeit). Raum und Zeit sind in der klas-
sischen Mechanik unabhiingig von der Existenz von Korpern und
ihrer Bewegung relativ zueinander, sie sind in diesem Sinne ab-
solut. Die Bahnkurve X(¢) beschreibt, wie sich sein Ort zeitlich
dndert. Die Geschwindigkeit #'ist die Anderung des Ortes mit der
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Zeit, dargestellt durch die Zeitableitung des Ortes:

-

d .
it) = d—f = R0 . (1.1)

Ein Punkt iiber einem Funktionssymbol bezeichnet die Zeitablei-
tung dieser Funktion.

1.2 Newtonsche Axiome

Newtons Axiome sind die Grundlage aller Rechnungen in der klassi-
schen Mechanik. Sie sind nicht die einzige Art, diese Grundlagen zu
formulieren, wie wir spiter sehen werden, aber sie sind vergleichsweise
sehr anschaulich.

1. Tragheitsgesetz, Lex Prima: Jeder Korper beharrt in seinem Zu-
stand der Ruhe oder gleichformigen geradlinigen Bewegung,
wenn er nicht durch einwirkende Krifte gezwungen wird, seinen
Zustand zu dndern. [[]

Postuliert wird die Trigheit eines Korpers, sein Beharrungs-
vermogen. Als ,,Bewegungsgrofe” wird das Produkt aus Masse
m und Geschwindigkeit o definiert, d.h. der Impuls p = mv. Der
Begriff ,,Masse* als Proportionalitdtskonstante ist an dieser Stelle
noch nicht definiert. Damit besagt das Trigheitsgesetz:

7 = mi = m¥ = konstant (1.2)
in Abwesenheit von Kriften. In diesem Fall ist der Impuls erhal-
ten, wobei auch ,,Kraft“ noch zu definieren ist.

2. Bewegungsgesetz, Lex Secunda: Die Anderung der Bewegung ist
der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht
nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt. /]

Die Anderung der BewegungsgroBe ist die Zeitableitung des Im-
pulses. Sei F die Kraft, besagt das Bewegungsgesetz
p=mi=F (1.3)

bei konstanter Masse m. Dieses Axiom besagt, dass Bewegungs-
gleichungen in der Regel zweite Ableitungen des Ortes nach der
Zeit enthalten.

!Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in di-
rectum nisi quatenus a viribus cogiter statum illum mutare.

“Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum
lineam rectam, qua vis illa imprimitur.

Bahnkurve

kartesisches
Koordinatensystem

X
i

Bahnkurve in einem kartesischen
Koordinatensystem
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Krifte werden definiert, indem man Messvorschriften angibt, die
z.B. eine unbekannte Kraft mit der Gravitationskraft vergleichen.
Krifte addieren sich wie Vektoren. Wenn wir die Ortskoordinate
kennen, dann ist die Masse m als Proportionalititskonstante zur
Kraft definiert. Sie bezeichnet hier die trdge Masse, im Gegensatz
zur schweren Masse, zu der die Gravitationskraft proportional ist.

3. Reaktionsgesetz, Lex Tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwir-
kung gleich, oder die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind
stets gleich und von entgegengesetzter Richtung. E]

4. Masse und Krdifte: Offenbar setzen also die Newtonschen Axio-
me eine geeignete Wahl der Einheiten voraus. Die Proportiona-
litcit von Impulsdnderung und Kraft wird erst durch die geeigne-
te Wahl der Einheit der Masse zu einer Gleichheit. Die Propor-
tionalitit von schwerer und trdger Masse wird zu einer Gleich-
heit durch die Definition der Gravitationskonstante G. Die trige
Masse erweist sich aufgrund der speziellen Relativitétstheorie als
geschwindigkeitsabhédngig, ist aber in der klassischen Mechanik
konstant.

Krifte hingen im Allgemeinen vom Ort und von der Zeit ab. Ein-
fache Beispiele fiir Krifte sind etwa die Gravitations- und die
Coulombkraft, die beide indirekt proportional zum Abstandsqua-
drat sind (das ist eine notwendige Folge der Masselosigkeit der
Austauschteilchen). Die Federkraft ist proportional zur Auslen-
kung einer Feder. Krifte konnen aber auch von der Geschwindig-
keit abhingen wie etwa die Lorentzkraft auf ein geladenes Teil-
chen im Magnetfeld oder Reibungskrifte.

1.3 Differentialgleichungen I

1.3.1 Definition und Klassifikation

Gleichungen wie das zweite Newtonsche Bewegungsgesetz verkniipfen
Funktionen wie die Bahnkurve ¥(z) mit ihren Ableitungen nach ihrer
Variablen. Solche Differentialgleichungen kann man mathematisch be-
schreiben und oft mit Hilfe von Standardverfahren 16sen. Losungen von
Differentialgleichungen sind das Kernproblem der Newtonschen Be-
schreibung der klassischen Mechanik.

o Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Ableitungen ei-
ner oder mehrerer Funktionen nach einer oder mehreren Varia-
blen enthalten. Gewéhnliche Differentialgleichungen beschrei-

3 Actio = reactio.
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ben Funktionen einer unabhiingigen Variablen, wihrend parti-
elle Differentialgleichungen von mehreren unabhingigen Varia-
blen abhingen. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist der
Grad der hochsten auftretenden Ableitung. Wegen Newtons zwei-
tem Axiom fiihren die Bewegungsgesetze der klassischen Mecha-
nik in der Regel auf gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, in denen die unabhingige Variable die Zeit ¢ ist.

e Wenn die unbekannte Funktion y(x) und alle ihre Ableitungen
Y’ (x), y”(x) usw. hochstens linear in einer Differentialgleichung
vorkommen, hei3t die Gleichung selbst linear. Zum Beispiel ist

y"'(x) + p(O)y'(x) + g(x)y(x) = 0, (1.4)

in der p(x) und g(x) bekannte Funktionen sind, eine gewohnliche
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in x. In der New-
tonschen Mechanik ist der Parameter oft die Zeit ¢, und Ableitun-
gen werden mit y(¢) statt mit y’(x) bezeichnet.

e Die Differentialgleichung in enthilt keine konstanten, von
y(x) und seinen Ableitungen unabhéngige Terme. Sie heisst daher
homogen. Inhomogene Differentialgleichungen enthalten solche
Konstanten, wie zum Beispiel die Gleichung

y"(x) + py’ (x) + g(y(x) = r, (1.5)

e Das Richtungsfeld einer (gewohnlichen) Differentialgleichung
wird dadurch angegeben, dass in jedem Punkt der y-x-Ebene die
Steigung y’(x) angegeben wird.

1.3.2 Losungsmethoden: Trennung der Verinderli-
chen

e Beginnen wir mit dem Beispiel des radioaktiven Zerfalls. Die
Teilchenzahl N(¢) wird durch das Zerfallsgesetz

N(t) = —AN(?) (1.6)

beschrieben, worin 4 > 0 die Zerfallskonstante ist. Diese

gewohnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung lésst

sich 16sen, indem man die Variablen N und ¢ voneinander trennt,

. dN dN

N=—=-AN = — =-Adr. (1.7)
dr N

Nach der Trennung der Variablen N und ¢ ist es nicht sinnvoll

oder hilfreich, N als Funktion der Zeit zu schreiben. Im Ender-

gebnis wird diese Abhédngigkeit automatisch wieder auftauchen.
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In dieser Form kann die Gleichung auf beiden Seiten integriert

werden,
N dN
f — =1nN
Ny N Ny

—/lfl dt = —/l(ll - t()) (18)

o

Ny
=InN; - 1InN,

Wenn man N,(¢#;) als physikalische Observable betrachtet, dann
ist die Losung dieser Gleichung mit bestimmten Integralen

InNi(t;) = —A(t; — £p) + In N (1.9)

Wenn man die Stammfunktion N (#;) als allgemeine Losung N(7)
betrachtet, dann kann man sie als

InN@t)=-Ut+C & N@)=e e’ (1.10)

schreiben. Die Konstante C ist durch Ny und 7, gegeben. Wenn
wir statt des bestimmten Integrals zwischen 7y und #; die Stamm-
funktion des unbestimmten Integrals suchen, dann ist C eine freie
Integrationskonstante. In beiden Féllen erlaubt sie uns, eine An-
fangsbedingung zu stellen: Soll bei fy = 0 die Anzahl N = N,
sein, so folgt €¢ = N, oder das exponentielle Zerfallsgesetz

N() = Nye ™. (1.11)

Allgemein ist dieses Verfahren bei Gleichungen angebracht, die
sich in die Form

gy’ (x) = f(x) & gydy = f(x)dx (1.12)

bringen lassen. Im Fall des Zerfallsgesetzes hatten wir y — N,
gly) - 1/y —» 1/N, x — t,und f(x) — —A. Dann fiihrt die
Separation der Variablen und anschliessende Integration iiber x
auf

f o)y (dx = f o)y = f fWdx+C,  (L13)

woraus dann implizit die Funktion y(x) bestimmt werden kann.

1.3.3 Losungsmethoden: Variation der Konstanten

Das kommende Beispiel ist eine Variation des Zerfallsgesetzes, das mit
klassischer Mechanik nichts zu tun hat. Aber es illustriert, wie man mit-
hilfe der ,,Variation der Konstanten inhomogene Differentialgleichun-
gen 16sen kann.



KAPITEL 1. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 7

e Betrachten wir nun den etwas schwierigeren Fall, in dem Kerne
der Sorte A in Kerne der Sorte B und diese dann in stabile Kerne
der Sorte C zerfallen. Nach dem einfachen Zerfallsgesetz ist die
Anzahl N, der A-Kerne durch

No(f) = —AaNs(f) & Na(t) = Nage ™ (1.14)

gegeben. Die Anzahl der Kerne B wird durch ihren Zerfall verrin-
gert, aber durch den Zerfall von A-Kernen erhoht,

Np(t) = —=AgNp(t) — Na(t) = —ApNp(t) + AaNgo e . (1.15)

Wir haben fiir Ng(f) eine gewohnliche lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung, die Terme enthilt, die nicht von Ng
abhingen. Man nennt sie inhomogene Gleichungen und bringt
gewohnlich die homogenen und inhomogenen Teile auf verschie-
dene Seiten der Gleichung,

Np(t) + ApNg(t) = 44Ny e . (1.16)

e In so einem Fall verschafft man sich zunichst die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung, also der Gleichung, die man
erhilt, wenn man die Inhomogenitit auf der rechten Seite gleich
Null setzt. Im Fall von (I.16)) ist die Losung das einfache Zerfalls-
gesetz

NB(I) + AgNp(t) = 0 o Npg(t) = Np C_/IBI . (117)

e Eine Losung der inhomogenen Gleichung kann man sich daraus
verschaffen, indem man die Konstante Np als zeitabhédngig auf-
fasst, also Ngg — B(t) und

Ng(?) = B(t) e (1.18)
Ng(t) = B(t) e ™' — B(H)Ag e = B(t) e ™' — 13Np(t) . (1.19)
Wenn wir annehmen, dass der Ansatz mit B(¢) die inhomogene
Gleichung 16st, dann kénnen wir diese Form in (1.16) einsetzen

und eine Differentialgleichung fiir B(¢) erhalten,
(B() e = AsNp(®)) + AsNp(t) = AaNag €™ (1.20)
B(f) = A4Nyp e~ (1.21)

Wir konnen sie direkt integrieren,

Aa

B(r) =
(1 P

Ny e =t 4 C | (1.22)

wobei wieder die Konstante C durch die Anfangsbedingungen
festgelegt werden kann.



KAPITEL 1. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 8

e Setzen wir das Ergebnis (I.22)) in die Gleichung fiir Ng in (I.18)
ein, so folgt

A

Np() = Ce ™ + —"2_Nye . (1.23)
Ap — A

Um die Konstante C zu bestimmen, wihlen wir die Anzahl der

B-Kerne als Ng(t = 0) = Npo. Damit erhalten wir

2 2
4 Ny © C=Ng- Aﬂ Ny (1.24)

B — 1A /lB_ A

NB():C+

und daraus die Losung fiir die Differentialgleichung (1.15)

A
_ —Apt A —Aat _ —Apt
Nj(1) = Ngpe ™ +/IB_/1ANAO(e Ve L (1.25)
Sie ist, wie alle Losungen inhomogener Differentialgleichungen,
die Summe der allgemeinen homogenen Gleichung (1.17)) und ei-
ner speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Man kann sie
durch Einsetzen in (I.16) explizit iiberpriifen.

1.4 Fallbewegungen

1.4.1 Freier Fall aus geringer Hohe

Nach diesem kurzen Ausflug in die Mathematik der Differentialglei-
chungen konnen wir in die klassische Mechanik von Kriften und ihren
Einfluss auf punktformige Korper zutickkehren.

e Wir stellen uns eine Punktmasse m vor, die aus einer Hohe r
fallt. Wenn die Hohe sehr klein gegeniiber dem Erdradius ist,
r < Rge, dann ist die Schwerkraft Fg = —mg durch die konstan-
te Erdbeschleunigung g = 9.81 ms™ gegeben. Die Bewegungs-
gleichung lautet einfach

mi(t) = mi(t) = —mg . (1.26)

Das ist eine gewohnliche, lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung, in der allerdings nur die zweite Ablei-
tung vorkommt. Indem wir die Geschwindigkeit v = i einfiihren,
erhalten wir eine Differentialgleichung erster Ordnung,

oun) =-g, (1.27)
deren Losung sofort durch Integration folgt,

v(t) =i(t) = —gt+ Cy . (1.28)

' Radius r

Gewichtskraft
-mg

freier Fall aus geringer Hohe
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Die Integrationskonstante C; ist die Anfangsgeschwindigkeit
C, = v(t = 0) = vy. Die Geschwindigkeit, die wihrend des
Falls aufgenommen wird, ist negativ, weil unser Koordinatensy-
stem entgegen der Fallbewegung ausgerichtet ist.

Eine weitere Integration nach der Zeit liefert

rU):—gﬂ+vM+Ik, (1.29)

wobei die weitere Integrationskonstante C, die Anfangshohe ist,
C, = r(t = 0) = ryo. Da die Bewegungsgleichung von zweiter
Ordnung in der Zeit ist, werden zu ihrer vollstindigen Losung
zwei Integrationskonstanten benotigt. Diese miissen als Anfangs-
bedingungen gewihlt werden, die in diesem Fall die Bedeutung
der Anfangshohe und der Anfangsgeschwindigkeit haben.

Wenn der Massenpunkt bei # = 0 in der Hohe & losgelassen wird,
sind vy = 0 und ry = A, und die Losung lautet

o(f) = —gt und mnzh—gﬁ. (1.30)
Die Fallzeit bis r = 0 betrigt
2h
g = 4|—, (1.31)
g
und die Endgeschwindigkeit ist
f2h
Vg = —gtg = —¢ ? = —+/2gh . (1.32)

Beispiel: ein Sprung vom Zehnmeterturm dauert t+ = 1.4s und
endet mit einer Geschwindigkeit von v = —14ms™' (etwa
—50kmh™).

1.4.2 Fall aus geringer Hohe mit Stokesscher Reibung

Eine realistischere Beschreibung eines fallenden Korpers beinhaltet
mehr als eine Kraft. Zum Beispiel kann man den Luftwiderstand als
zweite Kraft berticksichtigen. Wir beginnen erst einmal mit einer Sto-

kesschen Reibungskraft.

e Bei Stokesscher Reibung ist die Reibungskraft proportional zur

Geschwindigkeit, Fr = —Kgv; sie wirkt der Geschwindigkeit, die
wir als positiv gegen die Fallrichtung definiert hatten, entgegen.
Die Bewegungsgleichung

mi(t) = mo(t) = m% = —mg — Kro(t) (1.33)

dt

b Radius r

Gewichtskraft
-mg

Reibungskraft

gebremster Fall aus geringer Hohe
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lasst sich durch Trennung der Variablen v und ¢ 16sen:

K
dv = —g(l + —Rv)dt

mg
d dKk,
f UK :@fﬂz_gfdt' (1.34)
1+58  KrJ 1+ Krv/(mg)
Beide unbestimmte Integrale lassen sich integrieren,
K
Kr mg

wobei die beiden Integrationskonstanten gleich zu einer zusam-
mengefasst wurden. Damit lautet die Geschwindigkeit

ln(l N KRU(I)) _ Kr(Cy - g1)

myg myg
Kr(Cy — gt
o(t) = 2 (exp Kr(Ci—gD _ 1) . (1.36)
Kr mg
e Nach sehr langer Zeit, d.h. fiir t — oo, ndhert sich v der Endge-
schwindigkeit
myg
=——, 1.37
UE Ky (1.37)
an, so dass die Losung in der Form
—-Cq1 + gt
o(t) = vg (1 —exp 1—9) (1.38)
UE

geschrieben werden kann. Wihlt man weiter die Anfangsge-
schwindigkeit, v(t = 0) = vy, dann folgt

e = -2 (1.39)
UVE
und damit
o(f) = (vo — ve) €™ + v = (vg + [vgl) €7/ — Jog| . (1.40)

e Diese Losung ist gleichzeitig eine Differentialgleichung erster
Ordnung fiir die Hohe r(¢),

#(1) = (vo + logl) €71 — Jvg| . (1.41)
Eine weitere Integration fiihrt auf

r(f) = —(vo + |uE|)@ e 9 Vel _ |oglt + Cs . (1.42)
g

Setzt man hier r(t = 0) = ry ein, ergibt sich die Integrationskon-

stante C, zu

Ca = ro + (10 + mn% , (1.43)
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und damit erhélt man die Losung

H(E) = 1o + (o0 + ogl) 22! (1= e7o/!) — Jogle . (1.44)
g

e Nach sehr langer Zeit, fiir 1 — oo, verschwindet der Exponential-
term, und » nimmt linear mit der Zeit ab:

v
r(t) = ro + (vo + |vg)) % — |vglt . (1.45)

1.4.3 Fall aus geringer Hohe mit Luftwiderstand

Im nidchsten Schritt ersetzen wir die Stokessche Reibung durch die kor-
rekte Form fiir den Luftwiderstand.

e Bei Luftwiderstand ist der Betrag der Reibungskraft zum Qua-
drat der Geschwindigkeit proportional. Die Bewegungsgleichung
lautet dann

d
mi(t) = miN7) = md—l; = —mg — K.w(0lu(®)| . (1.46)
Wieder ist die Reibungskraft der Bewegung entgegen gerichtet.

Da wir von einem fallenden Korper reden, nehmen wir v < 0 oder
[l = —v an. Mit der Definition v} = mg/K, folgt nach Trennung

der Variablen
dv K
- = — 1 - - t 2
7 g( gmv( ) )

f_d” i :—gfdt. (1.47)
v
1

Bei dem Integral hilft die Partialbruchzerlegung

1 :1(1 + 1), (1.48)

1-x2 2\1+x 1-x

denn sie erlaubt uns zu schreiben

dv 1 1 UEf v 1 1
— + =— | d— +
fz 1+£ 1_1 2 UE 1+£ 1_£

UE UE UE UE

S ERETY i, (149)
2 vg—v

gebremster Fall, Reibung proportional zu v
1.4 T

12 -
1
0.8
0.6

04

Hoehe r(t)

02|
or . S~

02 Vo0 ——

vl —

0 0.5 1 1.5 2
Zeitt

0.4 L

-0.6

Gebremster Fall mit Stokesscher
Reibung aus jeweils derselben
Hohe, aber mit vier verschiedenen
Anfangsgeschwindigkeiten.



KAPITEL 1. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 12

Die Integrationskonstante C; wird so bestimmt, dass v = v, bei

t = 0 ist,
UE + Vg

C] :U—Eln

2 UE—U().

(1.50)

Damit ldsst sich die Gleichung fiir die Geschwindigkeit umfor-

men zu
Vg + 0V _ e—zgl/UE Vg + Vo
Vg — VU VE — Vg
v _ UE + Vg v
1+ — =e 2" 1-—
UE UVE — Do UE
v 1 + e~ 29/ UE + % — e 29!/ve Vet 1 (1.51)
UE UE — Vo VE — Vo
oder

Vg — vy — (Vg + vp) e /""
Vg — Vg + (UE + U()) e291/ve ’

u(t) = —vg (1.52)
Weil wir nur v wirklich definiert haben ist diese Form symme-
trisch in vg — —vg. Wenn wir vg > 0 annehmen, dann fallen fiir
t — oo die Exponentialterme weg, und v — —uvg, d.h. es wird
die asymptotische Endgeschwindigkeit im Grenzfall ¢ > vg/g er-
reicht.

¢ Fine weitere Integration fiihrt auf die durchfallene Hohe r,

t
r(t)—ro = f o(t")dr . (1.53)
0
Zur Vereinfachung definieren wir
2 l-ae™
x(t) = 29t 4 UE + Vg R v(x(1)) _ ae
UE Vg — Vg UE l+ae™
(1.54)
und erhalten
, 1 —ae™
HN—rg=—— . 1.55
)~ ro = f‘ T (1.55)
Die Integration fiihrt auf
V3 N
Ft)—ro === X +2In(1+ae™)| . (1.56)
2g 0

Mit den Definitionen von a und x(¢) erhalten wir

v [2 t + +
r@:m_f[ﬁqgm@+@_ﬂgmﬂ+ﬂ%LﬂEvﬂ
g | Ue Vg — Vg Vg — Vo

— Uy + (UE + Uo) C_th/vE
Vg — Vg + Ug + g

—ro—vEt——l

2

Ug 1 ) VE+Uy _,
—ro—vet— —LInl= - =2 4222 gt/ve 1.57
ST “(2 20s | 205 (17




KAPITEL 1. DIE NEWTONSCHEN AXIOME 13

e Bei vy = 0 erhélt man nach geniigend langer Zeit, t > vg/g, den
asymptotischen Verlauf

2
1))

rf) = ro+ —=1n2 — vgt, (1.58)
g

wihrend in demselben Fall fiir Stokessche Reibung nach (I.45])

gilt
g
r(t) = ro+ — — |vglt (1.59)
g

Die beiden Endgeschwindigkeiten hingen von der jeweiligen
Starke der Kraft an. Fiir einen direkten Vergleich identifizieren
wir daher die beiden Endgeschwindigkeiten und vergleichen den
Einfluss der Reibung. Wegen In2 < 1 liegt der Koérper mit Sto-
kesscher Reibung in r(f) immer iiber dem Korper mit Luftwie-
derstand. Stokessche Reibung ist also effektiver und bremst den
freien Fall stidrker ab.

1.4.4 Freier Fall aus groBer Hohe

Die beiden diskutierten Beispiel nutzen eine Beschreibung der Gravi-
tationskraft, die nur fiir Kérper nahe der Erdoberflache gilt. Fiir weiter
entfernte Korper hat die Graviationskraft eine kompliziertere Form als
die bisher angenommene lineare Ndherung.

e Bei freiem Fall aus groBBer Hohe, /1 > Rpg;4e, muss beriicksichtigt
werden, dass sich die Erdbeschleunigung mit der Hohe &dndert.
Die Gravitationskraft im Abstand » vom Erdmittelpunkt ist

GMm
-

Fg = + —mg (1.60)
Auf der Erdoberfldche sollten beide Formulierungen der Gravita-
tionsgraft dasselbe Ergebnis haben, daher gilt GM/R; ,_ = g. Die
allgemeinen Bewegungsgleichung lautet entsprechend

GMm

mi(t) = — P

(1.61)

Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung wandeln wir
durch einen integrierenden Faktor in eine Differentialgleichung
erster Ordnung um. Nach Multiplikation mit 7 erhalten wir

GMi(t)
r(1)?

d 1

dr r(t)

mi(t) #(t) = —m

md .,
EWT i) = mGM (1.62)

gebremster Fall, Reibung proportional zu v bzw. v2

Hoehe r(t)

Vergleich der durchfallenen Hohen
fiir gebremsten Fall mit Stokesscher
Reibung (rot) und Luftwiderstand
(griin).
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e Wenn wir die beiden Zeitableitungen auf eine Seite bringen, se-

hen wir, dass die Kombination

m._ ., mGM

—i(1)” — = F 1.63

> i(t) ) (1.63)
konstant ist, d.h. diese sogenannte ,,Energie E darf sich als Funk-
tion der Zeit nicht dndern. Der erste Ausdruck in Klammern
heiBBt ,kinetische, der zweite ,,potentielle Energie. Die Glei-
chung (1.63) ist daher die ersten Verwendung des Energiesat-
zes bei der Losung eines mechanischen Problems. Die konstante
Energie E = E| ist durch die Anfangsbedingungen gegeben,

M
Eo= M MGM (1.64)
2 ro

Wenn der Massenpunkt im Unendlichen ruht, ry = oo und vy = 0,
ist £y = 0 und damit fiir alle Zeiten

GM gR: . m
_mv(l)Z — m — g Erde
2 r(t) r(?)

Die Endgeschwindigkeit des freien Falls auf die Erdoberfliche ist
Voo = V2gRprae = 11.2kms™" . (1.66)

Das ist auch die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde, definiert als
die Geschwindigkeit, die auf der Erdoberfliche bendttigt wird, um
das Schwerkraftfeld der Erde zu verlassen.

(1.65)

e Setzt man fiir v, die Lichtgeschwindigkeit ¢ ein, erhélt man den
Schwarzschildradius

2GM
r =: RS =

= (1.67)

einer Masse M. Er ist fiir viele Aspekte der relativistischen Astro-
physik als ,,Radius eines schwarzen Lochs* sehr wichtig.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Differentialgleichungen II

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Bevor wir weiter Differentialgleichungen und ihre Losungen diskutie-
ren, konnen wir uns kurz der mathematischen Frage nach ihrer Losbar-
keit widmen. In der physikalischen Praxis ist diese Frage typischerwei-
se nicht besonders relevant: Wenn wir ein physikalisches System sinn-
voll durch eine Differentialgleichung beschreiben, dann hat diese offen-
bar eine Losung, denn ansonsten wire unser Ansatz unsinnig. Ob diese
Losung mathematisch eindeutig ist, ist in der Newtonschen Mechanik
nicht relevant, wenn das entsprechende Experiment einen eindeutigen
Ausgang hat. Welche Losung auch immer das Experiment beschreibt ist
die korrekte Losung. Trotzdem schadet es nicht, wenn wir ein Gefiihl
fiir Losungen von Differentialgleichungen bekommen.

e Zunichst ist die Frage sehr wichtig, unter welchen allgemeinen
Bedingungen wir damit rechnen kénnen, Differentialgleichungen
iberhaupt 16sen zu konnen. Dazu erinnern wir uns zunéchst, dass
wir Newtons Gleichungen zweiter Ordnung in r(f) in manchen
Fillen dadurch gelost habe, dass wir sie als Differentialgleichung
erster Ordnung fiir v(¢) = #(¢) betrachtet haben. In diesem Sinne
lassen sich allgemein Differentialgleichungen n-ter Ordnung als
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen.
Wir fassen dazu die Ableitungen y“ V(x) der gesuchten Funk-
tion y(x) als eigene Funktionen y;(x) auf, also y(x) = y(x),
y'(x) = yo(x), ¥y’ (x) = y3(x) usw. Damit wird z.B. die Differenti-
algleichung zweiter Ordnung zum Gleichungssystem

yi(x) = ya(x) = 0
Y5(x) + p(X)y2(x) + g(x)y1(x) = 0 . 2.1

15
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Wir werden uns dementsprechend im Folgenden auf Differential-
gleichungen erster Ordnung beschrinken konnen.

¢ Fiir Differentialgleichungen erster Ordnung,

y'(x) = flxy), 2.2

besagt nun die Lipschitz-Bedingung, dass eine eindeutige Losung
in einem Intervall / genau dann existiert, wenn fiir ein xy € / ein
Anfangswert y, = y(xy) vorgegeben ist, sowie fiir jedes x € I und
jedes betrachtete Paar von Funktionswerten y, iy die Sekantenstei-
gung durch eine endliche Konstante k € R beschrinkt ist,

A1) |fen= )
Ay y—1p T

(2.3)

Anschaulich bedeutet das, dass man durch endliche Schritte ent-
lang des Richtungsfeldes der Differentialgleichung immer nur
endlich weit kommt, also keine unendlichen Spriinge machen
kann. Offensichtlich erfiillen alle Funktionen mit endlicher Se-
kantensteigung diese Bedingung. Entsprechend wird eine Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung erst durch n Anfangsbedingungen
eindeutig festgelegt.

Betrachten wir als einfaches Beispiel die Differentialgleichung
(1.6), das exponentielle Zerfallsgesetz N = —AN. Offenbar sind
in(Z2) nuny —» N, x — tund f(x,y) > —AN() zu ersetzen. Die
Sekantensteigung, deren Beschrinktheit tiberpriift werden muss,

ist _
'g _|=AN + AN
Ayl | N=-N

Die Lipschitz-Bedingung ist also erfiillt, wenn A € R < oo ist.

=A. 2.4)

Auf der anderen Seite konnen wir auch die nichtlineare Differen-
tialgleichung erster Ordnung

y'(x) =y (2.5)

untersuchen. Thre Sekantensteigung ist durch

ik
Ay a

y: -

y—y

=y+y (2.6)

gegeben und daher fiir den Funktionen iiber den gesamten Raum
der reellen Zahlen nicht beschrinkt. Wenn y(x) stetig differzierbar
und damit glatt ist, dann kann man durch eine Einschrinkung des
Parameterbereiches in x und damit in y die Lipschitz-Bedingung
und damit eine eindeutige L.Oosung erzwingen.

e Fiir physikalische Vorginge, die fast immer durch Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in der Zeit beschrieben werden,
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bedeutet das, dass eine eindeutige Losung der Bewegungsglei-
chung in der Néhe einer Zeit f, immer angegeben werden kann,
wenn die Bewegung im Endlichen und mit endlicher Geschwin-
digkeit erfolgt und die auftretenden Krifte stetig sind und sich
nicht beliebig schnell @ndern. Die Losung wird durch zwei An-
fangsbedingungen an den Ort und die Geschwindigkeit eindeutig
bestimmt.

2.1.2 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Nachdem wir eine Vorstellung davon haben, welche Art von Differen-
tialgleichungen physikalisch relevant sind, widmen wir uns kurz den
Losungen solcher Gleichungen. Insbesondere kommen wir noch einmal
auf inhomogene Gleichungen zuruiick.

e Betrachten wir als Beispiel die lineare, inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung

y'(x)-yx)=1. 2.7

Die dazugehorige homogene Gleichung kann zunichst durch den
integrierenden Faktor 2y" und Beriicksichtigung der Kettenregel
einmal integriert werden,

y"'(x) = y(x)

2y =2y o =W & y==xy. 28)

Da wir nur an einer Losung der homogenen Gleichung interes-
siert sind, haben wir die Integrationskonstante im letzten Schritt
vernachlissigt. Es folgt also zunichst, dass y;(x) = e* eine
Losung der homogenen Gleichung ist. Wir sehen auch sofort, dass
y>(x) = e™* eine weitere Losung sein muss.

Wenn man eine Losung y;(x) einer linearen homogenen Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung kennt, kann man sich eine zweite
durch d’Alembert-Reduktion verschaffen. Man setzt den Ansatz
Y>(x) = yi(x)f(x) mit einer unbekannten Funktion f(x) in die
Gleichung ein und beriicksichtigt, dass y;(x) schon eine Losung
ist. Die bekannte zweiten Losung der homogenen Version von
konnen wir also aus y,(x) = e*f(x) herleiten,

O=yif+25f" + " = f

=W —yOf 2901+ f” =29+ f” . (2.9)
Es folgt
f—,:— &:—2 © (Inf'Y=-2 < Inf =-2x.
f Y1

(2.10)
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Man erhilt direkt durch Integration, dass wegen f’(x) = e >* und
daher f(x) = —e~>*/2 die Funktion y, = y,f = —e*/2 eine wei-
tere Losung sein muss. Im Fall einer linearen homogenen Difte-
rentialgleichung ist das gleichbedeutend mit y,(x) = e™".

e Anhand der Beispiele zum Fallgesetz haben wir gesehen, dass
Differentialgleichungen in der Newtonschen Mechanik oft, aber
nicht immer linear sind. Zur Erinnerung, linear heiflen Differenti-
algleichungen, deren Koeffizientenfunktionen der Form

PaY ) + .+ pr(0)Y () + po(y(x) = r(x)  (2.11)

nicht von y abhingen. Die linke Seite wird oft kurz als linearer
Differentialoperator L[y] bezeichnet, also L[y] = r(x).

Allgemein gilt, dass falls y;(x) und y,(x) zwei Losungen der li-
nearen Differentialgleichung (2.11)) sind, so ist auch eine beliebi-
ge Linearkombination der beiden eine Losung, also

Llay, + axys] = (a1 + ax)r(x) mit aj,a; €R. (2.12)

Eingesetzt in (2.11) sieht man sofort, dass dies richtig ist.

Fiir die allgemeine Losung einer homogenen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung braucht man ein so genanntes Fundamen-
talsystem aus n linear unabhidngigen Funktionen y;(x), 1 < i < n.
Linear unabhingig ist eine Menge von Funktionen y;(x) genau
dann, wenn jede beliebige Linearkombination aus ihnen nur dann
verschwinden kann, wenn alle ihre Koeffizienten verschwinden,

n

Dlay(n=0 = =0 firalle 1<isn. (213)

i=1

Es gibt ein einfaches Verfahren, um festzustellen, ob eine Menge
von n Losungen y;(x) einer linearen homogenen Differentialglei-
chung linear abhiéngig ist. Spezialisiert auf n = 2 besteht es darin
zu priifen, ob der Ausdruck

y1(0y5(x) = y2(X)y; (x) (2.14)

fiir alle betrachteten x € [ identisch verschwindet. In diesem Fall
sind die y;(x) und y,(x) linear abhingig.

Eingesetzt in unser Beispiel (2.14) folgt
ef(-e ) —ete'=-2%#0, (2.15)

was belegt, dass die beiden Funktionen y; = e und y, = e™*
linear unabhéngig sind. Die vollstindige Losung der homogenen
Gleichung lautet also

y(x) = aje” + ae™ . (2.16)
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e Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung erhilt man, indem man zur allgemeinen Losung der
dazugehorigen homogenen Gleichung eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung addiert. Lineare inhomogene Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung haben Losungen der allgemeinen
Form

Y(x) = aryi(x) + axy2(x) + yin(x) (2.17)

wobei y;(x) und y,(x) ein Fundamentalsystem bilden und y;,(x)
die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist. Die beiden
reellen Zahlen a;, a, werden dann durch die beiden Anfangsbe-
dingungen bestimmt, die zur Eindeutigkeit der Losung notwendig
sind.

Wihrend man sich eine Losung der inhomogenen Gleichung
durch Variation der Konstanten verschaffen konnte, ist es einfa-
cher zu bemerken, dass y;, = —1 eine solche Losung ist. Damit
erhélt man die vollstdndige Losung der inhomogenen Gleichung

yx) =aje"+ae™ - 1. (2.18)

Als Anfangsbedingungen wihlen wir y(x = 0) = O und y'(x =
0) = 0. Wegen
y(x) =ae” —ae™ (2.19)

erfordert y’'(0) = 0 die Bedingung a; = a,. Demnach ist y(x) =
a;e*+a;e™* -1, so dass die Bedingung y(0) = 0 bedeutet 2a; = 1
oder a; = 1/2. Also ist die vollstindige Losung der inhomogenen
Gleichung mit Anfangsbedingungen

ef+e™*
2

y(x) = -1. (2.20)

2.2 Taylor-Reihen

Die Bedeutung von Taylor-Reihen in der Theoretischen Physik ldsst
sich kaum iiberschitzen. Der Grund ist, dass sie uns erlauben wer-
den, jede funktionale Abhingigkeit in fiihrende und weniger relevan-
te Beitrdge zu unterteilen. Man kann sich also in der mathematischen
Beschreibung eines Problems zunéchst den numerisch wichtigsten Ef-
fekten widmen, und dann Abweichungen vom fiihrenden Verhalten
Stiick fiir Stiick abarbeiten. Dieser Zugang beschreibt die sogenannte
Storungstheorie.

2.2.1 Der Taylorsche Satz

e Wir beginnen zunichst mit einer allgemeinen mathemati-
schen Betrachtung, die auf alle Funktionen anwendbar ist, die
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»geniligend glatt”, also geniigend oft stetig differenzierbar sind.
Sei zunidchst ein Intervall der reellen Zahlen I € R vorgegeben,
und darauf eine Funktion f : I — R definiert, die mindestens
n + 1-mal stetig differenzierbar sei. Seien ferner a, x € I zweli be-
liebige reelle Zahlen aus dem Intervall. Dann besagt der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung

f(X)=f(a)+f f'(ndr (2.21)

wobei f’(x) die Ableitung der Funktion f(x) nach x bezeichnet.
Wir setzen diesen Satz hier als bekannt voraus.

e Wir behaupten, dass sich f(x) in der folgenden Weise darstellen

lasse:
£ = 2 (’“%f’)jf”ka) (2.22)
= f(@ + (= f @+ .+ E @) 4 Ry ()
wobei R, 1(x) das Restglied
Rup1(x) = % f x(x — 0" f" O (yde (2.23)

ist. Dies ist die Aussage des Taylorschen Satzes, und (2.22)) ist die
Taylorsche Formel.

e Der Taylorsche Satz lédsst sich am besten durch vollstidndige In-
duktion beweisen. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechung folgt bereits, dass die Aussage (2.22) fiir n = 0 wahr
ist, denn es gilt offenbar

f) = f(a) + Ri(x) (2.24)
= f@+ - f (= 00 f O = fla) + f Fodr

nach (2.21]). Damit ist die Induktion bei n = 0 verankert.

Im zweiten Schritt nehmen wir an, die Taylorsche Formel gelte
fiir beliebiges n — 1 und zeigen, dass sie dann auch fiir n gilt. Wir
setzen also voraus, dass

n—1 (i) '
fo=f@+> Qg e rw  @25)
i=1

1l
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gilt und stellen das Restglied R, (x) durch partielle Integration an-
ders dar. Wir erhalten

R,(x)

P f (x— 0" fPn)dt

AR Sl

fdt[ n! ]f (B)dr

(X Z)n f( f(n+1)(t)dt
(x

—,f(’”(a) + Ry () . (2.26)

Setzt man dieses Ergebnis in (2.25) ein, folgt damit

f(’)( )

Mﬂ")(a) + Rys1(x)

(x—a) +

f) = fla) + Z

(’)(a )
= @+ Y LDy 4 Ry @27)
perlR
und die Giiltigkeit des Taylorschen Satzes auch fiir n + 1. Damit
ist die Induktion vollstindig und der Taylorsche Satz bewiesen.

e Offenbar ist die Taylor-Entwicklung einer Funktion bis zur ersten
Ordnung genau dann exakt, wenn f(x) eine lineare Funktion ist,
d.h. wenn sie eine Gerade darstellt. Dann ist f(x) = a + Sx mit
zwei beliebigen Konstanten «, 8 € R, und

fX)=f@+Bx—a)=a+Pa+Px—Pa=a+Lx. (2.28)

Deshalb nennt man eine Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ord-
nung auch Linearisierung der Funktion in der Umgebung von a.
Wie weit diese Umgebung sein kann, hingt natiirlich davon ab,
bis wohin der Verlauf von f(x) in der Nédhe von a durch eine Ge-
rade angendhert werden kann.

2.2.2 Einfache Beispiele

e Meistens wird der Taylorsche Satz dazu verwendet, das Verhalten
von Funktionen in der Nédhe bestimmter Punkte zu nihern. Man
wihlt dann einen Punkt a und betrachtet Punkte x in einer klei-
nen Umgebung von g, fiir die gewohnlich [x — a| < 1 gilt. Auch
komplizierte Funktionen lassen sich dann auf einfache Weise dar-
stellen. Betrachten wir einige Beispiele.

e Sei
(2.29)
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die Funktion, die in der Nidhe von x = 0 betrachtet werden soll.
Fiir x < 1 konnen wir den Taylorschen Satz bis zur ersten Ord-
nung verwenden und erhalten

JO) = fOF G ¥ =17 bx. (2.30)
Insbesondere ist also zum Beispiel
1
SE 2.31)
I £x 2

e Ein weiteres hiufig verwendetes Beispiel ist
f(x) =In(1 £ x) (2.32)

fiir x < 1. Dann ist ¢ = 0 und damit
x—-0

In(1+x)~1In(1 £0)=+
n(1l = x) = In( +O)+1i0

=+x. (2.33)

e Manchmal reicht eine Linearisierung nicht, um zu physikalisch
brauchbaren Aussagen zu kommen. Wihrend die Linearisierung
der Sinusfunktion in der Nihe von x = 0

sinx ~ sin0 + xcos0 = x (2.34)
ergibt, erhélt man durch Linearisierung des Cosinus
cosx =cos0—xsin0=1, (2.35)

also eine Konstante, die den Verlauf der Cosinusfunktion in der
Nihe von x = 0 nicht erkennen lésst. In diesem Fall muss man
bis zur zweiten Ordnung Taylor-entwickeln:

cos 0 x?
~ cos0 — xsin0 — 21—
cos x ~ cos0 — xsin S X 5
in 0
sinx ~ sin0 + xcos 0 — %xz =x (2.36)

Wenn man beide Funktionen konsistent bis zur zweiten Ordnung
entwickelt, dann kann man iiberpriifen dass

2 2
sin® x + cos® x = (1 - % + O(x3)) + (x + O(xz))2
x2 2
= (1 - 3) + 12+ 0(x%)
=1-X+2+0x)=1+0x%, (.37

wobei der Term O(x’) mathematisch bedeutet, dass in unse-
rer Taylor-Entwicklung Terme dritter und hoherer Potenz ver-
nachlidssigt werden.
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2.3 Vektoren I

Vektoren und ihre Eigenschaften sind in dieser Vorlesung schon zwei-
mal vorgekommen, ohne dass wir sie mathematisch betrachtet haben.
Daher ist es an der Zeit, mathematisch ein paar Grundlagen zu Vekto-
ren und ihrer Verkniipfung zu sagen.

2.3.1 Vektorriume

e Zum Beispiel beim freien Fall haben wir uns auf die Analyse von
Bewegungen in einer Dimension beschriankt. Wir kommen nun
zur Darstellung von Bewegungen in drei Dimensionen. Da Posi-
tionen im dreidimensionalen Raum durch Vektoren ¥ angegeben
werden, besteht die Losung mechanischer Probleme meistens dar-
in, eine Bahnkurve anzugeben, d.h. eine vektorwertige Funktion
X(t) der Zeit ¢, die zeigt, an welchem Ort sich der Massenpunkt
zur Zeit t befindet.

e Natiirlich ist Ihnen zumindest intuitiv bekannt, was ein Vektor im
dreidimensionalen Raum ist. Er hat einen Betrag und eine Rich-
tung und wird z.B. durch drei Komponenten angegeben, bei de-
nen es sich um reelle Zahlen handelt. In der Mathematik und in
vielen Bereichen der theoretischen Physik ist ein Vektor aber ein
sehr viel allgemeiner definiertes Objekt. Da Vektoren in verschie-
densten Bedeutungen und Darstellungen in der Physik vorkom-
men, lohnt es sich hier, diese allgemeine Definition zu Grunde zu
legen.

e In der Mathematik sind Vektoren Objekte, die man addieren,
strecken oder stauchen kann, ohne dass sie ihre Vektoreigenschaft
verlieren. Prizise definiert wird dies durch die Eigenschaften ei-
nes Vektorraums. Ein Vektorraum V ist eine Menge von Objekten,
fiir die eine Addition definiert ist, die zwei Vektoren v, v, zu ei-
nem neuen Vektor verkniipft,

+: VXV >V, (v,0n)Hu0+0,, (2.38)

und fiir die eine Multiplikation mit den Elementen eines Korpers
K definiert ist, die wiederum einen Vektor ergibt,

KXV >V, Qv Ad-v=A. (2.39)

Wenn man diese beiden Verkniipfungen kombiniert, dann erfiillen
die Addition und die Multiplikation in einem Vektorraum die li-
nearen Rechenregeln

A (v +vp) = Avy + Av,
(/11 +)v=A4v+ . (240)
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e In diesen beiden Eigenschaften liegt die groBe Bedeutung von
Vektorraumen in der Physik begriindet. Offenbar kann alles durch
Vektoren dargestellt werden, was iiberlagert werden kann, um da-
bei einen neuen Vektor zu ergeben. Aus wissen wir, dass
Losungen linearer Differentialgleichungen durch Uberlagerung
konstruiert werden kénnen. Ebenso werden Zustinde quantenme-
chanischer Systeme durch Vektoren beschrieben, weil man expe-
rimentell fand, dass zwei Zustinde ¢, und i, zu einem neuen
Zustand y liberlagert werden konnen,

Y=+ Ly, . (2.41)

Der Quantenmechanik liegt demnach auch die mathematische
Struktur eines Vektorraums zu Grunde. Alles, was nun iiber Vek-
torrdume gesagt wird, gilt also gleichermalien fiir so verschiedene
Dinge wie Orte im Raum oder quantenmechanische Zustidnde.

e Oben wurde der Begriff eines Korpers eingefiihrt, ohne ihn genau
zu definieren. Dazu miissen wir zundchst daran erinnern, was ei-
ne Gruppe ist. Gruppen G sind Mengen mathematischer Objekte,
zwischen denen eine Verkniipfung o definiert ist, die assoziativ
ist,

ajo(ayoaz) =(ajoay)oas, (2.42)

fiir die es ein neutrales Element e gibt,
aoce=a, (2.43)

und die zu jedem Gruppenelement a ein inverses Element a™'
enthilt,
acal=e. (2.44)

Kommutativ oder abelsch heiflt eine Gruppe dann, wenn
ajoa, =a,oa (2.45)

ist. Ein einfaches Beispiel sind die ganzen Zahlen beziiglich der
Addition als Verkniipfung. Die Summe zweier ganzer Zahlen ist
wieder eine, das neutrale Element ist die Null und das inverse
Element zu einer ganzen Zahl z ist —z.

Ein Korper K ist nun eine Menge, die beziiglich einer Addition +
eine abelsche Gruppe ist und die auBBerdem beziiglich einer Mul-
tiplikation - eine abelsche Gruppe ist, wenn man das neutrale Ele-
ment der Addition (in der Regel die Null) ausschlie3t. Aulerdem
gilt das Distributivgesetz in der Form

a-b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c. (2.46)

Im Unterschied zu den Vektoren heilen die Elemente des
Korpers, auf dem ein Vektorraum definiert wird, Skalare. In
der Regel unterliegt physikalischen Vektorrdumen entweder der
Korper der reellen Zahlen oder der der komplexen Zahlen.
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2.3.2 Lineare Abhingigkeit, Basis und Dimension

Nachdem wir gesehen haben, dass wir formal Losungen linearer Diffe-
rentialgleichungen als Vektoren betrachen konnen, stellt sich die schon
bekannte Frage, wie wir wissen dass wir alle Losungen oder alle Ele-
mente eines Vektorraumes identifiziert haben. In haben wir ad
hoc einen solchen Test angegeben, fiir den wir jetzt die notwendigen
mathematischen Definitionen nachreichen.

e Mengen von Vektoren v; mit 1 < i < n aus einem Vektorraum V
konnen zu Linearkombinationen v verkniipft werden,

v=Av+ b+ .+ A0, . (247)

Die Menge aller Vektoren v, die auf diese Weise durch die Menge
der v; dargestellt werden konnen, bildet einen Untervektorraum
U von V, U C V. Er wird auch als der von den v; aufgespannte
Untervektorraum bezeichnet,

U = span(v;) . (2.48)

e Eine Menge von Vektoren v; heilt linear unabhdngig, wenn die
Gleichung
v+ b +...+4,0,=0 (249)

nur dann erfiillt werden kann, wenn alle Skalare verschwinden,
A; = 0. Insbesondere bedeutet das, dass eine Menge von Vektoren
v; genau dann linear unabhéngig ist, wenn sich jeder Vektor v €
span(v;) eindeutig aus den Elementen v; linear kombinieren lésst.

e Eine Menge von Vektoren v; heilit Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V, wenn V = span(y;) ist. Ein Erzeugendensystem ist
eine Basis, wenn seine Elemente linear unabhéngig und daher ih-
re Anzahl minimal sind. Die Anzahl der Elemente einer Basis ist
dann die Dimension N des Vektorraums. Da sich jeder Vektor v
aus V als Linearkombination der Basisvektoren e; schreiben l4sst,

N
b= Z die; | (2.50)
i=1

kann jeder Vektor durch das N-Tupel der Zahlen 4; eindeutig an-
gegeben werden, sobald die Basis bekannt ist.

2.3.3 Beispiele

e Der dreidimensionale Raum R? oder die Menge R* der 3-Tupel
(x1, X2, x3) bekommt die Struktur eines Vektorraums iiber dem
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Korper der reellen Zahlen, indem man eine Addition von Vek-
toren und deren Multiplikation mit Skalaren komponentenweise
definiert,

v+w = (v, 02, V3)+(Wy, Wy, , w3) = (v +wy, va+wy, v3+ws3) (2.51)

bzw.
A1, 02, 03) = (Avy, Ava, Av3) . (2.52)

Eine geeignete Basis wird durch die Einheitsvektoren e; =
(1,0,0), e, = (0,1,0) und e3 = (0,0,1) dargestellt. Irgend
zwei der Basisvektoren spannen einen Unterraum von R? auf, so
z.B. ldsst sich die x;-x,-Ebene durch die e¢; und e, aufspannen.

¢ Ein vielleicht weniger nahe liegendes Beispiel sind die Polynome
vom Grad < N auf dem Intervall [-1, 1],

N
p(x) =) ax’, ajeR. (2.53)

Jj=0

Sie bilden einen Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zah-
len, da durch die gewohnliche Addition zweier solcher Polynome
wieder eines entsteht, und weil auch die Multiplikation mit reel-
len Zahlen offensichtlich definiert ist.

Offenbar bilden verschiedene Potenzen x/ mit 0 < j < N Syste-
me linear unabhingiger Vektoren aus diesem Vektorraum, da die
Gleichung

+hx+...+4,xX"=0 (2.54)

nur dann fiir alle x € [-1, 1] erfiillt werden kann, wenn alle A;
verschwinden. Zudem spannen die x/ mit 0 < j < N den ge-
samten Vektorraum der Polynome vom Grad < N auf, weil jedes
Polynom vom Grad < N durch Linearkombination der x’/ darge-
stellt werden kann. Also bilden die x/ eine Basis dieses abstrakten
Vektorraums.



Kapitel 3

Impuls, Drehimpuls und
Energie

3.1 Vektoren II

In der linearen Algebra sieht man, dass die Addition und die Streckung
von Vektoren nicht die einzigen hilfreichen Konzepte sind. Schon fiir
Vektoren im dreidimensionalen Raum wissen wir, dass zum Beispiel der
Offnungswinkel durch eine weitere Verkiipfung algebraisch berechnet
werden kann.

3.1.1 Das Skalarprodukt

e Ein Skalarprodukt oder inneres Produkt ist eine Abbildung, die
zwei Vektoren aus einem Vektorraum eine Zahl aus dem zugrunde
liegenden Korper K zuordnet,

G, VXV oK, (w) e (vw), 3.1
und zwar so, dass sie in beiden ihrer Argumente linear ist,

(A1v) + L, wy = A {v, w) + v, w) ,
U, iwy + pows)y = v, wy) + (v, wy) . (3.2)

Eine solche Abbildung heilt bilinear. Skalarprodukte sind positiv
semidefinit, d.h. das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst
ist nicht negativ, (v, v) > O fiir alle v € V. Mithilfe des Skalarpro-
dukts kann einem Vektor v € V sein Betrag |v| zugeordnet werden,

o] = (v, v) . (3.3)

Ist |v| = 1, heildt v Einheitsvektor.

27



KAPITEL 3. IMPULS, DREHIMPULS UND ENERGIE 28

e Zwei Vektoren v,w € V heiBlen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt verschwindet, (v, w) = 0. Besonders bequem sind Basen,
deren Elemente e; paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind,

(eire)) = {1 =7 (3.4)
0 G+
Hat man eine solche Orthonormalbasis, nimmt das Skalarprodukt
eine sehr einfache Form an,
N N N N N
(a,b) = <Z a;e;, Zﬁj€j> = Z Z apiei,e;) = Zaiﬁi .
i=1 i=1 j i=1

Jj=1 i Jj=1
(3.5)

e Im dreidimensionalen Vektorraum R? gibt das Skalarprodukt zwi-
schen zwei Vektoren a, b gerade den Cosinus des Winkels ¢ an,
den die beiden Vektoren einschlief3en,

(a,b) =lal|b| cos ¢ . (3.6)

Aus der Erweiterung dieser Beziehung auf beliebige Vektorrdaume
leitet sich die Definition orthogonaler Vektoren ab, die oben ein-
gefiihrt wurde.

¢ In unserem zweiten Beispiel des Vektorraums der Polynome vom
Grad N auf dem Intervall [-1, 1] kann ein Skalarprodukt zwi-
schen zwei Polynomen p(x) und g(x) durch die Definition
1

(p(x), q(x)) = f p()g(x)dx (3.7

-1
eingefiihrt werden. Demnach wiren z.B. die beiden Polynome
p(x) = x und g(x) = x* zueinander orthogonal, denn

=0. (3.8)

1 4|1
(x,x2>:f Pdx= =
» 4|,

Entsprechend ldsst sich auf diesem Vektorraum eine orthonorma-
le Basis einfiihren. Die Darstellung von Polynomen oder allge-
mein von geniigend gutwilligen Funktionen durch Orthonormal-
basen hat eine immense Bedeutung in der Physik. Ein Beispiel
dafiir ist die Fouriertransformation.

3.1.2 Einsteinsche Summenkonvention, Kronecker-
und Levi-Civita-Symbole

e Oft ist es lastig und unnotig, Summen wie etwa in (3.5)) auszu-
schreiben. Zur Abkiirzung verabreden wir die Einsteinsche Sum-
menkonvention, nach der liber doppelt auftretende Indizes sum-

miert wird,
N

D @B = . (3.9)

i=1
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In einer Gleichung kann also derselbe Index einmal auf jeder Sei-
te der Gleichung erscheinen, dann ist es eine Gleichung fiir die
einzelnen Komponenten eines Vektors, oder zweimal auf dersel-
ben Seite, dann nutzen wir die Einsteinsche Summenkonvention.
Ein Index ohne Summenzeichen kann in einer Gleichung niemals
mehr als zweimal erscheinen!

e Ebenso niitzlich ist das Kronecker-Symbol 6;;, das durch

_fra=p
5;j = {0 s (3.10)

definiert wird. Die Vereinfachung, die aufgrund der Summenkon-
vention und mithilfe des Kronecker-Symbols erreicht wird, ist
offensichtlich, wenn wir (3.4) und (3.5) entsprechend schreiben.
(3.4) wird zu

(eiej) =0ij, (3.11)

und aus (3.5)) wird

<a'ieivﬁjej> = aiﬁjfsij =aBi . (3.12)

e Weiterhin fithren wir fiir dreidimensionale Vektorraume das voll-
kommen antisymmetrische Levi-Civita-Symbol ¢;j ein, das wie
folgt definiert ist:

€3 =63 =6 =1
€32 =€ =613 =-1
€jx =0 sonst, (3.13)

d.h. g = 1 fiir alle geraden Permutationen von {1,2,3}, € =
—1 fiir alle ungeraden Permutationen davon, und € = 0, wenn
mindestens zwei der Indizes i, j, k gleich sind.

Zwischen dem Levi-Civita- und dem Kronecker-Symbol besteht
der sehr niitzliche Zusammenhang

€ijk€kim = 0it0 jm — OimO ji (3.14)

mit dem sich viele Rechnungen erheblich abkiirzen lassen.

3.1.3 Das Vektorprodukt

e Das Vektorprodukt oder du3ere Produkt ordnet zwei Vektoren v, w
aus V einen Vektor aus V zu,

X:VXV->V, woXw, (3.15)
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und zwar wieder auf bilineare Weise,
(/1101 +/1202)Xw:/111)1 X W+ AUy X W (316)
und ebenso fiir das zweite Argument.

Wegen der Bilinearitét reicht es zur Festlegung des Vektorpro-
dukts wieder, die Vektorprodukte der Basisvektoren festzulegen.
Mithilfe des Levi-Civita-Symbols definieren wir in drei Dimen-
sionen

e Xej= €je . (3.17)

Demzufolge ist das Vektorprodukt antisymmetrisch, z.B. e; X e, =
e; und e; X ey = —es3, und das Vektorprodukt zweier gleicher
Basisvektoren verschwindet, ¢; X ¢; = 0.

Mit dieser Festlegung lautet das Vektorprodukt zweier dreidimen-
sionaler Vektoren a, b

axb= (aie,-) X (ﬁjej) = a/,-ﬁj(ei X €j) = eijka,-ﬁjek . (318)

e Aufgrund seiner Definition ist das Vektorprodukt zweier Vektoren
a, b orthogonal zu beiden Vektoren,

(a,axb) = (a;e;, ijzajﬁk€z> = a/iaj,Bk €jk15il = €ijk a/iafjﬂk . (3.19)

Da das Produkt «;a ;B symmetrisch gegen Vertauschung von i
und j ist, g aber antisymmetrisch, verschwindet das Ergebnis,
ebenso wie fiir das Skalarprodukt (b, a X b).

e Ebenso verschwindet das Vektorprodukt zwischen parallelen oder
antiparallelen Vektoren a, b, denn dann ist b = da mit 4 € K, und

axb=Ao;ajepe; =0 . (3.20)

Entsprechend kann man dem Vektorprodukt zweier Vektoren den
Sinus ihres Zwischenwinkels ¢ zuordnen,

la x bl = la||b] sin¢ . (3.21)

3.1.4 Koordinaten und Koordinatentransformationen

e Die abstrakte Definition von Vektoren und Vektorrdumen im drit-
ten Kapitel hat unter Anderem den Vorteil, dass vollig klar wird,
dass Vektoren unabhéngig von bestimmten Koordinatensystemen
existieren. Zwar werden Vektoren im dreidimensionalen Vektor-
raum R? in der Regel durch reelle Zahlentripel (x;, x,, x3) ange-
geben, aber diese Zahlentripel diirfen keinesfalls mit den Vekto-
ren selbst verwechselt werden. Zum Beispiel bei den Fallgesetzen
haben wir gelernt, dass die Physik nicht von der Wahl des Koor-
dinatensystems abhingen darf, auch wenn wir fiir eine konkrete
Rechnung zum Beispiel die z-Achse und den Nullpunkt auf dieser
Achse sowie in der Zeit festlegen miissen.
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e Die Wahl eines Koordinatensystems besteht darin, dass man eine
geeignete Basis ¢; fiir einen Vektorraum V festlegt. Dadurch wer-
den Vektoren v € V eindeutig durch N-Tupel v; von Zahlen aus
dem Korper K darstellbar, v = v;e;. Die Eindeutigkeit folgt dar-
aus, dass die Basis ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem
des gesamten Vektorraums V ist. Hat man eine Orthonormalbasis
gewihlt, sind die Koordinaten v; durch die Skalarprodukte (v, e;)
gegeben,

(v, e;) = (vjej,e;) = viej, e;) = ;0 = ;. (3.22)

e Ebensogut konnen wir durch eine andere Basis ¢! ein anderes Ko-
ordinatensystem einfiihren, in dem derselbe Vektor v nun durch
andere Koordinaten v, dargestellt wird,

_ — /7’

(3.23)

Die offensichtliche Frage ist, wie sich die neuen Koordinaten v;
durch die alten v; ausdriicken lassen. Dazu geniigt es zu wissen,
wie die neuen Basisvektoren e; durch die alten ausgedriickt wer-
den konnen, d.h. die Beziehungen

62 = a;jé; (324)

miissen durch die Angabe der N X N Zahlen a;; vollstindig fest-
gelegt sein. Um die Zahlen a;; zu berechnen kénnen wir (3.24)
zum Beispiel skalar mit e, multiplizieren,

(€}, exy = ajj{ej, ex) = a;j0jx = aj . (3.25)

Die Zahlen a;; sind also die Skalarprodukte der neuen mit den
alten Basisvektoren.

Entsprechend konnen wir auch die neuen Koordinaten v’ erhalten,
indem wir (3.23) skalar mit ¢; multiplizieren,

(v, e,’() = U;< = (ei’e;() = agV; . (3.26)

Umgekehrt konnen wir die Koordinaten v; im alten Bezugssystem
durch die neuen v;. ausdriicken, indem wir @ skalar mit ey
multiplizieren,

(v, ex) = v = V(e ex) = Viaj . (3.27)

Beachten Sie den Unterschied zwischen (3.26) und (3.27): In
(3.26) wird iiber den zweiten Index von a;; summiert, in (3.27)
iiber den ersten.
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3.1.5 Inertialsysteme

e Wenn Koordinatensysteme aus mathematischer Sicht beliebig
gewdhlt werden konnen, stellt sich die Frage, ob bestimmte Ko-
ordinatensysteme gegeniiber anderen physikalisch ausgezeichnet
sind. Offenbar macht es in der Betrachtung der wirkenden Krifte
einen Unterschied, ob die Bahnkurve eines Korpers in einem Be-
zugssystem betrachtet wird, das sich mit ihm bewegt, oder in ei-
nem Bezugssystem, das sich relativ dazu dreht. Dies fiihrt uns auf
den Begriff der Inertialsysteme. Ein Inertialsystem ist ein solches
Bezugssystem, in dem das erste Newtonsche Axiom gilt, in dem
sich also ein kriftefreier Korper geradlinig-gleichformig bewegt.

e FEine sich drehende Scheibe ist ein Beispiel fiir ein Bezugssystem,
in dem das erste Newtonsche Axiom nicht gilt, denn auf ihr kann
ein Korper nur dann in Ruhe bleiben, wenn er durch eine Kraft
festgehalten wird.

e Der Begriff des Inertialsystems verdeutlicht, dass die Definitio-
nen der Kraft und des Inertialsystems in einer Weise zyklisch
sind, die schon Newton als problematisch empfunden hat: Erst
wenn man ein Inertialsystem eingefiihrt hat, kann man Krifte
sinnvoll definieren. Vorher ist nicht klar, ob eine nicht geradlinig-
gleichférmige Bewegung auf eine Kraft zuriickgeht oder darauf
zuriickzufiihren ist, dass das Bezugssystem kein Inertialsystem
ist. Andererseits kann man Inertialsysteme nicht definieren, oh-
ne auf Krifte Bezug zu nehmen, weil sie eben als Bezugssy-
steme definiert sind, in denen sich kréftefreie Korper geradlinig-
gleichformig bewegen.

Erst die Einfilhrung von Niherungen hilft aus dieser zirkulidren
Situation heraus. Beispielsweise ist die Erde keineswegs ein In-
ertialsystem, weil sie etwa in Bezug auf ferne Fixsterne rotiert.
Effekte, die aufgrund der Erdbewegung auftreten, spielen aber
in unseren Labors meist keine Rolle, weil die dort untersuchten
Krifte groBer sind. In seiner Allgemeinen Relativitétstheorie ist
es Einstein gelungen, Inertialsysteme durch eine sehr viel befrie-
digendere Klasse von Bezugssystemen zu ersetzen.

3.2 Impuls, Drehimpuls und Energie

In der Einfiihrung zur Newtonschen Mechanik haben wir die Bewegung
eines Korpers durch die anliegenden Krifte beschrieben. Das hat es uns
erlaubt, die Bewegung dieses Korpers als Funktion der Zeit zu beschrei-
ben. Bei der Beschreibung des freien Falls aus groer Hohe haben wir
aber eine alternative Art der Beschreibung einer Bewegung gesehen,
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nidmlich unabhingig von der Zeit erhaltene Groflen. Solche Grofen se-
hen wir uns nun etwas systematischer an.

3.2.1 Impuls

e Den Impuls 7 haben wir schon als Produkt von Masse m und Ge-
schwindigkeit ¥ definiert, als wir das 1. Newtonsche Axiom (]1.2)
eingefiihrt haben. Es besagt, dass sich der Impuls eines Korpers
dann nicht dndert, wenn keine Krifte auf ihn wirken,

p = const. in Abwesenheit von Kriften (3.28)

Nach den Bemerkungen iiber allgemeine Bezugs- und Inertial-
systeme in Abschnitt 5.1 miissen wir hier prézisieren, dass die
Aussage des Triagheitsgesetzes in Inertialsystemen gilt.

Das zweite Newtonsche Gesetz (I.3) lautet in Form des Impulses
p=F. (3.29)

Fiir zeitliche Verianderungen von Impulsen sind Krifte verant-
wortlich. Umgekehrt muss der Impuls also erhalten sein, wenn
keine Krifte wirken.

Die letzte Aussage gilt wiederum in Inertialsystemen. Aus der
Sicht von jemanden, der im Karussell fahrt, bewegt sich die ge-
samte Umgebung, ohne dass Krifte auf sie wirken!

3.2.2 Drehmoment und Drehimpuls

e Das Moment einer Kraft F beziiglich des Koordinatenursprungs
wird durch
M:=FxF (3.30)

definiert. Wenn ¢ der Winkel zwischen 7 und F ist, hat es den
Betrag |M | = rFsin¢. Das Moment einer Kraft verschwindet,
wenn sie in dieselbe Richtung zeigt wie der Ortsvektor 7 ihres
Angriffspunkts.

Das Moment um eine Achse, deren Richtung durch den Einheits-
vektor € beschrieben wird, ist entsprechend durch

M.,=2-M=2 (?xF) (3.31)
definiert. Es ist offenbar ein Skalar.
e Ahnlich wird der Drehimpuls um den Koordinatenursprung durch

L=Pxp=rxmi (3.32)
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definiert. Seine Zeitableitung ist durch

dl(t) - : : —
%:7xﬁ+?xﬁ:?xﬁ:?xF:M (3.33)

gegeben, denn da P=17| p ist, verschwindet der Term 7 p.
Demnach gilt der Drehimpulssatz

L=M. (3.34)

In Abwesenheij[ von Drehmomenten, M = 0, bleibt der Drehim-
puls erhalten, L = 0. Der Vergleich mit (3.29) zeigt, dass Dreh-
moment und Drehimpuls sich genauso verhalten wie Kraft und
Impuls bei einer linearen Bewegung.

3.2.3 Energiesatz in einer Dimension

o Bei der Diskussion der Energie beschrinken wir uns zunichst auf
eine Dimension. Wie vorher (Abschnitt 1.4.4) bei der Diskussion
des freien Falls aus groer Hohe verwenden wir X als integrieren-
den Faktor der Bewegungsgleichung,

m d(i?) d

X =F XX = XF — = - 3.35

mx x) = mix=xF(x) = & o Vx), ( )
wobei .

V(x) := —f F(x")dx' (3.36)
Xo

definiert wurde. Der Anfangspunkt x, kann frei gewihlt werden.

Damit ist
dV(x) d dv . .
F(x) = — C V()= ——x=—F .
(x) o g W= (x  (3.37)

und die Zeitableitung

% [%xz + V(x)] ~0 (3.38)

verschwindet.

e Demnach ist die Energie

m .
E:= Exz + V(x) (3.39) Vo
konstant. Die GroBe V(x) wird als potentielle Energie oder als . .
Potential bezeichnet. E

In einer Dimension kann zu einer Kraft F(x), die nicht von X

abhéngt, immer ein Potential angegeben werden. Wegen der frei- | | x

en Wahl von x; ist V(x) nur bis auf eine Konstante bestimmt. % '
Einschriankung der Bewegung und
Umkehrpunkte
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e Aus dem Energiesatz in einer Dimension (3.39) lisst sich die Tra-
jektorie des Korpers implizit durch Trennung der Variablen aus-
driicken

R if—:t—to. (3.40)
X0

Offenbar ist Bewegung nur dort moglich, wo E — V > 0 ist. Die
kinetische Energie T = (m/2)? ist positiv-semidefinit, T > 0.

Dadurch werden Umkehrpunkte x,, definiert, die die Bewegung
begrenzen. Bei x = x; und x = x, wird die kinetische Energie
minimal (7 = 0) und daher V = E. Das ist die Bedeutung des =+-
Zeichens oben: an den Umkehrpunkten dndert sich die Richtung
der Bewegung. Dadurch tritt eine (moglicherweise nicht harmo-
nische) Schwingung zwischen x; und x, auf. Sie hat die Schwin-
gungsperiode

X2 d X2 d
At=2(t1—t0):2f —x:\/sz _
X1 ’%(E_V) X1 VE—V

(3.41)

o Als Beispiel kann uns der harmonischer Oszillator dienen, fiir den
die Kraft linear von der Auslenkung abhéngt,

Fx)=-kx = Vkx)=- fx F(X)dx' = gxz ,  (3.42)
0

wenn man x, so wihlt, dass bei x = 0 auch V = 0 gilt. Also ist
die Energie

E = Ewox (3.44)
ist, also bei
2E
X =* 4 [— . (3.45)
mwy

e Die allgemeinen Losung des harmonischen Oszillators ist eben-
falls durch die Bedingung gegeben, dass seine Energie konstant
ist. Mit Hilfe der Umkehrpunkte x; , = +A( schreiben wir dies als

E= %A%w% = Konst. (3.46)
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Aus der allgemeinen Formel kann man die Schwingungsperiode
berechnen und erhélt

_27T

At (3.47)

wo '

e Die Bewegungsgleichung fiir den durch einen quadratischen Rei-

bunsterm geddmpften harmonischen Oszillator lassen sich in der
Form

= —bi, (3.48)

also mit V(x) = (k/2)x* schreiben; die Energie nimmt also ab,
denn —b3* < 0. Es handelt sich um ein dissipatives System.



Kapitel 4

Bewegung in drei Dimensionen

4.1 Kinematik in drei Dimensionen

Bislang haben wir fiir die Bewegung eines Probekorpers mit und ohne
Krifte zwar immer einen dreidimensionalen Raum angenommen, die-
sen Raum aber in der eigentlichen Berechnung durch eine geeignete
Wahl der Koordinaten immer auf eine Dimension reduziert. Mit Hilfe
der Rechenregeln in einem Vektorraum konnen wir diese Rechnungen
aber auch allgemein in drei Dimensionen durchfiihren.

4.1.1 Bahnkurven

e Nach der allgemeinen Einfiihrung in die Grundlagen der Vek-
torraume verabreden wir, Vektoren im dreidimensionalen Vektor-
raum R? mit Pfeilen zu kennzeichnen. In der Regel stellen wir
Vektoren als Spaltenvektoren dar,

X1
X= [ X } , “4.1)
X3

und kennzeichnen die entsprechenden Zeilenvektoren als transpo-
niert, ¥ = (x1, X, x3). Weiterhin notieren wir das Skalarprodukt
durch einen Punkt, (v, W) =: - w.

e Der Ortsvektor X eines Massenpunkts dndert sich im Allgemei-
nen mit der Zeit r, ¥ = X(t). Die zwischen zwei Zeiten #; und
t, > t; durchlaufenen Punkte X(¢) bilden die Bahnkurve des Mas-
senpunkts. In drei Dimensionen wird sie dargestellt durch die drei
zeitabhingigen Komponenten

x1(0)
X0 =] x0 |. 4.2)
x3(1)

37
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Beispiele sind eine Kreisbahn in der x;-x,-Ebene mit Radius R,

cos ¢(t)
Xx(@) =R| sing@) |, 4.3)
0
oder eine Schraubenbahn lings der x3;-Achse mit Radius R,
R cos ¢(¢)
Xs(t) =| Rsing(r) | . (4.4)
x3(1)

e Die Geschwindigkeit ist wie gewohnt die Ableitung des Ortes
nach der Zeit, wobei die Zeitableitung eines Vektors Komponente
fiir Komponente definiert ist

dx(t)

o) = X(t) = 4.5)

Die Geschwindigkeiten in den obigen Beispielen sind

—¢ sin (1) —R¢ sin ¢(1)
Uk (t) = R[ ¢ cos ¢(1) ] und  Ts(f) = [ R cos ¢(1) ] .
0 X3(1)
(4.6)

e Die Beschleunigung ist ebenfalls wie gewohnt die Ableitung der
Geschwindigkeit nach der Zeit oder die zweite Ableitung der
Ortskoordinate nach der Zeit,

dv(t) dX(t)

a = i) = -

=X = 4.7)

Die Beschleunigungen in den obigen Beispielen sind also

¢ cos ¢(1) — ¢* sin (1)
0

—R¢ sin (1) — Rp?* cos ¢(1) J

— sin ¢(1) — ¢* cos (1)
dx (1) [ ) und

R cos (1) — Rp? sin ¢(1)
X3(7)

as(1) (4.8)

4.1.2 Bogenlinge, Tangential- und Normalvektoren

e Ein beliebig kleines, aber endlich groBes (infinitesimales) Ele-
ment der Bogenldnge lings der Bahnkurve ist durch

ds = |dx(t)| =

dt = |o()| dt 4.9)

Radius r

Bewegung auf einer Kreisbahn
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gegeben. Die integrierte Bogenlidnge endlicher Léinge ist daher

5= f t o) dr” . (4.10)
0

Sie entspricht der zwischen den Zeiten 0 und ¢ zuriickgelegten
Strecke.

Fiir viele Zwecke ist eine Umparametrisierung giinstig, die statt
der Zeit t die Bogenlidnge s verwendet. Das ist moglich, weil s mit
der Zeit monoton wichst; X(f) — x(s). Die Jacobi-Determinanten
dieser Substitution ldsst sich aus dem Geschwindigkeitsfeld be-
rechnen.

e Der Tangentialvektor an die Bahnkurve ist die Ableitung der
Bahnkurve nach der Bogenléinge,

dx
ds
In der zweiten Form sieht man umgekehrt, dass man einen infini-
tesimalen Vektor einer Bahnkurve in eine Richtung und in infini-

tesimales Stiick Bogenlidnge aufspalten kann. Aufgrund der De-
finition der Bogenlidnge s ist 7 ein Einheitsvektor, ?| = 1. Der

= dX=7ds . (4.11)

-
T =

Vektor |
d? |d?|
g =— |— 4.12
H7 ds |ds ( )
heit Hauptmormalenvektor. Er steht senkrecht auf 7, b x,
d(?z) dz Tangentialvektor
2 -
=1 =27-— =0, 4.13
ds ds ( )
also 7ty L 7. Es gibt einen weiteren, von 7y linear unabhingigen Hauptyormalenveltor
Normalenvektor zu 7, den Binormalenvektor "X,
l’_l)B =TX ny . (414)

Damit bilden 7, ny und ng eine orthogonale Basis unseres dreidi-
mensionalen Raumes.

Tangential- und Hauptnormalen-

o Als einfaches Beispiel dient die Kreisbewegung mit konstanter 4 (o 40 oo gung

Geschwindigkeit. Wegen [i(1)] = R ist die Winkelgeschwindig-
keit ¢ = w konstant. Daraus ergibt sich die Bogenlinge

f
s = f Rwdt = Rwt . (4.15)
0
Die Umparametrisierung ¢+ — s/(Rw) ergibt die Bahnkurve aus-
gedriickt durch s,
cos(wt) cos(s/R)
X(t) = R| sin(wt) |=R| sin(s/R) | = x(s) . (4.16)

0 0
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Der Tangentialvektor ist

S —sin(s/R) —sinwt
2_ dX(S) — [ COS(S/R) ] = [ Ccos wt ] . (417)
ds 0 0

Den Hauptnormalenvektor berechnen wir aus (4.12) als

1 —cos(s/R) = cos(s/R)
g = —| —sin(s/R) (—) =—| sin(s/R) | . (4.18)
R 0 R 0

Der Binormalenvektor ist entsprechend

—sin(s/R) —cos(s/R) 0
iy = [ cos(s/R) ]x[ —sin(s/R) ] = { 0 ] , (4.19)
0 0 1

also senkrecht zur Kreisebene.

4.1.3 Tangential- und Normalkomponenten

o Allgemein definiert man den lokalen Kriimmungsradius in Ana-

logie zum Radius des Kreises als die Linge des nicht normierten
Hauptnormalenvektors

-1

d7

1 (4.20)

pi=

Je stidrker der Tangentialvektor sich entlang der Bogenlidnge
dndert, desto groBer ist die Kriimmung und desto kleiner ist der
Radius p.

Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung konnen in ihre tan-
gentialen und normalen Komponenten zerlegt werden,

_dR() _ dRds

o(r) = == =07 4.21
i) = —~ =3, q = POl 7. (4.21)

die Geschwindigkeit ist also tangential zur Bahnkurve. Fiir die
Beschleunigung ergibt sich
_dip)y dwd) ., d7 ., dids v

+ 00— =P+ 0—— =0T+ —ily .

ar a T ds dr
(4.22)

Den Betrag des Geschwindigkeitsvektors schreiben wir hier kurz
als |0] = v. Die Beschleunigung hat also eine tangentiale Kompo-
nente und eine Komponente in Richtung der Hauptnormalen, die
mit zunehmendem Kriimmungsradius abnimmt.

a(r)
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4.1.4 Kurvenintegrale

e Die Einfiihrung des Energiesatzes durch einen integrierenden
Faktor hat ergeben, dass die Energie in einer Dimension erhalten
ist, wenn die Kraft als negative Ableitung eines Potentials nach
dem Ort dargestellt werden kann,

Feo = -0y = - f F(x)dx' (4.23)
dx o
Die Frage ist, welche der beiden Formulierungen wir am besten
in drei Dimensionen verallgemeinern konnen. Wihrend wir mit
der differentiellen Form schon mer gearbeitet haben, ist das In-
tegral jedoch einfacher auf ein Integral entlang einer Bahnkurve
in drei Dimensionen zu verallgemeinern. Der Anfangspunkt x,
der Integration war beliebig. Wenn wir dieses Ergebnis auf drei
Dimensionen verallgemeinern wollen, miissen wir nicht nur den
Anfangspunkt, sondern auch den Integrationsweg festlegen. Die
erste Frage ist dann, wann man ein Potential V(%) einfiihren kann,
das vom Integrationsweg unabhiingig wird. Fiir diese Betrachtung
lohnt sich ein Umweg iiber eine Diskussion der Kurvenintegrale.

e FEine endlich lange Kurve C ldsst sich durch eine Funktion dar-
stellen, die einem Kurvenparameter ¢ einen Punkt X(z) im Raum
zuordnet, wobei der Kurvenparameter einem bestimmten endli-
chen oder unendlichen Intervall I = [z,, 7,] entnommen ist,

C:I1-R, t-X1). (4.24)

Die Endpunkte der Kurve sind X, = X(z,) und X}, = X(t,). Betrach-
ten wir nun eine vektorwertige Funktion ff(i’) im dreidimensiona-
len Raum R?, die wir entlang der Kurve integrieren wollen. Einer
kleinen Verschiebung vom Punkt ¥ zum Punkt X + 6X konnen wir
den Skalar

60 = A(R) - 6% (4.25)

zuordnen. Um nun das Kurvenintegral iiber X(}E’) zu berechnen,
beginnen wir am Ort X, und gehen in beliebig kleinen Schritten
d®lings der Kurve nach &,. In jedem Schritt berechnen wir A(®) -
dX und summieren alle Ergebnisse auf. Damit erhalten wir das
Kurvenintegral

-

O = f K A(R) - di. (4.26)

Das Kurvenintegral heifit geschlossen, wenn Anfangs- und End-
punkt iibereinstimmen, X, = X,,. Es wird dann durch

Xp
f AR)-de= 56 A(R) - dx (4.27)
X C

gekennzeichnet.



KAPITEL 4. BEWEGUNG IN DREI DIMENSIONEN 42

e Bei der praktischen Berechnung geht man entsprechend vor: Man
stellt das gerichtete Wegelement dx mithilfe des Kurvenparame-

ters ¢ dar,
dx
dx¥ = —dr, 4.28
X=4 (4.28)
so dass das Kurvenintegral in das gewohnliche, eindimensionale
Integral
% o, o dR
f AX)-dxX = f ARD) - I dr (4.29)
fa tq

tibergeht, das dann wie gewohnt ausgefiihrt werden kann.

4.2 Differentialoperatoren

In einem weiteren Schritt der Abstraktion kdnnen wir nun vektorwertige
Funktionen in einem n-dimensionalen Raum mit Ableitungen betrach-
ten.

4.2.1 Felder, Partielle Ableitungen und der Gradient

e Ein Feld f ist eine Funktion des Raumes, d.h. eine Funktion, die
jedem Raumpunkt ¥ einen Wert f(¥) zuordnet. Wenn das Feld
jedem Raumpunkt einen Vektor zuordnet f()?), also vektorwertig
ist, heilt es Vektorfeld.

e Fiir Funktionen f(x) einer Variablen x ist die Ableitung nach x
eindeutig als der Grenzwert

df () _ . G+ e) - f@)

dx e—0 €

fix) = (4.30)
definiert. Fiir Funktionen mehrerer Variabler definiert man eine
partielle Ableitung, bei der nur die Anderung lings einer Koordi-
natenrichtung untersucht wird,

ad

Oftx, o Xw) _ @30
6xl~

lin%f(xl,-..,Xi+6,...,XN)_f(xl,...,xi,...,xN) ,

€ €

wihrend jeweils alle anderen Koordinaten konstant gehalten wer-
den. Die partielle Ableitung nach der Koordinate x; wird oft durch
andere Schreibweisen abgekiirzt, von denen

W =0if(x1,...,xn) = foi(xr, ..., xy)  (4.32)

die gebriuchlichsten sind.
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e Zum Beispiel hat die Funktion

f(Xl,Xz,X3) = w (4.33)
3

die partiellen Ableitungen

cos(x1) cos(xy)

o f(x1,x0,x3) = ————,
X3

02 f (x1, X2, X3) = _sin(%:in(xz) ;
03 f(x1,x,Xx3) = _M ) (4.34)

2
X3

e Fiir die partielle Ableitung gelten dieselben Regeln wie fiir die
gewohnliche Ableitung, ndmlich die Produktregel

9(fg) = (0if)g + f(9:9) (4.35)
und die Kettenregel
d
9(f(9) = d—f 9ig . (4.36)
g

wobei f eine Funktion einer skalaren GroBe und g eine Funktion
der Koordinaten X; ist.

e Lings einer Kurve X(¢) definieren wir die rotale Ableitung einer
Feldfunktion f(%) als

df (X)) _ 0f(x(1) dx(r)
d o dr

= 0;f(X(D) vi(?) - (4.37)

Alle partiellen Anderungen der Funktion werden mit der Bahnge-
schwindigkeit multipliziert und summiert. Beispielsweise ist die
totale Ableitung der Funktion f(X) aus lings der Kurve
X(t) = (v1t,vpt, 1) durch

d
d—J; = 0101 f+02,0,f = vy cos(vt) cos(vyt)—sin(v; ) sin(vyt) (4.38)
gegeben.

e Der Gradient V f einer skalaren Funktion f(¥) ist als der N-
dimensionale Vektor definiert, dessen Komponenten

of
Vi@ =| : bzw. (Vf)i = dif (4.39)
onf

betragen. Das Zeichen V wird ,,Nabla“ ausgesprochen. Einem ste-
tig differenzierbaren, skalaren Feld f(¥) ordnet der Gradient in
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jedem Punkt einen Vektor \Y f zu. Der Gradient eines skalaren
Feldes ist also ein Vektorfeld

¥ = V(D). (4.40)
Der vektorwerige Operator
= 0 0
V=¢2— = 2,0 4.41
elaxl +...+ eNaxN 4 ( )

heilt Nabla-Operator. Ausgedriickt durch den Nabla-Operator
lautet die totale Ableitung (4.37) einer Funktion f(%)

df(X(5))
dr

=7 VFRO) . (4.42)

Die Richtungsableitung eines skalaren Feldes liangs einer Rich-
tung, die durch den Einheitsvektor € gegeben ist, ist das Skalar-
produkt aus dem Gradienten und dem Vektor &,

e Vi@ . (4.43)

Liegt € in einer Fliche, in der die Funktion f konstant ist, muss
die Richtungsableitung verschwinden. Wegen \ f-&= 0 steht der
Gradient also senkrecht auf Flichen konstanter Funktionswerte.
Der Gradient zeigt demnach die Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion f(X) an.

4.2.2 Divergenz und Rotation

e Man kann den Nabla-Operator auch auf ein Vektorfeld anwenden.
Die Divergenz V. f(®) eines Vektorfeldes ]?()E’) kann als das Skalar-
produkt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld f(f’) aufgefasst
werden. Sie ist durch die Summe der partiellen Ableitungen

- 01
V.o = Z af o (4.44)

definiert. Wenn f iberall differenzierbar ist, ordnet die Divergenz
jedem Punkt des Raumes einen Skalar zu. Die Divergenz eines
Vektorfeldes ist also ein Skalarfeld.

e Alternativ kann man den Nabla-Operator auf ein Vektorfeld durch
das Vektorprodukt anwenden. Die Rotation vV x f()?) eines Vek-
torfeldes f (%) ist

V x f(R) = €x0,f/(Dex . (4.45)

Sie ordnet einem differenzierbaren Vektorfeld ein Vektorfeld zu.
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e Ein ganz einfaches Beispiel bietet das Vektorfeld f() = 2 Seine
Divergenz betrigt
V. %=08x=3 (4.46)

in drei Dimensionen, wihrend seine Rotation verschwindet,
0rx3 — 03X

N

=0

6)()?: (93)61 —(91)63
01x3 — Orx

(4.47)

4.2.3 Rechenregeln

e Zahlreiche wichtige Rechenregeln fiir den Umgang mit dem
Nabla-Operator lassen sich mithilfe der Produkt- und der Ketten-
regel sowie der Beziehung (3.14) zwischen dem Levi-Civita- und
dem Kronecker-Symbol herleiten. Wir geben hier einige Beispie-
le an.

e Seien f und g skalare Felder sowie # und @ Vektorfelder, dann
gelten die Formeln:

ﬁ(fg) = 7 ﬁg+g€{
V-(fo) = Vf-0+fV-0
VX (ff) = VFxi+fVxi
VX@x®) = @ VP+dV @) — @ VT + @V - )
Vx(Vxd) = V(V-§)—(V-V)7J. (4.48)
Der Operator
V-V=V=90 =A (4.49)

heilt auch Laplace-Operator und spielt eine herausragende Rolle
in vielen Zweigen der Physik.

4.3 Energiesatz in drei Dimensionen

Nachdem wir nun in mehreren Dimensionen differenzieren und inte-
grieren konnen, sollten wir unseren eindimensionalen Energiesatz ver-
allgemeinern konnen.

4.3.1 Energieerhaltung bei Potentialkraften

e Aus der nun vektorwertigen Bewegungsgleichung folgt nach
Multiplikation mit X als integrierendem Faktor

mi=F o i(—;'c):F-—. (4.50)
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Analog zum eindimensionalen Fall ist
r-3¢=1 (4.51)

die kinetische Energie. Die infinitesimale Anderung der kineti-
schen Energie ist die von der Kraft F lings des Wegelements dxX
verrichtete Arbeit dA,

d(%?) _F.de=dA. (4.52)

Die Leistung ist die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit,

(4.53)

Arbeit 5 dX
Leistung = oeR F- )tc .

Zeiteinheit dr

e Um aus der Bewegungsgleichung auf eine Erhaltungsgrofe zu

schlieBen, miisste sich die rechte Seite in (4.50) als Zeitablei-

tung einer anderen Funktion schreiben lassen, es miisste also eine
Funktion A geben so, dass

L, d¥ dA

F-—=— 4.54

dedr (454)

gilt. Das ist zwar im Allgemeinen nicht der Fall, gilt aber fiir die
wichtige Klasse der Potentialkréfte, die durch

F=-Yv® (4.55)
gegeben sind. Fiir solche Krifte gilt offenbar

W_ gy df_ V@ (4.56)

7Y
dr dr dr

Damit ist dann wieder

%172 +V(@) =T+V =E = konst. , 4.57)

und die Energie ist erhalten. Potentialkrifte F = —VV heiBen
daher konservativ, andere dissipativ.

4.3.2 Beispiele fiir Potentialkrifte

e FEin einfaches Beispiel liefert der harmonische Oszillator in drei
Dimensionen mit dem Potential

V=i, F=_-VV=—ki. (4.58)

N =
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e Ein zweites Beispiel sind Zentralkrifte, die zu einem festen Zen-
trum hin oder davon weg zeigen. Der Betrag der Kraft hingt nur
vom Abstand von diesem Zentrum ab. Wenn man das Zentrum in
den Ursprung legt, ist

F=F@e = F(r)); . (4.59)

Wir konnen zeigen, dass solche Krifte immer ein Potential haben,
indem wir das Potential ausrechnen. Entlang der radialen Rich-
tung konnen wir wieder unser dreidimensionales Problem auf ei-
ne Dimension reduzieren. Mit dem Ansatz

V(r):—f F@)dr . (4.60)
ro
erhalten wir fiir die Kraft in drei Dimensionen

0

Fi=—-——V
o (r)
0 " or d
F(Hhdr = F(rHhdr = F - 4.61
(9x,fr() adf()r (r) (4.61)

Das ist genau die Kraft in (4.59).

4.4 Konservative Kraftfelder

4.4.1 Unabhingigkeit vom Weg

Schon bei der Herleitung des dreidimensionalen Energiesatzes haben
wir zwei Dinge gesehen: Erstens ergibt die Integraldarstellung des Po-
tentials in @) nur einen Sinn, wenn das Kurvenintegral im dreidi-
mensionalen Raum unabhingig vom Weg ist, wobei wir bisher keine
mathematische Verkniipfung dieser beiden Aspekte haben. Zweitens
gibt es offenbar Klassen von Kriften, die sich mit Hilfe eines solchen
Potentials schreiben lassen. Eine Bedingung fiir diese Fille wiirde es
uns ersparen, konservative Krifte immer wieder durch das Berechnen
des Potentials zu erkennen.

e Nehmen wir zunichst an, das Kurvenintegral

D(X) = f ) AR - d¥ (4.62)

sei unabhidngig vom Weg. Wir betrachten es hier als Funktion des
Endpunkts der Kurve. Wir verldngern sie um ein kleines Stiick 6%
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und betrachten die Differenz fiir beliebig kleine Verschiebungen
60X analog zu einer totalen Ableitung

D( + 6%) — D) = VOX) - d7
X+0X
:j‘ A®)-di = AW -de.  (4.63)

Der letzte Schritt ist nichts anderes als der Hauptsatz der Inte-
gralrechnung. Wir haben also gezeigt, dass fiir ein vom Weg un-
abhiéngiges Kurvenintegral ein Integral iiber ein Gradientenfeld
A = VO sein muss.

e Wenn wir umgekehrt A=V annehmen, dann ist das Kurvenin-
tegral iiber A vom Weg unabhingig, denn

% 5 ()
f A-dX = f VO-dx = f dd = O(X,) — D(X,) , (4.64)
R z D(%,)

unabhiigig vom Verlauf. Kombiniert haben wir also in zwei
Schritten gezeigt, dass ein Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld A
dann und nur dann vom Weg unabhiingig ist, wenn es ein Skalar-

feld @ gibt, dessen Gradient A ist, A =Vo.

a

e Nach welchem Kriterium konnen wir entscheiden, ob A ein Gra-
dientenfeld ist? Da die Rotation eines Gradienten identisch ver-
schwindet,

VX VD = 6,0:0,02, =0, (4.65)

is offenbar VXA = 0 ein notwendiges Kriterium. In eine Richtung
haben wir also gezeigt, dass fiir ein Gradientenfeld immer die
Rotation verschwindet, V x A # 0.

e Um in die andere Richtung zu zeigen dass es auch hinreichend
ist nehmen wir V x A = 0 an. Wir schreiben das Kurvenintegral
iiber A langs eines speziellen Weges, der stiickweise parallel zu
den drei Koordinatenachsen fiihrt und definieren uns dadurch ein
mogliches Potential @,

X y Z
(D()?) :f Ax(-x,a Yas Za)dX’+f Ay(xa y,’ Za)dy’+f AZ()C, Y, Z,)dZ’

" Y (466)
Diese Konstruktion von @ entlang eines speziellen Weges ist kein
Problem, weil wir nur die Existenz eines skalaren Potentials mit
A=vo zeigen miissen und nicht dass diese Losung eindeutig ist.
Die drei partiellen Ableitungen des Feldes @ sind gegeben durch

0,0 =A.(x,y,2)

Z
0,0 =A,(x,y,2,) + f d,A,(x,y,7)dz (4.67)
Za

Y 4
0,0 =A(X,Ya4,24) + f 0XAy(x, y,,Za)dy’ + f 0.A,(x,y, ZH)d7 .

Ya Za
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In Komponenten geschrieben gibt uns V x A = 0 die drei Bedi-
nungen 9,A, = d:A,, 0,A, = 0,A, und 0,A; = 9,A . Damit folgt

4
8,® = Ay(x,y,2) + f A5,y D)L = A D)  (4.68)
Za

und entsprechend 0,® = A,(x, y, z). Nach der Definition in (4.67)
haben wir damit V& = A fiir alle drei Komponenten bewiesen.
Damit haben wir in zwei Schritten gezeigt, dass VxA=0 aqui-
valent dazu ist, dass A ein Gradientenfeld ist.

e Diese Schlussfolgerung gilt aber nur dann, wenn A iiberall langs
des Integrationsweges definiert ist. Deswegen muss man die Ein-
schriankung anbringen, dass die obige Aussage nur in einem
Raumbereich gilt, der ,keine Locher hat“, so dass kein mogli-
cher Integrationsweg durch einen Bereich lduft, in dem A nicht
definiert ist. Dies wird prézise durch die Definition eines ein-
fach zusammenhdngenden Gebiets formuliert: Ein Gebiet G heif3t
einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene Kurve in G
stetig zu einem Punkt zusammengezogen werden kann, ohne das
Gebiet zu verlassen.

e Wir haben also gezeigt, dass Kraftfelder F, die auf einem einfach
zusammenhingenden Gebiet G definiert sind, dann und nur dann
ein Potential haben, wenn sie in G wirbelfrei sind, VxF =0.Und
genau unter dieser Bedingung ist die Darstellung des Potentials
als Kurvenintegral auch unabhéngig vom Weg.

4.4.2 Der Satz von Stokes

e Esbietet sich an dieser Stelle an, einen der beiden Integralsitze zu
besprechen, die in der Physik sehr wichtig sind. Der Satz von Sto-
kes ersetzt Integrale iiber Vektorfelder durch Integrale iiber Dif-
ferentialoperatoren dieser Vektorfelder.

e Wir betrachten zunichst ein Vektorfeld A und ein geschlossenes
Kurvenintegral iiber A langs eines infinitesimal kleinen Weges in
der x-y-Ebene. Ausgehend vom Punkt (x, o) gehen wir jeweils
parallel zu den Achsen zu den Punkten (xy + dx, yg), (xo +dx, yo +
dy), (xo,yo + dy) und zuriick zu (xy, yo). Dann lésst sich das ge-
schlossene Kurvenintegral in der Form

SEX d¥ = fo(xo, Yo)dx + fAy(xO + dx, yo)dy (4.69)
c

1 2

- fo(xo + dx, yo + dy)dx — fAy(Xo, Yo + dy)dy

3 4
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schreiben, worin die Minuszeichen daher kommen, dass man
langs des 3. und des 4. Wegstiicks gegen die Achsenrichtung lduft.
Mit Hilfe von Taylor-Nidherungen der Art

A, (xo +dx, yo) = Ay(x0, Yo) + A, (X0, yo)dx , (4.70)

bestimmen wir die Komponenten des Feldes A an den Eckpunk-
ten des Weges. Das Integral in (4.70) ndhern wir auf diese Weise
durch Fldacheninhalte kleiner Rechtecke an,

A at= [ Ausdrs [ 40000 + 04,00, 00| ay
C 1 2
= [ Ao + 8, 0,00y ax = [ 4,y
3 4

= f 0.4, — 8,A)dxdy = f (Vx A)-2dxdy . (4.71)

Das Kurvenintegral iiber die infinitesimal kleine, geschlossene
Kurve erweist sich also identisch zur Rotation des Feldes A
in Richtung der Senkrechten zur Fldache, multipliziert mit dem
Flacheninhalt.

e Wir konnen dieses Ergebnis auf beliebige Flichen S und ihre
(geschlossenen) Randkurven 0S erweitern, indem wir Fldchen in
infinitesimale, benachbarte Zellen ds zerlegen und die Zirkulati-
on um ihre Randkurven aufsummieren. Dabei fallen die Beitrige
aller Wege heraus, die nicht Teile der Randkurve sind, und wir
miissen beriicksichtigen, dass wir jeder Zelle eine Richtung ge-
ben miissen, die auf ihr senkrecht steht und so orientiert ist, dass
sie mit der Orientierung ihrer Randkurve ein Rechtssystem bildet.
Das Ergebnis ist der Stokes’sche Satz

ggf?-df:f(ﬁxff)-df, (4.72)
aS S

der besagt, dass das Flidchenintegral iiber die Rotation eines Vek-
torfeldes gleich seiner Zirkulation iiber die Randkurve der Fliche
ist. Wieder gilt die Einschriankung, dass die Flidche S ein einfach
zusammenhingendes Gebiet darstellt, weil sich anderenfalls nicht
alle Beitrige der Wegelemente im Inneren der Fliche heraushe-
ben.

Der Stokes’sche Satz zeigt dann, dass das Kurvenintegral eines
Vektorfeldes ldngs eines geschlossenen Weges genau dann ver-
schwindet, wenn das Integral iiber seine Rotation innerhalb der
eingeschlossenen Flidche verschwindet.

e Dass die Einschrinkung auf zusammenhingende Gebiete sehr
wesentlich ist, zeigt das folgende Beispiel. Gegeben sei das Kraft-
feld

I

X , 473
X2+ x5 01 473)

F®) =
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dessen Rotation verschwindet,

02F3 - (93F2
VX F(@)=| 8;F, —8,F; |=0 (4.74)
61F2 - 62F1
Das Integral iiber F langs der geschlossenen Kreiskurve
cos @
Xp)=R| sing |, 0<¢<2r (4.75)
0

betrigt aber

27 > 21
— — d
SEF-dX’:f F~—xd¢: (sin® ¢ + cos> ¢)d¢ =21 £ 0 .
0 d¢ 0

(4.76)
Die Kraft ist nicht konservativ, denn wegen der Unstetigkeit des
Kraftfeldes fiir x; = 0 = x; ist das von der Kurve eingeschlossene

Gebiet nicht einfach zusammenhéngend.



Kapitel 5

Bewegung im Zentralfeld

5.1 Krummlinig-orthogonale Koordinaten

5.1.1 Allgemeines

e Wir haben bisher vor allem kartesische Koordinaten verwendet.
Man kann sie dadurch kennzeichnen, dass man drei raumfeste
Koordinatenebenen einfiihrt, in denen jeweils eine Koordinate
konstant ist, ndmlich x; in der x;-x3-, x, in der x;-x3- und x3 in
der x;-x,-Ebene. Wir haben aber auch schon gesehen, dass sie
fiir die Beschreibung physikalischer Systeme manchmal unge-
schickt sind, weil die physikalischen GréBen auf Fldchen konstant
sind, die nicht mit den Koordinatenflichen zusammenfallen. Ein
Beispiel sind kugelsymmetrische Systeme, deren physikalische
Eigenschaften auf Flichen mit konstantem Radius, also Kugeln,
konstant sind.

e Zur Verallgemeinerung denken wir uns im dreidimensionalen
Raum drei Koordinatenflichen, die dadurch definiert sind, dass
auf ihnen jeweils ein Parameter ¢; konstant ist. Punkte im Raum
werden dann dadurch angegeben, dass man drei Koordinaten-
flichen angibt, die sich in 7 schneiden. Die zu ihnen gehdrenden
Parameter (g, ¢2, g3) verwenden wir als Koordinaten. Die Ein-
heitsnormalenvektoren der Koordinatenflichen werden als neue
Basisvektoren &; verwendet.

e Abstidnde im Raum diirfen nicht von den Koordinaten abhédngen.
Wegen des Satzes von Pythagoras ist der Abstand ds zweier infi-
nitesimal benachbarter Punkte (im euklidischen Raum) durch die
Summe der quadratischen Absténde dxl.2 gegeben,

ds? = do? + dod +dag . 5.1

Die x; miissen jetzt als Funktionen der neuen Parameter g; aufge-
fasst werden, x; = x;(q1, g2, q3). Wenn die neue Koordinatenbasis

52
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orthonormal ist, &; - €; = §;;, ldsst sich der quadratische Abstand
ds* in der Form

ds? = (hidq))* + (hadqn)* + (h3dgs)* (5.2)

schreiben, wobei die h; durch
6X1 : 6)6'2 2 an, 2
W == — — 5.3
l (3611‘) +(5%) * 0gq; )

e Die Abstinde ldngs der neuen Koordinatenrichtungen sind ds; =
h;dg;. Dem entsprechend nimmt der Gradient einer Funktion
f(q1, 92, q3) in den neuen Koordinaten die Form

3 >
W= ()7 (54)

gegeben sind.

an.

5.1.2 Zylinderkoordinaten

e Betrachten wir zunéchst ein System mit Zylindersymmetrie. Wir
bezeichnen die Zylinderachse willkiirlich als &;. Eine zweite
Schar von Koordinatenflichen erhalten wir, indem wir die x;-x3-
Ebene um den Winkel ¢ um die &;-Achse drehen. Als dritte Schar
von Koordinatenflachen fiihren wir Flidchen ein, die den Zylin-
der senkrecht im Abstand z von der x;-x,-Ebene schneiden. Diese
drei Koordinatenflichen sind jeweils durch die Konstanz der drei
Parameter p = (x] + x3)'/? € [0, ), ¢ € [0,27) und z € (—00, o)
definiert.

e Thre Einheitsnormalenvektoren bilden die Basis é€,, €, und é..
Aufgrund ihrer Konstruktion hiingen sie mit den kartesischen Ein-
heitsvektoren durch

é, = cos ¢pé) +singé, , &, = cospé,—singé,, &, =é; (5.5)
zusammen. Wegen x; = pcos¢, x, = psing und x3 = z gilt
aufgrund von

hﬁ =cos’p+sin“p =1, hi = p*sin’ ¢ + p* cos’ ¢ = p* ,
=1. (5.6)
Demnach ist der infinitesimale quadratische Abstand
ds? = dp? + p*d¢? + d2?, (5.7)
und nach (5.4) lautet der Gradient einer Funktion f(p, ¢, z) in Zy-
linderkoordinaten
Vf=20,f+ g¢6¢f+ézazf. (5.8)

Jo,
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5.1.3 Sphairische Polarkoordinaten

e Sphirische Polarkoordinaten sind dann angemessen, wenn das
betrachtete System Kugelsymmetrie hat. Entsprechend fiihrt man
zunachst Kugelflachen als eine Schar von Koordinatenflachen ein.
Dann wihlt man & als (beliebige) Polachse und fiihrt als zweite
Schar von Koordinatenflachen solche ein, die durch Drehung der
x1-x3-Ebene um den Winkel ¢ um die &;-Achse entstehen. Als
dritte Schar von Koordinatenflichen wihlt man Kegelflachen um
die &;-Achse mit Offnungswinkel 6. Auf diesen drei Koordinaten-
flichen sind also jeweils r = (x} + x3 + x3)/% € [0, ), ¢ € [0, 27)
und 0 € [0, 7] konstant.

e Wegen
X1 cos¢sinf
X, |=r| singsinf 5.9)
X3 cosd
sind

W = cos’¢ sin® @ + sin® ¢sin® 0 + cos? 6 = 1,

hé = rsin’6 (sin2 ¢ + cos’ ¢) = r?sin’ 6 ,

s = r*cos’6 (0052 ¢ + sin’ </)) +r2sin?0=r*. (5.10)

Aus dem infinitesimalen quadratischen Wegelement wird

ds* = dr? + r* sin® 6d¢ + r*d6* , (5.11)
und der Gradient in sphirischen Polarkoordinaten ldsst sich in der
Form .

- N €y Z@

Vf=¢0,f+—=0,f+—0of (5.12)

rsin 6 r

darstellen. Fiir eine radialsymmetrische Funktion f(r), die also
nur vom Radius r abhingt, aber nicht von den Winkeln 6 und ¢,
erhalten wir daraus das bekannte Ergebnis

df()

Vi) = G = 0E (5.13)

auf sehr einfache Weise.

5.2 Das Keplerproblem (nicht in Vorlesung)

5.2.1 Allgemeine Behandlung der Bewegung im Zen-
tralfeld
e Wie in (4.59) erwihnt, haben Zentralkrifte die Form

F®) = F(r)§ = F(r)e. . (5.14)
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Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in das Kraft-
zentrum. In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass Zentralkrifte immer
ein Potential haben, das wir explizit konstruieren konnten (4.60).

e Unter dem Einfluss einer Zentralkraft bleibt der Drehimpuls er-
halten, denn das Drehmoment

. .

= IxF=0 (5.15) X,

verschwindet wegen der radialen Orientierung der Kraft, F | .

Auferdem ist
v dt

-

L= @FxP=p @xD=0, (5.16)

d.h. die Bewegung verlauft vollstindig in einer Ebene senkrecht -
zu L, der Bahnebene. Wir wihlen als Bahnebene die x;-x,-Ebene,
dann sind L; = |L| und L = L;2;.

. .. .. . . _,zum Flédchensatz
e Im infinitesimalen Zeitintervall df iiberstreicht der Ortsvektor ¥

das Flachenelement

Y 1 > e
dA = - [x X (xdt)] , (5.17)
also ist . .
dA L
T const. . (5.18)

Demnach besagt der Drehimpulssatz im Zentralfeld, dass die
Flichengeschwindigkeit konstant ist, d.h. dass der Fahrstrahl in
gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht. Das ist bereits das
2. Keplersche Gesetz.

e Entsprechend der Symmetrie des Systems fiihren wir nun Zylin-
derkoordinaten ein, mit denen Polarkoordinaten in der Bahnebe-
ne verbunden sind,

cos ¢ cos ¢ —sing
Ro)y=r| sing |, Xo)=#| sing |+rp| cose
0 0 0
(5.19)

Polarkoordinaten in der Bahnebene

e Der Betrag des Drehimpulses ist dann durch
— =rcose(ising + r¢ cos ) — rsin(i-cos ¢ — rgsing) = r'g
m

(5.20)
gegeben, also ist

L= 0 [=mipe. (5.21)
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e Wegen '
&=+t (5.22)
lautet der Energiesatz
E-= %(ﬁ + %) + V(r) = const. (5.23)
Mithilfe des Drehimpulssatzes konnen wir ¢ eliminieren,
L
p=—, (5.24)
mr
wobei L; konstant ist, und damit folgt
m L
E=—i+|—==+V(]|. 5.25
e P (ﬂ] (5.25)

20

| ‘ ‘ ‘ Zer{lrifug‘a\pol‘em\a\‘

e Der Ausdruck in eckigen Klammern hingt nur von r ab. Er heif3t \
effektives Potential

2

L3
U.(r) =V(r) + 5 - (5.26)
2mr 10

Der Beitrag des Drehimpulses heillt Zentrifugalpotential. Es ist

\
\

offenbar abstoflend, denn 5t \
¢ BB, . S
52mr2 B _% - ' ( ) ) 0 (;.2 o‘A 0‘.6 d.s 1 1‘.2 1‘:?;71;72

Radius r

e Die Bewegung im effektiven Potential sieht aus wie eine eindi- Zentrifugalpotential
mensionale Bewegung. Sie hat also die implizite Losung (3.40)

fr dr/
t—1y)= .
v 2 E - UL

Daraus erhilt man r(#) durch Umkehrung, und schlieBlich ¢(#) aus
dem Drehimpulssatz, ¢ = L3 /(2mr?),

(5.28)

L todr
-y = — ) 5.29
$-po=— PO (5.29)
e Die Bahnkurve, also r(¢), folgt leicht aus
d dr dt i
Z== -, (5.30)
de drde ¢
also
d 2/mlE — U
dr _ N2JmE= U] 531)
de L3/ (mr?)
woraus man
" dr
—@o=L 5.32)
e 3LWWMWJMN (

erhalt.
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e Wir brauchen zur vollstindigen Angabe der Losung sechs Inte-
grationskonstanten (je drei Anfangsbedingungen fiir Ort und Ge-
schwindigkeit), wofiir wir L, E, ¢y und r, wéhlen konnen.

e Finite Bahnen sind geschlossen, wenn sich ¢ — ¢, bei jedem Um-
lauf um einen rationalen Bruchteil von 2 dndert, denn dann kehrt
der Massenpunkt nach einer ganzen Zahl von Umldufen wieder in
den Ausgangspunkt zuriick. Im Allgemeinen sind finite Bahnen
nicht geschlossen, auBer in Potentialen V(r) o r~! oder V(r) o 2.

e Die Bahnen sind symmetrisch zwischen den Umkehrpunkten rp;,
und ry.x, an denen die radiale Geschwindigkeit i~ = 0 wird.

5.2.2 Arten der Bewegung

e Zur Behandlung des Keplerproblems nehmen wir an, dass die
Sonne ortsfest sei, d.h. die Planeten laufen um eine unbewegte
Zentralmasse (Bemerkungen dazu; geschichtliche Anmerkungen
zu Brahe, Kepler, Newton, Leverrier, Adams).

e Wir schreiben die Gravitationskraft in der Form

Fo=-5=, a:=GMm, (5.33)
r<r
wobei M die Masse der Sonne und m < M die Masse eines um-
laufenden Korpers sei.

e Das Gravitationspotential ist

V(r) = f%dr - + const. . (5.34)
r r

Die Konstante wird so gewihlt, dass V(r) — O fiir r — oco. Das  Johannes Kepler
effektive Potential (mit Zentrifugalpotential) ist also

L2
3 _ 2 (5.35)

2mr?  r

UL(r) =

e Bemerkungen iiber finite und infinite Bewegungen, siehe Abbil-
dung

e Die Umkehrpunkte rp;, und ry, einer finiten Bewegung sind
durch den Energiesatz bestimmt:

%fz =0 = Ui(rmnm) = E . (5.36)
Daraus erhilt man
LI RV POy (5.37)
Fmin,max = E @ x @ m .

(E < 0 fiir gebundene Bahnen!).
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e Das Minimum der potentiellen Energie wird erreicht bei der Pe-
rihelentfernung (d.h. im sonnennichsten Punkt)

| L
Tmin = 3% —a + \|a? +4E% . (5.38)

Dort muss der umlaufende Korper sich am schnellsten bewegen.

5.2.3 Form der Bahnen

e Aus der allgemeinen Formel (5.32]) folgt

$—$o= L3f . (5.39)
==

2m(E + 3 — 325

Die Variablentransformation u = 1/r, du = —dr/r* = —u*dr fiihrt

auf
—¢o = f . (5.40)
\/ 2mE

2ma / [2)
+ —Uu
L2

Der Ausdruck unter der Wurzel ldsst sich in einen konstanten und
einen u-abhédngigen Term umformen,

d2mE  (am) , am 2
vl (1 |

und damit kann das Integral ausgefiihrt werden,

u—
¢ — ¢ = —arcsin + . (5.42)
am 2mE

¢, enthdlt ¢y und die Konstante der letzten Integration.

e Mit den Definitionen der Konstanten Exzentrizitit € und Bahnpa-
rameter p,

== (5.43)

anm

1/2
2U2E L
=—| - P

ergibt sich

-1
¢ — ¢, = —arcsin (pu ) (5.44)
&

und, aufgelost nach r, die Bahnkurve

_ p
A = (5.45)

Polem;a\

effektives Potential
E>0, infinite Bewegung

Potentiale

0 0.5 1 1.5 2
Radius r

Potentiale im Gravitationsfeld; fini-
te und infinite Bewegungen
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Wegen sin(¢ — () = sin @ cos ¢, — cos ¢ sin g ist sin(p — ¢;) =
—cos ¢ fiir ¢, = 7/2, und dann ist

P

_— . 5.46
1+ e&cosy ( )

r(p) =

Das ist die allgemeine Form der Bahnkurve im Keplerproblem.
Das Perihel liegt bei ¢ = 0, denn dann ist r(¢) minimal.

5.2.4 Kreis- und Ellipsenbahnen | ZL‘

]
e Fiire =0ist ) \ 1 I/N
a‘m a f —
F=—=—. 5.47 ; ’
2L§ 2p ( ) ‘ by vl /

Da p per Definition konstant ist, ist nach (5.46) r = p = konst., \
d.h. der Korper bewegt sich auf einer Kreisbahn.

=/

Zur Definition der Ellipse: eine El-
lipse ist die Menge aller Punkte ei-
ner Ebene, deren Abstandssumme

e Fiir ¢ < I muss E < 0 sein. Damit verlduft die Bahn vollstiandig
im Endlichen, denn 1 + & cos ¢ > 0 fiir alle ¢.

zu zwei vorgegebenen Punkten, den

e Die Bahn ist dann eine Ellipse: Nach Definition der Ellipse gilt _
Brennpunkten, konstant = 2a ist.

r + r' = 2a, wobei a die grole Halbachse ist. Die kleine Halb-
achse ist b = +/a*> — f?, wenn f der Abstand zwischen Brenn-
und Mittelpunkt der Ellipse ist. Die numerische Exzentrizitdit der
Ellipse ist definiert als

NS
gi=d N b (5.48)
a a
e Fiir den Vektor 7 gilt
7 =-r-2fé . (5.49)
Sein Betragsquadrat ist also
2 =r+4f* +4frcosgp. (5.50)
Nach Definition der Ellipse ist auBerdem
P2 =Qa-r? = 4a*+r* -4ar
= 4r(fcosp+a) = 4a* - f?)
1= 2
= r = ad-&) (5.51)
Il +ecosey

mit f = ea. Das ist identisch mit der Gleichung fiir die Bahnkur-
ve, falls p = a(1 — &%) gesetzt wird; damit folgt das 1. Keplersche
Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht.
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e Die Energie ist

a*m
202
Wegen der Definition von p folgt

2

L
1-H=L_-5 L p-_2 (5.53)
a ama 2a

E=—(1-¢&. (5.52)

Die Energie hingt offenbar nur von der groBen Bahnhalbachse a
ab, wihrend € durch den Drehimpuls bestimmt wird.

e Aus dem Flachensatz

dA I;
o konst. (5.54)
folgt
L
A = Flache der Ellipse = 2—37 , (5.55)
m

wobei T die Umlaufzeit ist.

e Andererseits ist die Fldche einer Ellipse A = mab. Wegen

L%a
b=aVl-¢ = ap=\— (5.56)
am
folgt insgesamt
vL AxPma’
A=qly|— =27 5 2= (5.57)
am  2m

Das ist das 3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten
der Planeten verhalten sich wie die Kuben ihrer groBen Bahnhalb-
achsen.

5.2.5 Parabel- und Hyperbelbahnen

e Fire=1ist £ =0, d.h.
14

r=——— o0 fir ¢—> +x. (5.58)
1 +cosgp

Die Bahn ist eine Parabel, denn nach Definition der Parabel ist

2
r=2f—rcosg, also r:—f. (5.59)
1 +cose

Der umlaufende Korper entweicht damit ins Unendliche.
e Fire > 1list E > 0,d.h. r — oo fiir 1 + ecosp — 0. Das ist der
Fall fiir

1
{ = arccos (—;) > g . (5.60)

Wegen r > 0 muss 1 + ecos¢ > 0 sein, wodurch |¢| < ¢ einge-
schrinkt wird. Die Bahnkurve ist ein Hyperbelast.

\j

2f

Zur Definition der Parabel: Eine Pa-
rabel ist die Menge aller Punkte ei-
ner Ebene, deren Abstand von ei-
ner Linie (der Leitlinie) und einem
Punkt (dem Brennpunkt) gleich ist.
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5.2.6 Der Laplace-Lenz-Runge-Vektor

e Folgender Vektor heifit Laplace-Lenz-Runge-Vektor:

N

0= Lxn-2. (5.61)
a r

Seine Zeitableitung verschwindet,

a0 1 S I
= = —(xL+x¥xDL)-=+=
dr a(x x ) r r2r
1(1., )\ & =2d~?
= ——|=®xL|-=+——
m r3x ) ro 2r3 dr

. X % d@)?

= —[Exp)x¥] - - 5 dr

1 5 % S - )? )?)?X
= S|Py - o (r;):o, (5.62)

wobei im ersten Schritt L = 0 und X = —a%/r? (Gravitationsge-
setz) verwendet wurden.

e Also ist auch ( eine Invariante der Bewegung. Auflerdem ist of-
fenbar L - Q = 0, d.h. Q liegt in der Bahnebene. Nun ist

- 1 b L’
X"Q=—[f'(fXL)]—r=——r=ch0s<p, (5.63)
a am
und daraus ergibt sich
e L%/(am) _ p
1+Qcosp 1+ Qcosg’

(5.64)

d.h. der Betrag von Q ist die numerische Exzentrizitit, und Q
zeigt zum Perihel. Die Konstanz von Q besagt also, dass die nu-
merische Exzentrizitidt unverdndert bleibt, ebenso wie die Lage
des Perihels.



Kapitel 6

StoBe und Streuung

6.1 Systeme von Massenpunkten

Bevor wir miteinander wechselwirkende Teilchen mit Hilfe von Streu-
prozessen betrachten, miissen wir zundchst die bekannten Erhal-
tungssitze fiir eine allgemeine Anzahl von Teilchen formulieren.

6.1.1 Bewegung des Schwerpunkts

HST - WFPC2

ta Cruz). NASA

Beispiel fiir ein System von Mas-
senpunkten: der Kugelsternhaufen
MI15

e Gegeben seien N Massenpunkte mit den Massen m; an den Orts-
vektoren X, 1 <i < N. Die Kraft des i-ten Massenpunkts auf den
Jj-ten sei F, ;» und zusitzlich wirke auf den i-ten Massenpunkt die
duBere Kraft F Ee). Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen i
lauten

mix :Zﬁﬁ+ﬁ§@. 6.1)
J#i
Mithilfe der Gesamtmasse M = ) ; m; definieren wir die Schwer-
punktkoordinate

MX = Z mz . (6.2) 12 21

e Summiert man die Bewegungsgleichungen fiir alle Tellchen SO
erhélt man wegen des dritten Newtonschen Axioms F =—F; j

MX = Z mx: = Z i + Z F_)’fe)

JEI i

=Y (Fy+Fp)+ Y FO=>F2. (63

J>i

Krifte zwischen zwei Teilchen he-
ben sich paarweise auf.

Die inneren Krifte konnen zur Dynamik des gesamten Systems
nichts beitragen, da sie sich paarweise autheben. Das Gesamtsy-
stem bewegt sich also so, als wire seine gesamte Masse in seinem

62
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Schwerpunkt vereinigt und bewege sich aufgrund der Resultie-
renden aller duBeren Krifte,

e Wenn keine dulleren Krifte wirken, ist der Gesamtimpuls erhal-
ten,

M)? = Z m, = Z pi =: P = konstant . (6.4)

. . = .
e Wenn wir neue Koordinaten ¥; = X; — X relativ zum Schwerpunkt
einfiihren, dann finden wir

Zmp?szmifi—M)?:a
S p=> mi= mi-MX=0. (6.5)

6.1.2 Drehimpuls

e Wir nehmen nun an, dass die inneren Krifte zwischen zwei Mas-
senpunkten ldngs der Verbindungslinie zwischen diesen Punkten
wirken,

Fill (B -%)., Fyx@-%)=0. (6.6)

Der und der Gesamtdrehimpuls des Systems von Massenpunkten
beziiglich des Koordinatenursprungs ist

L= Z L= Z(z X p) - (6.7)

Er hat die Zeitableitung oder das Gesamtdrehmoment

M= fl—lg Z(ﬁ-xﬁ»=Z[z~x2ﬁﬁ]+2zxﬁ;@
i i J#i i
Z()?,-xﬁﬁ+fjxﬁ,-.,)+2ﬁxﬁ§°)

J>i i

Z[(ﬁ_fj)Xﬁﬁ]+Zfixﬁl§e)

Jj>i i

D RXFE (6.8)

Innere Krifte tragen also zum Gesamtdrehimpuls eines Systems
von Massenpunkten nicht bei.
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e Der Gesamtdrehimpuls im Schwerpunktsystem hat die Form
L= Zm,(f,x;?,) = Zml(f+ﬁ)x(2+ﬁ)

:X’fo+()?xZﬁf]+ Zmi)?,f‘xf)w“Z(ﬁxﬁf)

=XxMX+ Y (G xF) . (6.9)

Der erste Term ist der Drehimpuls der Bewegung des Schwer-
punkts um den Ursprung, der letzte ist der gesamte innere Dre-
himpuls.

6.1.3 Energie

e Wir nehmen nun zusétzlich an, dass die Krifte zwischen den Mas-
senpunkten Potentialkréfte seien

Fi=-VVi(l% - %)) . (6.10)

wobei V; die Ableitung nach der Koordinate x; ist. Offenbar
erfiillen die Potentiale V;; = V;;. Ebenso sollen die dueren Krifte
Potentialkrifte sein,

F9=_vvow). 6.11)

e Die Bewegungsgleichungen nach (6.1) konnen wieder mit dem
integrierenden Faktor X; multipliziert werden,

== > ViVilE - % Z VVEOR)

J#L

Z mi - %= — Z X - Vv, V(X — X)) - Z X V(e)(x,

J#L
(6.12)

Dies kann offenbar als Zeitableitung geschrieben werden,

dr Z S ZVJ,(Ix, xz)+ZV(e)(x, =0, (6.13)

J#EL

wobei der Faktor 1/2 vor dem zweiten Term in eckigen Klam-
mern daher kommt, dass V;; = V; ist. Er sorgt dafiir, dass die
potentielle Energie des Teilchens i beziiglich des Teilchens j nur
einmal gezihlt wird, weil sie identisch mit der potentiellen Ener-
gie des Teilchens j beziiglich des Teilchens i ist. Das ist der Ener-
giesatz eines Systems von N Massenpunkten.
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6.1.4 Reduzierte Masse

e Fiir Systeme mit zwei Teilchen fiihren wir den Verbindungsvektor

-

7 = X| — X, ein. Ausgedriickt durch ihn lautet die Differenz der
beiden Bewegungsgleichungen

S S s
mymyor = My m X, —mp; myxp

= —mzﬁ V(A) + mlﬁzv(lﬂ)

dVv > dV
= —my dl(Llﬂ) VX = 5|+ m dI(L]ﬂ) VLl
_oavam ¥ dV(R) 7
"Tan AT ™ Tan
dVv
— my 4 my) dl('j)vm (6.14)

Das ist die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts mit der re-
duzierten Masse u in einem dufleren Potential V,

p= R = V(). (6.15)
mp + mp
e Bei m; = m; =: m ist die reduzierte Masse u = m/2, und der

Schwerpunkt liegt in der Mitte zwischen den beiden Massen. Bei
my > m, ist die reduzierte Masse u ~ m,. Das entspricht der Be-
wegung von m, um den ,festen” Massenpunkt m;. Der Schwer-
punkt liegt anndhernd am Ort von m, X ~ %, was die nachtragli-
che Rechtfertigung dafiir liefert, die Bewegung eines Planeten um
die Sonne durch die Bewegung eines Massenpunktes um die orts-
feste Sonne anzunihern.

6.2 StoBe und Streuung

6.2.1 Elastischer Stof3 zwischen zwei Teilchen

e FElastisch heiit ein Stofl zwischen zwei Teilchen, wenn in sei-
nem Verlauf keine mechanische Energie in andere Energiefor-
men (z.B. durch Verformung) umgewandelt wird. Wir konnen al-
so bei der Beschreibung eines elastischen Stofes von den Erhal-
tungssitzes des Impulses und der Energie Gebrauch machen.

e Gegeben seien wieder zwei Teilchen mit den Massen m; und m,.
Ihre Geschwindigkeiten vor dem Stof3 seien ¥ 5, und nach dem
StoB ¥, ,. Die Impulserhaltung fordert

m1171 + mzl_))z = m117'1 + m217"2 y (616)

Schwerpunkt zweier Massenpunkte
gleicher Masse



KAPITEL 6. STOSSE UND STREUUNG 66

wihrend die Energieerhaltung A
X *
my o, My My_, Ny X
71)1 702 = 717’1 + 7172 (617) 1 ]
verlangt. Welche Aussagen sind allein aufgrund der Erhal-
tungssitze moglich? X
2
e Im Schwerpunktsystem lauten der Impulssatz
X
mb = —myl, T = —maty (6.18) 2
>
und der Energiesatz
@5’;2 + @5’52 = nﬂ,j’}*Z + @,7’2*2 ) (6.19) Transformation auf Schwerpunkt-
2 2 2 2 koordinaten

Der Winkel zwischen der Einfalls- und der Ausfallsrichtung heif3t
Streuwinkel J*. Man kann ihn als Teil von Zylinderkoordina-
ten definieren und dabei annehmen dass der Azimuthalwinkel
¢ durch die Rotationssymmetrie keine Rolle spielt. Im Schwer-
punktsystem ist der Streuwinkel fiir beide Teilchen gleich.

e Setzt man (6.18) in den Energiesatz (6.19) ein, um 7, bzw. 7} Zu  Streuung im Schwerpunktsystem
eliminieren, folgt

2 2
my my
mu?{z + my (—17‘1() = m117'1*2 + my (—171*)

my

= |55l =17]. (6.20)

Die Betrige der Geschwindigkeiten vor und nach dem Stof
sind also fiir beide Massenpunkte gleich! Damit sind die Er-
haltungssitze erschopft, sie machen also insbesondere iiber den
Streuwinkel keine Aussage. Er hingt vom wirksamen Kraftge- (m /M )Vl
setz ab (z.B. bei der Coulombstreuung). Wir wissen bisher nur,
dass 0 < 9" < mist.

6.2.2 Transformation der Streuwinkel

e Wenn der Massenpunkt 2 anfinglich im Laborsystem ruht, o, = 0,
dann ist MX = m; ¥, und daher im Schwerpunktsystem

M_
5 e = Mwm:%m.wm)

> .
G =0+X =0+

SE

Nun ist offenbar bei einer Bewegung des Schwerpunkts in Rich-
tung von 0

v sind; = v} sin 9" zur Transformation des Streuwin-

. . my kels
vj cosy = vj cos I + STl (6.22)
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und daraus folgt fiir den Streuwinkels ¢}, im Laborsystem
vy sin sin ¢

vt cos 9 + (my/M)v, = Cos P + (my/my)’

denn v; = (M/m;)v} nach (6.21).

e Betrachten wir nun die Bewegung des zweiten Massepunktes.
Wegen 0, = 0 ist

tand = (6.23)

e Y mp

Uy = —X = ——7D1 . 624

2 TR (6.24)
Da auBlerdem noch || = || ist, muss das Dreieck, das aus X:

7,* und ¢, gebildet wird (Dreieck ABC in der Skizze am Rand),
gleichschenklig sein. Die Winkel BAC und ACB sind daher gleich
>, und weil der Winkel ABC gleich 9~ ist, folgt

=

Dy = 7 (6.25)

e Fiir m; <« m, ist ¢ =~ 9*. Fiir m; < m, sind alle Streuwinkel
0 < ¥ < m moglich, wihrend es fiir m; > m, einen maximalen
Streuwinkel mit

sin g™ = 2 (6.26)
m
gibt. SchlieBlich sind fiir m; = m, auch 4, = ¢*/2 und &, =

7T/2—191.

6.2.3 Energieiibertrag bei elastischer Streuung

e Betrachten wir als Beispiel ein Neutron der Masse m, das an ei-
nem Kern der Masse Am streut. Wie in der vorigen Betrachtung
nehmen wir den Kern im Laborsystem als im Ursprung ruhend an
(th = 0).

e Nach (6.21)) ist

) . 5\2 m 2

m+ Am
¥ 2 x| * 1721
= U+ 1+A|Ul ||T1] cos 3" + eV (6.27)

Ferner gilt wegen der Energieerhaltung (6.20)

= 2

2
Ik 2>k brd > -2 1% A
”12:”12:(”1‘X):(”1‘ﬁ) =d(a) - 6

Eingesetzt in bedeutet dies
A2 2 A G

2 :—»2 £ 19*
O A TTHAa1+A Y T O Ay
24
_2 *
=0} 1+ o eos - 1)] . (6.29)

Streuwinkel ¢}, im Laborsystem als
Funktion des Streuwinkels ¢#* im
Schwerpunktsystem fiir verschiede-
ne Massenverhiltnisse
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e Fiir die relative Anderung der kinetischen Energie ergibt sich da-
mit
-1 _, i 24

T ? (1+A)

(1 =cos®) . (6.30)

Eine Mittelung iiber " ergibt unter der Annahme, dass die Streu-
winkel im Schwerpunktsystem gleichverteilt sind

T-T 1 (> T 2A
= — d 1 - *) sin ¥* d*
< T > i J, goﬁ (1+A)2( cos ¥") sin " di
A ! 2A
- 1= - . 31
(1+A)2L( W= s (63D

das ist der mittlere, relative Energieverlust des Neutrons. Er wird
maximal, wenn A = 1 gilt, d.h. die Streuung von Neutronen an
Atomkernen bremst die Neutronen dann am effektivsten ab, wenn
die Atomkerne moglichst leicht sind. Ein Beispiel dafiir ist die
Neutronenmoderation in Kernreaktoren z.B. mit Wasser.

6.3 Streuung (nicht in Vorlesung)

6.3.1 Streuwinkel

e FEin Strahl aus Teilchen der Masse m falle auf ein Target, wodurch
die Teilchen abgelenkt (gestreut) werden. Wir stellen uns die Fra-
ge, wie die gestreuten Teilchen verteilt sind, wenn die Wechsel-
wirkung durch die Kraft F = —a/r* beschrieben werden kann.

e Energie und Drehimpuls sind beide konstant,

E-= gvi . Ly = b, (6.32)

die Energie ist positiv, die Bahn also eine Hyperbel und wir neh-
men weiter an, dass das Target in Ruhe bleibt.

e Aus der Behandlung des Keplerproblems (5.60) wissen wir, dass
die Asymptote an einen Hyperbelast mit der Symmetrieachse den
Winkel

{ = arccos (—l) . (6.33)

&

einschlieft. Damit ist der Streuwinkel ¢ = 2p¢ — x, also

Y S AN o1
SmE_Sm("D_E)_ cosgo—g. (6.34)
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e Die numerische Exzentrizitit war (5.43] Seite [58))

202E]""
e=1+=> ] (6.35)
a*m
fiir eine Zentralkraft der Form F(r) = —a/r*. Mit (6.32) folgt
daraus "
b 2 \2
£ = [1 y o) ] : (6.36)
@
und mit (6.34) erhalten wir den Zusammenhang
1 a?
b’ = ( - 1) 6.37
sin 9/2 ) m*u, (37

zwischen dem StoBparameter und dem Streuwinkel.

6.3.2 Streuquerschnitt

e Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung ist durch
das Verhiltnis

(dO‘) 4o = Pro Sek. nach [ + d] ausfallende Teilchen
dQ B

pro Sek. und Fliche einfallende Teilchen
(6.38)
definiert. Die Anzahl der pro Sekunde gestreuten Teilchen, die
innerhalb von [b, b + db] einfallen, ist
nvdt bdb dy = novdt b(1F, vs,)

ob
0—0(19, Veo)| dOMdYs , (6.39)

und die Anzahl der pro Sekunde und Fliche einfallenden Teilchen
ist nodt. Daraus ergibt sich der differentielle Streuquerschnitt als

do 0b(9,v.)| 1 Ob* (), veo) 1
_— = b 19’ 0 " = R . 640
aq = PO T g a0 |2sing - &40
denn das Raumwinkelelement ist dQ = sinddddy. Mit
erhilt man
do o’ cos /2 o’ 1 6.41)

dQ ~ 2mPt, sin* 9/2sin9  4QEV sin* 92

wobei sin?®} = 2cos¥/2sin®?/2 und 2E = mv?, verwendet wur-
den.

e Fiir Streuung von Elektronen an Kernen der Ladungszahl Z ist
@ = Ze* (im GauBschen Einheitensystem, in dem « = 2.3Z x
107" gcm? 572 ist), woraus man die Rutherfordsche Streuformel
erhilt,

do (Ze?)? . 9
— = sin”" — .
dQ  4Q2E)? 2

(6.42)
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6.3.3 Streuung unter kleinen Winkeln

e Wenn die Ablenkung durch die Streuung klein ist, etwa weil
der StoBparameter grof3 ist, vereinfacht sich die Berechnung
des Streuquerschnitts wesentlich. Man kann dann direkt im La-
borsystem rechnen, weil die Riickwirkung von m; auf m, ver-
nachldssigt und daher m, — oo angenommen werden kann.

e Demnach liege m, fest im Ursprung und m,; falle lings der x-
Achse ein. Fiir die y-Komponente seiner Geschwindigkeit nach
dem Stof} gilt

v; = v’1 sin¥ = v Siny = v (6.43)

und die y-Komponente der Geschwindigkeit ist

my, = f F,dr, (6.44)

wobel
ov dV or dVy

Fy__a_y ——Ea—y ——E; (645)
die y-Komponente der Kraft ist. Das Integral iiber die Kraft kann
nun lings der ungestérten Bahn ausgefiihrt werden, weil F, be-
reits eine kleine Grof3e ist. Dann bleiben v, = v, und y = b nédhe-
rungsweise konstant. Daher ist df = dx/v., und

, _ 2b (7 dVdx
mlvy = —a . 57 .

(6.46)

Die konstante GroB3e b heilit Stofiparameter.

e Die Integration iiber dx kann durch eine Integration iiber dr er-
setzt werden. Aus 7> = b* + x? folgt rdr = xdx und

rdr

dx = \/?bz , (647)
r —_—

woraus sich mit (6.43)) und (6.46))

2b *dv  dr
= - — 4
7 mv2, f,; dr \i2 —p2 (6.48)

ergibt. Auch in der Gleichung (6.40) kann statt sin ~ ¢ einge-
setzt werden,

do db| b

— === 6.49

dQ ‘dﬁ ) ( )

e FEin interessantes Beispiel ist die Ablenkung von Licht im Gra-
vitationsfeld. Wenn man Licht als einen Strom von Teilchen auf-
fasst, auf die die Gravitationskraft wirkt, folgt, dass Lichtstrahlen
von Massen abgelenkt werden, an denen sie voriibergehen.
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e Mit V = (Gmmy)/r ergibt (6.48)

_2Gmb ( dr_ 2Gmb VP -P| _ 2Gm,
1 2 Jy 2NZ_p c? bro | b
(6.50)
Fiihrt man hier den Schwarzschild-Radius
2G
Ry = =22 (6.51)
c
ein, folgt
Rs
P = - (6.52)

e Das ist eine heuristische Betrachtung, die erst in der Allgemeinen
Relativititstheorie korrekt durchgefiihrt werden kann. Dort ergibt
sich als Ablenkwinkel das Doppelte des aufgrund der Newton-
schen Gravitation erwarteten Winkels,

_ 2Rs

)
b

(6.53)

e Die Masse der Sonne ist M = 2-10** g, ihr Schwarzschild-Radius
ist also Rs, = 3km. Ein Lichtstrahl, der genau den Sonnen-
rand bei b = 696000 km passiert, wird demnach um den Win-
kel 9 = 1.7” abgelenkt. Dieser Wert wurde 1919 wihrend einer
Sonnenfinsternis nachgewiesen.

6.4 Mechanische Ahnlichkeit und der Virial-
satz (nicht in Vorlesung)

6.4.1 Mechanische Ahnlichkeit

e Wichtige Aussagen iiber mechanische Systeme konnen oft schon
aufgrund sehr allgemeiner Eigenschaften getroffen werden. Fiir
die folgende Diskussion brauchen wir zunéchst eine Definition:
Eine Funktion f(xi,...,xy) heillt homogen vom Grad k, wenn
sie die folgende Eigenschaft hat:

fQxy, ..., Axy) = A f(xr,...,xn) . (6.54)

e Sei nun das Potential V(¥) homogen vom Grad k in ¥,
V(ad) =d'V(®). (6.55)

Skalieren wir dann X und ¢ durch ¥ — axXund r — bt, gilt zunéchst

7, o %x’ (6.56)

5
X —

SR
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und die Bewegungsgleichungen transformieren sich entsprechend

; . . 1 .
mi=-VV(#@) — ml%)?z ——d V(. (6.57)

Sie bleiben offenbar unveriandert, wenn

@ _ Iso b=a"? (6.58)
i a*, also =a .
gewdhlt wird.

e Das bedeutet: Wenn V(¥) homogen vom Grad k in X ist, dann
lassen die Bewegungsgleichungen Ahnlichkeitstransformationen
zu, wobei sich die Zeitdifferenzen (z.B. zwischen entsprechenden

Bahnpunkten) wie
p I 1-k/2
— = (7) (6.59)

verhalten, wenn /’/[ das Verhiltnis der Bahnabmessungen ist.

6.4.2 Beispiele

e Beim harmonischen Oszillator ist V o x?, also k = 2. Seine
Schwingungsdauer ist deshalb unabhingig von seiner Amplitu-

de!
e Beim freien Fall im konstanten Schwerefeld ist V o« x, also k = 1.
Daher gilt
¢ I 1/2
—=|- 6.60
()" 60
d.h. die Quadrate der Fallzeiten verhalten sich wie die An-
fangshohen.
e Bei der Bewegung im Gravitationsfeld ist V o 7!, also k = —1,
und daraus folgt wegen
p 14 3/2
—=|- 6.61
- (7] (661

bereits das 3. Keplersche Gesetz.

6.4.3 Der Virialsatz
e Wenn f(¥) eine homogene Funktion vom Grad k in X ist, dann gilt

df(ax) dla* f(¥)]
oa

d(ax)

0
¥ = o [flan] = =kd' f(®. (6.62)
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Dies muss insbesondere auch fiir a = 1 gelten, woraus bereits das
Euler-Theorem iiber homogene Funktionen folgt,

V@) =kf(D). (6.63)

e Da die kinetische Energie 7 homogen vom Grad 2 in 7 ist, gilt

oT
v-— =2T (6.64)
ov
und weiter
oT d .
—=p = 2=0-p=—pP -D-p-X. (6.65)
ov dr

¢ Eine Mittelung des ersten Terms tiber die Zeit, ausgedriickt durch
1 At

Co= |

(...)dr, (6.66)

fiihrt im Grenzfall beliebig langer Zeiten, At — oo, auf

At N N
m 4 d%(ﬁ'ﬂdt:gim (P DA = (- X)(0)

i =0
At—o0 At 0 t—oo At

(6.67)
falls die Bewegung vollstindig im Endlichen verlduft (z.B. auf
einer gebundenen Bahn).

e Wegen 7= —ﬁV(}E’) folgt daraus der Virialsatz fiir eine Bewegung
unter dem Einfluss eines Potentials, das eine homogene Funktion
vom Grad k in X ist:

UTY, = —(F- By = (X- VV@), = k(V(D), . (6.68)

Die mittlere kinetische Energie ist demnach gleich dem k/2-
fachen der mittleren potentiellen Energie.

e Im Fall des Newtonschen Gravitationsgesetzes, V o !, ist k =
—1 und daher

1
T = =5V . (6.69)

e Der Virialsatz hat in der Astronomie eine sehr grole Bedeutung,
z.B. fiir die Thermodynamik selbstgravitierender Systeme, fiir die
er zu einer negativen Wiarmekapazitit fiihrt.



Kapitel 7

Koordinatentransformationen

7.1 Darstellung durch Matrizen

Mathematisch haben wir Koordinatentransformationen schon formal
anhand von Basen von Vektorrdumen eingefiihrt. Im letzten Kapitel ha-
ben wir eine konkrete Trasformation im dreidimensionalen Raum aus-
genutzt, nimlich die Umrechnung zwischen Laborsystem und Schwer-
punktsystem. In diesem Kapitel werden wir uns der allgemeinen Trans-
formation zwischen Koordinatensystemen mit Hilfe von Matrizen wid-
men.

7.1.1 Drehungen im dreidimensionalen Raum

e Stellen wir uns zum Beispiel vor, dass wir ein vorher eingefiihrtes
Koordinatensystem um seine z-Achse um einen Winkel ¢ drehen.
Dadurch gehen die Basisvektoren €; und &, in neue Basisvektoren
¢, und &, iiber. Nach sind die Eintrdge in die Matrix, die
eine Basis in eine andere transformiert, durch die Skalarprodukte
der alten mit den neuen Basisvektoren gegeben.

In unserem Beispiel schliefen €; und €, sowie &, und &, jeweils
den Winkel ¢ miteinander ein, also

> > > >

€ e =cosp=26,-é, (7.1)

wihrend &) mit &, den Winkel 90° + ¢ und &, mit &, den Winkel
90° — ¢ einschlief3t, so dass

&, - & =cos(90° + ¢) = —singp, & -& = cos(90° — @) = sin¢

(7.2)
sind. Da &, = & ist, bleiben die Skalarprodukte mit €, un-
verandert,

6_')’1'23:0:6_')’2‘83, 2,36_)7,:1 (73)

74
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-

Damit lauten die 3 X 3 Zahlen a;; = &, - &:

apn = COS¢ ap = sinqﬁ apy = 0
ay = — Sil’l¢ ajyy = COS¢ arz = 0
as) = 0 aspy = 0 asy = 1. (74)

7.1.2 Matrizen und Matrixoperationen

e Die 3 x 3 Zahlen q;;, die oben bei der Darstellung von Koordina-
tentransformationen aufgetreten sind, lassen sich durch das recht-
eckige Zahlenschema einer Matrix darstellen, die in diesem Fall
quadratisch ist,

cos¢ sing O
A=]| —sing cos¢ O |. (7.5)
0 0 1

Allgemein sind Matrizen Zahlenschemata aus M X N Zahlen eines
Korpers K, die in M Zeilen und N Spalten angeordnet sind,

an  ap aN
dy; dQzxp -+ oN

A= . . . =: (Cl,‘j) . (76)
ayn Adpz ccc AmN

Die Zahlen a;; heien Matrixelemente. Die M x N-Matrizen bilden
einen Vektorraum M,y liber K, wenn man die Addition und die
Multiplikation mit Skalaren elementweise definiert,

+: Mun X Myny = Mun , (A, B) & (a;; + bjj) ,
KX Mun = Myy,  (4,A) - (da;)) . 7.7)

AuBerdem fiihrt man eine Matrixmultiplikation ein, durch die L X
M-Matrizen mit M x N-Matrizen multipliziert werden, um L X N-
Matrizen zu ergeben,

M X Myun = Muy, (A, B) = AB = (a;ibj) (7.8)

mit] <i<L,1<j<Mundl <k< N.Indem man die Koordi-
natendarstellungen von (Spalten-)Vektoren aus N-dimensionalen
Vektorraumen Vy als N X 1-Matrizen auffasst, ist damit auch eine
Multiplikation von M X N-Matrizen mit N-dimensionalen Spal-
tenvektoren definiert, deren Ergebnis ein Vektor aus einem M-
dimensionalen Vektorraum V), ist,

Mun X Vy = Vi, (A 0) & (aijv)) , (7.9
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wobei 1 <i < Mund 1 < j < N sind. Ebenso kann man Zeilen-
vektoren aus Vy als 1 X N-Matrizen auffassen und sie mit N X M-
Matrizen multiplizieren, um M-dimensionale Zeilenvektoren zu
erhalten,

VN X MMN — VM , (U,A) = (via,j) . (710)

Man schreibt die Multiplikationen (7.9) und (7.10) auch kurz in
der Form
A-v und o -A. (7.11)

Ebenso kann man in (7.10)) zuerst die Zeilen und Spalten der Ma-
trix A vertauschen, wodurch die Matrix in ihre transponierte A”
ibergeht und die Indizes vertauscht werden,

A=(ay), A"=(a))=(a). (7.12)
Offensichtlich gilt dann
" - A); = viai; = (@ = (AT -v); . (7.13)

e Ganz allgemein gilt offenbar fiir beliebige Matrizen A € M,y
und B € MMN

(A-B) = (a;bj)" = (aby) = (alyb];) = BT - AT . (7.14)

7.1.3 Beispiele

o FEin physikalisch relevantes Beispiel fiir die Multiplikation zweier
Matrizen stellt die Kombination zweier Drehungen im dreidimen-
sionalen Raum dar, von denen die eine um die z-Achse um einen
Winkel ¢ dreht, die andere dann um die y-Achse um einen Winkel
. Die kombinierte Drehung wird durch das Produkt der beiden

Drehmatrizen
cos¢ sing O cosy O siny
Ry =| —sing cos¢p 0|, R,= 0 1 0
0 0 1 —siny 0 cosy
(7.15)

dargestellt. Das Produkt lautet nach der Multiplikationsregel

cosgcosy  singcosy  siny
—sin¢ cos ¢ 0 . (7.16)

—cosgsiny —singsiny cosy

R2R1 =

Indem man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht, sieht man,
dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist,

cos¢cosy sing cos@siny
R\R, =| —singcos¢ cos¢p —singsiny |, (7.17)
—siny 0 cosy
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was die alltdgliche Erfahrung bekriftigt, dass das Ergebnis zweier
nacheinander ausgefiihrter raumlicher Drehungen im Allgemei-
nen von der Reihenfolge der Drehungen abhéngt.

e Der Vektor ¥ mit den alten Koordinaten

1
=1 (7.18)
1

vor der ersten Drehung hat im neuen Koordinatensystem nach der
ersten Drehung R, die Koordinaten

cos ¢ + sin ¢
X =R -X=| cos¢p—sing |. (7.19)
1

7.2 Determinanten und Matrixinversion

7.2.1 Determinanten

e Quadratischen Matrizen konnen Zahlen zugeordnet werden, die
als ihre Determinanten bezeichnet werden und die fiir viele auch
physikalische Betrachtungen unverzichtbar sind,

det: Myy > K, A detA. (7.20)

e In ihrer Definition tauchen Permutationen von Indizes auf.
Permutationen waren uns schon kurz bei der Einfiihrung des
Levi-Civita-Symbols begegnet. Eine Permutation 7 bringt eine
Menge von Indizes {i,i,,...,iy} in eine andere Reihenfolge
{iz1), Ix2)> - - - » Ixvy}, Indem sie ein Paar oder mehrere Paare von
Indizes vertauscht. Sie hei3t gerade oder ungerade, wenn eine ge-
rade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen zweier Elemen-
te durchgefiihrt wird. Geraden Permutationen wird ein positives,
ungeraden ein negatives Vorzeichen sign(mr) zugeordnet.

e Die N Indizes kénnen auf N! = 1-2-...- N Weisen angeordnet
werden, also gibt es fiir N Zahlen N! Permutationen. Zum Bei-
spiel haben die drei Zahlen 1, 2, 3 3! = 6 Permutationen, von
denen

(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) gerade und
2,1,3), (1,3,2), (3,2,1) ungerade (7.21)

sind. Auf diese Weise haben wir das Levi-Civita-Symbol in drei
Dimensionen definiert.
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e Die Determinante einer Matrix A € My ist durch

detA = Z Sigl’l(ﬂ') Ala()A27(2) -« - - ANR(N) (722)

definiert. In drei Dimensionen verwenden wir die sechs Permuta-

tionen aus ((7.21)) und (7.22)) und erhalten

detA = (ananas; + anaxpas + a;3a as)
— (apaynaszs +anaxpaz + aj3apas;)
= ay(axnaz; — axaz) — ap(azas; — a3as;)

+ ap(anazn — anas) . (7.23)

Ebenfalls in drei Dimensionen kann die Determinante mithilfe
des Levi-Civita-Symbols durch

detA = € jkA1iA2;A3k (724)
dargestellt werden.

e Determinanten haben eine Reihe interessanter Eigenschaften, von
denen einige hier ohne Begriindung zusammengestellt werden.
Zunichst gelten aufgrund der Definition der Determinante

det(14) = AV detA und  det(A”) = detA . (7.25)
Weitere wichtige Aussagen sind das Multiplikationstheorem
det(A - B) = det Adet B (7.26)

fiir N X N-Matrizen A, B, C und dass die Determinante einer Ma-
trix verschwindet, in der die Zeilen- oder Spaltenvektoren linear
abhingig sind.

e Determinanten werden oft auch durch Betragsstriche gekenn-
zeichnet, det A = |A|.

7.2.2 Eigentliche und uneigentliche orthonormale
Transformationen

e Wir kehren noch einmal zu den N x N-Matrizen zuriick, durch
die Koordinatentransformationen dargestellt werden konnen. Wir
haben sie in als quadratische Schemata der Zahlen a;; ein-
gefiihrt, die die neue Basis e; durch die alte e; ausdriicken, e} =
a;je;. Fir Transformationen, die Orthonormalbasen in Orthonor-
malbasen iiberfiihren, gilt

T
(e;, €7y = (aney, aner) = apaj du = agaj = apay; = 6 (7.27)
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gelten. Mit anderen Worten, die Transformationsmatrix A muss
dann die Orthonormalitdtsrelation

AAT =T=ATA (7.28)

erfiillen, wobei I die Einheitsmatrix mit den Elementen [;; = ¢;;
ist. Die zweite Gleichung in gilt wegen der Transpositions-
regel (7.14). Eine solche Transformation heifit selbst orthonor-
mal.

e Offenbaristdet/ = 1, und deswegen gilt wegen (7.25) und (7.26))
1 = det(AA") = detAdetA” = (detA)*, (7.29)

woraus folgt, dass die Determinante einer orthonormalen Trans-
formation detA = =1 ist. Die Transformation heit eigentlich,
wenn det A = 1 ist, anderenfalls uneigentlich.

e Die Bedeutung uneigentlicher orthonormaler Transformationen
siecht man an folgendem Beispiel. Eine Spiegelung im dreidimen-
sionalen Raum an der y-z-Ebene kann durch die Transformations-

matrix
-1 0 0
A=] 0 1 O (7.30)
0 01

dargestellt werden. Offensichtlich ist detA = —1, weshalb diese
Spiegelung eine uneigentliche orthonormale Transformation ist.
Sie bildet die Einheitsvektoren &; entsprechend

&> -, &, & —é (7.31)
ab. Wenn vor der Spiegelung die Beziehung &; X &; = €& zwi-
schen den Basisvektoren galt, wie sie in (3.17/) eingefiihrt wurde,
dann gilt nach der Spiegelung

é)l' X é)j = _Eijké)k . (732)

Man sagt, das Koordinatensystem wurde von einem Rechts- in ein
Linkssystem transformiert und hat damit seine Orientierung oder
Helizitdit vertauscht. Eigentliche orthonormale Transformationen
tiberfiihren also Rechts- in Rechtssysteme, wihrend uneigentliche
Transformationen die Helizitédt vertauschen.

7.2.3 Inversion von Matrizen

e Eine Matrix A~! heiBit invers zu einer N X N-Matrix A, wenn sie
die Bedingung
AT'A=1 (7.33)
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erfiillt. Wenn A" existiert, lassen sich ihre Elemente x;; aus (7.33)
eindeutig bestimmen. Sie miissen offenbar die N X N Gleichungen

Xijaji = Ojk (7.34)
erfiillen. Die Cramersche Regel besagt, dass die x;; durch

_ (- ) IA;

= 7.35
A det A (7.35)

gegeben sind, wobei die A;; die Unterdeterminanten von A sind.
Das sind die Determinanten der (N — 1) X (N — 1)-Matrizen, die
man erhilt, indem man aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte
streicht.

Insbesondere zeigt sie, dass die Inverse einer Matrix nur dann
existiert, wenn det A # 0 ist. Man nennt die Matrix dann reguldr,
anderenfalls singuldr.

e Fiir praktische Rechnungen ist die Cramersche Regel beinahe un-
geeignet, weil sie enormen Rechenaufwand erfordert. Wir geben
hier die Formeln fiir regulire 2 X 2- und 3 X 3-Matrizen an:

an dan )_1_ 1 ( an —alz) (7.36)

azr an aiay — apdy \ —dzr a4

-1
app dap aps 1

a; dzyp a4z =
detA
asz; dsp asz

axdszsz — Az3dsy  Aj3dsp — d1pasz  djpdsz — d13dn
dy3ds) — dz1d3z3z  Adq1d33 — Aj3ds;  Apzda; — d1143

dp1dsy — dxds)  djpdsz) —dpdsy  Adpd — apdz)

Uberzeugen Sie sich, dass diese Formeln stimmen!

e Wenden wir die Multiplikationsregel fiir Determinanten auf
(7.33) an, folgt

1
det(A™") = RV (detA)™!, (7.37)

was zeigt, dass auch die Inverse A~! eine Inverse (A~!)~! haben
muss, wenn sie iiberhaupt existiert. Multiplikation der Gleichung

AlAaa™H = a7t (7.38)
mit (A~")~! von links ergibt
I=AH'A1AaH) =447, (7.39)

d.h. Rechts- und Linksinverse sind gleich und (A~")"! = A.
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e Die Inverse (AB)~! eines Produkts AB lisst sich dhnlich einfach
bestimmen. Multiplizieren wir die Bestimmungsgleichung

(AB"Y(AB) = I (7.40)
von rechts zuerst mit B~! und dann mit A™!, folgt
(AB"! =B'A7!. (7.41)

AuBerdem folgt direkt aus der Cramerschen Regel, dass Transpo-
sition und Inversion vertauscht werden konnen,

AH T =@HT. (7.42)

o Fiir orthonormale Matrizen gilt offenbar schon aufgrund ihrer De-
finition, dass Inversion und Transposition identisch sind,

AT =A7", (7.43)

Das wird wiederum durch Drehmatrizen veranschaulicht. Die In-
verse einer Drehmatrix, die eine Koordinatendrehung um eine be-
liebige Achse um einen Winkel ¢ beschreibt, muss eine Drehma-
trix sein, die um dieselbe Achse, aber um den Winkel —¢ dreht.
Der Vergleich mit den Drehmatrizen R; und R, aus zeigt,
dass der Vorzeichenwechsel in ¢ identisch mit der Transposition
der Matrizen ist.

7.3 Physikalische Bedeutung

Fiir die Physik ist es enorm wichtig, die Auswirkungen von Koor-
dinatentransformationen auf physikalische Systeme zu kennen. Wenn
ein physikalisches System nach einer Koordinatentransformation durch
dieselbe Gleichung beschrieben wird wie vorher, heiflit es symmetrisch
unter dieser Transformation. Symmetrieiiberlegungen spielen in der
Physik eine herausragende, fundamentale Rolle, insbesondere deswe-
gen, weil bestimmte Symmetrien zur Folge haben, dass bestimmte phy-
sikalische Grof3en erhalten sind.

7.3.1 Transformation des Drehimpulses

e Wir untersuchen nun, wie sich die Bewegungsgleichungen
dndern, wenn wir zu neuen Koordinaten iibergehen. Das Aus-
gangssystem K am Ursprung O habe die Basis &;, und das neue
System K’ sei am Ursprung O’ und habe die Basis €.
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e Fiir die Verschiebung des Ursprungs um einen konstanten Vektor
a gilt ) . .
¥=x-d, ¥=%, X=X. (7.44)
Damit dndert sich die Bewegungsgleichung zu

mi=FR 20 » m¥ = F@,2.0=FF® +a,2,0. (745  ~~_ °~ ™~

Ubergang zu neuem Bezugssystem

e Wenn die Bezugssysteme K und K’ denselben Ursprung haben
(d@ = 0), aber beliebig gegeneinander verdreht sind, gilt

¥=R-¥, X=R"'-X, (7.46)
wobei R eine orthogonalen Drehmatrix nach ist,
RR"=1 = |detR=1. (7.47)

Eigentliche Drehungen haben detR = 1, uneigentliche detR =
—1. Da R zeitlich konstant ist, folgt

d
Y = —(RX) = RY
¥ =g (RY = R
¥ =R¥

mi = F'(#,%,t)=RER'Z,R'%, 1) (7.48)

Auf diese Weise ist der Ubergang zu neuen kartesischen Koor-
dinatensystemen moglich. Die allgemeine Form der Bewegungs-
gleichungen bleibt dabei erhalten.

e Die Komponenten des Drehimpulses im neuen Koordinatensy-
stem sind

L} = €X;p}, = €(Rix)Rinpm) = (xR iRin) Xepm  (7.49)

Da R orthogonal ist, R, R, = 0, ldsst sich der Ausdruck
€ iR jiRim zu folgender Form umschreiben

eiijlekm = Epjképileka = Epjk(Riquq)leka
= (det R) Rig€yim (7.50)

wegen (7.24])). Daraus ergibt sich fiir den transformierten Drehim-
puls

L; = (detR) Ri,(€ymXipm) = (detR) R;, L, . (7.51)
e Uber die mathematische Definition hinaus wird einer physikali-
schen Grofle Vektorcharakter zugeschrieben, wenn sie sich bei

Koordinatentransformationen wie eine Geschwindigkeit transfor-
miert, also entsprechend

U; = R,’jl)j flir detR=1. (752)

Man unterscheidet
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— polare Vektoren, fiir die
U; = R,‘jl)j flir detR = +1 (753)

gilt, und

— axiale Vektoren, die bei uneigentlichen Transformationen
gespiegelt werden,

Cl; = (detR)Rijaj . (754)

Also ist der Drehimpuls ist ein axialer Vektor.

7.3.2 Transformation des Ortsvektors

e Sei @ der Ursprung des alten, ungestrichenen Systems im neuen,
gestrichenen. Dann héngt der Ortsvektor im gestrichenen System
mit dem im ungestrichenen nach

> _ 7 - ’r_ 7
X =d+x¢;, x;=a;+xR (7.55)

zusammen. Fiir einen weiteren Punkt mit Ortsvektor 7 ist y, = a}+
y;R;;, d.h. der Verbindungsvektor der beiden Punkte transformiert
sich wie

x; —y; = Rij(xi — y) . (7.56)

Als Vektoren werden in der Physik allgemein solche GroéBen de-
finiert, die sich wie Koordinatendifferenzen transformierem. Der
Ortsvektor ist demnach streng genommen kein Vektor und wird
als gebundener Vektor bezeichnet.



Kapitel 8

Krifte in beschleunigten
Bezugssystemen

8.1 Zeitabhiangige Transformationen

Im letzten Kapitel haben wir Transformationen zwischen Koordinaten-
systemen betrachtet, die zunichst die betrachtete Physik nicht @ndern.
Mit anderen Worten, die Anderung der Koordinaten bewirkt keine
Anderung der beteiligten Krifte und damit der Bewegungsgleichungen.
Bei der Rotation des Koordinatensystems war das schon weniger klar. In
diesem Kapitel betrachten wir Transformationen, die das Kriftegleich-
gewicht im Bezugssystem tatsidchlich dndern.

8.1.1 Winkelgeschwindigkeit

e Wenn sich zwei Koordinatensysteme relativ zueinander beliebig
bewegen, sind Ortsvektoren in ihnen durch

X'(t)=a’(t) + R() - X(1) (8.1)

miteinander verkniipft. Dabei sind @’(¢) und R(¢) jetzt vorgegebe-
ne Funktionen der Zeit, und wir schreiben diese Zeitabhingigkeit
nicht mehr in jede Formel. Daraus erhalten wir die Zeitableitung

5?’:é‘i’+R~)?+R-)?:é”+R[)?+R“R-X’]. (8.2)
Da die Drehmatrix orthonormal ist und daher R”R = I gilt, folgt
R'R+R'R=0 & (R'B"=-R'R. (8.3)

Die Matrix RT R muss also, wenn man sie transponiert, ihr Vorzei-
chen wechseln. Solche Matrizen heilen schiefsymmetrisch und
haben

a; =0, a;=-a;. (8.4)

84
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In drei Dimensionen haben sie daher drei unabhédngige Elemente.
Es muss also moglich sein, die schiefsymmetrische Matrix RTR

in der Form
0 —w3 tw)

R'TR=| w; 0 -w (8.5)
—wy “+wq 0

zu schreiben, wobei die w; zunidchst beliebig numeriert sind
und willkiirliche Vorzeichen tragen. Mithilfe des Levi-Civita-
Symbols kann in der Form

(RTR)ij = —€ Wy (8.6)
dargestellt werden, die sich gleich als sehr niitzlich erweisen wird.

e Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse um den
Winkel —wt. Die Drehmatrix R ergibt sich aus (7.5),

coswt —sinwt 0

R=] sinwt coswt O |, (8.7)
0 0 1
und damit ist
coswt sinwt 0 —sinwt —coswt 0
RTR=| —sinwt coswt 0 |w| coswt —sinwt 0
0 0 1 0 0 0
0 -1 0 0
=w|l1l 0 O = w=| 0|, (8.8)
0O 0 O w

e Um die Bedeutung der w; weiter zu kldren untersuchen wir seine
Transformationseigenschaften. Dazu betrachten wir das ungestri-
chene System mit den Basisvektoren &; aus einem dritten System
mit den Basisvektoren é’i*, das durch

X=C+8x" (8.9

mit dem ungestrichenen System verkniipft ist. Dabei seien die
Verschiebung ¢ und die Drehung S nun konstant. Fiir gestrichene
Vektoren ¥’ gilt nach (8.1)

X' =d " +R(C+SX") =(d + RS+ (RS)X*
=a” +R'x", (8.10)

wobei wir in der zweiten Reihe Gleichung die gestirnten Koordi-
naten analog zu (8.1)) definieren. Also ist R* = RS, und damit

—€pw; = (RTR);; = (STR'RS);;
= SainaRchcj = _SaieaclwlScj > (811)
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Wegen SST = I folgt S ;S yw, = 6w, = wy, also gilt
€ijkwy, = €ctS aiS ¢S S mewy = detS €3S pwy, . (8.12)
Demnach transformiert sich @& unter Koordinatendrehungen nach
G*=detSSTE & d=detS SIS (8.13)
was zeigt, dass der Vektor @ ein axialer Vektor ist.

e Setzen wir (8.6) in (8.2) ein, folgt
¥ =d +RE+DXT). (8.14)
Analog gilt fiir einen beliebigen Vektor ¢ mit ¢’ = R¥

7 =RU+dXD). (8.15)

8.1.2 Infinitesimale Transformationen

e Betrachten wir statt der Drehung um einen endlichen Winkel die
Drehung zwischen einem Zeitpunkt ¢ und einem infinitesimal
spateren Zeitpunkt ¢ + dr, die durch die zeitabhéngige Drehma-
trix in Form einer Taylorreihe

R(t +df) = R(t) + Rt = R@) [T + R"(OR(de]  (8.16)
ausgedriickt wird. Also ist mit (8.6)
Rt +dt) = Ri(0) [0 — egun(D)dt] . (8.17)

Seien die Koordinatenachsen zunéchst so orientiert, dass wie vor-
hin beschrieben & zur Zeit ¢ in &;-Richtung zeigt. Weiterhin sollen
die gestrichenen Achsen bei ¢ mit den ungestrichenen iiberein-
stimmen, so dass

0 —Jw O
Rt =1, (RTR)(t)_[ lw| 0 0} (8.18)
0 0 O

und zum infinitesimal spdteren Zeitpunkt nach (8.16)

I —lwldt O
R(t+dr) =| |wldt 1 0 (8.19)
0 0 1

gelten. Dies entspricht einer infinitesimalen Drehung um die &;-
Achse um den Winkel dyp = |w|df. Deswegen wird & als der
Vektor der momentanen Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Sei-
ne Richtung gibt die Lage der momentanen Drehachse an. Im
Zeitintervall dz findet eine Drehung um den Winkel dp = |w|d?
im positiven Drehsinn um ¢ statt.
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e Der implizit oben benutzte Begriff der infinitesimalen Transfor-
mationen ist in sehr vielen Bereichen der Physik sehr wichtig,
z.B. in der Quantenmechanik oder der Feldtheorie. Deshalb be-
trachten wir sie noch etwas néher. Fiir eine komplett infinitesima-
le Transformation gilt

X'=d'+R¥=da’+(I+dR)X. (8.20)
Wegen der Orthonormalitit ist R” R = 1, und daher
(I+dR(I+dR)=1 = dRT+drR=0. (8.21)

Also ist dR abermals schiefsymmetrisch und kann analog zu
in der Form
dRij = _EijdeDk (822)

dargestellt werden, wobei die dgy infinitesimale Drehwinkel sind.
Fiir infinitesimale Koordinatentransformationen gilt demnach all-
gemein
X =xX+da’' +dgx x. (8.23)
e Wie erwihnt, hei3t eine Transformation aktiv, bei der das physi-
kalische System sich in einem festen Koordinatensystem bewegt,
und passiv, wenn das physikalische System fest bleibt, aber das
Koordinatensystem bewegt wird. Mathematisch sind diese Ar-
ten der Transformation dquivalent, aber sie miissen physikalisch
streng unterschieden werden.

8.2 Bewegung auf der rotierenden Erde

Als ein Beispiel fiir Bewegung in einem nichtinertialen System betrach-
ten wir nun Krifte, die auf der rotierenden Erde auftreten. Wir fiihren
dazu zwei Koordinatensysteme ein, nimlich eines, das fest mit einem
Punkt auf der Erdoberfliche verbunden ist, und ein Inertialsystem, in
das wir die rotierende Erde einbetten.

8.2.1 Scheinkriafte

e Gegeben seien also ein (gestrichenes) Inertialsystem mit dem Ur-
sprung im Erdmittelpunkt und ein (ungestrichenes) System, das
mit der Erdoberfliche verbunden ist und seinen Ursprung in a’
auf der Erdoberfliche hat. Die &;-Achse zeige in @’ senkrecht
von der Erdoberfliche weg. Zwischen dem ungestrichenen und
dem gestrichenen System vermittelt die Transformation

X'=d'+RX=R@+7%), (8.24)
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wobei d der (zeitlich konstante) Ortsvektor des Ursprungs des ge-
strichenen im ungestrichenen System ist, also der Ortsvektor des
Erdmittelpunkts im ungestrichenen System.

Die Geschwindigkeit im gestrichenen System ist nach (8.15)
¥ =R[¥+adx@+9)|, (8.25)
und die Beschleunigung im gestrichenen System mit a = 0

}?’:R[)?+a3x(&’+)?)]+R[}?+&3x(c‘z’+i’)+(7)><)?] . (8.26)

e Um in das ungestrichene, mit der Erde bewegte Bezugssystem zu
transformieren, multiplizieren wir diese Gleichung von links mit
RT = R7! und erhalten damit die Beschleunigung im erdfesten
System,

RT}'é”:RTR[)?+J)><(3+)Z’)]+[}?+(j'5x(é’+)?)+c3xfc’] .
(8.27)

Den ersten Term schreiben wir in Komponenten, verwenden da-
bei das Ergebnis und erhalten

(R'R); |2+ @ x @+ x’)]j = - enwy %+ (@%@ + X))
=(@x %) +[BX@x @+ D), .

(8.28)

Indem wir dieses Ergebnis in (8.27) einsetzen, folgt

-

R =@XX+BX(@BX@+))+X+dX@+D)+BxX
+

2BXX+ DX @+ D +BX(@%(@+D) . (829

e Dies ist die Beschleunigung eines Massenpunkts, betrachtet im
ungestrichenen, erdfesten System. Setzen wir diese Beschleuni-
gung im Sinne des zweiten Newtonschen Axioms einer externen
Kraft F, ext = —VV gleich, erhalten wir fiir den Massenpunkt eine
Bewegungsgleichung, die eine Reihe weiterer Kraftterme enthilt:

mx m[(f)x(ﬁz+x’)]+2m<7)><)?
m[d X (DX X)]+m|[dx(dxa)|+
V(@) =0. (8.30)

+ 4+ +

Zusitzlich zu der externen Kraft F.y (%) = —ﬁV()?) tritt also eine
effektive Kraft F, (2, )E’) auf, die vier zusitzliche Terme enthalt,
die als Scheinkrdifte bezeichnet werden. Im einzelnen haben diese
Scheinkrifte die folgende Bedeutung:

1. Die erste Kraft —m [c?) X (d + )Z’)] tritt nur auf, wenn die
Drehachse sich éndert. Fiir die Erde ist & ~ const. und damit
@ =~ 0, abgesehen von Prizession und Polschwankungen.
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2. Der zweite Term —2m(@x %) = 2m(¥xd) =: F¢ heiBt Corio-
liskraft und beschreibt eine Ablenkung von Massenpunkten,
die sich im erdfesten System bewegen. Sie steht senkrecht
auf @ und ¥ und verschwindet fiir Bewegungen lings der
Drehachse @.

3. Die dritte, Zentrifugalkraft m[(&x ) x &] =: Fy kann
durch Umformung vereinfacht werden. Dabei benutzen wir
OXDXX = e,-jka)j(eklmwlxm)
= (5il5jm - 5im6jl)a)jwlxm
= Wiw;Xj— Xiw;w;j , (831)
woraus sich unter Beachtung der Einsteinschen Summen-
konvention der Ausdruck

(X - D)

2
=mwy

(8.32)
fiir die Zentrifugalkraft ergibt, in dem i der senkrechte Ab-
stand des Massenpunkts von der Drehachse ist.

S
Fz=m[(7)2)?—a3(a3-f)]:mw2[f— :
w

4. Der vierte Term m [(&d X @) X @] ist schlieBlich unabhingig
von X, aber proportional zu m. Er entspricht der Zentrifu-
galkraft und liefert einen Beitrag zur Erdbeschleunigung,
g— g+ (dxXad)xdad.

e Allen Scheinkriften ist gemein, dass sie proportional zu m sind
und ihren Ursprung in der Triagheitskraft —m# haben. Dariiber
hinaus haben sie die Proportionalitit zu m mit der Schwerkraft
gemein, was die Allgemeine Relativititstheorie im Aquivalenz-
prinzip benutzt. Scheinkrifte zeigen an, dass das Bezugssystem
kein Inertialsystem ist.

8.2.2 Zur Corioliskraft

e Seien &, und &, nun nach Siiden bzw. nach Osten orientiert, und &5
zeige weiterhin senkrecht nach oben. Der Ursprung des erdfesten
Systems befinde sich bei der geografischen Breite i3, so dass der
Winkel zur Nordpolrichtung &, durch 90° — ¢ gegeben ist. Der
Vektor der Winkelgeschwindigkeit im oberflichenfesten System

ist dann
—cos v 0 —cos v
d=w 0 =w| 0 |+w 0 =&, + &
sin sin ¥ 0

(8.33)
Die Winkelgeschwindigkeit & kann also in orthogonale Kompo-
nenten senkrecht bzw. tangential zur Erdoberflache zerlegt wer-
den,
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e Entsprechend hat die Corioliskraft zwei Komponenten
Fo=2m@Rx&,)+2m(Rxdy) . (8.34)

Bewegung tangential zur Erdoberfldche hat X L &. Damit ist der
erste Term tangential zur Erdoberflache. Er zeigt auf Nordhalbku-
gel (¢ > 0) nach rechts, auf der Siidhalbkugel (¢ < 0) nach links
relativ zur Richtung von X. Dies ist von grofler Bedeutung fiir
Stiirme, Meeresstromungen, Flusslidufe, Ballistik usw. Der zwei-
te Term steht normal zur Erdoberfldche.

8.3 Reduziertes Dreikorperproblem (nicht in
Vorlesung)

e Wir betrachten eine Testmasse 5, die sich in der Ndhe von zwei
Massen my, my > mj3 bewegt. Die Massen m; und m, mdgen sich
auf Kreisbahnen um ihren Schwerpunkt bewegen, und m; laufe
in der Bahnebene von m; und m, um. Dieses Problem ist in der
Astrophysik sehr wichtig und beschreibt z.B. die Bewegung eines
Asteroiden unter dem Einfluss von Sonne und Jupiter.

e Wir fiihren ein Koordinatensystem & ein, dessen Ursprung der
Schwerpunkt von m; und m, ist und das mit dem Umlauf der
beiden Massen corotiert. Die x-Achse zeige entlang der Verbin-
dungslinie der beiden Massen. Weiterhin definieren wir

my my

= u,
mp +mp mp +mp

=1-u. (8.35)
Damit sind die Koordinaten der beiden Massen m; und m-
(u—1d ud
X = 0 , %= 0], (8.36)
0 0

wenn d ihr gegenseitiger Abstand ist.

e Die Umlaufzeit von m; und m, um einander ist durch (5.57) ge-

geben,
4 2d3
S (8.37)
G(ml + mg)
der Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist also
2
w=""_ G(my +my) ’ (8.38)
T d?

und w zeigt senkrecht zur Bahnebene. Wir wihlen den Umlautf-
sinn so, dass @ in €.-Richtung zeigt,

0
a'J:[ 0 ] . (8.39)

w
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e Die Koordinaten von m; seiqn (x,y,0). Da & konstant ist, fallen
die Terme in (8.30) weg, die ¢ enthalten. Da auch @ = 0 ist, lautet
die Bewegungsgleichung fiir m;

M X + 2ma@d X X3 + mz [ X (@ X B)] + mﬁV(X%) =0 (840)

mit dem Potential

G G
V() = —— - 22 (8.41)
r m
und den Abstidnden
1/2 1/2
n=[a—@-Dar+y|" . n=|a-pd g
(8.42)
e Die Kreuzprodukte sind
. —wif -w?x
OXX=| wi |, dxW@xB)=| -’y |, (8.43)
0 0
so dass die Bewegungsgleichungen
ov ov
¥-2w)—wx+—=0, j+2wi-w’y+-—=0 (8.44)
0x oy
lauten.
e Mit dem effektiven Potential
2
U:=V- %()8 + 42 (8.45)
lassen sich die Bewegungsgleichungen in der Form
ou ou
X-2wy=—-—F—, j+2wx=—-— (8.46)
0x oy

schreiben. Multiplikation der ersten Gleichung mit %, der zweiten
Gleichung mit § und Addition der beiden fiihrt auf

i[l(jc2+y2)+U

=0, 8.47
dr |2 847)

d.h.

C:=-2U - (£ +57) = (x* + ) - 2V = (&* + ) = konst. .

(8.48)
Dies ist die Jacobi-Konstante, das einzige bekannte Integral des
reduzierten DreikOrperproblems.
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e Wegen &% + > > 0 muss die Bewegung auf solche Bereiche ein-
geschrénkt sein, in denen C + 2U < 0 ist, die also durch die Hill-
Kurve

U=~ (8.49)

begrenzt werden.

e Wenn mjs ruht, bleibt er in Ruhe, wo VU = 0 gilt. Um solche

Punkte zu suchen, nehmen wir zundchst r; = r, =: r an, dann
sind nach (8.42)
2u—1 d?
x=——d und r= T + y? (8.50)

und wegen (8.4 1))
oUu Gm1 érl Gm1 0r2 2
— — + — —wx
Ox rrox rrox
GM
= e @- DD+ - - pd)] - w'x
(GM 2) (GM GM)
X= X,

73 d3

wobei im zweiten Schritt (8.35) und (8.42)) verwendet wurden.
Dies verschwindet dann und nur dann, wenn

(8.51)

— - w
3

3d
r=d = y:i\/_T (8.52)
sind. An diesen Orten ist auch
oUu GM
oy :(_B_wZ)y:o, (8.53)
dy r

und daher ist m; kriftefrei an den beiden Punkten
d 2u—1
bs==| =V3 |, (8.54)
2l o

die mit m; und m, gleichseitige Dreiecke bilden. Drei weitere
Losungen liegen auf der x-Achse. Diese insgesamt fiinf Punkte
heiBen Lagrange-Punkte.

e Diejenige Hill-Kurve, die die x-Achse zwischen m; und m,
beriihrt, heifit Roche-Grenze. Sie definiert die Grenze der beiden
Einzelsterne in einem Doppelsternsystem und ist fiir die Entwick-
lung von Doppelsternsystemen sehr wichtig.



Kapitel 9

Bewegung starrer Korper

9.1 Die Euler-Winkel

e Ein starrer Korper ist ein ausgedehntes Objekt, dessen Teile in
fester raumlicher Beziehung zueinander stehen. Man kann sich
starre Korper als aus vielen Massenpunkten aufgebaut denken,
deren Abstidnde untereinander zeitlich konstant bleiben.

e Nehmen wir an, wir briduchten eine grofe Zahl N von Mas-
senpunkten, um einen starren Korper aufzubauen. Jeder dieser
N Massenpunkte konnte sich vorher frei in jeder Richtung des
Raums bewegen, weshalb wir drei Zahlen brauchten, um seine
Lage im Raum festzulegen. Allgemein bezeichnet man die An-
zahl unabhingiger Parameter, die zur vollstindigen Charakteri-
sierung der Lage des Systems notwendig sind, als die Anzahl
der Freiheitsgrade. Zum Beispiel hat ein System von N Massen-
punkten ohne weitere Nebenbedingungen f = 3N Freiheitsgrade,
ndmlich die N Ortsvektoren X; mit ihren jeweils drei Komponen-
ten.

e Ein starrer Korper hat nun f = 6 Freiheitsgrade, ndmlich die
Lage seines Schwerpunkts und drei Winkel, die seine Orientie-
rung im Raum angeben. Wir beginnen unsere Untersuchung der
Bewegung starrer Korper damit, diese drei Winkel eindeutig fest-
zulegen.

e Gegeben sei dazu ein Inertialsystem &/ und ein korperfestes Sy-
stem &;, deren Urspriinge zusammen fallen. Zwischen den Koor-
dinaten X’ im Inertialsystem und den Koordinaten X im korperfe-
sten System besteht die Verbindung

X =R-X, (CAY)

wobei R eine (zeitabhingige) Drehmatrix ist. Da sie symmetrisch
ist, sind von ihren neun Elementen sechs unabhingig. Diese wer-

93
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den durch die drei Euler-Winkel (9, ¢, ) parametrisiert, die den
Intervallen

0<9<m, 0<¢<2r, O0LyY<2n 9.2)

entnommen werden. Damit haben wir fiir den starren Korper
sechs verallgemeinerte Koordinaten gefunden, in denen sich sei-
ne Bewegung ausdriicken lisst, ndmlich die drei Koordinaten des
Schwerpunkts und die drei Euler-Winkel. Wir geben nun eine
Konstruktion der Euler-Winkel an.

21 2

e Nach der Drehung R schneidet die €,-&,-Ebene die é/-&;-Ebene
in der Knotenlinie, deren Richtung durch €; x €; gegeben ist. Die
Drehmatrix R, ausgedriickt durch die Eulerwinkel, wird nun wie
folgt konstruiert:

1. Zunichst wird um &; um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch
entsteht ein Koordinatensystem & mit

cosg —sing 0

X' =Ds(@)- X", Di(¢)=| sing cosp 0
0 0 1

. (9.3)

2. Nun wird um &; um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch entsteht
ein Koordinatensystem & mit

1 0 0
X=D-x, Di@*=]|0 cos? —sind |. (94)
0 sin® cosd

3. SchlieBlich wird um &;* um den Winkel ¢ gedreht. Dadurch
gelangt man in das korperfeste Koordinatensystem ¢&;, und

cosyy —siny 0
X =Ds()- X, D3)=]| sing cosy 0O |. (9.5
0 0 1

e Insgesamt ergibt sich daraus die Drehung

X' = D3 {Di(®) [D3(¥) - X]} =: R, 9, ¢) - X 9.6)

mit der dazugehdringen gesamten Drehmatrix
R(e,9,¥) = D3(@)D1(9)D3(y) . 9.7

e Die Drehmatrix D;(:{)D3(y) lautet zunédchst

cos Y —siny 0
D(#)D3;() =| cos?siny cosPcosy —sind |, (9.8)
sinsiny sindcosy  cos
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und die volle Drehmatrix R(¢, 1, ¢) ist schlieBlich durch

COS ¢ COS Y — sin ¢ cos ¢ sin Y
R(p,9,¢) =| singcosy + cos g cos ¥ siny

sin ¢ sin
—cossiny —singcos®cosy  singsind
—singsiny + cospcos?cosy —cospsin 9.9)
sin % cos ¥ cos ¢
gegeben.

e Manchmal werden andere Konventionen fiir die Eulerwinkel be-
nutzt, etwa indem man im zweiten Schritt nicht um die 31*" son-
dern um die &;-Achse dreht. Die Drehmatrix R(¢p,,y) lautet
dann natiirlich anders, aber das Konstruktionsprinzip bleibt das-
selbe.

e Der Konstruktion der Drehmatrix entsprechend kann der Vektor
der momentanen Winkelgeschwindigkeit wie folgt durch die drei
Eulerwinkel ausgedriickt werden:

@ = @é; +0e;* + e . (9.10)

Dabei sind die Einheitsvektoren lings der Koordinatenachsen be-

stimmt durch &/ - &; = R;;, also
cos i
2" 2= [Ds)],; =| —siny 9.11)
0
sowie
sin ¥ sin
é; - &= [Di()Ds(W)];; = | sindcosy | . (9.12)
cos v

Die vektorielle Winkelgeschwindigkeit im korperfesten System
lasst sich demnach auf folgende Weise schreiben:

cos Y sin? siny 0
@ =10 —siny [+ ¢@| sindcosy [+¢| O |. (9.13)
0 cos 1

e Erginzend stellen wir noch fest, dass die Winkelgeschwindigkeit
@ nicht eine zeitliche Ableitung eines Vektors ¢ ist,

dc
D FE — . 9.14
o # o ( )
Wenn das so wire, folgte namlich aus
oc oc. o¢.
e=2or Ly 2 (9.15)

a0 T a9 T oy
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zusammen mit (9.10), dass

801 601 026‘1 8201
— =cosy, — = = * ,
09 oy ool 090y

(9.16)

gelten miisste, was auf einen Widerspruch fiihrt.

9.2 Tensoren

In den vergangenen Kapiteln haben wir verschiedene Definitionen von
Vektoren gegeben, die mehr oder weniger geometrisch oder algebra-
isch waren, und die wir je nach Fragestellung ausgenutzt haben. Als
nichstes miissen wir uns mit Objekten befassen, die dhnlich wie Vekto-
ren iiber ihre Transformationseigenschaften definiert werden, aber eben
keine Skalare oder Vektoren sind. Sie heiflen Tensoren.

9.2.1 Der Tragheitstensor

e Bevor wir uns der mathematischen Definition von Tensoren zu-
wenden, beginnen wir mit einem Beispiel fiir einen solchen Ten-
sor. Die kinetische Energie eines starren Korpers ist gegeben
durch

1 > 52
T = EZ’"“ 72 (9.17)

denn man stellt sich den starren Korper in Massenpunkte der
Massen m; an den korperfesten Orten X; zerlegt vor, die im In-
ertialsystem an den Orten X! liegen. Dabei haben wir das Ska-
larprodukt zwischen den Geschwindigkeitsvektoren )Lc’l.’ durch die
spitzen Klammern betont.

e Mit 3.?1', = R((Z + & X ) aus lb und £ =0 folgt daraus

¢
¢

) I

reg Y
| v
5 Z ijkéjkx ijkx,-,jxi,k]

i=1
1< 1
:§a)j {; ni; [)E;Zajk - x,-,jx,-,k]} Wy = ij(@jkwk s (918)
indem man die auftretenden Skalarprodukte in Komponenten

schreibt. Das Objekt Q ist offensichtliche eine Matrix, deren ge-
naue Eigenschaften wir im folgenden untersuchen werden.
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9.2.2 Tensoren als lineare Abbildungen

e Wir haben oben das Skalarprodukt als eine Abbildung eingefiihrt,
die zwei Vektoren (v, v,) aus einem Vektorraum V eine Zahl aus
dem Korper K zuordnet,

VXV ->K, @, {v,neK. (9.19)

Weiterhin hatten wir vom Skalarprodukt verlangt, dass es bilinear
sei, d.h. linear in jedem seiner beiden Argumente.

e Vollig dquivalent dazu konnen wir sagen, dass anhand des Skalar-
produkts Vektoren v; die Moglichkeit gegeben wird, andere Vek-
toren v, auf lineare Weise in den Korper K abzubilden. Dadurch
wird jeder Vektor v; € V zu einer linearen Abbildung des Vektor-
raums in den Korper K,

V:V-oK , Ul(l)z) = (Ul, Uz> . (920)

Beachten Sie, dass sich dadurch lediglich die Sichtweise auf das
Skalarprodukt verindert hat!

e Entsprechend fithren wir nun 7ensoren als multilineare Abbildun-
gen von V nach K ein, d.h. als Abbildungen, die einer beliebigen
Menge von n Vektoren v; € V eine Zahl aus dem Korper K zuord-
nen,

T:Vx..xV-o>K, (,...,u,) > T(vq,...,v,). (9.21)

n mal

Die Anzahl n der Vektoren, die der Tensor nach K abbilden kann,
hei3t sein Rang, oder man nennt ihn Tensor n-ter Stufe. Die Mul-
tilinearitédt bedeutet, dass der Tensor in jedem seiner Argumente
linear ist,

T(...,vi+Aw;,..)=T(C..,v5..)+AT(..,w;,...) . (9.22)

Vektoren selbst sind demnach Tensoren erster Stufe. Wir be-
schrinken uns im Folgenden der Einfachheit halber auf Tensoren
zweiter Stufe, aber die folgenden Aussagen gelten entsprechend
auch fiir Tensoren beliebiger Stufe.

9.2.3 Transformationseigenschaften

e Zunichst stellen wir fest, dass Tensoren (vom selben Rang) einen
K-Vektorraum 7 bilden, wenn wir die offensichtliche Addition
und Multiplikation mit Skalaren definieren,

(Ty + AT2)(v1,v2) = T1(v1,02) + AT (v1,02) . (9.23)
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e Ebenso wie bei Vektoren reicht es wegen der Multilinearitiit der
Tensoren aus, zu wissen, welche Zahlen aus K der Tensor 7 den
Basisvektoren e; von V zuordnet. Wir bezeichnen sie als Kompo-
nenten T;; des Tensors,

T(ei,e))=T;;, 1<i,j<n. (9.24)

Die Abbildung irgend zweier beliebiger Vektoren v, w ldsst sich
dann auf die folgende Weise ausdriicken:

T(U, U)) = T(U,’@,’, wjej) = hiw; T(e,‘, €j) = hiWw; T,'j . (925)

Anhand dieses Ergebnisses wird offensichtlich, dass sich Tenso-
ren zweiter Stufe durch Matrizen darstellen lassen, die ihre Kom-
ponenten enthalten, sobald man eine Basis fiir den Vektorraum
festgelegt hat. Trotzdem sollte man Tensoren nicht mit Matrizen
verwechseln!

e Anhand dieser Definition kann man die Transformation eines
Tensors T — T’ unter einer orthogonalen Transformation e, =
Rie; ableiten,

vw; Tij = T (v, w) = T(v;e;, w'e))
= T(V;Ryer, wiRjie))

= jwiRiR;Tu & T/ =RuTuR]; (9.26)

In Matrixschreibweise heisst das fiir den transformierten Ten-
sor T’ = RTRT = RTR™'. Ein Tensor zweiter Stufe wird also
beziiglich jeder seiner beiden Stufen wie ein Vektor transformiert.

e Um festzustellen, ob das Objekt ® in tatsichlich ein Tensor
ist, untersuchen wir sein Transformationsverhalten. Ausgedriickt
durch ein neues orthonormales Koordinatensystem & mit glei-
chem Ursprung lauten die x; = R 3 x;. Wegen der Orthonormalitit
von R ist

leka(Slm = 5jk . (927)

Das Skalarprodukt ist natiirlich invariant,

%% = Ryx[Rjux’, = Opxx, = X2 (9.28)
so dass
N
O = Z m; [fi*zR iRimOm — R lekmx:l-xiTm]
i=1
= Rj[ka('D;m (929)

gilt. Damit erweist sich ® als ein Tensor zweiter Stufe. Er wird
Trigheitstensor des starren Korpers genannt.
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9.2.4 Tensorprodukt

e Aus zwei Vektoren (vq, v,) lasst sich ein Tensor zweiter Stufe auf-
bauen, indem man das so genannte Tensorprodukt oder duflere
Produkt der beiden bildet,

@:VXV->ST, (,nn)—u Q0. (930)

Der so entstandene Tensor ordnet einem Paar von Vektoren w;, w,
das Produkt der Abbildungen v;(w;) und v,(w,) zu,

(V1 ® v)(wr, wp) = vi(wy) Va(wy) . (9.31)

e Insbesondere kann man durch das Tensorprodukt der Basisvek-
toren e; eine Basis fiir 7 konstruieren, weil jeder Tensor zweiter
Stufe durch

T = Tij (6,’ ® ej) (932)

dargestellt werden kann. Das sieht man unmittelbar, indem man

(9.23)) mit (9.31)) verbindet:

Tw,w) = Tii(e;®ej)(vrer, wier) = Tijvwyeiex) ej(er)
Tij UrW; 6ik6ﬂ = hiw; Tij . (933)

Daran sieht man, dass der Vektorraum der Tensoren zweiter Stufe
im n-dimensionalen Raum die Dimension #n? hat, weil er durch
die n* Basistensoren ¢; ® e, aufgespannt wird.

e Wendet man einen Tensor 7" auf zwei gleiche Basisvektoren an,
erhilt man seine Spur

T(ex,er) =Tij(e;®ej)er,ex) = Tijoiwbjx = T , (9.34)

die aufgrund der Einsteinschen Summenkonvention einfach die
Summe der Diagonalkomponenten seiner darstellenden Matrix
ist.

e Oft werden Tensoren anhand ihres Verhaltens bei Koordinaten-
transformationen definiert. Die Darstellung (9.32)) zeigt, dass eine
orthonormale Koordinatentransformation e; = R;;e; die Tensor-
komponenten 7;; wie folgt transformiert:

T = Tij(ei ® Ej) = T,;,(e,'c ® 6;) = Tl;l Rkile (6,’ ® ej) . (935)

Durch Multiplikation mit R,;R;; und Anwendung der Orthonor-
malitdtsrelation R;;Ry = 6 j folgt daraus das Transformationsge-
setz

T, =RuRy;Ti; . (9.36)
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9.3 Diagonalisierung

9.3.1 Diagonalisierung von Matrizen

e Wir haben gesehen, dass sich Tensorkomponenten T7; bei ortho-
normalen Koordinatendrehungen R wie 7’ = RTR! verhalten.
Dies gilt allgemein auch fiir Matrizen A, wenn wir verlangen, dass
Gleichungen der Form y = Ax durch Koordinatentransformatio-
nen R ihre Form nicht verdndern, so dass nach einer Transforma-
tion y’ = A’x’ gilt. Dann muss sich die Matrix A entsprechend

y =Ry = R(Ax) = R(AR"x') = (RAR")x’ = A’ = RAR"
(9.37)
transformieren. Konnen wir das benutzen, um die Matrix A’ in
die besonders einfache Diagonalform

A0 0
A=l0 4 0 (9.38)
0 0 A

zu bringen? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir
zunichst lineare Gleichungssysteme der Form

Av= A, (9.39)

die nach Vektoren v suchen, die durch die lineare Abbildung auf
ein Vielfaches von v abgebildet werden. Solche Vektoren v heiflen
Eigenvektoren, die zugehorigen Zahlen A heilen Eigenwerte. Wir
schreiben (9.39) mithilfe der Einheitsmatrix / um, erhalten das
lineare Gleichungssystem

A-Ap=0. (9.40)

Ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = 0 kann nur dann
eine Losung x # 0 haben, wenn detA = 0 ist. Wire das nicht
so, dann hiitte die Matrix A eine Inverse A~!, deren Anwendung
von links auf das Gleichungssystem félschlich x = 0 ergébe. Fiir
bedeutet dies, dass Eigenwerte der Gleichung

det(A-AI)=0 (9.41)

geniligen miissen, damit es nicht-triviale Eigenvektoren v geben
kann. Diese Gleichung heil3t auch charakteristisches Polynom der
Matrix A.

e Als Losungen des charakteristischen Polynoms gibt es nach dem
Fundamentalsatz der Algebra immer n Eigenwerte, die aber nicht
reell sein miissen, sondern komplex sein konnen. Da wir kom-
plexe Zahlen erst spiter besprechen, behaupten wir hier ohne Be-
weis, dass die Eigenwerte dann reell sind, wenn die Matrix sym-
metrisch ist, A7 = A. Der Beweis wird spiter nachgeholt.
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e Wir multiplizieren nun zuerst (9.37) von links mit R” und erhalten
RTA’ = AR (9.42)

wegen RTR = I. Schreiben wir die Matrix R in Komponenten (r; )
aus und verlangen, dass sie A’ in die Diagonalform (9.38)) bringt,
folgt aus (9.42)) die Eigenwertgleichung

A7, = AT, (9.43)

fiir die Zeilenvektoren 7; = (ri;, rip, riz) der Matrix R. Daran sehen
wir, dass die Diagonalelemente A; der Matrix A ihre Eigenwerte
sind, also die Losungen ihres charakteristischen Polynoms. Die
Eigenvektoren 7 stellen dann ein ausgezeichnetes Koordinaten-
system dar, in dem die Matrix A Diagonalform annimmt. Es heil3t
Hauptachsensystem von A.

e Betrachten wir als Beispiel die symmetrische Matrix

010
A:[l 0 O]. (9.44)

000

Ihr charakteristisches Polynom lautet
-4 1 0
detA-A=det] 1 -1 0 [=-A2-1)=0 (9.45)
0 0 -4

und hat die offensichtlichen Losungen 4; = -1, 4, = 0, 43 = 1.
Die Matrix A hat also die Diagonalform

-1 00
A= 0 0 O [=:diag(-1,0,1). (9.46)
0 01
e Die zugehorigen Eigenvektoren X sind die Losungen der Glei-
chung
-1 1 0 X1
A-aDx=| 1 -4 0 x |=0. (9.47)
0 0 -A X3

Fiir 1 = —1 folgt
X1+x =0, x3=0. (948)

Beziiglich x; und x; wissen wir also nur, dass x, = —x; sein muss
und konnen daher eine der beiden Komponenten frei wihlen,
z.B. x; = 1. Dann ist der Eigenvektor zum Eigenwert 4 = —1

1
X :[ -1 ] . (9.49)
0
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Vollig analoge Rechnungen fiihren auf die beiden anderen Eigen-

vektoren
0 1
N=101, %X=|1]. (9.50)
1 0

9.3.2 Diagonalisierung des Triagheitstensors

e Der Trigheitstensor © in (9.18) ist offenbar symmetrisch, @ =
Oy, und lasst sich daher durch eine reelle, symmetrische Matrix
darstellen. Diese Matrix hat drei reelle Eigenwerte ©,, ®, und ©®3
und ldsst sich nach geeigneter Koordinatendrehung in die Form

® 0 0
®)=1 0 6 0 (9.51)
0 0 O

bringen. Die Eigenwerte heilen Haupttrigheitsmomente, die da-
zugehorigen Eigenvektoren Haupttrdgheitsachsen oder Haupt-
achsen.

e Betrachten wir als Beispiel zwei Massenpunkte m; und m,, die
durch eine masselose Stange miteinander verbunden sind. m, be-
finde sich im Ursprung, m; laufe in der x;-x,-Ebene um. Dann
sind x; = [cos ¢, x, = [sinp, x3 =0, und

sin® ¢ —cospsing 0
(©®;) = m| —cosgsing cos? ¢ 0]. (9.52)
0 0 1

Seine Eigenwerte sind durch das charakteristische Polynom

milPsin®o—A  —m?cosgsing 0
det(® — ) = |[-m P cospsing ml>cos>p— A 0
0 0 ml> - A

=(m P> = )| (m* sin” ¢ — )(m > cos” ¢ — A)
— m?l4 sin ¢ cos’ (p]
=m > = ) A(A—m ) (9.53)
bestimmt. Die drei Losungen in diesem Fall sind offensichtlich

Ay = A, = m> und A3 = 0. Die Eigenvektoren zu diesen Eigen-
werten sind

0 —sing Cos ¢
ji=| 0], =] cosp |, =] sing |. (9.54)
1 0



Kapitel 10

Tragheitstensor und
Tragheitsmomente

10.1 Volumenintegrale

10.1.1 Vorbemerkung

e Wir hatten im letzten Kapitel gesehen, dass der Trigheitsten-
sor fiir einen aus N Massenpunkten zusammengesetzten starren
Korper durch die Summe

N
O = Z m; [fizfsjk - Xi,jxi,k] (10.1)

i=1

gegeben ist. Wenn der Korper kontinuierlich ist, fiihrt man dann
einen Grenziibergang zu beliebig kleinen Massenpunkten durch,
die sich an den kontinuierlichen Orten X innerhalb des Korpers
befinden, das infinitesimal kleine Volumen dV = dx;dx,dx; ein-
nehmen und die Masse

dm = p(X¥)dV (10.2)
besitzen, wobei p(X) die Dichte am Ort X ist.

e Dann geht die Summe in (10.1)) in das Volumenintegral

f f f dxydxydics p() [ 226 — x| (10.3)

iiber, in dem iiber die drei Raumkoordinaten x; nacheinander in-
tegriert wird, wobei die Integrationsgrenzen durch den Rand des
Korpers vorgegeben sind. Wir werden uns nun zunéchst allge-
mein mit Volumenintegralen beschiftigen, uns der Einfachheit
halber aber auf den dreidimensionalen Raum beschrinken.

103
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10.1.2 Ausfiihrung

e Allgemein haben dreidimensionale Volumenintegrale die Form

I = fffdxldxzdng(xl,xz,xg), (10.4)

wobei die Funktion f von den drei Raumkoordinaten abhéngt.
Hier ist eine skalare Funktion eingesetzt, aber vektorwertige
Funktionen wiirden einfach komponentenweise integriert werden.

o Ublicherweise ist die groBte Schwierigkeit bei Volumenintegralen
die Festlegung der Integrationsgrenzen in den drei Variablen. Um
das zu illustrieren, berechnen wir das Volumen einer Kugel mit
Radius R aus dem Volumenintegral iiber die Funktion

2
x1+x2+x3<R

1
f(®) = {0 comst . (10.5)

Wenn x; und x, gegeben sind, kann x3 nur innerhalb von xj + X3 +
= R? variieren. Das entsprechende x3-Integral ist also

f dx; =2R?—x} —x3. (10.6)
B 5]

2_ 2
R X[—X;

Wenn nur noch x; vorgegeben ist, muss x, aus dem Intervall x% +
= R? stammen. Das folgende Integral iiber x; ist also

Rz—xl
f AR - —xzdxz

R2— xl

= |0 R -x - x5+ (R* — x7) arcsin 2
R2 _ xZ
1 Rz—x%

=n(R* - x3) . (10.7)
SchlieBlich ist das verbleibende Integral iiber x;
R 2\k 4

(R? — ) dx, = n(Rle - —1) =R (108)
R 3)x 3

Natiirlich ergibt sich am Ende das vertraute Ergebnis, aber die
Rechnung ist unbefriedigend. Das liegt in diesem Fall wie mei-
stens daran, dass die kartesischen Koordinaten der Symmetrie der
Kugel iiberhaupt nicht angepasst sind. Deswegen behandeln wir
zunichst die Frage, wie Volumenintegrale in anderen, der Situa-
tion besser angepassten Koordinaten ausgefiihrt werden konnen.
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10.1.3 Koordinatentransformationen und die Jacobi-
determinante

e Volumenintegrale werden erheblich vereinfacht, wenn man Koor-
dinaten verwendet, die der Symmetrie des Integrationsvolumens
angepasst sind, z.B. Zylinder- oder Kugelkoordinaten. Nehmen
wir an, solche Koordinaten seien durch u;(x;) gegeben, dann sind
ihre totalen Ableitungen durch

Hui
du,- = 0—xjd)€j = (ale/t,') de (109)
gegeben, wobei wieder iiber alle Werte von j zu summieren ist.
In Matrixschreibweise lautet diese Gleichung

dii = Jdx, J;= Ot . (10.10)

Wenn die Matrix J invertierbar ist, d.h. wenn det J # 0 ist, folgt
daraus
d¥=Jdu, Jij = 0uxi (10.11)

und damit sind die dx; durch die du; gegeben. Die Matrix J = J~!
heiBt Jacobimatrix der Koordinatentransformation.

e Fiir das Volumenintegral brauchen wir das dreidimensionale
Volumenelement dV = dx;dx,dx;. Um es durch das Pro-
dukt du;du,dus auszudriicken, drehen wir die Koordinatenach-
sen durch eine orthogonale Transformation R so, dass J diagonal
wird,

dx’ = Rd¥ = (RJR")Rdit = J'dii’ , J' = diag(J, ]2, J3) .
(10.12)
Daraus folgen

dx; = J;du; und dxjdx;dx; = J,J,J5du|du)du]
= |det J'| dudu)du
= |det J|dujdusduj , (10.13)

da J,J,J;3 = detJ’ = det(RJRT) = det J, wobei die Betragsstri-
che gewihrleisten, dass das Volumenelement positiv bleibt. Weil
das Volumenintegral durch eine reine Koordinatendrehung nicht
veriandert wird, erhalten wir

dxldxzdx3 = Idet J| dulduzdu3 , (1014)

Die Determinante det J heillt Jacobideterminante oder Funktio-
naldeterminante. Sie wird oft in der Form

Bxi

detJ = det| —
© e(auj)

0(x1, x2, X3)
= — 10.15
0(uy, uy, u3) ( )

geschrieben.
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e Demnach transformieren sich Volumenintegrale bei Koordinaten-
transformation nach

ff()?) dX]dXQdX3 = ff[)?(l/_t))] Idet Jl dulduzdug , (1016)

wobei das Dreifachintegral durch ein einzelnes Integralzeichen
angegeben wurde.

o Als Beispiel berechnen wir wieder das Volumen der Kugel, aber
diesmal in Kugelkoordinaten (7, 8, ¢). Zunichst gilt

x; =rsinfcos¢, x;=rsinfsing, x3=rcosd, (10.17)

und daher ist die Jacobimatrix

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
J =
cos 6 —rsinf 0

sinfsin¢g rcosfsing rsinfcosd J (10.18)

Thre Determinante kann man berechnen und erhéilt
detJ = r*sin6 . (10.19)
Das Volumenintegral iiber die Kugel lautet daher
R T 27 T
2 4
f drf def e r sin 6 = —”R3f sin6d0 = —R3 |
0 0 0 3 0 3
(10.20)

e Der Vollstindigkeit halber geben wir noch die Jacobideterminan-
te fiir die Transformation von kartesischen in Zylinderkoordina-
ten (p, ¢, z) an. Hier ist

X; =pcosd, xp=psin¢g, x3=z, (10.21)

daher sind die Jacobimatrix und ihre Determinante

cos¢p —psing 0
J=| sing pcos¢ O |, detJ=p. (10.22)
0 0 1

10.1.4 Tragheitstensor einer Kugel
e Als Beispiel wenden wir nun die Regeln der Volumenintegration

zur Berechnung des Trigheitstensors einer homogenen Kugel mit
Radius R und Gesamtmasse M an. Ihre Dichte sei p. Nach (10.3)

und mit (T0.19) ist

R 7T 21
®ij:f drf def d(bp[rzéij—xixj] r*sing . (10.23)
0 0 0
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Wir kénnen uns durch eine physikalische Uberlegung viel Re-
chenarbeit sparen. Zunichst miissen die Nebendiagonalelemen-
te von ®;; alle verschwinden, weil gegeniiber einer Kugel kei-
ne Orientierung der drei Koordinatenachsen bevorzugt sein kann,
weshalb die drei Koordinatenachsen bei beliebiger Orientierung
Hauptachsen von ® sein miissen. Weiterhin miissen alle Diago-
nalelemente gleich sein, weil die Kugel keine der drei Koordina-
tenrichtungen auszeichnet. Wir schlieBen also, dass aus Symme-
triegriinden

@11 = @22 = @33 und @12 = @13 = @23 =0 (1024)
gelten miissen.

e Also beschrinken wir uns auf die Berechnung von ®;;, was wir
am einfachsten durch ®;; + ®,, + ®33 = 30;; erhalten:

R T 2
f drf dé’f d¢p[3r2—r2] > sin@
0 0 0
R T RS
4mp f rdr f sin9d9:87rp?. (10.25)
0 0

Wegen M = 4nR%p/3 folgt daraus

30y,

2
O =0, =0 = 5MR2 . (10.26)

10.2 Drehimpuls und Trigheitsmomente
starrer Korper (nicht in Vorlesung)

10.2.1 Drehimpuls

e Um den Drehimpuls des starren Korpers zu bekommen, setzen
wir den Korper in ein Inertialsystem, das momentan mit dem
korperfesten System zusammenfillt. Dann ist die Drehmatrix
zwischen beiden die Einheitsmatrix, R = I, die Ortsvektoren im

2/

korperfesten System und im Inertialsystem sind gleich, X; = &/,
und die Geschwindigkeit der Massenpunkte des starren Korpers
im Inertialsystem ist wegen (8.15) X/ = & x X;. Also ist der Dre-

himpuls im Inertialsystem

N

L= Z X! X x Zm, X x(@Bxx), (10.27)
i=1

oder, indem wir das doppelte Kreuzprodukt auf Skalarprodukte
zuriickfiihren,

iml e20 — 2 *-(3)]:@63. (10.28)

l
i=1
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Im allgemeinen Fall beliebiger Drehungen zwischen dem korper-
und dem raumfesten System muss beriicksichtigt werden, dass
der Tréagheitstensor ® dann auch aus dem korper- in das raum-
feste System gedreht werden muss, @' = RORT, und damit im
Allgemeinen zeitabhingig wird.

10.2.2 Tragheitsmomente
e Sei i ein beliebiger Einheitsvektor, 7777 = 1, dann ist das
Trcigheitsmoment um die Achse 77 durch

AT Of = nm©j = ZNl mi | ¥ = (% - )| = ZN: mil>  (10.29)
i=1 i=1

definiert, wobei /; der senkrechte Abstand des Massenpunktes i
von der Drehachse ist.

e Demnach sind die Diagonalelemente ®;; von ® die Trigheitsmo-
mente um die Koordinatenachsen. Die © ; mit j # k heilen De-
viationsmomente. Die Eigenwerte von ® heillen Haupttrigheits-
momente, ihre Eigenvektoren sind die Haupttrigheitsachsen.

e Durch 5705 = yy®; = 1 wird das Trégheitsellipsoid definiert.
Im System der Haupttrigheitsachsen ist offensichtlich, dass es
sich um ein Ellipsoid handelt, denn

Oyl +Os +0sy5 = 1. (10.30)

e Der Satz von Steiner besagt, dass das Trigheitsmoment eines star-
ren Korpers der Masse M um eine Achse durch einen beliebi-
gen Punkt im Abstand / von seinem Schwerpunkt gleich seinem
Triigheitsmoment im Schwerpunktsystem, vermehrt um M ist.
Das sieht man auf folgende Weise:

O = > mi(Fou—xixi) (10.31)

N
i=1
N

Do+ X2 - (i + X+ X0
i=1

wobei X die Schwerpunktkoordinaten und X der Ortsvektor des
Schwerpunkts sind. Daraus folgt
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wobei die Gesamtmasse M = ), m; verwendet wurde. Die drei
Terme in der zweiten Zeile verschwinden aufgrund der Definition
des Schwerpunkts. Sei nun # die Drehachse im Abstand / vom
Schwerpunkt, dann gilt

P=X*-(X-i)?, (10.33)
und damit folgt
A'en =i 01+ M, (10.34)

wie behauptet.

10.2.3 Homogenes Rotationsellipsoid

e Als etwas anspruchsvolleres Beispiel berechnen wir jetzt den
Tragheitstensor und einige Trigheitsmomente eines homogenen
Rotationsellipsoids der Masse M und der Dichte p, d.h. eines

Korpers, dessen Oberfldche durch die Gleichung
.55
@ @ e

=1 (10.35)

at  a?

beschrieben wird, wobei die Zahl € angibt, wie stark das Ellipsoid
langs der x3-Achse gestreckt ist. Fiir € > 1 heit das Ellipsoid
prolat, anderenfalls oblat.

e Wir fiihren nun die elliptischen Koordinaten (r, 6, ¢)
x; =rsinfcos¢, x,=rsinfsing, x3=e€ercosfd (10.36)

ein, die fiir r = a und beliebige Winkel (6, ¢) die Bedingung
(10.35)) erfiillen. Die Jacobideterminante der Transformation von
kartesischen auf diese Koordinaten ist

detJ = er’siné . (10.37)

e Zunichst erhalten wir die Masse

a T 2 4
M=ep f Adr f sin 6d0 f dg = ?ﬂepa3. (10.38)
0 0 0

Wieder miissen aus Symmetriegriinden die Deviationsmomente
®1,, O3 und O3 verschwinden und die beiden Haupttrigheits-
momente @;; und O, gleich sein. Wegen

X} + X3 + x5 = r’(sin* 0 + € cos” 6) (10.39)
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ist das Haupttrigheitsmoment

21
pef zdrf sdeQf do

X sm 0 + €* cos® 6 — sin® @ cos? ¢)
27
= — f sin 6d6 f d¢ (sin2 0sin® ¢ + € cos’ 9)
5 0 0

5 T
= lﬁ f sin 6d6 (71 sin® @ + 2re? cos® 6)

®11

pea’ 4n 1+¢€

= 5z U+e €)=

was fiir € = 1 in das Ergebnis fiir die Kugel iibergeht. Fiir ©3;3
erhalten wir den einfacheren Ausdruck

Md* (10.40)

T 21
B33 = pe f rdr f sin 6d6 f dngr2 sin”
0 0 0
dr 2a° 2
= —pe— =Md*. 10.41
3 Pe5 = 3Ma ( )
e Das Triagheitsmoment dieses Rotationsellipsoids um die schrige
Achse L
- €] + €3
il = (10.42)
V2
ist
1 0,+0
ior = @ +&)0@ + &)= ———
1+ +2 3+¢€
= ———~Md* = Mad* . 10.43
0 4T 0 (10.43)

10.3 Der GauBsche Satz

10.3.1 Herleitung

e Nachdem wir nun Volumenintegrale zur Verfiigung haben,
konnen wir einen weiteren Integralsatz dhnlich dem Satz von Sto-
kes herleiten, der in der Physik ebenfalls hdufig gebraucht wird.
Es ist der GauB3sche Satz, der besagt, dass Flichenintegrale iiber
Vektorfelder A durch Volumenintegrale iiber deren Divergenz VA
ersetzt werden konnen,

f&d&:fﬁ-ffdv, (10.44)
(4% \4

wobei dV der Rand des Volumens V ist, also seine gesamte Ober-
fliche, und die Flichenelemente d&* entlang der Flichennormalen
nach aulen gerichtet sind.
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e Um das einzusehen, betrachten wir ein kleines, wiirfelformiges
Volumen mit den Abmessungen dx;, dx, und dx; lings der Koor-
dinatenachsen. Seine Oberfliche besteht offenbar aus sechs Qua-
draten, die sich paarweise gegeniiberliegen und parallel zu einer
der drei Koordinatenachsen sind. Die duBleren Flichennormalen
sind also entweder parallel oder antiparallel zu den Koordinaten-
achsen gerichtet. Der Beitrag der beiden zur x,-x3-Ebene paralle-
len Quadrate zum Flichenintegral auf der linken Seite von (10.44)
ist zum Beispiel

— A1(x1, X0, x3)dxodxs + A1 (xy + dxq, X2, x3)dxdxs ,  (10.45)

wobei das negative Vorzeichen durch die Ausrichtung der
Flachennormale bedingt wird. Wegen

Aj(xp+dxy, x2, x3) = Ay (X1, X2, X3) + 04, A1 (X1, X2, x3)dx; (10.46)
konnen wir den Beitrag in (10.45) als
0y, A1(X¥)dx dxdxs = 9,,AdV (10.47)

bringen. Entsprechende Beitrige kommen von den beiden ande-
ren Flidchenpaaren, woraus wir fiir das infinitesimal kleine Volu-
men dV erhalten

lim | A-dé¢= f (0,,A + 0,42 + 0, A3)dV

= f (V- A)dv . (10.48)

Nun denken wir uns ein endlich groes Volumen aus infinitesi-
mal kleinen Wiirfeln aufgebaut. Dadurch heben sich die inneren
Fldchenintegrale genau heraus, weil an der Trennfliche zwischen
zwel benachbarten Wiirfeln die Beitrige betragsgleich sind, aber
wegen der antiparallelen Orientierung ihrer Flichennormalen ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben. Es bleibt also nur das Flachen-
integral iiber den Rand des Volumens iibrig, wihrend die Diver-
genz liber das gesamte Volumen integriert wird. Dies begriindet
den GauB3schen Satz.

10.3.2 Transformation von Divergenz und Rotation

e Die Integralsdtze von GauB3 und Stokes geben uns eine einfa-
che Methode an die Hand, die Differentialoperatoren Divergenz
und Rotation in krummlinig-orthogonale Koordinatensysteme zu
tibersetzen. Wir hatten in (5.2) gesehen, dass nach einer Transfor-
mation in solche Koordinaten das Langenelement ds durch

ds? = (mdq1)* + (hdq2)’ + (h3dgs)? (10.49)
ausgedriickt werden kann, wobei die 4; durch (5.3]) gegeben sind.
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e Filhren wir dieselbe Betrachtung nun in krummlinig-
orthogonalen Koordinaten durch, die wir zur Herleitung des
GauBschen Satzes in kartesischen Koordinaten benutzt haben,
erhalten wir zunichst fiir die Beitridge zweier lings der ¢;-Achse
gegeniiberliegender Begrenzungsflichen eines infinitesimalen
Volumenelements zum Flidchenintegral

— (Ag ah3)(q1, 92, q3)dqgadgs + (Ag hah3) (g + g1, g2, g3)dg2dgs
(10.50)

wobei beriicksichtigt werden muss, dass jetzt auch die /; von den
Koordinaten ¢; abhéngen. Also ist der Beitrag (10.50)

(A g hah3)

3 dg1dg.dqs , (10.51)
q1

und das gesamte Flachenintegral wird

O(Ayhahs)  OAumhs)  O(Aghih
((q1 2 3)+ (Al 3)+ (Agshih2) dg1dg>dg; . (10.52)

9q, 99> 9q3
e Nach dem GauB3schen Satz muss dies nun gleich
(V- D)V = (V - A)hyhohydgidgrdgs (10.53)

sein, woraus fiir die Divergenz die Darstellung

VA=

1 (8(Aqlh2h3) N 0(Ag,hih3) N 0(Ayhihy)

10.54
hyhahs 0q, 0q> g3 ) ( )

folgt.

e Durch eine vollig analoge Betrachtung, ausgehend von (4.71)) fiir
die dritte Komponente der Rotation, erhilt man die Darstellung
der Rotation in krummlinig-orthogonalen Koordinaten,

N 1 [(0(A,.h 0(A, h
(VXA)qI _ ( ( q3 3) _ ( 92 2) ’
hahs 0q» 0q3
N 1 (0A,h oA, h
(VXA)qz _ ( ( q 1) _ ( q3 3) ’
hihs 0q3 0q,
S5 1 8(Aq2h2) 8(Aqlh1)
VxA - 10.55
(VXA), hth( a0, s ( )

e Fiir Kugelkoordinaten hatten wir (¢1, 2, g3) = (1,6, ¢) und
h.=1, hg=r, hy=rsiné. (10.56)
Dabher ist h,hghs = r* sin 6 und

—

S 2 i 0A
V_A:lﬁ(rAr)_'_ 1 6(sm9A9)+ 1 P

. (10.57
2 or rsind 90 rsin@ 0¢ ( )
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Fiir die Komponenten der Rotation erhalten wir

F x ) = 1 J(sin6A,) _ 1 0Ay ,
rsind 00 rsiné o0¢
- -, 1 (9Ar 1 8(7"A¢)
VXA)y = - -
(Vx4 rsinf 0¢ r Or
S 10(rA 10A,
Gxd), = LAd) 104, (10.58)

r or r 00

10.3.3 Beispiel
e Betrachten wir als Beispiel das Radialfeld
F=e"e (10.59)

und integrieren es iiber eine Kugelfliche mit Radius R um den
Ursprung. Das gerichtete Flachenelement ist

dé* = r* sin 6dod¢ &, (10.60)

so dass das Fliachenintegral der Kraft iiber die Kugelflache bei
r=R

T 27
R? f sin 6d6 f de F(r,0,¢) - &, = 4nR%* R (10.61)
0 0
ist.
o Andererseits ist die Divergenz von F wegen (10.57) durch

V.F = _M = —Qr- ,»z)e—r (10.62)
r2  Or r2

gegeben, so dass das Volumenintegral dariiber

R R
47rf P2drv - F 47rf Qr—rHe"dr
0 0

- rze—’§:47rRze_R (10.63)

ist, wie es nach dem Gaul3schen Satz sein muss.



Kapitel 11

Harmonische Schwingungen

11.1 Der Harmonische Oszillator I

11.1.1 Bewegungsgleichung bei linearisierter Kraft

o Auf einen Kdorper im mechanischen Gleichgewicht wirkt insge-
samt keine Kraft, ' = 0, er wird also nicht beschleunigt, ¥ = O.
Bei geniigend kleiner Auslenkung aus der Gleichgewichtslage x,
kann die Kraft in eine Taylorreihe entwickelt werden:

F = F(xg) + F'(x0)(x — xo) + %F”(xo)(x —x0)*+.... (111

Nach Voraussetzung verschwindet F(xp), weil xy die Gleichge-
wichtslage ist. Der Einfachheit halber verschieben wir das Koor-
dinatensystem so, dass der Ursprung in x, zu liegen kommt, also
xo = 0 wird. Weiter nehmen wir an, dass F’(xy) # 0 ist und ver-
nachlédssigen Terme hoherer Ordnung in der Taylor-Reihe, d.h.
wir linearisieren die Kraft um die Gleichgewichtslage und erhal-
ten I = F'(0) x.

e Wenn nun F’(xy) > 0 ist, entfernt sich das System aus der Gleich-
gewichtslage, und das Gleichgewicht ist labil. Das Gleichgewicht
ist stabil, wenn das System in die Ausgangslage zuriickkehrt, d.h.
wenn F’(xy) < O ist. Entsprechend schreiben wir fiir die lineari-
sierte Kraft

F'(x0) := —k oder F(x)=—kx, k>0. (11.2)

e Die Bewegungsgleichung ist dann

mi = —kx (11.3)

[k
¥+wix=0  mit wy:i= 4[—. (11.4)
m

114

oder

F(x)

' lineare Niherung
der Kraft

Entwicklung der Kraft um die
Gleichgewichtslage
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11.1.2 Freie Schwingungen

e Die Bewegungsgleichung ist offenbar eine gewohnliche, li-
neare, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Zu ihrer Losung brauchen wir also ein Fun-
damentalsystem aus zwei linear unabhingigen Losungen x;()
und x,(¢). Wir sehen sofort das x;(#) = sin wyt die Gleichung 16st,
ebenso wie x,(f) = cos wyt. Dass diese beiden Funktionen linear
unabhingig voneinander sind, stellt sich durch Anwendung von

(2.14)) heraus, denn
W(x) = —w sin® Wyt — wy cos® wot = —wy # 0 . (11.5)
Die allgemeine Losung unserer Gleichung (11.4)) lautet also

x(t) = Cy sin wot + C5 cos wyt (11.6)

Die Konstanten C, C, miissen durch die beiden Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden. Wenn wir den Anfangsort x; und die
Anfangsgeschwindigkeit v, festlegen, folgt

x(t=0) = xg = C,=x
W(=0) = vy = C =2
wo
und damit 0
x(f) = —= sin wot + X COS Wyt . (11.7)

Wy

Wegen der trigonometrischen Beziehung cos(x—y) = cos x cos y+
sin x sin y ldsst sich die allgemeine Losung auch in die Form

x(t) = Ap cos(wot — dp) (11.8)

bringen. Dazu setzt man x = w, sowie Apcosy = xp und
Ap siny = vg/wy und erhélt

2

U
Ap= 4|2+ = (11.9)
wy
und 0
tan oy = —— . (11.10)
XoWo

Ay > 0 heiBit Amplitude, wyt — dy Phase der Schwingung. Dabei
1st 0 < 6p < 2nm.

Die durch (T1.8) bzw. (I1.9) beschriebene Bewegung heilit har-
monische Schwingung. Sie hat die Kreisfrequenz wy, die Frequenz

wWo

= 11.11
o (T1.11)

Yo
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und die Schwingungsperiode

_27r

1
T =- (11.12)
14

Wo
Es lohnt sich jetzt, zur Beschreibung des harmonischen Oszil-
lators komplexe Zahlen einzufiihren, weil sich durch sie vieles
enorm vereinfacht. Also folgt ein Umweg durch elementare Re-
chenregeln und Beziehungen komplexer Zahlen.

11.2 Komplexe Zahlen

11.2.1 Elementare Rechenregeln

e Komplexe Zahlen sind in der klassischen Physik oft bequem und
in der Quantenphysik notwendig. Sie kommen zustande, indem
man sich zunéchst iiberlegt, dass dem quadratischen Ausdruck

x=-1 (11.13)

ebenso Losungen zugeordnet werden sollen wie dem Ausdruck
x* = +1, der die offensichtlichen Losungen x = =1 hat. Man
definiert als Losung von (T1.13)) die imagindre Einheit i, so dass

i2 = —1ist.

e Komplexe Zahlen z € C sind geordnete Paare (a, b) reeller Zah-
len, die in der Form
z=a+1ib (11.14)

geschrieben werden. Man kann sie als Punkte in der zweidimen-
sionalen komplexen Ebene auffassen, deren eine Koordinatenach-
se reell und deren andere Koordinatenachse imagindr heifit. Ent-
sprechend heif3en

a=R(z) und b=I() (11.15)
Real- bzw. Imaginirteil der komplexen Zahl z.

e Komplexe Zahlen z;, z; werden addiert oder subtrahiert, indem
man ihre Real- und Imaginirteile addiert oder subtrahiert,

(Cl] + lbl) + (Clz + lbz) = (Cl] + 612) + 1(b1 + bg) ,
(a1 +1by) — (a2 +1by) = (a1 — az) +i(by — b1).16)

21+ 22

i1 — 22

Zur Multiplikation fasst man komplexe Zahlen als Summen auf
und multipliziert gliedweise, indem man die Rechenregel i> = —1
benutzt,

212 = (a1+ib1)(a2+ib2) = (alaz—b1b2)+i(a1b2+a2b1) . (1117)
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e Durch Anderung des Vorzeichens des Imaginirteils einer kom-
plexen Zahl erhélt man ihre komplex konjugierte Zahl,

z=a+ib, Z'=a-1ib. (11.18)

Multipliziert man eine komplexe Zahl z mit ihrer komplex-
Konjugierten z*, erhédlt man das Betragsquadrat von z,

727" = (a+ib)a—ib) = a* + b* = |7, (11.19)

das offenbar reell ist. Divisionen durch komplexe Zahlen kann
man durch Erweiterung mit ihren konjugiert-komplexen Zahlen
in reelle Divisionen verwandeln,

Z_ 2%, (ay +iby)(ay —iby)

11.20
2 27 as +b; ( )

11.2.2 Komplexe Exponentialfunktion

e Wenn man komplexe Zahlen als Punkte in der komplexen Ebene
auffasst, ist der Betrag einer komplexen Zahl der Abstand die-
ses Punktes vom Ursprung. Entsprechend ordnet man komplexen

Zahlen durch
b b
tangp = - = ¢ = arctan — (11.21)
a a
eine Phase zu. Damit kann man komplexe Zahlen auf die beiden
Weisen
z=a+1ib =|z](cos ¢ + isin @) (11.22)
darstellen.

e Entwickelt man die Exponentialfunktion e* entsprechend dem
Taylorschen Satz (2.22)) um x = 0, so erhilt man wegen (e*)’ = e*
die Taylor-Reihe

e’ =1+ E —x' . (11.23)
n.
n=1

Ersetzt man in dieser Reihe die reelle Zahl x durch die imaginire
Zahl ix, folgt zuerst

© N2 - N2k
eix:1+Z(IX) :1+Z(1x?1+2((1% (11.24)

wenn man die Summe in einen reellen und einen imaginéren Teil
aufspaltet. Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite von
(I1.24) entsprechen gerade der Reihenentwicklung des Cosinus
um x = 0,

— (ix)%
= et

1+ =1+ — = COoS X, (11.25)



KAPITEL 11. HARMONISCHE SCHWINGUNGEN 118

wihrend der dritte Term die Reihenentwicklung des Sinus um x =
0 ergibt,
® k4 TN
%:ix %:isinx. (11.26)
o (2k+ D! o (2k+ D!
Dies erlaubt die extrem niitzliche Gleichsetzung

e =cosx+isinx. (11.27)

e Insbesondere lisst sich damit (I1.22)) in die Form
z = [zl (11.28)

bringen. Die Sinus- und Cosinusfunktionen konnen wegen
(11.2°7) durch die komplexe Exponentialfunktion in der Weise
ix + —ix ix _ a—ix
cosx=——" und sinx=_——— (11.29)
2 2i
dargestellt werden. Diese Darstellungen erlauben bequeme Her-

leitungen trigonometrischer Beziehungen. Als Beispiel betrach-

ten wir
CoSXxcosy = (e + e +e)
el +y) e—‘il(xw) el 4 @-ix-y)
= 1 + 7
= % [cos(x + y) + cos(x — )] . (11.30)

11.2.3 Komplexe Darstellung harmonischer Schwin-
gungen

e Wir kehren nun zur Bewegungsgleichung des harmonischen Os-
zillators zuriick und multiplizieren sie zunéchst mit 2x als
integrierendem Faktor. Die Gleichung

d@z) | ,d@)

& + wyp ” =0 (11.31)
kann nun direkt integriert werden und ergibt modulo einer Kon-
stanten, die wir zunéchst vernachlissigen

27+ 2wpiz =0 =

_ . -
P=-wi? & Z=+iwy © z=e& .  (11.32)

Z
e Die beiden Funktionen, die wir als Losungen erhalten haben, sind
linear unabhéngig, denn

W = |—iwgel’e 90 — jue e = 20y £ 0 . (11.33)

Natiirlich hat eine komplexe Losung an sich noch keinen physika-
lischen Sinn, sodass man den Real- oder Imaginirteil der komple-
xen Losung wiihlt, sobald man eine physikalische Aussage treffen
will.
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11.2.4 Hermitesche Matrizen

e Zum Abschluss dieser einfiihrenden Diskussion komplexer Zah-
len beschiftigen wir uns noch mit einer komplexen Erweiterung
der symmetrischen Matrizen. Sei A eine Matrix mit Elementen
a;; € C. Wenn man alle ihre Elemente komplex konjugiert, heifit
die Matrix selbst komplex konjugiert, A" = (a;;). Wenn man sie
zusitzlich transponiert, heif3t sie adjungiert,

AT =AY =) . (11.34)

Aus Griinden, die gleich offensichtlich werden, spielen solche
Matrizen vor allem in der Quantenmechanik eine tragende Rol-
le, die gleich ihren Adjungierten sind,

A=A". (11.35)
Sie heillen selbstadjungiert oder hermitesch.

e Seien nun A eine hermitesche Matrix, 4; und 4, irgend zwei ihrer
Eigenwerte und v; und v; die zugehorigen Eigenvektoren. Dann
gilt nach Definition

AUi:/liUl‘, AUj:/ljUj. (1136)

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit v; und der zweiten
mit vj erhalten wir

viAv; = Avi,0) o[ Aj = i, v;) (11.37)

denn das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Vektoren v und
w muss (v, w) = v'w lauten, um zu garantieren, dass (v, v) > 0 ist.
Die adjungierte der letzten Gleichung ist

viATy; = vl Av; = Aivi,v;) (11.38)
wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass nach Voraus-
setzung A" = A ist. Subtrahieren wir dieses Ergebnis von der

ersten Gleichung (11.37)), folgt
0= (A — ) v, v)) - (11.39)

Fiir i = j folgt daraus wegen (v;, v;) > 0, dass A4; = A7 sein muss,
was nur moglich ist, wenn die Eigenwerte A; reell sind. Dariiber
hinaus sieht man anhand von (I1.39)), dass Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten hermitescher Matrizen orthogonal sein
miissen.

e SchlieBlich sei noch erwidhnt, dass unitire Matrizen U solche
sind, deren Adjungierte gleich ihren Inversen sind,

U =u"'. (11.40)

Sie verallgemeinern die Beziehung R” = R! orthogonaler Matri-
zen und treten ebenfalls in der Quantenmechanik héufig auf.
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11.3 Der harmonische Oszillator II

11.3.1 Gediampfte Schwingungen

e Wir erweitern nun schrittweise die Behandlung des harmonischen
Oszillators, indem wir die Schwingungsgleichung um phy-
sikalisch motivierte Terme ergédnzen und ihre Losungen entspre-
chend erweitern. Zunichst fiihren wir eine zur Geschwindigkeit
proportionale Reibungskraft Fr = —bx (b > 0) in die Bewegungs-
gleichung des harmonischen Oszillators ein,

mi+bx+kx=0. (11.41)

e Das ist wieder eine gewohnliche, lineare, homogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung, d.h. wir brauchen wieder zwei linear
unabhingige Losungen, aus denen wir die vollstindige Losung
durch Linearkombination gewinnen. Die Losung vereinfacht sich
im Komplexen, d.h. wir suchen Losungen z(7) € C der Gleichung

mi+bi+kz=0. (11.42)

e Fiir z(¢) versuchen wir den Ansatz
. Beispiel fiir eine geddmpfte
() =€, ) =iwzt), i) =—-wz(D). (11.43)  Schwingung
Die komplexe Bewegungsgleichung

(—-mw* + iwb + k)e =0 (11.44)

muss fiir beliebige Zeiten ¢ erfiillt sein, was nur moglich ist, wenn
der Ausdruck in Klammern separat verschwindet:

—mw2+iwb+mw(2):0, (11.45)

wobei wir wieder k = mwj gesetzt haben. Dies bedeutet

—ib £ (J4m’wj — b?
wip =— > =il+w, (11.46)
m

mit den Definitionen

b
L= e D= Jwy =2 (11.47)

Die Wurzel zeigt, dass eine Fallunterscheidung in A notig wird,
je nachdem, ob A groBer oder kleiner als wy ist. Die Form der

Losung ist nach ((11.43))

Z(t) — ei(i/lid))t — e(—/liid))t ) (1 148)
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11.3.2 Schwache, starke und kritische Dampfung

e Schwach geddampft ist die Schwingung dann, wenn der Reibungs-
term klein gegeniiber den anderen Termen der Gleichung (I1.42))
ist, also A < wy. In diesem Fall ist @ € R, und wir konnen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit @ > 0 annehmen. Die zwei line-
ar unabhiingigen, speziellen Losungen der Bewegungsgleichung
lauten dann

—/lteiia)t .

zi12(f) =¢ (11.49)

Aus ihrem Real- und Imaginirteil ergeben sich zwei linear un-
abhingige, reelle Losungen der Ausgangsgleichung,

Ccos wt
sin wt

x12() = e x { (11.50)
Die Amplitude ihrer Schwingung klingt exponentiell ab. Die all-
gemeine Losung ist eine Linearkombination aus beiden.

Umgekehrt ist bei starker Dampfung A4 > wy. In diesem Fall ist @
imaginir. Die beiden Losungen sind

2_ 2
A wo)t ,

P OE (11.51)

das heiit, die Bewegung klingt exponentiell ab und hat den
Schwingungscharakter verloren.

Der Fall kritischer Dampfung trennt die beiden vorherigen von-
einander: 1 = wy: @ = 0. Dann liefert z,(#) = e~ nur noch eine
(reelle) Losung. Die zweite notwendige, davon linear unabhingi-
ge Losung konnen wir uns wieder durch d’ Alembert-Reduktion
verschaffen, indem wir den Ansatz

(1) = f(H) z21(0) (11.52)

in die Gleichung (11.42) einsetzen und beriicksichtigen, dass z;(f)
bereits eine Losung ist. Wir erhalten zunichst

(fz1 +2f21 + f21) +2A(fz + f2) + wifz =0,  (11.53)
und daraus, da Z; + 242 + wlz; = 0 ist,
" i+ A
F=—2f2T% o, (11.54)
<1

da z; + Az = 0 ist. Demnach muss f eine Konstante sein, und
f = t ist die einfachste Losung der Gleichung (11.54). Daraus
erhalten wir z, = re™ .
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e Die lineare Unabhingigkeit der beiden Losungen kann man wie-
der anhand von (2.14) feststellen, denn

W=z-21z=2( —Atz) +AUtz2 =72 = £0. (11.55)
Die allgemeine Losung lautet also
2(t) = (C1 + Cane™ . (11.56)
Sie stellt den so genannten aperiodischen Grenzfall dar.

e Alternativ dazu kann man sich die zweite Losung durch einen
Grenziibergang aus dem Fall schwacher Dampfung verschaffen,
indem man den Grenziibergang @ — 0 durchfiihrt. In diesem Fall
lautet die allgemeine Losung fiir z( = 0) = O und z(t = 0) = vy

(0 =e " Xsinar . (11.57)
w

Der Grenziibergang fiir @ — 0 liefert

. B _ sin @t B
lim z(7) = e Yoot lim —— = e Yyt . (11.58)
w—0 -0 Wt

Damit erhalten wir wieder als zweite, von z;(f) linear unabhéngi-
ge Losung
o) = e, (11.59)

wie zuvor.



Kapitel 12

Pendelschwingung und
Resonanz

12.1 Pendel

In den folgenden Beispielen zeigen wir, wie sich auch komplizierte-
re Schwingungsvorgénge leicht mit Hilfe der komplexen Zahlen l6sen
lassen. Das bedeutet nicht, dass man nicht auch mit den iiblichen trigo-
nometrischen Funktionen zum Erfolg kommt, aber dieser Ansatz wire
wesentlich komplizierter.

12.1.1 Mathematisches Pendel

e Ein Massenpunkt der Masse M sei im homogenen Gravitations-
feld an einem masselosen Faden der Linge [/ aufgehiingt. Das
Pendel bewege sich in der x-y-Ebene. Die Gravitationskraft ist
F=-M gé,, wobei g die Schwerebeschleunigung ist und €, nach
oben zeigt. Bei einem Auslenkwinkel ¢ aus der Ruhelage zeigt
der Faden in die Richtung

xXx=1= l(sin ¢é, — cos ¢Zy)
x=1¢ (cos @@, + sin ¢8y) (12.1)
X =1 (cos @@, + sin ¢8y) — 1¢? (sin @, — cos ¢8y) ~ lpe, .
Senkrecht zum Pendel wirkt die Riickstellkraft

F.=F —(F-2¢
=— Mgé, — (Mg cos ¢)(sin ¢p&, — cos $é,)
= — sin® ¢Mgé, — Mg cos ¢ sin p&, ~= —Mg¢é, . (12.2)

123
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Damit wird die linearisierte Bewegungsgleichung eindimensio-
nal, und die Bewegungsgleichung lautet

¢'+%¢:0. (12.3)

Das ist offensichtlich eine harmonische Oszillatorgleichung fiir ¢.
Die Schwingungsfrequenz ist

w = \/% , (12.4)

unabhiéngig von der Masse M des Pendelkorpers.

12.1.2 Physikalisches Pendel

e Nun ersetzen wir den Massenpunkt M durch eine homogene
Scheibe derselben Masse, der Dicke d und mit Radius R, die in
ihrem Schwerpunkt an der Pendelstange fixiert wird. Andert sich
dadurch das Verhalten des Pendels?

e Offenbar miissen wir beriicksichtigen, dass sich der Pendelkorper
dreht und wegen seines Trigheitsmoments einen Drehimpuls be-
kommt, der sich wihrend der Pendelschwingung fortwihrend
dndert. Die Gravitationskraft muss also das Drehmoment zur
Anderung des Drehimpulses aufbringen.

e Bestimmen wir zundchst den Trigheitstensor. Dazu fithren wir
Zylinderkoordinaten so ein, dass die z-Richtung senkrecht zur
Scheibe steht und der Ursprung im Scheibenmittelpunkt liegt.
Wieder miissen die Deviationsmomente aus Symmetriegriinden
verschwinden und die beiden Haupttrigheitsmomente ®;; und
©,, gleich sein. Wir brauchen das dritte Haupttrdgheitsmoment
®s;3 brauchen, da um die z-Achse der Scheibe gedreht werden
wird. Also berechnen wir

R 21 d/2
(OF%) :f rdrf d¢ dzp ((r2 +7) - zz)
0 0 -d/2
T
= —pR*d
zp
3 MR?

2 b

(12.5)

mit der Masse M = npR>d. Dies ist das Triigheitsmoment um die
z-Achse der Scheibe. Aber da die Drehachse um die Pendelldnge
[ entfernt ist, ist das gesamte Tridgheitsmoment durch die Summe

_ MR

G
2

+ MP (12.6)

gegeben.
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e Das Drehmoment der Gravitationskraft,
M = F x 18 = —~Mgé, X [ sin ¢&, = Mglpe. , (12.7)

bewirkt die Drehimpulsinderung

5 : R? .
L=0d= —M(7 + lz)gbé‘z , (12.8)
woraus die Bewegungsgleichung
R? .
(7 + 12)¢ +glp =0 (12.9)

folgt. Demnach ist jetzt die Schwingungsfrequenz

2gl
=4/ . 12.10
YT NR+on (12.10)

Sie hingt nach wie vor nicht von der Pendelmasse ab, wird aber
mit zunehmendem Scheibenradius immer kleiner. Fiir R — 0 be-

kommen wir das Ergebnis (12.4) fiir das mathematische Pendel
zuriick.

12.1.3 Das Foucaultsche Pendel

e Aufein Pendel, das auf der Erde schwingt, wirkt die Corioliskraft
Fe =2mix Q. Es folgt also aus der Bewegungsgleichung

Fo2¥xQ+w?7=0, (12.11)

wobei w = \/% die iibliche Pendelfrequenz und Q die Win-
kelgeschwindigkeit der Erde sind. Die Corioliskraft ist klein ge-
geniiber der Riickstellkraft, so dass wir die Pendelbewegung als
Schwingung in einer Ebene nihern konnen. Wir wihlen dafiir die
x-y-Ebene und fiihren die z-Achse als lokale Senkrechte ein. Fiir
kleine Auslenkungen ist z vernachlissigbar klein, und

. N sz - ZQy sz
IxQ=| -1 +2Q, |~| -iQ (12.12)
xQ, — §Q, XQ, — §Q,

Die Bewegungsgleichungen in der x-y-Ebene lauten daher

¥=2§Q, + w'x =0
4210 + W’y =0. (12.13)

Fiir die komplexe GroBe € := x + iy erhalten wir

E+20Q.6+0¢=0. (12.14)
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Dies ist eine Schwingung mit imaginirer Dimpfung A = iQ),. Da
die Rotationsperiode der Erde sehr viel groBer als die Schwin-
gungsperiode des Pendels ist, ist die Dampfung schwach, Q, <«
w. Die Losung ist dann durch gegeben,
f(t) :e—iﬁztetiwz
=[cos(Q, 1) — isin(Q, )] [cos(wt) + isin(wr)]
= cos(£2,t) cos(wt) + sin(£2,¢) sin(wt)
+1c0s(€2,7) sin(wt) — isin(L,¢) cos(wt)
=x(t) + iy(?) , (12.15)

Schreiben wir dieses Ergebnis wieder als Vektor aus Real- und
Imagindrteilen analog zu (12.13)),

( x(1) ):( cosQ,t  sin)t )( cos(wt)

y(1) —sin )t cosQ,t + sin(wt)

dann sehen wird, dass sich die Pendelebene der iiblichen Schwin-
gung mit der Frequenz (), dreht.

) . (12.16)

12.2 Erzwungene Schwingungen, Resonanz

12.2.1 Periodischem Antrieb

e Auf den Massenpunkt wirke in diesem Beispiel von auflen eine
periodische Kraft,
F. =ccoswt , (12.17) &

so dass die Bewegungsgleichung
mx + bx + kx = ccos wt . (12.18)
lautet. Wir 16sen die Gleichung wieder in der komplexen Ebene,

mz + bz + kz = ce’ (12.19)
erzwungene Schwingung: Feder-
mit z(r) € C. Wegen dieses Ansatzes werden wir spiter die reelle  pendel mit periodischem Antrieb

Losung nur als Realteil der komplexen Lésung erhalten.

e Zur allgemeinen Losung dieser inhomogenen, gewohnlichen, li-
nearen Differentialgleichung 2. Ordnung benétigen wir eine par-
tikuldre Losung der inhomogenen Gleichung plus die allgemei-

ne Losung der homogenen Gleichung. Letztere ist die bekannte Ao
Losung des geddmpften harmonischen Oszillators, e e
zn(t) = e Vet (12.20) o
mit ) o
A=-— und &= Jwj-A, (12.21) o
2m e
falls /,l < wo ist. 0 5 10 15 20 Z:‘ft 30 35 40 45 50

Erzwungene Schwingungen mit
schwacher Dampfung; deutlich
sichtbar sind der Einschwingvor-
gang und Schwebungen
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e Die partikulidre Losung gewinnen wir liber den Ansatz

(1) = zoe™" | (12.22)
der auf die Gleichung
(—-mw? +ibw + k)zo = ¢
& -0+ 2w+ Wt = — (12.23)
mzo

fiihrt, aus der wir

c/m _ c/m [(w% — W) — 2iw/1]

- (W — w?) + 2iwA B (W§ — w?)? + 4w 22

20 (12.24)

erhalten. Die Zerlegung dieser komplexen Konstanten z, in
Zp(t) =2 eiwt — A e—i5eiwt — A ei(wt—ﬁ) (1225)

fiihrt unter der Annahme ¢ € R, ¢ > 0 auf die Amplitude

A= c/m , (12.26)
\/(wé — w?)? + 4w A?
und die Phase § ist durch
2w
tand = ——— (1227)

2-
gegeben. A > Ound 0 < 6 < 7 wegen 4 > 0. Eine partikulédre
Losung der inhomogenen Gleichung ist demnach

x%p(1) = Rep(t) = Acos(wt - 6) , (12.28) =

was auf die allgemeine Losung =l

Phase
o

x(t) = A cos(wt — ) + Ae™" cos(wt — 0) (12.29)

fiihrt. A und ¢ sind bereits festgelegt, wogegen A und 6 noch zur R
Erfiillung der Anfangsbedingungen zur Verfiigung stehen. Y e
Phase ¢ der erzwungenen Schwin-

e Fiir lange Zeiten ¢t > 1/A entfillt der zweite Term wegen der
exponentiellen Ddmpfung. Nach einer Einschwingung schwingt .. -0qo00 Werte der Dimpfung
der Oszillator dann mit derselben Frequenz wie die duBere Kraft,
aber um die Phase 6 verschoben. Fiir w = wq ist 6 = 7/2.

gung nach dem Einschwingen fiir
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12.2.2 Resonanz und Halbwertsbreite

e Die Amplitude A aus (12.26) zeigt das typische Resonanzverhal-
ten. Sie erreicht ein Maximum bei

d
o ((wg - + 4w2/12) = —4(w§ - w)w + 8wA?
w

= 4w (—w% + 0+ 2/12) =0

oder Wmax = JW; — 242, (12.30)

das die Hohe
Apax = c/—m (12.31)
24 \Jwj — A2
erreicht.

e Die Halbwertsbreite der Resonanz ist durch die Bedingung

1
A*(w) = —A2

max

W12 = Wnax £ 24 w/a)(z) - A2 (12.33)

erfiillt ist. Im Fall schwacher Didmpfung, 1 < wy, ist

(12.32)

bestimmt, die fiir

/12
Wmax X Wo (1 — —2) ~ Wy (12.34)
Wy
und
W1p X Wy A, (1235)

d.h. die Halbwertsbreite ist
=221 (12.36)

im Grenzfall schwacher Dampfung.

12.2.3 Grenzfall schwacher Dimpfung

e Um den Fall schwacher Dampfung zu betrachten schreiben wir
die allgemeine Losung in der Form
x(t) = Acos(wt — ) + e M(C, cos @t + Cosinwr) . (12.37)
Die Anfangsbedingungen legen die beiden Konstanten fest,
x(t=0) = Acosd+Cy|=xp
= Cy=x9y—Acosd
X(t=0) = Awsind— AC; + Cr = vy

1
= (C,=—(y+Axg—AAdcosd — Awsino) .
@

Amplitude A
°
2

0 . . . . . . .
06 07 08 09 1 1.1 12 13 14
Frequenz o/

Resonanzverhalten der Amplitude
erzwungener Schwingungen
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Im Grenzfall 2 — 0 gilt nach (12.27) 6 — 0, und damit

Vo c/m

C1—>X()—A, C2—>—, A—

_ 12.38
wo wi — w? ( )

Die allgemeine Losung nimmt dann die Gestalt

c/rm Y .
x(t) = 2/—2(005 wt—CcoS wyt) + Xy COS ot+— sin wot (12.39)
W

0 Wo
an.

e Fiir die Resonanzbedingung w — w, geht der erste Term gegen
den Grenzwert
COS wt — COS Wyt . Isinwf 1 sinwot

im > = lim ,
w-wy wo—aﬂ wowy 2w 2wy

(12.40)

was sich anhand der Regeln von I’Hospital feststellen ldsst. Im
Spezialfall x, = O erhélt man dann die Losung

x(0) = (”—0 +

)sinwot. (12.41)
wy 2mwy

Der zweite Term in Klammern wichst linear mit der Zeit, und
man spricht von einem sdkularen Anwachsen der Amplitude.

12.2.4 Beispiel: Die natiirliche Breite von Spektrallini-
en

e Ein Beispiel fiir eine erzwungene Schwingung ist ein Elektron in
einer Atomhiille, das durch einfallende elektromagnetische Strah-
lung angeregt wird. Ndherungsweise beschreiben wir das Atom
als Dipol, d.h. das Elektron bewegt sich lings der x-Achse um
den Atomkern. Das elektrische Feld der einfallenden Strahlung
kann dann in der Form

E(t) = Eycos wt (12.42)

geschrieben werden. Dieses elektrische Feld iibt eine Kraft auf
das Elektron aus, die Lorentzkraft

Fu(t) = gE(t) = gEycos wt (12.43)

wobei die Elementarladung ¢ in den so genannten cgs-Einheiten
angegeben wird,

g=48x10"1g2cm¥%s7! (12.44)
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e Der Atomkern iibt eine Riickstellkraft auf das Elektron aus, die
niherungsweise linear ist; das Elektron schwingt also harmonisch
um den Atomkern. Die Kreisfrequenz der Schwingung sei w. Die
Lorentzkraft hingegen beschleunigt das Elektron. Da beschleu-
nigte Ladungen strahlen, verliert das bestrahlte Atom Energie,
wodurch die Schwingung geddmpft wird. In der klassischen Elek-
trodynamik betrdgt diese Dampfung

2‘]2 2

(Einheiten beachten!), wobei ¢ = 3.0 x 10" cms™! die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum ist. Die Ddmpfungskonstante ist also

b 2

wobei die Elektronenmasse m, = 9.11 x 10728 g ist.

e Wenn das Atom durch ein kontinuierliches Spektrum elektroma-
gnetischer Strahlung beleuchtet wird, erzeugt es also eine Ab-
sorptionslinie, deren Profil durch das Quadrat der Resonanzkurve

(12.26) gegeben ist,
qEg/m’

- (Wi — W?)? + 4w 22 ’

2

(12.47)

das auch als Lorentzprofil bezeichnet wird. Die Breite dieser Li-
nie ist also I' = 24, oder
24*

r= mwg : (12.48)

Sie heiBt natiirliche Linienbreite.

e Der Kreisfrequenz w entspricht eine Lichtwellenldnge von ¢ =
2nc/w, d.h. die natiirliche Linienbreite ist

_8n’q? cm

2
r (;* =0.2257" (—) : (12.49)

T Bmec 4o

Fiir Wellenldngen im Bereich des sichtbaren Lichts ist £, ~ 5 X
1075 cm, alsoT" ~ 10871,

e Umgerechnet in Wellenldngen entspricht dem eine Breite von

d¢
of = |—
dw

2 r
r=2—6—. (12.50)
I wy Wo

Mit wy = 27c/y =~ 3.8 x 10 s7! fiir £; ~ 5 x 107> cm folgt zum
Beispiel 6¢ ~ 1.3 x 1072cm ~ 1.3 x 107* A,
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12.2.5 Allgemeine Losung fiir erzwungene Schwingun-
gen

e Fiir harmonisch getriebene Schwingungen konnten wir die par-
tikuldre Losung der inhomogenen Gleichung durch den Ansatz
erraten. Es gibt aber ein allgemeines Konstruktionsver-
fahren. Wir gehen dabei von der ungeddmpften Gleichung

F(t
mi+kx = F() bzw. &+ wix = L) (12.51)
aus und schreiben sie in der Form
d F(t
— (X + iwpx) — 1w (X + iwpx) = F© . (12.52)
dr m
Dies legt nahe, eine komplexe Funktion
E(t) = x(1) + iwx(t) (12.53)

einzufithren, durch die sich die Bewegungsgleichung (12.51) auf
eine Differentialgleichung 1. Ordnung reduziert,

& —iwpé = % . (12.54)

e Die dazugehorige homogene Gleichung & = iw,é hat die Losung
&(f) = Ael“’. Die Losung der inhomogenen Gleichung erhalten
wir, indem wir die Konstante A variieren, also anstelle von A eine
Funktion der Zeit erlauben, £(f) = A(f)e'*’. Eingesetzt in (12.54)
ergibt dies

. . . . F(t
(A +iAwp) ' — iwpAe™ = e = FO 1255
m
oder, durch einfache Integration, die Amplitude
"F() .,
A(1) :f Qe“‘*’ot dr . (12.56)
0 m

Die allgemeine Losung fiir beliebige duflere Kraft lautet dann

&) =&+ ( f %e_i‘”‘)”dt’) : (12.57)
0

Daraus kann schlielich die Losung x(#) gewonnen werden. Da

x(1) reell sein muss, folgt aus (12.53)), dass x(1) = J(&(1))/wy.
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12.2.6 Beispiel: Schwingung nach einem Kraftstof3

e Als Beispiel betrachten wir eine Kraft, die zwischen den Zeiten
t = Ound ¢ = 7 den konstanten Betrag F, hat und sonst ver-

schwindet. Nach (12.57) ist dann

0 (t < 0)
En=g+e{f(e 1) O<r<7) . (1258)
B (e —1) (t>7)

mw

e Wenn wir verlangen, dass der Oszillator anfangs in Ruhe ist, also
X =0=xbist =0, muss & = 0 sein. Dann ist

0 (t < 0)
&) =L (1-e) O<r<7), (12.59)

mw

iFp (eiw(t—‘r) _ eiwt) (t>7)
mw

woraus wir

(t <0)
L0, (1 = cos wi) O<r<7)

%(cos w(t—T1)—coswt) (t>1)
(12.60)

w

x(t) =

erhalten.
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