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Vorwort zur dritten Auflage

Die enormen Fortschritte der experimentellen Elementarteilchenphysik in
den vergangenen acht Jahren fiihrten zu einer griindlichen Uberarbeitung des
Buches im Rahmen einer Neuauflage. Bei diesen Fortschritten denkt man na-
tiirlich zunichst an die Entdeckung eines neuen Elementarteilchens mit einer
Masse von etwa 133 Protonmassen am LHC Speicherring des européischen
Forschungszentrums CERN in Genf. Nach unserem derzeitigen Erkenntnis-
stand hat es alle Eigenschaften des so lange gesuchten Higgs-Bosons und
bringt damit das in den letzten 40 Jahren entwickelte Standard Modell der
theoretischen Teilchenphysik zu einem triumphalen Abschluf3.

Aber auch auf anderen Gebieten gab es bedeutende neue Erkenntnisse.
Ich denke hier vor allem an die Neutrinophysik und die Untersuchung der
Neutrino-Oszillationen. Sogar auf einem Gebiet, das in den 1960er Jah-
ren des letzten Jahrhunderts im Zentrum des Interesses stand, namlich der
Messung des Wirkungsquerschnitts der Proton-Proton-Streuung bei hochsten
Energien gab es bedeutende Fortschritte, die beriicksichtigt werden mussten.

Fast so alt wie das Standard Modell sind die Fragen, die es unbeantwortet
lasst und die man mit einer Erweiterung des theoretischen Rahmens zu beant-
worten suchte. Hier steht das supersymmetrische Standard-Modell ganz im
Zentrum des Interesses. Die am besten erforschte Version dieser Theorie, die
sog. natiirliche Supersymmetrie kann am LHC getestet werden. Der negati-
ve Ausgang aller bisherigen Experimente nach Signalen der Supersymmetrie
wird am Schluss des Buches behandelt. Dieser negative Ausgang hat zu einer
lebhaften Debatte dariiber gefiihrt, ob die Lage der theoretischen Physik nicht
derjenigen vor 110 Jahren dhnelt, wo der negative Ausgang der Suche nach
dem Ather eine grundlegende Revision der theoretischen Konzepte erzwang.

Am Aufbau und Stil des Buches habe ich keine wesentlichen Anderungen
vorgenommen. Insofern ist die 3. Auflage eine Fortschreibung des Konzepts
von 2001. Insbesondere habe ich daran festgehalten, daf bis auf wenige Aus-
nahmen alle theoretischen Ergebnisse mit Hilfe des bereitgestellten Materials
nachgerechnet werden konnen. Ein Lehrbuch dieser Art kann man nicht ohne
eigene Mitarbeit lesen. Es gibt mittlerweile Hunderte von populdrwissen-
schaftlichen Biichern und Artikeln tiber Themen der Elementarteilchenphy-
sik, gerade auch iiber solche, die in meinem Buch nicht behandelt werden,
da fii sie keine experimentelle Uberpriifung moglich ist. Ich kann aber hier
nur der Meinung von C.F. Gauf} beipflichten, der 1853 in einem Brief an
A. von Humboldt schrieb: ,,Ich bin seit langer Zeit gewohnt, von der Gedie-
genheit der hoheren Cultur, welche die so genannten hoheren Stinde durch
Lesen populidrer Schriften oder Anwohnen populédrer Vorlesungen erwerben
zu konnen glauben, wenig zu halten. Ich bin vielmehr der Meinung, daf in
wissenschaftlichen Gebieten probehaltige Einsicht nur durch Anwendung ei-
nes gewissen Maf3es eigener Anstrengung und eigener Verarbeitung des von
anderen dargebotenen erreicht werden kann.*

Aachen, Mai 2014



Vorwort zur zweiten Auflage

AnlédBlich der Vorbereitung der zweiten Auflage wurde das gesamte Buch
nochmals griindlich {iberarbeitet mit dem Ziel, die Daten zu aktualisieren und
moglichst viele Druckfehler und Versehen der ersten Auflage zu eliminieren.
Zusitzlich habe ich natiirlich die Gelegenheit benutzt, neuere Entwicklun-
gen der letzten fiinf Jahre aufzugreifen und zu erldautern. Dadurch haben
sich vor allem die Abschnitte tiber C P -Verletzung und Neutrino-Physik des
siebten Kapitels gedndert. Zusammen mit kurzen neuen Abschnitten iiber
Halbleiterzéhler und das optische Theorem fiihrte dies zu einer moderaten
Vergroerung des Umfangs des Buches um 13 Seiten. Da die schon 2004
begonnene Bearbeitung viel Zeit in Anspruch nahm, sind einige Mefwerte
nicht mehr auf dem neuesten Stand. Die Zahlenangaben beruhen auf der al-
le zwei Jahre publizierten Datensammlung der Particle Data Group vom Juli
2004 [PDG12]. Natiirlich hitte ich auch auf die stindig aktualisierten Daten
im world wide web zuriickgreifen konnen. Fiir ein Lehrbuch erschien es mir
aber vorteilhaft, von einer gedruckten Sammlung auszugehen, zumal sich die
Elementarteilchenphysik nicht mehr so stiirmisch wie in den 1970er Jahren
entwickelt.

Die Grundstruktur des Buches wurde beibehalten. Es befaf3t sich daher aus-
schlieBlich mit der eigentlichen Elementarteilchenphysik. Mancher mag viel-
leicht bedauern, da3 es keine ausfiihrliche Diskussion der Astroteilchenphysik
und Kosmologie gibt, zumal sich das Interesse vieler bisher an Beschleunigern
arbeitenden Physiker diesen Gebieten zugewandt hat. Eine Behandlung der
genannten Themen im bisherigen Stil des Buches, also der im Text erfolgen-
den Erarbeitung aller Formeln und Zusammenhinge, hitte aber den Umfang
um mindestens hundert Seiten vergroBert. Ich bin tiberzeugt, dafl mit der neu-
en Generation von Experimenten, die ab 2007 am Large Hadron Collider des
CERN in Genf beginnen, sich der Schwerpunkt des Interesses wieder verla-
gern wird. Vielleicht ist gerade dann fiir die Studierenden ein Buch besonders
niitzlich, das sich zum Ziel setzt, den inneren Zusammenhang moglichst vieler
Phénomene quantitativ herauszuarbeiten. Aus diesem Grunde wird z. B. im-
mer wieder die crossing-Technik bei der Herleitung von Wirkungsquerschnit-
ten benutzt. Hierher gehort auch die Betonung der Ahnlichkeit von weiten Tei-
len der perturbativen Quantenchromodynamik (QCD) mit der Quantenelek-
trodynamik (QED). Schlielich wird die Weizsicker-Williams-Methode zur
Berechnung von QED-Wirkungsquerschnitten deshalb so ausfiihrlich behan-
delt, weil sie eine zentrale Rolle in den QCD-Analysen der Elektron-Proton-
Streuung oder der Proton-Proton-Streuung spielt.

Auch an dieser Stelle mochte ich nochmals auf die website des Buches hin-
weisen, die tiber meine Homepage http://mozart.physik.rwth-aachen.de er-
reicht werden kann. Hier finden sich vor allem Erlduterungen zu den Ubungs-
aufgaben, aber auch Berichtigungen und Ergénzungen.

Aachen, im Februar 2006 Christoph Berger

Vil


http://mozart.physik.rwth-aachen.de

Vorwort

You can’t learn anything without teaching.
J. A. Wheeler

Dieses Lehrbuch ist — wie viele andere auch — aus Vorlesungen entstan-
den. An der Technischen Hochschule Aachen habe ich die Kursvorlesung
Elementarteilchenphysik I/II sehr oft gehalten. Naturgemifl wuchs der Um-
fang des sich daraus entwickelnden Lehrbuchs weit tiber den Rahmen der
Vorlesung hinaus, obwohl die grundsétzliche Struktur tibernommen wurde.

Ein Vorlidufer dieses Buches ist mein 1992 erschienenes Lehrbuch ,,Teil-
chenphysik®, welches eine tiberraschend freundliche Aufnahme gefunden
hat. Allerdings wurde immer wieder das Fehlen eines Abschnitts iiber Teil-
chenbeschleuniger und Detektoren bedauert. Eine Behandlung dieser The-
men war daher fiir eine eventuelle Neuauflage vorgesehen. In der Zwischen-
zeit hat sich aber unser Gebiet so stiirmisch entwickelt, daf bei einer Beriick-
sichtigung der neuen Ergebnisse der Umfang von etwa 270 Seiten auf iiber
450 Seiten anstieg. Daraus ist dann ein neuer Text entstanden.

Die Horer der Vorlesung sind Studenten im 6. und 7. Semester. Ich versu-
che daher, ein konsistentes Bild der modernen Teilchenphysik auf der Grund-
lage einer soliden Kenntnis der nichtrelativistischen Quantenmechanik sowie
der Atom- und Kernphysik zu vermitteln. Alle anderen benétigten Hilfs-
mittel, wie z. B. Dirac-Gleichung und Feynman-Graphen, werden im Buch
bereitgestellt. Insbesondere die Behandlung der Feynman-Graphen ist hierin
beispielhaft fiir eine moderne Form des Lernens. Es ist manchmal unum-
ginglich, zundchst die Anwendung von intuitiv ansprechenden Regeln zu
tiben und erst in einem spiteren Teil des Studiums deren exakte Begriin-
dung zu erlernen. Jeder wendet heute Computer zur Losung numerischer
oder algebraischer Probleme an, ohne etwas tiber Turing-Maschinen oder
Digitalelektronik usw. zu wissen.

Die Experimente der Teilchenphysik werden zur Zeit immer mit den Vor-
hersagen des sog. Standard-Modells verglichen. In diesem Sinne ist auch das
vorliegende Buch eine Abhandlung iiber das Standard-Modell. Da Physik
keine historische Wissenschaft ist, folge ich in der Entwicklung des Modells
nicht dem historischen Weg. Es erschien mir richtiger, gleich zu Beginn die
qualitativen Grundlagen zu beschreiben und die ausfiihrliche Behandlung den
spidteren Abschnitten zu iiberlassen. Es ist ganz im Sinne dieses unhistori-
schen Ansatzes, daf3 z. B. die Gruppe S U3 nicht an Hand der Quark-Arten
sondern tiber ihre Farben eingefiihrt wird.

Die Entwicklung des Standard-Modells ist untrennbar mit dem tiberwél-
tigenden Erfolg der Eichtheorien verbunden, wozu es einige ausgezeichnete
Biicher gibt. Ich habe daher im vorliegenden Buch auf eine Darstellung der
theoretischen Grundlagen verzichtet. Hinzu kommt, daf einige der in diesem
formalen Rahmen erzielten Resultate auch an Hand der weit anschaulicheren
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Diskussion des Verhaltens von Wirkungsquerschnitten bei hohen Energien
gewonnen werden kdnnen.

Die Erfolge des Standard-Modells beim Berechnen der Reaktionswahr-
scheinlichkeiten fiir die verschiedensten Prozesse verstellen manchmal den
Blick darauf, daf} sich manche dieser Ergebnisse auch ohne ein spezifisches
Modell erreichen lassen. Daher wurde im zweiten Kapitel des Buches der
Betrachtung der Symmetrieoperationen der Teilchenphysik ein breiter Raum
gewidmet. Besonderer Wert wurde hierbei auf den Helizititsformalismus,
d.h. auf eine konsistente Beschreibung des Spins, gelegt. Dieser Formalis-
mus ist gerade fiir den Experimentalphysiker von unschitzbarem Wert, wenn
es z. B. darum geht, aus Winkelverteilungen der Reaktionsprodukte auf den
Spin von Teilchen zu schlieBen. Vielleicht werden diese Kenntnisse bei der
Entdeckung neuer Teilchen und der Bestimmung ihrer Quantenzahlen an
zukiinftigen Beschleunigern wieder besonders wichtig werden.

Der vorliegende Text ist auch aus vielen Diskussionen entstanden, die ich
mit jungen Physikern im Rahmen der Anfertigung ihrer Diplom- und Doktor-
arbeiten fiithren konnte. Es wurde deshalb versucht, die meisten der Begriffe
und Formeln, die in der tidglichen Arbeit bendtigt werden, zu diskutieren. In
einem einfiihrenden Buch ist dies natiirlich nur in einem beschrinkten Um-
fang moglich. Nichtsdestoweniger habe ich das Buch in diesem Sinne auch
fiir mich selbst geschrieben.

Das Studium der Physik ist sicher schwierig. Es ist ganz natiirlich, daf ein
Student den Text nicht einfach lesen kann, sondern sich den Inhalt mit Pa-
pier und Bleistift in der Hand erarbeiten mufl. Um dem Anfidnger zu helfen,
beziehen sich die Literaturangaben in den meisten Fallen nicht auf die Origi-
nalarbeiten, sondern auf weiterfiihrende Lehrbiicher. Inzwischen erlaubt das
Internet einen engen Kontakt zwischen Leser und Autor. Auf der web page
des Buches (http://mozart.physik.rwth-aachen.de/elmt.html) sind zusétzliche
Angaben zu den Losungen der Ubungsaufgaben zu finden. Hier sollen aber
auch eventuelle Fehler oder Unklarheiten korrigiert werden. Damit dies mog-
lich ist, brauche ich Ihre Mitarbeit.

Aachen, im Juli 2001 Christoph Berger


http://mozart.physik.rwth-aachen.de/elmt.html
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Einfihrung
m ersten Kapitel dieses Buches werden sehr unterschiedliche Themen 11 Strukturender Materie ... 3
besprochen. Wihrend im ersten Abschnitt grundsatzliche Betrachtungs- 12 DieElementarteilchen . ... 18

vs{eisen“der Tfiilchenphysik erléiu.tert werden, gib.t der zweite Abschnitt 1.3 Wirkungsquerschnitte

einen Uberblick iiber die derzeit bekannten Teilchen und Krifte. Da und Zerfallsraten . ...... 45

die Ergebnisse der Experimente zum ganz itiberwiegenden Teil in Form 1.4 Teilchenbeschleuniger . ... 50

von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsraten angegeben werden, ist einer
Diskussion dieser beiden Begriffe ein weiterer Abschnitt gewidmet. Die
letzten beiden Abschnitte behandeln dann die fiir die Teilchenphysik spe-
zifischen experimentellen Hilfsmittel, ndmlich die Beschleuniger und die
Detektoren.

1.5 Detektoren............ 66

1.1 Strukturen der Materie

1.1.1  Teilchen und Krifte
Das eigentliche Ziel physikalischer Forschung ist die Aufstellung einer Theo-
rie der Materie. Wenn wir auch nicht wissen, wie weit wir von unserem Ziel
entfernt sind, bleibt doch der ,,Traum von der endgiiltigen Theorie* [Wei93]
eine starke Motivation fiir intensive experimentelle und theoretische Anstren-
gungen in der derzeitigen Teilchenphysik. Historisch hat sich in diesem Zu-
sammenhang als ein besonders michtiges Prinzip die ,,atomare Hypothese*
durchgesetzt. Nach Feynman ist das Prinzip vom Aufbau der Materie aus
einzelnen Bausteinen sogar die wichtigste wissenschaftliche Erkenntnis iiber-
haupt [Fey63]. Der Erfolg war keineswegs a priori klar, hatte doch gerade im
engeren Bereich der Atomphysik die genannte Idee grof3e Schwierigkeiten,
endgiiltig anerkannt zu werden. Wir wissen zwar, dal schon die griechi-
sche Naturphilosophie (Demokrit) die Uberlegung #uBerte, die materielle
Welt sei aus winzigen, unteilbaren Bausteinen, den ,,Atomen*, zusammenge-
setzt. Aber noch gegen Ende des 19. Jahrhunderts standen besonders in den
deutsch sprechenden Lindern manche prominente Forscher (z. B. E. Mach')
dem atomistischen Weltbild sehr skeptisch gegeniiber.
Im Laufe der Entwicklung der Teilchenphysik geriet die atomare Hypo-
these in den 60er Jahren in eine ernste Krise. Heute erscheinen alle Zweifel
an der Giiltigkeit des Atomismus im Mikrokosmos beseitigt. Wir kdnnen
auch die Blickrichtung umkehren und die Verteilung der Materie in grofen
Absténden studieren. Das Betrachten des Sternenhimmels und der Galaxien
tiberzeugt uns unmittelbar, dafl auch auf groen Skalen die Materie nicht kon-
tinuierlich verteilt ist. Etwas salopp 14t sich also sagen, daf von den grofiten
bis zu den kleinsten Abstinden Materie in Klumpen auftritt.
Im Rahmen der Teilchenphysik untersucht man die kleinsten Strukturen.
Im sog. Standard—Modell beschfeiben wir he}lte den Aufbau'der Materie AUS 1p o Mach (1838-1916) war ein berihmter
einfachen, sehr kleinen (< 107'® m) Konstituenten, den eigentlichen Ele- ynd cinflufreicher sterreichischer Physiker
mentarteilchen. Wir bezeichnen diese Konstituenten als ,,punktformig“und und Philosoph.

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_1,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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2Der im Deutschen an Weichkise erinnernde
Name Quark wurde von dem amerikanischen
Physiker Murray Gell-Mann (geb. 1929) ge-
prigt und der Uberlieferung zufolge aus dem
Buch ,,Finnegans Wake* von James Joyce ent-
nommen. Gell-Mann erhielt 1969 den Nobel-
preis fiir seine Arbeiten zum Quark-Modell.

kommen damit Euklids urspriinglicher Definition ,,Ein Punkt ist, was keine
Teile hat* sehr nahe [Euk90].
Es gibt zwei Klassen von Konstituenten:

1. Die Leptonen. Der bekannteste Vertreter dieser Klasse von Teilchen ist das
Elektron, e™.

2. Die Quarks?. Die beiden wichtigsten Vertreter sind das u- (up) und das
d- (down) Quark.

Diese Konstituenten iiben aufgrund verschiedener Wechselwirkungen
Krifte aufeinander aus. Die Krifte konnen zu Bindungen fiihren. Wir kennen
zur Zeit drei Arten von Wechselwirkungen zwischen den Elementarteilchen:

1. Die starke Wechselwirkung. Sie ist fiir eine neuartige, in gro3en Abstinden
nicht sichtbare Kraft zwischen den Quarks verantwortlich.

2. Die elektroschwache Wechselwirkung. Sie beschreibt die Kraft zwischen
elektrisch geladenen Teilchen, aber auch den radioaktiven Zerfall.

3. Die Gravitation. Das ist die Wechselwirkung, die zwei Korper ausschlief3-
lich aufgrund ihrer Masse aufeinander ausiiben.

Die Erkldrung aller Naturerscheinungen durch moglichst wenige funda-
mentale Wechselwirkungen gehort zum Wesen der modernen Physik. Newton
erkliarte den Wurf eines Steines (oder, wenn Sie wollen, den beriihmten Fall
eines Apfels vom Baum) und die Planetenbewegung als Spezialfille seines all-
gemeinen Gravitationsgesetzes. Elektrizitidt und Magnetismus wurden durch
Maxwell zum Elektromagnetismus zusammengefaf3t. In jiingerer Zeit gelang
die Erkldarung der Radioaktivitidt und der elektromagnetischen Erscheinungen
in einer vereinheitlichten Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung.

Aus praktischen und manchmal auch aus padagogischen Griinden werden
wir aber in diesem Buch elektromagnetische und schwache Krifte weitge-
hend getrennt diskutieren. Es ist zur Zeit noch offen, ob es gelingt, alle fun-
damentalen Wechselwirkungen zu vereinheitlichen. Am weitesten ist man bei
dem Versuch gekommen, starke und elektroschwache Wechselwirkungen aus
einem gemeinsamen Prinzip zu erklédren (sog. grand unified theories, GUTs).

Der Anfinger wird vielleicht nur von der Gravitation und der elektri-
schen Kraft eine genauere Vorstellung haben. ,,Schwach® und ,,stark® sind
zundchst nur Namen. Die Natur dieser Wechselwirkungen wird im weiteren
Verlauf des Buches ausfiihrlich diskutiert werden. Es soll aber jetzt schon
der wichtigste Unterschied zwischen Leptonen und Quarks beziiglich ih-
rer Wechselwirkungen festgehalten werden: Leptonen nehmen nicht an der
starken Wechselwirkung teil.

Im Alltagsleben und in der Technik sind eine Vielzahl weiterer Kréfte
(Federkraft, Reibung, Adhésion, Kernkraft usw.) bekannt. Diese lassen sich
jedoch auf eine der genannten Wechselwirkungen zuriickfiihren. So sind z. B.
die fiir die Reibung verantwortlichen Anziehungskrifte zwischen elektrisch
neutralen Molekiilen elektromagnetischen Ursprungs. Ebenso sind wir iiber-
zeugt, daBl die technisch sehr wichtige Kernkraft, d. h. die Kraft, welche die
Nukleonen Proton (p) und Neutron (1) zu grofleren Kernen bindet, sich auf
die elementare starke Wechselwirkung zwischen den Quarks zuriickfiihren
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laBt. Hiermit ergibt sich das folgende vereinfachte Bild fiir die Bindung zu
groferen Einheiten:

— Die starke Wechselwirkung bindet Quarks zu Nukleonen und Nukleonen
zu Kernen.

— Die elektromagnetische Wechselwirkung bindet Elektronen und Kerne zu
Atomen, Atome zu Molekiilen und Molekiile zu Molekiilverbanden (z. B.
Kristalle).

— Grofle, massive Korper (wie die Sterne) werden im Wechselspiel aller drei
fundamentalen Naturkrifte gebildet. Zwischen den Sternen einer Galaxie
und zwischen den Galaxien selbst gibt es aber nur die Gravitationskraft.

Abbildung 1.1 zeigt einen LingenmaBstab, der von 1072° m bis zu 10%° m
reicht. Gleichzeitig sind ungefidhre Dimensionen (Abstinde, Durchmesser)
fiir typische Strukturen der Materie angegeben. Die eigentliche Teilchenphy-
sik beschreibt nur die untersten fiinf Dekaden dieser Skala, jedoch ist in den
letzten Jahren das Verstindnis fiir den inneren Zusammenhang der Physik
auBerordentlich gewachsen.

Atomphysik, Kernphysik und Teilchenphysik untersuchen den Mikrokos-
mos, wiahrend der Makrokosmos auflerhalb unserer Erde durch Astronomie
und Astrophysik erforscht wird. Fortschritte in der Astronomie und Astro-
physik waren aber schon immer eng an neue Erkenntnisse der Mikrophysik
gekniipft. Es seien drei Beispiele genannt:

— Die Theorie der Spektrallinien in der Atomphysik erdffnete den Weg zum
Verstdndnis der Sternspektren und damit der Sternatmosphéren.

— Mit Hilfe der Kernphysik lie} sich die Energieerzeugung im Sterninnern
verstehen. Dies fiihrte letztlich zu unserer heutigen Theorie der Sternent-
stehung.

— Im derzeit akzeptierten Modell der Kosmologie ist die Welt aus einem
Urknall, dem big bang entstanden. Die zeitliche Entwicklung der Aus-
dehnung und Abkiihlung des Weltalls nach dem Urknall héngt von der
Zahl der elementaren Teilchen und Felder ab.

— Eines der groen Ritsel der Kosmologie ist das Problem der ,,dunklen Ma-
terie”. Hier handelt es sich um die Tatsache, da3 die in den Sternen sicht-
bare Masse weniger als 1 % der Masse des Weltalls betridgt [Kol94, PDG12,

1.1 Strukturen der Materie

Abb. 1.1
Strukturen der Materie und ihre Abmessun-
gen in Metern

5
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Abb. 1.2
Prinzipbild eines Elektronen-Streuexperi-
mentes

Sch07]. Auf den ersten Blick erscheinen Neutrinos mit Masse (Abschn. 7.8)
geeignete Kandidaten fiir diese Form von Materie zu sein. Noch attraktiver
sind aber neuartige, bisher im Labor noch nicht entdeckte Elementarteil-
chen, die sog. WIMPs (weakly interacting massive particles).

Die Beispiele sind aus der Atomphysik, Kernphysik und Teilchenphy-
sik gewihlt. Es ist ersichtlich, dal die Teilchenphysik besonders wichtig ist
fiir die Kosmologie, d.h. fiir die Beschreibung der Dynamik des Weltalls
im Groflen. In den Labors der Hochenergiephysik kann man im Kleinen
die Verhiltnisse kurz nach dem Urknall untersuchen. Mit den grof3ten Teil-
chenbeschleunigern lassen sich Reaktionen erzeugen, wie sie etwa 10~'°
bis 107%s nach dem Urknall stattgefunden haben. Auf der anderen Seite
erforschen die Astrophysiker mit ihren leistungsfihigsten Instrumenten die
Relikte des Urknalls. Dieser Blick ins Weltall ist daher zugleich ein Blick in
das Innere der Materie.

Ein grofler Teil dieses Buches befaf3t sich mit dem Standard-Modell der
Teilchenphysik. Nach unserem heutigen Wissen wird das gesamte Erfah-
rungsmaterial der subnuklearen Physik durch diese Theorie mit erstaunlicher
Prézision beschrieben. Da Kernphysik und Atomphysik auf dem Standard-
Modell aufbauen, spielt es eine iiberragende Rolle in der Erkldrung unserer
Welt. Zu diesem Modell gehort eine endliche Zahl (etwa 20) nicht weiter
gedeuteter Parameter, z. B. die Elementarladung oder die Elektronenmasse.
Vielleicht stehen wir am Beginn einer vollig neuen Ara der Physik, in der
wir endlich die Frage nach der Grofle dieser Parameter beantworten kon-
nen. Warum hat die Elementarladung den Wert 1,6- 1071 As, warum ist sie
nicht z. B. 10 % kleiner? Warum gibt es sechs Leptonen und viele weitere
fundamentale Fragen dieser Art.

Wir hoffen, dafl aus dem Zusammenwirken aller Teilgebiete der Physik
eines Tages eine Theorie der Materie entsteht, die nicht nur die Natur so
erkldrt, wie wir sie jetzt vorfinden, sondern auch zeigt, warum alles gerade
so und nicht anders ist. Bei der Verfolgung dieser Probleme stofit man auf
die erstaunliche Erkenntnis, dal Abdnderungen der Naturkonstanten in der
GroBenordnung von wenigen Prozent die Entstehung von Leben und damit
das Erkennen der Naturgesetze unmoglich machen wiirden. Als Platzhalter
fiir zukiinftige dynamische Erkldrungen kann man somit das ,,anthropische
Prinzip* ansehen, das wir hier in einer abgeschwichten Form wiedergeben
wollen [Bar86a]:

,Die moglichen Werte physikalischer Groflen sind nicht vollig frei,

sondern durch die Bedingung eingeschrinkt, daf3 sie einer Beobachtung

durch uns zugénglich sein miissen.*

1.1.2  Abstandsskalen und Energieskalen

Zur Ausmessung der Abstinde im atomaren und subatomaren Bereich kann
man sich einer Abwandlung des klassischen Rutherfordschen Streuexperi-
ments bedienen, der Elektronenstreuung (Abb. 1.2). Ein Elektronenstrahl mit
dem Impuls p werde z. B. an einem Atomkern oder einem Proton gestreut.
Die Ablenkung der gestreuten Elektronen kann man durch Ap, ausdriicken.



Die transversale Auflosung Ax ist dann durch die Heisenbergsche Unschir-
ferelation

Ap Ax > h (1.1)
gegeben, die wir in die Abschitzung

Ap Ax =~ h (1.2)
umwandeln.? Anstelle des genauen Zahlenwerts von

hc = 197,33 MeV fm (1.3)

(c steht fiir die Lichtgeschwindigkeit) reicht fiir viele Zwecke die Nidherung
hic ~ 200 MeV fm, wobei fm die Abkiirzung fiir die MaBeinheit Femtometer,
also 10715 m, und MeV die Abkiirzung fiir Mega-Elektronenvolt ist.*

Fiir Kerne mit dem Radius R ~ 10~'*m ergibt sich Ap, = 20 MeV /c.
Also muBl der Impuls der einfallenden Elektronen mindestens gleich grof3
sein. Um die Energie der Elektronen zu erhalten, miissen wir relativistisch
rechnen, da ja | p|c viel groBer als die Ruheenergie (mc? = 0,511 MeV) der
Elektronen ist.

Zur Durchfithrung dieser an sich sehr einfachen Berechnung holen wir
etwas weiter aus und legen damit gleichzeitig die Nomenklatur fiir den Rest
des Buches fest. Die relativistische Gesamtenergie E eines freien Teilchens
ist die Summe aus kinetischer Energie und Ruheenergie. Sie wird mit dem
Impuls p zu einem Vierervektor zusammengefaf3t, dessen Komponenten p*
durch

(r°.p'. p*. p*) = (E/c. px. py. ) (14)
festgelegt sind. Vierervektoren werden oft in einem Spaltenschema

p=0") = (Elfc) pn=0123 (15)
angegeben. Das Skalarprodukt von zwei Vierervektoren a, b ist iiber

a-b=a""—ab (1.6)

definiert. Skalarprodukte sind besonders wichtig, da sie vom Koordinatensys-
tem unabhingig sind. Etwas priziser heif3t das fiir die gewohnten Vektoren
des Euklidischen Raumes, daf Skalarprodukte in allen Koordinatensystemen,
die durch Drehungen und Verschiebungen ineinander iiberfiihrt werden kon-
nen, den gleichen Wert haben. Im Fall der Vierervektoren sind diese Skalar-
produkte invariant gegentiber (allgemeinen) Lorentz-Transformationen, man
nennt sie auch relativistische Invarianten (mehr dariiber in Abschn. 2.3). Fiir
das Skalarprodukt p?> = p- p, das wir als Quadrat des Viererimpulses be-
zeichnen, ergibt sich

(1.7)

Es lohnt sich, hier noch einige Betrachtungen anzuschlieen. Mit der Abkiir-
zung

5 lple

i (1.8)

1.1 Strukturen der Materie

3Werner Heisenberg (1901-1976) fand die-
ses Grundgesetz der Quantenmechanik mit 26
Jahren! Er wurde schon 1932 mit dem Nobel-
preis ausgezeichnet.

4Wir erinnern uns: Ein Elektron gewinnt beim
Durchlaufen einer Spannung von 1 Volt die ki-
netische Energie 1eV, das sind 1,602-
1071 Ws im internationalen Einheiten-
system (SI). In manchen Biichern wird 1fm
noch als Fermi bezeichnet. Physiker ehren ihre
Heroen oft durch Namensgebung von Mal-
einheiten. Im Falle des italienischen Physikers
Enrico Fermi (1901-1954) war dies nahelie-
genderweise die Langeneinheit der Kernphy-
sik. Fermi erhielt 1938 den Nobelpreis fiir sei-
ne Arbeiten zur Kernphysik.

7



8

Uberblick und Hilfsmittel

wird (1.7) in
E*(1-p) = p*c® (1.9)

umgeformt. Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber bis auf eine Konstan-
te nichts anderes als die Masse m des Teilchens, p%c? = m?c*. DaB diese
Zuordnung richtg ist, sehen wir durch Entwicklung der aus (1.9) folgenden
Gleichung

mc?
E=-"C (1.10)

N

in eine Reihe nach 8,
1
E=mcz+§mcz,32+... (1.11)

Fiir 8 = 0 enthilt diese Gleichung zunichst einmal Einsteins berithmte For-
mel fiir die Ruheenergie eines Teilchens

Ey=mc? . (1.12)

Der zweite Term in (1.11) gibt den richtigen Wert fiir die nichtrelativistische
kinetische Energie, Eyi, = mv?/2 (v ist die Geschwindigkeit des Teilchens),
falls B mit |v|/c identifiziert wird. Aus (1.10) und (1.8) folgen nun mit y =
1/+/1— B2 die sehr niitzlichen Bezichungen fiir relativistische Energien und
Impulse

E=myc® , |pl=mpyc (1.13)
und
E*—p2c® =m?c* . (1.14)

Wir halten fest: Energie und Impuls eines Teilchens hingen vom Bezugs-
system ab, die Masse ist eine relativistische Invariante! Leider sind die Lehr-
biicher immer noch voll von irrefiihrenden Begriffen wie Ruhemasse, beweg-
te Masse usw.

Nun aber zuriick zu unserem Beispiel. Mit |p| = 20 MeV /¢ gilt p? >
m2c?, wir erhalten also E = 20 MeV. Wir konnen versuchen, dieses Ergebnis
noch etwas sorgfiltiger zu begriinden. Dazu betrachten wir den Viererimpuls-
Ubertrag, d.h. also die Differenz der ein- und auslaufenden Viererimpulse,
q* = p* — p*. Das Quadrat dieses Vektors ist wieder eine relativistische
Invariante und 146t sich aus

5 (E_E/)Z
q :T

2

—(p-p) (1.15)

berechnen. Im Beispiel ist die RiickstoBenergie auf den Kern sehr klein, wir
setzen also £ = E' und | p| = | p’|, woraus

q* = -2p*(1—cos®) (1.16)



folgt. Nun konnen wir fiir nicht zu grofe Winkel, sagen wir ® < 30°, den
Cosinus durch die beiden ersten Terme einer Reihenentwicklung ersetzen und
erhalten die Nédherung

V—=q>~|p|®~ Ap, . (1.17)

Die daraus folgende Abschitzung Ax =~ h//—q? fiir die Ortsauflosung ei-
nes Elektronen-Streuexperiments gilt aber viel allgemeiner. Sie bleibt auch
giiltig, wenn man die RiickstoBenergie nicht mehr vernachlédssigen kann,
ebenso in inelastischen Stofen, bei denen das untersuchte Objekt ausein-
anderbrechen kann [Ber71]. Die Ortsauflosung eines Elektronen-Streuexpe-
riments wird also in Zukunft unabhingig von den Nédherungen der Herleitung
durch #//—q? berechnet und mit R (fiir den Radius) oder AR bezeichnet,
obwohl streng genommen noch ein Unterschied zwischen longitudinaler und
transversaler Auflosung besteht.

Fiir eine Abschitzung der Ortsauflosung unseres Experiments benutzen
wir |¢%| ~ p*. In der Hochenergie-Niherung, die fiir £ = 20MeV schon
sehr gut anwendbar ist, werden alle Masseneffekte vernachlassigt, also gilt
|p| = E/c. Wir erhalten damit E & fic/R fiir die minimale Energie der ein-
fallenden Elektronen in einem Streuexperiment an ruhenden Teilchen, wenn
wir Strukturen der Gré3enordnung R auflosen wollen. In Tabelle 1.1 sind ty-
pische Zahlenwerte angegeben. In der Tat wurde die Existenz von Quarks
im Nukleon mit einem Elektronen-Streuexperiment am Stanford Linear Ac-
celerator Center (SLAC) nachgewiesen. Bei diesen Energien kann man die
RiickstoBenergie allerdings in keinem Fall mehr auier Acht lassen und E
(dritte und vierte Zeile der Tabelle) muf3 daher als Elektronenenergie im
Schwerpunktssystem der Reaktion interpretiert werden. Der Beschleuniger
am SLAC hatte eine Energie von 20 GeV und damit lief3 sich die erforderli-
che Energie im Schwerpunktssystem erzielen. Die fiir den Beweis benotigten
Formeln werden wir erst am Ende dieses Abschnitts erarbeiten. Man sieht
aber auf jeden Fall, da3 man zur Erzielung einer hohen Ortsauflésung grof3e
Energien benétigt.

Vielleicht kommt manchem Leser die Begriindung des Zusammenhangs
zwischen Ortsauflosung und Energie etwas langatmig vor. Haufig findet man
das Argument, dal die Auflosung eines Mikroskops im wesentlichen durch
die Wellenlénge des verwendeten Lichts gegeben ist, und fiir Materiewel-
len gilt eben A = i/|p|. Leider ist dieses simple Argument nicht anwend-
bar [Ber71], da es die von der Relativititstheorie geforderte Lingenkontrak-
tion des untersuchten Objektes nicht beriicksichtigt. Die Abschitzung der
transversalen Auflosung aus Ax & %/ Ap, bleibt aber immer richtig.

Beispiel 1.1

Als Beispiel fiir den Umgang mit Vierervektoren leiten wir jetzt noch
eine hiufig gebrauchte Formel zur Berechnung von ¢? im Fall der
Elektronenstreuung her. Aus g> = p? + p’> —2p- p’ erhalten wir

2EE’

c2

q* =2m?c® — +2|p||p’|cos® . (1.18)

1.1 Strukturen der Materie

Tabelle 1.1
Radien und Energien

R 18

Kerne 1074 m 20 MeV
Nukleonen 1071°m 200 MeV

Quarks <107'°m  >2GeV
im Nukleon

Quarks <1078 m > 200GeV

9
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5Eventuell miissen Sie diese Zusammenhiinge
nochmal in einem Lehrbuch der Elektrodyna-
mik (z. B. [Jac98]) nachlesen.

Jetzt verwenden wir wieder die Hochenergie-Niherung, d. h. die Betrdge
der Impulse werden durch die Energien (geteilt durch die Lichtgeschwin-
digkeit) ersetzt. Schon bei ganz kleinen Streuwinkeln @ konnen wir den
ersten Summanden vernachldssigen und erhalten daher das Resultat

g*c? = —2EE'(1—cos®) . (1.19)

Diese Gleichung kann in jedem Bezugssystem ausgewertet werden. Im
Schwerpunktssystem einer elastischen Streuung von 2 Teilchen redu-
ziert sie sich auf ¢%c? = —2E?(1 —cos ®) bzw. ¢> = —2p?*(1 —cos ®).
Elastische Streureaktionen sind namlich dadurch gekennzeichnet, daf}
keine Teilchenumwandlung oder -produktion stattfindet, und daher gilt
|p| = | p’| im Schwerpunktssystem.

Auch mit einer anderen Uberlegung stoBt man wieder auf den rezipro-
ken Zusammenhang von Abstand und Energie. Betrachten wir die elektro-
magnetische Wechselwirkung, z.B. bei der Elektron-Proton-Streuung. Fiir
langsam bewegte Teilchen kann man sie durch Angabe der elektrostatischen
Kraft aufgrund des elektrischen Feldes zwischen Proton und Elektron be-
schreiben. Die elektrische Feldstirke bestimmt sich aus dem Potential ¢. Im
cgs-System, das in der Atomphysik hdufig gebraucht wurde, ist das Potential
im Abstand r von einer positiven Punktladung e durch

o=2 (1.20)
r
gegeben und gentigt aulerhalb des Ursprungs der Potentialgleichung
Ap =0, (1.21)

wobei A der wohlbekannte Laplacesche Differentialoperator ist.” Fiir schnell
bewegte Ladungen muf diese statische Potentialgleichung durch die Wellen-
gleichung ersetzt werden. Diese lautet im Vakuum

A Ly =0 (1.22)
)T )
Eine mogliche Losung ist
@ = goe @Ik (1.23)

wobei die Wellenzahl |k | und die Kreisfrequenz @ mit der Wellenldnge A und
der Frequenz v der Welle durch die vertrauten Beziehungen

2
|k|=7” . w=271v (1.24)
verkniipft sind. Es ist wohlbekannt, daf} (1.22) elektromagnetische Wellen
nicht vollstindig beschreibt, da sie den Magnetismus nicht enthilt. In der
Elektrodynamik wird gezeigt, da man dazu die Gleichung (1.22) durch ih-
re vierdimensionale Verallgemeinerung ersetzen muf3. Unter Zuhilfenahme



des Vektorpotentials A des magnetischen Feldes definiert man zunzchst das
Viererpotential A*

w9
A"y = (A) . (1.25)
Fiir dieses Potential gilt nun im Vakuum die Potentialgleichung
1 0?
A——=—|A*=0. 1.26
( c? 8t2) (1.26)

Als ebene Wellenlosung bekommt man im Rahmen der sog. Coulomb-Ei-
chung

=0 und A= Age @k (1.27)

Einsetzen in (1.26) zeigt, daf} diese Losungen der Bedingung

2
_kz+w_2=0 ’ (1.28)
C

d.h. ¢ = vA geniigen.

In der Quantenfeldtheorie (QFT) wird bewiesen, dall diesen klassischen
Losungen Quanten des elektromagnetischen Feldes — die sog. Photonen — mit
im Prinzip drei Polarisationsrichtungen zugeordnet werden konnen. Die elek-
tromagnetische Wechselwirkung wird quantentheoretisch durch den Aus-
tausch dieser Photonen zwischen elektrisch geladenen Teilchen beschrieben.®
In unserer vereinfachten Betrachtungsweise quantisieren wir durch die be-
kannte Zuordnung

E=hw und p=hk . (1.29)

Durch Einsetzen in (1.28) und Vergleich mit (1.14) folgt dann sofort fiir
die Masse der Photonen m, = 0. Dem 1/r Gesetz des Coulombpotentials
entspricht also die verschwindende Masse der ausgetauschten Feldquanten.
Wenden wir uns nun der Kernkraft zu. Sie 143t sich empirisch fiir viele
Anwendungen gut durch das sog. Yukawa-Potential
¢ — _g_Y e—r/ R
r

(1.30)

beschreiben.” Wir bezeichnen gy als Yukawa-Kopplungskonstante. Sie be-
stimmt die Stirke der Kernkraft. Im gleichen Sinne ist dann die Elementar-
ladung e in (1.20) die Kopplungskonstante der elektromagnetischen Wech-
selwirkung. Das Vorzeichen des Potentials (1.30) ist so gewdhlt, dafl die
potentielle Energie gyv¢ zweier Nukleonen negativ wird, was einer anzie-
henden Kraft entspricht. Verglichen mit dem Coulomb-Potential (1.20) fallt
das Yukawa-Potential sehr viel stirker ab, die Reichweite der Kernkraft ist
sehr kurz! Der Abschneideparameter R in der Exponentialfunktion gibt die
Reichweite der Wechselwirkung an, R &~ 2 fm.

Das Potential ¢ der Beziehung (1.30) ist eine Losung der Potentialglei-
chung

1
(A—ﬁ)qs:o , (1.31)

1.1 Strukturen der Materie

®Diese Interpretation der Kraft oder der Wech-
selwirkung bedeutet gedanklich einen unge-
heuren Schritt. Wie man es auch dreht und
wendet: erst in der Quantenfeldtheorie gewinnt
der immer etwas nebulose Kraftbegriff der
klassischen Physik eine prizise Bedeutung.

"Der japanische Physiker Hideki Yukawa
(1907-1981) postulierte 1935 die Existenz von
Quanten der Kernkraft mit einer Masse von
etwa 100 MeV. Er erhielt 1949 fiir diese Leis-
tung den Nobelpreis.

11
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wie sich durch Einsetzen sofort beweisen 143t. Ganz entsprechend zum Vor-
gehen weiter oben schliefen wir nun, da3 die Wellengleichung fiir das ein-
komponentige Kernkraftpotential

( 1 1)
JNE LA ) PP (1.32)

lautet. Auch hier priift man durch Einsetzen leicht nach, daf3
¢) — ¢Oefi(a)l‘7kr) (133)
eine Losung der Wellengleichung mit der Nebenbedingung

2
2, @ 1 _
-k +c_2_ﬁ_0 (1.34)
ist. Durch Vergleich mit (1.14) folgt dann aber unter Verwendung von (1.29)
eine wichtige Beziehung fiir die Masse my der Kernkraftquanten

h

mg = —.
Rc

(1.35)
Der oben angegebene Wert von 2 fm fiir R ergibt myx ~ 100 MeV /c?.

Die hiermit eingefiihrten Quanten der Kernkraft wurden tatsdchlich gefun-
den, es sind die sog. w-Mesonen oder Pionen, wenn sie auch nicht in allen
Eigenschaften mit den Yukawa-Teilchen iibereinstimmen. Die Entdeckung
der geladenen und ungeladenen Pionen erfolgte nicht in einem einzelnen Ex-
periment. Die hier und in Abschn. 1.2.3 beschriebenen Versuche werden aber
in diesem Zusammenhang als Schliisselexperimente angesehen.

Schliisselexperiment

In der Friihzeit der Teilchenphysik bestand eine beliebte Experimen-
tiertechnik darin, sog. Kernemulsions-Platten der kosmischen Strahlung
auszusetzen. Schon 1910 hatte man ndmlich herausgefunden, dal auch
ionisierende Strahlung in photographischen Emulsionen Verdnderungen
hinterldf3t, die entwickelt werden konnen. In der Folgezeit wurden speziel-
le Emulsionen fiir die Zwecke der Kernphysik hergestellt, die es erlaubten,
die Spuren geladener Teilchen genau zu vermessen. Eine solche Emulsion
hat z. B. eine Dicke von 50 pm, sie ist daher gut angepalit an die Reichwei-
te von Produkten aus Kernreaktionen mit kinetischen Energien von einigen
MeV. Spuren, die in der Ebene der Emulsion verlaufen, konnen iiber rela-
tiv grole Abstdnde verfolgt werden. Bis auf ganz wenige Ausnahmen wird
diese Technik aber heute nicht mehr benutzt. 1947 setzten Occhialini und
Powell solche Kernemulsions-Platten der kosmischen Strahlung in grofer
Hohe aus. Sie fanden Spuren, die sie als Abbremsen eines relativ leich-
ten Teilchens und dessen anschlieBenden Zerfall interpretierten [Occ47].
Abbildung 1.3, die einer spiteren Publikation entnommen ist, zeigt die
vollstindige Zerfallskette. Das Pion mit der kurzen Spur kommt links oben
zur Ruhe. Es zerfillt in ein Myon, das eine relativ lange Spur erzeugt, an
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deren Ende ein Elektron aus dem Zerfall des Myons identifiziert wird.
Wenn auch die Ionisationsdichte der Spuren eine Abschétzung der Mas-
se erlaubte, konnte eine genaue Massenbestimmung der neuentdeckten
Teilchen erst an Beschleunigern durchgefiihrt werden. C.F. Powell erhielt
1950 fiir seine Beitrdge den Nobelpreis fiir Physik.

Verglichen mit der elektromagnetischen Wechselwirkung haben wir etwas
fundamental Neues vorliegen: die Quanten der Kernkraft tauchen in 3 un-
terschiedlichen Ladungszustinden, a1, 7% 7™, auf! Andererseits hat die
Wellengleichung (1.32) nur eine Komponente, die Einfiihrung eines Vek-
torpotentials ist nicht notig. Im Teilchenbild bedeutet dies, dal die Pionen
Teilchen ohne Eigendrehimpuls (Spin) sind. Demgegeniiber haben die durch
das Vektorpotential (1.27) beschriebenen Photonen die Spin-Quantenzahl 1.

Vertiefung

Es ist interessant, den Wert von gy zu bestimmen. Dies kann durch Lo-
sung der quantenmechanischen Schrodinger-Gleichung fiir das Deuteron
unter Verwendung des Potentials (1.30) geschehen. Das Deuteron (der
Kern des Deuteriums) besteht aus einem Proton und einem Neutron. In der
Rechnung wird gy so angepalit, dal die Bindungsenergie des Deuterons
dem experimentellen Wert von 2,25 MeV entspricht. Anstelle einer ex-
pliziten Losung der Schrodingergleichung benutzt eine stark vereinfachte
quantenmechanische Behandlung den Trick, im Energiesatz

2 2
P _ 8y R _yy (1.36)
2m r

| p| mit Hilfe der Unschirferelation zu 7/ r abzuschétzen. Die Energie W
in (1.36) héngt dann nur noch von r ab und hat ein Minimum bei einem
bestimmten Abstand von Proton und Neutron. Dieses Minimum entspricht
der Bindungsenergie. Es ist eine hiibsche Aufgabe der Kurvendiskussion,
den Bindungsabstand und die Bindungsenergie zu bestimmen. Moderne
mathematische Programme wie MAPLE oder MATHEMATICA erlauben
aber auch eine schnelle Losung des Problems durch Probieren, indem die
Funktion W(r) fiir verschiedene Werte von gy aufgetragen wird. So laf3t
sich mit R = 2 fm sehr schnell g2 = 0,33 %c¢ finden. Es ist dabei noch
zu beachten, daB fiir m die reduzierte Masse des p, n-Systems, also m =
my /2 eingesetzt werden mul3, wie es ja schon aus der nichtrelativistischen
Mechanik bekannt ist.

1.1 Strukturen der Materie

Abb. 1.3
Spuren von Ereignissen aus der kosmischen
Strahlung in Kernemulsions-Platten

13



14

Uberblick und Hilfsmittel

Im cgs-System gilt e = #ic/137,05. Man sieht also sofort, daB gy sehr
grof} verglichen mit e ist. Mehr als eine ganz grobe Abschitzung der Stirke
der Kernkraft ist aber aus einer solchen Betrachtung nicht zu gewinnen.

Das Yukawa Potential gilt fiir Teilchen positiver Paritdt, die Pionen
haben aber negative Paritit. Mit der Paritdt, d.h. dem Verhalten der
Wellenfunktion bei Spiegelung der Koordinaten, werden wir uns erst in
Abschn. 2.5 ausfiihrlich beschiftigen. Hier ist im Moment nur wichtig,
daf die negative Paritit der ausgetauschten Pionen einen Faktor der Ord-
nung (m,/m,)? im Potential der Kernkraft erzwingt, was einen etwa
50 mal groBeren Wert von g2 zur Folge hat. Zusitzlich ist die Kern-
kraft spinabhingig. Dies ist nicht moglich, wenn nur der Austausch
eines spinlosen Teilchens betrachtet wird. Uber 50 Jahre Erforschung der
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung haben gezeigt, da} eine quantitativ
erfolgreiche Beschreibung sehr kompliziert wird.

Wir wissen heute, daf3 die Pionen keine wirklich elementaren Teilchen sind
und daf die Kernkraft aus der fundamentalen starken Wechselwirkung abge-
leitet werden kann. Die Quanten der starken Wechselwirkung, die Gluonen,
werden wir noch sehr ausfiihrlich diskutieren.

Die Radioaktivitit kann weder durch die elektromagnetische noch durch
die nukleare Wechselwirkung beschrieben werden. Fiir sie ist eine neue Na-
turkraft, die schwache Wechselwirkung, verantwortlich (eine erste Diskussi-
on folgt schon in Abschn. 1.2.2). Auch die schwache Wechselwirkung fiih-
ren wir heute auf den Austausch dazugehoriger Feldquanten (es sind die
sog. W*- und Z°-Bosonen) zuriick. Diese Feldquanten erscheinen also in
drei Ladungszustinden (wie die Pionen), es sind aber Spin 1-Teilchen wie
die Photonen! Die hohe Masse dieser Teilchen (~ 100 GeV /c?) entspricht
der extrem kurzen Reichweite der schwachen Wechselwirkung von etwa 2 -
1078 m.

Gleichung (1.35) stellt den fundamentalen Zusammenhang R ~ 1/m zwi-
schen der Reichweite R einer Wechselwirkung und der Masse m der aus-
getauschten Quanten her. Im Grenzfall gehort zur verschwindenden Masse
der Photonen die unendliche Reichweite der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung. Fiir diese Betrachtung ist es unwichtig, ob das Potentialfeld ein
Skalarfeld wie bei der Kernkraft oder ein Vektorfeld wie beim Elektroma-
gnetismus und bei der schwachen Wechselwirkung ist. Wenn man also die
Kraftquanten kurzreichweitiger Felder im Labor erzeugen will, braucht man
hochenergetische Teilchenstrahlen, d. h. Teilchenbeschleuniger.

Im Prinzip ist natiirlich die kosmische Strahlung eine billige, immer zur
Verfiigung stehende Quelle hochenergetischer Teilchen. In der Tat sind auch
in der Anfangsphase der Teilchenphysik alle wichtigen Entdeckungen in Ex-
perimenten der kosmischen Strahlung gemacht worden. Jedoch wurde mit
dem Bau der ersten gro3en Beschleuniger nach 1945 in den USA die enorme
Uberlegenheit des Experimentierens mit kiinstlichen Teilchenstrahlen klar.

Urspriinglich wurden diese Strahlen immer mit ruhender Materie zur Kol-
lision gebracht. Die fiir die Produktion neuer Teilchen zur Verfiigung ste-



hende Energie bestimmt sich aber aus der Gesamtenergie Ecy; im Schwer-
punktsystem (center of mass system, ,,CM*) des Prozesses. Um diese fiir
ein System aus zwei Teilchen zu berechnen, betrachten wir das Quadrat des
Vierervektors des Systemimpulses (p = p; + p2),

s (Ei+ Ey)?
p - - @@=

S (o) (137)

In Anlehnung an (1.14) bezeichnet man +/ p?/c? als die invariante Masse
des aus den beiden Teilchen gebildeten Systems. Physikalisch gilt offenbar
die Identitit

Ecm=Eicm+Excm=cv/p? (1.38)

da natiirlich im Schwerpunktssystem die Impulse der beiden Teilchen entge-
gengesetzt gleich sind und damit der 2. Term auf der rechten Seite von (1.37)
verschwindet.

Die Energie im Schwerpunktssystem ist also auch formal eine relativis-
tische Invariante. Gleichung (1.37) 146t sich in jedem System auswerten.
Fiir eine Streuung am ruhenden Zielteilchen (zarget) gilt z.B. p, = 0 und
E, = myc?, also

Ecm = \/2E1m2c2+m%c4+m§c4 , (1.39)

d.h. die Schwerpunktsenergie steigt nur mit der Wurzel der Strahlenergie
an. Alle modernen Beschleuniger benutzen daher das collider-Prinzip, bei
dem zwei Strahlen hoher Energie miteinander zur Kollision gebracht werden.
Im einfachsten Fall laufen hierbei in einem Ring Teilchen entgegengesetzt
gleicher Ladung (z. B. Elektronen und Positronen) und mit entgegengesetzt
gleichen Impulsen um, die an bestimmten Stellen der Anlage zur Kollision
kommen. Hier ist nun wegen p, = —p,

Eom =2E,; , (1.40)

also liegt ein linearer Anstieg der Schwerpunktsenergie mit der Strahlenergie
VOr.

1.1.3 Intermezzo: Schreibweise und MaRsysteme

Die in diesem Buch verwendete Schreibweise haben wir zum grofien Teil
schon in den vergangenen Abschnitten eingefiihrt, wir wollen aber der Voll-
standigkeit halber die wichtigsten Regeln nochmals zusammenstellen. Zah-
len oder Verinderliche, z. B. a, b, werden nicht weiter gekennzeichnet, Drei-
ervektoren erscheinen im Text in Fettschrift wie in p, fiir den Betrag schrei-
ben wir |p|. Die Komponenten werden immer durch lateinische Indizes be-
zeichnet wie in p;, aber auch durch p,, usw. Fiir die Komponenten des
Ortsvektors schreiben wir natiirlich auch manchmal explizit die Koordinaten
X, Y,z an. Vierervektoren werden, wo immer moglich, durch ihre Kompo-
nenten gekennzeichnet, man erkennt sie an den griechischen Indizes z. B. p**.
Der Index kann die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen. Produkte von Vierervektoren

1.1 Strukturen der Materie
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8Das nach dem englischen Physiker Oliver
Heaviside (1850-1925) benannte Einheiten-
system der Elektrodynamik unterscheidet sich
vom cgs-System nur durch bestimmte Fakto-
ren 4.

schreiben wir in der Form k- p. Ob eine GroBe wie ¢g? das Betragsqua-
drat eines Vierervektors oder das Quadrat einer Zahl darstellt, wird aus dem
Kontext klar. Operatoren der Quantenmechanik werden an Stellen, wo eine
Verwechslungsgefahr besteht, durch das Hut-Symbol wie in H identifiziert.

Beim Rechnen mit den Observablen der Teilchenphysik muff man sorg-
fialtig mit den Dimensionen umgehen, die sich i. allg. durch verschiedene
Potenzen von ¢ und 7 voneinander unterscheiden. Um diese Komplikationen
zu vermeiden, ist es heute allgemein iiblich, nicht mit den gewohnten Einhei-
ten wie Meter, Kilogramm, Sekunde des International System of Units (SI)
zu arbeiten. Verwendet wird vielmehr ein den Problemen der Teilchenphysik
besser angepalites MaBsystem, in dem

h=1 und c=1 (1.41)

gesetzt werden. Dies heift anschaulich, man mifit alle Geschwindigkeiten
in Bruchteilen der Lichtgeschwindigkeit und alle Wirkungen in Vielfachen
von #. Die Geschwindigkeit v = 150 000 km/s wird so zu v = 1/2. Wie be-
quem ein solches Rechnen mit dimensionslosen Zahlen ist, kennt der Leser
aus dem Geschwindigkeitsmal der speziellen Relativititstheorie, 8 = v/c.
Energien, Impulse und Massen werden alle dimensionsgleich und i. allg. in
der Einheit GeV angegeben. Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
(1.14) liest sich besonders einfach:

E2:p2+m2 . (142)

Langen und Zeiten haben dann beide die Dimension einer reziproken Ener-
gie. Zur Umrechnung benutzt man zweckméBigerweise wegen fic = 1

197,33 MeV = 1 fm ™! . (1.43)

Die Feinstrukturkonstante @ = 1/137,036 ist in allen MaBsystemen gleich
grof. Im cgs-System ist sie durch a = e?/hc definiert. In der Teilchenphysik
bevorzugen wir aber die sog. Heaviside-Konvention, in der

2

e
= 1.44
%= dnhe (1.44)
und daher wegen fic = 1
2
e
= 1.45
4r ( )

gilt.% Damit fallen dann listige Faktoren 47 aus den Gleichungen der Elek-
trodynamik weg, z.B. schreibt sich die Potentialgleichung in Anwesenheit
einer Ladungsdichte o einfach

Ap=—p0 . (1.46)

Auf jeden Fall ist wegen (1.45) die Ladung dimensionslos. Dies ist ein grof3es
Gliick, wenn man etwa an die Dimension der Ladung im cgs-System denkt.
Zum praktischen Rechnen ist es besonders giinstig, in allen Formeln e durch
V4ma zu ersetzen. Die Ladungen der Elementarteilchen werden immer als



Vielfache oder Bruchteile der absoluten Elementarladung e angegeben und
meistens mit dem Buchstaben Q gekennzeichnet. Das Elektron hat also die
Ladung Q = —1. Q ist eine typische Quantenzahl, die im Bereich der Atom-

und Kernphysik ganzzahlige Werte hat.

Die Heaviside-Konvention wird auch fiir die Diskussion der anderen
Wechselwirkungen verwendet. Eine Wiederholung der Rechnung im Kas-
ten in Abschn. 1.1.2 ergibt also g5 /47 = 0,33 fiir die Yukawa-Beschreibung

der Kernkraft.

Vertiefung

Hier ist eine gute Gelegenheit, noch einige wichtige Beziehungen der re-
lativistischen Kinematik abzuleiten und dabei gleichzeitig den Vorteil von
Formeln ohne Dimensionsunterschied zwischen Energien, Impulsen und
Massen zu sehen. Es ist ja gerade klar geworden, daf3 die Schwerpunkts-
energie Ecy eine relativistische Invariante ist. Man bezeichnet ihr Quadrat
normalerweise mit s. Aus (1.37) berechnen wir fiir ein System von zwei
Teilchen

s=m%+m%+2p2+2\/(p2+m%)(p2+m§) : (1.47)

worin p der Impuls eines der beiden Teilchen im Schwerpunktsystem ist.
Zur Herleitung wird zunéchst die im Schwerpunktssystem giiltige Bezie-
hung p, = —p, beachtet, und anschlieBend werden die Energien mit Hilfe
von (1.14) durch Impulse und Massen ausgedriickt. Aus (1.47) gewinnen
wir die sehr niitzliche Beziehung fiir |p| = |p,| = | p,|

S12
— 2 1.48
lpl=37% (1.45)
mit der Abkiirzung
Si2 = /(s — (my +m2)?)(s — (m; —my)?) . (1.49)

Die relativistische Invariante S|, hdangt ersichtlich nur von s und den Teil-
chenmassen ab. Daher sind auch die Impulse im Schwerpunktssystem
einer Zwei-Korper-Reaktion nur durch die Schwerpunktsenergie und die
Teilchenmassen bestimmt. Fiir den Zerfall eines Teilchens der Masse M in
zwei leichtere Teilchen mit Massen m und m gilt /s = M und (1.48) ist
dann offenbar auch der relativistisch korrekte Ausdruck zur Berechnung
der Impulse der Zerfallsteilchen im Ruhesystem des Mutterteilchens.

1.1 Berechnen Sie die Gesamtenergie, kinetische Energie und die Ge-
schwindigkeit eines Protons fiir Impulse zwischen 100 MeV und
10 GeV in Form einer Grafik.

1.1 Strukturen der Materie
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9 Auch der in Wien geborene Wolfgang Pauli
(1900-1958) gehort zu der Reihe junger Ge-
nies, die zwischen 1920 und 1930 die Phy-
sik revolutionierten. Sein AusschlieBungsprin-
zip bildet zusammen mit der Unschirferelati-
on Heisenbergs das Fundament der Quanten-
mechanik. Pauli wurde 1945 mit dem Nobel-
preis ausgezeichnet.

10Wem das zuviele neue Begriffe auf einen
Schlag sind, sollte ein Lehrbuch der Quanten-
mechanik konsultieren. Es ist aber vielleicht
sogar empfehlenswerter, einfach weiter zu le-
sen und auf spitere Anwendungsbeispiele im
Buch zu warten.

1.2 Berechnen Sie den Wert der Kopplungskonstanten gy nach dem im
Kasten in Abschn. 1.1.2 vorgeschlagenen Verfahren.

Driicken Sie die Gravitationskonstante G = 6,67-10"'! m3 kg=! s 72
in Einheiten von ,,GeV* aus. Man bezeichnet ~/G~! als Planck-
Masse. Wie grof} ist diese?

Bei der Zerstrahlung von Elektron-Positron-Paaren befinden sich
diese in einem Zustand mit der Drehimpulsquantenzahl J = 1.
Gewinnen Sie eine Beziehung zwischen dem Abstand der beiden
Teilchen und ihrer Energie im Schwerpunktssystem der Reaktion.
Berechnen Sie die Energiedichte des Prozesses.

Die seit dem Urknall vergangene Zeit kann in einem strahlungsdo-
minierten Universum durch

1.3

1.4

1.5

1 3¢2
th=~
2\ 87Go

(1.50)

berechnet werden [Wei72], wobei o die Energiedichte ist. Welchem
1o entspricht die Elektron-Positron-Paarvernichtung bei Strahlenergi-
en von 50 GeV?

1.2 Die Elementarteilchen

Im folgenden Abschnitt stellen wir einige der Teilchen, die Gegenstand un-
seres Forschungsgebiets sind, kurz vor. Ihre wichtigsten Eigenschaften wie
Masse, Ladung, Spin und Lebensdauer werden in Form von kleinen Tabellen
angegeben.

Der Eigendrehimpuls der Teilchen wird durch die Hauptquantenzahl des
Spins charakterisiert. Dem Brauch der ,,Particle Data Group* (PDG) fol-
gend [PDG12], werden wir sie mit J bezeichnen. Dadurch wird angedeutet,
da3 der Spin eines Teilchens aus Bahndrehimpuls L und Spin S eventueller
Konstituenten aufgebaut sein kann. Teilchen mit J = 1/2 heifien Fermionen,
solche mit ganzzahligem Spin Bosonen. Die Verteilung von Fermionen auf
die verschiedenen erlaubten Zustinde eines quantenmechanischen Systems
wird durch die Fermi-Dirac-Statistik beschrieben, die von Bosonen durch die
Bose-Einstein-Statistik. Die Fermi-Dirac-Statistik ist eine direkte Folge des
AusschlieBungsprinzips von W. Pauli.” Es besagt, daB die Wellenfunktion
eines Systems identischer Spin 1/2-Teilchen antisymmetrisch bei Vertau-
schung von zwei Teilchen sein muf3. Als Konsequenz hieraus folgt, da$} jeder
durch einen vollstindigen Satz von Quantenzahlen beschriebene Zustand nur
von jeweils einem Fermion besetzt werden kann. Fiir Bosonen gilt diese
Restriktion nicht.!

Die Lebensdauer ist analog zur Kernphysik als das Inverse der Zerfalls-
konstanten des radioaktiven Zerfallsgesetzes definiert,

1
T=—= .

= (1.51)



In der Atom- und Kernphysik bezeichnet I" die Halbwertsbreite von Spek-
trallinien, die bei Ubergingen aus Zustinden mit der Lebensdauer T entste-
hen. In der Teilchenphysik entspricht dies der Massenunschirfe instabiler
Teilchen.

Die gemessenen Lebensdauern reichen etwa von 1000s bis 1072 s. Den-
noch bezeichnen wir diejenigen Teilchen, die nur aufgrund der elektroma-
gnetischen und schwachen Wechselwirkung zerfallen als ,,stabil®. Von allen
Teilchen mit von null verschiedener Masse sind nur das Elektron und das
Proton in engerem Sinne stabil, es ist noch nie ein Elektron- bzw. Protonzer-
fall beobachtet worden. Dies fiihrt zur Angabe von unteren Grenzen fiir die
Lebensdauer.

Viele Elementarteilchen treten als Ladungsmultipletts auf, d.h. als Mit-
glieder einer Teilchengruppe praktisch gleicher Masse, die sich zunichst nur
durch ihre Ladung unterscheiden. Proton und Neutron lassen sich so als Mit-
glieder eines Dubletts von Kernteilchen (Nukleonen) auffassen. Die Pionen
bilden ein Ladungstriplett 7+, 7°, 7. Durch diese Ladungsmultipletts wird
die Zahl der unabhingigen Teilchen reduziert.

1.2.1 Antimaterie

Bevor wir in eine Diskussion der Eigenschaften einzelner Elementarteilchen
einsteigen, muf noch der Begriff der Antimaterie prizisiert werden. Die Exis-
tenz der Antimaterie gehort sicher zu den wichtigsten Entdeckungen des 20.
Jahrhunderts. Uber den Kreis der Fachgelehrten hinaus stie sie auf ein enor-
mes Interesse im Publikum. Daher beschiftigen sich auch zahlreiche Romane
und Filme mit diesem Phédnomen.

Was sind die Fakten? Grundsitzlich gibt es zu jedem geladenen Teilchen
ein Teilchen mit exakt gleicher Masse und entgegengesetzt gleicher Ladung,
das Antiteilchen. Da die Ladung eines Systems von Teilchen sich durch Ad-
dition der Einzelladungen erhalten 146t, nennt man Q eine additive Quanten-
zahl.

Theoretisch wurde die Existenz von Antimaterie von Dirac begriindet.!!
Die Dirac-Gleichung ist eine relativistische Wellengleichung fiir Elektronen
oder allgemeiner fiir Fermionen. Wir werden sie in Abschn. 3.1 ausfiihrlich
diskutieren. Im Augenblick geniigt es zu wissen, daf} ihre Losungen natiirlich
in Ubereinstimmung mit der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

E*=p*+m? (1.52)
sind. Diese Gleichung hat Losungen positiver und negativer Energie
E=4p*+m?, (1.53)

und daher hat auch die Dirac-Gleichung solche Losungen. Anstatt die Lo-
sungen negativer Energie einfach als unphysikalisch abzutun, schlug Dirac
eine hochst elegante, aber auch problematische Interpretation vor. Es sind
tatsdchlich beide Losungen erlaubt, aber der Grundzustand der Theorie, das
Vakuum, ist so konstruiert, daB} alle erlaubten Zusténde negativer Energie ent-
sprechend dem Pauli-Prinzip mit jeweils einem Elektron aufgefiillt sind (sog.

1.2 Die Elementarteilchen

Hper englische Physiker Paul Adrien Mau-
rice Dirac (1902-1984) machte diesen Vor-
schlag 1928! Die von ihm gefundene Glei-
chung ist das Musterbeispiel einer weitrei-
chenden theoretischen Entdeckung. Dirac er-
hielt 1933 den Nobelpreis.
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Abb. 1.4

Energieschema eines Einelektronensystems
in der Dirac-Theorie

12Der amerikanische Physiker Carl David An-
derson (1905-1991) bewies genauer gesagt die
Erzeugung von  Elektron-Positron-Paaren
durch Reaktionen der kosmischen Strahlung
in einer Bleiplatte. Als Nachweisgerit diente
eine sog. Nebelkammer. Er erhielt fiir seine
Entdeckung 1936 den Nobelpreis.

Dirac-See). Die positiven Energieniveaus sind leer. Ein physikalisches Sys-
tem mit einem Elektron hat demgegeniiber zusitzlich ein besetztes Niveau
positiver Energie. Die Abb. 1.4 zeigt ein Energieniveau-Schema eines Sys-
tems mit genau einem Elektron positiver Energie (Einelektron-System), wel-
ches sich in irgendeinem der erlaubten Zusténde befindet. Zusitzlich ist jedes
gezeigte Niveau negativer Energie mit zwei Elektronen besetzt, da diese sich
noch durch die Orientierung des Spins (J3 = £1/2) unterscheiden. (Es wur-
de also angenommen, daf} die in der Figur angegebenen Niveaus beziiglich
der Orientierung des Spins energetisch entartet sind.) Bei Mehrelektronen-
Systemen dndert sich nur die Verteilung der Elektronen positiver Energie
gegeniiber diesem Bild.

Das Vakuum ist demnach durch eine unendliche negative Ladung und un-
endliche negative Energie gekennzeichnet. Diese intuitiv schwer einsehbare
Tatsache fiihrt jedoch nicht zu physikalischen Widerspriichen. Die vollstdn-
dig besetzten Zustinde negativer Energie sind ndmlich grundsétzlich unbeob-
achtbar. Ein beobachtbarer Effekt setzt einen physikalischen Prozef3 voraus,
also z.B. den Ubergang eines Elektrons von Zustinden mit £ > 0 zu Zu-
stinden mit E < 0. Ein solcher Ubergang ist jedoch nach dem Pauli-Prinzip
verboten, weil ja schon alle Niveaus besetzt sind.

Durch Energiezufuhr kann aber ein Elektron aus den Energieniveaus ne-
gativer Energie in positive Niveaus gehoben werden. Die minimal benétigte
Energie ist 2m,, entsprechend der Energieliicke zwischen den Zustinden
positiver und negativer Energie. Diese Energiezufuhr kann z. B. durch Ab-
sorption eines Photons geschehen. Als Endzustand hat man dann also ein
Elektron positiver Energie und ein Loch im See der Elektronen mit negativen
Energien. Dieses Loch wird aber als ein Teilchen positiver Energie und posi-
tiver Ladung gedeutet. Man nennt es Positron, das Antiteilchen zum Elektron.
Der beschriebene Prozess ist die Elektron-Positron-Paarbildung. Neben der
Energie muf auch noch der Impuls erhalten sein. Die Paarbildung kann da-
her nicht durch ein freies Photon allein erfolgen, aber z.B. im Feld eines
Atomkerns A, der den RiickstoBimpuls aufnimmt:

y+A—A+e +et . (1.54)
Die Zerstrahlung
e +et =2y (1.55)

wird dann konsequenterweise als ein Ubergang eines Elektrons positiver
Energie in ein Loch negativer Energie beschrieben.

Die Zuordnung der positiven Ladung zum Antiteilchen ist zwingend, weil
sonst die den Beziehungen (1.54) und (1.55) entsprechenden Reaktionen im
Widerspruch zur Ladungserhaltung stiinden. Die Ladungserhaltung ist eines
der am besten gesicherten Naturgesetze.

Das Positron wurde 1932 von C.D. Anderson in der Hohenstrahlung
entdeckt.!? Weitere wesentliche Meilensteine auf dem Weg zum Beweis der
Existenz der Antimaterie waren die Entdeckung des Antiprotons und des An-
tideuterons als einfachstem zusammengesetzten Antiatomkern. Damit war
gezeigt, dal die Idee der Antimaterie universell gilt und nicht etwa nur auf
die Leptonen beschrinkt ist.



Neben der Ladung gibt es noch andere erhaltene, additive Quantenzah-
len, wenn auch die Erhaltung nicht immer im gleichen strengen Sinn wie bei
der Ladung gilt. Ganz analog zur Ladung kehren auch diese Quantenzahlen
ihr Vorzeichen fiir die Antiteilchen um. So werden wir z. B. bald das Proton
durch die sog. Baryonenzahl B charakterisieren (B = 1), das Antiproton hat
dann die Baryonenzahl B = —1. Das Neutron hat auch B = 1, das ebenfalls
neutrale Antineutron B = —1. Die Spiegelung der Quantenzahlen kommt in
der haufig benutzten Kennzeichnung der Antiteilchen durch einen Querstrich
iiber dem Teilchensymbol zum Ausdruck.

Es fillt auf, daB3 die Bosonen in der Dirac-Theorie der Antiteilchen nicht
enthalten sind, da sie nicht dem Pauli-Prinzip unterliegen. Auf den ersten
Blick kann man das akzeptieren, denn in der Tat bilden z. B. die 7-Mesonen
(Abschn. 1.2.3) keine neuen Antiteilchen. Das 7~ ist das Antiteilchen zum
7" und umgekehrt. Das w°-Meson ist sogar sein eigenes Antiteilchen. Wir
werden aber gleich Mesonen mit zusitzlichen additiven Quantenzahlen ken-
nenlernen, die dann auch ihre eigenen Antiteilchen haben. Es wird also ein
anderes theoretisches Konzept benotigt.

Eine konsistente Beschreibung der Erzeugung und Vernichtung von Teil-
chen und Antiteilchen wird erst von der Quantenfeldtheorie geleistet. In ihr
werden alle Teilchen durch Felder beschrieben, die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren enthalten. Prozesse mit Ladungserhaltung (oder ande-
ren erhaltenen additiven Quantenzahlen) verlangen zwingend die Existenz
von Antimaterie. Dies gilt unterschiedslos fiir Fermionen und Bosonen. Von
Feynman stammt eine besonders anschauliche Interpretation der Ergebnisse
der QFT, die wir spiter vorstellen werden. Die Lochertheorie mit all ihren
Schwierigkeiten ist heute eigentlich nur noch ein historisches Relikt. Haupt-
sédchlich aus padagogischen Griinden taucht sie noch in vielen Lehrbiichern
auf, da sie ohne den Formalismus der Quantenfeldtheorie einen theoretischen
Zugang zum Begriff der Antimaterie ermoglicht.

1.2.2 Leptonen

Das Elektron. Das vielleicht bekannteste Elementarteilchen ist das Elek-
tron, e~ . Es ist einer der drei Bausteine der Atome. Elektronen nehmen an
der elektromagnetischen und schwachen Wechselwirkung teil.

Das Elektron ist das leichteste geladene Teilchen. Es kann daher nicht oh-
ne eine Verletzung des Satzes von der Ladungserhaltung zerfallen. Letztlich
ist dies natiirlich eine experimentelle Frage von grundsitzlicher Bedeutung,
und deshalb wurden in den vergangenen Jahren grofle Anstrengungen unter-
nommen, die unteren Grenzen fiir die gemessenen Lebensdauern zu verbes-
sern. Sie liegen bei 5-10%¢ Jahren. Mit dem Symbol oo in der Tabelle 1.2
deuten wir an, daf} wir das Elektron als wirklich stabil ansehen.

Neben dem Elektron wurden noch weitere Teilchen gefunden, die nur
elektroschwach wechselwirken. Man ordnet sie in die Klasse der Leptonen
ein. Alle Leptonen sind Fermionen. Der vom griechischen Aertwo (leptos),
also ,,diinn", stammende Name ist gar nicht schlecht gewéhlt. Bis heute ist es
nicht gelungen, einen endlichen Radius des Elektrons oder anderer Leptonen
zu bestimmen. Als obere Grenze kann man R = 10~!8 m ansetzen.

Tabelle 1.2
Das Elektron

Symbol

Masse/GeV

0
7

Lebensdauer

1.2 Die Elementarteilchen

e

5,110-10—*
—1

1/2

o0
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Tabelle 1.3
Das Myon

Symbol wo
Masse/GeV 0,1056

0 —1

J 1/2
Lebensdauer/s 2,197-10~°

13Djes ist sehr schon in dem Lehrbuch von
Jackson iiber klassische Elektrodynamik be-
schrieben [Jac98].

L4 [sisdor Isaac Rabi, amerikanischer Physi-
ker (1898-1988), wurde vor allem durch seine
Verfahren zur Messung der magnetischen Mo-
mente von Kernen bekannt, fiir die er 1944
den Nobelpreis erhielt. Rabi erkannte als einer
der ersten, dal mit der Entdeckung des My-
ons etwas fundamental Neues in die Physik
gekommen war.

15 Antoine  Henri Becquerel, franzosischer
Physiker (1852-1908). Seine Entdeckung
(Nobelpreis 1903) markiert zusammen mit der
Entdeckung der Rontgen-Strahlung durch Wil-
helm Conrad Rontgen (Nobelpreis 1901) den
Beginn einer neuen Epoche der Physik.

16pje allgemeinen Formeln befinden sich im
Kasten in Abschn. 1.1.3.

Das Myon. Die Erdoberfliche wird stindig von einer hohen Rate Strah-
lung aus der Atmosphire getroffen mit einem typischen Flu3 von ungefihr
1 Teilchen cm™2 min~'. Diese Strahlung hat eine sog. ,harte Komponente*,
d.h. Teilchen mit einer groen Reichweite in Materie. Es sind die Myonen
(Tabelle 1.3).

Die Reichweite von Myonen in Materie wird vollstindig durch die elektro-
magnetische Theorie beschrieben. Daraus schlieen wir, dafl das Myon nicht
an der starken Wechselwirkung teilnimmt. Die — verglichen mit dem Elektron
— groBe Masse (m, ~ 207 m,) erklirt das hohe Durchdringungsvermdgen.
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Abstrahlung von Photonen ist ~ 1/ MasseZ,
und daher erfolgt der elektromagnetische Energieverlust in Materie prak-
tisch nur durch Ionisation und Anregung und nicht durch Bremsstrahlung.
Die wesentlichen Ziige der sog. Bethe-Bloch-Formel fiir den Energieverlust
lassen sich schon klassisch ableiten. Dazu wird die Streuung der Myonen im
Coulomb-Feld der Atom-Elektronen betrachtet.!* Eine quantenmechanische
Behandlung des Problems findet der Leser in Abschn. 3.2.4 dieses Buches.

Da Myonen soviel massereicher als Elektronen sind, ist ein Zerfall in Elek-
tronen kinematisch méglich und auch durch das Gesetz von der Ladungser-
haltung nicht verboten. In der Tat zerfillt das Myon schwach (d. h. tiber die
schwache Wechselwirkung) in ein Elektron, ein Neutrino und ein Antineu-
trino. Mehr iiber die Neutrinos gleich weiter unten. Alle Untersuchungen der
Eigenschaften (Spin, magnetisches Moment, Radius) und Wechselwirkungen
der Myonen zeigen uns, daB3 sie sich wie Elektronen groBer Masse verhalten.
Damit haben wir das erste Mal ein Teilchen kennengelernt, das als Kompo-
nente der Hohenstrahlung die Erde in grofler Anzahl trifft, im Labor leicht
herzustellen ist, aber dennoch als Baustein unserer stabilen Materie nicht be-
notigt wird. Rabis beriihmte Frage ,,Who ordered that? * ist bis heute ohne
rechte Antwort geblieben. !4

Neutrinos. Eines der aufregendsten Kapitel der Physik begann 1896 mit der
Entdeckung der Radioaktivitit durch A. H. Becquerel.'” Schon bald erkann-
te man, daf der Elementarprozef3 der Radioaktivitit der Zerfall des Neutrons
in Proton und Elektron ist (8-Zerfall). Er erfolgt aufgrund einer neuen fun-
damentalen Kraft, der schwachen Wechselwirkung. Die Hypothese

n—p+e- (1.56)

stoft aber auf fundamentale Schwierigkeiten:

1. Beim Zwei-Korper-Zerfall erwartet man eine feste Energie der Zerfalls-
produkte. Bei Vernachlidssigung der RiickstoBenergie des Protons berech-
net sich die kinetische Energie der Elektronen aus der Massendifferenz
M, — M, —m,."® Beobachtet wird jedoch ein kontinuierliches Spektrum,
dessen Grenzenergie der aus dem Zwei-Korper-Zerfall berechneten Li-
nienenergie entspricht (sieche Abb. 1.5).

2. Proton und Elektron haben halbzahligen Spin. Nach den Regeln der Dre-
himpulsaddition ist der Spin des p, e~ Systems ganzzahlig. Da der Bahn-
drehimpuls zwischen p und e~ auch nur ganzzahlige Werte annehmen
kann, muf also der Gesamtdrehimpuls des p, e~ Systems ganzzahlig sein.
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Dies ist aber bei Giiltigkeit der Drehimpulserhaltung im Widerspruch zum
halbzahligen Spin des Neutrons.

Aus beiden Schwierigkeiten befreite W. Paulis Neutrinohypothese. Im S-
Zerfall wird ein zusitzliches Teilchen, das Neutrino (v) ausgesandt, das wir
in Ubereinstimmung mit den noch folgenden Diskussionen schon jetzt als
Antielektron-Neutrino bezeichnen,

n—p+e +v, . (1.57)

Die Eigenschaften des Elektron-Neutrinos sind in Tabelle 1.4 angegeben.
Die Ladung 0 ergibt sich aus der Ladungserhaltung im Prozef. Der Spin 1/2
garantiert die Drehimpulserhaltung. Die Masse der Neutrinos nehmen wir im
Standard-Modell als exakt O an. Experimentell ist eine genaue Bestimmung
duBerst schwierig. Sie wird z. B. durch eine Messung des sog. Endpunktes
des Spektrums der Abb. 1.5 versucht. Diese Experimente belegen, daf3 die
Masse des Elektron-Neutrinos auf jeden Fall kleiner als 2 €V ist.

Ein direkter Beweis des Auftretens von Neutrinos im S-Zerfall ist natiir-
lich nicht einfach. Grundsitzlich kann man Teilchen durch ihre Wechselwir-
kung mit Materie nachweisen, d. h. das v, durch die Reaktion

Ve+n—p+e (1.58)

in der durch den Platzwechsel des Neutrinos von der rechten auf die lin-
ke Seite aus dem auslaufenden Antineutrino des B-Zerfalls ein einlaufendes
Neutrino wird. Von Reines und Cowan [Rei59] wurde die Reaktion

ﬁe+p—>n+e+ (1.59)

benutzt. Das Experiment wird in Abschn. 1.2.2 beschrieben.
Der Wirkungsquerschnitt der betrachteten Reaktion ist #uBerst klein.!”
Von den Experimentatoren wurde ein Wert von

o5, = 1,270,/ 107% em? (1.60)

angegeben. Der Name ,,schwache Wechselwirkung* ist hier nur allzu wahr.

1.2 Die Elementarteilchen

Abb. 1.5

Das Impulsspektrum der Elektronen im
B-Zerfall des Neutrons [Chr72]. Aufgetra-
gen ist die Rate der Elektronen gegen ihre
kinetische Energie, die in Einheiten der
Elektronenmasse angegeben wird

Tabelle 1.4
Das Elektron-Neutrino
Ve
Masse/eV <2
0 0
J 1/2
Lebensdauer o0

7Den mit dem Begriff des Wirkungsquer-
schnitts noch nicht so vertrauten Leser muf3
ich auf den nidchsten Abschnitt des Kapitels
verweisen.
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18 wird erzihlt, dal ein prominenter Theo-
retiker am CERN die Theorie seines italieni-
schen Kollegen Pontecorvo mit dem Ausruf
,,Gott ist nicht so verriickt wie Pontecorvo*
kommentierte.

Die im Zerfall des Myons auftretenden Elektronen haben ein kontinuierli-
ches Energiespektrum. Da sich au3er dem Elektron kein weiteres Zerfallsteil-
chen nachweisen 146t, liegt es nahe, daB} auch hier die restliche Energie durch
Neutrinos weggetragen wird. Es miissen aber zwei Neutrinos sein, weil sonst
der Zerfall wieder offenbar im Widerspruch zur Drehimpulserhaltung steht.
Nun wird man sich sofort fragen, warum gerade bei der groBen Ahnlichkeit
von Elektronen und Myonen diese nicht gemaf

pt et 4y (1.61)

zerfallen. Dieser Zerfall ist bisher nicht gesehen worden. Quantitativ wird
eine obere Schranke fiir den Anteil dieser Zerfille von 1,2- 107! angegeben!
Aus dem offenbaren Verbot des Zerfalls folgt, da3 die Zahl der Elektronen
oder die Zahl der Myonen einem Erhaltungssatz geniigen mufl. Wir ordnen
nun versuchsweise den Elektronen eine erhaltene elektronische Leptonenzahl
L, =1 zu. Damit ist der Myon-Zerfall in Elektron und Photon verboten. Jetzt
verletzt aber der B-Zerfall (1.57) das Reaktionsgesetz AL, = 0, da auf der
rechten Seite ein Elektron auftaucht. Die Erhaltung von L, im §-Zerfall wird
am elegantesten dadurch erreicht, dal zum Elektron ein Neutrino v, mit L, =
1 gehort, und beim Zerfall der Neutronen ein e~ (L, = 1) und ein v, (L, =
—1) emittiert werden. Im schwachen Zerfall des Myons

no—e +v.+v, (1.62)

ist dann aber kein Platz mehr fiir ein weiteres Elektron-Neutrino auf der rech-
ten Seite. Das zweite Neutrino mufl dem Myon zugeordnet werden, am besten
durch die Wahl einer separaten Leptonenzahl L, = 1 fiir ;£ und v,,.

Die Neutrinohypothese selbst wurde von den Physikern nur relativ zo-
gernd akzeptiert. Die Forderung nach der Existenz eines neuen neutralen
Teilchens mit verschwindender Masse und mit verschwindender Reaktions-
wahrscheinlichkeit in Materie erschien vielen Forschern als allzu kiinstlich.
Umso fremdartiger mutete daher die gerade skizzierte Uberlegung Pontecor-
vos an, daB es sogar zwei verschiedene Sorten Neutrinos geben sollte.'® Heu-
te hingegen hat man sich vollstindig daran gewohnt, dynamische Schwierig-
keiten mit dem Postulat der Existenz neuer Teilchen zu beheben.

Zur Kldrung des Problems einer zweiten Sorte Neutrinos wurden in den
groflen Laboratorien in Amerika (BNL, Brookhaven) und Europa (CERN,
Genf) Experimente eines vollig neuen Typs [Dan62] durchgefiihrt. Die im
letzten Abschnitt diskutierten geladenen Pionen zerfallen iiber die schwache
Wechselwirkung fast immer in ein Myon und ein Neutrino. Auf diese Weise
146t sich sogar ein Neutrino-Strahl herstellen. Mit Hilfe dieser Neutrino-
Strahlen kann man nun nach Reaktionen der Art

v + Nukleon — Nukleon + Lepton , (1.63)
also z. B.

v+n—p+te (1.64)
oder

v+n—>p+u- (1.65)



suchen. Das Experiment wird im Kasten in Abschn. 1.2.2 genauer erléutert.
Hier diskutieren wir unmittelbar das Ergebnis.

Zur groBen Uberraschung wurden praktisch nur Endzustinde mit Myonen
gefunden, die Zahl der Endzustinde mit Elektronen war vertrdglich mit der
Erwartung aus Untergrundreaktionen. Dies zwingt zu dem Schluf3, daf3 das
beim Zerfall der geladenen Pionen

T = u 4y, (1.66)

entstehende Neutrino dem Myon zugeordnet werden muf} (Tabelle 1.5) und
es sich durch eine eigene Quantenzahl von dem im B-Zerfall des Neutrons
entstehenden v, unterscheidet. Die beste direkt gemessene experimentelle
Massenschranke fiir das v, ist viel hoher als beim v,.

Leptonfamilien. Das Ergebnis der im letzten Unterabschnitt besprochenen
Experimente 146t sich, wie wir gesehen haben, durch Einfiihrung von Lep-
tonfamilien deuten. Danach sind e~ und v, elektronartige Leptonen, ™~ und
v, myonartige Leptonen. Die Leptonfamilien bilden daher Teilchendubletts

Ve v
(5. (). oo

wobei das unten stehende Mitglied gegeniiber dem oben stehenden Mitglied
eine um eine Einheit geringere elektrische Ladung hat. Es existiert eine in al-
len Wechselwirkungen erhaltene additive Familienquantenzahl, mit den Wer-
ten L, =1 fiir e~ und v, bezichungsweise L, =1 fiir 4~ und v,. Die
Antiteilchen tragen die Quantenzahlen L., = —1.

Wenn man einmal soweit ist, taucht natiirlich sofort die Frage auf, ob es
noch weitere Leptonfamilien gibt. Trotz intensiver Suche ist bis heute nur
ein weiteres geladenes Lepton gefunden worden, das Tau-Lepton, 7. Es
wurde im Jahre 1975 am Elektron-Positron-Speicherring SPEAR im SLAC
(Stanford, USA) in der Reaktion

e +et >+t (1.68)

entdeckt. Seine Eigenschaften sind in Tabelle 1.6 zusammengefaBt. Eine Be-
schreibung des Experimentes zur Entdeckung der t-Leptonen findet sich in
Abschn. 5.1.1.

Auch das t zerfdllt aufgrund der schwachen Wechselwirkung. Wegen
seiner groBen Masse existiert eine Fiille von Zerfallskanilen, z.B. 1~ —
Vet~ by, oder T — v.r~ 7" Im Standard-Modell nimmt man ohne weite-
res an, dafl das t~ zusammen mit einem dazugehorigen eigenen Neutrino
eine weitere Familie

Ve
() o

bildet. In einem Experiment am Fermi National Laboratory (USA) ist 25 Jah-
re nach der Entdeckung des t-Leptons schlieBlich der direkte Nachweis des
zugehorigen Neutrinos gelungen [KodO1].

1.2 Die Elementarteilchen

Tabelle 1.5
Das Myon-Neutrino

Symbol

Masse/MeV

0
J

Lebensdauer

Tabelle 1.6
Das Tau-Lepton

Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

Vu

<0,19

1/2

T

1,777
—1
1/2
2,906-10713
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Das neue Leptonendublett hat die Familienquantenzahl L, = 1. Als Lep-
tonenzahl L wird nun die Summe

L=L.+L,+L, (1.70)

bezeichnet. Da die Familienquantenzahlen einzeln erhalten sind, ist natiirlich
auch L erhalten.

Ahnlich wie im B-Zerfall kann man auch aus der Vermessung der Zer-
fallsprodukte des t-Leptons eine obere Massenschranke fiir das v, gewin-
nen. Mit 18,2 MeV ist sie naturgemiB viel schlechter als beim v, und v,,.
Aus kosmologischen Argumenten [PDG12] folgt aber eine viel bessere Mas-
senschranke fiir alle Neutrinos. Die Fluktuationen in der Energiedichte der
kosmischen Hintergrundstrahlung lassen sich ndmlich nur verstehen, wenn
die Summe aller Neutrinomassen weniger als 0,5V betrdgt! Bei so klei-
nen moglichen Massen ist es gerechtfertigt fiir praktisch alle Anwendungen
m, = 0 anzunehmen. Dies ist auch der Ansatz des Standardmodells. Ob-
wohl nur ein winziger Spielraum {ibrig bleibt, ist es grundsitzlich wichtig
zu kldren, ob die Masse der Neutrinos nicht doch von Null verschieden ist.
Ein solcher Nachweis ist in den faszinierenden Experimenten zu den sog.
Neutrino-Oszillationen gelungen. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Mes-
sungen muf} noch bis Abschn. 7.9 warten.

Schliisselexperiment

Der direkte Existenzbeweis der Neutrinos gelang iiber die Reaktion
e+ p—et+n

zum ersten Mal im Experiment von Reines und Mitarbeitern [Rei59].
Als Quelle der Antineutrinos diente der Savannah River Reaktor in den
USA. Die Autoren wihlten drei grofle Tanks mit Szintillatorfliissigkeit
zum Nachweis der Positronen. Zwischen je zwei Tanks befand sich ein
flacher Behilter mit 2001 Wasser (Abb. 1.6). Die quasifreien Protonen des
Wasserstoffs im HyO-Molekiil dienten als target fiir die Einfangreaktion
(1.59). Die Positronen zerstrahlen nach einer kurzen Laufzeit im Wasser
in der Reaktion e"e™ — yy. Die Photonen mit einer Energie von jeweils
0,51 MeV wurden durch koinzidente Signale, deren Energien > 0,3 MeV
sein muflten, in einem Detektor oberhalb und unterhalb eines Wasser-
tanks nachgewiesen. Zum Nachweis der Neutronen wurde dem Wasser
Cadmiumchlorid zugesetzt. Die bei der Einfangreaktion Cd(n, y)Cd der
Neutronen emittierte Photonkaskade hat eine Energie von 9,1 MeV. Auch
hier wurde wieder eine Koinzidenz eines Photonsignals in einem oberen
und einem unteren Detektor verlangt, wobei die Gesamtenergie zwischen
3und 11 MeV liegen sollte. Da die Neutronen bis zum Einfang eine relativ
lange Zeit (2-30ps) durch das Wasser diffundieren, ist das entscheiden-
de Kriterium fiir den Neutroneneinfang das Auftreten eines zum Positron
um einige us verzogerten Signals. Diese charakteristische Signatur zweier
zueinander verzogerter Koinzidenzsignale mit festgelegten Energien war
sehr hilfreich zum Abtrennen der wahren Ereignisse vom Untergrund.



Schlisselexperiment

In einem Experiment am Brookhaven-Synchrotron wurde erstmals die
Existenz zweier Sorten Neutrinos bewiesen [Dan62]. L.M. Lederman,
M. Schwartz und J. Steinberger wurden dafiir 1988 mit dem Nobelpreis
belohnt.

Protonen- Dipol- /15 GeV p
beschleuniger Fithrungs-

magnet

Eisen- Funkenkammer-

absorber detektor
13,5m 10 Tonnen

|

= z__ [T
H Pion-Zerfalls- “ | \‘“‘7:_
Beryllium- kanal 21 m
Platte Zerfall w — uv V+n—p+u

Ein Protonenstrahl hoher Energie (15GeV) wurde innerhalb des
Brookhaven-Synchrotrons auf ein 7,5 cm dickes farget aus Beryllium ge-
lenkt (Abb. 1.7). Die Dicke des targets war so gewdhlt, dal moglichst

1.2 Die Elementarteilchen

Abb. 1.6

Die Anordnung von Reines und Cowan
zum Nachweis der Neutrinos. Die Wasser-
tanks zwischen den Detektoren I, IT, III sind
mit A und B bezeichnet

Abb. 1.7
Das Zwei-Neutrino-Experiment am Brook-
haven-Synchrotron
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Tabelle 1.7
Das Proton

Symbol

Masse/GeV

0
7

Lebensdauer

p

0,9383
+1
1/2
o0

viele Proton-Wechselwirkungen stattfanden, aber auf der anderen Seite
nur ein kleiner Bruchteil der erzeugten Pionen wieder durch Prozesse der
starken Wechselwirkung reabsorbiert wurde. Die meisten Pionen zerfallen
auf einer etwa 21 m langen Strecke hinter dem farget. Ein 13,5 m dicker
Absorber aus Eisen stoppt die Myonen aus dem Pion-Zerfall, d.h. hin-
ter dem Absorber hat man einen fast reinen Neutrinostrahl mit typischen
Energien zwischen 300 und 800 MeV. Dieser Strahl trifft nun einen De-
tektor, der aus Schichten von Aluminium-Platten besteht, zwischen denen
sich sog. Funkenkammern befinden. Diese Kammern 16sen beim Durch-
gang eines ionisierenden Teilchens Funken aus, die fotografiert werden
konnen. Es wurden 34 Reaktionen der Art (1.63) beobachtet, in denen
sich das Lepton aber eindeutig als Myon identifizieren lie. Die sechs
gefundenen Ereignisse mit Elektronen pafiten nicht zur Hypothese einer
Neutrino-induzierten Reaktion.

1.2.3 Hadronen

Als Hadronen bezeichnen wir im folgenden frei beobachtbare Elementar-
teilchen wie Protonen und Pionen, die an der starken Wechselwirkung teil-
nehmen. Damit unterscheiden sie sich grundsétzlich von den Leptonen, die
ja nur elektromagnetisch und schwach wechselwirken. Auch sind nach un-
serem jetzigen Wissen Leptonen punktformig, d.h. es existieren nur obere
Grenzen fiir einen moglichen Radius dieser Teilchen. Im Gegensatz dazu
haben Hadronen typische Radien von ~ 10~!° m, also etwa 1000mal mehr
als die heutige Grenze des Elektronenradius. Die Hadronen werden in zwei
Klassen eingeteilt: Baryonen und Mesonen. Baryonen haben halbzahligen
(J =1/2,3/2,...), die Mesonen ganzzahligen (J =0, 1, ...) Spin.

Die leichtesten Baryonen. Der Kern des Wasserstoffatoms ist das Proton, p
(Tabelle 1.7). Das Wasserstoffatom ist stabil. Der mit der Ladungserhaltung
vertrigliche Prozef

p+e —2y (1.71)

wurde nicht beobachtet. Ebenso wurde bisher trotz intensiver Suche der di-
rekte Zerfall des Protons, etwa in dem Prozef

p—et+a° (1.72)

nicht nachgewiesen. Die derzeitige untere Grenze fiir die Lebensdauer des
Protons in diesem Zerfallskanal ist durch

7, > 8,2-10% Jahre (1.73)

gegeben. Vergleichen Sie hierzu das Alter des Weltalls von etwa 10'° Jahren.

Mit Ausnahme des Wasserstoffkerns bestehen Kerne nicht allein aus Pro-
tonen, sondern auch aus Neutronen. Die Entwicklung der Kernphysik hat
gezeigt, dal man Proton und Neutron als zwei Erscheinungsformen eines



Kernteilchens (Nukleon) deuten kann. Der augenfilligste Unterschied zwi-
schen Proton und Neutron liegt in der Ladung (Tabelle 1.8). In Kernreak-
tionen kann sich die Neutronenzahl und Protonenzahl durchaus dndern, ihre
Summe bleibt aber immer konstant. Die Auswahlregeln fiir die erlaubten Re-
aktionen lassen sich am einfachsten formulieren, wenn neben der Erhaltung
der Ladung auch die Erhaltung einer weiteren additiven Quantenzahl, der Ba-
ryonenzahl B, gefordert wird. Proton und Neutron haben jeweils B = 1. Die
Erhaltung der Baryonenzahl ist fiir den 8-Zerfall evident (1.57), sie gilt aber
auch in hochenergetischen Reaktionen, bei denen neue Teilchen erzeugt wer-
den. So 14t sich z. B. eine beliebige Anzahl von Pionen in Reaktionen wie

p+p—>n0+n0+p+p (1.74)
oder
p+p—at+nt+n+n (1.75)

herstellen. Es wurde jedoch nie ein Prozel3 der Art
p+p—oat+at+a° (1.76)

beobachtet, d. h. eine Zerstrahlung von Nukleonen in Pionen scheint verbo-
ten zu sein. Zur Erkldrung dieser Auswahlregeln braucht man offenbar eine
von der Leptonenzahl unabhingige, erhaltene Quantenzahl, eben die Baryo-
nenzahl B. Die Reaktionen (1.71) und (1.72) sind durch AB = AL charak-
terisiert, d. h. die resultierende Quantenzahl B — L ist erhalten, wihrend sich
sowohl B als auch L dndern.

Die Ladung des Protons ist entgegengesetzt gleich der Ladung des Elek-
trons. Diese exakte Gleichheit garantiert natiirlich die Neutralitit der Atome.
Andererseits erscheint eine so genaue Quantisierung der Ladung fiir so un-
gleiche Teilchen wie Elektron und Proton ritselhaft und verlangt nach einer
dynamischen Erkldarung. Ein Ansatz dazu ist in den vereinheitlichten Theo-
rien (GUTSs) zu finden. Diese Theorien (ein Beispiel wird in Abschn. 7.10.3
vorgestellt) erlauben auch den Zerfall der Nukleonen unter Beachtung der
Erhaltung von B — L.

Das Neutron ist geringfiigig schwerer als das Proton. Damit ist der j-
Zerfall des freien Neutrons (1.57) moglich, der — wir wiederholen es noch
einmal — ersichtlich in Ubereinstimmung mit der Erhaltung der Leptonen-
und Baryonenzahl ist (AL = 0, AB = 0). In Atomkernen gebundene Neu-
tronen sind stabil, falls der B-Zerfall zu einem Isotop fiihrt, dessen Masse
nicht mindestens um eine Elektronenmasse geringer ist als die Masse des
Mutterkerns.

m-Mesonen. Jetzt wollen wir uns etwas genauer mit den r-Mesonen befas-
sen (Tabellen 1.9 und 1.10). Schon in Abschn. 1.1.2 hatten wir ihre Masse aus
der Reichweite der Kernkraft zu etwa 100 MeV abgeschitzt. Die einfachste
Reaktionsgleichung zur Erzeugung eines 7 ist

p+p—>p+nt+at . (1.77)

1.2 Die Elementarteilchen

Tabelle 1.8

Das Neutron
Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

Tabelle 1.9
Die geladenen Pionen

Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

0,9396

1/2
885.7

s

0,1396

+1
0
2,603-1078

29



30

Uberblick und Hilfsmittel

Tabelle 1.10
Das neutrale Pion

Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

Tabelle 1.11

Die Delta-Resonanzen

Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

A

1,232

+2,4+1,0,—1
3/2

~5,5-10724

Im pp-Schwerpunktssystem muf dafiir mindestens die Gesamtenergie
ECMZMP+M;1+M7[ s (178)

also etwa 2020 MeV, fiir eine Erzeugung von Massen bis zu 140 MeV zur
Verfiigung stehen. Diese Energie wollen wir durch Stof} eines Protons auf
ein ruhendes Targetproton herstellen. Zur Berechnung der Gesamtenergie £
der einfallenden Protonen muf} also die Formel (1.39) benutzt werden. Die
kinetische Energie T ist allgemein durch T = E — M definiert und daher
gilt fiir die kinetische Energie des einfallenden Protons — falls wir keinen
Unterschied zwischen der Masse eines Protons und eines Neutrons machen —

E2y —4M}

T,
’ 2M,

, (1.79)
d.h. T}, nin = 298 MeV zur Erzeugung eines Teilchens mit einer Masse von
140 MeV.

Das grofle Synchrozyklotron in Berkeley stellte den Experimentatoren
Protonen mit einer kinetischen Energie bis zu 380 MeV zur Verfiigung, das
ist deutlich oberhalb der berechneten Schwelle. In Proton-Kern-Sto6en reicht
aber sogar eine kinetische Energie von etwas weniger als 200 MeV zur kiinst-
lichen Erzeugung von Pionen aus. Der Grund ist leicht einzusehen. Die im
Kern eingesperrten Nukleonen bewegen sich mit kinetischen Energien, de-
ren Maximalwert durch die sog. Fermi-Energie gegeben ist. Fiir diejenigen
Nukleonen, die sich auf die Strahlprotonen zubewegen, wird die Schwer-
punktsenergie deutlich erhoht.

Pionen treten in drei Ladungszustinden, 7+, 7°, 7~, auf. Das 7~ ist das
Antiteilchen des 7+ und hat daher exakt die gleiche Masse und Lebensdau-
er. Das 7°-Meson hat eine geringfiigig kleinere Masse (siehe Tabelle 1.10),
wie man es ja naiv aufgrund der fehlenden Ladung erwarten wiirde. Seine Le-
bensdauer ist jedoch um acht Grolenordnungen geringer als die Lebensdauer
der geladenen Pionen, da der vorherrschende Zerfall des 79-Mesons in zwei
Photonen elektromagnetischer Natur ist, wihrend die 7% nur aufgrund der
schwachen Wechselwirkung zerfallen. Es liegt hier also eine klare Hierarchie
der Wechselwirkungsstirken vor.

Weitere Hadronen. Neben den bisher besprochenen Hadronen wurden eine
Reihe weiterer hadronischer Teilchen gefunden. Sie lassen sich aber hiufig
als angeregte Zustinde der einfachsten Baryonen und Mesonen deuten. Als
erstes Beispiel besprechen wir die sog. Delta-(A)-Resonanzen.

Die Delta-Teilchen werden mit hoher Rate in Pion-Nukleon-Streuexpe-
rimenten erzeugt. Sie treten in vier Ladungszustinden auf, die wir alle in
Tabelle 1.11 zusammengefaf3t haben. Fiir Erzeugung und Zerfall z.B. der

AT _Resonanz gilt die Reaktionsgleichung
at+p-sAtt sat4p . (1.80)

Diese zeigt sofort, da3 der neue Zustand ein Baryon sein muf, das auf-
grund der starken Wechselwirkung erzeugt wird und zerfillt. Die Analogie



zur Bildung von angeregten Atomzustinden in der Resonanzabsorption der
Atomphysik

y+H—>H"—>y+H (1.81)

legt die Deutung als angeregten Zustand des Protons bzw. der Nukleonen
nahe. Der groBe Erzeugungsquerschnitt von 2-1072° c¢cm? und damit zu-
sammenhingend die extrem kurze Lebensdauer des angeregten Niveaus sind
bezeichnend fiir die starke Wechselwirkung. Eigentlich macht es wenig Sinn,
die Zerfallszeiten dieser Resonanzen in der Einheit Sekunde anzugeben,
da es keine direkte Moglichkeit gibt, so kurze Zeiten zu messen. Gemes-
sen wird vielmehr die Energie- oder Massenunschirfe I der Resonanz-
kurve (mehr dariiber in Abschn. 1.3.2). Die charakteristische Linienbreite
(siche Abb. 2.14) von & 120 MeV wird mit Hilfe von (1.51) in eine Le-
bensdauer von 5,5- 10~%*s umgerechnet. Fiir Teilchen mit Massen von etwa
1 GeV bedeuten so kurze Lebensdauern immer, dafl der Zerfall iiber die starke
Wechselwirkung erfolgt.

Schlisselexperiment

Im Gegensatz zu den 7*-Mesonen wurden die neutralen Pionen an
Beschleunigern entdeckt. Hier beschreiben wir das Experiment von J.
Steinberger et al. [Ste50]. Ein Photonenstrahl, der in einem Elektro-
nensynchrotron von 330 MeV Energie erzeugt wurde, fiel auf einen
Beryllium-Block (das sog. target). Die im Beryllium erzeugten 7°-
Mesonen werden iiber ihren Zerfall in zwei Photonen nachgewiesen
(Abb. 1.8). Ahnlich wie bei der Berechnung des Impulsiibertrags

gewinnen wir aus dem Energie-Impuls-Satz

Dx = Py, + Pys (1.82)
unmittelbar
m% =2E, E,,(1—cos0) . (1.83)

Szintillationszéhler

Kollimatoren

Be-target 1/4" Pb-Konverter

1.2 Die Elementarteilchen

Abb. 1.8

Das Experiment zum Nachweis der 7°-
Mesonen iiber ihren Zerfall in zwei Photo-
nen (Mal3e in Zoll)
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Tabelle 1.12
Die p-Mesonen

Symbol P
Masse/GeV 0,775

(0] +1,0,—1

J 1
Lebensdauer/s 4410724

19Das englische Wort formation bedeutet auf
deutsch Bildung, Gestaltung.

Die Masse des Pions 14t sich also aus den Energien der Photonen
und ihrem Offnungswinkel ® bestimmen. Die im Experiment verwende-
ten Photonenzdhler mit einer Bleiplatte zur Konversion der Photonen in
Elektron-Positron-Paare waren fiir eine genaue Bestimmung der Photon-
Energie nicht geeignet. Die Experimentatoren nutzten jedoch die Tatsache
aus, daB die meisten Zerfille in der Ndhe des minimalen Offnungswin-
kels @i, erfolgen (Abschn. 2.4.2). Dieser ist durch die symmetrische
Konfiguration E, | = E,, gegeben und daher gilt

m?, =2E;(1—cos Oin) - (1.84)

Der im Experiment gefundene minimale Offnungswinkel von 90° verlangt
E, ~ 100 MeV, falls die Masse des neuen Teilchens gleich der Masse der
geladenen Pionen ist. Die Autoren konnten zeigen, dafl ihre Ergebnisse
mit dieser Annahme {ibereinstimmten.

Die Gleichung (1.80) beschreibt die fiir die Hochenergiephysik typische
Erzeugung eines neuen Teilchens in einem Formationsexperiment, bei dem
die einfallenden Teilchen bei der Schwerpunktsenergie

Ecm=M (1.85)

ein neues Teilchen der Masse M, also hier die A-Resonanz bilden.'®
Es wurden auch angeregte Mesonenzustinde gefunden, die sog. Mesonre-

sonanzen. Die bekannteste solche Resonanz ist das p-Meson (Tabelle 1.12).
Es tritt in drei Ladungszustinden auf und zerfillt fast ausschlieBlich in zwei
Pionen (z.B. p® — 7t 77). Auch hier ist die Linienbreite sehr groB, etwa
150 MeV, d. h. die Masse des p-Mesons hat eine Unschirfe von ca. 20 %.

Die extrem kurze Lebensdauer der Nukleon- und Mesonresonanzen macht
es ausgesprochen schwierig, die Analogie zur Atomphysik weiter zu trei-
ben. Ein Atommodell der A**-Resonanz besteht z. B. aus einem positiven
Kern und einem 7", das wenigstens fiir die Zeit einiger Umléufe auf einer
Bahn um den Kern bleibt. Die Lebensdauer von 5,5- 10724 s ergibt aber selbst
fiir ein Pion mit Lichtgeschwindigkeit nur eine Wegstrecke von 1,7 fm, das
entspricht etwa einem Viertel des Umfangs eines Nukleons! Die grofie re-
lative Massenunschirfe von 10 bis 20 % dieser Resonanzen fiihrte dariiber
hinaus zu einer grundlegenden Diskussion des Teilchenbegriffs. Das ist heu-
te nur noch historisch interessant. Entscheidend ist, da} auch diese Zustinde
wohldefinierte Quantenzahlen wie Baryonenzahl, Ladung, Spin usw. haben.

Neben den gerade besprochenen Teilchen, die man als angeregte Zustin-
de der Nukleonen und Pionen deuten kann, gibt es aber auch andere, vollig
neuartige Teilchen. Sie wurden ebenfalls in Untersuchungen der kosmischen
Strahlung entdeckt [Roc47]. Um das Neuartige an diesen Teilchen besser zu
verstehen, diskutieren wir die Streureaktion

T Hpon a4 +p (1.86)

bei kinetischen Energien des einlaufenden Pions oberhalb von 820 MeV, wie
sie spidter an Beschleunigern durchgefiihrt wurde. Eine beliebte Strategie der



Suche nach neuen Zustinden in einem solchen Produktionsexperiment ist es,
die Masse bestimmter Teilchenkombinationen des Endzustandes zu messen.
Fiir ein pmr-System ist diese durch

M} =(Ey+Ex)—(p,+ p,)’ (1.87)

gegeben. Wenn man nun bei einer Berechnung dieser sog. invarianten Mas-
se (siehe (1.37)) aus den gemessenen Impulsen und Energien innerhalb der
experimentellen Auflésung immer den gleichen Wert (oder eine Anhdufung
bei diesem Wert) findet, interpretiert man dies als ein Teilchen mit der Masse
M, . Ein solches Teilchen, das A-Baryon mit der Masse 1116 MeV, taucht
in der Reaktion (1.86) im System pz ™ mit relativ hoher Rate auf.

Uberraschenderweise findet man in allen Fillen, in denen ein 7~ mit ei-
nem p ein A bildet, auch in dem System der beiden iibrigen Pionen einen
neuen Zustand fester Masse, das K°-Meson. Es gelingt nie, das A isoliert zu
produzieren, etwa in

n_+p—>A+n0 , (1.88)

sondern immer nur assoziiert mit einem weiteren neuartigen Teilchen.

Wenn nur die invarianten Massen der Reaktionsprodukte berechnet wer-
den konnen, wird die Analyse offenbar dadurch erschwert, dal man nicht
weil}, welches der beiden negativen Pionen zum A gehort. Abhilfe schafft
hier die Untersuchung der Reaktion in einer Blasenkammer, die es gestat-
tet, die Spuren geladener Teilchen mit hoher Prizision zu vermessen. Die
Abb. 1.9 zeigt das Faksimile einer Blasenkammeraufnahme, in der die Reak-
tion (1.86) stattgefunden hat. Es ist deutlich zu sehen, daf} es zwei neutrale
Teilchen gibt, die von einem gemeinsamen Ort, dem Wechselwirkungspunkt,
weglaufen, ehe sie in ionisierende Teilchen zerfallen. Die Zuordnung der
negativen Pionen zum Proton bzw. 7+ wird damit eindeutig.

Ebenso seltsam wie die assoziierte Produktion von zwei neuen Teilchen in
einer Reaktion ist die Lebensdauer dieser Zustinde. Das A und das K° kon-
nen natiirlich auch wieder in die Teilchen zerfallen, aus denen sie entstanden
sind, also

K'>at4+n~ (1.89)
und
A—=p+n . (1.90)

Die Lebensdauern (siche Tabellen 1.13 und 1.14) sind aber im Bereich von
107195, also 13 GroBenordnungen iiber denen der Baryon- und Pionreso-
nanzen. Man sieht das auch ganz anschaulich an den Zerfallsvertices, die
diese Teilchen erst in einer gewissen Entfernung vom Wechselwirkungspunkt
(WWP), an dem sie erzeugt wurden, bilden (Abb. 1.9).?° Dies zwingt im Ver-
gleich mit der Lebensdauer des geladenen w-Mesons zu dem Schluf3, dafl
die Zerfille aufgrund der schwachen Wechselwirkung erfolgen. Die Klas-
sifikation der Wechselwirkungen an Hand der Zerfallszeit kann hier wieder
angewendet werden, da die Massen der betrachteten Teilchen sich nicht allzu
sehr unterscheiden. Es ist natiirlich besonders bemerkenswert, daf es gelang,

1.2 Die Elementarteilchen
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Abb. 1.9

Assoziierte Produktion eines A-Hyperons
und eines K °-Mesons in einer 7 p-Reaktion.
Das Bild ist das Faksimile einer Blasen-
kammeraufnahme. Die Teilchen werden am
Wechselwirkungspunkt (WWP) erzeugt und
zerfallen nach einer kurzen Laufstrecke

Tabelle 1.13

Das K9-Meson
Symbol K°
Masse/GeV 0,4976
0 0
J 0
Lebensdauer/s KQ:

8,958-10~ 11

20 Ays dem englischen vertex, Spitze, Schei-
telpunkt.
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Tabelle 1.14
Das A-Baryon
Symbol A
Masse/GeV 1,116
0 0
J 1/2
Lebensdauer/s 2,631-10710
Tabelle 1.15
Das K T-Meson
Symbol Kt
Masse/GeV 0,4937
0 +1
J 0
Lebensdauer/s 1,238-10—8

21per aufmerksame Leser hat sicherlich gese-
hen, dal wir die Buchstaben B und S jetzt
schon zweimal vergeben haben. B steht fiir
Baryonenzahl und bottom, S fiir strangeness
und manchmal auch Spin. Die jeweilige Be-
deutung mufl man aus dem Kontext erkennen,
das ist am Ende einfacher als die Einfiihrung
neuer, in der wissenschaftlichen Literatur nicht
gebriuchlicher Bezeichnungen. Ebenso ist die
reichliche Verwendung von Anglizismen un-
vermeidbar.

alle diese Zerfille auf die gleiche (universelle) schwache Wechselwirkung
zuriickzufiihren, die schon fiir den Zerfall des Neutrons verantwortlich ist.
Die beiden Phidnomene der assoziierten Produktion in einem Prozef3 der
starken Wechselwirkung und des schwachen Zerfalls erschienen den betei-
ligten Forschern so merkwiirdig, daf3 die neuen Teilchen den Namen ,,selt-
same Teilchen® oder strange particles bekamen. Eine zwanglose Erkldrung
beider Tatsachen bekommt man, wenn diesen Zustinden eine neue additi-
ve Quantenzahl S (fiir strangeness oder ,,Seltsamkeit*) zugeordnet wird, die
zwar in der starken und elektromagnetischen, aber nicht in der schwachen
Wechselwirkung erhalten ist. Historisch wurde die Zuordnung

A S=-1

K°: S=+1 (1.91)
gewihlt. Ganz offenbar gilt die Erhaltung von S in der Reaktion

TT4+p—>K'4+A, (1.92)

wihrend S sich in der nicht beobachteten Erzeugungsreaktion (1.88) und in
den Zerfillen (1.89) und (1.90) um eine Einheit dndert. Diese sind daher nur
tiber die schwache Wechselwirkung moglich.

Es gibt auch geladene K-Mesonen (Tabelle 1.15). Das K+-Meson bil-
det zusammen mit dem K° ein Ladungsdublett mit S = 1. Die Antiteilchen
K~ und K° formen ein Ladungsdublett mit § = —1. Das K°-Meson bildet
zusammen mit dem K° ein System, in dem besonders interessante quan-
tenmechanische Effekte auftreten. Sie fiihren u.a. dazu, daB3 die neutralen
K-Mesonen in einer kurzlebigen und einer langlebigen Variante (Kg, KLO)
auftreten. In der Tabelle 1.13 wird nur die Lebensdauer des K angegeben. In
Abschn. 2.7.3 werden wir das K, K°-System noch ausfiihrlich diskutieren.

1.2.4 Quarks

Die strange particles K und A spielen im Bereich der Hadronen eine dhnli-
che Rolle wie die Myonen bei den Leptonen. Es handelt sich um neuartige
Zustinde der Materie, die offenbar zum Aufbau der uns umgebenden nor-
malen Materie nicht benétigt werden. Aber wie bei den Leptonen ist auch
hier die Liste noch nicht vollstandig. Neben den seltsamen Teilchen wur-
den bisher noch zwei weitere, neue Arten hadronischer Materie gefunden,
die sich von den anderen Sorten durch Quantenzahlen unterscheiden lassen.
Es gibt also neben den Hadronen mit der Quantenzahl S noch Hadronen mit
charm (C) und bottom (B). Die Quantenzahlen S, C, B werden als Sorten-
Quantenzahlen bezeichnet. Sehr anschaulich ist hier der amerikanische Na-
men flavor, der die Materie also in unterschiedliche ,,Geschmacksrichtungen*
einteilt. Auch C und B sind additive Quantenzahlen. Sie sind in Prozes-
sen der elektromagnetischen und der starken Wechselwirkung erhalten und
konnen beim schwachen Zerfall verletzt werden. Ganz dhnlich wie bei den
Teilchen mit strangeness ist daher die Erzeugung dieser Materiearten ge-
kennzeichnet durch assoziierte Produktion schwerer langlebiger Hadronen,
die iiber die schwache Wechselwirkung zerfallen. Das leichteste Hadron mit



charm, das D%-Meson, hat eine Masse von 1865 MeV und die leichtesten
bottom-Hadronen (BT- und B°-Meson) eine Masse von 5279 MeV 2! Die
Untersuchung dieser neuen Formen der Materie erfolgte zum grofien Teil
in Reaktionen der Elektron-Positron-Paarvernichtung in Hadronen. In Ab-
schn. 5.1 werden diese Prozesse genauer betrachtet.

Die von der PDG herausgegebene Tabelle der Elementarteilchen enthélt
zur Zeit etwa 120 Hadronen ohne Mitzédhlen der Ladung als Unterscheidungs-
kriterium [PDG12]. Ohne weitere ausfiihrliche Diskussion dieser Teilchen
wollen wir schon jetzt versuchen, die Vielzahl der Hadronen auf wenige
Konstituenten zuriickzufiihren. Die entscheidende Hypothese ist, daf3 die aus-
gedehnten Hadronen aus elementaren Konstituenten, den Quarks, aufgebaut
sind. Wir nehmen dabei ohne weiteres an, daf die Quarks punktférmig sind,
d.h. dhnlich wie die Leptonen keinen nachweisbaren Radius haben. Der Be-
weis fiir die Richtigkeit dieser Annahme wird in Abschn. 5.3 nachgeliefert.

Um den ganzzahligen Spin der Mesonen und den halbzahligen Spin der
Baryonen zu erkldren, muf3 es Konstituenten mit Spin 1/2 geben. Im Quark-
modell sind alle Quarks Fermionen, also Spin 1/2-Teilchen. Mesonen kann
man dann aus Quark-Antiquark-Paaren aufbauen,

[Meson) = |q¢g) (1.93)

wihrend Baryonen am einfachsten durch

|Baryon) = |¢¢¢) (1.94)
beschrieben werden.?? Fiir den Spin der Mesonen folgt aus (1.93)
J=0,1, (1.95)

falls das ¢ und das g sich in einer s-Welle, d.h. in einem Zustand mit dem
Bahndrehimpuls L = 0 befinden. Hohere Spins erhélt man dann durch L =
1,2, ...im gg-System. Ebenso ist der Spin der Baryonen fiir verschwindende
Bahndrehimpulse der Quarks durch

13
22
gegeben, wihrend Teilchen mit Spin 5/2,7/2, ... durch Drei-Quark-Systeme
in hoheren Zustinden des Bahndrehimpulses zusammengesetzt werden kon-
nen.

Aus dem Aufbau der Baryonen aus drei Quarks folgt B = 1/3 fiir die Ba-
ryonenzahl der Quarks. Dies ist sicher eine etwas ungewohnliche Festlegung,
die man durch Einfiihrung von unterschiedlichen Quarksorten mit ganzzahli-
ger Baryonenzahl umgehen konnte. Andererseits folgt aus B = 1/3 fiir alle
Quarks zusammen mit der Vorschrift (1.93) sehr einfach der wesentliche Un-
terschied zwischen Baryonen und Mesonen: Mesonen sind Hadronen mit
B = 0. Erst tiber das Merkmal der Baryonenzahl werden (1.93) und (1.94)
also wirklich zu den einfachsten Bauregeln fiir Hadronen.

Wieviele Quarksorten gibt es? Um diese Frage zu beantworten, studie-
ren wir zundchst die Nukleonen (und ihre Resonanzen) und die Mesonen
ohne neue Sorten-Quantenzahl. Da diese Hadronen in Ladungsmultipletts

J (1.96)

1.2 Die Elementarteilchen

22Quantenmechanische Zustinde werden in
diesem Buch mit der von Dirac eingefiihrten
bra- und ket-Schreibweise bezeichnet. Sie
wird in vielen Lehrbiichern der Quantenme-
chanik (z. B. [Mes90]) benutzt.
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auftreten, muf} es mindestens zwei Arten Quarks mit unterschiedlicher La-
dung geben. Wir nennen sie u- und d-Quarks oder up- und down-Quarks.
Die maximale Ladungsmultiplizitit fiir Baryonen ist 4, ein typisches Beispiel
ist das Quartett der A-Resonanz mit den Ladungen 42, +1 , 0, —1. Diese
Multiplizitit entspricht genau den vier kombinatorischen Moglichkeiten

uuu,uud,udd,ddd . (1.97)

Daraus folgt aber dann, daf eines der beiden Quarks die Ladung 2 /3 und das
andere die Ladung —1/3 haben muf3. Wir wihlen Q = 2/3 fiir das u-Quark,
Q = —1/3 fiir das d-Quark und ordnen beide Quarks in einem Dublett

u
(d) (1.98)

an. Damit haben wir eine erste Quarkfamilie ganz dhnlich den Leptonfami-

lien gefunden. Wie bei den Leptonen hat das oben stehende Mitglied der

Familie eine um eine Einheit grofere Ladung als das unten stehende Mitglied.
Fiir die Zusammensetzung von Proton und Neutron gilt offenbar

|p) = luud) (1.99)
und
In) = ludd) . (1.100)

Ein ganz wesentlicher Erfolg des Quarkmodells beruht auf einer einfachen
Erkldrung der Tatsache, daB fiir den Grundzustand der Baryonen nur diese
beiden Wellenfunktionen erlaubt sind, wihrend die Kombinationen uuu und
ddd fehlen. Dies wird in Abschn. 4.3 erldutert.

Fiir Mesonen haben wir die kombinatorischen Moglichkeiten

ud : 0=1
wii,dd: Q=0 (1.101)
du: Q=-1

in Ubereinstimmung mit der Erfahrung, daB es im Bereich der Mesonen ohne
eigene Sorten-Quantenzahl Ladungs-Tripletts und -Singuletts gibt.

Die Existenz von Hadronen mit neuen Sorten-Quantenzahlen 148t sich nun
ganz zwanglos durch Hinzunahme weiterer Quarksorten deuten. Dem seltsa-

men Quark s geben wir die strangeness S = —1 und daher kann man das A
durch
|A) = |uds) (1.102)

beschreiben. Daraus folgt aber sofort Q = —1/3 fiir das s-Quark. Infolge
der Regel (1.94) muf} es dann auch Baryonen mit zwei s-Quarks also mit
S = —2 geben und insbesondere ein Baryon mit S = -3 und Q = —1. Alle
diese Vorhersagen des Quarkmodells tiber das Spektrum der Hadronen sind
erfiillt.

Nachdem die Einordnung der seltsamen Teilchen in das Quarkmodell
durch eine neue Quarksorte gelungen ist, liegt es nahe, auch den Aufbau der



Hadronen mit charm- und bottom-Quantenzahl durch neue Quarksorten zu
erkldren. Diese sind das c-Quark fiir Hadronen mit charm und das b-Quark
fiir Hadronen mit bottom. Das ¢-Quark hat die Ladung Q = 2/3 und die
charm-Quantenzahl C = 1. Diese Zusammenhinge werden in Abschn. 4.6.1
klar werden. Das Vorzeichen der Sorten-Quantenzahl entspricht dem Vorzei-
chen der Ladung. Die spitere Diskussion in diesem Buch wird auch zeigen,
daf3 die c- und s-Quarks wieder in eine Familie

C
(S) (1.103)

eingeordnet werden.

Hadronen mit der Eigenschaft bottom, also B # 0, enthalten b-Quarks.
Diese Quarks tragen die Sorten-Quantenzahl B = —1. Das negative Vorzei-
chen entspricht der gerade getroffenen Konvention. Sie haben die Ladung
—1/3. Jetzt liegt der Schlufl nahe, daB es ein fop-Quark ¢ mit der Ladung
+2/3 und der flavor-Quantenzahl 7 = +1 geben muB und dal man es mit
dem b-Quark zu einer neuen Familie

t
(b) (1.104)

zusammenfassen kann.

Eine lange, gezielte Suche nach Ereignissen mit der Signatur der Erzeu-
gung von fop-Quarks fiihrte 1995 am Fermi National Laboratory in den USA
zum Erfolg. Im Speicherring dieses Labors wurden Protonen mit Antipro-
tonen bei einer Strahlenergie von 900 GeV zur Kollision gebracht. Das Ex-
periment 146t sich ohne weitere Vorkenntnisse aus der Teilchenphysik nicht
wirklich verstehen. Eine Beschreibung des Experiments ist daher erst in Ab-
schn. 7.5 nach Klirung der theoretischen Grundlagen zu finden.

Die Masse der neuen Quarks wurde in den Experimenten zu 173,5 GeV
(mit einem Fehler von 1,0 GeV) bestimmt. Die Masse dieses punktformi-
gen Elementarteilchens entspricht also etwa der Masse des aus 184 Nukleo-
nen zusammengesetzten Wolfram-Kerns! Auch den anderen sog. schweren
Quarks (den c- und h-Quarks) 148t sich relativ einfach eine Masse zuordnen,
da die hohe Masse der Hadronen mit charm bzw. bottom im wesentlichen
durch die Masse der c- und b-Quarks bestimmt ist. Schwieriger wird das bei
den u-, d- und s-Quarks, die hiufig als leichte Quarks bezeichnet werden. Ei-
ne genauere Behandlung der Quarkmassen muf3 daher noch eine gute Weile
warten (Abschn. 4.3.3).

Mit den Quarks als Konstituenten der Hadronen haben wir nur noch punkt-
formige Fermionen als elementare Bausteine der Materie. Mit drei Famili-
en Leptonen und drei Familien Quarks weist das Standard-Modell eine be-
merkenswerte Symmetrie auf. Eine Familie von Quarks und Leptonen wird
oft unter dem Begriff einer Generation von Teilchen zusammengefalit. Of-
fensichtlich gibt es einen ganz wesentlichen Unterschied zwischen Quarks
und Leptonen: es ist noch nie gelungen, ein freies Quark im Labor zu er-
zeugen. Diese experimentelle Tatsache widerspricht ganz entschieden dem
gewohnten Bild von Konstituenten. Das vollige Fehlschlagen aller Experi-
mente, Teilchen mit drittelzahliger Ladung im Labor herzustellen oder in der

1.2 Die Elementarteilchen

23Der amerikanische Physiker Robert An-
drews Millikan (1868-1953) erfand die klas-
sische Versuchsanordnung zum Nachweis der
Ladungsquantisierung. Moderne Varianten
dieses Verfahrens wurden zur Suche nach drit-
telzahligen Ladungen benutzt. Millikan erhielt
fiir seine Forschungen 1923 den Nobelpreis.
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Tabelle 116

Tabelle der Quarks mit Angabe der Sorten-
Quantenzahlen und der Ladung. Alle
Quarks haben die Baryonenzahl 1/3 und
den Spin 1/2

24Das ist der Isospin der Kernphysik.

Art von Millikan-Versuchen in Materieproben zu finden, fiihrte im Laufe der
Zeit zur Entwicklung von ,,asymptotisch freien* Theorien und insbesondere
der Quantenchromodynamik (QCD).? Diese Theorie liefert eine dynamische
Erklarung fiir die Tatsache, dal Quarks sich nur innerhalb von Abstinden
unterhalb 107" m frei bewegen kénnen (asymptotic freedom), wihrend sie
oberhalb dieser Abstinde, also innerhalb der Hadronen, gefangen sind. Das
ist der sogenannte Quark-EinschluB} (quark confinement).

Quark u d G K t b
Name up down charm strange top bottom
3 1/2 —1/2 0 0 0 0

C 0 0 1 0 0 0

S 0 0 0 —1 0 0

T 0 0 0 0 1 0

B 0 0 0 0 0 =Il

0 2/3 —1/3 2/3 —1/3 2/3 —1/3

Ohne Vorbelastung durch die historische Entwicklung der Teilchenphy-
sik konnte man jeder Quarksorte (Tabelle 1.16) eine Sorten- oder flavor-
Quantenzahl F (mit F = U, D, C, S, T, B) zuordnen, wobei die Ladung des
Quarks mit dieser Zahl dann tiber

i
2

(1.105)

N =

0=

zusammenhingt. Die erlaubten Reaktionen der Quarks lassen sich aber allein
mit Hilfe der Ladung und der vier Quantenzahlen (C, S, T, B) diskutieren.
In den Tabellen der Elementarteilchen werden die Pionen und p-Mesonen
als Mesonen ohne flavor aufgefiihrt. Vom Standpunkt des Quark-Modells
aus erscheint dies etwas kiinstlich. Es hat aber einen einfachen Grund: Mit
U =1und D = —1 nimmt F/2 die Werte £1/2 an. Es hat sich gezeigt, da}
sich diese Zahlenwerte fiir die erste Familie von Quarks als Eigenwerte einer
spinartigen Quantenzahl, des sog. starken Isospins, I3S deuten lassen.?* Mit
Hilfe des Isospins wird das Auftreten von Ladungs-Multipletts in der Kern-
und Teilchenphysik erklért. In Abschn. 2.8 wird diese Problematik genauer
diskutiert.

In Reaktionen der starken und elektromagnetischen Wechselwirkung kon-
nen alle Quark-Arten nur paarweise (qq) erzeugt und vernichtet werden, al-
lein die schwache Wechselwirkung erlaubt Ubergiinge zwischen den Quark-
sorten. Weiter oben haben wir gezeigt, dafl die schwache Wechselwirkung
die Familienquantenzahl der Leptonen erhilt, d. h. da3 nur Reaktionen mit
AL; = 0 erlaubt sind. Auch die Quarks konnten wir durch Familienquan-
tenzahlen charakterisieren. Im Quark-Sektor ist aber die Regel von der er-
haltenen Familienquantenzahl nur ,,fast” richtig. Wir werden sie spiter (Ab-
schn. 6.2 und 7.8) etwas modifizieren miissen.
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1.2.5 Felder und Wechselwirkungen

Als elementare Konstituenten der Materie treten in unserer Darstellung nur
noch Quarks und Leptonen auf. Sie wechselwirken untereinander durch Aus-
tausch von Feldquanten. Das Konzept, Wechselwirkungen auf den Austausch
spezieller Teilchen, also der Quanten der die Wechselwirkung vermittelnden
Felder, zuriickzufiihren, ist die Grundlage der feldtheoretischen Beschrei-
bung. Anschaulich 146t sich dieses Konzept in den sog. Feynman-Graphen
(Abb. 1.10) visualisieren.”® An einem Raum-Zeit-Punkt (x, ;) sendet ein
Teilchen (z.B. das Elektron auf der linken Seite der Abb. 1.10a) ein Feld-
quant aus, welches in einem Raum-Zeit-Punkt (x;,#;) von einem anderen
Teilchen (hier dem Elektron auf der rechten Seite der Abb. 1.10a) absor-
biert wird. In der Quantenfeldtheorie wird dann weiter gezeigt, wie man
diesen Feynman-Graphen Regeln zuordnen kann, mit deren Hilfe ein solcher
Graph zur Abkiirzung einer Rechenvorschrift fiir eine quantenmechanische
Ubergangsamplitude wird.

Selbst ohne Angabe der dazu gehorenden Rechenregeln und ohne Durch-
fiihrung der Rechnung kann man schon sehr viele Informationen allein aus
der Topologie der Feynman-Graphen eines Prozesses gewinnen. Sie sind da-
her zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel in der qualitativen Diskussion phy-
sikalischer Reaktionen geworden. Auch in diesem Buch wird Gebrauch von
ihnen gemacht, bevor in Abschn. 3.1.3 die dazugehorigen Berechnungsvor-
schriften eingefiihrt werden. Im Rahmen des allgemeinen Uberblicks iiber
das Feld der Teilchenphysik sind daher hier einige grundsitzliche Uberle-
gungen zu den Feynman-Graphen angebracht.

Die meisten Feynman-Graphen sind vom ,,Strom-Feld“-Typ, d. h. sie ent-
halten nur Vertices, bei denen ein Austauschquant an ein Teilchen koppelt.
Dies ist in Abb. 1.11 zu sehen. Fermionen-Strome werden als durchgezogene
Linien mit Pfeilen gekennzeichnet, Austauschfelder als gestrichelte Linien
oder Wellen und Schrauben (Abb. 1.10). An jedem Vertex gelten die Erhal-

1.2 Die Elementarteilchen

Abb. 1.10

(a) Elektromagnetische Wechselwirkung
zwischen geladenen Teilchen durch Aus-
tausch von Photonen. (b) Starke Wechsel-
wirkung zwischen Quarks durch Austausch
von Gluonen. (¢) Schwache Wechselwir-
kung durch Austausch eines W-Bosons.
(d) Kernkraft zwischen Nukleonen durch
Austausch von Pionen

p,

Abb. 1.1

Ein Vertex. In den Vertices der Feynman-
Graphen sind die Gesetze der verschiedenen
Wechselwirkungen enthalten

25Der amerikanische Theoretiker Richard
Phillips Feynman (1918-1988) gehort sicher
zu den einfluBreichsten Physikern des 20. Jahr-
hunderts. Er erhielt fiir seine Beitridge zur
Quantenelektrodynamik 1965 den Nobelpreis.
Ohne seine Rechenregeln wire die Quanten-
feldtheorie ein Gebiet fiir ganz wenige Spe-
zialisten geblieben. Er selbst hat allerdings die
damit zusammenhéngenden Arbeiten nicht als
seinen wichtigsten Beitrag zur Physik angese-
hen. Dies waren fiir ihn eher die Untersuchun-
gen zur Struktur der schwachen Wechselwir-
kung, da es sich hier um die Entdeckung eines
Naturgesetzes handelte.
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Abb. 1.12

Die Elektron-Positron-Streuung in niedrigs-
ter Ordnung Storungstheorie. (a) Austausch
eines raumartigen Photons, (b) Annihilation
in ein zeitartiges Photon

tungssitze, also z. B. die Erhaltung der flavor-Quantenzahlen und des Impul-
ses. Unter Beachtung dieser Regeln sieht man leicht ein, daf3 die einfachste
Moglichkeit, den ProzeB3

e +et e et (1.106)

zu beschreiben, durch die beiden Graphen der Abb. 1.12 realisiert wird. In
Abb. 1.12a wird das Photon zwischen dem Elektron und dem Positron aus-
getauscht. Die Photonlinie hat keine Vorzugsrichtung in der Zeitachse, das
Diagramm beschreibt also nicht nur die Emission eines Photons durch das
Elektron mit anschliefender Absorption durch das Positron, sondern auch
den umgekehrten Fall. Die Abb. 1.12b beschreibt die Elektron-Positron-
Annihilation mit anschlieBender Paarerzeugung. Jetzt tritt das Photon als
Zwischenzustand des e~ e -Systems auf. Da Wirkungsquerschnitte propor-
tional zum Betragsquadrat der Streuamplitude sind (Abschn. 2.1), erwartet
man Interferenzeffekte zwischen den beiden Graphen der Abb. 1.12.
Fiir den mit der Elektron-Positron-Streuung verwandten Prozef3

AT e T (1.107)

ist hingegen der Annihilationsgraph wegen der Elektronen- bzw. Myonzahl-
Erhaltung verboten, und daher ist die Winkelverteilung in dieser Reaktion
grundsitzlich von der Winkelverteilung der Elektron-Positron-Streuung ver-
schieden.

In einem wesentlichen Punkt unterscheiden sich die Austauschteilchen
von den freien Teilchen. An jedem Vertex soll ja Energie-Impulserhaltung
gelten, dann kann aber die Masse des Austauschteilchens nicht gleich der
Masse des freien Teilchens sein. Im Beispiel der Abb. 1.12a berechnet man
die Masse des ausgetauschten Photons (mf, = ¢?) aus Formel (1.18), d. h. die
Photonenmasse wird imaginéar. Fiir Annihilationsprozesse (Abb. 1.12b) gilt
g? > 0. Man spricht auch von raumartigen (Abb. 1.12a) bzw. zeitartigen Gra-
phen (Abb. 1.12b). Allgemein bezeichnet man Teilchen, die zwischen zwei
Vertices eines Feynman-Graphen ausgetauscht werden, als virtuelle Teilchen.
Sie befinden sich nicht auf der durch die quadratische Beziehung (1.52) de-
finierten ,,Massenschale®. Thre Masse ist nicht gleich der Masse eines freien
Teilchens.

Anstelle vom Austausch virtueller Teilchen zu sprechen, lassen sich die
Feynman-Graphen auch so interpretieren, dafl reelle Teilchen zwischen den
Vertices laufen. Dann ist aber an jedem Vertex (Abb. 1.11) der Energie-
satz um einen Betrag AE verletzt. Dies ist jedoch nach den Regeln der
Quantenmechanik (Heisenbergsche Unschirferelation) fiir eine Zeit

At ~ 1/AE (1.108)

erlaubt. Nach dieser Zeit muf3 das Austauschteilchen wieder am nichsten
Vertex absorbiert sein.

Das Mal3 der Verletzung des Energiesatzes 146t sich leicht bestimmen.
Dazu betrachten wir nochmals die Abb. 1.11 in der jetzt am Vertex ein re-
elles Photon vom einem einlaufenden Elektron mit der Masse m und dem
Viererimpuls p; abgestrahlt wird. Das Photon bildet mit dem auslaufenden



Elektron einen Endzustand mit dem Viererimpuls ps = p, + p,,. Die Diffe-
renz der Energien von End- und Anfangszustand ist AE = E; — E. Jetzt
werden die Energien durch die Impulse ersetzt, z.B. E| = |/ p? + m?2. Fiir

grofie Werte von | p, | lassen sich die Wurzeln in eine Reihe entwickeln. Nach
Voraussetzung gilt Impulserhaltung, p; = p,, und daher folgt

m2 —m?
AE =1 " (1.109)
2| py|

Der Energiesatz ist also nur in den Grenzfillen | p,| — oo oder m2 — m? er-

fiillt. Die letztere Bedingung wird entweder fiir sehr weiche Photonen (E, —
0) oder Photonen, die kollinear mit einem hochenergetischen auslaufenden
Elektron abgestrahlt werden, realisiert.

In den Feynman-Graphen ist weiter eine neue Interpretation der Antima-
terie enthalten, die jetzt studiert werden soll. In dem zur Compton-Streuung

y+e —y+e (1.110)

gehorenden Graphen der Abb. 1.13a absorbiert das Elektron am Raum-Zeit-
Punkt 1 ein Photon und strahlt es am spiter liegenden Raum-Zeit-Punkt 2
wieder ab. Dieser Graph kann als die quantenmechanische Ubersetzung der
klassischen Vorstellung von der Streuung von Licht an Elektronen angesehen
werden. In jener regt die einfallende Welle das Elektron zu Schwingungen an,
die zur Abstrahlung einer neuen Welle fiihren. Bedingt durch die Unschérfe-
relationen ist aber in der Quantenmechanik auch die Situation denkbar, die

1.2 Die Elementarteilchen

Abb. 1.13
Feynman-Graphen zur Elektron-Photon-
Streuung
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durch den Graphen 1.13b dargestellt wird. Hier wird zuerst im Punkt 1 ein
Photon abgestrahlt und im Punkt 2 wird das einlaufende Photon absorbiert.
Die Neigung der inneren Linie deutet an, dafl das virtuelle Elektron sich in
der Zeit vorwirts bewegt.

Bei Hinzunahme der Positronen ist jetzt auch eine Konfiguration moglich
(Abb. 1.13c), in der das einlaufende Photon im Punkt 1 ein Elektron-Positron-
Paar erzeugt, das im Punkt 2 wieder zerstrahlt. Dieser Graph ist aber schon
in der Abb. 1.13b enthalten, wenn man den zeitlichen Ablauf etwas anders
interpretiert. Das Elektron strahlt an der Stelle 2 der Abb. 1.13c ein Photon
ab und gerit dadurch in einen Zustand negativer Energie. Es lduft in der Zeit
riickwirts zu dem friiher gelegenen Punkt 1 und absorbiert dort ein Photon.
In dieser neuen Interpretation von Feynman werden also Positronen als Elek-
tronen negativer Energie, die in der Zeit riickwirts laufen, beschrieben. Es
ist dann nur konsequent, daB in Zukunft in Graphen dieser Art die inneren
Linien waagerecht verlaufen, da sie alle moglichen zeitlichen Abldufe zu-
gleich beschreiben sollen. In den Feynman-Graphen werden wir auerdem
hiufig Antiteilchen an der Pfeilrichtung erkennen: ein gegen die Zeit laufen-
des Teilchen ist das Antiteilchen zu einem mit der Zeit laufenden Teilchen.
Ein groBer Vorteil der Feynmanschen Interpretation liegt in der Tatsache, daf3
man damit auch Antibosonen beschreiben kann. Das von Dirac herangezo-
gene Pauli-Prinzip zum Verbot des Ubergangs in den See negativer Energien
gilt ja nur fiir Fermionen.

Neben den jeweils einfachsten Graphen zur Beschreibung einer Reaktion
gibt es zusitzlich topologisch kompliziertere Graphen. So trigt offenbar auch
der Graph der Abb. 1.14 zur Elektron-Positron-Streuung bei. In der Rechnung
werden diese Anteile separat behandelt, da sie die Beitrdge hoherer Ordnung
der quantenmechanischen Storungstheorie reprisentieren.

In der klassischen Physik werden Wechselwirkungen durch Felder be-
schrieben, die zwischen den Teilchen wirken. In der Quantenfeldtheorie wer-
den Teilchen und Felder formal v6llig gleich behandelt. Quarks und Leptonen
sind die Quanten der zugehorigen Felder und die Quanten der Kraftfelder tre-

Abb. 114 ten als zusitzliche Elementarteilchen auf. Das Photon ist also einerseits ein

Ein Beitrag hoherer Ordnung zur Elektron-  pormales Elementarteilchen mit Eigenschaften wie Masse und Spin, anderer-

Positron-Streuung. Das Positron auf der . .

rechten Seite ist als gegen die Zeitachse seits koppelt es aber an die erhz.lltene Ladung dfer Quarks.und Leptonen ur}d

laufendes Elektron dargestellt vermittelt so die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen diesen Teil-
chen. Man spricht daher manchmal von der dualen Natur des Photons oder
der anderen Austauschteilchen, die wir nun noch kurz diskutieren.

Eaagelllli):gg Das Photon. Die Eigenschaften des Photons sind in Tabelle 1.17 zusam-
mengestellt. Der Spin 1 folgt theoretisch aus der Untersuchung des Transfor-
Symbol y mationsverhaltens von Vektorfeldern (Abschn. 2.4.6). Die Auswahlregeln der
M " Strahlungsiibergdnge der Atomphysik fiihren ebenfalls zu dieser Festlegung.
asse 0 Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in der Maxwellschen Theorie un-
? | abhingig von der Wellenldnge. Daraus folgt im Teilchenbild m, = 0 fiir die
Photonen, die Feldquanten der elektromagnetischen Wechselwirkung. Dies

Lebensdauer 00

wurde schon in Abschn. 1.1.2 besprochen. Es gibt viele Versuche einer ex-



perimentellen Uberpriifung dieser Tatsache. Die beste, von der Particle Data
Group akzeptierte Schranke betrdgt m,, < 1078 eV [PDG12].

W- und Z-Bosonen. Schon im Abschn. 1.1.2 wurden die W-Bosonen als
Feldquanten der schwachen Wechselwirkung eingefiihrt. Die Eigenschaften
dieser Teilchen sind in Tabelle 1.18 zusammengefalit. Mit ihrer Hilfe 146t sich
der B-Zerfall des Neutrons (1.57) als Austauschreaktion deuten (Abb. 1.15a).
Am linken Vertex strahlt das einlaufende Neutron ein W™ ab und verwandelt
sich dadurch in ein Proton. Am rechten Vertex zerfillt das W™ in ein e™ v,-
Paar. Alle Reaktionen zwischen Hadronen lassen sich mindestens qualitativ
auf das Quark-Lepton-Niveau zuriickfiihren. Dies ist am Beispiel des Neu-
tronzerfalls in Abb. 1.15b gezeigt. Die eigentlich stattfindende Reaktion ist
jetzt

d—u+e +b,. (1.111)

Die beiden anderen Quarks laufen unbeteiligt durch. Durch die Verwandlung
des d -Quarks in ein #-Quark wird aus dem Neutron (ud d) ein Proton (vud).

Durch den Austausch von W-Bosonen lassen sich dann auch Neutrino-
Elektron-Streureaktionen wie in Abb. 1.10c beschreiben. Man hat lange Zeit
geglaubt, daBl nur geladene W-Bosonen in der schwachen Wechselwirkung
vorkommen. Es gibt jedoch auch den Austausch neutraler Bosonen
(Abb. 1.16). Wir werden diese neue Klasse von Reaktionen in Abschn. 6.3.1
ausfiihrlich behandeln. Das Z°-Boson ist nicht einfach der neutrale Partner
der geladenen Bosonen (dhnlich dem Ladungstriplett der 7-Mesonen zur Be-
schreibung der Kernkraft), sondern es unterscheidet sich z. B. in der Masse
deutlich von ihnen. Zunéchst soll wieder eine Tabelle geniigen (Tabelle 1.19).

Die Gluonen. Am Ende dieser kurzen Diskussion der Feldquanten fiihren
wir noch die Quanten der starken Wechselwirkung ein. Wir nennen sie Gluo-
nen. Sie sind zunéchst verantwortlich fiir die Krifte zwischen asymptotisch
freien Quarks, d.h. fiir Quarks, die sich in Abstinden < 1 fm zueinander
bewegen. Aber auch die Kernkrifte bei Abstinden > 1 fm der Hadronen
kann man qualitativ auf Quark-Gluon-Diagramme zuriickfiihren. Ein Bei-
spiel zeigt die Abb. 1.17 fiir die Neutron-Proton-Streuung der Abb. 1.10d. Die
vielen Gluonen zwischen den Quarklinien sorgen fiir die Bindung der Quarks
zu Hadronen. Es gibt jedoch fiir die betrachtete Reaktion eine so gro3e Men-
ge von beitragenden Diagrammen, daf} eine quantitative Berechnung sinnlos
wire und man in vielen Féllen den Prozel besser durch den Austausch von
Mesonen (Abb. 1.10d) oder im Potentialbild der Kernphysik beschreibt.

Den Gluonen wird ebenso wie den Photonen eine verschwindende Mas-
se zugeordnet. Da die Gluonen aber wie die Quarks nicht frei beobachtbar
sind, 148t sich hier die Massen-Reichweite-Beziehung (1.35) nicht anwen-
den. Fiir eine genauere Diskussion der Quark-Gluon-Wechselwirkung muf3
ich den Leser auf das Kap. 4 verweisen.

Tabelle 1.18
Die W-Bosonen

Symbol

Masse/GeV

0
J

Lebensdauer/s

1.2 Die Elementarteilchen

W
80,40
+1,—1
1
3,16-1072°

v, e

udd

Abb. 1.15

(a) Der B-Zerfall des Neutrons durch Aus-
tausch eines W-Bosons. (b) Der f-Zerfall
des Neutrons im Quarkmodell

Ve e
Ve 7° e

Abb. 1.16

Neutrino-Elektron-Streuung  unter  Aus-

tausch eines neu

tralen Bosons
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Tabelle 1.19
Das Z°-Boson
Symbol Z°
Masse/GeV 91,188
0 0
J 1
Lebensdauer/s 2,638-1072°
Neutron Proton
u d d u d u
09999 09999,
1999951 \99992 4
Pion § \

000 199994

u d u
Proton
Abb. 1.17

Ein mogliches QCD-Diagramm zur Neu-
tron-Proton-Streuung durch Austausch eines

m-Mesons (Abb. 1.10d)

CDLDLY
99999,

d d u
Neutron

1.2.6 Was ist ein Elementarteilchen?

Die in der Uberschrift gestellte Frage kann und will ich nicht durch eine
Definition, sondern durch die Feststellung einer Tatsache beantworten: Im
Standard-Modell bilden die sechs Leptonen und die sechs Quarks die ele-
mentaren Konstituenten der Materie. Thre Wechselwirkungen werden durch
den Austausch zusitzlicher Teilchen beschrieben.

Eine allgemeine Definition eines Elementarteilchens ist deshalb so
schwierig, weil sich die Physiker mit der Einfiihrung der Quarks sehr weit
von einem intuitiv einsichtigen Teilchenbegriff entfernt haben. Urspriinglich
glaubte man, daB3 Elementarteilchen nicht erzeugt oder vernichtet werden
konnen, daher waren Proton und Elektron elementar. Mit der Entdeckung der
Radioaktivitit wurde jedoch klar, dafl Elektronen in Neutrinos und Neutro-
nen in Protonen verwandelt werden konnen. Die Existenz der Antimaterie
erlaubt Prozesse wie die Elektron-Positron-Vernichtung in zwei Photonen.
Ein Erhaltungssatz konnte daher nur noch fiir die Leptonenzahl L, oder die
Baryonenzahl B formuliert werden.

Anschliefend wurden die Elementarteilchen mit dem Begriff der Zerleg-
barkeit verkniipft. Zusammengesetzte Systeme lassen sich in elementarere
Subsysteme zerlegen. Das stimmt fiir die Zerlegung der Molekiile in Atome,
der Atome in Kerne und Elektronen und die Zerlegung der Kerne in Nu-
kleonen. Die Quarks bilden jedoch eine v6llig neue Sorte von Konstituenten.
Alle Experimente stimmen mit dem Modell der Quarks als Konstituenten der
Nukleonen iiberein. Wir haben jedoch schon in Abschn. 1.2.4 das quark con-
finement kennengelernt. Es hat zur Konsequenz, daf3 die Nukleonen sich nicht
in Quarks zerlegen lassen.

Diese weitere, durch die Experimente erzwungene Abstraktion des Kon-
stituentenbegriffs, hat zu der gleich zu Beginn des Buches erwihnten Krise
des Atomismus gefiihrt. Am entschiedensten hat vielleicht W. Heisenberg
die Gegenposition zum Quarkmodell vertreten. Noch 1975 fiihrte er in einem
Vortrag [Hei76] auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft
aus:

»--.es wurden viele neue Teilchen entdeckt, langlebige und kurzle-

bige, und auf die Frage, woraus diese Teilchen bestehen, konnte es

keine eindeutige Antwort mehr geben, weil diese Frage keinen ver-
niinftigen Sinn mehr hat. Ein Proton z.B. konnte aus Neutron und

Pion oder A-Hyperon und Kaon oder aus zwei Nukleonen und ei-

nem Antinukleon zusammengesetzt sein; am einfachsten wire es zu

sagen, daf} ein Proton eben aus kontinuierlicher Materie besteht, und
alle diese Aussagen sind gleich richtig oder gleich falsch. Der Un-
terschied zwischen elementaren und zusammengesetzten Teilchen ist
damit grundsdtzlich verschwunden. Und das ist wohl das wichtigste
experimentelle Ergebnis der letzten fiinfzig Jahre.*
Von dieser Auffassung eines der bedeutendsten Physiker des 20. Jahrhunderts
bis zum Standard-Modell ist es in der Tat ein weiter Weg.
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1.6 Welche maximale Schwerpunktsenergie im pp-System kann beim
Stofl eines Protons der kinetischen Energie 200 MeV mit einem
Kohlenstoffkern aufgrund der Fermi-Bewegung erzielt werden?
Benutzen Sie Ex = 30 MeV.

1.7 Wie grof sind die Impulsbetrige von Pion und Nukleon beim Zerfall
der A-Resonanz im Ruhesystem der Resonanz?

1.8 In welche Teilchen kann das 7+ zerfallen?

1.9 Beweisen Sie (1.49), indem Sie | p| durch eine geeignete Invariante
aus P = p; + p und p; ausdriicken.

1.10 Fiir welche Zeitdauer ist die Fluktuation eines Photons der Energie
1 GeV in ein p-Meson erlaubt?

1.3 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten

Der iiberwiegende Teil der Informationen der Teilchenphysik wird aus Streu-
experimenten gewonnen. IThre Ergebnisse werden in Form von differentiellen
oder totalen Wirkungsquerschnitten angegeben. Daneben ist noch das Studi-
um der Zerfallsraten instabiler Teilchen eine wichtige Quelle experimenteller
Information. Die Theoretiker versuchen diese Observablen zu berechnen.
Wirkungsquerschnitt und Zerfallsrate bilden sozusagen die wohldefinierte
Schnittstelle, an der sich Experimentalphysiker und Theoretiker treffen und
ihre Ergebnisse vergleichen und diskutieren konnen. Eine genaue Definition
ist daher unumgénglich. Hier beschrinken wir uns auf eine experimentelle
Diskussion. Der Zusammenhang mit der Theorie und insbesondere mit den
Feynman-Graphen wird in Kap. 2 behandelt.

1.3.1  Der Wirkungsquerschnitt

Als einfachstes Beispiel diskutieren wir zunéchst die elastische Pion-Proton-
Streuung (Abb. 1.18), also

nTT4+p—>n +p. (1.112)

Die Zahl Ny, der einfallenden Pionen wird im Ziahler Z; gemessen und die
Zahl N, der ungestreut durchlaufenden Pionen im Zihler Z,. Die Protonen
bilden das sog. target der Streureaktion. Wir stellen uns z. B. vor, da$} in dem ,
Behiilter B fliissiger Wasserstoff eingefiillt ist. Durch die Streureaktionen im A

target werden Pionen des einfallenden Strahls abgelenkt, und es erreichen dz - 7 J)
weniger Teilchen den Zéhler Z,. In eine diinne Schicht im Inneren des targets [11]” |

treten N(z) Pionen ein. Die Abnahme d/N der Zahl der austretenden Pionen _I ] Az I_
ist proportional zur Schichtdicke dz und daher gilt die Beziehung Z, target B )

AN = —N(z)kdz . (1.113)

Detektor @7
/ \

Abb. 1.18
Hierin ist « der Streukoeffizient mit der Dimension einer reziproken Lénge.  Schematische Darstellung eines Streuexpe-

Sein Kehrwert tragt den Namen Streulinge und wird oft mit dem Symbol A riments
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26Dje Anzahldichte der Protonen betrégt z. B.
in fliissigem Wasserstoff 4,23-1022 cm ™3
und die Anzahldichte der Atome in Kupfer
8,5-10%% cm ™3,

27Djese inelastische Zwei-Korper-Streuung
wird zur besseren Unterscheidung von Reak-
tionen wie (1.77) oft auch quasielastisch ge-
nannt.

bezeichnet. Es leuchtet ein, daf3 der Streukoeffizient proportional zur Anzahl-
dichte n der Streuzentren also hier der Protonen sein muf3. Diese berechnen
wir aus der allgemeinen Formel

pNa kmol
no =
0 M, kg
fiir die Anzahldichte der Atome (oder Molekiile) eines beliebigen Materials,

wobei p die Dichte, Ny = 6,022-10% kmol~! die Avogadro-Konstante und
M, die relative Atommasse ist.2® Damit haben wir also den Zusammenhang

(1.114)

K = ngo (1.115)

gewonnen. Die Grofe o hat die Dimension einer Fliche und wird daher
Wirkungsquerschnitt oder besser totaler Wirkungsquerschnitt genannt. Die
gebrduchliche Malleinheit ist

1 barn = 107** cm? (1.116)

mit der Abkiirzung ,,b* fiir barn. Typische Querschnitte der Teilchenphysik
betragen einige picobarn (1 pb = 1073¢ cm?). Theoretische Ausdriicke fiir
Wirkungsquerschnitte werden normalerweise im Einheitensystem der Teil-
chenphysik angegeben. In diesem System haben Fldchen, wie wir gesehen
haben, die Dimension 1/(Energie)?. Zur Umrechnung in SI-Einheiten wird
die aus (1.3) folgende Beziehung:

1/GeV? = 0,3894 mb (1.117)

benutzt.

Diese Betrachtungen erweitern wir jetzt auf inelastische Reaktionen. Sol-
che Reaktionen sind dadurch definiert, da} die Teilchen des Endzustandes
nicht mehr mit den einlaufenden Teilchen identisch sind. Dafiir gibt es sehr
viele Moglichkeiten. Bei hohen Energien kénnen zusitzliche Pionen produ-
ziert werden, in Streureaktionen von Pionen an Kernen kann der Kern auf-
brechen oder das einlaufende Pion absorbieren, usw. Als einfachstes Beispiel
kann der Prozef

n+p—->al+n (1.118)

gelten.?’ Der gesamte Wirkungsquerschnitt setzt sich dann also aus der Sum-
me

o =04 ginel (1.119)

von elastischem und inelastischem Querschnitt zusammen. Die zum inelasti-
schen Querschnitt gehdrende Streuldnge wird auch als Wechselwirkungslidn-
ge bezeichnet.

Fiir ein target der Dicke Az ergibt sich mit

dN = —N(z)ngodz (1.120)
durch Integration

Nout = NineinoaAz s (1121)



der totale Querschnitt beschreibt also die Abschwichung eines Strahls ein-
laufender Teilchen. Nach einer Streulinge A = 1/(no0) ist die Intensitéit auf
1/e abgefallen. Anstelle einer Messung dieser Abschwichung wird o aber
meistens durch Nachweis der Streuereignisse (events) in einem den gesamten
Raumwinkel iiberspannenden sog. 47 -Detektor bestimmt. (In einer Blasen-
kammer z. B. sind target und 4 -Detektor in einem Gerit zusammengefafit.)
Fiir die Zahl N der Ereignisse gilt mit Ny = N, — Nyt und Az /A < 1 durch
Reihenentwicklung der Exponentialfunktion in (1.121)%

Ni = NypnoAzo . (1.122)

Man erhilt detailliertere Informationen durch das Messen von Winkelvertei-
lungen. Diese beschreibt man durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do/d£2, wobei df2 das Raumwinkelelement ist. In unserem Beispielexperi-
ment mi3t man die Zahl d Ny der gestreuten Pionen als Funktion des Streu-
winkels ® (Abb. 1.18). Es ist dann

de do

0 - NmnoAde . (1.123)

Wenn der Detektor nur die m~-Mesonen nachweist, kann man also
do®'/d$2 messen. Umgekehrt wird mit einem Detektor fiir 7°-Mesonen
do™™!/d$2 bestimmt. Wenn die Energie der einfallenden Pionen so hoch
ist, dal Endzustinde mit vielen Pionen moglich sind, 146t sich durch Abzéh-
len der Pionen in einem kleinen Intervall des Raumwinkels der differentielle
Wirkungsquerschnitt der inklusiven Reaktion

T H+p—o>a +X (1.124)

bestimmen, wobei der Endzustand X eine beliebige Anzahl von Teilchen ent-
halten kann, sofern die Erhaltungssitze erfiillt werden. Im Beispiel mufl X

positiv geladen sein und die Baryonenzahl 1 haben, kénnte also aus pz~ 7™
bestehen.

Den Faktor

Lint = NipnoAz (1.125)

bezeichnen wir als die integrierte Luminositit eines Experimentes an ru-
henden Target-Teilchen. Falls man Zéhlraten Ny (also Zahl der gestreuten
Teilchen pro Zeiteinheit) erhalten will, muf die integrierte Luminositit durch
die Luminositit

L = NyynoAz (1.126)

ersetzt werden, worin Nin die Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeiteinheit
ist.

In einem Speicherringexperiment ist die Luminositit natiirlich nicht mehr
durch (1.126) gegeben. Wenn man die Teilchenzahlen 7, n, in den zur Kol-
lision gebrachten Paketen mit der Fliche A kennt, 146t sich die Luminositit
aus

L=nn,f,/A (1.127)

1.3 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten

28Der Endzustand bekommt bei uns immer
den Index f vom englischen final.
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29Der indische Physiker Homi Jehangir Bhab-
ha (1909-1966) berechnete als erster den Wir-
kungsquerschnitt fiir diese Reaktion.

berechnen. Diese Relation ist eine elementare Anpassung der Definition
(1.126) an die Gegebenheiten eines Speicherrings. In ihr bedeutet f, die
Zahl der umlaufenden Pakete pro Zeiteinheit. Bei e~et-Speicherringen be-
stimmt man aber in der Praxis die Luminositit nicht durch Auswertung von
(1.127) sondern aus der Messung eines theoretisch genau bekannten Refe-
renzquerschnitts, z.B. der elastischen e~e™-Streuung (Bhabha-Streuung),

_dN; /doPh
AR/ de

mit der wir uns in Abschn. 3.2.3 niiher befassen werden.?

Die Berechnung eines Wirkungsquerschnitts aus der Zzhlrate ist nicht tri-
vial. Die Gleichung (1.123) kann némlich i.allg. nicht direkt nach do/ds2
aufgelost werden, da im Detektor iiber ein endliches Intervall der Variablen
integriert wird,

(1.128)

do
ANy = Ly —ds . 1.129
£ : / 0 ( )
AR
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt zwar immer
do

int E
AS2

ANy =1L ds2 (1.130)

aber nur in besonders einfachen Fillen wird der so festgelegte Mittelwert des
Wirkungsquerschnitts mit dem Wert an der Mitte des Integrationsintervalls
zusammenfallen, so da3 man (1.130) direkt benutzen kann. In den meisten
Experimenten miissen Auflosungskorrekturen berechnet werden. Eine Alter-
native besteht darin, tiber eine Modellrechnung die Stelle des Intervalls zu
bestimmen, an der der Mittelwert mit dem tatsichlichen Wert iibereinstimmt.

Bei der bisherigen Diskussion haben wir vorausgesetzt, daf die Ansprech-
wahrscheinlichkeit des Detektors im gesamten Integrationsbereich den kon-
stanten Wert von 100 % hat. Dies ist natiirlich fast nie der Fall. Unter Be-
riicksichtigung einer vom Winkel und anderen Parametern r abhingigen Ak-
zeptanzfunktion ¢(£2, r) ist der Zusammenhang zwischen Teilchenzahl im
Detektor ANy und differentiellem Wirkungsquerschnitt durch

do
ANf:Lim/Es(.Q,r)d.Q (1.131)
AR

gegeben. Es ist offensichtlich, dal die Extraktion des differentiellen Wir-
kungsquerschnitts do/d$2 in Abhingigkeit vom Streuwinkel & aus einem
Ausdruck der Art (1.131) kein einfaches Problem darstellt. Seine Losung
gehort zu den zentralen Aufgaben der Experimentalphysiker.

1.3.2 Zerfallsraten
Das radioaktive Zerfallsgesetz hat im Einheitensystem der Teilchenphysik
die Form

N = Nye It . (1.132)



Es bestimmt die Zahl N instabiler Teilchen, die nach einer Zeit t noch von der
urspriinglichen Zahl N, zur Zeit t = 0 iibrig geblieben sind. Die differentielle
Zerfallsrate

dN
Ndt
ist daher direkt durch die Zerfallsbreite I" gegeben, die ihren Namen von
der damit verkniipften Energieunschirfe (Halbwertsbreite) der zugehorigen
Spektrallinien in der Atom- und Kernphysik hat. In der Teilchenphysik kon-

nen sehr grofle Linienbreiten auftreten, ein Beispiel ist in Abb. 2.14 zu sehen.
Der Kehrwert

-r (1.133)

= — 1.134
T=T ( )
wird Lebensdauer eines Teilchens genannt. Nach dieser Zeit ist N/ Ny = 1/e.
Fiir I < 1keV wird mit Hilfe der Umrechnungsformel

6,582-10716
s eVs (1.135)

in SI-Einheiten gewohnlich die Lebensdauer in Sekunden angegeben. Fiir
grofiere Breiten macht dies keinen Sinn, da eine Messung sowieso nur iiber
die Bestimmung der Massenunschirfe moglich ist.

Sehr héufig zerfallen Elementarteilchen nicht nur in einen bestimmten
Endzustand, sondern in mehrere verschiedene Endzustinde. Das 7T zer-
fillt zum Beispiel in u*vﬂ, aber auch zu einem kleinen Bruchteil in et v,.
Zusitzlich zur totalen Breite I" (der inversen Lebensdauer) wird dann {iber

1AN(P > f)
N dr -

die Partialbreite I fiir den Zerfall eines Teilchens P in einen bestimmten
Endzustand f bestimmt. Die totale Breite ist mit den Partialbreiten durch

r=>'ry (1.137)

verkniipft. Der Bruchteil der Zerfille in einen bestimmten Kanal ist durch
Iy /T festgelegt. Er wird auch mit Verzweigungsverhiltnis bezeichnet und
meist mit B fiir branching ratio abgekiirzt.

Auch bei den Zerfillen gewinnt man mehr Information durch das Studium
differentieller Verteilungen, wie z. B. der Zerfallswinkelverteilung,

&N  dr
Ndid2 ~—  de

Die Winkelverteilungen dienen v. a. zum Bestimmen des Spins der zerfallen-
den Teilchen. Die zugehorigen Methoden werden in Kap. 2 diskutiert. Ein
klassisches Beispiel fiir die Bedeutung der Energieverteilung einer Zerfalls-
reaktion haben wir schon in Abschn. 1.2.2 bei der Behandlung des -Zerfalls
kennengelernt.

—Iy (1.136)

(1.138)

1.3 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten
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1.11 Schitzen Sie die Reichweite niederenergetischer Neutrinos in Eisen
ab. Benutzen Sie dazu die Definition A = 1/«. Diskutieren Sie nun
die Reichweite von Pionen der kinetischen Energie E = 320 MeV in
Kernmaterie und in Eisen.

1.12 Leiten Sie die Beziehung (1.127) fiir die Luminositit eines Speicher-
rings her.

1.13 a) Bestimmen Sie die Luminositit eines e~ e™-Speicherrings mit
einer Strahlenergie von 20 GeV unter den Annahmen, daB Sie
die Bhabha-Streuung mit einem zylindersymmetrischen Detektor
bzgl. der Strahlachse im Polarwinkelbereich ® von 1° bis 3° mes-
sen und die gemessene Zihlrate 5 Hz betrdgt. Der differentielle
Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch

do(e et e et) o? 1
de s sin*(©/2)
(Relativistische Kleinwinkelnzherung)

b) Welche Zihlrate fiir die Reaktion e"e™ — p~u™ erwarten Sie
im gleichen Raumwinkelbereich?
do(emet > pu—pnt) o

_ o 2
= = (14 cos® @)

(Relativistische Néaherung)

In den Formeln bedeuten s das Quadrat der Schwerpunktsenergie und
® den Streuwinkel im Schwerpunktssystem.

1.4 Teilchenbeschleuniger

Zur Herstellung von Teilchenstrahlen hoher Energie werden Teilchenbe-
schleuniger benotigt. Dabei ist das Wort ,,Beschleuniger* hochstens fiir die
Anfangsphase des Prozesses zutreffend. Schon ab E/mc? = 4, also fiir Elek-
tronen z. B. ab einer kinetischen Energie von 1,5 MeV, findet praktisch keine
Anderung der Geschwindigkeit mehr statt, da diese schon bis auf 3 % an die
Lichtgeschwindigkeit herangekommen ist. Trotzdem verwenden wir auch fiir
die grofiten Gerite das Wort ,,Beschleuniger®. Dies zeigt, da3 auch Physiker
gerne an Begriffen festhalten, die sich historisch eingebiirgert haben.
Hinweis: Da in diesem und dem nichsten Abschnitt experimentelle und tech-
nische Probleme behandelt werden, sind die Formeln wieder im internationa-
len SI-Einheitensystem zu verstehen.

1.4.1 Linearbeschleuniger
Zur Beschleunigung von Teilchen werden elektrische Felder benutzt. Ein
Teilchen der Ladung e gewinnt beim Durchlaufen eines Kondensators, an
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Abb. 1.19
Ionenquelle Driftrohren Ein Linearbeschleuniger nach dem von
Il i i ! / Widerce erfundenen Driftrohren-Prinzip
L2 "3 4 | | i | i+1
1] 2 3 4 i i+1
Strahl
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HF-Sender

dessen Platten die Spannung U liegt, die Energie
AE =eU . (1.139)

Nach diesem Prinzip des Durchlaufens eines statischen Feldes wurden zu
Anfang der dreiliger Jahre Beschleuniger entwickelt (Cockroft-Walton, van
de Graaff), mit denen sich Energiegewinne von einigen MeV erreichen lie-
Ben. Schon hierzu bedarf es besonderer Malnahmen gegen Spannungsdurch-
briiche an den Kondensatoren, wie z. B. die Verwendung eines gasgefiillten
Drucktanks.

Hohere Energien lassen sich nur erzielen, wenn eine kleinere Spannung
mehrfach durchlaufen wird. Am einfachsten ist dieses Prinzip im Driftréhren-
Linearbeschleuniger verwirklicht. Hier wird ein Wechselspannungsgenerator
der Scheitelspannung Uy und der Frequenz f in der in Abb. 1.19 gezeigten
Weise mit sog. Driftrohren aus Metall verbunden. Ein elektrisch geladenes
Teilchen (z.B. ein Proton) wird im Spalt zwischen der Ionenquelle und der
ersten Driftrohre einen Energiezuwachs

AE =eUysin ¥ (1.140)

erfahren, wobei ¥ die mittlere Phase (Sollphase) der Wechselspannung beim
Passieren des Teilchens ist. In diesem Augenblick hat der Spalt zwischen der
ersten und zweiten Rohre die falsche Polaritit, wiirde also bei Verwendung
einer Gleichspannungsquelle zum Abbremsen fithren. Wenn aber die Léinge
der Rohren so gewihlt wird, daf3 die Zeit, die das Proton mit der Geschwin-
digkeit v; zum Durchlaufen der feldfreien Driftréhre der Linge /; benétigt,
gerade einer halben Periodendauer des Generators entspricht,

= 1.141

i =57 (1.141)
findet auch im zweiten (und jedem darauf folgenden) Spalt wieder ein Ener-
giezuwachs um den gleichen Wert statt. Wie in der Abbildung angedeutet,
wird so durch Variation der Lingen der Driftrohren eine Anpassung an die
sich dndernde Geschwindigkeit des Protons vorgenommen.

Typische Frequenzen eines solchen Linearbeschleunigers sind etwa
10 MHz. Zur Erzielung wirklich hoher Energien ist er daher nicht geeignet,
weil fiir v; — ¢ bei einer Frequenz von 10 MHz die Linge einer Driftrohre
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Abb. 1.20

Prinzip eines Hohlraumresonators. Im
TMo1-Mode besteht auf der Strahlachse ein
longitudinales elektrisches Feld, das auflen
von einem transversalen magnetischen Feld
umgeben wird

schon 15 m wird. Bei hoheren Frequenzen reicht es aber nicht mehr aus, die
Anordnung als Wechselspannungskreis zu betrachten.

Hochfrequente Linearbeschleuniger nutzen die Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen in einem Hohlleiter oder in einer Anordnung von Hohl-
raumresonatoren. Elektromagnetische Wellen im Vakuum sind transversal,
d.h. die elektrische Feldstirke steht immer senkrecht auf der Ausbreitungs-
richtung. In einem metallischen Hohlleiter ist aber oberhalb einer bestimm-
ten Grenzfrequenz auch die Ausbreitung longitudinaler elektromagnetischer
Wellen moglich. Diese konnen zur Beschleunigung von Teilchen benutzt
werden.

Es gibt sehr viele erlaubte Konfigurationen (Moden) der Felder, fiir die
Beschleunigerphysik ist die sog. TMy;-Mode besonders wichtig. Die magne-
tischen Felder dieser Mode sind transversal, wihrend es auf der Mittelachse
des Hohlleiters (der z-Achse) nur ein longitudinales elektrisches Feld E.
gibt. Die zugehorige Grenzwellenlédnge ist fiir einen zylindrischen Hohlleiter
des Durchmessers D durch

wD
& 2,4048

festgelegt.

Besonderes Interesse verdient der Hohlraumresonator (cavity), der typi-
scherweise als Beschleunigungsstrecke in einem Kreisbeschleuniger (Syn-
chrotron) dient. Ein solcher Resonator ist mechanisch im einfachsten Fall
eine metallische Dose (Abb. 1.20) mit einer Ein- und Austrittsoffnung fiir den
Teilchenstrahl. In dieser Dose lassen sich mit Hilfe einer Induktionsschleife
fiir bestimmte Resonanzwellenlidngen A, stehende elektromagnetische Wel-
len anregen. Im TMy;-Mode ist A, ebenfalls durch die rechte Seite von
(1.142) gegeben. Die Beschleunigungsstruktur des DORIS-Speicherrings am
Deutschen Elektronen Synchrotron (DESY, Hamburg) benutzt z.B. D =
462mm, d.h. A, = 0,60354m entsprechend einer Resonanzfrequenz von
496,7MHz. Die Linge des Resonators ist im TMy;-Mode immer noch rela-
tiv frei wihlbar. Im Beispiel von DORIS entschied man sich fiir / = 276 mm.
Die Beschleunigungsspannung betrug etwa 500 kV.

Einzelne Resonatoren lassen sich zu komplizierteren Beschleunigungs-
strukturen fiir den Einsatz in Synchrotrons oder Linearbeschleunigern kom-
binieren. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich z. B. in dem Buch von K.
Wille [Wil96]. Der grofite existierende Linearbeschleuniger wurde an der St-
anford University in den USA zur Beschleunigung von Elektronen gebaut
(SLAC). Bei einer Linge von 3,1 km werden inzwischen 50 GeV als End-
energie erreicht. Der Beschleuniger wird bei einer Wellenldnge von 0,1 m
(S-Band) betrieben. In den Beschleunigungsstrukturen mit einer Lange von
3 m wird ein Energiegewinn von 60 MeV erzielt. In gewissem Sinne bedeutet
die schon 1966 fertiggestellte Anlage auch das Ende einer Entwicklungslinie,
da die Elektronen zunéchst nur zur Streuung an ruhenden Protonen benutzt
wurden. Bei £ = 20 GeV betrigt die iiber (1.39) berechnete Schwerpunkt-
senergie also nur 6,1 GeV. In der Folgezeit wurde der Beschleuniger auch
sehr erfolgreich als Quelle hochenergetischer Elektronen und Positronen fiir
e~ et -Speicherringe eingesetzt. In jiingster Zeit konnten die Physiker am

(1.142)



SLAC zeigen, daf} sich auch mit Linearbeschleunigern kollidierende Strahlen
erzeugen lassen.

Ein gravierender Nachteil der Linearbeschleuniger besteht darin, daf ihre
Liange linear mit der Endenergie zunimmt. Es liegt also nahe, die Teilchen-
bahn in einem Magnetfeld aufzuwickeln. Ein Teilchen der Ladung e trete
mit dem Impuls p in ein Magnetfeld ein, dessen Feldlinien senkrecht zu p
verlaufen. Es wird dort auf eine Kreisbahn mit dem Radius

_ |pl
e|B|

gezwungen, wobei die magnetische Induktion B senkrecht auf der Kreisfla-
che steht. Zu einem Impuls von 1 GeV/c gehort in einem Magnetfeld von 1 T
demnach ein Radius von 3,33 m. Jetzt gibt es wieder zwei Moglichkeiten: Im
Zyklotron wichst der Radius mit steigender Teilchenenergie bei konstantem
Magnetfeld. Im Synchrotron dagegen wichst das Magnetfeld mit steigender
Teilchenenergie bei konstantem Radius. Historisch wurden zuerst Zyklotrons
gebaut. Aus Griinden, die gleich klar werden, sind aber zur Erzielung sehr
hoher Energien nur Synchrotrons geeignet.

(1.143)

1.4.2 Das Zyklotron

Das Zyklotron wurde von E.O. Lawrence und M.S. Livingston in den 30er
Jahren in den USA entwickelt.’* Zwei flache D-férmige Dosen (Abb. 1.21)
bilden die Elektroden der Beschleunigungsstruktur, die sich in einem homo-
genen Magnetfeld befindet. Die beiden Dosen werden mit der Wechselspan-
nungsquelle verbunden. Ein Teilchen, das in dem schmalen Spalt zwischen
den Elektroden die Energie AE gewinnt, verlduft innerhalb einer Dose auf
einem Halbkreis mit einem durch (1.143) gegebenen Radius. Dieser Radi-
us wird nach jedem Durchgang durch den Spalt zwischen den Dosen grofer.
Ein Teilchen, das also in der Mitte des Magnetfeldes startet, lduft mit stei-
gender Energie kontinuierlich nach auen. Fiir nichtrelativistische Teilchen
gilt p = mv und daher ist die Zeit t = w R /|v|, die zwischen zwei Durchgén-
gen durch die Beschleunigungsstrecke vergeht, unabhédngig vom Impuls der

Magnetjoch Spule Ionenquelle D-Dosen
\
\ Polfldche Deflektor
;1 i Strahl

@ Hochfrequenz-
Sender

/ Strahl
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Abb. 1.21
Der prinzipielle Aufbau eines Zyklotrons

30Der Amerikaner Ernest Orlando Lawrence
(1901-1958) erhielt fiir die Entwicklung des
ZyKlotrons und die damit durchgefiihrten For-
schungsarbeiten 1939 den Nobelpreis fiir Phy-
sik.
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Teilchen,
Tm
r=——, 1.144
2B ( )

wie sich mit Hilfe von (1.143) leicht nachrechnen 146t. Diese Konstanz der
Umlaufzeit ist der grof3e Vorteil des Zyklotrons, da der Hochfrequenz-Sender
mit einer festen Frequenz (der Zyklotronfrequenz)

e|B|
o= 2nm

(1.145)

betrieben werden kann. Fiir Protonen betrégt sie 15,28 MHz bei einem Ma-
gnetfeld von 1T. Andererseits wird auch unmittelbar der grole Nachteil
klar. Schon bei einem Impuls von 1 GeV/c, das entspricht einer kinetischen
Energie von 430 MeV, wird bei der gleichen Feldstirke der Durchmesser
des benotigten homogenen Magnetfeldes 6,6 m. Man muf} also riesige Ma-
gnete bauen. Zusitzlich darf man bei diesen Energien das Zyklotron schon
nicht mehr mit einer konstanten Frequenz betreiben. In einer relativistischen
Rechnung wird nimlich (1.145) durch
e|B|

= 1.146
2wym ( )

mit y = E/mc? ersetzt, die Frequenz muB also mit wachsender Strahlenergie
verringert werden. Das ist aufwendig und teuer. Aus all diesen Erwidgungen
sind daher Zyklotrons zum Beschleunigen von Protonen nur bis zu kineti-
schen Energien von etwa 500 MeV gebaut worden.

1.4.3 Das Synchrotron

Alle grolen collider benutzen heute Synchrotrons zum Beschleunigen der
Teilchen. Diesen Beschleunigertyp wollen wir daher etwas ausfiihrlicher be-
sprechen.

a) Prinzip

Ein Synchrotron besteht aus einer ringformigen Anordnung von relativ klei-
nen sog. Dipolmagneten, die im Bereich des Strahlrohrs ein homogenes Feld
erzeugen. Die Teilchenbahn ist daher aus aufeinander folgenden Kreisbdgen
mit festem Radius und dazwischen liegenden geraden Stiicken zusammenge-
setzt (Abb. 1.22).

Im einfachsten Fall wird in eines dieser geraden Stiicke ein Hohlraumre-
sonator zur Beschleunigung der Teilchen gesetzt. Wir nehmen weiter verein-
fachend an, daf} die Teilchen praktisch schon Lichtgeschwindigkeit erreicht
haben. Wenn dann der Umfang der Bahn ein ganzzahliges Vielfaches der
Wellenldnge der in den Resonator eingespeisten Hochfrequenz (HF) ist, kom-
men die Teilchen bei jedem Umlauf mit fester Sollphase ¥, im Resonator an,
erfahren also pro Umlauf den Energiezuwachs

AE = eUysin¥, . (1.147)
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zum Experiment

Um den Bahnradius konstant zu halten, muf} das Magnetfeld synchron mit
diesem Energiezuwachs erhoht werden. Jetzt sieht es so aus, als ob diese Syn-
chronisierung fiir ein Paket von Teilchen, die ja alle etwas unterschiedliche
Bahnen haben, schwierig zu erreichen sein wird. Das ist aber nicht so, da die
sog. Phasenfokussierung Abweichungen in gewissen Grenzen automatisch
korrigiert. Das Prinzip ist in Abb. 1.23 erldutert. Nehmen wir an, ein Teilchen
lauft auf einer Bahn mit einem Radius, der etwas kleiner ist als der Radius
der Sollbahn (A|p|/|p| < 0 der Abb. 1.23a). Dies wird passieren, wenn das
Teilchen beim Umlauf einen Energieverlust erlitten hat oder das Magnetfeld
zu schnell angestiegen ist. Da diese Bahn kiirzer ist als die Sollbahn, kommt
es friiher in der Beschleunigungsstrecke an und durchlduft dort also eine ho-
here Spannung als die Teilchen auf der Sollbahn. Damit wird seine Bahn also
wieder der Sollbahn angenihert. Die umgekehrte Uberlegung gilt fiir Teil-
chen auf einer Bahn mit einem zu groBlen Radius. Im Phasendiagramm der
Abb. 1.23b fiihren die Teilchen im Effekt Schwingungen um die Sollphase
aus, die sog. Synchrotronschwingung. Ihre mathematische Behandlung wird
z.B. in [Wil96] durchgefiihrt.

Mit Protonensynchrotrons wurden Strahlenergien bis fast 1 TeV erzielt
(1 TeV = 1000 GeV). Der Large Hadron Collider (LHC) des CERN in Genf
wird ab 2015 eine Energie von 7 TeV pro Strahl haben. Solche Energien sind
fiir Elektronen nicht erreichbar. Durch die Ablenkung auf eine Kreisbahn
im Magnetfeld werden geladene Teilchen transversal zur Bahn beschleunigt.
Diese Beschleunigung fiihrt zu einer charakteristischen elektromagnetischen
Strahlung, der sog. Synchrotronstrahlung. Fiir die auf einem Umlauf einer

1.4 Teilchenbeschleuniger

Abb. 1.22

Prinzip eines Synchrotrons. Man erkennt
die Ablenkmagnete, die magnetischen Lin-
sen zur Fokussierung des Strahls (Quadru-
pole) und die Beschleunigungsstrecken

a B HF-Resonator

dlpl_, Alpl_,
Ip| Ip|

Abb. 1.23

Zur Phasenfokussierung. (a) Schematisier-
te Bahn der Teilchen im Synchrotron. (b)
Lage der Teilchen beziiglich der Phase der
Spannung im Resonator
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Bahn mit dem Ablenkradius R abgestrahlte Energie gilt [Jac98, Wil96]
_ Amahc al
3 R

wobei der erste Bruch den numerischen Wert 6,03 - 1072 keV m hat. Fiir den
in Beispiel 1.2 diskutierten Beschleuniger bedeutet dies einen Energieverlust
von 3,68 MeV pro Umlauf, der durch die eingestrahlte HF-Leistung ersetzt
werden muf3. Um die Synchrotronstrahlung zu begrenzen, wurde fiir den
zwischen 1989 und 2000 betriebenen Elektron-Positron-Speicherring LEP
des CERN ein Bahnradius von 3000m in den Ablenkmagneten gewihlt.
Trotzdem mufl gemdll dem Skalierungsgesetz (1.148) bei einer Strahlener-
gie von 100 GeV ein Energieverlust von 2,94 GeV (!) pro Umlauf ersetzt
werden. Dies fiihrt zu enormen Investitionskosten in HF-Sender und Be-
schleunigungsstrukturen und deswegen ist mit dem LEP wohl die technische
Grenze der Elektronensynchrotrons erreicht worden.

Um Schwerpunktsenergien iiber 200 GeV in Elektron-Positron-St6Ben zu
erhalten, wird intensiv die Moglichkeit studiert, die Strahlen aus zwei Li-
nearbeschleunigern zur Kollision zu bringen (International Linear Collider,
ILC). Eine Alternative zur Erzielung hochster Energien in Lepton-Kollisionen
besteht vielleicht darin, an Stelle von Elektronen Myonen in einem Kreisbe-
schleuniger zu verwenden [MUF10]. Die Synchrotronstrahlung von Myonen
ist aufgrund der hoheren Masse nach (1.148) bei gleicher Energie um einen
Faktor 2074, also etwa 1,8 x 10°, unterdriickt und daher vollig vernachlis-
sigbar. Bei Protonenbeschleunigern betrigt der Unterdriickungsfaktor sogar
1013,

, (1.148)

Beispiel 1.2

Die Festlegung der Parameter eines Synchrotrons erfordert, wie immer
bei der Losung technischer Fragen, das Abwégen von Vor- und Nachtei-
len. Man wird z. B. gerne hohe Felder in den Ablenkmagneten haben, weil
dann der Radius klein und die Maschine damit kompakt wird. Anderer-
seits ist die Herstellung von Magneten mit hohem Feld schwierig und fiir
Elektronen kann die Synchrotronstrahlung ein ernstes Problem werden.
Fiir ein Synchrotron mit der Endenergie von 5 GeV wihlen wir ein
Ablenkfeld von 1,11 T. Konventionelle Eisenmagnete mit diesem Feld
lassen sich noch gut herstellen. Der zugehorige Radius (1.143) ist 15 m.
Der Umfang der Maschine wird aber viel groBer als 2R sein, da neben
den Resonatoren noch magnetische Linsen zur Fokussierung des Strahls
in die geraden Stiicke zwischen den Magneten eingebaut werden miissen.
Bei einem Umfang von 240 m ist auf jeden Fall geniigend Platz vorhan-
den. Unser Beispiel-Resonator habe eine Frequenz f; von 500 MHz. Die
Wellenldnge von 0,6 m entspricht einem vierhundertstel des Umfangs und
erlaubt also maximal 400 Pakete im Ring zu halten. Meist wird man nur
einen Bruchteil g, dieser Zahl von Paketen im Ring wihlen, wenigstens
z.B. g, = 1/400 entsprechend einem Paket pro Umfang. Da der mittle-
re Strom / = nf, in der Maschine durch die vorhandene HF-Leistung



begrenzt wird, ist es ndmlich hdufig giinstiger, eine hohe Anzahl n von
Teilchen im Paket, anstelle einer hohen Frequenz f, = f.q, der Pakete
anzustreben. Unmittelbar einleuchtend ist dieses Argument beim Spei-
cherring. Die Luminositit (1.127) steigt quadratisch mit » an, aber nur
linear mit f,.

Wihrend der Beschleunigung wird das Magnetfeld kontinuierlich er-
hoht. Wenn die Maschine nur als Synchrotron zur Herstellung eines am
Ende der Beschleunigung ejizierten Strahls benutzt wird, liegt es nahe,
den Magnetring als Schwingkreis mit der Frequenz des ortlichen Net-
zes, also 50 Hz zu betreiben. Es stehen dann 5 ms zur Beschleunigung
zur Verfligung, da nur in einem Viertel der Periode das Feld richtig ge-
polt ist und anwichst. Daraus ergeben sich bei einem Umfang von 240 m
6250 Umlaufe von Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit bis zum Erreichen
der Endenergie. Die Beschleunigungsstrecken miissen daher so ausgelegt
werden, daf} sie mindestens den Energiegewinn von 0,8 MeV pro Umlauf
ermoglichen. Bei einem Elektronensynchrotron miissen sie auflerdem ge-
mif (1.148) die Strahlungsverluste von 3,68 MeV /Umlauf kompensieren.
Mit einer zusitzlichen Gleichstromquelle konnen die Magnete auf die hal-
be Maximalfeldstirke vormagnetisiert werden. Dadurch verdoppelt sich
die zur Beschleunigung verfiigbare Zeit.

b) Fokussierung

In der Beispielmaschine des letzten Abschnitts wird wéihrend der Beschleuni-
gung eine Wegstrecke von 1500 km zuriickgelegt. Bei einer so langen Lauf-
strecke werden auch Teilchen mit extrem geringer Winkelabweichung zur
Sollbahn an den Winden der Vakuumkammer verloren gehen. Ohne den Ein-
bau fokussierender Elemente ist also der Betrieb eines Synchrotrons oder
Speicherrings nicht méglich.

Zur Fokussierung lassen sich magnetische Quadrupolfelder verwenden.
Ein solches Feld wird z.B. zwischen den vier Polen eines Eisenmagneten
mit hyperbelférmiger Oberfliche der Pole erzeugt (Abb. 1.28). Da bei nicht
zu groBen Feldstirken die Oberfliche des Eisens eine magnetische Aquipo-
tentialfliche darstellt, steigen die Feldkomponenten in x- und y-Richtung
linear mit einem Gradienten g an,

B, =gy (1.149)

B, =gx ,
wihrend das Feld in z-Richtung verschwindet, B, = 0; Teilchen auf der
Strahlachse (der z-Achse der Abb. 1.28) sehen also kein Magnetfeld.

Um die fokussierende Wirkung dieses Feldes zu beweisen, betrachten wir
die Bahn eines Teilchens in der xz-Ebene (Abb. 1.24). Die x-Komponente
der Lorentz-Kraft F = e(v x B) ist durch

F,=—ecB, (1.150)

gegeben, da nach Voraussetzung B, = 0 ist und wir fiir relativistische Teil-
chen mit kleiner Neigung zur Strahlachse v, durch ¢ ersetzen konnen. Auf-
grund der Beziehung B, = gx wirkt auf Protonen eine riicktreibende Kraft

1.4 Teilchenbeschleuniger
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Abb. 1.24
Wirkung des Quadrupolfeldes auf ein gela- Ax
denes Teilchen

y

Quadrupol

in x-Richtung, falls der Gradient g des Feldes positiv ist (wie im Beispiel der
Abb. 1.28). Wegen F, = ecB, sieht man aber sofort ein, dal mit einer Fo-
kussierung in der x-Richtung eine Defokussierung in der y-Richtung (und
umgekehrt) verkntiipft ist.

Aus (1.150) folgt unmittelbar die Bewegungsgleichung

dpx
dr

Die Steigung x” = dx/dz der Bahn ist durch v, /v, gegeben und kann fiir
kleine Werte von x’ durch p, /| p| angenihert werden. Ebenso kann d¢ durch
dz /c ersetzt werden, da die kleine Kraft in z-Richtung die Geschwindigkeit
relativistischer Teilchen kaum dndert. Aus der Bewegungsgleichung (1.151)
wird also die Bahngleichung

= —ecgx . (1.151)

d /
n= S gx (1.152)
dz
wobei noch die als Quadrupolstirke bezeichnete Abkiirzung
_ 8 (1.153)
|l

benutzt wurde. Der Quadrupol wirkt in der xz-Ebene fokussierend fiir &k > 0
und defokussierend fiir k < 0. Das Umgekehrte gilt in der yz-Ebene. Mit
y” = ky erhalten wir Defokussierung fiir k > 0 und Fokussierung fiir k < 0.
Das Vorzeichen von k wird offensichtlich durch die Vorzeichen der Ladung
und des Feldgradienten g festgelegt.

Wir untersuchen nun vereinfachend einen Quadrupol, dessen Feldgradient
im Inneren unabhéngig von der z-Koordinate ist, wihrend er auf3en abrupt
verschwindet (sog. Rechteckverteilung des Feldes). Die Losungen der Bahn-
gleichung sind fiir einen solchen Quadrupol der Linge L elementar. Fiir



k > 0 ist (1.152) eine Schwingungsgleichung, also sind Ortskoordinate und
Steigung der Teilchenbahn im Quadrupol durch

X =xpcos§2+ (x(’)/\/W) sin §2

(1.154)
x" = —xo+/|k|sin 2 + x{ cos £2

gegeben. Hierin sind x( und x{ Ort und Winkel am Eintritt des Quadrupols.

Das Symbol 2 steht fiir y/|k|z mit z = L am Ende des Quadrupols. Fiir
k < 0 erhilt man hingegen

X = xgcosh 2+ (x(’)/\/W) sinh £2

(1.155)
x" = xo+/|k|sinh £ 4+ x{ cosh £2 .

Diese Beziehungen lassen sich sehr schon in der Matrixform

(;) -M (iz) (1.156)

anschreiben, wobei die Matrix M fiir einen fokussierenden Quadrupol offen-
bar durch

Mo — cos 2 V]k| 71 sin £2 (1.157)
¥ —V|k|sin £2 cos §2 '

und fiir einen defokussierenden Quadrupol durch

1o
B cosh2  /|k|~1sinh .Q) (1.158)

M =
b (‘/|k|sinh.(2 cosh 2

festgelegt ist.
In einer feldfreien Region (Linge /) @ndert sich die Steigung der Bahn
nicht und daher wird sie durch die Matrix

Mo = (3 i) (1.159)

reprasentiert. Solche Regionen sind z. B. die geraden Stiicke zwischen den
Quadrupolen eines Beschleunigers. Wenn man von der sog. schwachen Fo-
kussierung absieht, kann man aber auch die Ablenkmagnete als Strecken oh-
ne Fokussierung behandeln. Natiirlich bezeichnen dann x, x” Ort und Winkel
des Teilchens beziiglich einer gekriimmten Sollbahn, also eines Kreisbogens
mit dem Radius R in einem Ablenkmagneten.

Die Transfermatrix einer im Prinzip beliebig komplizierten Folge von fo-
kussierenden bzw. defokussierenden Quadrupolen und freien Strecken ladf3t
sich nun durch einfache Matrixmultiplikation erhalten. Ein Teilchen durch-
laufe z. B. zunichst einen fokussierenden Quadrupol, dann eine freie Strecke
und dann einen defokussierenden Quadrupol. Dazu gehort die Transfermatrix

Myop =MpMoMry . (1.160)

1.4 Teilchenbeschleuniger

59



60

Uberblick und Hilfsmittel

Abb. 1.25
Abbildung eines Punktes durch eine bikon-
vexe Linse

Die genannten Matrizen berechnen die Koordinaten eines Teilchens am
Ende einer Strecke aus den Koordinaten am Anfang. Die Matrizenmethode
kann man aber auch dazu verwenden, die Bahn innerhalb eines Quadru-
pols zu verfolgen, indem man einfach einen Quadrupol der Linge L aufteilt
in n Quadrupole der Linge L/n. Damit lassen sich dann auch Effekte an
den Rindern von Magneten studieren, bei denen im Gegensatz zu unserem
Rechteckmodell der Feldverteilung das Feld nicht abrupt verschwindet.

Wir wollen noch kurz besprechen, dafl sich Quadrupole als magnetische
Linsen im Sinne der geometrischen Optik verwenden lassen. Die Ausgangs-
koordinaten x, x)’, einer beliebigen Anordnung sind ja in unserer Naherung
immer lineare Funktionen der Eingangskoordinaten x;, x/, also z. B.

Xf =Ax,>—|—Bx7 (1161)

i

wobei die Koeffizienten A und B aus der ersten Zeile der Transfermatrix
entnommen werden. Eine Abbildung bedeutet nun in der Optik, daf} alle
Strahlen, die von einem Punkt ausgehen, wieder in einem Punkt gesammelt
werden (Abb. 1.25). Mathematisch bedeutet dies, dal der Koeffizient B ver-
schwinden muf, da dann x; unabhingig von x; wird. Man kann zeigen, daf3
die Kombination eines fokussierenden mit einem defokussierenden Quadru-
pol eine gleichzeitige Abbildung in der x- und der y-Ebene ermdglicht. Sehr
zu empfehlen ist hier wieder die Untersuchung numerischer Beispiele mit
Hilfe algebraischer Programme.

Vertiefung

Sehr hdufig ist §2 <1 erfiillt. Fir einen Quadrupol von 1m Lin-
ge und einem Gradienten von 1 Tm™! finden wir z.B. 2 <0,15 fiir
|p| = 10 GeV/c. Dann kann man die Matrix (1.157) durch die N#herung

(_li f) (1.162)
L

ersetzen, wobei noch die Abkiirzung 1/f = |k|L benutzt wurde. Die-
se Matrix ist aber (bei Vernachlissigung von Termen ~ £22) gleich dem
Produkt

1) (1) 1)
: (1.163)
(o 1)\ 1J\o1

Physikalisch bedeutet dies, da der Quadrupol der Linge L durch eine
freie Strecke mit der Lange L /2, eine diinne Linse und wieder eine freie
Strecke der Lange L /2 reprisentiert wird. Dal die Matrix

(_li (1)) (1.164)
'

wirklich eine diinne Linse der Brennweite f darstellt, siecht man sofort,
wenn man sie mit einem freien Stiick @ vor der Linse und einem freien



Stiick b nach der Linse kombiniert. Der Koeffizient B in (1.161) geniigt
nun offenbar der Gleichung
b
B=a+b-2 . (1.165)
f
Aus der Bedingung B = 0 resultiert unmittelbar die bekannte Linsenglei-
chung
1 1 1

7=E+E (1.166)

der geometrischen Optik.

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich, dafl es moglich ist, in einem Kreis-
beschleuniger jede Teilchenbahn numerisch zu verfolgen. Wenn man dann
findet, dafl eine gewéhlte Anordnung von Quadrupolen die Amplitude al-
ler Bahnen an jeder Stelle des Umfangs innerhalb der Vakuumkammer hilt,
hat man eine notwendige Bedingung fiir einen stabilen Betrieb erfiillt. Eine
solche Durchrechnung aller méglichen Bahnen iiber viele Umldufe ist aber
viel zu kompliziert und aufwendig. Es ist daher vorteilhaft, die theoretische
Diskussion noch etwas weiter zu vertiefen.

In einem Kreisbeschleuniger wird fiir einen Strahl monoenergetischer
Teilchen die Bahngleichung (1.152) durch

x"(s) +k(s)x(s) =0 (1.167)

ersetzt. Mit s bezeichnen wir die Koordinate entlang der Sollbahn, die aus
geraden Stiicken und Kreisbogen zusammengesetzt ist und durch die Bahn
eines Teilchens mit xo = 0 und x{, = O festgelegt wird. Die Quadrupolstir-
ke k(s) variiert nun entlang der Bahn (in einem freien Stiick oder in der
hier betrachteten Niherung auch in einem Ablenkmagneten gilt z. B. k = 0).
In einem Kreisbeschleuniger ist k(s) eine periodische Funktion mit einem
unterschiedlichen Verlauf in der x- und y-Richtung.

In der Bahngleichung (1.167) haben alle Teilchen den gleichen Impuls, sie
kann aber auch auf den Fall A|p|/|p| # 0 erweitert werden. Hier beschrén-
ken wir uns jedoch auf (1.167). Die Losung dieser Differentialgleichung
vom Hillschen Typ wurde von Courant und Snyder [Cou58] in einer sehr
kompakten Form angeben,

x(s) = veB(s)cos (¥(s)+ D) . (1.168)

Hierin sind ¢ und @ Integrationskonstanten. Die Phase W (s) wird aus der
B-Funktion B(s) iiber

s

do

Us)= | —
) B(o)

(1.169)

berechnet. Da die Kosinusfunktion immer auf Werte < 1 beschrinkt ist, sieht
man unmittelbar, daf} die Einhiillende aller moglichen Bahnen durch /e (s)

1.4 Teilchenbeschleuniger

61



62

Uberblick und Hilfsmittel

Abb. 1.26

Ein Beispiel fiir die f-Funktion zusam-
men mit einer Teilchenbahn, die immer
innerhalb der durch die S-Funktion vorge-
gebenen Einhiillenden liegt

Abb. 1.27
Die Phasenraumellipse der Teilchen in ei-
nem Synchrotron

x/mm 4
3 E(s)=\ef(s)
2
1
0 >
s
-1
-2
=3 Einhiillende Teilchenbahn
A4

gegeben wird. Es kommt also beim Entwurf eines Synchrotrons alles darauf
an, die B-Funktion jeweils fiir die x- und y-Koordinate zu berechnen. In der
Literatur wird gezeigt, wie diese an jeder Stelle des Umfangs eines Beschleu-
nigers auf relativ einfache Weise aus den Transfermatrizen bestimmt werden
kann.

Die einzelnen Bahnen innerhalb der Einhiillenden (Abb. 1.26) unterschei-
den sich durch den Wert von @. Wenn ¥ (s) um 2w angewachsen ist, hat das
betrachtete Teilchen eine sog. Betatronschwingung um die Sollbahn vollen-
det. Die B-Funktion ist periodisch,

B(s+L)=p(s) , (1.170)

wobei L jetzt der Umfang des Beschleunigers ist. Es ist aber wichtig, diese
Funktion so auszuwihlen, daf die Zahl Qg der Betatronschwingungen pro
Umlauf (der sog. Arbeitspunkt), also
s+L
1 do

Qﬂzg ‘ 30 (1.171)

nicht etwa ganzzahlig wird. In diesem Fall kommt ndmlich ein Teilchen an
einer bestimmten Stelle sy des Umfangs bei jedem Umlauf mit den exakt
gleichen Koordinaten x, x” an. Ein Feldfehler an dieser Stelle, der z. B. eine
zusitzliche Ablenkung hervorruft, wirkt also immer in die gleiche Richtung,
so daf der gesamte Strahl nach wenigen Umldufen verloren geht. Es gibt
noch mehr verbotene Werte von Qg. Die Festlegung des Arbeitspunkts in
x- und y-Richtung ist daher eine besonders wichtige Entscheidung in der
Entwurfsphase eines Synchrotrons.

Jetzt wollen wir noch die physikalische Bedeutung der Konstanten & be-
handeln. An jeder Stelle der Bahn fiillen die Teilchen des Strahls eine be-
stimmte Fliche der x, x’-Ebene aus. Dies ist die sog. Phasenraum-Ellipse
(Abb. 1.27). Der Name Phasenraum fiir die x, x’-Ebene ist berechtigt, da
wir gesehen haben, daB3 x’ proportional zur Impulskomponente p, ist. Die
mathematische Behandlung der Gleichung (1.167) zeigt, daf die sog. Emit-
tanz & mit der Fliche A dieser Ellipse verkniipft ist, ¢ = A/m. Da nach dem
Liouvilleschen Satz der statistischen Mechanik die Fliche der Phasenraum-
Ellipse fiir ein Ensemble von Teilchen wihrend einer Bahnbewegung (unter
bestimmten Bedingungen) konstant bleibt, bewirken die optischen Elemen-



te eines Beschleunigers nur eine Transformation der Form der Ellipse, aber
verdndern nicht ihre Flédche.

Die letzten vier Absitze enthalten eine Menge von wichtigen physikali-
schen Informationen, die im Text nicht bewiesen werden. Dies ist im Rahmen
einer gewollt kurzen Einfiihrung in die Physik der Beschleuniger auch nicht
anders moglich. Es gibt aber inzwischen eine umfangreiche, auch deutsch-
sprachige Lehrbuchliteratur (z. B. [Wil96, Hin08]), in der dieses hochinter-
essante Gebiet der angewandten Physik ausfiihrlich behandelt wird.

c) Magnete
Ein grofles Synchrotron enthilt sehr viele Ablenkmagnete und Quadrupole.
(Hinzu kommen noch Sextupole zur Korrektur von Abbildungsfehlern.) Es
lohnt sich daher, auf die Entwurfsprinzipien der Magnete niher einzugehen.
In Eisenmagneten wird zunéchst die Tatsache ausgenutzt, dal aufgrund
der hohen Permeabilitit u, des Eisens eine Eisenoberfliche eine magnetische
Potentialfliche darstellt. Zwischen den flachen Polschuhen eines Dipolma-
gneten (Abb. 1.29a) herrscht daher ein homogenes Feld, wihrend zu den
hyperbelférmigen Polschuhen eines Quadrupols (Abb. 1.28) das magnetische
Potential gxy mit den daraus resultierenden Feldern (1.149) gehort. Die Fel-
der werden durch eine auf die Polschuhe der Magnete aufgewickelte Spule
erzeugt. Die notige Stromstidrke / wird aus der Maxwellschen Gleichung

/Hds:n] (1.172)

berechnet, worin n die Windungszahl der Spule und H die magnetische
Feldstidrke bedeutet.

Als einfachstes Beispiel behandeln wir zuerst den Ablenkmagneten. Der
Integrationsweg s ist in Abb. 1.29a angegeben. Aufgrund der Geometrie der
Anordnung zerfillt das Integral (1.172) in zwei Teile

nl =|Hy|d +|Hgl|ls . (1.173)

Jetzt werden die H -Felder im Luftspalt (Index L) und im Eisen (Index E)
durch die B-Felder ersetzt. Mit |Br,| = o|H 1| und |Bg| = pop.|H g| und
der Randbedingung | By,| = | Bg| sieht man sofort ein, dal wegen der hohen
Permeabilitét des Eisens (u, > 1000) der zweite Term in (1.173) verschwin-
det. Damit wird das Ergebnis

pon
d

abgeleitet.’! Ganz #hnlich erhilt man mit dem Integrationsweg der
Abb. 1.29b fiir einen Quadrupol mit Spulen der Windungszahl n auf jedem
Polschuh

2uonl
§=—"5—
a

|BL| = (1.174)

) (1.175)

worin a der Abstand der Polschuhoberfliche zum Zentrum des Quadrupols
ist. Bei der Herleitung wurde noch die Tatsache benutzt, dal auf dem Weg im

1.4 Teilchenbeschleuniger
y
: : |
Abb. 1.28
Ansicht eines Quadrupols aus Eisen mit ei-

ner Skizze seiner Feldverteilung. Die Polung
ist so gewihlt, dal g in (1.149) positiv wird

a Spulen

u;>>1

"

=
I

b
Integrationsweg
yA
Spule
a
1=
Abb. 1.29

(a) Dipol- und (b) Quadrupolmagnete aus
Eisen

31//,0 ist die magnetische Permeabilitétskon-
stante o = 471077 Vs A" Im™1,
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A
a y
— +
- +
x:
= +
K +
b \ Abstands-
y stiicke
— +
Abb. 1.30

Erzeugung von Multipolfeldern durch ei-
ne Stromverteilung auf einem Zylinder.
(a) Skizze der Stromverteilung fiir ein
Dipolfeld (B), = const). (b) Realisierung
durch supraleitende Spulen

Luftspalt |H | = gr/uo mit r = /x2 + y2 gilt und der Anteil des Integrals
(1.172) auf der x-Achse nicht beitréigt, weil dort das Magnetfeld senkrecht
auf dem Weg steht.

Bei Feldstirken oberhalb von 1 T treten Sattigungseffekte im Eisen auf, so
daf} die Permeabilitét rasch kleiner wird (u, — 1). Zur Erreichung hoherer
Felder macht es also keinen Sinn mehr, Eisenmagnete zu verwenden. Bei
der Konstruktion der heute allgemein benutzten Spulen ohne Eisen wird die
Tatsache ausgenutzt, daf3 eine Stromverteilung, die auf einem Zylindermantel
mit dem Radius @ geméaB

ar _, (m®) (1.176)
10 = o cos(m .

von ganzzahligen Vielfachen m des Azimutwinkels & abhingt (siche
Abb. 1.30), fiir m = 1 ein Feld mit den Komponenten

wolo
B, =—— 1.177
y a ( )
und B, = 0 erzeugt. Fiir m = 2 erhilt man das Quadrupolfeld (1.149) mit
I
g= —% . (1.178)

Die hoheren Multipolfelder werden entsprechend durch m > 2 realisiert. Die
theoretischen Grundlagen findet der Leser z. B. wieder in [Wil96].

Die notige Anndherung an die theoretisch erforderliche Stromverteilung
wird beim Bau der Spulen u.a. durch Einfiigen von Abstandsstiicken er-
reicht (Abb. 1.30). Wegen der hohen notwendigen Stromdichten werden diese
Spulen meistens in supraleitender Technik gebaut, da sonst die Ohmschen
Verluste zum Schmelzen des Leiters fiihren wiirden. An den Beschleuniger-
laboratorien der Teilchenphysik sind daher die vielféltigen Probleme, die bei
der Konstruktion supraleitender Magnete und beim grofitechnischen Einsatz
der Supraleitung auftreten, besonders intensiv studiert worden.

1.4.4 Speicherringe

In einem Speicherring wird nach dem Ende der Beschleunigungsperiode das
Magnetfeld zeitlich konstant gehalten. Die eingestrahlte HF-Leistung ersetzt
dann nur noch die unvermeidlichen Energieverluste z. B. durch Streuung der
Strahlteilchen am Restgas in der Vakuumkammer oder infolge der Synchro-
tronstrahlung. Es gelingt auf diese Weise, Pakete von Teilchen iiber viele
Stunden zu speichern. Voraussetzung ist allerdings, die gesamte Vakuum-
kammer, in der die Strahlen umlaufen, in Ultra-Hochvakuum-Technik zu
konstruieren. Nur bei Driicken unter 10~7 Pa macht sich der Einfluf der
Streuung des Strahls am Restgas nicht mehr stérend bemerkbar.

Die zu speichernden Teilchen werden in den Ring von einem anderen Be-
schleunigersystem aus schon mit relativ hoher Energie injiziert. Manchmal
findet im eigentlichen Speicherring gar keine weitere Beschleunigung mehr
statt. Die Injektion wird so gesteuert, daf die schon im Speicherring umlau-
fenden Teilchen beim Einfiillen neuer Pakete nicht verloren gehen. Dadurch
lassen sich im Endeffekt sehr hohe Strome akkumulieren.



Speicherringe werden benutzt, um Streuexperimente mit zwei kollidieren-
den Strahlen durchzufiihren. Teilchen und Antiteilchen (z. B. Elektronen und
Positronen oder Protonen und Antiprotonen) lassen sich dabei sogar in einer
einzigen Vakuumkammer speichern, da die Pakete der Teilchen und Anti-
teilchen mit ihren entgegengesetzt gleichen Ladungen die gleiche Bahn in
umgekehrter Richtung durchlaufen.

Die Luminositit eines solchen colliders ist durch

L = Ml (1.179)
4mo,0y

gegeben. Verglichen mit (1.127) wurde hier f;, durch das Produkt ng f,, aus
der Zahl der umlaufenden Pakete und der Umlauffrequenz ersetzt. Fiir die
Fliche A der Strahlen im Wechselwirkungspunkt wurde 4mo,0, benutzt.
Diesem Ansatz liegt die Annahme einer gauformigen Dichteverteilung der
Teilchen transversal zur Strahlachse zugrunde, die Dichteverteilung in x-
Richtung ist also z. B. proportional zu exp (—x?/202). Die gleiche Lumino-
sitdt wiirde man fiir Strahlen konstanter Dichte und elliptischem Querschnitt
mit den Halbachsen 20, und 20, erhalten. Falls die kollidierenden Strahlen
unterschiedliche Gestalt haben, wird die Formel fiir die Luminositit deutlich
komplizierter.

Fiir Teilchen, die sich innerhalb einer Standardabweichung von der Strahl-
achse entfernt aufhalten, berechnet man mit Hilfe von (1.168) jeweils fiir die
x und y Koordinate eine Emittanz von

o2
Bls)
Hiufig wird als Emittanz auch die Fliche wegrp der zugehorigen Phasen-
raumellipse bezeichnet [PDG12].

Die erzielten Luminosititen reichen inzwischen von 10°! cm™2s™! bis
10° cm™2s™!. Insbesondere bei p p-Speicherringen sind hohe Luminosititen
aber nicht ohne weitere grundsitzliche MaBnahmen moglich. Die Antiproto-
nen werden in einem Vorbeschleuniger erzeugt. Beim p p-Ring des CERN
wurden dazu Protonen mit einer Energie von 26 GeV auf eine Metallfo-
lie gelenkt. Der auf diese Art erzeugte Antiproton-Strahl mit einer Energie
von etwa 3 GeV hat aber eine relativ hohe Emittanz. Die damit verkniipften
groflen Strahlquerschnitte begrenzen die erreichbare Luminositit empfind-
lich. Abhilfe schafft hier die von S. van der Meer erfundene stochastische
Kiihlung.*

Das Prinzip dieser Methode zur Verkleinerung der Emittanz ist in
Abb. 1.31 erldutert. An der Stelle S mifit eine Sonde die Ablage eines En-
sembles von Teilchen vom Sollwert x = 0. Ein sog. Kickermagnet korrigiert
diese Abweichung, indem er an der Stelle K eine zuséitzliche Winkelablen-
kung zur Korrektur der Teilchenbahn hervorruft. Dies ist moglich, da das
Signal der Sonde, das den Stromimpuls im Magneten steuert, einen kiirzeren
Weg zuriicklegt als das Teilchenpaket. Aulerdem miissen Sonde und Magnet
so angeordnet sein, daf} der Phasenunterschied der Betatronschwingung

ESTD = (1180)

sw :% (mod 7) (1.181)

1.4 Teilchenbeschleuniger
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K

Abb. 1.31
Schema der stochastischen Kiihlung

320hne diese Erfindung wire der Bau eines
p p-colliders zum Nachweis der W- und Z-
Bosonen am CERN nicht sinnvoll gewesen.
Der Holldnder Simon van der Meer (1925-
2011) erhielt fiir seine Entdeckung 1984 den
Nobelpreis.
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betrigt. Das Verfahren der stochastischen Kiihlung ist stindig weiter entwi-
ckelt worden und wird mit groem Erfolg an verschiedenen Speicherringen
benutzt.

Falls die kollidierenden Strahlen nicht aus Teilchen und Antiteilchen be-
stehen, miissen zwei getrennte Speicherringe gebaut werden. Ein markantes
Beispiel war der Elektron-Proton-collider HERA am DESY in Hamburg.
Dort wurden Elektronen von 28 GeV mit Protonen von 920 GeV zur Kol-
lision gebracht. Die hochsten Reaktionsenergien wurden ab 2010 im Lar-
ge Hadron Collider des CERN erreicht. Im LHC sind zwei Magnetringe
in supraleitender Technik nebeneinander angeordnet, um zwei gegenldufige
Protonenstrahlen von je 3,5 TeV (7 TeV ab 2015) zu speichern.

1.14 Ein Quadrupol von 1 m Linge und dem Feldgradienten 10 T/m wer-

de einem achsenparallelen Strahl von Elektronen mit einem Impuls
von 5 GeV ausgesetzt.
a) In welcher Entfernung hinter dem Quadrupol gibt es einen Fokus
fiir eine Koordinate? Tragen Sie zusitzlich den gesuchten Abstand
zwischen Quadrupol und Fokus als Funktion des Feldgradienten auf.
b) Betrachten Sie eine sog. OFDO Anordnung aus freier Strecke,
fokussierendem Quadrupol, defokussierendem Quadrupol und freier
Strecke. Die Quadrupole seien 1 m lang. Diskutieren Sie die Bahnen
von Elektronen der Energie 5 GeV, die bei z = 0 m starten. Besitzt
die Anordnung in beiden Ebenen eine fokussierende Wirkung? Su-
chen Sie fiir einen gegebenen Feldgradienten (z. B. g = 10,20 Tm™1)
die Liange [/ der freien Driftstrecken, bei der in beiden Ebenen eine
Punkt-zu-Punkt-Abbildung vorliegt.

1.5 Detektoren

Das in Abb. 1.18 skizzierte Schema eines Streuexperiments wurde in vielen
Untersuchungen der Kern- und Teilchenphysik realisiert. Es hat heute an Be-
deutung verloren, da die meisten Experimente an collidern aufgebaut sind,
die andere Nachweistechniken erfordern. Mit den dort verwendeten, neuarti-
gen Detektoren wollen wir uns daher zunichst beschéftigen. Dann wird aber
noch die Blasenkammer besprochen, die mehr als 30 Jahre eine Hauptquelle
experimenteller Ergebnisse der Teilchenphysik war.

1.5.1 Detektoren an collidern

Ein Detektor in der Wechselwirkungszone eines Speicherrings ist so kon-
struiert, dal er den gesamten Raumwinkel moglichst vollstindig tiberdeckt
(47-Geometrie). Damit wird es moglich, auch komplizierte, inelastische Re-
aktionen mit vielen Teilchen im Endzustand zu analysieren. Der prinzipielle



Querschnitt eines Detektors mit Teilchenpfaden

Strahlrohr
(Mitte)
Spuren-
. kammer
Photon Magnetspule
Neutron l Elektro-

P\

magnetisches
Kalorimeter

Hadron-

Elektron Kalorimeter

Magnetisiertes

] Eisen

Myon-
Kammern

Aufbau eines solchen Detektors ist in Abb. 1.32 dargestellt. Die einlaufen-
den Strahlen verlaufen entlang der z-Achse, die senkrecht zur Papierebene
steht. Der Schnitt ist also in der r¢-Ebene eines zylindrischen Koordina-
tensystems. Die Abb. 1.33 zeigt als konkretes Beispiel den H1-Detektor am
Elektron-Proton-Speicherring HERA.

Der Wechselwirkungspunkt wird hdufig von einem sog. Vertexdetektor
umgeben. Das ist eine spurenempfindliche Kammer mit besonders guter
Ortsauflosung (z. B. 20 um), die direkt das Strahlrohr am Wechselwirkungs-
punkt umschlieBt. Das Strahlrohr soll in dieser Region einen moglichst ge-
ringen Durchmesser haben, typisch etwa 10 cm. Der Vertexdetektor erlaubt
zusammen mit den anderen Spurendetektoren eine genaue Festlegung des
Wechselwirkungspunkts, aber auch das Auffinden des Zerfallsvertex insta-
biler Teilchen. Das B°-Meson mit einer Masse von 5,28 GeV z. B. hat eine
Lebensdauer von 1,53-107!2s. Wenn es mit einer Energie von 22,5 GeV
erzeugt wird, entspricht der durch die Zeitdilatation vergrofierten Lebensdau-
er im Labor eine Flugstrecke von 2 mm. Solche Abstinde von Hauptvertex
und Sekundirvertex konnen mit Hilfe eines Vertexdetektors vermessen wer-
den. Damit wird es moglich, instabile Teilchen zu identifizieren oder die
Lebensdauer neuer, instabiler Teilchen zu bestimmen.

Auf den Vertexdetektor folgt die zentrale Spurenkammer. Sie hat eine ty-
pische Ortsauflosung von 100-500 pm und erfiillt ein relativ grofes Volumen.
Vertexdetektor und zentrale Spurenkammer befinden sich in einem Magnet-
feld. Das Magnetfeld wird von einer zylindrischen Spule erzeugt. Es steht in

1.5 Detektoren

Abb. 1.32

Schnitt durch einen collider-Detektor. Die
z-Achse, die die Richtung der einlaufenden
Teilchen festlegt, steht senkrecht auf der Pa-
pierebene. Die Abmessungen betragen etwa
8 m mal 8 m
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Myon-Kammern
Beton-Abschirmung
Stopfen-Kalorimeter

Strahlrohr

Myon-Kammern

Myon-Kammern
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Abb. 1.33

Ansicht des H1-Detektors am Speicherring
HERA. An seiner Verwirklichung arbei-
teten etwa 300 Physiker mehr als fiinf
Jahre
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R

Myon-Kammern

Richtung der z-Achse, also in Richtung der einlaufenden Strahlen und hat
daher keinen Einfluf} auf die Strahloptik des Speicherrings.

Die spurenempfindlichen Kammern erlauben es, die Trajektorien der ge-
ladenen Teilchen zu vermessen, um so ihren Impuls zu bestimmen. In der
ro-Ebene sind die Teilchenbahnen Kreise mit einem Radius R, der analog
zu (1.143) aus

Pr
R= 1.182
¢[B| ( )
ermittelt wird, worin pr die Impulskomponente des Teilchens senkrecht zur
z-Achse ist. Aus den Ortsmessungen entlang der Bahn wird die Kriimmung




1/R des Kreisbogens berechnet. In der z®-Ebene sind die Teilchenbahnen
Geraden. Nach Messung des Polarwinkels ® 146t sich dann der Impuls aus

pr
lp| =

sin ®@
bestimmen.

Wir wollen kurz auf die erreichbare Impulsauflésung eingehen. Zur Fest-
legung eines Kreises sind ja mindestens drei Punkte erforderlich. In der Lite-
ratur wird gezeigt [Glii63], da3 bei N Ortsmessungen entlang eines Kreisbo-
gens der Lange L der Fehler der Kriimmung fiir N > 10

(1.183)

Oy 720
I/R) = =,/ —— 1.184
o(1/R =T\ 52 (1.184)
betrédgt. Hierbei ist o, der Einzelfehler der Ortsmessung senkrecht zur Spur.
Daraus wird dann mit Hilfe von (1.182) der Fehler in der Impulsmessung zu

o-(pT) _ OxPT 720

= 1.185
PT e|B|L2Y N +4 ( )

abgeleitet. Zu dem hier betrachteten Fehler infolge der fehlerhaften Ortsmes-
sung muf} noch der Fehler aufgrund der Vielfachstreuung hinzugezihlt wer-
den. Eine dhnliche Diskussion ist auch noch fiir den Fehler des Polarwinkels
erforderlich. Da der dominante Fehler aber meistens o (p) ist, verzichten
wir hier auf eine weitere Behandlung, zumal ausfiihrliche Darstellungen in
Lehrbiichern zu finden sind (z. B. [Gru93, Kle05]).

Beispiel 1.3

Wir betrachten einen Detektor mit einem Magnetfeld von 1,6 T. Ein Kreis-
bogen von 1 m Linge wird an 15 Stellen mit einer Ortsauflosung von
400 uym gemessen. Wenn (1.185) den dominanten Fehler darstellt, folgt
fiir den relativen Fehler der Impulsmessung

a(lpl)
[P

wobei der Impuls auf der rechten Seite in der Einheit GeV einzusetzen ist.
Ein Impuls von 200 GeV wird also mit einem Fehler von 100% bestimmt.
Man hat sich angewohnt, diesen Impuls als den maximal nachweisba-
ren Impuls zu bezeichnen, d.h. als den Wert, bei dem gerade noch das
Vorzeichen der Ladung bestimmt werden kann.

=0,5%|p| , (1.186)

An die Spurenkammern schliefen sich die Kalorimeter an. Sie messen
die von den auftreffenden Teilchen deponierte kinetische Energie. Elektro-
nen, Positronen und Photonen bilden in einer dicken Materieschicht einen
elektromagnetischen Schauer aus. Das ist ein Kaskade von Photonen und
Elektron-Positron-Paaren. Weil auch unterhalb der Schwelle der Paarerzeu-
gung die Photonen iiber den Photoeffekt und die Compton-Streuung Energie
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auf die Elektronen des Materials {ibertragen, wird letztlich die gesamte Ener-
gie des eintreffenden Teilchens in Ionisations- und Anregungsenergie des
Detektormaterials iiberfiihrt und kann daher tiber das dabei erzeugte Licht
oder die freigesetzte Ladung gemessen werden.

Hochenergetische Hadronen bilden in einem Block von Materie einen sog.
hadronischen Schauer aus. In dieser Kaskade von Teilchen befinden sich
besonders viele Pionen, aber auch K-Mesonen, Protonen, Neutronen, Kern-
bruchstiicke usw. Wie beim elektromagnetischen Schauer ist die beim Ab-
bremsen des Teilchenensembles freigesetzte Licht- oder Ladungsmenge pro-
portional zur kinetischen Energie des auf den Detektor treffenden Hadrons.

Wenn auch die Schauerbildung typisch fiir die Reaktionen hochenergeti-
scher Teilchen in Materie ist, gibt es doch gewichtige Unterschiede zwischen
hadronischen und elektromagnetischen Schauern. Die fiir die longitudinale
und laterale Ausbreitung eines elektromagnetischen Schauers bestimmende
Materialkonstante ist die sog. Strahlungsldnge X,. Sie bezeichnet die Weg-
lange, auf der die Energie eines Elektrons durch Strahlungsprozesse auf den
Bruchteil 1/e der urspriinglichen Energie abgefallen ist. In Blei z. B. betrigt
die Strahlungsldnge 0,56 cm, in Eisen 1,76 cm. Die theoretischen Grundlagen
werden in Abschn. 3.3.1 behandelt. Im Gegensatz hierzu ist die Dimension
eines hadronischen Schauers durch die schon in Abschn. 1.3.1 eingefiihrte
Wechselwirkungsldnge A gekennzeichnet. In Blei ist sie 17,6 cm, in Eisen
16,7 cm.

Da Xy viel kleiner als A ist, sind elektromagnetische Schauer sehr viel
schmaler und kiirzer als hadronische Schauer. Dies bildet ein sehr niitzliches
Kriterium zur Unterscheidung von Elektronen und Photonen einerseits, von
Protonen, Neutronen und geladenen Pionen andererseits. Neutrale Pionen
spielen eine Sonderrolle: da sie unmittelbar in zwei Photonen zerfallen, bil-
den sie elektromagnetische Schauer. Beim Entwurf eines Kalorimeters wird
man jetzt so vorgehen, daf3 die ersten Schichten fiir den Nachweis elektroma-
gnetischer Schauer optimiert werden, wéahrend die tiefer liegenden Schichten
dem Nachweis der hadronischen Schauer angepal3t werden.

Einer besonderen Uberlegung wert ist hierbei immer die Plazierung der
Spule zur Erzeugung des Magnetfeldes. Da der Bau sowie der Betrieb eines
groflen Magneten sehr teuer ist, stellt eine Spule zwischen den Spurenkam-
mern und den Kalorimetern sicher eine kostengiinstige Losung dar. Der gra-
vierende Nachteil dieser Anordnung ist jedoch, daf sich jetzt eine Schicht
toten Materials vor dem Kalorimeter befindet, deren Dicke sich auch bei Ver-
wendung der Supraleitung kaum unter 0,7 Strahlungslidngen driicken ladBt.
Auf der anderen Seite wird eine Spule auflerhalb des Hadron-Kalorimeters
sehr grof} und demnach teuer. Ein gern gewihlter Kompromif ist daher eine
Spule zwischen dem elektromagnetischen und dem hadronischen Sektor des
Kalorimeters.

Die erzielbaren Energieauflosungen sind je nach Bauart der Kalorimeter
sehr unterschiedlich. Elektronen von 100 GeV konnen heute schon mit ei-
ner Genauigkeit von 1,5 GeV nachgewiesen werden, wihrend fiir Pionen der
gleichen Energie 5 GeV als ein guter Wert gilt. Eine genauere Diskussion
folgt weiter unten.



Der magnetische Fluf} der Spule wird durch einen Eisenmantel geschlos-
sen, der die duBerste Schicht des Detektors bildet. Damit wird erreicht, daf3
im Inneren einer vom Strom / durchflossenen Spule der Linge L und der
Windungszahl » im wesentlichen ein homogenes Magnetfeld der Stirke

pon 1

L
also das Feld einer langen Spule, herrscht. Dieser Eisenmantel wird i. a. in-
strumentiert, d.h. die innere und #uflere Fliche des Mantels wird mit spu-
renempfindlichen Kammern belegt, und es werden Spurenkammern in dafiir
vorgesehene Schlitze des Eisenkorpers gelegt. Damit kann man aus dem Ka-
lorimeter entweichende Restenergie nachweisen und somit die Kalorimetrie
verbessern. Wichtiger ist jedoch die Verwendung des instrumentierten Ei-
senmantels als Myon-Detektor. Myonen nehmen nicht an der starken Wech-
selwirkung teil und sie bilden aufgrund ihrer hohen Masse praktisch keine
elektromagnetischen Schauer. Da sie also ihre Energie nur durch Ionisations-
und Anregungsprozesse verlieren, durchdringen sie leicht die Kalorimeter
und hinterlassen auch in den dufBlersten Detektorschichten klar erkennbare,
lange Spuren.

Soviel zunichst zu den Entwurfsprinzipien moderner collider-Detektoren.
Ganz offenbar spielen Spurenkammern und Kalorimeter eine besonders
wichtige Rolle in diesen Instrumenten. Sie werden daher in den nidchsten
beiden Unterabschnitten noch etwas genauer betrachtet. Andere herausra-
gende Themen wie die elektronische Auslese, die Rekonstruktion der Spuren
aus Bahnpunkten, usw. konnen im Rahmen dieser kurzen Einfiihrung nicht
behandelt werden. Der Leser findet aber gute Darstellungen in neueren Lehr-
biichern [Gru93, Ren92].

|B| = (1.187)

1.5.2 Spurenkammern

Eines der einfachsten Gerite zum Nachweis geladener Teilchen ist die Io-
nisationskammer. Sie besteht aus einem Plattenkondensator, der mit einem
Edelgas als Isolator gefiillt ist. Die beim Durchgang eines geladenen Teil-
chens entstehenden Ladungen aus Elektronen und Ionen des Edelgases wan-
dern zu den Platten und erzeugen so einen Stromimpuls, der zum Nachweis
des Teilchendurchgangs dient.

Diese Anordnung hat aber mehrere Nachteile. Die Ortsauflosung ist durch
die meist relativ groflen Platten beschridnkt und die geringe Driftgeschwindig-
keit der Ionen bedingt lange Sammelzeiten. Am meisten stort jedoch das klei-
ne Signal aufgrund der geringen Ionisation durch das einlaufende Teilchen
(typisch 100 Elektronen/cm). Es ist eine Vielzahl von Detektoren entwickelt
worden, die diese Nachteile vermeiden. Wir teilen sie in zwei Gruppen ein, je
nachdem sie ein hohes Signal durch Gasverstirkung oder durch Verwendung
eines Festkorpers als Isolator erzielen.

a) Detektoren mit Gasverstarkung
Die heute noch am hiufigsten verwendeten spurenempfindlichen Kammern
lassen sich alle auf das seit den 30er Jahren des letzten Jahrhunderts be-
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Abb. 1.34

Prinzip eines Proportionalzdhlrohrs. Von
den primir erzeugten Elektronen breiten
sich tropfenformige Elektronenlawinen aus

]
4l
Abb. 1.35

Prinzip einer ebenen Vieldraht-Proportio-
nalkammer

33Der am CERN titige franzosische Physiker
Georges Charpak (1924-2010) wurde fiir sei-
ne Beitrige zur Detektorentwicklung 1992 mit
dem Nobelpreis belohnt.

kannte Proportionalzdhlrohr (Abb. 1.34) zuriickfiihren. Es besteht aus einem
gasgefiillten Metallrohr, zwischen dessen isolierenden Endkappen auf der
Mittelachse des Rohres ein diinner Draht gespannt ist. Zwischen Draht und
Metallwand wird eine Spannung Uy angelegt, so daf} der Draht als Anode und
das Rohr als Kathode wirkt.

Ionisierende Strahlung, die von auflen in das Zahlrohr eindringt, bewirkt
im Zahlgas (meist Argon) die Bildung von Elektron-Ionen-Paaren. Die Io-
nen driften zur Kathode, die Elektronen zur Anode. Das elektrische Feld in
diesem Zahlrohr steigt in Richtung zur Achse gemaf}

— UO
|E(”)|—m (1.188)

an, wobei r, der Radius des Rohres, r; der Radius des Drahtes und r der
Abstand eines Teilchens von der Mittelachse ist. In der Néhe eines diinnen
Drahtes konnen daher die primir erzeugten Elektronen so beschleunigt wer-
den, dal3 ihre kinetische Energie zur Bildung neuer Elektron-lonen-Paare aus-
reicht. Die Durchrechnung des Problems zeigt, daf} die Zahl der auf diese Art
erzeugten Sekundarelektronen exponentiell ansteigt, es entsteht in unmittel-
barer Nidhe des Drahtes (&~ 20 um) eine Lawine aus Elektron-Ionen-Paaren.
Dieser Mechanismus wird als Gasverstiarkung bezeichnet. Sie 146t sich durch
die geeignete Wahl von Uy so einstellen, dafl die Anzahl der sekundéren
Ladungen proportional zur Zahl der durch das einfallende Teilchen primér
erzeugten Elektron-Ionen-Paare bleibt. Diese Eigenschaft ist besonders wich-
tig, wenn der Energieverlust der einfallenden Teilchen im Zihlgas gemessen
werden soll.

Da die Spannung Uj iiber einen Ladewiderstand angeschlossen wird, er-
zeugt der Strom im Zahlrohr einen Spannungsabfall am Widerstand, der iiber
einen Verstédrker an die nachfolgende Ausleseelektronik weitergeleitet wird.
Ein Elektron bewegt sich im Feld des Zihlrohres aufgrund seiner hoheren
Driftgeschwindigkeit etwa tausendmal schneller als ein Ion. Mit r, = 1 cm
und einer Driftgeschwindigkeit von 5cm/ps dauert das gesamte von den
Elektronen erzeugte Signal etwa 200 ns. Die Anstiegszeit ist noch wesentlich
geringer. Das Signal wird mit dem Differenzierglied aus Kondensator und
Widerstand R4z (Abb. 1.34), dessen Zeitkonstante der Anstiegszeit angepalit
ist, von dem viel langsameren Ionensignal abgetrennt.

In der Friihzeit der Kernphysik konnte man immer nur einzelne Zihl-
rohre benutzen, weil die elektronische Verstirkung und Signalverarbeitung
mit Hilfe der Vakuumrohren die Verwendung von grofien und teuren Geré-
ten erzwang. Die durch die Begriffe Miniaturisierung und Integrierung ge-
kennzeichnete enorme Entwicklung der Halbleiterelektronik seit etwa 1965
erlaubte dann den Einsatz von vielen Zihlern in einem Detektor. Einen be-
sonderen Fortschritt in diesem Zusammenhang bildete die Entwicklung der
Vieldrahtproportionalkammer durch G. Charpak.’® In dieser Kammer sind
die Zihlrohre nicht mehr getrennt, sondern die Anodendrihte sind in ei-
nem gemeinsamen Gasvolumen zwischen den Kathodenebenen aufgespannt
(Abb. 1.35). Der Feldverlauf (1.188) wird in dieser Kammer etwas modifi-
ziert.



Im einfachsten Fall mi3t man das Auftreten eines Signals oberhalb ei-
nes bestimmten Schwelle. Die Ortsauflosung einer solchen Kammer ist dann
durch den Drahtabstand d festgelegt. Nach den Regeln der Fehlerrechnung
betrigt sie

Oy =

(1.189)

3l
Do

also z.B. 0, = 2,9mm bei d = 1 cm. Eine entscheidende Verbesserung die-
ser Auflosung wird in der Driftkammer durch Messen der Zeit zwischen dem
Teilchendurchgang und dem Einsetzen des Signals erreicht. Diese Zeit ist
bei konstanter Driftgeschwindigkeit proportional zum Abstand zwischen der
Teilchentrajektorie und dem Anodendraht. Mit der oben benutzten Driftge-
schwindigkeit und einer Genauigkeit der Zeitmessung von 2 ns ergibt sich
eine Ortsauflosung von 100 um!

Fiir die Entwicklung der Detektoren an Speicherringen war es schliellich
von Bedeutung, daB es gelang, Driftkammern und Vieldraht-Proportional-
kammern auch in Zylinder-Geometrie zu bauen, wobei zur Bestimmung der
rg-Koordinate die Drihte entlang der z-Achse gespannt sind. Eine solche
Geometrie ist natiirlich fiir den oben besprochenen Vertexdetektor und die
zentrale Spurkammer vorteilhaft. In einem modernen collider-Detektor be-
finden sich heute zylindrische und planare Kammern mit weit iiber 100 000
elektronischen Kanélen.

b) Festkorperzahler

Anstelle der Gasverstirkung lassen sich grofle Signale auch durch hohe Pri-
madrionisation in einem dichten Material zwischen den Elektroden einer Io-
nisationskammer erzielen. In einem Isolator sitzen aber die Ionen fest und
auch die Beweglichkeit der Elektronen ist viel zu gering, um einen mef3-
baren Strom zu erzeugen. In Metallen und Halbleitern flieBen schon ohne
Durchgang eines Teilchens grofie Strome. Als Ausweg bietet sich die Ver-
wendung einer in Sperrichtung gepolten Halbleiterdiode an. Das Prinzip ist
in Abb. 1.36 gezeigt.

Mit Phosphor oder Arsen dotiertes Silizium ist ein sog. n-Halbleiter. Die
fiir die Stromleitung verantwortlichen freien Ladungstriger sind die nega-
tiv geladenen Elektronen. Mit Bor oder Indium dotiertes Silizium wird als
p-Halbleiter bezeichnet. Die vom Dotierungsmaterial eingefangenen Elek-
tronen des Siliziums erzeugen Fehlstellen in der elektronischen Struktur des
Siliziums. Diese Locher verhalten sich beim Stromtransport wie positive La-
dungen. Fiigt man eine p- und eine n-Schicht zusammen, rekombinieren die
Locher und Elektronen in der Grenzschicht und es entsteht eine Zone mit
sehr wenigen freien Ladungstrigern, die Verarmungszone. Durch Anlegen
einer Spannung mit dem Plus-Pol am n-Typ wird die Verarmungszone stark
verbreitert, da die negativen Ladungen des n-Typs zur Anode und die po-
sitiven Ladungen des p-Typs zur Kathode wandern. Es flieit nur noch ein
sehr geringer Strom (Sperrstrom), der dem Diffusionsstrom von Lochern aus
dem n-Leiter in den p-Leiter entspricht. Bei Umpolen der Spannung flief3t
ein hoher Strom, da die jeweiligen Majoritdtsladungen sich nun aufeinander
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Abb. 1.36
Prinzip eines Halbleiterzdhlers mit negati-
ven und positiven Ladungstrigern
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Abb. 1.37
Praktische Austfiihrung eines Halbleiterzih-
lers mit Streifenauslese

zubewegen und rekombinieren konnen. Eine pn-Verbindung wirkt demnach
als Diode.

Die Verarmungszone einer in Sperrrichtung geschalteten Diode kann nun
als Detektor eingesetzt werden. Die von einem das Material durchqueren-
den Teilchen erzeugten Elektron-Loch-Paare finden in der Verarmungszone
kaum Partner zur Rekombination. Sie werden im Gegenteil durch das hohe
Feld der iiber der Verarmungszone abfallenden Sperrspannung rasch abge-
saugt und der dadurch erzeugte Strom dient als Signal fiir den Durchgang
des ionisierenden Teilchens. Die Empfindlichkeit eines solchen Zihlers ist
durch den Sperrstrom begrenzt.

Eine praktische Ausfiihrung ist in Abb. 1.37 zu sehen. Als n-Schicht dient
gering dotiertes Silizium mit einer Dicke von ca. 300 pm. Zusammen mit der
Sperrspannung von etwa 100V wird so eine relativ dicker, stark verarmter
Detektor erzeugt. Die p-Schicht ist in Form von diinnen Streifen mit einer
Breite von typisch 20 pm in einem Abstand von 80 pm angelegt. Auf diese
Weise wird eine hohe Ortsauflosung gemif (1.189) erzielt. Die Schichtdicke
von 300 um ergibt zusammen mit der relativ hohen Feldstirke Sammelzeiten,
die nur 20 ns betragen. Die Riickseite des Detektors ist mit einer hochdotier-
ten n-Schicht zur Erzielung guter Kontakte versehen.

Aufgrund des hohen Preises wurden Halbleiterdetektoren in der Elemen-
tarteilchenphysik bisher nur im Bereich der Vertexdetektoren eingesetzt. Die
hohen Teilchenfliisse am LHC erzwingen aber die Verwendung von Halblei-
terdetektoren mit groflen Flichen. Im CMS-Experiment z. B. werden daher
solche Instrumente mit einer Gesamtfliche von ca. 200 m? und mehr als 10
Millionen elektronischen Kanilen eingesetzt.

1.5.3 Kalorimeter

c) Elektromagnetische Kalorimeter

Die Ausbreitung eines elektromagnetischen Schauers in Materie wird haupt-
sdchlich durch zwei Parameter bestimmt: 1. die schon eingefiihrte Strah-
lungsldnge X, und 2. die kritische Energie E.. Ein Elektron mit E > E,
verliert mehr Energie durch Bremsstrahlung als durch Prozesse der Ionisation
und Anregung.

Wir konnen ein stark vereinfachtes Modell eines Schauers bilden, indem
wir ansetzen, daf z. B. ein einfallendes Photon der Energie E im Mittel nach
einer Strahlungslinge in ein Elektron-Positron-Paar konvertiert ist, wobei das
Elektron und das Positron jeweils die Energie £ /2 tragen. Nach einer weite-
ren Strahlungsldnge haben das Elektron und das Positron jeweils die Hilfte
ihrer Energie in Form eines y-Quants abgestrahlt. Jetzt gibt es also ein Elek-
tron, ein Positron und zwei Photonen mit einer Energie von je E /4. Dieser
ProzeB setzt sich fort, bis die Energie aller Teilchen unter E. gefallen ist. In
unserem Modell gilt offenbar

E
E.=

- 2max ’

(1.190)

wobei 11, die Anzahl der Strahlungsldngen ist, bei der die Zahl der Teil-
chen im Schauer (also Elektronen, Positronen und Photonen) ihr Maximum



erreicht. Die Auflosung von (1.190) ergibt

1
Nmax = M s (1191)
In2

die in Strahlungsldngen gemessene Tiefe des Schauers steigt also nur lo-
garithmisch mit der Energie der einfallenden Elektronen an. Die Zahl der
geladenen Teilchen im Schauer ist hingegen im wesentlichen proportional zu
E und daher ist auch die gesamte von allen Teilchen zuriickgelegte Weg-
strecke proportional zu E. Wenn wir weiter ansetzen, daf}3 das emittierte
Licht oder die Zahl der erzeugten Elektron-Ionen-Paare proportional zu die-
ser Wegstrecke ist, erwarten wir, dafl die Energie-Auflosung eines solchen
Detektors der Zahlstatistik folgt, also

of) 1 (1.192)

E JVE

Natiirlich ist das gerade skizzierte Modell sehr primitiv und man mochte
ein besseres Verstindnis der Schauerentwicklung haben. Intensive analyti-
sche Untersuchungen unter Zuhilfenahme der Transporttheorie fiihrten hier
zu wichtigen Ergebnissen. Sie sind z. B. in [Ros65] dargestellt. Das logarith-
mische Anwachsen der Schauerlinge mit der Energie und das 1/+/E-Gesetz
der Energie-Auflosung bleibt in den komplizierteren Modellen jedoch erhal-
ten. Besonders erwihnenswert ist, dal auch die laterale Ausdehnung des
Schauers durch X, und E. beschrieben wird. In einem Zylinder mit dem
Radius 2Ry sind 95 % der Schauerenergien enthalten, wobei Ry der durch

21X,
=

definierte Moliere-Radius (Abschn. 3.3.1) ist. Die kritische Energie ist hier
in MeV einzusetzen.

Es hat sich im Laufe dieser Forschungen auch gezeigt, daf ein elektroma-
gnetischer Schauer ein aulerordentlich komplexes Gebilde darstellt und letzt-
lich nur mit Hilfe der Computer-Simulation theoretisch beherrschbar wird.
Das Programmpaket EGS4 ist heute an allen Labors der Teilchenphysik ver-
fligbar [Nel85] und wird bei der Entwicklung von Kalorimetern intensiv be-
nutzt.

Die bisher gebauten Kalorimeter unterscheiden sich wesentlich durch das
verwendete Material und damit zusammenhingend durch die Methode der
Signalerzeugung. In homogenen Kalorimetern wird gerne Bleiglas als Detek-
tormaterial benutzt. Gemessen wird das von geladenen Teilchen abgestrahlte
Cerenkov-Licht.3* Diese Strahlung tritt immer dann auf, wenn die Geschwin-
digkeit der Teilchen groBer als die Lichtgeschwindigkeit im Medium ist. Bei
einer Detektorlinge von mehr als 20 Strahlungslingen kann eine relative
Auflésung von

o(E) _ a (1.194)

E JVE
mit a = 0,05+/GeV erzielt werden. Noch bessere Auflosungen werden mit
homogenen Kalorimetern aus szintillierendem Material erreicht. Als Beispiel

Ry (1.193)
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sei das Kalorimeter aus Wismutgermanat-Kristallen (BGO) des L3-Detektors
am LEP mit @ = 0,024/ GeV genannt. In sog. sampling-Kalorimetern werden
abwechselnd Schichten aus Absorbern (z.B. Blei oder Eisen) und Nach-
weiselementen aufgebaut. Zum Nachweis dienen u. a. das Szintillationslicht
in fliissigen oder festen Szintillatoren oder die durch Ionisation erzeugte La-
dung in fliissigem Argon. Die erreichbare Auflosung wird durch
a = 0,074/ GeV charakterisiert.

Die Form der experimentell ermittelten Auflosung folgt der theoretischen
Erwartung (1.192). Auffallend ist, daf sie im Gegensatz zur Impulsauflo-
sung (1.186) im Magnetfeld mit hoherer Energie immer besser wird. Dies
ist allerdings nur in gewissen Grenzen der Fall. Zusitzliche Fehlerquellen,
wie Kalibrationsfehler, elektronisches Rauschen, entweichende Energie usw.
fiihren zu einem konstanten Term der Energieauflosung, die i. a. in der Form

o(E) a

15 JE @b (1.195)
angegeben wird. Das Zeichen @ bedeutet, daf die beiden Terme im Sinne
der Fehlerrechnung quadratisch zu addieren sind. Mit b-Werten zwischen
0,01 und 0,02 wird klar, da3 auch bei den besten Kalorimetern oberhalb von
E =100 GeV die Energie-Auflosung durch den konstanten Term dominiert
wird. Diese Details sind theoretisch nur noch in einer Computer-Simulation
nachvollziehbar.

d) Hadronische Kalorimeter

Auch bei der Kalorimetrie der Hadronen wird der Energieverlust durch Ioni-
sation und Anregung aller Schauerteilchen aufintegriert. Da die Dimensionen
dieses Schauers durch die Wechselwirkungsliange A bestimmt werden, sind
sehr grofle Kalorimeter notig. Sie werden daher fast ausschlieBlich in samp-
ling-Technik gebaut, z. B. aus Schichten von Eisen und fliissigem Argon oder
Uran und festem Szintillatormaterial. Typische Kalorimeter enthalten 10 A
Absorbermaterial, wobeli es sich bei collider-Detektoren anbietet, das zur Er-
zeugung eines homogenen Magnetfeldes benotigte Eisen in die Kalorimetrie
einzubeziehen.

Die Schauerlénge folgt auch hier grob einem logarithmischen Anstieg und
die Auflésung dem 1/+/E-Gesetz. Aufgrund der viel groBeren Fluktuatio-
nen der hadronischen Schauer erreichen auch die besten Kalorimeter nur eine
Auflésung von 0,35/+/E (mit E in GeV). Die hohen Fluktuationen sind z. T.
durch das Auftreten von 7° Mesonen im Schauer begriindet. Da diese prompt
in zwei Photonen zerfallen, treten also elektromagnetische Schauer lokal im
hadronischen Schauer auf. Ein weiterer Grund besteht darin, daf3 ein grofler
Teil der Energie des Schauers (bis zu 20 %) nicht nachgewiesen werden kann,
da sie durch Neutronen und langlebige K°-Mesonen weggetragen wird oder
Fragmente von Kernreaktionen im Absorbermaterial steckenbleiben. Diese
fehlende Energie kann teilweise durch Verwendung von Uran als Absorber-
material kompensiert werden. Man macht sich hierbei die Tatsache zunutze,
daf3 bei der Kernspaltung von Uran Energie freigesetzt wird.

Es ist einleuchtend, daBl Entwicklung und Bau eines grolen Kalorimeters
fiir Elektronen, Photonen und Hadronen schwierige, aber auch sehr inter-



essante Aufgaben darstellen. Nicht zuletzt miissen die Entwickler bei ihren
Uberlegungen immer wieder die Kosten im Auge behalten und werden daher
hiufig physikalisch wiinschenswerte Eigenschaften finanziellen Argumenten
opfern.

1.5.4 Blasenkammer

Die Blasenkammer war viele Jahre lang der klassische 4 -Detektor fiir Ex-
perimente mit ruhendem farget am externen Strahl eines Synchrotrons. Ver-
glichen mit Abb. 1.18 sind in einer Blasenkammer target und Detektor in
einem einzigen Gerit zusammengefal3t.

Das Prinzip der Blasenkammer geht auf D.A. Glaser zuriick.* Ein ver-
fliissigtes Gas (z. B. Wasserstoff oder Freon) wird in einem Druckbehilter
nahe dem Siedepunkt gehalten. Kurz vor dem erwarteten Teilchendurchgang
wird das Kammervolumen mit Hilfe eines Kolbens rasch expandiert. Dadurch
wird die Siedetemperatur erniedrigt, die Fliissigkeit befindet sich in einem
iberhitzten Zustand. Die beim Durchgang elektrisch geladener Teilchen er-
folgende Ionenbildung in der iiberhitzten Fliissigkeit fiihrt zum Entstehen
kleiner Blasen entlang der Teilchenspur. Bei der Expansion vergrofern sich
diese Blasen schnell soweit, dafl sie photographiert werden konnen. Da die
gesamte Kammer sich meist in einem homogenen Magnetfeld befindet, ist es
moglich, die Impulse aller Reaktionsprodukte genau zu vermessen.

Die Expansionszyklen einer Blasenkammer werden i.allg. der Impulsfolge
des Synchrotrons, an dem sie aufgebaut sind, angepalit (z. B. etwa 25 s beim
Super-Proton-Synchrotron des CERN). Damit werden viele uninteressante
Ereignisse registriert. Im Gegensatz zu den collider-Detektoren 1a63t sich eine
Blasenkammer nicht triggern, d. h. es ist nicht moglich, sie nur fiir bestimmte
Ereignistypen elektronisch scharf zu machen. Ein weiterer Nachteil besteht
darin, daf} die photographische Registriertechnik einen hohen Zeit- und Per-
sonalaufwand erfordert, um aus den Spuren Orte und Impulse der Teilchen zu
rekonstruieren. Die an den Blasenkammerexperimenten beteiligten Arbeits-
gruppen haben dazu eigene Techniken der Verteilung und Auswertung der
Filme sowie der Zusammenfiihrung der Ergebnisse entwickelt.

Die Entwicklung der Teilchenphysik wurde weitgehend durch die mit Bla-
senkammern erzielten Resultate bestimmt. Als Beispiel sollen hier die Auf-
nahmen und Faksimiles in Abb. 1.9, 4.17 und 6.21 dienen.

1.5 Detektoren

35Diese sehr weitreichende Entdeckung des
amerikanischen Physikers Donald A. Glaser
(1926-2013) wurde 1960 mit dem Nobelpreis
anerkannt.
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Einfiihrung

it Hilfe des Konzepts der Streumatrix S lassen sich Reaktionen der

Quantenmechanik in sehr allgemeiner Form beschreiben. Wenn man
eine Theorie zur Berechnung der Matrixelemente zur Hand hat, inter-
essiert besonders der Zusammenhang zwischen diesen Matrixelementen
und den physikalischen Observablen wie dem Wirkungsquerschnitt und
der Zerfallsrate. Damit wollen wir uns zunichst beschéftigen. Unab-
hingig von einer spezifischen Theorie mufl die S-Matrix aber gewissen
Symmetriebedingungen geniigen, die allein ausreichen, die Form des
Wirkungsquerschnitts festzulegen. Das bekannteste Beispiel ist der Zu-
sammenhang zwischen Teilchenspins und Winkelverteilung. Daher wird
im Anschluff an die Formeln fiir Wirkungsquerschnitte und Zerfallsra-
ten das Symmetriekonzept vorgestellt. Die anschlieBenden Abschnitte
behandeln die Symmetrien der Streumatrix und die daraus folgenden
experimentellen Konsequenzen.'

2.1 Die Streumatrix

Die Idee der Streumatrix fiihren wir ganz pragmatisch am Beispiel eines
Streuexperimentes zwischen zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teil-
chen (Abb. 2.1) ein. Am besten halten wir uns immer das Beispiel der 7 p-
Streuung vor Augen. Das Pion-Nukleon-System vor der Streuung beschrei-
ben wir durch den quantenmechanischen Zustandsvektor |i). In |i) (i =
initial) sind also alle Quantenzahlen des Systems zur Zeit ¢ — —oo enthal-
ten. Zur Zeit t — +oo sei das System im Zustand |i’). Der Ubergang wird
durch den Streuoperator S beschrieben:

iy =S1i) . 2.1

Der Detektor pripariert aus allen moglichen in |i”) enthaltenen Zustinden
einen bestimmten Endzustand | f) (f =final) heraus. Die Wahrscheinlich-
keitsamplitude, | /) in |i") zu finden, ist durch das Skalarprodukt

(fli"Yy=(fISi)=Ssi . (2.2)

also durch die Matrixelemente des S-Operators, gegeben.
In |i’) sind natiirlich auch die ohne Wechselwirkung durchlaufenden Zu-
stinde enthalten, wir konnen daher einen Reaktionsoperator R iiber

S=1+R 2.3)

einfithren. Auf diese Weise wird S in zwei Anteile zerlegt, von denen nur
einer (R) den einlaufenden Zustand |i) dndert. Geméf einer hiufig benutz-
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Allgemeines Diagramm einer Zwei-Korper-
Streureaktion 1+ 2 — 3+ 4. Als Beispiel
wird in diesem Abschnitt die Pion-Proton-
Streuung betrachtet, 7 +p —> 7 + p

IFormal ist dieses Kapitel sicherlich wesent-
lich schwieriger als das vorangegangene. Viele
der in den spiteren Abschnitten des Buches
abgeleiteten Ergebnisse lassen sich auch ohne
genaues Durcharbeiten von Kap. 2 verstehen.
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ten Konvention definieren wir die Ubergangsamplitude oder Streuamplitude
Ty; durch Abspalten weiterer Faktoren von Ry; = ( f|R|i). Diese Amplitude
enthilt die gesamte Dynamik des Prozesses. Falls man eine Theorie der be-
trachteten Reaktion hat, erlauben die zu den Feynman-Graphen gehdrenden
Rechenvorschriften die Berechnung von 7T;. Der Zusammenhang mit Ry; ist
durch

Ry = —i(27)* N1 NaNsNy§* (p1 + pa— p3 — pa) Ty (2.4)

festgelegt. Hierin sind p, die Viererimpulse der beteiligten Teilchen (n =
1,2,3,4) und N,, die Normierungsfaktoren ihrer Wellenfunktionen.

Das Symbol §* bezeichnet das Produkt von vier Diracschen §-Funktionen
mit jeweils einer Komponente der Viererimpulse als Argument. Damit wird
explizit die Energie-Impuls-Erhaltung im Prozel zum Ausdruck gebracht.
Dies wird klar, wenn man sich nochmal an die Eigenschaften dieser Funktion
erinnert. Fiir den interessierten Leser enthélt der Anhang zu diesem Abschnitt
eine Zusammenstellung der wichtigsten Definitionen und Rechenregeln.

2.1 Wirkungsquerschnitte und Streuamplitude
Zur weiteren theoretischen Behandlung unseres Streuexperimentes stellen
wir uns einen Kasten mit dem Volumen V, der Linge Az und dem Quer-
schnitt A vor. In seiner Mitte liege das Target-Proton, und wihrend des Zeitin-
tervalls T trete ein Pion in den Kasten ein. Es handelt sich bei diesem Kasten
um das target der Abb. 1.18, aber mit nur noch einem Proton als Inhalt. Das
zugehorige Reaktionsdiagramm ist in Abb. 2.1 angegeben. Die abgeleiteten
Formeln gelten zunéchst fiir alle Reaktionen mit zwei einlaufenden und zwei
auslaufenden Teilchen, also z. B. fiir die elastische Streuung (1.112) und die
inelastische Reaktion (1.118). Angaben von Winkeln und Impulskomponen-
ten beziehen sich auf ein Koordinatensystem, dessen z-Achse in Richtung des
einlaufenden Pions liegt. Zur einfacheren Handhabung sehen wir zunéchst
vom Spin des Protons ab und behandeln alle Teilchen als Bosonen.

In unserem Gedankenexperimentist g = 1/ V. Das einlaufende Pion habe
die Geschwindigkeit |v;|. Da im Zeitintervall T ein Pion im Kasten sein soll,
ist Ni, = T'|v{|/ Az und daher 148t sich (1.123) in

_ VdNg

vy
umformen. Jetzt mufl d Ny berechnet werden. In der hier betrachteten Konfi-
guration mit jeweils einem Pion und einem Proton ist d Ny gleich der Wahr-
scheinlichkeit fiir die Streuung des Pions. Zu ihrer Berechnung benutzen wir

die ,,goldene Regel* der Quantenmechanik fiir den Ubergang in ein Intervall
von dicht beieinander liegenden Endzustinden:

dN¢ = |Ry; |2 - (Zahl der Endzustinde) . (2.6)

do

2.5)

Ein Teilchen in einem Kasten mit dem Volumen V' und mit Impulsen zwi-
schen p und p 4+ dp kann

Vdip

2= Gny

2.7



Zustinde einnehmen, da man nach Fermi das Volumen des Phasenraumes
(also Vd3p) in Zellen der GroBe h* = (2m#)? aufteilen mu. Eine genauere
Begriindung dieser Abzédhlung findet sich in den Lehrbiichern der Quanten-
mechanik oder Kernphysik, z. B. in [Bet07]. Fiir die untersuchte Streureakti-
on gelangen wir so zu

E Vdps Vd’p,

@) (2n)’
Ein Vergleich mit (2.4) zeigt, daB in |Ry;|* das Quadrat einer §-Funktion
enthalten ist. Das sieht nun wirklich gefihrlich aus, aber mit Hilfe der im

Anhang zu diesem Abschnitt abgeleiteten Formeln (2.79) und (2.80) 148t sich
in einer Dimension

[8(w)]” = 8(w)5(0) (2.9)
ausnutzen.? Jetzt wird noch §(0) durch (2.82) ersetzt. In der Verallgemeine-
rung auf vier Dimensionen gilt daher die Beziechung

VT 54
@m)t
womit schlieBlich die wichtige Beziehung

|Rsi|> = VT ©2r)*$*(p1 + p2— p3 — pa) (N1 NaN3No)?| T |* 2.11)

dN¢ = |Ry;

(2.8)

(84)2 —

(2.10)

zwischen |Ry;| und |Ty; | festgelegt wird.

Von der nichtrelativistischen Quantenmechanik sind wir gewohnt, fiir die
Normierungskonstanten N, ebener Wellen in einem Kasten 1/ V'V anzu-
setzen. In der relativistischen Quantenmechanik wird aber die Schrodinger-
Gleichung fiir freie Bosonen durch

2 0*y

(A—m )y = a2 (2.12)
ersetzt. Diese sog. Klein-Gordon-Gleichung entspricht der relativistischen
Energie-Impuls-Beziehung (1.42).% Sie ist auch in der Ableitung nach der
Zeit von zweiter Ordnung, und daher muf3 der nichtrelativistische Ausdruck
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte durch

R
P—l(w o W) (2.13)

ersetzt werden, wobei das Symbol ,,x* wie tiblich ,.konjugiert komplex* be-
deutet. Die Losung fiir ebene Wellen lautet

Y = Ne 7" (2.14)

mit dem aus dem Energie-Impuls-Vektor p* und dem Ortsvektor

XM= (I) (2.15)
X

gebildeten Skalarprodukt
p-x=Et—px . (2.16)

2.1 Die Streumatrix

2Was bedeutet das Quadrat einer Funktion, die
iiberall verschwindet, aber an einer Stelle un-
endlich groB wird?

3Benannt nach dem Schweden Oskar Benja-
min Klein (1894-1977) und dem Deutschen
Walter Gordon (1893-1939), die diese Glei-
chung unabhingig voneinander fanden. Auch
W. Gordon gehort zu den vielen bedeutenden
Forschern, die in der Nazizeit emigrierten.

83
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4Eine kleine Nachlissigkeit in der Bezeich-
nungsweise sei hier erlaubt: Das Integralzei-
chen auf der linken Seite der Gleichung ver-
langt nur die Integration tiber nicht mehr be-
notigte Variable.

Fir die Normierungskonstanten leiten wir aus dieser Losung (wegen
fpdV = 1) sofort
1
N, = (2.17
V2E,V )
ab, die wir spiter auch fiir Fermionen benutzen werden. Wir bekommen
damit fiir den Wirkungsquerschnitt das Ergebnis

e TP S oyt prm s s L0
4E Eyvy] P P2 B3 Py e 0 2B 2 )
(2.18)

Bei der Auswertung in einem System mit ruhenden Target-Teilchen erhalten
wir

4E1Es|vi| = 4|p,|m; . (2.19)

In einer vom Bezugssystem unabhingigen (d.h. relativistisch invarianten)
Form 146t sich der letzte Ausdruck mit Hilfe der in (1.49) definierten Grofie
S, ebenfalls einfach angeben:

4E\Eslvi| =281, | (2.20)

da ja die Auswertung von S;; im Ruhesystem des Teilchens 2 den Wert
2m,|p,| ergibt. Die Formel fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt lau-
tet daher schliellich

1
do = — | T4 |*dL 2.21
o 2S12| fl| ’ ( )

worin das sog. lorentz-invariante Phasenraumelement d L durch

4’ ps d*py
(27)2E, (21)2E,

definiert ist. Der Beweis der Lorentz-Invarianz von d®p/E, d.h. der Unab-
hingigkeit von der Wahl des Bezugssystem, wird in Abschn. 2.4.1 nachge-
holt.

Mit (2.21) ist ein wichtiger Zwischenschritt in einer relativistisch kor-
rekten Behandlung des Wirkungsquerschnitts erreicht. Er wird durch diese
Formel in drei explizit lorentz-invariante Anteile zerlegt: den FluBfaktor der
einlaufenden Teilchen, das Quadrat des Matrixelements und das Intervall des
zur Verfiigung stehenden Phasenraumes. Um weiter zu kommen, miissen wir
jetzt dL iiber nicht benotigte Variablen integrieren. Am einfachsten geht das
im Schwerpunktssystem der Reaktion. Uber den RiickstoRimpuls des auslau-
fenden Protons kann mit Hilfe der §-Funktion sofort integriert werden. Damit
wird aus (2.22)

dL = 27)*8*(p1 + p2— p3— pa) (2.22)

1 24
/<1L:d:23/—5(151+E2—E3—E4)M , (2.23)

4(2m)? E3E4
worin d2; das Raumwinkelelement des auslaufenden Pions bedeutet.* Jetzt
konnen wir noch iiber den Impulsbetrag des Pions integrieren, der ja auch
durch die iibrigbleibende §-Funktion festgelegt ist. Dies ist insofern nicht



ganz einfach, als diese §-Funktion nur implizit vom Pionimpuls abhingt.
Unter Heranziehung der Regel

/ 5[f(w)]g(w)dw=( ‘ » ) ) (2.24)

die durch Wechsel der Integrationsvariablen, w — f, bewiesen wird, 14t
sich jedoch mit f = E; + E, — E;— E4 also

fzﬁ—\/p§+m§—\/p§+m§ (2.25)
die Relation
d
‘ S| _lpslvs 226,
d|psl =0 EsE,4

ableiten. Mit f = 0 wird der Energiesatz erfiillt. Mit (2.24) und (2.26) wird
(2.23)in

1 |psl
dL =d$2 — 2.27
[ o2 s (2.27)
umgeformt. Dieses Ergebnis hat eine klare anschauliche Bedeutung, die wir
sofort sehen, wenn wir |p,| aus den Massen der auslaufenden Teilchen be-
rechnen (siehe Kasten in Abschn. 1.1.3),

pyl = 2
3 2\/—

Ganz unabhidngig von einer moglichen Massenabhingigkeit des Matrix-
elementes ist die Produktionswahrscheinlichkeit von Teilchen mit hoher
Masse vom Phasenraum her unterdriickt, da |p;| Werte zwischen 0 (fiir
msz +my = 4/s) und /s/2 (bei verschwindenden Massen der auslaufenden
Teilchen) annehmen kann.

Wenn wir auch Sy, in (2.21) durch | p,| ausdriicken, lautet die endgiiltige
Formel fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

(2.28)

do _ 1 |P3| P3\

d2;  64n2s|p,| 7t
woraus fiir die elastische Streuung einfach

do®! 1

- = Tei|?

df2;  64n2s 17l
folgt. Das Quadrat des Viererimpuls-Ubertrags ¢>= t istdurcht = (p; — p3)?
definiert (1.15). Mit Hilfe von

dr = 2|p,||psldcos Os | 2.31)

worin &3 den Winkel zwischen den ein- und auslaufenden Pionen bezeichnet,
formen wir (2.29) und (2.30) in die vielbenutzte Beziehung

>, (2.29)

(2.30)

do 1 |2

== Ty, 232
dr 16n5122|f’ (232

um.’ In dieser Formel treten nur noch explizit invariante GroRen auf.

2.1 Die Streumatrix

SEine von den meisten Physikern gemiedene
pedantische Genauigkeit in der Behandlung
der Vorzeichen verlangt die Anschrift do/d|¢|
auf der linken Seite der Gleichung, da df2
durch sin ®d®d¢ definiert ist.
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Zur Ableitung von (2.32) wurde iiber den Azimutwinkel ¢; integriert.
Dies ist erlaubt, da wegen der Drehimpulserhaltung die Impulse der Reak-
tionspartner eine Ebene aufspannen, und das Matrixelement nicht von der
Orientierung dieser Ebene abhidngen darf. Jetzt soll aber nicht der allge-
meinen Diskussion von Symmetrien vorgegriffen werden. Der neugierige
Leser findet eine andere Begriindung fiir die erlaubten Argumente von 7¥;
in Abschn. 2.4.1.

Schlieflich diskutieren wir die Erweiterung der Formeln auf Fermionen
und andere Teilchen mit Spin. Die ,,magnetischen® Spinquantenzahlen der
ein- und auslaufenden Teilchen bezeichnen wir mit j, . oder j,) 3. Sie bil-
den im Gegensatz zu den Energien und Impulsen einen Satz von diskreten
Quantenzahlen. Die z- oder 3-Achse im Ruhesystem der Teilchen dient hier
als Quantisierungsachse. Fiir jede erlaubte Kombination dieser Zahlen miis-
sen wir T; berechnen, die Indizes i und f beziehen sich jetzt also auch auf
die Spineinstellungen der Reaktionsteilchen.

Wir werden, wie schon gesagt, spiter die Normierungsfaktoren der Fer-
mionwellenfunktionen so wéhlen, daf3 (2.29) auch fiir Fermionen einer gege-
benen Orientierung der Spins den Zusammenhang zwischen Streuamplitude
und Wirkungsquerschnitt wiedergibt. Eine sehr hiufig vorkommende expe-
rimentelle Anordnung ist nun, daf} die einlaufenden Teilchen unpolarisiert
sind, und die Spineinstellungen der auslaufenden Teilchen nicht gemessen
werden. Nach den Regeln der Quantenmechanik wird dann der Wirkungs-
querschnitt durch Mittelung {iber die einlaufenden und Summation iiber die
auslaufenden Spins berechnet,

do 1 |psl 2
— = BN 233
d2; 6472 |p,| il (2-33)

Die Mittelung kann durch ein statistisches Gewicht g in

STl =g 3 1751 (2.34)

Jn).z

berticksichtigt werden. Die Summe auf der rechten Seite l4uft iiber alle kom-
binatorischen Moglichkeiten der Spineinstellungen der Reaktionspartner.
Das Gewicht g berechnet man durch Abzéhlen der moglichen Spinkombina-
tionen der einlaufenden Teilchen und anschlieBende Inversion, also g = 1/2
fiir die Pion-Nukleon-Streuung und g = 1/4 fiir die besonders hiufig vor-
kommenden e~e*t- und pp-Reaktionen, aber auch fiir die Streuung von
Photonen an Photonen.

Beim nochmaligen Durchlesen der Ableitung der Formeln zur Berechnung
des Wirkungsquerschnitts aus der Streuamplitude wird der Leser feststellen,
daB eine Erweiterung auf mehr als zwei Teilchen im Endzustand leicht mog-
lich ist. Sie besteht fiir jedes zusitzliche Teilchen einfach im Hinzufiigen
weiterer Faktoren d? p; /(27)32 E; an das Phasenraumelement (2.22). Die Be-
rechnung des Integrals iiber den Phasenraum kann je nach der funktionalen
Abhingigkeit des Matrixelementes allerdings ziemlich kompliziert werden,
ein besonders einfaches Beispiel werden wir gleich im néchsten Abschnitt
untersuchen.



2.1.2  Zerfallsraten
Zunichst betrachten wir die sog. Zwei-Korper-Zerfille, also z. B. den Zerfall
" — utv,. Der Energie-Impuls-Satz lautet

P=p +p. (2.35)

Das Differential der Zerfallsbreite wird aus (1.133) unter Verwendung von
dN = —N; berechnet,

dNg

dr = —— . (2.36)
vT no
Fiir |Ry;|* gilt jetzt entsprechend (2.11)
|Ryil? = VT @r)*8*(P = p1 = p2)(Np N1 N2 Ty (2.37)

Bei der Auswertung von (2.36) im Ruhesystem eines Zerfallsteilchens der
Masse M leitet man mit ng = 1/V und

(PH) = (M ) (2.38)

0
iiber®
1
dr = —|Ty;|* | dL 2.39
T [ 2.39)

die Formel

ar Lopil 2

— = —|Ty; 2.40

de, 3272 312 il (2.40)
ab, worin natiirlich | p,| = | p,|, der Impuls eines der auslaufenden Teilchen

im Ruhesystem des Zerfallsteilchens, wieder aus (1.48) berechnet wird. Falls
das zerfallende Teilchen keinen Spin hat oder falls man nur den Zerfall un-
polarisierter Teilchen mit Spin J betrachtet, ist keine Achse im Ruhesystem
ausgezeichnet, und dI” kann daher nicht von einem Winkel abhidngen. Wir
diirfen deshalb die Integration iiber d§2 sofort ausfiihren und erhalten als
allgemeines Ergebnis

|pil 2
r= S IT5l 2.41
sz 2] 4D

Das zur Ausfiihrung der rechten Seite benétigte statistische Gewicht fiir ein
zerfallendes Teilchen mit dem Spin J ist klarerweise durch

1
2J +1

g= (2.42)
definiert.

Bei der Untersuchung der Strahlungszerfille von Hadronen (H*— H + y)
ist es manchmal einfacher, analog zu dem Vorgehen der Atomphysik und
Kernphysik eine nichtrelativistische Rechnung (Index NR) durchzufiihren.

2.1 Die Streumatrix

®Das Integralzeichen bezeichnet wieder nur
die Integration {iber nicht bendtigte Variablen.
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Unter Verwendung einer nichtrelativistischen Normierung der Hadronwel-
lenfunktionen (Normierungskonstante 1/+/1) bekommen wir bei Vernach-
lassigung des Energieunterschiedes zwischen ein- und auslaufendem Hadron

ar _ lpil

NR 2
a@ s il @4

Besonders wichtig sind auch die Drei-Korper-Zerfille, man denke nur an
das klassische Beispiel des B-Zerfalls. Der Energie-Impuls-Satz lautet nun

P=pi+prtps (2.44)
und fiir das Phasenraumelement in (2.39) gilt
&’ pi d*py d*ps

(r)2E, 27)2E, 2n)32E;
(2.45)

dL = 2m)*$*(P — p1 — p>— p3)

Wir bleiben im Ruhesystem des Mutterteilchens. Die Integration iiber p; ist
wieder sofort moglich, und die verbleibende §-Funktion §(M — E| — E, —
E5) erlaubt im Prinzip noch eine weitere Integration ohne Beachtung der
Argumente des Matrixelementes. Nach Summierung bzw. Mittelung iiber
die Spins der aus- und einlaufenden Teilchen kann die Summe der Qua-
drate dieser Matrixelemente nur von den Impulskomponenten der Teilchen
im Endzustand abhidngen. Wieviele unabhingige Komponenten gibt es? Um
diese Frage zu beantworten, bedenken wir, daf3 die Impulse der auslaufenden
Teilchen in einer Ebene liegen. Wir haben noch die Freiheit, das Koordina-
tensystem so zu legen, daB z. B. die x-Achse mit einem der Impulse zusam-
menfillt. Dann stehen noch fiinf Komponenten (ndmlich drei Impulsbetrige
und zwei relative Winkel) zur Verfiigung, die aber durch drei Erhaltungssit-
ze der Energie und des Impulses miteinander verkniipft sind. Wir wihlen als
unabhingige Komponenten die Energien £, £, und ziehen die zugehorigen
Differentiale vor das Integral. Das Ergebnis lautet daher zunichst

[Pl P> 1
dL =dE|dE (M —E|—E,— E;)—d£,d$2, , (2.46
/ 4B s ( 1 —Ex— E3) £, 121482 (2.46)
wobei noch
E
dlp| = —dE (2.47)
|p|

benutzt wurde. Wir legen nun den Impuls p, in die z-Achse eines rdumlichen
Koordinatensystems und integrieren iiber alle moglichen Orientierungen der
z-Achse, d. h. iiber d§2; und anschlieend iiber den Azimutwinkel des zwei-
ten Teilchens. Insgesamt ergibt dies einen Faktor 8772, Die verbleibende In-
tegration tiber d cos @, ist nicht so einfach, weil die §-Funktion nur implizit
von ®, abhingt. Um Ej als Funktion von cos ®, zu berechnen, ziehen wir
den Impulssatz Y p, = 0 heran und erhalten

pi=Ppi+p;+2|pllp,lcosO; . (2.48)



Damit liegt auch E3 fest und wir konnen jetzt mit Formel (2.24) weiterarbei-
ten, deren Anwendung das Endergebnis

1
dL = ——dE|dE 2.49
[ 33 E1dE: (2.49)

fiir den Drei-Teilchen-Phasenraum liefert. Mit der oben beschriebenen Sum-
mation und Mittelung tiber die Spins erhalten wir somit das bemerkenswerte
Resultat

sz(Elv EZ) 1 ~—
dE,dE,  641°M Y ITr(ELE)P (2.50)

Jedes Zerfallsereignis 146t sich als Punkt in der £, E,-Ebene darstellen. Die
Punktdichte in dieser Ebene ist offenbar ein direktes Maf fiir das Betrags-
quadrat des Matrixelements. Diese Auftragung nach Dalitz oder Dalitz-Plot-
Methode hat sich als enorm niitzlich in der Untersuchung der Drei-Korper-
Zerfille erwiesen. Die Abb. 2.2 demonstriert, wie die hohere Punktdichte an
bestimmten Stellen direkt die Bildung neuer Resonanzen anzeigt.

Im Fall verschwindender Masse der Teilchen im Endzustand sind die
Grenzen des Dalitz-Plots einfach durch das Dreieck der Abb. 2.3 gegeben,
i. allg. ist aber die Berechnung der Grenzen ziemlich kompliziert. Man erhélt
sie durch Auswertung der Bedingung

|cos®y| <1, 2.51)

wobei cos ©; sich aus (2.48) ermitteln 146t. Zur Bestimmung dieser Grenzen
sind numerische Methoden besonders geeignet, ein Beispiel ist in dem Pro-
gramm dalitz.txt auf der Web-Seite angegeben, dessen Parameter der
Leser nach eigenem Belieben verdndern sollte.

2.1.3 Symmetrien der S -Matrix

Die Erforschung von Symmetrien in den Naturgesetzen ist einer der schons-
ten Zweige der Physik. Die Symmetrien fithren uns zu Erhaltungssitzen und
Aussagen tiber die Struktur der Streuamplitude, deren Giiltigkeit nicht an ein
bestimmtes Modell einer Wechselwirkung gekniipft ist. In der Teilchenphysik
liefert das S-Matrix-Konzept einen besonders einfachen Zugang zu diesen
Uberlegungen. Historisch spielten sie eine besonders wichtige Rolle in der
Zeit vor der Etablierung des Standardmodells. Da heute Feynman-Regeln fiir
alle Wechselwirkungen bekannt sind, treten Betrachtungen iiber die Sym-
metrien der Streumatrix naturgemil in den Hintergrund. Der Leser kann
daher im Prinzip die folgenden Abschnitte zunéchst iibergehen. Das Symme-
triekonzept der Quantenmechanik wird in den entsprechenden Lehrbiichern
ausfiihrlich diskutiert [Gre05, Mes90]. Wem die folgende Zusammenfassung
zu schnell geht, sollte diese Biicher konsultieren.

Die S-Matrix (bzw. der S-Operator) ist unitér, d. h. es gilt

Sst=8Ts =1 (2.52)
oder

sl=g". (2.53)

2.1 Die Streumatrix

E(K%/GeV
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Abb. 2.2

Beispiel fiir eine Dalitz-Auftragung. Unter-

0
(=)
sucht wurde die Reaktion p+p — K +

KT 4+ 7%, Die erhohte Punktdichte be-
weist die Bildung von Kaon-Resonanzen

M E
5 2
Abb. 2.3

Grenzen des Dalitz-Plots fiir den Drei-
Korper-Zerfall in masselose Teilchen
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Die Matrixelemente des adjungierten Operators ST sind hierbei wie iiblich
durch

;= sjf (2.54)

definiert. Fiir das System zur Zeit { — —oo und das System zur Zeit f — 400
gilt damit der Zusammenhang

(i'i"y = (i| STS i) = (i |i) . (2.55)

Physikalisch bedeutet die Unitaritdt der S-Matrix die Erhaltung der Wahr-
scheinlichkeit im Streuprozef: ,,Was hineinlduft, muf} auch wieder heraus-
kommen*.

Im Hilbertraum der Zustinde |i) und | f) betrachten wir nun die Wir-
kung einer beliebigen unitdren Transformation U, wobei die transformierten
Zustande mit dem ,, “-Symbol bezeichnet werden:

uli) =17

ulr)y =1r1)
Der S-Operator transformiert sich unter U gemil der allgemeinen Transfor-
mationsregel fiir Operatoren

’ (2.56)

S=USU" . (2.57)
und daher gilt trivialerweise
(718 |i)= (f1UTUSUTU |i)y = (f| S |i) . (2.58)

Uns interessieren besonders die Fiille, bei denen S invariant unter U ist, also
S =S, was die Bedingung

Uusut=s (2.59)

ergibt. Nach Multiplikation dieser Gleichung mit U jeweils von rechts und
anschlieBender Subtraktion der linken von der rechten Seite folgt hieraus
wegen UTU =1

SU-US =0, (2.60)
was mit
[S.U]=0 (2.61)

abgekiirzt wird. Um die Bedeutung dieses Resultats zu verstehen, untersu-
chen wir infinitesimale Transformationen. Eine infinitesimale unitidre Trans-
formation 14t sich als Abweichung von der Einheitsmatrix 1 schreiben,

U=1-idaF , (2.62)

wobei (2.62) den einfachsten Fall mit einem reellen Parameter da und einem
sog. Generator F der unitdren Transformation U darstellt. Kompliziertere
Beispiele werden wir spiter kennenlernen, aber das Wesentliche siecht man



schon bei der Beschrankung auf (2.62). Beim Sammeln der in do linearen
Terme gilt ndmlich

U'U =1 +idaFT)(1—idaF)

~1+ida(F' —F) (2.63)

und daher
F'=F . (2.64)

Das heif3t, die Generatoren F sind Hermitesche Operatoren. Solche Operato-
ren repréasentieren bekanntlich die meBbaren Grofen in der Quantenmecha-
nik. Aus (2.61) folgt dann mit (2.62) sofort

[S,F]=0, (2.65)

und dies ist ein hochst wichtiges Resultat. Es bedeutet, daf3 die Eigenwerte
von F im Streuprozef$ erhalten bleiben, d. h. es gibt einen Erhaltungssatz fiir
die durch die Operatoren F reprisentierten Mef3grofen.

Am einfachsten sehen wir das an einem Beispiel ein. Es sei F die z-
Komponente des Gesamtimpulses der Reaktionspartner, F' = P., mit den
Eigenwerten P; . und Py, im Anfangs- bzw. Endzustand der Reaktion. Dann
gilt

(fILS. P:]i) = (Pi- — Prz) Sy (2.66)
und wegen (2.65)
Pf,z = Pi,z . (267)

Wir haben also gezeigt, da3 die Impulserhaltung identisch zu einer Symme-
trie der S-Matrix unter der Transformation

U=1-idaP; (2.68)

ist. Jetzt wollen wir die physikalische Bedeutung dieser Transformation noch
etwas niher untersuchen.” Wir werden zeigen, da3 U die durch eine Ver-
schiebung des Koordinatensystems induzierte Transformation ist. Ein Teil-
chen mit der Ortskoordinate z wird durch einen Zustandsvektor |z) beschrie-
ben. In |i) sind natiirlich auch die Ortskoordinaten aller Teilchen enthalten,
liy=1...,z1,22,...), wofiir wir vereinfachend |z) schreiben. Wenn wir nun
unsere Apparatur um ein Stiick Az verschieben, wird der Zustandsvektor zu
|z + Az) mit der Verkniipfung

|z + Az) =U.(Az) |z) . (2.69)
Wegen (2.62) gilt fiir den Generator F, der Verschiebung
—i
Flz)=—(z4+A4z)—|z2)) . (2.70)
Az

Hierbei haben wir do = —Az gesetzt. Im Grenzfall Az — 0 folgt

d
Flz)=—i—lz) . 2.71)
dz

2.1 Die Streumatrix

7Immer wieder lesenswert in diesem Zusam-
menhang ist Diracs Buch iiber Quantenmecha-
nik [Dir81].
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8 Amalie Emmy Noether (1882-1935) gilt als
die bisher bedeutendste deutsche Mathemati-
kerin. Sie emigrierte 1933 in die USA.

also
F.=P, (2.72)
wobei die Operatorbeziehung

P i3 2.73
z =1 dz (2.73)
schon aus der elementaren Quantenmechanik geldufig ist.

Mit den einfachen Mitteln des S-Matrix-Formalismus haben wir so das
beriihmte Noethersche Theorem der Feldtheorie gefunden: Einer Symmetrie
der Wechselwirkung entspricht ein Erhaltungssatz physikalischer Observab-
len.® Beispielsweise folgt die Impulserhaltung aus der Invarianz der Theorie
gegeniiber rdumlichen Verschiebungen, Energieerhaltung aus der Invarianz
gegeniiber zeitlichen Verschiebungen, Drehimpulserhaltung aus der Invari-
anz unter Drehungen. Die Zustinde |i) und | f) geben wir als Eigenzustinde
zu den erhaltenen Operatoren an. Das Studium der Symmetrien zeigt uns da-
her auch einen geeigneten Satz von Quantenzahlen der Elementarteilchen.
Mit diesen Quantenzahlen und den Methoden ihrer experimentellen Bestim-
mung werden wir uns daher noch eine Weile beschéftigen.

2.1.4 Das optische Theorem

Wir haben im letzten Abschnitt die Unitaritét als Erhaltung der Wahrschein-
lichkeit im Streuprozef3 interpretiert. Mathematisch 146t sich allein aus der
Unitaritdtsbedingung eine fundamentale Beziehung zwischen dem Imaginér-
teil der Streuamplitude und ihrem Betrag begriinden. Zur Herleitung im Fall
einer beliebigen 2-Korperreaktion folgern wir zunichst aus S ST = 1

RR" = —2ReR = —2(27)*NiNoN3sNy$* Im T, (2.74)

worin Re und Im fiir Realteil bzw. Imaginérteil stehen. Nun schieben wir die
Vollstidndigkeitsrelation Zf | £)(f| =1 zwischen R und R' auf der linken
Seite und multiplizieren die gesamte Gleichung von links mit (i| und von
rechts mit |i ). Das Ergebnis lautet

> IRsi|? = —2Qr) NI N7$* Im T (0) (2.75)
f

Auf der rechten Seite wurde hierbei noch T;; = T;?il (0) benutzt, T;; ist also
durch die elastische Streuamplitude in Vorwirtsrichtung (& = 0) gegeben.
Dies entspricht anschaulich dem Grenziibergang | ') — |i). AuBerdem gilt in
diesem Fall Ny = N5 und N, = N,. Die formale Summe iiber f auf der lin-
ken Seite muB im Fall der kontinuierlich verteilten Impulse durch das Integral

3 3
f ‘;;T)’? [;ir)’;“ ersetzt werden. Unter Benutzung von (2.4) und der Definition

(2.22) ergibt dies

> / |Tyi|?dL = —2Tm T£(0) (2.76)
k



wobei die Summe auf der linken Seite iiber die verschiedenen moglichen
Reaktionskanile k, also auch iiber die moglichen Werte des Spins der End-
zustiande lduft. Das Integral erstreckt sich hier iiber den gesamten Bereich
der Impulse p; und p,. Durch Vergleich mit (2.21) lernen wir daher, da83
>k f | T |>dL bis auf einen Faktor 25, der totale Wirkungsquerschnitt o,
fiir eine bestimmte Konfiguration der Spins der einlaufenden Teilchen ist,

o, = i T£(0) . (2.77)
Si2

Damit ist das optische Theorem formuliert. ]hm werden wir noch an ver-
schiedenen Stellen des Buches begegnen. Aus der Art der Herleitung wird
klar, daf es auch fiir Endzustinde mit beliebig vielen Teilchen giiltig ist. Im-
mer ist der totale Wirkungsquerschnitt durch die elastische Streuamplitude
der zwei einlaufenden Teilchen in Vorwirtsrichtung gegeben, wobei elastisch
auch bedeutet, daf die Spineinstellungen der Teilchen erhalten bleiben.

Die Namensgebung des Theorems erinnert daran, daf in der Optik die
Abschwichung der Intensitit einer Welle in Materie durch den Imaginarteil
des Brechungsindex beschrieben wird. In dem Lehrbuch Collision Theory
von Goldberger und Watson [Gol64] aber auch in dem schon héufig erwihn-
ten Buch von Jackson [Jac98] findet man eine ausfiihrliche und tiefgehende
Diskussion dieses fiir die Streutheorie eminent wichtigen Zusammenhangs.

2.1.5 Anhang iiber die §-Funktion

Die von Dirac gefundene §-Funktion hat sich als besonders hilfreich beim
Rechnen mit den ebenen Wellen der Quantenmechanik erwiesen. In einer
Dimension (z. B. der Kreisfrequenz w) ist die §-Funktion durch folgende Ei-
genschaften festgelegt: Falls w, auBBerhalb des Integrationsintervalls liegt, gilt

/ 8(w—wy)dw =0 . (2.78)
Hingegen gilt, falls , innerhalb des Integrationsintervalls liegt,’
/S(a)—a)o)dw =1. (2.79)

Man kann sich §(w —wy) als eine Funktion vorstellen, die iiberall ver-
schwindet, auBer bei @y, wo sie unendlich grofl wird. Der damit arg strapa-
zierte Funktionsbegriff zeigt den lockeren Umgang der Physiker mit unendli-
chen GrofBen, aber in der mathematischen Distributionstheorie wird gezeigt,
daf sich mit solchen Distributionen wie mit gewohnlichen Funktionen rech-
nen 1aBt. Eine elementare Zusammenfassung findet man in [Ber80]. Aus
den angegebenen Eigenschaften folgt sofort die sehr wichtige Wirkung der
8-Funktion auf gewohnliche Funktionen g(w)

+o00
/ 8(0— 00)g(@)dw = g(w) - (2.80)

—0o0

2.1 Die Streumatrix

9Diese beiden Eigenschaften charakterisieren
die §-Funktion noch nicht eindeutig. Auch hier
sei wieder ein Blick in das Buch von J.D. Jack-
son und die dort genannten mathematischen
Lehrbiicher empfohlen [Jac98].

93



94  Die Streumatrix und ihre Symmetrien

Abb. 2.4

Die Funktion sin(w7/2)/mw stellt fiir
T = 20s offenbar schon eine recht gute
Anniherung an die §-Funktion dar

Fiir sehr grofe Werte eines Parameters 7" mit der Dimension der Zeit kann
man die §-Funktion durch

p(w) = met/e (2.81)

anndhern. Dies sollte sich der Leser am besten durch numerische Konstrukti-
on klarmachen. Die Abb. 2.4 zeigt ein Beispiel fiir 7 = 20 s. Aus der letzten
Gleichung 148t sich durch Betrachtung des Grenziibergangs w — 0 die fiir die
Manipulation von Formeln mit Potenzen der §-Funktion niitzliche Beziehung

278(0) =T (2.82)
ableiten. Da ¢(w) andererseits die Losung des Integrals

+T/2

1 .
el dy (2.83)

27
—-T/2

ist, ergibt sich daraus

+o00
1 .
S(w) = — / e'dr (2.84)
21

—0o0

als Integraldarstellung der §-Funktion.



2.2 Drehungen in drei Dimensionen

Die im letzten Abschnitt begonnenen Uberlegungen werden wir nun zu-
erst am Beispiel der Drehungen in einem dreidimensionalen kartesischen
Koordinatensystem fortsetzen und dann auf Lorentz-Transformationen und
Poincaré-Transformationen erweitern. Dabei ist es unvermeidlich, daf} ei-
nige neue Begriffe eingefiihrt werden. Sie werden sich fiir die Diskussion
komplizierterer Transformationsgruppen aber als unentbehrlich erweisen.

2.2.1 Drehungen

Fiir die weiteren Diskussionen ist es niitzlich, alle Transformationen ak-
tiv aufzufassen, d.h. wir verschieben oder drehen Objekte in einem festen
Koordinatensystem. Betrachten wir z. B. die Drehung des Ortsvektors x in
Abb. 2.5. Die z-Achse des Koordinatensystems bildet die Drehachse. Nach
der Drehung um einen Winkel ® haben wir den neuen Vektor x’. Die Kom-
ponenten des neuen Vektors lassen sich aus den alten Komponenten durch

x,’( = Rklx; (2.85)

berechnen. Hierin sind die Komponenten x, x;, x3 mit den kartesischen
Komponenten x, y,z zu identifizieren und die Ry; sind die Elemente der
Drehmatrix R. Im euklidischen Raum gibt es keinen Unterschied zwischen
oberen und unteren Indizes, und wie {iblich wird iiber gleichlautende Indizes
summiert.

Fiir den Fall einer aktiven Drehung um die z-Achse (3-Achse) des Koor-
dinatensystems hat R die einfache Form

cos®3; —sin®; 0
R® =|sin®; cos®; 0] . (2.86)
0 0 1

Fiir beliebige Drehungen ist die explizite Form von R natiirlich viel kompli-
zierter, aber alle Drehmatrizen erfiillen die Orthogonalititsrelationen

R™'=R" | (2.87)

wobei das Symbol ,,tr* Transponieren — also Vertauschen von Zeilen- und
Spaltenindizes — bedeutet. Wegen R~ R = 1 (1 steht wieder fiir die Einheits-
matrix) lassen sich die Orthogonalititsrelationen auch in Komponentenform
angeben,

Rix Ry =8 10 (2.88)

Anschaulich besagen die Orthogonalititsrelationen, dafl die Lénge eines Vek-
tors, oder allgemeiner das Skalarprodukt zweier Vektoren, sich bei Drehun-
gen nicht dndert. Das kann man mit Hilfe von (2.88) auch leicht formal
beweisen.

2.2 Drehungen in drei Dimensionen

YA

>
X

Abb. 2.5

Aktive Drehung eines Vektors. In den
mathematischen Formeln werden die Kom-
ponenten (x, y, z) durch (x1, x2, x3) ersetzt

10pyg Kronecker-Symbol §x; nimmt die Wer-
te O fiir k 7 [ und 1 fiir k = [ an.
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YA
P

o\ |

Abb. 2.6
Passive Drehung, d.h. Drehung des Koor-
dinatensystems bei festen Punkten

Fiir die spitere Verwendung geben wir noch die Drehmatrizen fiir Drehun-
gen um die 1- bzw. 2-Achse des Koordinatensystems an:

1 0 0
R =10 cos®, —sin®, | , (2.89)
0 sin®; cos®;

und

cos®, 0 sin®,
R® = 0 1 0 ) (2.90)
—sin®; 0 cos®,

Fiir praktische Rechnungen braucht man manchmal die passiven Transfor-
mationen, also z. B. die Koordinaten des Punktes P in einem gedrehten Koor-
dinatensystem (Abb. 2.6). Die zugehorigen Matrizen hingen auf elementare
Weise miteinander zusammen,

RPS = R 2.91)

Wir haben bisher als Beispiel immer die Drehung des Ortsvektors behan-
delt, es ist aber ohne weiteres klar, dafl ein zu (2.85) analoges Transforma-
tionsgesetz mit der gleichen Drehmatrix fiir alle Vektoren des euklidischen
Raumes (also z. B. Teilchenimpulse) gilt.

2.2.2 DieDrehgruppe
Die soeben definierten Matrizen bilden eine Gruppe. Es ldft sich einfach
beweisen, dal} sie die Gruppenaxiome erfiillen, d. h. also:

1. Es existiert ein Produkt: Das Produkt zweier Drehmatrizen ist wieder eine
Drehmatrix. Anschaulich entsprechen ihm zwei hintereinander ausgefiihr-
te Drehungen.

2. Es existiert ein Einselement, die Einheitsmatrix. Anschaulich entspricht
dem Einselement eine Drehung um 0, 27, 4r, ....

3. Es existiert das inverse Element R~' = R'. Anschaulich gehort hierzu die
Drehung zuriick um den gleichen Winkel.

4. Es gilt das assoziative Gesetz, man kann also Drehungen beliebig zusam-
menfassen z. B.(R{R;) R; = R (R, R3).

Aus den Orthogonalitdtsrelationen 146t sich fiir die Determinante der or-
thogonalen Matrizen R die Relation

det R =*£1 (2.92)

ableiten. Matrizen mit det R = —1 beschreiben Drehungen mit einer zusétz-
lichen Spiegelung am Koordinatenursprung. Diese schliefen wir zunéchst
aus und bezeichnen als Drehgruppe die Gruppe der speziellen (det R = +1)
orthogonalen Matrizen in drei Dimensionen. Sie hat die Bezeichnung SO3.
SO3 ist nicht kommutativ. Das Resultat zweier hintereinander ausge-
fiihrter Transformationen ist i. allg. von ihrer Reihenfolge bestimmt. Solche
Gruppen bezeichnet man als Nicht-Abelsche Gruppen. SO3 hingt von drei



kontinuierlichen Parametern ab. Wegen der geometrischen Bedeutung der
Drehungen ist dies sofort klar. Formal folgt die Behauptung aus der Tatsa-
che, daf} es sechs linear unabhéngige Orthogonalitétsrelationen fiir die neun
Matrixelemente gibt. Als Parameter kann man z. B. die Richtung der Dreh-
achse (zwei Richtungswinkel) und den Drehwinkel um diese Achse wihlen.
Manchmal ist es aber auch vorteilhaft, die in der klassischen Mechanik viel-
benutzten drei Eulerschen Winkel zu nehmen. Gruppen, die wie SO3 von
endlich vielen kontinuierlichen Parametern abhéngen, heiflen Lie-Gruppen.
SO3 ist also eine Nicht-Abelsche Lie-Gruppe.

Wir betrachten nun infinitesimale Drehungen, diese miissen sich als kleine
Abweichungen von der Einheitsmatrix darstellen lassen. Eine infinitesimale
Drehung um die 3-Achse hat daher z. B.die Form:

R®(dO)=1-1dOD; . (2.93)

Wir bezeichnen D3 als Generator der Drehung. Durch Anwendung der Klein-
winkel-Nédherung kann man durch Vergleich mit (2.86) sofort die Relation

0-10
D;=i|ll1 0 O (2.94)
000
ableiten. Analog folgt fiir die Generatoren Dy, D,
00 O
D =i{00 —1 (2.95)
01 0
und
001
D,=i|l 0 00] . (2.96)
-100

Eine infinitesimale Drehung um eine beliebige Achse, die durch den Rich-
tungsvektor n gegeben ist, schreibt sich dann

R™(d®) = 1—idOn; D;
=1-idOnD . (2.97)

In (2.97) sind die d®n; = d®); die drei Parameter der Drehung. Wenn wir
m infinitesimale Drehungen hintereinander ausfiihren, ist die zugehorige
Drehmatrix durch R™ (m d®) = (R™(d®))" gegeben. Man erhilt so im
Grenzfall m — oo fiir eine endliche Drehung um den Winkel ® = md®
infolge der Identitit

lim (1—19110) = ionD (2.98)
m—00 m

das wichtige Resultat
R™ (@) =e 10D (2.99)

auf welches wir noch hiufig zuriickgreifen werden.

2.2 Drehungen in drei Dimensionen

97



98

Die Streumatrix und ihre Symmetrien

Da SO3 keine Abelsche Gruppe ist, sind auch die Matrizen D; nicht
vertauschbar. Sie geniigen aber einfachen Vertauschungsrelationen

[Di, Dj] = iE,’jka s (2100)

wobei g der total antisymmetrische Tensor ist, d. h. 153 = 1 und ¢;;, =0,
wenn zwei Indizes gleich sind, ¢;;x = 1 bei einer geraden Permutation von
(1,2,3) und g; ik = —1 bei einer ungeraden Permutation von (1,2, 3). Damit
gilt z. B.

[D1,Ds] =DiDy—D,D,
—iD; . (2.101)

Wegen der Nichtvertauschbarkeit der D; ist auch die vom Rechnen mit ge-
wohnlichen Zahlen geliufige Regel €0 = e®e? nicht erfiillt, also

e i(@1D14+02D2) £ (=iO1D1=102D; (2.102)

2.2.3 Darstellungen der Drehgruppe

Ein System von Teilchen, das wir z. B. durch die Angabe seiner Ortskoordi-
naten x; kennzeichnen, wird im quantenmechanischen Zustandsraum durch
einen Vektor beschrieben, der u. a. auch die Information iiber diese Koordi-
naten enthilt,

W)=l ...xi,...) . (2.103)

Nach einer Drehung R gehért zu dem System ein neuer Zustandsvektor |y')
mit

W) =UR) |¥) . (2.104)

Man sagt, durch R wird eine unitire Transformation U(R) induziert. Insbe-
sondere gelten folgende Abbildungsregeln:

Aus
R — U(R) (2.105)
folgt
RiR>; — U(R)U(R»)
R'SURYHY=UYR) (2.106)
1—>1.

Die letzte Beziehung besagt, dal die Einheitsmatrix im Ortsraum auf die
Einheitsmatrix im quantenmechanischen Zustandsraum abgebildet wird.

Die Gesamtheit der unitidren Matrizen U bildet eine Darstellung der Dreh-
gruppe SO3. Die Basisvektoren des Vektorraums, in dem U wirkt, spannen
den Darstellungsraum auf. Wir wollen nun zunichst diese Basisvektoren fin-
den.



Aus der Isomorphie der oben definierten Abbildung folgt fiir eine infinite-
simale Drehung

U(n,d®) =1-idOn; j; (2.107)
und fiir die Generatoren J; der Transformation U

[]Ai, f/] = i€ijkfk . (2.108)
Die physikalische Bedeutung der Operatoren j; kann man sofort erkennen.
Da (2.108) die wohlbekannten Vertauschungsrelationen des Drehimpulses
sind, identifizieren wir die j; mit den drei Komponenten des Drehimpuls-
operators J. Um Verwechslungen zu vermeiden, kennzeichnen wir Drehim-
pulsoperatoren mit dem Hut-Symbol und ihre Eigenwerte mit Normalschrift.

Zur Konstruktion der moglichen Darstellungsraume kénnen wir die Ergeb-
nisse der Quantenmechanik des Drehimpulses iibernehmen. Da der Operator

2 A2 A2 A2

JT=h Tt (2.109)
mit jeder seiner kartesischen Komponenten j; kommutiert, lassen sich zu
72 und einer der miteinander nicht vertauschbaren Komponenten (wir wih-
len j3) gemeinsame Eigenvektoren |j; j3) finden. Diese Eigenvektoren span-

nen den Darstellungsraum auf. Die Dimension d des Vektorraumes bzw. der
Darstellung ist durch

d=2j+1 (2.110)
gegeben, wobei j die Werte
=0 ! 1 > (2.111)
J=0,=1,=, ... .
22

annehmen kann. Das zu einem festen Wert von j gehorende Multiplett von
Vektoren |j; j3) enthilt die 2j + 1 moglichen Werte von s,

s=—ji—j+ 1) . (2.112)

Die Eigenwertgleichungen lauten fiir den Operator des Betragsquadrats des
Drehimpulses

Pl =iG+D1j:ja) (2.113)
und fiir die z-Komponente
Bl =Jslizjs) - (2.114)

Aus den beiden iibrigen Operatoren j; und j, bildet man die Linearkombi-
nationen

Jx=j%ij . (2.115)

Diese haben die schone Eigenschaft, als ,,Leiteroperatoren* im Multiplett zu
wirken, d.h. sie transformieren die einzelnen Basisvektoren eines gegebe-
nen Vektorraumes ineinander. Physikalisch sind sie daher unentbehrlich zur
Beschreibung von Wechselwirkungen. Im einzelnen gilt fiir den Drehimpuls

Jeljij3) =axljijzxl) (2.116)

2.2 Drehungen in drei Dimensionen
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mit

ar =V FGEh+1) . (2.117)

Die Herleitung der letzten Gleichung ist in den Lehrbiichern der Quantenme-
chanik (z. B. [Mes90, Gre05, Rol02]) im Kapitel tiber die Quantentheorie des
Drehimpulses zu finden.

Verallgemeinerung

Die Gleichungen (2.107)—(2.117) gelten in dhnlicher Form fiir viel kom-
pliziertere Lie-Gruppen, insbesondere fiir SU2,SU3, SUS5. Dies sind
die Gruppen spezieller unitdrer Transformationen in zwei, drei und fiinf
Dimensionen. Sie spielen in der Teilchenphysik eine zentrale Rolle.
Ausgehend von der infinitesimalen Transformation

U =1—idag Fx (2.118)
gewinnt man die Vertauschungsrelationen
[Fi, Fj] = ciji Fi (2.119)

der Generatoren Fy. In (2.118) und (2.119) kann k die Werte 1,2, ..., p
annehmen, wobei p die Anzahl der reellen Parameter o ist, von denen
die Gruppe abhéngt. (Fiir SO3 gilt p = 3.)

Durch (2.119) ist eine Lie-Algebra der p Generatoren Fj definiert, die
¢jjk sind die Strukturkonstanten der Lie-Algebra. Fiir die von uns betrach-
teten Beispiele sind sie total antisymmetrisch, solche Lie-Algebren und
die dazugehorigen Gruppen heifien halbeinfach und kompakt. Der Begriff
,.kompakt“ bezieht sich auf die Tatsache, dal die Parameter der Gruppe
reell und beschrénkt sind.

Von den p Generatoren werden i.allg. r miteinander vertauschbar
sein, d.h. die rechte Seite von (2.119) verschwindet. Wir bezeichnen
diese Generatoren, die physikalisch wieder die gleichzeitig meBbaren Gro-
Ben reprisentieren, mit F,,qg = 1,...,r. Die Zahl r heilit der Rang der
Lie-Algebra (r =1 fiir SO3). Das Racah-Theorem der Gruppentheo-
rie sagt aus, dal halbeinfache und kompakte Gruppen daneben r sog.
Casimir-Operatoren C, besitzen. Diese Casimir-Operatoren sind dhnlich
dem Operator j2 in (2.109) aus den F; gebildete Bilinearformen, die
miteinander und mit den £, kommutieren.

Die simultanen Basisvektoren zu den C, und den F, spannen den Vek-
torraum der Darstellung auf. Wie im Fall von SO3 ist die Dimension des
Raumes eindeutig durch die Eigenwerte der Casimir-Operatoren gegeben.
Innerhalb einer gegebenen Darstellung (Multiplett) unterscheiden sich die
Eigenvektoren durch die Eigenwerte zu den F.

Jetzt wollen wir uns der Aufgabe zuwenden, die Matrizen U(R) expli-
zit zu konstruieren. Die Abbildungsgesetze (2.106) haben die unmittelbare



Konsequenz, daf3 eine endliche unitdre Transformation sich wegen (2.99) als
Un,®) = e 10mJ (2.120)

schreiben 14Bt. In den Gleichungen (2.107)—(2.117) sind alle Informationen
enthalten, die wir zur Berechnung der Komponenten

Gt [v') =Y (i S| UR) 1 js) (s s ) (2.121)
J3
der Transformation (2.104) benétigen. Besonders einfach berechnet man die

Elemente von U(R®), d. h. der unitiren Transformation, die durch eine Dre-
hung um die z-Achse induziert wird:

(J,J3/| 010373 1j:j3) = e_ij3@35,'§j3 ) (2.122)
Fiir praktische Rechnungen werden ebenso die
dj) (©) = (ji 3|72 |1 j) (2.123)

immer wieder benotigt. Es sind reelle Funktionen eines Winkels @, die durch
drei Indizes gekennzeichnet sind. Eine Zusammenstellung dieser Funktionen
in der Notat.ion di, M ist in der Tabelle 2.1 zu finden. Die d,,, geniigen den
Orthogonalititsrelationen

/ dﬂgledAg’{Médcos@ = 2J2+ 28280ty Baty (2.124)
und erfiillen die Symmetrierelationen

dips = (D" M diy (2.125)
und

diprag = dy_pr - (2.126)

Es ist sehr beeindruckend, daf mit Hilfe dieser Funktionen alle U(R) be-
rechnet werden konnen. Dazu schauen wir uns die Abb. 2.7 an. Eine beliebige
Rotation des ungestrichenen Koordinatensystems in das gestrichene System
kann mit Hilfe der drei Euler-Winkel («, B, y) in drei aufeinanderfolgende
Rotationen zerlegt werden. Begonnen wird mit einer Drehung um den Win-
kel @ um die z-Achse, d.h. Oy wird nach Ou gedreht. Eine Drehung um
die neue Hilfsachse u mit dem Drehwinkel B bringt Oz nach OZ. Schliel3-
lich folgt die Rotation y um die Z-Achse, diese bringt Ou nach OY. Die
zugehorige unitdre Transformation

U(R) — e_inZ e_iﬁfu e_iafz (2127)

ist natiirlich nicht sehr niitzlich, aber nach einigen Umformungen [Mes90]
gelangt man zu dem schonen Resultat

U(R) = e*iolfz e*iﬂfy e*iVJAz . (2.128)

2.2 Drehungen in drei Dimensionen

Tabelle 2.1
Tabelle der d AJ,[/ s (©)-Funktionen

J M M diy,

0

D= 19—

—_ = =

W N[W W N[W NIW jw

NN NN NN

0

(SIS

O = = =

D= N[= W N[W W W

[l S IR NS TR \S T ST )

0 1

1 [
5 cos 3
1 _n@
5 sin =2

1 %(l+cos@)
0 —% sin @
—1 %(l—cos@)

0 cos ©

% %(1 + cos ®) cos %

% —%(1 + cos ©) sin %
—% %(l—cos@)cos%
—% —%(l—cos@)sin%

% %(3005@—1)c05%
—% —%(3cos@+1)sin%

2 }T(l + cos ©)?
1 —%(l+cos@)sin@
0 Ysin?e

—1 —%(l—cos@)sin@

—2 %(1 —cos ©)?
1 $(14+cos@)(2cos O-1)
0 —\/gsin@cos@

—1 %(l—cos ©)(2cos O+1)
0 % cos? O — %
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1.Schritt: Oy —Ou
Rotation um z-Achse

Abb. 2.7
Konstruktion einer beliebigen Drehung aus
drei aufeinander folgenden Drehungen

|
|
|
|
T >» y
|
N

X

Abb. 2.8
Drehung eines Vektors m aus der z-Achse
in die Richtung ©, ¢

Tabelle 2.2
Tabelle der Kugelflichenfunktionen

I m Y"
1

00 —=

10 ,/%cos@
11 —,/%sin@eid’

5 (3.2 1
20 e (5 cos= @ — 5)
2 1 — % sin O cos Oel®
2 2 % sin? Oei2®

Y
u
2.Schritt: Oz > 0Z 3.Schritt: Ou— OY X
Rotation um u-Achse Rotation um Z-Achse
Fiir die Matrixelemente von U wird die Abkiirzung
(/: 55| Uljsds) = D}y, (@ B.y) (2.129)
benutzt und mit Hilfe von (2.123) ergibt sich
DY, (o, B,y)=e"3q7, (B)e Vs . (2.130)
J3J3 7373

Besonders hiufig hat man die Aufgabe, einen Vektor aus der z-Achse in die
Richtung &, ¢ zu drehen (Abb. 2.8), d. h. die Rotation R(¢, @, y) durch-
zufithren, wobei y ersichtlich einen beliebigen Wert annehmen kann. Der

Konvention von Jacob und Wick [Jac59] folgend, setzen wir y = —¢ und
bekommen damit
DI, (¢, 0,—¢) =e U] (@) . (2.131)
J3J3 J3J3

Fiir ganzzahlige j und mit j; = 0 sind diese Matrizen mit den bekannten
Kugelflichenfunktionen iiber

i 47T xi/
Joo_ I3 @
D}, = ‘/2]. Y e.9) (2.132)

verkniipft. Eine Zusammenstellung der niedrigsten Kugelfiichenfunktionen
in der von der Kernphysik gewohnten Notation Y;"(©, ¢) findet sich in Ta-
belle 2.2. Die Symmetrierelation

Y, = ()Y (2.133)

wird sich noch als besonders wichtig bei der Diskussion der Paritit (Ab-
schn. 2.5) herausstellen.

Damit sind nun einige Hilfsmittel fiir die in den folgenden Kapiteln durch-
gefiihrten Rechnungen zusammengestellt, und wir beweisen zum Schlufl
noch die bekannte Tatsache, daf} alle Zustiinde eines Multipletts energetisch
entartet sind. Wenn S mit j vertauscht, gilt wegen der engen Verwandtschaft
des Hamiltonoperators H mit dem Streuoperator S auch

[H,j]=0 . (2.134)



Energie und Drehimpuls haben also simultane Eigenvektoren | E, j, j3). Fiir
den Energieecigenwert eines Zustandes |E’, j, j3 — 1) gilt

. | . .
H|E' j js—1)= —HJ-|E.], j3) (2.135)
und wegen (2.134)
E=E. (2.136)

Ganz dhnlich lduft der Beweis auch im Fall komplizierterer Lie-Gruppen.

2.2.4 Drehgruppe und halbzahlige Spins

Die Quantisierungsbedingung (2.111) kann man allein aus den Vertau-
schungsrelationen (2.108) gewinnen. Dies wird in der Quantenmechanik des
Drehimpulses [Gre05, Mes90] ausfiihrlich diskutiert. Die unitdren Transfor-
mationen (2.120) wirken also in Vektorraumen geradzahliger und ungerad-
zahliger Dimension, d. h. in Rdumen, die zu halbzahligen bzw. ganzzahligen
Werten von j gehdren. Die Matrizen D/ zu halbzahligem j sind aber eigent-
lich gar keine Darstellungen der Drehgruppe. Dies sieht man am einfachsten
durch Studium der Darstellung (2.122) fiir @3 = 27,

(g3l e jujs) = P8y, 137

Fiir ganzahlige Werte von jj ist dies die Einheitsmatrix, wie es wegen der
Abbildungseigenschaft (2.106) auch sein muf}! Fiir halbzahlige js tritt aber
ein Vorzeichenwechsel auf, und wir miissen streng genommen die dazu geho-
renden D/ als Darstellungen der Drehgruppe ausschlieBen. Wenn auch diese
Matrizen keine Darstellungen der Drehgruppe sind, haben sie jedoch immer
noch eine grofe physikalische Relevanz, da halbzahlige Spins ja offenbar in
der Natur realisiert sind.

Als Physiker konnte man nun sagen, daf die Physik des Drehimpulses
durch die Angabe der Lie-Algebra (2.108) vollstindig beschrieben ist. Die
Frage nach der Zuordnung der Matrizen (2.129) zu Darstellungen der Dreh-
gruppe erscheint dann von zweitrangiger Bedeutung. Es ist aber trotzdem
sehr interessant zu untersuchen, ob eine Gruppe existiert, zu der alle D/ ei-
ne Darstellung bilden. Eine solche Gruppe gibt es in der Tat, es ist die SU 2,
die Gruppe der speziellen unitidren Transformationen in zwei Dimensionen.
Wir werden sie in Abschn. 2.8 noch griindlich diskutieren. Zur Erlduterung
des Zusammenhanges zwischen SU2 und SO3 dient ohne weitere forma-
le Beweise Abb. 2.9. Jeder Matrix aus SU?2 wird eindeutig eine Drehmatrix
zugeordnet, zu je einer Matrix aus SO3 gehoren aber zwei Elemente von
S U?2. Naheres hierzu findet man in der mathematischen Literatur [Wae74].
Die Zuordnung zwischen SO3 und den D/ zu ganzzahligem j ist umkehr-
bar eindeutig, ebenso die zwischen SU?2 und den D-Matrizen zu beliebigen
Werten von j.

Unentbehrlich ist die Kenntnis der Darstellungsmatrizen zu j = 1/2. Aus
der Definition

1
~0
2

j (2.138)

2.2 Drehungen in drei Dimensionen

SU2 S0O3

J
DM 'M
halbzahlig  ganzzahlig
Abb. 2.9

Der Zusammenhang von SU2, SO3 und
den Matrizen D/
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lassen sich die beriihmten Paulischen Spinmatrizen

01 0 —i 10
o) = (1 o)’ 0y = (i Ol), 0y = (0 _1) (2.139)

gewinnen. Die Darstellung der Leiteroperatoren
1
Jt = 5(01 +ioy) =04 (2.140)

ist dann durch

A 01 N 00

gegeben. Die Drehmatrizen (2.120) geniigen einer Form
@ e e
TIFNT — cog (3) 1—isin (3) no | (2.142)

die sehr an das Rechnen mit gewohnlichen komplexen Zahlen erinnert. Sie
148t sich mit Hilfe von

(on)* =1 (2.143)

leicht beweisen. In diesen Formeln bedeutet 1 wieder die zweidimensionale
Einheitsmatrix. Fiir die Drehmatrizen (2.131) erhalten wir unter Benutzung

der Funktionen dﬁll/,zM mit M', M = +1/2 aus Tabelle 2.1

_ [ cos(©/2) —e¥sin(0/2)
Dl/z_(ei"’sin(@/Z) cos(©/2) ) (2.144)

Ein wichtiges Beispiel ist die Drehung um ¢ = 7/2, ® = /2, die einer Ro-
tation der z-Achse in die y-Achse entspricht. Zustdnde, deren Spin entlang
der y-Achse quantisiert ist, bezeichnen wir mit | 1) bzw. | ) und erhalten
so als Zusammenhang mit den Zustidnden, deren Spin entlang der z-Achse
eingestellt ist,

(2.145)

d. h. die Transformation der Basisvektoren ist durch die Spalten der Drehma-
trix gegeben.

2.2.5 Produkte von Darstellungen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Tatsache, da} zu einer Sym-
metrie der S-Matrix erhaltene Operatoren gehoren. Fiir das Beispiel des
Drehimpulses bedeutet dies, daB bei der Reaktion zweier Teilchen mit den
Drehimpulsen j ;) und j ) der Gesamtdrehimpuls

A



in einer Reaktion erhalten ist, also gilt fiir die Matrixelemente T¢; die Bedin-
gung
(Jf;J3,f|T|Jl';J3’,’):8_]/_]’-8‘]3./]3.’- (J,J3|T|J,J3) . (2147)

A2 A
Hierin sind die |J; J3) Eigenzustdnde zu J und J3, wobei nach den Geset-
zen der Drehimpulsaddition

J=jn+io.Jot+ie—1 . lio—Jjol (2.148)
und
J3=jma+jeas (2.149)

erfiillt sein muf3. Die Symbole j;) und j;) 3 in (2.148) und (2.149) bezeich-
nen die Betrags- und Richtungsquantenzahlen der Einzeldrehimpulse.

Systeme wechselwirkender Teilchen werden durch Produkte von Darstel-
lungen beschrieben. Im Fall des Drehimpulses sind die Basisvektoren des
Produktraumes durch die direkten Produkte |j1y; j1)3)|j2): j2).3) gegeben,
die Dimension dieses Raumes ist also d = (2j(1y + 1)(2j2) + 1). Das Ergeb-
nis (2.148) besagt dann, dal der Produktraum in (irreduzible) Teilrdume zu
jeweils einem festem Wert von J zerfillt. Betrachten wir als Beispiel die
Streuung eines p-Mesons (Spin 1) an einem Proton (Spin 1/2) bei verschwin-
dendem Bahndrehimpuls. Da J die Werte 3/2 und 1/2 annehmen kann,
zerfillt die Produktdarstellung also in eine zwei- und eine vierdimensionale
Darstellung, in Formeln

2®3=24 . (2.150)

Fiir die Darstellungsmatrizen bedeutet dies, daB sie in Blocken diagonalisier-
bar sind, die Abb. 2.10 macht dies fiir das von uns gewihlte Beispiel klar. Die
zu den einzelnen Blocken mit festem J gehorenden Transformationsmatrizen
sind wieder durch (2.129) gegeben. Mit ihrer Hilfe kann man jeden Vektor
im Unterraum erreichen. Auch die direkte Anwendung der Leiteroperatoren
auf die Basisvektoren der Darstellung ist sehr lehrreich. Die Leiteroperatoren
fiihren konstruktionsbedingt Vektoren mit unterschiedlichen Werten von J
nicht ineinander tiber. Die Unterrdume sind irreduzibel.

Jeder Zustand |J; J3) kann als Linearkombination der direkten Produkte

ljy: Jay3) i@ j2).3) angegeben werden,

|J:J3) = ZC(J, J3ijay s i i@a) limios) liees)
J1).3

2.151)

wobei j(z) 3 durch (2.149) festgelegt ist. Die Koeffizienten C sind die sog.
Clebsch-Gordan-Koeffizienten, die fiir alle praktisch wichtigen Félle in den
Veroffentlichungen der PDG tabelliert sind. Die wichtigsten Koeffizenten
sind in Tabelle 2.3 zu finden.

Das einfachste Beispiel ist hier natiirlich die schon in der Atomphysik viel
benutzte Zusammensetzung zweier Spin 1/2-Zustidnde zu J = 1, 0. Darstel-
lungstheoretisch untersucht man die Ausreduktion

2®@2=143 . (2.152)

2.2 Drehungen in drei Dimensionen

Abb. 2.10
Blockdiagonale Produktdarstellung
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Tabelle 2.3
Die wichtigsten Clebsch-Gordan-Koeffizi-
enten

Die Notation folgt dem Schema:

J J
J3 J;

Jn,3 j@).3
Jh3 J@).3

Koeffizienten

Jeder Koeffizient ist mit einem Wurzelzeichen zu versehen,
also wird z.B. —1/2 zu —/1/2

1
2x2 I —
[+12 +12] 1 0 0
+12 —172 |12 121
—1/2 +172 | 172 =172 |-1
| 12 -1 1
3/2
X 2
3 +3/2 3/2 1/2
[+1 +1/2 +1/2  +1/2
+1 —1/2 13 2/3 32 1)2
0 +1/2 23 —173 | —12 —12
0 —1/2 23 13 | 32
-1 41,2 13 —2/3 |-3/2
| -1 12 1
2
3x31 .3 2 1
[+1 1] 1 +1 41
+1 0 12 12 2 1 0
0 41 12 —1/2 0 0
+1 -1 16 12 1/3
0 0 |23 0 —1/3 2 1
-1 41 | 16 —12 ap | P -1
0 —1 12 12 2
—1 0 12 —1/2 | -2
| 1

Die Basisvektoren der irreduziblen Unterrdume der Produktdarstellung sind

hier durch

|0;0)

(05 -

159)13))

(2.153)



und
L1y =1Hh)
11:0) = = (12157 +159)13)) (2.154)
11 -1) = |F)F)

gegeben, wobei wir zur Vereinfachung die Spin 1/2-Zusténde nur durch ihre
Jj3-Quantenzahl gekennzeichnet haben.

Die Ausreduktion fiihrt zu einer starken Einschrinkung der Anzahl der
moglichen Matrixelemente Ty;. Es gilt ndmlich der wichtige Satz, daB3 der
Wert des Matrixelements (J; J3|7T|J; J3) in (2.147) nicht von J5 abhingt. Es
ist ja

1
(ils=UT ] J3—=1) = ——=(J: s =1|TJ_|J: J3) . (2.155)
a—(J3)
und wegen
it =J (2.156)
gilt
J; 3= TJ_|J;J3) = ———({J; J3—1 babYa J;J
a,(J3)( 3—1] |/ J3) a,(J3)(( 3= J)T |J; J3)
oy (J3—1)
=—7—7(]; s T|J; J3) .
S AT

Aus (2.117) liest man aber 4 (J3 — 1) = a—(J3) ab, und daher folgt
(i Js—=UT |J:J3=1)=(J: 5| T |J: J3) . (2.157)

In unserem Beispiel der pp-Streuung braucht man also anstelle von sechs nur
zwei Matrixelemente zu berechnen, da es nur die Multipletts mit J = 3/2
und J = 1/2 gibt. Auch dieses wichtige Ergebnis reicht weit iiber die Dreh-
gruppe hinaus. Fiir die noch zu besprechenden Gruppen SUN gilt eben-
falls, daB3 die 7-Matrixelemente nur von den Eigenwerten der die Darstellung
kennzeichnenden Casimir-Operatoren abhidngen.

2.1 Zeigen Sie, dal Skalarprodukte von Vektoren im euklidischen Raum
invariant gegeniiber Drehungen sind.

2.2 Berechnen Sie die Elemente a’j]é s fiir j =1/2 mit Hilfe der
Gleichung (2.142).

2.3 Zeigen Sie durch Anwendung der Leiteroperatoren j+ auf den Zu-
stand |0; 0), daB dieser nicht in einen Zustand mit J = 1 tiberfiihrt
werden kann.

2.2 Drehungen in drei Dimensionen
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2.3 Drehungen und Verschiebungen
in vier Dimensionen

2.3.1 Lorentz-Transformationen

Die spezielle Relativititstheorie untersucht die Transformationen zwischen
bewegten Koordinatensystemen. Zur Bestimmung der aktiven Transformati-
on betrachten wir ein Teilchen, das sich in einer Apparatur mit der Geschwin-
digkeit u entlang der z-Achse eines Koordinatensystems bewegt. Die zu-
néchst ruhende Apparatur wird jetzt mit der Geschwindigkeit § in z-Richtung
verschoben. Dadurch erfihrt das Teilchen einen Geschwindigkeitszuwachs.
Fiir die neue Geschwindigkeit u’ nach diesem sog. ,,Lorentz-Boost*“ gilt —
entsprechend dem Additionstheorem der speziellen Relativititstheorie —

,_utp
u = .
14+ up

Unter Benutzung der Beziehungen £ = m/~1—u2, p = mu/~1—u? und
der entsprechenden Gleichungen fiir £/ und p’ folgt dann fiir die Gesamt-
energie E' bzw. den Impuls p’.

(2.158)

E'=y(E+Bp:) (2.159)
p.=y(BE+p:) (2.160)
mit
1
y=—— (2.161)

Fiir die anderen Impulskomponenten gilt trivialerweise

Py =Dy (2.162)
und
L= Dy . (2.163)

Aufgrund (2.159)—(2.163) sind die Komponenten A’} der Transformations-
matrix einer aktiven Lorentz-Transformation fiir eine Verschiebung entlang
der z-Achse festgelegt. Der obere Index bezeichne die Zeile, der untere die
Spalte. Fiir irgendeinen Vierervektor (als Beispiel nehmen wir den Viererim-
puls p* mit der Identifikation p° = E, p' = p, usw.) gilt also

pt=Ak,p’ (2.164)
mit
y 00 By
0100
A= 001 o (2.165)
By 00 y
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Den meisten Lesern ist wohl die passive Lorentz-Transformation vertrauter.
Ein Koordinatensystem (x’, z’) bewege sich mit der Geschwindigkeit 8 ent-
lang der z-Achse eines Systems (x,z) (Abb. 2.11). Dann gilt z. B. fiir die
Zeit-Raum-Koordinaten eines Punktes P

XM= Ar,xV . (2.166)

Aktive und passive Transformationen hingen auf sehr einfache Weise mit-
einander zusammen:

Al = (ATHE (2.167)
also in unserem Beispiel
y 00 =By
A= 8 (1) (1) 8 (2.168)
—By 00 y

Beispiel 2.1

Mit Hilfe der Matrix (2.168) folgt fiir die Transformation von Energie und
Impuls zwischen bewegtem (Index ) und unbewegtem System:

E'=yE—yfp:

2. = s

Py =Dy

P, =—YBE +yp: . (2.169)
Umgekehrt gilt

E =yE' +yBp,

Px =Dy

Py =Dy

p-=VBE +yp, . (2.170)

Vertiefung

Besonders einfach werden die Lorentz-Transformationen fiir die Summen
und Differenzen

'+ =@y FyB)t+2) (2.171)

und entsprechend z.B. fiir E’ £ p.. Mit der Definition y = cosh y folgt
yB = sinh y und unter Ausnutzung der Darstellung der Hyperbelfunktio-
nen durch Exponentialfunktionen

y+yB=e" . (2.172)

YA

=
>
S

*~

=
L
Z

Abb. 2.1

Zur passiven Lorentz-Transformation. Die
Koordinaten des Punktes P im bewegten
System werden aus den Koordinaten im
unbewegten System durch eine Lorentz-
Transformation bestimmt
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Man bezeichnet y als rapidity oder Rapiditdt und die schone Beziehung
'tz =eTX (it +2) (2.173)

148t sich sogar relativ leicht auswendig lernen. Fiir ein bewegtes Teilchen
der Geschwindigkeit 8 gilt wegen (1.13) E &£ | p| = (y £ yf)m und daher
folgt mit (2.172) die Beziehung

E+|p|=em | (2.174)

welche auch durch eine Lorentz-Transformation (boost) vom Ruhesystem
ins Laborsystem abgeleitet werden kann. Jetzt interpretieren wir y als die
Rapiditét eines Teilchens und finden

1. E+|p|

=—In .
2 E-|pl

(2.175)

2.3.2 Die Poincaré-Gruppe

Unter dem Begriff der allgemeinen Lorentz-Transformationen werden alle
Matrizen A zusammengefalit, die das Skalarprodukt zweier Vierervektoren
invariant lassen,

a-b=a-b. (2.176)

Diese Transformationen lassen sich also als Drehungen in einem vierdimen-
sionalen Raum betrachten.

Beim Rechnen mit Vierervektoren miissen wir sorgfiltig zwischen kon-
travarianten (Index oben) und kovarianten Komponenten (Index unten) un-
terscheiden. IThr Zusammenhang ist durch

a, :gl}_vav 2.177)

gegeben. g, ist der metrische Tensor, der sich in einem Zeilen- und Spalten-
Schema als

1 0 0 O
0-10 O
— (oMY —
@) ==y 0 -1 o (2.178)
00 0 -1
schreiben 1dBt. Das Skalarprodukt ist definiert als
a-b=a"b,
=a"'b’g,, . (2.179)
und daher folgt fiir a’ - b’
a-b' = gu A A ga®bP (2.180)

Die Invarianzbedingung (2.176) bringen wir in die Form

a-b'=agh? | (2.181)
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was zur Bedingung
guw A e A"p = gup (2.182)

fiihrt.

Diese Relationen entsprechen den Orthogonalititsrelationen (2.88) des
letzten Abschnitts, und in der Tat bilden die Drehmatrizen R eine Teilmenge
der Lorentz-Transformationen:

1 0
Ap = (0 (R)) , (2.183)

wobei in der letzten Gleichung (R) eine dreidimensionale Matrix bedeu-
tet. Die Transformationen der speziellen Relativititstheorie bezeichnet man
in diesem Zusammenhang als eigentliche Lorentz-Transformationen, genau-
er gesagt als orthochrone eigentliche Lorentz-Transformationen, da fiir sie
neben

det A = +1 (2.184)
noch
A% >1 (2.185)

gilt. Die letzte Bedingung folgt unmittelbar aus y > 1. Die Poincaré-Trans-
formationen schlieflich sind die allgemeinsten linearen Transformationen
in vier Dimensionen, die hier betrachtet werden. Sie enthalten neben den
Lorentz-Transformationen zusétzlich die Verschiebungen, also

XM= AF XY +al (2.186)

Den Zusammenhang der Verschiebungen mit Impuls- und Energieoperatoren
haben wir schon im einfiithrenden Abschn. 2.1.3 diskutiert.

Vertiefung

Eine prominente Invariante der Relativitatstheorie ist das (infinitesimale)
Abstandsmal3

ds? =dr? —dx?—dy*—dz? . (2.187)

Im Ruhesystem mit dx,dy,dz =0 ist ds durch das Intervall dz der
Eigenzeit gegeben. In einem System, in dem sich das Teilchen mit
der Geschwindigkeit 8 bewegt, klammern wir d¢?> aus und bekommen
ds? = dr*(1 — %) und daher

df = ydr | (2.188)
die Zeitdilatation fiir ein bewegtes Teilchen. Mit Hilfe des Differentials dt
kann man jetzt einen Vektor der Vierergeschwindigkeit bilden
_dxt
~odr
dessen Komponenten sich bei Benutzung von (1.13) durch die Kom-
ponenten des Viererimpulses ausdriicken lassen, also u° = E/m und

|u| = |pl/m.

ut (2.189)
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2.3.3 Darstellungen der Poincaré-Gruppe

Auf einen formalen Beweis der Gruppeneigenschaften der Poincaré-Trans-
formationen wird hier verzichtet. Ebenso fiihrt eine systematische Diskus-
sion der Darstellungen der Poincaré-Gruppe weit iiber den Rahmen dieses
Buches hinaus, und ich mul} den interessierten Leser daher auf die Lite-
ratur [Gas75, Wei00, Cos12] verweisen. Gliicklicherweise kann man aber
das Resultat intuitiv als Erweiterung der Ergebnisse des letzten Abschnitts
verstehen.

Es gibt zwei Operatoren, die jede Darstellung kennzeichnen. Es sind Mas-
se m und J?, das Betragsquadrat des Spins. Jedes Teilchen wird demnach in
Multipletts eingeordnet, die eindeutig durch die zugehoérigen Quantenzahlen
m und j gekennzeichnet sind. Teilchen mit endlicher Masse unterscheiden
sich innerhalb des Multipletts durch ihren Impuls p und der j;-Komponente
des Spins entlang einer willkiirlich gewihlten Achse, z.B. der z-Achse im
Ruhesystem des Teilchens. Sie werden also durch

[¥)=I|m.j; p.Jjs3) (2.190)

beschrieben. Dies sind sechs Quantenzahlen. Der Impuls p wird entwe-
der durch die drei kartesischen Koordinaten p,, p,, p. oder durch Betrag
und Richtung (| p|, ©, ¢) in einem Kugelkoordinatensystem beschrieben. Der
physikalischen Fragestellung besser angepaBt, ist haufig eine Basis, die durch
| p| und die Quantenzahlen /, /3 des Bahndrehimpulses charakterisiert wird,

V) =1Im,j; |pl.l. 15, j3) . (2.191)

Der Ubergang zwischen der durch |p) und ||p|,,[3) gekennzeichneten Ba-
sis bedeutet physikalisch die Entwicklung eines Impulszustandes nach Dre-
himpulsen. Die Entwicklungskoeffizienten werden durch die Kugelflichen-
funktion Y/3 (®, ¢) (Tabelle 2.2) bestimmt, da dieser Reihe im Ortsraum die
Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugelflichenfunktionen entspricht. In
Formeln erhalten wir also das Resultat

p) =) cullpl.l.1s) (2.192)
1,13

mit
cy =Y"(6.¢) . (2.193)

Ein fiir die Teilchenphysik besonders geeignetes Verfahren zur Behand-
lung der Drehimpulse besteht darin, anstelle der festen Koordinatenachse
im Ruhesystem die Flugrichtung der Teilchen als Quantisierungsachse zu
nehmen. Die Helizitdt A ist als Projektion des Gesamtdrehimpulses eines
Teilchens auf seine Flugrichtung definiert. Quantenmechanisch folgt daraus,
daB es einen Helizitdtsoperator

o P
|p|

mit den Eigenwerten A gibt. Da der Bahndrehimpuls L = x x p keine Kom-
ponente in Richtung von p hat, sind diese Eigenwerte durch die 2 + 1 Spin-
komponenten beziiglich der Achse p gegeben.

(2.194)
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Einer der Vorteile des Helizititsformalismus besteht in der Anwendung
auf masselose Teilchen. Fiir solche Teilchen existiert kein Ruhesystem. Pho-
tonen und Neutrinos beschreibt man daher immer durch die Helizitdtszustin-
de

l¥)=10,7; p,A) . (2.195)

Die theoretische Untersuchung zeigt nun, daB fiir masselose Teilchen A nur
die Werte 4+ annehmen kann, also 4-1/2 fiir Neutrinos und 41 fiir Photo-
nen. Die an sich vom Spin 1 des Photons her erwartete dritte Einstellmog-
lichkeit (A = 0) fehlt. Dieses formale Resultat ist in Ubereinstimmung mit
der aus der klassischen Physik gewohnten Tatsache, daf} elektromagnetische
Wellen nur in zwei transversalen Polarisationsrichtungen auftreten. Rechts-
bzw. linkszirkular polarisierten Wellen entsprechen Photonen mit A = 41
und A = —1.

Auch fiir Teilchen mit Masse ist der Helizitdtsformalismus in vielen An-
wendungen vorteilhaft, da gemifl der Definition (2.194) A rotationsinvariant
ist und auch bei der Transformation ins Ruhesystem seinen Wert nicht @ndert.
Zu beachten ist allerdings, da3 das Vorzeichen von A wechselt, falls sich das
Vorzeichen von p édndert: Fiir den iiberholenden Beobachter dndert sich die
Helizitit des tiberholten Teilchens von A zu —A.

Zustinden aus zwei Teilchen ohne Spin ordnen wir zunidchst Wellen-
funktionen |my, my; p,, p,) zu. Wie in der klassischen Mechanik wird aber
die (triviale) Bewegung des Schwerpunkts abgespalten und nur der Anteil
|/s; p) weiter betrachtet, wobei jetzt p der Impuls eines der beiden Teil-
chen im Schwerpunktssystem der Reaktion ist (z. B. p; = p, p, = —p). Fiir
Zweiteilchenzustdnde mit Spin muff man die beiden Spins mit dem relati-
ven Bahndrehimpuls kombinieren. Eine niitzliche Alternative ist auch hier
wieder der Helizititsformalismus. Unter Weglassung der Werte der Casimir-
Operatoren wird jetzt ein Einteilchenzustand durch | p, A) und Zweiteilchen-
zustinde durch die direkten Produkte |p,,A;)|p,,A,) beschrieben. Im
Schwerpunktssystem bilden die Zusténde ||p|, @, ¢, A1, A,) eine geeignete
Basis zur Diskussion von Systemen aus zwei Teilchen. Fiir viele Rechnungen
ist jedoch der Wechsel zu einer Basis | /s, J; | p|, J3, A1, A2) von Helizitits-
zustidnden sinnvoll, die zusitzlich Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses
sind. In der fundamentalen Arbeit von Jacob und Wick [Jac59] wurde auch
dieses Problem gelost. Die beiden Beschreibungen sind durch

||p|7 @7¢7117A'2)
2J +1
=D\ ar Pin (@ 0.=9)IN5. T pl Ts h o) (2.196)
J,J3

miteinander verkniipft, wobei zusitzlich
A=A1—Ay (2.197)

benutzt wurde. Fiir ganzzahlige J und A = 0 sind die Entwicklungskoeffizi-
enten natiirlich identisch zu den ¢;;, der Gleichung (2.193).

Soviel zur Kinematik im Helizitdtsformalismus. Wir werden spéter sehen,
dafl mit Hilfe der Helizitdt auch die Dynamik einer Reaktion einfacher zu
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beschreiben ist, da im Grenzfall hoher Energien die uns bekannten Wechsel-
wirkungen die Helizitdt an den Vertices der Feynman-Graphen erhalten!

2.4 Anwendungen

Eine andere Uberschrift dieses Abschnitts konnte ,,Die Poincaré-Gruppe in
der Praxis* lauten. Es werden in loser Folge typische Probleme der Teilchen-
physik behandelt, bei denen es immer wieder um Koordinatentransformatio-
nen und Ausnutzung der Lorentz-Invarianz geht. Eine zentrale Bedeutung hat
hier die Bestimmung des Spins von Teilchen aus Winkelverteilungen.

2.4 Kinematik der Zwei-Korper-Reaktionen
Die Viererimpulse der Streureaktion in Abb. 2.1 sind nicht unabhéngig von-
einander, sondern unterliegen der Energie-Impulserhaltung

Di+pr=p3+ps . (2.198)

Die 16 Komponenten p! werden durch diese vier Bedingungen also auf
zwolf reduziert. Meistens liegt die Identitéit der Teilchen fest, d. h. die Mas-
sen sind bekannt und die Energien werden iiber E = +/ p? 4+ m? berechnet.
Es bleiben daher noch acht unabhingige Komponenten. In einem typischen
Streuexperiment sind aber auch die einlaufenden Impulse p;, und p, be-
kannt, es reicht also aus, die Winkel @, ¢ des Teilchens 3 zu messen, um
die Streureaktion kinematisch vollstdndig festzulegen. Das Koordinatensys-
tem wird i. allg. so angeordnet, daf} die Streuebene durch ¢ = 0 definiert ist.
Der Experimentalphysiker mifit also nur den Streuwinkel & (des Pions in
unserer Beispielreaktion) und kann die anderen Impulskomponenten daraus
berechnen.

Die Durchfiihrung dieser Rechnung ist leider oft ziemlich kompliziert.
Einfache Formeln gelten fiir den Fall, dal die Massen m; und m3 vernach-
lassigt werden konnen, wie z. B. in der Reaktion

e +p—oe +AT . (2.199)

Durch Quadrieren von p; 4+ p, — p3 = p4 erhilt man bei Vernachlidssigung
der Elektronenmasse

(P1=p3) +2p2-(pr—p3) =Mz—M, . (2.200)

Das Quadrat des Viererimpulsiibertrags zwischen ein- und auslaufendem

Elektron wird (1.19) entnommen. Im Fall eines ruhenden Target-Protons

(p, = 0) gilt dann fiir die Energie des auslaufenden Elektrons
2E\M,+M}—Mj

"~ 2M,+2E(1—cos®3)

E; (2.201)

Bei Streureaktionen mit mehr als zwei Teilchen im Endzustand miissen in-
folge der o.a. Abzihlung fiir jedes zusitzliche Teilchen bei bekannter Masse



alle drei Impulskomponenten gemessen werden, um die Reaktion kinema-
tisch vollstdndig festzulegen. Dies wird auch aus der Struktur des invarianten
Phasenraumelements (2.22) klar, und es ist jetzt an der Zeit, die Invarianz von
d?p/ E zu beweisen.

Fiir die Umrechnung von Differentialen in verschiedenen Bezugssystemen
gilt bekanntlich

dp.dp,dp. = D;dp.dp,dp. . (2.202)
Hierin ist D die Jacobi-Determinante, also hier
p, 9py ap!
ape Ope Ops
Dy = % % B_pg . (2.203)
dp, dp, dpy
p, 9py ap!
E ap: a_pz
Bei Drehungen ist D ; = 1, dies ist unmittelbar anschaulich klar, da das Volu-

men eines Korpers sich bei Drehungen nicht dndert. Es kann aber auch unter
Verwendung der Rotationsmatrizen, z.B. (2.86), schnell formal bewiesen

werden. Wir konzentrieren uns daher auf spezielle Lorentz-Transformationen.

Auch hier reicht es aus, die Transformation (2.169) zu untersuchen, mit dem
Resultat

dE
Dy=y—yB TR (2.204)
p:
Wegen 0E /dp, = p,/E wird daraus D; = E’/E, also
d3pl d3p
e 2.205
7 Z ( )
Aus dieser Invarianz folgt zunéchst
dE'd2 = %dEd.Q (2.206)
und daher
d  |p'|dE’ (2207)
d2’  |p|dE '

Vertiefung

Mit Hilfe der Jacobi-Determinante ist es leicht, die Invarianz des
vierdimensionalen Volumenelements d*x = drdxdydz zu beweisen,
d*x’ = d*x. Insbesondere gilt fiir eine Lorentztransformation entlang der
z-chse dt'dz’ = dtdz. Nach Division dieser Gleichung durch dz wird
daraus u°dz’ = u%dz oder E’dz’ = Edz. Demnach ist EA*V eine rela-
tivistische Invariante. Gerade haben wir gelernt, daB d3p/E invariant ist,
jetzt folgt durch Multiplikation mit £d3V, daB auch d*Vd? p, das Pha-
senraumelement der statistischen Mechanik, eine relativistische Invariante
ist.

2.4 Anwendungen
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Die letzte Beziehung hilft uns, die Umrechnung der Raumwinkel einer
Zwei-Korper-Reaktion in gegeneinander bewegten Bezugssystemen zu fin-
den. Nach dem Ersetzen von p. in (2.169) durch |p| cos ® findet man sehr
schnell

de2 _ ylp'|
4’ p2

(lp|—EBcos®) . (2.208)

Wenn das System mit den gestrichenen Impulsen das Schwerpunktssystem
ist und das ungestrichene ein System mit ruhendem Target, wird |p’| iiber
(1.48) einfach aus den Massen berechnet und | p| wird als Funktion von ®,
z.B. aus (2.201), gewonnen.

Die Lorentz-Invarianz 148t sich auch bei Uberlegungen iiber die allgemei-
ne Form der Streuamplitude heranziehen. Da diese selbst invariant ist, kann
sie (u.U. separat fiir jede Einstellung der Spins oder Helizitdten) auch nur
von Invarianten, die aus den Impulsen p; gebildet werden, abhingen. Die
moglichen Invarianten sind

DL D3 D3. D3+ PL- D2y DL D3y P Pas P2- 3. P2 Pas P3-Pa - (2.209)

Die ersten vier GroBen sind die Massen der beteiligten Teilchen. Wir fassen
diese nicht als Variable auf, sondern als diskrete Parameter der Reaktion.
Von den verbleibenden sechs Skalarprodukten sind wegen der Energie- und
Impulserhaltung nur zwei linear unabhéngig, wir wéhlen p; - p, und p; - ps,
oder das Quadrat der Schwerpunktsenergie

s=(pi+p2)’ (2.210)
und das Quadrat des Viererimpuls-Ubertrags

t=q¢>=(p—ps)’ . (2.211)
Der Viererimpuls-Ubertrag auf das RiickstoBteilchen

u=(p1—ps)’ (2.212)

ist davon nach Voraussetzung nicht unabhéngig. Zwischen diesen sog. Man-
delstam-Variablen besteht die niitzliche Beziechung

s+itu=Yy mi . (2.213)

Im Schwerpunktssystem und in einem System mit ruhendem Target lassen
sich s und ¢ als Funktionen von E| und dem Streuwinkel ®3 angeben, man
schreibt daher oft

Ty = f(E1. O3) . (2.214)

2.4.2 Zwei-Korper-Zerfille

Besonders einfache Verhiiltnisse liegen vor, falls ein Teilchen in einen Zwei-
Korper-Endzustand zerfillt. Die auslaufenden Teilchen haben im Ruhesys-
tem des Zerfallsteilchens entgegengesetzt gleiche Impulse, p; = —p,. Die
Kugelkoordinaten von p, werden wie iiblich durch | p|, ©, ¢ bezeichnet. Die



Quantisierungsachse des Spins des zerfallenden Teilchens ist die z-Achse
(3-Achse) im Ruhesystem.

Wenn das zerfallende Teilchen keinen Spin hat oder sich nicht in einem de-
finierten Polarisationszustand befindet, ist der Zerfall im Ruhesystem isotrop.
Fiir die Zerfallswinkelverteilung in diesem System gilt dann

dr

o= const . (2.215)

Meistens zerfallen die untersuchten Teilchen im Fluge. Um die isotrope Win-
kelverteilung im Ruhesystem nachzuweisen, mufl man noch nicht einmal
die Laborimpulse in dieses System transformieren, da (2.215) zu einem sog.
Kastenspektrum der Energie im Laborsystem (Abb. 2.12) fiihrt.

Man kann ja ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf die
Lorentz-Transformation (Abb. 2.12a) in das Laborsystem entlang der
z-Achse erfolgt. Dann berechnen wir gemif (2.159) die Energie E| eines
der Zerfallsteilchen im Laborsystem

EiLab =YE1+yB|p|cos O | (2.216)
differenziert bedeutet dies
dE|Lap = yB|pldcos O . (2.217)
Damit ergibt sich
dr = const , (2.218)
dE) Lab

also ein Kastenspektrum (Abb. 2.12b) der Zidhlrate dN/d E),;, innerhalb der
Grenzen

Emax,min = J/El + yﬂlP' . (2219)

Zur Berechnung der Winkelverteilung beim Zerfall eines Teilchens, das sich
im Zustand |J; J3) befindet, mul man die Amplitude

Ty =(|pl,O, ¢, A1, A| T |m, J; J3) (2.220)
b
a YA an A
i dEy,,
_—— =
P,
@ - .
% E\p
p,

2.4 Anwendungen 117

Abb. 2.12

(a) Definition des Koordinatensystems und
der Lorentz-Transformation. (b) Energie-
verteilung im Laborsystem bei isotroper
Winkelverteilung im Ruhesystem
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kennen. Nun ziehen wir die Entwicklung (2.196) heran. Wegen der Drehim-
pulserhaltung schrumpft die Summe auf einen Term und das Resultat lautet

2J+1 .,
Tyi =\ == D8, 0.=9) (/5. 1. 4| T |3) . (2.221)

Hierbei wurde die Notation etwas vereinfacht, da J, | p| und m Konstanten
sind, die weggelassen werden konnen. Das Matrixelement auf der rechten
Seite hingt wegen der Rotationsinvarianz nicht mehr von J3 ab, es wird daher
mit 73, abgekiirzt. Normalerweise wird die Polarisation der auslaufenden
Teilchen nicht beobachtet, so daB} die Winkelverteilung mit A = A; — A, aus

~ Y [d] A (@) i, (2.222)
AAs

berechnet werden muf3. Als Beispiel betrachten wir den Zerfall in spinlose
Teilchen: ihre Winkelverteilung ist aufgrund der Beziehung (2.132) einfach
durch |Y;? |2 bestimmt. Beim Zerfall eines p° in 7+ 7~ ist die Winkelvertei-
lung daher ~ sin? @ fiir J3 = 1 und ~ cos? ® fiir J3 = 0.

Beispiel 2.2

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Zerfall eines Teilchens mit J = 1
und J3 = 1 in ein Fermion und ein Antifermion, z.B. p° — e~e™ oder
W~ — e v,. Die Summe (2.222) lautet nun
2
2[) -

| 2 2
+(a) g g

(2.223)
In Abschn. 3.2 werden wir sehen, dal die Amplituden #;1 und 7—1 —1
22 2 2

dr
— ~(d!
de (

+ (dllo)z(

11
22

bei geringen Massen der Fermionen unterdriickt sind. Fiir elektromagne-
tische Zerfille gilt |f1 1| = |f=1 1| und daher zerfillt das p mit einer
2 2 2 2

Winkelverteilung ~ (1 + cos? @). Zum W -Zerfall trigt aufgrund der Pa-
ritdtsverletzung (sieche Abschn. 2.5) nur 1—71 L bei, und daher ist die

Winkelverteilung ~ (1 —cos @)>2.

Wenn man, wie schon oben angenommen, die Richtung der z-Achse im
Ruhesystem mit der Flugrichtung des Teilchens im Laborsystem zusammen-
fallen 146t, nehmen die Transversalimpulse

pr =|p|sin® = |py .| sin OLap (2.224)

in beiden Systemen den gleichen Wert an. Die prp-Verteilung hat eine inter-
essante kinematische Eigenschaft. Mit Hilfe der Beziehung

@)
Ip cos O] _ IpI /7 (2.225)

dpr
dcos®
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146t sich dI"/dS2 in dI"/d pr umrechnen. Man sicht dann, da3 dI"/dpt an
der Stelle des maximalen Transversalimpulses pr = |p|, d.h. bei ® = /2,
einen Pol hat, wobei die Zihlrate natiirlich endlich bleibt. Dieses Maximum
heif3t ,,Jacobi-Spitze®, nach der Jacobi-Determinante zur Umrechnung von
Differentialen in mehrdimensionalen Integralen. Da | p| nur von den Massen
der beteiligten Teilchen abhéngt, 148t sich aus der Lage des Maximums die
Masse des instabilen Teilchens bestimmen, wenn wie z. B. im Zerfall

W = ev (2.226)

eines der Zerfallsprodukte nicht nachgewiesen werden kann (Abb. 2.13).

2.4.3 Partialwellenentwicklung der Streuamplitude

Der Helizitdtsformalismus erlaubt eine elegante Formulierung der Zwei-
Korper-Streuung von Teilchen beliebiger Massen und Spins im Anfangs- und
Endzustand der Reaktion. Gesucht sind die Matrixelemente

Tpi = (Ips). ©.¢. 23, 24| T || p1].0.0. 11, 15) . (2.227)

Das Koordinatensystem ist so gewéhlt, daB die z-Achse mit der Richtung
von p,; zusammenfdllt. In den Kapiteln 3 und 6 werden wir die Regeln
zur Berechnung solcher Helizititsamplituden fiir die elektromagnetische und
schwache Wechselwirkung kennenlernen. Zunéchst wollen wir aber untersu-
chen, welche allgemeingiiltigen Aussagen sich aufgrund weiterer kinemati-
scher Uberlegungen machen lassen.

Da der Drehimpuls erhalten ist, wird es sinnvoll sein, zu einer Basis von
Zwei-Teilchen-Zustinden zu festem J und J; iiberzugehen. Wir setzen also

2.4 Anwendungen

Abb. 2.13

Die prp-Verteilung der Elektronen beim
Zerfall von W-Bosonen im Fluge. Da die
Masse des Elektrons sehr klein im Ver-
gleich zur W-Masse ist, wird der maximale
Wert der pr-Verteilung bei My, /2 er-
reicht. Die beiden Linien ganz unten zeigen
die noch mogliche Beimischung aus W-
Zerfillen in t-Leptonen oder Hadronen
an
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Abb. 2.14

Der totale Wirkungsquerschnitt der Pion-

Proton-Streuung im Bereich der A-Reso-
nanz

zweimal die Entwicklung (2.196) ein und bekommen

27 +1 .
Y}'i:ZTD;y\D‘];M (V3. J:psl T3 A3 M4 | T |5, T py | T3 A0.02)
I

(2.228)

wobei schon die Drehimpulserhaltung ausgenutzt wurde. Fiir die einlaufen-
den Teilchen wird jetzt die aus (2.123) folgende Beziehung

J —
djéjs 0)=3$ 13 (2.229)
eingesetzt, und daher gelangt man zu dem Ergebnis
2J +1 b
Tri=), 4 (O)e PO aanan (V9) (2.230)

J

fiir die Helizitdtsamplituden, welches eine klare Trennung der Winkel- und
Energieabhiingigkeit aufweist. Bei einem festen Wert von J ist die Abhén-
gigkeit von ® vollstandig durch die Funktionen d AJ# bestimmt, wobei

A=A —A (2.231)
und
M= /‘\3 — /‘\4 (2232)

anzusetzen ist. Das Matrixelement auf der rechten Seite hingt neben den dis-
kreten Parametern J und A; nur noch von /s ab. Bei gegebenen Massen
konnen die Impulse |p,| und | p;| aus s berechnet werden und wegen der
Drehinvarianz gibt es keine Abhédngigkeit von J3 innerhalb des J -Multipletts.
In den Funktionen kag Aadih ist die gesamte Dynamik der Wechselwirkung
enthalten. Es ist einsichtig, daf} die Darstellung (2.230) besonders wichtig
wird, falls nur wenige Partialwellenamplituden 7/ zum Wirkungsquerschnitt
beitragen.

2.4.4 Resonanzen in Formationsexperimenten
Betrachten wir nochmals die Reaktion

at+p-at+p (2.233)

bei kinetischen Energien des Pions im Laborsystem im Bereich von 200 MeV.
Bei 180 MeV (Abb. 2.14) wird der totale Querschnitt sehr grof3, und es liegt
nahe, diese resonanzartige Uberhohung durch die Erzeugung (Formation)
eines neuen Teilchens zu erkléren:

at+p—>ATT Sty p . (2.234)

Durch Umrechnen der Resonanzenergie in das Schwerpunktssystem findet
man eine AT+-Masse von 1232 MeV. Der Halbwertsbreite der Resonanzkur-
ve entspricht im Schwerpunktssystem eine Halbwertsbreite von I' =
120 MeV, das ist schon etwa 10 % des Massenwertes!



Wir wollen jetzt Energie- und Winkelabhingigkeit des Wirkungsquer-
schnitts etwas genauer untersuchen. Das Beispiel der Pion-Proton-Streuung
14Bt sich spiter auf andere Formationsexperimente, wie z. B. die Z°-Erzeu-
gung in der Elektron-Positron-Annihilation, iibertragen. Vereinfachend sehen
wir zundchst vom Spin des Protons ab, betrachten also die Resonanzstreuung
zweier spinloser Teilchen. Es ist zweckméBig, die einlaufenden Impulse im
Schwerpunktssystem mit p und die auslaufenden mit p’ zu bezeichnen.

Der Konvention der Kernphysik folgend, fiihren wir eine Streuamplitude
f ein, deren Zusammenhang mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt
durch

d
= =1/(©. V5 (2.235)

festgelegt ist. Diese Definition entspricht der Beziehung

-1 Jlp/l
O,s)=——=+—T7i
zwischen den Amplituden f und Ty;.

Aus (2.230) gewinnen wir im Fall der Streuung spinloser Teilchen die
Entwicklung der elastischen Streuamplitude nach Bahndrehimpulsen /, also

(2.236)

1
SUONS) = 5 3 @I+ Di(V5) Pileos ©) (22237)
P
wobei noch die Abkiirzungen
—|pl /
1 =——"7"7—=T 2.238
N ( )

und d, = P' (P' sind die Legendre-Polynome) benutzt wurden. Hierdurch
nimmt (2.237) die von der Kernphysik gewohnte Form an. Normalerweise
lauft die Summe tiber / von 0 bis oo, aber bei der Erzeugung einer Resonanz
als Zwischenzustand kann nur der Term mit / = J iibrigbleiben, wobei J der
Spin der Resonanz ist.

Falls nur elastische Streuprozesse moglich sind, existiert fiir die Partial-
wellenamplitude die Parametrisierung

e2i81 -1

= . 2.239
] 7 ( )

Hierin ist die Streuphase §; eine reelle Funktion von /s mit einem Wer-
tebereich zwischen 0 und m. Die gezeigte Parametrisierung geht von der
Vorstellung aus, dafl die Kugelwellen, die vom Streuzentrum auslaufen, sich
von den Kugelwellen, in welche die einlaufende ebene Welle zerlegt wird,
um einen Phasenfaktor exp(2id;) unterscheiden. Genauere Angaben findet
man in den Lehrbiichern der Kernphysik, z. B. [Bet07].

Bei /s = 1232 MeV kann man in der 7+ p-Streuung schon Endzustiin-
de mit mehr als einem Pion erzeugen, es sind also im Prinzip inelastische
Kanile offen. Wir wollen aber fiir die weitere Diskussion eine rein elastische

2.4 Anwendungen
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Streuung annehmen, rechnen also weiter mit dem Ansatz (2.239). Dieser 146t
sich zu

f = e sing; (2.240)

umformen. Unter Ausnutzung der Orthogonalitétsrelation
1

2
P, Prd O=—61 2.241
[ ) Pprd cos TR ( )
4

der Legendre-Polynome erhilt man den einfachen Ausdruck

4
o= # > @1+ Dsin g (2.242)
1

fiir den integrierten Wirkungsquerschnitt. Aus (2.240) lesen wir fiir den Ima-
ginirteil (Im) der Partialwellenamplitude

Imy = sin®§; (2.243)
ab, und das daraus folgende optische Theorem

_ 4
hd

ist in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Herleitung in (2.77), die nur
auf der Unitaritdt der S-Matrix basierte. Gleichzeitig sehen wir, daf} die bei-
den Versionen des Theorems konsistent mit der in (2.236) festgelegten Phase
zwischen f und Ty, sind.

Auch ohne Kenntnis der Dynamik lassen sich jetzt interessante Folgerun-
gen ziehen. Gemif (2.242) kann der Wirkungsquerschnitt fiir jede Partial-
welle maximal den Wert

o Im /4(© =0) , (2.244)

4
|p|?
fiir § = /2 annehmen. Diese Unitarititsgrenze wird bei der Bildung ei-
ner Resonanz erreicht, falls keine inelastischen Kanile offen sind. Um die

Kurvenform eines resonanten Wirkungsquerschnitts zu finden, formen wir
(2.240) zu

Ol = 21 +1) (2.245)

1
= — 2.246
I~ ot 8 —1 ( )

um und entwickeln den cot in der Umgebung der Resonanzstelle R
8/ (My) = % . (2.247)

Diese Entwicklung lautet

cor 8 (V) = cot 8 (M) + (V5= M) 7 cot (V) s -
(2.248)



Mit der Abkl'irzung
2
folgt dann fiir die Partialwellenamplitude
ry/2
4 = (2.250)

(M —/5)—1I'/2
und daher fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt einer Partialwelle in
Resonanz

do Ir?/4
— 2J +1)*Pj(cos @ . 2.251
18|y = P VIO e 2D
Nach Integration erhalten wir fiir den totalen Querschnitt
4 r?/4
ORes = TE —2J+1) . (2.252)

(Vs—Mgr)*+1?/4
Dies ist die bekannte (nichtrelativistische) Breit-Wigner-Formel, die die
Energieabhiingigkeit des Wirkungsquerschnitts im Bereich einer Resonanz
mit dem Spin J beschreibt.!! Eine Kurvendiskussion iiberzeugt uns sehr
schnell davon, daf3 der Parameter I" die anschauliche Bedeutung der Halb-
wertsbreite der Kurve hat. Die Fourier-Analyse des radioaktiven Zerfallsge-
setzes fiihrt auf die gleiche Verteilung der Energien, die in der Atomphysik
als Lorentz-Kurve bekannt ist. Damit ist die Gleichsetzung der Halbwerts-
breite der Breit-Wigner-Kurve mit der Zerfallskonstanten I" gerechtfertigt.
Eine Resonanz kann in unterschiedlichen Reaktionen erzeugt werden und
wird meistens mehrere Zerfallsmoden haben. Das A kann z.B. in 7w~ -
7%1- und yn-Reaktionen erzeugt werden und kann daher ebenso in diese
Kandle zerfallen. Auch dies 146t sich leicht in den Resonanzformalismus ein-
bauen. Die Partialbreite I’y definieren wir iiber die Zerfallswahrscheinlichkeit
wy in einen bestimmten Kanal f,
1'}.
U)f = T

Fiir w; schreibt man auch oft B als Abkiirzung von branching ratio (Ver-
zweigungsverhiltnis). Wegen Zf wy = 1 gilt natiirlich

dYory=r. (2.254)

(2.253)

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die einlaufenden Teilchen und daher
ist die Wahrscheinlichkeit, dal eine Resonanz im Kanal i erzeugt wird und
in den Kanal f zerfillt, dann durch

Iy T;
Wrw; = ‘Fz (2.255)
gegeben. Deshalb muB} (2.252) zu
ORes = | E (2J + DI Ty few (2.256)

2.4 Anwendungen

' Gregory Breit (1899-1981) und Eugene P.
Wigner (1902-1995) wirkten hauptsichlich in
Amerika und haben die Entwicklung der Kern-
physik entscheidend mitgestaltet. Wigner er-
hielt 1963 den Nobelpreis v. a. fiir seine Be-
handlung der Symmetrie-Prinzipien.
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erweitert werden, wobei noch die Abkiirzung

_ 1
LTV vy

fiir die Breit-Wigner-Funktion benutzt wurde. Zu beachten ist, dafl sich ge-
geniiber (2.252) nur die Hohe der Kurve geidndert hat, die Halbwertsbreite ist
vollstindig durch den Wert von I" bestimmt.

Die Erweiterung (2.256) des Resonanz-Formalismus auf verschiedene Re-
aktionskanile entspricht dem Ansatz

(2.257)

t Wity (2.258)
L= coté —i '

fiir die Partialwellenamplitude der Streuung. Fiir die elastische Streuung gilt
w; = wy und das optische Theorem liefert dann das Ergebnis

4
ot = %(ZJ +D)I'T faw (2.259)
p

fiir den tiber alle moglichen Kandle summierten totalen Querschnitt, wel-
ches natiirlich auch durch Summation von (2.256) tiber die Endzustinde f
hergeleitet werden kann.

Vertiefung

Auch fiir nichtresonante Reaktionen lassen sich inelastische Prozesse in
den Formalismus der Partialwellenanalyse einarbeiten. Dazu wird die
elastische Partialwellenamplitude (2.239) in

m eZiS] -1

2i

abgedndert, wobei die reelle Funktion 7;(4/s) die Reduktion der Am-
plitude der auslaufenden Partialwelle durch Absorption der einlaufenden
Welle im Target beschreibt. Ohne Absorption (17; = 1) gibt es nur elasti-
sche Prozesse, vollstandige Absorption bedeutet 7; = 0. In diesem Fall gilt
t; = —1/2i, es gibt also immer noch elastische Streuung! Dieses nur auf
den ersten Blick fremdartig anmutende Ergebnis hingt eng mit der Bedeu-
tung der S- und der 7-Matrix zusammen. In Abschn. 2.1 wurde gezeigt,
wie die 7-Matrix aus S —1 gewonnen wird, Gleichung (2.260) spiegelt
diesen grundlegenden Zusammenhang wieder. Schon aus der Optik ist
das Phédnomen der Verkniipfung von Absorption und Streuung bekannt:
es ist die Beugung einer Lichtwelle in den Schattenraum hinter einer total
absorbierenden schwarzen Scheibe.

Die Verallgemeinerung von (2.242) lautet

Ot = —— 3 @1+ 1)((1 =) + 4y sin® &) (2.261)
I

4 (2.260)

IpI?

und aus dem optischen Theorem folgt

Gror = # S @+ )@ 20 + 4y sin® §y) (2.262)
l



SchlieBlich ergibt die Differenz der letzten beiden Gleichungen eine
Formel fiir den inelastischen Wirkungsquerschnitt

b/
Oinet = 5 Y@+ D=1 . (2.263)
i

Im Resonanzformalismus sind I, und I die Parameter der Partial-
wellenamplitude. Der energieabhingige Zusammenhang mit &; und 7; ist
relativ verwickelt. Im Maximum der Resonanz (§; = 7r/2) gilt aber die
einfache Beziehung

L _ l+m

r 2

deren Bewelis nicht schwer ist.

(2.264)

Durch (2.251) wird eindeutig der Zusammenhang zwischen dem Spin der
Resonanz und der Winkelverteilung des Formationsexperimentes fiir den Fall
der Streuung spinloser Teilchen festgelegt. Wir wollen nun die Beschridnkung
auf ein- und auslaufende Teilchen ohne Spin aufgeben. Fiir jeden kombina-
torisch erlaubten Satz der A; wird (2.235) durch die Beziehung

do
@(ﬁ, 0) = | frsraii il (2.265)

ersetzt. Bei Nichtbeobachtung der Helizitétseinstellungen wird wieder in der
tiblichen Weise iiber die einlaufenden Zustinde gemittelt und iiber die aus-
laufenden summiert. Gleichung (2.265) ist fiir elastische und unelastische
Streuprozesse, also z. B. fiir die Reaktion

n+p—>al+n, (2.266)

definiert. Die Erhaltung des Drehimpulses in der Reaktion erlaubt keine Re-
duktion der Zahl der Helizitdtsamplituden fj,1,.1,1,, Wohl aber die spiter
noch zu besprechende Spiegelinvarianz (Abschn. 2.5).

Anstelle von (2.237) tritt nun die aus (2.230) folgende Entwicklung

1 e
Fratadirg = o > @I+ D1, 0,0, (V9 AL (©)e P (2267)
J

Im Fall der Resonanzstreuung kann J wieder nur den Wert des Spins der
Resonanz annehmen.

Der Bahndrehimpuls hat keine Komponente in der Flugrichtung eines
Teilchens. Die Drehimpulserhaltung verlangt daher A = p bei @ = 0° bzw.
A = —u bei ® = 180°. Diese Drehimpulserhaltung ist in die Entwicklung
(2.267) eingebaut, da die durch die Drehimpulserhaltung verbotenen d -Funk-
tionen bei 0° bzw. 180° verschwinden.

Jetzt wollen wir an einem konkreten einfachen Beispiel erldutern, wie die
Winkelverteilung einer resonanten Streuung zur Bestimmung des Spins der
Resonanz benutzt werden kann. Im Beispiel der Pion-Nukleon-Streuung gibt

2.4 Anwendungen
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es offenbar vier Helizitdtsamplituden,

Jotol =S+t

Joro-1 = fe-
(2.268)

Jo—to-3 =T

Jo—toL = f—+ -

Man bezeichnet die in der ersten und dritten Gleichung definierten Grofien
als helicity no flip- und die beiden anderen als helicity flip-Amplituden. Wir
werden im Abschn. 2.5 mit Hilfe der Spiegelinvarianz beweisen, daf nur die
beiden ersten Amplituden linear unabhingig sind, wéihrend die beiden letzten
aus ihnen durch einfache Phasenbeziehungen hervorgehen. Ebenso werden
wir fiir die zugehorigen Partialwellenamplituden die Bedingung

e 1 =1e]_| (2.269)

kennenlernen. Daher folgt aus (2.267) fiir den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt unter der Annahme, daf3 die A-Resonanz den Spin 3/2 hat, die Bezie-
hung

do J % 2 J % 2
— ~ 4 , 2.270
e 1733 S (270
wobei wir schon die Symmetrierelation
di, =d’,_, 2.271)
ausgenutzt haben. Der Tabelle 2.1 entnimmt man
3 3cos®—1 (]
42, =288 77 2 (2.272)
22 2 2
und
3 3cos® +1 ]
42 [ =277 02 (2.273)
272 2 2
woraus sich fiir die Winkelverteilung
d
é ~143c0s? @ (2.274)

ergibt. Dies entspricht sehr gut den experimentellen Resultaten der Abb. 2.15
bei einer kinetischen Energie des Pions von 200 MeV. Die A-Resonanz hat
also den Spin 3/2.

In den meisten Experimenten wird die Orientierung des Spins der ein-
und auslaufenden Teilchen nicht gemessen. Die Formeln (2.256) und (2.259)
fiir den Wirkungsquerschnitt in einer bestimmten Reaktion und den totalen
Wirkungsquerschnitt werden dann durch

4
ORes = &(2J + 1)W1}'1—}f}3w (2.275)
und
4
Otot = &2J +1)—TI'TI; fw (2.276)

[p|?
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ersetzt, wobei g der in Abschn. 2.1 eingefiihrte statistische Wichtungsfaktor
ist, also g = 1/2 in unserem Beispiel. Die Partialbreiten enthalten die Summe
tiber die Spins der beteiligten Teilchen.

In der Literatur werden noch andere Moglichkeiten diskutiert, einen reso-
nanten Wirkungsquerschnitt zu beschreiben. Besonders hédufig wird die sog.

relativistische Breit-Wigner-Funktion
1
W= 2.277
Jiw (s—MZ)2+M2I? ( )

benutzt, mit deren Hilfe (2.275) durch

Iyl .
ORes = g2 + D16xs =50 fi (2.278)
MR

ersetzt wird. Auch hier wird wie bei der nichtrelativistischen Funktion ange-
nommen, daf} die Breite relativ gering verglichen mit der Masse des Zustands
ist. Bei sehr ,,breiten Resonanzen darf I” nicht ohne weiteres als konstant
angesetzt werden. Umgekehrt konnen bei geniigend kleinem I die Breit-
Wigner-Funktionen durch die sehr niitzlichen Ndherungen

T
few ~ ﬁé’(ﬁ —MRg) (2.279)
bzw.
r T 2
Jew ~ Ml 8(s — My) (2.280)

ersetzt werden.

Jetzt sind wir soweit, noch ganz kurz auf Experimente mit polarisier-
ten Teilchen einzugehen. Aufgrund der Lage der Quantisierungsachse in der
Streuebene hiangen alle Winkelverteilungen bisher nur von & und nicht von ¢

Abb. 2.15

Differentielle Wirkungsquerschnitte fiir 7z p-
Streuung. Die Kurve auf dem Maximum
der Resonanz (bei einer kinetischen Energie
von 200 MeV) ist eine Anpassung gemif
(2.274) an die Daten, die anderen Kur-
ven auflerhalb der Resonanz sind empirisch
durch die MeB3punkte gelegt
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ab. Dies dndert sich, falls die Teilchen in einer Richtung senkrecht zur Streu-
ebene polarisiert sind. Dann kann die Interferenz zwischen verschiedenen
Helizitdtsamplituden zu einer Abhingigkeit des Wirkungsquerschnitts vom
Azimutwinkel ¢ fiihren.

Beispiel 2.3

Auch hier hilft ein einfaches Beispiel wahrscheinlich unmittelbar, die
wesentlichen Ziige der Argumentation zu verstehen. Wir betrachten die
Streuung von Pionen an Protonen, deren Spin mit Hilfe eines Ma-
gnetfeldes entlang der y-Achse ausgerichtet ist. In (2.145) wurde der
Zusammenhang mit Basisvektoren untersucht, die entlang der z-Achse
quantisiert sind. Wir benutzen die Konvention, daf die Pionen im
Schwerpunktsystem entlang der z-Achse einlaufen, die Protonen haben
daher die entgegengesetzte Richtung. Beim Wechsel zu einer Basis von
Helizititszustdnden gilt deswegen

1
|T)=E

Da die Polarisation des auslaufenden Protons nicht gemessen wird, tragen
die Amplituden

(=) +il+) - (2.281)

(+IT 1) = %m_ Fifis) (2.282)
und
FWTM)=:%Lﬂ-+Lﬂ+) (2.283)

zur Streuung bei. Im ndchsten Abschnitt werden wir sehen, wie die Invari-
anz unter Spiegelungen Relationen zwischen den Amplituden f* festlegt.
Die Ausnutzung von (2.318) und die Analyse der ¢-Abhéngigkeit an Hand
von (2.267) fithren zu den Beziehungen

Jor = f—

fi—= fi-(¢ =0)e? (2.284)

ot =—fr-(p =0,
wobei ¢ der Azimutwinkel der gestreuten Pionen ist. Die xz-Ebene
entspricht ¢ = 0. Ersichtlich sind die Amplituden f44 und f__ un-
abhingig von ¢. Mit Hilfe dieser Relationen ergibt sich nach einigen
Rechenschritten

do doy,

T —2cos¢p Im[fr1 fF_(0)] . (2.285)
Der erste Term ist der unpolarisierte Wirkungsquerschnitt | f4 4|+
| f+—|?. Der zweite Term zeigt, daB Polarisationsexperimente uns Infor-
mationen iiber die Phase zwischen den Amplituden einer Wechselwirkung

verschaffen konnen. Im Interferenzterm muf die Helizitdtsamplitude £
an der Stelle ¢ = 0 eingesetzt werden.
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. e Abb. 2.16
Relative In|ten51tatl ' | ' r | | | Verteilung der invarianten Massen der Pio-
250+ nen im Endzustand der Reaktion (2.286).
765 Bei einem Matrixelement, das nicht von
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2.4.5 Pion-Resonanzen
Die Pion-Nukleon-Streuung dient auch als einfaches Mittel zur Erzeugung
von mesonischen Resonanzen, z. B. in der Reaktion

T 4posat4a+n . (2.286)

Im Gegensatz zur gerade besprochenen A-Resonanz handelt es sich hier-
bei um ein Produktionsexperiment, d. h. die Pion-Resonanzen werden nur in
den Endzustinden der Reaktion (2.286) gefunden. Wenn man die invariante

Masse der w-Paare berechnet, findet man z. B. eine klare Haufung bei einer A N y £
Masse um 770 MeV. Die Haufigkeitsverteilung (Abb. 2.16) hat die typische N\ N st
Form einer Breit-Wigner-Kurve, und man kann sie tatsdchlich als Wirkungs- @ 7

querschnitt einer resonanten Pion-Pion-Streuung interpretieren. Das einlau-
fende 7~ streut an einem vom Proton abgestrahlten 7 t, bildet einen reso-

I
| n
nanten Zwischenzustand, das p-Meson, welcher anschlieBend wieder in zwei I p
Pionen zerfillt (Abb. 2.17). Fiir den winkelabhingigen Teil des Wirkungs- :
querschnitts der 7 -Streuung gilt gemah (2.251)
do _ s at
o ldgol*> = P (©) | (2.287) m s
s
wobei ® der Winkel zwischen dem ein- und auslaufenden 7~ im Schwer- p

punktssystem der beiden Pionen ist. Das p-Meson z. B. zeigt eine zu cos® @

proportionale Winkelverteilung der Zerfallspionen, hat also den Spin 1. Abb. 2.17

Sog. peripheres Diagramm fiir die Erzeu-
gung zweier Pionen in der Pion-Nukleon-
. Streuung. In solchen Diagrammen soll der
2.4.6 Der Spin des Photons dicke schwarze Vertex den Einfluff der

Aus den Auswahlregeln der Atomphysik folgt J = 1 fiir den Spin des Pho-  theoretisch nicht beherrschten Kernkraft
tons. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Transformationseigenschaften ei- ~andeuten
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nes Vektorfeldes unter Rotationen, was wir jetzt in einer vereinfachten Form
beweisen mochten.

Photonenzustidnde mit Impuls k& und Helizitit A kann man durch |k, A)
beschreiben. Eine alternative Moglichkeit ist |k, &), wobei & der Polarisati-
onsvektor des Photons ist. Die zu den Zustidnden |k, &) gehorende Wellen-
funktion ist durch

1 .
A= ge kX (2.288)
20V
gegeben. Klassisch entspricht ihr die ebene Welle von (1.27), und wegen
104
E=—— 2.289
¢ ot ( )

hat der Polarisationsvektor ¢ die Richtung des elektrischen Feldes E. Wir
betrachten nun eine elektromagnetische Welle, die entlang der z-Achse ei-
nes Koordinatensystems lduft. Die Basisvektoren der Polarisation seien ¢,
und ¢,. Dieses System von Basisvektoren wird jetzt um den Winkel ® um
die z-Achse gedreht. Fiir die neuen Basisvektoren gilt

8./

' =cos B¢, +5sinO¢,
/
€y

= —sin O¢, +cos Og,, , (2.290)

da man ja fiir die Transformation von Basisvektoren mit den transponier-
ten Matrizen R'" rechnen muB. Rechts- und linkszirkular polarisierte Wellen
werden durch

1
ey = —
T

beschrieben, und daher folgt mit (2.290) fiir die rotierten Vektoren

(ex T igy) (2.291)

e/, =et%, (2.292)
oder fiir die quantenmechanischen Zustiande
le/y) =eT9e1) . (2.293)

Diese Bezichung entspricht aber genau dem Transformationsverhalten von
Basisvektoren |1; +1) zum Spin 1, was sich mit Hilfe von (2.120) leicht
einsehen 1aBt. Zusatzlich folgt aus der Herleitung, daf3 den zirkular polari-
sierten Wellen der klassischen Theorie die Helizitdtszustinde des Photons
entsprechen. Eine rechtszirkular polarisierte Welle entspricht einem Photon
mit A = +1. Wir nennen es rechtshindig und iibernehmen diesen Sprachge-
brauch auch fiir Spin 1/2-Teilchen. Fermionen mit A = +1/2 heifien daher
,rechts-““ bzw. ,linkshidndig*. Fiir die Feynman-Regeln des Abschnitts 3.1.3
werden wir vierdimensionale Polarisationsvektoren brauchen. Diese lauten
fiir rechts- bzw. linkshidndige Photonen mit einer Flugrichtung entlang der
z-Achse

1

ﬂ(o, 1,4i,0) . (2.294)

no_
&L =



Die Polarisationsvektoren von Photonen mit einer Flugrichtung im Winkel
(®, ¢) zur z-Achse

1
V2

folgen hieraus wieder durch eine entsprechende Drehung. Der Ansatz £° = 0
entspricht der sog. Coulomb-Eichung der Elektrodynamik fiir elektromagne-
tische Wellen im Vakuum [Jac98].

Slj: = (0, cos ® cos ¢ Fising, cos @ sin¢ £icos ¢, —sin @) (2.295)

2.4.7 Der Spin des neutralen Pions

Die leichtesten Mesonen haben alle den Spin J = 0, 1. Dies entspricht den
Erfahrungen der Atom- und Kernphysik, wo die Zustinde mit J = 0 eben-
falls energetisch am tiefsten liegen. Wir werden im folgenden Yangs Theorem
beweisen, das besagt, daf3 ein Teilchen mit Spin 1 nicht in zwei Photonen zer-
fallen kann.'?> Wenn also das 7° nicht ein ganz ungewohnliches Teilchen sein
soll, muf} die Spinzuordnung J = 0 gelten.

Die beim Beweis des Theorems benutzte Vorgehensweise zeigt beispiel-
haft, wie méchtig Argumente sind, die nur auf allgemeinen Prinzipien wie
Kausalitidt und Invarianz beruhen. Das Matrixelement Ty; fiir den Zerfall
eines Teilchens mit Spin in zwei Photonen kann wegen des Prinzips der Kau-
salitdt nur von den Observablen der beteiligten Teilchen abhéngen. Es muf}
invariant unter Drehungen sein und wird daher im Ruhesystem die Gestalt

Tyi~JIM (2.296)

haben. Hierin ist J der Spinvektor; M ist ein Vektor, der linear aus den Pola-
risationen &1, &, der beiden Photonen und k&, dem Impuls eines der Photonen
im Ruhesystem des Pions, aufgebaut werden muf3, da die Streumatrix ein
linearer Operator ist. Betrachten wir nun mégliche Formen von M :

M =¢ xe; (2.297)

M = (e1&,)k (2.298)
und

M =kx (e xep) . (2.299)

Damit sind schon alle Moglichkeiten, die geméll den Voraussetzungen er-
laubt sind, erschopft. Der Ansatz (2.297) scheidet nun aus, da sich beim
Vertauschen der Photonen das Vorzeichen dndert. Die Wellenfunktion zweier
Photonen mufl aber unter Vertauschung gerade sein. Mit demselben Argu-
ment scheidet auch (2.298) aus. Der Vorzeichenwechsel folgt hier aus der
Tatsache, da man beim Vertauschen k durch —k ersetzen muf3. Die Form
(2.299) schlieBlich ist untauglich, da die rechte Seite identisch verschwindet.
Dies ist eine Folge der Identitit

k x (6‘1 X€2) = €1(k€2)—€2(k€1) (2300)

2.4 Anwendungen

12Der chinesisch-amerikanische Theoretiker
Chen Ning Yang (geb. 1922) ist natiirlich viel
berithmter durch seine Entdeckung der Pari-
titsverletzung in der schwachen Wechselwir-
kung, die er zusammen mit seinem Landsmann
Tsung-Dao Lee (geb. 1926) machte. Sie erhiel-
ten beide 1957 den Nobelpreis fiir Physik.
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und der Transversalitit ke; = O der Photonen. Dies bedeutet, dall es nicht
moglich ist, ein Matrixelement der Form (2.296) zu konstruieren. Das neu-
trale Pion kann also nicht den Spin 1 haben.

2.4 Bestimmen Sie die Winkelverteilung beim Zerfall polarisierter p-
Mesonen in zwei Pionen. Zeigen Sie explizit, dal der Zerfall
unpolarisierter ps isotrop ist.

2.5 Bestimmen Sie die Helizitdtsamplituden und die zugehorigen Win-
kelverteilungen der e~e™ Annihilation in =t Paare. Nehmen Sie
hierzu an, dal die Elektron-Positron-Paare im Zustand J = 1 sind.

2.6 Wiederholen Sie die letzte Aufgabe mit der zusitzlichen Annahme,
dal Amplituden mit A = 0 und u = 0 verschwinden und daf die iib-
rig bleibenden Partialwellenamplituden ¢ den gleichen Betrag haben.
Wie lautet dann die Winkelverteilung fiir unpolarisierte einlaufende
Teilchen?

2.7 Wiederholen Sie die letzte Aufgabe fiir Elektronen und Positronen,
die senkrecht zur Flugrichtung polarisiert sind.

2.8 Wie grof} kann der Wirkungsquerschnitt der Annihilation unpolari-
sierter Elektronen und Positronen in beliebige Endzustinde maximal
werden (J = 1)?

2.9 Vergleichen Sie numerisch den Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeu-
gung einer Resonanz mit J =1, Mg =2 GeV, I' = 100 MeV und
I'; = 6keV in der Elektron-Positron-Annihilation bei Benutzung der
nichtrelativistischen und der relativistischen Breit-Wigner-Funktion.

2.10 Tragen Sie fiir die Resonanz der vorigen Aufgabe den Wert der
elastischen Streuamplitude in der komplexen Ebene auf (Argand-
Diagramm). Lassen Sie dabei /s Werte zwischen Mg —I" und
Mgy + I annehmen.

2.11 Beweisen Sie die Relation (2.264), indem Sie die Flache der Breit-
Wigner-Kurve bestimmen.

2.12 Berechnen Sie die Polarisationsvektoren fiir Photonen mit einer
beliebigen Flugrichtung aus (2.294).

2.5 Spiegelungen und Paritatsinvarianz

2.5.1 Die Paritatstransformation

Neben den Drehungen sind in der Gruppe O3 auch die Spiegelungen ent-
halten. Diese hatten wir bisher ausdriicklich ausgeschlossen. Es 146t sich
leicht einsehen, dal Spiegelungen an einer Ebene sich als Produkt aus einer
Drehung und einer Spiegelung am Koordinatenursprung beschreiben lassen.
Wir befassen uns daher nur mit den zuletzt genannten Spiegelungen und
formulieren sie durch

x; = Rbx; (2.301)



mit
-1 0 O

RP=[0 -1 0] . (2.302)
0 0 —1

Im euklidischen Raum miissen wir zwischen polaren und axialen Vektoren
unterscheiden. Polare Vektoren transformieren sich bei Drehungen gemif
(2.85) und bei Spiegelungen nach (2.301). Zu ihnen gehort neben dem Orts-
vektor beispielsweise der Impuls p eines Teilchens, also p’ = —p. Daneben
gibt es aber noch die iiber das Kreuzprodukt definierten axialen Vektoren,
z.B. den Bahndrehimpuls, L = x x p. Fiir ihn gilt ersichtlich

L' =L (2.303)

bei einer Spiegelung von x und p, wihrend fiir Drehungen wieder das Gesetz
(2.85) anzuwenden ist.

Eine Spiegelung induziert im quantenmechanischen Zustandsraum eine
unitére Transformation

UR")=P . (2.304)

Zunichst untersuchen wir die Wirkung des sog. Paritdtsoperators P auf Zu-
stinde |y) = |m, j; j3), die ein Teilchen in seinem Ruhesystem beschreiben.
Unter der Annahme, daf} das Transformationsverhalten (2.303) auch fiir den
Spin giiltig ist, folgt

Pm,j;j3)=nlm,j;js) - (2.305)

Hierin ist n ein Phasenfaktor (also eine komplexe Zahl mit || = 1), den wir
natiirlich immer zulassen miissen. Wegen der Abbildungseigenschaften der
Spiegelung gilt aber auch

Pm, j: j3) =|m. j: j3) (2.306)
und daher
n=+l . (2.307)

Dies bedeutet, dafl (2.305) eine Eigenwertsgleichung des Paritétsoperators
ist. Die Eigenwerte n = £1 des Paritétsoperators P nennen wir die innere
Paritiit eines Teilchens.!® Die Eigenzustinde sind gemeinsame Eigenzustinde
zu Spin und Paritdt, und wir bezeichnen sie daher priziser mit |m, j; js, n).
Die Tatsache, daB es gemeinsame Eigenzustinde zu |j|, j3 und P gibt, ist
eine direkte Folge der Vertauschbarkeit von Spiegelungen und Drehungen.

Man kann also jedes Teilchen in ein Spin-Paritdts-Multiplett einordnen,
das wir in der Tradition der Atom- und Kernphysik durch das Symbol J
kennzeichnen. Die Wahl des groflen Buchstabens J fiir den Spin erinnert uns
daran, dal3 dieser sich héufig aus der Addition der Bahndrehimpulse und der
Spins der Konstituenten ergibt.

Aus den Spiegelungseigenschaften der Kugelflichenfunktionen

YR —0,¢+7)=(-1)'Y>0,¢) (2.308)

2.5 Spiegelungen und Paritdtsinvarianz

13Gerade weil die Worte sehr dhnlich klingen,
muf} man sorgfiltig zwischen dem Operator
und seinen Eigenwerten unterscheiden.
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folgt fiir die Paritét von Einteilchen-Zustidnden (2.191) mit definiertem Bahn-
drehimpuls

Pim,jil 1, jan) =n(=1"|m, j:l,15 j3,0) . (2.309)

Die Gesamtparitit ergibt sich demnach aus dem Produkt der Eigenparitit
des Teilchens und der Paritit des Drehimpulszustandes. Die Paritit ist eine
multiplikative Quantenzahl. Der tiefere Grund hierfiir liegt in der diskreten
Natur der Spiegelungen. Im Gegensatz dazu folgt aus der Abhingigkeit der
Drehungen von kontinuierlichen Parametern die Addition der Drehimpulse.

Als Konsequenz dieser Uberlegungen wird die Paritiit eines Zustandes
zweier Teilchen mit dem relativen Bahndrehimpuls / und den inneren Pa-
ritdten 1y und n, zu

n=mn(-1) (2.310)

festgelegt. Parititseigenzustiande haben also einen wohl definierten Bahndre-
himpuls. Das Arbeiten mit Eigenzustinden zur Paritit ist natiirlich deswegen
niitzlich, weil die Invarianz der S-Matrix unter Spiegelungen,

[S,P]=0, (2.311)

die Erhaltung des Paritétseigenwertes in Reaktionen garantiert. Der forma-
le Beweis ist wegen der diskreten Natur der Spiegelungsoperation von dem
Beweis in Abschn. 2.1.3 verschieden. Zunichst wird die letzte Gleichung in

S=P'sp (2.312)
umgeformt, woraus mit

(fI1S1i)y={fIPT'SP|i)

=i (f1S1i) (2.313)
unmittelbar
Ny =M (2.314)
folgt.

Der Definition der Parititen haftet eine gewisse Willkiir an. Wir kennen
z.B. keine Reaktion, aus der sich die Paritit des Protons eindeutig ermitteln
14B¢t, d.h. sowohl die Zuordnung 7, = 1 wie 1, = —1 ist widerspruchsfrei
moglich. Wir wihlen — der historischen Konvention folgend — eine positive
Paritét fiir Protonen.

Eine Diskussion des Verhaltens der Losungen der Dirac-Gleichung bei
Spiegelungen zeigt nun [Bjo90], da} die inneren Parititen von Fermionen
und Antifermionen ein unterschiedliches Vorzeichen haben miissen, Anti-
protonen bekommen daher 7; = —1. Protonen und Neutronen konnen als
zwei Erscheinungsformen des Nukleons gedeutet werden, es ist daher nur
natiirlich auch 7, = 1 anzusetzen. Ebenso 146t sich fiir die Leptonen keine
Reaktion finden, die ihre Parititen eindeutig festlegt, man gibt daher in Uber-
einstimung mit der Dirac-Gleichung allen Fermionen gerade (+) und allen
Antifermionen ungerade (—) Paritit.



Fiir Mesonen, die z.B. in Nukleon-Nukleon-Stofen erzeugt werden, ist
die innere Paritit dann nicht mehr frei wihlbar. Die Tabelle 2.4 listet die
niedrigsten Multipletts neben den fiir sie gebrauchlichen Kurzbezeichnungen
auf.

Die Zustinde (2.190) und Helizitdtszustinde sind keine Eigenzustinde
zum Paritidtsoperator. Ihr Transformationsverhalten ist durch

Pp,j3)=nl-p,j3) (2.315)
und
Plp,A)y=n|-p,—A) (2.316)

definiert. Der Phasenfaktor kann auch hier wegen P2 =1 die Werte +1
annehmen.

Zwei-Teilchen-Zustidnde zu definiertem Bahndrehimpuls sind — wie wir
gesehen haben — gleichzeitig Eigenzustinde des Parititsoperators. Demge-
geniiber haben die sonst so niitzlichen Helizitdtszustinde ein wesentlich kom-
plizierteres Transformationsverhalten. Besonders wichtig sind die schon in
(2.196) benutzten Helizitdtszustinde eines Zwei-Teilchen-Systems, die
gleichzeitig Eigenzustand des Gesamtdrehimpulses sind. Fiir sie gilt die
Transformationsgleichung

P|J5 T3, MAg) = mmp(=1)/ OO T Ty —h = 4y) (2.317)

die nicht ohne weiteres einsichtig ist. Zwar ist sofort klar, dal die Helizi-
tiaten ihr Vorzeichen dndern und daf} der Phasenfaktor die inneren Paritéiten
N1, N2 der beiden Teilchen enthilt; der weitere Phasenfaktor in (2.317) wird
aber iiber eine etwas lingere Rechnung ermittelt, die in der Literatur [Jac59]
zu finden ist. Aus (2.317) 146t sich aber dann mit (2.311) ohne allzu grof3e
Schwierigkeiten die sehr wichtige Symmetriebeziehung [Jac59]

f—/\3—/\4,—11—/\2 (\/Ev 67 ¢) = 77ng3/\4,)\1/\2(\/§, @7 T — ¢) (2318)
fiir die Helizitdtsamplituden herleiten. Hierin héngt
Ny = Mmnan3na(—1)/OH@ =i ~i@w (2.319)

nur von den inneren Parititen 7; und den Spin-Quantenzahlen j; der betei-
ligten Teilchen ab. Der Beweis von (2.318) wird in den Ubungen am Ende
dieses Abschnitts angegangen.

Angewandt auf die Pion-Nukleon-Streuung erhilt man aus (2.318) fiir die
Helizitdtsamplituden von (2.268) sofort

| f++| = /—] (2.320)
und
| fo=l = [f~+] . (2.321)

da die ¢-Abhingigkeit der Helizititsamplituden gemél (2.267) nur durch
einen Phasenfaktor beschrieben wird.
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Tabelle 2.4

J P -Multipletts der Mesonen

]P
ot

Name

Skalar
Pseudoskalar
Vektor
Axialvektor,
Pseudovektor
Tensor
Tensor
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Sehr hdufig erweist sich das Rechnen mit Eigenzustinden zu Drehimpuls
und Paritit als sehr sinnvoll. Offenbar sind die Linearkombinationen

1
T3 T3, 11g) = 175 A2 £V I, —h, —ha) (2.322)

Eigenzustinde zu | J |> und f3 mit der Paritit +7,, wobei 1, der Phasen-
faktor von (2.319) ist. Der Beweis dieser Behauptung erfolgt einfach durch
Anwendung der Drehimpulsoperatoren und des Parititsoperators auf die Zu-
stande von (2.322). Bezogen auf die Pion-Nukleon-Streuung bedeutet dieses
Ergebnis, daf die Linearkombinationen der Partialwellenamplituden

ool =0" (2.323)
und
J J L J
o~ =t (2.324)

zu Zustdnden mit Spin J und positiver bzw. negativer Paritit fithren. Da Re-
sonanzen eine definierte Paritdt haben, mul} eine der beiden Kombinationen
verschwinden, und daraus folgt die schon benutzte Relation (2.269)

[ (2.325)

Ahnliche Beziehungen lassen sich auch fiir andere Streureaktionen der Teil-
chenphysik ableiten.

2.5.2 Die Paritat des Photons, des p-Mesons und der Pionen
Die Paritit n, = —1 des Photons folgt theoretisch aus dem Vektorcharakter
des Photonfeldes A . Sie ist in Ubereinstimmung mit den Auswahlregeln der
Atomphysik.

Die Paritét des p-Mesons bestimmt man am einfachsten durch Ausnutzung
der Paritiitserhaltung beim starken Zerfall p — n~ 7 +. Allgemein gilt wegen
(2.310)

P2n) =n2 (1) |27) . (2.326)

Der Spin 1 des p-Mesons kann nur durch den Bahndrehimpuls / des w -
Systems aufgebaut werden, und da fiir eine positive oder negative Paritit der
Pionen n2 = 1 gilt, folgt n, = —1.

Das Vertauschen zweier Teilchen in ihrem Schwerpunktsystem ist dquiva-
lent zu einer Spiegelung der Teilchen am Koordinatenursprung. Es existiert
daher ein enger Zusammenhang zwischen der Vertauschungs- und der Pari-
titsoperation. Gleichung (2.310) bestimmt damit auch die Symmetrie eines
Zustandes mit definiertem Bahndrehimpuls unter Vertauschung der Ortsko-
ordinaten der beiden Teilchen,

Vo Y1) = (1) Y1, ¥2) (2.327)

d.h. die Wellenfunktion von zwei identischen Teilchen ist symmetrisch un-
ter Vertauschung bei geraden Werten von / und antisymmetrisch bei un-
geraden /. Nun sind nicht mehr alle Kombinationen J© fiir einen solchen



Zustand erlaubt, da das grundlegende Spin-Statistik-Theorem der Quanten-
feldtheorie aussagt, daf ein System identischer Fermionen eine unter Vertau-
schung zweier Teilchen antisymmetrische Wellenfunktion haben muf} (Pauli-
Prinzip), wéhrend identische Bosonen durch eine symmetrische Wellenfunk-
tion beschrieben werden.

Dieses Theorem wurde schon im letzten Abschnitt benutzt, um die Ma-
trixelemente (2.298) und (2.299) auszuschlieBen, und ebenso niitzlich ist es
zum Beweis der Tatsache, daf} der Zerfall

p— 1+ 7° (2.328)

verboten ist: da die beiden 7°-Mesonen identische Bosonen sind, miissen
sie in einem unter Vertauschung geraden Zustand sein, d.h fiir / sind nur
die Werte 0, 2,4, ... erlaubt. Dies ist aber im Widerspruch zum Spin 1 des
p-Mesons.

Wir wollen uns nun der Bestimmung der Paritit der (geladenen) Pionen
zuwenden. Hierzu betrachten wir die Reaktion

- 4+d—->n+n, (2.329)

d.h. die Deuteronspaltung beim 7~ Einfang. Die Paritit des 7~ d-Systems
berechnet sich wegen der Parititserhaltung aus 1,4 = 1,,, und unter Ausnut-
zung von (2.310) wird die Beziehung

Nea (1) = Ny (2.330)

erhalten. Aus langen und sorgfiltigen Studien des Abbremsens von negati-
ven Pionen in Materie folgt, dafl diese am Ende ihres Weges von den Kernen
eingefangen werden und pionische Atome mit verschwindendem Bahndreh-
impuls bilden (/ = 0). Dies ist die entscheidende experimentelle Information,
mit deren Hilfe n, aus (2.330) bestimmt wird. Das Deuteron ist ein pn-
System mit / =0, J = 1, daher ist nach den soeben entwickelten Regeln
nqg = 1. Insgesamt haben wir damit

abgeleitet.

Bei den beiden Neutronen auf der rechten Seite von (2.329) handelt es sich
um identische Fermionen. Nach dem Pauli-Prinzip muf} ihre Wellenfunktion
also antisymmetrisch bei Vertauschung sein. Die beiden Neutronen haben
den Gesamtspin S = 0 oder 1 und den Bahndrehimpuls /. Die Spinwellen-
funktion zu S = 0 ist ungerade und die zu S = 1 gerade bei Vertauschung der
beiden Teilchen, wie man aus (2.153) und (2.154) direkt ablesen kann. Die
Symmetrie der Bahnwellenfunktion wird durch (2.327) bestimmt, und daher
mubB fiir die Quantenzahlen des Bahndrehimpulses und des Gesamtspins im
nn-System

(=TS =1 (2.332)

gelten. Nur aus / =1 und S = 1 146t sich der Drehimpuls J =1 des nd-
Systems unter gleichzeitiger Erfiillung dieser Bedingung aufbauen. Wegen

2.5 Spiegelungen und Paritdtsinvarianz
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Nan = —1 lautet also das Resultat dieser Uberlegungen
Ne=—1, (2.333)

die geladenen Pionen sind pseudoskalare Teilchen (Tabelle 2.4).

Das °-Meson ist das neutrale Mitglied des Pion-Ladungstripletts, und wir
setzen daher 77,0 = —1 an. Ein direkter Beweis der ungeraden 7°-Paritit ist
aber nicht so einfach. Wir benutzen wieder die sog. Tensormethode des letz-
ten Abschnitts, um die allgemeinste Form der Zerfallsamplitude aufzubauen.
Fiir ein skalares 7z° bleibt nur eine zu

€16, (2.334)
proportionale Amplitude iibrig, wihrend sie fiir /¥ = 0~ proportional zu
k(e| xe&,) (2.335)

sein muf3. Daraus 148t sich ablesen, daf fiir skalare Pionen die Polarisati-
onsvektoren der Photonen nicht orthogonal aufeinander stehen konnen, da
dann die Amplitude verschwinden wiirde. Umgekehrt konnen fiir pseudoska-
lare Pionen die Polarisationsvektoren der Photonen nicht parallel zueinander
stehen.

Ein kleiner Bruchteil der neutralen Pionen zerfillt in zwei e~ e -Paare.
Diese Zerfille werden als innere Konversion der Zerfallsphotonen in Elek-
tron-Positron-Paare gedeutet. Eine solche Interpretation ist in bester Uberein-
stimmung mit dem Verzweigungsverhiltnis von 3,14 - 107>, das ungefihr um
einen Faktor o> gegeniiber dem dominanten Zerfall unterdriickt sein sollte.
Beim Ubergang eines Photons in ein e~e™-Paar liegen die Polarisations-
vektoren der Photonen bevorzugt in der durch dieses Paar aufgespannten
Ebene, was der anschaulichen Vorstellung von der Ladungstrennung durch
ein elektrisches Feld entspricht. Das Experiment zeigt, dafl die Ebenen der
Elektron-Positron-Paare senkrecht zueinander korreliert sind. Dies ist ein di-
rekter Beweis dafiir, daB auch die 7°-Mesonen eine negative Paritit haben.

2.5.3 Spin und Paritit des K -Mesons

Kaonen zerfallen nur aufgrund der schwachen Wechselwirkung (siehe hier-
zu Abschn. 1.2.3), wobei der Zerfall der geladenen K-Mesonen in (v, das
groBte Verzweigungsverhiltnis hat (B = 63,5 %). Zum Studium der Paritiit
der K-Mesonen sind die Zerfille in Pionen besonders interessant. Aus dem
Zerfall in zwei Pionen schlieen wir unmittelbar

ng = (=17 . (2.336)

Detailliertere Informationen iiber das K-Meson kann man aus dem Studium
des Drei-Korper-Zerfalls

Kt >nat+at4+n~ (2.337)

erhalten, iiber den 5,6 % der Zerfille erfolgen, verglichen mit B = 20,7 %
fiir K+ — 2. Das hierbei benutzte ,,Dalitz-Plot“-Verfahren wurde schon in
Abschn. 2.1.2 vorgestellt.



Beim 3-Zerfall des Kaons haben die Pionen relativ geringe Impulse, da
der Massenunterschied zwischen Anfangs- und Endzustand (die ,,Wirme-
tonung* QO des Prozesses) nur 75 MeV betrigt. Wir bezeichnen mit 7; die
kinetischen Energien der Pionen und schreiben den Energiesatz in der Form

h+T,+T:=0 (2.338)

an. Dann ist es naheliegend, eine Variante der Dalitz-Analyse zu benutzen,
bei der die kinetischen Energien als Abstinde zu den Seiten eines gleichsei-
tigen Dreiecks aufgetragen werden (Abb. 2.18). Dies ist in Ubereinstimmung
mit dem Energiesatz, weil fiir jeden Punkt innerhalb eines gleichseitigen
Dreiecks 7 + T, + T3 = const gilt. Eine genauere Analyse zeigt, daB} die
Punkte sogar innerhalb des in Abb. 2.18 gezeichneten einbeschriebenen Krei-
ses mit dem Radius Q/3 liegen miissen, solange die Pionen nichtrelativis-
tisch behandelt werden konnen.

Um die Abhingigkeit der Dichteverteilung vom Spin des Kaons zu stu-
dieren, iiberlegen wir uns zunichst die erlaubten J”-Zuordnungen eines
m vt~ -Systems. Der relative Bahndrehimpuls der beiden positiven Me-
sonen sei /4. Die Wellenfunktion zweier identischer Bosonen mufl gerade
unter Vertauschung sein und daher kann /; nur gerade Werte annehmen.
Relativ zum 7 "7 *-System hat das 7~ den Bahndrehimpuls /_ und aus bei-
den / Werten baut man die moglichen Spins des Kaons nach den Regeln der
Drehimpulsaddition auf. Die Paritéit des Endzustandes errechnet sich aus

Mr = (1)’ (=D (=)=
— (_1)1_+1 .

Die Tabelle 2.5 enthilt die moglichen J ¥ Werte fiir [,/ < 2. Es sei T, die
kinetische Energie des negativen Pions. Fiir /_ > 1 muf} dann die Region R
der Abb. 2.18 leer sein, da dort die Ereignisse mit verschwindendem Impuls,
also auch verschwindendem Bahndrehimpuls des 7, liegen. Fiir /4 = 2 hin-
gegen muf} die Region S weniger Eintrdge haben, da sie Ereignissen mit
maximalem 7~ -Impuls entspricht, der durch kollineare 7 ™-Impulse kom-
pensiert wird (Abb. 2.19). Die positiven Pionen in einer solchen Konfigurati-
on konnen aber keinen relativen Bahndrehimpuls haben. Der experimentelle
Befund einer vollig homogenen Punktdichte (Abb. 2.20) erlaubt daher nur
noch [_, [, = 0, also die Zuordnung J ¥ = 0~ fiir die K-Mesonen.'*

Hiermit steht man aber vor einem ernsten Widerspruch, weil mit J =0
aus (2.336) ng =1 folgt, d.h. die Analyse des 2m-Zerfalls fiihrt zu einer
anderen K-Paritdt als die Analyse des 3-Zerfalls. Man hat lange versucht,
dies durch die Existenz zweier Arten (6, t) ansonsten identischer K-Mesonen
zu deuten. Dies ist natiirlich sehr unbefriedigend. Eine Kldrung brachte erst
der radikale Vorschlag von Lee und Yang, daf3 die S-Matrix der schwachen
Wechselwirkung nicht paritétsinvariant ist und deswegen paritéitsverletzende
Zerfille erlaubt sind. In der parititserhaltenden Reaktion

(2.339)

K~ +3He—3He, + 7~ (2.340)

der starken Wechselwirkung wird das K~ von einem Heliumkern eingefan-
gen und bildet einen Hyperkern 3He ,, in welchem ein Neutron durch das
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T+ T+
Abb. 2.18

Prinzip der Dalitz-Analyse fiir den Zerfall
Kt >t +nt+n~

Tabelle 2.5
Mégliche J ¥ -Werte bei gegebenem [_, [
I+ =0 I+ =2
=0 0~ 2=
= 1t 3t ot 1t
=2 2= 47,37,27,17,0°
~7I,+
B —
-~ @
7 >
JT
Abb. 2.19

Kollinearer Zerfall des K in drei Pionen

141 [Nik68] findet der Leser eine weitaus aus-
fiihrlichere Diskussion der Dichteverteilung
im Dalitz-Plot fiir verschiedene Spin-Paritits-
Kombinationen.
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Abb. 2.20

Dalitz-Analyse des 3mw-Zerfalls geladener
Kaonen. Um die Punktdichte zu erhdhen,
wurde der Kreis der Abb. 2.18 um die ver-
tikale durch A verlaufende Achse gefaltet.
Die gestrichelte Kurve B ist die Grenz-
linie bei relativistischer Berechnung der
Zerfallskinematik

15Dje Schreibweise Re bezeichnet den Real-
teil des Produkts der Amplituden.

A ersetzt wird. Diese und dhnliche Reaktionen wurden in Blasenkammern
beobachtet. Thre Analyse ergab nx = —1, d.h. die K-Mesonen gehodren —
wie die Pionen — zu den pseudoskalaren Mesonen. Mit dieser Festlegung der
Paritit ist auch klar, daf} der 27-Zerfall die Parititserhaltung verletzt.

2.5.4 Paritdtsverletzung in der schwachen Wechselwirkung

Die Verletzung der Parititserhaltung im Zerfall der Kaonen zeigt, daf3 (2.311)
fiir den S- bzw. T-Operator der schwachen Wechselwirkung nicht mehr giil-
tig ist. Am einfachsten beschreibt man das Auftreten der beiden Arten von
K-Zerfillen durch Zerlegen des Ubergangsoperators 7" in einen skalaren
und einen pseudoskalaren Anteil

TV =754 71P8 (2.341)
mit

PSP =75 (2.342)
und

PT'TPSp = _TPS | (2.343)

Ersichtlich gilt dann fiir die 27r-Zerfille

27| T" |K*) = (27| T"S |KY) (2.344)
und fiir die 37-Zerfille

3| TV |K*)=(3x|T°|KT) . (2.345)

An der zu (2.344) gehorenden Zerfallsrate 146t sich aber die pseudoskalare
Natur der Amplitude nicht nachweisen, da sie durch Quadrieren der Uber-
gangsamplitude errechnet wird. Um zwischen der 6-7-Hypothese und dem
Vorschlag von Lee und Yang unterscheiden zu kénnen, mufl man also einen
Prozef3 der schwachen Wechselwirkung untersuchen, an dem beide Anteile
der Amplitude mitwirken kdnnen. Wegen

T/ P =T3P + ISP+ 2Re(TR TS (2.346)

wird die Verletzung der Spiegelinvarianz aus dem Auftreten des pseudoskala-
ren Interferenzterms in einem differentiellen Wirkungsquerschnitt oder einer
differentiellen Zerfallsrate gefolgert.!> Wirkungsquerschnitte lassen sich im-
mer als Funktionen der die einzelnen Teilchen kennzeichnenden Grof3en, also
der Impulse und Spins, angeben. Das Skalarprodukt j p ist invariant unter
Drehungen und wechselt bei einer Spiegelung sein Vorzeichen. Wenn man
daher in einem Prozel3 eine Korrelation zwischen einem Impuls und einem
Spin der beteiligten Teilchen, also z. B. eine Winkelverteilung der Art
do

10 = A+ Bcos®j p (2.347)

findet, ist das Auftreten eines parititsverletzenden pseudoskalaren Terms in
(2.346) direkt bewiesen.



Lee und Yang schlugen die Untersuchung der Winkelverteilung in der j-
Zerfallsreaktion

$9Co — SNi+e™ + 7, (2.348)
vor. Hierbei handelt es sich um einen sog. erlaubten Gamow-Teller-Ubergang
bei dem der Spin des Mutterkerns und des Tochterkerns sich um eine Ein-
heit unterscheidet [Bet07, May02].'® ©Co hat den Kernspin J = 5, ®*Ni hat
J = 4. In dem beriihmten Experiment von Wu et al. wurden die Spins eines
0 Co-Priparats im starken Magnetfeld einer Helmholtz-Spule ausgerichtet.!”
Die Experimentatoren fanden tatsdchlich eine asymmetrische Winkelvertei-
lung. Die Elektronen wurden bevorzugt entgegengesetzt zur Spinrichtung des
Mutterkerns emittiert (Abb. 2.21).

Zur Ausrichtung der Spins in der in Abb. 2.21 gezeigten Weise muf} der
sog. technische Strom (also die positiven Ladungen) die Spule im Sinne ei-
ner Rechtsschraube durchflieBen. Damit bietet also das ®*Co-Experiment eine
MeBvorschrift zur absoluten Bestimmung von ,,rechts* und ,,links*. Ebenfalls
kann aus diesem Experiment ganz anschaulich die Verletzung der Spiegelin-
varianz abgelesen werden. Wir denken uns einen Spiegel parallel zur Achse
der Spule. Im Spiegel betrachtet, dreht sich der Wickelsinn der Spule, also
auch der Spin des Mutterkerns, um. Dies gilt nicht fiir die Impulskomponen-
ten in der Ebene des Spiegels. Ein Beobachter des ,,gespiegelten” Experi-
ments wiirde also zu dem Ergebnis kommen, dafl die Elektronen bevorzugt
entlang der Richtung des ®*Co-Spins emittiert werden.

Man kann noch andere Spin-Impuls-Korrelationen untersuchen, z. B. den
Erwartungswert der Helizitit des Elektrons. Fiir paritdtsinvariante Wechsel-
wirkungen muf3 er verschwinden, d. h. es gibt gleichviel rechtshindige und
linkshindige Elektronen. Im Experiment findet man jedoch den Zusammen-
hang

(Ae) = —%ﬂe (2.349)
zwischen dem Erwartungswert der Helizitidt und der Geschwindigkeit B, der
Elektronen, schon bei relativ kleinen Elektronenenergien sind diese prak-
tisch vollstidndig linkshidndig polarisiert. Der Ausschluf} einer Polarisations-
richtung bedeutet eine maximale Verletzung der Paritétsinvarianz, d.h. die
Amplituden 75 und 7S werden gleich groB,

|TPS| = |T5] . (2.350)

Eine (2.349) entsprechende Beziehung gilt auch fiir Neutrinos. Masselose
Neutrinos haben mit 8, = 1 daher immer die Helizitit A = —1/2. Experi-
mentell wurde die Helizitdt der Neutrinos durch Studium der Reaktion

L Eu+e” — $5L,Sm* + v, (2.351)
bestimmt. Das Europium hat den Kernspin J = 0. Aus seiner K-Schale (/ =
0) wird ein Elektron eingefangen. Der angeregte Samariumkern Sm* kehrt
anschlieBend unter Emission eines Photons in den Grundzustand (J = 0) zu-
riick, Sm* — Sm + y. Der Impuls des beim Elektroneneinfang entstehenden

2.5 Spiegelungen und Paritdtsinvarianz

Abb. 2.21

Prinzip des °©Co-Experiments. Die nicht-
ausgefiillten Pfeile in solchen und &hn-
lichen Diagrammen zeigen die Lage der
Spins an. Normale Pfeile geben die Impul-
se wieder, und ein Punkt bedeutet, daf} das
Teilchen in Ruhe ist

16pje Namensgebung stammt aus der Zeit, in
der die Auswahlregeln des S-Zerfalls unter-
sucht wurden. George Gamow (1904-1968)
machte viele bedeutende Beitrdge zur Kern-
physik und Kosmologie. Er wurde auch durch
seine populdrwissenschaftlichen Biicher sehr
bekannt. Edward Teller (1908-2003) gilt als
der Vater des amerikanischen Wasserstoffbom-
benprogramms.

17 Chien Shiung Wu (1912-1997), eine der
wenigen prominenten Physikerinnen, arbeitete
an der Columbia University in New York.
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< > < >
e’ v,
Abb. 2.22

Der Zerfall # — ev. Die Symbole wurden
bereits in Abb. 2.21 erldutert

V‘u
- %3 <:];| %—e{
Abb. 2.23

Der Zerfall p= —> e~ v Ve

Sm*-Kerns definiert eine z-Achse. In dem klassischen Experiment [Gro58,
Bod78] von Goldhaber wurde bewiesen, dafl Photonen aus dem Zerfall des
Sm™, die entlang der z-Ache laufen, eine negative Helizitit haben, also gilt
Jzy = —1. Dann muB aber j., = +1/2 sein, weil sonst j., = —3/2 folgen
wiirde, im Widerspruch zum halbzahligen Spin der Elektronen. Da das Neu-
trino in den betrachteten Zerfillen entlang der negativen z-Richtung lduft, hat
es demnach die Helizitit —1/2.

Was gilt fiir die Helizitdt von Antifermionen? Um diese Frage zu beant-
worten, studieren wir den Zerfall 7+ — et v, (Abb. 2.22). Dieser Zerfall
hat nur ein Verzweigungsverhiltnis von 107*, ist also im Vergleich zum do-
minanten Kanal 7 — pv fast vollstindig unterdriickt. Neutrinos sind aber
immer linkshédndig. Die Drehimpulserhaltung verlangt dann, daf} das emit-
tierte Positron ebenfalls linkshdndig ist. Nimmt man nun an, daf fiir die
Helizitit von Antifermionen

() =367

gilt, also masselose Antifermionen immer rechtshindig sind, folgt die Un-
terdriickung aus der Drehimpulserhaltung, denn verglichen mit Myonen sind
Elektronen praktisch masselos. Linkshidndige Positronen werden also durch
(2.352) sehr viel stirker verboten als linkshzndige ™.

Die bevorzugte Konfiguration im Zerfall

(2.352)

(2.353)

1aBt sich in diesem Schema qualitativ ebenfalls leicht verstehen (Abb. 2.23).
Hochenergetische Elektronen werden diesem Bild entsprechend am héufigs-
ten entgegen der Richtung des Myon-Spins emittiert. Drehimpuls- und Im-
pulserhaltung ist dann nur moglich, wenn Neutrino und Antineutrino kol-
linear laufen. Dies entspricht der kinematischen Konfiguration des Zwei-
Korper-Zerfalls. Die Energieverteilung der emittierten Elektronen wird also
eine Uberh6hung bei der maximal méglichen Energie von m,, /2 ~ 52 MeV
zeigen.

Eine quantitative Diskussion des schwachen Zerfalls von Neutronen, Pio-
nen und Myonen kann erst in Kap. 6 unternommen werden. Dort wird auch
gezeigt, da3 die schwache Wechselwirkung in zwei Klassen zerfillt, die als
Reaktionen geladener bzw. neutraler Strome bezeichnet werden. Alle radio-
aktiven Zerfille gehoren zur Klasse der geladenen Strome, und in diesem
Sinne kann das wesentliche Ergebnis dieses Abschnitts festgehalten werden:

Die P-Invarianz ist in der schwachen Wechselwirkung geladener Stro-

me maximal verletzt. Im Grenzfall § — 1 nehmen nur linkshéndi-

ge Fermionen und rechtshindige Antifermionen an dieser Form der
schwachen Wechselwirkung teil.

o —>e +v,+ v,

2.6 Die Zeitumkehr

2.6.1 Zeitumkehr und das Prinzip des detaillierten Gleichgewichts
Als letzte Transformationsoperation der inhomogenen Lorentz-Gruppe be-
trachten wir die Zeitspiegelungen, also die Transformation des Ortsvektors



x*, die durch

P— (2.354)
und
x'=x (2.355)

gegeben ist. Fiir sie ist offenbar die Bedingung (2.185) nicht erfiillt. Aus
(2.354) und (2.355) kann man ohne weiteres das Transformationsverhal-
ten anderer Vektoren unter der Zeitumkehr ableiten, z. B. gilt wegen p =
mdx /dt

p'=-p (2.356)
und daher
i'=-Jj. (2.357)

wihrend aus der Definition (2.194) der Helizitit unmittelbar
A=A (2.358)

einzusehen ist.

Die Gesetze der klassischen Physik sind invariant gegeniiber der Zeitum-
kehroperation. Fiir eine Kugel, die von A nach B fliegt, ist grundsétzlich auch
die Bahn von B nach A erlaubt, die formal aus der ersten Bahn durch Um-
kehrung der Zeitrichtung hervorgeht. In der Quantenmechanik ist die Sach-
lage komplizierter. Bisher hatten wir jeder Symmetrieoperation einen uni-
taren Operator im Hilbertraum der quantenmechanischen Zustdnde zugeord-
net. Die Bedeutung der unitdren Transformationen liegt, wie wir aus Ab-
schn. 2.1.3 wissen, darin, daf sie die Invarianz der Skalarprodukte, also

(a'| ') = (a]|b) . (2.359)
garantieren. Streng genommen reicht physikalisch aber auch
(b'|a’y = (a| b) (2.360)

aus, da die beobachtbaren Gréfen aus dem Betragsquadrat der Amplituden
berechnet werden. Diese Gleichung ist dann erfiillt, wenn die gestrichenen
und die ungestrichenen Zustinde durch eine sog. antiunitire Transformation
ineinander iiberfiihrt werden. Es stellt sich nun heraus, dal gerade der zur
Zeitspiegelung gehdrende Operator O7 ein solcher antiunitirer Operator ist.
Da ich hier auf die damit zusammenhéngenden mathematischen Fragen nicht
eingehen kann, muf ich den Leser auf die Lehrbuchliteratur verweisen, z. B.
auf das klassische Lehrbuch von Messiah [Mes90] oder das neuere Buch von
Rollnik [Rol02].
Die Wirkung des Operators der Zeitumkehr auf den Zustand |7) ist durch

0" iy = (ir| (2.361)

definiert. Aus |i) = |p, j, j3) wird z. B. (if| = (—p, j, —j3| mit entsprechen-
den Beziehungen fiir die Transformation von | ). Die Elemente der S-Matrix

2.6 Die Zeitumkehr
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transformieren sich gemif3 [Rol02]
(f1S1iy=(f1(0T)~'sO"|i)
=(ir| S1fr) - (2.362)

Durch Studium des Transformationsverhalten der Helizititsamplituden
(2.267) konnten Jacob und Wick [Jac59] die Beziehung

t/‘\]3)t4,/\112(\/5) = t/‘\’])tz,/\3)t4(\/§) (2363)

fiir die Partialwellenamplituden der ein- und auslaufenden Zustinde bewei-
sen. Diese Beziehung wollen wir jetzt anwenden, um das Prinzip des de-
taillierten Gleichgewichts abzuleiten. Dazu gehen wir zuriick zur Formel
(2.33) und ersetzen die Streuamplituden 7%; durch die Helizitdtsamplitu-
den fi,1,.1,2,- Da das statistische Gewicht g fiir massive Teilchen durch
1/(2jay+ 1(2j2) + 1) gegeben ist, gelangen wir fiir die Streuung unpolari-
sierter Teilchen im Schwerpunktssystem zu

do 1

L 1425344)= 5.0)
d.Q3( ) (2j(1)+1)(2j(2)+1) %:If)@)m,/\l)»z(\/_ )I

(2.364)

wobei die Summe iiber die moglichen Helizitdten lauft. Daraus folgt dann
wegen (2.363) unter Verwendung von (2.267) sogleich

GG +2-3+49)  |psl’Qjp+D@jw+ 1D
D B+4—>1+2)  [pPCiy+ D2+

Hierin sind die Wirkungsquerschnitte bei der gleichen Energie /s und dem
gleichen Streuwinkel ® im Schwerpunktssystem zwischen Teilchen 1 und 3
bzw. zwischen Teilchen 3 und 1 zu nehmen.

Die Gleichung (2.365) wird das Prinzip des detaillierten Gleichgewichts
genannt. Sie beschreibt prizise, in welchem Sinne physikalische Streure-
aktionen umkehrbar sind. Eine sehr schone Anwendung fand sie bei der
Bestimmung des Spins geladener Pionen. Dazu wurde die Deuteronspaltung

(2.365)

at+d—>p+p (2.366)
und die Umkehrreaktion
P+ Sat4d (2.367)

studiert. Die beiden Wirkungsquerschnitte werden mit Hilfe von (2.365) mit-
einander verglichen, wobei p; mit dem Protonimpuls p, aus (2.366) und p,
mit dem Pionimpuls p . aus (2.367) identifiziert wird. Damit erhalten wir fiir
das Verhiltnis der Wirkungsquerschnitte

E(td—pp)  4p,P
do(pp—>ntd) 321 +1)|p.

Das gemessene Verhiltnis lie sich gut durch 4| pp|2 /(3| p,|?) beschreiben,
also muf J, = 0 gelten. Wir haben dieses Ergebnis schon oft benutzt. Wie
der Leser aber an diesem Beispiel wohl einsieht, bedarf es eines erhebli-
chen experimentellen und theoretischen Aufwands, um den Spin eines der
wichtigsten Hadronen zu bestimmen.

(2.368)



2.6.2 Invarianz der Wechselwirkungen unter Zeitspiegelungen
Gewarnt durch die Erfahrungen mit der Spiegelinvarianz nahmen die Phy-
siker in der Folgezeit auch Invarianz unter Zeitumkehr nicht mehr kritiklos
an. Tatsichlich wurde 1964 im Sektor der K°-Mesonen ein kleiner Effekt
gefunden, der die Invarianz unter Zeitumkehr verletzt. Diese hochinteressan-
ten Experimente werden wir im néchsten Abschnitt, der sich mit den sog.
inneren Symmetrien befaf3t, besprechen. Stellvertretend fiir viele andere Un-
tersuchungen behandeln wir an dieser Stelle noch eine besonders raffinierte
Methode zur Bestimmung der Zeitumkehr-Invarianz der S-Matrix, die Mes-
sung des elektrischen Dipolmomentes des Neutrons.

Zur Vorbereitung dieser Diskussion machen wir uns zunéchst einmal klar,
daf} Eigenzustinde zum Paritédtsoperator P, als welche wir ja Elementarteil-
chen beschreiben, kein elektrisches Dipolmoment haben diirfen. Der Opera-
tor des elektrischen Dipolmomentes ist durch

d =ex (2.369)
definiert, worin e die Ladung bezeichnet. Wegen
PdP'=—-d (2.370)

fiihrt die Identitét

(VId|y)=(y|P"'PdP™'P|y) (2.371)
sofort zu
(Vid|y)=0, (2.372)

also einem verschwindenden Erwartungswert des elektrischen Dipolmomen-
tes in Eigenzustiinden der Paritit. Zusammengesetzte Systeme konnen i. allg.
ein Dipolmoment besitzen (man denke an das fiir uns lebenswichtige Wasser
mit seinem grofen elektrischen Dipolmoment), da ihr Grundzustand entartet
ist, d. h. zum gleichen Energiewert gehoren Zustinde verschiedener Paritit.

Bei spektroskopischen Untersuchungen ersetzen wir den Streuoperator
durch die Wechselwirkungsenergie Hyw. Die Wechselwirkungsenergie eines
Dipols im elektrischen Feld ist d E, wobei die Achse des Dipols fiir Molekiile
einfach aus dem Bau der Molekiile hervorgeht. Die einzige denkbare Achse
fiir Elementarteilchen ist aber der Spin, so dafl wir als Wechselwirkungsterm

Hyw = |d|£ (2.373)

1l

anzusetzen haben.

Das elektrische Feld ist ein polarer Vektor. Also ist j E pseudoskalar und
damit (2.373) parititsverletzend. Bei Zeitumkehr gilt fiir das Vektorpotential

A'=-A (2.374)
und wegen E ~ 0A /0t
E'=E . (2.375)

2.6 Die Zeitumkehr
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Da also bei Zeitumkehr wegen
(JE)Y=—-jJE (2.376)

die Wechselwirkungsenergie ihr Vorzeichen umkehrt, ist ein nichtverschwin-
dendes elektrisches Dipolmoment eines Elementarteilchens gleichbedeutend
mit einer Verletzung der Parititsinvarianz und der Invarianz unter Zeitum-
kehr.

Zur Bestimmung des elektrischen Dipolmomentes des Neutrons wird eine
Abwandlung des Rabi-Experiments zur Messung des magnetischen Momen-
tes von Kernen eingesetzt. Die obere Schranke liegt heute bei

|d,| <0,29-107'2 (2.377)

in Einheiten von Elementarladung - fm. Ein Dipol der Lange 1 fm im Neutron
kann also nur eine Ladung haben, die kleiner als 0,29 - 10712 ¢ ist.

Das elektrische Dipolmoment des Neutrons wird in einer Fiille von theo-
retischen Modellen untersucht. Die im nichsten Abschnitt zu besprechen-
de C P -Verletzung im System der neutralen K-Mesonen kann ebenfalls mit
|d | # 0 verkniipft werden. Eine Berechnung im Standard-Modell der Teil-
chenphysik zeigt, da} die Parameter der sog. CKM-Matrix (Abschn. 7.8)
einen Wert des elektrischen Dipolmomentes von ca. 1072 ¢ - fm erlauben.
Dieser Wert ist so klein, daf3 er sich wahrscheinlich nie messen lassen wird.
Auf der anderen Seite hei3t das aber, dal schon der Nachweis eines Dipol-
moments von nur 1073 e -fm geniigt, die Existenz von Physik jenseits des
Standardmodells zu beweisen. Zum Beispiel konnte eine winzige Verletzung
der T-Invarianz der starken Wechselwirkung zwischen den Quarks im Neu-
tron zu einem solchen Dipolmoment fiithren. Weitere Literaturhinweise zu
diesen experimentell und theoretisch hochinteressanten Fragen finden sich
z.B. in dem Ubersichtsartikel von N. Ramsey [Ram90] oder der neueren
Arbeit von Lamoreaux und Golub [Lam09].

2.13 Diskutieren Sie den Dalitz-Plot fiir den Zerfall K — 37, und zeigen
Sie, daf} bei nichtrelativistischer Kinematik die Grenzen durch den
einbeschriebenen Kreis der Abb. 2.18 gegeben sind.

2.14 Beweisen Sie die Relation (2.318).

2.7 Innere Symmetrien |

Bisher haben wir nur Transformationen im Raum der quantenmechanischen
Zustinde betrachtet, die durch Raum-Zeit-Symmetrien induziert wurden.
Man nennt sie duBere Symmetrien. In den nichsten Abschnitten werden
Transformationen untersucht, die direkt im quantenmechanischen Zustands-
raum definiert sind. Man nennt sie innere Symmetrien.



2.7.1 Globale Phasentransformationen

Die einfachste Transformation eines Zustandes |v/), die einem in den Sinn
kommt, ist die aus der elementaren Quantenmechanik geldufige Multiplika-
tion mit einem komplexen Phasenfaktor

[/ (x.0)) = [y (x.1)) . (2.378)

wobei § Werte zwischen 0 und 2z annehmen kann. Die Gruppe der Trans-
formationen

U=e (2.379)

hat den Namen U1, genauer globale Eichtransformation U1. Die ,,1* besagt,
daf die Transformation in einer Dimension stattfindet und § daher ein Skalar
ist, wihrend das Wort ,,global* zum Ausdruck bringt, da § fiir alle Raum-
Zeit-Punkte den gleichen Wert annimmt.

Betrachten wir nun den Ladungsoperator Q In Einheiten der Elementar-

ladung hat er die Eigenwerte Q = ...,2,1,0,—1,... . Seine Eigenwertglei-
chung fiir Elektronen z. B. lautet trivialerweise
Ole"y=—1]e7) . (2.380)

Der Ladungsoperator vertauscht mit allen bisher diskutierten Observablen,
daher bildet die Ladung zusammen mit Masse, Spin usw. einen Satz simulta-
ner Quantenzahlen fiir ein Teilchen, dessen Zustandsvektor wieder allgemein
mit |) bezeichnet wird. Wegen

eT0 |y = ¢7Q |y (2.381)

wird unmittelbar klar, dal die Wirkung des Ladungsoperators identisch zur
Multiplikation mit einem Phasenfaktor ist. Eine Reihenentwicklung der lin-
ken Seite zeigt im Vergleich mit (2.62), da Q die Erzeugende einer globalen
U 1-Transformation ist. Aus der Vertauschbarkeit von S mit U leitet man nun
wie tiblich

[S.0]=0 . (2.382)

also die Ladungserhaltung in Streuprozessen, ab. Die experimentell sehr ge-
nau gesicherte Tatsache der Ladungserhaltung haben wir somit auf eine Inva-
rianz der S-Matrix gegeniiber einer globalen Phasentransformation zuriick-
gefiihrt.

Die hier betrachteten Transformationen hidngen von einem kontinuierli-
chen Parameter « ab; dies stimmt mit der Tatsache iiberein, dal die Ladung
eine additive Quantenzahl ist. In Abschn. 1.2 haben wir noch andere addi-
tive Quantenzahlen wie die Baryonenzahl B, die Leptonenzahl L oder die
strangeness S eingefiihrt. Auch diese konnten wir jetzt natiirlich mit Ul-
Eichtransformationen verkniipfen. Wir wollen uns jedoch zunichst fragen, ob
es eine Hierarchie innerhalb dieser erhaltenen additiven Quantenzahlen gibt.
In einem wesentlichen Punkt unterscheidet sich offensichtlich die Ladung
von L, B und S. Nur die Ladung ist zusitzlich die Quelle eines Kraftfelds,
niamlich des elektromagnetischen Feldes. Man spricht hier von der ,,dua-
len* Natur der Ladung: Sie ist eine erhaltene Quantenzahl und Quelle eines
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Feldes. Dies ist entscheidend fiir die Formulierung der Rechenregeln der
Feynman-Graphen. Wir haben in Abschn. 1.2.5 gesehen, dafi an den Verti-
ces der Graphen die Erhaltungssitze gelten. Gleichzeitig ist aber z. B. im Fall
der elektromagnetischen Wechselwirkung die Stirke der Kopplung der aus-
getauschten Photonen an die Teilchenstrome proportional zur (erhaltenen)
Ladung. Genauer werden wir dies in Abschn. 3.1.3 formulieren.

Die Erhaltung der strangeness gilt nur in starken und elektromagnetischen
Prozessen, sie ist also offenbar weniger streng garantiert als die Baryon- und
Leptonzahlerhaltung. Bisher wurden noch keine Reaktionen gefunden, in de-
nen die Erhaltung dieser Quantenzahlen nicht giiltig ist. Trotzdem vermutet
man, dal nur Quantenzahlen, die gleichzeitig die Quelle eines Feldes sind,
also eine &dhnlich ,,duale” Natur wie die Ladung haben, im strengen Sinn
erhalten sind. Dies ist ein Hauptmotiv fiir die immer genauere Suche nach
Prozessen, welche die B- und L-Erhaltung verletzen, wie z. B. der Zerfall
des Protons, p — e® + 0.

Man kann zeigen, daB sich die gerade diskutierte duale Natur der La-
dung mit einer sehr einfachen Variation der zugehorigen Eichtransformati-
on verkniipfen 146t. Anstelle der globalen Transformationen wird die lokale
Transformation

U = eiex00 (2.383)

betrachtet, bei der zu jedem Raum-Zeit-Punkt x* eine andere Phase gehort.
Im Prinzip bedeutet dies, dal jeder Beobachter die Phase seiner quanten-
mechanischen Zustinde frei wihlen kann. Aus der Forderung der Invarianz
der S-Matrix gegeniiber diesen lokalen Eichtransformationen 14t sich die
Existenz der Photonen zusammen mit der richtigen Kopplung an die La-
dungen ableiten. Dieses Prinzip der lokalen Eichinvarianz hat sich zu einer
der wichtigsten Methoden der theoretischen Physik beim Versuch der Ent-
wicklung einer vereinheitlichten Theorie der Materie entwickelt. Dem ein-
fiihrenden Charakter des Buches entsprechend, konnen wir diese Diskussion
hier nicht vertiefen. Es gibt eine Reihe von ausgezeichneten Lehrbiichern
iiber Eichtheorien [Quil3, Pes95], die dieses Thema mit unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad behandeln.

2.7.2 Die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation

Die Ersetzung (Konjugation) von Teilchen durch ihre Antiteilchen in einer
Streureaktion hat interessante Konsequenzen. Um sie studieren zu konnen,
behandeln wir zunédchst die Wirkung des Operators der Teilchen-Antiteil-
chen-Konjugation C auf Einteilchen-Zustinde, z. B. ein einzelnes Elektron

Cle™)=nclet) . (2.384)
oder ausfiihrlicher
Cle™:p.js)y=ncle:p.js) . (2.385)

worin 7¢ wieder ein Phasenfaktor, d. h. eine komplexe Zahl vom Betrag 1,
ist. Man kann C als eine Spiegelungsoperation im Raum der Teilchen und



Antiteilchen auffassen. Da die Impuls- und Spinkoordinaten durch die Ope-
ration C nicht gedndert werden, lassen wir sie fiir die weitere Diskussion
vereinfachend weg.

Weil eine zweifache Anwendung von C wieder auf das urspriingliche
Teilchen fiihrt, kann 7¢ nur die Werte £1 haben. Wir wihlen der Konven-
tion folgend n¢ = 1 fiir alle Fermionen und Antifermionen. Die Phase der
geladenen Pionen ist aber nicht mehr frei wéhlbar, sondern es gilt

Clnt)=—|zT) . (2.386)

wobei die negative Phase durch die im nichsten Abschnitt zu besprechende
SU2-Symmetrie erzwungen wird. Die gleiche Phasenwahl treffen wir auch
fiir die geladenen K-Mesonen.

Die Anwendung von C auf neutrale Mesonen ohne weitere flavor-Quan-
tenzahl, z. B.

C|7°) =nc (=’ |7°) . (2.387)

ergibt offensichtlich eine Eigenwertgleichung. Das 7 ist sein eigenes An-

titeilchen. Teilchen oder Teilchensysteme ohne zusitzliche flavor-Merkmale

werden also durch eine neue Quantenzahl, die C-Paritit n¢, gekennzeichnet.
Die C-Invarianz der S-Matrix

[C.85]=0 (2.388)

hat zwei Konsequenzen: Erstens gilt die Erhaltung der C-Paritét in Streure-
aktionen, bei denen der Anfangszustand ein Eigenzustand zu C ist; zwei-
tens folgt, dal Wirkungsquerschnitte invariant gegeniiber einer Ersetzung
von Teilchen durch ihre Antiteilchen sein miissen. Die C-Invarianz hat im
Sektor der elektromagnetischen und der starken Wechselwirkung einer ge-
nauen Uberpriifung standgehalten.

Die Erhaltung der C-Paritit in elektromagnetischen Zerfillen wird be-
nutzt, um die C-Paritit des 7°-Mesons festzulegen. Das Photon hat eine
negative C-Paritdt; dies wird iiber einen kleinen Umweg begriindet: In der
Schrodinger-Gleichung mit duflerem Feld wird die Wechselwirkung eines
Teilchens der Ladung e mit einer elektromagnetischen Welle durch einen
Term epA beschrieben. Beim Ubergang zu Antiteilchen wechselt dieser
Term daher sein Vorzeichen. Fiir die Ubergangsamplitude an einem Elektron-
Photon-Vertex muf3 daher

(e | T e y)= —(e+| T |e+y> (2.389)

gelten. Wegen der C-Invarianz der elektromagnetischen Wechselwirkung
kann man dies nur erreichen, wenn fiir das Photon ¢ (y) = —1 gilt.

Das °-Meson zerfillt in zwei Photonen. Aufgrund der Erhaltung der C-
Paritét 146t sich daraus sofort

ne (7% = +1 (2.390)

ableiten, wobei wieder die Tatsache ausgenutzt wurde, dal Parititen multi-
plikative Quantenzahlen sind. Fiir » Photonen gilt demnach

nc(ny) =(=D" . (2.391)
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Abb. 2.24

Die Elektron-Positron-Paarvernichtung in
Myonen iiber eine innere Schleife mit ei-
ner ungeraden Anzahl von ankoppelnden
Photonen ergibt keinen Beitrag

Die Quantenelektrodynamik (QED) ist die Theorie der Wechselwirkung
von Leptonen und Photonen. In dieser ist die C-Invarianz automatisch erfiillt,
da z.B. Diagramme mit einer ungeraden Anzahl von Photonen, die an eine
Schleife ankoppeln (Abb. 2.24), identisch verschwinden. Dies ist das sog.
Fury-Theorem der QED. Der Zusammenhang mit der C-Invarianz 146t sich
sofort herstellen, wenn der innere Teil dieses Diagramms als Streureaktion
virtueller Photonen interpretiert wird. Wegen der Erhaltung der C -Paritit ist
ein Ubergang von zwei in drei Photonen verboten.

Auch in hadronischen Zerfillen aufgrund der elektromagnetischen Wech-
selwirkung ist die C-Invarianz garantiert. Betrachten wir z. B. das n-Meson,
das wie das w°-Meson elektromagnetisch zerfillt. Das n-Meson ist ein neu-
trales Teilchen mit einer Masse von 547,3 MeV. Der dominante Zerfall (B =
39,3 %) in zwei Photonen legt wieder n¢ (7) = 1 fest. Das n-Meson kann also
als ein schweres 7° angesehen werden. Aufgrund seiner Masse kann es auch
in 77~ 7% zerfallen (B = 23,0 %). Die C-Invarianz der S-Matrix ergibt
nun die Bedingung

(7Z+7Z_JTO| T |n) = (7Z+7Z_JTO| c'tc ) = (C(n+n_n0)‘ T |n)
(2.392)

Die C-Operation fiihrt einen 77 7~ 7°-Zustand in sich selbst iiber. Als gutes

Beispiel fiir die zweite Art von Konsequenzen der C-Invarianz erwarten wir
daher, daB das Energie- und Winkelspektrum der 77 *- und der 7 ~-Mesonen
in diesem Zerfall identisch ist. Diese Tatsache wurde in einer Serie von Ex-
perimenten verifiziert.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse bei der schwachen Wechselwirkung.
Wir haben in Abschn. 2.5.4 den schwachen Zerfall des 7 in ein links-
hindiges Neutrino und ein linkshindiges u* besprochen. Die zugehorige
Zerfallsamplitude wollen wir mit

Ty = (it v | T | (2.399)

bezeichnen, wobei der Index L eine besonders eingidngige Notation fiir die
negative Helizitit darstellt. Rechtshindige Teilchen (positive Helizitit) be-
kommen entsprechend den Index R. Die Invarianz der schwachen Wechsel-
wirkung unter Teilchen-Antiteilchen-Spiegelung wiirde nun

(wivur| T |7 t) = (ufver|C'TC |2 ) (2.394)
verlangen. Mit

(uifvun] €7 =(urvuL (2.395)
und unserer Phasenwahl fiir die geladenen Pionen folgt

(v Tlr™)=—(ugbud| T Ix7) . (2.396)

Das 7~ miifte also in ein linkshéndiges ;™ und ein linkshdndiges Antineu-
trino zerfallen. Dieser Zerfall ist aber wegen der P-Verletzung verboten, es
gibt keine linkshidndigen Antineutrinos. Wir sehen unmittelbar, dafl die maxi-
male P-Verletzung mit einer maximalen Verletzung der C-Invarianz einher-
geht. Genau das kommt in der frither gefundenen Regel, daB (fiir § — 1) nur



linkshindige Fermionen und rechtshindige Antifermionen an der schwachen
Wechselwirkung geladener Strome teilnehmen, zum Ausdruck.

Den erlaubten Zerfall in ein rechtshindiges Antineutrino bekommt man,
wenn man die Invarianz unter dem Produkt C P fordert,

(i vur| T |7 %) = (uf v [ (CPYT'T(CP) |77
= (urVur| T I77) . (2397)

Damit wird klar, daf3 die schwache Wechselwirkung geladener Strome so-
wohl die P-Invarianz als auch die C-Invarianz der S-Matrix verletzt, aber in
einer solchen Weise, da3 das Produkt aus C und P die Streumatrix offenbar
invariant 1af3t.

Wir wollen nun noch die C-Paritdt von Teilchensystemen besprechen.
Ein 77~ -Zustand hat die C-Paritit (—1)/, da die Teilchen-Antiteilchen-
Konjugation hier mit der Paritdtsoperation (2.326) identisch ist. Etwas
schwieriger ist die Bestimmung der C-Paritit von Fermion-Antifermion-
Systemen.

Betrachten wir z. B. das e~ e -System auf der linken Seite der Abb. 2.25.
Bei Anwenden von C geht es in den Zustand der rechten Seite iiber. Die
zugehorigen Orts- und Spinkoordinaten werden der Einfachheit halber mit
(1) und (2) bezeichnet. Mit unserer Wahl der Phasen gilt dann

C \ef(l)e+(2)> = |e+(1)ef(2)>
=nc(e”eT) e"(Det(2)) . (2.398)
Andererseits konnen wir die urspriingliche Wellenfunktion auch durch
Spiegelung am Koordinatenursprung und Vertauschen der Spinkoordinaten
erhalten. Die Paritiit eines Fermion-Antifermion-Systems ist (—1)'T!, die

Vertauschung der Spins gibt einen Faktor (—1)S*!, wie wir schon bei der
Herleitung von (2.332) gesehen haben. Zusammengefaf3t folgt daraus

let(De™(2)) = (=D " (Det(2)) . (2.399)
also
ne(f f)==1'*s (2.400)

fiir die C-Paritit eines Zustandes aus Fermion und Antifermion mit dem
Gesamtspin S und dem relativen Bahndrehimpuls /.
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Abb. 2.26 ~
Der Ubergang K — K°

18 Wir miissen leider wieder die Symbole S
und 7 in verschiedenen Bedeutungen kurz
hintereinander verwenden. Wie schon in der
Einleitung betont, erscheint mir dies besser als
die Einfiihrung neuer ungebriduchlicher Sym-
bole.

2.7.3 Lang- und kurzlebige neutrale K-Mesonen

Neutrale K-Mesonen werden als Eigenzustinde der starken Wechselwirkung
mit wohldefinierter strangeness S erzeugt. Im Abschn. 1.2.3 wurde S = +1
fiir das K und S = —1 fiir das K° festgelegt. Da sie sich in der Quanten-
zahl S unterscheiden, sind auch die neutralen Kaonen keine Eigenzustinde
zu C, sondern es gilt

C|K°) = |K°) (2.401)
und
C|K% =K . (2.402)

Hieraus geht hervor, daf3 wir den Phasenfaktor auf 41 festlegen. In der Lite-
ratur wird oft das negative Vorzeichen gewihlt, die hier getroffene Festlegung
ist aber konsistent mit der Wahl der Phasen im Quarkmodell (Abschn. 4.3.2).

In Prozessen der starken Wechselwirkung kann man klar zwischen K°-
und K°-Mesonen unterscheiden. Bei der Streuung von Kaonen an Protonen
gibt es unterhalb der Schwelle zur Erzeugung zusitzlicher Pionen fiir das K°
nur die Prozesse

K'4+p—K'+p (2.403)
und
K'+p—>K +n . (2.404)

Im Gegensatz dazu sind die durch Ladungs- und strangeness-Erhaltung er-
laubten Prozesse fiir das K° durch

K'+p—>K’+p (2.405)
und
K'4+p—snt+4 (2.406)

gegeben. Das Auftreten eines A-Teilchens gilt daher als eindeutige Signatur
einer K°-induzierten Streureaktion.

Die schwache Wechselwirkung erhélt die strangeness nicht. Daher konnen
beide Sorten neutraler K-Mesonen z. B. in 7w ¥ 7w ~-Paare zerfallen (AS = 1).
Damit er6ffnen sich aber neue, tiberraschende Moglichkeiten: Schwache Zer-
fille wie der B-Zerfall des Neutrons oder der K°-Zerfall in zwei Pionen
lassen sich storungstheoretisch in erster Ordnung der schwachen Wechsel-
wirkung behandeln. In einem Prozel zweiter Ordnung in der schwachen
Wechselwirkung kann sich ein K in ein K° verwandeln (AS = 2).'® Das
zugehorige Diagramm ist in Abb. 2.26 gezeigt. Im Raum der neutralen K-
Mesonen gibt es also Ubergiinge, die durch die 7-Matrix

_ ((K°ITIK%) (K°|T|K")
r= ((K°|T|K°) (K°|T|K°) (2.407)
beschrieben werden.

Im allgemeinsten Fall sind alle vier Matrixelemente unabhingig voneinan-
der. Das sog. C P T-Theorem der Quantenfeldtheorie besagt nun, dafl unter



noch immer sehr allgemeinen Bedingungen die S-Matrix invariant gegeniiber
dem Produkt der Transformationen C, P und O7 ist. Eine Wechselwirkung,
die eine dieser drei Symmetrien verletzt, muf dies auch fiir das Produkt der
beiden iibrig bleibenden tun, damit insgesamt Invarianz unter CP OT (oder
kiirzer C P T') garantiert ist. Verletzung der Zeitumkehr-Invarianz z. B. ist al-
so gleichbedeutend mit der Verletzung der C P -Invarianz. Wir haben gerade
gesehen, dafl die schwache Wechselwirkung in den bisher studierten Prozes-
sen erster Ordnung C und P verletzt, aber auf eine Weise, daf sie gegen-
tiber dem Produkt aus rdumlichen Spiegelungen und Teilchen-Antiteilchen-
Konjugation symmetrisch ist. Demnach ist sie in diesen Prozessen auch in-
variant unter O .

Schon aus der schwichsten Bedingung, namlich der Giiltigkeit der CP T -
Invarianz, folgt, dal die Diagonalelemente der Matrix (2.407) gleich sein
miissen. Fiir die Gleichheit der beiden Elemente auflerhalb der Diagona-
len bendtigt man Invarianz unter C P. Wir konnen dies fiir die betrachteten
AS =2 Prozesse nicht a priori fordern, schreiben also die 7-Matrix im
Raum der K-Meson-Zustinde

|K°)=((1)) : |15°)=((1)) (2.408)

in der Form

A B
T = (C A) (2.409)

an. Die Eigenwerte dieser Matrix und ihre Eigenvektoren lassen sich mit den
tiblichen Verfahren der linearen Algebra schnell finden. Sie sind durch

AMp=A£+vBC (2.410)

und durch

(0

gegeben. Physikalisch entsprechen diesen Vektoren Eigenzustinde mit wohl
definierten Massen und Lebensdauern. Wir wollen sie mit Kg und Ky, be-
zeichnen, wobei die Indizes L und S fiir long und short stehen, also lange
und kurze Lebensdauern bedeuten. Der Grund fiir diese Bezeichnungen wird
gleich klar werden.

Vertiefung

Die Matrix T wird durch die Transformation V7V ~! in eine Diagonal-
matrix tberfiihrt. Fiir eine 2 x 2-Matrix lassen sich die Eigenwerte sogar
ohne explizite Konstruktion der Matrix V' finden. Dazu nutzen wir aus,
daB Spur und Determinante invariant unter V' sind, also gilt

2A= A1+ Ay
A>—BC =111, , (2.412)
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womit (2.410) sofort bewiesen werden kann. Zur Berechnung der
Eigenvektoren

K1) =p|K°)+q|K°). |Ks)=pl|K°)—q|K°) (2.413)

muf} man dann doch V' kennen. Die Rechnung ergibt

=4, = . 2.414

P 3 ( )
Dieses Ergebnis 1dBt sich verifizieren, indem man explizit nachrechnet,
daB3 | K;) und |K;) Eigenvektoren von 7 sind, z. B.

ED()-+)

Das Vorzeichen in (2.414) und die Norm der Vektoren ist noch frei wihl-
bar. Wir wihlen das positive Vorzeichen und die Norm | p|?> + |g|> = 1.
Bei Verletzung der C P -Invarianz (¢/p # 1) ist T nicht mehr hermitesch
und daher sind auch die Eigenvektoren nicht mehr notwendig orthogonal,
sondern es gilt

§ = (KalK1) = |pl>—lq|* . (2.416)

worin ¢ jetzt als ein Ma} der C P -Verletzung angesehen werden kann.
Beachten Sie jedoch, da3 C P -Verletzung auch noch moglich ist, falls die
komplexen Zahlen ¢ und p (bzw. C und B) zwar im Betrag gleich sind,
jedoch eine unterschiedliche Phase haben.

Diese allgemeinen Betrachtungen gelten natiirlich nicht nur im K°, K°-
System, sondern auch fiir die D°, D° und B°, B-Mesonen.

Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir zunichst die C P -Invarianz
der T-Matrix an. Mit p = g erhalten wir besonders einfache, orthogonale
normierte Eigenzustidnde der 7-Matrix (2.409), ndmlich

_ Loy, g0
|K1) = fqu )+ |K°) (2.417)
und
|K>) = %(IKO)—II?")) : (2.418)

wobei wir noch die Freiheit der Wahl einer gemeinsamen Phase der Zustinde
(2.411) ausgenutzt haben. K| und K, sind offenbar Eigenzustinde zu C P
mit

CP |K)=—-1]|K;) (2.419)
und

CP|K,)) =+1|Ky) . (2.420)



Die C-Paritit eines 27-Systems mit / = 0 wurde im letzten Abschnitt zu
nc(2m) = 1 bestimmt, daher kann nur das K, in 777~ oder 7°7° zerfallen,
fiir das K ist dieser Zerfall verboten.

Das 7° hat eine positive C-Paritit. Daher hat auch ein 7°7+ 7 ~-System
im Grundzustand, also mit verschwindenden relativen Bahndrehimpulsen /;,
die C-Paritit 41 und ist Eigenzustand zu C P mit dem Eigenwert ncp = —1.
Nur das K; kann in diesen Zustand zerfallen. Da 37 -Zerfille vom Pha-
senraum her unterdriickt sind, erwarten wir fiir das K,-Meson eine kiirzere
Lebensdauer als fiir das K;-Meson. Wir machen also den Ansatz

|KL) = |Ky) (2.421)
und
|Ks) = |Kz) . (2.422)

Dieser Ansatz muf} im nidchsten A_bschnitt nochmals modifiziert werden. Zu-
nichst driicken wir aber K° und K° durch Kg und K7, aus,

|K%) = —=(IKL) + |Ks)) (2.423)

5

und
_ 1
K%)= —(|Kv)—|Ks)) . (2.424)

K%)= 5 (1Ku) — 1K)
Die in Reaktionen der starken Wechselwirkung erzeugten neutralen K-Meso-
nen sind also Uberlagerungen von Kg und Kp,, und daher sollte ihr 27 -Zerfall
eine kiirzere Lebensdauer als der 37 -Zerfall haben.

Dieses merkwiirdige Phinomen des Zerfalls mit unterschiedlichen Le-
bensdauern ist tatséchlich beobachtet worden. Die gemessenen Lebensdauern
sind

15 = (0,8953 4+ 0,0005)- 10~ 05 (2.425)
und
1, = (5,116 4+0,020)- 1085 . (2.426)

Das Kg zerfillt zu praktisch 100 % in zwei Pionen. Der im Prinzip mogli-
che Zerfall in 37r mit hoheren Werten der relativen Bahndrehimpulse ist also
sehr stark unterdriickt. Die wichtigsten Zerfallsarten des K7, sind die semi-
leptonischen Kanile wev und v mit Verzweigungsverhéltnissen von B =
40,55% und B = 27,04 %. Der Zerfall in 7°7°7° hat ein Verzweigungs-
verhiltnis von 19,52 %. Fiir den Zerfall in 7+t7~7° wurde B = 12,54 %
gemessen.

Die unterschiedlichen Lebensdauern der kurz- und langlebigen Kaonen
bieten die Moglichkeit ein neues Phdnomen, die sog. strangeness-Oszilla-
tionen, zu beobachten. Aus einem reinen K°-Strahl z. B. wird nach einigen
Lebensdauern g ein fast reiner Ky -Strahl, d.h. ein Strahl, in dem K°- und
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K°-Mesonen gleich hiufig auftreten. Wir wollen dies etwas priziser diskutie-
ren. Die zeitliche Entwicklung eines Kr,-Zustandes ist in seinem Ruhesystem
durch

K1 (1)) = | Ky (0)) et e/ (2.427)
gegeben. Ganz entsprechend gilt fiir das kurzlebige Kaon
|Ks(1)) = |Ks(0)) e Mste=T51/2 (2.428)

Hierin haben wir wieder I" = 1/t benutzt und zusitzlich unterschiedliche
Massen fiir die beiden Sorten neutraler Kaonen zugelassen. Die Begriindung
fiir diesen Ansatz kommt aus der Quantenmechanik instabiler Teilchen. Hier
sei nur angemerkt, daf} das Betragsquadrat dieser Gleichungen offenbar zum
richtigen radioaktiven Zerfallsgesetz fiihrt.

Die Eigenwerte des Hamilton-Operators H im Ruhesystem der Kaonen
betragen daher (wegen H =id/0dt)

Mg, — %FS,L . (2.429)

In H sind die starke, elektromagnetische und schwache Wechselwirkung ent-
halten. Der Massenunterschied zwischen Kg und K7, ist jedoch ein Effekt der
schwachen Wechselwirkung.

Die Amplitude zur Zeit ¢ in einem urspriinglichen K°-Strahl ein K° zu
finden, wird aus dem Skalarprodukt der Zustinde |K°(¢)) und |K°(0)) be-
rechnet, also gilt

1 1
At) = 7 (Kr(@)|—(Ks()]) 7 (|KL(0)) +Ks(0))) - (2.430)
Wegen der Orthogonalitit der Zustidnde | Ky,) und |Kg) fiihrt dies nach kurzer
Rechnung zur Wahrscheinlichkeit

1
AA* = P(1) = i (e7M eI —2 cos(AM t)e”TLHTI®Z) (2.431)
mit
AM = Ms— M;, . (2.432)

Die strangeness oszilliert also mit einer Frequenz, die vom Massenunter-
schied zwischen lang- und kurzlebigen Kaonen abhingt. Die Existenz von
K° im Strahl weist man iiber die Reaktion (2.406) nach. Eine quantitative
Auswertung ergab zusammen mit den weiter unten besprochenen Experimen-
ten |AM| = (3,483 £0,006)-10~%eV.

Nach einer Flugzeit im Laborsystem, die einigen Lebensdauern rg im Ru-
hesystem entspricht, ist aus dem K°-Strahl ein K7 -Strahl geworden. Man
kann aber noch einen Schritt weiter gehen und den Zustand | Ky,) wieder teil-
weise in den Zustand | K°) zuriicktransformieren. Ein solches Regenerations-
Experiment besteht einfach darin, in den Ky -Strahl ein Stiick Absorber zu
stellen. Wegen des hohen Wirkungsquerschnitts der inelastischen Reaktion
(2.406) werden die K°-Mesonen aus dem K -Strahl stirker herausgefiltert,



2.7 Innere Symmetrien| 157

Abb. 2.27 _
1.0 Anteil der K°- und K°-Mesonen in ei-
’ nem urspriinglichen K°-Strahl aufgrund
von strangeness-Oszillationen und Regene-
ration. Die Zeit wird im Ruhesystem der
08 KO K-Mesonen gemessen
0,6 |
04 F
0.2 o
O 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
t/10-1%s
KO
-1 o —l—xn
Strangeness-
Target oszillationen Regenerator

und man hat hinter dem Absorber wieder eine Erhohung des prozentualen
Anteils der K°-Mesonen. Die Einzelheiten hiingen von dem verwendeten Ab-
sorbermaterial ab und sollen hier nicht weiter diskutiert werden. Das Prinzip
solcher Oszillations- und Regenerationsexperimente mit dem dazugehorigen
qualititativen Verlauf der Intensititen ist in Abb. 2.27 gezeigt. Eine ausfiihr-
liche Diskussion ist u. a. in [Com83] zu finden. Mit Hilfe dieser Experimente
gelang es, das Vorzeichen des Massenunterschiedes festzulegen: Das K7, - ist
schwerer als das Kg-Meson.

Vertiefung

Der allgemeinste Hamilton Operator im Raum der K°, K Mesonen hat
die Form H = M —il"/2, worin M und I" hermitesche 2 x 2 Matrizen
sind. H hat die gleiche Struktur wie die 7-Matrix aus (2.409) und daher
finden wir
_ (Mu—3Tn Mlz—%rlz)
H (M1*2 i My—im) (2.433)
H hat auch die gleichen Eigenvektoren wie die 7-Matrix, (die ein Teil
von H ist), wobei ¢/ p nun durch
2 * ix
(1) _ Memsla (2.434)
b4 My — 511
festgelegt ist. Fiir die Eigenwerte gilt

i 1 .
Aip =M — EFH + \/|M12|2— Z|F12|2—1R6(M12Ff§) . (2.435)
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Im K°, K°-System wird meistens A; = Ag und A, = A; gewihlt Aus
Summe und Differenz der Eigenwerte und Vergleich mit (2.429) folgt der
Zusammenhang

Mg+ M, = 1T
S2 L= my, —S2 L=ry (2436)
und
1
AM?= L AT? = 4| My~ [Tl AMAT = 4Re(MI7Y)

(2.437)

zwischen den Matrixelementen und den Massen bzw. Lebensdauern der
K°, K° Mesonen. In der letzten Gleichung wurden noch die Abkiirzungen
AM = Mg —M; und AI' = ['s — I'; benutzt. Im Spezialfall der CP -
Erhaltung werden alle Matrixelemente reell und es gilt AM = 2M,, und
A =217,.

2.7.4 CP-Verletzungim K,-Zerfall
Im letzten Abschnitt wurden die lang- und kurzlebigen K°-Mesonen mit den
Zustinden K| und K, identifiziert. Dies bedeutet, da3 der Zerfall K1, — 2w
verboten ist. In einem beriihmten Experiment im Jahr 1964 [Chr64] wurde
jedoch gezeigt, daB der Zerfall

K, —>nt+n" (2.438)

mit einem zwar kleinen, aber doch endlichen Verzweigungsverhiltnis von
etwa 0,2 % stattfindet. Dieses Schliisselexperiment der Teilchenphysik ist im
folgenden Kasten erldutert.

Schlisselexperiment

Das Experiment zum Nachweis des Zerfalls K° — 77~ wurde von J.H.
Christenson, J.W. Cronin, V.L. Fitch und R. Turlay durchgefiihrt. Die Au-
toren benutzten das 30 GeV-Protonen-Synchrotron in Brookhaven (USA)
zur Herstellung eines Strahls neutraler K-Mesonen mit einer kinetischen
Energie von etwa 1,1 GeV. In einer Entfernung vom Entstehungsort, die
30 mal groBer war, als die Strecke, welche die Kg-Mesonen wihrend ei-
ner Lebensdauer durchlaufen konnten, wurde die in Abb. 2.28 dargestellte
Apparatur aufgebaut. Man konnte also sicher sein, dal nur Ky,-Mesonen
den Detektor erreichten. In zwei identischen magnetischen Spektrome-
tern wurden mit Hilfe von Funkenkammern, Szintillationszdhlern und
Cerenkov-Zihlern die Impulse von geladenen Pionen aus dem Ky -Zerfall
rekonstruiert. Der Heliumsack vor den Spektrometern reduzierte die Ma-
teriedichte so stark, dafl keine Ks-Mesonen durch Regeneration erzeugt
werden konnten. Die aus den Pion-Impulsen rekonstruierte invariante



Masse war fiir praktisch alle Ereignisse innerhalb der Auflosung vertréig-
lich mit der K°-Masse. Die Pionen muBten also aus dem 27-Zerfall des
K1,-Mesons stammen. Als weiterer Beweis diente die Tatsache, da} die
Summe der Pionimpulse in der Richtung des einfallenden K°, K°-Strahls
lag.

Wasser-Cerenkov-Zihler

Die Leiter dieses Experiments, James W. Cronin und Val L. Fitch,
erhielten 1980 fiir ihren fundamentalen Beitrag den Nobelpreis fiir Physik.

Eine attraktive Moglichkeit das Ergebnis zu deuten, besteht darin, Eigen-
zustdnde |Ky) und |Kg) der T-Matrix (2.407) zu konstruieren, die nicht
Eigenzustinde von C P sind. Dies 14t sich erreichen, wenn man die CP -
Invarianz aufgibt, also C # B in (2.407) zuldft. Fiir die weitere Rechnung
ist es einfacher g/p durch (1—¢)/(1+¢€) zu ersetzen, worin ¢ ein neuer
komplexer Parameter ist. Die neuen Eigenvektoren lauten nun:

S 0 (1_e) | RO
|KL) = —2(1+|8|2)[(1+e)|1<)+(1 e)}K)] (2.439)
bzw.
SR S 0 (1—e IR0
|Ks) = 2(1+|8|2)[(1+5)|K) (1 a)\K)]. (2.440)

Diese Zustinde lassen sich sofort als Mischung der C P -Eigenzustinde K|,
K schreiben,

|KL) = ———(|K1) +¢|K2))
A 1+]e?
|Ks) = ———(e|K1) + 1K) . (2.441)

1+]e|2

2.7 Innere Symmetrien |

Abb. 2.28
Das Experiment von Christenson et al. zum
Nachweis des Zerfalls K, = 7 tn~
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Der Parameter ¢ kann gemessen werden. Um das Vorgehen zu verstehen,
fiihren wir zunéchst das Verhiltnis der Amplituden

_ (rt | TIKy) )
T T TIKS) ‘
ein. Diese komplexe Zahl hat einen Betrag und eine Phase,
N = |nxle’®* (2.443)

Unter der Annahme, da3 C P -verletzende Zerfille des K;-Mesons verboten
sind, folgt aber mit (2.441) ¢ = n4, d. h. der Betrag von ¢ 146t sich aus dem
gemessenen Verhiltnis der Zerfallsbreiten

_[Iu(xtr)
N+l = W (2.444)

bestimmen. Das numerische Ergebnis lautet
el = In+| = (2,232£0,11)- 1077 . (2.445)

Die Beimischung des C P = 41 Anteils zu K7, ist also sehr klein.

Nun zeigen wir, wie auch die Phase @1 von n1 gemessen werden kann.
Dazu betrachten wir einen Strahl, der zur Zeit # = 0 nur aus K°-Mesonen be-
steht, und untersuchen die Anzahl der 77 ~-Zerfille entlang der Flugrich-
tung. In Abhingigkeit von der Zeit im Ruhesystem des K-Mesons berechnen
wir die Amplitude fiir das Auftreten eines 7z ™7~ -Paares zu

A tr) ~ e Mstg=I81/2 4y | oiMLIg=TLI/2 (2.446)

Dieses Resultat 146t sich relativ einfach nachvollziehen, wenn zunéchst
(2.439) und (2.440) nach |K°) aufgelost werden (|K°) ~ |Kg) + | K1) und
danach die Zeitabhingigkeit von (2.427) und (2.428) zusammen mit der
Definition von 14 benutzt wird. Die zeitabhingige Wahrscheinlichkeit des
Zerfalls in 7w+ 7~ -Paare ergibt sich aus dem Betragsquadrat der Amplitude
zu

P(t) ~e T3 4 InePe L 4 2)ny|e” USTILI2 cos(AMt — dy) .
(2.447)

Die Abb. 2.29 zeigt das Ergebnis eines Experiments am CERN [Car90]. Die-
se Abbildung ist ein besonders anschauliches Beispiel fiir ein quantenmecha-
nisches Interferenz-Experiment. Die Parameter der Kurve legen gleichzeitig
AM und @4 fest und erlauben eine von (2.444) unabhingige Messung von
n+. Der aus solchen und anderen Experimenten bestimmte Wert [PDG12]
von @ betrigt (43,51 £ 0,05)°.

Die Phase @ 146t sich zu den Parametern der Massenmatrix in Beziehung
setzen. Dazu gewinnen wir zunichst einen Ausdruck fiir den Zusammenhang
zwischen ¢/ p und &

I=(a/p) _ (I +eP—(—ef
I+(q/p?  (I+e2+(1-e? 7

(2.448)
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wobei im letzten Schritt &> < 1 verwendet wurde. Jetzt kénnen wir (2.434)
benutzen, machen aber die zusétzliche Annahme, dafl die C P -Verletzung
hauptsichlich aus der Massenmatrix und nicht aus der Zerfallsmatrix kommt,
damit gilt Im I}, < ImM ;. Vereinfachend rechnen wir mit einem reellen 7,
weiter und erhalten

e ~TmM5(—Ip +2iReM)y) | (2.449)

woraus sofort

an®y = — =— .
* Iy, 2ra

folgt. Zur Berechnung des zweiten Bruchs auf der rechten Seite wurde noch
(2.437) herangezogen. Die kleine C P-Verletzung im K°, K System in-
dert den fiir C P -Erhaltung gefundenen Zusammenhang [, = AI'/2 nur
unwesentlich. Weiter gilt hier AM < 0und AI' &~ I's mit dem Ergebnis

2|AM|

tan @4 =
Is

(2.451)

Der numerische Wert von 43,46° stimmt sehr gut mit der Phasenmessung aus
den Interferenzexperimenten iiberein und bestitigt gleichzeitig die Annahme
tiber die Quelle der C P -Verletzung.

Da die lang- und kurzlebigen neutralen Kaonen als Mischung von C P -
Eigenzustinden beschrieben werden, ist der 277-Zerfall des Ky, nicht direkt
C P -verletzend. Diese Verletzung wird vielmehr einfacher damit begriin-
det, dafl die Zustdnde (2.441) eine Mischung von C P -geraden und CP -
ungeraden Zustdnden darstellen. Nach Wolfenstein kann diese Mischung
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Abb. 2.29
Interferenz von Kg und Kp, im 7~ n7t-
Zerfall des K°-Mesons
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infolge einer neuen superschwachen Wechselwirkung auftreten, wéhrend
die eigentlichen Zerfallsreaktionen der schwachen Wechselwirkung C P -
invariant bleiben.

Die immer groere Genauigkeit der Experimente erlaubt jedoch die detail-
lierte Untersuchung der Frage, ob es neben der besprochenen C P -Verletzung
in der Mischung nicht doch eine kleine direkte C P -Verletzung in Zerfillen
gibt. Wenn wir

(77”7 | T K #0 (2.452)

zulassen, folgt mit Hilfe von (2.441) in der Niherung fiir kleine ¢ die Bezie-
hung

(nta~|T|Ky)
= —_— 2.453
Nt =&+ AT IKy) ( )
die wir in der Form
Nt =¢e+¢ (2.454)

anschreiben. Die Amplitude besteht also aus der Summe eines C P -verlet-
zenden Terms in der Mischung (AS = 2) und eines C P -verletzenden Terms
im Zerfall (AS = 1). Um beide Anteile zu trennen, mul} eine zusitzliche
unabhingige Messung herangezogen werden. Neben dem Zerfall des Ky, in
m T~ gibt es gliicklicherweise noch den Zerfall in 7°7°. Er stellt allerdings
experimentell viel groBere Probleme, da nach dem Zerfall der 7°-Mesonen
der Endzustand aus vier Photonen besteht, aus denen die Kinematik der Re-
aktion rekonstruiert werden muf.
Das Amplitudenverhiltnis
(7°7°|T|Ky,)

= 2.455
100 (00| T | Ks) ( )

ist wieder eine komplexe Zahl mit Betrag und Phase,
Moo = |7ooe?%° (2.456)
und analog zu (2.453) kann die Beziehung

IR (2.457)
=4+ — .

T A TIK)

abgeleitet werden. Der zweite Term in dieser Gleichung ist nicht unabhéngig
vom zweiten Term in (2.453). In der Tat liefert eine theoretische Analyse die
Beziehung

noo = &—2¢" . (2.458)

Die Herleitung dieser Gleichung benutzt neben der C P T'-Invarianz noch den
Isospinformalismus fiir das 7 7-System. Eine vereinfachte Begriindung er-
folgt im nichsten Abschnitt. Der interessierte Leser findet eine ausfiihrliche
Darstellung im Buch von Commins und Bucksbaum [Com83] und in einem
Ubersichtsartikel von Y. Nir [Nir92].



Eine C P -Verletzung im Zerfall des K 148t sich also durch Vergleich der
Raten der Kg- und Kj-Zerfille in w7~ bzw. n°7° beweisen. Unter der
Annahme ¢’ < ¢ wird aus (2.454) und (2.458) die Beziehung

I(x°7°) M)
a Fs<n°n°)FL<n+n))

Re(e'/¢e) = % (1 (2.459)
abgeleitet, ¢’ wird demnach aus der Interferenz der C P -Verletzung in Mi-
schung und Zerfall bestimmt. Die zu (2.454) und (2.458) fiihrenden theoreti-
schen Uberlegungen legen die Phase von &’ auf einen Wert von rund 45° fest,
was sehr nahe bei dem experimentellen Wert von @4 liegt. Der Realteil von
&’ /e kann also praktisch dem Betrag |¢’/¢]| gleichgesetzt werden.

Ein 1988 am CERN durchgefiihrtes Experiment [Bur88] konnte zum ers-
tenmal ein von null verschiedenes Ergebnis

Re(¢'/e) = (33 £ 11)-107* (2.460)

nachweisen. Es hat aber weitere zwolf Jahre gedauert, bis neue Experimente
am CERN und am Fermilab diesen Effekt mit hoherer Prézision bestétigten.
Der Mittelwert von & und &’ durch Messungen der K° — 27-Zerfille betriigt
nun

le| = (2,228 +0,11)-102 und Re(e'/e) = (16,5+£2,6)-107* .
(2.461)

Diese Experimente gehoren sicher zu den schwierigsten Priazisionsmessun-
gen der Teilchenphysik. Sie haben fundamentale Bedeutung, allein schon
weil in theoretischen Rechnungen auf der Grundlage des Standard-Modells
&’ # 0 wird, wihrend im superschwachen Ansatz von Wolfenstein &' ver-
schwindet.

Der kleine Betrag von &’ ist dquivalent mit der Beziehung

1Mool ~ N+l (2.462)

welche durch den experimentellen Wert |n9o/n+| = 0,9951 &+ 0,0008 sehr
genau bestétigt wird.
Aus (2.454) und (2.458) folgt

1
¢ = Zna (1 _ @) (2.463)
3 N+

und wegen (2.462) kann dieser Ausdruck durch

¢ = %g (1—e'?) (2.464)

angenihert werden, wobei A® der Unterschied der Phasen von n4 und ng
ist. Ein kleiner Wert von |¢/| ist also nur méglich, falls dieser Phasenunter-
schied sehr gering ist. Die Phase @y, kann z. B. durch Messung der Oszil-
lationen im Zerfall K° — 7%z analog zu (2.447) bestimmt werden. Sie ist
innerhalb +0,5° mit dem Wert von @ vertréiglich. Weil (2.454) und (2.458)
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Abb. 2.30
Die Ladungsasymmetrie beim semileptoni-
schen Zerfall neutraler Kaonen

19Dje Abbildung entspricht dem S-Zerfalls-
Diagramm 1.15.

nur unter Benutzung des Uberlagerungsprinzips und der C P T -Invarianz ab-
geleitet wurden, kann die Gleichheit der Phasen als Test dieser fundamen-
talsten Symmetrie der Quantentheorie angesehen werden.

Die Eigentiimlichkeiten des K°K°-Systems bieten zusiitzlich die Mog-
lichkeit, experimentell zwischen Materie und Antimaterie zu unterscheiden.
Wir haben schon weiter oben gesagt, dafl das Ky, bevorzugt in die sog. semi-
leptonischen Endzustéinde wev und wpv zerfillt. In einem Ky -Strahl konnen

. o =)
nun z. B. die Zerfallsraten RT fiir die Prozesse K1, — 7w Te* v, gemessen
werden. Aus diesen Raten kann man die Ladungsasymmetrie

RT—R~

§o=
©T RT+R-

(2.465)
bestimmen. Sie ist in Abb. 2.30 als Funktion der Zeit # im Ruhesystem der
K-Mesonen dargestellt [Gje74]. Nach einem ,,Einschwingvorgang* aufgrund
der K1, Kg-Interferenz sieht man deutlich, daf fiir groBe ¢ die Asymmetrie
nicht verschwindet, sondern einen positiven Wert annimmt. Neutrale Kaonen
zerfallen also hdufiger in Antimaterie (Positronen) als in Materie (Elektro-
nen). Um dieses wichtige Ergebnis besser zu verstehen, machen wir uns an-
hand der Abb. 2.31 zunichst klar, daf3 im Quarkmodell semielektronisch nur
die Zerfille K® — 7~eTv, und K — 7 Te~ 9, erlaubt sind.! Dies stimmt
mit dem empirischen Befund der Zerfille von Teilchen mit strangeness iiber-
ein und wird als AS = A Q-Regel bezeichnet: Die am Zerfallsprozel3 betei-
ligten Hadronen dndern in semileptonischen Zerfillen ihre strangeness und
ihre Ladung um eine Einheit. Unter Zuhilfenahme von (2.439) hat man damit
aber sofort

(rte .| T |KL) = (1—¢)(r*e | T |K) (2.466)
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bzw.

(mmet v | TIKL) = (1+e)(m7etv|T|K") . (2467)

1
V21 +[e)

Die C P T'-Invarianz garantiert auf jeden Fall die Gleichheit der Zerfallsraten
K° — 7=e*v, und K° — e~ 9, und deshalb folgt aus diesen Beziehun-
gen

R* = const|1 +¢|? , (2.468)
R™ = const|1 —¢|? (2.469)

und schlieBlich mit |¢|> < 1
8c =2Ree . (2.470)

Die Ladungsasymmetrie ist also durch den Realteil des Parameters € der C P -
Verletzung bestimmt. Als Mittelwert der verschiedenen Experimente sei

§c = (3.32+0,06)-1073 (2.471)

angegeben. Der daraus ermittelte Wert von Re ¢ stimmt gut mit den oben
diskutierten Messungen von 14 und @4 iiberein.

Bei Giiltigkeit des C P T-Theorems entspricht die gerade diskutierte C P -
Verletzung einer kleinen Verletzung der Zeitumkehrinvarianz im K°K°-Sys-
tem. Dies kann man direkt an der Struktur der 7-Matrix (2.407) studieren.
Die Elemente B und C sind auch durch die Operation O miteinander ver-
kniipft. Das Element B beschreibt den Ubergang eines zur Zeit ¢ = t; er-
zeugten K in ein K° zur Zeit t = tr. Das Element C hingegen beschreibt
den zeitinvertierten Ubergang von einem zur Zeit #; erzeugten K° in ein
K° zum Zeitpunkt Ir. Ein Experiment am Proton-Antiproton-Speicherring
LEAR des CERN [Ang98] wird als erster direkter Nachweis der Verlet-
zung der Zeitumkehr-Invarianz im K°K°-System angesehen. Neutrale K-
Mesonen mit definierter strangeness S wurden in den Reaktionen pp —
K 7t K° bzw. pp — Kt 7~ K° erzeugt, wihrend S im Zerfall durch die
Beobachtung der semileptonischen Zerfille gemessen wurde.?’

Der lange Abschnitt iiber die C P -Verletzung ermiidet den Leser hof-
fentlich nicht. Ich habe versucht, das Ergebnis von 50 Jahren Forschung in
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Abb. 2.31

Die erlaubten semielektronischen Zerfil-
le neutraler K-Mesonen. (a) Der Zerfall
K% — zte v,, (b) der Zerfall KO —
n~etve. Zur Verdeutlichung der La-
dungsbilanz wurde die Ladung eines W-
Bosons angegeben, das vom linken zum
rechten Vertex lauft

20Ejne genaue theoretische Diskussion des Ex-
periments ist in [Alv99] zu finden.
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moglichst knapper Form darzustellen. Das Thema ist auch heute noch hoch-
aktuell. Eine ausfiihrliche, zusammenfassende Darstellung findet der Leser
z.B. in der Monographie von K. Kleinknecht [Kle03].

Nach all den Uberraschungen, die das System der neutralen K-Mesonen
bietet, ist es natiirlich von grundlegender Bedeutung, andere Systeme zu stu-
dieren, bei denen ebenfalls flavor-Oszillationen und C P -Verletzung auftre-
ten konnen. Die D°, D°-Mesonen sind Bindungszustéinde von cu bzw cu.
Mit Hilfe der b-Quarks lassen sich die B-Mesonen B’ = db und B? = sb
bzw. ihre Antiteilchen konstruieren. Flavor-Oszillationen sind umso leichter
zu beobachten, je groBer der Wert von AM /I ist, da dieses Verhiltnis die
Zahl der Oszillationen wihrend einer mittleren Lebensdauer

i = 2 (2.472)
r I's+ 11,

festlegt. Eine Diskussion der Beziehung (2.431), die in den Ubungen ver-
langt wird, soll dieses anschauliche Argument verdeutlichen. Theoretische
Abschitzungen mit Hilfe der sog. CKM-Matrix (Abschn. 7.8) lieen das
(B°, B%)-Paar als relativ giinstig erscheinen, und tatsichlich sind bottom-
Oszillationen 1987 in einem Experiment am e~ et -Speicherring DORIS am
DESY entdeckt worden [Alb87]. Danach ist es sogar gelungen, mit Hil-
fe von eigens dafiir gebauten Speicherringen die C P -Verletzung im Sektor
der B-Mesonen nachzuweisen. Die wichtigsten Ergebnisse dieser Klasse von
Experimenten werden in Abschn. 7.8 behandelt.

Im Standard-Modell der Kosmologie ist das Weltall aus einem Urknall,
dem big bang, entstanden. Naiverweise wiirde daraus folgen, daf3 es heu-
te im Weltall gleichviel Materie wie Antimaterie geben mufl. Wir wissen
aber sicher, daf3 dies nicht der Fall ist, der Kosmos besteht praktisch vollstin-
dig aus Materie. Wahrscheinlich birgt die gerade diskutierte C P -Verletzung
den Schliissel zum Verstdndnis dieser Asymmetrie, die sich zu dem sehr frii-
hen Zeitpunkt von etwa 107> Sekunden nach dem Urknall eingestellt haben
muf} [Kol94].

2.8 Innere Symmetrien Il, Isospin und SU2

Im folgenden diskutieren wir Transformationen zwischen quantenmechani-
schen Systemen, die zwei Zustinde einnehmen konnen. Das bekannteste Bei-
spiel sind wohl Spin 1/2-Teilchen. Zur Vorbereitung auf die spéteren Aus-
fihrungen tiber das Quarkmodell betrachten wir aber als konkreten Fall das
pn-System. Proton | p) und Neutron |n) werden als zwei Einstellungen eines
Nukleonzustandes |N) angesehen. Formal bilden sie also die Basisvektoren
eines zweidimensionalen komplexen Vektorraumes. Hiufig ist es niitzlich,
sie direkt als Spaltenvektoren zu schreiben, z. B.

1
lp) = (o) : (2.473)



Ein beliebiger Nukleon-Zustand in diesem zweidimensionalen Raum ist
durch

IN)Y=plp)+nin) (2.474)

bzw.

IN) = (”1’ ) (2.475)

gegeben, d.h. p und 7 sind die protonartigen bzw. neutronartigen Kompo-
nenten des Zustandes |N).

Durch unitire Transformationen kann man verschiedene Nukleon-Zustén-
de ineinander iiberfiihren,

IN')=UIN) . (2.476)

Wir werden uns nun auf unitdre Matrizen mit det U = 1 beschrinken. Sie
bilden die Gruppe der unitdren, unimodularen Transformationen in zwei Di-
mensionen, abgekiirzt SU2. Hiermit lernen wir das erste Beispiel der fiir
die Teilchenphysik so wichtigen speziellen unitdren Gruppen kennen (siche
Kasten in Abschn. 2.118).

2.8.1 Die Form der S U 2-Matrizen
Aus der Unitaritdtsbedingung kann man die allgemeinste Gestalt

([« B
U—(_ﬂ* ) (2.477)

a*
der SU2-Matrizen, mit der aus der Unimodularitit folgenden Nebenbedin-
gung
ac*+pBB* =1, (2.478)

leicht ableiten. Die Durchfiihrung dieser Aufgabe wird in den Ubungen ver-
langt. Unitére Matrizen lassen sich, wie wir gesehen haben, immer in der Art

U=¢e104 (2.479)
anschreiben, wobei die Matrizen A hermitesch sein miissen. Wegen
detU =1 (2.480)

muf die Spur der Matrizen A verschwinden. Dies wird beim Betrachten einer
infinitesimalen Transformation U (Abschn. 2.1.3) sofort klar. Ein allgemei-
ner Ausdruck fiir die Matrizen A ist demnach durch

a b
Ao (b* _a) (2.481)

gegeben. Da a reell und b komplex ist, hingen die Elemente von SU2 von
drei reellen Parametern ab. Wir konnen nun A nach drei linear unabhingigen

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2
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21gq sei wieder daran erinnert, dal tiber glei-
che Indizes summiert werden muf.

Basismatrizen 7; entwickeln,

Tl T 3
A=m2 2 ny 2
n12+n22+n32
T
=n— . 2.482
n ( )

Die Abspaltung eines Faktors 1/2 entspricht der Konvention. Die drei reel-
len Parameter sind demnach durch ®n; definiert, wir haben also die Freiheit
benutzt, den Vektor n auf 1 zu normieren. Die Matrizen t; sind die sog. Pau-
lischen Spinmatrizen, die wir schon im Abschn. 2.2.4 kennengelernt haben,

01 0 —i 10
T = (1 o)’ 0, = (i Ol), T = (o _1) . (2.483)

Hiermit 146t sich jedes Element von SU2 in die Form
U=e ot/ (2.484)

bringen. Es liegt nahe, n als Richtungsvektor in einem zum R; isomorphen,
abstrakten Vektorraum, dem Isoraum, und ® als Drehwinkel um diese Rich-
tung zu interpretieren.
Die Pauli-Matrizen erfiillen die Vertauschungsrelationen des Drehimpul-
ses
U T ] L |
2 == . 2.485
[ 22 1Tk (2.485)
Zum praktischen Rechnen ist die Kenntnis der Antivertauschungs-Relationen
.1 + T, = 25,’1' (2486)

von Vorteil. Dabei wird die linke Seite oft mit {z;, 7; } abgekiirzt.

Unter Benutzung der Ergebnisse des Abschn. 2.2.3 ist die Berechnung von
S U?2-Matrizen nicht schwierig. Betrachten wir erneut eine Drehung um die
2-Achse des Isoraums als ein wichtiges Beispiel. Wegenn, = lundn;3 =0
folgt aus (2.142) sofort

_ [cos(©/2) —sin(©/2)
o (sin(@/Z) cos(@/2)) ’ (2.487)
also z. B.
P’ = pcos(©/2) —nsin(0/2) . (2.488)

Die Elemente von U sind natiirlich die schon friiher eingefiihrten Funktionen
d'? (o).

Manchmal interessiert man sich fiir die gedrehten Basisvektoren |p’) und
|n’). Diese gewinnt man durch Summation iiber die Spalten von U, z. B.

|P') = |p) cos(©/2) + |n) sin(©/2) . (2.489)



2.8.2 Darstellungen
Eine N -dimensionale Darstellung der S U2 wird wieder wie iiblich durch die
Konstruktion der Darstellungsmatrizen zu den Transformationen

U =ciond (2.490)

gegeben, wobei die Generatoren f, die sog. Isospin-Operatoren sind. Der
Name folgt natiirlich aus der Gleichheit der Lie-Algebra

[;, ;] = ieiju Iy (2.491)

mit der Algebra der Drehimpulsoperatoren (2.108). Alle Ausfithrungen des
Abschn. 2.2.3, z. B. iiber die Quantisierung von J? und j3 oder {iiber die
Dimensionen der Darstellungen, gelten entsprechend fiir den Isospin.

Die Fundamentaldarstellung hat die Dimension N = 2. Es sind die SU2-
Matrizen selbst. Der zugehorige Darstellungsraum wird durch |p) und |n)
aufgespannt. Dadurch wird Proton und Neutron jeweils der Isospin 1/2 zu-
geordnet,

lp)=11/2;1/2), In) =1[1/2;-1/2) . (2.492)

Hierin stehen die beiden Zahlen wiederum fiir die Betragsquantenzahl / und
die dritte Komponente /5 des Isospins. Die physikalische Bedeutung dieser
Zuordnung liegt darin, dal Proton und Neutron als zwei Erscheinungsfor-
men eines einzigen Teilchens, ndmlich des Nukleons, aufgefafit werden. Die
Ladungsmultipletts der Teilchen, kénnen also mit Hilfe des Isospins grup-
pentheoretisch klassifiziert werden. Dieses auf Heisenberg zuriickgehende
Konzept ist jedoch viel mehr als eine Abzéhlhilfe, da die Kernkraft invariant
unter S U 2-Transformationen ist. Bevor wir die Konsequenzen dieser neuen
Symmetrie behandeln, miissen wir jedoch die Klassifikation der Teilchen als
Isospin-Multipletts weiter studieren.

Dem Pionentriplett 7, 7°, 7~ kénnen wir zwanglos den Isospin 1 zuord-
nen, d. h. die drei Pionzustinde entsprechen den Isospinzustinden |1; 1), |1; 0)
und |1;—1). Der Zusammenhang zwischen der Ladung und dem Isospin
von Nukleonen und Pionen wird durch die beriithmte Gell-Mann-Nishijima-
Relation

B
0=1+ 5 (2.493)

formuliert.??

Auch die K-Mesonen bilden Isodubletts. Das K- und das K°-Meson
haben die strangeness S = +1 und den Isospin /3 = +1/2 bzw. I3 = —1/2.
Die Gell-Mann-Nishijima-Relation muf jetzt zu

0=5L+ — (2.494)
erweitert werden. Sie beschreibt damit auch das Dublett der Antiteilchen K™
und K korrekt.

Einem System mit zwei Nukleonen wird die vierdimensionale Produkt-
darstellung zugeordnet. Entsprechend den Verhiltnissen beim Drehimpuls

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2

22gjehe hierzu auch Abschn. 1.2.4.
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zerfillt sie in ein Singulett und ein Triplett. Auch hier seien die Wellenfunk-
tionen nochmals explizit angegeben. Das Singulett wird durch

1

10:0) = ﬁ(|Pn) —|np)) (2.495)
und das Triplett durch
I1:1) = [pp)
1:0) = —(pm) + np) (2.496)
|1:=1) = |nn)

beschrieben, worin z. B. | pn) eine Abkiirzung fiir das Produkt |p)|n) ist.

Die speziellen unitiren Transformationen, insbesondere die Gruppen
SU2, SU3 und SUS5, sind — wie bereits erwidhnt — sehr wichtig fiir die
Teilchenphysik. Daher werden nun noch ganz kurz einige die Klassifizie-
rung der Gruppen erleichternde Relationen angeben. Die Matrizen der SU?2
haben die Dimension N = 2. Wir haben gesehen, daf} sie von drei reellen Pa-
rametern abhdngen, d. h. fiir ihre Ordnung gilt m = 3. Der Rang der Gruppe
ist ¥ = 1, da nur ein Generator, z. B. (/3), diagonalisiert werden kann. Die
daraus abzulesenden Relationen

m=N?—1 (2.497)
und
r=N-—1 (2.498)

gelten interessanterweise auch fiir unitdre unimodulare Gruppen hoherer Di-
mension, also fiir alle SUN .

2.8.3 Antiteilchenin der SU2

Um die Gell-Mann-Nishijima-Relation (2.493) zu erfiillen, sollte das Anti-
neutron /3 = +1/2 und das Antiproton /3 = —1/2 haben. Die Zuordnung
|7y = |1/2;1/2) und | p) = |1/2; —1/2) fiihrt aber zu Problemen. Deren Ur-
sache ist darin zu sehen, daf} Isotransformationen und die Teilchen-Antiteil-
chen-Konjugation C nicht unabhéngig voneinander sind. Um diese Feststel-
lung besser zu verstehen, betrachten wir wieder eine Rotation der Nukleonen
um die /,-Achse. Gemil (2.487) ist sie durch

p' = pcos(®/2)—nsin(O/2)
n' = psin(®/2) 4+ n cos(0/2)

definiert. Die Anwendung des Operators C erzeugt Zustinde von Antinu-
kleonen
p = pcos(©/2)—nsin(O/2)
n' = psin(@/2) +icos(©/2) ,
wobei entsprechend der Wahl des Abschn. 2.7.2 keine zusitzliche Phase zwi-

schen Nukleonen und Antinukleonen auftritt. Nach Umordnung der einzel-
nen Terme kann dieses Gleichungssystem wiederum als S U 2-Transformati-

(2.499)

(2.500)



on (2.487) angeschrieben werden

i’ _ (cos(©®/2) —sin(®/2) i
(—ﬁ/) - (sin(@/Z) cos(0/2) ) (—ﬁ) . (2.501)

Damit ist bewiesen, daf3 das Isodublett im Raum der Antinukleonen durch

Y = ( ﬁ_) (2.502)
—p

bzw. |n) =|1/2;—1/2) und | p) = —|1/2; —1/2) dargestellt wird.
Isospin-Wellenfunktionen fiir Nukleon-Antinukleonsysteme kann man
nun aus (2.495) und (2.496) durch die Ersetzung p — 7 und n — —p z.B.
fiir das zweite Nukleon gewinnen. Der Konvention folgend wird die Singu-
lettwellenfunktion mit einem Phasenfaktor —1 multipliziert und lautet somit

L
V2

wihrend die Triplettfunktionen die Form

|0;0) = —=(|pp) + Inn)) , (2.503)

I1:1) = |pn)
1 _ _
I1;0) = E(Inn)—lpp)) (2.504)
|1 =1) = —|np)

annehmen. Auffillig ist hierbei das negative Vorzeichen in der letzten Zei-
le. Da wir die Pionen ebenfalls mit einem Isotriplett der Baryonenzahl O
identifiziert haben, folgt jetzt zwingend

Cln*)=—|nT) . (2.505)

Diesen Zusammenhang zwischen der Operation C und dem Isospin kann
man sehr schon durch Vertauschungsrelationen ausdriicken. Mit der von uns
getroffenen Phasenwahl gilt fiir die Isodubletts und Tripletts

Cly=—-1:C (2.506)
bzw.
Cly=—-I+C . (2.507)

Die genaue Beriicksichtigung der Phasenfaktoren ist allerdings fiir vie-
le Zwecke nicht notig, und in der Literatur finden sich daher auch hiufig
Wellenfunktionen fiir Teilchen-Antiteilchen-Systeme ohne das negative Vor-
zeichen in der letzten Zeile von (2.504).2

2.8.4 Dielsoinvarianz der Kernkraft

Die Massen der leichten Hadronen sind im wesentlichen durch die Feldener-
gie der starken Wechselwirkung bestimmt. Aus der ungefdhren Gleichheit
der Massen im Multiplett schlieBen wir daher auf die Vertauschbarkeit der

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2

23n einer Vorlesung von G. Einhorn fand ich
das folgende ,,Theorem‘: These phases will
drive you crazy if you worry about them. My
advice: Don’t worry!
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S-Matrix oder des Hamiltonoperators der starken Wechselwirkung mit den
Transformationen U. Dies ist ein entscheidender Fortschritt gegeniiber einer
reinen Klassifizierung der Hadronen in Isospin-Multipletts. Die verbleiben-
den kleinen Massenunterschiede werden u. a. auf elektromagnetische Effek-
te zuriickgefiihrt, womit gleichzeitig gesagt ist, daf} die elektromagnetische
Wechselwirkung nicht isoinvariant sein kann.

Die Wechselwirkung von Nukleonen bei niedrigen Energien kann man
durch ein Nukleon-Nukleon-Potential beschreiben. Aus der Invarianz unter
S U2 folgt dann sofort die sog. Ladungsunabhéngigkeit der Kernkraft, falls
sich die beiden Nukleonen im Isotriplett-Zustand befinden:

Vpp =Vin= Vpn . (2508)

Die Isoinvarianz 1483t noch zu, daf3 das Potential zwischen Proton und Neutron
im Isosingulett-Zustand sich von V,, im Isotriplett-Zustand unterscheidet.
Damit wird ein wesentlicher Unterschied zur naiveren Annahme der La-
dungsunabhingigkeit deutlich. Aus dieser in der Anfangszeit der Kernphysik
verfolgten Idee wiirde man z. B. schlieBen, daB es Kerne aus zwei Protonen
oder zwei Neutronen geben muf}, da ja auch ein gebundener pn-Zustand,
das Deuteron existiert. Die pp und nn-Zustinde gehoren jedoch zu einem
Isotriplett (2.496). Aufgrund des Pauli-Prinzips haben sie im Grundzustand
bei verschwindendem Bahndrehimpuls den Spin 0. Das Deuteron mit Spin 1
wird dann dem Isosingulett zugeordnet und kann daher nicht zum Studium
der Bindung im Zustand mit / = 1 benutzt werden.

Streureaktionen lassen sich ebenfalls sehr elegant im Isospin-Formalismus
behandeln, weil aus der Invarianz der S-Matrix unmittelbar die Isospin-
Erhaltung

(S, I1=0 (2.509)
folgt. Als Beispiel betrachten wir eine typische Reaktion der Kernphysik: die
Deuteron-Spaltung durch Pionstof3

nt+d—>p+p

2 4d = p4n (2.510)

7" +d—>n+n .

Die Zustdnde der linken Seite sind im Isotriplett, da fiir das Deuteron / = 0
gilt. Unter Zuhilfenahme von (2.496) wird z. B. die erste Reaktion durch das
Matrixelement

ot

T = (11| T |1:1) (2.511)
beschrieben. Fiir einen Proton-Neutron-Zustand folgt aus der Umkehrung
von (2.495) und (2.496)

pm) =

VG

und wegen der Isospin-Erhaltung gilt deshalb fiir die Deuteronspaltung durch
StoB mit neutralen Mesonen

1
77° = —(1;0|T [1:0) . 2.513)
fl ﬁ ) )

(11:0) +10:0)) . (2.512)



Die Matrixelemente sind aber von der Stellung im Multiplett unabhéngig
(Abschn. 2.2.5), und daher sind die Wirkungsquerschnitte durch

On+d—pp = On—d—nn (2.514)
und
1
0704—pn = EO‘ner%pp (2.515)

miteinander verkniipft. Der Faktor 1/2 zeigt nochmals sehr deutlich den Un-
terschied zwischen Ladungsunabhingigkeit und Isoinvarianz der Kernkrifte.
Da bei der Zusammensetzung von Isospins die gleichen Clebsch-Gordan-
Koeffizienten wie bei der Drehimpulsaddition benotigt werden, lassen sich
auch kompliziertere Aufgaben mit Hilfe der Tabelle 2.3 16sen.

2.8.5 Isospin und Quarks

Ein einfaches Modell der Kernkraft fiihrt diese auf den Austausch von -
Mesonen zwischen den Nukleonen zuriick. Die Abb. 1.17 enthilt ein typi-
sches Beispiel dafiir, wie man den Pion-Austausch durch die fundamentale
starke Wechselwirkung, also den Austausch von Gluonen zwischen Quarks
erkldren kann. Es wird daher hdufig kein Unterschied zwischen Kernkraft und
starker Wechselwirkung gemacht. Die im Bereich der aus u- und d-Quarks
aufgebauten Hadronen experimentell bestitigte Isoinvarianz der Kernkraft
mochte man natiirlich aus einer S U 2-Invarianz im Sektor der Quarks herlei-
ten. Dies ist aber so einfach nicht moglich, es ist genau genommen sogar im
Widerspruch mit den Befunden iiber die Quarkmassen. Mit den Quarkmas-
sen werden wir uns im {ibernichsten Kapitel noch ausfiihrlich beschiftigen.
An dieser Stelle brauchen wir nur das Ergebnis, daB u- und d-Quarks als
Konstituenten der Hadronen etwa die gleiche Masse von 300 MeV haben,
das d-Quark ist ca. 5 MeV schwerer als das u#-Quark. Die Quarks der zwei-
ten und dritten Familie haben dagegen stark unterschiedliche Massen, z. B.
gilt m, —m; ~ 1050 MeV.

Die moderne Auffassung geht nun dahin, die Isoinvarianz der Kernphysik
als Folge der zufilligen ungefihren Gleichheit der u- und d-Massen anzu-
sehen. Es ist daher nur erlaubt, ¥ und d in ein Isospin-Dublett einzubauen,
wobei I3 = 1/2 wegen (2.493) die natiirliche Wahl fiir das u-Quark ist. Mit
213 = F und B = 1/3 wird hiermit die grundlegende Beziehung (1.105)

F 1

0= 5 + g (2.516)
zwischen Ladung und flavor-Quantenzahlen der Quarks mit der Gell-Mann-
Nishijima-Relation (2.493) identifiziert.

Die verbleibenden Massendifferenzen in den Multipletts der Hadronen
hatten wir auf elektromagnetische Effekte zuriickgefiihrt. In der Tat haben
die geladenen Pionen eine etwas groBere Masse als das w°-Meson. Nach
der gleichen Uberlegung sollte das Proton schwerer als das Neutron sein,
da es ja eine zusitzliche Energie von seinem elektrischen Feld hat. Das Neu-
tron ist aber schwerer als das Proton. Dieses grofle Ritsel der Kernphysik

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2
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findet im Quarkmodell seine fast triviale Erkldrung durch den Massenun-
terschied zwischen u- und d-Quark, der den Effekt des elektrischen Feldes
tiberkompensiert.

Die in Kap. 1 eingefiihrten Familiendubletts von Quarks und Leptonen
werden im Standard-Modell ebenfalls iiber eine S U 2-Symmetrie erklirt. Die
linkshindigen Mitglieder dieser Familien werden in Dubletts eines neuen
Isospins eingeordnet, der mit der schwachen Wechselwirkung verkniipft ist.
Auch hier verlangt die Symmetrie natiirlich Gleichheit der Massen im Multi-
plett. Im Rahmen der spontan gebrochenen Eichtheorien konnte aber ein ver-
bliiffend einfacher Ausweg aus diesem Problem gefunden werden [Quil3].

2.8.6 Reguldre Darstellung und G -Paritit
Wir studieren noch einmal die dreidimensionale Darstellung von SU 2. In der
Basis der Eigenzustinde |1; 1), |1;0), |1; —1) ist /5 diagonal,

. 10 0

=100 0 , (2.517)
00 —1

und auch 1 1 und fz lassen sich einfach ermitteln (Ubung 2.19). Wir gehen

nun zu einer neuen orthonormierten Basis

1) = %(— ) 4 )

|72) = %(\H)Jr Ea)) (2.518)

|7r3) = |7°)

tiber. Um eine grofiere Anschaulichkeit zu gewihren, haben wir zur Bezeich-
nung der Basisvektoren die Teilchensymbole gewihlt. In dieser sog. karte-
sischen Basis wird die Darstellung der Generatoren besonders einfach. Man
kann niamlich z. B. durch explizites Berechnen der Matrixelemente

(0] £ i) = (I jx (2.519)
zeigen, daf diese durch
(I)jx = —ieyji (2.520)

also durch die Strukturkonstanten der Gruppe gegeben sind. Dies ist wieder
eine allgemeine Eigenschaft der Gruppen SU N : die regulére oder adjungier-
te Darstellung der Generatoren ist in der Art von (2.520) durch die Struktur-
konstanten bestimmt. Die Dimension der reguldren Darstellung ist gleich der
Ordnung der Gruppe.

Im Fall der SU2 hat die regulidre Darstellung eine sehr anschauliche Be-
deutung. Wie man sofort sieht, sind die Matrizen von (2.520) identisch zu den
Generatoren der Drehungen (2.94) — (2.96). Dies bedeutet, dal der Darstel-
lungsraum isomorph zum Rj ist. Die Vektoren |7;) spannen in ihm ein kar-
tesisches Koordinatensystem auf (Abb. 2.32). Isotransformationen sind Dre-

hungen in diesem Raum. Wir untersuchen die Transformation U = e™17/2,



Da sie einer Drehung um 180° um die 2-Achse entspricht, ist ihre Wirkung
auf die Zustinde |7;) sofort klar:

T2 ) = —|m)
T2 1) = |7,) (2.521)
e m3) =~ |m3)

Der Operator der sog. G-Paritit ist als
G = Ce il (2.522)

definiert. Er verkniipft also eine Transformation im Isospin-Raum mit der
Teilchen-Antiteilchen-Konjugation. Wegen

Cln%)=—|T) (2.523)
und unter Zuhilfenahme der Beziehung (2.518) 148t sich leicht zeigen, daf}
alle Pionen unabhingig von ihrer Ladung Eigenzustand zu G mit dem Ei-

genwert —1 sind. Auch die G-Paritit ist eine multiplikative Quantenzahl und
damit haben wir fiir » Pionen

ne(nm) = (=" . (2.524)

Wegen der C-Invarianz und der Isoinvarianz der starken Wechselwirkung
ist diese auch invariant unter der Operation G. Als Konsequenz gilt ein Er-
haltungssatz der G-Paritit in Reaktionen der starken Wechselwirkung. Als
Beispiel betrachten wir das n-Meson.

Das schon in Abschn. 2.7.2 eingefiihrte n-Meson, hat eine Masse von
547,3 MeV, das ist mehr als die dreifache Pionmasse. Trotzdem ist seine
Zerfallsbreite nur 1,18 keV. Die kleine Zerfallsbreite und die etwa gleichen
Verzweigungsverhiltnisse des Zerfalls in zwei Photonen bzw. drei Pionen
beweisen, dal das n-Meson elektromagnetisch zerfillt. Warum tut es das
nicht aufgrund der starken Wechselwirkung mit der dafiir typischen Breite
von etwa 100 MeV, wie wir sie beim p gefunden haben? Die Ursache liegt
in der Erhaltung der G-Paritét in Reaktionen der starken Wechselwirkung.
Das n-Meson hat nur einen Ladungszustand, ist also ein Isosingulett. Die
Spin-Parititszuordnung fiir das n-Meson ist 0~. Dies geniigt, um den Zerfall
in zwei Pionen auszuschlieBen. Aus der Definition (2.522) berechnet man
N (n) = 1 und daher ist der Zerfall in drei Pionen iiber die starke Wechsel-
wirkung verboten, wihrend er elektromagnetisch moglich ist. Der G-erlaubte
Zerfall in vier Pionen kann wegen der zu geringen Masse des n-Mesons nicht
auftreten.

Die Erhaltung der G-Paritét fiihrt schlieBlich fiir (vielleicht hypothetische)
Streuprozesse, an denen nur w-Mesonen beteiligt sind, zu einem dem Fury-
Theorem der QED analogen Theorem: Reaktionen mit n einlaufenden und m
auslaufenden Pionen sind verboten, falls n —m eine ungerade Zahl ergibt.

2.8.7 Isospin und K -Zerfille

Die schwache Wechselwirkung ist nicht isoinvariant. Betrachten wir z. B. den
Zerfall K™ — 7+ 0. Hier konnen die Pionen nur in einem Multiplett mit ei-
nem ganzzahligen Wert des starken Isospins sein, wihrend das K zu einem

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2

|773)

|772)

|771)

Abb. 2.32
Kartesische Basis im Isoraum der Pionen
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Isodublett gehort, also durch I = 1/2 charakterisiert wird. Obwohl der Iso-
spin demnach nicht erhalten ist, hilft eine Isospin-Analyse, die Gesetze der
schwachen Wechselwirkung zu verstehen.

Es fillt z. B. unmittelbar auf, daB die Partialbreite im Zerfall K+ — 7+ 70
650 mal kleiner ist als im 277-Zerfall des Kg. Dieser grofle Unterschied kann
durch eine Auswahlregel des Isospins erklirt werden. Das 7T 7°-System
mul} /3 = 1 haben. Dann bleiben fiir den Betrag des Isospins nur die Wer-
te I =2 oder I = 1iibrig. Der I = 1-Zustand scheidet jedoch aus, weil dann
die Gesamtwellenfunktion (also das Produkt aus der Isospin-Wellenfunktion
und der Bahnwellenfunktion) antisymmetrisch bei Vertauschen der beiden
Pionen wird. Das Spin-Statistik-Theorem verlangt aber, daf} diese Funktion
symmetrisch ist. Die Anwendbarkeit des Theorems resultiert aus der Tat-
sache, daB in der Gesamtwellenfunktion das 7+ und das 7° als identische
Teilchen — die Pionen — behandelt werden. Die 27-Zustidnde des Kg-Zerfalls
konnen hingegen mit /3 = 0 im Gegensatz zum K+ auch den Wert I = 0 an-
nehmen. Aus der viel kiirzeren Lebensdauer des Kg schlielen wir daher, daf3
die schwache Wechselwirkung Ubergiinge mit Al = 1/2 bevorzugt, wobei
das Verhiltnis der Amplituden etwa 25 betrigt.

Diese berithmte Al = 1/2-Regel der hadronischen Zerfille bewihrt sich
auch bei einer Analyse des Kg-Zerfalls selbst. Mit Hilfe der Tabelle 2.3 wird
der 7°7°-Zustand in die Isospin-Anteile

0oy_ |2 _\ﬁ
n)_\/;|2,0) 3|0,0) (2.525)

zerlegt. Wenn noch bedacht wird, daB das 7+ 7~ -System aus der normierten
Summe von |1, 1) und |1, —1) besteht, folgt andererseits die Beziehung

Eaga f|20 \f|oo . (2.526)

Die Zerfille des K°-Mesons werden also durch die Uberlagerung

(TR = AT+ 2T, (2.527)

(xO70|T|K%) = \/gTz— \@To

von Amplituden, die zu Endzustinden mit I = 2_ bzw. I = 0 fiihren, beschrie-
ben. Die entsprechenden Amplituden fiir das K° sind davon nicht unabhéin-
gig. Wegen des C P T'-Theorems gilt zunéchst

(xtx~|T|K)={zn*t=x"|(cPO")'T(CPO")|K") . (2.528)
Die rechte Seite wird aufgrund der Wirkung der Operation C P OT in den
Ausdruck —(K°|T|z+ 7 ~) umgeformt und daher ergibt sich schlieBlich

(rtn~|T|K)=—(xTn™| T |K)* . (2.529)
Jetzt konnen die entsprechenden Beziehungen fiir K, und K, aufgestellt
werden. Fiir das K, erhalten wir

T ITIKS) = [T+ T3 + 3T+ T)

(2.530)
(I TIK) = A+ T - I+ 1)



Wenn man nun wieder die Dominanz des Ubergangs mit A/ = 1/2 annimmt,
gilt die Relation

I'Ks—natn)

=2, 2.531
I'(Ks — n%79) ( )

welche gut den gemessenen Werten entspricht.

Nun sind wir soweit, auch & zu berechnen. Dazu werden zunichst die
(2.530) entsprechenden Gleichungen fiir das K| ermittelt. Dann wird wie-
der das Argument benutzt, dal es nur auf die relative Phase zwischen T,
und T, ankommt. Eine globale Phase ist frei wéhlbar, am einfachsten ist es,
Ty reell anzunehmen. Dann kann aber mit Hilfe von 7 3> T, in wenigen
Rechenschritten (2.454) und (2.458) bewiesen werden, wobei &’ durch

e = Tm -2 (2.532)

gegeben ist. Die direkte C P -Verletzung beruht daher auf einer Interferenz
der Amplituden T, und Tj. In unserer vereinfachten Ableitung ist &' rein
imagindr. Erst bei Beriicksichtigung der Endzustands-Wechselwirkung der
auslaufenden Pionen wird die Phase auf einen Wert von (48 & 4)° verscho-
ben [Com83, Kle03].

2.15 Finden sie eine Matrix, mit deren Hilfe sich die 7-Matrix der
Gleichung (2.409) in Diagonalform bringen 146t.

2.16 Berechnen Sie die mittlere Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein K° sich
in ein K° verwandelt.

2.17 Leiten Sie die allgemeinste Form der SU2-Matrizen aus der
Unitaritdt und Unimodularitit ab.

2.18 Die A-Resonanz bildet ein Isospin-Quartett. Bestimmen Sie Bezie-
hungen zwischen den Wirkungsquerschnitten fiir die Resonanzpro-
duktion in Pion-Nukleon-Reaktionen.

2.19 Bestimmen Sie die dreidimensionalen Isospinmatrizen in der Basis
der Eigenzustinde.

2.20 Fiihren Sie die zur Ableitung von (2.532) fehlenden Rechenschritte
aus.

2.21 Zeigen Sie, daB ¢ aus (2.465) mit der allgemeinen Definition des
C P -Parameters § in (2.416) — auch ohne Vernachlissigung von |g|?
— identisch ist.

2.8 Innere Symmetrien I, Isospin und SU2
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Elementare
Quantenelektrodynamik

| Einfubrung |

ie Quantenelektrodynamik (QED) wurde zunichst als Theorie der

Wechselwirkung von Elektronen, Positronen und Photonen ent-
wickelt. Es hat sich aber gezeigt, dal sie die elektromagnetische
Wechselwirkung aller geladenen Leptonen mit hoher Prizision beschreibt.
Da die Quarks geladene Fermionen sind, lag es nahe, die Formeln der
QED auf Streuprozesse, an denen Quarks beteiligt sind, zu iibertragen.
Dartiber hinaus ist die QED das Modell fiir weitergehende Theorien der
Wechselwirkung von Fermionen unter Austausch von Bosonen (Kap. 1).
Es ist also klar, dal am Anfang jeder quantitativen Reaktionenlehre in der
Teilchenphysik eine Einfiihrung in die Quantenelektrodynamik erforder-
lich ist. Bei dem hier vorgestellten Zugang zur QED handelt es sich nicht
um eine systematische Begriindung, sondern um eine Bereitstellung des
benotigten Handwerkszeugs zur Berechnung von Formeln, die sich mit
dem Experiment vergleichen lassen. Auf solche Vergleiche und auf die
Anwendung der erarbeiteten Ergebnisse lege ich besonderen Wert. Man
findet eine ausfiihrliche Behandlung der theoretischen Grundlagen in vie-
len Textbiichern der relativistischen Quantentheorie [Sch61, Jau76], v. a.
aber in dem bekannten Buch von Bjorken und Drell [Bjo90] oder in dem
schonen neueren Buch von Peskin und Schroeder [Pes95].

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

Die relativistische Wellengleichung fiir Fermionen wurde von Dirac gefunden.
Wir beginnen daher im ersten Teil mit einer Diskussion der Dirac-Gleichung
fiir freie Fermionen und untersuchen ihre Losungen im zweiten Abschnitt.
Im dritten Abschnitt werden dann Feynman-Regeln fiir wechselwirkende
Teilchen anhand des Beispiels der elektromagnetischen Wechselwirkung er-
lautert. SchlieBlich wird im vierten Abschnitt der Versuch unternommen, eine
anschauliche Diskussion der sog. Renormierung durchzufiihren.

3.1.1 Die Dirac-Gleichung
Die nichtrelativistische Quantenmechanik wird bekanntlich durch die Schro-
dinger-Gleichung beherrscht. Fiir freie Teilchen ist diese beriihmte Gleichung
nichts anderes als die Energie-Impuls-Bezichung

2

p

—=F 3.1

o (3.1
in Operatorform

Ay=Ey . (3.2)

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_3,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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wobei der Energieoperator durch

E=il (3.3)
=]1— .
ot
definiert ist. Der Hamilton-Operator H ist wegen
p=-iV 34
in der iiblichen Weise durch
A A
H=—-—— (3.5)
2m

festgelegt, und die Wellenfunktion ¥ héngt hier vom Ortsvektor und der Zeit
ab, ¥ = ¥ (x,1).

Die Dirac-Gleichung entstand historisch aus dem Wunsch, eine relativis-
tische Wellengleichung zu haben, die ebenfalls linear in der Ableitung nach
der Zeit ist,

Ay =ily (3.6)
A .

Der relativistische Zusammenhang zwischen Energie und Impuls lautet
bekanntlich

E*=p*4+m’ , 3.7
jedoch fiihrt der naheliegende Ansatz

H™ = /—A+m? (3.8)

nicht zum gewiinschten Erfolg, da die daraus vielleicht ableitbare Wellenglei-
chung Orts- und Zeitkoordinaten unterschiedlich behandelt. Damit wiirde sie
in jedem Lorentz-System eine andere Form bekommen. Schon wegen dieser
fehlenden relativistischen Kovarianz mufl man (3.8) ablehnen.

Dirac wihlte als linearen Ansatz

B =ap+pm , (3.9)
wobei der Koeffizientenvektor

o]
o= |0o (3.10)
o3

und der Koeffizient § noch zu bestimmen sind. Dazu schreiben wir die
Diracsche Wellengleichung erst einmal explizit an,
0 ad ad
—1( 31//1 +azaw +as w)+ﬁ 1//_1—‘” . G.11)
Im néchsten Schritt 1tqueren wir diese Gleichung, d.h. wir wenden auf die
linke Seite nochmals H ™! und auf die rechte Seite id/0¢ an. Dies ergibt

3
ONEE i _lm2<a,ﬂ+ﬂa, gty =-2L

oxiox/ ot?

(3.12)

ij=1



Wir lassen dieses Ergebnis fiir einen Moment auf sich beruhen. Ganz
dhnlich wie beim Ableiten der Schrodinger-Gleichung kann man eine rela-
tivistische Wellengleichung auch direkt aus der Energie-Impuls-Beziehung
(3.7) gewinnen,

¢
—— =—A¢p+m’¢ . 3.13
- ¢ +m’p (3.13)
Natiirlich miissen die Losungen v des linearisierten Hamilton-Operators die-
ser Klein-Gordon-Gleichung geniigen.! Dies gibt uns jetzt ein Mittel an die
Hand, die Koeffizienten «; und 8 zu bestimmen. Offenbar ist (3.12) nur dann
identisch mit der Klein-Gordon-Gleichung fiir v, falls

O[,'O[j +O(j0[,' 22811 (314)
aif+Bo; =0 (3.15)
g =1 (3.16)

gilt. An der Nichtvertauschbarkeit der Koeffizienten ¢; und f sieht man so-
fort, daBl diese keine Zahlen sein konnen. Dirac schlug vor, sie als Matrizen
und die Losungen i als Spaltenvektoren zu behandeln. Das ist gewisserma-
Ben der Preis, den man fiir die Linearisierung der Klein-Gordon-Gleichung
bezahlen muf.

Zunichst untersuchen wir die Eigenschaften dieser Matrizen etwas de-
taillierter. Aus (3.14) folgt ganz analog zur Beziehung (3.16) fiir die «;
unmittelbar

a?=1. (3.17)

Weiter miissen die Koeffizientenmatrizen hermitesch und spurfrei sein. Die
erste Eigenschaft folgt aus der Hermitezitit des Hamilton-Operators, die
zweite ist schnell bewiesen. Wegen (3.15) und (3.16) gilt

o = —/305,-,3 . (318)

Jetzt wird von beiden Seiten die Spur berechnet. Unter der Spur lassen sich
Matrizen jedoch zyklisch vertauschen, Sp Ba; 8 = Sp B2«;. Dies fiihrt un-
mittelbar zu der Relation Sp «; = —Sp «;, die nur erfiillt sein kann, wenn die
Spur der a-Matrizen verschwindet. Ganz &hnlich verlduft der Beweis fiir .

Die Gleichung (3.14) wird durch die Paulischen Spinmatrizen o; erfiillt.
Diese haben wir in Abschn. 2.2.4 diskutiert. Sie lassen sich aber nicht mit den
«; identifizieren, da es keine vierte linear unabhédngige Matrix zur Erfiillung
der Bedingung (3.15) gibt. Elementare algebraische Uberlegungen zeigen
nun, da} die bendtigten Matrizen mindestens die Dimension vier haben
miissen. Demnach sind auch die 1y -Funktionen vierdimensionale Spaltenvek-
toren. Eine Standarddarstellung der Matrizen 146t sich aus den Pauli-Matrizen
und der zweidimensionalen Einheitsmatrix aufbauen:

10
B = (0 _1) (3.19)

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

IDjese Gleichung wurde schon im Ab-
schn. 2.1 bei der Diskussion der Normierungs-
faktoren benutzt.
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und

0 O;

wobei auch die Symbole ,,0¢ und ,,1* selbst wieder als 2 x 2-Matrizen
interpretiert werden miissen.

Um zu einer modernen Schreibweise der Dirac-Gleichung zu gelangen,
fithren wir zunichst formal die vier y-Matrizen ein. Sie sind durch

0
)’:i ;ﬁa,. (3.21)

definiert. Aus den Vertauschungsrelationen fiir o; und S lassen sich fiir die
y# die wichtigen Vertauschungsrelationen

Yy +yiyt =2 (3.22)

ableiten. Die eigentlich benétigte vierdimensionale Einheitsmatrix auf der
rechten Seite wurde wieder zur Vereinfachung der Notation weggelassen. Der
metrische Tensor g"” wurde schon in Abschn. 2.3.2 eingefiihrt.

Die y-Matrizen mit einem unteren Index (also y,) sind &dhnlich wie
normale Vierervektoren durch

Yo = V" (3.23)

definiert. Der Vollstindigkeit halber sei auch noch die explizite Darstellung
der y' angegeben,

i_ (0 o
y —(_Ui 0) : (3.24)

Mit Hilfe dieser neuen Matrizen nimmt die Beziehung (3.11) die Gestalt

(0l L2 s Yy o (3.25)
Vo TV e TV e TV g N '
an, worin ganz im Sinne einer konsistenten relativistischen Notation x° = ¢
benutzt wurde. Unter Verwendung der beliebten dagger-Abkiirzung fiir das
Produkt von y-Matrizen und Vierervektoren

d=y"a, (3.26)
wird diese Gleichung schlie3lich unter Beachtung von
_ 0 3.27
i (3.27)
zu
ig—m)y =0 (3.28)
bzw.

(F—m)y =0 (3.29)



umgeformt.? Das Hut-Symbol soll nochmal darauf hinweisen, daB hier der
Impulsoperator gemeint ist. An den letzten beiden Schreibweisen der Dirac-
Gleichung fiir freie Fermionen der Masse m meint man, ihre relativistische
Kovarianz sozusagen mit Hinden greifen zu konnen, da y# p,, wie ein Ska-
larprodukt von Vierervektoren aussieht. Es muf} aber gesagt werden, daf die
yH keinen Vierervektor bilden, sondern in jedem Lorentz-System die glei-
che oben angegebene Darstellung haben. Der Beweis der relativistischen
Kovarianz der Dirac-Gleichung ist daher auch etwas komplizierter [Bjo90].

Vertiefung

Algebraische Manipulationen von Ausdriicken mit y-Matrizen sind zu ei-
ner hohen Kunst entwickelt worden. Als einfachstes Beispiel betrachten

wir ¢ lf:
dy=y"y’a,b, = (28" -y 'y")a.b, . (3.30)

wobei der letzte Schritt mit Hilfe von (3.22) erfolgte. Dieses Ergebnis wird
unmittelbar zu

df=2a-b—-fd (3.31)
mit dem Spezialfall

dd=a-a=ad* (3.32)
umgeformt.

3.1.2 Lésungen der freien Dirac-Gleichung
Wir beginnen mit der Losung fiir ein ruhendes Elektron (Fermion). Fiir p =0
wird die Dirac-Gleichung besonders einfach,

9
iyogw—mw =0 . (3.33)

Durch Einsetzen 148t sich verifizieren, dal die vier linear unabhingigen
Funktionen

1 0
0 —imt 1 —imt
1//1=NNS 0 € WzZNNS 0 €
0 0
(3.34)
0 0
0 +imt 0 +imt
Ys=NNs||e Ya=NNs|,|e
0 1

Losungen dieser Gleichung sind. Sie bilden eine Basis, aus der jede beliebige
Losung der Dirac-Gleichung fiir ruhende Elektronen durch Linearkom-
bination gewonnen werden kann. Die vierdimensionalen Spaltenvektoren

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

2Die Eindeutschung englischer Fachworter
bleibt immer problematisch. Am Ende ist es
bequemer, dagger oder slash zu benutzen als
z.B. das schon fast poetisch klingende Wort
,,JFeynman-Dolch®.
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3In dem MAPLE-Paket heppack.txt
werden u.a. Darstellungen dieser Matrizen
und der Dirac-Spinoren zur Verfiigung ge-
stellt. Die Lehrbeispiele diracl.txt und
dirac2.txt sollen die im Text behandel-
ten Beweise und Ableitungen erweitern und
vertiefen. Der so wichtige Spinoperator der
Dirac-Theorie wird z. B.in diracl . mws dis-
kutiert. Zum Runterladen der Routinen folgen
Sie den Hinweisen auf das Buch auf meiner
Homepage http://mozart.physik.rwth-
aachen.de/

heilen Spinoren. Die Faktoren N und Ng sind Normierungskonstanten, die
wir gleich diskutieren werden. Die ersten beiden Losungen geniigen der
Eigenwertgleichung

EYi,=myn, , (3.35)
wihrend die letzten beiden Losungen
EYsy=—mysy (3.36)

erfiillen. Es gibt also offenbar zwei Losungen positiver und zwei Losungen
negativer Energie!

Die zu einem bestimmten Energiewert gehorenden Losungen lassen sich
zwanglos den beiden moglichen Spineinstellungen j; = +1/2 entlang der z-
Achse im Ruhesystem des Fermions zuordnen. Die formale Begriindung geht
davon aus, daf} die Matrizen j; = X;/2 mit

_ [0 0
E’_(O O'i)

die Vertauschungsrelationen (2.108) erfiillen. Solche Beweise verlangen im-
mer wieder das Umformen von Ausdriicken, die Produkte von y- und
o-Matrizen enthalten. Die Manipulation dieser Matrizen gewinnt enorm an
Anschaulichkeit, wenn sie in einer expliziten Darstellung durchgefiihrt wird.
Dazu eignen sich algebraische Programme hervorragend.?

Durch Anwenden der Matrix X5 auf die Losungen ;, z. B.

v =91,

findet man sofort die richtige physikalische Interpretation der 1/ -Funktionen:
Yy ist eine Losung positiver Energie mit j3 = 1/2, ¥, eine Losung positiver
Energie mit j; = —1/2, ¥ eine Losung negativer Energie mit j3 = 1/2 und
Y4 eine Losung negativer Energie mit j3 = —1/2. Die fiir diese kurze Ein-
fiihrung zu umfangreiche Behandlung der Dirac-Gleichung fiir Elektronen in
einem Magnetfeld zeigt, dal das magnetische Moment der Elektronen e /2m,
also ein Bohrsches Magneton, betrigt. Fiir den sog. g-Faktor der Fermio-
nen findet man daher g = 2. Die Tatsache, daf der Spin der Elektronen mit
dem richtigen magnetischen Moment in einer relativistisch korrekten Wel-
lengleichung enthalten ist, wird immer eine der schonsten Entdeckungen der
Physik bleiben. Leser, die noch nicht so vertraut mit den Begriffen magne-
tisches Moment und g-Faktor sind, finden wieder eine sehr gute Einfiihrung
im Buch von J.D. Jackson [Jac98].

Losungen fiir Fermionen, die sich mit einem beliebigen Impuls p bewe-
gen, findet man aus den ruhenden Losungen durch Lorentz-Transformation
[Bjo90]. Im einzelnen gilt

Y1 = Nuje P~ )

(3.37)

(3.38)

Nuye P

VY3 = Nuyjetir” Yy = Nuyetirs (3.39)
Hierin wurde wie iiblich
p.X:p“xMZE[—px (340)


http://mozart.physik.rwth-aachen.de/
http://mozart.physik.rwth-aachen.de/

benutzt. E ist positiv definit, steht also hier und in den folgenden Formeln als
Abkiirzung fiir 4+ +/ p 2 + m?2. Die Spinoren u und v gehdren zu den Losungen
positiver bzw. negativer Energie. u; beschreibt demnach z. B. ein Elektron
positiver Energie und mit dem Impuls p, dessen Spin entlang der z-Achse
des Ruhesystems die Komponente j; = +1/2 hat; v; beschreibt ein Elektron
negativer Energie mit dem Impuls p und j3 = +1/2.

Im Abschn. 1.2.1 haben wir die Diracsche Interpretation der Zustinde
negativer Energie diskutiert: Das Fehlen eines Elektrons im See negativer
Energie ist gleichbedeutend mit der Anwesenheit eines Positrons mit po-
sitiver Energie. Es ist jetzt an der Zeit, Feynmans neue Interpretation der
Losungen mit negativer Energie aus Abschn. 1.2.5 wieder aufzugreifen.
Sie hat den Vorteil, sich gleichermaflen fiir Fermionen (Dirac-Gleichung)
wie fiir Bosonen (Klein-Gordon-Gleichung) verwenden zu lassen. Feyn-
man 146t nur Losungen positiver Energie, die in der Zeit vorwirts laufen
p* = (E, p), und Losungen negativer Energie, die in der Zeit riickwirts lau-
fen p’* = (—E, —p), zu. Wie iiblich gehoren die Losungen positiver Energie
zu den Teilchen; die genannten Zustidnde mit negativer Energie beschreiben
jetzt aber Antiteilchen mit dem Viererimpuls — p#, d. h. also positiver Ener-
gie und einem vorwirts gerichteten Impuls + p, wie in der Abb. 3.1 erldutert
wird. Die Spinoren v werden in einer ganz bestimmten Weise den Antiteil-
chen zugeordnet: v; gehort jetzt zu einem Antiteilchen mit Impuls p und der
Spinkomponente im Ruhesystem j; = —1/2, wihrend v, ein Antiteilchen
mit Impuls p und j3 = +1/2 beschreibt. (Auch in der Diracschen Inter-
pretation entspricht ein Loch mit der Ladung —e und Spin abwirts im See
negativer Energie einem Teilchen positiver Ladung und positiver Energie mit
Spin aufwirts.) Diese Zuordnung kommt anschaulich in der vielbenutzten
Notation

up =u(p,1/2)
u, =u(p,—1/2)
v =v(p,—1/2)
vy =v(p,1/2)

zum Ausdruck, wobei das Symbol p als Kurzform fiir £ und p steht. Die
explizite Darstellung der Spinoren wird durch die beiden Formelsitze

(3.41)

1 0
0 1
uy = Ns| _p: u; = Ns| »o (3.42)
E+m E+m
P+ — Pz
E+m E+m
und
Pz P—
E+m E+m
P+ — Pz
v; = Ng E‘IH” v, = Ng E-(l)—m (3.43)
0 1
festgelegt, in denen die Abkiirzung
P+ = pxxipy (3.44)

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

positive
Energie

negative
Energie

Abb. 3.1

Fermion- und Antifermionlinien. Die Pfei-
le geben die Richtung des Impulses an. Die
Zeitachse verlduft von unten nach oben.
Wenn der Pfeil nach unten deutet, handelt
es sich um ein Fermion negativer Ener-
gie, das riickwirts ldauft. Dies ist gleich-
bedeutend mit einem vorwirts laufenden
Antifermion positiver Energie
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mit der interessanten Eigenschaft

p+P-=pi+p; (3.45)

verwendet wurde. Durch Einsetzen (auch z. B. mit Hilfe algebraischer Pro-
gramme) ldBt sich verifizieren, dafl diese Spinoren u# und v die Relationen

(p—mu=0 (3.46)
und
(p+myv=0 (3.47)

erfiillen, wobei wieder die Abkiirzung p = y* p, benutzt wurde. Diese Be-
ziehungen lassen sich als Dirac-Gleichungen im Spinorraum auffassen. Sie
konnen durch Anwendung der Dirac-Gleichung auf die Losungen (3.39)
abgeleitet werden.

Den Spinornormierungsfaktor Ng wihlen wir zu

Ns=+vE+m . (3.48)

Aus der in der Dirac-Theorie wichtigen Definition der adjungierten
(,,quergestrichenen*) ¥ -Funktion

=y’ (3.49)
folgt fiir die Spinoren
a=u"y’ 5=07y° (3.50)

und daraus mit (3.48) die Normierungsrelationen

ﬁiuj = 2m5,-j (351)
bzw.
5,’ v, = —2m8,-j . (352)

Von vielen Autoren, so z. B. im Buch von Bjorken und Drell [Bjo90], wird

Ns = /(E +m)/2m (3.53)

gewihlt. Damit sind die Spinoren ,,auf 1* normiert. Die Form (3.48) hat
aber den Vorteil, da} die Normierung der Wellenfunktionen fiir Bosonen und
Fermionen identisch wird, was zu den gleichen Faktoren fiir den Zusammen-
hang zwischen Matrixelement und Wirkungsquerschnitt fithrt (siche dazu
Abschn. 2.1). Der Vierervektor des Teilchenstroms ist ja in der Diracschen
Theorie durch

P =Y. 0yt y(x,n) (3.54)

definiert [Bjo90], und deswegen erhilt man fiir die Teilchendichte (mit j© =
P)

p=vy (3.55)



und weiter z. B. fiir die Losung v,
p=Nulu = N2E . (3.56)

Das gleiche Resultat ergibt sich auch fiir die anderen drei Losungen. Die
Bedingung

/,odV =1 (3.57)
148t sich damit also durch
1
N = (3.58)

V2EV

wie bei den Bosonen erfiillen.

Der Spin des bewegten Elektrons ist natiirlich nicht entlang der z-Richtung
quantisiert, sondern entlang einer Richtung n’, die aus der z-Achse des Ru-
hesystems durch die entsprechende Lorentz-Transformation hervorgeht. Eine
Ausnahme liegt vor, falls der Lorentzboost vom Ruhesystem in das La-
borsystem entlang der z-Achse lduft. In diesem Fall liegen Flugrichtung
und Quantisierungsachse des Teilchens auf der z-Achse des Laborsys-
tems. Die Spinoren beschreiben nun offenbar spezielle Helizititszustinde
|p, A = +£1/2) mit p in der z-Achse. Fermionen und Antifermionen mit der
Helizitit 4+1/2 bezeichnen wir als rechtshéiindig, solche mit A = —1/2 als
linkshéindig. Ein Elektron mit A = +1/2 bekommt also das Symbol egr. Zur
Darstellung der Helizititszustdnde im Spinorraum gilt fiir Teilchen

UR = |ps/‘\ = +1/2)

u, = |p, A =—1/2) (3.59)
und fiir die Antiteilchen

v, = |p, A =—1/2)

VR = |p. A =+1/2) . (3.60)

An die Stelle der Indizes 1,2 treten nun die Indizes R, L fiir rechtshindige
bzw. linkshindige Teilchen. Zunichst geben wir die explizite Darstellung der
Spinoren an, die zu Helizitdtszustinden mit Impulsen entlang der z-Achse
gehoren. Es gilt offenbar fiir die Fermionen

1 0
0 1
UR = NS |pl up = NS 0 (3.61)
E+m —Ip|
0 E+m
und fiir die Antifermionen
|pl 0
E+m
0 —|p|
v, = Ng 1 vr = Ng E6m (3.62)
0 1

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln
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Abb. 3.2

Die Quantisierungsachse # im Ruhesystem
eines Teilchens

Diese Spinoren werden besonders einfach im Grenzfall m/E — 0, d. h. ver-
schwindender Masse (Neutrinos!) oder sehr hoher Energie der Fermionen,

—_—O =
S == O

ur = Ng up, = Ng

0 -1

(3.63)

mit Ng = +/E. Der Normierungsfaktor kann also sehr grof3e Werte anneh-
men. Im gleichen Grenzfall erhilt man fiir die Losungen der Antifermionen

1 0
0 —1

vV, = NS 1 VR = NS 0 (364)
0 1

Da die Helizitdtszustidnde au3erordentlich angenehm fiir praktische Rechnun-

gen sind, mochten wir im folgenden Darstellungen fiir beliebige Quantisie-

rungsrichtungen ableiten. Dazu miissen wir allerdings etwas weiter ausholen.
Mit Hilfe der Pauli-Spinoren

—(! _(° (3.65)
Xl - 0 k) XZ - 1 .
lassen sich die Spinoren (3.42) und (3.43) in die kompakte Form
u, = Ns[ o2 ) (3.66)
E+m X7
und
o
v, = Ng| E+m ) (3.67)
Xr

bringen. Der Index r kann naturgemifl die Werte 1,2 annehmen. Zustinde
mit dem Impuls p im Laborsystem und einer beliebigen Quantisierungsachse
n im Ruhesystem (siehe Abb. 3.2) lassen sich genauso anschreiben, nur muf3
man dann die Spinoren y, in (3.66) und (3.67) durch gedrehte Spinoren .,
ersetzen. Durch die Drehung

R = R.($)R,(O) (3.68)

wird ein beliebiger Vektor aus der z-Achse eines Koordinatensystems in die
Richtung n gedreht (Abb. 3.2). Um mit den Phasenkonventionen von Jacob
und Wick [Jac59] tibereinzustimmen, benutzen wir die zu (3.68) dquivalente
Drehung

R=R.())R,(O)R-(~$) . (3.69)

Die Elemente D"? der zugehorigen Matrix U(R) im Raum der Spinoren

haben wir schon ’ﬁlnEZ. 144) ausgerechnet,
cos(@/2) —e7i¢ sin(@/Z))

U(R) = (ei¢ sin(®/2) cos(®/2) (3.70)



woraus die Darstellung der gedrehten Pauli-Spinoren fiir ,,Spin auf*

, [ cos(®/2)
A= (ei¢ sin(@/Z)) 371
bzw. fiir ,,Spin ab*
;L —e "¢ 5in(O©/2)
X2 = ( cos(0/2) ) (3.72)

folgt. Wenn wir jetzt den Lorentzboost entlang dem Richtungsvektor n im
Ruhesystem des Teilchens durchfiihren, erhalten wir Helizitdtszustinde der
Dirac-Theorie fiir Teilchen bzw. Antiteilchen, die mit dem Impuls | p| in der
Richtung @, ¢ des Laborsystems laufen. Ihre explizite Darstellung wird durch
Einsetzen der gedrehten Pauli-Spinoren in (3.66) und (3.67) abgeleitet, also

UR = U]
U, = Uy
V1, = Vp
VR =V . (373)

Im Grenzfall m/ E — 0 lautet ihre Form fiir die Fermionen

!/ /
up = Ns[Z1). up=ns| %2 (3.74)
X1 X2

und fiir die Antifermionen

/ o
o= Ns“1). vr=nNs 2] (3.75)
X1 X2

Die zuletzt gewonnenen Helizitdtszustinde von masselosen Teilchen haben
eine sehr hiibsche Eigenschaft, sie sind nimlich Eigenzustinde der Matrix

y =iyt (3.76)
Dargestellt durch die 2 x 2-Matrizen O und 1 hat diese Matrix die Form
01
5

unabhiingig von der Stellung des Index, y°> = ys. Die Eigenwertgleichungen
lauten

Y ur = ug your, = —up (3.78)
bzw.
Y’vr = —Ur Yo = vp, . (3.79)

Masselose Fermionen bilden also Eigenzustinde zum Chiralititsoperator® y°

mit den Eigenwerten +1.
Spinoren von massiven Teilchen sind nicht Eigenzustinde der Chirali-
tit, aber die Anwendung von y° auf diese Spinoren ist ebenfalls interessant.

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

4Die Bezeichnung geht auf das griechische
Wort yetp (cheir) fiir ,,Hand* zuriick.
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Durch explizite Konstruktion iiberzeugen wir uns davon, daB y° einen Teil-
chenspinor positiver Helizitdt in den Spinor eines Antiteilchens negativer
Helizitdt (und umgekehrt) verwandelt, also z. B.

Youg = vy, . (3.80)

Anhand von (3.74) und (3.75) kann man diese Identitit fiir masselose
Teilchen unmittelbar ablesen.

Vertiefung

Der Leser sollte sich mit den Eigenschaften der Matrix y> vertraut
machen. Es gilt offenbar (y°)? = 1, y°" = y° und

vt =—yty’ . (3.81)
Die letzte Relation wird zum Beweis von
vy =—yy’ (3.82)

benutzt. Hierin ist ¥ eine beliebige Losung der Dirac-Gleichung.

Aus y° lassen sich die Operatoren
1ty
2

gewinnen. Da die Helizitédtszustidnde (3.74) und (3.75) masseloser Fermionen
und Antifermionen Eigenzustinde zu y5 sind, erfiillen sie trivialerweise die
Relationen

H+MR, = UR H+uL =0

m+ (3.83)

T ur, = ug, I ug =0, (3.84)
bzw.

IT7vgr = vR IT7v, =0

H+UL = Vj, H+UR =0. (385)

Die IT* geniigen offenbar den Vollstindigkeitsrelationen von Projektions-
operatoren

ot+mn- =1 =0T =0 I+n+ = I+ (3.86)

und erzeugen daher auch bei Anwendung auf eine beliebige Losung der
Dirac-Gleichung Zusténde definierter Chiralitdt

oty = R, oy =1L . (3.87)

Die chiralen Zustinde R und L haben die Chiralitit +1 bzw. —1, wie man
durch Anwendung von y° auf die Definitionsgleichung (3.87) sofort sieht.
Auch diese Zustinde werden oft als rechtshindig bzw. linkshindig bezeich-
net. Im Grenzfall m/E — 0 ist die Chiralitit eines Teilchens gleich seiner



Helizitdt und die Chiralitit eines Antiteilchens gleich dem Negativen seiner
Helizitit.

Wir sollten noch einen Moment bei diesem Thema verweilen. Wie wir
gerade gelernt haben, 146t sich jede Losung der Dirac-Gleichung gemél3

Vv =R+L (3.88)

zerlegen. Offenbar sind aber diese einzelnen Zustinde keine Losungen der
Dirac-Gleichung. Denn mit (R, L) = IT*v und (3.81) beweist man sofort

iy"9, R =mL (3.89)
und entsprechend fiir L
iy#0,L =mR . (3.90)

Nur im Grenzfall m — 0 — oder genauer m/E — 0 — erfiillen diese
Wellenfunktionen die Dirac-Gleichung

iy, R =0  iytd,L =0 . (3.91)

Wenn man eine physikalische Theorie hat, in der nur Losungen der
Dirac-Gleichung mit einer bestimmten Chiralitdt vorkommen, bedeutet dies
notwendigerweise, daf} die Masse verschwindet und nur ein Helizititszustand
tibrig bleibt. Wir haben in Abschn. 2.5 die Paritétsverletzung so interpretiert,
dafl Neutrinos immer linkshidndig und Antineutrinos immer rechtshindig
sind. Dies heif3t ebenfalls 72, = 0. Auch anschaulich ist es so, daf nur fiir ein
masseloses Teilchen die Aussage, es habe negative Helizitét, lorentz-invariant
ist. Um ein Neutrino rechtshindig zu sehen, miiite namlich ein Beobachter
sich in einem Bezugssystem befinden, das sich schneller als das Neutrino
bewegt. Dies ist aber fiir m, = 0 nicht moglich.

Jetzt zu den Stromen! Zu einer bestimmten Losung v der freien Dirac-
Gleichung kann man immer einen Vektorstrom

N =vry (3.92)
und einen Axialvektorstrom
JA=9y"yy (3.93)

bilden. Die Anwendung der Zerlegung (3.88) ergibt

jb=Ry"R+Ly"L (3.94)
und entsprechend fiir den Axialvektorstrom

X =Ry"y’R+Ly"y’L=Ry"R—Ly"L . (3.95)

Diese Strome verkniipfen nur Losungsanteile gleicher Chiralitit miteinander,
da die Terme mit unterschiedlicher Chiralitit verschwinden, z. B.

Ry"L =0 . (3.96)

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln
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Beweis

Wir benutzen die Identitét
Ry*"L = I+yy T~y . (3.97)

Mit Hilfe von (3.81) und (3.82) 148t sich die rechte Seite zu Y y*ITT T~y
umformen und verschwindet daher aufgrund der Orthogonalitit der
Projektionsoperatoren.

Die diskutierten Stréme sind invariant gegen die Ersetzung von v durch

v =9y . (3.98)

Man spricht von einer chiralen Invarianz der Strome. Der Beweis erfolgt
einfach durch Einsetzen unter Benutzung von (3.81). Wenn wir jetzt fiir
Y Teilchenspinoren einer bestimmten Helizitit einsetzen, wird dadurch
eine Symmetrie zwischen rechtshindigen Teilchen und linkshéndigen An-
titeilchen (und umgekehrt) fiir Theorien etabliert, in denen die Dichte der
Wechselwirkungsenergie (der Hamilton-Operator) aus Produkten dieser
Strome mit Feldern besteht.

Anstelle der Vektor- und Axialvektorstrome arbeitet man héufig direkt mit
den sog. linkshéndigen und rechtshindigen Stromen Ly* L und Ry*R. Aus
den Definitionsgleichungen (3.94) und (3.95) folgt sofort die Umrechnung

. I . )
it = 5(15—1}() (3.99)
. 1 . :
JR= 5(1\’,‘ +J8) - (3.100)

Neben den Strémen ist auch noch die Norm v/ interessant. Sie verkniipft
nur Losungsanteile unterschiedlicher Chiralitdt miteinander,

VY =RL+LR . (3.101)
Die Norm ist offenbar nicht chiral-invariant, sondern es gilt
VY =—yy (3.102)

und daher treten in einer chiral-invarianten Theorie Produkte wie Y nicht
auf. Da in der Energiedichte Massenterme die Gestalt m i haben, kann eine
chiral invariante Theorie nur fiir masselose Fermionen formuliert werden.

Vertiefung

Als Paritiitsoperator P der Diracschen Theorie kénnen wir y° identifizie-
ren. Man kann leicht iiberpriifen, daf die Anwendung dieses Operators mit
den in Abschn. 2.5.1 getroffenen Definitionen iibereinstimmt. Zunéchst
einmal belegt die Anwendung des Operators auf die Zustinde ruhender
Fermionen in (3.34) die innere Paritit n = 1 fiir Teilchen und n = —1 fiir



Antiteilchen. Die Anwendung auf den Helizitdtszustand u g ergibt

cos(©/2) cos(©/2)
e sin(@/2) | _ e'? sin(0/2)
y°Ns acos(®/2) | ~ S| —acos(®/2) (3.103)
ae'? sin(©/2) —ae'? sin(©/2)

mit a = |p|/(E +m). Die rechte Seite ist aber bis auf einen Phasen-
faktor identisch mit dem Spinor u;(—p), wenn man beachtet, daf die
Paritdtstransformation in Polarkoordinaten in der Ersetzung ® — 7 — ©®
und ¢ — 7w + ¢ besteht. Das in (2.316) festgelegte Verhalten wird also im
Spinorraum korrekt wiedergegeben.

Der parititstransformierte Vektorstrom hat die Form j#* = yy%y#yy.
Durch Anwendung der Vertauschungsrelationen der y-Matrizen sieht man
unmittelbar, daf jO sich nicht @ndert, wihrend die rdaumlichen Kompo-
nenten j' gespiegelt werden. Das umgekehrte Verhalten findet man fiir
den Axialvektorstrom.

Nun noch ein paar Uberlegungen zur Stromerhaltung. Auch fiir den
Vektorstrom (3.92) gilt der klassische Erhaltungssatz der Elektrodynamik

A jy(x) =0, (3.104)

dessen rdumliches Integral mit der Ladungserhaltung identifiziert werden
kann. (Das Argument x steht als Abkiirzung fiir die vier Komponenten des
Vektors x#*.) Der Beweis der Stromerhaltung gelingt sehr schnell unter der
Voraussetzung, daf} ¥ eine Losung der freien Dirac-Gleichung ist. Auflerdem
muf man noch beachten, daf} die Dirac-Gleichung fiir adjungierte Spinoren

(i d+m)=0 (3.105)

lautet, wobei die Differentiation nach links wirkt. Die Stromerhaltung bleibt
auch giiltig, wenn ¥ und v/ ebene Wellen zu unterschiedlichen Impulsen p
und p’ bilden. In der Sprache der Feldtheorie ist dann ¥y das Ubergangs-
matrixelement des Vektorstromoperators. Wenn wir nun einen Vektorstrom
aus Spinoren v, ¥, bilden, die zu Teilchen verschiedener Masse gehoren,
geht (3.104) in

3 jty = i(my —ma) Y1y (3.106)

tiber. Der Vektorstrom ist also nur erhalten, wenn beide Teilchen die glei-
che Masse haben. Umgekehrt folgt fiir die Divergenz des Axialvektorstroms
sofort

dujn =i(my +m)yy> v, . (3.107)

Fiir diesen Strom kann ein Erhaltungssatz demnach nur im Grenzfall ver-
schwindender Massen formuliert werden. Die zusitzliche Matrix y° in (3.93)
hat offenbar dramatische Konsequenzen.

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln
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Abb. 3.3
Strom-Feld-Kopplung in der QED

Abb. 3.4
Die Elektron-Myon-Streuung in Bornscher
Niherung

3.1.3 Feynman-Regeln

Wir fiihren die Feynman-Regeln zum Berechnen der Streuamplituden 7Y;
am Beispiel der elektromagnetischen Wechselwirkung ein. Mit Hilfe die-
ser in der QED begriindeten Regeln lassen sich elektromagnetische Prozesse
von Leptonen und Photonen im Prinzip mit beliebiger Genauigkeit berech-
nen. Die spitere Entwicklung hat gezeigt, dal auch die Theorien der starken
und schwachen Wechselwirkung wie die QED aus dem Prinzip einer loka-
len Eichinvarianz abgeleitet werden konnen. Eine elementare und gut lesbare
Einfiihrung in diese Zusammenhinge ist in dem Buch von Atchison und Hey
zu finden [Atc96].

Die QED fiihrt alle elektromagnetischen Prozesse auf die Kopplung von
Photonen an Strome geladener Teilchen zuriick. Die Amplitude fiir die Emis-
sion eines Photons durch ein Elektron am Raum-Zeit-Punkt x (Abb. 3.3) ist
proportional zur Dichte der elektromagnetischen Wechselwirkungsenergie

H™ = Qej"A, | (3.108)
wobei
A (x) = [@(x), A(x)] (3.109)

der Vierervektor des elektromagnetischen Potentials ist.

Wie in Abschn. 1.2.5 festgelegt wurde, verlduft die Zeitachse in allen
Feynman-Diagrammen von unten nach oben. Die Streuung von Elektronen
an Myonen (ep — ep) wird daher in einer storungstheoretischen Rechnung
niedrigster Ordnung (der sog. Bornschen Niherung) durch das Diagramm der
Abb. 3.4 beschrieben. Fiir die zugehorige Streuamplitude gilt

Tyi ~ ¢ / JRO) A (1) (x2) A, (x)d*x dx, (3.110)

wobei iiber alle Wege, die das ausgetauschte Photon nehmen kann, integriert
wird. Die Durchfithrung der Theorie zeigt, daf fiir Ty; in dieser Niherung
ein sehr einfacher Ausdruck iibrig bleibt:

Sy u )
q

1
= —ezﬁ(p’)y“u(p)qjﬁ(k/)yﬂu(k) - (3.111)

Ty = —e*iu(p')y"u(p)

Hierin tragen die Spinoren u natiirlich noch die im letzten Abschnitt dis-
kutierten Spinindizes 1,2 bzw. R, L. Die Argumente p und p’ bezeichnen
wieder die Viererimpulse des ein- bzw. auslaufenden Elektrons und entspre-
chend k und k’ die Viererimpulse des ein- und auslaufenden p~. Wegen der
Energie-Impuls-Erhaltung am Vertex gilt fiir den Viererimpuls des ausge-
tauschten Photons

g" =@ —p) =k -k (3.112)

mit ¢> < 0. Im nichtrelativistischen Grenzfall eines nahezu ruhenden My-
ons geht (3.111) in die Amplitude fiir die Elektronenstreuung im Coulomb-
Potential iiber.



up') v(k')

u(p) v(k)

Die Streuamplitude fiir die Elektron-Myon-Streuung oder fiir andere Pro-
zesse, die Fermionen, Antifermionen und Photonen enthalten, 1463t sich aus
den Feynman-Regeln multiplikativ zusammensetzen. Wir geben die Regeln
fiir

—iTy, (3.113)

an, da auf diese Weise in Ubereinstimmung mit den Konventionen der
Kernphysik die Streuamplitude in der Bornschen Niherung reell wird.”

Zunichst betrachten wir die sog. dufleren Linien, d.h. die Teilchen, die
in den Streuprozefl ein- oder auslaufen. Jedem einlaufenden Fermion mit
Impuls p#* = (E, p) wird der Spinor

u(p,s) (3.114)

zugeordnet, wobei der Spinindex die Helizitdt oder die z-Komponente des
Spins im Ruhesystem bezeichnen kann. Jedes auslaufende Fermion wird
durch

u(p,s) (3.115)

beschrieben. Die Spinoren u,u miissen hierbei rechts bzw. links wie in
(3.111) angebracht werden. Einlaufende Antifermionen mit Impuls (E, p)
erhalten einen Faktor

v(p,s) (3.116)
und auslaufende Antifermionen einen Faktor
v(p,s) . (3.117)

Diese Zuordnung entspricht der Ubereinkunft, in den Feynman-Graphen
Antiteilchen durch in der Zeit riickwérts laufende Pfeile zu kennzeichnen.
Die Elektron-Positron-Vernichtung in ein Paar von Myonen (e e — =~ u™)
wird in diesem Sinne durch das Feynman-Diagramm auf der rechten Seite
der Abb. 3.5 représentiert. Wir werden aber 6fters Antiteilchen in Feynman-
Graphen explizit durch Symbole wie e, 4T benennen. Dann werden die
zugehorigen Pfeile auch wie wie bei den Teilchen angebracht.
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Abb. 3.5

Allgemeines Diagramm fiir den Prozef3
e"et — T und seine Verwandlung
in ein Feynman-Diagramm niedrigster Ord-
nung

>Diese Wahl wird von vielen Autoren benutzt.
Es ist aber zu beachten, da nun zwischen
Tj; und der Streuamplitude der nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik ein Vorzeichenunter-
schied besteht, wie er in (2.236) zum Ausdruck
kommt. Auch hier gilt wieder, daf} bis auf ganz
wenige Ausnahmen die Wahl einer bestimm-
ten Phase fiir 7 physikalisch irrelevant ist.
In die Berechnung von Wirkungsquerschnitten
und Zerfallsraten geht nur das Betragsquadrat
der Streuamplitude ein.
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Abb. 3.6

Einige Beitrige der Ordnung e* zur Elek-
tron-Myon-Streuung. (a) Graph der Vaku-
umpolarisation. Zum Selbstenergie-Graph
(b) miissen noch die Graphen hinzugezihlt
werden, bei denen das Photon an einer der
drei anderen Fermionlinien angebracht wird.
Zur Vertexkorrektur (¢) kommt noch der
Graph mit der Photonlinie am rechten Vertex
hinzu

Fiir die Absorption bzw. Emission duflerer Photonen muf3 man einen
Faktor

e =1(0,¢) (3.118)

bzw. SZ anbringen, wobei die explizite Form des Polarisationsvektors "
durch (2.295) festgelegt ist. Diese Feynman-Regel wird besonders wichtig
bei der Berechnung der Elektron-Photon-Streuung (Compton-Effekt) und der
Bremsstrahlung.

Inneren Linien (Propagatoren) mit Impuls g# wird fiir Photonen ein Faktor

3 ngv (3.119)
q
und fiir Spin 1/2-Teilchen mit Impuls p* und Masse m ein Faktor
1% (3.120)

zugeordnet. Jeder Vertex mit der Ladung Qe erhilt schlieBlich einen Faktor

—iQey* | (3.121)

worin Q die Ladungsquantenzahl und e die Elementarladung (+/4m ) ist.
Damit haben wir alle Regeln, die zur Berechnung von Baumgraphen benotigt
werden, zusammen. Die Feynman-Diagramme stellen bildlich Glieder einer
Storungsreihe dar, deren Ordnung durch die Potenz der Kopplungskonstan-
ten e in den zugehorigen Ausdriicken gegeben ist. Einige der Diagramme,
die dann in der Ordnung e* zur Amplitude der Elektron-Myon-Streuung bei-
tragen konnen, sind in der Abb. 3.6 zu sehen. Das Auftreten geschlossener
Schleifen (loops) ist fiir solche Diagramme hoherer Ordnung typisch. Nur
die Summe der beiden Impulse p;, p; ist durch die Energie-Impuls-Erhaltung
am Vertex festgelegt, einer der Impulse bleibt frei wihlbar. Als wichtigste zu-
sitzliche Regel bei der Berechnung von Schleifendiagrammen gilt, da$} iiber
jede innere Linie, deren Impuls p!* frei ist, gemiB

d4Pi
(2m)*

integriert werden muf. Der folgende Abschnitt ist ganz der Diskussion der in
solchen Schleifendiagrammen auftretenden Integrale gewidmet.

(3.122)

3.1.4 Die Renormierung und die laufende Kopplung

Wir beginnen unsere Diskussion mit dem Graphen der Abb. 3.6a. Die
Anwendung der Feynman-Regeln ergibt wieder eine Formel fiir die Ampli-
tude wie in der ersten Zeile von (3.111), wobei aber der Photonpropagator
—igu/ ¢? durch das sehr komplizierte Integral

d*pr (—igue o P11t o ]52+m —igov
2n) (—( 1e)y1 m( )y 3 e ) (3.123)

ersetzt werden muf. Jetzt benutzen wir p, = p; —q und multiplizieren mit
einem Faktor (—1), der fiir geschlossene Fermionen-Schleifen zusétzlich an-
zubringen ist. Wenn wir aulerdem beachten, dal von den Matrixprodukten



unter dem Integral die Spur zu nehmen ist (nur so gehort zu jedem Indexpaar
W, v eine Zahl), muB3 also das Integral

e? d‘py  pi+m pi—q+m
I, =—Sp

q* Q) " —m2 Y (i — g —m?

berechnet werden.® Dieses Integral divergiert ungliicklicherweise am oberen
Ende des Integrationsbereichs, ( p% — +00), das ist die sog. Ultraviolettka-
tastrophe. Ein Abzéhlen der Potenzen im Zihler und Nenner 1463t vermuten,
daf} eine quadratische Divergenz des Integrals vorliegt. Es ist nun nicht er-
laubt, die Grenzen des Integrals bei hohen Werten von plA abzuschneiden, da
der resultierende Ausdruck die Eichinvarianz, d. h. ein fundamentales Prinzip
der Elektrodynamik und der QED [Jac98, Bjo90], verletzt.”

Die Regularisierung nach Pauli und Villars hat nicht dieses Problem. In
ihr wird der Elektronpropagator durch die Differenz

Cbt+m | p+A

1p2—m2_1p2—A2 (3.125)
ersetzt. Die sehr grole Masse A tibernimmt die Funktion eines Abschnei-
deparameters, da fiir Schleifenimpulse p? > A? durch den modifizierten
Propagator eine stirkere Konvergenz der Integrale erzwungen wird. Die
Rechnung zeigt [Bjo90], dal damit /,,, effektiv den Wert

: 2 2
gy e A 2,0 2
I, = e (—mlnﬁ—ke f(q ))
annimmt. Es bleibt also eine logarithmische Divergenz iibrig, die durch A
parametrisiert wird. Die Funktion f(g?) hat die wichtige Eigenschaft, bei
g* = 0 zu verschwinden. Nach Addition der Beitrige erster und zweiter Ord-
nung (Abb. 3.4 und 3.6a) findet man also, da3 der Photonpropagator (3.119)
durch

(3.124)

(3.126)

—ig,., e A2
7 (1 T Mt ezf(qz))
ersetzt werden muf}. Zwar héngt dieser Propagator nur logarithmisch von der
Abschneideenergie A ab, das bedeutet aber immer noch, daf3 die QED in der
urspriinglichen Form bei sehr hohen Energien (oder sehr kleinen Abstéinden)
nicht mehr giiltig ist. Wenn man einen begrenzten Giiltigkeitsbereich auch
verschmerzen konnte — welche Theorie ist schon iiberall giiltig? — beweist
das Ergebnis doch, daf durch das nichste Glied der Storungsreihe ein neuer
Parameter A notig wird. Es steht daher zu befiirchten, daf sich dies mit jedem
weiteren Glied fortsetzt, was die Theorie vollends wertlos machen wiirde.
Eine auf physikalischen Argumenten beruhende Uberlegung, die wir hier
an den Amplituden bis zur Ordnung e* durchfiihren, die aber in jeder Ord-
nung giiltig ist, zeigt den Ausweg aus diesem Problem. Wir nehmen als
Photonpropagator wieder den urspriinglichen Ausdruck —ig,, / g?. Den Fak-
tor in der Klammer von (3.127) multiplizieren wir zur Ladung hinzu, d. h. e?
in (3.111) muB3 durch

2 2
2 € A 2 p0 2
e (1—12”2111W+e flq ))

P, = (3.127)

(3.128)

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln

®Die Pole des Integranden z.B. an der Stelle
p% = m? werden durch die sog. ie Vorschrift
in einer sorgfiltigeren Formulierung der Feyn-
man-Regeln vermieden. Zum Nenner eines
Propagators wird ein Term ie hinzugefiigt,
worin ¢ ein kleiner reeller Parameter ist. Im
Beispiel wird also p% —m? durch p% —m? +
ie ersetzt. Am Ende einer Rechnung wird dann
der Grenziibergang ¢ — 0 durchgefiihrt.

7Schon in der klassischen Elektrodynamik
gibt es eine Eichinvarianz, die mit einer
bestimmten Freiheit in der Wahl des Vektor-
potentials zusammenhéngt.
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ersetzt werden. Jetzt wird eine renormierte Ladung tiber

2 2 e? A2
€ren = € (1 o W) (3.129)
definiert, und damit wird aus (3.128)
Cron [1+ €00n f (@) +O(eh)] (3.130)

Entscheidend ist, daB auch der Ladungsfaktor vor der Funktion f(g?) durch
2, festgelegt wird, der dadurch nétige Korrekturterm in der Klammer ist
proportional zur vierten Ordnung der Kopplungskonstanten, O (e*), und da-
mit taucht bis zur Ordnung e, = der Parameter A in (3.130) nicht mehr auf.
Die physikalische Bedeutung dieses Vorgehens ist darin zu sehen, daB die re-
normierte Ladung mit der experimentell gemessenen Ladung eines Teilchens
identifiziert wird. Eine solche Ladungsmessung kann z. B. durch das betrach-
tete Streuexperiment stattfinden, und die theoretische Beschreibung dieses
Streuexperimentes muf} auf jeden Fall die Diagramme hoherer Ordnung ent-
halten. Wir haben also nur voreilig den Parameter e in den Feynman-Regeln
mit der gemessenen Ladung identifiziert. Wir legen jetzt fest, daf} das Ergeb-
nis aller Rechnungen durch die renormierte Ladung ausgedriickt wird. Diese
wird mit der bei g> = 0 gemessenen Ladung identifiziert und der Einfach-
heit halber mit e bezeichnet. Mit dieser Anderung der Indizes gilt also der

Zusammenhang

2 A2
= el (1 01y ) (3.131)

1272 m?

zwischen der renormierten (gemessenen) Ladung e und der unrenormierten
Ladung ey. Numerisch gilt wie immer e = v/47ra mit ™' = 137,035.

Als mefbarer Beitrag des Diagramms der Abb. 3.6a bleibt dann bis zur
Ordnung e* nur der Faktor

e’ [1+e*f(g?)] (3.132)

in der Streuamplitude iibrig. Die Funktion f(¢?) wird fiir die beiden Grenz-
fille |g?| < m? bzw. |¢*| > m? sehr unterschiedlich. Wir interessieren uns
fiir hohe Energien, also den zweiten Fall, und entnehmen dem Buch von
Bjorken und Drell [Bjo90] die Nédherung

In @
12727 m?
Diese Modifikation der Streuamplitude wird gerne so interpretiert, dafl nach
der Renormierung alle Ladungen gemaf}

fg*) = (3.133)

2 =e 1+ ¢ ] (3.134)
e =e n—s- .
g 1272 m?

von ¢> abhingen. GroBe Werte von |¢?| bedeuten kleine Abstinde,
d.h. die Ladung als Mal} der elektromagnetischen Kopplung wird jetzt
abstandsabhingig.



Die anschauliche Deutung der Rechnung iiber eine Abstandsabhingigkeit
der Ladung ist natiirlich nicht zwingend. Auf der anderen Seite sind solche
Effekte im Prinzip schon aus der klassischen Physik vertraut. Bekanntlich
ist das elektrische Feld einer Ladung e, im Dielektrikum um den Faktor &,
reduziert, wobei ¢, die Dielektrizititskonstante ist. Dies 146t sich auch in der
Weise interpretieren, dafl die Ladung im Dielektrikum abgeschirmt wird,

% 3.135

e= 7= (3.135)
Wenn im klassischen Dielektrikum der Abstand der beiden Testladungen
klein gegeniiber dem Durchmesser der polarisierten Molekiile wird, ver-
schwindet naturgemif die abschirmende Wirkung, die Abschirmung ist also
abstandsabhingig.

Die Graphen der Abb. 3.7 werden daher auch als Graphen der Vakuum-
polarisation bezeichnet. Ersichtlich lassen sich zur Abb. 3.6a topologisch
dhnliche Graphen hoherer Ordnung hinzufiigen. Die zwischen dem Elektron
und dem Myon erzeugten e~ e™-Paare schirmen ganz anschaulich die La-
dungen der Reaktionspartner voneinander ab. Man kann daher das Vakuum
der QED als ein dielektrisches Medium auffassen, das durch das Vorhanden-
sein einer Ladung polarisiert wird. Im statischen Potentialbild entspricht dies
dann der in Abb. 3.8 gezeigten Anordnung.

Aus (3.134) 148t sich unmittelbar e?(m?) = e? ablesen. Im Rahmen die-
ser Hochenergierechnung — die eigentlich |g?| >> m? voraussetzt — wird also
a(m?) mit der gemessenen Feinstrukturkonstanten o = 1/137,035 identifi-
ziert. Fiir |¢?|-Werte, die groB gegeniiber der Elektronenmasse m sind, ergibt
nun die Summation aller fiihrenden Beitrdge der Diagramme in der Art der
Abb. 3.7

a(m?)

1—(a(m?)/37)In(|g%|/m?) (3.136)

a(g®) =
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Abb. 3.7
Diagramme, die (a) in der Ordnung e*
und (b) in der Ordnung ¢® zur Vakuumpo-
larisation in der Elektron-Myon-Streuung
beitragen

N

Abb. 3.8
Statisches Modell der Vakuumpolarisation
in der QED
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8In der QCD (siche Kap. 4) wird gezeigt,
dal jede Quarksorte mit dem dreifachen sta-
tistischen Gewicht eingeht. Auflerdem muf
noch die drittelzahlige Ladung der Quarks
beriicksichtigt werden.

9Er ist nach dem russischen Theoretiker Lev
Landau (1908-1968) benannt. Dieser hat dar-
in ein wirklich fundamentales Problem fiir
die Feldtheorie gesehen, wihrend v.a. die
mehr pragmatisch orientierten amerikanischen
Physiker das nicht so streng sahen.

d.h. (3.134) stellt den ersten Term in einer Reihenentwicklung dieser Formel
dar. Das Ergebnis wird oft als leading-log-Niherung fiir a(g>) bezeichnet,
da der dominante Term eines Diagramms mit / Schleifen proportional zu
o' In' (|¢2|/m?) ist. In Ubereinstimmung mit der anschaulichen Erklirung
beschreibt (3.136) quantitativ die Vergroferung der elektromagnetischen
Kopplung bei kleineren Absténden.

Aufgrund des geringen Wertes von « ist der numerische Einfluf der
Beziehung (3.136) nicht bedeutend: Fiir den schon sehr hohen Wert von
|¢%| = 1000 GeV? errechnet man eine Anderung der Kopplungskonstanten
von a2 %. In der Ableitung von (3.136) wurde allerdings nur der Beitrag
der Elektronen berticksichtigt. Als ein realistisches Beispiel betrachten wir
jetzt noch die e~e*-Annihilation in Z°-Bosonen mit einer Masse von rund
90 GeV. Diese Reaktion mit |¢%| ~ 8100 GeV? wurde besonders intensiv ex-
perimentell und theoretisch untersucht. Zur Berechnung von o (M2) miissen
auch die Beitrige von p und 7 und der u-, d-, c-, s-, b-Quarks beriick-
sichtigt werden. Formal geschieht dies nidherungsweise, indem in (3.136)
der logarithmische Term durch }_; In (|¢%|/m?) ersetzt wird. Summiert wird
tiber die beitragenden Leptonen und Quarks, wobei jeder neue Summand
erst fiir |g%| > m,2 gezihlt wird. Daher trigt das fop-Quark mit seiner Mas-
se von 175 GeV nicht bei.® Vorausgesetzt wird hier ohne Ableitung, daf
(3.136) auch fiir Annihilationsprozesse giiltig bleibt. Die numerische Aus-
wertung ergibt «(M2) ~ 1/128, das sind immerhin schon 7 % Abweichung
vom klassischen Wert der Feinstrukturkonstanten.

In (3.136) ist aber auch eine nicht umgehbare Giiltigkeitsgrenze der QED
verborgen, niamlich die Polstelle beim Verschwinden des Nenners fiir sehr
hohe Werte von |g?|, die zu einer unendlich groBen Kopplungskonstanten
fiihrt. Dieser sog. Landau-Pol tritt in einer Welt aus Elektronen und Photonen
aber erst bei einer Energie von ungefihr 10?77 GeV auf, was mit dem Energie-
Inhalt des Weltalls von ca. 103’ GeV verglichen werden muB.® Der Landau-
Pol stellt also vielleicht wirklich nur ein sehr theoretisches Problem dar.

Aus (3.136) soll jetzt noch eine Beziehung zwischen dem Wert der elek-
tromagnetischen Kopplungskonstanten bei zwei beliebigen Skalen ¢ und qg
abgeleitet werden. Nach Voraussetzung miissen die Betrdge beider Skalen
> m? sein. Die einfache Rechnung hat das Ergebnis

a(qd)
1 —(a(g9)/37) In(¢%/q3)

welches fast identisch zu (3.136) ist, wenn dort m? durch qg ersetzt
wird. Dieser allgemeinen Form werden wir bei der Behandlung der
Kopplungskonstanten der QCD (Abschn. 4.2.1) wieder begegnen.

Nachdem wir aus gutem Grund die Vakuumpolarisation ausfiihrlich disku-
tiert haben, kénnen wir uns bei der Behandlung der Graphen in Abb. 3.6b,c
kiirzer fassen. Der Graph 3.6b heifit Selbstenergiegraph, da er eine Wech-
selwirkung des Elektrons mit sich selbst beschreibt. Auch hier ist das
zugehorige Integral am oberen Ende divergent. Eine Diskussion, die nicht so
einfach nachvollzogen werden kann wie die Ladungsrenormierung, zeigt, daf3
diese Divergenz durch eine Renormierung der Masse beseitigt wird. Im Er-

a(g?) = (3.137)



gebnis aller Rechnungen bedeutet also m die renormierte (gemessene) Masse,
die mit der unrenormierten Masse m,, liber

3. A2
m=mg (l+£ln —2) (3.138)

zusammenhangt.

Das Problem der Selbstenergie ist ebenfalls schon aus der klassischen
Physik bekannt. Ein Elektron mit dem Radius a hat die Feldenergie «/a.
Diese Feldenergie kann als zusitzliche Masse aufgefalt werden. Sie diver-
giert linear fiir a — 0. Wenn der Abschneideparameter A als inverser Radius
des Giiltigkeitsbereichs der Theorie interpretiert wird, zeigt (3.138), wie die
Quantenfeldtheorie die lineare Divergenz der klassischen Physik in eine lo-
garithmische abmildert. Numerisch bedeutet ein Radius von 1/1000 fm erst
eine Massenrenormierung von 4,5 %.

Der divergente Anteil des Selbstenergieintegrals enthélt noch einen wei-
teren Faktor, der zur Ladungsrenormierung hinzugerechnet werden miif3te.
Dieser hebt sich aber gegen einen entsprechenden Faktor im ebenfalls di-
vergenten Integral zur Vertexkorrektur (Abb. 3.6¢c) weg, so daBl nur die
Vakuumpolarisation zur Ladungsrenormierung beitrdgt. Diese Aufhebung
zusitzlicher Beitrdge zur Ladungsrenormierung ist kein gliicklicher Zu-
fall, sondern beruht auf der Stromerhaltung. Formal 146t sich zeigen, daf}
durch die Diagramme der Abb. 3.6b,c der urspriingliche Strom uy*u in
einen verallgemeinerten Vektorstrom abgedndert wird, fiir den aber auch der
Erhaltungssatz (3.104) gilt.

Die Absorption von im Prinzip unendlich grofen Korrekturtermen in die
Definition der gemessenen Werte von Ladung und Masse funktioniert — wie
bereits oben erwihnt — nicht nur zur Ordnung e*, sondern in allen Ordnungen.
Die QED als Theorie der Elektronen und Photonen hat nur zwei Parame-
ter, die gemessene Ladung und die gemessene Masse des Elektrons. Man
sagt, die QED ist renormierbar. Dieser Erfolg hatte einen ungeheuren Ein-
fluf auf die weitere Entwicklung der Teilchenphysik. Auch die schwache und
die starke Wechselwirkung werden im Standardmodell durch renormierbare
Theorien beschrieben.

Die bis hierher gefiihrte Diskussion lehrt uns, da3 wir beim Ersetzen
der Feinstrukturkonstanten durch die laufende Kopplungskonstante im Er-
gebnis einer Rechnung, die nur in Bornscher Niherung ausgefiihrt wurde,
schon einen groflen Teil der Effekte hoherer Ordnung auf einfache Weise
beriicksichtigt haben. Man spricht daher oft von einer ,,verbesserten Born-
schen Néherung®. Trotzdem 146t sich die Diskussion an dieser Stelle nicht
beenden, da die in Frage kommenden Feynman-Diagramme noch weitere
Uberraschungen fiir uns bereithalten.

Die Integrale zur Selbstenergie und Vertexkorrektur sind ndmlich auch am
unteren Ende, d. h. fiir kleine Energien des ausgetauschten Photons divergent!
Die formale Behandlung dieses Problems ist eng an ein konkretes Beispiel
gebunden. Im einfachsten Fall wird z. B. die Streuung eines Elektrons der
Energie £ im Coulomb-Feld untersucht. Die nach der Renormierung ver-
bleibende Summe der zur Selbstenergie und Vertexkorrektur gehdrenden

3.1 Dirac-Gleichung und Feynman-Regeln
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Abb. 3.9
Der Zwei-Photon-Austausch in der Streuung
von Elektronen an Myonen

Ausdriicke wird dann proportional zu o In (An,/E), wobei A, die un-
tere Grenze der Photonenenergie in den Integralen darstellt. Die hier zum
Ausdruck kommende Infrarotkatastrophe, d.h. die offensichtliche Diver-
genz beim Grenziibergang A,,;,, — 0, wird wieder durch ein scharfsinniges
physikalisches Argument vermieden.

Die berechneten Korrekturen beziehen sich auf die elastische Elektronen-
streuung. Die Messung der Winkelverteilung in diesem Streuprozef3 wird mit
einem Detektor durchgefiihrt, der die in einem bestimmten Winkelintervall
ankommenden Elektronen zéhlt. Ein solcher Detektor hat aber immer eine
endliche Energieauflosung A E, d. h. er kann prinzipiell die elastische Streu-
ung in all den Fillen nicht von der inelastischen Streuung (Bremsstrahlung)
abtrennen, in welchen das Elektron ein Photon mit Energien zwischen 0 und
AE abgestrahlt hat. Die Berechnung der Bremsstrahlung ergibt nun, dal
der Wirkungsquerschnitt nach Integration iiber das Spektrum der weichen
Photonen einen divergenten Anteil proportional zu In (AE/A,;,) enthilt.
Nach einer geeigneten Addition dieser beiden Anteile (virtuelle und reelle
Strahlungskorrekturen), die wir im Abschn. 3.3.2 genauer diskutieren wer-
den, bleibt dann nur eine endliche Korrektur proportional zu In (AE / E) zum
elastischen Querschnitt {ibrig.

Die in diesem Abschnitt des Buches zum Vorschein kommende Behebung
der mathematischen Divergenzprobleme durch tiefschiirfende physikalische
Argumente ist nicht ohne Widerspruch geblieben. Dirac z. B. war zeit seines
Lebens unzufrieden mit der Entwicklung, welche die Feldtheorie genom-
men hatte. Letztlich entscheidet vielleicht ein ganz pragmatisches Argument
tiber die Berechtigung der zugrunde liegenden Ideen. Die Berechnung der
endlichen Anteile der Graphen der Abb. 3.6 bei kleinen Energien sagt
u.a. eine Anderung des magnetischen Momentes des Elektrons voraus.
Hierfiir ist v. a. die Vertexkorrektur verantwortlich. Der g-Faktor des Elek-
trons (und der anderen Leptonen) weicht also ein klein wenig von 2 ab,
g =2+4a/m+.... Experiment und Theorie stimmen fiir den g-Faktor des
Elektrons mittlerweile auf 11 Stellen iiberein! Was soll man dem noch
hinzufiigen?

Eine liickenlose Behandlung der Strahlungskorrekturen muf3 natiirlich
auch Selbstenergie und Vertexkorrektur analog zu Abb. 3.6b,c fiir die Myo-
nen berechnen. Hinzu kommt auch hier die Abstrahlung reeller Photonen. Es
zeigt sich aber, da3 auf Grund der hohen Masse der Myonen diese Graphen
unterdriickt sind. Dieses Argument gilt besonders im praktisch wichtigeren
Fall der Elektron-Proton-Streuung.

Der Vollstindigkeit halber wird zum Abschlufl noch die einzig ver-
bleibende Klasse von Diagrammen der Ordnung e* eingefiihrt. Es sind
die sog. Boxdiagramme. Die Abb. 3.9 enthilt als Beispiel eines der vier
moglichen Diagramme. Anschaulich beschreibt dieser Graph die Elektron-
Myon-Streuung unter Austausch von zwei Photonen. Die Boxdiagramme
sind hier ans Ende der Betrachtungen gestellt, da sie keine Divergenzen ent-
halten und der numerische Beitrag zum Wirkungsquerschnitt insbesondere
wegen der Massenunterdriickung auf der rechten Seite sehr klein ist.



3.1 Beweisen Sie die Vertauschungsrelationen (3.22) und (3.81).

3.2 Finden Sie eine Darstellung von ys durch y-Matrizen mit unterem
Index.

3.3 Beweisen Sie die Vollstindigkeitsrelationen (3.86) der Projektions-
operatoren.

3.4 Beweisen Sie (3.137) mit Hilfe von (3.136). Gewinnen Sie dann aus
dem Ergebnis eine Differentialgleichung fiir die Kopplung e, und
vergleichen Sie Ihr Resultat mit der Literatur [Pes95].

3.2 Basis-Reaktionen der QED

3.21 e~et-Vernichtungin p~p*-Paare
Die Erzeugung von Myon-Paaren in der Elektron-Positron-Vernichtung

e 4+et > +ut (3.139)
ist eine der einfachsten Reaktionen, die man untersuchen kann. Sie ist die
Modellreaktion fiir die spiter zu behandelnde Erzeugung von Quark-Anti-
quark-Paaren in der e~e*-Vernichtung. Die Reaktion wird in der Bornschen
Niherung durch das Feynman-Diagramm auf der rechten Seite der Abb. 3.5
beschrieben. Das Diagramm besagt anschaulich, daB das e~ e -Paar ein vir-
tuelles Photon der Masse +/s erzeugt. Dieser Zwischenzustand zerfillt in
ein u~pt-Paar. Es gibt natiirlich noch andere Moglichkeiten, solche Paa-
re in der Elektron-Positron-Annihilation zu erzeugen, z. B. durch Produktion
von Vektormesonen (Abschn. 4.6.1) oder des Z°-Bosons (Abschn. 7.2). Hier
beschrinken wir uns aber auf die QED-Reaktion der Abb. 3.5.

Die Vierervektoren der ein- und auslaufenden Teilchen werden wieder mit
p.k bzw. p’, k' bezeichnet. Die an den Vertices durchlaufenden Teilchen in
der Abb. 3.5 sind das Elektron und das Myon. Der Ladungsfaktor am Vertex
ist daher jeweils Q = —1. Mit Hilfe der Feynman-Regeln leitet man (mit der
Abkiirzung ¢*> = (p + k)?) den Ausdruck

1
Tyi =~ oty u(p) 5Py ) (3.140)

fiir die Amplitude ab. Zu ihrer Berechnung mufl man die Spins der betei-
ligten Teilchen spezifizieren. Kombinatorisch gibt es 2* = 16 verschiedene
Moglichkeiten (zwei Spineinstellungen fiir jedes ein- und auslaufende Teil-
chen). Die Berechnung dieser Amplituden erscheint als ein sehr langwieriges
und vielleicht auch langweiliges Unterfangen. Die meisten Lehrbiicher dis-
kutieren daher zunédchst Spinsummationsverfahren, die es erlauben, aufgrund
der algebraischen Eigenschaften der y-Matrizen analytische Ausdriicke fiir
die in (2.33) auftretende Summe der Amplitudenquadrate anzugeben. Es
ist aber hdufig (z.B. bei der Untersuchung der Reaktionen polarisierter
Teilchen) von Vorteil, die Amplituden fiir ganz bestimmte Spinkombinatio-
nen zu kennen. Hinzu kommt, da} in einer Zeit, in der man algebraische
Rechenprogramme wie REDUCE, MATHEMATICA und MAPLE praktisch

3.2 Basis-Reaktionen der QED
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101n den Naturwissenschaften beschrinkte
sich die Anwendung von Computern lange Zeit
auf die Losung numerischer Probleme. Heute
gewinnt jedoch die Anwendung algebraischer
Programme immer mehr an Bedeutung. Das
idlteste, REDUCE von A. Hearn, enthielt schon
einen Abschnitt mit Rechenregeln der Teil-
chenphysik. An den meisten Universititen
sind diese Programme {iiber das jeweilige
Rechenzentrum oder die Institute zugénglich.

tiberall zur Verfiigung hat, eine explizite Berechnung selbst komplizierter
Produkte von y-Matrizen und Spinoren relativ einfach geworden ist.'® Daher
mochte ich diesen Weg beschreiten. Mit Hilfe des fiir MAPLE geschriebenen
Pakets heppack.txt ldBt sich die Amplitude (3.140) direkt berechnen,
es ist aber sicher niitzlich, die folgenden Formeln einzeln nachzuvollziehen.
Diese Formeln lassen sich mit vertretbarem Aufwand auch noch von Hand
nachrechnen.

Die Rechnung wird am besten im Schwerpunktssystem der Reaktion
und in der Helizitdtsbasis durchgefiihrt. Fiir Experimente an symmetrischen
Elektron-Positron-Speicherringen ist das Laborsystem mit dem Schwer-
punktssystem identisch und die Formeln konnen daher direkt mit den
Messungen verglichen werden. Im Hochenergielimes m/E — O vereinfa-
chen sich die Ausdriicke erheblich. Da die Massen in dieser Niherung
vernachlédssigt werden, haben die ein- und auslaufenden Teilchen die gleiche
Energie E im Schwerpunktssystem. Der Streuwinkel ® wird dem auslau-
fenden u~ zugeordnet. Wir wihlen zunichst linkshéndige Teilchen (e™, ™)
und rechtshiindige Antiteilchen (e, u™). Wegen der Struktur des Stromes
braucht man die Produkte y°y*. In der 2 x 2-Schreibweise gilt

Yoyl = (0 ‘3’) , (3.141)

O

wihrend y°y° die Einheitsmatrix ist. Das einlaufende Elektron liuft entlang
der z-Achse, das einlaufende Positron in der dazu am Koordinatenursprung
gespiegelten Richtung. Allgemein bedeutet eine solche Spiegelung in Polar-
koordinaten die Ersetzung von ® durch = — ® und die Ersetzung von ¢ durch
7w+ ¢. Mit ©, ¢ = 0 folgt dann mit Hilfe von (3.74) und (3.75)

0 -1
ur(p) = VE (1) vr(k) = VE (1) , (3.142)
~1 0

und daher nehmen bei expliziter Berechnung die vier Komponenten des
Stromes im Impulsraum

vr(k)y"uL(p) (3.143)
die Werte
0,2E,-2iE,0 (3.144)

an. In der gleichen Weise berechnet man die Spinoren der auslaufenden
Teilchen zu

—sin(®/2) —cos(0/2)
N cos(®/2) N —sin(®/2)
() =VE| Guam) | wE=VE| o) |
—cos(©/2) sin(©/2)

(3.145)



woraus
0,2E cos ®,2iE, —2E sin ® (3.146)

fiir die vier Komponenten von j* =y, (p)y*vr(k’) folgt. Im Schwer-
punktssystem gilt

q> =4E? | (3.147)
und so erhélt man fiir die Amplitude den sehr einfachen Ausdruck
Ty =e*(1 +cosO) . (3.148)

Aufer der gerade besprochenen sind nur noch drei weitere Helizitdtsampli-
tuden von O verschieden. Sie sind in Tabelle 3.1 angegeben. Diese Tabelle
kann der Leser mit Hilfe von heppack. txt sehr einfach verifizieren.
Ersichtlich sind die Amplituden invariant gegen die Ersetzung R <> L der
Helizititsindizes. Dies ist eine Folge der Parititsinvarianz der QED. Es hit-
te also gentigt, nur die beiden ersten Zeilen der Tabelle zu berechnen und fiir
den Rest (2.318) anzuwenden.

Das gemeinsame Merkmal der Amplituden ist offenbar, da3 am Vertex
kein Umklappen der Helizitét (Helizitdtsflip) stattfindet. Das einlaufende An-
titeilchen bezeichnen wir im Feynman-Diagramm der Annihilation durch ein
in der Zeit riickwirts laufendes Teilchen. Fiir diese durchlaufenden Teilchen-
strome gilt ,,Helizitdtserhaltung am Vertex* (Abb. 3.10). Dies ist die schon in
Abschn. 3.1.2 besprochene Eigenschaft der y*-Kopplung. Aus der Chirali-
titserhaltung (3.96) wird im Grenzfall m/E — 0 die Erhaltung der Helizitit
am Vertex, falls Teilchen und Antiteilchen nicht getrennt behandelt werden.

Die Winkelverteilung bringt explizit die Erhaltung des Drehimpulses in
der Reaktion zum Ausdruck. Die erste Amplitude verschwindet z.B. fiir
® = . Dies ist auch notig, da sonst die Amplitude im Widerspruch zur Dreh-
impulserhaltung steht. Die Helizitét ist ja identisch mit der Projektion des
Gesamtdrehimpulses eines Teilchens auf seine Flugrichtung (Abschn. 2.3.3).
Fiir das einlaufende Elektron ist die Flugrichtung mit der positiven und fiir
das einlaufende Positron mit der negativen z-Achse identisch. Fiir einen
Anfangszustand aus e und eg ist daher die z-Komponente des Gesamt-
drehimpulses durch J, = —1 gegeben. Bei einer Streuung um 180° gilt fiir
den Endzustand aus pj und [,LE entsprechend J. = +1. Die zugehorige
Amplitude muf daher verschwinden.

Die Winkelverteilung der Annihilation hétten wir sogar ohne explizite
Rechnung erhalten kénnen. Die Verteilungen 1 & cos ® entsprechen ja ge-
nau den beiden mdoglichen Funktionen d{; und d!, |, die durch (2.267)
bei der Streuung zweier Fermionen iiber einen Zwischenzustand mit J = 1
zugelassen werden, falls man sich auf die Kombinationen der Tabelle 3.1
beschrinkt.

Der Zusammenhang zwischen Streuamplitude und Wirkungsquerschnitt
wurde ausfiihrlich in Abschn. 2.1 diskutiert. Durch Anwenden der Formel
(2.29) erhalten wir demnach unmittelbar

do o?

a5 -+ -ty —
(epeg = ML UR) 16E>

T (14 cos®)? . (3.149)

3.2 Basis-Reaktionen der QED 207

Tabelle 3.1

Die Amplituden der Elektron-Positron-
Annihilation im Schwerpunktssystem der
Reaktion

ProzeB Tyi/e?
efe; —>;,LE;,L;; 1+cos ®
efe; —>;,L§;,LE_ 1—cos ®
egef _’MEM?{ 1—cos®
egef *MEME_ 1+ cos ®
a
14
e
b
4
-
Abb. 3.10

Helizitdtserhaltung am Elektron-Photon-
Vertex. Die grolen Pfeile deuten die Rich-
tung der Spins der Elektronen an. (a) Elek-
tronenstreuung, (b) e ~e T -Vernichtung
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111 panobarn (nb) = 10~°b. Siche hierzu
auch Abschn. 1.3.1.

Aus den Regeln des Abschn. 2.1.1 folgt fiir den spingemittelten Querschnitt
ebenso einfach

do o?

— (et st =—= e 3.150

e e )= (ltcosO) ( )
und daraus nach Integration tiber den Raumwinkel der totale Querschnitt der
Elektron-Positron-Annihilation in Myon-Paare

ro? 4mwa?

O=3pi= 3 (3.151)
Die typische Energieabhingigkeit (1/ E?) 148t sich ebenfalls aus allgemeine-
ren Prinzipien verstehen. Wir haben im Grenzfall verschwindender Massen
gerechnet. Der einzige dimensionsbehaftete Parameter, von dem der totale
Wirkungsquerschnitt punktférmiger Teilchen dann noch abhéngen kann, ist
die Schwerpunktsenergie /s = 2E. Da Wirkungsquerschnitte die Dimen-
sion cm? bzw. GeV~2 haben, muB also o proportional zu 1/E? sein. Die
numerische Auswertung der Beziehung (3.151) ergibt

21,17 nb
0=——

Rl (3.152)

wobei E in GeV gemessen wird.!! Die Formel zeigt, daB man bei den heute
tiblichen Strahlenergien der Speicherringe von 20 bis 50 GeV selbst bei einer
als hoch angesehenen Luminositit von 200 pb~ta™! nur noch einige tausend
Ereignisse im Jahr erhélt!

Durch Uberpriifen des 1/E?-Abfalls des totalen Wirkungsquerschnitts
kann die Giiltigkeit der QED {iber grofle Energiebereiche getestet werden.
Eine Abweichung von diesem Verhalten 146t sich durch eine Modifikation
des Photonpropagators in Art einer Taylorreihe

1 1
— - —2(1+aq2+bq4+...) (3.153)
q q

parametrisieren. Diese Reihe brechen wir nach dem zweiten Glied ab und
schreiben fiir den Wirkungsquerschnitt

4772 5
o= 3 F (3.154)
s
mit
F=1+as (3.155)

an. Der Koeffizient a kann positiv oder negativ sein. Dies wird in der
Schreibweise

s
F=1x— (3.156)
A:I:
berticksichtigt. Experimentelle Untersuchungen der Elektron-Positron-Paar-
vernichtung in Myon-Paare wurden in einem weiten Energiebereich durchge-
fiihrt. Die Abb. 3.11 zeigt ein typisches experimentelles Ergebnis. Die besten
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Messungen [Ber88] schrinken Ay auf Werte grofer als 250 GeV ein. An-
schaulich bedeutet dieses Resultat, da das Coulomb-Gesetz bis zu einem
extrem kleinen Abstand von 1073 fm giiltig ist! Der Faktor F kann anderer-
seits auch anschaulich als Formfaktor gedeutet werden, der die Abweichung
der Leptonen von einem punktférmigen Verhalten beschreibt. Ahnlich wie bei
den Formfaktoren der Atom- und Kernphysik, die eingefiihrt wurden, um die
Unterschiede zwischen den gemessenen Streuquerschnitten und der Streuung
im Coulomb-Feld zu parametrisieren, spielt A jetzt die Rolle eines inversen
Radius der Leptonen. Mit A > 250 GeV ist dieser Radius demnach kleiner als
1073 fm, das ist etwa ein Tausendstel des sog. klassischen Elektronenradius!

Fiir Schwerpunktsenergien > 60 GeV wird die quantitative Analyse da-
durch erschwert, dal der zusitzliche Beitrag des Z 0_Bosons nicht mehr
vernachlédssigbar ist und zu einer verinderten Energie- und Winkelabhéngig-
keit des Wirkungsquerschnitts fiihrt. Damit verlassen wir aber den Bereich
der reinen QED; wir werden daher diese Thematik erst wieder in Abschn. 7.2
aufgreifen.

3.2.2 Die Elektron-Myon-Streuung
Als weiteren elementaren Prozef3 der elektromagnetischen Wechselwirkung
betrachten wir nun die Streuung von Elektronen an Myonen,

e +ut e +put . (3.157)

Sie 146t sich experimentell nicht direkt in Speicherring-Experimenten unter-
suchen, da wir nicht iiber Myonstrahlen geniigender Intensitit verfiigen. Wir
behandeln die ep-Streuung trotzdem an dieser Stelle als Modellprozef fiir
Elektronenstreuung an punktférmigen Fermionen.

3.2 Basis-Reaktionen der QED

Abb. 3.11

Die Energieabhingigkeit des totalen Quer-
schnitts der Elektron-Positron-Annihilation
in Myon-Paare
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Tabelle 3.2

Die Amplituden der e~ ;. -Streuung in in-
varianter Schreibweise. Bei der Streuung
von Elektronen (¢~) an Myonen (u™)
miissen diese Amplituden mit (—1) multi-
pliziert werden

Prozef} Tri/e?

e;u?{ — e{pﬁl{ —2u/t

e ui = ep 25/t

eR i = er 25/t

epui —egui  —2uft
Tabelle 3.3

Die Amplituden der Elektron-Positron-An-
nihilation in invarianter Schreibweise

ProzeB Tr;/e?
epeq = upuy  —2u/s
e;e;: — MEME_ —2t/s
ege['f' — MEM; —2t/s
eped = umuit  —2u/s

12Besonders einfach wird das Ergebnis der
Tabelle 3.2 mit Hilfe eines algebraischen
Programms nachgerechnet.

Den Wirkungsquerschnitt der elastischen e~ *-Streuung erhalten wir
durch Berechnen des Feynman-Diagramms der Abb. 3.4 ganz dhnlich dem
Vorgehen im letzten Abschnitt.!> Im Gegensatz zu Tabelle 3.1 werden die
Amplituden jetzt nicht als Funktion des Streuwinkels im Schwerpunkts-
system angegeben, sondern in explizit invarianter Form als Funktion der
schon in Abschn. 2.4.1 vorgestellten Mandelstam-Variablen. Diese sind das
Quadrat der Schwerpunktsenergie

s=(p+k)?*, (3.158)
das Quadrat des Viererimpulsiibertrags

t=(p-p)’ (3.159)
und das Quadrat des Viererimpulsiibertrags auf das RiickstoB3teilchen

u=(p—k')? . (3.160)

Unter Vernachlissigung der Massen gilt im Schwerpunktssystem s = 4 E>
und

t = —2E*(1—cos @) = —%(1 —cos ) . (3.161)

Wegen (2.213) kann u durch s und ¢ ausgedriickt werden, also
u=—(s+1) (3.162)

im Grenzfall verschwindender Massen. In Abhéngigkeit von der Energie und
dem Streuwinkel berechnen wir daraus sofort

u= —%(1 tcos@) . (3.163)

Als wichtige physikalische Ergebnisse konnten wir anhand der Tabelle 3.2
auch hier wieder die Helizititserhaltung am Vertex, die Drehimpulserhal-
tung und die Parititsinvarianz der Amplituden studieren. Wir wollen uns
jedoch nicht damit aufhalten, sondern uns einer interessanten Symmetrie-
relation zwischen den Streu- und Vernichtungsreaktionen zuwenden, die es
erlaubt, die Amplituden und den Wirkungsquerschnitt der Streureaktion aus
einer Substitutionsregel zu erhalten. Um nun zur Substitutionsregel der Streu-
amplitude zu gelangen, geben wir in Tabelle 3.3 zunéchst die Amplituden
der Reaktion e~e™ — pu~u™ als Funktion der Mandelstam-Variablen an.
Bei Vergleich der Abb. 3.12a mit 3.12b fillt auf, dal man die Elektron-
Myon-Streuung offenbar aus der e~ et -Annihilation erhilt, indem man die
Zeitachse in der Abb. 3.12a gedanklich von links nach rechts laufen laBt.
Mit der dort angegebenen Bezeichnung der Teilchenimpulse trifft jetzt das
einlaufende Elektron auf ein linkshindiges ©~ mit dem Impuls —p’*, d.h.
auf ein auslaufendes linkshindiges ©~ mit negativer Energie. In der Inter-
pretation Feynmans ist das aber gleichbedeutend mit einem einlaufenden
rechtshiindigen u™ positiver Energie. Im Endzustand gibt es neben dem p™
ein e™ mit dem Viererimpuls —k’#. Dieses wird als auslaufendes Elektron
interpretiert. Falls wir die einlaufenden Viererimpulse der jeweils betrach-
teten Reaktion mit p, k und die auslaufenden mit p’, k' bezeichnen, erfolgt



der Ubergang von der Annihilation e~ (p) + et (k) — u=(p') + u* (k') zur
Streuung e~ (p) + ut (k) — e~ (p’) + ut (k') durch die Vertauschung (cros-
sing) k < —p’. Diese Verkniipfung zwischen den beiden Reaktionen durch
Uberkreuzen zweier duBerer Linien wird in Abb. 3.13 nochmals anschaulich
klar gemacht.

Auch in der Streureaktion bedeutet s physikalisch das Quadrat der
Schwerpunktsenergie und ¢ bzw. u das Quadrat des Viererimpulsiiber-
trags zwischen dem einlaufenden Elektron und dem auslaufenden Elektron
bzw. Myon. Fiir die Mandelstam-Variablen der Streureaktion gilt daher —
ausgedriickt durch die Viererimpulse der Annihilation —

s=(p=p)
t=(p +k)? (3.164)
u=(p—k')? .

Verglichen mit der Annihilation haben demnach kinematisch die Variablen ¢
und s ihre Bedeutung vertauscht.

Wie aus den Tabellen 3.2 und 3.3 abzulesen ist, konnen die Helizi-
titsamplituden der Streuung tatséchlich bis auf die Vorzeichen mit dieser
Substitutionsregel aus den Amplituden der Annihilation erhalten werden.
Falls die Massen der beteiligten Teilchen beriicksichtigt werden, schaut die
Substitutionsregel nicht mehr so einfach aus. Es zeigt sich aber, daf fiir die
Summe der Amplitudenquadrate wirklich nur die kinematische Ersetzung

3.2 Basis-Reaktionen der QED

Abb. 3.12

(a) Reaktionsdiagramm der Elektron-Po-
sitron-Vernichtung e~et — pu~ut, (b)
Reaktionsdiagramm der Elektron-Myon-
Streuung e "t — e pt

Abb. 3.13

Zur Crossing-Technik. Links ist das allge-
meine Diagramm der e~ e -Vernichtung in
™t -Paare. Das Uberkreuzen oder Um-
klappen der Linien (rechts) bringt das ™
mit dem Viererimpuls p’ nach unten, macht
also daraus ein u~ mit dem Viererimpuls
—p’. Dies entspricht einem einlaufenden
. Ebenso bringt es ein e, das mit k
einlduft, nach oben. Dieses ist einem aus-
laufendem e~ &4quivalent. Das Diagramm
beschreibt also die Streuung eines e~ an
einem
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s <> t durchzufiihren ist! Dies verifizieren wir sofort im masselosen Fall an-
hand der Tabellen 3.2 und 3.3. Fiir die spingemittelten Amplitudenquadrate
der Streuung gilt

=) s2 4+ u?
D ITilg =2¢*—— . (3.165)

wihrend wir fiir die Annihilation

=) 2 +u?
Z|Tfl |3&nn =2¢*

$2
erhalten. Spiter werden wir noch eine Modifikation dieser Regel benoti-
gen: Jede Kreuzung einer Fermionlinie (d. h. das Vertauschen eines Fermions
mit einem Antifermion) ergibt einen Faktor —1. In unserem Beispiel ist we-
gen der zwei gekreuzten Linien kein Vorzeichenwechsel fiir die Summe der
Amplitudenquadrate erforderlich.

Der spingemittelte differentielle Wirkungsquerschnitt do/d¢ der Streuung
kann nun durch Anwenden von (2.33) und Umrechnen der Differentiale er-
mittelt werden, das Endresultat lautet — unabhiingig vom Ladungsvorzeichen
der beteiligten Fermionen —

do dro® 1 (5% +u?
5(€M—>€M): 2 5( 2 ) (3.167)

Manchmal ist eine Darstellung als Funktion von Energie und Winkel
niitzlich. Die Umrechnung auf do/d$2 erfordert eine Transformation der Dif-
ferentiale. Sie ist in diesem Fall besonders einfach aus (3.161) zu erhalten,

(3.166)

ar=-a0 . (3.168)
4

und fiihrt zum Ergebnis

2 e

do _ a” 1+cos(0/2) (3.169)

d2 8E? sin*(©/2)

Es sei nochmal darauf hingewiesen, dafl hier E die Energie der Teilchen
und @ den Streuwinkel des auslaufenden Elektrons im Schwerpunktssystem
kennzeichnet.

Das Quadrat des Viererimpulsiibertrags ist mit dem Massenquadrat des
ausgetauschten Photons identisch, ¢ = g2, daher werden in der Literatur
Streuquerschnitte der elektromagnetischen Wechselwirkung meistens als
Funktion von ¢? angegeben. Die Winkelverteilung der Streureaktion — das
schon von Rutherford gefundene 1/sin* (©/2) Gesetz! — ist vollstindig
durch den Photonpropagator dominiert, der eingeklammerte Faktor in (3.167)
variiert nur zwischen 1 und 2.

Jetzt liegt es nahe, den differentiellen Streuquerschnitt zu integrieren, um
den totalen Wirkungsquerschnitt o zu bekommen. Das ist aber nicht so ein-
fach, da der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir kleine Streuwinkel zu
stark divergiert. Man kann also immer nur den totalen Querschnitt ab einem
bestimmten minimalen Streuwinkel oder minimalen Impulsiibertrag bestim-
men. Der Grund fiir diese lastige Divergenz ist die unendliche Reichweite des



Coulomb-Potentials, das Elektron ,,spiirt“ das Myon auch noch in unendlich
groBem Abstand. Die unendliche Reichweite ist mit der verschwindenden
Masse des Photons verkniipft, man spricht daher auch von einer Massen-
singularitdt. In vielen praktischen Fillen ergibt sich ein natiirlicher Ab-
schneideparameter aus dufleren Bedingungen, so wird z. B. bei der Elektron-
Kern-Streuung das Coulomb-Potential bei grolen Abstinden (d.h. kleinen
Impulsiibertrigen) durch die Elektronenhiille des Atoms abgeschirmt.

Wir wollen uns zum Abschlufl noch mit niitzlichen Umformungen der
Formel (3.167) fiir den Wirkungsquerschnitt befassen. Der hierin enthaltene
Faktor

1 5% +u?
2 g2
148t sich in eine Form bringen, die wir noch hdufig gebrauchen werden. Unter

Benutzung der Bezeichnungen in Abb. 3.4 definieren wir zunéchst eine neue
Variable y,

(3.170)

q-k
— . 3.171
- (3.171)
fiir die im Fall vernachldssigbarer Massen die Relation
t l—cos®
y=—=— (3.172)
s 2

gilt. Diese neue Variable ist dimensionslos und auf den Wertebereich
0=<y=I (3.173)

beschrinkt. Der Faktor (3.170) wird damit einfach zu 1 — y 4+ y?/2, und der
Wirkungsquerschnitt nimmt die Form

do  4ma? y?
E: 5?2 l—y—i—? (3.174)

an. In dieser Formel wird die Trennung von Energie- und Winkelvariablen
besonders klar. Aus den gerade diskutierten Griinden wird — in nicht ganz
konsequenter Schreibweise — gerne der Rutherford-Querschnitt mit seinem
1/¢*-Gesetz herausfaktorisiert,

do _dma® (1 ) (3.175)
dg> ¢ YTa) '
Der Ausdruck in der Klammer beschreibt dann die Modifikation der

Rutherford-Streuformel durch die Spins der beteiligten Teilchen.'?

Vertiefung

Manchmal ist es wichtig, die Formeln zur Berechnung der Wirkungs-
querschnitte der Elektron-Positron-Paarvernichtung in Myonen oder der
Elektron-Myon-Streuung auch ohne Vernachlidssigung der Massenterme

3.2 Basis-Reaktionen der QED

3Dje Rutherford-Streuung  wird in  Ab-
schn. 5.2.1 nochmals betrachtet.
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Abb. 3.14

Feynman-Graphen der Elektron-Positron-
Streuung (Bhabha-Streuung). (a) Annihilati-
ons-Diagramm mit Austausch eines zeit-
artigen Photons, (b) Streu-Diagramm mit
Austausch eines raumartigen Photons

zu kennen. Die Berechnung ist dann nicht mehr auf ganz elementare Weise
moglich, aber das Resultat

= 212 + 52+ 2t

S Ty = 20420 TS TS (3.176)
s

nimmt doch eine sehr einfache Form an, die sich sofort wieder auf (3.166)

zuriickfiihren l4B8t, wenn in der Definitionsgleichung ty = t —m?* — M? die

Elektronenmasse m und die Myonmasse M zu Null gesetzt wird. Fiir den

Wirkungsquerschnitt folgt aus (3.176) die Beziehung

doann 2ma? 1 2t§ 2t
= +0 4=
dr sz 1—4m?/s s

> (3.177)
s

Unter Vernachldssigung der Elektronenmasse kann man mit wenigen
Rechenschritten diesen Ausdruck wieder in eine Formel fiir den Wir-
kungsquerschnitt in Abhédngigkeit von Energie und Winkel des Myons im
Schwerpunktssystem umformen,

daAnn OtZIBM M2 2 2
92 - 16EZ 1+E+,3Mcos e) . (3.178)

Die Geschwindigkeit 8, des Myons wird aus B, = /(1 —M?/E?) be-
rechnet und offensichtlich verschwindet der Querschnitt an der Schwelle
der Paarerzeugung und geht fiir hohe Energien in (3.150) tiber.

Die entsprechenden Formeln fiir die Streuung werden ohne weitere
Miihe durch Ersetzen von s <> ¢ in (3.176) gewonnen, also

— 253 +12+2ts
2 4250
D 1Tl = 2e e (3.179)
mit sy = s —m? — M?. Die Ableitung der zugehorigen Formel fiir den Wir-
kungsquerschnitt sei dem Leser tiberlassen, das Ergebnis ist aber auch im
tiberndchsten Abschnitt zu finden.

3.2.3 Bhabha- und Mgller-Streuung
Unter Bhabha-Streuung versteht man die Reaktion

e et >e et (3.180)

die der indische Physiker H.J. Bhabha als erster theoretisch untersucht hat.
Sie wird durch eine Uberlagerung des Annihilationsgraphen und des Streu-
graphen, die jetzt natiirlich beide beitragen konnen, beschrieben (Abb. 3.14),

Tfi = TAnn + TStreu . (3181)

Der Wirkungsquerschnitt der Bhabha-Streuung kann ohne weiteres aus den
Tabellen 3.2 und 3.3 abgeleitet werden. Es muf3 dabei jedoch beachtet wer-
den, daB3 nur die jeweils erste und vierte Amplitude beider Tabellen identische
Helizititsindizes der beteiligten Teilchen aufweist. Daher miissen auch nur



diese Amplituden kohidrent summiert, d.h. erst addiert und dann quadriert
werden. Diesem Ergebnis werden die Quadrate der jeweils zweiten und
dritten Zeile der Tabellen hinzugefiigt. Das Resultat lautet

4 2ra? (ur+1® ui+4s® 2u?
52 52 12 ts

(3.182)

Hierin beschreibt der erste Term in der Klammer den Austausch eines
zeitartigen (q2 > 0, Annihilation) und der zweite den Austausch eines raum-
artigen Photons (g% < 0, Streuung). An dritter Stelle steht der Interferenzterm
zwischen Annihilation und Streuung.

Die Bhabha-Streuung ist experimentell an Elektron-Positron-Speicherrin-
gen ausfiihrlich untersucht worden. Bei den hochsten Schwerpunktsenergien
macht sich auch hier wieder der Einflu des Z°-Bosons bemerkbar. Auf-
grund des Streuterms ist der Wirkungsquerschnitt der Bhabha-Streuung
fiir kleine Winkel viel grofer als der Querschnitt der Elektron-Positron-
Annihilation in Myonen. Da auch die Korrekturen aus Diagrammen hoherer
Ordnung der QED bekannt sind, wird die e~e™-Streuung bei kleinen Win-
keln als Eichreaktion mit hoher Zahlrate zur Messung der Luminositéit von
Elektron-Positron-Speicherringen benutzt.

Um den Wirkungsquerschnitt fiir die Elektron-Elektron-Streuung (Mgller-
Streuung) zu bekommen, berechnen wir nicht die Diagramme der Abb. 3.15,
sondern wenden wieder eine Substitutionsregel an. Die kinematische Analyse
der Abb. 3.16 zeigt, daBl die Elektron-Elektron-Streuung aus der Elektron-
Positron-Streuung durch die Vertauschung von k& mit —k’ hervorgeht. In
(3.182) fiir den Bhabha-Querschnitt bedeutet dies eine Ersetzung von s durch
u (und umgekehrt) im Klammerausdruck auf der rechten Seite mit dem
Resultat

do 2na? (s24+12 w45 252
+ + —

—((Te —>e e )= 3.183
dr ( ) 52 u? 12 tu ( )
Der Versuch, die Elektron-Elektron-Streuung direkt aus den Feynman-

Diagrammen der Abb. 3.15 zu berechnen, gelingt nur, falls die beiden

Amplituden subtrahiert werden. Dieses extra ,,—*“-Zeichen ist eine Kon-

sequenz des Pauli-Prinzips fiir die Berechnung der Reaktionen identischer

Fermionen. Die Ununterscheidbarkeit der Elektronen kommt auch klar in der
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Abb. 3.15

Feynman-Graphen der Elektron-Elektron-
Streuung. Streu-Diagramm (a) im 7-Kanal
und (b) im u-Kanal

Abb. 3.16

Von der Bhabha-Streuung zur Mgller-
Streuung gelangt man durch Kreuzen (Um-
klappen) der Linien mit den Viererimpulsen
k und k’
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Vorwirts-Riickwirts-Symmetrie
do do

des Wirkungsquerschnitts (3.183) zum Ausdruck, der nach seinem ersten
Berechner auch Mgller-Querschnitt genannt wird.
Dieser Prozel wurde experimentell nur bei relativ niedrigen Energien
mittels der Elektronenstreuung an Elektronen der Atombhiille ausgewihlter
Materialien und mit Hilfe von speziellen Speicherringen untersucht. Die
Elektronenstreuung an den Elektronen der Atombhiille 146t sich kinematisch
einfach von der Streuung am Kern unterscheiden. Bei der Streuung an ruhen-
den Teilchen wird die kinetische Energie T' des Target-Teilchens nach dem
Stof3 aus
_q2
T = i (3.185)
berechnet. Falls wir M mit der Kernmasse identifizieren, ist die Riick-
stoBBenergie fiir moderate Impulsiibertrdge also vernachlidssigbar klein, wir
haben praktisch Potentialstreuung vorliegen. Bei der Elektron-Elektron-
Streuung wird aber immer ein betrichtlicher Energieiibertrag stattfinden,
der es erlaubt, die Prozesse der Elektron-Elektron-Streuung und der
Elektron-Kern-Streuung kinematisch voneinander zu trennen.

Vertiefung

Mancher Leser wird sicherlich die Formeln fiir die Elektron-Positron-
bzw. die Elektron-Elektron-Streuung ohne Vernachléssigung der Elektro-
nenmasse m suchen. Im Fall der Elektron-Positron-Streuung muf} (3.182)
durch die vollstindige Bhabha-Formel

do + 2o

Y = -
” (eTem —>ee )—s(s_4m2)(A+B+C) (3.186)

mit

1

A= t—z[s2 +u? 4+ 8m*(t —m?)]
1

B = <[+ 1> +8m*(s —m?)] (3.187)
N

2
C = E(u —2m%)(u —6m?)

ersetzt werden. Fiir die Elektron-Elektron-Streuung werden die Koeffizi-
enten A, B, C durch A’, B/, C’ ersetzt, die wir wieder durch Anwendung
der crossing-Technik, d. h. durch die Vertauschung von s <> u in (3.187)
gewinnen konnen. Offenbar gilt A’ = 4 und

1
B’ = —[s*+ 1>+ 8m?(u —m?)]
. (3.188)
C’ =a(s—2m2)(s—6m2) :



3.2.4 Anwendungen der Streuformeln

Beim Durchgang durch ein dickes Stiick Materie wird ein geladenes Teil-
chen mehrfach an den Elektronen und an den Kernen des Materials gestreut.
Aufgrund ihrer kleinen Masse nehmen die Elektronen dabei eine merkliche
Energie auf, was einen Energieverlust des einfallenden Teilchens zur Folge
hat. Die Streuung an den Kernen bewirkt dagegen praktisch nur eine Ab-
lenkung des einlaufenden Teilchens. Diese beiden Phinomene werden jetzt
nacheinander behandelt.

a) Energieverlust geladener Teilchen

Der kinematische Effekt einer merklichen Ubertragung von RiickstoBenergie
(3.185) auf die Atomelektronen ist generell verantwortlich fiir den Energie-
verlust von geladenen Teilchen beim Durchgang durch Materie. Betrachten
wir z. B. ein hochenergetisches Myon der Energie E auf seinem Weg durch
eine Eisenplatte. Es wird auf diesem Weg viele Stofie mit relativ kleinen
Werten von y erleiden. Fiir die Streuung an den als ruhend angenommenen
Atomelektronen ergibt die Auswertung von (3.171)

E—FE
E k
wobei E’ die Energie des Myons nach der Streuung ist, demnach bezeichnet

y also den relativen Energieverlust des Myons. Der gesamte Energieverlust
AE auf der Strecke Ax ist durch

AE = JE (3.190)

gegeben, worin sich der Mittelwert y von y aus dem Integral

y= (3.189)

Ymax
do
y =noZAx / y—dy (3.191)
dy
Ymin
berechnen 14Bt. noZ ist die Elektronendichte in einem Material der Ord-
nungszahl Z mit ny Kernen pro Volumeneinheit.'* Leider kann man fiir
do/dy nicht (3.174) verwenden, da diese Formel fiir masselose Teilchen her-

geleitet wurde. Bei Beriicksichtigung der Teilchenmassen m des Elektrons
und M des Myons mu8 sie durch

do  4ma? 1 s y?
do _ P 3.192
dy  soy? 1—4m>M?/s} ( yso 2 ) ( )

ersetzt werden. Hierin ist s, eine Abkiirzung fiir s —m?— M?. Fiir die
betrachtete kinematische Situation der Streuung an ruhenden Elektronen
gilt s =2Em+m?+ M?. Aus der Definition von y (3.171) wird bei
Beriicksichtigung der Massen

t

y=——". (3.193)
S0

Der maximal mogliche y-Wert yi,.x wird beim zentralen Stoff mit einem
Streuwinkel von 180° erreicht. Eine kurze Rechnung fiihrt zu der Relation

Ymax = ﬂzs_o s (3.194)
N

3.2 Basis-Reaktionen der QED

14Durch die Multiplikation mit ngZ Ax wird
der differentielle Wirkungsquerschnitt in die
zur Berechnung von Mittelwerten bendtigte
differentielle Wahrscheinlichkeit verwandelt
(Abschn. 1.3).
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Abb. 3.17

Der Energieverlust von Myonen durch Ioni-

sation und Anregung in Eisen als Funktion

der kinetischen Energie der Myonen nach
(3.198)

wobei B die Geschwindigkeit des Myons ist, 2 = 1 — M?/E?. Einsetzen
dieser Beziehungen in (3.192) ergibt

do _ 2ne® () B L) (3.195)
dy ~ Empy? 'y 2 '

als Ausgangspunkt fiir die Integration zur Ermittlung von y. Es ist iiblich, bei

der Berechnung des Integrals den Term y?/2 in der Klammer auf der rech-

ten Seite zu vernachldssigen, da er i.allg. wenig beitrdgt. Die resultierende

Formel

_ 2o YVmax
7 :nOZAxm (lnym—m_ﬂz) (3.196)
ist dann auch fiir den elektromagnetischen Energieverlust von Spin O-
Teilchen, wie z. B. w=-Mesonen, giiltig.

Bei der Berechnung dieser Formel wurde y,,;, als sehr klein angenom-
men. Die Formel wird man aber nur sinnvoll anwenden konnen, wenn der
zugehorige Energieverlust der Myonen, Ty,in = E ypmin, grol verglichen mit
der Ionisationsenergie der Elektronen des Atoms ist, denn nur dann kann
man von einer Streuung an freien Elektronen sprechen. Hiermit zeigt sich
aber, dall unser Ergebnis nur von beschrinktem Nutzen ist, denn wir wol-
len natiirlich auch den Einfluf von Reaktionen kennen, die zu Anregung
und lonisation fiihren. Dieses Problem wurde schon friih von H.A. Bethe ge-
1ost [Bet32], der den Mittelwert von y fiir Stole mit Energieverlusten kleiner
als Ty, zu

(3.197)

2 2 2 szinE'2
)_/ion = I’l()ZAx e (1 mﬂ _/32)

B2Em 12M?
berechnete. I bezeichnet hier die iiber alle Elektronen des Atoms gemittelte
Anregungs- und Ionisationsenergie.

Zusammengefalit gilt dann fiir den Energieverlust bei gleichzeitigem
Ubergang von den Differenzen zu den Differentialen

dE  KZ 11 2me? B2y Trax g2
pdx — M,p? ’

5o e (3.198)
mit den Abkiirzungen y = E/Mc? und Ty = Eymax. Es wurde zusitz-
lich die in Abschn. 1.3 eingefiihrte Relation ng = pN, /M, mol g~! benutzt,
pdx ist die durchlaufene Materiedicke gemessen als Massenbelegung, z. B.
in der Einheit gcm™2. In diesem letzten Schritt sind wir auBerdem zum
SI-Einheitensystem zuriickgekehrt, in welchem die Konstante K die Form

_ 4ma?Nah? mol

K= (3.199)

m g
annimmt. Sie hat den numerischen Wert 0,307 MeV cm? g~. Wenn die ki-
netische Energie des einfallenden Teilchens gegeniiber seiner Ruheenergie
vernachldssigt werden kann, reduziert sich (3.198) fiir M > m auf die sog.
Bethe—Bloch-Formel

dE KZ 2mc?pry? -,
— = In —-p
pdx  M,B? 1

(3.200)



Der typische Verlauf der Energieverlustkurve (3.198) in Abhéngigkeit von
der kinetischen Energie Tx = E — M ist in Abb. 3.17 gezeigt. Fiir kleine
Energien steigt der Energieverlust scharf an, (~ 872), bei Tx ~ 2M durch-
lauft er ein flaches Minimum (,,minimal ionisierende Teilchen*), um bei
hoheren Energien wieder langsam anzusteigen. Die Identifikation von / mit
der mittleren Ionisationsenergie des untersuchten Atoms oder Molekiils ist
nicht allzu wortlich zu nehmen. Die genauesten Werte von / wurden aus
Anpassungsrechnungen des gemessenen Energieverlustes bestimmt. Fiir ato-
maren Wasserstoff ergab sich so z. B. I = 15V (bei einer lonisationsenergie
von 13,6 eV) und fiir Hy in gasformigem Zustand / = 19,2 €V. Fiir Elemente
mit einer Ordnungszahl Z > 20 gilt in guter Ndherung / = 10Z €V.

Beispiel 3.1

Als Beispiel berechnen wir den Energieverlust von Myonen der
Gesamtenergie £ = 1GeV in Eisen. Mit Z =26, M, = 55,8 und
I =260eV gibt die Auswertung von (3.198) einen Energieverlust von
1,68 MeVem?g—!. Das ist nur wenig mehr als der minimale Ener-
gieverlust von 1,45MeVem?g™t. Pro Zentimeter Wegstrecke im Eisen
(p = 7,8 gcm™?) haben Myonen mit einer Energie von 1 GeV also nur
einen Energieverlust von 13,2 MeV. Wenn man den Energieverlust in Ab-
hingigkeit von der Geschwindigkeit des einfallenden Teilchens berechnet,
erhilt man praktisch den gleichen Wert auch fiir Protonen und Pionen, da
bis zu einer Energie von etwa 10 GeV die Niherung T,.y = 2mp2y? giil-
tig ist und der elektromagnetische Energieverlust damit nur noch zu einer
Funktion von B wird. In der Praxis ist die Reichweite von Pionen und
Protonen in Materie natiirlich viel geringer, da sie im Gegensatz zu den
Myonen an der starken Wechselwirkung mit den Kernen teilnehmen.

Die Materialabhingigkeit des Energieverlustes wird durch das Verhéltnis
Z /M, und den Wert von [ bestimmt. In unserem Beispiel variiert der Ener-
gieverlust von Kohlenstoff bis Blei zwischen 1,8 und 1,2 MeV cm? g_l.
Fiir grobe Abschitzungen des Energieverlustes hochenergetischer Teilchen
istalso 1,5 bis 2 MeV cm? g~! ein guter Ausgangswert.

In der experimentellen Teilchenphysik wird die Messung des Energiever-
lustes zur Bestimmung der Teilchengeschwindigkeit und damit bei Kenntnis
des Impulses zur Teilchenidentifikation benutzt. Es gibt aber auch viele
andere Anwendungen der Energieverlustkurve, z.B. in der medizinischen
Strahlentherapie. Eine genaue Kenntnis der Zusammenhinge ist daher von
grundsitzlichem und praktischem Wert. Unsere Behandlung ist noch nicht
vollstindig, es fehlt noch die bei sehr hohen Energien wichtig werdende
Korrektur aufgrund der Polarisation der Materie. Der interessierte Leser
kann eine ausfiihrliche Diskussion dieses Effektes in dem schon oft zitierten
Lehrbuch von J.D. Jackson [Jac98] finden.

b) Der mittlere Winkel der Vielfachstreuung
Bei der Streuung an den Kernen des durchquerten Materials erleidet das ge-
streute Teilchen (als Beispiel stellen wir uns wieder ein Myon vor) wegen der

3.2 Basis-Reaktionen der QED
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I5Als Variable wihlen wir jetzt ¢, da wir
uns fiir die Winkel des gestreuten Teilchens
interessieren.

groBBen Kernmasse i. allg. keinen Energieverlust, sondern nur eine Winkel-
ablenkung. Die Streuung ist so stark durch kleine Impulsiibertrige dominiert,
dal bei der Berechnung des mittleren Streuwinkels nur der erste Term in
der Klammer von (3.192) beachtet werden muf3. Nach Beriicksichtigung der
Kernladungszahl Z durch einen Faktor Z? lautet das Resultat

do dra’Z?

dr — p2
Es ist identisch mit Rutherfords Formel der Potentialstreuung. (Durch einen
Faktor z? lieBe sich auch noch eine von 1 abweichende Ladungszahl z des
gestreuten Teilchens einarbeiten.) Die Streuformel gilt fiir alle Sorten gela-
dener Teilchen, die hier behandelte Theorie der Vielfachstreuung ist also fiir
Elektronen, Myonen, Pionen, usw. anwendbar.

Die Anwendung des schon im letzten Abschnitt benutzten Verfahrens zum
Berechnen von Mittelwerten fiihrt zu

15 (3.201)

7] = noA Ara?Z? | Vs (3.202)
=noAXx n . .
ﬂ 2 |t |min

Zunichst miissen wir wieder mit dem Problem der Divergenz bei klei-
nen Impulsiibertrigen fertig werden, das sich fiir das kinematisch mogliche
|t|min = O ergibt. Kleine Impulsiibertrige bedeuten aber groBe Abstiinde.
Wenn diese den Atomdurchmesser iiberschreiten, wird die Ladung des Kerns
vollkommen durch die Elektronenhiille abgeschirmt. Wir schneiden daher die
Integration bei

1
|t|min = (3203)
a

ab, wobei a der z. B. im Thomas-Fermi-Modell bestimmte Radius des Atoms
ist,

a=14a0Z27'3 . (3.204)

Hierin ist @y der Bohrsche Radius ag = 1/(am), der numerische Wert betrigt
5,3-107'""' m. Eine obere Abschneidegrenze ergibt sich fiir Impulsiibertrige,
die zu Abstinden nahe am Kern fiihren,

|t|max = 1/R% . (3.205)
Fiir den Radius eines Kerns mit A Nukleonen wird wie iiblich Rk = roA'/>
angesetzt, mit ro = 1,3 fm.

Das die Materie durchquerende Teilchen habe den Impuls | p|. Fiir sehr
kleine Streuwinkel gilt der einfache Zusammenhang

t| = p*©° (3.206)

und daher hat unter Benutzung der gerade abgeleiteten Beziehungen fiir
|t|max und |f|min und dem Ansatz A =2Z der mittlere quadratische
Streuwinkel den Wert

l6ra?Z? 213

@2 —
O? =ngAx 522 nZl/S.

(3.207)



Wenn in diesem Ausdruck Z? durch Z(Z + 1) ersetzt wird, 148t sich an-
genidhert sogar die Vielfachstreuung an den Elektronen des Streumaterials
berticksichtigen. Es erweist sich nun als praktisch, die als Strahlungsldnge
X bekannte Materialkonstante aus dieser Formel herauszufaktorisieren. Wir
greifen auf Abschn. 3.3.1b vor und bekommen mit Hilfe von (3.267) als Er-
gebnis fiir den mittleren quadratischen Streuwinkel in dem fiir den Anwender
praktischeren SI-Einheitensystem

drm?c? Ax
ap?p? Xo
wobei der Unterschied zwischen 213 und 192 im Logarithmus vernachléssigt
wurde. Die gemessenen Winkel @ der auslaufenden Teilchen folgen einer
GauB-Verteilung, deren Streuung durch 62 = @2 bestimmt ist. Dies bedeutet,

daB 68 % der Teilchen Winkel zwischen 0 und op haben. Die numerische
Auswertung von (3.208) lautet

©2 = (3.208)

21,2MeV [ Ax
O0p = —— | —
7 Blplec | Xo

Sehr héufig interessiert sich der Experimentalphysiker nicht fiir den rdumli-
chen Streuwinkel, sondern fiir den sog. projizierten Streuwinkel @,,. Wenn
der Strahl z. B. in der z-Achse verliuft, sind die Projektionen auf die z, x- und
z, y-Ebene wichtig. Die quadratischen Mittelwerte dieser projizierten Winkel
sind um einen Faktor 2 kleiner, so daf} sich

15MeV [Ax (3.210)
0@, = i .
%= Blple | Xo

ergibt.

Die Vielfachstreuung ist experimentell und theoretisch sorgfiltig unter-
sucht worden. Die Experimente sind in sehr guter Ubereinstimmung mit der
Theorie von Moliere [Bet53], deren Resultat fiir den mittleren Streuwinkel
aber unserem Ansatz sehr dhnlich ist. Es muf3 nur der Faktor 15MeV in
(3.210) durch 13,6 MeV ersetzt werden [PDG12].

(3.209)

Als Beispiel betrachten wir wieder ein Myon mit der Energie von 1 GeV
in Eisen. Die Strahlungslinge von Eisen betrégt 1,76 cm und mit | p|c ~
1 GeV bekommen wir &, = 11/1000, also etwa 0,6° als Streuung des
projizierten Winkels nach Durchlaufen einer Eisenplatte von 1 cm Dicke.

3.2.5 Die Compton-Streuung
Als einen der letzten einfachen, elektromagnetischen Prozesse behandeln wir
noch die Compton-Streuung, d. h. die Reaktion

y+e —>y+e” (3.211)

3.2 Basis-Reaktionen der QED
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Abb. 3.18

Feynman-Graphen fiir die Compton-Streu-
ung. (a) s-Kanal-Graph mit ¢ = s, (b) u-
Kanal-Graph mit g2 = u

Tabelle 3.4
Die Amplituden der Compton-Streuung in
der Niherung m?2 /s — 0

Prozef3 Tyi/e?

yLer, —> YLer, 2/ —s/u
YREL — YReL 24/—u/s
YRER —> YRER 2/ —s/u
YLeR —> VLR 2/ —u/s

16 Arthur Holly Compton (1892-1962), ame-
rikanischer Physiker, erhielt 1927 den No-
belpreis fiir die Entdeckung des nach ihm
benannten Effektes.

177.B. mit dem MAPLE-Paket compton.
txt

genauer.'® In der Ordnung e gehoren hierzu die Feynman-Graphen der
Abb. 3.18. Im Unterschied zu den bisher betrachteten Prozessen ist die in-
nere Linie nun ein Elektron, im ersten Graph zeitartig (q2 =), im zweiten
raumartig (¢> = u). Fiir das Matrixelement leiten wir daraus den Ausdruck

=) (¢ L ey L 4 Yt G

ab. Das sieht nun wirklich schon nach einer komplizierten Rechnung aus.
Die Berechnung kann man sich aber wenigstens fiir den zeitartigen Graphen
ersparen, der auch s-Kanal-Graph genannt wird, da der Propagator proportio-
nal zu s —m? ist. Wir bleiben wie bisher in der Hochenergieniherung. Wegen
der Helizitdtserhaltung am Vertex und wegen des Spins 1/2 des Austausch-
teilchens sind nur die Amplituden fiir egyr — egyr bzw. e yr, — ep vL

1
von null verschieden. Diese Amplituden miissen proportional zu d 7, sein,
22
mit einem Proportionalititsfaktor 2¢2, den wir schon bei der Annihilation
abgeleitet haben, also

2 [TY

®
T}, = 2e” cos 5 =2e ( )

s

Im zweiten Teil der Gleichung wird wieder der Cosinus des Streuwinkels &
im Schwerpunktssystem durch die Invarianten s = (k + p)?> und u = (k—p’)?
ausgedriickt. Die Amplitude des raumartigen oder u-Kanal-Graphen kann
nicht aus so anschaulichen Argumenten abgeleitet werden. Fiir die Summe
Tf?i + Tf"l beider Graphen liefert die Rechnung aber den einfachen Ausdruck

2¢? —s
T =———=2e" [— .
fi cos(©/2) ¢ u

Die nichtverschwindenden Amplituden der Compton-Streuung sind in Ta-
belle 3.4 zusammengefalit. Auch diese Tabelle 14t sich mit Hilfe eines
algebraischen Programms mit wenig Miihe nachvollziehen.!” Die beiden

(3.214)



letzten Zeilen miissen nicht einmal explizit berechnet werden, da sie wie-
der iiber die Parititsinvarianz aus den beiden ersten Amplituden hervorgehen.
Zur zweiten (und vierten) Amplitude trigt nur der u-Kanal-Graph bei. Man
kann aus der Tabelle jetzt wieder sehr einfach den Wirkungsquerschnitt
fiir eine beliebige Spinkombination ausrechnen, z. B. fiir die Streuung von
unpolarisierten Photonen an unpolarisierten Elektronen

2ra? j—u  —s
(+3)

do _ _
a(ye — ye ): 2 (3.215)

s u
Fiir riickwirts gestreute Photonen (® — ) wird der Wirkungsquerschnitt
sehr grof3. Wegen des Pols fiir u = 0 (also ® = 7) kann man den totalen
Wirkungsquerschnitt aus der gerade abgeleiteten Formel nicht ausrechnen.
Dieser Pol héingt aber mit unserer Nidherung masseloser Elektronen zusam-
men, da wirkliche Elektronen jedoch eine Masse haben, wird eine exakte
Rechnung diese Massensingularitidt vermeiden. Welche Sorgfalt bei solchen
Vernachlidssigungen geboten ist, wird noch augenfilliger, wenn man iiber-
priift, daf fiir die Amplituden der Tabelle die Drehimpulserhaltung fiir ® = =
verletzt ist, die Amplituden miissen an dieser Stelle verschwinden. In unse-
rer Nédherung ist dies offenbar fiir die erste (und dritte) Zeile der Tabelle nicht
der Fall.

Eine Wiederholung der Rechnung mit nichtverschwindenden Massen
ergibt, daf3 (3.214) in sehr guter Néherung durch

— —m?2
Ty =20 | — 2" (3.216)
S m-—Uy

ersetzt werden muf, wobei —u als Abkiirzung fiir s cos® (©/2) steht. Er-
sichtlich ist dieses Ergebnis fiir verschwindende Elektronenmasse (m = 0)
mit (3.214) identisch, hat aber fiir m # 0 keinen Pol bei uy = 0, sondern so-
gar eine Nullstelle! Diese drastische Anderung der Winkelabhingigkeit wird
fiir Werte um —u &~ m? wirksam.

Aufler den bisher betrachteten Amplituden tragen jetzt zur Compton-
Streuung alle weiteren kombinatorisch moglichen Amplituden bei. Eine Be-
rechnung des totalen Wirkungsquerschnitts durch explizites Aufsummieren
flihrt zu ziemlich uniibersichtlichen Ausdriicken. Mit der Methode der Spur-
bildung, wie sie in den meisten Lehrbiichern vorgefiihrt wird, kommt man
schneller zu Resultaten. Das Ergebnis nimmt eine besonders einfache Form
fiir die Streuung von Photonen an ruhenden Elektronen an, es ist die sog.
Klein-Nishina-Formel

d 2 N\ 2 /
o_ (“’—) (3+ “’/—sm2@) . (3.217)

a2 2m\eo) \o o

Wie bereits erwiihnt, bedeuten hierin @ bzw. @’ die Energien des ein- und
auslaufenden Photons und ® seinen Streuwinkel in einem Bezugssystem, in
dem die Elektronen des Anfangszustands ruhen. Dies ist das Laborsystem fiir
die sehr hiufig benutzte experimentelle Anordnung, in der hochenergetische
Photonen an den Elektronen eines Target-Materials gestreut werden.

3.2 Basis-Reaktionen der QED
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Die beiden ersten Terme in der Klammer entsprechen genau den beiden
ersten Termen in (3.215), denn es gilt ja

Y B pek'

10) p-k

(3.218)

Die rechte Seite wird aber zu —u /s im masselosen Limes. Auch der dritte
Term in (3.217) verschwindet in diesem Grenziibergang.

Vertiefung

Es ist eine lohnende kinematische Ubung, diese Formel in die viel kom-
plizierter aussehende explizit invariante Form in Abhéngigkeit von den
Mandelstam-Variablen s und ¢ zu iiberfiihren. Das Ergebnis lautet:

do 2ra?  [s+1—m? s—m?
5=(s_mz)z( s—m? H,_mz—g(s,t)) . (3.219)
mit
S+m2 2m2 2
g(s,t):l—(s_mz—Ht_mz) (3.220)

Der Zusammenhang mit (3.215) wird besonders klar, wenn man s + ¢ — m?
durch m? —u ersetzt.

Fiir die weitere Diskussion miissen wir beachten, daB natiirlich o’ eine
Funktion des Streuwinkels @ ist. Die dazu notige kinematische Rechnung
geht am besten vom Impuls-Energie-Satz in der Form

k+p—k'=p (3.221)
aus. Eine Quadrierung dieser Gleichung fiihrt mit k> = k> = 0 und p? =
p'> = m? unmittelbar zu

k-p—k-k'—k'-p=0 . (3.222)

Die Auswertung fiir ein ruhendes Target-Elektron ergibt den gesuchten
Zusammenhang
, 1)

@ = 1+ (w/m)(1—cos®) ° (3-223)

Bei kleinen Energien @ des einfallenden Photons reduziert sich daher die
Klein-Nishina-Formel (3.217) zu

do o? .
Q= o (2—sin® ©) (3.224)

mit dem dazugehorigen totalen Wirkungsquerschnitt

0= —— (3.225)



der genau dem Ergebnis der klassischen Rechnung (Formel von Thomson)
entspricht. Fiir hohe Energien 148t sich das Ergebnis der Integration durch

2o’ | ( s )+ 1
n(— Z
m? 2
annidhern. Der 1/s-Abfall wird also durch einen logarithmisch mit der
Schwerpunktsenergie ansteigenden Term kompensiert. '8
Die Compton-Streuung ist eine der Basisreaktionen der Quantenmecha-
nik. Sie wurde daher insbesondere bei Photonenergien im MeV-Bereich sehr

sorgfiltig untersucht.!” Am Anfang stand die klassisch nicht erklirbare Ver-
schiebung der Wellenlidnge A des gestreuten Photons. Die beriithmte Formel

o(ye” —>ye )= (3.226)

AL = 2%(1 —cos ®) (3.227)
fir die Wellenldngenverschiebung ist natiirlich nichts anderes als eine
unmittelbare Konsequenz der Streukinematik (3.223).

Eine wichtige praktische Anwendung hat die Compton-Streuung bei der
Herstellung eines Strahls hochenergetischer polarisierter Photonen gefunden.
Hierzu werden hochenergetische Elektronen an einem polarisierten Laser-
strahl gestreut. Im Laborsystem ruht jetzt also das Elektron nicht mehr, son-
dern trifft mit sehr hoher Energie (E & 20 GeV) auf Photonen extrem niedri-
ger Energie (w ~ 2 eV). Die relativistische Kinematik fiihrt nun zur Produkti-
on hochenergetischer Photonen in Riickwirtsrichtung, d. h. bei Winkeln nahe
® = &. Das 1aBt sich leicht einsehen. Die Auswertung von (3.222) fiir die
hier betrachtete kinematische Situation liefert die Energie der Photonen zu

o Ew(l+p)
" o(l—cos®)+ E(1+BcosO) ’

wobei alle Energien und Winkel sowie die Geschwindigkeit B des Elektrons
im Laborsystem aufzufassen sind. Nur ganz in der Ndhe von ® = 7 wer-
den die riickgestreuten Photonen hochenergetisch, es ist daher praktisch, den
Winkel & durch 7w — y zu ersetzen und eine Néherung fiir kleine y und f — 1
durchzufiihren,

Eow
o+ % + ETXZ
Die Abb. 3.19 zeigt ein numerisches Beispiel fiir £ = 20 GeV und w = 2 €V.
Man sieht deutlich, daB fiir Winkel in der Gréfienordnung m/ E Photonen im
GeV-Bereich erzeugt werden konnen.

Laserstrahlen lassen sich sehr leicht zirkular oder linear polarisieren, daher
werden i. allg. auch die riickgestreuten Photonen polarisiert. Im klassischen
Grenzfall (Thomson-Streuung) bleibt die lineare Polarisation erhalten. Da
fiir unser Rechenbeispiel die Photonenergie im Ruhesystem des Elektrons
immer noch relativ klein ist 2Ew/m = 80keV), sind quantenmechanische
Effekte noch nicht dominant und wir erwarten bei der Streuung von linear
polarisiertem Laserlicht in Riickwértsrichtung hochenergetische, linear po-
larisierte Photonen. Dies ist auch das Resultat einer quantenmechanischen

(3.228)

!/
w =

(3.229)

3.2 Basis-Reaktionen der QED

Energie der Photonen/GeV

8 n 10

o~
(@)Y

0 2
Abb. 3.19

Die Energie der riickgestreuten Photonen bei
der Streuung von Laserlicht (w =2¢V) an
20 GeV-Elektronen. Der Streuwinkel y ist
in Vielfachen n von m/ E aufgetragen. Siche
dazu die Erlduterungen im Text.

18Wie schon weiter oben erwihnt, macht die
nichtverschwindende Masse des Elektrons den
Wirkungsquerschnitt integrabel. Fir m — 0
hat auch der Compton-Wirkungsquerschnitt
eine Massensingularitit.

19Der deutsche Physiker Walter Bothe (1891—
1957) erhielt 1954 den Nobelpreis fiir die
Technik der Koinzidenzmessungen, die er im
Zusammenhang mit der Untersuchung der
Compton-Streuung entwickelte.
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Rechnung [Mil63], und so wurden z. B. am SLAC hochenergetische, linear
polarisierte Photonenstrahlen erzeugt [Bal69].

Um die Rechnungen nachzuvollziehen, reicht es nicht aus, die Tabel-
le 3.4 zu konsultieren. Betrachten wir z. B. rechtshindige Photonen. Aus der
Tabelle geht hervor, da3 die Streuamplitude an rechtshindigen Elektronen
in der Riickwiértsrichtung einen Pol hat, wihrend die Amplitude fiir links-
hindige Elektronen in dieser Richtung verschwindet. In Riickwértsrichtung
wiirde man also hochenergetische rechtshindige Photonen erwarten. Dieser
Schluf} ist aber wieder voreilig. Wir haben ja schon weiter oben diskutiert,
dal die fragliche Amplitude der Tabelle 3.4 nur oberhalb eines bestimm-
ten Grenzwinkels y eine gute Ndherung an die exakte Rechnung darstellt.
Dieser Grenzwinkel ist ebenfalls von der Ordnung O(m/E). Es stellt sich
nun heraus, dafl unterhalb des Grenzwinkels nur die helicity-flip-Amplitude
T (yrer, — yLepy) tberlebt, da nur diese Amplitude die Drehimpulserhal-
tung fiir y = 0 garantiert. Im einzelnen sind die Verhiltnisse der Amplituden
verwickelt. Bei sehr hohen Energien (2Ew/m >> m) dominiert die helicity-
flip-Amplitude unterhalb y = m/E, wihrend oberhalb dieses Winkels die
no-flip-Amplitude den Querschnitt bestimmt.

Mit der Compton-Streuung eng verwandt sind die Prozesse der Paarerzeu-
gung durch zwei Photonen

yty e tet (3.230)
und der Elektron-Positron-Vernichtung in zwei Photonen
e +etsy+y. (3.231)

Die crossing-Analyse zeigt wieder, dal in der Summe der Amplitudenqua-
drate die Ersetzung ¢ <> s vorgenommen werden muf}. Das Ergebnis muf}
mit —1 multipliziert werden, da nur eine Fermion-Antifermion-Vertauschung
stattfindet. Demnach gilt fiir den Wirkungsquerschnitt

da( et 2ra® (u n t (3.232)
R —>e e = — — . .
ar v’ 52 I u

Dieselbe Formel beschreibt auch die Zerstrahlung eines Elektron-Positron-
Paares in zwei Photonen. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Prinzip des
detaillierten Gleichgewichts (Abschn. 2.6), da das statistische Gewicht fiir
Photonen und Elektronen gleich gro3 wird. Die gleiche Ersetzung in der
Klammer von (3.219) erlaubt nach entsprechender Anderung des kinema-
tischen Vorfaktors eine ebenso einfache Herleitung der Formeln ohne die
Niherung verschwindender Massen.

Vertiefung

Der Vollstindigkeit halber seien hier die Formeln fiir die Reaktio-
nen (3.231) und (3.230) ohne Vernachldssigung der Elektronenmasse
angegeben. Fiir den ProzeR e~e* — yy erhalten wir

do 2 a? (s+t—m2 m2—t

At~ s(s—4m?) 7 +als, t)) (3.233)

5 =
ms—t S+t—m



mit
t+m? 2m? 2
s,t)=1— — .
gs.0) (t—m2 s+t—m2)

Fiir die Reaktion yy — ¢~ et muB nur der Faktor vor der Klammer von
(3.233) durch 27 a?/s? ersetzt werden.

(3.234)

Die Reaktion (3.231) kann direkt an Elektron-Positron-Speicherringen
experimentell untersucht werden. Auch hier ergaben die Messungen wie-
der eine glinzende Bestitigung der Vorhersagen der QED (Abb. 3.20).
Die Umkehrreaktion (3.230) ist ebenfalls dem Experiment zugédnglich. Auf
sie werden wir nochmal im Abschn. 5.4 iiber Zwei-Photonen-Prozesse
zuriickkommen.

Die Elektron-Positron-Paarerzeugung ist wahrscheinlich dafiir verant-
wortlich, daf} das Weltall fiir Photonen hochster Energie undurchsichtig wird.
Der totale Wirkungsquerschnitt der Reaktion (3.230) ist in guter Néherung
fiir hohe Schwerpunktsenergien durch

4 2
o(yy — e—et) = 22 (miz—l) (3.235)

s m
gegeben. Die Formel fiir niedrige Energien ist komplizierter. Der Quer-
schnitt hat ein Maximum der GroBenordnung wa?/m? bei /s ~ 2+/2m,
das ist kurz oberhalb der Schwelle der Reaktion. Die kosmische (2,7-
Kelvin-) Hintergrundstrahlung stellt ein Photonengas mit einer Dichte von
etwa 410 Photonen ¢cm™> dar. Photonen einer Energie von 10° GeV, die
mit der Hintergrundstrahlung wechselwirken, iiberschreiten die Schwelle
zur Paarerzeugung und koénnen daher absorbiert werden. Die numerische
Auswertung zeigt, dal im Maximum des Wirkungsquerschnitts die freie
Weglinge fiir hochenergetische Photonen etwa 10* Lichtjahre betriigt, das
entspricht ungefdhr dem Durchmesser einer Galaxie. Da das Spektrum der
hochenergetischen kosmischen Photonen stirker als 1/E, abfillt, wird der
zugehorige Photonenfluf} auf Abstandsskalen, die grof sind im Vergleich zum
Durchmesser einer Galaxie, sehr stark abgeschwécht.

Der totale Querschnitt der Elektron-Positron-Paarvernichtung in zwei
Photonen bei hohen Energien wird aus (3.235) durch Multiplikation mit
einem Faktor 1/2 erhalten,

2 2
" (1S )
s m?
Der statistische Wichtungsfaktor 1/2 beriicksichtigt die Tatsache, dafy im End-
zustand zwei identische Teilchen, ndmlich die beiden Photonen, auftreten. Im
Experiment wird man i. a.  aus dem Photon mit dem kleineren Streuwinkel ©®

im Schwerpunktssystem berechnen. Dann darf zur Berechnung des totalen
Querschnitts die Winkelverteilung nur bis 77 /2 aufintegriert werden.

ole et > yy) =

(3.236)

3.2 Basis-Reaktionen der QED

do/dQ2/nb sr!

075IIII|IIII||||||IIIIII
Jade /i/
ete — yy x
;/
I 4
[ . ]
0,05 .-}J/;/ 4 . ]
"
-/ §
[ g—u—d ' Y 1
afs = 14,0 GeV
0.01 Lé—¢ ¢ 220GeV.
B 346GeV
O 43,7 GeV
0.005 IIII|IIILlJIll|IIII|IIeIl
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cosO),|
Abb. 3.20

Der differentielle Wirkungsquerschnitt der
Elektron-Positron-Vernichtung in zwei Pho-

tonen
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Vertiefung

Reelle Photonen haben keine Masse (k> =0) und zwei transversa-
le Polarisationsrichtungen, z.B. die Helizititszustinde (A = 1) des
Abschn. 2.4.6. Virtuelle Photonen (k2 # 0) bekommen zusitzlich eine lon-
gitudinale Polarisationsrichtung, d. h. einen Helizititszustand mit A = 0.
Fiir ein ruhendes Spin 1-Teilchen (Vektormeson) lautet dieser Polarisa-
tionsvektor ¢* = (0, 0,0, 1), falls die z-Achse die Quantisierungsachse
ist. Polarisationsvektoren fiir einen beliebigen Impuls des Vektormesons
werden daraus wieder durch eine Lorentz-Transformation gewonnen. Ihre
explizite Darstellung lautet

E (lpl o
gl‘zﬁ F,sm@cosd),sm@smqﬁ,cos@ ; (3.237)

wobei fiir Photonen dann als Masse M = v/k2 eingesetzt werden muf3.
Mit Hilfe dieses Polarisationsvektors kann jetzt formal auch die Comp-
tonstreuung virtueller Photonen berechnet werden. Das Ergebnis der
unkomplizierten Rechnung wird hier unter Vernachldssigung der Elektro-
nenmasse fiir die Summe der Quadrate der Matrixelemente angegeben,

2kt
> OITi? = —8e* (Z vy —) : (3.238)
S u Su

Der dritte Term in der Klammer verschwindet fiir reelle Photonen.

3.5 Bestimmen Sie die Winkelverteilung der Paarvernichtung in Photo-
nen bei hohen Energien im Schwerpunktssystem. Wie wird sie bei
kleinen Energien modifiziert?

3.6 Berechnen Sie die Energie der Photonen bei der Streuung von rotem
Laserlicht an 100 GeV-Elektronen in Riickwértsrichtung.

3.7 Leiten Sie den Wirkungsquerschnitt fiir die Thomson-Streuung
(3.225) mit Methoden der klassischen Physik ab.

3.8 In einem e~ -Speicherring lduft ein Strahl der Energie 30 GeV um.
Das Vakuum in der Kammer werde als beliebig gut angenommen.
Die Elektronen werden an den thermischen Photonen der Vakuum-
kammer gestreut (7" = 300 K). Wie grof} ist die Lebensdauer des
Strahls?

3.3 Prozesse hoherer Ordnung

3.3.1 Die Bremsstrahlung

Hochenergetische Elektronen verlieren sehr leicht Energie durch Abstrahlung
von Photonen. Schon in der klassischen Elektrodynamik kann die Strahlung
beschleunigter Ladungen berechnet werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese



Strahlung stellt sich als proportional zu 1/m? heraus und wird daher beson-
ders hoch fiir Elektronen. Quantenmechanisch 148t sich dieser Prozeff mit
vertretbarem Aufwand behandeln, falls wir die Abstrahlung von Photonen bei
der Elektronenstreuung an schweren Teilchen (z. B. Myonen) untersuchen,

(3.239)

Hierzu gehoren in niedrigster Ordnung die in Abb. 3.21 gezeigten Feynman-
Diagramme. Es wurden nur Elektron-Photon-Vertices beriicksichtigt, da die
Abstrahlung auf der Myonenseite unterdriickt ist. Dies haben wir gerade mit
Argumenten der klassischen Physik begriindet. Den Feynman-Regeln kann
man es in der Tat nicht direkt ansehen. Eine Rechnung unter Einschluf3 der
Myon-Photon-Vertices wird jedoch ziemlich kompliziert, so dal wir schon
aus diesem Grunde darauf verzichten miissen.

Die Bremsstrahlung wurde zuerst von Bethe und Heitler fiir die Elek-
tronenstreuung im Feld schwerer Kerne untersucht.?’ Der differentielle
Wirkungsquerschnitt wurde als Bethe-Heitler-Formel bekannt. Die z. B. in
dem Buch von Jauch und Rohrlich [Jau76] zu findende Formel zeigt, wie
kompliziert die Berechnung schon dieses einfachsten Strahlungsprozesses
wird, wenn sie ohne Vernachlidssigungen durchgefiihrt wird. Wir wollen
daher in diesem Abschnitt zunichst eine andere Methode zur Berechnung
solcher Prozesse vorstellen und dann zwei besonders interessante kinemati-
sche Situationen behandeln. An keiner Stelle der Ableitung wird dabei auf
die Amplituden zuriickgegriffen. Alle Ergebnisse gelten daher fiir beliebige
Ladungsvorzeichen der Elektronen und Myonen.

e +u —e +u +y.

a) Die Weizsacker-Williams-Methode

Eine vereinfachte Behandlung des Problems ist mit Hilfe eines in der Teil-
chenphysik sehr beliebten Verfahrens moglich, das von C.F. von Weizsicker
und E.J. Williams zuerst am Beispiel der Bremsstrahlung von Elektronen mit
sehr hoher Energie entwickelt wurde [Wei34].%!

Betrachten wir die Abb. 3.22. In einem Bezugssystem, in dem auch die
Myonen hohe Impulse haben, also z. B. im Schwerpunktssystem der Reakti-
on, kann das einlaufende Myon der Energie £, als eine Quelle zum Myon
kollinearer Photonen aufgefaflit werden. Das Energiespektrum der Photonen
wird durch die Verteilungsfunktion f,/,,(z) charakterisiert, wobei z = w/E,,
der Bruchteil der Energie ist, den die Photonen vom Myon wegtragen. Die
Zahl der Photonen im Intervall dz ist durch dN, = f,/,dz definiert. Die
Bremsstrahlung 14t sich nun als Compton-Streuung der Elektronen an den
vom Myon abgestrahlten Photonen deuten. Dies wird durch den Kasten in
Abb. 3.22 symbolisiert. Die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt wird al-
so einfach aus dem Produkt des Compton-Querschnitts mit der Anzahl der
Photonen

do daComptotl

— ——dN, 3.240
df df y ( )
berechnet, was unmittelbar zu der Ausgangsgleichung
d? docompton
7 _ COCompton ¢ (3.241)

didz ~ df

3.3 Prozesse hbherer Ordnung

Abb. 3.21

Feynman-Graphen der Bremsstrahlung,
falls nur die Abstrahlung von den (a) ein-
und (b) auslaufenden Elektronenlinien
berticksichtigt wird

20Hans Bethe (1906-2005) floh vor den Na-
zis aus Deutschland. Die Untersuchung der
Bremsstrahlung, die er zusammen mit Walter
Heitler (1904-1981) machte, ist einer sei-
ner vielen wichtigen Beitrige zu fast allen
Gebieten der Physik. 1967 bekam er den No-
belpreis fiir seine Theorie der Kernprozesse im
Sterninnern.

21 Carl Friedrich von Weizsicker (1912-2007)
fiihrte diese Rechnungen nach einem Vor-
schlag von E. Fermi durch. Unabhingig von
ihm publizierte E.J. Williams etwas spiter das
gleiche Ergebnis.
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Abb. 3.22

Die Bremsstrahlung in der Weizsicker-
Williams-Néherung. Die Energien des ein-
und auslaufenden Elektrons werden mit
E, E’ bezeichnet. Das virtuelle Photon hat
die Energie w, das auslaufende Photon die
Energie o’

fiihrt. Hierin sind die mit dem Dach-Symbol versehenen Grofen die Mandel-
stam-Variablen im Elektron-Photon-Subsystem. Wenn wir es schaffen, die
resultierende Formel durch Invarianten auszudriicken, kann sie trotz der Ab-
leitung in einem Bezugssystem hoher Impulse des Myons (man spricht oft
von einem infinite momentum frame) in jedem System ausgewertet werden.

Zunichst muf die Aufgabe gelost werden, die Verteilungsfunktion f,,,,(2)
zu finden. Dieses Problem wird schon in der klassischen Elektrodynamik be-
handelt. Wieder ziehen wir das Lehrbuch von Jackson [Jac98] zu Rate und
finden, daB ein elektrisch geladenes Teilchen der Masse M, das an einem
anderen Teilchen vorbeifliegt, dort ein Strahlungsfeld erzeugt, dessen Spek-
trum fiir kleine z nach Integration iiber alle moglichen Bahnen durch die
Verteilungsfunktion

1

min

1o =21

beschrieben wird. In dieser Formel ist b,,;, der minimale Abstand (Stof3-
parameter) beider Teilchen. Bei der Ubersetzung dieser Formel in die
Quantenmechanik wird zunichst
b2 = ! (3.243)
1k max '
benutzt, wobei |k?|ax der Maximalbetrag des quadrierten Viererimpuls-
tibertrags zwischen dem ein- und dem auslaufenden Myon darstellt.

Der Logarithmus in (3.242) wird in der quantenmechanischen Rechnung
durch In(|k?|max/|k?|min) ersetzt, wobei sich der minimale Impulsiibertrag
fiir ein Myon mit dem Streuwinkel ® = 0 zu

k2

min

=2M*—2E,E, +2|p,||p)| (3.244)

ergibt. Hieraus folgt im Grenzfall hoher Energien nach Ersetzen der Im-
pulsbetriage durch die relativistische Impuls-Energie-Beziehung angenéhert

|k2|min = w . (3245)
1—z
Damit erhalten wir
2 o |k2|max(1_z)
fV///‘ (Z, kmax) = E (hl W -1 s (3246)

was sowohl mit dem klassischen Ergebnis (3.242) als auch mit der
vollstdndigen quantenmechanischen Rechnung [Kes60]

o

2 p—
fV/Il(Z’krznax) = 5 ((1 + (1 _Z)z) mM

2nz M?2z2

—2(1— z))
(3.247)

tibereinstimmt, falls der Grenzfall z — 0 betrachtet wird. Das Ergebnis
(3.247) ist von grundlegender Bedeutung in der QED. Es gilt natiirlich nicht



nur fiir Myonen, sondern auch fiir Elektronen und andere punktférmige ge-
ladene Spin 1/2-Teilchen. Wir sehen zunichst, daf die klassische Rechnung
durch den schon vertrauten Spinfaktor wie in (3.174) modifiziert wird. In vie-
len Anwendungen wird nur der Term mit dem Logarithmus in der Klammer
von (3.247) beriicksichtigt, mit der Schreibweise

2 _ o ] |k2|max(1_z)
Joi(z k) = EPV In — 2 (3.248)
worin durch P die sog. Splitting-Funktion
1
P =—(1+(1-2)?) (3.249)
z

definiert ist. Diese Splitting-Funktion beschreibt die Aufspaltung der Energie
zwischen dem auslaufenden Lepton / und dem abgestrahlten Photon.

Wir bleiben noch eine Weile bei diesen allgemeinen Betrachtungen.
Hiufig wird auch die zweifach differentielle Wahrscheinlichkeitsverteilung

2w
— =T
dk2dz
fiir die Abstrahlung transversal polarisierter Photonen mit dem Impulsbruch-

teil z und der Masse k> von einem schnellen Lepton der Masse M benotigt.
Fiir I, wurde das Ergebnis [Kes60, Bud75]

2M?2z2
k2|

(3.250)

=———(1+(1-z2)— 3.251
t 27T|k2|2( +(1-2) (3.251)
(mit der Nebenbedingung |k?| <« z2E?) abgeleitet. Der dritte Summand
in der Klammer ist fiir Impulsiibertrige |k?|>> |k?|min (also fast immer
fiir Omin # 0) vernachldssigbar. Wir rechnen daher gewohnlich mit der
Standardform

- o
" 2n|k?z

(I+(1-2)) . (3.252)

Die Integration von (3.251) iiber k? ergibt mit |k?|,i, aus (3.245) und
bei Vernachlissigung des Terms ~ 1/|k?|max das Energiespektrum der
Gleichung (3.247).

Virtuelle Photonen treten auch mit longitudinaler Polarisation auf. In der
Niherung der Standardform fiir I, gilt fiir den FluB der longitudinalen
Photonen

Iy =€l (3.253)
mit
2(1—2)
=~ 3.254
CTIr-zp (3-254)

Die hiermit zusammengestellten Formeln sind nicht nur bei der Berechnung
der Bremsstrahlung von groBem Nutzen, sondern werden hiufig bei einer
allgemeinen Diskussion der Elektronenstreuung benutzt (Abschn. 5.3.2).

3.3 Prozesse héherer Ordnung
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22Hsufig werden alle Strahlungsprozesse der
Elektronen als Bremsstrahlung bezeichnet.
Die Ubernahme dieses deutschen Wortes in
die englische wissenschaftliche Sprache zeigt,
wie intensiv diese Prozesse in Deutschland
in den Anfangsjahren der Quantenmechanik
untersucht wurden.

b) Der Wirkungsquerschnitt der Bremsstrahlung

Jetzt wird es aber Zeit, uns der Berechnung des Wirkungsquerschnitts (3.241)
zuzuwenden. Die Durchsicht der Formeln (3.252) fiir den Photonenflufs
und (3.215) fiir den Compton-Querschnitt zeigt, dal die Strahlungsprozes-
se vollstindig durch sehr kleine Werte von |k?| und z dominiert werden.
Die Photonen werden also im wesentlichen kollinear mit den einlaufenden
Elektronen und mit sehr kleinen Energien abgestrahlt. Dies ist der beson-
ders wichtige Grenzfall der Bremsstrahlung.?? Zu seiner Berechnung hiitte
die klassische Néherung (3.242) geniigt, wie sie auch von von Weizsidcker
und Williams benutzt wurde.

Zunichst setzen wir fiir den Vierervektor k

k' = zPH (3.255)

an. Wegen k?> = z>M? sieht man unmittelbar, daB k> — O nur fiir kleine
Werte von z erfiillt ist. Das ist aber keine Einschrinkung, da wir ja gerade
festgestellt haben, daB der FluBfaktor f,,, einen Pol bei z = 0 hat. Auch
der Compton-Querschnitt ist durch kleine z-Werte dominiert. In der For-
mel (3.219) denken wir uns die Symbole s und ¢ durch § und 7 ersetzt. Mit
(k + p)*> = § ergibt sich sofort § —m? = syz, wobei s wiederum die Ab-
kiirzung fiir s —m?— M? und s das Quadrat der Schwerpunktsenergie im
ep-System bedeuten. Nun definieren wir dhnlich wie bei der Diskussion der
elastischen Elektron-Myon-Streuung die dimensionslose Variable y,

_qP

- , 3.256
P (3.256)

y
die natiirlich wegen (3.255) identisch zu ¢ -k/(p-k) ist. g ist wie immer
(p — p)* mit ¢*> = f. Im Grenzfall k> — 0 wird aus (3.193) die Relation

~

—t

Y=z 3 (3.257)

S—m
abgeleitet. Damit 146t sich (3.219) in eine Funktion von z und y umschreiben.

Hauptsichlich sind wir am Energiespektrum der abgestrahlten Photo-
nen interessiert, da wir dann den Energieverlust der Elektronen beim
Durchqueren von Materie berechnen konnen. Wir setzen daher den in
den Variablen y und z formulierten Compton-Querschnitt und den Fluf3-
faktor (3.246) in (3.241) ein und integrieren sofort iiber z. Hierbei wird
die z-Abhidngigkeit im Logarithmus-Faktor von (3.246) vernachlassigt und

zusitzlich 1/zyi, > 1/zmax beachtet. Das Resultat lautet

d 2% [(14(1—y)> K2
o A= (1 Kmax ) (3.258)
dy S0Zmin l_y M222

min

Um die Formeln an dieser Stelle nicht allzu kompliziert werden zu lassen,
wurde hier erstmal die Integration des Terms g(s, ) in (3.219) weggelas-
sen. Nun miissen wir nach einem passenden Ausdruck fiir z,,;;, suchen, das
zwar sehr klein werden, aber eben nicht vollig verschwinden kann. Aus der
Definition (3.256) von y folgt, da in einem System mit ruhendem Myon



y = (E — E")/E gilt, y also einen Energiebruchteil wie z darstellt. Demnach
wird in einem solchen System analog zu (3.245) die Bedingung

. m2y?
Flmin = 2 (3.259)
1=y
abgeleitet. Da sie invariant formuliert ist, gilt sie in dieser Form allgemein
und kann in jedem System eingesetzt werden. Jetzt formen wir noch (3.257)

m

1| = yzso (3.260)
um, haben also |7 |min = ¥ZminSo und deshalb
m?y
Zmin = ————— . (3.261)
(1=y)s0

Dies setzen wir nun in (3.258) ein und machen uns gleichzeitig klar, daf}
|k?|max durch m? angenihert werden muB, da sonst eine wesentliche Vor-
aussetzung unserer kinematischen Nédherungen verloren geht. Somit wird das
Endresultat

do 4o , 2 so(l—y) 1

gewonnen. Der Term 2(1 — y)/3, der hier zusitzlich auftaucht, ist das Ergeb-
nis einer komplizierten, aber nicht eigentlich schwierigen Wiederholung der
Ableitung unter Mitnahme des g-Terms in Gleichung (3.219).

Dieses Ergebnis kann auch fiir ruhende oder bewegte Protonen iiber-
nommen werden, wobei dann M natiirlich die Protonmasse bedeutet. Der
physikalische Grund ist darin zu sehen, daf} bei den winzigen auftretenden
Impulsiibertrigen eine eventuelle Struktur des Protons nicht aufgelost werden
kann. In der Tat wird (3.262) fiir ruhende Protonen

do _ do® ( 2F N E”\(, _2EE 1 (3263
= - — n—————— .
do’ ~ m2e 3E | E? m(E—E') 2

identisch zur Niherung der Bethe-Heitler-Formel fiir die Bremsstrahlung
extrem relativistischer Elektronen in einem Coulomb-Feld. Aufgrund der
verschwindenden Impulsiibertrage zwischen ein- und auslaufendem Proton
haben wir hier £ — E’ = ' benutzt, wobei o’ die Energie der abgestrahlten
Photonen ist.

Die gleichen physikalischen Uberlegungen iiberzeugen uns, daB (3.262)
auch die richtige Formel fiir die Bremsstrahlung bei der Streuung von hoch-
energetischen Elektronen an hochenergetischen Protonen ist. Im HERA-
Speicherring des DESY in Hamburg trafen Elektronen von etwa 30 GeV
auf Protonen mit einer Energie von 920 GeV. Die Bestimmung der Lumi-
nositit wurde durch Messung der Bremsstrahlung und Vergleich mit (3.262)
durchgefiihrt.

Bei dem in der praktischen Anwendung besonders wichtigen Fall der
Bremsstrahlung im Coulomb-Feld von Atomen mit der Kernladungszahl
Z muf} die gerade gemachte Betrachtung etwas modifiziert werden. Bei

3.3 Prozesse héherer Ordnung

233



234

Elementare Quantenelektrodynamik

sehr kleinen Impulsiibertrigen ist der Abstand des gestreuten Elektrons vom
Atomkern so grof3, daf} das Coulomb-Feld des Kerns von der Elektronenhiille
abgeschirmt wird. Man wird also jetzt k2, _/ k2. durch m*a” annihern, wo-
bei a der Abstand des Elektrons vom Atomkern ist, bei dem die Abschirmung
wirksam wird. Er kann z. B. mit dem Atomradius im Thomas-Fermi-Modell
identifiziert werden. Mit Hilfe von (3.204) bekommen wir schlieSlich nach

Einfiigen eines Faktors Z? fiir die Ladung des Kerns

do _42%° (| 2E' E?\ 192
35 TR )7

i = e (3.264)
Die beiden letzten Formeln zeigen, da} das iiber alle Winkel integrierte Ener-
giespektrum einen Faktor 1/m? enthilt, so daB die Bremsstrahlung fiir alle
Teilchen, die schwerer als das Elektron sind, stark unterdriickt wird. Dies ent-
spricht dem klassischen Resultat. Das ist aber nicht weiter verwunderlich, da
der Querschnitt ja durch Photonen groBer Wellenlidngen dominiert ist.

c) Energieverlust durch Bremsstrahlung

Das wichtigste Ergebnis dieser Betrachtungen ist, dafl das Spektrum der Pho-
tonen bei der Bremsstrahlung proportional zu 1/w’ verlduft. Der Pol bei
' = 0 hiingt wieder mit der verschwindenden Masse der Photonen zusam-
men. Aufgrund dieses Pols ist es (in der Bornschen Niherung) nicht moglich,
einen totalen Wirkungsquerschnitt auszurechnen. Es ist aber wohl moglich,
den Energieverlust eines Elektrons beim Durchqueren eines Stiicks Materie
anzugeben. Analog zum Vorgehen im Abschn. 3.2.4 wird der Energieverlust
tiber den Ansatz

do

e’ (3.265)

E
AE = —noAx/a)’
0

berechnet. Das Ergebnis lautet

dE E

—=——, 3.266

dx X() ( )
wobei (beim Ubergang zum SI-Einheitensystem) die sog. Strahlungslinge X,
durch

1 4Z%n003H% . 192

Xo = In e (3.267)
definiert ist. Numerisch gilt
716,4 M,
0Xo s (3.268)

T ZZ+)m192/Z173 "

wobei wir noch zusitzlich den Faktor Z2 in (3.267) durch Z(Z +1) er-
setzt haben, um — wie schon bei der Behandlung der Vielfachstreuung — den
Einflu} der Elektronenhiille grob zu beriicksichtigen.
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Beispiele und Vertiefung

Numerisch erhilt man pX, = 5,6 gcm™2 fiir Blei. Nach Division durch
die Dichte von Blei (11,35gcm™2) folgt daraus die Strahlungslinge in
cm, also Xy = 0,49 cm. Als weiteres Beispiel wird Aluminium gewdihlt.
Hier ergibt die Auswertung von (3.268) die Werte pX, = 23,6 gcm ™2
bzw. Xy = 8,72 cm. Die PDG empfiehlt, die Beziehung

_ 716,4gcm 2 M,
" Z(Z+1)In287/Z1/2

zur Berechnung der Strahlungslénge zu benutzen [PDG12]. Sie stellt eine
Niaherung an die Untersuchungen von Tsai [Tsa74] dar. Unser Ergebnis
fiir Aluminium liegt 0,5 % und das fiir Blei 9 % unter diesem genaueren
Wert. Sehr hédufig wird die Strahlungslidnge fiir ein Stoffgemisch gesucht.
Hier gilt ein reziprokes Additionsgesetz,

1 fi
N - Y/ 3.270
X, = 2 Xoy S

(3.269)

pXo

wobei f; die Gewichtsprozente des Elements i im untersuchten Stoff
angibt.

Die Beziehung (3.266) 148t sich als Differentialgleichung fiir den Ener-
gieverlust eines Elektrons in Abhingigkeit von der Schichttiefe x auffassen.
Diese hat die Losung

E, = Ee /%0 (3.271)

d.h. nach Durchqueren einer Schicht der Tiefe X, ist die Energie des
einfallenden Elektrons auf den Bruchteil 1/e abgefallen.

Der Energieverlust durch die Bremsstrahlung (3.266) ist proportional zur
Einfallsenergie E, wihrend der Energieverlust durch Ionisation und An-
regung nur schwach von der Energie des Teilchens abhéngt. Bei hohen
Energien werden also immer die Strahlungsverluste iiberwiegen, wihrend bei
kleinen Energien die Verluste durch Ionisation und Anregung dominieren.
Einer Uberlegung von Rossi folgend [Ros65] bezeichnet man oft diejeni-
ge Energie E. als kritische Energie, bei der die beiden Verluste gleich grof3
werden. Mit der Niherung d E /dx |y ems ~ E/ X gilt also

dE E.

— == 3.272
dx ion XO ( )

Leider 148t sich (3.198) nicht zur Berechnung des Energieverlustes durch
Ionisation und Anregung heranziehen, da sie nur fiir einfallende Teilchen ab-
geleitet wurde, die weitaus schwerer als Elektronen sind. Immerhin kann man
sie zu einer groben Abschitzung des Energieverlustes einfallender Elektro-
nen benutzen. Wenn wir als Energieverlust der Elektronen den eines minimal
ionisierenden Myons annehmen, kénnen wir E. zu & 500 MeV/(Z + 1)
abschitzen. Dieser Wert entspricht grob der von der PDG empfohlenen
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Niéherung [PDG12]

_ 610 MeV
CZ+124
fiir feste Korper und Fliissigkeiten. Fiir Gase wird die Benutzung von E, =
710 MeV/(Z + 0,92) empfohlen.

Mit Hilfe von X, und E. kann die longitudinale Ausbreitung eines
elektromagnetischen Schauers beschrieben werden. Diese wurde schon in
Abschn. 1.5.3 behandelt. Dort wurde auch festgestellt, dal3 die laterale
Ausdehnung eines Schauers durch den Moliere-Radius

_ 21,2MeV X,

M= E.
bestimmt wird. Diesen Moliere-Radius kann man mit Hilfe der Beziehung
(3.209) als das Produkt der Strahlungsldnge mit dem mittleren Streuwinkel

eines Elektrons der kritischen Energie nach Durchqueren einer Schicht der
Dicke X interpretieren.

(3.273)

C

(3.274)

3.3.2 Strahlungskorrekturen zur Mott-Streuung

Jetzt soll noch ein weiterer interessanter Strahlungsprozef3 untersucht wer-
den, ndmlich die Abstrahlung von Photonen in den Fillen, bei denen
das Elektron eine grofle Winkelablenkung erfihrt. Im hochenergetischen
Grenzfall bedeutet dies, daB das zwischen dem Elektron und dem Myon
ausgetauschte Photon weit von der Massenschale entfernt ist, |k2| 3> m?. Be-
trachten wir zunichst die Abb. 3.21a. Im eu-Schwerpunktssystem habe das
abgestrahlte Photon die Energie w’, es trigt also den Bruchteil z = o'/ E
der Elektronenenergie E davon. Die Ausfithrungen des vorletzten Abschnitts
lehren uns, daf} die Photonen im wesentlichen kollinear zum Elektron abge-
strahlt werden. Das Elektron lduft also mit dem reduzierten Impuls p* = (1 —
z) p** in den Streuprozef ein. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines
Elektrons in das Raumwinkelelement d£2 unter Abstrahlung eines Photons
mit dem Energiebruchteil zwischen z und z 4 dz kann daher durch

d’o ’

R do®*
dod: = Syre(z, (p— p)max)m(‘g’ O) (3.275)

angendhert werden. Hierbei muf} auf der rechten Seite der Wirkungsquer-
schnitt (3.169) fiir die elastische Elektron-Myon-Streuung mit der reduzierten
Schwerpunktsenergie § = (1 —z)s eingefiigt werden. Dies wird durch die
Ersetzung E? — (1 —z)E? in (3.169) erreicht.

Zur Berechnung von f, /. adaptieren wir (3.248) und erhalten

o e I(p_ﬁ)zlmax(l_z)
Jyje = EPV In " .
Am schwierigsten ist hier die Diskussion des maximal erlaubten Impuls-
tibertrages. Mit dem Argument, dal die maximale Virtualitit des abge-
strahlten Photons durch die Energieskala festgelegt wird, erhilt man |(p —
P)?|max = @, also einen Logarithmus-Faktor proportional zu In (E?/m?)
bei nicht zu groen Werten von z. Da wir nur logarithmische Genauigkeit

(3.276)



anstreben, ersetzen wir diesen Faktor durch

2
L=In @ , (3.277)
m
also
fore =2 preg (3.278)
y/e 27[ . .

Hierin ist ¢> = (p — p’)? wie iiblich durch den Impulsiibertrag zwischen ein-
und auslaufendem Elektron in der Reaktion (3.239) definiert. Eine andere
invariante Niherung fiir den Logarithmus-Faktor in (3.278) ist In (s /m?), un-
sere Wahl stimmt aber besser mit dem Ergebnis exakter Berechnungen des
Wirkungsquerschnitts iiberein. Auf jeden Fall kann der Logarithmus-Term
in hochenergetischen Reaktionen grofle Werte annehmen und so teilweise
die kleine Feinstrukturkonstante kompensieren. Das Produkt oL wird daher
oft ,.effektive Kopplung® genannt. Unsere Diskussion macht auch klar, daf3
die Strahlung auf der Myon-Seite jetzt nur noch logarithmisch unterdriickt
ist. Die Vernachlidssigung dieser Diagramme ist also nur fiir sehr schwere
Targetteilchen eine gute Naherung, wie sie v.a. im Grenzfall der Potential-
streuung im Feld schwerer Kerne realisiert ist. Das ist die sog. Mott-Streuung.
Zu ihr liegen viele experimentelle Ergebnisse vor, da sich die Versuchsanord-
nung (Durchgang hochenergetischer Elektronen durch diinne Metallfolien)
leicht realisieren 148t.

Die Abstrahlung im Endzustand (Abb. 3.21b) wird analog zu (3.275)
angesetzt, wobei jetzt der eu-Streuquerschnitt bei der nominalen Schwer-
punktsenergie zu berechnen ist. Fiir den gesamten Strahlungsprozef3 miissen
beide Beitrige addiert werden. Im Grenzfall weicher Photonen (w’ — 0)
vereinfacht sich nicht nur die Splitting-Funktion, sondern es kann auch die
Reduktion der Schwerpunktsenergie in (3.275) vernachlédssigt werden, mit
dem Resultat

d%o 20

dRde’  no’

worin oy als Abkiirzung fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/ds2
der Elektron-Myon-Streuung ohne Strahlung steht.

Wieder sehen wir hier das 1/w’-Spektrum der Bremsstrahlung und wieder-
um sind wir mit der Infrarot-Singularitit konfrontiert, die hier besonders lés-
tig ist, da sie eine unendliche Korrektur zur Mott-Streuung darstellt. Jeder De-
tektor zum Nachweis der elastischen Elektron-Myon-Streuung hat natiirlich
ein endliches Auflosungsvermogen AFE fiir die Energie der gestreuten Elek-
tronen. Man wird also die elastische Streuung e~ — e~ ™ von der in-
elastischen Reaktion (3.239) nur unterscheiden konnen, falls die Energie des
abgestrahlten Photons > AE ist. Zum Wirkungsquerschnitt oy muf} also auch
das Integral von (3.279) iiber @’ von ! ;. bis AE dazugezihlt werden, also

Loy , (3.279)

do
10 - 0o(1 + 8reelr) (3.280)
mit
2 AE
Sreell = —L1n - (3.281)
T w

min
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Abb. 3.23

Die elastische Elektron-Myon-Streuung in
(a) niedrigster Ordnung und (b) nichst-
hoherer Ordnung. Stellvertretend fiir die
virtuellen Korrekturen wird nur die Vertex-
korrektur gezeigt

Die Strahlungskorrektur § steigt iiber alle Grenzen fiir @/ ;  — 0. Diese Di-
vergenz wird beseitigt, wenn man dem Photon eine kleine fiktive Masse
Amin gibt, da dann ) ;. = Ay, gilt. Auf den ersten Blick erscheint dieses
Abschneideverfahren willkiirlich. Jetzt greifen wir aber noch einmal einen
Gedankengang auf, der schon bei der allgemeinen Diskussion des Abschnitts
3.1.4 in umgekehrter Reihenfolge benutzt wurde. Bei der theoretischen Be-
handlung der elastischen Streuung miissen dem Diagramm der Abb. 3.23a in
néchsthoherer Ordnung die virtuellen Korrekturen hinzugefiigt werden. Stell-
vertretend steht hierfiir die Vertexkorrektur der Abb. 3.23b. Zur Berechnung
des Wirkungsquerschnitts wird das Betragsquadrat der Summe gebildet, d. h.
bis zur Ordnung o> muB der Interferenzterm des Born-Diagramms (Amplitu-
de A) mit den virtuellen Korrekturen (Amplitude B) beriicksichtigt werden,
also 8yirt ~ 2Re(A- B*). Die hier nicht durchgefiihrte Rechnung [Bjo90]
zeigt nun, daB §,;,, ebenfalls divergiert,

2 Amin
8Vil‘t = _aL 1n )
b4 E

aber fiir die Summe wird damit offenbar der von A,,,;;, unabhiingige, endliche
Ausdruck

(3.282)

do  _ _ _ _
E(e U —>e ) =ap(l1+9) (3.283)
mit
20 AE
§=—"Lln— (3.284)
T E

erhalten. Die wichtigste Erkenntnis hieraus ist, dal zur Authebung der Infra-
rot-Divergenz die Einbeziehung eines experimentellen Parameters, ndmlich
des Auflosungsvermogens der Apparatur, unumgénglich wird!

Weiter wird klar, daB die Strahlungskorrektur § negativ ist, der Wirkungs-
querschnitt fiir elastische Streuung wird daher kleiner! Die Diskussion der
hoheren Terme der Storungsreihe beweist sogar, dal 1+ § in (3.283) als der
Anfang einer Reihenentwicklung von e’ aufgefaBt werden kann, so daf

do AE N\
o= 00( z ) (3.285)
der genauere Ausdruck fiir den elastischen Streuquerschnitt ist. Dieser
verschwindet fiir AE — 0, die rein elastische Elektronenstreuung ohne
zusitzliche Abstrahlung weicher Photonen ist demnach nicht méglich!

Die gerade behandelte Regularisierung der Infrarotdivergenz hat eine
sehr anschauliche Bedeutung, da sie einer Ersetzung der Verteilungsfunktion
2L /7w’ der Photonenergie in (3.279) durch eine auf die Fliche 1 nor-
mierte Funktion entspricht. Am einfachsten 148t sich dies durch eine
Abschneidevorschrift

fy/e =

1 2 E
Syre = (1——aLln ) fiir 0’ < @),

200

.. ’
]m)/L fiir " > wmin

(3.286)

’ / min
min T Wi



’
min

erreichen. Die Abschneideenergie w

min

mit dieser Funktion sowohl der strahlungskorrigierte elastische Querschnitt
(3.283) (w’ < AE) als auch die Formel (3.279) fiir die Bremsstrahlung (o’ >

AFE) erhalten wird.

Vertiefung

Die Behandlung der reellen und virtuellen Korrekturen durch Abschnei-
den und Normieren funktioniert auch fiir die allgemeine Verteilungsfunk-
tion (3.278). Dies gibt uns ein enorm niitzliches Hilfsmittel fiir die haufig
erforderliche numerische Behandlung der Strahlungskorrekturen im An-
fangszustand einer harten Streureaktion in die Hand. Analytisch entspricht
sie der Ersetzung

o
S = &) = EPfL : (3.287)

wobei die Wirkung der Distribution P} auf eine Funktion g(z) durch
1 1
[ Pr@sez = [ Prese - o (3.288)
0 0

definiert ist.
Die Verteilungsfunktion der Elektronenenergien in einem Strahl ist durch

Jeje = ziP“(z’)L (3.289)
T
mit
1 7
pee(zy = = (3.290)

1-z
gegeben, da z" = 1 —z gilt. Dazu gehort die Distribution P{¢ mit
1 1

[ Pz = [ PeehleE) - g (3:291)

0 0

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Behandlung der Infrarotdivergenzen
steht exemplarisch fiir das Vorgehen in einer Fiille von Prozessen, in de-
nen ganz dhnliche Probleme auftauchen. Der Leser, der sich am Beispiel der
Mott-Streuung mit den grundsitzlichen Prinzipien vertraut gemacht hat, wird

anderen Anwendungen relativ leicht folgen konnen.

ist im Prinzip beliebig und soll nur
die Bedingung ! . <« AE erfiillen. Man iiberzeugt sich leicht davon, da3
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Hadronen

in der Quantenchromodynamik

as Quarkmodell war von Anfang seiner Entwicklung an sehr erfolg-
Dreich in der Erkldrung des Spektrums der Hadronen. Mit Hilfe von
nur drei Konstituenten (den u-, d-, s-Quarks) gelang es, Ordnung in den
sog. ,,Zoo der Elementarteilchen® zu bringen. Zur Zeit der Erfindung des
Modells, also in den 1960er Jahren, bestand dieser Zoo allerdings nur aus
etwa 20 Baryonen und 20 Mesonen, von denen einige sich durch die neue
Quantenzahl S (Seltsamkeit, strangeness) von den anderen abhoben.

Diesem Erfolg standen auf der anderen Seite scheinbar uniiberwind-
liche Probleme gegeniiber. Wenn Baryonen und Mesonen wirklich aus
Quarks aufgebaut sein sollten, dann mufBite es doch moglich sein, sie
in diese Konstituenten zu zerlegen, genauso wie das vorher mit den
aus Konstituenten aufgebauten Atomen und Kernen gelungen war. Al-
le Experimente dieser Art sind aber fehlgeschlagen. Ebenso schien es,
dal eine dynamische Erkldarung der Quarkbindung in Widerspruch zum
Pauli-Prinzip geriet, das sich bisher als unentbehrlich zur Aufkldrung der
Struktur der Atome und Kerne erwiesen hatte.

Aus all diesen Schwierigkeiten hat uns schlielich die Quantenchro-
modynamik (QCD) befreit. Diese Quantenmechanik von Quarks mit
Farbladung soll jetzt ndher betrachtet werden. Wir folgen also nicht
der historischen Entwicklung des Quarkmodells und der dahinter ste-
henden gruppentheoretischen Diskussion der flavor-Symmetrie, sondern
beginnen in den ersten beiden Abschnitten mit der Einfiihrung der
Farbladung und der Gluonen. Hierzu gehort notwendigerweise eine ge-
naue Diskussion der zugehorigen Symmetriegruppe. Im dritten Abschnitt
folgt eine Behandlung des Spektrums der Hadronen. Der vierte und
fiinfte Abschnitt soll zeigen, wie selbst Details des Massenspektrums
und der Zerfallsraten verstdndlich werden. Im sechsten Abschnitt wird
dann die Entdeckung langlebiger massereicher Hadronen und ihre Er-
kldrung als Bindungszustinde neuer schwerer Quarks behandelt. Diese
experimentelle Entdeckung hat ganz entscheidend zur Entwicklung des
Standardmodells beigetragen. Die Entdeckung des fop-Quarks im Jahre
1995 markiert einen weiteren Hohepunkt dieser Entwicklung.
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IMit einer zweiwertigen Quantenzahl wie
z.B. dem Spin 148t sich eine total antisymme-
trische Wellenfunktion fiir drei Quarks nicht
aufbauen.

4.1 Quarks mit Farbe

4.1.1 Das Statistik-Problem

Das in Abschn. 1.2.4 eingefiihrte Konstruktionsprinzip, Baryonenzustinde
aus drei Quarks aufzubauen, fiihrt uns bei nidherem Studium in eine Sack-
gasse. Um dies einzusehen, betrachten wir die Wellenfunktion der A™™-
Resonanz im Zustand J3 = 3/2,

|ATH) = Juuu) [111) (4.1)

Wir haben wieder die ket-Notation fiir die Zustinde gewdhlt, die wir etwas
groBziigig auch als Wellenfunktion bezeichnen werden. Fiir die Spinzustén-
de wurde hier eine eingéingige Bezeichnungsweise benutzt, bei der jedem
Wert j3 = +1/2 ein aufwirts bzw. abwarts gerichteter Pfeil zugeordnet wird.
Die Bahnwellenfunktion der Quarks wird nicht explizit angegeben. Da die
A-Resonanz das leichteste Spin 3/2-Baryon bildet, liegt es sehr nahe an-
zunehmen, daf} die relativen Bahndrehimpulse aller Quarks verschwinden,
iy =0. Auch in der Atom- und Kernphysik haben die energetisch nied-
rigsten Zustinde zusammengesetzter Systeme einen verschwindenden Bahn-
drehimpuls. Die Wellenfunktion (4.1) ist damit symmetrisch beim Vertau-
schen zweier Quarks und deshalb im Widerspruch zum Pauli-Prinzip, das
zwingend eine total antisymmetrische Wellenfunktion fiir Systeme identi-
scher Fermionen fordert.

Dieses wirklich fundamentale Problem 146t sich sehr elegant umgehen,
falls wir verlangen, daf} die Quarks sich in einer weiteren neuen Eigenschaft
unterscheiden. Baryonen sind aus drei Quarks aufgebaut, es muf3 daher drei
Einstellungen dieser Eigenschaft geben.! In Anlehnung an die Farbentheo-
rie mit ihren drei Grundfarben Rot (R), Griin (G) und Blau (B) wird dieser
neue innere Freiheitsgrad der Quarks als Farbe (color) bezeichnet. Es wird
sich in der quantitativen Diskussion des nidchsten Abschnitts zeigen, daf3
die antisymmetrischen Baryonenzustinde gruppentheoretisch zu Farbsingu-
letts gehoren, d. h. sie sind farbneutral oder in der Sprache der Farbentheorie
weill. Diese Tatsache ist von grofiter Wichtigkeit, da im Spektrum der Hadro-
nen kein zusitzlicher Freiheitsgrad beobachtet wird, der sich mit der Farbe
identifizieren laft.

Man muf} zugeben, da} die Einfiihrung eines neuen inneren Freiheits-
grades der Quarks nur zur Behebung der Schwierigkeiten mit der Wellen-
funktion der A-Resonanz problematisch ist. Es wurde daher intensiv nach
Auswegen gesucht. Die Zuordnung von antisymmetrischen Bahnwellenfunk-
tionen z. B. hatte aber keine {iberzeugenden Erfolge vorzuweisen. Es wurde
auch diskutiert, das Pauli-Prinzip im Quarksektor aufzugeben, also eine neue
Statistik fiir die Quarks einzufiihren. Es hat sich jedoch schlieflich erwiesen,
daf} die Farbhypothese der einfachste Weg zur Behebung der diskutierten
Schwierigkeiten ist, da sie in Verbindung mit der Forderung nach weilen
Hadronen das Bauprinzip des Abschn. 1.2.4 fiir Mesonen und Baryonen theo-
retisch begriindet: Wir werden zeigen, daB3 nur die Zustinde |¢g) und |gqq)
farbneutral sind. Neben den Quarks selbst sind also z. B. Diquarks |gg) oder
Kombinationen wie |ggg) als beobachtbare Hadronen verboten.



4.1.2 Die Gruppe SU3

Die folgenden Betrachtungen sind fiir den ungetiibten Leser nicht ganz ein-
fach. Es hilft sicher, zur Vorbereitung nochmals Abschn. 2.2 iiber die Dreh-
gruppe und Abschn. 2.8 iiber S U2 durchzuarbeiten.

Einfiihrung der Gruppe. Die Farbzustinde |R), |G) und |B) sind die or-
thonormierten Basisvektoren |e;) in einem dreidimensionalen, komplexen
Vektorraum. Ein beliebiger Zustand in diesem Raum ist durch

V) =4q' le;) (4.2)

gegeben. Wir benutzen wieder die Summenkonvention, daf3 iiber gleiche
Indizes summiert wird. Die Matrizen U der unitiren, unimodularen (d. h.
det U = 1) Koordinatentransformationen

q"=U'rq" (4.3)

in diesem Raum bilden eine Gruppe, namlich die Gruppe SU 3. Der In-
dex C soll darauf hinweisen, daf} es sich um Farbtransformationen handelt.
Im Laufe der historischen Entwicklung der Teilchenphysik wurde die ge-
nannte Gruppe allerdings zuerst im Sortenraum der drei Quarks u, d, s un-
tersucht. Wie immer driicken wir die Matrizen U durch ihre Generatoren A;
aus,

U =e 9%i/2 (4.4

Mit Hilfe der Relation (2.497) folgt fiir die Ordnung der Gruppe m = 8§, d. h.
es gibt acht linear unabhiingige, hermitesche, spurfreie 3 x 3-Matrizen A; und
acht reelle Parameter ®;. In der Wahl einer speziellen Darstellung fiir die
Generatoren A; ist man an sich relativ frei. Historisch hat sich aber infol-
ge der Diskussion der SU3g? im Sortenraum eine Konvention durchgesetzt,
bei der die ersten drei Generatoren durch Ergidnzen der r;-Matrizen (2.139)
gewonnen werden,

010 0
am=l100], n=1i
000 0

0 100
o], s=[o-10] . 4.5)
0 000

o o |
A

Die Matrizen A4, A5 bzw. Ag, A7 werden ebenso nach dem Muster von 7,
gebildet, nur erfolgt die Ergédnzung in der zweiten bzw. ersten Spalte und
Zeile, also

001 00 —i

Ay=1000], As=(100 O (4.6)
100 i00

und
000 00 0

Ae=1001], A, =100 —i 4.7
010 0i 0

4.1 Quarks mit Farbe

2Der Index F steht hier fiir flavor, bezeichnet
also die Gruppenstruktur beziiglich der Sorte
der Quarks und nicht der Farbe.
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Tabelle 4.1

Die Strukturkonstanten der SU 3

ijk
123
147
156
246
257
345
367
458
678

Jijk

1

1/2
~1/2

1/2

1/2

1/2
—1/2
V3/2
V3/2

3Die Physiker bezeichnen die Operatoren F;

gerne mit F-Spin, in Anlehnung an die Grup-
pe SU2, bei der die entsprechenden Operato-
ren wirklich mit dem Spin oder Isospin identi-
fiziert werden konnen.

SU3 hat gemif (2.498) den Rang 2, es gibt also zwei diagonalisierbare Ge-
neratoren. Uber einen davon, A3, haben wir schon verfiigt, der zweite wird
durch

L {100
aw=—lo1 0 “8)
V3\oo0 =2

festgelegt. Der Faktor 1/+/3 ist eine Folge der Normierungsbedingung. Diese
verlangt, dafl die Spur der Quadrate der einzelnen Generatoren den gleichen
Wert (hier also 2!) hat. Dieses Maf fiir das relative Gewicht der Genera-
toren macht auch anschaulich einen Sinn, da die Quadrate der A-Matrizen
ebenso wie die Quadrate der 7;, nach deren Muster sie konstruiert wurden,
Diagonalmatrizen sind.

Die Vertauschungsrelationen der A-Matrizen definieren eine Algebra

Ai A . Ak
mit total antisymmetrischen Strukturkonstanten f;;, auch die SU3 ist al-
so halbeinfach und kompakt. Die aus den Vertauschungsrelationen folgenden

nichtverschwindenden Werte der Strukturkonstanten sind in Tabelle 4.1 auf-
gelistet.

Darstellungen der SU3. Die Darstellungen der SU3 sind n x n-Matrizen
U, die in einem n-dimensionalen Vektorraum operieren. Der Einfachheit hal-
ber wird das gleiche Symbol U fiir die Darstellungen wie fiir die Matrizen
der Gruppe selbst gewéhlt. Diese Darstellungen haben die allgemeine Form

U=e 9t (4.10)

und zu ihrer expliziten Konstruktion kann man sich wieder der Algebra der
F-Spin-Operatoren

[Fi, Fj] =i fijk Fi (4.11)

bedienen.? Im Unterschied zu SU2 und SO3 ist jede Darstellung jetzt durch
die Eigenwerte von zwei Casimir-Operatoren und damit durch die Angabe
von zwei ganzen Zahlen p und ¢ charakterisiert, da SU3 den Rang 2 hat.
Einer dieser beiden Operatoren ist ganz analog zum Fall der SU2 gebildet,
wobei die Summe jetzt aber von 1 bis 8 lduft:

F2=ZE2 . (4.12)
i
Die Eigenwerte lassen sich aus der Formel

1
f2=§(p2+q2+pq)+p+q (4.13)

berechnen, und die Dimension n = D(p, q) der Darstellungen ist mit p und
q tber

1
D(p.q) = 5(p+1)(61+1)(p+q+2) (4.14)



verkniipft. Wir haben hier leider nicht die Moglichkeit, diese Relationen zu
beweisen und die Darstellungen aus der F-Spin-Algebra zu konstruieren; in
dem klassischen Lehrbuch von Gasiorowicz [Gas75] oder in den Biichern
von Georgi [Geo82] bzw. Costa und Fogli [Cos12] findet der Leser aber eine
sehr schone Diskussion dieser Zusammenhznge.

In der Tabelle 4.2 sind die niedrigsten Dimensionen D(p, ¢) mit den zu-
gehorigen Wertepaaren von p und g angegeben. Als wichtigste Merkregel
lesen wir aus dieser Tabelle ab, daB SU3 neben dem (trivialen*) Singulett
auf jeden Fall noch drei-, sechs-, acht- und zehndimensionale Darstellungen
besitzt.

Die Fundamentaldarstellung, das Triplett, ist wieder durch die Matrizen
der Gruppe selbst gegeben, also gilt fiir die Generatoren

Fr=X/2. (4.15)

Die zugehorigen Basisvektoren innerhalb des Multipletts, in unserem Fall
also die Farbzustinde | R), |G), | B), unterscheiden sich durch die Eigenwerte
zu F3 und Fg. Man stellt sie graphisch in einem sog. Gewichtsdiagramm
(Abb. 4.1) dar, das entsprechend dem Rang 2 der Gruppe die Ebene ausfiillt.

Analog zum Vorgehen bei SU2 fafit man auch bei SU3 die neben den
Eigenwertoperatoren verbleibenden Generatoren zu Leiteroperatoren zusam-
men. Durch sie kann man Zusténde ineinander iiberfiithren. [hre Wirkung 1463t
sich sehr anschaulich durch die Pfeile in Abb. 4.1 verdeutlichen.

Beispiel 4.1

Als Darstellung der Basisvektoren |R), |G), |B) wihlen wir die Spalten-
vektoren

1 0 0
Of.{1}.]0
0 0 1

Dann verifiziert man mit Hilfe von (4.15) sofort

1
F;|R) = 3 [R)
oder
—1
F3|B) = 7 |B) .

Weiterhin ist es leicht, die Wirkung der Leiteroperatoren zu iiberpriifen.
Als Beispiel wird

(e}

Fi+iF, =10

2 9@ =

0
0
0

(=)

betrachtet. Offenbar gilt (F; +1F;)|G) = |R), wie es auch zu erwarten
war.

4.1 Quarks mit Farbe

Tabelle 4.2
Die niedrigsten Darstellungen von SU3
Symbol  Name 7.9 D(p,q)
Singulett 0,0 1
3 Triplett 1,0 3
3% Antitriplett 0, 1 3
8 Oktett 1,1 8
6 Sextett 2,0 6
10 Dekuplett 3,0 10
Fg A
T 173
F £iF,
IG)e <—= oR)
AN /AN
T T >
—12 112 F;
FgtiF; -+ FytiFs
|B)® -14/3

Abb. 4.1
Gewichtsdiagramm fiir das Quark-Farbtri-
plett

4U=1,F=0.
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Fg A
|B) ®1/3
1 I N
T T L
-1/2 12 F;
IR)® T [G)
+ -1N3
Abb. 4.2
Gewichtsdiagramm fiir das Antiquark-
Farbtriplett

Neben der Fundamentaldarstellung bilden auch die Matrizen der zu (4.3)
konjugiert komplexen Gleichung

g = U g™ (4.16)

eine von der Fundamentaldarstellung linear unabhéngige Darstellung in drei
Dimensionen. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu SU2. Wir hatten be-
reits in Abschn. 2.8 festgestellt, daf Isospin-Transformationen und Teilchen-
Antiteilchen-Konjugation nicht unabhingig voneinander sind. Daher sind
auch dort die Matrizen U * linear abhéngig von den Matrizen U'.

Wegen

U* = e 10 (=4/2) (4.17)

kehren sich die Vorzeichen der Eigenwerte von F3 und Fg um, und der Dar-
stellungsraum wird daher durch die Antiteilchen |R), |G),|B) aufgespannt
(siehe Abb. 4.2). Hier tritt die lineare Unabhiéngigkeit noch einmal klar zu-
tage: Ein Zustand mit den Eigenwerten 1/+/3 und 0 zu Fs und Fj 4Bt sich
nicht durch eine unitire Transformation im Raum der Quarks erreichen.

Weil die konjugiert komplexen Komponenten eines Vektors gleich den
mit einem unteren Index gekennzeichneten kovarianten Komponenten sind,
transformiert sich ein beliebiger Antiteilchen-Zustand gemaf3

gl =U" vqe = (U q0 (4.18)

Hiufig benutzt man in der Mathematik den Querstrich iiber einem Symbol
zur Bezeichnung der Operation ,,konjugiert komplex*. In der Teilchenphysik
ist dies besonders anschaulich, da die Antiteilchen den konjugiert komplexen
Vektorkomponenten zugeordnet werden.

Produkte von Darstellungen. Unser Ziel ist es, Mesonen als |¢g)- und Ba-
ryonen als |¢qq)-Zustinde zu beschreiben. Das Studium der Produkte von
Darstellungen ist daher von besonderem Interesse. Von den in der Literatur
diskutierten Methoden fiihrt die Untersuchung des Transformationsverhal-
tens von Tensoren, wenigstens fiir Produktdarstellungen niedriger Dimensi-
on, zu schnellen Erfolgen bei der Ausreduktion der Darstellungen.

Wir haben bisher Quarkzustinde durch kontravariante Vektoren und An-
tiquarks durch kovariante Vektoren bezeichnet. Die Komponenten eines be-
liebigen Zustandes im Produktraum von r Quarks und s Antiquarks werden
deshalb durch Tensoren

Tg! gl =4 - d"dpy - qp, (4.19)
gebildet. Aufgrund der Transformationsgesetze (4.3) und (4.18) gilt fiir die
Transformation der Produktzustinde

Tg g = U U Uy U7 T (420)

Besonders interessant sind die irreduziblen Darstellungen. Diese bilden
eine Teilmenge der Tensoren auf sich selbst ab. Die Darstellungsmatrizen U
zerfallen daher in blockdiagonale Matrizen, wie es in Abschn. 2.2.5 am Bei-
spiel der Drehgruppe erldutert wurde. Die Transformationsmatrizen selbst



sind fiir uns nicht so wichtig, sondern wir suchen das Bildungsgesetz fiir die
irreduziblen Tensoren. Wenn man dieses gefunden hat, folgt daraus natiirlich
auch das Bildungsgesetz fiir die zugehorigen Basisvektoren. Gliicklicherwei-
se gelten fiir alle SUN-Gruppen die gleichen Regeln zum Auffinden der
irreduziblen Darstellungen [Geo82]. Die Aufgabe besteht im wesentlichen
darin, vom urspriinglichen Tensor symmetrische Tensoren abzuspalten, so-
lange es geht. Symmetrische Tensoren sind invariant unter der Vertauschung
von zwei beliebigen oberen Indizes oder zwei beliebigen unteren Indizes.
Wenn sie obere und untere Indizes enthalten, mufl man sie auch noch spur-
frei machen, d. h. man muf dafiir sorgen, dafl die Summe iiber Elemente mit
jeweils einem gleichen oberen und unteren Index verschwindet. Wenn sich
von dem Produkt keine weiteren symmetrischen Tensoren abspalten lassen,
gehort auch der Rest zu einer irreduziblen Darstellung.

Das sieht alles komplizierter aus, als es ist. Wie so oft in der Physik rei-
chen aber die einfachsten Beispiele zunéchst aus. Dies wird in den beiden
folgenden Abschnitten klarer werden. Wir hitten auch die Ergebnisse des
Abschn. 2.8.2 schon mit der Tensormethode ableiten konnen, wollen das aber
jetzt nicht wiederholen, sondern den Ubungen vorbehalten.

4.1.3 Mesonen als gg-Zustande
Zur Konstruktion der Farbwellenfunktion von Mesonen, die ja aus Quark-
Antiquark-Paaren bestehen, miissen wir offenbar den Tensor

T =dia 4.21)

in irreduzible Tensoren zerlegen. Durch die Identitit
, . 1, 1,
T = (T’k—ﬁ8’kT’”m)+N8’kT’"m (4.22)

wird dieser in einen symmetrischen spurfreien Tensor und die durch N geteil-
te Spur (T} 4+ T2, + T33) zerlegt (8" bezeichnet wie iiblich das Kronecker-
symbol). T ist eine N x N Matrix mit N> Komponenten. Durch die Spur-
freiheit wird eine Nebenbedingung festgelegt, also hat der erste Tensor

n=N>-1 (4.23)

linear unabhingige Komponenten. Er erfiillt unsere Bedingungen und bil-
det deshalb eine irreduzible Darstellung mit der Dimension 7. Die Spur ist
der triviale Tensor ohne Indizes und daher ein Singulett unter SUN . Sie ist
demnach geeignet, den farbneutralen oder weilen Zustdnden zugeordnet zu
werden. Fiir SU 3 haben wir also die Zerlegung

33* =188 (4.24)

in ein farbneutrales Singulett und in ein Farboktett gewonnen. Zunéchst ist
damit bewiesen, daB3 man aus Quarks und Antiquarks farblose Zustinde auf-
bauen kann. Fiir die normierte Singulett-Wellenfunktion muf ersichtlich

1) = )+|GG)+|BB)) (4.25)

1 _
ﬁ(}RR

4.1 Quarks mit Farbe
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Tabelle 4.3

Das Singulett (Zeile 1) und das Oktett (Zei-
len 2 bis 9) aus Farb-Antifarb-Zustinden
der Gruppe SU 3¢

75(RR) +1GG) +|BB))

|G B)

|RB)

—|GR)

75(GG) —|RR))
—<(IRR)+|GG)—2|BB))
IRG)

—|BR)

|BG)

angesetzt werden. Auch die Oktettzustinde sind physikalisch sehr interessant.
Wir werden sie bald mit den Gluonen identifizieren. Gemif} der Zerlegung
(4.22) bestehen sie aus den sechs Zustidnden

|RG),|RB).|GR).|GB),|BR),|BG) (4.26)

und einer orthonormierten Linearkombination von zwei der drei Diagonal-
elemente

1 _ - _
5(2\RR)—|GG)—|BB))
L |RR)+2(GG) - |BB) 4.27)
L [RR~[GG)+2|BB)
Es ist tiblich, den S U 2-Zustand
1 _ _
—(|RR)-|GG 4.28
75 RR)=|GG) (4.28)

als eine der Wellenfunktionen zu wihlen, dieser ergibt sich aus der Differenz
der ersten beiden Zeilen von (4.27). Dann wird aus der Summe

1 _ _ _
ﬁ(\RR)+\GG) 2|BB)) (4.29)
die achte Wellenfunktion gebildet. In der Tabelle 4.3 ist die vollstindige
Zerlegung 3 ® 3* nochmals zusammengefaBt. Die gegeniiber dem Text auf-
tretenden Vorzeichenunterschiede entsprechen einer Konvention, die sich als
sinnvoll erweisen wird, wenn wir die S U 3-Symmetrie im Sortenraum (uds)
der Quarks behandeln.

4.1.4 Baryonen als gqq-Zustande

Zur Konstruktion der Farbwellenfunktion von Baryonen miissen wir zunichst
untersuchen, ob in der Produktdarstellung 3 ® 3 ® 3 ein Singulett enthalten
ist, da die beobachteten Baryonen natiirlich farblos sein miissen. Wir be-
ginnen mit dem Produkt von zwei Quarks. Der zugehorige Tensor 7% 1Bt
sich sofort in zwei Tensoren zerlegen, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch
beziiglich einer Indexvertauschung sind:

T = %(T”‘ +T4) + %(T”‘ —Th) | (4.30)
Der erste Tensor hat (N2 + N)/2 linear unabhiingige Komponenten, da bei
einem symmetrischen Tensor die oberhalb und unterhalb der Diagonale ste-
henden Elemente identisch sind. Er erfiillt offenbar die Symmetriebedingung
und bildet daher eine irreduzible Darstellung der Dimension

n= %(N2+N) (4.31)

unter SUN, wihrend zum zweiten eine irreduzible Darstellung der Dimen-
sion

n = %(NZ—N) (4.32)



gehort, da er sich ebenfalls nicht weiter reduzieren 1d6t. In SU 3 erfiillt sogar
der zweite Tensor explizit die Symmetriebedingung. Dies sehen wir durch
einen kleinen Umweg ein. Im Fall der SU 3 ist das Bildungsgesetz des zwei-
ten Tensors sichtlich mit

1 .
I/i = Egijijk (433)
identisch, wobei ¢;;; der schon in Abschn. 2.2 eingefiihrte total antisymme-
trische Tensor ist. Hiermit gilt dann z. B. fiiri = 1

1
2
und eine entsprechende Beziehung fiir i = 2, 3. Die drei Komponenten bil-
den also einen Tensor mit nur einem (unteren) Index und erfiillen daher das
Symmetrieprinzip. Dieser Trick der Kontraktion der Indizes 148t sich auch
bei komplizierteren Produkten anwenden.

Tensoren mit nur einem Index nennen wir Vektoren. Die besondere Eigen-
schaft, dafl der geméB (4.30) gebildete antisymmetrische Tensor wieder ein
Vektor ist, hat SU 3 mit O3 gemeinsam. Dort ist dieser Tensor als das Kreuz-
produkt zweier Vektoren bekannt. Denken Sie z. B. an die Komponenten des
Drehimpulses, L = r x p.

Die Darstellung 3 ® 3 ist nun ausreduziert. Es gilt

33=3"®6 . (4.35)

14 (TR -T2 (4.34)

Ein Singulett 146t sich also aus zwei Quarks nicht bilden. Aber wegen
33* =188 (4.36)

ist sofort klar, da3 in 3 ® 3 ® 3 ein Singulett enthalten ist. Mit Hilfe von (4.33)
und (4.22) 146t sich der zugehorige Tensor

T% = eijrq' ¢’ ¢* (4.37)

leicht konstruieren. Farblose Baryonen werden daher durch die SU3¢-Sin-
gulettwellenfunktion
1
1) = %(lRGB) —|RBG)+|BRG)—|BGR) +|GBR) —|GRB))
(4.38)

beschrieben. Sie ist antisymmetrisch bei Vertauschung von zwei beliebigen
Farbindizes und garantiert damit die Erfiillung der im ersten Abschnitt dieses
Kapitels geforderten Bedingung zur Erfiillung des Pauli-Prinzips.

Der Vollstindigkeit halber soll noch die komplette Zerlegung der Produkt-
darstellung von drei Quarks in irreduzible Darstellungen angegeben werden.
Das in (4.36) enthaltene Oktett gewinnen wir aus den Zustdnden der Tabel-
le 4.3, indem wir entsprechend der Vorschrift (4.33) jede Antifarbe durch die
passende Vertauschung zweier Farben ersetzen, also z. B. R durch GB — BG.
Die Zustinde miissen anschlieBend noch normiert werden. Das Ergebnis ist
in der Tabelle 4.4 angegeben, die der Leser ohne allzu grofle Schwierigkeiten
nachrechnen konnen sollte.

4.1 Quarks mit Farbe
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Tabelle 4.4

Das Singulett (Zeile 1) und Oktett (Zeile 2

bis 9) aus drei Quarks in der Gruppe SU3¢

Tabelle 4.5
Das Dekuplett aus drei Quarks in der
Gruppe SU3¢

ﬁ(lRGB) —|RBG) +|BRG)—|BGR) + |GBR) — |GRB))

5 (IGRG) —|GGRY))

75(RRG) —|RGR))

75(GBG) ~|GGB))

$(IRBG)—|RGB) + |GBR) —|GRB))

75 (RGB) —|RBG) +|GBR) —|GRB) +2|BGR) —2| BRG))
5 (IRBR) = |RRB))

5 (IBBG) —|BGBY))

5 (IBBR) — | BRB))

Es 14Bt sich ebenfalls relativ leicht abzihlen, daf} sich aus den Produk-
ten T7% = g’ q/ g* genau zehn Zustinde konstruieren lassen, die vollstindig
symmetrisch in den oberen Indizes sind. Zunichst gibt es drei Zustidnde mit
drei identischen Quarks, also | RRR), |GG G) und | BBB). Dann kommen die
Zustinde, in denen zwei Quarks identisch sind. Dazu gehort z. B. |[RGG),
welcher durch Symmetrisierung und Normierung zu

1

V3
wird. Auf diese Art lassen sich sechs Zustinde konstruieren. Der zehnte
Zustand |RGB) ist in allen drei Quarks unterschiedlich und nimmt nach
Symmetrisierung und Normierung die Gestalt

1

V6

an. Das Ergebnis ist in Tabelle 4.5 zusammengefaf3t.

(IRGG) + |GRG) + |GGR)) (4.39)

(IRGB) + |RBG)+ |BRG) + |BGR) + |GBR) + |GRB))  (4.40)

|RRR)

%URRG) +|RGR) + |GRR))

JL?(|RGG) +|GRG) +|GGR))

|GGG)

5 (IRRB) +|RBR) +|BRR))
~z(IRGB) +|RBG) +|BRG) +|BGR) +|GBR) + |GRB))
JLE(IGGB) +|GBG) +|BGG))
JLEQRBB) +|BRB) + |BBR))
5 (IGBB) +|BGB) +|BBG))
|BBB)
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1 _ Tabelle 4.6
\/gﬂGGR) +IGRG) —2|RGG)) Das alternative Oktett aus drei Quarks in

%(—|RRG)—|RGR) +2|GRR)) der Gruppe SU3¢
ﬁ(IGGB) +|GBG) —2|BGG))

—(RGB) +|RBG) +|GRB) + |GBR) —2|BRG) —2| BGR))

ﬁ(lRRB) +|RBR) —2|BRR))

ﬁ(—lBGB) —|BBG) +2|GBB))

ﬁ(—IBRB) —|BBR) +2|RBB))

1(IGRB) +|GBR)—|RGB) — |RBG))

Die 18 Zustinde des Produkts 3 ® 6 folgen offenbar dem Bildungsgesetz

TV =4'(¢’¢" +4"¢’) . (4.41)
Um diese Produkte in irreduzible Darstellungen zu zerlegen, wird das Deku-
plett der Tabelle 4.5 abgespalten. Das 146t sich z. B. dadurch erledigen, daf3
man eine Liste der 18 Zustinde anfertigt. In dieser Liste erkennt der fleilige
Leser sofort, daf3 die vollstindig symmetrischen Zustinde der zehndimensio-
nalen Darstellung entweder direkt auftauchen oder durch einfache Linearkom-
binationen zu erhalten sind. Die Linearkombinationen werden so konstruiert,
daf sie jeweils orthogonal zueinander sind. Nach Abtrennen des Dekupletts
bleiben acht Zustédnde iibrig. Sie bilden eine alternative Darstellung der Di-
mension acht und sind in der Tabelle 4.6 — wieder unter Verwendung einer fiir
spatere Zwecke niitzlichen Phasenkonvention — ebenfalls zusammengestellt.

Unter Benutzung von

36=8410 (4.42)
sind wir nun bei der gesuchten Zerlegung

3303=10808d10 (4.43)
angelangt.

In 3® 3 ® 3 ist also genau ein Singulett enthalten. Daneben konnen drei
Quarks noch Farboktetts und Dekupletts bilden. Natiirlich lassen sich auch
aus drei Antiquarks oder aus Produkten von |q¢g), |gqq) und |Ggg) Farb-
singuletts konstruieren. Dies ist z. B.fiir den Einbau der Kernphysik in das
Quarkmodell sehr wichtig. In SU 3 ist es aber auf keine andere Art und Wei-
se moglich, ein Singulett durch Produkte dreidimensionaler Darstellungen
zu erhalten. Mit der Forderung, dafl Hadronen farblos sind, bleiben also nur
zwei fundamentale Moglichkeiten, ndmlich |¢gg) und |¢qg), um Hadronen
aus Quarks aufzubauen.

4.1 Rechnen Sie die Werte der Tabelle 4.1 nach und iiberpriifen Sie die
Normierung der A-Matrizen. Besonders einfach geht das wieder bei
Verwendung algebraischer Programme.
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4.2 Benutzen Sie die Tensormethode zur Bestimmung der Darstellungen
eines Quark-Quark- bzw. Quark-Antiquark-Zustandes in SU 2.

4.3 Beweisen Sie durch explizite Konstruktion, daf} die unitire Transfor-
mation U; = e~'?F1 das Singulett (4.25) invariant L:iBt.

4.2 Farbdynamik

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, wie farbneutrale Hadronen aus far-
bigen Quarks konstruiert werden konnen. Neben den Farb-Singuletts sind
gruppentheoretisch Mesonen und Baryonen in Oktetts und Dekupletts er-
laubt. Bisher ist es jedoch noch nicht gelungen, den Freiheitsgrad ,,Farbe* im
Spektrum der Teilchen zu beobachten. Es gibt keine farbigen Hadronen. Wie
wiirde sich eine solche Quantenzahl bemerkbar machen? Die einfachsten Zu-
stinde mit Farbe sind natiirlich die Quarks selbst. Eine intensive Suche nach
freien Quarks, d. h. Teilchen mit drittelzahliger Ladung, verlief vollkommen
erfolglos. Diese experimentelle Tatsache ist sehr wichtig fiir die weitere Ent-
wicklung des Modells. Sie bedeutet offenbar, dafl Quarks nur in farbneutralen
Bindungszustinden existieren konnen. Jede Theorie der starken Wechselwir-
kung, die Quarks als Bausteine der Hadronen akzeptiert, muf3 das Fehlen
freier Quarks erkliren.

Experimente zum Nachweis freier Quarks zerfallen im wesentlichen in
zwei Klassen. Zum einen wird versucht, sie in Storeaktionen an Teilchenbe-
schleunigern zu erzeugen [Lyo85]. Zum anderen werden Materieproben z. B.
mit einer Variante des bekannten Millikanschen Oltropfenversuchs zur Mes-
sung der Elementarladung oder in anderen raffinierten Versuchsanordnungen
auf das Vorhandensein von drittelzahligen Ladungen untersucht [Mar82].
Diese Experimente sind schone Beispiele physikalischer Experimentierkunst.
Sie sind mittlerweile so genau, daB sie ein Teilchen der Ladung e/3 in etwa
1 mg Materie finden konnten.

4.2.1 Gluonen und das Potential der QCD

Das negative Resultat aller Experimente zur Suche nach freien Quarks oder
Hadronen mit Farbe kann man als Verbot formulieren, wie z.B. ,,Zustinde
mit Farbe sind nicht erlaubt*. Das ist aber sehr unbefriedigend und wir suchen
nach einer dynamischen Erkldrung. In der Quantenelektrodynamik (QED)
wird die Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen durch den Austausch
von Photonen beschrieben, siehe z. B. Abb. 3.4. Die erhaltene Ladung der
Teilchen ist die Quelle eines Kraftfelds. Wir kommen auch im Bereich der
starken Wechselwirkung zwischen Quarks einen wesentlichen Schritt wei-
ter, wenn wir die Farbe als erhaltene Farbladung interpretieren. Auch sie ist
die Quelle eines Kraftfelds. Die zugehorigen Feldquanten werden als Gluo-
nen bezeichnet. Die Wechselwirkung zwischen Quarks erfolgt also durch den
Austausch von Gluonen (Abb. 1.10b). Die QCD ist die Theorie der star-
ken Wechselwirkung zwischen Quarks durch Austausch von Gluonen. Wir



werden sehen, daf} sie eine dynamische Erkldrung fiir das Fehlschlagen aller
Versuche liefert, freie Quarks zu beobachten.

Welche Eigenschaften miissen die Gluonen haben? In enger Anlehnung
an die QED sollen sie zunichst einmal masselos wie die Photonen sein. Sie
miissen J = 1 haben, da nur dann iiber ihren Austausch die unterschiedli-
chen Massen von gg-Systemen mit Spin 1 (p-Meson) oder Spin 0 (77-Meson)
erklart werden. Skalare Felder, also Felder, deren Quanten Spin O haben, kon-
nen ja keine Information iiber die Orientierung der Quarkspins weitertragen.
Da ein- und auslaufende Quarks verschiedene Farben haben kdnnen, miis-
sen wegen der Erhaltung der Farbladung auch die Gluonen farbig sein. Am
Diagramm der Quark-Antiquark-Vernichtung in Gluonen (Abb. 4.3) sieht
man sofort, daB die Gluonen in der Darstellung 3 ® 3* der Farb-SU 3 ent-
halten sind. Weil farblose Gluonen nicht zwischen den Farben der Quarks
unterscheiden, konnen sie auch nicht dafiir sorgen, dafl gebundene Zustén-
de von Quarks nur als Farbsinguletts auftreten. Daher muf3 das Farbsingulett
der Zerlegung (4.24) als Gluon-Wellenfunktion ausgeschlossen werden. Es
bleiben demnach acht Gluonen tibrig, deren Wellenfunktionen durch (4.26),
(4.28) und (4.29) festgelegt sind (siehe auch Tabelle 4.3). Gluonen tragen
keine flavor-Quantenzahlen, sie sind Sorten-Singuletts. Demnach muf an ei-
nem Quark-Gluon-Vertex die Erhaltung der Ladung und der Quantenzahlen
S, C, B, T garantiert sein. Fiir die Abb. 4.3 folgt daraus, dall uu — g erlaubt,
aber z.B. uc — g verboten ist. Fiir ein Austauschdiagramm in der Art der
Abb. 4.4 darf sich die Quarksorte an einem Vertex nicht dndern, links laufen
also z. B. u-Quarks und rechts d-Quarks ein und aus.

Der Photonaustausch zwischen geladenen Teilchen fiihrt im nichtrelativis-
tischen Grenzfall zur potentiellen Energie

y=+2 (4.44)
r
Ganz dhnlich entspricht dem Gluonaustausch eine potentielle Energie
V=cp (4.45)
r

Analog zur Konvention der QED ist die Feinstrukturkonstante g der starken
Wechselwirkung mit der Kopplungskonstanten g am Quark-Gluon-Vertex

durch

g2

4r
verkniipft. An die Stelle des Vorzeichens, das in der Elektrodynamik zwi-
schen den verschieden Ladungskombinationen unterscheidet, tritt aber bei
der starken Wechselwirkung ein komplizierterer Farbfaktor cp. An jedem
Vertex eines Feynman—Diagramms mit Quarks und Gluonen (z. B. Abb. 4.4)
wird die Kopplungsstirke durch gc; 2/ V2 festgelegt, wobei c1 die durch die
Gruppenstruktur bestimmten Koeffizienten (Clebsch-Gordan-Koeffizienten)
fiir die Ankopplung der Quarks an das Gluon-Oktett sind. Der zusitzliche
Faktor 1/+/2 kommt von der Normierung der A-Matrizen, deren Norm wir
zu 2 gewihlt hatten. Der Farbfaktor cp ist daher durch
1

Cr = <C1Cp
2

os (4.46)

(4.47)
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Abb. 4.3

Quark-Antiquark-Vernichtung in ein Gluon.
Im Beispiel zerstrahlt ein rotes Quark mit
einem antiblauen Antiquark in ein rot-
antiblaues Gluon. Es gibt insgesamt acht
verschiedene Kombinationen

B B

g ¥ 000000000000 8

B B
Abb. 4.4

Gluon-Austausch zwischen zwei blauen
Quarks. Die zugehorige Gluonwellenfunk-

tionist 1/4/6 (IRR) +|GG) —2|BB))
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Abb. 4.5

Gluon-Austausch zwischen ungleichfarbi-
gen Quarks. Das Beispiel zeigt die beiden
Moglichkeiten fiir die Streuung von roten an
blauen Quarks. (a) Direktes Diagramm (b)
Austausch-Diagramm

b
B
R

definiert. Um Berechnungen von Baumgraphen der QCD moglichst eng an
das Beispiel der QED anzulehnen, formulieren wir die Feynman-Regeln der
QCD so, daB zu jedem Quark-Gluon-Vertex ein Faktor

—igy* (4.48)
gehort. Dem coulomb-artigen Potential (4.45) entspricht der Propagator
8uv
PE
eines Gluons. Am Schluf} der Rechnung wird das Ergebnis mit dem Farbfak-
tor cp multipliziert, den wir gleich fiir einige Beispiele bestimmen werden.
Diese Vorgehensweise ist natiirlich nicht so elegant, wie die Formulierung

in den Lehrbiichern der QCD [Quil3], aber sie erleichtert vielleicht dem
Anfanger das Verstindnis.

—i

(4.49)

Wechselwirkung zwischen gleichfarbigen Quarks. Die Abb. 4.4 behan-
delt den Gluonaustausch zwischen zwei blauen Quarks. Welche Farbindizes
darf das Gluon tragen? Nach dem crossing-Prinzip aus Abschn. 3.2.2 be-
schreibt das Diagramm Abb. 4.4 nach einer Drehung um 90° die Annihilati-
on eines blauen Quarks mit einem Antiquark der Farbe Antiblau (B). Die
Farberhaltung verlangt dann, dafl die Gluonwellenfunktion die Kombination
| B B) enthilt. Diese ist nur in (4.29) mit der Amplitude

2

Clp = —% (4.50)
enthalten und deshalb gilt
PR 451
3

Durch kohirente Addition der beiden Wellenfunktionen (4.28) und (4.29)
leitet man den gleichen Faktor auch fiir das Potential zwischen zwei griinen
bzw. zwei roten Quarks ab.

Wechselwirkung zwischen ungleichfarbigen Quarks. Auch hier ist der
Farbfaktor fiir alle Quarkkombinationen gleich grof3, und wir bestimmen ihn
fiir die Kraft zwischen roten und blauen Quarks (Abb. 4.5) am besten wie-
der durch Ubergang zu den Annihilationsreaktionen. Fiir den Graphen der
Abb. 4.5a ist nur die Wellenfunktion (4.29) moglich, und daher ist ¢; =
1/+/6, ¢c; = —2/+/6, also cp = —1/6. Fiir den Graphen der Abb. 4.5b gilt
natiirlich cp = 1/2.

Mit Hilfe dieser Faktoren lassen sich nun die Farbgewichte bestimmter
Prozesse berechnen, an denen Quarks mit unterschiedlichen Farben teilneh-
men.

Beispiel 4.2

Wir betrachten die Streuung eines Strahls von u-Quarks an d-Quarks, d. h.
wir tun so, als gidbe es freie Quarks, mit denen man Streuexperimente



durchfiihren kann. Wir legen eine Tabelle der aufgrund der Erhaltung der
Farbladung erlaubten Prozesse und der zugehorigen Farbfaktoren an.

Reaktion

quB —)quB
quR —)quR
quR —>uRdB

quG —)quG

)
wi= oL = o]l wi= 15

quG —>ugd3

Eine entsprechende Tabelle gilt fiir rote und griine u-Quarks im
einlaufenden Strahl. Fiir die Summe der Quadrate der Farbfaktoren be-
kommt man daher 3x2/3 =2. Ganz dhnlich wie bei der in (2.33)
enthaltenen Mittelung iiber die Spins muf3 hier iiber die Farben der ein-
laufenden Quarks gemittelt werden. Das gibt offensichtlich einen Faktor
1/9, und damit erhédlt man 2/9 als resultierenden Gewichtsfaktor im
Wirkungsquerschnitt der Streuung von #-Quarks an d-Quarks.

Beispiel 4.3

Eine andere Situation liegt vor, wenn z.B. die Bindung zweier Quarks
unterschiedlicher Farbe untersucht werden soll. Jetzt miissen die zwei zu
Abb. 4.5 gehorenden Amplituden kohirent addiert werden. Dazu muf}
man wissen, ob die Farbwellenfunktion der beiden Quarks symmetrisch
oder antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der Quarks ist. Es gilt
entsprechend
1 1

Cp = 5 + 7 (4.52)
also c¢g = 1/3 fiir die symmetrische (Sextett) und cp = —2/3 fiir die an-
tisymmetrische (Antitriplett) Farbwellenfunktion des |gg)-Systems. Zwei
Quarks in einem Antitriplett-Zustand ziehen sich also an.

Quark-Antiquark-Potential in einem Meson. Dieses besonders wichtige
Potential untersuchen wir zunichst anhand der Wechselwirkung zwischen
einem B- und einem B-Quark. Zu dieser gehdren die drei Diagramme der
Abb. 4.6. Genau wie im Fall der elektrischen Ladung haben die Faktoren ¢ »
bei der Kopplung an Antiquarks ein negatives Vorzeichen. Die Summe der
drei Graphen fiihrt daher zu

= ——— — — — = —= . 4.
FzpT 737372773 (4.53)

Man muf} jetzt noch beachten, dafl die ein- und auslaufenden Quarks in ei-
nem Farbsingulettzustand sind, von der Wellenfunktion (4.25) kommt also
ein Wichtungsfaktor (1/+/3)2. Andererseits miissen wir noch die Wechsel-
wirkung zwischen einem R- und R-Quark bzw. einem G- und G-Quark be-

4.2 Farbdynamik
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Abb. 4.6

Gluon-Austausch in einem Meson. Das
Beispiel zeigt die drei moglichen Dia-
gramme fiir die Wechselwirkung zwischen
blauen und antiblauen Quarks

S —
R
t—
t—
t—
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Abb. 4.7

(a) Elektrisches Feld im Plattenkondensator
und (b) chromoelektrisches Feld zwischen
Quark-Antiquark-Paaren. Der Spin des Me-
sons entsteht durch Rotation um die gezeigte
Achse

B B
>’0‘6‘6‘6‘6‘0‘6‘6‘6‘0‘0‘< Iaa L TIaa]
B B o
G G
>f0‘0‘€o‘o‘m‘ovo‘o‘<
B B

stimmen. Auch hier bekommen wir cgp = —4/3, so daB wir fiir die potentielle
Energie in einem Meson
Vgm0 4.54

9= "3, (4.54)
erhalten. Dies ist ein sehr wichtiges Ergebnis, zeigt es uns doch, daf} sich
Quark und Antiquark im Farbsingulett anziehen, also Bindungszustinde
moglich sind. Die gleiche Rechnung fiir ein Farboktett liefert +1/6 als Farb-
faktor in (4.54) und damit eine abstoBende Kraft.

Natiirlich kann die starke Wechselwirkung eines Quarks mit einem An-
tiquark nicht allein durch einen Ausdruck nach Art der Coulomb-Energie
beschrieben werden. Im Coulomb-Feld sind Ionisationszustinde moglich,
und man miifite daher auch freie Quarks beobachten konnen. Am einfachs-
ten 148t sich dies durch die Addition eines Terms o7 zur potentiellen Energie
(4.54) verhindern, also

Der zweite Term entspricht einer mit wachsendem Abstand iiber alle Grenzen
ansteigenden potentiellen Energie. Er sorgt daher fiir den Einschluf} (con-
finement) der Quarks. Da die Kraft durch den Gradienten des Potentials ge-
geben ist, herrscht also bei groBen Abstinden eine konstante Kraft, F =
o, zwischen den Quarks. Aus den noch zu besprechenden experimentellen
Befunden iiber die Massen der Mesonen (Abschn. 4.6.3) kann man o ~
1 GeV fm ™! bestimmen, das sind 1,4-10° Newton!

Ein klassisches Modell fiir eine konstante Kraft bei wachsendem Abstand
wird durch den elektrischen Plattenkondensator (Abb. 4.7a) realisiert. Bei
einem solchen Kondensator befinden sich Platten der Fldche A im Abstand d.
In unseren Einheiten hat das elektrische Feld £ im Kondensator den Betrag
ex /A, wobei ek die Ladung auf den Platten ist. Die Energiedichte des elektri-



schen Feldes ist £2/2, und daher bekommen wir fiir die im Feld gespeicherte
Energie

e%{
V=-—"d. 4.56
24 ( )

Die Platten eines Kondensators ziehen sich demnach mit der konstanten Kraft
e /(24) an.

Im sog. string-Modell (oder Saiten-Modell) der Teilchen bilden die chro-
moelektrischen Feldlinien ganz analog eine gespannte Saite von einem Quark
zu einem Antiquark (Abb. 4.7b). Wir bauen diese Vorstellung weiter aus,
indem wir den Spin der Mesonen durch Rotation der Saite um die in der
Abb. 4.7b gezeigte Achse entstehen lassen. Die Masse der Mesonen ist mit
der in der Saite der Lange L gespeicherten Energie identisch. Ein Element dr
der Saite hat die Ruheenergie odr. Da es schnell rotiert, trigt es zur Gesam-
tenergie, d. h. zur Masse des Mesons, den Anteil odr/+/1 — 2 bei. Durch
Integration folgt also

L/2

/ odr
1_-B2

0 1=p

Nun wird r durch die Geschwindigkeit 8 ersetzt, r = 8/w, wobei w die

Winkelgeschwindigkeit ist. Mit der Integrationsgrenze § = 1 (!) ergibt sich

Mjes = 2 (4.57)

1
_dp
Myies = 0L OL . (4.58)
0

Vip 2

Ganz dhnlich berechnet man fiir den Drehimpuls der Mesonen

L/2
d
Sy =2 [P 7 s (4.59)
Ji—p 8
Daraus konnen wir den Zusammenhang
Mp.. = 2710 Jytes (4.60)

zwischen Spin und Masse der Mesonen ableiten. Eine lineare Beziehung
der Art M? = MO2 + a'J zwischen dem Massenquadrat der Hadronen und
ihrer Spinquantenzahl J wurde in den 1950er und 1960er Jahren experi-
mentell gesucht (,,Chew-Frautschi-Plot”) und als sog. Regge-Trajektorie ge-
deutet [Fel69].> Die Steigung o’ dieser Geraden von = 1,1 GeV? stimmt
gut mit dem gerade im Potential-Modell (4.55) festgelegten Wert von o =
1 GeVfm™! iiberein.

Auch der Quark-Einschlu} (quark confinement), also die Tatsache, dal3
man freie Quarks nicht finden kann, 146t sich anschaulich im Saiten-Modell
(Abb. 4.8) deuten. Um Quarks zu befreien, mufl man sie auf gro3e Abstinde
voneinander bringen. Dazu ist aber wegen der konstanten Kraft eine praktisch
unendlich hohe Energie notig. Es wird also etwas ganz anderes passieren.
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Abb. 4.8
Hadronisierung durch Aufbrechen der gluo-
nischen Saite

SDiese Zeit war gekennzeichnet durch die Su-
che nach moglichst allgemeinen Aussagen, die
sich iiber die Kernkraft, d. h. die starke Wech-
selwirkung bei relativ grofen Abstidnden, ma-
chen lieBen. Der Italiener Tullio Eugene Reg-
ge (geb. 1931) und der Amerikaner Geoffrey
Foucar Chew (geb. 1924) lieferten hierzu be-
sonders wichtige Beitrige.
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Abb. 4.9

Ein denkbares Saitenmodell fiir Baryonen.
Die beiden unteren Quarks ordnen sich
zu einem Farb-Antitriplett, wodurch ins-
gesamt ein farbloses Baryon erzeugt wird.
Auch zwischen den beiden Quarks im An-
titriplett bestehen anziehende Krifte (4.52)

p' k'
GUGGG060GG0T
g=p-p'
p
Abb. 4.10

Quark-Quark-Streuung  durch  Austausch
von Gluonen

Schon bei einer Dehnung von 0,2 fm wird die zusitzliche Energie in der Sai-
te grofer als die Masse eines Pions. Die Saite zerreifit, und die energetisch
glinstigere Konfiguration ist durch zwei Mesonen gegeben. Man kann auf
die gerade diskutierte Weise auch versuchen, Baryonen im Stringmodell zu
deuten, etwa durch Konfigurationen entsprechend der Abb. 4.9. Hier ordnen
sich zwei Quarks im Nukleon zu einem Farb-Antitriplett (4.33), und die Saite
ist wieder zwischen dem Triplett und dem Antitriplett gespannt. Ausgefeilte
QCD-Modelle erlauben es sogar, die am Beispiel der zerreilenden Saite qua-
litativ behandelte Hadronisierung von Quarks quantitativ durch Simulation in
Computer-Programmen zu beschreiben. Darauf werden wir in Abschn. 5.1.3
nochmals zuriickkommen.

Ein exakter analytischer Beweis der Quark-Gefangenschaft in der QCD
steht noch aus, aber mit Hilfe numerischer Methoden auflerhalb der Storungs-
theorie (,,QCD auf dem Gitter”) konnte die Existenz des linearen Anteils
im Potential (4.55) gezeigt werden. Siehe hierzu z. B. den Ubersichtsartikel
von E. Laerman [Lae92]. Im Lehrbuch von W. Greiner, S. Schramm und
E. Stein [Grel0] findet man eine kurze Einfiihrung in die nichtperturbative
QCD und das Ergebnis einer neueren Berechnung des QCD-Potentials. Die
von uns besprochenen, einfachen Modelle lassen sich also in den Rahmen
einer fundamentalen Theorie einbetten.

4.2.2 Dielaufende Kopplungskonstante
Bei kleinen Abstinden iiberwiegt der Coulomb-Term in (4.55). Dement-
sprechend werden Berechnungen der Streuquerschnitte bei hohen Werten
von |¢?| mit den im letzten Abschnitt erliuterten Feynman-Regeln durch-
gefiihrt. Es ist jedoch wichtig zu wissen, dal ag und damit die Quark-Gluon-
Kopplung g selbst eine Funktion des Abstandes ist. Bei der quantitativen
Diskussion dieser Abstandsabhingigkeit hat sich eingebiirgert, ag und nicht
g als Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung zu bezeichnen.

Worum geht es? Wie in der QED tragen neben dem Diagramm der
Abb. 4.10 auch Graphen hoherer Ordnung zur Streuung zweier Quarks bei.
Die Abb. 4.11 enthilt die Graphen der Vakuumpolarisation mit dem Beitrag
der Quarkschleife und der Gluonschleife. Auch jetzt werden die auftretenden
Divergenzen in einer Renormierung der Kopplungskonstanten aufgefangen.
In der QED ist die renormierte Ladung immer die Ladung des freien Teil-
chens. In der QCD gibt es infolge der Quark-Gefangenschaft keinen solchen
natiirlichen Bezugspunkt, und die Renormierung kann bei einer beliebigen
Skala pur durchgefiihrt werden, wie sie z. B. durch den Impulsiibertrag eines
Streuexperimentes festgelegt wird.

Nach der Renormierung der Kopplungskonstanten bleibt als Ergebnis die-
ser Graphen und der Graphen mit mehr Schleifen in der leading-log-Né-
herung eine Abstandsabhingigkeit von ag iibrig, die quantitativ analog zu
(3.137) durch
asly®) = i)

I+ (s (u) (33 =2n7)/1270) In (|421/ ;)

beschrieben wird [Quil3, Grel0]. Hierin bedeutet n; die Zahl der mitgezihl-
ten Quarkarten, deren Massen zunéchst als vernachléssigbar klein gegeniiber

4.61)



den beiden Energieskalen \/m und pugr angesetzt werden. Die Quarksor-
ten werden hier nach der Flavorquantenzahl abgezihlt, also ny = 3, falls u-,
d - und s-Quarks beitragen. Fiir Vernichtungsprozesse von Quark-Antiquark-
Paaren erhalten wir das gleiche Ergebnis, nur bedeutet g> dann das Quadrat
der Schwerpunktsenergie.

Die physikalische Aussage von (4.61) ist klar. Zunéchst erlaubt es diese
Beziehung, Messungen der Kopplungskonstanten, die bei einem Streuexpe-
riment an der Stelle |¢%| = ,u%{ gewonnen wurden, auf einen beliebigen Wert
von |¢?| umzurechnen. Der entscheidende Punkt ist aber das Verhalten bei
grofiem |¢°],

lim as(g?) =0 , (4.62)

lg?|—o00

solange die Zahl der Quark-Sorten nicht grofler als 16 wird. Fiir den Prozef3
der Quark-Quark-Streuung bedeuten hohe Impulsiibertriige kleine Abstédn-
de. Wir haben demnach das merkwiirdige Phinomen, dafl bei Abstinden,
die klein sind gegeniiber 1 fm, also z. B. innerhalb eines Nukleons, Quarks
sich wie schwach gebundene Teilchen verhalten, sie sind ,,asymptotisch frei®.
Fiir diese Abstinde zeigt uns also die QCD, da3 man die Reaktionen von
Quarks mit Quarks oder anderen elementaren Konstituenten storungstheore-
tisch berechnen kann. Bei grolen Abstéinden verhindert dann der zweite Term
im Potential (4.55) die Beobachtung freier Quarks. Wir werden in Kap. 5
die grundlegenden Experimente zur Beobachtung quasifreier Quarks inner-
halb der Nukleonen und zur Paarerzeugung von Quarks aus dem Vakuum
besprechen.

In der QCD liegt offenbar Antiabschirmung vor, da ag gemif (4.62) zu
kleinen Abstdnden hin abnimmt (asymptotische Freiheit) im Gegensatz zur
QED. Dieser entscheidende Unterschied zwischen QCD und QED 14ft sich
auf die Tatsache zuriickfiihren, dafl die Gluonen selbst Farbladungen tragen.
Daher gibt es neben dem der QED entsprechenden Graphen der Abb. 4.11a
auch Graphen wie in Abb. 4.11b mit der fiir die QCD typischen Drei-Gluon-
Kopplung. Die Berechnung ihres Beitrags zeigt, dafl genau diese Selbstkopp-
lung der Gluonen zu einer Umkehrung der Abstandsabhingigkeit fiihrt. Die
asymptotische Freiheit ist eine sehr wiinschenswerte Eigenschaft einer Wech-
selwirkung, da sie ein verniinftiges Verhalten der Kopplungskonstanten bei
hochsten Energien erzwingt. Der in Abschn. 3.1.4 behandelte Landau-Pol
tritt hier nicht auf. Interessanterweise ist die QCD die einfachste Theorie mit
asymptotischer Freiheit fiir Quarks mit drei Farbladungen.

Es ist eine alte Gewohnheit, den Wert von /|¢2|, bei dem der Nenner
von (4.61) verschwindet, mit A zu bezeichnen. Aus dieser Definition folgt
sogleich

A2 —12n

In— = , (4.63)
ng - (33—2np)as(uy)
und in Abhéngigkeit von dieser neuen Skala nimmt «g die Form
127
as(q?) = (4.64)

(33—2ns)In(|¢%|/ A%)

4.2 Farbdynamik

a
q
m’Qfm
b
g
607
o‘mﬁ 20‘0‘
Abb. 4.1

Zwei Graphen zur Vakuumpolarisation in
der QCD. (a) Quark-Schleife analog zur
QED, (b) Gluon-Schleife aufgrund der
Drei-Gluon-Kopplung der QCD
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as(0)

0,54
0,47
0,31
0,21
0,1
0,0

1 10 100
0/GeV

Abb. 4.12

Die laufende Kopplungskonstante ag der

starken Wechselwirkung, berechnet nach

(4.64) in fithrender Ordnung der QCD fiir
fiinf Quarks und A = 200 MeV

an. Man bezeichnet A als den Abschneideparameter der QCD. Sein Wert
kann theoretisch nicht vorhergesagt werden, sondern mufl den Experimenten
entnommen werden. Da A in etwa die Trennlinie zwischen eingeschlossenen
und quasifreien Quarks markiert, ist es nicht tiberraschend, dal die Mes-
sungen einen Wert von ungefiahr 200 MeV ergeben, also den Kehrwert des
Radius eines Nukleons. Diesen Wert setzen wir in (4.64) ein und berechnen
damit ag = 0,16 bei |¢?| = 1000 GeV? und ny = 5. Dies ist sehr viel groier
als die Feinstrukturkonstante der QED, aber immer noch klein gegeniiber 1,
so daf} Storungsrechnungen moglich sind.

Auf den ersten Blick sicht es so aus, als ob (4.64) auch den Quark-Einschluf3
richtig beschreibt, da g fiir Werte von || — A2, also bei groBen Abstinden,
tiber alle Grenzen ansteigt. Quantitativ ist dieser Schluf nicht erlaubt, weil die
Formel mit Methoden der Stérungstheorie abgeleitet wurde, also prinzipiell
auf ag-Werte < 1 beschriinkt bleibt. Dennoch markiert |¢?| = A? ungefihr die
Grenze zwischen der perturbativen und nichtperturbativen QCD.

Experimente mit Quarks und Gluonen geben einen Wert von g bei der
fiir das jeweilige Experiment giiltigen Skala |¢?|. Dies geschieht i. allg. durch
Vergleich mit der theoretischen Vorhersage, wobei ag als freier Parameter be-
handelt wird. Im einfachsten Fall geniigt der Vergleich mit einer Rechnung in
niedrigster Ordnung der QCD. Streng genommen ist in einer solchen Rech-
nung ag = g2/4m eine Konstante, jedoch kénnen — wie in der QED — die
hoheren Ordnungen weitgehend dadurch beriicksichtigt werden, dafl im Sin-
ne einer verbesserten Bornschen Niherung die laufende Kopplungskonstante
as(|¢?|) in die Rechnungen eingesetzt wird.

Um nun die verschiedenen Messungen miteinander vergleichen zu kon-
nen, ist es sinnvoll, anstelle des etwas kiinstlichen QCD-Parameters A direkt
den Wert der starken Kopplungskonstanten bei einer bestimmten Skala ug
anzugeben. Man hat sich darauf geeinigt, die Masse des Z-Bosons als die-
sen Eichpunkt zu wihlen, also ur = M. Die Umrechnung kann mit Hil-
fe von (4.61) durchgefiihrt werden. Mit Mz = 91,2 GeV erhalten wir z. B.
aus (4.64) ag(M %) = 0,133 fiir A = 200 MeV. Der experimentelle Wert der
Kopplungskonstanten ist derzeit a.s(M2) = 0,1184 £ 0,0007. Es macht hier
aber keinen Sinn, dies mit Hilfe von (4.64) in einen A-Wert umzurechnen, da
die Auswertung der Experimente theoretische Korrekturen hoherer Ordnung
berticksichtigt, die in der leading-log-Néherung (4.64) nicht enthalten sind.

Es fillt auf, daB der experimentelle Wert der Kopplungskonstanten noch
immer mit einem Fehler von < 1 % behaftet ist, das ist viele GréBenordnun-
gen schlechter als bei der Feinstrukturkonstanten der elektromagnetischen
Wechselwirkung. Wir werden in Abschn. 5.1 und 5.3 die Elektron-Positron-
Vernichtung in Hadronen und die inelastische Elektron-Proton-Streuung aus-
fiihrlich behandeln. Aus diesen Experimenten stammen auch Messungen von
ag mit Fehlern von etwa 2 %. Durch die Kombination aller Messungen wird
der Fehler weiter reduziert [Bet09]. Da wir aber nicht mit freien Quarks
experimentieren konnen, wird eine wirklich prizise Messung der starken
Kopplung wohl nie moglich sein.

Der Verlauf von ag(|g?|) ist in Abb. 4.12 in Abhingigkeit von einer li-
nearen Energieskala Q = m aufgetragen. Die Parameter in (4.64) sind



ny =5und A =200MeV. Bisher haben wir die Quarkmassen m, als ver-
schwindend klein angenommen. Dies kann man auch so auffassen, daf} die
entwickelten Formeln nur fiir |¢?| > mé giiltig sind. Auf Grund der hohen
Masse z.B. des b-Quarks von etwa 5 GeV ist aber die Ndherung |¢*| > m?
in vielen Experimenten nicht erfiillt. Daher wird in einer etwas willkiirli-
chen Festlegung oftn; = 4 fiir |¢?| < m? und ny = 5 fiir |¢| > m} angesetzt.
Jetzt taucht das Problem auf, daB ag(|g?|) aus (4.61) und (4.64) beim Uber-
schreiten einer Massenschwelle unstetig wird! Dieser physikalisch unsinnige
Sprung kann durch Umdefinition des Parameters A ausgeglichen werden.
Wenn z. B. verlangt wird, daf} (4.64) an der »-Quark-Schwelle, also etwa bei
lg%| ~ 25 GeV?2, stetig ist, dann folgt aus der Bedingung

127 127

= 4.65
Bl (m2/A2) 2510 (m2)A2) (469
nach kurzer Rechnung die Beziehung
2/25
mp
As= A | =2 4.66
4 5 (As) (4.60)

zwischen den QCD-Parametern fiir vier und fiinf Quarksorten.

Gegen die letzten Betrachtungen 143t sich einwenden, dafl damit eigentlich
der Bereich der leading-log-Niherung verlassen wurde. Diese beruht gerade
darauf, daB nur Terme beriicksichtigt werden, die mindestens ~ In |¢?| an-
wachsen. Eine Umdefinition von A ist aber dquivalent zur Addition eines
konstanten Terms im Nenner von (4.64) und sollte daher erst in einer Rech-
nung hoherer Ordnung beriicksichtigt werden. Tatsdchlich ist (4.66) der erste
Term in einer solchen Berechnung. Hier sowie an anderen Stellen des Bu-
ches, aber auch in der Literatur, wird der Leser immer wieder feststellen, daf3
die leading-log-Niherung fiir viele Probleme nicht ausreicht.

4.4 Berechnen Sie den Farbfaktor fiir das Potential eines gg-Systems im
SU3¢-Oktett.

4.3 Der Aufbau der Hadronen

In der QCD wird die Farbe als Quelle des Gluonfeldes aufgefalit. Die star-
ke Wechselwirkung zwischen den Quarks wird somit auf den Austausch von
Gluonen zuriickgefiihrt. Mit Hilfe der QCD gelingt es, das Spektrum der Ha-
dronen in erstaunlich vielen Details zu verstehen. Es wird allerdings auch
reichhaltiger als im urspriinglichen Quarkmodell. Denn neben den Zustinden
lgqq) und |qg) und geeigneten Vielfachen davon gibt es nun noch weitere
Farbsinguletts. Die gruppentheoretische Analyse zeigt, daf3 auch in 8 ® 8 ein
Singulett enthalten ist. Wir erwarten daher die Existenz von Gluonium, d. h.
Hadronen, die aus zwei Gluonen aufgebaut sind. Man konnte zeigen, daf3 ihre

4.3 Der Aufbau der Hadronen
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Masse nicht allzu groB sein darf. Bis heute ist es jedoch noch nicht gelungen,
solche Zustinde zweifelsfrei nachzuweisen. Die zur Zeit bekannten Hadro-
nen sind in der Tabelle der Particle Data Group [PDG12] aufgefiihrt. Sie
lassen sich relativ sicher in Quarkmultipletts einbauen oder als Quarkmolekii-
le (z.B. ¢4q’q’) deuten. Wir werden uns daher in den folgenden Abschnitten
nur mit Quark-Bindungszustinden befassen.

4.3.1 Die Werte von Spin und Paritat im Quarkmodell
Nachdem wir uns iiber die Farbwellenfunktion der Hadronen Klarheit ver-
schafft haben, untersuchen wir jetzt die Konfiguration der Drehimpulse der
Quarks in den Hadronen. Dazu miissen wir die Zusammensetzung der Dreh-
impulse zu einem resultierenden Spin des Mesons oder Baryons diskutie-
ren. SchlieBlich kann auch noch eine radiale Wellenfunktion spezifiziert wer-
den, die wir in einigen Fillen sogar aus einem nichtrelativistischen Potential-
modell der Bindung berechnen werden.

Analog zum Vorgehen in der Atom- und Kernphysik addieren wir zunzchst
die Spins der Quarks zu einem Gesamtspin §

S=>ji- (4.67)
k

Die Summe lduft hier {iber die drei Quarks in den Baryonen bzw. tiber Quark
und Antiquark in den Mesonen. Ganz dhnlich gilt fiir den Bahndrehimpuls

L=>"1 . (4.68)

wobei /; die relativen Bahndrehimpulse bedeutet, die Summe verkiirzt sich
also in einem Meson zu einem einzigen Glied. Der Spin J der Hadronen ist
dann durch

J=L+S (4.69)

festgelegt. Die moglichen Eigenwerte J(J + 1) des Operators J ? folgen aus
den Additionsregeln der Quantenmechanik. Die erlaubten Wellenfunktionen
sind auch Eigenwerte zum Paritidtsoperator P, und wir benutzen zu ihrer
Kennzeichnung die Notation J ¥, worin die Symbole fiir die Eigenwerte der
Operatoren stehen. Ungeladene flavor-neutrale Mesonen sind zusétzlich noch
Eigenzustinde zur C-Paritit (siche Abschn. 2.7.2). Wir kennzeichnen sie
durch JF€.

Mesonen. Ein Quark-Antiquark-System kann den Gesamtspin S = 0 oder
S =1 haben. Die zugehorigen Spinwellenfunktionen sind in (2.153) und
(2.154) explizit angegeben. Quarks und Antiquarks haben unterschiedliche
Parititen (Abschn. 2.5), und daher gilt fiir die Paritdt der Mesonwellenfunk-
tion

np = (=DH(=1) . (4.70)
Fiir die C-Paritit neutraler Systeme entnehmen wir (2.400)
ne = (DS . (4.71)



Auch unter Beschrinkung auf die niedrigsten Bahndrehimpulse L = 0 und
L = 1 kann man nun schon ein reiches Spektrum erlaubter Zustinde konstru-
ieren. Der Tradition folgend charakterisieren wir die Mesonen-Multipletts
durch JP€, obwohl die Quantenzahl C nur fiir ungeladene sortenneutrale
Mesonen definiert ist. Die erlaubten Kombinationen sind in Tabelle 4.7 fiir
L = 0 und in Tabelle 4.8 fiir L = 1 zusammengefa3t. (Wie aus Tabelle 2.4
hervorgeht, werden die Namen Pseudoskalar und Vektor fiir die 0~*t- und
17"-Mesonen verwendet.) Die letzte Zeile der Tabellen enthilt die aus der
Atomphysik bekannte spektroskopische Kennzeichnung der Wellenfunktio-
nen.

Ganz offenbar sind im Quarkmodell nicht alle kombinatorisch moglichen
Zustiande erlaubt. Es darf keine Mesonen mit den Quantenzahlen

JPC =077, 0", 17 (4.72)

geben. Sie tauchen auch im Spektrum der beobachteten Mesonen nicht auf.
Das Fehlen dieser sog. exotischen Zustinde war historisch eine entscheiden-
de Stiitze bei der Entwicklung des Quarkmodells.

Baryonen. Wir nehmen an, daf fiir die energetisch tiefsten Zustdnde der
Baryonen alle Quarks zueinander in einer s-Welle sind, also ist auch L = 0.
Die Spins der drei Quarks addieren sich zu 1/2 oder 3/2. Daher gilt fiir die
Grundzustinde der Baryonen

g1t (4.73)
=3 )
bzw.
3+
JP = 3 (4.74)

Die Spinwellenfunktion der %+—Baryonen ist symmetrisch gegeniiber Ver-

tauschung der Quarks (sieche Abschn. 4.1.1). Die %+—Baryonen haben eine
gemischte Symmetrie. Wir werden die zugehorige Wellenfunktion bald kon-
struieren.

Die néchsthoheren Zustinde baut man in naheliegender Weise aus zwei
Quarks in einer relativen s-Welle auf, zu denen das dritte sich in einer p-
Welle befindet, also ist auch L = 1. Die moglichen Baryonzustinde sind in
der Tabelle 4.9 angegeben. Damit hat man schon eine grof3e Anzahl erlaubter
Spin-Paritits-Zuordnungen fiir Baryonen.

In der Notation der Atomphysik gilt fiir die Bahnwellenfunktion der
Quarks der Baryonen aus Tabelle 4.9

lgqq) = |1s1p) . (4.75)

Hierbei deutet die 1 vor dem Drehimpulssymbol an, dafl die Hauptquanten-
zahl n =1 ist. Wenn man radiale Anregungen zuldft (n > 1), gibt es meh-
rere Mesonen bzw. Baryonen mit dem gleichen Wert von J¥¢ bzw. J 7.
In Abschn. 4.6.1 werden wir wenigstens fiir Mesonen auch solche radiale
Anregungen kennenlernen.

4.3 Der Aufbau der Hadronen
Tabelle 4.7
Mesonen mit L = 0 im Quarkmodell
S 0 1
P —1 =Il
c Sl =Il
g€ 0t 1=
25+1LJ lSO 3S1
Tabelle 4.8

Mesonen mit L = 1 im Quarkmodell
S 0 1

P +1 +1 +1 +1
C —1 +1 +1 +1

JPcC 1= ottt 1++ o++
ZS-‘rlLJ lP1 3P() 3P1 3P2
Tabelle 4.9
Baryonen mit L =1

S 1/2 3/2

P =l =1l =l =1l =l
Jr 1/2= 3/27 1/27 3/27 5/2°

2STULy 2P1ja 2P3ja *Pija *P3jn *Pspo
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Tabelle 4.10

Die leichtesten 0~ -Mesonen. Im Quark-
modell werden sie aus u- und d-Quarks
aufgebaut

Teilchen 1 Masse/GeV
n 0 0,547
70%* 1 0,138
Tabelle 4.1

Die leichtesten 1~ -Mesonen. Im Quark-
modell werden sie aus u- und d-Quarks
aufgebaut

Teilchen 1 Masse/GeV
w(782) 0 0,782
p(770)0-% 1 0,770

Tabelle 4.12

Die Zustinde mit L =1 im u-, d-Sektor,
d.h. fiir Mesonen ohne strangeness oder
andere Sorten-Quantenzahlen. Die Zahl in
den Klammern des Teilchensymbols gibt die
Masse in MeV an

JEe I Teilchen
ot++ 0 fo(1370)
1 ao(1450)
1+ 0 f1(1285)
1 a1 (1260)
2++ 0 f>(1270)
1 a>(1320)
1= 0 h1(1170)
1 b1 (1235)

4.3.2 Hadronen aus u- und d-Quarks

Als erstes konkretes Beispiel werden wir nun die flavor-Wellenfunktionen
der aus u- und d-Quarks aufgebauten Hadronen untersuchen. Diese Ha-
dronen sind besonders wichtig, da sie die Konstituenten der Kernphysik
(Nukleonen) und die Austauschteilchen der Kernkraft (z. B. die 7- und p-
Mesonen) bilden. Es sei nochmals daran erinnert, dal das u-Quark die La-
dung 2/3 und das d-Quark die Ladung —1/3 trigt.

Mesonen. Kombinatorisch sind die vier Zustinde
lud).|dii) . |uit), |dd) (4.76)

moglich. Die beobachteten leichten Mesonen sind Eigenzustidnde zum Iso-
spin der starken Wechselwirkung (Abschn. 2.8). Um dies im Quarkmodell zu
beriicksichtigen, werden die u- und d-Quarks in ein Isodublett des starken
Isospins eingeordnet, I3 = +1/2 fiir das u-Quark und /5 = —1/2 fiir das d-
Quark. Analog zu (2.503) ist dann die Wellenfunktion des Isosinguletts durch

1

0;0) = wit) + |dd 4.77
|0;0) ﬁ(l )+ |dd)) )
gegeben. Ebenso folgt aus (2.504) fiir das Isotriplett
I1:1) = |ud)
1 -
1;0) = —=(|dd)— |uii (4.78
|1;0) ﬁ(\ )= uit)) )
|1 =1) = —|du)

Wir erwarten also fiir jeden der in den Tabellen 4.7 und 4.8 auftauchen-
den Spin-Paritéts-Zustinde vier Mesonen, ein Isotriplett mit den Ladungen
41,0, —1 und ein neutrales Isosingulett. In der Tat lassen sich die leichtes-
ten acht Mesonen zwanglos in ein solches Schema einordnen (siehe Tabel-
len 4.10 und 4.11). Die Zuordnung der Wellenfunktionen (4.78) zu 7- und
p-Mesonen und der Wellenfunktion (4.77) zum w-Meson wird durch eine
Fiille experimenteller Ergebnisse, z. B. aus dem Studium von Teilchenzerfil-
len, gestiitzt. Die Massen des Isosinguletts und des Isotripletts sind zwar im
Prinzip voneinander unabhéngig. Es ist aber intuitiv einsichtig, daf} den glei-
chen Quarkinhalten von p- und w-Meson etwa gleiche Massen entsprechen.
Im Gegensatz dazu sind die Massen von - und 7-Meson grob unterschied-
lich. Es zeigt sich, dal das n-Meson nicht durch die einfache Isosingulett-
Wellenfunktion (4.77) beschrieben wird. Wir miissen dieses Problem weiter
unten nochmals aufgreifen.

Auch die Zustinde mit L = 1 sind besetzt. Wir geben eine weitgehend ak-
zeptierte Zuordnung in Tabelle 4.12 an. Hierbei folgen wir dem allgemeinen
Brauch, die Ladungszustinde nicht mehr explizit aufzuzdhlen. Auflerdem
steht die Masse des Teilchens, wie schon bei den 1~ ~-Mesonen, in Klammern
hinter dem Symbol.

Die Beschreibung der Mesonen durch Quark-Antiquark-Zustinde 146t sich
noch weiter verfeinern. Die Wellenfunktionen (4.77) und (4.78) sind Eigen-
zustiande zum Isospin, aber keine Eigenzustidnde zur G-Paritét. Dies 1d6t sich



jedoch relativ leicht erreichen. Der Einfachheit halber haben wir bisher das
Quark immer an die erste und das Antiquark an die zweite Stelle geschrie-
ben. Streng genommen mufl man aber die Wellenfunktionen auch beziiglich
der Stellung von Quarks und Antiquarks symmetrisieren bzw. antisymmetri-
sieren. Der Zustand |1; 1) = |ud) z.B. wird dann durch

I1:1) = %zquci)i |du)) (4.79)

ersetzt. Wir untersuchen nun diese Beziehung niher auf ihr Transformations-

verhalten beziiglich G = C e=72 Mit unserer Phasenwahl fiir Fermionen
gilt

C [u) = [u) (4.80)
und

Cld)=|d) . (4.81)
Aus (2.487) folgt aber mit & = 7 unter Benutzung von (2.502)

e 2 y) = |d) (4.82)
und

b d) = —Ja) . (4.83)
Hiermit leiten wir leicht die Relation

G%(WJ):I:|Ju))::F%(|uJ>:I:|c§u)) (4.84)

ab. Die beiden Alternativen in (4.79) werden daher dem 7 *-Meson mit po-
sitivem und dem p™-Meson mit negativem Vorzeichen in der Klammer zu-
geordnet, da Pionen eine negative und p-Mesonen eine positive G-Paritit
haben. Also gilt z. B.

pt)= %(|uc§)—|cfn)) . (4.85)

Ganz dhnlich verfahrt man fiir alle weiteren in (4.77) und (4.78) enthaltenen
qq-Kombinationen und hat damit die in allen Quantenzahlen richtigen flavor-
Wellenfunktionen fiir die Zustdnde mit L = 0 gewonnen.

Wir haben nun die nétigen Hilfsmittel beisammen, um die Gesamtwellen-
funktion eines Mesons im Quarkmodell zu konstruieren. Als Beispiel neh-
men wir das p*-Meson mit J3 = 0,

o) = = (RE)+ |BE)+|GG)

3
1 |R(r))
x 7§(|N> +H) Jan

Beim Ausmultiplizieren muf} die Antifarbe immer mit der Antisorte kombi-
niert werden. (Insofern ist unsere Schreibweise, in der die Antifarbe immer an
zweiter Stelle steht, noch nicht ganz konsequent.) Au3erdem soll nicht ver-
gessen werden, dall die Radialwellenfunktion R(r) stark vom verwendeten
Quark-Antiquark-Potential abhéngt. Darauf werden wir im Zusammenhang
mit Mesonen aus schweren Quarks wieder zuriickkommen.

1 -
)E(|ud)—|du)) (4.86)

4.3 Der Aufbau der Hadronen
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Tabelle 4.13

Die leichtesten Baryonen. Im Quarkmodell
lassen sie sich zwanglos als Zustinde mit
L = 0 aus u- und d-Quarks deuten

Teilchen J I Masse/GeV
pon 12 1/2 0,939
A 3/2 3/2 1232

®Das verallgemeinerte Pauli-Prinzip besagt,
dal3 ein System beliebiger Fermionen durch ei-
ne antisymmetrische Wellenfunktion beschrie-
ben wird. Es miissen dann aber alle Unter-
scheidungsmerkmale in die Wellenfunktion mit
einbezogen werden. Vgl. hierzu die Diskussi-
on der AT+ -Resonanz im ersten Abschnitt
dieses Kapitels.

Baryonen. In der Tabelle der Baryonen findet man als leichteste Teilchen
das Ladungsdublett der Nukleonen, Proton p und Neutron n, sowie das Quar-
tett der sog. A-Baryonen (Tabelle 4.13). Die Konstruktion der zugehorigen
Quark-Zustidnde wollen wir jetzt durchfiihren.

Kombinatorisch lassen sich aus u- und d-Quarks die vier |¢qq)-Zustidnde

|luuu), luud),|ludd),|ddd) (4.87)

bilden, also Baryonen mit den Ladungen +2, 41, 0 und —1. Die méglichen
Eigenwerte des Betrages des Isospins sind 3/2 und 1/2. Die Wellenfunk-
tionen zum Isospin 3/2 sind symmetrisch beziiglich der Vertauschung von
Quarks. Wir erwarten also zunichst ein Ladungs- bzw. Isospinquartett von
Teilchen mit den flavor-Wellenfunktionen

13/2:3/2) = |uuu)

13/2;1/2) =%(|uud}+|udu)+|duu))
13/2:—1/2) = %(ludd)+ |dud) + |ddu))
13/2;=3/2) =|ddd) .

Es sind die sog. A(1232)-Resonanzen. Sie haben den Spin 3/2. Dies muf}
auch so sein, da nur so in Ubereinstimmung mit dem verallgemeinerten Pauli-
Prinzip das Produkt aus Farb-, Sorten- und Spinwellenfunktion antisymme-
trisch unter Vertauschung zweier Quarks wird.® Die zu den vier mdglichen
Spineinstellungen gehorenden Wellenfunktionen lassen sich aus (4.88) ge-
winnen, indem u durch 1 und d durch | ersetzt wird.

Nun ist auch unmittelbar klar, warum es nur zwei Nukleonen, d.h. Spin
1/2-Baryonen aus u- und d-Quarks gibt: Die Kombinationen |uuu) und
|ddd) sind symmetrisch bei der Vertauschung zweier Quarks. Da die Farb-
wellenfunktion nach Voraussetzung antisymmetrisch ist, mufl die Spinwel-
lenfunktion symmetrisch sein. Das ist nur fiir J = 3/2 moglich.

Wir konnen jetzt die Wellenfunktion von Proton und Neutron im Detail
konstruieren. Aus drei Spin 1/2-Teilchen ldBt sich z.B. ein Zustand |J =
1/2; J3 = 1/2) dadurch aufbauen, daf zwei Teilchen den Gesamtspin O ha-
ben und das dritte mit dem Spin nach oben dazu kommt:

a) = % D AT =11 -

Der Index M, A besagt, dafl diese Gleichung antisymmetrisch (Index A) be-
ziiglich einer Vertauschung der letzten beiden Fermionen ist, aber keine de-
finierte (Index M fiir mixed) Symmetrie beziiglich einer Vertauschung des
ersten und zweiten bzw. des ersten und dritten Fermions hat. Ganz analog
konnen wir einen gemischt-symmetrischen flavor-Zustand mit dem Quarkin-
halt und Isospin des Protons,

(4.88)

(4.89)

1
EINES 5 1) (lud) ~[du)) (4.90)
bzw. des Neutrons
1
|Pha) = 7 |d) (Jud)—|du)) (4.91)



gewinnen. Die gemischt-symmetrische Produktwellenfunktion fiir das Proton
ist dann

[Wfea) = sQututd ) —lutuldr)
—lutdtul)+utdlut) .

Diese Funktion 146t sich aber einfach symmetrisieren. Man vertauscht in
(4.92) das erste und dritte Quark bzw. das erste und zweite Quark und ad-
diert die so gewonnenen Anteile zu (4.92) hinzu. Bitte beachten Sie, daf}
die urspriingliche gemischte Symmetrie der Sorten und Spins durch dieses
Verfahren nicht verloren geht. Nach Normierung gewinnt man somit fiir ein
Proton mit J3 = +1/2 die Darstellung

(4.92)

P = =@l td Lut) 42t d Y 2id Lufu) o
—utuldt)—luldtut)—|utdtul) (4.93)
—ldtuluf)—ldtutul)—|ulutd?)

und schlieBlich fiir ein Neutron mit J3 = +1/2
1

In) = —=(2d tuld?)=2ldtdtul)=2uldtd?)

V18 (4.94)

Flutdldt)+ldiutdt)+ldtutdl)
+ldrdiuf)+utdtdl)+ldldtut)) .

Die Zustinde fiir J3 = —1/2 wollen wir hier nicht im einzelnen angeben. Thre
Konstruktion sollte aber mit dem gerade eingefiihrten Verfahren ohne weite-
res nachvollziehbar sein. Die hiermit gewonnenen Wellenfunktionen haben
eine relativ komplizierte Gestalt, folgen aber dennoch aus einfachen Prinzipi-
en. Wegen der gemischten Symmetrie der Beziehung (4.92) ist keine einfache
Faktorisierung der Nukleonwellenfunktion in Spin- und Sortenanteil mog-
lich. In der Literatur [Clo79] finden sich auch andere Abzihlverfahren, die
aber zu dquivalenten Zustinden fiihren.

Damit einsichtig wird, wieviel physikalische Information in diesen Wel-
lenfunktionen enthalten ist, wollen wir mit ihrer Hilfe das magnetische Mo-
ment der Nukleonen aus denjenigen der Quarks ausrechnen. Quarks sind
Fermionen, ihr magnetisches Moment ist daher (wie fiir die Elektronen in
der Atomphysik) durch

. Qq4e

Rg=8J ﬁ (4.95)
mit g = 2 definiert. Hierin ist Q, die Quarkladung in Einheiten der Elemen-
tarladung e und m,, die Masse des betrachteten Quarks. Anstelle des Betrages
des magnetischen Momentes eines Teilchens wird im allgemeinen die Projek-
tion auf die Achse eines Magnetfeldes angegeben, in dem es sich ausrichtet.
Mit j3 = 1/2 ist das magnetische Moment der Quarks demnach durch

_ Q¢

4.
2m, (4.96)

Hq

festgelegt.

4.3 Der Aufbau der Hadronen
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7Ein Kernmagneton ist die Einheit e /2m des
magnetischen Momentes der Nukleonen. Als
Nukleonenmasse my wird i.allg. die Masse
des Protons gewihlt.

Zur Berechnung des magnetischen Moments des Protons im Quarkmodell
miissen wir nun den Erwartungswert

(Pl Qi3 1p) (4.97)

e

Hp = 2my,
bestimmen, wobei o3 die dritte Paulische Spinmatrix ist. Die Masse der u-
und d-Quarks wurde als gleich angesetzt (m, = m ). Die Summation lduft
iiber die drei Quarks des Protons.

Die einzelnen Terme des Zustandes (4.93) sind aufeinander orthogonal.
Wir konnen also fiir jeden von ihnen den Erwartungswert des Operators
> Qi0() 3 separat berechnen, das ergibt z. B. fiir den ersten Term

(utdlut| Qiow s+ 02003+ 03033 utdlut)=0y—0as+ 0.
:2 . (4.98)

Dasselbe Verfahren — auf die anderen Terme angewandt — fiihrt nach kurzer
Rechnung zu

, = =% i(4§+4§+4§—6l)= ¢ (4.99)
P om, 1803 3 0 3 73 2my,
und
hy=—2 % (4.100)
32m,

Zunichst einmal hat also das ungeladene Neutron in unserem Konstituen-
tenmodell ein magnetisches Moment! Dariiber hinaus wird das Verhiltnis der
magnetischen Momente zu

Mo/ tn = —3/2 (4.101)

bestimmt. Diese Zahl liegt sehr dicht bei dem experimentellen Wert von
—1,46, der sich aus dem Verhiltnis der gemessenen magnetischen Momen-
te von 2,79 Kernmagnetonen fiir das Proton und —1,91 Kernmagnetonen fiir
das Neutron ergibt.” Es war immer klar, daB diese MeBwerte im Widerspruch
zur Auffassung der Nukleonen als elementare Fermionen stehen. Im Rah-
men der Kernphysik war aber eine tiefergehende Erkldrung nicht moglich.
Das Quarkmodell liefert mit der durch die QCD erzwungenen Symmetrie
der Wellenfunktion auf einfache Weise die lange gesuchte Deutung einer
fundamentalen Mefgroie der Kernphysik.

4.3.3 Die Massen der Quarks

Die Gleichungen (4.99) und (4.100) des letzten Abschnitts haben wir bisher
nur benutzt, um das Verhiltnis der magnetischen Momente von Proton und
Neutron zu berechnen. Der einzige freie Parameter in diesen Gleichungen
ist die Masse der u- und d-Quarks, die wir als gleich grofl angesetzt ha-
ben. Aus dem gemessenen magnetischen Moment des Protons oder Neutrons
gewinnen wir damit im Mittel

Myq =331 MeV . (4.102)



Wie 146t sich diese Zahl interpretieren? Eigentlich ist die Masse nur fiir
freie Teilchen wohl definiert, da nur dann die Trégheit gegeniiber beschleu-
nigenden Feldern gemessen werden kann, wie es ungezihlte Male in den
Massenspektrometern der Kernphysik geschehen ist. In der QED werden
diese MefBwerte mit der renormierten Masse der Theorie identifiziert (Ab-
schn. 3.1.4). Die (renormierte) Quarkmasse m, o, wie sie in den Strémen und
in den Feynman-Regeln der perturbativen QCD auftritt, wird als Strom- bzw.
Polmasse bezeichnet und hier zur Unterscheidung von (4.102) mit dem In-
dex ,,0* versehen. Sie wurde im Rahmen einer griindlichen QCD-Analyse fiir
die leichten Quarks zu m, o ~ 5MeV und m, o ~ 8 MeV bestimmt [Gas82].
Einen kleinen Einblick in die zugrunde liegenden Ideen gewinnt der Leser im
Einschub in Abschn. 4.3.4.

Im Gegensatz dazu bezeichnen wir (4.102) als Konstituentenmasse. In
einem einfachen Atommodell der Nukleonen sollte ihre Masse 3m,, 4 abziig-
lich der Bindungsenergie betragen. Mit (4.102) ergibt sich eine Bindungs-
energie von 55 MeV. Die Konstituentenmasse kann somit als effektive Masse
der eingeschlossenen Quarks interpretiert werden. In der Tat zeigt eine Ana-
lyse der Dirac-Gleichung, daf} die Energie des Grundzustandes eines in einer
Kugel mit dem Radius R eingeschlossenen Quarks durch

, 6
Eo=\/m}o+ 25 (4.103)

angenihert werden kann [Clo79]. Dieser Wert wird mit der Masse des ein-
geschlossenen Quarks identifiziert. Mit m, o = 0 folgt m, = 500 MeV fiir
R=1fm.

Wegen der kleinen Strommasse der u- und d-Quarks ist die Konstitu-
entenmasse vollstindig durch das confinement bestimmt. Auch andere Be-
trachtungen fiihren auf Werte zwischen 300 und 400 MeV. Fiir quantitative
Rechnungen eignet sich m, ; = 330 MeV unter Vernachldssigung des Un-
terschieds zwischen den Strommassen. Eine genauere Analyse macht keinen
Sinn, da sonst elektromagnetische Korrekturen beriicksichtigt werden miif3-
ten. Jetzt verstehen wir auch, warum die SU2-Symmetrie der Kernphysik
eine gute Symmetrie ist. Da die Konstituentenmassen von u- und d-Quark
fast gleich sind, konnen sie ein Isospin-Dublett bilden.

Fiir die schwereren Quarks machen wir den Ansatz

my=mc+mgyp , (4.104)

wobei der durch das confinement erzwungene Term m¢ wieder 300 bis
400 MeV betrigt. Mit Hilfe der Konstituentenmassen lassen sich nun die Ei-
genschaften der Hadronen wie Masse und magnetisches Moment berechnen,
entsprechend dem Vorgehen in der Atom- und Kernphysik in nichtrelativis-
tischen Modellen, obwohl sich die Hadronen nicht in ihre Konstituenten
zerlegen lassen. Im einfachsten theoretischen Ansatz, dem sog. additiven
Quarkmodell, sind die Massen der Grundzustinde der Hadronen (L = 0)
einfach durch die Summe der Konstituenten-Quark-Massen gegeben,

Miaaron = Y _mg . (4.105)
q
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Tabelle 4.14

Die leichtesten 0~F- und 1~"-Mesonen
bei Beriicksichtigung der Quantenzahl
strangeness. Bei Ladungsmultipletts wird
die mittlere Masse angegeben. Im Quark-
modell werden diese Mesonen als Zustinde
mit L = 0 aus u-, d-, s-Quarks gedeutet

Teilchen S
n 0
n 0
g 0
w 0
@ 0
p 0
Kt ,K° 1
K*T K*0 1
K=, K° —1
K*—,K*0 —1

J

_—O = O = = = O O O

1

- o © = O O©

1/2
1/2
1/2
1/2

Masse/GeV

0,548
0,959
0,137
0,782
1,020
0,776
0,496
0,892
0,496
0,892

8Vorsicht! In diesem Abschnitt benutzen wir
das Symbol S wieder fiir die Quantenzahl

strangeness.

Man erwartet also im u, d-Sektor Mesonmassen von etwa 700 MeV neben
den Nukleonmassen von etwa 1000 MeV. Dies trifft fiir die p, w-Mesonen
auch zu. Durch Hinzufiigen einer Wechselwirkungsenergie zwischen den
Quarks gelingt es dann, weitere Details im Massenspektrum der Hadronen
relativ gut zu verstehen. Die Erfolge und die Schranken des Modells werden
in den néchsten Abschnitten néher erldutert werden.

Eine abschlieBende Bemerkung zur Masse der Atome ist hier noch am
Platz. Diese ist wegen m y /m, =~ 2000 im wesentlichen durch die Masse der
Kerne bestimmt. Da die Strommasse der u, d-Quarks nur ein bis zwei Pro-
zent der Konstituentenmasse betrégt, ist die Masse der Atome daher fast voll-
standig durch die Feldenergie der Gluonen gegeben, deren Wechselwirkung
mit den Quarks den Einschluff im Nukleon bewirkt.

4.3.4 Hadronen aus u-, d - und s-Quarks
Das s-Quark hat die strangeness S = —1 und die Ladung —1/3. Es wird
benotigt, um die Hadronen mit S # 0 aufzubauen.®

Mesonen. In den Tabellen der PDG findet man auf3er den bisher besproche-
nen noch weitere 0~F- und 1~~-Mesonen mit Massen bis etwa 1 GeV. Es
sind zunichst die K- und K*-Mesonen mit S # 0, aber auch zwei weitere
Mesonen mit S = 0, das 1’(958) und das @(1020). Sie sind in Tabelle 4.14
zusammengefalt.

Die Einordnung in das Quarkmodell ist nicht weiter schwierig. Neben den
Zustianden (4.77) und (4.78) gibt es nun noch die weiteren fiinf Kombinatio-
nen

us) . |sii) . |d5) ,|sd).|s5) . (4.106)

Beginnen wir mit den 17~ -Mesonen. Die w, p-Mesonen werden wieder
durch (4.77) und (4.78) beschrieben. Die ersten vier Zustande von (4.106)
lassen sich sofort mit den angeregten K-Mesonen K**, K*~, K*0 und K*°
identifizieren, da Seltsamkeit, Ladung und Isospin richtig wiedergegeben
werden. Den sortenneutralen (S = 0) Zustand |s5) ordnen wir versuchs-
weise dem leichtesten verbleibenden Vektormeson der Teilchentabelle, dem
@(1020), zu,

|®) = [s5) . (4.107)

Dies macht durchaus Sinn, denn wir benutzen jetzt die Massenformel des
additiven Quarkmodells, um Relationen zwischen den Massen der Hadronen
in einem Multiplett abzuleiten. Mit dem Ansatz m, = m, folgt aus (4.105)
sofort

1
Mg+ = E(M¢> +M,,) . (4.108)

wobei M, , die mittlere Masse des p, w-Systems ist. Mit den Werten Mg =
1020, M, =770, M,, = 783 und Mg~ = 892 MeV ist diese Relation fast zu
gut erfiillt, da eine einprozentige Genauigkeit viel mehr ist, als wir in einem
solch simplen Modell erwarten kénnen.



Mit m¢c = 330 MeV in (4.104) konnen wir aus dem Quarkinhalt des @-
Mesons die Konstituenten- und Strommasse des s-Quarks zu 510 und
180 MeV abschitzen. Als ein verniinftiger Wert der Masse eines freien s-
Quarks gilt auch 150 MeV. Die effektive Masse des strange-Quarks ist also
ebenfalls durch das einschlieBende Gluonfeld dominiert, wir zdhlen es zu-
sammen mit den u- und d-Quarks zu den leichten Quarks.

Man kann sich nun natiirlich fragen, ob die aus den leichten Quarks auf-
gebauten Zustidnde trotz des schon relativ grolen Unterschieds der Massen
von s- und u-, d-Quarks nicht wenigstens niherungsweise einer flavor-S U 3-
Symmetrie unterliegen.’ Als Fundamentaldarstellung einer solchen SU3p
wird man die u-, d-, s-Quarks wihlen. Die Eigenwertoperatoren F3 und Fg

werden mit dem Isospin /3 und %Y identifiziert, wobei
Y=B+S (4.109)

der Operator der sog. starken Hyperladung ist. (In Abschn. 6.3.2 werden
wir noch eine schwache Hyperladung kennenlernen.) Die Ladung Q der
Mitglieder des S U 3 p-Multipletts a6t sich dann aus

Q:I3+§ (4.110)
berechnen. Dies ist eine Verallgemeinerung der Gell-Mann-Nishijima-Glei-
chung (2.493).

Aus der flavor-Symmetrie folgt nun sofort, daf} die neun Mesonen eines
J P€ Multipletts (Abb. 4.13) in ein flavor-Oktett und ein flavor-Singulett zer-
fallen. Die zugehorigen Wellenfunktionen erhélt man aus Tabelle 4.3, indem
man dort die Farben R, G, B durch die Sorten u, d, s ersetzt. Diese Wellen-
funktionen gehen natiirlich iiber das reine Abzzhlen des Quarkinhalts hinaus.
Fiir das Isospindublett K*~, K*0 gilt z.B. die Zuordnung |K*~) = —|sit)
und | K*%) = |sd), wobei in dem negativen Vorzeichen wieder die schon in
Abschn. 2.8.3 diskutierte Phasenkonvention benutzt wird. Die Zustéinde der
sortenneutralen (S = 0) Isosingulett-Mesonen (I = 0) lassen sich der Tabelle
entsprechend durch

1 _
o) = %(W) +|dd)+ |s5)) (4.111)
und
lws) = i(|ua) +|dd)—2]s5)) (4.112)

NG

darstellen. Ganz offensichtlich ist SU 3 zumindest fiir die Vektormesonen
nur ndherungsweise giiltig, denn die Zustinde w und @ werden eben ge-
rade nicht durch diese Wellenfunktionen, sondern durch (4.77) und (4.107)
reprasentiert, da nur die alte Zuordnung zu gleichen Massen von p und @
fiihrt. Formal lassen sich die Wellenfunktionen (4.77) und (4.107) durch eine
Drehung der Sorten-Zustinde in die Vektormesonen (V') erreichen,

|P) = cos Oy |w;) —sin Oy |wg) (4.113)

4.3 Der Aufbau der Hadronen
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K*0 K*+

° +1 e

ds us
p- plo.o pt
—1 §§ 1 I
dit wd

K*— K*0

O + —1 o_

su sd

Abb. 4.13

Das Nonett der 17~ -Mesonen. Zusitz-
lich zu den Namen der Teilchen sind die
Quarkinhalte angegeben. Auf dem Mittel-
platz sitzen drei Teilchen, deren Quark-
zustinde im Text diskutiert werden. Bei
den Mesonen ist es iiblich, das gesamte
Multiplett durch J © € zu kennzeichnen, ob-
wohl nur die Mesonen mit Y, I3 = 0 eine
definierte C -Paritiit haben

Historisch folgte die Entwicklung des Quark-
modells diesem Weg.
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Abb. 4.4
(a) Das Singulett und (b) das Oktett der
0~t-Mesonen

101y der Literatur wird hiufig @y = 35,3°
als ideale Mischung bezeichnet. Dies erreicht
man durch Vertauschen von |w1) und |wg) in
(4.113) und (4.114). Allerdings dndert dann @
seine Phase, |®) = —|[s5).

a b YA
KO K*
° +1 °
ds us

T a0 at
— %>
-1 ng=n 1 I3
du ud
K- KO
o +-1 e_
Su sd
und
|w) = sin Oy |w;) + cos Oy |wg) (4.114)

mit cos @y = \/1/_3 und @y = 54,7°. Man bezeichnet dies als ,,ideale
Mischung*!?. Physikalisch bedeutet diese Mischung, daB schon das strange-
Quark bei der Bildung der neutralen Vektormesonen nichts von den u- und
d-Quarks ,,wei* und ein dem Positronium analoges s5-Atom bildet. Solche
sog. Quarkonium-Zustinde sind fiir die schweren Quarks typisch, und wir
werden uns am Ende dieses Kapitels noch ausfiihrlich mit ihnen beschiftigen.

Im Bereich der pseudoskalaren Mesonen ist die SU 3 p-Symmetrie besser
realisiert (Abb. 4.14) als bei den Vektormesonen. Die ersten vier Zustinde
der Aufzdhlung (4.106) sind hier die K-Mesonen. In Tabelle 4.14 findet
man zwei leichte flavor-neutrale pseudoskalare Mesonen, das 7(549) und
das 1/(958). Wir fragen uns, ob diese Mesonen sich mit den Sorteneigen-
zustinden |ng) und |7;) identifizieren lassen, deren Wellenfunktionen durch
die rechten Seiten von (4.112) und (4.111) definiert sind. Dazu berechnen
wir die Masse des 7g im additiven Quarkmodell. Da die Wellenfunktion des
ns aus verschiedenen Anteilen zusammengesetzt ist, miissen diese gewichtet
werden. Das geschieht am einfachsten durch die Bestimmung des Erwar-
tungswerts (ng|Mop|ns) des Massenoperators M. Fiir den uu-Anteil gilt
offenbar

(uu| Mop |uu) =2m,, . (4.115)

Unter Benutzung der analog gebildeten Beziehungen fiir die anderen Anteile
und mit Hilfe von m,, = m, folgt daraus

4 2
(ns| Moy [ms) = 3+ (4.116)

Auch diese Beziehung wird nicht zu einer absoluten Vorhersage, sondern nur
zur Bestimmung einer Beziehung zwischen den Massen im flavor-Oktett der
pseudoskalaren Mesonen benutzt, also

3M,, = 4mg+2m, = 4My — M, . 4.117)



Numerisch ergibt dies M,, = 612 MeV, das ist nicht sehr weit weg von der -
Masse. Wir vermuten daher, daB die physikalischen Zustinde 1 und n’ wieder
eine Mischung der flavor-Zustinde ng und n; sind, aber diesmal mit einem
kleinen Mischungswinkel, also 1 & ng. Nach Aufstellung der zu (4.114) und
(4.113) analogen Mischungsgleichungen

|7') = cos Op |n1) —sin Op [1g)
|n) =sinOp |m) + cos Op |ns) (4.118)

invertieren wir diese und erhalten fiir den Zusammenhang zwischen den
Sorten-Zustinden und den pseudoskalaren Mesonen (P)

|ng) = cos@p |n) —sin Op \n’) . (4.119)
Damit gilt
M, = cos’ OpM, + sin? OpMy , (4.120)

also cos @p = 0.92. Auch die noch zu behandelnden radiativen Zerfille der
n-Mesonen (Abschn. 4.5) ergeben einen kleinen Mischungswinkel.

Mit diesem Mischungswinkel wird die Masse des 7; zu 0,89 GeV berech-
net, wihrend die der Beziehung (4.117) entsprechende Massenrelation fiir
das flavor-Singulett

3IM,, =2My + M, 4.121)

lautet. Die numerische Auswertung ergibt M, = 375 MeV. Die beiden Mas-
senwerte des 7, erscheinen auf den ersten Blick in krassem Widerspruch
zueinander zu stehen. Was 1a6t sich dazu sagen? Zunichst einmal werden
in der Literatur die Massenformeln der Mesonen héufig fiir die Quadrate der
Massen formuliert. Formal wird dies manchmal damit begriindet, dal Spin
0-Teilchen durch die Klein-Gordon-Gleichung (2.12) beschrieben werden,
die in der Tat quadratisch in der Teilchenmasse ist. Eine bessere Begriindung
kommt aus der chiralen Storungstheorie, die einen linearen Zusammenhang
zwischem den Strommassen der Quarks und dem Quadrat der Mesonmas-
sen herleitet. Ein Beispiel ist im Kasten auf der nichsten Seite zu sehen.
Beim Ubergang von der chiralen SU2 auf SU3 gelten #hnliche Formeln
wie 4.123 fiir die n- und K-Mesonen, aus denen sich dann die Beziehung
3M; = 4Mg — M} an Stelle von (4.117) ableiten 1iBt. Empfehlenswert ist
hier die Lektiire des Buches von H. Georgi [Geo09]. Mit den quadratischen
Massenformeln erhilt man cos ®p = 0,98, also einen ziemlich kleinen Mi-
schungswinkel (|®p| = 11°) und auch eine etwas hohere Masse fiir das 7.

Eine rein numerische Verbesserung ist an dieser Stelle aber nicht so wich-
tig. Wie schon betont wurde, miissen an der Massenformel noch grundle-
gende Verbesserungen vorgenommen werden. Diese konnen im Hinzufii-
gen einer Wechselwirkungsenergie zwischen den Quarks bestehen, wie im
ndchsten Abschnitt diskutiert wird. Aber selbst dann gelingt noch keine zu-
friedenstellende Erkldrung der n-Massen. Hierzu mufl man weitere QCD-
Terme berticksichtigen. Da ndmlich das n; ein Sortensingulett ist, konnen
die Quarks in Zwischenzusténde aus zwei Gluonen annihilieren. Der Beitrag
dieser Gluoniumzustiande erhoht die Masse des 7;-Mesons.

4.3 Der Aufbau der Hadronen
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Die numerischen Probleme im Sektor der pseudoskalaren Mesonen wéren
ebenfalls geringer, falls das Pion eine hohere Masse hitte. Es mul3 zuge-
geben werden, dal im Quarkmodell keine befriedigende Deutung der sehr
kleinen Masse der Pionen moglich ist. Diese Tatsache soll jedoch nicht als
Widerspruch zu den grundlegenden Annahmen des Modells aufgefaf3t wer-
den, sondern eher als Hinweis darauf, daf§ (vielleicht durch eine iibergeordne-
te Symmetrie) die Masse eines zusammengesetzten Systems sehr viel kleiner
als die Summe der Konstituentenmassen werden kann.

Vertiefung

u- und d-Quarks bilden wie Proton und Neutron ein Isospin-Dublett po-
sitiver Paritdt. Die Wechselwirkung von Quarks und Gluonen wird in der
QCD analog zur QED durch die Energiedichte H = j;' G, als Produkt der
Quarkstrome

jl=uyu+dy*d (4.122)

und der Gluonfelder G* beschrieben (der Farbindex ist hier unterdriickt).
Der Strom ist offensichtlich SU2-invariant, da er bei Weglassen der
Lorentz-Indizes mit dem Isoskalar wu + dd identifiziert werden kann.
Die QCD ist eine Theorie masseloser Quarks, in der Energiedichte tau-
chen keine Massenterme auf, die rechtshédndige und linkshidndige Quarks
miteinander verkniipfen. Die SU2-Symmetrie gilt daher getrennt fiir
den rechtshindigen Strom #ugy*ur +dry*dg und den entsprechend
gebildeten linkshdndigen Strom. Eine solche Symmetrie wird chiral
genannt. (Zur Erinnerung: Fiir masselose Fermionen gibt es keinen Un-
terschied zwischen den chiralen Spinoren R, L des Abschn. 3.1.2 und den
Helizitéitszustanden.)

Anstelle der rechtshindigen und linkshidndigen Strome kénnen wir auch
die Linearkombinationen Vektorstrom und Axialvektorstrom benutzen,
die dann ebenfalls getrennt die SU2 Invarianz erfiillen. Im Kasten in
Abschn. 3.1.2 haben wir das gepiegelte Verhalten dieser Strome bei der
Parititstransformation kennengelernt. Die Hadronen als (nichperturbati-
ve) Losungen der QCD-Gleichungen miissen diese chirale Symmetrie
ebenfalls aufweisen, die darin bestehen wird, daf3 neben jedem Isospin
Multiplett einer bestimmten Paritéit ein Multiplett gleicher Masse aber ge-
spiegelter Paritit existiert. Offenbar ist die chirale S U2-Symmetrie in der
Natur aber nicht realisiert, da es z.B. kein Nukleonendublett negativer
Paritit gibt.

Diese Tatsachen konnen so interpretiert werden, daf die an sich vor-
handene chirale Symmetrie eine sog. verborgene Symmetrie ist, man
sagt, sie wird spontan gebrochen. Damit soll ausgedriickt werden, daf3
der Grundzustand der Theorie diese Symmetrie nicht aufweist, es gibt
nur Nukleonen positiver Paritit. Das beriihmte Goldstone-Theorem der
Feldtheorie [Pes95, Quil3] stellt fest, dal jede kontinuierliche, globale
Symmetrietransformation ein masseloses Boson erzeugt, wenn sie spontan
gebrochen wird. SU2 hingt von drei Parametern ab. Die spontan gebro-



chene SU2-Symmetrie des Axialvektorstroms erzeugt also ein Triplett
von masselosen pseudoskalaren Bosonen, das mit den Pionen identifiziert
werden kann, wenn wir eine Masse von 140 MeV als vernachléssigbar
klein ansehen. Hiermit wird die kleine Masse der Pionen auf ein funda-
mentales Prinzip zuriickgefiihrt. Die grundlegenden Ideen wurden schon
Anfang der 1960er Jahre von Y. Nambu'! entwickelt. [Nam61].

Ein Massenterm m, o in der Dirac-Gleichung bricht die chirale Sym-
metrie explizit, wie wir in Abschn. 3.1.2 gezeigt haben. Damit erhalten
auch die Pionen eine endliche Masse. Mit Hilfe der Methoden der sog.
Stromalgebra kann die Beziehung

MZ
2

m o = ——(myo+map) (4.123)

S
abgeleitet werden [Pes95], worin M eine Massenskala von a 430 MeV
und f;; die Pion-Zerfallskonstante darstellt. Diese wird in Abschn. 6.2 ge-
nauer diskutiert und hat den Wert 130,7 MeV. Damit folgt etwa 13 MeV fiir
die Summe der Strommassen oder nackten Massen von u- und d -Quarks.

Der Erfolg des Quarkmodells beruhte historisch ganz wesentlich auf der
Tatsache, da} sich die leichtesten Mesonen zwanglos in die von uns dis-
kutierten L = 0, 1 Multipletts einordnen lassen. Ebenso wichtig ist, daf} es
bis auf Ausnahmen, die wir gleich diskutieren werden, keine Mesonen mit
exotischen Quantenzahlen 0~~, 0%, 1= gibt.

Wir haben gesehen, dal im Quarkmodell Platz fiir viele Mesonen ist,
da neben den Zustdnden mit L > 1 auch radiale Anregungen beriicksichtigt
werden miissen. Die Einordnung der zahlreichen experimentell gefundenen
Mesonen in ein bestimmtes flavor-Multiplett ist keine einfache Aufgabe. Sie
ist oft nicht eindeutig zu 16sen. Um dem Leser einen Einblick in dieses kom-
plexe Gebiet zu geben, behandeln wir jetzt alle Mesonen ohne strangeness
mit Massen bis etwa 1700 MeV, die nicht in den Tabellen 4.10, 4.11, 4.12
und 4.14 enthalten sind. Wir beschrianken uns dabei auf die in der Meson
Summary Table enthaltenen Mesonen, da diese von der PDG gewissermalien
mit einem ,,3-Sterne*“-Qualitétssiegel ausgezeichnet wurden [PDG12].

Als erstes ist hier das isoskalare fy(500) mit J”¢ = 0% zu nennen mit
einer Masse von 400-550MeV und einer Breite von 400-700 MeV. Schon
aus der Angabe der Zerfallsbreite I" 148t sich ablesen, daB es sich hier nicht
um eine Resonanz mit einer klaren Breit-Wigner-Kurve handelt. Die Ge-
schichte des f;(500) ist sehr lang. Es wurde nur in einer komplizierten Pha-
senanalyse der Pion-Pion-Wechselwirkung gefunden. Da die & w-Streuung
experimentell nicht direkt zugénglich ist, wurde die Endzustandswechselwir-
kung von Pionen im Zerfall schwerer Mesonen oder in der Reaktion pp —
370 untersucht. Eine 7 7-Resonanz muB nicht notwendig ein ¢g-Zustand
sein. Eine mogliche Interpretation ist es, das fo(500) als ein Quarkmole-
kiil der Art |uudd) anzusehen. Auf der anderen Seite kann man schon am
alten Namen o dieser Resonanz sehen, daf} sie seit mehr als 50 Jahren auf
der Wunschliste der theoretischen Physiker steht. Sie tauchte immer in der

4.3 Der Aufbau der Hadronen

HpDer japanisch-amerikanische Physiker Yoi-
chiro Nambu (geb. 1921) hat neben der Theo-
rie der spontanen Symmetriebrechung, fiir die
er 2008 mit dem Nobelpreis geehrt wurde, vie-
le andere wichtige Beitrdge zur Elementarteil-
chenphysik geleistet. Auch die Farbladung der
QCD wurde von ihm vorgeschlagen.
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Behandlung der 7w N -Wechselwirkung in Modellen der chiralen Symmetrieb-
rechung auf, die als lineare oder nichtlineare o-Modelle bekannt sind. Das
Thema ist heute noch aktuell, eine Einfiihrung findet sich in den Lehrbiichern
von Peskin [Pes95] bzw Chen und Li [Chen95].

Als Quarkmolekiile werden auch die 0T "-Mesonen f,(980) und a((980)
angesehen. Diese Mesonen standen bislang regelmiflig auf dem ersten Platz
der Tabelle 4.12. Der relativ hohe Anteil (&~ 20 %) der Zerfille in K K -Paare
war jedoch stets ein Argument gegen die Hypothese, dafl diese Teilchen nur
aus u- und d-Quarks aufgebaut sind. Man nimmt deshalb eher an, daf es sich
um Quarkmolekiile der Art |uus5) handelt.

Zu den pseudoskalaren Mesonen 7, 17, ' gibt es radiale Anregungszustin-
de, nimlich die Resonanzen 7(1300), n(1295) und 7(1475) mit den typi-
schen Zerfallsbreiten hadronischer Resonanzen zwischen 50 MeV und
150 MeV. Das gleiche wird fiir die Vektormesonen p, @ und ¢ mit den Anre-
gungszustinden p(1450), w(1420) und ¢ (1680) beobachtet. Die energetisch
niedrigsten Zustinde mit L =2 sind J¢ =277 fiir S =0 und J¢ =
17~ fiir § = 1, worin S den Spin des gg-Systems bezeichnet. Sie sind mit
dem Isotriplett 7,(1670) und dem Isosinglett 17,(1645) bzw. dem Isotriplett
p(1700) und dem Isosinglett w(1650) besetzt.

In einem flavor-Nonett ist jeweils Platz fiir zwei isoskalare non-strange
Mesonen, wie wir am Beispiel von 7, ' und w, ¢ ausfiihrlich diskutiert ha-
ben. So ist es nur konsequent, dal auch die f-Mesonen der Tabelle 4.12
isoskalare Partner haben, nimlich das £, (1525) zum f,(1270), das f;(1420)
zum f1(1285) und das f;(1710) zum f;(1370). Hier taucht aber ein neues
Problem auf: es gibt nimlich ein drittes isoskalares 0T T-Meson im gleichen
Massenbereich, das f,(1500).

Die QCD sagt die Existenz von Gluonium voraus. Das sind Hadronen als
gebundenen Zustdnde von Gluonen, die treffend auch als glueballs bezeich-
net werden. Modellrechnungen der QCD auf dem Gitter legen die niedrigsten
Massen auf den Bereich um 1700 MeV fest. Mit Sicherheit werden solche
Zustinde mit Quarkzustinden gleicher Quantenzahlen und dhnlicher Mas-
se mischen und es wird daher angenommen, da im f,(1500) ein hoher
Gluonium-Anteil enthalten ist. Ein experimenteller Hinweis fiir die Richtig-
keit dieses Ansatzes ist das Fehlen des Zerfalls in zwei Photonen. Dieser
ist fiir Gluonium nur in einem Zweistufenprozess gg¢ — qq — yy moglich
und wird daher unterdriickt. Ahnliche Argumente gelten fiir die Klassifizie-
rung des 7(1405) als glueball. Hier kommt jedoch hinzu, dafl ein Meson
mit J ¢ = 07" und einer Masse um 1400 MéV in einem bestimmten QCD-
Modell vorhergesagt wird.

Leider gibt es keine Mesonen mit Eigenschaften, die von den Amerika-
nern als smoking gun-Signatur fiir glueballs bezeichnet wiirden. Eine solche
Signatur wire z. B. ein neutrales Meson mit exotischen Quantenzahlen im
Massenbereich um 1500 MeV und stark unterdriicktem Zerfall in zwei Pho-
tonen. Es gibt zwar zwei exotische Resonanzen (J °¢ = 171), das 7, (1400)
und das 7,(1600). Es handelt sich hier jedoch um Isotripletts, was eine In-
terpretation als Gluonium von vornherein ausschlieft. Auch diese Zustinde
werden daher als Quarkmolekiile interpretiert.



Baryonen. Die leichtesten — nichtseltsamen (S = 0) — Baryonen sind die
Nukleonen und die A-Resonanzen. Neben diesen wurden noch Baryonen mit
S = —1,—-2, -3 gefunden. Auch sie treten mit dem Spin 1/2 und 3/2 auf.
Die Tabelle 4.15 fafit die Zustéinde mit den niedrigsten Massen zusammen.
Die theoretische Diskussion beginnen wir mit den %+—Baryonen. Bei Be-
rlicksichtigung des s-Quarks gibt es neben den Zustidnden (4.88) jetzt noch

Zustiande mit den Quarkinhalten
|uus), |uds),|dds) , |uss),|dss),|sss) . (4.124)

Die ersten drei Zustidnde entsprechen dem Isotriplett der X'(1385)-Resonan-
zen, die nachsten zwei dem Isodublett = (1530). Man bezeichnet sie auch als
Hyperonen. Der Zustand |sss) schlieBlich gehort zum §2~-Teilchen. Zusam-

men mit den A-Resonanzen haben wir also ein Dekuplett von %+—Teilchen
vorliegen. Dieses Dekuplett kann man natiirlicherweise als die Realisierung
einer zehndimensionalen Darstellung von S U 3 ¢ interpretieren. Das zugeho-
rige Y, I3-Diagramm ist in Abb. 4.15 zu sehen.

Die flavor-Symmetrie gilt nicht exakt, sonst miifiten ja alle Massen im
Dekuplett gleich sein. Umgekehrt kann man aus den Massenunterschieden
der Isomultipletts auf den Massenunterschied zwischen s-Quark und u-, d-
Quarks schlieBen. Beim Durchlaufen der Y -Eigenwerte von 1 bis —2 wird
jeweils ein u-, d - durch ein s-Quark ersetzt. Gleichzeitig steigt die Masse der
Teilchen um ziemlich genau 150 MeV an. Dies ist in Ubereinstimmung mit
unserer fritheren Festlegung der sog. nackten Masse des ,,seltsamen‘ Quarks.
Die Einordnung der %+-Resonanzen in ein SU3p-Dekuplett bedeutete
historisch einen wunderbaren Triumph fiir die Idee der flavor-Symmetrie. Zu
dieser Zeit war das £2~ noch nicht bekannt, dessen Eigenschaften (S = —3,
Q0 =—1, M = 1672 MeV) aber von Gell-Mann durch die Identifikation mit
dem fehlenden Dekuplettzustand genau vorausgesagt werden konnten. Da-
durch wurde eine gezielte Suche moglich. Das Experiment gehort zu den
Schliisselexperimenten der Teilchenphysik, es wird daher in Abschn. 4.3.4
genauer beschrieben. Bis heute ist die Spin-Paritits-Zuordnung J© = %+
experimentell nicht endgiiltig bewiesen. Sie wird aber auch nicht wirklich
bezweifelt, woran man wieder die Uberzeugungskraft von Argumenten, die
auf Symmetrietiberlegungen beruhen, sieht.

Wir konnen natiirlich auch die Wellenfunktionen der einzelnen Zusténde
im Dekuplett explizit konstruieren. Die Spinwellenfunktionen sind die sym-
metrischen Kombinationen aus drei Spin 1/2-Zusténden, wie wir sie schon
fir die A-Resonanzen diskutiert haben. Auch die Sortenwellenfunktionen
sind die symmetrischen Kombinationen der beitragenden Quarks. Sie wurden
fiir die A-Resonanz in (4.88) konstruiert. Fiir das gesamte Dekuplett werden
sie wieder am einfachsten durch Ersatz der Farben durch die Sorten in der
Tabelle 4.5 gewonnen.

4.3 Der Aufbau der Hadronen

Tabelle 4.15

Die leichtesten nichtseltsamen und seltsa-
men Baryonen. Im Quarkmodell werden sie
als Zustinde mit L = 0 aus u-, d- und s-
Quarks erklirt. Es wird die mittlere Masse
eines Ladungsmultipletts angegeben

Teilchen S J [  Masse/GeV

p.n 0 1/2 1/2 0,939

A 0 3/2 3/2 1232
A -1 1/2 0 1,116
X —1 1/2 1 1,193
>(1385) —1 3/2 1 1.385
2 —21/2 1/2 1318
2(1530) —2 3/2 1/2 1,530
2~ -3 3/2 0 1,672
Y
A= AO A A+ A+t
° ° ap il ° (]
ddd udd uud uuu
Z’: >0 Z‘: _
1 d 1 I
dds uas uus ?
- =0
° +-1 e
dss uss
Q-2
SSS
Abb. 4.15

Das Dekuplett der %+—Bary0nresonanzen
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Abb. 4.16

L1

=0
()
uss

Das Oktett der %+-Baryonen

Beispiel 4.4
Aus |BBR) + |BRB) + |RBB) wird durch diese Ersetzung die Wellen-
funktion des Z° berechnet:

|2°%) = L(|ssu) + |sus) + uss)) . (4.125)

V3
Der totalsymmetrische Zustand mit drei unterschiedlichen Farben ist das
Muster fiir das X°, das neutrale Baryon mit § = —1:

1

0\ _
|2)_\/€

(|sud) + |sdu) + |uds) + |dus) + |usd) + |dsu)) .
(4.126)

Beachten Sie, daB die u- und d-Quarks hier immer in der Kombinati-
on ud + du auftauchen, sich also in einem Isotriplett-Zustand (I = 1)
befinden, wie es ja fiir die X'-Baryonen sein muf.

. +
Nun wenden wir uns den % -Baryonen zu. Neben Proton und Neutron

sind noch Zustinde mit den Quarkinhalten |uus), |uds), |dds), |uss) und
|dss) moglich. Zusammen sind dies nicht sieben, sondern acht Zustéinde, da
wir der Tabelle 4.4 entnehmen, daf} die gemischtsymmetrische Wellenfunk-
tion mit drei unterschiedlichen Quarks auf zwei Arten gebildet werden kann,
je nachdem ob das ud-Subsystem den Isospin 0 oder 1 hat. Physikalisch ge-
horen zu diesen beiden Moglichkeiten das A-Teilchen mit einer Masse von
1115MeV und das X° mit einer Masse von 1192 MeV. Es ist natiirlich sehr
beeindruckend, dafl die experimentell gefundenen %+—Baryonen sich genau
in ein Oktett, d. h. in eine erlaubte Darstellung von SU 3, einordnen lassen
(Abb. 4.16).
Aus dem additiven Quarkmodell folgt sofort die Bezichung

Mj+Ms = My + Mz (4.127)

zwischen den Massen im Oktett. Sie ist offenbar sehr gut erfiillt, da die linke
Seite 2306 MeV und die rechte Seite 2257 MeV ergibt. Den Massenunter-
schied zwischen s-Quark und u-, d-Quarks kann man jetzt auch aus dem
halben Massenunterschied von Nukleonen und Z-Teilchen zu 189 MeV be-
stimmen. Dieses Ergebnis liegt nahe bei dem Wert, den wir soeben aus einer
Analyse der Dekuplettmassen (Tabelle 4.15) gewonnen haben.

Die Wellenfunktion der Nukleonen haben wir schon berechnet. Nach ge-
nau dem gleichen Schema kann man auch die Wellenfunktionen von y+
EZ° und £~ gewinnen, da diese Teilchen jeweils zwei identische Quarks ent-
halten. Am einfachsten werden die gemischt symmetrischen flavor-Zustinde
wieder aus der Tabelle 4.4 durch die nun schon gewohnte Ersetzung der
Farben durch die Sorten gewonnen.

Die leichtesten Baryonen lassen sich also in ein flavor-Oktett und ein De-
kuplett einbauen. Jetzt wird auch einsichtig, warum bei den Baryonen das
Sortensingulett fehlt: Die SU 3 g-Singulett-Wellenfunktion fiir drei Quarks



ist antisymmetrisch (Abschn. 4.1.4), und daher ergibt das Produkt von Farb-
und Sortenanteil eine total symmetrische Wellenfunktion fiir Baryonen im
Widerspruch zum Pauli-Prinzip. Gerade an diesem Detail kann man noch
einmal die Macht der Farbsymmetrie bewundern. Vor der Einfiihrung die-
ser Idee war es sehr schwierig zu erkldren, warum die Natur die Baryonen
im Grundzustand in Sortenoktetts und -dekupletts einbaut, aber nicht in ein

Sortensingulett.

Die Liste der Baryonen ist sehr reich. Neben den gerade behandelten Teil-
chen sind auch Baryonen mit strangeness S = 0 und S # 0 in allen durch
Tabelle 4.9 erlaubten J”-Zuordnungen gefunden worden. Dariiber hinaus
gibt es Baryonen bis zum Spin J = 11/2, die im Quarkmodell nur durch ho-
he Bahndrehimpulse der Quarks erkldrt werden konnen. Zusitzlich gibt es
auch Repliken der Nukleonen, d. h. Isospindubletts mit J © = (1/2)". Diese

konnen als angeregte Zustinde der Nukleonen interpretiert werden.

Eine Einordnung der experimentell gefundenen Baryonen jenseits des
Grundzustandes in das Spektrum der im Quarkmodell erlaubten Zustinde
ist weitaus komplizierter als bei den Mesonen. Die Rechnungen sagen ein
Spektrum von Zustéinden mit dicht beieinanderliegenden Massen voraus, fiir
die es eigentlich zu wenig experimentelle Kandidaten gibt. Ein Tummelplatz

fiir Experten!

Schlisselexperiment

Die Entdeckung des 27 gelang 1964 einer Arbeitsgruppe am Brookhaven
National Laboratory in den USA [Bar64] unter Benutzung der klassischen
Experimentiertechnik jener Zeit. Eine mit fliissigem Wasserstoff gefiill-
te Blasenkammer von etwa 2m Durchmesser wurde einem Strahl von
K~ Mesonen mit einer Energie von 5 GeV ausgesetzt. Unter den etwa
100000 Bildern dieses Versuchs befand sich eines, das besonders inter-
essant war (Abb. 4.17). Neben den vielen Spuren von durchlaufenden
K-Mesonen und niederenergetischen Teilchen, die sich im Magnetfeld
der Kammer zu Spiralen aufwickeln, enthdlt es miteinander verkniipf-
te Spuren, die als die Erzeugung eines £2~ mit anschlieBendem Zerfall
interpretiert werden muf3ten. Betrachten Sie dazu die Wiedergabe der
Fotografie und das dazu passende Diagramm, das nur die zusammengeho-
renden Spuren zeigt. Gestrichelte Linien bedeuten ungeladene Teilchen,
die aufgrund der fehlenden Ionisation nicht direkt beobachtet werden
konnen.

Bei einem schwachen Zerfall dndert sich die strangeness um eine
Einheit, |AS| = 1. (Diese Regel wird im Abschn. 6.2 durch das Quark-
modell erklédrt.) Es sind also drei schwache Zerfille notig, um vom
§£2~ zu Hadronen mit S =0 zu gelangen. Man spricht hier von einer
Zerfallskaskade.

Die Autoren [Bar64] konnten zeigen, dal das Ereignis hervorragend
durch die Hypothese

K +p—>Q2 +K"+K° (4.128)

4.3 Der Aufbau der Hadronen

281



282

Hadronen in der Quantenchromodynamik

Abb. 4.17

Blasenkammeraufnahme und Faksimile des
ersten eindeutigen Ereignisses der 27 -
Produktion

mit der Kaskade
2 > E%+n"
% 5 A+7° (4.129)
A—n +p

beschrieben wurde.

Die Spuren 5 und 6 deuten auf einen Entstehungspunkt (Vertex), in
den kein Teilchen einlduft. Es muf} sich also hier um den Zerfall eines
neutralen Teilchens handeln. Aus den gemessenen Energien und Impulsen
der Zerfallsprodukte wurde die Masse dieses Teilchens zu 1116 &£ 2 MeV
bestimmt, und es konnte daher sicher mit dem A identifiziert werden.
Der Impuls dieses Teilchens kann natiirlich auch bestimmt werden, die
zugehorige Spur ist als gestrichelte Linie eingetragen.

Das Ereignis zeichnet sich durch zwei klar erkennbare e~ e™-Paare
aus, die aus der Wechselwirkung von Photonen (Elektron-Positron-
Paarerzeugung im Kernfeld) mit der Materie in der Blasenkammer
stammen. Aus ihnen wurden die Photonenspuren 7 und 8 rekonstruiert.
Die invariante Masse der beiden e~ e® Paare ist 135,1 £ 1,5MeV, die
Photonen stammen also aus einem 7°-Zerfall.

Die rekonstruierten Spuren der Photonen und des A treffen sich in
einem gemeinsamen Vertex, in den keine weitere sichtbare Spur hinein-
lauft. Auch hier mufl also ein neutrales Teilchen zerfallen sein. Seine
Masse wurde aus den Impulsen und Energien der Photonen und des
A zu 1316 £4MeV bestimmt, was hervorragend mit der Masse des
E°-Hyperons iibereinstimmt.



4.4 Die chromodynamische Hyperfeinstruktur

Die rekonstruierte Spur des 29 deutet auf einen Vertex hin, in den
ein negativ geladenes Teilchen (Spur 3) hineinlduft, und aus dem ein 7~
herauslduft. Auf die iibliche Weise konnte die zur Spur 3 gehorende in-
variante Masse berechnet werden, sie betrug 1686 + 12 MeV in wirklich
beeindruckender Ubereinstimmung mit der Vorhersage von Gell-Mann.

Aus der Léange der Spur 3 wurde eine Lebensdauer des neuen Teilchens
von 7-107!"'s bestimmt. Es handelt sich daher um einen schwachen Zer-
fall. Damit liegt auch S = —3 fest. Die |AS| = 1-Regel wiirde auch ein
neues Teilchen (Hyperonresonanz) mit S = —1 erlauben. Solche Resonan-
zen zerfallen aber iiber die starke Wechselwirkung nach einer Lebensdauer
von etwa 10~%2 s in bekannte Hyperonen.

4.5 Berechnen Sie das magnetische Moment des ¥ ™ im Quarkmodell.
4.6 Beweisen Sie die Massenrelation (4.121).
4.7 Wie lautet die flavor-Wellenfunktionen des A-Baryons?

4.4 Die chromodynamische Hyperfeinstruktur

Als Hyperfeinstruktur bezeichnet man in der Atomphysik die Aufspaltung
der Spektrallinien aufgrund der Wechselwirkung der Spins von Kern und
Elektronenhiille. Im einfachsten Fall, dem Wasserstoffatom, liegt im Grund-
zustand ein Dublett von zwei Termen mit dem Gesamtdrehimpuls J = 1
bzw. J = 0 vor. Die Spin-Spin-Wechselwirkungsenergie Hvw von Proton und
Elektron ist proportional zum Produkt der zugehorigen magnetischen Mo-
mente x. Damit gilt fiir ein System mit Bahndrehimpuls O und der Wellen-
funktion ¥ (x, y, z)

8ra® (0g) (Q8) &
Hyw = —— (%)l(%)ZUU)J@)W(O)IZ. (4.130)

Entsprechend diesem nichtrelativistischen Ansatz ist hier die Wellenfunktion
auf 1/ \/7 normiert, wobei V' wiederum das Reaktionsvolumen bedeutet. Die
Indizes 1 und 2 beziehen sich auf Elektron und Proton, insbesondere bedeu-
ten j ) und f(z) die Spinoperatoren dieser beiden Teilchen. Die g-Faktoren,
die auch gyromagnetische Verhiltnisse genannt werden, sind analog zu (4.95)
definiert. Jetzt muf der Erwartungswert des Produkts j ;) j ;) bestimmt wer-

den. Aufgrund der Beziehung J = J a T J (o) folgt

A s lrs2 o
1(1)1(2):§(=’ —1(1)—1(2)) , (4.131)

und die Erwartungswerte (f ;) f () lassen sich demnach einfach aus

. 1
Guie)=500+D=3) (4.132)
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fir J =1 zu 1/4 bzw. fir J =0 zu —3/4 berechnen. Da das Produkt der
Ladungen von Elektron und Proton negativ ist, liegt der Zustand mit J =1
energetisch hoher als der Zustand mit J = 0.

4.4.1 Die Aufspaltung fiir Hadronen aus u- und d-Quarks

Im Quarkmodell unterscheiden sich 7- und p-Mesonen im wesentlichen
durch ihre Spins. Durch Umklappen eines Quarkspins kann man also aus ei-
nem Pion ein p-Meson machen. Auf die gleiche Weise wird aus einem Nukle-
on eine A-Resonanz. Wir konnen daher versuchen, den Massenunterschied
innerhalb der Mesonen- bzw. Baryonenmultipletts auf die mit dem Spinum-
klappen verbundene Anderung der Wechselwirkungsenergie zwischen den
Quarks zuriickzufiihren. Diese chromomagnetische Hyperfeinaufspaltung ist
offenbar viel stirker als im elektromagnetischen Beispiel. Im Fall der Me-
sonen ist sie sogar dreimal grofer als die Pionmasse selbst. Fiir die folgen-
den Uberlegungen ersetzen wir den einfachen Ansatz (4.105) des additiven
Quarkmodells durch

M =Y my+ Hy (4.133)

mit universellen Quarkmassen m,. Dem Ansatz

b

Hy = _m_icF(j(l).i(z)) (4.134)
liegt die Idee zugrunde, daf die Hyperfeinstruktur der QCD durch den Anteil
des Gluonaustauschs im Potential (4.55) bestimmt wird. In (4.134) ist cg der
Farbfaktor des Abschn. 4.2.1 und die Konstante b enthilt alle weiteren Fak-
toren, wie sie auch in (4.130) auftauchen, insbesondere also die unbekannte
rdumliche Wellenfunktion des Zwei-Quark-Systems. Zusitzlich haben wir
wieder gleiche Konstituentenmassen fiir - und d-Quarks angenommen. Im
Fall der Mesonen (cgp = —4/3) errechnet man daher mit Hilfe von (4.132)
sofort

b/3m? falls J =1

—b/m? falls J =0 .
Jedes Quarkpaar der Darstellung (4.38) in einem Baryon befindet sich in
einem Farb-Antitriplett-Zustand, daher hat cp den Wert —2/3, wie im Ab-
schn. 4.2.1 bei der Diskussion von (4.52) begriindet wurde. Fiir die Wechsel-

wirkungsenergie bekommt man dann unter Beriicksichtigung der moglichen
Kombinationen der Quarkpaare

_2b
© 3m2

Hy = (4.135)

Hyw (TmJo tinie tiele) - (4.136)

Wegen J = Jy+J @ +J ) ist aber die Summe der Produkte der Spinope-

A2
ratoren auf der rechten Seite durch (J —J %1) - %2) —j(23)) /2 gegeben, und
deswegen gelangt man zu

b 9
Hy = e (J(J +1)— Z) , (4.137)
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woraus sich das Resultat

B b/2m?  falls J =

W) —b/2m? falls J =

3

: (4.138)
2

ableiten 146t. Die wichtigste qualitative Aussage in den beiden Gleichungen
fir Hy ist, daB die Aufspaltung der Massen in den Baryonen und Meso-
nen das gleiche Vorzeichen hat! Dies heilit konkret, dal sowohl bei den
Baryonen wie bei den Mesonen die Teilchen mit hoherem Spin die gro-
Beren Massen haben. Hierin kommt ganz deutlich die Gruppenstruktur der
Farbladung zum Ausdruck. Denn wenn die starke Wechselwirkung genau
wie die elektromagnetische nur eine Ladungsart kennen wiirde, hitte Hvwy
fiir Teilchen-Teilchen-Wechselwirkungen ein anderes Vorzeichen als fiir Teil-
chen-Antiteilchen, siehe (4.130). Quantitativ gewinnen wir aus (4.135) und
(4.138) die Vorhersage

4
My =My = 2(Ma—My) , (4.139)

die nicht sehr gut erfiillt ist. Es ist eben eine zu grofle Vereinfachung, die
Wechselwirkungsenergie von Baryonen und Mesonen mit der gleichen Kon-
stanten b zu beschreiben. Man erzielt numerisch bessere Resultate, wenn
fiir die Mesonen- bzw. Baryonenmultipletts mit L = 0 zwei unterschiedliche
Konstanten b und b’ benutzt werden.

4.4.2 Hyperfeinstruktur und ,seltsame® Quarks

Fiir Mesonen, bei denen ein u-, d-Quark durch ein s-Quark ersetzt ist, muf3
(4.135) in

falls J =1
Hy = ] 3mulns (4.140)
falls J =0

my, M

abgedndert werden. Ganz allgemein erhdlt man fiir den Massenunterschied
zwischen pseudoskalaren (P) und Vektormesonen (V') aus den Quarksorten
a,b,c,d

(MV _MP)ab memg

(MV _MP)cd - mghip ’ (4141)
Hieraus errechnen wir fiir die K-Mesonen
Mg+ — Mg = @(MP—MH) , (4.142)
500

also 420 MeV, was sehr gut den experimentellen Befunden entspricht. Die
Beziehung (4.141) ist von groBer Bedeutung fiir die noch zu besprechenden
Mesonen aus schweren Quarks.

Als weiteres Beispiel betrachten wir jetzt noch die Baryonen mit einem
s-Quark, also die X'- und A-Teilchen, genauer das X°(1385), das X° (M =
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1193 MeV) und das A mit 1116 MeV. Wenn wir dem s-Quark den Index 1
geben, gilt fiir die Wechselwirkungsenergie

2b' 20", 4
=32 (J )y Sua) - (4.143)

A A

(JoyJ ) +

H
w 3m,my

wobei die Abkiirzung $,q = J @) +J 3) benutzt wurde. Wegen J=8.+
J (1) erhdlt man nach kurzer Umrechnung

/ /

b
Hyw=——(S,4(S,a+1)—2
w 3m5( a(Sua+1) 2)+3mums

(4.144)

Bei der Konstruktion der Baryonen in Abschn. 4.3.2 haben wir die flavor-
Wellenfunktion nach dem Rezept der Spinwellenfunktion aufgebaut, um ein
symmetrisches Produkt zu erhalten. Dadurch wird eine Spin-Isospin-Sym-
metrie der u-, d-Quarks begriindet, also S,, = 1 fiir die ungeladenen X-
Hyperonen und S,; = 0 fiir das A-Hyperon. Das X'(1385) gehort zum J =

%+—Dekuplett (Abb. 4.15), wihrend das A und das ¥ Mitglieder des J =
%+—Oktetts (Abb. 4.16) sind. Damit folgt fiir die Wechselwirkungsenergie
b b
+ X (1385)
6m?2  3m,m;
b 2’
Hw = — 4.145
w 6m?2  3my,my ( )
b/
-— A,
2m?2
also
mu
My (1385 — My = m_(MA_MN) (4.146)
und
2 y
Ms—My=3 (1—'”—) (My—My) . (4.147)
mg

Mit den schon friiher eingefiihrten Werten fiir die Massen von s- und u-
Quarks von 510 und 330 MeV erhalten wir 192 MeV bzw. 70 MeV als Vorher-
sage des Quarkmodells fiir die linken Seiten der beiden letzten Gleichungen.
Dies entspricht wiederum in sehr schoner Weise der experimentellen Erfah-
rung.

4.8 Suchen Sie einen geeigneten Satz von Konstituentenmassen
my,mg,ms und Konstanten b,b’, mit dem die Massen der bei-
den Mesonennonetts und des Oktetts und Dekupletts der Baryonen
moglichst gut beschrieben werden.
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4.5 Elektromagnetische und starke Zerfalle
von Hadronen

Die Lebensdauer von Hadronen, die elektromagnetisch oder stark zerfal-
len, ist bei dhnlicher Masse um viele Groenordnungen geringer als die der
schwach zerfallenden. Die schwachen Zerfille werden in Abschn. 6.2 aus-
fiihrlich diskutiert. Sie lassen sich in den meisten Fillen auf die Instabilitét
eines Quarks im Hadron zuriickfiihren. Die elektromagnetischen und star-
ken Zerfille der Hadronen erfolgen hingegen aufgrund von Reaktionen der
Konstituenten. Diese Zerfille werden jetzt behandelt.

4.5.1 Radiative Zerfille der Vektormesonen

Wir haben gerade gelernt, daf3 die 0™ - und die 1™ -Mesonen sich, anschaulich
gesprochen, in der Orientierung eines Quarkspins unterscheiden. Das gleiche
trifft fiir den Unterschied zwischen den Baryonen im SU 3 g-Dekuplett und
-Oktett zu. Als Konsequenz miissen dann auch Zerfille wie

0w’ > a’+y (4.148)
bzw.
AT S p+y (4.149)

vorkommen. Bei diesen Zerfillen dndert sich der Spin des Hadrons um eine
Einheit, wihrend die Paritit sich nicht #ndert. Sie heiflen in der Termino-
logie der Kernphysik magnetische Dipoliiberginge (M1). Sie sollen jetzt in
Analogie zur Atomphysik im nichtrelativistischen Quarkmodell untersucht
werden.

Die Wechselwirkungsenergie eines Dipols im magnetischen Feld B des
Photons ist u B und daher gilt fiir die magnetische Wechselwirkungsenergie
eines Quarks mit der elektromagnetischen Welle (2.288)

. L ikli—kx)
=i X &) —— . .
Hw =ip,(kxe) \/We (4.150)
Hierin ist p, das in (4.95) definierte magnetische Moment eines Quarks. Fiir
die folgende Berechnung der Zerfallsbreite I"(w — 7°y) fiihren wir die Ab-
kiirzungen k = |k| und pu = e¢/2m,, ein. Im Ruhesystem des Vektormesons
fliege das Photon entlang der positiven z-Achse (Abb. 4.18). Seine Helizitit
sei A = +1. Wegen der Drehimpulserhaltung muf} dann J(,, 3 = 1 gelten.
Der nichtrelativistische Ubergangsoperator im Spinraum entspricht ein-
fach der Wechselwirkungsenergie (4.150) ohne den Normierungs- und Expo-
nentialfaktor der Wellenfunktion auf der rechten Seite. Wir miissen also im
Spinraum die Amplitude
. 1
Tyi =1M<E(N—H)‘ZQzGI(kXE)ITT) (4.151)
!

berechnen. Die Summation erstreckt sich hier iiber das Quark und das Anti-
quark des Vektormesons. Der Polarisationsvektor fiir ein rechtszirkular pola-

—
0 Y

Abb. 4.18
Der Zerfall des w-Mesons in 7° und y
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risiertes Photon wurde schon in (2.291) angegeben. Aus ihr folgt sofort unter
Benutzung der Abkiirzung o1+ = (0, +io,)/2

2
o(kxey)= iko_ (4.152)
i
und daher
Tyi = n(AQ)k . (4.153)

worin AQ = Q| — Q, die Differenz der Ladungen von Quark und Antiquark
bedeutet. Ahnlich dem Vorgehen bei der Berechnung der magnetischen Mo-
mente der Baryonen miissen wir diese Formel fiir jeden Flavoranteil des
Matrixelements auswerten. Die Sortenzustinde von 7° und w° sind aber
gerade das Isotriplett (4.78)

1 -
7%= —(|dd)— |uni 4.154
|7°) ﬁ<| )= luit)) (4.154)
und das Isosingulett (4.77)
1 -
w) =—(|dd)+ |uu)) , (4.155)
|w) ﬁ(l )+ |uit))
und mit dieser Zuordnung erhalten wir ohne weiteres das Resultat
1 - -
(7| T |w) = —,ukz((um AQ |unt)—(dd|AQ |dd)) . (4.156)

Wegen der entgegengesetzt gleichen Ladungen von Quark und Antiquark in
den neutralen Mesonen bekommt man schlieflich das Endergebnis

0 —uk (4 2
(7| T o) = 5 (3+3)_ uk . (4.157)
Der Leser sollte sich noch davon iiberzeugen, dall das gleiche Resultat auch
fiir die andere mogliche Helizitétseinstellung des Photons erhalten wird. Die
Farbwellenfunktion der Quarks muf} hier nicht explizit berticksichtigt wer-
den. Die Mesonen des Anfangs- und des Endzustandes sind Farbsinguletts,
und daher muf3 wegen (4.25) die Amplitude

(1|T1) = % ((RR|T|RR)+(GG|T|GG) + (BB|T|BB)) (4.158)

berechnet werden. Da alle Farbkombinationen auf der rechten Seite den glei-
chen Beitrag wie in (4.157) liefern, wird der Faktor 1/3 vor der Klammer
kompensiert.

Es ist reizvoll, von (4.157) zu einer absoluten Berechnung der Zerfallsrate
weiterzugehen. Dazu mufl das Quadrat der Amplitude in (2.43) eingesetzt
werden. Diese Formel wurde unter der Voraussetzung abgeleitet, da3 die
Massen der Hadronen im Anfangs- und Endzustand der Reaktion etwa gleich
grof sind. Diese Annahme ist natiirlich im betrachteten Beispiel grob falsch,
aber Becchi und Morpurgo [Bec59] beweisen, dafl das Resultat

ar p’k’

4.159
ds2 82 ( )
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auch in einer streng relativistischen Rechnung giiltig bleibt. Unsere Wahl
der Flugrichtung des Photons als z-Achse eines sich mitdrehenden Koor-
dinatensystems und als Quantisierungsachse erweist sich nun als sehr hilf-
reich. Zunizchst einmal ist die Integration iiber den Raumwinkel trivial. Wei-
ter verschwindet in diesem System die Zerfallsamplitude eines w-Mesons mit
J()3 = 0. Wir bekommen also von der Mittelung iiber die Spins einen Faktor
2/3, zusammengefalit demnach
Mz k3

3
Numerisch ergibt sich I" = 1,16 MeV, wenn man — (4.99) folgend — p =
4, beachtet. Das experimentelle Ergebnis von I” = 0,85 £ 0,05 MeV stimmt
also mit der Vorhersage der Formel (4.160) innerhalb von 30 % iiberein.

Die hiermit gewonnene Verkniipfung des magnetischen Momentes des
Protons mit der Zerfallsrate des w-Mesons ist ein sehr bemerkenswertes Er-
gebnis des Quarkmodells. In gleicher Weise 14t sich die Amplitude fiir den
Zerfall geladener und ungeladener p-Mesonen in 7 + y berechnen. Thr Wert
ist k /3. Aus dem Quarkmodell wird damit die Vorhersage

IN'w— 7'y) = (4.160)

M — 1 (4.161)
I'lw—my) 9

abgeleitet, die vom gemessenen Verhéltnis innerhalb eines Fehlers von etwa
25 % bestitigt wird.

Die Zerfallsbreite des @(1020) in den Kanal 7%y betrigt nur 5,4 keV.
Im Abschn. 4.3.4 wurde dem @-Meson die Wellenfunktion |s5) zugeord-
net. Damit ist der Zerfall in Pion und Photon in unserem Modell verboten,
da die 7°-Wellenfunktion kein s-Quark enthilt. Die geringe verbleibende
Zerfallsbreite muf3 man dann auf andere Prozesse zuriickfiihren.

In den betrachteten Beispielen bestehen die Mesonen aus Quarks gleicher
Masse. Ein anderer Fall sind Mesonen aus einem leichten und einem schwe-
ren Quark, fiir sie gilt beim radiativen Zerfall V' — P + y eines Vektorme-
sons in ein pseudoskalares Meson ersichtlich 7y; ~ (Q /m)icicht, da die Am-
plitude fiir das Umklappen des Spins des schweren Quarks (~ 1/mgchwer)
unterdriickt ist.

4.5.2 Zerfélle der Vektormesonen in Leptonenpaare

Der dominante Zerfallsmodus der neutralen Vektormesonen p, @ und @ ist
hadronisch. Es wird jedoch neben den gerade besprochenen radiativen Uber-
gingen zusitzlich ein kleiner Anteil von Zerfillen in e~ et - bzw. u~u™-
Paare beobachtet. Diese Zerfille konnen nur elektromagnetischen Ursprungs
sein, und auch fiir sie 146t sich ein einfaches Modell formulieren. Da das
Photon die Quantenzahlen J”¢ = 17~ hat, konnen die Quark-Antiquark-
Paare in den 1~~-Mesonen in ein Photon annihilieren, und demnach ist
der Zerfall von p°, w- und @-Mesonen in e"e™ - bzw. ™ T -Paare gemif
dem Annihilations-Diagramm der Abb. 4.19 moglich. Die Umkehrreakti-
on, nimlich die Erzeugung von Vektormesonen in der Elektron-Positron-
Annihilation, ist der beste Weg zur Untersuchung der Vektormesonen schwe-
rer Quarks.

Abb. 4.19

Der Zerfall der Vektormesonen in Lepton-
paare durch Annihilation des ¢g-Paares im
Meson
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Die quantitative Berechnung der Zerfallsbreite fithren wir hier am Bei-
spiel p — e~e™ durch. Fiir das Matrixelement des Zerfalls eines p-Mesons
im Zustand |J; J3) in Elektron und Positron mit den Helizitdten A3, A4 und
den Impulsen p’, —p’ im p-Ruhesystem wird der Ansatz

(p’,x3,x4|T|J;J3):[(p’,x3,x4|T|p,xl,xz)¢(p)d3p (4.162)

einer ¢g-Annihilation aus dem Zustand |J, J3) gemacht. Hierin ist der erste
Faktor auf der rechten Seite die Amplitude fiir die Vernichtung freier Quarks
in e et -Paare und ¢ (p)d’ p die Amplitude, eine solche Quarkkonfiguration
im Impulsintervall zwischen p und p + d* p im Meson vorzufinden. Wir wer-
den gleich sehen, dafl das Matrixelement fiir die Annihilation freier Quarks
nur vom Streuwinkel ® zwischen den Quarks abhingt. Wir konnen es also
vor das Integral ziehen und wollen zunéchst einen Ausdruck fiir f d(p)d®p
finden. Dazu driicken wir ¢ (p) durch seine Fouriertransformierte ¢ (x) aus,

1 o
/ p(p)dp = @i / / e PXp(x)dPxd®p (4.163)
= 27)*?¢(0) . (4.164)

Hierin folgt der zweite Schritt mit Hilfe der Definition der §-Funktion (2.84).
Im nichtrelativistischen Quarkmodell liegt es nahe, mit nichtrelativistischen
Mesonwellenfunktionen zu arbeiten. Am Beispiel der auf das Reaktionsvo-
lumen V' normierten Losung der Schrodingergleichung fiir eine ebene Welle

|
(x) = —=e'P* (4.165)
=
sieht man sofort den Zusammenhang zwischen der Wellenfunktion ¥ und ¢
- VvV
0)= —— () . 4.166
B0 = iV © (4.166)

Die Berechnung der Annihilation der Quarks beginnen wir nun fiir den Spin-
Zustand |J; J3) = |1; 1) des p-Mesons. Wir legen die z-Achse des Koordina-
tensystems in die Flugrichtung des einlaufenden Quarks ¢ und miissen daher
offenbar die Amplituden fiir die Prozesse

qr+qr, — e +egt (4.167)
bzw.
qr+qr, — eg +ef (4.168)

berechnen. Hierin haben wir wieder die Symbole R, L fiir rechtshdndige und
linkshéndige Teilchen, d. h. fiir die Helizitdten A = 4+1/2 oder A = —1/2 be-
nutzt. Im Abschn. 3.2.1 wurden diese Amplituden ausfiihrlich im Grenzfall
hoher Impulse und verschwindender Massen abgeleitet. Unter Benutzung der
gleichen Methoden kann man aber zeigen, dal das Ergebnis

Tf = e*Q;(1 £ cos ©) (4.169)
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fiir Quarks der Sorte / auch fiir langsame Quarks (| p| — 0) mit einer Masse
my ~ My /2 giiltig bleibt, wobei zu (4.167) und (4.168) das positive bzw.
negative Vorzeichen in der Klammer von (4.169) gehort.

Die entsprechende Amplitude fiir den Zustand |1; —1) unterscheidet sich
nur im Vorzeichen der Beziehung (4.169). Fiir den Zustand |1; 0) erhélt man

Th = e?Q,v/2sin O (4.170)

fiir beide Helizitdtskombinationen des Endzustandes. Bei einem Vektorme-
son, welches wie das @ aus nur einer Sorte Quarks (mit dem dazugehorigen
Antiquark) besteht, ist Q; einfach die Ladungs-Quantenzahl dieses Quarks.
Fiir das p-Meson ist die Lage aber komplizierter. Aufgrund der Flavorwellen-
funktion (4.78) tragen das u- bzw. das d-Quark mit den Gewichten Q,/ V2
bei, so daB3 Q; durch den Ladungsfaktor

-1/1 2
(Qp) = 7 (5 + 5) (4.171)

ersetzt werden muB.

Die Amplituden (4.169) und (4.170) gelten zunichst fiir eine Farbe. We-
gen der Farbwellenfunktion (4.25) sind sie mit einem Faktor V3 zu mul-
tiplizieren. Der daraus resultierende Faktor 3 im Quadrat der Amplituden
hebt sich aber gegen den Faktor 1/3 von der Mittelung iiber die Spins des
einlaufenden Vektormesons weg, was daher zur Beziehung

ST = 8¢4(0y ) 172)

flihrt. Jetzt ist noch der Zusammenhang zwischen der Streuamplitude des
Prozesses ¢ — e~ e™ und der Zerfallsrate des Vektormesons zu diskutieren.
Den Ausfiihrungen in Abschn. 2.1.2 entsprechend wird fiir die Ubergangsrate
der Streureaktion

dN, 52 1 = 5

— = — Tri|~dL 4.173

VT ~ VIM2 2 I 4173)

angesetzt, wobei schon 4E | E, = M 5 benutzt wurde. Der Rest ist reine Rou-
tine: Zur Berechnung von dI” muB} diese Rate durch die Dichte 1/V des
einlaufenden Vektormesons geteilt werden (2.36). Mit

Tyl = 27°| T/ Pl (0) (4.174)
folgt unter Zuhilfenahme von (4.166) und (2.27)
% = mZIT?“IZW(O)IZ : (4.175)
woraus mit wenigen Rechenschritten das Resultat
o?
re..= 2W|RS(0)|2 (4.176)

fiir das p-Meson bzw.

4 20[2
Ir .= %ms(mlz (4.177)
vV
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Tabelle 4.16
e~ et -Zerfille der leichtesten Vektormeso-
nen

Abb. 4.20
Die Photon-Hadron-Kopplung im Modell
der Vektor-Meson-Dominanz

12yictor Weisskopf (1908-2002) hat als For-
scher, Lehrer und Organisator die Teilchen-
physik geprigt.

Meson r e‘i .+/keV  Wellenfunktion (0y)? y%, /4w
o 7,04 40,06 J%qdj) —lui)) % 0,49
w 0.60£0,02  —=(ldd)+uu) g 578
@ 1,27 £0,04 ) 3 3,56

fiir ein beliebiges neutrales Vektormeson bewiesen werden kann. Rg(0) ist
der Radialanteil der Wellenfunktion des Quark-Antiquark-Zustandes in einer
s-Welle (L = 0), also ¥ = Rg/~/4x.

In der Herleitung wurde die Masse der Elektronen vernachléssigt, das
Ergebnis ist also nicht ohne weiteres auf den Zerfall in Myonen zu iiber-
tragen. Unter Beriicksichtigung der endlichen Masse m der Leptonen wird
die Formel (4.177) geringfiigig zu

2.2 2 2y 172
ry., = wms(onz (1 — 2£) (1 —ﬁ) (4.178)
My

modifiziert. In dieser Form ist sie als van Royen-Weisskopf-Formel bekannt
[Roy59].!? Was wir hier besprochen haben, ist ein wesentliches Ergebnis
der sog. Quarkonium-Theorie, in der man die neutralen Mesonen als ein
entsprechend dem Positronium zusammengesetztes System behandelt. Die-
se Analogie ist natiirlich besonders berechtigt fiir solche Mesonen, die nur
aus einer Sorte Quarks bestehen, also Mesonen mit Massen oberhalb des
p, w-Systems. An den experimentellen Ergebnissen der Tabelle 4.16 sieht
der Leser sofort, dafl die gemessenen Zerfallsbreiten mit einer Genauigkeit
von 10 bis 20 % dem Verhiltnis der Quarkladungen (9: 1 : 2) folgen und sich
durch

IV =12(Qy)* keV (4.179)

annidhern lassen. Insbesondere aus dem Vergleich der Eintrige fiir das p- und
das ®@-Meson 1Bt sich entnehmen, daB der Faktor |Rs(0)|*/ M7 in (4.177)
nur wenig variiert. Fiir das gg-Potential hat dies Konsequenzen, die wir bei
der Besprechung des Charmoniums im nichsten Abschnitt weiter ausfiihren
werden.

Wir konnen die Zerfallsbreite der Vektormesonen auch ohne Benutzung
des Quarkmodells behandeln (Abb. 4.20). Das p-Meson des Beispiels koppelt
mit einer Stirke f,, an Photonen. Aus den Feynman-Regeln fiir solche Pro-
zesse (Abschn. 3.1.3) berechnen wir die Partialbreite in Elektron-Positron-
Paare zu

2 52

1
re =—=. 4.180
et 12m M} (4.180)

Die Kopplungskonstante hat demnach hier die Dimension einer Energie zum
Quadrat. Wir fithren der Konvention folgend eine dimensionslose Kopplungs-
konstante y, liber

2
_ Mpe
2 foy

Vo 4.181)
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ein, womit sich
) M,

r° =t 4182
et = 202 /4m) (4.182)

ergibt. Numerische Werte fiir die Konstanten ylz/ /47 sind in der Tabelle 4.16
ebenfalls angegeben. Die Kenntnis dieser Kopplungskonstanten ist beson-
ders im Rahmen der Theorie von der Vektor-Meson-Dominanz (VMD) wich-
tig [Sak69]. In diesem Ansatz werden alle Photon-Hadron-Wechselwirkun-
gen auf die Wechselwirkung von Vektormesonen mit Hadronen zuriickge-
fiihrt. Genauer gilt fiir die Streuung eines Photons einer gegebenen Helizi-
tit A,

Ty, (yA— B) =Y fyyTa, (VA— B)
14

—_— . (4.183)
q*— M}

A und B bezeichnen hierin beliebige hadronische Systeme. Der letzte Faktor
stammt von der iiblichen Ausbreitungsfunktion eines Teilchens mit Viererim-
puls ¢ und Masse My (siehe Abschn. 3.1.3). Fiir reelle Photonen (q2 =0)
wird daher (4.183) zu

TAV(yAaB):—ZiTAV(VAaB) (4.184)
Vv

vereinfacht. Als eine typische Anwendung schitzen wir jetzt den totalen
Querschnitt der Photoproduktion (y + p — Hadronen) bei hohen Energien
ab. Wirkungsquerschnitte sind proportional zum Quadrat der Streuamplitu-
de. Wenn in der Summe auf der rechten Seite von (4.184) nur der Term mit
dem p-Meson beriicksichtigt wird, kann diese Gleichung daher zu

amr
Typ = —50pp (4.185)
Vo
umgeformt werden. Den p-Nukleon-Querschnitt identifizieren wir im Sinn
des Quarkmodells mit dem experimentell leichter zugédnglichen Wirkungs-
querschnitt fiir die Pion-Nukleon-Streuung. Mit dem numerischen Wert von
30mb ergibt sich eine Vorhersage von 88 ub fiir den Wirkungsquerschnitt
der Photoproduktion. Durch den Beitrag des w- und @-Mesons muf} diese
Zahl um etwa 30 % nach oben korrigiert werden, was zu einer sehr guten
Ubereinstimmung mit dem gemessenen Wert von ca. 115 pb fiihrt.

Die VMD-Theorie verkniipft die Photon-Hadron-Wechselwirkung mit der
Wechselwirkung von Hadronen untereinander. Die grundlegende Idee ist ty-
pisch fiir weitere Materiemodelle mit Substruktur (compositeness). In die-
sen erfolgt die Ankopplung des Photons an zusammengesetzte Systeme iiber
Vektormesonen, die aus den gleichen Konstituenten bestehen.

4.5.3 Radiative Zerfille der pseudoskalaren Mesonen

Die neutralen w-Mesonen zerfallen zu 98,8 % in zwei Photonen mit einer
Breite von 7,63 £ 0,16 V. Auch 5- und n’-Mesonen kénnen in Photonpaare
zerfallen. Die gemessenen Werte der Zerfallsbreiten betragen 510 & 26 eV
bzw. 4280 & 190 €V.
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Abb. 4.21
Der Zerfall 7% — yy im Quarkmodell

Die Massen von 1- und 7'- Meson sind von der Grofenordnung der p-
Masse. Wir wollen daher auch hier den Quarkonium-Ansatz versuchen, d. h.
also den Prozefl analog zum Positronium-Zerfall in yy beschreiben. Das
Ergebnis lautet:

@’|Rs(0)/?
r) = 12(Q§,)2T (4.186)

P
Der Unterschied zur entsprechenden Formel fiir das Positronium besteht in
einem zusétzlichen Faktor 3 fiir die drei Quarkfarben und dem Ladungsfaktor
(Q%), den man wieder aus der Flavorwellenfunktion des betrachteten Me-
sons — entsprechend dem Vorgehen im letzten Abschnitt — berechnen muf.
Aus dem Diagramm der Abb. 4.21 wird sofort klar, dal im Unterschied zum
Zerfall der Vektormesonen in Leptonpaare die Quarkladung in der Amplitu-
de quadratisch auftritt. Die Wellenfunktionen von 1, und ng sind nach dem

Muster von (4.111) und (4.112) aufgebaut. Daher gilt
1

2
2 2 2 2
= +0,;+ =—. (4.187
(Qr]l) \/g(Qu Qd Qs) 3\/5 )
Auf die gleiche Weise berechnet man
1
2y _
(Ohe) = (4.188)

376

Wir haben schon in Abschn. 4.3.4 besprochen, daB 1 und 7’ eine Mischung
dieser flavor-Zustinde darstellen. Also gilt

1 2
2y = ———sin@p + ——=cos O (4.189
\Qy) = =3 g Ot 5 50 )
und
5 1 2 .
(Q7) = ——=cos®p + ——sinB@p . (4.190)

n

36 33

Wir nehmen nun wieder — wie im letzten Abschnitt — an, daB (| Rs(0)|/Mp)?
unabhingig vom betrachteten Meson ist. Dies fiihrt unmittelbar zu einem
Verhiiltnis der Zerfallsbreiten von

’ 2
Fy"y _ (2«/§cos@P—sin(~)p>

= 4.191)
r, 24/2sin Op + cos Op

Aus den experimentellen Werten berechnet man ®p ~ —0,5°, also einen
kleinen (negativen) Mischungswinkel in — zumindest qualitativer — Uberein-
stimmung mit dem Ergebnis des Abschn. 4.3.4. Die Auswertung von (4.186)
ergibt schlieBlich |Rg(0)|*/M} ~ 4,2-1072 GeV fiir das n-Meson bzw. 4,6
1072 GeV fiir das n’-Meson. Diese Zahlen sind in etwa vergleichbar mit
dem Wert von 5,6- 1072 GeV, wie er aus der Analyse des e~ et -Zerfalls der
Vektormesonen bestimmt wurde.

Das Quarkonium-Modell wurde urspriinglich fiir Mesonen aus schweren
Quarks entwickelt. In diesem Bild sind die Mesonen Bindungszustinde von
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Quarks, die sich mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten im Meson be-
wegen. Aus der bisherigen Diskussion ergibt sich, daf} in diesem Rahmen
sogar relativ leichte Mesonen wie das p oder das 1 behandelt werden kon-
nen, die dariiber hinaus auch noch aus verschiedenen Quarksorten zusam-
mengesetzt sind. Die elektromagnetischen Zerfille werden durch Reaktionen
von Quarks mit einer Masse von Mjeson/2 offenbar verniinftig beschrieben.
Fiir die genannten Mesonen fiihrt das auf Quarkmassen zwischen 300 und
500 MeV, wie wir sie auch schon friiher als Konstituentenmassen gefunden
haben.

Es ist aber andererseits auch klar, da die Anwendung der Quarkonium-
Formeln auf den Zerfall des neutralen Pions in zwei Photonen problema-
tisch ist, da jetzt die Quarkmasse nur noch 70 MeV sein darf. In der Tat
berechnet man aus (4.186) eine Zerfallsbreite, die etwa 20mal zu grof3 ist,
falls |Rs(0)|?/ M3 von den 1, n’-Mesonen iibernommen wird. Fiir den Zer-
fall 7% — yy haben wir jedoch gliicklicherweise eine fundamentale Theorie,
PCAC (partially conserved axial current), die Theorie vom teilweise erhal-
tenen Axialvektorstrom [Com83]. Sie liefert das Resultat [Hua92]

) o*M3
1673 f2
Die Anzahl der Quarkfarben (N¢ = 3) geht hier quadratisch ein, (QJZTO) hat

den Wert 1/(3+4/2) und f ist die sog. Pion-Zerfallskonstante. Sie wird aus
dem Zerfall w — p1v bestimmt (Abschn. 6.2). Ahnlich wie | R (0)| beschreibt
sie den storungstheoretisch nicht erfaBbaren Anteil der starken Wechsel-
wirkung im schwachen Zerfall der 7*-Mesonen. Ihr numerischer Wert ist
(130,7 £ 0,4) MeV [PDGI12]. Damit bekommt man I" = 7,7¢€V, also eine
hervorragende Ubereinstimmung zwischen theoretischer und experimentel-
ler Zerfallsbreite des 7°-Mesons in zwei Photonen. Diese Ubereinstimmung
ist eine besonders gute Bestitigung der Tatsache, daf die Quarks in drei Farb-
zustanden auftreten, da ohne Beriicksichtigung der Farbe die Vorhersage um
einen Faktor 9 geringer ausfillt.

Ausgehend von (4.192) wird der 2y-Zerfall der anderen pseudoskalaren
Mesonen in der Literatur meistens iiber den Ansatz diskutiert, daf} sich die
yy-Breiten wie Mj(Q%)? verhalten sollen. Auch eine solche Analyse fiihrt
zu einem relativ kleinen Mischungswinkel (®p = 19°) der n-Mesonen.

0
F}/T;/ =N§( ,2,0)

(4.192)

Vertiefung
Aus den u, d-Quarks, die das 7° aufbauen, 4Bt sich ein Axialvektorstrom
Ji? =ayrySu—dy"y’d (4.193)

bilden, wobei der Index 3 besagt, dal dieser Strom sich wie die dritte
Komponente eines Isovektors unter SU2 transformiert. Die Wellenfunk-
tion ¥, des u-Quarks wurde mit dem Symbol u abgekiirzt. Entsprechend

gilt z. B. 4 = d. Die Divergenz
3,17 = 2imy iy u —2imydy’d (4.194)
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ist ein Pseudoskalar und hat daher die Quantenzahlen des 7°-Mesons.
Im Limes m, 4 — 0 ist der Strom erhalten. Stromerhaltung und chira-
le Symmetrie bedingen einander, wie schon in Abschn. 3.1.2 diskutiert
wurde und die letzte Gleichung ist ein weiteres Beispiel der chiralen
Symmetriebrechung durch Massenterme.

Die Anwendung der allgemeiner formulierten PCAC-Hypothese auf den
Zerfall 70 — 2y besagt, daB die Amplitude (yy|T|n°) dieser Reakti-
on proportional zu (yy|d,j} ’3|0) wird, Die Durchfiihrung der Rechnung
zeigt jedoch, daf die geringen durch (4.123) noch erlaubten Quarkmassen
eine viel zu kleine (Faktor ~ 1000) Zerfallsbreite ergeben. Die Suche nach
den Ursachen dieser Diskrepanz brachte ein neues Phanomen, welches als
Dreiecks-Anomalie bezeichnet wird, ans Licht.

Betrachten wir die Abb. 4.21. Wenn das einlaufende Pion durch ein
Photon ersetzt wird, steht an jeder Ecke eine y*-Kopplung. Ein Diagramm
mit einer ungeraden Anzahl von y*-Kopplungen liefert keinen Beitrag
zur Streuamplitude, wie wir schon in Abschn. 2.7.2 gelernt haben. Wenn
aber z. B. die untere Kopplung durch y>y* ersetzt wird, @ndert sich die
Lage dramatisch. Das Diagramm hat nun einen Pol im chiralen Limes
m — 0. Diese Anomalie erzwingt einen Zusatzterm auf der rechten Sei-
te von (4.194), der unabhingig von m ist. Wir haben jetzt also neben der
spontanen Brechung und der expliziten Brechung durch Massen eine wei-
tere Quelle der chiralen Symmetriebrechung kennengelernt. Sie wird nach
den wichtigsten Autoren S. Adler, J.S. Bell und R. Jackiw ABJ-Anomalie
genannt. Einsetzen dieses Zusatzterms in (yy|d,,j; ’3|0) unter Weglassen
der Massenterme fiihrt direkt zum Ergebnis (4.192).

4.5.4 Zerfillein Hadronen

Instabile Mesonen, wie z. B. das p-Meson, zerfallen nur zu einem sehr gerin-
gen Anteil (~ 0,01 %) iiber elektromagnetische Prozesse. Die totale Breite
von 150 MeV ist durch den Zerfall in 77~ -Paare aufgrund der starken
Wechselwirkung bestimmt. Bisher verstehen wir aber diese Zerfille nur qua-
litativ. Die Ursache hierfiir wollen wir uns zunéchst im Saiten-Modell des
Abschn. 4.2.1 klar machen.

Die Abb. 4.8 kann auch zur Erkldrung des Zerfalls p — 7~ 7™ im Sai-
tenmodell dienen. Links laufen die Konstituenten-Quarks des p-Mesons mit
etwa gleichen Impulsen parallel nebeneinander her. Infolge einer statistischen
Fluktuation der Impulskomponenten senkrecht zur Flugrichtung beginnen sie
auseinanderzulaufen. Das zwischen ihnen aufgebaute Biindel chromoelek-
trischer Feldlinien wird immer weiter gedehnt. Wenn die in diesem string
gespeicherte Energie zu grofl wird, zerreiit er, und der Endzustand eines
7~ 7T -Paares ist erreicht.

Bei den grofen Abstinden, wie sie zwischen den Quarks im Zerfall ei-
nes Mesons auftreten, nimmt die Kopplungskonstante «g so hohe Werte an,
daf} sich der Prozefl nicht mehr storungstheoretisch berechnen ld8t. Man
kann trotzdem versuchen, das Bild der zerreiBenden Saite in die Sprache

+
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N

001

der Feynman-Graphen zu iibersetzen. Die Abb. 4.22a zeigt ein Beispiel aus
einer im Prinzip unendlich groen Summe beitragender Terme. Daher wer-
den im allgemeinen in solchen Diagrammen die Gluonlinien weggelassen
(Abb. 4.22b), und man zeichnet sie ohne scharfe Vertices. Wichtig ist nur
ihre topologische Struktur. Es sind verbundene Diagramme, die Quarks des
zerfallenden Hadrons laufen durch.

Das @-Meson hat eine totale Breite von 4,26 MeV und zerfillt mit einem
Verzweigungsverhiltnis von etwa 83 % in Kaon-Paare (KK~ und K} KJ).
Der Zerfall in zwei Pionen ist verboten, da bei Beriicksichtigung des Isospins
die Gesamtwellenfunktion symmetrisch gegeniiber einer Vertauschung der
7’s sein muf. Der Isospinteil ist symmetrisch, da das @ ein Isosingulett ist,
dann bleibt fiir den Bahnanteil nur / = 0, 2. Dies bedeutet aber, daB die C-
Paritét eines Isosingulett-r-Paares positiv ist. Aulerdem kann es nicht den
Gesamtdrehimpuls J = 1 haben. Beide Ergebnisse stehen im Widerspruch
zu den Quantenzahlen des @-Mesons.

Ein Zerfall des @ in 777~ 70 ist erlaubt, da drei Pionen im Zustand
JP€ =17~ sein konnen und auch sonst kein Erhaltungssatz diesem Zerfall
im Wege steht. Die Partialbreite des w in diesem Kanal ist 7,57 MeV. Weil
die zur Verfiigung stehende Energie noch um 150 MeV groBer ist als beim
w-Meson, erwarten wir im @-Zerfall eine grofere hadronische Partialbrei-
te. Das experimentelle Ergebnis ist aber nur 0,66 4= 0,02 MeV'! Wie 1a6t sich
dies interpretieren?

Bei einem Blick auf Abb. 4.23a wird sofort klar, dal in solchen Dia-
grammen ein Zerfall des @-Mesons in Pionen verboten ist, weil natiirlich
die Linien der strange-Quarks von unten nach oben durchlaufen miissen. Ein
Zerfall in Pionen iiber die starke Wechselwirkung ist nur moglich, falls s und
s in einen gluonischen Zwischenzustand annihilieren (Abb. 4.23b). Dieser
muf jedoch mindestens aus drei Gluonen bestehen. Ein einzelnes Gluon tréigt
eine Farbladung und gehort einem Farboktett an, wihrend die Hadronen des
Anfangs- und Endzustandes natiirlich Farbsinguletts sind. Die Erhaltung der
Farbladung verbietet daher solche Zerfille. Zwei Gluonen kdnnen zwar ein
Farbsingulett bilden, sie haben aber die C-Paritit n¢ = +1. Mit dem etwas
langatmigen Beweis mochten wir uns hier nicht weiter beschiftigen; er lauft
ganz analog zur gerade gefiihrten Diskussion der positiven C-Paritit eines

Abb. 4.22

(a) Ein typisches Feynman-Diagramm fiir
den Zerfall eines Mesons iiber die starke
Wechselwirkung. (b) Quark-Diagramm des
Zerfalls p — w7 ohne Festlegung auf einen
bestimmten Beitrag der Storungsrechnung.
Da die Linien der Konstituenten-Quarks
durchlaufen, wird es als ,verbundenes*
Diagramm bezeichnet

297



298

Hadronen in der Quantenchromodynamik

Abb. 4.23
Die Zerfille des @-Mesons. (a) Verbunde-
nes Diagramm des Zerfalls @ — K +K—,
(b) unverbundenes Diagramm des Zerfalls
@ — 31

b
. _
T T
d
d
u
= S
=) S
S S
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s
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Pion-Paares in einem Isosingulett-Zustand. Da die neutralen Vektormeso-
nen die C-Paritdt —1 haben, scheidet auch die Annihilation in zwei Gluonen
aus, und als einfachste Moglichkeit von Diagrammen ohne durchlaufende
Quarklinien bleibt die Annihilation in drei Gluonen.

Die Quarklinien in der oberen und unteren Hilfte der Abb. 4.23b sind von-
einander getrennt. Man nennt diese Diagramme ,,unverbunden®. Sie lassen
sich zumindest fiir schwere Vektormesonen stérungstheoretisch berechnen,
da die Skala von ag durch die Masse der Vektormesonen bestimmt wird.
Auch hier kann die Rechnung nach dem Muster des Positroniums durch-
gefiihrt werden. Positronium im Zustand 17~ (das sog. Ortho-Positronium)
zerfillt mit einer Breite von

FPos _ 16(”2 - 9)0(3|Rs(0)|2

Yy e (4.195)

in drei Photonen. Um von hier zur Zerfallsrate von Vektormesonen in drei
Gluonen zu gelangen, reicht es nun nicht aus, einfach @ durch ag zu ersetzen.
Es ist ndmlich darauf zu achten, daf3 die drei Gluonen ein Farbsingulett bilden
miissen. Der zugehorige Farbfaktor ist 5/18 [Clo79], und daher erhalten wir
als Ergebnis

ry 2 4062 =R O)F @196)
8l M?
Wenn man tiiber alle moglichen hadronischen Endzustinde summiert, gibt
(4.196) sogar die hadronische Zerfallsbreite des Vektormesons iiber den Drei-
Gluon-Zwischenzustand, weil die Wahrscheinlichkeit, da3 die Gluonen in
irgendeinen hadronischen Endzustand iibergehen, zu 1 angenommen werden
kann.
Das @-Meson kann in bis zu sieben 7-Mesonen zerfallen. Solche Mehr-
Pionen-Zerfille sind aber vom Phasenraum her gegeniiber dem 37-Kanal
unterdriickt. Wir konnen daher versuchsweise (4.196) mit der 37-Breite iden-



tifizieren. Unter Benutzung von (4.177) gewinnen wir schlieBlich
nLy, _ 10(7? — 9o
r’ ., 8lwa*(Qy)?

e

(4.197)

also ein Ergebnis, das unabhingig von der Wellenfunktion und der Masse
des Vektormesons ist. Die numerische Auswertung fiir das @ 14t eine Be-
stimmung von ag(M_2) zu. Man erhilt einen Wert von ag = 0,45. Dies zeigt
abschliefend, dal die storungstheoretische Berechnung der 37 -Breite des
®-Mesons gerade noch gerechtfertigt ist.

Die Unterdriickung der hadronischen Zerfille in unverbundenen Diagram-
men ist intuitiv verstindlich, weil die Zerfallsrate proportional zu ag ist. Die-
se Unterdriickung war aber schon vor der Durchfiihrung der gerade skizzier-
ten QCD-Rechnung bekannt. Sie wurde durch Okubo, Zweig und Ikzhiham
untersucht und wird seitdem als OZI-Regel bezeichnet.

4.9 Bestimmen Sie |Rg(0)| aus den radiativen Zerfdllen der Vek-
tormesonen und pseudoskalaren Mesonen. Wie stark dndert sich
|Rs(0)]?/M7?

4.10 Diskutieren Sie die yy-Zerfallsbreiten der pseudoskalaren Mesonen,
indem Sie I/, und I}, aus der °-Breite nach der Vorschrift des
letzten Absatzes des Abschn. 4.5.3 berechnen.

4.6 Neue schwere Quarks

4.6.1 Das Vektormeson J/¢(1S)

Die im letzten Abschnitt ausfiihrlich besprochene Kopplung der Vektormeso-
nen an Leptonenpaare 146t Elektron-Positron-Speicherringe als ideale Instru-
mente erscheinen, solche Mesonen zu untersuchen. In diesen Speicherringen
bringt man an geeigneten Wechselwirkungszonen e~ - und e -Strahlen mit
genau gleicher Energie E, aber mit Impulsen p bzw. — p zur Kollision. Damit
liegt das Schwerpunktssystem der Reaktion im Laborsystem. Es ist moglich,
die Energie der Strahlen in feinen Schritten zu @ndern, um so die Anregungs-
kurve der Mesonen zu durchfahren, wobei die Masse des Mesons durch 2E
gegeben ist. Als Beispiel gibt die Abb. 4.24 den totalen Querschnitt fiir die
Reaktion

e +et - & - KI+ KD (4.198)

wieder.

Bei hoheren Energien findet man eine Reihe scharfer Resonanzen im Mas-
senbereich von 3 GeV und 9 GeV. Als Beispiel sind in Abb. 4.25 die Ha-
dronraten bei Schwerpunktsenergien bis 3,7 GeV aufgetragen. Insbesondere
die Entdeckung der ersten dieser Resonanzen, des J /v (1S) mit einer Mas-
se von 3097 MeV, markierte historisch einen Wendepunkt der Teilchenphy-
sik, der schlieBlich zur Entwicklung des Standard-Modells fiihrte. Die Zeit

4.6 Neue schwere Quarks

§. VEPP-2M/Novosibirsk
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)
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Schwerpunktsenergie/MeV

Abb. 4.24

Der totale Wirkungsquerschnitt der Reakti-
one~et — KJK? fiir Schwerpunktsener-
gien im Massenbereich des @-Mesons
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Abb. 4.25

Die Rate der hadronischen Ereignisse
(im PLUTO-Detektor am DESY) im Ver-
hiltnis zur Rate der Bhabha-Streuung
fir Schwerpunktsenergien der Elektron-
Positron-Annihilation im Bereich der J /-
und der 1 (2S5)-Resonanz [Cri75]

131n der hier besprochenen Elektron-Positron-
Vernichtung wurde das J /v von einer Arbeits-
gruppe unter der Leitung von Burton Richter
(geb. 1931) am SLAC entdeckt. Gleichzeitig
wurde es jedoch auch von einer Gruppe un-
ter Leitung von Samuel C.C. Ting (geb. 1936)
in der Reaktion pN — e~eT X am Protonen-
synchrotron in Brookhaven gefunden. Richter
und Ting erhielten hierfiir 1976 den Nobel-
preis. Die Dramatik dieses Entdeckungswett-
laufs hat grolen Einfluf} auf das weitere Ver-
halten konkurrierender Forschergruppen in der
Teilchenphysik gehabt.

Zihlrate/willkiirliche Einheiten
5
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der Entdeckung (Nov. 1974) wird daher auch oft als ,,Novemberrevolution*
bezeichnet.!?

Eine Ausmessung der Anregungskurve des J /v (15) zeigt, dal3 ihre Halb-
wertsbreite durch die Energieunschirfe der umlaufenden Elektronen- und
Positronenstrahlen bestimmt wird, d. h. die totale Zerfallsbreite der Resonanz
ist kleiner als diese Unschirfe, die typischerweise etwa 3-5 MeV betrigt.
Man kann aber die Gesamtbreite I" und die Partialbreiten auch aus der Fliche
der Anregungskurve bestimmen. Der totale Querschnitt in einem bestimm-
ten Kanal wird namlich durch die Breit-Wigner-Formel (2.275) beschrieben.
Unter Ausnutzung der Beziehung

T
ds = — 4.199
[wa Vs T ( )
gewinnen wir fiir die Reaktion
e +et = J/Yy(AS) > f (4.200)
mit J/ = 1 und g = 1/4 die Relationen
6 21"2
% falls f =e"e™
M§F
6T, I,
/o(ﬁ)dﬁ: w falls f =p 't (4.201)
MiI’
672 e Iy
M falls f = Hadronen .
Mir

Die hierin auftretenden Breiten sind nicht unabhéngig voneinander. Mit Hilfe
von

I = Nyad + Toe + Ty (4.202)



hat man demnach vier Gleichungen fiir vier Unbekannte, welche zur Bestim-
mung der Partialbreiten verwendet werden kdnnen. Der Ansatz I3, = I,
vereinfacht die Rechnung erheblich und verkleinert den statistischen Feh-
ler. Die zahlreichen modernen Experimente haben diese Vereinfachung nicht
notig. Das Endergebnis lautet:

" =(92,9428)keV (4.203)
und
LV =(55540,14)keV . (4.204)

Daraus folgt eine hadronische Breite von nur (82 4 3) keV. Dieses Ergeb-
nis mufl man mit den hadronischen Zerfallsbreiten von 150-250 MeV aller
anderen flavor-neutralen Mesonen mit Massen oberhalb der @-Masse ver-
gleichen, um einzusehen, dal3 hier etwas vollig Neuartiges vorliegt.

Das J /v wird als ein einzelner Zustand in der Elektron-Positron-Anni-
hilation erzeugt und triagt daher die Quantenzahlen des Photons. Die Deutung

|J/¥) = |cc) | (4.205)

d.h. als gebundener Zustand eines neuen charm-Quarks mit seinem Anti-
quark, fiihrt zu einer widerspruchsfreien Erklidrung aller experimentellen Re-
sultate. Die folgenden Ausfiihrungen und der Abschnitt iiber Quarkonium
sollen diese Behauptung auf ein sicheres Fundament stellen.

Aus der Zerfallsrate in Leptonen 146t sich die Ladung des neuen Quarks
bestimmen. Wir haben bei der Ableitung von (4.179) im letzten Abschnitt
diskutiert, daf3 die leptonische Breite der leichten Vektormesonen p,w, @
praktisch nur durch den Quarkladungsfaktor Qy bestimmt ist. Der gleiche
Ansatz liefert zwanglos Q = 2/3 fiir die Ladung des ¢-Quarks.

Die hadronische Breite ist sehr klein verglichen mit 150 MeV, aber nur et-
wa einen Faktor 8 kleiner als die Zerfallsbreite des @-Mesons in drei Pionen,
die 655 keV betrigt. Dies legt die Vermutung nahe, daf3 der Zerfall tiber un-
verbundene Diagramme nach Art der Abb. 4.23b erfolgt. Wir erwarten eine
kleinere hadronische Zerfallsbreite als beim @-Meson, da ag in (4.197) nun
bei der viel hoheren Masse des J /v eingesetzt werden muf3. Die Auswertung
von (4.197) fiihrt zu einem Wert von ag(M Jz /w) = 0,22 in bester Uberein-
stimmung mit (4.64), aus der wir ag = 0,25 mit ny = 3 und A =200 MeV
berechnen. Der Abfall der Kopplungskonstante von 0,44 bei My ~ 1 GeV
auf 0,22 bei 3 GeV in dieser Analyse ist gleichzeitig eine geeignete Demons-
tration der asymptotischen Freiheit der QCD, also des Abfalls der Kopplungs-
konstanten bei einer Vergroerung der Energieskala.

Damit die gerade gegebene Erklirung der hadronischen Breite konsis-
tent ist, darf es die verbundenen Diagramme der Abb. 4.23a nicht geben.
Die den K-Mesonen entsprechenden leichtesten Mesonen |[D 1) = |cd ) und
| D) = |cii) haben in der Tat eine Masse von 1869,6 bzw. 1864,9 MeV mit
einem Fehler von jeweils 0,15 MeV. Der Zerfall des J /v (1S) in DD~ -
bzw. D D°-Mesonen ist daher aus energetischen Griinden verboten.

Neben dem J /v (1S) wurde eine weitere scharfe Resonanz, das v (2S),
mit einer Masse von 3686 MeV gefunden (Abb. 4.25). Seine gesamte Zer-
fallsbreite ist (304 £ 9) keV bei einem Wert von (2,35 £ 0,04) keV fiir I,,.

4.6 Neue schwere Quarks
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Die Nomenklatur der Zustinde zeigt an, dal ihnen die Quantenzahl n = 1
bzw. n = 2 zugeordnet wird. Das v (2S) wird demnach als radiale Anregung
des Grundzustandes J /¥ (1S) interpretiert. Dicht auf das ¥ (2S) folgt das
¥ (3770) mit einer Masse von 3770 MeV, dies ist knapp oberhalb der zwei-
fachen Masse des D-Mesons. Der Zerfall des ¥(3770) in DD entspricht
vollstindig dem Zerfall ® — K K. Er hat eine Breite von (25,34£2,5) MeV.

Das c-Quark trégt die neue flavor-Quantenzahl charm (C), die in der star-
ken und der elektromagnetischen Wechselwirkung erhalten ist. Es wurde die
Konvention C =1 fiir |¢) und C = —1 fiir |¢) gewihlt. Vergleichen Sie da-
mit S = —1 fiir das strange-Quark. Dies ist sinnvoll, denn damit stimmt das
Vorzeichen der flavor-Quantenzahl der Quarks mit dem Ladungsvorzeichen
tiberein. Das positive Ladungsvorzeichen ist konsistent mit (1.105). Experi-
mentell wird es v. a. durch die Systematik der schwachen Zerfille belegt, die
in Abschn. 6.2 behandelt werden.

Die Konstituentenmasse des c-Quarks schitzen wir im additiven Quark-
modell bei Vernachlissigung einer eventuellen Bindungsenergie zunichst
mit m, = %M//lp zu 1550 MeV ab. Auch die Masse der D-Mesonen von
1870 MeV stimmt wegen

Mp = m, +my (4.206)

mit diesem Ansatz iiberein. Fiir viele Rechnungen wihlt man einfach m, ~
1500 MeV. Bei einer so hohen Masse ist die Korrektur aufgrund der chromo-
magnetischen Hyperfeinstruktur (Abschn. 4.4) vernachldssigbar klein, falls
man nicht einen vollig anderen Wert des Parameters b als in (4.134) anneh-
men will. Da die durch das Gluonfeld erzeugte Masse von der Quarksorte
unabhingig ist, kann dem charm-Quark eine Strommasse (nackte Masse)
von etwa 1200 MeV zugeordnet werden. Der Vergleich mit den entsprechen-
den Werten fiir die u-, d- und s-Quarks zeigt, warum die neuen Quarks als
,,schwer‘ bezeichnet werden.

4.6.2 Die Y -Mesonen

Das physikalische Szenario des letzten Abschnitts hat sich mit der Entde-
ckung der h-Quarks nochmals bei einer Massenskala von 5 GeV wiederholt.
Am Beginn stand die Entdeckung der Ypsilon-Resonanz (7") mit einer Masse
von 9460 MeV. Dieses Meson, das heute die genauere Bezeichnung 7°(15)
tragt, wurde 1977 von Lederman und Mitarbeitern im Massenspektrum der
Myon-Paare in der Reaktion

P+ (Cu,Pb) - pu putx (4.207)

entdeckt. Die Gruppe stellte dazu ein farget aus Blei und Kupfer in den ex-
ternen 400 GeV-Protonenstrahl des Fermilab bei Chicago. Die bald darauf
durchgefiihrten Experimente am e~ e™-Speicherring DORIS des DESY er-
laubten die Bestimmung der Eigenschaften des neuen Teilchens, das sofort
als gebundener Zustand (Bottomonium)

|T) = |bb) (4.208)
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eines neuen Quarks mit der Bezeichnung b (fiir bottom) gedeutet wurde.
Wie das J /¢ hat auch das 7" eine Zerfallsbreite, die kleiner als die Energie-
auflosung des Beschleunigers ist. Die Gesamtbreite von (54,02 £ 1,25) keV
zeigt wieder, daf die Zerfille in Hadronen nur iiber unverbundene Diagram-
me erfolgen konnen. Die Auswertung von (4.197) ergibt einen Wert von
ocS(M%) = 0,19, also ein Resultat, das sich aus (4.64) mit ny =4 und A =
200 vorhersagen 143t. Die elektronische Zerfallsbreite von 1,340 0,018 keV
ist in bester Ubereinstimmung mit (4.179), falls der Betrag der Ladung des
b-Quarks 1/3 betrigt. Mit der in der starken und der elektromagnetischen
Wechselwirkung erhaltenen Quantenzahl B = —1 fiir das bh-Quark legt
(1.105) die Ladung zu —1/3 fest. Auch dies ist wieder konsistent mit den
Auswahlregeln der schwachen Wechselwirkung.

Die Untersuchungen an den Elektron-Positron-Speicherringen zeigten,
daf} es unterhalb der Erzeugungsschwelle von Hadronen mit offenem bot-
tom noch zwei weitere 1~ -Resonanzen gibt, die als radiale Anregungen
T (2S5) und 7' (3S) des Bottomoniums im Zustand L = 0 und J = 1 interpre-
tiert werden. Die Abb. 4.26 zeigt ein Ergebnis vom Speicherring CESR der
Cornell-Universitit in USA. Die Massen dieser Resonanzen betragen 10,02
bzw. 10,35 GeV. Das 7 (4S) hat eine Masse von 10,58 GeV. Es zerfillt zu
fast 100 % in Paare von B-Mesonen, d.h. in Bt B~ und B°B°. Die Mas-
sen dieser leichtesten Mesonen mit offenem bottom betragen (5279,25 +
0,17) MeV fiir die geladenen bzw. (5279,58 £0,17) MeV fiir die neutralen
Mesonen. Die Angabe des Fehlers zeigt, mit welch hoher Prizision diese
Massen bestimmt werden konnten.

Aus der T-Masse und der Masse der B-Mesonen bestimmen wir schlief3-
lich mit Hilfe des additiven Quarkmodells die Konstituenten-Masse der b-
Quarks zu 4,8 GeV. Dies entspricht einer Strommasse (nackte Masse) des
b-Quarks von etwa 4,5 GeV. Das b-Quark zéhlt also mit den c-Quarks zu
den schweren Quarks.

4.6 Neue schwere Quarks

Abb. 4.26

Die Rate der hadronischen Ereignisse in
der Elektron-Positron-Annihilation im Ver-
héltnis zur Rate der Bhabha-Streuung fiir
Schwerpunktsenergien im Bereich der 7°-
Resonanzen
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4.6.3 Quarkonium, cc und bb

Atome aus Quark und Antiquark der gleichen Sorte nennen wir Quarkoni-
um. Im Bereich der u- und d-Quarks tritt es in dieser reinen Form nicht auf,
die Quarks der ersten Generation bilden vielmehr S U2-Multipletts. Das ers-
te Beispiel fiir Quarkonium ist das 55, das uns aber nur als Vektormeson ¢
begegnet, wihrend die pseudoskalaren Mesonen eher S U 3 p-Multipletts bil-
den, wie wir gesehen haben. Die Massen der c¢- und b-Quarks sind nun so
verschieden von denen der leichten Quarks, dal wir nicht erwarten konnen,
sie zusammen mit den leichten Quarks in flavor-Multipletts zu finden. Char-
monium und Bottomonium werden vielmehr isolierte Systeme bilden, die in
allen durch die Tabellen 4.7 und 4.8 erlaubten Zustinden und dariiber hinaus
in hoheren Anregungen auftreten.

In der e~ et -Annihilation werden nur die Vektormesonen (J¥¢ =177)
auf direktem Weg erzeugt, da nur sie die Quantenzahlen des Photons tra-
gen. Aber auch die meisten anderen Zustinde sind in diesen Experimenten
durch Strahlungsiibergiinge erreichbar. Strahlungszerfille der Vektormeso-
nen (Abschn. 4.5.1) fiihren z. B. iiber den magnetischen Dipoliibergang zu
den pseudoskalaren Mesonen (J rPe — 0~7), die hier ne bzw. 1 heillen. Die
sog. x-Mesonen mit den Quantenzahlen 0+, 17+ 27 Jassen sich hingegen
durch elektrische Dipoliiberginge erreichen. Somit sind bis auf die 17~ -
Mesonen alle erlaubten Zustiande des Quarkmodells in der Elektron-Positron-
Annihilation direkt oder iiber die Abstrahlung eines Photons zugénglich. Dies
erklért u. a. die enorme Bedeutung dieser Experimentiermethode in der mo-
dernen Teilchenphysik. Da die 7" (45)-Resonanz eine ideale Quelle von B-
Mesonen ist, wurden in den USA (PEP-II am SLAC) und in Japan (KEKB,
Tsukuba) spezielle Elektron-Positron-Speicherringe hoher Luminositit ge-
baut, die sog. B-factories. Von ihnen stammt eine fast uniibersehbare Flut
préziser Daten iiber Produktion und Zerfall der 7- und B-Mesonen. Das ex-
perimentelle Programm an diesen Maschinen endete etwa 2010. Besonders
wichtig ist auch, dal in China gegen Ende der 1980er Jahre nochmals ein
Speicherring (BEBC, Peking) im Energiebereich der - und D- Mesonen
in Betrieb genommen wurde, dessen Ergebnisse fiir ein besseres Verstidndnis
dieser Zustédnde sehr hilfreich waren.

Die Abb. 4.27 zeigt die experimentelle Situation fiir das Charmonium in
der von der Atomphysik her gewohnten Auftragung als Termschema mit
den dazugehorigen Ubergingen. Die genauen Energien der Terme, d.h. die
Massen der Charmonium-Mesonen, sind in der Tabelle 4.17 zusammenge-
stellt. Die Massen des 7.- und der y-Mesonen werden aus der Masse der
Vektormesonen und der Energie der zugehorigen Photonen berechnet. Die
Bestimmung der Quantenzahlen J © fiir die - und y-Mesonen war natiirlich
die entscheidende Aufgabe fiir die korrekte Einordnung dieser Teilchen in
das Charmonium-Termschema. Das Studium der Winkelverteilung der y’s in
der Reaktion

Y(2S)—>y+x (4.209)

ist ein schones Beispiel fiir die Anwendung von (2.222) unter Ausnutzung
der Parititsinvarianz elektromagnetischer Zerfille. Eine genauere Diskussion



1(4040)

¥(3770)

(25) ' ’ ) cc-Schwelle

JPC— 0+ 1= 0+* 1++ 2++

findet sich in dem Buch von Close [Clo79]. Ein dhnliches Vorgehen ist auch
fiir das 1, moglich. Der Spin 1 kann allerdings sofort aufgrund des Theorems
von Yang (Abschn. 2.4.7) ausgeschlossen werden, da dieses Meson iiber den
Zerfall in zwei Photonen entdeckt wurde.

Zur Berechnung des Quarkonium-Spektrums wurden analytisch 16sbare
Varianten der QCD benutzt, die besonders fiir nichtrelativistische Systeme
schwerer Quarks geeignet sind. Sie werden oft als Heavy quark effective
theories (HQET) bezeichnet. Besonders erfolgreich ist hier auch die schon in
Abschn. 4.2.1 angesprochene Gitter-QCD, d. h. die numerische Losung der
QCD-Gleichungen auf dem Computer. Die theoretischen Grundlagen die-
ser Verfahren werden in dem Ubersichtsartikel der Quarkonium Working
Group behandelt [QWGO0S5]. Wesentliche Ziige des Spektrums kann man
jedoch schon in einfachen Potentialmodellen verstehen, die ganz dhnlich
zum Vorgehen in der Atom- und Kernphysik angelegt sind. Im einfachs-
ten Fall vernachlédssigt man auch hier alle relativistischen Korrekturen und
Spineffekte und beginnt mit der Schrodingergleichung

Ay +2m (E=V)y =0 . (4.210)
Wie gewohnlich ist m’ die sog. reduzierte Masse zweier Korper,
/ mymsy
=—, (4.211)
my+my

also gilt hier m’ = m, /2. Mit der iiblichen Faktorisierung der 1 -Funktion
in einen Radialanteil und einen winkelabhingigen Teil, ¥ = R(r)Y/" (O, ¢),
und der Ersetzung R = u(r)/r folgt

2

a

(2m’(E —V)— l(lr“: 1)) u=0 . 4.212)

Diese Gleichung hat analytische Losungen, u. a. fiir zwei bekannte Potentiale,
das Coulomb-Potential und das Oszillatorpotential

1
V= 5kr2 ) (4.213)

Abb. 4.27

Das Termschema des Charmoniums mit
Angabe der wichtigsten Ubergiinge zwi-
schen den Termen. Es sind nur die in
e~ et -Reaktionen direkt oder iiber die Ab-
strahlung eines Photons erreichbaren Zu-
stinde eingezeichnet. Oberhalb der Schwel-
le fiir die Erzeugung von Mesonen mit
charm sind nicht alle gefundenen cc-Reso-

4.6 Neue schwere Quarks

nanzen eingezeichnet

Tabelle 4.17
Die Massen der Charmonium-Zustinde

Resonanz

e (18)

J/Y(1S)
Xco(1P)
Xc1(LP)
Xe2(1P)
1¢(25)

v (2S)

¥ (3770)
Xc2(2P)
¥ (4040)
¥ (4160)

¥ (4415)

Masse/MeV

2981,6 =+ 1,1
3096,92 £ 0,01
3414,8 £ 0,3
3510,66 £ 0,07
3556,2 =+ 0,09
3638,9 £ 1,3
3686,11 £ 0,01
3773,15 £ 0,33

39272 £2,6
4039 =£1
4153 2
4421 £ 4
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Tabelle 4.18 Aus der Lage der Energieniveaus ist sofort klar, dal das Potential nicht cou-
Die niedrigsten Zustinde im Oszillatorpo- ~lombartig sein kann, weil fiir ein solches Potential P- und S-Zustinde ener-
tential getisch entartet sind.'* Das Oszillatorpotential, das mit grofem Erfolg in der
: Kernphysik benutzt wird, hilft hier weiter. Die Energieniveaus folgen der sehr
A n / Energie .
einfachen Formel
0 1 0 Eis =30 3
111 Eip =30 E=\A+7]e. (4.214)
2 2 0 Exs =Zlo ) - )
7 wobei w aus k = m’w* berechnet werden kann. Die Hauptquantenzahl A
2 1 2 E 1D = ia)

durchlduft die Werte 0, 1,2 usw. Bei geraden Werten von A kann die Quan-
tenzahl des Bahndrehimpulses auch nur gerade sein, also [ =0,2,...,A.
Entsprechend gilt / = 1,3, ..., A bei ungeraden Werten von A. Die radiale
Quantenzahl n wird iiber die Gleichung

A=2(n—1)+1 4.215)

definiert. Die Energieniveaus werden i. allg. durch den Wert von »n und die
Symbole fiir den Bahndrehimpuls gekennzeichnet. Die Tabelle 4.18 gibt die
niedrigsten Zustinde an.

Beim Vergleich der Tabelle mit der Abb. 4.27 fillt sofort auf, daf} das
Oszillatormodell in zwei wesentlichen Eigenschaften den experimentellen
Befund qualitativ richtig wiedergibt:

— Die Wellenfunktion des ersten angeregten Zustandes iiber dem Grund-
zustand ist eine p-Welle. Da wir die Spin-Bahn-Kopplung in unserem
einfachen Modell nicht beriicksichtigen, entspricht die Energie E|p dem
Massenmittelwert der drei y-Mesonen, also 3493 MeV.

— Der nichsthohere Zustand ist doppelt besetzt, E,s = Ep. Ein Quark-
Antiquark-Paar in einer d-Welle hat die gleichen Eigenwerte von P und
C wie in einer s-Welle. In der Tat findet man im Charmonium-Spektrum
zwei Vektormesonen sehr dicht beieinander, ndmlich das ¥ (2S) und das
¥ (3770). Das ¥ (3770)-Meson 146t sich versuchsweise als 1D-Zustand
deuten. Aus dem Massenmittelwert der beiden Mesonen und der Masse
des Grundzustandes bestimmen wir @ zu 315 MeV.

Dieser Wert von w fiihrt mit (4.214) zu einem Massenmittelwert der y-
Mesonen von 3417 MeV, was gar nicht so schlecht mit dem Experiment
tibereinstimmt.

Das Modell liefert sogar die richtige Gro3enordnung von I,. Es gilt nam-
lich [Sha63]

a(m’ 3/2
|R1s(0)? = % (4.216)
und
7.1)3/2
[R5 (0)* = Slmw)™” 4.217)

JrT

L . , , Diese radialen Wellenfunktionen erfiillen zwar nicht die durch (4.179) nahe-
Wir benutzen hier wieder die Notation der . , . . . .
Atomphysik, bezeichnen also Zustinde mit gelegte Forderung, proportional zu m’ zu sein, kommen ihr aber ziemlich
1=0,1,2,...als S, P, D,...-Niveaus. nahe. Die Masse m’ = m,./2 setzen wir nun zu 750 MeV an, woraus mit



Hilfe von (4.177) I,. = 2,6keV fiir das J/v¢ und 2,7 keV fiir das ¢ (25)
folgen. Der Radialteil der Wellenfunktion im 1D-Zustand verschwindet am
Ursprung. Im Oszillatormodell bekommen wir also I, = 0 fiir das ¥ (3770).
Der experimentelle Wert von 0,26 + 0,04 keV ist ja wirklich fast eine Gro-
Benordnung kleiner als im Fall der S-Zustinde und unterstiitzt daher die
Zuordnung der d-Welle zu dieser Resonanz.

Man konnte versucht sein, die Masse des Grundzustandes durch die Be-
ziehung M,y = 2m. + E;s festzulegen. Damit wiirde in unserer Rechnung
eine ¢-Quarkmasse von 1,31 GeV herauskommen. In den Potentialrechnun-
gen wird dies jedoch i. allg. nicht getan, sondern sie werden nur dazu benutzt,
den energetischen Abstand der hoheren Terme zum Grundzustand zu unter-
suchen. Man hat also noch eine gewisse Freiheit in der Festlegung der Quark-
masse, wie wir sie gerade bei der Berechnung der leptonischen Zerfallsbreite
im Oszillatormodell benutzt haben.

Falls man an Stelle des Oszillatorpotentials das QCD-Potential (4.55)
wiihlt, verbessert sich die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experi-
ment erheblich. Insbesondere liegt der 1D-Zustand {iber dem 25, und der
1P-Zustand liegt ndher am 2S. Der qualitative Vergleich der Energieni-
veaus im Coulomb-Potential, linearen und Oszillatorpotential (Abb. 4.28)
zeigt, daf die charm-Spektroskopie im wesentlichen durch den linearen Teil
des QCD-Potentials bestimmt ist. Leider hat dieses Potential keine analyti-
schen, sondern nur numerisch falbare Losungen. In der Arbeit von Eichten
et al. [Eic80] findet man alle nétigen Ergebnisse. Mit den Parametern

m, = 1,5GeV
as(My/y) = 0,32 (4.218)
o =1,0GeV/fm

werden die Abstinde des ¥ (2S5) und des Massenschwerpunkts der y-Me-
sonen zum Grundzustand mit einer Genauigkeit von etwa 20 MeV wieder-

a b c
E
3S 2D
[ 35 2D
Ionisation i
e o/ k L il L L L
2P D
35 3P 3D 28 - [ 2§ 1D
28 2P
T 1P
Coulomb Linear Oszillator
1S5 18 1S
0 1 2 L 0 1 2 L 0 1 2 L

Abb. 4.28

4.6 Neue schwere Quarks

Qualitative Lage der Energieniveaus im (a)
Coulomb-Potential, (b) linearen Potential
und im (c¢) Oszillatorpotential
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Tabelle 4.19

Die Massen der Bottomonium-Zustinde

Resonanz

np(1S)
T(1S)
Xbo(1P)
Xp1(1P)
Xp2(1P)
T(2S)
X60(2P)
161 (2P)
Xb2(2P)
T(3S)
T(4S)

7 (10860)
7 (11020)

Abb. 4.29

Masse/MeV

93958 + 3

9460,30 + 0,26
9859,44 £ 0,52
9892,78 = 0,40
9912,21+ 0,40
10023,26 = 0,31
10232,5 £+ 0,64
10255,46 = 0,55
10268,65 £ 0,55
103552 £ 0,5
105794 £ 1,2
10876  £11

11019 =+ 8

Das Termschema des Bottomoniums. Die
Bezeichnung der Zustinde und Ubergin-
ge entspricht derjenigen des Charmoniums.
Die gestrichelt eingetragenen Teilchen sind
noch nicht gefunden worden

gegeben. Die berechnete leptonische Zerfallsbreite des Grundzustandes ist
zweimal so groB wie im Experiment. Da in diese Rechnung |y (0)|? eingeht,
reagiert sie sehr empfindlich auf Details der Physik bei kleinen Abstidnden.
Der Leser sollte sich daher iiber die vermeintlich schlechte Ubereinstimmung
nicht wundern. Es hat sich eingebiirgert, das Verhiltnis der Zerfallsbreiten im
Anregungs- und Grundzustand der Vektormesonen zur quantitativen Beurtei-
lung heranzuziehen. Dieses wird mit unseren Parametern mit einer Genauig-
keit von 20 % reproduziert.

Mit dem Bottomonium liegt ein weiteres Quarkonium-System vor, des-
sen Zustdnde im Potentialmodell analysiert werden konnen. Die Tabelle 4.19
und die Abb. 4.29 geben die experimentelle Situation wieder. Die Anordnung
der Niveaus ist auch hier ein Beweis fiir den starken Einflu} des linearen
Terms im QCD-Potential, obwohl das Spektrum schon etwas dhnlicher zum
Wasserstoff wird. Da es jetzt drei Vektormesonen mit L = 0 unterhalb der
Schwelle der Erzeugung von bottom-Hadronen gibt, werden zwei Tripletts
von y-Mesonen gefunden. Einen Kandidaten fiir ein Vektormeson mit L. = 2
gibt es nicht. Es ist sehr beeindruckend, dafl die Massenabstinde der zwei x-
Tripletts und der beiden angeregten Vektormesonen zum Grundzustand mit
den gleichen Werten fiir «g und o wie in (4.218) mit einer Genauigkeit von
10MeV reproduziert werden. Die passende Quarkmasse betrigt 4,5 GeV.
Ebenso werden die relativen Zerfallsbreiten in Elektron-Positron-Paare mit
einem Fehler von weniger als 10 % wiedergegeben.

(11020)

7' (10860)

T(4S)

bb-Schwelle

Y
- . T(SS)
7,(3S) \ Xpo(2P) TR
Hadronen

Xp1(2P)




Durch diese erfolgreiche Ausdehnung auf das Bottomonium gewinnen die
Potentialmodelle erheblich an Gewicht, da jetzt die Zahl der berechneten
GrofBen weit tiber der Zahl der Parameter des Modells liegt. Auffillig ist, dafl
die Ubereinstimmung schlechter wird, wenn die laufende Kopplungskonstan-
te ag(q?) anstelle des festen (und hohen) Wertes von 0,32 eingesetzt wird.
Das ist aber wieder nicht als eine grundsitzliche Kritik anzusehen. Es ist
sogar im Gegenteil so, dal wir eigentlich nicht verstehen, warum die Poten-
tialrechnungen so gut funktionieren. Aus den Losungen der Schrodingerglei-
chung 146t sich ndmlich auch die Geschwindigkeit v der Quarks im Grund-
zustand des Quarkoniums ermitteln [Eic80]. Die relativistischen Korrekturen
sind ~ (v?), und mit (v?) &~ 0,3 sind sie sicherlich sehr groB beim Charmo-
nium, aber mit (vz) ~ 0,08 beim Bottomonium schon weniger einfluireich.

Die gleichen Argumente lassen zunidchst erwarten, daf} die Toponium-
Spektroskopie eine ideale Umgebung zum Studium der Dynamik schwerer
Quarks darstellen konnte. Ein schweres fop-Quark sollte ndmlich ein nicht-
relativistisches Quarkonium-System mit einem wasserstoffartigen Spektrum
aufgrund des kleinen Abstandes der Quarks ausbilden. Das fop-Quark hat
jedoch eine Masse von (173,5+ 1) GeV, und daher wird seine Lebensdau-
er sehr klein. Sie betriigt etwa 4-107°s (Abschn. 6.2.4) und ist damit viel
kleiner als die Zeit, die bendtigt wird, ein Atom aus einem Quark und ei-
nem Antiquark aufzubauen. Diese Zeit sollte etwa ausreichen, um einige
Bahnumliufe der Quarks zu erlauben, das sind ca. 1072 s.

Ein dem v (3770) vergleichbarer Zustand Y (1D) mit L =2 und J € =
17~ ist im Bottomonium-Spektrum nicht enthalten. Im Experiment CLEO
am Speicherring der Cornell-Universitdt wurde aber eine Resonanz mit der
Masse (10 163,7 & 1,4 MeV) entdeckt, die als T (1D) mit J ¢ = 27 inter-
pretiert wird. Dazu wurde der Zerfall des 7 (3S) in die Endzustinde
yyyyu~put bzw. yyyye~e™ untersucht. Diese Zustinde werden iiber die
Kaskade T (3S) — yx»2P), x»(2P) - yY(1D), Y (1D) — yx»(1P) und
¥5(1P) = yT(1S) mit anschlieBendem Zerfall des Y (1) in =t - oder
e~ et -Paare erreicht. Es handelt sich hier um ein schones Beispiel der Da-
tenanalyse in einem Detektor mit sehr guten Eigenschaften fiir den Nachweis
von Photonen und Elektronen. Die Masse des 7' (1D) iibersteigt die Masse
des 7(2S) um etwa 140 MeV. Dies entspricht den Erwartungen von QCD-
Modellen mit ihrem linearen Potentialanteil (Abb. 4.28b).

Die Massenaufspaltung der y-Multipletts ist eine Folge der Spin-Bahn-
Wechselwirkung, wihrend die Aufspaltung zwischen den 0~"- und den 17~ -
Zustianden des Quarkoniums von der Spin-Spin-Wechselwirkung herriihrt
(chromodynamische Hyperfeinstruktur). Beide Effekte lassen sich unter Hin-
zunahme von Termen zur Beschreibung dieser Kopplungen in die Schrodin-
ger-Gleichung behandeln. Man erreicht so eine befriedigende Ubereinstim-
mung mit den vorliegenden experimentellen Befunden. Die Potentialmodelle
liefern jedoch i. allg. eine zu grofle Spin-Bahn-Kopplung und zu kleine Wer-
te der Hyperfeinstruktur. Den letzten Punkt konnen wir sofort anhand der
Diskussion des Abschn. 4.4 verstehen. Aus (4.141) leiten wir

m 2
My =M, = (m—”) (M, — M) , (4.219)

c
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also etwa 30 MeV, ab, was weit von dem experimentellen Wert von 115 MeV
entfernt liegt. Es fillt auf, daf die quantitativen Schwierigkeiten beim 7, —
dhnlich wie frither beim 1’ — groBer sind. Offenbar ist die Masse von pseu-
doskalaren, sortenneutralen Mesonen nicht nur durch die Quarkmassen und
die Hyperfeinstrukturenergie bestimmt. Die gleiche Abschitzung ergibt eine
Vorhersage fiir die Masse des n,-Mesons, die nur 3 MeV unter der Masse
des 7' (15) liegt. Der scharfe Widerspruch zum experimentellen Wert der
Tabelle 4.19 ist offensichtlich. Die lange (vielleicht auch durch diese Vorher-
sage behinderte) Suche nach dem 7,-Meson war schlie3lich an der B-factory
des SLAC erfolgreich. Hierzu wurden die seltenen Reaktionen 7' (3.5) —
ynp(1S) und Y (28) — ynp(1S) aus jeweils mehr als 100 Millionen Zerfil-
len der 7 (3.5)- und 7' (25)-Resonanzen isoliert. Neben dem experimentellen
Erfolg stellt diese Entdeckung auch einen wichtigen Test der Gitter-QCD
dar, deren berechnete Massendifferenz zwischen 7' (15) und 7, (1S) mit ca.
60 MeV nahe beim experimentellen Wert liegt.

In den Abb. 4.27 und 4.29 sind neben den Vektormesonen nur die Zu-
stinde eingetragen, die iiber einfache elektrische oder magnetische Dipol-
tibergidnge erreicht werden konnen. Man hat lange vermutet, da3 die im
Quarkonium Modell geforderten Zustande mit J ¢ = 17~ besser in hadro-
nischen Reaktionen wie pp — h.(1P) gesucht wiirden. Mit dem CLEO-
Detektor gelang jedoch auch der Nachweis dieser Resonanz in der Zerfalls-
kette ¥ (25) — n°h.(1P), h.(1P) = yn.(1S). Die Masse von (3525,41 +
0,16 MeV) liegt nahe am Mittelwert des y.(1P)-Tripletts und stimmt da-
her mit der Erwartung einfacher Potentialmodelle iiberein. Zu den Erfolgen
der jiingsten Zeit gehort die Entdeckung des /,(1P) mit einer Masse von
(9898,6 + 1,4 MeV) in Zerfillen des 7 (5S5) im Experiment BELLE an der
japanischen B-factory KEKB.

Die intensive experimentelle und theoretische Erforschung des Quarkoni-
ums hatte ein wesentlich vertieftes Verstdndnis des Quarkmodells und der
QCD zur Folge. Die iiberreiche Ernte in der Suche nach Hadron-Resonanzen
in Prozessen der Elektron-Positron-Vernichtung ergab jedoch auch fast 20
Zustinde, deren Einordung in das Quarkonium-Spektrum schwierig ist. Die
statistische Evidenz von einigen dieser Zustinde ist iiber jeden Zweifel er-
haben. Das prominenteste Beispiel ist das X(3872). Im Studium des Zer-
falls Bt — KTzt x~J /¢ an den B-factories folgt die Verteilung der in-
varianten Masse m (w7~ J /) einer typischen Breit-Wigner-Kurve mit ei-
nem Maximum bei 3872 MeV. Die bevorzugte Spin-Paritits-Zuordnung ist
JFPC = 1%F aber auch JP¢ =27F ist moglich. Von vielen Autoren wird
diese Resonanz als ein schwach gebundenes D*°DO-Molekiil angesehen,
was auf Grund der Massen von D* und D° gerade noch moglich erscheint
[QWGI11].

4.6.4 Hadronen mit charm und bottom

Die leichtesten Mesonen mit C # 0 sind aus einem ¢-Quark und einem u-, d -
oder s-Antiquark (und umgekehrt) zusammengesetzt. Die Flavorwellenfunk-
tionen dieser Mesonen sind einfach durch die kombinatorischen Moglichkei-
ten gegeben, z. B. |cu) oder |s¢), da— wie schon im letzten Abschnitt erwihnt



— die schweren Quarks keine Sortenmultipletts mit den leichten Quarks bil-
den. Wir erwarten daher als Mesonen mit C = 1

|cit) . |ed). |c5) (4.220)

und ihre Antiteilchen. Die Zustinde mit L = 0 sind alle gefunden worden.
Es sind in der Anordnung von (4.220) die pseudoskalaren Mesonen (07)

D’ DT, Df (4.221)
und die Vektormesonen (17)
D*(2010), D**(2010), D** | (4.222)

Die Quantenzahl charm ist wie die anderen flavor-Quantenzahlen in der
starken und der elektromagnetischen Wechselwirkung erhalten. Die D-Me-
sonen konnen daher in diesen Wechselwirkungen nur assoziiert erzeugt wer-
den (Abschn. 1.2.3), ihr Zerfall ist nur iiber die schwache Wechselwirkung
moglich. In der Nomenklatur der PDG zihlen sie zu den stabilen Teilchen.
Das D hat eine Lebensdauer von (1,040 4 0,007) ps, fiir das D° bzw. DSjE
wurden (0,4103 £ 0,0015) ps und (0,490 + 0,009) ps gemessen. Die Lebens-
dauer der D-Mesonen ist damit etwa vier Groenordnungen kleiner als dieje-
nige der K-Mesonen. Die detaillierte Untersuchung der schwachen Zerfille
von Mesonen mit offenem charm hat sehr viel zum Verstindnis der Physik
der schweren Quarks und der Struktur der schwachen Wechselwirkung bei-
getragen [Com83]. Im Abschn. 6.2 werden wir dieses Thema noch einmal
kurz aufgreifen.

Die Masse der DE9-Mesonen entspricht mit rund 1,87 GeV der einfa-
chen Erwartung des additiven Quarkmodells (4.105), die Masse des D:r
(1,967 GeV) ist um 100 MeV groBer, da in ihm ein d-Quark durch ein s-
Quark ersetzt wird. Der Massenunterschied von 140 MeV zwischen pseudos-
kalaren und Vektormesonen folgt qualitativ der durch die chromodynamische
Hyperfeinstruktur vorgegebenen Ordnung (4.141). Numerisch ist

Mpe —Mp = (M, — M) (4.223)
me
sehr gut erfiillt. Man erwartet daher
330
Mpr —Mp, ~ %(MD*—MD) , (4.224)

also etwa 90 MeV, was nicht gut mit dem experimentellen Wert von 143 MeV
tibereinstimmt. Da die berechnete Massendifferenz unterhalb der w-Masse
liegt, kann der magnetische Dipoliibergang D** — D + y als dominanter
Zerfallsmodus auftreten. Die D *-Mesonen zerfallen ansonsten bevorzugt im
Kanal Dr.

Baryonen mit charm sind ebenfalls nachgewiesen worden. In offensichtli-
cher Erweiterung der Nomenklatur des Abschn. 4.3.4 werden sie als A., X,
und Z, Kklassifiziert. Auf eine genauere Diskussion miissen wir an dieser
Stelle verzichten.

4.6 Neue schwere Quarks
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Einige kurze Bemerkungen zu den Hadronen mit B # 0 sind aber jetzt
noch angebracht. Die Massen der pseudoskalaren (J ¥ = 0™) B-Mesonen mit
der Quantenzahl B = —1

|B™) = |bu) (4.225)

[B%) = |bd)
(bzw. ihrer Antiteilchen Bt und B°) entsprechen mit 5,279 GeV den Erwar-
tungen des additiven Quarkmodells. Das B;-Meson mit dem Quarkinhalt sb
ist 88 MeV schwerer. Die B*-Mesonen haben eine Masse von 5,325 GeV.
Der Massenunterschied zu den B-Mesonen betridgt also nur noch 46 MeV.
Dieses Schrumpfen der Massenaufspaltung entspricht vollkommen der Mas-
senformel (4.141) der chromodynamischen Hyperfeinstruktur.

Die 7' (45)-Resonanz stellt wie gesagt eine ideale Quelle von B-Mesonen
dar, da sie zu praktisch 100 % in B+ B~ bzw. B° B zerfillt. In diesem star-
ken Zerfall wird wieder das Szenario der assoziierten Produktion sichtbar.
Beim schwachen Zerfall der B-Mesonen ist hingegen die botfom-Quanten-
zahl nicht erhalten. Die Lebensdauern sind t(B*) = (1,641 £0,008) ps und
7(B%) = (1,519+0,007) ps. Sie sind also sehr dhnlich zu den Zerfallszei-
ten der D-Mesonen. Wegen der hohen Masse gibt es eine grofie Fiille von
Zerfallsmoden im schwachen Zerfall der B-Mesonen. Diese sind in den letz-
ten Jahren sehr detailliert erforscht worden. Das Hauptinteresse liegt dabei
in der Untersuchung der schwachen Wechselwirkung des h-Quarks. Bei der
Interpretation der Daten miissen also die Effekte der starken Wechselwir-
kung aufgrund des Einbaus der b-Quarks in die Mesonen abgetrennt werden.
Hier hat sich mit der sog. B-Physik ein eigener Zweig der Teilchenphysik
entwickelt. Im Rahmen dieses einfiihrenden Lehrbuchs werden wir im Kapi-
tel iiber die schwache Wechselwirkung (Abschn. 6.2) einige der Ergebnisse
aufgreifen. _

Es ist sehr befriedigend, daB mit dem B = |cb) auch ein Meson, das aus
zwei schweren Quarks mit unterschiedlichem flavor besteht, gefunden wur-
de. Seine Masse betridgt 6277 £ 6 MeV bei einer Lebensdauer von 0,453 +
0,0416 ps. Eine Masse von etwa 6300 MeV entspricht der Erwartung des
Quarkmodells. Vorhersagen der Masse im Potentialmodell treffen den expe-
rimentellen Wert ziemlich genau und auch die Gitter-QCD stimmt innerhalb
von 2,50 mit dem Experiment iiberein. Die Entdeckung dieses Mesons ge-
lang am Tevatron durch Untersuchung der Reaktion pp — w+J /%X, worin
X eine beliebige Anzahl zusitzlicher Hadronen reprisentiert. Das J /vy wur-
de durch seinen Zerfall in u~put Paare selektiert und die Verteilung der
invarianten Masse m (7 +J /1) zeigte die typische Resonanzkurve an der er-
warteten Stelle. Der Zerfall B — 7t J /v 1dBt sich analog zum Muster der
Abb. 1.15b interpretieren. Das b-Quark verwandelt sich unter Abstrahlung
eines Wt -Bosons in ein ¢-Quark und bildet zusammen mit dem c-Quark ein
J /y¥-Meson (linke Seite). Auf der rechten Seite konvertiert das W T in einen
|ud )-Zustand, also ein 7 +-Meson.

Die so erfolgreiche Charmonium- und Bottomonium-Spektroskopie hat,
wie zuvor schon angedeutet, keine Fortsetzung in der Toponium-Spektrosko-
pie gefunden. Gerade die lange Suche nach dem Toponium und dem fop-



Quark, die haufig von unrichtigen Vorhersagen der Masse begleitet wurde,
beweist uns aber, daf} ein zentrales Problem der Quark-Physik, ndmlich das
merkwiirdige Massenspektrum, vollig ungelost ist. Wir konnen auf die Dauer
nicht damit zufrieden sein, die sog. nackten Massen der u-, d-, s-, c-, b- und
t-Quarks von 5, 8, 150, 1200, 4500 MeV und 174 GeV als duBlere Parameter

des Quarkmodells hinzunehmen.

4.11 Andern sich die Formeln fiir die Partialbreiten von Quarkonium,
falls die relativistische Breit-Wigner-Funktion zur Beschreibung des
Wirkungsquerschnitts benutzt wird?

4.12 Schitzen Sie die Geschwindigkeiten der Quarks im Grundzustand
des Charmoniums und Bottomoniums ab. Benutzen Sie dazu das
Oszillatorpotential.

4.13 Das T-Meson zerfillt mit einer Breite von (1,3140,03)keV in
Elektron-Positron-Paare. Bestimmen Sie daraus die Ladung des
b-Quarks. Welchen Wert erwarten Sie fiir die Gesamtbreite?

4.14 Verifizieren Sie die im Text angegebene naive Abschitzung fiir die
Masse des 7, (1.S) Mesons.

4.6 Neue schwere Quarks
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Einfiihrung

ieses Kapitel behandelt elektromagnetische Reaktionen von Elektro-
Dnen und Hadronen, also die Prozesse, die durch den Austausch von
Photonen beschrieben werden konnen. Das ist v. a. die Elektron-Positron-
Paarvernichtung in Hadronen bei Schwerpunktsenergien weit unterhalb
der Masse des Z°-Bosons. Genauso wichtig ist die (inelastische) Elektron-
Proton-Streuung bei Werten von \/|q_2 |, die klein gegeniiber der Masse
der W- und Z-Bosonen sind. Im Quarkmodell werden diese Reaktionen
als elektromagnetische Streuprozesse zwischen Elektronen und Quarks
interpretiert. Sobald Quarks im Spiel sind, kann die elektromagnetische
Wechselwirkung nicht mehr ohne Beachtung der Quantenchromodynamik
behandelt werden. Die QCD kommt auf zwei Weisen ins Spiel: erstens
iiber storungstheoretisch erfaBbare Korrekturen der elektromagnetischen
Querschnitte, zweitens iiber die Beschreibung der Hadronisierung der
Quarks und Gluonen; letztere ist storungstheoretisch nicht berechenbar.

5.1 Elektron-Positron-Annihilation in Hadronen

5.1.1 Der Wirkungsquerschnitt
Falls freie Quarks beobachtet werden konnten, wire die Reaktion

e et 5qg+g (5.1)

nur eine fast triviale Variante der in Abschn. 3.2.1 behandelten Myon-Paarer-
zeugung in Elektron-Positron-St6en mit einem totalen Wirkungsquerschnitt

2
o Z Q} 4o (5.2)
7

N

bei Vernachldssigung der Quarkmassen. Die Summe lduft hier iiber alle
Quarksorten f, die bei einer Schwerpunktsenergie von /s = 2E erzeugt
werden konnen. Die Summation tiber die drei Farbfreiheitsgrade ergibt einen
Faktor drei, der in (5.2) schon enthalten ist.

Die Reaktion (5.1) kann nicht direkt beobachtet werden, da es keine frei-
en Quarks gibt. Die Erzeugung von Hadronen in Elektron-Positron-St68en,
also die Reaktion e"et — X, wobei X ein beliebiger hadronischer End-
zustand ist, kann jedoch im Quarkmodell als ein Zwei-Stufen-Prozef} inter-
pretiert werden. In der ersten Stufe werden Quark-Antiquark-Paare erzeugt,
die anschlieBend hadronisieren. Man konnte nun zunichst vermuten, daf} die
durch den Einschluf} der Quarks erzwungene Hadronisierung die Amplitude
auf eine solche Weise verindert, daB jede Ahnlichkeit mit dem Wirkungs-
querschnitt (5.2) verlorengeht. Das ist aber nicht so, da Paarerzeugung und
Hadronisierung bei zwei ganz verschiedenen Abstandsskalen d stattfinden.

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_5,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Abb. 5.1

Die inklusive Hadronerzeugung in der
e~et-Annihilation. Die MeBwerte stam-
men von vielen verschiedenen Experimen-
ten mit Normierungsfehlern, die bis zu
20 % betragen konnen. Die waagerechten
Linien sind die Vorhersagen gemal (5.3)

IDjese halbklassische Abschdtzung wurde
schon in den Ubungen zu Abschn. 1.1 benutzt.
Sie vernachldssigt den Spin der Quarks.

Um dieses Argument in voller Schérfe zu sehen, nehmen wir als Beispiel
eine Strahlenergie £ von 5 GeV an. Das bei der Annihilation von Elektron
und Positron entstehende Photon hat den Spin 1. Wenn er durch den relativen
Bahndrehimpuls von Quark und Antiquark aufgebaut werden soll, gilt Ed =
1, so daB die Paarerzeugung bei einem Abstand von d ~ 1/25 fm passiert.!
Bei einem solchen Abstand sind die Quarks praktisch frei und konnen gemaf
der Kinematik freier Teilchen auseinanderlaufen. Das Einschlu-Potential
der QCD verhindert die Separation der Quarks auf Abstinde, die wesent-
lich groBer als 1 fm sind. Im Prinzip miifite jetzt der Querschnitt (5.2) mit der
Wabhrscheinlichkeit W, multipliziert werden, einen bestimmten hadronischen
Endzustand zu erreichen. Wenn man aber nicht einen speziellen hadroni-
schen Endzustand betrachtet, sondern iiber alle moglichen Konfigurationen
summiert, gilt natiirlich ) Wr =1, so daB (5.2) die theoretische Vorher-
sage des Quarkmodells fiir die Hadronerzeugung in der Elektron-Positron-
Vernichtung ist. Mit diesem Trick werden die Probleme der Hadronisierung
sehr elegant ausgeschaltet.

Die Skala der Hadronerzeugung ist also durch den Wirkungsquerschnitt
(3.151) zur Erzeugung von u~ ™t -Paaren definiert. Man gibt daher i. allg.
als Vorhersage des Quarkmodells das Verhiltnis

-t
_o(e"e” — Hadronen) 3ZQJ%
7

oqep(e~e™ — u~put) e
an. Das ist eine sehr bemerkenswerte Voraussage, bedeutet sie doch, daf3 die-
ses Verhiltnis in Stufen anwichst, z. B. AR = 4/3 beim Uberschreiten der
charm-Schwelle.

Die Abb. 5.1 zeigt die gute Ubereinstimmung des Experiments mit der
Theorie {iber einen sehr weiten Bereich der Schwerpunktsenergie +/s. Das
Erstaunliche ist, da} schon bei sehr niedrigen Energien oberhalb der Schwel-
le fiir die Erzeugung von p, w, ®-Mesonen die Hadronproduktion durch das
Quarkmodell weitgehend richtig wiedergegeben wird. Andererseits darf nicht
libersehen werden, daB im Bereich um /s = 8 GeV die Daten einiger Expe-
rimente deutlich zu hoch sind. Auch oberhalb von /s = 40 GeV liegen die

*Tr
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5.1 Elektron-Positron-Annihilation in Hadronen

Messungen iiber der Vorhersage des Quarkmodells. Hier macht sich jedoch
schon der Einflul des Z-Bosons bemerkbar.

Die Formel (5.3) beschreibt die Hadronproduktion iiber den Mechanismus
der Erzeugung schneller Quarks mit anschlieBender Hadronisierung, wo-
bei alle Schwelleneffekte (siehe z. B. (3.178)) vernachldssigt wurden. Beim
Uberschreiten einer neuen Schwelle ist die Relativbewegung der neuen
Quarks zunéchst sogar so langsam, dafl auch gebundene Zustinde, die Vek-
tormesonen, erzeugt werden konnen. Diese Reaktionen wurden schon in Ab-
schn. 4.6.1 behandelt. In der Abb. 5.1 werden die ¥- und 7-Mesonen nicht
aufgelost, sondern durch senkrechte Striche symbolisiert. Die reiche und in-
tensiv erforschte Resonanzstruktur oberhalb des ¥’ ist aber klar zu sehen.
Durch die gleich zu besprechenden QCD-Korrekturen wird die Vorhersage
des einfachen Quarkmodells modifiziert. Wenn man zusitzlich die Erzeu-
gung der Vektormesonen in das theoretische Modell aufnimmt, wird eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment im gesamten
Energiebereich gefunden.

Das Gebiet aulerhalb der Vektormesonen wird hiufig als Kontinuum be-
zeichnet. Es gibt demnach zwei Moglichkeiten, eine weitere Sorte Quarks zu
finden: Beobachtung eines neuartigen Vektormesons oder eine Stufe von R
im Kontinuum. Die gestrichelte Linie in Abb. 5.1 zeigt z. B. die (historisch
wichtige) Erwartung fiir die Entdeckung des fop-Quarks in der Elektron-
Positron-Annihilation. Eine Schwelle in R muf} allerdings nicht unbedingt
von einer neuen Quarksorte herriihren. Auch andere neue Teilchen, die in
Hadronen iibergehen, erhohen dieses Verhiltnis. Die t-Leptonen z. B. zerfal-
len zu ca. 65 % in Endzustinde mit Hadronen und tragen daher im Prinzip
mit AR ~ 0,88 zur Hadronerzeugung in Elektron-Positron-St6len oberhalb
einer Schwerpunktsenergie von etwa 4 GeV bei. Normalerweise wird man je-
doch fordern, daf die Gesamtenergie der Hadronen im Detektor in der Nihe
der Schwerpunktsenergie liegt. Dadurch wird die Nachweiswahrscheinlich-
keit fiir hadronische Zerfille der t-Leptonen stark unterdriickt, da ein Teil der
Energie durch Neutrinos weggetragen wird. Beim Erstellen der Abb. 5.1 wur-
den Ereignisse mit Hadronen aus t-Zerfillen in der Bestimmung der Raten
nicht beriicksichtigt.

Schliisselexperiment

Das t-Lepton wurde 1975 mit dem gleichen Detektor entdeckt, mit
dem schon die y-Resonanzen in der e~ e™-Vernichtung gefunden wur-
den [Per75]. Das Vorgehen der Experimentatoren kann als Musterbeispiel
fiir viele @hnliche, spétere Experimente auf der Suche nach neuen Teil-
chen gelten. Die Aufgabe war besonders schwierig, da im Bereich einer
Schwerpunktsenergie von 4 GeV auch die Paarerzeugung von c-Quarks
moglich ist. Die Autoren wihlten zunéchst Ereignisse mit genau zwei ent-
gegengesetzt geladenen Spuren in einem ansonsten leeren Detektor aus.
Sie benutzten dann zu ihrer Suche nach neuen Leptonen die Signatur

e~ +et - et 4+ uT +fehlende Energie . (5.4)
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Auf den ersten Blick verletzen solche Ereignisse die Erhaltung der
Elektronen- und Myonenzahl. Der gewihlten Signatur liegt jedoch die
Hypothese zugrunde, daf die in der Reaktion

e t+et >+t (5.5)

erzeugten t-Paare Zerfallskandle wie das Myon haben, also z.B.
> D, ,u+vﬂ oder t— — v,e v,. Die auslaufenden Neutrinos sind
demnach fiir die fehlende Energie im Detektor und fiir die scheinba-
re Verletzung der L.- und L, -Erhaltung verantwortlich. Es ist klar, da3
der in einem solchen Experiment verwendete Detektor eine sehr gute
Erkennung von Elektronen, Photonen und Myonen iiber einen grof3en Be-
reich des Raumwinkels erlauben mufl. Auf diese Weise kann man dann
z. B. beweisen, daf} ein Elektron nicht durch eine Myonspur vorgetdauscht
wird, die zufillig mit einem durch ein Photon ausgelosten elektroma-
gnetischen Schauer zusammentfillt. Die Autoren fiihrten diesen Beweis,
indem sie zeigten, daf der Impuls der Elektronkandidaten aus der Vermes-
sung der Spur mit der Energie des zugehorigen kalorimetrischen Signals
iibereinstimmte.

Die Eigenschaften und die Rate der so ausgewéhlten Ereignisse konnten
mit der Hypothese (5.5) erkléart werden, wihrend keine andere Annahme
auf die Daten pafite. Eine typische Quelle von Untergrund, die studiert
werden muB, sind z. B. Zwei-Photonen-Reaktionen e “e™ — e~etpu—pu™,
bei denen jeweils ein Elektron und ein Myon, den Detektor entlang der
Strahlrohre verlassen.

Martin L. Perl, der Leiter dieser Analyse, erhielt 1995 den No-
belpreis fiir Physik. Zusammen mit ihm wurde Frederick Reines fiir
die Entdeckung des Elektron-Neutrinos geehrt. Die Beschreibung dieses
Schliisselexperiments findet sich in Abschn. 1.2.2.

5.1.2 QCD-Korrekturen

Sobald Quarks im Spiel sind, macht es keinen Sinn, die elektromagnetische
Wechselwirkung von der starken Wechselwirkung getrennt zu behandeln.
In niedrigster Ordnung der Stdrungstheorie z.B. kann die elektromagneti-
sche Paarerzeugung von Quarks (Abb. 5.2a) durch die Abstrahlung eines
zusitzlichen Gluons modifiziert werden (Abb. 5.2b,c). Die Berechnung des
differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir die Reaktion

e +et >qg+q+g (5.6

soll jetzt besprochen werden. Ein wichtiges Problem, das die Autoren der
ersten Rechnung [Ell76] 16sen muflten, war die Bestimmung des Phasen-
raumintegrals fiir den Drei-Korper-Endzustand dieser Reaktion, das im allge-
meinsten Fall noch von fiinf Variablen abhéngt (Abschn. 2.1.2). Wir werden
dies hier nicht nachvollziehen, sondern den teilweise integrierten Wirkungs-
querschnitt auf eine einfachere Art finden.
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Dazu interpretieren wir die Annihilationsreaktion e~ e™ — ¢gg als Erzeu-
gung und Zerfall eines virtuellen Photons der Masse +/s. Der Wirkungsquer-
schnitt 148t sich in der Gestalt der Breit-Wigner-Formel (2.278) anschreiben,
wobei im kinematischen Vorfaktor MI% = s gesetzt wird. Die relativistische
Breit-Wigner-Funktion fJ; kann als das Betragsquadrat des Propagators ei-
nes instabilen Teilchens aufgefaflt werden. Wir ersetzen sie daher durch das
Betragsquadrat 1/s? des Photonpropagators und bekommen

120, T
o= TeelS

5 (5.7)

In diesem Formalismus wird die Annihilation e"e®™ — pu~u™ durch o =
12712 /s* beschrieben, da Myonen und Elektronen mit der gleichen Stirke
an Photonen koppeln. Der Vergleich mit (3.151) liefert dann das Resultat

ay/s
'

Die Behandlung des Drei-Korper-Zerfalls eines Teilchens in Abschn. 2.1.2
lehrt uns, daf die Energien und relativen Winkel der drei Teilchen im Endzu-
stand vollstindig durch die Angabe von zwei Energien definiert sind. Es ist
praktisch, dimensionslose Variablen zu wihlen, z.B. x; = E,/E und x, =

e = (58)

Abb. 5.2

Feynman-Diagramme der Elektron-Posi-
tron-Annihilation bis zur Ordnung og der
QCD. (a) Bornsche Niherung, (b), (c¢)
reelle QCD-Korrekturen, (d)—(f) virtuelle
QCD-Korrekturen
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Abb. 5.3

Der Zusammenhang zwischen dem virtuel-
len Compton-Effekt und dem Zerfall eines
virtuellen Photons durch Kreuzen einer Fer-
mionlinie. Die Symbole bezeichnen die
Viererimpulse der Teilchen

p

k' p' k' _

p=-p

_)
k p
k
E7/E. Um den differentiellen Querschnitt
d’o dra ATy

dxld)Cz(e ¢ _)qqg) sﬁdxldxz ( ' )

zu erhalten, miissen wir die differentielle Zerfallsbreite d2Ff /dx1dx, eines
virtuellen Photons in ein Quark-Antiquark-Paar und ein Gluon berechnen.
Dieser Zerfall ist mit dem virtuellen Compton-Effekt (siehe Kasten am En-
de von Abschn. 3.2.5) durch eine crossing-Relation verwandt, die in Abb. 5.3
erldutert wird. Die Summe der Amplitudenquadrate fiir den Zerfall des vir-
tuellen Photons kann also sehr schnell aus (3.238) gewonnen werden. Die
Mandelstam-Variablen s, 7, ¥ werden zundchst mit einem Dachsymbol ver-
sehen, da es sich um die Berechnung eines Subprozesses handelt. Wie bei
der Comptonstreuung gilt it = (k — p’)?> und 7 = (k —k’)?. Entsprechend der
Vorschrift der Abb. 5.3 wird aber § durch §, = (k — p)? ersetzt. AuBerdem
muf beachtet werden, daB die Uberkreuzung einer Fermionlinie ein globa-
les Minuszeichen beisteuert. Die Ersetzung der Elektronen und Photonen
im Endzustand durch Quarks der Sorte f und Gluonen ldBt sich durch die
Substitution e* — ¢ Q7 g”cr bewerkstelligen. Zusammengefaf3t erhalten wir
also

a5 2k
> Tyl =8¢0} g%cr (T + 2+ ) : (5.10)
So U SHou

Den Ausdruck in der Klammer werten wir im e~ et -Schwerpunktssystem
aus. Dort gilt k* = (2E, 0,0, 0) und daher ## = k(1 —x;) bzw. §, = k*(1 —
X3). Mit f = k? —i1 — 5, und k? = 4E? kann der Klammerausdruck als eine
Funktion von x; und x, angegeben werden, welche die iibersichtliche Form
xf + x%
S = i)
annimmt.

Mit den Methoden der Berechnung des Farbfaktors haben wir uns schon in
Abschn. 4.2.1 befa3t. Ihre Anwendung ergibt im Fall der Abstrahlung eines
Gluons von einem Quark einer bestimmten Farbe einen Faktor 4/3, der Be-
weis wird als Ubungsaufgabe gestellt. Nach Summation iiber die drei Farben
folgt demnach cp = 4.

(5.11)
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Zur Mittelung tiber die Spins des zerfallenden virtuellen Photons wird die
Summe der quadrierten Amplituden durch drei geteilt. Die Anwendung von
(2.50) fiihrt dann zum Resultat

d2 1'}
dx1 d)C2

2
= 3 Vsaas Q7 f(x1.x) (5.12)

das in (5.9) eingesetzt werden mufl. Wenn wir jetzt {iber alle Quarksorten
summieren und die Abkiirzung

drra®
= 2
oo=) 0f— (5.13)
S
benutzen, erhalten wir das Endergebnis
d’o 2ag
=0)— , . 5.14
dn - 3 S (x1.x2) (5.14)

Diese beriihmte Formel [Ell76] beschreibt demnach die Abstrahlung von
Gluonen als Produkt des Querschnitts (5.2) der Elektron-Positron-Paarver-
nichtung in gg-Paare mit einem Faktor, der die Kopplung ag und die Ver-
teilungsfunktion der Energien enthélt. Die gleiche Struktur haben wir schon
bei der Behandlung der Bremsstrahlung (3.279) vorgefunden und es iiber-
rascht nicht, da auch hier die Energie- und Winkelverteilung der Gluonen
sehr dhnlich zu den Verteilungen der Photonen bei der Bremsstrahlung sind.
Die meisten Gluonen haben eine kleine Energie und einen kleinen Winkel
relativ zum Quark, von dem sie abgestrahlt werden. Sie machen sich da-
her nur in einer Modifikation des totalen Querschnitts (5.2) bemerkbar. Um
diese Modifikation in der Ordnung og zu bekommen, miissen wir (5.14)
tiber x|, x, in den Grenzen von 0 bis 1 integrieren und sind wieder mit dem
Divergenzproblem konfrontiert.

Die Struktur der Divergenz ist hier noch komplizierter als bei der Brems-
strahlung. Auch hier finden wir die Infrarot-Divergenz, da mit der Definition
x3 = E,/E der Energiesatz die Form

x1+x2+X3=2 (515)

annimmt und daher ein verschwindender Wert von x3 gleichzeitig x; — 1 und
X, — 1 erzwingt. Zusitzlich haben wir aber noch die separaten kollinearen
Divergenzen x| — 1 bzw. x, — 1, die auftreten, wenn das Gluon parallel zum
Antiquark oder Quark abgestrahlt wird. In der Bremsstrahlung tauchen diese
Divergenzen bei Beriicksichtigung der Masse der Elektronen nicht auf.

Vertiefung

Um zu verstehen, dal ein kollinear mit dem Antiquark abgestrahltes
Gluon mit x; = 1 gleichbedeutend ist, formen wir #i = (k — p’)? mit Hilfe
der Viererimpulserhaltung zu ## = (k' + p)?> um. In der hier verwendeten
masselosen Kinematik wird daraus ## = 2k’ - p, also

U =2E,E;(1—cosf,;) . (5.16)
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Hieraus ergibt sich unmittelbar 7 — 0 bzw. x; — 1 fiir ,; — 0. Eine
dhnliche Rechnung mus fiir §, durchgefiihrt werden.

Auch jetzt lassen sich die Divergenzen durch Hinzunahme der virtuel-
len Korrekturen der Abb. 5.2 beheben. Genau wie bei der Behandlung der
Bremsstrahlung mufl man die Werte aus Abb. 5.2b,c quadrieren und die In-
terferenz von a) mit d) bis f) der Abb. 5.2 berechnen. In einer durchsichtigen
Schreibweise 146t sich diese Vorgehensweise in die Form

0 ~|AP?4|B+C*+2Re[A*(D + E + F)] (5.17)
bringen. Das Ergebnis dieser Rechnung lautet
o(e”et — Hadronen) = oy (1 + 0[S(S)) , (5.18)
4

wobei im Sinne der verbesserten Bornschen Niherung die laufende Kopp-
lungskonstante as(g?) mit g> = s eingesetzt wurde. Bei s = 1000 GeV? gilt
aber ag ~ 0,16, die Korrektur aufgrund der starken Wechselwirkung betragt
daher etwa fiinf Prozent. Die Genauigkeit moderner Annihilationsexperimen-
te reicht aus, den Einflu} dieser Korrektur zu sehen. Die inklusive Hadron-
erzeugung in der Elektron-Positron-Paarvernichtung gilt trotz des numerisch
kleinen Effektes als attraktiver Weg zur Bestimmung der Kopplungskonstan-
ten og, da es hier keine theoretischen Unsicherheiten infolge von Hadroni-
sierungskorrekturen gibt. Nicht zuletzt aus diesem Grunde wurden die sto-
rungstheoretischen Rechnungen zu héheren Ordnungen hin erweitert. Heute
ist die Reihe bis zur Ordnung ag bekannt. Bei Beriicksichtigung von fiinf
Quarksorten lautet das Ergebnis

b4 b4
(5.19)

2 3
o(e~e* — Hadronen) = 0, (1+ﬁ+ 1,409 (Oﬁ) —12,805 (Oﬁ) ) ,
T

eine wirklich bewundernswerte Leistung [Sur91] der theoretischen Physiker,
wenn man die grofle Zahl der beitragenden Diagramme bedenkt.

5.1.3 Der Endzustand

Den Ubergang von Quarks (und Gluonen) zu Hadronen im Kontinuumsbe-
reich bezeichnen wir hiufig als Fragmentierung. Diese Fragmentierung ist
storungstheoretisch nicht berechenbar, da sie bei groen Abstinden stattfin-
det. Der Endzustand der Reaktion (5.1) besteht aber trotzdem nicht in einer
statistischen Gleichverteilung von Hadronen iiber den Raumwinkel, sondern
zeigt ganz handgreiflich die gg-Natur der Ereignisse. Die Hadronen sind
ndmlich in sog. Jets gebiindelt, deren Gesamtenergie durch die Energie E,
des Quarks, aus dem sie hervorgehen, festgelegt wird. Jets zeichnen sich da-
durch aus, daB in ihnen alle Hadronen beziiglich der Jetachse einen relativ
kleinen Transversalimpuls von pt & 300 MeV haben. Die Longitudinalim-
pulse pr, skalieren bis auf logarithmische Korrekturen mit der Energie E,
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der Jets, werden also durch eine Verteilungsfunktion Dh(z) beschrieben, die

nur von der dimensionslosen Variablen
s
E,

abhingt. Die logarithmischen Korrekturen am Skalenverhalten der Longitu-
dinalimpulse sind so zu verstehen, dal ein kleiner Teil der zur Verfiigung
stehenden Energie zur Produktion neuer Teilchen verbraucht wird, die Teil-
chenmultiplizitit steigt logarithmisch mit der Energie an. Eine unmittelbare
Konsequenz des Skalenverhaltens besteht darin, daB die Offnungswinkel der
Jets, die natiirlich proportional zu pr/pi, sind, bei hoheren Energien wie
1/ E schrumpfen.

Die Reaktion (5.1) sollte infolge dieser qualitativen Uberlegungen zu sog.
Zwei-Jet-Ereignissen fiihren, bei denen E,; mit der Strahlenergie £ identisch
wird und die Jetachse der Richtung der Quarks entspricht. Ein Beispiel eines
solchen Zwei-Jet-Ereignisses in der e~e™-Annihilation zeigt Abb. 5.4. Auf-
getragen sind die Spuren der Teilchen in einer Ansicht senkrecht zur Achse
der einfallenden Elektronen bzw. Positronen.

Experimentell 146t sich die Jetachse fiir Ereignisse der Reaktion (5.1) mit
Hilfe der thrust-Variablen T finden,

Zi |p;n

Zi |p; | '
Summiert wird iiber alle Hadronen eines Ereignisses. Man sucht hiermit al-
so eine Richtung n, beziiglich der die Summe der Longitudinalimpulse der

(5.20)

T = max

(5.21)

Abb. 5.4

Ein Zwei-Jet-Ereignis der e~et-Vernich-
tung im TASSO-Detektor am Speicherring
PETRA des DESY. Gezeigt ist die Projekti-
on der Spuren auf eine Ebene, die senkrecht
zu den einfallenden Strahlen durch den
Wechselwirkungspunkt geht
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2Das Wort Parton wird oft als Sammelbegriff
fiir Quarks und Gluonen verwendet.

Hadronen maximal wird. Wenn die Gleichsetzung der Jets mit den Quarks
richtig ist, muf} die Winkelverteilung der 7-Achse in der Annihilation dem
Gesetz (3.150) folgen. Dies wurde in der Tat gefunden und bedeutete ei-
ne wesentliche Unterstiitzung fiir die Beschreibung der Elektron-Positron-
Annihilation in Hadronen durch das Quarkmodell.

Die thrust-Variable T ist auch sehr gut zur Charakterisierung der Ereignis-
topologie geeignet. Ihr Wert betriigt naturgemaf 1 fiir Ereignisse mit zwei
unendlich gut kollimierten Jets und 0,5, falls die auslaufenden Hadronen eine
isotrope Winkelverteilung haben. Es ist nun besonders reizvoll, die Mittel-
werte (T') aus vielen vermessenen hadronischen Reaktionen im Detektor mit
den theoretischen Vorhersagen auf dem sog. Parton-Niveau zu vergleichen,
wobei nun die Summation in (5.21) iiber die Quarks und Gluonen des End-
zustandes lauft.? Bei der Betrachtung der Partonen gilt (T') = 1 im Grenzfall
reiner ¢g Ereignisse, wihrend durch die Abstrahlung von Gluonen (7)) < 1
wird.

Die Observable 7" hidngt im Zihler und im Nenner nur linear von den
Impulsen der betrachteten Teilchen ab. Sie gehort zu den theoretisch beson-
ders interessanten Variablen, die als ,,infrarot und kollinear* stabil gelten, da
sich ihr Wert bei Abstrahlung eines weichen oder kollinearen Gluons von ei-
nem Quark nicht dndert. Sie ist daher unempfindlich gegen die unvermeidlich
auftretenden Divergenzen in den storungstheoretischen Rechnungen.

In fithrender Ordnung der QCD kann (7°) mit Hilfe von (5.14) berechnet
werden [Ruj78], das Ergebnis lautet

(1-T) =0,335ag . (5.22)

Wenn fiir ag jetzt wieder die laufende Kopplungskonstante eingesetzt wird,
stellt (5.22) eine relativ einfach zu iiberpriifende Vorhersage der QCD dar,
mit der v. a. das Konzept der asymptotischen Freiheit getestet werden kann:
(1 —T) muB in einer wohldefinierten Weise fiir hohe Werte von s gegen Null
streben.

Natiirlich darf (5.22) nicht direkt mit dem hadronischen Wert verglichen
werden. Aufgrund der Fragmentierungseffekte wird auch ein Zwei-Jet-Er-
eignis 7 < 1 haben. Auf die numerischen Verfahren zur Berechnung der
Hadronisierung gehen wir am Schluf3 dieses Abschnitts nochmal ein. Da
die einzelnen Hadronen in den Jets bevorzugt die Richtung des urspriingli-
chen Quarks beibehalten und héufig nur kleine Bruchteile des Quarkimpul-
ses iibernehmen, erwarten wir, da3 7' ebenfalls relativ unempfindlich gegen
Details des Fragmentierungsprozesses ist. Aufgrund sehr allgemeiner Uber-
legungen [EIl10] wurde gezeigt, daf}3 die Korrekturen vom Hadron-Niveau
auf das Parton-Niveau umgekehrt proportional zur Schwerpunktsenergie ab-
nehmen, so da

A
1 —T)Hadronen = 0,33505 + — 5.23
( )Had st 7 (5.23)
mit A & 1 GeV angesetzt werden kann.
Das Verhalten der thrust-Observablen und anderer sog. event shape-Varia-
blen wurde ausfiihrlich an den e~ e™-Speicherringen untersucht. Von diesen
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Experimenten stammen grundlegende Tests der asymptotischen Freiheit und
prizise Messungen der starken Kopplungskonstanten. Fiir genaue Analysen
reicht (5.22) zum Vergleich mit der Theorie nicht aus, sondern es werden
auch zu dieser Formel die Beitrige hoherer Ordnung benétigt. Ebenso ist
die Behandlung der Fragmentierungskorrekturen in keiner Weise einfach. In
Abb. 5.5 ist ein neueres Ergebnis einer zusammenfassenden Studie wieder-
gegeben, in welcher der Leser die erreichte Prizision und die gute Uberein-
stimmung von Theorie und Experiment bewundern kann.

In einem kleinen Bruchteil aller Fille fiihrt die Abstrahlung von Gluonen
zu spektakuldren Drei-Jet-Ereignissen (Abb. 5.6). Diese wurden am Elektron-
Positron-Speicherring PETRA des DESY entdeckt. Die kinematischen Ei-
genschaften der Drei-Jet-Ereignisse entsprechen den theoretischen Vorher-
sagen. Die Energien der beiden energiereichsten Jets werden mit £, und
Ej; identifiziert, und ihre Verteilung wird mit (5.14) verglichen. Die hier-
bei gefundene quantitative Ubereinstimmung manifestiert eine Art objektiver
Evidenz fiir Gluonen, die natiirlich als farbige Feldquanten ebenfalls dem

Abb. 5.5

Der Mittelwert von 1—7 in der e”e™-
Vernichtung in Hadronen. Es sind Daten
verschiedener Experimente zusammenge-
faBt. Die gestrichelte Kurve gibt eine per-
turbative QCD-Rechnung hoherer Ordnung
wieder, die durchgezogene Kurve bertick-
sichtigt zusitzlich die Hadronisierungskor-
rekturen nach [EIl110]
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Abb. 5.6

Ein typisches Drei-Jet-Ereignis im PLUTO-
Detektor, wie es kurz nach Beginn der
Experimente am Speicherring PETRA ge-
funden wurde

PLUTO e'e” - qqg 3

EinschluB (confinement) unterliegen und daher nicht als freie Teilchen im
Detektor auftreten.

Da ein Ereignis mit einem zusitzlichen weichen oder kollinearen Gluon
sich nicht von einem gg-Ereignis unterscheiden 146t, mufl (wie bei der Be-
handlung der Bremsstrahlung in Abschn. 3.3.1) ein Auflosungskriterium ein-
gefiihrt werden. Dieses Argument gilt auch fiir die Hadronen des Detektors.
Die Analyse von Ereignissen mit mehr als zwei Jets macht also die Entwick-
lung allgemeiner Algorithmen zur Rekonstruktion der Jets aus den Impulsen
der Reaktionsprodukte nétig.

Hierzu werden iterative Verfahren verwendet, in denen zunichst ein Mal3
dy; fiir den Abstand zweier Objekte definiert werden muB3. Im JADE-Algo-
rithmus, einem Verfahren [Bar86b], welches in der Analyse der Elektron-
Positron-Vernichtung weit verbreitet ist, werden zunichst die ,,Abstinde*
aller Paare von Teilchen (oder Partonen) eines Ereignisses nach der Vorschrift

d?) =2E,E;(1—cosBy)) (5.24)

berechnet, in der ®;; den Winkel zwischen den beiden Teilchen mit den
Energien E; und E; kennzeichnet. Anschaulich entspricht dy; der invari-
anten Masse zweier masseloser Teilchen. Im néchsten Schritt werden die
Teilchen i und j mit dem kleinsten d;; durch ein Pseudoteilchen mit dem
Viererimpuls (p! + pj‘ ) ersetzt, falls d;; unterhalb eines Schnittwertes dcy¢
liegt, der das Auflosungskriterium darstellt. Der Algorithmus wird nun so-
lange wiederholt, bis alle noch verbleibenden Objekte einen Abstand > d
haben. Diese Kombinationen von Teilchen und Pseudoteilchen sind die ge-
suchten Jets. Mit Hilfe solcher Methoden ist die Erzeugung von drei und
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mehr Jets in der Elektron-Positron-Annihilation ausfiihrlich untersucht wor-
den. Man kann sich an Beispielen klarmachen, dafl der Algorithmus wieder
infrarot und kollinear sicher ist. Die Zuordnung zu Jets wird also nicht geédn-
dert, wenn z. B. auf der Ebene der Partonen ein Quark durch ein Quark und
ein kollineares Gluon ersetzt wird, oder von einem Quark ein Gluon geringer
Energie abgestrahlt wird.

Der Ubergang von den Quarks und Gluonen zu den Hadronen (die sog.
Fragmentierung) findet bei Abstinden der Partonen von 1-3 fm, also bei einer
Zeitskala von 10723 s statt. Bei diesen Abstinden kann die Stérungstheorie
nicht mehr angewendet werden. Ein quantitatives Verstidndnis dieser Prozesse
ist jedoch unabdingbar, da alle Untersuchungen eines bestimmten Endzustan-
des beim Vergleich mit der Theorie versuchen miissen, von den hadronisch
ermittelten Observablen auf die partonischen Observablen zu schliefen. Zum
Abschlufl der Diskussion des hadronischen Endzustandes in der Elektron-
Positron-Paarvernichtung soll daher jetzt noch die numerische Behandlung
der Fragmentierung mit Hilfe von QCD-Modellen diskutiert werden.

In Abschn. 4.2.1 haben wir den Einschlu3 der Quarks im Saitenmodell
behandelt. Die Fragmentierung entspricht dem Zerreilen des Biindels der
Farbfeldlinien zwischen den Quarks. Die in der Gluonfeld-Saite gespeicherte
Energie ist im betrachteten Fall so groB3, daB sie die Bildung vieler gg-Paare
erlaubt. Diesen Vorgang kann man mittels einer ,,Monte-Carlo*“-Rechnung
rekonstruieren.> Das string-Modell der Hadronisierung wurde v.a. an der
Universitdt Lund entwickelt und steht heute in Form des Programm-Pakets
JETSET [Sjo82] an allen Forschungszentren zur Verfiigung. Fiir einen ¢g-
Zustand liefert es sehr dhnliche Resultate wie das zuvor von Field und Feyn-
man [Fie78] entwickelte Modell der unabhéngigen Fragmentierung (indepen-
dent fragmentation). Letzteres hat fiir uns den Vorteil, dal seine Grundziige
sich leichter beschreiben lassen.

Wir betrachten die Erzeugung von Mesonen im Prozess e~ e™ — ¢g und
nehmen an (siche Abb. 5.7), daB3 in dem von den auseinanderlaufenden
Quarks produzierten Farbfeld zunichst ein Paar ¢g;q; produziert wird. Das
nach rechts laufende urspriingliche Quark ¢ mit dem Impuls | p, | formt mit
dem Quark g; ein Meson (g¢g; ). Der Longitudinalimpuls dieses Mesons, also
die Impulskomponente in Richtung p,, sei z1| p,|, das iibrigbleibende Quark
¢1 hat dann den Longitudinalimpuls p; ; = (1 —2z1)|p,|. Nun wird ein Paar
424> erzeugt, g, bildet mit ¢; ein Meson mit dem Longitudinalimpuls z, p; 1,

Abb. 5.7
Hadronisierung der Quarks im Modell der
unabhingigen Fragmentierung

3Als ,,.Monte-Carlo“-Methode wird das Nach-
bilden zufilliger Prozesse auf einem Compu-
ter bezeichnet. Der Name erinnert daran, dal3
die Zahlenfolge im Roulette ebenfalls zufillig
ist.
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und so geht es immer weiter, bis der gesamte Impuls aufgebraucht ist. Das
tibrig bleibende langsame Quark (der Rest) wird dann noch mit einem An-
tiquark, das aus der Fragmentierung des urspriinglichen ¢ entstanden ist, zu
einem Meson vereinigt. Zur Durchfiihrung der Monte-Carlo-Rechnung muf3
man zunichst eine universale Verteilungsfunktion f(z;) festlegen, welche
die Aufteilung der Longitudinalimpulse in den oben besprochenen Prozessen
festlegt. Die Verteilung der Zufallszahlen zy, z, . . . wird entsprechend dieser
Funktion erzeugt. Es ist klar, daf ein solches Verfahren eine Verteilungsfunk-
tion D" der Longitudinalimpulse der Hadronen erzeugt, die nur von der in
Formel (5.20) definierten Variablen z abhédngt und damit die weiter oben ge-
forderte Qualitiit erfiillt. Die Hadronen bilden also Jets. Zusitzlich simuliert
man im Rechenprogramm auch noch den Transversalimpuls der Mesonen
(beziiglich der Richtung p,) mit einem Mittelwert von etwa 300 MeV und
die Masse der Mesonen, wobei dann die Einhaltung des Energiesatzes iiber-
priift werden muf3. Durch entsprechende Wahl der flavor-Quantenzahlen der
Quarks und der Spins der Mesonen wird versucht, die empirisch gefundenen
Hiufigkeitsverteilungen moglichst genau nachzubilden.

Es 14t sich denken, dal moderne Hadronisierungsprogramme technisch
sehr kompliziert sind, obwohl sie auf relativ einfachen Prinzipien beruhen.
Die Entwicklung dieser Verfahren ging Hand in Hand mit der Entstehung
eines neuen Zweiges der Physik, der sog. computational physics, bei der
nur noch die Grundannahmen analytisch formuliert werden, wéhrend die
quantitative Losung einer bestimmten Fragestellung ausschlieSlich nume-
risch bestimmt wird.

5.1 Berechnen Sie den Farbfaktor, der fiir Quarks einer bestimmten Farbe
im Prozel ¢ — g + g anzuwenden ist.

5.2 Zeigen Sie, daB} fiir einen Endzustand ggg aus drei masselosen
Partonen der thrust durch T = max (x1, X, X3) gegeben ist.

5.3 Berechnen Sie den Mittelwert von 7 fiir eine isotrope Verteilung der
auslaufenden Teilchen.

5.2 Die elastische Elektron-Nukleon-Streuung

Bei der Behandlung der QED haben wir die enge Verwandtschaft der Elek-
tron-Positron-Paarvernichtung in Myonen und der Elektron-Myon-Streuung
studiert. Ein Ubergang von der e ~e ™ -Annihilation in Quark-Antiquark-Paare
zur Elektron-Quark-Streuung ist aber zunéchst nur auf dem Papier moglich,
da es offensichtlich keine freien Quarks gibt. Um besser zu verstehen, welche
Revolution des physikalischen Denkens die Interpretation der inelastischen
Elektron-Proton-Streuung im Sinne des Quarkmodells bedeutete, betrachten
wir erst einmal die elastische Streuung

e+p—e+p, (5.25)



auf die sich auch iiber viele Jahre hinweg die Anstrengungen der Experimen-
talphysiker konzentrierten.

5.2.1 Der Wirkungsquerschnitt

Fiir die nun folgende Diskussion der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung
ist es niitzlich, die Formeln in einem System anzugeben, in dem das Ziel-
teilchen (farget) ruht. Alle Experimente wurden in einer solchen Anordnung
durchgefiihrt.

Wir gehen zuriick zur elastischen ep-Streuung, d. h. zur Streuung an ei-
nem punktférmigen Teilchen der Masse M. In einem System mit ruhendem
target bekommt die in Abschn. 3.2.2 eingefiihrte Variable y eine anschauli-
che Bedeutung. Mit

E—F
E

wird sie zum relativen Energieverlust des gestreuten Elektrons, wie schon
bei der Behandlung der Ionisation und Anregung in Abschn. 3.2.4 ausgefiihrt
wurde. Die Variable ¢ = ¢ hat in diesem System bei Vernachlissigung der
Elektronenmasse m eine dhnlich einfache Form wie im Schwerpunktssystem

{ = —2EE'(1—cos®) = —4EE’sin*(0/2) , (5.27)

)= (5.26)

man muf aber beachten, daB} die Energie E’ des auslaufenden Elektrons ei-
ne Funktion des Streuwinkels ® im Laborsystem ist. Die Formel (2.201)
vereinfacht sich hier zu

E
"= — . (5.28)
1+ QE/M)sin*(©/2)
Mit m = 0 nimmt (3.192) die Gestalt
do  4ma? s y?
— = 1=y + = 5.29
dg>  q* ( ySO+2) 529

an. Hierin ist s = 2EM + M? und so = 2EM . Wie schon bei der Herlei-
tung der QED-Formel in Abschn. 3.2.2 betont wurde, ist y in der elastischen
Streuung keine unabhiingige Variable. Die Darstellung (5.29) eignet sich aber
besonders gut zur Vorbereitung der Behandlung der inelastischen Streuung.
Zunichst bringen wir jedoch unter Beachtung von

’

dt  E? (5.30)
A2  n ‘
(5.29) in eine Form, die von der Invarianten q2 und den Variablen des Labor-
systems abhingt. Dazu klammern wir — der Tradition folgend — einen Faktor

(1 —y) aus und gewinnen nach einigen weiteren Umformungen

do®?  4a’E" 1
d2  ¢* 14+QE/M)sin*(0/2)

2
(cosz(@/z)—zqw sin2((~)/2)) .
(531)

5.2 Die elastische Elektron-Nukleon-Streuung
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Abb. 5.8

Erlduterung der Helizititserhaltung bei
der Riickwirtsstreuung von Elektronen im
Coulomb-Potential

4Diese Streuformel wird in dem Buch von
Mott und Massey [Mot65] ausfiihrlich disku-
tiert. Sie kann aus (3.192) im Grenzfall M —
00 abgeleitet werden.

SE. Rutherford (1871-1937) entdeckte auf
diese Weise den Atomkern. Er erhielt 1908 den
Chemie-Nobelpreis fiir seine Forschungen zur
Radioaktivitit.

Hierin haben wir M mit der Masse des Protons gleichgesetzt und somit eine
Formel fiir die Streuung relativistischer Elektronen an einem ,,Dirac-Proton®,
d.h. einem Spin 1/2-Teilchen mit der Masse eines Protons und dem magne-
tischen Moment von genau einem Kernmagneton, abgeleitet. Die Darstellung
ist sicherlich nicht ganz konsequent, da auf der rechten Seite neben den unab-
hiingigen Variablen E und @ auch die noch von E’ abhingende Invariante ¢>
auftaucht. Es kommt uns aber auch darauf an, dem Leser zu helfen, viel-
benutzte Gleichungen der Lehrbiicher (z. B. Formel (7.46) des Buches von
Bjorken und Drell [Bjo90]) wiederzuerkennen.

In der Literatur kann man noch manch andere Darstellung des Wirkungs-
querschnitts der elastischen Elektronenstreuung finden. Es sind Variationen
des gleichen Themas. Eine sinnvolle Umformung von (5.31) besteht z.B.
darin, den Faktor cos?(®/2) auszuklammern,

do®?  402E"? cosi(®/2 1 ?
o _ 4o cos*(©/2) — (1_ q tanz(@/Z)),
de q* 1+(2E/M)sin“(©/2) 2m?

(5.32)

weil dann der erste Faktor dem Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines
relativistischen Elektrons im Coulomb-Potential entspricht, wie man durch
den Grenziibergang M — oo sieht. Die sog. Mottsche Streuformel

do o?

d2  4p?2B%sin*(©/2)
behandelt dieses Problem fiir beliebige Elektronengeschwindigkeiten §, al-
so ohne Vernachlissigung der Elektronenmasse.* Fiir 8 — 1 entspricht sie
dem ersten Faktor in (5.32), wenn beriicksichtigt wird, daf3 bei der Potenti-
alstreuung E = E’ gilt. Der Term cos?(©/2) bringt wieder die Drehimpul-
serhaltung zum Ausdruck. Bei einem Streuwinkel von 180° fiihrt die Helizi-
titserhaltung am Vertex (Abb. 5.8) zu |AJ;| = 1, daher muf} der Wirkungs-
querschnitt fiir diesen Streuwinkel verschwinden. Es ist auch anschaulich
klar, daf} dieser Spinterm nur bei hohen Geschwindigkeiten relevant wird.
Im Ruhesystem des Elektrons erscheint das Streuzentrum némlich als sich
bewegende Ladung. Neben dem elektrischen Feld tritt daher auch ein Ma-
gnetfeldanteil proportional zu § auf. Dieses Magnetfeld koppelt an den Spin
des Elektrons. Im Umkehrschlufl wird damit auch einsichtig, dafl Spineffekte
fiir B — 0 verschwinden. Die Mottsche Streuformel geht in

do o?m?

d2  4p*sin*(©/2)
tiber, dem Rutherfordschen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines spin-
losen nichtrelativistischen Teilchens der Masse m im Coulomb-Potential.
Die beriihmte Winkelabhédngigkeit wurde von Rutherford durch Betrach-
tung der Bahnen geladener Teilchen im Coulomb-Feld ohne Verwendung
der Quantenmechanik gefunden.’ In unserer Interpretation kommt sie durch
den Photonpropagator 1/g* zustande, der als Faktor (1/¢%)? im Wirkungs-
querschnitt aller elektromagnetischen Streuprozesse von den niedrigsten bis
zu den hochsten Energien auftritt.

[1—B%sin*(©/2)] (5.33)

(5.34)



5.2.2 Experimente zur elastischen Elektronenstreuung

Zunichst werfen wir einen Blick auf die Streuung im Coulomb-Potential.
Sie 148t sich experimentell durch Streuung niederenergetischer (£ ~ 2 MeV)
Elektronen an schweren Kernen studieren. Hierzu gibt es ausgedehnte Unter-
suchungen der Elektronenstreuung an diinnen Metallfolien. Die genauesten
Messungen zeigten, daf3 alle Abweichungen von der Mott-Formel auf Beitri-
ge hoherer Ordnung, wie die in Abschn. 3.3.2 diskutierten Strahlungskorrek-
turen, zurlickgefiihrt werden kdnnen [Ber70].

Bei der Diskussion der Experimente zur Elektron-Positron-Annihilation
im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl Elektronen und Myonen sich
wie punktformige Teilchen verhalten. Eine Uberpriifung der QED-Resultate
im raumartigen Bereich, also durch Elektron-Myon-Streuung, ist leider nicht
moglich, da sich Myonen noch nicht in geniigender Anzahl herstellen lassen.
Das einzige geladene Spin 1/2-Teilchen, das man als Target fiir Streuver-
suche benutzen kann, ist das Proton. Da es aber ein anomales magnetisches
Moment von 2,79 Kernmagnetonen hat, erwarten wir von vornherein, daf3
(5.32) modifiziert werden muf3. Man konnte nun versuchen, eine zu (5.32)
analoge Formel fiir die Streuung an einem punktformigen Teilchen mit ano-
malem magnetischen Moment abzuleiten. Weil das Proton aber einen Radius
von etwa 1 fm hat, erwarten wir zusitzliche Abweichungen von (5.32) schon
bei |g%| ~ 0,04 GeV?, typisch also bei Streuwinkeln von 10° fiir Elektronen-
strahlen der Energie 1 GeV.

Den Einflu der endlichen Ausdehnung des Protons parametrisiert man
durch Einfiihrung zweier Formfaktoren, Gg und Gy, dem elektrischen und
magnetischen Formfaktor des Protons. Beide hingen von |¢?| ab. Solan-
ge man den Energielibertrag auf das Proton vernachldssigen kann, gilt aber
auch |¢?| = ¢, und der elektrische Formfaktor Gy 1dBt sich als Fourier-
Transformierte der Ladungsverteilung p(r)

Gr(q®) = [ p(r)e " &r (5.35)

interpretieren. Ebenso beschreibt Gy die Verteilung des magnetischen Mo-
mentes. Eine genauere Diskussion dieser Zusammenhinge fiihrt uns zu weit
von unserem eigentlichen Thema, der Wechselwirkung von Leptonen und
Quarks, weg.® Im Buch von Bjorken und Drell [Bjo90] findet man eine aus-
fiihrliche Herleitung der Rosenbluth-Formel

d 402E"? cos*(©)2 G2 +1G2
—O: o CcOSs (Oz/ ) ( E+7: M +21G§4tan2(@/2)) ,
d2  g*1+ 2E/M)sin*(0/2)] l+71

(5.36)

die fiir die Elektronenstreuung an ruhenden Protonen und Neutronen giiltig
ist. Das Symbol 7 ist eine Abkiirzung fiir |¢?|/4M?, wobei M die Nukleo-
nenmasse bedeutet.

Fiir Protonen lauten die Randbedingungen

Gl (0) = 1 G?(0) = 2,79 (5.37)
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®Die Radien der Kerne wurden durch die Mes-
sung des elektrischen Formfaktors bestimmt.
Das Verfahren wird daher ausfiihrlich in den
Lehrbiichern der Kernphysik  behandelt
[Bet07, May02].
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p

Abb. 5.9

Die elastische Elektron-Nukleon-Streuung
(ep) in der QCD. Hier miissen sich die
Quarks nach der Streuung wieder zu einem
Nukleon arrangieren

und fiir Neutronen
GL(0) =0 Gy (0) = —-1,91 , (5.38)

d.h. Gﬁ" (0) sind die magnetischen Momente der Nukleonen in Einheiten
eines Kernmagnetons. Mit Gz = Gy = 1 fiir alle Werte von |¢?| erhilt man
(5.32) zuriick, wie es auch sein muf.

Die Rosenbluth-Formel enthilt die Aussage, daB man bei festem |g?|
durch Variation des Streuwinkels die beiden Formfaktoren Gg und Gy ge-
meinsam bestimmen kann. Eine Anderung des Winkels bei festem |g?| be-
deutet natiirlich, daf die Einfallsenergie E der Elektronen an die geénderten
kinematischen Bedingungen angepalit werden muf3. Die so gemessenen Wir-
kungsquerschnitte teilt man durch den ersten Faktor von (5.36) und trégt
dann das Ergebnis gegen tan?(©/2) auf. Die damit erhaltenen Werte sollten
auf der ,,Rosenbluth-Geraden* liegen, deren Achsenabschnitt durch (Gf: +
tG3;)/(1 + 1) und deren Steigung durch 2t G3; gegeben ist. Messungen der
Formfaktoren der Nukleonen wurden iiber einen grolen Wertebereich von
|¢?| durchgefiihrt. Aus der Normierung der Formfaktoren und aus den in der
Rosenbluth-Formel auftretenden Vorfaktoren ist zu entnehmen, da3 schon
fiir relativ kleine |¢%|-Werte von etwa 2 GeV? der Wirkungsquerschnitt durch
Gy dominiert ist. Die MeBwerte des elektrischen Formfaktors sind daher i. a.
mit einem groBeren Fehler behaftet.

Das experimentelle Resultat kann sehr einfach zusammengefalit werden.
Sowohl der Verlauf von Gy, als auch von Gy /u, 1dBt sich durch die sog.
Dipolformel

GE = % = ;
pp  (1+1q%/a)?

beschreiben, worin der Parameter a empirisch zu a = 0,71 GeV?2 bestimmt
wurde. Das Merkwiirdige dabei ist, daB dieses Resultat schon von Hofstadt-
er [Hof56] bei der Untersuchung der Ladungsverteilung des Protons bei sehr
kleinen Impulsiibertragen gefunden wurde. Auch der magnetische Formfak-
tor des Neutrons folgt diesem universellen Verlauf, wihrend GJ.(]¢?|) auch
fiir groBe |¢%| nur wenig von 0 abweicht.

Fiir hohe Impulsiibertrige bedeutet (5.39) auf jeden Fall einen starken
Abfall des Wirkungsquerschnitts, o ~ 1/¢g'? verglichen mit 1/¢* fiir ein
punktformiges Teilchen. Dies ist ein wirklich dramatischer Effekt, und mit
diesem Hintergrund muff man die im Abschn. 5.3 zu besprechenden Er-
gebnisse der inelastischen Elektron-Nukleon-Streuung sehen. Das Potenz-
gesetz 1/¢* des Formfaktors 148t sich wenigstens qualitativ im Rahmen der
QCD deuten (Abb. 5.9). Wenn die Streuung des Elektrons an einem ein-
zelnen Quark stattfindet, miissen die beiden anderen Quarks wieder in die
urspriingliche Konfiguration gedringt werden, damit das Proton zusammen-
hilt. Dies geschieht durch Austausch von Gluonen. Die dabei auftretenden
Gluon-Propagatoren 1/¢7 und 1/¢3 skalieren mit |¢?|, und daher wird die
Streuamplitude mit einem Faktor 1/¢* multipliziert.

Das in (5.39) beschriebene Gesetz gibt die experimentellen Resultate mit
einer Genauigkeit von etwa 10 % wieder. In sehr sorgfiltigen Untersuchun-
gen wurden Abweichungen von der Dipolformel im Verlauf des elektrischen

(5.39)



und magnetischen Formfaktors festgestellt (Abb. 5.10). Diese Details und
der in (5.39) auftretende Wert der Konstanten « sind bis heute unverstanden.
Gemessen an dem groflen experimentellen Aufwand erscheint das Ergebnis
etwas diirftig. Der Vergleich mit den vollig neuartigen Phinomenen, die beim
Ubergang zur inelastischen Elektronenstreuung gefunden wurden, zeigt uns,
wie wichtig es in der Teilchenphysik ist, zundchst einmal die groben Effekte
zu entdecken und zu verstehen.

Von solchen Argumenten unbeeindruckt ist die immer genauere Vermes-
sung der Formfaktoren ein wichtiges Thema der Kernphysik geblieben. Um
die Dominanz des magnetischen Formfaktors bei groBen Impulsiibertrigen
zu umgehen, wurde nach anderen Observablen gesucht, die von Gg abhin-
gen. Es zeigte sich, da} bei der Streuung longitudinal polarisierter Elektro-
nen eine bestimmte Kombination der longitudinalen und transversalen Po-
larisation des RiickstoBprotons proportional zum Verhiltnis w,G /G, ist.
Das iiberraschende Ergebnis der bis zu |¢?|-Werten von 6 GeV? durchgefiihr-
ten Polarisations-Experimente war nun, dal dieses Verhiltnis nicht konstant
ist, wie in (5.39) angegeben, sondern durch 1—|g?|/8 angenihert werden
kann [GayO1]. Bei |¢%| ~ 8 GeV? sollte man also G4 = 0 erwarten! Die Ur-
sache dieses eklatanten Widerspruchs zu den Auswertungen der Rosenbluth-
Formel ist nicht klar [ArrO3]. Es wird z. B. vermutet, daf} bei den in Frage
kommenden |g?|-Werten der Mehrphotonen-Austausch (Abb. 3.9) nicht ver-
nachldssigbar ist.

Vertiefung

Das Resultat (5.39) kann fiir kleine g?-Werte anschaulich interpretiert
werden. Dazu wird zunichst (5.35) weiter ausgewertet. Die z-Achse
des Koordinatensystems der Integration legen wir in die Richtung des
q-Vektors. Die Integration iiber 6 und ¢ ergibt

sin |q

"2 (5.40)
lq|r

Grlg?) = 4n [ o(r)

Fiir kleine Werte von g2 wird nun die Sinusfunktion in eine Reihe ent-
wickelt. Unter Beachtung der Normierung der Ladungsverteilung und der
Definition des Mittelwertes (r2) erhalten wir

g3l
e

Bei den kleinen Impulsiibertrigen, wie sie in den Experimenten von
Hofstadter vorlagen, gilt |¢?| = ¢*> und das Ergebnis (5.39) wird durch
Gg(g?) ~ 1—2|q%|/a angenihert. In einem Modell des Protons als
einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius R berechnet man
(r?) =3R?/5, woraus mit a = 0.71 GeV? R = 1,05 fm folgt.

Ge(g*) ~ 1 (5.41)

5.2.3 Dasem-System
Die Feynman-Regeln des Abschn. 3.1.3 behandeln nur die Kopplung von
Fermionen an Photonen. Dies ist u. a. dadurch gerechtfertigt, daf} die elemen-

5.2 Die elastische Elektron-Nukleon-Streuung
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Abb. 5.10

Das Verhiltnis des Wirkungsquerschnitts
der elastischen Elektron-Proton-Streuung
zu einer Vorhersage, die aus der Dipol-
formel fiir die Formfaktoren gewonnen
wurde
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Abb. 5.11
Die elektromagnetische Kopplung an skala-
re Teilchen

Abb. 5.12

(a) Die e~ et-Annihilation in Pionen,
(b) die Elektron-Pion-Streuung in niedrigs-
ter Ordnung der QED

taren Bausteine der Materie eben Fermionen sind. Es ist trotzdem reizvoll, die
elektromagnetische Wechselwirkung von skalaren Teilchen zu untersuchen.
Als Beispiel diskutieren wir das Elektron-Pion-System, obwohl es sich bei
den Pionen natiirlich nicht um elementare punktformige Konstituenten der
Materie handelt.

Ein- und auslaufende Spin 0-Teilchen werden in den Feynman-Graphen
einfach durch einen Faktor 1 beschrieben, wihrend jedem Vertex ein Faktor

—ieQ(p" + p™) (5.42)
zugeordnet wird (Abb. 5.11). Die Amplitude fiir die Paarerzeugung
e tet 5> 77 (5.43)

lautet demnach (mit den in Abb. 5.12a angegebenen Bezeichnungen der Im-
pulse)

B} 1,
Ty :+e2u(k)yﬂu(p)q—2(pﬂ—k;) . (5.44)

Die Auswertung im Schwerpunkissystem der Reaktion ergibt z. B. fiir links-
hindige Elektronen und rechtshindige Positronen im Grenzfall hoher Ener-
gien

Ty = —€*sin® , (5.45)

wobei @ der Winkel zwischen dem einlaufenden Elektron und dem auslau-
fenden 7T ist. Die Winkelverteilung ist also proportional zu dllyo, wie es
durch die Bilanz der Spins und Helizitdten gefordert wird. Ausgedriickt durch
die Mandelstam-Variablen lautet die Streuamplitude

tu
Ty = —2¢*,/ = (5.46)

’ ’
p k
N+ p
\TT //’

S Z

AN ¥

\\\ ,’// .

/

e
/
B AN

e \\7[

AN
e
P k



Das (im Betrag) gleiche Ergebnis wird fiir die Annihilation rechtshindiger
Elektronen und linkshéndiger Positronen erhalten, und es ist eine sehr einfa-
che Aufgabe, aus diesen Amplituden nach den iiblichen Verfahren

do _ 4+ %, o

d.Q(e e —>nw )—Sssm() (5.47)
als den spingemittelten Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktssystem abzu-
leiten.

Der Wirkungsquerschnitt der Streureaktion exr — ex kann wieder durch
die Substitution s <> ¢ im Quadrat der Amplitude (5.46) und einem Faktor
—1 fiir das Uberkreuzen einer Fermionlinie berechnet werden. Er lautet in
invarianter Form

d 4
L9 (e > em)= 2% (1-y) . (5.48)
dq? q*

Vertiefung

Auch ohne Vernachldssigung der Pionmasse M, ist die Rechnung noch

relativ einfach. Die Amplitude der Gleichung (5.45) wird einfach durch
Ty; = —e*B, sin @ (5.49)

mit B, = /1 — M?/E? ersetzt. Ausgedriickt durch Invarianten gilt dann
fiir die Summe des Betragsquadrats der beitragenden Amplituden

i A i
ST = —8e4¥ , (5.50)
Ann s
wobei der Index 0 wie iiblich bedeutet, dal die Massenquadrate sub-

trahiert werden, also hier fy = t — M? (wegen m, = 0). Die gewohnten
Substitutionsregeln ergeben fiir die Streureaktion (e — emr)

t 2
31752 = 8e*2 :;SO : (5.51)
Str

Da wir den Streuquerschnitt spéter noch brauchen, sei dem Leser mit der
Formel

do  4ma? s
7= (%) 0

die Berechnung erspart.

Experimentell sind die Abweichungen von diesen Vorhersagen aufgrund
der hadronischen Natur der Pionen am interessantesten. Auch diese werden
durch Formfaktoren beschrieben, mit denen die Streuamplitude multipliziert
wird. Da die 7-Mesonen Spin 0-Teilchen sind, gibt es nur einen Formfaktor,
der fiir den zeitartigen Prozef mit F; (s) und fiir den raumartigen Prozef3 mit
F,(g?) bezeichnet wird.

5.2 Die elastische Elektron-Nukleon-Streuung
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Qualitativ ist klar, daB im Bereich von s ~ m?, die GroBe | Fy(s)|* die
Gestalt einer Breit-Wigner-Resonanzkurve annimmt. Wenn andererseits die
Elektron-Pion-Streuung durch ein QCD-Bild analog zur Abb. 5.9 beschrie-
ben wird, erwartet man

1
Fr(@®) ~ =7 » (5.53)
l9°|
da nur eine Quarklinie umgebogen werden muB. Beide Uberlegungen werden
im Experiment bestitigt; fiir die vielen wichtigen Details muf3 ich jedoch den
Leser auf die Literatur [Wij79] verweisen.

5.4 Stellen Sie sich vor, Sie erhalten die Aufgabe, die Formfaktoren des
Protons fiir |¢?| = 1 GeV? durch Messen der Winkelverteilung der
Elektronen zwischen 5° und 90° zu bestimmen. Welche Energien ha-
ben dann die ein- und auslaufenden Elektronen beim groften und
kleinsten Streuwinkel?

5.5 Welcher Ladungsverteilung entspricht das Dipolgesetz des elektri-
schen Formfaktors?

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung

5.3.1 Der Wirkungsquerschnittim Quarkmodell

Die Streuung von Elektronen an Quarks ist einer direkten experimentellen
Uberpriifung anscheinend nicht zuginglich, da es keine freien Quarks gibt,
wie wir mehrfach betont haben. Von Feynman stammt aber eine scharfsinnige
Uberlegung, in der er zeigte, daB ein Proton (oder Neutron) mit sehr hoher
Energie als ein Strahl kollinearer freier Quarks angesehen werden kann. Der
Energieunterschied zwischen einem Proton und einer Anzahl von Quarks,
deren Impulssumme durch den Impuls des Protons gegeben ist, betrigt

AE=VP* +M>=) " \Jk}, + k3, +m? . (5.54)
i

Der erste Term auf der rechten Seite ist die Energie eines Protons mit dem Im-
puls P. Im zweiten Term wird iiber die beitragenden Quarks summiert, und
die Impulse der Quarks werden in Komponenten kp, parallel und k1 senk-
recht zum Impuls des Protons aufgespalten. Im Grenzfall sehr hoher Werte
von | P| werden auch die einzelnen ki, ; sehr gro. Dann kann die Wurzel in
eine Reihe entwickelt werden, und es folgt

M? k’zfi +mi2
AE = — : . 5.55
2|P| z’: 2k, ; (5.55)

Dies bedeutet aber, da AE in einem Bezugssystem sehr hoher Impulse des
Protons, dem sog. infinite momentum frame, unmef3bar klein wird. Eine ver-
schwindende Verletzung des Energieerhaltungssatzes bedingt aber nach der



Heisenbergschen Unschérferelation eine grofie Lebensdauer des Zwischen-
zustandes kollinearer Quarks. Es ist also sehr wahrscheinlich, da3 das Proton
in einen solchen Zustand iibergeht. Die Elektron-Proton-Streuung wird da-
her durch das Diagramm der Abb. 5.13 beschrieben. Das in der Abbildung
rechts unten einlaufende Proton geht im infinite momentum frame in einen
Zustand kollinearer Quarks iiber (im Bild werden nur die drei Linien der
Konstituentenquarks gezeigt). Das Elektron streut an einem dieser Quarks.
Es handelt sich hier um eine typische Weizsicker-Williams-Niherung, wie
wir sie bei der Behandlung der Bremsstrahlung ausfiihrlich diskutiert haben
(Abschn. 3.3.1). Nach der Streuung hat eines der Quarks einen gro3en Trans-
versalimpuls bekommen, die Quarks laufen auseinander, der Fragmentie-
rungsprozef} beginnt. Genau wie bei der Annihilation erfolgen also ein Streu-
prozefl zwischen punktformigen Teilchen bei einem Abstand d < 1 fm und
die Hadronisierung bei einem Abstand d >> 1 fm nacheinander. Auch jetzt
wird nicht versucht, die Ubergangswahrscheinlichkeiten in einzelne Endzu-
stinde zu berechnen, sondern es werden alle Endzustinde X zugelassen.
ZusammengefaBt sehen wir also, da gerade in der inklusiven Streureaktion

et poet X (5.56)

die zugrunde liegende Elektron-Quark-Streuung sichtbar wird.

Wir fiihren die quantitative Berechnung — wie bereits erwahnt — im infinite
momentum frame durch. Bei hohen Werten von s ist das z. B. das Schwer-
punktssystem. Bei einem Elektron-Proton-collider wie HERA, in dem Pro-
tonen von 920 GeV auf Elektronen von 28 GeV trafen, kann sogar das La-
borsystem ganz anschaulich als ein solches Bezugssystem gelten. Da das
einlaufende Nukleon als Strahl kollinearer Quarks aufgefafit wird, bekommt
jedes Quark mit dem Viererimpuls k* einen bestimmten Bruchteil x des
Nukleon-Impulses P#*

k" = xP* (5.57)

mit 0 < x < 1. Da wir weiter in der Hochenergiendherung verschwindender
Quarkmassen bleiben, folgt aus k* = x?P2, daB im Ansatz (5.57) auch die
Masse des Nukleons im Viererimpuls P# vernachlissigt wird.

Es soll nun gy (x) die Verteilungsfunktion der Impulse eines Quarks der
Sorte f im Nukleon sein, d. h. g, (x)dx ist die Anzahl von Quarks der Sorte
f mit relativen Impulsen zwischen x und x +dx, (f =u,d,...). Entspre-
chend beschreibt gy die Verteilung der Antiquarks. Der Wirkungsquerschnitt
der Elektronenstreuung an den Quarks und Antiquarks im Nukleon folgt nun
unmittelbar mit Hilfe von (3.175)

do¢d 4 2 2
o 4na (1_y+y7)ZQ}[q,»(xHq,»(x)]dx. (5.58)
f

d¢>  ¢*

Wenn wir jetzt, wie gerade besprochen, iiber alle Ubergangswahrscheinlich-
keiten in bestimmte Endzustinde summieren, gibt (5.58) den zweifach diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Elektron-Nukleon-Streuung

d?oeV B 4o (1_ yz) F(x)

dg?2dx — ¢* Y+ 2 X

(5.59)

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung

p

Abb. 5.13

Die inelastische Elektron-Nukleon-Streu-
ung e + p — e + X im Quarkmodell. Der
Graph enthilt die im Text bendtigte De-
finition der Viererimpulse der beteiligten
Teilchen. Die Blase im oberen Teil der
Abbildung symbolisiert die storungstheo-
retisch nicht erfaBbare Verwandlung der
Quarks in die Hadronen des Endzustandes
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wieder. Hierin wurde gleichzeitig die sog. Strukturfunktion F, als Abkiirzung
fiir

F(x) =xY_ 0Flqr(x)+ g (x)] (5.60)
-

eingefiihrt. Zunichst erscheint diese Formel aber noch wenig hilfreich, da
die Variable y gemif (3.171) im Elektron-Quark-System definiert ist. Au3er-
dem wird der Wirkungsquerschnitt als Funktion des Quarkimpulses in einem
bestimmten Bezugssystem angegeben, wihrend man experimentell gewohnt
ist, ihn in Abhingigkeit von ¢> und W, der invarianten Masse der erzeugten
Hadronen zu messen.

Die beiden dimensionslosen Variablen x und y lassen sich aber problem-
los durch Invarianten des Elektron-Nukleon-Streuprozesses ausdriicken. Auf-
grund der Relation k* = xP* folgt aus (3.171) unmittelbar

-1 (5.61)

und damit bleibt insbesondere die Beziehung (5.26) fiir ein ruhendes far-
get weiterhin richtig. Aus der Viererimpulserhaltung ¢ + k = k’ am Photon-
Quark-Vertex berechnet man sofort

7> +2q-k=0 (5.62)
und daher
lg?|
= . 5.63
2 P (5.63)
Da die invariante Masse der erzeugten Hadronen aber durch
W?=(q+P)’ (5.64)

definiert ist, wird die Variable x sehr einfach aus den Observablen q2 und W2
zu

_ |4’ (5.65)
W2+ g —M?>
berechnet. Hieraus ergibt sich, daf3 der Wertebereich von x auf
0<x<1 (5.606)

eingeschrinkt ist, wie es sein muf3, da x ja anschaulich dem Impulsbruchteil
der Quarks im infinite momentum frame entspricht. Der Grenzfall x — 1 wird
fiir die elastische Streuung, W = M, erreicht.

Aus (5.61) und (5.63) kénnen wir noch einen niitzlichen Zusammenhang
zwischen x und y ableiten,

lg*| =2xyp- P = xyso . (5.67)

wobei sy = s — M? in s iibergeht, wenn M ? vernachlissigt wird. Insbesonde-
re gilt s = 2EM fiir Experimente mit ruhendem Target und 5o = 4EE, an
einem Elektron-Proton-Speicherring wie HERA.

Die Beziehung (5.59) enthilt einige sehr wichtige physikalische Aussa-
gen:



— Da 1—y+ y?/2 auf Werte zwischen 0,5 und 1 beschrinkt ist, fillt der
inelastische Wirkungsquerschnitt bei festem x nur wie etwa 1/¢* ab. Ver-
gleichen Sie dies mit dem 1/¢'? Gesetz der elastischen Streuung!

— Die durch den ,,punktférmigen* Querschnitt (3.175) geteilten MeBwer-
te hiingen nur noch von x also dem Verhiltnis von |¢?| zu (|¢?|+ W?)
und nicht separat von ¢ und W2 ab. Man nennt dies ,,Skalenverhalten*.
Ein besonders schones Beispiel aus der Friihzeit der Experimente zur
Elektron-Proton-Streuung zeigt das Skalenverhalten der Strukturfunktion
F, in eindrucksvoller Weise (Abb. 5.14).

— Durch Messungen der inelastischen Elektron-Nukleon-Streuung kann
man experimentell die Impulsverteilung der Quarks im Nukleon bestim-
men. Die Bewegung der Quarks im Nukleon 148t sich fast wie in einem
Mikroskop beobachten.

Das Skalenverhalten der Strukturfunktion F>, wurde 1968 am SLAC durch
Messungen der Elektronenstreuung an Wasserstoff entdeckt.” Die GroBe des
Wirkungsquerschnitts und der schwache Abfall mit dem Impulsiibertrag wa-
ren ungeheuer iiberraschend. Sehr allgemeine theoretische Uberlegungen von
Bjorken lieBen skalierende Strukturfunktionen fiir groRe |¢?| und W? erwar-
ten [Bjo79]. Die Variable x ist deshalb auch als Bjorkensche Skalenvariable
bekannt. Die Elektronenstreuung bei groBen |¢?| und groBen W2, aber nicht
zu kleinen x-Werten, wird hiufig als ,tief inelastisch® bezeichnet.® Ahnlich
wie bei der Elektron-Positron-Annihilation zeigen sich aber die wesentlichen
Ziige der durch die Quarks bestimmten Physik schon bei relativ geringen
Werten von |¢?| und W2,

5.3.2 Allgemeine Form des Wirkungsquerschnitts
Bevor wir die Messungen von F, diskutieren, miissen wir uns noch weiter
mit der wichtigen Kinematik der Elektron-Nukleon-Streuung beschiftigen.
Bei der Diskussion der elastischen Streuung haben wir gesehen, dal es
zwei Formfaktoren gibt. Ebenso ist i. allg. die inelastische Elektron-Nukleon-
Streuung durch zwei Strukturfunktionen F; und F, bestimmt. Thre Definition
erfolgte historisch durch Berechnung der allgemeinsten Form des Produkts
von zwei elektromagnetischen Hadronstromen [Bar87]. In der hier verwen-
deten modellméBigen Ableitung bekommt man eine zweite Strukturfunktion,
wenn man neben den Quarks als weitere elementare Konstituenten (Parto-
nen) des Protons noch geladene Spin O-Teilchen zuldBt. Denn es ist a priori
nicht sicher, da} es im Nukleon nur Fermionen als Konstituenten gibt. Mit
Hilfe der Beziehung (5.48) berechnet man — entsprechend dem Vorgehen bei
der Ableitung von (5.59) — den Beitrag der skalaren Partonen zu

d?geN _ 477 o?
dg2 — ¢*

(=) Qipe(x)dx (5.68)
g

wobei p,(x) die Verteilungsfunktion der skalaren Partonen im Nukleon ist.
Die Flavorsorte g dieser hypothetischen Partonen hat natiirlich nichts mit den
schon bekannten Quarks zu tun, und die Summe erstreckt sich iiber Teilchen
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Abb. 5.14

Das Skalenverhalten der Strukturfunktion
F> bei x = 0,25 und 1 < |¢?| < 8 GeV?,
wie es in den Experimenten am SLAC
gefunden wurde

"Die Amerikaner Jerome F. Friedmann (geb.
1930) und Henry W. Kendall (1926-1999) so-
wie der Kanadier Richard E. Taylor
(geb. 1929) erhielten fiir diese Entdeckung
1990 den Nobelpreis fiir Physik.

8Wahrscheinlich eine unpassende Uberset-
zung des englischen deeply inelastic scatte-
ring.
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Abb. 5.15
Experimenteller Test der Callan-Gross-Re-
lation

und Antiteilchen. Mit den Definitionen

Fy=Y" 0%x[gr (1) +3r (0] + Y Q2ap(x) (5.69)
f g
und
1
Fi=3_ 5 0flgr () +3(x)] (5.70)
f

folgt bei gleichzeitigem Ubergang zu den Differentialen dg? und dx die
Basisformel der inelastischen Elektron-Nukleon-Streuung

d’0°N  dma?

e = T((l—y)Fz(x,qz)—i—xyzFl(x,qz)) - (5.71)

q*dx q*x

Hierin haben wir noch eine Abhiingigkeit der Strukturfunktionen von ¢ zu-
gelassen, die im urspriinglichen Quarkmodell nicht auftritt. Dieses entspricht
offenbar dem Spezialfall

pg(x) =0 (5.72)
fiir alle g, also
F(x)=2xF(x) . (5.73)

Die letzte Beziehung ist als Callan-Gross-Relation bekannt. Die Abb. 5.15
demonstriert in wohl tiberzeugender Weise, daf3 die geladenen Partonen im
Nukleon den Spin 1/2 tragen! Genauere Messungen zeigen geringfiigige,
aber systematische Abweichungen von der Callan-Gross-Relation auf. Im
Rahmen der QCD ist es jedoch nicht mehr nétig, auf Spin 0-Partonen zurtick-
zugreifen. Die Abstrahlung von Gluonen, also eine typische QCD-Korrektur,
wie sie schon bei der Elektron-Positron-Vernichtung besprochen wurde, fiihrt
zu einer kleinen, berechenbaren Modifikation der Beziehung (5.73). Eine
weitere Moglichkeit, die Callan-Gross-Relation zu dndern, besteht darin, die
strikte Kollinearitét der einlaufenden Quarks aufzugeben. Diese bekommen
also den typischen mittleren Transversalimpuls von 300 MeV, der dem Ein-
schluf} der Quarks in einem Nukleon mit dem Radius 1 fm entspricht.

Vertiefung

Anstelle der Differentiale dg?, dx werden in der Diskussion der Struk-
turfunktionen gerne die Differentiale dx,dy benutzt. Mit Hilfe der
Beziehung (5.67) ist die Umrechnung in die hdufig zu findende Formel

2oV 4ma’s
dxdy — ¢*

sehr einfach, wobei noch sy durch s angendhert wurde. Die Differentia-
le dg?.dy sind direkter mit den leptonischen Observablen verbunden.

(1=»Falr.g?) + 307 Fi(x.4?) (5.74)



Damit erhalten wir eine dritte, oft benutzte Darstellung des zweifach
differentiellen Querschnitts,

d?oN  4ma?

= (A=) F(x. )+ x)?Fi(x.4D)) - (5.75)
dg’dy — yq*

In allen Herleitungen wurde die Masse des Nukleons und der Parto-
nen vernachldssigt. Angewandt auf die Elektron-Parton-Streuung zeigt
uns ein Blick auf die Gleichungen (3.192) und (5.52), daB3 bei nicht
verschwindenden Partonmassen nur der Faktor (1—y) in (5.75) durch
1—y— ymf, /S0,p) ersetzt werden muss. Die Masse m,, der Partonen ist
wegen (5.57) mit der Nukleonmasse durch m, = xM verkniipft, ebenso
gilt 59, = x5 und deshalb wird (5.75) in

d2 eN 2

oN  4ma? ((1 yxM
dg?dy — yq* S

umgeformt.

)Fz(x, q*) +xy*Fi(x, qz)) :
(5.76)

Ein ganz anderer Blick auf die inelastische Elektronenstreuung wird er-
reicht, wenn sie als Absorption virtueller Photonen durch Hadronen behan-
delt wird. In dieser Interpretation nimmt z. B. der Querschnitt fiir die Streu-
ung von Elektronen an einem Proton oder Neutron die intuitiv ansprechende
Form

d2 O.eN

dg?dy

an. Hierin ist I3dg?dy die Anzahl transversal polarisierter Photonen, die
von einem Elektron abgestrahlt werden, das im Intervall dg?dy beobachtet
wird. Entsprechend ist der Flulfaktor 7 fiir die longitudinalen Photonen de-
finiert. oy und oy sind die zugehorigen totalen Photoabsorptionsquerschnitte
der Reaktion y* + N — X, worin y* ein virtuelles Photon bedeutet.

Unter Ausnutzung der Definitionen

= Loi(q>. W?) + Ivo(q>. W?) (5.77)

IxF, = 4] o, (5.78)
420
und
g
F, = (oy +0y) (5.79)
4120

finden wir durch Vergleich von (5.71) mit (5.77) unter Zuhilfenahme von
T, { =€ T t

t =

2
2n|q2| (1 (1= ) (5.80)

bzw.
_ 2(1-y)

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung
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Diese Gleichungen sind in der Form identisch zum FluBfaktor (3.252) und
zum Polarisationsparameter (3.254) der QED, in denen z der Impulsbruchteil
des von einem schnellen Elektron abgestrahlten Photons war. Mit g#* = zp*
folgt aus (5.61) in der Tat y = z.

Viele Anwender bevorzugen die Darstellung des Querschnitts (5.77) in
Abhiingigkeit von den Differentialen d§2’ und dE’. Die Umrechnung ist mit
Hilfe der Beziehung

dg’dx  E'x
dQ'dE’  my
leicht moglich. Diese ist sowohl im Ruhesystem des Protons als auch in

einem Bezugssystem hoher Nukleon-Impulse (also z. B. im HERA-System
oder im Schwerpunktssystem) giiltig.

(5.82)

Vertiefung

Der in (5.78) und (5.79) definierte Zusammenhang zwischen Struktur-
funktionen und Wirkungsquerschnitten ist nicht zwingend. Die von L.
Hand urspriinglich fiir die Elektronenstreuung an ruhenden Protonen
abgeleiteten FluBfaktoren [Han63] lauten

, aKE' 1
T 2n2g?E 1—¢
1 2 2
L ol @) (5.83)
€ |4

Sie beschreiben das Spektrum der Photonen, die von einem im Phasen-
raumelement d§2dE’ nachgewiesenen Elektron stammen. In diesen
Formeln sind die GroBen v und K durch

V= E_E (5.84)
bzw.
2
% e % (5.85)

definiert. Ersichtlich ist K die Energie eines virtuellen Photons, die fiir ru-
hende Nukleonen zum selben Wert von W fiihrt wie die Absorption eines
reellen Photons der Energie v. Sie wird daher dquivalente Photonenergie
genannt. Die Handschen Formeln fithren zum Zusammenhang

2
ok =1l oy (5.86)
420
und
_ gl
s =L o+ a1 —x) (5.87)
4w

zwischen Wirkungsquerschnitten und Strukturfunktionen, falls Terme mit
M < /s vernachldssigt werden.



Die totalen Querschnitte o; und o; (und damit auch F; und F5,) hin-
gen neben der Schwerpunktsenergie W natiirlich im allgemeinen Fall noch
von der Masse \/c? der virtuellen Photonen ab. Wir haben hingegen schon
weiter oben abgeleitet, dal im Quarkmodell die Wirkungsquerschnitte nur
noch Funktionen der Skalenvariablen x sind. Beim Ubergang vom einfachen
Quarkmodell zur QCD wird jedoch das Skalenverhalten durch die Abstrah-
lung von Gluonen in einer wohldefinierten Weise gebrochen. Eine ausfiihr-
lichere Behandlung der QCD-Korrekturen muf3 jedoch noch bis zum iiber-
néchsten Abschnitt warten.

In (5.77) ist auch der Ubergang zur sog. Photoproduktion enthalten, d. h.
zur Erzeugung von Hadronen durch Reaktionen der Art

VAN =X | (5.88)

wie sie an Beschleunigern, die Strahlen hochenergetischer Photonen erzeu-
gen, gemessen werden. Im Grenzfall |¢?| — 0 verschwindet oy, da reelle
Photonen keine longitudinale Feldkomponente haben. Der transversale Quer-
schnitt o (W2, g%) geht in den Wirkungsquerschnitt oyN (W?) der Photopro-
duktion iiber. In dieser Niherung gilt W2 = ys bei Vernachlissigung der
Nukleonenmasse, und es kann iiber |¢?| in (5.77) integriert werden. So wird
die fiir Experimente mit Elektronenstrahlen wichtige Beziehung

d
< = fy/eUyN ») (5.89)

dy
gewonnen. Der hier auftauchende FluBfaktor f, ., also die Verteilungsfunk-
tion der Photonen im Elektron, ist identisch zur QED-Formel (3.247) mit
den Ersetzungen z — y und k?> — ¢2.° Der Maximalwert von |¢?| in der
Integration muf3 den jeweils aktuellen experimentellen Bedingungen entnom-
men werden, die festlegen, bis zu welchen Winkeln die gestreuten Elektronen
berticksichtigt werden.

5.3.3 Modelle und Ergebnisse fiir F{N

Da das Proton die Wellenfunktion |uud ) hat, konnte man ganz naiv erwarten,
daf jedes der drei Quarks ein Drittel des Impulses trigt. Dieser Vorstellung
entspricht die §-funktionsartige Strukturfunktion der Abb. 5.16a. Ganz dhn-
lich wie in der Kernphysik bewirkt die Bindung im Potential jedoch eine
Verschmierung dieser Linie, so daf} F; P vielleicht eher wie in Abb. 5.16b
aussehen wird. Die Verteilung ist stark asymmetrisch, was zum Teil darauf
zuriickzufiihren ist, da} F, proportional zum Produkt x¢q (x) ist.

Die Bindung wird durch Gluonaustausch zwischen den Quarks bewirkt.
Neben den Prozessen der Abb. 5.17a werden im Nukleon dann aber auch
Reaktionen der Art der Abb. 5.17b ablaufen. Dies bedeutet, daB3 die Wellen-
funktion |uud) zu einfach ist und durch

|p) = [uud(1 +uit +dd +s5 + ...)) (5.90)

ersetzt werden muB. Die urspriinglichen u- und d-Quarks (die Konstituen-
tenquarks) nennen wir in Anlehnung an den chemischen Sprachgebrauch

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung

F4

Abb. 5.16

Der qualitative Verlauf der Strukturfunkti-
on F, als Funktion von x. Die einzelnen
Figuren werden im Text erldutert

9Natiirlich gilt wegen der Universalitit der
Photon-Lepton-Wechselwirkung auch f), /. =

Sy
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Abb. 5.17
(a) Gluonaustausch und (b) Gluonabstrah-
lung im Nukleon

a b
<
<
Q7
0000[6600 =
FO00 Y
¥ 000

Valenzquarks, die durch Gluonabstrahlung erzeugten hingegen ,,Seequarks®.
Natiirlich erwarten wir, daf diese ein relativ weiches Impulsspektrum ha-
ben werden, da sie durch Strahlungsprozesse erzeugt werden. Eine Vertei-
lungsfunktion g;(x) ~ 1/x der Seequarks, wie sie dem Spektrum (3.263) der
Bremsstrahlung entspricht, fiihrt zu einem konstanten Beitrag zu F, und da-
her zu einer Gestalt der Strukturfunktion (Abb. 5.16¢), die ungefihr den Mes-
sungen bei kleinen |g?| und x-Werten > 10~2 entspricht. Wir werden bald
sehen, wie dieses Modell durch QCD-Korrekturen entscheidend modifiziert
wird.

Der Zusammenhang (5.60) zwischen F, und den Verteilungsfunktionen
der Quarks erlaubt uns, aus den Messungen wichtige Schliisse iiber diese
Funktionen zu ziehen. Unter Vernachladssigung der Beitrige schwerer Quarks
konnen wir fiir die Protonstrukturfunktion zunéchst

FY = x{4/9[u (x) + ()] + 1/9[d (x) +d (x)] + 1/9[s(x) + E(X)]}
(5.91)

ansetzen. Die Normierungsbedingung der Quarkverteilungsfunktionen wird
durch die Wellenfunktion des Protons zu

/(u—ﬁ)dx =2
/(d—c?)dx:l

[ (s—35)dx =0 (5.92)

festgelegt. Damit wird garantiert, da3 im Proton im Mittel zwei u- und ein
d-Quark vorhanden sind.



Wir bezeichnen nun mit (u|p) die Amplitude, ein #-Quark im Proton zu
finden. Die Verteilungsfunktion u(x) ist proportional zum Quadrat dieser
Amplitude. Entsprechende Relationen gelten auch fiir die anderen Funktio-
nen d(x), s(x) usw. Die SU2-Transformation U = U, () verwandelt ein
Proton in ein Neutron und ein u-Quark in ein d -Quark. Mit

(u| p) = (| U'U |p)
=(d|n) (5.93)

gilt also u? = d", oder, da die nichtindizierten Verteilungsfunktionen fiir das
Proton gelten sollen,

d"(x) =u(x) . (5.94)

Die Strukturfunktion des Neutrons wird aufgrund dieser Rotationen in die
Form

Fg" = x{1/90u(x) + ()] + 4/9d (1) + d ()] + 1/9[s(x) +5(x)] |
(5.95)

gebracht.

Aus den Parametrisierungen (5.91) und (5.95) wird klar, daf3 durch Mes-
sung der Elektron-Nukleon-Streuung allein die einzelnen Anteile u,u, ...
nicht ohne weitere Annahmen voneinander getrennt werden konnen. Aus der
Differenz F,” — F5" 148t sich aber mit Hilfe solcher Annahmen der Beitrag
der Valenzquarks bestimmen. Dazu teilen wir die u- und d-Funktionen in
einen Valenz- und einen Seeanteil auf,

U=Uy,+ U
d=d,+d, . (5.96)

Die strange-Quarks und alle Antiquarks finden wir nur im See. Mit der zu-
sdtzlichen Annahme, daf die Verteilung der Seequarks fiir alle Quarksorten
gleich ist, folgt jetzt sofort

FSP — Fn = ;(uv—dv) , (5.97)

und wenn wir weiter vereinfachend ansetzen, dafl der Unterschied zwischen
u, und dy nur in der Normierung liegt, ist die rechte Seite dieser Gleichung
durch xu,/6 gegeben. Die experimentellen Ergebnisse der Abb. 5.18 fol-
gen sehr schon den qualitativen Uberlegungen, die wir schon weiter oben
angestellt haben (Abb. 5.16).

Besonders interessant ist das Integral der Strukturfunktionen. Da die Sum-
me der Partonen-Impulse gleich dem Nukleon-Impuls sein muB, gilt

1
[x(u+a+d+c?+s+§)dx=1—s, (5.98)
0

wobei & der Bruchteil des Impulses ist, der von neutralen Partonen, also
z.B. den Gluonen, getragen wird. Weil die strange-Quarks nur im See vor-
kommen, sollten sie sehr wenig zur Impulssumme beitragen. Messungen der
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Abb. 5.18

Der aus den Proton- und Neutrondaten bei
relativ kleinen Werten von |¢2| gewonnene
Beitrag der Valenzquarks zu F>

Fy-Fy
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T .
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0.04 | ++++
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0,02 |- S o
s
0
~0.02 1 1 1 1 | 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 08 x

inelastischen Neutrino-Nukleon-Streuung (Abschn. 6.2.6) zeigen, daf} der
Anteil der strange-Quarks zur Impulssumme (5.98) nur etwa 6 % betrigt. Aus
der Summe von (5.91) und (5.95) erhalten wir daher bei Vernachldssigung der
strange Quarks

9
g/(F;1’+F;")dx= 1—¢ . (5.99)

Die experimentellen Untersuchungen dieser Summenregel geben einen Wert
von etwa 0,54 4 0,04 fiir die linke Seite der Gleichung. Fast die Hilfte des
Nukleon-Impulses steckt also in den Gluonen. Dieses iiberraschende Er-
gebnis zeigt beispielhaft, wie sich aus den Experimenten der inelastischen
Lepton-Nukleon-Streuung fundamentale Aussagen iiber Quarks und Gluo-
nen im Inneren der Nukleonen gewinnen lassen.

Auch aus der Differenz von F,” und Fy" kann eine interessante Summen-
regel gewonnen werden, die auf Gottfried zuriickgeht. Dazu wird das Integral

1
d
I = /(F;P — Ff”)% (5.100)
0

betrachtet. Nach Einsetzen von (5.91) und (5.95) wird daraus mit Hilfe von
(5.92) die Beziehung

1

1 2 -
lo=3+3 /(ﬁ—d)dx (5.101)
0



abgeleitet. Falls wieder u(x) = d (x) angenommen wird, gilt demnach /g =
1/3. Da der gemessene Wert des Integrals auf der rechten Seite von (5.100)
aber deutlich unter 1/3 liegt, wird in neueren Analysen nicht mehr von einer
Gleichheit der - und d -Verteilungen ausgegangen.

Messungen der Strukturfunktionen konnen auch mit Neutrinostrahlen ge-
macht werden. Der Beitrag einzelner Quarksorten 146t sich mit dieser Metho-
de sogar besser isolieren. Darauf werden wir in Abschn. 6.2.6 noch zuriick-
kommen. Die meisten Experimente wurden bei |¢%| < 10 GeV? und x-Werten
> 0,05 durchgefiihrt. In diesem kinematischen Bereich ist das Skalenverhal-
ten der Strukturfunktionen experimentell gut erfiillt, und es macht Sinn, aus
solchen Messungen die Dichteverteilungen ¢ (x) zu bestimmen. Eine belieb-
te Parametrisierung [Eic86] benutzt den in (5.96) und den darauf folgenden
Zeilen beschriebenen Ansatz. Das Ergebnis ist in Abb. 5.19 zusammen mit
der Gluondichte, auf deren Bestimmung wir im nichsten Abschnitt eingehen,
wiedergegeben. In Formeln lautet es:

xuy =1,78x7 (1 — x>
xdy = 0,67 x4 (1—x""H)*?
xug = 0,182 (1 —x)>>*
xds = xug
xss = 0,081 (1—x)%
xg =(2,62+9,17x)(1—x)>? .

(5.102)

Diese empirischen Darstellungen dienen u. a. zur Abschitzung der Zihlraten
von Reaktionen, an denen Quarks und Gluonen beteiligt sind. Die Kurven-
form von F, entspricht grob der naiven Erwartung der Abb. 5.16. Allerdings
zeigen die Partondichten u,, d, keinerlei Andeutung dafiir, daB sie aus ei-
ner Linienstruktur entstanden sein konnten, sondern steigen stark zu kleinen
x-Werten an. Auch dal nur die Hilfte des Nuklonimpulses auf die Quarks
entfdllt, widerspricht dem naiven Bild einer sich aus einer verschmierten
Linie bei x = 1/3 entwickelnden Dichte der Valenzquarks.

5.3.4 QCD-Korrekturen

Die Korrekturen niedrigster Ordnung der QCD zur Elektronenstreuung im
Quarkmodell berticksichtigen die Abstrahlung von Gluonen von dem am har-
ten Streuprozef teilnehmenden Quark. Die zugehorigen Diagramme sind in
Abb. 5.20 zu sehen. Der harte SubprozeB ist jetzt die inelastische Streu-

Q000

e 099909, e
P

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung 349

1,0 T

Abb. 5.19

Die Dichteverteilungen von Quarks und
Gluonen nach Eichten et al. [Eic86]. Auf-
getragen wurde xqg(x) bzw. xg(x) als
Funktion von x

Abb. 5.20

QCD-Korrekturen zur inelastischen Elek-
tronenstreuung im Quarkmodell. Die Dia-
gramme beschreiben die Abstrahlung eines
Gluons vom (a) ein- bzw. (b) auslaufenden

Quark
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Abb. 5.21
Die QCD-Compton-Streuung y*q — g¢

10pas Symbol ¢ bezeichnet hier wie immer
den Viererimpuls des ausgetauschten Photons,
in der Reaktionsgleichung (5.104) steht es als
Abkiirzung fiir ,,Quark®. Das zeigt nochmal
den Konflikt der Wahl zwischen gédngigen Be-
zeichnungen und Eindeutigkeit der verwende-
ten Symbole.

ung e + g — e + g + g (Gluonstrahlung) eines Elektrons an einem Quark
der Sorte f mit dem Impulsbruchteil £. Der Beitrag dieser Diagramme zum
Gesamtwirkungsquerschnitt kann analog zu (5.77) formuliert werden,

1 1
d2geN dog . doy .
—— =1 —dtd —l—F// —drdé . (5.103
S on ] [e@Saieen [ [ o oTtie . G
i g=x i é=x
Hierin sind doy /df bzw. doy/df die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir
den virtuellen QCD-Compton-Effekt

v tqg—>g+q (5.104)

im y*q Subsystem. Im entsprechenden Ausdruck fiir die Antiquarks werden
die Dichten gr(§) durch die Antiquarkdichten g (§) ersetzt. Um die For-
meln aber einigermalien iibersichtlich zu halten, beschrianken wir uns in der
Herleitung der QCD-Formeln auf die Quarks.

Zunichst beschéftigen wir uns noch etwas mit der Kinematik dieser Re-
aktion und betrachten dazu das allgemeine Diagramm der Abb. 5.21. Aus der
Erhaltung des Viererimpulses folgt sofort

(g+k)?=5, (5.105)

wobei wie immer mit masselosen Quarks gerechnet wurde.!” Wir definieren
nun die dimensionslose Variable

lg°|
= 5.106
r 2q -k ( )
und erhalten mit (5.105)
|4°|
X, = = . 5.107
P= 5l (3107

Aus dem Vergleich mit (5.65) fiir M = 0 ergibt sich der Wertebereich von
Xp,

x<x, <1, (5.108)

da § Werte zwischen 0 und W? annehmen kann.

Wir haben mit £ den Bruchteil des Nukleonen-Impulses bezeichnet, den
das einlaufende Quark iibernimmt. Einsetzen in (5.63) und Vergleich mit
(5.106) ergibt

= (5.109)

mit x < £ < 1. Bitte beachten Sie, da} die Bjorken-Variable x nur im Fall
der elastischen Elektron-Quark-Streuung als Impulsbruchteil des einlaufen-
den Quarks identifiziert werden kann, dieser Grenzfall ist in (5.109) fiir § = 0
enthalten. Die abgeleiteten kinematischen Relationen werden besonders an-
schaulich im Falle der Strahlung im Anfangszustand (initial state radiation),
wie sie in Abb. 5.20a zu sehen ist. Das Quark mit dem Impulsbruchteil £ > x



strahlt ein Gluon ab. Danach hat das mit dem Elektron wechselwirkende
Quark einen Impulsbruchteil x, vom einlaufenden Quark oder x vom Proton
tibernommen.

Der Wirkungsquerschnitt do; /df kann nicht unmittelbar aus (3.238) ent-
nommen werden, da in dieser Summe auch die Anteile von longitudinal
polarisierten Photonen enthalten sind. Dieser Anteil betrigt

4lq*|
TP = —— (5.110)
SN CEAPEIE
und muB daher abgezogen werden. Mit g> = —|¢?| lautet das Resultat

di 3 S+1g)?
Beim Nachrechnen beachten Sie bitte, da3 die Summe der Amplitudenqua-
drate zur Mittelung iiber die Helizitdten (L, R) der einlaufenden Teilchen
durch vier geteilt wurde und auBerdem e* wieder durch e? sz, g%cr zu erset-
zen ist. Im Gegensatz zur Annihilation miissen wir jetzt iiber die Farben der
einlaufenden Quarks mitteln. Der Farbfaktor cp betrégt daher 4/3 und nicht 4.

Die folgende Diskussion der Integrale in (5.103) wird durchsichtiger,
wenn § durch x, und 7 durch

A ~

doy 87TQ%01058 1 n 8§ 2% 4q%t
§ 4 8 S+1¢Y

) . (5.111)

~

k-k’ t

PR RNV -1
ersetzt wird. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl z gemil
1 —cos ®*
z= % (5.113)

durch den Streuwinkel zwischen dem Gluon und dem Photon im yg-Schwer-
punktsystem ausgedriickt werden kann. Damit sind auch die Integrations-
grenzen 0 < z < 1 unmittelbar einsichtig.

Mit Hilfe dieser Variablen nimmt (5.111) die Gestalt

doy 871Qj%owcs X, 1+x§z2
(I=xp)(1-2)

dz 3 |43
an. Die zur Berechnung von (5.103) nétigen Integrale lassen sich nun nicht
ohne weiteres ermitteln, da in (5.114) wiederum die uns inzwischen vertrau-
ten Divergenzen auftauchen. Die Divergenz fiir z — 1 entspricht dem u-Pol
der Compton-Streuung mit reellen Photonen, das bedeutet hier @* = 7 oder
im eg-System die Abstrahlung eines Gluons kollinear mit dem einlaufenden
Quark. Der Pol bei x, — 1 entspricht § — 0 und bedeutet, daB das Gluon
entweder sehr niederenergetisch (Infrarot-Divergenz) oder (im eg-System)
kollinear mit dem auslaufenden Quark wird.

In der leading-log-Niherung (LL) werden nur die Terme beriicksichtigt,
die fiir x, — 1 und z — 1 grof} werden, (5.114) wird also durch

doy 87TQ}01058 X, ( 1+x§ )

dz 3 @2 \(=x)(1-2)

+(1—x,)(1 —z)) (5.114)

(5.115)
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ersetzt. Die Divergenz bei z — 1 ist nicht vorhanden, wenn die Masse u
der Quarks beriicksichtigt wird, da dann die obere Grenze von z durch 1 —
2/L2xp /1¢?| definiert ist. Die Masse eingeschlossener Quarks ist insbesonde-
re fiir die u- und d-Quarks keine wohldefinierte GroBe, und wir fassen daher
W als eine relativ frei wéahlbare Energieskala auf, die zur Regularisierung des
divergenten Integrals iiber z dient. Die Durchfiihrung der Integration hat nun

=2 2 Xp qq |q2|
Oy = ﬂQfaOlSmP In ? (5116)
mit
41+x32
P4 = 3 l_x” (5.117)
p

zum Ergebnis. Die Splitting-Funktion P99 der Quarks ist auch schon alt-
bekannt. Sie wird hier als Funktion des Impulsbruchteils x, angegeben und
ist — bis auf den Farbfaktor 4/3 — mit der Splitting-Funktion P¢¢ der QED
aus (3.290) identisch. Genau genommen sollte das Argument des Logarith-
mus noch einen Faktor 2x, enthalten, der aber ebenfalls vernachlissigt wird,
da P9 nur fiir x, — 1 groBe Beitriige liefert und y frei wihlbar ist.

Der longitudinale Querschnitt o, enthilt keine Divergenzen und kann in
der LL-Nidherung vernachlidssigt werden. Den Zusammenhang (5.79) zwi-
schen Wirkungsquerschnitt und Strukturfunktion bedenkend, liefert (5.116)
fiir jede Quarksorte den Beitrag

og

|
9’|
AF, = EQJZ, In e / x, P49 (x,)qy (§)dE (5.118)

der Diagramme in Abb. 5.20 zu F,. Die verbleibende kollineare und infrarote
Divergenz bei x, = 1 wird wieder durch Hinzunahme der virtuellen Korrek-
turen behoben. Die Diskussion ist ziemlich kompliziert, aber wie in der QED
lauft die Beriicksichtigung dieser Korrekturen auf die Substitution von P44
durch die regularisierte Splitting-Funktion Piq hinaus. Diese ist im Kasten in
Abschn. 3.3.1 erldutert. Unter dem Integral von (5.118) ersetzen wir noch x,
durch & und wechseln von der Strukturfunktion direkt zu den Quarkdichten,
die demnach jetzt durch

1
2 d
qr(x.q%) =qf(x)+g—]srln|Z—2| qr (&) PY? (g); (5.119)

X

gegeben sind.

Intuitiv scheint es nun vielversprechend zu sein, die Dichten g, (x) auf
der rechten Seite mit den bei kleinen |¢?| gemessenen Verteilungen zu iden-
tifizieren, da diese ja empirisch gut das Skalenverhalten erfiillen und sich
relativ einfach parametrisieren lassen (5.102). Dies ist aber nicht konsequent,
da wir nicht wissen, bei welcher Skala die Gluonabstrahlung beginnt. Es ist
im Gegenteil sogar so, dal g (x) in (5.119) eine prinzipiell nichtmeBbare
»hackte” Partondichte ist, ganz dhnlich wie die nackte Ladung der QED aus



Abschn. 3.1.4. Wir identifizieren daher jetzt die Ausgangsverteilungen mit
den renormierten Quarkdichten ¢ (x, u%), die mit den nackten Verteilungen
gemiB (5.119)

1
2 d};-'
4 (e ih) = qr (¥) + 5 In % X 47 (€) P2 (g) v

verkniipft sind. Diese Renormierung wird so interpretiert, da die Divergen-
zen der Integrale bei der sog. Faktorisierungsskala py in die Definition der
Partondichten absorbiert werden. Der Vergleich mit (5.119) zeigt nun, dafl
bis auf Terme der Ordnung aé die Partondichte g (x, ¢?) aus der Dichte
qr(x, ,uzF) mit Hilfe von

(5.120)

1
2y 2y, @8 @/ 2y paa (X 46
qr(x,q )—qf(x,uF)Jan In 2 J qr (&, np) Py £) % (5.121)

berechnet werden kann.

Die letzte Gleichung stellt eine fundamentale Vorhersage der QCD dar.
Ausgehend von gemessenen Verteilungen bei einem beliebigen Wert |¢?| =
/L% sind die Quarkdichten bei jedem anderen |¢?| berechenbar! Man sagt, die
Evolution der Quarkdichten ist durch die QCD festgelegt. Formal entspricht
(5.121) vollstandig der Formel (3.134) fiir die renormierten Ladungen. Diese
Analogie 146t sich noch weiter treiben. Die laufenden Kopplungen geniigen
einer Differentialgleichung (Ubung 3.4). Fiir qr(x, ¢?) kann ebenfalls eine
Differentialgleichung gewonnen werden, wenn zunichst die fithrenden Lo-
garithmen der Beitridge hoherer Ordnung zu (5.121) berechnet werden. Die
gesuchte Integro-Differentialgleichung lautet dann

1
2 2 2
q-dqr(x,q°) _ Oész(z ) [Qf'(é,qz)Piq (f) ﬁ . (5.122)

dg? £) ¢

Sie ist in der Struktur identisch zu der Gleichung, die durch Differenzieren
von (5.121) erhalten werden kann, aber auf der rechten Seite finden wir jetzt
die laufende Kopplungskonstante s (¢?) und die Partondichte ¢ r bei der Ska-
la ¢2. Die Gleichung enthilt daher die bemerkenswerte Feststellung, daB die
starke Kopplungskonstante durch Messung der Steigung der Partondichten,
also auch der Steigung von F,(x, ¢?), bestimmt werden kann.

Fiir eine quantitative Analyse der Verletzung des Skalenverhaltens reicht
(5.122) noch nicht aus. Es muf3 namlich bedacht werden, daf} die Gluonen im
Nukleon und das virtuelle Photon iiber die Paarerzeugung y*g — ¢g zusiitz-
liche Quarks und Antiquarks produzieren, an denen die Elektronen streuen
konnen. Die Beriicksichtigung dieser Photon-Gluon-Fusion ergibt einen wei-
teren Term in (5.121), dessen Struktur aber sehr dhnlich zum quarkinduzier-
ten Term ist. Die Quarkdichte wird durch die Gluondichte g ersetzt, und an
die Stelle der Splittingfunktion Pi” tritt die Splittingfunktion P9%, welche
die Aufspaltung eines Gluons in ein Quark-Antiquark-Paar beschreibt. Der
zusitzliche Term 14Bt sich vermeiden, wenn Differenzen von Quarkdichten,
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Abb. 5.22

Qualitative Anderung der Strukturfunktion
F)S mit |¢2|. Die durchgezogene Kurve
zeigt den Verlauf bei kleinen Impulsiiber-
tragen, wihrend die gestrichelte Kurve fiir
hohe Werte von |¢2| gilt

' Der Name non singlet bezieht sich auf das
Verhalten einer solchen Kombination von
Quarkdichten unter Transformationen der fla-
vor-Symmetriegruppe.

12pje  bahnbrechende Arbeit [Alt77] von
G. Altarelli und G. Parisi gehort mit tiber 2000
Zitaten zu den am hidufigsten genannten wis-
senschaftlichen Veroffentlichungen. Durch
den Namen ,.DGLAP-Gleichung” werden
auch die Beitrdge der russischen Theoretiker
Y.N. Dokshitzer, V.N. Gribov und L.N. Lipa-
tov gewiirdigt.

wie z.B. u —d, u, = u —u etc. betrachtet werden. Diese sog. non singlet-
Verteilungen ¢ bekommen keine Beitriige von der Photon-Gluon-Fusion,
da P42 fiir alle Quarks und Antiquarks gleich ist.!!

Experimentell kann die Entwicklung einer Quarkdichte ¢ durch die
Betrachtung der non singlet-Strukturfunktion

FNS = F) — F} (5.123)
studiert werden, da die zugehorige Partondichte gemif (5.97) mit
"5 =u,—d, (5.124)

angesetzt werden kann.

Die Evolution von ¢™° ist durch (5.122) bestimmt. Dies ist eine der be-
riithmten Altarelli-Parisi-Gleichungen [Bar87, Quil3], die hiufig auch als
DGLAP-Gleichungen (fiir Dokshitzer, Gribov, Lipatov, Altarelli und Parisi)
bezeichnet werden.!? Sie stehen ganz im Zentrum quantitativer Analysen der
Nukleonstruktur. Wenn die Beschrinkung auf ¢™° aufgegeben wird, erhilt
man ein System gekoppelter Integro-Differentialgleichungen fiir die Quark-
dichten ¢, § und die Gluondichte g oder fiir die Linearkombinationen ¢™°,
¢° und g, wobei ¢® als Singulett-Dichte bezeichnet wird. Dieses Gleichungs-
system wird in vielen Lehrbiichern, z. B. [Bar87] ausfiihrlich diskutiert.

Infolge der Vernachléssigung aller kleinen Terme ist in der LL-Niherung
automatisch die Callan-Gross-Relation (5.73) erfiillt. In dieser Ndherung gilt
also F; =0 und

F=x)Y 07lgr(x.¢") +qr(x.q")] .
f

Es ist aber auch klar, dal ohne diese Vernachldssigung der kleinen Terme
eine QCD-Vorhersage fiir die longitudinale Strukturfunktion

F[ = F2—2XF1

(5.125)

(5.126)

erhalten werden kann. Der longitudinale Anteil der QCD-Compton-Streuung
kann z.B. mit Hilfe von (5.110) berechnet werden. Hinzu kommt noch der
Anteil der Photon-Gluon-Fusionsprozesse. Mit einer quantitativen Behand-
lung wollen wir aber jetzt ein ohnehin mit Theorie tiberladenes Kapitel nicht
weiter befrachten, sondern uns noch der anschaulichen Interpretation der
Strukturfunktion und den MeBergebnissen zuwenden.

Die |¢?|-Abhingigkeit der Strukturfunktion ist intuitiv einsichtig, da mit
wachsenden Werten von |¢?| ein immer groBerer Phasenraum fiir Strah-
lungsprozesse zur Verfiigung steht. Die Abstrahlung bewirkt, daf es weniger
Quarks mit hohen Impulsen gibt und die Quarks bei kleinen x angereichert
werden. Das Integral der Quarkdichten bleibt dabei konstant, da die Normie-
rungsbedingungen (5.92) auch fiir die laufenden Quarkdichten giiltig blei-
ben. Formal kann dies in unserer Niherung mit Hilfe von fol P (xp)dx, =
0 bewiesen werden. Man erwartet also qualitativ ein Verhalten, wie es in
Abb. 5.22 skizziert ist. Dies wird durch die Messungen glédnzend bestitigt.
Die Abb. 5.23 zeigt die Zusammenfassung der fritheren Messungen an Be-
schleunigern mit einem externen Elektronen- oder Myonenstrahl und der am
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Abb. 5.23

E; ™-log (%) HERAF, Resultate der Experimente H1 und ZEUS
am ep-collider HERA fiir die Struktur-
x:6432E—5_._. ©=0.000102 funktion F, zusammen mit Ergebnissen

1 +=0.000161 —— ZEUS NLO QCD fit fritherer Experimente am ruhenden Pro-
x=0.000253 ton. Mit Q2 wird hier unsere Variable
/e — H1 PDF 2000 fit |¢2| bezeichnet. Der bei hohen |¢2|-Werten
mogliche Beitrag des Z°-Bosons wurde
rechnerisch abgezogen
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ep-collider HERA gewonnenen Resultate, diesmal aufgetragen als Funktion
von |¢?| mit x als Parameter zur Unterscheidung der Kurven. Die Prizi-
sion der Daten und der riesige iiberdeckte Bereich in der |¢?|, x-Ebene ist
beeindruckend. Die eingezeichneten Kurven sind das Resultat einer QCD-
Evolutionsanalyse in next to leading order (NLO), die nicht nur die Beitrige
der fiihrenden Logarithmen beriicksichtigt. Bei den hochsten x-Werten sieht
man eine schwache Verletzung des Skalenverhaltens, also ein langsames Ab-
fallen der Strukturfunktion F fiir |¢?|-Werte zwischen 5 und 20 000 GeV2.
Bei x = 0,25, das ist in der Nihe der Uberkreuzung der beiden Kurven in
Abb. 5.22, ist F, praktisch konstant. Interessanterweise wurde das Skalenver-
halten der Strukturfunktion gerade bei diesen x-Werten entdeckt (Abb. 5.14).
SchlieBlich wird fiir x < 5-1073 eine deutliche Zunahme der Strukturfunk-
tion bei wachsendem |g?| gefunden. Die x-Abhiingigkeit widerspricht vollig
dem Modell einer konstanten Strukturfunktion. Je groBer |g?| wird, umso
steiler steigt F, zu kleinen x-Werten hin an. Auch diese relativ starke Ver-
letzung des Skalenverhaltens wird hervorragend von der perturbativen QCD
beschrieben.

Um diese Vorhersage der QCD besser wiirdigen zu konnen, machen wir
uns klar, da3 der im Quarkmodell bestimmte Grenzwert F, — const fiir x —
0 auch der Erwartung fiir das Verhalten hadronischer Wirkunsquerschnit-
te entspricht. Bei festem |g?| bedeutet x — 0 nach (5.65) W? — oo und
bei der iiblichen Vernachldssigung von oy in (5.79) erzwingt die Konstanz
von F, einen konstanten Wirkungsquerschnitt o bei hohen Schwerpunkt-
senergien W. Dies ist aber genau das Verhalten, das ein einfaches Modell
hadronischer Wirkungsquerschnitte ergibt, wie es in Abschn. 7.6 erldutert
wird. Ein moderater Anstieg mit W2 (z.B. oy ~ (W/W;)* mit € ~ 0,08
und Wy = 1 GeV), wie er in den Experimenten gefunden wurde, sollte sich
dann in einem entsprechenden Anstieg 1/x¢ der Strukturfunktion bei klei-
nen x-Werten widerspiegeln, falls dieser Bereich durch hadronische Prozesse
dominiert wird.

Schon kurz nach der Entdeckung der asymptotischen Freiheit wurde dar-
auf hingewiesen, daf} die QCD ein ganz anderes Verhalten von F, vorher-
sagt [Ruj74]. Der tiefere Grund ist darin zu sehen, daf es in der QCD neben
den QED-artigen Splitting-Funktionen Py,, Py, Py, aufgrund der Selbst-
kopplung der Gluonen auch noch eine Splitting-Funktion P, gibt. Diese be-
stimmt im wesentlichen die Evolution der Gluondichte bei kleinen x-Werten.
Das Ergebnis fiir x < x und |¢?| > |¢Z| lautet [E1110]

1 144 In(|g2|/ A2
g(x,qz) L ep In ( (lg°1/ QCD)) X0
X

In— . (5.127)
33-2n;  \In(lgdl/ A}cp)

Diese Gluondichte steigt fiir x — 0 stirker als 1/x'*€ an und zwar umso

mehr, je groBer |¢?| wird. Durch die Kopplung der Gluon- und Quarkdich-
ten wird so der beobachtete starke Anstieg von F, quantitativ erklért. Die in
Abb. 5.23 dokumentierte, von den HERA-Experimenten gefundene Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment iiber mehr als vier Grolenord-



nungen in x und |¢?| ist die vielleicht beste Bestitigung der perturbativen
Quantenchromodynamik.

Wir haben gezeigt, daf die Brechung des Skalenverhaltens der Struktur-
funktionen eine unmittelbare Folge der Gluonstrahlung und anderer gluo-
nisch induzierter Reaktionen ist. Daher lassen sich die in der Elektronen-
streuung nicht direkt zuginglichen Gluondichten g(x, ¢?) durch Analyse der
g?-Evolution von F, berechnen. Eine direktere und vielleicht anschaulichere
Methode besteht in der Messung der inklusiven Photoproduktion von /-
Mesonen,

VPt X (5.128)

in Strahlen reeller Photonen. Die experimentelle Signatur der Reaktion ist
ziemlich klar, da man die v-Resonanzen durch ihren p~ ™ -Zerfall rekon-
struieren kann. Die Gluonen im Nukleon erzeugen cc-Quarks in der Reaktion
der Paarerzeugung (Abb. 5.24a)

ytg—>c+e, (5.129)

die man haufig auch ,,Gamma-Gluon-Fusion® nennt. Da das ¥ ein Farbsingu-
lett ist, muB zusdtzlich ein (weiches) Gluon abgestrahlt werden
(Abb. 5.24b).13 In der Diskussion des letzten Abschnitts haben wir uns vom
engen Zusammenhang der Photoproduktion und der Elektronenstreuung bei
kleinen Impulsiibertrigen iiberzeugt. Die Photoerzeugung von c¢ oder bb
in der Gamma-Gluon-Fusion studiert man daher praktischerweise in der in-
elastischen Elektronenstreuung bei sehr kleinen Werten von |g?|. Solche
Untersuchungen wurden z.B. am Elektron-Proton-Speicherring HERA in
Hamburg durchgefiihrt.

5.3.5 DerEndzustand
Wie in der Elektron-Positron-Vernichtung formieren sich auch im Endzu-
stand der tief inelastischen Lepton-Nukleon-Streuung die Hadronen zu Jets.

5.3 Inelastische Elektron-Nukleon-Streuung

Abb. 5.24

Die Erzeugung von (a) charm-Quarks und
(b) J/y-Mesonen in der Gamma-Gluon-
Fusion

13 AuBerdem wird auf diese Weise ein Kon-
flikt mit Yangs Theorem, Abschn. 2.4.7, ver-
mieden, das den Ubergang von zwei Photonen
in ein Vektormeson verbietet.
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Entsprechend der Abb. 5.13 besteht der Endzustand in der niedrigsten Ord-
nung aus einem Quark-Jet mit dem Transversalimpuls des gestreuten Elek-
trons und einem aus dem Protonrest gebildeten Jet, der im ep-Schwerpunkt-
ssystem entlang der Richtung des einfallenden Protons lduft. Um zwischen
dem Jet vom Protonrest und dem Jet aus der harten Streuung zu unterschei-
den, werden solche Topologien als (1 + 1)-Ereignisse bezeichnet. Ein be-
stimmter Bruchteil der Strahlungsprozesse der Abb. 5.20 und der y*g — q¢
Prozesse fiihrt dann zu (2 + 1)-Jet Ereignissen. Die genaue Zahl dieser Ereig-
nisse hdngt natiirlich wieder vom Auflosungskriterium des Klassifizierungs-
algorithmus ab.

Die in der Lepton-Nukleon-Streuung erzeugten Jets aus der harten Streu-
reaktion sollten sich nach dem zugrundeliegenden Modell nicht von den Jets
der e~ e™-Annihilation unterscheiden. Ein wichtiger Test darauf besteht in
der Untersuchung der in Abschn. 5.1.3 eingefiihrten Fragmentierungsfunk-
tionen D" (z). Der Bruchteil z des Longitudinalimpulses, den ein Hadron (h)
vom fragmentierenden Quark (¢g) iibernimmt, kann durch

Ey
z=— (5.130)
£y
angenihert werden. Damit gilt im e~ e -Schwerpunktssystem
z=E,/E (5.131)

fiir die Paarvernichtung e~e* — ¢g. Im Fall der Lepton-Nukleon-Streuung
gewinnen wir aus dem Ansatz p,’: = zk" die invariante Definition

R P

k-P

die im Ruhesystem des Nukleons bei Vernachlidssigung der Nukleon-Masse
den Wert

z=E,/yE (5.133)

, (5.132)

annimmt.

Insbesondere bei kleinen z-Werten kann es sein, daf3 ein Hadron aus dem
Proton-Rest mit einem Hadron aus den Quark- (oder Gluon-)Jets verwech-
selt wird. In neueren Analysen wird daher die Elektronenstreuung im sog.
Breit-System analysiert. In diesem Bezugssystem erleidet das Elektron kei-
nen Energieverlust, sondern nur eine Richtungsinderung. Es gilt also g =
—qu bzw.

qh = (0,0,0, \/W) : (5.134)

Aus der Energie-Impuls-Erhaltung folgt, dal das einlaufende Quark in sich
selbst reflektiert wird (Abb. 5.25), k' = —k und

K= (Vig?/2.0.0.Vigl/2) . (5.135)

Hierdurch wird eine maximale Trennung des Protonrests vom gestreuten
Quark bewirkt. Dieses befindet sich in der sog. Strom-Hemisphare des Ko-



ordinatensystems, wihrend die Bruchstiicke des Protons in die Rest-Hemi-
sphire fliegen. Aus (5.135) folgt unmittelbar

2E),
Vig’|
wobei E), jetzt die Energie des Hadrons im Breit-System ist.
Schon die Daten eines frithen Experiments [Ber77] (Abb. 5.26a) zeigten
eine iiberraschend gute Ubereinstimmung der Verteilungsfunktionen D’ (z)
bei noch sehr geringen Werten von |g2|. Wir bemerken also auch hier wieder,
wie schnell hadronische Korrekturen bei inklusiven Prozessen mit |g?| ab-
klingen. Genaue Untersuchungen der Jeteigenschaften aus ganz unterschied-
lichen Streuprozessen wurden in grofler Zahl durchgefiihrt. Sie beweisen,

dafl die Hadronisierung der Quarks und Gluonen in der Tat universell ist
(Abb. 5.26b).

(5.136)

a _1z do b
fz) = o mdz
® Elektro- D(z)
0.16 produktion| — T T T T ]
O Anni- (:) D’
- hilation
0,12 - ﬁ: ]
0,08 - i i
0,12 - <*++ .
I ¢ ]
L Fete, ]
00 0,2 0,6 1,0 z 0,2 0,4 0,6 08 z 1,0

5.6 Driicken Sie x und y in Abhingigkeit von Energie und Winkel des
gestreuten Elektrons in einem Elektron-Proton-Speicherringexperi-
ment aus.

5.7 Leiten Sie (5.82) ab.

5.4 Zwei-Photonen-Physik

Die Elektron-Positron-Paarvernichtung und die Elektron-Myon-Streuung
sind Prozesse mit zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teilchen. In der
Storungstheorie niedrigster Ordnung werden die Querschnitte proportional

5.4 Zwei-Photonen-Physik

Abb. 5.25

Die Elektron-Quark-Streuung im Breit-
System. Das ausgetauschte Photon definiert
eine z-Achse. Das einlaufende Quark soll
entlang der negativen z-Achse laufen

Abb. 5.26

(a) Verteilung der Longitudinalimpulse von
Pionen in der Elektron-Proton-Streuung
und der e~ e -Annihilation. (b) Verteilung
der Longitudinalimpulse in der Lepton-
Nukleon-Streuung bei hoheren Werten von
|¢?|. Die durchgezogene Linie reprisentiert
die Daten der Annihilation
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Abb. 5.27

Beispiele fiir Prozesse der Zwei-Photonen-
Physik: (a) Produktion einer Mesonreso-
nanz, (b) Produktion von ™ ;,L+—Paaren

zu o?. Mit der Bremsstrahlung haben wir einen ProzeB proportional zu o3

kennengelernt, und nun diskutieren wir die Reaktion
e et se +et+ X, (5.137)

deren Wirkungsquerschnitt fiir Baumgraphen proportional zu o* ist. In dieser
Gleichung steht X fiir einen beliebigen Endzustand, z. B. ein Meson oder ein
Myon-Paar (Abb. 5.27a bzw. 5.27b). Die Abbildungen zeigen, da} der End-
zustand X im Gegensatz zur e~ e -Annihilation aus zwei virtuellen Photonen
erzeugt wird, daher hat dieser Teil der Elektron-Positron-Reaktionen den
Namen Zwei-Photonen-Physik erhalten. Naiverweise wiirde man vielleicht
vermuten, daB die Wirkungsquerschnitte der Zwei-Photonen-Reaktionen um
einen Faktor a? (d. h. etwa 20 000) gegeniiber der e ~e*-Annihilation unter-
driickt sind und daher vollig vernachléssigt werden konnen. Eine so pauscha-
le Argumentation ist aber nicht ohne weiteres zuldssig, da man zeigen kann,
daf} der Wirkungsquerschnitt in bestimmten kinematischen Situationen grof3e
Logarithmen enthélt, die bei hohen Elektron- und Positron-Energien E den
Faktor o teilweise kompensieren.

5.4.1 Resonanzerzeugung
Als erstes Beispiel betrachten wir die Erzeugung von Mesonen oder Meson-
resonanzen (R) in Zwei-Photonen-Reaktionen, also den Prozef3

e +et e +et+R . (5.138)

Dieser wird experimentell an Elektron-Positron-Speicherringen untersucht,
und explizite Angaben von Energien und Winkeln in den folgenden Formeln
beziehen sich daher immer auf das Schwerpunktssystem der einlaufenden
Elektronen und Positronen. Die Amplitude der Reaktion (5.138) ist wegen
des Beitrags der beiden Photonpropagatoren proportional zu 1/ (qlzqg). Sie
wird also grof}, wenn die beiden Photonen fast reell sind, daher berechnen
wir den Querschnitt in der Weizsidcker-Williams-Niherung.

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Resonanzproduktion in Zwei-Photonen-
Reaktionen 146t sich demnach in der Form

d20(€_€+ - €_€+ R) = Ufy (§)fy/e (Zl s |q12|max)dzl fy/e (Zz, |C]% |max)d22
(5.139)
anschreiben, wobei ofy der totale Querschnitt fiir die Erzeugung einer Reso-

nanz in Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie V5 im System der bei-
den quasireellen Photonen ist. Im Sinne der Weizsicker-Williams-Nédherung



sind in diesem Querschnitt keine Korrekturen enthalten, welche die Virtuali-
tdt der Photonen berticksichtigen.
Die Verteilungsfunktionen f, /. der Photonen entnehmen wir (3.248)

o
. =—PYL 5.140
worin der Logarithmus

Iqi2|rnax(l _Zi)
n di lmaxA” 7 i)
m2z2

i

L=1 (5.141)
sich in der sogenannten antitag-Konfiguration besonders einfach darstellen
146t. In dieser Anordnung wird sichergestellt, dal nur solche Ereignisse be-
rlicksichtigt werden, bei denen die auslaufenden Elektronen und Positronen
im Strahlrohr verbleiben. Die zugehorigen maximalen Streuwinkel sind klein
(z.B. < 3°), so daB mit |¢?[max ~ E*(1—z;)©? . der Logarithmus durch

i,max
E(l - Zi)@i,max

mz;

L=2In (5.142)

gegeben ist. Fiir grobe Abschitzungen wird hédufig die schon in Abschn. 3.3.2
diskutierte Ndherung

E
L=2In— (5.143)
m

benutzt.

Um den totalen Wirkungsquerschnitt der Reaktion (5.138) zu erhalten,
mufl man (5.139) integrieren. Dazu nimmt man zweckméBigerweise eine
Variablentransformation vor. Mit der Definition z = §/s und der Beziechung

Z =122 (5.144)
wird (5.139) zu

1
do  _ _ z dz
E(e et —e e™R) =ofy(zs)/fy/@ (2—2) fy/E(ZZ)Z_; (5.145)

umgeformt. Die Argumente |¢?| der Photondichten fy/e wurden hier der
Einfachheit halber nicht explizit angegeben. Das Integral

d22

1
Lyy(z) = / fy/e (Ziz) fy/e(ZZ)Z_z (5.146)

wird als Luminosititsfunktion bezeichnet. Beachten Sie die formale Ahnlich-
keit zu den Integralen der perturbativen QCD, wie z.B. (5.119). Die Lumi-
nositédtsfunktion wurde zuerst von Low [Low60] in der Nédherung (5.143) fiir
den Logarithmus berechnet. Das Standardresultat lautet

E 2
L, = (%m E) ¢(2) | (5.147)

5.4 Zwei-Photonen-Physik
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Luminositédtsfunktion
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Abb. 5.28

Die yy-Luminositit eines e ~e 1 -Speicher-
ringes als Funktion von z = §/s bei einer
Strahlenergie von E = 20 GeV

14per Gewichtungsfaktor 1/4 der Spins muf3
mit 2 multipliziert werden, da I’ fiir zwei
auslaufende Photonen berechnet wird und da-
her einen Faktor 1/2 als Gewicht fiir zwei iden-
tische Teilchen im Endzustand enthilt.

worin die Funktion g(z) durch

g(z) = é((Z—l—z)zln(l/z)—Z(l—z)(3+z)) (5.148)

definiert ist. Fiir kleine z-Werte wird g(z) sehr groB. In dieser Region kdnnen
wir die Luminositdtsfunktion durch

@ EV4 1

approximieren. Wichtig ist die Kompensation des Faktors (/) fiir groBe
E und kleine z in diesem Ausdruck. Auch hier begegnet man wieder der
schon in Abschn. 3.3.2 behandelten effektiven Kopplung oL, die nur
schwach von der Strahlenergie E abhéngt. Die Luminosititsfunktion ist in
Abb. 5.28 fiir eine Strahlenergie von 20 GeV als Funktion von z aufgetragen.
Man erkennt L, = 1 beiz ~ 0,008, d. h. V5= 3,6 GeV. Bei dieser Schwer-
punktsenergie wird also die Photon-Photon-Luminositit gleich grof} wie die
Luminositdt des Speicherrings.

Mit diesen Kenntnissen wollen wir jetzt die Formel fiir den totalen Wir-
kungsquerschnitt weiter auswerten. Die verbleibende Integration iiber z wird
fiir relativ schmale Resonanzen vereinfacht, da dann L, praktisch nur an der
Stelle zg = M} /s beitrigt,

o(e et >e etR) = L,,(zr) [ ny(zs)dz . (5.150)

Mit Hilfe von (2.278) und (2.280) und der Tatsache, da3 das statistische
Gewicht fiir zwei einlaufende Photonen 1/2 betrigt,'* lautet das iiber alle
Endzustinde summierte Ergebnis fiir die Produktion eines Mesons mit dem
Spin J und der Zwei-Photonen-Partialbreite 17,

872(2J + DI,

o(e et > e e™R) = L,,(zr) 4EZ My (5.151)
Unter Benutzung der Niherung (5.149) erreichen wir schlie3lich
2J + I E 2F
o(e et > e etR) = 64a2%1n2—ln— , (5.152)
R m MR

eine v. a. fiir Zahlratenabschitzungen gut brauchbare Formel.

Die yy-Zerfallsbreite von Mesonen ist selbst wieder proportional zu o2,
und damit wird der totale Wirkungsquerschnitt proportional zu a*. In Ab-
schn. 4.5.3 hatten wir gesehen, daf} diese Zerfallsbreite fiir viele Mesonen
Werte von einigen €V bis zu einigen keV hat. Eine experimentelle Bestim-
mung durch Analyse der Zwei-Photonen-Reaktionen an Elektron-Positron-
Speicherringen ist wegen des Faktors 1/M} in (5.152) daher nur fiir nicht
zu grole Massen der Resonanzen sinnvoll. Ab den 1980er Jahren wurde
hier eine Reihe von schonen Ergebnissen erzielt und ein neuer Zweig der
Meson-Spektroskopie begriindet. Natiirlich darf die Berechnung des Photo-
nenflusses nicht die vielen Ndherungen der Beziehung (5.152) benutzen. Eine
Integration von (5.139) ist aber mit numerischen Methoden gut moglich. Die
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Abb. 5.29 zeigt die Rekonstruktion von in Zwei-Photonen-Reaktionen er-
zeugten f,-Mesonen in ihrem dominanten Zwei-Pionen-Zerfallskanal iiber
einem nicht resonanten Untergrund. Die Experimente ergeben einen Wert
von Iy, = 3keV mit einem Fehler von 15 %, der gut mit Quarkmodell-
Rechnungen iibereinstimmt [Ber87a].

5.4.2 Die Strukturfunktion des Photons

Die Berechnung des Wirkungsquerschnitts fiir die Paarerzeugung von Myo-
nen (Abb. 5.27b) in der Reaktion

e +et e et +u +put (5.153)

birgt in der Néherung, dafl beide Photonen beinahe auf der Massenschale
sind, (qlz, q% ~ 0) keine groBen Schwierigkeiten. Man muf} offenbar entspre-
chend zum Vorgehen im letzten Abschnitt zwei FluBfaktoren f; und f; mit
dem in Abschn. 3.2.5 angegebenen Querschnitt fiir die Myon-Paarerzeugung
durch reelle Photonen falten. Dies wollen wir hier nicht weiter verfolgen,
sondern uns einer interessanteren kinematischen Situation zuwenden.

Wir betrachten eine Versuchsanordnung, in der nur eines der beiden Pho-
tonen, sagen wir das vom Positron abgestrahlte, quasireell ist, wihrend das
andere beliebige virtuelle Massen annehmen kann. Experimentell wird dies
erreicht, indem die Streuwinkel fiir das Positron moglichst klein gehalten
werden (typisch < 3°), das gestreute Elektron jedoch im gesamten Raumwin-
kelbereich untersucht wird. Der zugehorige Wirkungsquerschnitt 146t sich
offenbar aus einer Multiplikation des Photonenspektrums f, /. mit dem in-
elastischen Elektron-Photon-Streuquerschnitt bestimmen,

do(e et e et X)=do(e y — e X) fy/e(z2, @)dz; . (5.154)

5.4 Zwei-Photonen-Physik

Abb. 5.29
Produktion von f>(1270)-Mesonen in der
Photon-Photon-Streuung
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Abb. 5.30
Feynman-Diagramm der Hadron-Produkti-
on in der Elektron-Photon-Streuung

Das Symbol X steht zunédchst fiir ein Myonpaar. Wir ersetzen aber die Myo-
nen sofort durch Quarks und nehmen wie friiher an, dal die Quarks in einen
beliebigen Endzustand X fragmentieren. Die Formel (5.154) beschreibt dann
die Hadronproduktion in Zwei-Photonen-Reaktionen, wobei eines der Pho-
tonen eine grofle virtuelle Masse besitzt (Abb. 5.30).

Den Wirkungsquerschnitt fiir die inelastische Elektronen-Streuung, ey —
e X, konnen wir direkt aus (5.71) tibernehmen, wenn wir in Gedanken das ein-
laufende Proton durch ein einlaufendes Photon ersetzen. Das Resultat lautet

d’0®” _ 4o’
dg?dx ~ g¢*x
Die Variablen x und y lassen sich aus den Definitionen (5.63) und (5.61)
unmittelbar fiir den Fall der Elektron-Photon-Streuung auswerten (wobei P

jetzt den Viererimpuls des kollinear mit dem Positron abgestrahlten reellen
Photons bezeichnet),

((1—y)F2V+xy2F1V) . (5.155)

2

—q
x=—1 (5.156)
Wz_qz
und
E/
y=1- f‘ cos?(0,/2) . (5.157)

In der letzten Gleichung sind E] und ©®; Energie und Winkel des auslau-
fenden Elektrons. Die Strukturfunktion ist wiederum durch die Zahl der
Quarks mit dem Bruchteil x des Photon-Impulses definiert. Im Gegensatz zur
Nukleon-Strukturfunktion werden bei der Summation die Antiquarks aber
nicht als eine eigene Sorte gezihlt, und somit gilt fiir den Zusammenhang
mit der Verteilungsfunktion f,,,

FJ(x.q%) =2x ) 307 fury(x.q%) . (5.158)
S

Der Faktor 3 in der Summe kommt von den drei Farbfreiheitsgraden, damit
wird fg/, (x, g*)dx die Zahl der Quarks einer bestimmten Farbe und einer
bestimmten Sorte mit Impulsbruchteilen zwischen x und x + dx.

Der Leser, welcher der Diskussion bis hierhin gefolgt ist, wird sich viel-
leicht fragen, wieso das Photon als elementares Feldteilchen jetzt eine Struk-
turfunktion bekommt, die bisher nur fiir zusammengesetzte Teilchen defi-
niert war. Der Name ist nur durch die formale Ahnlichkeit der Streuformeln
begriindet. Die Funktion f,/, beschreibt nicht einen wirklichen Quarkin-
halt, sondern die Wechselwirkung des Photons mit den elektrisch geladenen
Quarks und ist dhnlich wie die mit ihr eng verwandte Funktion f, /. in der
QED berechenbar [Wal73].
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Vertiefung

Eine Analyse der Berechnung von f) /. in der QED zeigt, daf3 die in Ab-
schn. 3.3.1a eingefiihrte Splitting-Funktion P?¢ proportional zu |77; |? fiir
den Ubergang e — ey wird, wobei | T}, |* einen Faktor
E*4 E?
1)

(5.159)

enthilt. £, E/ und o sind die Energien des ein- und auslaufenden Elek-
trons bzw. des Photons in einem Bezugssystem hoher Impulse fiir das
einlaufende Elektron. Mit z = w/E wird die angegebene Abhingig-
keit der Splitting-Funktion P?¢ vom Impulsbruchteil z verstiandlich. Die
Splitting-Funktion P¢” ist mit P”¢ {iber eine crossing-Relation verwandt,
da der ProzeB y — e"e™ mit dem ProzeB e — ey durch Vertauschen
des Photons mit dem Elektron verkniipft ist. Dies bedeutet die Ersetzung
E < w in (5.159) und daher erhilt man

P =224+ (1-2)? . (5.160)

Diese Splitting-Funktion ist ersichtlich symmetrisch in den Impulsbruch-
teilen der auslaufenden Elektronen und Positronen. Es féllt auBerdem auf,
daf sie keine Divergenz aufweist. Genau wie bei der Berechnung von f,, /.
in Abschn. 3.3.1a miissen wir noch den Logarithmus des Verhiltnisses des
maximalen und minimalen Impulsiibertrages bestimmen. Diese Analyse
fiihrt dann zum Resultat

|k2|max(1 _Z)

2 (5.161)
m<z

o
Jepy = ZP ln
fiir die spektrale Verteilung der Elektronen und Positronen in einem
Photon.

Das Ergebnis, dessen Herleitung im Kasten erlautert ist, lautet

N_2 % (2 oo\ =1
fq/y(x,q)—QfZN(x +(1 x))ln—mgx , (5.162)

wobei die Bezeichnung der Variablen des Impulsbruchteils der betrachteten
Situation angepaBt wurde. AuBerdem wurde ein Faktor Q2 fiir die Ladung
der Quarks eingefiigt. Der maximale Impulsiibertrag bei der Aufspaltung
des reellen Photons in ein Quark-Antiquark-Paar ist durch |k?|max = |¢?|
festgelegt. In dieser Ndherung gilt demnach fiir die Photonstrukturfunktion

g*(x—1)

o
FI(x.q?) :3ZQ;;x(x2+(1—x)2) s (5.163)
f q

Wie in der Elektron-Proton-Streuung wird die ey-Streuung durch zwei Struk-
turfunktionen F’ f’ und Fzy bestimmt. Auch F 1y 14Bt sich in der QED berech-
nen. Da die meisten Experimente jedoch bei kleinem y durchgefiihrt werden,
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Abb. 5.31
Eine Messung von Fzy als Funktion von x
und |g2| [Ber87b]
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kann man den Term mit F} in (5.155) i.allg. vernachlissigen. Das Resul-
tat (5.163) hat einige sehr bemerkenswerte Eigenschaften. Zunichst einmal
hingt die Strukturfunktion explizit von g? ab, zeigt also auch ohne QCD-
Korrekturen kein Skalenverhalten. Weiterhin steigt sie zu grolen Werten von
x an (Abb. 5.31), im Gegensatz zu hadronischen Strukturfunktionen. Bei-
de Eigenschaften sind eine unmittelbare Folge der Tatsache, dal schon in
niedrigster Ordnung der Storungstheorie die Strukturfunktion proportional
zu f,, wird, wihrend f;/, und f, /. in den hadronischen Strukturfunktionen
nur als Korrekturterm aufteten.

Das Quarkmodell-Resultat (5.163) hat den entscheidenden Nachteil, daf3
es explizit von den Quarkmassen abhingt, die aber fiir eingeschlossene
Quarks nicht wohldefiniert sind. Von der Natur der Herleitung ausgehend, ist
es naheliegend, die Konstituentenmassen, also etwa 300 MeV fiir die leich-
testen Quarks, einzusetzen. In einer grundlegenden Analyse hat E. Witten
gezeigt [Wit77], dal die QCD-Korrekturen (5.163) bei sehr grolen Werten
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abéndern, wobei h(x) eine berechenbare Funktion ist, die — wie im Quark-
modell — mit x ansteigt. Der wesentliche Inhalt der Beziehung (5.163), ndm-
lich die logarithmische Abhiingigkeit von g und der Anstieg von F, mit
groflen x, bleibt also auch in der QCD-Rechnung, d.h. unter Beriicksich-
tigung einer zusitzlichen Gluonabstrahlung von den Quarks, erhalten. Die
Quarkmassen werden durch den QCD-Parameter A ersetzt. Eine ausfiihrli-
chere Betrachtung dieser interessanten Fragen kann der Leser in der Litera-
tur [Ber87a, Ber14, Nis00] finden.

In Abschn. 4.5.1 wurde ein hadronisches Modell der Photon-Hadron-
Wechselwirkung, die Vektor-Meson-Dominanz, diskutiert. Da ein hochener-
getisches reelles Photon z. B. in ein p-Meson fluktuieren kann, erwarten wir
in den MeBergebnissen eine harte punktférmige Komponente gemif (5.163)
und eine weiche hadronische Komponente, die zu groen x hin abfillt und
typisch fiir das Verhalten hadronischer Strukturfunktionen ist. Experimentell
konnten in der Tat beide Komponenten isoliert werden. Fiir grole Werte von
|g?| wird der punktférmige Anteil dominant. Die Abb. 5.31 zeigt das Ergeb-
nis eines mit dem PLUTO-Detektor im DESY durchgefiihrten Experiments. !>
Die Kurven entsprechen den theoretischen Vorhersagen der QCD fiir F; .

FJ(x,q%) = h(x)In (5.164)

5.8 Schitzen sie die Erzeugungsraten von 7°-, - und 7’-Mesonen in
Zwei-Photonen-Reaktionen am Speicherring PETRA (Strahlenergie
15 GeV) ab.

5.4 Zwei-Photonen-Physik

15Dje grofien experimentellen Arbeitsgruppen
der Teilchenphysik sind meist nur noch durch
den Namen des Detektors bekannt. Der Name
PLUTO stammt aus einer Zeit, als bei DESY
noch alle groen Magnete nach Gestalten der
antiken Mythologie benannt wurden.
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Von der schwachen

zur elektroschwachen Wechselwirkung

n den vorangegangenen Kap. 3 und 4 haben wir uns ausfiihrlich mit der
Ielektromagnetischen und der starken Wechselwirkung beschiftigt, wo-
bei in Kap. 5 dargelegt wurde, daf} in Prozessen mit Quarks und Hadronen
beide Krifte zusammen behandelt werden miissen. Nun wenden wir uns
in Abschn. 6.1 der schwachen Wechselwirkung zu, deren Gesetze eben-
falls am klarsten in rein leptonischen Prozessen formuliert werden konnen.
Bei der Erweiterung auf Quarks und Hadronen (Abschn. 6.2) wird erneut
deutlich, wie wichtig ein quantitatives Verstdndnis der starken Kraft ist.
Im darauffolgenden Abschnitt behandeln wir die neutralen Strome und
die Zusammenfassung der elektromagnetischen und schwachen Wechsel-
wirkung im Modell von Glashow, Salam und Weinberg (GSW-Modell).

6.1 Schwache Wechselwirkung von Leptonen

Bereits im ersten Kapitel des Buches wurde betont, daf die schwache Wech-
selwirkung — #hnlich wie die elektromagnetische Wechselwirkung — durch
Austausch von Feldquanten beschrieben wird. Wir wollen dieses Thema nun
ausfiihrlicher behandeln und uns dabei zunichst auf Prozesse beschrianken,
die durch Austausch der geladenen W-Bosonen behandelt werden konnen.
Sie werden auch Reaktionen geladener Strome genannt (Abkiirzung CC fiir
charged current), und man hat lange Zeit geglaubt, daf} die schwache Wech-
selwirkung nur diese Art von Reaktionen kennt.

6.1.1 Quasielastische v, e~-Streuung
Als ein konkretes Beispiel betrachten wir zunéchst den Streuprozef3

(6.1)

den man auch als quasielastisch bezeichnet, da es sich um eine Zwei-Korper-
reaktion mit unterschiedlichen Teilchen im Anfangs- und Endzustand han-
delt. Das zugehorige Feynman-Diagramm ist in Abb. 6.1 wiedergegeben.
Am v, u-Vertex wird entweder ein W emittiert oder ein W™ absorbiert.
Entsprechende Regeln gelten fiir den v.e-Vertex. Das W-Boson koppelt mit
der Stirke g/ V2 an den (vup)- bzw. (v.e)-Strom. Diese Strome dndern am
Vertex ihre Ladung im Gegensatz zu den Stromen der elektromagnetischen
Wechselwirkung. Sie heilen daher — vielleicht etwas irrefiihrend — ,,gela-
dene* Strome. Die Konvention, die dimensionslose Kopplungskonstante g
durch ﬁ zu teilen, wird sich spéter noch als sehr sinnvoll erweisen.

Der relativistischen Quantentheorie entnehmen wir, dal der Austausch
von stabilen massiven Spin 1-Teilchen mit dem Viererimpuls ¢ und der

v,L+e_—>/f—|—ve R

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_6,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Masse M durch einen Faktor

_ig/w _2unIv/M2 6.2)
q>—M?

beschrieben wird, der — verglichen mit dem Photonpropagator — neben dem
Massenterm im Nenner noch ein weiteres Glied q,q,/M 2 im Zihler enthilt.

Bei der Diskussion der Paritidtsverletzung in der schwachen Wechselwir-
kung (Abschn. 2.5.4) haben wir gesehen, daf} die Neutrinos immer linkshén-
dig sind. Im Matrixelement diirfen daher nur linkshiandige Neutrinos auftau-
chen. Unter Benutzung von (3.81) konnen wir also die Streuamplitude sofort
in der Form

2 ; ; M 5
1y =Sty Lt B M L)
—Mw

(6.3)

anschreiben. Um dieses Ergebnis durch Anwenden der Feynman-Regeln zu
erhalten, muf} offenbar fiir jeden Vertex der schwachen Wechselwirkung ein
Faktor
__ig),u 1—y
V2 2
hinzugefiigt werden.

Fiir die hier betrachteten Teilchenzerfille und fiir die meisten bisher durch-
gefiihrten Streuexperimente mit Neutrinos gilt |¢?| < M 5‘, Weiter sieht man
mit Hilfe der Spinor-Gleichung (3.46) sofort ein, da} die Glieder mit ¢,,q, als
Faktor in (6.3) proportional zu m*/ M}, werden, wobei m z. B. die Masse des
Myons ist. Damit werden also diese Anteile in unserem Beispiel vollig ver-
nachldssigbar. Selbst mit m = 5 GeV bleibt die Korrektur <1 %. Der Wert fiir
die Kopplungskonstante g mufl dem Experiment entnommen werden. In der
Niherung |¢?| < M 1,2‘, sind alle Zerfallsraten und Wirkungsquerschnitte pro-
portional zum Verhiltnis (g /My )*, und dieses Verhiltnis wird konventionell
tiber die Abkiirzung

2

& _ @ (6.5)

Mi V2
ausgedriickt, worin Gy die Fermi-Kopplungskonstante ist. Mit diesen Néhe-
rungen und Abkiirzungen reduziert sich (6.3) zu

455 wu(k'yy n! u(k)ﬁ(p/ml_ysu(p) (6.6)

und entspricht nun dem Fermischen Ansatz einer Strom-Strom-Kopplung mit
einer dimensionsbehafteten Kopplungskonstanten. Der genaue Zahlenwert
der Fermi-Konstanten von

Gr = 1,16638-107°> GeV 2 (6.7)

5

(6.4)

Ty =

wurde aus der Lebensdauer der Myonen bestimmt, die wir im nédchsten Ab-
schnitt behandeln werden. Fiir die meisten Rechnungen geniigt die praktische
Niherung Gy = 107/ M.



In Abschn. 3.1.2 wurde das Konzept der Chiralitit und der links- bzw.
rechtshindigen Strome eingefiihrt. Mit der Definition (3.100) 146t sich (6.6)
als Produkt zweier linkshéndiger Strome schreiben,

4G

T =~ itlin. - 6:8)
Es hat allerdings lange gedauert, bis sichergestellt war, da3 der geladene
schwache Strom linkshindig ist, also eine (V' — A)-Struktur besitzt.

Wir kénnen nun sofort zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts der v, e-
Streuung tibergehen. Die Rechnung zeigt, dafl nur die Amplitude fiir die Re-
aktion v,e; — v, uy, von Null verschieden ist; es gilt also Helizitidtserhaltung
am Vertex, auch wenn die Massen des Elektrons und des Myons beriick-
sichtigt werden. Die notigen Stromprodukte wurden in der Hochenergiené-
herung, d. h. bei Vernachldssigung von Massentermen, schon in Abschn. 3.2
berechnet. Die Ergebnisse der Tabelle 3.2 wurden dort fiir die elektromagne-
tische Wechselwirkung abgeleitet, die zweite Zeile gehort zur uns im Au-
genblick interessierenden elastischen Streuung von linkshéndigen Teilchen.
Der Ubergang zur schwachen Wechselwirkung wird durch die Ersetzung von
Kopplungen und Propagator geméf3

6‘2 —4GF

RN 6.9

; 7 (6.9)
vollzogen. Damit folgt

Tri(vyer — veuy) = 4\/§GFS (6.10)
fiir die Amplitude und

do 2

a(vﬂe — V) = 7F (6.11)

fiir den Wirkungsquerschnitt an unpolarisierten Elektronen. Die Winkelver-
teilung ist isotrop, im Schwerpunktssystem der Reaktion gilt

% (vie - vet) = OE (6.12)
— (W, ,e—v ==, .
a@ e T e =y

woraus unmittelbar der Ausdruck
G2
o(ve = veh) = it (6.13)
F14

fiir den totalen Querschnitt der quasielastischen Myon-Neutrino-Streuung an
Elektronen berechnet werden kann.

Die gleichen Formeln sind auch fiir die Streuung von Elektron-Neutrinos
(v.) an Elektronen giiltig, falls man nur geladene Strome beriicksichtigt, also
z.B.

2

o(vee” —>ve”) = @ .

(6.14)

Fiir die Streuung von v, an Elektronen gibt es kein Diagramm mit geladenen
Stromen, wihrend fiir

Vo+e —v,+e” (6.15)

6.1 Schwache Wechselwirkung von Leptonen
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Abb. 6.2

Geladene Strome in der v, e-Streuung

der Annihilationsgraph der Abb. 6.2 existiert. Wir berechnen den Wirkungs-
querschnitt fiir diese Reaktion, obwohl wir heute wissen, dal zu dem ge-
nannten Prozel3 auch der Austausch neutraler Vektorbosonen beitrigt (Ab-
schn. 7.1). Es geht hier aber zunéchst weniger um die Ableitung von Formeln,
die wir mit Experimenten vergleichen konnen, als um eine grundsétzliche
Diskussion der Neutrino-Elektron-Streuung.

Das zugehorige Matrixelement entnehmen wir der ersten Zeile der Anni-
hilationstabelle 3.3 mit der Ersetzung von —e? /s durch 4Gy /~/2,

4Gps
Ty = — =
V2

Hierin bezeichnet ® wie iiblich den Winkel zwischen dem ein- und aus-

laufenden v, (bzw. zwischen dem ein- und auslaufenden e™) im Schwer-

punktssystem. Mit Hilfe von (6.16) wird nun der differentielle Querschnitt
fiir unpolarisierte Elektronen zu

(1+cos®) . (6.16)

d G2
—0(1767 — beT) = i

ds2 1672

bzw. unter Benutzung von (3.172) zu

(1 + cos ©)? (6.17)

d G2
2 (Bee™ = boe7) = —E(1—y)? (6.18)
dr b4
bestimmt. Die Integration der Winkelverteilung liefert fiir den totalen Wir-

kungsquerschnitt das Resultat

Gis
3m
also 1/3 des Wertes, der fiir die Streuung von Neutrinos an Elektronen ge-
funden wurde. Diese Unterdriickung um einen Faktor 3 ist unmittelbar an-
schaulich einsichtig. Die extrem kurze Reichweite der schwachen Wechsel-
wirkung bedeutet, dafl die Streuung in einer s-Welle stattfindet. Im Fall der
V.-Streuung hat der Anfangszustand die Komponente J, = 1 des Gesamt-
drehimpulses, die anderen Werte 0, —1 sind nicht méglich. Der Faktor 1/3
entspricht offenbar dem statistischen Gewicht, wihrend die eigentliche Stir-
ke der Wechselwirkung fiir die Neutrino-Elektron- und die Antineutrino-
Elektron-Streuung den gleichen Wert annimmt.

Der lineare Anstieg der hier untersuchten Wirkungsquerschnitte mit dem
Quadrat der Schwerpunktsenergie ist ein charakteristisches Kennzeichen der
Strom-Strom-Kopplung. Durch Vergleich der Winkelverteilung (6.17) mit
(2.267) lernen wir, dal} die Helizitatsamplitude der Reaktion (6.15) nur durch
die Partialwelle ¢! bestimmt wird. Der Betrag der Amplituden 7/ kann je-
doch nie groBer als 1 und ihr Realteil nie groBer als 1/2 werden. Die maxi-
male Amplitude der elastischen Streureaktion (6.15) betréigt daher 127 (1 +
cos ®). Diese sog. Unitarititsgrenze wird also fiir die v, e-Streuung bei

6
Smax = ——=__—
¢ V2Gr

o(Vee” — Do) = (6.19)

(6.20)



erreicht. Fiir die anderen hier diskutierten Reaktionen sind die numerischen
Faktoren etwas verschieden, z.B. ist Sy,ax in der v, e-Streuung um einen
Faktor drei kleiner. Ihre Querschnitte tiberschreiten aber ebenfalls die Uni-

taritiitsgrenze bei Neutrino-Impulsen der GroBenordnung /Gy = 350 GeV
im Schwerpunktssystem.

Natiirlich diirfen wir bei diesen Energien nicht mehr mit der so ange-
nehmen Niherung q2 <M 5‘, arbeiten, sondern miissen den Vektormeson-
Propagator der Beziehung (6.3) beriicksichtigen. Im Fall der v,e-Streuung
rechnet man sofort aus, da3 (6.19) auBlerhalb des Pols des Vektormeson-
Propagators durch

Ggs 1 :
" 3x \1—s/M}, (621)

ersetzt wird, was fiir sehr groe Energien zu einem 1/s-Verhalten des Quer-
schnitts dhnlich der Elektron-Positron-Annihilation in Myonen fiihrt. Der
Wirkungsquerschnitt der quasielastischen Streuung (6.1), zu dem jetzt viele
Partialwellen beitragen, strebt einen konstanten Wert an [Quil3]. Wir wer-
den spéter sehen, daf} bei Beriicksichtigung der neutralen Strome auch andere
Prozesse der schwachen Wechselwirkung ein verniinftiges Hochenergiever-
halten zeigen, also nicht die Unitarititsgrenze verletzen.

Vertiefung

Zum Vergleich mit den Experimenten reicht die Hochenergie-Nidherung
haufig nicht aus. Auch ohne Vernachldssigung der Massen von Elek-
tron und Myon 14t sich (6.6) einfach auswerten. Da nur eine Amplitude
beitrdgt, gilt fiir den StreuprozeB v, e — v.u

\Tyi > =Ty = 32GE(s —m2) (s —m?) . (6.22)

Den Ubergang zur Annihilation haben wir frither durch die Ersetzung
s <> t vollzogen. In (6.18) bezeichnet ¢ entsprechend der Herleitung das
Quadrat des Viererimpulsiibertrags zwischen ein- und auslaufendem v,,
wihrend im Feynmandiagramm der Abb. 6.1 ¢ dem Impulsiibertrag zwi-
schen v, und ™ zugeordnet ist. Wir miissen daher jetzt die Ersetzung
s <> u vornehmen und erhalten

Ty |*(Dee™ — Do ™) = 32Gp(u—m2)* . (6.23)

6.1.2 Der Zerfall des Myons
Als weiteres Beispiel behandeln wir nun den Myonzerfall, also die Reaktion

Ho—>e +v.+v, (6.24)
die durch den Feynman-Graphen der Abb. 6.3 beschrieben wird. Die zuge-
horige Amplitude lautet

4Gy y>

Tyi = N '(k)J/“ 7

T upyi(p )J/u v(k ) - (6.25)

6.1 Schwache Wechselwirkung von Leptonen

Abb. 6.3

Der Zerfall des Myons. Die kinematischen
GroBen sind im Ruhesystem des Myons
spezifiziert
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Diese Amplitude wird nun im Ruhesystem des Myons ausgewertet, wobei
auch das Elektron als masseloses Teilchen angesehen wird. E’ ist die Elek-
tronenenergie, die Energie des Myon-Neutrinos wird mit @ und die des
Elektron-Antineutrinos mit @’ bezeichnet. Die z-Achse des Koordinaten-
systems legen wir zur Vereinfachung in die Flugrichtung des auslaufenden
Elektrons, dann tauchen nur noch die Winkel ®,,, und ®j, auf. In der N&-
herung verschwindender Elektronenmasse 146t sich das Matrixelement mit
Hilfe der in Abschn. 3.1 angegebenen Spinoren bequem ausrechnen. Fiir das
Myon-Neutrino und das Elektron miissen wir linkshéindige (iy,(k), uir,(p’))
und fiir das v, rechtshiindige (vg (k")) Spinoren wihlen.

Fiir ein Myon, dessen Spin entlang der positiven z-Achse ausgerichtet ist,
erhalten wir (z. B. mit Hilfe unseres MAPLE-Pakets)

Tyi = 16Gp myo'wE’sin(®,,, /2) cos(@s, /2) , (6.26)

wihrend im Matrixelement fiir die andere Polarisationsrichtung der letzte
Cosinus-Faktor durch —sin(®;, /2) ersetzt werden mull. Weiter gilt die ki-
nematische Beziehung

4wE'sin*(0,,/2) = (k+p')* . (6.27)

und wegen k + p’ = p —k’ 1dBt sich die rechte Seite dieser Gleichung ohne
weiteres auswerten. Das Resultat lautet

4wE'sin*(0,,/2) =m; —2m 0’ (6.28)

und damit gelangt man schlielich zu
3 1Ty P = 32GEm? ' (m), — 20 (6.29)

Dieser Ausdruck hiingt nur noch von @’ ab. Die Formel (2.50) fiir den Drei-
Korper-Zerfall 148t sich direkt anwenden und ergibt die differentielle Zer-
fallsrate
d’r G% ,
— =m0 (m,—20") . 6.30
QB 2 ) (630)
Sinnvollerweise integrieren wir noch iiber die Energie des v,, da nur das Zer-
fallselektron beobachtet werden kann. Die Grenzen des Dalitz-Plots fiir den
Zerfall in drei masselose Teilchen sind besonders einfach. Sie bilden ein Drei-
eckin der E’, w’-Ebene (Abb. 2.3). Die Integrationsgrenzen fiir »’ kénnen an
diesem Dreieck sehr einfach zu
e _p e <01 6.31)
2 2
abgelesen werden. Daher wird das Energiespektrum der Elektronen fiir 0 <
E" <m /2 durch die Formel

dr _ m;Gi oo (3 AE
dE’ 1273 m,

(6.32)

wiedergegeben. Die Abb. 6.4 demonstriert die hervorragende Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment. Das Spektrum zeigt eine starke An-
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hiufung bei der kinematischen Grenze E’ = m,, /2, d.h. bei der in Abb. 2.23
gezeigten Konfiguration der Zerfallsteilchen. Daher kann aus der Richtung
der hochenergetischen Elektronen die Richtung des Myon-Spins entnommen
werden. Die Korrelation zwischen dem Impuls des Elektrons und dem Pola-
risationsvektor des Myons wurde in einer Serie von Experimenten am CERN
zur Priazisionsmessung des magnetischen Momentes des Myons benutzt. Die-
se sog. (g —2)-Experimente sind als Musterbeispiele physikalischer Experi-
mentierkunst bekannt geworden [Com81].

Die Zerfallsbreite des Myons gewinnen wir durch Integration von (6.32)
diesmal iiber £ in den Grenzen von 0 bis m,,/2 mit dem bekannten Resultat

G%mi
19273 °

welches von grundlegender Bedeutung fiir alle weiteren Untersuchungen der
schwachen Wechselwirkung ist.

Falls die Elektronenmasse in der Rechnung nicht vernachlissigt wird, muf3
(6.33) mit einem Korrekturfaktor

S(x)=1-8x (6.34)

[(— ebev,) = (6.33)

multipliziert werden. Mit x = m?/ mi weicht f(x) nur um ~2-107* von 1
ab. Bei der angestrebten Genauigkeit in der Bestimmung von Gy kann auch

6.1 Schwache Wechselwirkung von Leptonen

Abb. 6.4

Das Energiespektrum der Positronen im

Zerfall u T — et v,
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der Term q,.q,/M 2 im Zihler des Propagators nicht mehr als verschwindend
klein angesehen werden. Zusitzlich sind elektromagnetische Strahlungskor-
rekturen zu beriicksichtigen, so daB fiir die gesamte Korrektur nun
2 2
1—8’”—§+3m—’;—1.82g (6.35)
my 5 My, b4

in erster Ndherung anzusetzen ist. Die genaueste heute verwendete Formel
findet sich z. B. in [PDG12]. Da alle Korrekturen sehr klein sind, weicht der
in (6.7) angegebene Wert der Fermi-Konstanten nur um 0,2 % von dem iiber
(6.33) bestimmten Wert ab.

Die Formel fiir die Myon-Lebensdauer enthilt die Myonmasse in der fiinf-
ten Potenz. Damit ist sofort klar, warum die Lebensdauer des 7-Leptons so
viel kiirzer ist. Aus (6.33) berechnen wir unmittelbar die Partialbreite der
leptonischen Zerfille des t zu

5
[(t—1ov) =T, (m—) , (6.36)
my
worin das geladene Lepton / naturgemil ein Elektron oder ein Myon sein
kann. Der Zerfall T — evv hat ein Verzweigungsverhiltnis von 17,83 %. Zu-
sammen mit der t-Lebensdauer wird daher eine Partialbreite von 4,040 -
10~ eV berechnet, die mit (6.36) innerhalb des MeBfehlers von 0,3 % iiber-
einstimmt. Bei der Anwendung auf den Zerfall r — pvv mufl aber schon die
Korrektur (6.34) beriicksichtigt werden. Dann ergibt sich auch hier wieder
eine glinzende Bestitigung der Theorie.

Die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte wurden unter der stillschwei-
genden Voraussetzung der Universalitdt der schwachen Wechselwirkung ab-
geleitet. Darunter verstehen wir die Tatsache, dal die W -Bosonen mit der
gleichen Stirke an die drei Leptonfamilien

()

ankoppeln. Der Vergleich der partiellen Lebensdauern des t-Leptons mit der
Lebensdauer des Myons stellt einen besonders beeindruckenden Test dieser
Hypothese dar. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment war
lange Zeit nicht befriedigend, so daf} ernste Zweifel an einer universellen
Kopplungsstiérke fiir die drei Leptonfamilien aufkamen. Es hat sich aber dann
gezeigt, daf der dabei benutzte Wert der t-Masse fehlerhaft war.

Vertiefung

Es ist interessant, den inneren Zusammenhang zwischen dem p-Zerfall
und der v, e-Streuung zu studieren. Unter Benutzung der Invarianten s, =
(p —k’)? wird (6.29) in

Y 1Tyi? = 326G (m?, —s2)s, (6.38)



umgeformt, wobei zu beachten ist, da jetzt die Summe der Amplitu-
denquadrate ohne Mittelung iiber die Anfangszustéinde berechnet wurde.
Diese Formel hitten wir aber auch direkt aus (6.22) unter Anwendung der
crossing-Relation s — s, und Multplikation mit —1 wegen der Uberkreu-
zung einer Fermionlinie erhalten konnen. Manchmal ist es aber vorteilhaft,
einzelne Helizitdtsamplituden zur Hand zu haben.

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Die Gesetze der elektromagnetischen Wechselwirkung gelten universell fiir
Leptonen und Quarks. Bei der schwachen Wechselwirkung ist dies nicht
der Fall. Zunichst wird daher die notige Modifikation der Feynman-Regeln
begriindet, wihrend die weiteren Abschnitte Anwendungen dieser Regeln
enthalten.

6.2.1 Der Cabibbo-Winkel

Die schwache Wechselwirkung von Quarks méchte man natiirlich mit dem
gleichen Konzept wie bei den Leptonen beschreiben, d. h. auch fiir die drei
Quarkfamilien

(06

sollen die im letzten Abschnitt entwickelten Gesetze, also insbesondere die
(V — A)-Kopplung, gelten. Aus dem Ubergang d — u 14Bt sich dann die
Lebensdauer des Neutrons ermitteln oder aus dem (cs)-Ubergang der Zer-
fall von Mesonen mit charm in Mesonen mit strangeness. Es bleibt aber
kein Platz fiir die schwachen Zerfille der K-Mesonen oder anderer leich-
ter Teilchen, die ein seltsames Quark enthalten. Im Prinzip wére es natiirlich
moglich, da die W-Bosonen mit einer neuen, unabhéngigen Stirke an den
geladenen (us)-Strom ankoppeln, die Natur hat aber einen viel 6konomische-
ren Weg eingeschlagen. Die Stirke, mit der die W-Bosonen an den (ud)-
Strom bzw. den (us)-Strom angreifen, hingt mit der im letzten Abschnitt
gefundenen universellen Konstante g (bzw. Gy) iiber einen Mischungswin-
kel zusammen, der nach seinem Entdecker Cabibbo-Winkel genannt wird.!
Quantitativ gilt, dal wir am (#d)-Vertex einen Faktor g cos @ und am (us)-
Vertex einen Faktor g sin ®¢ anbringen miissen. Aus Abb. 6.5a,b folgern wir
nun sofort

I'(Kt—utv,)

= TP W ctan?@g . 6.40
F(Jr+—>,u+vu) an- o ( )

Unter Berticksichtigung des Einflusses der starken Wechselwirkung muf die-
ses Verhiltnis noch etwas korrigiert werden, wie wir im tiberndchsten Ab-
schnitt sehen werden. Dies bleibt auch fiir andere Zerfallsprozesse richtig, so

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

INicola Cabibbo (1935-2010), italienischer
Theoretiker.
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Abb. 6.5
Leptonischer Zerfall (a) geladener Pionen
und (b) geladener Kaonen

a b
I, I,
| W | W
| m | | m |
+ +
4 K
daf eine quantitative Bestimmung des Cabibbo-Winkels nicht so einfach ist,
wie es zundchst erscheinen konnte. Der ermittelte Wert

sin Oc = 0,22 (6.41)

bedeutet, daB der Cabibbo-Winkel klein ist (O¢ &~ 12,7°) und der Cosi-
nus nur wenig von 1 abweicht (cos ®¢ = 0,975). Durch die Einfiihrung
des Cabibbo-Winkels wird die Universalitit der schwachen Wechselwirkung
weitgehend bewahrt. Die Kopplung g4, und die Kopplung gy, ist jeweils
schwicher als die Kopplung g der Leptonen, aber in einer Weise, daf} der
Zusammenhang

g teu=¢ (6.42)
gewahrt bleibt.

Die eben gewonnenen Ergebnisse lassen sich in einer sehr attraktiven Wei-
se so uminterpretieren, da3 man an einer universellen Kopplungskonstanten
fiir alle schwachen Wechselwirkungsprozesse geladener Strome festhalten
kann. In diesem Falle miissen aber die Quarkzustinde rotiert werden. Wir
wollen dies zunéchst nur fiir die beiden ersten Quarkfamilien zeigen und be-
nutzen dabei die Abkiirzungen sin ®¢ = s; und cos ®¢ = c;. Eigenzustinde
zur schwachen Wechselwirkung sind nun die Dubletts

“1.0¢ 6.43
d']’\s (643

mit dem Zusammenhang

d/ . c1 5 d
(S/) = (_Sl Cl) (S) (6.44)

zwischen den urspriinglichen und den cabibbo-rotierten Quarkzustéinden. Die
Rotation der Quarkzustdnde fiihrt iiber das Resultat (6.42) hinaus, da jetzt
gleichzeitig die Kopplungsstirken zwischen c¢- und s- bzw. ¢- und d-Quarks
festgelegt werden. Hierbei wird sich insbesondere der durch die Rotationsma-
trix erzwungene Wechsel des Vorzeichens der Kopplung beim (cd)-Vertex
im Vergleich zum (us)-Vertex noch als wichtig erweisen.



6.2.2 Der B-Zerfall des Neutrons

Viele schwache Zerfille von Hadronen lassen sich wenigstens qualitativ auf
die Zerfille der Konstituentenquarks zuriickfithren. Das magnetische Mo-
ment der Nukleonen haben wir erfolgreich in einem Modell behandelt, in
dem die Hadronen aus schwach gebundenen Konstituentenquarks aufgebaut
sind, die sich quasi-frei in den Hadronen bewegen. Wir wollen diese Idee
jetzt auf den B-Zerfall des Neutrons ausdehnen. Im sog. Zuschauermodell
wird er durch den B-Zerfall des d-Quarks beschrieben (Abb. 6.6), wihrend
die verbleibenden u- und d-Quarks unbeteiligt durchlaufen. Das ist fiir die
leichten Quarks sicher eine grobe Vereinfachung, von der wir nicht wissen,
ob sie berechtigt ist, aber wir wollen einmal studieren, wie weit sie uns tragt.

p

Das Matrixelement fiir den d-Zerfall ist nach den Ausfiihrungen des letz-
ten Abschnitts bis auf den Faktor c¢; identisch zum Matrixelement (6.25)
des pu-Zerfalls, da nur ein Leptonenstrom durch einen Hadronenstrom er-
setzt wird. Wir nennen daher solche Zerfille von Hadronen semi-leptonisch.
Leider konnen wir aber nicht das Ergebnis (6.33) iibernehmen, da die ki-
nematische Situation eine vollig andere ist. Die Konstituentenmassen von
d- und u-Quarks unterscheiden sich nur geringfiigig, im Ruhesystem des d
wird also auch das u praktisch keine kinetische Energie haben, so daf} wir
seinen Vierervektor durch k* = (m,, 0, 0,0) anndhern konnen. Die Vierer-
vektoren des Elektrons und des Antineutrinos werden durch p'* = (E’, p’)
und k" = (', k’) bezeichnet. Die z-Achse und Quantisierungsachse legen
wir der Einfachheit halber in die Richtung des v, , und eine nicht allzu schwie-
rige Rechnung ergibt dann fiir den Zerfall eines d-Quarks mit Spin entlang
der z-Achse in ein u-Quark mit Spin entlang der z-Achse

—16
Ty = \/;1 Grpvmumaw'E’ cos(©,/2) . (6.45)

Hierin ist ®, der Winkel zwischen dem Elektron und dem v,, also der Rich-
tung des d-Spins. Falls der Spin des u-Quarks in die negative z-Richtung
deutet, wird der letzte Faktor im Matrixelement durch sin(®, /2) ersetzt.” Al-
le anderen Amplituden verschwinden fiir masselose Elektronen, so dal nach
der Spinmittelung

> 1Ty P = 64¢iGEmymyo' E' (6.46)

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks 381

Abb. 6.6

Der p-Zerfall des Neutrons wird im
Zuschauer-Modell als f-Zerfall des d-
Quarks behandelt

2Es ist genau diese Spin-Flip-Amplitude, die
man beim B-Zerfall polarisierter °©Co-Kerne
testet. °©Co hat den Kernspin 5. Der Tochter-
kern °ONi hat 7 = 4. Der Ubergang ist also
nur iiber eine Spin-Flip-Amplitude moglich.
Die Winkelverteilung der Elektronen ist pari-
titsverletzend. Die Elektronen laufen bevor-
zugt entgegen der Richtung des d-Spins.
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3Dann bedeutet A natiirlich den Massenunter-
schied von Mutter- und Tochterkern.

erhalten wird. Interessanterweise bleibt dieses Ergebnis ebenfalls giiltig,
wenn die Masse des Elektrons nicht vernachlédssigt wird. Aus einer sol-
chen Rechnung kann auch der Erwartungswert der Helizitéit des auslaufenden
Elektrons bestimmt werden. Das Resultat

1
(Ae) = _Eﬂe (6.47)

wurde schon bei der allgemeinen Diskussion der Paritédtsverletzung in Ab-
schn. 2.5 benutzt.

Zur Auswertung des Phasenraumintegrals gehen wir diesmal nicht von
(2.50) aus, da die Integrationsgrenzen im Dalitz-Plot sehr kompliziert zu be-
stimmen sind. Gliicklicherweise ist die Berechnung des Integrals iiber den
Phasenraum auch im hier betrachteten Beispiel nicht schwierig. Nach der
trivialen Integration tiber k (den Impuls des u-Quarks) erhilt man fiir die
differentielle Zerfallsrate den Ausdruck

_ 4¢3G2

(2m)?
Das Symbol A steht hier fiir den Massenunterschied zwischen d- und u-
Quark, d. h. wir haben die Riicksto3energie vernachlissigt. Bei unserer Wahl

des Koordinatensystems ist auch die Integration iiber k" sehr einfach, sie
liefert einen Faktor 47t (A — E’)?. Wenn man noch

d®p’ = 27| p’|?d|p’|d cos O, (6.49)

dr S(A—E' —o"dAk'd*p’ . (6.48)

benutzt, fiihrt dies sofort zu

d2r G%cl2 21 2
A7l dcos o, =3 (A—ENp'|* . (6.50)

Die Integration iiber den Winkel gibt einen Faktor zwei, und damit erhélt man

dr 2Gic?
=2 ey 65D

Das Spektrum der Elektronen fdllt in einer charakteristischen Weise zur ki-
nematischen Grenze hin ab, im Gegensatz zum p-Zerfall. Dieses Verhalten
wird in der Kernphysik in der sog. Kurie-Auftragung im B-Zerfall sorgfiltig
ausgewihlter Kerne ausgenutzt. Die Wurzel aus dem Quotienten von diffe-
rentieller Zerfallsrate und | p’|? ist offenbar proportional zu A — E’.3 Aus der
gemessenen Abweichung von dieser Geraden wurde die obere Grenze fiir die
Masse des Elektron-Neutrinos bestimmt.

Um zu einer Formel fiir die Zerfallsbreite zu kommen, miissen wir jetzt
noch iiber |p’| in den Grenzen von O bis A integrieren und erhalten bei
Vernachlissigung der Elektronenmasse

r— Gl Ad
1573
In dieser Form ist unser Resultat fiir eine Berechnung der Lebensdauer des

Neutrons nicht zu gebrauchen, da wir keine prizise Aussage iiber den Mas-
senunterschied gebundener d - und u-Quarks machen kénnen, andererseits I”

(6.52)



aber sehr empfindlich von diesem Massenunterschied abhingt. Wir sind al-
so an eine Grenze des Zuschauermodells gestolen. Ganz nutzlos war aber
diese Berechnung nicht, denn bei den geringen Impulsiibertrigen konnen
wir versuchen, anstelle der Verwendung des Zuschauermodells Proton und
Neutron selbst als punktformige Dirac-Teilchen zu behandeln. Der Massen-
unterschied zwischen den beiden Nukleonen betrédgt jedoch nur 1,3 MeV, und
man kann daher die Masse des Elektrons nicht vernachlissigen. Die exakte
Integration von (6.51) ist zwar ldstig, aber letztlich elementar. Sie liefert einen
Korrekturfaktor von 0,48 auf der rechten Seite von (6.52) [Beh69].

Auch mit dieser Korrektur gibt eine Auswertung von (6.52) nicht die ge-
messene Lebensdauer des Neutrons von 886s. Der Grund liegt natiirlich
wiederum in der hadronischen Natur der Nukleonen. Eine eingehende Un-
tersuchung des B-Zerfalls von Kernen hat gezeigt, da} man fiir den Strom
der Nukleonen
1—ay?

2
ansetzen muf3, wobei der Korrekturfaktor o das Verhiltnis ¢ /¢y der Kopp-
lung des Axialvektorstroms und des Vektorstroms an die W -Bosonen wie-
dergibt. Es ist auffillig, dal im Ansatz (6.53) der Vektorstrom mit der glei-
chen Stirke wie die Quarks an die W -Bosonen koppelt (cyy = 1). Die starke
Wechselwirkung renormiert hier die Kopplung nicht. Dieses Verhalten ist
schon aus der Diskussion der Strahlungskorrekturen bekannt. Die Ladung
wird wegen der Stromerhaltung durch die Diagramme der Abb. 3.6b und
¢ nicht renormiert. Ein analoges Diagramm fiir die starke Vertexkorrektur
ist in Abb. 6.7 gezeigt. Im Gegensatz zum Vektorstrom ist der Axialvektor-
strom der Hadronen nicht erhalten, d. h. hier kann sich die Kopplung durch
zusitzliche Beitrdge dndern.

Die Entdeckung, daf} der Vektoranteil des schwachen Stromes erhalten ist,
flihrte zu einer ersten Vereinheitlichung der elektromagnetischen und starken
Wechselwirkung. In der Theorie vom erhaltenen Vektorstrom (CVC, Conser-
ved Vector Current) werden die beiden ladungséndernden schwachen Strome
u,y*u, und u,y*u, mit dem elektromagnetischen Strom u,y"u, zum Iso-
triplett (Isovektor) eines erhaltenen Vektorstroms zusammengefasst. Diese
Idee wurde ein wesentlicher Teil des Standardmodells. In Abschn. 6.3 werden
wir das gleiche Konzept auf Leptonen und Quarks anwenden.

Eine Wiederholung der Berechnung der Zerfallsbreite mit dem Ansatz
(6.53) unter Berticksichtigung der Elektronenmasse fiihrt zu [Oku65]

I GLAC?
6073

woraus « = 1,31 folgt. Die Korrektur aufgrund der Kernphysik ist also nicht

sehr groB. Eine genaue Bestimmung von cp /¢y ist besonders wichtig. Da-

zu miissen noch weitere kleine Verbesserungen an der letzten Gleichung
angebracht werden. Als genauer Wert wird von der PDG [PDG12]

JH =i, y"

u, (6.53)

+3a7) x0,48 (6.
(1+3a%)x0.48 6.54)

A 12701 40,0025 (6.55)
(&Y

angegeben. Mit cy = 1 liegt dann auch cp fest.

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Abb. 6.7
Der Einflu der Kernkraft auf den 8-Zerfall
des Neutrons
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“Die Spinoren y sind in (3.65) definiert.

Es ist sehr lehrreich, die Beitridge des Vektorstroms und des Axialvektor-
stroms in (6.53) getrennt zu analysieren. Im Grenzfall p — 0 tiberlebt vom
Vektorstrom nur die Komponente

VO =10 s (6.56)
wihrend vom Axialvektorstrom die Komponenten J Admiti =1,2,3
JAI — X;Ui)(n (6.57)

iibrig bleiben.* Damit 148t sich explizit zeigen, daB der Vektorstrom nur zu
Ubergiingen beitriigt, bei denen der Spin des Protons und des Neutrons in
die gleiche Richtung zeigt, wihrend der Axialvektorstrom auch Spin-Flip-
Ubergiinge ermdglicht. Dies wird zur Klassifizierung der schwachen Zerflle
in der Kernphysik benutzt. Die iiber den Vektorstrom erfolgenden sog. Fermi-
Ubergiinge erfiillen die Auswahlregel Al = 0 des Kernspins, wihrend fiir die
mit dem Axialvektorstrom verkniipften Gamow-Teller-Ubergiinge Al = 0, 1
gilt. Sogenannte (0 — 0)-Ubergiinge der Kernphysik, d. h. der B-Zerfall von
Mutterkernen mit Spin O in einen Tochterkern mit Spin 0 konnen aber nur
iiber den Vektorstrom erfolgen. Ein Beispiel fiir einen Fermi-Ubergang ist der
BT -Zerfall des '*O nach '*N, ein Beispiel fiir einen Gamow-Teller-Ubergang
ist der B~-Zerfall des ®*Co in ®'Ni. Der B-Zerfall

7~ -’77, (6.58)
des Pions ist nach den gerade behandelten Auswahlregeln nur {iber den Vek-
torstrom moglich. Er tritt zwar nur mit einem Verzweigungsverhiltnis von
1078 auf, ist jedoch grundsitzlich wichtig zur Bestimmung der Kopplungs-
stirke des hadronischen Vektorstroms an die W -Bosonen.

Nach den groBen Erfolgen des Quarkmodells bei der Erkldrung des ma-
gnetischen Momentes der Baryonen liegt es nahe, auch & im Quarkmodell zu
berechnen. Im Flavorraum spannen Proton und Neutron bzw. u- und d -Quark
ein Isospin-Dublett auf. Durch Emission eines W ~-Bosons wird ein Neutron
in ein Proton verwandelt. Der Vektorstromanteil im Zerfall eines Neutrons
mit Spin j3 = 1/2 in ein Proton mit Spin j; = 1/2 wird daher proportional
zum Matrixelement (p|ty|n), worin |p) und |n) aus (4.93) und (4.94) ent-
nommen werden und 7 der aus Abschn. 2.2.4 vertraute Leiteroperator (des
Isospins) ist, dessen Darstellung in zwei Dimensionen identisch zu (2.141)
wird. Entsprechend wird der Anteil des Axialvektorstroms durch (p|t403|n)
wiedergegeben, da zum Ubergang mit A/ = 0 nur die dritte Komponente die-
ses Stromes beitrdgt. Wie in Abschn. 4.3.2 wirken die Operatoren auf jedes
Quark einzeln

=y Ty (6.59)
i=13
so daB3 man z. B. fiir den ersten Zustand in (4.94)
po3(=2ld tuld ) =-2utuldt)=2|dtulut) (6.60)

erhilt, da natiirlich die Anwendung von t4 auf das u-Quark 0 ergibt. Unter
Vernachldssigung der Normierungsfaktoren bekommen wir also

(pltyo3(=2|d tuld 1) =4. (6.61)



Die gleiche Rechnung wird fiir die anderen acht Terme und fiir den Anteil
des Vektorstroms durchgefiihrt, woraus nach Normierung

5
a2 (6.62)
Ccy 3
folgt. Dieses Ergebnis ist, verglichen mit der genauen Vorhersage fiir , /ity
aus einer ganz dhnlichen Rechnung, erstaunlich schlecht. Es konnte gezeigt
werden, daf relativistische Korrekturen zu kleineren Werten fiihren [Clo79],

trotzdem bleibt eine Enttauschung zuriick.

6.2.3 DerZerfallx — pv
Geladene Pionen zerfallen zu praktisch 100 % in ein Myon und ein Neutrino.
Im Quarkmodell deuten wir diesen Zerfall als die Zerstrahlung

d+i—p 47, . (6.63)

Nun soll daraus die Lebensdauer des Pions im Quarkmodell berechnet wer-
den, ganz dhnlich dem Vorgehen in Abschn. 4.5 fiir die elektromagnetischen
Zerfille. Wir haben dort betont, da3 die Anwendung dieses Modells auf den
Zerfall von Pionen ziemlich problematisch ist, da ndmlich jetzt die Konstitu-
entenmassen nur noch M, /2 betragen diirfen. Indem wir diese Bedenken im
Moment einfach beiseite schieben, miissen wir zunéchst die Amplitude (6.3)
fiir die Streureaktion (6.63) freier Quarks mit verschwindendem Impuls und
der Masse M /2 auswerten. Das v, ist rechtshindig, dann mufl wegen der
Drehimpulserhaltung das @~ ebenfalls rechtshindig sein. Die einlaufenden
Quarks haben die Spinwellenfunktion des Pions. Mit der hierzu gehdrenden
Spinorkombination

1
Tz(ﬁRdR_ﬁLdL) (6.64)

und der Farbwellenfunktion (4.25) des Pions liefert die Auswertung der zu-
gehorigen Produkte von Stromen der Quarks und Leptonen das Ergebnis

2

ITE2 = 12G2c2m? M2 (1 _ %) , (6.65)
/g

wobei der Farbfaktor drei schon beriicksichtigt wurde. Der Zusammenhang

zwischen der Zerfallsbreite und dem Matrixelement fiir die Streuung freier

Teilchen wurde bereits in Abschn. 4.5.2 behandelt. Die Masse des auslau-

fenden Myons darf jetzt nicht vernachléssigt werden und damit erhalten wir

2
3G2|Rs(0)|? m?
[( — ) = %c%mi (1 - M—’;) . (6.66)

Hierin beschreibt Rg(0) wieder den Einflul der starken Wechselwirkung.
Um den Anschluf} an die iibliche Behandlung des Pion-Zerfalls zu finden,
wie sie z. B. in [Com83] gemacht wird, definieren wir
s 3Rs(O)

1 A (6.67)

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks
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Abb. 6.8
Zur Kopplung des Pions an den pv-Strom

Man nennt f, die Pion-Zerfallskonstante. Wenn man sie zur Charakterisie-
rung der starken Wechselwirkung benutzt, lautet das Ergebnis fiir die Zer-
fallsbreite

G2 f2 m2 2
r= Fﬂ” cm’M, [1--5] . (6.68)

Eine Auswertung von (6.68) liefert f, = 131,7 MeV. Das ist sehr nahe bei
dem von der PDG angegebenen Wert von 130,7 + 0,4 MeV [PDG12], fiir
dessen Berechnung Strahlungskorrekturen zu (6.68) berticksichtigt wurden.
Das aus diesen Werten bestimmte Ergebnis fiir | Rg (0)|? liegt im Bereich der
bei der Diskussion der elektromagnetischen Zerfille gefundenen Resultate.
Das kann aber Zufall sein, da eine Anwendung der gleichen Gedankenginge
auf den Zerfall 7° — yy zu ginzlich anderen Zahlen fiihrt (Abschn. 4.5.3).

Es lohnt sich, die Berechnung der Zerfallsbreite geladener Pionen ohne
Benutzung des Quarkmodells zu studieren. Zur Auswertung einer Formel der
Art (6.6) miissen wir zunichst einen Ausdruck fiir den Strom der Pionen
suchen, der am vu Vertex der Abb. 6.8 absorbiert wird. Dieser Strom muf3
die Form

JHA =i f, ph (6.69)

annehmen, da der Viererimpuls des Pions die einzige verfiigbare Observable
ist. Hierin ist f;; zunéchst eine beliebige Konstante. Obwohl die rechte Seite
ein Vierervektor ist, handelt es sich um einen Axialvektorstrom, da man die
negative Paritdt des Pions immer mitbedenken muf3. Auch die Berechnung
der zu (6.64) gehorenden Quarkstrome zeigt, dal nur der Axialvektorstrom
tiberlebt. Da kein Vektoranteil vorhanden ist, gilt

1— 5
Tri(r — uv) = V3G fi (" + K™k )y, (Ty) o(p) . (6.70)

woraus
m2
S oNTyil? =267 fimi M2 (11— M—’; (6.71)
T

folgt. Die Rechnung ist relativ einfach nachzuvollziehen, weil im Ruhesys-
tem des Pions nur die Komponente ;& = 0 der Strome beitrdgt. Jetzt mufl
man noch (2.41) anwenden und den Cabibbo-Faktor anbbringen, um (6.68)
zu reproduzieren.

Schon bei der Behandlung der Parititsverletzung in Abschn. 2.5.4 wurde
erklirt, da der Zerfall w — ev stark unterdriickt ist. Diese Unterdriickung
148t sich jetzt quantifizieren. Eine direkte Anwendung von (6.68) fiihrt zu
einem Verhiltnis der Zerfallsraten

22— 2\’
F(n—>ev)_(me) M:—m; 6.72)
L(r—pv)  \my, M2—m? | ’

welches den gemessenen Wert von 1,23 - 10~* mit einer Genauigkeit von etwa
flinf Prozent wiedergibt!
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Unter Einschluf3 der Orts- und Zeitkoordinaten wird (6.69) zu
TEA = fyplieTiP G

erweitert mit der fast trivial erscheinenden Folgerung
0yt = famy (6.74)

also 8MJ# A — 0 fiir m, = 0. Wir kommen einen wesentlichen Schritt
weiter, wenn wir die genauere Formulierung von (6.73) in der Quanten-
feldtheorie betrachten. Sie lautet

(O J/* 1) =i f p (0] D(x) |) (6.75)

d.h. es handelt sich um eine Gleichung fiir das Matrixelement des ha-
dronischen Axialvektorstroms zwischen einem geladenen Pion und dem
Vakuum. Auf der rechten Seite ist @ der Operator des Pionfeldes mit
(0|@(x)|) = e~'7*, Anstelle von (6.74) bekommen wir also jetzt eine
Operatorgleichung fiir den hadronischen Axialvektorstrom

3,01 = fomla, (6.76)

wobei der Operator @, mit der Normierung (0|@, |7) = 1 Pionen eines
bestimmten Impulses erzeugt und vernichtet. Der entscheidende Punkt
der von Nambu, Gell-Mann und anderen entwickelten PCAC-Hypothese
ist nun, daf} diese Beziehung auch fiir Matrixelemente des Axialvektor-
stroms zwischen beliebigen hadronischen Zustdnden wenigstens fiir kleine
Impulsiibertrige giiltig bleiben soll!

Wir wollen die Konsequenzen am Beispiel des Matrixelements von J ,ﬁ‘ A
zwischen einem Proton mit dem Viererimpuls £ und einem Neutron
mit dem Viererimpuls k* untersuchen, wie es im f-Zerfall des Neutrons
auftaucht:

(D] I3 In(k)) = catty (K )y" v un (k) (6.77)

Fiir das Matrixelement der Divergenz gilt dann mit m, +m, = 2my
(p(k)] 8,01 Ink)) = 2imycait, (k') y un (k) (6.78)

wobei auf der rechten Seite die Regel benutzt wurde, dafl im Spinorraum
die Ersetzung ,, — i(k], —k,) anzuwenden ist. Das Resultat ist in Uber-
einstimmung mit dem allgemeinen Ergebnis (3.107). Jetzt benutzen wir
auf der linken Seite die Beziehung (6.76) und erhalten

fam p(K")| @7 |n(k)) = 2imy catiy(K")y u, (k) (6.79)

Das hier auftretende Matrixelement (p(k’)|®, |n(k)) beschreibt die Em-
mission eines virtuellen 7 von einem Proton und ist daher Teil des
Feynmangraphen der Neutron-Proton-Streuung in Abb. 1.10d. Fiir den 5Eine wesentlich vertiefte Herleitung und Dis-

Vertex pnn® gilt die Feynman-Regel inv/2g,yyy> und i/(g> —m?) ist  kussion findet sich z.B. in dem Lehrbuch von
S. Weinberg [Wei00].
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der Propagator eines Teilchens ohne Spin. Die Feynman-Regeln sind fiir
Ty; /i formuliert, insgesamt gilt also mit q>—0

. _ 1
(p)] @ |n(K)) = iv/ 28y (K ) P2t (k) — . (6.80)
Die nach Einsetzen in (6.79) folgende beriihmte Goldberger-Treiman-
Gleichung’

«/Em N
fr

verkniipft demnach scheinbar disjunkte GroBen wie die Axialvek-
torkonstante des p-Zerfalls, die Zerfallskonstante des Pions und die
Pion-Nukleon-Kopplungskonstante der Kernkraft miteinander. Mit den
experimentellen Werten von ¢4 und f;; erhdlt man g,y = 12,7, was nur
ca. 10 % unter dem heute giiltigen Wert von g,yy = 14 liegt. Entschei-
dend ist der verglichen mit QED und QCD riesige Wert g2\ /47 ~ 15.
Beim Blick zuriick in die Einleitung des Buches schlief3it sich der Kreis
(Abschn. 1.1.2). Dort hatten wir festgestellt, dal die Beschreibung der
Kernkraft durch Austausch von Yukawa-Teilchen nicht funktioniert, da die
Kopplungsstirke (im Einheitensystem der Teilchenphysik) g,z/ /4w = 0,33
etwa 50mal zu klein ist.

&xNN = C4 (6.81)

6.2.4 Zerfillevon K-, D- und B-Mesonen

Geladene K-Mesonen zerfallen mit einem Verzweigungsverhiltnis von
63,5 % in ein Myon und ein Neutrino (Abb. 6.5b). Dieser Zerfall 146t sich
sofort mit der im letzten Abschnitt entwickelten Theorie beschreiben. Der
entscheidende Unterschied liegt in der Ersetzung von cos ®¢ durch sin O¢
in (6.68),

2

G2 2 2
[KE S v = SF]{stm,ZMK (1—%) . (6.82)
K

Der Index [ steht hier wieder fiir Elektron oder Myon. Ein Vergleich mit den
experimentellen Resultaten fiihrt zu

S
=122, 6.83
7 (6.83)

/g
was beweist, daB3 die hadronischen Korrekturen nicht sehr unterschiedlich
sind. Vor Cabibbos Theorie fiihrten #hnliche Uberlegungen zu groBen Ab-
weichungen in den Zerfallskonstanten und damit zu Zweifeln an der Univer-
salitdt der schwachen Wechselwirkung.

Die semileptonischen Zerfille der K-Mesonen sind wiederum nur iiber
den Vektorstrom moglich. Es hat sich aber gezeigt, daf die hadronischen Kor-
rekturen hier gut beherrschbar sind, und daher dienen diese Zerfille zur Be-
stimmung von gy, also des Cabibbo-Winkels. Zwischen den Hadronen des



Anfangs- und Endzustandes in semileptonischen Zerfillen der K-Mesonen
und Hyperonen gelten die Auswahlregeln

AQ =AS (6.84)
und
AT =1/2 . (6.85)

Diese empirisch gefundenen Regeln iiber die Anderung von strangeness, La-
dung und Isospin haben im Zuschauermodell eine natiirliche Erklidrung, wie
man in der Abb. 6.9 sofort sieht. Sie entsprechen der Transformation der
Quantenzahlen am (su)- bzw. (5i)-Vertex. In hadronischen Zerfillen ist im
Beispiel der Abb. 6.9b |Al| =1/2, 3/2und 5/2 erlaubt, da die auslaufenden
Hadronen Isospin-Multipletts mit 0 < / < 3 angehoren konnen. Im Experi-
ment wird jedoch eine deutliche Bevorzugung der Zerfille mit |[A]| =1/2
fiir alle hadronischen Zerfille der strange particles beobachtet.

Ein besonders gutes Beispiel fiir diese Regel bilden wieder die K°-Me-
sonen. Das Ky zerfillt zu praktisch 100 % in zwei Pionen (77—, 7°70),
die Zerfallsbreite betriigt 7,35-107% eV. Demgegeniiber ist die Partialbreite
KT — 77 7% etwa um einen Faktor 670 unterdriickt. Dieser drastische Un-
terschied wurde in Abschn. 2.8.7 durch ein Verhiltnis der Amplituden mit
Al =1/2und AI = 3/2 von etwa 25 erklart.

Nun wird es Zeit, sich den Zerfillen der D-Mesonen zuzuwenden. Fiir
semileptonische D-Zerfille lesen wir aus Abb. 6.10 die Auswahlregel

AQ =AC (6.86)

ab. Da die Masse des c-Quarks schon sehr grof} ist, sind Effekte des QCD-
Potentials, wie sie sich z.B. am Unterschied zwischen nackter Masse und

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Abb. 6.9
(a) Semileptonische und (b) hadronische
Zerfille des K T-Mesons

Abb. 6.10
Der semileptonische Zerfall des D-Mesons
im Zuschauermodell
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Abb. 6.11

Hadronische Zerfille des D1 -Mesons. (a)
AuBeres Zuschauer-Diagramm, (b) Anni-
hilations-Diagramm, (c) inneres Zuschau-
er-Diagramm

Abb. 6.12

Hadronische Zerfille des D?-Mesons iiber
(a) ein duBeres und (b) ein inneres Zu-
schauer-Diagramm

a b
+ 0
— n+ ][‘ ][‘_
Ky — u U d

2y

— = lw*
I a
D" d Dt ¢

Konstituentenmasse zeigen, weniger wichtig. Wir benutzen daher das Zu-
schauermodell jetzt auch fiir eine quantitative Behandlung der semileptoni-
schen Zerfallsbreite, behandeln also das ¢-Quark im D-Meson wie ein freies
Teilchen (Abb. 6.10). Bei Vernachlédssigung der s-Masse (my < m,) konnen
wir die Formel (6.33) fiir den p-Zerfall anwenden, also

22,5
Gpeim

+_ +0) c
D™ —e* v.X)= 12,3 - (6.87)
Die gemessene Partialbreite von 1,017-107*eV entspricht einer c-Quark-
Masse von 1,35 GeV, was ziemlich nahe bei den Werten liegt, die wir bei
der Diskussion des Charmoniums kennengelernt haben.

Das Zuschauermodell erklart auch die hadronischen Zerfille der D-Me-
sonen. Abbildung 6.11a zeigt als Beispiel den Zerfall D — K 071+_. Anni-
hilationsdiagramme wie in Abb. 6.11b sind durch den Faktor s7 am cd - Vertex
unterdriickt. Hinzu kommt die Tatsache, da3 an diesem Vertex ein helicity
flip stattfinden muB, weil sich das cd-System im Zustand J = 0 befindet.
Die cabibbo-erlaubten Zerfille nach Art der Abb. 6.11a bekommen — vergli-
chen mit (6.87) — ein statistisches Gewicht von drei fiir die drei Farben der
auslaufenden ud-Quarklinie. Da es also zwei leptonische und drei Quark-
diagramme gibt, erwarten wir fiir die Reaktion D — e v, X ein Verzwei-
gungsverhiltnis von B ~ 20 %, wobei wir wieder eine beliebige Hadronisie-
rung des auslaufenden ud-Paares zulassen. Das gemessene Verhiltnis von
16,07 +0,3 % liegt nahe bei dieser Abschitzung; unser Modell liefert daher
auch eine einleuchtende Erklirung fiir die Lebensdauer des D ™-Mesons von
(1,040 £ 0,007) - 10712 s,

Die semileptonische Zerfallsbreite des D ist praktisch gleich groB wie
diejenige des DT -Mesons. Dies entspricht der Erwartung des Zuschauermo-
dells. Im Gegensatz dazu betrédgt die gesamte Lebensdauer nur (0,4101 +
0,0015)-107"2s, dies ist weniger als die Hilfte der Lebensdauer des D -
Mesons. Nun gibt es neben den sog. duBleren Zuschauer-Graphen der
Abb. 6.11a auch innere Graphen wie in Abb. 6.11c. Im Falle des D *-Mesons
konnen sie sogar zum gleichen Endzustand fiihren, wie in Abb. 6.11a und ¢
zu sehen ist. Dies ist beim D nicht moglich, wie in Abb. 6.12 am Beispiel
des K wr-Zerfalls demonstriert wird. Bei gleichen Endzustéinden wird die Zer-
fallsbreite aus dem Betragsquadrat der Summe der beitragenden Feynman-
Diagramme berechnet. Man nimmt an, daf} die Interferenz der Diagramme



der Abb. 6.11a und c zu einer Absenkung der D *-Zerfallsbreite und damit
zu einer lingeren Lebensdauer fiihrt.

Jetzt gehen wir von den D-Mesonen zu den B-Mesonen. Die Lebensdau-
ern des BT - und des B°-Mesons sind sehr #hnlich, entsprechen also eher den
theoretischen Erwartungen des Zuschauermodells. Die absoluten Werte von
(1,641£0,008)- 10725 und (1,51940,007) - 1072 s zeigen, da der zu mg
proportionale Anstieg der Zerfallsbreite durch eine sehr kleine Kopplung des
b-Quarks an das c-Quark oder das u-Quark kompensiert wird. Diese kleine
Kopplung wird wie im Fall der s-Quarks nicht durch eine grundsitzlich neue
Kopplungskonstante beschrieben, sondern es wird Cabibbos Idee nach Hin-
zunahme der dritten Familie von Quarks durch ein allgemeineres Konzept
ersetzt. Darauf werden wir in Abschn. 7.8 noch einmal zuriickkommen.

Auch in einem anderen interessanten Detail folgen die B-Zerfille mehr
den Erwartungen als die D-Zerfille. Eigentlich sollte die Reaktion D° —
K0 (Abb. 6.12b) gegeniiber D? — K—nt (Abb. 6.12a) stark unterdriickt
sein, da es fiir diese inneren Diagramme viel schwieriger ist, die Farben der
Quarks richtig zu arrangieren. Statistisch gesehen finden die inneren ud-
Quarks nur in einem Neuntel aller Fille das passende #- und s-Quark. Hinzu
kommt von der 7°-Wellenfunktion (4.78) noch ein Faktor 1/(~/2)?, was
zusammen mit der Farbunterdriickung

T K% 1 _ 055 (6.88)
D> K-—x+) 18 ‘

ergibt. Der gemessene Wert fiir dieses Verhiltnis betrdgt aber 0,60, ist al-
so etwa zehnmal groBer. Die den D°-Zerfillen entsprechenden Diagramme
der B%-Zerfille B — D%z% und B — D+ 7~ sind in Abb. 6.13a,b gezeigt.
Hier scheint die Farbunterdriickung besser realisiert zu sein, die zugehorigen
Partialbreiten verhalten sich wie 1 : 10.

Wir haben in diesem Abschnitt immer wieder qualitative Uberlegungen
zum Einfluf} der hadronischen Korrekturen auf die Zerfille der Quarks be-
nutzt; eine genaue quantitative Berechnung dieser Effekte ist sehr wichtig, da
wir natiirlich an den grundlegenden Parametern wie der schwachen Kopplung
der Quarks und deren Masse interessiert sind. Auf diesem Feld hat es in den
letzten Jahren enorme Fortschritte gegeben, da mit Hilfe der QCD qualitative
Regeln (Al = 1/2, Zuschauermodell, Farbunterdriickung) quantitativ erklirt
werden konnten. Insbesondere die Beobachtung, dall die schweren Quarks
besser den Erwartungen folgen als die leichten, hat in der QCD eine prizi-
se Formulierung gefunden. Hier ist ein neuer Zweig der Theorie entstanden,
der oft mit dem Begriff Heavy Quark Effective Theory (HQET) umschrie-
ben wird. Natiirlich bieten die B-Mesonen mit ihrer sehr groen Anzahl
von moglichen Zerfillen auch dem Experimentalphysiker ein weites Betéti-
gungsfeld, wie die fast unendlich lange Liste der untersuchten Zerfallsmoden
in der PDG-Tabelle zeigt. Eine Behandlung dieser Themen kann allein ein
Lehrbuch fiillen, z. B. das relativ neue Buch von A.G. Grozin [Gro04]. Der
interessierte Leser findet eine kiirzere Darstellung in dem Ubersichtsartikel
von Browder, Honscheid und Pedrini [Hon96].

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Abb. 6.13 _

Hadronische Zerfille des B°-Mesons iiber
(a) ein #uBeres und (b) ein inneres Zu-
schauer-Diagramm
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Abb. 6.14
Feynman-Diagramm des Zerfalls des ¢-
Quarks in ein h-Quark und ein reelles
W -Boson

6.2.5 Der Zerfall des top-Quarks

Bei allen bisher behandelten Zerfillen tritt das W-Boson nur als virtuelles
Teilchen auf, wobei sogar beim h-Quark die Niherung ¢> < M 1,2‘, noch sehr
gut erfiillt ist. Ganz anders sind die Verhiltnisse beim fop-Quark. Seine Mas-
se ist wesentlich groBer als die Summe der Massen des b-Quarks und des
W -Bosons. Die Lebensdauer berechnen wir daher aus dem Zerfall

tsbT+ Wt (6.89)
Das zu Abb. 6.14 gehdrende Matrixelement
_ 8 -,y 1— yS * 7/
Ty = EM(P ))’MT”(P)f,L(k ) (6.90)

kann im Ruhesystem des top-Quarks bei Vernachlissigung der b-Quarkmas-
se besonders leicht ausgewertet werden. Das Resultat lautet nach der iiblichen
Quadrierung und Summierung tiber die Spins

2 4 M2 M2
Sirp =L (12 (14020 ) 691
w

1 my

Hierin sind m, und My die Massen des t-Quarks und des W-Bosons. Die
Kopplung des 7-Quarks an das b-Quark wurde einfach mit g/ V2 angesetzt.
Dies ist eine sehr gute Niherung, die ausfiihrliche Diskussion in Abschn. 7.8
wird zeigen, daB die Kopplungen an d- und s-Quark fiir unsere Zwecke zu
vernachldssigen sind. Aus (6.91) wird durch Spinmittelung (Faktor 1/2) und
Anwendung von (2.41) die Zerfallsbreite

22 2
r=_0¢ m? (1—MW) (1+2MW) (6.92)
872 mj mj

berechnet. Die numerische Auswertung mit m, = 173,5GeV ergibt I' =
1,51 GeV, das entspricht einer Lebensdauer von nur 4,3 - 10~2%g, die durch
QCD-Korrekturen am Diagramm der Abb. 6.14 um etwa 10 % [PDG12] nach
oben verschoben wird. Als typische Zeit fiir die Hadronisierung haben wir
schon friiher 10723 s abgeschiitzt, was einer Laufstrecke der Quarks von eini-
gen fm entspricht. Das fop-Quark zerfillt demnach — im Unterschied zu allen
anderen Quarks — weit vor der Zeit, die es benotigt, um Hadronen zu bilden.
Das gleiche Argument wurde auch schon in Abschn. 4.6.3 benutzt, um zu
erkldren, daf es kein Toponium gibt.

6.2.6 Inelastische Neutrino-Nukleon-Streuung

Allgemeine Diskussion. Ein groBer Teil unserer heutigen Kenntnisse iiber
die Quarkverteilungen im Nukleon wurde durch die Verwendung von Neu-
trinos als Sonden erzielt. Hochenergetische Neutrinostrahlen bestehen prak-
tisch nur aus Myon-Neutrinos, da sie iiber den Zerfall energiereicher Pionen
und Kaonen erzeugt werden. Die Experimente werden immer durch Streuung
an einem ruhenden farget durchgefiihrt. Im folgenden Abschnitt bezeichnet
daher E die Energie der Neutrinos bzw. Antineutrinos im Laborsystem dieser
Experimente.
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Wir diskutieren nun die CC-Reaktionen

v+ N—->pu +X (6.93)
und
b, +N—-put+Xx . (6.94)

Die Bezeichnungen stimmen mit denen der inelastischen Elektronenstreuung
iiberein, insbesondere bedeutet also g> das Quadrat des Viererimpulsiibertra-
ges zwischen einlaufendem Neutrino und auslaufendem Myon. Wir vernach-
lassigen zunidchst die Cabibbo-Struktur, setzen also vereinfachend ®¢ =0
an. Dann sind fiir die Reaktion (6.93) nur die ,harten® Streuprozesse der
Abb. 6.15 moglich mit den analog zu (6.11) aus der Auswertung von (6.3)
abgeleiteten Querschnitten

do _ G:
bzw.
do _ - G2
d?(v#u —pd) = ?F(l —y)? . (6.96)

Fiir die Antineutrino-Streuung (Abb. 6.16) leiten wir in gleicher Weise die
Beziehungen

do . + Gi 2
d—qz(v“u —utd)= 7(1 —y) (6.97)
und
do _ - _ G?
dqu(vua’ — uti) = 7F (6.98)
a b

S
=
Ve
SR

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Abb. 6.15
Die Streuung von Myon-Neutrinos an
(a) Quarks und (b) Antiquarks

Abb. 6.16
Die Streuung von Myon-Antineutrinos an
(a) Quarks und (b) Antiquarks
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ab. Entsprechend den Ausfiihrungen in Abschn. 5.3 lassen sich daraus die
Wirkungsquerschnitte fiir die Neutrino-Nukleon-Streuung sehr schnell be-
rechnen, namlich
d%o” G2 _
—— = —L(qx) +7' @)1=y . (6.99)
dg?dx b4
In der Neutrino-Streuung werden gerne die Differentiale dxdy benutzt, bei
deren Verwendung die Querschnitte die Form

%" 2EMG}

o
Ty [xq(x) +xq"(x)(1 = y)°] (6.100)
und
2.0 2
Cot 2BV [xq(0)(1=y)* +x3'(x)] (6.101)
dxdy

annehmen. In diesen Formeln ist M die Nukleonenmasse, und ¢g(x) bzw.
g'(x) bezeichnen die Quarkdichteverteilungen im Nukleon, also u(x), d(x)
bzw. i (x), d (x). Die fiir die einzelnen Prozesse in Frage kommenden Vertei-
lungen werden wir weiter unten spezifizieren.

Die allgemeine Form des Wirkungsquerschnitts wird — wie bei der elek-
tromagnetischen Streuung — durch Strukturfunktionen parametrisiert, die im
Quarkmodell durch

ZXFl = F2
Fy = 2x[q(x) +4'(x)]
F3=2[q(x) - q'(x)] (6.102)

gegeben sind. Verglichen mit der Elektron-Nukleon-Streuung taucht eine
neue Strukturfunktion F3 auf, da Neutrino und Antineutrino unterschiedlich
an Materie koppeln. Ausgedriickt durch die Strukturfunktionen erhalten wir
die Formel

d?0"’  EMG}

Ty [F(1—y+y?/2) £ xF3(y —y?/2)] (6.103)

fiir den Wirkungsquerschnitt, wobei das positive Vorzeichen fiir die Neutrino-
und das negative fiir die Antineutrino-Streuung steht. Nun wollen wir auch
die s-Quarks in den Nukleonen behandeln, d. h. wir lassen z. B. harte Streu-
prozesse v, § — (~ u zu. Damit wir nicht verschiedene Formeln fiir cabibbo-
erlaubte (AS = 0) und cabibbo-unterdriickte (AS = 1) Reaktionen verwen-
den miissen, werden die Ausdriicke fiir die Strukturfunktionen entsprechend
abgeéndert. Dies ist fiir Tabelle 6.1 durchgefiihrt worden, wobei die Modifi-
kation der Kopplungskonstanten durch den Cabibbo-Winkel in die Definition
der Strukturfunktionen eingeflossen ist.

Ganz dhnlich wie in der Neutrino-Elektron-Streuung steigen auch die to-
talen Neutrino-Nukleon-Streuquerschnitte linear mit der Energie an, solange
der Einflul des W-Propagators vernachldssigt werden kann. Formal folgt
dies aus der Integration von (6.100) und (6.101) iiber x und y. Die meisten



F2 XF3
vup —> u- X 2x(d + 1) cos? O¢ 2x(d — 1) cos? O¢
AS =0 vun = u—X 2x(u+d)cos? Oc 2x(u—d) cos? Oc
bup—> putX 2x(u+d)cos? Oc 2x(u—d) cos? Oc
vun —>utx 2x(d + 1) cos? O¢ 2x(d —it) cos? O¢
vup—pX 2x(s + 1) sin’ O¢ 2x(s — i) sin? Oc
AS =1 vun = u=X 2x(s +d) sin® O¢ 2x(s —d) sin” O¢
bup—utx 2x (u +5) sin? O¢ 2x(u—5)sin® O¢
bun —ptx 2x(d +75) sin® O¢ 2x(d —5) sin® O¢

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

Tabelle 6.1

Die Strukturfunktionen der inelastischen
Neutrino-Nukleon-Streuung, ausgedriickt
durch die Quarkdichten im Proton. Hier-
bei wurden die Isopin-Symmetrien wie
z.B. u" = d schon benutzt

Untersuchungen wurden an Eisen durchgefiihrt. Da ggFe die gleiche Anzahl
von Neutronen und Protonen hat, kann das Ergebnis in guter Niherung als
Streuung an einem isoskalaren Nukleon

Nz%(ern) (6.104)

interpretiert werden. Die Abb. 6.17 zeigt, dal der Wirkungsquerschnitt bis
zu Neutrinoenergien von 200 GeV linear anwichst. Mit der zusitzlichen An-
nahme, daf} die Zahl der Antiquarks in den Nukleonen gegeniiber der Zahl
der Quarks zu vernachléssigen ist, 146t sich tiber (6.100) und (6.101) sofort

ZE:%% —3:1 (6.105)
beweisen. Experimentell gilt aber ndherungsweise

o(v,N)/E ~7-107% cm?*GeV !

o(,N)/E ~3,5-107 cm?GeV ™! | (6.106)
d.h. die Vernachlissigung des Antiquarkbeitrages ist eine zu grobe Vereinfa-

chung.

Ein bemerkenswerter Erfolg des Quarkmodells ist die Verkniipfung der
Neutrinostreuung mit der Elektronenstreuung. Mit der Verwendung von Neu-
trinos oder Elektronen als Sonden zur Untersuchung des Nukleons mifit man
offenbar unterschiedliche Kombinationen von Quarkdichteverteilungen. Das
hat zur Konsequenz, daf die in den betrachteten Streureaktionen auftretenden
Strukturfunktionen nicht unabhingig voneinander sind. Um dies quantitativ
zu formulieren, setzen wir ndherungsweise ®¢ = 0 und vernachlédssigen au-
Berdem den Beitrag der s- und s-Quarks in der Elektronenstreuung. Wegen

FY = %(sz + Fy) (6.107)
folgt in dieser Ndherung

FyV (x) = x[u(x) +i(x) +d(x) + d(x)] (6.108)
bzw.

FEV(x) = gg[u(x)+ﬁ(x)+d(x)+c;’(x)] . (6.109)
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Abb. 6.17

Die Energieabhingigkeit der inelastischen

Neutrino-Nukleon-Streuung
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Abb. 6.18

Die Strukturfunktion F> in der Elektronen-
und Neutrinostreuung. Die Daten der gela-
denen Leptonen wurden mit 18 gew1chtet

Auch bei der Herleitung der letzten beiden Gleichungen wurden die schon
frither eingefiihrten Isospin-Relationen wie z. B. u”" = d? (mit d” = d) zwi-
schen den Quarkdichten im Neutron und im Proton benutzt. Die Division
dieser Gleichungen ergibt schliellich

N5
LT

(6.110)
Die Abb. 6.18 beweist, wie gut diese Relation erfiillt ist.

Alternative Formen des Wirkungsquerschnitts. Die Parametrisierung der
Neutrino-Nukleon-Streuung durch Strukturfunktionen bleibt auch auf3erhalb
des Quarkmodells richtig. Wir geben daher zunichst die allgemeinste Form
an, die auch den Korrekturterm auf Grund der endlichen Masse der Nukleo-
nen enthlt:

d?0"’  EMG} M
° Elxy?F + l—y—& Fz:l:xy(l——)F3 ,
/4 2F

dxdy
(6.111)

worin die Strukturfunktionen wie iiblich von x und ¢ abhiingen. Wie bei der
Behandlung der inelastischen Elektron-Nukleon-Streuung in Abschn. 5.3.2
ist auch hier eine Darstellung unter Benutzung von Wirkungsquerschnitten,
welche die Absoption des ausgetauschten virtuellen Bosons durch das Nu-
kleon N beschreiben, sehr niitzlich. Die von Lee und Yang entwickelte Be-
ziehung fiir den Wirkungsquerschnitt der Reaktion v, N — ™ X lautet

d?0"  GEKE|q’|
dqzdy 42g?

(u or+v UR +2uv0g) . (6.112)

Die Indizes L, R, £ beschreiben die Polarisation des ausgetauschten W-Bo-
sons (links, rechts, longitudinal) und entsprechen den Helizititen (—1, 1, 0).
Den kinematischen Faktor K kennen wir schon aus der Diskussion der
Hand’schen Formeln in Abschn. 5.3.2 und mit der dort eingefiihrten Ab-
kiirzung v gilt g> = v?> — ¢>. Die kinematischen Faktoren u und v sind durch

_E+E'+lql _E+E-|q|

(6.113)
2F 2FE
definiert. Der Zusammenhang
il lq
Fi+—F
L= T ( 1+ o 3)
on= " (Fr_ g (6.114)
KM 2v

id F+2MF
o= ——
T KM Ve

zwischen den Wirkungsquerschnitten o; und den Strukturfunkionen ent-
spricht im wesentlichen den Hand’schen Definitionen, wie man am Zusam-



menhang zwischen Fj und o, = (07 4+ 0g)/2 in der Elektronenstreuung stu-
dieren kann. Es ist eine lohnende (aber etwas miihselige) Ubung mit Hilfe
dieser Gleichungen die Identitit von (6.111) und (6.112) zu beweisen®.

Im Quarkmodell gilt ohne QCD-Korrekturen wie gesagt F, = 2x F;. Diese
Beziehung ist identisch mit der Bedingung oy = 0, falls 4x>M? < |¢?| erfiillt
ist, wozu aber selbst fiir x — 1 nur moderate Werte von q2 benotigt werden.

An der Darstellung (6.112) 148t sich eine interessante Eigenschaft der
Neutrino-Nukleon-Streuung sofort ablesen. Die rechte Seite verschwindet
~ |g?|, falls nicht mindestens einer der Teilquerschnitte o; (g2, W?) einen
Pol bei g% = 0 besitzt. In einer scharfsinnigen Analyse zeigte S. Adler 1964,
daB das Matrixelement der Neutrino-Nukleon-Streuung fiir ¢> — 0 propor-
tional zur Divergenz der hadronischen Strome ist [Adl64]. Das ist das sog.
forward scattering theorem. Der Vektorstrom ist erhalten und trigt daher
zur Vorwirtsstreuung nicht bei. Der zu o, beitragende Axialvektorstrom ist
nicht erhalten und unter Benutzung der in Abschn. 6.2.3 diskutierten PCAC-
Hypothese kann

lq| 2
= N—>X 6.115
o = L RO N = X) (6.115)

bewiesen werden. Der Faktor |¢?| im Nenner kompensiert also den entspre-
chenden Faktor im Zzhler von (6.112). o(x N — X) ist hier der totale Wir-
kungsquerschnitt der Pion-Nukleon-Streuung, der zum hadronischen Endzu-
stand der betrachteten Neutrino-Nukleon-Streuung beim gleichen Wert von
W fiihrt.

Das forward scattering theorem gilt auch fiir die inelastische Elektron-
Nukleon-Streuung. Bei der elektromagnetischen Wechselwirkung entfillt der
Anteil des Axialvektorstroms. Naiv konnte man also ein Verschwinden des
Wirkungsquerschnitts bei ¢> = 0 erwarten. Tatsichlich weisen die Struk-
turfunktionen in (5.71) eine solche Nullstelle auf. Diese wird aber durch
den Faktor 1/g* des Photonpropagators iiberkompensiert, so daB am Ende
der Wirkungsquerschnitt der inelastischen Elektronenstreuung einen Pol bei
g*> = 0 hat. Sehr instruktiv ist hier auch ein Vergleich mit der Darstellung
(5.75) im Grenzfall der Photoproduktion (¢* = 0).

Die Partondichteverteilungen. Zusammen mit der Elektronenstreuung
wird die tief inelastische Neutrino-Nukleon-Streuung dazu benutzt, mog-
lichst prizise Informationen tiber die einzelnen Quarkdichten zu erhalten.
Der Vorteil der Verwendung von Neutrinos ist darin zu sehen, dal man mit
ihrer Hilfe den Beitrag einzelner Quarksorten leichter isolieren kann. So wird
nach Tabelle 6.1 z.B. die Neutrino-Proton-Streuung durch d(x) dominiert,
wihrend im Antineutrino-Experiment u(x) den dominanten Beitrag liefert.
Die kleinen Wirkungsquerschnitte konnen nur durch grofie rarget-Massen
kompensiert werden. Die Detektoren werden in das target integriert. Ein
typischer Detektor besteht deshalb aus einer Schichtung von Eisenplatten
und spurenempfindlichen Kammern mit einer Masse von ca. 1000 Tonnen.
Fiir die Neutrinophysik wurden gigantische Blasenkammern entwickelt, de-

6.2 Schwache Wechselwirkung von Quarks

OFiir einfallende Antineutrinos miissen #2 und
v?2 auf der rechten Seite von (6.112) vertauscht
werden. Der Einfachheit halber verzichten wir
auf einen (v, v)-Index an den o; .
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ren aktives Volumen z. B. bei der européischen Blasenkammer BEBC einen
Durchmesser von 3,7 m hatte.

Auch in der Neutrinostreuung werden die Strukturfunktionen und Quark-
dichten durch QCD-Korrekturen abhiingig vom Impulsiibertrag ¢>. Diese
Korrekturen wurden schon in Abschn. 5.3.4 diskutiert. Die Messungen der
Strukturfunktionen in der Lepton-Nukleon-Streuung durch die einzelnen Ex-
perimente werden weltweit von mehreren Arbeitsgruppen theoretisch analy-
siert, um z. B. x- und g2-abhiingige Partondichten (Quarks und Gluonen) zu
extrahieren. Dies hat sich zu einem hochspezialisierten Arbeitsgebiet entwi-
ckelt. Die Ergebnisse werden in den sog. parton density functions (PDFs) in
Form von Programmbibliotheken zur Verfiigung gestellt.

6.1 Bestimmen Sie mit Hilfe der Partialwellenentwicklung des Ab-
schn. 2.4.3 den maximalen Querschnitt der v,e- und der v.e-
Streuung.

6.2 Beweisen Sie die Beziechungen (6.26) und (6.45).

6.3 Begriinden Sie mit Hilfe des Quarkmodells, dal die Zerfallsbreite
des t-Leptons etwa fiinfmal groBer ist als seine elektronische Breite.

6.4 Bestimmen Sie explizit die Komponenten des hadronischen Vek-
torstroms und Axialvektorstroms beim Zerfall des Neutrons im
Grenzfall verschwindender Impulse.

6.5 Berechnen Sie Y |Ty;|* in (6.46) ohne Vernachldssigung der
Elektronenmasse.

6.6 Integrieren Sie (6.51) ohne Vernachldssigung der Elektronenmasse.

6.7 Berechnen Sie die Polarisation des Elektrons beim Zerfall des
Neutrons.

6.8 Beweisen Sie (6.92).

6.3 Die elektroschwache Wechselwirkung

6.3.1 Die Entdeckung der neutralen Stréme
Das physikalisch nicht akzeptable Hochenergieverhalten der Neutrinostreu-
ung in der élteren Theorie der schwachen Wechselwirkung wird, wie wir in
den beiden letzten Abschnitten gelernt haben, durch die Einfiihrung der W -
Bosonen behoben. Ein ausfiihrliches Studium der Vektorboson-Theorie zeigt
jedoch, daBl damit nicht alle Divergenzen ausgerdumt sind.

Die W-Paarerzeugung durch Neutrinos

v > W+ Wt (6.116)

wird ndmlich in der niedrigsten Ordnung durch das Feynman-Diagramm der
Abb. 6.19a beschrieben. Die Polarisationsvektoren von W-Bosonen der He-
lizitdt £1 sind — wie bei den Photonen — durch (2.295) gegeben. Da die W -
Bosonen eine Masse besitzen, kann auch die dritte Spineinstellung realisiert
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werden. Die Komponenten des zugehorigen Polarisationsvektors (3.237) ei-
nes Spin 1-Teilchens mit Helizitét O, d. h. in der Sprache der Elektrodynamik
im Zustand longitudinaler Polarisation des Feldvektors, sind proportional
zur Energie E bzw. zum Impuls p des Teilchens. Im Gegensatz zur e e -
Vernichtung in zwei Photonen wird also der Wirkungsquerschnitt nicht pro-
portional zu 1/s abfallen, sondern mit s ansteigen. Eine kurze Rechnung,
die auf die Ubungen verschoben wird, ergibt, fiir Energien weit oberhalb der
Erzeugungsschwelle fiir W-Boson-Paare,
s
4M},
wobei @ wie iiblich den Streuwinkel im Schwerpunktssystem bedeutet.

In der Winkelverteilung erkennt man den Koeffizienten d, der Partial-
welle zum Drehimpuls J =1 aus Tabelle 2.1 wieder. Die Amplitude steigt
monoton mit s an, was bei hohen Energien unweigerlich zum Uberschrei-
ten der Unitaritétsgrenze der Partialwelle fiihrt. Diese Divergenz kann durch
Austausch eines Spin 1-Teilchens im s-Kanal aufgehoben werden. Das neue
Teilchen in Abb. 6.19b bekommt den Namen Z°. Die Kopplungen des Z°-
Bosons an die Neutrinos und die W-Bosonen lassen sich so einstellen, daf3
die Summe der Austauschamplitude und der s-Kanal-Resonanz bei hohen
Energien verschwindet.

Der Prozef3

e t+etswawt (6.118)

Tri(vi — Wy Wyh) = —g?sin®

: 6.117)

enthilt dhnliche Divergenzen, die ebenfalls durch den Beitrag des Z°-Aus-
tausches kompensiert werden. Die Messung der Paarerzeugung von W-Bo-
sonen (Abschn. 7.7) stellt einen ganz wichtigen Test der hier besprochenen
physikalischen Ideen dar.

Die genannte Art der Erzwingung eines verniinftigen Hochenergieverhal-
tens hat aber eine unvermeidliche Konsequenz. Wenn das Z°-Boson an Elek-
tronen und Myon-Neutrinos koppelt, muf3 es auch die elastische Neutrino-
Elektron-Streuung (Abb. 6.20)

v,+e —v,+e (6.119)

6.3 Die elektroschwache Wechselwirkung

Abb. 6.19

Paarerzeugung von W-Bosonen in der
vv-Annihilation. (a) Lepton-Austausch im
t-Kanal, (b) Z°-Austausch im s-Kanal

Abb. 6.20

Elastische v, -Streuung an Elektronen
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Abb. 6.21

Ein myonloses Neutrinoereignis in der Bla-
senkammer. Der Neutrinostrahl kommt von
links. Die hellen Flecke und groBien Stri-
che sind Reflexe von Lampen und Spiegeln.
(a) Originalaufnahme und (b) Faksimile
des elektromagnetischen Schauers

geben mit einem Niederenergie-Wirkungsquerschnitt, der nicht wesentlich
kleiner als (6.13) sein darf. Die Forderung nach der inneren Konsistenz einer
Theorie bei hohen Energien fiihrt so zu einer neuen Klasse von Reaktionen
der schwachen Wechselwirkung bei niedrigen Energien. Die experimentelle
Aufgabe ist klar: Neben den quasi-elastischen Reaktionen geladener Strome
(6.1), muB es auch die v, e-Streuung ohne ein Myon im Endzustand geben!
Eine intensive Suche nach Ereignissen der elastischen Neutrinostreuung
hatte im Jahre 1973 am CERN Erfolg [Has73]. Die ,,Gargamelle*-Blasenkam-
mer wurde einem Strahl von v, ausgesetzt. Die Abb. 6.21 zeigt die erste myon-
lose Neutrinoreaktion. Beobachtet wird nur der vom Riicksto3elektron aus-
geloste elektromagnetische Schauer. Heute kann man sich vielleicht fragen,
warum Ereignisse dieses Typs nicht schon friither zufillig beobachtet wurden.
Es muf jedoch bedacht werden, daf} es neben der experimentellen Schwierig-
keit der Beobachtung von Reaktionen mit sehr kleinem Wirkungsquerschnitt
noch auf den Beweis ankommt, dal3 es sich dabei nicht um fehlinterpretierte
Ereignisse aus Prozessen mit dhnlicher Signatur handelt. Erst nach Kldrung
dieser Frage kann man behaupten, etwas Neues entdeckt zu haben. Im Myon-
Neutrino-Strahl wird es z. B. immer eine gewisse Beimischung von Elektron-



Neutrinos geben. Diese konnen ein RiickstoBelektron iiber eine normale
Wechselwirkung geladener Strome erzeugen. Zusétzlich knnen solche Elek-
tronen auch durch Neutron-Elektron-Streuung erzeugt werden. In der Umge-
bung eines Neutrino-Strahls gibt es ndmlich eine groie Menge vagabundie-
render Neutronen, die unerkannt in den Detektor gelangen konnen.

6.3.2 Elektroschwache Wechselwirkung der Leptonen
Das Matrixelement (6.6) der v, e-Streuung a3t sich, wie wir gesehen haben,
als Produkt zweier linkshdndiger Strome

4Gy ., .
Ty =5 il inr
anschreiben. Dies gilt auch fiir alle anderen Prozesse der schwachen Wechsel-
wirkung geladener Strome. Die bei hohen Energien notige Berticksichtigung
des Propagators des W-Bosons dndert diese Struktur nicht. Mit der in Ab-

schn. 3.1.2 eingefiihrten Nomenklatur nimmt der linkshidndige Strom mit
einem einlaufenden Neutrino in unserem Beispiel die Gestalt

Ji=Le(k"y" L, (k) 6.121)

(6.120)

an.

Die Familien der Leptonen und Quarks haben wir schon héufig als Du-
bletts angeschrieben. Wir fassen nun ihre Mitglieder linkshindiger Chiralitdit
als Basisdarstellung einer neuen Gruppe S U 2y, auf, die durch die Eigenwerte
I, 151, des schwachen Isospins charakterisiert sind. Fiir die Eigenwerte von
IA3,L in den Dubletts mit /1, = 1/2, gilt /31, = +1/2 fiir das Neutrino bzw.
151, = —1/2 fiir das geladene Lepton.

Neben dem elektronischen Dublett

D= (") = (& 6.122
e—eL— L (6.122)

gibt es noch die x- und t-Dubletts

(”") , (“) (6.123)
® L v L

mit einer entsprechenden Zuordnung der Isospinquantenzahlen und Spino-
ren. Zusitzlich charakterisieren wir die linkshidndigen Dubletts durch eine
schwache Hyperladung

Y =1, (6.124)
und so haben wir — ebenso wie bei der starken Wechselwirkung — den ele-

mentaren Zusammenhang

Y
0=lu+y (6.125)

zwischen Ladung und Isospin gefunden.

6.3 Die elektroschwache Wechselwirkung 401
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Fiir die weitere Diskussion ist die Zahl der Leptonfamilien nicht wichtig,
und wir beschridnken uns im folgenden auf das Elektron und das Elektron-
Neutrino. Die Spinoren der Neutrinos werden daher nicht durch einen wei-
teren Index gekennzeichnet. Mit Hilfe des Isospins 148t sich der geladene
Strom (6.121) sehr elegant schreiben. Dazu wird zunéchst einmal die fiir die
folgenden Betrachtungen iiberfliissige Lorentz-Struktur weggelassen, L L ist
also gleichbedeutend mit Ly* L. Die zweidimensionale Darstellung des Iso-
spinoperators mit Hilfe der Pauli-Matrizen t; aus Abschn. 2.8.2 lautet wie
tiblich

A 1
fp=-1 (6.126)
2
und (2.141)
A 1
Iip =14 = E(Tl tin) . (6.127)

Damit beweist man sehr einfach die Relation

ji =Dl LD, =L.L, (6.128)
fiir den Strom mit dem einlaufenden Neutrino bzw.

ji =Dely LD, =L,L, (6.129)

fiir den Strom, der das auslaufende Neutrino enthilt.
Aus der Schreibweise von (6.128) und (6.129) wird klar, daf3 die geladenen
Strome die Komponenten j= des Isovektorstroms

Jp=D.I.D, (6.130)

darstellen. Wir fragen uns natiirlich sofort nach der physikalischen Bedeu-
tung der dritten Komponente

51 -
L= E(LVLV—LeLe) (6.131)

dieses Stromes. Dazu erinnern wir uns, daf die Feynman-Regeln der elektro-
magnetischen Wechselwirkung aus der Betrachtung der Dichte der elektro-
magnetischen Wechselwirkungsenergie

Helm — ej EIm’MAM (6.132)

gewonnen wurden. Die schwache Wechselwirkung geladener Strome wird
dann offenbar durch

schw g A T 7 —
Hschwigel — zDeyﬂ(u,L W+ 1 Lw;)D, (6.133)
oder in der verkiirzten Schreibweise durch

Hschw,gel — %D_E(L’_’LW%— 4 I—,LW_)DE (6134)

beschrieben. Es liegt nun sehr nahe, fiir die schwache Wechselwirkung gela-
dener und neutraler Strome die Wechselwirkungsenergie

Hschw — g.]LW (6135)



als das Produkt eines linkshéndigen Isovektorstroms mit einem dreikompo-
nentigen W-Bosonfeld anzusetzen. Mit

1
— (W, FiW,) (6.136)
V2

sieht man zunichst, daB die Faktoren 1/ V2 in den Feynman-Regeln gelade-
ner Strome aus der Algebra der S U2 stammen, also nicht willkiirlich gewihlt
wurden. Die Wechselwirkungsenergie enthélt nun aber neben dem Anteil
(6.133) noch den Term

giiWs . (6.137)

w* =

Das hier auftretende Boson W; bildet zusammen mit den W* ein Isospin-
Triplett. Es kann jedoch nicht mit dem Z° der Abb. 6.20 identifiziert werden,
da die Experimente zeigen, dal z. B. der Wirkungsquerschnitt der elastischen
Neutrino-Elektron-Streuung auch Anteile rechtshdndiger Elektronen enthélt.
Wir miissen daher den Ansatz (6.135) verwerfen.

Auf der anderen Seite sehen wir unmittelbar, dafl der elektromagnetische
Strom

jem=_IL,L.—R.R, (6.138)

sowohl einen Anteil des Isovektorstroms jf enthilt, als auch rechtshin-
dige Elektronen beriicksichtigt. Vielleicht 148t sich also ein Ausdruck fiir
die Wechselwirkungsenergie finden, der elektromagnetische und schwache
Wechselwirkung gemeinsam beschreibt. Dazu miissen wir zundchst die
rechtshindigen Elektronen R, dem Teilchenspektrum der Theorie hinzu-
fligen. Sie bilden offenbar ein Singulett unter SU2;, und haben daher bei
Beachtung von (6.125) die Quantenzahlen

IL,I3;,=0
Y=-2. (6.139)
Mit der schwachen Hyperladung Y ist ein Strom
jr=9ty
=D,YD,+ R,YR, (6.140)

=—-L,L,—L,L,—2R,R,

verkniipft, so daf fiir den elektromagnetischen Strom die zu (6.125) analoge
Beziehung
1

jelm=j§+§jY (6.141)
besteht. Der Strom der Hyperladung ist nach Konstruktion ein Skalar un-
ter Isospin-Transformationen. Durch Vergleich von (6.131) und —(L, L, +
L,L,) in (6.140) mit (4.78) und (4.77) sieht man intuitiv ein, daB diese Stro-
me sich wie ein Isotriplett bzw. Isosingulett transformieren. Es erweist sich
hier als sehr praktisch, daB die adjungierten Spinoren durch Uberstreichung
gekennzeichnet werden.

6.3 Die elektroschwache Wechselwirkung 403



404

Von der schwachen zur elektroschwachen Wechselwirkung

7GSW steht als Abkiirzung fiir die Namen der
Physiker Sheldon Lee Glashow (geb. 1932),
Abdus Salam (1926-1996) und Steven Wein-
berg (geb. 1933). Sie erhielten 1979 den No-
belpreis fiir diese vereinheitlichte Theorie der
elektroschwachen Wechselwirkung.

Im GSW-Modell wird nun fiir die Energiedichte der elektroschwachen
Wechselwirkung der Ansatz

1
Hel.schw — g,]LW + Eg/jYB (6142)

gemacht.” Der Strom der Hyperladung koppelt also mit der Stirke g’/2 an
ein neues Teilchen, das sog. B-Boson. Im ersten Summanden steckt natiirlich
zunéchst die schwache Wechselwirkung geladener Strome (6.133), wihrend
der neutrale Anteil von H e-sehw

neutr -3 1 /Y
H™"" = gji Wi+ 58'j" B . (6.143)
die Kopplung des Isovektorstroms an ein W3-Boson und des Stromes der
Hyperladung an das B-Boson beschreibt. Diese beiden hypothetischen Teil-
chen sind mit dem in den Experimenten beobachteten Z°-Boson und dem
Photon A durch eine Drehung
Ws = Z° cos Ow + A sin Ow
B = —Z"sin Ow + A cos O (6.144)
um den nach S. Weinberg benannten Winkel @ verkniipft. Einsetzen in

(6.143) und Sammeln der Terme mit A liefert zundchst die Dichte der elek-
tromagnetischen Wechselwirkungsenergie

1
H™ = gsin Ow jP A+ Eg’ cosOwj A . (6.145)

Durch Vergleich mit (6.132) und (6.141) lassen sich die wichtigen Beziehun-
gen
gsinBOyw =e
g/ cosOw =e (6.146)
ablesen, wodurch die Kopplungskonstanten g und g’ mit Hilfe des Weinberg-
Winkels an die Elementarladung e angeschlossen werden.

Das Sammeln der Terme mit Z° fiihrt uns zur Energiedichte der neutralen
schwachen Wechselwirkung

1
HNC = gcos Owji Z2° - Eg’ sin Ow j Y720 . (6.147)

Der Index NC steht hier fiir neutral current. Den Ausdruck fiir HN bringen
wir in die Form

HNC = & iNcgo (6.148)
cos Ow

wobei fiir den neutralen schwachen Strom

FNC = jP —sin? Oy j (6.149)

gilt. Eine Auswertung der letzten Formel ergibt

1- _ _
jNC = SLoLy+ (sin® Ow — 1) Le L, +sin* OwR. R, . (6.150)



Die Feynman-Regeln fiir die Kopplung der Z°-Bosonen an Neutrinos und
geladene Leptonen lassen sich hieraus direkt ablesen. An jedem Vertex miis-
sen wir einen Faktor

gyt (1-y? 14y’
— 6.151
"cos Ow ( 2 at 2 ‘R ( )
anbringen, wobei die Kopplung der Neutrinos durch
1
cL = 3 cr=0 (6.152)

und die Kopplung der geladenen Leptonen durch

1
C1, = —5 + SiIl2 @W
cr = sin’ Ow (6.153)

gegeben ist. Die letzen vier Gleichungen fiir c¢r, g sind in der kompakteren
Anschrift

c =11, — 0sin® Oy (6.154)

enthalten.
Anstelle der links- und rechtshindigen Kopplungen kann man auch die
Vektor- und Axialvektorkopplungen benutzen, die iiber

cy = C1,+CRr
CA = CL —CR (6.155)

definiert sind. Damit 14Bt sich die Regel fiir die Kopplung des Z° an Spinoren
mit beliebiger Einstellung des Spins in die Form

gyt

—i—22  (cy—cay’ 6.156
o8 O (cv—cay?) (6.156)

bringen, deren Struktur (6.4) entspricht. Dieser Faktor muf} z. B. an jedem
Vertex der Abb. 6.20 angebracht werden. Beim Berechnen der Helizitdtsam-
plituden ist es meist einfacher, direkt mit Gleichung (6.151) zu arbeiten, die
sich in der Hochenergie-Niherung auf

; gy
cos O

CLR (6.157)

fiir einlaufende Fermionen negativer bzw. positiver Helizitit reduziert.
Bevor wir zu einer Anwendung dieser Formeln kommen, muf} ein grund-
sdtzliches Problem angesprochen werden. Die hier angegebenen Feynman-
Regeln gelten fiir Fermionen beliebiger Masse. Wir sind jedoch von links-
hindigen Isodubletts ausgegangen, und die Symmetrie unter S U 2y, verlangt,
daf} die Massen im Dublett gleich sind. Hinzu kommt, daB die rechtshindigen
Komponenten der Teilchen sich formal wie Isosinguletts unter SU 2y, trans-
formieren. IThre Masse ist vom Standpunkt der Symmetrie aus frei wihlbar.
Der enorme Massenunterschied zwischen dem Z°-Boson und dem Photon
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8Es fiihrt den Namen des englischen Theore-
tikers Peter Ware Higgs (geb. 1929). Wie oft
in der Entwicklung der Physik, wurde diese
Losung fast zeitgleich auch von anderen Au-
toren gefunden. P. Higgs und Francois Englert
(geb. 1932) erhielten 2013 den Nobelpreis fiir
Physik.

widerspricht ebenfalls dem Mischungsansatz (6.144). Nur mit m = 0 fiir alle
Fermionen und fiir die Bosonen der Wechselwirkung kann die Theorie wider-
spruchsfrei formuliert werden. Trotzdem bleiben alle unsere Regeln auch fiir
Teilchen mit Masse richtig. Die theoretische Begriindung kann im Rahmen
des GSW-Modells, d. h. einer Eichtheorie mit spontaner Symmetriebrechung
gegeben werden. Der Preis, der dafiir gezahlt werden muB, ist die Einfiihrung
eines neuen fundamentalen Teilchens, nimlich des skalaren Higgs-Bosons.®
Eine genauere Diskussion wird auf Abschn. 7.7 verschoben.

Da die W- und Z-Bosonen schwache Ladungen tragen, koppeln sie auch
untereinander. Neben der von uns selbstverstindlich erwarteten Kopplung
der W* an Photonen gibt es auch noch die Kopplung des Z° an die W=-
Bosonen. Dariiber hinaus zeigt die theoretische Behandlung, dafl es auch
noch direkte Kopplungen von vier Bosonen gibt. Die entsprechenden Feyn-
man-Regeln sind in vielen Lehrbiichern (z. B. [Quil3, Bar87]) zu finden.

6.3.3 Elektroschwache Wechselwirkung von Quarks

Das im letzten Abschnitt entwickelte Modell 148t sich einfach auf den Quark-
sektor iibertragen. Wir studieren die Konsequenzen zunéchst fiir die Familie
der u, d-Quarks. Sie wird gebildet durch das linkshéndige Isodublett

w) L 6.158
d,L— Ly (6.158)

mit
1
Y =- (6.159)
3
und die rechtshiandigen Isosinguletts
4
R, mit ¥ = 3 (6.160)
und
) 2
Ry mit Y = —3 (6.161)

Zu beachten ist, daf die Basiszustinde der SU?2y,, entsprechend den in Ab-
schn. 6.2 angestellten Uberlegungen, durch die u#-Quarks und die cabibbo-
rotierten d’-Quarks gebildet werden (6.44). Die Energiedichte der Wechsel-
wirkung

. 1
Hel.bchw — g,]LW + 5g/jYB (6162)
enthilt zunéchst die schwache Wechselwirkung geladener Strome

Hschw,gelz %(LM(C1L,1+S1L§)W+ +kk) , (6.163)

wie sie in Abschn. 6.2 eingefiihrt wurde. Das Symbol k.k bedeutet ,.konju-
giert komplex* und entspricht dem zweiten Summanden auf der rechten Seite
der Beziehung (6.134).



Der nach der Vorschrift (6.141) konstruierte elektromagnetische Strom
- elm 2 - T
J Zg(RuRu'FLuLu)

1 _ _ _ _ _
— 5[Rg,Rd +clLgLg+stLiLg+sici(LgLs+ LiLy)] (6.164)

bringt aber unerwiinschte, den Erhaltungssatz der strangeness verletzende
Terme, wie z.B. Ly Ly, ins Spiel. Wenn man jedoch nach dem Vorschlag
von Glashow, Iliopoulos und Maiani [GIM70] auch die Familie der c¢- und
s’-Quarks mitnimmt, deren Mitglied s’ mit /3, = —1/2 entsprechend (6.44)
cabibbo-rotiert ist, fallen die gemischten Glieder weg, und der elektromagne-
tische Strom erhilt die gewohnte Gestalt

jem :%(RMRMJFLMLM)—%(R‘JR‘,+Zde) (6.165)
+ %(R(, R.+L.Lo)— %(RS Ry+L,Ly) .
Die dritte Komponente des Vektorstroms hat die Form
ji= %(LMLM —LyLy+L.L.—L,L,) , (6.166)

und der Aufbau des neutralen schwachen Stromes aus den Anteilen (6.165)
und (6.166)

NG = j —sin? Oy jom (6.167)

beweist nun sofort, daBl die Quarks wie die Leptonen mit der Stérke
c =11, — 0sin® Oy (6.168)
an die Z°-Bosonen koppeln. Als Beispiel betrachten wir das u-Quark mit

2 2
=5-3 sin? Ow und cg = -3 sin’ Ow . (6.169)

Aus der Umkehrung von (6.44) folgt unmittelbar, da3 auch dy, und sp, den
Isospin /31, = —1/2 tragen.

Weiter zeigt die Struktur des Stromes (6.167), daB die Z°-Bosonen nicht
mit Quarks unterschiedlicher Flavor-Quantenzahlen wechselwirken. Insbe-
sondere ist damit ein Feynman-Diagramm wie in Abb. 6.22, d.h. also der
Zerfall K — p~ut, verboten. Die geringe Zerfallsbreite der K°-Mesonen
in Myon-Paare galt friiher als Beweis, daB} es iiberhaupt keine neutralen Stro-
me gibt. Wir verstehen jetzt, dal man einen Unterschied zwischen neutralen
Stromreaktionen mit |[AS| =1 (die sog. flavor changing neutral current-
Reaktionen) und AS = 0 machen muf.

Die Idee, die beiden Quarkfamilien in der oben diskutierten Weise zu-
sammenzufassen, hat aber eine noch viel weiterreichende Bedeutung. Die
Wechselwirkung geladener Strome wird fiir die zweite Familie ndmlich durch

Heel = %(Za(—ﬁLd +a L)Wt +kk) (6.170)
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Der verbotene Zerfall KO — pt+ ™ iiber
neutrale Strome, die die Quarksorte dndern
(flavor changing neutral currents)
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Abb. 6.23

Der Zerfall KO — ut ™ iiber geladene
Strome in zweiter Ordnung der schwachen
Wechselwirkung. In (a) wird zwischen
dem d- und dem 5-Quark ein u-Quark aus-
getauscht, wihrend es in (b) ein c-Quark
ist

a b
u u u u
% %
| | | |
WI IW WI IW
u C
d s d s

beschrieben, d. h. die cabibbo-erlaubten Zerfille des c-Quarks gehen in s-
Quarks iiber, wihrend (cd)-Ubergiinge unterdriickt sind. Besonders wichtig
ist jetzt das von der Rotationsmatrix (6.44) stammende negative Vorzeichen
fiir die cd -Kopplung in (6.170). Das gemessene Verzweigungsverhiltnis des
langlebigen K°-Mesons in j-Paare ist nimlich so klein (x~ 107%), daB so-
gar ein Diagramm der zweiten Ordnung in der schwachen Wechselwirkung
geladener Strome (Abb. 6.23a) zu einer grofieren Zerfallsrate fiihrt, als sie be-
obachtet wird. Neben dem Feynman-Graphen der Abb. 6.23a kann jedoch der
Zerfall auch tiber den Graphen der Abb. 6.23b gehen. Die beiden Amplitu-
den haben ein unterschiedliches Vorzeichen und heben sich somit gegenseitig
auf. Damit diese negative Interferenz voll wirksam wird, diirfen sich die Mas-
sen von u- und c-Quarks allerdings nicht allzu sehr unterscheiden. Aus dem
beobachteten Verzweigungsverhiltnis gelang es Gaillard und Lee schon vor
der Entdeckung des vy -Mesons, die Masse des charm-Quarks relativ genau
vorherzusagen [Gai74].

6.9 Diskutieren Sie die Erzeugung longitudinal polarisierter W -Bosonen
und beweisen Sie (6.117).



Das
Standard-
Modell
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Einfiihrung

as ganze Buch behandelt im Grunde genommen das Standard-Modell

der Teilchenphysik. In einem Kapitel, das diesen Namen als Uber-
schrift trdgt, befassen wir uns noch einmal mit einigen wichtigen und
teilweise neuen Aspekten des Modells, dessen physikalischer Inhalt sich
in wenigen Sitzen formulieren 146t: Die Materie wird aus je drei Familien
von Leptonen

Ve vy v,
() ()
und Quarks

U c t

().6) )

aufgebaut. Wie bereits im letzten Abschnitt besprochen, sind Leptonen
und Quarks Basiszustinde der Gruppe SU2;, ® U1, deren Erzeugen-
de der schwache Isospin und die schwache Hyperladung sind. Die
Quark-Eigenzustdnde zu SU2;, mit /5, = —1/2 gehen aus einer verallge-
meinerten Cabibbo-Rotation der d-, s- und b-Quarks hervor (Abschn. 7.8).
Die Quarks tragen zusitzlich Farbladungen, sie sind Eigenzustinde der
Gruppe SU3¢. Man bezeichnet das Standard-Modell daher oft als das
SU3c® SU2;, ® Ul-Modell.

Wechselwirkungen zwischen den Konstituenten sind vom Strom-Feld-
Typ. Die zwischen den einzelnen Mitgliedern der Gruppe SU2;, @ Ul
ausgetauschten Kraftquanten der elektroschwachen Wechselwirkung sind
das Photon und die W*-, W-- und Z°-Bosonen. Die starke Wechselwirkung
beruht auf dem Austausch von Gluonen zwischen den Basiszustidnden der
Gruppe SU3¢.

Im weiteren Verlauf der Diskussion werden wir genauer als im letzten
Abschnitt begriinden, daB es noch ein weiteres fundamentales Teil-
chen, das skalare Higgs-Boson, geben muf3. Mit ihm werden wir uns in
Abschn. 7.7 ausfiihrlich beschiftigen.

7.1 Die Neutrino-Elektron-Streuung

Als erster Anwendung der gerade entwickelten Feynman-Regeln wenden wir
uns der Berechnung des Wirkungsquerschnitts der elastischen v, e-Streuung
(Abb. 6.20) unter Austausch eines Z°-Bosons zu. Wir beginnen mit den Elek-
tronen negativer Helizitdt. In der Hochenergiendherung erhalten wir fiir das

Matrixelement den Ausdruck

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_7,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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Tyi(vyer, — vyer)

_g2

= cos? Ow ¢ — M2
Zur Vereinfachung der Notation wurden die Abkiirzungen cy,, = ¢, und

cL.y = ¢, fiir die Kopplungen des Elektrons und des Neutrinos gewéhlt. Wir
benutzen wie iiblich die Naherung |¢?| < M2 und fiihren die Abkiirzung

My,

eveLir, (p)y ur(p)ir (k") yyur (k) . (7.3)

o= m (7.4)
ein. Damit gelangt man — analog zum Vorgehen in Abschn. 6.1 — zu

Tri(vyer) = SﬁcUcLGFQs . (7.5)
Fiir die Streuung an rechtshindigen Elektronen gilt andererseits

Tyi(veer) = —8\/§cchGFQu . (7.6)

Daraus 146t sich ohne weitere Schwierigkeiten der differentielle Wirkungs-
querschnitt im Schwerpunktssystem nach den tiblichen Vorschriften zu

d 1 2(1 )2
é(\)ﬂe —ye) = FQZGﬁsocf (ci + CR(_F%)) (7.7)
ableiten, woraus nach Integration iiber den Streuwinkel ©®
4 1
o(vue — v e) = —0*Gpsoc? (ci + gcé) (7.8)
F14

folgt.

Die letzte Formel konnen wir noch im Laborsystem fiir die Streuung von
Neutrinos der Energie E an ruhenden Elektronen der Masse m auswerten, wo-
bei wir gleichzeitig die Werte des GSW-Modells fiir c1,, cg und ¢, einsetzen,

1 1\* 1
o(v,e —ve)= ;QZG%ZmE |:(sin2 Ow — 5) + 3 sin* @w:|
(7.9)

Die Rechnung fiir die Streuung von Antineutrinos enthélt nichts Neues.
Ihr Resultat lautet

4 1
o (e — bye) = ;chﬁsocﬁ (§c§ + cﬁ) ) (7.10)

Im Prinzip lassen sich aus der Messung der Wirkungsquerschnitte fiir elasti-
sche v,,- bzw. ¥,,-Streuung die Parameter o und sin” @y der Theorie bestim-
men. Die Experimente sind sehr gut mit

sin® Ow = 0,230 (7.11)
und
o=1 (7.12)

vertraglich. Der g-Parameter mif3t das Verhiltnis der neutralen zur geladenen
schwachen Wechselwirkung. Die gute Beschreibung der Experimente durch



o =1 ist sehr wichtig, da diese Beziehung im GSW-Modell vorhergesagt
wird. Um das zu beweisen, mu3 man aber wiederum den Eichfeldcharak-
ter der Theorie und die spontane Symmetriebrechung studieren. Da dies weit
tiber den Rahmen dieses Buches hinausgeht, muf} ich den Leser auf die Lite-
ratur verweisen [Quil3, Pes95]. Einige Anmerkungen finden sich im Kasten
in Abschn. 7.7 Es ist iiblich, die Beziehung o = 1 in Form einer neuen Defi-
nitionsgleichung

sin? O =1—-—% (7.13)

fiir den Weinberg-Winkel auszudriicken.

Aus der ersten Gleichung (6.146) und (6.5) gewinnen wir nun eine Vor-
hersage fiir My aus der Fermi-Konstanten, der Feinstrukturkonstanten und
dem Weinberg-Winkel,

) an
My, = m . (7.14)
Hierbei ist es sehr praktisch, die Abkiirzung
m2="2 (7.15)
V2Gg

einzufiihren, in der nur prizise gemessene Naturkonstanten auftauchen. Nu-
merisch gilt

My = 37,2804 GeV (7.16)

woraus sich mit sin? @y = 0,23 eine W-Masse von 77,7 GeV und wegen
(7.13) eine Z°-Masse von 88,6 GeV ergibt.
Die experimentellen Werte der W - und Z°-Massen

My = 80,385+0,015GeV
My = 91,1876 +0,0021 GeV (7.17)

sind um viele Standardabweichungen von den obigen Vorhersagen entfernt.
Es gibt keinen Wert des Weinbergwinkels, mit dem man die experimentel-
len Massenwerte innerhalb der Fehler reproduzieren kann. Gerade dies wird
aber zu einem entscheidenden Triumph der Theorie, denn die aus (7.13) und
(7.14) berechneten Massenwerte sind Resultate der Bornschen Néherung, die
durch die elektroschwachen Strahlungskorrekturen modifiziert werden. Die
Abb. 7.1 zeigt die einfachsten Diagramme, die auf dem Ein-Schleifen-Niveau
zur Modifikation der Boson-Propagatoren beitragen. Hiufig wird das Schema
der sehr komplizierten Berechnungen der Strahlungskorrektur so angelegt,
dal3 (7.14) zu

.M
" sin2 Ow (1 — Ar)
abgedndert wird, wihrend (7.13) erhalten bleibt. Das ist das sog. on shell-
Schema. Die fiihrenden Beitrdge zu Ar sind durch
Ao,
tan2 @w

(7.18)

Ar = Arg— (7.19)

7.1 Die Neutrino-Elektron-Streuung 413
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Abb. 7.1

Die einfachsten elektroschwachen Strah-
lungskorrekturen. (a) Fermionen-Schleife
im Photon-Propagator, (b) t,b-Quark-
Schleife im W-Boson-Propagator, (c¢) -
und h-Quark-Schleife im Propagator des
Z°-Bosons

Abb. 7.2
Die Modifikation des Z°-Propagators
durch Higgs-Strahlung

b, t

gegeben. Hierin beschreibt
o

Aro =]——-
a(M3)

(7.20)
die Anderung der Feinstrukturkonstanten, die durch die g>-Abhingigkeit
der elektromagnetischen Kopplung hervorgerufen wird. Sie wurde in Ab-
schn. 3.1.4 zu 0,07 abgeschitzt, eine genauere Rechnung ergibt einen Wert

von 0,06635 mit einer Unsicherheit von 10 in den letzten beiden Stellen. Der
Anteil des top-Quarks in den Schleifen der Abb. 7.1 wird durch

_ 3Gpm%
84/272

bestimmt. Der Einfluf} aller anderen Fermionen ist infolge ihrer kleinen Mas-
se vernachlissigbar. Numerisch gilt Ap, = 0,0096(m;,/175)?, worin die top-
Masse in GeV einzusetzen ist. Damit erhalten wir Ar = 0,0335, wobei m; =
173,4 GeV benutzt wurde, wie es durch die direkten Messungen der fop-
Masse nahegelegt wird.

Die Z°-Masse ist besonders genau gemessen worden. Neben den ebenfalls
sehr prézise bekannten Werten von « und Gy ist sie der dritte fundamentale
Parameter der elektroschwachen Theorie. Da auch die W-Masse nur noch
einen Fehler von etwa 0,02 % hat, liefert die Anwendung von (7.13)

sin2 Ow = 0,2229 £ 0,0003 . (7.22)

Ao, (7.21)

Einsetzen in (7.18) gibt unter Benutzung des gerade berechneten Wertes von
Ar eine W-Masse von 80,32 GeV mit einem Fehler, der hier allein auf Grund
der Unsicherheit in sin? Oy etwa 0,1 GeV betriigt. Die Ubereinstimmung
der Parameter der elektroschwachen Theorie mit den experimentellen Wer-
ten wird verbessert, wenn in den Strahlungskorrekturen auch der Austausch
von Higgs-Bosonen beriicksichtigt wird. Abbildung 7.2 zeigt einen der vielen
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beitragenden Graphen. Die Korrekturen hingen logarithmisch von My / My,
ab. Das von der PDG zitierte Ergebnis My, = 80,381 £ 0,014 GeV der Fits
stimmt hervorragend mit (7.17) iiberein. Die Diskussion zeigt, wie eng in
diesem Bereich der Teilchenphysik prizise Messungen und komplexe theo-
retische Rechnungen [Hol90] miteinander verwoben sind.

7.2 Die e~ e*t-Vernichtungin
Fermion-Antifermion-Paare

Dieser Prozefl kann ohne Zweifel als die zentrale Reaktion der elektroschwa-
chen Wechselwirkung angesehen werden. Zu ihrer Erforschung wurde eigens
ein groBer Elektron-Positron-Speicherring (LEP am CERN in Genf) gebaut,
an dem tiber 1200 Physiker an vier Experimenten arbeiteten.

7.2.1 Die Bornsche Naherung

Wir berechnen den Wirkungsquerschnitt zunéchst in der Bornschen Néhe-
rung. Die benétigten Feynman-Graphen sind besonders einfach. Solange
auslaufende Elektron-Positron-Paare ausgeschlossen sind, miissen nur Aus-
tauschteilchen im s-Kanal berticksichtigt werden. Zusétzlich zaum Photonaus-
tausch der Abb. 3.5 kommt jetzt noch Z°-Austausch (Abb. 7.3) hinzu. Wir
beginnen mit der Streuamplitude fiir die Reaktion

ef +ef — fut fr . (7.23)

worin das Symbol f ein Lepton oder ein Quark bedeuten kann.! Aus den
Feynman-Regeln berechnet man in der Hochenergienidherung sofort

2 2
_ —e“Qy g CLeCL, f

Ty = — k 123

7i = —vr(k)y" uL(p) ( 7 o5 Oy qz_M%)

uL(pyuvr (k') | (7.24)

wobei die Symbole der Vierervektoren in Abb. 7.3 erlédutert sind. Die Kopp-
lungen cr,, und cr, ¢ an die Elektronen bzw. an beliebige Fermionen sind
in (6.154) definiert. Wir vereinfachen die Schreibweise wie im letzten Ab-
schnitt, indem wir fiir die Elektronen c1,, = c1, und cg , = cr ansetzen.

Der Propagator fiir das Z°-Boson muf noch modifiziert werden, um den
Pol der Streuamplitude bei s = M2 zu vermeiden. Fiir ein instabiles Teilchen
der Masse M und der totalen Zerfallsbreite I, ist nach den Regeln der
Quantenfeldtheorie der Faktor 1/(¢> — M2) im Propagator durch

1

7.25
q*— M2 +iMzTy, (7.25)
zu ersetzen. Fiir die Elektron-Positron-Vernichtung gilt
P =s, (7.26)

und fiir s &~ M2 wird der Wirkungsquerschnitt praktisch vollkommen durch
den Z°-Austausch bestimmt. Insbesondere hat das Betragsquadrat des Pro-

IWie immer bezeichnen die Indizes L, R an
den Teilchen und Spinoren die Helizitdten.

415
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Abb. 7.3

Feynman-Graphen der Elektron-Positron-
Vernichtung in Fermion-Antifermion-Paa-
re. (a) Photon-Austausch und (b) Aus-
tausch eines Z°-Bosons

a b
pl k|
f f
|
y 1 z°
|
|
e e
p k

pagators die Form der relativistischen Breit-Wigner-Funktion (2.277)

1
(s=M7P+M;I7

Jow = (7.27)

Wir bleiben weiter in der Hochenergiendherung und kénnen daher der Tabel-
le 3.1

=g (k)y"ur(p)ur(p)yvr (k') = s(1 4 cos @) (7.28)
entnehmen. Unter Beriicksichtigung von (7.15) gilt dann
Ty, (e'ge;{|r — foR) = —4ra(l4+cos®)(Qf — Aocrcr f) » (7.29)

worin die Abkiirzung

2
sM 5

A =
O MZE(s— M2 +iM,Ty)

(7.30)

benutzt wurde. Die Zusammenfassung der elektromagnetischen und schwa-
chen Wechselwirkung in diesem ProzeB ist klar zu sehen. Bei niedrigen
Energien s/ M32 < 1 iiberwiegt die elektromagnetische Wechselwirkung, fiir
s~ M % die schwache Wechselwirkung, wihrend oberhalb des Z O_Pols, s >
M %, beide Amplituden die gleiche Groenordnung haben, der Ausdruck
»schwache Wechselwirkung* ist dann bedeutungslos geworden.

Aus der Amplitude Ty; 148t sich nun ohne weiteres der Wirkungsquer-
schnitt

do  _ - a’N¢
Tolenet = fufr) == —(1+c0s0)?
. QZ—ZM—%S(S—MZ)fr Qrerer. s
S M}% z)JBW X fCLEL.f
M4
+M—§s2 fhweter, f) (7.31)
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Prozef} Tri/4ra
er et — foF (14 cos ©)(—=Q s + Aocrer. 1)
eren > fafu (1—cos O)(—Q + Aocrer. 1)
erel > fufr (1—cos ©)(—=Q + Aocrer, £)
erer = fafu (1+cos ©)(—=Qs + Aocrer. 1)

berechnen. N¢ ist ein Farbfaktor mit N = 3 fiir Quarks und N¢ = 1 fiir Lep-
tonen im Endzustand. Auf die gleiche Weise kann der Wirkungsquerschnitt
fiir die anderen drei moglichen Helizitdtskombinationen aus der Tabelle 7.1
entnommen werden. Mit ihrer Hilfe kann man nun nicht nur den spingemit-
telten Querschnitt, sondern auch andere interessante MeB3groBen, wie z. B.
die Asymmetrie zwischen Vorwirts- und Riickwiértsstreuung oder die Polari-
sation der auslaufenden Fermionen, bestimmen.

Wir beginnen mit der Berechnung des spingemittelten Wirkungsquer-
schnitts. Dazu werden zunéchst die Betragsquadrate der Amplituden der Ta-
belle 7.1 addiert. Das iiber die Spins der einlaufenden Teilchen gemittelte
Resultat (der vielleicht etwas miihsamen) Rechnung lautet:

S = (et e+ (Y-t 6 732
Z| rilm =321"a 2Ttz 2) 0 (7.32)

worin die Funktionen G| und G, durch

G\ = Q7 —20svvyBs(s—M3) faw + (v* +a*) (v} +a7) B> fy

(7.33)
und
Gy =—2Qyaas Bs(s— M) fhw +4vaveas B>s® fiw (7.34)
definiert sind. Hierin wurde die Abkiirzung
B = 4]‘;1%1% (7.35)

mit My aus (7.15) benutzt. AuBlerdem wurden die links- und rechtshindi-
gen Kopplungen durch die in der Literatur hdufiger vorkommenden Vektor-
und Axialvektor-Kopplungen (6.155) ersetzt. Zusétzlich wurden die Abkiir-
zungen ¢y, =v,ca. =a und cy y = vy, ca s = ay eingefiihrt. SchlieBlich
wurden die Winkelfunktionen durch die Invarianten s, 7, u ausgedriickt, was
sich bei der Behandlung der Elektron-Proton-Streuung als sehr niitzlich er-
weisen wird. Als Standardformel fiir den Wirkungsquerschnitt leiten wir nun
aus (7.32) die Beziehung

do  _ - o’ N¢

e TID=
ab.

[(14cos® ©)G +2cos OG,] (7.36)

Tabelle 7.1

Die Amplituden der Elektron-Positron-Ver-
nichtung in Fermion-Antifermion-Paare in
der elektroschwachen Wechselwirkung
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Tabelle 7.2
Die Kopplungen des Z© an Fermion-Anti-
fermion-Paare

24 2
vy tay
vy 1/2
e~et 1/2—2xw +4x3;

uil 1/2—(4/3)xw + (16/9)x3,
dd 1/2—(2/3)xw + (4/9)x%

Der im Cosinus des Streuwinkels lineare Term enthélt die paritétsverlet-
zenden Anteile. Da sin® @ nahe bei 0,25 liegt, ist dieser Term fiir Endzu-
stande mit p- oder r-Paaren ziemlich klein. Zum totalen Querschnitt trégt er
auf keinen Fall bei:

dra’Nc

ole et > ff)= TG1 . (7.37)
Das Verhiltnis
ole~et > ff) (7.38)

~ oqeple—et - put)

wird durch den starken Z°-Pol dominiert. Der EinfluB des Z° L:Bt sich aber
auch auBerhalb der Resonanz durch die Interferenz des Z°-Austausches mit
dem Photonaustausch nachweisen. In der Umgebung des Z°-Pols gilt in sehr
guter Nidherung

dra’Nc
3

Dieses Ergebnis vergleichen wir mit der allgemeinen Form einer Resonanz-
kurve in der Elektron-Positron-Vernichtung (2.278)

ole et > ff)= B’sfiw (> +a”) (v} +a7f) . (7.39)

/g
o =12ns—~42—% f% 7.40
TR (7.40)
und leiten daraus den Ausdruck
;' NcGpM3

627

fiir die Zerfallsbreite des Z° in Fermion-Antifermion-Paare ab. Die beno-
tigten Kopplungen sind in Tabelle 7.2 fiir die erste Generation von Teilchen
(d. h. die jeweils erste Familie von Leptonen und von Quarks) angegeben, fiir
jede weitere Generation gelten natiirlich die entsprechenden Formeln. In der
Tabelle wurde die Abkiirzung

xw = sin® O (7.42)
benutzt. Numerisch ergibt sich mit dem Wert von xw = 0,23

I}’ =0,166GeV | (7.43)
bzw.

s =0,083GeV . (7.44)

Das Z°-Boson ist leichter als das fop-Quark und kann daher nicht in it zer-
fallen. In unserer Nidherung erhalten wir deshalb bei Beriicksichtigung der
drei Leptonfamilien und der u-, d-, s-, c-, b-Quarks

I'y =2,43GeV (7.45)
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fiir die totale Zerfallsbreite. Wie wir gerade gelernt haben, trigt jede Neutri-
noart 166 MeV hierzu bei. Unter der plausiblen Annahme, daf3 auch die Neu-
trinos weiterer Generationen eine geringe Masse haben, 146t eine Messung
der Z°-Lebensdauer also die Bestimmung der Zahl elementarer Fermion-
Generationen zu. In der Praxis geschieht dies durch Ausmessen der Anre-
gungskurve der Resonanz (Abb. 7.4), wobei es sich als vorteilhaft erweist,
daf nicht nur die Halbwertsbreite, sondern auch die Hohe der Kurve durch
Iz bestimmt wird. Die Messungen am CERN und am SLAC haben die Uber-
einstimmung mit dem Standard-Modell eindrucksvoll nachgewiesen und so-
mit die Generationenzahl auf drei festgelegt. Dies wird sehr anschaulich
durch die in Abb. 7.4 eingezeichneten Vorhersagen fiir zwei, drei und vier
Generationen von Neutrinos belegt. Der aus den Messungen bestimmte Wert
von [z = 2,4952 £ 0,0023 GeV stimmt ausgezeichnet mit dem durch elek-
troschwache Strahlungskorrekturen verbesserten Ergebnis des Standard-Mo-
dells iiberein.

Die in der Abb. 7.4 zu sehende Gestalt der Kurve bedarf noch eines
Kommentars. Die eigentlich symmetrische Form der relativistischen Breit-
Wigner-Kurve wird durch die Bremsstrahlung der einlaufenden Elektronen

Abb. 7.4

Die Z9-Resonanz in der Elektron-Positron-
Paarvernichtung in Hadronen. Die einge-
zeichneten Kurven entsprechen der Vorher-
sage des Standard-Modells fiir zwei, drei
und vier Generationen von Fermionen
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Ereignisse
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Abb. 7.5

Die Winkelverteilung von sog. bb-Zerfillen
der ZO9-Resonanz. Als Signatur wurden
Ereignisse mit zwei Leptonen mit ho-
hem Transversalimpuls im Endzustand ge-
wihlt. Die beobachtete Asymmetrie muf}
u.a. noch aufgrund der Effekte von flavor-
Oszillationen korrigiert werden

und Positronen aufgehoben. Durch diese wird nimlich die effektive Schwer-
punktsenergie reduziert. Zu den Messungen bei /s > M tragen daher auch
viele Ereignisse bei, die erst nach Abstrahlung von Photonen auf dem Pol der
Resonanz liegen und daher einen besonders hohen Wirkungsquerschnitt ha-
ben. Dies fiihrt zu der beobachteten asymmetrischen Kurvenform. Die theo-
retische Berechnung lehnt sich an das in Abschn. 3.3.2 vorgestellte Verfahren
an.

Die Kopplungen vy und ay sind durch Auswahl der Endzustinde einer
experimentellen Bestimmung zugénglich. Natiirlich empfiehlt es sich, diese
Konstanten iiber die durch (7.36) festgelegte Winkelverteilung der Fermionen
zu messen, da man auf diese Weise die vielen Schwierigkeiten einer abso-
Iuten Messung des Wirkungsquerschnitts umgeht. Besonders einsichtig 1463t
sich das Ergebnis durch die sog. Vorwirts-Riickwirts-Asymmetrie

V—R

App = VIR (7.46)
ausdriicken. Hierin ist V' das Integral der Winkelverteilung zwischen 0° und
90° und R das entsprechende Integral zwischen 90° und 180°. Im Bereich
der Z°-Resonanz (Z°-Pol) folgt aus (7.33) und (7.34) das Ergebnis

va Vrayr

App =3—— ,
ERIEpE Vi +a;

(7.47)

das nur noch von den Kopplungen abhingt. Mit der Definition (7.46) 146t sich
die Winkelverteilung durch

d - 8
é(e_e"’ — ff)~1+cos’ O+ §AFB cos ® (7.48)

ausdriicken. Mit Hilfe einer Anpassungsrechnung an die Winkelverteilung
kann man also die Asymmetrie bzw. die schwachen Kopplungen der Fer-
mionen bestimmen. Historisch besonders bedeutsam war die Messung des
schwachen Isospins des h-Quarks. Die Untersuchung der Winkelverteilung
von bb-Paaren (Abb. 7.5) am Speicherring LEP im CERN ergab /31,(h) =
—1/2, das b-Quark mufte also einen Partner mit /531, = +1/2, das top-Quark
haben.

Die experimentelle Aufgabe besteht bei solchen Experimenten v.a. dar-
in, bb-Endzustinde zu erkennen. Dazu werden z.B. die in Abschn. 1.5.1
behandelten Vertex-Detektoren eingesetzt, mit deren Hilfe sich zerfallende
B-Mesonen identifizieren lassen. Eine alternative Moglichkeit besteht darin,
nur solche hadronische Ereignisse auszuwihlen, die ein = T -Paar enthal-
ten. Sie entstehen durch semileptonischen Zerfall des Quarks und des Anti-
quarks bzw. ihrer zugehorigen Mesonen. Nur die Lebensdauer von Mesonen
mit C # 0 oder B # 0 ist so klein, da8 diec Mesonen innerhalb des Detek-
torvolumens zerfallen. Das Myonspektrum aus b-Zerfillen ist aber deutlich
hirter als aus c-Zerfillen, weil die semileptonischen Zerfille der schweren
Quarks kinematisch dem f-Zerfall des Myons entsprechen (Abschn. 6.1.2).
Damit bekommt man ein Kriterium zur Auswahl von bb-Ereignissen an die
Hand, obwohl natiirlich die Details wie immer komplizierter sind, als es diese
Argumentation erscheinen lassen mag.
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7.2.2  Strahlungskorrekturen

Die Modifikation des Wirkungsquerschnitts durch die Beitrage der Feynman-
Graphen hoherer Ordnung bezeichnen wir — dem Sprachgebrauch der QED
folgend — als Strahlungskorrekturen. Am wichtigsten sind die schon im letz-
ten Abschnitt eingefiihrten Schleifen-Diagramme der Abb. 7.1. Durch die
Rechnungen hoherer Ordnung wird die Formel (7.36) fiir den Wirkungs-
querschnitt an verschiedenen Stellen geédndert, wobei die genaue Form die-
ser Anderungen vom verwendeten Rechenschema (Renormierungsschema)
abhingt. Fiir die Einzelheiten muf3 ich den Leser auf die Literatur verwei-
sen [PDG12, Duc99].

Am einfachsten 146t sich das Ergebnis der Rechnungen hoherer Ordnung
fiir die Vorwirts-Riickwirts-Asymmetrie auf der Z 0_Resonanz diskutieren,
denn in (7.47) werden nur die Kopplungen durch die sog. effektiven Kopp-
lungen ersetzt, die ihrerseits durch den effektiven Weinberg-Winkel bestimmt
werden. Die effektiven Werte kennzeichnen wir durch Uberstreichung, es gilt
also z. B.

U = Jor (I, =20, sin® Ow) (7.49)
ar = Jorliy (7.50)

mit den entsprechenden Ausdriicken fiir v und a. Die Vorwirts-Riickwirts-
Asymmetrie héngt nicht von den Normierungen ,/o, /05 ab, durch ihre
Messung kann also der effektive Weinberg-Winkel direkt bestimmt werden.
Das Ergebnis fiir sin? ©y aus einer Messung der Asymmetrie kann in erster
Niherung mit der Beziehung

sin’ Gy = sin’ Oy (1+ﬂ) (7.51)

tan? O '
(mit Ap, aus (7.21) in den Weinberg-Winkel des on shell-Schemas umge-
rechnet werden. Der effektive Weinberg-Winkel ist also etwa 3% grofer als
der Winkel des on shell-Schemas.

Unsere gesamte bisherige Diskussion ging von der stillschweigenden Vor-
aussetzung aus, dafl die Korrekturen hoherer Ordnung zu endlichen Aus-
driicken ohne Benutzung neuer Parameter fiihren, d. h. daf} die elektroschwa-
che Theorie also wie die QED renormierbar ist. In der Tat war der Beweis
der Renormierbarkeit des GSW-Modells einer der wesentlichen Schritte auf
dem Weg zu einer vereinheitlichten Theorie der elektromagnetischen und
schwachen Wechselwirkung.? Ohne diese Renormierbarkeit hitte der Ansatz
von Glashow, Salam und Weinberg nur die Rolle einer Art effektiven Be-
schreibung der Experimente iibernehmen konnen, dhnlich der Fermi-Theorie
des pB-Zerfalls. Die Tatsache, dali die Prizisionsmessungen der Elektron-
Positron-Vernichtung im Bereich der Z°-Resonanz am CERN und im SLAC
alle Abweichungen von der Bornschen Niherung als Folge der Strahlungs-
korrekturen bewiesen haben, ist daher von fundamentaler Bedeutung.

Der dominante Parameter in der Korrektur (7.21) ist die Masse des top-
Quarks. Thr Wert wurde aus den Prizisionsmessungen der elektroschwachen
Observablen zu etwa 170 GeV vorhergesagt und es ist beeindruckend, wie
gut nach der Entdeckung des fop-Quarks die direkte Messung (m, = 173,5+

2Die beiden niederldndischen Theoretiker Ge-
rardus t"Hooft (geb. 1946) und Martinus J.G.
Veltman (geb. 1931) erhielten fiir diese Leis-
tung den Physik-Nobelpreis 1999.
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3NC ist die schon bekannte Abkiirzung fiir
Neutral Current.

1,0 GeV) und die indirekte Bestimmung aus den elektroschwachen Korrek-
turen (mit einem identischen Resultat) tibereinstimmen. Was hierbei experi-
mentell erreicht wurde, wird klar, wenn man z. B. den relativen Fehler von
0,2% fiir sin®> @y oder 2-107° fiir die Z°-Masse betrachtet. Um diesen
Massenwert mit einer solchen Genauigkeit zu bestimmen, muf3 vor allem
die Strahlenergie des Speicherrings LEP am CERN prizise bekannt sein.
Da sie direkt vom Umfang des Rings abhingt, mufiten fremdartig anmuten-
de Korrekturen wie z. B. der Einflu} des Fiillstandes des Genfer Sees oder
Gezeiteneffekte aufgrund der Position des Mondes berticksichtigt werden.

7.1 Berechnen Sie das Verhiltnis R der Beziehung (7.38) fiir die uu-
Erzeugung bei Schwerpunktsenergien zwischen 30 und 150 GeV.

7.2 Berechnen Sie den totalen Wirkungsquerschnitt der e~ e™-
Annihilation in Hadronen im Bereich der Z°-Resonanz und
vergleichen Sie das Ergebnis mit der durchgezogenen Linie
der Abb. 7.4. Die Unterschiede zeigen den grofen Einflu der
Strahlungskorrekturen.

7.3 Berechnen Sie die Polarisation der in der Elektron-Positron-
Annihilation erzeugten t-Leptonen bei Schwerpunktsenergien im
Bereich der Z°-Resonanz.

7.3 Die Elektron-Nukleon-Streuung bei
Beriicksichtigung des Z - und W -Austausches

Sobald die Impulsiibertriige in die Nihe von |¢%| ~ M % kommen, kann der
Austausch von Z°-Bosonen auch in der Elektron-Quark-Streuung eq — eq
nicht mehr vernachlissigt werden. Die zugehorigen Formeln fiir den Wir-
kungsquerschnitt dieser sog. NC-Reaktion® konnen wieder sehr einfach mit
Hilfe der Ersetzung s <> ¢ aus (7.32) abgeleitet werden. In der Annihilati-
on wird ¢ aus dem Impulsiibertrag zwischen dem einlaufenden Elektron und
dem auslaufenden Quark berechnet. Das Uberkreuzen dieser beiden Linien
fiihrt demnach zur Reaktion e™¢ — e~ ¢. Fiir diese gilt

— uz S2 uz S2
1Ty P = 3277 [(z_z + 72) G+ (72 - 72) G;} : (7.52)

Die Funktionen G{, erhilt man ebenfalls aus den G, durch die Ersetzung
s <> 1. Hierbei wird aber i. allg. der EinfluB der Zerfallsbreite I” in fy ver-
nachlissigt, da man jetzt natiirlich sehr weit vom Pol der Resonanz entfernt
ist. Damit ergibt sich

G| = 07 —20svvsB' + (v’ +a*)(v} +aj)B” (7.53)
und

G, =—2Qyaa; B’ + 4vavsas B (7.54)
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(7.55)

Die gleichen Beziehungen gelten natiirlich auch fiir die Reaktion e*q —
etyq.

Antiteilchen werden im Standardmodell in ein rechtshindiges Isodublett
und ein linkshédndiges Isosingulett eingeordnet, z. B. hat das rechtshindige
Positron den schwachen Isospin /3 = 1/2. Da auch die Ladungen sich um-
kehren, gilt fiir die Kopplungen der Antiteilchen ¢y = —cy und ¢4 = ¢4. Fiir
die Reaktionen e~qg — e~¢ (bzw. et§ — e™§) wird daher das Vorzeichen
des G)-Terms in (7.52) negativ, da alle Kopplungen in (7.53) und (7.54)
grundsitzlich fiir die Teilchen und nicht fiir die Antiteilchen definiert sind.

Durch Multiplikation mit den Partondichten kann jetzt der Wirkungsquer-
schnitt der inelastischen Elektron-Nukleon-Streuung

eT+NoseT+X (7.56)

berechnet werden. Als Standarddarstellung wihlen wir

d’onc(eTN)  2na?
a = [YiFo(x,q%) =y Fo(x,q*) £ Y_xF3(x,¢%)]

dg?dx  xg¢*
(7.57)
mit g> = ¢ und
Yi=1+(—-y), (7.58)

worin y die in (5.61) definierte dimensionslose Variable ist, die anschaulich
den relativen Energieverlust des Elektrons im Ruhesystem des Protons kenn-
zeichnet. Die Strukturfunktionen F; 3 in (7.57) werden aus den Partondichten

iiber
F(x.¢°) =x Y Gilgr(x.q>) +3s(x.q°)] (7.59)
f
und
F3(x.q%) =Y _ Ghlgr(x.q*) = Gr(x.47)] (7.60)

/

berechnet. Die ¢>-Abhiingigkeit der Partondichten und Strukturfunktionen ist
ein QCD-Effekt, wie wir ihn in Abschn. 5.3.4 studiert haben. Die Funktion
Fy wurde in (5.126) definiert. Im Rahmen des Quarkmodells einschlieBlich
der leading-log-QCD-Korrekturen gilt F, = 0, d. h. es gilt die Callan-Gross-
Relation (5.73). QCD-Rechnungen, die iiber die leading-log-Néaherung hin-
ausgehen, ermoglichen eine theoretische Vorhersage fiir Fy.

Gleichung (7.57) ist die allgemeine Formel fiir die inelastische Elektronen-
Streuung bei Beriicksichtigung des y- und Z°-Austausches (neutrale Strome).
Sie war die Grundlage ausgedehnter experimenteller Untersuchungen am Elek-
tron-Proton-Speicherring HERA. Die Beziehungen (7.53) und (7.54) gelten in
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Abb. 7.6

Der iiber x integrierte Wirkungsquerschnitt
der inelastischen Elektron-Proton-Streuung
in NC- und CC-Reaktionen. Die Messun-
gen der beiden HERA Experimente H1 und
ZEUS werden mit der elektroschwachen
Theorie verglichen. Unsere Variable |g2|
wird hier mit Q2 bezeichnet.

4Das Problem der elektroschwachen Strah-
lungskorrekturen wurde vor Beginn der
HERA-Experimente ausfiihrlich  diskutiert
[Spi92].

5CC ist die Abkiirzung fiir Charged Current.
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der Bornschen Niherung der elektroschwachen Theorie, die bei der bisher er-
reichten Genauigkeit der Experimente ausreichend ist.* Im Grenzfall kleiner
Impulsiibertrige gilt ersichtlich B’ — 0, womit der AnschluB an Abschn. 5.3
gewonnen ist, in dem nur der Photonaustausch beriicksichtigt wurde.

Bei hohen Impulsiibertriigen ist auch die Rate der CC-Reaktion® e T N —
Ve (V)N von #dhnlicher GroBenordnung wie die Rate der NC-Reaktion. Die
Formel fiir die Streuung linkshédndiger Elektronen und rechtshidndiger Po-
sitronen wird identisch zu (6.103) mit dem positiven Vorzeichen in der Klam-
mer fiir einlaufende Elektronen. Fiir die Streuung unpolarisierter Elektronen
oder Positronen muf} die rechte Seite durch zwei dividiert werden. Aufler-
dem ersetzen wir EM im Vorfaktor durch s/2, um kinematische Situationen
zu berticksichtigen, in denen das Target-Nukleon nicht ruht. Nach Umrech-
nung der Differentiale und Multiplikation mit dem Propagatorterm 1/(1 +
lq?|/ M3,)?* erhalten wir schlieBlich

Gi
8x(1+ g%/ M},)?

dZO'CC
dg2dx

(eTN)= [Y4Fa(x.q®) £Y_xF3(x.q7)] .

(7.61)
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Im Vergleich mit (6.103) wurde hier noch die Skalenabhingigkeit der Struk-
turfunktionen explizit zum Ausdruck gebracht und die gleichen kinemati-
schen Faktoren wie in (7.57) benutzt. Bei htheren Anspriichen an die Genau-
igkeit als im Quarkmodell mit leading-log-Korrekturen muf3 auch noch ein
Term —y? Fy in die Klammer eingefiigt werden. Die erlaubten Quarkdichten
in den Strukturfunktionen F, und F3 der CC-Reaktionen konnen mit der Zu-
ordung v, — ¢~ und v, — e der Tabelle 6.1 entnommen werden, falls man
sie nicht einfach durch Zeichnen der zugehorigen Feynman-Diagramme ge-
winnen will. Hiufig wird die Cabibbo-Struktur vernachlissigt (O¢ = 0), so
daB sich z. B. fiir die Reaktion e~ p — v, X die Ausdriicke F, = 2x(u +d)
und F3 = 2(u —d) ergeben. Selbst fiir ©¢ # 0 wird mit dem naheliegenden
Ansatz d ~ 5 das gleiche Resultat erhalten. Nach diesem Muster konnen auch
weitere Generationen von Quarks beriicksichtigt werden, wie in F, = 2x (u +
d+c+5).

Da an HERA sehr grofle Impulsbetrige moglich waren, ist es erstmals
gelungen, neben dem W -Austausch auch den Z°-Austausch in der Elektron-
Proton-Streuung experimentell nachzuweisen. Besonders eindrucksvoll ist
der Vergleich zwischen den NC- und CC-Wirkungsquerschnitten, wie er
in Abb. 7.6 zu sehen ist. In dieser ist der iiber x integrierte Wirkungsquer-
schnitt der Gleichungen (7.57) und (7.61) aufgetragen. Wie erwartet, liber-
wiegen die NC-Reaktionen bei kleinen Werten von |g?|, wihrend bei groRen
l¢?| die Wirkungsquerschnitte sehr dhnlich werden. Die Messungen werden
hervorragend durch die elektroschwache Theorie beschrieben, wobei in der
Abbildung ein Satz von Partondichten benutzt wurde, der in der Literatur
unter dem Namen CTEQ6D bekannt ist.

7.4 Die Erzeugung des W -Bosons in
Quark-Antiquark-StoRen

Entsprechend zum Vorgehen im vorletzten Abschnitt wird jetzt noch der
Wirkungsquerschnitt fiir den Prozef3

u+d—et +u, (7.62)

fiir Schwerpunktsenergien im Bereich der W -Masse berechnet. Es war dies
eine der Reaktionen, in denen am CERN die Existenz des W -Bosons nach-
gewiesen wurde. In der Hochenergiendherung ist das einzig beitragende Dia-
gramm der Annihilationsgraph der Abb. 7.7, wobei wir nun als einlaufende
Fermionen ein u- und ein d-Quark (z. B. im Farbzustand R R) wihlen. Die
zugehorige Amplitude 146t sich leicht aufschreiben:

2

—87°C1 - - / /
Tri = iR (k)yHu u vr(k") ,
i 5 r(k)y L(p)s_Mvzy+iMWFW L(P)yuvr(k)

(7.63)
woraus ohne gro3e Anstrengung

d _ GZ 2
—U(ud —etv,) = FC (14 cos ©)’ My, firw (7.64)

ds2 3272

Abb. 7.7
Feynman-Graph der W -Produktion durch
Annihilation von u- und d-Quarks
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fiir einfallende Strahlen unpolarisierter Quarks abzuleiten ist. Das Quadrat
der Schwerpunktsenergie im Quark-Antiquark-System wird wieder mit § be-
zeichnet. W-Bosonen tragen keine Farbe, daher mufl das ud-System in ei-
nem Farb-Antifarb-Zustand wie RR sein. In Strahlen farbiger Quarks kann
jede erlaubte Kombination mit der Wahrscheinlichkeit 1/9 erreicht werden,
der resultierende Farbfaktor ist daher 1/3. Durch Integration von (7.64) iiber
den Streuwinkel @ im Schwerpunktsystem erhélt man den totalen Wirkungs-
querschnitt
G2c?s )
Ton My fhw (7.65)
worin der Farbfaktor schon eingearbeitet ist. In dieser Formel sind — wieder
dhnlich wie im letzten Abschnitt — die Zerfallsbreiten

o(ud — etv,) =

_ G 2M3
und
Gp M3

enthalten. Beim Vergleich mit der Breit-Wigner-Formel muf3 aber beachtet
werden, dal} jetzt das statistische Gewicht g in (2.278) einen zusitzlichen
Faktor 1/9 wegen der Mittelung iiber die Farben der einlaufenden Quarks
enthilt. Die Farbeinstellungen werden also wie die Spineinstellungen behan-

delt. Numerisch folgt aus diesen Formeln fiir jede Leptonfamilie I Vllf Pt —
227 MeV.

Vertiefung

Die Zerfallsbreite des W-Bosons in ein masseloses Fermion, und ein
Fermion, dessen Masse nicht vernachlissigt werden darf, kann ebenfalls
schnell berechnet werden. Dazu benutzen wir wieder die crossing-
Methode. Da nur eine Fermion-Linie gekreuzt wird, muf (6.91) mit dem
Faktor —1 multipliziert werden. Sinngemaf wird anstelle von m, die Mas-
se des schweren auslaufenden Fermions 71, eingesetzt. Die Mittelung iiber
die Spins des zerfallenden W -Bosons gibt einen Faktor 1/3 und daher gilt

2\2 m2
rr Nc 2 f f
I = —T| Vs - 24+ —1 , 7.68
W 2 ol V| ( MI%,) ( MI%,) ( )

worin [ die masselose Niherung (7.67) bedeutet und N der Farbfak-
tor ist, also 3 fiir Zerfille in Quarks und 1 fiir Zerfille in Leptonen.
Fiir leptonische Zerfille gilt Vs = 1, wihrend fiir Zerfélle in Quarks
die Cabibbo-Faktoren c;,s; bzw. die allgemeineren Kopplungen des
Abschn. 7.8.1 einzusetzen sind.

Auf den ersten Blick erscheint diese Rechnung vielleicht als eine rein
akademische Ubung, da es ja keine freien Quarks gibt, mit denen man die
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Reaktion experimentell untersuchen kann. Von Rubbia und Cline wurde je-
doch vorgeschlagen, die Quarks und Antiquarks in Strahlen hochenergeti-
scher Protonen bzw. Antiprotonen durch Untersuchung der Reaktion

pp— WX (7.69)

zu benutzen.® Hier bezeichnet X wieder einen (im Rahmen der Erhaltungs-
sdtze) beliebigen hadronischen Zustand.

Die formale Berechnung des Querschnitts der Reaktion (7.69) erfolgt,
genau wie bei den Zwei-Photonen-Reaktionen (5.139), durch

do(pp — e+veX) = u(zl)d(zz)oRdzldzz , (7.70)

wobei man fiir o® z.B. (7.65) einsetzt, falls die W-Produktion im Kanal
e v, untersucht werden soll. Die Impulsbruchteile der einlaufenden Quarks
werden mit zy, z, bezeichnet. Mit Hilfe der in Abschn. 5.4.1 eingefiihrten
Variablentransformation z = z;z, und unter Benutzung der Ndherung (2.280)
fiir die Breit-Wigner-Funktion wird daraus das Resultat

4 T I

o(pp = etveX) = -
w

zw Lya (zw) (7.71)

abgeleitet. Hierbei ist die Luminosititsfunktion

1

Lua(2) = [ u (3) d(zn 22 (7.72)
Zy Zy

an der Stelle zy = M, /s fiir einen Proton-Antiproton-Speicherring mit ei-
ner Schwerpunktsenergie von 315 GeV zu bestimmen. Die Anzahldichte der
d-Quarks im Antiproton ist gleich der Anzahldichte der d-Quarks im Pro-
ton. Fiir drei Lepton- und zwei Quarkfamilien gilt die Ndherung I'y ~ 917
Unter Benutzung der Beziehungen (5.102) fiir die Quarkdichten berechnen
wir ¢ = 0,5nb fiir die W *-Produktion in den Zerfallskanilen mit einem
auslaufenden Positron bzw. Elektron.

Diese Zahl erscheint zundchst hoffnungslos klein, wenn sie mit dem tota-
len Querschnitt der p p-Streuung von 62 mb bei der gleichen Schwerpunkts-
energie verglichen wird. Gliicklicherweise hat die von uns gewihlte Reaktion
eine sehr klare Signatur, ndmlich ein Elektron mit hohem Transversalimpuls
im Endzustand. Das Neutrino, das mit dem gleichen Transversalimpuls den
Detektor verldft, macht sich durch die hohe fehlende Transversalenergie in
der energetischen Gesamtbilanz des Ereignisses bemerkbar. Auflerdem haben
die in der Kernreaktion

pt+p—>X (7.73)

erzeugten Hadronen nur kleine Transversalimpulse ({pT) &~ 300 MeV) ge-
geniiber der Richtung der einfallenden Teilchen. Durch einen Schnitt in pr
lassen sich also die meisten Hadronen aus einem Ereignis beseitigen, so daf3
eine Fehlinterpretation als leptonischer W -Zerfall relativ unwahrscheinlich
wird. Auf diese Weise konnte daher das W -Boson gefunden und seine Masse
rekonstruiert werden (siehe auch Abb. 2.13).

6Carlo Rubbia (geb. 1934) gelang es in der
Tat, am CERN den Umbau des Protonensyn-
chrotrons in einen p p-Speicherring durchzu-
setzen. Er leitete dann eines der beiden Ex-
perimente (UA1), in denen die W- und Z-
Bosonen entdeckt wurden. Er erhielt 1984 den
Nobelpreis gemeinsam mit Simon van der
Meer (1925-2011), der fiir seine bahnbrechen-
den Beitrige zur Technologie der Speicherrin-
ge geehrt wurde.
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Der experimentelle Wert des Wirkungsquerschnitts liegt mit o = 0,6 &
0,1 nb sehr nahe bei dem gerade berechneten theoretischen Wert. Die be-
sonders gute Ubereinstimmung ist wahrscheinlich zufillig. Wir haben weiter
oben gesehen, daf} durch die QCD-Korrekturen die Verteilungen zu kleineren
x-Werten verschoben werden. In der leading-log-Naherung der QCD wird
(7.70) durch

do(pp —eTv.X) =u(zy, ,u%)cf(zz, M%)aRdzldzz (7.74)

ersetzt, wodurch eine zusétzliche numerische Unsicherheit je nach Wahl
(z.B. urp = My) der Faktorisierungsskala pp auftritt. Zu beachten ist, dafl
jetzt die Skala p f positive Werte annimmt im Gegensatz zur Elektronenstreu-
ung. Die Entwicklung der Partondichten hingt aber nicht vom Vorzeichen
der Skala ab. Auch hier verhalten sich die Partondichten ganz dhnlich wie die
laufende Kopplungskonstante a5 (g?).

Bei der Behandlung der Strukturfunktionen in Abschn. 5.3 haben wir fest-
gestellt, daB die komplette Auswertung der QCD-Diagramme erster Ordnung
neben der ¢2-Abhingigkeit der Partondichten eine Berechnung der longitu-
dinalen Strukturfunktion F; erlaubt. Die Beriicksichtigung der sog. kleinen
Terme — also der Terme, die nicht logarithmisch mit der Energie ansteigen
— fiihrt auch im Beispiel der W -Produktion zu einer weiteren Korrektur. Der
Querschnitt o™ in (7.74) muB durch Ko ersetzt werden, mit

8
K=1+ gas , (1.75)

wobei auch hier ag bei einer bestimmten Skala, z. B. ,uz =M vzv ausgewertet
werden muf.

Die QCD-Korrekturen werden im betrachteten Beispiel offenbar relativ
grof}, was nicht allein dem K -Faktor zuzuschreiben ist. Wir wissen schon aus
Abschn. 5.3.4 wie stark die Partondichten bei kleinen x-Werten von der Skala
abhingen. Eine genaue Kenntnis der Quark-Dichteverteilungen im Nukleon
in Abhiingigkeit von x und |g?| ist daher auch fiir die Experimente am LHC
von grofler praktischer Bedeutung. Es ist nicht einmal unbedingt nétig, die
Partondichten aus Analysen der Elektron- oder Neutrinostreuung zu bestim-
men. Man kann z. B. die Produktion von W-Bosonen (ud — W+ — e*v)
als Eichreaktion benutzen, um mit Hilfe von (7.70) Informationen iiber die
Quarkdichten zu erhalten.

7.4 Bestimmen Sie numerisch die Luminositétsfunktion L,;(z) an ei-
nem Proton-Antiproton-Speicherring mit Hilfe der Partondichten
in (5.102). Bei welchem z wird die Quark-Antiquark-Luminositéit
gleich der Luminositit des Speicherrings?

7.5 Bestimmen Sie das Verhiltnis der Partialbreiten des W *-Bosons in
den Kanilen W+ — ud und W+ — cb.
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7.5 Die Produktion des top-Quarks
in Hadron-Hadron-St6Ben

Das rop-Quark wurde in der Reaktion
p+p—t+i+X (7.76)

am Proton-Antiproton-Collider des Fermilab in den USA entdeckt. Der do-
minante Beitrag kommt von der Quark-Antiquark-Vernichtung ¢g — tf
(Abb. 7.8). Obwohl insbesondere an der Schwelle der Reaktion die Transver-
salimpulse der auslaufenden Quarks klein sind, kann der Prozef3 aufgrund der
groflen z-Masse storungstheoretisch berechnet werden. Die Formel (3.178)
der QED 14Bt sich in die QCD iibersetzen, indem « durch ag ersetzt und
der Farbfaktor 2/9 des Beispiels aus Abschn. 4.2 iibernommen wird. Nach
Integration iiber den Streuwinkel lautet das Ergebnis

2
o
04 = 5502 +e)v1-0r . (7.77)
27my;
worin die Abkiirzung
4m?
0= (7.78)

verwendet wurde. Das Quadrat der Schwerpunktsenergie im Quark-Anti-
quark-Subsystem (5) wird aus den Impulsbruchteilen z;, der Quarks im
Proton bzw. Antiproton berechnet. Mit den Bezeichnungen des letzten Ab-
schnitts gilt § = zs und

do,;

d—?” =0,3(z5)Ly5(2) . (7.79)
Numerisch folgt daraus bei einer Schwerpunktsenergie von /s = 1,8 TeV
nach Integration iiber z ein Wirkungsquerschnitt von etwa 5 pb, das ist noch-
mals ein Faktor 100 weniger als im Beispiel der W-Produktion aus dem
letzten Abschnitt. Eine genaue Vorhersage verlangt auch hier die Beriick-
sichtigung der QCD-Korrekturen, auf deren Diskussion wir aber verzichten.

Das 7-Quark zerfillt unmittelbar in ein W-Boson und ein b-Quark, oh-
ne die Zeit zur Hadronisierung zu haben. Da die W-Bosonen dominant in
Quark-Antiquark-Paare zerfallen, erwarten wir als hauptséchlich vorliegende
Signatur der ¢-Produktion Ereignisse mit sechs Jets mit hohen Transversal-
impulsen im Endzustand. Diese Konfiguration ist jedoch auBerordentlich
schwer vom Untergrund zu trennen, da bei dem sehr kleinen Wirkungsquer-
schnitt auch harte QCD-Prozesse wie die Vielfachabstrahlung von Gluonen
zu wesentlich mehr Endzustinden mit sechs Jets fiihren. Hier hilft wiederum
nur, die b-Quarks zu identifizieren, z. B. durch Erkennen der Zerfallsvertices
in einem Vertex-Detektor. Das Signal-Untergrund-Verhéltnis wird auerdem
verbessert, wenn man Reaktionen selektiert, in denen eines der W-Bosonen
in ein pv-Paar zerfallen ist. Dies wird in den Veroffentlichungen der Ar-
beitsgruppen ausfiihrlich diskutiert [Abe95]. Der Leser sieht wohl ein, wie

0000000000

u,d

Abb. 7.8
Der dominante Beitrag zur Produktion von
top-Quarks in Proton-Antiproton-Stoen
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Abb. 7.9

Diagramme, die zur top-Produktion in
pp-Reaktionen beitragen. (a) Fermion-
Austausch wie er auch in der Reaktion
yy = pu~puT auftaucht, (b) das fiir die
QCD typische Diagramm der 7-Produktion
iiber die Drei-Gluon-Kopplung

199 T 1999

&
(6666

schwierig der experimentelle Beweis fiir die Existenz des fop-Quarks war.
Ohne die Vorhersage der Masse aus den Prizisionsmessungen am LEP wire
die Suche noch wesentlich schwieriger gewesen.

Am Proton-Proton-Collider LHC des CERN ist die sog. Gluon-Gluon-
Fusion, gg — tf, der dominante Produktionsmechanismus. Hier reicht es
nun nicht aus, das QED-Ergebnis (3.233) fiir die Elektron-Paarerzeugung
in yy-Reaktionen in die QCD zu iibersetzen. Neben dem zur QED analo-
gen Diagramm der Abb. 7.9a trigt ndmlich auch das Diagramm 7.9b bei, zu
dem es in der QED keine Entsprechung gibt. Das MeBergebnis des ATLAS-
Experiments am LHC bei /s = 7TeV lautet o = (177 & 10) pb in guter
Ubereinstimmung mit theoretischen Rechnungen unter Einschluf der NLO-
Strahlungskorrekturen. Die top-Quarks werden also am LHC bei einer Lumi-
nositit von mehr als 25 fb~!/a (inverse femtobarn pro Jahr) in groBer Menge
produziert.

7.6 Intermezzo: Die Hadron-Hadron-Streuung

Bisher haben wir nur einen kleinen Ausschnitt von Hadron-Hadron-Reak-
tionen behandelt, ndmlich solche, die sich auf Reaktionen der punktférmi-
gen Konstituenten zuriickfiihren lieBen. Zu diesen Reaktionen gehdren neben
der W- und ¢-Erzeugung v. a. die reinen QCD-Prozesse wie gqg — gq oder
g9 — gg4, die zu Endzustéinden mit zwei oder mehr Jets bei hohen Transver-
salimpulsen fiihren. Thre theoretische Beschreibung erfolgt wie in den bisher
behandelten Beispielen durch Faltung der Partondichten mit den Streuquer-
schnitten der Partonen. Hier ist ein reiches theoretisches und experimentelles
Arbeitsgebiet entstanden, das auch in den Lehrbiichern der QCD ausfiihrlich
behandelt wird [E1110].

Prozesse, die sich auf die Streuung punktférmiger Teilchen zuriickfiihren
lassen, haben wir schon hdufig als harte Reaktionen bezeichnet. Die QCD-
Prozesse bilden den Hauptuntergrund zu solchen elektroschwachen Reaktio-
nen, deren Endprodukte in Hadronen zerfallen. Sie machen aber nur einen
kleinen Teil des totalen Hadron-Hadron-Querschnitts aus. Dieser Querschnitt
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kann nicht mit perturbativen Methoden berechnet werden. Die Reaktionen
aus denen er sich zusammensetzt, werden weiche Prozesse genannt. In den
folgenden Absitzen soll in komprimierter Form dargelegt werden, was eine
jahrzehntelange Erforschung dieses Gebiets erbracht hat, wobei wir uns aber
auf die Proton-Proton-Streuung beschrinken. In den letzten Jahren wurde
die Streuung hochionisierter Kerne (Heavy Ions) bei hohen Energien intensiv
untersucht. Hier ist ein neues Arbeitsfeld der QCD entstanden. Man vermu-
tet, ein Quark-Gluon-Plasma beobachtet zu haben, worin sich Quarks und
Gluonen in dem durch die Ausdehnung der Kerne bedingten groflen Reak-
tionsvolumen frei bewegen. Ein detaillierter Ubersichtsartikel wurde von P.
Braun-Munziger, K. Redlich und J. Stachel geschrieben [BRMO3].
Der totale Wirkungsquerschnitt der Proton-Proton-Streuung

ptp o X (7.80)

(in dem auch die elastische Streuung enthalten ist) hat iiber weite Energiebe-
reiche einen praktisch konstanten Wert: fiir 5 < /s < 100 GeV gilt mit einer
Genauigkeit von £10 %

o(pp — X)=45mb . (7.81)

Dieses Verhalten erinnert sofort an die eigentliche Bedeutung des Wortes
» Wirkungsquerschnitt®, ndmlich die effektive Fliche stoender Kugeln. Die
quantenmechanische Berechnung [Gol64] dieses Streuproblems an einer
»schwarzen Scheibe* ergibt 0 = 27 R?, woraus mit (7.81) R = 0,84 fm folgt,
also ungefihr der Radius des Protons. Die theoretische Behandlung des Streu-
problems zeigt weiter, daf die Winkelverteilung der elastischen Streuung
(pp — pp) wie die Beugung einer Welle an einer schwarzen Scheibe aus-
sehen sollte. Tatsdchlich zeigt die Winkelverteilung Diffraktionsmaxima und
-minima. Die Winkelverteilung um das Hauptmaximum bei & = 0 wird durch

4
dog _ TR oR21/4

dr 4

beschrieben. Der Anteil des elastischen Querschnitts an o wird zu hoheren
Energien immer kleiner, dies entspricht nicht dem einfachsten Diffraktions-
modell, in dem o) = 0/2 gilt.

Genauere Untersuchungen des totalen Querschnitts lassen eine schwache
Energieabhingigkeit erkennen. Sie wird fiir Schwerpunktsenergien /s zwi-
schen 5 und 1000 GeV sehr gut durch die einfache Parametrisierung [Don92]

(7.82)

o =21,75%0808 4 98 395704525 (7.83)

reprisentiert, worin o die Einheit mb hat, wenn s in GeV2 eingesetzt wird.”

Der Wirkungsquerschnitt fillt also zundchst ab, durchlduft ein flaches Mini-

mum und steigt dann wieder an, wobei er den Wert von ¢ = 66 mb bei /s =

1000 GeV erreicht. Die pp- und die 7 p-Streuung werden auffilligerweise

durch die ’gleichen Expone?ten beschrieb.en', nur die Vorfaktoren sind etwas 7Man sieht, da auch Physiker immer wieder
anders. Diese Zusammenhinge waren bis in die 1970er Jahre Gegenstand  gem Vermischen von Variablen und Dimensio-
intensiver Forschungen. Sie wurden durch die sog. Regge-Phidnomenologie nen der Ingenieursformeln verfallen.
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gedeutet, auf deren Spuren wir schon im Zusammenhang mit dem Massen-
spektrum der Hadronen gestofen sind (Abschn. 4.2.1).

Mit (7.83) berechnen wir 0 = 90,7 mb bei einer Schwerpunktsenergie von
7 TeV. Die neuesten Daten vom LHC liegen aber mit (98 & 2,5) mb deutlich
tiber dieser Vorhersage. Das ist ein wichtiges Ergebnis, da durch den damit
notigen Zusatzterm 1,0s%3¢ in (7.83) sich der in Abschn. 5.3.4 besprochene
starke Anstieg der Strukturfunktion bei kleinen x im Anstieg des Wirkungs-
querschnitts der Proton-Proton-Streuung bei sehr hohen Energien spiegelt.
Allerdings ist diese Interpretation noch nicht gesichert. Die hochsten Ener-
gien werden in Kollisionen der kosmischen Strahlung mit der Lufthiille der
Erde erreicht. Die daraus resultierenden hadronischen Schauer werden mit
grofBflichigen Detektoren untersucht. Zur Extraktion von o (pp — X) miis-
sen Modelle der Kernphysik verwendet werden. Die Fehler sind daher auch
diesem Grund noch relativ grof3 und der vom Pierre-Auger-Observatorium
ermittelte Wert [Aug12] von (133 4=25) mb bei /s = 57 TeV kann nicht zur
Begriindung eines Zusatzterms in (7.83) herangezogen werden.

Vertiefung

Es ist an der Zeit, den Zusammenhang zwischen der Strukturfunktion F,
der Elektron-Proton-Streuung und dem totalen Wirkungsquerschnitt der
Hadron-Hadron-Streuung etwas genauer zu untersuchen. Dazu bringen
wir (7.83) in die Form

s\ s\?
e (_) 4 (_) (7.84)
S0 So

mit s) = 1 GeV?. Auch der Wirkungsquerschnitt o(yp — X) wird durch
die oben gefundenen Exponenten ¢; mit anderen Vorfaktoren A; glén-
zend beschrieben. Dies ist eine schone Bestitigung der in Abschn. 4.5.2
beschriebenen Idee der hadronischen Natur reeller Photonen (Vektor-
Meson-Dominanz). Fiir den Wirkungsquerschnitt o; (W2, |¢%|) in (5.79)
machen wir im gleichen Sinn den Ansatz

MZ
w2, |q%)) = wh—Y | 7.85
o (W=, 1q°) = oyn ( )Iq2|+M5 (7.85)

der fiir moderate Werte von |¢2| <5 GeV? die Daten verniinftig be-
schreibt. Die Faktorisierung garantiert, daB eine bei |g%| > 0 gemessene
W 2-Abhingigkeit auch bei |¢%| = 0 giiltig bleibt. My muB nicht die Masse
eines oder mehrerer Vektormesonen sein, sondern kann als Parameter auf-

gefasst werden, der den Daten entnommen wird. In diesem Sinne setzen
wir fiir die |¢%|-abhingigen Teilquerschnitte

€] M2
sl =4 (L) =B 7.86
0i(s,1q°]) w) @ (7.86)



an, worin zur Vereinheitlichung der Notation W? = s benutzt wurde.
Wegen (5.79) gilt nun unter Vernachlissigung von oy fiir |¢?| < s

I+e€;
AiSO 1 |q2| ! Mi2
4r2a x o |g?| + M;

Fiir kleine x enthilt F, auch in der QCD einen Anteil ~ 1/x¢, da g(x, |¢?|)
gemiB (5.127) proportional 1/x*! mit einem |g?|-abhiingigen € wird.
Man kann versuchen, das QCD-Resultat durch einen zusatzlichen Teil-
querschnitt oy der Form (7.86) mit konstantem €, &~ 0,4 nachzubilden,
woraus dann

€0 €] €
o = A (i) A, (i) A, (i) (7.88)
S0 So So

folgt. Ob dieses sog. harte Pomeron — die Formulierung bezieht sich auf
den Gegensatz zum weichen Pomeron mit €; = 0,0808 — sich wirklich
in den Daten zeigt, kann nur durch genaue Messungen bei sehr hohen
Energien entschieden werden. In dem Buch Pomeron Physics and QCD
diskutieren die Autoren ausfiihrlich die komplementdre Beschreibung
hadronischer Prozesse durch Regge-Theorie und QCD [Don02].

Fiir die Pion-Proton-Streuung gilt angenéhert

2
Onp = gapp . (7.89)

Dieses Zahlenverhiltnis findet eine einfache Erkldarung im Quarkmodell.
Wenn auch die zum totalen Querschnitt beitragenden Prozesse perturbativ
nicht berechenbar sind, ist 0, dennoch durch die Zahl der mdglichen Quark-
reaktionen festgelegt. Da die Mesonen aus zwei und die Nukleonen aus drei
Quarks bestehen, wird (7.89) unmittelbar einsichtig.

Besonders interessant ist natiirlich das Verhalten der in unelastischen Re-
aktionen erzeugten Hadronen, das sind zum iiberwiegenden Teil Pionen. We-
gen der groflen Zahl der moglichen Kanéle studiert man am besten die inklu-
sive Reaktion

p+p—onm+X . (7.90)
Dies geschieht durch Messung des invarianten Querschnitts
Ao
E5=FG.pL.pr) (7.91)
p

als Funktion der Schwerpunktsenergie und des Longitudinal- bzw. Trans-
versalimpulses der erzeugten Pionen. Die Impulskomponenten der Pionen
beziehen sich hierbei auf eine Achse, die durch die Richtung der einfallen-
den Strahlen festgelegt ist. Das invariante Phasenraumelement d*p/ E kann
in die Form

&p  wdpLdp}

= (7.92)
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gebracht werden. Die Transversalimpulsverteilung der erzeugten Hadronen
ist fiir /s < 50 GeV durch einen exponentiellen Abfall bestimmt

49 _ getor (7.93)

dpy
mit b ~ 6 GeV~!. Daraus folgt fiir den Mittelwert des Transversalimpulses
(pr) = 0,33 GeV. Aus dieser Beschriankung des Transversalimpulses ergibt
sich das einfachste Mittel zur Unterdriickung der weichen Reaktionen. Es
wird verlangt, daf§ alle Hadronen eines Ereignisses einen Transversalimpuls
haben, der deutlich grofer als 0,33 GeV ist. Ein pp-Schnitt von 2 GeV wird
praktisch alle weichen Ereignisse entfernen.

Mit der Vorstellung, da3 die Produktion von Hadronen in zentralen pp-
StoBen erfolgt, bei denen die Kernmaterie zu einem Plasma der Temperatur
T = 1/b aufgeheizt wird, aus dem dann die Pionen entweichen, ist (7.93)
nichts anderes als die zugehorige Boltzmann-Verteilung. Diese Thermalisie-
rung ist nur im transversalen Phasenraum zu beobachten, fiir den longitudi-
nalen Phasenraum gelten ganz andere Gesetze, wie wir gleich sehen werden.
Bei Schwerpunktsenergien > 50 GeV zeigen die pp-Verteilungen einen kon-
tinuierlichen Anstieg von (pr) und signifikante Abweichungen von der sim-
plem Exponentialfunkion bei grofien pr. Die LHC-Messungen [CMS10] bei
/s = 2,36 TeV werden gut durch die sog. Tsallis-Funktion

d Er\™"
=~ (1 + —T) (7.94)
dp7 nT

mit der Definition ET = ,/przr + m% —m, und den Werten T = 0,14 GeV
und n = 6,7 beschrieben. Fiir kleine E entspricht die Tsallis-Funktion einer
Exponentialfunktion exp(—Er/T), zeigt aber fiir groBe pr das Verhalten
einer Potenzfunktion. Der Mittelwert { pr) = (0,51+0,01) GeV ist zwar deut-
lich hoher als der bei kleinen Energien giiltige Wert von 0,33 GeV, aber es
bleibt vollkommen richtig, von einem beschrinkten Transversalimpuls zu
sprechen, da nur ein Anstieg mit dem Quadrat des Logarithmus von /s
vorliegt. Die statistische Deutung der Tsallisfunktion wird im Ubersichtsarti-
kel [Wil09] von G. Wilk und Z. Wlodarczyk behandelt.

Da die Transversalimpulse klein sind, kann die zur Verfiigung stehende
Schwerpunktsenergie entweder zur Teilchenproduktion oder zur Erzeugung
hoher Longitudinalimpulse verwendet werden. Die Natur hat den zweiten
Weg gewihlt, die Teilchenmultiplizitit wichst (in grober Ndherung) nur lo-
garithmisch mit s, wihrend die mittleren Longitudinalimpulse im Schwer-
punktssystem bis auf logarithmische Korrekturen proportional zu /s anstei-
gen. Die erzeugten Hadronen sind also vorwirts und riickwirts entlang der
Einfallsrichtung gebiindelt.

Besonders gut lassen sich die Verteilungen mit Hilfe der in Anlehnung an
Abschn. 2.3.1 als Rapiditit bezeichneten Variablen

1 E+ pL
n==In
2 E—pL

(7.95)
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beschreiben, welche ein dimensionsloses Mal fiir den Longitudinalimpuls
eines Teilchens darstellt. Sie hat einige interessante Eigenschaften. Zunéchst
einmal gilt

dpL
dn="2 . (7.96)
woraus
do Lo (7.97)
dp®  mdpdp? '
folgt.

Bei einem Wechsel des Bezugssystem entlang der Richtung der einfallen-

den Hadronen ist die aus (2.171) folgende Umrechnung
, 1. 1+P

77—r)+21n1_'6 (7.98)
zu beachten, wobei B die Geschwindigkeit des gestrichenen Systems rela-
tiv zum ungestrichenen System bedeutet. Die Verteilung do/dn ist demnach
forminvariant.

Die inklusiven Reaktionen enthalten als Grenzfall die elastische Streuung,
bei der keine zusitzlichen Teilchen produziert werden. Fiir die elastische
Streuung gilt im Schwerpunktssystem E —|p| ~ m2/2E. Mit prmax =
| p;| ist daher der Wertebereich der Rapiditit im Schwerpunktssystem auf

L L (7.99)
2 m: =3 m2 )
eingeschrinkt. Da dieser Bereich logarithmisch mit s ansteigt, liegt es nahe,
einen logarithmischen Anstieg der Multiplizitit der Ausdehnung des Wer-
tebereichs An zuzuschreiben, wihrend die Verteilungsfunktion dN,, /dn eine
Konstante ist oder zumindest ein ausgeprigtes Plateau, wie in Abb. 7.10 skiz- AN
ziert, aufweist. Solche Vorstellungen wurden von Feynman theoretisch im A an
Quarkmodell begriindet und in seinem Buch [Fey72] im Detail dargestellt.
Die Wirklichkeit ist etwas komplizierter. Ein Plateau der Rapidititsverteilung
wurde zwar bei hohen Schwerpunktsenergien gefunden, aber die Multiplizi-
tit der geladenen Teilchen (7%, K*, .. ) steigt nicht nur logarithmisch mit s

an, sondern folgt fiir 4/s < 65 GeV empirisch dem Gesetz
Ngel = 0,88 +0,441n s +0,118(Ins)* . (7.100)

Hierin muf s wieder in der Einheit GeV? eingesetzt werden. Das Auftreten ~Abb. 710 o
eines Terms proportional zu (Ins)? in (7.100) ist in Ubereinstimmung mit ~Das qualitative Verhalten der Rapidititsver-
Rechnungen der QCD und wird auch in den Monte-Carlo-Modellen, die zur teilung in Hadron-Hadron-Reaktionen
Beschreibung der Fragmentierung entwickelt wurden, reproduziert. Auch die
Hohe des Plateaus der n-Verteilung ist dann keine Konstante mehr, sondern
steigt mit wachsender Schwerpunktsenergie an.
Die Abb. 7.11 zeigt das Ergebnis der Messungen von drnge1/dn bei sehr
hohen Energien. Die Multiplizititsverteilung hingt mit dem inklusiven Wir-
kungsquerschnitt zur Erzeugung von Hadronen iiber

dngel _ 1 do
dn o(pp— X) dn

Y

(pp = h+X) (7.101)
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Abb. 7.11

Differentielle Verteilung der Multiplizi-
tit geladener Teilchen in Proton-Proton-
StoBen am LHC (CMS, ALICE) und am
pp-Speicherring des CERN (UAS5). Die
Bezeichnung NSD ist die Abkiirzung von
Non Single Diffractive und bedeutet, daf}
nur Ereignisse zugelassen werden, bei de-
nen sich auch Hadronen mit einem kleinen
Winkel (z.B. 3°) zur Richtung beider ein-
laufender Strahlen befinden. Neben der im
Text besprochenen Bildung eines Plateaus,
dessen Hohe mit der Schwerpunktsenergie
ansteigt, zeigt die Abbildung auch, daf} die
Multiplizititsverteilung keinen Unterschied
zwischen pp- umd p p-Reaktionen macht
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zusammen. Sie kann auch direkt durch Abzihlen der erzeugten Teilchen ge-
wonnen werden. Ein Plateau ist auch schon bei kleineren Energien zu sehen,
Bei /s = 540 GeV gilt im Plateau dnge/dn ~ 3.

Die Beschriftung der Abbildung fiihrt die Variable Pseudorapiditit ein.
Diese ist durch

I 1 |P| + PL
n=-In——"-

2 |pl—pu
definiert. Thre Berechnung ist also auch moglich, falls es nicht gelingt, die
Identitit der erzeugten Hadronen zu bestimmen, sondern nur ihre Impulse zu
messen. Genau genommen reicht sogar eine Winkelmessung aus, weil sich

aus der Definition von 1’

e
/= —In(tan —
E—

ergibt. Dies ist eine enorme Vereinfachung fiir die Experimentalphysiker. Bei
Benutzung der Pseudorapiditét anstelle der Rapiditét wird aus (7.97)
o p do
dp®  E mdydp?

(7.102)

(7.103)

(7.104)

Natiirlich gilt bei hohen Teilchenenergien n' ~n und p/E = 1. Die
Abb. 7.11 beweist, dal niherungsweise ein Plateau der Rapidititsvertei-
lung iiber einen sehr groBen Winkelbereich gefunden wird, da |n'| <2,5
mit | cos @| < 0,986 gleichbedeutend ist und das Intervall 9,4° < ® < 170,6°
abdeckt.



Die hochste Energie, bei der ng.1, also das Integral der Multiplizitéitsver-
teilung, gemessen wurde, ist /s = 900 GeV (UA35 Kollaboration am p p-
Speicherring des CERN). Das Ergebnis von n,e = 35,8 iibersteigt die Vor-
hersage aus (7.100) um etwa 7 Einheiten. Man kann diese Gleichung ad hoc
durch einen Term 0,002 (In s)3 erginzen, aber es ist zweifelhaft, ob damit
eine Vorhersage fiir den LHC gewonnen werden kann. Immerhin entspricht
der in Abb. 7.11 zu sehende Anstieg der differentiellen Multiplizitit zwi-
schen /s = 0,9 TeV und 2,36 TeV der durch den kubischen Term ergéinzten
rechten Seite von (7.100).

Die Interpretation der in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse zum
totalen Wirkungsquerschnitt und den inklusiven Wirkungsquerschnitten der
Hadronproduktion ist ein intensiv bearbeites Teilgebiet der theoretischen Ele-
mentarteilchenphysik, fiir das sich die Bezeichnung soft QCD eingebiirgert
hat. Ausgehend von der zitierten Literatur muss sich der wissbegierige Leser
seinen eigenen Weg durch die grofle Menge der Publikationen bahnen.

Die Rapiditit kann auch sehr sinnvoll zur Analyse harter Streuprozes-
se eingesetzt werden. Betrachten wir z. B. die Produktion von W-Bosonen
durch masselose Quarks in p p-Reaktionen. Die Quarks haben die Impuls-
bruchteile z; und z,. Die Energie E und der Longitudinalimpuls p; des
W —Bosons werden daher iiber £ = E,(z; +23) und p; = E,(z1 —2z,) be-
rechnet, woraus

1
p=-InZL (7.105)
2 Zy

folgt. Damit gilt fiir die Luminositétsfunktion (7.72)
Lua(z) = [ u(Zed(Vze M)y | (7.106)

wobei die Integrationsgrenzen jetzt von (In z)/2 bis (—In z)/2 laufen.

7.6 Beweisen Sie die Beziehung (7.105).

7.7 Der LHC wird eine Luminositit von 10** cm™2s™! erreichen. Schiit-
zen Sie die Zahl der pro Jahr erzeugten Hadronen ab. Welche Folgen
hat dies fiir die Strahlenbelastung der innersten Detektorschichten?

2

7.7 Higgs-Bosonen

Als Leitidee beim Auffinden der richtigen Theorie der elektroschwachen
Wechselwirkung hat sich in den vorangegangenen Kapiteln schon zweimal
das Prinzip erwiesen, dal Wirkungsquerschnitte die Unitarititsgrenze re-
spektieren miissen. Die W-Bosonen garantierten solch ein verniinftiges
Hochenergieverhalten der Reaktionen geladener Strome (Abschn. 6.1). Mit
der Einfiihrung dieser Bosonen erzeugt man aber wieder ein neues Problem,
da nun der Wirkungsquerschnitt fiir Paarerzeugung longitudinal polarisierter
W-Bosonen in vv-Reaktionen iiber alle Grenzen ansteigt. Diese Schwierig-
keit wird jedoch durch die Z°-Bosonen behoben (Abschn. 6.3.1).

7.7 Higgs-Bosonen
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Abb. 7.12

Alle Feynman-Graphen, die zur W -Paarer-
zeugung in der Elektron-Positron-Vernich-
tung in Bornscher Néherung beitragen kon-
nen. Die Bedeutung der einzelnen Graphen
wird im Text erldutert
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Abb. 7.13

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeu-
gung von W+ W~ -Paaren in der Elektron-
Positron-Annihilation. Die experimentellen
Resultate werden mit dem Standard-Modell
und Rechnungen, die nicht alle Graphen der
Abb. 7.12 beriicksichtigen, verglichen
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W+ W ~-Paare im Zustand longitudinaler Polarisation lassen sich auch in
der Elektron-Positron-Vernichtung erzeugen. Die hierzu beitragenden Dia-
gramme sind in der Abb. 7.12 gezeigt. Der Feynman-Graph der Abb. 7.12a
entspricht dem Graphen der Abb. 6.19a und fiihrt zu der mit s ansteigenden
Amplitude (6.117), falls die einlaufenden Elektronen linkshéndig und die ein-
laufenden Positronen rechtshindig polarisiert sind. Dieser Anstieg kann nun
nicht — wie friither bei der W-Paarerzeugung durch Neutrinos — durch den
Z"-Beitrag (Abb. 7.12b) aufgehoben werden, da das Z° ndmlich mit einer
anderen Stirke an die Elektronen als an die Neutrinos koppelt. Der Beitrag
des Photonaustausches im s-Kanal (Abb. 7.12c) ist notwendig und hinrei-
chend zur Erzielung eines bei asymptotisch grolen Energien verschwinden-
den Querschnitts. Das Modell bleibt auf eine wunderschone Weise konsis-
tent. Am Speicherring LEP des CERN konnte die W -Paarerzeugung experi-
mentell untersucht werden. Das in Abb. 7.13 gezeigte Ergebnis stellt eine ein-
drucksvolle Bestitigung der elektroschwachen Theorie dar und ist deutlich
im Widerspruch zu einer Vorhersage, die z. B. nur den Beitrag des Graphen
7.12a beriicksichtigt.

Aber auch nach Hinzunahme der W - und Z-Bosonen sind noch nicht alle
Divergenzen eliminiert. Elektronen haben eine kleine Masse, d.h. die Am-
plitude fiir rechtshéndige Elektronen und rechtshindige Positronen ist zwar
proportional zu m,/ E unterdriickt, aber immer noch von Null verschieden.
Im Hochenergielimes berechnet man fiir das Diagramm der Abb. 7.12a
%meE(l +cos )
dies entspricht der Uberlagerung einer s-Welle (d{,) und einer p-Welle (d,).
Die p-Welle wird durch die Z°- und Photonterme kompensiert. Die s-Welle
fiihrt zu einem konstanten Querschnitt, der bei sehr hohen Energien eben-

Tfl (eﬁe;{_ — u/()+ WO_) = (7107)



falls die durch die Unitarititsbedingung Re® <1 (der Amplituden ¢/ in
(2.267)) gesetzte Grenze iiberschreitet. Dieses Problem kann wieder durch
Interferenz mit einem neuen Teilchen beseitigt werden. Zur Kompensation
eines Wirkungsquerschnitts mit isotroper Winkelverteilung wird ein skalares
Teilchen benotigt (Abb. 7.12d), es ist das Higgs-Boson. Die dazugehorige
Amplitude lautet

— —_ - 1 * *
Tyi(eger — Wyt Wy ) = CHeeCHWWUR(k)uR(P)m%,OEU,O ,
—Mpy
(7.108)

worin noch die Regel

—i

2—M (7.109)

fiir den Propagator eines skalaren Teilchens benutzt wurde. Die Kopplung
an die Fermionen wird durch eine dimensionslose Kopplungskonstante be-
stimmt, das ist die schon aus (1.30) bekannte Yukawa-Kopplung. Im Gegen-
satz zur y*-Kopplung der QED ist jetzt das Produkt vy (k)ur (p) nicht heli-
zitdtsunterdriickt. Zur Kompensation der Amplitude der s-Welle in der Am-
plitude (7.107) muf also die Yukawa-Kopplung selbst die Elektronenmasse
enthalten, sie muf} daher proportional zu gm,/ My sein. Die aus der GSW-
Theorie folgende Kopplung des Higgs-Bosons an Fermionen (Abb. 7.14)

m
2My

cupp = —ig (7.110)

erfiillt diese Forderungen. Da die Kopplung an die W -Bosonen (Abb. 7.15)

CHWW =—igMngw (7111)
betrédgt, wird aus (7.108) im Hochenergielimes das Ergebnis
—4G
Ty = WFmeE (7.112)

berechnet, die die Unitarititsbedingung verletzende s-Welle wird daher kom-
plett ausgeldscht.

Die Frage, ob damit alle Divergenzen der Theorie auf der Ebene der Baum-
graphen ausgerdumt sind, ist sehr sorgfiltig untersucht worden [Gun90]. Als
wichtigsten ProzeB3, der noch durch Baumgraphen beschrieben werden kann,
diskutieren wir die Streuung longitudinal polarisierter W -Bosonen aneinan-
der. Der y- und Z°-Austausch (Abb. 7.17a,b) fiihrt zu einem mit s> anstei-
genden Wirkungsquerschnitt, der durch den in den Eichtheorien geforderten
Graphen der Vier-Boson-Kopplung (Abb. 7.17¢) zu einem linearen Anstieg
gedampft wird. Erst nach Hinzunahme des Higgs-Bosons (Abb. 7.17d,e) er-
reicht man wieder ein verniinftiges Hochenergieverhalten. Die Durchfiihrung
der Theorie zeigt nun sogar [Gun90], dal zum Wirksamwerden dieser Kom-
pensation das Higgs-Boson nicht allzu schwer sein darf. Die obere Grenze

7.7 Higgs-Bosonen

Abb. 7.14
Die Kopplung des Higgs-Bosons an die
Fermionen

N .
AN Crww = ~18 My g
T
w 7/
’
o
Abb. 7.15

Die Kopplung des Higgs-Bosons an die W' -
Bosonen

Abb. 7.16
Die Kopplung des Higgs-Bosons an das
Z9-Boson
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Abb. 7.17
Feynman-Diagramme

der

elastischen

W W -Streuung in Bornscher Néherung
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der Masse wurde zu
1/2
82
My = , (7.113)
3G

also etwa 1 TeV abgeschiitzt.
Auch die Kopplung des Higgs-Bosons an die Eichbosonen ist proportional
zu deren Masse, wie man aus (7.111) und der Kopplung (Abb. 7.16)
My
cos Ow

CHZ7ZZ =—1g g//.v (7114)

an die Z-Bosonen sieht. Weil die Theorie alle Kopplungen des Higgs-Bosons
festlegt, konnen Zerfallsbreiten und Produktionsquerschnitte berechnet wer-



den. Dies war ein unschitzbarer Vorteil auf der Suche nach dem Higgs-Boson

des Standard-Modells.

Vertiefung

Im Kasten in Abschn. 4.3.4 wurde das Konzept der verborgenen Symme-
trie oder der spontanen Symmetriebrechung vorgestellt. Es handelt sich
hierbei um Symmetrien einer Theorie, die im Grundzustand nicht realisiert
sind. Ein beliebtes und viel untersuchtes Modell ist das eines komplexen,
skalaren, masselosen Feldes mit einer Selbstwechselwirkung der Form

V(®D*) = @ d* + L(0D*)? . (7.115)

Dieses Potential ist ersichtlich eichinvariant, also invariant gegen die
globale Transformation @ — ®e'*. Fiir A = 0 ist der (eichinvarian-
te) energetische Grundzustand, das Vakuum, durch @, =0 gegeben
(Abb. 7.18a). Quantenmechanisch bedeutet dies, dal der Erwartungs-
wert (0|@]0) von @ im Vakuum verschwindet, (|®|) = 0. Die zu A =0
gehorende Wellengleichung

(0Y0, + u*)® =0 (7.116)

zeigt, da} die quantisierte Theorie mit Selbstwechselwirkung ein freies
Teilchen der Masse u beschreibt. Dem Feld @* wird das Antiteilchen
zugeordnet.

Der Fall der spontanen Symmetriebrechung wird durch p? <0 und
A > 0 reprdsentiert. Zu ihm gehort der Potentialverlauf der Abb. 7.18b.
Im Vakuum gilt (|®|) = v/+/2 mit

_ 2
v:ﬂ%@. (7.117)

Es gibt also unendlich viele, energetisch entartete Vakuen (z.B.
Re @) = +v/+/2, Im &, = 0), die Eichsymmetrie der Wechselwirkung
ist im Grundzustand nicht realisiert. Die Ableitung der zugehorigen Wel-
lengleichung beweist nun, dafl der Teilcheninhalt der Theorie durch ein
Teilchen der Masse /—2u? und ein weiteres Teilchen der Masse 0, eben
das Goldstone-Boson, festgelegt wird.

Von P. Higgs und anderen wurde die Frage untersucht, was passiert,
wenn die globale Eichtransformation durch eine lokale Transformation
e~1%() ersetzt und auBerdem auf nichtabelsche Transformationen erweitert
wird. Es ist hier nicht der Platz, diese Fragen im einzelnen zu verfol-
gen, sondern wir geben unmittelbar die Resultate fiir die elektroschwache
Theorie an. Im GSW-Modell wird der Wechselwirkung masseloser W -
Bosonen mit masselosen Fermionen (6.142) ein Potential (7.115) mit
w?> <0 und A >0 hinzugefiigt. Das Feld & ist jetzt ein komplexes
Isodublett (mit ¥ = 1) entspricht also insgesamt vier reellen Feldern.
Die Energiedichte der Wechselwirkung bleibt invariant gegeniiber loka-
len SU(2);, ® U;-Transformationen der beteiligten Teilchen und Felder,

7.7 Higgs-Bosonen

a
V@D*) A
Reg
b
V(DD*) A
Re®
Abb. 7.18

(a) Das Higgs-Potential im eichsymme-
trischen Fall, p_2 >0,A =0, (b) im Fall
der spontanen Symmetriebrechung p? <

0,A>0
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wihrend der Grundzustand diese Symmetrie nicht mehr aufweist

0
<p°=(v/ﬁ) ; (7.118)

Die weiteren Rechnungen haben das verbliiffende Ergebnis, dal das
Teilchenspektrum der Theorie durch drei Vektorbosonen mit den Massen

gv
2 9

v
Mzo =+/g*+g"? 5 (7.120)

ein masseloses Photon und ein zusatzliches Higgs-Boson der Masse
My = /—2u? charakterisiert wird. Man sagt, drei der vier ®@-Felder
werden durch die Massenterme der Vektorbosonen ,,aufgegessen‘.

Mit g sin @y = e und g’ cos @y = e leiten wir zunéchst die grundle-
gende Beziehung o = 1 ab, die dquivalent zu (7.13) ist. Da der Parameter
v im GSW-Modell den Wert

1
T GV

annimmt, ist (7.119) identisch mit der Massengleichung (7.14). Nume-
risch gilt v = 246,22 GeV, und es wird oft angenommen, daf} dies die
eigentliche Massenskala der elektroschwachen Theorie ist.

Die Massenterme fiir die Fermionen werden in die Theorie eingefiihrt,
indem zur Energiedichte die Yukawa-Wechselwirkungen der &-Felder
mit den Fermionen hinzugefiigt werden. Durch die spontane Symme-
triebrechung bekommen nun auch die Fermionen eine Masse und die
Higgs-Bosonen koppeln mit der Stirke (7.111) an die Fermionen. Die-
se Zusammenhinge werden in der Lehrbuchliteratur ausfiihrlich und auf
unterschiedlichem Niveau behandelt [Quil3, Pes95, Gun90].

Die Erzeugung einer Masse fiir die Fermionen kann aber auch in die
Sprache der Feynman-Graphen iibersetzt werden. Nach der spontanen
Symmetriebrechung gilt fiir die Energiedichte der Wechselwirkung des
tiberlebenden skalaren Feldes ¢ mit den Fermionen

Hy =9y | (7.122)

My s = (7.119)

(7.121)

worin A, die dimensionslose Yukawa-Kopplungskonstante ist. Mit

Ar -

Hy=--(+H"’ : (7.123)
Y «/5( Wy

wird @ in zwei Anteile zerlegt, ® = (v + H(x,1))/~/2. Das Higgs-Feld
H° hat einen verschwindenden Vakuumerwartungswert. Seine Quanten
sind die Higgs-Bosonen. Die Gleichung enthilt die Feynman-Regel der
Higgs-Fermion-Kopplung

Ar

cur = —i2L (7.124)
="/



f+ —_

worin der Faktor —i der Konvention des Buches folgt. Der erste Term
von (7.123) beschreibt die Wechselwirkung der Fermionen mit dem auch
im Vakuum vorhandenen Hintergrundfeld &, = v/+/2 Durch diese Wech-
selwirkung wird eine neuartige ,,Strahlungskorrektur* fiir den Propagator
masseloser Fermionen erzeugt, die in Abb. 7.19 zu sehen ist. Diese Serie
von Feynman-Graphen wird durch die Reihe

)Lfl)l) 1
S 7.125
4/ Z ( qd—my ( )
mit
my =Y (7.126)
T

reprasentiert, aus dem Propagator masseloser Fermionen ist also der Pro-
pagator eines massiven Fermions geworden. Einsetzen von A, = V2m /v
in (7.124) ergibt
A7 s
CHff = —1— = —ig—— .
B =T T T My,

Fiir das fop-Quark gilt mit einer Genaugkeit von einigen Promille A, = 1.
Dieses Zusammentreffen ist vermutlich kein Zufall, harrt aber noch einer
iiberzeugenden theoretischen Erklarung.

Der in Abb. 7.19 gezeigte Mechanismus ist nicht auf Fermionen
beschriankt. Auch die Erzeugung einer Masse fiir die urspriinglich
masselosen W- und Z-Bosonen kann auf dhnliche Weise formuliert
werden [Spi98, Eng64].

(7.127)

Wenden wir uns nun der Suche nach dem Higgs-Boson und mdglichen
Produktionsprozessen zu. Eine untere Schranke von 44 GeV fiir My wur-
de am LEP bei der Untersuchung der Z°-Resonanz gewonnen. Das in der
Elektron-Positron-Annihilation erzeugte Z° kann nimlich ein Higgs-Boson
abstrahlen (Abb. 7.20); es wurde also nach der Reaktion

70 511+ H° (7.128)

gesucht, wobei /] z.B. ein e~ eT-Paar sein kann. Da wir den Vierervektor
dieses Paares kennen, ist auch die Masse des gesuchten H -Bosons festge-
legt. In der letzten Ausbaustufe des LEP-Speicherrings (LEP200) konnte die
Reaktion

e +et > 27+ HO (7.129)

bis zu Schwerpunktsenergien von 209 GeV verfolgt werden. Auch hier wur-
de also wieder die Higgs-Strahlung herangezogen, allerdings lauft die Re-

7.7 Higgs-Bosonen

Abb. 7.19

Erzeugung der Masse im Fermion-Pro-
pagator durch Wechselwirkung mit dem
Hintergrundfeld [Spi98]

Abb. 7.20
Die Produktion von Higgs-Bosonen durch
Zerfall des Z°

443



444 Das Standard-Modell

Abb. 7.21

Feynman-Diagramm zur Erzeugung von
Higgs-Bosonen in der Elektron-Positron-
Vernichtung bei  Schwerpunktsenergien
oberhalb der Z°-Masse

L
¢ bt
g 6@(366 \% 8
o \gge
Abb. 7.22

Die Erzeugung von Higgs-Bosonen in
Proton-Proton-Stoen durch den Mechanis-
mus der Gluon-Gluon-Fusion

8Im November 2000 wurde der LEP-Speicher-
ring geschlossen, um dem Bau des LHC Platz
zu machen. Die erreichte Schwerpunktsener-
gie betrug 209 GeV. Von den Experimentier-
gruppen wurden Ereignisse prisentiert, die
sich als Erzeugung und Zerfall eines Higgs-
Bosons der Masse 114 GeV interpretieren lie-
Ben. Die statistische Evidenz wurde jedoch als
nicht iiberzeugend angesehen, sie schrumpfte
schlieBlich auf 1,7 Standardabweichungen.

aktion iiber einen virtuellen Z°-Zwischenzustand ab (Abb. 7.21), wihrend
das auslaufende Z°-Boson auf der Massenschale sitzt. Da alle Kopplun-
gen bekannt sind, ist die Berechnung des Wirkungsquerschnitts im Rahmen
der Bornschen Niherung nicht schwierig. Er wird in vielen Lehrbiichern,
z.B. [Quil3], angegeben. Bei einer Schwerpunktsenergie von 200 GeV be-
tragt der Wirkungsquerschnitt fiir eine Higgsmasse von 100 GeV immerhin
noch 0,4 pb. Eine Suche bis zu My = /s — M7 erscheint machbar, dar-
tiber fillt der Querschnitt rasch ab, da die Produktion von reellen Higgs- und
Z"-Bosonen energetisch nicht mehr erlaubt ist. Der Nachweis der Reakti-
on erfolgt iiber die Rekonstruktion aus dem Endzustand. Wir haben gesehen,
daB Z°-Bosonen bevorzugt in gG-Paare zerfallen, wihrend ein Higgs-Boson
in diesem Massenbereich hauptsichlich in bb-Paare tibergeht. Der hdufigste
Endzustand besteht daher aus vier Jets, von denen zwei ein B-Meson enthal-
ten sollten, da sie aus dem Higgs-Zerfall stammen. Der negative Ausgang®
der direkten Suche nach dem Higgs-Boson ermdoglicht die Angabe einer un-
teren Schranke fiir seine Masse. Mit einer Vertrauensgrenze von 95 % gilt
My > 114,4 GeV.

Es ist besonders auffallend, dafl die Suche nach dem Higgs-Boson an
LEP200 letztlich erfolglos war, da aus der prizisen Bestimmung der elek-
troschwachen Parameter und dem Vergleich mit den strahlungskorrigierten
Rechnungen wie beim fop-Quark auch fiir das Higgs-Boson eine indirek-
te Massenbestimmung moglich ist. Die beste Anpassung gelingt bei My =
9273¢ GeV, mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % ist die Masse des Higgs-
Boson kleiner als 161 GeV. Zusammengefafit machten diese Ergebnisse die
Massenregion zwischen 115 und 160 GeV besonders spannend fiir die weite-
re Suche.

Eines der Hauptziele beim Entwurf des Large Hadron Collider (LHC)
am CERN mit den Detektoren ATLAS und CMS war seit Anfang der Pla-
nungen die Entdeckung des Higgs Bosons oder eben der Nachweis, daf} ein
solches Teilchen nicht existiert. Schon kurz nach Beginn der Messungen ge-
lang ein trimphaler Erfolg durch die Entdeckung eines neuen Teilchens mit
einer Masse von 125-126 GeV, dessen Zerfallsbreite kleiner als die Energie-
auflosung der Detektoren ist. Der enorme experimentelle Aufwand wird am
besten dadurch illustriert, dal die die Verdffentlichungen [ATL12, CMS12a]
Autorenlisten mit mehr als 2500 Namen enthalten!

Alle bisher untersuchten Eigenschaften stimmen mit der Hypothese iiber-
ein, daf es sich um das so lange gesuchte Higgs-Boson des Standard-Modells
handelt. Die Abb. 7.23 zeigt am Beispiel des CMS-Experiments die Vertei-
lung der invarianten Massen m,,, der Photonen in der Reaktion pp — H°X
mit anschlieBendem Zerfall H” — yy. Die Daten basieren auf einer inte-
grierten Luminositit von 5,1 fb™! bei /s = 7 TeV (das ist die halbe Design-
Energie des Speicherings) und 5,3 fb™! bei 8 TeV. Die Verteilung zeigt bei
m,, = 125 GeV eine deutliche Uberhohung iiber einem Untergrund aus Re-
aktionen der QCD wie gq — yy oder gg — yy. Dieser background B wird
durch eine Polynom beschrieben, dessen Koeffizienten auflerhalb des Signals
S bestimmt werden. Das Verhiltnis von Signal zu Untergrund ist keine Kon-
stante, sondern hingt zum Beispiel von der Rapiditéit 1 des Photon-Paares
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ab. Um Ereignisse mit hohem Signalanteil stidrker zu berticksichtigen, wur-
den auf Grund der Simulationsrechnungen Kategorien mit unterschiedlichen
Werten des Verhiltnisses S/(S + B) gebildet und jedes Ereignis mit einem
Faktor ~ S/(S + B) der zugehorigen Kategorie gewichtet.

Fiir die Interpretation als Higgs-Boson ist die Ubereinstimmung der Masse
mit den weiter oben diskutierten Grenzen der LEP-Experimente sehr wich-
tig. Durch den Zerfall in zwei Photonen wird die Zuordnung J = 1 fiir den
Spin auf Grund von Yangs Theorem (Abschn. 2.4.1) ausgeschlossen. Es liegt
also sehr nahe, J = 0 anzunehmen, obwohl im Prinzip auch J > 2 moglich
bleibt. Eine neue Analyse des CMS-Experiments [CMS12b] bevorzugt die
Zuordnung J ¥ =07,

Als néchstes miissen die Produktionsmechanismen und die Zerfallsmo-
den des neuen Teilchens mit den Erwartungen des Standard-Modells vergli-
chen werden. Higgs-Bosonen mit relativ kleiner Masse (My < +/s) werden
in hochenergetischen pp- bzw. p p-Stofien bevorzugt iiber den sog. Gluon-
Gluon-Fusions-Mechanismus (Abb. 7.22) erzeugt. Da die H gg-Kopplung
proportional zur Masse ist, muf3 nur der Beitrag der (virtuellen) ¢-Quarks
in der Schleife beriicksichtigt werden.

Fiir den Erzeugungsquerschnitt gg — H° gilt in der Niherung (2.280) fiir
die Breit-Wigner-Funktion

y 78
o

€~ 8M;,

rfisG—mg) . (7.130)

7.7 Higgs-Bosonen

Abb. 7.23

Die im CMS-Detektor gemessene Vertei-
lung der invarianten Diphoton-Masse in
Endzustinden mit zwei hochenergetischen
Photonen. Die durchgezogene Kurve ent-
spricht den Erwartungen des Standard-Mo-
dells fiir eine Higgs-Masse von 125 GeV
iiber einem gleichméfig abfallenden Un-
tergrund, der durch ein Polynom angepasst
wurde
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Hierin ist § wieder das Quadrat der Schwerpunktsenergie im gg-System und
ng,’ die Zerfallsbreite des Higgs-Bosons in Gluonen. Beim Nachrechnen
muf} beachtet werden, daf} das statistische Gewicht g in (2.278) nun einen
zusitzlichen Faktor 2/64 von der Mittelung iiber die Farben der einlaufen-
den Gluonen und der Beriicksichtigung der zwei identischen Teilchen in I gZ
(siehe FuBnote in Abschn. 5.4.1) enthilt. Die Berechnung verlangt eine In-
tegration iiber die Schleifenimpulse, die hier nicht behandelt werden kann.
Das Ergebnis [Bar87] lautet in guter Niherung fiir das in Frage kommenden
Massenverhiltnis von Higgs-Boson und top-Quark

u_ Grod(M2)M;,
&8 367342
mit der numerischen Lésung Fgg’ = 0,21 MeV fiir ag = 0,117. Die QCD-

Strahlungskorrekturen erhéhen I, glg um 65 % und miissen daher in einer ge-
naueren Analyse auf jeden Fall beriicksichtigt werden [Spi98].

Analog zur Resonanzproduktion in Zwei-Photon-Reaktionen (5.150) be-
nutzen wir den Ansatz

o(pp — H°X) = Ly(zy) [ ol (zs)dz (7.132)

-1,065 . (7.131)

mit z=25/s und zy = M 13 /s. Um zu einer Abschitzung der Zihlrate zu
kommen, setzen wir zunichst (7.131) in (7.130) ein und erhalten dann

GpaéMé
2887 /25

Die Luminosititsfunktion kann verldsslich nur durch numerische Integra-
tion auf der rechten Seite von
1

z dz
LD = [ o (Z0061) etenl?) 2 (7.134

z

o(pp — H°X) = Loo(z) . (7.133)

berechnet werden, wobei man sich Gluondichten fiir |¢*| = M 121 aus einer
Programmbibliothek besorgen muf3. Um jetzt nicht einfach das Resultat ei-
ner solchen Rechnung anzugeben, machen wir uns zu Nutze, daf die von den
HERA-Experimenten publizierten Daten [HER10] fiir |¢%| = 10 000 GeV?>
und x < 1072 angenihert durch

g (%197 = — (7.135)

mit eqcp ~ 0,48 beschrieben werden. Ein so starker Anstieg zu kleinen Wer-
ten von x stimmt mit der Auswertung von (5.127) gut iiberein. Einsetzen in
(7.134) ergibt bei Vernachlissigung des moglichen Unterschieds von eqcp
bei |¢%| = 10000 GeV? und |¢%| = M}, unmittelbar

—1

2y —
Lgg(z. Myy) = JTFeqop

Inz , (7.136)

also Lgo(zy, M 2)=1,2-10° bei einer LHC Schwerpunktsenergie von
7 TeV Unsere Abschitzung des Produktionsquerschnitts fiir Higgs-Bosonen



einer Masse von 125 GeV lautet demnach o(pp — H°X) = 19,7 pb oder
32,5pb bei Beriicksichtigung der QCD-Korrekturen in (7.131). Der Ver-
gleich mit den Tabellen des Handbook of LHC Higgs cross sections [Dit011]
zeigt, daf3 die Nédherung erstaunlich gut ist. Das Handbuch gibt fiir die Gluon-
Gluon-Fusion o (pp — H°X) = 15,3 pb mit einem Fehler von ca. 15 % an.
Es kommt aber an dieser Stelle iiberhaupt nicht auf eine genaue Berech-
nung des Querschnitts an. Die Diskussion soll vielmehr transparent machen,
daf nur durch die ungeheuer grole Gluon-Gluon-Luminositit des LHC der
Nachweis von Higgs-Bosonen mit relativ kleiner Masse moglich wurde.
Zum besseren Verstidndnis der Abb. 7.23 wird das Verzweigungsverhéltnis

B, =T yl){ /'y des Zerfalls in zwei Photonen benétigt. Die Berechnung von

I}1 verliuft analog zur Berechnung von I';{ mit dem Resultat [Bar87]

r H _ GFOl 2M 21
124 87342
worin der zweite Term in der Klammer auf der rechten Seite den Beitrag
der geladenen W-Bosonen in der Schleife der Abb. 7.22 beriicksichtigt. Die
Auswertung ergibt I yl;f = 8,96 keV fiir das Higgs-Boson der Abb. 7.23.

Nun berechnen wir die Zerfallsbreite in Fermionen. Da das Higgs-Boson
den Spin 0 hat, sind fiir Zerfille in Fermion-Antifermion-Paare nur die Heli-
zitdtskombinationen RR und LL erlaubt. Das Matrixelement hat jeweils den
Wert

(1.0602-2,08)° (7.137)

me|py
Ty = igﬂj/}ilpﬂ , (7.138)
w
so daB sich fiir die Zerfallsbreite
GszMH
rk = ﬁzvc(l —05)*? (7.139)

ergibt. Hierin wird mit dem Farbfaktor No wieder zwischen Zerfillen in
Leptonen und Quarks unterschieden, und g ist die schon aus (7.77) ge-
wohnte Abkiirzung fiir 4m} / M} . Numerisch erhalten wir I'# = 0,26 MeV

und I blg = 4,2 MeV Die erheblichen QCD Korrekturen der Zerfallsbreiten in
Quark-Antiquark-Paare lassen sich am einfachsten durch Absorption in die
Definition einer effektiven Quarkmasse parametrisieren [Spi98]. Mit my, =
3,1 GeV gilt dann Fblg =2,3MeV.

Auch die Berechnung des Zerfalls in reelle W- und Z-Bosonen ist mit
elementaren Mitteln moglich. Ein Higgs-Boson mit My = 125 GeV kann
jedoch nur in V' V*-Paare zerfallen, wobei das virtuelle Vektorboson V*
anschlieffend in reelle Hadronen und Leptonen iibergeht. Die zugehorigen,
ziemlich komplizierten Formeln sind mit weiteren Literaturangaben in
[Spi98] zu finden. Wir iibernehmen aus [Dit011] die Werte I')/" =
0,87 MeV und I'7% = 0,11 MeV. Aus der Summe der in den letzten Absiit-
zen berechneten Partialbreiten gewinnen wir die Abschitzung 'y ~
3,7MeV, der genauere Wert aus [DitO11] ist 4,03 MeV. Der Vergleich von
I'y und My zeigt, daB3 unser Higgs-Boson eine sehr scharfe Resonanz dar-
stellt, deren Breite weit unter der experimentellen Auflosung der Detektoren
liegt.

7.7 Higgs-Bosonen

447



448

Das Standard-Modell

Abb. 7.24

Vergleich der im ATLAS-Experiment
[ATL12] gemessenen Signalstérke fiir Pro-
duktion und Zerfall des neuen Teilchens in
verschiedenen Kandlen mit der theoreti-
schen Vorhersage. Die Kombination aller
Daten liegt etwa 1o oberhalb des Standard-
Modells (= 1)

[ \ \ \ \ [ \
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Aus den angegebenen Zahlen folgt By, = 2,2-107>. In der Anpassungs-
rechnung der Abb. 7.19 wird das Verzweigungsverhiltnis als freier Parameter
benutzt. Die Experimente bestimmten einen Wert, der etwa 1,60 oberhalb
der Vorhersage des Standard-Modells liegt, ein Umstand, der die friihe Ent-
deckung erleichterte.

Die Messung der Zerfille in Vektorbosonen und Fermionen ist noch
schwieriger als die Untersuchung des yy-Kanals. Die t7-Paare zerfallen
in eine Vielzahl von Zustinden mit Leptonen und Hadronen, bei denen ein
erheblicher Teil der Energie durch Neutrinos weggetragen wird. Dies gilt
noch mehr fiir die W W ~-Paare und die Untersuchungen beschrinkten
sich deshalb bisher auf Endzustdnde mit rein leptonischen Zerfillen der W -
Bosonen, z.B. H* - WtwW*~ — pwtv,e v,. Die Zerfallskette ZZ* —
w™ Tt ist kinematisch gut bestimmt und hat eine sehr klare Signatur,
aber ein kleines Verzweigungsverhiltnis. Der dominante Zerfall des Higgs-
Bosons in h-Quarks schlieBlich mufl von dem riesigen Untergrund von QCD-
Prozessen abgetrennt werden. Der Untergrund 14t sich reduzieren, wenn nur
Ereignisse akzeptiert werden, bei denen das Higgs-Boson zusammen mit ei-
nem W*-Boson oder Z°-Boson erzeugt wird. Die Abb. 7.24 enthilt das
Ergebnis des ATLAS-Experiments. Aufgetragen ist die Signalstirke in Er-
zeugung und Zerfall des neuen Teilchens in Einheiten der Vorhersage des
Standard-Modells fiir ein Higg-Boson der Masse 126,0 GeV. Der Uberschuf3
im yy-Kanal wird, wie schon gesagt, auch im CMS-Experiment gesehen,
die Kombination aller Kanile ergibt aber bei CMS ein Signal, welches etwas
unterhalb der theoretischen Vorhersage liegt [CMS12a].
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Vertiefung

Im GSW-Modell werden die Massen der Elementarteilchen durch die
Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld @ erzeugt. Leider ist mit diesen

Ideen aber auch ein fundamentales Problem verkniipft. Mit M? = —2u>
betrdagt das Minimum der Potentialdichte
1
Vo=—gMpv? . (7.140)

Falls My = 125 GeV ist, bedeutet dies einen Betrag der Energiedichte
p von ca. 108 GeV* das entspricht 10°°m, m~3. Vergleichen Sie damit
die kritische Dichte p. des Weltalls [Kol94], die nur 5,6m, m—> be-
tragt. Ein Hintergrundfeld wie das Higgs-Feld beeinflufit die Expansion
des Weltalls. Quantitativ wird dies durch eine mit der kosmologi-
schen Konstanten verkniipfte Energiedichte p, beschrieben, die mit einer
Genauigkeit von 5 % zu 0,73 p. bestimmt wurde. Hier liegt also eine Dis-
krepanz von ca. 55 Zehnerpotenzen vor. Die erfolgreichste physikalische
Theorie hat also ein unerwartetes fundamentales Problem.
In welcher Richtung die Losung dieses Ritsels zu finden sein wird, ist
im Moment vollig unklar. Natiirlich konnte man daran denken, V' (0) nach
oben zu schieben. Durch einen Zusatzterm
;o1 2.2

Vi = 2~ gMav (7.141)
in (7.115) wird z.B. V5 = 0 im Minimum garantiert. Um aber den ge-
messenen Wert der kosmologischen Konstanten zu reproduzieren, braucht
man dann noch eine zusitzliche Konstante, deren Wert verglichen mit V'
eine Genauigkeit von 55 Stellen haben muss. Man hat letztlich das Pro-
blem damit nur verschoben, da ein solches fine tuning als sehr unattraktiv
angesehen wird [Wei89].

Im GSW-Modell legt der Parameter v ungeféihr die Massenskala fest, un-
terhalb derer die schwache Wechselwirkung deutlich von der elektromagneti-
schen Wechselwirkung abweicht. Wenn daher die Interpretation der am LHC
gefundenen schweren Bosonen alle Tests als Higgs-Bosonen des Standard-
Modells iibersteht, ist der Mechanismus der elektroschwachen Symmetrieb-
rechung, eine der zentralen Fragen der Physik unserer Zeit. aufgeklart. Ein
groBartiger Erfolg einer Jahrzehnte dauernden Forschung!

7.8 Berechnen Sie die Zerfallsbreite eines fiktiven schweren Higgs-
Bosons in transversal polariisierte W-Bosonen.

7.9 Higgs-Bosonen mit einer Masse von 125 GeV zerfallen bevorzugt in
bb-Paare. Schiitzen Sie das Verhiltnis zwischen b-Jets aus der Pro-
duktion von top-Quarks und der Produktion von Higgs-Bosonen am
LHC ab.
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7.8 C P-Verletzung im Standard-Modell

In diesem Abschnitt kehren wir noch einmal zum Problem der C P -Verlet-
zung (Abschn. 2.7.4) zuriick und wollen studieren, wie es mit den Parametern
des Standard-Modells, also den Massen und Mischungswinkeln der Quarks,
zusammenhéngt. Es handelt sich hier um ein Teilgebiet der Teilchenphysik,
das manchmal im Gegensatz zur QCD als Quanten-Flavor-Dynamik (QFD)
bezeichnet wird.

7-8.1 Die CKM-Matrix

In Abschn. 6.2 haben wir gelernt, da die W-Bosonen zunéchst mit unter-
schiedlicher Stirke an die Leptonen und Quarks zu koppeln scheinen. Es
lieB sich nur dann an dem Konzept einer universellen Wechselwirkung fest-
halten, wenn im Quarksektor die Eigenzustinde zu H 5" mit I3, = —1/2
gegeniiber den flavor-Zustinden um den ,,Cabibbo-Winkel* & rotiert sind,

d’ cosBc sin®O¢) [d
(S/)L - (—sin O¢ cos @c) s). ’ (7.142)

Es ist niitzlich, sich klarzumachen, daB3 (7.142) die allgemeinste mogliche
Transformation ist. Die Transformationsmatrix muf3 auf jeden Fall unitir
sein. In zwei Dimensionen hingt sie von vier reellen Parametern ab, da die
Unitaritdt zu vier Bedingungsgleichungen zwischen den komplexen Elemen-
ten der Matrix fiihrt (siehe hierzu auch Abschn. 2.8.1). Von diesen Parametern
konnen aber drei durch Phasentransformationen (2.378) der Quarkfelder ab-
sorbiert werden, da zwischen den vier Quarks u, d, ¢, s drei relative Phasen
frei wihlbar sind. Der verbleibende reelle Parameter ist der Cabibbo-Winkel.

Im néchsten Schritt erweitern wir dieses Konzept auf drei Quarkfamili-
en [Kob73]. Die zugehorige Transformation nimmt jetzt die Gestalt

d/ Vud Vus Vub d
S = Vea Ves Vo | | s (7.143)
b' ), Via Vis Vin) \b /|,

an. Die Elemente V;; dieser nach N. Cabibbo, M. Kobayashi und T. Maskawa
benannten CKM-Matrix V' ergeben nach Multiplikation mit g /+/2 die Kopp-
lungsstidrke der Quarks i und j an die W-Bosonen. Von den neun reellen
Parametern der unitdren Matrix konnen nun fiinf in relative Phasen absor-
biert werden, d. h. es bleiben vier unabhingige Parameter iibrig. Anschaulich
bedeutet dies, daf} die Transformation nicht mehr als reine Drehung interpre-
tiert werden kann, da eine Drehung in drei Dimensionen z. B. durch die drei
Eulerschen Winkel vollstidndig beschrieben wird. Der vierte Parameter macht
zumindest einige Elemente der CKM-Matrix komplex!

Generell ist man in der Wahl einer expliziten Darstellung weitgehend frei.
Es erweist sich aber als besonders sinnvoll, die Matrix aus zwei Drehungen

C12 S12 0 1 0 0
Ri(@pn)=|—s2c2 0], R(Oxn)=|0 cn s» (7.144)
0 01 0 —8523 (€23



und der um eine Phasentransformation erweiterten Drehung

ci3 0 spzein
R3(®13,013) = 0 1 0 (7.145)
—s513¢¥13 0 cp3

nach der Vorschrift
V = RyR3R, (7.146)

zusammenzusetzen. Die Symbole ¢;; und s;; sind Abkiirzungen fiir cos ©);;
bzw. sin ®;;. Da ®;; den Mischungswinkel zwischen den Quarkfamilien
i und j bedeutet, sicht man sofort, daf fiir kleine ®;; jedes Diagonalelement
der resultierenden Transformationsmatrix

C12€13 §12€13 s13€7013
_ is is
V = —c23512 — 12823513613 €12C23 —5128238513€°13 €13503
is i
§12823 — €12€23813€°13  —C2823 — €23512513€°13  C13023

(7.147)

durch eine 1 angendhert werden kann, wihrend die Elemente auflerhalb der
Diagonalen eindeutig einer der Drehungen R; zugeordnet werden konnen.
Fiir ®,3 = ®3 = 0, d. h. im Fall einer Entkopplung der dritten Quarkfamilie,
wird natiirlich ®;, zum Cabibbo-Winkel des Abschn. 6.2. Weiter 146t sich
leicht nachrechnen, daf3 die Darstellung (7.147) automatisch die Unitaritéts-
bedingungen, also z. B.

|Vud|2+|Vus|2+|Vub|2 =1 (7.148)

erfiillt.

Experimentell werden die Betrdge der Matrixelemente zum grofen Teil
aus dem Studium der schwachen Zerfille der Hadronen bestimmt. Am ge-
nauesten ist V;,; bekannt. Der Vergleich der Lebensdauer des Myons mit der
Lebensdauer des Neutrons zeigt, wie schon bei der Diskussion des Cabibbo-
Winkels betont wurde, Unterschiede in der effektiven Kopplungsstirke der
schwachen Wechselwirkung. Zusammen mit der Analyse des -Zerfalls von
Kernen, die iiber den Vektorstrom zerfallen (0T — 07), fiihrt dies zu

[Via| = 0,97425 1+ 0,00022 . (7.149)

Aus dem Zerfall der K-Mesonen 14t sich |V,;| bestimmen. Die semileptoni-
schen Zerfille, z.B. K~ — 7% ™1, die auch K;3-Zerfille genannt werden,
haben relativ geringe hadronische Korrekturen (Formfaktoren), die mit Hil-
fe der Gitter-QCD zu etwa 4 % berechnet wurden. Die Fortschritte in die-
sem Feld der theoretischen Physik erlauben auch die genauere Bestimmung
der hadronischen Korrekturen (Kaon-Zerfallskonstane fx) im dominanten
Zerfall K — pv, fiir den genaue experimentelle Daten vom Speicherring
DAFNE vorliegen.® Der Mittelwert aller Messungen betriigt

[Vis| = 0,2252 4+ 0,0009 (7.150)

und 146t wegen (7.148) nur noch wenig Raum fiir ein von Null verschiedenes
Vib.

7.8 CP-Verletzung im Standard-Modell

9DAFNE ist ein e_e+—5peicherring in Rom
zur Erzeugung von @-Mesonen. Siehe hierzu
auch Abb. 4.24.
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Abb. 7.25 o
Feynman-Graphen zum K©— K°-Uber-
gang
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Wie schon in Abschn. 4.6 diskutiert, wurden zum Studium der B-Mesonen
spezielle e~ e -Speicherringe gebaut, die sog. B-factories, deren Eigenschaf-
ten weiter unten genauer vorgestellt werden. Die Untersuchung der semilep-
tonischen B-Zerfille in Mesonen der ersten Generation (z.B. B — mev)
ergab

|Vip| = (4,15 +£0,49)-1072 . (7.151)
Damit erhalten wir
|Via |2+ Vs> + [Vin|? = 0,9999 + 0,0006 (7.152)

also wieder eine prizise Ubereinstimmung der Messungen mit den Vorhersa-
gen des Standard-Modells.

Das dominante Element der zweiten Reihe ist V,,, da es die Uberginge
innerhalb der zweiten Quarkfamilie beschreibt. Die direkte Messung tiber
leptonische Dg-Zerfille (Dy — pv) und semileptonische D-Zerfille (z. B.
D° — K~e™v,)in Experimenten der B-Fabriken scheint auf Grund der Fort-
schritte in der Berechnung der hadronischen Korrekturen die beste Methode
zur Bestimmung von | V| zu sein. Das Ergebnis

[V.s| = 1,006 £ 0,023 (7.153)

der Untersuchungen liegt innerhalb des Fehlers an der Unitaritdtsgrenze. Die
Analyse der Bj3;-Zerfille in Mesonen mit charm (z. B. B% — D~e%v,) fiihrt
zu

[V.p| = 0,0409 £ 0,0011 . (7.154)

Der Fehler dieser Messung ist relativ klein. Wegen der groen Masse des
b-Quarks konnen die hadronischen Korrekturen mit Hilfe der HQET (Ab-
schn. 6.2.4) genau berechnet werden.

Relativ genau kennen wir auch noch V4,

[V.q| =0,230£0,011 . (7.155)

Der Wert dieses Matrixelements wird durch die Ergebnisse der Neutrinopro-
duktion von Mesonen mit charm (v,d — cu~) dominiert, da die Analyse



der entsprechenden Verzweigungsverhiltnisse in Zerfillen der D-Mesonen
groBere Fehler hat.

Die Bestimmung von |V;4|, |V;s| und |V;;| gelingt am genauesten durch
Ausnutzung der Unitaritdtsbedingungen. Eine direkte Messung des domi-
nanten Elements |V;,| erfolgte durch die Untersuchung des Zerfalls von
t-Quarks in W-Bosonen. Gemessen wurden die Verzweigungsverhéltnisse
B(t —> Wq) mitq = b, s,d. Wegen B(t — Wgq) ~ |V;,|* gilt

Bt — Wbh)

> B~ Wq)
q=b.s.d
Der Mittelwert der Experimente am Tevatron und LHC betrigt 0,89 4 0,07.
Unter Heranziehung aller experimentellen Einzelergebnisse werden un-
ter Benutzung der Unitarititsbedungen von speziellen Arbeitsgruppen An-
passungsrechnungen (global fits) fiir |V;;| durchgefiihrt. Das von der PDG
zitierte Ergebnis [PDG12]

=Vs|* . (7.156)

0.97427£0,00015 0,22534£0,00065 0,0035170 0013
V =10,22520+0,00065 0,97344+0,00016  0,04127F 0!

+0.,00029 40,0011 +0,000021
0,00867= 00031 0,0404 205005 0,999146° 500046

(7.157)

demonstriert eindrucksvoll den Erfolg jahrzehntelanger Anstrengungen der
beteiligten Experimentalphysiker und Theoretiker.

Die CKM-Matrix weist eine hierarchische Ordnung auf. Die Betrige der
Diagonalelemente liegen nahe bei 1, wihrend fiir die Elemente auf3erhalb der
Diagonalen in guter Ndherung die Beziehungen

[Via| = [Var] = A
[Vas| = [Vaa| = A2 (7.158)
Vis| = Va1 = A°

gelten, worin A mit sin ®@¢ identifiziert werden kann. Diese Beobachtung
ermoglichte Wolfenstein, eine perturbative Nédherung der CKM-Matrix anzu-
geben, die wiederum von vier reellen Parametern — A, A, p, n — abhingt. A
und +/p2 + n? sollten von der GroBenordnung O(1) sein. Der Ansatz

Sp2 = A, S;3= Alz, S13 = A/ ,02 + n2A3, tanéd = Q (7.159)
0

fiihrt nach Entwicklung der Elemente von (7.147) fiir kleine A zur Wolfen-
stein-Darstellung der CKM-Matrix [Wol83]

1-22/2 A A (p—in)
= ) 1-22/2  AQ2 , (7.160)
AV —p—in) —AA? 1

die sich in der Diskussion der C P -Verletzung als sehr niitzlich erwiesen hat.

Besonders interessant ist die in einer Welt mit drei Generationen von
Quarks unvermeidliche Phase §;3 (bzw. der Parameter 7 in der Wolfenstein-
Darstellung). Die folgenden qualitativen Uberlegungen sollen zeigen, daB

7.8 CP-Verletzung im Standard-Modell
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eine solche Phase zur C P -Verletzung fiihrt, d. h. die gemessenen Werte von
e und &' (Abschn. 2.7.4) lassen sich im Standard-Modell mit den Parametern
der CKM-Matrix verkniipfen!

Die Diagramme der Abb. 7.25 beschreiben den Ubergang K° — K° im
Quarkmodell. Jedes der beiden Feynman-Diagramme besteht eigentlich aus
einer Summe von neun Graphen, da die inneren Quarklinien jeweils aus
u,c- und ¢-Quarks gebildet werden konnen. Es ist z. B. moglich, dal in
Abb. 7.25a links ein u-Quark und rechts ein 7-Quark den oberen Teil des
Diagramms mit dem unteren Teil verbindet. Wenn wir vereinfachend alle
Spinoren und y-Matrizen weglassen, enthdlt die Amplitude Produkte der
Kopplungen mit Funktionen, die noch von der Masse der Quarks in den
inneren Linien abhéngen.

Um die Kopplungen zu spezifizieren, folgen wir der Konvention der PDG,
nach der am Vertex mit einem einlaufenden d -Quark und einem auslaufenden
u-Quark (d — u) ein Faktor V,,; angebracht werden muB3. Der entsprechende
Faktor fiir v — d lautet dann V*,. Antiteilchen werden durch die konju-
giert komplexen Kopplungen beschrieben [Gas75], also V.*, fiir d — u und
V,.q fiir it — d. Entsprechende Regeln gelten natiirlich auch fiir die anderen
Elemtente der CKM-Matrix. Die resultierende Formel

Tpi ~ > ViaVisVis Vi f(mi.m) (7.161)
jik

mit j, k = u, ¢, t kann am einfachsten an Hand der Abb. 7.25a nachvollzogen
werden. Die Funktionen f(mj,m;) wurden von T. Inami und C.S. Lim be-
rechnet [Ina81]. Die Amplitude (K°|T| K°) enthilt die konjugiert komplexen
Kopplungen der Gleichung (7.161). Sie kann also nur bei verschwinden-
der Phase §;3 mit (K°|T|K°) identisch werden und damit die C P -Invarianz
garantieren.

Der Weg zur Berechnung von ¢ nach (2.449) ist nun offen, da die Matrix-
elemente M, und I, des KOKO-Systems mit Hilfe von (7.161) bestimmt
werden konnen. Die quantitative Berechnung von ¢ ist allerdings ziemlich
kompliziert. Qualitativ verstehen wir jedoch unmittelbar, daf ¢ klein wird, da
nach (7.160) nur V;; nennenswert zur C P-Verletzung beitrdgt. Das Ergebnis
demonstriert, dal der gemessene Wert von ¢ zwanglos durch die Parame-
ter der CKM-Matrix erkldrt werden kann [Nir92]. Das Standard-Modell sagt
auch einen nichtverschwindenden Wert von &’ voraus. Das experimentelle
Resultat (2.461) lag lange Zeit am oberen Ende des durch die Rechnungen
erlaubten Wertebereichs. Die neuere Entwicklung hat infolge eines tieferen
Verstindnisses der in die Rechnung eingehenden hadronischen Parameter
die Ubereinstimmung wesentlich verbessert, der Fehler der Rechnungen ist
aber relativ groB3. Verschiedene Ansitze und Methoden grenzen den erwarte-
ten Wertebereich von ¢'/& zwischen 0,5 1073 und 3,0- 1073 ein. Genauere
Angaben mit Literaturhinweisen stehen in der Monographie von K. Klein-
knecht [Kle03].
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7.8.2 C P -Verletzung und b-Quarks

Uber viele Jahre hinweg war die Beobachtung der faszinierenden Phéinomene
der flavor-Oszillationen und der C P-Verletzung an das K°K°-System ge-
bunden. Seit der Entdeckung der B°B°-Oszillationen ist aber klar, daB es ein
weiteres System gibt, in dem die C P -Verletzung studiert werden kann. Im
Standard-Modell kann die GroBe dieser Effekte vorhergesagt werden. Dazu
betrachten wir nochmals einige Eigenschaften der CKM-Matrix.

Die Unitarititsbedingungen V;} Vj; = 6, lauten fiirk =2und j =1

VEViad + VEVeg +V, Vg =0 (7.162)

Die hier auftretenden Produkte der Matrixelemente sind komplexe Zahlen,
die sich in der iiblichen Weise als Vektoren in der komplexen Zahlenebe-
ne darstellen lassen. In dieser Ebene wird (7.162) daher durch ein Dreieck
reprasentiert. Bei C P -Erhaltung fillt dieses Dreieck zu einer geraden Li-
nie zusammen, da alle Matrixelemente reell sind. Das zu (7.162) gehori-
ge Dreieck ist sehr flach, die C P -verletzenden Effekte im KOK_O—System
sind, wie wir wissen, minimal. Ganz anders ist die Lage im BOBO—System
(Abb. 7.26). Hier sind die zugehorigen Matrixelemente durch die Unitaritits-
relation (k =3, = 1)

VEVid + Vi Vea + ViVig =0 (7.163)

miteinander verkniipft. Das dieser Relation entsprechende Dreieck ist in
Abb. 7.27 gezeigt. Das Dreieck wurde so gedreht, daB8 V. V.; auf der reel-
len Achse der Zahlenebene liegt, gleichzeitig wurde die entsprechende Linge
des Achsenabschnitts auf 1 normiert. Mit 1 —A?/2 ~ 1 hat dann die Spitze C
des Dreiecks die Wolfenstein-Koordinaten 7 und p. Das Dreieck ist in etwa
unserem heutigen Wissen iiber 1 und p entsprechend gezeichnet.

Die weitere Diskussion lehnt sich eng an die Behandlung des K°K°-
Systems in Abschn. 2.7.4 an. Unter Zulassung einer C P -verletzenden Mi-
schung bilden auch die B°-Mesonen Eigenzustinde

|BL) = p|B°)+q|B°)
|Bu) = p|B%)—q|B°) (7.164)
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Abb. 7.27
Das Unitaritits-Dreieck fiir die b-Quark-
Kopplungen

‘ i o
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mit unterschiedlichen Massen und Lebensdauern. Die Indizes L und H be-
ziehen sich jetzt auf die Worte light und heavy, also auf leichte und schwere
Mesonen. Hier ist der entscheidende Unterschied zum K°K°-System ver-
borgen, der eine komplette Wiederholung des Kg, K1,-Szenarios unmoglich
macht. Die Lebensdauern der Zustidnde (7.164) sind fast gleich groB, es ist
also nicht moglich, sie aufgrund ihrer unterschiedlichen Zerfallszeiten zu
trennen. Bisher ist es noch nicht gelungen, eine unterschiedliche Lebensdau-
er zu messen. Diese Tatsache wird durch eine Berechnung der Lebensdauern
aus den Boxgraphen der Abb. 7.26 unterstiitzt. Die Rechnungen zeigen auch,
dall im B-System die Beziehung

4 _ ViV (7.165)

r VuVy
gilt. Es ist also ein reiner Phasenfaktor, der anschaulich die Lage der Seite
¢ des Dreiecks in Abb. 7.27 festlegt, ¢/ p = c¢/c*. Mit ¢ = |c|e!"~P) folgt
daher

4 2 it (7.166)
p
als Verkniipfung der Mischungsparameter mit dem Winkel 8 der Abb. 7.27.
Da sich die Zustidnde By, und By nicht voneinander trennen lassen, kann
man versuchen, die direkten Zerfille der B-Mesonen in Endzustdnde f zu
messen, die Eigenzustinde zu CP sind. Wir definieren zunichst das Ampli-
tudenverhiltnis
(f1T|Bo)
= (7.167)
P T B
welches im Fall der C P-Invarianz natiirlich | o | = 1 erfiillt. Die Messung der
partiellen Zerfallsbreiten von B- bzw. B°-Mesonen, die zu einem Zeitpunkt
t = 0 erzeugt werden, gibt aber keinen direkten Zugang zu |py|, da auf dem



Weg vom Entstehungsort zum Zerfallsort B® B°-Oszillationen auftreten. Die-
se Oszillationen berechnen wir ganz dhnlich zum Vorgehen in Abschn. 2.7.4.
Ein zum Zeitpunkt = 0 erzeugtes B°-Meson ist eine Uberlagerung

1
|B') = 5 (1Bu) +1Bu) (7.168)

der Eigenzustinde (7.164) zu definierter Masse und Lebensdauer. Die zeitli-
che Entwicklung dieser Zustdnde wird durch

|BL(1)) = | BL(0)) e Mile™ "2

|Bu(t)) = |Bu(0)) e 7M1t/ (7.169)
festgelegt, worin ein eventueller Unterschied in den Lebensdauern vernach-
lissigt wurde. Aus dem urspriinglichen B® wird also ein Zustand, in dem

sowohl B- als auch B°-Mesonen auftreten. Den neuen Zustand bezeichnen
wir mit | B%(¢)), da die Entwicklung von | B®) aus beginnt. Wir finden

AM t _ AM t
|B(1)) = g(1) [}Bo)cos (—) +i4 | B%) sin ( )] (7.170)
2 D 2
mit g(t) = e M'e~I""/2 In der Herleitung wurde M = (My + My,)/2 und

AM = My — M;, benutzt. Experimentell gilt AM = (3,337 £0,026)-
10~*eV. Ausgehend von

_ 1
|B%) = % (|BL) —|Bxu)) (7.171)

lautet die entsprechende Beziehung fiir By(t)

|B(1)) = g(1) |:1§ | B®) sin (A];l [) +|B°% cos (%)] . (7.172)

Wir definieren einen neuen komplexen Parameter

A= pf% , (7.173)

der die Interferenz der C P -verletzenden Amplituden in der Mischung (¢/ p)
und im Zerfall (py) enthilt. Nun berechnen wir die zeitabhingigen Zerfall-
samplituden mit dem Ergebnis

(1T |B°(t)) ~ cos (#) +ids sin(AMt) (7.174)
und
(FIT|B°)) ~ g [Af cos (A];“) +isin (AZ;“)] . (7.175)

Als MaB fiir die CP-Verletzung benutzen wir die Asymmetrie Ay der
partiellen Zerfallsbreiten

_ F(l?o(t)—>f)—F(B°(t)—>f)
F(B(1) — f)+I(B(t) — f)

r (7.176)

7.8 CP-Verletzung im Standard-Modell
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Abb. 7.28
Quark-Diagramm des Zerfalls BO—J /
v+ K°

die aus der Differenz und der Summe der Betragsquadrate von (7.175) und
(7.174) berechnet wird. Unter Benutzung von |p/q| = 1 erhalten wir

Ar = Sysin(AM t)—Cy cos(AM t) (7.177)
mit
oLl L (7.178)
L+ A7
und
2ImA
= m . (7.179)

Nur mit A, = £1 ist also die CP-Invarianz gewihrleistet.

Besonders klare Verhiltnisse liegen vor, wenn man den Zerfall in J /¢ Kg
betrachtet. Dieser Endzustand ist, wie gefordert, ein Eigenzustand zum C P -
Operator. Fiir den Eigenwert gilt ncp = —1, da das Kg- und das J /y-Meson
aus dem Zerfall des B® bzw. B? (mit dem Spin 0) den relativen Bahndrehim-
puls / = 1 haben miissen. In Abb. 7.28 ist das Quark-Diagramm des Zerfalls
B° — J/y¥K" angegeben. Es ist das einzige Diagramm, das in erster Ni-
herung beitragen kann. Aus ihm geht hervor, daB8 nur das Produkt V 3}V,
der CKM-Matrixelemente die Kopplungsstirke des Zerfalls bestimmt. Mit
Hilfe von (7.160) sieht man, dal diese Elemente in sehr guter Néiherung
reelle Zahlen sind, daher gilt (K°|T'|B°)/(K°|T|B°) = 1. Fiir den betrach-
teten Endzustand J/y¥K finden wir in der gleichen Naherung pr = —1,
wobei die zusitzliche negative Phase durch die negative C P -Paritit des Zu-
stands festgelegt wird. Eine genaue Begriindung dieses so anschaulich klin-
genden Argumentes ist in [NirO1] zu finden. Mit (7.166) gilt nun [A/| =1
und ImA, = sin(28) und somit ergibt sich die Beziehung

Ar(KsJ/vy) =sin(2B) sin(AM ¢t) . (7.180)

Der Nachweis dieser Asymmetrie beweist nicht nur die C P -Verletzung im
Sektor der b-Quarks, sondern erlaubt eine genaue Bestimmung der in Frage
kommenden Parameter der CKM-Matrix. In unserer vereinfachten Argumen-
tation ist dies wegen

Via

A= v (7.181)
die Phase von V;;. Die hadronischen Korrekturen zu dieser Beziehung lie-
gen hochstens im Promille-Bereich. AuBerdem wird mit der Messung der
Asymmetrie ein empfindlicher Test des Standard-Modells durchgefiihrt, da
eine Bestimmung von B auch allein durch Konstruktion des Dreiecks der
Abb. 7.27 aus den Betriigen |V;; | moglich ist.

Experimentell ist die Messsung jedoch keine leichte Aufgabe. Der gewihl-
te Zerfall hat zwar eine klare Signatur, da sich das J /vy aus dem ™~ " - und
das Kg aus dem 7~ T-Zerfall rekonstruieren lassen. Das Produkt der Ver-
zweigungsverhiltnisse in den ppumwm-Endzustand ist aber sehr klein,
©(107°). Man braucht also zunichst eine intensive Quelle von B°, B°-Me-



sonen. Am SLAC und am japanischen Forschungszentrum KEK (in Tsuku-
ba nahe Tokyo) wurde hierzu die Erzeugung der 7" (4.5)-Resonanz in einem
e~ et -Speicherring hoher Luminositit gewihlt. Diese Resonanz zerfllt fast
ausschlieflich in B B-Paare. Der Nachweis eines J /{/Ks-Endzustandes im
Detektor reicht alleine noch nicht aus, da nicht feststeht, ob er im Zerfall eines
BY- oder B°-Mesons entstanden ist. Daher wird eine Markierungsmethode
(tagging) benutzt, die eine solche Zuordnung erlaubt. Ein semileptonischer
Zerfall zum Zeitpunkt 7, wie z.B. in B® > D~ ety,, signalisiert, daf} ein
BO zerfallen ist. Jetzt muB das andere Teilchen ein B° sein, da die B°, BO-
Mesonen aus dem 7" (4.5)-Zerfall sich in einem kohidrenten Zustand befinden.
Wenn sein Zerfall in J /¥ Kg zum Zeitpunkt #, nachgewiesen werden kann,
hat man ein sog. goldplated event gefunden. Nach Sammlung einer genii-
genden Anzahl dieser Ereignisse kann dann A bestimmt werden. Die Zeit
t in (7.180) wird aus t, —t; bestimmt, wobei der Markierungszerfall wegen
der Kohirenz der Zustdnde auch nach dem J /¥ Kg-Zerfall stattfinden kann.
Durch das tagging wird natiirlich die Anzahl verwertbarer Zerfille weiter
verkleinert. Aulerdem zeigt die Diskussion, welch hohe Anforderungen an
den Detektor gestellt werden. Dieser muf} in der Lage sein, die komplette
Zerfallskette des B°- und des B°-Mesons zu rekonstruieren.

Die B°-Mesonen aus dem Zerfall eines ruhenden 7" (4S) haben sehr klei-
ne Impulse. Eine mefbare Laufstrecke zur Bestimmung der Zeiten 71,7, im
Ruhesystem der B°-Mesonen tritt nur im Zerfall schnell bewegter 7' (4S)-
Mesonen auf. Am SLAC wurde daher ein asymmetrischer e~e™-Speicher-
ring gebaut, in dem Elektronen mit einer nominellen Energie von 9 GeV auf
Positronen von 3,1 GeV treffen. Das japanische Projekt hat dhnliche Parame-
ter. Allein am Bau dieser speziellen Maschinen sieht jeder Leser unmittelbar,
welch grofle Anstrengungen unternommen wurden, die C P -Verletzung im
B B-System nachzuweisen. Ein wichtiges Motiv dabei war natiirlich, daB
eventuelle Abweichungen von den Vorhersagen des Standard-Modells ein
Fenster zur Erforschung neuer Phidnomene erdffnen. Das gemittelte Ergebnis
der modernen Experimente lautet

sin(2f) = 0,679 40,020 (7.182)

in bester Ubereinstimmung mit dem Standard-Modell.

Ein zentrales Argument in der Herleitung von (7.180) war die aus (7.165)
folgende Bedingung |q/p| = 1, die experimentell iiberpriift werden muss.
Dazu betrachten wir semileptonische BY-Zerfille mit ,,falschem Vorzeichen®
(wrong sign decays), womit folgendes gemeint ist: Semileptonische B°-Zer-
fille B — [ TvX enthalten im Endzustand ein positiv geladenes Lepton, ein
Neutrino und einen hadronischen Zustand X . Entsprechend treten beim Zer-
fall B — [~ $X negativ geladene Leptonen auf. Es ist jedoch moglich, daf
sich ein B B-Ubergang vor dem Zerfall ereignet, ein zur Zeit ¢ = 0 erzeug-
tes B*-Meson zerfillt dann in /0 X. Als MeBgroBe definieren wir nun die
Asymmetrie semileptonischer Zerfélle mit falschem Ladungsvorzeichen der
Leptonen

_ I'(B°(t) > I"vX)—TI'(B(t) > 7V X)
C I(BY(t) > [TvX)+ T (B(t) > [~vX)

¥ (7.183)
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Auf der T (4S)-Resonanz werden in den B-Fabriken viele B®B-Paare er-
zeugt. Endzustinde mit zwei positv geladenen Myonen werden durch den
semileptonischen Zerfall eines B°-Mesons ohne Oszillation und eines B°-
Mesons mit Oszillation erreicht. Durch Abzéhlen der Ereignisse mit je zwei
Myonen gleicher Ladung kann demnach die Asymmetrie gemessen werden,

N++ —N—

Ag=—
TTNTEEN

(7.184)
Die Zerfallsbreite I"(B°(t) — uvX) ist proportional zur Wahrscheinlich-
keit [(B°|BO(¢))|? zur Zeit ¢ ein B°-Meson in einem urspriinglichen B°-
Zustand zu finden. Entsprechend ist I'(B°(t) — u~vX) proportional zu
|(B°|B°(1))|>. Mit Hilfe von (7.172) und (7.170) erhalten wir sofort
[(B°|B°(1))[* ~ | p/q|* und [(B°| B(1))|* ~ |¢/ p|* und damit

S 1—lq/pl*
JP—— V0 B
1+lq/pl*

SchlieBlich bekommen wir mit dem schon in Abschn. 2.7.3 eingefiihrten
MaB der C P -Verletzung § = |p|> —|q|?> und gleichzeitiger Beachtung der
Normierung | p|?> + |¢|> = 1 die gerne benutzte Formel

28
T4

Das experimentelle Ergebnis |¢/p| = 1,0017 £ 0,0017 entspricht sehr gut
der Vorhersage des Standard-Modells.

Die fast uniibersehbare Fiille von Daten zu den Zerfillen der B-Mesonen
kann hier nicht einmal anndhernd gewiirdigt werden. Eine Gruppe von Ex-
perten arbeitet in der Heavy Flavor Averaging Group (HFAG) daran, die
experimentellen Ergebnisse zu vergleichen und einzuordnen [HFAG12]. Die
Lektiire der regelméBig erscheinenden Veroffentlichungen dieser Gruppe ist
sicher ein guter Ausgangspunkt bei der Planung oder Durchfiihrung eigener
Forschungen.

(7.185)

sl (7.186)

7.10 Leiten Sie die Wolfenstein-Darstellung (7.160) der CKM-Matrix ab,
indem Sie die Elemente von (7.147) mit Hilfe von (7.159) in eine
Reihe entwickeln.

7.11 Konstruieren Sie das Dreieck der Abb. 7.27 aus den Mittelwerten der
Matrixelemente in (7.157).

7.9 Neutrinomassen und Neutrino-Oszillationen

Verglichen mit den {ibrigen Fermionen sind die Massen der Neutrinos auf je-
den Fall vernachldssigbar klein. Die Summe der Massen der drei Neutrinos
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muf} < 0,58 €V sein, um nicht in Widerspruch zu den Messungen der kos-
mischen Hintergrundstrahlung zu geraten. Mit anderen astrophysikalischen
Verfahren wird schon jetzt eine Grenze von < 0,2 eV angegeben [Aball].

Das Energiespektrum der geladenen Teilchen in Zerfallsreaktionen der
schwachen Wechselwirkung hingt von der Neutrinomasse ab, wie in Ab-
schn. 6.2.2 am Beispiel des B-Zerfalls des Neutrons erldutert wurde. Bis-
her sind aus solchen direkten Messungen nur obere Grenzen bekannt, wo-
bei die genauesten Ergebnisse fiir das Elektron-Neutrino v, vorliegen. Im
sog. Troitsk-Experiment wurde mit einem speziellen Massenspektrometer
bei einer statistischen Vertrauensgrenze von 95 % m,, < 2,05¢eV ermittelt
[Asw11]. Falls das v, eine Masse von > 0,35 eV haben sollte, konnte ein po-
sitiver Nachweis mit dem wesentlich grofleren Instrument KATRIN erbracht
werden, welches zur Zeit in Karlsruhe aufgebaut wird. Ergebnisse werden
aber sicher erst in einigen Jahren vorliegen.

Im Standard-Modell werden die Massen der Neutrinos sozusagen per defi-
nitionem zu Null gesetzt. Fiir alle bisher betrachteten Reaktionen ist dies eine
ausgezeichnete Niherung. Das Problem der Neutrinomassen ist aber von so
grundsitzlicher Natur, dal wir uns jetzt mit diesem besonders interessanten
Aspekt der QFD beschiftigen wollen.

Der eigentliche Grund fiir das Auftreten von flavor-Oszillationen der K°-
und B%-Mesonen ist darin zu sehen, daB die Eigenzustiande der Quarks zur
schwachen Wechselwirkung verschieden von den physikalischen Eigenzu-
stinden mit definierter Masse sind. Das W-Boson koppelt an die d’,s'-
und b’-Quarks, die mit den physikalischen Eigenzustinden d, s und b durch
die CKM-Matrix (7.143) verkniipft sind. In Prozessen zweiter Ordnung der
schwachen Wechselwirkung gibt es daher z.B. die Ubergiinge d — u — s
bzw. § — il — d der Abb. 7.25a und damit die K°K°-Oszillationen.

Wir fragen uns jetzt, ob die in den Zerfillen W+ — e*v, und W+ —
pF v, entstehenden Elektron- und Myon-Neutrinos mit den Eigenzustin-
den definierter Masse identisch sind. Wir nehmen verallgemeinernd zunéchst
an, daf} es wie im Quarksektor physikalische Eigenzustéinde |v; ) definierter
Masse gibt, die mit |v, ;) durch die Drehung

[Ve) = |v1) cos © + |vy) sin @
[v) = —[v1) sin © + |v;) cos © (7.187)

zusammenhingen. Fiir & # 0 erwarten wir daher neue, interessante Effekte,
z.B. flavor-Oszillationen wie bei den Quarks. Es gibt aber keine komplet-
te Wiederholung der dort vorgefundenen Szenarien, da die Neutrinos sich
in wichtigen Eigenschaften von den Quarks unterscheiden. Im Gegensatz
zu diesen sind die Neutrinos ndmlich stabil und treten als freie Teilchen
auf. Weiter werden sie immer in Zerfallsprozessen der schwachen Wech-
selwirkung und nicht wie z.B. die schweren Quarks als Paare definierter
Masse in Reaktionen der starken Wechselwirkung erzeugt. Fiir alle prakti-
schen Zwecke der Neutrinophysik wird natiirlich nicht der Zerfall des W -
Bosons benutzt, sondern der Zerfall 7 — pv, zur Herstellung eines Strahls
von Myon-Neutrinos oder der -Zerfall von Kernen (in einem Reaktor) zur
Erzeugung eines Strahls von Elektron-Antineutrinos.
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10Hjer kommt implizit zum Ausdruck, daB
wir mp > mj annehmen. P(z) hingt aber
nicht vom Vorzeichen von §m? ab. Die Mes-
sungen konnen also nur [§2,| liefern, auch
wenn wir vereinfachend die Betragszeichen
weglassen. Mit den Vorzeichen werden wir
uns erst am Ende dieses Kapitels beschéftigen.

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung eines Neutrinos, das sich
entlang der z-Achse mit dem Impuls |p| = k im Laborsystem bewegt. Fiir
einen Eigenzustand der Masse gilt

1) = [vy o) e HETED (7.188)

Aufgrund ihrer kleinen Masse bewegen sich die Neutrinos praktisch mit
Lichtgeschwindigkeit (z = ¢), und E — k kann mit Hilfe der Reihenentwick-

lung von {/k2 +m? durch m3/2k approximiert werden. Damit erhalten wir
die Nidherung

—im2
V12(0)) = [v12(0)) e 71210 (7.189)

Die zeitliche Entwicklung eines zum Zeitpunkt # = 0 entstandenen Elektron-
Neutrinos ist dann durch die kohzrente Uberlagerung

[Ve(2)) = |vi(t)) cos © + |v,(t)) sin @ (7.190)

festgelegt, da die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems
durch die Entwicklung der Eigenzustinde definierter Energie bestimmt wird.
Hieraus folgt

Ve (1)) = [11(0)) e ™1/ P0) o5 @ + [15(0)) e M3/ sin® . (7.191)

In (7.190) sind sowohl Anteile von Elektron-Neutrinos als auch von My-
on-Neutrinos enthalten. Die Amplitude A(¢), in einem zur Zeit t = 0 pri-
parierten Zustand |v.) auch zur Zeit ¢ ein Elektron-Neutrino vorzufinden,
wird aus dem Skalarprodukt (v, |v,.(?)) berechnet. Analog zum Vorgehen in
Abschn. 2.7.3 wird dazu zunichst (7.187) invertiert. Nach Einsetzen der Aus-
driicke fiir |v; 2(0)) in (7.191) kann A(¢) unter Beachtung der Orthogonalitt
von |v.) und |v,) leicht berechnet werden. Das Ergebnis lautet

A(t)y, v, = cOS” Qe Mt/ CR) 4 gin? @e=im31/(2K) (7.192)

Die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Elektron-Neu-
trinos in einem urspriinglich reinen v,-Zustand wird daraus zu

§ 2
P(1)y, >y, = cos* @ +sin* © +2 cos @ sin® @ cos (%z) (7.193)
mit §m? = m% - m% berechnet.!? Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert also mit
der Frequenz §m?/4rwk. Die iiblichen Umformungen der Winkelfunktionen
in (7.193) fiihren schlielich zur endgiiltigen Formel

Sm’t
P(t)y, v, = 1 —5in?(20) sinz( Tk ) , (7.194)

woraus unmittelbar

Sm?t
P(t)y, v, = sin?(20) sinz( Tk ) (7.195)

folgt.
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Es ist offensichtlich, daf analoge Beziehungen gelten, falls wir mit einem
reinen v,-Zustand starten, d.h. P(v, —v,) = P(v, = v.) und P(v, —
v,) = P(ve — v,). AuBerdem gibt es keinen Unterschied zwischen den Os-
zillations-Wahrscheinlichkeiten fiir Antineutrinos und Neutrinos, also z.B.
Pe —vy) = P(ve = vy).

Um die gewonnenen Ergebnisse auf drei Sorten von Neutrinos zu verall-
gemeinern, definieren wir — wie in Abschn. 7.8 — eine unitdre Matrix, die den
Zusammenhang zwischen den Eigenzustinden |v,) mit @ = e, u, 7 und den
Zustinden |v; ) herstellt,

Va) = Y Uai |vi) (7.196)
i=1,3

Mit der Umkehrung |v;) =) s U ﬂ*, |vg) ergibt sich

* _—im?
(vp e (1)) = Uyt Uge it/ (7.197)

Die 3 x 3-Matrix U hingt — wie die CKM-Matrix — von vier reellen Para-
metern ab. Wir vereinfachen die Diskussion aber dahingehend, dal wir C P -
Erhaltung im leptonischen Sektor annehmen. Damit wird U reell und héngt
nur noch von drei Parametern ab. Fiir die Oszillations-Wahrscheinlichkeit
erhalten wir auf diese Weise

SN §m3;t
P(0)gmsp = Z ULUS + 2{%){ Uyi Usj Upi Ug; cos ( o (7.198)
mit §m7; = m? —m;. Im Spezialfall von nur zwei Neutrinogenerationen re-
duziert sich diese Beziehung zu (7.194) und (7.195). Eine allgemeine von der
letzten Gleichung ausgehende Analyse der Oszillationen kann ziemlich ver-
wickelt werden. Gliicklicherweise lassen sich die Experimente weitgehend in
einem Schema behandeln, in dem jeweils nur zwei Sorten Neutrinos, also v,
und v, oder v, und v, auftreten.

Der Nachweis von Oszillationen kann auf zwei Arten vorgenommen wer-
den. Entweder beweist man, daf} in einem Detektor, der im Abstand L vom
Entstehungsort der Neutrinos der Sorte o steht, deutlich weniger v,-Reak-
tionen stattfinden, als der Intensitit der Quelle entsprechen wiirde. Das ist
ein sog. disappearance-Experiment, zur Analyse wird (7.194) benutzt. Der
Nachteil ist, daf die Intensitit der Quelle relativ genau bekannt sein muf3. In
einem appearance-Experiment (7.195) werden dagegen vg-induzierte Reak-
tionen gemessen, also z.B. v;n — v~ X zum Nachweis von v, v,-Oszilla-
tionen in einem v,,-Strahl.

Kennzeichnend fiir ein solches Experiment sind der Abstand L zwischen
Quelle und Detektor und die Energie k des Neutrinostrahls. Die Zeit in
(7.194) und (7.195) wird jetzt durch die Flugstrecke L ersetzt, welche fiir
die experimentelle Diskussion besser geeignet ist. Eine volle Schwingung
wird in der Oszillationslédnge

4k

0= M (7.199)
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durchlaufen und fiir die Wahrscheinlichkeiten bekommen wir z. B.

L
P(L)yy—y, = 1 —sin*(20) sin’ (nL—) (7.200)
0
und
.2 .2 L
P(L)y v, =sin"(20)sin JTL— . (7.201)
0
Die numerische Auswertung von (7.199) ergibt
Ly =247k Vim (7.202)
T s mE Mev ‘

Selbst bei gentigend grofen Werten des Mischungswinkels lassen sich Os-
zillationen fiir L < Lo, also 8m? < 4wk /L nicht mehr nachweisen. Als
Faustformel fiir die Empfindlichkeit eines Experimentes gilt §m? . =k/L,
wobei das Ergebnis die Dimension eV? hat, wenn k in MeV und L in m ein-
gesetzt wird. Im umgekehrten Grenzfall §m? > 47k / L treten bedingt durch
die Unschirfe von L und k so viele Oszillationen im Detektor auf, dal} nur

noch die Mittelwerte

1
(Prysv,) = 1— 3 sin?(20) (7.203)
und
1
(Poposny,) = 3 sin?(20) (7.204)

bestimmt werden konnen.

Nach vielen Jahren vergeblicher Bemiihungen Neutrino-Oszillationen zu
entdecken, wurden sie mittlerweile im Flu3 von Neutrinos aus der Atmo-
sphire und der Sonne, in der Umgebung von Kernreaktoren und in Experi-
menten an Beschleunigern nachgewiesen. Die Ergebnisse widerlegen ohne
Zweifel den urspriingliche Ansatz des Standard-Modells, daf3 alle Neutrino-
sorten masselos sind. Da dieser Ansatz aber mehr pragmatischen Griinden
geschuldet war, dndert sich nur die Zahl der Parameter des Standard-Modells.

Der Fluf atmosphirischer Neutrinos wurde besonders erfolgreich mit dem
Superkamiokande-Detektor untersucht. Dieser in Abb. 7.29 gezeigte Detek-
tor ist eine Weiterentwicklung der Wasser-Cerenkov-Zihler aus den Proton-
Zerfallsexperimenten. Er enthiilt einen Tank mit 50 000 m® Wasser und ist mit
13000 Photovervielfachern zum Nachweis des Cerenkov-Lichts geladener
Teilchen ausgeriistet. Hiermit konnen die in Neutrino-Reaktionen erzeugten
Elektronen und Myonen nachgewiesen werden.

Hochenergetische Protonen der kosmischen Strahlung losen bei ihrem
Eintritt in die Erdatmosphire in etwa 12 ,km Hohe Kernreaktionen aus, in
denen eine Fiille von 7*-Mesonen produziert wird. Im Zerfall der Pionen
(7 — pv) entstehen fast ausschlieBBlich Myon-Neutrinos, wihrend der Myon-
Zerfall (@ — evv) ein Elektron- und ein Myon-Neutrino (bzw. ihre Antiteil-
chen) liefert. Man erwartet also ein Verhiltnis

v+,

K~ (7.205)
Ve + Ve
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in der Zusammensetzung der Neutrinos aus der Erdatmosphire. Diese Ab-
schétzung wird natiirlich durch vielerlei Effekte korrigiert. Hochenergetische
Myonen z. B. erreichen aufgrund der Zeitdilatation die Erde, bevor sie zer-
fallen. Ebenso muf} die Zusammensetzung der kosmischen Strahlung, die
Energieabhingigkeit der Wirkungsquerschnitte und vieles mehr beriicksich-
tigt werden. Eine verldliche Berechnung der durch die Neutrinos im Detek-
tor erzeugten Ereignisse mit Elektronen bzw. Myonen ist nur in ausgedehnten
Monte-Carlo-Simulationen moglich. Um systematische Fehler weitgehend
zu unterdriicken, wird das Doppelverhéltnis

— (N/I-/Ne)Dalen
(N;L/Ne)Monle Carlo

als Observable benutzt. Das Ergebnis des Kamiokande-Experiments, welches
von anderen Gruppen bestitigt wurde, weicht auch bei Beachtung des statis-
tischen und systematischen Fehlers deutlich von 1 ab, R = 0,65+0,05+
0,08.

Die Anzahl der v.-induzierten Ereignisse entspricht den Erwartungen. Ei-
ne elegante Erkldarung des Defizits an Myon-Neutrinos besteht daher in der
Annahme von v, v,-Oszillationen, es handelt sich um ein typisches dis-
appearance-Experiment. Myonen, die von unten in den Detektor eintreten,
haben die Erde durchquert und deshalb eine um 12 000 km ldngere Laufstre-
cke, als Myonen, die von oben kommen. Da auch die Energie der Myonen

(7.206)

Abb. 7.29

Schematische Darstellung des Superkamio-
kande-Detektors in der Kamioka-Mine in
Japan. Elektrisch geladene Teilchen er-
zeugen auf ihrer Bahn durch das Wasser
Cerenkov-Licht, das in einem typischen
Kegel abgestrahlt wird. Gemessen werden
die Ankunftszeiten und die Pulshohen des
von der Teilchenspur erzeugten Cerenkov-
Lichts
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keine Konstante ist, iiberdecken die Ereignisse einen Bereich L/k von 1 bis
10*km/GeV.

Die beste Anpassung [SKC04] der MeBpunkte an die Funktion P(L),,, .,
gelingt mit einer Vertrauensgrenze von 90 % fiir

1,9-10 V2 < 8m3 <3,0-103eV? und  sin?(20,4) > 0,9 . (7.207)

Praktische Mittelwerte fiir Rechnungen sind 8mf1 =25-1036V2 und
®, = 45°. Der Index A bezieht sich auf die atmosphérische Quelle der ersten
entdeckten v, v,-Oszillationen.

Im Ergebnis (7.207) ist v. a. der grole Mischungswinkel iiberraschend, da
man immer davon ausging, daf§ auch die leptonischen Mischungswinkel klein
sind. Es ist daher besonders wichtig, diesen Effekt in einem kontrollierten
Laborexperiment zu iiberpriifen. Das Experiment muf} aber fiir die gefun-
denen kleinen Werte von §m? empfindlich sein, also ein ausreichend hohes
L/ k-Verhiltnis haben. Im japanischen K2K-Experiment wird ein v,-Strahl
mit der mittleren Energie von 1,3 GeV am KEK-Protonen-Synchrotron er-
zeugt und auf den 250 km entfernten Superkamiokande-Detektor gerichtet.
Die neuesten Daten stammen vom amerikanischen MINOS-Experiment. Der
Detektor mit einer Masse von etwa 5000t ist in einer ehemaligen Mine in
Minnesota aufgebaut und besteht aus einer Reihe von Stahlplatten zwischen
denen Schichten aus Szintillatormaterial angebracht sind. Der im Fermilab
(Chicago) erzeugte v, Strahl hat eine Energie von 3 GeV im Maximum der
Haufigkeitsverteilung. Der Abstand zum Detektor betrdgt 735 km. Die Aus-
wertung des Experimentes ergab [MINO11]

§mi=2.32700-107eV? und  sin’(20,) = 1,00 (7.208)

in bester Ubereinstimmung mit (7.207).

Neutrino-Oszillationen bieten sich auch als eine sehr einleuchtende Erkla-
rung des sog. Defizits der Sonnen-Neutrinos an. Die Sonne ist ein Fusions-
Reaktor, dessen Reaktionszyklen in der Gleichung

4p+2e~ — SHe+2v, +26.731 MeV (7.209)

zusammengefaflit werden konnen. Der Neutrinoflu3 ist also direkt an die Pro-
duktion thermischer Energie gekoppelt und damit relativ genau vorhersagbar.
Die einzelnen Zyklen von Kernreaktionen, die zu (7.209) beitragen, liefern
Neutrinos unterschiedlicher Energie, wobei die mittlere Energie 0,295 MeV
betrigt. Zur Berechnung des relativen Anteils der Zyklen sind astrophysikali-
sche Modelle der Sonne notig. Die wichtigsten Zyklen fiir unsere Diskussion
sind der dominante sog. pp-Zyklus (mit einer maximalen Neutrino-Energie
von 0,4 MeV) und der sehr seltene 8B—Zyklus, der aber Neutrinos mit einer
Energie von etwa 10 MeV liefert. Fiir eine genauere Diskussion mit vielen
zusitzlichen Literaturangaben sei auf das Lehrbuch von N. Schmitz verwie-
sen [Sch97].

Schon ab 1970 wurde der solare Neutrinoflu durch die Gruppe von R.
Davis mit einem radiochemischen Detektor in der Homestake-Mine (South
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Dakota, USA) untersucht. In einem Tank mit etwa 380 m? Perchlorethylen
(C,Cly) kann die Reaktion

Ve +37CL— 3TAr + e (7.210)

stattfinden. Das radioaktive Argon-Isotop verwandelt sich mit einer Halb-
wertszeit von 35 d tiber den Elektroneneinfang aus der K-Schale gemif

WAr+e” — Cl+v, (7.211)

in Chlor. Beim Auffiillen der K-Schale durch Elektronen aus htheren Scha-
len werden y-Quanten emittiert oder die freiwerdende Energie wird benutzt,
um weitere Elektronen zu ionisieren (Auger-Effekt). Die Reaktion (7.211)
kann also durch die Messung dieser Photonen und Elektronen nachgewie-
sen werden. Die technischen Schwierigkeiten des Zihlens einzelner atomarer
Prozesse in 380 m® Targetmaterial sind enorm und wurden in bewunderns-
werter Weise gelost. Da die Reaktion (7.210) eine Schwellenenergie von
814 keV besitzt, mifit das Experiment im wesentlichen die 8B-Neutrinos. Die
erst zu Beginn der 1990er Jahre installierten Detektoren SAGE (Baksan Tun-
nel, Nord-Kaukasus) und GALLEX-GNO (Gran Sasso Laboratorium, Itali-
en) benutzten ebenfalls ein radiochemisches Verfahren. Sie untersuchten den
Neutrino-Einfang

Ve +olCGa— TLGe+e” (7.212)
und wiesen ihn durch die Beobachtung der Reaktion
HNGe+e - Ga+v, (7.213)

nach. Da die Schwelle fiir (7.212) bei 233 keV liegt, tragen hauptsichlich
die Neutrinos aus dem pp-Zyklus zu diesem Prozef bei. Das Kamiokande-
und das Superkamiokande-Experiment (Abb. 7.29) sind die uns schon friither
begegneten Wasser-Cerenkov-Detektoren. Die Schwelle fiir den Nachweis
des Cerenkov-Lichts betrigt 7,5 MeV, es kommen also nur die Neutrinos aus
dem 8B-Zyklus in Frage. Im Gegensatz zu den radiochemischen Verfahren
erfolgt der Nachweis der Neutrino-Reaktion zeitgleich mit ihrem Auftreten.

Alle Experimente stimmen darin iiberein, dal der gemessene Neutrino-
fluf} deutlich unterhalb der berechneten Vorhersage liegt. Die Diskrepanz
zwischen Vorhersage und Messung ist allein beim GALLEX-GNO Experi-
ment [Kae010] etwa 6 mal groBer als der Mittelwert des experimentellen und
theoretischen Fehlers (60-Effekt). Es ist praktisch unméglich, die gefundene
Abweichung durch Modifikation der Sonnenmodelle zu erkliaren, zumal der
totale Fluf} nur durch (7.209) festgelegt wird.

Alternativ bietet sich die Erkldrung durch Neutrino-Oszillationen an. Falls
diese Deutung des Defizits an Sonnen-Neutrinos stichhaltig ist, muf} die Be-
obachtung von Reaktionen neutraler Strome einen Neutrino-Fluf} ergeben,
der mit den Sonnenmodellen iibereinstimmt. Dieses experimentum crucis
wurde vom Sudbury Neutrino Observatory (SNO) in Kanada unternommen.
Auch hier handelt es sich um einen Cerenkov-Detektor, der aber im Gegen-
satz zum Kamiokande-Experiment mit ,,schwerem‘ Wasser (D,0) gefiillt ist.
Neben der Neutrino-Elektron-Streuung, die wie im Kamiokande-Experiment
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Abb. 7.30

FluB der solaren Neutrinos aus dem 8B-
Zyklus, wie er mit Hilfe der im Text
diskutierten Reaktionen (CC, NC und elas-
tische Streuung) im SNO-Detektor gemes-
sen wurde. Die grauen Bénder bezeichnen
die Fehlergrenzen der Messung innerhalb
+1o0. Die Vorhersage der Rechnung ist
ebenfalls mit gestrichelten Grenzen ein-
getragen. Die gestrichelten Ellipsen geben
den erlaubten Wertebereich von &, und
@, mit einer Vertrauensgrenze von 68 %,
95 % und 99 % an

11 CC ist wieder die international gebriuchli-
che Abkiirzung fiir charged currents also gela-
dene Strome im Unterschied zu NC fiir neutral
currents.

5
¢, (10°cm’s™

durch die CC-Reaktionen!' dominiert wird [Quil3], konnen auch die hadro-
nische CC-Reaktion

Ve+d —>e +p+p (7.214)
und die hadronische NC-Reaktion
Vo+d —>ve+p+n (7.215)

beobachtet werden. In der letzten Gleichung kann v,, ein v,, v, oder v, sein.
Der Nachweis dieser Reaktion neutraler Strome erfolgt z. B. durch Beobach-
tung der Einfang-Reaktion

n+d—>t+y, (7.216)

wobei das bei der Verwandlung von Deuterium in Tritium entstehende Pho-
ton eine Energie von 6,26 MeV hat. Das in Abb. 7.30 zu sehende Ergebnis
kann als endgiiltiger Beweis von Oszillationen der in der Sonne erzeugten
Elektron-Neutrinos angesehen werden. Der mit der NC-Reaktion gemessen
Fluf} entspricht genau dem in den Sonnenmodellen berechneten Flul ®ggy
mit einem Mittelwert von 5,09-10% cm™2s™!. Er kann in einen beliebigen
Anteil von @(v,) und @ (v, 4. ) aufgeteilt werden. Der Flul @, der Elektron-
Neutrinos wird durch die CC-Reaktion (7.214) und (weniger genau) die elas-
tische Streuung vye™ — v,e™ gemessen. Offenbar haben bis zum Erreichen
des Detektors 65 % der Sonnen-Neutrinos ihre flavor-Quantenzahl geidndert!

Es liegt nahe, dieses Ergebnis durch eine v,, v,-Oszillation zu deuten.
Selbst fiir extrem kleine §m? ~ 1077 eV? gilt jedoch AL >> L, worin AL
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die Unsicherheit des Abstands zwischen dem Entstehungsort in der Sonne
und dem Detektor auf der Erde ist. Es kann also nur der Mittelwert (7.203)
beobachtet werden. Mit (P,,—,,,) > 0,5 gibt es keinen Wert des Mischungs-
winkels, der mit einem Defizit von 65 % vereinbar ist. Es stellt sich gliick-
licherweise heraus, daf3 (7.194) und (7.195) aufgrund der sehr hohen Dichte
der Sonnenmaterie modifiziert werden miissen. Die Ausbreitung der Neutri-
nos wird durch die Wechselwirkung mit den Elektronen der Sonnenmaterie
beeinfluBlt. Als Folge ist sogar eine vollstindige Umwandlung v, — v, in der
Sonne moglich. Aufierhalb der Sonne beschreibt dann die rechte Seite von
(7.204) die ;t — e Oszillation und erklért mit & ~ 30° die Daten zwanglos.

Zur quantitativen Behandlung dieses Effektes miissen wir etwas weiter
ausholen. Die Eigenzustinde (7.188) geniigen offenbar den gekoppelten
Differentialgleichungen'?

~d (v _ (m}/@2k) O V|
15 (Uz) = ( 0 m%/(Zk) ) (7.217)
Durch die unitire Transformation
cos® sin®
U= (— sin ® cos @) (7.218)

wird daraus die Bewegungsgleichung fiir die flavor-Eigenzustinde gewon-
nen,

d (v, (m)@k) 0 v,
Y (vﬂ)_U( "o mg/(zk)) vt (uﬂ)

A B Ve
= (B C) (vﬂ) (7.219)
mit

2kA = m% cos® O + m% sin® ®
4kB = §m*sin 20 (7.220)
2kC = m?sin® @ +m3 cos’ O .

Eine Lichtwelle, die sich in einem dielektrischen Medium ausbreitet, hat
eine um den Faktor n verkiirzte Wellenldnge, wobei n der Brechungsindex ist.
Der zugehorige Phasenfaktor der Welle lautet also e (£7=%2) Im Teilchen-
bild wird der Brechungsindex durch die kohirente Uberlagerung der Ampli-
tuden der Vielfachstreuung der einlaufenden Photonen an den Elektronen der
Materie erklirt, wobei das klassische Resultat fiir den Brechungsindex

27N
n=1+ %fel(O) (7.221)

lautet [Jac98, Gol64]. Hierin ist f;(0) die Vorwirts-Streuamplitude der Pho-
ton-Elektron-Streuung, wenn zur Definition dieser Amplitude die Konvention
(2.236) und die Phasenkonvention der nichtrelativistischen Quantenmecha-
nik gewihlt wird. Die Anzahldichte der beitragenden Streuzentren wird zur
besseren Unterscheidung vom Brechungsindex mit Ny und nicht wie sonst
mit n bezeichnet.

127ur Vereinfachung der Notation wird die
ket-Bezeichnung der Zustinde weggelassen.
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Eine dhnliche Beziehung gilt auch fiir die Neutrino-Optik. Eine sich in
dichter Materie ausbreitende v,-Welle hat den Phasenfaktor

efi(Etfnkz) — efi(Etszf(nfl)kz) ) (7222)

Daher mufl vom Koeffizienten A der Bewegungsgleichung (7.219) ein zu-
sétzlicher Term

2 N,
(n—1)k = TO £1(0) (7.223)
abgezogen werden. Die elastische Vorwirts-Streuamplitude f,;(0) wird zu
2Grk
far(0) = — fﬂ d (7.224)

bestimmt (siehe Vertiefung am Ende dieses Abschnitts), und die neue Bewe-
gungsgleichung lautet somit schlieBlich

.d (v.\ _ [(A++V2GgN, B\ (v.
S ( )

Hierin wurde noch Ny = N, /2 angesetzt, da nur linkshindige Elektronen zur
Streuung beitragen. Die Gestalt dieser Gleichung bringt klar zum Ausdruck,
daB nur der v.-Anteil einen zusitzlichen Beitrag erhélt und daB8 dieser al-
lein durch den CC-Anteil der Reaktion v,e™ — v.e~ zustande kommt. Die
entsprechenden NC-Amplituden sind gleich grof fiir Elektron- und Myon-
Neutrinos. Die Neutrino-Proton-Streuung ist ebenfalls nur iiber neutrale Stro-
me moglich. Eine tiefergehende Begriindung der Neutrino-Optik ist in
[Kim93] zu finden.

Wir bringen jetzt (7.225) in eine Form, in der die Koeffizienten der Ma-
trix nur von den Masseneigenwerten my,, Moy, in Materie und von einem
Mischungswinkel @,,, in Materie abhidngen. Insbesondere gilt also fiir den
Koeffizienten B die Bedingungsgleichung

Sm? sin20,, = §m?sin(20) . (7.226)

Die Differenz der Masseneigenwerte wird berechnet, indem man die Eigen-
werte A1 » der Matrix in (7.225) ermittelt. Das Ergebnis lautet mit § mfn /2k =
Ar—=2s

2
Sm? = 8m? <cos(2(~)) - 2@{#) +5in?(20) . (7.227)
Somit bekommen wir
sin(20,,) = sin’(20) . (7.228)
(cos(z@) —22kGgN, /5m2) +5in?(20)
und als Ubergangswahrscheinlichkeit
P(6)yy >y, = sin2(20,,) sin® (S'Zint) (7.229)
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oder mit
4k
L, =——— 7.230
o (7.230)
) .2 L
P(L)y,—s, =sin"(20,,) sin (JTL—) . (7.231)
m

Ersichtlich werden diese Beziehungen fiir N, = 0 mit den fiir das Vakuum
giiltigen Gleichungen(7.195) und (7.201) identisch.

Das Resultat der zugegebenermallen etwas langwierigen Diskussion ist
aullerordentlich bemerkenswert. Selbst bei einem sehr kleinen Mischungs-
winkel im Vakuum kann die Oszillationswahrscheinlichkeit in Materie maxi-
mal werden. Im sog. Resonanzfall, der durch die Bedingung

22kGg N,
2V2kGgNe _ c0s(20) (7.232)
§m?

charakterisiert ist, gilt fiir die Amplitude der Oszillationen sin?(20,,) = 1,
wihrend gleichzeitig die Oszillationslidnge

4k

L, =— "% 7.233
dm?sin(20) ( )

bei kleinem ® sehr gro werden kann. Neutrino-Oszillationen finden dann
mit maximaler Amplitude iiber relativ lange Strecken statt. Der Effekt der re-
sonanten Verstirkung der v, v,-Oszillation wurde von S.P. Mikheyev und
A.Y. Smirnov entdeckt [Mik86] und wird seitdem unter der Bezeichnung
»-MSW-Effekt* in alle Analysen der Neutrino-Oszillationen einbezogen.13

In der gesamten Betrachtung wurde eine konstante Dichte der Materie
vorausgesetzt. Der Zusammenhang

Vim cos®,, —sin®, Ve

(v2m) - (sin O, cos Oy, ) (Vu) (7.234)
bleibt aber auch bei variabler Materiedichte erhalten, falls @,, sich nur sehr
langsam dndert. Die Dichte der Materie muB also iiber einige Oszillationslidn-
gen L, hinweg praktisch konstant bleiben. Solche adiabatischen Bedingun-
gen tauchen in der Physik immer wieder auf. Ein bekanntes Beispiel ist die
Tatsache, daf3 der prizedierende Vektor des magnetischen Momentes eines
Atoms dem &duBleren Magnetfeld als Quantisierungsachse folgt, falls dieses
sich nur langsam &ndert.

Elektron-Neutrinos werden im Inneren der Sonne bei sehr hohen Dichten
der Materie erzeugt. In

Vom = V, 8in &y, + v, cos Oy, (7.235)

gilt dann mit (7.228) ®,, ~ m/2, das Elektron-Neutrino beginnt seine Reise
durch die Sonne also als ein fast reiner Eigenzustand v,,,,. Bei Giiltigkeit der
Adiabaten-Bedingung dreht sich dabei der Zustand (7.235) im flavor-Raum
mit, so daB} beim Erreichen des Sonnenrandes mit ®,, = @ fiir sehr kleine
Vakuum-Mischungswinkel & aus dem v,,, ein Myon-Neutrino geworden ist.

13Der dritte Buchstabe steht fiir L. Wolfen-
stein, der wichtige Beitrige zu diesem Thema
geliefert hat.
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Es hat eine vollstindige Umwandlung v, in v, stattgefunden. Fiir groere
Vakuum-Mischungswinkel wird der Anteil von v, und v, aus (7.187) mit
v; = 0 bestimmt.

Wenn die Adiabaten-Bedingung nicht erfiillt ist, kommt es insbesondere
in der Nihe der Resonanzstelle, wo die Masseneigenwerte sehr dicht beiein-
ander liegen, zu vyy,, va—Ubergéingen und damit zu einem anderen Oszilla-
tionsverhalten. Selbst bei ® = 0 gibt es nur noch eine teilweise Oszillation
der Elektron-Neutrinos in Myon-Neutrinos auf ihrem Weg nach aulen. Auch
dieser kompliziertere Fall ist analytisch behandelt worden.

Heutzutage liegt es nahe, (7.225) numerisch fiir verschiedene Sonnenmo-
delle zu integrieren und das Ergebnis mit den Messungen zu vergleichen. Die
von der SNO-Kollaboration durchgefiihrten Rechnungen ergeben Wertepaa-
re, die mit einer Vertrauensgrenze von 95 % innerhalb eines Ovales in der
8m?>-tan’ @-Ebene liegen, dessen Grenzen durch

3-1077eV? < dmy < 13-1077eV? (7.236)
und
0,2 < tan’ O < 0,58 (7.237)

festgelegt sind. Der Zentralwert kann mit Sm%D =7-10"eV? und

tan? ®p = 0,4 angegeben werden. Auch hier finden wir demnach wieder
einen relativ grof3en leptonischen Vakuum-Mischungswinkel, der unsere nai-

ve Abschitzung gut bestitigt. Im Prinzip ist das Vorzeichen von Sm%D frei,

unsere Wahl Sm%D > 0 folgt der Konvention, v, als den Zustand mit der
groBeren Masse zu wihlen.

Es ist besonders beachtenswert, daf3 das Verschwinden von Elektron-Neu-
trinos auch in einem terrestrischen Experiment beobachtet werden konnte.
Der japanische KamLAND-Detektor besteht aus 1000t fliissigem Szintilla-
tor. In ihm konnen v, induzierte Reaktionen nachgewiesen werden, wobei die
Antineutrinos aus 56 umliegenden Kernreaktoren kommen, die einen mittle-
ren Abstand von 180 km zum Detektor haben. Es handelt sich im Grunde um
eine gewaltig vergroflerte Wiederholung des in Abschn. 1.2.2 beschriebenen
Experiments von Reines und Cowan. Es werden nur etwa 60 % der Reaktio-
nen gezihlt, die man ohne Oszillationen erwarten wiirde. Die Variation der
Zihlrate mit sin?(77L /L) ist deutlich zu sehen [Kam011]. Die quantitati-
ve Analyse zeigte, dafl die fiir die Sonnen-Neutrinos ermittelten Werte von
Sm%D und O auch dieses Experiment beschreiben. Damit wird gleichzeitig
die Interpretation des Defizits der Sonnen-Neutrinos iiber den MSW-Effekt
bestitigt. Die Kombination der KamLAND-Resultate mit den Messungen der
Sonnen-Neutrinos ergab die schon recht genauen Werte von

Smiy =17.57020-107eV? und tan’ O = 04447000 . (7.238)
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Die Matrixelemente der allgemeinen Formel (7.198) sind &dhnlich zur
CKM-Matrix mit Mischungswinkeln verkniipft

Uea Ue Ue C12€13 $12€13 513

Uu U Uy | = | —c238512 —C12823513  €12023 — S12523513  €13523

Un U Ug $12823 — C12€23813  —C12823 — €23512513 C13€23
(7.239)

In diesem Drei-Neutrino-Formalismus identifizieren wir jetzt &1, mit &
und &3 mit @4. Auf Grund der schon weiter oben getroffenen Definition
8mj2.,. = m]2 —m% erhalten wir 8m§1 — 8m%1 = 8m§2 und vereinbaren 8m%1 =
8m%D sowie §m3, = §m3. Da die Experimente 8m6/|8mi| ~ 3% gefun-
den haben, ist auf jeden Fall §m3, ~ §m3, erfiillt und die Zuordnung von
8m3, oder 8m3, zu §m3 relativ willkiirlich. Wir folgen hier der iiblichen
Konvention.

Nun muf die spannende Frage gekldrt werden, wie ®;; gemessen werden
kann. Dazu berechnen wir iiber (7.198) die Wahrscheinlichkeit fiir das Uber-
leben eines v, im Abstand L von einem Reaktor. Mit P (v, — v,) = P (v, —

v.) und der Definition

8m]2.l.L 27l
R;; = cos = cos (7.240)
2k Lj;

folgt

P, — v,) = UL+ UL+ UL +2U2U% Ry +2(ULUL +UZUZ)Rs,
(7.241)

Mit einem Detektor im Abstand von etwa 1 km von einem Reaktor gilt in
guter Ndherung Ry; = 1, wihrend Rj3; deutlich von 1 abweicht. Jetzt nutzen
wir die Unitarititsbedingung Y, U2 =1 aus und formen damit die letzte
Gleichung in

P(b, — b,) = 1 -2U5(1—=UZ%) +2UA(1 - U%) Ry (7.242)

um, woraus sich wegen U,3 = sin ®;3 die sehr einfache Beziechung
- - .2 ) L
P, — v,) =1—5in"(20;3) sin nL— (7.243)
31

ergibt.

Die erste Messung von ®;3 gelang im chinesischen Daya-Bay-Experi-
ment. Sechs mit je 20t fliissigem Szintillator gefiillte Stahlfdsser wurden in
der Nihe des Daya-Bay Reaktorkomplexes aufgebaut, der mir einer thermi-
schen Leistung von 13,6 GW zu den stirksten v.-Quellen der Welt gehort.
Drei der sechs Detektoren stehen relativ nahe bei den Reaktoren und die
restlichen drei in einem Abstand L &~ L3;/2. Die im Nahbereich gemessene
Antineutrinorate wurde benutzt, um die Rate ohne Oszillation in den fernen
Instrumenten vorherzusagen. Es wurden dort aber nur (94 & 1,2) % der er-
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Abb. 7.31

Feynman-Diagramm des radiativen Zer-
falls eines Myons in einem Prozef} zweiter
Ordnung der schwachen Wechselwirkung

14Dpje Messungen erlauben natiirlich auch die
sog. invertierte Ordnung mit m3 <m1 < m2.
Sie zeichnet sich durch |8m%2| > \Sm%I | aus,
wihrend die umgekehrte Relation fiir die nor-
male Ordnung gilt. Eine sehr genaue Messung
von P(Ve — Ve) in einem zukiinftigen Ex-
periment und Vergleich mit der Theorie ohne
die in (7.241) benutzte Niherung |8m%1\ =

\8m§2| erlaubt vielleicht die Entscheidung
zwischen beiden Ordnungen.

warteten Zahl von Ereignissen gemessen. Damit konnte ein relativ kleiner
Mischungswinkel ®3 = (8,8° £0,8)° ermittelt werden [Day012].

Die enormen experimentellen Fortschritte der letzten Jahre erlauben es,
alle Daten in einer globalen Anpassungsrechnung fiir drei Neutrinosorten un-
ter Beriicksichtigung des MSW-Effekts zusammenzufassen. Das Ergebnis fiir
die Differenzen der Massenquadrate lautet

§m3y =17.58705-107eV? und [8m3;| =2.35705 1077 eV? .

(7.244)

Die Néherungen

Op~n/54, Opxn/4 und O3 ~x/20 (7.245)

fiir die Mischungswinkel wurden aus den in [PDG12] angegebenen genauen
Werten von sin’ @;; berechnet.

Aus den hier beschriebenen Massendifferenzen lassen sich Masseneigen-
werte nur mit zusitzlichen Annahmen bestimmen. Wir ordnen die Eigen-
werte hierarchisch an,'* m, < m, < ms. Mit den gemessenen Werten der
Massendifferenzen folgen daher zundchst nur die Grenzen ms; > 0,048 eV
und m, > 0,009 V. Mit der Annahme m; = 0 liegen die Massen m, 3 fest,
my = 0,009¢V und m3; = 0,048 V. Da 8m%1 und |8m§1| sehr klein sind,
wiirde umgekehrt schon ein Wert von m3 & 0,2 eV bedeuten, daf alle Neu-
trinomassen praktisch gleich werden, d.h. es liegt dann eine Entartung der
Masseneigenwerte vor, die damit auch zu gleichen Erwartungswerten der
Massen von v,, v, und v, fiihrt. Die eingangs dieses Abschnitts erwihnte
kosmologische Randbedingung fiir die Summe aller Masseneigenwerte be-
grenzt schlieBlich m; auf einen Wert < 0,19¢€V, da bei Entartung alle drei
Neutrino-Zustinde gleichméBig zur Randbedingung beitragen.

Analog zur Argumentation bei den Quarks bedeuten Neutrino-Oszillatio-
nen im Endeffekt, da die Erhaltung der Leptonenzahlen L., L, und L,
nicht mehr garantiert ist. In einem Prozefl zweiter Ordnung der schwachen
Wechselwirkung kann daher auch der Zerfall (1.61)

pE et 4y (7.246)
auftreten. Das zugehorige Feynman-Diagramm ist in Abb. 7.31 gezeigt. Die
daraus berechnete Partialbreite ist aber wesentlich geringer als die gemessene
obere Schranke fiir den Anteil dieser Zerfille.

Das hier entwickelte Bild einer Welt mit drei Neutrinos wird durch die
Tatsache abgerundet, dafl an den Beschleunigern jetzt auch appearance-Ex-
perimente gelungen sind. Es wurden v,-induzierte Ereignisse in v, -Strahlen
gefunden. Die statistische Evidenz ist noch relativ gering. Das Opera-Expe-
riment im Gran-Sasso-Tunnel nahe Rom konnte sogar ein t-Lepton beob-
achten, das aus einer v, v;-Oszillation im Myon-Neutrino-Strahl des CERN
stammte. Auf der anderen Seite soll nicht verschwiegen werden, daf} die Be-
funde von zwei Experimenten an Beschleunigern (LSND, MiniBooNE) nur
richtig sein kénnen, wenn es weitere leichte Neutrinos gibt. Im Ubersichtsar-
tikel von B. Kayser [Kay012] werden die grundlegenden Probleme und ihre
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Konsequenzen erldutert. Neue, verbesserte Experimente werden die Situati-
on kldren und vielleicht sogar eine mogliche C P -Verletzung im leptonischen

Sektor nachweisen.

Die C P-Verletzung im Quark-Sektor ist viel zu klein, um die Entwick-
lung eines materiedominierten Universums zu erkldren. Ein sehr populires
Modell, das auf M. Fukugita und T. Yanagida zuriickgeht [Fuk86], zeigt je-
doch, daf} durch eine C P -Verletzung der Leptonen eine gro3e Asymmetrie
zwischen Baryonen und Antibaryonen im Laufe der Entwicklung des Uni-
versums erzeugt werden kann. Die Verbindung dieser sog. Leptogenese mit

den Neutrino-Oszillationen wird z. B. in [Pas07] ausfiihrlich diskutiert.

Vertiefung

Die Beziehung (7.221) gilt fiir den Realteil und den Imaginérteil des
Brechungsindex. Der Realteil kann in der Bornschen Néherung ermittelt
werden. Die Amplitude fiir die elastische Streuung v, e~ — v~ wurde
in (6.10) in der Hochenergie-Néherung zu

Tyi(vue — pve) = 4v/2Grs (7.247)

berechnet. Die gleiche Formel gilt fiir die Streuung v,e™ — v.e™, falls
nur der Beitrag geladener Strome beriicksichtigt wird. Da die Elektronen-
masse m nun nicht vernachléssigt werden soll, muf3 noch s durch s — m>
ersetzt werden. Auflerdem gilt es, die Phasenkonvention der nichtrelativis-
tischen Quantenmechanik (Fufinote in Abschn. 3.1.3) zu beachten, so daf3
wir zusammengefalit

V2

/g

o (vee — vee) = Grk* (7.248)

erhalten, worin k* der Impuls der Neutrinos im Schwerpunktssystem der
Reaktion ist. Bei kohidrenten Streuprozessen wird das Target aber aus allen
Elektronen der durchquerten Materie gebildet. Die Targetmasse nimmt al-
so sehr grofie Werte an, und k* wird mit dem Laborimpuls k der Neutrinos
identisch. Diese Uberlegung vervollstindigt den Beweis von (7.224).

Der Imaginérteil der Streuamplitude ist vernachldssigbar klein, das
optische Theorem (2.244) zeigt mit (6.13), daB er proportional zu G% ist.

Gleichzeitig wird jetzt die Bedeutung des optischen Theorems klar. Mit

2N
k2
gilt im Laborsystem bei niedrigen Energien

Imn =

Im £°(0) (7.249)

1
I = —No . 7.250
mn = —-No ( )

Ein imagindrer Brechungsindex bedeutet, dafl die Amplitude einer Welle
mit einem Faktor e 7% ™" multipliziert wird. Die Intensitit wird demnach
gemal

[ ~ ¢~ Noz (7.251)
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I51m Gegensatz zu den Neutrinos unterschei-
den sich bei den Elektronen Teilchen und An-
titeilchen durch die Ladung!

reduziert, was der urspriinglichen Definition des totalen Wirkungsquer-
schnitts als Abschwéchfaktor entspricht.

7.12 Die Leistung der Sonnenstrahlung auf der Erde betrigt 1.,4-
10> Wm™2 (Solarkonstante). Berechnen sie den zugehorigen FluB
der Neutrinos.

7.10 Jenseits des Standard-Modells

7.10.1  Majorana-Neutrinos

Die geladenen Leptonen der ersten Generation sind die Elektronen. Sie treten
im Standard-Modell in den vier chiralen Zustdnden L.—, L+, R,—, R+ auf,
welche im Grenzfall vernachlédssigbarer Massen den Helizitéts-Zustdnden
er, eg VR eﬁ entsprechen. Die (V' — A)-Struktur der schwachen Wechsel-
wirkung koppelt die Neutrinos L, und L; an L.~ bzw. L,+. Da die Neu-
trinos ausschlieBlich an der schwachen Wechselwirkung teilnehmen, bleiben
fiir m,, = O nur die Helizitéts-Zusténde v, 1, bzw. v, g librig, die Zustidnde v, g
und v, 1, sind in der Natur nicht realisiert. Das im Zerfall 7= — e v, auftre-
tende Neutrino hat allein aufgrund der Struktur der schwachen Wechselwir-
kung eine negative Helizitit. Andererseits verletzt der Zerfall 7+ — e,
zwar die Elektronenzahl-Erhaltung, ist aber ebenfalls schon wegen der (1 —
y>)-Kopplung ausgeschlossen.

Ahnliche Uberlegungen lassen sich fiir alle anderen Prozesse der schwa-
chen Wechselwirkung anstellen. Man muf} sich daher fragen, ob die Zu-
ordnung einer Leptonenzahl zu den Neutrinos nicht iiberfliissig ist.'> Als
Alternative zu den Dirac-Neutrinos mit vier Zustinden definierter Leptonen-
zahl und Chiralitit, von denen zwei in der Natur nicht realisiert sind, bietet
sich ein von E. Majorana schon 1937 vorgeschlagenes Schema an. In diesem
gibt es (in jeder Generation) ein linkshindiges (vﬁ/[) und ein rechtshindi-
ges (v%\{[) Neutrino ohne Leptonenzahl, das Neutrino ist also — wie z. B. das
m%-Meson — sein eigenes Antiteilchen C [v) = n¢|v).

Bis auf G.W. Leibniz (1646-1716) geht eine Tradition zuriick, die an-
nimmt, da die Naturgesetze immer die einfachst mogliche Form anneh-
men. Dirac-Neutrinos mit ihren zwei nicht realisierten Zustinden sind da-
her unerwiinscht. Abgesehen von solchen mehr philosophischen Fragen ist
es natiirlich von grundsitzlichem Interesse, dieses Problem experimentell
zu entscheiden. Der eingangs dieses Abschnitts behandelte w-Zerfall zeigt
stellvertretend, daf eine solche Unterscheidung fiir Neutrinos verschwinden-
der Masse nicht moglich ist, der Unterschied zwischen Dirac-Neutrinos und
Majorana-Neutrinos reduziert sich auf eine semantische Frage.

Ganz anders wird die Situation, falls die Neutrinos doch eine Masse haben.
Um ein mogliches Experiment vor Augen zu haben, nehmen wir jetzt den



viel héaufiger auftretenden w — pv-Zerfall als Beispiel. In einem hochener-
getischen Neutrinostrahl, der durch den Zerfall 7+ — /,L+Up' erzeugt werden
kann, wird es eine kleine Beimischung von Myon-Neutrinos der falschen
Helizitdt (v, r) geben. Diese Beimischung hat zwei Ursachen. Massive Neu-
trinos negativer Helizitdt, die im Ruhesystem des Pions riickwérts laufen,
werden bei geniigend hoher Energie des Pions im Laborsystem zu rechtshén-
digen vorwirtslaufenden Neutrinos (Abschn. 2.3.3). Neben diesen rechtshén-
digen Neutrinos gibt es einen kleinen Anteil v, g, die im Zerfall des Pions
direkt erzeugt werden. Im Dirac-Szenario konnen die rechtshdndigen Neutri-
nos wegen der Erhaltung der Leptonenzahl in einer Testreaktion nur wieder
Myonen negativer Ladung erzeugen,

Vur4n—uT+p (7.252)

diese Reaktion ist jedoch stark helizitits-unterdriickt. Im Majorana-Fall hin-
gegen werden von rechtshindigen massiven Neutrinos dominant positive
Myonen wegen der (V — A)-Struktur der Wechselwirkung erzeugt,

vur+p—>pu+n . (7.253)

Durch den Nachweis positiver Myonen in Reaktionen eines Neutrino-Strahls,
der durch den Zerfall positiver Pionen erzeugt wurde, konnte also bewie-
sen werden, dafl Neutrinos Majorana-Teilchen sind. Obwohl ein solches Ex-
periment im Prinzip denkbar ist, bleibt es wegen der winzigen durch die
Oszillations-Experimente noch erlaubten Massenwerte der Neutrinos in der
Praxis hoffnungslos. Die einzige Moglichkeit, zwischen Majorana- und Di-
rac-Neutrinos zu unterscheiden, bietet die Untersuchung des sog. neutrino-
losen doppelten B-Zerfalls. Hier handelt es sich um eine Reaktion der Kern-
physik nach dem Schema

K — 4 Ko +2e . (7.254)
Eine typische Reaktion, nach der gesucht werden kann, ist z. B.
Ge—10Se+2¢7 . (7.255)

Das zugehorige Feynman-Diagramm auf dem Niveau der beitragenden Neu-
tronen ist in Abb. 7.32 zu sehen. Am linken W-e-Vertex wird im Dirac-
Szenario z.B. ein Antineutrino emittiert, das dann am rechten W -e-Vertex
absorbiert werden miifite. Dies ist aber wegen der Erhaltung der Leptonen-
zahl nicht moglich. Fiir Majorana-Neutrinos besteht dieses Verbot naturge-
mif nicht. Allerdings muf} auch jetzt das Majorana-Neutrino eine Masse
haben, da es am linken Vertex vorwiegend als v, g emittiert wird. Die Ampli-
tude fiir die Absorption eines solchen rechtshindigen Neutrinos am rechten
Vertex ist dann zwar proportional zu m/ E,, unterdriickt, aber eben doch von
Null verschieden.

Die Kerne, die sich fiir solch eine Untersuchung eignen, miissen zunichst
einmal einen doppelten §-Zerfall aufweisen, der durch den gleichzeitigen
Zerfall zweier Neutronen in pe™ v, erklédrt werden kann, also z. B.

Ge — 20Se+2e™ + 20, . (7.256)

7.10 Jenseits des Standard-Modells
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Abb. 7.32
Feynman-Diagramm des neutrinolosen
doppelten B-Zerfalls

16Mit MAPLE geht das sehr rasch.

Es war experimentell ein groer Fortschritt, dafl sich solche Zerfille bei den
groflen Halbwertszeiten von etwa 102! a nachweisen lieBen [Sch97]. Im Prin-
zip hat dann der neutrinolose doppelte B-Zerfall (7.255) gegeniiber dem Zer-
fall mit Neutrinos (7.256) eine klare Signatur, da die beiden Elektronen in
(7.255) den vollen Energieunterschied zwischen Mutter- und Tochterkern
wegtragen miissen. Bis heute konnte jedoch kein positiver Nachweis erbracht
werden [Bil012], die untere Grenze fiir die Halbwertszeit in (7.255) liegt bei
1,9-10% a mit einer statistischen Vertrauensgrenze von 90 %. Mit Hilfe kom-
plizierter theoretischer Uberlegungen kann dies in eine obere Grenze fiir die
sog. effektive Neutrinomasse umgerechnet werden, die je nach dem verwen-
deten Modell zwischen m,, < 0,22 eV und m, < 0,64 ¢V liegt. Man hofft mit
einer neuen Generation von Detektoren mit wesentlich erhohter Empfind-
lichkeit, einen eindeutigen Beweis fiir die Majorana-Natur der Neutrinos zu
finden. Selbst mit einer effektiven Masse des Elektron-Neutrinos von 0,1 eV
wiirde der Vergleich mit den Daten der Neutrino-Oszillation bedeuten, daf3
das Massenspektrum der Neutrinos entartet ist.

Zum Abschluf3 soll jetzt noch der Unterschied zwischen Dirac-Neutrinos
und Majorana-Neutrinos in einer etwas formaleren Weise betrachtet werden.
Dazu untersuchen wir zunichst die Teilchen-Antiteilchen-Konjugation

C leg) =nc lef) (7.257)

im Raum der Dirac-Spinoren, wobei wir als ersten Schritt den Zusammen-
hang zwischen den Losungen fiir Teilchen und fiir Antiteilchen finden wol-
len. Die dem Zustand |e; ) entsprechende Losung (3.39) der freien Dirac-
Gleichung lautet bei Vernachldssigung der Normierungsfaktoren i =
uje” 7" Da die Antiteilchen den Phasenfaktor e!”* haben, wihlen wir ¥ =
u]“ei”'“‘ und suchen eine Matrix, die u} in den Spinor v, des Antiteilchens
gleicher Helizitit verwandelt. Dies wird durch die Matrix iy? bewerkstelligt,
wie der Leser am besten durch explizite Konstruktion nachpriift.!® Da die-
ser Zusammenhang auch fiir die anderen Spinoren gilt, haben wir also das
allgemeine Ergebnis

W€ =iy (7.258)
abgeleitet, welches sich mit C = iy?y? leicht in

wc =Cyt (7.259)



umformen 14Rt. In (7.259) bedeutet das Symbol ,,tr* die Operation ,, Transpo-
nieren®, so daB y** wieder ein Spaltenvektor ist. Der Operator C erfiillt u. a.
die niitzlichen Relationen

C=-C!' y’c=Ccy’> Cy'=—"C . (7.260)
Damit kann (y° )¢ = —y € bewiesen werden, also gilt
1+y5 \© 1Fy°
( 2” w) _ :';V wC (7.261)

Mit der in Abschn. 3.1.2 eingefiihrten Schreibweise der chiralen Zustinde
wird daraus

Reci =L+ (7.262)
bzw.
Lf— =R+ , (7.263)

wobei der Index an L und R jetzt spezifische Spinoren auswihlt. Im Grenz-
fall verschwindender Masse sind diese Relation bereits aus (3.84) und (3.85)
ablesbar.

Wir betrachten nun einen allgemeinen Neutrino-Spinor der Dirac-Theorie
mit der chiralen Zerlegung

w=L,+R, . (7.264)

Der Erwartungswert (m) = (v|m°P|v) nimmt mit L, L, = R, R, = 0 in der
Darstellung durch Dirac-Spinoren die Gestalt

(m) =mp(L,R, + R,L,) (7.265)

an. Im Standard-Modell ist R, = 0, und daher haben die Neutrinos keine
Masse. Dies ist nur eine andere Begriindung der schon in Abschn. 3.1.2
diskutierten Tatsache. Im Umkehrschlul macht diese Gleichung aber klar,
daf} Neutrinos mit einer endlichen Dirac-Masse mp die Existenz von rechts-
hindigen Zustinden R, erzwingen. Diese konnten in einer Erweiterung des
Standard-Modells dhnlich wie die rechtshiandigen geladenen Leptonen und
Quarks in ein SU2;, ® U1-Singulett eingebaut werden. Daher koppeln sie
weder an geladene noch an neutrale Strome, es sind sterile Neutrinos. Die
Massenunterschiede innerhalb einer Familie von Leptonen sind damit we-
sentlich groBer als bei den Quarks, und dies ist insgesamt eine sehr unbefrie-
digende Situation.

Ein viel diskutierter Ausweg bietet sich an, wenn die Neutrinos Majorana-
Teilchen wiren. Indem wir nun den Massenoperator zunéchst auf den Raum
der Antineutrinos erweitern, erhalten wir mit (7.261)

(m) =mp(R;L; + Ly R;) . (7.266)
Diese Gleichung 14t sich mit (7.265) in eine Matrixgleichung
= = 0 mp R;
(m)=(L, L) (mD 0 ) (Rv) +kk. (7.267)

zusammenfassen, in der alle durch (7.264) erlaubten Terme vorkommen.
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17Das englische Wort seesaw bedeutet
»Schaukel“. A1 und M schaukeln. Je groBer
M umso kleiner A1 und umgekehrt.

Majorana-Neutrinos unterscheiden nicht zwischen Teilchen und Antiteil-
chen. Anstelle von (7.264) und der entsprechenden Gleichung fiir die Anti-
teilchen konnen wir die Linearkombinationen

vmrL=L,+LS =L, +R; (7.268)
und
vwr =R, + RS =R, +L; (7.269)

als Darstellung eines linkshéndigen und eines rechtshiandigen Majorana-Neu-
trinos mit Hilfe von Dirac-Spinoren wihlen. Fiir den Erwartungswert der
Masse gilt deshalb

7 r myL 0 R,‘,
(m)= (L, Ly) ( 0 mM,R) (RU) +kk., (7.270)
und damit lautet die allgemeinste Form der Massengleichung
_ (7 7. (mmL mp R;
(m)=(L, Ly) ( e, mM‘R) (Rv) +kk. . (7.271)

Im sog. seesaw-Modell wird

0 mp
(mD M) (7.272)

als Massenmatrix angenommen.!” Hierin ist M eine sehr groBe Masse von
etwa 10'°-10'5 GeV, das ist ungefihr die Massenskala der im iibernichs-
ten Abschnitt behandelten vereinheitlichten Theorien. Fiir mp wird z.B.
die Masse der geladenen Leptonen oder die Massenskala (7.121) der elek-
troschwachen Theorie eingesetzt. Die Eigenwerte dieser Matrix sind durch

M
Mo = — — +m} (7.273)

gegeben, wofiir

=D M

T )= (7.274)
eine ausgezeichnete Niherung darstellt. Das negative Vorzeichen von A
kann durch eine Phasentransformation, die im untenstehenden Kasten erldu-
tert wird, absorbiert werden. Die entsprechenden Eigenvektoren zu diesen Ei-
genwerten sind ein linkshéndiges und ein rechtshindiges Majorana-Neutrino.
Die Masse des linkshindigen Neutrinos vy 1,, das gegeniiber dem flavor-
Zustand vy, nur um den winzigen Winkel mp /M gedreht ist, kann iiber den
Wert von M beliebig eingestellt werden. Mit M = 10'° GeV und mp = m,
ergibt sich fiir das Elektron-Neutrino z. B. m,, ~ 1077 ¢V. Die Masse M des
rechtshindigen Neutrinos ist so grof3, dal es sich jeder Beobachtung im La-
bor entzieht. Das seesaw-Modell erklirt also auf fast natiirliche Weise, daf3
die Massen der Neutrinos soviel kleiner sind als die der anderen Fermionen
einer Generation. Wir nehmen nun an, daf} mp mit der Masse der geladenen



Leptonen identifiziert werden kann. Falls dann die Masse M eine universelle
Skala darstellt, erhalten wir zusitzlich die Vorhersage

mp:my:my= mg : mi :m% (7.275)
fir die Eigenwerte der Neutrinomassen. Bei kleinen Mischungswinkeln
konnte man diese angenihert mit den Massen von v,,v, und v, gleich-
setzen. Wir haben aber im letzten Abschnitt gesehen, daf} die leptonischen
Mischungswinkel ziemlich grofl sind. Manchmal wird mp auch mit den
Massen der Quarks mit Q = 2/3 gleichgesetzt. Damit bekommt man die
Vorhersage

mpimyimsy = mi mf : mf . (7.276)

Das sich im Moment entwickelnde Bild der Massen aus den Daten der Oszil-
lations-Experimente, wie es in Abschn. 7.9 diskutiert wurde, scheint aber in
keines der beiden naiven Schemata zu passen.

Vertiefung

Auf Grund der Diagonalisierung der Massenmatrix nimmt der Erwar-
tungswert der Masse die Form

(m)=(Ly L) (Aol AOZ) (g;) +k.k. (7.277)

an. Die Masseneigenzustinde L;, R; (i = 1,2) sind gegen die Flavor-
eigenzustinde nur um den winzigen Winkel mp/M gedreht, daher
konnen wir mit dem Ansatz L = L,,L, = L; und R; = R;, R, = R,
weiterarbeiten und erhalten

2
(m) = —nXJ—DL_UR;+MZ;RU+k.k. (7.278)

Das ldstige negative Vorzeichen im ersten Term 146t sich durch eine Pha-
sentransformation der Spinoren absorbieren. Neben v ist wie immer auch
Y’ = ey eine Losung der Dirac-Gleichung. Wir wihlen o = 7/2 und
ersetzen L, durch L =iL,. Mit R} = —iR; gilt fiir die neuen Spino-
ren L;C =—iLS = R’, also bleibt der in (7.262) und (7.263) gefundene
Zusammenhang zwischen Teilchen und Antiteilchen erhalten, Nach Ein-
setzen der transformierten Spinoren in (7.278) wechselt der erste Term
sein Vorzeichen.

7.10.2 Das Parameter-Problem

Das physikalische Modell der Materie, wie wir es in diesem Kapitel beschrie-
ben haben, hat eine wirklich beeindruckende experimentelle Bestitigung ge-
funden. Wir kennen zur Zeit kein Experiment, dessen gesicherte Ergebnisse
mit den Vorhersagen der Theorie im Widerspruch stehen.!® Im Gegenteil
haben sich sogar alle Experimente, die eine Zeitlang einen Widerspruch fest-
stellten, spiter als falsch erwiesen. Das Modell enthilt eine endliche Anzahl
von Parametern, die wir im folgenden auflisten:
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18Massen und Mischungswinkel der Neutri-
nos sehen wir nicht als Widerlegung, sondern
als Erweiterung der minimalen Version des
Standard-Modells an.
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19Siche hierzu den Hinweis am Ende von Ab-
schn. 7.9.

1. Die Feinstrukturkonstante «, die Fermikonstante Gg und die Masse My
des Z°-Bosons als fundamentale Konstanten der elektroschwachen Theo-
rie.

. Die laufende Kopplungskonstante ag(M %) der starken Wechselwirkung
bzw. der QCD-Parameter A.

. Die Massen m,, m,,, m. der geladenen Leptonen.

. Die Massen der (u,d, c, s,t, b)-Quarks.

. Die vier Mischungsparameter der CKM-Matrix.

. Die Masse des Higgs-Bosons.

\S]

AN AW

Dies sind zusammen 18 Parameter. Wenn man als minimale Erweiterung
des Standard-Modells aulerdem erlaubt, dal die Neutrinos eine (kleine)
Masse haben, kommen nochmal drei Parameter fiir die Massen und vier
Mischungsparameter einer CKM-Matrix im leptonischen Sektor hinzu.

Auf den ersten Blick sieht dieses Ergebnis sehr vielversprechend aus. Man
kann nun argumentieren, dafl nach Hinzunahme der Gravitationskonstanten,
der Lichtgeschwindigkeit und des Planckschen Wirkungsquantums die ge-
samte Natur durch nur 21 (28) Parameter erklirt werden kann, deren Zahlen-
werte 1. allg. sehr gut bekannt sind. Die ungezihlten Materialkonstanten der
Ingenieurwissenschaften z. B. sind wenigstens im Prinzip einer Berechnung
in der Atomphysik zugidnglich und kénnen somit auf diese grundlegenden
Parameter zuriickgefiihrt werden.

Auf der anderen Seite muf} jedoch zugegeben werden, daf gerade diese
Liste von Parametern offenbart, wie weit wir von einer eigentlichen Theorie
der Materie noch entfernt sind. Es fillt in der Tat sofort auf, daf3 das Standard-
Modell bei Wertung der Farbe als Unterscheidungsmerkmal mittlerweile 24
elementare Fermionen enthélt. Dazu kommen noch 12 Feldteilchen und das
Higgs-Boson. Dies sind zusammen mehr als die Zahl der bekannten Hadro-
nen vor der Entwicklung des Quarkmodells.

Es ist sehr verlockend, eine Reduktion dieser Teilchenzahlen durch Ein-
fiihrung einer neuen Ebene von Substruktur (compositeness) zu versuchen.
Einige Eigenschaften des Spektrums deuten ja darauf hin, da3 Quarks und
Leptonen vielleicht doch keine elementaren Teilchen sind. Hierzu gehort z. B.
die Ladungsquantisierung, d. h. die Tatsache, daf} die Ladung des Elektrons
ein ganzzahliges Vielfaches der Quarkladung ist. Vor allem aber konnten zu-
sammengesetzte Quarks und Leptonen eventuell das Generationenproblem
losen. Hier hat es seit der Entdeckung des Myons keinen wirklichen Fort-
schritt mehr gegeben. Die beste Deutung fiir das Vorhandensein von je drei
Familien von Leptonen und Quarks bietet bis jetzt immer noch das eingangs
des Buches angefiihrte anthropische Prinzip: Die zweite und dritte Genera-
tion ermoglichen unsere Existenz, da nur so im Standard-Modell eine C P -
Verletzung und damit die Entwicklung eines Universums aus Materie erlaubt
wird."”

Ganz im Sinne des Quarkmodells gibt man den Konstituenten einer neu-
en Substruktur den Spin 1/2. H. Harari [Har79] fiihrt z. B. zwei Rishonen,
das 7" und das V ein. Das T-Rishon hat die Ladung 1/3, das V'-Rishon ist
ungeladen. Damit ergibt sich dann fiir die Leptonen und Quarks der ersten



Generation
let)=|TTT)
[ve) =[VVV)
Wy = |TTV) (7.279)
|d)=|TVV)

Wenn jetzt zusitzlich angenommen wird, daf es auf die Reihenfolge der
Rishonen ankommt, bekommen die Quarks automatisch einen neuen drei-
wertigen Freiheitsgrad, die Farbe, da dann z.B. das u-Quark als |TTV),
|TVT)und |VTT) angeschrieben werden kann.

Entsprechend dem Vorgehen bei der Entwicklung des Quarkmodells stel-
len wir uns vor, daf} die Rishonen in den Quarks und Leptonen durch eine
neue superstarke Farbkraft eingeschlossen sind, also Singuletts beziiglich
dieser Farbe bilden. Damit taucht aber sofort ein neues Hindernis auf. Das
e™ hat eine symmetrische Rishon-Wellenfunktion, wegen der antisymme-
trischen Superfarbe-Wellenfunktion bleibt fiir den Spin dann nur noch die
symmetrische Kombination, d.h. J = 3/2 iibrig. Wir sehen also, daf} eine
Wiederholung der QCD sehr schnell auf schwer tiberwindbare Grenzen stoft.

Das Generationenritsel wird in dem genannten Modell offenbar nicht an-
gegangen. Es macht jedoch hier keinen Sinn, diese Betrachtungen zu ver-
tiefen, da alle Modelle mit Substruktur ein weiteres fundamentales Problem
haben: Sie geraten in gefahrliche Ndhe zum Widerspruch mit der Heisenberg-
schen Unschirferelation. Wir wissen, daf3 der Radius der bekannten Fermio-
nen kleiner als 10™!® m ist. Dazu gehoren nach der Unschiirferelation Impul-
se der Konstituenten > 200 GeV'! Dies 148t sich auch so formulieren, daf} ein
in eine Kugel mit dem Radius R eingeschlossenes, masseloses Teilchen sich
wie ein freies Teilchen der effektiven Masse

2,5
Meg X — (7.280)
R

verhilt, siehe (4.103). In der QCD ergibt dies ein konsistentes Bild. Zum Ra-
dius der Nukleonen gehoren Quarks mit der Konstituenten-Masse von etwa
300 MeV. Sie haben magnetische Momente von e Q /2m g und bewegen sich
mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten im Nukleon. Fiir die Masse der
Nukleonen folgt daraus

My =~ 3meg . (7.281)

Ganz anders ist die Situation bei den Quarks und Leptonen. Die Konsti-
tuenten mit Massen > 200 GeV miissen zusammengesetzte Systeme bilden,
die eine praktisch verschwindende Masse haben! Wie dies dynamisch rea-
lisiert werden soll, ist nicht wirklich klar. Ein Blick zuriick zeigt uns, dafl
tibergeordnete Prinzipien wie die Forderung nach Erhaltung des Axialvek-
torstromes oder eine spontan gebrochene chirale Symmetrie sehr wohl ver-
schwindende Massen erzwingen konnen. Obwohl es noch nicht gelungen ist,
mit Hilfe solcher Vorstellungen eine iiberzeugende Theorie der Substruktur
zu formulieren, bleiben derartige Modelle aus den oben dargelegten Griin-
den weiterhin attraktiv. Letztlich muf diese Frage experimentell entschieden
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werden. Sollte z. B. das Ziel erreicht werden, angeregte Leptonen (e*, u*)
oder Leptoquarks, d. h. Teilchen mit Leptonenzahl und Farbe zu finden, wire
damit der Beweis fiir eine neue Substruktur erbracht.

7.10.3 Die groBe Vereinheitlichung

Ein weiterer Mangel des Standard-Modells besteht darin, daf3 es keine wirk-
lich vereinheitlichte Theorie der starken und elektroschwachen Wechselwir-
kung ist. Von einer solchen Theorie erwarten wir, dafl die Teilchen als Dar-
stellung einer einzigen Gruppe auftreten, und demzufolge die Energiedichte
der Wechselwirkung nur noch von einer einzigen universellen Kopplungs-
konstanten gv abhingt. Das erste Modell einer solchen grand unified theory
(GUT) wurde von H. Georgi und S.L. Glashow [Geo74] vorgelegt. Es dient
auch heute als eine Art Referenzmodell fiir alle weiteren Versuche der For-
mulierung einer vereinheitlichten Theorie der Materie.

Georgi und Glashow gingen von der Gruppe SUS5 aus, d.h. der Gruppe
der unitdren Transformationen in fiinf Dimensionen. Die Fundamentaldar-
stellungen 5 und 5* sind naturgemif fiinfdimensional. Quarks und Leptonen
aus der ersten Generation wurden von den Autoren geméf3

dr

dg

dp (7.282)
e

UEL

den kovarianten Komponenten ¢; der Darstellung 5* zugeordnet. Die ersten
drei Plitze werden also von linkshéndigen Anti-d-Quarks (L ;) mit den Far-
ben R, G und B eingenommen. Es sind die ladungskonjugierten Zustinde
(7.261) zu den rechtshindigen d-Quarks und tragen daher die Quantenzah-
len (2, 0) von schwacher Hyperladung und Isospin. Die beiden unteren Plitze
sind mit dem linkshéndigen Dublett (6.122) zum schwachen Isospin besetzt.
Die Antiteilchen zu (7.282) gehdren zu den kontravarianten Komponenten ¢
der fiinfdimensionalen Fundamentaldarstellung.

Die nichsthohere Darstellung finden wir entsprechend der Diskussion in
Abschn. 4.1.4 durch Konstruktion des antisymmetrischen Tensors

1 . .
E(q’qk —q*q") . (7.283)

Aus (4.32) lesen wir ab, dal} sie zehndimensional ist. Welche Quantenzahlen
werden die zugeordneten Basisvektoren haben? Beginnen wir mit i = 4 und
k = 5. Aus der Vorschrift (7.283) folgt sofort

Y =2
I3, =0 . (7.284)
Dies sind die Quantenzahlen des linkshidndigen Positrons, also des Antiteil-
chens zum rechtshindigen Elektron. Als weiteres Beispiel soll noch i =5

und k = 1 betrachtet werden. Aus der Addition der Hyperladungen bekom-
men wir ¥ = 1/3, die dritte Komponente des Isospins hat den Wert —1/2,



die Farbe ist rot. Alles zusammen zeigt, dal wir es mit dem roten linkshindi-
gen d-Quark zu tun haben. So lassen sich alle zehn Zustidnde der Darstellung
bestimmen, wobei noch beachtet werden muf}, dafl eine antisymmetrische
Kombination von Farbindizes eine Antifarbe ergibt (4.33). In tensorieller
Form lautet die zehndimensionale Darstellung demnach:

0 up —ug —ur —dr

1 —L_tg 0 L_tR —Ug —dG
D=—| us —ur 0 —up —dp . (7.285)

V2 up ug ug 0 —eT

dR dG dB €+ 0 L

Die Vorzeichen entsprechen der Konvention. Mit der schon gewohnten Iden-
tifikation ,,linkshéndiges Teilchen gleich rechtshindiges Antiteilchen* stellen
wir also fest, daf} alle 15 verschiedenen Eigenzustinde zu Farbe, Hyperla-
dung und Isospin der ersten Generation von Quarks und Leptonen in den
Darstellungen 5* und 10 der SU5 enthalten sind. Verglichen mit der Dis-
kussion der Gruppen SU3g und SU 3¢ ist dies schon etwas ungewohnlich,
da wir dort die Konstituenten in der Fundamentaldarstellung unterbringen
konnten. Es 148t sich aber kein grundsitzliches Argument gegen ein solches
Vorgehen anfiihren. Fiir die zweite und dritte Generation muf} das gerade dis-
kutierte Verfahren wiederholt werden, das Generationenproblem wird also in
diesem Modell nicht gelost.

Die Ordnung der Gruppe ist 24, ihr Rang 4. Es gibt demnach 24 Genera-
toren, von denen vier diagonalisierbar sind. Wir ersparen uns eine systemati-
sche Diskussion der Generatoren von SUS5. Sie lassen sich durch Ergidnzen
der Erzeugenden von SU 3¢ konstruieren. Georgi und Glashow fanden, daf3
das Produkt SU3®@ SU2® U1 in SUS5 enthalten ist. Dies kommt schon in
der Konstruktion der Darstellungen zum Ausdruck. Demnach lassen sich die
diagonalen Generatoren von SU5 mit den Eigenwertoperatoren F3, Fg der

Farbgruppe und den elektroschwachen Operatoren /57, ,/;’—OY identifizie-

ren. Die Werte der Diagonalelemente sind natiirlich durch die Eigenwerte
der Fundamentaldarstellung festgelegt, also z. B.

10000
| 0-1000
sh=FH=[0 0000 (7.286)
00000
00000
bzw.
2 3
5\/; 0 0 0 0
2 3
1 . 0 3/3 O 0 0
— 2 3
0 0 0 —/& 0
0o 0 0 0 —\/%
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Abb. 7.33
Die Kopplung der X, Y -Bosonen an Quarks
und Leptonen

Abb. 7.34
Die wichtigsten Diagramme, die in der
S U5-Theorie zum Proton-Zerfall fithren

Der Faktor 20

schon in Abschn. 4.1.2 benutzten Bedingung, daf die Generatoren einer
Gruppe die gleiche Normierung haben miissen.

Damit sind wir an einem physikalisch wichtigen Punkt angekommen Da
der Ladungsoperator Q eine Linearkombination von ¥ und 151, ist, kann er
ebenfalls als Generator von SU5 aufgefalit werden. Die Spur der Generato-
ren verschwindet, d. h. im Multiplett gilt

in der letzten Gleichung ist eine zwangsldufige Folge der

30|d)=-0le") (7.288)
und deshalb
Olpy=-0le) . (7.289)

Die vereinheitlichte Theorie liefert somit eine einfache Erkldrung der abso-
luten Gleichheit der Ladungen des Elektrons und des Protons!

Genau so wie bei der Diskussion der SU 3¢ lassen sich die Quantenzah-
len der Feldteilchen (Eichbosonen) durch Konstruktion des Tensors Tki unter
Ausschluf3 der Spur ermitteln. Es sind 24 Stiick. Neben den acht Gluonen, den
W, Z-Bosonen und dem Photon gibt es noch X-Bosonen und Y -Bosonen.
Die X -Bosonen haben die elektrische Ladung —4 /3 und die Farben rot, griin
und blau. Die ebenfalls farbigen Y -Bosonen tragen die Ladung —1/3. Zu-
sammen mit ihren Antiteilchen enthilt SU 5 also zwolf zusitzliche Feldquan-
ten. Die durch sie vermittelten Uberginge zwischen Quarks und Leptonen
oder zwischen Quarks mit unterschiedlichen flavor-Quantenzahlen sind in
Abb. 7.33 angegeben. Diese Diagramme fiihren sofort zu einem wirklich
dramatischen Effekt, ndmlich dem Zerfall des Protons. Die in der SU 5-
Theorie dominanten Feynman-Graphen dieses Prozesses zeigt die Abb. 7.34.
Der Nukleon-Zerfall ist aber eine unvermeidliche Konsequenz aller verein-
heitlichten Theorien, da sie Quarks und Leptonen im gleichen Multiplett
enthalten.




Eine hohe Lebensdauer des Protons 146t sich nur durch eine gro3e Mas-
se der X- und Y-Bosonen erreichen. Diese Masse My gibt wie im elek-
troschwachen Beispiel den Wert der Schwerpunktsenergie an, ab dem alle
Wechselwirkungen gleich stark werden. Bei Energien > My sollten daher
die laufenden Kopplungskonstanten die Bedingung

85=8s=81 =482 - (7.290)

erfiillen. Unterhalb /s = My wird die S U 5-Symmetrie gebrochen, es bleibt
nur die SU3¢ ® SU2L, ® Ul-Symmetrie bestehen. Die zugehorigen Kopp-
lungskonstanten entwickeln sich unabhingig voneinander. Dieses Laufver-
halten der Kopplungskonstanten bzw. der zugehorigen Konstanten oy ist
schematisch in Abb. 7.35 aufgetragen (as = o3).

Wir entnehmen aus (4.61) den Zusammenhang

1 1 33—4n, | M3
= — n—= .
as(M2)  as(M}) 127 M2
Hierin bedeutet n, die Zahl der Teilchengenerationen. Die Konstante «; der
mit Y verkniipften Symmetriegruppe U1 hat die gleiche |¢?|-Abhingigkeit
wie die elektromagnetische Feinstrukturkonstante «. Aus (3.137) kann daher
die Beziehung
Oll(M%) (X](M)%) 127 M%
abgeleitet werden. Die beiden letzten Gleichungen ziehen wir voneinander
ab und bekommen
1 1 33 M}
— =———In—= .
as(M2) a1 (M32) 127 M2

(7.291)

(7.292)

(7.293)

Jetzt driicken wir «; durch sin? ®w und « aus. Die Wechselwirkungsdichte
der Energie weist einen elektroschwachen Anteil

W+ g1,/ 3 iYB
&2J1, &1 20]

auf. Der Faktor ,/3/20 beriicksichtigt hier wieder den Zusammenhang zwi-
schen dem zum Operator A4 gehorenden Strom j,4 und dem Strom jy. Der
Vergleich mit (6.142) fiihrt zur Identitit

5
g1=\/;g’ und g, =g ,

(7.294)

(7.295)
woraus sich unter Benutzung von (6.146)
Sa(M2
o (M2) = (M) . (7.296)
3 cos? [Ow(M3)]

ergibt. Nach Einsetzen in (7.293) kann man My berechnen. Das Resultat
lautet mit a(M2) = 1/128, ag(M2) = 0,118 und sin® [Ow(M32)] = 0,223
dann

My =45-10"*GeV . (7.297)
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Abb. 7.35
Entwicklung der Kopplungskonstanten in
SU5und SU3c®SU2, QU1
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Je nach den verwendeten Zahlenwerten ergeben sich hier Anderungen von et-
wa 30 %, aber auf jeden Fall ist die Energieskala der vereinheitlichten Theo-
rie ungeheuer grof.

Nachdem nun My bekannt ist, 146t sich die Proton-Lebensdauer berech-
nen. Wir begniigen uns mit folgender Abschitzung. Der X, Y -Bosonpropa-
gator in Abb. 7.34 trigt — wie der W-Boson-Propagator bei den schwachen
Zerfillen — zur Amplitude nur mit dem Faktor 1/ M} bei. Aus Dimensions-
griinden muf} die Zerfallsbreite dann die Form

rr—g22r (7.298)

annehmen. Nach Voraussetzung ist as(M)%) = aS(M)%) ~ 0,024. Damit er-
halten wir

7, =2-10"a . (7.299)
Sorgtiltigere Berechnungen [Moh92] fiihrten zu
7, =2-10¥%174 (7.300)

mit einem Verzweigungsverhiltnis von ca. 45 % in den Zerfallskanal p —
etnl.

Die Suche nach dem Zerfall des Protons blieb bis heute erfolglos. Sie
wurde mit grolem experimentellen Aufwand durchgefiihrt. Da in 1000 Ton-
nen Materie im Mittel etwa 3- 1032 Protonen vorhanden sind, zerfallen in
Detektoren dieser Masse selbst bei einer Lebensdauer von 1032 a noch drei
Protonen pro Jahr. Es kamen zwei verschiedene Arten von Detektoren zum
Einsatz. Die erste Art bestand aus grolen Wassertanks, bei denen die Zerfalls-
teilchen durch das von ihnen erzeugte Cerenkov-Licht nachgewiesen wur-
den (Abb. 7.29). Ein anderer Typ benutzte eine Anordnung aus Eisenplat-
ten und spurenempfindlichen Kammern zum Nachweis der Zerfallsproduk-
te (Abb. 7.36). Damit bei der duflerst geringen Zahlrate ein Protonzerfall
nicht durch eine von der Hohenstrahlung ausgeloste Kernreaktion im De-
tektor vorgetiduscht wurde, befanden sich diese Experimente in Hohlen mog-
lichst tief unter der Erde. Es blieben dann praktisch nur noch Neutrinoreak-
tionen als Untergrundprozesse iibrig. Diese Neutrinos werden von der kos-
mischen Strahlung in der Lufthiille der Erde erzeugt. Als untere Grenze der
Lebensdauer wurde mit 90 %iger Sicherheit

124
B(p — etn)

ermittelt. Das ist weit auBlerhalb des durch die SU5-Theorie erlaubten Be-
reichs.

Zur Berechnung von My wurde nur die Gleichheit von gg und g; bei
GUT-Energien ausgenutzt. Da hier aber auch g, = g; gelten muf}, ermitteln
wir mit Hilfe von (6.146) sofort

>8.2-10%a (7.301)

sin?[Ow(M3)] = % . (7.302)
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Diese bemerkenswerte Herleitung einer Kopplungskonstanten ist noch nicht
direkt von Nutzen, da die Vorhersage ja bei einer experimentell nie erreich-
baren Energie liegt. Mit Hilfe der zu (7.291) und (7.292) analogen Gleichung
fiir o, wurde jedoch

sin?[Ow(M2)] = 0,214 +£0,003 (7.303)

ausgerechnet. Dieses Ergebnis ist nicht gut mit den in Abschn. 7.2.2 dis-
kutierten Werten von sin? @y vertriglich. Sehr anschaulich kann die Dis-
krepanz dargestellt werden, wenn man nicht die Gleichheit der Kopplungs-
konstanten bei einer bestimmten Energie fordert, sondern die bei niederen
Energien gemessenen Werte der laufenden Kopplungskonstanten zu hohen
Energien extrapoliert. In Abb. 7.37 sind die inversen Kopplungen in Ab-
hingigkeit von einer Energieskala Q aufgetragen. Es ist deutlich zu sehen,
daf} sie sich nicht in einem Punkt treffen, auch wenn die Unsicherheit von
as(M2) beriicksichtigt wird.

Damit sind die beiden entscheidenden Vorhersagen der SU5 widerlegt.
Wenn auch eine experimentelle Bestidtigung nicht gelungen ist, kann man
sich doch vorstellen, dafl gewisse Ziige dieses Modells in einer endgiiltigen
Theorie der Materie erhalten bleiben, da die allgemeinen Ideen der grof3en
Vereinheitlichung physikalisch sehr attraktiv sind.

7.10.4 Hierarchie und Feinabstimmung

Wie in Abschn. 7.7 diskutiert wurde, ist im GSW-Modell die Kopplungsstér-
ke der Fermionen an das Higgs-Boson (Abb. 7.14) proportional zur Fermion-
Masse,

. 1 my
¢y p=—1(GpvV2)2my = - (7.304)
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Abb. 7.36

Der Fréjus-Detektor [Ber87c] zur Suche
nach dem Proton-Zerfall. Der Detektor be-
steht aus Lagen von Eisenplatten, zwischen
denen sich diinne Rohrchen mit einem
Helium-Neon-Gasgemisch befinden. Mit
ihrer Hilfe wird eine hohe Ortsauflosung
der Spuren erzielt. Die zum Ziinden der
Gasentladung notige Hochspannung wird
durch Geiger-Ziahlrohre ausgelost
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Abb. 7.37

Die Extrapolation der laufenden Kopplun-
gen oy, @ und @3 = ag von der Z9-Masse
zur GUT-Skala. Die Unsicherheit in ag
wird durch die doppelte Linie beschrieben
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Abb. 7.38

(a, b, ¢) Diagramme hoherer Ordnung
(Strahlungskorrekturen), die zur Masse des
Higgs-Bosons im GSW-Modell beitragen.
(d) Sogenanntes Selbstenergie-Diagramm
der QED, das eine Anderung der Elek-
tronenmasse bewirkt. (e, f) Korrektur zum
Higgs-Propagator durch ein neues skalares
Teilchen

207wei Teilchen der Energie E = Mp; iiben
im Abstand r aufeinander eine Kraft aus, die
iiber das Gravitationsgesetz zu F = ggff / r2
mit g A 1 abgeschitzt werden kann. Die ef-
fektive Kopplungskonstante gog ist also von
der O(1).

Diese Kopplung hingt mit der in der Vertiefung in Abschn. 7.7 diskutier-
ten Wechselwirkung masseloser Fermionen mit dem Hintergrundanteil des
Higgs-Feldes zusammen, welche die Massen der Fermionen geméf

_ A
V2

festlegt. Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Masse der Eichboso-
nen, (7.119) und (7.120) und daher kann v als die universelle Massenskala
der Theorie aufgefasst werden. Beim Einbau der starken Wechselwirkung
in das Standard-Modell tritt ein weiterer dimensionsbehafteter Parameter,
namlich der Abschneideparameter Aqcp der QCD, hinzu. Er ist, wie wir in
Abschn. 4.2.2 gesehen haben, eng mit dem Radius der Hadronen verkniipft.

Der QCD-Parameter ist etwa tausendmal kleiner als v, aber verglichen mit
My liegen Agcp und v sehr dicht beieinander. Die ,,Hierarchie* der Mas-
senskalen einer vereinheitlichten Theorie weist demnach riesige Spriinge auf,
deren Grund nicht verstanden ist. Wenn man jedoch diese neue Massenska-
la aufgreift, also verlangt, dal das Standard-Modell physikalische Prozesse
bis zu Schwerpunktsenergien dieser Groflenordnung richtig beschreibt, ge-
rdt man in ernste Schwierigkeiten. Um sie aufzufinden, miissen erneut die
Strahlungskorrekturen diskutiert werden.

Zu jedem ProzeB mit Higgs-Bosonen gibt es Diagramme hoherer Ord-
nung, in denen eine Higgs-Boson-Linie durch Beitrige, wie sie in
Abb. 7.38a—c gezeigt sind, ersetzt wird. Die den einzelnen Schleifen ent-
sprechenden Integrale sind divergent. Dies ist jedoch nicht so schlimm, wie
es vielleicht zunidchst erscheint. In Laufe der Entwicklung der QED haben
die Physiker gelernt, mit solchen Divergenzen umzugehen. Im Beispiel der
QED wurde in Abschn. 3.1.4 gezeigt, daf§ die Divergenzen des zum Graphen
Abb. 7.38d gehorenden Integrals absorbiert werden, indem alle Resultate als
Funktion der renormierten Masse

3. A?
m = my 1—|——ln—2
47 my

my (7.305)

(7.306)

angegeben werden. Hierin ist m die sog. nackte Masse eines Elektrons. Die
QED birgt also logarithmische Divergenzen, die jedoch unter Kontrolle blei-
ben, solange man die obere Giiltigkeitsgrenze A der Theorie z. B. mit der
Planck-Masse (Mp) =1/ «/E) von 1,2-10'" GeV identifiziert. Bei solchen



Abstinden ist eine Theorie, welche die Gravitation auBler acht 148t, sowie-
so falsch.?’ Andererseits ist der Unterschied zwischen der nackten und der
nach (7.306) berechneten renormierten Masse eines Elektrons immer noch
ziemlich klein, m/mg ~ 1,2.

Im Gegensatz zu (7.306) sind die zu einem skalaren Teilchen, wie dem
Higgs-Boson, gehorenden Massenkorrekturterme additiv, die unkorrigierte
Masse wird also nicht mit einem Faktor multipliziert. Die fithrenden Beitrige
wachsen quadratisch mit der Abschneide-Energie A an [Hab85, Mar99]. Be-
trachten wir als Beispiel die Fermion-Schleife in Abb. 7.38a. Die Rechnung
ergibt fiir das rop-Quark

MZ—M2—3|M2A2+0 haA—2 (7.307)
H =My Q72 m2) .
wobei M, die unkorrigierte Higgs-Masse ist und der Faktor 3 fiir farbige
Fermionen gilt. Wegen der gro3en Masse des fop-Quarks kann der Beitrag al-
ler anderen Fermionen vernachldssigt werden. Eine quadratische Divergenz
hitte man frither auf jeden Fall als katastrophal angesehen. Die moderne Ar-
gumentation ist subtiler. Wir wihlen als Giiltigkeitsgrenze der Theorie die
GUT-Skala, A ~ 10'5 GeV. Dann folgt, daB der Parameter M auf der rech-
ten Seite mit einer Genauigkeit von etwa 24 Stellen bekannt sein muf}, damit
aus der Differenz der beiden ersten Terme in (7.307) eine physikalisch be-
obachtbare Higgs-Masse von 100 GeV berechnet werden kann! Es ist nicht
recht glaubhaft, daf} eine solche Feinabstimmung der Parameter in der Na-
tur realisiert ist. Damit sind wir im Zusammenhang mit dem Higgs-Boson
jetzt schon zum zweiten Mal auf ein fine tuning problem gestoBen, das aber
im Gegensatz zur kosmologischen Konstanten nicht erst bei der Betrachtung
der Gravitation auftaucht, sondern direkt mit der elektroschwachen Theorie
verkniipft ist.

7.10.5 Die supersymmetrische Erweiterung des Standard-Modells
Hiermit wird deutlich, daB das Standard-Modell ohne neue physikalische Ide-
en nur bis zu Energien, die sehr weit unterhalb von My liegen, richtig sein
kann. Eine elegante Methode, die genannten Schwierigkeiten mit den diver-
genten Integralen zu umgehen, beruht auf der Beobachtung, dafl bestimmte
Schleifenintegrale mit umlaufenden Bosonen und Fermionen sich im Vorzei-
chen unterscheiden konnen. Angenommen, es gibt farbige, skalare Teilchen
S mit der Masse des fop-Quarks und einer quartischen Kopplung der Stérke
As an das Higgs-Boson (Abb. 7.39).2! Dann trigt der Graph in Abb. 7.38¢
mit einem Anteil

AsA? A?
AM} = -3 +0(ln— 7.308
A 1672 ( " mé) ( )
zu M}, bei. Im zweiten Term auf der rechten Seite ist auch der Beitrag des
Graphen Abb. 7.38f enthalten. Mit zwei skalaren Teilchen (entsprechend den
beiden Spineinstellungen des Fermions) und der Wahl Ag = —|A,|? wird zu-

néchst die quadratische Divergenz in (7.307) kompensiert. Solange m; = mg
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Abb. 7.39
Quartische Kopplung eines skalaren Teil-
chens an das Higgs-Boson

2l Gegensatz zu den bisher betrachteten
Feynman-Graphen bilden hier vier Teilchen
einen Vertex.
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erfiillt ist, funktioniert diese Kompensation sogar fiir die logarithmisch an-
steigenden (und zusitzliche konstante Terme) auf den rechten Seiten von
(7.307) und (7.308), die Symmetrie der Korrekturen ist vollstdndig! Derselbe
Mechanismus gilt schlieBlich auch fiir die Graphen Abb. 7.38b und c. Dies
ist offensichtlich der Fall im Diagramm Abb. 7.38b mit der Higgs-Schleife.
Es beschreibt die Selbstwechselwirkung des Higgs-Bosons, die in Umkeh-
rung der gerade benutzten Argumente durch ein neues Fermion kompensiert
werden muf.

In der supersymmetrischen Erweiterung des Standard-Modells wird das
Teilchenspektrum genau in diesem Sinne erweitert. Ein chirales Supermul-
tiplett besteht aus einem linkshéndigen und einem rechtshindigen Fermion
und den dazugehorigen Spin O-Teilchen. Im Beispiel des fop-Quarks sind
es also f1,,tr und die skalaren Teilchen 71, und 7g. Anstelle von skalaren
top-Quarks spricht man vereinfachend von Stop-Quarks bzw. allgemein von
Squarks bzw. Sleptonen oder Sfermionen. Um den Vergleich mit der Litera-
tur zu vereinfachen, bezeichnen die Indizes L und R auch an den Teilchen in
diesem Abschnitt die Chiralitit. Beachten Sie aber bitte, daf die Indizes L, R
bei den Sfermionen auch im Grenzfall kleiner Massen keine Spineinstellung
auswihlen, die Sfermionen haben den Spin 0. Der Index besagt vielmehr, daf3
das jeweilige Sfermion der supersymmetrische Partner eines chiralen Fermi-
ons ist. Die Sfermionen koppeln mit der gleichen Stirke wie die Fermionen
an die Eichbosonen. Die Feynman-Regeln fiir die neuen Teilchen sind al-
so sehr einfach. Insbesondere bedeutet dies z.B., dal das W-Boson an iy,
koppelt, aber nicht an das #ig.

Die Supersymmetrie ist eine innere Symmetrie. Die Generatoren der Sym-
metrie sind Operatoren Q, die Fermionen in Bosonen und Bosonen in Fer-
mionen verwandeln,

Q |Fermion) = |Boson) ; Q |Boson) = |Fermion) . (7.309)

Man braucht mindestens einen Operator, der aber aus vier Komponenten Q“
besteht, da die Fermionen durch Spinoren dargestellt werden. Diese Opera-
toren vertauschen mit der S-Matrix, daher miissen die Mitglieder der Super-
multipletts die gleiche Masse haben. Sie erfiillen theoretisch besonders inter-
essante Vertauschungs- und Antivertauschungsrelationen. Diese verkniipfen
nédmlich die Generatoren O mit den Generatoren der Poincaré-Gruppe und
zeigen damit erstmals die Moglichkeit, auch die Gravitation in die Theorie
einzubeziehen. Dazu muf} aber die globale Supersymmetrie zu einer lokalen
Supersymmetrie erweitert werden. Die darauf beruhenden Modelle werden
als Supergravitation (SUGRA) bezeichnet. Dies ist ein wichtiges Thema der
theoretischen Physik, der interessierte Leser findet vielleicht einen passenden
Einstieg im dritten Band des Lehrbuchs von S. Weinberg [Wei00].

Die supersymmetrischen Partner der Eichbosonen sind Fermionen und
haben damit den Spin 1/2. Sie werden als Gauginos bezeichnet. Es gibt
Gluinos, Winos und Binos als Partner der Gluonen, W-Bosonen und des
B-Bosons der elektroschwachen Theorie. Sie bilden zusammen mit den Eich-
bosonen des Standard-Modells Eich-Supermultipletts und tragen die Farb-
und flavor-Quantenzahlen ihrer Partner. Die Gluinos z.B. bilden wie die
Gluonen ein Farb-Oktett.



Der Higgs-Sektor des Standard-Modells besteht aus einem komplexen
Isodublett mit ¥ = 1 (siche Kasten in Abschn. 7.7). Mit einer Anderung
der Nomenklatur (¢ — H) gibt es also vor der elektroschwachen Sym-
metriebrechung ein geladenes Feld H* und ein neutrales Feld H° mit je-
weils zwei Freiheitsgraden. Diese Felder wiirden durch Q in zwei Fermio-
nen verwandelt, die Higgsinos H* und H°. Da jedes Higgsino zwei Spin-
Einstellungen hat, werden alle Freiheitsgrade verbraucht, wie es auch sein
sollte. An dieser Stelle mufl jedoch die Theorie in einem wichtigen Punkt
modifiziert werden. Das Standard-Modell in seiner minimalen Form mit nur
einem Higgs-Boson kann nicht supersymmetrisch erweitert werden, da sonst
sog. Dreiecks-Anomalien auftreten, die zu einer neuen Klasse von Divergen-
zen fiihren.?2 Um dieses Argument zu verstehen, betrachten wir Abb. 7.40,
in der ein Beitrag hoherer Ordnung zur Compton-Streuung mit einem typi-
schen Dreiecks-Graphen angegeben wird. Die beiden Photonen haben die
iibliche y*-Kopplung, das Z°-Boson hat einen y#- und einen y*y°-Anteil.
Es stellt sich nun heraus, dal gerade dieser Axialvektor-Anteil fiir umlau-
fende linkshiandige Fermionen divergent wird, falls nicht alle beitragenden
Fermionen-Dubletts die Bedingung

Y r=0 (7.310)
erfiillen. Im Standard-Modell ist dies wunderbarerweise der Fall, in jeder Ge-
neration haben die linkshindigen Leptonen ¥ = —1 und die linkshéndigen

Quarks Y = 1/3. Die Quarks miissen aber wegen der drei Farben dreifach
gezihlt werden und daher wird die Bedingung (7.310) erfiillt. In der su-
persymmetrischen Theorie kann auch das geladene Higgsino zur Schleife
beitragen. Es hat jedoch wie die urspriinglichen Higgs-Felder ¥ = 1 und
somit wird (7.310) verletzt.

Der Ausweg aus diesem Dilemma besteht in der Konstruktion eines Mo-
dells, in dem der Higgs-Sektor zwei komplexe Felder von Isodubletts enthilt,

;' Hy (7.311)
H))" \H[ )|~

wobei das erste Dublett zu ¥ = 1 und das zweite Dublett zu ¥ = —1 gehort.
Damit wird auch unter Einschluf} der Higgsinos (7.310) erfiillt, und Dreiecks-
Anomalien treten nicht mehr auf.

Die fundamentalen Felder und Teilchen der supersymmetrischen Welt
sind in Tabelle 7.3 zusammen mit ihrer Zuordnung zur Gruppe SU3¢ ®
SU2;, @ U1 aufgetragen. Rechtshindige Neutrinos wurden nicht beriick-
sichtigt. Die Eichfelder und die Higgsfelder sind im Zustand vor der elek-
troschwachen Symmetriebrechung angegeben, weil nur so eine Einordnung
in SU2p,-Multipletts moglich ist. Nach der Symmetriebrechung treten das
Z°-Boson und das Photon in der iiblichen Weise als Mischung von W°- und
B-Boson auf. Durch den Higgs-Mechanismus werden wieder drei der acht
Feldkomponenten verbraucht, es bleiben also fiinf Higgsfelder iibrig, die zu
den fiinf beobachtbaren Higgs-Bosonen

W H°, A, HY H™ (7.312)
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Abb. 7.40
Ein Beitrag hoherer Ordnung zur Compton-
Streuung, der eine Dreieck-Schleife enthilt

22Ein anderes Beispiel fiir eine Dreiecks-An-
omalie wurde in der Vertiefung in Abschn.
4.5.3 diskutiert.
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Tabelle 7.3

Das Teilchenspektrum einer supersymme-
trischen Welt. Von den Quarks, Squarks,
Leptonen und Sleptonen gibt es jeweils
drei Familien. In den Spalten mit der
Uberschrift SU3¢ und SU2;, wird die
Dimension der Multipletts angegeben, die
letzte Spalte enthdlt die Eigenwerte der
schwachen Hyperladung Y

Symbol Name Spin SU3¢ SU2;, Y
qL Quark 1/2 3 2 1/3
qr, Squark 0 3 2 1/3
qr Quark (u) 1/2 3 1 4/3
qr Squark (u) 0 3 1 4/3
ar Quark (d) 1/2 3 1 —2/3
qr Squark (d) 0 3 1 —2/3
Iy, Lepton 1/2 1 2 —1
- Slepton 0 1 2 =Il
Ir Lepton 1/2 1 1 =2
U Slepton 0 1 1 =7
g Gluon 1 8 1 0
g Gluino 1/2 8 1 0

w0 W -Boson 1 1 3 0
w0 Wino 1/2 1 3 0
B B-Boson 1 1 1 0
B Bino 1/2 1 1 0

H" H®  Higgs-Boson 0 1 2 1

1:11+ I:I{) Higgsino 1/2 1 2 1

HY, H;  Higgs-Boson 0 1 2 —1

HY, H;  Higgsino 1/2 1 2 —1

mischen. Die beiden ersten neutralen Higgs-Bosonen haben gerade CP -
Paritit, das neutrale A ist C P -ungerade. Das leichtere der beiden C P -ge-
raden Bosonen wird mit 4° bezeichnet.

Zu diesen fiinf Higgs-Bosonen gibt es nun nicht einfach die entsprechen-
den Higgsinos. Die acht Freiheitsgrade der beiden Higgs-Dubletts werden
namlich zu den acht Freiheitsgraden der vier Higgsinos H}, I-}g JH 10 JH L
mit Spin 1/2 transformiert. Die Winos W* sind nach Definition farbneutral.
Sie haben die gleiche Ladung und den gleichen Spin wie die ebenfalls farb-
neutralen Higgsinofelder ﬁ; und H |- Sie konnen also mit den geladenen
Higgsinos zu vier sog. Charginos mischen, die mit )?li und )?it bezeichnet
werden. Ebenso mischen die Gauginos WO B und die Higgsinos ﬁlo , ﬁzo
zu vier Neutralinos 7Y, 9, 3, 74. Ein mogliches Mischungs-Szenario der
Neutralinos besteht z. B. darin, dafl Higgsinos und Gauginos getrennt bleiben
und die Gauginos wie W° und B mischen. Wir erwarten dann zwei neutrale
Higgsinos neben dem Photino und dem Zino.

Damit haben wir die Teilchentabelle der minimalen supersymmetrischen
Erweiterung des Standard-Modells komplett. Es wird in der Literatur tiberall
mit MSSM (minimal supersymmetric standard model) abgekiirzt. Durch die
neue Symmetrie kann die Giiltigkeit des Standard-Modells bis zur Vereinheit-
lichungs-Masse My ausgedehnt werden, aber zu welchem Preis! Wenn wir
wie iiblich Teilchen, die sich nur im Vorzeichen der Ladung oder in der Farbe
unterscheiden, einfach zihlen, wird die Anzahl der fundamentalen Teilchen



und Felder um 31 erhoht. Hinzu kommen eine Fiille von Mischungswinkeln
und Phasen. Eine nichttriviale Abzihlung der zusitzlichen Parameter kommt
schon fiir das MSSM auf 105! Das Parameter-Problem stellt sich also hier in
voller Schirfe dar. Wir werden weiter unten spezifische Modelle studieren,
welche die Zahl der Parameter drastisch reduzieren.

Die Supersymmetrie mufl gebrochen sein, da offenbar keine supersymme-
trischen Partner gleicher Masse zu den bekannten Teilchen existieren. Es gibt
z.B. kein Selektron, also ein elektrisch negativ geladenes Teilchen mit dem
Spin 0 und der Masse 0,511 MeV. Durch die Symmetriebrechung bekommen
die supersymmetrischen Teilchen Massen, die sich von denen ihrer Partner un-
terscheiden. Damit heben sich die Beitrige von Bosonen und Fermionen in
den Schleifenintegralen nicht mehr vollstindig auf. Der verbleibende Massen-
korrekturterm bleibt aber wie in der QED kontrollierbar, falls die Massen der
supersymmetrischen Teilchen auf < 1 TeV beschrinkt werden, sie miiiten al-
so am LHC gefunden werden. Gleichzeitig ist ihre Masse geniigend grof3, um
nicht in Konflikt mit den Prizisionsmessungen der elektrochwachen Parame-
ter zu geraten. Genau wie im Falle des top-Quarks und des Higgs-Bosons wer-
den nédmlich die Strahlungskorrekturen durch supersymmetrische Teilchen
modifiziert. Diese konnten sich dann durch Abweichungen der gemessenen
elektroschwachen Kopplungen von den Vorhersagen des Standard-Modells
bemerkbar machen. Diese Ubereinstimmung ist ein groBer Vorzug des MSSM
verglichen mit anderen Erweiterungen des Standard-Modells, welche schnell
in Widerspruch zu den Messungen auf der Z°-Resonanz geraten.

Durch das erweiterte Teilchenspektrum wird die Energiecabhingigkeit der
Kopplungskonstanten modifiziert, d. h. die Koeffizienten vor den Logarith-
men in (7.292) und (7.293) enthalten zusétzliche Terme [Mar99]. Wenn die
Schwelle fiir die neuen Beitridge wieder in der Groflenordnung 1 TeV ange-
nommen wird, ergibt sich nach Hinzunahme der Graphen hoherer Ordnung
das in Abb. 7.41 gezeigte Bild. Alle drei Kopplungskonstanten treffen sich
prizise in einem Punkt. Umgekehrt bedeutet dieses Ergebnis, dal der im
MSSM berechnete Wert von sin’ @y mit dem experimentellen Ergebnis
innerhalb des theoretischen Fehlers von 1 % tibereinstimmt. Dies wird von
vielen Theoretikern als Versprechen fiir die Entdeckung einer (gebrochen)
supersymmetrischen Welt in der Zukunft verstanden. Die Abb. 7.41 enthilt
auch eine einfache Erkldrung fiir die Stabilitdt des Protons. Im MSSM wird
My auf etwa 10'° GeV angehoben. Damit riickt die Beobachtbarkeit des
Proton-Zerfalls in weite Ferne.

Das MSSM unterscheidet sich vom Standard-Modell zunichst im Higgs-
Sektor. Die Selbstwechselwirkung der Higgs-Felder 2* wird jetzt durch das
viel kompliziertere Potential

V = (m}+ p*)|Hi|> + (m3 + p*) Hao|* + g5 (|H\|> — | Ha|?)?
— Bu(HH,+k.k.) (7.313)

beschrieben, worin m, m, und B neue Parameter mit der Dimension einer
Masse sind und gz mit den Eichkopplungen g, g’ iiber
g2 + g/2 _ M_%

8 202

gz = (7.314)
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Abb. 7.41
Die Extrapolation der laufenden Kopplun-
gen a1,z und o3 von der Z-Masse zur
GUT-Skala im MSSM. Die Unsicherheit

in g = a3 wird durch die doppelte Linie
beschrieben

23Siehe Kasten in Abschn. 7.7
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verbunden ist. Die etwas verwickelte, in der Literatur [Gun90, Mar99] aus-
fiihrlich diskutierte Suche nach dem Minimum des Potentials wollen wir hier
nicht behandeln. Im Minimum haben die Felder die reellen Vakuumerwar-
tungswerte (H{) = v1/+/2 und (H)) >= v>/~/2. Diese sind durch

v =vi+03 (7.315)

miteinander verkniipft, daher bleiben die Massenrelationen (7.119) und
(7.120) giiltig. Der zentrale Parameter des MSSM ist das Verhiltnis vy /v,,
das meist durch die Definition

tan g = - (7.316)
U2
ersetzt wird.

Der physikalisch entscheidende Unterschied des Potentials (7.313) zum
Higgs-Potential des Standardmodells (7.115) ist der Ersatz von A durch die
Eichkopplungen. Das hat weitreichende Konsequenzen. Die Masse der
Higgs-Bosonen A und H * ist proportional zu B/ sin 2 und kann im Prin-
zip beliebig groB werden. Die Masse des h°-Bosons ist jedoch nicht mehr
frei, sondern durch die Bedingung

muo =|cos2p|Mz (7.317)

eingeschriankt. Aulerdem ist nun p mit der Masse des Z-Bosons verbunden,
fiir tan 8 > 5 muB die Bedingung

M2~ —2(m? + 1) (7.318)

erfiillt sein.

Die spannende Frage ist jetzt, ob das am LHC gefundene Boson mit
dem Higgs h° der Supersymmetrie identifiziert werden kann. Die Masse
von 125 GeV iibersteigt die durch (7.317) gegebene Grenze bei weitem.
Es stellt sich aber heraus, daB diese Gleichung nach einer Berechnung der
Fermion-Schleife in Abb. 7.38a und der Sfermion-Schleife in Abb. 7.38c,
die sorgfiltig auch alle konstanten und logarithmisch anwachsenden Terme
auswertet, durch

M}y = cos’2B)M + M, (7.319)

ersetzt werden muss. Mit M0 = 125 GeV und tan f = 5ist 6M 3, > M und

wir miissen also grofe Werte von tan f ansetzen, damit §M ,120 tiberhaupt noch
als Korrekturterm angesehen werden kann.
In erster Niherung ist diese Korrektur durch

i M3

- n
27202 m?

M}, = (7.320)
gegeben, worin Mg die mittlere Masse der zwei stop-Quarks 77 , iy ist. Mit
tan B = 30 und Mg = 870 GeV kann (7.319) erfiillt werden und mit tan =
6,9 wird Mg = 1TeV erreicht. Die Verwendung von (7.320) reicht aller-



dings nicht aus. Durch eine Rechnung in néchsthoherer Ordnung (two loop)
inklusive der QCD Korrekturen wird (7.320) in

3 m? M?
M), = 3 nzlt)z (m m—g + f(X;, Ms, as)) (7.321)
gedndert. Die Funktion f(X;, Mg, ag) ist in [Car00] zu finden. Der neue
Parameter X, bestimmt die Massen der stop-Quarks,

mt%lfz =MZF|m.X,| . (7.322)
An Stelle von R, L werden die Indizes 1,2 benutzt, wobei 7; nach Defini-
tion das leichtere sfop-Quark ist. Die numerische Auswertung dieser Glei-
chung und anderer dquivalenter Verfahren ergibt nun ein vollig anderes Bild
[Dra011]. M0 = 125GeV ist nur schwer zu erreichen, weshalb wir von
vornherein zu der Festlegung tan § > 30 gezwungen sind. Auch dann wird
mit der Wahl X, = 0 die Bedingung (7.319) erst fiir Mg ~ 10 TeV erfiillt,
was weit auBerhalb des akzeptablen Bereichs erscheint. Mit X, # 0 ist der
minimale Wert eines X,, Mg-Wertepaares durch Mg = 650 GeV und X, =
1600 GeV gegeben, und schon taucht eine neue Schwierigkeit auf. Auch
X, ist mit den Parametern der Theorie verbunden und eine Auswertung der
(strahlungskorrigierten) Gleichung (7.318) ergibt, daB nun m? zu so groBen
negativen Werten getrieben wird, daB p mit einer Genauigkeit von =~ 1 %
bekannt sein mufl, um den richtigen Wert von M zu ergeben. Wir sind
also zuriick beim Problem der Feinabstimmung. Man kann diese Problema-
tik auch so formulieren, daf3 die erforderlichen Werte der massenbehafteten
Parameter einer gebrochen supersymmetrischen Theorie nicht im durch die
Skala v charakterisierten natiirlichen Wertebereich zu liegen scheinen.

Nachdem die Frage, ob das supersymmetrische Higgs-Boson %, schon
gefunden ist, nicht eindeutig beantwortet werden kann,2* wollen wir uns
weiteren Eigenschaften des MSSM zuwenden. Eine radikale Vereinfachung
des Modells, die unter dem Namen constrained MSSM (mit der Abkiirzung
CMSSM) bekannt ist, geht z. B. von dem Ansatz aus, daf} bei GUT-Energien
die Massen der Squarks und Sleptonen sowie die Parameter m; und m,
einen gemeinsamen Wert m haben. Die Gauginos (Gluino, Bino, Wino) be-
kommen die gemeinsame Masse m/,. Die SUSY-brechenden Kopplungen
der Higgs-Bosonen an die Sfermionen sind ebenfalls universell und wer-
den mit Ay bezeichnet. Neben tan 8 kommt als fiinfter Parameter noch das
Vorzeichen von p hinzu. In CMSSM-Ansatz ist implizit enthalten, dafl ne-
ben den Kopplungen jetzt auch die Massen zu Parametern werden, deren
Wert von der Energieskala des Experiments abhingt. Die laufenden Massen
werden theoretisch durch dhnliche Differentialgleichungen beschrieben, wie
wir sie bei der Behandlung der laufenden Kopplungen kennengelernt haben
(Ubung zu Abschn. 3.1). Durch Losung dieser sog. Renormierungsgruppen-
Gleichungen 146t sich im Prinzip das Massenspektrum der physikalisch be-
obachtbaren supersymmetrischen Teilchen berechnen.

Die in den neunziger Jahren des letzten Jahrhunderts héufig durchgefiihr-
ten Rechnungen nihrten den Optimismus, daf} die Entdeckung der Super-
symmetrie wenn nicht schon am LEP und Tevatron so doch wenigstens am
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24 Auf jeden Fall liegt nicht das sprichwortli-
che smoking gun Signal vor.

497



498

Das Standard-Modell

Abb. 7.42
Feynman-Diagramm der Erzeugung und des
Zerfalls rechtshiandiger Smyonen

Abb. 7.43
Feynman-Diagramm zur elastischen Streu-
ung eines Neutralinos an einem Quark

LHC wahrscheinlich sei. Ein typisches Teilchenspektrum [Kan94] berech-
nete Massen von etwa 115GeV fiir das #° und 320 GeV fiir die anderen
Higgs-Bosonen. Die Massen der Sleptonen lagen im Bereich von 200 GeV
und die Massen der Squarks bei 500 GeV. Die Modelle zeigen i. allg., daf das
leichteste supersymmetrische Teilchen ein Neutralino ist. Der Index an den
Neutralinos und Charginos ordnet diese nach ihrer Masse. Das j! ist dann
das LSP, das lightest supersymmetric particle. Wenn auch alle diese Vorher-
sagen nicht zwingend sind, konnen sie den Experimentalphysikern immerhin
Anleitung und Motivation auf der Suche nach Signalen der Supersymmetrie
bieten.

Supersymmetrische Teilchen unterscheiden sich von den alten Teilchen
durch eine multiplikative Quantenzahl, die R-Paritét. Sie ist durch

R = (—1)3B+L+2/ (7.323)

definiert. B und L bedeuten hierin Baryonen- und Leptonenzahl, J ist der
Spin. Die R-Paritit betragt offenbar +1 fiir die normalen Teilchen und —1 fiir
ihre supersymmetrischen Partner. Im MSSM wird der Einfachheit halber die
Erhaltung der R-Paritit vorausgesetzt. Supersymmetrische Teilchen konnen
daher nur paarweise erzeugt werden, und die anschlielende Zerfallskette sol-
cher Teilchen enthilt am Ende immer das stabile LSP. Ein Neutralino als LSP
mit einer Masse von 100 bis 200 GeV wird von vielen SUSY-Enthusiasten
als Losung des schon in der Einleitung des Buches erwihnten Ritsels der
dunklen Materie im Rahmen der Teilchenphysik angesehen.

Als einfachstes Beispiel fiir die Suche nach supersymmetrischen Teilchen
betrachten wir die Paarproduktion von rechtshindigen Smyonen (jig) in der
e~eT-Annihilation. Sie werden durch y- und Z°-Austausch im s-Kanal er-
zeugt (Abb. 7.42). Der Wirkungsquerschnitt fiir den Photonaustausch kann
tiber (5.49) berechnet werden. Die Beriicksichtigung der Massen der jiy er-
gibt einen Schwellenfaktor B von der Geschwindigkeit der auslaufenden
Teilchen. Diesen Faktor driicken wir wieder durch o; = 4m121 /s aus und er-
halten somit

2

j—g - Z—S(l —0p)? sin?@ | (7.324)
Die Hinzunahme des Z°-Austausches modifiziert das numerische Ergebnis
fiir Schwerpunktsenergien weit oberhalb der Z°-Masse nur geringfiigig, so
da3 (7.324) immer noch als gute Nidherung dienen kann.

Der kinematische Faktor zeigt, dal der totale Querschnitt der Elektron-
Positron-Annihilation im Schwellenbereich der Produktion von Smyonen nur
wenig gedndert wird. Eine gute Strategie auf der Suche nach Smyonen ist
daher eine Analyse des Endzustandes. Da die fig nicht an das W-Boson
koppeln, ist allein der Zerfall ig — 1% moglich, siehe Abb. 7.42. Die Neu-
tralinos haben nur eine schwache Wechselwirkung mit Materie, z. B. durch
die Reaktion y%q — g, wie sie in Abb. 7.43 gezeigt ist, in der die Streuung
tiber einen Squark-Zwischenzustand ablduft. Falls das Neutralino ein Pho-
tino ist, koppelt es elektromagnetisch, also mit der Kopplungskonstanten e,



X

an den gg-Strom. Auch bei einer anderen Mischung gibt e immer noch die
richtige Groenordnung. Mit unserer Erfahrung von der Neutrino-Streuung
konnen wir also sehr schnell

, §
o~ ot (7.325)

abschiitzen, wobei § wieder das Quadrat der Schwerpunktsenergie im Neu-
tralino-Quark-System ist. Dieser Querschnitt wird fiir Squark-Massen von
einigen hundert GeV sehr klein. Die Signatur zum Nachweis der Smyonen
besteht also im Auftreten von genau zwei Myonen zusammen mit fehlender
Energie im Detektor.

Die besten Grenzen fiir Smyonen und Selektronen stammen von den LEP-
Experimenten. Danach sind fig mit einer Masse < 94 GeV ausgeschlossen.
Eine gewisse Modellabhingigkeit bleibt natiirlich bestehen. Wesentlich fiir
die Suche ist die fehlende Energie im Detektor. Da diese aus experimen-
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Abb. 7.44

(a) Paarerzeugung von Charginos in der
e~et-Vernichtung.  (b)  Drei-Korper-
Zerfall des Charginos in )?(1) und Leptonen.
Fir Quarks im Endzustand gelten ganz
dhnliche Diagramme
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Abb. 7.45

Feynman-Diagramm der Erzeugung von
Squark-Paaren in der Streuung von Quarks
an Quarks, g¢ — ¢¢. Dazu gehort noch ein
Diagramm, in dem die auslaufenden Linien
iiberkreuzt sind

Abb. 7.46

Feynman-Diagramm der Erzeugung von
Gluinos und Squarks in der Streuung von
Gluonen an Quarks, gg —> ¢

tellen Griinden > 10 GeV sein muB, ist die angegebene Grenze nur giiltig,
falls die Neutralinos eine Masse < 84 GeV haben. Mit dhnlichen Argumen-
ten wurden Selektronen mit m; > 100 GeV fiir Neutralinomassen bis 85 GeV
ausgeschlossen.

Die theoretische Beschreibung der Paarproduktion von Charginos ist
schon wesentlich komplizierter. Der Produktionsquerschnitt muf3 aus den bei-
den Diagrammen der Abb. 7.44a berechnet werden. Das soll jetzt hier nicht
vorgefiihrt werden. Eine Zusammenstellung der vielen Feynman-Regeln des
MSSM findet der Leser z. B. in [Eic85, Gun90]. Auch die Zerfallskette der
Charginos ist nicht mehr so einfach. Es sind u. a. die Zerfille f(f — 7994’
und )?f — 7%*v moglich, zu denen jeweils drei Feynman-Diagramme bei-
tragen (Abb. 7.44b). Die LEP-Experimente konnten die Produktion von Char-
ginos mit Massen < 85 GeV ausschlieBen.

Am LHC liegt es nahe, die Erzeugung supersymmetrischer Teilchen mit
Farbladung (Squarks, Gluinos) zu erforschen. Squarks werden z.B. in der
Reaktion gg — gg erzeugt (Abb. 7.45), wobei die Squarks anschlieffend in
ein Quark und ein Neutralino zerfallen (§ — ¢ )((1)). Die einlaufenden Quarks
konnen unterschiedliche flavor-Quantenzahlen haben. Diese werden auf die
auslaufenden Squarks iibertragen. Ein typisches Szenario der Suche nach
Squarks ist demnach die Analyse von Zustinden mit fehlender Transversal-
energie und zwei oder mehr energiereichen Jets im Detektor.

Squarks und Gluinos werden u.a. in der Reaktion gg — g4 produziert
(Abb. 7.46). Das auslaufende Gluino zerfillt dominant gemiB g — g ).
Es werden daher Endzustdnde mit fehlender Transversalenergie und > 3 Jets
untersucht.

Die Berechnung der zu Abb. 7.45 und 7.46 gehorigen Wirkungsquer-
schnitte ist in niedrigster Ordnung mit elementaren Mitteln moglich. Die in
die Formeln eingehenden Quadrate der trilinearen Kopplungen (z.B. ¢2..)
sind proportional zu «g. Sie sind z.B. in [Eic85] aufgelistet. Alle Quer-
schnitte sind auch in hoheren Ordnungen bekannt und werden in Form von
Ereignis-Generatoren fiir Monte-Carlo-Programme zur Verfiigung gestellt.

Bisher konnten am LHC keine Squarks und Gluinos entdeckt werden.
Zur Bestimmung der AusschlieBungsgrenzen wird entweder m 0= 0 an-
genommen, oder es werden die im CMSS-Modell vorhergesagten Massen
angesetzt. Die Grenzen mz > 800 GeV und mg > 1300 GeV fiir Squarks der




ersten und zweiten Generation wurden unter Benutzung dieses Modells er-
mittelt [PDG12].

Eine Untersuchung der Erzeugung von stop-Quarks ist wesentlich schwie-
riger, weil im Proton keine #-Quarks vorhanden sind und daher die Produk-
tionsquerschnitte stark unterdriickt sind. Mit der Annahme, daf alle Squark-
Massen gleich sind, gilt natiirlich m; > 1300 GeV. Aus den Grenzen fiir den
Wirkungsquerschnitt der Stop-Paarproduktion wurde am Tevatron die Ab-
schitzung my > 200 GeV gewonnen. Stops werden aber auch im Zerfall g —
t7 erzeugt. Da Gluinos am LHC bis zu sehr hohen Massen erzeugt wer-
den konnen, konzentrieren sich die Suchen in ATLAS und CMS auf die
Paarproduktion von Gluinos mit anschlieﬁendem Zerfall in ¢7-Paare. Diese
Kette ergibt spektakulare tetty’ 1 )(1 -Endzustinde. In einer solchen Analyse
sind die Grenzen fiir )(1, g, f-Massen miteinander korreliert. Mit der An-
nahme m 0= 150 GeV konnten Gluino-Massen < 800 GeV fiir Stop-Massen
> 350 GeV ausgeschlossen werden. Neue Resultate mit einem modifizierten
Modell verschieben die Grenze fiir Gluinos auf 1170 GeV [CMS13].

In allen besprochenen Analysen spielt das Neutralino )?(1) die Rolle des
LSP. Das stabile Teilchen unterliegt nur der schwachen Wechselwirkung und
verldsst den Detektor ohne Spuren einer Reaktion zu hinterlassen. Die beste
direkte Massengrenze fiir das Neutralino stammt daher aus den elektroschwa-
chen Prizisionsmessungen. Die Ubereinstimmung der Z°-Zerfallsbreite mit
den Vorhersagen des Standard-Modells schlieBt Neutralinos 7% mit einer
Masse < 45 GeV aus. Beispiele fiir korrelierte Massengrenzen haben wir in
den letzten Paragraphen diskutiert.

Im MSS-Modell mit seiner grolen Anzahl von freien Parametern 146t sich
immer eine Nische mit einem Satz von Massen supersymmetrischer Teil-
chen finden, die von den Collider-Experimenten noch nicht abgedeckt wurde.
Umgekehrt sind viele Experten der Ansicht, dal die constrained minimal
supersymmetry schon jetzt durch die LHC-Experimente weitgehend ausge-
schlossen wurde [Bech012]. Ab 2015 wird der LHC mit der vollen Schwer-
punktsenergie von 14 TeV laufen. Falls dann nach weiteren Jahren intensiver
Forschungen keines der vorhergesagten Teilchen gefunden sein sollte, wird
man die Idee der Realisierung einer (gebrochen) supersymmetrischen Welt
an der TeV-Skala wohl aufgeben miissen.

Neben der direkten SUSY-Suche in Hochenergie-Experimenten kann man
auch Prizisionsmessungen bei niedrigen Energien durchfiihren. Das beste
Beispiel fiir diese Verbindung zweier Skalen ist die Suche nach dem Proton-
Zerfall, welcher durch Bosonen mit Massen der GUT-Skala induziert wird,
wie wir in Abschn. 7.10.3 gesehen haben. Der Zerfall BY — pu~ ™ hat
im Standard-Modell nur ein Verzweigungsverhiltnis von 3,2-107° und ge-
hort zur Klasse der seltenen Zerfiille. Ahnlich wie im Zerfall K — p~pu™
miissen auch hier Box-Diagramme in der Art der Abb. 6.23 berechnet wer-
den. Die Zerfallsbreite wird allerdings von dem in Abb. 7.47 gezeigten sog.
Pinguin-Diagramm dominiert (~ 75 %). In den K°-Zerfillen ist dieses Dia-
gramm nicht relevant, da die in [Ina81] berechneten massenabhédngigen Fak-
toren zwar die fop-Schleife begiinstigen, aber die in Frage kommenden Ele-
mente der CKM-Matrix sehr klein sind.
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Abb. 7.47

Feynman-Diagramme zum Zerfall Bg —
w~ut. (a) Pinguin-Diagramm des Stan-
dard-Modells, (b) Beispiel eines SUSY-
Pinguin-Diagramms
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Die Amplituden des Standard-Modells sind helizitdtsunterdriickt, wie man
an den unteren Vertices der Abb. 7.47a unmittelbar sehen kann. Der W-
Austausch verkniipft dominant einlaufende s; -Quarks mit einlaufenden bg-
Quarks. Im Meson mit J = 0 sind aber nur die Kombinationen s; , b; und
SR, bg zu finden. Daher wurde argumentiert, dal die Zerfallsrate Féi H emp-
findlich von MSSM-Diagrammen abhiingt, die z. B. eine helizititserlaubte
chargino-stop-Schleife enthalten, welche an ein Higgs-Boson koppelt
(Abb. 7.47b). Der dominante Beitrag des CMSS-Modells [Arb013] zur Zer-
fallsamplitude ist proportional zu mj, tan® 8/ M3 und deshalb im K} -Zerfall
~ my,/ my unterdriickt. Der Faktor tan® B hilft, den Faktor 1/ M? zu kompen-
sieren. Die ersten Ergebnisse des LHCb-Experiments stimmen innerhalb des
noch recht groen Fehlers mit dem Standard-Modell tiberein [LHCb12] und
haben wiederum manche Hoffnung enttiuscht.

Das anomale magnetische Moment des Myons wurde mit einer Genau-
igkeit von 9 Stellen mit Hilfe spezieller Speicherringe gemessen [Benn06].
Die letzten Ergebnisse liegen etwa 2,5 Standardabweichungen oberhalb des
theoretischen Werts. Der Versuch, darin ein Signal der Supersymmetrie zu
sehen, gerit schnell in Konflikt mit der Messung von I ;S ", da die SUSY-
Vorhersagen fiir beide Effekte stark korreliert sind [Ded01].

7.13 Zeichnen Sie ein Feynman-Diagramm zur e W -Streuung, das einen
divergenten Dreiecks-Graphen enthélt.
7.14 Stellen Sie typische Zerfallskanile des Z° zusammen.
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Losungshinweise
zu den Ubungsaufgaben

Vorbemerkung: Immer wenn es sich empfiehlt, die Aufgaben mit einem
algebraischen Programm zu 16sen, wird auf die Web-Seite des Buches ver-
wiesen, die iiber meine Homepage http://mozart.physik.rwth-
aachen. de erreicht werden kann. Dort sind die entsprechenden MAPLE-
Routinen und ihre Ergebnisse zu finden.

8.1 Kapitell

1.1 Es gilt wie immer E = \/p2+m?2, T = E—mund 8 = | p|/ E. Daraus
lassen sich die gesuchten Werte berechnen. Eine Graphik befindet sich
im Web.

1.2 Zur graphischen Losung konsultieren Sie bitte das Web.

1.3 Im Einheitensystem der Teilchenphysik wird aus der Dimension der
Gravitationskonstanten ~ (Linge® Zeit™> Masse™!) die Dimension
(Energie) 2. G/(c°h) hat diese Dimension auch im SI-System und ist
im Einheitensystem der Teilchenphysik mit G identisch. Im SI-System
gilt 1//G/(c°h) = 1,221-10"° GeV.

1.4 Wir vernachlédssigen den Spin der Teilchen. Dann gilt fiir den Bahndre-
himpuls L = Er = +/2, wegen J = 1. Daraus folgt r = +/2/E. Das
Reaktionsvolumen ist eine Kugel mit dem Radius r, also gilt fiir die
Energiedichte pz ~ E*/10.

1.5 Mit den Ergebnissen der letzten Aufgabe folgt 7o = 1,75-107°s.

1.6 Esgilt

s =2(M*+ E\E»+|pil|p,) -

Aus E; = 968 MeV und E, = 1138 MeV folgt /s = 2066 MeV.

1.7 Mit Hilfe von (1.48) folgt | p| = 0,23 GeV.

1.8 Die Hauptzerfallskanile sind #* — p*v, und 7 — e*v,. Es sind
aber auch Zerfille mit einer zusitzlichen Abstrahlung von Photonen
bzw. et e -Paaren erlaubt.

1.9 Mit P = p; + p; gilt im Schwerpunktsystem offenbar

:P'Pl
N

Wenn man jetzt noch

E,

2p1-p2 = (p1+ p2)> —mi—mj
benutzt, 146t sich (1.49) relativ schnell ableiten.

1.10 Die Anwendung von (1.109) ergibt mit m; = m, und m = 0 eine Zeit-
dauer von 2,2-107%*s.

C. Berger, Elementarteilchenphysik, DOI 10.1007/978-3-642-41753-5_8,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014
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1.11 Wir setzen als Basisreaktion die Streuung v,p — e~ n an. Der Wir-

kungsquerschnitt betrigt nach (1.60) etwa 10™* cm?. Mit np, aus
(1.114) folgt n, = Znp. und daher A =4,5- 10'°m. Fiir Pionen der
angegebenen Energie ergibt sich aus Abb. 2.14 0 ~ 1072 cm?. Daraus
berechnet man A & 2 cm, wenn als Dichte der Streuzentren Ang, ge-
nommen wird. Dieser Ansatz einer Streuung an einzelnen Nukleonen
ist aber gewagt, da die Reichweite eines Pions in Kernmaterie nur etwa
1 fm betréigt. Diese Zahl ergibt sich, wenn man den Kern als eine Kugel
mit dem Radius ryA'/3 und ry = 1, 3 fm betrachtet.

1.12 In (1.126) setzen wir N, = ny fpund ng =n,/(AAz) ein.
1.13 Das Integral des Bhabha-Querschnitts ist o ~ 1,9- 1073 cm?. Also gilt

L =2,6-10cm™2s™!. Der integrierte Wirkungsquerschnitt der Paa-
rerzeugung ist demgegeniiber voOllig vernachldssigbar, o ~
5-107%8 cm?.

1.14 Es gilt

xp=Myxo+ Mpx; |

wobei die Matrixelemente aus dem Produkt eines fokussierenden Qua-
drupols (1.157) und einer freien Wegstrecke (1.159) berechnet werden.
Damit folgt

M, =cos2—1vk ,

also / = 1,47 m. Der Rest der Aufgabe ist wieder ein gutes Beispiel fiir
die Anwendung der Computeralgebra. Bitte konsultieren Sie das Web.

8.2 Kapitel 2

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Mit a,’- = Rjraj und bl/ = R;;b; fOlgt al’bl’ = Ry R;jarb; = aybi. Im
letzten Schritt wurde die Orthogonalititsrelation (2.88) benutzt.

Zur Berechnung von (2.123) muf} e 712¢ berechnet werden. Dazu wird
(2.142) mit dem Ergebnis

JV2 = (cos(@/Z) —sin(@/Z))
T \sin(®/2) cos(©/2)

benutzt. . .
Es gilt j+ = ja),+ + j@).+. Dieser Operator wird auf die rechte Seite
von (2.153) angewendet. Die Indizes (1) und (2) beziehen sich auf den
jeweils ersten bzw. zweiten Faktor eines Produkts von Zustinden.
Zur Berechnung der Zerfallswinkelverteilung eines p-Mesons mit ,,Spin
auf“muBl J =1, J3=1, A =21, =1, =0 in (2.222) eingesetzt wer-
den. Sie ist also durch

d ., 2
— ~ —sin” O,

5 sin” ©|1g|

gegeben. Der Rest der Aufgabe wird ebenso bearbeitet.

Die Formel (2.267) verkiirzt sich auf ein Glied mit J = 1. Legen Sie
eine entsprechende Tabelle an.



2.6 Es bleiben nur die Amplituden f LSll st und f ! (und ihre
Partner mit gespiegelter Hehzltat) ubrlg Die zugehorlgen Funktlonen
d' sind proportional zu (1 4 cos ®) und (1 — cos ®). Die Winkelvertei-

lung des Wirkungsquerschnitts ist also proportional zu (1 + cos? ).
2.7 Aus (2.281) folgt

1) = 5 44) = ==) i [+=) +il=+)
Damit gilt

EATIN~ (S ma 2t may)
woraus

|T|> ~ 1+ cos® © +sin® O cos(2¢)
berechnet wird.
2.8 Wegen o = [ | f|*d$2 gilt mit |¢|max = 1 fiir jede beitragende Helizi-
titsamplitude
12

Omax = b

Hierbei wurde noch (2.124) benutzt.
2.9 Eine solche Kurvendiskussion geht am einfachsten mit dem Computer.
Ein Beispiel findet sich im Web.
2.10 Auch hier sollten Sie Thr Ergebnis mit der Losung im Web vergleichen.
2.11 Der Beweis gelingt sofort mit

1 1 X
[ mdx = E arctan (E)

2.12 €° wird durch die Drehung nicht geiindert. Die Drehmatrix der riumli-
chen Komponenten ist durch

cos®cos¢p —sing sin ® cos¢p
R.(¢)R, (@) = | cos@sing cos¢ sin@sing
—sin ® 0 cos ®

gegeben. Damit wird (2.295) bewiesen.

2.13 Die Summe der Absténde zu den drei Seiten ist fiir jeden Punkt inner-
halb eines gleichseitigen Dreiecks gleich der Hohe des Dreiecks. Dies
entspricht dem Energiesatz 71 + T, 4+ 75 = Q. Wir legen ein rechtwink-
liges Koordinatensystem in den Schnittpunkt der drei Winkelhalbieren-
den. Dann gilt y = T} — Q /3 und x = (T, — T3)/+/3 und daher

2
1
xT4y? = % + T2+ 5(T22+ T2 —2TT5—2T, Q) .
In der Klammer ersetzen wir Q durch 7} + 75 + T3 und erhalten
2
P4yt = Q—+ [(T1 + T+ T3)> —4Ti 5

Der Ausdruck in der ecklgen Klammer verschwindet aber auf der Be-
grenzungslinie, wie man aus (2.48) fiir cos ®, = 1 sofort abliest. Damit
gilt also x? 4 y? = Q?/9, das ist ein Kreis mit dem Radius Q /3.

8.2 Kapitel 2
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2.14 Aus (2.267) folgt
J=r3-24.-2,-2,(O, $)
1 Sio—
= 1 2T Dy (VO (@)
J

Mit (2.317) gilt dann wegen der Parititserhaltung

ti/\37)t4,7/\1712 = ngt/‘\13/\4,)tl/\2
mit

Ng = Mnanana(—=1)2 oo =ie i@
Da m =J — ju)— jp immer ganzahlig ist, benutzen wir (—1)" =
(—=1)7" zur Herleitung von

Ny = mnzm,}4(_1)/‘(1)+j<2>—j<3>—j<4> .
Mit Hilfe von (2.125) und (2.126) wird der Beweis von (2.318) vervoll-

standigt.
2.15 Mit den iiblichen Verfahren der linearen Algebra wird

I (1 y
k=7 (1 —V)
mit y = /B/C ermittelt.

2.16 Es handelt sich hier im Prinzip um eine Kurvendiskussion von (2.431).
Das miihsame Integral zur Bestimmung des Mittelwertes der Kurve 146t
sich mit dem Computer sehr einfach 16sen. Bitte konsultieren Sie das
Web.

2.17 Unitaritdt und Unimodularitét sind fiinf Bedingungsgleichungen fiir die
vier komplexen Elemente der Matrix. Damit beweist man sehr rasch

a b
(5 2)

mit aa™ + bb* = 1.
2.18 Mit Hilfe der Tabelle 2.3 leiten wir u. a.

|7t p)=15:3)

|7°p) = %%@)—m;a
o) = 3 13
|n-p>=ﬁ>%;-; WH

ab. Da nur die Amplitude 73/, beitragen soll, gilt
(71+p\ T |Jr+p> =a

le

- _ a
{m"pIT | p) =3
2

(n0n|T|7fp) = \/;a
2a

(7| T |7°n) = 5



und deshalb z.B. o (n+ p)/o (7w~ p) = 3 (Abb. 2.14).
2.19 Natiirlich ist J5 durch

100
J,=[00 0
00 -1

gegeben. Wegen J 4 |1; —1) = +/2|1;0) und J4|1:0) = +/2|1; 1) gilt

010
Jr=|001
000

Ganz analog wird

000
J_=1100
010

abgeleitet. Mit J+ = J, +iJ, folgt

1 010
A
und
; 0-1 0
"L

2.20 Wir erginzen (2.531) durch

1 2
(rtn™| T |K) = \/;(Tz—Tz*)‘i' \/;(TO_TO*)

(77| T |Ky) = \E(TZ—T;)— \E(TO—TO*) .

Die im Text angebenen Festlegungen iiber 7, und 7 fiihren dann un-

mittelbar zu (2.532).

2.21 Unter Benutzung der Definitionen (2.468) und (2.469) muf} nur der
Zusammenhang von € mit ¢/ p aus Abschn. 2.7.4 benutzt werden.

8.3 Kapitel 3

3.1 Im Web finden Sie ein Programmpaket, mit dessen Hilfe sich Ausdriicke

mit y-Matrizen leicht behandeln lassen.
3.2 Siehe Aufgabe 3.1.

3.3 Wegen y2 =1 gilt (1+y5)(1—y5) =0 und (1+ys)(1+ys) =2(1+

Y5) USW.

8.3 Kapitel 3
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34

3.5

3.6

3.7

3.8

(3.137) geniigt der Differentialgleichung

2
,do «

1 dg? T 3x
Die Auswertung von (3.232) ergibt

do 1 4 cos? ©

d2 1—cos?® °
Wenn die Masse des Elektrons nicht vernachlissigt werden soll, muf3
man (3.233) auswerten. Dies ergibt

do 14 p%cos’®

—~ =~ 12K +2K?,
de2 1—/320052@+ +

worin 8 die Geschwindigkeit des Elektrons ist und K aus

m2

K =
Ew(l—p2%cos? O)

berechnet wird. £ und @ bezeichnen die Energien von Elektron und
Photon. Fiir 8 — 0 wird die Winkelverteilung also isotrop.

Mit A = 630 nm (w = 2¢V) ergibt die Auswertung von (3.229) o’ =
75,5GeV.

Wir wihlen ein Atommodell mit einem elastisch gebundenen Elektron
der Eigenfrequenz w,, was unter dem Einfluf3 einer elektromagnetischen
Welle der Frequenz @ und der Amplitude E(, zu schwingen beginnt. Die
abgestrahlte Leistung ist im SI-System durch

_ 1
P=——w'p}
12megc? Po
bestimmt, worin das elektrische Dipolmoment p, bei Vernachldssigung
der Dampfung durch

€2E0
Po =

m(w?—of)

gegeben ist. Der Wirkungsquerschnitt ist durch o = P /I definiert.
Nach Einsetzen der Intensitit / = cegE3/2 folgt im Einheitensystem
der Teilchenphysik

82 w*

3m? (wr—wd)*
Diese Formel enthilt die beiden Grenzfille der Thomson-Streuung
(wo ~ 0) und der Rayleigh-Streuung (@ > o).
Die Lebensdauer berechnet sich aus der freien Weglinge zu t =
1/(con,). Fiir o setzen wir den Thomson-Querschnitt ein. Fiir die
spektrale Verteilung der Anzahldichte der Photonen gilt

dn,  du 1
do  doho ’



worin der erste Faktor auf der rechten Seite die spektrale Energiedich-
te der Planckschen Formel ist. Nach Integration erhalten wir 7, mit
dem numerischen Ergebnis n, = 20,2 T3 cm™3K™3. Dies ergibt eine
Lebensdauer von 25,5 h.

8.4 Kapitel 4

4.1
42

43

4.4

4.5

4.6

4.7

Ein Beispiel fiir die Verwendung von MAPLE findet sich im Web.

Mit ¢! = p und ¢> = n sieht man sofort, daB (4.30) die Zustinde (2.495)
und (2.496) erzeugt. Ebenso erzeugt (4.22) bis auf eine Phase die Zu-
stinde (2.503) und (2.504).

Wir gehen von (4.20) aus. Fiir kleine ® gilt mit § = &/2

1 —i6 0
U=|-i#6 1 0
0 0 1

und U~! = U* daher
/' =T} +i0T? —i0(T? +i0T2) .

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir Tz/2 und T3’3. Bei Vernach-
lissigung quadratischer Terme in 6 folgt dann 7/ = T}.

Als Alternative zu den Verfahren im Text des Buches benutzen wir eine
Methode, die aus der Atomphysik bekannt ist. Mit F = F |+ F, gilt
fiir den Erwartungswert des Wechselwirkungsterms cg = (F 1 F )

(FiF) =5 (12-3)

mit 2 aus (4.13), wobei schon f2 = 4/3 fiir Triplett und Antitriplett
benutzt wurde. Damit folgt cgp = 1/6 im Oktett.
Die Wellenfunktion des X * erhalten wir aus (4.93), indem wir das d -
Quark durch ein s-Quark ersetzen. Damit folgt

e 8+1mu
et = o \ o 9m,

Das vorhergesagte magnetische Moment ist also etwas kleiner (2,7 px)
als das magnetische Moment des Protons (2,79 pi). Gemessen wurden
2,5 MK.

Aus der Wellenfunktion des flavor-Singuletts folgt

1
(il M ) = 3 @my +2mg +2m,) .

Im additiven Quarkmodell ist diese Masse identisch mit QMg + M) /3.
Aus der vierten Zeile der Tabelle 4.4 lesen wir — unter Ersetzung der
Farben durch die Quarksorten —

|A) = %(|usd}— |uds) + |dsu) —|dus))
ab.

8.4 Kapitel 4
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4.8

4.9

Das ist eine Aufgabe zum Probieren. m,, ; = 360 MeV, m; = 510 MeV,
b’ =3,8-10"MeV? und b =2-107 MeV? gibt gute Resultate fiir das
Baryonen-Oktett und -Dekuplett sowie die p, w- und @-Mesonen, aber
schlechte Werte fiir die K- und K*-Mesonen.

Fiir das @-Meson erhalten wir | Rs(0)| = 0,24 GeV?/2. Die Auswertung
von J /¢ und 7 zeigt daB |Rs(0)|?/M? sich nur um wenige Prozent
dndert.

4.10 Zunichst stellt man die (4.192) entsprechenden Formeln fiir die - und

n’-Mesonen unter Beriicksichtigung eines Mischungswinkels auf. Als
Zerfallskonstante wird immer f;; eingesetzt. Um vom Mischungswinkel
unabhingig zu werden, wird dann

/ 0

n T n
FVV _ 3F)’V _ FVV

3 3 3
mn/ mno I’l’ln

bewiesen. So kann z.B. I yﬂ}: berechnet werden. Die Auswertung zeigt,
daB die Vorhersage (I yﬂ}: = 5,7keV) nur zu ca. 30% erfiillt wird .

4.11 Die Integration tiber (2.277) ergibt keinen Unterschied in den Formeln

fiir die Zerfallsbreite.

4.12 Im Oszillatorpotential gilt im Grundzustand £ = 3w /2. Aus dem Spek-

trum haben wir fiir das Charmonium w = 315 MeV abgelesen. Da die
potentielle und kinetische Energie im Mittel gleich grof} sind, gilt
3w/2 =2(m.y —m,), wobei in der Klammer rechts der Ausdruck fiir
die relativistische kinetische Energie steht. Mit 8> = 1 —1/y? bekom-
men wir A2 = 0, 25. Die gleiche Rechnung gibt im Fall des Bottomoni-
ums ,82 =0,12.

4.13 Aus (4.179) entnehmen wir | Qp| = 1/3. Aus (4.197) bestimmen wir mit

oy = 0, 196 eine hadronische Zerfallsbreite von 57 keV'!

4.14 Die Auswertung der zu (4.219) analogen Formel ergibt M,, = My —

3,3 MeV.

8.5 Kapitel 5

5.1

5.2

Als Beispiel nehmen wir blaue u-Quarks. Es gibt die Prozesse up —
UGEpa, U —> Urgpr und up — upgp . Die Amplituden der ersten
beiden haben das Gewicht 1 wegen der Wellenfunktionen (4.26), wih-
rend die dritte Reaktion iiber die Wellenfunktion (4.29) einen Wich-
tungsfaktor 2/+/6 erhiilt. Diese Faktoren miissen quadriert und addiert
werden. Nach Multiplikation mit dem iiblichen Faktor 1/2 erhilt man
Cg = 4 / 3.

Die Energien werden gemil3 £ > E, > E3 angeordnet. Dann gilt

Z |p;n| = |Eicos @]+ |Eycos Oy + | E3 cos O3] .

Die rechte Seite ist aber > |E| cos ;| + | E; cos @, + E5 cos @3] und
wegen der Impulserhaltung > 2| E cos @;|. Im Maximum (cos ®; = 1)
gilt das Gleichheitszeichen. Damit ist der Beweis vollstindig.



5.3 Beim isotropen Zerfall eines System in Teilchen gleicher Masse sind al-
le Impulse gleich groB. Damit wird T proportional zu [ | cos ©|d cos ©
Dieses Integral hat den Wert 1/2.

5.4 Die Experimente wurden alle an ruhenden Protonen durchgefiihrt. Es
gilt > = —2EE’(1 —cos ®) also

)
EE=—9 _g,
1—cos®

und

_2
E-E=-L —p .
2M
Die Auflgsung nach E’ lautet
b b?

E'=— — :
2-|— 4+a

Damit erhalten wir £ = 1,022 GeV, E’ = 0,489 GeV fiir ® = 90° und
E =11,732GeV, E' = 11,199 GeV fiir ® = 5°.
5.5 Esgilt

—ar

1
p(r):ﬁe

Beweis durch Einsetzen in (5.40).
5.6 Wir legen die z-Achse des Koordinatensystems in die Richtung des
einlaufenden Protons. Mit x = —¢?/(2g-P)und y = g- P/(e- P) folgt
2EE’'(1+ cos®)
X =
4E,E —2E,E'(1—cos ®)

und
E'1—cos®
y=1-—-—""7
E 2
5.7 Wir bleiben im HERA-System. Mit den Ergebnissen der letzten Aufga-
be gilt
P 2
T _ — 2FE
dcos®
P 2
% =—-2E(1+cos®)
dy E’
dcos@ + 2E
ady 1
@ = _ﬁ(l —COS@) .
Damit gilt
dg*dy  E'

dEdR =

8.5 Kapitel 5
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und mit g> = —xys
dg?dx _E'x
dE'dQ2  wy

Der Beweis fiir ruhende Protonen ist noch einfacher.

5.8 Die Auswertung von (5.152) ergibt einen Wirkungsquerschnitt von 2365,
1568 und 2360 pb fiir die Produktion von -, n- und ’-Mesonen. Darin
kommt zum Ausdruck, da} I}, fiir diese Mesonen ungefihr proportio-
nal zu M3 ist.

8.6 Kapitel 6
6.1 Die Streuamplitude (6.10) wird in der Konvention der Kernphysik zu

1
= ——Gp+/s .
f N
Da keine Winkelabhingigkeit vorliegt, entspricht dies dem Term mit
J =0in (2.267)

2

=753 223
Die Amplitude ist reell, der Realteil von 7, kann maximal den Wert 1/2
erreichen. Das ergibt s, = v/27/Gg.

6.2 Hier hilft nur, die Amplitude (6.25) mit den im Text angebenen Werten
der kinematischen Variablen auszurechnen.

6.3 Das t kann hadronisch in die Kanile ud, us zerfallen. Die leptonischen
Zerfallskanile sind e*v, und p*v,. Bei Vernachldssigung von Mas-
seneffekten gilt 13,/ I, = 3/2, da bei den hadronischen Zerfillen die
Farben gezihlt werden miissen und cos” O¢ + sin’ O¢ = 1 gilt.

6.4 Mit p — 0 wird aus (3.66)

U, = ~2m ()8) ,
und analog fiir u,-. Damit gilt j = Zm)(j:,)(,, Jju=0bzw. j) =0, ji =
szj/o-i Xr»

6.5 Wir bezeichnen mit T} ,3,,1,1; die Amplitude mit bestimmten Helizité-
ten bzw. Spinprojektionen. Ohne Vernachlédssigung von m gilt

= —Sﬁcl\/WCOS(@/Z)(\/E +m+VE —m)

33753 2
Gr .
T%%%% = SECIQ/mumda) sin(@/2)(VE +m—~E —m)
G
Ti—1-11 =8——c|/mymgwsin(®/2)(VE +m + VE —m)
2 2 2 ﬁ
G
Ti—111 =8—=c)J/mpmqw cos(©/2)(VE +m—~E —m) .



6.6

6.7

6.8

6.9

8.7 Kapitel 7

Alle anderen Amplituden verschwinden. Die Summe der Quadrate die-
ser Amplituden ergibt das gleiche Resultat wie im masselosen Fall.
MAPLE (oder ein anderes algebraisches Programm) erspart Thnen das
Nachschlagen in Integraltabellen zur Verifizierung von

Giaipn’
1573

Aus den Amplituden der vorletzten Aufgabe berechnet man unmittelbar
die Wahrscheinlichkeiten P (ep) bzw. P (eg) und

Pler) = Pler) _
P(eL) + P(er)
In der Nomenklatur der Aufgabe 6.5 gilt fiir den Zerfall t — b+ W
E
o1y = gn/m By 2 IPwL o 02)
2 2 My
Toizy, = gv/m.EyN2sin(0/2)
Ew +
Toyoy, = e ym B Pl 02
2 2 My
T%%ll = g\/m,Ebﬁcos(@/Z)

Hierbei wurde m; = 0 benutzt. Alle anderen Amplituden verschwinden.
Damit wird (6.92) auf die tibliche Art berechnet.
Zum Beweis muf3

I' =0,48

Be -

g’ q
Ty = 71711(/() %(P/)? o (K"yur(p)

ausgewertet werden.

8.7 Kapitel 7

7.1

7.2

7.3

Das Integral von (7.36) ergibt

Oyy = 4—7[0[2NcG1 .

3s
Damit folgt R = 3G . Eine graphische Auswertung findet sich im Web.
Hier sollten Sie die graphische Auswertung im Web mit IThrem Resultat
vergleichen.
Die Zahl der linkshindigen t-Leptonen ist proportional zur Summe der
Quadrate der ersten und dritten Zeile der Tabelle 7.1. Entsprechend wird
die Zahl der rechtshindigen t-Leptonen aus der zweiten und vierten
Zeile bestimmt. Auf der Z°-Resonanz kann der Beitrag des Photon-
Austausches vernachlissigt werden. Damit gilt

4 4
CL—Cr

Pp=—.
R CETE
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7.4 Die numerische Integration erfolgt am besten mit dem sog. Monte-
Carlo-Verfahren. Eine MAPLE-Routine findet sich im Web. Bei Ver-
wendung der Partondichten (5.102) erhalten wir L,,4(0,1) ~ 1.

7.5 Die Antwort ist in (7.68) enthalten. Mit m,, mg;, m, = 0 folgt bei Ver-
nachldssigung des Cabibbo-Winkels

r. m?2 m?
ﬁi}i/ =3 (1_M_§/) (2+M_§V) Veo* ~ Ve >

7.6 Beweis durch Einsetzen von £ = E; + E; und pp = E; — E, in (7.95)
unter Benutzung von z; = E; /E,.

7.7 Mit 0 ~ 50 mb und n ~ 30 ergibt sich n;, ~ 10%. Hierbei wurde ei-
ne effektive Laufzeit von 10’7 s angenommen. Im Vorwirtsbereich des
Detektors also zwischen 1’ = 2.5 und 5’ = 2.0 sind das immer noch
10 Teilchen. Da die innersten Schichten des Detektors nur 5cm von
der Strahlachse entfernt liegen, ergibt sich hier ein Flu von 0,3- 101°
Teilchen cm™2a™!.

7.8 Die Auswertung der Feynman-Regeln ergibt T = g My fiir den Zerfall
in transversal polarisierte W-Bosonen. Der Rest der Aufgabe wird dann
wieder auf die {ibliche Weise erledigt.

7.9 Im Text wurde erldutert, da am LHC (7 TeV) der Wirkungsquerschnitt
der t7-Produktion etwa 180 pb betréigt, wihrend Higgs-Bosonen mit ca.
15 pb erzeugt werden. Aus Abb. 7.24 lesen wir einen Wirkungsquer-
schnitt der Higgs-Produktion von etwa 30 pb ab. Da beide Teilchen do-
minant in »-Quarks zerfallen, ist das Verhiltnis der Anzahl der erzeug-
ten b-jets etwa 15.

7.10 Es wird jeweils nur die fithrende Ordnung in A mitgenommen, also V,,; =
1-A2/2,V,s = A, Vi, = AL3(p—in). Dieletzte Gleichung wird mit Hil-
fe der Identititen cos 813 = p/+/n?> + p? und sin 83 = n/+/n*+ p* ab-
geleitet. Die weiteren Matrixelemente werden dann in analoger Weise
bestimmt.

7.11 Zeichnen Sie eine Strecke CB der Linge 1, die das Produkt |V, V4|
repréasentiert. Dann wird ein Kreis um C mit dem Radius 0,368 (ent-
sprechend |V, V4| und ein Kreis um B mit dem Radius 0,935 (entspre-
chend |V, V;4|) geschlagen. Im Schnittpunkt liegt die Dreiecksspitze A.

7.12 Es gilt N, =25 /W, wobei S die Solarkonstante und W die Wirmeto-
nung aus (7.209) ist. Dies ergibt einen FluB von 6,57 -10'* m™2s™!.

7.13 In Abb. 7.40 werden die Photonen durch W -Bosonen ersetzt. Die senk-
rechte Linie in der Schleife ist dann z.B ein v, und die schriigen Linien
gehoren zu einem Myon, das an das Z° koppelt.

7.14 Entsprechend dem Z°-Zerfall gibtes Z° — e=et, Z0 — pi—ut, 20 —
fiit usw. Beim Zerfall der Sfermionen in das LSP sind dann typische
Kanile durch i — uy gegeben.
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