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Bezeichnung 3.6. Sei K ein angeordneter Korper, x,y € K

(i)z<ye=zx<yVr=y
T2y r>yVr=y

>
(ii) |z| :@{ v z20
-z <0

Eigenschaften 3.6. K ist angeordneter Korper, §,z,y € K
(i) z<y = <y
(i) Ja| = | — ]

(iil) z < zf, -z < |a], =[] < < 2|

(iv) || <0 <= —d<z <0
)

|z <6 «—= —d<z<d

(v
Beweis. (i)+(ii) aus der Definition.
(iii) x > 0 = |z| ==, <0 = <0< —z<|—z|=|z|] = z<|z|
Ersetze z durch —x = —a <|—z|=z| (ii) = —|z|<z = —|z| <z < |z
(iv) |[z] <0 = =0 < —Jz| = —0 < —|z| <z <|z| <4 (iii)

(v) analog wie (iv)

Satz 3.7. Sei K ein angeordneter Korper, x,y € K
(i) |z| >0, |z| =0 <= =0
(i) |zy| = |z[ly|

(iil) |z +y| < ||+ Jy|

Beweis.

(i) folgt aus der Definition
(i) (a) 220,y 20 = |zy| =ay = |z[]y|
(b) 220,y <0 = |ay| = [z(—y)| = z(—y) = |=[ly|

(c) <0,y <0 = |zy| =[(—z)(—y)| = (—2)(—y) = |z|ly]
a) t+y>0 = [z +y|l=z+y<|z[+]y] (3.6)

b) 24+y<0 = |z+y|l=—x—y <|z|+]|y| (3.6)

(i) (
(

Folgerung 3.8. =z,y € K, K ein angeordneter Korper.
() [zl = lyll < =+ y| < [x] + y]

(i) [l=] = [yll < |z =yl < |z + [yl



Beweis. (ii) folgt aus (i)
() |z[ =z +y)+ (ol <le+yl+ -yl =z +yl+ ]yl

v =z = |y < e+l } -
= (i
—y =yl = |z| < |z +y] )

Definition 3.9. K ist angeordneter Korper; M C K. M heifit
e nach oben beschrinkt ;<< dce K :xz <c¢ Vx € M, c heifit obere Schranke von M.
e nach unten beschrinkt :< dee€ K :x > ¢ Va € M, ¢ heifit untere Schranke von M

beschrankt :< M ist nach unten und oben beschriankt.

v heiBBt Supremum von M (y =sup M) &

(i) ~ ist eine obere Schranke von M

(ii) Ist 4 eine obere Schranke von M = +/ >~

D.h. v ist kleinste obere Schranke von M.

v heiBt Infimum von M (v =inf M) :&

(i) ~ ist eine untere Schranke von M

(ii) Ist 4 eine obere Schranke von M — +/ <~

D.h. v ist grofite untere Schranke von M.

Beispiel. M = {1 |neN}

inf M =0¢ M, supM=1e M

Definition 3.10. Ein angeordneter Kérper heifit vollstindig <
(A12) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Supremum in K

Satz 3.11. Es gibt einen vollstédndigen angeordneten Korper, der im Wesentlichen eindeutig ist und
mit R bezeichnet wird. (Korper der reellen Zahlen)

Beweis. W. Rudin S. 19-23 “Principles of Mathematical Analysis”
Beispiel. M ={zrcR |z >0} = infM =0

Beweis. Zunichst2:=14+1>0 = % > 0.
(i) 0 ist eine untere Schranke

(ii) Sei b eine weitere untere Schranke. Zu zeigen: b < 0
Wire

b>0 = %-b>0 — %bzb — b>20 — 0>0D

~—
eM

—> Widerspruch

— 0=inf M



Satz 3.12. Jede nichtleere nach unten beschrénkte Teilmenge von M besitzt ein Infimum in R.

Beweis. Sei @ # M C R nach unten beschrinkt. — A := {& € R | —x € M} ist nach oben
beschrinkt = 3y = sup A. Sei b € R eine untere Schranke von M

= VeeM:b<ax = VeeM:-b>—ax = WeA:-b>y = -b>y = b<—y (1)
vy=supAd —= VWyeA:y>y = VyeA: < —y = VeeM:—~vy<zx (2)
Aus (1)+(2) = —y=inf M

(Il
Satz 3.13. o #M CR,yv€eR
(a) y=supM <=
(i) VeeM:x <~
(ii) Ve>0,3zeM:z>v—¢
(b) y=inf M «—
(i) VeeM:y<zx
(ii) Ve>0,3z e M:z<vy+e¢
Beweis.
(a) =:Day=supM = (i)
(ii) Ve > 0 ist v — ¢ keine obere Schranke von M
= dxeM:x>vy—c¢
<=: Es gelten (i)+(ii) == + ist eine obere Schranke von M
Ist a =supM = a <~ (Zu zeigen: a = )
Wire a < v
= 5::%(7—04)>0
= EIxeM:x>’y—€:%(’y+a)>a
(b) analog
U

Ubung 3.14. @#ACBCR
e B ist nach oben beschrinkt =— sup A < sup B

e B ist nach unten beschrinkt — inf B <inf A

Definition 3.15. @ # M C R. M hat ein grofites (bzw. kleinstes) Element :&
Jzg € M :x < xo(bzw. xg < 2x) Ve M

xo = max M (bzw. xo = min M)
Beachte:
xog=supM =maxM < xog€ M

Beispiel 3.16. z,y € R

1
Mﬂ&w}=§@+y+w—w)

_ 1
mm@w}=§@+y*W*M)



