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Definition 3.17. A ⊂ R, f : A→ R heißt

• monoton wachsend :⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A, x1 > x2 : f(x1) ≥ f(x2)

• streng monoton wachsend :⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A, x1 > x2 : f(x1) > f(x2)

• monoton fallend :⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A, x1 > x2 : f(x1) ≤ f(x2)

• streng monoton fallend :⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ A, x1 > x2 : f(x1) < f(x2)

f heißt beschränkt :⇐⇒ f(A) ist beschränkt.
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Kapitel 4

Natürliche, ganze und rationale Zahlen

Definition 4.0. Eine Menge M heißt induktiv :⇐⇒

(i) 1 ∈M

(ii) x ∈M =⇒ x+ 1 ∈M

Bemerkung 4.1.

1. R, {x ∈ R | x > 0} sind induktive Mengen.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler induktiver Mengen ist induktiv.

Definition 4.2. F := {M ⊂ R |M ist induktiv}

N :=
⋂
M∈F

M ⊂ R

ist die Menge der natürlichen Zahlen.

Satz 4.3. (Vollständige Induktion) Die Aussage A(n) sei für alle natürliche Zahlen n ≥ n0 definiert
und es gelte:

(i) A(n0) ist richtig

(ii) Ist A(k) richtig für k = n0, n0 + 1, . . . , n =⇒ A(n+ 1) ist richtig

Dann ist A(n) richtig ∀n ∈ N, n ≥ n0.

Beweis. M := {n ∈ N | A(n0), A(n0 + 1), . . . , A(n0 + n − 1) sind richtig} ⊂ N ist eine induktive
Menge =⇒ M = N, da N die kleinste induktive Menge ist.

�

Beispiel 4.4.

(i) ∀n ∈ N : 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2

(ii) x1, . . . , xn ∈ R, xj > 0, x1 · x2 · · ·xn = 1 =⇒ x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n
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Beweis.

(i) • IA: Für n = 1 : 1 = 1·2
2 X

• IS:

(1 + 2 + . . .+ n) + (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) (Nach Induktionsvoraussetzung)

=
(n+ 1)(n+ 2)

2

�

(ii) • IA: A(1) ist richtig, da x1 = 1 =⇒ x1 ≥ 1 X

• IS: A(1) bis A(n) seien richtig, und es gilt

x1 · · ·xn+1 = 1

Falls ∀j = 1, . . . , n+ 1 : xj = 1 =⇒ x1 + . . .+ xn+1 ≥ n+ 1
Wenn nicht =⇒ ∃k ∈ {1, . . . , n+ 1} : xk 6= 1. Falls

– xk < 1 =⇒ ∃l ∈ {1, . . . , n+ 1} : xl > 1

– xk > 1 =⇒ ∃l ∈ {1, . . . , n+ 1} : xl < 1

o.B.d.A: Seien xn < 1, xn+1 > 1. Setze:

yj =

{
xj für j = 1, . . . , n− 1
xnxn+1 für j = n

Nach Voraussetzung folgt y1 · · · yn = 1 =⇒ y1+. . .+yn = x1+x2+. . .+xn−1+xnxn+1 ≥ n

=⇒ x1 + x2 + . . .+ xn + xn+1

= x1 + . . .+ xn−1 + xnxn+1︸ ︷︷ ︸
≥n

+xn + xn+1 − xnxn+1

≥ n+ xn + xn+1 − xnxn+1

= (n+ 1)− (1− xn)︸ ︷︷ ︸
>0

(1− xn+1)︸ ︷︷ ︸
<0

≥ n+ 1

�

Satz 4.5.

(i) ∀n ∈ N : n ≥ 1

(ii) ∀m,n ∈ N,m > n : m− n ≥ 1

(iii) ∅ 6= M ⊂ N =⇒ M besitzt ein kleinstes Element

(iv) N ist nicht nach oben beschränkt

Beweis.

(i) IA: n = 1 gilt n ≥ 1 IS: Gilt n ≥ 1 =⇒ n+ 1 ≥ 1

(ii) Definiere A(n) wie folgt: Ist m ∈ N,m > n =⇒ m− n ≥ 1
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• IA: Zu zeigen: A(1) ist richtig

M := {1} ∪ {m ∈ N | m− 1 ≥ 1} ⊂ N

1 ∈M ∧ (m ∈M =⇒ m+ 1 ∈M) =⇒ M = N, da M induktiv ist.

• IS: Zu zeigen: A(n) =⇒ A(n+ 1). Es gilt:

∀m ∈ N,m > n : m− n ≥ 1

Daraus folgt:
m− (n+ 1) = (m− n) + 1 ≥ 1 + 1 = 2 für m > n

=⇒ m− (n+ 1) ≥ 1 für m > n+ 1

(iii) N ist durch 1 nach unten beschränkt =⇒ β = inf M existiert

=⇒ ∃m ∈M : m ≥ β,m < β + 1

Wäre k 6= m, k ∈ M mit k < β + 1, k ≥ β =⇒ |k −m| < 1 =⇒ k −m < 1 ∨m− k < 1. Das
ist ein Widerspruch zu (ii). D.h.

∀k ∈M,k 6= m : k ≥ β + 1 > m

=⇒ m = minM

(iv) Wäre N nach oben beschränkt =⇒ γ = supN existiert =⇒ ∃n ∈ N : n > γ−1 =⇒ n+1 > γ.
Da N induktiv ist =⇒ n+ 1 ∈ N. Dies ist ein Widerspruch zu γ = supN.

�

Satz 4.6. (Archimedische Eigenschaft von N)

(i) ∀a, b ∈ R, a, b > 0, ∃n ∈ N : n · a > b

(ii) ∀ε > 0, ∃n ∈ N : 1
n < ε

Bezeichnung 4.7. n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R

n∑
i=1

ai := a1 + a2 + . . .+ an,
n∏
j=1

aj := a1 · a2 · · · an

Beachte.

(1)
∑n

j=1 aj =
∑n

k=1 ak

(2) Ist S : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} bijektiv, dann gilt:

n∑
j=1

aj =
n∑
j=1

aS(j),
n∏
j=1

aj =
n∏
j=1

aS(j)

(3) Ist a ∈ R, n ∈ N:

an :=

n∏
j=1

a, a0 := 1 für a 6= 0, a−n := (a−1)n
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Beispiel 4.8.

(i)
∑n

j=1 j = n(n+1)
2

(ii)
∑n

j=1 j
2 = n(n+1)(2n+1)

6

(iii)
∏n
j=1

j
j+1 = 1

n+1

(iv) ∀q ∈ R \ {1} :
∑n

j=0 q
j = 1−qn+1

1−q

(v) h ∈ R, h ≥ −1, n ∈ N =⇒ (1 + h)n ≥ 1 + nh

Beweis.

(v) • IA: n = 1 =⇒ 1 + h ≥ 1 + h X

• IS:

(1 + h)n+1 = (1 + h)n(1 + h)

≥ (1 + nh)(1 + h)

= 1 + (n+ 1)h+ nh2︸︷︷︸
>0

≥ 1 + (n+ 1)h

�

Bezeichnung.

(i) 0! := 1, n ∈ N : n! := 1 · 2 · · ·n =
∏n
j=1 j

(ii) α ∈ R, k ∈ N0 := N ∪ {0}(
α
0

)
:= 1,

(
α
k

)
:=

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!

Beachte.

(i) ( αk ) =
∏k
j=1

α−j+1
j

(ii) ( α1 ) = α

(iii) k, n ∈ N0 : ( nk ) = n!
k!(n−k)!

(iv) ∀k ∈ N0 : ( αk ) + ( α
k+1 ) =

(
α+1
k+1

)
Satz 4.10.

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k
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Beweis. (Induktion)

• IA: n = 1 : a+ b = ( 1
0 )b1 + ( 1

1 )a1 = a+ b X

• IS: Die Behauptung gelte für n ∈ N.

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a+ b)

= (a+ b)
n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

=
n∑
k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

=

n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
akbn−k+1

Definition 4.11. k ∈ N,N(k) = {1, . . . , k}. Eine Menge M heißt endlich :⇐⇒ M ist entweder leer
oder es existiert eine bijektive Abbildung von N(k) auf M .

k = #M

Ist M nicht endlich, so heißt M unendlich.

Beispiel 4.12. Sei M eine Menge mit n Elementen, n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ n

Cnk := #{A ⊂M | #A = k} =

(
n

k

)
Beweis. (Induktion) M = {a1, . . . , an}

• IA: n = 1 X

• IS: Die Aussage gelte für n ∈ N. k = 0, k = n+ 1 klar, wegen(
n+ 1

0

)
=

(
n+ 1

n+ 1

)
= 1

Für 1 ≤ k ≤ n setze:

K0 := {A ⊂M | #A = k, an+1 6∈ A}
K1 := {A ⊂M | #A = k, an+1 ∈ A}

}
=⇒ Cn+1

k = #K0 + #K1

Es gilt: #K0 =
(
n
k

)
,#K1 =

(
n
k−1
)

=⇒ Cn+1
k =

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
�
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