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Definition 3.17. ACR,f: A — R heifit
e monoton wachsend <= V1,29 € A, 21 > 29 f(x1) > f(22)
e streng monoton wachsend <= Vi, 29 € A, 21 > 29 : f(x1) > f(22)
e monoton fallend <= Vz1,29 € A, 21 > x9: f(z1) < f(x2)
e streng monoton fallend :<= V1,20 € A, 21 > x9: f(21) < f(x2)

f heifit beschrénkt :<=> f(A) ist beschrénkt.



Kapitel 4

Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

Definition 4.0. FEine Menge M heifit induktiv <=
(i) 1eM

(i) reM = z+1eM

Bemerkung 4.1.
1. R, {x € R |z > 0} sind induktive Mengen.

2. Der Durchschnitt beliebig vieler induktiver Mengen ist induktiv.

Definition 4.2. F:={M C R | M ist induktiv}

N:= ﬂ MCR
MeF

ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

Satz 4.3. (Vollstindige Induktion) Die Aussage A(n) sei fiir alle natiirliche Zahlen n > ng definiert
und es gelte:

(i) A(ng) ist richtig
(ii) Ist A(k) richtig fur k =mng,no+1,...,m = A(n+ 1) ist richtig

Dann ist A(n) richtig Yn € N,n > nyg.

Beweis. M := {n € N | A(ng), A(no + 1),...,A(no +n — 1) sind richtig} C N ist eine induktive
Menge =—> M =N, da N die kleinste induktive Menge ist.

O

Beispiel 4.4.
(1) VnEN:1+2+...+n:%

(i) z1,...,zn €eRz; > 0,21 222y =1 = 1+ 22+...+2,>n



Beweis.

i) eIA:Firn=1:1=12v
o IS:

1+2+...4+n)+(n+1)
_n(n+1)

= +(n+1) (Nach Induktionsvoraussetzung)

_ (n+1)(n+2)
=

(ii)) e TA: A(1) ist richtig, dax; =1 = 21 > 1V
e IS: A(1) bis A(n) seien richtig, und es gilt

xl...xn_,’_l:l

FallsVj=1,...,n+1:2; =1 = x1+...+Tpp1 >2n+1
Wenn nicht = 3k e {1,...,n+ 1} : x4 # 1. Falls

-z <1l = 3Jle{l,....n+1}:2;>1

- >1 = Jle{l,....n+1}:x;<1
0.B.d.A: Seien x, < 1, 2,41 > 1. Setze:

R 7 firj=1,....,n—1
Yi = TpTpy1 fir j=n

Nach Voraussetzung folgt 41 - -y =1 = y1+...+yn =21+ 2T2+.. . FTp1+TpTpr1 >N

— 21 t+2x2+ ...+ Tp+ Tpt1

=21+ ...+ Tp-1 T TpTpt1 +Tn + Tl — TnTntl

>n
>N+ Ty + Tprl — TnTpil
=n+1) -1 —a) (1 —2p41)
——— —— —
>0 <0
>n+1

Satz 4.5.

(i) YneN:n>1

)
(ii) Vmyne Nm>n:m—-n>1
(ili) @ # M C N = M besitzt ein kleinstes Element
)

(iv) N ist nicht nach oben beschriankt

Beweis.
(i) JAim=1gilt n>1 IS:Giltn>1 = n+12>1

(ii) Definiere A(n) wie folgt: st me NNm >n = m—n>1



e IA: Zu zeigen: A(1) ist richtig
M:={1}u{meN|m-1>1}CN

leMAmeM = m+1e M) = M =N, da M induktiv ist.
o IS: Zu zeigen: A(n) = A(n+1). Es gilt:

YmeNm>n:m-n>1

Daraus folgt:
m—(n+1l)=(m-n)+1>141=2 firm>n

= m—-—(n+1)>1 firm>n+1
(iii) N ist durch 1 nach unten beschrinkt = [ = inf M existiert
= dImeM: - m>pm<pf+1

Wirek #mke M mit k< f+1L,k>5 = |[k—m|<1 = k—m<1Vm—k<1. Das
ist ein Widerspruch zu (ii). D.h.

VeEe Mk#m:k>F+1>m
— m=min M

(iv) Wére N nach oben beschrinkt = v =supN existiert = IneN:n>vy—-1 = n+1> 1.
Da N induktiv ist = n + 1 € N. Dies ist ein Widerspruch zu v = sup N.
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Satz 4.6. (Archimedische Eigenschaft von N)
(i) Va,b€R, a,b>0,IneN:n-a>b

(i) Ve >0,In e N: L < ¢

Bezeichnung 4.7. neN, aj,...,a, €R

n n
E a; :=a1+az+ ...+ ap, Haj::al‘ag‘uan
i=1 j=1

Beachte.
(1) E?:l a; = 1 ak
(2) Ist S:{1,...,n} — {1,...,n} bijektiv, dann gilt:
> ai=> asg,  [la=]lasy
j=1 =1 j=1 j=1
(3) Ist ae Ryn e N:

n
a = Ha, a® =1 fiir a # 0, a” "= (a” )"
j=1



Beispiel 4.8.
() Sy g = 2

(ii) 2?21 j2 _ n(n+1)6(2n+1)

(i) Iy 75 = 41
. . _n+1
(iv) Vg e R\ {1}: 30 ¢/ = 54

(v) heRh>—-1,neN = (1+h)">1+nh

Beweis.

(v) elAin=1= 14+h>1+hV

o IS:
(1+h)" =1 +h)"(1+h)
> (1+nh)(1+h)
=1+ (n+1)h+ nh?
>0
>1+(n+1)h
Bezeichnung.

(i) 0':=1,n e N:n! ::1-2"‘71:1—[?:1]'

(ii) o € R,k € Ng := NU{0}

<g> . (Z) _ala- 1)..].€l(a—k+1)

Beachte.
(@) (%) =TIl =
(i) (1) =a
(iii) k,n € No: () = ey
(iv) VE € No: (§)+ («51) = (311)
Satz 4.10.



Beweis. (Induktion)
e IAin=1:a+b= ()bt +(})al=a+b v
e [S: Die Behauptung gelte fiir n € N.

(a+b0)"" = (a+b)"(a

Definition 4.11. k € N,N(k) = {1,...,k}. Eine Menge M heit endlich :<= M ist entweder leer
oder es existiert eine bijektive Abbildung von N(k) auf M.

k=#M

Ist M nicht endlich, so heif3t M unendlich.

Beispiel 4.12. Sei M eine Menge mit n Elementen, n € Ny, 0 < k <n
Cr=#{ACM|#A=k = (Z)

Beweis. (Induktion) M = {aq,...,an}
e [A:n=1V

e IS: Die Aussage gelte fiir n € N. k =0,k = n + 1 klar, wegen
n+1\ (n+1 _q
0 ) \n+1)

Ky = {ACM’#A:]{,CL”+1 QA}
K, = {ACM’#A:]{J,CMHJEA}

Fir 1 < k < n setze:

} = O = #Ko+ #K,

Es gilt: #Ko = (1), #K1 = ("))

— = () (2= (1)



