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Blatt 2

Zentralibungsaufgaben

1. EsseiK : {a +bv2 | a,b € Q}, wobeiQ die rationalen Zahlen bezeichnet.

a) Zeigen Sie, das& mit den von den reelen Zahlen induzierten Operationen ein
Korper ist.

b) Es seienP := {a+bv2 | a+bv/2 >0} und P’ := {a+ b2 | a—by/2 >0}
Zeigen, Sie das® und P’ Positivbereiche vork sind.

c) Zeigen Sie, das® # P'.

2. Es seiK ein angeordneter Korper. Beweisen Sie die Ungleichung

[z +yl =l vl
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furz,y € K.

3. a) EsseiA C R nicht leer. Jedes positive € R sei eine obere Schranke voh
Zeigen Sie, dassip A < 0.

b) Es seiend, B C R nicht leer und nach oben beschrankt. Setze B := {a +
b| A€ Abe B}. Zeigen Sie, dass das Supremum vba- B existiert, und es
gilt sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Hausaufgaben

1. Konstruieren Sie einen Korper mit zwei Elementen. Erki&andazu explizit zwei
Verknupfungemnt- und - auf der Menge{0, 1}. Zeigen Sie, dass dieser Kdrper nicht
angeordnet ist.

2. a) Beweisen Sie die folgenden Ungleichungen:ifliy € R:

)] §+%22fﬂra:>0,y>0,

Bitte wenden!



i) 2oy < Lz +y)? < 2?4 yn

b) Entscheiden Sie, ob Supremum, Infimum, Maximum, MinimunMengeM :=
{27™ +n~! | m,n € N} existieren und berechnen Sie diese GroRen gegebenen-
falls.

3. a) Esseiemd, B C R nicht leer und nach oben beschrankt. Zeigen Sie: Aus B
folgt, dasssup A < sup B.

b) Es seiA C R nicht leer und nach unten beschrankt. Es gelfel > 0 und wir
definierenA™! := {a™' | a € A}. Beweisen Sie: Die Mengé ! ist nach oben
beschrankt, und es giltip(A~!) = (inf A)~L.

4. a) Behauptungln jedem Sack Erbsen gibt es nur gelbe oder nur nichtgelbserb

Beweis mit vollstandiger Induktion tUber die Anzahé N der Erbsen im Sack:
Der Induktionsanfang. = 1 ist trivial. Nehmen wir im Induktionsschritt aus
einem Sack mit» > 1 Erbsen eine Erbse heraus (ohne sie anzusehen), so
sind die restlichem — 1 Erbsen nach der Induktionshypothese alle gelb oder
alle nichtgelb. Um diesen Farbton festzustellen, entnehwie dem Sack eine
weitere Erbse und legen die Erbsewieder in den Sack. Der Sack enthalt also
wiedern — 1 nach der Induktionshypothese ausschliel3lich gelbe odbtgelbe
Erbsen. Also ist genau dann gelb, wenn auglgelb ist. Der Induktionsbeweis
ist beendet. [J

Wo liegt der Fehler?

b) Zeigen Sie, dasy_,_, 2" = 2" — 1 furallen € Ny.

Abgabe der Hausaufgaben:Mittwoch, den 2.11. um 9:15 Uhr in den Briefkasten im
Foyer des INF 294.



