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fiir Caroline und Thalia



Die mathematische Theorie des Grenziibergangs

... ist dies nicht einer von den Gegenstinden, von
denen wir gesagt haben, sie nicht zu wissen sei
schimpflich, wibrend das Notwendige zu wissen
noch nichts besonders Riibmliches sei ?

(Platon, Gesetze)
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Vorwort

Zwei grofie Hiuser, gleich an Rang, gibt es in der Mathematik : Die natiirlichen
Zahlen N und die reellen Zahlen R. Die Geschichte der Mathematik ldfit sich im
Lichte des Wechselspiels dieser beiden Strukturen, ihrer gegenseitigen Befruch-
tung und Bekimpfung, voriibergehenden Vorherrschaft iibereinander, ihrer
‘Triumphziige und Niederlagen, und schliefilich ihrer grofien Synthesen erzih-
len. Man darf hier die nietzscheanische Unterscheidung zwischen apoflinisch und
dionysisch bemiithen: Die Strenge und Schonheit der natiirlichen Zahlen, die, von
der Mittagssonne beschienen so klar und greifbar ausgebreitet vor uns liegen wie
kein anderer Gegenstand der Mathematik ; und dagegen der unerschopfliche
Reichtum der reellen Zahlen, ihre faszinierende Magie, ihre unermefiliche Kraft,
ihre imposanten Gipfel gleich neben den Abgriinden ins Ungewisse - sie sind
stets treu zu Diensten und bleiben doch immer unbeherrschbar.

Sind die natiirlichen Zahlen das schénste, so sind die reellen Zahlen das ritsel-
hafteste Konstrukt der Mathematik. Es erscheint dabei zunichst lediglich als ein
kriftiger Pflug (um nicht zu sagen: als ein harmloser Ochse), mit dem wir die
naturwissenschaftlichen Felder bestellen, ganz auf reichen Ertrag ausgehend
und die typischen landwirtschaftlichen Mithen und Befriedigungen erfahrend.
Die reellen Zahlen scheinen nach all den Folgen und Reihen, all den gelésten
und ungel6st gebliebenen gewthnlichen und ungewohnlichen Differentialglei-
chungen, all den fehler- und fehleranalysefrei implementierten numerischen
Verfahren sehr vertraut zu sein; doch sobald wir versuchen, sie zu erfassen an-
statt mit ihnen zu pfliigen, so beginnen sie sich zu entziehen, indem sie fortwih-
rend nicht nur schwierige, sondern zutiefst irritierende Fragen aufwerfen. Fiir
die natiirlichen Zahlen gilt dies sicher nicht in dieser Form: Hier wird mehr und
mehr innere Struktur und selbstgentigsame Harmonie entdeckt, wihrend der
arithmetische Turm selber, gebildet aus den Stockwerken 0, 1, 2, 3, ... immer
gleich zu bleiben scheint und felsenfest vor uns emporwichst. Mit Ausnahme
der Null, die als Erdgeschoff mit ausgegraben wurde, ist das heute vor uns ste-
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hende Gebiude N das gleiche wie dasjenige der grauen mathematischen Vorzeit.
Die Geschichte von R dagegen ist durch schwere Meteoriteneinschlige be-
stimmt, die zeigen, daf} es in unserem geistigen Universum viel mehr Objekte
gibt als man zunichst vermuten wiirde. Beim lingeren Nachdenken iber die
reellen Zahlen kann es sich dann auch ereignen, daff man nicht mehr genau weif3,
was man da eigentlich untersucht, und es kénnen sogar Zweifel an so etwas wie
der Moglichkeit einer wohldefinierten Struktur R der reellen Zahlen autkom-
men. (Daf} der Turmbau N ein babylonisches Unterfangen sein konnte, ist ein le-
gitimes Gedankenexperiment und Katastrophenszenario der mathematischen
Logik.) Den dunklen dionysischen Charakter der reellen Zahlen erfihrt jeder,
der sich auf das Abenteuer einlifit, sie fassen zu wollen, sie ins apollinische Licht
zu ziehen, um ihrer nichtlich-magischen Natur auf den Grund zu kommen. Nah
ist und schwer zu fassen der Gott Dionysos, und das gleiche gilt, im Bild blei-
bend, auch fiir die reellen Zahlen.

Wir werden in diesem Buch einige Ansitze beschreiben, die unternommen
worden sind, den Geheimnissen der reellen Zahlen auf die Spur zu kommen. Die
Themen sind vielfiltig, aber durch grundlagentheoretische Fragen und Interes-
sen bestimmt. Der behandelte Stoff ist nicht immer elementar, aber doch immer
nur als Einfithrung in einen gréfieren Gegenstand zu sehen. Zu vielen tieferen
Resultaten der jiingeren Zeit werden wir nicht vordringen. Es geht zuallererst
darum, einige der bei der hochauflsenden mikroskopischen Untersuchung von
R auftretenden Phinomene zu schildern und charakteristische Bilder mit dem
Bleistift auf Papier zu iibertragen. Unser Mikroskop ist lichtstark und vielseitig,
aber doch eine klassische Optik in dem Sinne, daf wir die Rastermethoden der
mathematischen Logik nicht verwenden werden. Wir werden die Moglichkeiten
dieser ganz anderen Technik hin und wieder andeuten. Sie kann vieles und erwei-
tert das mathematische Weltbild, aber sie kann den klassischen Ansatz keines-
wegs ersetzen, inhaltlich nicht und auch nicht didaktisch.

Weit genug gefafit meint ,,Reelle Zahlen“ vielleicht die Hilfte der Mathema-
tik, und auch bei engerer Eingrenzung auf fundamentale Gesichtspunkte gilt
hier der Lieblingsspruch des Vaters von Effi Briest: ,,Dies ist ein zu weites Feld.“
Der Autor beruft sich deshalb auf eine seiner beiden Grundfreiheiten, namlich
der Freiheit der Stoffwahl - neben der des Stils. Das Buch versteht sich insgesamt
als eine von vielen moglichen Interpretationen seines Titels, und nicht der Titel
als das Epigramm seines Buches.

Das Buch beginnt aus #sthetischen und sachlichen Griinden bei den Griechen,
springt dann relativ rasch mitten ins 19. Jahrhundert, und kommt in der ersten
Hilfte des 20. Jahrhunderts zur inneren Ruhe, ohne sich Ausblicken zu verschlie-
fen. Einen Uberblick iiber die behandelten Themen findet der Leser gleich nach
der Einfithrung. Die klassische Analysis und ihr Biindnis mit der physikalischen
Naturbeschreibung ist das Thema vieler Darstellungen, nicht aber der vorliegen-
den. Lediglich in der Zeittafel im Intermezzo des ersten Abschnitts sind die Mei-
lensteine der Analysis aufgenommen, bilden sie doch einen gewaltigen Akt in der
Geschichte von R.

Auch aufierhalb des mathematischen Rechnens - in einem weiten Sinne, der
jede Form der Analysis mit einschliefit - ist das reelle Feld weit und seine Biume
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reich an Friichten. Dies wird zuweilen durch die Wegfiihrung der mathemati-
schen Ausbildung nicht so recht deutlich. Das Gebiet dort draufien hat eine
enorme Fliche und das iiberstrapazierte Bild von den Rand- und Grenzfragen ist
deswegen nur bedingtrichtig. Wer sich mit den Grundlagenfragen von R ausein-
andersetzt, ist keineswegs ein Konig in einer Nufischale, der sich einen Herren
unendlicher Weiten nennt, sondern ein Wanderer im Grenzenlosen, der eine
Menge harter Niisse vorfindet.

Die zwolf Kapitel dieses Buches wollen anregen, unterrichten im Sinne von
»,Kunde geben“. Sie erlauben sich Ausfiihrlichkeit und Abschweifung an der ei-
nen und Kiirze und Skizzenhaftigkeit an der anderen Stelle, und weiter ihren ei-
genen Charakter und Komplexititsgrad. Zusammen genommen wollen sie sich
zu einem runden Ganzen fiigen und anspruchsvolle Mathematik anregend vor-
stellen. Ziel ist, dem Leser einen bleibenden begrifflichen Eindruck zu vermit-
teln. Die reellen Zahlen sind mehr als die Magd der Integral- und Differential-
rechnung. Sie verdienen es, verstanden und nicht nur kunstvoll verwendet zu
werden. Das ist, wenn man so will, die Botschaft.

Das Buch ist geschrieben fiir alle Leser mit Interesse und Verstand. Es orien-
tiert sich nichtin erster Linie an der Struktur der derzeitigen Universititsausbil-
dung, und es wurde kein "Text angestrebt, der auf die Bediirfnisse einer vierstiindi-
gen Vorlesung zugeschnitten wire. Der Autor hofft, mit dem Buch einer breiten
Zahl von Studenten der mathematischen Ficher einen studienbegleitenden Text
anzubieten, der vom ersten Semester an gelesen werden kann. Das Buch mag sich
weiter fiir Seminare eignen und bei Kollegen an Schulen und Hochschulen auf
Interesse stoffen. Der Laie schliefilich ist nicht selten ein gebildeter, neugieriger,
breit interessierter und damit idealer Leser. Ohne begleitende Literatur und ein
gewisses mathematisches Vorwissen werden einige Inhalte aber eine etwas harte
Kost sein. Wissenschaftliche Literatur ist im Gegensatz zum Kriminalroman
aber auch in Teilen genossen eine sinnvolle Sache. Vollstindig auflésen kénnen
wird man das grofie Geheimnis in keinem Fall.

Tiefergehende Vorkenntnisse werden nicht erwartet, einige Kapitel sind
weitgehend elementar, andere setzen mathematisches Grundwissen aus der
Analysis, der linearen Algebra und der Topologie dezent ein. Alles andere stellt
der Text zur Verfiigung. Im Vorspann Vokabular finden sich Zusammenstellun-
gen der wichtigsten verwendeten Begriffe und Notationen. Der Anhang ent-
hilt Grundlagen der mengentheoretischen Axiomatik, des Zahlensystems, der
algebraischen Strukturen und der Topologie. Dieses Material wird nicht von
Beginn an verwendet, und der mit diesen Dingen noch nicht vertraute Leser ist
aufgerufen, die trocken gelisteten Definitionen anhand von zusitzlicher Lite-
ratur zum Leben zu erwecken. Der Autor hofft andererseits, einen mit mathe-
matischem Grundwissen ausgeriisteten Leser an alles erinnert zu haben, was
gebraucht wird.

Im zweiten Teil des Buches wird die Verwendung der transfiniten Technologie
schlieflich unvermeidlich. Wir geben in einem Intermezzo eine knappe Darstel-
lung des Notigsten, auch wenn durch diese Kiirze die Gefahr besteht, daf§ der
transfinite Limesschritt unheimlich bleibt. Es wire hier nicht der Ort, eine um-
fangreiche Einfiihrung in die transfinite Mengenlehre zu geben.
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Der kompakte Beweisstil integriert aktive Mitarbeit des Lesers, namentlich
bei den zuweilen auftauchenden ,,(!)“, bei denen ein kleines Argument selbst ge-
dacht werden muf, und bei der erwarteten Ausarbeitung einiger nur skizzierter
Beweise und Aspekte der Theorie. Mitmachen macht Mathematik lebendig.
Viele Mathematiker nehmen keinen mathematischen Text in die Hand, ohne
sich mit Papier und Bleistift fiir das Abenteuer zu riisten.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Heinz Jaskolla. Er hat das gesamte Manu-
skript gelesen und zahlreiche Verbesserungen vorgeschlagen, denen ich durch-
weg gefolgt bin.

Berlin, im Januar 2007

Oliver Deiser



Einfiihrung

Die reellen Zahlen sind, so die heute vorherrschenden Reflexe, geometrisch die
nadelfeinen Punkte einer Linie, die Atome eines Kontinuums, und daneben
arithmetische Ungetiime aus Nachkommastellen mit klar erkennbarem bis v6l-
lig zufilligem Verlauf. Sie verputzen den linear-arithmetischen Rohbau der ra-
tionalen Zahlen und versiegeln dessen pordse Struktur. Sie sind derjenige Schritt
iber die rationalen Zahlen hinaus, der die Analysis moglich macht. Achill er-
reicht die Schildkrote.

Das funktioniert bei suggestiver Notation auch ohne definitorische Prizisie-
rung so gut, daf die Mathematik knapp zwei Jahrhunderte braucht, das physika-
lisch-notationelle Erbe von Newton und Leibniz auszuloten, es ,,auszurechnen® -
um dann zu erkennen, daff die Analysis, eine der geistigen Pyramiden der Neuzeit,
keineswegs auf einem ihr gemifien soliden Fundament steht. Die Mathematik
befindet sich am Ende des 19. Jahrhunderts durch die am Begriff der ,, Teilmenge
von R“ emporgewachsene Mengenlehre Georg Cantors vor einer semantischen
wie grammatikalischen Umwilzung und erlebt ein Beben, dessen Wellen erst
Jahrzehnte spiter an der Kiiste der Moderne auslaufen. Sie wird neugeschrieben
nicht auf dem sicheren Boden des Finiten und Fafibaren, sondern schafft sich, auf
den Schultern von Cantor und Dedekind, die Weiten der Unendlichkeit, in de-
nen sie ihre neuempfundene Identitit frei entfaltet. Im letzten Jahrzehnt des 19.
und in den ersten drei Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts arbeiten Mathematiker
wie Giuseppe Peano, David Hilbert, Felix Hausdorff, Emile Borel, Ernst Zer-
melo, Rene Baire, Henri Lebesgue, Felix Bernstein, Luitzen Brouwer, Nikolai
Lusin, Stefan Banach und John von Neumann ebenso an Grundlagenfragen wie
an den dariiberliegenden mathematischen Gegenstinden - eine ab der niichsten
Generation kaum mehr erreichte Synthese. Die Expeditionen stofien auf die
grofien Fragen nach der Beschaffenheit des Denkens selber, nach dem Wesen des
geistig-unendlichen Kosmos. Im Zentrum steht hier Kurt Gédel und die aus
dem Dornroschenschlaf erwachte mathematische Logik.
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Will man den grandiosen Erfolg der Analysis und genauer den spielfreien Lauf
der Schneckenrider eines Kalkiils exemplarisch beschreiben, so bietet sich eine
Episode der Himmelsmechanik an: Der Ruhm von Gauf§ wurde interdisziplinir
und international, als im Jahre 1801 seine auf diinnem Datenbestand beruhen-
den Berechnungen den verlorenen Asteroiden Ceres wiederauffindbar machten.
Daf} dieser doch recht kleine Fund sogleich bis zur politischen Ebene gewtirdigt
wurde und anekdotischen Charakter annahm, ist keineswegs zufillig. Es handelt
sich um ein symbolfihiges Ereignis des wissenschaftlichen Welterlebens. Die
Macht des Geistes fithrt die Naturbeobachtung auf ein hoheres Niveau, kombi-
niert mit dem Motiv des Wiederfindens des Verlorenen. Wir stehen vor einer
aufklirerischen Verbindung von Natur und Geist.

»INatur und Geist - so spricht man nicht zu Christen. Deshalb verbrennt man
Atheisten, weil solche Reden hochst gefihrlich sind. Natur ist Siinde, Geist ist
"Teufel, sie hegen zwischen sich den Zweifel, ihr mifigestaltet Zwitterkind“ - die-
ser Wutausbruch des Kanzlers im Faust beschreibt, was kommen mufite: Der
Zweifel, die neugierig-forschende und griiblerisch-insistierende Untersuchung
des dem analytischen Rechnen zugrundeliegenden Fundaments, der Menge der
reellen Zahlen. Der dufiere Erfolg und innere Reichtum der klassischen Analysis
hat diese Untersuchung sowohl verzogert als auch erst ermdglicht. Parallel zur
Weiterentwicklung des analytischen Rechnens durchgefiihrt, brachte die Suche
nach den letzten Dingen tiber reelle Zahlen in den letzten eineinhalb Jahrhun-
derten ein Atlasgebirge an Struktur hervor, und seine davor liegenden sonnigen
Hiigellandschaften und ersten windigen Berge bilden den Stoff, aus dem dieser
Text ist. Miifite man hier ein symbolisches Einzelstiick nennen, so wire es die
Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen, die Cantor im Winter des Jahres 1873
entdeckte: Es gibt keine Folge xq, x1, x5, ..., Xy, ..., die alle reellen Zahlen durch-
lduft; es gibt in einem prizisen mathematischen Sinn mehr reelle Zahlen als na-
tirliche Zahlen. Eine Erkenntnis, die mit dem Wiederauffinden von Ceres gut
mithalten kann! Daf§ dann weiter die Frage des Cantorschen Kontinuumspro-
blems, wie viele reelle Zahlen es denn gebe, nachweislich eine sinnvolle Frage
ohne Antwort innerhalb der klassischen Mathematik ist, diese durch die Sitze
von Godel 1938 und Paul Cohen 1963 mit metamathematischen Methoden auf-
gezeigte Liicke der Erkenntnis ist der grofie doppelte Einschlag im 20. Jahrhun-
dertin den Planeten der reellen Zahlen, der fast daran zerbrochen wire und seit-
her eine schriggestellte Achse aufweist. Wie grof§ die reellen Zahlen sind, hingt
vom mathematischen Hintergrunduniversum so ab wie die Natur von den Jah-
reszeiten. Andere mathematische Welten konnen andere reelle Zahlen haben,
bei identischer Definition derselben. Die zweite mathematische Grundstruktur
als relativ anzuerkennen ist fiir alle Mathematiker schwer und fiir manche un-
moglich. Die Diskussion tiber die beste Interpretation dieser Relativitit halt bis
heute an.

Die vom Kontinuumsproblem geleitete Untersuchung der reellen Zahlen
wihlte nach einem lingeren Prozef} die mit R untrennbar verbundene Potenz-
menge der natiirlichen Zahlen zu ihrem Hauptgegenstand, und fithrte von der
analytischen ,analogen“ Sicht zu einem ,digitalen“ Ansatz, bei dem die reellen
Zahlen nicht mehr als ein Kontinuum verstanden werden, sondern als das Reich
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der unendlichen ideellen Information. Eine reelle Zahl erscheint nun als unend-
liche Folge, gebildet aus zu diskreten Zeitpunkten eintreffenden diskreten Frag-
menten. Reelle Zahlen kodieren und beschreiben in dieser Weise unendliche
Strukturen, und vereinigen sich dann zu Mengen verschiedenster Komplexitit.

Die Kontinuititsidee verschwindet bei diesem Ansatz ginzlich. Als struktur-
stiftende topologische Grundlage dient die Ahnlichkeit zweier Informationen,
die durch die Identitit der jeweils eintreffenden Fragmente tiber einen lingeren
Zeitraum beschrieben wird, und nicht durch ein rdumliches Beieinander im
klassischen Sinn. Der Leser vergleiche dies mit dem kontinuierlichen Bild der
reellen Zahlen, wo 0,1000... und 0,0999... identisch sind, obwohl sich bereits
die zweiten Nachkommastellen, d. h. die an zweiter Stelle gefundenen Frag-
mente der Gesamtinformationen, unterscheiden. Eine genauere Untersuchung
dieser zufillig erscheinenden notationellen Kollision zeigt, daff das Phinomen
ein unvermeidliches, genuin analytisches ist. Wir kommen vor allem im dritten
Kapitel darauf noch zuriick. Ein Verstindnis dessen, was hier vor sich geht, er-
fordert ein ganzes Stiick Mathematik. Im digitalen Weltbild liegen zwei unendli-
che Informationen, die sich durch die eintreffenden Fragmente 0, 1 bzw. 0,0 zu
konkretisieren beginnen, notwendig weit auseinander: Kein moéglicher weiterer
Verlauf der Fragmente fithrt zum gleichen Objekt. Die Erkenntnis der Verschie-
denheit zweier Objekte wird in analytischen Darstellungen in gewissen Fillen
unendlich lange verzogert, und dies ist fiir gewisse Belange der grundlagentheo-
retischen Untersuchung so storend, daf§ die untersuchten Objekte von vornhe-
rein anders strukturiert werden. Die digitale Optik trennt die Doppelsterne des
analytischen Raumes und fithrt dadurch zu einer diskontinuierlichen, aber in
vielerlei Hinsicht klareren Theorie. Durch das relativ seltene Auftreten der ana-
lytischen Kollision sind Ubersetzungen zwischen der digitalen und der analogen
Welt oft gut méglich, erscheinen aber, nachdem man sich an den Gedanken ge-
wohnt hat, andere Begriffe von ,reelle Zahl“ gleichberechtigt zuzulassen, als
nicht unbedingt nétig.

In diesem Buch werden drei Mengen - samt der sie begleitenden topologi-
schen, linearen und arithmetischen Strukturen - als ,,reelle Zahlen“ bezeichnet:

(1) Die Menge R der klassischen reellen Zahlen, das Kontinuum.
(i) Die Menge N aller Folgen von natiirlichen Zahlen, der sog. Baireraum.

(iii) Die Menge P(N) aller Teilmengen der natiirlichen Zahlen, die wir mit
dem Raum 4 aller unendlichen 0-1-wertigen Folgen identifizieren
kénnen, dem sog. Cantorraum.

All dieses wird zu motivieren und zu besprechen sein. Im ersten Abschnitt ar-
beiten wir durchgehend mit dem Kontinuum R, danach stehen der Baireraum
und der Cantorraum im Mittelpunkt, wobei viele Ergebnisse auch fiir das Konti-
nuum mitbewiesen werden oder sich iibertragen lassen.



Die Themen des Buches

Erster Abschnitt: Das klassische Kontinuum

Wir beginnen, in vorgetiuschter Ignoranz gegeniiber R, mit einer pythagorei-
schen Diskussion von irrationalen Zahlen, einschliefilich des Euklidischen Algo-
rithmus und der unendlichen Kettenbriiche. Den zweiten Teil des ersten Kapitels
bilden Erweiterungen der griechischen Irrationalititserkenntnisse und Annihe-
rungen an das Gebiet der algebraischen und transzendenten Zahlen. Wir zeigen
elementar, daf§ die algebraischen Zahlen einen Kérper bilden, und beweisen die
Existenz transzendenter Zahlen mit den Methoden von Liouville.

Im zweiten Kapitel besprechen wir in kompakter Form den Michtigkeitsbe-
griff, die Uberabzihlbarkeit von R und das Cantorsche Kontinuumsproblem.
Wir setzen uns iiber technische Hindernisse hinweg und fithren eine naive, aber
wirkungsvolle symbolische Arithmetik mit Michtigkeiten ein. Die Unbestimm-
barkeit der Michtigkeit der reellen Zahlen innerhalb der klassischen Mathema-
tik ist der Leitstern fiir vieles weitere, und die Hauptstiitze fiir die Grundthese
des dunklen Charakters des zweiten Hauses der Mathematik. Sie ist auch der
Urgrund der Existenz dieses Buches.

In Kapitel drei geben wir verschiedene Charakterisierungen des Kontinuums,
diskutieren Vollstindigkeitsbegriffe fiir angeordnete Kérper und skizzieren die
klassischen Konstruktionen nach Cantor und Dedekind so kurz, dafl niemand
gelangweilt wird, und so ausfiihrlich, dafi der Rohbau leicht in Eigenregie ver-
vollstindigt werden kann. Dagegen motivieren und entwickeln wir ausfihrlich
eine moderne Konstruktion des Kérpers R nach Stephen Schanuel und Norbert
A'Campo; die reellen Zahlen werden hier samt Arithmetik direkt aus dem Ring
der ganzen Zahlen gewonnen. Auf die Konstruktionen folgt eine Diskussion der
im Jahr 1872 kulminierenden Ereignisse, und zum Abschlufi geben wir Cantors
Originalarbeit faksimiliert wieder.

Im vierten Kapitel unternehmen wir einen klassischen geometrischen Ausflug
und klassifizieren als Beispiel der Einfithrung einer Geometrie im Sinne von Fe-
lix Klein die abstandserhaltenden Abbildungen in den Euklidischen Riumen der
ersten drei Dimensionen. Die Beweise sind bewuft anschaulich und zu Fuf}, wo-
bei auf Grundbegriffe der linearen Algebra zuriickgegriffen wird, wo immer ihre
Vermeidung kiinstlich und umstindlich gewesen wire. Am Ende des Kapitels
stellen wir dann einige Besonderheiten der Isometriegruppen zusammen, die,
fiir sich interessant genug, bei den spiteren mafitheoretischen Fragestellungen
eine grofie Rolle spielen werden.
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In den beiden letzten Kapiteln des ersten Abschnitts betrachten wir In-
halte und Mafle auf den reellen Zahlen. Der Schwerpunkt liegt auf dem
grundsitzlichen Mafi- und Inhaltsproblem, wie es von Borel, Lebesgue, Vi-
tali, Hausdorff, Ulam und anderen formuliert und untersucht wurde.

Kapitel fiinf beginnt mit dem Satz von Vitali. Danach werden die Konstrukti-
onsschritte des Lebesgue-Mafies vorgestellt. Das zugehorige Integral wird nach
dem Lebesgueschen Vorbild sowohl geometrisch als auch analytisch eingefiihrt.
Nicht zuletzt wegen der guten Verfiigbarkeit von Lehrbuchliteratur zur Maf-
und Integrationstheorie konzentriert sich die Darstellung auf die historischen
und inhaltlichen Ideen und verzichtet auf detaillierte technische Durchfithrun-
gen im allgemeinen Umfeld. Das Kapitel endet mit einer kurzen Einfithrung des
Henstock-Kurzweil-Integrals, einem Integral des Riemannschen Typs.

Ausfiihrlich werden im sechsten Kapitel Fortsetzungen des Lebesgue-Mafies
besprochen. Wir beweisen, daf§ sich jede bewegungsinvariante c-additive Aus-
dehnung des Lebesgue-Mafies immer noch weiter fortsetzen lafit. Weiter zeigen
wir die Existenz von bewegungsinvarianten endlich additiven Inhalten auf den
vollen Potenzmengen von R und R?, die das Lebesgue-Maf auf der Geraden
bzw. der Ebene fortsetzen. Der Beweis folgt dem originalen Argument von Ste-
fan Banach, jedoch wird am Ende auch noch der allgemeine von Neumannsche
Ansatz tiber mittelbare Gruppen besprochen. Der positive Satz von Banach lei-
tet zuvor nahtlos tiber zu den ,negativen Sitzen iiber Messungen auf der Ku-
geloberfliche im dreidimensionalen Raum: den Paradoxa von Hausdorff und
Banach-Tarski.

Zweiter Abschnitt: Die Folgenriume

In diesem Abschnitt studieren wir die ,digitale Version der reellen Zahlen®,
den sog. Baireraum. Wir stellen ihn ausfiihrlich und langsam vor, damit er dem
Leser moglichst zur Herzensangelegenheit werde. Die neue Interpretation von
reelle Zahl als unendliche Folge von natiirlichen Zahlen ist sicher gewohnungs-
bediirftig. Mephisto sagt einmal zu Faust: ,,Bist du beschrinkt, daff neues Wort
dich stort? Willst du nur héren, was du schon gehért?“ So teuflisch-aggressiv
wird der neue Raum gegeniiber dem alten hier keineswegs vertreten; er soll den
klassischen kontinuierlichen Ansatz erweitern und nicht ersetzen. Viele Fragen
lassen sich klarer und einfacher in den Folgenrdumen behandeln als in R, und
man kann deren baumartige Verzweigungsstruktur schnell liebgewinnen. Die
Kettenbriiche zeigen zudem, daf} der neue Baireraum homéomorph zu den irra-
tionalen Zahlen ist. Das Neue istin diesem Sinne das Alte, das durch eine Reduk-
tion an Struktur gewinnt.

Weiter fithren wir mit den sog. polnischen Riumen, also separablen topologi-
schen Riumen, deren Topologie von einer vollstindigen Metrik induziert wird,
einen allgemeinen Rahmen ein. Dies dient nicht so sehr dem Streben nach ab-
strakter Allgemeinheit als dem Vermeiden unnétig schwerfilliger Formulierun-
gen und Wiederholungen. Dieser neue Rahmen schliefit die Folgenrdume und
das klassische Kontinuum gleichermafien mit ein, sodaf} im zweiten Abschnitt in
vielen Fillen auch Resultate iiber R gewonnen werden.
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Die Folgenriume, allen voran der Baire- und der Cantorraum, stehen als null-
dimensionale polnische Riume im Mittelpunkt des zweiten Kapitels. Wie bei der
Untersuchung des linear-arithmetischen Kontinuums suchen wir zunichst nach
charakterisierenden Eigenschaften des Baire- und Cantorraumes. Wir entwik-
keln eine versatile rekursive Zerlegungstechnik, die die besondere Struktur der
digitalen Welt nutzt und geeignet ist, die polnischen Riume gleichmifig auszu-
leuchten. Weiter untersuchen wir stetige bijektive Bilder des Baireraumes und
beweisen hiermit insbesondere die Existenz von Peano-Kurven fiir das Konti-
nuum. Diese Ergebnisse werfen noch einmal das Dimensionsproblem auf, und
wir wenden uns deswegen erneut der besonderen topologischen Struktur des
Kontinuums zu: Wir beweisen mit elementaren Methoden die Sitze von Brou-
wer iiber die Invarianz der Dimension und die Existenz von Fixpunkten.

Kapitel drei beschiftigt sich dann allgemein mit Regularititseigenschaften
von Teilmengen von polnischen Rdumen. Einige Stichworte sind hier: Perfekte
Mengen einschliefilich der Scheeffer-Eigenschaft und der Marczewski-Mefibar-
keit ; Bairesche Kategorie und Baire-Eigenschaft; Lebesgue-Mefibarkeit im
Cantorraum und universelle Mefibarkeit fiir Borel-Mafie.

Es folgt ein Intermezzo tiber Wohlordnungen, Ordinalzahlen und transfinite
Induktion und Rekursion. Wir geben, mit Referenzen an Friedrich Hartogs, eine
einfache Definition der ersten iiberabzihlbaren Ordinalzahl m;, die wir im fol-
genden vielfach einsetzen werden. Das Zwischenspiel schliefft mitillustrierenden
Beispielen fiir die Einsatzméglichkeiten der transfiniten Methode. Insbesondere
geben wir eine kurze Einfithrung in die von Gédel eingefithrten konstruktiblen
reellen Zahlen. Apollon und Dionysos reichen sich hier die Hand.

Kapitel vier ist mit seinem Blick auf irregulire Mengen komplementir zu Ka-
pitel drei. Wir untersuchen Vitali-Mengen und Bernstein-Mengen ebenso wie
irregulire Mengen, die sich aus Wohlordnungen und der Kontinuumshypothese
ergeben.

Das fiinfte Kapitel behandelt die Grundlagen der unendlichen Zweiperso-
nenspiele. Dieser spielerische Blick auf die reellen Zahlen wirft ungewohnliche
Fragen auf und fiihrt zu einer neuen Perspektive: Wir zeigen, daf§ die Existenz
von Gewinnstrategien fiir unendliche Spiele eine {ibergeordnete Regularitits-
eigenschaft darstellt, die alle anderen in sich schliefit.

Das letzte Kapitel untersucht verschiedene Hierarchien von Mengen reeller
Zahlen. Wir fithren durch eine transfinite Rekursion der Linge ®; die Borel-
Hierarchie ein, die die Borelsche o-Algebra stufenweise vor uns ausbreitet. Mit
der Determiniertheit aller Borel-Spiele beweisen wir einen zentralen modernen
Satz tiber R. Schlieilich wenden wir uns den analytischen und allgemeiner den
projektiven Mengen zu. Die projektiven Mengen erscheinen in einer Hierar-
chie, die sich an die Borel-Mengen anschliefit und ins Reich der Unabhingigkeit
miindet. Viele sich aufdringende Fragen iiber die projektiven Mengen lassen
sich im klassischen Rahmen nicht beantworten, d.h. die zugehorigen Aussagen
lassen sich weder beweisen noch widerlegen. Wir schlieflen mit einem tabellari-
schen Uerblick, der die beiden eng zusammenhingenden Kapitel finf und sechs
historisch einordnet.
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Wir stellen einige durchgehend verwendete Begriffe, Notationen und Konventionen zu-
sammen. Diese recht trockenen Listen sind zu Beginn eines jeden mathematischen Textes,
der nicht ganz von vorne anfingt, anscheinend unvermeidlich. Ganz darauf zu verzichten
hiefie den Leser unnétigerweise in Details im Unklaren zu lassen, es zu ausfiihrlich zu ge-
stalten hiefie dagegen ihn zu langweilen und zum Uberblittern zu verfiihren. Wir bemiihen
uns um Kiirze. Weiter wurde Material, das nicht von Beginn an gebraucht wird, in den An-
hang verschoben - wie es ja auch iiblich ist.

Mengen und Elemente

Ist a ein Objekt und b eine Menge, so schreiben wir
aeb

falls a ein Element von b ist. Andernfalls schreiben wir a ¢ b.
Sind a, b Mengen und ist jedes Element von a auch ein Element von b, so nen-
nen wir a eine Teilmenge von b, und schreiben hierfir

a cb.

Weiter schreiben wir a € b, fallsa € b und a # b gilt, und nennen dann a eine
echte Teilmenge von b.

Wir schreiben ,,a,b € ¢ fiir ,a€ cund b € ¢“. Analog und allgemeiner bedeu-
tet etwa ,ay, ..., a, C c“, daf a; C cfiiralle 1 <i<ngile

Die Jeere Menge bezeichnen wir mit &. Sie ist Teilmenge jeder Menge, insbe-
sondere gilt & c .

Ist b eine Menge, so sei

P(b)

die Menge aller Teilmengen von b. P(b) heifit die Potenzmenge von b. Fiir jedes
Objekt a gilt dann a € P(b) genau dann, wenn a € b. Daf§ P(b) fiir alle Mengen
b existiert ist ein eigenes stolzes und starkes Axiom der Mengenlehre, das sog.
Potenzmengenaxiom. Es ist fiir die Existenz der reellen Zahlen wesentlich.

Die endliche Menge, die genau die Elemente ay, ..., a,, enthilt, schreiben wir
als{ay, ..., a, }. Eine Menge a ist von der Einermenge { a } zu unterscheiden. Spe-
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ziell ist & # { @ }. So hat etwa P({ & }) wie jede Potenzmenge einer Menge mit
n =1 Elementen 2" = 2 Elemente, genau gilt P{J }) = {J,{ D }}.
Ist €(x) eine Eigenschaft und ist b eine Menge, so sei

{ae bl €@}

diejenige Teilmenge von b, die genau aus den Elementen a von b besteht, auf die
€(x) zutrifft. Wir nennen {a € b | €(a) } die Aussonderung aus b gemif} €(x). Die
Existenz dieser Mengen wird ebenfalls axiomatisch garantiert, durch das sog.
Aussonderungsschema.

Eine Eigenschaft €(x) heifit beschrinkr, falls eine Menge b existiert derart, daf§
fiir alle Objekte a gilt: aus €(a) folgta € b. Ist €(x) eine beschrinkte Eigenschaft,
so schreiben wir

{al€@}

fir die Menge aller Objekte a mit der Eigenschaft €(x).

Die bekannte Russell-Zermelo-Antinomie zeigt, daf§ eine uneingeschrinkte
Zusammenfassung von Objekten einer bestimmten Eigenschaft zu Widersprii-
chen fiihren kann: Sei €(x) die Eigenschaft ,x ist eine Menge mit x ¢ x“. Dann
existiert die Komprehension { x | €(x) } nicht:

Annabme, es gibt eine Menge R mit: a € R genau dann, wenn €(a).
Dann gilt speziell fiir R: R € R genau dann, wenn €(R).
Nach Definition von €(x) gilt also R € R genau dann, wenn R ¢ R, Widerspruch.

Positiv formuliert zeigt das Argument: Die Eigenschaft €(x) = ,x ist Menge
mit x ¢ x“ ist nicht beschrinkt. Es gibt also notwendig viele Mengen, die sich
nicht selbst enthalten. In der Mengenlehre garantiert das Regularititsaxiom,
daf} es gar keine Menge x gibt mit x € x. Es fithrt zu einem klaren Bild des
mengentheoretischen Universums.

Wirkommen auf die Russell-Zermelo-Antinomie in Kapitel 2 noch kurz zurtick.

Logische Konventionen und Sprechweisen

Niitzlich ist die Abkiirzung
gdw fir genau dann, wenn.

Das Kiirzel gdw entspricht also dem englischen von Halmos eingefiihrten ff fir
if and only if. Weiter schreiben wir oft kurz ,,A folgt B“ anstelle von ,,aus A folgt
B“ oder ,,wenn A gilt, so gilt auch B oder ,,A impliziert B.

Hinsichtlich Definitionen gibt es zwei Konventionen: Die eine verwendet ,,gdw*, die
andere nur ,falls“, etwa: ,,G heifit Gruppe gdw ...“ oder ,,G heifit Gruppe, falls ...“. Die
gdw-Form ist die genauere, der Autor bevorzugt dennoch die zweite, ebenso tibliche
und besser lesbare Form. Fiir Definitionen gilt dann per Vereinbarung immer auch die
andere Richtung, d.h. lesen wir ,Sei G eine Gruppe...“ so heifit das, daf} die definie-
rende Bedingung erfiillt ist. Erfahrungsgemif fithrt das ,,folgt” bei einem kleinen Pro-
zentsatz von Lesern zu Fragen und Gedanken, und deswegen ist der Punkt vielleicht
diesen kleingedruckten Absatz wert.
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Quantoren plazieren wir frei an geeigneter Stelle, wobei die Wirkungsberei-
che der Quantoren durch verschiedene notationelle Moglichkeiten klar abge-
grenzt werden. In buchhalterischer Korrektheit stehen Quantoren vor ihren
Wirkungsbereichen. Speziell Allquantoren am Ende einer Aussage sind aber im
Deutschen besser und schneller lesbar. So schreiben wir etwa:

»Es gibt ein b mit der Eigenschaft:
Es gilt €(a, b) fiir allea € ¢.”

Dagegen wire ohne Doppelpunkt und Neuzeile, also
»Es gibt ein b mit €(a, b) fiir allea € c¢.“

ungiinstig, da es zu unheilvollen Verwechslungen mit der in der Regel viel schwi-
cheren Aussage , fiir alle a € ¢ gibt es ein b mit é(a, b)* kommen konnte.

Die aus der Logik entliehenen iiblichen Zeichen V und 3 fiir die Quantoren in
formalen syntaktischen Ausdriicken findet der Autor im semantischen mathema-
tischen Fliefitext unschon, und sie werden deswegen dort oftmals vermieden. In
der Analysis ist ihre Verwendung als reine Abkiirzung sicher sinnvoll.

Schlieflich versuchen wir Klammern zu sparen und durch verschiedene opti-
sche Hinweise Ausdriicke zu strukturieren. So bedeutet etwa:

Aund B folgt C

die Aussage ,,aus (A und B) folgt C“, und ist aufgrund der Kursivstellung und der
Abstinde auch dann noch besser lesbar, wenn man schon vereinbart hat, daf} der
Junktor ,,und® stirker bindet als der Junktor ,,folgt“.

Zahlen

Wie tiblich bezeichnen N, Z, Q und R die natiirlichen, ganzen, rationalen
und die reellen Zahlen. Die natiirlichen Zahlen N enthalten die Null. Im Verlauf
des Buches schreiben wir dann auch o fiir N, und identifizieren so N mit der er-
sten unendlichen Ordinalzahl.

Weiter seien R* = {xe R | x>0} und Rj=R* U {0}. Analog sind Q" und
Qj definiert, und ebenso ist N* = N - { 0 }. Wie iiblich ist € die kanonische Va-
riable fiir ein ,kleines“ x € R*.

Intervalle [a, b] enthalten die Grenzpunkte, offene Intervalle ohne ihre
Grenzpunkte schreiben wir als ]a, b[. Die konkurrierende Schreibweise (a, b) fiir
offene Intervalle wird wegen der Verwechslungsgefahr mit geordneten Paaren
vermieden. Wie iiblich ist dann etwa das halboffene reelle Intervall Ja , b] die
Menge {x€ R | a < x < b}, und das uneigentliche reelle Intervall | - o, a] die
Menge {xe RIx<a}.

Speziell im Umfeld der Mafi- und Integrationstheorie lassen wir oft auch e
und - oo als reellen Wert zu. Es gilt die tibliche Arithmetik, etwa X + o0 = oo
fir alle x € R U { e }. Das Intervall [0, e[ hat dann die Linge oo.

Wir verwenden von Beginn an die vertraute Dezimaldarstellung reeller Zah-
len und allgemeiner ihre b-adische Darstellung fiir eine natiirliche Zahl b > 2.
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Eine solche Darstellung ist fiir einige rationale Zahlen nicht eindeutig: So ist
etwa 1,000... = 0,999...; letztere Zahl ist ja per Definition der Grenzwert der un-
endlichen Summe 0 + 9/10 + 9/100 + 9/1000 + ... . Feinheiten und Varianten
dieser Darstellungen besprechen wir in Kapitel 3.

Im Zweifel nennen wir die nicht abbrechende Darstellung einer Zahl die kano-
nische Darstellung. 0,000... sei dabei die kanonische Darstellung der Null; alle ande-
ren kanonischen Darstellungen haben unendlich viele von 0 verschiedene Ziffern.

Relationen

Geordnete Paare, Tripel, usw. schreiben wir in der Form (a, b), (a, b, ¢), ... Fur
Strukturen (topologische Riume, lineare Ordnungen, usw.) verwenden wir be-
vorzugt die Schreibweise (M, R) anstelle von (M, R). Offiziell ist ein geordnetes
Paar (a, b) die Menge {{a}, {a,b}}, und (a, b, ¢) ist ((a, b), ¢), usw.

Eine Menge R ist eine n-stellige Relation auf einer Menge A, falls R c A™. Es gilt
alsoR(ay, ..., a,) genau dann, wenn (a, ..., a,) € R. Ist R zweistellig, so schreiben
wir auch a R b fiir R(a, b).

Eine zweistellige Relation R auf A heifSt:

reflexiv, falls (x,x) € R fiir alle x e A gilt,

irveflexiv, falls (x,x) ¢ R fiir alle x € A gil,

symmetrisch, falls fiir alle x,y € A gilt: (x,y) € R folgt (y,x) € R,
antisymmetrisch, falls firallex,y € A gilt: (x,y) € Rund (y,x) € R folgr x=1y.

transitiv, falls fiir alle x,y,z € A gilt:
(x,y) € Rund (y,z) € R folgt (x,z) € R.

Eine zweistellige Relation R heifit Aquivalenzrelation auf A, falls R reflexiv,
symmetrisch und transitiv auf A ist. Firxe Aseix/R = [x][g ={ye A | xRy}
die Aquivalenzklasse von x und A/R = {x/R | x € R} die Menge der Aquivalenz-
klassen von R. A/R heifit auch die durch R gegebene Zerlegung oder Faktorisie-
rung von A.

Eine zweistellige Relation R auf A heifit partielle Ordnung auf A, falls R irrefle-
xiv und transitiv ist. Wir verwenden ausschliefilich suggestive Zeichen wie <, <
fir partielle Ordnungen, die sich zu einem Kleinergleich, also hier < und <, er-
ginzen lassen. Weiter setzen wir dann automatisch fiirx,y € A:

x <y falls x<y oder x=y.

< ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf A. Derartige
Relationen werden ebenfalls als partielle Ordnungen (vom kleinergleich-Typ) be-
zeichnet. Eine partielle Ordnung < vom kleinergleich-Typ fiihrt zu einer (strik-
ten) partiellen Ordnung < durch die Festsetzung: x <y, falls x<yund x #y.

Eine partielle Ordnung < auf A heifit /ineare Ordnung oder auch rotale Ordnung
auf A, falls fiir alle x,y € A gilt, dafl x <y oder y <x.

Wir nennen auch das Tupel (A, <) eine partielle bzw. lineare Ordnung, falls <
eine partielle bzw. lineare Ordnung auf A ist.
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Funktionen

Eine Funktion f fassen wir als eine rechtseindeutige Menge von geordneten
Paaren auf: Eine zweistellige Relation f heifit eine Funktion, falls fur alle x,vy,z
gilt: (x,y) € fund (x, z) € { folgt y = z. Wir schreiben auch f(x) = y fiir (x,y) € f.
Es gilt also trivialerweise f = { (x,y) | y = f(x) } fiir Funktionen f. Ist f eine Funk-
tion, so bezeichnen wir den Definitionsbereich von f mit dom(f) [domain von f ]
und den Wertebereich von f mit rng(f) [#ange von f]. Es gilt also:

dom(f) = {x|esgibteinymit(x,y)e f},
mg(f) = {y|esgibteinxmit(x,y)e f }.
Wie iiblich meint ,f : A — B“: f ist eine Funktion, dom(f) = A, rng(f) c B.
Eine Funktion f heifit injektiv oder linkseindeutig, falls fir alle x,y,z gilt: Sind
(%, z) € fund (y, z) € f, so ist x = y. Die Injektivitit einer Funktion f benétigt
keine Angabe eines Wertebereichs. Dagegen meint ein Ausdruck ,f: A — B
surjektiv, daf rng(f) = B. Schliefflich meint ,f : A — B bijektiv®, daf} f injektiv
und f : A — B surjektiv ist. f heifit dann auch eine Bijektion von A nach B.
Wir verwenden die in der Logik weit verbreitete Notation fiir Bilder und Ur-
bilder. Ist f eine Funktion, und ist A eine beliebige Menge, so ist
f7A {f{x) | x€ A n dom(f) } das Bild von A unter f,
f17A {x e dom(f) | f(x) € A} das Urbild von A unter f.

Insbesondere gilt also rng(f) = {”A fiir alle Funktionen f : A — B.

Die Zweistrich-Notation geht nach Wissen des Autors auf Godel zuriick. Hiufig zu
findende Bezeichnungen fiir das Bild sind f(A) oder f[A]. Alle Notationen haben in ihre
Nachteile: f(A) ist die Bezeichnung fiir einen Funktionswert, und dem Grofibuchstaben
kommt dann zuviel Gewicht zu. In einfachen Kontexten, wo etwa f immer eine reelle
Funktion ist, ist das durchaus sinnvoll. Ist aber etwa f auf einem Mengensystem definiert,
soist f(A) nicht geeignet. f[A] hatviel fiir sich, sicht aber als f[ [A]] fiir Aquivalenzklassen
[A] =A/Runmoglich ausund erstrechtals f [ ]a, b[] fiir Intervalle Ja, b[ € R. Dain diesem
Text nur sehr selten analytische Ableitungen f’ vorkommen, bleiben wir bei der Gédelno-
tation. Aufierdem hat die Mengenlehre die Notation der ganzen Mathematik geprigt und
darf an einer einzigen Stelle dann sicher etwas eigenwillig bleiben. Mephisto sagt im
Faust: ,,Hitt ich mir nicht die Flamme vorbehalten, ich hitte nichts Aparts fiir mich.”

Eine Funktion f : N — A nennen wir auch eine Folge in der Menge A. Ein
Ausdruck (a,, | ne N)bezeichnet die Folge f mit f(n) = a,, fiir n € N. Oft schrei-
ben wir eine Folge f = (a, | ne N)auchalsag, ay, ..., a,, ...,n € N. In Definitio-
nen schreiben wir oft kurz ,seien a, € A fiir n € N“, statt ,sei{a, | n € N) eine
Folge in A“. Allgemeiner schreiben wir eine beliebige Funktion f mitI = dom(f)
auch in der Folgenform f = (a; | i € I) mit a; = {(i) fiiri € I, und wir schreiben
dann auch { a; | i € I'} fir rng(f). Eine Folge f = (a; | i € I) heifit eine Aufziblung
von A, falls A = {a; I ie T} gilt, d.h. f : T — Aist surjektiv. Ist zudem a; # a; fiir
i#j, so sagen wir: (a; |i € I)ist eine Aufzablung von A ohne Wiederholungen oder
eine injektive Aufziblung von A. Es gilt dann f : I — A bijektiv.
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Die weitere Notation folgt den tiblichen Standards. Wir verwenden aber viel-
leicht ofter als anderswo kleine Buchstaben a, b, ¢, x, y, z, usw. fiir relativ kompli-
ziert strukturierte Objekte. Immer wird aber die ,,a-A-sd--Konvention“ einge-
halten, bei der grofiere und kompliziertere Zeichen auch fiir komplexere Objekte
stehen.

Eine Tabelle

Wir stellen einige bereits diskutierte und einige weitere Notationen der Uber-
sicht halber in einer Tabelle zusammen.

(1) gdw steht fiir ,,genau dann wenn®,
(i) @ = ,dieleere Menge“,
(i) x €y gdw xisteine Teilmenge vony,
(iv) x € y gdw xisteine echte Teilmengevony, dh.x cyundx #y,
W) xNny={zlzexund zey},
xUy = {zlzexoderzey},
x-y = {zlzexund ze y},
XAy = xUy - xNYy,
xXy = {(a,b) |l aexund be y},
<2
X" -2 x" x x firn>2,
i) NX = {y | yexfiralexe X},
UX = {y | esgibteinxe X mitye x},
N1 Xs = N{X; lieT},
U Xi = UX; lieT},

X X X,

(vi)) P(A) = {B | Bc A}, die Potenzmenge von A,
(viii) *B = {f | f: A — B} fiir Mengen A, B,
(ix) idy = {(a,a) | ae A}, die Identitit auf A,
(x) fl1A = ,die Einschrinkung der Funktion f auf A“
= f N (A x mg(f)),
(xi) R1A = ,die Einschrinkung der Relation R auf die Menge A“

R n A", wobei n die Stellenzahl von R ist.

3

Der Autor darf B, mit dem Vermerk: ,Mit der Bitte um Kenntnisnahme*
versehen. Damit soll es dann auch des trockenen Tones wieder genug sein.






1. Irrationale Zahlen

Es geht uns zu Beginn nicht um eine Konstruktion oder axiomatische Beschreibung der
reellen Zahlen und ihrer Arithmetik mit Hilfe der natiirlichen Zahlen bzw. der rationalen
Zahlen. Dieser Warmstart ist hoffentlich willkommen. Wir werden im dritten Kapitel
verschiedene Méoglichkeiten besprechen, die reellen Zahlen zu konstruieren und zu
charakterisieren. Entsprechende Prizisierungswiinsche kamen ohnehin erst Mitte des
19. Jahrhunderts auf, wihrend sich dieses Kapitel weitgehend Ideen widmet, deren Ur-
sprung in der griechischen Mathematik liegt.

Kommensurable Grofien

Nach antiken Uberlieferungen kénnte es der Pythagoras-Schiiler Hippasos
von Metapont im Siiden Italiens gewesen sein, der gegen 450 vor Christus ent-
deckte, daf} es, wie wir heute sagen wiirden, irrationale Zahlen gibt; dafl @ nicht
ganz R ist, sondern ein echter Teil von R; dafi nicht jeder Punkt einer stetigen Li-
nie durch eine rationale Zahl bezeichnet werden kann. Die Quellenlage ist dun-
kel. Wir folgen dem berithmt gewordenen spekulativen Rekonstruktionsversuch
der Ereignisse von Kurt von Fritz (1954). Es ist zudem eine schone Geschichte.

Was entdeckte nun Hippasos und allgemeiner die griechische Mathematik,
aus ihrer Sicht der Dinge ? Wir sprechen ihre Sprache nicht, und das in einem
viel tieferen Sinn, als dafl wir kein Altgriechisch mehr verstiinden. Die so weitals
moglich sprachtreue Aufarbeitung der griechischen Mathematik ist Teil der
Wissenschaftsgeschichte. Es ist eine komplexe Aufgabe, die dem Forscher nicht
zuletzt auch Vergessen abverlangt, denn neueres Wissen scheint nicht nur altes
Wissen abzulGsen, sondern oft auch zu iiberschreiben und zu verzerren (vgl. etwa
[Knorr 2001]). Uns kommt es hier nur darauf an, einige alte, uns fernliegende
Ideen wenigstens erahnbar und fiir unsere Zwecke fruchtbar zu machen, bevor
wir sie dann in ein neues Gewand kleiden. Auf die moderne mathematische Spra-
che werden wir dabei nie ganz verzichten wollen.

Wir betrachten also zwei ,,Grofien” x und y, worunter wir etwas genauer
spositive Zahlgrofien” verstehen wollen, speziell die Grofien, die in konkreten
geometrischen Figuren auftreten. Zum Beispiel konnten x und y die beiden
Groflen sein, durch welche ein Rechteck bestimmt ist.

Die beiden gegebenen Grofien konnen in einem sehr einfachen Verhiltnis ste-
hen. Die eine kann etwa das Dreifache der anderen sein. Daneben kann ihr Ver-
hiltnis komplizierter sein, indem zum Beispiel das Dreifache der ersten Grofie
genau das Fiinffache der zweiten Grofie ist. Viele natiirlich auftretenden Gro-
fenpaare haben nun nachweisbar dieses Verhalten, und wir formulieren als
These, dafi es keine anderen Paare gibt:
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Vervielfachungshypothese
Sind x und y zwei Grofien, so existieren positive natiirliche Zahlen
nund m, sodaf§ das n-fache von x das m-fache von y ist.

Es gilt dann also nx = my. Also ist x/y = m/n, also x/y eine rationale Zahl. Ist um-
gekehrt x/y rational, etwa x/y = m/n, so ist nx = my. Die Hypothese ist also dqui-
valent zu: Alle Grofienpaare haben ein rationales Verhiltnis.

Eng mit der Vervielfachungshypothese verwandt ist die folgende Uberlegung:
Zu gegebenen Grofien x und y kann eine dritte Grofie z existieren, sodafy sowohl
x als auch y zu dieser dritten Grofie z im einfachsten aller denkbaren Verhiltnisse
stehen, indem nimlich x und y beide ganzzahlige Vielfache von z sind. Die Exi-
stenz eines solchen z scheint nun recht glaubhaft: Denn es ist ausdriicklich er-
laubt und erwiinscht, z auf x und y hin zuzuschneidern; die dritte Grofie braucht
sich an keinem Urmeter zu orientieren. Wir kénnen, x und y studierend, z sehr
klein wihlen und geeignet fein einstellen, damit alles schén ohne Rest aufgeht.
Wir definieren:

Definition (kommensurabel)
Zwei Grofien x und y heiflen kommensurabel, wenn es eine
Grofe z und natiirliche Zahlen n, m gibt mit der Eigenschaft:

X=n-z,
y=m-z
z heifit dann eine MafSeinbeit fiir x und y.

In den , Elementen des Euklid wird der Begriff bereits streng definiert:

Euklid (wm 300 v. Chr): ,X. Buch. Definitionen. 1. Kommensurabel heifien Grofien, die
von demselben Mafie gemessen werden, und inkommensurabel solche, fiir die es kein
gemeinsames Maf} gibt.”

Eine zeitliche Einordnung der Begriffe und Sitze, die in den ,,Elementen” des Euklid
auftauchen, ist schwierig. Vieles davon war gut bekannt, als Euklid sein Werk verfaft hat.
Hinzu kommt, daff die ,,Elemente® spiter oft in bearbeiteter Form erschienen sind (be-
rithmt-beriichtigt ist eine Edition von Theon von Alexandria im 4. Jahrhundert n. Chr).
Die iltesten erhaltenen Euklid-Handschriften stammen aus dem 9. Jahrhundert n. Chr.

Eine Mafieinheit ist keineswegs eindeutig bestimmt: Mit z ist auch z/k fiir alle
natiirlichen Zahlen k > 1 eine Mafieinheit fiir x und y. Ob es fiir kommensurable
Grofien immer auch eine ausgezeichnete grofite Mafieinheit gibt, ist eine natiir-
liche Frage, die wir gleich unten bejahen werden.

Wieder als allgemeine Hypothese formuliert:

Weltbild der Pythagoreer, klassische Fassung

Je zwei Grofien sind kommensurabel.

Giltx m =y n fir zwei Grofien x und y, so setzen wir z = x/n [=y/m]. Dann ist
x=n(x/n)=nzundy =m (x/n) = m z. Damit haben wir mit z eine Mafieinheit
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fir xund y gefunden. Giltumgekehrtx=n-zundy =m- z,soistm x=ny. Insge-
samt haben wir damit gezeigt, dafl die Vervielfachungshypothese und das pytha-
goreische Weltbild dquivalent sind.

Die Vervielfachungshypothese mag auf den allerersten Blick fragwiirdiger erscheinen
als die Kommensurabilitits-Behauptung. Wir betrachten x, 2x, 3x, ... und y, 2y, 3y, ....
Die Behauptung der Vervielfachungshypothese ist, daf§ diese beiden Reihen einen ge-
meinsamen Punkt haben. Eine Mafieinheit fiir x und y finden zu kénnen scheint vielleicht
glaubwiirdiger. Das algebraisch fast triviale Argument ,x =n-zundy=m-z folgt mx =
n y*“ straft diese Intuition Ligen.

Wir definieren:

Weltbild der Pythagoreer, Umformulierung
Alle Grofien x und y haben ein rationales Verhilmis.

Interpretieren wir nun modern ,,positive Zahlgrofie“ als ,Elementvon R*“,
so erhalten wir:

Weltbild der Pythagoreer, moderne Fassung
Esgilc R = Q.

Die Aquivalenz der beiden Fassungen erhilt man durch die Wahl vony = 1 fiir
die eine Richtung bzw. aus der Abgeschlossenheit der positiven rationalen Zah-
len unter Division fiir die andere Richtung. Das Einbeziehen der Null und der
negativen Zahlen ist offenbar problemlos.

Auch Euklid hilt den Zusammenhang kommensurabler Gréfien mit den ratio-
nalen Zahlen in zwei Sitzen fest:

Euklid (wm 300 v. Chr): ,[X. Buch] §5. Kommensurable Gréfien haben zueinander ein
Verhiltnis wie eine Zahl zu einer Zahl...
§ 6. Haben zwei Grofien zueinander ein Verhiltnis wie eine Zahl zu einer Zahl,
dann miissen die Grofien kommensurabel sein.“

Pythagoras wird der Lehrsatz ,,Alles ist Zahl“ zugeschrieben, die Welt besteht
aus (natiirlichen) Zahlen, ist nach Zahlverhiltnissen geordnet. Obiges ,, Weltbild“
darf man dann als eine Folge dieser Lehre ansehen.

»Alles ist Zahl“ ist méglicherweise eine Simplifizierung der Sicht des Pythagoras. Bei
Aristoteles lesen wir, daf§ die Pythagoreer die Prinzipien der Mathematik fiir ,,die Prinzi-
pien alles Seienden® hielten, und entsprechend der Bedeutung der Zahlen fiir die Mathe-
matik ,,nahmen ssie [die Pythagoreer] an, die Elemente der Zahlen seien Elemente alles Sei-
enden, und der ganze Himmel sei Harmonie und Zahl“ (Aristoteles, Metaphysik § 985f).
Das ergibt doch ein weitaus komplexeres Bild als die etwas grobe Formel ,,Alles ist Zahl“.

Die Kommensurabilititistin jedem Falle eine tragende Siule der allgemeinen
pythagoreischen Harmonielehre. Das Fundament des Gebiudes bildet die Mu-
sik: Der Zusammenhang zwischen Tonhohe und Linge der angeschlagenen
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Saite wird zum Urphinomen erklirt. Die horbare Harmonie gewisser Verhilt-
nisse der Saitenlingen bindet die Arithmetik und Geometrie ein. Weiter wird
noch die Astronomie als viertes Gebiet im Reich der Harmonie ausgezeichnet.
Damit war fiir die entstehende pythagoreische Schule der sog. ,,Mathematiker®
- im Gegensatz zu den die pythagoreischen Lebensweisheiten tradierenden sog.
»Akusmatikern - ein umfassendes und vor allem dynamisch erforschbares Welt-
bild mit einem Quadrivium geschaffen. Zur Tradition der ,,Mathematiker” zih-
len Hippasos und auch Platon und Aristoteles.

Auf das Verhiltnis zweier Grofien kommt es also an, und dieses ist, so das Po-
stulat, immer auch das Verhiltnis zweier Vielfacher einer Einheit. So wie man
zwei Strecken der Lingen n und m durch iteriertes Aneinanderlegen von Stiben
der Linge 1 perfekt ausmessen kann, so kann man doch auch zwei beliebige
Strecken der Linge x und y durch iteriertes Aneinanderlegen von Stiben der
Linge z restlos ausmessen, wenn man z geeignet wihlt. Zu zwei Grofien mufy
nur die mehr oder weniger verborgene Eins der beiden Grofien gefunden wer-
den, die die beiden Grofien dann in einem klaren und harmonischen Licht er-
scheinen lifit...

Es flieflen nun so wundervolle Dinge wie der Euklidische Algorithmus und die
Kettenbruchdarstellung von reellen Zahlen aus dieser koniglichen Idee der Har-
monie der Paare. Diesen beiden eng miteinander zusammenhingenden zeitlo-
sen Gegenstinden der Mathematik, die man auf der Suche nach der verlorenen
Eins findet, wollen wir uns zuerst zuwenden, bevor wir zur eigentlichen Entdek-
kung des Hippasos zuriickkommen, die die so fruchtbare klassische Idee nicht
zerstort hat, aber sie doch vom Thron der Welterkenntnis ins immer noch eh-
renvolle Reich der grofien romantischen Intuitionen verwies.

Der Algorithmus von Euklid

Das iterierte Abtragen einer kleineren Grofie - der Mafieinheit — von einer
grofieren - der zu messenden Grofie - ist der Ausgangspunkt des Messens. Dieses
Abtragen kann nun aufgehen, oder aber eine Restgrofie hinterlassen, die kleiner
als die Mafieinheit ist. Es gibt nun zwei Méglichkeiten, mit dem Messen fortzu-
fahren: Die erste ist die etwas grobschlichtige Methode, das alte Mafi in zwei
gleiche Teile zu zerbrechen, und den verbliebenen Rest mit dem neuen nun klei-
neren Mafistab auszumessen, - und es folgt ein #sw., solange ein Rest bleibt. Die-
ses Vorgehen fithrt zur Bindrdarstellung, und ein Zerbrechen in je zehn gleiche
Teile etwa liefert die vertraute Dezimalbruchentwicklung.

Die weitaus subtilere und harmonischere Idee des sog. Euklidischen Algorith-
mus ist, den Rest des ersten Abtragens zur neuen Mafieinheit zu ernennen, die
alte Mafleinheit dagegen zur neuen nun zu messenden Grofie zu degradieren.
Das Mafy wird zum Gemessenen - ein feinsinniger griechischer Gedanke, der
dem ersten pragmatisch, rechnerisch und didaktisch sicher unterlegen ist, der
aber mit Blick auf seinen inneren mathematischen Reichtum unerreicht dasteht.

Startend mit reellen Zahlen ay > a; > 0 erhalten wir also die Gleichungen:
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(Go) Ay = Ng-a; + ap, mit 0 < a < a;, nNpeE N+,
(Gy) a; = n;-a; + a3, mit 0 < a3 <ay, n €N
(Gz) a; = Ny-a3 + a4, mit 0 < a4 < a3, Ny € N+, usw.

Wir beenden das Verfahren, sobald ein a| gefunden ist mit a;_; = n,_; - a;.
Fiir dieses Verfahren gilt nun:

Satz  (Hauptsatz iiber den Euklidischen Algorithmus)
Der Euklidische Algorithmus fiir reelle Zahlen ag > a; bricht genau dann ab,
wenn a, und a; kommensurabel sind (d.h. wenn ag/a; € Q).
Fiir das letzte a; gilt in diesem Fall: a; ist eine Mafieinheit fiir ag und ay,
und weiter sogar ein ganzzahliges Vielfaches jeder Mafieinheit fiir agund a;.

Beweis
Seien aj und a; kommensurabel, und sei z € R* eine Mafleinheit fiiragund a;.
Ist z eine Mafieinheit fiir a; und a,, so existieren my und m; mit ag = my z,
a; = my z. Dann gilt:
a; = ag-nga; = (Mg -ngmy)z.
Indukdv folgt, dafi jedes a; ein ganzzahliges Vielfaches von z ist.
Da die a; bei einem unendlichen Verfahren beliebig klein werden wiirden ('),
bricht das Verfahren mit einem a ab (da ja immer a; > z).

Generell gilt: Bricht das Verfahren fiir ag und a; mit a, ab, so ist a; eine
Mafieinheit fiir a;, und ay,_, fiira,_; und aj,_5, ..., und fiir a; und a,. Die
— Groflen a; und a sind dann also kommensurabel.

Wir fithren zur Illustration den Aufruf zum Mitdenken, also das ,, (!) “ im Beweis, aus. Es
steht dort, weil die Behauptung ein kleines Argument braucht. Aus der Tatsache, daf} die
a; monoton fallen folgt noch nicht, daf} sie bei einem unendlichen Verfahren beliebig klein
werden wiirden. Die informale Beobachtung ist: Liegta, sehr nahe an ay, so ist der Abfall
von a, auf a; dann um so dramatischer. Diese Beobachtung miissen wir nun noch in ein fiir
unsere Zwecke geeignetes mathematisches Argument verwandeln. Eine Moglichkeit ist:
Firalleigilta;,; <a;/2 oder a;,, <a;/2. Dennista;, >a;/2,soista; =n;, - a;,1 +2;,,
> a;, +4i,,, also a;,, < a;/2. Durch diesen garantierten Faktor-1/2-Abfall nach je zwei
Schritten konvergieren die monoton fallenden a; bei einem unendlichen Verfahren gegen
Null. (Vgl. hierzu auch Buch X, § 1 der ,Elemente” des Euklid.)

Insbesondere liefert der Euklidische Algorithmus also fiir natiirliche Zahlen a,
und a; den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen.
Der Hypothese der Pythagoreer lifit sich also auch so formulieren:

Weltbild der Pythagoreer, effektive klassische Fassung
Der Euklidische Algorithmus terminiert fiir alle Paare von Grofien
apund a;, wobeia; > aj.

Den - schon linger bekannten - Algorithmus untersucht Euklid im siebten und
zehnten Buch seiner Elernente. Die Griechen gebrauchten dvtavaigéw, ich bebe ge-
geneinander auf, fir die Titigkeit des Verfahrens, was den symmetrischen, wechsel-
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seitigen Charakter des Vorgangs betont. Die Idee der Norm war den Griechen
eher fremd, sie studierten eher das Verhiltnis zweier Dinge zueinander.

Das Verfahren des Euklidischen Algorithmus wird auch als ,,Wechselweg-
nahme“ bezeichnet.

Euklid (um 300 v. Chr): ,,[X. Buch] §2. Mifit, wenn man unter zwei ungleichen Grofien
abwechselnd immer die kleinere von der grofieren wegnimmt, der Rest niemals genau
die vorhergehende Grofie, so miissen die Grofien inkommensurabel sein...

§3. Zu zwei gegebenen kommensurablen Grofien ihr grofites gemeinsames Mafi zu
finden [durch das Verfahren der Wechselwegnahme].“

Kettenbriiche

Aus den Iterationsgleichungen des Euklidischen Algorithmus gewinnt man
nun die Kettenbruchentwicklung von ay/a,. Hierzu formen wir die Gleichungen
zunichst etwas um:

ap/a; = ng + ay/a;, 0<a,<ap, npe N,
3.1/212 = ng; + 33/32, 0<a3 <a, n;e N+,

ay/a; = ny + ag/az, 0<ay<az, n € NY, usw.
Es folgt:
ao/al =Ny + 1/(31/32) =Ny + 1/(111 + 33/32) = ng + 1/(1]1 + 1/(32/33)) = ..y

1

was wir suggestiv notieren konnen als ag/a; = ny +

Bricht das Verfahren ab, so erhalten wir also n; + 1

eine Darstellung von ay/a, als Kettenbruch. Bricht 1
das Verfahren nicht ab, so erhalten wir einen np +
yunendlichen Kettenbruch®. Wir werden gleich

definieren, was genau wir darunter verstehen wollen. Insgesamt ergibt sich nach
dem obigen Satz fiir die Wahl a; = 1 eine endliche Kettenbruchentwicklung einer
rationalen Zahl ay> 1, und eine unendliche Kettenbruchentwicklung einerirratio-
nalen Zahl ay > 1.

Kettenbriiche sind der algebraische Ausdruck fiir die Wechselwegnahme, im
Gegensatz zu b-adischen Darstellungen, die das Mafj iteriert um einen konstan-
ten Faktor verkleinern. Kettenbriiche sind intensiv studiert worden und ein eige-
ner Gegenstand fiir dicke Biicher, unten denen das von Perron aus dem Jahre
1929 herausragt. Wir wollen hier nur die einfachsten Dinge entwickeln.

n; +

Der sich ergebende glatte Ubergang von einer irrationalen Zahl ag > 1 zu einer unendli-
chen Folge ny, ny, n,, ... von natiirlichen Zahlen n; > 1 ist dabei von prinzipieller Bedeu-
tung fiir das Folgende. Er stellt eine von den Briicken zwischen dem vertrauten Konti-
nuum und dem sog. Baireraum dar, der aus Folgen natiirlicher Zahlen gebildet ist. Die
arithmetischen Details der ebenso faszinierenden wie zuweilen nicht nur typographisch
unangenehmen Kettenbriiche sind fiir diesen speziellen Aspekt zweitrangig.
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Wir bleiben der Bedingung ag > a; > 0 fiir Verhiltnisse ag/a; treu, und begnii-
gen uns folglich mit Kettenbriichen fiir reelle Zahlen grofier oder gleich 1.

Definition (endliche Kettenbriiche)
Wir definieren fiir ng, ..., n, € N* durch Rekursion tiber k>0:

[no] = ny,

[n07 "'ank+1] =Ny + 1/[n17 "'ank+1]'

Wir nennen die rationale Zahl [n, ..., ny ] auch einen (endlichen) Kettenbruch
der Tiefe k + 1.

Eine Verwechslung von [ng, n; ] als Kettenbruch mit dem abgeschlossenen reellen Inter-
vall [ng, n;] istin der Regel aus Kontextgriinden nicht zu befiirchten.

In der Definition konnten wir statt n; € N* auch allgemeiner reelle a; > 1 zulassen. Die
Theorie konzentriert sich aber generell auf Kettenbriiche, die aus natiirlichen Zahlen ge-
bildet sind, und wir verwenden diese allgemeine Form nur inoffiziell.

Jeder Kettenbruch ist eine rationale Zahl > 1. ,,Ganz unten® in der Bruchdar-

stellung von [ny, ..., n, ;] steht der Term ny + 1/ny, ;, und damit gilt die Glei-
chung:
[Il(), ceey Ny, 1] = [Il(), ceey N + 1]

Der Bruch links hat die Tiefe k + 2, der Bruch rechts dagegen nur die Tiefe k + 1.
Wir werden gleich zeigen, dafi diese Beobachtung bereits die einzige Ausnahme
zur Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung darstellt.

Vielleicht ist es instruktiv, den Zusammenhang von Kettenbriichen und dem
Euklidischen Algorithmus an einem Beispiel vorzufithren. Wir wihlen dabet fiir
ng, ny, Ny, 03, ... die Folge 1, 2,3, 4, ...

Der Leser mit elementaren Programmierkenntnissen und Vergniigen an solchen Din-
gen ist aufgerufen, ein Programm fiir die beiden Algorithmen zu schreiben. Damit lassen
sich viele arithmetische Feinheiten der Kettenbruchentwicklung spielerisch entdecken.
Das folgende Beispiel wurde mit einem derartigen Programm gerechnet.

Beispiel zur Kettenbruchentwicklung

[1] =1 Der Algorithmus von Euklid fiir
[1,2] =3/2 =15 740785 und 516901 verliuft wie folgt:
[1,2,3] = 10/7 = 1,428571... 740785 = 1 - 516901 + 223884
[1,2,3,4] = 43/30 = 1,43... 516901 = 2 - 223884 + 69133
[1,2,3,4,5] = 225/157 ~ 1433121 223884 = 3 - 69133 + 16485
[1,2,3,4,5,6] = 1393/972 69133 = 4 - 16485 + 3193
[1,2,3,4,5,6,7] = 9976/ 6961 16485 = 5 - 3193 + 520
[1,2,3,4,5,6,7,8] = 81201/ 56660 3193 - 6-520 o+ 73
[1,2,3,4,5,6,7,8,9] = 740785 / 516901 520 = 7.73 + 9

73 - 8.9 + 1

9 = 9.1 + 0

Ubung
(i) Berechnen Sie in Form eines gekiirzten Bruches:
(31,03,31,3,3,4,1],[3, 3, 5].

(i) Fihren Sie den Algorithmus von Euklid fiir das Zahlenpaar 53, 16 durch.
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Wir wollen uns nun noch die Lage der Kettenbriiche auf der reellen Achse
iberlegen. Obige Beispielrechnung lifit hier einiges vermuten: Interessant ist
etwa,dafi [1],[1,2],[1, 2, 3] um einen immer besser approximierten Wert hin-
und herzupendeln scheint. Diesistin der Tat ganz allgemein richtig. Wir kénnen
dieses Pendelverhalten nachweisen, ohne uns allzutief in die Moriste der Bruch-
rechnung begeben zu miissen:

Fiir feste ny, ..., n; > 1 konnen wir den Kettenbruch [ny, ..., ny, n] als eine
Funktion in der Unbestimmten n € N* auffassen. Wir bezeichnen diese Funk-
tion mit [ny, ..., ny, -]. Es gilt also

[Ilo, .oy N, ] :NY — @7
mit [ng, ..., ng, -](n) = [ng, ..., n, n] fiir alle n € N*. Die Funktion [-] (fiir den
Sonderfall k = -1) ist offenbar die Identitit auf N* und damit streng monoton
wachsend. Allgemeiner gilt:

Satz  (Monotonieverbalten von Kettenbriichen)
Fiir alle ng, ..., n 21, k>0 gilt:

[ng, ..., ny, - ] ist streng monoton fallend, falls k gerade, und streng
monoton wachsend, falls k ungerade.
Weiter giltlim,, _, .. [ng, ..., 0, n] = [ng, ..., 0]

Beweis
Die Aussage folgt durch Induktion nach k unter Verwendung der
Rekursionsgleichung [ny, ..., n, n] = ny+ 1/[ny, ..., n, n].

(Aus streng monoton fallend wird bei Kehrwertbildung streng

monoton wachsend und umgekehrt.)

Am Ende des Kettenbruchs [ny, ..., ny, n] steht der Term ny, + 1/n.
— Hieraus folgt die Limeseigenschaft.

Damit gilt mit [n, ..., ny, 1] = [ny, ..., n, + 1] insbesondere:

rng([ng, ...,ny, -]) < ] [ng,...,n], [ng,...,n +1] ] fiir k gerade,
c

rng([ng, ...,ny, - ]) [ [ng,...,n+1], [ng,...,ny] [ fiir k ungerade.

Fassen wir [ny, ..., n, -] in der offensichtlichen Weise als Funktion in einer reellen
Grofie x 2 1 auf, so gilt hier Gleichheit statt Inklusion.

Die Funktion [ny, ..., ny, - ] wichst oder fillt also von der angenommenen In-
tervallgrenze [ny, ..., ny + 1] streng monoton zur anderen Grenze [ny, ..., ny],
und das Wachstumsverhalten wechselt beim Ubergang von k zu k + 1.

Interpretieren wir die Kettenbriiche derart, daf} sie durch ihre Funktionswerte
das Intervall [ 1, o[ zerschneiden, so ergibt sich mit wachsender Tiefe der Ket-
tenbriiche das folgende arithmetisch komplexe aber strukturell recht iiberschau-
bare Bild:

Zunichst zerlegt die Funktion [-] das reelle Intervall [1, o= [ von links nach
rechts in die Teilintervalle [1, 2], 2, 3], ..., [n,n+ 1], ...

Fir festes n zerlegt nun die Funktion [ny, -] das Intervall [ng, ny + 1] von
rechts nach links in die Intervalle [ng + 1/2,ny + 1], [ng + 1/3,ny + 1/2], ...
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Fiir festgehaltene ng und n; zerlegt weiter die Funktion [ng, ny, -] das Intervall
[ng+ 1/(n; + 1), no + 1/n; ] in unendlich viele Intervalle, diesmal wieder von links
nach rechts. Und so weiter und so fort.

Ty Iy I3 %) I

Seirg = [ng, ..., ni ], wobei k gerade. Die Skizze zeigt die Zerlegung des
Intervalls [ry, ;] durch die Kettenbriiche r; := [ny, ..., ny, i] firi> 1. Es
giltr; = [ng, ..., 0y, 1] = [ng, ..., ng + 1], so dafl die Zerlegung das Teil-
intervall [[ny, ..., ny], [ng, ..., ni + 1] ] der vorangehenden Zerlegung
verfeinert. Fiir ungerade k erhalten wir ein gespiegeltes Bild mitry > r;
und wachsenden r; fiiri > 1.

Aus dieser einfachen Analyse des Werteverhaltens erhalten wir:

Korollar  (Eindeutigkeitssatz fiir endliche Kettenbruchdarstellungen)
Mit Ausnahme des Schemas [ny, ..., ny, 1] = [ng, ..., np + 1] ist die
Darstellung einer rationalen Zahl als endlicher Kettenbruch eindeutig.

Korollar  (Pendelverbalten von Kettenbriichen)
Sei(n, | ke N) eine Folge in N*, und sei
qk = [ng, ..., n ] fir ke N. Dann gilt:

Qo < Q2 < Qg < ... <...<Q5s <Q3 <qy-

Das zweite Korollar 146t sich leicht auch direkt durch Induktion nach k beweisen.
Zunichst ist q; = [ng, n;] = ng + 1/n; > [ny] = qp. Im Induktionsschritt von k nach
k + 1 fiir k > 1 nehmen wir zunichst an, daf k gerade ist und zeigen qy, ; > qi. Nach
I.V.istaber [ny, ..., n. ] >[ng, ..., n, ;] = 1,also 1/[ny, ..., n.] < 1/[ny, ..., ny, {]. Da-
mit haben wir: q; = [ny, ...,n] = ng+1/[n;,...,n ] < ng+1/[ny, ...,n, (] = Q1
Analog zeigt man fiir ungerade k > 1, daf qi,; < q. Nach 1. V. gilt hier [ny, ..., n;]
< [Ill, ceey Ilk+1].

Fiir endliche Kettenbriiche r = [n, ..., n;]istqg < Qs <...<q;=r<...<q3 <q,
wobei qy = [ng, ..., ni ] fiirk < i. Weiter gilt [ny, ..., n, 1] < r < [ny, ..., n, ] fir
ungerade k < i, und eine analoge Aussage gilt fiir gerade k < i.

Nach dem Korollar existiert q, = sup({ q», | n € N'}), und ebenso existiert
Qu = inf({ qzn.1 | n € N}). Es gilt q, < q,. Wir werden gleich zeigen, daff
Qg = qq gilt, und dafl der gemeinsame Wert eine irrationale Zahl ist.

Aus dem Hauptsatz tiber den Euklidischen Algorithmus ergab sich, daf} jede
rationale Zahl grofier oder gleich 1 als Kettenbruch dargestellt werden kann,
d.h. es gilt

{[ng, ...,y ] | ng,...,ne N, k>0} = {qeQ@lqg21}

Damit lassen die durch die Wertebereiche der Funktionen [ny, ..., ny, -] gegebe-
nen Intervallzerlegungen von [1, e[ kein noch so kleines Teilintervall [x, x + €]
unzerschnitten (x 2 1, € > 0). Der Leser, der sich mit diesen Zerlegungen ange-
freundet hat, sieht hiermit unmittelbar die Giiltigkeit des folgenden Satzes:
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Korollar  (Hauptsatz iiber Kettenbriiche)
Sei(n, | ke N) eine Folge von natiirlichen Zahlen n; > 1.
Dann existiert x = limy, _, ., [ny, ..., ny ], und x ist eine irrationale Zahl > 1.
Umgekehrt existiert fiir jede irrationale Zahl x > 1 eine eindeutige Folge
(ny | ke N)von natiirlichen Zahlen n > 1 mitx = lim _, ., [ng, ..., n}].

Beweis
zur Existenz und Irrationalitit des Limes :

Sei q = [ng, ..., ni] fiirk € N, und seien wieder
Qe = 5up(( qay | 1 € NJ) und q, = inf({ qons | n € NJ).
Annabme, es gibteinr € Q mit q, <1 < q4.
Sei [my, ..., m;] eine Kettenbruchdarstellung von r.
Dann existiert ein kleinstes k < i mit my # ny, da sonstr = q;.
Sei zunichst k ungerade, sodaf} [ny, ..., ni_1, -] streng monoton fillt.
Ist my <ny,soistqy = [ng,...,n] < [mg,...,m+1] = [my,...,my, 1] <r.
Ist my >ny,soistr < [myg,...,my] <[ng,...,n +1] = [ng,...,n5, 1] < qp, 1.
In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch zar Wahl von r.
Der Fall ,k gerade” wird analog widerlegt.

Alsoist q; = q, € R- Q (und q, = q, = limy _, .. [ng, ..., ng])-

zur Existenz und Eindeutigkeit einer Darstellung x = lim, _, ., [ny, ..., n;]:

Sei x irrational. Wir definieren n;, rekursiv fir k € N durch:

ng = daseindeutigen> 1 mitn<x<n+1,

,dasn>1mit[ng,...,n,n+1] < x < [ng,...,n,n]“
N falls k gerade,
k+1 = .
,dasn>1mit[ng,...,n,n] < x < [ng, ..., 0, n+ 1]

falls kungerade.

Nach oben existiert limy, _, ., q, wobei wieder qi = [ny, ..., n, ] firk>0.
Nach Konstruktion ist aber qy; < x < qy,; firallek > 0.
Also ist x = limy, _, ., qy.
Induktion nach k zeigt, daf} jede Darstellung von x die rekursive
- Definition der ny erfiillt. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

LBt man als ersten Index n beliebige ganze Zahlen zu, und verallgemeinert
man die Definition eines Kettenbruchs in der offensichtlichen Weise, so erhilt
man ein analoges Resultat fiir alle irrationalen Zahlen x € R.

Wir definieren schliefilich:

Definition (unendliche Kettenbriiche)
Sei (n, | ke N) eine Folge von natiirlichen Zahlen n; > 1.
Wir setzen [ng, ny, ...] = [ng | ne NJ = limy _, .. [ng, ..., ny],
und nennen [ng, ny, ...] auch einen unendlichen Kettenbruch.
Fir k > 1 heifit [ny, ..., n,_; ] der k-te Niberungsbruch an [n; | ke N].
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Berechnung der Niherungsbriiche

Die Berechnung einer Reihe [ng], [ng, n;], ..., [0, 0y, ..., n} ] von Nihe-
rungsbriichen ist rechentechnisch aufwendig, da die rekursive Definition von
[ng, ..., 0y, ] auf [ny, ..., ny ] zuriickgreift und nicht auf [ny, ..., n,]. Prakti-
scher, und daneben auch von hohem theoretischen Interesse ist ein Verfahren,
das zwei Hilfsreihen verwendet.

Definition (Hilfsreiben zur Berechnung der Niherungsbriiche)
Sei (n, | ke N) eine Folge von natiirlichen Zahlen grofier oder gleich 1.
Wir definieren rekursiv (py | k 2 - 2)und (qy | k = - 2) durch:

P—Z = 0’ P-l = 1)
Pk = NgPr_g + pr-2 firk =0,
q-; = 17 q_1 = 0,

qr = DpQe-g + Q2 firk>0.

Die p-Reihe beginntalsomit 0, 1, ng, ny ng+ 1, n; ny ng +n; +ny, die g-Reihe
mitl, 0, 1, n;, nyn; + 1. Ein Element der Reihe ist eine gewichtete Summe seiner
beiden Vorginger. Ist (n; | ke N) konstant, so ist die p-Reihe ein Linksshift der
g-Reihe; es giltdann py = qp, ¢ fiirk>- 2. Istspeziellny = 1 fiiralleke N, so heifit
(qx | ke N)die Folge der Fibonacci-Zahlen. Sie beginntmit 1, 1,2, 3,5, 8,13, ...

Von rechenschmerzlindernder Bedeutung in der Theorie der Kettenbriiche
ist nun der folgende Satz:

Satz  (Berechnung der Niherungsbriiche)
Sei (n) | ke N) eine Folge von natiirlichen Zahlen gréfier oder gleich 1,
und seien {py | k = - 2) und (qi | k = - 2) wie oben definiert.
Dann gilt [ng, ..., 0] = pi/qy firallek > 0.

Beweis
— Einfache Induktion nach k.

Weiter gilt fiir k € N: p,/qy ist gekiirzt, und die bestmogliche Approximation an den
unendlichen Kettenbruch [ng, ny, ... ] unter allen Briichen mit einem Nenner < q. Wir
verweisen den Leser hierzu auf die Literatur.

Die p-und q-Folgen erméglichen also eine komfortable Berechnung der Nihe-
rungsbriiche von [ng, ny, ...]. Istumgekehrt x gegeben, so liefert der Euklidische
Algorithmus angewendet auf x und 1 die Ziffern (die sog. Teilguotienten) ny der
Kettenbruchentwicklung [ng, ny, ...] von x. Er ldfitsich offenbar in der folgenden
einfachen Form durchfiihren:

n, = ,der ganzzahlige Anteil von 1/r,_“,
r, = ,der Nachkommaanteil von 1/r_;“,
mitk>0undr_; = 1/x.
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Beispiel: Fiir die Niherung x = 3,14159265358979 an die Kreiszahl © liefert der Eu-
klidische Algorithmus, angewendet auf x und 1, eine Folge beginnend mit 3, 7, 15, 1,
292. Die p-Folge beginnt dann mit 0, 1, 3, 22, 333, 355, 103993, die g-Folge mit 1, 0,
1,7,106, 113, 33102. Die ersten beiden rationalen Approximation an 7 sind also 3 und
der seit Ur-Zeiten bekannte Bruch

22/7 ~ 3,14285714.

Es folgen 333/106 ~ 3,14150943 und 355/113 ~ 3,14159292,
sowie der schon recht genaue Bruch 103993/33102 ~ 3,14159265.

Berechnung periodischer Kettenbriiche

Ist die Rekursionsgleichung [ng, ..., 0y, 1] = ng + 1/[ny, ..., ny, (] auch unge-
eignet zur Berechnung der Folge der Niherungsbriiche, so lassen sich mit ihrer
Hilfe dagegen die Werte gewisser unendlicher Kettenbriiche leicht identifizie-
ren. Ein Grenziibergang liefert die Gleichung

[ng,ny,...] = ng + 1/[ny,ny,...]

fiir alle Kettenbriiche [ng, ny, ...]. Periodische Kettenbriiche fithren so zu qua-
dratischen Gleichungen. Seietwax = [2, 2,2, ...]. Dann giltx = 2 + 1/x, also

X' -2x-1 = 0.

Wegen x > 1 folgt hieraus x = 1+ V2.

Weiter giltz.B. [1,2,2,2,...] =V2und [1,1,2,1,2,1,2,...] = V3. Nach
dem Hauptsatz tiber Kettenbriiche und dem Satz von Pythagoras sind also insbe-
sondere die Diagonale und die Seite eines Quadrats inkommensurabel, was wir
gleich noch einmal anders beweisen werden. Es lifit sich zeigen, daff die irratio-
nalen Losungen quadratischer Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten ge-
nau den periodischen unendlichen Kettenbriichen entsprechen.

Der erste und edelste unter den unendlichen Kettenbriichen ist vermutlich
[1, 1, 1, ...]. Seine Niherungsbriiche sind durch die Quotienten q, ;/q; der
Reihe der Fibonacci-Zahlen gegeben. Dieser Bruch nun bringt uns endlich zu-
riick zu Hippasos von Metapont und einer bis in die Neuzeit als magisch erach-
teten geometrischen Figur: Dem gleichseitigen Fiinfeck, an dem selbst ein
"Teufel nicht gleichgiiltig voriiber gehen kann.

Das regelmifiige Pentagramm

Das Pentagramma macht dir Pein? Die Idee der Verhiltnismifiigkeit zweier be-
Ei sage mir, du Sobn der Holle, liebiger Grofien war schon und fruchtbar, aber
Wenn das dich bannt, nichtrichtig. Ironischerweise war es nun gerade

wie kamst du denn berein ¢
Wie ward ein solcher Geist betrogen ?
(Faust)

das Ordenssymbol der Pythagoreer, das regel-
mifiige Pentagramm, an dem Hippasos seine er-
schiitternde Entdeckung gemacht haben soll :
Es enthilt nimlich zwei Grofien, deren Wechselwegnahme die Vielfachheitsfolge
1,1,1,... liefert, die also im irrationalen Verhiltnis [1,1,1, ... ] zueinander stehen.
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Wir wollen uns ein solches Ag
Pentagramm einmal genauer
ansehen. ap
Regelmifiige Pentagramme
lassen sich in natiirlicher Weise E, C,/ a \D B,

in sich selbst reproduzieren. ‘
Aus einem regelmifiigen Pen- ) A‘
tagramm A ByCyD(E, erhal- L\

ten wir durch iteriertes Ein- v
zeichnen der Diagonalen neue
.. . Al
regelmifiige Pentagramme A,
B,C,D,E,. Es seien a, aj, a,,
D,

E,
... die Seitenlingen der Penta- Co
gramme, und by, by, b,, ... die
Lingen ihrer Diagonalen, also etwaby = A¢Co, by = A;Cy, ... Elementare geome-
trische Beobachtungen fithren zu den Gleichungen:

(i) b; = by - ay, allgemein b,,; = b, - a,

(i) a; = ag - by, allgemein a,,; = a, - by, 1,
(iii) be/ag = ag/by, allgemein b,/a, = a,/b,.,
(iv) ag/b; = by/a;, allgemein a,/b,,; = b,,1/a,,1-

zu (l) und (ll) €s gllt BODO = bo, D()El = o, DIBO = EIB() = E1C1 = bl'
zu (1i) und (iv) : betrachte DyByAy, DyE;C; und DyA;B;.

Setzen wir ¢y, = by, €241 = 8y, SO ist{c, | n € N) eine monoton gegen 0 kon-
vergierende Folge, und furallen giltc,,, = ¢, - ¢, qundc,/c 1 = ¢hp1/Chaa-

Der Algorithmus von Euklid, angewendet auf by und a,, liefert also die Glei-
chungen (Gy), (Gy), ..., (Gan), (Gogi1), ---, n € N, wobei

(GZn) bn = 1'an + bn+1 (denn bn =a, + (bn - an))a
(G2n+1) a, = 1'bn+1 + An41 (dennan = bn+1 + (an - bn+1))'

Das Verfahren produziert also die Grofien by, und a,, der einbeschriebenen Pen-
tagramme A, B C,D,E,. Es terminiert nicht, und damit haben die beiden we-
sentlichen Grofien by und a, eines regelmifiigen Pentagramms kein rationales
Verhiltnis zueinander: by und a, sind nicht kommensurabel! Das Aushinge-
schild der Pythagoreer enthielt ein zwar nicht offensichtliches, aber doch fiir je-
dermann sichtbares Gegenbeispiel zu einer der Hauptthesen der Gruppierung.
Eine der grofien Entdeckungen der Wissenschaftsgeschichte ist damit auch mit
einem zeitlosen Witz verbunden.

Das Verhiltnis by/a, ist zu grofem Ruhm in der Kunst, Architektur, Graphik
und Typographie gelangt, und taucht keineswegs nur im regelmifiigen Penta-
gramm auf. Aus der Identitit

bo/ao = ao/b1 = 30/(b0 - 3.0)

gewinnt man die Gleichung x* - x - 1 = 0 mit x = by/a,. Diese hat die positive
Losung g = (V5 + 1)/2 ~ 1,6180339887, bekannt als goldener Schnitr.
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Die Vielfachheits-Koeffizienten be/an = 1
des Euklidischen Algorithmus fiir 70 1
das Paar by und a, sind konstant 1+
gleich 1. Es gilt also g = (V5 + 1)/2 1 + 1
= [1’ L1, ] =limk—v°°qk+1/qk’ 1 +

mitder Fibonacci-Folge(qy | ke N).
Mathematisch gewinnt man den golde-
B nen Schnitt aus den Gleichungen x =1 + 1/x
oder x(x - 1) = 1, die zu obigem Polynom
x* - x - 1 fiihren. Fiir den Kehrwert von g

b 2 eiltl/g=g-1=(V5-1)/2.
Die vielleicht einfachste geometrische
A b D C Konstruktion des goldenen Schnitts ist :
a Um die Stecke AC der Linge a im goldenen
Schnitt zu teilen bildet man ein rechtwinkli-
ges Dreieck wie in der Figur, und trigt a/2 an der Hypotenuse von B aus ab. Den
Rest b = a/2(V/5 - 1) der Hypotenuse iibertrigt man von A aus auf AC. Der
Schnittpunkt D teilt dann AC im goldenen Schnitt. Das Verhiltnis wird im allge-
meinen als harmonisch und interessant empfunden, im Gegensatz etwa zur lang-
weiligen und kalten Halbierung. Es gilt b? = a(a - b). Spiegelt man den Punkt C
an D, so teilt der Spiegelpunkt C” die Strecke DA der Linge b wieder im golde-

nen Schnitt.

Die Diskussion des Pentagramms wire

a/2

. . C
ohne eine Konstruktionsmethode noch un-
vollstindig. Regelrpéiﬁlge Po.lygone mitn Ek- A
ken, n >3, lassen sich nach einem berithmten
Satzvon Gauf} genau dann mit Zirkel und Li- a/2
neal konstruieren, wenn die ungeraden Prim- B D
a

faktoren von n alle nur einfach auftreten und
zadem alle von der Form 2 + 1 sind. So sind
regelmifiige Polygone mit 3, 6, 12, ..., 4, 8,
16, ...,5,10,20, ..., 15, 30,60, ..., 17, 34, 68,
..., 51, ..., 85, ... Ecken konstruierbar mit
Zirkelund Lineal, regelmifiige Polygone mit 7 oder 9 Ecken jedoch nicht. Die tat-
sichlichen Durchfiihrungen sind dabei in vielen Fillen sehr trickreich. Bereits bei
Euklid findet sich die Konstruktion eines regelmiffigen Pentagramms in einem
vorgegebenen Kreis (4. Buch, §11). Die Konstruktion oben geht auf Richmond
1893 zuriick. Man bildet iber dem Mittelpunkt eines Kreises vom Radius a eine
Senkrechte der Linge a/2, und verbindet ihren Endpunkt A mit D. Die Winkel-
halbierung bei A liefert den Punkt B, und die Senkrechte auf B fithrt zu C. Die
Strecke CD ist dann eine der Seiten eines Pentagramms, das in den urspriingli-
chen Kreis einbeschrieben ist. Die restlichen Seiten lassen sich dann aus dieser
Seite konstruieren. Der Leser mag versuchen zu beweisen, dafi dieses Verfahren
tatsichlich ein regelmifliges Pentagramm erzeugt.
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Irrationalitit der Quadratwurzel

Nach der Entdeckung des Hippasos sind dann viele weitere irrationale Ver-
hiltnisse bekannt geworden. Das bekannteste ist vielleicht die Irrationalitit der
Quadratwurzel aus 2, d.h. die Inkommensurabilitit der Diagonale eines Qua-
drats mit seiner Seitenlinge.

Satz  (Irrationalitiit der Quadratwurzel)
/2 ist irrational.

Beweis
Annabme N2 = n/m fiir natiirliche Zahlen n und m. Durch Kiirzen des
Bruchs kénnen wir o. E. annehmen, dafi n oder m ungerade ist.
Es giltn? = 2 - m?, also ist n* gerade, und damit ist auch n gerade.
Dann ist aber n’ durch 4 teilbar, also ist 2 - m? durch 4 teilbar.
Dies ist nur moglich, wenn m” und damit m gerade ist.

— Dann sind aber m und n gerade, Widerspruch !

Dieses Argument findet sich im zehnten Buch der ,,Elemente“ (§115a), ist aber ,sicher
kein urspriinglicher Bestandteil von Euklids Werk® [Euklid 2003, S. 462 ]. Der Beweis wird
bereits bei Aristoteles erwihnt und ,,diirfte aus einem ilteren Werk iibernommen sein®
[eb.]. Fiir einen allgemeineren Existenzsatz sieche §9 des zehnten Buches der ,Elemente*.

Mit Hilfe der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung lifit sich der Beweis auch
so fiihren: Sei wieder n’ = 2 - m?, und seien n und m relativ prim zueinander (d. h.
n und m haben keine gemeinsamen Primfaktoren, oder gleichwertig: n/m ist ge-
kiirzt). Es giltm # 1, da 2 keine Quadratzahl ist. Aus n” = 2 - m” folgt aber, daff jeder
Primfaktor von m ein Teiler von n? ist, also auch ein Teiler von n, Widerspruch.

Fiir dieses Argument geniigt also bereits die folgende schwache Form des Satzes tiber
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung: ,,Ist n* durch eine Primzahl p teilbar, so ist
n durch p teilbar.“ Das Argument des ersten Beweises braucht keine zusitzlichen Hilfs-
resultate, sondern kommt mit einer elementaren Fallunterscheidung in gerade und un-
gerade aus.

Die Inkommensurabilitit der Dia-
gonale und der Seitenlinge eines
Quadrats lafit sich auch, dhnlich wie
fiir das Pentagramm, geometrisch er- dy = Hauptdiagonale
kennen (siehe [Zeuthen 1915]). Wir ay
betrachten das Diagramm rechts, das a
ein Quadrat Q, mit Diagonale d,
und Seite a5 zum Ausgang hat, und a
zwei weitere Quadrate Q; und Q,
mit Diagonalen d; und d, und Seiten
a; und a, enthilt. Aus Q, werden nun 2

Q; und Q4 gebildet wie Q; und Q,

d,

£

d;
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aus Q. Es entstehen Quadrate Q; mit Diagonale d; und Seite a;,i> 1. Wir finden
die rekursiven Gleichungen:

di = a; + aj,1, 3 = a2 + di,.

Also giltdy = ag + a; und a; = 2a;,; +a;,, firallei > 0. Die Wechselwegnahme
fiir das Paar dg und a, terminiert also nicht, genauer liefert sie die Vielfachheits-
folge 1,2,2,2, ... Damitist das Verhiltnis der Seite eines Quadrats zu seiner Dia-
gonalen irrational. Im Falle des Einheitsquadrats (ag = 1) giltdy =1, 2,2, 2, ...].
Zusammen mit dem Satz von Pythagoras haben wir damit einen weiteren Beweis

fiir die Gleichungﬁ: [1,2,2,2,...].

Uberlieferung und Bedeutung der Inkommensurabilitit

Wie oben erwihnt ist die Entdeckung der Inkommensurabilitit am Penta-
gramm eine spekulative Rekonstruktion. Die Alternative ist, daf} sie am Quadrat
entdeckt worden ist, entweder geometrisch wie oben oder durch das gerade-un-
gerade Argument, das sich dann bei Euklid findet. Zur Entdeckung der Inkom-
mensurabilitit schreibt Kurt von Fritz 1954

von Fritz (1954): ,,The discovery of incommensurability is one of the most amazing and
far-reaching accomplishments of early Greek mathematics. It is all the more amazing
because, according to ancient tradition, the discovery was made at a time when Greek
mathematical science was still in its infancy and apparently concerned with the most
elementary ... problems, while at the same time, as recent discoveries have shown, the
Egyptians and Babylonians had already elaborated very highly developed and compli-
cated methods for the solution of mathematical problems of a higher order, and yet, as
far as we can see, never even suspected the existence of the problem...

... It is the purpose of this paper to prove: 1) that the early Greek tradition which
places the second stage of the development of the theory of incommensurability in the
last quarter of the Sth century, and therefore implies that the first discovery itself was
made still earlier is of such a nature that its authenticity can hardly be doubted...

... the tradition concerning the first discovery itself has been preserved only in the
works of very late authors, and is frequently connected with stories of obviously legen-
dary character. But the tradition is unanimous in attributing the discovery to a Pytha-
gorean philosopher by the name of Hippasus of Metapontum...

According to Iamblichus’ Life of Pythagoras, Hippasus had an important part in the

political disturbances in which the Pythagorean order became involved in the second
quarter of the 5th century, and which ended in the revolt of ca 445, which put an end
to Pythagorean domination in southern Italy. This agrees perfectly with the tradition
which places him in the generation before Theodorus, who, as shown above, was born
between 470 and 460.
... The discovery of incommensurability must have made an enormous impression in
Pythagorean circles because it destroyed with one stroke the belief that everything
could be expressed in integers, on which the whole Pythagorean philosophy up to then
had been based. This impression is clearly reflected in those legends which say that
Hippasus was punished by the gods for having made public his terrible discovery.“




1. Irrationale Zahlen 41

Der Artikel von Kurt von Fritz ist mittlerweile selbst ein Klassiker. Helmuth
Gericke fafit 1984 die Situation zusammen:

Gericke (1984): ,Dafiir, dal Hippasos den Beweis am Fiinfeck gefiihrt haben konnte,
sprechen die Argumente:
1) Esistiiberliefert, dafl Hippasos sich mit dem regelmifiigen Dodekaeder beschiftigt
hat, dessen Seitenflichen bekanntlich Fiinfecke sind.
2) Das Fiinfeck bzw. das Pentagramm war das Erkennungszeichen der Pythagoreer;
das wire ein Motiv dafiir, sich mit der Figur besonders griindlich zu beschiftigen.
3) Fir einen geometrischen Satz wird man zuerst nach einem geometrischen Beweis
suchen, nicht nach einem zahlentheoretischen.

Dagegen spricht, dafi der [arithmetische] Beweis am Quadrat tiberliefert ist [ bei

Euklid], der am Fiinfeck nicht.“

Die Entdeckung der Inkommensurabilitit darf aus heutiger Sicht als das zen-
trale Ereignis in der Geschichte der reellen Zahlen gelten. Die Bedeutung der
Entdeckung fiir ihre Zeit ist Gegenstand der historischen Diskussion, insbeson-
dere die Einstufung als ,,Grundlagenkrise” wird befirwortet wie auch kritisiert
(vgl. [Tannery 1887], [Hasse/Scholz 1928], [Becker 1933 ], [Freudenthal 1966],
[ Gericke 1970], [Knorr 2001]). Sicher hat sie das ,,Weltbild der Pythagoreer®
als unhaltbar erwiesen und als einer plétzlichen Erkenntnis, daff gewisse wichtige
Dinge sich in Wahrheit ganz anders verhalten als bislang angenommen, darf man
der Entdeckung der inkommensurablen Verhiltnisse eine Schockwirkung zu-
sprechen. Die reellen Zahlen sind viel komplizierter als angenommen. Dieses
Thema sollte sich dann im Lauf der Geschichte noch mehrfach wiederholen.

Platon rechnete dann bereits das Wissen um die Irrationalitit zur Allgemeinbil-
dung, und dufiert sich in ungewohnlichen Worten iiber das eigene und allgemeine
Unwissen hieriiber. Das Motto zu Beginn dieses Buches findet sich in Platons
,Gesetzen“ innerhalb der Diskussion der Lehrmethoden der Agypter:

Platon (Gesetze, § 819f):

»Der Athener: Sodann befreien sie [die Lehrer] bei den Messungen von allem, was
Linge und Fliche und rdumliche Ausdehnung besitzt, von einer licherlichen und
schimpflichen Unwissenheit, welche diesbeziiglich allen Menschen von Natur inne-
wohnt.

Kleinias: Welche und was fiir eine meinst du denn damit ?

Der Athener: Mein lieber Kleinias, auch ich selbst habe erst ganz spit von unserer
Einstellung zu diesen Dingen geh6rt und mich dariiber gewundert, und sie schien mir
nicht die von Menschen, sondern eher die einer Herde von Schweinen zu sein, und ich
habe mich nicht blof fiir mich selbst geschimt, sondern auch fiir alle Hellenen.

Kleinias: Weshalb denn? So sag doch, was du meinst, Fremder.

Der Athener: So sag ich’s denn oder vielmehr, ich will es dir durch Fragen klarma-
chen. Antworte mir kurz: du weifit doch, was eine Strecke ist? ... Und weiter: was eine
Fliche? ... Und doch auch, daf} das zweierlei ist, das dritte davon aber die riumliche
Ausdehnung.

Kleinias: Sicher.

Der Athener: Meinst du nun nicht, daf§ das alles gegeneinander mefibar ist?
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Kleinias: Ja.

Der Athener: Dafl also Strecke gegen Strecke, denke ich, Fliche gegen Fliche und
ebenso der Rauminhalt sich ganz natiirlich messen lafit.

Kleinias: Vollkommen.

Der Athener: Wenn sich aber einiges weder ‘vollkommen' noch annihernd gegen-
einander messen lifit, sondern das eine wohl, das andere aber nicht, du es jedoch von
allen annimmst, wie, meinst du, mag es da in dieser Beziehung um dich stehen ?

Kleinias: Offenbar schlecht.

Der Athener: Wie ist es nun mit dem Verhiltnis von Strecke und Fliche zum Raum-
inhalt oder von Fliche und Strecke zueinander ? Sind wir Hellenen hiertiber nicht al-
lesamt der Ansicht, dafi sich das irgendwie gegeneinander messen lifit ?

Kleinias: Ganz gewif.

Der Athener: Wenn das aber keinesfalls irgendwie moglich ist, wir Hellenen aber,
wie gesagt, es uns alle als moglich vorstellen, mufl man sich da nicht fir alle schimen
und zu ihnen sagen: ,Ihr besten aller Hellenen, ist dies nicht einer von den Gegen-
stinden, von denen wir gesagt haben, sie nicht zu wissen sei schimpflich, wihrend das
Notwendige zu wissen noch nichts besonders Rithmliches sei ?*

Kleinias: Ohne Zweifel.

Der Athener: Aufierdem gibt es noch andere diesen verwandte Probleme, bei denen
viele Irrtiimer in uns entstehen, die mit jenen Irrtiimern verschwistert sind.

Kleinias: Welche Probleme denn?

Der Athener: Auf welchem Naturgesetz die gegenseitige Mefibarkeit und Nicht-
mefbarkeit beruht. Denn das mufi man priifen und unterscheiden, oder man bleibt
ein ganz armseliger Tropf. Diese Probleme mufi man sich stets gegenseitig vorlegen
und so einem Zeitvertreib huldigen, der fiir Greise weit reizvoller als das Brettspiel ist,
und man muf allen Eifer in den Mufiestunden an den Tag legen, die man diesen Fra-
gen zu widmen hat.“

In ihren Mufiestunden wiesen die Griechen dann auch die Irrationalitit von
Quadratwurzeln nach. Platon erwihnt einige Spezialfille in seinem 399 v. Chr.
spielenden Dialog Theaitetos, und er schreibt deren Beweise dem Theodoros von
Kyrene, einem seiner Lehrer, zu. Die Stelle, um 368 v. Chr. geschrieben, ist das
fritheste Dokument in der Geschichte der irrationalen Zahlen. Danach kommen
bereits die entsprechenden Kapitel in den ,,Elementen des Euklid. Die Hippa-
sos-Uberlieferung beginnt erst viel spiter.

Platon (Theaitetos, § 147):

,» Theaitetos: Von den Seiten der Vierecke zeichnete uns Theodoros etwas vor, in-
dem er uns von der des dreifiifligen und fiinffiifigen bewies, daf§ sie als Linge nicht
mefibar wiren durch die einfifiige. Und so ging er jede einzeln durch bis zur [ein-
schlieflich ? ] siebzehnfiifiigen, bei dieser hielt er inne...“

Man darf der Stelle entnehmen, daf} die Irrationalitit der Wurzel aus 2 bereits
bekannt war. Sonst gibt es keinen Grund, bei 3 anzufangen. Theodoros erwei-
terte ein bekanntes Resultat. Theaitetos selbst gelang dann spiter der allgemeine
Beweis der Irrationalitit von Vn fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2, die keine
Quadratzahlen sind.



1. Irrationale Zahlen 43

Die Figur rechts gibt eine
mogliche Erklirung dafir,
warum Theodorus bei V17
aufgehort hat. Wir starten mit
einem Quadrat der Seiten-
linge 1, und bilden rechte
Winkel an den Diagonalen. !
Die so entstehenden Drei- \
ecke haben eine Diagonale
der Linge Vhn firn=2, 3,

..., 17. Ohne Uberlappung

ist diese Konstruktion ge- T

nau 16 mal méglich. Die letzte

Diagonale hat die Linge V17. Diese Deutung stammt von [ Anderhub, 1941].

Fiir eine Analyse von ,,bis zur siebzehnfiifligen®, die sich mehr mit den méglichen

Beweisen fiir die fraglichen Wurzeln beschiftigt, vgl. [Hardy/Wright1979,4.5].
Zeitlich ergibt sich etwa folgendes Bild der Ereignisse:

uM 500 v. CHR. Zahlenmystik bei den Pythagoreern.

uM 450 v. CHR. Hippasos: Inkommensurable Verhiltnisse im Pentagramm.
Moglicherweise zu dieser Zeit auch Beweis der Irrationalitit
der Wurzel aus 2.

uM 400 v. CHR. Theodoros: Irrationalitit der Wurzeln aus 3, ..., 15, und (?) 17.
uM 370 v. CHR. Theaitetos: Irrationalitit aller fraglichen Wurzeln.

uM 300 v. CHR. Euklid: Im (méglicherweise auf Theaitetos zuriickgehenden)
X. Buch der ,,Elemente® findet sich eine umfassende
Diskussion der Inkommensurabilitit und ihres
Zusammenhangs mit dem Euklidischen Algorithmus.

Die Antike hat auf die Entdeckung der irrationalen Verhiltnisse nicht nur irri-
tiert, sondern auch produktiv reagiert. An erster Stelle zu nennen ist hier die etwa
370 v. Chr. entwickelte Proportionslehre des Eudoxos, die sich im fiinften Buch
bei Euklid findet.

Die Entdeckung der Inkommensurabilitit wirft unter anderem folgendes Pro-
blem auf: Bei der Untersuchung von Verhiltnissen a/b, wo a und b nun beliebige
geometrische Grofien sind, geniigt eine Theorie nicht mehr, die nur die natiirli-
chen Zahlen kennt. Kann man noch hinnehmen, daf} viele Seitenlingen, die in
der Geometrie auftauchen, nicht als Paare von natiirlichen Zahlen reprisentiert
werden konnen, so wird spitestens beim weiteren Rechnen mit mehreren dieser
Grofien die alte Theorie unbrauchbar. Viele Beweise fiir geometrische Sitze
ruhten sogar auf Kommensurabilititsannahmen (etwa ein Beweis des Strahlen-
satzes). Eudoxos von Knidos findet die erste die Griechen befriedigende Losung.
Sie fillt unter das Stichwort der ,relationalen Definition“. Eudoxos definiert
nicht, was eine reelle Zahl a oder ein Verhiltnis a/b von reellen Zahlen (Strek-
kenlingen) sein soll, sondern er definiert: Zwei Verhiltnisse a/b und ¢/d sind
gleich, falls fiir alle natiirlichen Zahlen n und m eine der folgenden Aussagen gilt:
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(1) na < mb und nc < md.
(2) na = mb und nc = md.

(3) na > mb und nc > md.

Euklid (um 300 v. Chr): ,,[V. Buch, Definition 5] Man sagt, dafi [vier] Grofien [a,b,c,d]
in demselben Verhiltnis stehen, die erste zur zweiten wie die dritte zur vierten, wenn
bei beliebiger Vervielfiltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten [na und nc]
den Gleichvielfachen der zweiten und vierten [mb und md] gegeniiber, paarweise ent-
sprechend genommen, entweder zugleich grofier oder zugleich gleich oder zugleich
kleiner sind.“

Eine andere naheliegende Definition von ,,gleiches Verhiltnis“ wire: 2 und b verbalten
sich wie ¢ und d, falls die beiden Folgen der Vielfachheitskoeffizienten, die der Euklidische
Algorithmus liefert, iibereinstimmen, d.h. a,b und ¢, d haben die gleiche Wechselweg-
nahme, sie fithren zu den gleichen Kettenbriichen. Die Stellung dieser Definition, die
insbesondere bei Aristoteles erwihnt wird, hat O.Becker in seinen Eudoxos-Studien un-
tersucht. Unter dieser Definition wirft die Implikation ,,a/b = c/d folgt a/c =b/d“ Schwie-
rigkeiten auf (es gibt keine einfache Regel zur Multiplikation von Zahlen in Kettenbruch-
darstellung). Die Problematik fithrte Eudoxos méglicherweise dazu, nach einer anderen
Definition zu suchen. (Siehe hierzu [ Becker 1933 ] und [ Gericke 1970].)

Die Ausdriicke in (1) - (3) haben eine klare geometrische Bedeutung, da geo-
metrische Grofien leicht n-mal hintereinander abgetragen werden kénnen.
Diese Definition 16st nun das Rechenproblem mit beliebigen Grofien: Der
Nachweis von a/b = ¢/d verlduft durch eine dreiteilige Fallunterscheidung. Aus
der Annahme von na < mb zeigt man nc < md, aus der Annahme von na = mb
zeigt man nc = md, und aus der Annahme von na > mb zeigt man nc > md.

Zeigt man mit Hilfe der Definition des Eudoxos, dafi aus a/c = b/c folgt, daff a = b gilt, so
sieht man, daf} das (seit O. Stolz 1880) sog. ,,Archimedische Axiom“ verwendet werden
mufi: Firalle a/b existiert ein n mitna > b. Dieses Prinzip, das geometrisch sofort einleuch-
tet, muf} also bereits dem Eudoxos vor Augen gestanden haben. (Der Leser verwende zum
Beweis der Behauptung ,,a/c = b/c folgt a = b* im Sinne von Eudoxos nur Multiplikationen
zweier Grofien, bei denen mindestens ein Faktor eine natiirliche Zahl ist; nur solche Multi-
plikationen haben eine offensichtliche geometrische Bedeutung als Streckenlinge.) Die
Implikation ,a/c = b/c folgt a = b“ hiltauch Euklid explizit fest (Buch V, §9).

Von der Definition des Eudoxos fithrt eine Briicke in die moderne Mathema-
tik: Fiir alle Testgrofien n, m ist offenbar eine der drei Annahmen fiir a/b richtig.
Damit teilt a/b die rationalen Zahlen m/n in drei Mengen

R={m/nlna<mb}, M={m/nlna=mb}, L={m/nlna>mb}.

Damit ist man von der Definition einer reellen Zahl als Dedekindscher Schnitt
nur noch einen Schritt weit entfernt: Man stellt derartige ,,Schnitte“ L, M, R von
Q an die Spitze der Uberlegung und definiert eine reelle Zahl schlichtweg als
eine solche Zerlegung. (Dieser ,eine Schritt” ist nur aus heutiger Sicht klein.)
Eine der ersten genauen Konstruktionen der reellen Zahlen aus dem 19. Jahr-
hundert kann somit als die Fortfithrung einer mehr als zwei Jahrtausende frither
formulierten Idee angesehen werden.
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Andere irrationale Zahlen

Wir verlassen die Antike und springen an den Anfang des 19. Jahrhunderts zu ei-
nem allgemeinen Satz von Gaufi, der die Ergebnisse von Theodoros und Theaite-
tos verallgemeinert: Losungen von algebraischen Gleichungen sind ganzzahlig
oder irrational. Gauf} bewies diesen Satz in allgemeinerer Form in seinen ,,Disqui-
sitiones Arithmeticae“ von 1801, §42 ([ Gauf} 1986]).

Satz  (Satz von Gauf§iiber die Irrationalitit von Losungen algebraischer Gleichungen)
Seix € R - Z eine Losung einer Gleichung

) X +a_ x5+ .. +a, = 0, mtaeZfir0<i<k.

Dann ist x irrational.

Beweis
Annabme, x = n/m firn € Z, me N*. O.E. sind n und m relativ prim.
Wegenx e Zistn#0undm > 1. Es gilt dann :

n* + ak_lnl"lm1 + o+ aomk = 0,

und folglich nf = -m@_ 0!+ L+ aymh).

Also ist jeder Primteiler von m > 1 ein Teiler von n*, und damit auch
von n, Widerspruch.

Bereits 1737 bewies Euler die Irrationalitit der heute nach ihm benannten
Zahle = 2.y I/kl = 1+ 1+ 1/2 +1/6 + 1/24 + ... Das Argument benutzt
diesmal nicht die Primfaktorzerlegung, sondern eine Majorisierung durch
eine geometrische Reihe: Bekanntlich gilt % 5 qk = 1/(1 - q) fur alle reellen
Zahlen q mit |ql < 1. Der Beweis kann damit in wenigen Zeilen gefiihrt wer-
den:

Satz  (Irrationalitit der Eulerschen Zahl)
e ist irrational.

Beweis
Annabme, e =n/m firn,m € N*. Sei
r=m!(e-Zp<p<m 17k!).
Nach Annahme ist dann r € N, insbesondere also r > 1, da r > 0. Aber
r=3.,m/k <. V/m+1)*=1/0-1/(m+1) -1 =1/m < 1,
- Widerspruch!

Eine Variation dieser Beweisidee, die die reelle Analysis zu Hilfe nimmt, zeigt
die Irrationalitit von m. Das Argument besticht eher durch seine Kiirze als durch
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seine Transparenz. Ob , Trickkiste der Analysis“ oder vielmehr ,Reichtum des
analytischen Dschungels“ - wir iiberlassen die Entscheidung hieriiber dem
Leser.

Satz  (Irrationalitit der Kreiszabl m)
T ist irrational.

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dafy n? irrational ist.
Annabme, n* = p/q mit p,q € N. Wir setzen firn € Nundx € R:

f.x) = x* (1 -x)"/n!,
Fo® = " Zocicn (- D' ().
Es ist leicht zu sehen, daf £(0) und (1) natiirliche Zahlen sind fiir

alle 0 <i < 2n. Damit sind dann auch F,(0) und F,(1) natiirliche Zahlen.
Weiter gilt:

+) folnp“ sin(mx) f,(x) dx = F,(0) + F,(1) € N.

Beweis von (+)
Die Ableitung von F,’(x) sin(nx) - © F,(x) cos(nx) berechnet sich zu

(F,(x) + m* Fy(x)) sin(nx) = q" 122 £,(x) sin(mx) = 7° p" sin(mx) f,(x).
Weiter gilt:

[F,/) sin(mtx) - m F,(x) cos(m X)](l) = n(F,(0) + F,(1)).

Dies zeigt (+).

Aber es gilt wegen 0 < sin(nx) < 1 und f,(x) < 1/n! firallex € [0, 1], daff

1
0 < [ mp"sin(ux) f(x)dx < mp/nl.
0

Letzterer Wert ist fiir gentigend grofie n kleiner als 1, also ist der Wert
— des Integrals keine natiirliche Zahl, iz Widerspruch zu (+).

Der erste Beweis der Irrationalitit von T gelang Johann Lambert in den 60er Jahren des
18. Jahrhunderts. Den obigen vereinfachten Beweis gab Ivan Niven 1947.

Ubung
Seiena,be N, a,b =2, und es gebe eine Primzahl p, durch die genau
eine der beiden Zahlen a und b teilbar ist.
Dann ist log,b irrational.

Wir wollen nun noch die irrationalen Zahlen durch eine Approximations-
eigenschaft charakterisieren. Die fiir sich interessanten Ergebnisse werden wir
zudem bei der Untersuchung transzendenter Zahlen verwenden kénnen.
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Rationale Approximationen

Eine reelle Zahl x kann beliebig genau durch Briiche p/q € Q approximiert
werden, d.h. fir alle e € R" existieren p e Zund q € N*, mit |x - p/ql <e. Wir
finden ein solches p/q leicht wie folgt: Sei q derart, dafi 1/q < e,undseipe Z
maximal mit p/q < x. Dann ist |x - p/ql < 1/q < €. Eine natiirliche informale
Frage ist nun: Welche reellen Zahlen lassen sich mit geringem Aufwand relativ
gut durch rationale Zahlen approximieren ?

in Dieudonne (1985): ,Eine ernsthafte Untersuchung dieses Problems begann um die
Mitte des achtzehnten Jahrhunderts, als sich die Mathematiker fiir die numerische
Auflosung von Gleichungen und die Geschwindigkeit der Konvergenz der Nihe-
rungswerte fiir Wurzeln interessierten. Aus der einfachen Suche nach einer prakti-
schen Methode zur Anniherung einer reellen Zahl ist ein ganzer technischer und spe-
zialisierter Zweig der Zahlentheorie hervorgegangen [die Theorie der rationalen
oder diophantischen Approximationen].“

Ein gutes Maf fiir den betriebenen Approximations-Aufwand ist die Grofie
des Nenners des approximierenden Bruchs. ,Relativ gut“ interpretieren wir
dann durch eine Funktion, die einem Nenner eine Approximationsgiite o zuord-
net.

Definition (Approximationsfunktion)
Seio: N* — R* eine monoton fallende Funktion.
Dann heifit o auch eine Approximationsfunktion.

Der Leser, der den zunichst immer recht dunklen Himmel abstrakter Definitionen gerne
mit einem Polarstern versieht, denke im folgenden zuerst an die Funktion o mit o(n) = 1/n’
firne N*.

Definition (c-approximierbare reelle Zahlen)
Seix € R, und sei a eine Approximationsfunktion. Dann setzen wir:

So(x) = {p/ql qe N,pe Z, Ix-p/ql < a(q)}.

x heifit o-approximierbar, falls S,(x) unendlich ist.

Im folgenden gilt fiir Bruchdarstellungen p/q von rationalen Zahlen immer
p € Z und q € N*, wenn nichts anders angegeben ist.

Seip/q=p7q,q<q,undsei Ix-p/q’| <o(q’). Da die Funktion oo monoton
fille, ist 1x - p/ql = Ix-p’/q’l <a(q’) < o(q). Insbesondere kénnen wir uns also
beim Testen, ob ein Bruch p/q ein Element von S, (x) ist oder nicht, auf gekiirzte
Briiche beschrinken.

Die folgende einfache Aquivalenz zur oi-Approximierbarkeit ist an vielen Stel-
len niitzlich:
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Satz
Fiir alle x € R und alle Approximationsfunktionen o sind dquivalent:

() x ist o-approximierbar.

@) {q ! qe N" undes gibtein p € Z mit:
p und q sind relativ prim und Ix - p/ql < o(q) } ist unendlich.

Beweis
zu (1) ™ (i) Fiir jedes q € N" ist S, endlich, wobei
Sq = {p/q | pe Z, p,qrelativ prim, Ix - p/ql < a(q) }.

Aber S, (x) = U > Sy nach der Uberlegung oben,
und somit ist S # & fiir beliebig grofie q € N*.

— zu (@) 7 (i): istklar.

Eine Folgerung des Satzes ist: Ist x a-approximierbar, so existieren gekiirzte
Briiche p/q mit Ix - p/q| < a(q) und einem beliebig grofien Nenner q.

Wir konzentrieren uns im folgenden auf Funktionen o mit a(q) = ¢/q* fiir
alle g € N*, wobeice R"undke N gewwse feste Grofien smd Ist o in einer
solchen Form gegeben, so sprechen wir etwa von ,x ist ¢/q"-approximierbar®,
indem wir die Funktion o mit einem ihre Werte definierenden Term identifi-
zieren. In diesem Fall ist immer q die Variable des Terms, und wir schreiben
dann weiter S /qx(x) fiir S(x).

Ubung
Jedes x € Rist 1/q-approximierbar.

Fir Approx1mat10nsfunkt10nen der Form 1/q" ist die Zahl k ein Maf fiir die
Giite der Approximation. Ist x 1/q“-approximierbar fiir ein groﬁes k, so kann x aus
polynomieller Sicht sehr gut mit geringem Aufwand durch eine rationale Zahl an-
geniihert werden. Wir werden sehen, dafi sich Zahlen wie V/2 und allgememer die
Quadratwurzeln in dieser Hinsicht iiberraschend schlecht approximieren lassen.

Fiir ¢/q*-Funktionen haben wir folgendes Kriterium fiir die Nicht-Approxi-
mierbarkeit:

Satz
Fiir alle x € R und k € Nsind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Esgibteince R* mit: x ist nicht ¢/q*-approximierbar.
(ii) Esgibteince R mit: Ix-p/ql > c/q" fiir alle p/q # x.

Beweis
zu (i) ™ (i) : Seice R* derart, daff S = S/x(x) endlich ist.
Ist S = { x }, so ist ¢ bereits wie in (ii). Andernfalls sei
d = min({ Ix-p/ql | p/q€ S, p/q#x}), und es sei ¢’ = min(c, d).
Dann ist ¢’ > 0 und es gilt |x - p/ql > ¢’/q" fiir alle p/q # x.

— zw (i) ™ (@) ist trivial.
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Vielfache Verwendung findet:

Korollar  (Transferlemma)
Sei x € R nicht ¢/q*-approximierbar fiir ein ¢ € R* und ein k e N.
Dann gilt fiir alle d € R*: x ist nicht d/q**'-approximierbar.

Beweis
Annabme doch fir ein d € R*. Nach Voraussetzung und dem Satz oben
existiert ein ¢ € R* mit |x - p/ql > ¢/q" fiir alle p/q # x.
Nach Annahme existiert p/q # x mit:
@) d/q < ¢,
(i) Ix-p/ql < d/q**".

Dann ist aber
Ix-p/ql < d/q“*! = d/q-1/¢° < c/q,

= im Widerspruch zar Wahl von c.

Wir untersuchen nun verschiedene Typen von reellen Zahlen auf bestmogli-
che Approximierbarkeit durch Funktionen ¢/q. Ein einfaches Bruchrechnen lie-
fert sofort ein limitierendes Ergebnis fiir die rationalen Zahlen:

Satz  (Approximation rationaler Zablen durch rationale Zablen)
Sei x € Q. Dann existiert ein ¢ € R* mit

Ix - p/ql > c/q fiiralle p/q #x.
Insbesondere ist eine rationale Zahl nicht d/q*-approximierbar fiir d € R*.

Beweis
Sei x = r/s, und sei p/q € Q, p/q #t/s. Dann gilt rq - sp # 0 und

Ir/s - p/ql = |(rq-sp)/(sq)| > 1/(sq).

Sei also c € R* derart, daf§ ¢ < 1/s gilt. Dann ist ¢ wie gewiinscht.
— Aus dem Transferlemma folgt der Zusatz.

Spiiter werden wir mit dem Satz von Liouville von 1844/1851 den grofien Bruder dieses
Satzes kennenlernen.

Erstaunlicherweise charakterisiert nun die fehlende 1/q*-Approximierbarkeit
die rationalen Zahlen, denn irrationale Zahlen sind in der Tat 1/q*-approximier-
bar. Dies folgt leicht aus dem folgenden klassischen Satz von Dirichlet, dessen
Beweis das Dirichletsche-Schubfach- oder Taubenschlagprinzip populir gemacht
hat: Verteilt man n Tauben auf k Schlige, und giltk < n, so gibt es mindestens ei-
nen Schlag, der mit mindestens zwei Tauben besetzt ist. (Das Prinzip wurde in
[Dirichlet 1834] zuerst angewandt.)
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Satz  (Satz von Dirichlet)
Sei x irrational und sei n € N*. Dann existieren p € Z und q € N* mit:

@ Ix-p/ql < 1/(q-n).
(i) q < n.

Beweis
Fiir eine reelle Zahl y sei

Z(y) = ,das grofite ze Z mitz < y*“.

Fiir 0 <1 < n sei weiter
x; = ,der Nachkommaanteil von x - i“.

Dannistxyg=0und 0 <x; < 1 fiir0 <i<n.
Wegen x irrational sind die x; paarweise verschieden (!).
Fiir 0 <j < n definieren wir schliefilich Intervalle I; der Linge 1/n durch

I = [j/n, G+ 1)/n].

Nach dem Taubenschlagprinzip existieren ein j und iy < i; mit x;, x;, € I,
denn jede der (n + 1)-vielen ,, Tauben® x; sitzt in einem der n-vielen

»ochlige® I;, 0 <j < n. Es gilt dann:
Ix- @iy -ip) - (Z(x-1) - Z(x-ig)| = Ix;, - x;,| < I/n.

— Alsosind q =1ij —igund p = Z(x - i;) - Z(x - ip) wie gewiinscht.

Korollar  (1/4>-Approximation irrationaler Zablen)
Sei x irrational. Dann ist x 1/q’-approximierbar.

Beweis
Fiir n, p, q wie im Satz von Dirichlet gilt Ix - p/ql < 1/(qn) < 1/q*.
Andererseits gilt |x - p/ql < 1/(qn) < 1/n.
Da n beliebig grofi gewihlt werden kann, existieren also unendlich

— viele Werte p/q mit Ix - p/ql < 1/q%.

Das Korollar war bereits vor dem Satz von Dirichlet innerhalb der von Fermat, La-
grange und Legendre weiterentwickelten Theorie der Kettenbriiche bekannt. Dirichlets
Beweis lieferte aber eine einfache neue Methode, die sich zudem auch auf die simultane
Approximation von mehreren reellen Zahlen anwenden lifit.

Eine Verschirfung des Ergebnisses bringt spiter dann der Satz von Hurwitz von 1891
Jede irrationale Zahl ist 1/(V/S - ¢%)-approximierbar. Einige Beweise dieses Resultats ver-
wenden wieder Kettenbriiche, was den Leser, dem die Wurzel aus 5 aufgefallen ist, nicht
iiberraschen diirfte. Die Konstante /5 im Satz von Hurwitz ist in der Tat dann auch best-
moglich: Der goldene Schnitt (1 + V/5)/2 istnicht 1/(8 - qz)—approximierbar, falls > V5.
Fiir einen Beweis des Satzes von Hurwitz siehe etwa [Niven / Zuckerman 1976].

Wir notieren das Ergebnis noch einmal in einer anderen Form:
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Korollar  (Darstellungssatz fiir irrationale Zablen)
Sei x irrational, und sei m € N. Dann existierenp € Z, q € N*, § € R mit:

() x = p/q + 8/,
@) q > m, 18l <1.

Wir werden spiiter zeigen, daf fiir alle x € R die Quadratwurzel Vx von x
nicht 1/q’-approximierbar ist.

Ubung
Fiir alle k > 2 existiert ein x € R, das 1/q-approximierbar ist.

Algebraische und transzendente Zahlen

Nach der Entdeckung der irrationalen Zahlen durch die Griechen dauerte es
sehr lange, bis eine weitere markante Menge von reellen Zahlen ins Auge gefafit
und als eine echte Teilklasse von R erkannt wurde:

Definition (algebraische Zahlen, A, deg(x))
Eine reelle Zahl x heifit algebraisch (iiber Q), falls es rationale Zahlen
ag, ..., 3y € @, ay # 0, gibt mit:

(+) akxk + ... +ax+ 2 = 0.

Wir setzen weiter A = {xe R | xistalgebraisch }.
Fiir x € A ist der Grad von x, in Zeichen deg(x), definiert durch:

deg(x) = ,das kleinste k, fiir das a, ..., 2, € Q, a, # 0 existieren mit (+)“.

Die algebraischen Zahlen sind also genau die Nullstellen der nichttrivialen
reellen Polynome mit rationalen Koeffizienten. Multiplizieren wir ein solches
Polynom mit einem gemeinsamen Vielfachen der Nenner seiner Koeffizienten,
so zeigt sich, dafl wir uns sogar auf ganzzahlige Koeffizienten beschrinken kénn-
ten. Multiplizieren wir ein solches Polynom dagegen mit 1/a, so erhalten wir ein
normiertes Polynom (d.h. der Leitkoeffizient a ist gleich 1) mit x als Nullstelle.
In diesem Fall konnen wir natiirlich nicht mehr aufrechterhalten, dafi die anderen
Koeffizienten ganze Zahlen sind. Die Kombination ,normiert + ganzzahlige Ko-
effizienten” filhrt zu einer wichtigen speziellen Klasse von algebraischen Zahlen,
den sog. ganzen algebraischen Zahlen.

Die Untersuchung der algebraischen Zahlen beginnt mit Gauf} ab etwa 1830. Ver-
bunden mit dieser Struktur ist aber vor allem der Name Richard Dedekind. Dedekinds
Arbeiten zur Theorie der algebraischen Zahlen wurden zunichst 1871 und 1894 als
Supplemente der Dirichletschen ,,Vorlesungen tiber Zahlentheorie“ veroffentlicht. Sie
finden sich heute am einfachsten in der Werkausgabe [ Dedekind 1930 - 1932]. Dane-
ben hat Leopold Kronecker bereits 1882 seine ,,Grundziige einer arithmetischen Theo-
rie der algebraischen Grofien® verdffentlicht. Im Jahr 1896 erschien dann der bedeu-
tende Hilbertsche Bericht ,Die Theorie der algebraischen Zahlkérper®.
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Der goldene Schnitt ist eine algebraische Zahl, die nicht rational ist. Weiter
liefert der Satz von Gauf} viele Beispiele nichtrationaler algebraischer Zahlen.
Zudem ist jede rationale Zahl selbst algebraisch. Es gilt also sicher A © Q, der
Nullstellenabschlufi von Q fithrt zu einer echten Erweiterung. Eine natiirliche
Frage istnun, ob ein analoger Abschluf§ der algebraischen Zahlen unter Nullstel-
len von Polynomen mit algebraischen Koeffizienten wieder eine echte Erweite-
rung von A erzeugt. Dies ist nicht der Fall. Die Iteration der Idee fiihrt also zu
nichts Neuem mehr. Man kann diese Tatsache mit algebraischem Grundwissen
und entsprechendem Vokabular elegant zeigen. Wir geben hier einen relativ ein-
fachen elementaren Beweis, der lediglich einige Hilfsmittel der linearen Algebra
verwendet. Er geht auf Dedekind zuriick (vgl. [Bachmann 1905]). Zunichst zei-
gen wir die Abgeschlossenheitsaussage fiir normierte Polynome mit algebrai-
schen Koeffizienten:

Satz  (Abgeschlossenbeitssatz fiir die algebraischen Zablen)

Seien ag, ..., a,_; € A, und sei x € R derart, daf§
X+ ak_lxk'l + ... +2;x + 2y = 0.

Dannistxe A.

Beweis
Fiir 0 <i<kseienn; € Nund b;; € Q, 0 <j <n; derart, daff

n; nj-1

a; + bi,ni_lai + ... + bi,lai + bi,O = 0

Seip=k-ng-n;-...-ng_y,undseiz, 2z, ..., z, eine Aufzihlung
aller Produkte der Form

Ck-1

€1
e A ,

x% 2% a,
mitOSe<k, 0S€0 < Ig, ...y OSek_l <np_ig.

Dann gilt firalle 1 <i<p:

(#) xz ist eine Linearkombination von z, ..., z, mit rationalen
Koeffizienten, d.h. es gibt ¢; ;, ..., ¢; , € Q mit
Ciy121 + - + CipzZy — x2; = 0.
Beweis von (#)
Seiz; =x%2p% a;™" ... a_ ™! fiir gewisse e, €, ..., € _1.

Gilte + 1 <k, so ist x z; sogar ein z;.
Wir nehmen also an, daff e + 1 = k gilt.

X . k .
Wir ersetzen nuninx z; = x 25> 2, ... a;_;*-' die Potenz

x“durch -a,_; x*"' = ... = a; x - ap, und multiplizieren aus.
In der erhaltenen Summe ersetzen wir alle evtl. auftretenden Potenzen
3" fir0 <i<kdurch -b;,, _; ™l - - b; 1 a; - b; . (Eine

solche Ersetzung findet fiir i genau dann statt, wenn e; + 1 = n; gilt.)
Ausmuldplizieren liefert eine gewiinschte Linearkombination der z;.
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Seien also ¢; ; € @ wie in (#) und sei C = (c; ;)1 <j <, die zugehorige Matrix.
Sei weiter E = (8; )1 <j i<, die Einheitsmatrix, also 6;; = 1, 8; ; = 0 fiiri # .
Sei z der Spaltenvektor mit Eintrigen zy, ..., z,. Nach (#) gilt

(C-xE)z = 0.

Aber 7 ist nicht der Nullvektor (da x"a,’a;° ... a,_,* = 1), also
det(C-xE) = 0.

Entwicklung der Determinante zeigt nun, daf} x eine Lésung von

xP +rp_1xp_1 + ... +1x+15=0

— mit gewissen rationalen Koeffizienten r, ..., r,_; ist.

Mit der Methode des Beweises konnen wir weitere natiirliche Fragen positiv
beantworten: Sind die algebraischen Zahlen abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation ? Bilden sie einen Unterkorper von R? Einige Abgeschlossen-
heitseigenschaften sind klar:

Lemma (elementare arithmetische AbschlufSeigenschaften von A)
Seia e A. Dann gilt:

(i) -aeA.
(i) 1/ae A, fallsa#0.
(i) a+qe A firalleqe Q.

Beweis
Sei a eine Lésung von akxk + ak_IXk_1 + ... +2X +23; =0mita;e Q
und a, # 0.
zu (i): -a ist eine Losung der Gleichung
Dfa X + (D la X+ L+ (=Dayx + a = 0.

zu (i7): 1/aist eine Losung der nichttrivialen Gleichung
k-1 k-2

aoxk+alx + 4 X + o + a1 x + 2, = 0.
zu (ii7): Sei q € Q. Ausmultiplizieren von
k k-1
A x-q" + a_; x-q) + ..o+ a(x-q + 3

liefert ein Polynom mit rationalen Koeffizienten und Leitkoeffizient
- a # 0, das x + q als Nullstelle besitzt.

Die Abgeschlossenheit algebraischer Zahlen unter Addition und Multiplika-
tion ist keineswegs so billig zu haben. Sie kann aber mit der Methode des obigen
Satzes bewiesen werden:

Satz
Die algebraischen Zahlen A bilden einen Korper.
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Beweis

Seien a,b € A. Nach dem Satz obenist —a€ Aund weiter 1/a€ A, fallsa=0.

Da R 2 A ein Kérper ist, bleibt nur noch zu zeigen, daf a +b,a-b € A.
Seien hierzu ¢y, ..., ¢,_q, dy, ..., dpy_; € Q mit

a4 Ck_lak"l +..+ca +c¢ =0
b + dp_ b1+ .. +d;b+ dy = 0.

Weiter sei zy, ..., z, eine Aufzihlung aller Produkte a' b miti<k, j<k.
Seix = a +b. Dann gilt wie im Beweis oben fiir alle 1 <i<p:

(#) xz; ist eine Linearkombination von zy, ..., z, mit rationalen
Koeffizienten.

Wie oben folgt hieraus, daff x Losung einer nichttrivialen Gleichung mit
- rationalen Koeffizienten ist, d.h. x € A. Analoges gilt firx =a - b.

Damit erhalten wir nun:

Satz  (Abgeschlossenbeitssatz fiir die algebraischen Zahlen, starke Form)
Seien a, ..., a; € A, a;, # 0, und sei x € R derart, daf§
akxk + Ay Xy a;x + ay = 0.

Dannistx e A.

Beweis

Es gilt X+ oa_ /a4 L+ a/apx + ag/ag = 0.

Alle Koeffizienten dieser Gleichung sind algebraisch, da A Korper.
— Nach der normierten Form des Satzes ist also x € A.

Verfolgt man die Rechenoperationen des obigen Beweises genauer, so ergibt

sich ein interessantes zusitzliches Ergebnis. Hierzu:

Definition (ganze algebraische Zahlen, A*)
Eine reelle Zahl x heifit ganze algebraische Zabl, falls es
ag, ..., a1 € Z gibt mit:

X+ ak_lxk'l + ...+ a;x +a = 0.

Wir setzen noch A* = {x€ R | xist eine ganze algebraische Zahl }.
Die Beweise oben zeigen de facto:

Satz  (Abgeschlossenbeitssatz fiir die ganzen algebraischen Zahlen)
Losungen normierter Gleichungen mit Koeffizienten in A* sind in A*.

Weiter ist A* ein Ring. Ist a € A* Losung einer Gleichung der Form

X+ ak_lxk'l + .. +2;x + 1 = Omitay,...,a,_; € Z,

soist 1/a € A*,
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Transzendente Zahlen

Vom anderen Ende her gedacht stellt sich die Frage, ob die algebraischen
Zahlen vielleicht schon ganz R ausschopfen. Dies ist nicht der Fall. Die Stirke
der Polynome in Ehren, aber sie geniigen nicht, um mit Hilfe von Q ganz R zu
erschlieffen. Wir definieren:

Definition (transzendente Zahlen)
Ein x € R heifit transzendent, falls x nicht algebraisch ist.

Der erste Nachweis der Existenz transzendenter Zahlen gelang Joseph Li-
ouville im Jahre 1844 mit Hilfe von Kettenbriichen. Sieben Jahre spiter gab er
noch einen einfacheren Beweis. Der Liouvillesche Ansatz liefert konkrete
transzendente Zahlen, die allerdings nicht aus der tiblichen mathematischen
Titigkeit stammen, wie etwa 7 oder e. Der Transzendenznachweis fiir einzelne
prominente Grofien der Mathematik erwies sich dann auch als ein sehr an-
spruchsvolles Unterfangen - Liouville selber hatte zum Ziel gehabt, die Trans-
zendenz von e zu zeigen. Dies gelang erst Charles Hermite 1873, und seinen
Spuren folgend bewies Ferdinand Lindemann im Jahre 1882 die Transzendenz
der Kreiszahl . Legendre hatte bereits 1806 die Vermutung gedufiert, dafi =
transzendent sei. Cantor konnte 1874 einen sehr einfachen Beweis fiir die pure
Existenz transzendenter Zahlen geben (vgl. Kapitel 2).

in Dieudonne (1985): ,Die Theorie der transzendenten Zahlen sollte Riickwirkungen auf
die ganze Zahlentheorie haben: auf die Theorie der Diophantischen Gleichungen,
die Primzahltheorie, die Theorie der algebraischen Zahlen. Was die Schwierigkeit des
Gegenstandes anlangt, so bemerken wir, dafi nach Liouville im Verlaufe von etwa
dreifiig Jahren praktisch kein neues Resultat erzielt wurde.“

Der Satz von Liouville selber ist dagegen tiberraschend einfach zu beweisen.
Er setzt die Untersuchung der Approximierbarkeit von reellen Zahlen durch ra-
tionale Zahlen fort.

Satz  (Satz von Liouville)
Sei x eine algebraische Zahl, und sei k = deg(x) = 1.
Dann existiert ein ¢ € R* mit der Eigenschaft:

Ix-p/ql > ¢/q* fiirallep e Z, q e N* mit p/q #x.

Algebraische Zahlen vom Grad k > 1 sind also nicht d/q**'-approximierbar
fir alle d € R*. Rationale Zahlen sind algebraische Zahlen vom Grad Eins, und
damit verallgemeinert der Satz von Liouville das obige Ergebnis, daf§ rationale
Zahlen nicht d/q*-approximierbar sind fiir alle d € R*.
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Beweis
Seien also ay, ..., ay € Z, a, # 0 derart, da a, x° + ... + a;x + ap = 0.
Sei 0 < € < 1 derart, daf} im Intervall [x - €, x + €] keine weiteren
Nullstellen des Polynoms

f(y) = akyk + ...+ Ay + 4

liegen.
Sei weiter s € R* derart, daff gilt:

+) fy)l/ly-xI < s firalleymit ly-x| <g,x #vy.

Zur Existenz eines solchen s bemiiht man entweder den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (mit [ {(y)| = f(y) - f(x)1), oder argumentiert so:

Beweis der Existenz von s
Sei f(y) = (y = x)(bi_; y*' + ... + by) [Polynomdivision].
Istte R* eine Schranke fiir das Polynom by_; y*~! + ... + by im Intervall
[x-¢,x+¢€],s0ists =t+ 1 wiein (+).

Fiir alle rationalen Zahlen p/q mit f(p/q) # 0 gilt:
(++) 1f(p/q)l = 1/¢~

Denn f(p/q) = (ay pk + A pk_1 q+ ...+2ap qk'I + aoqk) / qk;
der Zihler dieses Bruchs ist ganzzahlig, und ungleich 0, da f(p/q) # 0.
Fiir alle p/q € [x - €, x + €] mit p/q # x gilt damit nach (+) und (++):

Ix - p/ql > 1/s- 1f(p/q)| = 1/s-1/q".

— Damitist ¢ = min(g, 1/s) wie gewiinscht.

Insbesondere gilt: Die ,typischen® Quadratwurzeln sind nicht 1/q’-approxi-
mierbar, die ,typischen® dritten Wurzeln nicht 1/q*-approximierbar, usw. Der
Beweis des Satzes zeigt, wie das limitierte Wachstumsverhalten von Polynomen
zu Limitationen der Approximierbarkeit fiihrt. Je einfacher eine algebraische
Zahl als Nullstelle erhalten werden kann, desto schlechter ist sie rational appro-
ximierbar. Die gute Approximierbarkeit einer reellen Zahl durch rationale Zah-
len zeigt also die algebraische Komplexitit der Zahl und nicht etwa ihre Einfach-
heit. Positiv erhalten wir:

Korollar  (Identifikation transzendenter Zablen, Liouville-Kriterium)
Istx € R 1/q*-approximierbar fiir alle k € N, so ist x transzendent.

Dem Finder zu Ehren definiert man:
Definition (Liouville-Zablen)

Ein x € R heifit eine Liouville-Zabl, falls fir alle k € N gilt:
x ist 1/q*-approximierbar.
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Alle Liouville-Zahlen sind also transzendent. Liouville-Zahlen lassen sich nun
leicht konstruieren. Es entstehen hinsichtlich ihrer Definition sehr einfache
reelle Zahlen, die aber aus algebraischer Sicht unfafibar kompliziert sind. Als
Beispiel einer Liouville-Zahl geben wir an:

X = ..y 10™ = 0,11000 1 0000000000000000010 ...

Die Zahl x ist gebildet aus einsamen Einsen zwischen fakultativ anwachsenden
Nullblocken. Esist leicht zu sehen, daf x tatsichlich eine Liouville-Zahl ist. Ver-
bliffend ist, dafl wir mit recht einfachen Argumenten zeigen konnten, dafi Null-
stellen von Polynomen mit rationalen Koeffizienten kein derartiges Nachkom-
maverhalten aufweisen konnen.

Ubung
Der unendliche Kettenbruch [ 10, 10, 100, 1000000, ..., 10™, ..., ..., ...]
ist eine Liouville-Zahl.

Relativ knappe und gut zugingliche Beweise der Transzendenz von e und © findet der
Leser z.B. im Klassiker [Hardy/ Wright 1979].
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Intermezzo: Zur Geschichte der Analysis

Wir sammeln einige wichtige Stationen der Geschichte der reellen Analysis bis zur Mitte
des 19. Jahrhunderts. Die Analysis hitte hier, nach dem Kapitel tiber irrationale Zahlen
und vor dem Kapitel iiber die Michtigkeitstheorie Cantors, ihren Platz. Damit ist dieses
kurze Zwischenspiel gewissermafien der historische Anhang eines ,fehlenden Kapitels“
zur Analysis, deren elementare Kenntnis wir beim Leser voraussetzen.

Die Entwicklung des Kontinuumsbegriffs diskutieren wir spiter ausfihrlicher im drit-
ten Kapitel.

Der historisch interessierte Leser ist aufgerufen, sich iiber diese informal prisentierte
Auswahl hinaus in den umfassenden Darstellungen der Geschichte der Naturwissenschaf-
ten weiter zu informieren. Im anschliefenden Literaturverzeichnis finden sich hierzu ei-
nige weiterfiihrende Titel.

Die Geschichte der Entdeckung der Inkommensurabilitit durch die Pythago-
reer haben wir im ersten Kapitel schon angesprochen. Wir beginnen mit:

3. Jahrhundert vor Chr. Hellenistische Mathematik

Mit Euklid beginnt der erste Anlauf in Europa, einen wissenschaftlichen Kul-
turkern zu etablieren. Er veroffentlicht um 300 v. Chr. das bislang wohl einfluf}-
reichste mathematische Lehrbuch der Weltliteratur, die vermutlich in Alexandria
verfafiten ,Elemente”. Sie stellen mit ihren dreizehn Teilen eine Sammlung des
damaligen Wissens dar. In den Elementen gibt es insbesondere Abschnitte iiber
quadratische Gleichungen und irrationale Zahlen. Auch die Proportionslehre
des Eudoxos findet Eingang. Das vielleicht wichtigste Merkmal der Elemente ist
aber der Aufbau des dargestellten Stoffes. Er ist deduktiv-axiomatisch, und damit
ein Vorliufer der heutigen mathematischen Grundlagenforschung.

Die herausragenden Mathematiker des Hellenismus nach Euklid sind dann
Archimedes und der etwas jiingere Apollonius. Apollonius verdanken wir eine
ausgearbeitete Theorie der Kegelschnitte. Archimedes fithrte komplexe Volu-
men- und Flichenberechnungen durch, ohne dabei allerdings echte Grenziiber-
ginge zu verwenden oder zu allgemeinen Integrationsregeln vorzudringen. Ar-
chimedes gilt allgemein als der Gauf§ der Griechen. Seine Arbeiten nehmen
wichtige Elemente der Infinitesimalrechnung vorweg. Sein Stil ist der heute iib-
liche: Der mithsam freigeschlagene Weg, der zu den mathematischen Resultaten
gefithrt hat, wird zumeist wieder der Verwilderung preisgegeben und eine mog-
lichst direkte, knappe, bereinigte, spiter gefundene Darstellung bevorzugt. In-
teressant ist, dafi sich Archimedes in seiner Anfang des 20. Jahrhunderts als Pa-
limpsest aufgefundenen ,,Methode“ explizit hierzu duffert. Er diskutiert dort
heuristische Methoden, mit denen ein Resultat vor einem strengen Beweis ge-
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funden werden soll. In einem zweiten Schritt kann dann der eigentliche Beweis
gesucht werden. Neben einer hochentwickelten, technisch ausgefeilten Mathe-
matik wird hier also bereits tiber die Mathematik selbst und die mathematische
Titigkeit reflektiert. Die Mathematik des Archimedes umfafit: Berechnungen
von 7t und des Volumens von Kugeln und Rotationskorpern, Konvexititsbegriff,
Formel fiir die Fliche der Ellipse, Hebelgesetze, Untersuchungen von Parabeln,
Archimedische Spirale. Daneben technische Erfindungen und auch Kriegszeug,
das allerdings bei der Belagerung von Syrakus gegen die Romer eingesetzt wurde
und so dem Mathematiker, iiber seinen sprichwortlichen Kreisen sitzend, den
Tod brachte.

Das hellenistische Zentrum der Aktivititen in Mathematik, Physik, Astro-
nomie, Medizin und Technologie ist Alexandria. Die dortige Bibliothek mit
700000 Schriftrollen brennt (so wird oft berichtet) bei der Eroberung der
Stadt durch Caesar im Jahr 47 v. Chr.

Mathematik bei den Romern

Helmuth Gericke schreibt:

Gericke (1984): ,Irgendwo habe ich gelesen: Der einzige Beitrag, den die Rémer zur Ma-
thematikgeschichte geleistet haben, war der, daf§ ein romischer Soldat den Archime-
des erschlagen hat. - In der Tat sind Fortschritte in der theoretischen Mathematik bei
den Rémern nicht zu finden; sie haben sich mehr fiir die praktischen Anwendungen
interessiert.“

Charles Edwards hat einen Konkurrenzvorschlag:

Edwards (1979) : ,,[ Archimedes] requested that on his tombstone be carved a sphere in-
scribed in a right circular cylinder whose height equals its diameter. When the Roman
orator Cicero was later serving as quaestor in Sicily, he found and restored the tomb
with this inscription. The Romans had so little interest in pure mathematics that this
action by Cicero was probably the greatest single contribution of any Roman to the
history of mathematics.”

Kontrastierend zur Grabpflege lifit der romische Kaiser Justinian 529 die Pla-
tonische Akademie in der Nihe von Athen schlieffen, die dort seit fast 1000 Jah-
ren bestanden hatte. Die Begriindung lautet ,alles Heiden®.

6. - 13. Jahrhundert Friithes Mittelalter und arabische Umwege

Das Mittelalter ist im Vergleich zur Blitezeit der griechischen Mathematik
arm an mathematischer Forschung und auch an der Bewahrung des antiken ma-
thematisch-naturwissenschaftlichen Erbes zunichst wenig interessiert. Gericke
beschreibt das ,,Schicksal der Mathematik im Mittelalter® als ,,... das Uberleben
eines Restes der griechischen Kultur und die Wiedergewinnung all dieser
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Kenntnisse“ [ Gericke 1990, S. V]. Erstab dem Ende des 13. Jahrhunderts fiihren
Spekulationen tiber Unendlichkeit zu neuen Ideen und bereiten die Flut von Li-
mesbildungen der spiteren Analysis vor.

Alexandria fillt Mitte des 7. Jahrhunderts an die Araber. Diese {ibersetzen viele
wissenschaftliche Werke des Hellenismus ins Arabische, von wo aus sie dann ab
dem 11. Jahrhundert zuriick ins Abendland geholt und ins Lateinische tibertra-
gen werden (siehe etwa [ Toomer 1984]). Weiter erreichen original indisch-ara-
bische Beitrige die europidische Landschaft, allen voran das 6konomische Nota-
tionssystem der arabischen Kaufleute.

9. Jahrhundert Al-Hwarizmi: Algebra und Algorithmen

Der Perser Abu Al-Hwarizmi verfafit ein Buch mit dem Titel ,,Al-Kitab al-muh-
tasar fi hisab al-gabr wa’l-mugqabala®, ,,Ein kurzgefafites Buch iiber Rechenverfah-
ren durch Erginzen und Ausgleichen®. Der Zweck ist rein praktischer Natur: Als
intendierte Leser nennt der Autor all die, die sich bei Erbschaften, Handelsgeschif-
ten und beim Ausmessen der Landereien mit Rechenaufgaben konfrontiert sehen.

Aus ,al-gabr” wird das heutige Wort ,,Algebra“. Mutmaflich ist dariiber hin-
aus der Name des Arabers auch der Ursprung fiir ,,Algorithmus®.

14. Jahrhundert Untersuchungen der Scholastik

Die Scholastik diskutiert nun intensiv die Probleme der Unendlichkeit, oft
allerdings immer noch eher philosophisch und theologisch als mathematisch.
Eine Expedition ins Ungewisse beginnt, die die griechischen Mathematiker,
die jede nichtkonstruierende Form der Mathematik ablehnten, immer ge-
scheut hatten. Nikolaus von Oresme untersucht Bewegungen von K6rpern mit
Hilfe graphischer Darstellungen. Einen Hohepunkt bilden seine ,,Questiones
super geometriam Euclidis“, in denen er geometrische Reihen studiert und
weiter auch beweist, daf§ die harmonische Reihe 1 + 1/2 + 1/3 + ... divergiert.
Roger Bacon, Albert von Sachsen u.a. kommen dem Grundgedanken der bi-
jektiven Zuordenbarkeit bemerkenswert nahe. Diskutiert und kritisiert wird
weiter die Aristotelische Auffassung, daf ein Kontinuum nicht aus einzelnen
Atomen/Punkten bestehen konne.

1545 Gleichungen dritten und vierten Grades und komplexe Zahlen

Cardano veréffentlicht seine ,,Ars magna de regulis algebraicis“. Es finden
sich darin die Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades, so-
wie die erste tiberlieferte Rechnung mit komplexen Grofien: Cardano rechnet
(G +V-15)-(5-V-15) = 40. Um die Losungsformel fiir kubische Gleichun-
gen entbrennt ein Priorititsstreit mit Tartaglia. Cardano hatte ihm wohl ge-
schworen, seine Formel nicht vor ihm zu veréffentlichen. In der Tat wurde die
Losungsformel fiir kubische Gleichungen zuerst von del Ferro (1515) und Tar-
taglia (1535) gefunden, und die Losungsformel fir Gleichungen vierten Gra-
des geht auf Ferrari zuriick. Unabhingig von der Lorbeerverteilung bleibt fest-
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zuhalten: Man konnte nun endlich etwas, was die Griechen definitiv nicht konn-
ten. Selbstvertrauen fiir eine neue Epoche.

zweite Hilfte des 16. Jahrhunderts
Notationen und Dezimalbruchschreibweise

Nach und nach I6sen die in Deutschland gebriuchlichen Zeichen ,,+“ und ,,-“
die italienischen Alternativen ,,p“ und ,m“ ab. Die Rechnungen enthalten mehr
und mehr Formeln, wenn auch der Charakter des verkiirzten umgangssprachli-
chen Ausdrucks erhalten bleibt.

Die Dezimaldarstellung setzt sich schliefilich durch - ein kleines Detail mit
grofien Auswirkungen. In der Tat steht der Durchbruch am Ende einer kompli-
zierten Entwicklung, und was uns als Stiick aus einem Guf erscheint, blickt auf
einen langen Weg zuriick.

1591 Parameter und Variable

Vieta unterscheidet klar zwischen Parametern und Variablen in Gleichungen.
Er verwendet Vokale fiir Variable und Konsonanten fiir Parameter.

1614 Logarithmen

Napier entdeckt das Logarithmieren zur Vereinfachung von komplexen Be-
rechnungen. Er stellt 1614, kurz vor Ende seines Lebens, seine Tafeln in einem
Werk mit dem hiibschen Titel ,,Mirifici logarithmorum canonis descriptio® der
Offentlichkeit vor. Posthum erscheint auch die Methode zur Auffindung der
Werte. Auf Napier geht weiter die Schreibweise zuriick, eine reelle Zahl durch
Angabe ihres ganzzahligen und ihres Bruchanteils anzugeben, getrennt durch
ein Komma oder einen Punkt.

erste Hilfte des 17. Jahrhunderts Vorabend der Infinitesimalrechnung

Kepler untersucht 1615 Volumina von Rotationskérpern, und nimmt dabei in-
finitesimale Methoden vorweg. Fermat untersucht 1629 Maxima und Minima
von Funktionen, und geht damit einen weiteren Schritt hin zur Infinitesimal-
rechnung: Funktionen indern sich in der Umgebung von Minima und Maxima
nur wenig. Vermehrt werden nun auch Tangenten von Kurven betrachtet, wobei
die Volumen- und Flichenberechnung klar im Vordergrund steht. Historisch
steht das Integral vor dem Differential, im Gegensatz zum heute iiblichen Aufbau
eines Analysislehrbuches.

Cavalieri benutzt 1635 ,unendlich kleine“ Raumsegmente zur Volumenbe-
rechnung in seiner Abhandlung ,,Geometria indivisibilibus®. Er stellt das Cava-
lierische Prinzip auf: Haben alle parallel zur Grundebene verlaufenden
Schnitte zweier dreidimensionaler Korper das gleiche Flichenverhiltnis, so
stehen auch die Volumina dieser Korper in diesem Verhiltnis. Er vermutet, in
heutiger Sprache formuliert, daf} das Integral tiber die Funktion f(x) = x" iiber
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das Intervall [0, a] den Wert a®*Y/(n + 1) hat. Diese Formel und ihre Ausde-
hung auf allgemeinere Exponenten bilden fortan ein Zentrum des Interesses in
Arbeiten von Fermat, Pascal und Wallis. 1658 kommt Pascal bei seiner Untersu-
chung der trigonometrischen Funktionen der Entdeckung der eigentlichen Infi-
nitesimalrechnung sehr nahe.

1637 Beginn der analytischen Geometrie

Descartes untersucht in einem 1637 erschienenen Werk den Zusammenhang
zwischen Losungen von Gleichungen mit zwei Variablen und geometrischen
Objekten. Zu gegebenen Kurven in der Ebene sucht er korrespondierende alge-
braische Ausdriicke {(x, y), deren Losungen f(x, y) = 0 die Kurve bilden. Geome-
trische Objekte kénnen damit analytisch untersucht werden, was heute beinahe
als Selbstverstindlichkeit gilt. Fermat geht etwa zur gleichen Zeit den umge-
kehrten Weg und bestimmt geometrische Eigenschaften von Kurven ausgehend
von algebraischen Ausdriicken (veréffentlicht 1679). Er klassifiziert in dieser
Weise etwa Kegelschnitte in Abhingigkeit von den Parametern einer Gleichung
f(x, y) = 0 zweiten Grades. Auf Descartes gehen viele heute noch tibliche Nota-
tionen zuriick: die Zeichen x, y, z fiir Variable, a, b, c, ... fiir Parameter sowie die
Notation x" fiir die Exponentiation.

ab 1665 Entwicklung der Infinitesimalrechnung
durch Leibniz und Newton, Priorititsstreit

Leibniz und Newton entdecken unabhingig voneinander die Infinitesimal-
rechnung. Bei Leibniz stehen rein mathematische Aspekte im Vordergrund,
Newton wendet seine Theorie hauptsichlich auf physikalisch motivierte Frage-
stellungen an. Es entsteht die ,,Newtonsche Mechanik®.

Als Startpunkt kann man die Entdeckung der binomischen Reihenentwick-
lung von (1 +x)* durch Newton 1665 angeben. Allgemein interessiert man sich
in den folgenden Jahrzehnten fiir die Reihenentwicklung einer Funktion, um
sie dann gliedweise differenzieren und integrieren zu kénnen. 1666 formuliert
Newton zum ersten Mal einen Zusammenhang zwischen dem Integral und
dem Differential einer Funktion, was dann schliefilich im Hauptsatz der Analy-
sis kulminiert: Integrieren und Differenzieren sind inverse Operationen. New-
ton bestimmt die Reihenentwicklung der Sinus- und Cosinusfunktion, kennt
die Kettenregel fiir das Differenzieren und verwendet intensiv die Substituti-
onsregel fiir das Integrieren. Er stellt Integrationstabellen zusammen. Weiter
berechnet er mit seiner neuen Methode die Lingen von Kurvenabschnitten.
Newtons physikalisches Hauptwerk erscheint 1687, eine isolierte Darstellung
seiner mathematischen Analysis erst 1704. Daneben erlangt Newtons Sicht der
Dinge Bekanntheit durch die Biicher von Wallis.

Einige Resultate von Newton erreichen Leibniz in Briefform 1676. In einem
Antwortschreiben notiert Leibniz die Reithe n/4 =1 -1/3 +1/5-1/7 + 1/9 - ...
Um diese Zeit hatte Leibniz bereits seine Version der Infinitesimalrechnung
entwickelt. 1675 kennt er die Produktregel fiir das Differenzieren, zwei Jahre
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spater dann auch die Quotientenregel. Er publiziert seine Theorie in den 80er
und 90er Jahren des 17. Jahrhunderts. Leibniz rechnet intensiv mit infinitesima-
len Grofien. Ganz unabhingig von Fragen ihrer Existenz betont er, daf} seine Re-
sultate durch wesentlich mithsamere Rechnungen auch in eine Form gebracht
werden konnten, die dem strengen Blick der traditionellen griechischen Mathe-
matik geniigen wiirden. So erscheinen die unendlich kleinen Grofien als ge-
schicktes Kondensat immer wiederkehrender Argumente. Spiter fithrt dann die
freie Verwendung infinitesimaler Gréfien zu einer Explosion der Ergebnisse,
wobei einige versteckte Fallen erst spiter bekannt werden. (Vgl. hierzu auch die
Diskussion zur Entwicklung des Kontinuumbegriffs in Kapitel 3.)

Das Wort ,infinitesimal“ fiir ,unendlich klein®“, die heute tibliche dx/dy-No-
tation sowie das an eine Summe erinnernde Integralzeichen gehen auf Leibniz
zuriick. Besonders in der Physik ist aber daneben auch noch die Punktnotation
von Newton fiir die zeitliche Ableitung einer Funktion gebriuchlich. Den dane-
ben iiblichen Strich fiir die Ableitung hat erst Lagrange 1797 populir gemacht.
1715 fithrt Taylor die heute nach ihm benannten Reihen ein, und markiert damit
den Schlufipunkt eines Abschnitts, der die Mathematik und die Physik auf eine
neue Stufe gestellt und diese beiden Disziplinen miteinander verbunden hatte.

Die Entdeckung der Infinitesimalrechnung ist auch der Schauplatz eines hitzi-
gen Priorititsstreits: Der Newton-Verehrer Nicolas Fatio de Duillier und weiter
dann John Keill, der zuweilen als ,,Newtons Kampfrof}“ bezeichnet wird, bezich-
tigten Leibniz des Plagiats. Leibniz rief die Royal Society zur Klirung an. Thr
Vorsitzender verfafite 1712 als Vorstand einer von ihm eigens einberufenen
Kommission einen Bericht, der die Plagiatsvorwiirfe noch unterstrich. Dieser
Vorsitzende der Royal Society war Newton selber, die beschuldigenden Schlufi-
worte des Berichts sind in seiner Handschrift verfafit. (Vgl hierzu auch [ Laem-
mel 1957] und [Edwards 1979]. Der Fall ist auch literarisch anregend: Carl Dje-
rassi hat hiertiber sein Theaterstiick ,,Kalkiil“ verfafit.)

Heute scheint sich folgendes Bild zu stabilisieren: Newton entdeckte die er-
sten wesentlichen Elemente der Theorie gegen 1664, Leibniz unabhingig davon
gegen 1672. Leibniz hat dagegen seinen Kalkiil vor Newton verdffentlicht. Man
darf ruhig von einer unabhingigen Entdeckung reden.

Der Streit hatte durch seine Schirfe Auswirkungen auf die Entwicklung der
Mathematik:

Edwards (1979): ,An irony of the English “victory” in the Newton-Leibniz dispute was
that English mathematicians, in steadfastly following Newton and refusing to adopt
Leibniz’ analytical methods, effectively closed themselves off from the mainstream of
progress in mathematics for the next century. Although Newton’s spectacular applica-
tions of mathematics to scientific problems inspired much of the eighteenth century
progress in mathematics, these advances came mainly at the hands of continental ma-
thematicians using the analytical machinery of Leibniz’ calculus, rather than the
methods of Newton.“

Zur gleichen Einschitzung des Falls kommt Victor Katz, vgl. [Katz, 1998].
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Eine Vision von Leibniz war die Entwicklung einer formalen Universalsprache
zur Unterstiitzung und Durchfiithrung logischer Untersuchungen, und dieses
philosophische Leitbild spielte eine entscheidende Rolle bei der Formulierung
und Entwicklung seiner Mathematik. Das Ziel war wahrhaft hochgesteckt: In der
symbolischen Universalsprache sollten sich alle Belange des menschlichen Den-
kens formulieren und durch Berechnung entscheiden lassen, wobei die Berech-
nung in einer syntaktischen Manipulation der symbolisierten Aussage besteht.

Am ehesten verwirklicht ist diese Vision von Leibniz heute in der Pridikatenlogik er-
ster Stufe, mit einem klassischen Deduktionskalkiil und einem interpretativ leistungsfihi-
gen Axiomensystem wie dem der Mengenlehre. Wihrend die Ausdrucksfihigkeit dieser
formalen Sprache fiir mathematische Belange enorm ist, ist die algorithmische Losung
von mathematischen Problemen dagegen nur sehr eingeschrinkt moglich, wie die Unent-
scheidbarkeitsresultate im Umfeld der Godelschen Unvollstindigkeitssitze zeigen. Zur
Losung mathematischer Probleme ist im allgemeinen ,,unberechenbare” Kreativitit n6-
tig, und in diesem Sinne ist die Vision von Leibniz widerlegt. Den symbolischen Kalkiil
auch auf die Naturwissenschaften und die Philosophie ausdehnen zu wollen, wie es Leib-
niz vorschwebte, erscheint aus heutiger Sicht iibertrieben.

Leibniz trug auch konkret zur Realisierung von automatischen Berechnungen
bei: Er baute eine Rechenmaschine zur Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und zum Whurzelziehen.

1696 Lehrbuch von I'Hospital

In einem Buch mit dem aussagekriftigen Titel , Analyse des infiniment petits
pour lintelligence des lignes courbes® gibt I’'Hospital eine erste Lehrbuch-
Darstellung der Infinitesimalrechnung. Es findet sich darin unter anderem die
bekannte /’Hospitalsche Regel, die de facto von seinem Lehrer Johann Bernoulli
gefunden wurde.

1748 Lehrbuch von Euler

Euler, der dominierende Mathematiker des 18. Jahrhunderts, veroffentlicht
sein zweibdndiges Werk ,,Introductio in analysin infinitorum®, das einen Meilen-
stein in der Geschichte der mathematischen Literatur bildet. Es darf als erstes
modernes Lehrbuch der Mathematik gelten, und es unterscheidet sich von den
heutigen Biichern nicht wesentlich. Ab diesem Buch enden die unsiglichen Qua-
len eines heutigen Lesers, der sich fiir die Originalliteratur interessiert. Euler
diskutiert in seinem Werk ausfiihrlich die Zahl e = 1/0! + 1/1! + 172! + 1/3! + ...
und die Exponentialfunktion e*. Daneben stehen die trigonometrischen Funk-
tionen im Zentrum. Das Buch ist auch ein entscheidender Schritt in der Ent-
wicklung des modernen Funktionsbegriffs. Euler definiert Funktionen allge-
mein als ,analytische Ausdriicke” in einer Variablen.
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1807 Fourier-Reihen

Fourier begriindetin einem Vortrag der Pariser Akademie der Wissenschaften
die heute nach ihm benannte Theorie der Entwicklung einer Funktion mit Hilfe
der Sinus- und Cosinusfunktion als Basismaterial. Er veréffentlicht die Theorie
in Buchform 1822. Dirichlet erkennt 1829 die mégliche totale Unstetigkeit des
Limes einer konvergenten Fourierreihe. Konvergenz- und Stetigkeitsfragen
sind auf dem Tapet.

1813 Gauf}: Konvergenz von Reihen

Gauf} untersucht sehr detailliert die Konvergenz der sog. hypergeometrischen
Reihe. Dieudonné schreibt: ,,Die Untersuchung der Konvergenz oder Diver-
genz [dieser Reihe] hat die Ara der Strenge in der Analysis eroffnet.”

1817 Bolzanos Beitrige zur Analysis

Bolzano beweist in ,,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dafi zwischen
zwei Werten, die ein entgegengesetztes Resultat gewihren, wenigstens eine reelle
Waurzel der Gleichung liege® den Zwischenwertsatz. In der Arbeit findet sich wei-
ter der erste Versuch einer formalen Definition der Stetigkeit einer Funktion: fist
stetig fuir alle x eines Intervalls, falls, ,wenn x irgend ein solcher Wert ist, der Un-
terschied f(x + ) - f(x) kleiner als jede gegebene Grofie gemacht werden kénne,
wenn man o so klein, als man nur immer will, annehmen kann.“ Die Arbeit enthiilt
weiter zum ersten Mal eine Formulierung des sog. Cauchyschen Konvergenzkri-
teriums fiir konvergente Reihen.

Die Wirkung der Arbeit von Bolzano ist nicht besonders grofi. Es ist umstritten, ob
Cauchy sie gekannt hat - bei der Verfassung von:

1821 Lehrbuch von Cauchy

Cauchys ,,Cours d’Analyse” erscheint. Cauchy etabliert damit eine neue Stufe
an mathematischer Genauigkeit, auch wenn er selber zuweilen noch iber die
Unterschiede zwischen ,stetig” und ,,gleichmiflig stetig” stolpert. Die Defini-
tion der Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt x lautet hier: f ist stetig in x,
wenn der Betrag von f(x - o) - f(x) mit ,,o zugleich so abnimmt, daf§ er kleiner

wird als jede endliche Zahl.“
1823 Integralbegriff von Cauchy

Cauchy gibt zum ersten Mal eine strenge Definition des Integrals einer steti-
gen Funktion. Wie vor ihm Leibniz und Newton untersucht Cauchy keine allge-
meinen Funktionen, betrachtet werden allenfalls endlich viele Polstellen. Die
Frage, fiir welche Funktion das Cauchysche Summationsverfahren ein Integral
liefert, stellt erst Riemann:
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1854 Riemann-Integral

Riemann entwickelt in seiner Habilitationsschrift ,,Uber die Darstellbarkeit
einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe“ seine heute nach ihm be-
nannte Integrationstheorie samt dem Begriff der ,, Integrierbarkeit” schlechthin
(veroffentlicht durch Dedekind in [Riemann 1867]). Vorausgegangen war ein in-
tensives Studium von Fourier-Reihen mit ihren unstetigen Grenzfunktionen.

1861 Stetige nirgendwo differenzierbare Funktionen

Weierstraf§ gibt in einer Vorlesung in Berlin Funktionen an, die tiberall stetig,
aber nirgendwo differenzierbar sind (spiter veroffentlichtin [Weierstrafy 1875]).
Bolzano hatte bereits in den 1830er Jahren eine solche Funktion gefunden, aber
erst die Beispiele von Weierstrafy wurden populir:

.50 b" cos(a"m x), mitae N, aungerade,be ]0,1[,ab>1+3/2m.

Das Ergebnis verstief vollig gegen die damalige Intuition, die sich allenfalls dis-
kret verteilte ,,Knicke® in stetigen Funktionen vorstellen konnte. Das Beispiel
trug dazu bei, dafl die Grundlagen der Analysis kritischer untersucht wurden.

1872 Konstruktionen von R

Im selben Jahr erscheinen die Konstruktionen von Dedekind, Cantor und
Heine der reellen Zahlen. Erst ab diesem Zeitpunkt liegt eine genaue mathemati-
sche Definition einer irrationalen Zahl vor. (Wir gehen im dritten Kapitel hierauf
ausfiihrlich ein.)

1872 Epsilontik bei Heine
Eduard Heine, unter dem Einfluf} seines Lehrers Weierstraf}, definiert die

Stetigkeit einer Funktion in einem Punktin seinen ,Elementen der Funktionen-
lehre® wie folgt:

Heine (1872): ,,§2. Bedingungen der Kontinuitit.
1. Definition. Eine Funktion f(x) heifit bei einem bestimmzten einzelnen Werte x = X
kontinuierlich, wenn, fiir jede noch so klein gegebene Grofie €, eine andere positive
Zahl 1, von solcher Beschaffenheit existiert, daf fiir keine positive Grofie m, die
kleiner als 1) ist, der Zahlwert von f(X = m) - f(X) das n iiberschreitet.”

Vgl. hierzu auch die obigen Definitionen bei Bolzano und Cauchy.

Die dieser Definition nachfolgenden Ausfithrungen bei Heine sind heute
Grundbausteine aller Lehrbiicher: Aquivalenz der e-5-Stetigkeit zur Folgenste-
tigkeit, Bestimmtheit einer stetigen Funktion durch ihre Werte auf Q, Defini-
tion der Stetigkeit und auch der gleichmifiigen Stetigkeit auf Intervallen [a, b],
Zwischenwertsatz, Annahme von Minimum und Maximum, gleichmiflige Ste-
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tigkeit stetiger Funktionen auf Intervallen [a,b]. Damit hatte die elementare
Analysis im wesentlichen ihre heutige Form gefunden.

Topologische Begriffsbildungen finden sich erst viel spiter, die Definition eines metri-
schen und topologischen Raumes gab Hausdorff 1914. Ebenso gehort das Lebesgue-Inte-
gral bereits in das 20.Jahrhundert. Wir kommen in Kapitel 5 darauf zuriick.
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2. Michtigkeiten

Die Entdeckung der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen durch Georg Cantor,
brieflich fixiertam 7.12.1873, kann man mit guten Griinden als die zweite Revo-
lution in der Geschichte von R bezeichnen. Uber zweitausend Jahre liegen zwi-
schen der Entdeckung von R # Q durch die alten Griechenund IR # [Q1,d.h.:
Es gibt keine vollstindige Paarbildung zwischen den rationalen Zahlen und den
reellen Zahlen. Es gibt nicht nur irrationale Zahlen, sondern fast alle - in einem
sehr prizisen Sinne - reellen Zahlen sind irrational.

Die dritte Revolution aus grundlagentheoretischer Sicht bildete dann der Beweis der
Unabhingigkeit der Cantorschen Kontinuumshypothese durch Kurt Godel (1938) und
Paul Cohen (1963), der den Glauben an ,,die eine“ Struktur R ins Wanken brachte und fiir
viele zerschlagen hat. Mengentheoretiker wiirden vielleicht noch eine vierte Revolution
nennen, nimlich den Beweis der projektiven Determiniertheit aus grofien Kardinalzahl-
axiomen in den 1980er Jahren, an dem wesentlich Donald Martin, John Steel und Hugh
Woodin beteiligt waren. Wir kommen spiter auf diese Dinge noch zuriick.

Michtigkeiten

Wir wiederholen einige Grundbegriffe der von Georg Cantor im letzten Vier-
tel des 19. Jahrhunderts im Alleingang entwickelten Michtigkeitstheorie. Vieles
davon wird dem Leser wohl dhnlich bekannt sein wie der Euklidische Algorith-
mus im ersten Kapitel.

Eine ausfiihrliche Darstellung der elementaren Michtigkeitslehre unter Auswertung
historischer Quellen findet der Leser in [ Deiser 2004 ]. Aber auch dort wie an anderen
Stellen mufite es vielfach bei geschichtlichen Andeutungen bleiben. Das Thema ist ihn-
lich verwickelt wie die Entdeckung des Irrationalen. Andererseits ist jeder einfithrende
"Textzur Mengenlehre geeignet, eine durch das folgende evtl. auftretende rein mathemati-
sche Verunsicherung des Lesers wieder zu beseitigen.

Sind A und B Mengen, so schreiben wir |A| = |BI, falls eine Bijektion zwi-
schen A und B existiert, und sagen: Die Mdchtigkeit von A ist gleich der Michtig-
keit von B. Analog schreiben wir 1Al < |B], falls eine Injektion von A nach B
existiert, und sagen: Die Michtigkeit von A ist kleinergleich der Miichtigkeit von B.
Schliefilich meint Al < IBI, daff Al < IBl und IAl # |BI gilt. In der Men-
genlehre kann 1Al, die Michtigkeit oder Kardinalitat von A, befriedigend als
Objekt definiert werden - eine lange Geschichte wiederum. Fiir viele Anwen-
dungen geniigt aber die gegebene relationale Definition, die nur die Begriffe
bijektiv und injektiv verwendet. Wir werden dariiber hinaus unten eine symbo-
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lische Arithmetik einfithren und verwenden, ohne uns allzusehr um die Schwie-
rigkeiten einer wirklich formal befriedigenden Definition zu kiimmern. Mit
Hilfe einer solchen symbolischen Arithmetik lassen sich viele Michtigkeitsbe-
rechnungen und -vergleiche elegant durchfithren, und es wire schade, nur auf-
grund eines allzu strengen technischen Gewissens darauf zu verzichten.

Eine Menge A heifit Dedekind-unendlich oder nur unendlich, falls INI < [Al.
Andernfalls heifit A (Dedekind-) endlich. Man kann zeigen: Eine Menge A ist ge-
nau dann endlich, wenn ein n € N existiert mit |Al = [{0, ...,n-1}I.

Eine Menge A heifit abziblbas; falls A endlich ist oder Al = INI gilt. Die
Abzihlbarkeit von A ist iquivalent zu |A| < INI. Eine nicht abzihlbare Menge
heifit diberabziblbar. Es gilt: A ist iberabzihlbar gdw IN| < |Al. Eine unendli-
che Menge A ist iiberabzihlbar, wenn es keine Surjektion von N nach A gibt.

Durchgehend verwendet wird etwa: Ist IAl = |Bl und IBl < ICl, so ist auch
Al < ICI. Die Michtigkeitsschreibweise ist insgesamt so beschaffen, daf} alles,
was suggeriert wird, auch richtig ist. Nichttrivial ist dabei der Beweis zweier
grundlegender Sitze: Der Aquivalenzsatz von Cantor-Bernstein und der Ver-
gleichbarkeitssatz von Cantor-Zermelo.

Satz (/Iqm'wlenzmtz von Cantor-Bernstein)
Seien A, B Mengen, und es gelte |Al < IBl und IBI < |Al.
Dann gilt Al = IBI.

Beweis (nach Julius Kénig 1906)
Seienf: A — Bundg:B — Ainjekdv.
Fiir jedes x € A definieren wir rekursiv:
X) = X,
~ g '(x,),  falls ngerade,
Ynel = f-'(x,),  falls nungerade,

solange die Urbilder existieren. Sei
Ay = {xe A | x,istfiirallen € N definiert oder
es gibt ein letztes x,, und dessen Index n ist gerade }.

Wir setzen nun fiirx e A:

h(x) = { f(x), falls x€ A,

g'1 (x), sonst.
— Dannisth : A — B bijektiv (!).

Cantor vermutete den Satz in einer Arbeit von 1883. Dedekind konnte ihn dann 1887
beweisen, lief§ das Licht aber unter dem Scheffel. (Die Kommunikation zwischen Cantor
und Dedekind war zuweilen nicht unproblematisch.) Bernstein bewies den Satz unabhin-
gig von Dedekind in einem Seminar von Cantor im Jahr 1897, und der Beweis wurde 1898
in einem Buch von Borel veroffentlicht. Er befreite von mithsamen Konstruktionen, ihn-
lich wie Beweise der Aquivalenz zweier Aussagen (i) und (i) durch das Aufspalten in zwei
Implikationen (i) ™ (i) und (ii) 7 (i) oft unvergleichlich einfacher werden.

Der Beweis des Satzes zeigt:
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Korollar
Seien A, B Mengen, und seien f : A — Bund g: B — A injektiv.
Dann existieren Ay, A; C A mit:

() Ag N Ay =@, Ag U A=A,

(i) A; ¢ rng(g),
(i) f1A, U g '1A, ist bijektiv von A nach B.

Eine Bijektion zwischen A und B kann also aus zwei Injektionenf: A — Bund
g:B — Adurch ein geeignetes zweiteiliges Zusammenbauen der beiden Abbil-
dungen erhalten werden - ein bemerkenswert einfaches Ergebnis.

Fir den Beweis des Vergleichbarkeitssatzes verwenden wir ein zum Auswahl-
axiom dquivalentes Maximalprinzip (in der Tat ist der Satz dquivalent zum Aus-
wahlaxiom). Das bekannteste Maximalprinzip ist das sog. Zornsche Lemma : Ist
(P, <) eine partielle Ordnung, in der jede linear geordnete "Teilmenge (eine Kezte)
eine obere Schranke besitzt, so existiert ein maximales Element der Ordnung.
(Siehe z.B. [ Deiser 2004 ] fiir Beweise.)

Dieses Maximalprinzip ist relativ gut bekannt, bereitet aber vielen Anfingern grofie
Schwierigkeiten, so daf} sehr oft ,,sei x das maximale Element® zu horen ist wenn es ,,sei x
ein maximales Element® heifien sollte. Im Zweifel fiir den Kommentar:

Sei also (P, <) eine partielle Ordnung, d.h. < ist irreflexiv und transitiv auf P. M c P
heifit lineare Teilordnung oder auch <-Kette, falls fiir alle x,y € M gilt x <y oder y < x.
s € P heifit obere Schranke von M, falls x < s fiir alle xe M gilt. Ein m € P heif$t ein macxima-
les Element der Ordnung, falls fiir alle x € P non(m < x) gilt. Ein m € P heifit ein groftes
Element der Ordnung, falls x < m fir alle x € P gilt. Im Falle der Existenz ist ein grofites
Element eindeutig bestimmt, sodafl man von demz grofiten Element der Ordnung reden
kann. Die leere Menge ist eine lineare Teilordnung jeder partiellen Ordnung, und durch
diese Konvention ist also eine partielle Ordnung, die die Bedingung des Zornschen Lem-
mas erfiillt, immer nichtleer.

Einige Beispiele: Ist M eine Menge, so ist ( P(M), C) eine partielle Ordnung. In dieser
Ordnung ist M das grofite Element. In (P(M) - { M }, C) existiert dagegen kein grofites
Element, wenn M mehr als ein Element hat. Ista € M, so ist M - { a } maximal in der Ord-
nung. Umgekehrtist jedes maximale Element der Ordnung von der Form M - {a } fir ein
a € M. (N, <) mit der iiblichen Ordnung erfiillt die Bedingung des Zornschen Lemmas
nicht, da die lineare Teilordnung N keine obere Schranke hat.

Satz  (Vergleichbarkeitssatz von Cantor-Zermelo)
Seien A, B Mengen. Dann gilt |Al < IBl oder IBI < [Al.

Beweis
SeiP={f|f:A" — BinjektivyA'CA}.
Wir setzen fiir f,g € P:

t<g, fals fcg

Dann ist (P, <) eine partielle Ordnung. Ist M C P linear geordnet,
so ist U M ein Element von P und eine obere Schranke von M.
Nach dem Zornschen Lemma existiert also ein maximales Element
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f der Ordnung. Wegen Maximalitit gilt dom(f) = A oder rng(f) = B (!).
— Also gilt IAl < IBI, bezeugt durch f, oder IBI < |Al, bezeugt durch f ~'.

Der Beweis verdeckt sowohl die historische als auch die mathematische Komplexitit
des Resultates. Cantor hatte den Satz lange Zeit als Denkgesetz vermutet, aber erst Zer-
melo konnte 1904 und 1908 strenge Beweise liefern. Das Zornsche Lemma (1935) ist
ein allgemeines Extrakt der Zermeloschen Beweistechnik von 1908, die den Begriff der
Wohlordnung vermeidet. In der axiomatischen Mengenlehre ist der Vergleichbarkeits-
satz dquivalent zum Auswahlaxiom. Der Satz von Cantor-Bernstein lifit sich dagegen
ohne Auswahlaxiom zeigen (wie z.B. der Beweis oben zeigt).

Bestimmung einiger Michtigkeiten

Die Idee der Abzihlbarkeit einer Menge A ist: Die Elemente von A lassen sich
in einer endlichen oder unendlichen Folge xy, x;, ..., Xy, ... anordnen. Beispiele
fir abzihlbar unendliche Mengen sind N, Z, N2 N" fiirn>1, @ und die Menge
der algebraischen Zahlen. Ein wichtiger Satz ist hierbei:

Satz  (Multiplikationssatz fiir abziblbare Mengen)
Seien A, n € N abzihlbar. Dann ist U, .y A, abzihlbar.

Dies zeigt man leicht durch Wahl! je einer Aufzihlung x,, o, x,, 1, ... von jeder
Menge A, und Verwendung der grundlegenden Cantorschen Diagonalaufzih-
lung von N x N:

0, 0, (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0), (0, 4), ...

Die Position eines Paares (n, m) € N? in dieser Reihe wird gegeben durch das bi-
jektive Cantorsche Paarungspolynom : N* — N mit

f(n,m) = 120 +m)(n+m+1) + n firn,me N.

Ubung
Tragen Sie die ersten Elemente der N*-Aufzihlung in ein Diagramm ein,
und beweisen Sie, daf§ das Polynom n die Aufzihlung beschreibt.
Beweisen Sie anschliefflend den obigen Vereinigungssatz.

Die Diagonalaufzihlung zeigt, dafl INI = IN?| gilt, und Iteration liefert den
Satz IN"| = IN/ fur alle n > 1. Eine rationale Zahl ist im wesentlichen ein Paar
von natiirlichen Zahlen - Zihler und Nenner -, und aus dieser Beobachtung ge-
winnt man leicht die Abzihlbarkeit von Q, evtl. unter Verwendung des Satzes
von Cantor-Bernstein. Weiter folgt z. B., dafy die Menge aller n-Tupel,n € N, ge-
bildet aus natiirlichen (oder ganzen oder rationalen) Zahlen abzihlbar ist. Damit
ist die ,Menge aller Biicher” bei gegebenem endlichen und selbst bei abzihlbar
unendlichem Vorrat an Typen abzihlbar.

Die Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen ergibt sich nun leicht: Jedes Poly-
nom vom Grad n mit ganzzahligen Koeffizienten ist durch ein n-Tupel aus ganzen
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Zahlen bestimmt, und hat maximal n verschiedene Nullstellen. Dies liefert eine
Zerlegung der algebraischen Zahlen A in eine abzihlbare Menge von endlichen
Mengen. Die Menge A ist als Vereinigung dieser Mengen also abzihlbar.

Gegeben die Abzihlbarkeit der Bibliothek aller Biicher, der gegeniiber die
Bibliothek von Alexandria als der Zeitschriftentisch eines Hausarztes erscheint;
gegeben die Abzihlbarkeit der Menge aller algebraischen Zahlen, zusammen
mit der Tatsache, dafl sich transzendente Zahlen gar nicht so leicht finden las-
sen; gegeben all dies mag man fragen: Ist der Michtigkeitsbegriff nicht tiber-
fliissig ? Ist nicht unendlich gleich abzihlbar unendlich? Ist nicht unendlich
gleich unendlich ? Die Antwort gibt der folgende zeitlose Satz.

Satz  (Uberabziblbarkeit von R)
Esgilt INI < IRI.

Beweis
Fiir ein reelles abgeschlossenes Intervall I = [a,b], a < b, seien
LI = [a,a+(b-2)/3] und R{) = [b-(b-2a)/3,b]
das linke bzw. rechte Drittelintervall von 1.
Seien nun a,b € R, a < b beliebig, und sei f : N — [a, b] beliebig.
Es geniigt zu zeigen, dafl { nicht surjektiv ist.
Wir definieren rekursiv I, fiir n € N durch I = [a, b] und

_ L(,), falls f(n) e R(1,),
nel T R, somst.

Sei M,cnI, ={d}.
Nach Konstruktion gilt d ¢ rng(f) und d € [a, b].
— Alsoistf:N — [a, b] nicht surjektiv.

1

Obiger Beweis ist eine Variante des ersten Cantorschen Uberabzihlbarkeitsbeweises
von 1873. Das bekannte Argument der Diagonalisierung von Nachkommastellen fand
Cantor erst viel spiter und stellte es in Form einer verallgemeinerbaren Konstruktion,
dem heutigen Satz von Cantor, 1891 in einem Vortrag der Offentlichkeit vor. Wir bewei-
sen diesen allgemeinen Satz unten.

Im Beweis wird die Vollstindigkeit der reellen Zahlen entscheidend benutzt,
und deshalb scheitert das Argument fiir Q. Denn tiber Q kann der Schnitt iiber
eine absteigende Folge von abgeschlossenen beschrinkten Intervallen Iy 2 1) ©
Lo...2I,2... leer sein.

Seietwa q, = [1, ..., 1] (n Einsen), die n-te rationale Kettenbruch-Approximation an
den goldenen Schnitt[1, 1, ... J,undseil, = {x€ Q | q;, £x<qy,, } flirne N. Dann ist
mne N In =d.

In R ist dagegen das Supremum der linken Intervallgrenzen in einer solchen
Situation immer ein Element des Durchschnitts. Wir besprechen die Vollstin-
digkeitseigenschaft von R ausfithrlich im nichsten Kapitel, und verwenden sie
hier (wie schon in Kapitel 1 bei der Diskussion der unendlichen Kettenbriiche)
als eine gut bekannte Tatsache.
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Fiir den Autor gehort die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen irrationalerweise
zur Welt der alten Griechen. Es ist ihr Geist, der darin lebt, und sie waren vielleicht
nicht so weit weg davon, wie wir glauben. Keiner hitte ihnen so frith die Entdeckung
der irrationalen Zahlen zugetraut im Vergleich ihres Wissens zur dgyptischen ,, Tech-
nomathematik“ etwa. Und keiner hitte ihnen aus dem Nichts heraus die Entdeckung
der axiomatischen Methode zugetraut, ein immer wieder mit Verbliiffung erinnertes
Ereignis. Der Zeit Galileis hitte die Uberabzihlbarkeit von R auch gut zu Gesicht
gestanden, und Galilei war nun, im Gegensatz zu den Griechen nachweislich, recht
nahe dran, als er iiber ein merkwiirdiges Phinomen nachdachte, das wir heute als
INI = I{ 2n | n ist gerade }| notieren wiirden.

Obiger Beweis zeigt direkt, dafi jedes nichttriviale reelle Intervall iberabzihl-
bar ist. Jede Funktion f : N — [a, b] fiir reelle a < b Lifit Werte aus [a, b] aus.

Aus der Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen und der Abzihlbarkeit der
Vereinigung zweier abzihlbarer Mengen folgt nun:

Korollar  (Existenz transzendenter Zablen)
Es gibt iberabzihlbar viele transzendente Zahlen. Genauer gilt:
Bis auf abzihlbar viele Ausnahmen ist jede reelle Zahl transzendent.

Strikt konstruktiv denkende Mathematiker beeindruckt dieses Existenzargu-
ment kaum, da es keine einzige transzendente reelle Zahl als solche identifiziert.
Alle anderen beeindruckt es dagegen seit seiner Entdeckung. Das Land hinter
dem Gebirge der algebraischen Zahlen ist von einer ungeahnten Weite.

Ein allgemeines Resultat tiber strikt kleinere Michtigkeiten ist der folgende
Satz, und sein Beweis ist das Urbeispiel eines Diagonalarguments.

Satz  (Satz von Cantor)
Sei A eine Menge. Dann gile Al < | P(A)I.

Beweis
Sicher gilt IAl < 1P(A)| (denn g mit g(a) = {a } fiir a € A ist injektiv).
Seialsof: A — P(A) beliebig.
Es geniigt zu zeigen, dafl { nicht surjektiv ist.
SeiD={xe Alxg{Xx)}.
Dann gilt fir allexe A: xe D gdw x ¢ {(x).
— Alsoist D #f(x) fiir alle x e A, und also D ¢ rng(f).

Man darf diesen Sechszeiler auch mit britischem Understatement als Jahrhun-
dertentdeckung bezeichnen. Er zeigt, dafi es im Reich der unendlichen Michtig-
keiten keine grofite Miachtigkeit geben kann, und er nennt zu jeder Menge konkret
eine Menge grofierer Michtigkeit. Eine Analyse des Beweises fithrte Bertrand
Russell zu seiner Klasse R = { x | x ist Menge und x ¢ x }. Er setzte in Cantors
Beweis A = {x | xist Menge } und f = idy, die Identitit auf A. Dannist D = R, und
D & rng(f) = A. Also kann R und weiter auch A selbst keine Menge mehr sein. Man
sagtheute: A und R sind echte Klassen. Sie sind, so die heute iibliche Interpretation
der Paradoxie, zu grof}, um noch Mengen sein zu kénnen.
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Daf} A keine Menge mehr sein kann, beruht auf einer zusitzlichen Vorstellung und lifit
sich nicht alleine aus der Russell-Antinomie ableiten. Die zusitzliche Vorstellung ist:
Teilklassen von Mengen sind wieder Mengen.

In der axiomatischen Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel sind echte Klassen
Objekte der Sprachebene, aber keine echten Objekte der mathematischen Welt
mehr. Fiir die Allklasse A ist das ganz so, wie das Weltall selber kein Objekt eines
Fernrohres mehr ist. Und fiir Mathematiker, die eine Art mathematisches Ob-
jektuniversum als sinnstiftende Hintergrundphilosophie annehmen, ist die Un-
terscheidung zwischen Mengen und echten Klassen dann auch nicht mehr be-
sonders tiberraschend. Ist das All auch kein Objekt der Theorie, so kénnen wir
trotzdem sinnvoll sagen: ,,das Weltall ist so und so grof...“ oder ,der weit ent-
fernte "Teil des Alls enthilt ...“. ,Das All“ ist ein Element unserer Sprache.

Als Korollar erhalten wir insbesondere: P(N) ist iiberabzihlbar. Zusammen

mit dem folgenden grundlegenden Satz ergibt sich dann ein zweiter Beweis der
Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen:

Satz (R und die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen)
Esgile IRl = IP(N)I.

Beweis
zu IRl < IPN)I:
Seix = xay, a; a3 ... in kanonischer Dezimaldarstellung.
Sei f(x) = {n(i, a;) | i € N}, mit dem Paarungspolynom m: N* — N,
wobei wir das Vorzeichen von x hier durch a, € {0, 1 } kodieren.
Diese Zuordnung liefert ein injektives f : R — P(N).

zu | PN)| < IRI:
Fiir A ¢ N sei g(A) € R der unendliche Kettenbruch [ng, ny, ...] mit
n;=2,fallsie Ajundn; = 1, fallsi g A.
- Dannistg: P(A) — Rinjektiv.

Natiirlich basiert der Satz nicht wesentlich auf Kettenbriichen. Der Leser ist aufgeru-
fen, andere Injektionen zu konstruieren (etwa mit Hilfe von Dezimalbruchentwicklun-
gen, unendlichen Reihen, usw.).

Korollar  (Beweis der Uberabziblbarkeit von R mit der Diagonalmethode)
INI < IRI.

Beweis

= Esgilt INI < IP(N)I = IRI.

Die Diagonalmethode steckt hier im Beweis von IN| < | P(N)|. Das bekannte
Verfahren der Diagonalisierung von Nachkommastellen einer unendlichen Liste
von reellen Zahlen zeigt IN| < IRI in einem Schritt. Der allgemeine Satz von

Cantor bringt aber das zugrundeliegende Phinomen in seiner reinsten Form ans
Licht.



2. Michtgkeiten 79

Ubung
Es gilt I*RI = | P[R)I.

Eine weitere Gleichung von nicht zu tiberschiitzender Bedeutung ist:

Ubung
Es gile INNI = 1 P(N)I.

Wir wenden uns nun einer Arithmetik zu, die derartige Resultate fast von
selbst liefert, ohne dafl immer wieder Injektionen konstruiert werden miifiten.

Eine symbolische Arithmetik mit Michtigkeiten

Die Einfiihrung einer symbolischen Arithmetik mit Michtigkeiten verein-
facht viele weitere Resultate. Wir denken uns hierzu jeder Menge A ein Zeichen
a = |Al zugeordnet derart, daf§ gleichmichtige Mengen durch das gleiche Zei-
chen reprisentiert werden. a heifit dann eine Kardinalzabl. Gilta = 1Al, so heifit
a die Kardinalitit von A. a heifit unendlich, falls A unendlich ist. Speziell wihlen
wir natiirliche Zahlen n als Zeichen fiir Mengen mit genau n Elementen, und o
als Zeichen fiir die abzihlbaren Mengen. Es giltalso z.B. w = IN| = [QI. Wenn
wir mochten, kénnen wir ® mit N identifizieren.

Unsere Zeichenzuweisung ist keine Definition im iiblichen Sinne, ist aber seit Haus-
dorft (1914) im nichttechnischen Umfeld gebriuchlich und vollig ausreichend. Die ge-
naue Durchfithrung der Idee ist iiberraschend kompliziert, und geschieht innerhalb der
axiomatischen Mengenlehre nach der Behandlung der Ordinalzahlen oder nach der Ein-
fithrung der von-Neumann-Zermelo-Hierarchie. Fiir unsere Zwecke geniigt obige Zei-
chenzuweisung. Ausdriicke und Berechnungen mit Kardinalzahlen lassen sich prinzipiell
immer in die relationale Michtigkeitsschreibweise und die Manipulation von Funktionen
zuriickiibersetzen.

Sind wir nur an einigen wenigen speziellen Michtigkeiten interessiert, so haben wir gar
keine definitorischen Probleme. Wir wihlen dann einfach als Zeichen a eine bestimmte
Menge selber, die wir als Reprisentanten aller zu ihr gleichmichtigen Mengen ansehen.

Wir formulieren den Satz von Cantor-Bernstein und den Vergleichbarkeits-
satz noch einmal in der neuen Form mit Kardinalzahlen:

Satz von Cantor-Bernstein
Fiir alle Kardinalzahlen a und b gilt: a<bund b <a folgr a=b.

Vergleichbarkeitssatz
Fiir alle Kardinalzahlen a und b gile: a < b oder b < a.

Es bietet sich nun der folgende arithmetische Kalkiil an [ Cantor 1895]:
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Definition (Arithmetik mit Kardinalzahlen)
Seien a, b Kardinalzahlen, und seien A,B Mengen mita = |Al, b= |BI.
Wir setzen:

a+0 = I1Ax{0} U Bx{1}l,
a-b IA x BI,
a® = IBAL

Die Definitionen sind unabhingig von der Wahl von A und B. Unmittelbar
einleuchtend sind Rechengesetze wie:

a+b=b+a, a-b=0-q,
a+b+c)=(@+b)+¢, a-b-¢) =(@-b)-¢, usw.

Die eingefiihrte Arithmetik beinhaltet die ibliche Arithmetik auf den natiirli-
chen Zahlen, und stimmt auch in Sonderfillen wie etwa 0° = 1 mit ihr iiberein
(denn?@ = {@)).

Einige oben bewiesene Abzihlbarkeitsresultate lauten nun in der neuen
Schreibweise: ® = ®’ = w - ®, ® = ©" firne N*.

Die meiste Kraft wohnt nun den Rechenregeln fiir die Exponentiation inne.
Die folgenden Gleichungen gelten fiir alle Kardinalzahlen a, b, c. Sie sind leicht
durch Manipulation von Bijektionen einzusehen:

b+c b ¢

a = a -a,
(a-0) = a“- b,
(ab)r _ ah-(‘.

Die Beweise dieser Gleichungen seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Ist a = 1A, so gilt IP(A)| = 2°, wobei eine Bijektion f : P(A) — A10,1)
einfach definiert werden kann durch f(B) = indy, fiir B C A, wobei indy die Indi-
katorfunktion auf B ist, d.h. indg(x) = 1, falls x € B, und indp(x) = 0 sonst. Damit
gilt wegen IRI = I P(N)| die oft verwendete Gleichung

IRl = 2°.
Weiter schreibt sich jetzt der Satz von Cantor sehr elegant:

Satz von Cantor
Fiir alle Kardinalzahlen a gilt a < 2°.

Wir gewinnen nun aus den Rechenregeln der Exponentiation sehr einfach ele-
mentare Ergebnisse wie etwa 2% = ©®:
29 < ¥ < (2U)° = 20°® = 20,

Es giltalso z.B. IRI = INNI (vgl. die Ubung oben).
Die vielleicht beeindruckendste Anwendung des Kalkiils ist der einzeilige Be-
weis des Multiplikationssatzes fiir R:
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Satz  (Gleichmiichtigkeit der Ebene und der Linie)
Esgilt IRxRI = IRI.

Beweis
- IRIZ = 29)?% =229 = 2° = IRI.

Der Leser ist aufgerufen, eine konkrete Injektion f : R> — R zu finden. Die Auflésung
und Neuverkettung der in der Gleichungskette des Beweises enthaltenen Einzelargu-
mente fithrt im wesentlichen zur originalen Beweisidee von Cantor 1878, nimlich der
Mischung von Nachkommastellen zweier reeller Zahlen in kanonischer Darstellung :
0,1219...und 0,3278... wird z. B. abgebildet auf 0,13221798...

Cantors Mischung liefert keine direkte Bijektion, und man muf§ den Satz von Cantor-
Bernstein bemiihen. Fithrt man die Mischung nicht mit Ziffern, sondern mit Blécken der
Form 00...00i, 1 <i <9, aus, so erhilt man eine direkte Bijektion zwischen R*? und R*
(Trick von Julius K6nig). Das Zahlenpaar n,001201... und m,100015... in kanonischer
Darstellung wird dabei etwa abgebildet auf m(n, m),001120001015..., wobei ©t wieder das
Paarungspolynom auf N? ist.

Induktiv folgt IRI™ = IR fiir alle n > 1, und analog zum Beweis oben zeigt
man, ® - ® = ® verwendend, sogar | NR| = IRI. Die endlichdimensionalen Kon-
tinua R" fiir n > 1 und sogar noch das abzihlbar-unendlichdimensionale Konti-
nuum " R haben alle die Michtigkeit der reellen Zahlen.

Diese Resultate von Cantor aus dem Jahre 1884, noch per Hand ohne den
bequemen Kardinalzahlkalkiil und ohne den Satz von Cantor-Bernstein ge-
wonnen, riefen zur damaligen Zeit grofie Irritationen hervor. Man mufite eine
Frage stellen, iiber die man sich bislang keine ernsthaften Gedanken gemacht
hatte: Was macht den Dimensionsbegriff eigentlich aus? Die Frage wurde erst
innerhalb der Topologie nach der Jahrhundertwende befriedigend geklirt. We-
sentlich ist, daf} Bijektionen zwischen verschiedendimensionalen Kontinua R"
und R™ nicht stetig sein konnen. Dies wurde von Dedekind sogleich vermutet,
als er den Cantorschen Beweis von IR*| = IR| zu Gesicht bekam. Aber erst
Brouwer gelang 1911 der erste vollstindige Beweis (vgl. hierzu auch 2.2).

Ubung
Zeigen Sie fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a:

() a®=2%d.h. I*Al = | P(A)| fiir alle unendlichen Mengen A,
(i) a+a = a folg 2°-2% = 2°

Nichttriviale Ergebnisse der elementaren Kardinalzahlarithmetik sind der Additions-
und der Multiplikationssatz: Es gilt a + a = a und a - a = a fiir alle unendlichen Kardinal-
zahlen a. Es folgt, dafl a + b = a - b = max(q, b) gilt fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a
und b. Zuriickiibersetzt in die Sprache der Bijektionen gilt also insbesondere: Ist M un-
endlich, so existiert eine Bijektion zwischen M und M. Siehe etwa [Deiser 2005 ] fiir die
lingere Geschichte dieses Satzes und des spezielleren Cantorschen Resultats iiber die
Gleichmichtigkeit der Ebene und der Linie.
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Das Kontinuumsproblem

Der Satz von Cantor zeigt ® < 2%, und die Frage ist nun einfach: Gibt es eine
Kardinalzahl a mit w < a < 2® oder nicht? Das Cantorsche Kontinuumsproblem
lautet: Welche Michtigkeit hat R?

Cantorsche Kontinuumshypothese (CH)
2% ist die auf o folgende Michtigkeit. Anders:
Es gibt keine Kardinalzahl a mit w < a < 2%.

Die erste Erwihnung der Kontinuumshypothese findet sich in [ Cantor 1878].

Zwei iquivalente Formulierungen der Kontinuumshypothese - und zugleich
Beispiele fiir die Elimination der arithmetischen Notation - sind:

Ist A eine unendliche Menge mit 1Al < IRI, soist |Al = INI.
Fiir alle A C R gilt: A ist abziblbar oder gleichmiichtig zu R.

Die letzte Formulierung ist wohl die erfolgreichste, um das Problem einem Nichtma-
thematiker nahezubringen. Sie benutzt keine Objekte und Begriffe aufier den reellen

Zahlen und der Idee des Grofienvergleichs durch Paarbildung.

In der Mengenlehre zeigt man: Es gibt eine kleinste Kardinalzahl, die gro-
fBer als w ist. Dies heifit nichts anderes als: Es gibt eine iiberabzihlbare Menge
A mit der Eigenschaft: Ist B eine iiberabzihlbare Menge, soist |Al < IBI. Die
Kardinalitit einer solchen Menge A ist eindeutig bestimmt und wird mit ®,
oder gleichwertig X bezeichnet. w; ist die kleinste iiberabzihlbare Kardinal-
zahl, so wie o die kleinste unendliche Kardinalzahl ist. Damit schreibt sich die
Kontinuumshypothese dann einfach als 2% = ;.

Cantor glaubte an die Giiltigkeit der Kontinuumshypothese. Er suchte jahre-
lang nach einem Beweis und hielt am Ende viele wichtige Begriffe und Teilergeb-
nisse in den Hinden. Seine Suche nach einer vollstindigen Losung des Problems
war aber, wie er nicht ahnen konnte, von vornherein zum Scheitern verurteilt. Es
gibtkeinen Weg zu seinem Ziel, den er hitte finden kénnen. Denn: Die Kontinu-
umshypothese ist innerhalb der klassischen Mathematik weder beweisbar noch
widerlegbar, es sei denn, die heute akzeptierten Methoden der Mathematik sind in
sich widerspriichlich (dann ist (CH), wie jede andere Aussage, sowohl beweisbar
als auch widerlegbar). Diese sog. Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese - we-
der beweisbar noch widerlegbar zu sein - bewiesen, je die Hilfte mit zwei vollig
verschiedenen Methoden beisteuernd, Kurt Godel 1938 und Paul Cohen 1963.
Godel zeigte, dafl (CH) nicht widerlegbar ist, wihrend Cohen bewies, daff (CH)
nicht beweisbar ist. ,,Beweisbar muff zum Beweis solcher Sitze mathematisch
prizisiert werden, was eine Aufgabe der mathematischen Logik ist. Nach der For-
malisierung werden dann die Unabhingigkeitsbeweise selber mit modelltheoreti-
schen Methoden gefiihrt. Sie sind Glasgebiude der Semantik auf einem syntakti-
schen Unterbau aus Beton.
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Natiirlich wird die Kontinuumshypothese beweisbar, wenn man eine Umfor-
mulierung oder Verstirkung von (CH) als neues mathematisches Axiom postu-
liert. Kein solches Axiom hat aber bislang allgemeine Akzeptanz gefunden, und
das gleiche gilt fiir neue Axiome, die implizieren, daff (CH) falsch ist.

Man kann in der klassischen Mathematik zwar (CH) nicht entscheiden, aber
doch noch etwas mehr tiber die Grofie von R beweisen als nur die eine Unglei-
chung IRI > w. Die Gleichung IR =2 zwingt der Kardinalitit des Kontinu-
ums eine gewisse Stabilititseigenschaft auf. Es gilt namlich:

Satz  (Unzerlegbarkeitssatz von Fulius Konig)
Seien A, Cc R fiirne N,undsei |A,| < IRI fiirne N.
Dannist |U, .y A,l < IRI.

Beweis
SeiA=U,.yA,, undseif : A — “R beliebig.
Wir zeigen, dafl f nicht surjektiv ist.
Wegen IVRI = (2)° = 2°°® = 2 = IR folgt hieraus die Behauptung.
Wir definieren g : N — R durch:

gn) = ,einxe Rmitx#f(y)(n) firalleye A,“ firne N.

Ein solches x existiert wegen 1{ f(y)(n) | ye A, }I <) 1A, < IRI.
Dann ist g ¢ rng(f): Andernfalls existiert ein n mit g = f(y) fiireiny € A,.
— Insbesondere also g(n) = f(y)(n), imz Widerspruch zur Definition von g(n).

Auf einelementige A, angewendet zeigt der Satz noch einmal die Uberabzihlbarkeit
von R, wobei auf die Ergebnisse |R1 = 2® und 2°)® = 2% zuriickgegriffen wird.

Konig bewies das Resultat 1904. Im gleichen Jahr wies dann Zermelo auf eine allgemei-
nere Form hin, die wie der Satz von Cantor auch andere Michtigkeiten miteinbezieht.

Nehmen wir IR = @; an, so beinhaltet der Satz nichts neues, denn dann sind
alle A, abzihlbar mit abzihlbarer Vereinigung. Aber ohne eine solche Hypo-
these zeigt das Argument immerhin, daf} eine Folge von Kardinalzahlen ag < a;
<...<a, ... mita, < IRI firn e N, nicht gegen |R| konvergieren kann. R
lafit sich nicht in eine abzihlbare Menge von Mengen kleinerer Michtigkeit zer-
legen. Wenigstens ein interessantes Detail haben wir damit iiber die Michtigkeit
von R ans Licht gebracht. Vielleicht gibt es noch andere trickreiche Diagonalar-
gumente ? Dies ist leider nicht der Fall. In der Mengenlehre zeigt man mit der
Methode von Cohen, daff die Zerlegungsaussage zusammen mit der Uberab-
zihlbarkeit von R alles ist, was wir in der tiblichen Mathematik tiber die Grofie
von R beweisen kénnen. Jede Kardinalzahl ¢ > o, die nicht das Supremum von
abzihlbar vielen kleineren Kardinalzahlen ist, kann als Michtigkeit von R in ei-
nem Modell der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ZFC (= einem Modell der
klassischen Mathematik) realisiert werden! Wir betrachten hierzu einige Bei-
spiele, die wir ohne symbolische Michtigkeiten formulieren, um sie méglichst
elementar darzustellen. Wir nennen hierzu (voriibergehend) eine endliche Folge
M,, ..., M, eine R-Kette der Linge n + 1, falls fiir alle 0 < i < n gilt:
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(1) M, ist eine abzihlbar unendliche Teilmenge von R,
(i) M; € M.y,
Gi) IM,1 < IM;,,1,
(@iv) esgibtkein M; € M < M;,; mit IM;l < IMI < IM;, I,
V) M, = R
Weiter nennen wir fiir einn € N zwei Folgen (M; | ie N),(N; | 0 <i<n)eine
R-Kette der Linge  +n + 1, falls gilt:
(a) firalleie Ngilt (i) - (iv) fiir die Folge M,, ..., M;,
(b) Ny = Ujeny M;,
(¢) (ii) - (v) gilt fiir die Folge Ny, ..., N, insbesondere also:
d N, = R
Die Modellkonstruktionen mit Hilfe der Cohenschen Methode liefern nun fiir
allen € N ein Modell der ZFC-Mengenlehre, in dem gilt:
(A,) Es gibt eine R-Kette der Linge n + 2.
Weiter liefern sie sogar fiir alle n € N Modelle fiir:
(B,) Es gibteine R-Kette der Linge ® + n + 2.

Die Annahme der Existenz einer Folge N =M, c M, c ... € M5 = R, die alle
moglichen unendlichen Michtigkeiten kleinergleich |R1 durchliuft, ist also wi-
derspruchsfrei, ebenso wie die Annahme der Existenz einer solchen Folge der
Linge 1789. Weiter konnen wir auch etwa widerspruchsfrei annehmen, daf§ eine
unendliche Folge, gefolgt von einer endlichen Folge der Form

N=MycM,c..cM,c..cNy=U;cyM;cN,c..cNp,=R

alle unendlichen Michtigkeiten kleinergleich IR| darstellt, als R-Kette der
Linge o + 13. Der Unzerlegbarkeitssatz von Konig schliefit lediglich R-Ketten

N =M() CM] C ... CMnC CN() = UiENMi =R
der Linge o + 1 aus, R-Ketten der Linge o + 2, ® + 3, usw. sind wieder moglich.

Damit sind noch lingst nicht alle Méglichkeiten erschopft, allgemeiner braucht man
die sog. transfiniten Zahlen, um die Lingen der méglichen, d.h. in Modellen realisierba-
ren, R-Ketten angeben zu kénnen. Insgesamt gibt es eine echte Klasse moglicher Mich-
tigkeiten von R und moglicher Lingen von R-Ketten.

Zyniker wiirden vielleicht sagen: Die vollstindige Analyse der Michtigkeit
von R besteht also aus den beiden Diagonalargumenten im Satz von Cantor und
Konig-Zermelo, die zudem mehr oder weniger identisch sind. Man muf} nicht
zum Zyniker werden, aber es ist doch recht wenig, was uns die klassische Mathe-
matik iiber die Grofie von R wissen lifit. Wenigstens vergonnt sie uns das Wis-
sen, daf} wir nicht mehr wissen kénnen, wenn wir nicht iiber sie hinausgehen.

Das Kontinuumsproblem bleibt offen, wenn man die Resultate von G6del und
Cohen nicht drastisch als negative Losung fiir alle Zeiten interpretiert. Die Ma-
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thematik befindet sich bis auf unbestimmte Zeit in dem doch sehr irritierenden
Zustand, dafi sie die Grofie ihrer zweiten Grundstruktur nicht ermitteln kann.
Godel und Cohen zeigten, daf die Mathematik sich manchmal besser kennt als
die Objekte, die sie untersucht. Der Rif§ zwischen N und R, zwischen N und
P(N), bleibt fiir ihre lichtstarken Methoden dunkel, aber sie weif§ darum, und die
mathematische Logik kann die Rinder solcher Finsternisse scharf analysieren.

Das Kontinuumsproblem lifit sich gliicklicherweise, Cantors Fufistapfen fol-
gend, ertragreich approximieren. Fir eine Menge s € P(R) definieren wir die
Kontinuumshypotbese fiir die Punktklasse s4 wie folgt:

(CHy)
Jedes A € sl ist abzihlbar oder gleichmichtig mit R.

In dieser Form ist (CH) = (CH p(,) die stirkste unter vielen natiirlichen Hy-
pothesen. Beispiele fiir interessante o wiren etwa: o = ,die offenen Teilmen-
gen von R¥, s = ,die abgeschlossenen Teilmengen von R“. Mit diesen und
weiteren Mengensystemen werden wir uns im zweiten Abschnitt, in der Umge-
bung des Baireraumes, eingehend beschiftigen. Insbesondere werden wir die
Kontinuumshypothese fiir die abgeschlossenen Mengen beweisen, was histo-
risch wie inhaltlich die erste schwere und erfolgreiche Attacke auf das Jahrhun-
dertproblem bildet.

Historischer Uberblick

Wir beenden dieses kurze Kapitel mit einer knappen Zusammenstellung we-
sentlicher Ereignisse im Umfeld der Cantorschen Entdeckung.

1873 Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Cantor stellt Dedekind brieflich die Frage nach der Existenz einer Bijektion
zwischen N und R. Er kann sie eine Woche spiter am 7. 12. 1873 selbst negativ
beantworten. Gliickwiinsche von Dedekind, und man darf hinzufiigen: im Na-
men aller Mathematiker.

1878 Drei wichtige Dinge in einem Jahr

Entwicklung des Miichtigkeitsbegriffs, Beweis von |R?| = IR|, Formulierung
der Kontinuumshypothese: Alles auf 16 Seiten in ,Ein Beitrag zur Mannigfaltig-
keitslehre“ [ Cantor, 1878] .

1884 Partieller Erfolg im Kontinuumsproblem

Cantor beweist (CH ) fir die Menge o der abgeschlossenen Mengen.
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1888 Unendlichkeitsdefinition von Dedekind

Dedekind definiert ,,M ist unendlich“ als ,,M ist gleichmichtig zu einer echten
"Teilmenge von M, was sich als dquivalent zu ,,IN| < |M|“ herausstellt.

1891 Diagonalverfahren

Cantor stellt auf der ersten Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung das Argument vor, das heute als ,,Satz von Cantor” bekannt ist: IM| <
| P(M)|. Angewendet auf R liefert es die berithmt gewordene Diagonalisierung
von Nachkommastellen.

1895 Symbolischer Kalkiil mit Michtigkeiten

Cantor stellt in seiner Gesamtdarstellung seiner Mengenlehre von 1895/1897
enthusiastisch seine Kardinalzahlarithmetik vor.

1897 Satz von Cantor-Bernstein

Bernstein zeigt den Aquivalenzsatz (versffentlicht in [Borel 1898]). Das obige
Zickzack-Argument stammt von Julius Kénig 1906. Dedekind fand bereits 1887
den Bernsteinschen Beweis, lief§ ihn aber unveroffentlicht.

1904 Zermelos Wohlordnungssatz

In einer historischen Arbeit von drei Seiten Umfang beweist Zermelo den
Wohlordnungssatz und damit den Vergleichbarkeitssatz fiir Michtigkeiten. Vier
Jahre spiter gibt er einen zweiten Beweis. Die Methoden des zweiten Beweises
zeigen de facto das Zornsche Lemma. Zermelo iibernimmt damit, wie Kanamori
einmal hiibsch schreibt, von Cantor die Fackel.

1905 Ungleichung von Koénig

Julius Konig veroffentdicht den Unzerlegbarkeitssatz fiir die reellen Zahlen
(bewiesen 1904). Niemand konnte damals ahnen, daf} er damit bereits die letzte
im Rahmen der klassischen Mathematik beweisbare Aussage tiber die Michtig-
keit von R gefunden hatte.

1938 Godels Modell

Godel zeigt, dafi in seinem ,konstruktiblen Universum®, einem natiirlichen
Modell der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, die Kontinuumshypothese richtig
ist.
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1963 Cohens Erzwingungsmethode

Cohen stellt eine sehr allgemeine Methode vor, die eine Flut von Modellen der
Mengenlehre liefert, in denen die Kontinuumshypothese falsch oder auch wahr
ist. (CH) ist also in der ZFC-Mengenlehre und damit in der klassischen Mathe-
matik weder beweisbar noch widerlegbar. Cohens Methode zeigt allgemein, dafy
R jede iiberabzihlbare Michtigkeit haben kann, die nicht der Ungleichung von
Konig widerspricht. (,Haben kann® heifit hier ,vertriglich mit der klassischen
Mathematik,“ oder gleichwertig ,,die Situation ist realisierbar in einem Modell
von ZFC*.)

Die Interpretation der Resultate von Cohen spaltet die Grundlagenforschung.
Von einigen Mathematikern wird das Kontinuumsproblem als ,,bedeutungslos®
eingestuft, als ,inhirent vage Frage“. Andere suchen nach Erweiterungen der
ZFC-Axiomatik, die das Problem der méglichen Michtigkeiten von Teilmengen
von R besser ausleuchten (,,Godels Programm®, bereits 1947 formuliert). Hier
gelingen mit der Erforschung des Themenkomplexes der ,,Projektiven Determi-
niertheit* durch Martin, Steel, Woodin und andere in den 1980er Jahren bemer-
kenswerte Erfolge. Sie setzen den Weg fort, den Cantor 1884 begann (siehe den
Eintrag oben).

1990er Woodins Modell
Hugh Woodin konstruiert ein kanonisches Modell in dem (CH) falsch ist, und
indert seine Einschitzung des Kontinuums-Problems von ,,unlésbar” in ,lang-

fristig losbar® — mit Spekulationen zu einer Antwort, die | R| die zweite tiberab-
zihlbare Michtigkeit zuweist.
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3. Charakterisierungen und Konstruktionen

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit den Moglichkeiten der axiomati-
schen Charakterisierung eines ,,Kontinuums®“, und weiter dann mit der Kon-
struktion von mathematischen Strukturen, die diese Axiome erfiillen - und damit
dann prinzipiell gleichberechtigt als Kontinua gelten diirfen.

Die reellen Zahlen sind scheinbar untrennbar mit dem Rechnen verbunden.
Denkt man bei einem Kontinuum aber zuallererst an eine ,stetige Linie aus
Punkten®, so geht sicher das Urverhiltnis der Atome der Linie untereinander,
ihr ,links“ und ,rechts, ihr ,spiter” und ,frither” ihrer Arithmetik voraus. Letz-
tere entsteht bei dieser Sicht der Dinge erst nachtriglich durch eine geeignete
Unterteilung der Linie, erst durch das Messen von Abstinden bei gewéhltem
Nullpunkt und gewihlter Einheit. A posteriori kann dann ein Punkt mit seinem
Abstand zum Ursprung gleichgesetzt werden (modulo eines Vorzeichens). Diese
Arithmetisierung eines Kontinuums ist uns mittlerweile so selbstverstindlich ge-
worden, dafi man geneigt ist, andere und vielleicht urspriinglichere Anschauun-
gen dariiber zu vergessen.

Wir wihlen hier, einen Ansatz aus dem spiten 19. Jahrhundert hochachtend,
statt des arithmetisch-algebraischen Zugangs denjenigen tiber den Ordnungsbe-
griff, und fragen uns also ohne Mafiband und Rechenschieber in der Hand: Was
ist ein Kontinuum? Was zeichnet die Ordnung der Punkte eines Kontinuums
aus? Spiter bringen wir dann die Arithmetik mitins Spiel und beweisen einen al-
gebraischen Charakterisierungssatz.

Wir brauchen einige Begriffe der Ordnungstheorie. Eine lineare Ordnung
(M, <) heifit nach rechts (links) unbeschrinkt, falls fir allexe M einy € M existiert
mitx <y (v < x). (M, <) heifit unbeschrinkt oder auch eine Ordnung obne End-
punkte, falls (M, <) nach links und rechts unbeschrinkt ist.

Ist von zwei Ordnungen (M, <) und (N, <) die Rede, so haben die beiden
Kleiner-Relationen i. a. nichts miteinander zu tun. Bei Verwechslungsgefahr
schreiben wir <; bzw. <. Ist M’ € M, so schreiben wir auch (M’, <) fiir die
Einschriinkung (M’, < n M"?) der Ordnung (M, <) auf M".

Die folgende Definition betrachtet ordnungstreue Funktionen, die zwischen
zwei linearen Ordnungen vermitteln. Weiter definieren wir, wann zwei lineare
Ordnungen aus ordnungstheoretischer Sicht als ,gleichwertig, dquivalent, iso-
morph, identisch bis auf Umbenennung* anzusehen sind.
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Definition (Einbettungen, Ordnungsisomorphismen)
Seien (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen, und sei M’ ¢ M.

() Eine Funktionf : M’ — N heifit ordnungserbaltend oder eine
Einbettung von (M, <) in (N, <), falls fiir alle x,y € M’ gilt:
x<y gdw f(x) < {(y).

(ii) (M, <) heiBit einbettbar in (N, <), in Zeichen (M, <) < (N, <),
falls eine Einbettung f : M — N existiert.

(iii) Eine Einbettung f : M — N heifit ein Ordnungsisomorphismus, falls
f: M — N bijektiv ist. (M, <) und (N, <) heiflen ordnungsisomorph
oder auch ihnlich, in Zeichen (M, <) = (N, <), falls ein Ordnungs-
isomorphismus f : M — N existiert.

Die Ordnung der rationalen Zahlen

Eine wesentliche Eigenschaft von Q ist, daf zwischen zwei rationalen Zahlen
p < q immer eine rationale Zahl liegt, etwa (p + q)/2. Allgemeiner definieren wir
fiir lineare Ordnungen:

Definition (dichte lineare Ordnung)
Eine lineare Ordnung (M, <) heifit dichz, falls fiir alle x,y € M mitx <y
ein z € M existiert mitx < z <y.

Neben dicht liefert eine kurze Materialsammlung zu (Q), <) noch abzihlbar und
unbeschrinkt. Ein fundamentaler Satz besagt, dafi diese drei Eigenschaften die
Ordnung der rationalen Zahlen bereits bis auf Isomorphie festzurren:

Satz  (Cantors Isomorphiesatz fiir die Ordnung der rationalen Zahlen)
Sei (M, <) eine abzihlbare, dichte und unbeschrinkte lineare Ordnung.
Dann gile (M, <) = (Q, <).

Der Satz findetsich in [ Cantor 1895 ] und implizit in [ Cantor 1884]. Wir geben das ori-
ginale Argument.

Beweis
Seien xg, Xy, ... und qo, qy, . . injektive Aufzihlungen von M bzw. von Q.
Wir definieren rekursiv Funktionswerte f(xo), f(x;), f(xy), ... wie folgt.
Zunichst sei (xy) = qo.
Seien nun f(x), ..., f(x,,) definiert. Wir setzen:

f(x,,1) = ,das erste q; der Aufzihlung von @ mit der Eigenschaft:
die Funktion fn+1 = { (Xk’ f(Xk)) l0<k<n } Y { (Xn+17 ql) }7
foor i {x0, .., Xpy1 } — Q, ist ordnungserhaltend.®

Anschaulich: Wir definieren f(x,, ) derart, daf§ die Elemente xq, ..., x,,1 in M paar-
weise genauso zueinander in Relation stehen wie die Elemente f(x), ..., f(x,, 1) in Q.
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Wegen Q dicht und unbeschrinkt existiert immer ein solches q;.
Damit erhalten wir nach Konstruktion einen Ordnungsisomorphismus

f: M — mg(f).

Es gilt aber rng(f) = Q, denn andernfalls existiert ein kleinstes i* mit
qi € rng(f). Dann miifite q;+ an einer geeigneten Stelle der Rekursion
aber einem x,,, | zugeordnet werden (!), Widerspruch.

— Also zeigt die Funktion £, daff (M, <) =(Q, <).

Der Beweis zeigt de facto (auch ohne die Kenntnis von (Q, <)), daf} je zwei abzihlbare,
dichte und unbeschrinkte lineare Ordnungen isomorph sind.

szmg
Fiihren Sie das Argument fiir die Stelle () im Beweis aus.

Die Dichtheit und Unbeschrinktheit von M wird nur fiir den Nachweis
»rng(f) = Q“ gebraucht. Damit zeigt die Konstruktion:

Korollar  (Universalitit von Q)
Jede abzihlbare lineare Ordnung 16t sich in (Q, <) einbetten.

Nach dem Cantorschen Isomorphiesatz sind etwa die algebraischen Zahlen
ordnungsisomorph zu den rationalen Zahlen. Weiter ist die Z-fach gelochte
Ordnung (Q - Z, <) ordnungsisomorph zu (Q, <). Diese Beobachtung werden
wir gleich noch verwenden.

Vollstindigkeit und Liicken

Sei(M, <) eine lineare Ordnung, und seien X ¢ M, s € M. Wir schreiben X <'s,
falls x < s fiir alle x € X gilt. Analog sind X <'s, s < X und s < X definiert.

Ein s € M heifit eine obere Schranke von X (bzgl. <), falls X <s. s € M heifit
Supremum von X, in Zeichen s = sup(X), falls gilt: X <'s, und fiir alle s" € M mit
X < ¢ gilts < §". Analog sind untere Schranken und Infima s = inf(X) definiert.
Suprema und Infima sind im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

Ein X c M heifit nach oben (nach unten) beschrinkt, falls ein s € M existiert mit
X <'s (s £ X). X heifit beschrinkt, falls X nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition (volistindige lineare Ordnungen)
Eine lineare Ordnung (M, <) heifit vollstiindig, falls jede nichtleere nach oben
beschrinkte Teilmenge X von M ein Supremum besitzt.

Ubung
In einer vollstindigen linearen Ordnung besitzt jede nach unten
beschrinkte nichtleere Teilmenge ein Infimum.

Eine lokale Analyse der Vollstindigkeit ermoglicht der Begriff eines Schnitts
und einer Liicke:
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Definition (Dedekindscher Schnitt, Liicken in linearen Ordnungen)
Ein (Dedekindscher) Schnitt in einer linearen Ordnung (M, <)
ist ein Paar (L, R), L, R € M, mit den Eigenschaften:

O LR, LnR=g LUR=M,
(i) firallexe L,ye Rgiltx <y,
(iii) sup(L) € L, falls sup(L) existiert.
Ein Schnitt (L, R) heifit eine Liicke von (M, <), falls sup(L) nicht existiert.

Der Leser, der einer Sammelleidenschaft nachgeht weif}, daf§ ,vollstindig“
und ,keine Liicken® gleichwertig sind. Das gilt auch fiir die Mathematik:

Ubung
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Dann sind dquivalent:
@) (M, <) istvollstindig.
(if) (M, <) hat keine Liicken.

Nicht besonders tiberraschend ist, dafy Ordnungsisomorphismen Suprema er-
halten und damit Liicken in Liicken tibersetzen.

Satz  (Liicken dbnlicher Ordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) ordnungsisomorphe lineare Ordnungen, und sei
f: M — N ein Ordnungsisomorphismus.

(@) Ist X <M undistx = sup(X) in M, so ist f(x) = sup(f”X) in N.
Analog folgt aus x = inf(X) in M, daf f(x) = inf(f”X) in N.
(i) Ist (L, R) eine Liicke in (M, <), und sind L = f”L, R" = f"R,
so ist (L', R") eine Liicke in (N, <).
(iii) (M, <) hat eine Liicke gdw (N, <) hat eine Liicke.

Der einfache Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
Aus diesen ordnungsliebenden Uberlegungen gewinnen wir nun die Existenz
irrationaler Zahlen - ganz ohne Arithmetik! - und weiter einen neuen Beweis fiir

die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen :

Satz  (Existenz von Liicken in Q; neuer Beweis der Uberabziihlbarkeit von R)
Ist A € R abzihlbar, und gilt @ C A, so hat (A, <) Liicken.
Insbesondere ist R {iberabzihlbar.

Beweis
Wegen Q C A ist (A, <) unbeschrinkt und dicht, also (A, <) =(Q, <).
Es geniigt also nach dem Satz oben zu zeigen, daf§ Q Liicken hat.

Dies ist trivial richtig, wenn man voraussetzt, daf} irrationale Zahlen existieren, denn
die irrationalen Zahlen sind genau die Liicken von €. Wir kénnen aber ohne Riick-
griff auf die Pythagoreer auch den Charakterisierungssatz von Cantor verwenden:
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SeiQ’=Q-{0},undseienL. ={qe Q1 q<0},R={qe @1 0<q}.
Dannist L, R eine Liicke in (@’, <). Aber (Q’, <) ist abzihlbar, unbeschrinkt
und dicht, also (@, <) = (Q, <). Also hat auch (Q, <) Liicken.

— Der ,insbesondere® Teil folgt aus dem ersten, da (R, <) vollstindig ist.

Eine vollstindige dichte Ordnung ist damit notwendig tiberabzihlbar.

Die Ordnung der reellen Zahlen

Auf den ersten Blick ist verbliiffend, daf§ die rationalen Zahlen einerseits ab-
zihlbar sind, andererseits aber zwischen zwei reellen Zahlen immer eine ratio-
nale Zahl liegt. Diese Eigenschaft verdient einen eigenen Namen.

Definition (dicht in, separabel)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei Q € M. Q heifit dicht in (M, <),
falls fur alle a,b € M mita <bein q € Q existiert mita < q<b.
(M, <) heifit separabel, falls eine abzihlbare dichte Teilmenge von M existiert.

Das charakterisierende Trio fiir die reellen Zahlen lautet nun: unbeschrinkt,
vollstindig und separabel.

Satz  (ordnungstheoretische Charakterisierung des Kontinuums)
Sei (M, <) eine unbeschrinkte, vollstindige und separable lineare Ordnung.
Dann gilt (M, <) = (R, <).

Der Satz geht ebenfalls auf Cantor zuriick. Eine Variante davon findet sich in [ Cantor
1895]. Zermelo hat dann 1932 obige Version vorgeschlagen (vgl. [ Cantor 1932]).

Beweis
Sei Q < M abzihlbar und dicht in M.
Dann ist Q auch unbeschrinkt und dicht, also (Q, <) =(Q), <).
Seif: Q — Q@ ein Ordnungsisomorphismus. Wir setzen fiir x € M:

g(x) = sup({f(q) 1 qe Q, q <x}) (diesist wohldefiniert!).

Qistdichtin M, alsoistx = sup({q | g€ Q, q<x}) furallexe Q.
Daf : Q — Q@ ein Ordnungsisomorphismus ist, gilt

f(x) = sup({f(q) | qe Q,q<x}) firallexe Q.

Somitist g(x) = f(x) fiir alle x € Q, d.h. g ist eine Fortsetzung von f.
Seienx,ye M,x<y,und seize Q mitx <z <y Dannist

g(x) < f(z) < g(y). Also ist g ordnungserhaltend und damit injektiv.
g ist zudem surjektiv. Dennseix’€e Rund X' = {qe Q | g<x'}.
Dann ist X’ = sup(X’). Sei X = f'"X’ ¢ Q und x = sup(X).
Dannist g(x) = sup({f(q) | qe X}) =sup({ql qe X'}) =%

- Alsoistg : M — R ein Ordnungsisomorphismus.
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Der Beweis verwendet wieder keine speziellen Eigenschaften von R, und zeigt de
facto, dafl je zwei unbeschrinkte, separable und vollstindige lineare Ordnungen iso-
morph sind.

Der Beweis zeigt genauer die folgende Universalititseigenschaft der reellen
Ordnung:

Korollar  (Universalitit von R)
Sei (M, <) eine unbeschrinkte und separable lineare Ordnung.
Dann lafit sich (M, <) ordnungstreu und supremumserhaltend in
(R, <) einbetten.

Mit Hilfe von Dedekindschen Schnitten kann man, wenn man die reellen Zah-
len noch nicht kennt, leicht aus (Q, <) eine unbeschrinkte, separable und voll-
stindige Ordnung konstruieren. Wir besprechen dieses Konstruktionsverfahren
unten.

Wir betrachten zum Abschluf§ der ordnungstheoretischen Charakterisierung
noch einen weiteren natiirlichen Versuch, die Ordnung der reellen Zahlen bis
auf Isomorphie zu charakterisieren.

Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei I < M. I heifit ein Intervall in
(M, <), falls fiir alle a,b € I gilt: Istc € M und a < ¢ < b, soist c € I. Wie fiir
reelle Intervalle sind ,,offen”, ,geschlossen” und ]a, b[, [a, b[, ]a, b], [a, b]
definiert. In vollstindigen linearen Ordnungen ist jedes beschrinkte offene
Intervall von der Form ]a, b[.

Definition  (abziblbare Antiketten-Bedingung)
Eine lineare Ordnung (M, <) erfillt die (abziblbare) Antiketten-Bedingung,
falls jede Menge von paarweise disjunkten offenen Intervallen von M
abzihlbar ist.

Ist (M, <) separabel, so erfiillt (M, <) die Antiketten-Bedingung (!). Insbeson-
dere erfiillt (R, <) die Antiketten-Bedingung. Die Suslin-Hypothese (1920) lau-
tetnun:

Suslin-Hypothese (SH)
Sei (M, <) eine unbeschrinkte, dichte und vollstindige lineare Ordnung,
die die Antiketten-Bedingung erfiillt. Dann ist (M, <) = (R, <).

Die Suslin-Hypothese ist dquivalent zu: Jede dichte lineare Ordnung, die die Antiket-
ten-Bedingung erfiillt, ist separabel. Zum Beweis wird die Dedekind-Vervollstindigung
verwendet.

Es verhilt sich mit der Suslin-Hypothese wie mit (CH): Sie ist weder beweis-
bar noch widerlegbar [ Jech 1967, Jensen 1968, Tennenbaum 1968, Solovay /
Tennenbaum 1971]. Auch im Reich der Ordnungstheorie stofien wir also bei der
Untersuchung des Kontinuums iiberraschend schnell an die Grenzen der Be-
weisbarkeit!
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Eine algebraische Charakterisierung

Wir haben uns bislang auf ordnungstheoretische Aspekte konzentriert. Wiin-
schenswert ist sicher auch eine Charakterisierung der reellen Zahlen, die die ib-
liche Arithmetik miteinbezieht. Grundlage hierzu ist der Begriff des angeordne-
ten Korpers.

Definition (angeordneter Kirper, positive Elemente, K*, 1x|)
Eine Struktur (K, +, -, <), wobei + : K — K, - : K = K, < c K?,
heifit ein angeordneter Korper, falls gilt:
@) (K, -, +) ist ein Korper.
(i) (K, <) ist eine lineare Ordnung.
(iii) Furallex,ye Kmit0 <x,ygilt: 0 <x+yund 0 <x-y,
wobei 0 das neutrale Element der Gruppe (K, +) ist.
(arithmetisches Ordnungsaxiom)

Istx e Kmitx> 0, so heifit x positiv. Giltx < 0 so heifit x negativ.
Wirsetzen K* = {xe K 1x>0}.

Fiir x € Kist der Betrag |x| von x definiert als x, falls x > 0,
und als —x, falls x < 0.

Das arithmetische Ordnungsaxiom ist die Briicke zwischen Ordnung und
Arithmetik. Sie verbindet die beiden Aspekte, so wie das Distributivgesetz Ad-
dition und Multiplikation in einem Korper in Verbindung bringt.

Wichtige elementare Folgerungen aus den Axiomen sammeln wir in der fol-
genden Ubung.

Ullung
Sei (K, -, +, <) ein angeordneter Korper. Dann gilt fiir alle x,y, X',y € K:
() x<yund x" <y folgt x +x' <y +Y,
(i) x,y <0 folgt xy >0,
folglich ist x* > 0 fiir alle x # 0 und insbesondere also 1 > 0,
(iii) x <0 <y odery<0<x folgt xy <0,
) Ix+yl < Ixl + lyl, Ixyl = Ixl lyl,
™) 0<x<y fogt 0 <y ' <x!,
(vi) (K, <)istdicht.
(vii) (K, +, -) hat Charakteristik 0, d.h. es gilt n* # 0 fiir alle n € N*,
wobei n® das n-fache Vielfache 1 + ... + 1 der 1 in K ist.

Die Strukturen (R, +, -, <) und (@, +, -, <) sind angeordnete Korper; die kom-
plexen Zahlen sind dagegen ein Beispiel eines Korpers, der durch keine <-Rela-
tion angeordnet werden kann: Denn fiir die imaginire Einheiti gilti’ = - 1 < 0,
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was in angeordneten Korpern nicht sein kann. Ebenso lassen sich die Restklas-
senkorper (Z,,, +, -) fiir p prim, die durch das Rechnen auf Z modulo p entstehen,
nicht anordnen, da in ihnen p* = 0 gilt.

Da ein angeordneter Korper (K, +, -, <) die Charakteristik 0 hat, kénnen wir
o.E.annehmen, dafl Q ¢ Kist: Wir identifizieren fiir p € Z, q € N* das Element
p*/q" von K mit p/q € @, wobei (-n)* = - n* fiirn € N.(Q, +, -) erscheint so als
der kleinste Unterkorper eines jeden angeordneten Korpers (K, +, -, <).

Die Menge K* der positiven Elemente eines angeordneten Korpers ist abge-
schlossen unter Addition und Produktbildung, und K* zerlegt K in die drei dis-
junkten Teile K*, {0}, -K* = { - x | x € K" }. Interessanterweise gentigt eine
derartige Menge, um aus einem Korper einen angeordneten Korper zu ma-
chen. Denn sei (K, +, -) ein Korper, und sei M < K. M heifit eine Menge positi-
ver Elemente, falls gilt:

(a) Kistdie disjunkte Vereinigungvon M, {0}, -M ={-x | xe M }.
(b) M ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation, d.h.
fir alle x,y € M sind x + y und x - y wieder Elemente von M.

Wir setzen dann fiir beliebige x,y € K:
x <y falls einze M existiert mitx + z = y.

Es ist leicht zu sehen, dafi (K, +, -, <) ein angeordneter Kérper mit K™ = M ist.
Wir nennen < auch die von M induzierte Ordnung auf (K, +, -).

Vollstindigkeitsbegriffe fiir angeordnete Korper

Eine einzige zusitzliche Bedingung, die wir an einen angeordneten Korper
stellen konnen, bringt uns, wie wir sehen werden, zu den reellen Zahlen. Wir de-
finieren:

Definition (Korper der reellen Zahlen)
Ein angeordneter Korper (K, +, -, <) heifit ein Korper der reellen Zablen,
falls gilt:

(V) (K, <) ist vollstindig. ((lineares) Vollstandigkeitsaxiom)

Aquivalent kann man statt (V) auch fordern (vgl. die Ubung oben): ,(K, <) hat
keine Liicken.“ Letztere Aussage wird zuweilen auch als Dedekindsches Schnitt-
axiom bezeichnet.

Neben der linearen Vollstindigkeit ist auch ein zweiter Vollstindigkeitsbe-
griff von Interesse, der dann - stehen die reellen Zahlen einmal zur Verfiigung
- allgemein fiir metrische Riume verwendet wird.

Sei hierzu (K, +, -, <) ein angeordneter Korper. Eine Folge (x, | ne N)in K
heifit eine Cauchy-Folge oder Fundamentalfolge in K, falls fiir alle e € K" einng €
N existiert mit: Ix, - X, | <€ fiir alle n,m = n,. Eine Cauchy-Folge (x, | ne€ N)
konvergiert, falls ein x € K existiert mit: Fiir alle e € K* existiertng € N, sodaf fiir
alle n 2 ny gilt, daff Ix, - x| < €. In diesem Fall heifit dann x ein Grenzwert der
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Folge (x, | n € N). Im Falle der Existenz ist ein Grenzwert offenbar eindeutig
bestimmt, und man schreibt dann lim,, _, .. x,, fiir diesen Grenzwert.

Der angesprochene zweite Vollstindigkeitsbegriff fiir angeordnete Korper
(K, +, -, <) ist nun:

Definition (metrische Vollstindigkeit)
Ein angeordneter Korper (K, +, -, <) heifit metrisch vollstandig, falls gilt:

(V™) Jede Cauchy-Folge konvergiert. (metrisches Vollstindigkeitsaxiom)

Es erhebt sich die Frage, ob die beiden Vollstindigkeitsbegriffe dquivalent
sind. Versucht man dies zu beweisen, tauchen in der Richtung von (V~) nach (V)
Probleme auf, die sich in der folgenden klassischen Aussage kondensieren:

Definition (archimedisches Axiom)
Ein angeordneter Korper (K, +, -, <) heilit archimedisch angeordnet, falls gilt:

(A) Firallex,ye Kmit 0 < x <y existiertein n € N mit nx > y.
(archimedisches Axiom)

Anders formuliert: Fiir alle x > 0 ist {nx | n € N } nach oben unbeschrinkt.

Das archimedische Axiom schliefit die Existenz von infinitesimalen Gréfien
aus: Jedes noch so kleine positive x kann durch Vervielfachung beliebig grof} ge-
macht werden. Ist das n-fache Vielfache nx = x + ... + x von x grofier als 1, so
ist x grofer als 1/n und damit x nicht unendlich klein.

Fir den Euklidischen Algorithmus fiir reelle Mefigrofien ist das archimedische
Axiom offenbar von grofier Bedeutung (betrachte x als erste Mafieinheit und
messe y mit x).

Das archimedische Axiom ist jeweils dquivalent zu den Aussagen:

(Ay) Firalley > 0 gibteseinne Nmitn > y (d.h. Nist nicht beschrinkt).
(A))" Furalley >0 gibteseinne Nmit 1/n <y (d.h.0 =inf({1/n | ne N*})).
(A;) Esgibtein z > 0 mit {nz | n € N} nicht beschrinkt.

[zu (A;) ™ (A): Seienx,y > 0. Dannistauch (z/x)y > 0.

Nach (A;) existiert ein n € N mit nz > (z/x)y. Dann ist aber nx > y.]

Der Zusammenhang der beiden Vollstindigkeitsbegriffe ist nun:

Satz  (Satz iiber lineare und metrische Vollstandigkeit)
Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper.
Dann sind dquivalent:
() (K, <)istvollstindig.
(i) (K, +, -, <) erfiillt das archimedische Axiom und das metrische
Vollstindigkeitsaxiom.

Insbesondere ist also ein angeordneter Korper (K, +, -, <) genau dann
ein Korper der reellen Zahlen, wenn (V™) und (A) gilt.
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Beweis
zu (1) ™ (1) :
Wir zeigen zunichst das archimedische Axiom.
Sei also x > 0, und sei

X ={nx I neN}.

Wir zeigen, dafy X nach oben unbeschrinkt ist.

Annabme, X ist nach oben beschrinkt. Sei dann x* = sup(X).

Dann existiert ein n € N derart, daff nx > x* - x, denn andernfalls

wire x* — x eine obere Schranke fiir X, die kleiner als x* ist.

Dann ist aber x* < (n + 1)x, imz Widerspruch zu x* obere Schranke von X.

Wir zeigen weiter die metrische Vollstindigkeit.
Sei also (x, | n € N) eine Cauchy-Folge in K.
Dannist{x, | n € N} beschrinkt. Fiir k € N sei

vk = sup({x, | n = k}).

Danngilt yg 2 y; 2 ... 2y 2 ... und {y;. | ke N} ist beschrinkt.
Wir setzen x* = inf({yp. | ke N }).
Dann gilt lim,, _, .. x, = x* ().

2u (1) ™ (1)
Sei X ¢ K nichtleer und nach oben beschrinkt.
Sei xy € X beliebig. Firn e N sei

k, = ,das kleinste k € N mit:
Xo + k, 1/(n + 1) ist eine obere Schranke von X“.

k,, existiert nach dem archimedischen Axiom fiir allen € N.
Nach Konstruktion ist (xg + k,1/(n + 1) | ne N) eine Cauchy-Folge.
Nach dem metrischen Vollstindigkeitsaxiom existiert

x* = lim, _, ., (x¢ + k,/(n +1)).

- Dann gilt x* = sup(X) (!).

Ubung
Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

@) (K, <) ist vollstindig.

(i) Jede monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge
(x, | n e N) konvergiert.

[z (i) ™ (1): Aus (ii) folgt zunichst das archimedische Axiom: Andernfalls

wire die monoton wachsende Folge ( n1 | n € N) beschrinkt und also konvergent
gegen ein x € K, was nicht sein kann (betrachte x - 1).

(ii) impliziert weiter, dafl auch jede monoton fallende nach unten beschrinkte
Folge konvergiert. Dann folgt aber die metrische Vollstindigkeit, denn jede
Cauchy-Folge ist beschrinkt und besitzt eine monoton wachsende oder fallende

Teilfolge. ]
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Die Frage, ob die beiden Vollstindigkeitsaxiome selbst schon gleichwertig
sind, bleibt immer noch offen. Vielleicht lifit sich ja die Verwendung des archi-
medischen Axioms in (ii) 7 (i) im Beweis oben vermeiden, und das archimedi-
sche Axiom folgt doch schon aus dem metrischen Vollstindigkeitsaxiom. Dies
ist nicht der Fall, aber Gegenbeispiele lassen sich nicht allzu einfach angeben.
Denn jeder nicht archimedisch angeordnete Korper hat eine komplizierte
Struktur: Er enthilt infinitesimale Grofien, d. h. es gibt positive x mit x < 1/n
fiir alle n. Damit ist 1/x > n fiir alle n € N, und K enthilt also auch unendlich
grofie positive Elemente.

Die Existenz eines nicht archimedisch angeordneten Korpers (K, +, -, <) lifit sich etwa
mit den modelltheoretischen Techniken der mathematischen Logik zeigen. Sie folgt dort
aus dem sog. Kompaktheitssatz und weiter liefert die sog. Ultraproduktbildung derartige
Korper. Relativ bekannt geworden ist die Non-Standard-Analysis, die Abraham Robinson
in den 1960er Jahren entwickelt hat. Sie arbeitet mit einem durch Ultraproduktbildung
gewonnenen nichtarchimedischen Erweiterungskérper R* von R, und die in der tiblichen
Analysis berithmt-beriichtigten Differentiale df/dx etwa sind dort richtige Objekte, mit
denen man wie schon Leibniz rechnen kann und, im strengsten Sinne, auch darf.

Eine relativ einfache algebraische Konstruktion eines nicht archimedisch angeordne-
ten Korpers ist: Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper, und sei (K(x), +, -) der Quotien-
tenkorper des Polynomrings (K[x], +, -). Sei M die Menge aller Elemente P(x)/Q(x) von
K(x) mit der Eigenschaft: Die fiihrenden Koeftizienten von P(x) und Q(x) sind entweder
beide grofier Null oder beide kleiner Null in K. Dann ist M ¢ K(x) eine Menge positiver
Elemente. Sei < die von M induzierte Ordnung auf K(x). Dann ist (K(x), +, -, <) ein nicht-
archimedisch angeordneter Koérper. Der Nachweis sei dem Leser mit algebraischen
Grundkenntnissen als Ubung iiberlassen.

Mit der Methode von Cantor, die wir unten vorstellen werden, ldfit sich jeder
angeordnete Korper (K, +, -, <) kanonisch zu einem metrisch vollstindigen ange-
ordneten Korper (K, +, -, <) erweitern. Die Giltigkeit oder Ungiiltigkeit des
archimedischen Axioms bleibt dabei erhalten, und damit folgt aus der Existenz
eines nicht archimedisch angeordneten Korpers auch die Existenz eines metrisch
vollstindigen nicht archimedisch angeordneten Koérpers.

Wir haben das archimedische Axiom oben ad hoc eingefiihrt, um die Diskus-
sion der beiden Vollstindigkeitsbegriffe nicht zu lange zu verzégern. Das Axiom
ist fiir sich genommen natiirlich genug. Aber es ergibt sich auch aus folgender
Frage, die wir gleich nach der ersten Ubung zu angeordneten Kérpern hitten
stellen konnen: @ erwies sich ohne Einschrinkung als ein Unterkorper eines je-
den angeordneten Korpers (K, +, -, <). Ein alter Hase der Ordnungstheorie frigt
hier sofort: Ist Q dichtin K? Hier gilt nun:

Satz
Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Kérper. Dann sind dquivalent:

(1) Es gilt das archimedische Axiom.
(i) Qistdichtin K.
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Beweis

zu (1) ™ (i)
Es geniigt offenbar zu zeigen, dafl @* dicht in K* ist.
Seien alsox,y € Kmit0 < x <y. Dannisty - x > 0.
Nach (A;) existiert einm € N mit 1/m < (y - x).
Sein € N minimal mit x < n/m. Ein solches n existiert nach (A).
Wegen Minimalitit von n ist (n - 1)/m < x.
Alson/m < x + 1/m <y, letzteres wegeny — x > 1/m.
Insgesamt also x < n/m <y mit n/m € Q.

zu (i) ™ ():
Seiy € K,y > 0. Nach Voraussetzung existiert ein n/m € Q) mit
y <n/m <y + 1. Dannistaber n € Nund es gilt n > y.

Der Einzigkeitssatz fiir Korper der reellen Zahlen

Wir wollen nun zeigen, dafi bis auf Isomorphie nur ein Kérper der reellen

Zahlen existiert.

Definition (isomorphe angeordnete Korper)

Ein Isomorphismus zwischen zwei angeordneten Korpern (R, +, -, <) und
(P, +, -, <) ist eine Bijektion f : R — P derart, daf fiir alle x,y € R gilt:

M) x<y ghw ) < ),
12) fx+y) = fx + f(y),

@) fx-y) = f - f(y).

(R, +, -, <) und (P, +, -, <) heifden isomorph, falls ein Isomorphismus
f: R — Pzwischen(R, +, -, <) und (P, +, -, <) existiert.

Streng genommen miifiten wir wieder (R, +g, -g, <g) und (P, +p, -p, <p) schreiben. Die

Zeile (b) heifit dann zum Beispiel genau: f(x +r y) = f(x) +p f(y).

Es gilt nun:

Satz  (Isomorphiesatz fiir die reellen Zablen)

Je zwei Korper der reellen Zahlen sind isomorph.

Beweis

Seien (R, +, -, <) und (P, +, -, <) Korper der reellen Zahlen.
Wir nehmen wieder Q € R und Q ¢ P an. In jedem Koérper der reellen
Zahlen gilt das archimedische Axiom, und nach dem Satz oben gilt also:

(+) Q ist sowohl dicht in R als auch dichtin P.
Firx e Rsei f(x) = ,das Supremumvon {qe Q | q<x}in P

Der Beweis des Charakterisierungssatzes der Ordnung von R zeigt, daf§
f: R — P ein Ordnungsisomorphismus von R auf P ist, mit f| Q = idgq.
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Also ist f bijektiv und es gilt (I1). Offenbar gelten (I2) und (I3) firx, y € Q.
Aber es gilt fir allex,y € R (!):

x+y = sup({p+ql pqe Q, p<x,q<vy),
x-y =sup{p-qlpqe@Q, p<xq<y}.

Hieraus und aus f(x) = supp({ g€ Q | q < x}) fur alle x folgt, daffy (I2) und
— (I3) fur allex,y € R gelten.

Aus den Isomorphiebedingungen folgt umgekehrt leicht, dafl ein Isomorphis-
mus f zwischen zwei Kérpern der reellen Zahlen auf Q die Identitit sein muf.
Dann ist aber f eindeutig bestimmt, und wir erhalten:

Korollar  (Automorphiesatz fiir die reellen Zahlen)
Die Identitit ist der einzige Isomorphismus von einem Korper
der reellen Zahlen auf sich selbst.

Der Beweis des Isomorphiesatzes zeigt de facto die folgende Universalititsei-
genschaft eines Korpers der reellen Zahlen bzw. konkretvon (R, +, -, <) (vgl. auch
das Korollar zum Charakterisierungssatz der reellen Ordnung (R, <)):

Korollar  (Charakterisierung der archimedisch angeordneten Korper)
Sei (K, +, -, <) ein archimedisch angeordneter Korper.
Dann ist (K, +, -, <) isomorph zu einem Unterkorper von (R, +, -, <).
Weiter gilt: Die Identitit ist der einzige Isomorphismus eines
archimedisch angeordneten Ko6rpers auf sich selbst.

Der Automorphiesatz gilt damit auch fiir jeden archimedisch angeordneten
Korper (K, +, -, <). Istf : K — K ein Isomorphismus, so ist f = id.

Aus heutiger Sicht ist die algebraische Charakterisierung der reellen Zahlen
eine natiirliche Zusammenfiihrung der mit Cantor beginnenden Untersuchung
der Ordnungseigenschaften von R mit dem Dedekindschen Korperbegriff. Hil-
bert gab 1900 eine algebraische Charakterisierung explizit an. Statt der heute tib-
lichen direkten Formulierung der Vollstindigkeit finden wir die Maximalitit von
R als archimedisch angeordnetem Korper.

Hilbert (1900): ,,In der Theorie des [reellen] Zahlbegriffs gestaltet sich die axiomatische
Methode wie folgt: Wir denken ein System von Dingen; wir nennen diese Dinge Zah-
len und bezeichnen sie mita, b, ¢ ... Wir denken diese Zahlen in gewissen gegenseiti-
gen Beziehungen, deren genaue und vollstindige Beschreibung durch die folgenden
Axiome geschieht:

1. Axiome der Verkniipfung.

1 1. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht durch ,Addition‘ eine bestimmte Zahl ¢, in
Zeichena+b=coderc=a+b.

12. Wenn aund b gegebene Zahlen sind, so existiert stets eine und nur eine Zahl x und
auch eine und nur eine Zahl y, sodafi a + x = b bzw. y + a = b wird.
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13. Es gibt eine bestimmte Zahl - sie heifie 0 -, soda8 fiir jedes a zugleich a + 0 = a und
0+a=aist

14. Aus der Zahl a und der Zahl b entsteht noch auf eine andere Art, durch ,Multipli-
kation‘, eine bestimmte Zahl c, in Zeichen ab = ¢ oder c = ab.

I5. Wenn aund b beliebig gegebene Zahlen sind und a nicht 0 ist, so existiert stets eine
und nur eine Zahl x und auch eine und nur eine Zahl y, sodaf§ ax =b bzw. ya = b wird.

1 6. Es gibt eine bestimmte Zahl - sie heifie 1 -, sodaf} fiir jedes a zugleich a - 1 =a und
l1-a=aist

1I. Axciome der Rechnung.

Wenn a, b, ¢ beliebige Zahlen sind, so gelten stets die folgenden Formeln: a + (b + ¢)
=(@+b)+c,a+b=b+a,abc)=(ab)c, a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc,
ab = ba.

1I1. Axiome der Anordnung.

IIT 1. Wenn a, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so ist stets eine bestimmte von
ihnen (etwa a), grofier (>) als die andere; die letztere heifit dann die kleinere, in Zei-
chen: a >bundb < a. Fiir keine Zahl gilt a > a.

III2. Wenna >bundb > ¢, soistauch a > c.

III3. Wenn a > bist,soistauch stetsa+c>b+cundc+a>c+b.

IIT 4. Wenn a > b und ¢ > 0 ist, so ist auch stets ac > bc und ca > cb.

1V, Axiome der Stetigkeit.

IV 1. (Archimedisches Axiom). Wenn a > 0 und b > 0 zwei beliebige Zahlen sind, so ist
es stets moglich, a zu sich selbst so oft zu addieren, dafl die entstehende Summe die Ei-
genschafthata+a+...+a>bh.

IV 2. (Axiom der Vollstindigkeit). Es ist nicht méglich, dem Systeme der Zahlen ein
anderes System von Dingen hinzuzufigen, sodafl auch in dem durch Zusammenset-
zung entstehenden Systeme bei Erhaltung der Beziehungen zwischen den Zahlen die
Axiome L, II, ITL, IV sdmtlich erfiillt sind; oder kurz: die Zahlen bilden ein System von
Dingen, welches bei Aufrechterhaltung simtlicher Beziehungen und simtlicher auf-
gefithrten Axiome keiner Erweiterung mehr fihig ist.”

b-adische und andere Entwicklungen

Wir beweisen einen allgemeinen Entwicklungssatz fiir die Elemente eines
Korpers der reellen Zahlen. Die bekannten b-adischen Darstellungen fiir b > 2
ergeben sich als Spezialfall.

Die Idee der Entwicklung einer reellen Zahl ist, sich von der griechischen
Wechselwegnahme des Euklidischen Algorithmus, die zur Kettenbruchentwick-
lung fiihrte, zu verabschieden, und statt dessen weniger feinsinnig aber durchaus
pragmatisch iteriert den Mafistab zu verkleinern: Die Dezimalbruchentwick-
lung etwa mifit eine positive Grofie x zuerst mit Mafistab 1, und dann nicht die 1
mit dem verbleibenden Rest, sondern den verbleibenden Rest mit neuem Maf3-
stab 1/10, den zweiten verbleibenden Rest dann mit neuem Maf3stab 1/100 usw.

Die Mafistabsverkleinerung muf nicht unbedingt nach einem einfachen Mu-
ster oder konstanten Faktor vor sich gehen. Allgemein definieren wir:
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Definition (Unterteilungen und Ziffernfolgen)
Eine Unterteilung ist eine Folge (b, | n > 1) von natiirlichen Zahlen
mit b, > 2 firallen>1.
Eine Ziffernfolge bzgl. (b, | n> 1) ist eine Folge (s, | n>1) von
natiirlichen Zahlen mit 0 <'s, < b,, fiir allen > 1.

Im folgenden sei (R, +, -, <) ein Korper der reellen Zahlen, und (b, | ne N)
eine fest gewihlte Unterteilung. Eine Ziffernfolge ist dann immer eine Ziffern-
folge bzgl. dieser festen Unterteilung. Wir definieren:

ag = 1, sowie
a,,; = 2, b, firn>1.
Es giltalso a, = I1; ;< b; fiir n 2 1. Die Folge (a, | n € N) ist streng monoton
wachsend.
Definition (m2,s;5,53... und Darstellungen von x)
Fiir m € N und eine Ziffernfolge (s, | n € N) setzen wir,
m,sS;S;S3... = m + sup{Zj<;<,si/a ln=1}

Giltx =m, s; s; s3 ..., so nennen wir das Paar (m, (s, | n> 1)) auch eine
(Nachkomma-) Darstellung von x (fiir die Unterteilung (b, | n>1)).
Istb, = b fiir alle n > 1, so nennen wir die Darstellung auch eine
b-adische Darstellung.

2-adische Darstellungen heifien wie iblich auch dyadische Darstellung, 10-adische
Darstellungen auch Dezimaldarstellungen.

Wir zeigen noch, dafi das fragliche Supremum existiert. De facto gilt sogar:
O, S1 5283 ... < 1,
denn fiir alle n > 1 haben wir wegen b;/a; = 1/a;_; fiir alle i 2 1 die Abschitzung

SicicnSi/a; < Eigen(bi-1D/a = Zign(1/a_-1/a) = 1-1/a, < 1.
Hinsichtlich der Existenz von Darstellungen fiir gegebene x € R* setzen wir

M, = {n/a; I ne N} firallei > 0.

Esgilcdann My =N c M, ¢ M, c ... Weiter sei

M* = Ui, oM,

Jede Menge M, zerlegt nun K™ U { 0 } gleichmifig in die halboffenen Inter-
valle [n/a;, (n + 1)/a;[ (genannt Typ I-Intervalle) und K* in die halboffenen In-
tervalle 1n/a;, (n + 1)/a;] (Typ 2-Intervalle). Beim Ubergang von M; zu M,
werden die bestehenden Intervalle in jeweils b;, | gleiche Teile zerlegt. Jedes
positive x liegt dann fiir ein gegebenes i€ N in genau einem Intervall vom Typ
I oder II, und wir nennen fiir beide Typen jeweils die linke Intervallgrenze die
i-Approximation von x vom Typ I oder II. (Wir nehmen fiir beide Typen die linke
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Grenze, damit die Approximation immer kleinergleich x ist, und wir eine
schwach monoton wachsende Approximationsfolge erhalten.) Genau an den In-
tervallgrenzen ungleich 0, also fiir die Punkte aus M* - { 0 }, weichen die
Approximationsfolgen der beiden Typen voneinander ab. Der folgende Beweis
fithrt die Typ 1-Approximation im Detail durch.

Satz  (Existenz von Darstellungen)
Jedesx € R, x>0, besitzt eine Darstellung (bzgl. (b, | n>1)).

Beweis
Seialso x € R, x >0, fiir den Rest fixiert.
Fiiri € N existiert nach dem archimedischen Axiom

x; = ,das eindeutige n/a; € M; mit n/a; < x < (n + 1)/a;“.

Dann ist(x; | i € N) schwach monoton wachsend und x = sup({x; | ie N}).
Weiter existiert fiir k > 1 nach Definition von x;:

s; = ,daseindeutige 0 <s<bj,se N, mit x; +s/a;,; < x < x;+(s+1)/a;,“
Firallei2 0 giltdann x;, | = x; +s;,1/3;,1, also x; = Xg + 21 <1 <; S1/3;.
— Alsoistx =sup({x; | ie N}) = x¢, 818,83 ...

Die im Beweis oben gefundene Darstellung terminiert nach Konstruktion ge-
nau dann mit 0, falls x e M*. Wir kénnen aber fiir x # 0 auch Typ 2-Intervalle be-
trachten und definieren:

x; = ,das eindeutige n/a; € M; mit n/a; <x < (n+ 1)/a;,
s; = ,daseindeutige 0 <s<b;,se N, mit x; +s/a;,; < x < x;+ (s+1)/a;,“

Das Argument liefert dann wieder x = sup({x; | i€ N}) = xg, 51 55 53 ... Die
Folge (x; | i € N) ist nun sogar streng monoton wachsend. Genau fiir die Ele-
mente von M* - { 0 } gilt dann s; = b; - 1 fiir alle i grofiergleich einem i,.

Ubung
Aufier den gefundenen Nachkommadarstellungen existieren keine
weiteren Nachkommadarstellungen fiir x> 0.

Wir halten als Ergebnis fest:

Satz  (Darstellungssatz)
Ein x € R* hat genau dann eine eindeutige Darstellung, wenn x ¢ M*.
Die von Null verschiedenen Elemente von M* haben eine in Null und
eine in b; - 1 terminierende Darstellung.
Insbesondere hat jede irrationale Zahl eine eindeutige Darstellung, und
eine als gekiirzter Bruch dargestellte rationale Zahl p/q > 0 hat genau
dann zwei verschiedene Darstellungen, wenn es ein n > 1 gibt, sodaf§
qein Teilervona, = by - ... b, ist.
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Beweis
Fiir gekiirzte Briiche p/q > 0 gilt:

p/qe M* gdw esgibtn,m>1mitp/q =m/a, gdw
esgibtm,n>1mitpa,=mq gdw
es gibt ein n > 1 mit q Teiler von a,,.

— Der Rest folgt aus der obigen Diskussion.

Damit haben wir fiir den b-adischen Spezialfall konstanter Unterteilungen die
vertraute Nachkommadarstellung von reellen Zahlen aus den Axiomen eines
Korpers der reellen Zahlen abgeleitet. Im allgemeinen Fall ist speziell die Wahl
b, = n fiirn > 1 von Interesse. Hier ista, = n!, und unsere Analyse liefert z. B. fiir
jede irrationale Zahl x > 0 eine eindeutige Darstellung x = m, s; s s3..., d.h.

x =m + s/l + s/20 + .o+ s /n! + Ll
Spezielliste = 1,1 1 1 ... fiir die Eulersche Zahl e bei dieser Unterteilung.

Allgemeiner kann man fiir eine Darstellung reeller Zahlen statt von (b, | n > 1) gleich
von abzihlbaren Mengen My c M; c M, C ... ausgehen, die mit wachsendem i immer fei-
nere Zerlegungen von R liefern. Die Intervalle der Zerlegung mufy man dann nicht mehr
konstant wihlen. So sind etwa iterierte Zerlegungen von Intervallen nach dem Schema
0,1/2,3/4, 1 oder sogar nach dem Schema 0,1-1/2,1-1/3,...,1-1/n, ..., 1 denkbar.

Zwei klassische Konstruktionen der reellen Zahlen

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz eines Korpers der reellen Zah-
len zu, oder schwicher der Frage nach der Existenz einer vollstindigen, separab-
len und unbeschrinkten linearen Ordnung. Wir werden also R vorerst nicht
mehr verwenden, sondern konstruieren moglichst elementar einen Koérper der
reellen Zahlen, den wir dann R nennen.

Die Fundierung der Analysis durch eine eingehende Untersuchung des Be-
griffs der reellen Zahlen begann erst in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts.
Dedekind fiihrte 1872 die nach ihm benannten Schnitte ein, Cantor arbeitete im
gleichen Jahr mit Cauchy-Folgen bestehend aus rationalen Zahlen.

Unabhingig von Cantor wurde dieser Ansatz auch von Charles Méray verfolgt [ Méray
1869]. Weierstrafy verwendete in seinen Vorlesungen Suprema von Reihen zur Konstruk-
tion [vgl. auch Weierstrafi 1880]. Weiter gibt Heine eine Konstruktion [ Heine 1872].
Wir diskutieren die Geschichte der Konstruktion des arithmetischen Kontinuums am
Ende des Kapitels noch genauer.

Dedekinds Schnitt-Technik ist fiir die Theorie der linearen Ordnungen von
grofier Bedeutung und unerreichter innerer Schonheit. Sie wurde zum Schlieflen
von Liicken in linearen Ordnungen entwickelt, und naturgemifi bekommt man
die Vollstindigkeit der reellen Ordnung bei diesem Ansatz geschenkt. Deren
Nachweis macht bei der Folgenkonstruktion etwas mehr Miihe, dafiir 136t sich
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hier aber die Arithmetik einfacher von Q nach R liften. Weiter ist die Cantorsche
Konstruktion zur Vervollstindigung beliebiger angeordneter Korper oder me-
trischer Rdume geeignet. Generell ist es fiir R und tiber R hinausblickend ge-
winnbringend, beide Konstruktionen zu kennen.

Beide Ansitze fithren tiber zuweilen etwas holzige aber insgesamt doch recht
entspannte konstruktive Exkursionen von den rationalen Zahlen zum angeord-
neten Korper der reellen Zahlen. Ehrgeiziger und tiefschiirfender ist eine
Konstruktion, die bei der leeren Menge beginnt und aus den Axiomen der
Mengenlehre schrittweise das Zahlensystem errichtet : zunichst ,entsteht* -
figtirlich gesprochen oder wortlich vor dem inneren Auge des Studierenden -
die induktive Struktur N, dann der Ring der ganzen Zahlen Z, und weiter dann
die angeordneten Kérper @ und R. Der Leser findet eine Skizze sowie Litera-
turhinweise fir den Weg von & bis Q im Anhang. Wir beginnen hier zur
Durchfithrung der Konstruktionen von Dedekind und Cantor, die wir nun im
Uberblick vorstellen wollen, mit den rationalen Zahlen als Grundmaterial.

Aufgrund seiner offensichtlichen Wichtigkeit ist dieses Thema an zahlreichen
Stellen bis ins Detail durchgefiithrt worden, und bei manchem Mathematiker ist
beim Stichwort ,Konstruktion von R“ dann auch ein gewisser Uberdruf anzumer-
ken. In der Analysis wird der Koérper R zumeist einfach vorausgesetzt; die Kon-
struktion wird auf Seminare verschoben und entsprechend motivierten Studenten
zur sinnvollen Freizeitgestaltung ans Herz gelegt. Beides geschieht zurecht,
mochte man hinzufiigen, denn innerhalb der Differential- und Integralrechnung
bringt die zeitraubend-aufwendige Konstruktion nur wenig an Mehrwert. Hier
folgt die Mathematik pragmatisch noch ganz der Tradition von Newton und Leib-
niz bis Gauf}, und arbeitet recht unbekiimmert und ungemein erfolgreich mitaller-
lei Arten von Zahlen, ohne stindig das mengentheoretische Verfassungsgericht zu
bemiihen. Andererseits haben auch detaillierte technische Konstruktionspline ei-
nen gewissen Charme, und die didaktische Besonderheit, das zu errichtende Bau-
werk bereits klar vor Augen zu haben, unterstiitzt das ,,Selberzeichnen®; wenige
Hinweise zur Dedekind- oder Cantor-Konstruktion geniigen dann auch zumeist,
um ein ,ja, so gehts!“- Erlebnis auszuldsen. Die Struktur R ist so vertraut, dafi sie
rekonstruiert werden kann und nicht neu konstruiert werden muf.

Wir begniigen uns aus den genannten Griinden bei den beiden klassischen
Konstruktionen mit Skizzen. Dabei filhren wir die etwas komplizierteren Argu-
mente etwas genauer aus, und hoffen, daf§ der Leser, der den Weg selber nachge-
hen mdéchte, sinnvoll aufgestellte Wegweiser vorfinden wird.

Ein Text iiber die reellen Zahlen wire ohne wenigstens eine vollstindig durch-
gefithrte Konstruktion eines Korpers der reellen Zahlen sicher unvollstindig.
Hier trifft es sich giinstig, dafi Stephen Schanuel und Norbert ACampo (und
moglicherweise auch andere) eine tiberraschende und ansprechende neue Kon-
struktionsmethode gesehen und, im Falle von A’Campo, auch entwickelt haben.
Wir stellen diesen Zugang zum Kontinuum im Anschluf} an die klassischen Kon-
struktionen im Detail vor.
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Skizze der Konstruktion der reellen Zahlen nach Dedekind

Mit Hilfe von Dedekindschen Schnitten lifit sich eine gegebene Ordnung
leicht vervollstindigen: Ist (M, <) eine unbeschrinkte lineare Ordnung, so sei
%(M) die Menge der Schnitte (L, R) von M. Wir definieren eine Ordnung auf
P(M) durch (L, R) < (I, R"), falls L ¢ L". Es ist leicht zu sehen, daf§ {(%(M), <)
vollstindig ist. Ist (L, R) ein Schnitt derart, dal L = {y € M | y < x } fiir ein
Element x von M gilt, so konnen wir (L, R) mit x selber identifizieren, und so-
mit M € @9(M) annehmen. Die Dedekind-Vervollstindigung 146t sich in jede
andere vollstindige Erweiterung von (M, <) ordnungs- und supremumserhal-
tend einbetten. Ist jedes Element einer vollstindigen Erweiterung von M das
Supremum von Elementen aus M, so ist die Erweiterung sogar ordnungsiso-
morph zur Dedekind-Vervollstindigung von M.

Wir kénnen daher die reelle Ordnung bis auf Isomorphie eindeutig definieren
als die Dedekind-Vervollstindigung einer beliebigen abzihlbaren dichten und
unbeschrinkten Ordnung. Konkret legen wir natiirlich die rationalen Zahlen als
Ausgangsordnung zugrunde, damit R ein arithmetisches Grundgeriist erhilt.
Wir setzen also:

<R7<> = <@(®)7 <>'

Diese die Ordnung betonende Konstruktion lifit die reellen Zahlen als eine
Struktur erscheinen, die aus Teilmengen einer abzihlbaren Menge besteht. Ein
Schnitt (L, R) in einer abzihlbaren Ordnung (M, <) ist bestimmt durch eine Teil-
menge L von M. Die Beziehung zwischen Rund P(N) (~ P(Q)) wird bei der De-
finition von R als %(Q) besonders deutlich.

Wir nutzen nun die bestehende Arithmetik auf Q, um eine Arithmetik auf R
zu definieren. Zur Verkiirzung der Notation schreiben wir statt (L, R) oft auch
kurz R, denn bei gegebenem R ist L = @ - R. Die Bevorzugung der rechten
Hilften wird bei der Multiplikation klar werden.

Wir setzen nun fiir Schnitte R, R € R:

R+R ={x+ylxeR,yeR}.

Man zeigt, dafi diese Summe tatsichlich ein Schnitt ist, und dafl (R, +) eine
kommutative Gruppe mit neutralem Element0 = {qe Q | ¢ > 0}, Q") ist.

Bei der Bildung von additiv inversen Elementen ist wegen der Asymmetrie der Su-
premumsbedingung eines Schnitts etwas Vorsicht geboten. Ist R € R, so betrachten
wir zunichst M = { qe @ | —-q ¢ R }. Hat M ein Q-kleinstes Element q*, so setzen
wir R = M - { q* }. Andernfalls sei R” = M. In der Tat ist nun R’ ein Schnitt, und es
giltR+ R = 0.

Weiter definieren wir eine Multiplikation auf R. Den Vorzeichentanz der
Multiplikation im Auge definieren wir die Multiplikation zunichst fiir positive
Schnitte (also Schnitte R fiir die ein q € Q" existiert mit q € R). Fiir zwei positive
Schnitte R, R” € R setzen wir:

R -R ={x-ylxeR,yeR'}.
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Diese Produktbildung liefert wie erwartet einen (positiven) Schnitt. Das Pro-
dukt zweier beliebiger Schnitte wird nun, um nicht in einem Morast von Fallun-
terscheidungen zu versinken, wohl am bequemsten iiber eine Vorzeichenfunk-
tion eingefiihrt. Ist x ein Element eines angeordneten Koérpers, so setzen wir
sg(x) = 1, falls x € K*, sg(x) = 0, falls x = 0 und sg(x) = - 1, falls x < 0. Fiir Ele-
mente x, y € K wird weiter sg(x)y € { -y, 0, y} in der offensichtlichen Weise
definiert. Wir definieren damit fiir beliebige Schnitte R und R:

R-R = sgR)sg(R) (IRl - IR']).

(R-{0}, ) erweistsich als kommutative Gruppe. Wir geben noch die Inversen
an. Sei etwa R positiv,undsei M = { g € Q" | 1/q ¢ R}. Wie fiir die Addition sei
R’=M-{q*} bzw. R"= M, je nachdem, ob M ein Q-kleinstes Element q* enthilt
oder nicht. R" ist ein Schnitt und in der Tat gilt R-R"=1(={qe Q I q>1}).
Zum Beweis dieser Aussage wird das archimedische Axiom fiir Q verwendet, das
zwar fiir Q trivialerweise gilt, aber doch eine spezielle Eigenschaft des zugrunde-
gelegten angeordneten Korpers darstellt. Dedekinds Konstruktion ldfit sich im
Gegensatz zur Konstruktion von Cantor nicht fiir beliebige angeordnete Korper
durchfihren.

Weiteres Nachrechnen zeigt, dafi (R, -, +) ein Korper ist. Damitist(R, -, +, <)
ein Korper der reellen Zahlen nach dem Charakterisierungssatz, denn das arith-
metische Ordnungsaxiom gilt klarerweise und die lineare Ordnung (R, <) ist
vollstindig nach Konstruktion. Wir diirfen wie fiir jede Vervollstindigung an-
nehmen, dafl @ c Rist. Dariiberhinaus stimmt dann wie erwartet die Arithmetik
auf R fiir rationale Zahlen mit der alten Arithmetik auf Q tiberein.

Skizze der Konstruktion der reellen Zahlen nach Cantor

Die Konstruktion von Cantor liefert fiir jeden angeordneten Korper (K, +, -, <)
einen metrisch vollstindigen (nicht notwendig archimedisch) angeordneten Er-
weiterungskorper (K¢, +, -, <). Primir interessiert an einem Korper der reellen Zah-
len fithren wir die Konstruktion konkret fiir den angeordneten Korper (Q, +, -, <)
durch. Die folgenden Ausfithrungen lassen sich aber fast wortlich auf einen beliebi-
genangeordneten Korper (K, +, -, <) umschreiben; wir gehen am Ende der Darstel-
lung auf den allgemeinen Fall aber noch ein.

Wirlegenalso (Q, +, -, <) zugrunde und betrachten Folgenf = (q, | ne N)e NQ,
die wir auch rationale Folgen nennen. Wir folgen der klassischen Tradition, bei der
Konstruktion von R eher von Fundamentalfolgen als gleichwertig von Cauchy-
Folgen zu sprechen.

Die Quantorenflut der Fundamentalfolgen stort den Leseflufi, doch gibt’s
ein Mittel, nimlich die Sprechweisen ,schliefilich® und ,,ab einer Stelle“: Wir
sagen, daf} eine Eigenschaft €(xy, ..., x,) schliefSlich gilt, wenn es ein ny € N gibt,
sodafl €(ny, ..., n,) fiir alle natiirlichen Zahlen n, ..., n, 2 n, gilt. In diesem Fall
sagen wir dann auch: €(ny, ..., n,) gilt 40 n,. Eine rationale Folge f ist also bei-
spielsweise genau dann eine Fundamentalfolge, wenn fiir alle k € N* schlief3-
lich gilt, daf} 1f(n) - f(m)| < 1/k.



110 1. Abschnitt Das klassische Kontinuum

Eine rationale Folge (q, | n € N) heifit Nullfolge, falls fiir alle k € N* schliefi-
lich 1q,| < 1/k gilt. Offenbar ist jede Nullfolge eine Fundamentalfolge.
Sei nun F die Menge aller Fundamentalfolgen. Fiir f,g € F definieren wir:

t ~g, falls {f(n)-g®) | ne N)eine Nullfolge ist.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf F. Wir definieren nun die Menge der
reellen Zahlen R durch die von ~ gegebene Unschirfe auf F, d. h. wir setzen:

R = F/~.

Bei diesem Ansatz iiber Folgen erscheinen die reellen Zahlen also als (Aquiva-
lenzklassen von) Funktionen von N nach Q, und wegen |Q| = IN1 also de facto
als Funktionen von N nach N.

Die Arithmetik (R, +, -) ergibt sich nun aus der punktweisen rationalen Arith-
metik auf den Fundamentalfolgen. Sind f, g € F, so sind auch (f(n) + g(n) | ne N)
und (f(n) - g(n) | n € N) Fundamentalfolgen. Wir definieren die Arithmetik auf
R wie folgt. Fiir f, g € F sei

f/~ + g/~= {f(n) + g(n) | ne N)/~,
t/~ - g/~ = (f(n) - gn) | ne N)/~.

Wie iiblich ist ein Nachweis der Wohldefiniertheit notwendig.

Man zeigtnun: (R, +, -)ist ein Kérper. Das neutrale Element der Addition 0 ist
gleich (0 | ne N)/~;allgemeiner gilt 0 = {/ ~ genau dann, wenn f eine Nullfolge
ist. Das neutrale Element fiir die Multiplikation ist (1 | n € N)/~.

Wir geben noch die multiplikativen Inversen an: Ist f/~ # 0, so ist f(n) # 0 ab
einem n (!). Wir definieren dann eine rationale Folge g durch g(n) = f(n)! fiir
n2ny,und g(n) = 1 fiirn < ny. Dannistg e F (!). Weiter ist f(n) - g(n) = 1 schlief3-
lich, also g/~ multiplikativ invers zu f/~.

Wir definieren schliefilich die Ordnung auf R. Fiir f, g € F setzen wir:

t/~ < g/~ falls esein q € Q" gibt mit f(n) + q < g(n) schlieflich.

Auch diese Definition ist unabhingig von der Reprisentantenwahl. Die <-Rela-
tion erweist sich leicht als lineare Ordnung auf R. Eine reelle Zahl f/~ ist nach
Definition genau dann positiv, wenn es ein q € Q" gibt mit f(n) > q schliefilich.
Fiir alle f/~ € R gilt zudem offenbar [{/~1 = (If(n)| | n € N)/~.

Die Menge der Aquivalenzklassen der konstanten Folgen, also

Q={(qlneN)y/~1qeQ}

ist dichtin R: Denn seien f/~, g/~ € R derart, daf§ f/~ < g/~. Dann existiert
nach Definition der Ordnung ein q € @7, sodaf} f(n) + 2q < g(n) ab einem n,.
Wir setzen h = (f(k) + q | k € N ). Dann gilt wie gewiinscht, daf§

t/~ < h/~ < g/~.
Letztendlich wird man (q | n € N)/~ mit q € Q identifizieren, und so @ = Q C R an-

nehmen. Zur Vermeidung von Irritationen bleiben wir fiir den Rest des Beweises aber bei
der Langform (q | n € N)/~ statt q.
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Hinsichtlich ,kleinergleich“ ergibt sich folgendes niitzliche Kriterium: Es
gilt f/~ < g/~ genau dann, wenn fiir alle g € Q" schliefilich f(n) < g(n) + q gilt.
Gilt fiir f, g € F, daf§ f(n) < g(n) schliefSlich, so ist sicher f/~ < g/~ aber nicht
notwendig f/~ < g/~.

Das arithmetische Ordnungsaxiom ist leicht zu tiberpriifen. Also ist (R, +, -, <)
ein angeordneter Korper.

Als nichstes zeigen wir das archimedische Axiom fiir (R, +, -, <). Sei also
t/~>0. Der Wertebereich jeder Fundamentalfolge ist beschrinkt in Q. Sei also
s € Nmit f(n) + 1 < s fiir alle n € N. Dann gilt offenbar f/~ <(s | ne N)/~ =
s(1 | ne N)/~ = ,dass-fache Vielfache der 1 von R“. Also ist(R, +, -, <) ein ar-
chimedisch angeordneter Korper.

Beim Nachweis des archimedischen Axioms benutzen wir zum ersten Mal substantiell,
daf} wir mit @ und nicht mit einem beliebigen angeordneten Grundkérper arbeiten. Ge-
nauer benutzen wir, dafi der Grundkorper (K, +, -, <) selbst archimedisch ist: N ist unbe-
schrinkt in K. Dann existiert s wie gewiinscht. In einem beliebigen angeordneten Korper
sind Fundamentalfolgen immer noch beschrinkt, aber wir kénnen eine obere Schranke
i.a. nicht mehr durch Vervielfachung der 1 erreichen.

Es bleibt also zu zeigen, dafy (R, +, -, <) metrisch vollstindig ist. Sei zu diesem
Ende (f,/~ | n € N) eine Cauchy-Folge in (R, +, -, <).

Die Konvergenz ist klar, wenn { f,,/~ | n € N} endlich ist, denn dann ist der
eindeutige unendlich oft angenommene Wert der Limes der Folge.

Seialso {f,/~ | ne N}unendlich. O.E. giltf /~ # f,, /~ firallene N, denn
andernfalls diinnen wir die Folge aus ; existiert der Limes der ausgediinnten
Folge, so ist dieser Wert auch der Limes der urspriinglichen Folge.

Firn e Nseiq, € Qderart, sodaf {q, | ke N)/~ zwischen f,/~ und f,, ;/~
in Rliegt. Dannist({q, | ke N)/~ | ne N)eine Cauchy-Folge in R. Weiter ge-
niigt es zu zeigen, dafl der Grenzwert dieser Folge existiert, denn dann hat auch
(f,/~ | ne N) diesen Grenzwert.

Offenbar ist f* = (q, | n € N) e F. Wir sind also fertig wenn wir zeigen:

(+) £/~ =lim, _ . (g, | ke N)/~ I ne N).

Da fiir alle g/~ >0 ein q € Q" existiert mit 0 <(q | ke N)/~ < g/~ geniigt es
zu zeigen:

(+) Firalleqe Q" gilt I{q, | ke N)/~-£*/~1 <{q | ke N)/~ schliefilich.
Wegen £*(k) = qy fiir alle k e N geniigt es also zu zeigen:
(+)” Furalleqe Q" gilt I1{q, - q | ke N)/~1 <{(q | ke N)/~ schliefilich.

Sei also q € Q. Sei n derart, daf§ 1q, - qi| < q fiir alle n,k > n, gilt.
Dann gilt fiir alle n > ny:

{Qn-qr ke N)/~I = (Iq,-qu! l ke N)/~ < (ql ke N)/~.

Dies zeigt (+)”.
Alsoist(R, +, -, <) metrisch vollstindig. Damitistinsgesamt gezeigt, daf} die kon-
struierte Struktur (R, +, -, <) ein Korper der reellen Zahlen ist.
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Fiir die allgemeine Konstruktion sei (K, +, -, <) ein beliebiger angeordneter
Korper. Arbeiten wir mit Fundamentalfolgen f : N — K und ersetzen wir in
obiger Konstruktion Q" an jeder Stelle durch K7, so erhalten wir einen angeord-
neten Korper (K¢, +, -, <). Identifizieren wir x € K mit (x | ne N)/~, so kébnnen
wir K € K annehmen. Kist dann mit dem Argument aus der Konstruktion oben
immer noch dicht in K°. Auch der Beweis der metrischen Vollstindigkeit bleibt
richtig. Lediglich das archimedische Axiom koénnen wir i.a. nicht mehr zeigen
(vgl. die Bemerkung oben; da K dicht in K® ist, gilt das archimedische Axiom de
facto genau dann in K¢, wenn es in K gilt). Wir nennen (K¢, +, -, <) die kanonische
metrische Vervollstindigung von (K, +, -, <).

Noch eine abschlieflende technische Bemerkung. Die Konstruktionen von Dedekind
und Cantor lassen sich ohne Verwendung des Auswahlaxioms durchfiihren. Besonders bei
der Konstruktion von Cantor mufl man hier etwas aufpassen, da wir ohne Auswahlaxiom
nicht annehmen diirfen, dafi R = F/~ ein vollstindiges Reprisentantensystem hat. Obige
Konstruktion fir den Schritt von @ nach R verwendet das Auswahlaxiom nicht wesent-
lich. (Die Wahl eines (q | k€ N)/~ zwischen f,,/~ und f,,, |/~ etwa wird zur konkreten
Definition ,,das erste q € Q mit ...“, wenn man zu Beginn eine feste Aufzihlung von Q zu-
grunde legt.) Fiir die metrische Vervollstindigung eines beliebigen angeordneten Kor-
pers (K, +, -, <) wird das Auswahlaxiom aber in der Regel gebraucht.

Eine moderne Konstruktion

Wir stellen noch eine Konstruktion vor, die die reellen Zahlen bestechend ein-
fach aus den ganzen Zahlen gewinnt. Sie wurde von Stephen Schanuel in den
1980er Jahren gesehen und in [Ross 1985 ] skizziert. Unabhingig davon wurde
sie von Norbert ACampo entwickelt, angeregt durch eine Arbeit von Henri Po-
incaré iber Homéomorphismen des Einheitskreises (siche [ ACampo 2003 ]).

Obwohl sich die Konstruktion mit wenigen Pinselstrichen aufzeichnen liefie,
gonnen wir uns zur Vermeidung eines ad-hoc Eindrucks ausfiihrliche Vorberei-
tungen. Zur Motivation betrachten wir also vorerst R als bereits konstruiert -
wir wissen ja, worauf wir hinauswollen.

Motivation und Begriffsbildung

Fiir jedes ¢ € R betrachten wir die Abbildung f.: R — R mit f.(x) = ¢ - x
fir alle x € R. f, ist also die lineare Funktion auf R mit Steigung c. Weiter sei
dann eine Funktion G : R — ®R definiert durch:

G(c) = f, fiirce R.

Dann gilt fiir alle ¢,d € R offenbar:

G(c+d) = G(c) + G(d) (unter der punktweisen Addition von Funktionen),
G(c-d) = G(o) ° G(d) = G(d) o G(c).

Die Multiplikation auf den reellen Zahlen wird also unter G zu einer denkbar
einfachen Operation!
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Fiir c € Rsei weiter g, : Z — Z definiert durch:
g.(a) = ,dasbe Z mit minimalem Betrag mit b € [f.(a) - 1/2, f.(a) + 1/2].¢

Fir alle a € Z gilt dann If.(a) - g.(a)| < 1/2. Die Funktionen g, sind die best-
moglichen Z-Approximationen an die Funktionen f.. Insbesondere trennen sie
diese Funktionen: Ist ¢ # d, so existiert ein a € Z mit If.(a) - f4(a)l > 1, und
daher gilt g. # g4. Fir alle c gilt zudem

¢ = lim, , . g.(n)/n.

Weiter erben die Funktionen g.: Z — Z von den f,. gute Linearititseigen-
schaften. Fiir alle ce R gilt {f.(a+b) - f.(a) - f.(b) | a,be Z} = {0 }. Fir

die Funktionen g, gilt immerhin noch:

() {gla+b)-ga)-gb) labeZ} c {-1,0,1}.

Denn

lgc(a + b) - gc(a) - gc(b) -0l =
lg.(a+b) - g.a) - g.(b) - f.(a+b) + f.(a) + f.(b)| < 3/2,

und g.(a +b) - g.(a) - g.(b) ist ganzzahlig.
Wie fiir die linearen Funktionen f, gilt zudem:

(++) g(-2a) = -g.(a) firalleae Z.

Diese Eigenschaft motiviert die Rolle des Betrags in der Definition von g..: Sie
wiirde nicht mehr uneingeschrinkt gelten, wenn wir etwa g.(a) als das eindeutige
z € Z im halboffenen Intervall [f.(a) - 1/2, f.(a) + 1/2[ definiert hitten.

Die Eigenschaften (+) und (++) fassen wir zu einem Begriff zusammen:

Definition (fastlineare Funktionen; S(g), ungerade Funktionen)
Eine Funktion g: Z — Z heifit fastlinear, falls gilt:

(@) S(g = {ga+b)-gl@-gb)labezZ} c{-1,0,1}.
(ii) gistungerade, d.h. es gilt g(- a) = - g(a) firallea e Z.

Wir untersuchen die konkreten fastlinearen Funktionen g, fiir c € R noch
etwas weiter. Die punktweise Addition g. + gg4 ist i.a. nicht mehr fastlinear.
Weiter gilt die Gleichung g.. 4 = g. ° gq im Gegensatz zu {4 = f, ° {4 im allge-
meinen nicht mehr, und auch g. ¢ g4 = g4 © g. ist nicht immer richtig.

Ist zum Beispiel ¢ = 3/5, soist g. (1) = 0 wegen 9/25 < 1/2. Dagegen gilt g (1) = 1 wegen
3/5>1/2, und damit (g, © g.)(1) = 1. Der Fehler ist auch nicht etwa auf 1 beschrinkt: Ist
etwac=21/2,soist g.(1) = 10 und weiter g.(10) = 105. Dagegen istaber g...(1) = g41/4(1)
= 110. Die Differenz ist hier also 5.

Wir wollen nun begriinden, daf§ diese Abweichungen von den perfekten Ei-
genschaften der f.-Funktionen nun andererseits auch nicht so gravierend sind,
wie es scheinen mag. Hierzu schitzen wir einige Fehler der g -Arithmetik zu II-
lustrationszwecken genauer ab. Es geniigt, wenn der Leser ein Gefiihl dafiir ent-



114 1. Abschnitt Das klassische Kontinuum

wickelt, daf der Begriff der Fastlinearitit zwar koniglich, aber ohne helfende
Bauern zu schwach ist. Die Zusammenstellung der Ungleichungen im folgenden
Satz hat also eher didaktische Zwecke.

Der Natur der Konstruktion entsprechend wird im folgenden stindig nach
unten und oben abgeschitzt werden. Damit dies etwas leichter verdaulich wird
und keine grofien Lesepausen entstehen, weil unkommentierte Abschitzungen
tiberpriift werden miissen, vorab einige Bemerkungen zur Erinnerung. Das
wichtigste Hilfsmittel ist natiirlich (fiir reelle Grofien a, b, ¢):

(U1) la+bl < lal + Ibl.
Daneben spielen aber auch folgende Ungleichungen eine wichtige Rolle:

(U2) la-bl = lal - Ibl, Ibl - lal, zusammengefafit also
[lal — IbIl < la-Dbl.

Diese Ungleichung folgt bekanntlich aus der ersten: Denn lal = la-b + bl <
la-bl +Ibl,und Ibl = Ib-a+al <Ib-al + lal =la-bl + lal. Aus (U2)
folgt nun aber weiter die auch intuitiv einleuchtende Implikation:

(U3) Ist la-bl <c, sogilt lal = Ibl - c.
Die immer wiederkehrende Titigkeit des Abschitzens ist nun:
(U4) Istla; +...+a,l <cund la; - b;| <dfiirein 1 <i<n, soist
lag + ... +2a;,_; +bj+2a,,; +a,] <c+d
Fiir eine Funktion h: Z — R wird die Z-Supremumsnorm ||h| von h definiert
durch: ||h| = sup{ If(a)l | a€ Z}€ R U {e}. Damit gilt dann:
Satz

Seien ¢,d € R. Dann gilt:
(@) lg(a+b)-g@) -gb)l <3 firallea,be Z, wobei g = g, + gq.

(i) [[foofy - geogal < (el +1)/2,
||fd°fc - gdogc” < (|d| + 1)/2,

(i) |gc.a - geogall < (el +2)72,

(i) llgcoga - gaogell < (lel + Idl +2)/2.

Beweis
Fir alle c,d € R gilt ||f. - g.|, [Ifq = gall £ 1/2. Weiter ist
f..q = f. o £y = f4 o f.. Der Rest ist Dreiecksungleichung:
zu (1):
Ig(a + b) - g(@) - gb)| =
lg.(a +b) - g.(a) - gc(b) + gq(a + b) - ga(a) - ga(b)!
If.(a + b) = £.(a) = £u(b) + fy(a + b) = fy(a) = £4(b)| + 6/2
0+ 3.

INIA
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zu (i1):
feofs - geogall < [[feofa - feogall +1feoga - geogall < lel/2+ 172,
Die andere Abschitzung in (ii) gilt aus Symmetriegriinden.
zu (i)
lge-a = geogall < llge.a-feall + [feofa - geogall < 172+ (lel + 1)/2.
zu (1) :

lgeoga - gaogell < llgeoga - feofall + [[faefe - gaogel <
- (Icl + Idl + 2)/2.

Die Abschitzungen gelten allgemeiner mit n statt 1/2, falls jedes f,. durch eine Funk-
tion g°: Z — Rmit |/f. - g°|| < n approximiert wird.

Wichtig ist, dafi die Fehler allesamt beschrinkt sind. Und: Wir kénnen uns bei
der Approximation von f. durch eine Funktion g: Z — Z auch beschrinkte Feh-

ler erlauben, ohne den engen Zusammenhang von ¢ und g zu verlieren. Denn es
giltfirallece Rundalleg:Z — Z:

(#) Sei ||g - f.| < . Dannist ¢ = lim, _, .. g(n)/n.

Dennsei ||g - f.| = s€ R. Dann gilt Ig(n)/n - ¢l = Ig(n)/n-f.(n)/nl < s/n
fir allen>1, also lim, _ .., gn)/n = c.

Eine derartige Funktion g trigt also immer noch die Information ¢, auch wenn
g von f, oder der optimalen Approximation g, endlich abweicht. Insbesondere
reprisentiert nach dem gerade bewiesenen Satz die Verkettung g. ° g4 immer
noch c - d, auch wenn g, ° g4 nicht mehr mit der optimalen Approximation g, .4
von c - d tibereinstimmt.

Fiir gute approximierende Funktionen g: Z — Z an f, d.h. fiir Funktionen
g mit ||g - f| < o gilt die folgende Charakterisierung:

Satz
Seig:Z — Z.Dann sind dquivalent:

@) {g(a+b)-g@)-gb) | abe Z} istendlich.
(ii) Esgibteince R derart,da} ||f. - g| < oo.
Weiter gilt: Ist g wie in (i), so ist ¢ wie in (ii) bestimmt durch

¢ = lim, _ .. gn)/n.

Beweis
zu () ™ (i):
Seise Nmit{ga +b) - g(a)-gb)labeZ}c{-s..0,..,5s}
Firalle ae Z und n 2 1 gilt dann
lg(na) - ng(a)l < (n - 1)s < ns,

wie durch Induktion nach n > 1 leicht gezeigt wird.
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Speziell fiir a = 1 ergibt sich:

+) lg)! < n(lgl)! +s) firallen>1.

Weiter gilt fiir alle n,k > 1:

(++) Ingk) - kgn)l < Ingk) - gk)! + lgkn) - kgn)| < (n +k)s.

Wegen lg(n)! < n(lg(1)! + ) ist C = {gn)/n | n =1} beschrinkt.
Ist C unendlich, so sei ¢ ein Hiufungspunkt von C.

Andernfalls sei ¢ derart, daf} ¢ = g(n)/n fiir unendlich viele n.

Wir zeigen, dafi ¢ wie gewiinscht ist. Sei hierzu zunichstn > 1.

Nach Wahl von c existiert ein k€ Nmitk = nund Ic - gk)/kl < 1/n.
Dann gilt:

lg) - enl < lgn) - ngk)/kl + 1 = lkgn) - ngk)l/k + 1 <
(k+n)s/k +1 <s+n/ks +1 < 2s + 1.

Dies zeigt, dafy { g(n) - f.(n) | n = 1} beschrinkt ist.
Damit ist aber auch { g(a) - f.(a) | a € Z} beschrinkt, denn fiir alle

nx1gilt:
Ig-n) - (-g@)] = Ig-n) + gl < gO)] + s.
Folglich ist
lg(-n) - c¢(-n)l = I-g(-n) - cnl < lgn) - cnl + Ig0)l + s.
Insgesamt ist also ||g - f.| beschrinkt durch 3s + Ig(0) + 1.
zu (1) ™ (1):

Seien c € Rund s € N derart, daf§ 1g(a) - cal < s firalleae Z.
Dann st Ig(a + b) - g(a) - g(b)! < Ic(a +b) — ca — cbl +3s = 35,
alsoist { g(a + b) - g(a) - g(b) | a,be Z} endlich.

zum Zusatz:
- ist klar (siehe (#) oben).

Ein etwas anderer Ansatz zum Beweis der Implikation (i) 7 (ii) ist, mit arithmeti-
schen Mitteln 1/w 2, o, <, g(k)/k zu arbeiten; diese Mittel sollten ja mit wachsendem
w gegen das gesuchte ¢ konvergieren. Sei also n > 1 gegeben. Sei w = w(n) € N derart,
dafl 1/w 2| <y 1/k < 1/n. Sei dann weiter ¢, = 1/w 2| <y <, g(k)/k. Dann gilt fiir alle
1<m<n:

lgm) - ¢, ml = 1/w IZ <<y (kgm) - mgk)/kl < 1/wliZjcpcy k+m)s/kl <
s + ms/w <y 1/k £ 25,

letzteres nach Wahl von w und wegen m < n.

Fiir n > 1 setzen wir nun

A, ={aeR | lgm)-aml < 2s firallel1<m<n}.

Dann ist A, kompakt und nichtleer, da ¢, € A,. Nach Konstruktion ist Aj 2 A; D ...,
also existiert ein c € A* = (5 A,. Fiir ¢ gilt dann Ig(n) - cnl < 2s fiir alle n > 1, also
ist ¢ wie gewiinscht. De facto ist dann A* = { ¢ }.
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Damit ist nun die folgende Konstruktion von R wohl keine ad-hoc-Typus
mehr. Wir haben viele Ideen gesammelt, die der Leser nun in einem rein ganz-
zahligen Gewand wiederfinden wird. Jetzt gilt es, das arithmetische Kontinuum
R voriibergehend zu vergessen und mit Hilfe von approximierenden Funktionen
g:Z — Zwiein (i) im Satz oben zu rekonstruieren. Viele Fakten, die mit R recht
klar sind, miissen nun elementar bewiesen werden, da R nicht mehr zur Verfii-
gung steht.

Zum Beispiel: Die Komposition zweier Funktionen g und h wie in (i) ist wieder eine
Funktion wie in (i). Dies ist klar nach dem Charakterisierungssatz. Denn seien ¢,d € R mit
g - fell =sg, [h = f4]| = sy, mits,, s, < . Dann haben wir wieder:

”fcofd - goh” < ”fcofd - fcoh” + choh - g°h“ Scosp+s

.
Wegen f, o f}, = f..}, und (ii) 7 (i) ist dann g ° h wie in (i) (und es giltlim, _, ., g(h(n))/n
= cd). Im nichsten Zwischenabschnitt geben wir ein elementares Argument fiir diese
Abgeschlossenheitseigenschaft.

Ab jetzt verwenden wir bevorzugt die ungewohnlichen Zeichen x,y, z fiir ap-
proximierende Funktionen von Z nach Z: Sie oder genauer bestimmte Aquiva-
lenzklassen von ihnen werden zu reellen Zahlen. Die einfach zu definierenden
Operationen der punktweisen Addition und der Komposition iibernehmen die
Rolle der reellen Arithmetik.

Hiinge und ihre Aquivalenz

Zur Verfiigung steht von jetzt an lediglich der Ring der ganzen Zahlen Z. Der
entscheidende Begriff ist:

Definition (Hinge, S(), s,, Nullbang)
Seix:Z — Z.xheifit ein Hang (engl. slope), falls gilt:

S(x) = {x(a + b) — x(a) - x(b) | a,be Z } ist endlich.
Wir setzen:
S ={x:Z — Z | xistein Hang }.

Weiter sei s, = ,,das kleinste se N" mit Sx) c { -s, ...,s }“.
Schliefilich sei der Nullhang 0 der Hang x mit x(a) = 0 fiirallea € Z.

Wir wihlen s, aus Divisionsgriinden positiv. Wir nennen s, auch den Lineari-
titsfebler von x, wobei dann s, = 0 fiir lineare Funktionen natiirlich eine schirfere
Fehlerbezeichnung wire.

Die einfachsten Beispiele fiir Hinge sind die konstanten Funktionen. Fiir sie
gilt S(x) = { - ¢}, wobei c € Z der konstant angenommene Wert ist.

Istx ein Hang, und verindern wir x an genau einer Stelle, so ist auch die verin-
derte Funktion ein Hang (!). Induktiv folgt dann: Istx ein Hangundy:Z — Z
bis auf endlich viele Stellen identisch mit x, so ist auch y ein Hang.

Interessante Hinge sind schon die linearen Funktionen auf Z, d.h diejenigen
Funktionenx : Z — Z mitx(a + b) = x(a) + x(b) fiir alle a,b € Z. Fir sie gilt
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die Gleichung S(x) = { 0}. Diese Funktionen lassen sich leicht angeben. Fiir jedes
a € Z sei x, die Funktion auf Z mit x,(b) = a-b fiir alle b € Z. Dann ist jedes
x, ein Hang mit S(x,) = { 0 }. Sei umgekehrt x ein Hang mit S(x) = { 0 }. Dann gilt
x = X, fiir a = x(1), wie leicht zu sehen ist. Wir nennen jedes x, auch einen ganz-
zabligen Hang (mit Steigung a). ,Rationale” Hinge konstruieren wir ganz am
Ende der folgenden Konstruktion von R.

Die folgenden Ungleichungen fiir einen Hang x mit s = s, sind uns schon be-
gegnet; sie ergeben sich leicht aus der Definition.

(H1) Ix(na) - nx(a)l < ns firalleae Zundn 2> 1,

Ix(ba) - bx(a)l < Ibls fiir alle a,b € Z, falls x ungerade,
H2) Ix(n)l < n(Ix(D)] +5s) firallen > 1,

Ix@)| < lal(Ix(1)] +s) fiir alle a € Z, falls x ungerade,

H3) Inx(k) - kx(n)l < (n+k)s fiiralle n,k > 1,
lax(b) - bx(a)l < (lal + Ibl)s fiirallea,be Z, falls x ungerade.

Aus (H3) folgt 1x(0)| <'s, was sich auch aus x(0) = x(0 + 0) = x(0) + x(0) + d
fiir ein d mit 1d| < s ergibt. Fir ungerade Hinge ist x(0) = 0.

Ulmng
Seien x ein Hang, k € Z. Wir setzen y(a) = x(ka) firallea e Z.
Dannisty : Z — Z ein Hang mit S(y) € S(x).

Hinsichtlich der Uberlegunggn im letzten Zwischenabschnitt ist auch der fol-
gende Aquivalenzbegriff keine Uberraschung:

Definition (Gquivalente Hiinge)
Fir x,y € ¥ setzen wir:

x~y, falls |x-y] <.

Gilt x ~ vy, so heifien x und y dquivalente Hinge.
Ist non(x ~ 0), so heifit x ein unbeschrinkter Hang.

Esgiltalso: x ~y gdw {x(a) - y(a) | a€ Z} istendlich. Anschaulich sind zwei
Funktionen x und y genau dann dquivalent, wenn x in einem ,,+n-Schlauch“ um
y herum liegt fiir ein n € N. Insbesondere ist ein x genau dann dquivalent zum
Nullhang, wenn x einen endlichen Wertebereich hat — was die Bezeichnung ,,un-
beschrinkter Hang“ motiviert.

Weiter sind zwei Hiinge x und y genau dann dquivalent, wenn eine Zerlegung
Zi,...,ZyvonZ sowie by, ..., by € Z existieren derart, dafi firalle 1 <1i < kgilt:

x(a) = y(a) + b; firalleae Z;.
Zwei Hinge x und y sind dquivalent, wenn sie sich nur an endlich vielen Stel-
len unterscheiden. Die Umkehrung dieser Aussage gilti.a. nicht.

Wir betrachten nun wieder fastlineare Funktionenx : Z — 7, d.h.xist unge-
rade und es gilt s, = 1. Zunichst sind modulo Aquivalenz Hinge o. E. ungerade:
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Ubung
Sei x ein Hang, und seiy : Z — Z definiert durch y(0) = 0 und
y@) = x(n), y(-n) = - x(n) firne N*.
Dann isty ein ungerader Hang mit x ~ y.

[Siehe das Argument im Beweis des Charakterisierungssatzes im letzten
Zwischenabschnitt. ]

Insbesondere gilt also: Ist der Wertebereich eines Hangs x nach oben unbe-
schrinkt, so ist er automatisch auch nach unten unbeschrinkt (und umgekehrt).

Die Hangbedingung ist fiir ungerade Funktionenx: Z — Z etwas leichter zu
iberpriifen:

Ubung
Seix : Z — Z eine ungerade Funktion, und die Menge
S'x) = {x(n + m) - x(n) - x(m) | n,me N } sei endlich.
Dann ist x ein Hang. Genauer gilt: S(x) = S'(x) U {-a |l ae S'(x) }.

Um zu einem Hang x einen dquivalenten Hang y mit s, = 1 zu konstruieren,
ist folgende Definition niitzlich.

Definition (die ganzzablige Approximationp : q)
Firp,qe Zmitq = 1sei:

p:q = ,daske Z mit minimalem Betrag mit 2p - q < 2qk < 2p + q“.

Wenn wir die (an dieser Stelle streng genommen noch unbekannten) rationalen Zahlen
fiir die Anschauung zu Hilfe nehmen: Die ganze Zahl p: q liegt im rationalen Intervall
[p/q - 1/2, p/q + 1/2]. Sind beide Enden dieses Intervalls ganzzahlig, so wihlen wir die
Grenze mit dem kleineren Betrag.

Firalleq =1 ist(-a):q = - a:q, also ist die durch den Teiler q gegebene
Approximationsfunktion eine ungerade Funktion auf Z.

Sindae Z,se N"mit lal <s,soista:t =0 fir alle t > 2s. Weiter gilt fir
alle a;, ...,a, € Zund allese N*:

() laj:s + ... + a,:s = (@ + ... + a,):sl < n:2.

Denn fir 1 <i<nseib; = (a;:s)-s. Dann gilt a; = b; + r; mit Ir;] <s:2und
b;:s = a;:s. Weiter ist by:s + ... + b,:s = (b; + ... + b)) :s. Damit haben
wir :

laj:s + ... +a,:8 — (4 + ... + a,):sl

Ibj:s + ... + by:s— (by + ... + by + r{ + ...+1):5l
Ib;:s + ... + by:s — (by + ... + by):sl (n(s:2)):s

Mit Hilfe der ganzzahligen Divisionsfunktion lifit sich nun aus x leicht ein
fastlinearer dquivalenter Hang y gewinnen. Wir glitten x, indem wir mit einem
geeigneten Faktor t € N* in die Zukunft schauen, d. h. wir setzen y(a) = x(ta) : t.
Es zeigt sich, daf} der dreifache Linearititsfehler t = 3s, hierzu geeignet ist.

®

<
< 0+ n:2.

+
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Satz  (Existenz fastlinearer iquivalenter Hinge, Lemma von A Campo)
Fiir alle Hinge x existiert ein fastlinearer Hang y mit x ~ y.

Beweis
O.E. sei x ungerade.
Weiter sei s = s, und sei t = 3s. Wir definiereny : Z — Z durch

y(@) = x(ta):t furalleae Z.
Dann ist y wie gewiinscht.

zuy ungerade :

y ist als Komposition zweier ungerader Funktionen ungerade.
zu s, =1:

Firallea,b,ce Zmitla - b - ¢l < s gilt:

la:t - b:t - c:tl = lazt = b:t - c:t - Ol = egencnas
la:t - b:t —c:t —(@a-b-o0):tl <oy 3:2 = 1.

Fiir allen,m € Z istaber ly(n + m) - y(n) - y(m)! von der Form
la:t - b:t - c:tl mit la - b - ¢l <, woraus die Behauptung folgt.

ZUY ~x:
Es gilt fiir alle a € Z nach (H1):
[x(ta) - tx(a)l < ts.

- Folglich ist ly(a) - x(a)l = Ix(ta):t - x(a)l < s firalleae Z.

Wir diskutieren noch einige unterhaltsame elementare Eigenschaften von
Hingen, die den Begriff weiter erldutern und sich spiter als niitzlich erweisen
werden.

Fiir jeden Hang x und alle a € Z gilt Ix(a + 1) - x(@)| < Ix(1)] + s, = s%,
d. h. x springt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stellen um héchstens s*.
Damit hat der Wertebereich eines unbeschrinken Hangs x keine Liicken, die
grofer als s* sind.

Dies ist ein Kidnguruh-Argument : Ein auf den ganzen Zahlen hiipfendes Kiinguruh
mit maximaler Sprungweite s* filltin jede Grube, die grofier als s* ist. Hat es also an zwei
Stellen a und b aus Z Fuflabdriicke hinterlassen, so liegt zwischen a und b keine Grube,
die grofier als s* ist.

Wir erhalten :

(H4) Sei x ein unbeschrinkter Hang. Dann existiert fiir allew e Zeinae Z
mit Ix(a) - wl < Ix(D)| + s,.

Intuitiv sind Hinge Geraden mit kleinen lokalen Unebenheiten. Ins Weite
blickend sollte also ein unbeschrinkter Hang steigen oder fallen. Wir haben bis-
lang noch nicht ausgeschlossen, dafl Hinge in irgendeiner Form oszillieren. Dies
wollen wir nun tun.
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Sei x ein Hang, und es gelte |x(a)| > s, fiir eina € Z. (Wegen |x(0)| < s, ist
dann automatisch a # 0.) Dann gilt fiirallen > 1:

Ix(na) - nx(a)l < nsy, also Ix(na)l = nlx(a)l - ns, = n(s, + 1) - ns, = n.

Uberschreitet ein Hang also an einer einzigen Stelle dem Betrage nach seinen
Linearititsfehler, so ist x unbeschrinkt, insbesondere ist ein fastlinearer Hang
unbeschrinkt, falls x einen Wert vom Betrag grofiergleich 2 annimmt.

Sei nun umgekehrt x ein unbeschrinkter Hang. Dann existiert ein a > 0 mit
Ix(a)l > s,. Wir betrachten zunichst den Fall x(a) > s,. Es gilt dann wieder

x(na) > nx(a) - nsy, > n(s,+1) - ns, = n firallen>1.

Aufdem Wegna,na - 1,na - 2, ..., (n - 1)a springt x aber bei jedem der a-vie-
len Schritte um hochstens s* = 1x(1)| + s,. Formal: Firallen > 1 und i < a gilt
x(na - i) 2 n - a - s*. Hieraus folgt, daf§ x auf den positiven ganzen Zahlen
jeden Wert hochstens endlich oft annimmt. Zudem ist x(-n) bis auf einen be-
schrinkten Fehler gleich -x(n) fiir alle n € N. Der Fall x(a) < - s, wird analog
behandelt. Insgesamt zeigt die Diskussion:

(H5) Jeder unbeschrinkte Hang nimmt jeden Wert hochstens endlich oft an:
Firallewe Zist {a€ Z | x(a) = w} endlich.

(H6) Fiir jeden Hang x gilt:
Ist x(a) > s, fireinae N,soist {ne N | x(n) < 0} endlich.
Ist x(a) < —s, fireinae N,soist {ne N | x(n) > 0} endlich.

In beiden Fillen ist x unbeschrinkt.
Abschlufleigenschaften und eine rudimentire Arithmetik

Wir zeigen, daff die Endlichkeit des Linearititsfehlers unter Addition und
Komposition erhalten bleibt.

Satz  (Abschlufeigenschaften von Hingen)
& ist abgeschlossen unter punktweiser Addition und unter Komposition.

Beweis
zur Addition: Seien also x,y € S undseiz : Z — Z die punktweise
Addition von xund y, d.h. z(a) = x(a) + y(a) fir allea e Z.
Dann gilt S(z) c {c +d | ce S(x)undd e S(y) }.
Also ist S(z) endlich und also z ein Hang.

zur Komposition: Seienx,ye€ ¥,undseiz=x°y
Wir zeigen, daf S(z) endlich ist. Fiir alle a,b € Z gilt:
z(a +b) - z(a) - z(b) = x(y(@ + b)) - x(y(@)) - x(y(b)) =
x(y(@) + y(b) + ¢) - x(y(@) - x(y(b)) =
x(y(@) +y(®) + x(c) + d - x(y(@) - x(y(b)) =

e + x(c) +d, wobe:
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¢ = y(@+b) -y - yb) € S(y),
d = x(y@) +yb) + c) - x(y(a) + y(b)) - x(c) € S®),
e = x(y(@) + y(b) - x(y(@) - x(y(b)) € S(x).

Ein Ausdruck e + d + x(c) mit e, d € S(x) und c € S(y) kann aber wegen
der Endlichkeit von S(x) und S(y) nur endlich viele Werte annehmen.
- Also ist S(z) endlich.

Die Miihen dieses elementar-algebraischen Kegelschiebens belohnen wir
durch:

Definition (Arithmetik auf Hingen)
Firx,y € ¥ setzen wir:

X +y = ,dasjenigeze ¥ mit z(n) = x(n) + y(n) firallene Z%,
Xy = Xx°y.

Aus algebraischer Sicht ist die Konstruktion bislang noch etwas diirftig:

Ubung
(i) (¥, +) ist eine abelsche Gruppe mit 0 = ,,die Nullfunktion auf Z*.

(ii) (¥, -) ist ein Monoid mit 1 = idy.
(iii) Esgibtx,y,ze Smitx-(y+2z) # x-y + x-z.
(iv) Esgibtx,ye ¥mitx-y # y-x.

Reelle Zahlen als Hinge

Die Arithmetik auf den Héngen ist also nicht schlecht, aber sicher verbesse-
rungsbediirftig. Die sich fast aufdringende Faktorisierung nach der Hangiqui-
valenz liefert dann auch schon alles, was wir wollen:

Definition (Konstruktion der reellen Zablen nach Schanuel und A’Campo)
Wir setzen R = &/~ Fiir x/~, y/~ € R sei:

X/~ +y/~ = x+y)/~,

x/~ - y/~ = (x-y)/~.
Wie iiblich ist bei diesen und weiteren Definitionen die Wohldefiniertheit zu tiberprii-
fen; wir erwihnen dies nicht jedesmal wieder neu. Die Uberpriifung ist zuweilen eine

nichtvollig triviale Angelegenheit, und immer ein gutes Training, sich auf den noch unge-
wohnten Hingen trittsicher bewegen zu lernen. So etwa:

Ubung
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert, d.h. fiir alle Hinge
X,y %,y mitx ~ x und y ~ y’ gilt:
@ x+y ~ x +Y,
@jx-y ~x-vy.
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Eine reelle Zabl hat also hier die Form x/~ fiir einen Hang x : Z — Z.
Zuniichst ist (R, +) offenbar eine abelsche Gruppe mit der Aquivalenzklasse
der Nullfunktion als neutralem Element 0. Wie iiblich sei R* = R - { 0 }.
Im Gegensatz zur Arithmetik auf Hingen gilt nun fir die Multiplikation
Kommutativitit — und mehr:

Satz
(R*, -) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 = id;/~.

Beweis
Assoziativitit ist klar, da die Komposition von Funktionen assoziativ ist.
Offenbar ist id;/~ neutral.

zur Kommutativitit:
Seien x/~,y/~ € R*. O.E. seien x und y ungerade.
Dann gilt fur alleae Z:

lal Ix(y(a)) - y(x(a))| = lax(y(a)) - ay(x(a))l

Ix(ay(a)) - y@ax(@)! + lal (sx+sy)

ly(@)x(a) - x@)y@)] + lal(sy+sy) + Iy@)Is, + Ix(a)ls,
0+ lal (s, +5sy) + lal(ly(D)1 + sy)sy + lal (Ix(D)] +s,) s,
lal - [ (1 + Iy + sy)se + (1 + Ix(DI + s)sy ]

Dies zeigt, dafl x o y - y o x nur endlich viele Werte annimmt.
Alsogiltxoy ~ yox

IN N IN

Fiir fastlineare Reprisentanten x und y erhalten wir also 4 + ly(1)| + Ix(1)! als
Abschitzung fiir den Fehler bei Vertauschung der Multiplikationsreihenfolge.

Existenz von Inversen:
Sei x/~ € R*. Dann ist x unbeschrinkt. O.E. ist x ungerade.
Wir finden einen Hang y mit x/~ - y/~ = 1.
Nach Voraussetzung ist x unbeschrinkt, also kénnen wir nach (H4) fur
alle w € Z definieren:

y(w) = ,daskleinste ae Z mit Iw - x(a)] < Ix(1)I + s.“.
Dann gilt fir alle w € Z nach Definition von y(w):
[x(y(w)) - wl < Ix(1)] + s,.

Bleibt also nur noch zu zeigen, dafy y ein Hang ist. (Dannist x ey ~ id,.)
Aber fiir alle a,b € Z ist

Ix(y(a+b) -y@ -y®b)! < Ix(y@@+b)) - x(y@@) - x(yb)! + 2s, <
la + b-a-bl + 2s, + 3(Ix(1)l + sy).

Da x nach (H5) jeden Wert nur endlich oft annimmt, zeigt die
Ungleichung, daf} auch y(a + b) - y(a) - y(b) nur endlich viele Werte
- annimmt, wenn aund b die ganzen Zahlen durchlaufen. Also isty ein Hang.
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Ubung  (Distributivgesetz fiir (R, +, -))
Fiir alle Hinge x,y,z ist x(y + z) ~ Xy + XZ.

Korollar
(R, +, -) ist ein Korper.

Schliefilich definieren wir noch die Ordnung auf R.

Definition (die Ordnung auf R)
Firx/~,y/~ € R setzen wir:

x/~ < y/~, falls firalle se Ngilt: {ne N | x(n) +s = y(n) } istendlich.
x/~ (und x selbst) heifit positiv, falls 0 < x/~.

Ubung
Zeigen Sie die Wohldefiniertheit der <-Relation.

[Seienx ~ x’,y ~y/, und sei Ix(n) -x'(n)| <sy, ly(n) - y'(n)| <s, fiirallene N. Sei
se N,undseix(n) + s + s; +s; < y(n) fiirn = ny. Dannistx'(n) + s < y’(n) fiirn > n. ]

Ulmng
Fiir alle x/~, y/~ € R sind dquivalent:
O x/~ < y/~.
(i) non(x~y) und {ne N | x(n) > y(n) }ist endlich.

[z (i) ™~ (i): Annabme, es gibteins € Nmit{ne N | x(n) + s = y(n) } unendlich.
Wegen {ne N | x(n) 2 y(n) } endlich gilt Ix(n) - y(n)! < s fiir unendlich viele n.
Dann ist aber x - y beschrinkt nach (H5), also x ~ y, Widerspruch. |

Es bleibt zu zeigen, dafi (R, <) eine vollstindige lineare Ordnung ist, die das
Ordnungsaxiom erfiillt. Bis auf die Vollstindigkeit ist dies eine leichte Aufgabe.

Satz
(R, <) ist eine lineare Ordnung.

Beweis
< ist irreflexiv: ist klar (betrachte s = 0 in der Definition von x/~ < y/~).

< ist transitiv: Seien x,y, z Hinge mit x/~ < y/~ und y/~ < z/~,
und seis € N. Seing € N derart, daf fiir alle n > n, gilt:

ym) +s < z(n) und x(n) < y(n).
Dann ist x(n) + s < y(n) + s < z(n) fiir alle n 2 n,,.
< ist linear: Fiir alle Hinge x,y, z gilt offenbar:
+) Istx/~ < y/~,soist x/~ + z/~ < y/~ + z/~.
Weiter gilt fiir alle unbeschrinkten Hinge z nach (H6) (und der Ubung):

z/~ < 0 oder 0 < z/~.
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Sind nun x,y nichtiquivalente Hinge, so gilt also
x/~ - y/~ <0 oder 0 < x/~ - y/~.

Addition von y/~ auf beiden Seiten der Ungleichungen gemif; (+)
- liefert die Vergleichbarkeit von x/~ und y/~.

Nach Definition ist x/~ genau dann positiv, wenn fiir alle Schranken s € N die
Funktion x schliefilich (d.h. ab einem n) grofier als s ist. Problemlos zeigt man:

Satz  (Abgeschlossenbeit der positiven Zablen unter Addition und Multiplikation)
Seien x/~, y/~ € R positiv.
Dann sind auch x/~ + y/~ und x/~ - y/~ positiv.

Beweis
2u x/~ + y/~ positiv:
Seis e N, und sei ny € N derart, dafi x(n) > s und y(n) > s fiir alle n > n,,.
Dann gilt x(n) + y(n) > s. Also ist x/~ + y/~ = (x + y)/~ positiv.

zu x/~ - y/~ positiv:
Seis € N. Sei ng € N derart, dafl x(n) > s fiir alle n > n,.
Weiter sei n; € N derart, dafi y(n) = n, fiir alle n > n;.
Dann gilt x(y(n)) > s fiir allen > n;.
- Also ist x/~ - y/~ = (x o y)/~ positiv.

Wir halten noch ein niitzliches Kriterium fest:

(H7) Fir alle Hinge x,y gilt:

»es gibteinn € Nmit y(n) + s, +s, < x(0)“ gdw vy < x.

y

Denn sei n wie in der Aussage links. Dann gilt (x - y)(n) > s, + s, > s,_,. Nach
(H5) und (H6) ist also x - y unbeschrinktund {ne N | (x - y)(n) < 0} endlich.
Also non(x ~ y)und x - y 2 0, also x > y. Die andere Richtung ist klar.

Es bleibt schliefilich die Vollstindigkeit der Ordnung zu zeigen. Suchen wir
ein Supremum einer beschrinkten nichtleeren Menge von reellen Zahlen, so ist
der erste Gedanke, das punktweise Supremum bzw. Infimum von reprisentie-
renden Hingen zu betrachten: punktweises Supremum an Stellen n > 0, punkt-
weises Infimum fiir n < 0. Nun sind aber reprisentierende Funktionen lokal
beliebig, und die endlichen Fehler fiihren dann in der Regel zu einer Uberschit-
zung des Supremums, auch dann, wenn die punktweisen Suprema und Infima
existieren. Fiira e Zsei etway, : Z — Z der Hang mity,(a) = a, und y,(b) = 0
fir alle b # a. Dann gilty,/~ = 0 fiir alle a € Z. Das punktweise Supremum auf
N bzw. Infimum auf den negativen Zahlen liefert aber die Identitit auf Z. Fir die
Funktionen y, gilts, = lal fiirallea e Z, dies, -Werte sind unbeschrinkt. Bes-
ser scheint es, mit Reprisentanten zu arbeiten, deren Linearititsfehler be-
schrinkt sind. Mit den fastlinearen Funktionen stehen uns aber solche Repri-
sentanten zur Verfiigung. Diese Variation des ersten Gedankens fithrt in der Tat
bereits zum Ziel, wie der folgende Beweis zeigt.
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Satz  (Vollstindigkeit von R)

(R, <) ist vollstindig.

Beweis

Sei X eine nichtleere Menge von fastlinearen Hingen.

Weiter sei x* ein Hang mit x/~ < x*/~ firallexe X.

Wir finden einen Hang z mit z/~ = sup({ x/~ | xe X }).

Nach (H7) giltx*(n) + s, + sy = x(n) fiir allen € Nund allex e X.
Zudem sind alle x € X ungerade mits, = 1. Fiir a € Z existiert also

(@) = max({x(a) | xe X'}),  falls a 20,
s min((x@) | xe X)), falls a <0,

Wir zeigen, daf§ z/~ das gewiinschte Supremum ist. Zunichst gilt:
(+) zistein ungerader Hang.

Beweis von (+)
z ist ungerade nach Definition, da alle x € X ungerade sind.
Seienn;, n, € N, und sein; = n; + n,.
Weiter seien x;, x5, x3 € X mit z(n;) = x;(n;) firalle 1 <i < 3.
Seii*e {1, 2,3 }derart, daf} x;/~ < x;/~ fiiralle 1 <i < 3.
Nach (H7) gilt fur allen € N, dafl x(n) + 1 + 1 = x;(n).
Insgesamt ergibt sich so fiiralle 1 <i<3:

# xi#(0j) Spefvonz z(Mj) = xi(n;) < xp(n;) + 2,
und damit
lz(n; + mp) - z(ny) - z(m)! = Ix3(n; + mp) -x(ny) - X))l <
Ix+(n; + ny) - x:(np) = xp()l +2 +2 <1 +4 = 5.
[ Wir ersetzen zwei der drei x;(n;) gegen x;=(n;), nach (#) jeweils mit Fehler < 2.]
Offenbar aber:
(++) x/~ £ z/~ firallexe X.

[Seixe X. Dannist{ne N | z(n) > x(n) } = N, also insbesondere unendlich.
Also non(z/~ < x/~), und damitx/~ < z/~.]

Also ist z/~ eine obere Schranke von { x/~ | xe X }.
Schliefilich ist z/~ die kleinste obere Schranke von { x/~ | xe X }:

(+++) Seiy ein Hang mit x/~ < y/~ firallexe X.
Dannist z/~ < y/~.

Beweis von (+++)
Annabme, y/~ < z/~. Dann existiert einn € N mity(n) +s, + 1 < z(n).
Nach Definition von z existiert ein x € X mit x(n) = z(n).
Dann gilt aber y(n) + s, + s, < x(n), denn s, = 1.
Also y/~ < x/~ nach (H7), Widerspruch.
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Nach dem algebraischen Charakterisierungssatz fiir Kérper der reellen Zah-
len haben wir insgesamt gezeigt :

Satz
(R, +, -, <) ist ein Korper der reellen Zahlen.

Rationale Hinge

Gleich nach der Definition von Hingen hitten wir die Reihe von Beispielen
fortsetzen kénnen:

Definition (rationale Hinge)
Firpe Zund qe N* sei x, 4 : Z — Z definiert durch:

Xp, (@) = ,daske Z minimalen Betrags mit 2p - q < 2kq < 2p + q*“
Jedes x,, , heifit ein rationaler Hang.

Also intuitiv wieder x,, ((a) € [p/q - 1/2, p/q + 1/2] N Z, mit Bevorzugung des be-
tragsmifig kleineren Wertes, falls beide Intervallgrenzen in Z liegen.

Es ist leicht zu sehen, daf} jedes x,, 4 tatsichlich ein fastlinearer Hang ist. Der
Leser mag Vergniigen daran haben, das Sprungverhalten einfacher Hinge wie
etwa X ,, X3 5, X_» 3 anhand eines (Z x Z)-Gitters zu visualisieren.

Der Beweis des algebraischen Charakterisierungssatzes zeigte, wie wir Q in
einem Korper der reellen Zahlen (R, +, -, <) wiederfinden, nimlich als die
Menge {p*/q® I pe Z,qe N*}, wobei 08 =0, (n + DX =n® + 1, (-n)® = - n®
tiir alle n € N. Fiir die vorliegende Definition von R gilt fir allep € Z:

p* = ,dieKlasse x/~ des Hangs x mit x(a) = pa firalleae Z“ = Xp, 1/~

Wie erwartet gilt allgemein:

Ubung
Firallepe Zundqe N*ist x, o/~ = p*/q~.

Wir setzen also @ = {x, ./~ | p€ Z, qe N'}, und schreiben wie iiblich
p/q fiir x,, /~. Man zeigt nun, daf} die rationalen Zahlen einen Unterkorper
von R bilden, und daf} ihre Ordnung dicht in R ist. Hierzu kann man etwa die
Ubung und den Beweis des algebraischen Charakterisierungssatzes heranzie-
hen.

Die Dichtheitvon Q in R folgt auch leicht direkt, indem man zu einer gegebe-
nen positiven reellen Zahl x/~ einn e N findetmit 0 < x; ,/~ < x/~. DaQab-
geschlossen unter Addition und Multiplikation mit -1 ist, folgt aus dieser Eigen-
schaft die Dichtheit mit einem Kinguruh-Argument. (Das archimedische Axiom
gilt fiir jeden Korper der reellen Zahlen.)

Damit beenden wir die Konstruktion der reellen Zahlen iiber Hinge und ar-
beiten ab jetzt wieder wie gehabt mit R, ohne eine spezielle Konstruktion zu-
grundezulegen.
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Zu den Konstruktionen

Insgesamt liefern alle drei Ansitze, die wir hier verfolgt haben, einen Kérper
der reellen Zahlen, und damit nach dem Charakterisierungssatz bis auf Isomor-
phie das gleiche Ergebnis. Fiir jeden Korper der reellen Zahlen lassen sich wie
oben diskutiert die Moglichkeiten und Feinheiten der b-adischen Darstellung
von reellen Zahlen fiir b > 2 nutzen. Man gelangt so zu den reellen Zahlen, wie
man sie vorher schon kannte und wie wir sie hier auch zwei Kapitel lang verwen-
det haben und weiter verwenden werden.

Verfolgt man die mengentheoretischen Argumente, auf die sich die Existenz
von R letztendlich griindet, so lassen sich zwei wesentliche Schritte markieren:
Zuerst derjenige von der leeren Menge hinauf zur Menge N, und dann der zweite
ebenso gewaltige von der Menge N hinauf zur ihrer Potenzmenge P(N), oder
gleichwertig von N nach “N. Der erste Schritt fiihrt in die Unendlichkeit, der
zweite in die Uberabzihlbarkeit. Der erste Schritt ist kithn, aber strahlend hell :
michtig erhebt sich vor unseren Augen der Turm der natiirlichen Zahlen. Der
zweite Schritt ist der waghalsige, dunkle, der des unerschopflichen dionysischen
Reichtums. Wer zihlt die reellen Zahlen? Es gibt mehr reelle Zahlen als Defini-
tionen von einzelnen reellen Zahlen. Die Grundstruktur R der Mathematik be-
steht fast ausschliefflich aus Objekten, die wir nicht benennen kénnen. Weitaus
schlimmer ist aber: Die Mathematik weif§ nach den Sitzen von Gédel und Co-
hen nicht, wieviele reelle Zahlen es gibt. Die einen sagen nun: ,Die Hilfte der
mengentheoretisch begriindeten Mathematik ruht auf einer unverstandenen,
waghalsigen, iberdimensionierten Struktur.“ Andere sagen: ,,Die reellen Zahlen
sind ein fantastisches Land, unermefilich reich, wohldefiniert, und wir versu-
chen, diesen Reichtum immer weiter zu ergriinden.” Daneben kann man fragen:
Wem verdanken die reellen Zahlen R alias P(N)), wie wir sie heute verstehen, ihre
kulturelle Existenz? Uberzeugenden inhaltlichen Aspekten oder den Kriften des
spiten 19. Jahrhunderts? Inwieweit ist das heutige arithmetische Kontinuum
eine Fortsetzung oder ein Bruch mit der Mathematik der Griechen? Der Mathe-
matik von Newton bis Gauf§ und Cauchy? Haben Cantor, Dedekind und andere
Vordenker die moderne Mathematik erschaffen oder sie nur aus dem Schlaf ge-
weckt? Zur Anniherung an diese Fragen ist ein Uberblick iiber die geschichtli-
che Entwicklung und die in ihr auftauchenden Meinungen unerliflich. Wir wer-
den im folgenden Abschnitt einen solchen Uberblick versuchen und dann auf
diese Fragen zuriickkommen. Unabhingig von der Geschichte kénnen wir das
heutige Bild so beschreiben: Die reellen Zahlen werden durch das konkrete
arithmetische Feingewebe der rationalen Zahlen gestiitzt. Auf der Separabilitit
von R ruht letztendlich jede rechnerische ,reale“ Auswertung der analytischen
Ergebnisse. Eine abzihlbare dichte Ordnung selbst wire dagegen als theoreti-
sche Grundlage fiir die Analysis vollkommen unbrauchbar, weil schon etwa der
Zwischenwertsatz fiir eine Ordnung mit Liicken falsch ist. Die klassische auf R
gegriindete Analysis beeindruckt insgesamt als Symbiose von idealistischer
Kiithnheit und rechnerischer Verbundenheit mit der Realitit.
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Zur Geschichte des Kontinuumsbegriffs

Ein Kontinuum aus Atomen?

Seit der Antike hat Philosophen wie Mathematiker das Problem beschiftigt,
ob ein ,Kontinuum* - ein ,,Zusammenhingendes” - aus Atomen, aus Punkten,
bestehen kénne oder nicht. Die Diskussion ist oft auch mit der Frage nach der
Unendlichkeit verkniipft.

Aristoteles definiert die Bedeutung des Begriffs ,zusammenhingend‘ (fiir zwei
Gegenstinde) wie folgt:

Apristoteles (Physik, Buch V] § 226 f.): ,,Danach wollen wir vortragen, was ,beisammen‘ be-
deutet und ,getrennt’, und was ,beriihren‘, was ,inmitten‘, was ,in Reihe folgend‘, was
,anschliefend’, und ,zusammenhingend’, und (schliefilich) welchen Gegenstinden
ein jedes davon seiner Natur nach eignet...

,Zusammenhingend" ist einerseits ein besonderer Fall von ,anschlieflend’, ich sage
aber dagegen, ,zusammenhingend' liege dann vor, wenn die Grenze beider, da wo sie
sich beriihren, eine und dieselbe geworden ist und, wie der Name ja schon sagt, zu-
sammengehalten wird. Dies kann es aber solange nicht geben, wie die beiden Rinder
zwei sind. - Nachdem dies bestimmt festgelegt ist, ist klar, daf} es Zusammenhang nur
bei solchen Gegenstinden geben kann, aus denen auf Grund von Zusammenfiigung
ein Eines werden kann; und so wie das zusammenhaltende (Teilstiick) eines wird, ge-
nau so wird das Ganze eines sein, z. B. durch Nagel, Leim, Gelenkverbindung, An-
wachsen.“

Die Teile L und R des Dedekindschen Schnitts (L, R) von @Qmit L={qe Q |
q* < 2} beriihren sich in diesem Sinne, hiingen aber nicht zusammen. Fine zu-
sammenhingende Linie erlaubt eine solche Teilung nicht. Erst in R sind L und
R durch die gemeinsame Grenze V2 = (L, R) miteinander ,verleimt“. Diese
Sicht scheint von einer unerschrocken modernen Warte aus sehr vertraut, aber
Aristoteles hat es gerade aus seinem Zusammenhangs-Verstindnis heraus abge-
lehnt, daf} ein Kontinuum aus Atomen, eine stetige Linie aus Punkten bestehen
konne. Die in der Geschichte des Kontinuumsbegriffs immer wieder aufgegrif-
fene Passage lautet:

Aristoteles (Physik, Buch VI, Anfang) : ... ,Zusammenhingend‘ [ nannten wir solche
Dinge] deren Rinder eine Einheit bilden... —: dann ist es unmoglich, dafi aus un-
teilbaren (Bestandteilen) etwas Zusammenhingendes bestehen konnte, etwa eine
Linie aus Punkten, - wenn doch Linie ein Zusammenhingendes ist, Punkt ein Un-
teilbares; weder bilden doch eine Einheit die Rinder von Punkten - es gibt ja gar
nicht hier ,Rand‘, dort ,sonstigen Teil‘ von einem Unteilbaren -, noch kénnen die
Rinder beisammen sein - es gibt ja eben nichts (nach der Art von) Rand an einem
Teillosen: dann wire niamlich schon verschieden voneinander Rand und das, dessen
Rand er ist.“
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Daf} aus einzelnen Punkten ein mathematisches Kontinuum entstehen kann,
ist uns heute fast selbstverstindlich geworden, aber der Gedanke erscheint kithn,
wenn wir uns die Konsequenzen vor Augen halten : dafi ein vollstindiges, stetiges
Kontinuum notwendig aus tiberabzihlbar vielen Atomen aufgebaut ist, und wir
nicht einmal wissen, aus wievielen (Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese);
und daf} viele Atome der Linge 0 zusammen eine Strecke vom Maf} 1 ergeben
konnen; und daf} die Identitit das Einheitsintervall auf die Diagonale abbildet,
stetig, ,Atom fiir Atom*“, und dennoch die Diagonale linger als 1 ist; und daf es
nur abzihlbar viele rationale Zahlen gibt, aber dennoch zwischen je zwei der
iiberabzihlbar vielen Punkte eines Kontinuums immer eine rationale Zahl ge-
funden werden kann. All diese Beobachtungen kénnen zum Ausgangspunkt der
Irritation werden ; oft geniigen schon abzihlbar unendliche Mengen (wie die
Uberlegung zur Identitit, die ja auch schon fiir @ gilt), um eine Verunsicherung
und Verwirrung auszulésen, und hinzu kommt dann noch das Phinomen der
Uberabziihlbarkeit. Ein Kontinuum aus Atomen aufzubauen ist und bleibt eine
verwickelte Angelegenheit, auch wenn heute ein scheinbar einfaches arithmeti-
sches Bild von R durch im Detail ausgefeilte und formal untadelige Konstruktio-
nen entstanden ist: Diese beruhen auf einer umgebenden Mengenlehre und dem
unverstandenden, nicht absoluten Ubergang von N zu P(N). Unter diesem
Blickwinkel ist der moderne Kontinuumsbegriff alles andere als einfach.

Geometrisierung der Algebra bei den Griechen

Die Griechen haben mit der Proportionslehre des Eudoxos einen befriedigen-
den Weg gefunden, irrationale Verhiltnisse in die Geometrie miteinzubeziehen
und mit ihnen zu argumentieren. Sie haben aber Zahlen und geometrische Ver-
hiltnisse nicht miteinander identifiziert. Der Zahlbegriff wird nicht erweitert,
die Griechen haben, modern ausgedriickt, die Arithmetisierung des Kontinuums
nicht durchgefiihrt. Von Pythagoras bis Euklid wird streng zwischen Zahlen und
Verhiltnissen von geometrischen Grofien unterschieden.

van der Waerden (1956): ,,Warum haben die Griechen die babylonische Algebra nicht als
solche iibernommen, sondern geometrisch eingekleidet? War es die Freude am An-
schaulichen und Sichtbaren, die sie dazu brachte, sich von den Zahlen abzuwenden
und sich vorzugsweise mit Figuren zu befassen? ... Und eben diese Zahlenanbeter
[die Pythagoreer] sollten, aus purer Freude am Schauen, die quadratischen Gleichun-
gen nicht durch Zahlen, sondern durch Strecken und Flichen geldst haben? Es ist
kaum zu glauben, es mufi noch ein anderes Motiv fiir die Geometrisierung der Algebra
gegeben haben.

Dieses Motiv ist nicht schwer zu finden: es ist die Entdeckung des Irrationalen, die
nach Pappos ja gerade in der Schule der Pythagoreer ihren Anfang nahm. Die Diago-
nale des Quadrats hat kein gemeinsames Maf} mit der Seite. Das heifit aber: wenn die
Seite als Lingeneinheit gewihlt wird, so lifit sich die Diagonale nicht messen; ihre
Linge wird weder durch eine ganze Zahl noch durch einen Bruch ausgedriickt.

Wir sagen heute, die Linge der Diagonale sei V2, und wir fiihlen uns erhaben iiber
die armen Griechen, die ,keine irrationalen Zahlen kannten‘. Die Griechen kannten
aber sehr wohl irrationale Verhiltnisse... Wenn sie V2 keine Zahl nannten, so war das
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nicht Unkenntnis, sondern strenges Festhalten an der Definition der Zahl. Arithmos
bedeutet Anzahl, also ganze Zahl. In ihrem logischen Rigorismus liefen sie nicht ein-
mal Briiche zu, sondern ersetzten sie durch Verhiltnisse von ganzen Zahlen.

Fiir die Babylonier stellte jede Strecke und jede Fliche ohne weiteres eine Zahl
dar... Konnten sie eine Quadratwurzel nicht exakt ausziehen, so begniigten sie sich
mit einer Niherung. Die Ingenieure und Naturwissenschaftler haben es zu allen Zei-
ten genau so gemacht. Den Griechen aber war es um exaktes Wissen zu tun, um ,die
Diagonale selbst’, wie Platon es ausdriickt, nicht um eine brauchbare Niherung.

Im Bereich der Zahlen ... istx* = 2 nicht exakt 16sbar. Im Bereich der Strecken ... ist
die Diagonale des Einheitsquadrats eine Losung. Also muff man, wenn man quadrati-
sche Gleichungen exakt 16sen will, aus dem Bereich der Zahlen in den Bereich der
geometrischen Gréfien hiniibertreten. Die geometrische Algebra giltauch fiir irratio-
nale Strecken und ist trotzdem eine exakte Wissenschaft. Ein logischer Zwang ist es
also, der die Pythagoreer nétigte, ihre Algebra ins Geometrische zu iibersetzen, nicht
nur die Freude am Anschaulichen.“

Erstviel spiter wird der strenge Zahlbegriff aufgegeben und die Frage erortert,
was eine Zahl istbzw. was noch alles als Zahl gelten darf und soll. Das erfolgreiche
konkrete und spiter algebraisch-abstrakte Rechnen dringtim Laufe einer langen
Entwicklung sanft insistierend zu einer Erweiterung des Zahlbegriffs. Zahl ist
nicht mehr nur ganze Zahl, Zahl ist, womit gerechnet werden kann. Die Approxi-
mierbarkeit durch ,wirkliche Zahlen“ wird dabei oft stillschweigend vorausge-
setzt. All dies unterstiitzt die Entstehung des modernen atomaren arithmetischen
Kontinuums: Ein Kontinuum besteht aus Q@ und allen ,,Zahlen®, die man mit Q
approximativ beschreiben kann. Die geometrischen Gréfien entsprechen dann
genau den reellen Zahlgrofien, nicht mehr und nicht weniger. Der Weg bis zur
heutigen Struktur R ist lange und verlduft iiber Jahrhunderte des Rechnens mit
reellen Zahlen. Er kulminiert in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts in den
heute oft als klassisch bezeichneten Konstruktionen.

Welche Griinde man auch immer dafiir angeben mag: Bei den Griechen exi-
stiert kein arithmetisches Kontinuum und auch kein Bediirfnis danach. Das geo-
metrische Kontinuum, die zusammenhingende Strecke, ist anschaulich gege-
ben. Euklid beginnt seine ,,Elemente” mit den Beschreibungen: ,,1. Ein Punkt
ist, was keine "Teile hat. 2. Eine Linie [ist] breitenlose Linge. 3. Die Enden einer
Linie sind Punkte. 4. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punk-
ten auf ihr gleichmifig liegt.“ Diese Sitze sind Eingrenzungen von Gegenstin-
den, die beim Leser als bekannt vorausgesetzt werden. Strecken und Punkte be-
gegnen uns in geometrischen Figuren, daher kennen wir sie. Sie sind sichtbar
vorhanden. Was das Wesen des ,,Zusammenhingenden“ ausmacht, ist Gegen-
stand der philosophischen Diskussion, aber fiir die mathematische Untersu-
chung von geometrischen Figuren und Streckenverhiltnissen eher zweitrangig.

Mittelalter und frithe Neuzeit
Die Entwicklung der Mathematik vom Mittelalter bis in die frithe Neuzeit lifit

sich als langsame und vor allem zu Beginn unsichere Liberalisierung des stren-
gen Zahlbegriffs der Griechen zusammen mit einer Algebraisierung der Geome-
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trie lesen. Zunichst einmal muf das verlorene und zum Teil mifiachtete antike -
und das heifitin diesem Fall griechische - mathematisch-naturwissenschaftliche
Wissen erst wieder lebendig gemacht werden. Ende des 11. Jahrhunderts er-
obern die Christen Spanien von den Arabern zuriick. Sie verzichten darauf, die
Bibliotheken in Brand zu stecken und erhalten so Zugang zur hellenistischen Li-
teratur in arabischen Ubersetzungen. Adelard von Bath iibersetzt um 1130 Eu-
klid ins Lateinische : Er iibersetzt aus dem Arabischen, vollstindige Euklid-
Ubersetzungen aus erhaltenen griechischen Handschriften finden sich erst ab
1500. Adelard iibersetzt auch al-Hwarizmi (vgl. die Zeittafel nach Kapitel 1).

Bis ins 13. Jahrhundert dominieren dann Euklid-Bearbeitungen und Kommen-
tare. Die Gelehrten des Mittelalters reiben sich weiter an der Auffassung des Aristo-
telesiiber das Kontinuum. Thomas Bradwardinus verfaitim 14. Jahrhunderteinen
» Iractatus de continuo®, in dem die atomare Frage und die verschiedenen Meinun-
gen hieriiber diskutiert werden. Auch hier lautet die Schlufifolgerung, daf} ein Kon-
tinuum aus unendlich vielen Kontinua besteht, nicht aber aus Atomen. Gregor von
Rimini folgt ebenfalls Aristoteles, greiftaber in der Diskussion der Problematik den
Unterschied zwischen Punkten und unendlich kleinen Indivisibilien mit Ausdeh-
nung (magnitudo indivisibilis cum extensione) wieder auf; Indivisibilien mit Aus-
dehnung hatte Xenokrates im 4. Jahrhundertvor Chr. betrachtet und damit die Be-
wegungsparadoxien des Zenon untersucht.

Daneben verliuft die Geschichte des praktischen Rechnens mit allen Bestand-
teilen: Suche nach guten Ziffern und arithmetischen Zeichen, Behandlung der
Null und der negativen Zahlen, und natiirlich Losen praktischer Aufgaben samt
Ubungen hierzu. Bekannt wurde Adam Riese mit seinen Rechenbiichern, verfafit
in der ersten Hilfte des 15.]Jahrhunderts. Zinseszinsprobleme fithren auch zur
Betrachtung kubischer Gleichungen, deren Losungsformeln Scipione del Ferro
1515 findet.

Bei Michael Stifel finden wir Mitte des 16. Jahrhunderts in den ,,Arithmetica
integra“ immer noch eine Diskussion dariiber, ob die irrationalen Zahlen wahre
Zahlen sind oder blofie Erfindungen (Kapitel 1 hat z. B. die Uberschrift ,De es-
sentia numerorum irrationalium®, die Behandlung des Themas ist nicht mathe-
matisch, sondern scholastisch-dialektisch). Simon Stevin lifit dann um 1600
ganz eindeutig irrationale Zahlen zu, den kontinuierlichen Grofien der Geome-
trie und Natur entsprechen kontinuierliche Zahlen. Bei René Descartes, John
Wallis, Leibniz und Newton wird dann prizisiert, was eine kontinuierliche Zahl
ist, nimlich das Verhiltnis einer Strecke zu einer beliebig gewihlten Einheits-
strecke. Den geometrischen Grofien entsprechen nun Zahlen, geometrischen
Konstruktionen entsprechen arithmetische Operationen. Allgemeiner gilt dies
fiir beliebige Grofien, etwa physikalische. Newton schreibt 1707 in den ,,Arith-
metica universalis“: ,,Unter ,Zahl‘ verstehen wir nicht sowohl Menge von Ein-
heiten [wie bei den alten Griechen] sondern vielmehr das abstrakte Verhiltnis
irgendeiner Grofie zu einer anderen Grofie derselben Gattung, die als Einheit
angenommen wird. Sie ist von dreifacher Art: ganz, gebrochen und irrational;
ganz, wenn die Einheit sie mifit, gebrochen, wenn ein Teil der Einheit, dessen
Vielfaches die Einheit ist, sie mift, irrational, wenn die Einheit mit ihr inkom-
mensurabel ist.“ (zitiert nach [Gericke 1970]). Damit ist eine erste Stufe in der
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Arithmetisierung des Kontinuums durchgefiihrt. Sie mag inhaltich mit ihrer
klaren Dreiteilung in ganz, gebrochen rational und irrational nicht weit von den
Erkenntnissen der Griechen entfernt zu sein scheinen. Zeitlich sind zweitausend
Jahre vergangen.

Auch Leibniz beschiftigt sich mit der ,,atomaren Frage® und steht einem Kon-
tinuum aus Punkten zumindest zeitweise eher skeptisch gegeniiber. Philoso-
phisch entwickelt er seine Theorie der Monaden. In Fortfithrung der Definition
des Aristoteles beschreibt er ein Kontinuum als ein Ganzes, fiir das je zwei Teile,
die zusammen genommen das Ganze ergeben, ein gemeinsames Stiick oder eine
gemeinsame Grenze aufweisen.

Eine interne mathematische Definition von ,reelle Zahl“ oder eine Struktur-
untersuchung aller reellen Zahlen lag zur Zeit von Newton und Leibniz noch
nichtvor. Eine solche sollte dann erstim 19. Jahrhundert gegeben werden, als ein
Bediirfnis entstand, die Fundamente der Analysis freizulegen oder gegebenen-
falls neu zu erkliren.

Infinitesimale Grofien

Im 17. und 18. Jahrhundert spielen die infinitesimalen Gréfien bei der Ent-
wicklung der Differential- und Integralrechnung eine wichtige Rolle. Vor allem
der Leibnizsche dx/dy-Kalkil hat diese Grofien in der Mathematik und den Na-
turwissenschaften populidr gemacht. Erst das 19. Jahrhundert hat dann das Un-
endlichkleine durch eine klare Definition des Grenzwertes und eine arithmeti-
sche Konstruktion des Kontinuums in den Bereich der Heuristik verwiesen. Der
Leibnizsche Kalkiil ist dabei aber nie ersetzt worden und die suggestive Kraft der
infinitesimalen Grofien blieb speziell in der Physik durchgehend lebendig.
Heute kann man sie nach den Arbeiten von Curt Schmieden, Detlef Laugwitz
und Abraham Robinson in der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts als mathema-
tische Objekte einfiihren, eine Analysis auf einem entsprechenden sog. hyper-
reellen Oberkorper von R begriinden und dadurch uralte Rechenregeln wieder-
finden und rechtfertigen.

Die Verwendung der infinitesimalen Gréfien ist frith kritisiert worden, be-
kannt geworden ist die Kritik von George Berkeley in seiner polemischen Schrift
»The analyst. Or a discourse addressed to an infidel mathematician® von 1734,
die das Rechnen mit den unklaren dx-Grofien als ,religious mysterics“ einstuft.
Unter den Mathematikern hatten in der Nachfolge von Leibniz vor allem die
Briider Jakob und Johann Bernoulli den neuen Kalkiil verwendet und intensiven
Gebrauch von infinitesimalen Grofien gemacht. Im 18. Jahrhundert dominiert
Leonhard Euler und auch er rechnet , infinitesimal“. Eine erste einflufireiche
Gegenbewegung innerhalb der Mathematik ist dann die ,, Théorie des fonctions
analytiques® von Lagrange 1797 (deutsch 1823), die im Untertitel explizit fest-
hilt ,,die Hauptsitze der Differential-Rechnung, ohne die Vorstellung vom Un-
endlich-Kleinen® zu prisentieren.

Die Haltung von Leibniz selber, der durch seine dx-Notation infinitesimale
Grofien scheinbar tiberall verwendet, ist komplex, tiber die Jahre hinweg nicht
konstant, und bis heute umstritten. Offentlich zieht er sich oft auf einen formalen
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Standpunkt zuriick: Die dx-Notation ist eine bequeme Kurzfassung einer um-
stindlicheren Argumentation, mit der die Resultate auch gewonnen werden
kénnten. Er vergleicht die infinitesimalen Grofien mit den imaginidren Zahlen
der Algebraiker und betont ihren rechnerischen Gehalt gegeniiber Streitereien
iiber ihre Realitit. Der Kalkiil funktioniert. Er liefert neue Ergebnisse, die dann
in jedem Einzelfall auch ohne Verwendung infinitesimaler Grofien bewiesen
werden konnten, indem ,,infinitesimal“ durch ,beliebig klein“ ersetzt wird. In ei-
nem Brief an Pierre Varignon erklirt Leibniz seine Auffassung so ([ Leibniz
1996]):

Leibniz (1702) : ,... meine Absicht war jedoch zu zeigen, dafi man die mathematische
Analysis von metaphysischen Streitigkeiten nicht abhingig zu machen braucht, also
nicht zu behaupten braucht, daf es in der Natur Linien gibt, die, relativ zu unsern ge-
wohnlichen, in aller Strenge unendlich klein sind ... Um daher diese subtilen Streit-
fragen zu vermeiden, begniigte ich mich, da ich meine Erwigungen allgemein ver-
stindlich machen wollte, das Unendliche durch das Unvergleichbare zu erkliren, d.h.
Grofien anzunehmen, die unvergleichbar grofier oder kleiner als die unsrigen sind.
Auf diese Weise nimlich erhilt man beliebig viele Grade unvergleichbarer Grofien,
sofern ein unvergleichlich viel kleineres Element, wenn es sich um die Feststellung ei-
nes unvergleichlich viel gréfieren handelt, bei der Rechnung aufier Acht bleiben kann.
So ist etwa ein Teilchen der magnetischen Materie, die das Gas durchdringt, einem
Sandkorn, dieses wiederum der Erdkugel, die Erdkugel schlieilich dem Firmament
nicht vergleichbar. Daher habe ich frither in den ,Acta Eruditorum® einige Hilfsssitze
fiir die Rechnung mit dem Unvergleichbaren aufgestellt, die man sowohl auf das Un-
endliche im strengen Sinne, wie auch auf Grofien anwenden kann, die an anderen ge-
messen, nur nicht in Betracht kommen.

Hierbeiistjedoch zu berticksichtigen, dafi die unvergleichlich kleinen Gréfien, selbst
in ihrem populiren Sinne genommen, keineswegs konstant und bestimmt sind, daf} sie
vielmehr, da man sie so klein annehmen kann, wie man nur will, in geometrischen Er-
wigungen dieselbe Rolle wie die Unendlichkleinen im strengen Sinne spielen. Will
nimlich ein Gegner unseren Sitzen die Richtigkeit absprechen, so zeigt unser Kalkiil,
daf der Irrtum geringer ist als irgendeine angebbare Grofle, da es in unserer Macht
steht das Unvergleichbarkleine - das man ja immer so klein, als man nur will, annehmen
kann - zu diesem Zwecke hinlinglich zu verringern. Dies diirfte es wohl sein, was Sie
mit dem Unerschépflichen meinen, und zweifellos liegt darin der strenge Beweis unse-
rer Infinitesimalrechnung. Thr Vorzug liegt darin, daf§ sie unmittelbar und augen-
scheinlich und in einer Art, die den eigentlichen Quell der Entdeckung frei legt, dasje-
nige gibt, was die Alten, so z. B. Archimedes, auf Umwegen vermittels des indirekten
Beweises erreichten. Sie konnten indes mangels eines solchen Kalkiils in verwickelten
Fillen nicht zur richtigen Lésung gelangen, wenngleich die Grundlage der Entdek-
kung ihnen bekannt war. Man kann somit die unendlichen und unendlichkleinen Li-
nien - auch wenn man sie nicht in metaphysischer Strenge und als reelle Dinge zugibt
- doch unbedenklich als ideale Begriffe brauchen, durch welche die Rechnung abge-
kiirzt wird, dhnlich den sog. imaginiren Wurzeln in der gewohnlichen Analysis ...

Man darf jedoch nicht glauben, dafi durch diese Erklirung die Wissenschaft vom
Unendlichen herabgewiirdigt wird und auf Fiktionen zuriickgefiihrt wird, denn es
bleibt, - um mich schulmifig auszudriicken, — immer ein synkategorematisch Unend-
liches bestehen; so bleibt es z. B. immer richtig, daf 2 gleichist 1+ 1/2 + 1/4+1/8 ...“
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Es bleibt aber der Eindruck, daf mathematische Struktur zur Diskussion steht
und nicht nur die Frage nach einem korrekten und geschmeidigen Kalkiil. Erst
die Nonstandardanalysis machte ,,den eigentlichen Quell der Entdeckung® zur
Mathematik. Die Theorie der hyperreellen Zahlen ist historisch tief verwurzelt
und eine Bereicherung unseres Kontinuumsbegriffs, ganz unabhiingig von ana-
lytischer Notwendigkeit und Fruchtbarkeit.

Die ersten nichtarchimedischen Korper wurden bereits im 19. Jahrhundert von Ver-
onese und Levi-Civita konstruiert, siche hierzu [ Veronese 1891], [ Levi-Civita 1892 ]
und [Hahn 1907] . Zur Nonstandardanalysis siehe [ Robinson 1966], [Keisler 1976],
[ Nelson 1977], [ Laugwitz 1978, 1986 ], [ Cutland 1988], [ Landers / Rogge 1994],
[ Goldblatt 1998]. Zur Diskussion des Unendlichkleinen und des Kontinuumsbegriffs
bei Leibniz vgl. [Laugwitz 1992 ] und die Sammlung [ Salanskis 1992]. Die Forschungs-
monographie [Dales / Woodin 1996 ] untersucht allgemeinere geordnete Oberkérper
von R.

Kontinuitit bei Kant

Stellvertretend fiir die fortdauernde philosophische Diskussion um den Kon-
tinuumsbegriff sei hier Immanuel Kant zitiert, der ein Kontinuum aus Punkten
ebenfalls ablehnt. In der ,,Kritik der reinen Vernunft“ lesen wir [ Kant 1988, S.
210f.]:

Kant (1781): ,Die Eigenschaft der Grofien, nach welcher an ihnen kein Teil der kleinst-
mogliche (kein Teil einfach) ist, heifit die Kontinuitit derselben. Raum und Zeit sind
quanta continua, weil kein Teil derselben gegeben werden kann, ohne ihn zwischen
Grenzen (Punkten und Augenblicken) einzuschliefien, mithin nur so, daf} dieser Teil
selbst wiederum ein Raum, oder eine Zeit ist. Der Raum besteht also nur aus Riumen,
die Zeitaus Zeiten, Punkte und Augenblicke sind nur Grenzen, d.i. blofie Stellen ihrer
Einschrinkung; Stellen aber setzen jederzeit jene Anschauungen, die sie beschrinken
oder bestimmen sollen, voraus, und aus blofien Stellen, als aus Bestandteilen, die noch
vor dem Raume oder der Zeit gegeben werden konnten, kann weder Raum noch Zeit
zusammengesetzt werden. Dergleichen Grofien kann man auch fliefende nennen,
weil die Synthesis (der produktiven Einbildungskraft) in ihrer Erzeugung ein Fort-
gang in der Zeit ist, deren Kontinuitit man besonders durch den Ausdruck des Flie-
Bens (Verflieflens) zu bezeichnen pflegt.”

Bolzanos unvollendete Zahlenlehre

Bolzano entwickelte zwischen 1830 - 1835, nach Fertigstellung seiner ,,Wis-
senschaftslehre®, einen arithmetischen Aufbau des Zahlensystems und speziell
eine Theorie der reellen Zahlen. Diese Arbeiten finden sich in seinem Nachlaf,
sie blieben unvollendet und ohne Wirkung auf ihre Zeit, sind aber historisch und
inhaltlich von hohem Interesse. Bolzano geht es um die Behandlung endlicher
und unendlicher Zahlengréfien, unter denen er die ,mefibaren Zahlen® aus-
zeichnet:
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Bolzano [nach Rychlik 1962]: ,Was wir soeben tiber die Rationalzablen oder diejenigen
Grofienausdriicke gesagt, von welchem die in dem Begriffe selbst geforderten Ver-
richtungen des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens und Dividierens eine end-
liche Menge nie iibersteigen, setzt uns in den Stand, nun auch den zweiten Fall ... in
Erwigung zu ziehen, wo die Menge jener Verrichtungen ins Unendliche geht...

Es sei mir erlaubt, einen jeden Zahlenbegriff, in welchem eine unendliche Menge
von Verrichtungen, sei es nun des Addierens, oder Subtrahierens, oder Multiplizie-
rens, oder Dividierens, oder aller zugleich gefordert wird, einen unendlichen GrofSenbe-
griff, und einen Ausdruck, durch den ein solcher Begriff dargestellt wird, einen unend-
lichen Groffenausdruck zu nennen.

Als Beispiele fiir unendliche Grofienausdriicke nennt Bolzano 1 +2 +3 + ...,
1/2-1/4+1/8 = 1/16 + ... und (1 - 1/2) (1 - 1/4) (1 - 1/8) ...

Bolzano [nach Rychlik 1962]: ,Unter den unendlichen Zahlenbegriffen gibt es auch ei-
nige, die von einer solchen Beschaffenheit sind, daf§ sich zu jeder beliebigen wirkli-
chen Zahl q [e N*], die wir als Nenner eines Bruches betrachten wollen, ein [ ganz-
zahliger] Zihler p ... mit dem Erfolge auffinden lifit, daf§ wir die beiden Gleichungen
erhalten

S=p/q+P;und S=(p + 1)/q - P,,

in welchen das Zeichen S den unendlichen Zahlenausdruck, die Zeichen P; und P,
aber ein Paar durchaus positiver Zahlenausdriicke oder das erste zuweilen auch eine
blofie Null bedeutet... [also p/q < S < (p + 1)/q].

Ein Zahlenausdruck S, in Betreff dessen es zu jedem beliebigen Werte von q ein
p von der beschriebenen Beschaffenheit gibt, dafi die zwei Gleichungen S = p/q + P,
und S = (p + 1)/q - P, eintreten, heifit mir ein mefSbarer oder ermefSlicher Ausdruck.
Jeder andere dagegen unmefSbar oder unermefSlich. Den Bruch p/q nenne ich den
messenden; und den Bruch (p + 1)/q den ndchst grofferen Bruch. Da S = p/q + Py, so
nenne ich P, die Erginzung des messenden Bruches. In dem besonderen Falle, daf§
Py = 0 ist, wo wir sonach S = p/q haben, nenne ich den messenden Bruch vo// oder
... das vollkormmene Maf§ von S.“

Bolzano versucht nun verschiedene Abgeschlossenheitseigenschaften der
mefibaren Zahlen nachzuweisen, etwa, dafl mitx und y auch -x und x + y mefibar
sind.

Es wurden verschiedene Versuche unternommen, den Ansatz von Bolzano zu
rekonstruieren und zu modernisieren. Wir verweisen den hieran interessierten
Leser neben [Rychlik 1962 ] und den entsprechenden Teilen der Bolzano-Edi-
tion [Berg 1975, 1976] auf [Rootselaar 1964], [ Laugwitz 1964 ] und den Uber-
blicksartikel [HykSova 2007 ].

Schon mit seinen ,,Paradoxien des Unendlichen“ hat Bolzano die nachfol-
gende Mengenlehre vorgefiihlt und eingeleitet. Ebenso erweist er sich mit seiner
Zahlenlehre als Vorldufer der Prizisierung des Kontinuumsbegriffs.
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Die Arithmetisierung des Kontinuums:
Weierstraf}, Cantor, Heine, Méray und Dedekind

Die Konstruktion der reellen Zahlen im 19. Jahrhundert fillt unter ein allge-
meines ,arithmetisches Programm®, das Dedekind in seiner Schrift ,,Was sind
und was sollen die Zahlen ?“ so formuliert:

Dedekind (1888): ,,... Gerade bei dieser Auffassung [des stufenweisen Aufbaus des Zah-
lensystems] erscheint es als etwas Selbstverstindliches und durchaus nicht Neues, daf§
jeder auch noch so fern liegende Satz der Algebra und héheren Analysis sich als ein
Satz iiber die natiirlichen Zahlen aussprechen l4fit, eine Behauptung, die ich auch wie-
derholt aus dem Munde von Dirichlet gehort habe ...

Aber ich erblicke keineswegs etwas Verdienstliches darin - und das lag auch Di-
richlet ginzlich fern -, diese miihselige Umschreibung wirklich vorzunehmen und
keine anderen als die natiirlichen Zahlen benutzen und anerkennen zu wollen ...“

Hier wird das pythagoreische Thema ,alles ist Zahl“ wieder lebendig, wobei
nun auch das Kontinuum arithmetisch betrachtet werden soll. Kronecker hat
diese Arithmetisierung streng konstruktiv aufgefafit, Dedekind dagegen stellt die
prinzipielle Moglichkeit in den Mittelpunkt.

Um analytische Sitze zumindest prinzipiell zahlentheoretisch formulieren zu
kénnen, miissen die reellen Zahlen selber erst arithmetisch eingefiithrt werden.
Mit breiter offentlicher Wirkung tat dies zuerst Weierstrafi, der die reellen Zah-
len in seinen Vorlesungen tiber Summen von sog. Aggregaten einfiihrte (1860er
Jahre, verdffentlicht erst durch Mitschriften von Hoérern). ,,Aggregate” sind
hierbei Multimengen positiver rationaler Zahlen. Auf diesem Ansatz ruhen die
Darstellungen von Heine und Cantor aus dem Jahre 1872, die die reellen Zahlen
iber Fundamentalfolgen einfiihren (unabhingig hiervon hat auch Méray diese
Konstruktion entwickelt). Heine sieht sich angesichts der miindlich und in Noti-
zen zirkulierenden Weierstrafischen Ideen verpflichtet, seine Darstellung als
Ganzes zu rechtfertigen:

Heine (1872) ,... Abgesehen von den erheblichen Schwierigkeiten, einen solchen Stoff
darzustellen, trug ich Bedenken, eine Arbeit zu veroffentlichen, welche vorzugsweise
die mir durch miindliche Mitteilung iiberkommenen Gedanken Anderer, besonders
des Herrn Weierstraf$ enthilt ...«

Heine iibernimmt die Fundamentalfolgen seiner Konstruktion von Cantor
(wie er explizit festhilt). Dennoch ist Heines Arbeit keine blofie Aufarbeitung
yiberkommener Gedanken Anderer, sondern eine die ,,erheblichen Schwierig-
keiten“ iiberwindende Darstellung, die neben einer Konstruktion von R auch die
Hauptsitze der Analysis iiber stetige Funktionen entwickelt. Cantor selber ver-
wendet Cauchy-Folgen rationaler Zahlen ab 1870 in seinen Vorlesungen. An
Dedekind, der ihm im April 1872 seine Schrift ,,Stetigkeit und irrationale Zah-
len“ zuschickte, schreibt er:
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Cantor (1937): ,... Wieich mich schon jetzt iiberzeugt habe stimmt diejenige Auffassung
des Gegenstandes, welche ich, ausgehend von arithmetischen Beschiftigungen, seit
einigen Jahren mir herangebildet, mit der Thrigen sachlich tiberein; nur in der begriff-
lichen Einfiibrung der Zahlgrofien findet ein Unterschied statt...”

Dedekind hat seine dquivalente Konstruktion von R {iber Schnitte bereits ,,im
Herbst des Jahres 1858 in Hianden. In der Lehre, so berichtet er im Vorwort sei-
nes Buches, machte sich das Fehlen einer klaren Definition der reellen Zahlen
besonders bemerkbar. Bemerkenswertist, daf§ eine genaue Definition einer reel-
len Zahl zunichst eher in der Lehre vermifit wurde als in der Forschung: Auch
Weierstraf’ Konstruktion findet im Horsaal statt, und auch bei Heine, der durch
seine Darstellung das ,,Fortschreiten der Funktionenlehre® als Forschungsdiszi-
plin beférdern will, finden wir den Hinweis auf die Lehre des Stoffs (vgl. [Heine
1872, S. 173, Fufinote]).

Veroffentlicht hat Dedekind seine Konstruktion dann erst 1872 :

Dedekind (1872): ,,... zu einer eigentlichen Publikation konnte ich mich nicht recht ent-
schlieffen, weil erstens die Darstellung nicht ganz leicht, und weil auflerdem die Sache
selbst so wenig fruchtbar ist ...~

Kurz zuvor erschienen die Arbeiten von Heine und Cantor, und Dedekind
nimmtin seinem Buch noch Bezug darauf. Die Arbeit von Heine wird zu unrecht
kritisiert, Cantors ,, Korrespondenzaxiom“ - dafy nimlich den Fundamentalfol-
gen auch tatsichlich Punkte der Geraden entsprechen - lobt Dedekind dagegen
als das ,,Wesen der Stetigkeit” treffend.

Dedekind und Cantor stellen 1872 noch die anschaulich gegebene Gerade der
arithmetischen Konstruktion zur Seite, ihre Punkte werden mit den konstruier-
ten arithmetischen Gebilden in eine eindeutige Beziehung gebracht. Dedekind
motiviert seine Schnitte aus einer offensichtlichen Eigenschaft einer stetigen Li-
nie. In Heines Darstellung taucht dagegen - sehr modern - gar keine Gerade auf.
Im Zuge der weiteren Prizisierung der Grundlagen erhebtsich die Frage, was ei-
gentlich genau eine Gerade sein soll. In seiner zweiten Darstellung der Kon-
struktion von 1883 geht Cantor hierauf ein und gibt, wie heute iblich, einen
yrein arithmetischen Begriff eines Punktkontinuums® ([ Cantor 1883 ]). Damit
ist die Arithmetisierung des Kontinuums vollzogen.

*
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Das komplexe Ergebnis und seine Kritik

Besondere Merkmale der Konstruktionen von Weierstraf}, Dedekind, Cantor,
Heine und Méray sind:

(1) Die mathematische Struktur R wird aus @, und damit im wesentlichen aus
N, durch Betrachtung aller Teilmengen von Q oder Folgen in Q gewonnen.
Eine reelle Zahl st eine solche Teilmenge oder Folge (erst spiter genauer:
eine Aquivalenzklasse von Folgen).

(2) Die Menge R wird mit einer Ordnung und arithmetischen Operationen
versehen, die im 20. Jahrhundert dann selber wieder als Mengen aufgefafit
werden.

(3) R wird zum mathematischen Modell eines Linearkontinuums, einer Gera-
den, erklirt. Dies geschieht durch Auszeichnung eines Nullpunktes 0 und
einer Mafieinheit 1 auf der Geraden. Es gilt dann das Korrespondenzaxiom:

(a) Jeder Strecke bzgl. 0 und 1 des Linearkontinuums entspricht ein
Element von R.

(b) Jedem Element von R entspricht eine Strecke des Linearkonti-
nuums.

Die Gerade ist zunichst noch ein traditionell-geometrischer mathemati-
scher Begriff, der mit dem intuitiven Kontinuumsbegriff zusammenfillt.
Erst nach und nach wird die Gerade von vornherein arithmetisch begriffen
und eingefiihrt, und das alte Linearkontinuum im Reich der Anschauung
aufierhalb der Mathematik angesiedelt. In der Folge spricht man dann in-
nerhalb der Mathematik konsequent von R als dem Kontinuum.

(4) Infinitesimale Grofien treten nicht auf, die Vollstindigkeit der Struktur ge-
niigt, um mit Hilfe des Limesbegriffs die Argumente der Analysis ausdriik-
ken zu kénnen.

(5) Die Konstruktion erscheint als neue Stufe mathematischer Prizision. Der
Begriff der irrationalen Zahl ist nun kein Grundbegriff mehr, sondern defi-
niert.

(6) Die philosophische Tradition des Kontinuums ist in der Definition von R
nicht wiederzufinden. R ist samt seiner Ordnung und Arithmetik ein Pro-
dukt aus Atomen.

Die Aussage (3) wird oft als das Cantorsche Korrespondenzaxiom bezeichnet. Cantor
sieht explizit nur den Teil (b) als Axiom an, der besagt, daf§ die arithmetische Struktur R
nicht iiberdimensioniert fiir das Kontinuum ist (vgl. S. 128 der unten wiedergegebenen
Originalarbeit). Die Vertreibung der infinitesimalen Grofien suggeriert dagegen eher
eine Unterdimensionierung im Sinne von ,,s0 klein wie moglich®.

Die Konstruktion setzt sich rasch durch, spitestens mit dem Buch von Landau
aus dem Jahr 1930 ist sie bereits ein im Detail etwas unwillig ausgefiihrter, wenn
auch als wichtig und grundlegend empfundener Standard (Landau spricht von
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yzum Teil langweiligen Mithen®). Heute gilt R generell als das adiquate mathe-
matische Kontinuum, und den Konstruktionen des 19. Jahrhunderts wird eine
grofie Bedeutung fiir die Entwicklung des Fachs zugeschrieben.

Analyse und Kritik der Konstruktion

Wir fragten oben: Ist unser R ein zeitverhaftetes Produkt des 19. Jahrhun-
derts oder die konsequente Umsetzung und endgiiltige Prizisierung einer all-
gemeinen mathematischen Idee? Die Prizisierung von ,alles, was man mit Q
approximativ beschreiben kann“ lautete ,alle Fundamentalfolgen in Q“ oder
gleichwertig ,alle Schnitte von Q“. Welche Folgen und Schnitte aber existie-
ren? Die Antwort gehort dann schon in die Grundlagendiskussion des 20. Jahr-
hunderts. Sie besteht in einem Verweis auf die axiomatische Mengenlehre, die
mit ihrer traditionellen Neigung zum mathematischen Platonismus die Exi-
stenzfrage noch einmal verschiebt, unter Gewinnung einer bislang unerreich-
ten Prizision auf formaler Ebene.

Hermann Weyl hat den gravierenden Schritt, der in der Konstruktion von R
vollzogen wurde, in seinem Buch ,,Das Kontinuum* klar herausgestellt:

Weyl (1918): ,Wihrend als ... rationale Zahlen nur solche Mengen auftreten, die sich
[aus den natiirlichen Zahlen ergeben], ist es, um den Begriff der reellen Zahl in vol-
ler logischer Bestimmtheit fassen zu kénnen, notig, sich dariiber Rechenschaft zu
geben, was unter ,allen moglichen‘ Mengen einer bestimmten Kategorie zu verste-
hen ist [aller Teilmengen von @ und damit von N] ... erst das Problem der reellen
Zahlen erfordert dieses Eingehen auf das Fundament, auf die Prinzipien der logi-
schen Urteilskombination; die Analysis der reellen Zahlen hat bis in die Tiefe ihrer
logischen Wurzeln hinein einen véllig anderen Charakter als die Arithmetik der ra-
tionalen.“

Weyls vorgetragene heute als ,halbintuitionistisch“ bezeichnete Kritik an der
mengentheoretischen Fundierung der Mathematik teilen sicher nicht alle, aber
diese Betonung des Herzstiicks der Konstruktion von R ist innerhalb der Grund-
lagenforschung unumstritten: Es geht um ,alle Teilmengen von N, R ist im we-
sentlichen P(N), und wir sind damitin einem Bereich angelangt, der eine Welt fiir
sich ist. Wir wissen nicht, wie grof§ R ist. Die Menge R ist nicht absolut, sie hatin
verschiedenen Modellen der klassischen Mathematik eine andere Extension und
sogar eine andere Michtigkeit. Die Menge N istin jedem (guten, transitiven) Mo-
dell gleich, eine Teilmenge von N ist in jedem Modell eine Teilmenge von N, aber
die Gesamtheit aller Teilmengen von N isti.a. in zwei Modellen verschieden. Die
platonische Haltung, zu sagen, das Universum hat alle Teilmengen von N, ein-
zelne Modelle aber unter Umstinden nicht, lifit das gravierende Problem notged-
rungen offen.

Der Schritt von der Endlichkeit zur fertigen Menge N ist grofi, der Schritt
von N zu P(N) ist ein zweiter, ganz anderer und mindestens ebenso grofier
Schritt. Der Leser verzeihe dem Autor, wenn er sich hier wiederholt, aber viele
Mathematiker, die die Konstruktionen von R seit Jahren kennen und vorfiih-
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ren, sind mehr oder weniger bewufit der Meinung, daf§ die Konstruktion von Q
aus N und die Konstruktion von R aus Q im wesentlichen die gleiche logische
Komplexitit haben: Einmal nimmt man Paare aus natiirlichen Zahlen, ein an-
dermal Folgen aus Q.

Spiiter hat Weyl diesen Gedanken noch einmal aufgegriffen, und ihn sogar als
Fazit der gesamten Entwicklung formuliert (zitiert nach [ Weyl 1990]):

Weyl (1928): ,,... Das Altertum hat uns zum Problem des Kontinuums zwei wichtige Bei-
trige hinterlassen: a) eine weitgehende Analyse der mathematischen Frage, wodurch
die einzelne Stelle im Kontinuum fixiert werden kann, und b) die Aufdeckung der phi-
losophischen Paradoxien, welche im anschaulichen Wesen des Kontinuums liegen ...

[zu a) :] Erst im 19.]Jahrhundert fihrt die moderne Mathematik das Problem zu
Ende [durch die Definition von R durch Dedekind u.a.] ... und wir kénnen das Fazit
der historischen Entwicklung des Problems a) mit den Worten ziehen:

Objekt der Zablentheorie sind die einzelnen natiirlichen Zablen, Objekt der Kontinuums-
lebre die moglichen Mengen (oder die unendlichen Folgen) natiirlicher Zablen.“

Auf dieses Fazit konnen sich sowohl die klassische Mengenlehre wie auch ihre
Kritiker einigen. Die Frage ist: Was sind die moglichen Mengen natiirlicher
Zahlen?

Den engen Zusammenhang zwischen P(N), "N und R werden wir im zweiten Ab-
schnitt des Buches noch genauer betrachten. Dort werden dann P(N) und "N im Mittel-
punkt des Interesses stehen, und trotz der engen Verwandtschaft zu R ergibt sich eine
ganz neuartige Sicht der Dinge.

Den Schritt zur abstrakten Potenzmenge von N haben einige Mathematiker
wie etwa Brouwer und Weyl nicht mittragen wollen. Diese kritische Richtung in-
nerhalb der Mathematik reprisentiert bereits Leopold Kronecker im 19. Jahr-
hundert mitseiner Kritik der Cantorschen Mengenlehre. Nicht selten wird dann
auch der erste Schritt zur aktualen Unendlichkeit und weiter auch die klassische
Logik des tertium non datur verworfen. Weyl lifit 1918 dieses Prinzip noch zu,
argumentiert aber fiir einen konstruktiveren Aufbau der Mathematik. Der re-
striktive Ansatz fithrt in Bezug auf R zur heutigen sog. konstruktiven Analysis.
Wir verweisen den hieran interessierten Leser auf die Darstellung zweier Ver-
treter dieser Richtung, nidmlich [Bishop / Bridges 1985].

Innerhalb der Logik entwickelte sich ab den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts durch Ar-
beiten von Gédel, Turing, Church und anderen die Theorie der berechenbaren Funktio-
nen, die eine abzihlbare Teilmenge von R als rechnerisch zuginglich auszeichnet (diejeni-
gen Zahlen, deren Dualdarstellung durch ein Computerprogramm ausgegeben werden
kann). Weiter werden dort komplexere Teilmengen von N - und damit wieder bestimmte
reelle Zahlen - untersucht, etwa die berechenbar aufzihlbaren Mengen (diejenigen Teil-
mengen von N, die sich durch ein Computer-Programm in beliebiger Reihenfolge auflisten
lassen). Ein Grundresultat ist hier, daf} es eine berechenbar aufzihlbare Teilmenge von N
gibt, deren charakteristische Funktion nicht berechenbar ist. Der Leser siehe fiir diese Teil-
disziplin der mathematischen Logik etwa [Rogers 1987] oder [ Cutland 1980]. Traditionell
versteht sie sich nicht als Kritik der klassischen mengentheoretischen Fundierung.
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Kritisiert oder zumindest stark bedauert wurde der sechste Punkt der obigen
Liste, das Verlieren des intuitiven und philosophisch so weit als méglich prizi-
sierten Kontinuititsbegriffs. Hilt man an ihm fest, so erscheint das Korrespon-
denzaxiom als unangemessen. Alternativen waren aber nicht zu sehen, und so
wurde eine atomistische Konstruktion, wenn auch etwas widerwillig, auch von
der kritischen Seite akzeptiert. Weyl schreibt hierzu:

Weyl (1918): ,Fassen wir den Mengenbegriff in dem prizisen Sinne, den ich hier befiir-
wortet habe, so gewinnt die Behauptung, dafl jedem Punkte einer Geraden ... als
Mafizahl eine reelle Zahl (= Menge rationaler Zahlen ...) entspricht und umgekehrt,
einen schwerwiegenden Inhalt. Sie stellt eine merkwiirdige Verkniipfung her zwi-
schen dem in der Raumanschauung Gegebenen und dem auf logisch-begrifflichem
Wege Konstruierten. Offenbar aber fillt diese Aussage ginzlich aus dem Rahmen des-
sen heraus, was uns die Anschauung irgendwie iiber das Kontinuum lehrt und lehren
kann; es handelt sich da nicht mehr um eine morphologische Beschreibung des in der
Anschauung sich Darbietenden (das vor allem keine Menge diskreter Elemente, son-
dern ein flieflendes Ganzes ist), vielmehr werden der unmittelbar gegebenen, ihrem
Wesen nach inexakten Wirklichkeit exakte Wesen substituiert - ein Verfahren, das fiir
alle exakte (physikalische) Wirklichkeitserkenntnis fundamental ist und durch wel-
ches allein die Mathematik Bedeutung fiir die Naturwissenschaft gewinnt ...“

... Dem Vorwurf gegeniiber, dafy von jenen logischen Prinzipien, die wir zur exakten
Definition des Begriffs der reellen Zahlen heranziehen miissen, in der Anschauung des
Kontinuums nichts enthalten sei, haben wir uns Rechenschaft dariiber gegeben, daf§ das
im anschaulichen Kontinuum Aufzuweisende und die mathematische Begriffswelt ein-
ander so fremd sind, daf§ die Forderung des Sich-Deckens als absurd zuriickgewiesen
werden muf}. Trotzdem sind jene abstrakten Schemata, welche uns die Mathematik lie-
fert, erforderlich, um exakte Wissenschaft solcher Gegenstandsgebiete zu ermégli-
chen, in denen Kontinua eine Rolle spielen.“

Eine andere Lesart der Frage nach der historischen Stellung von R betrifft den
vierten Punkt, die infinitesimalen Grofien, die uns der Leibnizsche Kalkiil so
nahe legt. Das 19. Jahrhundert hat gezeigt, daf die Analysis ohne diese Grofien
auskommt. Heute konnen nichtarchimedische Oberkorper von R konstruiert
werden, in denen unendlich kleine Grofien - positive Grofien kleiner als 1/n fiir
allen e N - existieren und auf denen sich eine Analysis aufbauen i3t (vgl. die Li-
teraturangaben oben). Diese Moglichkeit der - auf dem Boden der Mengenlehre
- mathematisch rigorosen Wiedereinfithrung der infinitesimalen Grofien mit
ihrer bis in die Antike reichenden Tradition hat nun dazu Anlaf§ gegeben, die eta-
blierte Identifikation von R mit dem Kontinuum erneut zur Diskussion zu stel-
len. Der Komplex umfafit Fragen der Didakdk der Analysis, die mathematische
Fruchtbarkeit des infinitesimalen Ansatzes, aber auch philosophische und histo-
rische Gesichtspunkte. Hier hat sich vor allem Detlef Laugwitz zu Wort gemel-
det. Die Auffassung des Kontinuums als ,Medium des freien Werdens“ von
Brouwer und Weyl (1921) aufgreifend entwickelt er eine dynamische Sicht eines
unerreichbaren, unerschopflichen Kontinuums, das mengentheoretisch-atomi-
stisch approximiert werden kann:
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Laugwitz (1978) : ,Daf} die Frage [nach der Michtigkeit von R] als ,Kontinuumpro-
blem‘ bezeichnet werden konnte, liegt daran ... daff man R und das [anschaulich in-
tuitive | Linearkontinuum identifiziert ... Diese Identifikation ist heute weit verbrei-
tet, und sie hat sich auch vielfach bewihrt. Aber es handelt sich dabei doch nur um
eine Arbeitshypothese, zu der wir Alternativen kennen ... Ist (M, +, -, <) ein vollstin-
dig [= linear vollstindig] geordneter Korper, so zeigt man: M ist isomorph zum
Korper R der reellen Zahlen. Damit scheint die géingige Identifikation des Linear-
kontinuums mit R gerechtfertigt.

Wirwerden aber immer wieder sehen, daf§ diese Auszeichnung von R weder historisch
noch sachlich iiberzeugend ist. Unsere Analyse hat ja auch die Hypothesen aufgedeckt,
auf denen sie beruht. Da war einmal die Voraussetzung, es sei moglich, das Kontinuum
durch eine feste Punktmenge auszuschopfen, und zweitens die Homogenititsforderung
fiir alle Schnitte [fiir jeden Schnitt (L, R) des Kontinuums hat L ein gréfites Element,
denn: es gibt solche Schnitte, und ein Kontinuum ist riumlich homogen].

Der [hier] behandelte Vorschlag liuft auf folgendes hinaus: R wird in einen Kor-
per *R eingebettet [ der ebenfalls iiber Folgen in Q gebildet wird]. Damit werden Ko-
ordinaten fiir weitere Punkte im Linearkontinuum geschaffen, und hier gibt es auch
infinitesimale Abstinde. Der Prozefl kann ohne Ende wiederholt werden, man kann
nach abzihlbar vielen Schritten die Vereinigung aller Korper bilden und mit ihr fort-
fahren; das Kontinuum wird nicht erschépft, es ist das durch keine Punktmenge aus-
gefiillte ,Medium des freien Werdens‘. Auf jeder Stufe erscheinen die bereits vorher
erhaltenen Punkte als isoliert in der neuen Menge. Das Linearkontinuum ist hier ein
Grenzbegriff, der mathematisch nur teilweise erfafit werden kann. Wie die Erfahrung
gezeigt hat, reicht die erste Menge R fiir sehr viele Zwecke aus, in ihr sind die Mef}-
grofien der physischen Wissenschaften enthalten. Wir bleiben dann auf der zweiten
Stufe, in einem Koérper *R. Seine Elemente lassen sich nicht mehr als Mefigrofien
rechtfertigen, sondern als ideale Elemente; schon Leibniz verglich die Infinitesimal-

zahlen mit der idealen Zahl V-1 ...¢

Die mengentheoretisch begriindete Mathematik kann, so Laugwitz, ein Kon-
tinuum nie in seinem ,kontinuierlichen Wesen“ erfassen, da der Mengenbegriff
von vornherein atomistisch ist. Da keine andere Moglichkeit zu sehen ist, bleibt
das Kontinuum zwar ein aufiermathematischer Begriff, aber doch ein Polarstern
fir die Entwicklung von Mathematik. Die philosophische Tradition des wahr-
haft kontinuierlichen Kontinuums ist lang und beinahe kontinuierlich, sie reicht
von Aristoteles iber Newton, Leibniz, Euler, Kant, Peirce, Weyl und vielen an-
deren bis in unsere heutige Zeit. Viele Mathematiker werden nun eher den
Reichtum der Konstruktion R und seine Verwendbarkeit fiir physikalische Fra-
gen betrachten und weniger die Frage, was ein intuitives Linearkontinuum be-
deutet. Historisch und auch heuristisch kommt der Idee des zeitlichen oder
rdumlichen Kontinuums als etwas Werdendem, Fliefendem, unerschopflich
Reichem aber eine grofie Bedeutung zu, und es wire sicher falsch, diese Gedan-
ken achtlos beiseite zu schieben. Der Diskussion verdanken wir insbesondere
eine neue und detailliertere Aufarbeitung der Geschichte des Kontinuumsbe-
griffs, anhand derer sich die moderne Mathematik besser verstehen lifit. Aber
auch angesichts der langen Geschichte der Kontinuumsproblematik und ihrer
"Teilgeschichte der infinitesimalen Gréfien halten wir es fiir gerechtfertigt, von
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der in der mengentheoretischen Axiomatik angesiedelten Menge R als dem klas-
sischen Kontinuum zu sprechen, und wir sehen, wie vielerorts iiblich, die Ereig-
nisse des 19. Jahrhunderts nicht als irrationalen Vorgang an, sondern als grofien
Fortschritt in der Prizisierung von Mathematik (vgl. im Gegensatz hierzu
[Laugwitz 1986, S. 240] und [ Laugwitz 1992, S. 265f.]).

Cantors Darstellung von 1872 im Original

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Faksimile von § 1 und einem Teil von
§2 der Arbeit [ Cantor 1872 ], erschienen in den Mathematischen Annalen.

Die Arbeit trigt den Titel: ,Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theo-
rie der trigonometrischen Reihen. Von G. Cantor in Halle.“ Die Konstruktion
von R taucht darin etwas iiberraschend nach der Einleitung auf, und man ge-
winnt nicht den Eindruck, daf§ es Cantor wirklich zuerst um eine Konstruktion
von R geht (das wird bei Heine und Dedekind viel klarer ausgesprochen). Die
wenigen Seiten enthalten viele bemerkenswerte Details:

1. Cantor deutet eine bis ins Transfinite mogliche Iteration des Abschlusses ei-
nes Zahlgebiets an. Diese Iteration war Cantor auch spiter noch wichtig, hataber
bereits Dedekind nicht iiberzeugt und ist bis heute ohne Wirkung geblieben ist.

2. Bemerkenswert ist, daf§ nur eine Hilfte der Korrespondenz zwischen den
Punkten der Gerade und den Elementen des konstruierten Zahlgebiets als
Axiom bezeichnet wird. Etwas unvermittelt folgt dann der Verweis auf das
10. Buch der Elemente des Euklid mit der dortigen Theorie der Irrationalzahlen.

3. Cantor fiihrt einige Hauptpunkte nicht aus, etwa den Beweis der Vollstin-
digkeit des Zahlgebiets.

4. Eswerden keine Aquivalenzklassen von Folgen gebildet. Die moderne Idee
der Bildung einer Menge von Mengen lag Cantor generell fern, und er behilft
sich hier mit einer aufgeweichten Form der Gleichheit.

5. Die Begriindung, warum die arithmetische Theorie in einer Abhandlung
iber trigonometrische Reihen vorausgeschickt wird, bleibt Cantor schuldig. Sie
geht auch aus dem hier nicht wiedergegebenen Teil der Arbeit nicht hervor.

aus: Mathematische Annalen 5 (1872), S. 123 unten - 128 oben:

§ 1.

Die rationalen Zahlen bilden die Grundlage fiir die Feststellung
des weiteren Begriffes einer Zahlengrosse; ich will sie das Gebiet 4
nennen (mit Einschluss der Null).

Wenn ich von einer Zahlengrosse im weiteren Sinne rede, so
geschieht es zunéchst in dem Falle, dass eine durch ein Gesetz ge-
aebene unendliche Reihe von rationalen Zahlen:

(1) iy Gay oo Opy oo
vorliegt, welche die Beschaffenheit hat, dass die Differenz a,y, — an
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mit wachsendem # unendlich klein wird, was auch die positive ganze
Zahl m sei, oder mit anderen Worten, dass bei beliebig angenom-
menem (positiven, rationalen) ¢ eine ganze Zahl n, vorhanden ist, so
dass (@n4m — @n) < €, wenn # > n; und wenn m eine beliebige po-
sitive ganze Zahl ist.

Diese Beschaffenheit der Reike (1) driicke ich in den Worten aus:
»Die Reihe (1) hat eine bestimmie Grenze b.“

Es haben also diese Worte zuniichst keinen anderen Sinn, als-
den eines Ausdruckes fiir jene Beschaffenheit der Reihe, und aus dem
Umstande, dass wir mit der Reihe (1) ein besonderes Zeichen b ver-
binden, folgt, dass bei verschiedenen derartigen Reihen auch ver-

schiedene Zeichen b, ¥, b”, ... zu bilden sind.
Ist eine zweite Reihe:
(1) @y Ay e Uy

gegeben, welche eine bestimmte Grenze b hat, so findet man, dass
die beiden Reihen (1) und (1") eine von den folgenden 3 Beziechungen
stets haben, die sich gegenseitig ausschliessen: Entweder 1. wird
@, — @, unendlich klein mit wachsendem % oder 2. a, — @, bleibt
von einem gewissen n an stets grosser, als eine positive (rationale)
Grosse & oder 3. a, — a, bleibt von einem gewissen » an stets klei-
ner, als eine negative (rationale) Grosse — e.
Wenn die erste Beziehung stattfindet, setze ich:
b=1"0,
bei der zweiten b > &, bei der dritten b < b'.

Ebenso findet man, dass eine Reihe (1), welche eine Grenze b
hat, zu einer rationalen Zahl @ nur eine von den folgenden 3 Be-
ziechungen hat. Entweder:

1. wird a, — a unendlich klein mit wachsendem », oder 2. a, — a
bleibt von einem gewissen # an immer grosser, als eine positive
(rationale) Grosse & oder 3. a, — @ bleibt von einem gewissen % an
immer kleiner, als eine negative (rationale) Grosse — e.

Um das Bestehen dieser Beziehungen auszudriicken, setzen wir resp. :

b=a, b>a, b<a.

Aus diesen und den gleich folgenden Definitionen ergiebt sich als
Folge, dass, wenn b die Grenze der Reihe (1) ist, alsdann b — a, mit
wachsendem # unendlich klein wird, womit nebenbei die Bezeichnung
,, Grenze der Reihe (1)¢ fiir b eine gewisse Rechtfertigung findet.

Die Gesammtheit der Zahlengrossen b moge durch B bezeichnet
werden.

Mittelst obiger Festsetzungen lassen sich die Elementaroperatio-
nen, welche mit rationalen Zahlen vorgenommen werden, ausdehnen
auf die beiden Gebiete 4 und B zusammengenommen.



146 1. Abschnitt Das klassische Kontinuum

Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 125

Sind niamlich b, &, b” drei Zahlengrossen aus B, so dienen die
Formeln:

b b=V, b=V, =10

als Ausdruck dafiir, dass zwischen den den Zahlen b, b, 0" ent-
sprechenden Reihen:
Ay oy ven o
’ ’
a’y @y, ...,
” rr
a”y a)y o
resp. die Beziehungen bestehen:

lim (@, + @/ — @, ) =0, lim(a,a,—a,")=0,
lim (?i, — an”) =0,
aﬂ
wo ich auf die Bedeutung des Lim-Zeichens nach dem Vorhergehenden
nicht niher einzugehen brauche. Aehnliche Definitionen werden fiir
die Fille aufgestellt, dass von den drei Zahlen eine oder zwei dem
Gebiete 4 angehdren.

Allgemein wird sich daraus jede mittelst einer endlichen Amnzahl

von Elementaroperationen gebildete Gleichung:
F@,b,...00)=0

als der Ausdruck fiir eine bestimmte Beziehung. ergeben, welche

unter den Reihen stattfindet, durch welche die Zahlengrossen b,

bV, ", ... b@ gegeben sind.¥)

Das Gebiet B ergab sich aus dem Gebiete 4; es erzeugt nun in
analoger Weise in Gemeinschaft mit dem Gebiete A ein neues Ge-
biet C.

Liegt némlich eine unendliche Reihe:

(2) by, byy oo buy oonnn

von Zahlengrossen aus den Gebieten 4 und B vor, welche nicht simmt-
lich dem Gebiete A angehdren, und hat diese Reihe die Beschaffen-
heit, dass b,yn, — b, mit wachsendem # unendlich klein wird, was
auch m sei, eine Beschaffenheit, die nach den vorangegangenen Defini-
tionen begrifflich etwas ganz Bestimmtes ist, so sage ich von dieser
Reihe aus, dass sie eine bestimmte Grenze c hat.

#) Wenn z. B. eine Gleichung pten Grades mit ganzzahligen Coefficienten:
flz) =0, eine reelle Wurzel o besitzt, so heisst dies im Allgemeinen nichis an-
deres, als dass eine Reihe:

gy Ogy ooy Oy oee
von der Beschaffenheit der Reihe (1) vorliegt, fiir deren Grenze das Zeichen o
gewithlt ist, welche ausserdem die Eigenschaft hat:

lim f (a,) = 0.
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Die Zahlengrossen ¢ constituiren das Gebiet C.

Die Definitionen des Gleich-, Grisser- und Kleinerseins, sowie der
Elementaroperationen sowohl unter den Grissen ¢, wie auch zwischen
ihnen und den Grossen der Gebiete B und 4 werden dem Friiheren
analog gegeben.

Wiéhrend sich nun die Gebiete B und 4 so zu einander verhal-
ten, dass zwar jedes o einem b, nicht aber umgekehrt jedes b einem o
gleichgesetzt werden konnen, stellt es sich hier heraus, dass sowohl
jedes b einem ¢, wie auch umgekehrt jedes ¢ einem b gleich gesetzt
werden konnen.

Obgleich hierdurch die Gebiete B und C sich gewissermassen
gegenseitig decken, ist es bei der hier dargelegten Theorie (in welcher
die Zahlengrosse, zunfichst an sich im Allgemeinen gegenstandlos,
nur als Bestandtheil von Sitzen erscheint, welchen Gegenstiindlichkeit
zukommt, des Satzes z. B., dass die entsprechende Reihe die Zahlen-
grosse zur Grenze hat) wesentlich, an dem begrifflichen Unterschiede
der beiden Gebiete B und C festzuhalten, indem ja schon die Gleich-
setzung zweier Zahlengrossen b, 0" aus B ihre Identitit nicht ein-
schliesst, sondern nur eine bestimmte Relation ausdriickt, welche
zwischen den Reihen stattfindet, auf welche sie sich beziehen.

Aus dem Gebiete C und den vorhergehenden geht analog ein Ge-
biet D, aus diesen ein F hervor u. s. f.; durch 4 solcher Ueberginge
(wenn ich den Uebergang von 4 zu B als den ersten ansehe) gelangt
man zu einem Gebiete L von Zahlengrossen. Dasselbe verhiilt sich,
wenn man die Kette der Definitionen fiir Gleich-, Grosser- und Kleiner-
sein und fiir die Elementaroperationen von Gebiet zu Gebiet vollzogen
denkt, zu den vorhergehenden, mit Ausschluss von 4, so, dass eine
Zahlengrosse | stets gleich gesetzt werden kann einer Zahlengrosse
k, 4, .. ¢, b, und umgekehrt.

Auf die Form solcher Gleichsetzungen lassen sich die Resultate der
Analysis (abgesehen von wenigen bekannten Fillen) zuriickfiihren, ob-
gleich (was hier nur mit Riicksicht auf jene Ausnahmen beriihrt sein
mag) der Zahlenbegriff, soweit er hier entwickelt ist, den Keim zu einer
in sich nothwendigen und absolut unendlichen Erweiterung in sich triigt.

Es scheint sachgemiiss, wenn eine Zahlengrésse im Gebiete L
gegeben ist, sich des Ausdruckes zu bedienen: sie ist als Zahlen-
grisse, Werth oder Grenze At Art gegeben, woraus ersichtlich ist,
dass ich mich der Worte Zahlengrisse, Werth und Grenze im Allge-
meinen in gleicher Bedeutung bediene.

Eine mittelst einer endlichen Anzahl von Elementaroperationen
aus Zahlen 1, I, ... @ gebildete Gleichung F' (I, 7, ... @) = 0
erscheint bei der hier angedeuteten Theorie genau genommen als der
Ausdruck fiir eine bestimmte Beziehung zwischen ¢ 4 1, im Allge-
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meinen A fach unendlichen Reihen rationaler Zahlen; es sind dies die
Reihen, welche aus den einfach unendlichen, auf die sich die Grossen
LU,..... 1@ zunichst beziehen, hervorgehen, indem man in ihnen
die Elemente durch ihre entsprechenden Reihen ersetzt, die entstehenden
im Allgemeinen zweifach unendlichen Reihen ebenso behandelt und
diesen Prozess so lange fortfiihrt, bis man nur rationale Zahlen vor
sich sieht.

Es sei mir vorbehalten auf alle diese Verhéltnisse bei einer andern
Gelegenheit ausfiihrlicher zuriickzukommen. Wie die in diesem § auf-
tretenden Festsetzungen und Operationen mit Nutzen der Infinitesimal-
analysis dienen konnen, darauf einzugehen ist hier gleichfalls nicht
der Ort. Auch das Folgende, wo der Zusammenhang der Zahlen-
grossen mit der Geometrie der geraden Linie dargelegt wird, beschriinkt
sich fast nur auf die nothwendigen Sétze, aus welchen, wenn ich nicht
irre, das Uebrige mittels rein logischer Beweisfiihrung abgeleitet werden
kann. Zum Vergleiche mit § 1. und § 2. sei das 10. Buch der ,Ele-
mente des Kuklides* erwihnt, welches fiir den darin behandelten
(tegenstand massgebend bleibt.

§ 2.

Die Punkte einer geraden Linie werden dadurch begrifflich be-
stimmt, dass man, unter Zugrundelegung einer Masseinheit, ihre Ent-
fernungen, Abscissen, von einem festen Punkte o der geraden Linie
mit dem -~ oder — Zeichen angiebt; jenachdem der betreffende Punkt
in dem (vorher fixirten) positiven oder negativen Theile der Linie von
o aus liegt.

Hat diese Entfernung zur Masseinheit ein rationales Verhiltniss,
so wird sie durch eine Zahlengrosse des Gebietes A ausgedriickt; im
andern Falle ist es, wenn der Punkt etwa durch eine Construction
helanmt ist, immer moglich, eine Reihe:

) Ayy Ooy oo lpy ..

anzugeben, welche die in § 1. ausgedriickte Beschaffenheit und zur
traglichen Entfernung eine solche Beziehung hat, dass die Punkte der
tveraden, denen die Entfernungen a,, a,, ... @&, .. zukommen, dem
zu bestimmenden Punkte mit wachsendem 7 unendlich nahe- riicken.

Dies driicken wir so aus, dass wir sagen: Dic Enifernung des
zu bestimmenden Punktes von dem Punkte o ist gleich b, wo b die der
[Reihe (1) entsprechende Zahlengrosse ist. '

Hierauf wird nachgewiesen, dass das Grosser-, Kleiner- und Gleich-
sein von bekannten Entfernungen in Uebereinstimmung ist mit dem
in § 1. definirten Grosser-, Kleiner- und Gleichsein der entsprechenden
Zahlengrossen, welche die Entfernungen angeben.
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Dass nun ebenso auch die Zahlengrossen der Gebiete C, D, .......
befihigt sind, bekannte Entfernungen zu bestimmen, ergiebt sich ohne
Schwierigkeit. Um aber den in diesem § dargelegten Zusammenhang
der Gebiete der in § 1. definirten Zahlengrossen mit der Geometrie
der geraden Linie vollstindig zu machen, ist nur noch ein Axiom hin-
zuzufiigen, welches einfach darin besteht, dass auch umgekehrt zu
jeder Zahlengrosse ein bestimmter Punkt der Geraden gehort, dessen
Coordinate gleich ist jener Zahlengrosse und zwar in dem Sinne gleich,
wie solches in diesem § erklirt wird.*)

Ich nenne diesen Satz ein Aziom, weil es in seiner Natur liegt,
nicht allgemein beweisbar zu sein.

Durch ihn wird denn auch nachtriglich fiir die Zahlengrossen
eine gewisse Gegenstindlichkeit gewonnen, von welcher sie jedoch
ganz unabhingig sind.

Dem Obigen gemdiss betrachte ich einen Punkt der Geraden als be-
stimmt, wenn seine Entfernung von o mit dem gehirigen Zeichen ver-
sechen, als Zahlengrosse, Werth oder Grenze A** Art aeaeben ist.
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4. FEuklidische Isometrien

Wir betrachten in diesem Kapitel elementare geometrische Eigenschaften der
Euklidischen Riume R", und klassifizieren mit einem Blick auf das Erlanger Pro-
gramm von Felix Klein alle den Abstand erhaltenden Bijektionen auf R, R* und
R®. Weiter isolieren wir die wesentlichen Unterschiede zwischen Rotationen in
der Ebene und im dreidimensionalen Raum. Sie sind letztendlich fiir die Exi-
stenz und Nichtexistenz von sog. paradoxalen Zerlegungen verantwortlich, de-
nen wir spiter begegnen werden.

Wir haben die reellen Zahlen als Abschlufl der rationalen Verhiltnisse, als ste-
tiges Kontinuum untersucht, wir konnten sie ordnungstheoretisch und alge-
braisch charakterisieren und haben verschiedene Konstruktionsmethoden ken-
nengelernt. Ein wesentlicher geometrischer Gesichtspunkt blieb bislang noch
unberiicksichtigt: Der Zusammenhang zwischen den reellen Zahlen und der
Anschauungsebene bzw. dem Anschauungsraum. Ebene und Raum basieren zu-
nichst auf den ,,nackten“ Mengen R? und R’ und erst das Messen von Abstin-
den zweier Punkte macht diese Mengen zu einem geometrischen Raum. Das
Meflergebnis selber ist, was uns heute fast selbstverstindlich erscheint, eine
reelle Zahl. Wir verwenden allgemein die reellen Zahlen, um Abstinde in ma-
thematischen Riumen zu messen, insbesondere solche im R? und R®. Der durch
die Intuition gegebene Raumcharakter der Menge R’ gehort in der nicht mehr
geometrisch begriindeten Mathematik einer zweiten Stufe an: Er basiert auf den
reellen Zahlen als einer linear-arithmetischen Struktur. Allgemein basiert eine
Geometrisierung der Riume R" bei dieser Betrachtungsweise auf dem angeord-
neten Zahlkorper R.

Die Linge der Diagonale eines Rechtecks ist in der Geometrie Euklids nach
dem Satz von Pythagoras die Wurzel aus der Summe der Quadrate der beiden
Seitenlingen. Diese Einsicht wird an den Anfang gestellt, und man definiert all-
gemein eine Abstandsfunktion im R" wie folgt:

Definition (Abstand zweier Punkte, Euklidische Metrik)
Firx = x1, ..., Xn), ¥ = (y1, -+, yn) € R" setzen wir

Ao, y) = (- yD)? + o+ -y )2

Wir nennen d(x, y) den (Euklidischen) Abstand der Punkte x und y.
Die Funktion d : R" — R heifit die Euklidische Metrik auf R”.
Weiter heifit (R", d) der Euklidische Raum der Dimension n.

Genauer miifiten wir d, statt d schreiben, verzichten aber der besseren Lesbarkeit hal-
ber auf eine allzu penible Notation.
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Hier und im folgenden istn € N beliebig. Im Falln = 0 und R” = { 0 } sind zu-
weilen einige Konventionen wie z.B. (xy, ..., x,) = () = 0 = ,das Nulltupel“ oder
2| <i <o X; = 0 notig, die wir nicht immer explizit notieren.

Definition (Norm oder Linge von x)
Wir setzen fiir allexe R™: |x|| = d(0, x).
|| x| heifit auch die Nor von x oder die Linge von x.

Esgilt d(x,y) = dx -y, 0) = [|x - y|| fiir alle x,y € R".

Traditionell ist man geneigt, den Euklidischen Abstand zweier Punkte als den
ywirklichen“ Abstand zu bezeichnen. Ganz unabhingig von einer evtl. vorhan-
denen Kriimmung des ,realen” Raumes ist die Euklidische Metrik aber sicher
von grundlegender theoretischer wie praktischer Bedeutung.

In diesem Kapitel setzen wir beim Leser etwas lineare Algebra voraus, genauer gentigt
eine gewisse Vertrautheit mit der Matrizentheorie (Zusammenhang mit linearen Abbil-
dungen, reelle und komplexe Eigenwerte, Determinanten). Wir verweisen den Leser
hierzu auf die Lehrbuchliteratur zur linearen Algebra. Wir verwenden die kontextiibli-
chen Schreibweisen, insbesondere die Vorliebe der linearen Algebra, Skalare mit kleinen
griechischen Buchstaben zu bezeichnen. Fiir einen Punktx = (x;, x;,x3) € R*und o€ Rist
etwa o x = (0L Xq, OLX;, 0. X3) die skalare Multiplikation von x mit o, die der Streckung von x
(bzgl. des Nullpunkts) um den Faktor o entspricht. Der Unterschied in der Notation un-
terstiitzt die obige Beobachtung, daf§ bei geometrischen Untersuchungen die reellen Zah-
len in zweierlei Gewand auftauchen, als Menge von Vektoren in der Form R", n € N, und
als sog. Korper von Skalaren fiir diese Vektoren. Jeder endlich-dimensionale R-Vektor-
raum ist nach dem ungekronten Hauptsatz der linearen Algebra isomorph zu einem R™.
Die Ridume R" bilden also einen ausgezeichneten Gegenstand der Untersuchung.

Die n-dimensionale Euklidische Metrik d ist in der Tat eine Metrik auf R”,
d.h. fir alle Punkte x, y, z im R" gilt: d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y;
d(x, y) = d(y, x); dx, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Die Metrik d fithrt weiter zu einem Lingenmaf fiir hinreichend einfache
Kurven im R" (d.h. fiir den Wertebereich bestimmter stetiger Funktionen
f:[0,1] — R"). Wir wollen hier aber nur noch Winkel einfiihren, und
hierfiir geniigt uns die Lingenmessung fiir die einfachsten Kurven. Die
Linge eines endlichen Polygonzuges im R" ist sinnvoll als die Summe der
Abstinde der benachbarten Eckpunkte des Polygonzuges definiert. Weiter
sei firn e N:

Sl = {xe R"1d(0,x) = 1} (also speziell ™' = @, S” = (- 1,1})

die n-dimensionale Kugeloberfliche um den Nullpunkt mit Radius 1. (Der Leser
denke bei S an Sphire.) Der Schnitt von S"~! und einer Ebene durch den Null-
punktist ein Kreis K mit Radius 1. In der offensichtlichen Weise kénnen wir nun
den Segmenten von K vermége einer Approximation durch regelmifiige Poly-
gonziige eine Linge zuweisen. Die Kreiszahl n kann definiert werden als die
Hilfte der Linge von K selbst. Weiter erhalten wir so eine Definition des Winkels
w(x, y) im Bogenmafs, den zwei Vektoren x,y € R", x,y # 0, einschliefen. Wir be-
trachten hierzu drei Fille. Gilt x = avy fiir ein o0 € R”, so setzen wir w(x, y) = 0.
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Giltx = - oy fur ein e € R, so setzen wir w(x, y) = T. Andernfalls betrachten wir
die Ebene E(x, y) = { ax + By | 0, € R} und setzen K = E(x, y) n S™'. Die
Schnittpunkte der durch x und y gegebenen Halbstrahlen mit K zerlegen K in
zwei Kreissegmente, und wir definieren dann w(x, y) als die Linge des kiirzeren
dieser beiden Kreissegmente ; es gilt dann w(x, y) € ]0, n[. Zwei Vektoren x und
y heifien orthogonal (oder senkrecht aufeinander) falls x = 0 oder y = 0 oder x,y # 0
und w(x, y) = /2.

Wir halten noch eine fundamentale Eigenschaft des Euklidischen Abstands
fest. Firx,y € R"sei L(x,y) = {Ax + (1 -A)y | 0 <A <1} das die beiden Punkte
xund y verbindende Geradenstiick. Man kann nun zeigen, dafy L(x, y) die kiirze-
ste Kurve zwischen x und y ist. Diese Aussage gilt fiir den zugrundegelegten all-
gemeinen Begriff einer rektifizierbaren (lingenmefibaren) Kurve. Ihr Beweis ist
fiir den allgemeinen Kurvenbegriff relativ aufwendig; fiir Kurven, die aus Gera-
denstiicken, Kreissegmenten oder dhnlich einfachen Objekten bestehen, ist die
Aussage aber relativ leicht einzusehen, und dies geniigt fiir das Folgende.

Neben der Abstandsfunktion d selbst kommt einem kanonischen Produkt
zweier Vektoren mit skalarem Resultat eine herausragende Bedeutung zu. Wir
geben die bekannte Definition hier ad hoc an:

Definition (Euklidisches Skalarprodukt)
Seienx = (xy, ..., X,), ¥V = (¥1, .-+, Vo) € R". Dann setzen wir:

(X,7) = Zi<i<n Xi Vi
Die Funktion (-, -) : R" x R" — R heifit das (Euklidische) Skalarprodukt
auf R”.

Man zeigt fiir alle x,y € R™:

@ x,y) < |IxII7-Iyl* = (%) -{y,y) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

(b) Der Vektor (x, y)/(y, y) -y ist fiir alle x,y # O die Projektion von x auf y,
d.h. der eindeutige Vektor z der Form z = oy mit w(y, x - z) = /2.

(©) cosw(x, y)) = (x,y)/(lIx] - yl) firx,ye R x,y#0.

Die Eigenschaft (¢) kann man auch zur Definition des Winkels w(x, y) verwen-
den. Im Hintergrund steht dann die Cosinus-Funktion der Analysis, also wie im
Falle der Approximation des Kreises durch Polygone auch ein gewisses Maf} an
Theorie (wenn man nicht den Wert (x, y)/(||x| - [|y[) € [~ 1, 1] selbst als den
Winkel zwischen x und y betrachten will). Die elementargeometrischen Eigen-
schaften von Winkeln sind im einzelnen natiirlich zu beweisen. Wir setzen sie im
folgenden als bekannt voraus.

Das Skalarprodukt ist von H. Graimann entdeckt worden. Es wird in seiner ,,Aus-
dehnungslehre” von 1844 kurz erwihnt als ein Produkt mit bemerkenswerten alge-
braischen Eigenschaften. In der umgearbeiteten Version der ,,Ausdehnungslehre” von
1862 spielt es im Umfeld metrischer Begriffe dann eine grofiere Rolle. Dort findet sich
unter anderem schon der Zusammenhang (c) zwischen Winkeln, Skalarprodukt und
der Cosinus-Funktion.
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Das Erlanger Programm

Im Jahr 1872 erschienen nicht nur die Konstruktionen des Kontinuums von
Cantor und Dedekind, sondern auch das ,,Erlanger Programm® von Felix Klein,
das die Geometrie und die Gruppentheorie zusammenbrachte, ja Geometrien —
von denen die Euklidische Geometrie nur eine von vielen ist - gruppentheoretisch
einfithrte: Einer Geometrie lifit sich eine Gruppe von bijektiven Abbildungen zu-
ordnen, die die Sitze dieser Geometrie respektiert, oder, etwas anschaulicher, die
die geometrischen Eigenschaften ihrer Figuren unverindert lifit. Umgekehrt
wird durch jede solche Gruppe eine Geometrie definiert.

Wir betrachten als wichtigstes Beispiel die klassische Euklidische Geometrie
im Anschauungsraum. Dieser Geometrie soll also eine bestimmte Gruppe von
Bijektionen f : R* — R’ zugeordnet werden, die den Gehalt der Geometrie ge-
nau einfingt - ihre sog. ,Hauptgruppe®. Die Euklidische Geometrie interessiert
sich nun zum Beispiel sicher nicht fiir die Lage einer Figur, und damit wird un-
sere Gruppe sicher alle Bijektionen f : R* — R® enthalten, die eine Translation
um einen Vektor beschreiben. Ahnliches gilt fiir Rotationen. Der Leser ist aufge-
rufen, diese Beispiele zu erginzen, und zu versuchen, die Gruppe der Euklidi-
schen Geometrie zu bestimmen. Die Antwort von Felix Klein ist heute ein Aus-
gangspunkt vieler Darstellungen der Geometrie, etwa:

Coxeter (1981): ,Nach dem berithmten Erlanger Programm ... [von Felix Klein] unter-
scheiden sich die verschiedenen Geometrien durch die Transformationsgruppe, unter
welcher ihre Sitze richtig bleiben. Man konnte zunichst meinen, daf fiir die Euklidi-
sche Geometrie dies die stetige Gruppe aller Bewegungen sei. Da aber deren Sitze
auch bei einer Mafistabinderung, wie bei einer photographischen Vergrofierung,
richtig bleiben, enthilt die ,Hauptgruppe‘ der Euklidischen Geometrie auch die
,Ahnlichkeiten‘ (welche die Entfernungen verindern, aber die Winkel belassen).“

Die Euklidische Geometrie ist, und das ist die allgemein akzeptierte Antwort,
durch die Gruppe der winkeltreuen Bijektionen (Ahnlichkeitsabbildungen) cha-
rakterisiert.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir Felix Klein selber zu Wort kommen
lassen, der sein Programm wie folgt beschrieben hat:

Klein (1872): ,§1. Gruppen von riumlichen Transformationen. Hauptgruppe. Aufstel-
lung eines allgemeinen Problems.

Der wesentliche Begrift, der bei den folgenden Auseinandersetzungen notwendig
ist, ist der einer Gruppe von raumlichen Anderungen.

Beliebig viele Transformationen des Raums ergeben zusammengesetzt immer wie-
der eine Transformation. Hat nun eine gegebene Reihe von Transformationen die Ei-
genschaft, daff jede Anderung, die aus den ihr angehérigen durch Zusammensetzung
hervorgeht, ihr selbst wieder angehort, so soll die Reihe eine Transformations-
gruppe genannt werden.
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Ein Beispiel fiir eine Transformationsgruppe bildet die Gesamtheit der Bewegun-
gen ... Eine in ihr enthaltene Gruppe bilden etwa die Rotationen um einen Punkt.
Eine Gruppe, welche umgekehrt die Gruppe der Bewegungen umfafit, wird durch die
Gesamtheit der Kollineationen vorgestellt ...

Es gibt nun riumliche Transformationen, welche die geometrischen Eigenschaften
riumlicher Gebilde iiberhaupt ungeindert lassen. Geometrische Eigenschaften sind
nimlich ihrem Begriffe nach unabhingig von der Lage, die das zu untersuchende Ob-
jektim Raum einnimmt, von seiner absoluten Groéfie, endlich auch von dem Sinne, in
welchem seine Teile geordnetsind. Die Eigenschaften eines riumlichen Gebildes blei-
ben also ungeiindert durch alle Bewegungen des Raumes, durch seine Ahnlichkeits-
transformationen, durch den Prozef§ der Spiegelung, sowie durch alle Transformatio-
nen, die sich aus diesen zusammensetzen. Den Inbegriff aller dieser Transformationen
bezeichnen wir als die Hauptgruppe riumlicher Anderungen; geometrische
Eigenschaften werden durch die Transformationen der Hauptgruppe
nicht geidndert. Auch umgekehrt kann man sagen: Geometrische Eigen-
schaften sind durchihre Unverdnderlichkeit gegeniiber den Transfor-
mationen der Hauptgruppe charakterisiert. Betrachtet man nimlich den
Raum einen Augenblick als unbeweglich etc., als eine starre Mannigfaltigkeit, so hat
jede Figur ein individuelles Interesse; von den Eigenschaften, die sie als Individuum
hat, sind es nur die eigentlich geometrischen, welche bei den Anderungen der Haupt-
gruppe erhalten bleiben ...

Streifen wir jetzt das mathematisch unwesentliche sinnliche Bild ab, und erblicken
im Raume nur eine mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, also, indem wir an der
gewohnten Vorstellung des Punktes als Raumelement festhalten, eine dreifach ausge-
dehnte. Nach Analogie mit den riumlichen Transformationen reden wir von den
Transformationen der Mannigfaltigkeit; auch sie bilden Gruppen. Nur ist nicht
mehr, wie im Raume, eine Gruppe vor den tibrigen durch ihre Bedeutung ausgezeich-
net; jede Gruppe ist mit jeder anderen gleichberechtigt. Als Verallgemeinerung der
Geometrie entsteht so das folgende umfassende Problem:

Esisteine Mannigfaltigkeitundin derselben eine Transformations-
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angeho6rigen Ge-
bilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die
Transformationen der Gruppe nicht gedndert werden.”

Wir wollen nun einige Begriffe prizisieren und eine wichtige Untergruppe
der Euklidischen Hauptgruppe genauer betrachten.

Permutationen und Isometrien

Fiir jede Menge M bildet die Menge aller Bijektionen von M nach M zusam-
men mit der Komposition eine Gruppe.

Definition (Permutationsgruppe oder Symmetriegruppe)
Sei M eine Menge. Wir setzen:

Im = {f : M — M | fistbijektiv }.
(Fm, ©) oder kurz &y heifit die Permutationsgruppe auf M.
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_Jede Untergruppe einer Permutationsgruppe fiihrt zu einem natiirlichen
Aquivalenzbegriff:

Definition (Aquivalenz bzgl. einer Untergruppe)
Sei M eine Menge, und sei % eine Untergruppe von ;.
Wir definieren fiir A,B ¢ M:

A ~4 B falls einfe 4§ existiert mit B = {”A.
Gilt A ~4 B, so heifien A und B $-dquivalent oder G-ibhnlich.

Ubung
~¢ ist eine Aquivalenzrelation.

In Ubereinstimmung mit dem Erlanger Programm entsteht so durch die Re-
duktion der vollen Permutationsgruppe einer Menge M auf eine - geometrisch
motivierte - Untergruppe eine ,,Geometrie auf M“ mit einem Aquivalenz-Be-
griff fiir ,Figuren® in M. Ein offensichtliches Ziel der Untersuchung ist nun ein
moglichst genaues Verstindnis der betrachteten Untergruppe. Wir wollen eine
solche Untersuchung fiir die Grup})e der abstandserhaltenden Bijektionen der
Euklidischen Riume M = R, R?, R® durchfiihren. Diese Gruppe ist selber eine
Untergruppe der Euklidischen Hauptgruppe der winkeltreuen Abbildungen.
Allgemein definieren wir (fiir alle n € N):

Definition (Isometrie, Isometriegruppe)
Seif : R" — R" bijektiv. f heifit eine (Euklidische) Isometrie auf
(des, im) R”, falls fiir alle x,y € R" gilt:

d(t), f(y)) = d(x, y). (Abstandstreue)
Wir setzen :

9, = {f € Ppo | fisteine [sometrie }.

(9., o) oder kurz $, heifit auch die Isometriegruppe des R".

Andere geometrisch motivierte Untergruppen von $gn sind etwa: Die Gruppe der
Homoéomorphismen f : R* — R", die Gruppe der lingentreuen Abbildungen, der win-
keltreuen Abbildungen und weiter die Gruppe der bijektiven affinen Abbildungen. Das
Konzept der affinen Abbildung fiithrt weiter durch Einfithrung eines unendlich fernen
Punktes zur projektiven Geometrie.

Statt ,f : R" — R" bijektiv® gentigt die Voraussetzung ,f : R" — R" surjek-
tiv¥, da eine abstandstreue Funktion automatisch injektiv ist. Hier schliefit sich
die Frage an, ob man sogar auf die Forderung der Surjektivitit verzichten kann,
d.h. die Frage: Ist eine abstandstreue Abbildung automatisch surjektivund damit
also eine Isometrie? Wir werden unten sehen, dafi dies tatsichlich der Fall ist.

Die Isometriegruppe erlaubt folgende einfache Definition des bekannten
Kongruenzbegriffs fiir Figuren im R":



4. Euklidische Isometrien 159

Definition (Kongruenz)
Seien A,B ¢ R". Aund B heifen kongruent, in Zeichen A = B,
falls A ~; B gilt.

Kongruenz wird fiir den Anschauungsraum oft so erklirt: A und B sind kon-
gruent, wenn A und B durch einfaches oder wiederholtes Verschieben, Drehen
und Spiegeln zur Deckung gebracht werden konnen. Diese beschreibende Erkli-
rung des Kongruenzbegriffs stimmt in der Tat mit der abstrakteren Definition
iberein. Etwas salopp formuliert: Es gibt keine komplizierten, unanschaulichen
Isometrien. Zudem wird sich ergeben, dafy auch die Komposition von Isometrien
nicht tiber sehr wenige, einfach zu beschreibende Grundtypen hinausfiihrt, die
nur einmal und nicht wiederholt ausgefiihrt werden miissen. Wir werden insge-
samt eine einfache Beschreibung aller Isometrien des R" fiir die ersten drei
Dimensionen geben. Generell wird eine derartige Katalogisierung immer auf-
wendiger, je hoher die Dimension des Raumes ist. Fiir die wichtigen Spezialfille
n < 3 istaber eine tiberraschend tibersichtliche und schéne Charakterisierung al-
ler Isometrien moglich.

In unserem Kongruenzbegriff fiihren Spiegelungen an Geraden im R?, Ebenen im R?,
usw. zu kongruenten Figuren. Der Begriff identifiziert damit insbesondere gewisse Figu-
ren des R®, die nicht durch ,reale“ Bewegungen ineinander iibergefithrt werden kénnen.
Weiter giltim R? etwa, daf} die Buchstaben ,p“und ,,q“ kongruent sind. Hier ist eine reale
Uberlagerung méglich, benétigt aber den Umweg iiber die dritte Dimension.

Isometrien werden auch oft als starre Abbildungen bezeichnet. Die Wortwahl
wird unterstiitzt durch die folgende Beobachtung:

Satz  (Isometrien, die den Nullpunkt festhalten, sind winkeltreu)
Sei f : R" — R" eine Isometrie mit f(0) = 0.
Dann gilt fiir alle x,y € R":

w(f(x), {(y)) = w(x,y).

Beweis
Die beiden Dreiecke x, 0, y und {(x), 0, f(y) im R" haben die
gleichen Seitenlingen, da f eine Isometrie ist. Hieraus folgt die
— Behauptung durch elementare Argumentation.

Fiir beliebige Isometrien f : R" — R" gilt, daf} die Winkel bei y bzw. bei {(y)
in allen Dreiecken x, y, z und {(x), {(y), {(z) ibereinstimmen.

Als Korollar erhalten wir, daf Isometrien f mit f(0) = 0 auch das Skalarprodukt
erhalten: Es gilt (f(x), {(y)) = (x,y) fiirallex,y € R". Denn(x, y) - yist die Projek-
tion von x auf y fiir alle x,y € R". Diese Projektion hingt nur von der Linge der
beiden Vektoren und ihrem Winkel ab. Also ist die Linge von (x, y) - y gleich der
Linge von (f(x), f(y)) - f(y), und also (x, y) = ({(x), f(y)). (Vgl. auch obige Cosi-
nus-Formel (c).)

Umgekehrt ist eine Abbildung, die Skalarprodukte erhilt, automatisch eine
Isometrie f mit £(0) = 0. Dies werden wir unten beweisen.
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Isometrien und lineare Abbildungen

Die erste Entdeckung bei der Untersuchung der méglichen Isometrien in den
Euklidischen Rdumen R" ist ihr Zusammenhang mit linearen Abbildungen. Be-
kanntlich heifit f : R" — R" Jinear; falls fir alle x,y € R" und alle o, € R gilg,
daff f(ax + PBy) = af(x) + B {(y). Direktaus der Definition folgt, daf} eine line-
are Abbildung f : R" — R"jede Gerade G={x+0y | ae R}imR" in eine
Gerade "G = {f(x) + a f(y) | o€ R} iiberfiihrt.

Fiir lineare Abbildungen f giltimmer f(0) = 0, was fiir Isometrien im allgemei-
nen falsch ist. Andererseits ist die lineare Abbildung f : R — R mit f(x) = 2x
sicher keine Isometrie. Besteht auch kein Inklusionsverhiltnis zwischen Isome-
trien und linearen Abbildungen, so gentigen doch die linearen Abbildungen im
wesentlichen zur Beschreibung aller Isometrien. Zunichst gilt:

Satz  (lingen- und winkeltrene Abbildungen sind linear)
Sei f: R" — R" lingen- und winkeltreu, d.h. fiir alle x,y € R" gelte
I = [[x]| und w(t(x), f(y)) = wix, ).

Dann ist f linear.

Beweis
Seix e R" und sei o € R. Dann gilt:

+) f(ox) = o f(x).

Beweis von (+)
Die Aussage ist klar fiir o = 0 oder x = 0 wegen {(0) = 0.
Seien also x # 0 und o # 0. Wegen f winkeltreu ist

0 fiir a.>0,
i fiir o < 0.

w(f(x), f(ax)) = {

Aber [f(ox)] = [Jox|| = Tal [[x]| = Tol [f)].
Ist o> 0, so ist also f(ox) = lal f(x) = o f(x), da w(f(x), f(orx)) = 0.
Ist o < 0, so ist also f(ox) = - laul f(x) = o f(x), da w(f(x), f(0x)) = 7.

Seien nun x,y € R". Dann gilt:

(++) fx+y) = &) + {(y).

Beweis von (++)
Die Aussage ist klar fiir x = 0 oder y = 0. Seien also x,y # 0.
Die Punkte 0, x, x +y, y bilden ein Parallelogramm im R".
Aus der Lingen- und Winkeltreue von f folgt elementar, daf auch
die Punkte 0, f(x), f(x +y), f(y) ein Parallelogramm bilden.
Dann ist f(x +y) = f(x) + f(y), denn in Parallelogrammen im R" mit
Ecken 0, a, ¢, b gilt ¢ = a + b fiir die der 0 gegentiberliegende Ecke c.

— Aus (+) und (++) ergibt sich die Linearitit von f.
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Ubung
Es gibt eine winkeltreue stetige Bijektion f im R mit f(0) = 0 und ein
Parallelogramm 0, a, ¢, b mit ¢ = a + b derart, daf§ 0, f(a), f(c), f(b)
kein Parallelogramm ist.

Aus dem Satz erhalten wir:

Korollar  (Isometrien, die den Nullpunkt festhalten, sind linear)
Sei f eine Isometrie im R™ mit f(0) = 0. Dann ist f linear.

Beweis
Als Isometrie ist f winkeltreu. Wegen £(0) = 0 gilt fiir allex € R™:

If)] = d(fx),0) = d(f), f(0)) = d(x,0) = [x]|.

— Also ist f auch lingentreu, und nach dem Satz also linear.
Aus der Linearitit einer Isometrie gewinnen wir nun leicht:

Satz  (Fundamentalsatz iiber Isometrien im R”)
Sei f eine Isometrie im R". Dann existiert eine lineare
Abbildung g : R" — R" und ein z € R" mit:

f(x) = gx) + z firallexe R".

g und z sind hierbei eindeutig bestimmt.
Weiter ist g eine Isometrie im R".

Beweis
Wir setzen z = £(0) und definieren g : R" — R" durch
gx) = f(x) -z firxe R™
Dann ist g eine Isometrie und es gilt g(0) = 0.

Nach dem Korollar oben ist g linear. Damit sind offenbar g und z
— wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit ist klar.

Der Fundamentalsatz rechtfertigt die Einfithrung einer eigenen Notation fiir
Translationen.

Definition (Translation, tr,, Tr,)
Sei z € R". Dann definieren wir tr, : R® — R" durch
tr,(x) = x + z fiirallexe R™

Die Funktion tr, heifit die Translation um z (im R").
Wirsetzen Tr, = {tr, | ze R"}.

Wir halten fest, daf§ die Surjektivitit einer Isometrie fiir den Beweis des Haupt-
satzes nicht gebraucht wird. Damit erhalten wir durch Riickgriff auf ein nichttrivia-
les Resultat der linearen Algebra die Antwort auf die obige Frage:
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Korollar  (abstandstrene Abbildungen sind Isometrien)
Seif:R" — R" abstandstreu, d. h. es gelte d(f(x), f(y)) = d(x, y)
fir allex,y € R™
Dann ist f eine Isometrie.

Beweis
Der obige Beweis zeigt, daf} f = tr, © g fiir ein z € R" und
eine lineare Abbildung g gilt.
Ist f(x) = f(y) fir x,y € R", so ist d(x, y) = d(f(x), f(y)) = 0, alsox = y.
Also ist f injektiv. Wegen f injektiv ist auch g injektiv, und als lineare
— Abbildung damit automatisch auch bijektiv. Also ist auch f bijektiv.

Damit kénnen wir nun verschiedene niitzliche Charakterisierungen von Iso-
metrien geben, die den Nullpunkt festhalten:

Satz  (Charakterisierungen der Isometrien f mit {(0) = 0)
Seif : R" — R". Dann sind dquivalent:

(i) f ist eine Isometrie mit £(0) = 0.
(i) f istlinear und lingentreu.

(i) f ist lingentreu und winkeltreu.

(iv) f erhilt das Skalarprodukt, d.h. {f(x), f(y)) = (x, y) fur alle x,y € R"™.

Beweis
zu (i) ™ (iv): Hatten wir oben als Zusatz zur Winkeltreue einer Isometrie
mit f(0) = 0 vermerkt.

zu (fv) M (i) : Firallexe R gilt
Ix[? = (x, %) = (F(0, £)) =[]

Also ist f lingentreu.

Fiir alle x,y € R"ist (x, y) |ly| = (f{&), f(y)) ||[f(y)]|. Dies ist
elementargeometrisch nur moglich, falls w(x, y) = w(f(x), f(y)).
(Alternativ: cosinus-Formel fiir w(x, y).)

zu (i) 7 (#): Nach dem Satz oben sind lingen- und winkeltreue f linear.

zu (i) ™ (1): Es gilt f(0) = 0 wegen | f(0)|| = 0] = 0.
Weiter gilt fiir alle x,y € R":

dex,y) = llx-yl = [fac-p] = [ - ) = dEx), £(y)

Also ist f abstandstreu und damit eine Isometrie nach dem
- Korollar oben.

Fiir den linearen Anteil einer Isometrie verwenden wir einige Begriffe der Ma-
trizentheorie. Bekanntlich kann eine lineare Abbildung f : R" — R" bzgl. einer
festgewihlten Basis des Vektorraumes R" als (n x n)-Matrix dargestellt werden.
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Fir n € N sei Mat, die Menge der ( x n)-Matrizen tiber R. Fir A € Mat,
sei det(A) die Determinante von A. Weiter sei A" die transponierte Matrix von
A, d.h. A’ ist die an der Hauptdiagonalen gespiegelte Matrix A. (Fiir n = 0 be-
steht Mat, nur aus der leeren Matrix ; diese hat Determinate 1.)

Ist f: R" — R" linear, so sei A die { darstellende Matrix bzgl. der kanoni-
schen Basis { (1, 0, ...), (0, 1,0, ...), ..., (0, ..., 0, 1) }, d. h. in den Spalten von
A¢ stehen die Bilder der kanonischen Einheitsvektoren unter f. Ist umgekehrt
A € Mat,, so sei f, die lineare Abbildung mit f,(x) = Ax fiir alle x € R". Ist
f : R" — R" linear, so gilt f(x) = A¢ x fir alle x € R". Umgekehrt gilt die
Gleichung Ay, = A fiir alle A € Mat,.

Eigenschaften von linearen Abbildungen lassen sich nun in Eigenschaften von
Matrizen iibersetzen und umgekehrt. Einige Entsprechungen sind etwa:

(a) Die Komposition linearer Abbildungen entspricht der Multiplikation
von Matrizen, d.h. fiir lineare f,g auf dem R" gilt Af., = Af A,.

(b) Fiir ein lineares f gilt: f injektiv gdw f surjektiv gdw f bijektiv gdw
Ayinvertierbar gdw det(Ay) # 0.
In diesem Fall gilt dann A -1 = (Af)~" und det(A¢-1) = 1/det(A).

Fiir unsere Untersuchungen ist folgender Satz von besonderer Bedeutung, so-
dafl wir den Beweis zur Erinnerung ausfithren:

Satz
Sei f eine Isometrie mit f(0) = 0. Dann gilt A1 = A
Folglich gilt Idet(A)| = 1.

Beweis
Sei A = A¢. Die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der kanonischen
Basisvektoren unter f. Wegen f Isometrie sind die Spaltenvektoren von A
also normiert und stehen senkrecht aufeinander. Nach Definition der
Matrizenmultiplikation gilt also A* A = E, mit der n-dimensionalen
Einheitsmatrix E. Dies geniigt fiir A' = A™'.
Weiter gilt generell det(A) = det(A"), also

det(A)’ = det(A) - det(AY) = det(A-AY) = det(A-A™") = det(E) = 1.
— Also Idet(A)I = 1.
Den Fundamentalsatz iiber Isometrien konnen wir nun so formulieren: Ist f

eine Isometrie im R", so existieren eindeutig ein invertierbares A € Mat, und ein
ze R"mit f = tr, o fy. Es gilt zudem A" = Aund Idet(A)| = 1.

Definition (positive und negative Isometrien, $,,)
Sei f = tr, o f, eine Isometrie im R".
Wir nennen f positiv, falls det(A) = 1 gilt.
Gilt det(A) = - 1, so heifit f negativ. Wir setzen:

$n = {fe 9, | fistpositiv }.
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Wir berechnen noch den linearen Anteil und den Translationsanteil von Kom-
positionen und Umkehrabbildungen.

Satz  (Darstellung der Komposition und der Inversen)
Fiir alle n e N gilt:

(1) Fur fI = trzl o fAl’ f2 = U‘Zz o fAz (S ‘q)n gllt fl o fz = trzl +Ay 2, o fAlAz'
(@) Istf =tr,ofye $,und B =A"! soist f! = tr_p, ° f5.

(iii) $; ist eine Untergruppe von &,,.

Beweis
zu (1): Es gilt:

fl ° fz = tI‘Zl ° fAl ° trzz ° fAz = trzl ° trAl 2 ° fAl ° fAz = tI‘Z1 +A17; ° fAlAz‘

zu (i7): Esgilt £~ = fyotr_, = tr_g, © fp.

— zu (iii): Folgtaus (i) und (ii) und dem Determinantenmultiplikationssatz.
Wir definieren noch einige spezielle Teilmengen von Mat,,.

Definition (die Gruppen GL,, O,,, SO,)
Wir setzen fiir allen € N:

GL, = {Ae Mat, | f, ist bijektiv },
O, = {Ae€ Mat, | f,isteine Isometrie },
SO, = {Ae Mat, | f,isteine positive Isometrie }.

Diese Bezeichnungen sind mittlerweile allgemein tiblich. ,,GL steht hierbei fir ,,gene-
ral linear group®, ,,O* fiir ,,orthogonal group®, ,,SO* fiir ,,special orthogonal group®.

Die Mengen GL,, O, SO, bilden, versehen mit der Matrizenmultiplikation,
jeweils eine Gruppe. Es gilt GL,, © O, © SO,,. Die Gruppe O, reprisentiertalle
Isometrien, die den Nullpunkt fixieren. SO, ist weiter die Untergruppe von O,
aller die Orientierung erhaltenden, ,spiegelungsfreien” Isometrien. Die Matri-
zen in O, - SO, haben alle die Determinante - 1. Wegen des Determinanten-
multiplikationssatzes ist die Multiplikation zweier Elemente von O, - SO,, im-
mer ein Element von SO,,.

Wir berechnen nun noch einige Faktorgruppen. Zur Erinnerung: Sei G eine
Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G. H heifit eine normale Untergruppe
von G, falls fiir alle g e G gilt, dal Hg=g H, wobei Hg={hg |l he H}
und g H={gh | he H}. Fir normale Untergruppen H ist die Faktorgruppe
G/H wohldefiniert als die Gruppe (G/=, -), wobei g; = g, fir g, g € G,
falls g; g;”' € Hund g/=- g,/= = (g - g)/=.

Sind (G, -) und (F, -) Gruppen, und ist f : G — F ein Gruppenhomo-
morphismus, so istder Kern H={ge G | f(g) = 1} von f eine normale Unter-
gruppe von G. Ist f surjektiv auf F, so ist die entsprechende Faktorgruppe G/H
isomorph zu F.
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Der Beweis des folgenden Satzes verwendet Gruppenhomomorphismen und
Kerne zur Berechnung von Faktorgruppen. Die Behauptungen schlieffen mit
ein, daf} die entsprechenden Gruppen Normalteiler sind.

Satz  (isometrische Faktorgruppen)
Fiir alle n>1 gilt:

@) $,/Ir, istisomorph zu O,
@) $;/Ir, istisomorph zu SO,
(iii) $,/%; und O,/SO, sind isomorph zur Gruppe Z, = {1, - 1}.

Beweis
Wir betrachten die Abbildungen:
gy ¥, — O, mit gi(tr, o fy) = A firalle tr, o f5 € 9,
g 95 — SOy, g = g1l 9y,
g3+ 9, — Z; mit g3(tr, o fy) = det(A) fiiralle tr, o f5 € $,,,
gs: O, — Z, mit g4(A) = det(A).

Dann sind gy, ..., g4 surjektive Gruppenhomomorphismen nach dem Satz
oben iiber die Darstellung von Kompositionen und dem Multiplikationssatz
- fiir die Determinante. Berechnung der Kerne zeigt die Behauptung.

Statt mit g4 kann man so auch mit Hilfe des zweiten Isomorphiesatzes argumentieren:
0,/S0,, ist nach (i) und (ii) isomorph zu ($,,/Tr,, )/ ($;,/ T, ) und diese Faktorgruppe ist
isomorph zu 9,/ 9.

Wir stellen noch einige niitzliche Aquivalenzen tiber O,, zusammen.

Satz  (Charakterisierungen von O,)
Sei A € Mat,. Dann sind dquivalent:

(i) Ae O,,d.h.f, ist eine Isometrie.
(1) (Ax,Ay) = (x,y) firallex,y e R".
(i) A istinvertierbar und es gilt A~! = A",

Beweis
Die Aquivalenz von (i) und (i) haben wir oben schon gezeigt.
Weiter haben wir bereits (i) 7 (iii) bewiesen. Es geniigt also zu zeigen:
(i2) ™ (i1):
Fiir alle x,y € R" und alle B € Mat, gilt (x, By) = (B'x, y) nach
Definition des Skalarprodukts und der Matrizenmultiplikation.
-  WegenA'= A! gilt A" A = E, also (Ax, Ay) = (A"Ax, y) = (x, y).

Die Bedingung A~ = A" kann man auch so ausdriicken : Die Spaltenvektoren
von A bilden eine Orthonormalbasis des R" (d. h. sie sind linear unabhingig, ha-
ben alle die Linge 1 und stehen paarweise senkrecht aufeinander). Dies erklirt
den Namen ,,orthogonale Gruppe®.
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Sei A € O,. Wegen der Lingentreue von f, ist jeder reelle Eigenwert von A
gleich 1 oder - 1. Das Produkt der (komplexen) Eigenwerte Ay, ..., A, von A ist
gleich det(A), und damit gleich 1 oder -1. Die 1 ist genau dann Eigenwert von A,
falls f, einen nichttrivialen Fixpunkt besitzt. f, bildet die Sphire S"~! bijektiv auf
S™~! ab, und im Falle der Existenz eines Fixpunkts gibt es also einen Fixpunkt auf
der Sphire.

Ubung
Sei A € O, derart, daf§ alle Eintrige von A grofiergleich 0 sind.
Dann ist die Menge der Spaltenvektoren von A die Menge der kanonischen
Einheitsvektoren.

Wir kommen nun zur Klassifizierung der Isometrien fiir die ersten drei Di-
mensionen.

Isometrien in einer Dimension

Wir betrachten zunichst die Gruppen O; und SO, .

Satz  (iiber O;)
(a) Ist Ae SOy, soist f, die Identitit.

(b) IstAe O; - SOy, soist f, die Spiegelung von R am Nullpunkt.

Der Beweis ist offensichtlich, und der Satz nur deswegen eingefiigt, um einen
symmetrischen Aufbau der Analyse der Isometrien der ersten drei Dimensionen
zu erhalten. Die Isometrien auf R haben damit die folgende einfache Charakteri-
sierung:

Satz  (Charakterisierung der Isometrien auf R)
Seif : R — R eine Isometrie. Dann gilt:
(a) Istf positiv, so ist f eine Translation.

(b) Istf negativ, so ist f eine Spiegelung an einem a € R, d.h. es gibt
einae Rmitf(x) =a-(x-2a) =2a-x furallexe R.

Beweis
Sei f =tr,ofymitAe O, ze R.
zu (a):
Es gelte also det(A) = 1.
Dann ist f, die Identitit auf R, und damit f = tr,.

zu (b): Es gelte also det(A) = - 1.
Dann gilt fA(x) = - x fiirallex e R.
Wir setzen a = z/2. Dann gilt fiir alle x € R:

- fx) = tr,ofy,(x) = —x+z = 2a - x.
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Der Satz bringt ein erstes Beispiel fiir ein wiederkehrendes Phinomen der Iso-
metrieklassifikation ans Licht, das man den ,,Kollaps von Kompositionen“ nen-
nen konnte: Mehrere hintereinandergeschaltete Isometrien sind insgesamt eine
einzige sehr einfache Isometrie. Obiger Satz erweist etwa eine Spiegelung gefolgt
von einer 'Translation als eine Spiegelung, und zwei hintereinander ausgefiihrte
Spiegelungen als eine Translation.

Der Leser kann hier und im folgenden versuchen, sich auf dem Papier oder hinter ge-
schlossenen Augen den Kollaps gewisser Kompositionen zu visualisieren. Da wir in den
ersten drei Dimensionen bleiben werden, ist dies bei gutem Vorstellungsverméogen im
Prinzip immer moglich.

Ein weiteres Motiv, das wir in jeder Dimension verfolgen werden, ist die Dar-
stellung von beliebigen Isometrien durch Kompositionen von Spiegelungen.
Wir halten fest:

Uhung
(i) Jede Isometrie auf R, die den Nullpunke festhil, ist die Identitit
oder die Spiegelung am Nullpunkt.
(i) Jede Isometrie auf R ist die Komposition von hdchstens zwei
Spiegelungen an Punkten in R.

Die Anzahl der Spiegelungen, mit denen eine Isometrie durch Komposition

dargestellt werden kann, ist offenbar ungerade fiir negative Isometrien und ge-
rade fiir positive Isometrien.

Isometrien in zwei Dimensionen

Grundlage fiir die Klassifikation der Isometrien der Ebene ist nun der fol-
gende Satz tiber die Gruppe O,.

Satz  (iiber O,)
(@) Ist Ae SO,, soist f eine Rotation um den Nullpunkt.

(b) Ist A e O, - SO,, soist f, eine Spiegelung an einer Geraden durch 0.

Beweis
Sei A = ( ; 3 ) . In den Spalten von A stehen die Bilder von (1, 0), (0, 1).

Es gilt a* + b? = 1. Schreibe also a = cos(@), b = sin(@).
Da (c, d) senkrecht auf (a, b) steht und ¢ + d* = 1, gilt:

cos(@) - sin(¢) cos(®) sin()
A= ( sin(@) cos(®) ) oder A = ( sin(@) —cos(p) ) )

Im ersten Fall ist det(A) = 1 und A eine Rotation (gegen den Uhrzeigersinn)
um den Winkel o.
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Im zweiten Fall ist det(A) = - 1 und A die Komposition der Spiegelung an
der x-Achse und dieser Rotation um @, denn

a -c ac 10
b-a) = Gha) Coo
Diese Komposition kénnen wir einfacher darstellen. Denn seien
x = (cos(9/2), sin(@/2)), y = (- sin(¢/2), cos(¢)). Dann gilt Ax = x und
Ay = -y, wie man leicht nachrechnet oder sich geometrisch klarmacht.
— Alsoist A die Spiegelung an der Geraden durch 0 und x.

Wir geben noch einen zweiten Beweis des Satzes.

zweiter Beweis
Sei f = fy. Ist f1S" =id1S", so ist wegen Linearitit offenbar f = id.
Andernfalls existiert ein x mit f(x) # x. Sei o0 = w(x, f(x)) € ]0, 7,
und seiy € S' derart, daff w(x, y) = o/2.

1.Fdl: {(y) #y.

Es geniigt zu zeigen, daff f1S' die Rotation auf S' um den Winkel o
ist, im durch ,x nach f(x)“ eindeutig gegebenen Drehsinn.

Sei S ¢ S' das durch x und f(x) gegebene Kreissegment der Linge a,
einschliefflich der Grenzen x und f(x). Wegen (y) # y und

w(x, y) = w((x), f(y)) = o/2 ist {(y) die Rotation von y um o.

Wieder wegen Winkeltreue von f folgt hieraus allgemeiner, dafi

£f”S NS = {{(x) } und daf} fIS die Rotation um o ist.

Das gleiche Argument (zusammen mit der Injektivitit von f) zeigt,
dafl f1£”S die Rotation um a ist, und nach endlicher Iteration folgt die
Behauptung.

2. Fall: f(y) =y.

Sei G die Gerade durch 0 und y. Dann ist £1G die Identitit auf G.
Fiir a € Gsei H, die zu G senkrechte Gerade mitH, "G ={a}.
Wegen der Winkeltreue von fist {”H, c H, fiir alle a € G, und
f ist abstandstreu auf H,. Wir kénnen also f | H, als eine Isometrie
auf R auffassen, indem wir H, mit R (und a mit 0) identifizieren.
Aus dem Satz iiber O folgt wegen f(a) = a, daf fIH, die Identitit auf
H, oder die Spiegelung von H, am Punkt a sein muf}. Diese
Fallunterscheidung ist aber wegen der Linearititvon f und f 1G =id 1 G
unabhingig von a € G. Wegen {(x) # x ist der Identititsfall aber
ausgeschlossen. Insgesamt ist dann also f die Spiegelung

- im R? an der Geraden G (und det(f) = - 1).

Der Riickgriff auf Resultate einer kleineren Dimension wie im Beweis von (b)
ist generell eine niitzliche Methode zur Analyse der Isometriegruppen.

Auch fiir die Dimension n = 2 sind schon Eigenwerte und Eigenvektoren
niitzlich. Sei ndmlich A € O,, und seien A; und A, die komplexen Eigenwerte
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von A. Ist A; echt komplex, so ist A, die komplexe Konjugation von A (!) und da-
mitA; A; € R™. Fiir den Fall det(A) = - 1 = A; A; istalso notwendig A; = 1 und A,
= - 1, woraus unmittelbar abzulesen ist, daf} f eine Spiegelung ist.

Mit dem Multiplikationssatz fiir die Determinante erhalten wir:

Korollar
(i) Seien f und g Spiegelungen im R an Geraden durch den Nullpunkt.
Dann ist f o g eine Rotation um den Nullpunkt.

(ii) Sei f eine Spiegelung im R’ an einer Geraden durch den Nullpunkt,
und sei g eine Rotation im R* um den Nullpunkt.
Dann sind f o g und g ° f Spiegelungen an Geraden durch 0.

Fiir beliebige Isometrien der Ebene ergibt sich nun das folgende Resultat:

Satz  (Charakterisierung der Isometrien im R*)
Sei f : R — R? eine Isometrie. Dann gilt:

(a) Istf positivund hat f keine Fixpunkte, so ist f eine Translation.

(b) Istf positivund hatf Fixpunkte, soistf eine Rotation um einen Punkt
im R?, d.h. es gibteina e R’ und ein A € SO, mit f = tr, o fy o tr_,.
Zudem ist f, der lineare Anteil von f.

(c) Istf negativ, so ist f eine Gleitspiegelung, d.h. eine Spiegelung an
einer Geraden gefolgt von einer "Translation um einen zur Spiegel-
geraden parallelen Vektor.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Klassifikation (a) - (c) ist, daf z. B. der Fall
»Rotation gefolgt von Translation® nicht auftaucht. Auch hier gilt ein Kollaps von Kom-
positionen.

Beweis
Sei f = tr, o fy mitze R*,Ae O,.

zu (a):
Es gelte also A € SO, und f(x) # x fiir alle x € R?.
Dann ist Ax + z # x fiiralle x € R?, d.h. es gilt:

(+) -z ¢ mg(fy_g), wobei E € Mat, die Einheitsmatrix ist.

Nach (+) ist die lineare Abbildung f, _ ¢ nicht surjektiv, also nicht injektiv.
Seien also x,y € R? mit:

x#yund f4(x) - x = fu(y) - y.

Dannistfy(x - y) = x - y, alsoist x - y # 0 ein Fixpunkt von f,.
Wegen A € SO, ist dies nur méglich, wenn A = E gilt. Denn die
Abbildung f, ist eine Rotation um 0 und hat nur im degenerierten
Fall A = E Fixpunkte ungleich 0.

Alsoistf = tr, o fy = tr, o fy = tr, eine Translation.
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zu (b):
Es gelte A € SO, und f(a) = a fiir ein a € R”. Dann gilt:

a=fa) = (tr, o fy)@) = Aa + z,
alsoist z = a - Aa. Dann ist aber:

traoontr_a = tra°tr_Aa°fA = tra_AaOfA = trZOfA = f.
£

zu (c):

Es gelte also det(A) = - 1. Nach dem Satz tiber O, ist dann f, eine
Spiegelung an einer Geraden G durch den Nullpunkt.
Seiz = zy + z; mitzy € G und z; senkrecht auf G.
Dann st tr, o f, offenbar die Spiegelung an der Geraden G’, wobei
G’ die um den Vektor z,/2 verschobene Gerade G ist (vgl. den Beweis
von (b) im Charakterisierungssatz der Isometrien in R).

- Weiter ist zj parallel zu G’, und damitist f = tr, © tr, © f, wie gewiinscht.

Auch in der Ebene lassen sich Isometrien wieder ausschliefilich als Komposi-
tionen von Spiegelungen darstellen. Hier gilt:

Ubung
(i) Jede Isometrie im R?, die den Nullpunkt festhilt, ist die Komposition
von hochstens zwei Spiegelungen an Geraden durch den Nullpunkt.
(i) Jede Isometrie im R? ist die Komposition von héchstens drei
Spiegelungen an Geraden im R’.

Isometrien in drei Dimensionen

Entscheidend fiir die Analyse der Gruppe $; ist der folgende Satz:

Satz  (Achsensatz fiir Oz)
Ist A e SOs, soist 1 ein Eigenwert von A.
Ist Ae O; - SO;, soist -1 ein Eigenwert von A.

Beweis
Sei A € SOs3, und seien Ay, Ay, A3 die (komplexen) Eigenwerte von A.
Dann gilt A; - A; - A3 = det(A) = 1.
Sind alle Eigenwerte reell, so ist wegen Al =1und A - A, - A3 =1
offenbar mindestens ein Eigenwert gleich 1.

Ist A ein echt komplexer Eigenwert von A, so ist auch die komplexe
Konjugation p von A ein Eigenwert und es gilt Ap = 1. Dann ist aber
wegen A; - A, - A; = 1 der dritte Eigenwert reell und gleich 1.

-~ Ein analoges Argument zeigt die Behauptung iiber Matrizen in O3 - SO;.
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Wir geben noch einen zweiten Beweis dieser Aussage, der mit elementaren Ei-
genschaften der Determinantenfunktion auskommt (und fiir alle ungeraden Di-
mensionen funktioniert):

zweiter Beweis
Sei A € SO;. Dann gilt A™! = A",
Damit haben wir fiir die Einheitsmatrix E :

det(A-F) = det(A(E - A1) = det(A) det(E - AY) =
det(A) det(E - A)* = det(A) det(E - A) =
det(A) det(-F)(A - E)) = det(A) det(~F) det(A - E).

Wegen det(A) = 1 und det(- E) = (- 1)’ = -1 folgt hieraus, daf§
det(A - E) =0, d.h. 1 ist Eigenwert von A.

IstAe O3 -SOs,s0ist - A e SO;. Also ist 1 Eigenwert von - A,
— und somit -1 Eigenwert von A.

Die gleiche Rechnung zeigt, daf§ 1 ein Eigenwert jeder Matrix A € O, - SO, ist. (Fir
ein A € SO, ist dagegen auch -A € SO,.)

Damit haben wir gezeigt: Istf € $3, so existiert ein Punkt x auf der Kugelober-
fliche mit f(x) = x oder f(x) = -x. Diese Aussage ist alles andere als trivial.

Fiir einen analytischen Beweis der Existenz eines x mit f(x) = x oder f(x) = -x und einen
insgesamt etwas elementareren Beweis des Klassifikationssatzes der Oj sei auf die Dar-
stellung in [Knorrer 1996] verwiesen.

Damit kénnen wir nun die Gruppe Oj; leicht charakterisieren:

Satz  (iiber O3)
(a) Ist A€ SOg,soist fy eine Rotation um eine Achse durch den
Nullpunkt.

(b) Ist A€ O; - SOs, soist f, eine Rotationsspiegelung, d. h. eine
Spiegelung an einer Ebene durch den Nullpunkt gefolgt von einer
Rotation um die Achse durch den Nullpunkt, die senkrecht zur
Spiegelebene steht.

Beweis
zu (a):

SeiAe SO;. Seixe R, x#0, mit fy(x) = x.
Sei G die Gerade durch x und den Nullpunkt, und seia € G.
Weiter sei E, die senkrecht zu G liegende Ebene mit E, "G = {a}.
Dann ist f,”E, c E, wegen der Winkeltreue von fy, und f, | E, kann
mit einem Element von SO, identifiziert werden.
Also ist f5 | E, eine Rotation in E, um den Punkt a.
Die Rotationswinkel sind wegen der Linearitit von f fiir alle diese
Ebenen E,, a € G, gleich. Hieraus folgt die Behauptung.
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zu (b):
SeiAe O; -SO;.Seixe R, x#0, mit fu(x) = -x.
Sei G die Gerade durch 0 und x, und sei fy die Spiegelung an der zu
G senkrechten Ebene E durch 0. Dann ist det(B) = - 1, also ist
fy o fg = f¢ fiir ein C € SO;3. Nach (a) ist f eine Rotation um eine Achse
durch 0. Diese Achse ist aber G, denn x ist ein Eigenvektor von A - B.
- Dann ist wegen B® = E aber f, = f © fy, und dies zeigt (b).

Ubung
Statt (b) konnen wir gleichwertig auch wihlen:

(b") Ist A€ Os - SO;, so ist f eine Rotationspunktspiegelung, d.h. die
Spiegelung des Raumes am Nullpunkt gefolgt von einer Rotation.

Als Korollar zu (a) erhalten wir insbesondere die gar nicht selbstverstindliche
Kollabierungsaussage : Endlich viele hintereinander ausgefiihrte Rotationen im
R* um eine Achse durch den Nullpunkt kénnen als eine einzige solche Rotation
dargestellt werden.

Mit dieser Analyse der Gruppe O; im Hintergrund und dem Charakterisie-
rungssatz fiir die Dimension 2 kénnen wir nun zeigen, dafi sich auch die Isome-
trien der dritten Dimension noch recht iibersichtlich katalogisieren lassen:

Satz  (Charakterisierung der Isometrien im R?)
Seif: R — R? eine Isometrie. Dann gilt:

(a) Istf positiv, so ist f eine Translationsrotation, d.h. f ist eine
Rotation um eine Achse gefolgt von einer Translation um einen
zur Rotationsachse parallelen Vektor.

(b) Istf negativ und hat f keine Fixpunkte, so ist f eine Gleitspiegelung,
d.h. eine Spiegelung an einer Ebene gefolgt von einer Translation
um einen zur Spiegelebene parallelen Vektor.

(c) Istf negativ und hat f Fixpunkte, so ist f eine Rotationsspiegelung,
d.h. eine Spiegelung an einer Ebene gefolgt von einer Rotation um
eine Achse, die senkrecht zur Spiegelebene steht.

Beweis
Sei f = tr, o fy mitze R’ und A € O;.

zu (a):
Es gelte also det(A) = 1.
Nach dem Satz iiber SOj ist f, eine Rotation um eine Achse G durch 0.
Seiz = 7y + z; mitzg € G und z; senkrecht zu G.
Fiir a € Gsei E, die Ebene senkrecht zu GmitE, "G ={a}.
Da z; senkrecht zu G steht, ist (tr, ° )" E, CE, fiiralleae G.
Aus dem Satz iiber Isometrien im R? folgt, daf} tr,, ° fo|E, eine
Rotation in E, um einen Punkt r(a) € E, ist fir allea € G.
Offenbar bilden dann die Punkte r(a), a € G, eine zu G parallele
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Gerade G/, und tr,, ° fy ist eine Rotation um G'.
Damit ist f = tr, o tr, °f, eine Rotation um G’ gefolgt von einer zu G/
parallelen Translation tr,.

zu (b) und (c):
Es gelte also det(A) = - 1.
Nach dem Satz iiber Oj ist f5 eine Rotationsspiegelung durch den
Nullpunkt. Sei E die Ebene der Spiegelung, spg die zugehorige
Abbildung, und sei fg die sich anschliefende Rotation um die Gerade
G durch 0, die senkrecht auf E steht.
Sei wieder z = zy + z; mitzo € Gund z; € E.
Dann gilt tr, ° fy = fg o tr, , da z; auf der Drehachse G von fj, liegt.
Damit ist

f = tr, otr, ofgospg = tr, ofgotr, ° spg.

Die nun schon tibliche Argumentation der Zuriickfithrung auf die
nichstkleinere Dimension und ihrem Charakterisierungssatz zeigt:

(+) tr,, ©spg ist eine Spiegelung an einer zu E parallelen Ebene E’.

(zy steht senkrecht auf E; de facto ist E” die um den Vektor zy/2
verschobene Ebene E.)
Ebenso zeigt die Argumentation fiir tr, o fp:

(i) Ist fg nichttrivial, so ist tr, ©fy eine nichttriviale Rotation
um eine zu G parallele Gerade G’ (da z; senkrecht auf der
Drehachse steht; es gilt G” = G, falls z; = 0).

In diesem Fall ist G" " E’ ein Fixpunkt von f, und f ist
insgesamt eine Rotationsspiegelung.

(i) Ist fy trivial und z; # 0, so ist f eine Gleitspiegelung ohne
Fixpunkte.

(iii) Ist fp trivial und z; = 0, so ist f eine reine Spiegelung mit
Fixpunktmenge E’, und damit eine Rotationsspiegelung
(mit trivialem Rotationsanteil).

- Dies zeigt (b) und (c).

Hinsichtlich der Darstellung beliebiger Isometrien durch Kompositionen von
Spiegelungen gilt im dreidimensionalen Raum:

Ubung
(i) Jede Isometrie im R?, die den Nullpunkt festhilt, ist die Komposition
von hochstens drei Spiegelungen an Ebenen durch den Nullpunkt.
(i) Jede Isometrie im R’ ist die Komposition von héchstens vier
Spiegelungen an Ebenen im R*.

Wie zu erwarten gilt allgemein, daf} jede Isometrie auf dem R”" fiir alle n eine Komposi-
tion von hochstens n + 1-vielen Spiegelungen an Hyperebenen im R" ist.

Der Leser konsultiere [ Bachmann 1973 ] fiir eine abstrakte Behandlung der Geometrie,
die den Begriff der Spiegelung an die Spitze stellt.
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Zur Geschichte der Untersuchung Euklidischer Isometrien

Die Geschichte der Klassifikation der Euklidischen Isometrien ist eng mit
der komplizierten Geschichte des Gruppenbegriffs und der linearen Algebra
verbunden und verlduft damit tiber weite Strecken des 19. Jahrhunderts. Von
grofier inhaltlicher und historischer Bedeutung sind hier auch Symmetrie-
Fragen, die insbesondere durch die Kristallographie motiviert sind, etwa die
Klassifizierung der endlichen Untergruppen der O; (begonnen von J. Hessel
1831 und A. Bravais 1850) und der sog. kristallographischen Gruppen: Eine
Untergruppe G von 9, heifit kristallographisch, falls G diskret ist und eine
kompakte Menge K ¢ R" existiert mit U, g f”K = R". Eine Gruppe G heifit
dabei diskret, falls fiir alle x € R" ein € > 0 existiert, sodaf} fiir alle f, g € G gilt:
1) - @) < & folgt fx) = g.

Die Geschichte dieses Problemkreises beginnt, wenn man so will, bei den Py-
thagoreern, die zeigten, daf es nur fiinf regelmifige Korper gibt und fithrt iiber
Kepler, der fast-regulire Korper und Parkettierungen der Ebene betrachtete.
Euler bewies 1758, daf§ sich jede ,reale” Bewegung im dreidimensionalen Raum
als Komposition einer Rotation um den Nullpunkt und einer Translation dar-
stellen ldft (siche Teil (a) des obigen Satzes). Gruppentheoretische Ansitze zur
Beschreibung und Klassifikation von Bewegungen finden sich spiter bei Michel
Chasles (1830), Olinde Rodrigues (1840) und Louis Poinsot (1851). Camille Jor-
dan untersuchte das Thema der rdumlichen Bewegungen unter zum Teil kristal-
lographisch motivierten Fragestellungen in seinem ,,Mémoire sur les groupes de
mouvements” [ Jordan 1869]. In dieser Arbeit wurde die Bedeutung der Grup-
pentheorie fiir die Geometrie sichtbar, der Begriff ,,Gruppe” war bis dahin nur
im Umfeld von Permutationen gebriuchlich. Das auch aus dem Kontakt mit So-
phus Lie hervorgegangene Erlanger Programm von Felix Klein etablierte 1872
endgiiltig die Gruppentheorie innerhalb der Geometrie, und ab diesem Zeit-
punkt ist die Untersuchung der Euklidischen Hauptgruppe und ihrer Unter-
gruppen eine der ersten Fragestellungen dieser neuen Auffassung von ,,Geome-
trie“. Hinzu kam das wachsende Interesse an ,,Symmetrien®. Fiir eine ,,Figur® A
c R" kann man ihren Symmetriegehalt mathematisch einfangen als die Gruppe
aller Isometrien f mit f”A = A. Hier spielen auch die negativen Isometrien eine
Rolle, die in den ersten oft auch von der Mechanik motivierten Uberlegungen
noch nicht auftreten. Eine vollstindige Klassifikation der kristallographischen
Untergruppen des R’ und R’ gelang unabhingig voneinander E.S. Fedorov
1890 und Arthur Schoenflies 1891 (es gibt 17 Typen solcher Gruppen im R’ und
320 im R*). Hilberts 18. Problem stellte dann unter anderem die Frage nach der
Klassifizierbarkeit fiir hohere Dimensionen, die Ludwig Bieberbach bereits
1910 positiv beantworten konnte (ohne die Anzahlen der Gruppen ausrechnen
zu konnen).

Wir verweisen den Leser auf [ Scholz 1989] und die dortige Literatur fiir eine ausfiihrli-
chere Diskussion einiger Aspekte der Geschichte. Fiir eine Analyse der endlichen Unter-
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gruppen der Oj siehe [Sternberg 1994 ]. Eine Klassifizierung der kristallographischen
Gruppen fiir die Dimensionen zwei und drei findet sich in [ Burckhardt 1966].

Besonderheiten der Isometriegruppen $; und %,

Die besonders iibersichtliche Struktur der Isometriegruppen der ersten bei-
den Dimensionen findet ihren algebraischen Ausdruck in der sog. Auflésbarkeit
der beiden Gruppen. Wir definieren:

Definition (zuflosbare Gruppen)
Eine Gruppe G heifit auflishar, falls ein n € N und Untergruppen
Gy, .., G, von G existieren mit:

(1) G=GOQG1 =2 ... QGn:{l}a
(i) G, isteine normale Untergruppe von G; fur alle 0 <i < n,

(iii) G;/G;, istabelsch fur alle 0 <i<n.
In diesem Fall heifit (G; | 0 <i < n) auch eine G auflisende Kette.

Jede abelsche Gruppe G ist trivialerweise auflosbar durch die Kette (G, { 1 }).
Die Auflésbarkeit einer Gruppe kann man in diesem Sinne als eine Abschwi-
chung der Kommutativitit der Gruppe ansehen. Erhaltungs- und Ubertra-
gungseigenschaften sind:

Ubung
Sei G eine Gruppe, und sei H ein Untergruppe von G. Dann gilt:
(i) Ist G auflosbar, so ist H auflosbar.
(i) Ist G auflosbar und H normal, so ist G/H auflosbar.
(iii) Ist H normal und sind H und G/H auflésbar, so ist G auflosbar.
Als Korollar zu (ii) erhalten wir weiter: Ist f : G — F ein surjektiver Gruppenhomo-

morphismus und ist G auflésbar, so istauch F auflgsbar. Denn F istisomorph zu G/H, wo-
bei H der Kern von f ist.

Wir betrachten nun fiir ein n > 1 die Folge
‘911 ) ‘9; ’ Trn *

Dann ist nach obiger Berechnung der Faktorgruppen $; normal in $,, mit der
zur kommutativen Gruppe Z, isomorphen Faktorgruppe $,/%;, und Ir,, ist
normal in $], mit der zur Gruppe SO, isomorphen Faktorgruppe $;/1t,. Die
Gruppe Z, ist kommutativ und im Fall n = 1 oder n = 2 ist auch SO, kommuta-
tiv. Im Fall n = 1 sind weiter die positiven Isometrien bereits identisch mit den
Translationen. Insgesamt sind dann also

‘g)la +1.=Tr1a{1} und 3’2, 5’5, TrZ’{l}
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auflésende Ketten von $; bzw. $,. Die zweite Kette ist nach der Klassifikation
der Isometrien im R? identisch mit

3,, TrRot,, Tr,, {1}, wobei TrRot, = Tr, U {tr, o fy o tr_, | ae R*,Ae SO, }
die von den Translationen und Rotationen im R? erzeugte Gruppe ist.

Wir halten als Satz fest:

Satz  (Auflosbarkeit der Isometriegruppen fiir die Dimensionen 1 und 2)
$, und ¥, sind auflosbar.

Die Rotationsgruppe SOjs ist dagegen nicht mehr kommutativ, sodafl $3, Tr;
kein erlaubter Schritt in einem Auflgsungsversuch der Gruppe $3; mehr ist. Wir
werden unten sehen, daf§ die Gruppe SO; und damit auch $3 nicht auflésbar ist.

Ubung
{fo | Ae SO, } ist keine normale Untergruppe von $;, fiir alle n > 2.

Besonderheiten der Rotationsgruppe SO;

Wir haben gesehen, dafi die Gruppe SO; ausschliefilich aus Rotationen um
Achsen durch den Nullpunkt besteht, und in diesem Sinne hat SOj; eine einfache
Struktur. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daf} sich innerhalb von SO; bemer-
kenswert komplizierte kombinatorische Untergruppen finden lassen. Wie wir
spiter sehen werden hat ihre Existenz fiir die Theorie der Flichenmessung auf
der Kugeloberfliche und weiter der Volumenmessung im R" fiir n > 3 drastische
Konsequenzen.

Der erste Unterschied, der beim Vergleich von SO, und SOs auffillt, ist die
mangelnde Kommutativitit der Gruppe SO;. Zudem: Wihlen wir zwei ,,zufil-
lige“ Drehachsen G, und G,, und bezeichnen wir die zugehérigen Rotationen in
SO; mit ¢ und , so scheint es, daf} alle denkbaren Kompositionen von @, y, ¢~
und y~! verschiedene Drehungen ergeben. Wir fordern lediglich, daf im Verlauf
einer solchen Komposition eine gerade durchgefithrte Drehung nicht gleich
wieder riickgingig gemacht wird, daff also die Komposition keine Zweierse-
quenz der Form@o @', ¢™' o @,y ! oy oder ™! oy enthilt. Wir nennen solche
Kompositionen reduziert. Beispiele fiir reduzierte Kompositionen sind etwa, wo-
bei wir die Identitit als ,,Nullkomposition“ zulassen:

id, o, 0, 9°w, We o, 900, 9oy ooy,

Insgesamt ergibt jede solche reduzierte Komposition y wieder eine Drehung
um eine bestimmte Achse G, . Die Frage ist: Kénnen wir die Drehachsen G; und
G, tatsichlich so wihlen, daf} alle reduzierten Kompositionen zu verschiedenen
Drehachsen fiithren? Jede Drehung ¢ um 180 Grad ist z. B. ungeeignet, da dann
bereits ¢ = id gilt. Allgemeiner sind Drehungen um Winkel q 7 mit q rational
ungeeignet. Jede Drehung ¢ um einen im Verhiltnis zu © irrationalen Winkel
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stellt aber schon sicher, daff id, @, @', ¢ ° @, 9™ o ¢, ... paarweise verschieden
sind. Nun muf} aber noch eine Rotation y gefunden werden, sodafl alle reduzier-
ten Kompositionen mit ¢ paarweise verschiedene Drehungen darstellen. Der
Leser wird sehen, daf die Existenz eines solchen Paares ¢, y zwar glaubhaft ist,
aber keineswegs auf der Hand liegt. Wir werden unten ein solches Paar konstru-
ieren. Wie erwartet gelten dann auch starke Verallgemeinerungen; so konnen
etwa unendlich viele Drehungen gefunden werden, sodafj alle reduzierten Kom-
positionen dieser Drehungen verschiedene Drehungen ergeben.

Zur prizisen Formulierung des Sachverhalts ist es niitzlich, einige Begriffe der
kombinatorischen Gruppentheorie zu verwenden.

Freie endlich erzeugte Gruppen

Sein =1 fest gewihlt, und seienay, ...,a,,a;” Uoa, ! paarweise verschiedene
Symbole, die wir auch Buchstaben nennen. Die Exponenten -1 sind im Hinblick
auf die Einfithrung einer Gruppenstruktur gewihlt. Wir konnten auch by, ..., b,

statta;”', ..., a,” ' wihlen: Die a; und a;' sind zunichst beliebige Zeichen.

Wir betrachten weiter die Menge W der endlichen Worte, die aus diesen Buch-
staben gebildet sind. W enthilt auch das leere (oder uneigentliche) Wort, das wir
mit 1 bezeichnen. Fir Worte v und w aus W setzen wir:

v <; w falls v aus w durch Streichen von genau zwei aufeinanderfolgenden
Buchstaben von w der Form a;a;”! oder a,”'a; hervorgeht.
So gilt zum Beispiel :
-1
a3 < 142 ay,
1 < aa™! fiiralle 1 <i<n,
non(a,”! < ajylayh),
non( 1 < aay laa ).
Zum letzten Beispiel: Wir erlauben nur das Streichen eines einzigen Paares in <;.
Gilt v <; w, so nennen wir v auch eine Einschrittreduktion von w. Umgekehrt
heifit w dann eine Einschrittexpansion von v.
Ein Wortv € W heifit reduziert, falls non(w <; v) gilt fiir alle w e W.
Wir definieren nun eine Aquivalenzrelation ~ auf W durch:
w ~ v falls eink>1und wy, ..., w, € W existieren mit:
(@) Esgiltw; = w, w = w.
(ll) Firalle1 <i< kgllt w; <; Wi,1 oder Wi <1 Wj.
Zwei Worte w und v sind also genau dann dquivalent, wenn es eine Kette von
Einschrittreduktionen oder Einschrittexpansionen gibt, die von w zu v fiihrt.
Die Reduktionen und Expansionen kénnen dabei in beliebiger Mischung vor-

kommen (vgl. aber die Ubung unten). Eine Kette aus genau einem Element ist
zugelassen (k = 1). Offenbar gilt w ~ w fiir alle w e W . Umkehrung einer Kette
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zeigt die Symmetrie, und Verbinden zweier Ketten zeigt die Transitivitit der
Relation ~.

Auf der Menge W/~ der Aquivalenzklassen definieren wir nun eine Multipli-
kation durch

w/~ v/~ = wv/~,

wobei wv das Wort ist, das durch Hintereinanderhingen von w und v entsteht.
Es ist leicht zu sehen, daff (W/~, -) eine Gruppe ist.

Definition (die fieie Gruppe F, mit n Generatoren)
(W/~, -) heifit die freie durch die Generatoren ay, ..., a, erzeugte Gruppe.
Wir bezeichnen diese Gruppe auch mit F,(ay, ..., a,) oder kurz mit F,,
da es auf die Natur der Generatoren zumeist nicht ankommt.

Die Idee des Wortes ,,frei“ ist: Es gelten die Regeln, die explizit gefordert
werden, und keine weiteren.

Das neutrale Element von (W/~, -Yist 1/~ = {1, a;a;”
Aquivalenzklasse des leeren Wortes. Weiter gilt:

(;/~)"' = a7 '/~ firl<i<n.

1, -1 :
,a; ‘ap, ...}, die

Es ist leicht einzusehen, daff jede Aquivalenzklasse w/~ genau ein reduziertes
Wort enthilt:

Ubung
Sei w € W. Dann existiert ein eindeutiges reduziertes Wort v mitv ~ w.
v kann aus w durch iterierte, in beliebiger Reihenfolge durchgefiihrte
Einschrittreduktionen erhalten werden.
Gilt also w; ~ w;, so kann w; durch Einschrittreduktionen gefolgt von
Einschrittexpansionen in w; tibergefithrt werden.

Der besseren Lesbarkeit halber schreiben wir im folgenden w = v statt w ~ v
oder w/~ = v/~. In dieser Schreibweise ist dann tatsichlich a;”! nicht nur ein
Symbol, sondern invers zu a;. Fiir n = 2 kénnen wir zum Beispiel unbeschwert
wie folgt rechnen:

-1, -1 2 2 -1

QA A @ = 312 = A P = A Ay,
-1

a1  a; = 1, aa, # aa.

In dieser Form wird mit Elementen von freien Gruppen zumeist gearbeitet.
Die offizielle Struktur {(W/~, -) bleibt im Hintergrund.

Die freie Gruppe F; mit einem Generator a ist offenbar isomorph zu (Z, +)
(bilde fiir alle z € Z das Element a* von F, auf z ab).

Die Gruppe F, ist dagegen weitaus komplizierter. Mit a und b als Generato-
rengiltab # ba, a®b # ba”* usw. Insbesondere ist F; nicht kommutativ, und
damit kann die kommutative Rotationsgruppe SO, keine zu F, isomorphe Un-
tergruppe enthalten. Dies ist anders fiir die Rotationen in drei Dimensionen:
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Satz (F, und SO;)
SOj; enthilt eine zu F, isomorphe Untergruppe.

Der Beweis verwendet die einfachen Drehungen ¢ und y um den Winkel
arccos(1/3) um die z-Achse bzw. die x-Achse. Alle Drehungen sind wie tiblich
gegen den Uhrzeigersinn. Die Drehung ¢ ist etwa derart, daf§ die Projektion
des gedrehten Einheitsvektors (1, 0, 0) auf die x-Achse genau ein Drittel des
Einheitsvektors ergibt. Eine pythagoreische Rechnung fiir die y-Achse zeigt,
daf ¢ den Vektor (1, 0, 0) insgesamt auf den Vektor (1/3, 2V/2/3, 0) abbildet.
Setzen wir zur Entschlackung des Wiederkehrenden

o =1/3 und B = 2V2/3,

so ergibt sich insgesamt fiir die darstellenden Matrizen M(¢) und M(e™") bzgl.
der kanonischen Basis:

a -B O a B O
M(p) = ( B a 0 ) und M(p™!) = (—B a 0 )
0 0 1 0 0 1

Weiter sind M(y) und M(y™ ") die an der Gegendiagonalen gespiegelten Matri-
zen M() bzw. M(e™1).

Beweis
Seien @,y wie eben. Wir setzen:

F = ,die von ¢ und y erzeugte Untergruppe von SO;.

Wir zeigen, daf F isomorph zu F, ist. Betrachten wir F, als generiert von
den Symbolen ¢ und v, so ist die Abbildung g: F; — F mit

g(sy ... Sy) = Sp°...0s, fiirjedes reduzierte Worts; ... s, € Fs,

(mit g(1) = id) offenbar ein surjektiver Homomorphismus.
Die s; sind Elemente aus { @, y, ¢!, ™! }; auf der linken Seite der Definition von g
sind sie Symbole, auf der rechten Abbildungen in SO;.

Um zu zeigen, dafl F isomorph zu F, ist, geniigt es zu zeigen, daf} g injektiv ist.
Wir zeigen also g(s) # id fiir alle reduzierten Worte s # 1. Dies geniigt.
De facto ist g(s)(1, 0, 0) # (1, 0, 0) oder g(s)(0, 0, 1) = (0, 0, 1) fiir diese s,
wie die folgende genauere Berechnung zeigt:
(+) Ists=s;...s,,n>=1,reduziert, so existieren a,b,c € Z, m € N mit:
@) g®)(1,0,0) = (@, bV2, 0)/3", falls sy € {0, 97"},

(i) g()(0,0,1) = (a, bV2,0)/3", falls s, € {y, v},

(iii) b ist nicht durch 3 teilbar (insb. also b # 0).
Beweis von (+) durch Induktion nach n> 1

Induktionsanfang n = 1:
ist klar.
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Induktionsschritt von n nach n + 1 :
Seialsos = sy ... s,, reduziert.
O.E.seis,,; € {¢, 9"} (der andere Fall ist analog).
Nach LV. gilt:

g(sy ... s, 1)(1,0,0) = (a,bV?2,¢)/3™
fiir gewisse a, b, c,m wie in (i) - (iii). Damit ist dann:
g(s)(la 07 0) = M(sl) : (a, b\/j, C)t/3m7

mit M(s;) € { M(9), M(¢™"), M(y), M(y™") }.

Wir rechnen:

(1) M(@)-(a, bV2,0)/3™ = 1/3™*! (a-4b, (b +22)V2, 30)".
2) M@, bV2,0) /3™ = 1/3™*! (a+4b, 22 -b)V?2, 3¢)".
() M®y)-(a, bV2, o)t/3™ 1/3™*! 3a, (b -2c)V?2, ¢ +4b)".
@ M@y H-(a, bV2,0)/3™ = 1/3™*! 3a, (b +20)V2, ¢ - 4b)".

Wir miissen noch zeigen, dafi b + 2a, 2a - b, b - 2¢, b + 2¢ nicht
durch 3 teilbar sind. Wir betrachten hierzu auch noch s,.

Ists; =@ und sy € {y, y '}, soistb+2anicht durch 3 teilbar, da dann
nach I. V. b nicht durch 3 teilbar ist und a nach (3) und (4) von der Form
3a’ ist. Analoges gilt fiir alle anderen ,,gemischten® Fille, in denen

s; und s; beide Zeichen ¢ und  involvieren.

Ists; = @ und s, = @, so ist nach (1)
b+2a = b+2(a"-4b") = b+2a"-8b" = b+(2a"+b")-9b" = 2b-9b".
Nach I. V. ist b nicht durch 3 teilbar, also ist auch 2b - 9b” nicht

durch 3, teilbar, also ist b + 2a nicht durch 3 teilbar. Analoges gilt
- fiir die anderen ,,gleichen* Fille, d.h. s, =s,,s, € {@™ ', y, y~ ' }.

Dieses elementare Argument stammt von Swierczkowski (1958). Hausdorff
entdeckte 1914, dafi die Gruppe SO; eine zum sog. freien Produkt Z, ; der Rest-
klassengruppen Z, = Z/=, und Z; = Z/=5 isomorphe Untergruppe enthilt (die-
ses Produkt taucht bereits bei Felix Klein 1890 auf; die Gruppe Z, ; hat zwei Er-
zeuger a und b und zusitzlich zu den Gruppenaxiomen gelten die Regeln a* = 1
und b’ = 1). Hausdorff brachte sein Resultat noch im Anhang seiner ,,Grundziige
der Mengenlehre” (siche [Hausdorff 1914, S. 4691t.]) und dann fiir sich stehend
noch einmal in [Hausdorff 1914b]. In den ,,Grundziigen heifit es:

Hausdorff (1914): ,,...verstehen wir unter @ eine Halbdrehung (um ) und unter y eine
Dritteldrehung (um 2/3 1) um eine von der ersten verschiedene Achse. Sie erzeugen
eine Gruppe G von Drehungen, deren Elemente wir nach der Faktorenzahl geordnet
(wobei @, y, y* als einfache Faktoren gezihlt werden) so schreiben:

Lo, v 1oy 0w, wo, v ol ..
Bei geeigneter Wahl der Drehachsen bestehen aufier ¢° = y* = 1 keine Relationen zwi-
schen @und vy ...
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[Zum Beweis dieser Behauptung] legen wir durch den Kugelmittelpunkt ein
rechtwinkliges Achsensystem, die y-Achse [der Drehung um 2/3 ] in die z-Achse,
die @-Achse [der Drehung um ] in die xz-Ebene ... [und] bezeichnen den Winkel
beider mit 1/2 6 ....

Hausdorff analysiert nun die entstehende Gruppe von Drehungen in Abhingig-
keit vom Winkel 6/2 der beiden Drehachsen, und kommt zu dem Ergebnis, dafy
mit Ausnahme von abzihlbar vielen Werten jeder Winkel 0 geeignet ist, damit
yaufler @ =y’ = 1¢ keine Relationen bestehen, d.h. die entstehende Gruppe ist
isomorph zum freien Produkt Z, ; von Z, und Z;. Die Gruppe Z, ; wiederum
enthilt eine Kopie von F3, sodaf} wir obiges Ergebnis auch aus der Konstruktion
von Hausdorff erhalten:

Ubung
Z, 5 enthilt eine zu F, isomorphe Untergruppe.

Die iiberraschenden Konsequenzen dieser Ergebnisse iiber Rotationen im R’
werden wir im iibernichsten Kapitel kennenlernen.

Auflosbare Gruppen (G, ©) konnen nach einem allgemeinen Satz keine zur
F, isomorphe Untergruppe enthalten: Es gibt immer ein nichtleeres redu-
ziertes Wort w = sy ... s, in zwei Buchstaben a und b, sodafy w gelesen iiber
G immer gleich 1 ist, d. h. fiir alle @,y € G gilt, dafl {(s;) © ... o {(s,) = 1, wo-
bei f(a) = @, f(b) =y, fa™ ") = ¢!, f(b™!) = y~'. Um diese einzusehen, be-
trachten wir noch eine fiir sich interessante Aquivalenz zur Auflésbarkeit :
Fir auflésbare Gruppen existiert immer eine kanonische auflésende Kette.
Wir definieren hierzu:

Definition (Kommutator)
Sei G eine Gruppe. Wir definieren fiir g, h € G den Kommutator
von g und h, in Zeichen [g, h], durch:
[g,h] = g‘1 h! gh.
Wir definieren weiter den Kommutator von G durch:

[G) G] = { [gbhl] Teee [gnahn] | n= 17 g1 -+ En>» hI’ ERES) hn € G}

Zur Motivation: Eine Faktorgruppe G/F ist genau dann kommutativ, wenn
ghF=hgF,dh g'h'gheF firallegh e G gilt. Durch derartige Uberle-

gungen und Berechnungen zeigt man leicht:

Satz  (iiber den Kommutator einer Gruppe)
Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(1) [G, G]isteine normale Untergruppe von G.
(i) G/[G, G]istabelsch.

(iii) Ist H eine normale Untergruppe von G mit G/H abelsch,
soist [G, G] c H.
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Die Faktorgruppe G/[G, G] ist also die beste ,,Abelisierung® der Gruppe G.
Der Kommutator [G, G] selbst ist i.a. nicht abelsch, und es liegt dann nahe,
die Kommutatorbildung zu iterieren. Fiir eine Gruppe G setzen wir:
G? = G, G"Y = [G™,G™] firallene N.

Die Minimalititseigenschaft (iii) des Satzes tiber den Kommutator liefert nun
leicht:

Satz  (Kommutatorformulierung der Auflosbarkeit)
Sei G eine Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) G istauflosbar.
(i) Es existierteinne N mit G® = {1}.

Beweis
(1) ™ @i): Sei Gy, Gy, ..., G, eine G auflosende Kette. Die Minimalitit
der Kommutatorgruppe liefert induktiv, daff G® ¢ G; fiir alle i < n gilt.
Alsoist {1} € G™ c G, = {1}.

- ()™ G): G9 GV, ..., GY ist eine G auflosende Kette.
Mit Hilfe der Kommutatorfolge G? GO, ..., G™ kénnen wir nun zeigen:

Satz  (auflosbare Gruppen und F,)
Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann enthilt G keine zur F; isomorphe
Untergruppe.

Beweis
Fiir g, h € G setzen wir neben [g, h] = g"' h™! gh noch
[g.h]* = ghg'h! = [g7,h'] € [G, G].

Wir definieren nun rekursiv fiir zwei festgewihlte g, h e G:

g0 = 8,
hy = h,
gi.1 = [gi, hil,

hi,{ = [g;, h;]* firalleie N.

Sein € N minimal mit G® = {1}.

Wegen g, € G™ ist dann also g, =1 (und h, = 1).

Gelesen tiber F,, generiert von den Zeichen g und h, ist aber g, ein

reduziertes Wort (!). Also ist die von g und h erzeugte Untergruppe H
— von G nicht isomorph zu F,. Dies zeigt die Behauptung.

Fiir die auflosbaren Gruppen $; und $, kénnen wir relativ einfache universelle
Gleichungen in zwei Variablen finden, die gelesen iiber F, nicht gelten:
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Ubung
(i) Firallege 9;ist@> € Try, alsoist ° w? ¢ >y 2 = 1 fiiralle g, y e 9,.
(i) Firalleg,ywe $,istx = ¢’ y? ¢ 2y ? e Tr,.
Also gilty " = %' x, wobei %" = ¢ > w2 ¢o? y? € Tr,.
Folglichistx " %' %' ~' = 1.
Wir schreiben hier $; und ¢, der Einfachheit halber multiplikativ.
Ubung
Sei G = F(y,5,3,4,5) die Permutationsgruppe auf { 1, 2, 3,4, 5 }, und sei

H={ge G | signum(g) = 1 } die Untergruppe der geraden Permutationen.
Dann gilt [G, G] = H und [H, H] = H. Also ist G nicht auflésbar.

Die Ubung zeigt, daf§ obigige Implikation iiber auflosbare Gruppen und F, nicht um-
gekehrt werden kann.
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5. Inhalte und Mafle

Die Bestimmung der Lingen von Kurven, der Inhalte von Flichen und der Vo-
lumina von dreidimensionalen Korpern gehort nicht nur zu den éltesten Tradi-
tionen der Mathematik, sondern auch zu den immer wiederkehrenden Quellen
und Priifsteinen am Weg ihrer geschichtlichen Entwicklung. Das geometrisch
begriindete Messen ist der Mathematik so eigentiimlich wie das quantitativ be-
griindete algebraische Rechnen.

Bereits in der Antike entstehen — neben dem Mefiverfahren der Wechselweg-
nahme des Euklidischen Algorithmus - die ersten beweistechnisch aufwendigen
Methoden zur Flichen- und Volumenberechnung durch Ausschopfung und
Umschreibung: Das gesuchte Maf} eines Objekts wird approximativ ermittelt,
indem dieses durch einfache geometrische Gebilde, deren Mafi bekannt ist,
moglichst dicht aufgefiillt oder knapp umschlossen wird. Die hellenistische Ma-
thematik war zur Zeit des Archimedes mit dieser Exhaustionsmethode sehr weit
vorgedrungen, und die Wissenschaftsgeschichte hitte ein gutes Jahrtausend ge-
spart, wenn es die andere Geschichte zugelassen hitte. Archimedes berechnete
Oberfliche und Volumen der Kugel und Volumina bestimmter anderer Rotati-
onskorper. Er findet etwa das Volumen mr?h/2 eines in einen Zylinder mit Ra-
dius r und Hohe h einbeschriebenen Paraboloids. Erst Newton und Leibniz ha-
ben die antiken Methoden durch die Infinitesimalrechnung vollendet, und bis
zur Fundierung der Infinitesimalrechnung selber dauerte es weit bis ins 19. Jahr-
hundert. Die neue Technologie bewiltigte mit Leichtigkeit Aufgaben wie etwa
die Volumenberechnung von komplizierten Rotationskorpern oder die Mini-
mierungsprobleme der Variationsrechnung. Besonders der Leibnizschen For-
mulierung der Theorie kommt die bekannte magische Sogwirkung der Analysis
zu, der man sich nur durch den Blick auf die zuweilen undurchsichtige Systema-
tik ihrer Ergebnisse zu entziehen vermag. Produziert werden eine Unzahl von
faszinierenden Gleichungen wie Eulers = » | 1/n” = /6, spezielle Objekte wie
die sinus- und cosinus-Funktion werden zum mysteriosen Ausgangspunkt riesi-
ger Teiltheorien und alles scheint sich irgendwie durch Verwendung bestimmter
Tricks 16sen zu lassen. Am Ende steht man beeindruckt vor den Oasen innerhalb
jener riesigen Integral- und Differentialwiisten, die die Mathematik dem norma-
len Erdenbiirger als ein so unwirtliches Gefilde erscheinen lassen, und man be-
trachtet staunend die Karawanen der Physik, die sich hier ihr Wasser holen.

Das abstrakte mathematische Mafiproblem wurde, trotz der hochentwickelten
Theorie zur Volumenbestimmung, erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts formu-
liert. Seine Motivation ist heute, nach der semantische Revolution der Mathema-
tik durch die mengentheoretischen Sprache, keine grofie Aufgabe mehr, es er-
scheint dermaflen natiirlich, dafl es sich verlustfrei ad hoc formulieren lafit:
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»Kann man einer beliebigen Menge von reellen Zablen eine Linge zuweisen ¢,

»Was ist die Fliche einer Teilmenge der Ebene 2,

usw. Gestellt wurde das Problem zu Beginn des 20. Jahrhunderts von Borel und
auf seinen Schultern von Lebesgue, nachdem Cantor ,lineare Punktmannigfal-
tigkeiten®, allgemeine Teilmengen des Kontinuums also, tiberhaupt erst zu ei-
nem mathematischen Begriff gemacht hatte. Cantor selber hatte, wie auch
Peano und Jordan, tiber das abstrakte mathematische Messen nachgedacht, aber
erst Lebesgue gelang es, das Thema prignant formuliert auf das mathematische
Tapet zu bringen. Es eroberte seinen festen Platz in der modernen Analysis und
wurde zur unentbehrlichen Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Das Mafiproblem

Wir wollen Teilmengen A von R ein Lingenmaf} oder kurz eine Linge zuord-
nen. Weiter wollen wir A c R? eine Fliche, A ¢ R’ ein Volumen, und allgemein
Teilmengen A des R" ein n-dimensionales Volumen zuordnen fiir n > 1 (wir ver-
wenden den Begriff Volumen der sprachlichen Einfachheit halber zuweilen auch
fiir die Dimensionen 1 und 2). Das n-dimensionale Volumen wird eine reelle Zahl
grofiergleich 0 sein. Zuweilen wird man der Bequemlichkeit halber auch ,,unend-
lich® als Wert des Messens zulassen.

Die Intuition iiber den Lingenbegriff liefert zunichst als Ausgangspunkt: Ein
reelles Intervall [a,b], a < b, hatdie Linge b - a. Allgemeiner hat ein n-dimensio-
naler Quader [a, b]" das Volumen (b - 2)". Es wire nun moglich, von hier aus die
Linge von immer komplizierteren Teilmengen von R und R" festzulegen, oder
wenn man so will, zu finden. Dieser besonnene Weg ist sehr fruchtbar und ein
Abenteuer fiir sich, und wir werden spiter insbesondere bei der Diskussion der
sog. Borel-Hierarchie sehen, wie reichhaltig ein ,immer komplizierter” sein
kann, ohne daf} dabei der Boden der konkret fafibaren Teilmengen von R verlas-
sen werden miifite. Wir suchen hier aber stiirmisch und unerschrocken nach ei-
nem umfassenden Lingenbegriff, der die ganze Potenzmenge von R im Auge hat.

Die intuitiv klare ,Homogenitit des Raumes* fiithrt zu einer weiteren wesent-
lichen Eigenschaft fiir alle Teilmengen des R": Lingen dndern sich nicht durch
Verschiebung, Volumina nicht durch Rotation, usw. Wir werden von einem Vo-
lumenbegriff, der seinen Namen verdient, allgemein erwarten, daf§ alle Euklidi-
schen Isometrien volumentreu sind. Fiir alle n > 1, alle Euklidischen Isometrien
g:R" — R"undalle Ac R" stimmen dann das Volumen von A und das Volumen
von g”A iiberein.

Wias kénnen wir noch iiber ,,Linge“ sagen? Ein weiterer intuitiver Komplex
ldfit sich unter dem Stichwort ,,Additivitit“ zusammenfassen: Disjunkte Vereini-
gungen von Mengen entsprechen der Summenbildung bei der Lingenmessung.
Intuitiv klar ist: Sind A und B disjunkte Teilmengen von R, so ist die Linge von
A U B die Summe der Lingen von A und B. Wie sieht es aber mit unendlich vie-
len disjunkten Mengen aus? Soll hier immer noch Additivitit gelten? Daf} ein
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»ja, sicher* hier zu vorschnell ist, zeigt folgende einfache Uberlegung: Die
Lingevon {x} c Ristsicher Null fiir alle xe R. Aber R ist die disjunkte Vereini-
gung aller { x }, also R = U, g { x }. Also kann ein Lingenmaf§ nicht beliebig
additiv sein. Ebenso wire aber ein , sicher nicht“ zu vorschnell. Abzihlbar viele
paarweise disjunkte Intervalle der Lange 1/2, 1/4, 1/8, ... sollten zusammenge-
nommen Linge 1 haben, darauf wird man kaum verzichten wollen. In der Tater-
weist sich der Begriff der abzihlbaren Additivitit als ebenso sinnvoll wie stark,
und dies sowohl aus praktischer als auch aus theoretischer Sicht. Die Uberab-
zihlbarkeit von R macht es moglich, einzelnen Punkten von R die Linge Null
zuzuordnen und zugleich die Idee der unendlichen Summenbildung aufrechtzu-
erhalten.

Zur Prizisierung fithren wir nun noch einige Begriffe ein. Im folgenden be-
trachten wir Funktionen mit Werten in [0, o], wobei fiir den uneigentlichen
Wert < die iiblichen Rechenregeln gelten sollen, etwa x + oo = o + x = oo fiir
allex € [0, eo]. Ist A C [0, o] nach oben unbeschrinkt, so sei sup(A) = oo, usw.
Die Zulassung von oo ist insgesamt eine rein notationelle Bequemlichkeit, auf
die man aber schnell nicht mehr verzichten mochte.

Definition (additive und o-additive Funktionen)
Sei M eine Menge von Mengen, und sei u: M — [0, o] eine Funktion.

(1) w heifit endlich additiv (innerbalb M), falls fur alle disjunkten
ABe MmitAUB e Mgilt:

WA UB) = u@A) + u).
(i) W heifit o-additiv (innerbalb M), falls gilt:

Ist N ¢ M eine abzihlbare Menge von paarweise disjunkten
Mengen und ist U N € M, so ist

WUN) = Zycn @A)

HierbeiistZ s« n WA) € [0, oo] das Supremum der Partialsummen einer beliebi-
gen endlichen oder unendlichen Aufzihlung von { W(A) | A€ N}. Jede c-additive
Funktion ist auch endlich additiv, da N in (ii) auch endlich sein kann.

Der Leser denke bei M an Mengen der Form P(R) fiir eine Menge R, oder an
hinreichend reichhaltige Teilmengen von P(R). Speziell sind wir hier natiirlich
an R = R" fiir n > [ interessiert.

Das Lebesguesche Mafiproblem fiir ein beliebiges n € N lautet damit:

Mafiproblem fiir das n-dimensionale Kontinuum
Gibt es eine Funktion f : P(R™) — [0, o] mit:

@@ £([0,1]") = 1. (Normiertheit)
(b) f(A) = f(g”A) fiir alle A € R" und alle Isometrien g € $,..
(Bewegungsinvarianz)

(c) f ist o-additiv. (0-Additivitit)
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Das n-dimensionale Mafiproblem heifit osbar, falls es eine derartige Funktion
f gibt. f heifit dann ein volles bewegungsinvariantes Maf auf R". Das Adjektiv voll
bezieht sich hierbei auf den Definitionsbereich von f, die volle Potenzmenge von
R". Fir A ¢ R" heifit weiter £(A) das Maf§ von A unter f.

In der Originalfassung der Doktorarbeit von Lebesgue lautet die Fragestel-
lung (formuliert fiir beschrinkte Mengen und endliche Mafie):

Lebesgue (1902): ,,Nous proposons d’attacher a chaque ensemble borné un nombre positif
ou nul que nous appellerons sa mesure et satisfaisant aux conditions suivantes:
1.° 1l existe des ensembles dont la mesure n’est pas nulle.
2.° Deux ensembles égaux ont méme mesure.
3.° La mesure de la somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
d’ensembles, sans points communs, deux a deux, est la somme des mesures de ces
ensembles. “

Fiir eine Losung f des Mafiproblems gelten automatisch weitere Eigenschaften:

Ubung
Seif: P[R") — [0, =] eine Losung des Mafiproblems der Dimension n.
Dann gilt:
@) f({x}) = 0 fiirallexe R", fallsn# 0. (Nichttrivialitit)
(i) f(A) < {(B) fiir alle A,B c R" mitA C B. (Monotonie)
(iii) f(A) < oo fiir alle beschrinkten A c R".

Weiter ergibt sich aus einer Losung des Mafiproblems fiir eine Dimension
eine Losung des Mafiproblems fiir alle kleineren Dimensionen:

Ubung
Ist das Mafiproblem fiir n l6sbar, so ist es auch fiir alle m < n l6sbar.

[Sei f wie im n-dimensionalen Mafiproblem, und sei m < n.
Betrachte g : PR™) — [0, ] mitg(A) = f(Ax[0,1]""™) fir AcR™.]

Jede Losung des Mafiproblems wire ein Kandidat fiir eine n-dimensionale Vo-
lumenfunktion. Man konnte sogar hoffen, dafi eine Losung fiir allen>1 eindeu-
tig bestimmt ist. Dann wire ein n-dimensionales Volumen in zeitlos befriedigen-
der Weise erklirt. Die Mathematik birgt aber immer wieder Uberraschungen,
und in der Tatist das Mafiproblem bereits fiir n = 1 unlgsbar: Es gibt Teilmengen
A des Kontinuums, denen man keine Linge zuweisen kann, wenn wir die obigen
durch die Intuition gegebenen Anforderungen an ,, Linge“ stellen (c-Additivitit
und Bewegungsinvarianz). Genauer zeigt sich, daf§ die scheinbar unproblemati-
sche Translatonsinvarianz einer Linge, in Verbindung mit der o-Additivitit,
durch die Existenz einer Zerlegung von R in unendlich viele gleichwertige Teile
vor unlosbare Probleme gestellt wird. Genaueres zeigt der Beweis des Satzes von
Vitali, der nur vier Jahre nach der Formulierung des Mafiproblems durch Lebes-
gue gefunden wurde. Hierzu definieren wir noch:



5. Inhalte und Mafle 189

Definition (Translation einer Menge A C R", A +x, A - x)
Seien A ¢ R", x € R". Dann setzen wir:
A+x =x+A try"A (={y+xlyeA},
A-x=A+(-x) = tr["A ={y-xlyeA}).

A + x heifit die die Translation und A - x die Riicktransiation von A um x.

Die Punktmenge A + x ist also das Ergebnis der Verschiebung der Figur A um
den Vektor x € R". (Hier und im folgenden ist y + x fiirx,y € R" und n > 1, die
iibliche Vektoraddition.)

Ubung
Sei Q dichtin R, und seien a,b € R mita < b. Dann gilt fiir alle P c R:

P = Uycq(Ja,bl+q) N P.

Nach diesen notationellen Vorbereitungen kénnen wir nun relativ einfach den
folgenden grundlegenden Satz beweisen ([ Vitali 1905]):

Satz  (Satz von Vitali, Nichtexistenz einer vollen 6-additiven Lingenfunktion)
Sei®B = { A R | Aistbeschrinkt }.
Dann gibteskein u : 8 — R{ mit:

@) w({o,1]) > 0.
(i) Firalle Ae Bundalleqe Q gilt u(A) = WA +q).
(iii) W ist o-additiv.
Beweis

Annabme, es gibt eine solche Funktion p.
Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf R durch:

x~y falls x-ye Q.

Sei V c [0, 1] ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir ~.
SeiQ =Q n [-1,1]. Dann gilt:

(o) Firalleq;,que Qmitqyzqrist (V+q) n(V+q) =6
® [0,1] € Ugeq (V+q@ = Uy (x+ Q).

Sei W= U cq(V+0q).
Dann ist W C [- 1, 2] beschrinkt, also W € 8.
Nach (), (if) und (iii) gilt:

M(W) = quQ M(V"' q) = 2nZO M(V)
Also ist W(V) = 0 wegen W(W) € R. Also w(W) = 0. Dann ist aber nach ()
M([O> 1]) < “(W) = 07

= im Widerspruch zu w([0, 1]) > 0 nach (i).
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Die Konstruktion von Vitali 148t sich sehr schon auch auf jedem Kreis K
durchfiihren (und damit auf jedem Intervall [0, t[, t > 0, wenn man modulo t
rechnet). Fiir x,y € K definieren wir x ~ y, falls der Winkel zwischen x und y bzgl.
des Kreismittelpunktes ein rationales Vielfaches von 2 ist. Ist V ein vollstindi-
ges Reprisentantensystem dieser Relation, so ist K die disjunkte abzihlbare Ver-
einigung aller Rotationen von V um die Winkel 2nq, q € Q@ n [0, 1[. Alle diese
Rotationen miifiten wegen Bewegungsinvarianz das gleiche Maf§ p haben. We-
gen der o-Additivitit ist sowohl u = 0 ausgeschlossen (da sonst K Maf 0 hitte)
also auch p > 0 (da sonst K kein endliches Maf} hitte).

Der Beweis verwendet, dafi jede Aquivalenzrelation ein vollstindiges Repri-
sentantensystem besitzt. Wir geben noch einen zweiten Beweis des Satzes, der
ein solches Reprisentantensystem mit Methoden der linearen Algebra gewinnt.
Diereellen Zahlen kénnen wir als Vektorraum iiber dem Korper Q auffassen: Die
Vektoren sind Elemente von R, als Skalare betrachten wir aber nur rationale Zah-
len. Eine Basis des Q-Vektorraumes R bezeichnet man traditionell als Hamelbasis.
Eine Hamelbasis H istalso eine Teilmenge von R derart, dafi jedes x € R eine ein-
deutige Darstellung der Formx =X, .., q; z; mitq; € Qund z; € H besitzt. Ha-
melbasen generieren in einfacher Weise nun ebenfalls Mengen, die die -additive
Lingenmessung vor unlésbare Probleme stellen:

Variante des Beweises des Satzes von Vitali
Sei H C R eine Basis des @-Vektorraumes R mit 1 € H. Wir setzen:

S = ,dervon H - {1} erzeugte Unterraum des Q-Vektorraumes R“.

Sei wieder ~ die obige Aquivalenzrelation auf R, also x ~ y gdw x -y € Q.
Wir zeigen:

(+) Sistein vollstindiges Reprisentantensystem fir ~.

Beweis von (+)
Seienx,y € S,undseix-y=qe Q. Dannistq=0undx =y, denn
andernfalls wire 1 = x/q - y/q, und also 1 eine Linearkombination von
Vektorenin H - {1}, im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von H.
Also sind die Elemente von S paarweise nicht dquivalent.
Wegen H erzeugend ist weiter R = U . (S +q-1) = U,cs (x + Q).
Also ist S vollstindig.

Wir setzen nun:
V ={x€e[0,1[ | x+ae Sfireinae Z}.

Dann ist V immer noch ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir ~,
— und der Beweis kann wie oben gefithrt werden.

Man kann das Argument auch so fithren, ohne die Relation ~ explizit zu erwihnen. Sei
H eine Hamelbasis und sei x* € H fest gewihlt. Sei S der von H - { x* } erzeugte Unter-
raum von R. Wegen H Basis ist R die disjunkte Vereinigung der Mengen S + qx*, q € Q.
Wir setzen firqe Q: S; = (S + qx*) n [0, 1].
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Dann ist [0, 1] die disjunkte Vereinigung aller Sy, q € Q. Annabme, es gibt ein p wie
im Satz von Vitali. Wegen u c-additiv und u([0, 1]) > 0 existiert ein q* € Q mit u(Sy-)
> 0. Wieder wegen pu c-additiv existiert dann ein n € N mit (S N [1/n, 1 - 1/n]) =
e>0(dennu{O0H =u{1H=0und]0,1[=U,5; [I/n, I - 1/n]). Sei

Ty = S¢ n [1/n, 1 - 1/n].

Wegen U translationsinvariant gilt fiir alle r € @ mit Irl < 1/n, dafi (T + 1) = pu(Ty).
Dann sind die Mengen T + 1, r € Q, Irl < 1/n, unendlich viele paarweise disjunkte Teil-
mengen von [0, 1], die alle das gleiche p-Maf§ € grofier Null haben, Widerspruch.

Ubung )
(i) Uberlegen Sie sich, warum der Beweis des Satzes von Vitali mit der
Aquivalenzrelation ,x ~ y, falls x - y € Z* nicht funktioniert.

(i) Sei K der Kreis durch 0 mit Radius 1/(2m), und sei 0 < o < 1 irrational.
Wir definieren auf K eine Aquivalenzrelation durch
x~vy, fals x-ye Za,
d.h. falls ein z € Z existiert mit x - y = zo..
Zeigen Sie durch ein Zerlegungsargument wie bei Vitali, daf} keine
rotationsinvariante 6-additive Funktion @ : P(K) — [0, 1] existiert mit
w(EK) =1, und folgern Sie die Unlosbarkeit des Mafiproblems fiir R.

[zu (ii) siehe das gleich folgende Hausdorff-Zitat. ]

Unabhingig von Vitali hat Edward van Vleck eine nichtmefibare Menge kon-
struiert [ Vleck 1908 ]. Weiter hat dann Hausdorff 1914 die Unlosbarkeit des
Mafiproblems gefunden, offenbar in Unkenntnis seiner Vorldufer. Hausdorff ar-
gumentiert mit einer anderen Aquivalenzrelation. Wegen der grundlegenden
Bedeutung des Ergebnisses und der weiten Verbreitung der Idee durch das
Hausdorffsche Opus Magnum geben wir die Passage ausfiihrlich wieder.

Huusdorff (1914) : ,Wir werden den Inhaltsbegriff konstruktiv behandeln, d.h. durch
eine bestimmte Vorschrift die Zahlen f(A) definieren und ihre Eigenschaften entwik-
keln. In der Wahl dieser Vorschrift it man sich natiirlich durch gewisse Forderun-
gen leiten, die an den Inhalt gestellt werden. Eine nur auf solchen Forderungen beru-
hende axiomatische Behandlungsweise ist von H. Lebesgue versucht worden, aber
nicht zum Abschlufy gekommen. Man wird jedenfalls das endliche, woméglich auch
das abzihlbare Summengesetz postulieren und tiberdies verlangen, daff kongruente
Mengen gleichen Inhalt haben; um endlich einen allen Inhalten gemeinsamen Pro-
portionalititsfaktor zu bestimmen und insbesondere das Verschwinden aller Inhalte
auszuschlieffen, wird man die Volumeneinheit fixieren, d. h. einem n-dimensionalen
Wiirfel mit der Seitenlinge 1 den Inhalt 1 vorschreiben. Danach formuliert Lebes-
gue das Problem dahin, jeder (beschrinkten) Menge A des Raumes E,, [R"] als Inhalt
eine Zahl f(A) > 0 unter folgenden Bedingungen zuzuordnen:

(o) Kongruente Mengen haben denselben Inhalt.

(B) Der Einheitswiirfel hat den Inhalt 1.

(y) Esist f(A + B) = f(A) + f(B) [fiir disjunkte A, B].

©) Esistf(A+B+C+...)=1f(A) + f(B) + f(C) + ... fiir eine beschrinkte Summe

von abzihlbar vielen [paarweise disjunkten] Mengen.
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Dieses Problem ... ist aber unldsbar, und zwar bereits fiir die linearen, um so
mehr fiir die n-dimensionalen Mengen. Wir fithren den Beweis so, daf§ wir die Ein-
heitsstrecke A (0 <x < 1), die den Inhalt f(A) = 1 haben soll, in abziihlbar viele kongru-
ente (genauer: zerlegungsgleiche) Summanden spalten, die also gleichen Inhalt haben
miifiten und damit das Axiom (3) umstofien. Lassen wir zunichst alle x alle reellen
Zahlen durchlaufen und ordnen zwei reellen Zahlen mit ganzzahliger Differenz den-
selben Punkt von A zu: geometrisch gesprochen, wir wickeln die gerade Linie, in der
Aliegt, auf eine Kreisperipherie vom Radius 1/2m, die hierdurch umkehrbar eindeutig
auf A bezogen wird. Zwei Mengen der Form
Ay ={xv2z ..}, Ay = {x+0, y+0, z+0, ... }

sind auf dem Kreise unmittelbar kongruent, da A; aus Ay durch Verschiebung um den
Bogen o entsteht. Auf der Einheitsstrecke sind sie zerlegungsgleich [d. h. kénnen in
endlich viele paarweise kongruente Stiicke zerlegt werden] ... Nach den Forderungen
(or) (y) haben also Ay und A; denselben Inhalt.

Ist nun o eine irrationale Zahl, so entspricht jedem Punkt x eine abzihlbare
Menge

P, ={..,x-20,x-0, x, x+0, x+ 20, ... },
gewissermafien die Menge der Ecken eines dem Kreise eingeschriebenen reguliren
Polygons, das aber unendlich viele Seiten hat und sich nicht schliefit; zwei verschie-
dene Mengen P, P, haben keinen Punkt gemein. Wir wihlen jetzt aus jeder Menge P,
genau einen Punkt x aus und nennen Ay ={x, y, z, ... } die Menge dieser Punkte, ferner
fiir ganzzahliges m
A, = {x+m0a, y+ma, ...}
die Menge, die aus Aj auf dem Kreise durch Verschiebung um den Bogen mot entsteht.
Es ist dann
A= A, = Ag+A+A |+ A +A,+...
und alle A, haben denselben Inhalt f(A,,) = f(Ay). Das endliche Summenaxiom (y)
wiirde dann, weil fiir jede natiirliche Zahl n
1 = fA) 2 f(A) +f(Ay) +... + f(Ay) = n-f(Ay)

ist, f(Ag) = 0 bedingen, und damit ist das abzihlbare Summenaxiom (§) verletzt.“

Insgesamt verwenden die Argumente allesamt substantiell das Auswahlaxiom
(Existenz eines vollstindigen Reprisentantensystems fiir Aquivalenzrelationen,
Existenz einer Basis fiir den Q-Vektorraum R). Man kann in der Mengenlehre
zeigen, daf} diese Verwendung unabdingbar ist. Ansprechender formuliert: Man
konstruiert dort fiir sich interessante Modelle, in welchen das Auswahlaxiom ver-
letzt ist, aber alle anderen Axiome der Mengenlehre gelten, und in welchen das
Mafiproblem von Lebesgue 16sbar ist (und folglich eine Funktion p wie im Satz
von Vitali in der Tat existiert). Wir kommen in Kapitel 6 des zweiten Abschnitts
hierauf noch zuriick (siehe dort insb. den Satz von Solovay von 1970).

Wir haben insbesondere gezeigt:

Korollar  (Unlosbarkeit des Lebesgueschen MafSproblems)
Fiir alle n > 1 gilt: Das n-dimensionale Mafiproblem ist nicht lésbar.

Firn=0istu: P{0}) = Rmitpu{0})=1, WD) = 0 eine (und die einzige) Lsung.
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Der Satz von Vitali zeigt die Unvertriglichkeit der Translationsinvarianz und
der o-Additivitit eines Mafies auf ganz P(R). Vielleicht ist die o-Additivitit ja
doch eine Forderung, die stirker ist als es zunéchst scheinen mag? Oder hat das
Problem gar nichts mit der o-Additivitit zu tun?

von Neumman (1929) : ,Man kann nimlich an Stelle linearer Punktmengen ebene, rium-
liche, oder solche im n-dimensionalen Euklidischen Raume untersuchen, und fiir
diese das allgemeine Mafiproblem formulieren. An [die Forderung der o-Additivitit]
ist, mit Riicksicht auf das Fiasko im eindimensionalen Falle, natiirlich nicht zu denken,
aber [mit der Forderung der endlichen Additivitit] kann man es versuchen.“

Bemerkenswert ist die Bezeichnung ,,Fiasko“, die sich in mathematischen Veroffentli-
chungen wohl nur selten nachweisen lifit.

Wir betrachten also, wieder bescheiden geworden, das Inhaltsproblem fiir
jede Dimensionn € N.

Inhaltsproblem fiir das n-dimensionale Kontinuum
Gibt es eine Funktion f : P(R") — [0, o] mit:

@) £([0,1]%) = 1.
(i) f(A) = f(g”A) fir alle A ¢ R" und Isometrien g € $,,.
(iii) f ist endlich additiv.

Eine derartige Funktion f heifit eine Losung des Inbaltsproblems der Dimension
n und weiter ein voller bewegungsinvarianter Inbalt auf R". Fir A c R" heifit f(A)
der Inhalt von A unter f. Die Eigenschaften (i) - (iii) der Ubung oben sind auch
fiir Losungen f des Inhaltsproblems erfiillt.

Fir das Inhaltsproblem gelten nun die bemerkenswerten komplementiren
Sitze:

Satz  (Unlosbarkeit des Inbaltsproblems fiir n 2 3, Hausdorff 1914)
Das Inhaltsproblem ist fiir alle n > 3 unlosbar.
Weiter existiert kein rotationsinvarianter Inhalt i : P(S?) — R*
mit w(S?) > 0 fiir die Kugeloberfliche S* = {xe R’ | d(0,x) = 1}.

Satz  (Losbarkeit des Inbaltsproblems fiir n = 1 und n = 2, Banach 1923)
Das Inhaltsproblem ist fiir n = 1 und n = 2 16sbar,

und es existieren sogar verschiedene Losungen.

Hausdorff fihrt unmittelbar nach seiner ,,Vitali-Konstruktion“ fort:

Hausdorff (1914) : ,,Merkwiirdigerweise ist selbst ohne die Forderung (8) eine Losung des
Inhaltsproblems fiir alle beschrinkten Mengen unméglich, wenigstens im drei- oder
mehrdimensionalen Raum (vgl. Anhang).“
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Hausdorff hatte seinen Satz noch im Anhang seiner ,,Grundziige der Men-
genlehre“ bewiesen, und der Zusatz ,wenigstens“ scheint anzudeuten, dafi er
nicht von der Losbarkeit fiir die Dimensionen n = 1 und n = 2 ausging. Banachs
Ergebnis ist in der Tat iiberraschend.

Im Falle von Lingen und Flichen ist also eine bewegungs- und speziell also
translationsinvariante endlich additive Messung aller Punktmengen moglich.
Die Losungen des Inhaltsproblems sind aber nicht eindeutig, und man kann also
auch hier nicht von ,,der® endlich additiven Linge oder Fliche einer beliebigen
Teilmenge A C R bzw. A € R? reden.

Wir werden diese negativen und positiven Resultate im nichsten Kapitel be-
weisen. Zuvor schildern wir aber noch, wie sich die Theorie des Messens durch
Riickzug auf hinreichend grofie Teilsysteme von P(R") aus der Affire hilft.

Mafie auf 5-Algebren

Der Satz von Vitali zeigt, dafi Translationsinvarianz und o-Additivitit fiir eine
Mafifunktion auf P(R) nicht zu haben sind. Allgemein hat sich innerhalb der
Mengenlehre herausgestellt, dafi die Existenz einer o-additiven reellwertigen
nichttrivialen Mafifunktion, die auf der vollen Potenzmenge einer tiberabzihlba-
ren Menge definiert ist, eine sehr starke Hypothese darstellt, die zwar (mutmaf-
lich) konsistent ist, aber den Rahmen der tiblichen Mathematik dramatisch
sprengt. Der Kern des Problems liegt also tatsichlich in der o-Additivitit und hat
speziell mit R nichts zu tun. Im Fall von R transportiert aber, wie wir gesehen ha-
ben, die Symmetrieforderung der Translationsinvarianz die ohnehin schon sehr
starke Forderung der o-Additivitit eines Mafies definitiv ins Reich der Unméog-
lichkeit.

Von theoretischer wie praktischer Warte aus gesehen bietet sich nun folgende
Strategie an, wenn man an der o-Additivitit festhalten will: Man reduziert den
Definitionsbereich einer Mafifunktion von ganz P(R") auf ein Teilsystem von
P(R"). Allgemein definieren wir:

Definition (Algebra, o-Algebra)
Sei M eine nichtleere Menge, und sei sd € P(M).
(a) b € PM) heifit eine (Mengen-)Algebra auf M, falls gilt:
() De «A.

(ii) Sind A,Be #,soistAUBe A.
(iii) IstAe€ dA,soist M-Ae A.

(b) Eine Algebra sd auf M heifit eine 6-Algebra, falls gilt:

Ist X ¢ o abzihlbar, soist U X € .

Aufbauend auf dem Konzept der o-Algebra ergeben sich nun die Grundlagen
der Mafitheorie. Im allgemeinen Begriff eines Mafies spielt die fiir das Volumen
so zentrale Bewegungsinvarianz keine Rolle mehr.
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Definition (o-finite MafSe und MafSriume)
Sei M eine nichtleere Menge und sei o eine o-Algebra auf M.
Eine Funktion u: sd — [0, o] heifit ein o-finites Maf$ auf s, falls gilt:
(i) wist o-additiv.
(ii) Es gibt ein abzihlbares X o derart, da M = U X und
W(A) < oo fiiralle A e X. (o-Finitheit)

Die Struktur (M, o, w) heifit ein o-finiter MafSraum.

Ein o-finites Maf} auf s{ heifit ein (endliches) Maf$ auf 4, falls W(M) < oo ist.
W heiflt ein Wabrscheinlichkeitsmaf§ oder normiert, falls u(M) = 1 gilt.
Entsprechend heifit (M, oA, w) ein MafSraum bzw. Wabrscheinlichkeitsraum.

Automatisch gilt Monotonie, d.h. u(A) < u(B), falls Ac B, A, B € o. Weiter ist
W) = 0, denn fiir alle A € of ist WA) = WA U D) = WA) + WD), also gilt WD) =
&, falls u(A) < o= (ein solches A exstiert nach o-Finitheit). Wer solche Sophiste-
reien nicht mag, nimmt die Forderung p(&) = 0 in die Definition mit auf.

Dagegen wird u({x }) = 0 fiir { x } € o nicht gefordert. u kann, wie man sagt,
einzelnen Punkten eine bestimmte Masse zuweisen. Dies ist z. B. automatisch
der Fall, wenn M abzihlbar unendlich, &¢ = P(M) und w(M) > 0 ist. Denn dann
ist M) = Zyc g ({ x ).

Gilt u(A) = 0 fiir alle A € 4, so heifit w auch das Nullmaf$ auf .

In einem noch weiter gefafiten Rahmen verzichtet man auf die Bedingung (ii), also auf
die o-Finitheit von p. Diese allgemeineren Mafie sind hier nicht von Interesse. Fir das
folgende kann man ,sei p ein o-finites Mafl...“ immer als Hinweis lesen, daf auch der
Wert e angenommen werden kann, wihrend ,sei p ein Mafi“ immer bedeutet, daf§ das
u-Mafy der Grundmenge endlich ist.

Eine hiufig verwendete Figenschaft von 6-additiven Mafien ist ihre 6-Stetigkeit :
Ist A, n € N, eine C-aufsteigende Folge in o4, so ist (U, A,) = supuen WA,).
Analogist w(M,enA,) = inf, o WA, fiir eine C-absteigende Folge mit (A) < o.

Schwicht man die o-Additivitit zur Additivitit ab, so spricht man von Inhalten
anstatt von Mafien. Fiir Inhalte geniigt konsequenterweise eine Algebra als Def-
initionsbereich:

Definition (Inhalte)
Sei M eine nichtleere Menge und sei o eine Algebra auf M.
Eine Funktion p: § — [0, o] heifit ein o-finiter Inhalt auf A,
falls (if) wie oben gilt sowie: (i)’ wist endlich additiv.
Die Struktur (M, o, w) heifit ein o-finiter Inbaltsraum.
Ein o-finiter Inhalt p auf ¢ heifit ein Inbalt auf A, falls u(M) < oo

Statt der Bezeichnung Inbalt, die auf Georg Cantor (1884) zuriickgeht, ist
auch endlich additives Mafs gebriuchlich. Im Englischen findet man entspre-
chend content und finitely additive measure, und zuweilen auch charge.

Jedes Maf ist offenbar auch ein Inhalt. Im folgenden konzentrieren wir uns auf
Mafie. Dem Inhaltsproblem werden wir uns in Kapitel 6 wieder zuwenden.
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Sei p ein o-finites Maf} auf 4, und sei B € . Im allgemeinen ist eine beliebige
Teilmenge A von B kein Element von & mehr. Ist nun A € B, B € o und zudem
u(B) = 0, so haben wir A mit p bereits implizit mitgemessen, obwohl A nichtin o4
zu liegen braucht. Denn wegen der Monotonie von Mafien und w(@) = w(B) = 0
bleibt fiir A mit & € A € B nur der Wert 0, wenn wir A durch Erweiterung von
s mefibar machen wollen. Es bietet sich also ein natiirlicher Erweiterungs- oder
Vervollstindigungsbegriff fiir Mafie an. Zunichst definieren wir genau, was ,,im-
plizit mitgemessen® heifien soll.

Definition (u-mzefsbare Mengen, u-Nullmengen)
Sei (M, A, u) ein o-finiter Mafiraum.

(i) Ein N c M heifit eine u-Nullmenge, falls ein N” € s existiert mit:
N c N’ und u(N’) = 0.

(i) Ein P ¢ M heifit u-mefbar, falls P = A U N fiirein A € o und
eine p-Nullmenge N ¢ M.

Die Definition der pu-Mefibarkeit ist eine vereinfachte Version der Bedingung,
die der Leser vielleicht erwartet hat:

Uhung
In der Situation der Definition sind fiir alle P ¢ M dquivalent:
(i) P ist u-mefibar.
(i) Esgibtein A € s mit:
P A Aist eine p-Nullmenge (mitPAA = (P -A) U (A - P)).

Ein o-finites Mafl p auf einer 6-Algebra f auf M kann nun wie erwartet durch
Einbinden seiner Nullmengen erweitert werden:

Definition (Vervollstindigung eines MaySes)
Sei (M, A, u) ein o-finiter Mafiraum. Wir setzen:

A¢ = {Pc M | Pist u-mefibar }.
Weiter definieren wir u° : ¢ — [0, o] durch
u‘P) = wA) fiiralle P e oA,

wobei P = A U N fiir beliebige A,N mit A € 54, N eine u-Nullmenge.
u* heifdt die Vervollstindigung von n, und weiter (M, s°, n°) die
Vervollstindigung von (M, A, 1).

Man zeigt leicht, dafi die Vervollstindigung p° eines o-finiten Mafies u wieder
ein o-finites Maf} auf der 6-Algebra o° D of ist. Offenbar setzt u° das Mafi p fort,
d.h.esgiltu“(A) = wA) fiiralle A € s4. Im allgemeinen ist o eine echte Teilmenge
von A°. Wie erwartet liefert die Iteration des Verfahrens dann aber nichts Neues
mehr: Es gilt (4°)° = 94 und folglich (u°) = nu°. Anders: Die p°~Nullmengen sind
genau die p-Nullmengen.
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Nach diesen allgemeinen Definitionen kommen wir nun zur Konstruktion des
Lebesgueschen Mafles, dessen Ziel die Messung n-dimensionaler Volumina fiir
alle n > 1 und méglichst vielen ,Figuren® A ¢ R" ist. Es ist gegeniiber anderen
Mafien durch die Forderung der Bewegungsinvarianz ausgezeichnet.

Eine Konstruktion des Lebesgue-Mafles

Die Aufgabe der o-additiven Lingenmessung lautet nach der negativen Ant-
wort auf das urspriingliche Mafiproblem durch Vitali:

Konstruiere ein (moglichst eindeutiges) bewegungsinvariantes c-additives
Lingenmafi A : £ — [0, o], das auf einer moglichst umfassenden o-Alge-
bra & auf R definiert ist. Untersuche die Struktur und den Umfang von &£.

Ist man nur an Anwendungen interessiert, so wird ,,moglichst umfassend“ durch ,,hin-
reichend umfassend” ersetzt und der Zusatz der strukturellen Untersuchung gestrichen.

Wir geben nun die Schritte zur Konstruktion eines solchen Lingenmafies an,
wobei wir die Beweise einiger grundlegender und leicht nachzupriifender Ei-
genschaften der Konstruktion weglassen. Insgesamt ergibt die folgende Darstel-
lung das tibliche um seine Nullmengen bereits vervollstindigte o-finite Lebes-
gue-Maf} auf R. Wir folgen weitgehend der Art und Weise, mit der Lebesgue zu
Beginn des 20. Jahrhunderts sein Maf§ eingefiihrt hat.

Wir beschrinken uns zunichst auf die Lingenmessung. Die Konstruktion fiir
eine gegebene hohere Dimension n > 2 verlduft analog. Wir gehen spiter auf die-
sen Punkt noch ein.

Wir méchten also moglichst vielen Teilmengen P von R ein moglichst demo-
kratisches Lingenmaf} A(P) € [0, o] zuordnen. Ein mdglicher Ausgangspunkt
hierfiir ist es, jedem reellen Intervall [a, b] die Linge b - a zuzuweisen. Diskreter
kénnten wir iterativ etwa so vorgehen: Wir belegen [0, 1] mit ,,Masse“ 1, an-
schliefend verfeinern wir die Massenverteilung, indem wir [0, 1/2] und [1/2, 1]
mit jeweils Masse 1/2 belegen, usw. Analog verfahren wir mitallen Intervallen [z,
z + 1] fir z € Z. Insgesamt wird so die Gesamtmasse gleichmifiig iiber ganz R
verteilt. Dieser diskrete Ansatz ist wie erwartet dquivalent zur Version, bei der
alle reellen Intervalle den Startpunkt bilden.

Dieinteressante Frageistnun, welchen anderen Teilmengen von Rwir eine Linge
bzw. Masse zuweisen konnen bzw. implizit bereits aufgenétigt haben. Ein Weg zur
Prizisierung und Beantwortung dieser Frage verlduft stufenweise wie folgt.

Definition (erster Schritt der Definition von A)
Wir setzen fiir alle a,b € Rmita < b:

)\’([a’b]) = )\'([a’b[) = }"(]a’b]) = X(]a,b[) =b - a.

Keine Probleme bereitet weiter die Definition von A fiir die offenen und abge-
schlossenen Teilmengen von R:
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Definition (zweiter Schritt der Definition von \)
Sei U c R offen. Wir setzen:

AMU) = sup({ A(Jag, bo[) + ... + A(Jay, by[) |

ne N,
la;, b ¢ U fiiri<n,
la;, bi[ M Jaj, bj[ = @ firi<j<n }),

AR -U) = lim, _ .. 2a - M]-a,a[ n U)).

In R ist jede offene Menge U sogar eindeutig darstellbar als die Vereinigung von ab-
zihlbar vielen offenen und paarweise disjunkten Intervallen I, n € N (!), was eine etwas
vereinfachte Definition méglich macht: A(U) = 2 . y A(I,). Diese Eigenschaft gilt aber
bereits nicht mehr fiir R? (mit offenen Rechtecken statt Intervallen), sodaB hier die Ver-
wendung des Supremums giinstig ist.

Damit ist A fir alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R definiert.
Man zeigt leicht, daf§ der zweite Schritt konsistent mit dem ersten ist, d. h. dafi
Werte, die in beiden Schritten definiert werden, tibereinstimmen. Weiter gilt fiir
die abgeschlossenen Mengen:

szmg
Sei A c R abgeschlossen. Dann gilt:
@) AA) = Z,c7 (1 - A(Jz,z+1[ - A)).
(i) Ist A c U fiir ein offenes U € R mit M(U) < oo, so gilt:
AMA) = MU) - MU -A).

Die dritte Stufe der Definition von A ist komplexer. Wir definieren hierzu
zwei fiir sich interessante Funktionen (Lebesgue 1902, Young 1905):

Definition  (GufSeres und inneres Lebesgue-Mayf)
Sei P ¢ R. Wir setzen:

A'P) = inf({ MU) | UcRistoffenund P c U }),
A (P) = sup({ MA) | A c Ristabgeschlossenund A € P}).

A*(P) heifit das dufere Lebesgue-Mafs von P, und analog heifit
A~ (P) das innere Lebesgue-MafS von P,

Die Form der Definition ist so motiviert: Der Schnitt {iber offene Mengen,
die alle P enthalten, enthilt zwar wieder P, ist aber i.a. nicht mehr offen. Damit
gehtder dritte Schritt deutlich iiber den zweiten hinaus. Wiirden wir in der Defi-
nition offen und abgeschlossen vertauschen, so erhielten wir nichts Neues.

Es filltins Auge, dafl das innere und dufiere Maf fiir beliebige Teilmengen von
R definiert ist und weiter auf keinem speziellen Merkmal der Lingenmessung
beruht. In der Tat taucht die Konstruktion dann an vielen Stellen der allgemei-
nen Mafitheorie auf.



5. Inhalte und Mafle 199

Man kann nach der Definition des Lebesgue-Mafies fiir Intervalle direkt eine Defini-
tion von A" und A" geben, die den zweiten Schritt beinhaltet. Man setzt hierzu etwa:

AP) = inf({Z,eny AMI,) | I, ist ein offenes Intervall firne N, Pc U, .y I, D).
Die beiden Vorgehensweisen sind gleichwertig.

Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften des dufieren und inneren Lebesgue-
Mafles zusammen.

Satz  (Eigenschaften von A" und \.”)
Fiir alle P,Q c R gilt:

(i) Istne Nund P c [-n,n],soist A"(P) = 2n — A*([-n,n] - P).
1) 0 £ A (P) £ A (P) £ oo.
@iil) Ist P c Q, soist A*(P) £ A"(Q) und A" (P) < 1 °(Q).
(i) AP UQ) + A (PNQ) < A'(P) + A(Q),
APUQ) + VPN Q) =2 AP + A(Q).
(v) Sind P und Q disjunkt, so gilt
APUQ) 2AP) + A (Q) =2 A(PuUQ).
(vi) Ist X ¢ P(R) abzihlbar, so gilt A*(U X) < Zp. x A(P).
(vii) Ist X ¢ P(R) abzihlbar mit paarweise disjunkten Elementen, so gilt
AUX) > Zpcx A (P).
(viii) SeienPy2> P2 ...2P,2...,ne N, mit A"(Py) < oo.
Dann gilt A" (M, ey Py) = inf, oy A(P).
(ix) SeienPycP,c...cP,c...,ne N.
Dann gilt A"(U ey Pp) = suppen AT (Py).

Uhung
Es gibt c-absteigende P, mit A*(Py) < cound A* (M, ey P) < infe y AT (P,).
Analog existieren C-aufsteigende P, mit A" (U, oy Py) > supyeny A7(Py).

Sehen wir nun A”(P) und A*(P) als gleichberechtigte Versuche an, einem belie-
bigen P R eine Linge zuzuordnen, so gelangen wir zur Definition der Lebes-
gue-Mefibarkeit:

Definition (dritte Stufe der Definition von ), Lebesgue-MefSbarkeit, &)
(@) SeiP c Rmit A*(P) < oe. P heifit Lebesgue-mefSbar, falls A*(P) = A~(P).
In diesem Fall setzen wir
AMP) = A'(P) = A°(P),
und nennen A(P) das Lebesgue-MafS von P,

(i) SeiP c R mit A*(P) = eo. P heifit Lebesgue-mefSbar, falls P N ]-n, n|
Lebesgue-mefibar fiir alle n € N ist. In diesem Fall setzen wir
A(P) = oo und nennen A(P) wieder das Lebesgue-Maf} von P.

Wir setzen weiter £ = { P € R | P ist Lebesgue-mefibar }.
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Die Unterscheidung nach der Endlichkeit von A*(P) ist bei der Definition mit Hilfe des
inneren Mafies notwendig, da aus A ¢ P ¢ U, A abgeschlossen, U offen, A7(A) = A*(U) = e
nichtfolgt, dafl A mafitheoretisch nahe an Uliegt. Konkretsei V [0, 1] eine nichtmefibare
Menge wie etwa im Satz von Vitali,und essei P =V U [2, eo[. Dann stimmen A*(P) und A" (P)
iberein (mit Werteo), aber wir wollen sicher nicht P Lebesgue-mefibar nennen: Die Diffe-
renz zweier Mengen soll mefibar sein, und mit P wiire sonst V=P - [2, oo [ mefibar.

Ist P ¢ Rmit A*(P) = 0, so ist P Lebesgue-mefibar mit Lebesgue-Maf} 0. Dagegen folgt,
wie wir gerade gesehen haben, aus A™(P) = e nicht notwendig, dafi P € £. Aus P € £ folgt
aber stets, dafl A*(P) = A"(P).

Fiir beliebige P c R gilt das folgende Kriterium der Mefibarkeit:

Satz  (Lebesguesches Mefsharkeits-Kriterium)
Sei P € R. Dann sind dquivalent:

(i) P ist Lebesgue-mefibar.

(i) Fir alle € > 0 existieren ein offenes U C R und ein
abgeschlossenes A C R mit:

@ AcPcl,
(b) MU -A) < &
(iii) Fiir alle € > 0 existieren offene U,V C R mit:
@ Pc U, U-PCcV,
(b) MV) < &.
Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist einfach zu zeigen, und (ii) 7 (i) ist trivial. Fiir iii) ~

(ii) zeigt man zunichst, dafl fiir jedes € > 0 und jedes offene U ein abgeschlossenes A exi-
stiert mit M(U - A) < €.

Die Bedingungen (ii) und (iii) verwenden lediglich das vorab konstruierte Maf§
fiir offene Mengen, und liefern so eine elegante Moglichkeit, das Lebesgue-Maf}
zu definieren, ohne das dufiere und innere Maf einzufiihren. Die dufleren und in-
neren Mafle sind aber fiir sich von Interesse und spiegeln das Ziel wieder, mog-
lichst die ganze Potenzmenge von R zu erfassen.

Eine weitere Moglichkeit das Lebesgue-Mafi zu definieren fand Constantin
Caratheodory im Jahr 1914:

Definition (Caratheodory-Bedingung)
P c R erfiillt die Caratheodory-Bedingung, falls fiir alle A ¢ R gilt:

A'A) = AAnP) + A'A-P).
Es gilt:

Satz  (die Caratheodory-Bedingung charakterisiert die Lebesgue-MefSbarkeit)
Sei P ¢ R. Dann sind dquivalent:

(1) P ist Lebesgue-mefibar.
(ii) P erfillt die Caratheodory-Bedingung.
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Die Caratheodory-Bedingung verwendet nur das dufere Mafi, und es ist keine
Fallunterscheidung nach der Endlichkeit von A*(P) n6tig. Sie ist elegant zu hand-
haben und in der allgemeinen Mafitheorie dufierst populir.

Unmittelbar aus der Konstruktion folgt:

Satz  (Regularitit und Straffbeit des Lebesgue-MaySes)
Sei P ¢ R Lebesgue-mefibar. Dann gilt:

}\’(P) = ian c U, Uoffen )\'(U) = SUPAcPA abgeschlossen }\‘(A) = SUpac P, A kompakt )\’(A)

Weiter halten wir fest:

Satz  (Approximation durch einfache Mengen)
Fiir alle P ¢ R sind dquivalent:

(i) P ist Lebesgue-mefibar.
(i) Es existieren offene Mengen U, D P,n € N, mit:
AM(MNyenU, - P) = 0.
(i) Es existieren kompakte Mengen A, € P, n € N, mit:
AP -U,cnAy) = 0.

Im weiten Reich der Lebesgue-mefibaren Mengen spielen also die abzihlba-
ren Schnitte offener Mengen und die abzihlbaren Vereinigungen kompakter
Mengen eine zentrale Rolle. Der Rest ist Nullmenge.

Die folgende Ubung ist vielleicht das Haupttor zum Verstindnis der Kon-
struktion:

Ubung
Q ist Lebesgue-mefibar und es gilt A(Q) = 0.
Allgemeiner ist jedes abzihlbare A € R Lebesgue-mefibar mit A(A) = 0.

[Sei Q = @ N[0, 1[. Man zeigt A"(Q) = 0 durch geeignet feine (,,kleinsummige*)
Uberdeckungen von Q durch offene Intervalle. ]

Man zeigt nun:

Satz  (Hauptsatz iiber das Lebesgue-Mays)
Es gilt:
(@) (R, £, L) ist ein o-finiter Mafiraum.
(b) EsgiltA([0,1]) = 1.
(c) Aistbewegungsinvariant auf £, d.h. fiir alle A € & und Isometrien
ge $istg”’A e £ und Mg"A) = A(A).

(d) Arespekdert Streckungen, d.h.istAe Lundce R,
soistcA ={cx | xe A}e LundesgiltA(cA) = IcI AA).

(e) EsgilcA =A% d.h. jede A-Nullmenge ist bereits ein Element von £.

Die Eigenschaften (b), (c) und (d) gelten auch fiir das dufiere Lebesgue-Mafi A", so daf§
also eine bewegungsinvariante subadditive Lingenmessung auf ganz P(R) moglich ist.
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Wissen wir, dafl & eine o-Algebra ist, so ergibt sich sofort der folgende Satz
iber den Umfang der Lebesgue-mefibaren Teilmengen von R:

Korollar  (Charakterisierung der Lebesgue-mefSbaren Mengen)
& ist die von den offenen und den Mengen vom dufieren Mafi Null
erzeugte 0-Algebra auf R.

Beweis
Sei &’ die von den offenen Mengen und den A*-Nullmengen erzeugte
o-Algebra. Wegen der Vollstindigkeit von A gilt offenbar £" < &£.
Seialso P € £. Dann existieren offene Mengen U, D P, n € N, mit

7"+(ﬂneNUn - P) = 0.
— SeiN=MN,.yU,-PDannistP=N,.yU,-Ne &'

Ist (R, A, ) ein o-finiter Mafiraum mit w(U) = A(U) fiir alle offenen U C R,
so gilt W(P) = AP) fiir alle P € o n £. Denn zunichst gilt auch wA) = A(A) fir
alle abgeschlossenen A ¢ R. Wegen der Monotonie von W und der Definition
des inneren und dufien Lebesgue-Mafies ist dann aber A°(P) < w(P) < A*(P) fiir
alle Pe o.Istalso P e £ n oA, soist MP) = A°(P) = A*(P) = w(P).

Hieraus folgert man leicht folgende Eindeutigkeitsaussage fiir das Lebesgue-
Mafi: Ist (R, &, u) ein o-finiter Mafiraum derart, daf§ (b) und (c) aus dem Satz
oben fiir A" gilt, so ist i = A. Bis auf eine Normierung ist also ein nichttriviales be-
wegungsinvariantes Maf} auf der von den offenen Mengen erzeugten 6-Algebra
eindeutig bestimmt. Die Vervollstindigung eines Mafies um seine implizit mit-
definierten Nullmengen ist dann ebenfalls frei von Willkiir.

Es zeigtsich, dafl & die meisten in der ,analytischen Praxis“ auftretenden Men-
gen enthilt. Der rechnende Analytiker und Wahrscheinlichkeitstheoretiker muf§
sich also nur selten mit Mefibarkeits-Problemen beschiftigen. Nicht alle gingi-
gen Konstrukte laufen aber reibungslos innerhalb von &£ ab. So existiert etwa eine
stetige monoton wachsende Funktion g: [0,1] — [0, 1] und ein Lebesgue-mef-
bares P derart, dafy g”'”P nicht Lebesgue-mefibar ist. (Fine solche Funktion g
kann relativleicht iber die Cantormenge C c [0, 1] definiert werden, siche hierzu
etwa [Halmos 1950].) Einigen Fragen iiber den Umfang der Lebesgue-mefibaren
Mengen, die die Grenzen der klassischen Mathematik beriithren und oft auch
iiberschreiten, werden wir spiter noch begegnen.

Mengen mit positivem Lebesgue-Maf} und Intervalle

Wir hatten oben die Definition des Lebesgue-Mafies durch das demokratische
Verstreichen der Masse 1 tiber das Einheitsintervall beschrieben. Eine informale
Frage ist nun: Lafit sich nun nachtriglich, d. h. gegeben A, auch die Masse 1/2
gleichmifig tiber [0, 1] verteilen? Der folgende in dieser Hinsicht irritierende
Satz zeigt, dafi dies nicht moglich ist: Eine Lebesgue-mefibare Menge ist ir-
gendwo immer fast so dick wie ein ganzes Intervall.
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Satz  (Mengen mit positivem Lebesgue-MafS enthalten fast ein Intervall)
Sei P ¢ R mit A(P) >0, und sei p € R mit p < 1. Dann existiert ein
Intervall I = [a, b] mita < b derart, daff gilt: A(P N I)/A(I) > p.

Beweis
O.E. ist P beschrinkt (sonst ersetze P durch P’ = P n [~ n, n] fiir ein n
mit A(P’) > 0; es geniigt, die Aussage fiir P’ zu zeigen).
Wegen A(P) > 0 existieren dann offene, nichtleere Intervalle I, n € N, mit:

(l) P c UneNIrn
(i) p-ZpenAd,) < AP).

Wegen (i) ist P c U, .y P " 1,,, und folglich gilt A(P) < =, .y MP N 1,).
Also giltnach (if): p - Z ey ML) < Zpeny MP N L).
Dies ist offenbar nur méglich, wenn fiir mindestens ein n € N gilt,

— daff p-A(,) < AP n1,). Dann ist I, wie gewtinscht.

Anders ausgedriickt: Es gibt keine Lebesgue-mefibaren Teilmengen von R,
die eine homogene Dichte 0 < p < 1 haben.

Hieraus folgt nun der ebenso verbliiffende Satz von Hugo Steinhaus (1920),
der die folgende Frage von Sierpiniski in einer starken Form bejahen konnte: Ist
P c R Lebesgue-mefibar mit A(P) > 0, existieren dann zwei verschiedene Punkte
x,y € Pmitx-ye Q? Steinhaus zeigte, daf} die Differenzenmenge P - P sogar
immer ein volles Intervall enthilt:

Satz  (Satz von Steinbaus)
Sei P ¢ R Lebesgue-mefibar mit A(P) > 0. Dann existiert ein 8 > 0 mit
[-3,8] c P-P,wobeiP-P={x-ylIx,ye P}

Beweis
Seil=[a-08,2a+08],ae R, 5> 0mit AP n1)/(28) > 3/4.
Ein solches Intervall I existiert nach dem Satz oben.
Die Wahl von 3/4 geschieht zur Sicherung von:

(+) Ist J ein Teilintervall von I der Linge §, so gile AP n J)/8 > 1/2.

Zum Beweis beachte man die Falstaffsche Weisheit: Wer mehr als 3/4 eines Tages
schlift, der schlift in jedem zwolf-Stunden-Intervall mehr als sechs Stunden.

Seinun z € [- 3, 3]. Dann existiert ein Teilintervall J von I der Linge &
derart, daf J +z c I. (De facto ist [a - §, a] oder [a, a + 8] geeignet.)
Dann gile AP N J) > 8/2 und MP N (J + z)) > §/2 nach (+).

Wegen der Translationsinvarianz von A ist weiter auch
MPAN])+2)=MP ] > 8/2.

Dann sind aber (P N ]J) + zund P N (J + z) zwei Teilmengen von J + z vom
Maf >8/2 = MJ +z)/2. Folglich ist der Schnitt dieser Mengen nichtleer.

Also existierenx€ PN Jundye PN (J +z) mitx+z =y.
— Insbesondere also z =y - x € P - P. Insgesamt ist also [- §,8] c P - P.
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Das Lebesgue-Maf fiir hohere Dimensionen

Die Konstruktion des Lebesgue-Mafies A" im Raum R" verlduft vollig analog
zur Konstruktion von A. Man beginnt etwa fiir eine feste Dimension n mit der
Definition des Volumens von n-dimensionalen Quadern:

}\'n(]al,bl[ X o X ]am bn[) = (bl —31) e (bn_an)

fiir a;, b; € R mita; < b; fiir 1 £ i < n. Offenbar kann man auf der rechten Seite
auch [1; <;j<, MJa; = b;[) setzen, was die Produktotation A" = A - ... - A moti-
viert.

Die folgenden Schritte sind nun vollig analog zur Dimension 1. Man erhilt
insgesamt einen mefibaren Raum (R", £", A") mit einem o-finiten und bewe-
gungsinvarianten Mafi A" : £" — [0, eo]. Fiiralle P e £" und Euklidischen Iso-
metrien g ist also g”P € £" und A"(g” P) = A"(P). Weiter ist (A") = A".

Offene Mengen des R? sind i.a. keine disjunkten Vereinigungen von offenen
Rechtecken (oder offenen Kugeln) des R’. Es existiert aber eine kanonische Dar-
stellung offener Mengen: Wir nennen hierzu eine Menge M von abgeschlosse-
nen Quadraten [a, b] X [¢, ¢ + (b - a)] fast disjunkt, wenn die Elemente von M
paarweise hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Seien nun G, firn € N die
Quadrat-Gitter des R’ durch die x-y-Achsen mit Maschenweite 1/2". Wir fassen
jedes G, als Menge von abgeschlossenen Quadraten auf. Dann ist jedes G, fast
disjunkt. Ist nun U ¢ R? offen, so definieren wir rekursiv fiirn € N:

Fn = {QE Gn l Q c U, HOH(QQ Um<nFm)}'

Sei F = U, ¢ F,. Dann ist F eine fast disjunkte Menge aus abgeschlossenen
Quadraten mit rationalen Eckpunkten und es gilt U= U F.

Definition  (kanonische fast disjunkte Darstellung offener Mengen im R?)
Fiir jedes offene U ¢ R? heifit die konstruierte Menge F die kanonische fast
disjunkte Darstellung von U (mit Hilfe abgeschlossener Quadrate).

Analoge Darstellungen existieren fiir hhere Dimensionen.
Zwischen den Lebesgue-Mafien der verschiedenen Dimensionen bestehen
enge Zusammenhinge. Fiir die beiden ersten Dimensionen haben wir etwa:

szmg
(i) Firallete Rgilt *(Rx{t}) = 0.

(i) Es gibt ein beschriinktes A € % und ein t € R derart, daff
{xeRIKx,teA}le <.

(iii) Fir alle offenen U C R und alle a,b € R mita <b gilt
M (Ux]a,b[) = MU)-(b-2) = A*(Ux[a,b]).

[za () : Ist V[0, 1] mit Vg &£, s0ist Vx{t}eine Xz—Nullmenge fiirallete R.
zu (177) : U zerfillt in disjunkte offene Intervalle. ]
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Eine allgemeinere Form der dritten Aussage ist:

Satz  (Produktregel)
Seien BC R, a,be Rmita<bundsei A=Bx [a,b]. Dann gilt:
@) )'(A) = A*(B) (b -a),
(i) W) (A) = A" (B) (b-a).
Ist Be %, soistalso Ae £* und es gilt:
(+) A*(Bx[a,b]) = AB)-(b-a) (= MBx]a,b])).

Beweis
2u (M)A < MNB) b-a):
Sei e >0, und sei U ¢ R offen mit U 2 B und A(U) < A*(B) + .
Dann gilt Ac U x [a, b] und damit

AD*A) < M(Ux[a,b]) = MU)(b-2) < A*(B)(b-2) + & (b-a).
Dies zeigt die Behauptung, da € > 0 beliebig klein gewihlt werden

kann.

(V) (A) 2 MB) b-a):
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Sei € > 0, und sei S eine abzihlbare Menge von offenen Rechtecken mit:

(@) US 2 A,
(i) Tes A (Q) < ) A) + &

[Ein solches S erhilt man z. B. leicht durch minimale Vergréfierung der

Quadrate der kanonischen fast disjunkten Darstellung eines offenen V 2 A mit

AHV) < WD) (A) +/2.]

Fiir jedes x € B existiert wegen der Kompaktheit von [a, b]

ein endliches S, € Smit U S, © {x} x [a, b]. Weiter existiert dann

ein offenes Rechteck Q, mit {x}x[a,b] € Q, c U S,.

Sei U der Schnitt von U 5 Q, mit der x-Achse. Dann ist U 2 B offen.

Wir rechnen:

Ay B)(b-a) < AU) (b-2a) = A*(Ux[a,b]) < 1*(Uyep Q) <

M(Ueg USY) AU S) < Z6es22(Q) < W) (A) + &
Hieraus folgt die Behauptung.
zu (W) (A) = N B) b-a):

Wir nehmen zunichst an, dal BC E := [- n, n] fiir ein n € N ist.
Sei D =E x [a, b]. Dann ist

M) @A) = ¥D) - @)D -A) = ME)-(b-2a) - A(E-B)(b-a) =
ME) - A*(E-B))(b-a) = A(B)(b-a) (vgl.()der Liste (i) - (ix) oben).

Die Gleichung fiir allgemeine B folgt aus der Gleichung fiir beschrinkte

- B: Ist C c A abgeschlossen, so ist A

(C)=lim, _, . M(C N [-n,n]xR).
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Ist man nur an der Regel (+) fiir A interessiert, kann man auch so vorgehen: Man zeigt
die Regel (+) nacheinander fiir die Fille: B ist ein offenes Intervall, B ist offen, B ist abge-
schlossen, B ist Lebesgue-mefibar. Fiir den letzten Fall nutzt man die e-Umschreibung ei-
ner offenen und die e-Finbeschreibung einer abgeschlossenen Menge. Ahnlich verliuft
die folgende Ausdehnung des Ergebnisses:

Aus (+) folgt allgemeiner: Ist B e & und C offen, soist A=B x C e %* und es
gilt A*(A) = A(B) - A(C). Hiermit kénnen wir dann (+) fiir Mengen A = B x C mit
C abgeschlossen folgern. Durch Approximation mit offenen bzw. abgeschlosse-
nen Mengen erhalten wir dann schlielich:

Korollar  (aligemeine Produktregel)
Seien B,C € ¥, und sei A = Bx C. Dannist A € $* und es gilt:

A (A) = AB) - MC).

Wir zeigen weiter noch folgende Sektionsregel, die der Intuition der infinite-
simalen Summation sehr entgegen kommt:

Satz  (Sektionsregel fiir offene Mengen)
Ist U c R? offen. Fiir t € R sei

U, = {xeRI(x, e U}

Seien a,b,c € R derart, dafl M(U,) > c fiir alle t € ]a, b[.
Dann gilt A*(U) > Ib-al -c.

Beweis
Die Aussage ist einfach zu zeigen, falls U die Vereinigung von endlich vielen
offenen Quadraten ist, und sie gilt analog auch fiir die Vereinigung von
endlich vielen abgeschlossenen Quadraten.

Fiir den allgemeinen Fall seien Qy, Q,, ... die Elemente der kanonischen
fast disjunkten Darstellung von U durch abgeschlossene Quadrate. Die
Aufzihlung der Q,, sei injektiv und derart, dafl grofiere vor kleineren
Quadraten erscheinen. Fiir n € N setzen wir noch S, = U ,<,, Q,...

Fiir alle t € [a, b] existiert ein erstes n = n(t) mit

A(S,),) > ¢, wobei wieder (S,),={xe R I (x,t)€ S, }.

Ist Q. =[r,s] x[q,q+(s-1)],s0istn(t) =nfirallet’ e [q,q+(s-1)].

Hieraus, der 6-Additivitit von A’ und der Aussage fiir den endlichen Fall
— folgt die Behauptung.

Die Rotationsinvarianz von A” liefert sofort allgemeinere Formen, insbeson-
dere gilt eine Sektionsregel fiir senkrechte Schnitte.
Wir betrachten noch folgende Frage:

Seif : R — R eine Funktion. Ist dann f ¢ R? (als Graph) eine A*-Nullmenge ?

Diese Frage wird von der Intuition wohl mehr oder weniger stark bejaht. Die
richtige Antwort ist aber ein nein. Sierpiniski, der Klassiker der geistreichen Ge-
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genbeispiele, hat eine Funkton f : R — R konstruiert, deren Komplement in
der Ebene inneres A*-Maf} Null hat, d.h. es gilt (A*)"(R? - f) = 0. Eine solche
Funktion kann kein Element von ¥ sein, denn:

szmg
Istf : R — R eine Funktion und f € £?, so ist A*(f) = 0.
[Andernfalls existiert ein Quadrat Q = [z}, z; + 1] X [2y, 2z, + 1], 21,2, € Z, derart,
dafl A = f n Q positives und endliches A2-Maf hat. Aber alle Verschiebungen von
A entlang der y-Achse sind paarweise disjunkt. ]

Ist also eine Funktion f: R — R meBbar fiir A, so ist A>(R - f) = oo, und damit
ist auch das innere A*-Maf} des Komplements von f unendlich. Die von Sier-
pinski konstruierte Funktion ist also sicher nicht A*-mefbar.

Das geometrische Lebesgue-Integral

Mit Hilfe des Lebesgue-Mafies A? auf R? kann das Lebesgue-Integral fiir
reelle Funktionen sehr einfach und der Anschauung entgegenkommend defi-
niert werden: Wir messen die von f und der x-Achse eingeschlossene Fliche, wo-
bei der Bereich unterhalb der x-Achse negativ beitrigt. Genauer messen wir also
zweimal: Einmal den positiven Bereich, und einmal den negativen. Da unser Fli-
chenmaf} auch unbeschrinkte Teilmengen messen kann, lassen wir zusitzlich + oo
und - e in der tiblichen Bedeutung als Funktionswerte zu.

Definition (Lebesgue-Integral, geometrische Definition)
Seif : dom(f) — RuU{-oo, +}, dom(f) C R, eine Funktion. Wir setzen:
A* = A'(f) = {(x,y) e R? | xe dom(f), 0 <y < f(x)},
A = A() = {(x,y)e R? | xe dom(f), f(x) <y < 0}.
Die Mengen A" und A heifien auch die Flichenmengen von f.
f heifit integrierbar; falls A*, A~ € £* und A*(A"), A} (A7) < ce.
f heifit £oo-integrierbar; falls A*, A~ € $* und 1*(A*) < oo oder A* (A7) < co.
Entsprechend heifit dann

L) == [fdr = [0 dA®@ = A*A%) - BA) € RU {oo, - oo}

das Integral von f bzw. das xeo-Integralvonf. i,
Ist]a,b[c dom(f) fiira<b,soseiL(f;a,b) = [ f di = L(fI]a,b[).

a
Im Sinne dieser Definition des Integrals ist die zu integrierende Funktion also
lediglich ein Kode fiir eine bestimmte (signierte) Fliche im R?.
Analog lifit sich ein Integral fiir n-dimensionale Funktionen mit Hilfe des Vo-
lumenmafies A"*! einfiihren.

Einige Bemerkungen: 1. Die Leibnizschen Integralzeichen (stilisierte Summensym-
bole) sind aufgrund ihrer algebraischen Kraft beim Rechnen mit Integralen unschlagbar.
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Im folgenden wird aber das Lebesgue-Maf} und sein Integral mehr untersucht als verwen-
det, und wir bevorzugen deswegen die funktionale Notation L(f) fiir das Integral.

2. Genauer mufiten wir Lebesgue-integrierbar, Lebesgue-Integral, usw. sagen, aber wir le-
gen Lebesgue- als Standard im Umfeld der Integrierbarkeit fest und unterdriicken deswe-
gen die Spezifikation. Wir reden dann explizit etwa von Riemann-integrierbar, wenn wir
diesen zweiten Integralbegriff im Vergleich betrachten.

3. Die Integrierbarkeit, also L(f) € R, wird gegeniiber der allgemeineren = oo-Integrier-
barkeit, also L(f) € [- oo, eo], in der Regel bevorzugt, um beim Rechnen mit Integralen
frei arbeiten zu konnen. Insbesondere ist dann nicht zu befiirchten, aus 0 + o = 1 + o0
durch einen kiirzenden Kurzschluf§ zu folgern, dafi 0 = 1 gilt. Zuweilen will man sich aber
der anderen Freiheit, mehr Funktionen integrieren zu kénnen, nicht berauben, und des-
wegen wird der Begriff der + co-Integrierbarkeit mitgefithrt. Man erlaubt hier auch un-
endliche Messungen, lediglich eine Mischform L(A") - L(A") = oo — 00 oder L(A") - L(A")
= - oo + oo ergibt keinen Sinn.

4. Die obige Definition von integrierbar bei gleichzeitiger Verwendung von L(f) fiir
+ co-integrierbare Funktionen hat sich durchgesetzt. Sie kann Anlaf} zur Verwirrung
sein: Die Funktion f = id | Rj ist nicht integrierbar, aber L(f) ist definiert (und gleich o);
f ist also nicht integrierbar, aber L(f), das Lebesgue-Integral von f, existiert.

Aus dem Integral 183t sich das Maf} auf R zuriickgewinnen: Ist P mefibar, so ist
indp ec-integrierbar mit L(indp) = A(P). Denn es gilt MEPx[0,1]) =AP) 1=
A(P) fiir alle mefibaren P c R.

Istf: [0,1] — Rintegrierbar, so heifit L(f) € R der Mirte/wert von f. Denn
L(f) = L(const,), wobei const, : [0, 1] — {t} die konstante Funktion auf [0, 1]
mit Wert t = L(f) ist. Ist allgemeiner f : P — R integrierbar derart, da§ P € £
und A(P) > 0, so heifit L(f)/A(P) der (Lebesguesche) Mittelwert von f.

Fiir das zweistufige Messen bewihrt sich folgende Aufteilung:

Definition (Positivteil und Negativteil)
Seif:dom(f) — R U {- oo, + o }. Wir definieren fiir x € dom(f):
f*(x) = max(0, f(x)), f (x) = - min(0, f(x)).
Wir nennen £ %, : dom(f) — R{ den Positiv- bzw Negativteil von f-

Firalle f: dom(f) — R U {0, - oo} gilt offenbar f = f * - £ ~. (Hier und im fol-
genden sind alle fraglichen Operationen mit Funktionen punktweise; so ist etwa
If1 die Funktion mit If1(x) = [f(x)| fir allex € dom(f).) Weiter sind dquivalent:

(i) f istintegrierbar,
(i) Ifl istintegrierbar,
(i) f*und f~ sind integrierbar.

Esgiltdann L(f) = L(f ") - L(f ). Diese Zerlegung in Positiv- und Negativteil er-
laubt es oft, in einem Argument o. E. anzunehmen, daf} die vorliegende Funktion
iiberall Werte in [0, e ] annimmt.

Durch Nullfortsetzung einer integrierbaren Funktion f : dom(f) — R kénn-
ten wir immer annehmen, dafl dom(f) = R gilt. Denn fiir alle mefibaren A ¢ R?
ist AU (R x {0}) mefibar mit gleichem Maf}. Alternativ kann man in der Defini-
tion von A* die Bedingung ,,0 < y < f(x)“ verwenden und damit die x-Achse als
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neutralen Bereich der signierten Flichenmessung kennzeichnen. In diesem Um-
feld taucht weiter folgende Frage auf: In der Definition des Integrals haben wir
die Funktionswerte selber nicht in die zu messende Fliche mit aufgenommen.
Koénnten wir dies tun? Im Hinblick auf das Ergebnis von Sierpinski, daf§ eine
reelle Funktion als Graph nicht notwendig A*-mefibar ist, ist diese Frage keines-
wegs tiberfliissig. Zum Gliick ist sie aber zu bejahen:

Satz  (die Graphen von integrierbaren Funktionen sind )’ -Nullmengen)
Seif:R — R xoo-integrierbar. Dann ist f € £* und folglich A*(f) = 0.

Beweis
Es geniigt zu zeigen (!):
(+) Seig:[a,b] — R integrierbar. Dannist ge $°.
Sei also g wie in (+). Fiir alle c € R" ist dann die Funktion g.: [a,b] — R
mit g.(x) = g(x) + ¢ integrierbar und es gilt L(g.) = L(g) + Ib-al - ¢, denn
nach Translationsinvarianz von A” ist
L(go) = M(A"(g) = M(A"(g) U [a,b] X [-¢,0]) = L(g) + Ib-al -c.
Insbesondere ist A*(gy,,) € %? fiir alle n > 1 und folglich auch

rjnzl A+(g1/n) = {(X’ Y) l0<x< g(x)} = A+(g) v ge $2’
— und damit g € % (und nach obiger Uberlegung A*(g) = 0).

Eine andere Frage betrifft die horizontalen Schnitte der Flichenmengen einer
integrierbaren Funktion. Eine Ubung oben zeigte, daf} die horizontalen Schnitte
von Lebesgue-mefibaren Teilmengen des R* nicht notwendig Lebesgue-mefibar
fiir A sind. Der natiirlichen Frage, ob etwa fiir t > 0 die Schnitte

B, = {xe dom(f) | x,t) € A*(f)} = {xe dom(f) | t < f(x)}
der Flichenmengen einer integrierbaren Funktion f in & sind, werden wir uns

unten bei der Diskussion des analytischen Lebesgue-Integrals noch zuwenden.
Sofort zu sehen ist:

Satz  (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Seif : [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis
Die Flichenmengen A*(f) und A™(f) ohne die x-Achse und ohne die
linken und rechten Randpunkte der Form (a, y) und (b, y) sind offene
— Teilmengen des R?, falls f stetig ist, und damit in %°.

Andererseits ist beispielsweise auch die Indikatorfunktion der rationalen Zah-
len integrierbar mit Integral 0. Das Lebesgue-Integral sieht Verinderungen einer
Funktion an abzihlbar vielen Stellen generell als unbedeutend an, und speziell die
Funktion indg ist aus der Sicht des Lebesgue-Integrals gleichwertig mit der Null-
funktion. Moglich wird diese abzihlbare Unschirfe durch die o-Additivitit des
zugrundeliegenden Mafies.
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Ubung
Sei f : R* — R mit f(x) = sin(x)/x. Dann gilt:

() f ist nicht Lebesgue-integrierbar.
@) limy _ . 5o L(f; 0, b) existiert.

[Eine Skizze ist hilfreich. zu (): Die von f eingeschlossenen Flichen oberhalb
und unterhalb der x-Achse haben jeweils unendliches Lebesgue-Maf3;
benutze hierzu X, 1/n = .

zu (i) : Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen. ]

Eigenschaften des geometrischen Integrals

Einige Eigenschaften des geometrischen Integrals sind einfach zu zeigen:

Sind f,g: R — [- oo, o] integrierbar und gilt f(x) < g(x) fiir alle x € R, so ist
L(f) < L(g). Dies folgt unmittelbar aus der Monotonie von A’.

Ist f integrierbar und c € R, so ist cf integrierbar und es gilt L(cf) = ¢ L(f).
Es geniigt wieder, diese Aussage fiir positive f und c zu zeigen. Fiir A ¢ R sei (fiir
dieses Argument) cA = { (x, cy) | (x,y) € A}die Streckung von A entlang der y-
Achse um den Faktor ¢. Nach Definition von cf ist dann A*(cf) = ¢ A*(f). Weiter
gilt A*(cA) = cA*(A) fiir alle offenen und abgeschlossenen Mengen A (de facto fiir
alle A € $?%). Hieraus folgt die Behauptung.

Wir kénnen dagegen nichtleicht zeigen, dafl L(f + g) = L(f) + L(g) fiir alle inte-
grierbaren f und g gilt. Bereits die Integrierbarkeit von f + g ist nicht offensicht-
lich. Denkt man iiber einen Beweis nach, so sieht man, daf die Aussage fiir kon-
stante g noch leicht einzusehen ist, und allgemeiner wird man zur Betrachtung
von integrierbaren "Treppenfunktionen h = . ¢ ap indy gefithrt, wobei € ¢ &£
eine abzihlbare Menge paarweise disjunkter Mengen ist. Damit fihrt der
Waunsch, die Linearitit fiir das geometrische Lebesgue-Integral zu zeigen zur
Frage nach der Approximierbarkeit von integrierbaren Funktionen durch Trep-
penfunktionen. Diese treten innerhalb der analytischen Definition des Mafies
auf, und damit wird die Linearitit dann leicht zu zeigen sein.

Die Linearitit L(f + g) = L(f) + L(g) erscheint bei diesem Ansatz als eine erstaunliche
Aussage iiber das Mafy A* : Seien f,g: [0, 1] — [0, 1], A = A*(f) die Flichenmenge von f
und B={(x,y) 1 0<x<1,1<y<1+g(x)}die um Eins nach oben verschobene Flichen-
menge von B. Dann gilt L(f) + L(g) = A*(A) + A*(B) = A*(A U B) wegen Translationsin-
varianz. Die Aussage L(f + g) = L(f) + L(g) bedeutet nun: Schieben wir die senkrechten
Schnitte ({x}xR) N B = {x} x [1, 1 +g(x)] von B fiirjedes x € [0, 1] soweit nach unten,
dafl sie die Menge A beriihren, konkret also um 1 - f(x), so ist die entstehende Gesamtfli-
che C mefibar fiir A und hat immer noch das Mafy A*(A) + A*(B). Die Menge B fillt unter
dieser Betrachtungsweise quasi auf die obere Kante von A herab, ohne gestaucht zu wer-
den: Sie behilt ihr Maf, denn es gilt A*(B) = A*(C - A). Ist etwa B ein Vollquader (fiir g =
indjg, 1)) und A die durch f(x) = x gegebene schiefe Fliche, so ist B nach dem freien und un-
gestauchten Fall auf A das Parallelogramm { (x,y) | 0<x<1,x<y <1 +x}, das natiirlich
immer noch Fliche 1 hat. Im allgemeinen kann die obere Kante von A, d.h. der Graph von
f, aber sehr kompliziert sein, und dann ist der Erhalt der Flichen keineswegs mehr klar. In
diesem Sinne ist die Linearitit des Integrals eine weitreichende Aussage iiber eine fld-
chentreue Operation im R?.
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Die analytische Definition des Lebesgue-Integrals

Lebesgue selbst definierte sein Integral bevorzugt durch eine Zerlegung des
Wertebereichs beschrinkter Funktionen, was den Unterschied zum Riemann-In-
tegral besonders klar herausstellt. Wir diskutieren nun noch diese von Lebesgue
analytisch genannte Definition seines Integrals und zeigen die Aquivalenz zur geo-
metrischen Definition.

Das Lebesgue-Integral lifit sich in seinem analytischen Gewande als konzep-
tionelle Neuordnung der Riemann-Summen bestechend suggestiv beschreiben:
Fiir das Riemann-Integral zerlegen wir den Definitionsbereich von f in Inter-
valle. Im analytischen Lebesgue-Integral zerlegen wir dagegen den Wertebe-
reich von f in Intervalle. Anschliefflend werden die Urbilder der Werteintervalle
mit Hilfe das Lingenmafies A gemessen und die Ergebnisse dieser Messungen
werden mit einer ,,Stiitzstelle“ aus den zugehorigen Werteintervallen multipli-
ziert; schliefilich werden in einer ,Lebesgue-Summe* alle diese Einzelprodukte
aufsummiert. Die Urbildmessung mit A ist offenbar nicht fiir alle Funktionen
moglich - man betrachte etwa die Indikatorfunktion einer Menge wie im Satz
von Vitali. Wir definieren als Summe dieser Uberlegungen:

Definition (Lebesgue-mefSbare Funktion)
Seif:dom(f) — R, dom(f) C R, eine Funktion. f heifit (Lebesgue-) mefSbar,
falls fir allea, be Rgilt: ™7 [a,b[ € L.

Die Verwechslung von Lebesgue-mefibar im Sinne dieser Definition und der Mefbar-
keit von f c R? fiir A? ist in der Regel nicht zu befiirchten. Im zweiten Fall reden wir, wie
oben schon, immer von der A*-Mefibarkeit von f.

Man zeigt sofort, dafj fiir eine mefibare Funktion auch die Urbilder offener und
abgeschlossener Intervalle mefibare Teilmengen von R sind. Fiir eine disjunkte
Zerlegung des Wertebereichs bieten sich aber halboffene Intervalle an. Einzelne
Punkte kénnen grofie Urbilder haben, und deswegen schliefien wir Uberlappungen
aus.

Ist f mefibar, so sind auch alle Mengen { x € dom(f) | f(x) = t } mefibar. Auch
dom(f) selbst ist mefibar, denn dom(f) = U, 7 £ [,z + 1 [. Zum Nachweis der
Mefibarkeit geniigt weiter ein Beweis von f” [q, e[ € £ fiiralle g€ Q ().

Elementare Argumente zeigen: Sind f und g mefibar mit dom(f) = dom(g), so
sind auch cffiir c e Rsowie f + gund f - g mefibar. Ist g(x) # 0 fiir alle x e dom(g),
so ist auch /g mefibar. Weiter ist jede stetige Funktion mefibar, da fir diese
Funktionen die Urbilder offener Intervalle offene Mengen und damit mefibar
sind. Ist f stetig und g mefibar, so ist auch f o g mefibar. (Es gibt Lebesgue-mef3-
bare f und g derart, dafl f o g nicht Lebesgue-mefibar ist. Solche Funktionen fal-
len bei der erwihnten Konstruktion eines stetig monoton wachsenden g : [0, 1 ]

— [0,1]mitg ™" A g & fiir ein A € £ mitab.)

Die o-Additivitit von A fiihrt weiter zu folgender Vertauschungsregel fiir

punktweise Limiten:
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Ubung
Sei A ¢ R, und seien f,, : A — R mefibare Funktionen, die
punktweise gegen eine Funktion f: A — R konvergieren, d.h. es gilt
lim, _, ., f,(x) = {(x) fiir alle x € A. Dann ist f mefibar.

Wie fiir das Lebesgue-Maf gilt iiberall die Freiheit, modulo einer Nullmenge
zu rechnen. So bleibt etwa obige Ubung richtig, wenn die punktweise Konver-
genz fiir die Punkte einer Menge B € A mit A(B) = 0 verletzt ist.

Wir betrachten im folgenden beschrinkte Funktionen f : [a, b] — R. Dieser
Rahmen 148t sich spiter leicht verallgemeinern.

Zunichst definieren wir einen allgemeinen Partitionsbegriff:

Definition (Partitionen mit Stiitzstellen)
Sei [a, b] ein reelles Intervall mita < b, und sei § € R".
Eine Partition von [a, b] der Feinbeit § ist eine endliche Folge
(t;, x; | 1 < n) mit der Eigenschaft:
(l) a =t0 SXO Stl SXI < .. StnSXnSb
(i) t;,; - t; < 8 fiirallei < n, wobei t,,; :=b.
Die t; heifien auch die Zerlegungspunkte der Partition und die
x; heiflen auch die Stiitzstellen der Partition.

Damit definieren wir nun:

Definition (Lebesgue-Sumimne)
Seif:[a,b] — [d, e[ eine Lebesgue-mefibare Funktion, und sei
p =(t;, y; | 1 £n) eine Partition von [d, e].
Dann ist die Lebesgue-Summe von [ bzgl. p definiert als:

Apf = Zicayi - AEV [t D).
Definition (analytische Definition des Lebesgue-Integrals)

Seif:[a,b] — [d, e[eine Lebesgue-mefibare Funktion.
t heifit Lebesgue*-integrierbar, falls ein c € R existiert mit:

(+) Fiir alle € > 0 existiert ein § € R mit:
IA,f - cl < ¢ fiir alle Partitionen p von [d, e] der Feinheit 5.

¢ heifit dann das Lebesgue*-Integral von f, in Zeichen ¢ = L*(f).

Lebesgue (1966) ,, The geometers of the seventeenth century considered the integral of
f(x) - the word ‘integral’ had not been invented, but that does not matter - as the sum
of an infinity of indivisibles, each of which was the ordinate, positive or negative, of
f(x). Very well! We have simply grouped together the indivisibles of comparable size.
We have, as one says in algebra, collected similar terms. One could say that, according
to Riemann’s procedure, one tried to add the indivisibles by taking them in the order
in which they were furnished by the variation in x, like an unsystematic merchant who
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counts coins and bills at random in the order in which the came to hand, while we ope-
rate like a methodical merchant who says:

I have m(E,) pennies which are worth 1 - m(E,),

I have m(E,) nickels worth 5 - m(E,),

T have m(E;) dimes worth 10 - m(E;), etc.
Altogether then I have

S=1-mE) + 5 -mE;) + 10 -m(E;) +...
The two procedures will certainly lead the merchant to the same result because no

matter how much money he has there is only a finite number of coins or bills to count.

But for us who must add an infinite number of indivisibles the difference between the
two methods is of capital importance.“

Die verfeinerte Methode wird aus pragmatischer Sicht mit einem hohen tech-
nischen Aufwand erkauft: Das ,,Gruppieren dhnlicher Terme“, d.h. die Betrach-
tung von E(a, b) = {1 [a, b[, setzt den Begriff der Mefibarkeit voraus. Wir miis-
sen, in der Sprache des Vergleichs von Lebesgue, wissen, wieviele Miinzen wir
haben, deren Wert zwischen a und b liegt, um den Wert aller dieser Miinzen an-
geben zu konnen. Die Urbilder E(a, b) kénnen sehr kompliziert sein.

Daf} Lebesgue Riemann in die Nihe eines etwas bodenstindigen Kaufmanns riickt,
der seine Post linear abarbeitet, ist nicht nur ikonolatrisch bedenklich: Die Lebesgue-
sche Integration bricht mit dem alten und bis heute in der Mathematik zentralen Prin-
zip, eine Funktion global zu untersuchen, indem sie tiberall lokal analysiert wird, d.h. in
jedem kleinen Intervall ihres Definitionsbereichs. Wir werden unten zudem eine Verall-
gemeinerung des Riemann-Integrals besprechen, die viele der guten Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals aufweist.

Es zeigt sich, daf} die Lebesgue*-Integrierbarkeit bereits aus der Lebesgue-
Mef3barkeit folgt, und daf} die neue Definition des Integrals mit der alten geome-
trischen zusammenfillt, und wir also den Stern weglassen kénnen. Dies wollen
wir nun beweisen. Hierzu betrachten wir:

Definition (untere und obere Partition)
Seip =(t;, y; | 1 <n) eine Partition von [d, e].
p heifit eine untere Partition, falls y; = t; fir alle i <n gilt.
p heifit eine obere Partition, falls y; = t;, { fiir alle i < n gilt (mitt,, | = e).

Obere und untere Partitionen schreiben wir kurz als {t; | i < n), da sich die
Stiitzstellen aus dem Typ der Partition ergeben. Wie erwartet gilt:

Ubung
Seif:[a,b] — [d, e[ Lebesgue-mefibar.
Weiter seien p und p’ eine untere- bzw. obere Partition von [d, e].
Dann gilt At < A f.

Wir zeigen:
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Satz  (Integrierbarkeit beschrinkter Lebesgue-mefsharer Funktionen)
Seif:[a,b] — [d, e[ eine Lebesgue-mefibare Funktion.
Dann ist f Lebesgue*-integrierbar.

Beweis
Es gilt:

(+) sup p untere Partition von [d, e] A p f < 1nfp obere Partition von [d, e] A p f.

Ist nun p irgendeine Partition von [d, e], und sind p, und p,, die untere
bzw. obere Partition von [d, e], die die gleichen Zerlegungspunkte wie p
haben, so gilt weiter

(+0) Ap f < Af < A f
Hat weiter p die Feinheit 3, so gilt nach Definition der Lebesgue-Summe::
Apu f - Apu f < z:iSn 5 }\'(f_l// [ti7 Gl D =0 - }\'([aa b])

Dies konvergiert gegen Null, falls 8 gegen Null konvergiert.
Also ist das Supremum in (+) gleich dem Infimum in (+), etwa gleich ce R.
— Mit (++) folgt dann die Behauptung: c ist das Lebesgue*-Integral von f.

Der Beweis zeigt: L*(f) ist gleich dem Supremum der Summen iiber untere
Partitionen und gleich dem Infimum der Summen tiber obere Partitionen. Wei-
ter ist L*(f) gleich dem Limes der Summen tiber eine beliebige Folge von Parti-
tionen, deren Feinheit gegen Null konvergiert. Damit kénnen wir insbesondere
bei der Berechnung des Integrals Partitionen mit bestimmten Eigenschaften zu-
grunde legen, etwa solche, die das Intervall [d, e] in gleich grofie Teile zerlegen.

Da wir die 0 als Stiitzpunkt der Lebesgue-Summen wihlen kénnen, gilt im
Falle der Mefibarkeit klarerweise :

L*(f) = L*(f*) - L*f").

Wie die geometrische Definition kann man also auch die analytische Defini-
tion des Lebesgue-Integrals als einen zweistufigen signierten Mefiprozef} auffas-
sen.

Der Schliissel zur Aquivalenz der beiden Definitionen ist nun die nicht iiberra-
schende aber keineswegs triviale Mefibarkeit von positiven Funktionen, deren
mit der x-Achse eingeschlossene Fliche durch das Mafi A’ gemessen werden
kann. Dies besagt der folgende Satz von Lebesgue:

Satz  (geometrische Integrierbarkeit und MefSharkeit)
Seif : dom(f) — R Lebesgue-integrierbar (im geometrischen Sinn),
und es sei dom(f) € &. Dann ist f Lebesgue-mefibar.

Beweis
Es geniigt, die Aussage fiir Funktionen f zu zeigen mit rng(f) [0, oo
(denn mit f sind auch f * und f ~ integrierbar, und aus der Mefibarkeit von
f*und f ~ folgt die Mefibarkeit von f).
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Weiter diirfen wir annehmen, dafl dom(f) beschriinkt in R ist (denn
f_I” [t’ °°[= UZEZ (fl [Z7 Z+ 1[)_1” [ta °°[)
Wir setzen fiir t 2 0:
B, = {7 [t,eo[ = {x€ dom(f) | f(x) > t}.
Wir zeigen, daff B, € & fiir alle t > 0 gilt. Dies gentigt.
Fiir alle t > 0 gilt:
(@) A By < A'(B) < eo.

(ii) A™(B,) und A*(B,) sind monoton fallend in t.

(iii) limgs — g 9<5<c A" (Biog) = A°(By).
[Vgl. obige Zusammenstellung der Eigenschaften von A~ und A". ]

Annabme, es existiert ein s >0 mit A*(B,) - A°(B,) > 0.

Nach (i) - (iii) existieren dann 0 < 3 < s und € > 0 mit der Eigenschaft:
+) A*B,) - A (B, > ¢ firallete [s-39,s].

SeiA = {(x,y) € R* | xe dom(f), 0 <y < f(x)} (= A(f) U f).

Dann ist A € $* nach Voraussetzung (und dem Satz oben, daff f € £7?).
Wir setzen

A* =R x [s-8,s] n A

Dann ist auch A* € ¥2. Also existieren U, C ¢ R? mit:

(@) U o A*ist offen,
(b) C c A*istabgeschlossen,
(©) A*(U) - *(C) < §-¢.
Firt>0sei X, = R x{t}. Dann gilt fiir allete [s -39, s]:
UnX, 2 A*nX, ={x,t | xe dom(f), fx) >t} =B, x{t} 2 Cn X,.
Schliefilich folgt mit (+) hieraus fiir alle te [s -, s]:
+) M{x1 x,0e UnX,-C}) > ¢,

denn die Projektionen von U N X, und C N X, auf die x-Achse wiren sonst
zu genaue offene dufiere und abgeschlossene innere Messungen von B,.
Damit enthilt aber die offene Menge U - C im 8-Streifen [s - §, s]
durchweg eindimensionale Horizontale mit Lebesgue-Mafi > €.

Folglich gilt A*(U - C) > § - £ nach der Sektionsregel fiir offene Mengen,
im Widerspruch zu (c).

Damit ist also A*(B,) = A°(B,), also B, € & fiir alle s > 0.
— Aber By = dom(f) € £ nach Voraussetzung.

Auf die Voraussetzung dom(f) € & kann nicht verzichtet werden. Denn sei B ¢ £, und
sei f die Nullfunktion auf B. Dann ist f geometrisch Lebesgue-integrierbar mit Integral
Null, aber f ist nicht Lebesgue-mefibar.
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Wir geben noch einen zweiten Beweis des Satzes, der statt der Sektionsregel
die Produktregel fiir das dufiere und innere Maf} verwendet. Entscheidend ist
wieder die Schnittstetigkeit des inneren Mafies.

zweiter Beweis des Satzes
Sei wieder o.E. f : dom(f) — [0, o[, dom(f) beschrinkt in R.
Wir setzen zudem wieder
A = {(x,y)e R* | xe dom(f), 0 <y < f(x) }, und
B, = {1 [t,o[ = {xe dom(f) | f(x) >t} fiirt>0.

Sei nun t > 0 beliebig. Fiir 0 <3 < t sei

As = R x [t-3,t] n A.

Dann gilt fir alle 0 <8 <t, dafl B x[t-9,t] € Ay € B,_sx[t-39, t], also
SA'(BY < (W) (Ay) = M(As) = W) (As) < SA°(B_y),

denn \*)* (B, x [t =8, t]) =8 A*(B) und W) (B,_sx [t -8, t]) =8 A" (B,_s)
nach der Produktregel. Damit gilt also fiir alle 0 < § < t, daf3:

A (By) < A (B_y).

Nach der Schnittstetigkeit von A" ist dann aber

}\’+(Bt) < limS — 0,0<8<t }"_(Bt—S) = }“_(Bt)'

Stets gilt A" (B, < A" (By). Also gilt fiir alle t > 0, dafl A*(B,) = A"(B,), d. h.
— esgilt B, € & fir alle t > 0. Nach Voraussetzung ist zudem By € &.

Dies war bereits die Hauptarbeit fiir:

Satz  (Aquivalenz der geometrischen und der analytischen Integral-Definition)
Seif:[a,b] — [d, e[ eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist Lebesgue-integrierbar (nach der geometrischen Definition),
(i) f ist Lebesgue-mefibar (und damit Lebesgue*-integrierbar).

Weiter gilt dann L(f) = L*(f).

Beweis
zu (1) 7 (i7) : haben wir bereits gezeigt.

zu (i) ™ (1) und LX(f) = L(f):
Es geniigt wieder, die die Aussage fiir positive Funktionen zu zeigen.
SeiA=A"f)={(x,y)e R I xe [a,b], 0<y<{(x)}.
Sei p" = (t{' | 1 < n) eine Folge von unteren Partitionen von [d, e],
deren Feinheit gegen Null konvergiert. (Die n-te Partition zerlegt
also [d, e] in n Teile; wir sparen dadurch einfach einen Index.)
Fiir n € N seien:
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0
fo = Zo<icnti - Indptopen o0,

A ={&xyeRIxe[ab], 0sy<f(x}

Seine N. Dann gilt A, = U, f7[¢!, ][ x [0,t][  A.
Wegen f Lebesgue-mefibar ist {7 [, t!, | [ € £ fiiralle i <n,
und damit A, € £?. Klarerweise gilt:

(+) L*(f,) = M(A,) = L.

Da die Partitionen beliebig fein werden gilt weiter A = U .y A,..
Dann ist aber A € $%, da £? eine 6-Algebra ist.

Also ist f geometrisch Lebesgue-integrierbar mit L(f) = A*(A).
Aus (+) folgt weiter, daf§

- L*f) = lim, _ .L*f) = lim,_ .A@A,) = AQ) = L.

Die analytische Definition des Integrals lifit sich auch auf gewisse unbe-
schrinkte Funktionen durch Trunkierung und Grenzwertbildung erweitern. Fiir
eine Funkdonf: A — [0,], ACR,undn e N definieren wir die trunkierte Funk-
tionf An:A — Rdurch (f An)x) = min(f(x), n). Das Integral L(f) kann nun fiir
unbeschrinkte Funktionen f: [a,b] — [0, o] im Falle der Existenz durch L(f) =
lim, _ .. L(f A n) definiert werden. Wie iiblich wird die Definition via Zerlegung
in Positiv- und Negativteil nun noch auf gewisse Funktionen f: [a,b] — [- oo, eo]
ausgedehnt. Eine zweite erweiternde Limeskonstruktion durch Trunkierung des
Definitionsbereiches erlaubt es schliefilich, auch gewisse Funktionen integrieren
zu konnen, deren Definitionsbereich eine Menge A mit A(A) = o= ist.

Damit ist nun insbesondere relativ leicht zu zeigen:

Ubung
Firintegrierbare f,g : R — Rist f + gintegrierbar und L(f + g) = L(f) + L(g).

Weiter erhalten wir:

Satz
Seif : R — [0, co]. Dann gilt:
f ist + co-integrierbar gdw f ist Lebesgue-mefibar.

Die moderne Form der analytischen Definition

Oftmals wird das Lebesgue-Integral heute in einer insbesondere durch die Ar-
beiten von Young motivierten Variante der analytischen Definition eingefithrt. Wir
skizzieren noch die Grundschritte dieser Definition; der Leser findetsie in der neu-
eren Literatur an vielen Stellen im Detail vorgefiihrt (etwa [ Elstrodt 2005 ]).

Die Integral-Definition verlduft wieder tiber eine Zerlegung einer Funktion
f:dom(f) — Rin Positiv- und Negativteil: f = f* - {™. Es gentigt also das Inte-
gral fiir Funktionen f: R — [0, e] zu definieren. Wir kénnen e als Funktions-
wert von Beginn an zulassen.
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Wir definieren wie zuvor das Lebesgue-Mafi A und anschlieffend den Begriff
der mefibaren Funktion iiber A-mefibare Urbilder von Intervallen. Die Schlacht
wird nun elegant mit dem Soldnerheer der Treppenfunktionen gewonnen:

Definition (Tieppenfunktion oder einfache Funktion)
Seif:R — [0, e] Lebesgue-mefibar. { heifit eine Treppenfunktion oder
eine einfache Funktion, falls rng(f) endlich ist.

Eine Treppenfunktion f ist also eine Funktion der Form
(+) f = Z’iSn C; il’ldAi

mitc; € [0,ec]und Ay, ..., A, € & (wobei man die Mengen Ay, ..., A, als Zerle-
gung von R annehmen kann aber nicht muf}). Die A; sind i.a. keine Intervalle; so
ist etwa indg eine Treppenfunktion. Zu einer anschaulichen ,, Treppe® werden
also diese Funktionen erst nach einer abstrakten Umordnung von R.

Fiir eine Treppenfunktion f wie in (+) setzt man:

L) = Zi<n 6 AMA) (wobei 0 - o = 0),

und zeigt, daf} dies wohldefiniert ist.
Die Konstruktion ins Rollen bringt nun der folgende Satz:

Satz  (Approximations- und Abgeschlossenbeitssatz)
Seif : R — [0, eo]. Dann sind dquivalent:

(i) fist Lebesgue-mefibar.

(i) Es existieren Treppenfunktionenf, : R — [0,e],ne N,
die punktweise monoton wachsend gegen f konvergieren.

Man setzt nun fiir ein Lebesgue-mefibares f : R — [0, co]:
L(f) = SUPpenN L(fn)7

tiir eine beliebige Folge von Treppenfunktion f, wie im Approximationssatz.
Nicht vollig trivial ist der Nachweis der Wohldefiniertheit. Offenbar gilt:

L(f) = SUPgTreppenfunktion, g < f L(g)

Schlieilich erweitert man die Definition fiir mefibare f : R — [ oo, o] durch
L(f) = L(f") - L(f"), wieder vorausgesetzt, daf} die Differenz Sinn ergibt. Ist dann
IL(f)] < oo, so heifit wieder L(f) Lebesgue-integrierbar.

Bei diesem Ansatz steht die Approximation durch Treppenfunktionen im
Vordergrund. Der Nachweis, daf§ alle Lebesgue-integrierbaren Funktionen
eine bestimmte Eigenschaft haben, wird schnell zu einer Routineangelegen-
heit, die die Eigenschaft fiir nichtnegative Treppenfunktionen und dann fiir
ihre punktweisen monotonen Limiten beweist, die notorische {*-, {™-Zerle-
gung einmal beiseite gelassen.

Alle drei Konstruktionen haben ihre Vorteile: Die geometrische Definition
stellt die klassische Tradition der Flichenmessung in den Vordergrund. Die
analytische Definition nach Lebesgue zeigt klar die konzeptionellen Unter-
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schiede zum Riemann-Integral (s.u.). Die Variante der analytischen Definition
nach Young approximiert in monotoner Weise eine integrierbare Funktion
durch, modulo des Mafies A, besonders einfache Funktionen, die sich in einem
Summenkalkiil sehr gut beherrschen lassen. Die geometrische Definition arbei-
tet von vornherein mit dem Flichenmafl A%, die beiden anderen Definitionen
kennen nur A, und eine durch ein Maf} fafibare geometrische Bedeutung ergibt
sich erst a posteriori. (Im Falle der modernen analytischen Definition ist die geo-
metrische Bedeutung aber klar fiir Treppenfunktionen und sie ergibt sich dann
allgemein durch monotone Approximation mit Treppenfunktionen.)

Integrationssitze

Besonders die starken Vertauschungssitze der Lebesgueschen Theorie haben
diesem Integralbegriff zum Durchbruch verholfen. Durch die geometrische De-
finition erhalten wir den ersten Satz geschenkt:

Satz  (Satz iiber die monotone Konvergenz)
Seif, : R — [0, ], ne N, eine Folge von = ec-integrierbaren Funktionen,
die punktweise monoton wachsend gegen f : R — [0, o] konvergiert.
Dann ist f +eo-integrierbar und es gilt

L) = lim, _ . L(f,).

Das liest sich dann hiibsch als L(lim,, _, ., f,) = lim, _, ., L(f,). Der Satz findet sich in
[Levy 1906], wobei schwer vorstellbar ist, dafy Lebesgue, der die geometrische Definition
des Integrals mehrfach diskutierte, diese Konvergenzaussage fremd war.

Beweis
Die Aussage tibersetzt sich in die Behauptung

}"Z(UneNAn) = SupneN}\'z(An)

fiir die c-monotone Folge der A, = A*(f)) € $£*, ne N.
Diese Behauptung ist aber wegen der Abgeschlossenheit von % unter
— abzihlbaren Vereinigungen und der 6-Additivitit von A? trivial.

Folglich gilt fiir jede Folge f, : R — [0, eo] von xec-integrierbaren Funktio-
nen auch die Vertauschungsregel L(Z, ¢  f,) = Z, < n L(f,), wobei die Summe
iber die Funktionen punktweise gebildet wird.

Die Voraussetzung an den Wertebereich der Funktionenfolge im Satz von der
monotonen Konvergenz lifit sich wie erwartet weiter abschwichen:

Ubung  (Satz von der monotonen Konvergenz, starke Form)
Der Satz von der monotonen Konvergenz gilt auch fiir + co-integrierbare
punktweise monoton wachsende f, : R — [ oo, —co], n € N, mit L(fy) > —oo.

Analoge Sitze gelten fiir punktweise monoton fallende Funktionen. Der Leser
wird sehen, dafi der obige Beweis des Satzes von der monotonen Konvergenz
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auch fiir eine punktweise monoton gegen ein f fallende Folge von integrierbaren
Funktionen f,, : A — R{ iibernommen werden kann, wenn der Satz herangezo-
gen wird, daf f eine A*-Nullmenge ist: Denn der Schnitt iiber die Flichenmen-
gen A*(f,,) der f,, ist nun in der Regel nicht mehr A*(f), sondern eine Obermenge
von A*(f), immer aber Teilmenge der erweiterten Flichenmenge A*(f) U f. Ist
die Folge streng monoton fallend, so ist der Schnitt identisch mit A*(f) U f.

Vielfache Anwendung findet nun weiter der folgende Satz von der dominier-
ten Konvergenz von Lebesgue (1910):

Satz  (Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz)
SeiAcR,undseif,: A — [- oo, + o] eine Folge von integrierbaren
Funktionen, die punktweise gegen f : A — [- oo, + o] konvergiert.

Es gebe ein integrierbares g : A — [0, eo] mit If,| < g fiirallene N.
Dann ist f integrierbar und es gilt L(f) = lim,, _, .. L(f,).

Beweis
Firn € N seien

h, = infy,,fi + g, h'y = supps,fi + 2.

Dannsind h,, b, : A — [0, o] integrierbar fiir allen € N.

Die h,, konvergieren punktweise monoton wachsend gegen f + g,
und die h}, konvergieren punktweise monoton fallend gegen f + g.
Nach monotoner Konvergenz gilt dann also:

) lim, _ . L(h,) = L(f+g) = lim, _ .. L(’,).

Weiter gilt aber firallene N: h, <f +g < h’,.
Nach (+) und Monotonie des Integrals ist also

lim, _ .. L(f, + g) = L(f + g),
— und damit nach Linearitit lim,, _, ., L(f,) = L(f).

Man kann fiir den Beweis auf die Addition von g verzichten und mith,, = infy ; , f, und
h’, = supy s, f arbeiten. Dann muf aber die starke Form der monotonen Konvergenz aus
der Ubung oben herangezogen werden. Generell haben Funktionen mit Werten in R{ ein
einfaches Integral ohne negative Flichenmessung, was zu klaren Argumenten fiihrt.

Zur Rolle der dominierenden Funktion g mit L(g) < e betrachten wir etwa die
Folge der Funktionen f, = ind, .. Es gilt L(f,) = 1 fiir alle n, und die Folge
konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion f. Eine Vertauschung von Li-
mesbildung und Integration ist also nicht méglich, und der Satz von Lebesgue
erlaubt dies auch nicht, da die f;, von keiner Funktion g mit endlichem Integral
dominiert werden.

Priifen wir, wo das Argument des Beweises fiir diese Folge f,, n € N, scheitert. Wir
withlen hierzu die minimale obere Einhiillung g = ind, ..; mit L(g) = e als dominierende
Funktion, und versuchen, den obigen Beweis durchzufiihren. Fiir alle n € N erhalten wir:

h, = ,die Nullfunktion auf R“ + g = g, h’, = ind}, ) + g.
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Alle Aussagen des Beweises sind richtig bis einschliefilich lim,, _, ., L(f, + g) = L(f + g).
Wir haben 1 + o0 = 1 + lim, . ., L(g) = lim, _ .. L(f, +g) = L(f) + L(g) = 0 + oo,
aber es fithrt kein Weg zu lim,, _, .. L(f) = 0.

Ein Klassiker in der Lebesgueschen Integrationstheorie ist weiter das Lemma
von Pierre Fatou (1906):

Uhung (Lemma von Fatou)
SeiAcCR,undseif,: A — [0,e0],n € N, eine Folge von
+co-integrierbaren Funktionen. Dann gilt:
L(lll’l’ln oo infk >n fk) < limn oo insz n L(fk)

[Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz auf g, = inf}  , f;.]

Das Infimum links ist wieder punktweise. Die Aussage beinhaltet wie iiblich eine Inte-
grierbarkeits-Behauptung fiir die Limesfunktion auf der linken Seite.

Statt der Voraussetzung der Nichtnegativitit der Funktionen f;, geniigt, daf§ alle f;
punktweise grofiergleich einer integrierbaren Funktion g sind. Aus dieser Form gewinnt
man mit,lim, _, .. supys, fy = -lim, _, . inf 5, - f,“ eine niitzliche lim-sup-Version des
Lemmas fiir Funktionen f;, die punktweise von einer integrierbaren Funktion dominiert
werden. Es gilt dann L(lim,, _, .. supy >, f) 2 lim, _ ., supy», L(f).

Die Folgef,:[0,1] — Rgmitf,(x) =nfiir0 < x < 1/n und f(x) = 0 sonst zeigt,
dafl Gleichheitim Lemma von Fatou nicht zu gelten braucht. Die Fatou-Unglei-
chung lautet hier ,0 < 1.

Schliefilich erwihnen wir ohne Beweis noch den Satz von Fubini. Wir entwik-
keln mit Hilfe von A* ein Lebesgue-Integral L2(f) fiir Funktionen f : R? — R;
dies geschieht analog zur Definition des Lebesgue-Integrals L(g) = L;(g) fiir
Funktionen g : R — R. Es gilt dann:

Satz  (Satz von Fubini)
Sei f : R* — [ oo, + o] eine Lebesgue-integrierbare Funktion.
Firxe Rseif, : R — [- oo, + oo] die Funktion mit f,(y) = f(x, y) fiir alle y.
Weiter sei N = { x € R | {, ist nicht Lebesgue-integrierbar }.
Dann gilt:

(@) Ne Lund A(N) = 0.
(b) g:R — Rist Lebesgue-integrierbar und L,:(f) = L;(g),
wobei g(x) = Ly(f,) firxe R - N und g(x) = 0 fuirx € Nist.

In Integralschreibweise (und ,,modulo Nullmenge®) lautet die Identitit der
Integrale suggestiv:

[ty dixy) = [ [ £y) diy) dA).

Hieraus erhilt man die bekannte Vertauschungsregel fiir doppelte Integratio-
nen, da L;2(f) = L2(h), mit h(x, y) = {(y, ) fiir alle x,y € R.

Weiter erhalten wir aus dem Satz von Fubini:
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Korollar
SeiPe £*,undsei P, = {ye R (x,y) € P} firxe R.
Dann sind dquivalent:
@) M(P) = 0.
(i) M{xe R | P,g £ oder MP,) # 0}) = 0.

Der Satz von Fubini beinhaltet die geometrische Bedeutung des Integrals. Sei nimlich
g : dom(g) — [0, e=] eine integrierbare Funktion mit Flichenmenge

A = {(x,y) | xe dom(g), 0 <y < gx }.

Wir betrachten f = ind, : R> — R. Dann ist f, = ind g, 4y fiir alle x € R. Jedes f, ist
Lebesgue-integrierbar mit L(f,) = g(x). Nach dem Satz von Fubini ist also

L) = Lyg).
Aber L;2(f) = Ly2(indy) = A*(A). Damit ist das Lebesgue-Integral von g also das Lebes-
gue-Maf} der Flichenmenge A.

Riemann-Integral und Peano-Jordan-Inhalt

Die geometrische Definition des Lebesgue-Integrals wirft die Frage auf, ob
zum klassischen Riemann-Integral ebenfalls ein Flichenmaf§ gehort. Das Rie-
mann-Integral wird ja oft als Flichenmessung motiviert, wenn es dann auch in
der Regel analytisch und nicht geometrisch definiert wird. Zur Erinnerung ge-
ben wir eine knappe aber vollstindige Definition des Riemann-Integrals mit
Hilfe des obigen Partitionsbegriffs:

Definition (Riemmann-Summe bzgl. einer Partition)
Seif:[a,b] — R,undseip =t} x; | i<n)eine Partition
(irgendeiner Feinheit). Dann ist die Riemann-Summe von f bzgl. p,
in Zeichen X , f, definiert als:

z"pf = z"iSnf(Xi) : |ti+1 - til‘
Definition (Riemann-Integral und Riemann-Integrierbarkeit)

Seif:[a,b] — R eine Funktion.
t heifit Riemann-integrierbar, falls ein c € R existiert mit:

(+) Fiir alle € > 0 existiert ein 8 € R* mit:
IZ,f - cl < ¢ fiiralle Partitionen p von [a, b] der Feinheit 3.

¢ heifit dann das Riemann-Integral von f.
Der Leser vergleiche hierzu die analytische Definition des Lebesgue-Integrals.

Ubung
(i) cistim Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

(ii) Istf Riemann-integrierbar, so ist f beschrinkt.
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Eine zu (+) dquivalente Integrierbarkeits-Bedingung fiir das Riemann-Inte-
gral ist: Fiir jede Folge (p,, | n € N) von Partitionen von [a, b], deren Feinheit
gegen Null konvergiert, gilt lim, _, . X, f = c.

szmg
Eine dquivalente Definition des Riemann-Integrals erhilt man, wenn man
iiberall nur dquidistante Partitionen p von [a, b] zulifit, d. h. Partitionen
p={(t, x| i<n)mit It;,; -t;| = Ib-al/(n+1) firallei<n.

Riemann selbst beschreibt in seiner Habilitationsschrift von 1854 das Integral
und die Aufgabe der Bestimmung ,,des Umfangs seiner Giiltigkeit® so:

Riemann (1854): ,4. Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, notigt uns, einiges vorauszuschik-
ken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang seiner Giiltigkeit.

Also zuerst: Was hat man unter f f(x) dx zu verstehen?
a

Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen a und b der Gréfe nach auf einander
folgend, eine Reihe von Werten xy, x,, ..., x,,_1 an und bezeichnen der Kiirze wegen
x; - a durch &y, x; - x; durch §,, ..., b - x,_; durch §, und durch € einen positiven
echten Bruch. Es wird alsdann der Wert der Summe

S = 61 f(a+81 61) + 82 f(X] +€2 62) + ... + 6n f(Xn—l +8n Sn)

von der Wahl der Intervalle und der Grofien € abhiingen. Hat sie nun die Eigenschatft,
wie auch § und € gewihlt werden mogen, sich einer festen Grenze A unendlich zu

b
nihern, sobald simtliche & unendlich klein werden, so heifit dieser Wert f f(x)dx...
a

5. Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der Giiltigkeit dieses Begriffs oder
die Frage: in welchen Fillen lifit eine Funktion eine Integration zu und in welchen
nicht?“

Historisch korrekter wire Cauchy-Riemann-Summe und Cauchy-Riemann-Inte-
gral. Cauchy hatte bereits 1823 das Riemann-Integral fiir stetige Funktionen
iiber Riemann-Summen eingefiihrt; er arbeitet zwar in seinen Summen mit den
Intervallgrenzen als Stiitzstellen, bemerkt aber explizit, daff man auch beliebige
Stiitzstellen innerhalb der Zerlegung des Intervalls wihlen kann. Integrale tiber
Funktionen wie 1/x” im Intervall ]0, 1] fiihrt Cauchy als uneigentliche Integrale
iiber eine Limesbildung ein.

Erst Riemann hat dann in seiner Habilitationsschrift die Frage untersucht,
welchen Funktionen sich durch Summenbildung iiber immer feinere Partitio-
nen ein Integral zuordnen lifit. Riemann geht also nicht mehr von (stiickweise)
stetigen Funktionen aus, sondern sucht Bedingungen, die den Erfolg des Sum-
mationsprozesses garantieren und ihn im besten Fall charakterisieren. (Die
Funktionen, die Riemann im Auge hatte, waren die punktweisen Limiten von
Fourier-Reihen.)
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Die heute hiufig zu findende dquivalente Definition tiber das Supremum und
Infimum der Funktionswerte in den Intervallen einer Partition stammt von Dar-
boux 1875. Hier wird statt mit konkreten Funktionswerten mit den lokal
schlechtesten denkbaren Werten gearbeitet:

Definition  (Darboux-Summen und Riemann-Integral)
Seif:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion.
Wir setzen fiir eine Partition p = (t;, x; | i <n)von [a,b]:
Spf = ZiSn Iti+1 - til *SUPye [t;, t;, 1] f(X)’
spf = Zicn It -l -infc g ¢, £
t heifit Darboux-Riemann-integrierbar, falls gilt
(+) Fiiralle € > 0 existiert eine Partition pmit S, f - s, f < e.

Die Summen s,f und S,f hingen nur noch von den Zerlegungspunkten und nicht
mehr von den Stiitzstellen der Partition p ab, sodafy man stiitzstellenfreie Partitionen be-
trachten kann, wenn man nur mit Darboux-Summen arbeiten will.

Fiir alle Partitionen p und alle f gilt offenbar s, f < X, f < S f. Gilt nun
die Aussage (+) fiir f, so gilt offenbar auch

(+) sup,s, f = inf, S, f,

wobei p alle Partitionen von [a, b] durchlduft. Ein Verschmelzungsargument fiir
Partitionen zeigt andererseits, dafy aus (+) umgekehrt auch (+) folgt. Damit sind
die beiden Bedingungen gleichwertig. Die Werte sup,, s, f und inf,, S, f bezeich-
net man auch als das obere bzw. untere Darboux-Integral. Sie existieren fir jede
Funktion f.

Esistleicht zu sehen, dafi die Darboux-Version der Riemann-Integrierbarkeit
zur obigen Definition tiber Stiitzstellen dquivalent ist, und daff der gemeinsame
Wert ¢ des Supremums und Infimums in (+') das Riemann-Integral von f ist. Wir
werden unten sehen, dafi die Definition iiber Stiitzstellen aus kulturellen Griin-
den eine bevorzugte Behandlung gegeniiber den Darbouxschen Ober- und Un-
tersummen geltend machen kann.

Eine geometrische Interpretation des Riemann-Integrals ist nun in der Tat
moglich, wobei sich der zum Riemann-Integral gehtrige Meflapparat als ein nur
endlich additiver Inhalt und nicht als ein -additives Maf} entpuppt. Es handelt
sich um den sog. Peano-Jordan-Inhalt auf R?. Er lifit sich fiir beliebige Dimen-
sionen einfiihren, wir besprechen in hier konkret aber nur fiir die Dimension 2,
da wir mit ihm Flichen messen wollen.

Definition (3-Quadrat)
Sei 8 € R*. Ein Q c R? heifit ein 8-Quadrat, falls z,,z, € Z existieren mit

Q = [z, (z1+1)8] X [28, (z, + DI].

Ein §-Quadratistalso eines der abgeschlossenen Quadrate, die durch ein Gitter
der Maschenweite 8 gebildet werden, das iiber R” ausgebreitet wird und dabei die



5. Inhalte und Mafle 225

Koordinatenachsen einschliefit. Ein solches 8-Quadrat hat den elementaren und
klanglich identischen Flicheninhalt 8. Wir messen nun ein P ¢ R?, indem wir
zihlen, wieviele 8-Quadrate P beriihren bzw. in P enthalten sind und diese An-
zahl mit §* multiplizieren. Schlieflich lassen wir 8 gegen Null gehen. Dies fiihrt
zum Lieblingsinhalt der Landesvermessungsidmter [ Jordan 1892]:

Definition (Fordan-Inbalt)
Sei P c R? beschriinkt. Wir setzen:

. 2
1+(P) = lnfS >0 z Qistein§-Quadrat, Q " P # & d )
_ 2
U(P) = sups.oZq istein 8-Quadrat, Q c P 8.
U"(P) und 17 (P) heifien der sufere bzw. innere Fordan-Inbalt von P.

P heifit fordan-mefsbar, falls *(P) = 1" (P). Wir setzen dann
uP) = v"(P) = 1°(P), und nennen «(P) den fordan-Inbalt von P,

Ein unbeschrinktes P ¢ R? heifit Jordan-mefSbar, falls die Mengen
P N [-n,n]? Jordan-meBbar fiir alle n € N sind. In diesem Fall setzen wir
W(P) = lim, _, . (P N [-n,n]*) e [0,e].

Schlieflich sei § = { P < R? | P ist Jordan-mefbar }.

Fiir die Dimension n = 1 werden die 8-Quadrate zu 3-Intervallen [z§, (z + 1)8], z € Z,
im Fall n = 3 zu Quadern, usw.

Wiirden wir t* und ~ wie oben fiir alle P R’ definieren, so erhielten wir z. B. fiir das
Gitter P = Z x Z, dafl 1*(P) = oo, withrend lim, _, .. "(®® N [-n, n]?) = lim, _ .. 0 = 0.
Man kann natiirlich 1* und 1~ durch Limesbildung auf ganz P(R?) erweitern.

Es ist leicht zu sehen, daf§ die Definition gleichbleibt, wenn man beliebige
Quadrate im R’ der Seitenlinge § zulifit, und nicht nur Quadrate eines §-Git-
ters, das die Koordinatenachsen umfafit. Statt der Quadrate kann man auch all-
gemeinere Rechtecke oder andere elementare geometrische Figuren zulassen
(vgl. den Peano-Inhalt unten). Der entscheidende Unterschied zur Konstruktion
bei Lebesgue ist die endliche Zahl der elementaren Objekte, mit denen wir eine
gegebene beschrinkte Menge ausmessen. Bei Lebesgue gehen in die Definition
von A*(P) alle offenen Mengen ein, und diese sind i.a. unendliche Vereinigungen
von elementaren Figuren wie etwa den Rechtecken. Anders ausgedriickt: Bei
Lebesgue ist bereits zur Konstruktion von approximierenden Objekten eine Li-
mesbildung erlaubt, und dann noch eine zweite bei der Infimums- oder Supre-
mumsbildung zur Berechnung des dufieren bzw. inneren Mafles.

Leicht zu sehen ist:

Satz  (Fordan-Inbalt und Lebesgue-Mays)
Fiir alle beschrinkten P c R? gilt:

UP) < W) (P) < W)'(P) < v (P).

Insbesondere ist jede Jordan-mefibare Menge auch Lebesgue-mefibar,
und es gilt A*(P) = (P).
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Beweis
zu"(P) < (\)"(P): Die Mengen zur Bestimmung von 1"(P) sind

abgeschlossene Teilmengen von P, tauchen also auch in der
Supremumsbildung zur Berechnung von (A*)™(P) auf.

zu (\°)*(P) < U"(P): Die Mengen zur Bestimmung von 1*(P) kénnen

Mengen gemacht werden, die P enthalten (benutze statt der 8-Quadrate

Die beschrinkten Lebesgue-mefibaren Mengen sind dagegen eine echte Erwei-
der Jordan-mefibaren Mengen. Ist P  R? eine beschriinkte abzihlbare
Menge, die irgendwo dichtist, so ist 1"(P) = 0, 1"(P) > 0, A*(P) = 0. Ist konkret etwa P
0,0<q<119}%[0,1],s0ist1"(P) = 1,1°(P) = A*(P) = 0. Hier wird die oben ange-
sprochene doppelte Limesbildung bei Lebesgue besonders deutlich: Wir konnen
fiir alle € > 0 eine offene Menge U, D P konstruieren, deren Maf} kleiner als € ist.
Hierzuverwenden wir abzihlbar viele offene Rechtecke, diealle {q}x [0, 1],q€ Q,
cken, und deren Grundseitensumme kleiner als € ist. Der zweite unendliche

terung

= qu

iiberde

durch beliebig kleine Vergrofierung ihres Lebesgue-Mafies zu offenen

offene § + N-Quadrate, n = 0 klein). Hieraus folgt die Behauptung.

Prozef} ist dann eine Infimumsbildung wie bei der Inhaltsdefinition.

Wir

stellen einige (nicht schwer zu zeigende) Eigenschaften des Jordan-In-

halts zusammen:

Satz

)

(i)

(i)

(iv)
)
(vi)

(tiber den fordan-Inbalt)
Fiir alle beschrinkten P ¢ R gilt:
U(P) = infsoq ZQisceins-Quadrat, @ @) 22 O s
U(P) = Supsso = Qisteind-Quadrat, Q c ine(®) O -
Insbesondere ist 17(P) = 1" (int(P)) und 1*(P) = 1*(cl(P)).
Fiir alle beschrinkten P ¢ R* gilt:
v(P) = v(P) + " (cl(P) - int(P)).
Folglich sind dquivalent:
(o) Pist Jordan-mefibar.
(B) der Rand cl(P) - int(P) von P hat dufieres Jordan-Maf} Null.
Seine Nundsei Q =[-n,n]* Dann gilt fir alle P c Q:
vP) = Q) - vV(Q-P).
InsbesondereistPe $ gdw Q-Pe $.
Firalle LQ c Rgile t"(P U Q) < v"(P) + 17(Q).
GiltPnQ =3, s0oist ' (PUQ) =1 (P) + 1"(Q).
(R?, $,1) ist ein o-finiter Inhaltsraum. Weiter ist § abgeschlossen
unter Bewegungen und 1 ist bewegungsinvariant.

tist sogar 6-additiv innerhalb der Algebra $: Sind P, € $ firne N
paarweise disjunkt und derart, daB P = U, . P, € %, so gilt

l(P) = Z:ne N l(Pn)'
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Wir verweisen den Leser auf [ Mayrhofer 1952] fiir eine ausfiihrliche Diskussion des
Jordan-Inhalts.

Die Jordansche Messung liuft also darauf hinaus, den Rand einer Menge durch
Uberdeckung mit endlich vielen kleinen Quadraten in die Knie zu zwingen. Zur
Tllustration betrachten wir noch einmal das Beispiel P = U . g 9<q<1 {q} %[0, 1].
Es gilt A*(Q) = 0, aber der Rand von P ist das ganze Quadrat [0, 1] x [0, 1]. Lebes-
guesche Nullmengen kénnen also einen grofien Rand haben.

Es gilt schliefilich der folgende aus heutiger Sicht fast offensichtliche Satz:

Satz  (geometrische Interpretation des Riemann-Integrals)
Seif:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion, und sei

A(f) = {(x,y)e R* | xe [a,b], 0<y<f(x)}.
Dann sind dquivalent:
(1) f ist Riemann-integrierbar.

(ii) A(f) ist Jordan-mefibar.
In diesem Fall ist das Riemann-Integral iiber f gleich ((A).

Genauer gilt: Fiir jede beschrinkte Funktion f [a, b] — [Rj ist der innere Pe-
ano-Jordan-Inhalt von A(f) gleich dem unteren Darboux-Integral von f, und
gleiches gilt fiir den dufieren Inhalt und das obere Darboux-Integral.

Die geometrische Bedeutung des Riemann-Integrals ist zuerst von Peano 1887 heraus-
gestellt worden. Sie wird weiter bei Lebesgue mehrfach diskutiert. Eine frithe ausfiihrli-
che Darstellung der Zusammenhinge findet sich im 10. Kapitel der ,,Grundziige der
Mengenlehre® [Hausdorff 1914].

Nach dem Satz oben ist dann das Riemann-Integral iiber f : [a,b] — R{auch
gleich A*(A), und damit ist f auch Lebesgue-integrierbar mit gleichem Integral
L(f) = 1(A) = A*(A). Dies gilt nun aber allgemein fiir alle Riemann-integrierbaren
Funktionen f, denn nach geeigneter Addition einer konstanten Funktion g auf
[a, b]ist f + g tiberall grofiergleich 0, und aus der Linearitit der Integrale folgt
die Behauptung. Wir halten also fest:

Korollar  (das Lebesgue-Integral setzt das Riemann-Integral fort)
Seif:[a,b] — R Riemann-integrierbar.
Dann ist f Lebesgue-integrierbar, und das Lebesgue-Integral stimmt
mit dem Riemann-Integral iiberein.

Dieses Korollar lifit sich natiirlich auch direkter ohne Verwendung eines Inhaltsbe-
griffs beweisen, etwa durch die Verwendung von unteren Darboux-Summen und den Satz
von der monotonen Konvergenz.

Bereits einige Jahre vor Jordan hatte Peano den folgenden Inhalt, der den ele-
mentargeometrischen Flicheninhalt von Polygonen im R? verwendet, und also

mit einem etwas reichhaltigeren Material als dem der Quadrate startet [ Peano
1887]:
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Definition (Peano-Inbalt)
Sei P ¢ R? beschrinkt. Wir setzen:

m*(P) = inf({p | p ist die Fliiche einer endlichen Uberdeckung
von P durch Polygone }),

n(P) = sup({p | pistdie Fliche von endlich vielen paarweise disjunkten
in P enthaltenen Polygonen }).

n*(P) und n~(P) heiflen der dufere bzw. innere Peano-Inbalt von P.

Fiir beliebige P ¢ R? wird nun P ist Peano-mefSbar und der Peano-Inbalt n(P)
wie fiir den Jordan-Inhalt definiert.

Es zeigt sich, dafl der Jordan-Inhalt und der Peano-Inhalt identisch sind, wes-
halb man heute vom Peano-Jordan-Inhalt spricht. Der Leser mag versuchen, die
Identitit der beiden Konstruktionen zu beweisen - eine letztendlich elementar-
geometrische Aufgabe. (Wie gut Polygone und andere Dinge durch kleine §-
Quadrate approximiert werden konnen sieht man, wenn man eine komplexe
Graphik an einem hochauflésenden Computerdisplay betrachtet.)

Wir geben schliefilich noch eine M6glichkeit an, den Peano-Jordan Inhalt di-
rekt fiir alle Teilmengen von R? einzufiihren, nicht nur fiir die beschriinkten. Sei
hierzu 9 die Menge aller abgeschlossenen §-Quadrate. Wir nennen ein A € 2
lokal endlich, falls gilt:

(i) Die Elemente von A iiberschneiden sich nur an den Rindern.
(i) Firjedesne Nist{Qe Al Qc[-n, n]? } endlich.
Jedem lokal endlichen A ¢ 9 weisen wir als Fliche die abzihlbar endliche oder
abzihlbar unendliche Summe seiner 8-Quadrate zu. Wir setzen dann:

1"(P) = inf({ p | pist die Fliche eines lokal endlichen A c 2 mit P c U A}).
U(P) = sup({ p | pistdie Fliche eines lokal endlichen A c 2 mit U AcP}).

Ist *(P) = U(P) < oo, s0 heifit P Fordan-mefSbar mit Mafi u(P) = 1" (P). Ist 1"(P) = e
undistjedes P N [~ n, n]” Jordan-mefibar nach dem ersten Teil der Definition, so
heifit P fordan-mefsbar mit Mafi .

Statt Q kann man wieder andere geeignete elementargeometrische Objekte
verwenden, etwa alle halboffenen Rechtecke im R’ oder alle abgeschlossenen
Dreiecke. Wichtig ist, daf} jedes beschrinkte P ¢ R* durch endlich viele Grundob-
jekte iiberdeckt werden kann, die sich allenfalls an ihren Rindern tiberschneiden.

Man kann den Peano-Jordan-Inhalt und damit das Riemann-Integral als eine
mathematische Vollendung der griechischen Ideen der Ausschopfung und Um-
schreibung (Exhaustion und Kompression) ansehen. Der entscheidende Unter-
schied zum Lebesgue-Maf} ist die Verwendung von nur endlich vielen Objekten
zur Approximation. Das Lebesgue-Mafy wagtim Messen den Schritt ins abzihlbar
Unendliche, und schlieft damit die Grenziiberginge der Analysis in sich. Méglich
wird dies erst durch die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen - sonst wire ja der
ganze Raum eine Nullmenge. Die Uberabzihlbarkeit von R ist nicht nur eine
Ruhmesstatue der Erforschung des Kontinuumsbegritfs, sondern sie bildet auch
die technische Grundlage fiir die moderne Kultur von Maf} und Integral.
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Vorliufer und Nachfolger des Peano-Jordan-Inhalts

Historisch bedeutende Vorliufer der Arbeiten von Peano und Jordan zur
Messung in den Euklidischen Rdumen sind Untersuchungen von Georg Cantor,
Otto Stolz und Axel Harnack ([Cantor 1884], [Stolz 1884], [Harnack 1885]).
Die Konstruktionen dieser drei Arbeiten liefern im wesentlichen den dufleren
Peano-Jordan-Inhalt. Was man von gewissen Stoffen der Literatur sagt, giltauch
hier: Das Thema lag ab den 80er Jahren des 19. Jahrhunderts auf der Strafie. Das
Umfeld schuf Cantor in seinen sechs Untersuchungen tiber ,lineare Punktman-
nigfaltigkeiten® zwischen 1879 und 1884, die den Begriff einer abstrakten Teil-
menge des R" ins Bewufitsein brachten. Auf Cantors Arbeit von 1883 geht auch
die Begriffsprigung ,Inhalt“ zuriick.

Die Arbeiten von Peano und Jordan hatten die enge Beziehung zwischen Maf}
und Integral deutlich gemacht, die man bis zu diesem Zeitpunkt nur verschwom-
men gesehen hatte: das Riemann-Integral auf R ruht auf dem elementar-geome-
trischen Inhaltsbegriff des R* und schépft diesen sogar voll aus (vgl. obigen Satz
tiber die geometrische Interpretation des Riemann-Integrals). Der Weg vom end-
lich additiven Inhalt zum Maf} und Integral von Lebesgue fiihrt dann tiber Emile
Borel, der im letzten Jahrzehnt des 19. Jahrhunderts den Begrift der o-Additivitit
ans Licht gebracht hat [ Borel 1898]. Zwei Beobachtungen spielten dabei eine
Schliisselrolle : Zum einen die verbliiffende Tatsache, dafi sich jede abzihlbare
Teilmenge von R - auch wenn sie dicht in R liegt - durch offene Intervalle iiber-
decken lifit, deren Lingensumme beliebig klein ist. Vor Borel war diese Moglich-
keit der kleinsummigen Uberdeckung scheinbar grofier Mengen wie @ bereits
Harnack aufgefallen, der aber dichten Mengen nicht das Mafy 0 zuordnen wollte
und das Phinomen nur nebenbei bei seiner Untersuchung endlicher Uberdek-
kungen zur Inhaltsbestimmung notiert:

Harnack (1885): ,,Um Mifiverstindnisse zu vermeiden, bemerke ich hier gelegentlich,
daf} in einem gewissen Sinne jede ,abzihlbare’ Punktmenge die Eigenschaft hat, daf§
sich simtliche Punkte in Intervalle einschliefien lassen, deren Summe beliebig klein
ist. So kann man z.B. alle rationalen Zahlen zwischen 0 und 1, trotzdem sie auf der
Strecke tiberall dicht liegen, mit Intervallen umschliefien, deren Summe beliebig
klein ist. Denn hat man eine abzihlbare Punktmenge a;, a, as, ..., a,, ... so um-
schliefle man die Punkte beziiglich mit Intervallen der Linge €, €, €3, ..., €, ... und
wihle diese Grofien derart, daff €, + €, + €3 + ... + €, + ... kleiner wird als eine belie-

big kleine Grofie § ...«

Die zweite fundamentale Beobachtung ist, daf} sich jede offene Teilmenge von
R als Vereinigung von disjunkzen offenen Intervallen darstellen lifit. Hiervon hat
Cantor in seinen ,,Punktmannigfaltigkeiten schon Gebrauch gemacht, aber erst
Borel nutzt die mafitheoretische Suggestionskraft dieser Darstellung offener
Mengen. Er definiert nicht nur das Maf} einer offenen Teilmenge von R als die
Summe der Intervallingen ihrer disjunkten Darstellung, sondern er verallgemei-
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nert die Regel auf beliebige disjunkte Vereinigungen. In seinen ,Lecons“ von
1898 schreibt er (zitiert nach [ Hawkins 1975]):

Borel (1898) : ,When asetist formed of all the points comprised in a denumerable infinity
of intervals which do not overlap and have total length s, we shall say that the set has
measure s. When two sets do not have common points and their measures are s and s’,
the set obtained by uniting them, that is to say their sum, has measure s + s’.

More generally, if one has a denumerable infinity of sets which pairwise have no
common point and having measures sy, s,, ..., Sy, ..., their sum ... has measure

S| + Sy + o + Sy + L

Borel formt aus den offenen Mengen durch die Operationen der Komple-
mentbildung und der abzihlbaren Vereinigung bereits konstruierter Mengen
immer kompliziertere Mengen, was als transfiniter Prozef§ zur heutigen Borel-
Hierarchie fiihrt (vgl. hierzu Abschnitt 2). Die Mengen dieser Hierarchie bilden
die 5-Algebra der Borel-Mengen, und ihre iterative Konstruktion macht zusam-
men mit der Forderung der o-Additivitit offensichtlich, wie ihr Maf} aus dem
Grundmaf} der offenen Mengen errechnet werden kann und muf}. Dies fiihrt
zum Lebesgue-Maf fiir die Borel-Mengen, und damit ist man modulo des Ver-
vollstindigungsprozesses beim vollen Lebesgue-Maf§ angelangt. Borel hat diese
Dinge nicht ausgearbeitet, und erst in den folgenden Jahrzehnten wurde die
Hierarchie der Borelmengen innerhalb der deskriptiven Mengenlehre zu einem
zentralen Objekt. Lebesgue gab 1902 sein Maf direkt an, indem er die Menge
der mefibaren Mengen in einer knappen Definition einfing und nicht versuchte,
sie hierarchisch zu konstruieren. Ahnliche mafitheoretische Ziele wie Lebesgue
verfolgen Young und Vitali, aber nur Lebesgue entwickelt parallel eine Integrati-
onstheorie und betont deren neuartige Eigenschaften, etwa die flexiblen Vertau-
schungsregeln zwischen Limesbildung und Integration.

Eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals

Das Lebesgue-Integral hat sich gegeniiber dem Riemann-Integral aus inneren
aber auch aus pragmatischen Griinden durchgesetzt. Nun ist aber das bewihrte
Riemann-Integral einer Verallgemeinerung fihig, die mit dem Lebesgue-Inte-
gral konkurrieren kann; es handelt sich hierbei um das sog. Henstock-Kurzweil-
Integral, entwickelt von Ralph Henstock und Jaroslav Kurzweil ab Mitte der
1950er Jahre ([ Kurzweil 1957 ], [ Henstock 1963 ]). In komplizierterer Form
taucht das Integral bereits bei Denjoy 1912 und Perron 1914 auf, aber die Identi-
tit der Konstruktionen wurde erst spiter klar. Wir geben die bestechende Defi-
nition an, ohne diesem Integral allzu lange nachforschen zu kénnen.

Das Henstock-Kurzweil-Integral arbeitet wie das Riemann-Integral mit endli-
chen Partitionen eines Intervalls [a, b] inklusive Stiitzstellen und den zugehérigen
Riemann-Summen fiir eine Funktion f: [a,b] — R. Die Funktion f ist nicht mehr
notwendig beschrinkt. Der wesentliche Unterschied zum Riemannschen Inte-
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gralbegriff ist, das Konzept der Feinheit 8 € R* einer Partition durch eine belie-
bige Eichfunktion 8 : [a,b] — R" zu ersetzen. Eine solche Eichfunktion besagt:
Wenn ein x € [a, b] als Stiitzstelle fiir eine Riemann-Summe verwendet wird, so
hat das Intervall der Partition, in welchem x liegt, hochstens die Linge §(x). Wir
definieren:

Definition (3-Partitionen)
Sei [a, b] ein reelles Intervall mita < b, und sei 8: [a,b] — R".
Eine §-Partition von [a, b] ist eine endliche Folge (t;, x; | i <n)
mit der Eigenschaft:
a=ty<x0<t;<x; < ...5¢t,25x,<h.
@) tj,; -t <3 firallei <n (mitt,,; =b).

Ein grundlegender und nicht véllig trivialer Existenzsatz der Theorie ist:

Satz  (Lemma von Cousin)
Firalle 8: [a,b] — R* existiert eine 8-Partition von [a, b].

Beweis
Fiirxe [a,b]sei U, = |x - 8(x)/2, x + 6(x)/2 .
Dannist [a,b] € U ¢ (, ) U wegen 8(x) > 0 fiir allex € [a, b].
Wegen [a, b] kompakt existieren xy < x; < ... <X, € [a, b] mit

@) [a,b] € Uiz, U,.

Durch Ausdiinnung kénnen wir o. E. annehmen, daf§ x, ..., x,, minimal

fiir (+) ist, d.h. es gilt fir alle k < n:
(++) non([a,b] € U<, ;.. Uy).

Uy, ..., Uy, bildet dann eine Folge von sich an ihren Grenzen iiberlappenden
Intervallen und jedes der Intervalle hat einen Mittelteil, der allen anderen
fremd ist. Aus dieser iibersichtlichen Anordnung gewinnen wir nun eine
d-Partition mit Stiitzstellen x; wie folgt:

Sei ty = a. Fiir 1 <1 < n sei t; das arithmetische Mittel der rechten
Intervallgrenze von U, | und der linken Intervallgrenze von U, , d.h.

2t = xj_1 +0(x_1)/2 + x5 - 8(x;)/2.

— Dannist{t;, x; | i <n) eine 8-Partition von [a, b].
Ganz wie friither sind die Riemann-Summen definiert:

Definition (Riermann-Summe bzgl. einer 3-Partition)
Seif:[a,b] — R,undseip =(t;, x; | i <n)eine §-Partition.
Dann ist die Riernann-Summe von f bzgl. p, in Zeichen X, f, definiert als:

Iof = i, f(x) - Tty -l
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Die grofiere Freiheit in der Wahl des Typs der Partition fithrt nun zum Hen-
stock-Kurzweil-Integral:

Definition (Henstock-Kurzweil-Integral)
Seif:[a,b] — R.fheifit HK-integrierbar; falls ein c € R existiert mit:

(+) Fiiralle € > 0 existiertein & : [a,b] — R* mit:
IZ,f - ¢l < ¢ fiir alle 3-Partitionen p von [a, b].

¢ heifit dann das HK-Integral von f.

Die Eichfunktionen & heifien bei Henstock und Kurzweil gauge functions, und
im englischen Sprachraum ist neben HK-Integral auch gauge integral gebriuchlich.
Das HK-Integral ist in der Tat wohldefiniert:

Ubung
Ein ¢ wie in der Definition ist im Falle der Existenz eindeutig bestimmt.
[Annabme, es gibt ¢; # ¢, wie in der Definition. Wir setzen € = I¢; - ¢; /2,
und wihlen §, und §, derart, daf§ 1Z, f-c;l <eund IZ, f-c,| <¢ fiiralle
;- bzw. §,-Partitionen von [a, b] gilt. Weiter sei § = min(§y, §,), punktweise.
Nach dem Lemma von Cousin existiert eine 3-Partition p von [a, b].
Danngilt le; -l < 12, f—¢|1 + 12, f - ;| <2¢ = Ic; - ¢ |, Widerspruch. |

Das HK-Integral verallgemeinert also das Riemann-Integral wie folgt: Ver-
langen wir in der Definition des HK-Integrals stirker die Existenz einer kon-
stanten Funktion & : [a, b] — R* wie in (+), so reproduziert die Definition
das Riemann-Integral. Denn eine 3-Partition ist dann nichts anderes als eine
Partition der Feinheit 8(a) (= 8(x) fiir alle x € [a, b]). Die Wahl des Buchsta-
bens § fiir Eichfunktionen soll auch die Analogie zum Riemann-Integral klar
herausstellen: Eine Konstante wird durch eine Funktion ersetzt, die vertraute
e-0-Argumentation bleibt identisch.

Die Aufregung an dieser Stelle ist nun grofy: Welche Funktionen sind HK-in-
tegrierbar? Fiihrt das via Eichfunktionen verallgemeinerte Riemann-Integral zu
einem neuen interessanten Mafl auf R? Steht eine Revolution in der universiti-
ren Grundausbildung bevor?

Bevor wir diesen mathematischen und politischen Fragen nachgehen, zeigen
wir als Beispiel, dafi die Indikatorfunktion von @ dem HK-Integral keinerlei
Schwierigkeiten bereitet.

Satz  (dus HK-Integral der Indikatorfunktion von Q)
Seif = indg | [0, 1]. Dann ist f HK-integrierbar mit Wert Null.

Beweis
Sei qo, q1s +++5 qus ---» D € N, eine Aufzihlung von @ N [0, 1].
Sei € > 0 gegeben. Wir setzen:

s, = €/2"*! firallene N,sodaflalso £, s, = €.
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Wir definieren nun eine Eichfunktion 8: [0, 1] — R* durch:
S(x) = { Sns falls x=q, fireinne N,

, Sonst.

Dann gilt I1Z,f - 0 = X, f < ¢ fiir jede 8-Partition von [0, 1].
— Also ist das HK-Integral von f gleich 0.

Allgemeiner zeigt das Argument, dafy wir abzihlbar viele unerwiinschte Ar-
gumente einer Funktion mit Hilfe einer geeigneten Eichfunktion wegeichen
kénnen: Die Eichfunktion kann diese Punkte in winzige Intervalle zwingen.
Tauchen einige von ihnen dann als Stiitzstellen einer Partition auf, so liefern sie
fiir die Riemann-Summe nur einen winzigen Beitrag. Das HK-Integral ist also,
wie das Lebesgue-Integral, stabil gegen abzihlbare Manipulationen. Wir hal-
ten fest:

Satz
Seif:[a,b] — R HK-integrierbar mit Integral c.
Weiter sei g : [a,b] — R derart, daf} sich g von f nur an abzihlbar
vielen Stellen unterscheidet. Dann ist g HK-integrierbar mit Integral c.

In der Tat besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem HK-Integral und
dem Lebesgue-Integral. Wir geben hierzu und zu anderen Fragen einige Haupt-
resultate der Theorie der Henstock-Kurzweil-Integration an, und verweisen den

neugierig gewordenen Leser auf die Literatur, etwa [ Bongiorno 2002 ], [ Gordon
1994], [Henstock 1991], [McLeod 1980], [ Pfeffer 1993].

HK-Integral und Lebesgue-Integral
Istf:[a,b] — R Lebesgue-integrierbar, so ist f HK-integrierbar. Anderer-
seits gilt: Istf : [a, b] — R HK-integrierbar, so ist f Lebesgue-mefibar. Ist
also f positiv, so ist f +eo-Lebesgue-integrierbar und die beiden Integrale sind
gleich. Ebenso gilt fiir beschriinkte f : [a,b] — R die Aquivalenz: f ist HK-
integrierbar gdw f ist Lebesgue-integrierbar.

Insbesondere ist also das durch das HK-Integral via Indikatorfunktionen
induzierte Mafy auf [0, 1] genau das Lebesgue-Mafi. Damit liefert das HK-In-
tegral eine neue Definition des Lebesgue-Mafies.

Die HK-integrierbaren Funktionen auf einem Intervall [a, b] sind eine
echte Obermenge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf diesem In-
tervall. Die entsprechenden zusitzlichen Funktionen haben notwendig einen
stark oszillierenden Vorzeichenwechsel und sie sind unbeschrinkt.

Eine gute Topologie auf dem Raum der HK-integrierbaren Funktionen,
dem sog. Denjoy-Raum, ist nicht bekannt. Die bekannten LP-Riume der Le-
besgue-integrierbaren Funktionen mit endlichem Integral sind hier ein gro-
er Strukturvorteil der Lebesgueschen Theorie und ein Beispiel fiir ,,weniger
Funktionen, mehr Struktur®.
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HK-Integral und Riemann-Integral
Das HK-Integral beinhaltet bereits die uneigentlich Riemann-integrierba-
ren Funktionen auf kompakten Intervallen.

Zur Theorie des HK-Integrals
Es gilteine sehr allgemeine Form des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung.
Die Verallgemeinerung des HK-Integrals auf héhere Dimension ist mog-
lich, aber technisch anspruchsvoller.

Zur ,politischen “ Diskussion
Henstock, Kurzweil und andere haben sich in den 1990er Jahren in offenen
Briefen dafiir ausgesprochen, das Riemann-Integral der Grundvorlesungen
durch das HK-Integral zu ersetzen. Der Aufruf hat bislang wenig Anklang
und Umsetzung gefunden. Die Literatur zum HK-Integral ist aber, auch auf
einfithrendem Niveau, mittlerweile recht reichhaltig.

Das Lebesgue-Integral wird durch das HK-Integral wohl nicht verdringt wer-
den. In jedem Falle hat das HK-Integral eine neue und recht knappe Definition
des Lebesgue-Mafies geliefert. Hinzu kommt noch:

Das McShane-Integral

Wir erwihnen zum Ende dieses Kapitels noch eine verbliiffende Variation des
Henstock-Kurzweil-Integrals [McShane 1973]:

Definition (McShane-Integral)
Sei [a, b] ein reelles Intervall mita < b,und sei d: [a,b] — R*.
Eine freie 8-Partition von [a, b] ist eine endliche Folge (t;, x; | 1 <n)
mit der Eigenschaft:
Ha=ty<t; <... <, £h
(ii) x;€ [a,b] firallei < n.
(lll) ti+1 - ti < S(Xi) ﬁir alle i<n (mlt tn+1 = b)

Das McShane-Integral fiir Funktionen f : [a,b] — R ist nun genau
wie das HK-Integral definiert, wobei iiberall §-Partition durch
freie 8-Partition ersetzt wird.

Die Stiitzstellen x; des McShane-Integrals, an denen eine Riemann-Summe
ausgewertet wird, diirfen nun also beliebig in [a, b] gewihlt werden und nicht
mehr nur innerhalb [t t;, ; ]. Die McShane-Integrierbarkeit ist also schwerer
zu erfiillen als die HK-Integrierbarkeit, da der letzte Allquantor der Definition
iiber die grofiere Menge der freien d-Partitionen liuft, bei gegebener Eich-
funktion &.

Das McShane-Integral sieht in dieser adhoc-Formulierung nach einer recht
wilden Idee aus, aber es zeigt sich [McShane 1969]:
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Satz  (Satz von McShane)
Seif:[a,b] — R. Dann sind dquivalent:

(i) fist McShane-integrierbar.
(i) f ist Lebesgue-integrierbar.

Damit ist auch das Lebesgue-Integral letztendlich ein Integral des Riemann-
schen Typus.
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6. Die Grenzen des Messens

Wir untersuchen in diesem Kapitel Fortsetzungen des Lebesgue-Mafies auf gro-
ere o-Algebren, und weiter Fortsetzungen zu vollen Inhalten. Im Vordergrund
stehen Fortsetzungen, die die Bewegungsinvarianz aufrechterhalten. Wir be-
sprechen die Grenzen solcher Erweiterungen und kommen so insbesondere zu
den sog. paradoxen Zerlegungen von Felix Hausdorff, Stefan Banach und Alfred
Tarski.

Fortsetzungen des Lebesgue-Mafles

Aus dem Satz von Vitali erhalten wir:

Korollar  (Existenz nicht Lebesgue-mefSbarer Mengen)
Esgilt £ # P([R).

Dieses Korollar wird zuweilen mit dem Satz von Vitali verwechselt. Das Korol-
lar besagt, dafi die von den offenen Mengen und den Mengen vom dufieren Mafy 0
erzeugte o-Algebra auf Rungleich P(R)ist. Der Satz von Vitali besagt viel stirker,
daf} es kein bewegungsinvariantes Maf§ auf ganz P(R) gibt, und insbesondere gibt
es keine bewegungsinvariante Fortsetzung des Lebesgue-Mafies nach ganz P(R).

Andererseits impliziert der Satz von Vitali auch nicht, daf es iiberhaupt kein
Maf} u auf der vollen Potenzmenge von R geben konnte, das das Lebesgue-Maf§
A fortsetzt. Die Existenz eines derartigen Mafles ist de facto weder beweisbar
noch widerlegbar. Gilt die Kontinuumshypothese, so gibt es kein solches p. Es
gibt dann iiberhaupt kein nichttriviales Maf} auf ganz P(R). In gewissen Model-
len der Mengenlehre, in denen das Kontinuum eine sehr grofie Kardinalitit hat,
existiert aber eine c-additive Fortsetzung u von A nach ganz P(R). wist dann not-
wendig nicht mehr translationsinvariant, aber es mifit alle Teilmengen von R.
Fiir die Konstruktion eines solchen Modells wird die Existenz einer ,,mefibaren
Kardinalzahl® benétigt. Die Existenz einer solchen Zahl ist eine intensiv stu-
dierte Hypothese der Mengenlehre, und ein Beispiel fiir ein sog. grofies Kardi-
nalzahlaxiom. (Obige Behauptung, daf} die Existenz einer vollen Fortsetzung des
Lebesgue-Mafies nicht widerlegbar ist, gilt modulo der - nicht beweisbaren -
Konsistenz einer mefibaren Kardinalzahl.)

Wir diskutieren zur Illustration eine Fortsetzung des Lebesgue-Mafies nach
ganz P(R) modulo einer starken Hypothese. Wir zeigen, dafi gewisse volle Mafie
auf einer beliebigen Menge eine solche Fortsetzung induzieren. Das Lebesgue-
Maf§ wird dabei noch einmal mitkonstruiert. Wir betrachten folgende Eigenschaft:



6. Die Grenzen des Messens 239

Definition (atomfreie Mafse)
Sei (M, A, u) ein o-finiter Mafiraum.
w heifit atomfiei, falls fiir alle A € o mit u(A) > 0 gilt:

Es existieren disjunkte B,C c Amit A = B U C, uw(@B) > 0, w(C) > 0.

Ist w atomfrei, u(M) > O und { x } € o fiir alle x € M, so ist M iiberabzihlbar.
Es gilt das folgende allgemeine und nicht schwer zu beweisende Lemma:

Lemma (Wertebereich atomfieier MafSe)
Sei (M, A, u) ein o-finiter atomfreier Mafiraum, und sei A € .
Dann ist rng(nl P(A) N o) = [0, u(A)].

Wir brauchen fiir das folgende Argument lediglich:

Korollar  (Halbierungslemma)
Sei W ein atomfreies o-finites volles Maf} auf M, und sei A M.
Dann existiert ein B € A mit w(B) = w(A)/2.

Hiermit kénnen wir nun sehr leicht zeigen:

Satz  (Fortsetzung des Lebesgue-MafSes nach ganz PR))
Sei u volles atomfreies Maf} auf einer Menge M mit 0 < u(M) < oo.
Dann existiert ein volles Maf A" auf P(R) mit A’ 1< = A.

Beweis
O.E. ist W(M) = 1. Wir konstruieren eine Fortsetzung des Lebesgue-Mafles
Aauf [0, 1] nach ([0, 1]). Dies geniigt.
Fiir A c M sei B(A) wie im Halbierungslemma fiir A, und es sei C(A) =A - B(A).
Wir definieren Mengen M; fiir alle endlichen 0-1-Folgen s durch Rekursion
iiber die Linge von s wie folgt:

My, =M,
MSAO = B(Mc)’
M~ = C(My).

Hierbei sei s i die Verlingerung der Folge sumie {0, 1}.
Wir definieren nun fir S ¢ V{0, 1}:

v(S) = M(Uges mnENMgI{O,.,.,n—l})~
Fiir P c [0, 1] sei schliefflich
NP) = v(ge 0,1} 1 Z,cngm)2" e PY).

A ist ein volles Mafy auf P([0, 1]). Weiter stimmt A” auf allen Intervallen

[n/2 k (n+ 1)/2k] ,ke N, 0 <n <k, mit A iiberein, und damit auch auf allen

offenen Mengen. Also stimmt A" auf ganz & mit A iiberein (vgl. Kapitel 5).
— Alsoist A" eine Fortsetzung von A wie gewiinscht.



240 1. Abschnitt Das klassische Kontinuum

Hyper-Lebesgue-Mafie

Wir wollen nun wieder an der Bewegungsinvarianz festhalten. Hier stellt sich
die Frage: Ist das Lebesgue-Maf} bewegungsinvariant fortsetzbar auf eine & echt
umfassende o-Algebra? Existiert vielleicht sogar eine grofite oder wenigstens
maximale derartige Fortsetzung ? Diese Frage wurde bereits von Sierpinski in
den 1930er Jahren gestellt. Wir definieren hierzu:

Definition (Hyper-Lebesgue-MafSe)
Sei o eine 6-Algebra auf R, und seip: ¢ — [0, o] ein o-finites Mafi.
w heifit ein Hyper-Lebesgue-Mafs (auf R), falls gilt:

(i) o ist abgeschlossen unter Bewegungen, d. h. es gilt
g’Ae dfurallege $undA e A.

(i) ist bewegungsinvariant.
(i) cAund WL = A

Wir zeigen nun, dafi kein maximales Hyper-Lebesgue-Maf} existiert: Jedes
Hyper-Lebesgue-Maf} lifit immer noch eine echte 6-additive und bewegungsin-
variante Fortsetzung seiner selbst zu. Eine analoges Resultat gilt auch fiir die Di-
mensionen k > 2. Damit ist die Frage von Sierpinski negativ beantwortet.

Der Beweis der Nichtexistenz von maximalen bewegungsinvarianten Fortset-
zungen des Lebesgue-Mafies im R* hat eine lingere Geschichte. Edward Szpilrajn
- dersich spiter Edward Marczewski nannte - zeigte 1935, daf§ das Lebesgue-Maf§
im R* eine bewegungsinvariante echte Fortsetzung besitzt. In der Folge l6sten
S.Pkhakadze (1958), Andrzej Hulanicki (1962) und A. Harazisvili (1977) das Pro-
blem unter zusitzlichen Annahmen (betreffend die Kardinalitit von R bzw. die
Dimension k). Erst 1983 gelang Krzysztof Ciesielski und Andrzej Pelc ein erster
voraussetzungsfreier Beweis (veroffentlicht in [ Ciesielski / Pelc 1985 ]). Die fol-
gende Darstellung folgt dem sehr einfachen Argument von Ciesielski aus dem
Jahre 1990. Wir geben den Beweis fur die Dimension k = 1, und diskutieren am
Ende fiir Leser mit etwas grofierem algebraischen Vorwissen, wie sich der Beweis
fast wortlich fiir grofiere Dimensionen verallgemeinern lifit.

Wir starten mit einer klassischen Methode zur Ausdehnung eines Mafjes.

Satz  (Satz von Marczewski)
Seip:d — [0, o] ein Hyper-Lebesgue-Maf} auf R.
Weiter sei $ € P(R) derart, daf} gilt:

(i) Pistabgeschlossenunter Bewegungen und abzihlbaren Vereinigungen.
(i) Firalle Je ¢ gilt: IstAe sd mitA C J, soist wA) = 0.
Dann existiert ein Hyper-Lebesgue-Mafi u': ¢ — [0, oo] mit:
@ Augc A,
(b) wid u,
© w() 0 firalle Je $.
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Beweis
Sei $” = {ICR | esexistiertein J € $ mitI < J} dasvon $ erzeugte o-Ideal.
Weiter sei o’ die von o und $” erzeugte o-Algebra, d.h.

A ={A-T) v, | AedA,1,,e ¢} (={AAJIAe A Je $).
Wir definieren nun fir A€ dund I;, 1, € $:

W(A-I)UL) = u@A).

Dannistu : s§” — [0, o] wohldefiniert, und es gilt (a) - (c).
— Man tberpriift leicht, daf p” ein Hyper-Lebesgue-Maf ist.

Grundlage des Arguments ist nun der folgende Begriff, den wir allgemein fiir
alle Euklidischen Rdume einfithren:

Definition (C-verschiebbare Mengen)
Sei k> 1 und sei U c R¥. U heifit Ciesielski- oder C-verschiebbar; falls gilt:

Fiir alle abzihlbaren G C ¥, existiert ein iiberabzihlbares T R* mit:
Sind x,y € T mitx #y,soist (GU+x) n (GU+y) = &,
wobei GU = {g) | g€ G,ue U} = U, g"U.

Die C-Verschiebbarkeit von U bedeutet also: Auch nach einer beliebigen
abzihlbaren Vervielfachung durch starre Bewegungen von U zu GU ist GU
immer noch so poros, dafi es iiberabzihlbar viele paarweise disjunkte Ver-
schiebungen von GU gibt. Insbesondere gilt dann also: Ist w: 4 — [0, oo]
ein Hyper-Lebesgue-Mafl und ist U € & C-verschiebbar, so ist w(U) = 0.
Denn betrachte hierzu G = { id } in der Definition. Wegen der Translationsin-
varianz von W ist dann WU + x) = w(U) fiir iiberabzihlbar viele x € R, also
notwendig W(U) = 0 (!). Der nichste Satz zeigt, dafl wir die Bedingung U € #
durch eine evtl. Erweiterung von W sicherstellen kénnen:

Satz  (Erweiterungssatz fiir Hyper-Lebesgue-MafSe)
Seip:d — [0, <] ein Hyper-Lebesgue-Maf} auf R.
Weiter sei U R C-verschiebbar.
Dann existiert ein Hyper-Lebesgue-Mafi u’ : * — [0, e=], das p fortsetzt,
und fiir das U € of” und p'(U) = 0 gilt.

Beweis
Sei $ = {GU | G c ¥, G abzihlbar }. Dann ist $ abgeschlossen unter
Bewegungen und abzihlbaren Vereinigungen.
Seien weiter A € dund ] € $ derart, daf A J.
Dann existiert ein abzihlbares G ¢ $; mit J = GU.
Wegen U C-verschiebbar existiert ein iiberabzihlbares T' C R mit

A+xnA+y € (GU+x) n (GU +y) = O firallex,ye T.
-~ Folglich u(A) = 0. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Marczewski.
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Der Satz liefert noch nicht notwendig eine echte Fortsetzung eines gegebenen
Hyper-Lebesgue-Mafies. Ein solches Maf§ konnte ja bereits auf allen C-ver-
schiebbaren Mengen definiert sein. Wir werden gleich sehen, daf} es keinen sol-
chen Definitionsbereich eines Hyper-Lebesgue-Mafies geben kann. Zunichst
beweisen wir mit Hilfe von Hamelbasen einen Existenzsatz.

Satz  (Konstruktion C-verschiebbarer Mengen durch Hamelbasen)
Sei H eine Hamelbasis von R, und sei Hy € H derart, dafl H - Hj,
iiberabzihlbar ist.
Weiter sei U der von Hj erzeugte Unterraum des Q-Vektorraumes R.
Dann ist U C-verschiebbar.

Beweis
Sei G c ¥, abzihlbar. Nach dem Charakterisierungssatz fiir $; existiert
dann ein abzdhlbares Z c R derart, daf} jedes g € G von der Form
tr, oder tr, o sp, fiir ein z € Z ist (wobei spy(x) = - x fiir x € R).
Dann gilt:

+H GUcU+Z ={u+zlueU,ze Z}.

Denn firalleu=q; x; +... + @, x, € U, q; € Q, x; € Hy, und alle
ze Zgilttr,(u)e U+ Z und tr, ospg (v) = tr,(-u) e U+ Z

Wir setzen nun:
T = H - ,der von U und Z erzeugte Unterraum von R*“.
Dann ist T iiberabzihlbar, und fiir alle x,y € T mit x # y gilt:

- (GU+x) n (GU+y) c (U+Z2)+x) n (U+2Z) +y) = O.

Korollar (R als abziblbare Vereinigung von C-verschiebbaren Mengen)
Es existieren U, c R, n € N, mit:

(l) R = Une N Um
(ii) U, ist C-verschiebbar fiir allen € N.

Beweis
Sei H eine Hamelbasis des Q-Vektorraumes R.
Seig: HxN — H bijektiv (g existiert wegen |[Hx NI = IRxNI = [RI).
Firne NseiH, = g?(Hx{0,...,n}).
Weiter sei U,, der von H,, erzeugte Unterraum des Q-Vektorraumes R.
— Dann sind die Mengen U, n € N, wie gewiinscht.

Wir kénnen unsere Ergebnisse so interpretieren: C-verschiebbare Mengen
sind Nullmengen im Sinne von Hyper-Lebesgue-Mafien, aber sie sind nicht
klein im Sinne eines o-Ideals auf R, da R in abzihlbar viele C-verschiebbare
Mengen zerfillt. Damit erhalten wir den Satz von Ciesielski und Pelc:
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Korollar  (Nichtexistenz eines maximalen Hyper-Lebesgue-MafSes auf R)
Istpu:sd — [0, oo] ein Hyper-Lebesgue-Mafi auf R, so existiert ein
C-verschiebbares U c Rmit U ¢ .

Folglich existiert kein maximales Hyper-Lebesgue-Maf} auf R.

Beweis
Seien U, n € N, wie im Korollar oben. Dann existiert wegen der
o-Additivitit von wein m mit U, ¢ o, da U, . U, = Rund
w(U) = 0 fiir alle C-verschiebbaren U € o gilt.

— Der Zusatz folgt aus dem Erweiterungssatz oben.

Der Beweis wird fiir hohere Dimensionen k > 2 analog gefiihrt, wobei nun
an die Stelle von Hamelbasen sog. Transzendenzbasen von R (iiber Q) treten.
Eine Transzendenzbasis von R ist dabei eine maximale algebraisch unabhingige
Teilmenge von R; hierbei wiederum heifit ein A ¢ R algebraisch unabbingig
(iiber Q), falls P(xy, ..., x,) # O fiir alle paarweise verschiedenen x, ..., x, € A
und alle nichttrivialen Polynome P in n Variablen mit Koeffizienten in Q gilt.
Die Existenz einer Transzendenzbasis zeigt man mit Hilfe eines Maximalprin-
zips.

Fiir k > 2 involvieren Anwendungen von Isometrien komplexere Matrizen-
multiplikationen, und fiir Unterrdume U des @-Vektorraumes R* gilt Ax e U
in der Regel nicht, wenn x € U gilt. Daher werden stirkere multiplikative Ab-
geschlossenheitseigenschaften notwendig. Wir arbeiten also mit einer Trans-
zendenzbasis H von R iiber () statt mit einer Hamelbasis. Fiir ein A R sei
c(A) der algebraische Abschluff des von A erzeugten Unterkorpers von R
(diese Abschliisse iibernehmen die Rolle der Unterriume im eindimensiona-
len Fall). Sei nun k > 2 fest. Wie im Satz oben sei Hy € H derart, dafl H - Hj
iberabzihlbar ist. Sei U = c(H,). Wir zeigen, daf§ UK ¢ R* C-verschiebbar ist.
Sei hierzu G C ¥ abzihlbar. Sei Z die abzihlbare Menge aller Eintrige der
in G ={tr,of, | gewisse z € R* und Matrizen A € Mat, } auftauchenden
Translationsvektoren und Matrizen. Die gesuchte iiberabzihlbare Translations-
menge T wird deﬁmert durch T=H - (U u Z), wobe1 wir hier ein x € R als die
Translatlon im R* um den Vektor (x, 0, ..., 0) € R* auffassen, also Translationen
im R* entlang der x-Achse erhalten. Dles Zelgt obigen Satz. Wie im Korollar
werden dann die Mengen H,, definiert und wir setzen U,, = = c(H,)* firn>0. An-
sonsten bleibt das Argument gleich.

Die Suche nach einem nicht mehr bewegungsinvariant fortsetzbaren c-addi-
tiven Volumenmaf} fiir die Euklidischen Riume i 1st also vergeblich. Ist u ein sol-
ches Maf, so wihlen wir eine Ausschépfung von R* in C-verschiebbare Mengen
Uyc U, c...cU, c... Wir kénnen dann Uy, Uy, ... nach dem Erweiterungs-
satz schrittweise zu L hinzuﬁigen, und erhalten so Volumenmafie u,, n € N, mit
w,(U,) = 0 fur alle n € N. Die Reihe dieser Mafle terminiert nicht, denn wir fii-
gen in diesem Prozef unendlich oft eine neue - bislang nicht mefibare - Null-
menge U, hinzu.

Die zentrale Rolle der Translationen im obigen Argument ist augenfillig.
Analysiert man den Bewelis, so ergibt sich folgendes stirkere Resultat:
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Satz  (Satz von Ciesielski und Pelc, starke Form)
Sei k21, und sei G eine Untergruppe von $, mit GO {tr, | z€ R*}.
Dann besitzt jedes G-invariante o-finite Mafi i : § — [0, o], das auf einer
G-invarianten 6-Algebra s des R definiert ist, eine echte Fortsetzung mit
eben diesen Eigenschaften.

Wir verweisen den Leser auf den Ubersichtsartikel [ Zakrzewski 2002] fiir weitere Un-
tersuchungen in diesem Umfeld (etwa der Charakterisierung der Untergruppen G C $y,
fiir die der Fortsetzungssatz giiltig ist).

Volle bewegungsinvariante Inhalte

Wir zeigen den im letzten Kapitel bereits angekiindigten Satz von Banach:
Das Inhaltsproblem fiir die Dimensionen 1 und 2 hat Loésungen. Genauer
gilt: Es existieren Losungen, die auf der o-Algebra der Lebesgue-mefibaren
Mengen mit dem Lebesgue-Maf} iibereinstimmen. Speziell lifit sich also das
Lebesgue-Maf} zu einem vollen translationsinvarianten o-finiten Inhalt auf R
fortsetzen.

Banach bewies seinen Satz 1923, neun Jahre nachdem Hausdorff das Problem
durch seine paradoxe Zerlegung der Kugeloberfliche aufgeworfen hatte - eine
bemerkenswert lange Zeitspanne, gemessen an dem Interesse, das dem Problem
entgegengebracht wurde. In der Tat fithrte der Beweis wesentlich neue Methoden
ein: Banach verwendet eine Fortsetzungseigenschaft fiir gewisse Funktionen, de-
ren allgemeine Form heute als Satz von Hahn-Banach einen Eckpfeiler der Funk-
tionalanalysis darstellt.

Der Beweis konstruiert Inhalte tiber lineare Funktionale auf einem Vektor-
raum. Zur Erinnerung:

Definition (lineare und sublineare Funktionale)
Sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion p: V- — R heifit auch ein
Funktional auf V.
p heifit lineas; falls p(of + Bg) = ap(f) + Bp(g) firallea,fe R, f,ge V.
p heifit sublinear, falls fiir alle oo € Ry und alle f,g € V gilt:

p(af) = ap(f) und p(f+g) < p(f) + p(g).

Die Vektorriume im Folgenden werden aus Funktionen bestehen, daher verwenden
wir gleich hier die Symbole f und g fiir Elemente von V.

Ubung
Sei p ein sublineares Funktional auf einem R-Vektorraum V.

Dann gilt furalle fe V: - p(f) < p(-1).
[p(0) = 0,als0 0 = p(f + (- £)) < p(f) + p(- ).]

Die andere Ungleichung, also p(- f) < - p(f), gilt fiir sublineare Funktionale p
im allgemeinen nicht. Sie fithrt bereits zur Linearitit von p:
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Lemma (maximale lineare Teilriume fiir sublineare Funktionale)
Sei p ein sublineares Funktional auf einem R-Vektorraum V.
Seiweiter U = {fe VI p(-f) =-p(f)}.
Dann ist U ein Unterraum von Vund plU: U — Rist linear.
Weiter ist U der c-grofite Unterraum von 'V, auf dem p linear ist.

Beweis
Wegen 0 e Uist U #O.

Istf e Uund o€ R, soist p(- af) = - ap(f), da p(lalf) = lol p(f) und
pi=lalf) = lal p(-f) = -lalp(f). Alsoistaf e U.
Sind f,g € U, so ist

-p(f+g) < p(-(f+g) < p(-f)+p(-2) = - () +p@) < -p(f+g).

Also f + g € U. Damitist U ein Unterraum von V.

Das Argument zeigt zudem, dafi p linear auf U ist.

Ist U’ ein Unterraum von V und p linear auf U’, so ist p(- f) = - p(f) fiir
— allefe U, also U c U.

Sei nun V ¢ MR ein R-Vektorraum unter der punktweisen Addition und Ska-
larmultiplikation von Funktionen. Istdann s¢ = {Ac M | inds € V} eine Algebra
auf M, so induziert jedes lineare Funktional w auf Vmitw(ind,) >0 firalleAe s
einen endlichen Inhalt W, auf o via

Uy (A) = w(indy) firalle A e oA.

Ist umgekehrt (M, o4, u) ein endlicher Inhaltsraum, so sei

T = {Z1<cicnoindy, Ine N, € R A€ dfiir1 <i<n}.

Dann ist T ein Untervektorraum von MR. Wir definieren auf dem Raum T':
W(Zi<i<n 05indy) = Zjgicn O WAY).

Dannistw: T — R ein (wohldefiniertes) lineares Funktional auf T mit u, = .
Die Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf M = [0, 1] bilden einen Vektor-
raum V  MR. Das Lebesgue-Integral ist ein lineares Funktional auf V, und der
induzierte Inhalt ist das Lebesgue-Maf} A auf [0, 1]. Analoges gilt fiir die Rie-
mann-integrierbaren Funktionen und den Peano-Jordan-Inhalt.
Das Fundament der Konstruktion von Banach ist nun der folgende Vektor-
raum W c *R:

Definition (der Vektorraum der beschrinkten Funktionen mit Periode 1)
SeiW ={f: R — R f beschrinkt, f(x + 1) = f(x) firallexe R}.

Fiir f € W sei ||f| = sup { If(x)| | x € R} die Supremumsnorm von f. Nach
Definition von Wist ||f|| < e fiir alle f € W. Die Supremumsnorm ist ein subline-
ares Funktional auf W.

Der Raum W ist im wesentlichen der Raum der beschrinkten Funktionen auf
dem halboffenen Intervall [0, 1[. Wir setzen alle diese Funktionen periodisch
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fort, um in den Funktionsargumenten frei rechnen zu kénnen. Sehr niitzlich fir
das folgende ist es auch, sich ein f € W als eine Funktion auf einer Kreislinie vor-
zustellen und die Argumente als Winkel.

Die Banachsche Inhaltskonstruktion entwickelt sich aus folgendem Begriff:

Definition (dquivalent Null, f ~ g)
Eine Funktion f € W heifit dguivalent Null, falls gilt:
infnzl,yl,.,.,yne R SUPxe R I/n | z“ISiSn f(X + YI)l = 0.
Fiir zwei Funktionen f,g € W setzen wir:

t~g, falls f-giquivalent Null.

Banach (1923): ,,Soit f(x) = f(x + 1) une fonction de période 1, définie sur la circonférence
d’un cercle de rayon = 1/2m, ayant pour centre ’origine des coordonnées rectangulai-
res; x désigne I’arc correspondant.

Definition 1. Nous appellerons la fonctions f(x) éguivalente i zéro, en écrivant

f(x) ~ 0,
§’il existe pour tout nombre positif € une suite finie de nombres réels o4, oy, ..., o,
telle qu’on a pour tout réel

I/l Zp_ fx+oy) | <e”

Das Supremum ,sup, . g“ konnen wir wegen der Periodizitit der Funktionen
in Wauch durch ,supg <, “ ersetzen. Dieses Supremum ist weiter fiir alle f e W
durch [|f]| beschrinkt. Wie erwartet gilt:

Ubung )
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf W.
(i) Istf dquivalent 0, so auch af fir alle a € R.
(iii) Sind f, g dquivalent 0, so auch f + g.
[zu (iii): Betrachte Ausdriicke 1/nm 12 <;<; 1 <jem fx+yi+ ) + gx+y +y) 1]

Wir schreiben auch f ~ c fiirf e Wund c € R, falls f ~ const, fiir die konstante
Funktion const, : R — { ¢} gilt. Dies gibt Anlaf§ zu einem natiirlichen linearen
Funktional auf einem Untervektorraum von W:

Definition (das Banach-Integralb: Wy — R)
Wir setzen:
Wi = {fe W | esexistiert einc€ Rmitf ~c}.
Weiter definieren wir b: Wy — R durch
b(f) = ,das eindeutige c € Rmitf ~ c¢“ fiir f € Wp.
b(f) heifit auch das Banach-Integral von f-



6. Die Grenzen des Messens 247

Die Funktion b ist in der Tat wohldefiniert: Istf ~ cund f ~ d fiirc,d € R, so
ist wegen Transitivitit ¢ ~ d, was offenbar nur fiir ¢ = d moglich ist. Weiter ist b
ein translationsinvariantes lineares Funktional auf dem Unterraum Wg:

Satz
(i) Wy ist ein Untervektorraum von W.

(ii)) b: Wy — Ristein lineares Funktional auf Wy,

(i) Istfe Wyundze R,soistauch fotr,e Wgund es gilt
b(fetr,) = b(f).

zu (iii): Es gilt (fo tr)(x +y;) = f(x + z + y;). Mit x durchlduft auch x + z ganz R, und
damit ist leicht zu sehen, dafi die fraglichen Suprema fiir f und f ° tr, {ibereinstimmen.

In vielen vertrauten Fillen konnen wir b(f) identifizieren:

Satz  (Banach-Integral und Riemann-Integral)
Sei f € Wy derart, daf§ f1[0, 1] Riemann-integrierbar ist.
Dann ist b(f) das Riemann-Integral iiber f von 0 bis 1.

Beweis
Sei ¢ das Riemann-Integral iiber f von 0 bis 1.
Dann konvergieren die Funktionen g, : [0, 1] — R, n 2> 1, mit

g.(x) = I/nZ i<, f(x+i/n) - ¢ firallexe R,

fiir n gegen unendlich gleichmiflig gegen 0 (!).
Die Wahlvony; = i/n fiir 1 <i<n,n>1 zeigt also, daf§

infosyyverSUPrer I/n 1 Zicic, fx+y;) - ¢l = 0.

— Alsoistb(f) = c.

Andererseits ist das Banach-Integral eine echte Fortsetzung des Riemann-In-
tegrals auf Wg. Denn es gibt Funktionen dquivalent Null in W, deren Ein-
schrinkung auf das Einheitsintervall nicht einmal Lebesgue-integrierbar ist.
Zum Beweis dieser Aussage bemiihen wir die Konstruktion von Vitali.

Satz  (Banach-Integral und Lebesgue-Integral)
Es gibt ein g € Wy mit b(g) = 0 derart, dafi g 1[0, 1] nicht
Lebesgue-integrierbar ist.

Beweis
Sei V [0, 1[ ein Reprisentantensystem wie im Beweis des Satzes von Vitali.
Weiter seien V¥ = U, 7 (V +z) und g = indy+.
Dann ist g wie gewiinscht. Denn der Beweis des Satzes von Vitali zeigt
zum einen, dafi g1 [0, 1] = indy nicht Lebesgue-integrierbar ist.
Andererseits gilt nach Konstruktion von V: Fiir alle n > 1, alle rationalen
O<y;<...<yy<lundallexe Rgiltg(x+y;) = 1 fiir allenfallsein 1 <i<n:
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Dennsindx+y,x+y € VfirO<y<y <1,soistx+y -(x+y) =y -y<1
irrational.
— Also ist g dquivalent Null, und damit g € Wy wie gewiinscht.

Das Banach-Funktional

Zur weiteren Untersuchung des Banach-Integrals und insbesondere seines
Zusammenhangs zum Lebesgue-Integral fithren wir noch ein weiteres Funktio-
nal ein. Es hingt eng mit b zusammen, ist aber im Unterschied zu b auf ganz W
definiert.

Definition (das Banach-Funktional p auf W)
Firfe W,n=1undyy,...,y, € Rsei

By ) = super 1/nZoicp f(x+y0).

Wir definieren weiter p : W — R durch:

p(f) = infnZl,yl,...,ynE R Byl ,,,,, yn(f)'
Die Funktion p heifit das Banach-Funktional auf W.

Das Funktional p erscheint in [ Banach 1928] nur implizit.

Der Leser beachte das Fehlen der Betragsstriche an der Summe in der Defini-
tion von By o (f). War b(-f) = -b(f) noch trivial richtig, so kénnen wir nun
nicht mehr erwarten, dafl p(- f) = - p(f) gilt. Immerhin gilt noch:

Ubung
Fiir alle f € Wund alle ce R gilt p(f + ¢) = p(f) + c.
Weiter ist p(fo tr,) = p(f) fir alle z € R.

Entscheidend ist:

Satz  (Sublinearitiit von p)
Das Banach-Funktional p ist sublinear.

Beweis

zu p(of) = o p(f) fiir alle 0= 0 und fe W:
Es gilt (af)(x) = af(x) fir alle x € Rund o > 0. Also ist stets
B, yaf) =aB, . ),
und damit wegen o > 0 auch p(af) = ap(f).
zu p(f+g) < p(f) +p(g) fiirallef,ge W:

Seik 21, und seienyy, ..., vy, 21, ..., Zy, € R derart, daf§

By () = p(f) + 1/2k), B, ,.(g) < p(g) + 1/k).



6. Die Grenzen des Messens 249

Seiwy, ..., Wy, eine Aufzihlung von {y; +7 | 1 <i<n,1<j<m}.
Esgiltp(f+g) < B, . (f +g). Wir zeigen:

) By, v (f +8) < p) + p) + Vk
Dak beliebig grofi gewihlt werden kann, folgt aus (+) wie gewiinscht, daf§
p(f+g) < p(f) + p(g).

Beweis von (+)
By, . w,.(f+8) = sup,cg 1/(nm) Zi; f+2)x+y; + z]-) <

supyep 1/(nm) Z;; f(x +y; +7) + supsep I/(nm) X g(x +y; + 7).
Aber fiir den linken der beiden Summanden gilt:
supge g 1/(nm) X ; f(x +y; + 7)) <
1/m 2 sup,c g 1/ 2 f(x +2) +yi) = 114 durchliufrwiex ganz R
/m Z; supyep I/nZ; f(x+y;) =
supyep 1/ X fx+y;) = By . (f) < p(f)+ 1/Q2k).
- Analoges gilt fiir den rechten Summanden, und dies zeigt (+).

Wegen der Sublinearitit von p gilt - p(f) < p(- f), und damit erhalten wir die
folgende Aquivalenz:

Satz  (dquivalent Null via p)
Fiir alle f € W sind dquivalent:
(i) f istdquivalent Null (d.h. b(f) = 0).
(i) p(f)=0 und p(-f)=0.

Beweis
zu (1) ™ (i) :
Ist f dquivalent 0, so ist offenbar p(f) < 0 und p(-f) < 0.
Also 0 < - p(-f) < p(f) £ 0, und damit p(f) = p(-f) = 0.

zu (i) ™ (1) :
Sei also sowohl p(f) < 0 als auch p(-f) < 0.
Sei € > 0 beliebig, und seienyy, ..., v, 21, ..., Zn € R derart, daf§

I/nZicic, fx+y) <& und I/mZ; o -flx+7) < e
fiir alle x € R gilt. Dann folgt fiir allexe R:
I/nZicicn Zicjem fX+yi+7) < me und

I/mZ oy Zicjem —fx+yi +2) < ne.

- Also 1/(mn) 12 <5<, Zycjem fx+y+2) | <e.
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Korollar
(i) Esgiltb = pIlWyp.

(i) Wy ist der grofite Unterraum von W, auf dem p linear ist.

Beweis

2u (i):
Sei f € Wg und sei b(f) = c. Dann ist f - ¢ dquivalent Null und damit
p(f-¢) = 0. Aber p(f - ¢) = p(f) - ¢, und damit p(f) = ¢ = b(f).

2u (i) :
Es geniigt nach dem Lemma oben zu zeigen, daf§
U= {feWlp-f)=-pf)} c Ws.

Sei also f € W derart, daf§ p(- f) = - p(f), und sei weiter ¢ = p(f).
Dann giltp(f-¢) = p(f) ~c = 0und p(- (f - ¢)) = p(- f) + ¢ = 0.
- Nach (ii) ™ (i) im Satz oben ist also f - ¢ dquivalent Null, also f € Wj.

Wir untersuchen als niichstes den Zusammenhang zwischen p und dem Lebes-
gue-Integral (auf [0, 1[).

Definition (W, ¢(f))
Wir setzen:

Wy = {fe W I {I[0, 1[ ist Lebesgue-integrierbar }.
Fir f € Wy sei weiter €(f) = L(f; 0, 1).

Es gilt nun:

Satz  (p und transiationsinvariante Funktionale, €(f) < p(f))
Sei U ein Unterraum von W, und sei w: U — R ein lineares Funktional.
Firallefe U,ye Rseifetr, € Uund w(f) = w(fo tr,).
Schliefilich gelte fiir alle f € U, c € Rmit f < const,, daff w(f) <c.
Dann gile w(f) < p(f) fiiralle f € U.

Insbesondere ist €(f) < p(f) fiir alle f € W7..

Beweis
Sein>1,undseienyy, ...,y, € R. Dann gilt nach den Voraussetzungen an w:
W(f) = l/n ZI <i<n W(fo tl‘y|) = W(I/n 21 <i<n fo tl‘y|) S B)’], --~7)’n(f)’

letzteres wegen (1/n X <<, fotry, )(®) < By, (f) firalle 0 <x< 1.
Danz=1undyy, ..., y, € R beliebig, gilt also

w(f) < inf{By . () In=21y,....,ya€ R} = p(f).

¢ erfiillt alle erforderlichen Eigenschaften auf U = Wy, und hieraus folgt
— der Zusatz.
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Korollar
pl(WL nWg) = €1(W, N Wy).

Beweis
Seif € Wy n Wy. Dann ist £(f) < p(f). Aber p ist linear auf Wy, also

-p(f) = p(-f) = €(-f) = - €(f).
— Also p(f) = €(f).

Es gibt nun andererseits ein f € W1, mit €(f) < p(f). Wir werden spiter bei der
Diskussion der Baire-Eigenschaft eine Lebesgue-Nullmenge N c [0, 1 [ konstru-
ieren, deren Komplement in [0, 1[ eine 7agere Menge ist, d. h. eine abzihlbare
Vereinigung von nirgendsdichten Teilmengen von [0, 1[ (ein A C R heifit dabei
nirgendsdicht, falls fir alle reellen a < b reelle ¢, d existieren mita < ¢ <d < b und
Nn[c,d] = &). Istnun f € W derart, dafi f1[0, 1 [ = indy fiir ein derartiges N, so
gile €(f) = 0und, wie wir zeigen werden, p(f) = 1. Wir verwenden die Existenz von
N hier als black-box, und geben den folgenden Beweis fiir Leser, die spiter hier-
her zuriickkehren wollen oder mit mageren Mengen bereits etwas vertraut sind.
Fiir die anderen geniigt es, das Ergebnis zur Kenntnis zu nehmen. Die Konstruk-
tion ist insgesamt ein hiibsches und geometrisch anschauliches Verfeinern und
Verschieben von symmetrischen Intervallketten.

Satz  (magere Mengen unter p und b)
SeiM c [0, 1[ mager, und sei N = [0, 1[ - M.
Sei weiter g€ W mit gl [0, 1[=indy.
Dann ist p(g) = 1.
Ist weiter g€ Wy, soist b(U,. 7 indy,,) = 0.

Beweis
Sei M = U5 | Ny, mit Ny nirgendsdicht fiir alle k> 1.
Wir zeigen, dafl fir alley; <y; < ... <y, ein x € R existiert mit

(+) gx+y) = 1 firalle 1 <i<n.

Hieraus folgt offenbar p(g) = 1.

Seienalson>1undy, < ... <y, fiir den Rest fixiert.

Fiirk>1sei My = U, 7 (N} + z). Dann sind alle M, wieder nirgendsdicht
und fiir alle x € R gilt g(x) = 1 genau dann, wenn x ¢ U, 5| M.

Wir brauchen noch einige lokale Begriffe.

Seixe R,undsei $ = ([a, b;], ..., [a,, b,]) eine Folge von abgeschlossenen
reellen Intervallen. Wir nennen I eine Kette an x, falls gilt:

(a) a; < b;fiiralle 1 <i<n,
(b) alle Intervalle von $ sind gleichlang,
(¢) x +vy; ist der Mittelpunkt von [a;, b;] firalle 1 <i<n.

Fiir eine Kette $ sei U $ = U <;<, [a;, b;].
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Fiir Ketten $; an x; und $, an x, schreiben wir $, c $,, falls jedes Intervall
von ¥, ein Teilintervall des entsprechenden Intervalls von ¢, ist.

Sei nun ¢ eine beliebige Kette an einem x. Durch Induktion nachk € N
kénnen wir eine Folge von Ketten $ = ([a%, b5, ..., [aX, bE]) an gewissen x;
fir k € N konstruieren derart, daf} fir alle k e N gilt:

@) $o =9, x = x,
(11) ‘q)k+1 c ‘q)k,

Induktionsschritt von k nach k + 1 fiir k> 0:
Alle Intervalle im folgenden seien abgeschlossen mit Linge > 0.
Wegen My, | nirgendsdicht gibtes ein J; [a¥, bXImit], "M, = @.
Sei ], die Translation von J; umy, -y, (also J, [a5, bX]).
Wegen My, | nirgendsdicht gibt es ein J," € J, mitJ," " My, = &.
Sei J5 die Translation von J," um y3 - y5, J3" CJ3, 3" N My, = G, usw.
Schliefilich erhalten wir ein mit My, ; disjunktes J," [aX bX].
Sei [a¥*!, bf*!] die Translation von J,” um Vi = Vo fir 1 <i<n,und
sei X, = m -y, wobei m der Mittelpunktvon J," = [ak*! b 1] ist.
Dannist 9y, = (28", b5*1], ..., [a8*!, bBE* 1) und x,., | wie gewlinscht.

Seix = lim, _, .. x (x existiert als Limes der Mittelpunkte geschachtelter
endlicher Intervalle). Dann gilt wie gewiinscht (+) fiir x, denn fiir alle
I<i<ngiltx+y; ¢ M firallek>1, also glx +y;) = 1.

— Der Zusatz folgt aus der Linearitit von b auf Wy und b(const;) = 1.
Das Resultat erscheint im wesentlichen bereits bei Banach, vgl. [Banach 1923, S.21£.].

Korollar
Es gibt ein g € Wy mit €(g) = 0 und p(g) = 1.
Fiir jedes solche g gilt g ¢ W5.

Beweis
Seien N C [0, 1] nirgendsdicht fiir k> 1 derart, da N = [0, 1[ - Uy Ny
eine Lebesgue-Nullmenge ist. Sei weiter wieder g€ W mit gl [0, 1 [ = indy.
Dann ist g wie gewtinscht. (Ein g € W mit £(g) # p(g) kann nicht in Wy

— liegen, da andernfalls g € Wi, n Wi, also €(g) = b(g) = p(g).)

Zusammenfassend ergibt sich:

Satz  (Hauptsatz iiberp : W — R, b:Wp — R, £: W, — R)
Das sublineare Banach-Funktional p setzt das lineare Banach-Integral b
auf Wy fort (welches das Riemann-Integral fortsetzt).
p dominiert das Lebesgue-Integral € auf Wy..
b und ¢ stimmen auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich Wy n W,
iiberein. Zwischen Wy und Wi, besteht kein Inklusionsverhiltnis.
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Abschweifung iiber Hamelbasen

Bevor wir nun die Inhaltskonstruktion durchfiihren, zeigen wir noch mit Hilfe
der bisherigen Ergebnisse einen Satz iiber Hamelbasen.

Satz  (Hamelbasen und Banach-Integral)
Sei V der Q-Vektorraum R, und sei H € V 1 [0, 1[ linear unabhingig.
Sei weiter h e W mit h[0, 1[ = indy.
Dann isth e Wy und es gilt bth) = 0.

Beweis
Wir zeigen zunichst:

(+) Seien z, ..., z7 € [0, 1] paarweise verschiedene Elemente von H.
Dann existiert kein x € R mit h(x + zy; + z;,1) = 1 fiiralle 0 <1 <3.

Beweis von (+)
Annabme doch fiir ein x. O.E. giltx e [0, 1.
Dann existieren ug, u;, uy, u3 € Hund ey, e, €5, e3 € {0, 1, 2 } mit:
X + Z); + Zi,1 = 4 + € furalleOSlS3
O.E.isteg = ¢ (den vier ¢; stehen nur drei Werte zur Verfiigung).
Subtraktion der Gleichungen miti = 0undi = 1 ergibt:
Zo + 727 - Z; — Z3 = Uy—-u; = Z.
Dann hat aber der Vektor z € R zwei verschiedene Darstellungen
als Q-Linearkombination von Elementen aus H, Widerspruch.

Die Aussage des Satzes ist klar, falls H endlich ist.

Seien also zy, ..., z,, ..., n € N, paarweise verschiedene Elemente von H.
Firn € N sei

Vo = Zon t+ Z2ns41-

Dann gilt nach (+) fiir alle x € R, dafl h(x +y;) = 1 fiir hochstens dreiie N.
—~ Also ist h dquivalent Null.

Insbesondere erhalten wir:
Korollar  (Lebesgue-mefsbare Hamelbasen)
Sei H < [0, 1[ eine Hamelbasis von R.

Ist H Lebesgue-mefibar, so ist H eine Lebesgue-Nullmenge.

Es gibt nach einem Ergebnis von Sierpinski sowohl Lebesgue-mefibare Ha-
melbasen von R als auch solche, die nicht Lebesgue-mefibar sind.
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Fortsetzung des Lebesgue-Maf3es zu einem vollen Inhalt

Eine Ungleichung wie ,,£(f) < p(f)“ ruft den folgenden bekannten Satz auf den
Plan, den wir hier nur mit einer die wesentliche Konstruktion enthaltenden Be-
weisskizze angeben. Er wurde gerade durch die Inhalts-Konstruktion von Ba-
nach 1923 und allgemeiner durch Arbeiten von Hahn im Jahre 1927 und Banach
im Jahre 1929 ans Licht gebracht und spielt in der Mathematik heute an ver-
schiedenen Stellen eine Schliisselrolle.

Satz  (Satz von Habn-Banach fiir reelle Vektorriume)
Sei V ein R-Vektorraum, und sei U ein Unterraum von V.
Weiter seien w: U — R ein lineares Funktional auf Uundp:V — R
ein sublineares Funktional auf V mit w(f) < p(f) fiir alle fe U.
Dann existiert ein lineares Funktional w*: V. — R mit:

(@) w'IU = w,
(b) w*(f) < p(f) firallefe V.

Beweis (Skizze)
Sei g e V - U fest gewihlt. Wir setzen:
a = suprey - p-(g+1f)) - w(b),
b =infeey plg+f) - w(f).
Dann gilta < b. Sei c € [a, b] beliebig. Fiir f € U und o € R setzen wir:
w*f +og) = w(f) + ac.

Dann ist w* eine durch p dominierte Fortsetzung von w auf den von
Uu{g}erzeugten Unterraum von V (mit w*(g) = ¢). Ein Maximalargument
— liefert nun ein auf ganz V definiertes Funktional w* wie gewiinscht.

Ist a < b im Beweis oben, so existieren also sogar iiberabzihlbar viele lineare
durch p dominierte Fortsetzungen w* von w. In der Tat kann man i.a. keine ein-
deutige Fortsetzung erwarten.

Eine Paradeanwendung des Satzes von Hahn-Banach in unserem Kontext ist:

Satz  (Fortsetzung von Inbalten zu vollen Inbalten)
Sei (M, A, u) ein o-finiter Inhaltsraum.
Dann existiert ein o-finiter Inhalt u* : (M) — [0, co] mit u*ls4 = .

Beweis
Wir setzen:

T = {Zicichoindy, Ine N, oy € R, A€ oA, uA) <o},
V={f: M — R esexistiertein ge T mit Ifl <g},
W(Zi<icnOindy) = Zygicp o MA;)  auf T,

p(f) = infee 1 <o W(g) firfe V.
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Dann ist w linear auf T, p sublinear auf Vund w(f) < p(f) fir f € T.
Sei also w* : V. — R eine lineare durch p dominierte Fortsetzung von w.
Wir setzen nun fiir alle A ¢ M:

U*A) = { w*(indy) falls indy €V,

oo SonSst.
— Dann ist w* wie gewiinscht.
Siehe [Wagon 1999, S. 153 ] fiir einen alternativen Bewelis.

Insbesondere existiert also eine Fortsetzung des Lebesgue-Mafies auf R zu ei-
nem vollen o-finiten Inhalt auf R - ein nichttriviales Ergebnis. Die Symmetrie-
eigenschaften des Lebesgue-Mafies gehen dabei aber i.a. verloren. Bei Verwen-
dung des Banach-Funktionals statt des groberen dominierenden Funktionals im
Beweis oben konnen wir diese Eigenschaften retten, wie wir sehen werden.

In unserer Situation ist Wi, ein Unterraum von W, und ¢ ein lineares Funk-
tional auf Wy, das durch das sublineare Banach-Funktional p dominiert wird.
Damit liefert uns der Satz von Hahn-Banach eine lineare Fortsetzung €* des
Lebesgue-Integrals € nach ganz W. Jede solche lineare Fortsetzung ¢* von ¢
induziert nun einen Inhalt p,* auf ganz P([0, 1 [):

we(A) = f*(indy), mitA* = U, (A+z) fir Ac [0, 1[.

In der iiblichen Weise kénnen wir dann pg zu einem o-finiten Inhalt auf ganz
P(R) fortsetzen (durch Stiickelung von A c Rin Z-Teile AN [z,z+ 1 [, z€ Z).
Wir bezeichnen diese Fortsetzung im folgenden der Einfachheit halber eben-
falls mit ps. Es gilt dann immer noch, daf§ puy das Lebesgue-Maf§ auf R fort-
setzt.

Um einen bewegungsinvarianten Inhalt zu erhalten, sind noch einige Modifi-
kationen notig. Die Translationsinvarianz gilt aber bereits automatisch, denn p
respektiert Translationen in der folgenden Form:

Satz
Seienfe W,ye R,undseig = fotr, - f.
Dann ist g dquivalent Null.

Beweis
Es geniigt zu zeigen: p(g) < 0 und p(- g) < 0.
Fiir allen > 1 gilt:

P(g) < By,Zy,..A,ny(g) = SUPye R l/nzlﬁiSn g(X"'lY) =
SUpyer 1/M 2 i<y fx+iy +y) - fx +1y)) =
supyep 1/n (f(x + (n + 1)y) - f(x +y)) < 2 ||f[|/n.

Dies gilt fiir beliebig grofie n, und damit ist p(g) < 0.
-~ Vollig analog beweist man p(- g) < 0.

Damit folgt leicht:
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Satz  (Eigenschaften von Habn-Banach-Fortsetzungen von € bzgl. p)
Sei €*: W — R linear mit €* Wy, = € und €*(f) < p(f) fiir alle f € W.
Dann gilt fiir alle f e W
(i) ¢ < €4(f) fiir alle c € Rmitc < f(x) firallex e R,
(i) €*(fotry) = €(f) firalleye R.

Beweis
zu (1): Seialso ¢ < f(x) fiir alle x € R. Dann gilt

- () = ¢*(-f) < p(-f) £ -c.
Also ¢ < €*(f).
zu (if): Seiy € R, und sei wieder g = fotr, - f.

Dann gilt nach dem Satz oben:
(@) < pl® = blg) =0,
€(-g) < p(-g) = b(-g) = 0.
Also €*(g) = 0 wegen €*(- g) = - €*(g).

- Also €*(fe try) - €*(f) = 0 nach Linearitit von £* und Definition von g.

Damit ist - ein translationsinvarianter 6-finiter Inhalt auf P(R) fiir alle durch
p dominierten Fortsetzungen €* von €. Die volle Bewegungsinvarianz erreichen
wir, indem wir ein solches Funktional €* gegen Spiegelungen symmetrisieren.
Dies kann sehr einfach wie folgt geschehen:

Definition (Symmetrisierung des Funktionals €*)
Sei €* eine durch p dominierte lineare Fortsetzung von € nach W.
Wir definieren €**: W — R durch:

C*(f) = (E*(f) + €*(fosp))/2,
wobeisp: R — R die Spiegelung am Nullpunkt ist, d. h.
sp(x) = -x firxe R.

Wegen der Invarianz des Lebesgue-Integrals unter Bewegungen und der Peri-
odizitit der Elemente von W gilt £(f) = €(f o sp) fiir alle f € W . Damitist €** wie
£* eine Fortsetzung von ¢, und €** ist immer noch translationsinvariant, denn fiir
alle y gilt try o sp = sp o tr_, und damit:

C*(fotry) = (C*(fotry) + €*(fotryosp))/2 = (€*(F) + €*(fospotr_y))/2 =
(€*(f) + €*(fosp)/2 = €*(f).

Fiir alle f € W gilt wegen sp © sp = idg zudem:

€*(fosp) = (€*(fosp) + €*(fosposp))/2 = €(f).

Betrachten wir nun den durch €** induzierten o-finiten Inhalt py« auf P(R), so
ist dieser Inhalt also invariant unter allen Translationen und unter Spiegelungen
am Nullpunkt, und dies geniigt nach den Ergebnissen des vierten Kapitels fiir die
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volle Bewegungsinvarianz von pg~. Damit haben wir das Inhaltsproblem fiir die
Dimension 1 in der folgenden starken Form gelost:

Satz  (Satz von Banach fiir die Dimension 1)
Es existiert ein voller bewegungsinvarianter o-finiter Inhalt auf R,
der das Lebesgue-Maf} fortsetzt.

Die obige Betrachtung magerer Mengen und einer Abweichung €(g) < p(g)
liefert weiter eine zweite Losung des Inhaltsproblems, die zwar den Peano-Jor-
dan-Inhalt 1 fortsetzt, aber nicht mehr das Lebesgue-Maf§ A :

Satz (eine andere Lisung des Inbaltsproblems fiir die Dimension 1)
Es existiert ein voller bewegungsinvarianter o-finiter Inhalt p auf R,
der den Peano-Jordan-Inhalt fortsetzt, und fiir den eine beschrinkte
Lebesgue-mefibare Menge N existiert mit p(N) = A(N).

Beweis
SeiU={fe W I fl[0, 1] ist Riemann-integrierbar }, und sei w(f)
das Riemann-Integral von f 1[0, 1] fir f € U, alsow=blU=pIU.
Weiter sei g = U, . 7 indy, , die im Beweis oben konstruierte Funktion
mit €(g) =0, p(g) =1, N [0,1[, [0, 1[- N mager. Dannistg ¢ U.
Wir setzen das Funktional w mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zu einem
Funktional w* auf ganz W fort (w wird auf U durch p dominiert).
Wir starten die Hahn-Banach-Fortsetzung mit g ¢ U und wihlen

w¥(g) = infrey p(g+1) - w(f)

als Wert fiir g (vgl. die Beweisskizze des Satzes von Hahn-Banach).

Aus p(g) = 1, p(f) = b(f) = w(f) fiir alle f € U errechnet sich w*(g) =1 (!).

Nun argumentieren wir wie oben. Wir erhalten insgesamt einen vollen
— bewegungsinvarianten Inhalt p © v mit p(N) = 1, wihrend A(N) = 0.

Banach gab diese Konstruktion 1923 an, um die folgende Frage von Ruzie-
wicz und Lebesgue positiv zu beantworten: Gibt es einen bewegungsinvarianten
normierten Inhalt p auf & derart, dafl w(P) # A(P) fiir ein beschrinktes P € £?
(Die Forderung einer Abweichung auf einer beschrinkten Menge ist wesentlich,
um triviale Gegenbeispiel auszuschliefien: Setze nimlich v(P) = A(P) fir Pe &
beschrinkt und v(P) = e fiir unbeschrinkte P € £. Dann ist v ein bewegungsin-
varianter Inhalt auf & mit v # A.) Die Funktion A : £ — R ist durch ,bewe-
gungsinvariant, normiert, 6-additiv eindeutig charakterisiert, nicht mehr aber
durch ,bewegungsinvariant, normiert, additiv¥. Das gleiche gilt auch noch fiir
die Dimension n = 2, wihrend ab n = 3 die Funktion A tatsichlich durch das
schwichere Trio festgelegtist (siche [ Wagon 1999] fiir diese und verwandte Fra-
gen der Existenz sog. Ruziewicz-Inhalte).

Das Inhaltsproblem fiir die erste Dimension ist also 16sbar, und es ist nicht ein-
deutig l6sbar. Bevor wir zur Inhaltsmessung von Flichen kommen, tiberlegen
wir uns, was unsere Konstruktion fiir alle Dimensionen gleichermafien liefert.
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Die Konstruktion von Banach in héheren Dimensionen

Sein > 1 fixiert. Wir betrachten den R-Vektorraum
W, = {f: R" — R" | fistbeschrinkt, f hat Periode 1},

wobei nun ein f : R® — R" die Periode 1 hat, falls f(x + ¢;) = f(x) fiir alle x € R"®
und alle kanonischen Einheitsvektoren ¢;, 1 <1 < n, gilt.
Fiihren wir die obige Konstruktion nun fir W, durch, so erhalten wir:

Satz
Sein > 1. Dann existiert ein o-finiter Inhalt u : P(R") — [0, o] mit:
(1) wist translationsinvariant.

(i) wistinvariant unter Spiegelungen an allen von den kanonischen
Einheitsvektoren aufgespannten Hyperebenen im R".

(iii) w setzt das Lebesgue-Maf} auf dem R" fort.
Bewegungsinvariante Inhalte fiir die Ebene

Im Falln = 2 kénnen wir sogar eine volle Bewegungsinvarianz erreichen, und wir
wollen das Argument, das auf den Ergebnissen fiir den Fall n = 1 aufbaut, nun skiz-
zieren. Die einfache Natur der Isometrien im R? erlaubt es, einen vollen bewe-
gungsinvarianten Inhalt auf R zu einem solchen auf R” durch Symmetrisierung zu
liften. Wir werden sehen, daf§ ein analoger Dimensionssprung von der Ebene in den
Raum nicht mehr moglich ist - die Isometrien im dreidimensionalen Raum sind in
diesem Sinne zu kompliziert. (Der mathematisch verantwortliche Unterschied ist
genau die Auflosbarkeit/Nichtauflosbarkeit der Isometriegruppen $, $; bzw. $5.
Vgl. die Diskussion der mittelbaren Gruppen unten.)

Seien fiir das folgende:

(a) B = {A c R* | Aist beschriinkt},
b) V={f:R— RI{xe RIf(x)#0}ist beschrinkt},

(¢) w:V — R einbewegungsinvariantes (d.h. w(f o g) = w(f) fiirallef € Vund
g € 9,) lineares Funktional mit w(indg {}) = 1,

(d) WA) = w(indy) fir alle beschrinkten Teilmengen A von R.

Ein w wie in (c) existiert nach den obigen Ergebnissen. Wir kénnen weiter an-
nehmen, dafl w das Lebesgue-Integral fortsetzt.

Sei K der Kreis im R? mit Mittelpunkt 0 und Radius 1/(2). K hat Umfang 1,
und wir identifizieren die Punkte von K in der offensichtlichen Weise mit den
Elementen von [0, 1[. Fiir ¢ € K sei rot,, die Rotation im R’ um ¢ und sp, die
Spiegelung im R? an der Geraden durch 0 und ¢.

Der Begriff ,Inhalt auf B ist in der offensichtlichen Weise definiert (B ist
keine Algebra, da R* ¢ 9B. B ist aber ein Mengenring, d.h. es gilt & € B und 9 ist
abgeschlossen unter endlichen Schnitten, Vereinigungen und Differenzen). Wir
definieren nun einen bewegungsinvarianten Inhalt u* : 8 — R{ wie folgt:
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Sei fa(x) = u{ye R 1 (x,y)e A} furxe RundAe B.Dannistf, € Vfiiralle
A € B, und wir setzen:

W(A) = wf,) firAe 3.

Dann ist p’ ein Inhalt auf B mit u([0, 1]%) = 1. Wegen der Translationsinvari-
anz von W ist W’ invariant unter Translationen entlang der y-Achse. Wegen der
Translationsinvarianz von w ist weiter i’ invariant unter Translationen entlang
der x-Achse. Also ist u’ ein translationsinvarianter Inhalt auf 3.

Aufgrund der Spiegelungsinvarianz von ist u* invariant unter der Spiegelung
an der x-Achse, d.h. unter spy. Wegen der Spiegelungsinvarianz von w ist u° wei-
ter auch invariant unter der Spiegelung an der y-Achse, d. h. unter spy,4, was wir
aber nicht brauchen.

Wir definieren nun durch Symmetrisierung einen weiteren Inhalt u* auf .
Fiiro € [0, 1[und A € B sei hierzu zunichst

ga(p) = W(rot,” A).

Firoe [0, 1[und A € B setzen wir g4(¢) = 0. Dann ist gy € V und wir definieren
firalle Ae B:

uW(A) = w(ga)-

Dann ist p* ein Inhalt auf 8 und invariant unter Translationen und Rotationen
um den Nullpunkt. Weiter ist u* immer noch invariant unter der Spieglung spg
an der x-Achse. Damit ist aber u* invariant unter allen Spiegelungen, denn fiir
alle @ € [0, 1/2[ gilt sp, = rot, © spy °© rot _,.

Insgesamt ist damit p* invariant unter Translationen, Rotationen um 0 und
Spiegelungen an Achsen durch 0. Nach den Ergebnissen iiber Isometrien im R’
ist also u* : B — R} ein bewegungsinvarianter Inhalt. In der iiblichen Weise
kann u* nun zu einem bewegungsinvarianten o-finiten Inhalt auf ganz P(R?)
fortgesetzt werden. Weiter gilt: Ist w eine Fortsetzung des Lebesgue-Integrals,
so ist i eine Fortsetzung des Lebesgue-Mafies auf R?, und das gleiche gilt auch
fiir u*.

Insgesamt erreichen wir damit:

Satz  (Satz von Banach fiir die Dimension 2)
Es existiert ein voller bewegungsinvarianter -finiter Inhalt auf R?,
der das Lebesgue-Maf} fortsetzt.

Die Ideen der Arbeit von Banach 1923 wurden durch von Neumann 1929 wei-
ter ausgebaut und stark verallgemeinert. Er fithrte den Begrift der mittelbaren
Gruppe (engl. amenable group) ein, der vor allem den Unterschied zwischen der
Dimension 2 und 3 mit gruppentheoretischen Methoden beleuchtet. Weitere
Untersuchungen zu diesem Thema finden sich dann insbesondere bei Mycielski
(1979). Wir diskutieren diesen Ansatz am Ende des Kapitels.

Von Neumann wies in seiner Arbeit von 1929 auch auf den folgenden ,,Defekt”
der Banachschen Lésungen des Mafiproblems fiir die Ebene hin: Beim Uber-
gang von der Geraden zur Ebene tritt einer neuer Typ von linearen Abbildungen
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auf, der intuitiv alle Flichen erhilt, nimlich der speziellen affinen Abbildungen.
Wir definieren hierzu:

Definition (affine Abbildungen, spezielle affine Gruppe, A,, SA,)
Eine Abbildung f : R" — R" heifit affin, falls es ein z € R"
und ein A € Mat, gibt mit{ = tr, o f,.
Die affine Gruppe A, besteht aus allen affinen Abbildung f = tr, o f5
mit A invertierbar (d. h. f, bijektiv).
Eine affine Abbildung f = tr, o f heifit speziell, falls zudem det(A) = 1 gilt.
Wir setzen weiter:

SA, = {tryof, | det(A) =1,z€ R"}.
SA, heifit die spezielle affine Gruppe.

Affine Abbildungen bilden Parallelogramme auf Parallelogramme ab, und
spezielle affine Abbildung erhalten zusitzlich die Fliche (und die Orientierung)
der Parallelogramme.

Von Neumann hat nun gezeigt (1929):

Satz  (Satz von von Neumann iiber affine Flichenmessungen)
Es gibt keinen vollen o-finiten Inhalt p : P(R?) — [0, o] mit
u([0, 11%) > 0, der invariant unter allen speziellen affinen Abbildungen ist,
d.h. fiir den gilt:

wW(f”A) = u(A) fiir alle A ¢ R? und alle f € SA,.

Ein zweites negatives Resultat fiir die Dimension 2 ist die bereits erwihnte
Entdeckung von Hausdorff von 1914, die die Untersuchungen von Banach und
von Neumann anregte: Es gibt keinen rotationsinvarianten vollen endlichen In-
halt p auf einer Kugeloberfliche K c R* mit w(K) > 0.

Das anspruchsvolle c-additive Messen scheitert im Hinblick auf die er-
wiinschte Translationsinvarianz bereits fiir die Lingenmessung, wie die Kon-
struktion von Vitali oder die Zerlegung von R in abzihlbar viele C-verschiebbare
Mengen zeigt. Die Krise des bescheideneren endlich additiven Messens beginnt,
ganz abgesehen von mangelnder Eindeutigkeit, bei der Messung von Flichen.
Speziell sind die Banachschen vollen Inhalte fiir die Ebene zwar invariant unter
allen Isometrien, aber nicht invariant unter allen ,flichenerhaltenden® affinen
Abbildungen. Der Grund fiir die Unméglichkeit einer SA,-invarianten Flichen-
messung ist der gleiche wie fir die Unmdoglichkeit einer SO,-invarianten Fli-
chenmessung auf einer Kugeloberfliche oder der $-invarianten Volumenmes-
sung im R" fiir alle Dimensionen n > 3: Die beteiligten Gruppen tragen eine
kombinatorische Unterstruktur in sich, die zu paradoxen Zerlegungen Anlafy
gibt (vgl. hierzu die Uberlegungen am Ende des vierten Kapitels). Wir werden
uns diesem Phinomen nun zuwenden.
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Paradoxe Zerlegungen

Sei S* wieder die Einheitssphire im R®. Wir werden zeigen :

Satz  (Satz von Hausdor{f iiber Messungen auf der Kugeloberfliiche)
Es gibt keinen rotationsinvarianten Inhalt i : P(S?) — R mit w(S%) > 0.

Bevor wir die Methoden zum Beweis dieses Satzes in angemessener Allgem-
einheit entwickeln, halten wir fest:

Korollar
Das Inhaltsproblem ist fiir die Dimensionen n > 3 unlgsbar.
Genauer gilt: Es existiert kein voller o-finiter und rotationsinvarianter
Inhalt pim R® mitpu({ 0}) = 0 und 0 < w(K) < o fiir die Einheitskugel K R’.

Beweis
Es gentigt, die zweite Aussage zu zeigen (!).
Annabme, ein solches p existiert. Fiir A C S? sei

wA) = W(Ugepa{ax 1 0<a<1})).
Dann ist u* : P(S?) — R} ein rotationsinvarianter Inhalt und es gilt

WS = wK-{0}) = wK) > 0,
— im Widerspruch zum Satz von Hausdorff.

Alle Konstruktionen, die zeigen, dafi ein voller Inhalt p mit bestimmten Sym-
metrieeigenschaften nicht existiert, beruhen auf dem gleichen Schema: Man
konstruiert eine Zerlegung einer Menge M in zwei oder mehr Teile Ay, ..., A,
derart, daf§ die Teile untereinander und zudem jeweils zu ganz M symmetrisch
sind (etwa kongruent im R"). Es miifite dann aufgrund der Symmetrieinvarianz
von U sowohl p(A;) = w(M)/n als auch u(A;) = p(M) gelten fiir alle 1 <1< n, was
nur fiir w(M) = 0 moglich ist. Gelingt also eine solche Zerlegung fiir ,,grofie” ver-
traute Mengen M wie etwa die Sphire S* oder die Vollkugel und die Symmetrie-
eigenschaften der Isometriegruppe, so erscheinen die Zerlegungen als ,para-
dox“. Und es gelingt, mit Hilfe abstrakter Methoden, tatsichlich: Man kann
etwa eine Vollkugel des Radius r in endlich viele Teile zerlegen, sodafl durch Ro-
tation und Translation dieser Teile zwei Vollkugeln des Radius r entstehen. Dies
folgt aus dem sog. Banach-Tarski-Paradoxon, das wir unten beweisen werden.
(,Abstrakte Methoden® heifit hier, dafy das Auswahlaxiom verwendet wird, oder
zumindest Prinzipien wie der Satz von Hahn-Banach, die iiber die mengentheo-
retische Axiomatik ohne Auswahlaxiom hinausgehen.)

Mit einer (aus heutiger Sicht allzuweit) gefafiten Symmetrieeigenschaft erlau-
ben viele Mengen paradoxe Zerlegungen : Betrachten wir etwa Mengen A, B c R’
als symmetrisch, wenn A = g” B fiir ein g € $3, also fiir eine Bijektiong: R* — R’
gilt, so sind eine und zwei Vollkugeln sicher dquivalent, da sie ja die gleiche Mich-
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tigkeit haben. Man wird aber erst gar nicht erwarten, daf} ein Volumen-Maf in-
variantist unter Gleichmichtigkeit. Die Existenz von geometrisch einfachen pa-
radoxen Zerlegungen, also die Moglichkeit der Beschrinkung der vollen Sym-
metriegruppe auf die Isometriegruppe ist es, die dem Thema seine Faszination
verleiht - ganz unabhingig von den limitierenden Konsequenzen fiir die ab-
strakte mathematische Theorie des Messens.

Der Leser betrachte auch noch einmal die Konstruktion von Vitali: Hier wurde R (oder
die Kreislinie) in unendlich viele symmetrische Teile zerlegt, wobei symmetrisch hier ein-
fach ,,durch Translation ineinander tiberfithrbar“ bedeutet. Im folgenden betrachten wir
nur Zerlegungen in endlich viele Teile.

Zerlegungsgleiche Mengen

Wir behandeln die Paradoxa von Hausdorff (1914) und Banach und Tarski
(1924) in einer Form, die auf John von Neumann (1929) zuriickgeht. Wir brau-
chen hierzu einige Sprechweisen und Begriffe der Gruppentheorie.

Definition (Operation einer Gruppe auf einer Menge, gA, Fx, FA)
Sei (G, -) eine Gruppe, und sei M eine Menge.
Weiter sei H: G — MM eine Abbildung.
Wir schreiben kurz gx fiir H(g)(x) fiir alle ge Gundxe M.
Die Gruppe G operiert auf M durch H, falls fir alle g,h € Gund xe M gilt:

@) g(hx) = (g-h)x

(i) 1x = x.

Firge G,F c G,xe Mund A c M setzen wir:
gA = {gxlxe A}, Fx = {fx|fe F}, FA = {fx1fe F,xe A}.

Ubung
Operiert G auf M durch H, so ist H(g) : M — M bijektiv fiir alle g € G.
Weiter ist H(g - h) = H(g) e H(h) fiiralle g, he G.

Esistungefihrlich, sowohl die Gruppenoperation als auch die Operation von G
auf M multiplikativ zu schreiben und Malpunkte wegzulassen. Die Operation H
muf} dann nicht mehr erwihnt werden, und wir sagen kurz, dafl G auf M operiert.

Jede Gruppe (G, -) operiert auf sich selbst (d. h auf der Menge G) durch
H(g)(h) =g-hfirghe G.

Ist M eine Menge, so sei wieder ¥y = {f: M — M | fist bijektiv } die Permu-
tationsgruppe von M. Ist dann G eine Untergruppe von (¥, ©), so operiert G
auf M durch Anwendung, d.h. durch H(g)(x) = g(x) fir alle ge Gundxe M. In
diesem Fall ist weiter gA = g” A fiir alle A ¢ M.

Diese beiden Typen von operierenden Gruppen gentigen fiir alles folgende.

De facto ist das zweite Beispiel allgemeiner Natur: Denn sei (G, -) eine Gruppe, die auf
M durch H operiert. Dannist G" = {H(g) | g€ G} eine Untergruppe von (¥, °) und die
Operation von G auf M durch H ist identisch mit der Operation von G” auf M durch An-
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wendung. Speziell gilt dies fiir Gruppen, die auf sich selbst operieren. Hier ist es beson-
ders suggestiv, ein g € G mit der zugehorigen Bijektion H(g) : G — G zu identifizieren.

Operiert eine Gruppe G auf M, so bietet sich der folgende Symmetriebegriff
fir Teilmengen A und B von M an:

Definition (G-Zerlegungen in n-"Téile, zerlegungsgleich)
Sei G eine auf M operierende Gruppe.
Wir definieren fir ABcMundn>1:
A ~S B, falls es Ay, ...,A,cA By, ...,B,cB, g, ..., g, € Ggibt mit:
(1) AlﬁA] = BlﬁB] =0 ﬁiriij,
(11) UlSiSnAi = A7 UlSiSn Bi = B,
(i) g;A; = B; firallel <i<n.
Wir nennen (A;, B;, g; | 1 <1< n)wiein (i) - (iii) auch eine (G-)Zerlegung
von A und B in n Téile.
Schliefilich setzen wir fiir A,B c M:

A ~S B, falls einn> 1 existiert mit A ~§ B.

Gilt A ~% B, so nennen wir A und B auch zerlegungsgleich bzgl. G
oder auch stiickweise G-kongruent.

von Neumann (1929): ,,Wir verallgemeinern den Banach-Tarskischen Begriff der end-
lichen Zerlegungsgleichheit [ fiir Mengen im R" und Isometrien] folgendermafien:
Seiwieder [l eine beliebige Menge, und sei § eine Gruppe eineindeutiger Abbildungen
von J auf sich selbst. Wir nennen zwei Teilmengen N, % von .l in Bezug auf § endlich
zerlegungsgleich ... wenn es zwei Zerlegungen derselben in gleichviel (u. zw. endlich
viel) paarweise elementfremde Summanden [Ny, Ny, ..., N\ bzw. @1, Py, ..., P ] gibt
und dazu k Elemente 6, ..., 6; von %, sodaf}

97)1 = 01N15 97)2 = GzNz, ...,@k = Gka

g €€

1st

Wir schreiben kurz ~ statt ~© falls die Gruppe G fixiert ist.
Den Relationen ~§ mangelt es i.a. an Transitivitit. Dagegen ist ~ in der
"Tat eine Aquivalenzrelation:

Satz  (Multiplikationsregel fiir Zerlegungen)
Sei G eine auf M operierende Gruppe.
Dann ist ~; eine Aquivalenzrelation auf P(M).
Sind A,B,CcMmitA ~,Bund B~ C,soist A~ ., C.

Beweis
Reflexivitit und Symmetrie sind klar.
Wir zeigen also die Behauptung iiber die Transitivitit. Seien also
(Ai, B, gi | 1 <i<n)und (Bj*, Cj, gi* | 1 <£j <m) G-Zerlegungen von
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A und B in n-Teile bzw. von B und C in m-Teile.
Firl <i<nund!1 <j < msetzen wir:

Biai = Bi M Bj*’

-1 *
Ai,j = g Bij, Ci,j = g By,
gij = 8" 8

Dannist(A;j, Cj, g;j | 1 £i<n, 1<j<m)eine G-Zerlegung von
— Aund Cin (n - m)-viele Teile.

Im Kontext der Zerlegungen gilt weiter der Satz von Cantor-Bernstein. Wie
tiir die reine Michtigkeitstheorie ist er eine grofie Erleichterung fiir den Nach-
weis der Aquivalenz zweier Mengen. Wir definieren hierzu die zu ~% gehérige
Einbettungsrelation:

Definition (<¢ und <)
Sei G eine auf M operierende Gruppe.
Wir definieren fir ABCcMundn>1:

A <$ B, falls ein B’ C B existiert mit A ~$ B,

A <Y B, falls einn > 1 existiert mit A <YB.

Fiir < gilt nun wieder Antisymmetrie modulo der Aquivalenzrelation ~©. Dies
zeigt der folgende Satz von Banach ([Banach 1924], [Banach / Tarski 1924]):

Satz  (Banachs Version des Satzes von Cantor-Bernstein)
Sei G eine auf M operierende Gruppe.
Seien A, BC M mitA <¢Bund B<GA.
Dann gilt A ~G B

Beweis
Seien (A, B, g; | 1 <i<n)und(Bj, A}, g5 | 1 <j<m) Zerlegungen
von A und B” ¢ B bzw. von B und A’ ¢ A. Wir setzen:
g = UlsiSngilAia g" = UlSjSm g*leja

wobei wir die Gruppenelemente als Funktion auf M auffassen.
Dannsindg:A — Bundg*: B — A injekdv.

Nach dem Korollar zum Satz von Cantor-Bernstein in Kapitel 2
existiert eine Zerlegung Zy, Z; von A mit Z; C rng(g*) = A’ derart, dafl

h=glZ,u g '1Z,

eine Bijektion von A nach B ist.
Sei Yy =h"Z,, Y, =h"”Z, die entsprechende Zerlegung von B. Dann ist:

(A;nZy, BinYy, g 11<i<n) eine Zerlegung von Z, und Y, und
g gung
(BinY;, AjnZ, g* I 1 <j<m) eine Zerlegung von Z; und Y;.

. . G
— Dies zeigt A ~, , B.
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Die Additivititsregel ergibt sich also sehr anschaulich aus der Natur der im
Beweis der Originalversion gewonnenen Bijektion; sie beruht auf einer Zerle-
gung der beiden Mengen in zwei Teile.

Paradoxe Mengen und paradoxe Gruppen

Hauptaugenmerk liegt im folgenden auf den Isometriegruppen $,, des R", die
auf R" durch Anwendung operieren. Fiir Punktmengen A und B im R" bedeutet
dann A ~ B, daf§ A und B in endlich viele Teile zerlegt werden kénnen, die durch
Anwendung von Isometrien zur Deckung gebracht werden kénnen. Die Intui-
tion sagt vielleicht: ,,Sind A, B Lebesgue-mefibar und gilt A ~ B, so haben A und
B das gleiche Lebesgue-Maf...“ Daf diese Intuition falsch ist, ist ein Grund fiir
die Hiufigkeit des Wortes ,,paradox” in diesen Untersuchungen. Wir halten zur
Ehrenrettung der Intuition fest:

Satz  (iiber zerlegungsgleiche ‘Teilmengen der Linie und der Ebene)
Seine {1,2},und sei $, die Isometriegruppe des R" (die auf R"
durch Anwendung operiert). Weiter seien A, B  R" mit:

(i) A,Bsind Lebesgue-mefibar.
(i) A ~"B.
Dann haben A und B das gleiche Lebesgue-Maf.

Die Aussage gilt weiter fiir alle n > 1, falls wir statt $,, lediglich die
Gruppe der Translationen des R" betrachten.

Beweis
Folgt unmittelbar aus der Existenz einer Fortsetzung des Lebesgue-Mafies
zu einem vollen bewegungsinvarianten Inhalt auf R" fiir n < 2 bzw.

- cinem translationsinvarianten Inhalt auf R" fiir allen > 1.

Wir werden sehen, daf§ der Satz fiir n > 3 falsch wird, sobald wir neben Transla-
tionen auch Rotationen fiir die Zerlegungsgleichheit zulassen. Eine zu einem
Gegenbeispiel A, B gehorige $,-Zerlegung von A und B kann dann offenbar
nicht ausschliefflich aus ,,ordentlich® mefibaren Mengen bestehen. Die abstrakte
Definition fiir Mengen im R", die in einem bestimmten Sinne nicht ,,ordentlich“
gemessen werden konnen, ist:

Definition (paradoxe Mengen und paradoxe Gruppen)
Sei G eine auf M operierende Gruppe.
Ein A c M, A # &, heifit paradox bzgl. G, falls ein B C A existiert mit:

A ~% B ~% A_B.

B, A - B heifit dann eine paradoxe Zerlegung von A (bzgl. G).
Eine Gruppe G heifit paradox, falls die Menge G unter der Operation
von G auf sich selbst paradox ist.
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Ubung i
Sei A c M paradox bzgl. G, und sei A’ ~© A.
Dann ist auch A’ paradox bzgl. G.

Nehmen wir an, es gibt einen G-invarianten 6-finiten vollen Inhalt p auf M, d. h.
WA) = u(gA) fiir alle Ac Mund alle g e G. Ist A € M paradox und p(A) < o, so gilt:

u@A) = wB) = WA -B) und u@B) = nA)2,

was nur fir W(A) = 0 moglich ist. Die Suche ist also die nach ,inhaltsreichen” G-
paradoxen Mengen, etwa der Einheitskugel fiir die Isometriegruppe. Solche
Mengen zeigen dann, daf§ p nicht existieren kann.

Der Weg zu paradoxen Mengen fithrt tiber paradoxe auf diesen Mengen
operierende Gruppen. Dieser erste Schritt ist oft konkret-kombinatorischer
Natur, wiihrend der Ubergang zu paradoxen Mengen abstrakte Methoden her-
anzieht.

Um zu zeigen, dafi eine Gruppe G paradox ist, geniigt es nach Cantor-Bern-
stein, zwei disjunkte Mengen A, B C G zu finden mit G < A und G < B. Denn
dannist ASKG<Aund G-A<G=<B=<G-AjalsoA~G~G-A.

Mit dieser Methode kénnen wir nun sehr einfach zeigen, daf die Gruppe F,
eine paradoxe Zerlegung zuldfit (zur Definition der F; siehe Kapitel 4):

Satz  (Paradoxie der freien Gruppe mit zwei Generatoren)
F, ist paradox.

Beweis
Sei F; erzeugt von ¢ und y. Wir setzen:

A, = {we F; | wistreduziert und beginntmits} firse {¢, ¢ Dwow '),
D =A, UAy, ¥ =A, UA, L

Dann sind @ und ¥ disjunkt und @ U ¥ =F, - {1}).

Weiter gilt F, ~, @, denn die Zerlegung

Ay, F,-A, von ¥, wird durch 1und o' indie Zerlegung

Ay, Ayt von @  iibergefiibrt.

Analog zeigt man F; ~, ¥. Somit F; <@, F; S Wund dn¥Y = I,
— und mit Cantor-Bernstein folgt die Behauptung.

Ahnlich wie in vielen Fillen der Michtigkeitstheorie kann man mit etwas
kombinatorischem Spiirsinn die Verwendung von Cantor-Bernstein vermeiden,
und konkret eine hiibsche Zerlegung von F, angeben, die auch die 1 mit einbe-
zieht, im Gegensatzzu® U'¥ = F, - { 1}. De facto gewinnt man eine solche Zer-
legung, indem man aus dem Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein fiir den vor-
liegenden Fall eine konkrete Bijektion extrahiert, was zur Beachtung der Menge
C ={¢, 9% ...} fiihrt, fiir die ¢ 'C = { 1 } U C gilt. Man gelangt so zu:
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Satz  (Paradoxie der freien Gruppe mit zwei Generatoren, I1)
ESgﬂth ~> (I)U{ 1 } und F2 ~3 "I",
wobei wie im Beweis oben ® = A, UA -1, ¥ = A, UA 1.

Beweis
SeiC={¢" In>1 }.DannisthAq,und(p'lC = Cu{l}
Die Zerlegung
Ay -C, F;-Ay)) uC vonF, wird durch 1und ¢~ in die Zerlegung
Ay -C, At v CuU {1} von @ U {1} dibergefiibrt.

- AlsogiltF, ~, ® U {1}. F, ~, ¥ist wie im Beweis oben.

Fiir paradoxe Gruppen gilt die folgende allgemeine Ausdehnungseigenschaft:
Paradoxe Zerlegungen lassen sich zu paradoxen Zerlegungen von grofieren
Gruppen erweitern.

Satz  (Ausdebnungseigenschaft fiir paradoxe Gruppen)
Sei G eine Gruppe, und sei F eine paradoxe Untergruppe von G.
Dann ist G paradox.

Beweis
Sei R ¢ G mit der Eigenschaft:

(+) Fir alle g € G existieren eindeutigf € Fundh e Rmit g = fh.

Zur Existenz von R
Fir g,h € G setzen wir:
g=h, falls einfe Fexistertmit g = fh.
Dann ist = eine Aquivalenzrelation auf G (mit g/= = Fg fiirallege G).
Sei R ein vollstindiges Reprisentantensystem von =.
Dann ist R wie gewiinscht. Denn sei g € G.
Dann existierth € R mit g = h. Also existiertein f € Fmitg = f h.
Ist fl hl = fz h2 mit fl,fz € E hl,hz € R, so ist f271 fl hl = hz, alSO hl = hz
und damit h; = h,. Dann aber f,™! f; = 1, also auch f; = f,.

Wegen F paradox existiert ein A C F mit F ~FA~FF-A
(Wir kénnen hier auch ~© statt ~¥ schreiben.)
Wegen (+) ist G = FR und dann gilt ():

G = FR ~“ AR ~¢ (F-A)R = G-AR.
— Also ist G paradox unter der Zerlegung AR und G - AR.

Die die Zerlegungsgleichheit bezeugenden Gruppenelemente konnen aus F gewihlt
werden. Weiter ist 0.E. 1 € R, und dann ist A c AR.

Im vierten Kapitel haben wir gezeigt, dafl die Rotationsgruppe SO; eine Kopie
von F, enthilt. Damit erhalten wir:
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Korollar  (Paradoxie der Rotationsgruppe des R’)
SOj ist paradox.

Man wird vermuten, daf} eine paradoxe Gruppe, die auf einer Menge M ope-
riert, paradoxe Zerlegungen von M oder zumindest von Teilmengen von M in-
duziert. In der Tat besteht der folgende Zusammenhang:

Satz  (durch paradoxe Gruppen induzierte paradoxe Mengen)
Sei G eine paradoxe auf M operierende Gruppe.
Weiter sei N € M, N # &, derart, daf} gilt:

(i) gxe N firallexe Nundallege G (d.h. GN cN),
(i) gx # x firallexe Nund allege Gmitg# 1.

Dann ist N paradox.

Der Leser vergleiche den folgenden Beweis mit dem der Ausdehnungseigenschaft.

Beweis
Wir definieren fiir x,y € N:

x =y, falls einge G existiert mit gx = y.

Dann ist = eine Aquivalenzrelation auf N, und fiir alle x € N gilt mit (i)
x/=={gxlge G}

Sei R ein vollstindiges Reprisentantensystem von =. Dann gilt:

(+) gR " hR = & firalleg,he Gmitg=h.

Beweis von (+)
Seien g, h € G, und seien x,y € R mit gx = hy.
Dann ist (h™'g) x = y, also x = y und damit x = y wegen x,y € R.
Also gilt gx = hx. Nach (ii) ist dann h™' g = 1, also g = h.

Seinun A C G derart, daf G ~C A ~¢ G - A.
Dann gilt:

N = GR ~9 AR ~% (G-AR = N - AR
— Alsoist AR, N - AR eine paradoxe Zerlegung von N.

Das auf einem Reprisentantensystem fiir G-Orbits ruhende Argument findet
sich im wesentlichen bereits 1914 bei Hausdorff.

Die Paradoxa von Hausdorff und Banach-Tarski

Mit diesen allgemeinen Resultaten ausgestattet konnen wir nun die klassi-
schen paradoxen Zerlegungen von Hausdorff fiir die Sphire S* und von Banach
und Tarski fiir Kugeln im R durchfiihren.
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Satz  (Hausdorff-Paradoxon)
Sei F eine zu F; isomorphe Untergruppe von SOs, und sei

Q = {xe S | x liegt auf der Drehachse einesge F, g # 1}.
Dann ist S? - Q paradox bzgl. SO;.

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dafi S* - Q paradox bzgl. F ist.
Seien hierzux e S? - Q, g € F. Dann gilt

(+) gxe $*-Q.

Andernfalls isthgx = gx fireinhe F- {1}, also g’lhgx =X.
Aber g 'hg#1,dasonsth =gg ' = 1. Alsoxe Q, Widerspruch.

Ist zudem g # 1, so ist offenbar gx # x.
— Also folgt die Behauptung aus den obigen Sitzen.

Korollar  (Satz von Hausdorff iiber Messungen auf der Kugeloberfliche)
Es gibt keinen rotationsinvarianten Inhalt p : P(S*) — R§ mit u(S?) > 0.

Beweis
Sei W ein voller rotationsinvarianter Inhalt auf S*. Wir zeigen w(S*) = 0.
Seien F € SO; und Q wie oben. Dann ist Q abzihlbar und deswegen gilt:

) Q) = 0.

Beweis von (+)
Wegen der Abzihlbarkeit von Q existieren:

(o) eine Drehachse D durch den Nullpunkt mit D n Q = &,
(B) ein Drehwinkel um diese Achse, der (O-Ton Hausdorff)
ykeiner der geographischen Lingendifferenzen zweier Punkte

von Q gleich ist“ (wobei die Lingendifferenzen bzgl. der
Drehachse D gemessen werden) [Hausdorff 1914, S. 469].

Ist ¢ € SO; diese Drehung, so ist Q N @Q = &, also w(Q) < 1/2 w(S?).
Anwendung des Verfahrens auf die abzihlbare Menge Q"= Q U ¢Q
liefert w(Q) < 1/4 w(S?), usw. Allgemein zeigt das Argument, dafy

w(Q) < 172" w(S? fiir alle n e N gilt. Also w(Q) = 0.

SeiS=§"- Q. Wegen S paradox existiertein A € S mitS ~ A~ S - A.
Wegen U rotationsinvariant ist
WA) = WS -A4) = w(®d),

also notwendig u(S) = 0.
— Nach (+) ist aber auch w(Q) = 0, also w(S?) = w(S) + w(Q) = 0.

Es ist niitzlich, das Argument fiir u/(Q) = 0 noch in einer etwas anderen Form
zu notieren:
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Satz (nzcbtuberlappende Drebungen einer abziblbaren Teilmenge der Sphire)
Sei Q c S? abzihlbar. Dann existiert ein @ € SOj derart, daff die Mengen

s 077Q, 97'Q, Q, 0Q, ¢’Q, ...

paarweise disjunkt sind.

Beweis
Wir wihlen wieder eine Drehachse D durch 0 mit D " Q = &.
Fiir alle x,y € Q existieren nur abzihlbar viele Drehungen ¢ um diese Achse
derart, dafl 9“x = y fiir ein z € Z gilt. Fiir alle anderen Drehungen 0]
gilt dann aber @™ x # @™ y fiir alle z;,2;, € Z, da sonst "' " x =
Da Q x Q abzihlbar ist, sind also sogar alle bis auf abzihlbare wele

— Drehungen um die Achse D wie gewiinscht.

Hieraus und aus dem Hausdorff-Paradox fliefien eine ganze Reihe von weite-
ren Ergebnissen. Zunichst gilt:

Korollar
Sei Q c S? abzihlbar. Dann gilt S ~ S? - Q bzgl. SO;.
Insbesondere ist S* paradox bzgl. SO;.

Beweis
2uS?~8-Q:
Seipe SO; mit@" Q N @™ Q = I fiirallen,me N, n#m.
Wir setzen:
Q* = UneN(an-
Dann gilt Q* = U5, 9" Q = Q* - Q und damit
P (F-QHU Q- (-Q) U Q= §-Q.
zum Lusatz :

Nach dem Hausdorff-Paradoxon existiert ein abzihlbares
Q c §? derart, daff S* - Q paradox bzgl. SOj; ist.
- Aber §* ~ §? - Q, und damit ist auch S* paradox.

Die Paradoxie von S” liefert weiter die Paradoxie von Kugeln ohne den Null-
punkt, und ein Verschiebungstrick wie im Beweis von S* ~ S* - Q erlaubt es, den
Nullpunkt miteinzubeziehen:

Satz
Sei K c R? eine Vollkugel um 0 mit Radius € > 0. Dann gilt:

(1) K-{0}istparadox bzgl. SO;.
(i) Kistparadox bzgl. ¥;.
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Beweis
zu (i):
Sei A c S* derart, daff S* ~ A ~ S* - A bzgl. SO;.
Wir projizieren A auf alle Kugelschichten K5 = {x € R’ 1 1xl =8},
0 < 8 < ¢, und erhalten so:

A* = {dx1xeA 0<d<¢e}.
Dann gilt offenbar K - {0} ~ A* ~ K - (A*U{0}) bzgl. SOs.

zu (i) :
Sei D eine Gerade mit 0 ¢ D und @0 € K fiir alle Drehungen ¢ um D.
Weiter sei y eine Drehung um D mit y*0 # 0 firallez e Z.
Wir setzen:

N ={y"0IlneN} c K

Dann gilt wN = N - {0} und also

K=K-N)uN ~ (K-N) uyN = K-{0}.
- Also ist K wie K - { 0 } paradox bzgl. $5.

Der Beweis zeigt genauer, daf K paradox bzgl. der Untergruppe der positiven
Isometrien des R’ ist. Ebenso zeigt das Argument, daff der ganze Raum R® para-
dox bzgl. $; ist.

Die paradoxe Zerlegung einer Vollkugel K lifit sich iterieren und liefert fol-
gende ,, Vervielfachung® von K: Sei A, B eine $;-paradoxe Zerlegung von K, also
K~A K~ B,B=K-A. Wir fixieren eine $3-Zerlegung (K;, B;, g; | 1 <i<n)
von Kund B. Jedes disjunkte Paar P, Q mit P U Q = K induziert dann eine Zerle-
gung von B in zwei Teile C und D mit P ~ Cund Q ~ D via

Ci = gi(KiﬁP), Di = gi(Ki M Q) furlSlSn,
C= UlSiSan D = UlSiSn Di'

Insbesondere induziert das disjunkte Paar A und B selbst eine solche Zerlegung
von Bin Cund D, und es gilt dann A ~ Cund B ~ D. Wegen A ~ B ist dann aber
auch C ~ D, und wir erhalten also eine Zerlegung von K in drei Teile A, C,D mit
K ~ A ~ C ~ D. Wiederholung des Verfahrens liefert fiir alle n > 1 eine Zerle-
gung von K in n untereinander und mit K zerlegungsgleiche Teile A4, ..., A,.. Je-
des A; ist dann modulo einer endlichen Zerlegung und Bewegung im R’ eine
Vollkugel K.

Mit Hilfe der Banach-Version von Cantor-Bernstein erhalten wir nun leicht
ein sehr allgemeines Resultat iiber paradoxe Mengen im R® :

Satz  (Banach-Tarski-Paradoxon, allgemeine Form)
Seien A, B c R® beschriinkte Mengen mit jeweils nichtleerem Inneren.
Dann gilt A ~ B bzgl. der Isometriegruppe $;.
Insbesondere ist jede beschriinkte Teilmenge C des R® mit nichtleerem
Inneren paradox.
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Beweis
zuB=<A:
Sei K c A eine Vollkugel mit positivem Radius.
Wegen B beschriinkt existieren z,, ..., z, € R’ mit

Bctu, Ku..vurtr, K

Iterierte paradoxe Zerlegung von K liefert paarweise disjunkte
Ap, .. A, cKmitK ~ A, firalle I <i<n. Dann giltaber auch:
A; ~ tr, K fiir 1 <i < n und damit haben wir:

B<wuo, Ku..vutr, K~A u..UA SKsA

zuAd<B:
Vollig analog.

zum LZusatz:
Sei A ¢ C derart, daff sowohl A als auch B = C - A nichtleeres Inneres
haben. Dann gilt C ~ A und C ~ B nach dem bereits Bewiesenen.
- Also ist C paradox.

Ubung
Das Banach-Tarski-Paradoxon gilt fiir alle n > 3 und alle
beschrinkten Mengen A, B ¢ R" mit nichtleerem Inneren.

Man spricht der Einfachheit halber vom Banach-Tarski-Paradoxon, die Re-
ferenz an Hausdorff ist aber immer zu spiren. Im Zentrum des Arguments
steht Hausdorffs Erkenntnis, daf} sich kombinatorische Gruppen wie die F,
oder die Z, ; in die SO; einbetten lassen und daf} sich kombinatorische Zerle-
gungen solcher Gruppen durch abstrakte Konstruktionen in die Riume R"
iibertragen lassen. Erst durch diese Ubertragung entstehen kontraintuitive Re-
sultate, unsere paradox-genannte Zerlegung der F, ist ja fiir sich genommen
ebensowenig paradox wie die Tatsache, dafi es zwei voneinander vollkommen
unabhingige Rotationen gibt.

Die gruppentheoretische Sicht des gesamten Themenkomplexes ist vor allem
durch von Neumann geprigt:

von Neuwmann (1929) : ,Banach ... gab ein allgemeines, nichtnegatives, additives und
orthogonal-invariantes Mafy sowohl fiir die Gerade als auch fiir die Ebene an! Der
Euklidische Raum scheint danach beim Erreichen der Dimensionszahl 3 jih seinen
Charakter zu dndern: fiir n < 3 lifit er einen allgemeinen Mafibegrift noch zu, fir
n = 3 nicht mehr!
Dafl dem nicht so ist, daff vielmehr der innere Grund dieses sonderbaren Phino-
mens eine gewisse gruppentheoretische Eigenheit der n-dimensionalen Drehgruppe
ist, dies zu zeigen ist der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit.“

Sind etwa K, K,, K; drei Vollkugeln im R’ mit beliebigen positiven Durch-
messern, so ist K; ~”* K, UKj;. Die Vollkugel K; kann also derartin endlich viele
Teile zerlegt werden, dafl sich durch geeignete Translationen und Rotationen



6. Die Grenzen des Messens 273

dieser Teile die beiden Vollkugeln K, und K; ergeben (wir brauchen keine Spie-
gelungen, wie der Beweis zeigt). Weiter kann eine von einem beliebig ,,schmutzi-
gen® beschrinkten Rest umgebene Vollkugel K von diesem Rest durch endliches
Zerlegen und Bewegen befreit werden, denn es gilt K ~ K U R.

Jan Mycielski schreibt iiber das Paradoxon:

Mycielski, im Vorwort von [Wagon 1999]: ,,Given any two bounded sets A and B in three-
dimensional space R’, each having nonempty interior, one can partition A into finitely
many disjoint parts and rearrange them by rigid motions to form B. This, I believe, is
the most surprising result of theoretical mathematics. It shows the imaginary charac-
ter of the unrestricted idea of a setin R*. It precludes the existence of finitely additive,
congruence-invariant measures over all bounded subsets of R* and it shows the neces-
sity of more restricted constructions such as Lebesgue’s measure.“

Die Theorie der paradoxen Zerlegungen l4fit nun vielerlei Feinuntersuchun-
gen zu, etwa: Wie viele 'Teile werden mindestens gebraucht, um eine Kugel zu
verdoppeln? Daneben gibtes weitere limitierende mafitheoretische Sitze zu ent-
decken. Oben hatten wir zum Beispiel schon den Satz von von Neumann er-
wihnt: Es gibt keinen SA,-invarianten o-finiten Inhalt u : PR?) — [0, o] mit
w([0, 11%) = 1. Den Grund wird der Leser erraten: Die Gruppe der speziellen affi-
nen Abbildungen SA; enthilt eine zur F, isomorphe Untergruppe. Wir verwei-
sen den Leser hierzu und fiir viele weitere Ergebnisse auf die Literatur, etwa auf
die bahnbrechende Arbeit [Neumann 1929], die Gesamtdarstellung des Themas
[Wagon 1999] oder den Uberblicksartikel [ Laczkovich 2002].

Hier wollen wir nur noch die Frage nach der ,,Abstraktheit” der Konstruktion
ansprechen. Bei Verzicht auf das Auswahlaxiom kann man zwar immer noch
nicht beweisen, daf} jede Menge im R" Lebesgue-mefibar ist, aber man kann
diese Aussage mit gutem Konsistenz-Gewissen quasi ,,als neues Axiom“ anstelle
des Auswahlaxioms verwenden. Dies hat Solovay 1970 gezeigt.

Die Sachlage ist kompliziert, weshalb wir hier von ,,gutem Gewissen“ reden: Solovay
hat mit Hilfe der Cohenschen Erzwingungsmethode ein Modell der Mengenlehre ohne
Auswahlaxiom konstruiert, in dem jede Teilmenge eines R" Lebesgue-mefibar ist. Aller-
dings wird hierzu die zusitzliche Hypothese der Existenz einer sog. unerreichbaren Kar-
dinalzahl benutzt, von der man nicht beweisen kann, daf} sie widerspruchsfrei ist. Dies ist
fiir starke Aussagen aber nicht ungewohnlich, und die Hypothese ist gut verstanden und
ywahrscheinlich“ oder ,mutmafilich“ widerspruchsfrei. Shelah hat 1984 bewiesen, daf§
auf diese Hypothese bei der Modellkonstruktion von Solovay nicht verzichtet werden
kann. Die Mengenlehre ohne Auswahlaxiom plus ,jedes A € R ist Lebesgue-mefibar* ist
damit substantiell stirker als die tibliche Mengenlehre mit Auswahlaxiom (vgl. auch 2.6).

Fiir die Zerlegungs-Paradoxa heifit das Ergebnis von Solovay: Es muf§ not-
wendig das Auswahlaxiom oder zumindest eine Abschwichung davon verwendet
werden, um die Zerlegungen zu konstruieren.

Zum Beweis des Banach-Tarski-Paradoxons gentigt bereits der Satz von Hahn-Banach,
der echtschwicher ist als das Auswahlaxiom, vgl. [Foreman / Wehrung 1991] und [Pawli-
kowski 1991].



274 1. Abschnitt Das klassische Kontinuum

Es gibt nun aber auch Varianten der paradoxen Zerlegungen, die ohne ab-
strakte Methoden auskommen. Wir definieren hierzu eine neue Zerlegungsrela-
tion fiir offene Mengen:

Definition
Sei k> 1, und seien A, B < R¥ offen. Wir setzen
A=B falls eseinnz1,offene Ay, ...,A, CcA,By,...,B,cBund
Isometrien gy, ..., g, € $; gibt mit:
(i) AinAj = BinB; = @ fiiri#j,
() U <;<nAjistdichtin A, U, <;<, B;ist dichtin B,
(iii) giA; = B; firallel <i<n.

In die Mengen A und B werden hier also endlich viele kongruente und paar-
weise disjunkte offene Mengen derart einbeschrieben, dafi ihre Vereinigungen
keine Locher in A und B aufweisen. Diese Form der Zerlegungsgleichheit ist
eine Aquivalenzrelation auf den offenen Mengen.

Es gilt folgendes Paradoxon ([Dougherty / Foreman 1994]):

Satz
Sei k>3, und seien A, B c R* offen und beschrinkt.
Dann ist A = B.

In eine Kugel der Grofie der Erde konnen wir also disjunkte offene Mengen
Ay, ..., A, so einbeschreiben, daff keine Locher iibrigbleiben, und da§ Ay, ..., A,
nach Anwendung Euklidischer Isometrien eine Kugel der Grofie eines Sand-
korns in ebensolcher Weise ausfiillen. Der Satz [afit sich zudem ohne Auswahl-
axiom beweisen.

Mittelbare Gruppen

Der Satz von Banach iiber die Existenz von bewegungsinvarianten o-finiten
Inhalten auf R und R? erfuhr durch die Arbeit von John von Neumann aus dem
Jahre 1929 ein Abstraktionsschicksal : Er wird heute in einem allgemeineren
Umfeld bewiesen, dem der mittelbaren Gruppen.

Dies hatte einerseits ein breiteres und tieferes Verstindnis des entdeckten Phinomens
zur Folge. Andererseits wurde die einfache Frage mitihrer recht elementaren Antwort da-
durch auch zu einer Angelegenheit aufierhalb der mathematischen Allgemeinbildung,
und in diesem Kapitel wurde nicht zuletzt deswegen der originale Beweis von Banach vor-
gestellt.

Wir diskutieren zum Abschlufi dieses Kapitels also noch die von Neumann-
sche Fihrte zum Satz von Banach. Der grundlegende Ansatz hierbei ist, G-inva-
riante Inhalte auf Gruppen selber in den Mittelpunkt zu riicken:
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Definition (mittelbare Gruppen)
Eine Gruppe G heifit mittelbar, falls ein Inhalt p : (G) — [0, 1] existiert
mit:

0 wG) =1,
(i) wist G-invariant, d.h. es gilt W(gA) = u(A) fir allege Gund A c G.

Von Neumann verwendete in der deutschsprachigen Originalarbeit die naheliegende
Bezeichnung mefSbare Gruppe, betonte aber den zugehorigen Integralbegrift, also eine
»Mittelwertbildung” [ Neumann 1929, S. 88f]. Im Englischen hat sich dann amenable
durchgesetzt, wohl beeinflufit durch das (bescheidene) Wortspiel a-mean-able, welches
dann wiederum durch das deutsche mittelbar nachzubilden versucht wurde.

Daf} dieser Riickzug auf Gruppen die urspriingliche Intention mittrigt, zeigt
der folgende starke Ausdehnungssatz von Mycielski (1979), der auf Konstruktio-
nen von Banach (1923) und von Neumann (1929) aufbaut:

Satz  (Ausdebnungssatz von Mycielski)
Sei M eine Menge, und sei G eine auf M operierende mittelbare Gruppe.
Weiter sei o € P(M) eine Algebraauf Mmit G ={gA | ge G,Ae d}=4.
Schliefilich sei u: § — [0, o] ein o-finiter G-invarianter Inhalt auf .
Dann existiert ein G-invarianter o-finiter Inhalt W' : P(M) — [0, o]
mit 'l = u.

Der Beweis ist insgesamt nicht schwierig, verwendet aber einige Standardmethoden
der Mafitheorie, die ausfiihrlich zu entwickeln hier nicht der Ort ist. Wir begniigen uns
mit einer konstruktionsvollstindigen Skizze.

Beweis (Skizze)
Nach dem Ausdehnungssatz oben kénnen wir den Inhalt u mit Hilfe des
Satzes von Hahn-Banach zu einem Inhalt auf ganz P(M) ausdehnen, den
wir ebenfalls mit @ bezeichnen. W ist dann i.a. nicht mehr G-invariant.
Wir kénnen aber p bzgl. der mittelbaren Gruppe G symmetrisieren:

Sei hierzu v : P(G) — [0, 1] ein G-invarianter Inhalt mit v(G) = 1.
In kanonischer Weise definiert man nun ein Integral I(f) = Ig(f, v) € R
fiir beschrinkte Funktionen f: G — R:

Istf =% <;<, ¢ indg, fiir ¢; € R und eine Zerlegung Gy, ..., G, von G
(also f eine Treppenfunktion auf G), so sei

I(f) = Zi<icn i WG).
Fiir beliebige beschrinkte f: G — R sei
I(f) = hmn — o I(fn)7

wobei (f, | n € N) eine beliebige Folge von Treppenfunktionen ist,
die gleichmifig gegen f konvergiert. (Ein Routineargument zeigt, dafl
I(f) wohldefiniert ist.) Wegen der G-Invarianz von v gilt zudem

I(f o g) = I(f) fiir alle beschrinkten f : G — Rundallege G.
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Sei nun A ¢ M. p(gA) kann fur unterschiedliche g € G verschiedene
Werte annehmen. Wir beheben diesen Mangel an G-Symmetrie, indem
wir alle Werte mit Hilfe des v-Integrals I mitteln. Fiir g € G sei hierzu

fa(®) = wgA).

Istfy, : G — [0, o] beschrinkt, so sei u'(A) = I(fy).
— Andernfalls sei W(A) = . Dann ist W’ G-invariant mit u’| 4 = u.

Die Integraldefinition ist allgemeiner Natur und auch anderswo niitzlich. Wir
definieren hierzu:

Definition (zugeboriges Integral zu einem Inbalt)
Seiu: P(M) — [0, ] ein o-finiter Inhalt, und sei A € M mit u(A) < .
Dann heifit die wie im Beweis oben via Treppenfunktionen auf A
definierte Funktion

Lu¢,w : {f:A — R fbeschrinkt} — R
das zu W gehirige Integral (fiir beschrinkte Funktionen auf A ¢ M).

Ubung
In der Situation der Definition gilt:
1) Iy(¢,w : {f:A — R fbeschrinkt} — R isteinlineares Funktional.
(i) Istf : M — R beschrinkt, so ist
I, W : {AcMI uA) <o} — R endlich additiv.

Die zu einem Inhalt gehorigen Integrale lassen sich in vielen Situationen zur
Mittelwertbildung und damit zur Symmetrisierung der zugrundeliegenden In-
halte einsetzen. Ein Beispiel haben wir im Beweis oben gesehen, ein weiteres gibt
die folgende Ubung.

Ubung
Sei G eine mittelbare Gruppe. Dann existiert ein beidseitig
G-invarianter voller Inhalt p auf G mit W(G) = 1, d. h. es gilt

ugA) = uA) = wWAg) firallege GundAc G.

[Sei v ein G-invarianter Inhalt auf G mit v(G) = 1.

Sei A ¢ G. Wir definieren dann f, : G — [0, 1] durch:

fo(g) = V(A" g), wobeiA™' ={a"! lae A}.

Wir setzen WA) = I(fs; v) fiir A € G. Dann ist p wie gewiinscht. |

Wir kénnen im folgenden also immer von beidseitig invarianten Inhalten fiir
mittelbare Gruppen ausgehen, wenn nétig oder erwiinscht.

Ubung
Sei G eine mittelbare Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G.
Dann ist H mittelbar.
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Satz  (Satz von von Neumann iiber mittelbare Gruppen)
Jede auflésbare Gruppe ist mittelbar.

Der Satz ergibt sich unmittelbar aus den beiden folgenden Sitzen.
Satz  (Faktorsatz von von Newmann fiir mittelbare Gruppen)
Sei G eine Gruppe, und sei H eine normale Untergruppe von G.
Weiter seien H und G/H mittelbar.

Dann ist G mittelbar.

Beweis

Seien p: PH) — [0,1]und v: P(G/H) — [0, 1] Zeugen fiir die

Mittelbarkeit von H bzw. G/H.
Sei A € G. A zerfillt in die Schnitte A N gH, g € G. Diese Schnitte
kénnen wir mit W messen, wenn wir sie durch Transport via g~ zu

Teilmengen von H machen.
Wir definieren also f, : G/H — [0, 1] durch

fo@@H) = u(g'(A n gH)) fiirgHe G/H.

Zur Wobldefiniertheit :
Seien g1, g; € GmitgH = g;H. Dann ist g;~ ng € H und somit
gilt wegen der H-Invarianz von u.:

weg'A N g H) = weg g g {AngH) = ug (AN g H)).

Wir definieren nun das v-Mittel dieser Schnittmessungen.
Hierzu sei fiir A c G:

EA) = Igm(fa; V).

Dannist§: P(G) — [0, 1] ein G-invarianter Inhalt mit §(G) = 1.
— Also ist G mittelbar.

Weiter gilt nun:

Satz  (Satz von Banach und von Neumann; Mittelbarkeit abelscher Gruppen)

Jede abelsche Gruppe ist mittelbar.
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Johnvon Neumann hatin seiner Arbeit von 1929 diesen Sachverhaltals so eng
verwandt mit der originalen Banachschen Lésung des Inhaltsproblems fiir n = 1
mit Hilfe des Banachintegrals b erachtet, dafl er auf einen Beweis verzichtete:

von Neuwmann (1929): ,,A. Jede abelsche Gruppe ist mefibar [= mittelbar]...

... [Wir sind nun] in der angenehmen Lage, uns auf gewisse Uberlegungen Ba-
nachs weitgehend stiitzen zu kénnen. Der Beweis von A. insbesondere ist eine so gut
wie wortliche Wiederholung des Banachschen Risonnements [aus Banach (1923)],
wo (um unsere Terminologie zu gebrauchen), die Mefibarkeit der linearen Translati-

onsgruppe ... bewiesen wird.
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Wenn man nimlich dort genau zusieht, so sieht man nimlich, daf von allen Eigen-
schaften der linearen Transformationsgruppe einzig und allein ihr abelscher Charak-
ter eine Rolle spielt...

Wenn wir daher die reellen Zahlen konsequent durch die Elemente einer abel-
schen Gruppe 4 ersetzen und die Addition durch das gruppentheoretische Multipli-
zieren, so geht die [ Banachsche] Schlufiweise ohne weiteres in einen Beweis von A.
iber: in die Konstruktion eines allgemeinen Mittels fiir eine beliebige abelsche
Gruppe %. Da all das ohne jeden weiteren Gedanken durchfiihrbar ist, glauben wir
davon absehen zu kénnen, den Beweis hier in extenso zu wiederholen.“

Wir geben hier doch wenigstens einen knappen Beweis, damit der Leser sieht,
wie sich die Banachsche Konstruktion (in modifizierter und dufierst kompakter
Form) im gruppentheoretischen Gewande ausnimmt.

Beweis
Sei G eine abelsche Gruppe, undsei V = {f: G — R | f beschrinkt},
aufgefafit als R-Vektorraum. Wir setzen
U={feV | esexistiecrenn>1undf; e V,g € Gfirl <i<nmit
f=2cicn(fiogi - fi) 1
Dann ist U ein Untervektorraum von V.

Die Kommutativitit von G wird nun entscheidend benutzt um zu

zeigen, dafl furalle f = Z; ;. (fio g - ;) € Ugilt:
#) limy o /K" Socp 1< flgl . ga™) = 0.

zum Beweis von (+)
Aufgrund der Kommutativitit von G und der Form von f
heben sich geniigend viele Terme in der Summe gegenseitig auf.

Folglich gilt fiir alle f € U':
(++) inf(f) £ 0 < sup(f),

denn einem f, welches (++) nicht erfiillt, kann die arithmetische
Mittelwerteigenschaft (+) nicht zukommen.

Die Funktion p: V. — R mit p(f) = sup(f) ist ein sublineares Funktional
auf V, welches nach (++) das lineare Nullfunktional auf U dominiert.
Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert also ein lineares Funktional

w : V — R mit den Eigenschaften:
@@ w(t) =0 fiirallef € U,
(i) w(f) < sup(f) fiirallef € V.
Firallege Gundfe Vistfeg-fe U, alsoist nach (i) und Linearitit
des Funktionals w:
w(fog) = w(f).

Weiter ist w(indg) = 1, da w(indg) < 1 und - w(indg) = w(- indg) < - 1.
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Sei nun W der induzierte Inhalt auf G, d.h.
wA) = w(ind,) firAcG.

Dann ist W ein voller G-invarianter Inhalt auf G mit W(G) = w(indg) = 1.
Istge Gund A C G, soist

- WgA) = w(indgy) = wiindyog™!) = w(indy) = p(A).

Die Betrachtung der beschrinkten Funktionen der Form f =%, ;. (fjeg; - f;) und
der Bedingung inf(f) < 0 < sup(f) geht auf [ Dixmier 1950] zuriick.

Ubung
Zeigen Sie folgende Kompaktheitseigenschaft:

Gistmittelbar gdw jede endlich erzeugte Untergruppe von G ist mittelbar.

[Annabme, G ist nicht mittelbar, obwohl die rechte Seite erfiillt ist.

Nach obiger Argumentation existiert dannein f =3 .; <, (fiog; - ;) mitsup(f) <0.
Sei H die von gy, ..., g, erzeugte Untergruppe von G, und sei v ein Zeuge fiir die
Mittelbarkeit von H. Dann ist I(f, v) = 0, da I(f; o g;) = Ig(f;) fiir 1 <i<n.
Aber Iiy(f, v) < sup(f1H) - v(H) = sup(f1H) < 0, Widerspruch. |

Aus den Sitzen von von Neumann und Mycielski folgt nun:

Korollar  (Satz von Banach)
Es existieren bewegungsinvariante o-finite Inhalte auf R bzw. R,
die jeweils das Lebesgue-Maf fortsetzen.

Beweis
- $;und ¥, sind auflosbar (vgl. Kapitel 4).

Der Autor hofft, dafl es nur wenige Leser geben wird, die eine abstrakte und moglichst
knappe Darstellung der Losung des Inhaltsproblems fiir R und R? via mittelbarer Grup-
pen der ausfiihrlichen Untersuchung der originalen, stets am konkreten Problem bleiben-
den Konstruktion vorgezogen hitten. Auf ihrer Grundlage ist der gruppentheoretische
Ansatz dann sehr natiirlich.

Dagegen ist die Rotationsgruppe SO; nicht auflésbar. Dies geniigt aber noch
nicht, um zu schliefien, daf} kein endlich additives bewegungsinvariantes Messen
auf der S? oder im R méglich ist. Denn die mittelbaren Gruppen sind umfang-
reicher als die auflésbaren Gruppen (z. B. ist jede endliche Gruppe mittelbar).
Daf§ der Begriff der paradoxen Zerlegung generell ein adiquater Ansatz ist, um
die Unméglichkeit der vollen G-invarianten Messung aufzuweisen, zeigt der fol-
gende Satz von Tarski (1938), den wir hier ohne Beweis angeben:

Satz  (Mittelbarkeit und Paradoxie einer Gruppe)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) G ist mittelbar.
(i) G ist nicht paradox.
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1. Einfithrung in den Baireraum

Wir beginnen nun mit der elementaren sog. deskriptiven Mengenlehre, die ,ein-
fache, ,definierbare” Mengen von reellen Zahlen untersucht. Die bevorzugte
Interpretation von reelle Zahl ist dabei Element des Baireraumes. Der Baireraum N
besteht aus allen unendlichen Folgen

Do, Ny, N5 ooy Ny eeey

von natiirlichen Zahlen ny € N, k € N. Wir werden ihn mit der Topologie ver-
sehen, die ,nah beieinander” als ,identisch auf einem Anfangsstiick” interpre-
tiert. So liegen je zwei Folgen 0, 12, 6, 3, ... und 0, 12, 6, 2, ... ndher beieinan-
der als je zwei Folgen 0,9, 9,9, ...und 1, 0, 0, 0, ..., die schon an der ersten
Stelle voneinander abweichen.

Der Grund fiir den Wechsel von den iiblichen ,,analogen®, ein mathematisches
Kontinuum bildenden reellen Zahlen R zum ,,digitalen” Baireraum N ist die fir
die approximative Darstellung von Elementen von R unendlich oft herrschende
Unsauberkeit, die in der berihmt-beriichtigten Gleichung 0,999... = 1,000...
zusammengefafit wird. Das Problem ist natiirlich nicht, daf 0,999... als Grenz-
wert der Folge (Zy<1.<, 9/ 10%*! I ne N)exakt gleich 1,000... ist, sondern das ge-
nerelle Problem ist, daf} sich die beiden folgenden Ziele nicht miteinander ver-
einbaren lassen:

(a) Die Darstellung einer reellen Zahl ist eindeutig.

(b) Bei Limesbildungen stabilisieren sich die Ziftern, d.h.:
Istx = lim, _, ., x,,, so ist fiir alle k die k-te Nachkommastelle von x der
schliefilich konstante Wert der k-ten Nachkommastellen der x,,.

Wir erreichen z.B. eindeutige Dezimaldarstellungen, indem wir fiir x # 0 nur die
nichtin Null terminierenden Darstellungen zulassen. Dann verlieren wir aber die
Approximationseigenschaft (b), denn die Nachkommastellen von x, = 1 + 1/10"
stabilisieren sich in Null, aber lim,, _, ., x, = 0,999... Lieflen wir 1,000... statt
0,999... als einzige Darstellung der Eins zu, so hitten wir das gleiche Problem
mit der Folge y, = Zg<p<, 9/ 10%*! n e N, deren Nachkommastellen sich in 9
stabilisieren. Wenn wir (b) unbedingt aufrecht erhalten wollen, so miissen wir die
beiden verschiedenen Folgen 0,9,9,9, ... und 1,0,0,0,... als Darstellungen der
Eins zulassen und verletzen somit die Forderung (a).

Das Phinomen betrifft nicht nur die b-adischen Darstellungen fiir b > 2, son-
dern gilt fiir einen weitgefafiten Darstellungsbegriff. Sei ndmlich Z eine abzihl-
bare Menge, versehen mit der diskreten Topologie. Sei D : R — “Z eine injek-
tive Abbildung (mit der Intention: D(x)(k) = ,,die k-te Ziffer von x unter der
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Darstellung D“). Wegen der Injektivitit von D existiert ein k € N derart, daf} die
Menge E = { D(x)(k) | x € R } mindestens zwei Elemente hat. Dann ist aber die
Funktion g: R — E mit g(x) = D(x)(k) = ,,die k-te Ziffer von x“ notwendig unste-
tig, denn andernfalls wire R die disjunkte Vereinigung der offenen nichtleeren
Mengen g™ z, z € E, im Widerspruch zu |E| > 2. Es gibt also eine konvergente
Folge (x, | n € N) in R derart, dal (D(x,)(k) | n € N) in Z nicht konvergiert,
d.h. nicht schliefilich konstant ist. Dieses Argument zeigt, dafi die Eigenschaft
(b) notwendig verletzt ist, wenn wir eine Darstellung als eine Funktion auffassen,
diejedemx € R eine dieses x bestimmende Folge diskreter Elemente zuweist. Ei-
genschaft (a) hat aber diesen funktionalen Charakter.

Ubung
Seienn>2, k> 1. Fir x € R sei f(x) die k-te Ziffer der kanonischen
n-adischen Darstellung von x. Bestimmen Sie die Unstetigkeitsstellen von
f: R — {0,...,n-1} unter der diskreten Topologie auf {0, ...,n - 1}.

Moschovakis (1994) : ,,One may think of N as a ‘discrete,” or ‘combinatorial’ version of
the ‘continuous’ or ‘analog’ ® [R]. A real number x is completely determined by a
decimal expansion x(0).x(1)x(2) ..., but two distinct decimal expansions may com-
pute to the same real number. This is a big ‘but’, it is the key fact behind the so-cal-
led topological conmectedness of the real line which is of interest in analysis, to be sure,
but of little set theoretic consequence. We may view Baire space as a ‘digital version’
of R because it does not make any such identifications, each point x € N determines
unambiguously its ‘digits’ x(0), x(1), ...«

So essentiell die hybride Natur der approximativ dargestellten reellen Zahlen
fiir die Analysis auch ist, so erschwert sie doch Argumente eines bestimmten Typs
unnétig, man denke etwa an die Konstruktion einer Bijektion zwischen R* und R
ohne Verwendung des Satzes von Cantor-Bernstein! Fiir N erhalten wir eine ka-
nonische Bijektion zwischen N 2 und N, indem wir zwei Folgen xg, x1, ..., und yy,
V1, V2, ... in N auf die Folge xq, yo, X1, y1, ..., abbilden. Im Falle von R mufi man
dieses Reifiverschluflargument noch modifizieren, die mangelnde Eindeutigkeit
der Darstellung verkompliziert die einfache Idee. Dies ist nicht das einzige Bei-
spiel und insgesamt zeigt sich: Sind wir weniger an Limesbildungen von Punkten
auf einem Kontinuum interessiert als an der Analyse und Manipulation von un-
endlicher Information, die sich iiber eine unendliche Folge diskreter Fragmente
erschliefit, so liefert der Baireraum den angemessenen Rahmen, wihrend R eher
deplaziert wirkt. Der Folgenraum ist fiir viele Untersuchungen klarer und ange-
nehmer, und er ist ganz abgesehen davon ein sehr natiirliches mathematisches
Konstrukt. Insbesondere gilt dies auch aus Sicht der Informatik.

So schwer der Ubergang von einem zusammenhingenden Kontinuum zum,
wie wir sehen werden, vollig zerkliifteten Baireraum zunichst auch fallen mag, so
zahlt er sich doch schnell aus. Auf Dauer ist er fiir die Untersuchung der reellen
Zahlen auch dann unvermeidlich, wenn er nur als Zwischenstufe betrachtet wird,
d.h. derart, daf§ ein A ¢ Rin ein B ¢ N iibersetzt und dort auf Eigenschaften un-
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tersucht wird, die bei dieser Ubersetzung erhalten bleiben. Eine solche Uberset-
zung ist leicht moglich, und wir kennen sie bereits seit dem ersten Kapitel: Ord-
nen wir nimlich einer unendlichen Folge ny, ny, ny, ... € N den unendlichen
Kettenbruch [ng + 1,n; + 1, ...] € R zu, so erhalten wir eine Bijektion zwischen
dem Folgenraum und den irrationalen Zahlen grofier als Eins. Es ist leicht zu se-
hen, daf} diese Bijektion unter den natiirlichen Topologien der beiden Riume so-
gar ein Hombomorphismus ist. Wir untersuchen also aus klassischer Sicht die
Struktur der irrationalen Zahlen: Der Baireraum und alle irrationalen reellen
Zahlen sind homéomorph.

Die irrationalen Zahlen grofier als Eins sind homéomorph zu allen irrationalen Zahlen
von R; man kann den Baireraum benutzen, um dies zu zeigen. Diese Zusammenhinge
und weitere natiirliche Funktionen zwischen den Folgenriumen und den klassischen reel-
len Zahlen R werden wir unten noch genauer untersuchen.

Die deskriptive Untersuchung der reellen Zahlen (noch auf der Basis von R)
begann mit Cantor in den 80er Jahren des 19. Jahrhunderts. Auf der Suche nach
einer Losung des Kontinuumsproblems stellte er die das Problem approximie-
rende Frage: Welche Michtigkeiten kommen den abgeschlossenen Teilmengen
von R zu? Cantor konnte diese Frage 16sen, und der sie beantwortende Satz von
Cantor-Bendixson bildet vielleicht das erste tiefe Resultat der deskriptiven Ana-
lyse der reellen Zahlen. Um die Jahrhundertwende untersuchten dann Emil Bo-
rel, René Baire und Henri Lebesgue allgemeinere Klassen von Punktmengen in
R. (Der Ausdruck ,,Punktklassen® ist rein traditionell und hat nichts mit dem Un-
terschied zwischen Mengen und echten Klassen zu tun; Punktklassen sind be-
stimmte Teilmengen von P(R) oder P(N) wie etwa die Klasse der offenen Men-
gen).

Ein Leitmotiv dieser Untersuchungen war und ist: Einfachen, definierbaren
Teilmengen von R kommen die durch das Auswahlaxiom der Struktur R aufge-
notigten und zuweilen als pathologisch empfundenen Eigenschaften nicht zu. So
sollten etwa alle einfachen Mengen mefibar sein fiir das c-additive Lebesguesche
Lingenmaf}, wihrend das Auswahlaxiom die Existenz von nicht Lebesgue-mef3-
baren Teilmengen von R impliziert. Der Begriff der Definierbarkeit kann prizi-
siert werden, wird aber manchmal auch als nach oben offenes Konzept verstan-
den, welches mit wachsendem Wissen der Mathematiker immer mehr Mengen
als ,,definierbar” zuldfit, die dann als regulir nachgewiesen werden, zuweilen mit
Hilfe von tiber die klassische Mengenlehre hinausgehenden Axiomen.

In der heute als klassisch bezeichneten Periode der deskriptiven Mengenlehre
von etwa 1900 bis zum Erscheinen von Lusins Buch 1930 entwickelten in erster
Linie Felix Hausdorff, Nikolai Lusin und Mikhail Suslin die Theorie weiter, spi-
ter fithrten eine Reihe von polnischen Mathematikern allgemeinere topologi-
sche Untersuchungen durch. Kleenes Arbeiten der 50er Jahre tiberfiihrten die
topologische deskriptive Mengenlehre in den feineren sog. effektiven Kontext,
in dem Methoden der mathematischen Logik im Vordergrund stehen und in
dem der Baireraum endgiiltig den klassischen reellen Zahlen und allen anderen
vergleichbaren topologischen Riumen vorgezogen wird.
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Endliche Folgen und Folgenriume

Die wesentlichen Gegenstinde des zweiten Abschnitts dieses Buches sind end-
liche und abzihlbar unendliche Folgen, und wir wollen der Genauigkeit halber
diese an sich klaren und gutbekannten Begriffe in einer Definition festhalten.

Definition (endliche und unendliche Folgen, o, k < )
Sei s eine Funktion, und sei A eine Menge.
(1) s heifit endliche Folge, falls dom(s) = {0, ...,k -1} fireink e N.
k heifit dann die Linge der Folge s, in Zeichen k = Isl.

(i) s heiflt unendliche Folge, falls dom(s) = N gilt.

Wir vereinbaren das Zeichen @ = sl fiir die Linge von s,
und setzenn < o firallene N.

(iii) Eine endliche oder unendliche Folge s heifit Folge in A, falls
s(n) € A gilt fur allen < Isl.

Eine endliche oder unendliche Folge s schreiben wir auch in der Form

s = (s, | n< Isl), wobeidanns, = s(n) fiir allen < Isl.

Ein Ausdruck (s, | n < k) fiir k < 0 ist also eine endliche Folge, falls k < , und
eine unendliche Folge, falls k = @. Man erhiltso eine Moglichkeit, Folgen anzuge-
ben, von denen man nicht weif}, ob sie endlich oder unendlich sind. Ein Beispiel ist:
»Seif: N — Nundsei(s, | n<k), k<o, die monotone Aufzihlung von rng(f)“.
Man kann, wie schon in der Kardinalzahlarithmetik, @ mit N identifizieren.

Die leere Menge s = & gilt als Folge der Linge 0, in Zeichen s =( ).

Es ist ungefihrlich, endliche Folgen der Linge n mit n-Tupeln (sy, S1, .+, $y_1)
zu identifizieren. Streng genommen sind aber z. B. geordnete Paare (a, b) ={{a},
{a,b}} und Folgen (a,b) = { (0, 2), (1, b) } der Linge zwei verschiedene Objekte.

Folgen sind als Funktionen definiert, und so ist etwa (0, 2, 1, 3)(1) = 2. Der er-
ste Eintrag einer Folge s ist immer s(0). Ist s endlich, so ist s(Is| - 1) der letzte
Eintrag von s.

Die wesentliche Vergleichsrelation fiir Folgen, die wir benutzen werden, ist:

Definition (die Anfangsstiickrelation < fiir Folgen)
Seien s, t endliche oder unendliche Folgen. Wir setzen:

s <t fallss Ct

Es gilt also s < t genau dann, wenn dom(s) € dom(t) und s(k) = t(k) fiir alle
k € dom(s). Z.B. ist {0, 2) < (0, 2, 1) aber non({0, 2) < (1, 0, 2)). Fiir alle t ist
() < toder {) = t. Die Relation < ist offenbar irreflexiv und transitiv.

Wir setzen wie tiblich s < t, fallss < toders = t. Ist s < t, soist Is| < Itl. Sind
s, t gleichlang, so folgt aus s < t, dafi s = t gilt. Gilts < t, so heifit s auch ein An-
fangsstiick oder eine Approximation von t.
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Zur bequemen Formulierung brauchen wir noch einige spezielle Notationen
fiir Folgen, die wir der Ubersicht halber in einer Liste zusammenstellen.

Definition (Notationen fiir endliche Folgen und Folgenriume)
Wir setzen :

n = {0,1,..,n-1} firne N,
Seqa = {f I f: A — Afiireinne N} fiir eine Menge A,

Seq = Seqy ={f!lf:n — Nfireinne N},
Sequ = Seqp = {f | f: A — mfireinne N},
NY = (feMAls<f) fiir s € Seqa,
N, = {fe"Nls<f} fiirs € Seq,
C, = {fe™0,1}1s<f} firse Seq,.

Die Menge Seq ist also die Menge der endlichen Folgen mit Eintrigen aus N,
und Seq, < Seq ist die Menge der endlichen 0-1-Folgen. Letztere Folgen lassen
sich eindeutig kommafrei angeben, etwa kompaktals s = 001 statts = (0, 0, 1).

Die Mengen N2 bestehen aus allen unendlichen Folgen in A mit dem festen
Anfangsstiick s, also allen unendlichen Folgen, die durch s laufen. Fiir alle A und
alle Folgen s, t € Seqa gilt:

(+) N2 ¢ N2 oder N ¢ N oder N* A N2 = @.
Diese Eigenschaft motiviert die folgende Bezeichnung.
Definition (inkompatible Folgen, 3, t))
Seien s, t endliche oder unendliche Folgen.
Gilt weder s < tnoch t < s, so heifien s und t inkompatibel.

Andernfalls heifien s und t kompatibel.
Sind s, t inkompatibel, so setzen wir

d(s, t) = ,das kleinste n € dom(s) mit s(n) # t(n)“.
Die Fallunterscheidung in (+) entspricht genau den drei Fillen:
(+)" t < s oder s < t oder s und t sind inkompatibel.
Oft gebraucht wird die Verlingerung einer Folge um endlich oder unendlich

viele weitere Glieder:

Definition (die Verlingerung s~ f)
Sei s eine endliche Folge der Linge n, und sei f eine endliche oder unendliche
Folge. Wir definieren fiir k € N mitk < n oder k - n € dom(f):

. ) s(k), falls k <n,
s k) = { f(k-n), falls k- n e dom(f).

Die Folge s~ f heifit die Verlingerung von s um f.
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Soistetwa(0,1,0) ™ (1,1)=(0,1,0,1, )und( 1) ~¢0,0,...)=(1,0,0, ...
Wir schreiben oft s™a oder sogar nur sa anstelle von s “(a). Insbesondere ist
s0 eine suggestive Notation fiir die Verlingerungs — ( 0 ), falls s € Seq,.

Neben Verlingerungen brauchen wir auch Verkiirzungen.

Definition (Einschrinkung einer Folge, f1n)
Sei f eine endliche oder unendliche Folge, und sei n € dom(f).
Dann ist die Einschrinkung von s auf n, in Zeichen f In, definiert als
f1n, d.h. als die Folge s der Linge n mit s(k) = f(k) fiir alle k < n.

Soistetwa (0,1,2,3)12=(0,1), (0,1)10 = () = &. Fiir jede unendliche Folge
f gilt die triviale aber oft verwendete Gleichung f = U, . fin.

Fiir unendliche Folgen fithren wir noch zwei suggestive Sprechweisen ein, die
insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie gebriuchlich sind:

Definition (unendlich oft, schliefSlich)
Sei € eine Eigenschaft, und sei f eine unendliche Folge. Wir sagen:

(1) ferfillt € unendlich oft, falls {n € N | €(f(n)) } unendlich ist.
(i) ferfulle € schliefSlich, falls ein ng existiert mit €(f(n)) fiir alle n > n,,.

Beispiele sind: f ist gleich 1 unendlich oft, f ist schliefilich konstant, f ist gleich
0 schlieflich.

,»f erfiillt € unendlich oft“ ist genau dann falsch, wenn f schliefilich non € er-
fullt. Analog ist ,f erfiillt € schliefilich® genau dann falsch, wenn f immer wieder
non € erfiillt, d.h. wenn f non € unendlich oft erfiillt.

Die natiirliche Topologie auf den Folgenriumen

Nach diesen notationellen Vorbereitungen versehen wir nun die Folgenrdume
NA={f1f:N — A} mitder sich aufdringenden Topologie.

Definition (Baireraum, Cantorraum, Folgenmume natiirliche Folgen)
Fiir eine Menge A versehen wir die Menge “A mit der von
(N2 |se Seqa} c PNA) erzeugten Topologie.
Wir nennen VA dann auch den Folgenraum iiber dem Alphabet A.
Wir setzen speziell :

N =N = {fIf:N—= N}
€, ="a ={fIf:N—f} firn>2,
<6 =<62.

N heifdt der Baireraum, € der Cantorraum.
Die Elemente von N heifien auch natiirliche Folgen.
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Die Bezeichnung N statt "N soll gerade anzeigen, daff wir die Menge aller na-
tirlichen Fo’ijgen als topologischen Raum auffassen und nicht nur als nackte
Menge. Fir “A ist die Topologie implizit mit dabei.

Ist B C A, soistdie Topologie auf
VB die Relativtopologi

genau die Relativtopologie von
NA: Vst offen in VB genau dann, \/
N . .. N
wennV=.Um B fiir einin "A of- 01234567809
fenes U gilt.

Stellen wir uns eine nichtleere \\W
Menge A als ein Alphabet vor, so

ist VA die Bibliothek aller unendli- ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ..

chen Biicher, geschrieben mit den
Zeichen von A. Zwei Biicher ste-
h.en in der Bihlipthek (der Topol(?— 0123456789
gie) nahe beieinander, wenn sie
iiber viele Seiten hinweg tiberein- W
stimmen. Die Bibliothek hat 1A 1€
Elemente und damit die Machtlg— Visualisierung der offenen Menge N fiirs = (3,9, 2):
keit 2© der reellen Zahlen fiir alle N, besteht aus allen Funktionen f mit der Eigenschaft
" . K f13 = s, also allen Funktionen im Bereich ,,...“.

abzihlbaren Mengen A mit minde-
stens zwei Elementen.

Sind s, t € Seq, so sind N und N, ineinander enthalten oder disjunkt. Somit
bildet { N | s € Seq } eine Basis (und nicht nur eine Subbasis) der Topologie:

UcNistoffen gdw U = U{N,Ise Seq,N,cU}.

Fiir beliebige X c N'sei Seq(X) = {s € Seq | N; € X}. Dann gilt fiir das Innere von
X die Gleichung int(X) = Use Seq(X)Ns'

Die "Topologie auf 6 ist die Relativtopologie von N. Weiter ist die Topologie
von N die Produkttopologie der diskreten Topologie auf N, bei der jede Teilmenge
von N offen ist. Die Topologie auf N kann zum Beispiel metrisiert werden durch:

dd, g 1/(3(f, g) + 1), fir f#g, und
dt, f) = 0.

Diese mit der Topologie kompatible Metrik ist zudem vollstindig:

Ubung
N ist bzgl. dieser Metrik vollstindig.
Allgemeiner ist jeder Folgenraum vollstindig metrisierbar.

Die Konvergenz einer Folge (f;, | n€ N)in N bedeutet, daf} sich die Anfangs-
stiicke der f, stabilisieren: Fiir alle m € N existiertein s € Seqund einng € N mit
f,Im = s fiir alle n > n,. Aquivalent hierzu ist: Fiir alle k € N ist (f,(k) | ne N)
schlieflich konstant. Die Vereinigung der schlieilich konstanten Werte bildet
den Grenzwert der Folge. Der Leser vergleiche diese klare Stabilititseigenschaft
noch einmal mit der Limesaussage 0,0999... = 0,100... fir R.
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Offene und abgeschlossene Mengen im Baireraum

Die klassische Einstiegsiiberlegung in die Eigenarten des Baireraumes ist:
#) Firalle s € Seq ist N, zugleich offen und abgeschlossen.

Aus der allgemeinen Topologie importieren wir:

Definition (nulldimensionale topologische Riunze)
Ein Hausdorff-Raum heifit nulldimensional, falls er eine
Basis aus zugleich offenen und abgeschlossenen Mengen besitzt.

Ubung
Sei A eine Menge. Dann ist der Folgenraum VA nulldimensional.

Ein Folgenraum iiber einem abzihlbaren Alphabet ist also nulldimensional.
Diese Eigenschaft wird bei den topologischen Charakterisierungen des Baire-
und des Cantorraumes eine zentrale Rolle spielen.

Wir geben nun noch eine informale Beschreibung zur Gestalt der offenen und
abgeschlossenen Mengen im Baireraum, um noch etwas mehr Zuneigung fiir
diesen tiberaus sympathischen aber aufgrund seiner Zusammenhangslosigkeit
doch etwas ungewohnten Raum zu erwecken. Wir lesen ein f € N als eine unend-
liche Information. Wir nehmen an, daf§ wir bis zum Zeitpunkt n € N die Teilin-
formation fln = (f(0), ..., f(n - 1)) von f erhalten kénnen. Dynamisch und an-
schaulich: f bahntsich seinen Weg durch den Baum Seq wie im Diagramm oben.
Nach jeder Zeiteinheit wird uns eine weitere Entscheidung von f aus der Menge
0, 1, 2, ... mitgeteilt, und dadurch kénnen wir f immer genauer lokalisieren.

Mit dieser Interpretation kénnen wir nun offene und abgeschlossene Mengen
leicht beschreiben:

Sei hierzu U c N. U ist genau dann offen, wenn fiir jede Information f € U be-
reits nach endlich vielen Schritten feststeht, daff f € U gilt. Ein beliebiges f kann
ein offenes U nicht mehr verlassen, sobald eine Teilinformation s von f vorliegt
mit N € U. Und umgekehrt liegt fiir offene U irgendwann eine solche Teilinfor-
mation vor, falls f € U gilt. (Die Voraussetzung f € U ist hier wesentlich. Fiir ein
beliebiges f € N konnen fiir alle n € N Fortsetzungen g,h von f | n existieren mit
g€ Uund h ¢ Uj; wir geben gleich unten ein Beispiel.)

Analog ist ein A € N genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Information
f ¢ A irgendwann feststeht, daf§ sie nicht zu A gehéort. Ein beliebiges f kann
nicht mehr in A hineingelangen, sobald ein s < f vorliegt mit N, € (N - A), d.h.
N; N A = &. Und fiir abgeschlossene A liegt irgendwann ein solches s vor, falls
fe A gilt.

Der Leser, der Vergniigen an dieser Interpretation hat, mag sich mit ihrer
Hilfe noch einmal iiberlegen, warum jedes N, sowohl offen als auch abgeschlos-
sen ist. Die offenen und zugleich abgeschlossenen Mengen des Baireraumes U
sind genau diejenigen U c N, fiir die fiir jedes f zu einem endlichen Zeitpunkt die
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Entscheidung f € U oder f ¢ U gefallen ist. Dieser Zeitpunkt hingti.a. von f ab.
Speziell fiir U = N ist nun aber sogar n = |s| ein Zeitpunkt, der uniform fiir alle
t e N die Entscheidung liefert. Denn sobald wir t = (f(0), ..., f(n - 1)) kennen,
wissen wir: Ist t = s,soist f € U = N,. Andernfallsist f ¢ U. Egal, was an Infor-
mation f(n), f(n + 1), ... noch kommen mag.

Die Mengen N; sind also besonders einfache Teilmengen von N. Es gibt aber
auch komplexere Teilmengen von N, die immer noch offen und abgeschlossen
sind:

Ubung
Geben Sie ein offenes und abgeschlossenes U C N an, fiir das kein
uniformer Zeitpunkt der Entscheidung ,f€ U oder f ¢ U“ existiert.

Die Verwendung von N ist hier wesentlich. Wir werden unten zeigen, daf} fiir den Can-
torraum 6 nur einfache offene und zugleich abgeschlossene Mengen existieren, die eine
uniforme Entscheidung zulassen.

Fiir offene Mengen U kann eine Entscheidung, ob ein beliebiges f € N in U
liegt oder nicht, unendlich lange auf sich warten lassen. Ist etwa U eine Menge
N, ohne ihren linken Ast, also U = N, - {s000... }, so ist fiir f =s000... zu
keinem Zeitpunkt die Entscheidung gefallen, ob f zur Menge U gehort oder
nicht. Fiir alle endlichen Teilinformationen t = s0... 0 ist ein zukiinftiges Ein-
treten in U als auch ein ewiges ,,Entlanglaufen am Rand“ méglich. Ist g € U,
so liefert das erste t =s00...0k < g mit k # 0 die Entscheidung g € U. U ist
offen, aber nicht mehr wie N abgeschlossen.

Kodierung offener Mengen

Offene Mengen U c N kénnen wir durch Seq(U) = {s | Ny c U } kodieren.
Stirker gilt:

Satz  (kanonische disjunkte Zerlegung einer offenen Menge in Basismengen)
Sei A eine Menge, und sei U A offen.
Dann existiert ein eindeutiges S C Seq, mit:

@) U= UigNg,
) N nNA =@ fir alle s,t € Smits#t,
(i) N* n (MA-U) # @ fiirallete Seq, mit: t <s fiireins e S.

Beweis
Sei'T ={se Seqy | Né\ c U}. Wir setzen:

S={seTlfirallet<sgiltte T}.
— Dann ist S wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit ist klar.

Der Leser vergleiche diesen Satz mit der Darstellbarkeit von offenen U ¢ R durch dis-
junkte offene Intervalle.
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Die Bedingung (iii) ist notwendig fiir die Eindeutigkeit, denn es gilt zum Bei-
Spiel N = N() = Une N N(n)'
Wir definieren:

Definition (kanonischer Kode einer offenen Menge)
Sei A eine Menge, und sei U C NA offen. Dann heifit

Su = {s€ Seqy | N® c U, non(N2 c U) fiiralle t <'s }
der (kanonische) offene Kode von U in “A.

Niitzlich ist zuweilen eine dhnliche Operation, die direkt auf S C Seq, ope-
riert:

Definition (offene Reduzierung eines S C Seq 4)
Sei A eine Menge, und sei S C Seqs. Dann heifit

S = {se Slesgibtkeinte Smitt<s}

die offene Reduzierung von S.

Ist U= U, s N2 fiirein S € Sequ, soist U = U s, Nt = U, ¢ N Die
offene Reduzierung S’ eines S < Seqy, ist aber i.a. verschieden von Sy fiir U =
USG S N/:

Weiter definieren wir:

Definition (Antikette)
Sei A eine Menge, und sei S C Sequ. S heifit eine Antikette in Seqy ,
falls fur alle s,t € S mits # t gilt:

sund t sind inkompatibel.
Eine Antikette S heifit maximal, falls es keine Antikette T in Seq, gibt
mit S c T

Firallene Nist{se Seqy | Isl =n} eine maximale Antikette in Seq,. Der
Kode Sy eines offenen U c A und die offene Reduzierung eines S C Seqy sind
jeweils Antiketten in Seqa,.

Reprisentation abgeschlossener Mengen durch Biume

Auch fiir die abgeschlossenen Mengen eines Folgenraumes bietet sich eine
natiirliche und anschauliche Darstellung durch endliche Folgen an: Die abge-
schlossenen Mengen entsprechen den Biumen auf A. Die grundlegenden Be-
griffe iiber Biume bestehend aus endlichen Folgen versammelt die folgende
Definition.
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Definition (Mengen aus endlichen Folgen und Biume, Ti(S), [S])
Sei A eine Menge, und sei S C Seqa.

(1) Jedess € S heifdt ein Knoten von S.

(ii) fe VA heifit ein unendlicher Pfad oder ein unendlicher Zweig von S,
falls fIn € S fir unendlich viele n € N.

(ii)) Der Korpervon S, in Zeichen [S] ist definiert durch:
[S] = {fe MA I fistein unendlicher Pfad von S }.

(@iv) S heifit ein Baum auf A, falls fiir alle s € S gilt:
Istn< Isl,soist sine S.

) Tr(S) = {te Seqy | t<sfireinse S}heifit der von S erzeugte
Baum auf A.

Biume werden durch die Anfangsstiick-Ordnung < partiell geordnet. Ein
nichtleerer Baum enthiltimmer die leere Folge & als Wurzel, d.h. als <-kleinstes
Element. Die leere Menge gilt als Baum.

Die Folgenmengen Seq und Seq,, fiir m 2 2 sind Biume auf N. Seq, heifit
auch der vollstindige biniire Baum.

Ein T c Seq, ist genau dann ein Baum, falls T abgeschlossen unter Anfangs-
stiicken ist. Ist T ein Baum, soist [T] = {fe YA | fine T firallene N}.

Der Baum Ti(S) ist der c-kleinste Baum, der S umfafit, und insbesondere
gilt Tr(T) = T, falls T ein Baum ist. Jedes S ist dicht ,nach oben® in Tr(S): Fiir
alle t € Ir(S) existiert ein s € S mit t < s. Fir alle S € Seq, ist [S] eine Teil-
menge von [Ir(S)], aber die Umkehrung ist i.a falsch:

Ubung
(i) Hat A mindestens zwei Elemente, so existiert eine Antikette
S in Sequ mit [Tx(S)] = &.
(i) IstS eine Antikette in Seqy, soist [S] = &.

Neben Mengen S C Seqy erzeugen auch Punktmengen P ¢ VA Biume auf A:

Definition (von Mengen erzeugte Biume)
Sei A eine Menge, und sei P < VA. Dann heifit

Tp = {se Seqy | s<ffireinfe P}

der zu P geborige oder von P erzeugte Baum auf A.
Der Ubergang von P zu T} ist nicht injektiv. Es gilt:

Ubung
Sei A eine Menge, und sei P c VA, Dann sind dquivalent:

(i) Pistdichtin NA.
(i) Esgile Tp = Seqy.
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Wir geben einigen ins Auge springenden Eigenschaften eines Baumes noch
spezielle Namen.

Definition (endlich verzweigte und perfekte Baume, Blitter; sucr(s))
Sei A eine Menge, und sei T C Seq, ein Baum auf A.

(@) T heifit endlich verzweigt, falls fiir alle s € T die Menge
suct(s) = {salae Aundsae T}
der direkten Nachfolger von s in T endlich ist.
(i) Einse T heifit ein Blart von T, falls suc(s) = O gilt.
(i) T heifit blattfiei, falls T keine Blitter besitzt.
(@v) T heifit perfekt, falls fiir alle s € T ein t € T existiert mit:
(@) s <t

(b) that mindestens zwei direkte Nachfolger in T.

Blattfreie Biume haben also keine toten Aste, und perfekte Biume spalten sich
sogar oberhalb jedes Knotens irgendwann in mindestens zwei neue Aste auf: Fiir
jedes s € T existieren inkompatible Fortsetzungen t; und t; von s in T. Ein blatt-
freier nicht perfekter Baum hat dagegen mindestens einen ab einer Stelle einsam
vor sich hinwachsenden unendlichen Zweig.

Fiir alle m > 2 ist Seq,, ein endlich verzweigter perfekter Baum. Endlich ver-
zweigte Biume T sind aber oftmals nicht derartig homogen verzweigt. Die Kar-
dinalitit von sucr(s) kann von s abhingen.

Ubung
Sei A eine Menge, und sei T’ € Sequ ein Baum. Dann sind dquivalent:

(i) T ist endlich verzweigt.
(ii) T hat endliche Stufen, d.h. firallenist{se€ T | Is| = n } endlich.

Bei der Betrachtung von Biumen und ihren unendlichen Zweigen spielt der
folgende Satz eine Schliisselrolle. Fiir sich schon ansprechend genug ist er insbe-
sondere bei Kompaktheitsargumenten ein bewihrtes Qualititswerkzeug. Er ga-
rantiert die Existenz eines unendlichen Zweiges in endlich verzweigten Biumen
mit unendlich vielen Knoten.

Satz  (Lemma von Denes Konig)
Sei A eine Menge, und sei T < Seq, ein endlich verzweigter Baum.
Weiter sei T unendlich.
Dann ist [T'] # &. Insbesondere gilt:
Ist A endlich und S € Seq, unendlich, so ist [ Tr(S)] # &.

Beweisidee in einem Satz als Lebensweisheit: Gehe den Pfad, der Dir stets unendlich
viele Moglichkeiten offenhilt. Zugegeben ist der mathematische Beweis auch nicht we-
sentlich linger:
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Beweis
Wir definieren rekursiv fiir n € N Knoten s, von T durch:
So = ®7

Sh.1 = Heins € sucr(s,) fur welches {t€ T | s < t} unendlich ist®.

n+1

Ein solches s existiert wegen sucr(s,) endlich, da
{te Tls,<t} = Uicqere){te Tls<t}

unendlich ist: Fiir n = 0 gilt dies wegen T unendlich, und andernfalls

gilt es nach Induktionsvoraussetzung.
Wir setzen f = U, .y s, Dannistfe [T].

Zum Zusatz: Fiir unendliche S c Seqy und endliche A ist Ti(S) ein
— unendlicher endlich verzweigter Baum, und damit ['Ir(S)] # &.

T ={se Seq | Isl £1}isteinunendlicher Baum mit [T] = &. Die Vorausset-
zung ,Baum® im Lemma von Kénig ist aber ebenso wesentlich wie die endliche
Verzweigung:

Ubung
Es gibt ein unendliches S ¢ Seq, mit [S] = &.

Dagegen gilt:

Ubung
Sei A eine Menge, und sei S  Seq, derart, daf Tr(S) blattfrei ist
(d.h. S hat keine maximalen Elemente). Dann sind dquivalent:
@ [S] = [Tx(S)].
(i) [S]istabgeschlossen.

Im Umfeld des Lemmas von K6nig und beim Nachdenken iiber den Unter-
schied zwischen [S] und [Tr(S)] st6fit man auch auf den folgenden Begriff:

Definition (Barrieren in Biumen)
Sei A eine Menge, und sei T c Seq, ein Baum auf A.
B c T heifit eine Barriere in T, falls gilt:
Fiir alle f € [ T] existiert einn € N mit fIn € B.

Eine Barriere B heifit Teilbarriere von B, falls B’ C B gilt.

Eine einfache Folgerung aus dem Lemma von K6nig ist nun der folgende Satz
iiber die Existenz endlicher Teilbarrieren:

Satz (Fichersaiz)
Sei A eine Menge, und sei T' C Seq, ein endlich verzweigter Baum auf A.
Dann hat jede Barriere B in T eine endliche Teilbarriere in T.
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Beweis

Sei B’ die offene Reduzierung von B. Dann ist B” eine Barriere in T.

B’ ist eine Antikette in Seq,, und wegen B’ Barriere in T gilt [ Tx(B")] = &.
— Nach dem Lemma von Koénig ist dann Tr(B") und damit B’ endlich.

Ubung
Beweisen Sie das Lemma von Konig mit Hilfe des Fichersatzes.

Wir zeigen nun einen Darstellungssatz fiir abgeschlossene Mengen.

Satz  (Reprisentation abgeschlossener Mengen)
Sei P ¢ VA. Dann sind fiquivalent:

(i) P istabgeschlossen.
(i) Es gibteinen Baum T auf AmitP = [T].

Beweis
(@) ™~ (i7): Sei’T = Tp. Wir zeigen [T] = P.
Seife P. Firallenistflne T. Alsoistf € [T]. AlsoP c [T].
Seinun f € [T]. Dann existiert fir jedes n ein f, € P mit fIn = f; In.
Also f = lim,, _, .. f,,. Wegen P abgeschlossen ist also f € P.
Alsoauch [T] cP.
(i) ~~ (i): SeiP = [T] fiir einen Baum T.
Sei f € VA - P. Dann existiert ein n mits = fln ¢ T.
Dann ist aber N®* ¢ YA - P, da T Baum.
- Also ist VA - P offen und damit P abgeschlossen.

Der Beweis zeigt: Fiir abgeschlossene P gilt [ Tp] = P. Der Ubergang von P zu
T'p ist also injektiv fiir die abgeschlossenen Mengen. Offenbar ist Tp der einzige
blattfreie Baum T mit P = [ T]. Wir definieren:

Definition (kanonischer Kode einer abgeschlossenen Menge)
Sei P c VA abgeschlossen.
Dann heifit Tp der kanonische (abgeschlossene) Kode von P in NA.

Die beiden Kodierungen zeigen einmal mehr: Abgeschlossene Mengen sind
komplizierter als offene Mengen.

Fiir Mengen U c VA, die zugleich offen und abgeschlossen sind, haben wir
zwei verschiedene Kodes definiert. Den Kode S = Sy fiir offene U und den Kode
T =Ty fiir abgeschlossene U. Es gilt T = { t € Seqa | es gibteinse Smitt<s
oders < t}.IstS der Kode einer beliebigen offenen Menge U, so liefert diese De-
finition den Kode T von cl(U).

Allgemein gilt:

Ubung
Sei A eine Menge, und sei P c VA, Dann gilt [ Tp] = cl(P).
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Perfekte Mengen

Wir betrachten nun noch spezielle abgeschlossene Mengen. Hierzu definie-
ren wir fiir topologische Riume diejenigen Begriffe, deren Untersuchung fiir
den Raum R im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts die Mengenlehre und in der
Folge auch die Topologie und Mafitheorie in Gang setzte. Sie gehen auf Cantor
zuriick.

Definition (isolierte Punkte, Haufungspunkte, perfekte Riume, perfekte Mengen)
Sei X = (X, U) ein topologischer Raum, und sei P € X.

(i) Einx € P heif3t ein isolierter Punkt von P, falls es ein offenes U
gibtmit U P = {x}.

(i) Einx e X heifit ein Hiufungspunkt oder Limespunkt von P, falls
tiir alle offenen U mitx e U gilt:
U N P istunendlich.

(iii) P heiB3t perfekr (in %), falls P abgeschlossen ist und keine
isolierten Punkte besitzt.

(@iv) & heilit perfekr, falls X perfeke ist.

In der Definition von ,Haufungspunkt“ lassen wir beliebige x € X zu; sie kon-
nen zu P gehoren oder nicht. Ist x € P kein isolierter Punkt von P, so ist x ein
Hiufungspunkt von P.

Da X immer abgeschlossen in & ist, ist & genau dann perfekt, wenn X keine
isolierten Punkte besitzt.

IstPc N undf e P, soistf genau dann ein isolierter Punkt von P, wenn es ein
s € Seq gibt mit Ny P = { f }. Ist f ein Hiufungspunkt von P, so laufen fiir alle
s < f unendlich viele Elemente von P durch s. Umgekehrt gilt bereits:

Ubung
Ist f € P, und lduft durch jedes s < f noch mindestens ein weiteres g € P
(d.-h. es gibtein g€ P mits < gund g #f), so ist f ein Hiufungspunkt von P.

Die perfekten Teilmengen von N entsprechen nun genau den perfekten Biu-
men. Allgemein gilt der einfach zu zeigende Satz:

Satz  (Darstellung perfekter Mengen durch perfekte Biume)
Sei A eine Menge, und sei P  VA. Dann sind dquivalent:

(i) P istperfekt.
(ii) P istabgeschlossen und T} ist perfekt.

Die leere Menge und der leere Baum gelten als perfekt.

Dem Begriff der perfekten Menge kommt eine Schliisselrolle in der Approxi-
mation des Kontinuumsproblems zu. Wir werden ihn in der Folge noch genauer
untersuchen.
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Die kanonische Ordnung auf dem Baireraum

Definition (die kanonische Ordnung < auf N)
Fiir f,g € N mitf # g definieren wir:

t < g falls f(n) < g(n) fiir n = 8(f, g),
wobei wieder 8(f, g) = min({ne N | f(n) # gn) }).
< heifSt die kanonische (lexikographische) Ordnung auf N.

Eine Verwechslung mit der Anfangsstiickrelation ,,s < t gdw s C t“ istnicht zu befiirch-
ten, da f g fiir f,g € N nicht moglich ist.

(N, <) ist eine dichte lineare Ordnung. Die Ordnung ist nach rechts unbe-
schrinkt, hat aber den linken Endpunkt (0, 0, 0, ...). Die Menge aller in 0 termi-
nierenden unendlichen Folgen ist dicht, und damit ist (N, <) separabel.

Wir schreiben ]f, g[y oder kurz |, g[ usw. fiir die Intervalle von (N, <). Alle
11, g[ sind offene Mengen in der Topologie von N. Weiter ist [f, g[ genau dann of-
fen, wenn f schliefilich gleich 0 ist. Analog sind alle [ f, g ] abgeschlossene Mengen
in N, und [f, g[ ist genau dann abgeschlossen, wenn g in 0 terminiert.

Ist A c N dicht, so erzeugen die Intervalle [s000..., g[,s < g, g€ A, die To-
pologie auf N. (Die Menge { £, g[ | f,g € A}ist dagegen kein Erzeuger, da fiir
jedes s € Seq gilt, daB U {]f, g[ | If, g[c N,, f,ge A} =N, - {s000... }.)

Die Ordnung ist vollstindig:

Satz  (‘p der kanonischen Ordnung)
(N, <) ist vollstindig und genauer ordnungsisomorph zur reellen
Ordnung ([0, 1 [, <).

Beweis
Sei A ¢ N nichtleer und beschrinkt.
Wir definieren eine endliche oder unendliche Folge g rekursiv durch:

gn) = max({f(in) | fe€ A, gin<f}), falls dieses Maximum existiert.

Andernfalls brechen wir die Rekursion ab.

Ist Igl = w, so gilt offenbar g = sup(A).

Andernfalls sei n = Igl. Dann ist n > 0 wegen A beschrinkt.
Wir definieren dann g* durch

gt =gln-1)""(gn)+1)" 0,0,0,...).
Dann ist g* = sup(A).
— Der Zusatz folgt aus den Charakterisierungssitzen aus Abschnitt 1.

Isth: N — [0, 1[ ein Ordnungsisomorphismus, so ist h stetig und bijektiv, hat aber
eine unstetige Umkehrabbildung. Sei hierzu f, = (0, n, 0, 0, 0, ...) fiir n € N. Dann ist
lim, _, .. h(f)) =h((1, 0,0, 0, ...)), aber (f, | n € N) divergiert in N. Oder: Das Bild
der offenen Menge N, ist nicht offen in [0, 1[.
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Stetige Funktionen auf dem Baireraum

Stetige Funktionen h : N' — N haben eine iiberraschend klare und sympathi-
sche Charakterisierung. Sie rechnen endliche Folgen in konsequenter Weise in
endliche Folgen um. Genaueres besagt der folgende Satz.

Satz  (Charakterisierung von stetigen Funktionen b auf dem Baireraum)
Seih: N — N.Dann sind dquivalent:

(1) h ist stetig.
(i) Es gibt eine Funktion ¢ : Seq — Seq mit:
(a) @istmonoton, d.h. fiir alle s,t € Seq gilt:
s < t folgt @(s) < @(t).
(b) h(f) = U,cn o(flIn) fiiralle fe N.

In (ii) kénnen wir zudem 1 @(s)| < Isl verlangen.

Beweis
@) ™ @):

Fiir s € Seq sei
@(s) = ,das lingste te Seqmith” Ny € N und ltl < Isl“
Dann ist ¢ wohldefiniert und erfiillt (ii) und die Zusatzbedingung.

(@) ™ ():
Seif e N,und sei U = Ny, fiireinne N.
Nach (b) existiert ein m € N mit h(f) In < @(fIm).
- Sei's = fIm. Dann gilt h” Ny € U nach (a). Also ist h stetig.

Eine stetige Funktion h auf dem Baireraum formt also unendliche Informa-
tionen in einer solchen Weise ineinander um, daf} jedes Anfangsstiick t < g des
Ergebnisses einer Umformung von f zu g = h(f) bereits durch eine - u. U. sehr
umfangreiche - endliche Information s < f bestimmt ist. Alle f* € N mits < {’
werden zu einem g” umgerechnet mit t < g’. Umgekehrt charakterisiert diese
Stabilisierung von Anfangsstiicken die stetigen Funktionen. Stetige Funktio-
nen auf N verzerren und verschieben also ,in Wahrheit“ nur die Elemente von
Seq in einer monotonen Weise, und hieraus ergeben sich dann zwangsliufig
die Funktionswerte fiir unendliche Folgen. Diese Sicht auf stetige Funktionen
unterstiitzt die Anschauung in vielen Argumenten, auch wenn wir oft direkt
mit einem stetigen h statt mit einem zugehorigen @(h) argumentieren.

Ubung
Formulieren und beweisen Sie einen analogen Satz fiir stetige
Funktionen f: X — N, wobei X c N beliebig ist.
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Einfache Hom6omorphien

Ist A abzihlbar unendlich, so ist A homéomorph zu N': Istw: A — N bijektiv,
sowird ein Homéomorphismus H: YA — N definiert durch H(f)(n) = n(f(n)) fiir
alle f € YA und n € N. Wir kénnten uns also im wesentlichen immer auf N zu-
riickziehen. Fiir manche Uberlegungen ist aber etwa “Z angenehmer, und es ist
dann niitzlich, die allgemeine Notation zur Verfiigung zu haben.

Weitere grundlegende Homo6omorphietiberlegungen fir die Folgenriume
behandelt der folgende Satz. Er rechtfertigt die Konzentration der Theorie auf
die beiden Spezialfille N und 6.

Satz

(i) MWV, versehen mit der Produkttopologie, ist homéomorph zu N,
und ebenso ist "6 mit der Produkttopologie homéomorph zu .

(i) SeiT c Seq ein endlich verzweigter perfekter Baum.
Dann ist [ T'], versehen mit der Relativtopologie von N,
homo6omorph zu €.

(iii) Sei A eine endliche Menge mit mindestens zwei Elementen.

Dann sind VA und € homéomorph.
Insbesondere sind alle 6, fiir n > 2 homéomorph.

Beweis
zu (i):
Seim:N? — N die Cantorsche Paarungsfunktion.
Wir definieren eine Funktion H: VA" — N durch
H(g)(n) = gny)(n,) fiirallene N, ge "N, wobei (ng, ny) ="' (n).

Dann ist H ein Homéomorphismus.
Weiter zeigt HI™M¢ : M¢ — € die Homéomorphie von V6 und .
Wir begniigen uns mit dem Hinweis auf das Diagramm 2 3

rechts, das eine Umformung einer endlichen /

Verzweigung in eine binire Verzweigung \
zeigt. 0

zu (i1): V

- Die Aussage ist ein Spezialfall von (ii).

Eine weitere hiibsche Homomorphietiberlegung ist: \%

Ubung
Sei A = {fe N | fistgleich Null schliefilich }.
Dann ist N' = A hom6éomorph zu N
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Im nichsten Kapitel zeigen wir einen Charakterisierungssatz von N, der dieses
Resultat als einfaches Korollar liefert. Einen einfachen und konkreten Homéo-
morphismus zwischen N und N — A vor Augen zu haben bietet aber nicht nur ein
gewisses Aha-Erlebnis, sondern ist auch fiir spitere konkrete Konstruktionen
vorbildlich.

Eine die reellen Zahlen betreffende Beobachtung ist:

Satz  (Homdomorphie von N und den irrationalen Zahlen)
Sei $ = {xe R | xistirrational },undsei $; = $ n ]0, 1[.
Dann sind ¢, $; und N homéomorph.

Beweis
Kettenbruchentwicklung zeigt die Homéomorphie von N und $ N ]1, oo
(wir diskutieren dies unten in ,,N' versus R“ genauer und erhalten die
Homdomorphie dort auch ohne Verwendung von Kettenbriichen).
Anwendung der Funktion 1/x liefert die Hom6omorphie von N und $;.
Dann istaber $ = U, 7 ($; + z) homdomorph zu

N = {feNZ | f(n)e Nfirallen>1}.

Aber N7 ist homéomorph zu N (via H(f(0)) = (f(0)) und H(f(n)) = f(n) fiir
— nx1,wobein:Z — N bijektiv.)

Kompaktheit

Der Baireraum und der Cantorraum reprisentieren also eine grofie Klasse von
Folgenriumen. Dagegen unterscheiden sich nun N und € untereinander wesent-
lich in Bezug auf Kompaktheitseigenschaften. Die kompakten Teilmengen der
Folgenriume lassen sich nun generell iiberraschend einfach charakterisieren:

Satz  (Charakterisierung der kompakten Mengen in Folgenriumen)
Sei A eine Menge, und sei P ¢ A. Dann sind dquivalent:

(1) P ist kompakt.
(ii) P istabgeschlossen und T’ ist endlich verzweigt.

Beweis
@) ™ (@):
Wegen P kompakt ist P abgeschlossen.
Sei T = Tp. Annabme, es existiert ein s € T mit unendlich vielen
Nachfolgern in T. Dann ist

N? NP - UaeAN?a

eine offene Uberdeckung von N A P ohne endliche Teiliiberdeckung.
Also ist die abgeschlossene Menge N2 n P c P und damit P selbst
nicht kompakt, Widerspruch.
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(@) ™ (D):
Sei wieder T = Tp. Wegen P abgeschlossen ist [T] = P.
SeiPc U, N2 fireinScT
Dann ist S eine Barriere in T'.
Nach dem Fichersatz existiert eine endliche Teilbarriere B C S.
- Dann istaber P ¢ U, 5 N2.

Explizit halten wir fest:

Korollar  (Kompaktheit des Korpers von endlich verzweigten Biumen)
Sei A eine Menge, und sei T c Seq, ein Baum.
Dann ist [ T] genau dann kompakt, wenn T" endlich verzweigt ist.
Weiter gilt:
(a) Ist A endlich, so ist YA kompakt.

(b) Ist A unendlich, so ist VA nirgendwo kompakt, d.h.
fiir alle kompakten P VA ist int(P) = @.

zu (b): Ist A unendlich und N2 ¢ P, so ist Tp an der Stelle s unendlich verzweigt, und
damit ist P nicht kompakt.

Beschrinken wir uns auf abzihlbare Alphabete, so bilden der Cantorraum und
der Baireraum die beiden Gegenpole in den Folgenrdumen : 6 ist kompakt, N ist
nirgendwo kompakt.

Mit einem Fichersatz-Argument konnen wir auch die zugleich offenen und
abgeschlossenen Mengen des Cantorraumes charakterisieren. Allgemein zeigen
wir:

Satz  (Charakterisierung der offenen und abgeschlossen Mengen in [T])
Sei A eine Menge, und sei T ein endlich verzweigter Baum auf A.
Weiter sei P [ T']. Dann sind dquivalent:

(i) P ist offen und abgeschlossen in [T] (wobei [T] < VA mit der
Relativtopologie versehen wird).

(ii) Es gibt ein endliches B c Seqy mitP = U .y N* n [T].

Beweis
@) ™ (@):
Wegen P offenin [T]ist P = U . N A [T] firein S Seqa.
Wegen P abgeschlossen ist aber [Tp] = P und S eine Barriere in Tp.
Da T endlich verzweigt ist, existiert eine endliche Teilbarriere B von S,
und dann ist B wie gewiinscht.

(@) ™~ @):
- Ist klar, da alle N A [T] zugleich offen und abgeschlossen in [ T] sind.

Fir den Cantorraum sind also die offenen und abgeschlossenen Mengen ge-
nau die Mengen der Form U 5 C; fiir ein endliches S  Seq,. Im Gegensatz zu
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N gibt es also nur ,zeitlich uniform entscheidbare“ offene und abgeschlossene
Teilmengen U von 6: Es gibteinn € N derart, daf fiir alle f € € die Information
fIn gentigt, um zu entscheiden, ob f € U gilt oder nicht. Fiir offene und zugleich
abgeschlossene Teilmengen von N gibt es ebenfalls einen solchen Entschei-
dungszeitpunkt n, er hiingt aber i.a. von f ab.

Baireraum, Cantorraum und Kontinuum im Vergleich

Nach diesen einfithrenden Betrachtungen der Folgenriume vergleichen wir
nun den Baireraum, den Cantorraum und die klassischen reellen Zahlen unter-
einander, und suchen nach natiirlichen Abbildungen zwischen diesen Riumen.

Es gibt drei mogliche Paarungen. Wir beginnen mit N und R.

N versus R

Wir untersuchen das Verhiltnis von N und R zunichst unter Riickgriff auf die
Ergebnisse iiber unendliche Kettenbriiche aus Kapitel 1.1.

Fiireinfe Nseio{) = 1/[f(0) + 1, f(1) + 1, f2) + 1, ...].
Nach den Sitzen iiber Kettenbrii-
cheistdann@: N — [0,1]-Qein ) 0
Homoéomorphismus zwischen dem
Baireraum und den irrationalen

. .. 0,3 0,2,0
Zahlen des reellen Einheitsinter- 0.2 0.1.0
valls. Die Dynamik dieser Abbil- 0.1.1
dung lifit sich einfach visualisieren. 0.1 0,0,0

Wir tragen [0, 1] senkrecht auf, und
notieren rechts einige s € Seq. Die
Position von s = (s(0), s(1), ..., s(n)) 0,0, 1
entspricht dabei den reellen Wer-

ten 1/[s(0) + 1, ..., s(n) + 1]. Wir 0.0.2

verwenden hierbei die Gleichung 172 1 0,0

[ng,...,n+ 1] =[ng,...,ny, 1] fiir

endliche Kettenbriiche mit n; > 1. - 1.0.0
Die n-te Spalte neben dem Inter- ’ 1,01

vall [0, 1] enthilt alle s € Seq der 173 2 Lo

Lingen. Die Pfeile unter den Spalten 21 2,0,0

deuten die Verinderung der Positio- 174 . 20

nenvon Folgen s an,wennderenletz- s y i (1) 30,0

ter Eintrag schrittweise erhoht wird. ’

Dabei werden keine anderen Folgen

oder Trennlinien tibersprungen. Die | ! |

Pfeilrichtung wechselt nach jeder 0

Spalte.
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Damit ergibt sich das folgende Bild, wenn wir nur an der Lage der Folgen s
untereinander interessiert sind: Wir teilen rekursiv ein Intervall I, < [0, 1],
s € Seq, in unendlich viele abgeschlossene und sich beriihrende Teilintervalle I,
, L1, L, ... auf] startend mit Iy = [0, 1]. Genauer wird die Unterteilung durch
eine Folge gegeben, die gegen den rechten Randpunkt von I konvergiert, falls
s gerade Linge hat, und gegen den linken Randpunkt von I, sonst. Die Lingen
aller Intervalle Iy, konnen wir durch geeignete Wahl der Unterteilungspunkte
gegen Null fiir alle f € N konvergieren lassen. Wir definieren dann die eindeu-
tige reelle Zahl x mit M, ¢ I, = { x } als §(f). Die entstehende Funktion § ist
dann ein Homéomorphismus zwischen N und [0, 1] - A, wobei A eine abzihl-
bare dichte Teilmenge von [0, 1] ist, ndmlich die Menge aller Intervallgrenzen
der Konstruktion.

Wihlen wir die Intervallzerlegungen nun nach den reziproken Werten von
endlichen Kettenbriichen wie im Diagramm oben, so erhalten wir genau die
Abbildung ¢ : N' — [0, 1] - Q. Die Kettenbruch-Abbildung ¢ ist damit nur
ein spezielles Beispiel einer allgemeinen Konstruktion, die fiir beliebige ab-
zihlbare und dichte Teilmengen A von [0, 1] mit 0, 1 € A einen Hom6omor-
phismus & : N — [0, 1] - A liefert. Der Wechsel der Pfeilrichtung, der fiir die
Abbildung ¢ durch das Pendelverhalten der endlichen Kettenbriiche gewihr-
leistet wird, ist wesentlich fiir die Stetigkeit von £~':

Ubung
Werden in obiger Konstruktion die Intervalle I stets derart in Intervalle
Lo, Is1, L2, - zerlegt, dafl die rechte Intervallgrenze von I der
Limes der neuen Intervallgrenzen ist, so ist die entstehende Abbildung
€ : N — [0, 1] bijektiv und stetig, aber &' ist unstetig.

[ fithrt neue Nihebeziehungen ein: Fiirn € Nseif, =(0,n, 0,0, 0, ...). Dann gilt
lim, _, .. &(f,) = (1, 0,0, 0, ...)), aber (f; | n € N) konvergiert nichtin N']

Ubung
Es existieren stetige bijektive Abbildungen & : N' — ]0, 1[und
E: N — R

[ Starte mit einer Zerlegung von |0, 1[ des Typs Z (vgl. die folgende Diskussion),
und zerlege die Intervalle danach wie in der letzten Ubung. Dies liefert £.
Weiter sind ]0, 1[ und R sogar homéomorph. Alternativ liefert der Start mit R
statt |0, 1[ unter dieser Konstruktion direkt &".]

Den Effekt des Wechsels der Pfeilrichtung kénnen wir auch erreichen, indem
wir die Intervalle I iteriert in neue Intervalle zerlegen, deren Endpunkte wie die
ganzen Zahlen geordnet sind. Dieses Vorgehen liefert Homéomorphismen von
N nach [0, 1] - A, wenn die Menge A aller Intervallgrenzen dichtin [0, 1] liegt.
Wir wollen diese Konstruktion nach dem gerade skizzierten Vorgehen nun for-
mal durchfiihren. Hierzu ist es natiirlich, den zu N homéomorphen Raum % =7
zu betrachten, versehen mit der durch die Mengen Z, = {f e “Z | s  f} fiir end-
liche Folgen s in Z erzeugten Topologie.
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Sei A eine abzihlbare und dichte Teilmenge von [0, 1], etwa A = Q@ N [0, 1],
oder A = ,,die Menge der algebraischen Zahlen im Einheitsintervall“. Wir fixie-
ren eine Aufzihlung qq, qy, ... von A ohne Wiederholungen.

Fiir reelle 0 < a < b < 1 definieren wir nun rekursiv fiirn € N:
¢y = ydaserste q der Aufzihlung von A mita < q < b¥,

»das erste q der Aufzihlung von A mitc, < q <b",

Cn+l
»das erste q der Aufzihlung von Amita < q <c_,“,

Con-1

und setzen [;([a, b]) = [¢j, ¢, ] fiir j € Z. Damit haben wir [a, b] in Z-viele (im
ordnungstheoretischen Sinn) Intervalle zerlegt.

Wir definieren nun rekursiv abgeschlossene Intervalle I fiir s € Seqz durch
I() = [Ovl]’
Isj = I](IS) ﬁlr] (S Z

Dann besteht M, .y If;, aus genau einem Punkt &(f) fiir alle f € % (1), und die Ab-
bildung & : ¥ — 10, 1[ - A ist ein Homéomorphismus.

Damit haben wir den ordnungstheoretischen Kern der Homéomorphie zwischen dem
Baireraum und den irrationalen reellen Zahlen aufgedeckt. Die Kettenbriiche liefern ei-
nen konkreten Homéomorphismus, aber es werden letztendlich nur gewisse Zerlegungs-
eigenschaften gebraucht, die die Kettenbriiche den reellen Zahlen aufnétigen. Aus struk-
tureller Sicht sind die Typ Z-Zerlegungen dann sogar einfacher als die Zerlegungen des
Kettenbruchtyps, die man als Zerlegungen des Typs (N, N*) bezeichnen kénnte, wobei N*
den Ordnungstyp der negativen ganzen Zahlen bezeichnet.

Wir wollen nun noch die endlichen Folgen in die Abbildung & mit einbinden.
Sei hierzu %#* = % U Seqz - { D }. Wir definieren fir f, g€ ¥* mit{#g:

t<g falls £6) < g(b) furd =3(f, g),

wobei wir uns hier Elemente von Seqz - { & } um einen letzten Wert —eo fort-
gesetzt denken. Dann existiert 8(f, g) fiir alle f 2 gund es gilt f < g, falls f c g.
Mit dieser Verabredung istz.B. (1,0, 0) = (1,0, 0, - o) < (1,0, 0, -10, ...). Da-
gegen ist etwa (1, -1, 2, ...) < (1, 0) = (1, 0, — oo).

Die entstehende Ordnung ist linear, und wir versehen %* mit der durch die
offenen Intervalle Iy, = {h € &* | f <h < g} erzeugten Topologie. Dann ist
die Topologie auf # die Relativtopologie dieser Ordnungstopologie, und wir
kénnen & zu einem Homdomorphismus £* : #¥* — ]0, 1[ erweitern durch:

E*(s) = ,der linke Randpunktvon I,“ fiirs € Seqyz, s # @.

&*ist dann auch ein Ordnungsisomorphismus zwischen (¥*, <) und dem offenen
reellen Einheitsintervall, versehen mit der iiblichen Ordnung. (Definiert man
die Ordnung auf Z* mit Hilfe von e statt —eo, so setzt man &*(s) = ,der rechte
Randpunkt von 1;“.)

Die Abbildung &* : %* — 0, 1[ 148t sich wie folgt visualisieren. Man zeich-
net die Punkte (€., 1 - 1/2'%") fir s € Seqz in das Quadrat [0, 1]? ein, wobei €,
den linken Randpunkt des Intervalls I, bezeichnet. Die Menge [0, 1] x {1 } ist
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eine Teilmenge der Haufungspunkte der so entstehenden Punktmenge. Fiir je-
des f € % ist der Limes der Folge (€5, 1 - 1/2") | ne N) im R? gerade der Punkt
(&*(f), 1). Fiir s € Seqy ist £*(s) = £, also (E*(s), 1) = (£, 1).

Mit diesen topologischen Konstruktionen kann R - oder jedes offene reelle
Intervall - als der Raum [Seqz] U Seqz angesehen werden, wobei wir den leeren
Knoten streichen, um keinen linken (oder rechten) Randpunkt zu erzeugen.
Wihlen wir speziell A = Q, so ist Seqz - { & } die Menge der rationalen Zahlen.

% versus R

Der Cantorraum 6 ist homéomorph zur bekannten Cantormenge C C R, ver-
sehen mit der Relativtopologie von R. Dabei ist C = M, .y C, fiir die rekursiv
definierten kompakten Mengen C, C R, die durch iterierte Entfernung der offe-
nen mittleren Drittelintervalle aus [0, 1] entstehen, also

CO = [07 1]’
C, = [0,1/3] U [2/3,1],
C, = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1], usw.

Die Menge C lifit sich auch direkt definieren als Menge aller Punkte des Ein-
heitsintervalls, die eine 3-adische Entwicklung besitzen, in denen keine 1 vor-
kommt.

Die Elemente von € kodieren offenbar Elemente von C in einer der Schnitt-
darstellung von C entsprechenden Dynamik. Eine 0 bzw. 1 in einer Folge f in €
konnen wir als ,,wihle das linke bzw. rechte Drittel des aktuellen Intervalls als
neues aktuelles Intervall“ lesen. Startend mit [0, 1] erhalten wir so durch
Schnittbildung aller gemif} den Aufforderungen £(0), f(1), £(2), ... besuchten In-
tervalle eine f zugeordnete reelle Zahl x = &(f). Die entstehende Abbildung & von
% nach C ist ein Homéomorphismus.

Cantor gab seine Menge als ein Beispiel fiir eine iiberabzihlbare und abgeschlossene
Menge von reellen Zahlen an, die keine Intervalle enthilt. Heute taucht das Cantorsche
Diskontinuum an verschiedenen Stellen auf. Wir werden spiter eine verbliiffende Uni-
versalititseigenschaft von € beweisen.

Statt ein inneres Intervall aus [0, 1] zu entfernen, konnen wir fiir n > 2 allge-
mein n - 1 innere Intervalle aus [0, 1] entfernen und dies iterieren. Die Homéo-
morphie der Riume €, fiir n > 2 zeigt fir R, dafl eine derartige iterierte Ausdiin-
nung eines kompakten Intervalls ein zur Cantormenge topologisch dquivalentes
Ergebnis hinterlifit. Wir konnen sogar die Anzahl n der entfernten Intervalle
von der Stelle der Konstruktion abhingig machen und etwa abwechselnd zwei
bzw. drei Intervalle entfernen. Das Ergebnis ist homéomorph zu [ T] fiir einen
endlichen verzweigten perfekten Baum T, und [T] ist homéomorph zu €.

Die erste Idee einer Vermittlung zwischen dem Cantorraum und dem Konti-
nuum ist aber vielleicht nicht die Bijektion zwischen € und der Cantormenge C,

sondern die Abbildung £ : € — [0, 1] mit
&(g) = Ene N g(n)/2“+1 ﬁil‘ ge (6’
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die ein g € € als reelle Zahl 0,g(0)g(1)g(2) ... in Binirdarstellung auffafit. & ist
surjektiv und stetig, aber nichtinjektiv. Im Sinne der obigen iterierten Zerlegung
von Iy = [0, 1] ist die Abbildung & das Ergebnis der iterierten Zerlegung von I
in zwei Teile fiir s € Seq,.

Die Abbildung & ,verklebt“ je zwei Elemente der Forms ™ (0,1, 1, 1,...)und
s (1,0,0,0,...)von € (und nur solche). Das Intervall [0, 1] ist homéomorph
zum topologischen Quotientenraum €/=, mit g; = g,, falls &(g;) = &(g,) (ein
U C /= ist offen in ¢/= gdw UU ist offen in 6). Das Verkleben von & ent-
spricht folgendem Vorgang: Wir identifizieren 6 mit der Cantormenge C. Nun
ziehen wir die abzihlbar vielen bei der Konstruktion von C entfernten Intervalle
zu je einem einzigen Punkt zusammen, d. h. wir identifizieren die Intervallgren-
zen. Dadurch entsteht ein zu [0, 1] homéomorpher Raum, in dem die alten In-
tervallgrenzen von C zu einer abzihlbaren dichten Teilmenge geworden sind.
Andersherum betrachtet heifit das: C entsteht, wenn wir in [0, 1] jede rationale
Zahl in eine ,linke und rechte Hilfte“ zerteilen, und die beiden Hilften dann
nicht mehr miteinander identifizieren, sondern auseinanderschieben und als
voneinander getrennt betrachten.

N versus €6

So verschieden die Riume N und 6 auch sind, so gibt es doch sehr natiirliche
Homoéomorphismen zwischen N und ,fast ganz“ €. Wir kénnen z.B. 5 € N
durch 00000 oder 11111 kodieren, und so ein f € N in ein g € € umformen. Dies
suggeriert zwei Abbildungen von N nach €. Bei der ersten kodieren wir n € N
durch (0.E.) 1-Ketten und verwenden die 0 als Trennfuge, bei der zweiten wech-
seln wir demokratisch zwischen einer Kodierung durch 0- bzw. 1-Folgen ab. Die
genauen Definitionen lauten:

Definition (die Standardabbildungen y;, v, : N — 6)
Fiir f € N sei y(f) dasjenige Element von 6, das durch folgende
0-1-Kette gegeben ist:
f(0)-Einsen, 0, f(1)-Einsen, 0, f(2)-Einsen, 0, f(3)-Einsen, 0, ...
Analog definieren wir fiir f € N y,(f) durch die 0-1-Kette:
f(0)-Einsen, 0, f(1)-Nullen, 1, f(2)-Einsen, 0, f(3)-Nullen, 1, ... =
f(0)-Einsen, (f(1) + 1)-Nullen, (f(2) + 1)-Einsen, (f(3) + 1)-Nullen, ...

Es gilt dann:

mg(y;) = {ge € | gn) =0 unendlich oft},
rng(y,) = {ge € | g(n) = 0 unendlich oft und g(n) = 1 unendlich oft }
= {ge € | gistnichtschlieflich konstant }.
Die Definition der zweiten Abbildung iiber die 0-1-Kette

(f(0) + 1)-Einsen, (f(1) + 1)-Nullen, (f(2) + 1)-Einsen, (f(3) + 1)-Nullen, ...
hat den Nachteil, dafi jedes Bild mit einer 1 beginnt. Obiges y, ist symmetrischer.
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Die beiden Abbildungen sind Homéomorphismen zwischen N und ihren
Wertebereichen in €, und sie lassen jeweils abzihlbar viele Werte aus 6 aus. y,
hat gegentiber y; den Vorteil, daB h oy, : N — [0, 1] ein Homéomorphismus
zwischen N und rng(h ) ist, wobei wieder h(g) = 2, n g(n)/Z"+1 fir g € €.
Wie schon bei Einbettungen von N nach [0, 1] istalso ein symmetrischer Ansatz
von Vorteil.

Ubung
Bestimmen Sie Ry = rng(h ° y;) und R; = rng(h © ;).
Zeigen Sie, dafl h oy : N — R; bijektiv und stetig ist, aber eine
unstetige Umkehrabbildung besitzt.

Wir werden im nichsten Kapitel noch eine weitere konkrete und natiirliche
Abbildung y3 : N' — € angeben. Sie ist wie y; und s, stetig, aber im Gegensatz
zu y; und y, sogar bijektiv. Die reine Existenz einer solchen Abbildung ist ein
nichttriviales Ergebnis.
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2. 'Topologische Untersuchungen

Wir untersuchen in diesem Kapitel die besondere Stellung des Baireraumes N
und des Cantorraumes 6 im weiten Feld der sog. polnischen Riume. Hierzu er-
griinden wir zuerst ihr ,,topologisches Wesen“. Ahnlich wie die Ordnungen von
@Q und R durch wenige typische Merkmale bis auf Isomorphie charakterisiert
sind, so sind auch der Baireraum und der Cantorraum durch einige auffillige Ei-
genschaften bereits bis auf Homéomorphie eindeutig bestimmt. Die Analyse lie-
fert zudem einen vollstindigen Uberblick iiber die nulldimensionalen polni-
schen Riume. Nach diesen topologischen Charakterisierungen isolieren wir
Universalititseigenschaften von N und ¢, die die beiden Strukturen unter allen
polnischen Riumen besonders auszeichnen. Als Anwendung zeigen wir schliefi-
lich die Existenz von Peano-Kurven der Dimension 2 < n < .

Polnische Riume

Der Baireraum und allgemeiner alle Folgenriume VA fiir abzihlbare A geho-
ren zu einer Klasse von topologischen Riumen, die an verschiedenen Stellen in
der Mathematik auftauchen, etwa in der Mafitheorie. Sie bilden auch die allge-
meine Umgebung fiir die ersten Schritte der klassischen deskriptiven Mengen-
lehre. Spiter werden wir dann auch noch Teilriume von polnischen Riumen be-
trachten, die i.a. nicht mehr polnisch sind.

Definition (separable topologische Riume)
Ein topologischer Raum & = (X, AU) heifit separabel, falls ¥ eine
abzihlbare dichte Teilmenge besitzt, d. h. es gibt ein abzihlbares A ¢ X mit:

A N U # @ fiir alle nichtleeren U € al.

Ubung
Ein metrisierbarer topologischer Raum & ist genau dann separabel,
wenn eine abzihlbare Basis von ¥ existiert.

Ubung
Sei & = (X, AU) ein metrisierbarer separabler topologischer Raum.
Dannist IXI < Ul <2°.

Der Baireraum ist separabel, denn { f € N' | f ist gleich O schliefilich } ist ab-
zdhlbar und dichtin N
Wir definieren:
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Definition (polnischer Raum)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum.
% heifit ein polnischer Raum, falls gilt:

(i) & istseparabel.
(i) % istvollstindig bzgl. einer Metrik, die die Topologie U erzeugt.

Die Bezeichnung ,,polnisch® hat Bourbaki eingefiihrt. Sie ist mittlerweile allgemein iib-
lich, aber vielleicht nicht ganz gliicklich. Analoge hypothetische Bezeichnungen wie spani-
scher Raum oder deutscher Raum fiir mathematische Objekte wirken doch eher befremdlich.

Ubung
Sei A abzihlbar. Dann ist der Folgenraum VA unter der oben definierten
Topologie ein polnischer Raum.

Polnische Raume sind also vollstindig metrisierbare separable topologische
Riume. Ein einfaches Beispiel erldutert die eigenwillige Formulierung, die eine
Metrik erst nachtriiglich hereinnimmt: Ein offenes reelles Intervall I, versehen
mit der Relativtopologie von R ist polnisch fiir eine geeignete die Topologie er-
zeugende Metrik! Die tibliche Metrik auf I erzeugt dagegen zwar die Topologie,
ist aber fiir nichttriviale offene Intervalle I nicht vollstindig.

Ubung
Geben Sie eine vollstindige erzeugende Metrik fiir das reelle Intervall
10, 1[ unter der tiblichen Topologie an.

Wir koénnen immer annehmen, daff eine vollstindige erzeugende Metrik
diam(X) < 1 erfiillt. Wir setzen hierzu nidmlich d = 1/(1 + d”) fiir irgendeine voll-
stindige erzeugende Metrik d’ (d.h. d(x, y) = 1/(1 + d’(x, y)) fiir alle x,y € X).

Viele metrische Riume fithren zu polnischen Rdumen: Ist ¥ = (X, d) ein sepa-
rabler metrischer Raum, so ist seine Vervollstindigung polnisch.

Ein endliches oder abzihlbar unendliches Produkt von polnischen Riumen ist
polnisch: Ist d, eine vollstindige Metrik fir &, = (X,,, U, ) mit diam(X,,) < 1 fiir
alle n € N, so ist die Metrik d mit

d(<Xn Ine N>$ <Yn Ine N>) = ZneN dn(xn’ Yn)/zn

vollstindig und erzeugend fiir den Produktraum der &,,, n € N. Im endlichen Fall
kann man die Skalierungen 1/2" weglassen.

Ist X = (X, U) ein kompakter topologischer Raum, der eine abzihlbare Basis
besitzt, so ist € metrisierbar (nach dem Satz von Urysohn). Jede erzeugende Me-
trik ist dann wegen der Kompaktheit des Raumes automatisch auch vollstindig.

Ist % = (X, W) ein polnischer Raum und ist A € X abgeschlossen, so ist A ver-
sehen mit der Relativtopologie wieder ein polnischer Raum. Genauer gilt: Ist
d eine erzeugende vollstindige Metrik, so ist die Einschrinkung von d auf A
eine erzeugende vollstindige Metrik fiir den Teilraum A.

Diese Vererbung von polnisch nach unten ist aber i.a. nicht fiir beliebige Teil-
mengen von X richtig. Uberraschenderweise sind aber abzihlbare Schnitte von
offenen Mengen in polnischen Riumen stets wieder polnisch. Eine vollstindige
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Metrik d fiir den ganzen Raum kann dabei aber i.a. nicht mehr einfach iibernom-
men werden, sondern muf§ neu konstruiert werden (vgl. den folgenden Beweis).

Satz  (Gg-Mengen sind polnische Teilriume)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum.

(i) Seien U, offen firne N,undsei P = M, .y U,.
Dann ist P ein polnischer Raum (versehen mit der
Relativtopologie von %).

(i) Ist A c X abzihlbar, so ist X - A ein polnischer Raum.

Beweis
zu(@): SeiA, =X - U, furallene N.
Weiter sei d eine vollstindige Metrik fiir %.
Fiir Ac Xund x € X sei

d(x,A) = inf({d(x,y) | ye A}).
Dann wird eine Metrik d* auf P gegeben durch:
d*&x,y) = d(x,y) + Zpen min(1/2°*1 1d(x, A" - d(y, A7,

Die Metrik d* erzeugt die Topologie auf P. Weiter ist d* vollstindig.
Die Details seien dem Leser zur Ubung tiberlassen.

zu (i) : Folgtaus () mit P = M 4 X - {x}.

Soist etwa [a, b] — A fiir abzihlbare A C R und a,b € R polnisch unter der
iiblichen Topologie.

Ubung
Der Leser mache sich mit einer konkreten kompatiblen Metrik fiir

N - {0, 0, 0, ...) } vertraut. Allgemeiner mit einer kompatiblen
Metrik fir N - {{ | f ist schlieflich konstant gleich 0 }.

Wir zeigen weiter, daf§ obiger Satz bestméglich ist: Jeder polnische Teilraum
ist ein abzihlbarer Schnitt von offenen Mengen des Raumes.

Satz  (polnische Teilviume sind Gs-Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X derart,
dafy P versehen mit der Relativtopologie von & polnisch ist.
Dann ist P eine Gs-Menge in &.

Beweis
Sei d eine vollstindige Metrik fiir (P, WIP) = (P, {U NP | Ue U}).
Fir n € N setzen wir:

V, = {xe cl®P) | esgibtein Ue U mitxe U und diam(U N P) < 1/2"},
wobei der Durchmesser bzgl. d gebildet wird.
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Offenbar gilt P ¢ V,, fiir alle n € N. Aus der Vollstindigkeit von d folgt
weiter, dafl fiir alle x € cl(P) - P ein n € N existiert mitx ¢ V,, (!).
Damit gilt also insgesamt:

(+) P = rjneN‘]n'

Weiter ist V,, offen in cl(P) fiir alle n € N. Sei also U, € U fiir allen € N
derart, daf§

++) V, = U, n c(P).
Dann ist aber nach (+) und (++)
P=N,nU, N clP).

cl(P) ist als abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes eine
Gs-Menge in ¥ (denn cl(P) = M, .y {xe X | d(x, cl(P)) < 1/2"}).
— Also ist P als Schnitt zweier Gg-Mengen in ¥ eine Gs-Menge in &.

Perfekte polnische Riume

Zunichst zeigen wir:

Satz  (Miichtigkeit der perfekten Mengen)
Sei P ¢ N perfekt und nichtleer. Dann gilt [P = 2°.

Beweis
Wir konstruieren ein injektives h : ¢ — P. Dann gilt
29 = 161 < IPI <INl = 0” = 29

also IPI = 2°.
Wir definieren hierzu durch Rekursion iiber s € Seq, t(s) € Tp durch:

() =),
t(s0) = ty, t(sl) = ty,

wobei ty, t; € Tp inkompatible Fortsetzungen von t(s) sind; solche
Fortsetzungen existieren, da T’p ein perfekter Baum ist.
SeiT={t!|t<t(s)fireinse Seqs }.

Fiir f € € sei

h(f) = U,cn t(fin).
— Dannisth : € — [T] bijektivund [T] c [Tp] = P.

Fiir das Kontinuum R erhalten wir:

Korollar
Jede nichtleere perfekte Teilmenge von R hat die Michtigkeit von R.
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Beweis
N ist homdomorph zu R - Q. Ist P ¢ R perfekt, so ist P — Q perfekt in der
Relativtopologie des Raumes R - Q, den wir mit N identifizieren kénnen.
— Damitist IP- QI =2, also auch IPI| = 2°.

Die Projektion von Seq, in einen perfekten Baum T im Beweis oben ist beson-
ders anschaulich und klar. Wir konnen immer darauf warten, daf} sich der Baum
Tp oberhalb eines Knotens s in mindestens zwei Aste aufteilt, und dies liefert
dann eine einfache Injektion von 6 in den K6rper von T'p. Wir haben unendlich
oft die Wahl zwischen mindestens zwei Moglichkeiten und damit mindestens 2
viele Pfade.

Allgemeiner gilt nun der folgende Satz:

Satz  (Michtigkeit perfekter Teilmengen polnischer Riaume, Kopien von 6)
Sei ¥ = (X, AU) ein nichtleerer perfekter polnischer Raum.
Dann gilt IX1 =27,
Genauer gilt: & enthilt eine Kopie von 46, d.h. es gibt ein C c X,
das unter der Relativtopologie von & homéomorph zu 46 ist.
C ist dann perfekt in X.

Beweis
Wegen ¥ separabel gilt U1 < 2. Aber fiir allex e Xist X - {x} € U,
und damit ist auch |X| < 2°.

Wir wollen nun %€ in ¥ einbetten. Wir beobachten hierzu:

(+) SeiY c X offen und nichtleer, und sei € > 0.
Dann existieren offene und disjunkte Y, und Y; mit
diam(Y;) < € und cl(Yy) v cl(Y)) C Y.

Beweis von (+)
Wegen der Perfektheit von X existieren xg, x; € Y mit X #x;.
Umgebungen Y, und Y, von x( bzw. x; mit hinreichend
kleinem Durchmesser sind dann wie gewiinscht.

Wir konnen also rekursiv Mengen C, c X fiir s € Seq, definieren,
sodaf} fiir alle s € Seq, gilt:

((X) C<> = X,

(B) C,istoffen und nichtleer,

(Y) Cl(Csi) c Cs fiiri = Oa ]-7

(8) CsO N Csl = Q,

(e) diam(C,) < 1/2"".
Fiiralle f € 6 ist dann M, ¢y Cyjn = My l(Cyyy) einelementig.
Wir definieren nun h : ¢ — X durch:

h(f) = ,das eindeutige xe X mitxe M,y Cqp“
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Dannisth : € — C mit C = rng(h) c X ein Homéomorphismus.
Zum Zusatz: C hat keine isolierten Punkte in X (diese wiren isoliert in C),
— und zudem ist C kompakt in X, insbesondere abgeschlossen in X.

Kompaktheit ist hier wesentlich: Eine perfekte Teilmenge P von X ist als polnischer
Raum perfekt, aber nicht jeder polnische Teilraum von X, der als Raum perfekt st, ist eine
perfekte Teilmenge von X, man denke etwa wieder an ]0, 1 [ C R.

Der Satz beinhaltet obiges Korollar iber die Michtigkeit nichtleerer perfekter
Teilmengen von R.
Explizit halten wir fest:

Korollar  (Existenzsatz fiir isolierte Punkte)
Sei ¥ = (X, AU) ein nichtleerer abzihlbarer polnischer Raum.
Dann existiert ein isolierter Punkt von X.

Insbesondere besitzt jede abgeschlossene abzihlbare nichtleere Teilmenge P
von N, R, ... einen isolierten Punkt. Das gleiche gilt fiir abzihlbare P, die ein
Schnitt von abzihlbar vielen offenen Mengen sind. Insbesondere ist Q kein sol-
cher Schnitt.

Zerlegungen nulldimensionaler polnischer Riume

% und N sind nulldimensionale perfekte polnische Riume mit vollig kontriren
Kompaktheitseigenschaften. € ist kompakt, wihrend in N jede kompakte Umge-
bung eines Punktes ein leeres Inneres hat. Diese Eigenschaften charakterisieren
nun die beiden Folgenriume bereits bis auf Homéomorphie, wie wir nun zwei-
gen wollen. Dabei fillt insbesondere eine Charakterisierung aller nulldimensio-
nalen polnischen Riume mit ab.

Die fiir Folgenrdume in ungewohnter Hiufung auftretenden offenen und
zugleich abgeschlossenen Mengen erweisen sich bei den folgenden Konstruk-
tionen aufgrund ihrer Stabilititseigenschaften als unerwartet sympathisch und
flexibel. Ist & = (X, U) ein topologischer Raum undist ¢ = { Y € X | Y ist offen
und abgeschlossen }, so ist & eine Mengenalgebra: Es gilt &, X € o, und o ist
abgeschlossen unter Komplementen in X, endlichen Schnitten und endlichen
Vereinigungen, und damit insbesondere auch unter Differenzenbildung. Eine
Konsequenz fiir nulldimensionale polnische Riume ist:

Satz  (Basislernma iiber Zerlegungen in nulldimensionalen polnischen Riumen)
Sei X = (X, A) ein nulldimensionaler polnischer Raum.
Sei weiter Y C X offen und abgeschlossen, Y # &, und sei € > 0.
Dann existieren ein k <  und paarweise disjunkte offene und
abgeschlossene nichtleere Mengen Y,,, n < k, mit:

(i) diam(Y,) < ¢ firalle 0 <n <k,
(11) UnSkYn =Y.
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Beweis
Wegen % nulldimensional existiert eine Uberdeckung(Z,, | n€ Nyvon Y mit
nichtleeren offenen und abgeschlossenen Mengen mit Durchmesser < €.
Firn e N setzen wir

Yn, =Y N (Zn - UOSi<nZi)'

Dann ist Y,,” offen und abgeschlossen, da Y und alle Z , dies sind.
Sei(Y, | n £ k), k < w, eine Aufzihlung der nichtleeren Y,,".
— Dannsind die Y, n < k, wie gewlinscht.

Die Grundtechnik im folgenden ist die iterierte Zerlegung eines polnischen
Raumes & = (X, AU). Wir zerlegen X in endlich oder abzihlbar unendlich viele
Teile Cy, Cy, ..., wiederholen das Verfahren mit allen C;, usw. Dabei entsteht ein
mit Teilmengen von X bestiickter Baum T’ ¢ Seq. Im Verlauf der rekursiven Zer-
legung konstruieren wir Mengen mit beliebig kleinem Durchmesser. Wir neh-
men immer stillschweigend an, daf eine die Topologie erzeugende vollstindige
Metrik d gegeben ist mit d(x, y) < 1 fiir alle x,y € X. Dann ist diam(X) < 1, und
wir kénnen so etwa wieder diam(C,) < 1/2'*' fiir alle s € T erreichen.

Wir wenden nun diese Zerlegungstechnik zuerst auf beliebige nulldimensio-
nale polnische Rdume an, und erhalten dann leicht die Charakterisierungssitze

fiir N und 6.

Satz  (Charakterisierung der nulldimensionalen polnischen Riume)
Sei ¥ = (X, AU) ein nulldimensionaler polnischer Raum.
Dann ist ¥ homéomorph zu einer abgeschlossenen Menge A C N.

Beweis
Die Aussage ist trivial fiir X = &. Sei also X # &.
Mit Hilfe des Basislemmas konnen wir rekursiv Mengen C, c X, s € T, fiir
einen gewissen bei der Konstruktion entstehenden blattfreien Baum
T < Seq definieren, sodaf fiir alle s € T gilt:
(@) T = {se Seq | C,istdefiniert },
® Cy =X,
(Y) Cs = Ute suc(s) CU
©) Csi N Cy; = @ fiirallei <j mit si, sje T,
(e) C;istnichtleer und zugleich offen und abgeschlossen,
(©) diam(C,) < 1/2"".
Wir definieren dann h : [T] — X durch:
h(f) = ,das eindeutige xe X mitxe Moy Cqn*.

Nach Konstruktion von (C, | s € T) ist h ein Homéomorphismus (!).
— Also ist ¥ homoomorph zur abgeschlossenen Menge A = [T] C N.
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Ubung
Im Beweis des Satzes gilt: Fiirallese€ T ist h"(N, n [T]) = C,.
Die Mengen C,, s € T, bilden eine Basis der Topologie U auf X.

Ausdem Satz erhalten wir das folgende gar nichtso selbstverstindliche Korollar:

Korollar  (Homoomorphie offener Schnitte in N mit abgeschlossenen Mengen)
Seien U, c N offen fiirne N, undsei Y = M, .y U,.
Dann existiert ein abgeschlossenes A € N mit:
Y und A sind hom6omorph (versehen mit den Relativtopologien von ).

Beweis
Y ist als Schnitt von abzihlbar vielen offenen Mengen ein polnischer Raum.
— Als Teilraum von N ist Y zudem nulldimensional.

In der rekursiven Konstruktion des Beweises haben wir keine Information dar-
tiber, ob T an einer Stelle s € T endlich oder unendlich verzweigt ist. Stellen wir
zusitzliche Bedingungen an den Raum &, so kénnen wir den Verzweigungsgrad
von T an jeder Stelle kontrollieren und damit T und ['T'] besser beschreiben.
Dies ist das Thema der beiden folgenden Sitze.

Satz  (topologische Charakterisierung des Cantorraumes)
Sei & = (X, W) ein nichtleerer polnischer Raum. Es gelte:

(i) % ist perfekt.
(i) % ist kompakt.
(iii) % ist nulldimensional.
Dann ist & homdomorph zu €.
Wir benutzen im Beweis das Ergebnis aus Kapitel 1: Ist T ein nichtleerer, perfekter und
endlich verzweigter Baum auf N, so ist [ T] homomorph zu 6. Man kann den Beweis die-
ser HomGomorphie in den folgenden Beweis des Charakterisierungssatzes mit einbauen

und so diesen Riickgriff vermeiden. Die natiirlich entstehende Struktur des folgenden Be-
weises ist aber ein endlich verzweigter perfekter Baum T < Seq, und nicht ein T < Seq,.

Beweis
Wir definieren rekursiv Mengen C; C X, s € T fiir einen gewissen, bei
der Konstruktion entstehenden endlich verzweigten Baum T C Seq,

sodaf} fir alle s € T gilt:
(@) T = {se Seq | Cistdefiniert },
®) C = X,
) C, = Usc s Co
©) Csi N Cy; = D firallei<jmitsi,sje T,
(e) C,istnichtleer und zugleich offen und abgeschlossen,
(©) diam(C,) < 1/2"".
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Die Kompaktheit aller C, garantiert, dafi T endlich verzweigt ist.
Wegen & perfekt und (€) ist T ein perfekter Baum. (Wir kénnen auch
direkt Isucr(s)| = 2 fiir alle s € T fordern, wenn wir mochten.)

Wir definieren wieder einen Homéomorphismus h : [T] — X durch:

h(f) = ,daseindeutigexe Xmitxe M,y Cqp*.

Aber T c Seq ist ein endlich verzweigter perfekter Baum.
— Alsoist [T], und damit &, homéomorph zum Cantorraum €.

Ist & = (X, U) kompakt, aber nicht mehr notwendig perfeke, so konnen ge-
wisse C; nur noch einen einzigen Punkt enthalten, und der Baum T ist dann
nicht mehr notwendig perfekt. Genauer gilt: Fir jeden isolierten Punkt x von X
existiert ein s € T, sodaf} fiir alle t € T mits < tgilt: C, = {x}, Isucp(t)| = 1.

Ist nun andererseits kein C, der Konstruktion kompakt, so ist eine Zerlegung
in jeweils unendlich viele Mengen moglich, und dies fithrt zum folgenden Cha-
rakterisierungssatz fiir N

Satz  (topologische Charakterisierung des Baireraumes)
Sei ¥ = (X, AU) ein nichtleerer polnischer Raum mit:
(i) Es gibt keine offene nichtleere kompakte Menge.
(i) & ist nulldimensional.

Dann ist ¥ homéomorph zu N.

Die Bedingung (i) ist fiir nulldimensionale polnische Riume #dquivalent zu
den beiden folgenden Aussagen:

(i) Ist K < X kompakt, so ist int(K) = &.
®)” cl(U) ist nicht kompakt fiir alle offenen U # &.

Polnische Riume ¥ = (X, AU) mit (i) sind automatisch perfekt, denn { x } ist kom-
pakt und offen in X fiir alle isolierten Punkte x € X. Die beiden Charakterisie-
rungssitze fiir € und N unterscheiden sich also nur durch den Austausch von der
ganze Raum ist kompakt durch es gibt keine gebaltvollen kompakten Teilmengen, mit
(1), () oder (i)” als Prizisierung der zweiten Bedingung.

Beweis
Die Bedingung (i) fithrt zu folgender Verstirkung des Basislemmas:

(+) SeiY c X offen und abgeschlossen, Y # &, und sei € > 0.
Dann existieren paarweise disjunkte offene und abgeschlossene
nichtleere Mengen Y, fiir n € N mit:

diam(Y,) < ¢ firallene Nund U, Y, = Y.
Beweis von (+)

Y ist nichtleer und offen, also nach Voraussetzung nicht kompakt.
Sei also (U; | i e N) eine offene Uberdeckung von Y, die keine
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endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wir konnen jedes U; schreiben als
die Verelnlgung von offenen und zugleich abgeschlossenen Mengen
A1 je N, mit dlam(A ) < e fiiralle j € N (da & nulldimensional).

Se1 nun (Z | n € N) eine Aufzihlung aller A Lje N.

Dannist{(Z, | ne€ N) eine Uberdeckung von Y mit offenen und
abgeschlossenen Mengen ohne endliche Teiliiberdeckung.

Firne Nseiwieder Y, =Y N (Z, - Up<icn Zi).

Die Aufzihlung aller nichtleeren Y, ist dann unendlich, und eine
Folge wie gewiinscht.

zweiter Beweis von (+)
Ein vollstindiger metrischer Raum K ist genau dann kompakt, wenn K
total beschrinkt ist, d.h. wenn fiir alle § > 0 eine endliche Uberdeckung
von K mit offenen Mengen mit Durchmesser < d existiert.
Y ist als vollstindiger metrischer Raum nach (i) nicht kompakt, also nicht
total beschriinkt. Also existiert ein § < & derart, daf} keine Uberdeckung
von Y mit offenen Mengen mit Durchmesser kleiner 8 endlich ist.
Seialso{(Z, | ne N)eine Uberdeckung von Y mit abgeschlossenen und
zugleich offenen Mengen Z,, mit diam(Z,,) < § fiir alle n € N. Dann
erhalten wir wie iiblich eine unendliche Folge von Y,, wie gewiinscht.

Wir kénnen mit Hilfe von (+) rekursiv Mengen C, c X fiir s € Seq
definieren, sodaf fiir alle s € Seq gilt:

() C(y =X,
®) C. = Upery Can,
) Cii n Cyj = @ firallei,je Nmiti#j,
(©) C, istnichtleer und zugleich offen und abgeschlossen,
(e) diam(C,) < 1/2"".
Wir erhalten wie gewohnt einen Homéomorphismus h : N' — X durch:
— h(f) = ,daseindeutige xe Xmitxe M,y Cgp“

Die Beweise der Charakterisierungssitze zeigen: Ist X = (X, AU) ein nichtleerer
polnischer Raum und kann jede offene und abgeschlossene Teilmenge von X in
je endlich viele (bzw. je unendlich viele) offene und abgeschlossene Mengen mit
beliebig kleinem Durchmesser zerlegt werden, so ist ¥ homéomorph zu € (bzw.
N). Die iterierten Zerlegungen bilden dann einen mit Teilmengen von X be-
stiickten endlich verzweigten perfekten Baum T (bzw. den Baum Seq), deren
Korper [T] (bzw. N') zu & homéomorph ist.

Haben wir nur ,nulldimensional“ als Voraussetzung, so wissen wir nicht, ob
unsere Zerlegungen von C; endlich oder unendlich sind. In der Tat sind dann
beliebige Mischformen moglich und jeder blattfreie nichtleere Baum T < Seq
kann in einer Konstruktion wie in den Beweisen oben auftreten. Denn jeder
solche Baum T liefert einen nulldimensionalen Raum [T], und (C, | se€ T)
mit C; =N, N [T] fur s € T ist dann eine Zerlegungsfolge wie in den obigen
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Konstruktionen (unter einer geeigneten Metrik auf [ T']). suct(( )) kann dann
endlich sein, suct({ 0 )) unendlich, suct({0, 0)) wieder endlich, usw.
Die nichtleeren nulldimensionalen polnischen Riume entsprechen in diesem

Sinne genau den blattfreien Biumen T < Seq. Wir setzen fiir zwei solche Bdume
Tl und TZ :

T, ~T, falls [T;]und[T,]sind homéomorph.

Dann bilden die endlich verzweigten perfekten Biume die Aquivalenzklasse
von Seq,. Die Aquivalenzklasse von Seq besteht dagegen aus denjenigen Biu-
men, die sich immer wieder unendlich verzweigen:

Ubung
Es gilt Seq/~ = { T c Seq | T ist ein nichtleerer Baum mit:
fiir alle s € T existiert ein t € T mit s < t und sucp(t) unendlich }.

Die Wege von Seq,/ ~ zu Seq/ ~ fithren iiber Klassen von perfekten Biumen,
die sich manchmal endlich, manchmal unendlich verzweigen. Je mehr unendli-
che Verzweigungen in T erscheinen, desto spirlicher sind die kompakten Men-
gen des zugehorigen Folgenraumes [T].

Eine Anwendung des Charakterisierungssatzes fir N zeigt:

Ubung
Fiir alle abzihlbaren dichten Q < R ist R - Q polnisch unter der
Relativtopologie von R und hom6éomorph zu N.

Damit erhalten wir noch einmal das Ergebnis, dafy N und die irrationalen Zah-
len homéomorph sind.

Dagegen fiihrt fiir die Dimension n > 2 nicht jedes Streichen einer abzihlbaren
dichten Teilmenge des R" zu einem nulldimensionalen Raum:

Ubung
= (R-Q)" U @ istunter der Relativtopologie von R
zusammenhangend
[Alle Geraden G im R? durch ein q € @* mit rationalem Anstieg (d.h. G N Q” ist

unendlich) sind Teilmengen von A und bilden einen zusammenhingenden dichten
Unterraum von R?. Dies geniigt. ]

In Kontrast hierzu gilt aber zum Beispiel::

Ubung
Firqe Q" undee Q" seiK, . ={xe R’ | d(x Q) =¢}
Weiter sei M = qu Qlec@* Kq .. Dannist R - M polnisch unter der
Relativtopologie von R und homéomorph zu N.

[Der Beweis von R* - M # @ ist nicht véllig trivial. M ist aber mager (siche Kapitel 3)
und damit ist R? - M sogar komager und damit sicher nicht leer. ]
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Als eine weitere Anwendung des Charakterisierungssatzes des Baireraumes
zeigen wir:

Satz  (Dekompaktifizierungssatz fiir N)
Sei T c Seq ein perfekter nichtleerer Baum, und sei A ¢ ['T'] abzihlbar
und dichtin [ T]. Dann ist [T] - A homéomorph zu N.

Beweis
X =[T] - Aistnichtleer wegen |[T]] = 2® und A abzihlbar.
Weiter ist X polnisch wegen [ T'] abgeschlossen und A abzihlbar.
Als Teilraum von N ist X zudem nulldimensional.

Sei's € T. Wir zeigen, dafl Ny N X nicht kompakt in X ist. Dies geniigt.
Wegen A dichtin [T] existierteinge A N N, [T].
Wir setzen firn e N:

Un = Ngln M X,
Dn = Un - Un+1'

Dann sind alle U, offen und abgeschlossen in X mit (1 .y U, = {g}.
Wegen g ¢ Xist dann { D, | n € N} eine offene Uberdeckung von Ny n X
in X ohne endliche Teiliiberdeckung (die D, sind paarweise disjunkt und

— unendlich viele D,, sind nichtleer, da g Hiufungspunkt von X in [T]).

Als Korollar erhalten wir fiir T = Seq; und [ T'] = € einen neuen Beweis fiir
die Hom6omorphie von € - A und N, mit A = {f € € | f(n) = 1 schliefilich }
oder auch A = {f e € | f ist schliefSlich konstant } (vgl. die Funktionen y; und
y, im letzten Kapitel).

Eine allgemeine Version des Satzes ist:

Satz  (allgemeiner Dekompaktifizierungssatz)
Sei X = (X, AU) ein nichtleerer polnischer Raum, und sei Y c X ein
abzihlbarer Schnitt offener Teilmengen von X. Sei A = X - Y. Es gelte:
(a) Y und A sind dichtin X,

(b) Y ist nulldimensional.

Dann ist Y unter der Relativtopologie von X homdomorph zu N.

Beweis
Y ist nach (a) und (b) ein nichtleerer nulldimensionaler polnischer Raum.
Sei U C Y nichtleer und offen in Y.
Wir zeigen, dafl U nicht kompakt in Y ist.
Sei hierzu V, € U mit:

U=V,nY =V, -A.

Da A dicht in X ist existiert einx € A N V.
Wegen Y dicht in X existieren V,, € U fiir n > 1 mit:
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@ VyoVio...oV, D ...,
(i) xe V, furallene N,
(i) lim, _ ., diam(V,) = 0,
() (Va-c(Vo) nY = 3.
Dann gilt M .y V,, = {x}. Fiirn e N sei

Un c (Vn - Cl(Vn+1)) NY

nichtleer und zugleich offen und abgeschlossen in Y. (Derartige U,
existieren wegen Y nulldimensional und (iv).)

Nach Konstruktion und wegen x ¢ Yist B = U, . U, abgeschlossen in Y.
Dann ist aber

{U-B}uU{U, I neN}

eine offene Uberdeckung von U in Y ohne endliche Teiliiberdeckung.
Also ist U nicht kompaktin Y.
— Nach dem Charakterisierungssatz fiir N ist also Y homéomorph zu N.

Zerlegungen beliebiger polnischer Riume

Eine natiirliche Frage ist, inwieweit sich noch eine gute rekursive Zerlegung
(C, I se T) fiir polnische Riume finden lifit, wenn wir die Voraussetzung ,,null-
dimensional® aufgeben. Wir werden dieser Frage nun nachgehen.

Im folgenden konstruieren wir stetige Abbildungen, die oftmals nur auf abge-
schlossenen Teilmengen von N oder € definiert sind. Zur Fortsetzung solcher
Abbildungen auf ganz N oder 6 ist dann das folgende einfache Lemma niitzlich,
das wir vorab beweisen.

Lemma (Fortsetzungslemma)
Seien P, Q c N nichtleer und abgeschlossen, und es gelte P c Q.
Dann existiert ein stetiges h : Q — P mit hIP = idp.

Beweis
Seien Tp und T, die P und Q zugeordneten Biume auf N.
Wir definieren ein monotones ¢ : T — Tp rekursiv wie folgt:

o)) = ()

(sn) = sn, falls sne Ty,
¢ - »daskleinstemmit @(s)me Tp*“  falls sne Tq-Tp.

Dann induziert ¢ eine stetige Funktionh : Q — P via
h(f) = U,y o(fIn) fiir fe Q.
— Nach Konstruktion gilt rng(h) = Pund hIP = idp.
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Kehren wir zuriick zur oben aufgeworfenen Frage nach der Existenz von guten
rekursiven Zerlegungen (C; | s€ Seq) eines beliebigen polnischen Raumes &. Wir
folgen den Beweisen der obigen Sitze, wobei uns nun die Voraussetzung ,,& ist null-
dimensional“ nicht mehr zur Verfiigung steht. Zwei Variationen der Konstruktion
bieten sich an: Wir kénnen auf die Disjunktheitsbedingung C; N Cy; = & verzich-
ten, oder wir verzichten auf die Abgeschlossenheit der Mengen C,. Es lohnt sich,
beide Ansitze zu verfolgen. Im ersten Fall erhalten wir leicht:

Satz  (polnische Riume als stetige Bilder des Baireraumes)
Sei & = (X, AU) ein nichtleerer polnischer Raum.
Dann existiert eine stetige Surjektion h : N — X.

Beweis
Wir konstruieren rekursiv {(C; | s € Seq), sodaf fiir alle s € Seq gilt:
() Cy = X,

(B) Cs = Une N Csn’
(y) C,istabgeschlossen und nichtleer,
®) diam(C,) < 1/2'".

Fiir alle f € N existiert dann

h(f) = ,das eindeutige Elementvon My Cgy.“
— Dannisth : N' — X surjektiv und stetig.

Ist ¥ kompakt, so kénnen wir an jeder Stelle eine endliche Uberdeckung wiih-
len, und so (C | s € T) fiir einen endlich verzweigten Baum T konstruieren. Die
Bedingung () lautetdann C; = U {C,,, | sn € T}, und wir erhalten ein surjekti-
ves stetiges h : [T] — X. O.E. ist T perfekt, denn wir konnen etwa Co = Cy;
fir alle s € T fordern. Dann ist [ T] homéomorph zu 6, und wir erreichen:

Satz  (kompakte polnische Riume als stetige Bilder des Cantorraumes)
Sei X = (X, AU) ein nichtleerer kompakter polnischer Raum.
Dann existiert eine stetige Surjektionh : € — X.

Wir werden bei der Diskussion des Hilbert-Wiirfels noch einen zweiten Beweis fiir dieses
Resultat geben. Dieser einfache Satz geniigt, um die Existenz von Peano-Kurven fiir belie-
bige Dimensionen zu beweisen, und der ungeduldige Leser kann entsprechend vorblittern.

Wir versuchen nun ehrgeiziger an der Disjunktheitvon C, und C, fiir inkompa-
tible s und t festzuhalten. Hierzu wird es gut sein, eine moglichst einfache Bedin-
gung fiir die topologische Natur der Mengen C, zu finden - ,,abgeschlossen oder
yoffen® reicht nicht mehr aus. Sei hierzu Y < X vorerst beliebig, und sei € > 0.
Weiter sei (Z,, | ne N) eine abzihlbare Uberdeckung von Y mit offenen Mengen
mit Durchmesser < €. Wir setzen wieder:

Yn =Yn (Zn_ U0£i<n Zl) firne N.

Dann sind die Y, paarweise disjunkt mit Vereinigung Y.
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Jedes Y, ist nun der Schnitt von Y mit der Differenz zweier offener Mengen.
Es giltaber (A-B) N (C-D) = (An C) - (B u D) fiir beliebige Mengen, also ist
Y, selbst die Differenz zweier offener Mengen, falls nur Y die Differenz zweier
offener Mengen ist. Mit ,,C; ist eine Differenz zweier offener Mengen“ konnen
wir also eine rekursive Zerlegung fiir beliebige & aufrechterhalten, wobei u. U.
nur endlich viele Y, nichtleer sind. Es wird gleich klar werden, warum wir an der
Erhaltung dieser Einfachheit der Y, interessiert sind.

Die Uberlegung zeigt, dafy wir rekursiv einen Baum T c Seq und Mengen
C, c X fiir s € T definieren konnen derart, daf} fiir alle s € T gilt:

(0 Cyy =X,

B Ci = Uicaes Co

) Csi N Cyj = @ fiirallei <jmitsje T,

(®) C,istnichtleer und eine Differenz zweier offener Mengen,

(e) diam(C,) < 1/2"'.
SeiA={fe NI MN,cnCs, # D}. Wir definieren h : A — X durch:
h(f) = ,das eindeutige Elementvon M,y Cg, ¢ fiir f € A.

Dannisth: A — X bijektiv und stetig. Weiter ist A dichtin [T].

Fir all dies wird die Differenzeigenschaft in (5) gar nicht gebraucht. Wir kén-
nen nun aber sogar erreichen, daf§ A = [T] gilt, indem wir unsere Konstruktion
noch etwas verfeinern und dabei die in (3) fixierte topologische Einfachheit der
C, wirklich nutzen. Wir iiberlegen uns hierzu, was wir brauchen, um die Abge-
schlossenheit von A zu sichern.

Sei(f, | n e N) eine konvergente Folge mitf, € Afirne N,undseif € [T]
ihr Limes. O.E. gilt fiir allen € N, daf f,In = fIn fiir alle m > n ist. Fiir jedes
n € N seix, = h(f,,). Dann konvergiert die Folge der x,, in X wegen (€) gegen ein
xe€ X. Esgiltx € cl(Cg,,) fiirallen € N wegen x,,, € Cs,_,, = Cy,, fiirallem >n.
Hitten wir also:

(+) c(Cyy) < C, furalle si e T,

dann wire x € cl(Cyy,, 1) € Cy,, fiir alle n und damit f € A und h(f) = x. Gilt
also (+), so ist A abgeschlossen. Aber A ist dichtin [T'], und somitist A = [T],
falls die Bedingung (+) erfiillt ist.

Wir konnen dies aber leicht erreichen. Haben wir Y = U -V fiir offene U und
V, so wihlen wir die S-Gberdeckung (Z, | ne N)vonY derart, dafl

cdz,) cUuV

gilt fiir allen € N (diesist moglich wegen U U V offen). Y, wird nun wie oben de-
finiert, und dann gilt:

cdY,) cdYnZ,) ccdY)ncZ, cddU-V)n(UuV)cU-V=Y.

tiir alle n. Iteration dieses Verfahrens liefert eine Folge (C, | s € T) mit (or) - (¢),
und zudem gilt dann (+). Wir haben damit den Hauptteil des folgenden Satzes
bewiesen:
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Satz  (polnische Riume und abgeschlossene Mengen des Baireraumes)
Sei X = (X, AU) ein nichtleerer polnischer Raum. Dann existiert ein
abgeschlossenes A € N und eine stetige Bijektionh: A — X.
Weiter existiert eine stetige Fortsetzung g : N — Xvon h.

Beweis

Obiges Verfahren liefert ein h: A — X wie gewtiinscht.

Eine stetige Fortsetzung g von h erhilt man durch Verkettung
— von hmiteinem f: N' — A wie im Fortsetzungslemma.

Wir koénnen nicht erwarten, daff ein h: A — X wie im Satz eine stetige Um-
kehrabbildung hat. A versehen mit der Relativtopologie ist ein nulldimensiona-
ler polnischer Raum, und damit ist h~" unstetig fiir alle nicht nulldimensionalen
Zielriume &, etwa fiir [0, 1] mit der iiblichen Topologie. Die Funktion h istalso
bijektiv und erhilt Nihebeziehungen, filhrtaberi.a. neue Nihebeziehungen ein.

Weiter konnen wir den Beweis des Satzes nicht derart fithren, dafi sich jeder
nichtleere kompakte polnische Raum X als ein stetiges bijektives Bild eines kom-
pakten A € N ergeben wiirde. Denn in diesem Fall wire die Umkehrabbildung
automatisch stetig, also X homéomorph zu A, was z.B. wieder fiir X = [0, 1 ] nicht
sein kann. Wir erinnern hierzu an den allgemeinen Hom6omorphiesatzes der
"Topologie: Stetige Bijektionen zwischen einem kompakten topologischen Raum
und einem Hausdorff-Raum haben eine stetige Umkehrabbildung.

Der folgende Satz isoliert ein anschauliches Kriterium fiir die Unstetigkeit der
Umbkehrabbildung. Die wesentliche Beobachtung ist, daff in N eine Folge von f,
mit sn <f, fiirn e N, s beliebig, nicht konvergiert. Stetige Bijektionenh: A — X
haben nun genau dann eine stetige Umkehrabbildung, wenn sie diese ,lokale
Breite der Divergenz* von N respektieren:

Satz  (Unstetigkeitskriterium)
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A ¢ N abgeschlossen.
Weiter seih : A — X bijektiv und stetig. Dann sind dquivalent:
() h™': & — A ist unstetig.
(i) Esgibteins e Seq, ein unendliches N ¢ N und eine Folge
(f, I ne N) in A mit:
(o) sn < f, fiirallene N,
B) (h(f,) | ne N) konvergiertin .

Beweis
(@) ™ (i):

Wir zeigen ,,non (ii) ™ non (i)“.
Sei f € A, und sei(f, | n € N) eine Folge in A mit
lim, _ ., h(f,) = h(f). Wir zeigen: lim, _, .. f, = f.
O.E.ist{f, | ne N }unendlich, sonst ist die Aussage klar.
SeiT={f,lklnkeN}, also[T]=cl({f, | ne N}).
Wegen A abgeschlossen ist [T] € A. Weiter gilt:
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(+) [T] hat hochstens einen Hiufungspunkt.

Denn sind gy, g; € [T] Hiufungspunkte von [T], so sind
h(g)), h(g,) Hiaufungspunkte von { h(f,,)) | n € N}, und damit

giltgi = g>.
(++) [T] hat einen Hiufungspunke f”.
T ist endlich verzweigt, denn sonst gilt (ii). Also ist [ T'] kompakt,
und wegen [T] D {f, | ne N }ist [T] unendlich.
Nach (+) und [ T] kompakt gilt dann t* = lim,, _, .. f,..
Aber f’ € A, und h(f’) = lim,, _, .. h(f,) = h(f), also f" = f.
Statt (+) und (++) auszufiihren kann man auch argumentieren: Die Funktion
hI[T]:[T] — h”[T] 2 {h(f,) | ne N} U {h(f)} ist stetig und bijektiv. Nach
non(ii) ist [ T] kompakt, also ist (h | [T])~" automatisch stetig, also lim,, _, .. f, = f.
(i) ™~ (@):
- Ist klar.

Stetige bijektive Bilder von N

Eine sich aufdringende Frage, die sich mit Hilfe der bislang erzielten Ergeb-
nisse nicht beantworten lifit, ist: Ist € ein stetiges bijektives Bild von N'? Allge-
meiner: Welche polnischen Ridume sind stetige bijektive Bilder von N'?

Eine notwendige Bedingung lifit sich sofort festhalten:

Ubung
Sei & = (X, U) ein topologischer Raum, und seif: N' — Xstetig und bijektiv.
Dann ist & perfekt, d.h. jedes x € X ist ein Hiufungspunke von X.

Stetige bijektive Bilder von N miissen nicht perfekt in grofieren Umgebungen sein.
Man denke etwa an die Standardabbildungen y, y; : N — €. Ihre Wertebereiche sind
perfekte polnische Ridume, aber nicht abgeschlossen in €.

Wir werden nun einen Satz von Sierpinski aus dem Jahr 1929 beweisen, dem-
zufolge diese Bedingung auch hinreichend ist: Jeder perfekte polnische Raum ist
ein stetiges bijektives Bild von N. Insbesondere gilt dies also fiir €.

Den Raum € als stetiges bijektives Bild von N darzustellen ist eine nichttri-
viale Aufgabe. Konkrete Bijektionen zwischen N und % kénnen wir aus der Kon-
struktion im Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein erhalten (siehe Abschnitt
1, Kapitel 2). Seien hierzu wieder y; und v, die Standardinjektionen von N nach
6. Als Injektion von 6 nach N wihlen wir die Identitit. Unser Beweis von Can-
tor-Bernstein liefert dann eine Bijektion hy : N' — € fiir die Ausgangsinjektio-
nen yy : N — €undidg: € — N, und analog eine Bijektion h; : N' — < fiir
y, und idg. Wir kénnen diese Bijektionen in einer einfachen Form angeben. Fiir
h; sei hierzu
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B={fe%|f=s"b b b..fiireinse Seq, undeinbder Form0"1,ne N,
und f enthilt keine Teilfolge der Form 101 mit 0 < k < n,
wobei 0" und 0 die Folgen 0...0 der Linge n bzw. k sind }.

Die Menge B ist der Orbitvon € - rng(y;) unter y;, d.h. es gilt B= U, . y B, mit

By, =% - rng(y;) = {f € € | {istgleich 1 schliefilich },
B,.,;= v;”B, firallene N.

Es giltnun firfe N:

) vi(f), falls feB,
) = { f, falls e B.

Ubung
Geben Sie die Bijektion h; : N' — € in dhnlicher Weise konkret an.
Zeigen Sie, daf} h; und h; nicht stetig sind.

Die Funktionen h; und h; sind also einfach definierbare Bijektionen zwischen
N und %, sie sind aber nicht stetig.

Wir miissen also geschickter vorgehen. Zuerst zeigen wir einen allgemeinen
Satz und konstruieren dann, hierdurch angeregt, eine konkrete stetige Bijektion
von N auf €.

Wir definieren:

Definition (Sierpirniski-Eigenschaft)
Sei ¥ = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei Y € X. Y hat die
Sierpinski-Eigenschaft, falls es ein stetiges bijektives f : N — Y gibt.

Folgende Abgeschlossenheitsiiberlegungen sind niitzlich:

Ubung
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum.
(i) SeienY,, ne N, paarweise disjunkte Teilmengen von X
mit der Sierpifiski-Eigenschaft.
Dann hatauch Y = U, . Y, die Sierpiriski-Eigenschaft.
(i) SeiY eine Teilmenge von X mit der Sierpinski-Eigenschaft,
und sei x € X ein Hiufungspunkt von Y.
Dann hat Y U { x } die Sierpinski-Eigenschaft.
[zu (i): Betrachte N' = Ny = U ey Ny

zu (ii) : vgl. die Konstruktion im folgenden allgemeineren Satz. ]

Wir zeigen nun, dafl wir sogar abzihlbar viele Hiufungspunkte eines stetigen
bijektiven Bildes Y von N aus einem Y umgebenden polnischen Raum X in die
Abbildung simultan miteinweben kénnen:
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Satz  (Erginzungssatz fiir stetige bijektive Bilder von N)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und seien YCc Xundh : N — Y
stetig und bijektiv. Weiter sei A < X abzihlbar mit A ¢ cl(Y).
Dann existiert ein stetiges und bijektives h* : N — Y U A,

Beweis
O.E.istAnY = &. Wir zeigen den Satz fiir den schwierigeren Fall einer
unendlichen Menge A. Der endliche Fall wird dhnlich bewiesen oder folgt
induktiv aus der Ubung oben.
Sei also xg, X1, .-+, Xy, .-, K€ N, eine injektive Aufzihlung von A.
Sei (My, | ke N) eine Folge von unendlichen paarweise disjunkten
Teilmengen von N mit U, .y My = N. Fiirk € N sei

e : N — M, ordnungstreu und bijektiv.

Fiir s € Seqund k € N setzen wir nun

NXs) = {fe N Is<f f(m)e M, firallem > Isl }.

Dann ist N¥s) N, abgeschlossen fiir alle s € Seq und k > 0.

Soweit die Vorbereitungen. Seien nun (sX I'n, ke N), (gﬁ I n, ke N)
Folgen derart, dafl fiir alle k e N gilt:

(0) sk e Seq, gk e NX(sk) firallene N,

(B) lim, _ . h(gy) = xi,

(y) sk und sk sind inkompatibel fiir alle n < m,
() diam(h” N) < 1/2" fiirallen € N.

Solche Folgen existieren,da AnY =, Accl(Y) undh: N — Y stetig (!).
Wir schreiben N¥ fiir N¥(s¥), und setzen

M= N - Uy e NE = My pen V- NB.

Dann ist M ein abzihlbarer Schnitt von offenen Mengen und damit polnisch
unter der Relativtopologie. Weiter ist M nulldimensional, und nichtleere
offene Mengen in Jit sind nicht kompakt (denn fir alles € Seqund allene N
ist Ng, N Jl # & und offen in JL; betrachte z. B. die unendliche Folge
snabab... fiir beliebige a € Mg, b € M;). Also ist M homdomorph zu N.
Seiw : N — A ein Homéomorphismus.

Wegen der Stetigkeitvonh : N — Yund An'Y =& gilt fiir alle k € N: Die Folge
( gl; | n e N)hat keine konvergente Teilfolge. Damitist N = U, ¢ Nk abgeschlos-
sen fiir alle k € N und also polnisch. Jedes Ny ist homomorph zu N, und die Men-
gen N sind paarweise disjunkt. Mit diesen Beobachtungen lifit sich die Existenz ei-
nes h* wie im Satz auf (i) und (i) der Ubung oben zuriickfiihren (!) ; wir kénnen den
Beweis aber auch ohne diesen Riickgriff zu Ende fithren:

Fir ge {fe N | £(0) gerade } - {(2k,0,0,0,...) | ke N} sei

z(g) = ,daskleinste n > 1 mit g(n) # 0.
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Wir definieren nun h* : N' — Y U A durch die folgende dreiteilige
Fallunterscheidung:

X, falls g =(2k, 0,0, ...),
. h(sy " (en(gm) - 1), e o g+ 1), e og(n+2),...)),
h*(g) = falls g(0) = 2k, z(g) = n,
how((k, g(1), g2), ...)), falls g(0) = 2k + 1.

— Dannisth* : N — Y U A bijektiv und stetig.

Es folgt sofort, dafl € ein stetiges bijektives Bild von N ist, denn die
Standardabbildungen y; und y; von N nach € lassen nur abzihlbar viele Werte
aus, und alle diese Werte sind (automatisch) Hiufungspunkte des jeweiligen
Bildes rng(y;) bzw. rng(y,) in 6. Allgemeiner gilt:

Korollar  (nichtleere perfekte Teilmengen von N sind stetige bijektive Bilder von N)
Sei P ¢ N nichtleer und perfekt.
Dann hat P die Sierpinski-Eigenschaft.

Beweis
Sei A ¢ P abzihlbar und dicht in P. Nach dem Dekompaktifizierungssatz
ist P — A homéomorph zu N. Nach dem Erginzungssatz ist dann aber

— P = (P -A)UA ein stetiges bijektives Bild von N.

Wir werden spiter zeigen, dafi sich jede abgeschlossene Teilmenge A von N
schreiben l4fit als die disjunkte Vereinigung einer perfekten Menge P und einer
abzihlbaren Menge B (Satz von Cantor-Bendixson). Wir nutzen diese Zerle-
gung schon hier, um die Diskussion der stetigen bijektiven Bilder an dieser Stelle
zu vervollstindigen. Wir erhalten damit den folgenden Charakterisierungssatz,
der das Korollar oben verallgemeinert:

Korollar  (Identifikation der stetigen bijektiven polnischen Bilder des Baireraumes)
Sei & = (X, AU) ein nichtleerer polnischer Raum. Dann sind dquivalent:

() % istperfekt, d.h. jedes x € X ist ein Hiufungspunkt von X.
(i) Es gibt ein stetiges bijektivesf : N' — X.

Beweis
(@) ™ (ii):

Sei A € N abgeschlossen, und sei h : A — X stetig und bijektiv.
Sei (nach dem Vorgriff auf ein Ergebnis in Kapitel 3) A = P U B,
P perfekt, B abzihlbar, P N B = &. Wegen & perfekt und nichtleer
ist X und damit A tiberabzihlbar. Folglich ist P nichtleer.
Nach dem Korollar existiert also ein stetiges bijektives g : N' — P.
SeiY = X -h"B. Dannistheg : N — Y stetig und bijektiv.
Y c X hat also die Sierpinski-Eigenschaft.
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Aber X - Y ist abzihlbar, und es gilt cl(Y) = X wegen & perfekt.
Nach dem Erginzungssatz hat also auch X die Sierpiriski-Eigenschaft.

(i) ™~ (i):
- Ist klar.

Explizit halten wir noch fest:

Korollar
Fiir alle n > 1 existiert eine stetige Bijektion h: [0, 1] - @ — [0, 1],
wobei [0, 1] - Q@ mit der Relativtopologie von R versehen wird.

Beweis
[0, 1]" ist ein nichtleerer perfekter polnischer Raum.
Also existiert ein stetiges bijektivesh : N' — [0, 1]".
— Aber [0, 1] - Qist hombomorph zu N.

Die folgende anspruchsvolle Ubung behandelt einen kompakten Beweis des
Identifikationssatzes, der den Erginzungssatz nicht heranzieht.

Ubung
Sei & = (X, U) ein nichtleerer perfekter polnischer Raum.

(a) Fir alle € > 0 existiert eine Folge (Y, | n € N) mit:
@) Upen Yo = X,
(i) Y, # @ fiirallen, Y, " Y, = firallen#m,
(iii) diam(Y,) < € fiirallene N,
@iv) der Raum(Y,,{UNY, | Ue AU})ist perfekt fiir alle n,
(v) Y, ist ein abzihlbarer Schnitt von offenen Teilmengen von X.

(b) Konstruieren Sie mit Hilfe einer iterierten Anwendung von (a) eine
stetige Bijektionh: N' — X.

Eine konkrete stetige Bijektion von N auf €

Wir geben nun noch eine stetige Bijektion zwischen N und € konkret an. Die
Konstruktion ist motiviert durch die Argumente im Erginzungssatz, wobei das
Ziel war, eine moglichst einfach zu definierende Abbildung zu finden.

Zur bequemen Formulierung brauchen wir noch einige Notationen. Fir ein
s € Seq sei s(- 1) das letzte Element von s, s(- 2) das vorletzte Element von s,
usw. Wir setzen s(- k) = - 1, falls Is| < k. Weiter setzen wir s~ = sl(n - 1) fiir
n = Isl,se Seq - {J }und vereinbaren auflferdem noch @~ = &. Fiir ke N sei
0° = ( ) und 0**! = 00. Analog sind die endlichen 1-Folgen 1* definiert.
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Definition (¢ und b,)
D ={se Seq, | s endet mit einer positiven geraden Zahl von Nullen }.
Wir definieren eine Funktion ¢ : Seq — Seq, rekursiv durch:

0(QD) = 9,

o(s)00 falls n =0,

o(s)0" 11 falls n#0, s(-1)#0, o(s)" & D,
P(sm) = 0(s) 02D 1 falls 00, s(-1)#0, o(s) € D,

o(s)10711 falls n#0, s(-1) = 0.

Weiter sei h, : N' — % die durch ¢ induzierte Abbildung, d.h.
ho(f) = U,eno(fin) firfe N.

¢ ist offenbar monoton, also ist h,, stetig. ¢ ist weiter injektiv und lifit genau
diejenigen Folgen in Seq, als Werte aus, die mit einer ungeraden Anzahl von
Nullen enden. Diese durch die Definition von @(s 0) entstehenden Liicken die-
nen der Injektivitit von h,, wie wir gleich sehen werden.

Satz
h, : N' — € ist stetig und bijektiv.

Beweis
Seih = h,,. Die Stetigkeit von h ist klar.
Fiir alle s € Seq gilt:

(i) @(sn)und @(s m) sind inkompatibel fiir alle 1 <n <m.
(i) @(s0)und @(s m), m > 0, kompatibel folgt s(-1)=0, m> 1.
(i) t=@(s0"m) und t’ = @(sn 0 n’) sind inkompatibel
firallek, m,n,n">1,k">0.
Die Aussagen (i) und (ii) sind trivial. Wir zeigen (iii).
Seien s, k, m, n, k’, n” wie in (iii). Dann gilt:
(+) t = 0 m) = @(s)0% 10> 1.

Annabme, t und t’ sind kompatibel.
Nach (ii) ist dann s(-1) # 0und n > 1.

1.Fall: ¥ >0

Dannistt’ = o(sn0n’) = @(sn)0’¥ 1011 =

9(s) 010X 10™ ! fiirein €> 1.

Nach Annahme und (+) ist dann € = 2k und 2m - 1 = 2K, Widerspruch.
2. Fall: k' =0

Dannistt’ = @(snn’) = ¢(s) 0° 10" 1, fiir €, ¢ > 1.

Nach Annahme ist € = 2k, also ¢(sn)” € D.

Dann ist aber €” = 2(n — 1) nach Definition von ¢(snn’),
nach Annahme und (+) aber € = 2m - 1, Widerspruch.
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Offenbar ist h(s00...) #h(s’00...) fiirs #s".

Weiter gilt h(s 00 ...) # h(f) fiir alle s und alle {, die nicht schliellich
konstant gleich 0 sind.

Wegen (i) und (iii) ist dann aber h injektiv.

h ist aber auch surjektiv:

Aus der rekursiven Definition von ¢ lesen wir zunichst ab :

(++) mg(@) = {se Seq, | s = 0** fiireink >0 oder
s = ¢'10%" fiireins’ € Seqund eink >0}

Sei hierzu g € €. Wir setzen:
T = {seSeqlo@s)<g}.

Dann ist T unendlich wegen (++), und wegen ¢ monoton ist T ein Baum.
Weiter ist T endlich verzweigt () [de facto gilt Isuct(s)| <2 firallese T].
Nach dem Lemma von Konig existiert also ein f € [T'].

— Nach Definition von h gilt dann h(f) = g.

Ortung durch den Hilbert-Wiirfel

Ein anderer Ansatz der Analyse polnischer Riume bringt ein neues Objekt ins
Spiel, den sog. Hilbert-Wiirfel. Der Ansatz beruht auf folgender Beobachtung:
Eine die Topologie erzeugende vollstindige Metrik d : X* — [0, 1] und eine
abzihlbare dichte Teilmenge z, zy, ..., z, ... von X verbinden beliebige polni-
sche Ridume & = (X, U) mit den reellen Zahlen - genauer: mit einer Folge im
reellen Einheitsintervall. Wir setzen hierzu fir x € X:

w(x) = (d(x,z) | ke N).

Die Funktion w beschreibt die Lage von x € X relativ der Aufzihlung einer ab-
zihlbaren dichten Teilmenge, und versucht so die Topologie des Raumes ¥
durch Folgen im Einheitsintervall zu beschreiben. Wir nennenw : X — N[0, 1]
die Ortungsfunktion fir & bzgl. (z, | ke N) (und bzgl. der Metrik d).

Stellt man sich die zy als die Positionen von Satelliten vor, die den Abstand zu Objekten
x € X messen konnen, so ist w(x) die vollstindige den Satelliten mégliche Ortung eines
Objekts x. In vielen Fillen ist die Ortung mit dicht im Raum verteilten Satelliten reichlich
iiberdimensioniert: Im R? geniigen etwa drei Satelliten an drei linear unabhingigen Posi-
tionen z, 1, Z,; denn kennt man fiir einen Punkt x der Ebene d(x, z), d(x, z;) und d(x, z,),
so ist x bereits eindeutig bestimmt. Fiir einen abzihlbaren Raum unter der diskreten Me-
trik braucht man dagegen einen , Satelliten“ an jedem Punkt des Raumes.

Es wird sich zeigen, daf§ die Beschreibung von X durch eine Ortungsfunktion
vollstindig ist, wobei wir nicht erwarten konnen, daf} jede Folge im Einheitsin-
tervall als mogliche Position eines x € X vorkommt.

Wir definieren, die Stetigkeit einer Ortung w im Auge:
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Definition (Hilbert-Wiirfel)
Der Hilbert-Wiirfel % ist der Raum V[0, 1], versehen mit der
Produkttopologie der iiblichen Topologie auf dem reellen
Einheitsintervall.

Als abzihlbarer Produktraum eines polnischen Raumes ist der Hilbert-Wiir-
fel ein polnischer Raum. Die Mengen Iy x ... x I} x [0, 1] x [0, 1] x ..., mit
offenen Intervallen I; c [0, 1] fiir 0 <i <k, k € N, bilden eine Basis von %.
Nach dem Satz von Tychonov ist 9 kompakt, da [0, 1] kompakt ist.

Satz  (iiber Ortungsfunktionen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei (7, | ke N) dichtin X.
Sei weiter d eine erzeugende vollstindige Metrik fiir %.
Dann gilt fiir die Ortungsfunktion w bzgl. (z; | ke N) und d:

(@) w : X — % iststetig und injektiv.
Gi) w!: rng(w) — X ist stetig.
(i) Es gibt offene U, c V[0, 1] fiirn € N, mit
mg(w) = MNycn U,

Beweis

2u (1):
Ist klar.

Seien x € X und (x,, | n € N) eine Folge in X mit w(x) = lim,, _, ., w(x,).
Wir zeigen, daf§ lim,, _, .. x,, = x. Sei hierzu € > 0.

Wegen (z, | ke N) dichtin X existiert ein k mit d(x, z,) < €/2.

Wegen lim,, _, ., w(x,) = w(x) ist insbesondere

lim, _, . dx,,z) = lim, _, ., w(x,)(k) = wx)(k) = d(x,z,) < €/2.

Also existiert ein ng € N derart, dafl x,, in der €¢/2-Umgebung von z;
liegt fiir alle n > ng. Auch x ist in dieser Umgebung, und damit gilt

d(x,, x) < ¢ fiiralle n > n,,.

Dies zeigt lim,, _, .. x, = x.

Fir xe X und n € N sei

k(x,n) = ,das kleinste k mit d(x, z) < 1/2"“.
Wir setzen firn € N:

U, = {geM[0,1] | esexistiert ein x € X mit:
lw(x){) - g(i)| <1/2" fir allei £ max(k(x, n),n) }.

Dann sind alle U,, offen und es gilt rng(w) M,y U,.
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Wir zeigen, daff auch rng(w) 2 M, .y U, Seialso g € U, fiirallen e N.
Fiir n € N sei x, wie in der Definition von U, fiir g. Es gentigt zu zeigen:

(+) (x, | ne N)ist eine Cauchy-Folge in X.
Dennist dann x = lim, _, ., x,,, so gilt offenbar w(x) = g.

Beweis von (+)
Annabme nicht. Sei also € > 0 derart, daf fiir alle ny € Nn,m > n,
existieren mit d(x,,, X,,) > €. Seiny € N mit 1/2"° < /4,
und seien n,m > ny mit d(x,,, x,,) > €.
Sei 0. E. k(x,,, m) < k(x,,, n), und sei k = k(x,,,, m).
Dann gilt nach Definition von k(x,,, m):

(1) d(xy, 7) < 1/2™ < 1/2™ < g/4.

Wegen x,,, € U, gilt:

@) 1dGm, z) - gl < 1/2™ < ¢/4.

Wegen x,, € U, und k < k(x,, n) gilt aber auch:

(3) 1d&xy, z1) - gl < 172" < /4.

Also ist 1d(x,, ) — d(X, )| < €/2 nach (2) und (3).

Mit (1) ist dann aber

dx,, x,,) < dx,, z) + dx,, z) < dx,, ) + d(x,,, z) + €/2 < €.

- Widerspruch.

Also istjede Ortungsfunktionw : X — M, .y U, c V[0, 1] ein Homéomor-
phismus und wir erhalten:

Korollar  (polnische Riume als Teilriume des Hilbert-Wiirfels)
Die polnischen Riume sind bis auf Homéomorphie genau die
abzihlbaren Schnitte von offenen Mengen im Hilbert-Wiirfel.
Weiter sind die kompakten polnischen Riume bis auf Homéomorphie
genau die abgeschlossenen Mengen in [0, 1].

Der Zusatz folgt, da die Bilder kompakter Mengen unter stetigen Funktionen wieder
kompakt sind.

Fiir kompakte Riume % ist also die im Beweis von (iii) konstruierte Menge
Mye n U, automatisch abgeschlossen. Umgekehrt kann wegen der Kompakt-
heit des Hilbert-Wiirfels dieser Schnitt nicht abgeschlossen sein, wenn & nicht
komNpakt ist. Wir erreichen aber Ab gjeschlossenheit, wenn wir vom Hilbertwiir-
fel “[0, 1] zum sog. Frecher-Raum ™R tibergehen:

Satz  (polnische Riume als abgeschlossene Teilraume von “R)
Die polnischen Riume sind bis auf Homéomorphie genau die
abgeschlossenen Mengen in “R.
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Beweis
Nach dem Korollar geniigt es, die Aussage fiir die abzihlbaren Schnitte
von offenen Mengen im Hilbert-Wiirfel zu zeigen.
Seien also Uy, offen in V[0, 1] firke N, und sei X = Ny Uy
Wir definieren nun h : X — “R durch:

L g(k) falls i =2k,
h(g)() = { 1/d(g, N[0,11-Uy) falls i=2k+1.

h(g) ist also die Folge g, wobei nach jedem k-ten Glied von g der reziproke Abstand
des Gliedes zum Rand von Uy, eingefiigt wird. Dies erschwert die Konvergenz von
Folgen im Bild von h.

Sei Y = rng(h). Dannisth : X — Y bijektiv und stetig.
Wir zeigen, daf Y abgeschlossen und h™" : Y — X stetig ist.
Sei hierzu (g, | n € N) eine Folge in X, und sei f € VR mit

f = lim, _ .. h(g,).

Dann konvergiert fiir alle i € N die Folge (h(g,)(i) | n € N) gegen {(i).
Insbesondere gilt dies fiir die geraden i und damitistlim, _, .. g, =g

fiir die Funktion g mit g(i) = f(21).

Die Konvergenz fiir die ungeraden i liefert fiir alle k € N die Existenz von

lim, _ ., 1/d(g, V[0, 1] - Uy).

Also existiert ein € > 0 mit d(g, N[0,1] - Uy) > ¢ fiirallek e N.
— Dannistaber g e U, fiir alle k, also g € X. Weiter ist h(g) = {£.

Wir erhalten aus der Untersuchung iiber den Hilbert-Wiirfel auch einen
zweiten Beweis dafiir, daff kompakte nichtleere polnische Riume stetige Bilder
von 4 sind. Wir nutzen entscheidend, daff € homéomorph zu seinem eigenen
unendlichen Produktraum V€ ist:

Korollar  (kompakte polnische Riume als stetige Bilder des Cantorraumes)
Sei X = (X, AU) ein nichtleerer kompakter polnischer Raum.
Dann existiert eine stetige Surjektionh: € — X.

Beweis
Sei A c ™[0, 1] abgeschlossen und homéomorph zu %.
Das Fortsetzungslemma liefert ein stetiges surjektives h : N[0, 1] — X.
Seif : ¢ — "€ ein Homéomorphismus. Damit ist

© —f NC@ _)g N[O,l] —h X

eine stetige surjektive Verkettung wie gewtinscht, wenn g die durch die
Abbildung g’ : ¢ — [0, 1] mit

g = Zyenx(n)/20Y

— induzierte stetige Surjektion von V€ auf N[0, 1] ist.
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Peano-Kurven

Cantors Entdeckung von IR*| = IR im Jahre 1878 erschiitterte den Di-
mensionsbegriff der ,,Anzahl der Koordinaten“. Dedekind wies sogleich auf die
Unstetigkeit der von Cantor konstruierten Abbildungen hin, und diese Unste-
tigkeit lief sich auch in der Folgezeit aus allen Bijektionen f : R* — R nicht
eliminieren. R? muf, so schien es, mit dem Hammer zerschlagen werden, um
in die Form einer Linie gebracht werden zu kénnen. Dies war in der Tat die
richtige Spur. Brouwer 16ste 1911 das allgemeine Problem indem er zeigte: Es
gibt keine stetigen Bijektionen zwischen verschieden-dimensionalen Kontinua
R" und R™. Sperner gab 1926 einen auf einem Satz von Lebesgue beruhenden
vereinfachten Beweis. Wir diskutieren diese Ergebnisse weiter unten noch ge-
nauer.

Zwolf Jahre nach Cantors Konstruktion einer Bijektion zwischen R* und R
sorgte Peano fiir eine weitere Uberraschung, die gegen die Intuition verstiefs: Er
konstruierte eine stetige Surjektion von T = [0, 1] nach I?, eine heute nach ihrem
Entdecker benannte Peano-Kurve. Allgemein ist eine Peano-Kurve der Dimension
n fur n > 2 eine stetige Surjektion h: [0, 1] — [0, 1]". Wir kénnen nun die Exi-
stenz solcher Abbildungen mit Hilfe unserer Sitze tiber den Cantorraum sehr
einfach zeigen:

Satz  (Ewxistenz von Peano-Kurven)
Sein > 2. Dann existiert eine Peano-Kurve der Dimension n.

Beweis
Wir arbeiten mit der zu € homéomorphen Cantormenge C c [0, 1].
[0, 1]" ist kompakt und polnisch und damit ein stetiges Bild von C.
Seialsoh: C — [0, 1]" stetig und surjektiv, und sei

h(x) = (hi(x), ... h,(x)) firallexe C.
Dannisth;: C — [0, 1] stetig und surjektiv firalle 1 <i < n.
Wir konnen jedes h; zu einer stetigen Funktion h¥ : [0, 1] — [0, 1]
fortsetzen.
Beweis bierzu
Sei hierzuf : C — R stetig, und seien I, = Ja,, b, [, n € N, die bei
der rekursiven Konstruktion von C entfernten offenen Intervalle.

Wir setzen {*1C = f und definieren f* auf jedem Intervall I, durch
lineare Interpolation, d.h. wir setzen

) = f(a,) + ((f(by) - f(a,))/ (b, - a,)) (x - a,) fiirxe I,,ne N.
Dannist f* : [0,1] — R eine stetige Fortsetzung von f.

Firxe [0, 1] sei h*(x) = (h{®), ..., h;(x)).
— Dannist h* : [0,1] — [0, 1]" stetig und surjektiv (und h*I C = h).
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Das Argument zeigt sogar die Existenz einer Peano-Kurve der Dimension o,
d.h. es existiert eine stetige Surjektion h : [0, 1] — N[0, 1] vom Einheitsintervall
in den Hilbert-Wiirfel .

Eine Konkretisierung und leichte Mo-
difizierung der in den obigen Beweis ein- !
gehenden Argumente fithrt zu einer rekur- w s Tl s ool als
siven Konstruktion von Peano-Kurven,
die ganz in R verliuft, und die die Cantor-
menge nicht heranzieht. Wir betrachten 6 |7 |10 |32 20|
die Dimension 2. Wir kénnen nun etwa so | ss |ss | sa |33 |36 |37 |38
iteriert QY = [0, 1]* schachbrettartig in 4,
16,64, ... kleinere, abgeschlossene und ge-
schickt numerierte - vgl. das Diagramm s stz 47|46 4%
rechts - Teilquadrate Qp,, mit 0 < m < 4", 64| 63 | 50 | 49 |48 |45 | 44 |
zerlegen, und dabei jedem Qy, das Intervall
[m-1/4", (m + 1) - 1/4"] zuordnen. Der Grenziibergang dieser Zuordnung liefert
eine Peano-Kurve der Dimension 2. Die abzihlbare und dichte Verletzung der In-
jektivitit lifit sich hier schon verfolgen. (Vgl. hierzu auch [Hilbert 1891].)

Eine Peano-Kurve ist keine ,in einem Strich“ durchgezogene Linie, keine
»Flugbahn®, sondern entsteht durch einen Flichenbrand von Grenzwertprozes-
sen. ,,Stetig auf R“ heifit nicht ,wie eine gezeichnete Linie“. Mutmaflich ist diese
lineare, durch die physikalisch glatten Kurven motivierte, der mathematischen
Definition aber letztendlich nicht entsprechende Interpretation der Stetigkeit der
Grund fiir die tiefgreifende Irritation gewesen, die Peanos Konstruktion ausloste.

Die in unseren Beweisen auf N und € definierten Surjektionen entstehen
durch iterierte Uberdeckungen oder sogar iterierte Zerlegungen des Zielrau-
mes. Ein Punkt eines Raumes & = (X, U) wird so durch eine Folge von natiirli-
chen Zahlen bezeichnet. Ein C, € X versammelt alle Punkte, die am Ende einen
- von u.U. mehreren - Namen haben werden, der mit s beginnt. Stetigkeit ent-
steht hier durch stufenweise globale Verfeinerung, nicht durch lokales sprung-
freies Fortschreiten in Zeit und Raum. ,,Scharfstellen eines Mikroskopes“ wire
ein beschreibendes Bild.

Es scheint, dafy die Analyse des Surjektions-Phinomens mit Hilfe der Folgen-
rdume besonders natiirlich ist. Die klassische Struktur R lieferte die ersten Bei-
spiele, N liefert ein tieferes Verstindnis.

~
o
N

20 | 21 22

5 8 9 12 | 31 30 | 25 | 26

60 | 57 | 56 | 53 | 34 | 35 | 40 | 39

Invarianz der Dimension fiir das Kontinuum

Seit der Problemstellung durch Cantor und Dedekind gab es viele Versuche
zu zeigen, daf verschieden-dimensionale Kontinua nicht homéomorph sein
kénnen. Liiroth gelang 1906 ein Nachweis fiir die Dimensionen kleinergleich 3
und schliefilich bewies Brouwer 1911 mit neuen Methoden den allgemeinen
Satz. Stirker zeigten dann Brouwer und Lebesgue das folgende fundamentale
Ergebnis (hier und im folgenden ist immer n,m € N):
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Satz (Invarianz des Gebietes)
Seien A,B ¢ R", und seif : A — B ein Homéomorphismus.
Dann gilt fur allex € A: x € int(A) gdw {(x) € int(B).

Siehe [Brouwer 1911b, 1912], [ Lebesgue 1911] und weiter [Sperner 1928]. Fiir einen
Beweis innerhalb der Lehrbuchliteratur siehe z. B. [Dugundji 1966].

Aus der Invarianz des Gebiets folgt die Invarianz der Dimension:

Korollar  (Invarianz der Dimension)
Seien A ¢ R", B R™, und sei n < m. Weiter sei f : A — Bein
Homoéomorphismus. Dann ist int(B) = &.
Insbesondere sind die Riume R" und R™ nicht homéomorph.

Beweis
Seig: R" — R™ die natiirliche Einbettung des R" in den R™, d.h.

gy ooy Xy) = (Xpy o0y Xy 0,y ..., 0) € R™ fiir alle (xy, ..., x,) € R™.

Dannist g o f~! : B — g”A ein Homéomorphismus.
— Offenbar ist int(g”A) = &, also ist nach dem Satz auch int(B) = &.

Weiter ergibt sich folgender Homéomorphiesatz:

Korollar  (Homdiomorphiesatz fiir den R")
Sei U ¢ R" offen, und sei f : U — R" injektiv und stetig.
Dann ist rng(f) offen und f : U — rng(f) ist ein Homéomorphismus.

Insbesondere gilt: Ist g : R® — R" stetig und bijektiv, so ist g™ " stetig.

Beweis
Sei V c U offen. Wir zeigen, daf§ £V offen ist. Dies geniigt.
Seix € Vund sei K ¢ R" kompakt mit x € int(K) und K c V.
DannistfIK: K — {”K ein Homéomorphismus nach dem
Homdoomorphiesatz fiir Kompakta. Nach dem Satz iiber die Invarianz
— des Gebiets ist dann aber f(x) € int(f"K) c int(f”V). Also ist f” offen.

Wir skizzieren einen méglichen Beweis fiir den Satz tiber die Invarianz des Ge-
biets. Hierzu brauchen wir einige topologische Begriffe. Ein topologischer Raum
& =(X, W) heilit zusammenbingend, wenn X nicht die Vereinigung zweier disjunk-
ter nichtleerer offener Mengen ist. Ein Y < X heif$t zusammenhingend, wenn Y
versehen mit der Relativtopologie von & zusammenhingend ist. Istx € X, so ist
die Zusammenbangskomponente von x die Vereinigung aller zusammenhingenden
Y c X mitxe Y. Einnichtleeres Y ¢ X heifit eine Zusammenhangskomponente von
%, falls Y die Zusammenhangskomponente eines (aller) x € Y ist.

Seinun zunichstn > 2 undsei f : A — B ein Homéomorphismus wie im Satz.
Sei weiter x € int(A). Dann existiert ein € > 0 mit C = cl(U,(x)) C A. Es gilt dann
folgende Gleichung:
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# R"-f7bd(C) = (R" - £”C) U f”int(C).

Anschaulich ist nun klar, daf§ der Raum R" - £”bd(C) nicht zusammenhingend
ist, und dafl R" - £”C und {”int(C) gerade die Zusammenhangskomponenten
dieses Raumes sind. Denn f”bd(C) ist homéomorph zu bd(C) und die Zusam-
menhangskomponenten von R" - bd(C) sind R" - C und int(C).

Der Beweis dieser von der Anschauung getragenen Vermutung ist nun aber
nicht trivial. Hat man dies aber gezeigt, so ist der Satz iiber die Invarianz des Ge-
bietes bewiesen, denn die Zusammenhangskomponenten offener Teilmengen des
R" sind offen (!) und damitist f“int(C) C B eine offene Umgebung von f(x). Dies
zeigt, daf} f(x) € int(B). Die Umkehrung folgt durch Betrachtung von f .

Das Argument funktioniert auch fiir n = 1, nur daf} in diesem Fall R' - £”C
die Vereinigung zweier Zusammenhangskomponenten von R' - £”C ist. Fiir
die Dimension n = 1 ist die unbewiesene Vermutung leicht mit Hilfe des (of-
fensichtlichen) Satzes zu beweisen, daf Homoomorphismen den Zusammen-
hang eines Raumes erhalten. (Fiir n = 0 ist die Aussage trivial.)

Ebenso ist der Satz tiber die Invarianz der Dimension fiir den Falln = 1, m > 1 leicht
zu zeigen : R' ist nach Entfernung eines Punktes unzusammenhingend, wihrend R™
nach Entfernung eines Punktes zusammenhingend bleibt. Damit kann keine stetige Bi-
jekton f : R™ — R existieren, denn dann hitte R™ - { 0 } die beiden Zusammenhangs-
komponenten f~'"(] = eo, £(0)[) und f~(]£(0), e [).

Sehr klar werden die Dinge, wenn wir folgenden Satz heranziehen: Istn > 2
und S € R" homéomorph zur Sphire S"~!, so hat R" - S genau zwei Zusammen-
hangskomponenten. Diese Aussage ist als Jordanscher Trennungssatz bekannt.
Beweise dieser der Anschauung entgegenkommenden Aussagen sind mit Metho-
den der algebraischen Topologie méglich. Beim Beweis der Vermutung in obiger
Argumentation zum Beweis der Invarianz des Gebiets (die de facto einfacher zu
zeigen ist als der Jordansche Trennungssatz) spielt neben anderen Dingen der
folgende Satz eine wichtige Rolle:

Satz  (Retraktionssatz)
Sei K die abgeschlossene Einheitskugel im R".
Dann existiert kein stetiges g : K — S™! (= bd(K)) mit g 1S"~" = idgn-1.

Sind A, B c R" mit A ¢ B, so heifit A ein Resrakt von B, wenn eine stetige Funk-
tion g : B — A existiert mit gl A = idy. Der Retraktionssatz sagt also, daf§ die
Sphire im R" kein Retrakt der Kugel im R" ist.

Aquivalent zum Retraktionssatz ist der folgende Satz von Brouwer: Die
Sphire S™ 148t sich nicht stetig auf einen Punkt der Sphire zusammenziehen,
wenn die Kontraktion jederzeit in der Sphire verbleiben soll. Mathematisch
heifit das: die Identitit auf S" ist nicht nullhomotop, d.h. es gibt keine stetige
Funktion @ : S" x [0, 1] — S" und kein c € S" mit ¢(x, 0) = x und ¢(x, 1) = c fiir
alle x € S™. Anschaulich beschreibt ein solches ¢ die Deformation von S" in der
Zeitl zuce S": Fiirallexe S"und te [0, 1] ist @(x, t) € S" die Position von x
zum Zeitpunkt t wihrend der Deformation. Zur Aquivalenz mit dem Retrakti-
onssatz betrachte man die Gleichung ¢(x, t) = g((1 - t)x) in beiden Richtungen.
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Aquivalent zum Retraktionssatz (und zum Homotopiesatz iiber die Sphire) ist
weiter der folgende Fixpunktsatz:

Satz  (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Sei K={xe R" | d(0,x) < 1} die abgeschlossene Einheitskugel im R".
Sei weiter f : K — K stetig. Dann existiert ein x € K mit f(x) = x.

Der Leser beweise die Aussage fiir den Fall n = 1. Wer Vergniigen an Ab-
schweifungen hat, kann sich auch den Zusammenhang mit dem bekannten roten
Punkt ,,Sie sind hier” auf 6ffentlichen Landkarten iiberlegen.

Die Fixpunktaussage des Satzes gilt dann offenbar auch fiir alle stetigen Funk-
tionenf : C — C, wenn C eine zu K homéomorphe Teilmenge des R ist. Wei-
ter gilt sie fiir alle stetigen f : D — D, wenn D ein Retrakt von C ist (!). Damit
folgert man: Ist E ¢ R" kompakt, konvex und nichtleer undist f : E — E stetig,
so hat f einen Fixpunkt. Denn jedes solche E ist ein Retrakt einer n-dimensiona-
len Kugel mit hinreichend grofiem Radius, ein nicht véllig triviales Resultat. (Ein
E c R" heifit konvex, falls fiir alle x,y € E das x und y verbindende Geradenstiick
eine Teilmenge von E ist, d.h. fiiralle A€ [0, 1]istAx+ (1 -A)y€ E.)

Die Fixpunkt-Aussage gilt dagegen nicht mehr fiir die offene Einheitskugel
int(K) oder fir die Punktierung K- {0} (!).

Den Fixpunktsatz kann man aus dem Retraktionssatzes so folgern: Annabme,
es gibt ein stetiges f : K — K ohne Fixpunkte. Wir definieren dann g(x) fiir alle
x € K als den Schnittpunkt derjenigen Halbgeraden mit S*~!, die von f(x) aus-
gehtund durch x verliuft. Dannist g : K — S"~' stetig und die Identitit auf der
Sphire S™~!, Widerspruch.

Umgekehrt gewinnt man den Retraktionssatz aus dem Fixpunktsatz so: An-
nabme, g : K — S"~!ist stetig und die Identitit auf S™~'. Wir setzen f(x) = - g(x)
fir allex € K. Dannistf : K — K stetig ohne Fixpunkte, Widerspruch.

Ein alternativer Ansatz

Wir geben nun noch einen vollstindigen elementaren Beweis der Invarianz
der Dimension und weiter auch des Brouwerschen Fixpunktsatzes nach Lebes-
gue (1911), Sperner (1928) und Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz (1929). Mit
den Methoden kann schliefilich auch der Satz iiber die Invarianz des Gebiets be-
wiesen werden. Wir geben einen Beweis am Ende des Zwischenabschnitts.

Uberdecken wir die Ebene R? schachbrettartig durch abgeschlossene 8-Qua-
drate, so beriihren sich an jeder Ecke vier Quadrate. Die Uberdeckung lifit sich
in dieser Hinsicht verbessern: Verschieben wir jede zweite Reihe der Quadrate
um 8/2 entlang der x-Achse, so erhalten wir eine ,,mauerartige” Uberdeckung,
bei der jeder Punkt der Ebene in hochstens drei beteiligten Mengen liegt. Der
Leser iiberlegt sich weiter leicht eine Uberdeckung des dreidimensionalen Rau-
mes durch beliebig kleine kompakte Mengen, bei der jeder Punkt in héchstens
vier Mengen auftaucht. Wir definieren nun einen allgemeinen Begriff im Um-
feld dieser Betrachtungen und geben dann zwei komplementire Sitze an, aus de-
nen die Invarianz der Dimension leicht folgt.
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Definition  (Fs-Uberdeckung)
Sei P ¢ R" und § > 0. Eine endliche Folge A,, ..., Ay von
Teilmengen des R" heifit eine F- Uberdeckung von P, falls gilt:

() PcUiciA;,
(i) A;istabgeschlossenin R" firallei <k,
(iii) diam(A;) < fiir alle i < k.

Es gelten nun die beiden folgenden Sitze, von denen der erste noch recht ein-
fach zu zeigen ist (siche den Beweis unten):

Satz  (fast disjunkte Uberdeckungen)
SeiA c R" beschrﬁnkt,“und seid > 0.
Dann existiert eine Fs-Uberdeckung Ay, ..., A von A mit:

(+) Jedes x € A ist Element von héchstens (n + 1)-vielen A;.

Satz  (Uberdeckungssatz von Lebesgue und Sperner)
Sei B ¢ R™ mit int(B) # &. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodaf fiir
jede Fe-Uberdeckung B, ..., B von B gilt:

(++) Esgibtein x € B, das Element von mindestens (m + 1)-vielen B; ist.

Wir werden diese Sitze gleich beweisen. Zuerst wollen wir zeigen, wie sich
durch ihre Kombination die Invarianz der Dimension ergibt:

Beweis des Satzes iiber die Invarianz der Dimension
Seien also A ¢ R", B € R™, und sein < m. Weiter sei f : A — B ein
Homdomorphismus. Wir zeigen, daff int(B) = &.

O.E. ist A kompakt, denn ist x € int(B), so existiert ein kompaktes B’ B
mit x € int(B’) und dann ist A’ = !B’ kompakt und fIA” : A” — B’ ist
ein Homéomorphismus mit int(B’) # &.

Annabme, int(B) # &. Sei dann € > 0 derart, dafl die Aussage (++) fiir jede
F,-Uberdeckung von B ¢ R™ gilt.

Wegen der gleichmifiigen Stetigkeit von f existiert ein & > 0, sodafj fiir
alle C ¢ A mit diam(C) < § gilt, daf§ diam(f”C) < e.

Sei also Ay, ..., Ay € R" eine Fs-Uberdeckung von A derart, daff (+) wie
im Satz iiber fast disjunkte Uberdeckungen erfiillt ist. Wir setzen:

B; = f"A; furallei £ k.

Dann ist By, ..., By eine F,-Uberdeckung von B (nach Wahl von §).

Die Eigenschaft (+) wird durch die Bijektion f iibertragen, also ist jedes

x € B ein Element von hochstens (n + 1)-vielen By, im Widerspruch zu
— (++) fir Bund n < m.

Der Uberdeckungssatz wurde 1911 von Lebesgue formuliert und benutzt, um
die Brouwerschen Invarianz-Sitze zu zeigen. Sperner konnte 1928 diese Argu-
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mentation stark vereinfachen und eine Liicke bei Lebesgue schlieffen (Lebesgue
selbst gab einen korrekten Beweis 1921). Bei Sperner spielen Uberdeckungen
aus abgeschlossenen Simplizes eine Schliisselrolle. Simplizes sind die n-dimen-
sionalen Analoga von Dreieck und Tetraeder und sind mit ihren nur (n + 1)-Ek-
ken fiir diesen Argumentationstyp besser geeignet als die vertrauteren n-dimen-
sionalen Quader.

Definition (Simplex, baryzentrische Koordinaten \;(x), Schwerpunkt)
Seien vy, ..., v € R" affin unabhingig, d.h. v; - vy, ..., vy - vy sind linear
unabhingig in R". Wir setzen

S = S(Vo,...,Vk) = {Zisn}\,ivi | }\’ie [0, 1] ﬁiralleiSk, Ziskki =1 }

Dann heifit S ein k-dimensionales Simplex im R" mit den Ecken vy, ..., v.
Firi < k heiflt S(vg, ..., Vi_1, Vis 1, .., Vi) €ine (n-dimensionale) Seite von S
und genauer die Gegenseite von v; in S.

Ist x = ;< A;v; € S wie in der Definition, so heifien A, ..., A}

= Ao(x), ..., A(x) die baryzentrischen Koordinaten von x.

Der Punktx = Z; .y 1/(k + 1) v; heifit der Schwerpunkt von S.

Ist N c {0, ..., k}, so schreiben wir auch S({v; | i € N }) fiir das Simplex
S(viy, ---» Vi) € S, wobei N = {1, ..., 1} mitip < ... <ij.

Das Simplex S = S(v, ..., vi) ist abgeschlossen im R" und weiter die kleinste
konvexe Teilmenge des R", die die Punkte v, ..., v enthilt.

Wegen der affinen Unabhingigkeit der Ecken sind die baryzentrischen Koor-
dinaten eindeutig bestimmt (modulo der Reihenfolge der Vektoren vy, ..., ).

Fiir alle i < kist die Gegenseite S; von v; durch die baryzentrische Koordina-
tengleichung ,A; = 0 charakterisiert, die Ecke v; selbst durch ,,A; = 1“. Fiir alle
ce [0, 1] beschreibt die Gleichung ,,A; = ¢ ein Teilsimplex von S bestehend aus
Punkten, die zur Seite S; einen konstanten Abstand d = d(c) < d(v;, S;) haben.
Dies ist durch Nachrechnen z. B. unter Verwendung des Strahlensatzes leicht
einzusehen.

Wir brauchen noch Simplex-Analoga der tiblichen Zerlegung des R" in abge-
schlossene n-dimensionale Wiirfel. Allgemein definieren wir

Definition (Simplizialzerlegung, V(¥))
Seien P c R", § > 0. Eine Menge ¥ von n-dimensionalen Simplizes
heifit eine Simplizialzerlegung von P der Feinbeit §, falls gilt:

@) P=U%,

(ii) diam(S) < d fiiralle S € S,
(i) {S c K1 Se ¢} istendlich fiir alle kompakten K ¢ P,
(iv) firalle S;,S; € $mitS; N S, # I gibt es paarweise

verschiedene gemeinsame Ecken vy, ..., v von S; und S, mit

Sl M Sz = S(Vl, ...,Vk).
Wir setzen dann V(&) = { v | vist Ecke einesSe & }.
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Solche Zerlegungen existieren insbesondere, falls P = R" oder falls P selbst ein
n-dimensionales Simplex ist.

Die Gefiigigkeit von Simplizes zeigt folgender eleganter Beweis des Satzes
iiber fast disjunkte Uberdeckungen:

Beweis des Satzes iiber fast disjunkte Uberdeckungen
Sei S = S(vy, ..., v,) ein Simplex im R™. Fiiri < nsei S; die Gegenseite von v;,
und es sei x* = Z; ., 1/(n + 1) v;. (De facto ist jedes x* € int(S) geeignet.)
Fiir alle i £ n setzen wir:

A = A(S) = {xe S 1dkxS) = dx,S)} = {xe S I L& =1/m+1)].

Dann ist A; abgeschlossen, v; € A;und A; N S; = & fiiralle i <n.
Weiterist S = U; ., A, und M., A, = {x*}.

Sei nun ¥ eine Simplizialzerlegung von R" der Feinheit 8/2.

Fiir jedes S € & sei Ay(S), ..., A,(S) wie eben konstruiert.

Firv e V(9) setzen wir:

A, = U{A;S) | Se &, visteine Ecke von Smitve A;(S)}.
Die Mengen A, sind Polyeder, auf deren Seiten die Schwerpunkte der S € ¥ liegen.

Dann ist A, abgeschlossen und diam(A,) < § fir alleve V.

Weiter ist jedes x € R" Element von hochstens (n + 1)-vielen A, : Dies ist
Klar fiir die Punkte im Inneren eines S € &, und ist x Element einer Seite
S(vo, ..oy V_1) eines S € F,soist {A, | xe Ay} C {A,, ..., A, |}

Fiir alle beschrinkten A ¢ R" ist dann also { cl(A) N A, | ve V } eine
— (endliche) Fs-Uberdeckung von A, die die Aussage (+) erfiillt..

Fiir den Uberdeckungssatz von Lebesgue und Sperner brauchen wir folgendes
auch andernorts niitzliches kombinatorisch-topologisches Resultat:

Satz  (Lemma von Sperner)
Sei Sy = S(wy, ..., w,) ein n-dimensionales Simplex im R".
Weiter sei & eine Simplizialzerlegung von Sy, und es sei V = V(¥).
Schliefilich seif : V. — {0, ..., n} derart, daf fiir alle i < nundve V gilt:

#) Istvein Element der So-Gegenseite von wy, so ist f(v) # i.
Dann existiert eine ungerade Anzahl von S € & mit:

(®) {f(v) | visteine EckevonS} = {0,...,n}.

Es ist hilfreich, sich die Funktion f als Firbung der Eckenmenge V vorzustellen. Der
Satz besagt insbesondere, dafi eines der Simplizes von & an seinen Ecken mit allen Far-
ben gefirbt ist. Die Aussage iiber die ungerade Anzahl ist aus induktionstechnischen
Griinden wichtig.

Aus (#) folgt, dafi f jede Ecke w; von Sy mit der Farbe i firbt, jedes v € V auf einer
Kante S(w;, w;) von S, mit einer der Farben i oder j, usw. Allgemein gilt fiir alle Mengen
Nc{0,..,n}undalleve V:Istve S{w; | ie N}),soist f(v) e N.
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Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Fir n = 0 ist der Satz klar.
Sei also n > 1 und die Behauptung fiir n - 1 bewiesen.
Wir nennen ein S € & gut, wenn S wie in (<) ist. Weiter heifit eine Seite S’
eines S € ¥ gut, wenn { {(v) | v Eckevon S’} ={0,...,n-1}.
Wir setzen:

u; = ,die Anzahl der guten Se ¥,
u; = ,die Anzahl der guten Seiten " eines S € ¥ mit S” < bd(Sy)*,
u(S) = ,die Anzahl der guten Seiten S’ von S firSe &.

Wir zeigen, daff u; ungerade ist. Zunichst gilt:
(+) u, istungerade.

Beweis von (+)
Ist §” eine gute Seite eines S € ¥ mit S” € bd(Sy), so ist
S € S(wy, ..., w,_1) nach (#) und der Definition einer guten Seite.
Also ist u; ungerade nach I. V., angewendet auf die durch & gegebene
Simplizialzerlegung & von S(wy, ..., w,_;) und f1V(¥").

Wir sind also fertig, wenn wir zeigen :
(++) u, und u; haben die gleiche Paritit.

Beweis von (++)
Ist S € & gut, so ist offenbar u(S) = 1.
Ist S nicht gut, soist u(S) = 0, falls {f(v) | ve S} #{0,...,n-1},
und u(S) =2, falls {f(v) I ve S} ={0,..,n-1} ().
Also haben u; und 2. ¢ u(S) die gleiche Paritit.
Aber auch u; und Z g ¢ u(S) haben die gleiche Paritit, da jede gute Seite
S eines jeden S € & zur Summe einmal beitrigt, wenn sie eine Teilmenge
- von bd(Sy) ist, und zweimal sonst (da & eine Simplizialzerlegung ist).

Aus dem Lemma von Sperner erhalten wir:

Satz  (Schnittsatz fiir abgeschlossene Uberdeckungen eines Simplexes)
Sei Sy = S(wy, ..., w,) ein n-dimensionales Simplex im R".
Seien weiter Ay, ..., A, € R" abgeschlossen derart, daf} fiir alle
N c{0,...,n}gilt:

##) S({w; lie N}) ¢ UicnA,.
Dannist ;. A, # @.
Beweis
Sei 3 > 0 beliebig, und sei & eine Simplizialzerlegung von Sy der Feinheit 8.

Fiir ve V(¥) setzen wir (mit Hilfe der Voraussetzung (##) zur Definition
von f(v)):
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N() = ,diekleinste Teilmenge Nvon {0, ...,n}mitve S({w; | ie N},
f(v) = ,daskleinste i € N(v) mitve A;“.

Nach Konstruktion gilt dann (#) wie im Lemma von Sperner fiir {.
Seialso Se ¥ gut, d.h. { f(v) | visteine Eckevon S} ={0,...,n}.
Wir setzen S5 = S, ¥5 = S und f5 = f.

Sei (8, | ke N) eine Nullfolge positiver reeller Zahlen, und seien
Ss, € Fs,» f5, : V(T5,) — {0, ...,n} wie eben konstruiert fiir allek € N.

Seixy € S5, fiiralleke N. O.E. (das heifit nach einem evtl. Ubergang zu einer

Teilfolge) existiert x* = limy _, ., x;.. Dann ist aber x* € ;< A;, denn die

A; sind abgeschlossen und fiir alle k und i < n gibt es eine Ecke v von S5, mit
- f5,(v) =i,alsoeinve S5 mitve A;; zudem ist diam(S; ) < 5, fiirallek e N.

Der Schnittsatz erméglicht uns nun, einen einfachen Beweis des Uberdek-
kungssatzes nachzureichen:

Beweis des Uberdeckungssatzes von Lebesgue und Sperner
Sei also B ¢ R" mit int(B) # &.
Dann existiert ein Simplex S = S(wy, ..., w,) C int(B).
Firi < n sei wieder S; die Gegenseite von w;.
Sei € > 0 derart klein, daf} es fiir alle abgeschlossenen Mengen A mit
diam(A) < e eini < n gibt mit A N S; = &. Dann ist € wie gewlinscht:
Sei namlich By, ..., By eine F,-Uberdeckung von B.
O.E.istw; € B; fiirallei < n. Nach Wahl von € existiert fiir alle j < k
ein g(j) < n mit B; N S,y = &. Notwendig gilt g(i) = i fiir allei < n.
Wir setzen dann fiir i < n:

Ai = S 0 Ujcigp-i By
Dannist Ay, ..., A, wiein (##):

DennseiN c {0,...,n},undseixe S{w; | ie N}).

Seij < kmitx e Bj. Dann ist g(j) € N, denn andernfalls ist

N c{0,....,n}-{g(j)}, also S({w; | ie N}) € Syj); dann ist
aber x € By M Sy, im Widerspruch zur Definition von g(j).

Wegen x € B; ist x € A, und wegen g(j) € Nistalsoxe U;cy A,

Seialso x* e M., A, € S c B nach dem Schnittsatz.
— Dann ist x* € B ein Element von mindestens (n + 1)-vielen B;.

Das eingeriickte Argument des Beweises zeigt, dafl die Bedingung (##) im
Schnittsatz erfullt ist, wenn Ay, ..., A, € R" abgeschlossene Mengen sind mit:
(l) A - UiSn Ai7
(i1) Uign,i;k]' Aj N Sj = @ fiiralle j < n, wobei wieder S; die Gegenseite
der Ecke v; von § ist.
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Damit ist die Invarianz der Dimension vollstindig bewiesen. Weiter kénnen
wir nun in wenigen Zeilen auch den Brouwerschen Fixpunktsatz beweisen
([Knaster / Kuratowski / Mazurkiewicz 19291]).

Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes
Sei S = S(vy, ..., v,) ein n-dimensionales Simplex im R".
Seif : S — Sstetig. Es geniigt zu zeigen, dafl f einen Fixpunkt besitzt
(denn S ist homGomorph zur abgeschlossenen Einheitskugel).

Fiir x € S seien wieder A;(x), ..., A,(x) die (baryzentrischen) Koordinaten
von x. Wir setzen dann fiir alle i < n:

A = {xe S | LE®) < ME ).

Dann erfiillen die Mengen Ay, ..., A, die Bedingung (##) des Schnittsatzes.
Seialso x* € M <, A;. Dann gilt ;(f(x*)) < A;(x*) fiir allei < n.
Dies ist aber nur moglich, wenn A;(f(x*)) = A;(x*) fiir alle i < n, denn die
Koordinatensummen sind jeweils 1 (und die Koordinaten sind = 0).

— Alsoist f(x*) = x*.

Nach obiger Diskussion haben wir also durch eine Analyse von Simplex-Uber-
deckungen gezeigt, daf} jede Sphire S” ! kein Retrakt der n-dimensionalen Ein-
heitskugel ist, und daf§ - dquivalent hierzu — S" nicht nullhomotop ist.

Wir zeigen nun schliefilich auch noch den Satz tiber die Invarianz des Gebiets.
Wir beobachten hierzu: Seien Spund A, ..., A, wie im Schnittsatz. Verteilen wir
die Punkte einer kleinen, ganz im Inneren von S, gelegenen Umgebung des
Schwerpunktes von Sy neu auf die Mengen A;, so gilt immer noch (##) fiir die so
modifizierte Uberdeckung A/, ..., A,’, die dann also, wenn alle A, wieder abge-
schlossen sind, einen nichtleeren Schnitt hat. Durch Hintransport, Modifikation
und Riicktransport einer solchen Uberdeckung kénnen wir zeigen, daf} ein inne-
rer Punktvon S durch einen Homdomorphismus nicht zu einem Randpunkt des
Wertebereichs werden kann.

Das folgende Argument ist geometrisch anschaulich und nur durch die notwendige
Manipulation von Uberdeckungen etwas uniibersichtlich. Der Leser helfe sich mit einer
Skizze fiirn = 2.

Beweis des Satzes iiber die Invarianz des Gebiets
Sei S = S(vy, ..., v,) € R" ein n-dimensionales Simplex und sei f : S — B
ein Homoomorphismus, B ¢ R". Sei weiter
X = Zic, I/n+1)v; € int(S).
Wir zeigen, dafl {(x) € int(B). Dies geniigt (!).
Seien Ay, ..., A, C S abgeschlossen derart, daf§ (##) wie im Schnittsatz
und weiter U<, A; = Sund M., A; = {x} gilt.

Die im Beweis des Satzes iiber fast disjunkte Uberdeckungen konstruierte Zerlegung
des Simplex S hat diese Eigenschaft (vgl. die Nachbemerkung zum Beweis des
Uberdeckungssatzes von Lebesgue und Sperner).
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Sei & > 0 mit Uy(x) C int(S), und sei & > 0 mit f (U (f(x)) N B)  Us(x).
Ein solches ¢ existiert wegen der Stetigkeit von f~".

Fir i < n sei B; = {”A;. Dann ist B, ..., B, eine abgeschlossene
Uberdeckung der abgeschlossenen Menge B mit { f(x) } = ;< B;.
Annabme, (x) € bd(B). Sei T = S(wy, ..., w,) C R" ein Simplex mit
Schwerpunkt f(x) und T c U (f(x)).

Wir zeigen:

(%) Es gibt eine Verteilung der Punkte von T' N B auf die Mengen
By - int('T), ..., B, - int(T) derart, daf§ eine abgeschlossene
Uberdeckung By, ..., B’, von B mit leerem Durchschnitt entsteht.

Die Verteilung ist nicht eindeutig, d.h. ein Punkt von T N B ist nach der Verteilung
i.a. ein Element von mehreren Mengen B’;. Auf dem Rand von T werden die B;
angereichert, auf int('T) werden sie komplett neu definiert.

Beweis von (%)
Fiir alle y € bd(T) gibt es einm > 0 und ein i < n mit U, (y) N B; = &.
(Sonstwireye M., B; = { f(x) } wegen der Abgeschlossenheit der B;.)
Wegen bd(T) kompakt existiert dann ein n* > 0 mit:

(+) Fiiralley e bd(T) gibtes eini < nmit U,-(y) N B; = &.
Seien dann C, ..., Cy, eine Fn*—Uberdeckung von bd(T) mit:

@@ C; c bd(T) firallei <k,

(ii) jedesy e bd(T)ist Element von hochstens n-vielen C;.
Zur Existenz: Sei ¥ eine Simplizialzerlegung von T der Feinheit n*, und sei
Dy, ..., Dy die im Beweis des Satzes tiber fast disjunkte Uberdeckungen
konstruierte Zerlegung von T. Dann kommen nur die Schwerpunkte der

Simplizes von & in (n + 1)-vielen Simplizes von ¥ vor. Wir setzen also

C; = D; N bd(T) fiir j < k.

Seij < k. Ist C; N B; = @ fiiralle i < n, so sei g(j) = 0.
Andernfalls sei g(j) ein i < n mit C; N B; # &.

Wir setzen fiir i < n:

B*i = (BI |\ UjSk,g(j)=iCj) - 1nt(T)

Dann sind alle B*; abgeschlossen und nach Konstruktion und Wahl
der Ci ist ﬂi <n B*i =0 (')

Wir nutzen nun aus, daf} f(x) ein Randelement von B ist und verteilen
die entfernte Menge int(T) durch eine Projektion neu:

Wegen f(x) € bd(B) existiert ein z € int(T) mitz ¢ B.
Firye bd(T) seis(z, y) ={Ay + (1 -A)z 1 0 <A <1}
Wir setzen dann fiir i < n:

B, = (BY u Uygbd(T),yeB*i s(z,y)) N B.

Dann ist BYy, ..., B’ wie gewiinscht.
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Sei dann A’; = f™1B’, fiir alle i < n, wobei B/, ..., B’, wie in ().
Dann ist jedes A”; abgeschlossen und nach Konstruktion gilt:
(1) UiSnAli = S7
() N Af =,
(i) A - Us(x) = A; - Us(x) fiirallei <n.

Wegen (iii) gilt immer noch (##) aus dem Schnittsatz fiir A’y, ..., A’,.
— Alsoist M., A; # @ nach dem Schnittsatz, im Widerspruch zu (ii).

Das Projektionsargument im letzten Teil des Beweises von (%) findet sich bereits bei
[Lebesgue 1911]. Lebesgue hatte aber iibersehen, daf§ zuerst der Rand von T neu verteilt
werden mufi. Obiger Beweis folgt der Darstellung [ Sperner 1928].

Ein topologischer Dimensionsbegriff

In der Topologie entwickelte sich durch Arbeiten von Brouwer, Urysohn,
Menger, Cech, Lebesgue und anderen eine allgemeine Dimensionstheorie. Die
sog. Menger-Urysobn-Dimension ind(%) ist fiir alle reguliren Hausdorff-Riume
(siche Anhang 4) & wie folgt definiert:

() ind(@,2)) = -1,

(i) ind((X,U)) = ,daskleinste n € N mit:
fir allex e Xund alle U e U mitxe U gibtesein V € U mit:
x€ 'V, cl(V) € U und ind({bd(V), UIbd(V))) < n“.

Man kann zeigen, daff unter dieser Definition ind(R") = n fiir alle n € N gilt.

Die Definition ist weiter auch konsistent mit unserer fritheren Definition von
ynulldimensional “, da offene und zugleich abgeschlossene Mengen einen leeren
Rand haben.

Zur Geschichte der Dimensionsproblematik siehe [Katetov / Simon 1997 |
und [ Crilly 1999]. Die ersten mathematischen Versuche zur Fassung des Di-
mensionsbegriffs finden sich - einmal mehr - bei Bolzano.

r Literatur r

Brouwer, Luitzen 1911 Beweis der Invarianz der Dimensionszahl; Mathematische
Annalen 70, S. 161 — 165.

- 1911 Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets; Mathematische Annalen 71

(1911), S. 305 - 313.

- 1912 ZurInvarianz des n-dimensionalen Gebiets; Mathematische Annalen 72 (1912),
S. 55 -56.

- 1976 Collected Works ; Band 2. Herausgegeben von H. Freudenthal. North-Holland,
Amsterdam.



350 2. Abschnitt  Die Folgenriume

Crilly, Tony 1999 The emergence of topological dimension theory; in: James (Hrsg.),
History of Topology, S. 1 — 24. Elesevier; Amsterdam.

Dugundji, James 1966 Topology; Allyn and Bacon, Boston.

Engelking, Ryszard 1978 Dimension Theory; North-Holland, Amsterdam.

Hilbert, David 1891 Uber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flichenstiick;
Mathematische Annalen 38 (1891), S. 459 - 460.

Istritescu, Vasile 1981 Fixed Point Theorems; Reidel, Dordrecht.

Katetov, Miroslav / Simon, Petr 1997 Origins of dimension theory;
in: C.E.Aull / R. Lowen (Hrsg.): Handbook of the History of General Topology, Volume 1,
S. 113 - 134. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Kechris, Alexander 1995 Classical Descriptive Set Theory; Graduate Texts in
Mathematics 156, Springer; New York.

Knaster, Bronistaw / Kuratowski, Kazimierz / Mazurkiewicz, Stefan 1929 Ein
Beweis des Fixpunktsatzes fiir n-dimensionale Simplexe; Fundamenta Mathematicae

14(1929), S. 132 - 137.

Lebesgue, Henry 1911  Sur la non-applicabilité de deux domaines appartenant
respectivement a des escapes 2 n et n + p dimensions; Mathematische Annalen 70
(1911), S. 166 - 168.

- 1921 Sur les correspondances entre les points de deux espaces; Fundamenta
Mathematicae 2 (1921), S. 256 - 285.

Liiroth, Jakob 1906 Uber Abbildung [sic!] von Mannigfaltigkeiten; Mathematische
Annalen 63, S. 222 - 238.

Menger, Karl 1923 Uber die Dimensionalitit von Punktmengen I; Monatshefie fiir
Mathematik und Physik 33 (1923), S. 148 - 160.

Moschovakis, Yiannis 1980 Descriptive Set Theory; North-Holland, Amsterdam.

Peano, Giuseppe 1890 Sur une courbe qui remplit une aire plane; Mathematische
Annalen 36 (1890), S. 157 - 160.

Sierpiriski, Waclaw 1929 Sur les images continues et biunivoques de ’ensemble
de tous les nombres irrationnels; Mathematica 1 (1929), S. 18 - 21.

Smart, D.R. 1974 Fixed Point Theorems; Cambridge University Press, Cambridge.

Sperner, Emanuel 1928 Neuer Bewelis fiir die Invarianz der Dimensionszahl und
des Gebietes; Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen
Universitat 6 (1928), S. 265 - 272.

Siehe auch die Literaturangaben zu Anhang 4 , Topologische und metrische Riume*.



3. Regularititseigenschaften

Wir kehren nach dem topologischen Blick ins Weite nun zur inneren Untersu-
chung des Baireraumes und des Cantorraumes zuriick. Wir formulieren naturge-
mifl viele Eigenschaften wieder ganz allgemein fiir polnische Riume, haben aber
in erster Linie N und € (und R) im Auge. Zunichst untersuchen wir perfekte
Teilmengen genauer und 16sen so das Kontinuumsproblem fiir die abgeschlosse-
nen Mengen. Anschlieffend betrachten wir die Scheeffer-Eigenschaft und auch
verschiedene G-stabile Regularititseigenschaften.

Hiufungen

Bei der Diskussion des Kontinuumsproblems hatten wir als erste nichttriviale
Approximation die Frage gestellt, welche Michtigkeiten den abgeschlossenen
Mengen zukommen kénnen: Ist ein abgeschlossenes A ¢ R immer abzihlbar
oder von der Michtigkeit 2°? Der Weg zur bejahenden Beantwortung dieser
Frage fithrt iiber die spezielleren perfekten Mengen. Im letzten Kapitel hatten
wir durch eine Einbettung des Cantorraumes gezeigt, daf jeder nichtleere pol-
nische Raum X die Michtigkeit des Kontinuums besitzt. Insbesondere sind die
moglichen Michtigkeiten perfekter Mengen in R lediglich 0 und 2%, es gilt also
(CHy) fir A ={ P c R | P perfekt}.

Die allgemeineren abgeschlossenen Mengen unterscheiden sich von den per-
tekten Mengen ,lediglich® durch die Existenz isolierter Punkte. Man sieht
schnell, dafl allenfalls abzihlbar viele isolierte Punkte existieren konnen und dies
fithrt zur Idee der Abspaltung dieser Punkte. Diese Abspaltung erweist sich nun
aber als tiberraschend komplex, denn das Entfernen von isolierten Punkten kann
viele isolierte Punkte erzeugen, die gerade eben noch Hiaufungspunkte waren.
Das einfachste Beispiel ist P={ 1/n | ne N*} U {0} fiir R. Die Null ist ein Hiu-
fungspunkt von P, aber isoliert in der Restmenge A=P - {x e P | xistisolierter
Punktvon P} ={0}. Die Verfolgung der Idee der iterierten Abspaltung gehort zu
den geschichtlichen Grofiereignissen der Mathematik. Sie fithrte Cantor zu den
transfiniten Zahlen und erweiterte die Mathematik dariiber hinaus um ihr topo-
logisches Auge. In der Tat terminiert die iterierte Abspaltung von isolierten
Punkten in der Regel erst nach transfiniter Wiederholung, aber doch immerhin
in abzihlbarer Zeit. Sie hinterldfit einen perfekten Kern der abgeschlossenen
Ausgangsmenge. Insgesamt wird in diesem Prozefi dann abzihlbar oft eine ab-
zihlbare Menge entfernt, und damit ist eine abgeschlossene Menge perfekt mo-
dulo einem abzihlbaren ,,zerstreuten® Rest. Genaueres wird im Satz von Cantor-
Bendixson formuliert werden.
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Dieser Ansatz der Feinanalyse abgeschlossener Mengen ist an Klarheit und
aufgedecktem strukturellen Reichtum nicht zu tiberbieten, benotigt aber die
transfiniten Zahlen zumindest bis hinauf zur ersten tiberabzihlbaren Ordinal-
zahl ®;. Wir werden diese Ordinalzahlen und die benotigten Hilfsmittel gleich
nach diesem Kapitel einfithren und als Anwendung die transfinite Iteration der
Abspaltung von isolierten Punkten durchfithren. Hier wollen wir einen ordinal-
zahlfreien, spiter gefundenen Beweis des Satzes von Cantor-Bendixson geben.
Erist kurz, aber nicht frei vom Vorwurf der Piraterie des ihm tiberlegenen trans-
finiten Weges.

Wir betrachten verschiedene Grade der Hiufung einer Menge an einer Stelle.
Fiir eine Punktmenge P eines topologischen Raumes X nannten wir einx € X ei-
nen Hiufungspunkt von P, wenn in jeder Umgebung von x unendlich viele
Punkte von P liegen. Eine natiirliche Verstirkung dieser einfachen Hiufung ist
nun der Begriff des Kondensationspunktes.

Definition (Kondensationspunkt, erste Ableitung, P’, cp(P))
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und seien P c X, x € X.
x heifit Kondensationspunkt oder Verdichtungspunkt von P, falls fiir alle offenen
Umitx € U gilt, dafl P n U tiberabzihlbar ist. Wir setzen:

P = {xe X | xist Hiufungspunkt von P },
cp(P) = {xe X | xist Kondensationspunkt von P }.

P’ heifit die (erste) Ableitung von P, cp(P) die Kondensation von P,

Wir werden gleich sehen, warum wir hier nicht ,(erste) Kondensation von P“
schreiben miissen. Zunichst wollen wir einige hiufig verwendete und ins Auge
springende Eigenschaften der beiden Operationen festhalten.

Zunichst gilt cp(P) ¢ P’ fiir alle P. Vielleicht noch auffilliger ist:

(+) IstP c Q, soist cp(P) < cp(Q) und P’ c Q".

Kondensation und Ableitung sind also Beispiele fiir monotone Operatoren:

Definition (monotoner Operator)
Sei X eine Menge, und sei f : PX) — PX).
t heifit ein monotoner Operator auf X, falls fir alle x, y X gilt:

x Cy folgt () < f(y).

Im folgenden sei & = (X, U) ein beliebiger polnischer Raum.

Ist P ¢ X dicht in X, so ist P” = X. Eine abzihlbare Menge kann also 2% viele
Hiufungspunkte haben.

Ein P c Xiist genau dann abgeschlossen, wenn P’ C P gilt, und genau dann per-
fekt, wenn P = P’ gilt.

Diese Gleichung motivierte wohl Cantor, die Bezeichnung ,,perfekt” zu wihlen: Per-
fekte Mengen sind ,fertig” und ,vollendet” sowohl im Hinblick auf das Hinzuftigen von
Hiufungspunkten als auch auf die Abspaltung von isolierten Punkten.
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Weiter ist cl(P) = P U P’ fiir alle P  X. P’ ist abgeschlossen fiir alle P, d. h. es
gilt P” c P’, denn ein Hiufungspunkt von Hiufungspunkten von P ist selbst ein
Hiufungspunkt von P. Analog ist cp(P) abgeschlossen, denn ein Hiufungspunkt
von Kondensationspunkten von P ist ein Kondensationspunkt von P. Insbeson-
dere gilt also cp(cp(P)) < cp(P)’ < cp(P). Ist P abgeschlossen, so gilt cp(P) c P.

Fiir beliebige P,Q c X ist P U Q) = P’ U Q. Weiter gilt P N Q) c P'n Q/,
wihrend die Umkehrungi.a. falsch ist. Analoge Aussagen gelten fiir die Konden-
sation.

Die Kondensationsoperation

Unser erster Beweis des Satzes von Cantor-Bendixson ruht auf dem Konflikt
von ,iberabzihlbar® im Begriff der Kondensation mit ,,separabel“ im Begriff des
polnischen Raumes.

Als ersten Satz tiber die Kondensation zeigen wir:

Satz  (Ableitung und Kondensation haben dieselben Fixpunkte)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P c X.
Dann sind dquivalent:

(i) Pistperfekt,d.h.P” = P.
@) cp®P) = P.

Beweis
@) ™ @):
Wegen P’ = P ist P abgeschlossen und damit gilt cp(P) c P.
Esbleibt P  cp(P) zu zeigen. Sei hierzux € P, und sei U offen mitx e U.
Wir zeigen, daf§ P n U tiberabzihlbar ist. Aber P n U ist nichtleer und
perfekt im polnischen Raum U (!). Also ist IPN U = 2°.

(@) ™~ @):
Zuniichst ist P abgeschlossen, denn cp(P) ist abgeschlossen und es gilt
cp(P) = P nach Voraussetzung.
- Dann giltaber P = cp(P) c P’ € P also P’ = P.

Zum Beweis von (i) M (ii) eine Warnung: Ist V. U offen mitx € Vund cl(V) c U,
so ist die Menge cl(V) N P nicht notwendig perfekt in X. Betrachte etwa X = R und
P=[0,11U[2,3],U=]0,3[,x=1und V=]0,2[. Dannistcl(V)nP=[0,1]U{2 }nicht
perfekt. Fiir R kann man linke und rechte Intervallgrenzen gesondert behandeln, aber fiir
allgemeine polnische Riume fiihrt die Betrachtung von P n U als perfekten polnischen
Raum wohl am einfachsten zu |P N\ Ul = 2% (durch Einbettung von €).

Die Frage, die dieser Satz stellt, ist, wie und ob wir durch Anwendung der bei-
den Operationen zu Fixpunkten gelangen konnen. Obige Menge

P={Il/mlin>1}u {0}
liefert ein Beispiel fiir ein abgeschlossenes P ¢ R mit P” = (P"Y < P’ c P. Wie

sieht es mit der Iteration der Kondensationsbildung aus? Fiir allgemeine Riume
gilt dhnliches wie fiir die Ableitung:
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Ubung
Sei A iiberabzihlbar. Dann existiert ein abgeschlossenes P < VA mit
cp(cp(P)) < cp(P) < P.

[ Sei x € A beliebig. Betrachte P = { f € NA | f(n) # x fiir héchstens einne N }.
Dann ist P abgeschlossen, cp(P) = { const, }, cp(cp(P)) = &.]

Die separablen polnischen Ridume erlauben keine derartigen Konstruktionen.
Fiir sie gilt, dafl allenfalls abzihlbar viele Punkte bei der Kondensation einer
iiberabzihlbaren Menge wegfallen:

Satz  (Existenzsatz fiir Kondensationspunkte, Kondensiertheit der Kondensation)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X iiberabzihlbar.
Dann gilt:

(i) Es existiert ein Kondensationspunkt x von P mitx € P.
Stirker gilt:
P - cp(P) ist abzihlbar.

(i) cp(cp(P)) = cp(P).
Insbesondere ist cp(P) perfekt.

Beweis

zu (1):

Sei B eine abzihlbare Basis von U. Dann gilt
P-cpP) c U{PNnU I Ue®, Pn U istabzihlbar}.
Also ist P - cp(P) abzéhlbar.

cp(P) ist abgeschlossen, also gilt cp(cp(P)) < cp(P).
Sei umgekehrt x € cp(P), und sei U offen mitx € U.
Dann ist P n U tuiberabzihlbar und

PN U c (P -cpP) nU) U (cp®P) N U).

Wegen P - cp(P) abzihlbar ist dann aber cp(P) N U iiberabzihlbar.
- Dies zeigt x € cp(cp(P)) fiir alle x € cp(P), also cp(P) < cp(cp(P)).

Die Gedringtheitseigenschaft ,,separabel“ spielt in diesem Resultat eine dhnliche Rolle
wie die Gedringtheitseigenschaft ,kompakt® im Satz ,, jede unendliche Teilmenge eines
kompakten topologischen Raumes besitzt einen Haufungspunkt*.

Der Satz liefert die Zerlegung eines polnischen Raumes X in die perfekte
Menge cp(X) und den abzihlbaren Rest X - cp(X). Jede Zerlegung von X in eine
perfekte Menge und einen abzihlbaren Rest ist nun de facto identisch mit dieser
durch die Kondensation gebildeten Zweiteilung. Dies zeigt der folgende Satz,
dessen Beweis die Existenz einer derartigen Aufspaltung gar nicht benétigt.
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Satz  (Eindeutigkeitssatz fiir perfekte Teilmengen mit kleinem Rest)
Sei X = (X, A) ein polnischer Raum, und seien P, R, A, B ¢ X mit
@ X=PuUA=RuB,
@PNA=RnNnB=g,
(i) P und R sind perfekt,
@iv) 1Al IBI < 2°%.

Dann gilt P = R und A = B.

Beweis
Annabme P # R. Seidanno.E. R - P # &, undseixe R - P.
Dannist A = X - P offenin Xund xe R n A.
Damit ist R n A unter der Relativtopologie ein nichtleerer perfekter
polnischer Raum, also gilt IR N Al = 2. Insbesondere ist dann aber
= Al = 2% im Widerspruch zu (iv). Also gilt P = R und folglich auch A = B.

Wir kénnen damit sinnvoll definieren:

Definition (Cantor-Bendixson-Zerlegung, perfekter Kern)
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann heifit eine Darstellung

X = P U A mitden Eigenschaften:
P perfekt, A abzihlbar, P N A = &

die Cantor-Bendixson-Zerlegung von X.
P heifit der perfekte Kern von X und A der separierte Anteil von X.

Wir sprechen auch oft von der Cantor-Bendixson-Zerlegung eines abge-
schlossenen P ¢ X. Gemeint ist dann die Cantor-Bendixson Zerlegung P = R U
A von P im Raum P, versehen mit der Relativtopologie von . Wegen P abge-
schlossen ist R dann auch perfektin &.

Wir haben durch Analyse der Kondensationsoperation bewiesen:

Satz  (Satz von Cantor-Bendixson)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann existiert die
Cantor-Bendixson-Zerlegung X = P U A von X. Zudem ist A abzihlbar.

Beweis
— Nach dem Satz oben ist P = cp(X) perfekt und A = X - P abzihlbar.

Korollar
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum.
Dann existiert eine C-maximale perfekte Teilmenge von X.

Wir diskutieren unten noch einen Ansatz von Hausdorff, der von vornherein auf diese
Maximalititseigenschaft des perfekten Kerns zugeschnitten ist.
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Die Michtigkeiten der abgeschlossenen Mengen

Der Satz von Cantor-Bendixson 16st de facto das Kontinuumsproblem fiir die
abgeschlossenen Mengen:

Korollar  (Miichtigkeiten abgeschlossener Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann gilt I X| < @ oder 1XI = 2.
Insbesondere gilt IP| <o oder IP| =2 fiir alle abgeschlossenen P ¢ X.

Beweis
Sei X = R U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung von X.
Ist R = &, soist X = A abzihlbar.
IstR#J, soist 2® = IRl < 1X1 £2° also IX| =2°.
— Zum Zusatz: P ist polnisch unter der Relativtopologie.

Im Gegensatz zu den perfekten Mengen treten tatsichlich auch alle endli-
chen Michtigkeiten und w als Werte fiir die Michtigkeiten abgeschlossener
Mengen auf.

Wir erhalten weiter die folgende Verstirkung:

Korollar  (Miichtigkeiten der Fs- und Gg-Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P € F (X) U Gs(X).
Dann gilt IP| < ® oder IP| =2%.

Beweis
Sei zunichst P = U, o A, fiir abgeschlossene A, n € N.
Sind alle A, abzihlbar, so ist P abzihlbar. Andernfallsist I1A, | = 2° fiir ein n
nach dem Korollar, und damitist 2° < A, | <P < IXI =2 also IP| = 2°.

Ist P = M,y U, fiir offene U, n € N, so ist P unter der Relativtopologie
— von ¥ ein polnischer Raum, also IP| < @ oder IP| = 2°.

Auch folgende Verstirkung des zu Beginn des Kapitels bewiesenen Einbet-
tungssatzes wollen wir nicht unerwihnt lassen:

Korollar
Sei X = (X, AU) ein Giberabzihlbarer polnischer Raum.
Dann existiert ein zu ¢ homéomorphes C c X.

Beweis

Sei X = P U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung von X.

Wegen A abzihlbar und X tiberabzihlbar ist P nichtleer.

Nach dem Einbettungssatz existiert im Raum P eine Kopie C ¢ P von 4.
— Cist dann auch eine Kopie von 6 im Raum X.
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Portriit des perfekten Kerns als grofiter Fixpunkt der Ableitung

Wir diskutieren noch eine weitere Moglichkeit, den perfekten Kern einer ab-
geschlossenen Menge in einem einzigen Schritt zu isolieren.

Die perfekten Mengen eines topologischen Raumes & = (X, U) sind gerade die
Fixpunkte der monotonen Ableitungsoperation " : P(X) — 7P(X). Monotone
Operatoren besitzen nun tiberraschend allgemein immer einen kleinsten und ei-
nen grofiten Fixpunkt. Der grofite Fixpunkt der Ableitung erweist sich unschwer
als der perfekte Kern eines polnischen Raumes. Wir erhalten so eine interessante
neue Darstellung des perfekten Kernes eines polnischen Raumes, und weiter
eine allgemeinere Definition des perfekten Kernes fiir beliebige topologische
Riume.

Zunichst betrachten wir zwei spezielle einem monotonen Operator zugeord-
nete Mengen.

Definition (Fy(g) und F;(g))
Sei X ein Menge, und sei g : P(X) — P(X) ein monotoner Operator.
Wir setzen:
Fole) = N{Y X1 g)cY},
Fiig = U{YcCcXIYcgY}

Der Buchstabe ,,F“ steht hier fiir Fixpunke. In der Tat gilt:

Satz  (Fixpunkte monotoner Operatoren)
Sei X ein Menge, und sei g : P(X) — P(X) ein monotoner Operator.
Dann ist Fy(g) der c-kleinste Fixpunkt von g. Genauer gilt:

(@) g(Fo(@) = Fo(g),
@) non(g(Y) c Y) firalle Y c Fy(g).

Analog ist F(g) der c-grofite Fixpunkt von g.

Beweis
SeiF=Fyg)=MN{YcXIg¥Y)cY}
zu g(F) C F:

Sei Y < X beliebig mit g(Y) C Y. Dannist F C Y.
Wegen g monoton gilt also g(F) c g(Y) c Y.
Dies zeigt gF) c N{YcX I g¥Y)cY}=F
zuF c g(F):
Wegen g(F) c F gilt g(g(F)) < g(F) nach Monotonie von g.
Alsog(F)e {Yc X | g(Y) c Y}, und damit F < g(F).

Ist Y ¢ F und gilt g(Y) C Y, so ist F € Y nach Definition von F, also Y = F.
Die Aussagen iiber F{(g) werden analog bewiesen, wobei hier zuerst
— F c g(F) und dann dies verwendend g(F) c F gezeigt wird fiir F = Fy(g).
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Bei der speziellen monotonen Operation der Ableitung tauchen in den Fix-
punktdefinitionen die Eigenschaften Y’ € Y und Y € Y’ auf. Erstere kennen wir
bereits als die Abgeschlossenheit von Y. Aber auch die zweite hat seit Cantor ei-
nen suggestiven Namen, der ihre topologische Bedeutung einzufangen versucht:

Definition (insichdicht)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P ¢ X.
P heifit insichdicht, falls P c P’ gilt.

Der grofite Fixpunkt der Ableitung ist nach dem Satz oben also fiir beliebige to-
pologische Riume die grofite insichdichte Teilmenge des Raumes. Nicht tiberra-
schend ist, dafl diese Menge im polnischen Fall der perfekte Kern der Menge ist:

Satz  (perfekter Kern als grofSte insichdichte Teilmenge)
Sei ¥ = (X, AU) ein polnischer Raum,und P= U {YcX I YCY'}.
Dann ist P der perfekte Kern von X.

Beweis
Pistder grofite Fixpunkt der Ableitungsoperation, insbesondere also perfekt.
Aber X - P ist abzihlbar und damit ist P der perfekte Kern von X.

Annabme, X - P ist iberabzihlbar. Dann ist R = cp(X - P) nichtleer
und insichdicht. Dann ist aber P U R insichdicht, iz Widerspruch
- zur Maximalitit von P.

Damit setzt die folgende allgemeine Definition des perfekten Kerns diejenige
fiir polnische Riume fort:

Definition (perfekter Kern eines topologischen Raumes)
Sei X = (X, AU) ein topologischer Raum.
Dann heifit U {Y c X | Yistinsichdicht} der perfekte Kern von %.

Ist A = X - P das Komplement des perfekten Kernes P eines topologischen Raumes
% = (X,U), soist Ai.a.nicht mehr abzihlbar. Jedoch gilt offenbar diese Version des Satzes
von Cantor-Bendixson: X = P U A ist die eindeutige Zerlegung von X in eine perfekte
Menge und eine Menge, die keine nichtleere insichdichte Teilmenge besitzt.

Die Scheeffer-Eigenschaft

Alle tiberabzihlbaren abgeschlossenen Teilmengen von N, R, ... haben also
die Michtigkeit des Kontinuums, und es gilt neben dieser Anzahlaussage sogar
die topologische Strukturaussage: Sie besitzen eine nichtleere perfekte Teil-
menge. Hat diese zweite Eigenschaft iberhaupt etwas mit der Abgeschlossenheit
zu tun? Wir halten als erste Regularititseigenschaft einer Punktmenge fest:
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Definition (Scheeffer-Eigenschaft, perfekte-"Teilmengen-Eigenschaft)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X.
P hat die Scheeffer-Eigenschaft oder die perfekte-Teilmengen-Eigenschaft,
falls P abzihlbar ist oder eine nichtleere in X perfekte Teilmenge besitzt.

Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen, daf} jede offene und jede abgeschlos-
sene Teilmenge eines polnischen Raumes & = (X, AU) die Scheeffer-Eigenschaft
besitzt. Offenbar hat auch jede F;-Menge von X die Scheeffer-Eigenschaft. Eine
Gs-Menge A von X ist polnisch und lifit sich in der ererbten Topologie von X
schreiben als A = P U B mit einem in A perfekten P und einem abzihlbaren B. P
hat keine isolierten Punkte in X, ist aber i. A. nicht abgeschlossen in X. Jedoch
wissen wir, dafi eine zu € homoomorphe Teilmenge C von P existiert, falls P # &,
d.h. falls A iiberabzihlbar ist. Dieses C ist abgeschlossen in X, da C kompakt ist.
Insgesamt ist C eine nichtleere in X perfekte Teilmenge von P. Dies zeigt, daf§
auch Gs-Mengen die Scheeffer-Eigenschaft haben. Es ist instruktiv, dieses Argu-
ment zu kondensieren, indem wir den Cantorraum direkt in eine iiberabzihlbare
G;-Menge A hineinprojizieren. Ein schwicheres Resultat mit einem etwas ein-
facheren Beweis sei dem Leser vorab zur Ubung angeboten::

Ubun
Ségi % = (X, U) polnisch, und A c X habe die Scheeffer-Eigenschaft.
Dann hat A - Q die Scheeffer-Eigenschaft fiir alle abzihlbaren Q c X.
[Sei P A nichtleer perfekt, und sei qq, qy, ... eine Aufzihlung von Q N P.
Wir arbeiten im polnischen Raum P ¢ X und definieren rekursiv C; € P und reelle
€151 >0, s € Seq, mit:
C(y = P, C,istoffen und nichtleer, C;~y N Ci~ = &,
ConinUg,(q) = @, d(Co~y) < C, fiiri=0,1, diam(C,) < 1/2"'.

Fiir f € 6 sei {x;} = M, n cl(Cypy). Dannist {x; | f€ €} < P - Q perfekt. ]

Insbesondere hat z.B. R - Q die Scheeffer-Eigenschaft.
Stirker gilt nun der folgende Satz von Young (1906):

Satz  (Scheeffer-Eigenschaft fiir Gs-Mengen in polnischen Riumen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei U, € X offen fiirn € N.
Dann hat A = M,y U, die Scheeffer-Eigenschaft.

Der Beweis ist sehr shnlich dem in der Ubung angegebenen Beweis, wobei wir hier aber
auf den Existenzsatz fiir Kondensationspunkte zuriickgreifen.

Beweis
Ist A abzihlbar, so ist weiter nichts zu zeigen. Sei also A iiberabzihlbar.
Nach dem Existenzsatz fiir Kondensationspunkte gilt fiir alle offenen V< X:

Ist V. N A iiberabzihlbar, so existieren x, x; € V N A, xq # x; derart, daf§
fiir alle offenen Umgebungen Vy € Vund V| C V von x( bzw. x; die
Mengen V; N A und V| N A tiberabzihlbar sind.
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Wir kénnen damit rekursiv Mengen C; C X, s € Seqs, definieren, sodafl
fir alle s € Seq; gilt:

() C =X,

(B) C,istoffen und nichtleer,

) C~ < Uy, firi=0,1,

) C~ N A istiiberabzihlbar fiiri = 0,1,
(e) cl(Cy~) c Cq fiiri=0,1,

© Ce~ N Cy~y = G,

(M) diam(C,) < 172",

Fiir f € € sei x; das eindeutige Element von M, ¢ cl(Cy).

Dannist P = {x¢ | f € € } perfekt und nichtleer.

Fiir alle f € € und alle n € Nistx; € cl(C¢n,2) € Criner < U,
— und damit x; € A. Also ist P € A wie gewiinscht.

Wir werden spiter zeigen, dafl viele weitere ,,einfache“ Teilmengen von pol-
nischen Rdumen die Scheeffer-Eigenschaft haben. Felix Bernstein bewies dage-
gen 1908 mit Hilfe des Auswahlaxioms und der Wohlordnungstheorie die Exi-
stenz einer Menge P reeller Zahlen, die die Scheeffer-Eigenschaft nicht hat. Wir
werden seine Konstruktion bei der Behandlung ,,pathologischer® Mengen im
nichsten Kapitel auf die Bithne bringen.

Man kann nicht zeigen, daf§ die Mengen mit der Scheeffer-Eigenschaft abge-
schlossen unter Komplementbildung sind. Wir diskutieren im nun folgenden
Teil dieses Kapitels noch drei weitere Regularititseigenschaften, nimlich die
Mefibarkeitsbegriffe von Baire, Lebesgue und Marczewski. Die Mengen mit die-
sen Eigenschaften bilden jeweils eine o-Algebra, die alle offenen Mengen ent-
hilt. Damitistim Gegensatz zur Scheeffer-Eigenschaft sofort klar, dafi eine Viel-
zahl von Mengen diese Regularititseigenschaften aufweisen.

Die Baire-Eigenschaft

Wir suchen nach einem topologischen Begriff von ,kleine Teilmenge eines to-
pologischen Raumes“. Die Abzihlbarkeit einer Teilmenge ist ein sinnvoller
Kleinheitsbegriff fiir tiberabzihlbare topologische Ridume, hat aber mit der To-
pologie des Raumes nichts zu tun. Gesucht ist ein Begriff, der die individuellen
Ecken und Kanten des Raumes besser ausleuchtet.

Ein solcher Begriff 148t sich folgendermafien motivieren. Sei & = (X, U) ein
topologischer Raum. Die nichtleeren offenen Mengen von & diirfen als gehalt-
voll, nichtklein, betrichtlich gelten, auch wenn sie, im metrisierbaren Fall, noch
so kleinen Durchmesser haben. Damit bietet sich als erste Idee an:

(-) P c Xistklein, falls P keine nichtleere offene Menge enthilt.

Diese Definition ist jedoch ungeeignet: Ist P X derart, dafi Pund X - P dicht
in ¥ sind, so sind P und X - P klein, aber P U (X - P) = X ist nicht mehr klein.
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Allgemeiner stofit unsere erste Idee auf Schwierigkeiten, falls P und X - P dicht
in einer offenen Menge U sind, denn dann sind die Mengen P und X - P klein,
aber ihre Vereinigung enthilt U und ist damit nicht mehr klein. Von hier ist
man nun nur noch eine kleine Uberlegung von einer guten Definition ent-
fernt: Statt ,,P enthilt keine nichtleere offene Menge“ fordern wir stirker

(+) ,der Abschlufi von P enthilt keine nichtleere offene Menge*.

Wir definieren also:

Definition (nirgendsdicht)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P  X.
P heifit nirgendsdicht, falls int(cl(P)) = &.

Aus der Definition folgt: P ist nirgendsdicht gdw cl(P) ist nirgendsdicht.

Die Cantormenge C c [0, 1] ist nirgendsdicht. Paradebeispiele fiir nirgends-
dichte Mengen bilden weiter die Rinder von offenen oder abgeschlossenen
Mengen in einem topologischen Raum:

szmg
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P X offen oder
abgeschlossen. Dann ist der Rand bd(P) = cl(P) - int(P) von P nirgendsdicht.

[Fiir alle P < X gilt bd(P) = bd(X - P) = cl(P) - int(P) = cl(P) N cI(X - P).]

Speziell fiir den Baireraum lassen sich nirgendsdichte Mengen recht an-
schaulich beschreiben. Sei hierzu P € N. Dann ist P genau dann nirgendsdicht,
wenn fiir alle s € Seq ein t = s exisdert mit N, N P = & (!). Nirgendsdichte
Mengen im Baireraum haben also ,,nach jeder Stelle Locher”. P lifit oberhalb
jedes Knotens s im Baum Seq ein ganzes Intervall N mit t > s aus.

Im Sinne der informalen Beschreibung der offenen und abgeschlossenen
Mengen im Baireraum bedeutet ,,P € N ist nirgendsdicht“: Nach jeder Stelle der
Beobachtung eines f € N konnen wir hoffen, dafl wir irgendwann wissen werden,
dafl f nichtin P liegt.

Eine fiir manche Leser vielleicht allzu phantasievolle, aber doch ungemein suggestive
Vorstellung ist es hier, sich ein Menge P < N als eine ,,Gefahr” vorzustellen. Ein sich
durch Preisgabe von f(0), f(1), ... stiickweise offenbarendes f erliegt der Gefahr P, falls
»am Ende“ f € P gilt. Wir denken uns f als nichtdeterminiert, was aber lediglich eine an-
dere Sprechweise fiir unsere Unkenntnis des Verlaufs von f bedeuten soll; f ist uns fremd,
wir bekommen zum Zeitpunke n lediglich die Entscheidung f(n) von f mitgeteilt. P nir-
gendsdicht meint dann: f kann bei giinstigem Verlauf die Gefahr P ein fiir allemal vermei-
den, und es kann zudem dieses endgiiltige Vermeiden beliebig lange hinauszégern, denn
es gibt keine falschen endlichen Entscheidungen, die zwangsliufig in P enden wiirden. Bei
komplex strukturierten Gefahren P mufj ein f lediglich in unendlicher Hinsicht vorsichtig
sein, aber keine einzelne Entscheidung ist wirklich fatal.

Wir haben einen Kleinheitsbegriff gefunden, der stabil ist unter endlichen
Vereinigungen:
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Ubung
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und seien Py, ..., P, € X
nirgendsdicht in &. Dann ist U, <, P; nirgendsdicht in %.

Abzihlbare Vereinigungen von nirgendsdichten Mengen kénnen dagegen so-
gar iberall dicht sein: Ist ¥ = (X, U) ein perfekter nichtleerer polnischer Raum,
und Y c X abzihlbar und dichtin X, soist Y = U, . y {x}, und wegen Perfektheit
von & ist { x } nirgendsdicht in & fiir alle x € X. (Ist x ein isolierter Punkt eines
polnischen Raumes, so ist { x } offen und nicht nirgendsdicht.)

Eine Ei-des-Kolumbus-Idee ist nun, den Begrift nirgendsdicht einfach unter
abzihlbaren Vereinigungen abzuschliefien, und dann zu behaupten, dafl immer
noch ein Kleinheitsbegriff vorliegt. Diese Kithnheit zahlt sich in vielen Fillen
aus, wie der Bairesche Kategoriensatz gleich zeigen wird. Wir definieren:

Definition (mzager, komager)
(@) P heifit mager oder eine Baire-Nullmenge, falls P eine abzihlbare
Vereinigung von nirgendsdichten Mengen ist.

(i) P heifit komager oder bat Baire-Mafs 1, falls X — P mager ist.

Den erfahrungsgemif} nicht ganz leicht verdaulichen Begriff der Magerkeit kann man
mit obiger Interpretation fiir P € N noch relativ anschaulich so beschreiben: Es gibt eine
Zerlegung der Gefahr P in Teilgefahren Py, Py, ..., Py, ... sodaf} gilt: Nach jedem Zeit-
punkt n besteht fiir jedes m € N noch die Moglichkeit, daff f irgendwann unabinderlich in
N - P, liegen wird. Ein bis n bekanntes f kann bei gutem weiteren Verlauf jeder der Ge-
fahren P, ein fiir alle mal entkommen, ohne dabei zwangsliufig einer anderen Gefahr Py
zu erliegen. Wer nun sagt: ,,Offenbar kann dann f bei gutem unendlichen Verlauf iiberle-
ben“, hat den Baireschen Kategoriensatz fiir N direkt vor Augen.

In der Tat ist der fast triviale Beweis des Baireschen Kategoriensatzes fiir N eines der
schonsten Beispiele fiir die Klarheit des Folgenraumes. Er besagt fiir N, daf§ auch abzihl-
bar viele nirgendsdichte Teilmengen von N zusammengenommen immer noch klein sind,
und rechtfertigtin seiner allgemeinen Form im Nachhinein die Begriffsbildung ,mager*.

Den Begriff der Magerkeit erliutert vielleicht am besten der zugehorige
Hauptsatz, der fiir viele topologische Riume gilt: Eine abzihlbare Vereinigung
kann die Liicken nicht schlieflen, die nirgendsdichte Mengen aufweisen. Wir ge-
ben den Beweis zunichst fiir N.

Satz  (Bairescher Kategoriensatz fiir N)
N ist nicht mager fiir alle s € Seq.

Beweis
Seien A, € N nirgendsdicht firn e N.
Seis € Seq. Wir definieren rekursiv firn € N:
ty = yeint€ Seqmits<tund Ag "N, =T,
tha1= peinte Seqmitt, <tund A, "N, = J“

- Seif = U,cnt,.Dannistf e N, aberf ¢ U, .y A,.
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Da jede abzihlbare Menge in N trivialerweise mager ist, erhalten wir hieraus
einen weiteren Beweis fiir die Uberabzihlbarkeit von N (und damit auch von R):

Korollar  (Uberabziiblbarkeit aus Mangel an Magerkeit)
N ist iiberabzihlbar.

Allgemeiner gilt der Kategoriensatz nicht nur fiir N' oder R, sondern fiir belie-
bige polnische Riume:

Satz  (Bairescher Kategoriensatz fiir polnische Réiumre)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei U X offen und nichtleer.
Dann ist U nicht mager.

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung tiberlassen.

Der Satz gilt sogar noch etwas allgemeiner in jedem vollstindig metrisierbaren topolo-
gischen Raum und weiter auch in jedem lokal kompakten Hausdorff-Raum.

Niitzlich ist auch die folgende duale Version des Kategoriensatzes:

Korollar  (duale Formulierung des Baireschen Kategoriensatzes)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und seien U, c X offen und dicht.
Dann ist M.y U, dicht.

Beweis
SeiA, =X -U, firne N. Wegen U, offen und dichtist A
nirgendsdicht fiir allen € N.
Sei nun V offen und nichtleer. Dann ist V nicht mager, also ist
- V-U,cnvA, = VN, cn U, nichtleer.

Ein weiteres Korollar ist:

szmg
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P < X komager.
Dann ist P dicht in X.

Obiges Korollar kann man nun auch so einsehen: Offene und dichte Mengen sind ko-
mager. Also ist auch der abzihlbare Schnitt offener und dichter Mengen komager, und da-
mit insbesondere dicht.

Die Aussagen des Korollars und der Ubung sind de facto jeweils dquivalent zur
Aussage des Kategoriensatzes, d. h. fiir beliebige topologische Riume gilt: offene
nichtleere Mengen sind nicht mager gdw abzihlbare Schnitte von offenen dich-
ten Mengen sind dicht gdw komagere Mengen sind dicht. Wir definieren:

Definition (Bairescher Raum)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum.
% heifit ein Bairescher Raum, falls jedes nichtleere U € AU nicht mager ist.
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Jeder polnische Raum ist ein Bairescher Raum, und insbesondere ist der Baire-
raum ein Bairescher Raum - womit also der dhnliche Klang der Worte gefahrlos
ist. Nicht jeder Bairesche Raum ist dagegen polnisch.

»Bairescher Raum“ bedeutet, daff der Kleinheitsbegriff ,nirgendsdicht“ eine
sehr gute Grundlage fiir einen umfassenderen Begriff von ,klein® ist; selbst ab-
zihlbare Summen von kleinen Mengen ergeben niemals alles, und a posteriori ist
dann ,mager* ein sogar o-stabiler Kleinheitsbegriff. Hierzu:

Definition (c-Ideal)
Sei X eine nichtleere Menge, und sei $ < P(X) nichtleer.
J heifit ein o-Ideal auf X, falls gilt:
) Xeg 9.
(i) Ist Ae $und B C A, soist Be 4.
(iii) Ist A, € 9 fiirallene N,soist U, .y A, € 9.

Wir haben also gezeigt, dafi die mageren Teilmengen eines nichtleeren polni-
schen Raumes & = (X, U) ein 0-Ideal auf X bilden. o-Ideale sind gute Begriffe fiir
ykleine Teilmenge®, und induzieren damit gute Begriffe fiir ,fast gleich“ oder
yahnlich“. Der von der Magerkeit erzeugte Begrift ,ihnlich einer offenen
Menge® umgrenzt nun wie die Scheeffer-Eigenschaft gewisse regulidre Mengen:

Definition (Baire-Eigenschaft, P =,,,., U, Baire(X))
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P ¢ X.
P hat die Baire-Eigenschaft oder ist Baire-mefSbar, falls es eine
offene Menge U c X gibt mit

P =puger U, dh. PAU = (P -U) U (U - P) ist mager.
P heifit dann auch Baire-mefSbar mit U. Wir setzen:

Baire(®¥) = { P < X | P hatdie Baire-Eigenschaft }.

Die alternative und langfristig bevorzugte Benennung Buire-mefSbar wird der iiber-
nichste Satz motivieren.

Beim Baireschen Messen treten viele symmetrische Differenzen auf, und wir halten da-
her einige einfach zu beweisende aber nicht zu jeder Tageszeit klar vor Augen liegende
Regeln fiir A A B = (A - B) U (B - A) fest. Fiir alle Mengen A, B, C gilt:

@ AAB=BAA=A-B)uB-A)=AuUB)-(AnB),
() (AAB)AC =AABACQ),

(i) A= BAC) folgt B =(AAC),

i) AAB)nC=ANC)ABNC),

) AAB)-C=AuUuC)ABUC),

(vi) (AAB) =(C-A)A(C-B) firA,BcC.

Wir verwenden derartige Eigenschaften stillschweigend. Das gleiche gilt fiir elementare
Kongruenzen wie zum Beispiel
AAB = C und B =, B" folgt AAB =, C.
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Eine Gleichung P A U = M ist nach (iii) gleichwertig mit P = U A M. Ein
P c X ist also genau dann Baire-mefibar, falls es ein offenes U X und ein
mageres M € X gibt mit P = U A M. Liest man A eher als Differenz, so wird
man vielleicht P A U = M bevorzugen, liest man A aufgrund seiner algebrai-
schen Eigenschaften eher als Summe, so erscheint P = U A M natiirlicher.
Was man fiir die Definition wihlt, ist Geschmackssache.

Die erste Frage, die sich bei der Aneignung der Baire-Eigenschaft stellt, ist die,
ob eine analoge Definition mit ,abgeschlossen” statt ,,offen® einen anderen Be-
griff ergibt. Dies ist nicht der Fall:

Satz  (Austausch von offen und abgeschlossen in der Baire-Eigenschaft)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P c X.
Dann sind dquivalent:

(i) P e Baire(¥X), d.h. P =, U fiir ein offenes U c X.
(i) P =4 A fiir ein abgeschlossenes A ¢ X.

Beweis
(i) M (i) :
Es gilt P A U =, P A cl(U) fiir offene U C X, denn
U A cl(U) = cl(U) - U = bd(U) ist mager (sogar nirgendsdicht).
(i) ™~ (@) :
Es gilt P A A =, P A int(A) fiir abgeschlossene A ¢ X, denn
A A int(A) = A - int(A) = bd(A) ist mager (sogar nirgendsdicht).

Wir nennen die Baire-Eigenschaft eine Regularititseigenschaft und behaup-
ten damit implizit, daf} alle Alltagsmengen offen modulo einer mageren Menge
sind. Dies ist keineswegs offensichtlich. Es gilt nun aber, daf§ die Mengen mit der
Baire-Eigenschaft eine 0-Algebra darstellen, und damitist die Weitliufigkeit des
Konzepts klar. Genauer zeigt sich, dafi die Baire-mefibaren Mengen die von den
offenen und den nirgendsdichten Mengen erzeugte 6-Algebra bilden:

Satz  (Umfang der Baire-mefSbaren Mengen)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum.
Dann ist Baire(%X) eine o-Algebra auf X. Genauer gilt:
Sei® = M {A | o isteine o-Algebra auf X mit
AU v {P c X | Pistnirgendsdicht} < « }.
Dann ist Baire(%) = 3.

Beweis
Baire(¥X) ist eine 6-Algebra :
Offenbar gilt &, X € Baire(%X).
Sei P ¢ X Baire-mefibar mit U € AU. Dann ist
(X - P) A (X - Cl(U)) “mager (X - P) A (X - U) =UAP

mager. Also ist X - P Baire-mefibar mit X - cl(U) € U.
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Sei nun P, Baire-mefibar mit U, € AU fiir n € N. Dann ist
UneNPn A UneNUn c UneN(PnAUn)

mager. Also ist U, . y P, Baire-mefibar mit U, . U, € U.
Damit ist gezeigt, dafl Baire(X) eine 6-Algebra ist.

zu Baire(®) < B:
Ist P Baire-mefibar mit U, so ist M = P A U mager. Dann gilt
P=MAU=M-U) u U-M).
Aber es gilt (M - U) U (U -M) € o fiir alle s wie in der Definition
von %B. Also ist Baire(¥) c 9.

zu B C Baire®):
- Baire(%) ist eine 6-Algebra wie in der Definition von %.

Der Satz erweitert den vorhergehenden. Insbesondere zeigt er, daf} ,,abzihlba-
rer Schnitt von offenen Mengen modulo mager” und ,,offen modulo mager”
identische Begriffe sind. In der Umgebung solcher Identitits-Uberlegungen ist
auch das folgende Resultat interessant, das die symmetrische Differenz in der
Definition der Baire-Eigenschaft eliminiert:

Satz  (Darstellungssatz fiir Baire-mefSbare Mengen)
Sei X = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei P € Baire(%).
Dann existieren offene U, und abgeschlossene A,,, n € N,
sowie magere My und M; mit:

P = rwnef\ltjn v M() = UnENAn - Ml-

Vorab ein Satz zum Beweis: Die wesentliche Beobachtung ist, daf§ der Abschluf} einer
nirgendsdichten Menge nirgendsdicht ist. Damit ist jede magere Menge eine Teilmenge
einer mageren Menge, die eine abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist.

Beweis
zur Darstellung P = My Uy U My :

Sei P = U A M fiir ein offenes U und ein mageres M.
Sei M = U, oy N,, mit nirgendsdichten Mengen N;..
Wir setzen:

() U, = U-c(N,) firneN,
B M = Un U,y (N, - Ny,
vy M =M - U.
Dann gilt:
P=UAM=U-U,.yN)uM-01) =
U-U,ened®™,) v MU M = M,y U, U My,
wobei My = M” U M” mager.
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zur Darstellung P = U,y A, - M, :

X - P ist Baire-mefibar. Sei also gemif} der eben bewiesenen Darstellung
X-P = mneNVn UM1

fiir offene V, und ein mageres M,.
Weiter sei A, = X -V, fiir alle n € N. Dann gilt:

- P=X—(mneNVnUM1)=UnENAn_Ml'

Die Baire-mefibaren Mengen sind also gerade die abzihlbaren Schnitte von
offenen Mengen, erginzt um abzihlbar viele nirgendsdichte Mengen.

Wir haben gezeigt, daf} viele Teilmengen von polnischen Riumen Baire-mef3-
bar sind. Mengen, denen die Baire-Eigenschaft nicht zukommt, werden uns im
nichsten Kapitel begegnen.

In der neueren mengentheoretischen Forschung spielt eine Verstarkung der
Baire-Eigenschaft fiir Teilmengen von N eine Schliisselrolle, und wir wollen sie
als Beispiel fiir eine starke Regularitits-Eigenschaft hier wenigstens kurz definie-
ren, ohne sie genauer besprechen oder motivieren zu kénnen.

Definition (universell Baire-mefSbar)
P c N heifit universell Baire-mefsbar, falls gilt:

Sei & = (X, U) ein kompakter Hausdorff-Raum, und sei f : X — N stetig.
Dann ist {1 P Baire-mefibar in %.

Man kann zeigen, daf§ die universell Baire-mefibaren Teilmengen von N eine
o-Algebra auf N bilden, und daf} alle universell Baire-mefibaren Mengen Lebes-
gue-mefibar sind (s.u.).

Wir wenden uns nun einer weiteren prominenten Regularititseigenschaft zu,
der Lebesgue-Mefibarkeit.

Das Lebesgue-Maf} auf dem Cantor- und Baireraum

Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Konstruktion des Lebesgue-Mafies
auf dem Cantorraum €. Am Ende des Abschnitts besprechen wir kurz zwei Mog-
lichkeiten, ein Lebesgue-Maf fiir den Baireraum einzufiihren.

Wie fiir das Kontinuum R mdchten wir méglichst vielen Teilmengen P von €
ein moglichst demokratisches reelles Maf§ W(P) zuordnen, wobei fiir alle mefiba-
ren P gelten soll, dafl 0 = w(@) < w(P) < W®) = 1. Wir werden im folgenden
dementsprechend eine Funktion u : £ — [0, 1] definieren, fiir eine sich durch
die Konstruktion ergebende Menge £ von Teilmengen des Cantorraumes 6.
Fiir ein P € & heifit dann u(P) wieder das Lebesgue-MafS von P,

In unserer Gewichtsverteilung weisen wir der Wurzel die Masse 1 zu, und ver-
streichen diese Masse dann gleichmifig iber den ganzen Baum Seq,. Jedes s der
Linge n trigt dann die Masse 1/2". Damit ist w(C,) = 1/2'% fir alle s € Seqp,.
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Wir geben die Stufen der Konstruktion des Lebesgueschen Mafles p auf €
kurz an - sie verlduft analog zur Konstruktion des Lebesgue-Mafies A fiir das
Kontinuum R.

Definition (erster Schritt der Definition von \)
Wir setzen W(C,) = 1/2"' fiir s € Seq,.

Im folgenden brauchen wir unendliche Summen von Mengen reeller Zahlen
grofiergleich Null. Wir definieren solche Summen gleich allgemein fiir beliebig
grofie Mengen:

Definition (Summen reeller Zablen ¥ X)
(a) SeiE = {x, ..., x, } eine endliche Teilmenge von R. Wir setzen

ZE = x5 + ... + Xx,.
(b) Sei X c R§. Wir setzen:
XX =sup{XE | E c X istendlich},

falls dieses Supremum existiert.
Andernfalls schreiben wir £ X = co.

Den Zusammenhang mit den iiblichen abzihlbaren Summen iiber Folgen
kldrt die folgende Ubung.

Ubung
Sei X ¢ Rg. Dann gilt:

(i) Ist ZX < o, so ist X abzihlbar.

(ii) Ist X abzihlbar, und ist xo, xy, ... eine beliebige Aufzihlung von X
(ohne Wiederholungen), so gilt:

X = ZneNXn (= Iimn—vaOSkSnXk)'

Fast automatisch ist nun wieder die Definition von p fiir die offenen und abge-
schlossenen Mengen:

Definition (zweiter Schritt der Definition von W)
Sei U C 6 offen, und sei S  Seq, der kanonische Kode von U.
Wir setzen:
M(U) zse S M(Cs)’
uN -U) = 1 - ().

Damitist u fiir alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von € definiert.
Man zeigt leicht, daf§ die beiden neuen Definitionen von W(C,) fiir s € Seq, mit
der alten Definition von w(C,) iibereinstimmen.

Wie fiir A definieren wir nun ein globales inneres und dufieres Maf} :
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Definition (inneres und iufSeres Lebesgue-Maf)
Sei P ¢ 6. Wir setzen:

uw'@®P) = infuwU) I U c € istoffenund P c U }),
w®) = sup{ u@) I A c € istabgeschlossen und A c P }).

w(P) heifit das dufere Lebesgue-Mafs von B, und analog heifit
w (P) das innere Lebesgue-Maf$ von P

Definition (dritte Stufe der Definition von W, Lebesgue-MefSbarkeit)
Ein P ¢ € heifit Lebesgue-mefsbar, falls p*(P) = u™(P) gilt. In diesem Fall
setzen wir W(P) = u*(P) = u"(P) und nennen W(P) das Lebesgue-Mafs von P,
Weiter sei £ = { P € | P ist Lebesgue-mefibar }.
Ein P € & heifit Lebesgue-Nullmenge, falls w(P) = 0.

Man zeigt:

Satz
(€, &, u)ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

In der Tatist u das iibliche um seine Nullmengen bereits vervollstindigte Le-
besgue-Maf} - definiert auf € statt auf dem reellen Einheitsintervall. Genauer
gilt:

(a) w(h™'”A) ist das Lebesguesche Lingenmaf A(A) fir Lebesgue-mefibare
AcC[0,1],wobei h : € — [0, 1], h(f) = =, f(n)/2"*".

(b) Ist P c @ mitu*(P) = 0, so ist jedes Q C P eine Lebesgue-Nullmenge,
denn fiir alle A ¢ € gilt 0 < u™(A) < u*(A).

Der folgende Darstellungssatz fiir Lebesgue-mefibare Mengen, der sich unmit-
telbar aus der Konstruktion ergibt, ist uns aus der Mafitheorie auf R ebenfalls
schon bekannt. Wir werden ihn im folgenden hiufig verwenden. Der Leser ver-

gleiche die Ergebnisse mit den obigen verwandten Resultaten iiber die Baire-
Mefibarkeit.

Satz  (Darstellungssatz fiir Lebesgue-mefSbare Mengen)
Sei P ¢ € Lebesgue-mefibar.
Dann existieren offene U, und abgeschlossene A, n € N,
sowie Nullmengen N und N; mit:

P = UnENAn o NO = rwneN[jn - NI'

Insbesondere ist ein P < € also genau dann Lebesgue-mefibar, wenn es offene
Mengen U, gibt mit: P A M,y U, ist eine Nullmenge. (Ist PA M, .y U, =N
eine Nullmenge, so ist P = (1, .y U, A N ein Element der 6-Algebra &£.)

Es folgt weiter, dafl £ die kleinste o-Algebra auf € ist, die alle offenen Men-
gen und alle Nullmengen enthilt:
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Korollar  (Umfang der Lebesgue-mefSbaren Mengen)
Esgilt £ = M { A | sdisteine 6-Algebra auf ¢ mit
{CslseSequ} u{PcbIpP)=0} c oA}

Das Lebesgue-Maf auf N

Wir skizzieren schliefilich noch zwei Moglichkeiten, ein Lebesgue-Maf§ auf
dem Baireraum zu definieren.

Sei wieder u das Lebesgue-Maf§ auf 6. Fiir P € N mit P n € € & konnen
wir W(P) = w(P M @) definieren und so ein Maf} i’ auf einer o-Algebra &’ auf
N erhalten. Es gilt £ = {Pc N | Pn€ e £}. N -6 ist eine Nullmenge fiir
das Maf} .

Alternativ und interessanter liefert eine Variante der Konstruktion direkt ein
Maf} auf einer 6-Algebra auf N, das die ganze Breite des Baireraumes beriicksich-
tigt. Strebt man ein moglichst demokratisches Maf w auf N an, so kann man die
Masse 1 nicht gleichmifig auf alle Nachfolger der Wurzel verteilen, da diese un-
endlich an der Zahl sind. Man kann die Masse eines Knotens aber abfallend auf
seine Nachfolger verteilen, und etwa u(IN(,,,) = 1/2"*! und allgemein u(Ny~,) =
U(N,) - 172" fiiralle s e Sequndn € N setzen. Man erhilt so eine recht natiirli-
che Verteilung der Masse 1 iiber den Baum Seq. Es gilt

M(Ns) - 1/25(0)+1 . l/zs(n—1)+1 — 2—2;<n(s(i)+1)

tiralles € Seqder Linge n. Damit hingt W(IN) nur von der Summe der Eintrige
in s und von Is| ab, und in diesem Sinne ist das Maf} doch recht demokratisch.

Universell mefibare Mengen

Dem Leser mag die Konzentration auf 6 und das Lebesgue-Maf vielleicht et-
was speziell erscheinen. Wir diskutieren deswegen noch kurz eine allgemeine
mafitheoretisch motivierte Regularitits-Eigenschaft fiir Teilmengen polnischer
Riume.

Definition (c-finite MafSe und Borel-MafSe)
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei & eine o-Algebra auf X.
Ein o-finites Mafi u: B — [0, o] heifit ein o-finites Borel-MafS auf ¥,
falls B = dom(p) die Borel-o-Algebra auf & ist.

Der Leser moge sich die Begriffe der u-Mefibarkeit und der Vervollstindi-
gung eines Mafles in Erinnerung rufen (vgl. Abschnitt 1, Kapitel 5):

Ist X = (X, U) ein polnischer Raum, & eine o-Algebra auf & und p ein o-fi-
nites Maf} auf %, so heifit ein N € X eine u-Nullmenge, falls ein N’ € B existiert
mit N € N und p(N) = 0. Ein P ¢ X heifit p-meffbar; falls P = A U N fiir ein
A € B und eine u-Nullmenge N ¢ X. Wir setzen dann

AW = {P < X | Pistu-mefibar},
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und definieren weiter die Vervollstindigung p° : sd(u) — [0, e=] von p durch
uP) = w@A) fir P e d(n), wobei P = A U N fiir beliebige A, N mit A € %,
N eine u-Nullmenge.

In der Praxis konstruiert man Mafe oft auf der Borel-o-Algebra eines polni-
schen Raumes und es ist nur natiirlich, nach dem Schnitt tber alle s{(u) fiir
Borel-Mafie u zu fragen. Wir definieren hierzu:

Definition (universell mefSbar)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P c X.
P heifit universell mefshar, falls P u-mefibar ist fiir jedes o-finite
Borel-Maf§ u auf .

Alle Borel-Mengen eines polnischen Raumes sind trivialerweise universell
mefibar. La. existieren aber noch mehr universell mefibare Mengen und ,,univer-
sell mefibar® darf als starke Regularitits-Eigenschaft fir Teilmengen von polni-
schen Rdumen gelten. Wir kommen spiter hierauf noch zuriick.

Magere Mengen und Nullmengen

Mit mager und vom Maf§ Null haben wir zwei natiirliche 6-stabile Kleinheits-
begriffe gefunden, und die zugehorigen Begriffe der Baire- und der Lebesgue-
Mefibarkeit weisen sehr dhnliche Strukturen auf, wie etwa die Darstellungssitze
zeigen. Uberraschenderweise sind nun aber diese beiden Anschauungsformen
von ,klein“ vollig verschieden. Sie stehen in der folgenden Weise senkrecht auf-
einander:

Satz  (Zerlegung von 6 in eine magere Menge und eine Lebesgue-Nullmenge)
Es gibt M, N c 6 mit der Eigenschaft:

i €=MuUN, Mn N = &.
(i) Mist mager, d.h. M ist eine Baire-Nullmenge.
(iii) N isteine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis
Sei fy, i, ... eine Aufzihlung einer abzihlbaren dichten Teilmenge von 6.
Fiirn,k € Nsei U, = Cf, 41+ 1)- Flirn € N sei weiter

Vi = Uken Upiee

Dann gilt f, € V,, fiir alle k,n € N. Also gilt:

(+) V,, ist offen und dicht in 6 fiir alle n € N.

Weiter ist w(U,, ) = 1/2" - 1/2%*! fiirn,k € N, und damit gilt firallene N
u(V,) < 172" -3, oy 17281 = 172",
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Wir setzen:
N = rwnel\l‘7n,
M=% -N=U,n -V).

Dann ist u(N) < 1/2" fiir alle n € N, also w(N) = 0.
Aber wegen (+) ist € - V|, nirgendsdicht fiir alle n € N, und damit ist
— M mager.

Hinter dem Satz steht letztendlich die elementare Tatsache der Analysis, dafi
unendliche Summen von positiven reellen Zahlen einen beliebig kleinen Wert
haben kénnen. Damit kénnen wir durch eine feine Perforation von 6 (oder auch
N oder [0, 1% ¢ R* fiir k> 1) magere Mengen erzeugen, deren Lebesgue-Mafl
beliebig nahe an 1 liegt. Die o-Stabilitit der Begriffe liefert dann eine magere
Menge vom Lebesgue-Maf} 1.

Marczewski-mefibare Mengen

Wir haben gesehen, daf§ die Baire- und Lebesgue-mefibaren Mengen eine
o-Algebra bilden. Eine natiirliche Frage ist nun:

Gibt es einen G-stabilen Regularititsbegriff im Umfeld der Perfektheit ¢

Die Antwort ist ja. Es gibt in der Tat einen natiirlichen zu den perfekten
Mengen gehorigen Mefibarkeitsbegriff, der wie die Baire-Eigenschaft und die
Lebesgue-Mefibarkeit einer o-Algebra von Mengen zukommt. Er wurde im
Jahr 1935 von Edward Marczewski eingefithrt und untersucht. Wir definieren
also:

Definition (Marczewski-mefSbar)
Sei X = (X, A) ein polnischer Raum, und sei A c X.

(a) Ahat die Marczewski-Eigenschaft oder ist Marczewski-mefSbar,
falls fur alle nichtleeren perfekten P < X gilt:

A N P oder P - A enthilt eine nichtleere perfekte Teilmenge.
(b) A heifit eine Marczewski-Nullmenge, falls fiir jedes nichtleere

perfekte P < X gilt:

P - A enthilt eine nichtleere perfekte Teilmenge.

() Ahat Marczewski-Mafs 1, falls X - A eine Marczewski-Nullmenge
ist, d. h. falls fiir jedes nichtleere perfekte P ¢ X gilt:

P N A enthilt eine nichtleere perfekte Teilmenge.

Die Marczewski-Mefibarkeit von A besagt also: A spaltet jede nichtleere per-
tekte Menge derart in zwei Teile, dafl zumindest ein Teil der Zerlegung nach ei-
ner evtl. Verkleinerung wieder nichtleer und perfekt ist.
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Direkt aus der Definition erhalten wir folgendes Kriterium fiir die Nichtmef3-
barkeit: Fiir alle A ¢ X sind dquivalent:

(i) A ist nicht Marczewski-mefibar.

(ii) Es gibt ein perfektes nichtleeres P X mit:
Weder P N A noch P - A hat eine nichtleere perfekte Teilmenge.

Fiir jeden polnischen Raum & = (X, U} ist X selbst Marczewski-mefibar (mit
Maf} 1). Weiter ist mit A offenbar auch X — A Marczewski-mefibar. Dariiber
hinaus sind nun die Marczewski-mefibaren Mengen abgeschlossen unter ab-
zihlbaren Vereinigungen und bilden damit also eine o-Algebra. Weiter formen
die Marczewski-Nullmengen ein 6-Ideal. Zum Beweis dieser Aussagen ist die
folgende einfache Beobachtung niitzlich:

Lemma (perfekte Teilmengen einer perfekten Menge)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X nichtleer und perfekt.
Dann gilt:
(i) SeiUoffenmit U NP # &.
Dann existiert eine nichtleere perfekte Teilmenge von P n U.

(i) Fir alle € > 0 existieren nichtleere perfekte Py, P; € P mit
Durchmesser kleiner € und Py N P = &.

Beweis
z2u (1):

Seix € U P, und sei € > 0 mit cl(Ug(x)) c U.
P n cl(U,(x)) ist abgeschlossen und wegen x € P = cp(P) tiberabzihlbar.
Also existiert eine nichtleere perfekte Teilmenge Py von
PN dU(x) c PnU.
Seien xg, x; € P, xg # x; und seien Uy, U, disjunkte offene Umgebungen
von Xy, x; mit Durchmesser < €. Nach (i) existieren nichtleere perfekte

- Py € P n Ujund P; € P n Uy. Dann sind Py, P; wie gewiinscht.

Die Aussage (ii) kann man auch durch Einbettung des Cantorraumes in P zeigen.

Damit und mit Hilfe der vertrauten (C, | s € Seq,)-Zerlegungstechnik kon-
nen wir nun leicht zeigen:

Satz  (o-Stabilitit der Marczewski-mefsbaren Mengen vom Maf3 1)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A, c X fiirne N.
A, habe Marczewski-Maf 1 fiir allen € N.
Dann hat auch M, .y A, Marczewski-Maf} 1.

Beweis
Sei A = M, A,, und sei P ¢ X nichtleer und perfekt.
Wir zeigen, dafl A N P eine nichtleere perfekte Teilmenge enthilt.
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Nach dem Lemma und der Mafi-1-Voraussetzung an die Mengen A, kénnen
wir rekursiv C; € X, s € Seq, konstruieren, sodafl fiir alle s € Seq, gilt:

@) C, < A N P istnichtleer und perfek,
(11) Cs’\Oa Cs’\l c C57

(i) Cy~ N Cy~y = I,
(iv) diam(C,) < 1/2's'.

Zur Konstruktion :
C sei eine nichtleere perfekte Teilmenge von Ay N P.
Eine solche Menge existiert, da Ay Marczewski-Maf} 1 hat.
Sei C, konstruiert fiir ein s € Seq,. Dann existieren nach dem Lemma
disjunkte nichtleere perfekte Py, P; < C; mit Durchmesser < 1/2'$'*1,
Da A, Marczewski-Maf} 1 hat, existieren dann weiter nichtleere
perfekte Ci~y € Ajg1,1 N Pound Ci~ € A1 N Py

Fiir f € € sei wieder x; das eindeutige x € X mit x€ oy Cqy.-
— Dannist{x¢ | f € €} eine nichtleere perfekte Teilmenge von A N P.

Dualisierung ergibt:

Korollar (o-Ideal der Marczewski-Nullmengen)
Sei ¥ = (X, A) ein polnischer Raum. Dann bilden die
Marczewski-Nullmengen ein o-Ideal auf X.

Es folgt aber auch:

Korollar (c-Algebra der Marczewski-mefSbaren Mengen)
Sei & = (X, U) ein polnischer Raum. Dann bilden die Marczewski-mefibaren
Mengen eine o-Algebra auf X, die alle offenen Mengen enthiilt.

Beweis
X ist Marczewski-mefibar, und mit A < X ist offenbar auch X - A
Marczewski-mefibar. Seien also A, n € N, Marczewski-mefibar.
Wir zeigen, dafi A = M, .y A, Marczewski-mefibar ist.
Sei hierzu P X nichtleer und perfekt. Wir suchen ein nichtleeres
perfektes Q mit Q € P n A oder Q < P - A. Wir unterscheiden zwei Fille.

Existiert ein n € N und ein nichtleeres perfektes Q c Pmit Q c P - A,
soist Q € P - A, und wir sind fertig.

Andernfalls gilt wegen der Marczewski-Mefibarkeit der A, :
Fiir alle n € N und alle nichtleeren perfekten Q C P existiert

ein nichtleeres perfektes R € Q n A,.

Dann hat aber A, N P Marczewski-Maf} 1 im Raum P ¢ X fiir allen € N.
Also hat auch A N P Marczewski-Maf§ 1 im Raum P. Insbesondere
existiert dann eine nichtleere in P perfekte Teilmenge Q von A N P.

Q ist dann aber auch perfekt in X, da P perfekt in X ist.
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Sei weiter U C X offen. Wir zeigen, dafl U Marczewski-mefibar ist.
Sei also P ¢ X nichtleer und perfekt.

It U N P # @, so existiert nach (i) im obigen Satz ein nichtleeres
perfektes Q c P n U.

— Andernfalls ist aber P € X - U, und dann ist nichts weiter zu zeigen.

Damit erhalten wir einen Spezialfall des Satzes von Young tiber die Scheeffer-
Eigenschaft von Gs-Mengen als einfaches Korollar:

Korollar
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X nichtleer und perfekt.
Weiter sei Q X abzihlbar.
Dann enthilt P - Q eine nichtleere perfekte Teilmenge.

Beweis
P und Q sind Marczewski-mefibar, also ist A = P - Q Marczewski-mefibar.
Dann enthiltaber A n P = A oder P - A ¢ Q eine nichtleere perfekte

— ’Teilmenge. Wegen Q abzihlbar ist der zweite Fall nicht moglich.

Es gibt keine allgemeinen Implikationen zwischen ,, A hat die Scheeffer-Ei-
genschaft“ und ,A ist Marczewski-mefibar“. Jedoch gilt folgende Aquivalenz,
die der Leser vielleicht seit der ersten Lektiire der Definition der Marczewski-
Mef3barkeit vermutet hat:

Ubung
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A c X.
Dann sind dquivalent:

(i) A ist Marczewski-mefibar.

(i) Fiir jedes nichtleere perfekte P ¢ X gilt:
P m A oder P - A hat die Scheeffer-Eigenschaft.

[Fiir (ii) 7 (i) verwende obiges Korollar, falls P n A oder P - A abzihlbar. ]

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen. Die Baire-, Lebesgue- und
Marczewski-mefibaren Teilmengen eines polnischen Raumes & bilden o-Alge-
bren, die die Borel-o-Algebra B(X) auf ¥ jeweils umfassen. Wir werden spiter
zeigen, dafl auch die Mengen mit der Scheeffer-Eigenschaft die Borel-o-Algebra
RB(X) umfassen. Weiter werden wir zeigen, dafl B(X) eine echte Teilmenge der
Gesamt der Mengen bildet, denen alle vier Regularitits-Eigenschaften zukom-
men. Begniigt man sich in vielen Bereichen der Mathematik iiber weite Strecken
mit den Borel-Mengen, so gehort der Uberhang der Regularitit in den Bereich
P(X) - B(X) zu den interessantesten Gegenstinden der grundlagenorientierten
Untersuchung von N und R.

Im nichsten Kapitel isolieren wir mit abstrakten Methoden Elemente von
P(X), die die Regularitits-Eigenschaften verletzen.
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Intermezzo: Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Wir konnten bislang die transfiniten Zahlen vermeiden, wobei dieses Auswei-
chen im letzten Kapitel bei der Diskussion der perfekten Mengen an die Grenze
des Unnatiirlichen stief}. Fiir die Konstruktionen einiger wichtiger nichtreguli-
rer Mengen und vor allem fiir die Einfiihrung der Borel-Hierarchie werden aber
die transfiniten Zahlen unvermeidlich. Leider ist, so scheint es aus der Sicht des
Logikers, in der mathematischen Grundausbildung der Ubergang von den
Goldmiinzen zum Girokonto noch nicht vollzogen worden, und den Ordinal-
zahlen begegnet man zuweilen immer noch mit der Skepsis, ob sie denn den ma-
thematischen Beweisverkehr wirklich vereinfachen wiirden. Zumindest aber
sind sie nach wie vor erliduterungsbediirftig. Diese bedauerliche Tatsache macht
dieses Zwischenspiel notwendig.

Im folgenden fithren wir fiir Leser mit geringer oder verschwindender Kennt-
nis der transfiniten Methoden die unendlichen Ordinalzahlen bis hinauf zur er-
sten iiberabzihlbaren Zahl ®; knapp aber ansprechend und formal sauber ein.
Wichtig ist, daf} ein Gefiihl fiir die Natur dieser Zahlen vermittelt wird. Die An-
schauung dieser Zahlen und ihr Gebrauch sind weit einfacher als ihre formale
Definition - das gilt ja bereits fiir die natiirlichen Zahlen, die ein Anfangsstiick
der Ordinalzahlen darstellen.

Die abzihlbaren Ordinalzahlen gentigen fiir das folgende. Der Leser wird se-
hen, wie sich weitere Ordinalzahlen mit der diskutierten Methode konstruieren
lielen, aber zur Entwicklung des allgemeinsten Begriffs, der eine echte Klasse
von Objekten betrifft, wiirde man einen anderen Zugang wihlen. In der Tat lie-
tert das vorgestellte Verfahren nicht die heute in der Mengenlehre iiblichen von
Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen, aber es ist korrekt, im Gebrauch vollkom-
men gleichwertig und die verwendeten Begriffe und Notationen sind identisch
mit denen der Mengentheorie. Damit werden die anderen Leser, die die Ordi-
nalzahlen in ihrer vollen Schonheit kennen oder gewillt sind, sie sich aus ausfiihr-
licheren Darstellungen anzueignen, bei den spiteren Rundgingen gar nicht
merken, dafl wir hier die transfinite Burg durch den Hintereingang betreten ha-
ben. Auch fiir sie haben die folgenden Seiten aber hoffentlich einige interessante
Aspekte zu bieten, sei es aus Griinden der Wiederholung oder der etwas anderen
Perspektive.

Esbleibt dem Autor nichts anderes iibrig, als den Leser, dem das Folgende zu dunkel er-
scheint, auf die Lehrbuchliteratur zur Mengenlehre zu verweisen, wo er den Begriff der
Ordinalzahl vollends ausgebreitet finden wird.

Alles dreht sich um den Begriff der Wohlordnung.
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Wohlordnungen

Definition (Wohlordnung)
Eine lineare Ordnung (W, <) heifit eine Woblordnung, falls
jede nichtleere Teilmenge von W ein <-kleinstes Element besitzt.
Die Relation < ¢ W? heifit dann eine Woblordnung auf W oder von W.

Wir unterdriicken im folgenden oftmals wieder die Angabe der Ordnung, und
nennen dann kurz W statt (W, <) eine Wohlordnung.
Weiter definieren wir:

Definition (Nachfolger, Supremum, Nachfolgerelement, Limeselement)
Sei W eine Wohlordnung.

(a) Ist W # 3, so sei Oy das kleinste Element von W,
Oy heifit das Anfangselement von W.

(b) Istxe Wund gibtes einy € W mitx <y, so ist der
Nachfolger von x in W, in Zeichen x + 1, definiert durch:
x+1 = ,daskleinstey € Wmitx < y*“

x heifit umgekehrt der Vorginger von x + 1 in W.

(c) Ist X € W und gibt es ein y € W mit X <y, so ist das
Supremum von X in W, in Zeichen sup(X), definiert durch:
sup(X) = ,das kleinstey € W mit X < y*“.

(d) xe W heifdt ein Limeselement von W, falls x # Oy und
x = sup({ye Wly<x}).

(e) x € W heifit ein Nachfolgerelement von W, falls es ein y € W gibt mit
x=y+1.

Fast offensichtlich ist:

Ubung
Sei W eine Wohlordnung, und sei x € W, x # Ow. Dann ist x entweder
ein Limeselement oder ein Nachfolgerelement von W.

Injektive Funktionen iibertragen wie iiblich Strukturen:

Definition (induzierte Woblordnung)
Seien W eine Wohlordnung, M eine Menge, und sei f : M — W injektiv.
Dann heifit { (x,y) € M? | f(x) < f(y)} die von f induzierte Woblordnung auf M.
Ist W c W, N eine Menge und g : W — N bijektiv, so heifit
{x,y)e N? | g_l(x) < g (y) } die von g induzierte Woblordnung auf N.
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Teilmengen einer Wohlordnung sind wohlgeordnet unter der ererbten Ord-
nung. Am wichtigsten sind hierunter die Anfangsstiicke der Ordnung, da sie
beim Vergleich zweier Wohlordnungen eine zentrale Rolle spielen:

Definition (Anfangsstiick einer Woblordnung)
Sei W eine Wohlordnung, und sei x € W. Dann heifit

W, ={ye Wly<x}
das durch x gegebene Anfangsstiick von W,

Definition (gleichlang und kiirzer fiir Woblordnungen)
Seien W und W, Wohlordnungen.

(a) Wy und W, heifien gleichlang, falls W, = W,, d.h. falls ein

Ordnungsisomorphismus zwischen W und W, existiert.

(b) W heifit kiirzer als W,, in Zeichen W < W,, falls W/ gleichlang
zu einem Anfangsstiick von Wj ist, d. h. falls es ein x € W, gibt
mit WI = (Wz)x.

Wie zu erwarten gilt:

Lemma (Woblordnungen sind nicht gleichlang zu ibren Anfangsstiicken)
Sei W eine Wohlordnung. Dann existiert keinxe W mit W = W,.

Beweis
Annabme doch fir ein x. Sei f : W — W, ein Ordnungsisomorphismus.
Dann ist f(x) < x wegen f(x) € W,. Seialsoy = min({ze W | {(z) < z}).
Dann ist f(y) <y, also {(f(y)) < {(y), da f Ordnungsisomorphismus.

— Dannistabery < {(y) nach Definition von 'y, Widerspruch.

Das Argument des Beweises zeigt auch, daff die Identitit der einzige Ord-
nungsisomorphismus g: W — W ist. Hieraus wiederum folgt die Eindeutigkeit
des Ordnungsisomorphismuses zwischen gleichlangen Wohlordnungen (!).

Es gibt dariiber hinaus zwei fundamentale Sitze iiber Wohlordnungen. Der
eine ist:

Satz  (Vergleichbarkeitssatz fiir Woblordnungen von Cantor)
Seien Wy, W, Wohlordnungen. Dann gilt genau einer der drei Fille:

W, < W, oder W, =W, oder W, < W,.

Der Beweis, den wir hier nicht geben, verwendet das Auswahlaxiom nicht.

Der Leser versuche, eine gegebene Wohlordnung W beginnend mit ihrem
kleinsten Element Oyy tiber Oy + 1, Oy + 1 + 1, usw. zu immer grofieren Ele-
menten schrittweise zu durchwandern, und dabei zu Limeselementen zu sprin-
gen, wann immer ihm die Wanderung zu langweilig wird. Wird dieses Verfah-
ren mit zwei nebeneinandergelegten Wohlordnungen W, und W, simultan
und gleichmifig durchgefiihrt, so liefert es eine gute Intuition iiber die Giiltig-
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keit des Vergleichbarkeitssatzes: Alles, was die beiden Wohlordnungen neben
der speziellen Natur ihrer Elemente unterscheiden kann ist, daf} die eine evtl.
frither endet als die andere. Die Entdeckung der Reichhaltigkeit des ,,Immerwei-
ter”, des Springens zu immer komplexeren Limeselementen und die Frage, wie
weit dieser Weg eigentlich fithren kann kann, fithrt unmittelbar in die mathema-
tische Grundlagenforschung.

Der zweite zentrale Satz lautet schlicht:

Satz  (Woblordnungssatz von Zermelo)
Sei M eine Menge. Dann existiert eine Wohlordnung < auf M.

Beweis
SeiP={< | <C M? ist eine Wohlordnung eines N ¢ M }.
Wir ordnen P durch Inklusion. Das Zornsche Lemma findet Anwendung (!).
Sei also < ein C-maximales Element von P, und sei N ¢ M die durch
< wohlgeordnete Teilmenge von M.
Dann ist N = M und damit < eine Wohlordnung auf M wie gewtinscht:
Denn andernfalls existiert einy € M — N. Dann ist aber

<* = < U {(x,y) | xe N}, also die Enderweiterung von < um y,

- ein Element von P, im Widerspruch zur Maximalitit von <.

Der Wohlordnungssatz garantiert insbesondere die Existenz langer Wohlord-
nungen, etwa solcher auf N, R oder sogar P(N). Das Auswahlaxiom wird essen-
tiell verwendet, wenn man z. B. eine Wohlordnung auf R oder N konstruieren
will. Jedoch lafit sich die Existenz von Wohlordnungen auf gewissen grofien, nun
aber nicht mehr beliebigen Mengen auch ohne Auswahlaxiom zeigen. Wir wer-
den unten eine iiberabzihlbare Wohlordnung elementar konstruieren - eine
nichttriviale Aufgabe mit einer iiberraschend einfachen Losung.

Von zentraler Bedeutung in vielen Argumenten ist die Existenz einer Wohl-
ordnung auf einer Menge M mit minimaler Linge. Allgemein gilt:

Satz  (Existenz kiirzester Woblordnungen)
Sei W eine nichtleere Menge von Wohlordnungen.
Dann existiert ein W € W mit:

(+) Firalle W e W gilt: W < W’ oder W = W".
Beweis

Sei W € W beliebig. Gilt (+) fiir W sind wir fertig.
Andernfalls definieren wir x € W durch

x = min({ye W | W, =W’ fiirein W e W'}).
— Seinun W* e W mit W* = W_. Dann ist W* wie gewiinscht.
Zusammen mit dem Vergleichbarkeitssatz konnen wir also sagen: Die Wohl-

ordnungen werden modulo = durch < wohlgeordnet. (Die Aquivalenzklassen
(W, <)/= sind echte Klassen, sodaf} diese Sprechweise etwas salopp ist.)
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Korollar  (Existenz von Woblordnungen auf einer Menge mit minimaler Linge)
Sei M eine Menge. Dann existiert eine Wohlordnung < auf M mit:

Fiirallexe Mist IM,| < IMI.

Beweis
Sei W = {(M, <) | <isteine Wohlordnung auf M }.
Sei (M, <) € W wie im Satz oben. Dann ist (M, <) wie gewiinscht:

Denn andernfalls ist IM| = |M, | fiir einx € M.
Seidann g : M — M, bijektiv, und sei <* die von g und der
Wohlordnung (M,, <) induzierte Wohlordnung auf M.
Dann ist (M, <*) € W und (M, <*) = (M,, <) < (M, <),
- im Widerspruch zur minimalen Wahl von (M, <).

Induktion und Rekursion iiber Wohlordnungen

Wohlordnungen verallgemeinern eine Schliisseleigenschaft der natiirlichen
Zahlen: Fiir jede Eigenschaft, die nicht fiir die ganze Menge gilt, existiert ein
kleinstes Gegenbeispiel, zuweilen auch etwas geringschitzig ein , kleinster Ver-
brecher® genannt. Wir kénnen damit wie fiir die natiirlichen Zahlen induktive
Beweise und rekursive Definitionen entlang einer beliebigen Wohlordnung
durchfihren.

Satz  (Beweis durch Induktion fiir Woblordnungen)
Sei W eine Wohlordnung, und sei A ¢ W. Fiir alle x e W gelte:

(+) Ist W, Cc A, soistauchxe A.
Dannist A = W.

Beweis
Andernfalls existiert ein kleinstes x € W - A. Dann ist W, € A nach
— Minimalitit von x. Nach (+) ist dann aber x € A, Widerspruch.

Wollen wir zeigen, daf§ alle x e W eine Eigenschaft € erfiillen, so konnen wir
also so vorgehen: Seixe W beliebig. Wir zeigen, daf} € fiir x richtig ist, und diir-
ten dabei die starke Induktionsvoraussetzung verwenden, daff alle y < x die Ei-
genschaft € erfiillen.

Neben dem kriminalistischen induktiven Beweisen gibt es das dynamisch-
philosophische rekursive Definieren entlang einer Wohlordnung:

Satz  (Rekursionssatz fiir Woblordnungen)
Sei W eine Wohlordnung, und sei F eine Funktion mit hinreichend
grofiem Definitionsbereich.
Dann existiert genau eine Funktion G auf W mit:

Fiir alle x e Wist G(x) = F(GIW,).
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Die bei Erstkontakt unangenehme Gleichung G(x) = F(G|W,) heifit einfach:
Wir definieren G(x), indem wir auf den Verlauf der bisherigen Definition zu-
riickgreifen, d.h. G(y) liegt vor fiir alle y < x. Wie genau wir diesen Verlauf aus-
werten und G(x) berechnen, beschreibt gerade die Funktion F.

Die Existenz und Eindeutigkeit von G wird durch Induktion iiber W bewie-
sen. ,,Hinreichend grofier Definitionsbereich heifit, dafl GIW, € dom(F) ist fiir
alle x e W. Fiir beliebige Funktionen F lifit sich dies etwa durch Nullsetzen von
F aufierhalb des originalen Definitionsbereiches erreichen. (F kann eine echte
Klasse sein, etwa die Funktion, die jedes x auf P(x) abbildet.)

Die eindeutige Funktion G auf W des Satzes heifit die durch Rekursion iiber
W mir Hilfe von F definierte Funktion oder auch die Losung der Rekursionsglei-
chung G(x) = F(GIW,).

Abzihlbare Ordinalzahlen und o4

Ordinalzahlen sind der traditionellen Intuition zufolge ,,das Gemeinsame* al-
ler Wohlordnungen gleicher Linge. Die Ordinalzahlen, die zu den unendlichen
Wohlordnungen gehéren, adelt man dann romantisch mystifizierend als , trans-
finite Zahlen®. Wir stehen hier vor dhnlichen Problemen wie bei der Definition
einer Kardinalzahl x. Die grobste Methode wire, die Elemente einer beliebigen,
aber fixierten tiberabzihlbaren wohlgeordneten Menge als Ordinalzahlen zu be-
zeichnen, was fiir ein Segment der transfiniten Theorie im Prinzip ausreichen
wiirde. Neben einiger Willkiir wiirde hier durch den Riickgriff auf den Wohlord-
nungssatz aber das Auswahlaxiom in die Definition der Ordinalzahlen einflie-
Ben, und dies verschleiert dann insbesondere das Phinomen der pathologischen
Mengen: Nicht die Existenz gewisser langer Wohlordnungen ist es, die patholo-
gische Mengen im Schlepptau nach sich zieht, sondern erst die Existenz von
Wohlordnungen auf beliebigen Mengen, wie etwa R, erzeugt diejenigen Men-
gen, die so ganz anders sind als alles, was man sonst kennt.

Wir fithren deswegen und aus sachlich-isthetischen Griinden die Ordinalzah-
len bis w; mit einer auswahlfreien Methode ein, die zudem in der Mengenlehre
eine unabhingige Bedeutung hat. Unser Objekt w, ist, wie oben erwihnt, nicht
das tibliche w, aber es ist alles andere als willkiirlich.

Definition (abzihlbare Ordinalzablen und o, nach der ,,Hartogsmethode*)
Sei 3 = {(N, <) I (N, <) ist eine Wohlordnung und N ¢ N }.
Dann ist , gleichlang® eine Aquivalenzrelation auf # und wir setzen
w; = H/=.
Jedes o € w heifit eine abziblbare Ordinalzabl. Ein oo € ®; heifit zudem
eine (abziblbare) transfinite Zahl, falls die Elemente von o unendlich sind.
; selbst heifdt die erste iiberabziblbare Ordinalzabl.

Auf der Menge m; konnen wir sehr einfach eine Ordnung definieren:
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Definition (die natiirliche Ordnung auf den abziblbaren Ordinalzablen, W (o))
Fiir o, B € o, setzen wir:

o < B falls jedes Element von o ist kiirzer als jedes Element von .

Diese Relation < heifit die natiirliche Ordnung auf o .
Fir o € w; setzen wir:

W() = (0)y = {Bew I B<al
Wir schreiben weiter auch oo < o fiir o € ;.

Es gilt nun der folgende Satz:

Satz  (iiber ; = #/=)
(wy, <) ist eine tiberabzihlbare Wohlordnung.
Fiir alle o € o, gilt:
(+) (W(m), <) = (N, <) firalle (N, <) € a.
Insbesondere ist W(or) abzihlbar fiir alle o0 € ;.

Wir schreiben Elemente von ®; im folgenden oft kurz als N/= statt (N, <)/=. Dies
dient lediglich der Vereinfachung der Notation.

Beweis
(w;, <) ist eine lineare Ordnung :
Dies folgt sofort aus dem Vergleichbarkeitssatz.

(g, <) ist eine Woblordnung :
Sei A C w; nichtleer, und sei N/= € A beliebig. Wir setzen

M= {xe NI N/=eAl.

Ist M = &, so ist N/= das kleinste Element von A in ;.
Andernfalls sei x das kleinste Element von M in N.
Dann ist N/= das kleinste Element von A in w;.

Beweis von (+) :
Sei o€ ®; und sei (N, <) € o (also a0 = N/=). Dann gilt:
W) = (0)), = {M/=ew; IM/=<N/=} = {N/=1xe N} =N,
wobei der letzte Ordnungsisomorphismus gegeben wird durch

g(N,/=)=xfirallexe N.
Der Zusatz gilt, da N abzihlbar ist fiir alle 0. € 0; und (N, <) € o..

W ist iiberabziblbar:
Andernfalls ist (0, <) = (N, <*) fiir eine Wohlordnung <* auf N
(betrachte die induzierte Wohlordnung eines bijektiven g : @; — N).
Dann ist o = (N, <*)/= € wy, nach (+) also

<W(OL)7 <> = <N, <*> = <0~)17<>’

- alsoist 0 gleichlang zu einem Anfangsstiick von sich selbst, Widerspruch.
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Korollar (ordinale Minimalitit von ®;)
(o, <) ist eine kiirzeste tiberabzihlbare Wohlordnung:
Ist (W, <) eine iiberabzihlbare Wohlordnung, so ist {wy, <) = (W, <) oder
(01, <) <(W, <).

Beweis
Ist (W, <) <{wy, <), so existiert ein o € ®; mit

<VV’ <> = <((DI)OU <> = <W(OL), <>a
— und dann ist insbesondere | W = [W(o) 1, also W abzihlbar.

Ziehen wir den Wohlordnungssatz hinzu, so erhalten wir den folgenden fiir
die Theorie der Kardinalzahlen fundamentalen Satz:

Korollar (kardinale Minimalitit von ®;)
Sei M eine tiberabzihlbare Menge. Dann ist lo; | < M.

Beweis
Sei < eine Wohlordnung von M nach dem Wohlordnungssatz.
Nach dem Korollar ist {w, <) = (M, <) oder {®, <) < {M, <).
— In beiden Fillen ist dann insbesondere lw; | < IMI.

So wie wir alle n € Nund N selbst als Kardinalzahlen betrachtet haben, kénnen wir nun
auch o, als Kardinalzahl auffassen (indem wir o, als Zeichen fiir alle mit der Menge o,
gleichmichtigen Mengen einfiihren, vgl. Kapitel 2 in Abschnitt 1).

Die Ordinalzahlen sind durch < wohlgeordnet, und es ist gefahrlos, die er-
sten Ordinalzahlen mit den natiirlichen Zahlen zu identifizieren, wobei wir
dann streng genommen Reprisentanten von Aquivalenzklassen mit Aquiva-
lenzklassen verwechseln. Weiter schreiben wir o fiir die kleinste unendliche
Ordinalzahl. Nach unserer Definition gilt dann ® = (N, <)/= mit der tiblichen
Ordnung auf N, und wir kénnen o mit N identifizieren, wenn wir mochten.

Allgemein sei dem Leser geraten, sich unter einer abzihlbaren Ordinalzahl die
yLdnge“ oder den ,Ordnungstyp“ einer aus natiirlichen Zahlen bestehenden
Wohlordnung vorzustellen, und nicht eine komplexe Aquivalenzklasse von
gleichlangen Wohlordnungen auf Teilmengen von N (vgl. etwa die Konstruk-
tion von R iiber Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen in @). Diese An-
schauung will die hier vorgestellte Konstruktion gerade vermitteln:

Die endlichen Ordinalzablen sind die natiirlichen Zahlen. Die abzablbar unendlichen
Ordinalzablen sind alle Zablen (im Sinne von , Typen®, ,Lingen®), die man erbdlt,
wenn man die natiiylichen Zablen anders anordnet, aber ibre Woblordnungseigenschaft
beibehdlt. Weiter ist o, die kleinste Zahl, die grofSer als alle abziblbaren Zablen ist, d. b.
o ist das Supremum aller abziblbaren Zablen.

So kann man etwa N neu wohlordnen, indem man zuerst alle geraden Zahlen
und dann alle ungeraden Zahlen aufzihlt. Man erhilt so eine Ordinalzahl, die
man als  +  bezeichnen wiirde. Formal ist  + ® die Aquivalenzklasse modulo
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,gleichlang® der Wohlordnung (N, <*) mit <* = { (n, m) € N* | nist gerade und
m ist ungerade oder nund m haben gleiche Parititund es giltn <min N }.
Die Ordinalzahlreihe bis einschliefflich ; verliuft dann schematisch etwa so:

0,1,2,3,...,0,0+1, .., 0+, 0+0+ 1, ..., 0+1, ..., ..., ..., 0.

Die dreimal wiederholten Piinktchenin o, ot + 1, ..., ..., ..., ®; bezeichnen in
der Tat einen weiten Weg:

Ubung
Sei A C o, abzihlbar. Dann ist sup(A) < @, (bzgl. der Ordnung (®,, <)).

; kann also nicht in abzihlbar vielen Schritten ,,von unten® erreicht werden.
Umgekehrt gilt:

Ubung
SeiA < m; ein Limeselement. Dann gibt es eine Folge (o, | ne N) in ®; mit:

) o, < oy, < 0 firallene N,
(ll) A= SUPppe N Oy-

[Seig : N — W(A) bijektiv. Setze B, = max({ gk) | k<n}) firne N.
Ausdiinnung von (B, | n € N) liefert eine Folge wie gewiinscht. ]

Wir diskutieren noch kurz, wie man weitere Ordinalzahlen konstruieren kann.
Der nichste Schritt wire die Konstruktion von (w,, <), einer kiirzesten Wohlord-
nung mit der Eigenschaft lw; | < o, |. Wir setzen hierzu , = 3(®,)/=, wobei
jetzt H(w,) = { (A, <) | (A, <) ist eine Wohlordnung und A c o, }. Ansonsten
bleibt alles gleich. o, kénnen wir wieder als das Supremum der Zahlen (Lingen,
Typen) verstehen, die wir durch eine wohlgeordnete Umordnung von o, erhal-
ten. Iteriert man die Idee, so sind die Indizes der Reihe w;, ,, w3, ... wieder
wohlgeordnet. Eine Definition, die alle Ordinalzahlen auf einen Schlag einfingt,
erscheint nun wiinschenswert. Als kanonische Definition entpuppte sich (vgl.
[von Neumann 1923]): x heifit eine von-Neumann-Zermelo Ordinalzabl, falls gilt:

(1) xisttransitiv, d.h. firalley e xisty C x,
(i) (x, €)ist eine Wohlordnung (mit(x, €) = (x, {(a, b) € X laeb}).

Die Elementrelation iibernimmt also fiir alle Ordinalzahlen uniform die Auf-
gabe der Wohlordnung. Unter dieser Definition gilt dann o < 8 genau dann,
wenn o € 3, und wir erhalten W(o) = {B | B<a}={B | Be a}=oa. Allesin
allem ergibt sich ein sehr geschmeidiger Kalkiil. Diese Definition zu motivie-
ren und zu entwickeln ist etwas aufwendiger als die hier vorgestellte und fiir
unsere Zwecke vielleicht sogar besser geeignete Hartogsmethode. Die Har-
togsmethode bleibt auch unter der allgemeinen Definition nach von Neumann
und Zermelo wichtig als eine Methode zur Konstruktion langer Wohlordnun-
gen, die das Auswahlaxiom nicht heranzieht. Die Vorstellung einer abzihlbaren
transfiniten Zahl als einer wohlgeordneten Umordnung von N f6érdert dariiber
hinaus das Verstindnis des Begriffs.
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Nachfolgerordinalzahlen und Limesordinalzahlen

Definition (Nachfolgerordinalzablen und Limesordinalzablen)
Die Nachfolgerelemente der Wohlordnung (w;, <) heifien
Nachfolgerordinalzablen, die Limeselemente heiflen Limesordinalzablen
oder kurz Limiten.

Die Unterscheidung in Nachfolger- und Limeselemente ist Wohlordnungen
so eigentiimlich, daff die Induktion und Rekursion iiber eine Wohlordnung sich
in den meisten Fillen dieser Unterscheidung anpafit. Fiir o lautet eine Form der
Induktion etwa:

Sei A C oy, und es gelte:
@ 0e A (Induktionsanfang)

(i) Firalleo <o, gilt: Istae A,soistauch oo+ 1€ A, (Induktionsschritt)

(iii) Fir alle Limiten A gilt: Ist W(A) C A, soistauch A € A. (Limesschritt)
Dann gilt A = w;.

Eine analoge dreiteilige Form gilt fiir die Rekursion. Speziell fiir Rekursionen
iiber 0, definiert man in zahllosen Fillen:

M G(O),
(i) G(o+1) mitRiickgriffauf G(a) fiir alle o0 < @y,
(i) G(\) mitRiickgriffauf GIW(A)  fiir alle Limiten A < o;.
Ein Beispiel fiir eine solche dreiteilige Rekursion wollen wir nun genauer be-
trachten, und es ist in der Tat mehr als nur irgendein Beispiel. Es ist der Ambof3,
auf dem die Ordinalzahlen geschmiedet wurden, und zusammen mit der Entdek-

kung der Uberabzihlbarkeit von R brachte es die moderne Mathematik ins Rol-
len.

Iterierte Ableitungen

Als erstes Beispiel fiir die Verwendung von o, studieren wir die iterierte Ablei-
tung einer abgeschlossenen Punktmenge eines polnischen Raumes.

Definition (iterierte Ableitung fiir abgeschlossene Mengen)
Sei X = (X, <) ein topologischer Raum, und sei P € X abgeschlossen.
Wir definieren durch Rekursion iiber o :

PO P,
Pe+D = P@” - {xe P® | xist Hiufungspunkt von P} fiir o < wy,
PY = N, ., P fiir Limesordinalzahlen A < ;.

Dann ist (P | o < o) eine C-absteigende Folge von abgeschlossenen Teil-
mengen von X, d.h. es gilt: Ist f < o, so ist P ¢ P®. (Dies zeigt der Skeptiker
durch Induktion tiber o0 > 3, bei festem B < m;.)
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Die Separabilitit von polnischen Riumen impliziert nun, daf§ die Folge ir-
gendwann einen stabilen Zustand erreicht. Hierzu zeigen wir allgemein:

Satz  (absteigende Folgen abgeschlossener Mengen in polnischen Riumen)
Sei X = (X, <) ein polnischer Raum, und sei (P, | o < o) eine
C-absteigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X.
Dann existiert ein o* < 0 mit P, = Py fiir alle 0* < o < m;.

Beweis
Annabme nicht. O.E. istdann P, ; P, fiir alle o < ®; (denn wir konnen
die Folge durch Streichen von Wiederholungen rekursiv ausdiinnen; die
ausgediinnte Folge hat wieder Linge w;, dasonst A={a<w; | Py,  c Py}
abzihlbar und sup(A) = 0; nach Annahme wire, was nicht sein kann).
Sei Uy, Uy, ..., U,, ...,n € N, eine abzihlbare Basis von ¥.
Fira<w;seif(0) ={ne NI U, nP, # T }.
Wegen P,,, | P, und der Abgeschlossenheit der P, ist f(o + 1) < f(o)
tiir alle o < @y, und allgemein f() c (o) fiir f > a. Fiir o0 < w; sei also

g(a) = ,,das kleinste n € f(o) - f(or + 1)“.
- Dannistg: 0, — Ninjektiv, im Widerspruch za o, iiberabzihlbar.

szmg
Sei X = (X, <) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X abgeschlossen.
Dann ist P - P” abzihlbar.

Damit haben wir einen neuen Bewesis fiir die Existenzaussage des Satzes von
Cantor-Bendixson gefunden. De facto ist es der historisch erste Beweis, und
mutmaflich auch der interessanteste :

Korollar  (Existenz der Cantor-Bendixson-Zerlegung)
Sei X = (X, <) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X abgeschlossen.
Dann existiert ein o* mit P = P fiir alle o* < o < ;.
Insbesondere ist P perfekt. Weiter ist P — P abziihlbar.

Beweis
Nach dem Satz existiert ein o* mit P” = P@ fiir alle o* < o0 < o;.
Wegen P@) = P@+D = (P@)) jst P perfekt.
Weiter ist P - P = U, (P® = P“*D) eine abzihlbare Vereinigung
— von abzihlbaren Mengen, also abzihlbar.

Der perfekte Kern P von P ergibt sich hier in feiner Analyse durch iterierte
Abspaltung der isolierten Punkte. Fiirx € P - P wird im Gegensatz zu anderen
Methoden ein Komplexititsgrad aufgedeckt: Wir ordnen x das kleinste o0 < o,
zamitxe P®. Je grofier dieser Wert o ist, desto verwickelter ist die Struktur von
U N P fiir offene Umgebungen U von x. « ist offenbar eine Nachfolgerordinal-
zahl. Es lassen sich Beispiele konstruieren, bei denen ein beliebig grofies vorge-
gebenes B + 1 < 0, als Komplexititsgrad eines Punktes x € P - P auftaucht.
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Ein Kompaktheitsbeweis mit »,

Als eine kleine illustrierende Anwendung der weiten Einsetzbarkeit von Ordi-
nalzahlen zeigen wir die Kompaktheit des reellen Einheitsintervalls. Der gleiche
Beweis zeigt natiirlich, daf} [a, b] kompakt ist fiir a,b € R mita <b. Vorab halten
wir eine Beobachtung fest:

Ubung
Es gibt keine Folge (x,, | o < 0;) von reellen Zahlen mit:
X < xp fiiralle o, < w; mit o0 < B.

[Andernfalls sind die Mengen [x4, xo,1[ N Q, 00 < oy, paarweise disjunkte
nichtleere Teilmengen der abziihlbaren Menge Q, Widerspruch. ]

Eine transfinite Rekursion, die eine strikt aufsteigende Folge von reellen Zah-
len produziert, kommt also notwendig vor ®; zum Halten.

Dieses relativ rasche Terminieren aufsteigender Folgen in R ist fiir viele An-
wendungen nicht wesentlich. Aber es ist ein weiterer Beleg fiir die Tatsache, dafi
die Ordinalzahlen bis hinauf zu m, fiir viele transfinite Anwendungen im Bereich
der reellen Zahlen gentigen.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:

Satz  (Kompaktheit des Einbeitsintervalls)
[0, 1] c R ist kompakt.

Beweis )
Sei U eine offene Uberdeckung von [0, 1] durch offene Intervalle.
Wir definieren rekursiv U, € U und x, € [0, 1] wie folgt:

Rekursionsschritt o
Seix, = sup(U {Up | B <a}). Fiir o = 0 sei dabei x, = 0.
Ist x, > 1, so stoppen wir die Rekursion. Andernfalls sei

U, = ,einUe U mitx, € U“
Die Rekursion stoppt bei einem o < 0y, da x,, < xg fiir alle a0 < 3.

Wir definieren nun eine absteigende (und damit notwendig endliche !)
Folge von Ordinalzahlen oy > oy > ... > o, = 0 durch:

Oy = o,
0,1 = ndaskleinste a < o; mit inf(U,,) e Uy“, falls inf(U, ) = 0.

Ein solches o existiert: Nach Konstruktion ist x,, € U,,. Weiter ist fiir alle
Uﬁ <y Up ein Intervall in R, das [0, x, [ umfafit (dies zeigt man durch Induktion).

— Esgiltdann [0,1] € Uy<i<, Uy,

Mit einer dhnlichen Konstruktion kann man den Zwischenwertsatz fiir stetige
Funktionen beweisen:
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Ubung
Beweisen Sie den Zwischenwertsatz der reellen Analysis mit Hilfe
von transfiniter Rekursion {iber abzihlbare Ordinalzahlen.
[Seif : [a,b] — R stetigmitf(a) > 0, f(b) < 0.
Wir definieren durch transfinite Rekursion solange méoglich x, € [a, b] durch:

2] = a,
Xg.1 = Xo + 1/n, wobein > 1 minimal mit f(x, + 1/n) > 0,
X; = SUPg<j X fir A Limes.

Dann stoppt die Rekursion bei einem Limes A < 0y, und es gilt f(x;) = 0
fiir das letzte definierte x;. |

Der vorgeschlagene Beweis des Zwischenwertsatzes entspricht der natiirli-
chen Idee, den Graphen einer stetigen Funktion von links nach rechts nach einer
Nullstelle abzusuchen. Die transfiniten Zahlen erlauben es, diese Idee in einen
Beweis zu iibersetzen. Wer bei @ authért zu zihlen, beraubt sich zuweilen des
Komforts und der Anschaulichkeit rekursiver Konstruktionen und induktiver
Argumente. In vielen Fillen ist die Verwendung der transfiniten Zahlen auch
nicht nur eine Bereicherung, sondern eine Notwendigkeit.

Die konstruktiblen reellen Zahlen

Wir definieren schlieflich noch Godels Modell L der Mengenlehre, und skiz-
zieren, wie man die relative Konsistenz der Kontinuumshypothese (CH) bewei-
sen kann. Ganz unabhingig vom Kontinuumsproblem ergibt sich mit den sog.
konstruktiblen reellen Zahlen ein wichtiger neuer Begriff.

Die Idee ist: Wir nehmen durch Rekursion entlang einer Wohlordnung im-
mer nur einfache, definierbare Teilmengen des bisherigen Standes der Rekur-
sion auf. Alle so erhaltenen Mengen bilden ein reichhaltiges Universum, das sich
aufgrund seiner einfachen rekursiven Konstruktion bis ins Detail ausleuchten
liBt. Eine Moglichkeit der Durchfihrung dieser Idee ohne Riickgriff auf den
Formel- und Definierbarkeitsbegriff der mathematischen Logik benutzt den
Abschluff von Mengen unter einfachen Funktionen. Wir definieren hierzu:

Definition (Busisfunktionen und Gidelfunktionen)

Wir definieren ein- bzw. zweistellige Funktionen Fy, ..., Fyy durch:
Filxy) = {xvy}, F(xy) = x Xy,

F;x,y) = {(a,b)e xxy laeb}, Fi&xy) = x -y,

Fs(x,y) = xnNy, Fsx) = Ux,

F,x) = dom(x), Fsx) = {(a,b) | (b,a)e x},

F9(X) {(a7 b) C) l (a, ¢, b) € X}a FIO(X) { (3, b7 C) l (b) ) a) €X }

Die Funktionen Fy, ..., F\y heiflen Basisfunktionen.
Eine n-stellige Funktion G heifit eine Godelfunktion, falls G eine
Komposition von Basisfunktionen ist.
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Die F; sind genauer sog. funktionale Klassen. Sie sind auf allen Mengen definiert, also
echte Klassen. Diese Problematik soll hier nicht weiter stéren, wir sprechen der Einfach-
heit halber von Funktionen.

Die spezielle Auswahl der Funktionen Fy, ..., Fq ist hier nicht weiter wesent-
lich. Wichtig ist, daf§ durch Komposition von Grundfunktionen alle einfach zu
definierenden Funktionen eingefangen werden. Erstaunlich viele Funktionen
erweisen sich als Godelfunktionen. (Der Leser betrachte zum Vergleich eine
Programmiersprache. Auch hier wird eine iiberraschende Vielzahl an Funktio-
nen aus sehr wenigen Grundoperationen erzeugt.)

Wir definieren weiter:

Definition (die AbschlufSoperation cl)
Sei x eine Menge. Wir definieren rekursiv fiir n € N:

Clo(X)
clh1(® = Ujgios F(e,®) x cy®) U Ugeicio B o).

Schliefilich definieren wir eine Funktion cl fir alle Mengen x durch:

Cl(X) = Un<w Cln(x)'

X

)

Fir jede Menge x ist cl(x) abgeschlossen unter allen Gédelfunktionen, d. h. fiir
alle ay, ..., a, € cl(x) und alle n-stelligen Gédelfunktionen G ist G(ay, ..., a,) €
cl(x). Weiter ist cl(x) die kleinste Obermenge von x mit dieser Eigenschaft.

Damit sind wir in der Lage, die konstruktiblen Mengen zu definieren:

Definition (konstruktible Hierarchie entlang einer Woblordnung)
Sei (W, <) eine Wohlordnung. Wir definieren Mengen L, = L,((W, <))
tir ze W durch Rekursion entlang W wie folgt:

LOW = ®7
L,,; = dL,u{L,}) n PL, firalleze W, fiir diez + 1 in W existiert,
L, =U,.,L, fiir alle Limeselemente z von W.

Definition (konstruktible Mengen, L)
Eine Menge x heifit konstruktibel, falls es eine Wohlordnung (W, <)
gibtmitxe U, w L, (W, <)).
Die Klasse aller konstruktiblen Mengen wird mit L bezeichnet.

Offenbar hingt L,(W) nur von der Linge von W, ab: Sind W, W’ Wohlord-
nungen, und sindze Wundz' € W mit W, = W', so gilt L ,(W) =L, (W").

Wir schreiben speziell kurz L, anstelle von L, ({1, <)) fiir alle o < 0. Weiter
setzen wir:

Lml = Uoc<u)1 La'

Das entscheidende und alles andere als triviale Resultat iiber die konstruktib-
len reellen Zahlen ist nun der folgende Satz von Godel:
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Satz  (Hauptsatz diber die konstruktiblen reellen Zablen)
Seixe R U N U P(N) konstruktibel. Dannistx € L, .

Zur Konstruktion der konstruktiblen reellen Zahlen geniigen also die abzihl-
baren Wohlordnungen. Nach ®; werden durch den iterierten Abschluff unter
Godelfunktionen keine neuen reellen Zahlen mehr produziert!

Aus der Definition der Mengen L, ist nun sofort zu sehen, daf L, abzihlbar
ist fiir alle o0 < wy, und ein kardinalzahlarithmetisches Argument liefert dann
leicht die Gleichung 1L, | = lw; |. Der Hauptsatz liefert dann:

Korollar  (Abschitzung der Michtigkeit der konstruktiblen reellen Zahlen)
IR " LI <o (und IN n LI =1PN) n LI <o)).

Ein genaue und recht aufwendige Analyse zeigt weiter, dafi L ein Modell der
mengentheoretischen Axiomatik ZFC bildet. Damit kann man in L wie iblich
Mathematik betreiben. Insbesondere kann man die Konstruktion von L in L
selbst durchfithren. Ein weiterer Satz von Gédel, der ebenso tragend wie der
obige Hauptsatz ist, besagt nun, daf L in L konstruiert nichts anderes ist als L
selbst (und nicht etwa eine Teilklasse von L, was auf den ersten Blick durchaus
sein konnte). Die Konstruktion von L ist, wie man sagt, absolut, das Ergebnis der
Konstruktion hingt nicht vom Objektuniversum ab, in dem die Konstruktion
durchgefithrt wird. Die Absolutheit zusammen mit dem Hauptsatz und seinem
Korollar liefert, daff (CH) in L gilt, denn es existiert eine Stufe der L-Hierarchie
in L, die die kleinste tiberabzihlbare Michtigkeit besitzt und die alle reellen Zah-
len enthilt. Aus rein logischen (aber wieder etwas aufwendig zu beweisenden)
Griinden folgt dann die relative Konsistenz von (CH). Wir erhalten also:

Satz  (ein Modell von (CH) und die relative Konsistenz von (CH))
Die Kontinuumshypothese ist in L richtig.
(CH) ist also innerhalb der tiblichen Mathematik nicht widerlegbar
(es sei denn, die iibliche Mathematik ist widerspriichlich).

Der Leser wird sich vielleicht gefragt haben, ob nicht schon der Hauptsatz geniigt, um
folgern zu kénnen, daf} in L hochstens o, -viele reelle Zahlen existieren. Dies ist nicht der
Fall, denn o, kann linger sein als ,", die in L konstruierte Wohlordnung nach der Har-
togsmethode. ®, ist nicht absolut: In die Definition von ®; = #/= gehen alle Teilmengen
von N ein, und es ist keineswegs klar und de facto nicht beweisbar, daf} alle Teilmengen
von N in L auftauchen. Im Korollar oben kénnen wir < nicht durch = ersetzen, IR N LI
< o ist durchaus denkbar. (Das gleiche gilt natiirlich, wenn wir ®, als von-Neumann-
Zermelo-Ordinalzahl einfiihren, die beiden Ansitze sind ja gleichwertig. Bei der Har-
togsmethode wird die mangelnde Absolutheit aber unmittelbar auf die schon diskutierte
Problematik des Ausdrucks ,,alle Teilmengen von N“ zuriickgefiihrt.)

Gibt es ein x € R - L, also eine reelle Zahl, die in keinem L, fiir alle o er-
scheint? Die Antwortist: Zahlen in R - L sind sehr kompliziert, ihre Existenz ist
nicht beweisbar, aber widerspruchsfrei (wie die Cohensche Erzwingungsme-
thode zeigt). Es besteht weiter ein tiefer Zusammenhang zu grofien Kardinal-
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zahlaxiomen. Anders heifit das: Wahrscheinlich ist jede reelle Zahl, die der Leser
bislang gesehen hat, konstruktibel !

Das Thema ist fiir die grundlagentheoretische Untersuchung der reellen Zah-
len von enormer Bedeutung, liegt aber aufierhalb dieses einfithrenden Textes.
Wir wollten aber wenigstens einen kleinen Uberblick gegeben haben, samt einer
vollstindigen Definition der konstruktiblen Mengen und speziell der konstruk-
tiblen reellen Zahlen. Fiir die Feinheiten der konstruktiblen Hierarchie verwei-
sen wir den Leser auf [ Jensen 1972].

Ein historisch bewufites Innehalten scheint an dieser Stelle noch recht am Ort: Cantor
wollte (CH) beweisen. Er kannte Wohlordnungen, transfinite Rekursion, und er kannte
natiirlich alle Basisfunktionen. Die Idee des iterierten Abschlusses gehort eher der Nach-
folgegeneration an, da sie Mengen von Mengen von Mengen usw. erzeugt, was Cantor
fremd war. Dennoch erscheint die Konstruktion von L nicht vollig aufier Reichweite der
Cantorzeit. Insgesamt gibt es, so scheint es dem Autor, einen nichteingeschlagenen histo-
rischen Weg, der ZFC + ,,jede Menge ist in L“ als Basistheorie fiir die Mathematik des
20. Jahrhunderts hinterlassen hitte. Dann wire (CH) eine weithin akzeptierte Aussage
und L wohl noch besser untersucht als es heute ist. Die Mathematik sieht sich gerne au-
Berhalb einer historischen Abhingigkeit, was zu einem etwas iibersimplifizierten Wahr-
heitsbegriff fiihren und den Strom der Forschung sowohl beschleunigen als auch einen-
gen kann.

Beweis des Zornschen Lemmas mit transfiniter Rekursion

Es gibt noch viele Beispiele fiir transfinite Rekursionen, und oft geniigt w;.
Alle Argumente, die sonst mit dem Zornschen Lemma oder einem anderen Ma-
ximalprinzip erschlagen werden, lassen sich oft sehr viel klarer durch eine transfi-
nite Induktion beweisen. Das gilt auch fiir das Zornsche Lemma selbst, das sich
mit transfiniten Methoden sehr natiirlich beweisen lifit: Man steigt die entspre-
chende partielle Ordnung solange nach oben, bis man ein maximales Element
gefunden hat. Hierzu sind i.a. transfinit viele Schritte notwendig. Genauer fithrt
man den Beweis des Zornschen Lemmas so:

Sei (P, <) eine partielle Ordnung, die die Kettenbedingung des Zornschen
Lemmas erfiillt. Sei (W, <) eine beliebige Wohlordnung mit IW | > |P|. Wir de-

finieren solange moglich durch Rekursion entlang ze€ W:
p, = »einpe Pmitp, <p firalley <z“.

Die Bedingung IW1 > |P| garantiert, daf§ die Wohlordnung dieser Rekursion
slang genug*“ist: Sie brichtirgendwann ab, sonst erhielte man eine Injektion von
W nach P (via g(z) = p,). Die Kettenbedingung des Zornschen Lemmas garantiert
weiter, dafy wir fiir Limeselemente z€ W immer ein p, finden. Folglich existiert
ein letztes definiertes p,, und dieses p, ist dann ein maximales Element von P.

Eine weitere transfinite Rekursion der Linge o; von fundamentaler Bedeu-
tung werden wir im sechsten Kapitel mit der Borel-Hierarchie kennenlernen.
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4. Irregulire Mengen

Wir hatten die fiir das Kontinuumsproblem wichtige Scheeffer-Eigenschaft und
daneben die Baire-, Lebesgue- und Marczewski-Mefibarkeit als Regularitits-Ei-
genschaften kennengelernt. Wir wissen, daf} alle Gs- und F;-Mengen eines pol-
nischen Raumes die Scheeffer-Eigenschaft haben, und dafi die xyz-mefibaren
Mengen sogar eine o-Algebra bilden, die die offenen Mengen umfafit. Wir un-
tersuchen in diesem Kapitel nun Mengen, denen gewisse Regularitits-Eigen-
schaften abgehen. Allen Konstruktionen liegt mehr oder weniger verdecke das
Auswahlaxiom zugrunde, etwa in Form einer Wohlordnung auf N (oder R), oder
auch nur in Form einer Injektion f : ®; — N oder gleichwertig in Form einer
iiberabzihlbaren wohlgeordneten Teilmenge von N (oder R).

Verletzung der Scheeffer-Eigenschaft und Bernstein-Mengen

Jeder polnische Raum, der eine nichtleere perfekte Teilmenge besitzt, hat die
Kardinalitit 2%, wie wir gesehen haben. Hieraus ergibt sich eine einfache Beob-
achtung im Zusammenhang mit (CH):

Satz  (Kontinuumshypothese und Scheeffer-Eigenschaft)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A ¢ X iiberabzihlbar,
aber nicht gleichmichtig zu X.
Dann enthilt A keine nichtleere perfekte Teilmenge.

Beweis
Ist P c A nichtleer und perfek, so gilt 2° = [PI < 1Al < IX]| = 2%, also
— |Al =2° nach Cantor-Bernstein. Also Al = 1X].

Die Verletzung von (CH) impliziert also die Existenz von Mengen ohne die
Scheeffer-Eigenschaft. Ist (CH) falsch, so existiert eine Teilmenge von X der Grofie
®; < 2” = X1, und diese Menge kann die Scheeffer-Eigenschaft nicht haben.

Wir zeigen nun ganz unabhingig von (CH) die Existenz von Scheeffer-irregu-
liren Mengen. Hierzu definieren wir:

Definition (Bernstein-Menge)
Sei X = (X, U) ein polnischer Raum, und sei P c X.
P heifit Bernstein-Menge in &, falls weder P noch X - P die
Scheeffer-Eigenschaft besitzt.
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Wir wollen zeigen, dafi Bernstein-Mengen in allen iiberabzihlbaren polni-
schen Rdumen existieren. Hierzu brauchen wir:

Satz  (Michtigkeit der Menge aller perfekten Mengen)
Sei X = (X, AU) ein Giberabzihlbarer polnischer Raum, und sei
P = {P c X | Pistperfekt}. Dann gilt |P] = 2.

Beweis
zu 1Pl <2°:
. ® ®
Esgllt [P 1 SX—PE%fﬁrallePe?)’ RIA S2%‘3separabel w” = 2%

zu 2° < P
Sei P ¢ X nichtleer und perfekt (etwa der perfekte Kern von X).
Weiter sei (x, | n € N) eine injektive konvergente Folge in P mit einem
von allen x,, verschiedenen Limes x. Dann existieren paarweise disjunkte
perfekte Mengen P, mitx, € P, fiir alle n € N derart, daff
cd(U,enPy) = U,en Py U {x}. Fiir A ¢ N setzen wir

@) - U,ca P, falls A endlich,
& N Unea P, U {x} falls A unendlich.

- Dannistg : P(N) — @ injektiv.

Mit Hilfe einer Wohlordnung auf den reellen Zahlen kénnen wir nun den fol-
genden Satz von Felix Bernstein beweisen ([ Bernstein 1906] fiir X = R):

Satz  (Existenz von Bernstein-Mengen)
Sei & = (X, AU) ein iberabzihlbarer polnischer Raum.
Dann existiert eine Bernstein-Menge in ¥.

Beweis
Wegen X iiberabzihlbar ist 1X1 =2 = IN'].
Sei ? = { P ¢ X | Pistnichtleer und perfekt }. Dann gilt %1 =2 und

1P x {0,1}1 = 2°.-2 = 2° = |INI.

Weiter ist auch IP| = 2° = |N| fiiralle P € 9.

Seip: N — P x{0,1} bijektiv, und sei p(f) = (P, i) fuirf e N.

Sei < eine Wohlordnung auf N minimaler Linge. Weiter sei <x

die von einer Bijektion h : X — N induzierte Wohlordnung auf X.

Wir definieren durch Rekursion iiber (N, <) fiir f € N:

x¢ = ,das <x-kleinste x € Py mit x # x,, fiiralleg < f*“
x¢ existiert, denn fiir alle f € N gilt IP¢| = 2%, und nach Minimalitit der Linge
von < gilt, daff I{x, | g <f}l = IN¢l < 2% wobei wieder N¢={ge N' | g<f}
das durch f gegebene Anfangsstiick von (N, <) ist.

Wirsetzennun B = {x¢ | fe N, i;=0}.

— Nach Konstruktion ist dann B eine Bernstein-Menge fiir %.
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Dem Leser ist vielleicht aufgefallen, daff der Beweis keine speziellen Eigen-
schaften perfekter Mengen benutzt. Wichtig ist lediglich, daf} fiir das diagonali-
sierte System &  P(X) die Kardinalititsgleichung 2° = |2 | = |P| fiiralleP € &
gilt.

Der Beweis konstruiert eine Bernstein-Menge durch Diagonalisierung aller
perfekten Mengen. Wir durchlaufen die perfekten Mengen in wohlgeordneter
Weise, wobei jede Menge zweimal besucht wird. Wihrend des Durchlaufs mar-
kieren wir an jeder Stelle ein unmarkiertes Element der gerade besuchten
Menge, was durch die minimale Linge der Wohlordnung erméglicht wird: An
jeder Stelle der Konstruktion wurden bislang nur wenige - im Vergleich zur
Grofle 2 einer nichtleeren perfekten Menge - Elemente markiert. Nach Ab-
schluff der Markierung bilden dann all die Elemente, die wir bei der mit 0 indi-
zierten Begegnung einer perfekten Menge ausgezeichnet haben, eine Bernstein-
Menge.

Das Argument ist dariiber hinaus derart, daf} fiir perfekte Riume de facto alle
Elemente von X markiert werden:

Ubung
Fiir die im obigen Beweis konstruierten x; gilt:

{x¢ | fe N} istder perfekte Kern cp(P) von X.

[z : Esgilt xp € Py c cp(P) fiirallefe N.

zu D : Annabme nicht. Sei dann x* = min(cp(P) - { x¢ | fe N'}) bzgl. <x.

Es existieren 2¢ viele f € N mit x* € P;. Nach der Minimalititsbedingung in der
Definition von x¢ gilt dann aber {x; | fe N,x*e€ P;} c {xe X | x <x*}, also

20 - Ix;l fe N, e P}l € l{xe X I x<xx*}l = IXpl < IXI = 2%
Widerspruch.)

Bernstein-Mengen sind offenbar nicht Marczewski-mefibar. Weiter bilden sie
fiir perfekte Rdume auch ein Gegenbeispiel zur Baire-Eigenschaft:

Satz  (Bernstein-Mengen und Baire-MefSbarkeit)
Sei ¥ = (X, AU) ein nichtleerer perfekter polnischer Raum, und sei
B eine Bernstein-Menge in X.
Dann ist B nicht Baire-mefibar.

Beweis
Anmnabme doch. Dann ist auch X - B Baire-mefibar.
O.E. sei B nicht mager (sonst arbeite mit X - B; X = B U (X - B)
ist nicht mager). Nach dem Darstellungssatz fiir Baire-mefibare Mengen
existieren also offene U, fiir n € N und ein mageres M mit:

B = N,.nU, UM

SeiY = M, U,. Dann ist Y eine Gs-Menge und weiter iiberabzihlbar,
da sonst

B=Uecy{x}uM
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mager wire (denn { x } ist mager in X fiir alle x, da x nicht isoliert in X ist).
Nach dem Satz von Young (oder durch Einbettung des kompakten
Cantorraums € in den iiberabzihlbaren polnischen Raum Y) existiert
dann aber ein nichtleeres in X perfektes P ¢ Y < B, im Widerspruch

— zu B Bernstein-Menge.

Auf die Voraussetzung der Perfektheit kann nicht verzichtet werden:

Ubung
Es existiert ein polnischer Raum (X, U) mit cp(X) # & und eine
Bernstein-Menge B in X derart, daf§ B Baire-mefibar in X ist.

[Sei C die Cantormenge in R, und sei A die abzihlbare Menge der Mittelpunkte
der in der rekursiven Definition von C entfernten Intervalle.

Wir setzen X = C U A und versehen X mit der Relativtopologie von R.

Dann ist C = cp(X) # &. Sei B  C eine Bernstein-Menge in C. Dann ist B auch
eine Bernstein-Menge in X. Aber C ist mager in X (sogar nirgendsdicht), und
damit ist auch B ¢ C mager in X und insbesondere Baire-mefibar in X. ]

Ahnlich zeigt man:

Satz  (Bernstein-Mengen und Lebesgue-Mefsbarkeit)
Sei B ¢ 6 eine Bernstein-Menge in €.
Dann ist B nicht Lebesgue-mefibar.

Beweis
O.E. ist B keine Nullmenge (sonst betrachte € - B).
Annabme, P ist Lebesgue-mefibar. Nach dem Darstellungssatz fir
Lebesgue-mefibare Mengen existieren dann abgeschlossene A, n € N,
und eine Nullmenge N mit:

B=-U,.nA, uN.

Da B keine Nullmenge ist, existiert ein n € N mit A, iiberabzihlbar.
Dann ist A iiberabzihlbar polnisch, also existiert ein nichtleeres in 6
-~ perfektes P ¢ A, c B, im Widerspruch zu B Bernstein-Menge.

Das Argument ruht auf dem Darstellungssatz und nicht auf speziellen Eigen-
schaften des Lebesgue-Mafies. Der Darstellungssatz gilt de facto fiir beliebige
lokal-endliche Borel-MafSe auf polnischen Riumen & = (X, U), d. h. fir o-finite
Mafie p auf der von U erzeugten 6-Algebra o(W) auf X mit der Eigenschaft: Fiir
alle x € X existiert ein U € U mit x € U und W(U) < ee. Die Vervollstindigung
u von W ist dann ein Maf} auf der von o(°U) und den u-Nullmengen erzeugten
o-Algebra 6°(U), und alle B € 6°(U) haben dann immer noch die Darstellung B
= U,en Ay U N fiir abgeschlossene A, und eine u°~-Nullmenge N. Damit ist
also eine Bernstein-Menge B fiir & nicht mefibar fiir die Vervollstindigung eines
beliebigen lokal-endlichen Borel-Mafies 6 auf & mit 6({ x }) = 0 fur allex € X.
Bernstein-Mengen sind in diesem Sinne universell unmefibar.
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Die auf die Verletzung der Scheeffer-Eigenschaft zugeschnittenen Bernstein-
Mengen sind also weder Baire- noch Lebesgue-mefibar und damit insbesondere
keine Elemente der von den offenen Mengen erzeugten o-Algebra. Es stellt sich
die Frage: Gibt es einfachere Gegenbeispiele zur Scheeffer-Eigenschaft? Wir
werden spiter zeigen, daf alle Elemente der Borel-6-Algebra eines polnischen
Raumes die Scheeffer-Eigenschaft besitzen (fiir R bewiesen von Hausdorff und
Alexandrov 1916). Man kann dagegen nicht zeigen, daf} allen Baire-mefibaren
oder allen Lebesgue-mefibaren Mengen die Scheeffer-Eigenschaft zukommt.

Vitali-Mengen

Der Satz von Vitali bildete im ersten Abschnitt den Startpunkt fiir die Analyse
der Phinomene, die bei der o-additiven Langenmessung auf R auftauchen. Wir
definieren nun allgemein:

Definition  (Vitali-Menge in R)
Sei V c R ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die
Relation ~ auf R, wobei

x~y falls x-ye Q.
Dann heifit V eine Vitali-Menge in R.

Die frithere Argumentation zeigt:

Ubung
Sei V c R eine Vitali-Menge. Dann ist V nicht Lebesgue-mefibar.

Bernstein-Mengen wurden zur Verletzung der Scheeffer-Eigenschaft kon-
struiert und erwiesen sich a posteriori als irregulir fur die Baire-Eigenschaft und
das Lebesgue-Mafi. Wie sieht es in dieser Hinsicht mit Vitali-Mengen aus? Wir
betrachten zunichst die Baire-Eigenschaft.

Ulmng
SeiP ¢ R,und seix € R.
() Ist P nirgendsdicht, so ist P + x nirgendsdicht.
(i) Ist P mager, so ist P + x mager.

Satz  (Vitali-Mengen sind nicht Baire-mefShar)
Sei V eine Vitali-Menge in R. Dann ist V nicht Baire-mefibar.

Beweis
"Translationen erhalten die Eigenschaften ,nirgendsdicht“ und ,,mager®,
und damit gilt:
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(+) Vistnicht mager.

Denn andernfalls wire R = U . g (V +q) mager.
V enthilt keine Elemente mit positiver rationaler Differenz, d. h. es gilt:

(++) VN (V+q) = @ firalleqe Q, q # 0.
Annabme, es gibt ein offenes U c R mit:
VAU D U -V istmager.

Dann existieren a < b mit Ja,b[ € U, da sonst U = & und V mager wire.

Nach (++) gilt:
Ja,b[ n (V+q) < U-V firalleqe Q, q#0.

Wegen Invarianz der Magerkeit unter Translationen ist dann
(Ja,b[-q) n V=(]a,b[ n (V+q)) - q mager furalleqe @, q # 0.
Wegen Q - {0} dicht in R ist damit

V=RnV=Ugaqo(abl-qnV

— mager, im Widerspruch zu (+). Also ist V nicht Baire-mefibar.

Der Zusammenhang zwischen Vitali-Mengen und der Scheeffer-Eigenschaft
ist komplizierter. Zunichst gilt:

Satz  (Vitali-Menge und zugleich Bernstein-Menge)
Es gibt eine Vitali-Menge, die eine Bernstein-Menge ist.

Wir folgen der Konstruktion einer Bernstein-Menge, wihlen aber diesmal bei jedem
Besuch einer perfekten Menge P ein neues Element von P, das zusitzlich die bislang mit-
besuchten Vitali-Aquivalenzklassen beriicksichtigt.

Wir verwenden im Beweis: Ist k < 2® eine Kardinalzahl, so ist k - @ < 2. Dies folgt z. B.
aus dem Unzerlegbarkeitssatz von Julius K6nig (oder aus der hier nicht bewiesenen Mul-
tiplikationsregel k - p = max(x, ) fiir unendliche Kardinalzahlen x, ).

Beweis
Sei® = { P ¢ R | Pistnichtleer und perfekt }. Weiter sei
p:R — ? x{0,1} bijektyv, und es sei p(z) = (P,, i,) firze R.
Sei < eine Wohlordnung von R minimaler Linge.
Firxe Rseix/~ ={yeRIx-ye Q}und R/~ ={x/~ | xe R}.
Dann gilt Ix/~1 = Ix + Q| = o fiir alle x € R und damit IR/~ = 2,
dasonst k = IR/~1 < 2° und ¥ - w = 2° wire.
Wir definieren fiir z € R durch Rekursion iiber (R, <):

x, = ydas<-kleinstexe P, mitxe M, ={x, |z’ <z} U U, _,; _; x,/~“

x, existiert, denn 1P, | = 2 und mit R, = {z' | 2’ < z} gilt wegen
minimaler Linge der Wohlordnung <, daf§ IR, | < 2, also:

IM,| < 1U,_, x,/~1 < IR, x NI = IR,| - < 2°
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SeiB={x,1zeR,i, =0} Dann gilt:
(+) Bisteine Vitali-Menge und zugleich eine Bernstein-Menge fiir R.

Beweis von (+)
Nichttrivial ist nur die Aussage:

BnNnx/~=# @ firallexe R.

Annabme, es gibt ein <-kleinstes x € R mit B N x/~ = &.
Wir setzen

Z ={zeR1i,=0,x,€ x'/~ fiireinx’ < x}.

Dann ist Z beschrianktin (R, <), da |Z] < IR, | < 2°.

Weiter existiert ein z* € R mitiy =0, IP, N x/~1>2 und Z < z*,

denn fiir alle x, x; € x/~ gibt es 2”-viele z miti, = 0 und x¢, x; € P,.
- Dann ist aber x,» € x/~ nach Definition von x,-, Widerspruch.

Kann eine Vitali-Menge tiberhaupt die Scheeffer-Eigenschaft haben ? Hierzu
eine Umformulierung:

Ubung
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gibt eine Vitali-Menge V C R mit der Scheeffer-Eigenschaft.

(b) Es gibt ein iberabzihlbares abgeschlossenes P < R mit:
Je zwei verschiedene Elemente von P haben eine irrationale
Differenz.

[z () ™ (@): SeiV eine Vitali-Menge in R,undsei W= {xeV Ix+Q NP =T}.
Dann ist W U P eine Vitali-Menge mit der Scheeffer-Eigenschaft.]

Die Aussage (b) ist eine natiirliche Verstirkung der Beobachtung: Es gibt eine tiberab-
zihlbare abgeschlossene Teilmenge P von RmitP n Q = &.

In der Tat gibt es nun Vitali-Mengen, die die Scheeffer-Eigenschaft besitzen.
Stirker existiert sogar eine Vitali-Menge V mit den Eigenschaften:
(i) Vist Marczewski-mefibar.
(i) VU hatdie Scheeffer-Eigenschaft fiir alle nichtleeren offenen U.
Fiir diese und verwandte Resultate verweisen wir den Leser auf [Miller / Popvas-

silev 2000]. Eine solche Vitali-Menge ist keine Marczewski-Nullmenge. Ande-
rerseits gilt:

Ubung
Es gibt keine Vitali-Menge mit Marczewski-Maf} 1.

[Ist V eine Vitali-Menge, so gilt fiir alle A ¢ R:
IstAc V,soist VN (A+q)=Cfiralleqe Q, q#0.]
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Vitali-Mengen fiir das Lebesgue-Maf auf dem Cantorraum

Die Konstruktion von Vitali lifit sich leicht auf das Lebesgue-Maf fiir den
Cantorraum tibertragen.

Definition (Translationen in €)
Firf, ge € sei f + g€ €6 definiert durch

f+gm) = { 0, falls f(n) + g(n) gerade,

1, Sonst.
FirPc®undge €seiP+g={f+glfeP}
P + g heifit die Translation von P um g in 6.

Das Lebesgue-Maf} auf € ist invariant unter Translationen:

Ubung
Sei u das Lebesgue-Maf} auf €. Dann gilt uw(P + g) = w(P) fiir alle
Lebesgue-mefibaren P € € und alle g € 6.

Als ,rationale“ Elemente von € konnen wir die Elemente von 6 ansehen, die
schlieflich konstant gleich Null sind. Dann haben zwei Elemente von € genau
dann ,rationalen“ Abstand, wenn sie schliefilich iibereinstimmen. Damit ergibt
sich folgende Definition einer Vitali-Menge fiir 6:

Definition (Vitali-Mengen in 6)
Sei V € € ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir die
Relation ~ auf 6, wobei

f ~ g falls {ne N | f(n)# gn)} endlich ist.
Dann heifit V eine Vitali-Menge in 6.
Es folgt wieder:
Ubung

Sei V eine Vitali-Menge in €.
Dann ist V nicht Lebesgue-mefibar und nicht Baire-mefibar.

Irregulire Mengen und die Kontinuumshypothese

Nimmt man die Kontinuumshypothese an, so lassen sich weitere Mengen
konstruieren, die gewisse Regularititseigenschaften verletzen. Hierzu betrach-
ten wir zunichst tiberabzihlbare Mengen, die allen mageren Mengen so weit wie
moglich ausweichen.
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Mahlo-Lusin-Mengen

Definition (Mahlo-Lusin-Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P c X.
P heifit eine Mablo-Lusin-Menge in &, falls gilt:

(i) Pistiiberabzihlbar.
(i) Fiir alle nirgendsdichten M ¢ X ist P n M abzihlbar.

Offenbar gilt: Ein iiberabzihlbares P ¢ X ist genau dann eine Mahlo-Lusin-
Menge, wenn P n M abzihlbar ist fiir alle mageren Mengen M c X. Damit sind
Mahlo-Lusin-Mengen sicher nicht mager. Stirker sind sie nicht Baire-mefibar
und verletzen die Scheeffer-Eigenschaft. Dies wollen wir nun beweisen.

Satz  (Irregularitit von Mahlo-Lusin-Mengen)
Sei & = (X, U) ein polnischer Raum, und sei P ¢ X eine Mahlo-Lusin-Menge.
Dann enthilt P keinen tiberabzihlbaren polnischen Teilraum von X.
Insbesondere erfiillt P die Scheeffer-Eigenschaft nicht und ist nicht
Baire-mefibar.

Beweis
Jeder tiberabzihlbare polnische Teilraum A von X enthilt eine Kopie C
des Cantorraumes 6. Dann ist C C A iiberabzihlbar und nirgendsdicht
in X, und insbesondere gilt dann also non(A c P).
Die Verletzung der Scheeffer-Eigenschaft ist damit klar.
Annabme, P ist Baire-mefibar. Dann ist P = (M, U, U M mit offenen
U, und einem mageren M. Aber M N P ist abzihlbar, und folglich ist
— M,cn U, c Peiniiberabzihlbarer polnischer Teilraum von X, Widerspruch.

Wir werden dagegen gleich zeigen, dafi Mahlo-Lusin-Mengen Lebesgue-
mefibar sind.

Die Existenz von Mahlo-Lusin-Mengen ist unabhiingig von der iiblichen Ma-
thematik. Unter Annahme der Kontinuumshypothese kann man die Existenz
von Mahlo-Lusin-Mengen beweisen:

Satz  (Ewistenz von Mahlo-Lusin-Mengen unter (CH))
Es gelte (CH). Sei & = (X, U) ein tiberabzihlbarer polnischer Raum.
Dann existiert eine Mahlo-Lusin-Menge in &.

Beweis
Es gibt 2°-viele nirgendsdichte Teilmengen von X (!).
Wegen (CH) gilt 2° = w;. Sei also (N, | o < ;) eine Aufzihlung aller
nirgendsdichten Teilmengen von X.
Wir definieren x,, € X fiir o < 0 rekursiv durch:

Xq = yeinxe X - Upo, N mitx # xp fiir alle p < 0.
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Ein solches x existiert fiir alle o < w;, denn Ug ., Ny U {x5 | B < a1}
ist eine abzihlbare Vereinigung nirgendsdichter Mengen, und damit
ungleich X nach dem Baireschen Kategoriensatz.

Wir setzen nun:
P={x,laa<m}

Dann ist P eine Mahlo-Lusin-Menge in &. Denn ist N ¢ X
nirgendsdicht, so ist N = N, fiir ein ¥ < 0;. Nach Konstruktion gilt
Xq & N, fiiralle y < o < 0y, und damit ist

PAN, c{xqla<y}
— Alsoist P n N = P n N, abzihlbar.

Dagegen kann man unter Annahme von non(CH) die Existenz von Mahlo-
Lusin-Mengen weder beweisen noch widerlegen. (CH) entscheidet also diese
Existenzfrage positiv, non(CH) lifit sie weiter offen.

Starke Nullmengen

Als Anwendung des Begriffs der Mahlo-Lusin-Menge betrachten wir ein be-
rithmtes Problem von Borel. Insbesondere zeigen wir, daf§ eine Mahlo-Lusin-
Menge fiir R oder 6 eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Definition (starke Nullmenge)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei P c X.
P heifit eine starke Nullmenge in &, falls fiir jede die Topologie erzeugende
Metrik d und jede Folge (e, | n € N) von positiven reellen Zahlen gilt:
Es existieren offene U, < X fiir n € N mit:
() diam(U,) < ¢, firallene N,
(11) P e Une N Un'

In erster Linie interessieren uns starke Nullmengen in R und den Folgenriu-
men. Uber den Umfang der starken Nullmengen bemerken wir zunichst:

Ubung
(i) Jede starke Nullmenge P ¢ R oder P € isteine Lebesgue-Nullmenge.

(i) Jede abzihlbare Teilmenge eines polnischen Raumes ist eine starke
Nullmenge.

@) Ist % = (X, U) ein polnischer Raum, und P c X eine starke Nullmenge,
so ist P U Q eine starke Nullmenge fiir alle abzihlbaren Q < X.

Andererseits gilt:
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Ubung
(i) SeiC c [0, 1] die Cantormenge.
Dann ist C eine Lebesgue-Nullmenge, aber keine starke Nullmenge.

[Betrachte ¢, = 1/3"*! fiirne N.]

(i) Sei & = (X, W) ein polnischer Raum, und sei P X iiberabzihlbar
und abgeschlossen. Dann ist P keine starke Nullmenge.
[P enthilt eine Kopie der Cantormenge C. Weiter gilt: Bilder starker
Nullmengen unter gleichmifiig stetigen Funktionen sind starke
Nullmengen. Stetige Funktionen auf Kompakta sind gleichmifig stetig. ]

Man wird nun nach weiteren Beispielen neben den abzihlbaren Mengen fiir
starke Nullmengen fragen. Borel fand keine und vermutete 1919, daf} jede starke
Nullmenge von R abzihlbar ist:

Borelsche Vermutung
Sei X ¢ R eine starke Nullmenge. Dann ist X abzihlbar.

Die Borelsche Vermutung ist wieder weder beweisbar noch widerlegbar. Ri-
chard Laver konstruierte 1976 ein Modell, in welchem die Borelsche Vermutung
richtig ist. Andererseits konnen wir wieder leicht zeigen, dafi unter (CH) Gegen-
beispiele zur Borelschen Vermutung existieren. Es gilt nimlich:

Satz  (Mablo-Lusin-Mengen sind starke Nullmengen)
Sei % = (X, U) ein polnischer Raum, und sei P eine Mahlo-Lusin-Menge in &.
Dann ist P eine iiberabzihlbare starke Nullmenge.

Beweis
Als Mahlo-Lusin-Menge ist P iiberabzihlbar.
Sei d eine kompatible Metrik fiir &, und sei €, > 0 fiirn € N.
Sei weiter Q < X eine abzihlbare dichte Teilmenge von X, und sei
90> q1» -++» Quy ---» D € N, eine Aufzdhlung von Q.
Fir n € N sei U,,, eine offene Umgebung von q,, mit diam(U,,,) < &;,.
Wir setzen:

U = Une N U2n-
Dann gilt:
(+) P - U ist abzihlbar.

Beweis von (+)
U ist dicht und offen in X, also ist X - U nirgendsdicht.
Wegen P Mahlo-Lusin-Menge istalso P - U = P n (X - U) abzihlbar.

Sei x¢, X1, ... eine Aufzihlung von P - U, evtl. mit Wiederholungen.
Fiirn € N sei U,,,; offen mit x, € U,,,; und diam(U,,,;) < €, 1-
— DannistPc U,y U, und diam(U,) < ¢, fiirallen e N.

Im letzten Teil des Beweises beweisen wir de facto (iii) der vorletzten Ubung.
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Der Beweis des Satzes nutzt eine vielleicht etwas verbliiffende Eigenschaft ei-
ner Mahlo-Lusin-Menge P: Fiir beliebig feine offene Uberdeckungen U einer
beliebigen abzihlbaren dichten Teilmenge von X ist P - U abzihlbar. Hatten wir
uns daran gewdhnt, dafi solche Uberdeckungen, die zunichst den ganzen Raum
auszufiillen scheinen, vom Standpunkt der Lingenmessung aus betrachtet sehr
klein sein konnen, so sind sie aus der Sicht einer Mahlo-Lusin-Menge doch in je-
dem Falle sehr grof}, da sie nur abzihlbar viele Punkte einer solchen Menge aus-
lassen.

Wohlordnungen der Linge o,

Wir stellen zum Ende dieses Zwischenabschnitts noch ein klassisches Argu-
ment fiir das Lebesgue-Maf} auf R vor. Es funktioniert analog auch fiir den
Cantorraum. Gleich im Anschlufi werden wir ein allgemeineres Resultat ohne
Zuhilfenahme der Kontinuumshypothese beweisen.

Sei I = [0, 1]. Unter (CH) existiert eine Bijektion g : I — w;. Sei <, die durch
g induzierte Wohlordnung auf I. Dann sind (I, <,) und {®,, <) ordnungsiso-
morph. Die Besonderheit einer derartigen Wohlordnung auf dem Einheitsinter-
vall I ist:

(+) Firalle x € T ist das Anfangsstiick I, = {y € I | y <, x } abzihlbar.

Diese Eigenschaft ist zuweilen sogar als (wohl recht schwaches) intuitives Argument
gegen die Kontinuumshypothese vorgebracht worden.

Eine Wohlordnung mit (+) kann nun aber nicht Lebesgue-mefibar sein, da sie
dem Satz von Fubini zuwiderlduft:

Satz  (Woblordnungen der Linge o; sind nicht Lebesgue-mefSbar)
Sei ([0, 1], <) eine Wohlordnung mit ([0, 1], <) = (w4, <).
Dannist < c [0,1]? nicht Lebesgue-mefibar.

Beweis
Annabme doch. Seil = [0, 1], und seien A das Lebesgue-Maf auf I,
\? das Lebesgue-Maf auf T x 1. Fiir x € I setzen wir:

W) = {yell(p,we<} = {yelly<x} = I,

Sx) {vellxyyye<} = {yellx<y} = I- (I, u{x).
Dann ist W(x) abzihlbar fiir alle x € 1, also gilt A(W(x)) = 0 fur allex € L.
Nach dem Satz von Fubini gilt dann M(<) = 0.

Andererseits ist I - S(x) abzidhlbar fiir alle x € 1, also gilt A(S(x)) = 1 fiir alle
— xé& 1. Nach dem Satz von Fubini gilt dann A*(<) = 1, Widerspruch.

Dieser Bewelis ist ein klassisches Beispiel, wie (CH) manche Argumente ver-
einfacht und besonders klar zu Tage férdert. Wir zeigen nun aber, daf§ wir fir
dieses Resultat auf die Annahme von (CH) verzichten kénnen, und beweisen ein
analoges Ergebnis iiber die Baire-Mefibarkeit.
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Wohlordnungen von polnischen Riumen

Die bisherigen Konstruktionen von irreguliren Teilmengen eines polnischen
Raumes & = (X, AU) beruhen letztendlich alle auf einer Wohlordnung der zu-
grundeliegenden Menge X. Damit liegt die Vermutung nahe, daf} eine solche
Wohlordnung selbst, aufgefafit als Teilmenge von X?, irreguliir ist. Hinsichtlich
der Baire-Eigenschaft brauchen wir den folgenden grundlegenden Satz iiber die
"Topologie eines Produktes [ Kuratowski / Ulam 1932]:

Satz  (Satz von Kuratowski-Ulam)
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei %% =% x %, d.h. der Raum
X’ mit der von { U x V | U,V € U} erzeugten Topologie.
Sei P ¢ X? Baire-mefibar fiir #°. Dann sind

{xeX | {yeX | (x,y) € P} ist nicht Baire-mefibar } und
{yeX | {xeX | (x,y) € P} ist nicht Baire-mefibar }
mager in X.
Weiter sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) Pistmager.
(1) {xe X | {ye X | (x,y) € P} ist mager} ist komager.
(i) {ye X | {xe X | (x,y) € P} ist mager} ist komager.

Einen Beweis findet der Leser in den meisten Biichern zur Topologie, vgl. Literaturver-
zeichnis zu Anhang 4.

Die Aquivalenz von (i), (i) und (iii) bleibt offenbar richtig, wenn man jeweils
ymager® durch ,komager” ersetzt.

Ubung
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und seien A,B < X Baire-mefibar.
Dann ist A X B Baire-mefibar in ¥ x .
[EsgiltAx B = (AxX) n (X x B). Zu A x X Baire-mefSbar:
SeiA = M,en Uy U U,y Ny, U, offen, N nirgendsdicht.
Dannist A x X = Ny p (U, x X) U U,y (N, x X).
Firne Nist U, x X offen und N, x X nirgendsdicht in X2

Mit Hilfe des Satzes von Kuratowski-Ulam kénnen wir nun leicht zeigen, daf§
Wohlordnungen von iiberabzihlbaren polnischen Riumen im zugehérigen Pro-
duktraum nicht Baire-mefibar sein kénnen.

Satz  (Woblordnungen und Baire-MefSharkeit)
Sei X = (W, W) ein tiberabzihlbarer polnischer Raum, und sei
< ¢ W x W eine Wohlordnung von W.
Dann ist < nicht Baire-mefibar im Produktraum % x ¥.
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Beweis
O.E. ist W perfekt und nichtleer. (Denn cp(W) ist perfekt und nichtleer,
und ist < N cp(W)? nicht Baire-mefibar, so ist auch < nicht Baire-mefibar.)

Annabme, < ist Baire-mefibar. Wir zeigen zunichst:

(+) Sei Y c X Baire-mefibar und nicht mager. Dann gilt:
<1Y ist Baire-mefibar und nicht mager.

Beweis von (+)
Mit Y ist Y? Baire-mefibar, und damitist <Y = < N Y? Baire-mefibar.
Annabme, <1Y ist mager. Dann existieren nach dem Satz von
Kuratowski-Ulam magere My und M mit

A) = {ye Y | y <x} istmager firallexe Y - M,,
Ex ={ye Y | x <y} istmagerfirallexe Y - M,.
Wegen Y nicht mager existierteinxe Y - (Mg U My).

Wegen W perfekt ist { x } nirgendsdicht. Dann ist aber
Y = Ax) U {x} U E(x) mager, Widerspruch.

X selbst ist nicht mager (da X # &). Nach (+) ist also < nicht mager.
Wir setzen:

x* = ,das <-kleinste x € W mit: W, ist Baire-mefibar und nicht mager*“.

x* existiert nach dem Satz von Kuratowski-Ulam, da < Baire-mefibar
und nicht mager ist (und da W, = {ye W | (y,x) € <} fiirallexe W).

Nach (+) ist dann <|W_. Baire-mefibar und nicht mager.
Wieder nach Kuratowski-Ulam existiert dann aber ein y € W+ mit:

W, ist Baire-mefibar und nicht mager.

— Dies steht im Widerspruch zur <-minimalen Wahl von x*.

Ein analoger Satz gilt fiir die Lebesgue-Mefibarkeit, wobei hier wieder der
Satz von Fubini die Rolle des Satzes von Kuratowski-Ulam tibernimmt. Zudem
wird keine spezielle Eigenschaft des Lebesgue-Mafies verwendet (aufier der Be-
dingung pu({ x}) = 0 fir alle x). Es gilt also:

Satz  (Wohlordnungen und MefSbarkeit)
Sei ¥ = (W, A, u) ein o-finiter Mafiraum mit u({ x }) = 0 fiir alle x€ W.
Weiter sei < € W x W eine Wohlordnung auf W.
Dann ist < nicht mefibar fiir das Produktmafl u x pauf ¥ x &.
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5. Unendliche Zweipersonenspiele

Dieses Kapitel bringt scheinbar ginzlich verschiedene Bereiche zusammen: Un-
endliche Spiele, Regularititseigenschaften von Mengen reeller Zahlen und eine
gewisse Regel der Logik.

Wir konzentrieren uns hier auf die Mathematik und geben eine ausfiihrliche begriffli-
che Einfiihrung in das relativ moderne Thema. Auf die geschichtliche Entwicklung der
unendlichen Zweipersonenspiele gehen wir dann am Ende des nichsten Kapitels ein. Sie
fillt ginzlich in das 20. Jahrhundert.

Wir beginnen mit der logischen Regel, die die beiden Quantoren ,fiir alle®
und ,.es gibt“ betrifft. Im Wechsel aufeinanderfolgende All- und Existenzquanto-
ren konnen dem Verstand Schwierigkeiten bereiten, man denke etwa an die €-8-
Formulierungen in der Analysis. In der Mathematikgeschichte und vielleicht
auch in der personlichen Erfahrung des Lesers finden sich unerlaubte Vertau-
schungen von

fiir alle x gibt es ein y, sodaf$ gilt ... mit
es gibt ein y, sodafs fiir alle x gilt ...

Die zweite Form dricke vielleicht die Sehnsucht nach universell geeigneten
Objekten aus - doch anstelle einer psychologischen Erklirung solcher Fehl-
schliisse versuchen wir lieber, der Mathematik des Quantorenwechsels auf die
Spur zu kommen. Wir borgen aus der mathematischen Logik die Zeichen V
fiir ,,fiir alle®, 3 fur ,es gibt“ und schlieilich — fiir ,non“ oder ,nicht“; wir ge-
brauchen sie hier lediglich zur Abkiirzung. Weithin bekannt sind die beiden
Verneinungsregeln

—3x@kx) gdw Vx-¢(x) und

- Vx@x) gdw Ix— @)

fiir beliebige mathematische Aussagen ¢(x). Iteration dieser Regeln liefert fiir
allene N:

—3xo Vx;3x; ... Qx, X, ..., Xy) gdw Vxg Ix; VXp ... Q' xy = @(x, -, Xp),
= Vxo3x; Vx5 ... Q%x, 0(Xg, -.0» X))  gdw 3Xp VX IX; ... Qx, = Q(Xg, ..o, Xp),
wobei hier Q gleich V ist fiir ungerade n und gleich 3 sonst, und Q* den von
Q verschiedenen Quantor bezeichnet. Fiir spezielle Aussagen ¢ kénnen wir
diesen Formeln eine verbliiffende, einfache und intuitive Interpretation geben,

die den iterierten Quantorenwechsel in einem sehr sympathischen Licht er-
scheinen laft.
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Wir betrachten hierzu eine nichtleere Menge A als Bereich, iiber den die
Quantoren laufen, und lesen dann Vx als , fiir alle x € A“ und analog 3x als ,es
existiert ein x € A“. Fiir n € N betrachten wir als Formeln @(xq, ..., x,,) Aussagen
der Form (xy, ..., x,) € P mit P ¢ A™*!,

Wir lesen nun xq, Xy, ..., X, als eine Menge von Spielziigen, die zwei Spieler I
und II - zuweilen auch Adam und Eva genannt - wechselweise ausfithren. Die
einzelnen Ziige sind Elemente der Menge A, d.h. es gilt x; € A fur alle i.

Wir erlauben zunichst Zugfreiheit an jeder Stelle, d.h. es steht immer die gesamte
Menge A fiir jeden Zug zur Verfiigung; spiter betrachten wir Einschrinkungen, also
Spiele mit zusitzlichen Regeln.

Wir betrachten folgende Situation: Gegeben ist einn € Nund ein P c A™*'.
Spieler I eroffnet das Spiel mit einem wohlpriparierten Zug x, € A, Spieler II
antwortet abgeklirt mit x; € A, Spieler I kontert unbeeindruckt mit x, € A,
Spieler I spielt ein besonders tiefsinniges x3, Spieler I ein selten gesehenes xy,
Spieler II ein denkwiirdiges x5, Spieler I ein x¢, das die Fachwelt schockiert,
usw. Allgemein ist x;, der (k + 1)-te Zug von Spieler I und x,;, ; der k-te Zug
von Spieler II, solange 2k bzw. 2k + 1 kleinergleich n ist. Das Spiel endet, wenn
insgesamt (n + 1)-Ziige gespielt sind, also mit dem Zug x,,. Es liegt nun die Par-
tie Xg, ..., X, vor. Wir erkliren

Spieler I als den Gewinner der Partie (x, ..., x,) im Spiel G4(P),

falls (xo, ..., x,) € P gilt. Andernfalls gebiihrt dem Spieler II Ruhm und Ehre des
Sieges. Es gibt also kein Unentschieden. Spieler I versucht, die Partie in der Ge-
winnmenge P zu halten, Spieler IT versucht eine Partie in A”*!' - P zu erzeugen.

Der Leser wird nach einem Moment der logischen Besinnung sehen, daf} die
zunichst undurchdringlich erscheinende Aussage

Ixy Vx; ... Qx, Xy .oey Xy) € P

nichts anderes bedeutet als die seit Kindertagen vertraute Behauptung: Spieler I
kann bei gutem Spiel das Spiel G4 (P) gewinnen, oder, etwas fremdwortreicher
formuliert, Spieler I hat eine Gewinnstrategie im Spiel G5(P). Dies heifit nimlich:
Es gibt einen ,,guten® Zug x,, sodafl es fiir alle Antworten x; von Spieler II einen
sguten” Zug x, gibt (der von x; abhingt), sodaf} es fiir alle Antworten x, von Spie-
lerII... ... ... ,sodaf} die am Ende gespielte Partie x, ..., x,, in P liegt. Spielt Spie-
ler I immer ,,gute“ Ziige, so gewinnter die Partie, egal wie sich Spieler I kriimmt
und wendet. Wir werden die hier verwendeten Begriffe, insbesondere ,,Gewinn-
strategie®, spiter noch mathematisch genau definieren.
Analog besagt nun aber die Formel

Vxo 3x; ... Qx, g, ..., X)) & P,

dafl Spieler II das Spiel G5(P) bei gutem Spiel gewinnt.

Wir sagen kurz: Spieler I gewinnt G 4(P), falls I eine Gewinnstrategie im Spiel
G4 (P) besitzt. Analoge Sprechweisen gelten fiir II. In der Kiirze liegt eine ge-
wisse Ungenauigkeit: ,I gewinnt P“ meint nicht, daf§ Spieler I bei beliebig
dusseligem Spiel gewinnen wiirde; wir meinen ,bei gutem Spiel“.
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Die obigen Verneinungsregeln fiir Quantorenketten liefern nun die beiden
folgenden Aquivalenzen:

(@) —3xy Vx;...Qx, Xg,...,x) €P gdw Vxo3Ix; ... Q%x, (x0,...,%x,) € P.
(b) =Vxo3Ix;...Q*x, (x0,...,xy) € P gdw IxoVx(...Qx, (Xgy...,X,) € P.

Die Aussage (a) besagt nun einfach: Spieler I gewinnt G4(P) genau dann nicht,
wenn Spieler IT das Spiel G4(P) gewinnt. Ahnliches gilt fiir (b). Es gilt also, daff
genau einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie im Spiel G, (P) besitzt. Wir
sagen statt dieser Aussage auch, dafl das Spiel G 4(P) bzw. die Menge P determiniert
ist. Daf} nicht beide Spieler zugleich eine Gewinnstrategie haben konnen, liegt
auf der Hand. Die nichttriviale Aussage ist die Existenz einer Gewinnstrategie
tiir einen der beiden Kontrahenten.

Dafj jedes endliche Spiel Gp determiniertist, ist vielleicht nicht iiberraschend,
bedarf aber doch eines Beweises. Dieser wird, modulo einiger fehlender formaler
Definitionen, vollstindig durch die Aquivalenz (a) geliefert. In den einfachen
Verneinungsregeln fiir Quantorenketten steckt eine bemerkenswerte Kraft.

Der Leser mag sich iiberlegen, wie wir diese Betrachtungen in einen Beweis
umwandeln kénnen, daf} etwa die Spiele Schach oder Go determiniert sind. Wir
skizzieren das Argument fiir Schach, da es das bekanntere Spiel ist.

Drei Aspekte des Schachspiels passen noch nicht in unseren Aufbau: Erstens
wird nach Regeln gespielt, zweitens ist die Spieldauer variabel, und drittens ist
ein Remis moglich. Alle drei Punkte lassen sich in natiirlicher Weise in unserer
Umgebung behandeln.

Als Zugmenge A wihlen wir die Menge aller Paare von Feldern des Schach-
bretts wie etwa (e2, e4). Genauer wire etwa

A={®&1ivy,j) | x,ye{a ...,h}, ,je{l,...,8}}.

Weiter legen wir etwa n = 1000 als obere Grenze der Spieldauer fest. Jede Partie
mit einem Matt wird kiinstlich um konstante Ziige (a0, a0) zu einer Partie der
Linge n verlidngert. Partien der Linge n ohne Matt gelten als Remis. Die Menge
P c A" besteht nun aus den tiblichen (verlingerten) Gewinnpartien fiir den Spie-
ler der weifien Steine, ergiinzt um diejenigen Partien, bei denen Spieler II einen
regelwidrigen Zug wie etwa (a0, h1) macht. Insbesondere wird hier Schwarz als
Sieger von Remispartien erklirt. Wir wissen dann, dafi G,(A) determiniert ist.
Wihlen wir andererseits als P’ die Menge P vereinigt mit den Remispartien, so
gewinnt diesmal I auch alle Remisspiele. G (P”) ist einfacher fiir Weify und hirter
fiir Schwarz als GA(P). Auch das Spiel GA(P’) ist determiniert, und wir erhalten
dann als Ergebnis fiir das tibliche (zeitlich begrenzte) Schachspiel mit Remis:

(a) Weif} hat eine Gewinnstrategie im Schachspiel (I gewinnt G,(P) und
damit insbesondere auch G (P”)), oder

(b) Schwarz hat eine Gewinnstrategie im Schachspiel (Il gewinnt G, (P”) und
damit insbesondere auch G, (P)), oder

(c) es gibt Strategien fiir Weify und Schwarz, bei deren Befolgung die
Partie Remis endet (II gewinnt G, (P) und I gewinnt G, (P")).
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Wir haben durch die Analyse der Verneinungsregeln keine Information gewon-
nen, welcher der beiden Spieler ein Spiel G(P), P ¢ AL gewinnt, und dies lafit
sich wohlim konkreten Fall wenn tiberhaupt nur durch eine kombinatorische Fein-
analyse von P selbstbeantworten; das Schachspielisthier wieder ein gutes Beispiel.

Mathematiker fliechen gerne die Qualen der endlichen Kombinatorik und hof-
fen, iiber den Weg ins Unendliche mehr iiber die endliche Welt und ihre Mathe-
matik herauszufinden (zuweilen finden sie dann nicht mehr zuriick). Es ist nun
in der Tat verfiihrerisch, auch unendliche Spiele zu betrachten. Die Gewinn-
mengen fiir Spieler I sind dann von der Form P ¢ VA. Eine Partie ist eine un-
endliche Folge xg, xy, ..., Xy, ..., n € N, mit x,, € A fiir alle n € N, also einfach
ein Element f des Folgenraumes “A. Solche f hatten wir eine unendliche, sich
stiickweise preisgebende Information genannt. Der neue Aspekt ist, dafl wir nun
eine Folge f € VA als verzahntes Kriftespiel zweier Gegner lesen. Dieser spezi-
elle Blickwinkel auf die Folgenriume erweist sich als ungemein fruchtbar. Ganz
unabhingig von dem fiir sich interessanten unendlichen Spielkontext fithrt er zu
einem tieferen Verstindnis scheinbar weit entfernter Begriffe. Die aufgedeckten
Zusammenhinge sind iiberraschend. Wer kann an dieser Stelle ahnen, daf§ un-
endliche Spiele etwas mit der Baire- oder Lebesgue-Mefibarkeit einer Punkt-
menge im Baireraum zu tun haben?

Damit erscheint das jetzt schon vertraute Objekt N noch einmal in einem ganz
anderen Licht, nimlich als das mathematische Universal-Casino fiir unendliche
Zweipersonenspiele mit abzihlbarem Zugvorrat. Der Baireraum hat nun seinen
grofien Auftritt als interstellares Las Vegas im platonischen Mengenuniversum.
Weiter wird die Stellung der Biume auf den natiirlichen Zahlen noch einmal ge-
stirkt. Sie stellen den benétigten Begriffsapparat fiir Spiele mit Regeln zur Ver-
fiigung. Die einem Spieler offenstehenden Optionen in einem Spiel mit Regeln
werden einfach durch die Nachfolger eines Knotens in einem Baum beschrieben.
Der aktuelle Stand der Partie kann dann mit einem Knoten des Regelbaumes sel-
ber identifiziert werden. Der Knoten kodiert den Verlauf der ganzen bislang ge-
spielten Partie.

Wie steht es um Gewinnstrategien fiir unendliche Spiele ? Es steht zunichst
keine allgemeine unendliche Verneinungsregel fiir Quantoren mehr zur Verfii-
gung. Die Frage nach der Determiniertheit einer Menge P N wird zu einem
grofien und unerwartet reichen mathematischen Problem. Die Determiniertheit
eines P € N kénnen wir als die Erlaubnis lesen, die Verneinung auch durch un-
endlich viele Quantoren ziehen zu diirfen:

(+P) - EIXO VXl (Xo, Xy, )E P gd’Zl) VXO EIXl (X(), Xy, .)E P.

Denn dies sagt nichts anderes als: I hat genau dann keine Gewinnstrategie in
Gn(P), wenn IT eine Gewinnstrategie in Gy (P) hat. Es gilt also (+p) genau dann,
wenn das Spiel Gy(P) determiniert ist.

Die unendliche 3V3V...-Regel (+p) gilt bei Anwesenheit des Auswahlaxioms
nicht fiir alle P ¢ N, wie wir zeigen werden. Sie gilt aber fiir viele P und erweist
sich im Verlauf der systematischen Untersuchung unendlicher Spiele als die viel-
leicht lingste mathematische Praline der Welt. Man darf sie als die ultimative
Regularititseigenschaft bezeichnen. Ein grofies Stiick der klassischen Theorie
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der Untersuchung von Mengen reeller Zahlen ist vom heutigen Standpunkt aus
gesehen eine Exegese des Satzes von der Determiniertheit offener P ¢ N. Der
genaue Zusammenhang ist kompliziert, aber grob gesprochen heifit ,,determi-
niert“ nichts anderes als ,,superregulir®.

Es wird Zeit fiir genaue mathematische Definitionen.

Unendliche Spiele

Sei A eine nichtleere Menge, und sei T’ C Seqy ein blattfreier nichtleerer Baum
auf A. Fiir P ¢ ['T] betrachten wir das Spiel G(P, T') fiir zwei Spieler I und II. Die
Spieler spielen abwechselnd Elemente aus A:

| ap a e
I a; a3

wobei (a, ...,a,) € T giltfiirallen € N. Der Baum T beschreibtalso die Spielre-
geln. Die Spieler miissen ihre Ziige a; so wihlen, dafl die gespielte Partie regel-
gerecht, d.h. innerhalb des Baumes T verbleibt.

Spieler I gewinnt, falls (a, | ne N) e P. Andernfalls gewinnt Spieler II. Es gibt
kein Unentschieden. Die Spieler sehen die Ziige des Gegners. In einem Spiel
G(P, T) macht immer Spieler I den ersten Zug.

Soweit der intuitive Kontext. Wir definieren:

Definition (Regelbiume, Positionen, Ziige, Partien)
Sei A eine nichtleere Menge, und sei T C Seqy ein blattfreier
nichtleerer Baum auf A.

(@) T heifit auch ein Regelbaum.
Ist t € T, so heifit t eine Position eines Spiels mit Regeln T.
Ist Itl gerade, so heifit t eine Position fiir Spieler I.
Andernfalls heifit t eine Position fiir Spieler I1.

(b) Seis =t ae Tfiireinae A. Ist Itl gerade, so sagen wir:
Spieler I spielt a an der Position t oder erzeugt die Position s durch den
Zug a bei t. Analog fir Spieler II, falls It ungerade.

(c) Seif e [T]. Dann heifitf eine (unendliche) Partie in einem Spiel
mit Regeln T. Fir k € N heifien £(2k) der (k + 1)-Zug von Spieler I in
der Partie f und fQ2k + 1) der k-te Zug von Spieler II in der Partie f.

Ein Regelbaum wird zu einem Spiel, wenn wir festlegen, welche Partien Spie-
ler I gewinnt:

Definition (Spiele, Gewinnmenge)
Sei T ein Regelbaum, und sei P < [T].
Dann heifit das Paar G(P, T') = (P, T') das (unendliche Zweipersonen-)
Spiel mit Regeln T und Gewinnmenge P fiir Spieler L.
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Das ,,G*“ in G(P, T) steht fiir ,,game*“. G(P, T) ist offiziell nichts als ein geordnetes Paar
(P, T'). Wie so oft in der Mathematik soll der informale Kontext aber nicht aufgegeben
werden, und ein ,,G* soll immer eine Spielsituation mit allen zugehorigen Begriffen sug-
gerieren und nicht nur ein geordnetes Paar von mathematischen Objekten.

Wir haben die Positionen eines Spieles als die Elemente eines Baumes defi-
niert. Eine Position ist damit eine partielle Partie. Aus einer Position lifit sich der
gesamte bisherige Verlauf des Duells ablesen. Positionen entsprechen also nicht
etwa den bekannten Diagrammen einer Schachpartie, sondern eher dem von den
Schachspielern oder einem Spielleiter angefertigten Protokoll. Verschiedene
Zugfolgen kénnen zu den gleichen Diagrammen fiihren, das Protokoll erst ent-
hilt alle Information der gespielten Schachpartie. Die mittlerweile mathema-
tisch tibliche Bezeichnung Position meintalso partielle Partie, bisheriger Verlauf,
Protokoll, Zugfolge. Die Diagramme einer Schachpartie entsprechen dann ge-
wissen Aquivalenzklassen von Positionen.

Die meisten bekannten Spiele haben in der Tat Regeln, die auf einer grofieren Aquiva-
lenzklasse von Positionen definiert sind und nicht auf den Positionen selber. Beim Schach
etwa sind, von einigen Sonderregeln abgesehen, die méglichen Ziige des aktiven Spielers
nur vom Diagramm der bisher gespielten Partie abhingig, nicht von ihrem Verlauf. Unser
mathematischer Positionsansatz ist allgemeiner, und zudem notationell bequemer.

Schliefilich brauchen wir noch eine Notation fiir das allgemeine Zugreservoir
eines Regelbaumes:

Definition (Zugreservoir)
Sei T ein Regelbaum. Dann setzen wir:
A(T) ={al t (a)eTfireinte T}.

A(T) heifit das Zugreservoir von T.

Fiir Spiele G(P, T) gilt also T < Seqacry und P < [T] < VA(T). Zuweilen
reden wir aber von Spielen G(P, T) ohne zu wissen oder zu wollen, dafi P eine
"Teilmenge von [ T] ist. Spieler I hat dann u. U. Gewinnpartien, die gar nicht ge-
spielt werden kénnen. Wir meinen dann mit G(P, T) einfach G(P n [ T'], T).
Wir vereinbaren also:

Konvention
Fiir beliebige P ist G(P, T) = G(P n [T], T).

Strategien

Es gibt mehrere natiirliche mathematische Definitionen fiir den Begriff einer
Strategie. Eine Strategie schldgt einem Spieler an einer Position einen oder meh-
rere Ziige vor, hiltauf alle Antworten des Gegners wieder Vorschlige parat, usw.
Fiir unsere Zwecke ist fiir eine mathematische Definition einmal mehr das exten-
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sionale und nicht das funktionale Denken von Vorteil. Strategien sind in unse-
rem Kontext eher Listen als Algorithmen, eher lingliche Spickzettel als kom-
plexe Programme. Wir wihlen als offizielle Verlautbarung eine Definition iiber
Biume:

Definition (Strategie, Zuguvorschlag einer Strategie an der Position t, S(t))
Sei T ein Regelbaum, und sei S € T ein Baum.

(a) S heifit eine Strategie fiir Spieler I in T, falls gilt:
(i) Fir alle Positionen t € S fiir I existiert genau ein a € A(T)
mitt ae S.

(ii) Fiir alle Positionen t € S fiir IT ist suc(t) C S.

(b) S heifit eine Strategie fiir Spieler Il in T, falls gilt:

(i) Fiir alle Positionen t € S fiir IT existiert genau ein a € A(T)
mitt a€ S.

(ii) Fir alle Positionen t € S fiir I ist suct(t) C S.

Das eindeutige a in (i) heifit jeweils der Zugvorschlag von S an der Position t
und wird mit S(t) bezeichnet.
Ein f € [T] heifit gespielt gemiifs einer Strategie S, falls f € [S] gilt.

In dieser Definition ist von einer Gewinnmenge P c [ T] nicht die Rede. Es mag selt-
sam erscheinen, von Strategien zu reden, ehe man weif}, was man mit ihnen erreichen will.
Dieses Vorgehen ist hier aber sinnvoll.

Ist t={ay, ..., a,), so schreiben wir auch S(ay, ..., a,) fur S({ay, ..., a,)).

Strategien sind nach dieser Definition einfach spezielle Regelbiume. Ein
Spieler, der gemif einer Strategie spielt, erlegt sich selbst zusitzliche Regeln
auf; er spielt nicht mehr lediglich nach den Regeln T, sondern nach den strengen
Regeln des Baumes S ¢ T, der ihm fiir seine Ziige gar keine Wahl 1ifit: Ist Spieler
Tan der Position t am Zug, so muf} er S(t) spielen, wenn er den ,,Regeln” S folgen
will.

Neben dieser Interpretation von Strategien als Disziplinarmafinahme gibt es
die intuitiv angenehmere Sicht von Strategien als Hilfestellung fiir einen Spie-
ler: Eine Strategie S fiir Spieler I schligt einen Anfangszug a, = S(( )) vor, hilt
fiir alle regelgerechten Antworten a; von Spieler II wieder einen eindeutigen
Vorschlag S({a, a;)) bereit, usw. Solange Spieler I den Vorschligen seiner Strate-
gie folgt, wird durch die Bedingung (ii) garantiert, daf} die Strategie S immer
Vorschlige zur Verfiigung stellt. Analoges gilt fiir II.

Sinnvoll ist auch ein Begriff, der mehrere Vorschlige erlaubt.

Definition (Optionsstrategie)
Optionsstrategien werden wie Strategien definiert, wobei in obiger
Definition das Wort ,,genau in (i) jeweils gestrichen wird.
Jedes a € A(T) wie in (i) heifit dann jeweils ein Zugvorschlag von S an der
Position t.
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Jede Strategie ist auch eine Optionsstrategie. In einem Spiel mit Regeln T ist
T selbst eine Optionsstrategie fiir beide Spieler. Der Baum T, aufgefafit als Opti-
onsstrategie, reprisentiert ein zufilliges, beliebiges Spiel.

Aus der Existenz einer Wohlordnung auf dem Zugreservoir A(T) (oder durch
Auswahlakte ,ein ...*) folgt die Moglichkeit, eine Optionsstrategie zu einer Stra-
tegie zu reduzieren:

Ubung
Sei S eine Optionsstrategie fiir I. Dann existiert eine Strategie S” c S fiir
Spieler I. Eine analoge Aussage gilt fiir II.

Spielt Spieler I gemif} einer Strategie S; und Spieler II gemif} einer Strategie
S,, so entsteht eine eindeutig bestimmte Partie, ndmlich das eindeutige Element
von [S; N S;] = [S1] N [S;]. Allgemein definieren wir eine Verkniipfung fiir
beliebige Biume:

Definition (S; 4 S,)
Fiir Biume S; und S, setzen wir:

S, #S, =[S, NSyl

Die Operation [S; N S;] wiirde kein spezielles Zeichen verdienen, wenn sie
nicht im Kontext der Spiele eine besondere intuitive Bedeutung hitte:

Definition (Optionsstrategien gegen Optionsstrategien)
Sei T ein Regelbaum, und seien Sy, S, € T Optionsstrategien fiir I bzw. II.
Dann heifit S; 4 S, die Menge der Partien S; gegen S,.
Ist P < [T], so sagen wir:

(a) S; gewinnt gegen S, in GB, T), falls Sy %+ S, < P.
(b) S, gewinnt gegen S; in GB, T), falls S; 4 S, NA(T) - P.

Gilt weder (a) noch (b), so heiflen S; und S, ein abbingiges Paar fiir GP, T).

Sy % S, ist die Menge aller moglichen Partien, die Spieler I gemifi S; und zu-
gleich Spieler II gemif} S, spielt. Diese Menge ist niemals leer. Sind speziell S,
und S, Strategien, so ist S; 4 S, eine Menge mit genau einem Element. Zwei
Strategien sind also niemals abhingige Paare. Wir kénnen die resultierende Par-
tie f eines ,Strategiekampfes“ S; 4+ S, = { f } zweier Strategien auch rekursiv de-
finieren. Fiirn € N gilt ndmlich :

~ S,(fln) falls 1 gerade,
f) = { S,(fIn) sonst.

Es ist in der Regel ungefihrlich, hier die Folge f und die Einermenge { f } zu
verwechseln, und wir werden fiir Strategien S; und S; oft von der Partie S; 4 S,
sprechen und nicht von ihrem einzigen Element.
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Wir betrachten schlieilich noch spezielle einfache Strategien und die zugeho-
rigen Verkniipfungen.

Definition (S f, f4S, f4g)
Seien T ein Regelbaum, S eine Optionsstrategie fiir I, und sei f € MA.
Wir setzen:

S« f =SS, wobei
S¢ = {{ag, ...,y € T I ne N, ay,; = f(k) firalle k mit 2k +1 <n }.

Analogist f % S =S¢+ S definiert, wenn S eine Optionsstrategie fiir IT ist,
wobel nun

S¢ = {{ap, ..., ap) € T I ne N, ay, = f(k) fur alle k mit 2k < n }.
Schliefilich setzen wir noch

fég =SS, firf,ge A

Das so definierte S¢ < T ist i.a. keine Strategie, und dann kann die Menge
S 4 =[S n S¢] leer sein. Ist aber zum Beispiel T = Seq, fiir eine nichtleere
Menge A, so ist S¢immer eine Strategie und weiter ist dann { <+ g von der Form
{h}, he VA, firalle f,g e VA

Die Strategien S¢ lauten fiir Spiele G(P, Seq,) informal: ,,Spiele f(k) in deinem
k-ten Zug.“ Derartige Strategien nehmen keine Riicksicht auf die vom Gegner
gespielten Ziige. Sie entsprechen, etwas salopp formuliert, dem blinden Herun-
terspielen einer vorbereiteten Zugfolge.

Ist S eine Strategie fiir I in G(P, Seqa), undistf=(b, I ne N)e NA, so ist das
eindeutige Element von S + f die Partie

a9 =S(()), bo, a5 =S(ag, by), by, a; = S(ap, by, ay, by), by, ...
Fiir f, g € VA ist das eindeutige Element von f + g einfach die Partie
f(0), g(0), (1), g(®), ..., f(®), g), ...

bei der zwei reichlich bornierte Gegner aufeinander treffen, die ihren Gegner
gar nicht wahrnehmen.

Fiir alle Strategien S; und S, fiir I bzw. II in einem Spiel G(P, T) existieren
andererseits f,g € VA(T) mit S; 4 S, = f ¢ g. Genauer gilt, daf f(k) = h(2k),
g(k) = hQ2k + 1) fir alle ke N, wobei S; %+ S, = { h }. Das Ergebnis eines Stra-
tegiekampfes ist also immer auch das Ergebnis eines beidseitig vorbereiteten

Spiels.

Nach diesen formalen Definitionen kénnen wir schrittweise wieder zur infor-
malen Angabe von Strategien zuriickkehren und etwa eine Strategie S in der
Form angeben: ,Spiele soundso, wenn die bisherige Partie die Eigenschaft € hat,
und spiele soundso, wenn sie die Eigenschaft €” hat, usw.“ Die formale Prizisie-
rung ist immer méglich, aber oft nicht nétig.
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Gewinnstrategien und Determiniertheit

Wir kénnen nun leicht den Begriff einer Gewinnstrategie definieren:

Definition (Gewinnstrategic und Gewinn)
Sei G(P, T) ein Spiel.
(a) Eine Optionsstrategie S T fiir I heifit eine
Gewinnstrategie fiir Spieler I im Spiel G(B, T), falls gilt:
[S] c P

(b) Eine Optionsstrategie S ¢ T fiir II heifit eine
Gewinnstrategie fiir Spieler I im Spiel G(P, T), falls gilt:
[S]nP=0@.

(c) Spieler I gewinnt G(B, T), falls eine Gewinnstrategie fiir I im Spiel
G(P, T) existiert. Analog fiir Spieler IL

Genauer miifiten wir zwischen Gewinnoptionsstrategien und Gewinnstrate-
gien unterscheiden.

Ist S eine Gewinnstrategie fiir I, so ist auch jede Optionsstrategie S" C S eine
Gewinnstrategie fiir I. Analoge Aussagen gelten fiir Spieler I1.

Ubung
Sei S eine Strategie fiir I im Spiel G(P, T). Dann sind dquivalent:

(1) Sisteine Gewinnstrategie fiir .

(i) S gewinnt gegen alle Strategien des Gegners, d.h.
es gilt S 4 S” C P fiir alle Strategien S’ fiir IT.

Eine analoge Aussage gilt wieder fiir Strategien fiir Spieler II.

Eine Gewinnstrategie ist also, wie es sein soll, jeder Strategie des Gegners
iberlegen. Offenbar konnen nicht beide Spieler zugleich eine Gewinnstrategie
besitzen. Andererseits ist die Existenz einer Gewinnstrategie fiir einen der bei-
den Spieler keineswegs klar.

Definition (determinierte Spiele und determinierte Mengen in Folgenriumen)
Ein Spiel G(P, T) heifit determiniert, falls Spieler I oder Spieler II eine
Gewinnstrategie im Spiel G(P, T) besitzt.

Ein P C Seqy heifit determiniert in A, falls G(P, Seq,) determiniert ist.

Wir unterdriicken oft den Zusatz ,in VA fiir determinierte Mengen P c NA,
falls A aus dem Kontext heraus klar ist. Speziell gilt dies fiir den wichtigsten Fall
A =Nund Mengen P C N.
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Spezielle Aspekte

Bevor wir die Frage nach der Existenz von Gewinnstrategien niher untersu-
chen, betrachten wir noch einige spezielle Aspekte von Zweipersonenspielen, die
entweder noch nicht in unseren Kontext hineinpassen oder aber eine spezielle
Beachtung verdienen.

Wir betrachten: Spiele mit Endpositionen, freie Spiele, Spiele mit vorgegebe-
ner Startposition und schliefflich das Pausieren.

Spiele mit Endpositionen

Wir hatten fiir unsere Spiele G(P, T) nur blattlose Biume betrachtet. Allge-
meiner kénnten wir beliebige Biume T als Regelbdume zulassen. Eine Partie en-
det dann, wenn ein Blatt von T erreicht ist. Gewinnmengen fiir I wiren dann
konsequenterweise Teilmengen von [T'] U { t | t ist ein Blattvon T }, d.h.
Spieler I gewinnt zusitzlich zu einer Menge von unendlichen Partien auch ge-
wisse Endpositionen. So natiirlich dieser Ansatz auch erscheint, so erweist sich
die Fallunterscheidung zwischen unendlichen und endlichen Partien doch oft als
cher lastig. Vor allem aber kénnen wir einem Spiel G(P, T) mit Endpositionen
ein dquivalentes Spiel G(P’, T"), T blattfrei, zuordnen, indem wir setzen:

T =T U {se Sequr) | esgibteinBlattte Tmitt<s},
P ={fe[T’]| fePoderflne P fireinne N }.

Spieler I gewinnt in G(P’, T”) also zusitzlich zu P n NA(T) alle Partien, die
durch eine Endposition des urspriinglichen Baumes T laufen und an dieser
Stelle in der Gewinnmenge P liegen.

Im folgenden istalso, wie gehabt, in einem Spiel G(P, T') der Regelbaum T im-
mer blattfrei.

Freie Spiele
Hiufig studieren wir Spiele ,,ohne Regeln“:

Definition (freies Spiel, G4(P))
Sei A eine nichtleere Menge, und sei P < NA.
Dann heifit G5(P) = G(P, Seqy) das freie Spiel in A mit Gewinnmenge P,
Fiir P ¢ N schreiben wir auch G(P) statt Gy (P).

In freien Spielen spielen die Spieler also einfach abwechselnd Elemente aus ei-
ner nichtleeren Menge A. Fiir jeden Zug stehtihnen ganz A als Vorrat zur Verfii-
gung.

Prinzipiell wiirde die Betrachtung von freien Spielen geniigen. Denn jedem
Spiel mit Regeln kénnen wir in kanonischer Weise ein dquivalentes freies Spiel
zuordnen. Hierzu definieren wir:
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Definition (assoziiertes freies Spiel)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei A 2 A(T).
Dann ist das zu G(B, T) assoziierte freie Spiel auf A das freie Spiel auf A
mit der Gewinnmenge

P U {feMA | feg [T] und das kleinste n mit fIn ¢ T ist gerade }.

Wir bezeichnen dieses freie Spiel mit FG,(P, T).
Weiter schreiben wir FG(P, T) fiir FGy (P, T).

In FG,(P, T) gewinnt Spieler I also zusitzlich zu den alten Gewinnpartien alle
frei gespielten Partien, bei denen sein Gegner zuerst die alten Spielregeln T ver-
letzt. Wir prizisieren noch:

Definition (Gquivalente Spiele)
Zwei Spiele G(Py, T) und G(P,, T,) heifien dquivalent, falls gilt:

(1) Igewinnt G(Py, T) genau dann, wenn I das Spiel G(P,, T5) gewinnt.
@) IIgewinnt G(P;,T) genaudann, wenn II das Spiel G(P,, T) gewinnt.

Die Spiele G(P, T) und FG4(P, T) sind in diesem Sinne gleichwertig:

szmg
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei A 2 A(T). Dann sind G(P, T') und das
assoziierte freie Spiel FG, (P, T) dquivalent.

Obwohl wir also im Prinzip auf Spiele mit Regeln verzichten kénnten, ist die
Betonung von Spielen der Form G(P, T) hier nicht nur sehr natiirlich, sondern
ermoglicht auch eine einfache Manipulation von gegebenen Spielen. Ein Bei-
spiel hierfiir liefern vorgegebene Startpositionen.

Vorgegebene Startpositionen

Oft wollen wir eine bestimmte Position te T eines Spieles G(P, T') analysieren
und nicht das ganze Spiel G(P, T). Man denke etwa an die Analyse eines End-
spiels im Schach. Derartige Spiele starten dann bei der Position t und nicht bei
(). Die Spieler spielen abwechselnd im Regelbaum T oberhalb des Knotens t.
Diese Situation kénnen wir in unseren Kontext leicht einbetten, indem wir die
Spieler durch neue und strengere Regeln zwingen, die Position t zu erzeugen.

Definition (die Biume T,)
Sei T ein Baum, und sei t € T. Dann setzen wir:

T, ={seT |Is<todert<s}.
Regelbiume der Form T lassen den beiden Spielern fiir die ersten |t|-Ziige

einer Partie keine Wahl und eignen sich damit zur Simulation von Spielen mit
Startpositionen:
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Definition (Spiele mit Startposition)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei t € T. Dann heifit
G® T, = G N [T, T,) das Spiel G, T) mit Startposition t.

Fiir jede Partie f von G(P, T,) gilt offenbar t < f. Die Partie f durchlduft also
die Position t.

Pausieren

Schliefilich betrachten wir noch das aus den endlichen Spielen hinlinglich be-
kannte Pausieren oder Aussetzen. Die Spieler spielen nun nicht mehr notwendig
abwechselnd, sondern kénnen, nach bestimmten Regeln T, mehrere Ziige aus
der Menge A(T) hintereinander machen. Ein solches Spiel kénnen wir aber als
ein Spiel im Rahmen unserer Definitionen auffassen: Die Spieler spielen ab-
wechselnd Elemente aus Seqary. Spielt I eine Folge in A der Linge n + 1, so ent-
spricht dies einem n-maligen Pausieren von Spieler I in einem Spiel mit Ziigen
aus A, usw.

Der Leser iiberlege sich etwa eine formale Definition des Regelbaums T auf
Seq (d.-h. T < Seqg.), der folgendem Spiel mit Pausieren entspricht: T und II
spielen abwechselnd Elemente aus N. Ein Spieler muf} einmal aussetzen, wenn er
eine gerade Zahl spielt.

Wir erwihnen an dieser Stelle noch das Kodieren bzw. Austauschen des Zug-
reservoirs. Sind A und B gleichmaichtig, so lassen sich Spiele G(P, T) mit T c Seqa
in dquivalente Spiele G(P’, T") mit T” C Seqg tibersetzen, indem wir die Elemente
von A und B iiber eine Bijektion f: A — B miteinander identifizieren. Speziell ist
etwa jedes Spiel G(P, T) mit T C Seqs.q dquivalent zu einem Spiel G(P’, T") mit
T”  Seq (via einer Bijektion f : Seqs.; — Seq). Ein Spiel mit Pausieren auf N ist
in dieser Hinsicht ein gewisses Spiel auf N ohne Pausieren: Die Spieler spielen ab-
wechselnd Kodenummern f(s) € N fiir endliche Folgen s € Seq.

Wir geben im folgenden Spiele oft informal in der Form
I g a) v
11 a a3

an, und beschreiben dann die Zugregeln und die Gewinnmenge fiir I oder II.
Eine genaue mathematische Definition des beschriebenen Spiels in der Form
G(P, T) istimmer moglich, aber in den meisten Fillen nicht erforderlich. Die in-
formale Form ist meistens sogar besser lesbar. Es hatsich gezeigt, dafl fiir die ma-
thematischen Spiele nur selten Regelfragen auftreten, auch wenn diese nur halb-
formal angegeben werden. Wie die riumliche Anschauung der Geometrie, so
stellt die reale Spielkultur der unendlichen Spieltheorie eine reiche Intuition und
ein im allgemeinen sehr zuverlissiges Grundverstindnis zur Verfigung. Ahnli-
ches gilt, wie schon oben erwihnt, fiir Strategien, die wir oft informal in der
Form ,spiele ... in deinem k-ten Zug® angeben werden.
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Einfache Spiele mit ermittelbarem Gewinner

Nur fiir die allereinfachsten Spiele verliuft der Nachweis der Determiniert-
heit des Spiels durch die konstruktive Angabe einer Gewinnstrategie fiir einen
der beiden Spieler. Ein Beispiel gibt der folgende Satz. Er zeigt, daf§ einem Spie-
ler mit einer abzihlbaren Gewinnmenge durch Diagonalisierung iibel mitge-
spielt werden kann.

Satz  (abziblbare Gewinnmengen sind Verlustmengen)
Sei G4(P) ein freies Spiel, und A habe mindestens zwei Elemente. Dann gilt:

(i) Ist P abzihlbar, so gewinnt II.
(i) Ist VA - P abzihlbar, so gewinnt I.

Beweis
Wir zeigen die erste Aussage. Der Beweis von (ii) verlduft analog.
Sei also £, {1, ..., f,, ... eine Aufzihlung von P (u. U. mit Wiederholungen).
O.E. sind 0 und 1 Elemente von A.
Sei S die folgende Strategie fiir I1:

»opiele in deinem k-ten Zug 0, falls f;(2k + 1) = 1, und 1 andernfalls.”

Dannist [S]NP = &, denn fiir ge [S]und ke Nist g2k + 1) # 2k + 1),
also ist insbesondere g # f.
— Alsoist S eine Gewinnstrategie fiir II.

Die Gewinnstrategie wird hier also konkret gegeben durch die Cantorsche
Diagonalisierung der Gewinnmenge des Gegners.

Ubung
Formulieren und beweisen Sie einen analogen Satz fiir Spiele G(P, T
fiir hinreichend verzweigte Baume T und abzihlbare P c [T].

[,, T perfekt” geniigt hier nicht.]

Zur Unterhaltung des Lesers geben wir noch ein in der Informatik bekanntes
komplexeres Spiel, bei dem der Gewinner tatsichlich ermittelt werden kann.
Gegeben sind zwei Mengen A; = { x;, X, ..., X, }, X; #X; fiir allei#j,und A, =
{1,2,...,n}. Spieler I und II spielen wie folgt:

I N a A
1I by b, ey
wobeia, € Ajundb, € A, fiirallene N. Spieler I gewinnt eine Partie f, falls gilt:

[{i | f(2n) = x; fiir unendlich vielen }| #
max({ i | f2n + 1) = i fur unendlich viele n }).
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Uberraschenderweise kann man nun relativ leicht zeigen, dafi der zweite Spie-
ler dieses Spiel gewinnt:

Ubung
Spieler II hat eine Gewinnstrategie in diesem Spiel.

Auf der anderen Seite gelingt es zuweilen schnell zu zeigen, daf§ ein Spieler ein
Spiel definitiv nicht gewinnen kann, ohne daf§ dabei unmittelbar eine Gewinn-
strategie fiir den anderen Spieler zu Tage gefordert werden wiirde:

Ubung
Sei A eine abzihlbare Menge mit mindestens zwei Elementen.
Sei P eine Mahlo-Lusin-Menge im Folgenraum “A.
(Ein solches P existiert, falls wir (CH) annehmen.)
Dann existiert keine Gewinnstrategie fiir Spieler I in GA(P).
[Ist S eine Strategie fiir I, so ist [S] nirgendsdicht in NA.
Wegen P Mahlo-Lusin-Menge ist also P N [S] abzihlbar.
Spieler II kann dann P n [S] wie im Beweis oben diagonalisieren.
Oder man argumentiert so: S ist ein nichtleerer perfekter Baum, also ist [S]
iberabzihlbar. Also ist S keine Gewinnstrategie fiir I. ]

Nichtdeterminierte Mengen

Bei perfekter Kenntnis der mathematischen Welt ist ein determiniertes Spiel
eher langweilig, da einer der beiden Spieler immer gewinnt, kluges Spiel voraus-
gesetzt. Mit unseren Kenntnissen iiber nichtregulire Mengen und den Korper
[S] eines Baumes S kénnen wir sofort ein - in diesem Sinne - interessantes Spiel
P angeben:

Satz  (Bernstein-Mengen sind nicht determiniert)
Es gibt ein P € 6, das nicht determiniert ist.
Genauer gilt: Ist P € eine Bernstein-Menge, so ist P nicht determiniert.

Beweis
Sei P 6 eine Bernstein-Menge, und sei S eine Strategie in Seq, fiir I oder II.
Dann ist S # & ein perfekter Baum, also ist [ S] nichtleer und perfekt.
Wegen P Bernstein-Menge ist also [S] keine Teilmenge von P und auch
keine Teilmenge von € - P. Also ist S keine Gewinnstrategie fiir Spieler I

— und auch keine Gewinnstrategie fiir Spieler II.

Das Argument funktioniert allgemein fiir abzihlbare A mit mindestens zwei
Elementen (denn dann ist VA ein tiberabzihlbarer polnischer Raum und folglich
existiert eine Bernstein-Menge in 'A). Positiv formuliert zeigt der Beweis :
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Korollar  (Determiniertheit und Scheeffer-Eigenschaft)
Sei A eine abzihlbare nichtleere Menge, und sei P = VA determiniert.
Dann hat P oder VA - P die Scheeffer-Figenschaft.

Diese Beobachtung liefert einen ersten Zusammenhang zwischen Determi-
niertheit und Regularitit.

Fiir beliebig grofie Alphabete folgt die Existenz einer nicht determinierten
Menge aus der folgenden Monotonie-Eigenschaft:

Satz  (Vererbung nicht determinierter Mengen auf grofiere Alphabete)
Seien A, B Mengen, und sei A c B. Weiter sei P NA nicht determiniert.
Dann existiert eine nicht determinierte Menge P’ < NB.

Beweis
Sei Gg(P’) = FGg(P, Seqy) das zu G4 (P) assoziierte freie Spiel auf B.
— Dann ist Gg(P’) dquivalent zu G, (P), also nicht determiniert.

Damit erhalten wir nun einen allgemeinen Existenzsatz:

Korollar  (Existenz nichtdeterminierter Mengen, allgemeine Form)
Sei A eine Menge mit mindestens zwei Elementen.
Dann existiert ein P c VA, das nicht determiniert ist.

Beweis
O.E.ist{0, 1} c A, und dann folgt die Behauptung aus dem Vererbungssatz
— und der Existenz einer nicht determinierten Teilmenge von €.

Wir greifen hier auf die Konstruktion von Bernstein-Mengen und damit auf das Aus-
wahlaxiom zuriick. Wir halten ohne Beweis fest, daf3 sich die Existenz einer nichtdetermi-
nierten Menge P c VA fiir iiberabzihlbare A sogar ohne Auswahlaxiom zeigen lifit.

Aufgrund der Wichtigkeit des Ergebnisses geben wir noch einen zweiten, etwas
direkteren Beweis fiir die Existenz einer nicht determinierten Menge. Verlduft die
Konstruktion einer Bernstein-Menge durch Diagonalisierung aller perfekten
Mengen, so werden im folgenden Beweis alle Gewinnstrategien diagonalisiert.
Die Konstruktion wiederholt aber im wesentlichen nur die Konstruktion einer
Bernstein-Menge.

Satz  (nicht determinierte Mengen aus einer Woblordnung von €)
Es existiert ein P ¢ 6, das nicht determiniert ist.
Genauer gilt: P 1483t sich aus einer Wohlordnung auf € definieren.

Beweis
Sei < eine Wohlordnung von € minimaler Linge. Sei
Y = { S | SistStrategie fiir I oder I in Seq; }.
Dann gile | x {0,1}1 = 2°.
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Seih : € — ¥ x{0, 1} bijektiv, und sei < die durch h induzierte
Wohlordnung von & x {0, 1 }. Mit <¢ hat dann auch < minimale Linge.
Wir definieren durch Rekursion iiber (¥ x{0,1}, <):

f(S,i) = ,,das <<@—kleinste fe [S] mit f ¢ { f(S',j) | (S/, ]) < (S, 1) }“.

Ein solches f existiert, denn es gilt I[S]] = 2% firalle S € ¥ und
{(S,)) 1 (5, <(S,1)} < 2% nach minimaler Linge von <.

Wir setzen:

D = {fg | Se S}
Dann gilt:

(+) D ist nicht determiniert.

Beweis von (+)
Sei S eine Strategie fiir I. Dann ist fs 1y € [S] - D.
Also ist S keine Gewinnstrategie fur I.
Seialso S eine Strategie fiir II. Dann ist fs o) € [S] N D.
- Also ist S keine Gewinnstrategie fiir II.

De factoist 6 - D = {f5; | S€ ¥}, was wir im Beweis nicht brauchen.

Die Idee des Beweises ist das sukzessive gegenseitige Ruinieren von Strategien.
Eine Strategie ,entsteht” normalerweise durch Analyse eines gegebenen Spiels.
Hier ,entsteht“ umgekehrt ein Spiel durch eine Analyse aller méglichen Strate-
gien. Die zugehorige Gewinnmenge D ist eine komplexe, aber keineswegs para-
doxe Konstruktion. Wie fiir alle diagonalen Konstruktionen liegt ihrer Existenz
die Auffassung zugrunde, dafi wir in einer fertigen mathematischen Welt leben,
in der wir auf alle Teilmengen einer Menge Zugriff haben, und nicht etwa diese
Teilmengen durch unsere Beweise neu erschaffen. Die Irritation, die die Diago-
nalisierung zuweilen auslost, ist oft Folge des Vergessens der Anfithrungszeichen
um das Wort ,entsteht” fiir das Konstrukt eines mathematischen Arguments.

Eine Bedingung von Faust in seinem Pakt mit dem Teufel ist: ,,Zeig mir ein Spiel, bei
dem man nie gewinnt.“ Mephisto antwortet, daf} ihn ein solcher Auftrag nicht schrecke.
Er kannte wohl obigen Beweis seit seinen Studientagen. Denn zweifellos ist der Teufel ein
guter Mathematiker und ein Experte im Spiel mit Gewinnmenge D. Gewinnt eigentlich
Gott immer gegen den Teufel in diesem Spiel ? Auch er kann keine Gewinnstrategie ha-
ben. In diesem 0-1-Spiel 6fter zu gewinnen als zu verlieren zeigt den wahren Konner.

Determiniertheit der offenen und abgeschlossenen Mengen

Wir beweisen nun den grundlegenden Satz der Theorie der unendlichen
Zweipersonenspiele: Alle offenen und abgeschlossenen Mengen in einem Fol-
genraum mit beliebigem nichtleeren Zugvorrat A sind determiniert. Auf diesen
Satz wird in spiteren Determiniertheitsargumenten immer wieder zuriickgegrif-
fen werden.
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Der Schliissel fiir diese Resultate ist eine Analyse eines Spiels G(P, T') durch
Analyse der Startpositions-Spiele G(P, T)) fur te T.

Definition (gewonnene und verlorene Positionen)
Sei G(P, T) ein Spiel, und seite T.
t heifit gewonnen (verloren) fiir I, falls I (II) das Spiel G(P, T,) gewinnt.
Analog heifit t gewonnen (verloren) fiir II, falls I (I) das Spiel G(P, T ) gewinnt.

Ist eine Partie noch nicht verloren, so kann man immer zumindest einen Zug
machen, der ,nicht schlecht“ ist, d.h. einen solchen, der nicht in den Ruin fiihrt:

Satz  (Verlustvermeidung)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei t € T nicht verloren fiir I. Dann gilt:

(i) Istteine Position fiir I, so existiert ein s € suc(t), das nicht
verloren fur I ist.

(i) Istteine Position fiir II, so ist jedes s € sucy(t) nicht verloren fiir I.

Eine analoge Aussage gilt fiir Positionen t € T, die nicht verloren fiir II sind.
Die Rollen von gerade und ungerade sind dann vertauscht.

Beweis
zu (i): Annabme nicht. Dann existiert fiir alle s € suc(t) eine
Gewinnstrategie S, fiir I im Spiel G(P, 'T).
Dann ist aber S = U, suer( Os €ine Gewinnstrategie fiir 11

im Spiel G(P, T)). Also ist t verloren fiir I, Widerspruch.

zu (i1): Annabme nicht. Dann existiert ein s € suc(t) derart, dafl II eine
Gewinnstrategie S in G(P, 'I;) hat. Dann ist aber S auch eine
- Gewinnstrategie fir IT in G(P, T,). Also ist t verloren fiir I, Widerspruch.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende Definition:

Definition (E;, E;, S;, Sp)
Sei G(P, T) ein Spiel. Wir setzen:
E; = Ef(B,T) = {te T | tistnichtverloren fiir Spieler I},
Eq = Eg®T) = { te T | tistnichtverloren fiir Spieler II },
S1 = Si(BT) = {te T | sistnichtverloren fiir Spieler I furalles < t},
Su = Sy T) = {te T | sistnichtverloren fiir Spieler II fiir alle s < t }.

In der Regel sind E; und Ej keine Bdume, was dann zur Definition von Sy und
Sy Anlafi gibt. Sy ist der von ( ) erreichbare Teil von E. Analog fiir Syy.

Ubung
Geben Sie ein Spiel G(P, Seq,) an, sodaf fiir alle k € N gilt:

0ke E,, falls k gerade, und 0%e Ey, falls k ungerade.
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Wir stellen einige einfache Eigenschaften der Objekte zusammen.

Satz (1/”76‘7” EI; EII: SI Zl%dSH)
Sei G(P, T) ein Spiel. Dann gilt:
@ ErvEg = T,
Ein Eg {te T | G T, ist nicht determiniert },
EI - EH = T - EH = {te T | IgeWil’ll’ltG(P,Tt)}.

(i) IstS eine Gewinnstrategie fiir I in G(P, T), soist S < S;.
Analoges gilt fiir Syy.

(iii) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(o) Syist eine Optionsstrategie fiir I in G(P, T).
B Sy # 2.
() ()€ Sy
(®) I gewinnt G(P, T) nicht.
Analoge Aquivalenzen gelten fiir Sy;.

Der einfache Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Wir werden die Mengen E; und Ej; kaum verwenden. Wir haben sie hier mit aufge-
nommen, um den Leser zu motivieren, sich die Lage der Dinge anhand von einigen Bei-
spielen selber klarzumachen, und hierzu ist die Beachtung des Unterschieds von E{ und S;
hilfreich. Der Leser wird etwa sehen, daf oberhalb eines jeden t € E eine Optionsstrate-
gie fiir Spieler I liegt. Ein solches t kann aber eine Vorgingerposition haben, die verloren
fiir Spieler Iist. Ey ist dann in natiirlicher Weise eine Uberlagerung von Optionsstrategien
fiir Spiele der Form G(P, T,), t€ E;, t = () oder tl(ltl - 1) ¢ T. Syist hierbei die bei ( )
sbeginnende® Optionsstrategie dieser Zerlegung. Analoges gilt fiir Ey;.

Die Eigenschaften (ii) und (iii) motivieren die folgende Bezeichnung:

Definition (iibergeordnete Optionsstrategie)
Sei G(P, T) ein Spiel. Ist { ) € Sy, so heifit Sy die dibergeordnete
Optionsstrategie fiir Spieler I. Analog fir Syy.

Im nichtleeren Fall sind S; und Sy; Optionsstrategien. Einer Optionsstrategie
St oder Sy zu folgen heifit intuitiv, an jeder Stelle zwar nicht unbedingt einen gu-
ten, aber doch immerhin keinen katastrophalen Zug zu spielen. In gewissen Fil-
len fithrt ein reines Vermeiden von Verlustziigen tatséchlich auch zum Gewinn:

Satz  (S;und Sy als Gewinnstrategien)
Sei G(P, T) ein Spiel. Dann gilt:

(@) IstPoffenin [T] und ()€ Sy, soist Sy eine Gewinnstrategie
fiir I in G(P, T).

(ii) IstPabgeschlossenin [T]und ()e Sy, soistS;eine Gewinnstrategie
fir I in G(P, T).
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Beweis
zu (1):
Wegen ( ) € Sy ist Sy eine Optionsstrategie fiir II.
Seif € P. Wegen P offen in [ T'] existiert einn € Nmit [T, ] c P.
Dann ist G(P, Ty,) verloren fiir II (denn T¥,,, ist eine Gewinnstrategie
fiir I in diesem Spiel). Also ist fIn ¢ Sy; und damit f ¢ [Sy].
Dies zeigt [Sy] n P = &, und damit die Behauptung.
zu (i) :
- Analog: [T] - P istoffenin [T].

Die Aussage ,,( ) & Si(P, T)“ istiquivalent zu ,,II gewinnt G(P, T)“. Analoges
gile fir ,( ) ¢ Sp(P, T)“. Damit erhalten wir unmittelbar den fundamentalen
Satz der Theorie der unendlichen Spiele [ Gale / Stewart 1953 ]:

Korollar  (Determiniertheit offener und abgeschlossener Mengen)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei P offen oder abgeschlossen in [T].
Dann ist G(P, T') determiniert.
Insbesondere gilt: Alle offenen oder abgeschlossenen P c VA sind
determiniert in VA fiir beliebige nichtleere Mengen A.

Wir nennen G(P, T) auch kurz ein offenes bzw. abgeschlossenes Spiel, wenn P
offen bzw. abgeschlossen in [T'] ist.

Wir konnten zwar mit Hilfe von S; und Sy beweisen, daf§ offene und abge-
schlossene Spiele determiniert sind, in der Regel ist aber fiir ein offenes oder ab-
geschlossenes Spiel weder S; noch Sy eine Gewinnstrategie. Hierzu:

Ubung
Geben Sie ein Spiel G(P, T) an mit:

(i) PistoffeninT,
(i) Spieler I gewinnt G(P, T),
(iii) Spist keine Gewinnstrategie in G(P, 'T).

Fiir Spiele, die zugleich offen und abgeschlossen sind, ist aber tatsichlich S;
oder Sy eine Gewinnstrategie:

Korollar (S und Sy; in offenen und zugleich abgeschlossenen Spielen)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei P offen und zugleich abgeschlossen in [T].
Dann ist Sy eine Gewinnstrategie fiir [ oder Sy eine Gewinnstrategie fiir II.

Beweis
Sei Sy keine Gewinnstrategie fiir II.
Wegen P offen ist dann ( ) ¢ Sy nach dem obigen Satz.
Also existiert eine Gewinnstrategie fiir I. Insbesondere ist dann ¢ ) € Sy.
Wegen P abgeschlossen ist dann aber, wieder nach dem obigen Satz,
— Sj eine Gewinnstrategie fiir I.



5. Unendliche Zweipersonenspiele 429

Der Hinweis der folgenden Ubung beschreibt einen kompakten Beweis der
Determiniertheit von offenen und zugleich abgeschlossenen Spielen.

Ubung
Beweisen Sie die Determiniertheit offener und zugleich abgeschlossener
Spiele G(P, T) direkter mit Hilfe des Satzes iiber die Verlustvermeidung.
[Ist P offen und abgeschlossen, so existiert fiir alle f € [T] einn € N mit
[T¢n] <€ P oder [Ty,] < [T] - P. Jede Partie f des Spiels G(P, T) ist also bereits
zu einem endlichen Zeitpunkt entschieden. Der Satz tiber die Verlustvermeidung
gentigt fiir den Nachweis der Determiniertheit solcher Spiele. ]

Determiniertheit der Komplemente

Wir haben hier die Determiniertheit der offenen und abgeschlossenen Spiele
parallel bzw. durch Verweis auf analoge Konstruktionen bewiesen. Wir geben
nun noch ein Argument, wie sich die Determiniertheit der abgeschlossenen
Spiele aus der Determiniertheit der offenen Spiele folgern lifit.

Sei hierzu G(P, T) ein Spiel, und sei P abgeschlossen in ['T']. Weiter sei a, ein
beliebiges Element von A(T) (de facto ist irgendein a, geeignet). Wir setzen:

T* = {a, "t | te T},
P* = {a, " f | feP}.

Dannist G([T"] - P*, T") ein offenes Spiel, also nach Voraussetzung determi-
niert. Ist S eine Gewinnstrategie fiir Spieler I in diesem Spiel, so ist

S ={tla teS}

eine Gewinnstrategie fiir Spieler Il in G(P, T'). Analog werden Gewinnstrategien
fur II fiir das +-Spiel zu Gewinnstrategien fiir I im urspriinglichen Spiel.

In dieser Weise kann man oft von der Determiniertheit aller Elemente einer
geniigend reichhaltigen Familie von Teilmengen eines Folgenraumes auf die
Determiniertheit aller ihrer Komplemente schlieffen. Es gibt andererseits aber
keinen allgemeinen lokalen Komplementsatz fiir determinierte Spiele:

Ubung
Es gibt ein determiniertes Spiel G(P, T) derart, dafl G([T] - P, T)

nicht determiniert ist.
Ein Beweis mit Ordinalzahlen

Obiger Beweis der offenen und abgeschlossenen Determiniertheit ist zwar
kurz, weist aber wenige konstruktive Elemente auf. Wir geben nun noch einen
Beweis des Resultates mit Hilfe der transfiniten Zahlen. Die Situation ist struk-
turell sehr dhnlich zur Suche nach dem perfekten Kern einer Menge. Dieser
kann in einem Schritt durch Kondensationsbildung oder in feinerer Analyse
durch transfinite Iteration der Ableitungsoperation gefunden werden.
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Zur Motivation betrachten wir ein Spiel G(P, T). (Als Hintergedanken haben
wir ,P offen®, aber die folgenden Uberlegungen sind fiir alle P giiltig.) Spieler
I iberlegt sich, wie er dieses Spiel gewinnen kénnte. Ist t € T eine Position fiir
I derart, daf [T, ] P gilt, so ist t offenbar eine ungemein erstrebenswerte Po-
sition fiir Spieler I, sagen wir O-erstrebenswert. Ist t eine Position fiir I und gibt
es einen Zug a von I derart, daff fiir alle Ziige b von Il t " a” b eine 0-erstrebens-
werte Position ist, so ist t ebenfalls eine erstrebenswerte Position fiir I, sagen wir
1-erstrebenswert. Die Iteration des Begriffs liegt nun auf der Hand. Es zeigt
sich, dafi n-erstrebenswert fiir n € N i.a. nicht geniigt. Wir brauchen die Erwei-
terung der natiirlichen Zahlen ins Transfinite, um diese Analyse des Spiels voll-
stindig zu machen.

Definition (o-erstrebenswerte Positionen fiir Spieler 1)
Sei G(P, T) ein Spiel. Wir definieren durch Rekursion iiber o0 < o, :

Ey = {te T | tisteine Position fir l und es gilt [T,] c P },

E,.1 = {te T | tisteine Position fiir I und es gibt einen Zug a von I,
sodaf firallebmitt a” be Tgilt,dat a” be E, },

E;, = U,.; E, fiir A Limes.

Die Elemente von E,, heifien o-erstrebenswerte Positionen fiir I in G(P, 'T).

Die Folge (E,, | o < o) ist eine c-aufsteigende Folge von Teilmengen von T,
d.h.ist o < B, soist E, < Eg. Wie fiir die Ableitung gilt: Ist E, = E,, | fiir ein
a,soist E, = Eg fiiralle o < < ;. (Diese Aussagen werden durch eine einfache
transfinite Induktion bewiesen.) Nicht iiberraschen diirfte den Leser:

Satz  (Stabilisierung der Mengen E,,)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei 'T" abzihlbar.
Dann existiert ein o* < w; mit E« = E, fiiralle o* < o0 < o;.

Beweis
Annabme nicht. Dannist E, c E_,; fiiralle o < ;.
Sei tg, ty, ..., ty, ... eine Aufzihlung von T. Fiir o < o sei

f, = ,daskleinste ne Nmitt, € E,,; - E,“.
— Dannistf : w; — N injektv, Widerspruch.
Die Voraussetzung der Abzihlbarkeit von T ist fiir die folgenden Resultate nur da-
durch begriindet, daff uns die Ordinalzahlen nur bis w; zur Verfiigung stehen. Der Leser,

der die Ordinalzahlen zur Ginze kennt, kann die Definition der Mengen E,, und die fol-
genden Beweise miihelos in eine allgemeine Form bringen.

Definition (der Wert o und die Werte a(y) fiir t € E )
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei T abzihlbar. Wir setzen:

o = o*(P, T) = ,das kleinste a0 < 0y mit E;, = Eg fiiralle o < < w;“.
Firte E+ setzen wir:

ot) = opp(t) = ,das kleinste oo mit t € E,“.
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Wir werden gleich zeigen, daf} Spieler I alle Spiele G(P, T,) mit t € E« ge-
winnt. Fir t € E -« ist o(t) ein natiirliches Maf fiir den ,,Schwierigkeitsgrad®
des Spiels G(P, T,) fiir Spieler I, ein Maf dafiir, wieviele Ziige Spieler I vom si-
cheren Gewinn des Spiels entfernt ist. Der folgende Satz beschreibt, wie die
Werte ot) auf der Menge E~ T plaziert sind:

Satz  (Charakterisierung von ou(t))
Sei G(P, T) ein Spiel. Dann gilt fiir alle t € E+ mit o(t) # 0:
out) ist eine Nachfolgerordinalzahl. Genauer gilt:
a(t) = min { sup {o(s) | s€ sucp(t” a)} | aistein Zug von I an der
Position t mitsuc(t” a) € Eg+} + L.

Der einfache Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
Als Korollar erhalten wir, dafi endlich verzweigte Biume immer nur endlich-
erstrebenswerte Positionen besitzen, d. h. es gilt:

Korollar (o* <  fiir endlich verzweigte Baume)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei 'T" endlich verzweigt. Dann gilt o* < o.

Dagegen kann a(t) fiir unendlich verzweigte Bdume unendlich sein:

Ubung
(@) SeiP={fe N I f(k) =0 fiir alle geraden kmit k < 2 - f(1) }.
Dann gewinnt I das freie Spiel Gy(P) und es gilt o* = o)) =  + 1.
(i) Es gibt ein Spiel G(P, T) mit T endlich verzweigt und o* = w.

Isty < oy, so existiert allgemeiner ein Spiel Gy(P) mit o* = y. Man zeigt dies
durch Induktion nach y < ;.

Nach diesen die E,-Konstruktion beleuchtenden Uberlegungen kénnen wir
nun leicht einen zweiten Bewesis fiir die Determiniertheit offener Spiele angeben.

Satz  (offene Determiniertheit via erstrebenswerter Positionen fiir I)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei T abzihlbar. Dann gilt:

(1) Spieler I gewinnt G(P, T,) fiir alle t € E.
Insbesondere gewinnt I das Spiel G(P, T), falls ( ) € E .

(i) Ist P offenund( )¢ E,, so gewinnt Spieler II das Spiel G(P, T).

Beweis
z2u (1):
Sei ty € E, fest gewihlt. Sei dann S die Strategie fiir I, die an jeder
Position t fiir I folgendes rit:

»Ist t < tg, so spiele das eindeutige a mit t_a < t.

Ist ty < tund o(t) = 0, so spiele ein a mitt” ae T.
Andernfalls spiele ein a mit t~ a € T, sodaf fiir alle b mit
t a_ be Tgilt, dafl ot a” b) < out).“
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Wegen ty € E,- und der Definition der Mengen E, fiir o0 < o; ist S
eine Strategie fir I. Wir zeigen, dafi S eine Gewinnstrategie ist.

Sei hierzu f € [S]. Dann ist o(f1k) € E - fiir alle geraden k > ¢yl
Weiter existiert ein gerades k* = |tg| mit o(f1k*) = 0, denn
andernfalls ist

afl legl) > afi(legl +2) > ... > o(fl(legl + 2n)) > ...,

eine unendliche absteigende Folge von Ordinalzahlen, Widerspruch.
Dannistaber f € [T +] < P.

zu (11) :

Sei S die Strategie fiir II, die an jeder Position t fiir II folgendes rit:
»Spiele ein bmit t~ b e T derart, daff t b g E- gilt.“

Wegen ( ) ¢ E» und der Definition der Mengen E, ist S eine Strategie
fiir Spieler II. Wir zeigen, daf S eine Gewinnstrategie ist.

Sei hierzu f € [S]. Nach Definition von S ist
fl2k ¢ E,~ 2 E, fiiralleke N.
- Wegen P offen ist dann aber f ¢ P.
Analoge Uberlegungen lassen sich fiir erstrebenswerte Positionen fiir den

zweiten Spieler durchfithren. Wir geben der Vollstindigkeit halber die Defini-
tion und das entsprechende Resultat kurz an.

Definition (a-erstrebenswerte Positionen fiir Spieler 11)
Sei G(P, T) ein Spiel. Wir definieren durch Rekursion iiber o0 < o, :
Fo, = {te T | tisteine Position fiir I, [T,] c [T] - P},

F,.1 = {te T | tisteine Position fiir [l und es gibt ein a mitt a€ T,
sodaf fiirallebmitt a” be Tgilt,daf t a~ be F, },

Uy <1 F,, fiir A Limes.

Die Elemente von F, heiflen o-erstrebenswerte Positionen fiir Il in G(P, T).

E,

Die Zahlen o* und o(t) fiir t € F,, werden nun wie oben definiert, und wir er-
halten:

Satz  (abgeschlossene Determiniertheit via erstrebenswerter Positionen fiir 1)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei T abzihlbar. Dann gilt:
() Spieler IT gewinnt G(P, T,) fur alle t € F-.
Insbesondere gewinnt II das Spiel G(P, T), falls suc({ )) < Fg-.

(i) Ist P abgeschlossen und non(suct(( )) € F,), so gewinnt Spieler I
das Spiel G(P, T).
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Regularititsspiele

Das perfekte-Mengen-Spiel

Wir untersuchen nun den Zusammenhang von Determiniertheit und Regula-
ritit genauer. Wir hatten bereits gesehen: Gewinnt Spieler I ein Spiel G, (P) mit
|A| >2, so existiert eine nichtleere perfekte Teilmenge von P: [S] ist eine solche
enge, falls S eine Gewinnstrategie fir L ist. Die Umkehrung isti.a. falsch, da P
und A - P eine nichtleere perfekte Teilmenge besitzen kénnen.

Unser Ziel ist es nun, ein Spiel zu konstruieren, das genau auf die Scheeffer-
Eigenschaft zugeschnitten ist. Dies gelingt fiir Teilmengen des Cantorraumes in
einer iiberraschend einfachen Weise: Einer der beiden Spieler erhilt die Mog-
lichkeit, den anderen Spieler beliebig lange pausieren zu lassen. Das folgende
Spiel und seine Untersuchung stammen von Morton Davis (1964).

Sei P c €. Im perfekten-Mengen-Spiel G*(P) spielen die Spieler I und II ab-
wechselnd :

| So S1 Sy
1I Cy c .

wobei s, € Seqy und ¢, € {0, 1} gilt fir alle n € N. Spieler I darf insbesondere
auch die leere Folge { ) € Seq, spielen (also selbst pausieren).
Spieler I gewinnteine Partie f = (s, g, s1, ¢y, ... ) dieses Spiels, falls die 0-1-Folge

SOA< Co >AS1A< Cy >A

ein Element von P ist. Andernfalls gewinnt II.
Formal ist G*(P) ein Spiel der Form G(P’, T) fiir einen gewissen Baum T
Seqseq,, wobei wir ¢ € {0, 1} mit Folgen in Seqz der Linge 1 identifizieren.
Zur bequemen Formuherung brauchen wir einige Operationen fiir den Uber-
gang von Positionen und Partien in G*(P) zu Elementen von Seq, und €.

Definition (die Verbindungsoperation C)
Sei A eine nichtleere Menge, und sei s € Seqs.q,- Dann setzen wir:

CGs) = s(0) s~ ... ~s(Isl - 1).
Fiir f € VSeqy sei weiter C(f) = U, .y C(fIn).

Offenbar gilt C(f) € NA genau dann, wenn f(n) # ( ) unendlich oft.

Der Gewinner einer Partie { in G*(P) hingt per definitionem nur von C(f) ab,
und die C-Operation ist offenbar nicht injektiv auf den Partien des Spiels. Der
feine Unterschied zwischen Positionen des Spiels und ihren C-Bildern macht ge-
rade den Reiz des Spiels aus.

Der Beweis des folgenden Satzes illustriert die Bedeutung der Asymmetrie
zwischen den Zugmoglichkeiten der beiden Spieler in G*(P).
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Satz  (Gewinnstrategien fiir I im perfekten-Mengen-Spiel)
Sei P c 6. Dann sind dquivalent:
(1) Ihateine Gewinnstrategie im perfekten-Mengen-Spiel G*(P).

(i) Es existiert eine nichtleere perfekte Teilmenge von P.

Beweis
@) ™~ (@):

Sei S eine Strategie fiir I, und sei
T ={C@) | teS}.

Dann ist T ¢ Seq; ein perfekter Baum, und [T] # & ist perfekt in 6.
Ist nun S sogar eine Gewinnstrategie fiir [, soist [T] c P.

(@) ™~ @):
Sei A c P nichtleer und perfekt, und sei T = T, der zugehorige Baum.
Sei S die Strategie fiir I, die an jeder Position t fiir I folgendes rit:

»Spiele ein s € Seq, derart,daff t s (0),t" s~ (1)e T.“

Ein solches s existiert wegen T perfekt.
Offenbar gilt dann C(f) € [T] c P furallef € [S].

- Also ist S eine Gewinnstrategie fiir I.

Weiter existiert nun auch eine ansprechende Aquivalenz fiir die Existenz von
Gewinnstrategien fiir Spieler II. Wir definieren hierzu vorab einen technischen

Hilfsbegriff.

Definition (Verlassen von Funktionen)
Sei P € 6, und sei S eine Strategie fiir Spieler II in G*(P).
Weiter seien t € S eine Position fiir I und f € 6. Wir sagen:

S verliifst f an der Position t, falls gilt :

@@ C@) < f.

(i) Fiiralle s € Seq, sind C(t) s S(t, s) € Seq, und f inkompatibel,
wobei hier S(t, s) € {0, 1 } den Zugvorschlag von S an der Position
t(s)=(t0), ..., (Itl - 1), s) € Seqge,, bedeutet.

Aquivalent hierzu ist die Formulierung: Ist t’ eine echte Fortsetzung von t
gerader Linge, die II gemif S gespielt hat, so ist C(t') kein Anfangsstiick von
f mehr. Das Bild der Partie unter der C-Operation weicht also dem Pfad f € €
unmittelbar nach t aus.

Der Leser ist aufgefordert, sich mit diesem Begriff vor dem Weiterlesen ein wenig ver-
traut zu machen. Mutmaflich sind dann die Aussagen (+) und (++) im folgenden Beweis
keine Uberraschung mehr.
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Satz  (Gewinnstrategien fiir 1l im perfekten-Mengen-Spiel)
Sei P ¢ 6. Dann sind dquivalent:

() II hat eine Gewinnstrategie im perfekten-Mengen-Spiel G*(P).
(ii) P istabzihlbar.

Beweis
(1) ™ (@)

Sei S eine Strategie fiir II. Dann gilt fiir alle Positionen t € S fiir I:
(+) Sverlifit héchstens ein f € 6 an der Position t.

Beweis von (+)
Annabme, S verlifit f; und f, mit f; # f,.
Dann gilt insbesondere C(t) < {1, f;.
Sein = 8(f;, f,) die kleinste Stelle eines Unterschieds von f; und f,.
Dann gilt n > [C(t)|. Wir setzen:
s = (fLUCWO1), ..., filn-1)) (s = { )ist moglich).

Dann gilt C(t) s < f}, f,.

Seic = S(t, s) € {0, 1 } der Zugvorschlag von S bei Spiel von

s an der Position t durch Spieler I.

Dann gilt C(t) "s™ (c) < f; oder C() " s™ (¢ ) < f,, Widerspruch.

Ist nun S sogar eine Gewinnstrategie fiir II, so gilt zudem:
(++) Istfe P, soexistiert ein t € S mit: S verlifit f an der Position t.

Beweis von (++)
Andernfalls sei S(f) die Strategie fiir I, die an jeder Position t
fiir Spieler I rit:

»Spiele ein's € Seq, mit C(t) s~ S(t,s) < f.“
Dann gilt S(f) <+ S = { { } c P, Widerspruch.

Aus (+) und (++) folgt aber unmittelbar, daf P abzihlbar ist,
falls S eine Gewinnstrategie fiir IT ist (denn S ist abzihlbar).

(@) ™ (1):
Ist P abzihlbar, so gewinnt II das Spiel G*(P) durch eine geeignete
- Diagonalisierung von P (vgl. den Satz oben).

De facto gilt sogar eine Verstirkung von (+) :

Ubung
In der Situation des obigen Beweises gilt:

(+) S verlifit genau ein f an der Position t.

Wir haben insgesamt gezeigt :
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Korollar  (Determiniertheit von G*(P) und Scheeffer-Eigenschaft)
Sei P ¢ 4. Dann gilt:

G*(P) ist determiniert gdw P hat die Scheeffer-Eigenschaft.

Der Begriff des Verlassens von Funktionen durch Strategien wird uns in der
Folge noch mehrfach begegnen, und es ist niitzlich, eine allgemeine Form zur
Verfiigung zu haben. Hierzu definieren wir:

Definition (Verlassen von Funktionen, ﬂllgemeine Form)
Sei G(P, 'T), T C Seqs.q,, €in Spiel, und sei S eine Strategie fiir I oder II.
Sei t € S eine Position fiir den Gegenspieler von S, und sei f € VA.
Wir sagen:

S verlafSt f an der Position t, falls gilt:
@ C) <

(i) Firallese Seqymitt’ =t~ (s)e T sind
C(t) " s~ S(t") und f inkompatibel.

Die Sitze tiber das perfekte-Mengen-Spiel benutzen wesentlich die Beschrin-
kung c, € {0, 1} fir die Ziige des zweiten Spielers. Einem verwandten Spiel, das
fiir beide Spieler symmetrisch gebaut ist, wollen wir uns nun zuwenden.

Das Banach-Mazur-Spiel

Sei P ¢ N. Im Banach-Mazur-Spiel G**(P) spielen die Spieler I und II abwech-
selnd:
| So S) Sy4
I S S3 ey
wobeis, € Seq - {( )} firallene N.
Spieler I gewinnt eine Partie f = (sg, sy, s3, ...) dieses Spiels, falls
C(f) = SOAS] ASZA eee

ein Element von P ist. Andernfalls gewinnt II.
Das Banach-Mazur-Spiel hingt eng mit dem Begriff der Magerkeit zusam-
men. Wir betrachten zuerst Gewinnstrategien fiir Spieler I.

Satz  (Gewinnstrategien fiir I im Banach-Mazur-Spiel)
Sei P ¢ N. Dann sind dquivalent:

(1) I hat eine Gewinnstrategie im Banach-Mazur-Spiel G**(P).
(ii) Es gibteins,e Seq derart, dafl N, — P mager ist.

Zudem gilt: Ist S eine Gewinnstrategie fiir I, so ist der von S vorgeschlagene
Startzug sy = S(( )) wie in (ii).
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Beweis
() ™~ @):
Sei S eine Strategie fiir L.
Sei t € S eine Position fiir Spieler II. Dann gilt:

(+) V. ={fe N I Sverlifit f an der Position t } ist nirgendsdicht.

Beweis von (+)
Annabme nicht. Sei dann s € Seq derart, daf§ V, dicht in N~ ist.
Seir = S(t, s) der Zugvorschlag von S an der Position t” (s ).
Wegen V. dicht in N~ existiert ein f € V, mit C s r<f.
Also verlifit S die Funktion f an der Position t nicht, Widerspruch.

Sei nun S eine Gewinnstrategie fiir I, und sei sy = S )) der von S
vorgeschlagene Startzug. Dann gilt zudem:

(++) Fiiralle fe N - P mits, < f existiert ein t € S mit: S verlifit f bei t.
[Analog zum Beweis oben fiir das perfekte-Mengen-Spiel. ]

Nach (+) und (++) ist dann

N, - P € Uics iel ungerade Ve

mager. Also ist sy wie gewiinscht.

(@) ™ (1):
Sei N, - P = U,y A,, A, nirgendsdicht fiir allen e N.
Sei S die Strategie fiir Spieler I, die an jeder Position t fiir I rit:

»Ist t = (), so spiele s.
Andernfalls spiele ein s mit N~ N A2 = D.¢

- Dann ist S eine Gewinnstrategie fiir I.

In jedem Spiel G(P, T), das I gewinnt, existiert ein erster Zug a derart, dafi das
Komplement von P in [T,,] in irgendeiner Weise diinn gesit ist. Die Prizisie-
rung von ,,diinn“ ist fiir das Banach-Mazur-Spiel gerade die Magerkeit: Die Ge-
winnmenge des Gegners ist mager tiber einem gewissen Anfangszug von Spieler I.

Fiir Spieler IT erhalten wir vollkommen analog:

Satz  (Gewinnstrategien fiir 11 im Banach-Mazur-Spiel)
Sei P ¢ N. Dann sind dquivalent:

(1) II hat eine Gewinnstrategie im Banach-Mazur-Spiel G**(P).
(1)) P ist mager.

Alternativ kann man hier fiir die schwierigere Richtung (i) 7 (ii) das Argument verwen-
den, mit dem wir die Determiniertheit der abgeschlossenen Mengen aus der der offenen
Mengen gefolgert haben. Seien hierzu S eine Gewinnstrategie fiir I in G**(P), sy € Seq,
P ={sy f1feP}, S ={(so,tg .-y ti;_1) | t€ S}. Dannist S’ eine Gewinnstrategie
fiir Spieler I in G**(N - P”). Also ist Ny, N P” mager. Also ist P mager.
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Wir haben gezeigt:

Korollar
Sei P c N, und G**(P) sei determiniert.
Dann ist P mager oder es existiert ein s € Seq derart, daf§ P komager in N
ist, d.h. Ny - P ist mager.

Aus diesem Korollar ergibt sich nun weiter ein Zusammenhang zwischen der
Determiniertheit von Banach-Mazur-Spielen und der Baire-Mefibarkeit. Hierzu
definieren wir:

Definition (Bairescher MefSversuch Up)
Sei P ¢ N. Wir setzen:

Up = Useseq { Ny | Ny - P ist mager }.
Up heiSt der (kanonische) Bairesche MefSversuch fiir P.

Offenbar ist Up — P mager. Wiire also P — Up mager, so wire P Baire-mefibar
mit Up. Das Interesse an Up rechtfertigt die folgende einfache Beobachtung:

Satz  (iiber den MefSversuch Up)
Sei P ¢ N Baire-mefibar. Dann ist P Baire-mefibar mit Up.

Beweis
Sei P Baire-mefibar mit U, d.h. U - P und P - U sind mager.
Sei fe U, und seis < f mit N, ¢ U.
Dannist Ny - P ¢ U - P mager, also N; ¢ Up.

= AlsoistU c Up. Alsoist P - Up € P - U mager.

Umgekehrt kénnen wir nun unter einer Determiniertheitsannahme zeigen,
dafl P - Up mager und damit P Baire-mefibar ist.

Korollar  (Determiniertheit von Banach-Mazur-Spielen und Baire-MefSbarkeit)
Sei P ¢ N. Dann gilt:

G**(P - Up) ist determiniert gdw P ist Baire-mefibar.

Beweis
Sei G**(P - Up) determiniert. Ist P - Up mager, so ist P A Up mager
(ohne Determiniertheitsannahme, da Up - P immer mager ist).
Andernfalls existiert wegen der Determiniertheit von G™*(P - Up)
ein s mit Ny - (P - Up) © N, - P mager.
Dann ist aber Ny ¢ Up nach Definition von Up.
Alsoist Ny — (P - Up) o N - (P - N,) = N; nicht mager, Widerspruch.

Ist umgekehrt P Baire-mefibar, so ist P Baire-mefibar mit Up, also ist
— P - Up mager. Dann hat aber II eine Gewinnstrategie in G**(P - Up).
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Mef3barkeits-Spiele

Wir untersuchen schliefilich noch den Zusammenhang zwischen Determi-
niertheit und Mefibarkeit fiir Mafie u auf dem Cantorraum €. Speziell interes-
siert uns das Lebesgue-Maf} auf €, aber die folgende Konstruktion ist fiir jedes
um seine Nullmengen vervollstindigte o-finite Borel-Mafi p auf € geeignet.

Sei also u ein solches Mafi. Fir endliche E C Seq, setzen wir:

Cp = UgprC, = {fe€ |s<ffireinseE},
WE) = uCpg).

Sei P c % und sei € > 0 fest gewihlt. Im Uberdeckungsspiel Gy, ¢(P) spielen die
Spieler I und II abwechselnd:

I Co C; C;

I E, E, .

wobei folgende Regeln gelten:
(@) c,€{0,1}firallene N.
(b) E, ist eine endliche Teilmenge von Seq,, W(E,) < €, = £/22"@+D,
Spieler I gewinnt eine Partie {c,, Ey, c;, Eq, ...) dieses Spiels, falls

fp = (cp, e, ¢, ...y € P - U,y Cg.

Spieler I spielt also durch seine Ziige ein Element fp von 6. Seine Gewinn-
menge zu Beginn des Spiels ist P. Spieler II verkleinert diese Gewinnmenge
schrittweise durch das Entfernen von je endlich vielen Intervallen, deren Grofie
durch & und die bisherige Spieldauer vorgegeben ist. Es bleibt P - U, . Cg,
als Gewinnmenge fiir das von Spieler I erzeugte fp iibrig.

Wir kénnten die Mengen E | leicht durch natiirliche Zahlen kodieren, und er-
hielten so ein Spiel der Form G(P’, T) mit P’ € N und T C Seq.

Fiir die Uberdeckungsspiele gilt nun der folgende Satz:

Satz  (iiber den Gewinner eines Uberdec/eungxspiely)
Sei Gy ((P) ein Uberdeckungsspiel. Dann gilt:

(1) Gewinnt Spieler I, so existiert ein p-mefibares A c P mit
WA) > g.
(1)) Gewinnt Spieler I1, so existiert ein offenes U € € mit

P c Uund wU) < e.

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir eine Folgerung aus einem Resultat,
das wir spiter beweisen werden. Wir importieren den folgenden Satz:

(#) IstS eine Strategie fiir I in G, .(P), so ist die Menge
[S]; = {f€ € | esgibtein hmit f < h = (f(0), h(0), f(1), h(1), ...) e [S] }
u-mefibar.
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[S]yist also die Menge der Zugfolgen von Spieler I, die unter der Strategie S spielbar
sind. Anders: Man streichtaus allen g € [S] die Eintriige an ungeraden Stellen. Alle so er-
haltenen Funktionen f bilden die Menge [S];.

Die Mefibarkeits-Aussage (#) ist de facto eine einfache Folgerung des folgen-
den allgemeinen Satzes, den wir spiter zeigen werden: Isth : N — € stetig,
so ist rng(h) p-mefibar. Die Menge [S]1 konnen wir in dieser Weise als stetiges
Bild darstellen (durch Kodierung der Ziige von II als natiirliche Zahlen).

Beweis
z2u (i) :
Sei S eine Strategie fiir I. Nach (#) ist A = [S]; p-mefibar.
Wir nehmen an, dafi u(A) < g, gilt und zeigen, daf S keine
Gewinnstrategie ist. Hieraus folgt die Behauptung, da A = [S]; c P,
falls S eine Gewinnstrategie fiir I ist.

Nach dem Darstellungssatz fiir o-finite Borel-Mafie (vgl. die Bemerkung
in 2.4) und dem Satz iiber die disjunkte Zerlegung einer offenen Menge
existieren wegen W(A) < gy Folgen s; € Seq,, i€ N, mit:

(@ A c Uicn Gy,
B) W(Uien C,) < &,
) C;, N CSj = furallei #j.
Firn € N sei
i, = ,daskleinste ie N mit p(U; > Cy) < &,
Fiir n € N sei schliefilich
Eo={s iy <j<ina}

Dannist U,.nE, = {s; | ie N}und wWE,) < ¢, firallene N.
Also verliert Spieler I die nach S gespielte Partie, bei der II in
seinem n-ten Zug die Menge E, spielt fiir alle n € N, denn es gilt
Ac U,y Cg . Also ist S keine Gewinnstrategie fiir L.

2u (i1) :
Sei S eine Gewinnstrategie fiir II. Wir setzen:
U = U{Cg | te Sisteine Position fiir I, E = S(t) }.
Dann ist U offen. Weiter gilt:
+ P cU

Beweis von (+)
Seife P, undsei f 4 S = (£(0), E(0), (1), EQ1), ...).
Wegen S Gewinnstrategie fiir IT existiert ein n mitf € Cy_.
Aberes gilt Cy c U fiirallene N.

Schlieflich kliren wir noch die Wahl von g, = £/2% @+ Es gilt:
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(++) wU) < e.

Beweis von (++)
Fiir Positionen t € S fiir II gilt nach den Spielregeln:

M(CS(t)) < €t -1)/2-

Fiir alle n € N gibt es 2"* '-viele Positionen t € S fiir IT mit
ltl =2-n + 1. Also ist

M(U) < Z“neNszrlgn = Z“neNszrlE/ZZA([HI) = €

- wie gewiinscht.
Wir erhalten:

Korollar  (Determiniertheit und MefSbarkeit)
Sei P ¢ €, und sei u ein vervollstindigtes o-finites Borel-Maf} auf €.
Sei Q eine p-mefibare Menge mit P ¢ Q, und w(Q) sei minimal unter
allen p-mefibaren Q' mit P < Q".
Weiter sei G, (Q - P) determiniert fiir alle € > 0.
Dann ist P u-mefibar.

Beweis
Sei € > 0. Nach dem Satz kann I das Spiel G, .(Q - P) nicht gewinnen,
denn nach Wahl von Q existiert kein p-mefibares A € Q - P mit w(A) > 0.
Also gewinnt IT das determinierte Spiel G, (Q - P) fiir alle € > 0.
Wieder nach dem Satz existiert dann fiir alle n € N ein offenes U, mit

Q-P c U, und wU,) < 1/2".

Alsoist Q - P ¢ M,y U, und letzteres ist eine u-Nullmenge.
— Alsoist P u-mefibar und w(P) = w(Q).

Die Auswirkungen der Determiniertheit auf die Mefibarkeit wurden zuerst untersucht
in [ Mycielski / Swierczkowski 1964 ]. Die Uberdeckungsspiele wurden spiter von Leo
Harrington eingefiihrt.

Determiniertheit von Punktklassen

Wir betrachten das folgende von Mycielski und Steinhaus 1962 eingefiihrte
Prinzip:

Axiom der Determiniertheit (AD)
Fiir alle P < N ist G(P) determiniert.

Wir haben oben gezeigt, dafi eine nichtdeterminierte Menge existiert. Das Ar-
gument verwendete das Auswahlaxiom, und es bleibt die Frage, inwieweit wir
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(AD) als eine Alternative zum Auswahlaxiom ansehen konnen: Ist die iibliche
Mengenlehre ZF ohne das Auswahlaxiom zusammen mit (AD) widerspruchs-
frei? Diese Frage wurde von Mycielski und Steinhaus 1962 gestellt, konnte aber
erstin den 1980er Jahren nach Arbeiten von Solovay, Martin, Steel und vor allem
Woodin positiv beantwortet werden - modulo grofier Kardinalzahlaxiome. Wir
kommen im nichsten Kapitel hierauf noch einmal zuriick.

Unsere Untersuchung der Regularititsspiele hat gezeigt:

Korollar  ((AD) und Regularitit)
In der Theorie ZF + (AD) gilt:
Jede Menge von reellen Zahlen hat die Scheeffer-Eigenschaft und ist
Baire- und Lebesgue-mefibar.

Hier kann ,,Menge von reellen Zahlen® als Teilmenge von N, € oder R gelesen
werden, obige Regularititsresultate lassen sich leicht zwischen den Riumen
ibersetzen. (Alternativ kann man auch eine Spieltheorie entwickeln, in der die
Spieler Nachkommastellen von reellen Zahlen in Dezimaldarstellung spielen
und so eine reelle Zahl x € [0, 1] erzeugen; hier taucht aber wieder das Zweideu-
tigkeitsproblem auf.)

Auch in der Theorie ZF + (AD) muf§ man nicht ganz ohne abstrakte Auswahl-
akte auskommen. Widerstreitet das Axiom der Determiniertheit auch dem vol-
len Auswahlaxiom, so impliziert es andererseits auch wieder eine schwache Form
dieses Prinzips:

Satz  ((AD) und abziblbare Auswahlakte fiir nichtleere Mengen reeller Zahlen)
In der Theorie ZF + (AD) gilt:

Ist (P, | n e N) eine Folge nichtleerer Teilmengen von N,
so existiertein f : N — N derart, daf§ f(n) € P, fiir allen € N gilt.

Beweis
Wir betrachten folgendes Spiel. Spieler I und II spielen abwechselnd:

| ap a Ay
I a; a3 ey

wobei a, € N fur alle n € N. Spieler I gewinn, falls (a, a3, as, ...) & P
Andernfalls gewinnt IT.

Ist S eine Strategie fiir I, so sei g € Pg(y. Dannist S < g ¢ P, , also
gewinnt I, wenn er die Folge g gegen S spielt. Dies zeigt, dafl I keine
Gewinnstrategie haben kann.

Aus (AD) folgt aber, daf§ das Spiel determiniert ist. Also existiert eine
Gewinnstrategie S fiir Spieler II. Wir definieren dann f : N — N durch

f(n) = (n,0,0,0,...) 4 S furallene N.

ap*

— Dannistf(n) € P, fir alle n € N. Also ist f wie gewiinscht.
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Aber auch wenn wir am vollen Auswahlaxiom festhalten, ergeben sich viele
Fragen: Konnen wir die Determiniertheit weiterer Mengen zeigen, nicht nur die
der abgeschlossenen und offenen Mengen? Und weiter: Welche Mengen kon-
nen (im Sinne der relativen Widerspruchsfreiheit) iiberhaupt determiniert sein ?
Wir werden auf diese Fragen im néchsten Kapitel noch zuriickkommen. Hier de-
finieren wir noch :

Determiniertheit einer Punktklasse
Fir st ¢ P(N) sei (Dety) oder auch (#4-Det) die Aussage :

Fiir alle P € o ist Gy (P) determiniert.

Es gibt keinen lokalen Zusammenhang zwischen Determiniertheit und Regu-
laritit, d. h. aus der Determiniertheit eines P € N folgt nicht notwendig, dafi P
alle Regularitits-Eigenschaften besitzt. In obigen Beweisen haben wir ja auch die
Determiniertheit von P’ benutzt fiir eine mit P eng verwandte, aber i.a. von P
verschiedene Menge P’ < N. Die Regularititsspiele liefern aber fiir viele ¢ Im-
plikationen der Form:

(+) (Dety) folgt ,alle Ae o’ haben die Regularitits-Eigenschaften®,

wobei s’ gleich o oder sogar eine gewisse echte Obermenge von o ist. Insbe-
sondere gilt dann (CH ) wegen der Scheeffer-Eigenschaft aller Mengen in .

Zum Beweis einer Implikation (+) werden bestimmte Abgeschlossenheitseigenschaften
von s und Varianten obiger Regularititsspiele benutzt. Auch hierauf kommen wir im
nichsten Kapitel noch zuriick.

r Literatur r

Siehe die Literaturangaben zu Kapitel 6.






6. Borelmengen und projektive Mengen

Wir erweitern in diesem Kapitel das Resultat tiber die Determiniertheit offener
und abgeschlossener Mengen: Wir zeigen, dafi jede Borel-Menge eines Folgen-
raumes "“A iiber einem beliebigen Alphabet A determiniert ist. Wir beginnen
mit einer fiir sich interessanten und natiirlichen Einteilung der Borel-Mengen
eines metrisierbaren Raumes in eine Hierarchie der Linge w,. Weiter diskutie-
ren wir dann noch die sog. projektiven Mengen in polnischen Riumen %. Diese
stellen viel kompliziertere Teilmengen von & dar als die Borel-Mengen, ergeben
sich aber insgesamt sogar einfacher als die Borelmengen durch die Operationen
der Projektion bzw. ,stetiges Bild“.

Die Frage der Determiniertheit der projektiven Mengen sprengt die Grenzen der klas-
sischen Mathematik, und ist untrennbar mit grofien Kardinalzahlaxiomen verbunden.
Schon der Beweis der Borel-Determiniertheit braucht ungew6hnlich komplexe Hilfsob-
jekte, die iterierte Potenzmengenbildung muf} hier notwendig herangezogen werden.
Wir gehen am Ende des Buches auf diese fundamentalen Aspekte noch kurz ein.

Die Borel-Hierarchie

Fiir einen topologischen Raum & = (X, U) setzt man:
BE) = o@W) = M {sd | s isteine 6-Algebra auf X mit U < o4 }.

B(X) heifit die o-Algebra der Borel-Mengen von ¥ oder die Borelsche o-Algebra
auf X. B(X) ist die kleinste o-Algebra auf X, die die offenen Mengen enthilt.
Diese Algebra existiert immer, da der Schnitt von o-Algebren auf X wieder eine
o-Algebra auf X ist (und da P(X) eine o-Algebra s auf X ist mit U C ). Die
Komplexitit und innere Natur der Borelschen o-Algebra wird durch diese
Schnittdefinition ,,von oben“ nicht besonders deutlich.

Der Leser vergleiche die beiden Darstellungen des von zwei Vektoren u, v im R® er-
zeugten Untervektorraumes U als
U = N{Vc R | Vistein Unterraum von R® mitu,ve V}, »von oben“
U={lu+puv!lAueR}. ,von unten
Die zweite Darstellung vermittelt durch ihre blofie Form ein Bild davon, wie U aussieht.
In komplizierteren Beispielen verlduft eine Definition ,,von unten® rekursiv: Wir sam-

meln schrittweise immer mehr Objekte, bis die Gesamtheit der gesammelten Objekte die
gewiinschten Reichhaltigkeitseigenschaften hat.
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Wir werden die Borel-Mengen eines metrisierbaren Raumes nun in einer
Hierarchie der Linge o; anordnen und so ein sehr klares Bild dieser o-Algebra
erhalten. Startend mit den offenen Mengen bilden wir durch die Operationen
»Komplement, abzihlbarer Schnitt, abzihlbare Vereinigung® immer kompli-
ziertere Mengen. Die offenen und abgeschlossenen und weiter dann die F;- und
G;-Mengen des Raumes nehmen so die ersten Stufen der Hierarchie ein. Wir
werden zeigen, daf§ wir fiir jeden metrisierbaren Raum durch o-viele Iteratio-
nen der drei Operationen zur Borelschen o-Algebra des Raumes gelangen kon-
nen - und dafi weniger als w;-viele Schritte i.a. nicht geniigen.

Die Voraussetzung der Metrisierbarkeit des Raumes garantiert gute Inklusi-
onseigenschaften der Hierarchie. Wichtig ist die folgende einfache Beobachtung
(der wir im zweiten Kapitel schon begegnet sind):

Ubung
Sei ¥ = (X, U) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist jede offene
Menge eine F;-Menge (und jede abgeschlossene Menge eine Gs-Menge).

[Sei U e . Fiir U = X ist die Aussage klar. Sei also U # X. Wir setzen wieder:
dx, X -U) = inf({d(x,y) | yg U}) fiiralle x € X, und weiter

A, = {xeUldx X-U)=1/2"} firallene N.

Dann sind alle A, abgeschlossen und es gilt U = U .y A,.]

Es ist niitzlich, fiir die drei genannten Operationen eine kompakte Notation
zur Verfiigung zu haben.

Definition (A, As, A,)
Sei X eine Menge, und sei ¢ ¢ P(X). Dann setzen wir:

A = {UB | B c oA istabzihlbar },
ds = {MNB | B < oA istabzihlbar },
A. = {X-P | Pe d }.

Wir verwenden hier die Konvention (N @ = X. Auch & ist nur sinnvoll, wenn das be-
trachtete ,,Ganze“ X aus dem Kontext heraus klar ist.

Diese Notationen wurden von Hausdorff eingefiihrt. Sie sind konsistent mit
den vertrauten Sprechweisen ,,F-Menge® und ,,Gs-Menge®: Traditionell setzt
man F = { P ¢ X | Pistabgeschlossen } und G = { P ¢ X | Pistoffen }. Die
Buchstaben F und G stehen hier fiir ,,fermé“ bzw. fiir ,,Gebiet®.

Firalle s ¢ PX) gilt: (). = A, (Ag)g = Ag, (d5)s = 5. Weiter ist
genau dann eine 6-Algebra auf X, wenn sl = o5 = o, = o gilt.

Wir kénnen nun die Borel-Hierarchie sehr ansprechend definieren: Wir ite-
rieren die 6-8-c-Operationen m;-oft, beginnend mit den offenen bzw. abge-
schlossenen Mengen eines metrisierbaren Raumes. Ziel ist, einen Zustand zu er-
reichen, an welchem die drei Operationen keine neuen Mengen mehr erzeugen.
Es ist an dieser Stelle nicht klar, daf§ ein iiberabzihlbar langer transfiniter Weg
notig ist, um dieses Ziel zu erreichen.
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Definition (Borel-Hierarchie)
Sei & = (X, U) ein metrisierbarer topologischer Raum.
Dann definieren wir durch Rekursion tiber 1 < o0 < o, :
%) = A,
(%) = U. = {AcX | Aabgeschlossen},
20(®) = (Uicpaog(®),  fiiro>2,
(%) = (UicpeaZp(X))s  fiir o> 2.
Die Folge (Z2(%), TT5(%) | 1 < a < o) heifit die Borel-Hierarchie von X.
Weiter setzen wir fiir | < o< oy :
Ay(#) = Zo(%) N Mg (%).

Diese Definition findet sich in [ Hausdorff 1914 ] (wobei Hausdorff die transfinite
Linge des Prozesses zunichst nicht klar herausstellt). Die Begriffsbildung bringt insge-
samt Ideen von Borel, Baire, Young, Lebesgue und Hausdorff zum Ausdruck.

Die 2-TI-Notation stammt aus der mathematischen Logik und wurde erst spiter einge-
fiihrt. Ihr Ursprung erklirt, warum wir bei o = 1 starten und nicht wie sonst iiblich bei o = 0.

Mit den klassischen Bezeichnungen gilt also (mit sl 5 = ()5 usw.):
30 = G 1Y =F 2% = Fy, 1Y = G, 2y = Gso, Y = Fys, usw.
Ist z.B. Uj;  offen und A;; \ abgeschlossen in X fiir alle i,j,k € N, so gilt fiir
P = NMicnYjen Nien Uit Q = Uicn Mjen Uien Ajjks
R = MicyUjen NienAijio S = Uien Mijen Uien Uit

daB P e T1§(%), Qe =3(X), R e M3(%X), S € =3(¥). Anhand derartiger Darstellun-
gen kann man die Komplexitit einer Menge endlicher Borel-Komplexitit oft
nach oben abschitzen, indem man zihlt, wie oft Schnitte und Vereinigungen ab-
wechseln, und offenen und abgeschlossenen Mengen die Grundkomplexitit 1
zaweist (es gilt auch R € TI3(%) und S € =§(%), wobei man dann die Komplexitit
von R und S iiberschitzt). Ein Schnitt zu Beginn fithrt immer zu einem ,,IT%, eine
Vereinigung immer zu einem ,,X“. Einige Beispiele fiir Komplexititsberechnun-
gen sind:

szmg
(a) Seig:R — R eine Funktion,undsei P ={xe R | giststetiginx}.
Dann ist P € ITS(R) (unter der iiblichen "Topologie auf R).

(b) SeiP = {fe N | f(n)=0unendlich oft}. Dann ist P € TTY(N) - Z3(N).
(c) Seiena,be Rmita < b. Wir setzen:

X ={f:[a,b] = R | {iststetig},

P = { fe X | die erste Ableitung von f existiert auf ganz [a, b] }.

Wir versehen X mit der von der Supremumsnorm erzeugten Topologie U.
Dann ist P e TTY((X, A)).



6. Borelmengen und projektive Mengen 447

Wir stellen im folgenden Satz einige hiufig verwendete Merkmale der Borel-
Architektur zusammen.

Satz  (einfache Eigenschaften der Borel-Hierarchie)
Sei ¥ = (X, AU) ein metrisierbarer Raum.
Dann gile furalle 1 < o < 0;:

() ZX) U TINE) < AY, (D).
) M%) = Zo(%).,

o, (%) = Z0(X)s,
20.,(%) = TNX),,
Ao(X) = AUX)..

(i) =5(%) ist abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen und
endlichen Schnitten. Dual ist TI3 (%) abgeschlossen unter
abzihlbaren Schnitten und endlichen Vereinigungen.

Der Beweis dieses Satzes ist eine einfache Induktion nach o (mit 1 < ot < ;).
Nach der Ubung oben giltz.B. Z§(%) < Z9(%), also 2{(¥)  AY(%X), da offenbar
auch 20(%) < Z}(®);5 = TIH ().

Die Urbilder offener Mengen unter stetigen Funktionen sind nach Definition
der Stetigkeit offen. Der folgende Satz verallgemeinert diese Aussage.

Satz  (Komplexitiit von stetigen Urbildern)
Seien X = (X, W) und Y = (Y, V') metrisierbare Riume,
undsei g : X — Y stetig. Dann giltfiralle 1 < o < @;:
@ {g"P 1 PeZu(®¥)] c Za®),
(i) {g'"P | PeTo®)} c Ma@).

Der Komplexititsgrad des Urbildes einer Borel-Menge P unter einer stetigen
Funktion ist also hochstens so grofy wie der Komplexititsgrad von P. Der Beweis
ist eine einfache Induktion nach o unter Verwendung der guten Eigenschaften
der Urbildoperation, etwa der Gleichung ¢! M B =M {g™'"B | Be B} fir
alle B < P(Y), die fiir die Bildoperation i.a. nicht gilt.

Wir zeigen nun, dafi die ,,von unten“ definierte Borel-Hierarchie genau die
»von oben® definierte Borelsche o-Algebra ausschopft:

Satz  (Ausschipfung der Borel-Mengen durch die Borel-Hierarchie)
Sei ¥ = (X, U) ein metrisierbarer Raum. Dann gilt:
BE) = Uicaco, Za(®) U Mo(®).
Beweis
Sei B = B(X) und sei
B = Uicgco, Za(®) U Mo ®).
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B B: Bist eine o-Algebra mit Z? =N c B. Fir A < B ist also
Ag, As, A. € B. Durch Induktion iiber 1 < a < o folgt dann,
daff =2(%), I%(%) < B. Also ist B’ < B.

B C B EsgiltU = 2§ c B'. Es geniigt also zu zeigen, dafl B’ eine
o-Algebra ist. Wegen ITo(%), = Z2(%) fiir 1 < ot < w ist B’ abgeschlossen
unter Komplementbildung. Sei also i ¢ % abzihlbar. Fiir P € o sei

a(P) = ,daskleinste oo mit P € A% «.

Dannist B = sup({ a(P) | P € o1 }) < o; wegen s abzihlbar.
- Alsoist UsleXf(®) B und N o e M%) c B

Als Korollar zum obigen Satz iiber die Komplexitit von Urbildern erhalten wir:
Die Urbilder von Borel-Mengen unter stetigen Funktionen sind Borel-Mengen.

Wir betrachten schlieilich noch die Borel-Hierarchie einer Relativ- und einer
Produkttopologie.

Ubung
Sei ¥ = (X, A) ein metrisierbarer Raum, undsei Y < X.
Sei® = (Y, UIY). Dann gilt firalle ]l Sa < o;:

) Za@) 2 @Y {ZNY | ZeZy®))),
(i) Mo () 2 To(*)IY.

Ist Y abgeschlossen in X, so gilt Gleichheit in (ii) fiir oo > 1 und Gleichheit
in (i) fiir o > 2. Analoges gilt fiir Y offen in X. Insbesondere gilt also
Gleichheit fiir alle 1 < o < @y, falls Y offen und abgeschlossen in X ist.

szmg
Seien & = (X, U, Y = (Y, V') metrisierbare topologische Riume, und seien
Ae 2%(%),Be 20(W), Ce I%%), D e I%(Y) fiirein 1 < o < ;.
Dann gilt AxB e Z3(¥ x ¥) und CxD e (X x V).

Universelle Mengen

Wir zeigen, daf§ die Inklusionen der Borel-Hierarchie iiber einem polnischen
Raum, der eine Kopie des Cantorraumes 46 enthilt, echt sind. Insbesondere wer-
den also fiir R, N, € tatsichlich m;-viele Schritte benétigt, um ausgehend von
den offenen Mengen durch iterierte Anwendung der 6,3, c-Operationen die Bo-
relsche o-Algebra zu erzeugen.

Der Schliissel zu diesem Resultat ist der Begriff einer universellen Menge.

Definition (universelle Mengen)
Seien X, Y Mengen, und sei U C X x Y. Weiter sei I' ¢ P(X).
U heifit universell fiir T (bzgl. 1), falls gilt:

I'={U"1yeY}, wobei U"={x | (x,y)e U} (die ,y-Zeile“ von U).
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Ubung
Sei' ¢ P(X), und sei U ¢ X X Y universell fiir I'.
Dann ist X xY) — U universell fiir I', = P(X) - T.

Wir zeigen nun die Existenz gleichgradig komplexer universeller Mengen fiir
die Stufen der Borel-Hierarchie. Der Cantorraum dient als ,,Zeilenspeicher*.

Satz (Existenz gleichgradig komplexer universeller Mengen)
Sei X = (X, V') ein separabler metrisierbarer Raum, und sei 1 < o < ;.
Dann existiert eine Menge U € X X € mit:

(i) Ue )X x @),
(i) U ist universell fir =2(%).
Eine analoge Aussage gilt fiir TTo,(X).

Der folgende Beweis ist im Grunde ein einfaches Jonglieren mit universellen Mengen
auf den Stufen der Borel-Hierarchie. Wir fithren die Argumente aber ausfiihrlich aus, wo-
durch der Beweis linger erscheint, als er ist.

Beweis
Wir zeigen die Aussagen durch Induktion nach 1 < o < @;.

Induktionsanfang o = 1

Sei Vg, Vi, ..., Vi, ..., n € N, eine Aufzihlung einer Basis von ¥.
Fiir f € € sei dann V(f) = U, o my=1 Vi. Wir setzen:

U={kx1HeXx% | xeV{)]}.
Dann gilt:
(+) Ulist offen in X x €.

Beweis von (+)
Sei (x,f) € U,und sein € N derart, dafi x € V,, und f(n) = 1 gilt.
Dann ist V,, x Cg,,1) € U. Also ist U offen in X x 6.

(++) Uist universell fir ¥ = 2)(%).

Beweis von (++)
Sei V c X offen. Fiir n € N sei

) - { 1, falls V,, 'V,

0, SOmSt.
Dann ist V = V(f) und damit
V=V ={xeXI (xfeU}=U"
Also ist U universell fiir 7.

Nach (+) und (++) ist U € Z9(& x @) universell fiir 29(%).
Weiter ist X x € - U e II)(%¥ x %) universell fiir IT% (%).
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Induktionsschritt 1 < o0 <

Seim : N* — N die Cantorsche Paarungsfunktion.
Fir fe ¢ undn e Nsei {" € € definiert durch

f%(m) = f(n(n, m)) fiiralleme N.
Seienoy <oy £ ... £, < ...,n€ N, Ordinalzahlen mit
o=supf{o,+1 | neN}.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir allen € N ein
U, e Hgn (%X x ), das universell fir Hgn (%) ist. Wir setzen:

U={xfeXx®| (x,fe U, fireinne N }.
Dann gilt:
(+) Ue Z9(& x @).

Beweis von (+)
Wirsetzen P, = {(x,f) e X x € | (x,f") e U, }firallene N.
Dannist U = U, . P,. Es geniigt also zu zeigen, daf§
P,e Hgn(% x @) fiir allen € N.
Sei also n € N. Wir setzen g(x, f) = (x, {") firxe X, f e €.
Dannistg: X x € — X X € stetig, und es gilt:

P, = g U,
Aber U, € IT;, (¥ x 6). Wegen g stetig also auch P, € IT;, (% x 6).
(++) U ist universell fiir 22(%).

Beweis von (++)
Sei Y € Z5(%). Dann existieren Y, € Hgn (%), n e N, mit

Y = Une N Yn'
Wegen der Universalitit der U, existieren weiter f,, € € mit
Y, = U = {x1(xf)eU,} firallene N.

Sei f das Element von 96 mit f(7(n, m)) = f,(m) fir alle n,m € N.
Dann gile " = f, fur alle n € N, und damit ist

Y ={xIlxeY,fireinne N} =
(x| (x,f"e U, fireinne N} = U".

Nach (+) und (++) ist U € 22(% x @) universell fir =2 (%).
Weiter ist dann wieder X x € - U e TI5(X x @) universell fiir ITo,(%X).

Aus der Existenz gleichgradig komplexer universeller Mengen folgt nun durch
eine einfache Diagonalisierung, daf} an jeder Stufe der Borel-Hierarchie neue
Mengen erzeugt werden. Wir zeigen dies zuerst fiir ¢ und dann durch eine Rela-
tivierung fiir allgemeinere Rdume.
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Satz  (Diagonalisierung universeller Mengen)
Sei ¥ = (X, AU) ein metrisierbarer Raum.
Seil <o <o, und Ue 22X x %) sei universell fiir £2(%). Wir setzen:

D={xeX | (xx)eU}.
Dann gilt D € 22(%) und D ¢ T15,(%).

Beweis

zuDe Z5(%) :
Sei g(x) = (x, x) firallexe X.
Dannist g: X — X x X stetig, und es gilt D = g~ U.
Wegen U € Z0(% x %) ist also auch D € Z%(%).

zuD g TI0(%X) :
Andernfalls ist X - D € Z5(%).
Wegen der Universalitit von U existiert dann ein y € X mit

X-D=U"={xeXI(x,y)e U}
Dann gilt aber:

- ye D gdw (y,y)e U gdw y € U’ gdw y € X - D, Widerspruch.

Korollar (echte Inklusionen in der Borel-Hierarchie)
Sei X = (X, AU) ein metrisierbarer Raum, der eine Kopie von € enthilt.
Dann gilt furalle I < o < o;:

() = @) # Mo @),
(i) Ag®) c @), o),
(i) (%), &) < Ag,1 ().

Alle iiberabzihlbaren polnischen Riume und alle Folgenriume VA mit A1 > 2
sind Beispiele fiir Riume, die eine Kopie des Cantorraumes enthalten.

Beweis
zu (i): Der Einfachheit halber nehmen wir 0. E. € < X an.
Sei 2 < o < 0. Dann gilt wegen 6 abgeschlossen in %:

(+) 22(®) = 2%(®) 1€ und TI%(®) = M%(%X)I%.

Aber nach den beiden vorherigen Sitzen ist £3(%6) # I15(€).
Insbesondere ist also auch =% (%) # I1%(%).

Schlieflich ist ={(%) # I17(%), da sonst € offen und abgeschlossen in &
wire und dann (+) (und folglich (%) # I1}(%)) fiir o = 1 gelten wiirde.

zu (1) und (ii) : ,,C“ in den Aussagen ist klar.
Aus (i) folgt aber wegen (%) = ITo,(X)., daff =5,(¥) und TT%,(%)
verschieden sind von allen T’ ¢ P(X) mit T, = T.
- Aber es gilt Ag(%)c = Ag(%) firalle 1 £B < w;.



452 2. Abschnitt  Die Folgenriume

Schliefilich gilt auch folgende echte Inklusion an den Limesstellen der Borel-
Hierarchie:

Ubung
Sei & ein metrisierbarer Raum, der eine Kopie von %6 enthiilt.
Dann gilt fur alle Limesordinalzahlen A <

U1£a<}»22(%) = U1§a<kng(%) c AR(%)

Damit ergibt sich fiir einen metrisierbaren Raum % das folgende Bild fiir die
Mengen %), 12(%) und A% (%), wobei wir % weglassen:

0% .. 2o ... S0 S
A A Ay ... Ay Ay
m, I, .. mn, .. m, M.,

o durchlduft alle abzihlbaren Ordinalzahlen. Mengen, die in diesem Dia-
gramm weiter links stehen, sind in allen Mengen, die weiter rechts stehen, ent-
halten. Enthilt & eine Kopie des Cantorraumes, so sind alle Inklusionen echt.
Die Vereinigung der Mengen des Diagramms bildet die Borel-o-Algebra %B(%).

Die Baire-Hierarchie

Wir diskutieren noch eine natiirliche Hierarchie der Linge w, fiir reellwertige
Funktionen, die Baire bereits 1899 eingefiihrt hat.

Definition (Baire-Hierarchie)
Sei ¥ = (X, U) ein metrisierbarer Raum.
Dann definieren wir durch Rekursion tiber o0 < w; :
Baire((¥,R) = {f | f:X — R iststetig },
Baire (%, R) { £ | fistder punktweise Limes einer Folge (f, | ne€ N)
mit f, € Ug ., Baireg(%, R) fiirallen e N }
firl <o <o

Die Folge (Baire (%, R) | o< ) heifit die Baire-Hierarchievon & (bzgl. R).
Wir setzen weiter:

Baire,, (¥, R) = Baire(¥, R) = U, Baire (%, R).

Die Menge Baire,, (¥, R) ist abgeschlossen unter punktweisen Limiten. Zur
Reichhaltigkeit der Funktionenmengen dieser Hierarchie beobachten wir:

Satz
Sei ¥ = (X, W) ein metrisierbarer Raum, und sei o < w;.
Dann ist Baire (¥, R) ein Untervektorraum des reellen Vektorraumes

V={flf:X—> RJ.
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Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach o0 < w;.
Hieraus folgt dann die Behauptung iiber Baire,, (¥, R).

Induktionsanfang o. = 0:
Bekanntlich sind die stetigen Funktionen von X nach R ein
Untervektorraum von V.

Induktionsschritt 1 < o0 < ;:
Seien f,g € Baire, (%), und seien f,, g, € Uy, Baireg(¥, R) fir
alle n € N mit

f=1lm,_.f, g=Ilim,_ yg, (punktweise).

Dann gilt fir alle A, u € R:

Af +pg = lim, .. (Af, + ug,) (punktweise).
- Alsoist A f + pu g € Baire, (%).

Die Baire-Hierarchie stellt sich nun als eine Organisation einer Funktionen-
menge heraus, die in der heutigen Mathematik an vielen Stellen eine Rolle spielt:

Definition (sd-mefSbare und Borel-mefSbare Funktionen)
Sei ¥ = (X, AU) ein metrisierbarer Raum, und sei A < P(X).
Eine Funktion f : X — R heifit s{-meffbar, falls gilt:

f”U e o firalle Ue U
f heifit Borel-mefSbar; falls f B(%)-mefbar ist. Wir setzen:
BE,R) = {f: X — R | fist Borel-mefibar }.

Ubung
Sei ¥ = (X, AU) ein metrisierbarer Raum, und sei f : X — R Borel-mefibar.
Dann existiert ein o < ©; mit: f ist ) -mefbar.

[Sei Uy, n € N, eine Basis der Topologie auf R. Fiirn € N sei

o, = ,daskleinste o mit £ U, e % (%)«.

Sei weiter o = sup,, ¢ y Oy, Dann ist o* < @; und f ist 5. (%)-meBbar:
DennseiNcNund U=U, .y U,.2%@)ist abgeschlossen unter abzihlbaren
Vereinigungen und folglich ist f ' U = U, .y £ U, € Z%(%).]

Die Stetigkeit von f : X — R ist gleichwertig zur ={-Mefibarkeit. Die Ab-
schwichung dieser Bedingung zur Borel-Mefibarkeit entspricht nun genau der
Abschwichung der Stetigkeit durch iterierte punktweise Limesbildung:

Satz  (Ausschopfung der Borel-mefSbaren Funktionen durch die Baire-Hierarchie)
Sei ¥ = (X, U) ein metrisierbarer Raum.
Dann gilt B(%, R) = Baire(¥, R).
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Beweis
zu < : Wir zeigen zunichst durch Induktion nach 1 < o < oy :

(+) Firalle Ae =%(%) U ITY(%) ist ind € Baire (%, R).
Induktionsanfang o = 1, A € HED)
Sei also A ¢ X offen. Seien A, n € N, abgeschlossen mit
A=U,cnAL, AjC A C...CA, C ...

Firne Nsei f, : X — [0, 1] eine stetige Funktion mit:

1 falls xe A,
falo) = { 0 Jalls xg A.

(Solche f, existieren nach dem Ausdehnungssatz von Urysohn.)
Dann giltind, = lim,, _, . f, € Baire (¥, R).

Induktionsschritt 1 < o < 0, A e I1%(%X)
Nach L V. fiir £5(%) istindy _ 4 € Bairey (¥, R). Dann ist aber auch
indy, = indx - indx_, € Baire (%, R),
da indy € Baire (¥, R) und Baire (%, R) ein Vektorraum ist.

Induktionsschritt 2 < o < 0, A€ (%)

Seien o, <oound A, € Hgn(%) fiir n € N paarweise disjunkt derart,
daBoy<oy<...<0,<...,ne N,undA = U, .y A,. Sei

f, = Z;<,ind,, firne N.
Nach LV.ist f, € Baire, (%, R) fiir alle n € N. Dann ist aber
indy, = lim, _, ., f, € Baire (%, R).

Seinun f: X — R Borel-mefibar. Fiir n € Nund i € Z sei

A 171820, G+ 1)/27,

fo = Z nncicn2ni/2%indy .

Nach (+) istind,  , € Baire(¥, R) fiirallen € N.
Also gilt f = lim, _, ., f, € Baire(&, R).

n,i

zu D : Esistleicht zu sehen, dafl die Borel-mefibaren Funktionen
abgeschlossen unter punktweisen Limiten sind.
Weiter ist jede stetige Funktion Borel-mefibar.
- Damit folgt induktiv, dafi Baire (%, R) € B(X, R) fiir alle o < o;.

Der Beweis zeigt de facto: Istf : X — R 23(%)-mefibar, soist f € Baire,, ;(%, R). Man
kann den Index verbessern und auch eine Umkehrung zeigen. Es gilt nimlich folgender
Satz von Hausdorff: Fiir alle o > L istein f : X — R genau dann %0 . 1(%)-mefibar, wenn
f € Baire, (¥, R) (die Aquivalenz erweitert den offensichtlichen Fall o = 0). Siehe etwa
[Kechris 1994] fiir einen Beweis.
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Borel-Mengen als stetige Bilder des Baireraumes

Im zweiten Kapitel hatten wir gezeigt, dafl jeder nichtleere polnische Raum
ein stetiges Bild des Baireraumes ist. Wir erweitern nun dieses Resultat auf die
Borel-Mengen eines polnischen Raumes.

Satz  (Borel-Mengen als stetige Bilder von N)
Sei X = (X, A) ein polnischer Raum, und sei B € B(¥X), B # J.
Dann existiert ein stetiges g : N' — X mit B = rng(g).

Beweis
Wir zeigen die Aussage fiir B € Z5,(%) U ITo(%) durch Induktion
nach 1 <a< ;.
Induktionsanfang o = 1:
Ist B offen oder abgeschlossen in X, so ist B ein nichtleerer polnischer
Raum. Dann ist aber B ein stetiges Bild von N'.
Induktionsschritt 2 < o < oy, B e 22(%):

Sei B = U, cn B, mit B, € 1T, (%), o, < 0, fiirallene N.
O.E.ist B, # & fiirallen e N.

Nach . V. existieren stetige g, : N' — X mit rng(g,) = B,, fiir alle n.
Wir setzen:

g(n) T f) = g,(f) fiirallene Nundfe N.
Dannist g : N' — X stetig und B = rng(g).

Induktionsschritt 2 < oo < o1, B € TI2(%):

SeiB =M, nyB, #ZmitB, e =) (%), o, < a, fiirallene N.
Nach L. V. existieren stetige g, : N' — X mit rng(g,) = B,, fiir alle n.

Wir lesen ein f € N als (f®™ | ne N) € " indem wir setzen:
fW(m) = f(n(n, m)) firallen,me N,

wobei 7t : N> — N die Cantorsche Paarungsfunktion ist.
Sei dann

A={feNIgd™) =g(?) firallene N}.

Wegen der Stetigkeit der Funktionen g, ist A abgeschlossen in N'.
Wir setzen fiir f € A:

h(f) = go(f?).

Dannisth : A — Xstetig und rng(h) = B (!).

Sei weiter h” : N' — N stetig mit rng(h”) = A (es gilt A # &).
- Dannistg =hoh’: N' — X stetig und rng(g) = B.
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Borel-Determiniertheit

Wir zeigen nun, dafl jede Borel-Menge eines Folgenraumes VA determiniert
ist (fiir beliebige Mengen A).

Der folgende Beweis folgt der Veroffentlichung [ Martin 1985 ], die ihrerseits eine ver-
einfachende Neuorganisation des ersten Beweises von Martin aus dem Jahr 1975 darstellt.

Uberdeckungen eines Regelbaumes

Wir entwickeln zuerst den technischen Hilfsbegriff einer Uberdeckung eines
Regelbaumes T. Die Idee ist, ein gegebenes Spiel durch ein zweites Spiel mit ei-
nem neuen Regelbaum T” zu analysieren, in welchem die Gewinnmenge sowohl
abgeschlossen als auch offen ist. Die topologische Einfachheit der Gewinnmenge
wird durch eine Erhohung der Komplexititdes Alphabetes A(T”) des zweiten Re-
gelbaumes T” erreicht. Der Beweis der Borel-Determiniertheit fiir alle Borel-
mengen P ¢ [T] verlduft dann durch eine Induktion der Linge o, entlang der
Borel-Hierarchie von [ T] ¢ VA(T), und zwar simultan fiir alle Regelbiume T.
De facto zeigen wir induktiv sogar eine Verstirkung der Determiniertheit.

Die folgende Argumentation ist das Ergebnis einer jahrelangen Suche nach einem Be-
weis der Determiniertheit aller Borel-Mengen, vgl. hierzu auch die historische Ubersicht
am Ende des Kapitels. Der Leser moge dies bedenken, wenn er etwas mehr Zeit als sonst
bendétigt, um sich mit den folgenden Begriffen und Konstruktionen anzufreunden. Insge-
samt hat der Beweis eine ebenso klare wie interessante Struktur. Die Hauptarbeit ist die
Begriffsbildung, und das Herzstiick des Beweises ist dann eine Verstirkung des Satzes von
der Determiniertheit abgeschlossener Spiele.

Wir beginnen mit einigen notationellen Vorbereitungen. Zunichst definieren

wir partielle Strategien:

Definition (Slz)
Seien A eine Menge, S € Seq,, n € N. Dann setzen wir:

Sin = {seS | Isl £n}.

Jedes SIn heifit auch eine partielle Strategie oder Teilstrategie in 'T.
Weiter brauchen wir eine Notation fiir alle Strategien in einem Regelbaum :

Definition (¥1(T), $1(T), 9(T))
Sei T ein Regelbaum. Dann setzen wir:

S(T) = {S | Sisteine Strategie fiir Spieler I in T },
Iu(T) = {S | Sisteine Strategie fiir Spieler Il in T },
() = $(T) v Fu(D).

Der Schliisselbegriff ist nun:
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Definition (k- Uberdeckung eines Regelbaumes)
Sei T ein Regelbaum, und sei k € N.
(1", p, o) heifit eine k-Uberdeckung von T, falls gilt:

(@) T"istein Regelbaum.
(b) p:T” — Tistmonotonund es gilt Ip(t)| = Itl firallete T".
Wir setzen weiter p(f) = U, oy p(fIn) fiiralle f € [T’].
(cl) o : F(T") — L(T).
(c2) Firalle Sy e F1(T") und S; € F(17) gilt:
o(S)) € $1(T)und o(S,) € Iy ().
(c3) Firallene NundalleS;,S; € $(T7) gilt:
IstS;In = S, In, soist 6(S;)In = o(S;) In.
Wir setzen weiter 6(SIn) = o(S)In firalleSe $(T") und ne N.
(d) FiralleSe $(T7) gilt:
Istf € [o(S)], so existiert ein f” € [S] mit p(f”) = f.
(e) T’12k = TI2k und p(t) = t furalle te T12k.

Die induzierte Abbildung p : [T’] — [T]ist nach (b) insbesondere stetig.
Ebenso ist (c3) eine Stetigkeitsbedingung fiir die Strategien iibersetzende Abbil-
dung 6. Wir kénnen o als eine Abbildung lesen, die in monotoner Weise auf Teil-
strategien operiert. Eigenschaft (d) erlaubt es, Gewinnstrategien des Hilfsspiels
in Gewinnstrategien des urspriinglichen Spiels zu iibersetzen (siche auch den
Satz unten; hierzu werden die Stetigkeitseigenschaften gar nicht gebraucht).
Schliefilich klirt die letzte Eigenschaft (e) die Rolle von k.

Eine einfache Folgerung ist:

Lemma )
Sei (T, p, o) eine k-Uberdeckung von T.
Dann gilt o(S12k) = S12k firalle S € $(T7).

Beweis
Sei S € $1(T”). Nach (d) und (e) gilt o(S) 1 2k < S|2k.
Da o(S) eine Strategie fiir I in T ist, folgt automatisch auch
S12k ¢ o(S)12k = o(S12k).

— Analoge Uberlegungen gelten fiir Strategien S € $1;(T).

In einem induktiven Beweis der Borel-Determiniertheit wird eine Borel-
menge als abzihlbare Vereinigung von einfacheren Borel-Mengen vorliegen, de-
ren Determiniertheit bereits gezeigt ist. Der Uberdeckungsansatz ruft dann ent-

sprechend auch noch abzihlbare kommutative Systeme von Uberdeckungen auf
den Plan:
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Definition (Uberdeckungssysten)
Ein SyStem <T1, pj,i’ Gj,i | 1,] € N, 1< ]> heifit ein
kommutatives Uberdeckungssystem der Stufe k € N, falls gilt:

@ (T, pj,i, 0j,;) isteine (k + i)—Uberdeckung von T; furalle i < j,

i) pii = idIT, fiiralle ie N,
(lll) Gi,i = ldlg)(Tl) ﬁir alle ie N,
(iv) Piyiy © Piyi, = Piy o fir alle iy < iy <1y,

(V) Gil,io ° 0 =0 fiir alle io < i] < iz.

iz, 11 iy, g

Zeichnen wir Abbildungspfeile wie iiblich von links nach rechts, so liuft ein
solches System also nach ,,minus unendlich®. Es existiert dann ein natiirlicher Li-
mesbegriff:

Definition (inverse Limiten von Uberdeckungssystemen) )
Sei (T3, pji, 0j,i | i,j€ N, i < j)ein kommutatives Uberdeckungssystem
der Stufe k, und seien T, p, i, O, ; fiiralleie N derart, daf§ gilt:

(i) (Ty, Pw,i» O, isteine (k + i)-Uberdeckung von T; fiir allei € N,
(i) Pji° Pwj = Poi firallei<j,
(lll) Gj,i ° G(JJ,j = Gu),i fiir alle 1 < ]

Dann heifit (T, py,i, 60,; | 1€ N) der inverse Limes des Systems,
in Zeichen

(Tos Po,is Ow,i 1€ N) = invlim;; . (T3, pj 5, 055 1 1,jE N, i <j).

Bei einem Uberdeckungssystem stabilisieren sich die Anfangsstiicke der betei-
ligten Biume und Abbildungen, und wir erhalten:

Satz  (Existenz und Eindeutigkeit des inversen Limes)
Sei (T3, pji, Oji | %, j.e N, i S j) ein kpmmutatives Uberdeckungssystem
der Stufe k. Dann existiert der inverse Limes des Systems.

Beweis
Wir setzen:

Tm UieNTi|2(k+i),
Poi = Ujsipil(Ti12(k+j) fiiralleie N,
06,18 = Ujsi 0;:i(S12(k +j)) firalleie Nund S € $(T;).

Dannist (T, py.i, Og,; | 1€ N) der inverse Limes des Systems,
— wie man leicht iiberpriift.
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Losungen eines Spiels

Die gesuchten k-Uberdeckungen eines Regelbaumes T fiir ein gegebenes
Spiel G(P, T) beschreibt der folgende Begriff:

Definition (Lasung eines Spiels) )
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei (T, p, o) eine k-Uberdeckung von T.
(1", p, o) heifit eine k-Losung des Spiels G(P, T), falls gilt:

p~'”P ist offen und zugleich abgeschlossen in [T”].

Im Englischen ist hier der Begriff unravelling gebriuchlich, mit unravel = ,entwirren,
entritseln, entflechten®.

Wir werden induktiv die Existenz von Losungen fiir alle Borelspiele G(P, T)
zeigen. Dies gentigt, denn die Existenz einer Losung von G(P, T) impliziert die
Determiniertheit des Spiels G(P, T). Genauer gilt:

Satz  (Existenz von Lisungen und Determiniertheit)
Sei (T”, p, o) eine k-Losung eines Spiels G(P, T).
Dann ist G(P, T)) determiniert. Genauer gilt:
Sei P’ = p~!'”P, und seien S; und Sy; die iibergeordneten Optionsstrategien
fir I und IT in G(P’, 'T”). Dann ist Sy eine Gewinnstrategie fiir I oder Syj eine
Gewinnstrategie fir II in G(P’, 'T”). Im ersten Fall ist 6(S) eine Gewinn-
strategie fiir I in G(P, T) fiir jede Strategie S C S;. Analoges gilt fiir den
zweiten Fall.

Beweis
Unter Verwendung der Ergebnisse tiber offene und zugleich abgeschlossene
Spiele aus Kapitel 5 folgt die Behauptung unmittelbar aus den Eigenschaften
— (c2) und (d) einer k-Uberdeckung.

Unmittelbar aus der Definition folgt weiter auch:

Satz
Sei (17, p, o) eine k-Losung eines Spiels G(P, T).
Dannist (1", p, o) auch eine k-Losung des Spiels G([T'] - P, T).

Damit ist der Komplement-Schritt in einem Beweis der Losbarkeit von Spie-
len entlang der Borel-Hierarchie trivial.

Wir beweisen nun eine Verstirkung des Satzes von der offenen und abge-
schlossenen Determiniertheit, indem wir die k-Losbarkeit abgeschlossener
Spiele zeigen fiir alle k € N.

Der Parameter k liuft hier problemlos mit, und der Leser kann ihn beim ersten Lesen
gleich 0 setzen. Fiir den Limesschritt des induktiven Beweises ist es dann aber wichtig, daf§
die Hilfsspiele ein beliebig grofies Anfangsstiick des originalen Regelbaumes iibernehmen
kénnen.
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Satz  (Existenz von Losungen fiir abgeschlossene Spiele)
Sei G(P, T) ein Spiel, und sei P abgeschlossen. Weiter sei k € N.
Dann existiert eine k-Losung ('T”, p, o) von G(P, T).

Beweis
Im Regelbaum T” spielen I und II abwechselnd wie folgt:

I ) a4 ay, Sy k42
II 4 ks 1> 2 k43 )

wobei

(i) (ag, ..., 2,y € T fiir alle n € N (d. h. bis auf die beiden zusitzlich
gespielten Objekte S und S, verlduft das Spiel in T').

(ii) Sy ist eine Optionsstrategie fir I'in T, ..

@iii) S, < S, ist eine Optionsstrategie fiir ILin T, , ymit[S;] € P,

ey A2k
oder
S, = T, fireinse S; mit [T{] n P = &.

(iv) {ag, ...,a,0€ S, furallene N.

Die vierte Bedingung beinhaltet die erste, der besseren Lesbarkeit halber starten wir
aber mit (i). Die Intention ist: Ab der Stelle 2k + 1 verliduftjede Partie in S,. Es gilt zu-
dem S, c S;. Zwei T’-Spieler spielen also wie in T, reduzieren aber zweimal den Re-
gelbaum T': Spieler I zwingt das Spiel in S, Spieler IT zwingt das Spiel in S,, wobei er
die Vorgabe S seines Kontrahenten beachten mufi. Fiir Partien in T’ werden diese
Reduzierungen zu Zugmoglichkeiten, und folglich greifen Strategien fiir Spiele in T”
auf alle Optionsstrategien S; und S, in T wie in (if) und (iii) zuriick. Das Alphabet
A(T") hat die Komplexitit von P(A(T)), vgl. auch die Bemerkung zum Beweis unten.

Wir sagen auch, daf} Spieler II die erste oder zweite Option an der Stelle ayy , |
wihlt, je nachdem, welche der beiden Aussagen in (iii) fiir die gespielte Partie

<3.0, Apy eeey (aZka Sl)’ (32k+17 SZ), A2k + 25 >€ [T/] gllt

Ist[S;] € P soistjedes S, < Sy fiir II als erste Option geeignet. Aufgrund
der Abgeschlossenheit von P M [S; ] kann Spieler II die zweite Option
wihlen, falls non([S;] < P). Damitist T" tatsichlich ein Regelbaum.

Die Abbildung p : [T’] — [T] wird einfach definiert durch Streichen der
zusitzlichen Objekte S; und S,, d. h. wir setzen:

p(<aO’ g, ... (alk’ SI)) (32k+1a SZ): A2k + 25 >) = <aOa g, ..., Ap, >

Dann ist P’ = p~'” P offen und abgeschlossen in [T”], denn fiir alle
f7 e [T'] gilt:

t’e P’ gdw ,Spieler Il spieltin £’ die erste Option an der Stelle ay, | “.

Also steht nach endlicher Zeit fest, ob £’ in P’ liegt oder nicht, und damit
ist P’ offen und abgeschlossen in [ T"].
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Es bleibt also noch die Abbildung 6 zu definieren. Wir beschreiben o
informal. Die geforderten Eigenschaften einer k-Uberdeckung werden
durch die Konstruktion sichergestellt.

Konstruktion von 6(S) fiir eine gegebene Strategie S € F(T7) :

o(S) verlduft bis 2k - 1 genau wie S, d.h. wir setzen
o(S)12k = SI2k.

Fur t = {ag, ..., a5,_1) € SI12k = &(S)12k sei

(a2, S1) = S(V)

der Zugvorschlag von S an der Position t. Wir setzen dann:
o(S)(®) = ay,

d.h. o(S) folgt dem Vorschlag von S (das T’-Hilfsobjekt S; ignorierend).
Der weitere Verlauf von o(S) in T wird wie folgt gegeben:

1. Fall: 11 gewinnt das offene Spiel G([S;] - P, [S;]).

Sei dann S, die iibergeordnete Optionsstrategie fiir II, d. h. die
Menge der fiir II nicht verlorenen Positionen in diesem Spiel.

Sei nun ay, | der Zug von I an der T-Position (ay, ..., az) € o(S).
Wir unterscheiden zur weiteren Definition der Zugvorschlige von
o(S), ob (ay, ..., ay, 1) € S; gilt oder nicht.

Ist {ag, ..., a5, 1) € Sy, so folgt o(S) den Zugvorschligen der
Strategie S ab der T"-Position (a, ..., a31._1, (@21, S1), @211, S2)) € S,
beachtet aber den folgenden moglicherweise eintretenden Fall:

(+) Wird eine Position t* ¢ S, erreicht, so spielt 6(S) nach einer
fest gewihlten Gewinnstrategie fiir I ab t* in G([S;] - P, [S]),
bis eine Position s* erreicht ist mit [Tx] N P = &.

Eine solche Position s* wird wegen der Abgeschlossenheit von P
tatsichlich erreicht.
Ab dieser Stelle folgt o(S) den Zugvorschligen von S oberhalb
der T’-Position s’ mit den Eigenschaften:

@) p(s) =

(H) <aOa ceey A2k 1 (aZka Sl)’ (a2k+ 1 Ts*)> < s
Ist dagegen (ag, ..., a3,1) € S;, so verfihrt o(S) sofort gemifi den
Anweisungen in (+). (Die Position (ay, ..., ay, 1) ist verloren fiir

Spieler ITin G([S;] - P, [S;]) nach Definition von S,.)

2. Fall: 11 verliert das offene Spiel G([S;] - P, [S;]).

o(S) folgt dann ebenfalls sofort den Anweisungen wie in (+).
(Aufgrund der Determiniertheit dieses Spiels besitzt I eine
Gewinnstrategie in G([S;] - P, [S{]).)
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Konstruktion von o(S) fiir eine gegebene Strategie S€ S (T”) :

Wir setzen wieder
o(S)12k = SI12k.

Sei nun {aq, ..., a5,y € T mit(ay, ..., ay,_;) € S, d.h. I hat
zuletzt a,, gespielt in einer bislang gemifi S gespielten Partie.

Zur Beschreibung der Strategie o(S) ab (ay, ..., ay) filhren wir ein
zusitzliches Spiel ein. Wir setzen hierzu:
R = {fe[T] | Esexistiertkein s < f mit:
Es gibt ein S; mit t = (ay, ..., ay._1, @21, S1)) € T7, sodafl
S(t) ein Zug der Form (a, T;) gemif der zweiten Option ist. }
R ist offenbar abgeschlossen.
Wir betrachten das Spiel G(R, T). II gewinnt eine Partie f dieses Spiels
genau dann, wenn ein (ay, ..., a3,y < s* < f und S*, a* existieren mit:
@ [Te] nP =g,
(ll) <30’ ceey A2k 15 (321(’ S*)a (a*, TS*)> € S.
T'i in (ii) ist dann nach der zweiten Option gespielt.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Verlauf von o(S) in T
weiter angeben.
1. Fall: 1 gewinnt das abgeschlossene Spiel G(R, T, . .,.))-
Sei dann S die ibergeordnete Optionsstrategie fiir I, d. h. die
Menge der fiir I nicht verlorenen Positionen in diesem Spiel.

o(S) folgt nun den Zugvorschligen von S ab der T"-Position
(ag, ---, a3x_1, (a3, S1)), beachtet aber den folgenden Fall:

(+) Wird eine Position t* ¢ S erreicht, so spielt 6(S) nach einer
fest gewihlten Gewinnstrategie fiir IT ab t* in G(R, T) bis
eine Position s* erreicht ist, fiir die S* und a* wie in (ii) existieren.

Ab dieser Stelle folgt o(S) den Zugvorschligen von S oberhalb
der T"-Position s’ mit den Eigenschaften:

@) p(s) = s%,
(H) <3-07 ceey A2k 15 (aZk: S*)’ (3*7 Ts*)) < s
2. Fall: Tverliert das abgeschlossene Spiel G(R, T, .-

o(S) folgt dann sofort den Anweisungen wie in (+).
(Aufgrund der Determiniertheit dieses Spiels besitzt II eine
Gewinnstrategie in G(R, Ty, . 4.9)-

Damit ist die Konstruktion der k-Losung (17, p, o) von G(P, T)
— abgeschlossen.
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Determiniertheit von Borel-Spielen

Damit haben wir alle Bausteine fiir einen relativ einfachen induktiven Beweis
der Existenz von Losungen fiir Borelspiele zusammen:

Satz  (Losungen fiir Borelspiele und Borel-Determiniertheit)
Sei G(P, T) ein Spiel, und P sei eine Borel-Menge des Raumes [ T] < VA(T).
Dann existiert eine k-Losung von G(P, T) fiir alle k € N.
Insbesondere ist G(P, T') determiniert.

Beweis
Wir zeigen durch Induktion iiberalle I < o < o, :

(+) Fiir alle Regelbiume T und alle P e TI([T]) U Z([T]) gilt:
Fir alle k € N existiert eine k-Losung (17, p, o) von G(P, T).
Induktionsanfang o. = 1, P e I T):
Der obige Satz iiber abgeschlossene P liefert die Behauptung.
Induktionsschritt o = 1, Pe ([ T]):
Eine k-Losung fiir G(['T] - P, T) ist auch eine k-Losung fiir P und
existiert fiir alle k € Nwegen [T] - Pe I1%([T]) nach L.V
Induktionsschritt 1 < o < o,, Pe 22([T]):
Sei ke N fest. Seien o; < o und P; € Hgi([T]) fiiri € N mit
P = U;.yP;.
Wir definieren rekursiv (T, p;, 0;) und P, c [T;] firi € N durch:
(Tii1, Pis1, Oir1) = peine (k +i)-Losung von G(P;’, T))%, wobei
Ty =T, Py = Py und P/ = p;'” ... p;7 1P, fiirallei > 1.
Alle pj,; : [T}, 1] — [Tj] sind stetig. Also ist P} € Zgi([Ti]) furie N.

Wir fithren den Beweis simultan fiir alle T, haben also fiir alle P;" < [T} ]
die k’-Losbarkeit von G(Py, [T;]) fiir alle k¥ € N als 1. V. zur Verfiigung.

Sei(T;, pj,i, 04, 1 i,j€ N, i <j)dasvon dieser Konstruktion erzeugte
kommutative Uberdeckungssystem der Stufe k, d.h. firj > 1,1 € N sei

Pii = ldITI, Gii = ldly(Tl), pivi = p] ° ... %P, Givi = Gj ° ... °0j.

Seiweiter (T, Py, i, Ow,i | 1€ N ) der inverse Limes des Systems.
Dann ist (T, Py, 0, O, 0) eine k-Lésung von G(P;, T) fiir allei e N.
Weiter ist P, = pg 0" P = Uicn Po.0 7 P; offenin [T,].

Sei also (T*, p*, 0*) eine k-Losung von G(P,,, T,) nach L. V.

Dann ist (T*, py, o © p¥, Oy o ° 6*) eine k-Losung von G(P, T).

Induktionsschritt 1 < o < oy, Pe TI%([T]):
-  WieimFalla=1,Pe 2{([T).
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Insgesamt greift der Beweis der Borel-Determiniertheit in uniiblicher Weise
auf die Stirke der Axiomatik ZFC zuriick. Die Potenzmengenbildung, die im In-
duktionsschritt die Existenz der Losungen garantiert, wird w-oft iteriert. Es
wird die Existenz der Folge (P*(N) | o < o) verwendet, wobei

P(N) = N,
P IN) = P(P*N)) fiir o0 < 0,
PMN) = Uy, P*(N)  fiir Limiten A < o;.

Fiir die Existenz dieser Folge mufi neben dem Potenzmengenaxiom weiter das
Ersetzungsschema der ZFC-Axiomatik bemiitht werden, das aufferhalb der Men-
genlehre nur selten verwendet wird (und in der ersten mengentheoretischen Axi-
omatik von Zermelo 1908 auch fehlte).

Harvey Friedman zeigte bereits 1971, dafi die Verwendung derart komplexer
Hilfsmengen fiir einen Beweis der Boreldeterminiertheit unvermeidlich ist.
Martins Beweis ist in diesem Sinne bestmdglich. Damit wird auch im Bereich
von ZFC die Erfahrung gestiitzt, dafi nur mit Hilfe komplizierter, von den reel-
len Zahlen ,weit entfernten Mengen bewiesen werden kann, daf§ bestimmte
Punktklassen reeller Zahlen determiniert sind. Die Menge P(N) braucht zu ihrer
Untersuchung einen gewaltigen mengentheoretischen Uberbau, wenn man auf
die Determiniertheit moglichst vieler Mengen reeller Zahlen abzielt oder diese
als wiinschenswert (oder sogar wahr) erachtet.

Stetige Reduzierbarkeit

Als Anwendung der Borel-Determiniertheit diskutieren wir noch eine natiirli-
che Ordnung der Borel-Mengen, die de facto eine Verfeinerung der Borel-Hier-
archie ist. Sie wurde in den 1970er Jahren von Wadge eingefiihrt (gesprochen
weidsch).

Definition (stetig reduzierbare Borel-Mengen, A r B)
Seien A, B € B(N). A heifitstetig reduzierbar auf B, in Zeichen A r B, falls gilt:

Es existiert ein stetiges f : N' — N mit A = f'”B,

Es giltalso A 7 B genau dann, wenn B das Bild von A unter einer stetigen Ab-
bildung f ist mit f"(N - A) n B = &.

Die Definition kann allgemeiner fiir alle A € X und B Y gegeben werden, wobei (X, U)
und (Y, V') zwei topologische Riume sind. Wir beschrinken uns hier auf die Borel-Mengen
des Baireraumes. De facto tibertriigt sich (ausnahmsweise einmal) die folgende Untersu-
chung der Relation 7 nicht uneingeschrinkt auf die Borel-Mengen von R.

Gilt A 7 B, so ist A intuitiv einfacher als B. Diese Vorstellung wollen wir nun
begriinden. Die erste Beobachtung ist: Oben hatten wir gezeigt, daf} jede nicht-
leere Borel-Menge A C N ein stetiges Bild des ganzen Raumes N ist. Damit gilt:



6. Borelmengen und projektive Mengen 465

(+) Fiiralle Be B(N)ist N » B oder & » B.

Die bzgl. » einfachsten Mengen sind also & und N, und diese Mengen sind bzgl.
7 nicht vergleichbar.

Die Relation 7 ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch. Fiir jeden
Homdomorphismus f : N — N und alle Borelmengen A gilt zum Beispiel A » B
und B 7 A fiir B = f”A. Eine partielle Ordnung erhalten wir durch Aquivalenz-
klassenbildung:

Definition (Wadge-Klassen und Wadge-Ordnung)
Fiir Borel-Mengen A, B C N setzen wir:

A~ B, falls ArB und B rA.

Jedes A/~ heifit eine (Borelsche) Wadge-Klasse (engl. Wadge-Degree).
Weiter setzen wir fiir Wadge-Klassen A/~ und B/~

A/~ <, B/~, falls ArB.

Dann ist <, eine partielle Ordnung auf den Wadge-Klassen. Mit Hilfe eines
unendlichen Spieles konnen wir zeigen, daf die Relation 7 und damit auch <,
eine relativ einfache Struktur hat: Sie ist leiterartig und damit fast linear.

Seien A,B ¢ N. Im Wadge-Spiel G¥(A, B) spielen die Spieler I und II abwech-
selnd :

I £(0) (1) f(2)

1 2(0) a()
wobei f(n), g(n) € N firr allen € N.
Spieler I gewinnt eine Partie { % g = (f(0), g(0), f(1), g(1), ...), falls gilt:
#) feAundge B oder £ Aund ge B.
Andernfalls gewinnt II, d.h. II gewinnt genau dann, wenn gilt: f € A gdw ge B.
Sind A, B Borel-Mengen, so ist G¥(A, B) ein Spiel G(P) mit einer Borelschen

Gewinnmenge P (!). Fiir Borel-Mengen ist also das Wadge-Spiel determiniert.
Hiermit kénnen wir nun leicht zeigen:

Satz  (Satz von Wadge)
Seien A,B ¢ N Borel-Mengen. Dann gilt mit A = N - A:

A7 B oder B r AS.

Beweis
1. Fall: 1 hat eine Gewinnstrategie S in G"(A, B).

Fiir alle g € N sei h(g) = ,,das eindeutige f € N mitf 4 g € S,
d.h. h(g) istdie Folge der Zugvorschlige von S, wenn II die Folge g spielt.
Dannisth: N — N stetig. Wegen S Gewinnstrategie fiir I gilt:

(+) h"B c A° und h"(N - B) C A,
d.h. B =h"'”A° Also gilt B » A°.
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2. Fall: 1I hat eine Gewinnstrategie S in G¥(A, B).

Fiir alle f € N'sei h(f) = ,,das eindeutige g € N mitf < g e S“
Dannisth : N' — N stetig und wegen S Gewinnstrategie fiir II gilt:

(++) h"A < B und h"A® ¢ N - B,
- d.h. A =h~'”B. Also gilt A » B.

Der Satz suggeriert eine feinere Variante der Reduzierbarkeitsrelation 7 : Fir
Borel-Mengen A, B c N setzen wir:

A ¢ B, falls 11 gewinnt G*(A, B).

Der Buchstabe ¢ steht hier fiir ,,Lipschitz“, was von den besonders guten Stetigkeitsei-
genschaften der im Beweis konstruierten Funktion h herriihrt.

Der Beweis zeigt, dafl fiir alle Borel-Mengen A,B c N gilt: A € B folgt A » B.
Die Umkehrung isti.a. nicht richtig. Die Relation 7 entsprichtin der Tat einem
Wadge-Spiel mit Pausieren:

Ubung
Das Spiel G™P(A, B) ist wie G"(A, B) definiert, jedoch darf Spieler 11
immer auch freiwillig pausieren, wenn er an der Reihe ist.
II gewinnt, wenn er unendlich oft gespielt hat und fiir die beiden
von I und II gespielten Folgen f bzw. g wie oben gilt: f € A gdw g e B.
Dann gilt fiir alle A, B € B(N): II gewinnt G*P(A, B) gdw A r B.

Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Relation 7. Die Untersuchung
von ¢ liefert de facto eine noch feinere Strukturierung der Borel-Mengen (siche
[Wesep 1978]).

Der Satz von Wadge motiviert folgende linearisierende Vergroberung der
Wadge-Klassen und ihrer Ordnung:

Definition (die linearisierte Wadge-Ordnung)
Fiir Borel-Mengen A,A” C N setzen wir:

A=A, falls A~A" oder A~ N -A.

Fiir A/= und B/= setzen wir weiter:
A/= <Y B/=, falls A7 B oder Ar N - B.

Wir identifizieren hier also die Wadge-Klasse von A und die Wadge-Klasse
des Komplements von A. Fiir alle A gilt A/= = A/~ U (N - A)/~.

Nach dem Satz ist <" eine lineare Ordnung auf den Aquivalenzklassen A/=
(denn offenbar gilt: A » B gdw N - A » N - B).

Die Klassen A/~ und (N - A)/~ fallen, wie sich zeigt, bereits in vielen Fillen
zusammen, und in diesem Fall gilt A/= = A/~. Wir definieren:
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Definition (se/bstduale Wadge-Klassen)
Ein A/~ heift selbstdual, falls A/~ = (N = A)/~.
Ebenso nennen wir A/= (urspriinglich) selbstdual, falls A/~ selbstdual ist.

Wir stellen ohne Beweis einige Eigenschaften dieser Ordnung zusammen.

Satz  (Satz von Wadge und Martin)
<" ist eine Wohlordnung auf B(N)/=.

Satz  (Satz von Steel und van Wesep)
Die Wohlordnung (B(N')/=, <") hat folgende Struktur:

(1) Selbstduale und nicht selbstduale Klassen wechseln sich in der
Wohlordnung ab. (Die Wohlordnung beginnt mit der
nicht selbstdualen Klasse { &, N }.)

(ii) Ist A/= ein Limeselement der Wohlordnung und das Supremum
von abzihlbar vielen kleineren Elementen, so ist A/= selbstdual.
Andernfalls ist A/= nicht selbstdual.

Gii) 1BN)/=] = o
(iv) Die Wohlordnung ist linger als ; und hat Limeslinge.

Fiir Beweise siche [ Martin 1981] und [ Wesep 1978].

Damit konnen wir die partielle Ordnung <,, der Wadge-Klassen A/~ wie
folgt visualisieren:

o 1 2 3 4 5 o o+l o o+l

Struktur der Ordnung <y, der Borelschen Wadge-Klassen A/~

Fiir alle o< o; sind die Borelklassen 2{, (N') und IT5,(N') abgeschlossen unter ste-
tigen Urbildern, schopfen also jeweils ein Anfangsstiick der Wadge-Ordnung aus
(fiir alle o< w; gibt es ein A mit TY,(N) U TIL(N) = U {B/= | B/= <" A/=)).

Die Wadge-Ordnung erweist sich als wesentlich feiner als die Borel-Hierar-
chie. Bezeichnen wir das o-te Element von (B(N)/=, <™) mit oy, so giltz.B.:

Ow = {95, N},

lw = {Ae BWN) - 0w | Aistoffen und zugleich abgeschlossen },
2w = (G-FHu F-06) (= ZIN) - TIYY) U TITN) - ZYN)),
@Dw = (Gs-Fg) U (Fs - Gg) (= Z3(N) -TI3N) U THN) - Z3(N)).

Bis auf die letzte Gleichung sind hier alle Aussagen recht einfach zu beweisen.

In der noch feineren durch die Relation ¢ induzierten Wohlordnung liegt z. B. der Be-
reich Oy U lyy der offenen und zugleich abgeschlossenen Mengen in Form einer Hierar-
chie der Linge w; vor.
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Die Suslin-Operation und analytische Mengen

Die Borel-Mengen eines metrisierbaren Raumes konnten wir durch einen Ab-
schlufy der offenen und abgeschlossenen Mengen unter abzihlbaren Schnitten
und Vereinigungen sowie Komplementbildung darstellen. Wir gehen nun der
Frage nach:

Kann man noch mebr Mengen mit einfachen Operationen erzeugen ?

Die Antwort ist ja, und es gibt mehrere natiirliche Konstruktionen eines noch
umfassenderen Mengenbegriffs. Wir filhren hierzu als erstes Beispiel eine allge-
meine neue mengentheoretische Operation ein. Sie verwendet eine Kombina-
tion von Schnitten und Vereinigungen und nimmt zur Plazierung der Mengen
den Baireraum zu Hilfe.

Definition (die Suslin-Operation)
Seien Py Mengen fiir s € Seq. Dann setzen wir:

Su(<Ps l'se Seq)) = UfeN rwnENPfln'

Die Operation Su heifit die Suslin-Operation.
Ist X eine Menge und of ¢ P(X), so setzen wir:

Ag, = {Su(F) | F:Seq — A }.

Wir bestiicken hier also den Baum Seq mit beliebigen Mengen, schneiden
iiber alle Pfade und sammeln alle diese Schnitte auf. Wenn wir wollen, konnen
wir immer annehmen, daf§ die Mengen P entlang aller Pfade f € N bzgl. der In-
klusion absteigen, denn es gilt

UFGN rjneNPFIn = UfeN rjneNP,fln

fiir die Mengen P’y = M, _ 5 Py, s € Seq.

Zunichst wiirde man vielleicht vermuten, daf§ die Borel-Mengen eines Rau-
mes & abgeschlossen unter der Suslin-Operation sind. Wir werden aber zeigen,
daf} dies i.a. nicht der Fall ist: Ist % ein tiberabzihlbarer Raum, so ist bereits
I1%(%)s, eine echte Erweiterung von B(X)! Fir beliebige Riume gilt zudem
BX) c I1Y(X)s,. Dies ist umso iiberraschender, weil die Elemente von I19(%)s,
gewisse recht anschauliche Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen sind,
deren Komplexitit man zunichst vielleicht in der Gréfienordnung von X 9(%X)
vermuten wiirde.

Mit der Suslin-Operation lassen sich also eine erstaunliche Vielzahl von Men-
gen in einem einzigen Schritt erzeugen. Hat man sein Erstaunen tiber diese von ei-
ner vergleichsweise simplen Operation ausgeldste Mengenflut wieder etwas beru-
higt, so dringt sich die Idee der Iteration der Suslin-Operation von selbst auf.
Wieder etwas tiberraschend gilt in dieser Hinsicht das andere Extrem: Die Itera-
tion liefert nichts Neues. Dieses limitierende Resultat wollen wir zuerst zeigen,
bevor wir die von der Suslin-Operation erzeugten Mengen genauer untersuchen.
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Satz  (Iteration der Suslin-Operation)
Sei X eine Menge, und sei ¢ ¢ P(X). Dann gilt:

(‘ﬁSu)Su = ‘%Su'
Beweis
Sei B = Ag,. Wir zeigen, dafl Bg, = B gilt.
Zunichst gilt B < B, denn fiir alle P ist Su{(P | s € Seq)) = P.
Seien also R, € % fiir alle s € Seq. Wir miissen zeigen, daf§
R = Su(<Rs l'se Seq» = UgEN rjnGN]Rgln

ein Element von % ist.
Fiir alle s, t € Seq seien P} € o derart, daff

s
Rs = UfEN rWmeN Pf\m‘

Sei weiter 7t : N? — N die Cantorsche Paarungsfunktion.
Fiir n € N definieren wir ny und n; durch

(n07n1) = Tc_l(n)’

d.h. wir lesen ein n € N als Paar (ny, n;) € N’. Die Kodierung und
Dekodierung wird durch 7 gegeben.
Damit rechnen wir nun:

gln
R = UgeNmneN UfeN rWmEN Pﬂm = Distributivgesetz

gin
UgeN UhENN rjneN r-)rneN P =

h(n)Im

(g(0)o, ---, gln - 1)g)
Uges Maen Muner P<g(n<n,0»1, o gE,m - 1))

(g(0)g, ---, glng - Do)
Ugew Macn P<g<n<no,0>>1, woes g(m(ng,ny - D))

UgeN rjne N Qg,n

(g(0)g, ..., gng - o)

mit Qgn = P, 001, .o gtaonns - )"

Dann gilt:
(+) Qgn = Qu,, fiiralle g,h € N mit gin = hin.
Wir kénnen also fiir s € Seq definieren:

Qs = Qso00..., 151-
Nach (+) und obiger Rechnung ist dann

- R = UgEN rWnEN len = Su((Qs l S€ Seq>)

Eine weitaus einfacher zu zeigende Abgeschlossenheitsaussage ist:
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Ubung
Sei X eine Menge, und sei ¢ € P(X). Dann gilt A5 € sdg, und A5 € Asg,.

Dagegen ist 9. i.a. keine Teilmenge von slg,,, wie wir unten zeigen werden.
Die Abgeschlossenheit unter den Operationen 6 und § geniigt aber fiir einen in-
duktiven Beweis, daf} die Suslin-Operation alle Borel-Mengen erzeugt:

Korollar  (Abgeschlossenbeitseigenschaften der Suslin-Operation)
Sei % ein metrisierbarer Raum, und sei s = IT)(%¥)s,. Dann gilt:

() ds c oA, sdo C A,
1) BE) < A.
Beweis
zu (): Esgilt b5, g C g, = (M} (X)s)su = (&), = .
zu (i) : Wir zeigen durch Induktion nach 1 o<, :
() Zo(®) L Mo®) c 5.
Induktionsanfang o = 1:

Es gile [17(%) c T1Y(%)g, = .
Nach (i) ist weiter Z0(@%) c £9(%) = I)(%), .

Induktionsschritt 2 < o < 0, :

Nach LV.ist U, TR (%) U ZR(X) < .
Mit (i) gilt dann aber auch

2o®) = (Up o TIE&)6 € o, und
M%) = (Upo Z3(X))s < .
- Nach@istdann B&) = U < o, T0(X) € .

N

N

Wir konzentrieren uns von nun an auf polnische Riume.

Definition (analytische und koanalytische Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A c X.
(i) A heift analytisch (im Rauwm %), falls A € T17(%)s,.
(i) A heifit koanalytisch (im Raum %), falls X — A analytisch ist.

Nach dem Satz und seinem Korollar ist B(¥)g, = I10(%)s,, d.h. wir kénnten
zur Definition der analytischen Mengen auch mit Borel-Mengen bestiickte
Biume zulassen. Weiter ist auch 29(%)g, = I1J(%)g,, denn TI)(%) < Z9(%¥)s <
21 (®)sus also (@), € EHE)sa)su = Z1(®)su € B)s, = T (X)s,.

Koanalytische Mengen A haben die Form
A = Ny Uyen Prrn, mit P offen in & fiir alle s € Seq.

Statt offener Mengen kénnen wir wieder Borel-Mengen P von & verwenden.
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Charakterisierungen und Eigenschaften analytischer Mengen

Das Interesse an den analytischen Mengen wird weiter gesteigert durch den
folgenden Satz, der eine Reihe iiberraschender Aquivalenzen aufstellt. Vorab
fithren wir eine Notation fiir Projektionen ein.

Definition (die Projektion p[A] und die Operation 3)
Seien X, Y Mengen. Wir definieren die Projektionsabbildungen
pri : XxY — Xundpr; : XxY — Y durch
pri(x,y) = x und pry(x,y) =y firalle (x,y) € XxY.
Fir A ¢ X x Y setzen wir weiter:
plA] = pr;”A = {xe X | esgibteinymit(x,y) € A}.
Ist 4 ¢ PX xY), sosei
Az = {p[A] | Ae A}.

Fiir alle polnischen Rdume & = (X, W) und Y =Y, V)istpr; : X x Y — X
stetig zwischen dem Produktraum und . Diese Tatsache werden wir im folgen-
den mehrfach verwenden.

Satz  (Charakterisierungen von analytischen Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A € X, A # &.
Dann sind dquivalent:
(1) Aistanalytisch.
(i) Es gibtein stetiges g : N — X mit A = rng(g).
(iii) Es gibt einen polnischen Raum ¥ = (Y, V'), ein stetigesh : Y — X
und ein B € B(Y) mit A = h”B.
(iv) Es gibt einen polnischen Raum ¥ = (Y, V") und ein B € B(X x V)
mit A = p[B].

(v) Es gibt ein abgeschlossenes P ¢ X x N mit A = p[P].

Beweis

@™ @:

Seien P, s € Seq, abgeschlossen in X mit:
(@) A = Ugey Myen Py und
(b) P, c P, fiiralles,te Seqmitt> s.
Wir setzen:
B={(xfle XxN I xe M cnPs,l
Dann gilt A = p[B] nach Definition der Suslin-Operation.
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Wir zeigen noch, dafi B abgeschlossen in & x N ist. Sei hierzu

((%q, f) | n e N)eine Folge in B, die gegen (x, f) € X x N konvergiert.
O.E.ist fIn = f, In fiir alle n € N (nach Ausdiinnung der Folge).

Nach Definition von B gilt x,, € P¢ |, = Py, fiirallen € N, also gilt

Xy, € Py, fiirallen € Nund alle m > n nach der Inklusionseigenschaft (b).

Wegen P, abgeschlossen und x = lim,, _, .. x,, ist dann aber x € Py, fiir
allene N, d.h. (x,f) € B.

@ ™ ():
Die Aussage ist klar.
() ™ (iii) :
Die Projektion pr; ist stetig.
(i) ™ (i1):
Nach dem Satz oben existiert ein stetiges f : N — Y mit rng(g) = B.
Sei g =heof Dannistg : N — X stetig mit rng(g) = A.
(@) ™~ @):

Sei g: N — X stetigmit A = rng(g). Fiir s € Seq setzen wir:
P, = cl(g”Njy).

Danngilt A = {g(f) | fe N} = Ugcy Nipen P,y
denn fiir alle f € N ist

— {g(f)} c rwne!\lg”lvfln c rLleN(:l(g,/lvfln) = g stetig {g(f) }

Die Charakterisierung durch stetige Funktionen motiviert die Wortwahl
sanalytisch®.
Nach (v) gilt (mit & = p[D]) fiir jeden polnischen Raum & = (X, AU):

# {AcX | Aistanalytisch } = TI{(¥ x N) 3.

Hier sind die mangelnden Kompaktheitseigenschaften des Baireraumes wesent-
lich. Ist Y = (Y, V) ein kompakter polnischer Raum, so gilt lediglich TT{(% x %) 4
= I19(%), wie leicht zu sehen ist. Ist Y o-kompakt, d. h. eine abzihlbare Vereini-
gung kompakter Mengen, so gilt TT{(% x ¥)5 < 2(%).

Ist ¥ o-kompakt, aber nicht kompakt, so gilt hier Gleichheit. Dennsei A = U oy A,
mit A, abgeschlossenin X fiirallen € N. Sei U = {y,, | ne N} eine unendliche Teilmenge
von Y ohne Haufungspunkt mit y, # y,,, fiir n # m. Dannist A = p[P] fiir die in & x % ab-
geschlossene Menge P= U .y A, X {y, }-

Speziell fir & = Y = R liefert also die Projektion der abgeschlossenen Mengen
im R? nur die Fg-Mengen in R. Andererseits enthilt jeder iiberabzihlbare polni-
sche Raum eine Gg-Teilmenge, die homéomorph zu N ist, und damit gilt:

Satz
Seien & = (X, W), Y =Y, V') polnische Riume, und sei Y tiberabzihlbar.
Dann gilt { A € X | Alistanalytisch } = TI3(%¥ x ¥)3.
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Die analytischen Teilmengen des Kontinuums R sind also genau die Projek-
tionen der Gs-Mengen der Ebene R’

Wir kénnen nun die wichtigsten Abgeschlossenheitseigenschaften der analyti-
schen Mengen zusammenstellen.

Satz  (Abgeschlossenbeitseigenschaften der analytischen Mengen)
Die analytischen Mengen in polnischen Riumen sind abgeschlossen unter:

(a) abzihlbaren Schnitten und Vereinigungen,
(b) stetigen Bildern,
(¢) Bildern und Urbildern von Borel-mefibaren Abbildungen.

Beweis
Die Aussage (a) haben wir schon gezeigt. Weiter sind Bilder analytischer
Mengen unter stetigen Abbildungen analytisch: dies folgt sofort aus (ii) des
obigen Charakterisierungssatzes durch Komposition. Dies zeigt (b).

Seien also zum Beweis von (¢) & = (X, W) und Y = (Y, V') polnische Riume,
und seih : X — Y Borel-mefibar. Weiter seien A € X und B C Y analytisch
in & bzw. in Y. Wir zeigen zuerst:

(+) Y x A istanalytisch in Y x &.

Beweis von (+)

O.E.ist A # & (die Aussage ist trivial fiir A = &).

Seidann g : N — X stetig mit A = rng(g).

Wir definieren weiter g’ : N x Y — Y x X durch

g'(f,y) = (y, g(f)) firalle(f,y)e N xY.

Dann ist g’ stetig und rng(g”) = Y x A. Aus (b) folgt damit (+).
Wegen der Borel-Mefibarkeitvonh : X — Yisth € X x Y eine Borelmenge
in % x Y (). Weiter ist die Umkehrrelation

H={(y,xe YxX | h(x) =y}

eine Borel-Menge in ¥ x ¥.
Nach (+), (b) und der Stetigkeit der Projektion ist dann aber

h”A = p[(Y x A) n H] analytischin %.
— Analogisth™'” B analytischin %, dennh™'”B = p[X x B n h].

Darstellung analytischer Teilmengen des Baireraumes durch Biume

Die analytischen Teilmengen des Baireraumes sind nach der Teilaussage (v)
des obigen Satzes genau die Projektionen der abgeschlossenen Mengen in N7,
Die abgeschlossenen Mengen in N2 kénnen wir aber wie im eindimensionalen
Fall durch Biume beschreiben. Wir identifizieren hierzu Paare von endlichen
Folgen gleicher Linge mit Folgen von Paaren, d.h. fiir

$ =(S{, .., Sny € Seq und t = (ty, ..., t,) € Seq
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identifizieren wir (s, t) € Seq2 mit {(Sq, t), ---, (Sn, tn)) € Seqnz2. Dies ist notatio-
nell bequem und ungefihrlich. Ein Baum T  Seqp2 auf N ist unter dieser Iden-
tifikation eine Teilmenge von { (s, t) | s,te Seq, Isl = Itl } Seqz.

Fiir einen Baum T auf N’ sei dann

[T] = {(f, 2 e N* | (fIn,gIn)e T firrallene N }.

Dann ist [ T] abgeschlossen in N'?, und fiir jedes abgeschlossene A N existiert
ein Baum T auf N? mit A = [T].

Fiir Biume T auf N? schreiben wir schlieBlich kurz
p[T] fir p[[T]] = {fe N | esgibteinge Nmit(f,g) e [T] }.

Damit gilt also:

Satz  (Bawmdarstellung analytischer Mengen im Baireraum)
Die analytischen Teilmengen von N sind genau die Mengen A der Form

A = p[T] fir einen Baum T auf N2,

Ubung
Die analytischen Teilmengen von N sind genau die Mengen A der Form

A = p7[T] fiir einen Baum T auf N x {0, 1 }, wobei
p [T]={fe N lesgibteinge € mit(f,g) e p[T]und g(n) = 0 unendlich oft }.

Fiir die koanalytischen Mengen erhalten wir eine duale Darstellung. Hierzu defi-
nieren wir:

Definition (die Sektionen T(f))
Sei T ein Baum auf N2, Fiir f € N setzen wir:
T(@) = {se Seq | (fIn,s)e Tfirn = Isl }.
Firallef,ge N gile(f, g) € [T] genaudann, wenn g e [T(f)]. Also gilt fiir alle
fe N und alle Biume T auf N?:
teplT] gdw esgibteingmit(f,g) € [T] gdw esgibteingmitge [T(f)].
Wir erhalten damit:

Korollar  (Charakterisierung koanalytischer Mengen im Baireraum durch Biiume)
Die koanalytischen Teilmengen von N sind genau die Mengen A der Form

A= {feN | [T()] =D} fir einen Baum T auf N?.
Universelle analytische Mengen
Wir wollen nun zeigen, dafi die analytischen Mengen die Borel-Mengen in

allen iiberabzihlbaren polnischen Riumen echt erweitern. Es gibt also einen
bemerkenswerten Unterschied zwischen ,,Urbild einer Borel-Menge“ und
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,»Bild einer Borel-Menge® unter stetigen Funktionen. Der erste Begriff verbleibt
in der Borelschen o-Algebra, der zweite beschreibt genau die analytischen Men-
gen.

Der Nachweis der Reichhaltigkeit der analytischen Mengen griindet sich wie-
der auf die Existenz universeller Mengen.

Satz  (Projektionssatz fiir universelle Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum.
Sei U e M) x N x ) universell fiir [17(% x '), und sei

V = {(x,f)e XX € | esexistierteinge N mit (x, g, f)e U}.
Dann ist V analytisch in & x € und universell fir { A € X | A analytisch }.

Beweis

V ist als Projektion bzgl. der zweiten Komponente der abgeschlossenen
Menge U € X x N X € analytisch in & x 6.

Sei also A = p[P] fiir ein abgeschlossenes P ¢ & x N.
Wir zeigen, dafy A eine Zeile von V ist. Wegen der Universalitit von U
existiert ein f € € mit

+ P={(&xg9eXxNI(kxglHeU}

Dann gilt aber A = Vi={xe X | (x,f)e V}, denn firallexe X gilt:

xe A gdw,_,p) esgibteinge Nmit(x,g)e P gdw,
esgibteinge Nmit (x, g, f) € U gdw pegnitionvon v
x, eV gdw xeV.

— Also ist A eine Zeile von V.

Visualisieren wir uns X als x-Achse, N als y- und € als z-Achse, so lautet das Ar-
gument anschaulich: Die (waagrechten) Ebenen von U sind die abgeschlossenen
Mengen in & x N. Projizieren wir U auf die x-z-Ebene, so sind die Zeilen dieser
Projektion V genau die Projektionen der Ebenen von U, und bilden also alle ana-
lytischen Mengen von ¥. Das Argument ist allgemeiner ,projektiver Natur,
und wir werden es unten zum Nachweis der echten Inklusionen der projektiven
Hierarchie nochmal verwenden.

Nach den obi(gen Ergebnissen existiert fiir alle ¥ ein U € T17(% x N x 6), das
universell fiir IT; (X x N) ist. Somit:

Korollar
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann existiert ein analytisches
V c X x €, das universell fiir die analytischen Teilmengen von & ist.
Ist X iiberabzihlbar, so existiert ein derartiges V < X x X.

Zum Zusatz: O.E. ist 6 ¢ X, da X als tiberabzihlbarer polnischer Raum eine Kopie
von 4@ enthilt. Ein V € X x € wie im Satz ist dann auch eine analytische Teilmenge von
X xX.
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Wie frither betrachten wir nun die Diagonale einer fur die analytischen Men-
gen universellen Menge:

Satz
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum. Sei U € X x X analytisch in & x &
und universell fiir { A € X | A analytisch }. Dann ist

D={xeXIl(x,xe U}
analytisch in & und nicht koanalytisch in &.

Beweis
SeiP ={(x,x) | xe £} n U.Dannist P analytisch in & x &,
also istauch D = p[P] analytisch in &.
Annabme, D ist koanalytisch in &. Dann ist X - D analytisch in &,
also existierteinye XmitX-D = UY = {xe X | (x,y)e U}
Dann gilt aber:

yeX-D gdw (y,y)2U gdw ye U gdw ye X-D,
- Widerspruch.

Da jeder iiberabzihlbare polnische Raum eine Kopie von € enthilt und die
Borelmengen abgeschlossen unter Komplementbildung sind erhalten wir:

Korollar
Sei X = (X, AU) ein tiberabzihlbarer polnischer Raum.
Dannist { A € X | Aanalytisch } D B(X).

Der Satz von Suslin

Als nichstes wollen wir das Verhiltnis zwischen den Borelmengen und den
beiden neuen Punktklassen genauer untersuchen. Hierzu filhren wir einen
neuen Begriff ein.

Definition (Borel-trennbar)
Sei & = (X, AU) ein polnischer Raum, und seien A,B < X disjunke.
A und B heifien Borel-trennbar in %, falls eine Borel-Menge P in &
existiert mit A c PundBc X - P.

Es zeigt sich, daf} sich analytische Mengen immer durch Borel-Mengen tren-
nen lassen:

Satz  (Trennungssatz fiir analytische Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und seien A,B ¢ X disjunkte
analytische Mengen in &.
Dann sind A und B Borel-trennbar.
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Beweis

Seien 0.E. A, B # O, sonst ist die Aussage klar.

Sei (P | s € Seq) derart, dafi
(@ A = P<> = Urenx MNuen P,
(b) P, ist analytisch fiir alle s € Seq,
() Py = U,y Py, fiirallese Seq,
(d) lim, _, ., diam(P¢,) = O fiiralle fe N,
(e) M,cn Pg, hat genau ein Element fiir alle f € N

Zur Existenz: Seig : N — X stetig mit rng(g) = A. Wir setzen:

P, = g”N; fiirs € Seq.

Dannist(P; | s€ Seq) wie gewiinscht. (Vgl. auch (ii) 7 (i) im Beweis des Satzes iiber
die verschiedenen Charakterisierungen analytischer Mengen.)

Weiter sei (R, | s € Seq) eine Folge mit (a) - (e) fiir B =R .
Wir zeigen vorab, dafl fiir alle s,t € Seq gilt:

(+) Sind P, und R, nicht Borel-trennbar, so existieren n,m € N mit:
P,, und R,,, sind nicht Borel-trennbar.

Beweis von (+)
Sei, fiir alle n,m € N, B, , eine Borel-Menge, die P, und R, trennt.
Dann trennt aber die Borel-Menge U, c n (M, y By i die Mengen
Ps = Une N Psn und Rt = Ume N Rtm‘

Annabme, A und B sind nicht Borel-trennbar. Dann konnen wir nach
(), (¢) und (+) rekursiv f, g € N definieren, sodafl fiir alle n € N gilt:

(++) Pgpund Ry,
Seien dann nach (e)
{X} = rjneNPfIn7
{Y} = rwnef\llggln'

Dann giltx € Aundy € B. Wegen A N B = & existieren disjunkte offene
U,Vmitxe Uundy € V. Nach (d) existiert dann aber ein n* € N derart, daf§

Pfln* c U und 1{gln’* c V.
— Dann trennt aber U € %B(X) die Mengen Py,» und Ry, ,-, Widerspruch.

sind nicht Borel-trennbar.

Hieraus erhalten wir nun leicht:

Korollar (Satz von Suslin)
Sei X = (X, U) ein polnischer Raum, und sei A < X.
Dann sind dquivalent:

(1) Aisteine Borelmenge in &.

(1)) A istanalytisch und koanalytisch in .
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Beweis
(i) 7 (i) : Wir haben bereits gezeigt, daf§ jede Borelmenge analytisch ist.
Fiir eine Borelmenge A ist aber X - A eine Borelmenge, also analytisch.
Damit ist A koanalytisch.

(i) ™ (i) : Nach dem Trennungssatz fiir die analytischen Mengen A und
B=X-AexistierteinPe BA)mitA cPund X-A=BcX-P.
- Dies ist nur fiir A = P moglich, und damit ist A eine Borelmenge in X.

Damit liefie sich die ganze Fiille der Borelmengen in einem einzigen Schritt
etwa so definieren, wenn man es wollte: P ist eine Borelmenge von ¥, falls P
und X - P durch die Suslin-Operation mit Hilfe abgeschlossener Mengen er-
zeugt werden konnen. Diese Charakterisierung ist sowohl von der w,-Hierar-
chie als auch von der Schnittdefinition noch einmal grundverschieden.

Regularititseigenschaften analytischer Mengen

Wir zeigen, daff die analytischen Teilmengen in polnischen Riumen die
Scheefter-Eigenschaft besitzen und Baire- und Lebesgue-mefibar sind. Fir die
Mef3barkeitsbegriffe erhalten wir de facto sogar ein stirkeres Ergebnis.

Wir beginnen mit der Scheeffer-Eigenschaft.

Satz  (Scheeffer-Eigenschaft fiir analytische Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum, und sei A X analytisch in &.
Dann hat A die Scheeffer-Eigenschaft.

Beweis
Sei A iiberabzihlbar. Wir zeigen, daf§ A eine Kopie von € enthilt.
Seig : N' — Xstetig mit A = rng(g). Wir setzen:

T = {se Seq | g”Njistiiberabzihlbar }.

Wegen g”N; c g”N, fiir alle s,t € Seq mit t < sist T ein Baum.
Fiiralles € Tistg”N, = U; g”N;; iiberabzihlbar, also existiert ein
i€ N mit g”Ny; iiberabzihlbar, d.h. si € T. Also ist T blattfrei.
Firalles € Tistg”[T,] = g”({'T] n N,) iiberabzihlbar, denn

M = Uc seq_1 8" Ny ist abzihlbar und g”[T,] 2 g”N; - M.

Fiir alle s € T existieren zudem s, s; € T mit:

(+) s < sp,s; und g”[ T ] N g”[T,] = @.

S0

Beweis von (+)
Wegen g”[T;] iiberabzihlbar existieren £, f; € [T, ] mit g(fo) # g(f)).
Seien Uy, U; offen in X mit g(fy) € Uy, g(f)) € Uyund Uy nU; = @.
Wegen gl [T]:[T] — X stetig existieren s, < fy und s; < f; mit
g”[T;,1 € Uyund g”['T;, ] € U;. Dann sind s, und s; wie gewiinscht.
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Mit (+) konnen wir dann aber rekursiv (s, | t € Seq,) definieren,
sodaf fiir alle t € Seq, gilt:

@) sy = 9,

(i) s, e T,

(iif) s, < S¢q, Se1s
(i) g”[Ts,]1 n g"[T.

sl = 9.

SeiS ={seT |s<s fireinte Seq; }.

Dann ist [S] € N hom6omorph zu €. Wir setzen P = g” [S].

Wegen (iv) ist g1 [ S] injektiv. Wegen g stetig ist also P c A nichtleer und
— perfektin & (und eine Kopie von ).

Damit ist das Kontinuumsproblem fiir die analytischen Mengen und insbe-
sondere fiir die Borelmengen gelost: jede iiberabzihlbare analytische Teilmenge
eines polnischen Raumes hat die Michtigkeit 2 der reellen Zahlen.

Obiger Satz iiber die Scheeffer-Eigenschaft ist innerhalb der klassischen Axio-
matik ZFC bestméglich: In Gédels L existiert eine iiberabzihlbare koanalytische
Menge, die keine nichtleere perfekte Teilmenge besitzt. Damit kann man auch
nicht zeigen, daff die Mengen mit der Scheeffer-Eigenschaft abgeschlossen unter
Komplementbildung sind.

Die Baire-Eigenschaft und die Mefibarkeit fiir Borel-Mafie behandeln wir in
einem Zug. Entscheidend ist folgende von Marczewski entdeckte Bedingung, die
garantiert, daf} eine o-Algebra abgeschlossen unter der Suslin-Operation ist:

Definition (iiberdeckende 5-Algebren)
Sei X eine Menge, und sei o eine o-Algebra auf X.
Ein A € o heifit eine Uberdeckung eines P < X bzgl. o, falls gilt:

i) P c A,
(i) firalleBe dmitP c B c Aist P(A - B) c A.
A heifit siberdeckend, falls alle P ¢ X eine Uberdeckung A e 4 besitzen.

Diese Bedingung, die scheinbar nichts mit der Suslin-Operation zu tun hat,
geniigt fiir folgenden allgemeinen Satz:

Satz  (iiberdeckende 6-Algebren sind abgeschlossen unter der Suslin-Operation)
Sei X eine Menge, und sei o eine iiberdeckende 5-Algebra auf X.
Dann ist g, € A.

Beweis
Sei (P | s € Seq) eine Folge in s mit P, C P, fiir alle s > t, und sei
A= Ufe.f\‘" mne N Pfln'
Fiir s € Seq definieren wir R, P, durch:

Rs = UfEJ\",s<f rjneprIn'
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Dann gilt Ry = Aund R = U; y R fiir alle s € Seq.
Fiir alle s € Seq sei R} € o eine Uberdeckung von R, bzgl. o mit:

(@) Ry < Ry fir alle s€ Sequndie N,
(b) R, c R} c Py firallese Seq.

Wir setzen:

Q, = R} - U;.y Ry fiirs e Seq und weiter

Q = Ucseq Qs

Dann ist P(Q,) C o fiir alle s € Seq, denn Ry ¢ Uy Ry € A.
Wegen s o-Algebra ist folglich auch P(Q) < . Weiter gilt:

(+) R -Q < Ry,

Beweis von (+)
Seixe Ryymitxg Q. Wirkonnen dann rekursiv ein f € N definieren mit:

x € Rf), furallene N.

Denn x € R{) nach Voraussetzung, und fiir den Rekursionsschritt gilt:
Istxe R}, soistxe R} fiireinie N, dasonstxe Q, c Q.
Dannistaber x€ (M, cnyRfin € Myen Prn € Ry

Nach (+) ist R7y - R(y € Q und wegen P(Q) C A gilt dann:
A = R<> = RZ> - (RZ) - R<>)E A.

Die beiden folgenden Sitze zeigen, dafy unsere Standardbeispiele fiir reichhal-
tige 6-Algebren iberdeckend sind:

Satz  (Uberdeckungseigenschaft fiir die Mengen mit der Baire-Eigenschaf?)

Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum.
Dann ist Baire(%¥) tiberdeckend.

Beweis

Sei AU’ eine abzihlbare Basis von U. Sei P < X, und sei
V=U{UeW I U-X-P)istmager} = U{Ue WU | Un Pistmager}

der kanonische Bairesche Mefiversuch fiir X - P bzgl. W (vgl. Kapitel 5).
Dannist V - (X - P) = V n P mager, also ist

A=X-V)uP=X-V)uU (Vn P) e Baire(¥).
A ist eine ﬂberdeckung von P: Denn sei B € Baire(¥) mit P ¢ B C A.

Dannist A - B (X - P)und (A - B) "'V = &, also A - B mager,
und folglich P(A - B) ¢ Baire(%).

Denn sei U € U mit U A (A - B) mager. Dann ist insbesondere U N P mager,
also Uc V,also U N (A - B) = . Dann ist aber U = &. Also ist A - B mager.
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Satz  (Uberdeckungseigenschaft fiir mefShare Mengen)
Sei & = (X, W) ein polnischer Raum, und sei u ein o-finites Borel-Maf auf &.
Sei sd(u) = { P =X | Pistu-mefibar } die o-Algebra der Vervollstindigung
von B(X) bzgl. u.
Dann ist s (u) tiberdeckend.

Beweis
Durch Skalierung von u (ohne Verinderung der u-mefibaren Mengen)
konnen wir o. E. annehmen, dafl u(X) < eo.
Sei P ¢ X, und sei

wP) = inf{u@®) | Be B&),P c B}).

Sei A € B(X) mit P c A und u*(A) = u(A).

Dann ist A € s(u) eine Uberdeckung von P bzgl. sd(u):

Denn fiir B € #(u) mit P ¢ B A ist w(A - B) = 0 (wegen W(A) < o),
— also P(A - B) c AWw).

Damit haben wir iiber den Umfang der Baire-Eigenschaft und der universell
mefibaren Mengen gezeigt:

Korollar  (Umfang der Baire-Eigenschaft und der universel mefSbaren Mengen)
Sei X = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann sind die Teilmengen von X
mit der Baire-Eigenschaft abgeschlossen unter der Suslin-Operation.
Ebenso sind die universell mefibaren Teilmengen von X abgeschlossen
unter der Suslin-Operation.

Insbesondere haben alle analytischen Teilmengen von X die
Baire-Eigenschaft und sind universell mefibar.

Wir setzen schliefilich noch:

Definition (C-Mengen)
Sei ¥ = (X, AU) ein polnischer Raum. Dann setzen wir:

C(®) = N{d | oD Wisteine 6-Algebra mit slg, < 4 }.
Die Elemente von C(&) heifien C-Mengen in &.

C(%) ist also die kleinste Erweiterung der Borel-Mengen von &, die abge-
schlossen unter der Suslin-Operation ist.

Alle C-Mengen haben nach dem Korollar die Baire-Eigenschaft und sind uni-
versell mefibar. Mit Hilfe universeller Mengen kann man fiir alle iiberabzihlba-
ren polnischen Riume die folgenden echten Inklusionen beweisen:

o({ A c X | Aistanalytisch }) < {A c X | Aistkoanalytisch }5, ¢ C(%),

wobei die linke Menge die von den analytischen Mengen erzeugte 6-Algebra ist.
Punktklassen, die noch umfangreicher als die C-Mengen sind, werden wir nun in
den projektiven Mengen kennenlernen.
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Projektive Mengen

Zwei Erweiterungen der analytischen Mengen bieten sich an: Wir kénnen die
analytischen Mengen abschliefen unter Komplementbildung und der Suslin-
Operation, oder unter Komplementbildung und der Operation der Projektion
bzw. des stetigen Bildes. Der erste Prozef} fithrt zu den C-Mengen, der zweite zu
den projektiven Mengen. Im Hinblick auf die dquivalenten Charakterisierungen
der analytischen Mengen ist es iiberraschend, dafi der zweite Ansatz mehr und
sogar wesentlich mehr Mengen erzeugt.

Wir nehmen die fiir alle polnischen Riume & = (X, U) giiltige Gleichung

# {AcX | Aistanalytisch } = TI{(% x N) 5
zum Ausgangspunkt und definieren:

Definition (projektive Hierarchie)
Wir definieren durch Rekursion iiber n € N fiir alle polnischen Riume & :

&%) = 29®) = ,die offenen Teilmengen von X,
y&) = MY&) = ,die abgeschlossenen Teilmengen von %,
Zaet@) = & XN)3 = {p[A] | Ae TI,(X x \) },

My (@) = Zaai (@)

Die Folge (X1, T} | n e N)heifit die projektive Hierarchie von %.
Ein P ¢ X heifit eine projektive Teilmenge des Raumes % oder kurz
projektiv in X, falls P e U,y Z1(F) U T (%).

Weiter setzen wir fiirn € N:
Al@) = =L@ ~ 1L @).

% ist hier nicht fest. Zur Definition von 2. (%) werden insgesamt die polni-
schen Riume &, & x N, ..., € x N™ benutzt. Die Mengen in 2, (¥) entstehen aus
den offenen Mengen in & x N durch n im Wechsel durchgefiihrte Komple-
mentbildungen und Projektionen.

Die analytischen und koanalytischen und die Borel-Mengen bilden die erste
Stufe dieser Hierarchie, denn fiir alle polnischen Riume & gilt:

1) = {AcX | Aistanalytisch },
(%) = {AcX | Aistkoanalytisch },
Al®) = B&) = {A c X | Aisteine Borelmenge }.

Abschlufieigenschaften projektiver Mengen

Zur Formulierung der Abschlufieigenschaften der Stufen der projektiven
Hierarchie brauchen wir noch den Begriff der Koprojektion.
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Definition (Koprojektion)
Fiir Mengen X, Y und A ¢ X x Y setzen wir:
p[A] = {xe X | firalleye Yist(x,y) € A}.
p*[A] heifit die Koprojektion von A.

Damit konnen wir die wichtigsten Abschlufieigenschaften der projektiven
Mengen zusammenstellen.

Satz  (Abschlufeigenschaften der projektiven Mengen)
Fiir allen > 1 gilt:

(i) Die X}-Mengen in polnischen Riumen sind abgeschlossen unter
abzihlbaren Vereinigungen, abzihlbaren Schnitten, stetigen
Bildern und stetigen Urbildern, und insbesondere unter Projektionen.

(ii) Die IT;-Mengen in polnischen Riumen sind abgeschlossen unter
abzihlbaren Vereinigungen, abzihlbaren Schnitten, stetigen
Urbildern und Koprojektionen.

(iii) Die A}-Mengen in polnischen Riumen bilden jeweils eine 6-Algebra
und sind abgeschlossen unter stetigen Urbildern.

Beweis
Wir zeigen die Aussagen durch Induktion nach n € N. Dabei gentigt der
Beweis von (i), denn (ii) und (iii) folgen fiir jedes feste n aus ().
Induktionsanfang n = 1:
Die Aussagen fiir die analytischen Mengen haben wir bereits gezeigt.

Induktionsschritt von n nach n + 1, abziblbare Vereinigungen :
Sei & polnisch, und seien A} € I1}(% x N) fiir alle k € N. Dann gilt:

(+) UkeNp[Ak] = p[UkeNAk]-
Nach LV.ist U oy A € TIL& x N), also Uyc y p[Ac] € ZL, 1 ().

Induktionsschritt von n nach n + 1, abzihblbare Schnitte :

Sei & polnisch, und seien A € TI}(% x N) fiir alle k e N.

Eine Gleichung (+) gilt fiir den Schnitt nicht mehr. Wir kénnen aber
dhnlich wie im Beweis des Satzes oben argumentieren, daf} alle
Borel-Mengen stetige Bilder von N sind. Wir setzen:

A={xDHeXxNIKfYeA firalleke N},

wobei wieder f¥(m) = f(n(k, m)) fiir alle k,m € N mit der

Cantorschen Paarungsfunktion 7w : N? — N.

Dann gilt A € TT,(¥ x N) nach V.
Denn fiiralleke Nist B, = {(x, f) e X x N | (x,f®) e A, }e TT}(@),
denn B, = g™ A, fiir die stetige Funktion g : X x N — X x N mit
g(x, f) = (x, f¥) fiir alle xe Xund f € N. Also ist A = My By € TL(&).
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Nun gilt aber Ny p[Ax] = p[A] € 2}, (%), denn fiir alle x € X gilt:
x€ p[A] gdw esgibteinfe N mit: (x, f®)ye A, firalleke N gdw
furalleke Ngibteseinf, € N mit (x, f)e A, gdw
x€ NienplAgl.
Induktionsschritt von n nach n + 1, stetige Urbilder :

Seien & = (X, W) und Y = (Y, V") polnisch, und sei g : X — Y stetig.
Wir definieren h : X x N' — Y x N durch

h(x, f) = (gx), f) firallexe Xundfe N.

Dann ist h stetig. Firalle A € I11(Y x N) ist dann aber nach L. V.
h™'”A e TIL(% x ). Also ist

g’l”p[A] = P[hfl”A] € X0, 1(%).
Alsoistg™!”Pe =1, (%) firalle P e 2}, (V).

Induktionsschritt von n nach n + 1, stetige Bilder:
Seien X = (X, W) und Y = (Y, V') polnisch, und sei g: X — Y stetig.
Sei A € TIL(X x N). Wir zeigen, daff g”p[A] € =}, | (Y).
Sei hierzu h : N — & x N stetig und surjektiv. Dann gilt:
g”plA] =
{yeY | esgibteinfe Nundeinxe Xmit(x,f)€ Aund gx) =y} =
{yeY | esgibteinf e Nmit h(f)e A und g(pri(h{))) =y}
{yeY | esgibteinfe Nmitfe h™"”Aund (y,f)e G}
p[{(pHeYxNIfeh"A} n Gle =, (W),

wobei G = { (y, f) | g(pri(h(f))) =y } € TIY(Y x N) als Umkehrrelation
(des Graphen) einer stetigen Funktion und h™'”A e TI,(N) nach L. V.
- und weiter pr,”'” h™'”A e TIL(¥ x N)nach L. V.

Aus dem Satz erhalten wir die beiden folgenden Korollare:

Korollar  (Projektionen mit anderen Riumen)
Seien & = (X, W), Y = (Y, V') polnische Riume, und sei Y tiberabzihlbar.
Dann gilt furallen > 1:

Zha(®) = {p[A] | Ae TI(% x V) }.
Beweis

zu C: Y enthilt eine Kopie von N, die eine Gs-Menge in Y ist.
Also ist TIL (X x ¥)5 D TIL(X x N)5 = =L, (%).

2uD: Esgilt ITN(X x W) € 2L, (X x V), pr; : X x Y — X ist stetig,
- und 2}, -Mengen sind abgeschlossen unter stetigen Bildern.
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Korollar  (Bilder stetiger Funktionen)
Sei & = (X, U) ein polnischer Raum. Dann gilt fir allen > 1:

@) = (g’A 1 g: Y — Xstetig, ¥ = (Y, V) polnisch, A € TIL(¥) }.

Beweis
zu C: Betrachte g = pry und ¥ = £ x N.

zu : Folgtaus TTL(Y) c 2., (W) und der Abgeschlossenheit von
- = -Mengen unter stetigen Funktionen.

Universelle projektive Mengen
Ohne grofie Mithe kénnen wir zeigen:

Satz  (Ewistenz gleichgradig komplexer universeller Mengen)
Fiir alle polnischen Riume & = (X, U) und alle n € N existiert ein U mit:

(@) Ue sz x @),
(i) U ist universell fiir =} (%).
Eine analoge Aussage gilt fiir IT}, (%).

Beweis
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nachn e N.

Induktionsanfang n = 0:
Die Aussagen iiber offene und abgeschlossene Mengen haben wir
bereits gezeigt.

Induktionsschritt von TTL(%) nach =L, 1 (%) :
Wir argumentieren wie im Projektionssatz fiir die analytischen Mengen:
Ist U e TTL(% x N x @) universell fiir [T} (% x N), so ist

V = {(x,f)e X x 6 | esexistierteinge N mit (x, g, f)e U}
ein Element von 2., | (% x ) und universell fir 2!, (%).

Induktionsschritt von £, 1 (%) nach 111, ; (%) :
Ist Ue =, (¥ x €) universell fiir =, (%), so ist das Komplement
- X x€-Uell, (¥ x @) universell fir [T}, | (%).

Wie friiher erhalten wir: Ist % ein polnischer Raum,ne Nund Ue (% x %)
universell fiir 2} (%), soistD = {x € X | (x, x)e U}e Z &) - 1L (%).

Korollar (echte Inklusionen in der projektiven Hierarchie)
Sei ¥ = (X, W) ein iiberabzihlbarer polnischer Raum. Dann gilt furallene N:

() @) # @),
(i) An®) © Za(@), (),
(i) o), ML(&) C© Ay, ().
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Damit ergibt sich fiir einen iiberabzihlbaren polnischen Raum & das folgende
Bild fiir die projektiven Mengen, wobei wir & weglassen :

xl ! x! =
B = Al Al Al Al
I I I} .,

Man kann zeigen, daf fiir alle polnischen Riume ¥ = (X, U) gilt:
(@) C@&) c AN(%), falls X iiberabzihlbar ist.

(i) T1L(%), =1(%) und AL (%) sind abgeschlossen unter der Suslin-Operation
fiir allen > 2.

Nur fiir den Schritt von I} nach 2} fiihren also die Suslin-Operation und die
Projektion zum gleichen Ergebnis IT{ (%), = IT] (% x N)5. Fiirn = 1 gilt IT{ (%)
I} (X)sa C T} (F x N)5, und fiir n > 2 gilt IT} (%) = [1(%)s, < [T x N)5 fiir alle
iiberabzihlbaren polnischen Riume .

Beispiele
Wir stellen einige Beispiele fiir projektive Mengen zusammen, die keine Bo-
rel-Mengen sind.
Siehe [Kechris 1994] fiir Beweise einiger dieser Beispiele und fiir andere Beispiele.)
Biume

Sei(s, Ine N)eine festgewihlte Aufzihlung der Menge Seq (ohne Wieder-
holungen). Fiir ein f € € setzen wir:

St) = {s,eSeq | f(n) =11},
Tr {fe €| S{)istein Baum auf N }.

Dieses Vorgehen konnen wir auch so beschreiben: Ein Baum T auf N ist eine Teil-
menge von Seq. Wir identifizieren zunichst einen Baum T mit seiner Indikatorfunk-
tionind: Seq — {0, 1}. Weiter identifizieren wir dann Seq und N durch die Aufzih-
lung (s, | n e N). Dann erscheint T als ein Element von €.

Die Menge Tr aller Biume auf N ist abgeschlossen in %6 (!). Wir setzen:
T ={TeTr | [T] T}
Man kann nun zeigen, dafi Tr* analytisch, aber nicht koanalytisch in 46 ist.

Folglich ist Tr - Tr* koanalytisch und nicht analytisch.

Irregulire konstruktible Mengen
In Gddels Modell existiert eine Wohlordnung von N der Linge ;. Diese
Wohlordnung ist einfach definiert durch:

f <y g, falls ,fwirdvor gin der L-Hierarchie konstruiert“.
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In einer geeignet organisierten L-Hierarchie erscheinen die konstruktiblen
Mengen ja nacheinander (in einer transfiniten Rekursion), und wir kénnen so
insbesondere die konstruktiblen reellen Zahlen nach ihrem Erscheinen
wohlordnen.

Eine bereits von G6del durchgefiihrte Komplexititsberechnung zeigt nun,
dal <; € N x N eine A}-Menge in N x N ist. Wir wissen, daf} eine solche
Menge nicht Lebesgue-mefibar ist und nicht die Baire-Eigenschaft hat. Also
existiert in L eine bzgl. dieser Mefibarkeitsbegriffe nichtregulire A}-Menge
(in N? und damit auch in .N'). Da alle analytischen und alle koanalytischen
Mengen mefbar sind, ist <; ein Beispiel fiir eine echte A}-Menge, d.h. eine
A}-Menge, die weder analytisch noch koanalytisch ist. <; kann auch nicht in
der von den analytischen und koanalytischen Mengen erzeugten 6-Algebra
liegen.

Ebenfalls von Gddel ist die (kompliziertere) Konstruktion einer Menge
P e I1{(N) in L, die in L die Scheeffer-Figenschaft verletzt. Da alle analy-
tischen Mengen die Scheeffer—Eigenschaft haben, ist P echt koanalytisch,
d.h. ein Element von IT}(N) - (V).

Summen
Erdos und Stone haben gezeigt: Es gibt eine abgeschlossene Menge A ¢ R
und eine Gs-Menge B c R derart, dafA+B={x+ye R | xe A,ye B}
keine Borelmenge in Rist. A + B ist analytisch (!) und folglich nicht koanaly-
tisch.

Differenzen
Sierpinski hat eine Gg-Menge P c R? konstruiert derart, dafi die Menge
D={Ix-yleR I xye P} aller P-Abstinde keine Borelmenge in R
ist. D ist analytisch, und damit nicht koanalytisch.

Mengen stetiger Funktionen
Wir betrachten den Raum X = C([0, 1]) aller stetigen f : [0, 1] — R. Verse-
hen mit der von der Supremumsnorm erzeugten Topologie ist dieser Raum
ein polnischer Raum ¥. Wir setzen:

R = {fe X | f erfiillt den Satz von Rolle } =
{fe X | fiirallea,be [0, 1] mit a < bund f(a) = f(b) existiert ein
a < ¢ < b mit: die Ableitung f’(c) existiertund f'(c) = 0 },
P = {fe X | ferfiillt den Mittelwertsatz } =
{feX | fiirallea,be [0, 1] mita < b existiert ein a < ¢ < b mit:
f’(c) existiert und f’(c) = (f(b) - f(a))/(b - 2) }.
Woodin hat gezeigt, daff R € 2{(%) - IT1(%) und P € TI3(%) - Z3(X).
Ein weiteres Beispiel in diesem Raum & stammt von Humke und Laczko-

vich: DieMenge P={f<f | f € X, rng(f) c [0, 1]} istanalytisch, aber nicht
koanalytisch.
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Entfaltete Regularititsspiele

Die Beweise der Regularititsspiele des fiinften Kapitels zeigen: Gilt Det(Z;)
(oder gleichwertig Det(IT})), so hat jede =.-Menge A N die Scheeffer-Eigen-
schaft, ist Baire-mefibar und weiter universell mefibar. Durch eine auf Solovay,
Kechris und Martin zuriickgehende Modifikation der Spiele konnen wir ein stir-
keres Ergebnis erreichen.

Sei P C € x €. Im entfalteten perfekten-Mengen-Spiel G*(P) spielen die Spieler
I und II abwechselnd :

I S0, a0 S1,31 S2,d;
11 Co Cq ceey

wobeis, € Seq, und a,, ¢, € {0, 1 } gilt fiir alle n € N. Spieler I spielt also zusitz-
lich ein Element {ay, a, ...) des Cantorraumes.
Sei h = ((so, ap), cg, (51, 21), C1, ...) eine Partie dieses Spiels. Wir setzen:

fith) = sg" (co) 81 (1) ...€ €, fr(h) = (ag, aj, 2y, ... ) € €C.

Spieler I gewinnt die Partie h, falls (f;(h), f;(h)) € P. Andernfalls gewinnt II.
Seinun A = p[P] e 2}, (@) fiir ein P € IT} (€ x €). Man zeigt nun:

Satz  (iiber das entfaltete perfekte-Mengen-Spiel)
Sei P € I1,,(6 x 6), und sei A = p[P]. Dann gilt:
(i) Gewinnt I das Spiel G*(P), so existiert eine nichtleere perfekte
"Teilmenge von A.

(i) Gewinnt IT das Spiel G*(P), so ist A abzihlbar.

Die Aussage (i) ist klar: Gewinnt I das Spiel G*(P) mit der Strategie X, so ge-
winnt I das originale Spiel G*(P), indem er X folgt, aber die zusitzlichen Ziige a,,
ignoriert (oder nicht offen ausspielt, wenn man so will). Der Beweis der Aussage
(i) orientiert sich eng an dem entsprechenden Argument fiir das originale Spiel,
und kann dem interessierten Leser als Ubung iiberlassen bleiben.

Das Spiel G*(P) ist nun de facto ein Spiel G(P’, T) miteinem P’ 1L (V). Gilt
also Det(IT}), so haben nach dem Satzalle 27, | (€)-Mengen (und damit auch alle
3! .1 (N)-Mengen) die Scheeffer-Eigenschaft.

Ganz ihnlich ist die entfaltete Version G**(P) des Banach-Mazur-Spiels defi-
niert. Sei hierzu P ¢ N x N Spieler I und II spielen abwechselnd

I S0, A0 $2, 21 S4, 27
11 S1 S3 ey

wobeis, € Seq - {()}unda, € Nfirallene N.
Seih = ((so, 29), s1,(S2, 21), S3, ...y eine Partie dieses Spiels. Wir setzen:

f](h) = SOASIASZA ... € N, fz(h) = <30, A1, A2y ... )G N.
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I gewinnt die Parde h, falls (f;(h), f;(h)) € P. Andernfalls gewinnt II. Man zeigt
wieder in enger Anlehnung an die frithere Argumentation:

Satz  (iiber das entfaltete Banach-Mazur-Spiel)
SeiP e ITL(N x N), und sei A = p[P]. Dann gilt:
(i) GewinntI das Spiel G**(P), so existiert ein s € Seq mit N - A mager.
(i) Gewinnt IT das Spiel G*(P), so ist A mager.

Das entfaltete Banach-Mazur-Spiel hat wieder eine IT}-Gewinnmenge, und
aus Det(IT}) folgt dann, daff jedes A € =1, (N) die Baire-Figenschaft besitzt.

Schlieflich existieren auch entfaltete Mefibarkeitsspiele, auf deren Diskussion
wir hier verzichten. Insgesamt ergibt sich:

Satz  (Det(T1}) und 3., - Regularitiit)
Sein e N, und es gelte Det(IT}). Dann hat jedes A € =, (N)
die Scheeffer-Eigenschaft, ist Baire-mefibar und universell mefibar.

Fiir den Fall n = 0 erscheinen bei dieser Argumentation die Regularititseigen-

schaften der analytischen Teilmengen von N als eine Exegese des Satzes iiber die
Determiniertheit abgeschlossener Spiele.

Determiniertheit und Regularitit der projektiven Mengen

Die Determiniertheit der projektiven Mengen kann man nicht mehr in der
klassischen Mathematik, d. h. innerhalb der Axiomatik ZFC, beweisen, es sei
denn, die Theorie ZFC ist widerspruchsvoll - ein Zusatz, den wir fortan wieder
unterdriicken. Genauer gilt dies bereits fiir die analytischen und koanalytischen
Mengen: In Godels Modell L existiert eine koanalytische Teilmenge P von W,
die die Scheeffer-Eigenschaft nicht besitzt. Das perfekte-Mengen-Spiel zeigt
dann, dafi Det(IT}) und folglich auch Det(21) falsch in L und damit unbeweisbar
in ZFC sind. (Alles, was in ZFC beweisbar ist, gilt in jedem Modell von ZFC,
insbesondere also in L.)

Weiter zeigt die Existenz von P in L, daf} obige Entfaltung bestméglich ist: Aus Det(ITg)
kann man nicht folgern, daff alle IT} (N')-Mengen die Scheeffer-Eigenschaft haben.

Dafi in L die Determiniertheit analytischer Spiele falsch ist, relativiert fiir manche das
Leitmotiv ,,alle einfachen Mengen sind determiniert®. Andere halten daran fest und argu-
mentieren, dafl durch die Theorie der unendlichen Spiele und der grofien Kardinalzahlen
ein starkes Argument gegen die Hypothese vorliegt, dafi das mengentheoretische Univer-
sum mit L zusammenfillt:

Untersuchungen von Martin, Steel, Woodin und anderen haben aber gezeigt,
daf§ die Determiniertheit der projektiven Mengen aus der Existenz grofier Kar-
dinalzahlen folgt (die in L nicht existieren kénnen), und weiter wurden die klein-
sten hierzu notwendigen Kardinalzahlen genau bestimmt. Ein noch relativ ein-
fach zu zeigendes Ergebnis ist der folgende Satz von Martin (1970):
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Satz  (volle MafSe und Determiniertheit)
Esexistiere ein 0-1-wertiges volles Maf§ auf einer tiberabzihlbaren Menge M,
d.h. ein Mafl u : P(M) — {0, 1} mit M iiberabzihlbar.
Dann ist jede analytische und koanalytische Teilmenge von N determiniert.

Die Voraussetzung des Satzes ist gleichwertig zur mengentheoretischen Hy-
pothese ,es existiert eine mefibare Kardinalzahl®, die bereits 1930 von Ulam un-
tersucht wurde und heute zu den prominentesten grofien Kardinalzahlaxiomen
gehort. Die Voraussetzung lifit sich noch etwas abschwichen, es ist aber nach
obigen Bemerkungen tiber L eine Hypothese notwendig, die impliziert, daf} eine
nichtkonstruktible Menge existiert (vgl. [Harrington 1978]).

Fiir die Determiniertheit der weiteren Stufen der projektiven Hierarchie miis-
sen wesentlich stirkere Prinzipien herangezogen werden. Der nach langer Suche
gefundene Hauptsatz ist hier das Martin-Steel-Theorem (bewiesen 1985, siche
[Martin / Steel 1988]):

Satz  (Satz von Martin-Steel)
Existieren unendlich viele sog. Woodin-Kardinalzahlen, so ist jede
projektive Teilmenge von N determiniert.
Genauer gilt fiir alle n € N: Existieren n solche Zahlen, so gilt Det(IT2).

Man kann weiter zeigen, daf} die Existenz nur endlich vieler Woodin-Kardi-
nalzahlen nicht gentigt, um die Determiniertheit aller projektiven Mengen be-
weisen zu konnen.

Uber das Axiom (AD) der Determiniertheit aller Mengen reeller Zahlen hat
Woodin 1985 gezeigt:

Satz  (Satz von Woodin iiber das Axiom der Determiniertheit)
Die folgenden Theorien sind dquikonsistent, d.h. die Widerspruchsfreiheit
der einen Theorie impliziert die Widerspruchsfreiheit der anderen Theorie
und umgekehrt:

(i) ZFCzusammen mit es gibtunendlich viele Woodin-Kardinalzahlen®.
(ii) ZF zusammen mit (AD).

Der Leser beachte, dafi der Satz von Martin und Steel eine direkte Implikation aufstellt,

wihrend im Satz von Woodin von relativer Konsistenz oder gleichwertig von der Existenz
von Modellen die Rede ist.

Wir kénnen die in diesen Sitzen auftretenden Kardinalzahlprinzipien nicht
definieren und miissen den interessierten Leser auf die Forschungs- und Spezial-
literatur verweisen. Wichtig und allgemein verstindlich ist aber die Struktur des
Ergebnisses: Grofie Kardinalzahlhypothesen - gewisse tiber ZFC substantiell
hinausgehende Axiome also - implizieren die Determiniertheit von Mengen
reeller Zahlen. Und sie erlauben die Konstruktion von Modellen, in denen jede
Menge reeller Zahlen alle erdenklichen Regularititseigenschaften besitzt. In
diesen Modellen ist dann das Auswahlaxiom notwendig falsch, die Aquivalenzre-
lation von Vitali zum Beispiel kann kein vollstindiges Reprisentantensystem
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mehr besitzen. Hinzu kommyt, daf§ sich ein natiirliches Modell ergibt, in dem
(AD) gilt, namlich das sobezeichnete Modell L(R), das genau wie L konstruiert
wird, wobei man aber auf der Stufe 0 statt mit der leeren Menge mit allen reellen
Zahlen startet, die das Mengenuniversum zu bieten hat. Anders: L(R) ist der
transfinite Abschlufl von R unter einfachen Operationen, ganz so wie L der
transfinite Abschluf} der leeren Menge unter einfachen Operationen ist. Existie-
ren hinreichend grofie Kardinalzahlen, so ist L(R) ein Modell von ZF und (AD).
Dieses Ergebnis stammt ebenfalls von Woodin, unter Benutzung des Satzes von
Martin und Steel.

Damit werden verschiedene mathematische Zweige zusammengefiihrt. Die
Theorie der grofien Kardinalzahlen wird oft als kanonische Erweiterung der
klassischen Axiomatik bezeichnet, und in dieser Erweiterung kann man neue
Sidtze iiber die reellen Zahlen zeigen und insbesondere das Kontinuumsproblem
fiir die projektiven Mengen positiv beantworten. Es ist bemerkenswert, dafi erst
Objekte einer sehr hohen Komplexitit es gestatten, bestimmte Aussagen iiber
Objekte einer relativ niedrigen Komplexitit zu beweisen. Die Methoden der ma-
thematischen Logik erlauben es zu zeigen, daf§ die Zuhilfenahme sehr grofier
Kardinalzahlen unvermeidlich ist. Hausdorff, Suslin, Alexandrov und Lusin
konnten nicht ahnen, daf} so viele Fragen iiber die projektiven Mengen eine der-
art verwickelte und verfeinerte axiomatische Umgebung benétigen wiirden, um
ihnen eine positive Antwort geben zu kénnen. Fiir negative Antworten geniigt L
und damit eine Erweiterung von ZFC (um das Axiom ,,V = L“ = jede Menge ist
konstruktibel®), die ohne grofie Kardinalzahlen auskommt.

Regularitit der projektiven Mengen

Schwiicher als Determiniertheits-Aussagen sind Fragen der Regularitit. Die
Regularitits-Eigenschaften der projektiven Mengen sind unabhingig von ZFC.
Neben einer koanalytischen Menge ohne die Scheeffer-Eigenschaft gibt es im
Modell L eine A} (N)-Menge, die weder Baire- noch Lebesgue-mefibar ist. Ande-
rerseits hat Solovay 1970 ein Modell konstruiert, in dem jede projektive Menge
die Regularitits-Eigenschaften von Scheeffer, Baire und Lebesgue besitzt.

Fiir die Konstruktion des Modells von Solovay ist wieder eine grofie Kardinal-
zahlhypothese notwendig, wie Shelah 1984 gezeigthat; es gentigt hier aber bereits
eine sog. unerreichbare Kardinalzahl, was heute als eine eher milde Hypothese be-
trachtet wird. Diese Zahlen wurden bereits 1908 von Hausdorff untersucht. Sie
lassen sich relativ einfach definieren:

Definition (unerreichbare Kardinalzablen)
Sei (W, <) eine Wohlordnung einer iiberabzihlbaren Menge W.
(W, <) hat unerreichbare Linge, falls gilt:
(1) Firallexe Wist I PW)I < IWI.
(ii) Fiir alle M ¢ W mit IM| < IW| ist M beschrinkt in (W, <),
d.h. es existiert ein y € W mit: x <y fiirallex € M.

Eine tiberabzihlbare Kardinalzahl « heiflt unerreichbar, falls eine
Wohlordnung (W, <) unerreichbarer Linge existiert mit |W1 = k.
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Der mit Cohens Erzwingungsmethode bewiesene Satz von Solovay lautet nun

(vgl. [Solovay 1965, 1970]):

Satz  (Satz von Solovay iiber Regularititseigenschaften)
Es existiere eine unerreichbare Kardinalzahl. Dann gilt:

(a) Es existiert ein Modell von ZFC, in dem jede projektive Menge
reeller Zahlen die Scheeffer-Eigenschaft besitzt und Baire- und
Lebesgue-mefibar ist.

(b) Es existiert ein Modell von ZF, in dem jede Menge reeller Zahlen
die drei Regularitits-Eigenschaften aus (a) besitzt (und in dem das
Auswahlaxiom falsch ist).

Genauer gilt: Bereits fiir die Konstruktion eines Modells, in dem jedes P € =} (N)
die Scheeffer-Eigenschaft hat, wird eine unerreichbare Kardinalzahl benétigt
(oder eine Hypothese dieser Stirke). Das Gleiche gilt fiir ein Modell, in dem jede
>}-Menge reeller Zahlen Lebesgue-mefibar ist. Genauer hat Shelah gezeigt (vgl.
[Shelah 1984]):

Satz  (Satz von Shelab iiber die Lebesgue-MefSharkeit von ﬁ—Mengen)
Es sei jede =} -Menge reeller Zahlen Lebesgue-mefibar.
Sei K = ;. Dann ist k eine unerreichbare Kardinalzahl in L.

Zwei Bemerkungen hierzu: Der Satz liefert ein konkretes Modell mit einer unerreich-
baren Kardinalzahl. Er zeigt weiter, dafl unter der Mefibarkeitshypothese das Modell L
die erste iiberabzihlbare Kardinalzahl falsch berechnet: Die erste iiberabzihlbare Kardi-
nalzahlim Sinne von L istsicher nicht unerreichbar in L, da fiir eine Wohlordnung (W, <)
der Linge o, gilt, dafl | P(W,,)| = IW 1, wobei hier o das erste Limeselement von W be-
zeichnet. Es folgt, dafi es unter der Mefibarkeitsvoraussetzung nur abzihlbar viele kon-
struktible reelle Zahlen gibt. (Diese Moglichkeit der falschen Berechnung der ersten
iiberabzihlbaren Kardinalzahl in L war schon linger bekannt, aber Shelahs Ergebnis ver-
bindet sie mit einer Mefibarkeitshypothese projektiver Mengen reeller Zahlen. Diese Hy-
pothese impliziert V # L und stirker, daf§ der transfinite Abschluf} der leeren Menge unter
einfachen Operationen nur abzihlbar viele reelle Zahlen erzeugt.)

Zweitens: Ein Ergebnis dieses Typs gestattet es — unter Heranziehung des zweiten G6-
delschen Unvollstindigkeitssatzes - zu beweisen, dafy zur Konstruktion eines Modells, in
dem die Voraussetzung gilt (hier also: ,jede =}-Menge ist Lebesgue-mefibar®), nicht auf
eine Hypothese der Stirke der Konklusion verzichtet werden kann (hier also: ,es existiert
ein Modell mit einer unerreichbaren Kardinalzahl®).

Fiir ein Modell mit Lebesgue-mefibaren X3-Mengen geniigt dagegen ZFC.
Und erstaunlicherweise geniigt ZFC auch, um ein Modell zu konstruieren, in
dem sogar jede projektive Menge reeller Zahlen die Baire-Eigenschaft besitzt.
Dies hat ebenfalls Shelah gezeigt, und damit einen iiberraschenden logischen
Unterschied zwischen den Aussagen ,jede projektive Menge reeller Zahlen ist
Lebesgue-mefibar” und ,,jede projektive Menge reeller Zahlen hat die Baire-Ei-
genschaft” aufgezeigt.
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Noch eine weitere Bemerkung: Man kann prinzipiell nicht ausschlieffen, dafl in ZFC
gezeigt werden kann, daf} keine unerreichbare Kardinalzahl existiert. (Dies gilt fiir alle
grofien Kardinalzahlaxiome und ist kein Makel dieser Prinzipien: Grofie Kardinalzahlaxi-
ome erhohen substantiell die Stirke von ZFC, indem mitihrer Hilfe gezeigt werden kann,
dafl ZFC widerspruchsfrei ist.) Damit lautet obige Behauptung genauer: Die Regulari-
tits-Eigenschaften der projektiven Mengen sind unabhingig von ZFC modulo der Konsi-
stenz einer unerreichbaren Kardinalzabl. Der modulo-Zusatz wird der Einfachheit halber
oft unterdriick, ist aber von prinzipieller Bedeutung. Z. B. ist ein Beweis in ZFC nicht
auszuschliefien, daff eine nicht Lebesgue-mefibare £} -Menge reeller Zahlen existiert. Ein
solcher Beweis gilt aber als ebenso unwahrscheinlich wie ein Beweis von 0 = 1 in ZFC
selbst (den man ebenfalls nicht ausschlieflen kann). Unerreichbare Kardinalzahlen sind
gutverstandene Objekte.

Es ist bemerkenswert, dafi die ganze Stirke der klassischen Mathematik nicht
ausreicht, um z. B. zu entscheiden, ob die projektiven Teilmengen von R oder all-
gemeiner der Riume R", n > 1, Lebesgue-mefibar sind oder nicht. Diese Men-
gen ergeben sich aus der Menge AU* = U, .y 27 (R") durch die iterierte Anwen-
dung der sehr einfachen Operationen der Komplementbildungen ¢, und der
Projektionen p,,, mit
c(A) = R" - A und
paB) = {0 x0) | &y ooy Xy, y) € Bfireinye R}
firallen € Nund alle A c R und B ¢ R"*!. Schliet man das System U* aller
offenen Euklidischen Mengen unter diesen beiden Operationen ab, so erhilt
man genau die projektiven Mengen der Euklidischen Riume. Die Stirke der
klassischen Mathematik reicht noch aus, um Fragen iiber die einfachsten dieser
Mengen beantworten zu kénnen. Fiir komplizierte projektive Mengen brauchen
wir zusitzliche Prinzipien, um Antworten tiber die Natur dieser Mengen geben
zu konnen: Entweder grofie Kardinalzahlen oder regulierende Axiome wie ,,V =
L“ = ,jede Menge ist konstruktibel“. Unter grofien Kardinalzahlen sieht die
Theorie wie eine Erweiterung der klassischen Ergebnisse tiber einfache projek-
tive Mengen aus. Im Universum L dagegen erscheint die klassische Analyse von
Cantor, Hausdorff, Suslin und anderen als bestmdglich. L liefert Gegenbeispiele
knapp hinter den klassischen Sitzen, ohne dabei in irgendeiner Weise patholo-
gisch oder kiinstlich zu wirken. Das Modell zeigt in schoner Weise, dafi die erste
Forschergeneration an die Grenzen des innerhalb ihrer Welt Méglichen gesto-
Ben ist und nicht nur an die Grenzen individueller Verstandeskraft.

Die projektiven Mengen haben eine sehr einfache - fast mochte man sagen
entwaffnend einfache - Definition: Wir starten nur mit den offenen Mengen,
der Rest ist Komplementbildung und Projektion. Dafy wir diesen Prozefl nur mit
den dufiersten Methoden verstehen konnen, liegt nicht an der Komplexitit der
Operationen selbst, sondern an der Komplexitit ihrer Materie. Im Reich der
reellen Zahlen gibt es eine Reihe leicht zu erreichender Orte, die uns die unge-
heure Weite dieses Reiches besonders klar vor Augen fiihren.

*
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Zur geschichtlichen Entwicklung

Wir geben noch einen Uberblick iiber die historische Entwicklung der in den
beiden letzten Kapiteln behandelten Mathematik.

1880er Jahre Cantors ,,Punktmannigfaltigkeiten*

Cantor fiihrt den Begriff der abgeschlossenen Menge reeller Zahlen ein und
untersucht diese Mengen mit seinen neuen transfiniten mengentheoretischen
Methoden. 1884 kann er das Kontinuumsproblem fiir diese Mengen positiv be-
antworten.

1899 Magerkeit, Kategoriensatz, Funktionen-Hierarchie

Baire untersucht den Begriff der Magerkeit und beweist den Baireschen Kate-
goriensatz. Die nirgendsdichte Cantormenge hatte Cantor bereits 1883 betrach-
tet. Weiter kann man seinen ersten brieflich mit Dedekind diskutierten Beweis
der Uberabzihlbarkeit von R als einen Beweis des Kategoriensatzes lesen. Aber
erst Baire hat diese Begriffe klar herausgestellt. Baire fiithrt weiter seine Hierar-
chie von reellen Funktionen ein, die durch iterierte punktweise Limesbildung
entsteht.

um 1900 Borel-Mengen

Borel betrachtet unter dem Einfluff der (durch die franzosischen Ubersetzun-
gen in den Acta Mathematica in Frankreich bekannt gewordenen) Cantorschen
Mengenlehre weitere einfache Teilmengen von R. Er fithrt insbesondere den Be-
griff der o-Additivitit ein. Die heutige Borel-Hierarchie taucht explizit erst bei
Hausdorff 1914 auf, aber Borel gilt als einer der Begriinder der nun folgenden
Untersuchungen einfacher, definierbarer Teilmengen von R. Einflufireich sind
hier insbesondere die Biicher [Borel 1898] und [Borel 1905].

1902, 1905 Arbeiten von Lebesgue

Lebesgue entwickeltin seiner Dissertation von 1902 die neue c-additive Mafi-
und Integrationstheorie. Er geht von der Mefibarkeit aller Teilmengen von R
aus, dem Auswahlaxiom von Zermelo steht er spiter kritisch gegeniiber.

In einer Arbeit von 1905 untersucht Lebesgue den Zusammenhang zwischen
der Baire-Hierarchie und den Borel-mefibaren Funktionen. Er zeigt, daf§ die
Borel-Mengen genau die Urbilder der offenen Mengen unter den Funktionen der
Baire-Hierarchie sind. Damit ergibt sich eine erste transfinite Hierarchie fiir die
Borel-Mengen. Lebesgue argumentiert mit universellen Mengen zum Beweis
echter Inklusionen. Er zeigt weiter auch die Existenz einer Lebesgue-mefibaren
Menge, die keine Borel-Menge ist.
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1906 Youngs Untersuchung von Gz-Mengen

Young zeigt mit den Methoden des Satzes von Cantor-Bendixson, daff alle G-
Mengen in R die Scheeffer-Eigenschaft besitzen.

1913 Zermelo iiber das Schachspiel

In einer Arbeit mit dem Titel ,,Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die
Theorie des Schachspiels“ zeigt Zermelo, daf§ der Spieler Weif§ oder der Spieler
Schwarz ab jeder festgewihlten Position des Schachspiels in endlich vielen Zii-
gen den Gewinn oder ein Remis erzwingen kénnen. Modern kann man das Er-
gebnis als die Determiniertheit der offenen und zugleich abgeschlossenen Spiele
in einem endlich verzweigten Baum lesen. Bei Zermelo wird kein grofier forma-
ler Apparat entwickelt, jedoch wird der Begriff der Optionsstrategie deutlich.

Eine Liicke bei Zermelo fiithrt Denes Konig zum ,,Lemma von Koénig® tiber
unendliche Zweige in endlich verzweigten Biumen. (Vgl. hierzu [ Konig 1927 ]
und weiter den dort wiedergegebenen Korrekturvorschlag von Zermelo.)

1914 Hausdorffs ,,Grundziige der Mengenlehre*

Hausdorff beschreibt in seinem Buch die Borel-Hierarchie, ohne allerdings
deren transfinite Linge deutlich herauszustellen. Von Hausdorff stammt auch
die 6-8-Notation. Die Z-TT-Notation wurde erst 1958 von Addison eingefiihrt.

1916 Scheeffer-Eigenschaft der Borel-Mengen

Hausdorff und Alexandrov zeigen unabhingig voneinander, daf§ alle Borel-
Mengen die Scheeffer-Eigenschaft besitzen und l6sen somit das Kontinuums-
problem fiir die Borel-Mengen.

1917 Suslin-Operation und analytische Mengen

Suslin entdeckt eine ungerechtfertigte ,es gibt/ fiir alle“-Vertauschung in der
Arbeit von Lebesgue von 1905 : Lebesgue hatte behauptet, die Projektion einer
Borel-Menge im R’ sei eine Borel-Menge in R. Suslin fiihrt die - moglicherweise
von oder zumindest auch von Alexandrov gefundene - Suslin-Operation ein und
definiert mit ihrer Hilfe die analytischen Mengen. Er beweist die Charakterisie-
rung der analytischen Mengen durch Projektionen und kiindigt einen Beweis an,
dafl eine Menge genau dann Borelsch ist, wenn sie analytisch und koanalytisch ist.
Suslin starb 1919 und hat keine weitere Arbeit ver6ffentlicht. Einen Beweis des
Satzes von Suslin geben Lusin und Sierpinski 1918. (Der Trennungssatz wurde
explizit von Lusin erst 1927 formuliert.)

In einer ebenfalls 1917 erschienenen Arbeit behauptet Lusin die Lebesgue-
und Baire-Mefibarkeit der analytischen Mengen. Einen Beweis der Scheeffer-
Eigenschaft schreibt er Suslin zu. Moglicherweise ist dieser Beweis zuerst von
Alexandrov im Anschluf§ an [Alexandrov 1916] gefunden worden.
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1925 Projektive Mengen

Lusin und Sierpinski definieren die projektiven Mengen (siehe [ Lusin 1925,
1927] und [Sierpinski 1925, 1927]) und zeigen die Existenz universeller Mengen
zum Nachweis echter Inklusionen. Beide Mathematiker stofien bei ihren Versu-
chen, die Scheeffer-Eigenschaft von IT}-Mengen und die Lebesgue-Mefibarkeit
von X}-Mengen zu beweisen auf grofie Schwierigkeiten. Lusin notiert resigniert,
daf} die Regularititseigenschaften der projektiven Mengen wohl fiir immer im
Dunkeln bleiben werden.

Sierpinski gelingt hinsichtlich der X3 -Mengen wenigstens der Nachweis, dafy
jede solche Menge die Vereinigung von hochstens w;-vielen Borel-Mengen ist.

1927 Hausdorffs ,Mengenlehre*

Hausdorff arbeitet seine ,,Grundziige” von 1914 um. Das Buch ist eine aus
Umfangsgriinden vorgenommene Kiirzung des alten Werkes, die aber anderer-
seits auch auf die jingeren Entwicklungen im Umfeld der Borel-Mengen und
der analytischen Mengen eingeht.

1930 Lusins ,,Lecons*

Lusins Buch ,,Lecons sur les ensembles analytiques et leurs applications® er-
scheintund fafit das damals bekannte Wissen tiber die analytischen und allgemei-
ner die projektiven Mengen zusammen. (Siehe [Kanovei 1985] zur Wirkung von
Lusins Arbeiten.)

Das Buch enthilt auch das von Suslin gefundene Argument, dafl alle analyti-
schen Mengen die Scheeffer-Eigenschaft besitzen.

Lusin behauptet explizit die Unldsbarkeit des Problems der Lebesgue-Mef3-
barkeit der projektiven Mengen.

1930 - 1935 Spiele und Baire-Eigenschaft

Mazur fithrt 1930 das heute sog. Banach-Mazur-Spiel ein. Er zeigt die einfa-
che Richtung des Satzes iiber den Zusammenhang des Spiels mit der Magerkeit
der Gewinnmenge bzw. ihrer Komagerkeit in einem Intervall. Banach gibt fiinf
Jahre spiter den Beweis der anderen Richtung des Satzes. (Siehe hierzu [ Maud-
lin 1981, S. 113].) Oxtoby hat das Banach-Mazur-Spiel 1957 in allgemeinen to-
pologischen Riumen untersucht.

Die mathematische Spieltheorie wurde nach der Arbeit von Zermelo 1917 von Borel
1921 und von Neumann 1928 fortgefiihrt: Borel formulierte die sog. Minmax-Strategie
und von Neumann zeigte das zugehérige Minmax-Theorem. In [ Neumann / Morgen-
stern 1944 ] erscheint dann ein Grundtext einer neuen Forschungsdisziplin.

Zu den ersten (oft unveroffentlichten) Anfingen der Untersuchung unendlicher Spiele
durch polnische Mathematiker siehe auch [ Steinhaus 1965].
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1938 Godels konstruktibles Universum L

Godel kiindigt in einer Notiz sein Modell L an. Er behauptet fiir L die Exi-
stenz einer I1{-Menge ohne die Scheeffer-Eigenschaft und einer nicht Lebes-
gue-mefibaren 2} -Menge.

1953 Determiniertheit der offenen Spiele, Rolle von (AC)

Gale und Stewart fihren die grundlegenden Begriffe der unendlichen Spiele
in den Folgenriiumen VA ein und beweisen die Determiniertheit der offenen und
der abgeschlossenen Mengen in allen solchen Riumen. Mit Hilfe des Auswahl-
axioms beweisen sie weiter, daf} ein nicht determiniertes Spiel existiert. Weiter
wird das Problem der Determiniertheit aller Borelmengen gestellt.

1955 Determiniertheit komplizierterer Spiele

Wolfe erweitert das Resultat von Gale und Stewart indem er zeigt, daf} alle
39-Spiele determiniert sind.

Insgesamt wiederholtsich fiir die Determiniertheit der Borel-Mengen die Entdeckungs-
geschichte der Scheeffer-Eigenschaft fiir diese Mengen: Den Anfang bildet ein Resultat fiir
einfache Mengen, das in der Folge auf die nichsten Stufen der Hierarchie verallgemeinert
werden kann. Schlieflich gelingt dann ein allgemeiner Nachweis fiir alle Borel-Mengen.

1962 Axiom der Determiniertheit

Mycielski und Steinhaus formulieren und diskutieren 1962 das Axiom (AD)
der Determiniertheit: ,, Fir jede Menge P von reellen Zahlen ist das freie Spiel
Gn(P) determiniert” (Axiom of Determinacy, frisher auch Axiom of Determinate-
7ess genannt).

Das Axiom (AD) widerspricht dem Auswahlaxiom, wie ja bereits Gale und
Stewart gezeigt haben. Es soll nicht in Konkurrenz zu diesem treten, aber es er-
scheint Mycielski und Steinhaus als ein interessantes Prinzip, das in einem
mengentheoretischen Teiluniversum giiltig sein kénnte. Die Frage nach der
Konsistenz des Axioms mit der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom wird gestellt.

Siehe weiter auch [Mycielski 1964, 1966] und [ Mycielski / Swierczkowski 1964 fiir Va-
rianten, Verstirkungen und Konsequenzen des Axioms (AD).

1964 Determiniertheit noch komplizierterer Spiele,
perfektes-Mengen-Spiel

Davis erweitert das Ergebnis von Wolfe: Alle 29-Mengen sind determiniert.
Weiter fiihrt er das perfekte-Mengen-Spiel ein und untersucht seinen Zusam-
menhang mit der Scheeffer-Eigenschaft.
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1966 Determiniertheit und Lebesgue-Mefbarkeit

Mycielski und Swierczkowski zeigen den Zusammenhang zwischen Determi-
niertheit und Lebesgue-Mefibarkeit auf. (Die Uberdeckungsspiele werden aber
erst spater von Harrington eingefiihrt.) Zusammen mit den Sitzen von Banach,
Mazur und Davis ist damit insgesamt gezeigt, dafi (AD) allen Mengen reeller
Zahlen die klassischen Regularititseigenschaften aufnotigt.

Weiter zeigen Mycielski und Steinhaus, dafi (AD) eine schwache Form des
Auswahlaxioms impliziert.

1965 Mefibare Kardinalzahlen und Regularitit

Solovay zeigt, dafy aus der Existenz einer mefibaren Kardinalzahl folgt, daf} alle
>}-Mengen die Regularitits-Eigenschaften besitzen. Damit tauchen zum ersten
Mal Prinzipien zur Untersuchung der Determiniertheit auf, die tiber die iibliche
mengentheoretische Axiomatik ZFC hinausgehen.

Solovay beweist weiter einen Zusammenhang in der anderen Richtung: In der
Theorie ZF + (AD) kann man zeigen, dafi o, eine mefibare Kardinalzahl ist.

Auf Solovay geht auch die Methode des ,,unfolding® zuriick, mit der Martin
und Kechris zu Beginn der 70er Jahre zeigen, daf aus der Determiniertheit aller
I11-Mengen die Regularititseigenschaften fiir die 27, ; -Mengen folgen.

1970 Solovays Modelle regulirer Mengen

Solovay konstruiert mit Hilfe der neuen Cohenschen Erzwingungsmethode
ausgehend von einer unerreichbaren Kardinalzahl ein Modell von ZF, in dem
jede Teilmenge von R regulir ist (Lebesgue-mefibar, Baire-mefibar, Scheeffer-
Eigenschaft) und weiter ein Modell von ZFC, in dem jede projektive Menge re-
gulir ist.

1970 Mefibare Kardinalzahlen und Determiniertheit

Martin kann das Ergebnis von Solovay von 1965 neu einordnen: Existiert eine
mefibare Kardinalzahl, so ist jede IT; -Menge determiniert (und folglich haben alle
¥}-Mengen die Regularititseigenschaften).

Auf die Annahme einer zusitzlichen Voraussetzung kann hier nicht verzichtet
werden, selbst die relative Widerspruchsfreiheit der Determiniertheit aller ana-
lytischen Mengen ist in ZFC nicht beweisbar. De facto gentigt aber eine etwas
schwichere Annahme als die Existenz einer mefibaren Kardinalzahl: Die Deter-
miniertheit der analytischen Mengen ist dquivalent zur Existenz von sog. Sharps
fiir alle reellen Zahlen ([Martin 1970, Harrington 1978]).

1972 Determiniertheit weiterer Spiele

Paris zeigt (in der Axiomatik ZF) die Determiniertheit aller 3-Spiele. Der
Beweis verwendet Methoden von Martin und Baumgartner.
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1975 Determiniertheit aller Borel-Spiele

Martin gelingt in ZFC der erhoffte Beweis der Determiniertheit aller Spiele
mit einer Borel-Gewinnmenge. 1985 veréttentlicht Martin noch einen technisch
vereinfachten rein induktiven Beweis der Borel-Determiniertheit.

1984 Die Stirke der Lebesgue-Mefibarkeit von >} -Mengen

Shelah zeigt, dafi auf die unerreichbare Kardinalzahl zur Konstruktion der
Modelle von Solovay (1970) nicht verzichtet werden kann. Ist jede 23-Menge
reeller Zahlen Lebesgue-mefibar, so existiert ein Modell von ZFC mit einer un-
erreichbaren Kardinalzahl. Aus der Lebesgue-Mefibarkeit aller Xj-Mengen
folgt so insbesondere die Widerspruchsfreiheit der iiblichen Mathematik.

1980er Jahre Konsistenz des Axioms der Determiniertheit,
Projektive Determiniertheit

Untersuchungen von Martin, Steel, Woodin und anderen fithren schliefilich
zu einem Beweis der relativen Konsistenz von (AD) modulo grofier Kardinalzahl-
axiome. Woodin zeigt schliefilich das optimale Ergebnis, daf§ die beiden Theo-
rien ZF + (AD) und ZFC + ,es existieren unendlich viele (heute sogenannte)
Woodin-Kardinalzahlen® dquikonsistent sind, d. h. die Widerspruchsfreiheit der
einen Theorie impliziert die Widerspruchsfreiheit der jeweils anderen.

Martin und Steel beweisen 1985 die direkte Implikation: Existieren unendlich
viele Woodin-Kardinalzahlen, so ist jede projektive Menge determiniert. Das
Axiom (PD) der Determiniertheit aller projektiven Mengen spielt eine zentrale
Rolle in der deskriptiven Mengenlehre, und es 1ifit sich weiter als eine Axiomatik
fiir die Zahlentheorie zweiter Stufe lesen (in welcher nicht nur iiber Elemente
von N, sondern auch iiber Teilmengen von N quantifiziert wird). Eine Vielzahl
von Fragen zweiter Stufe 1463t sich mit (PD) beantworten. (PD) ist vor allem von
Woodin und Steel als zweitstufiges Analogon der Peano-Arithmetik gesehen
und als ,korrekte® und ,wahre“ Axiomatik fiir die Zahlentheorie zweiter Stufe
bezeichnet worden; entsprechend wurden die beteiligten grofien Kardinalzahl-
axiome als "Teil der seit Godel gesuchten ,korrekten®/,,wahren“ Erweiterung der
klassischen Axiomatik ZFC propagiert (vgl. hierzu z. B. [ Woodin 2004 ] und
[Steel 2000]). Ganz unabhingig von dieser Argumentation bildet der tiberra-
schende und zur Zeit von Alexandrov, Hausdorff, Suslin und Lusin nicht zu
erahnende tiefliegende und unauflésbare Zusammenhang zwischen der Regula-
ritit von projektiven Mengen einerseits und grofien Kardinalzahlaxiomen ande-
rerseits ein beeindruckendes und véllig neuartiges Ergebnis tiber die reellen

Zahlen.
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1. Die axiomatische Grundlage

Wir arbeiten in der iiblichen Mathematik. Dies lifit sich wie folgt prizisieren:
Wir fithren unsere Beweise mit Hilfe der klassischen Schlufiregeln (z.B. modus
ponens, tertium non datur) in der Theorie ZFC, der Zermelo-Fraenkel-Axioma-
tik mit Auswahlaxiom, in der jedes mathematische Objekt eine Menge ist. Dieser
Rahmen lifit sich pridikatenlogisch formalisieren, was hier wie oft auch an-
derswo nicht zwingend notwendig ist. Informal lauten die Axiome von ZFC:

Extensionalititsaxiom
Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben.

Existenz der leeren Menge
Es gibt eine Menge, die kein Element enthilt.

Paarmengenaxiom
Zu je zwei Mengen x,y existiert eine Menge z, die genau x und y als
Elemente hat.

Vereinigungsmengenaxiom
Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, deren Elemente genau die
Elemente der Elemente von x sind.

Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge x existiert eine Menge v, die genau die Teilmengen von x
als Elemente besitzt.

Aussonderungsschema
Zu jeder Eigenschaft € und jeder Menge x gibt es eine Menge y, die genau
die Elemente von x enthilt, auf die € zutrifft.
Die Eigenschaft € darf hierbei endlich viele Mengen als Parameter enthalten.

Ersetzungsschema
Das Bild einer Menge unter einer Funktion % ist eine Menge.
Die Funktion & kann hierbei mit Hilfe von endlich vielen Mengen als
Parameter definiert sein.

Unendlichkeitsaxiom
Es existiert eine Menge x, die die leere Menge als Element enthiilt,
und die mit jedem ihrer Elemente y auch y U {y } als Element enthilt.

Fundierungsaxiom
Jede nichtleere Menge x hat ein Element y, das mit x kein Element
gemeinsam hat.
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Auswahlaxiom
Ist x eine Menge, deren Elemente nichtleer und paarweise disjunkt sind,
so existiert eine Menge v, die mit jedem Element von x genau ein Element
gemeinsam hat.

Alle Argumente in diesem Text lassen sich auf der Grundlage dieser Axiome
streng rechtfertigen. Dabei legen wir die klassische Logik zugrunde, bei der etwa
die doppelte Verneinung einer Aussage dquivalent zur Aussage ist.

Mit ZF bezeichnen wir die Theorie ZFC ohne Auswahlaxiom. Der Teiltheorie
ZF und Erweiterungen von ZF, die dem Auswahlaxiom widersprechen, kommt ein
spezielles Interesse zu, auch wenn heute allgemein das Auswahlaxiom als ein we-
sentlicher Bestandteil der Mathematik gesehen wird. Es gilt zumeist als ebenso
»wahr oder , giiltig" wie etwa das Unendlichkeitsaxiom. Was ,wahr* heifit oder
heifien soll, ist hier wie andernorts eine schwierige Frage.

Das Aussonderungsschema erlaubt beschrinkte Zusammenfassungen der
Form {y € x | y hat die und die Eigenschaft } als Ersatz fiir die inkonsistente
Komprehension { y | y hat die und die Eigenschaft }.

Im Ersetzungsschema ist % eine sprachliche Funktion (eine sog. funktionale
Klasse), so wie € eine sprachliche Eigenschaft im Aussonderungsschema ist. Eine
Prizisierung kann durch die Konstruktion einer formalen Kunstsprache erreicht
werden. Das beste naive Verstindnis des Ersetzungsschemas liefert nach wie vor
seine naive Lesart: Wir ersetzen in jeder Menge jedes Element gemifi irgendeiner
Vorschrift durch eine andere Menge. So gelangen wir etwavonN={0, 1,2, ...} zur
Menge M = { N, P(N), P(P(N)), ... } durch die Ersetzung von n durch P"(N) fiir
alle n € N. M koénnen wir mit Hilfe der anderen Axiome nicht bilden. Dagegen
folgt bereits aus dem Aussonderungsschema: Ist f eine Funktion (eine Menge von
geordneten Paaren), so ist das Bild von f, also rng(f), eine Menge. Das Erset-
zungsschema wird in vielen Teilen der Mathematik in der Tat selten gebraucht.
Fir den Beweis der Borel-Determiniertheit ist das Ersetzungsschema aber nach-
weisbar unersetzlich.

Das Fundierungsaxiom wird in der mengentheoretischen Untersuchung des
mathematischen Universums gebraucht, um eine hierarchische Strukturierung
desselben zu erreichen. Es schliefit Relationen wie ,,x € x“ oder ,,x = {x } fiir
jede Menge x aus.

Die wesentlichen ,Mengengeneratoren®, die starken ,Aufwirtsaxiome® der
Theorie sind das Unendlichkeitsaxiom, das Potenzmengenaxiom und das Erset-
zungsschema. Ersteres gentigt fiir die Existenz von N. Fiir das Kontinuum R, den
Baireraum N oder m; braucht man noch P(N). Daf} sich viel Mathematik in ei-
nem kleinen Teil des mengentheoretischen Universums abspielt, ist kein Argu-
ment gegen ein starkes Fundament, das sogar nach Erweiterungen von ZFC
sucht. Das Komplement von ,viel Mathematik® ist ein weites Feld und mit
»Randgebiet” nicht treffend bezeichnet.

In der Mengenlehre hat sich eine kanonische Liste von sog. grofien Kardinal-
zahlaxiomen herauskristallisiert, die sich zur Erweiterung von ZFC anbieten (vgl.
auch 2.6). Eine andere Erweiterung wird durch das Gédelsche Axiom ,,V = L“ =
»jede Menge ist konstruktibel “ gegeben (vgl. das Intermezzo in Abschnitt 2).
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2. Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

Wir skizzieren den mengentheoretischen Aufbau des Zahlensystems bis hin zum
angeordneten Korper der rationalen Zahlen. Die beiden klassischen Konstruk-
tionen der reellen Zahlen nach Cantor und Dedekind (und anderen) werden in
Kapitel 3 kurz vorgestellt. Der Leser findet dort auch eine ausfiihrliche neuere

Konstruktion des (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten) Korpers der reellen
Zahlen (R, +. -, <).

Wir verweisen den Leser auf den Artikel von Kurt Mainzer in [ Ebbinghaus etal. 1988]
sowie etwa auf das Buch von Oberschelp [1968] fiir weitere Details der Geschichte und
der mathematischen Konstruktion.

Von der leeren Menge zu den natiirlichen Zahlen
In der Mengenlehre definiert man:
0=0,1=0uU{0},2=1uU({l},

allgemeinn+1 =n U {n}. Esgiltetwa2 = {{},{{}}}. Von den optisch wie
geistig verwirrenden Verschachtelungen der das Nichts umschliefenden Men-
genklammern wird man durch die Beobachtung erlést, daffn+1={0,1,...,n}
gilt; dafl also unter dieser Definition eine natiirliche Zahl einfach als die Menge
ihrer Vorginger festgelegt wird. Die Methode ist elegant, natiirlich, und inner-
halb der Mengenlehre auch als kanonisch zu bezeichnen. Keineswegs wird ein
ontologischer Anspruch verfolgt, so etwas wie ,,das Wesen der Zwei“ ergriinden
zu wollen.

Technisch gelangt man zur unendlichen Menge N der natiirlichen Zahlen wie
folgt. Man fordert zunichst per Axiom die Existenz einer induktiven Menge.
Dabei heifit eine Menge M induktiv, falls & € M und fir alle y € M gilt, daf§
yuiyle M.

Ist nun M eine beliebige induktive Menge, so setzt man

N = M{N cM | Nistinduktiv }.
Man zeigt dann, dafi N nicht von der Wahl von M abhingt.

Bemerkenswert ist, dafl N als Schnitt ,,von oben“ erhalten wird, als die c-kleinste in-
duktive Menge. Kénnen wir sicher sein, lediglich die intuitive Reihe 0, 1, 2, 3, ... zu erhal-
ten und nicht mehr, einen unerwiinschten unendlichen ,,Drachenschwanz®, der allen in-
duktiven Mengen zu eigen ist? In der mathematischen Logik kann man stabile Szenarien
(widerspruchsfreie Modelle fiir die Mathematik) untersuchen, bei denen die kleinste in-
duktive Menge nicht die vertraute Struktur N ist, sondern ein sog. Nichtstandardmodell
der Arithmetik, das unendlich grofie natiirliche Zahlen enthilt. Das Szenario garantiert,
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dafi diese unendlich grofien natiirlichen Zahlen sich genauso verhalten wie die iiblichen,
daf} also ein Zahlentheoretiker in einer solchen Welt keine Moglichkeit hat zu bemerken,
dafl er nicht das untersucht, was sein Kollege in einem Paralleluniversum untersucht, der
das Standardmodell betrachtet. Wir konnen insgesamt nicht sicher sein, die intuitive
Reihe 0, 1, 2, 3, ... — und nicht mehr - durch den Schnitt von oben zu erhalten.

Eine Stufe tiefer kann man dann fragen: Was soll die intuitive Reihe 0, 1,2, 3, ... eigent-
lich genau sein > Was bedeuten die Piinktchen ? Diese Uberlegungen involvieren die
Sitze von Godel und weiter dann eine spekulative Sicht auf N, die die gefiihlte Eindeutig-
keit der Grundstruktur der Mathematik schlechthin antastet, ohne dabei den Unendlich-
keitsbegriff preiszugeben. Wir miissen es hier also bei dem hoffentlich nicht belehrenden
Hinweis belassen, daf§ die mengentheoretische Definition von N subtiler ist, als sie aus-
sieht. Der Leser sei zur Einfiihrung in diesen Gesichtspunkt auf die Literatur zur mathe-
matischen Logik verwiesen.

Hat man die Menge N definiert, so zeigt man die Induktion fiir N, d.h. man
zeigt, dafl fiir alle N N gilt: Ist 0 € N und ist mit jedem n auch der Nachfolger
Sm):=nu{n}e N,sogilt N = N. (Innerhalb der Mengenlehre ist das Induk-
tionsprinzip ein beweisbarer Satz und kein Axiom fiir die natiirlichen Zahlen.)
Nun kann man, weiterhin in einem flexiblen mengentheoretischen Umfeld ar-
beitend, das rekursive Definitionen iiber N erlaubt, leicht die arithmetischen
Operationen einfithren. So definiert man etwa die Addition m + n mit Hilfe von
Rekursion nach dem zweiten Argument durch die Rekursionsgleichung m + 0 =
m, m + S(n) = S(m + n), wobei die Nachfolgerfunktion S : N — N definiert ist
durch S(n) = n U {n} fiir alle n € N. Man zeigt dann miihevoll, daff etwam + n =
n +m fiir alle n,m € N gilt. Ahnlich definiert man die Multiplikation rekursiv via
m-0=0,m-Sn) =m-n + m, wobei hier dann schon von der Addition Ge-
brauch gemacht wird. Man zeigt elementare Eigenschaften der Produktbildung
und konkretisiert ihr Zusammenspiel mit der Addition durch den Nachweis der
Distributivgesetze. Das alles darf mit den mathematischen Marginalia ,,]lang aber
klar“ oder ,easy but tedious“ versehen werden. Die tibliche totale Ordnung auf
N ist dagegen bei diesem Vorgehen besonders einfach und elegant zu definieren:
Man setzt n < m, fallsn € m. Gleichwertig und von Feinheiten der Konstruktion
unabhingig kann man definieren: n < m, falls ein k # 0 existiert mitn + k = m.

Insgesamt gelangt man zu einer Struktur (N, +, -, S, 0, <). Die Liste der zu N
gehorigen Funktonen, Pridikate und Konstanten kann dann nach Wunsch er-
weitert werden, etwa durch die Exponentiationsfunktion oder ein Pridikat P der
Menge aller Primzahlen.

Von der natiirlichen Zahlen zu den rationalen Zahlen

Ist man nur an der charakteristischen Ordnung < auf den rationalen Zahlen
interessiert, so geniigt es nach dem Charakterisierungssatz von Cantor eine ein-
zige dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte auf einer abzihlbaren Menge Q zu
konstruieren. Dies ist leicht méglich. Sei ndmlich

Q={f:N — {0,1} 1 f(n) = 1 fiir hochstens endlich vielen e N} - {f; },

wobei fy : N — {0, 1} die Nullfunktion auf N ist, d. h. es gilt fy(n) = 0 fiir alle
ne N.
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Wir ordnen Q lexikographisch, d.h. wir setzen fiir f,g € Q:
t<g, falls f#gund f(n*) < gn*), wobein* = min({ne N | f(n) # gn) }).

Dann ist (Q, <) eine abzihlbare dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte, also
vom rein ordnungstheoretischen Gesichtspunkt als Menge der rationalen Zah-
len geeignet. (fy wird ausgeschlossen, damit die Ordnung kein kleinstes Element
besitzt.)

Zur Gewinnung der tiblichen arithmetischen Struktur (Q, +, -) kann man
dann wie folgt vorgehen. Sei N* = N - { 0 }. Man verschafft sich zunéchst die
ganzen Zahlen (Z, +, -, 0, 1). Als Trigermenge Z dieser Struktur ist die Menge
N U ({ - } x N*) geeignet, wobei ,,—“ ein geeignetes Symbol (eine weitgehend
beliebige Menge) fiir das Minuszeichen ist, und die Addition wie iiblich defi-
niert wird. Algebraisch elegant lifit sich Z so einfiihren: Man setzt Z = N*/~,
wobei (n, m) ~ (n’, m’), falls n + m” = n” + m. Die Idee (und Folge) ist n - m
= (n, m)/~, speziell -n = 0 - n = (0, n)/~. Dieses Vorgehen fiihrt allgemein
von einer kommutativen Halbgruppe mit Kiirzungsregel (hier (N, +)) zu ihrer
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Quotientengruppe (hier (Z, +)), in
der jedes Element die Differenz zweier Elemente der Halbgruppe ist.

Die Multiplikation und die Ordnung auf Z zu definieren bereitet keine
Schwierigkeiten. Man setzt nun Q = (Z x Z*)/~, wobei jetzt (a, b) ~ (c, d), falls
a-d = c-b. Man schreibt dann wie iiblich a/b fiir die Aquivalenzklasse (a, b)/~,
und definiert die Operationen + und - auf Q durch a/b + ¢/d = (ad + cb)/(bd)
und a/b - ¢/d = (a - ¢)/(b - d). Bis zur Erschépfung des gewissenhaft Konstru-
ierenden ist dabei immer die Wohldefiniertheit der Operationen zu zeigen, da
wir ja mit Repriisentanten von Aquivalenzklassen arbeiten. (Q, +, -) erweist sich
letztendlich aber als wohldefinierter angeordneter Korper, wobei die Ordnung
< auf Q gegeben wird durch a/b < ¢/d, falls a - d <z ¢ - b, wobei o.E. gilt, daf§
b,d > 0. Alternativ kann man die Definition fiir beliebige bund d € Z* so ge-
ben: a/b < ¢/d, fallsa - b - d*> <; ¢-d - b’.
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3. Algebraische Strukturen

Wir stellen einige grundlegende Dinge iiber Gruppen, Koérper und Vektorraume
zusammen.

Gruppen

Definition (Gruppe)
Sei G eine Menge, und sei © : G* — G.
Die Struktur (G, °) heifit eine Gruppe, falls gilt:
(i) xoy)oez =x0(yeoz) firallex,y,ze G. (Assoziativgesetz)
(i1) Es existiert ein e € G mit:
(a) xoe =x firallexe G, (e ist rechtsneutral)

(b) firallexe G existierteiny e Gmitxoy = e.
(Existenz von Rechtsinversen bzgl. e)

Die Funktion © heifit auch die Gruppenoperation von (G, °). Ist die Operation
klar, nennt man auch die Menge G eine Gruppe. Eine Operation ist dann still-
schweigend mit dabei. Diese Identifikation einer Struktur mit ihrer Triger-
menge vereinfacht hier und in vielen anderen Fillen das Sprechen, ist aber nicht
immer ungefihrlich.

Obige Definition ist kiirzer als die etwas verbreitetere Version, die die stir-
keren Gleichungenxce =eox=eundx oy =y °x = e fordert. Wir zeigen
noch, dafl diese Gleichungen automatisch richtig sind:

Sei y ein Rechtsinverses von x, d.h. es gilt x © y = e. Dann existiert z € G mit
y oz = e. Wir rechnen:

yoX = yoX°e = yOoXO0yozZ =yo€oZ =Yyoz = €

Also ist jedes Rechtsinverse von x auch ein Linksinverses von x, und wir reden
deswegen nur noch von Inversen.

Sei e’ € G rechtsneutral, d.h. x © ¢’ = x fiir alle x. Dann ist speziell e © ¢’ = e,
also ist ¢’ ein Inverses von e. Also ¢’ = ¢’ © e = e. Ein rechtsneutrales Element
ist also eindeutig bestimmt.

Seix € G, und seiyinvers zux. Dann gilte e x =xecyox =x°e = x. Also
ist e auch linksneutral, und wir reden deswegen nur noch von nreutral. Nach
Eindeutigkeit ist dann e das neutrale Element der Gruppe.

Sind y und y’ invers zu x, so gilty = yce=yoxoy =e°y =y. Ein
inverses Element von x ist also eindeutig. Wir bezeichnen es mit x™ .



514 Anhinge

1 1

Giltx ez =yozfirx,y,z,sogiltx=xce=x02z02 =yozoz =
y ° e = y. Eine analoge Kiirzungsregel gilt auch links, d.hausz o x=z oy
folgt x = y. Das aus der Schule bekannte Kiirzen ist also eigentlich ein Multi-
plizieren mit einem Inversen.

Eng verwandt mit der Kiirzungsregel ist die Beobachtung: Fiir alle x € G ist
die Funktion r, : G — G bijektyv, wobei r,(y) = y © x fur alle y € G. Analog
ist die Gruppenoperation fiir jeden festen linken Faktor eine Bijektion auf G.

Firxe Gund z e Zist x” in der iiblichen Weise rekursiv definiert:

x’ = e, x"*! = x"ox firallene N, und weiter

x " = (x")! firallene N.

Es gelten alle vertrauten Rechenregeln der Exponentiation.

Neben e ist 1 (oder 1) das beliebteste Zeichen fiir das neutrale Element. Als
Gruppenoperation dient oftmals ein schlichter Malpunkt, der dann dartiber hin-
aus gerne weggelassen wird. So meint xy also x - y.

Definition (abelsche Gruppen)
Eine Gruppe (G, °) heilit abelsch oder kommutativ, falls gilt:

(+) xoy =yox firallex,ye G.

Fiir abelsche Gruppen ist die obige Argumentation /inksinvers = rechtsinvers
und linksneutral = rechtsneutral trivial. Es ist bemerkenswert, daf die Identititen
fiir alle Gruppen zusammentfallen. Beziiglich invers und neutral ist jede Gruppe
kommutativ.

Abelsche Gruppen schreibt man oft additiv in der Form (G, +). In diesem Fall
schreibt man weiter —x statt x™' fiir das Inverse von x. Standardsymbol fiir das
neutrale Element ist dann 0. Statt x” schreiben wir fiir abelsche Gruppen zx. So
istz.B.0x = Ound (- 3)x = -(x + x + X).

Das einfachste Beispiel fiir eine nicht abelsche Gruppe ist
G={f:{1,2,3} — {1,2,3} | fistbijektiv}
unter der Komposition als Gruppenoperation. Dagegen ist Z mit der tiblichen
Addition als Gruppenoperation eine abelsche Gruppe.

Es gibt also abelsche und nichtabelsche Gruppen. Man sagt auch: Das Axiom
(+) der Kommutativitit ist unabbingig von den Gruppenaxiomen (i) und (i). Es 1ifit
sich mit Hilfe der Gruppenaxiome weder beweisen noch widerlegen. Das ist
vollkommen analog zur Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese (CH), nur
dafl die zugrunde liegende Struktur im Falle von (CH) nicht mehr eine schlichte
Gruppe ist, sondern ein Modell der (axiomatisch eingefangenen) klassischen
Mathematik selber.

Ein U c G heifit eine Untergruppe einer Gruppe (G, ), falls (U, o 1 U?) eine
Gruppe ist. Dies beinhaltet die Abgeschlossenheit von U unter der Gruppenope-
ration o, d.h. es gilt rng(e |U2) c U.Ein U c Gistnach dem Untergruppenkrite-
rium genau dann eine Untergruppe von G, wenn U # @ und x oy~ € Ufiiralle
x,y € U gilt.
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Korper und Ringe

Definition (Kirper)
Sei K eine Menge, und seien +, - : K> — K.
Die Struktur (K, +, -) heifit ein Korper; falls gilt:

(i) (K, +)ist eine abelsche Gruppe.

(i) (K*, -1K*?) ist eine abelsche Gruppe, wobei K*=K - {0} und
0 das neutrale Element von (K, +) ist.

@) x-(y+2) = x-y) + (y-2 furallex,y,ze K. (Distributivgesetz)

Die Strukturen (R, +, -) und (@, +, -) sind Korper (unter den iiblichen Opera-
tionen + und -).

Verzichtet man auf die Forderung nach der Existenz von inversen Elementen
fiir die Multiplikation, so gelangt man zum allgemeineren Begriff eines (kommu-

tativen) Ringes (mit Einselement). Das Standardbeispiel fiir einen Ring ist die
Struktur (Z, +, -).

Vektorriume

Definition (K-Vektorraum)
Seien (V, +) eine abelsche Gruppe, (K, +, k) ein Korper,
undsei - : KxV — V.
(V, +) heifit ein K-Vektorraum unter der Skalarmultiplikation -, falls fir
alle 0, € Kund alle vyw € V gilt:

@ 1-v = v,
i a-PB-v) = (@xp) v,
@) o - v+w) = (@ -v)+ (o - w),

() @+kB)-v = (@-v)+(B-w.

Die Elemente von V heifien dann auch Vektoren, und + heifit die
Vektoraddition. K heifit weiter auch der Skalarenkirper des Vektorraumes.
(V, +) heifit ein reeller Vektorraum, falls K = R gilt.

Es ist ungefihrlich, die K-Indizes an +x und -x wegzulassen, auch wenn dann
+ sowohl fiir die Vektoraddition als auch fiir die Addition in K verwendet wird.
Weiter lifit man die Skalarmultiplikation gerne weg, und schreibt so zum Bei-
spiel a(v + w) = o + aw fir (iii).

Ein U c V heifit ein Unterraum oder Untervektorraum eines K-Vektorraumes
V, falls U eine Untergruppe von (V, +) istund zudem rng(- | K x U) c U gilt, d.h.
esgilto-ue Ufiralleae Kundalleue U.
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4. Topologische und metrische Riume

Wir geben einen Uberblick (ohne Motivationen) iiber die wichtigsten Begriffe
und Sitze der elementaren durch Hausdorff 1914 begriindeten Topologie.

Topologische Riume

Definition (topologischer Raum)
Sei X eine Menge, und sei U < P(X).
Dann heifit das Paar (X, W) topologischer Raum auf X, falls gilt:
1) 9,Xe .
(i) Istsd c U, soist U o € al.
(iii) Ist 4 < U endlich, soist ) of € AU.
Die Elemente von U heifien offene Mengen.
Ein A c X heifit abgeschlossen, falls X - A offen ist.

Istxe X, Ue Uund giltx € U, so heifit U eine offene Umgebung von «.
AU heifit auch eine Topologie auf X. Die Elemente von X heifien Punkte.

Eine natiirliche zusitzliche Forderung ist folgende Trennungseigenschaft:

Definition (Hausdor{f-Raum)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum. & heifit ein Hausdorff-Raum,
falls fur alle x,y € X mit x # y gilt:

(+) Esexistieren U, Ve Umitxe U, ye V,UNV =0.

Bei Hausdorff ist (+) ein integraler Bestandteil seiner Definition eines topologischen
Raumes (vgl. [Hausdorff 1914, S. 213]).

Seit Hausdorff sind folgende Komplexititsbezeichnungen in Gebrauch:

Definition (Gs- und Fs-Mengen)
Sei (X, AU) ein topologischer Raum, und sei Y ¢ X.

() Y heifit eine Gs-Menge, falls es offene U, n € N, gibt mit
Y = N,y U,

(i) Y heifit eine F;-Menge, falls es abgeschlossene A, n € N, gibt mit
Y = Uyen A,
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Im Gefolge eines jeden topologischen Raumes auf X finden sich drei Opera-
tionen auf ganz P(X):

Definition (Inneres, AbschlufS und Rand einer Menge)
Sei (X, A) ein topologischer Raum, und sei Y € X. Dann heifien:

@) int(Y) = U{UcY | Uoffen} das Innere von Y,
(i) cl(Y) = M{A DY | Aabgeschlossen} der Abschiuf von Y,
(i) bd(Y) = cl(Y) - int(Y) der Rand von Y.

Eine Topologie vererbt sich auf Teilmengen des Raumes durch eine einfache
Einschrinkung:

Definition (Relativtopologie, WY, topologischer Unterraum)
Sei (X, U) ein topologischer Raum, und sei Y ¢ X.
Dann heifit WY = {UNY | Ue U} die Relativtopologie auf Y.
(Y, 1Y) heifit ein ropologischer Unterraum von X.

Wird ein Y ¢ X eines topologischen Raumes (X, U) als topologischer Raum
bezeichnet, so isti.a. der topologische Raum (Y, U 1Y) gemeint. Wir sagen dann
auch, dafl Y mit der Relativtopologie von (X, W) versehen wird.

Definition (konvergente Folgen)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei (x, | n € N) eine
Folge in X. Weiter sei x € X.
(x, | ne N) konvergiert gegen x, falls fiir alle U € U mitx e U gilt:
Es gibt ein ng € N mit: x, € U fiir allen 2 ny.
x heifit dann ein Grenzwert oder Limes der Folge (x, | ne€ N).

In einem Hausdorff-Raum ist ein Limes x im Falle der Existenz eindeutig be-
stimmt, und wir schreiben dann x = lim,, _, .. x,,.

Definition (stetige Funktionen)
Seien X = (X, W) und Y = (Y, V') topologische Riume, und sei f : X — Y.
(a) f heifit stetig (zwischen & und ¥ oder bzgl. W und V'), falls gilt:
Fiiralle Ve ¥ ist £V e a.

(b) Istx e X, so heifit f stetig in x, falls fiir alle V € ¥ mit f(x) € V ein
U € W existiert mitx€ Uund f”U c V.

Offenbar ist f genau dann stetig, wenn f in allen Punkten von X stetig ist.
Die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen ist wieder stetig.

Fiir allgemeine topologische Riume geniigt die Folgenstetigkeit, d. h. die Implikation
Hlimy _ . x, =x folgt lim,, _, .. f(x,) = f(x)“ nicht zur Charakterisierung der Stetigkeit ei-
ner Funktion. Man kann sog. konvergente Netze einfiihren, die wir hier nicht benétigen.
In metrischen Riumen gilt aber eine Charakterisierung tiber Folgen (s. u.).
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Definition  (bomdomorphe topologische Riume, Einbettbarkeit)
Seien & = (X, W) und Y = (Y, V') topologische Riume.

(@) & und heillen homoomorph, falls es ein bijektives f : X — Y gibtmit:
f: X — Yiststetigund f ' : Y — X ist stetig.
Eine solches f heifit ein Homoomorphismus zwischen & und %.

(b) % heifit einbettbar in Y, falls ein P C Y existiert, das versehen mit der
Relativtopologie von ¥ homéomorph zu & ist. Ein zugehoriger
Homoomorphismus f : X — P heifit eine Einbettung von & in Y.
Wir sagen, dafl Y eine Kopie von ¥ enthil, falls ¥ einbettbar in % ist.

Kompakte Riume

Definition (kompakte Riume und kompakte Teilmengen)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum.
(@) X heifdt kompaks, falls gilt:
Fiir alle 4 ¢ U mit X = U o gibt es ein endliches 4’ C A mit
X=Ud«"

(b) Ein K c X heifit kompakt in &, falls (K, U1 K) kompakt ist.

Eine Teilmenge K eines topologischen Raumes & = (X, AU) ist also genau dann
kompakt in &, wenn gilt:

(+) Firalle 4 ¢ U mitK ¢ U o gibtes ein endliches 4’ ¢ A mit K ¢ U "

In jedem topologischen Raum sind alle endlichen Mengen kompakt. Weiter ist
eine endliche Vereinigung von kompakten Mengen offenbar wieder kompakt.

Nicht fiir alle der folgenden Sitze wird die Bedingung ,,Hausdorffsch* wirk-
lich gebraucht. Generell ist aber ,,Hausdorffsch® und , kompakt® ein gutes Paar,
und wir begniigen uns hier mit diesem Umfeld.

Satz  (kompakte Mengen in Hausdorff-Riumen)
Sei ¥ = (X, AU) ein Hausdorff~-Raum, und sei K ¢ X. Dann gilt:

(@) Ist K kompakt, so ist K abgeschlossen.
(i) Ist K kompaktund A c K abgeschlossen, so ist A kompakt.

Satz  (stetige Bilder kompakter Mengen, Homoomorphiesatz)
Seien X = (X, W) und Y = (Y, V") Hausdorff-Riume, und sei
f: X — Y stetig. Dann gilt fiir alle K ¢ X:

Ist K kompakt, so ist f”K kompakt.

Istf : X — Y bijektiv, stetig und & kompakt, so ist also f ein
Homo6omorphismus zwischen & und %.

Weiter sind stetige Bilder von F;-Mengen in kompakten Riumen F,-Mengen.
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Erzeugte Topologien und Basen

Definition (erzeugte Topologie)
Sei X eine Menge, und sei B < P(X). Dann heift
WB) = (UA | o4 B}, wobei B*={MN ol | sd c B endlich}
die von B erzeugte Topologie.

In der Definition von %* gilt die Vereinbarung (N & = X.
Es gilt: W(B) = M {A | W ist eine Topologie auf X mit B < U }.

Definition (Busis eines topologischen Raumes)
Sei (X, U) ein topologischer Raum, und sei % < AU.
B heifit eine Basis von AU, falls fiir alle V e U gilt:

# V=U{Ue® I UCV])

Ist 3 eine Basis von AU, so ist offenbar U die von % erzeugte Topologie. Ein be-
liebiges Erzeugendensystem % einer Topologie wird zuweilen auch eine Subbasis
von AU genannt. Charakteristisch ist hier der ,vorbereitende® Schritt der endli-
chen Schnittbildung.

Satz
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum, und sei B < U.
Dann sind dquivalent:
(a) P ist eine Basis von AU.

(b) U B = X und fiir alle U € U und alle xe U gibt es ein B € % mit
x€ Bund Bc U.

Man sagt tradidonell auch, dafl ¥ das zweite Abziblbarkeitsaxiom erfillt, wenn
% eine abzihlbare Basis besitzt.

Diskrete Topologie

Fiir jede Menge X ist (X, P(X)) ein topologischer Raum. P(X) heifit die dis-
krete Topologie auf X. Jedes P X ist hier offen und abgeschlossen.

Separable topologische Riume

Definition (dichte Teilmenge, separabel)
Sei & = (X, AU) ein topologischer Raum.

(1) Ein D c X heifitdicht in %, falls D " U # D fiiralle Ue U - { T }.

(i) % heifit separabel, falls eine abzihlbare dichte Teilmenge
von & existiert.

Ein D c X ist genau dann dicht, wenn cl(D) = X.
Besitzt & eine abzihlbare Basis, so ist & separabel. Die Umkehrung ist in me-
trischen Riumen (s.u.) richtig.
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Produkte

Definition (Produktraum und Produkttopologie)
Sei I eine Menge, und sei &; = (X, U;) ein topologischer Raum fiiri e I.
Dann definieren wir den Produktraum 11;. 1 %; = (X, W) durch:

X = {{:I—> UiEIXi | f(l)e Xiﬁiralleiel},

A = ,dievonB ={{feX | fi)e U} liel, Ue,}erzeugte
"Topologie .

Die Topologie U heifit die Produkttopologie der Topologien U;, i € 1.

Die Topologie U ist die kleinste Topologie auf X, fiir die alle Projektionsabbil-
dungenpr;: X — X, 1€ I, stetig sind (bzgl. U;), wobei pr;(f) = (i) fir alle f € X.
Einer der wichtigsten Sitze der mengentheoretischen Topologie ist:

Satz  (Satz von Tychonov)
Sei I eine Menge, und sei &; = (X, U;) ein kompakter Hausdorff-Raum

fir alle i € I. Dann ist IT; < ; &; kompakt.

Zum Beweis wird das Auswahlaxiom verwendet.

Metrische Riume

Wir kommen nun zu den spezielleren, ebenfalls von Hausdortf 1914 einge-
fihrten metrischen Rdumen.

Definition (mzetrischer Raum, Metrik auf einer Menge)
Sei X eine Menge, und sei d : X* — R} eine Funktion.
(X, d) heifit ein meetrischer Raum (und d eine Merrik auf X), falls
fir alle x, v, z € X gilt:
) d&x,y) = 0 gdw x =y,
(1) dix,y) = d(y, %), (Symmetrie)
(i) dx,z) < d(x,y) + d(y, 2). (Dreiecksungleichung)

Giltstate (i) lediglich d(x, x) = 0 fiir alle x, so spricht man von einer Pseudometrik.
Metrische Riume geben wie folgt Anlaf} zu topologischen Riumen:

Definition (offene e-Umgebung)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir x € X und € € R* heifit
U = {yeX | dx,y) <e)
die offene e-Umgebung von x oder offene e-Kugel mit Mittelpunkt x.
Wirsetzen By = {U.x) | xe X, €>0}.
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Definition (erzeugte Topologie und kompatible Metrik)
(a) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit die von %4
erzeugte Topologie die von der Metrik d erzeugte oder induzierte
Topologie auf X.
(b) Ein topologischer Raum & = (X, U) heifit metrisierbar, falls eine
Metrik d auf X existiert, die U erzeugt. & heifit dann auch metrisierbar
durch d, und d eine kompatible Metrik fiir & .

(¢) Zwei Metriken d und d” auf X heifien kompatibel, falls sie die gleiche
"Topologie erzeugen.

Esistleicht zu sehen, dafl B4 sogar eine Basis der erzeugten Topologie ist; die
Vorstufe der Bildung der endlichen Schnitte 3B entfillt. (Zum Beweis dieser
"Tatsache gentigt bereits eine Pseudometrik.)

Fir eine Metrik d auf X sei d'(x, y) = d(x, y)/(1 + d(x, y)) fiir alle x,y € X.
Dann ist d” eine zu d kompatible Metrik und es gilt diam(X) < 1 bzgl. d’, wo-
bei allgemein der Durchmesser diam(X) = diamy(X) bzgl. einer Metrik d defi-
niert ist als sup({ d(x, y) | x,y € X }) € [0, oo].

Wird ein metrischer Raum (X, d) als topologischer Raum bezeichnet, so ist
immer X zusammen mit der von der Metrik erzeugten Topologie gemeint. So
kann man etwa sagen: Jeder metrische Raum ist Hausdorffsch.

Fiir metrische Ridume gilt die Charakterisierung der Stetigkeit durch die Fol-
gen-Stetigkeit (oder gleichwertig die e-8-Formulierung). Seien hierzu (X, d)
und (Y, d") metrische Rdume, und seif : X — Y. Dann sind fiir alle x € X dquiva-
lent:

(1) f:X — Yiststetigim Punktx (im topologischen Sinne).
(i) Firalle Folgen (x, | n€ N) mitx = lim, _, ., x,, gilt f(x) = lim, _, ., f(x,).
(iii) Firalle € > 0 gibtesein § > 0 mit f” Us(x) < U (f(x)).

Fir metrische Riume gelten starke Fortsetzungssitze fiir stetige Funktionen.
Ein wichtiger Fall ist:

Satz  (Ausdebnungssatz von Urysobn)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und seien A, B c X abgeschlossen und
disjunkt. Dann existiert ein stetiges f : X — [0, 1] mit:

f(x) =0 furallexe A und f(x) =1 firallexe B.
Stirker (!) gilt sogar:

Satz  (Ausdebnungssatz von Tietze)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei C c X abgeschlossen und
f: C — R stetig. Dann existiert ein stetiges g : X — R mit g|C = f.
Sind ¢y, ¢, € R derart, dafi ¢; < f(x) < ¢, firalle x e A gilt, so kann g so
gewihlt werden werden, daf§ ¢; < g(x) < ¢, fiir alle x € X gilt.
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Vollstindige metrische Riume

Von grofier Bedeutung in der Theorie der metrischen Riume ist der Begriff
der Vollstindigkeit. Er besagt salopp, dafi der Raum keine Locher hat.

Definition (Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) EineFolge(x, | ne N)in X heifit eine Cauchy-Folge (bzgl. d), falls gilt:
Fiir alle € > 0 gibt es ein ny € N, sodaf} fiir alle n,m > n, gilt:
d(x,, x,,) < €.
(b) (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge (bzgl. d) im
Raum (X, U(B4)) konvergiert.

(X, d)istalso genau dann vollstindig, wenn fiir jede Cauchy-Folge (x, | ne N)
ein x € X existiert mit:

(+) Firalle € > 0 gibt es ein ng, sodaf fiir alle n > n,, gilt: d(x,, x) < €.

Jeder metrische Raum 1483t sich in kanonischer Weise vervollstindigen, indem
man Aquivalenzklassen von nicht-konvergenten Cauchy-Folgen zu X als neue
Punkte hinzufiigt und die Metrik in der offensichtlichen Art und Weise auf die
entstehende Menge X* D X erweitert. Zwei Cauchy-Folgen (x, | n € N) und
(yn | n € N)in X heifien dabei dquivalent, wenn lim,, _, ., d(x,, y,) = 0 gilt.

Die Vollstindigkeit eines metrischen Raumes (X, d) hingt i.a. von d und
nicht nur von der von d induzierten Topologie ab. (X, d) und (X, d") kénnen
kompatibel sein, wihrend d vollstindig ist und d” nicht.

Konvergiert eine Folge (x, | n € N)in X, so ist die Folge eine Cauchy-Folge
fiir jede kompatible Metrik. (Die Konvergenz einer Folge hiingt nur von der To-
pologie U ab.)

Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y < X, so ist (Y, d1Y?) ein metrischer
Raum. Die Vollstindigkeit geht bei dieser Verkleinerung i.a. aber verloren. In
iberraschend vielen Fillen lifit sich aber die induzierte Topologie des Teilrau-
mes vollstindig remetrisieren: Man konstruiert eine neue mit d |'Y? kompatible
Metrik d*, die die d-Locher von Y ins Unendliche verlagert. Genauer erreicht
man: Ist (x, | n € N) eine nicht konvergente Cauchy-Folge in Y bzgl. d, so ist
(x, | n e N)keine Cauchy-Folge mehr bzgl. d*. Wir beweisen ein derartiges Re-
metrisierungs-Resultat im zweiten Kapitel des zweiten Abschnitts.

Sei I eine Menge, und sei &; = (X, d;) ein metrischer Raum fiir alle i € L.
O.E. gilt diam(X;) <1 furalleie I. Sei & = (X, W) = IT; . (X, d;) das topolo-
gische Produkt (wir fassen die (X;, d;) wieder als topologische Riume auf). Ist
I abzihlbar unendlich, so ist fiir jede Aufzihlung (i, | n € N)von I der Raum
& metrisierbar durch

d(f, @) = Zhen d; (FG,), g(,)/2""" firallef, ge X,
und es gilt wieder diam(X) < 1 bzgl. d. Analoges gilt fiir endliche Produkte.
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Kompakte metrische Riume

Fiir metrische Riume fallen verschiedene Begriffe der Gedringtheit zusam-
men:

Satz  (Charakterisierungen der Kompaktheit fiir metrische Riunze)
Sei X = (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(a) % ist kompaket.
(b) Jede Folge in X hat eine konvergente "Teilfolge.
(c) Jede unendliche Menge in X hat einen Hiufungspunke.

(d) % istvollstindig und total beschrinkt, d.h. fiir alle € > 0 gilt:
Es existieren einn € Nund x, ..., x, € X mit X = U, ., U, (x)).

Folglich ist ein kompakter metrischer Raum separabel: Fiir alle k € N seien
XE, o, Xl;(k) wie in (d) fiir € = 1/2. Dann ist

D={xlkeN,i<nk))}
dicht in X.

Metrisierbarkeit topologischer Riume

Uberraschend viele topologische Riume lassen sich metrisieren. Das funda-
mentale Ergebnis ist hier der folgende Satz von Urysohn, der zusammen mit
dem Satz von Tychonov zuweilen als der wichtigste Satz der elementaren Topo-
logie bezeichnet wird :

Satz  (Metrisierbarkeitssatz von Urysobn)
Sei ¥ = (X, U) ein Hausdorff-Raum, der eine abzihlbare Basis besitzt.
Dann sind dquivalent:
(a) % ist metrisierbar.
(b) Firallexe Xund Ue Umitxe Ugibtesein Ve U mit:

x € Vund cl(V) c U. (Regularitit des Raumes)

Die Aussage (b) ist dquivalent zu: Ist A ¢ X abgeschlossen und x & A, so exi-
stieren disjunkte U,V e U mitxe Uund Ac V.

Jeder kompakte Hausdorff-Raum erfiillt die Bedingung (b). Weiter ist ein
kompakter metrisierbarer Raum separabel und besitzt deswegen eine abzihlbare
Basis. Wir erhalten:

Korollar  (Metrisierbarkeitssatz fiir kompakte Riume)
Sei X = (X, AU) ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann sind dquivalent:

(a) % ist metrisierbar.
(b) % besitzt eine abzihlbare Basis.
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Die Standardtopologie des Kontinuums

Die Standardtopologie von R", n € N, ist die von den offenen Quadern
]alabl[ X o0 X ]ambn[

a1, ..vy dp, Dy, ..., by € R erzeugte Topologie. Diese Quader bilden sogar eine Ba-
sis der Topologie. Anstelle von R kann man fiir die Intervallgrenzen auch nur
Elemente aus @ zulassen. Die Topologie auf R" hat also eine abzihlbare Basis.
Die Standardtopologie auf R" stimmt weiter mit der von der Euklidischen
Metrik d,, auf R" (vgl. 1.4) erzeugten Topologie tiberein.
Fiirallen € Nundalle K ¢ R" sind dquivalent (unter der Standardtopologie):

(1) Kist kompakt.
(1)) Kist beschrinkt und abgeschlossen.
Die Topologie auf den Folgenriiumen VA = 1, yy A ist die Produkttopologie der dis-

kreten Topologie auf A, d.h. der Topologie U = P(A). Wir diskutieren diese Topologie in
Abschnitt 2 genauer.
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