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Vorwort

Dieses Buch behandelt in kompakter und dichter Form die Sprache der moder-
nen Mathematik und einige ihrer grundlegenden Objekte und Begriffe. Das ent-
stehende Abbild der wissenschaftlichen Mathematik ist zweifach unvollstindig:
Zum einen werden die logisch-mengentheoretischen Grundlagen der Mathe-
matik informal und damit nicht in der heute moglichen Exaktheit prisentiert.
Zum anderen bilden die vorgestellten Themen eine personlich gefirbte Aus-
wahl, die noch vielfiltig erginzt werden konnte, und sie decken auch immer nur
erste Schritte ab, sodafl der eigentliche Charakter der mathematischen Gebiete
und ihre wechselseitigen Beziehungen nur bedingt ans Licht kommen. Um diese
beiden Unvollstindigkeiten zu beseitigen, benttigt man viele Biicher und viele
Jahre Studium. Dieser Text ist dabei nur einfiihrend, erginzend und begleitend.
Eristkeineswegs trivial, aber letztendlich doch einfach, auch wenn es fiir den An-
finger einige Zeit brauchen wird, seine Einfachheit zu sehen. Er steht im Regal
der mathematischen Grundausbildung, aufgrund seiner individuellen Auswahl
und Perspektive aber nicht dort, wo ein Kanon etabliert werden soll. Er will ein
im Vergleich zur Allgemeinbildung deutlich vertieftes Verstindnis mathemati-
scher Grundbegriffe und Theorien vermitteln und dem Leser eine konzentrierte
Begegnung mit der Mathematik erméglichen. Ziel ist die Bildung oder Stirkung
einer sprachlichen und inhaltlichen Grundlage, die sich in der weiter- und tiefer-
reichenden Auseinandersetzung mit mathematischen Ergebnissen, Fragen und
Denkweisen bewihrt. Das Buch will also nicht nur Wissen vermitteln, sondern
auch zu etwas befihigen.

Die ins Auge gefafite Lesergruppe umfafit damit alle, die an der Mathematik
bereits interessiert sind und im Idealfall sogar schon ein Bediirfnis nach erhéhter
Genauigkeit und Systematik mitbringen. Unter diese Gruppe fallen Schiiler um
die Abiturzeit, die ein Mathematikstudium in Erwigung ziehen, Teilnehmer ei-
nes mathematischen Vor- oder Einfilhrungskurses an der Universitit, Studie-
rende der Mathematik in den ersten Semestern und nicht zuletzt auch von der
Strenge und Schonheit der Mathematik faszinierte Laien. Auch fiir Lehrer und
Dozenten kann das Buch, von einer anderen Warte aus betrachtet, interessant
sein.
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Neben Interesse wird lediglich vorausgesetzt, daf§ der Leser mit der Schulma-
thematik in rudimentirer Form vertraut ist. Dabei miissen keine Wissensliicken
befiirchtet werden, denn alles, was auf die Bithne kommt, wird durch eine Defi-
nition vorgestellt. Die Darstellung ist direkt, und den fiir diesmal héheren Zielen
der Dichte und Kompaktheit folgend verzichtet sie, nicht leichten Herzens, auf
eine ideengeschichtlich geleitete Anordnung und historische Einbettung ihres
Inhalts.

Die Gestaltung des Textes folgt einer recht strengen Symmetrie, und der Leser
findet einige Bemerkungen hierzu im Anschlufi an dieses Vorwort. Dort gehen
wir auch auf die Moglichkeit der nichtlinearen Lektiire ein: Es ist nicht notwen-
dig, die ersten beiden Abschnitte ,,Die Sprache der Mathematik® und ,,Zahlen®
gelesen zu haben, um die ,,Ersten Erkundungen® mit Gewinn lesen zu kénnen.
Nach den Ausfiihrungen zum Aufbau stellen wir die Themen der drei Abschnitte
des Textes im Uberblick vor. Der Orientierung dient dariiber hinaus die Einfiih-
rung, das strukturierte Inhaltsverzeichnis, die Tafel der Notationen und der In-
dex. Am Ende des Buches findet sich zudem eine kommentierte Zusammenstel-
lung erginzender und weiterfihrender Literatur.

Mein Dank gilt der Deutschen Telekom Stiftung, die die Entstehung des Bu-
ches im Rahmen des ,,M-Bridge“-Projekts entscheidend geférdert hat. Weiter
danke ich Jan-David Hardtke, Kristine Kaiser, Ilja Klebanov, Sophie Knell,
Simon Liicking, Ute Skambraks und Kerstin Weller, die das Manuskript kritisch
gelesen und in Tutorien an der FU Berlin erprobt haben. Heinz Jaskolla hat den
Text durch zahllose Anregungen und Vorschlige ganz wesentlich verbessert.

Berlin, im November 2009

Oliver Deiser



Aufbau und Themen des Buches

Das Buch zerfillt in die drei Abschnitte ,,Die Sprache der Mathematik®, ,,Zah-
len“und ,,Erste Erkundungen®. Die ,,Sprache der Mathematik“ versammelt, was
in der Mathematik iiberall vorkommt und verwendet wird, so etwa Mengen und
Funktionen samt ihrem elementaren begrifflichen Umfeld. Die ,,Zahlen® stellen
die Grundobjekte vor, mit denen die Sprache operiert und weitere Objekte bil-
det. Die ,,Ersten Erkundungen® zeigen, was man entdecken kann, wenn man ma-
thematische Fragestellungen genauer verfolgt. Sie sind der Beginn von grofien
Theorien, die sich oft gegenseitig befruchten und beleuchten.

Die beiden ersten Abschnitte wiegen zusammen genommen in etwa so viel wie
der dritte Abschnitt. Sie weisen jeweils drei Kapitel auf, wihrend der dritte Ab-
schnitt aus sechs Kapiteln besteht. Jedes Kapitel hat sechs Unterkapitel, an die
sich eine Ubungssektion mit je zweimal zwolf Ubungsaufgaben anschlieit. Die
Ubungen sind den einzelnen Unterkapiteln zugeordnet und geben dem Leser
die Gelegenbheit, sich die vorgestellten Begriffe zu eigen zu machen. Es ergeben
sich so 3 + 3 + 6 = 12 Kapitel mit 12 - 6 = 72 Unterkapiteln und 12 - 24 = 288
Ubungsaufgaben. Hierbei wird keine Zahlenmystik angestrebt, sondern dieser
Aufbau des Buches dient dazu, den Inhalten des Buches Form, Struktur und
Symmetrie zu geben. Ein Ausufern einzelner Themen wird so von vorneherein
unmoglich, und der Autor steht unter dem freiwilligen Zwang der Auswahl und
Beschrinkung. Ein ,,13. Kapitel“ stellt der Exkurs iiber Michtigkeiten am Ende
des ersten Abschnitts dar, der mitseinen irritierenden Ergebnissen und unbefrie-
digend beantworteten Fragen bewufit die Symmetrie stért. Der Exkurs nimmt
rdumlich die Hilfte eines der anderen Kapitel ein und besitzt drei Unterkapitel
mit zwolf zugehorigen Ubungen.

Die klassische lineare Lektiire des Buches ist denen zu empfehlen, die Syste-
matik, logischen Aufbau, Genauigkeit und Griindlichkeit im Sinne einer Funda-
mentbildung schitzen und die dafiir bereit sind, die Begegnung mit mathemati-
schen Theorien etwas zuriickzustellen. Aber auch eine nichtlineare Lektiire ist
moglich. Die sechs Kapitel im dritten Abschnitt sind in ihrer Anordnung nicht
zufillig, aber doch auch weitgehend unabhingig voneinander. Zudem geniigt
dortvielfach ein Grundverstindnis der mathematischen Sprache und ein Grund-
wissen iiber die Zahlen, sodaf§ der dritte Abschnitt letztendlich nur bildlich auf
den beiden ersten Abschnitten so ruht wie ein Dach auf Siulen und Siulen auf ei-
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nem Fundament. Wer gerne méchte, kann mit dem zahlentheoretischen Kapitel
iiber Teiler beginnen, selbst der Jargon der Mengen wird dort sparsam verwen-
det. Erginzend kann dann bei Bedarf das erste Kapitel des zweiten Abschnitts
herangezogen werden, das die Struktur der natiirlichen Zahlen und insbeson-
dere die Induktion diskutiert. In dhnlicher Weise verhilt es sich mit dem Kapitel
iiber Grenzwerte. Wir stellen dort die fundamentalen Struktureigenschaften der
reellen Zahlen kurz vor, eine ausfiihrliche Behandlung und Motivation findet der
Leser im zweiten und dritten Kapitel des Abschnitts iber Zahlen. Das Kapitel
iber Matrizen kann ohne Kenntnis des Korperbegriffs gelesen werden, erscheint
mit entsprechendem Vorwissen aber in grofierer Allgemeinheit. Am Ende des
Kapitels tiber Matrizen fithrt eine Briicke zu den Graphen, tiber die man auch
erst dann gehen kann, sobald man sich fiir Fragen der Graphentheorie interes-
siert. Das Kapitel iber Graphen selbst ist wie das Kapitel iiber Teiler elementar
zuginglich und sei insbesondere denen empfohlen, die den spielerischen Cha-
rakter der Mathematik schitzen. Das Kapitel iiber Gruppen wirkt sicherlich we-
niger ,,ad hoc, wenn der Leser mit dem Aufbau des Zahlsystems und mit den
Struktureigenschaften von bijektiven Funktionen vertraut ist, aber wer abstrakte
Strukturen schitzt und als solche kennenlernen mochte, braucht hier kein Vor-
spiel auf dem Theater. Fiir das Kapitel iiber Wahrscheinlichkeiten schliefilich ist
die Kenntnis des Grenzwertbegriffs unentbehrlich.

Im Flieftext werden oft Behauptungen aufgestellt, die in den Ubungsab-
schnitten wieder auftauchen und bewiesen werden sollen. Der Text bleibt dort
lickenhaft, wo er durch eigenstindiges Denken erginzt werden kann. Er lafit
sich grob dem zuordnen, was in didaktischen Kreisen als ,,modifizierte Methode
von Robert Moore® bekannt ist. Moore hat fortgeschrittenen Studenten ledig-
lich einige mathematische Begriffe und Sitze angeschrieben, die sie dann selb-
stindig untersuchen und beweisen sollten. In angepafiter Form wurde seine Me-
thode dann nicht nur fiir den wissenschaftlichen Nachwuchs, sondern auch fiir
alle Studierenden der Mathematik angewendet. Der Lernende soll die Dinge
hinterfragen und aktiv nach kreativen Antworten auf aufgeworfene Fragen su-
chen. Der Ansatz wurzelt in langen Traditionen der Aufklirung: ,sapere aude“
steht bei Horaz, und Kant hat dies gewichtig mit ,,Habe Mut, dich deines eigenen
Verstandes zu bedienen” iibersetzt. Fiir die Mathematik gilt die Interpretation:
»,Habe Mut, Beweise selbst zu fithren.“

Der Gedanke der eigenstindigen Arbeit fithrt dazu, daff im ersten Abschnitt
kein einziger Beweis einer elementaren Eigenschaft der behandelten Begriffe
vorgefiihrt wird. Beweise finden sich erst dort, wo die Beweislast aufgrund ihres
Gewichts nicht dem Leser tiberlassen werden kann und das Nachvollziehen von
Argumenten den Verstand schon genug fordert. Damit die Lektiire des Buches
aber auch auflerhalb von begleiteten Kursen erleichtert wird, werden zu einigen
Ubungen Losungshinweise gegeben, und ein Anhang stellt ausfiihrliche Lo-
sungsvorschlige fiir 3 - 8 = 24 Ubungen des ersten Abschnitts bereit, also fiir ein
Drittel der dortigen Aufgaben. Diese sind in den Ubungssektionen mit einem
»L“ fiir ,,Losung® gekennzeichnet.

Nach diesen Bemerkungen zum Aufbau des Buches wollen wir nun noch die
behandelten Themen vorstellen.
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Erster Abschnitt: Die Sprache der Mathematik

Unter ,,Sprache der Mathematik® verstehen wir hier nicht eine formale Be-
schreibung der Syntax mathematischer Aussagen, sondern einen relativ weit ge-
fafiten Satz an Begriffsbildungen, Sprechweisen und Konventionen, die in der
Mathematik iiberall vorkommen, keine Merkmale einer Theoriebildung aufwei-
sen und die jeder Mathematiker kennt und ,fliefend“ beherrscht. Naturgemify
spielen dabei grundlegende logische und mengentheoretische Konzepte eine
wichtige Rolle.

Wir beginnen im Kapitel ,,Mathematisches Argumentieren mit einer aus-
fithrlichen Diskussion der mathematischen Junktoren. Wir betrachten ihre Ver-
wendung und Semantik unter verschiedenen Gesichtspunkten, und wir isolieren
einige Beweismuster, zu denen die Aussagenlogik Anlaf§ gibt. Schliefilich behan-
deln wir die Quantoren im Zusammenspiel mit Funktionen, Relationen und
Konstanten, wobei wir hier ein naives Grundverstindnis des Funktions- und Re-
lationsbegriffs annehmen. Das Kapitel endet mit einer tabellarischen Ubersicht
aussagenlogischer Tautologien und Quantorenregeln.

Das zweite Kapitel widmet sich dann dem Mengenbegriff und damit dem
Grundbegriff der modernen mathematischen Sprache. Wir zeigen die logi-
schen Probleme der uneingeschrinkten Zusammenfassung von Objekten zu
Mengen auf und stellen dann die wichtigsten ,,harmlosen“ Mengenbildungen
und Operationen mit Mengen zusammen. Dabei lernen wir in der Definition
des geordneten Paares auch ein einfaches Beispiel fiir die universelle interpre-
tative Kraft des Mengenbegriffs kennen. Schliefilich fithren wir Potenzmengen
und allgemeinere Mengensysteme ein und diskutieren die hiufig in der Mathe-
matik anzutreffende Stufung in ,,Punkt, Menge von Punkten, Mengensystem
von Punktmengen®.

Das dritte Kapitel behandelt Relationen und Funktionen. Wir definieren Re-
lationen als Mengen von geordneten Paaren und besprechen die wichtigsten
Struktureigenschaften von Relationen und ihre Kombinationen, unter denen die
Aquivalenzrelationen und die partiellen Ordnungen herausragen. Anschlieiend
fithren wir Funktionen als spezielle Relationen ein und versammeln die zugeho-
rigen Begriffsbildungen, die in der Mathematik hiufig verwendet werden. Ein
Abschnitt tiber Wohldefiniertheit und Kongruenzrelationen diskutiert Funktio-
nen im Zusammenspiel mit Relationen. Ein universelles funktionales Thema in
der Mathematik ist schlieflich das der Isomorphie mathematischer Strukturen,
und wir geben eine elementare, aber zugleich auch sehr allgemeine Einfithrung
in dieses Thema am Ende des Kapitels.

Die Darstellung der mathematischen Sprache miindet in einen anspruchs-
volleren Exkurs iiber Michtigkeiten, den man auch als ein erstes Beispiel fiir
eine mathematische Theoriebildung ansehen kann. Wir vergleichen die Grofie
von Mengen mit Hilfe von Injektionen und Bijektionen, beweisen den Satz von
Cantor-Bernstein, definieren den Begriff der Unendlichkeit und zeigen, daf§
Grofienunterschiede im Unendlichen existieren. Weiter formulieren wir die
Kontinuumshypothese und deuten die Problematik an, die dem Linearkonti-
nuum im Rahmen der tiblichen Fundierung der Mathematik innewohnt.
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Der gesamte erste Abschnitt einschlieilich des Exkurses kommt ohne Zahlen
aus. In den Ubungen gestatten wir uns aber gelegentliche Anleihen bei den Zahlen
(einschlieflich der Induktion), um Beispiele zur Verfiigung zu haben, mit denen
der Leser vertraut ist. Auch wird gegen Ende des Exkurses das Fehlen der Zahlen
deutlich, sodaf§ auch von theoretischer Seite der Beginn des zweiten Abschnitts
herbeigefithrt wird.

Zweiter Abschnitt: Zahlen

Die Zahlen als Grundobjekte der Mathematik bilden das Thema des zweiten
Abschnitts. Speziell hier gilt, dafi der Leser schon viel mitbringt, und wir gestat-
ten uns deswegen einen recht detaillierten und genauen Blick auf einen untadeli-
gen Aufbau des Zahlsystems.

Das erste Kapitel beginnt mit einer informalen Beschreibung des Zihlens.
Diese Beschreibung fithrt uns zur Formulierung eines Induktionsprinzips und
weiter zur Definition einer Dedekind-Struktur, die das Wesen des Zihlens ein-
fingt. Fiir interessierte Leser beweisen wir einen Isomorphiesatz und skizzieren
die Moglichkeit der Konstruktion einer derartigen Struktur. Irgendeine Dede-
kind-Struktur dient uns dann im folgenden als Menge der natiirlichen Zahlen N.
Aus der genuinen Nachfolgerbildung gewinnen wir mit Hilfe von rekursiven
Definitionen die Addition, die Multiplikation und die Exponentiation. Danach
definieren wir die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen, und wir formulieren und
beweisen eine Verstirkung der vollstindigen Induktion und das zugehorige Prin-
zip des kleinsten Elements. In einem Ausblick betrachten wir dann die rekursiv
definierten Funktionen auf den natiirlichen Zahlen noch genauer und gelangen
so zu einer Definition der algorithmischen Berechenbarkeit einer Funktion.

Im zweiten Kapitel fithren wir mit Hilfe der natiirlichen Zahlen die ganzen
Zahlen Z und dann mit Hilfe der ganzen Zahlen die rationalen Zahlen @ ein. Da-
bei verwenden wir die eleganten Methoden der Algebra, ohne uns dabei in einem
allzu theoretischen und abstrakten Umfeld zu verlieren. Am Ende der Darstel-
lung fassen wir die ,,iblichen Rechenregeln“ zum Begriff eines Korpers zusam-
men und weiter die ,,iiblichen Ordnungseigenschaften” zum Begriff eines ange-
ordneten Korpers.

Die Frage, ob wir mit den rationalen Zahlen ein ,,Kontinuum* konstruiert ha-
ben, beantworten wir im dritten Kapitel negativ, indem wir zeigen, daf die Ord-
nung von @ eher durch Liicken als durch Vollstindigkeit glinzt. Im Zentrum
stehen hier die Begriffe des Supremums und des Infimums, mit deren Hilfe wir
die Liicken von Q identifizieren kénnen. Mit Hilfe von Dedekindschen Schnit-
ten konstruieren wir dann die reellen Zahlen R. Wir zeigen die archimedische
Ordnung unserer Konstruktion, die die Existenz von infinitesimalen Grofien
ausschliefit, und wir skizzieren den Beweis einer algebraischen Charakterisie-
rung des angeordneten Korpers der reellen Zahlen. Anschlieflend betrachten wir
die natiirliche Frage, ob wir auf R’,R?, ... eine Multiplikation einfithren kénnen,
die zusammen mit der punktweisen Addition eine Korperstruktur erzeugt. Diese
Frage fithrt uns zu den komplexen Zahlen C und weiter zu einer knappen Dar-
stellung der Hamiltonschen Quaternionen H.
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Dritter Abschnitt: Erste Erkundungen

Der letzte Abschnitt des Buches besteht aus sechs Kapiteln, die jeweils eine
elementare, aber aus der Perspektive des Anfingers durchaus auch anspruchs-
volle Einfiihrung in einen mathematischen Themenbereich geben. Die Auswahl
der sechs Gebiete und ihre inhaltliche Ausgestaltung ist dabei subjektiv, und sie
erhebt keinerlei Anspruch auf eine vollstindige Abdeckung des Wichtigsten.

Am Anfang steht eine Untersuchung des Teilbarkeitsbegriffs der natiirlichen
Zahlen. Wir beweisen die elementaren Eigenschaften dieses Begriffs und unter-
suchen den grofiten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache
zweier Zahlen. (Das ist alles viel spannender, als man es von der Schule vielleicht
in Erinnerung hat.) Die Frage nach einer effektiven Berechnung des grofiten ge-
meinsamen Teilers fihrt uns zum Euklidischen Algorithmus, einem einzigartig
schénen und fruchtbaren Juwel der Mathematik. Er liefert uns neue Einsichten
iiber den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen, indem er diesen in effekti-
ver Weise als Linearkombination der Zahlen darzustellen gestattet. Danach
fithrt uns ein ,, Filmschnitt* zu den Atomen der Teilbarkeitsrelation, den Prim-
zahlen. Wir formulieren eine Reihe von Fragen, die sich bei der Betrachtung des
Primzahl-Begriffs ergeben, und von denen einige bis heute ungeldst geblieben
sind. Nachdem wir die Unendlichkeit der Primzahlen gezeigt haben, geben wir
einen klassischen und einen modernen Bewesis fiir den Hauptsatz der elementa-
ren Zahlentheorie, die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Als Anwendung
diskutieren wir das klassische Argument fiir die Existenz von irrationalen Zahlen,
das die Darstellung der Liicken von QQ im zweiten Abschnitt erginzt.

Von der Zahlentheorie springen wir zu den Grundlagen der Analysis und stu-
dieren im zweiten Kapitel den Grenzwertbegriff. Wir betrachten konvergente
Folgen und Reihen sowie Hiufungspunkte von Mengen. Anschlieflend diskutie-
ren wir verschiedene dquivalente Fassungen des Stetigkeitsbegriffs und beweisen
die wichtigsten elementaren Sitze tiber stetige Funktionen. Als Ausblick fithren
wir den Begriff der offenen Menge ein und formulieren mit seiner Hilfe die Ste-
tigkeit einer Funktion. Schliefilich spannen wir einen Bogen zum zweiten Ab-
schnitt, indem wir den metrischen Vollstindigkeitsbegriff in Beziehung zur Exi-
stenz von Suprema und Infima bringen.

Kapitel drei beschiftigt sich mit Matrizen, rechteckigen Gebilden aus Zahlen.
Wir motivieren sie als kompakte Notationen fiir lineare Gleichungssysteme.
Nach einem Blick auf den Lsungsraum eines derartigen Systems stellen wir den
Gaufi-Jordanschen Algorithmus vor, der unsere Systeme in effektiver und befrie-
digender Weise mit Hilfe von elementaren Matrizenumformungen 16st. An-
schliefend betrachten wir den Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen und gelangen so zur Definition einer Matrizenmultiplikation. Zu ei-
ner ganz anderen Anwendung der Matrizen filhrt uns dann die Frage, wie wir den
transitiven Abschluf} einer endlichen Relation effektiv berechnen kénnen. Hierzu
fithren wir eine neue Matrizenmultiplikation ein und diskutieren den Algorithmus
von Warshall. Insgesamt ergeben sich drei Aspekte, die die fundamentale Bedeu-
tung des Konzepts illustrieren: Matrizen als Notationen fur Gleichungssysteme,
Matrizen als lineare Abbildungen, Matrizen als Darstellung von Relationen.
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Die Gruppen sind das Thema der vierten Erkundung. Wir motivieren den Be-
griff sehr knapp mit Hilfe von endlichen Permutationen. (Fiir den Leser, der den
zweiten Abschnitt studiert hat, sind die Struktur-Eigenschaften einer Gruppe
wahrlich nichts Neues.) Wir stellen einige Beispiele fiir Gruppen zusammen und
untersuchen Folgerungen aus den Gruppenaxiomen. Danach behandeln wir
Untergruppen, Nebenklassen und Faktorgruppen, und wir beweisen den Satz
von Lagrange.

Das fiinfte Kapitel gehort dem weiten Reich der endlichen Kombinatorik an
und bietet eine Einfiihrung in die Graphentheorie. Wir fithren zunichst die
wichtigsten Begriffe wie ,, Kantenzug, Weg, Kreis, Zusammenhang“ ein, um
iiber Graphen angemessen reden zu kénnen. Anschlieffend fragen wir nach der
Existenz von Eulerziigen, die es erlauben, einen Graphen in einem Zug zu
zeichnen. Mit dem Algorithmus von Hierholzer finden wir ein einfaches Ver-
fahren, das es uns erlaubt, im Falle der Existenz einen Eulerzug zu konstruie-
ren. Nach einer Diskussion der Frage, wie man ein Labyrinth algorithmisch er-
kundet, wenden wir uns dem viel schwierigeren Problem der Existenz eines
Kreises zu, der jede Ecke eines Graphen genau einmal besucht. Wir beweisen
den Satz von Dirac, der ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines der-
artigen sogenannten Hamiltonkreises etabliert.

Das Buch endet mit einer Einfithrung in den Begriff eines Wahrscheinlich-
keitsmafies. Wir definieren abzihlbare Wahrscheinlichkeitsriume und deuten
die Probleme an, die der iiberabzihlbare Fall aufwirft. Wir verzichten vollstin-
dig auf die Einfithrung von Dichtefunktionen und fithren statt dessen eine Inte-
gralschreibweise fiir diskrete Summen ein, die nicht nur elegant ist, sondern auch
auf die Notationen und wichtigsten Integrationssitze der allgemeinen Wahr-
scheinlichkeitstheorie vorbereitet. (Erfahrungsgemif ist das allgemeine Integral
ff du auch fiir Fortgeschrittene nicht leicht zu verdauen, sodaf} eine Vorberei-
tung anhand des einfachsten Falls sicher nicht schadet.) Wir verwenden unsere
u-Integrale dann zur Definition des Erwartungswerts und der Varianz einer Zu-
fallsvariablen. Das Kapitel schliefit mit einem Beweis des schwachen Gesetzes
der grofien Zahl und einer elementaren Formulierung seiner starken Version.



Einfithrung

Die systematisch definierende und beweisende Mathematik beginnt bei den al-
ten Griechen. Im Zentrum stehen ideelle geometrische und arithmetische Ob-
jekte. In der Neuzeit setzte sich die Beschreibung der Geometrie mit Hilfe der
Zahlen durch, und in der Moderne fand die Mathematik im scheinbar harmlosen
Begriff der Menge ihren axiomatischen Grundbegriff, auf den im Verbund mit
der mathematischen Logik jedes mathematische Objekt zuriickgefiihrt werden
konnte. Auf dieser Grundlage wurden die faszinierenden Landschaften der heu-
tigen Mathematik errichtet. Das historische Erbe wurde vollstindig integriert
und in atemberaubender Form erweitert und neu interpretiert.

Sich in diesem Land zurechtzufinden ist nicht leicht, denn man spricht dort
eine eigene Sprache, die aufgrund ihrer einzigartigen Informationsdichte und
Genauigkeit bewundert wird, aber auch als trocken und formal empfunden wer-
den kann. Wenn man dariiber nachdenkt, warum die moderne Mathematik so
spricht wie sie spricht, lassen sich zwei Leitmotive ausmachen, die man mit
,Konsistenz* und ,, Weite“ bezeichnen kann.

Konsistenz

Die Mathematik duldet keine inneren Widerspriiche. Das war schon immer
so, aber der Anspruch an Genauigkeit, Klarheit und Prizision wuchs mit der Ma-
thematik, und in der Moderne sprang dieser Anspruch auf eine neue Stufe. Die
Mathematik operiert heute sehr frei mit unendlichen Konstrukten, die wir in der
Natur nicht wiederfinden, die sich aber zu ihrer Beschreibung oft iberraschend
gut eignen. Daf} das ideelle Feuer des Unendlichen beherrscht werden muf3, zei-
gen die um 1900 zu datierenden Brandstellen der mengentheoretischen Parado-
xien. Die Zihmung des Unendlichen gelang dann in der ersten Hilfte des 20.
Jahrhunderts. Wir wissen heute sehr viel iiber die Grundlagen der Mathematik,
iber Beweise, Mengen, Relationen, tiber algorithmisch berechenbare und allge-
meine Funktionen und iber die beiden Grundstrukturen der natiirlichen und
der reellen Zahlen. Der Erwerb und die Nutzung dieses Wissens fiithrte zu einer
tiefgreifenden Verinderung der bis ins 19. Jahrhundert tiblichen mathemati-
schen Sprache. Vergleicht man Lehrbiicher und Forschungsarbeiten, die vor und
nach diesem Ubergang geschrieben wurden, so ist ein enormer Anstieg an
Dichte, Formalismus, Komplexitit, Symbolik und Systematik festzustellen. Wer
anstrebt, Mathematiker zu werden, muf§ sich dieser Herausforderung stellen.
Der Anfinger wird sich, wie ja auch viele Experten, nicht unbedingt mit Grund-
lagenfragen auseinandersetzen, aber er wird die Sprache der modernen Mathe-
matik lernen wollen.
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Weite

Das Motiv der Weite lafit sich auch durch ,,Anspruch®, ,Ziele“, ,Niveau® be-
schreiben, durch das, wie weit man kommen will. Die Sprache der modernen
Mathematik ermoglicht viele Konstruktionen und Ergebnisse, die in fritheren
Zeiten undenkbar gewesen wiren. Wir mochten diesen Gedanken durch drei
weit iber diesen "Text hinausgehende Beispiele illustrieren. Viele andere konnten
ebenso gut hier stehen.

Als erstes Beispiel betrachten wir das klassische Problem der Bestimmung von
Flicheninhalten. Bereits Archimedes konnte durch Ausschopfung die Fliche
von einfachen geometrischen Figuren berechnen, zu denen auch der Kreis ge-
horte. Eine allgemeine und flexible Methode stellte dann erst die Differential-
und Integralrechnung von Leibniz und Newton zur Verfiigung. Die Flichen-
und Volumenberechnungen wurden, hatte man die neue Theorie erst einmal
verinnerlicht, viel einfacher und auch in komplizierteren Fillen méglich. Weiter
zeigte sich, dafi das Integral in der Mathematik und in der mathematischen Na-
turbeschreibung an vielen Stellen eine zentrale Rolle spielt. In Folge des verall-
gemeinerten Funktionsbegriffs und der Untersuchung von Funktionen durch
Fourierreihen wurde schlieflich eine prizise Definition und genauere Untersu-
chung des Integrals notwendig. Dies fithrte Mitte des 19. Jahrhunderts zum Be-
griff der Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion, und wenig spiter wurden
auch die ersten detaillierten Konstruktionen der reellen Zahlen gegeben. Bereits
zu Beginn des 20. Jahrhunderts fand dann Henri Lebesgue ein allgemeineres In-
tegral, das durch seine guten ,,im hoheren mathematischen Alltag” benttigten
Eigenschaften zu tiberzeugen wufite. Das Lebesgue-Integral wiederum bildete
den Ausgangspunkt fiir das allgemeine mafitheoretische Integral, das heute ins-
besondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie und Funktionalanalysis {iberall
verwendet wird. Der Weg dorthin ist ohne die Beherrschung der mengentheore-
tischen Sprache und der Zahlen nicht zu gehen, und ohne ein hohes Maf§ an for-
maler Exaktheit und Sorgfalt hitte er nicht gegangen werden kénnen.

Ein zweites Beispiel bildet die 1995 von Andrew Wiles bewiesene Fermatsche
Vermutung: Fir alle natiirlichen Zahlen n > 3 ist die Gleichunég a" +b" = c" nicht
innatiirlichen Zahlen a,b,c> 1 16sbar. Wihrend etwa 3% +4° = 5* und 5° + 12? = 13?
gilt, gibtes also keine a,b,c> 1 mita® + b’ =¢*, und das gleiche gilt fiir die Exponen-
ten4, 5,6, ... Das Problem ist fiir einige kleine Exponenten noch relativ einfach zu
16sen, aber zur Losung des allgemeinen Falls mufiten Methoden der algebraischen
Geometrie verwendet und Teilresultate mehrerer Mathematiker zusammenge-
tragen und erweitert werden. Dies ist kein Einzelfall: Die Mathematik setzt heute
sehr oft fortgeschrittene analytische oder algebraische Methoden ein, um Licht
aufeinfache Fragen iiber die natiirlichen Zahlen zu werfen. Auch hier ist ein hohes
Maf an Genauigkeit und komplexer Begriffsbildung unerldfilich, denn nur da-
durch werden die Beweise iiberschau- und iiberpriifbar.

Zuletzt sei mit dem zweiten Unvollstindigkeitssatz von Kurt Gédel aus dem
Jahr 1931 ein auch aus erkenntnistheoretischer Sicht tiefes mathematisches Er-
gebnis genannt. Grob formuliert besagt dieser Satz, dafi eine hinreichend starke
axiomatische Theorie ihre Widerspruchsfreiheit nicht beweisen kann (es sei
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denn, sie ist widerspruchsvoll, denn dann kann sie alles beweisen). Insbesondere
kénnen wir die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie und damit auch der viel
stirkeren mengentheoretisch fundierten Mathematik nicht mit endlichen kom-
binatorischen Methoden beweisen — wozu David Hilbert um 1920 im , Hilbert-
schen Programm® aufgerufen hatte. Um einen derartigen Satz iiberhaupt erst
formulieren und weiter dann beweisen zu konnen, ist eine mathematische Defi-
nition von ,axiomatische Theorie“, ,Beweis“ und ,,Widerspruchsfreiheit“ uner-
1aBlich, d.h. es mufl moglich sein, die Mathematik als formales System aufzufas-
sen, das mit ganz im Endlichen verbleibenden Argumenten untersucht werden
kann. Das Ergebnis von Go6del versieht dann das Motiv der Konsistenz mit ei-
nem bemerkenswerten Zusatz: Die Mathematik duldet keine inneren Wider-
spriiche, aber sie kann nicht beweisen, daf keine Widerspriiche vorhanden sind.

*

Diesem ,,Ausblick vorab“ sei noch hinzugefiigt, dafy der Eingangsbereich der
wissenschaftlichen Mathematik nicht nur die Grundlage fiir alles Weitere ist,
sondern auch selbst bereits viel Interessantes zu bieten hat!



1. Abschnitt

Die Sprache der Mathematik




1. Mathematisches Argumentieren

In der Mathematik wird eine modifizierte Form der Umgangssprache verwen-
det. Diese Sprache ist einerseits sehr karg, andererseits wird sie stindig durch
neue und oft sehr komplexe Begrifte angereichert, deren Bedeutung man erst er-
lernen mufl. Wir betrachten im folgenden das Grundgeriist der mathematischen
Sprache, das dann mit hierarchisch aufeinander aufbauenden mathematischen
Begriffsbildungen zum Leben erweckt wird.

Zunichst werfen wir einen Blick auflogische Verbindungen von Aussagen und
diskutieren Wahrheitstafeln und einige Grundmuster der mathematischen Be-
weisfithrung. Danach betrachten wir Quantoren sowie die inhaltlichen Bestand-
teile mathematischer Aussagen und gelangen so zu einer relativ genauen Be-
schreibung der heutigen mathematischen Sprache. Schliefilich stellen wir noch
einige Tautologien und Quantorenregeln tabellarisch zusammen.

Aussagen und Junktoren

Die Mathematik betrachtet Aussagen wie etwa
,Die Zahl 5 ist eine Primzahl.“,
,Wenn n kleiner als m ist, so ist stets auch n + 1 kleiner als m + 1.,
»Die Sinus-Funktion ist periodisch und beschrinkt.”,
»INicht jede stetige Funktion auf den reellen Zahlen ist differenzierbar.”.

Auch ,,Die Zahl 4 ist eine Primzahl® ist eine mathematische Aussage, nicht aber
»Die Zahl 4 ist minnlich“ oder ,,Diese Banane ist noch nicht reif.“ Eine genaue
Definition dessen, was eine sinnvolle mathematische Aussage ist und was nicht,
ist moglich, liegt aber auflerhalb der Intentionen dieser Einfithrung in das ma-
thematische Argumentieren. Ein naives Grundverstindnis, welches z. B. natiirli-
che Zahlen deutlich von Bananen trennt, geniigt, um anzufangen.

In obigen Beispielen ist von einer Konstanten wie der Zahl 5, einer Funktion wie
dem Sinus und einer Relation wie ,kleiner als“ die Rede. Bevor wir aber diese in-
haldichen Elemente mathematischer Aussagen genauer betrachten, wenden wir
uns dem einfacheren Thema der logischen Junktoren zu, die beliebige Aussagen
A B, C, D, ... mit einander verkniipfen. Die fiir die Mathematik wichtigsten
Junktoren sind:

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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(i) die Negation nicht/non, in Zeichen: —,

(i) die Konjunktion und, in Zeichen: A,
(iii) die Disjunktion oder, in Zeichen: v,
(iv) die Implikation folgt/impliziert, in Zeichen: —,
) die Aquivalenz genau dann, wenn, in Zeichen: .

Viele andere Verkniipfungen sind denkbar, zum Beispiel ein ,,weder noch®.
Uberwiegend werden aber die obigen Junktoren eingesetzt und andere Junkto-
ren werden mit ihrer Hilfe ausgedriickt. Zeichen fiir andere Verkniipfungen ha-
ben keinen allgemeinen Bekanntheitsgrad erreicht.

Verkniipfungen, die wir hier nicht betrachten, sind etwa ,,A kommt vor B¢
oder ,,A istméglich®, ,,A ist notwendig®. Man kann solche Verkniipfungen inner-
halb der sogenannten nichtklassischen Aussagenlogik studieren. In der allgemei-
nen Mathematik kommen sie nicht vor.

Mit Hilfe der logischen Verkniipfungen werden aus Aussagen neue Aussagen
gebildet. Fiir jede Aussage A ist die Negation von A, also — A, eine neue Aus-
sage. Die Negation ist, wie man sagt, ein einstelliger Junktor. Die anderen
Junktoren der obigen Tabelle sind zweistellig: Fiir alle Aussagen A und B sind
die Konjunktion A A B, die Disjunktion A v B, die Implikation A — B, und die
Aquivalenz A <> B neue Aussagen.

Da man die Junktoren iteriert anwenden kann, ist es erforderlich, Klammern
zu setzen. Dadurch wird zum Beispiel die Aussage (A A B) — C von der Aussage
A A (B — C) unterscheidbar.

Um Klammern zu sparen, wird folgende Bindungsstirke der Junktoren ver-
einbart, von stark bindend zu schwach bindend:

o AV, D, O (Bindungsstirke der funktoren)

Damit ist zum Beispiel
—AAB—>C dieAussage ((—wA)AB)—C,

und nicht etwa die Aussage — (A A (B — C)). Die vereinbarte Bindungsstirke ist
nichts weiter als eine Konvention, die sich in der Praxis bewihrt hat.

Zur Verbesserung der Lesbarkeit kann man die Struktur eines Ausdrucks auch
durch graphische Mittel wie Abstinde und Kursivstellungen verdeutlichen. So
schreiben wir zum Beispiel :

A oder B impliziers C.

Das lingliche genau dann, wenn kiirzen wir gerne durch gdw ab. (Im Engli-
schen hat sich hier das Kunstwort #ff fir if and only if durchgesetzt.)

Statt ,,A impliziert B“ sagen wir gleichwertig auch ,,(aus) A folgt B, ,,A zieht B
nach sich“, ,wenn A, so auch B“, ,, A ist hinreichend fiir B* oder ,,B ist notwendig
fiir A“. Hinter den Sprechweisen ,hinreichend” und ,notwendig“ verbirgt also
nichts weiter als eine Implikation, die in zwei verschiedenen Richtungen gelesen
wird.
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Semantik der Junktoren

In den folgenden Abschnitten diskutieren wir die Bedeutung (Semantik) und
Verwendung der Junktoren unter verschiedenen Gesichtspunkten:

(a) Junktoren in der Umgangssprache und in der Mathematik.
(b) Hierarchischer Aufbau der Junktoren.
(c) Junktoren als Operatoren auf Wahrheitswerten.

(d) Junktoren in mathematischen Beweisen.

Junktoren in der Umgangssprache und in der Mathematik

Feinsinnige umgangssprachliche Schattierungen der Junktoren fallen in der
Mathematik weg. Ein Beispiel ist: ,Ich werde krank und gehe ins Krankenhaus*
(um gesund zu werden), im Gegensatz zu ,,Ich gehe ins Krankenhaus und werde
krank“ (weil ich mich angesteckt habe). In der Mathematik ist ,,A und B stets
gleichwertig zu ,B und A“.

Ebenso ist ,A oder B mathematisch immer gleichwertig zu ,,B oder A“. Um-
gangssprachlich ist dagegen der Satz ,,Verlassen Sie mein Haus oder ich rufe die
Polizei.“ vollkommen natiirlich, wihrend ,,Ich rufe die Polizei oder Sie verlassen
mein Haus.“ befremdlich wirkt, und allenfalls dazu verwendet werden kann, um
dem Dieb mitzuteilen, dafi er bei einem Mathematiker eingebrochen ist.

Ein logisch korrektes ,oder” kann in der Umgangssprache unangemessen
oder unhéflich sein: ,Kommst Du oder Deine Frau zu meiner Feier ?“ fragt man
nicht, wenn man beide eingeladen hat. Ebenso antwortet man auf die Frage
»Willst du hierbleiben oder nach Hause gehen ?“ nicht mit einem logisch korrek-
ten ,,Ja“, sondern man sagt, was man mochte.

Das mathematische ,,oder” wird durchgehend in einem nicht ausschliefilichen
Sinne verwendet, ist also von einem ,,entweder ... oder“ zu unterscheiden. Das
umgangssprachliche ,oder” wird dagegen manchmal ausschliefilich verwendet
und manchmal auch nicht. Wenn die Mutter ihr Kind fragt: ,,Willst du nun den
gelben oder den roten Ball?“, so ist ,,Beide ! als Antwort zwar alles andere als un-
wahrscheinlich, entspricht aber nicht der Intention des Fragenden. Dagegen lifit
die Frage ,, War Alkohol oder Ubermiidung der Grund fiir den Unfall ?“ die Ant-
wort ,,Wohl beides!“ zu, die vom Sprecher vielleicht sogar erwartet wird.

Auf der anderen Seite gibt es auch Wendungen der Umgangssprache, die den
mathematischen Gebrauch einer logischen Verkniipfung illustrieren. Der Satz:
»Wenn Du ein guter Koch bist, bin ich der Kaiser von China.” ist eine witzige
Variante von ,,Du bist ein miserabler Koch.” Eine solche Behauptung kann Dis-
kussionen auslosen, dagegen wird man in der Mathematik keinen Widerspruch
ernten, wenn man behauptet: ,,Wenn 4 ungerade ist, so ist 0 = 1.
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Hierarchischer Aufbau der Junktoren

Die Aufgabe, die Semantik der mathematischen Junktoren zu prizisieren,
kénnen wir durch einen hierarchischen Aufbau reduzieren, bei dem lediglich die
Negation und die Konjunktion als Grundverkniipfungen angesehen werden. Die
anderen Junktoren kénnen dann nimlich wie folgt eingefiihrt werden:

(@) Av B wird definiert als  — (= AA—=B),
(b) A —» B wird definiertals —A v B,
(© A & B wirddefiniertals (A—B)A B —A).

Es bleibt nun nur noch die Aufgabe, die Basisjunktoren ,,und“ und ,,non“ zu
prizisieren. Die Konjunktion bereitet kaum Probleme: ,,A und B“ bedeutet ,,s0-
wohl A, als auch B“. Zur Semantik der Negation bemerken wir, daff wir sie im
sklassischen® Sinne verstehen, d. h. eine doppelte Negation ,,nonnon A“ ist stets
gleichwertig zu A. Als Regel : Wir diirfen doppelte Negationen streichen. Viel
mehr kann man an dieser Stelle nicht sagen. Weitere Einsichten in die Semantik
der Konjunktion und der Negation werden wir aber unten bei der Diskussion der
Wahrheitstafeln und der Verwendung der Junktoren in mathematischen Bewei-
sen gewinnen.

Die Definition der Junktoren ,,oder®, ,impliziert” und ,,genau dann, wenn“ ist
ein Beispiel fiir zwei tragende Prinzipien wissenschaftlicher Vorgehensweise::

Reduziere Probleme so weit wie moglich.
Definiere Neues unter Verwendung des Alten.

Die erste Maxime befreit uns von unnétigen Komplexititen und erlaubt uns in
vielen Fillen, die Dinge klarer zu sehen. Die zweite Maxime fithrt dariiber hinaus
zu einem Begriffsgebiude, das auf moglichst wenigen Grundbegriffen ruht. In
hochster Strenge und Vollkommenheit ist die Befolgung der zweiten Maxime
nur in der Mathematik méglich - und nétig.

Wie in vielen anderen Situationen gibt es auch im vorliegenden Fall verschie-
dene Moglichkeiten der Problemreduktion. Wir hitten auch ,,oder und ,non“
als Basisjunktoren betrachten kénnen (und wir hitten dann A A B definiert als
—(—A v = B)). Weiter gibt es einen interessanten hierarchischen Aufbau der
Junktoren, der auf den Basisjunktoren ,;und“ und ,,impliziert“ beruht und also
die Negation als einen definierten Junktor ansieht. Hierzu fithren wir ein speziel-
les Aussagensymbol L ein, das sog. Falsum. Semantisch steht das Falsum fiir eine
Aussage wie 0 = 1. Nun definieren wir:

—A als A — 1,

und A v B und A < B wie oben. Damit sind dann alle Junktoren auf die Junkto-
ren A, — und das Aussagensymbol L zuriickgefithrt. Wir kommen auf diesen An-
satz, der die fiir das mathematische Beweisen so zentrale Implikation an die
Spitze stellt, noch zuriick.
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Junktoren und Wahrheitswerte

Dem Leser wird aufgefallen sein, daff wir bislang nicht von der ,,Wahrheit®
oder ,Falschheit“ einer Aussage gesprochen haben, und auch nicht von ihrer
»Giltigkeit“ oder ,,Ungiiltigkeit“. Er wird vielleicht semantische Erklirungen
der Form

»A A B ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr ist.%,
»A — B ist genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist.“

erwartet haben. Der Grund fiir das Fehlen solcher Wendungen ist, dafi ,,wahr*
und ,falsch” selbst eine sehr schwierige Semantik haben und damit keine Patent-
16sung sind, die mathematischen Junktoren zu erldutern. Sicherlich ist gegen eine
Behauptung wie ,,Die Aussage ,5 ist eine gerade Zahl.‘ ist falsch.“ nichtviel einzu-
wenden, denn man kann diese Behauptung einfach als die einfachere Behauptung
lesen, daf 5 eine ungerade Zahl ist. Problematisch ist nun aber die Sicht, daff jede
mathematische Aussage wahr oder falsch ist. Denn man darf fragen: Ist mathema-
tische Wahrheit mehr als Beweisbarkeit? Wer hier mit ,,ja“ antwortet, muf} auf die
Nachfrage, was dieses Mehr genau ist, eine Antwort bereithalten und hier gelan-
gen wir dann sehr schnell von der Mathematik zur Philosophie der Mathematik.
Wer aber mit ,,nein“ antwortet, muf} die Ansicht, dafi jede mathematische Aussage
wahr oder falsch ist, aufgeben, denn es gibt mathematische Aussagen, die sich we-
der beweisen noch widerlegen lassen. (Das ist das Thema der berithmten Godel-
schen Unvollstindigkeitssitze.)

Wir wollen hier die Wahrheitsdiskussion gar nicht erst eréffnen. Das ist auch
gar nicht notwendig, und zudem fehlt uns an dieser Stelle ohnehin die fiir eine
derartige Diskussion notwendige mathematische Erfahrung und ein Einblick in
das mathematische Beweisen. Statt den Boden der Mathematik zu verlassen,
wollen wir versuchen, die Mathematik zu finden, die in den vertrauten Sprech-
weisen ,,wahr und ,falsch® steckt. Wir betrachten also die Junktoren selbst als
gewisse Gegenstinde der Mathematik und nicht als Bestandteile ihrer Sprache.
Anschlieflend kénnen wir dann fragen, was sich von unseren Untersuchungen
auf die mathematische Sprache iibertragen lasst.

Die ,,Mathematisierung” der Junktoren verlduft wie folgt: Wir arbeiten mit
zwei prinzipiell beliebigen sog. Wabrbeitswerten ,w* und ,,f“. Liegt nun eine mit
Hilfe von Junktorenzeichen —, A, ..., Aussagensymbolen A, B, C, ... und Klam-
mern gebildete Aussage vor (eine bestimmte Zeichenkette wie ~A A (B — C)), so
weisen wir den darin enthaltenen Aussagensymbolen Wahrheitswerte ,w* oder
SLzu,2.B. A= ,w" B = C=f“ usw, und errechnen dann eindeutig den
Wahrheitswert ,,w* oder ,,f“ der zusammengesetzten Aussage. Um diese Berech-
nung durchfithren zu kénnen, miissen wir nur angeben, wie die Junktoren auf
den Wahrheitswerten ,,w“ und ,,f operieren. Dies geschieht durch Angabe von
sog. Wabrbeitstafeln fir die Junktoren. Wir wihlen A und — als Basisjunktoren
und legen folgende Wahrheitstafeln fiir diese Junktoren fest:
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A A B

- A
w w W

f
w | f | f i
f flow vt
f £l

Die dritte Zeile der A-Tafel besagt z. B.: Hat A den Wert ,,f“ und B den Wert
»w, so hat die Aussage A A B den Wahrheitswert ,,f“. Die Tafel fiir die Negation
kann man so zusammenfassen: Der Wahrheitswert von —A ist immer der entge-
gengesetzte Wahrheitswertvon A. Folglich ist z. B. der Wahrheitswert von = —A
stets gleich dem Wahrheitswert von A. Das Streichen der doppelten Negation
steckt hier also in der Wahrheitstafel der Negation.

Aus der Definition von A v B als — (—A A — B) errechnet sich dann die folgende
Wahrheitstafel fiir die Disjunktion:

A | v | B — |l A] A ] =B

wo| ow | w w £l w f £ ow

wo|ow f w f o ow f o ow f

£ w | w wo| ow f f £ ow

f f f £ ow £ w | w f
4 1 3 2

Die Ziffern unter den Spalten der rechten Tafel geben die Reihenfolge an, in
der die Spalten gefiillt werden. Sie ergeben sich aus dem Aufbau der Aussage. Die
letzte gefiillte Spalte ist die Ergebnisspalte der Wahrheitstafel.

Ebenso erhalten wir die folgende Wahrheitstafel fiir die Implikation:

A - B - A v B
w w w f w w w
w f f f w f f
f w w w f w w
f w f w f w f

Der Leser wird analog die vier Zeilen www, wtf, ffw, fwf fiir die Wahrheits-
tafel der Aquivalenz A < B finden.

Als ein etwas komplexeres Beispiel berechnen wir noch die Wahrheitstafel des
sog. Kontrapositionsgesetzes, also der Aussage (A — B) <> (=B — —A):
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A - B =Y - B N - A

w w w w f w w f w

w f f w w f f f w

f w w w f w w w f

f w f w w f w w f
1 5 2 4 3

Ist die Ergebnisspalte einer Wahrheitstafel durchgehend mit ,,w* gefiillt, so
nennt man die betrachtete Aussage allgemeingiiltig oder eine Tautologie. Das Kon-
trapositionsgesetz ist also ein Beispiel fiir eine Tautologie. Einfachere Beispiele
sind die Tautologien A 5 A, Av—-A, A A Ao ——A

Wahrheitstafeln fiir Aussagen zu erstellen kann schnell sehr aufwendig wer-
den. Ist eine Aussage aus Ay, ..., A, aufgebaut, so besteht die zugehorige Wahr-
heitstafel aus 2" Zeilen, da alle moglichen w-f-Kombinationen fur die Aussagen-
symbole Ay, ..., A, beriicksichtigt werden miissen.

Zur Klirung der Bedeutung des Wahrheitstafelverfahrens betrachten wir die
logischen Verkniipfungen unter einem weiteren Gesichtspunkt:

Junktoren in mathematischen Beweisen

In mathematischen Beweisen werden bestimmte Schlufiregeln verwendet,
und diese Schlufiregeln werfen vielleicht das beste Licht auf die Junktoren. Wir
betrachten hierzu obigen Ansatz mit A und — als Basisjunktoren sowie einem
speziellen Aussagensymbol, dem Falsum L, das insbesondere der Definition von
—Aals A — 1 dient. Beweise entstehen, indem wir bestimmte Aussagen als An-
nahmen ansehen und dann wiederholt Schlufiregeln auf diese Annahmen anwen-
den. Eine Annahme A gilt als Beweis von A unter der Annahme A. Was dariiber
hinaus als Beweis gilt, wird durch folgende Schlufiregeln beschrieben:

Definition (aussagenlogische SchlufSregeln, Gentzen-Kalkiil)
(S1) Hat man A A B bewiesen, so hat man auch A bewiesen.

(S2) Hatman A A B bewiesen, so hat man auch B bewiesen.

(S3) Hat man in einem Beweis A bewiesen und in einem zweiten Beweis
B, so ergeben beide Beweise zusammen einen Beweis von A A B.

(S4) Hatman in einem Beweis A — B bewiesen und in einem zweiten
Beweis A, so ergeben beide Beweise zusammen einen Beweis von B.

(S5) Hatman A bewiesen, so hat man B — A bewiesen fiir jede beliebige
Aussage B, und der Beweis von B — A hingt nicht von der Annahme
von B ab.

(S6) Hatman L bewiesen, so hat man jede beliebige Aussage bewiesen.

(S7) Hat man —— A bewiesen, so hat man A bewiesen.
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Die Regel (S4) ist scholastisch auch als 7zodus ponens bekannt, (S6) als ex falso
quodlibet und (S7) als duplex negatio affirmat. Weitere Schlufiregeln muff man
nicht zulassen, alle anderen mathematischen Argumente wie z. B. die Fallunter-
scheidung lassen sich aus diesen Regeln gewinnen.

In unseren Schlufiregeln ist von ,,wahr“ und ,,falsch“ nicht einmal mehr sym-
bolisch die Rede. Es geht nur noch um Beweisbarkeit.

Wihrend einer Beweisfithrung darf man jederzeit beliebige Annahmen ma-
chen. Einzig die Regel (S5) erlaubt es dann, sich von einer Annahme auch wieder
zu befreien. Die Regel (S5) wird deswegen auch als Abbinden von Annahmen be-
zeichnet. Bei allen anderen Schlufiregeln bleibt die Abhingigkeit der bewiesenen
Aussage von den bislang gemachten Annahmen erhalten.

Wir beweisen zur Illustration der Schlufiregeln die Implikation von ,links
nach rechts® (die sog. Hin-Richtung) im Kontrapositionsgesetz, also die Aussage
(A - B) > (=B — — A). Hierbei sind A und B beliebige Aussagen.

Beweis von (A — B) > (—=B — —A) mit Hilfe der SchlufSregeln

Wir nehmen A — B an. Unser Ziel ist =B - —Ajalso B > 1) > (A - 1).
Hierzu nehmen wir B — L an und wollen nun A — L zeigen. Hierzu
wiederum nehmen wir A an und streben nun einen Beweis von L an.
Zusammenfassend haben wir also die drei Aussagen

A—B, B—>1, A

angenommen und unser Beweisziel ist L. Aus A — B und A erhalten wir B
mit modus ponens. Die Annahme B — L und erneute Anwendung von
modus ponens liefert L. Nun wenden wir dreimal hintereinander die
Abbindungsregel (S5) an und erhalten der Reihe nach

(1) A— 1, also —A, (Abbinden der Annabme A),
2) =B —» —A, (Abbinden der Annabme B— 1 = —B),
3) (A-B) » (wB—>-A). (Abbinden der Annabme A — B).

In (1) haben wir — A bewiesen unter Annahme von A - Bund B — L. In
(2) haben wir =B — — A bewiesen unter Annahme von A — B. In (3) haben
wir schliellich wie gewiinscht die Aussage (A — B) — (=B — —A)
bewiesen, und der Beweis hingt von keiner Annahme mehr ab.

Dieses Argument konnen wir kompakt als Beweisbaum notieren, in dem An-
wendungen von Schlufiregeln durch waagrechte Striche dargestellt werden:

@ @
A—B A o 54
B B>l
&4
L .
(S5: Abbinden von Annahme @)
A—>1

- (S5: Abbinden von Annahme ®)
B-o>1l)-A->1D

(S5: Abbinden von Annahme @)
A->B)->(B->L->A->L)
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Natiirlich werden Beweise normalerweise nicht in dieser Ausfithrlichkeit ge-
fithrt. Hiufig auftauchende Argumentationsmuster werden in kompakter Form
verwendet, und bereits bewiesene Resultate konnen als Hilfssitze verwendet
werden. Prinzipiell haben wir fiir die Aussagenlogik aber nicht mehr zur Verfii-
gung als obige elementare Schlufiregeln.

Nach diesen Ausfithrungen kénnen wir nun genau angeben, was das Wahr-
heitstafelverfahren leistet. Es gilt, wie man zeigen kann, der folgende Satz:

Satz  (Argumentative Beweisbarkeit der Tautologien)
Fiir jede Aussage sind gleichwertig:

(i) Das Wahrheitstafelverfahren zeigt, dafl die Aussage eine
Tautologie ist.

(i) Es gibt einen (von keinen Annahmen abhiingigen) Beweis der
Aussage mit Hilfe der Schlufiregeln (S1) - (S7).

Ein argumentativer Beweis einer Aussage fithrtin vielen Fillen zu einem besse-
ren Verstindnis als das mechanische Wahrheitstafelverfahren. So zeigt zum Bei-
spiel obige Argumentation, daf} die ex falso quodlibet und die duplex negatio affirmat
Regel in einem Beweis der Hin-Richtung nicht verwendet werden missen. Fiir
die Riick-Richtung (=B — —A) — (A — B) wird dann aber die Regel (S7) ge-
braucht. Damit bringt diese Analyse eine Asymmetrie im Kontrapositionsgesetz
ans Licht: Die Riick-Richtung ist logisch komplizierter als die Hin-Richtung.

Die Implikation an die Spitze zu stellen und mit Hilfe von Schlufiregeln zu be-
schreiben entspricht nicht zuletzt auch der mathematischen Erfahrung. Die Tau-
tologie A — B <> (—A v B) ist zwar vielfach niitzlich, jedoch wird die Implikation
A — B von vielen Mathematikern nicht als ein statisches = A v B empfunden,
sondern als eine dynamische Beziehung zwischen A und B. Bei einem Beweis von
A — B werden oft bestimmte innere Vorstellungen tiber den Gehaltvon A in sol-
che tiber den Gehalt von B iibergefiihrt, und dieser Vorgang ist dynamisch und
verlduftin der Regel iiber mehrere Zwischenstufen. Zu kliren, welche Implikati-
onsverhiltnisse zwischen verschiedenen Begriffen bestehen, ist ein Grundmu-
ster der mathematischen Titigkeit und fithrt oft zu neuen Begriffsbildungen und
Fragen. Die bewiesenen Implikationen dienen weiter dann dazu, in komplexeren
Beweisen schnell voranzukommen: Hat man A bewiesen und weif§ man aus ei-
nem fritheren Beweis, daf§ A — B gilt, so hat man nach der modus ponens Schluf}-
regel B bewiesen. Die Implikation darf damit als die K6nigin unter den mathe-
matischen Junktoren gelten. Zugleich ist die Schlufiregel des modus ponens die
wichtigste Regel, die uns von bereits bewiesenen Aussagen zu neuen bewiesenen
Aussagen fiihrt.

Aussagenlogische Beweismuster

Viele hiufig zu findende Beweisstrukturen der Mathematik beruhen auf aussa-
genlogischen Aquivalenzen. Wir wollen einige von ihnen zusammenstellen.
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Zunichst betrachten wir Beweismuster, die die Implikation betreffen. Dabei
verwenden wir die Gleichwertigkeit von —A und A — L. Bei unserem A, —,
1-Ansatz gilt sie per Definition, und bei der Wahl von A und — als Basisjunkto-
ren ist = A <> A — 1 eine Tautologie, wobei L definiert wird als Ay A — A fiir
eine beliebige Aussage A,.

Die Aquivalenz von —A und A — | wird in der Mathematik fiir die beriihmt-
bertichtigten Widerspruchsbeweise verwendet, die in gelehrten Kreisen auch als
Beweise des Typs reductio ad absurdum bekannt sind. Sollen wir eine Aussage B
beweisen, so konnen wir wie folgt vorgehen. Wir nehmen —B an und argumen-
tieren dann solange, bis wir eine offenbar falsche Aussage abgeleitet haben. Da-
mithaben wirdann—B — 1, also =— B gezeigt. Streichen der doppelten Nega-
tion liefert nun wie gewiinscht B. Wir halten fest:

Struktur eines Widerspruchsbeweises einer Aussage A
Annabme, es gilt non A. ... ... ... Also gilt L, Widerspruch!

Die Piinktchen stehen hier und im folgenden fiir das eigentliche Argument.

Ist die Aussage, die wir beweisen wollen, von der Form — A, so nehmen wir na-
tirlich nicht = — A an, sondern gleich A selbst. Wir zeigen dann L, und haben
also A — 1 und damit wie gewiinscht — A gezeigt. Hier kann man sich also das
Streichen der doppelten Negation sparen.

Eng mit den Widerspruchsbeweisen verwandt sind die sog. indirekten Beweise,
die auf dem Kontrapositionsgesetz ruhen. Das Prinzip des indirekten Beweisens
besteht darin, anstelle von A — B zu zeigen, dafl =B — — A gilt:

Struktur eines indirekten Beweises einer Implikation ,,aus A folgt B¢

Es geltenon B. ... ... ... Also gilt non A.

Indirekte Beweise werden in der Mathematik sehr hiufig verwendet. Ob einem
die Beweisstruktur A — B oder aber - B — — A angemessener, klarer, oder einfa-
cher erscheint, mufl man von Fall zu Fall entscheiden, und oft ist es auch eine
Frage des Geschmacks. Speziell gilt dies fiir Implikationen der Form A — — B, da
dann die Kontraposition gleichwertig ist zu B — = A.

Ein weiteres wichtiges Beweismuster ist die Fallunterscheidung. Zu zeigen ist
eine Aussage A. Dies kann dadurch erreicht werden, daff man eine geeignete Aus-
sage B findet, fiir die man sowohl B — A als auch — B — A beweisen kann. Dann
hat man A bewiesen, denn fiir alle Bist A <> (B — A) A (=B — A) eine Tautologie.
Wir halten wieder fest:

Struktur eines Beweises einer Aussage A durch Fallunterscheidung
1. Fall: Esgelte B. ... ... ... Also gilt A.
2. Fall: EsgeltenonB. ... ... ... Also gilt A.

Auch hier hat man sich also eine zusitzliche Voraussetzung verschafft, aller-
dings auf Kosten eines zweigeteilten Arguments. Das Finden einer geeigneten
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Aussage B ist eine Frage der mathematischen Erfahrung und Kreativitit. Auch
Varianten kénnen hilfreich sein, zum Beispiel eine Aufspaltung des zweiten Falls
in zwei Unterfille.

SchlieBlich gibt es noch das Muster des 6konomischen Beweises einer Aquiva-
lenzenkette. Zu zeigen ist, dafl Aussagen Ay, ..., A, paarweise dquivalent sind.
D.h. zu zeigen ist, dafl A; <> A, fiir alle i # j gilt. Hierzu kann man wie folgt zy-
klisch vorgehen:

Struktur eines zyklischen Beweises der Aquivalenz von A, ..., A,

A; folgt Ay: Esgelte A;. ... ... ... Also gilt A,.
A, folgt A;: Esgelte A,. ... ... ... Also gilt A;.
A, folgt A;: Esgelte A,. ... ... ... Also gilt A;.

Hinter diesem Beweismuster steckt die sog. Transitivitit der Implikation, die
auch als Kettenschluf bezeichnet wird: Gilt A — Bund B — C, so giltauch A — C.

Es kann bei diesem Vorgehen sehr niitzlich sein, die Aussagen Ay, ..., A, in ei-
ner geeigneten Reihenfolge so anzuordnen, daf§ die zu zeigenden Implikationen
sich natiirlich auseinander ergeben und dadurch der Beweis moglichst einfach
und kurz wird. Wie man eine solche gute Anordnung findet, ist eine Frage, die
sich oft nur experimentell beantworten lasst.

Die paarweise Aquivalenz von drei Aussagen A;, A,, A; ist gleichwertig zu
(A; & Ay)) A(A; & Aj), nichtaber zu (A; <> Ay) <> Az oder zu A; <> (A, < Ay).
Ublicherweise wird aber vereinbart, dafy die klammerfreie Aquivalenzenkette
die paarweise Aquivalenz der beteiligten Aussagen bedeuten soll, d. h.

Al HAZ HA3 ist deﬁniertﬂls (Al HAz) A (Az HA3)

Analoges gilt fir A; & A; <> ... & A,. Dagegen wird A} — A, — A; oft nicht
als (A; > Ay) A (A; = A3) gelesen, sondern als A} — (A; — A;3). Der Grund ist,
daBl A; > (A; = A3) dquivalentistzu A; A A; — A;. Unter iterierter Rechtsklam-
merung gilt dann allgemeiner

AI%Azé...%AH—)AnJrI gdw Al/\.../\An—>An+1.

Damit haben von rechts her geklammerte Implikationsketten eine tiberraschend
einfache und sympathische Bedeutung.

Welche Bedeutung eine Kette von Folgerungen hat, ist meistens aus dem
Kontext heraus klar. Z. B. bedeutet

A—>C impliziert
AAB - C impliziert
AAB - CvD,

dass(A— C) > (AAB—C),unddass(AAB - C)— (AAB— CvD). Man kann
hier auch stilisierte Pfeile oder Doppelpfeile statt ,,impliziert“ verwenden. Erfah-
rungsgemif fiihren die speziell vom Anfinger gerne im Ubermaf} verwendeten
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Doppelpfeile aber zu schlecht lesbaren Argumenten, insbesondere dann, wenn
dasnichste Glied der Implikationskette nicht unmittelbar aus dem vorhergehen-
den folgt, sondern weitere Voraussetzungen oder Zwischenresultate in den
Schluf} eingehen. In der Regel ist dann ein Ausschreiben des Arguments in gan-
zen Sitzen vorzuziehen.

Die Sprache der Mathematik

Junktoren und Grundaussagen Ay, Ay, A,, ... reichen fiir die Bediirfnisse der
Mathematik nichtaus. Um zu sehen, wie weit der aussagenlogische Ansatz reicht,
setzen wir A, = ,n ist eine Primzahl“. Dann bedeutet zum Beispiel A; A A, , 5, daf§
n ein Primzahlzwilling ist. Aber schon die Formulierung einer so einfachen Be-
hauptung wie ,,Der Nachfolger jeder Primzahl ungleich 2 ist keine Primzahl.” be-
reitet Schwierigkeiten: Die Aussage A, — —A,,, | berticksichtigt die Zahl 2 nicht,
und zudem haben wir nicht zum Ausdruck gebracht, daff wir iber alle Primzahlen
ungleich 2 etwas behaupten. Symbolisch kénnen wir schreiben :

(A3 =2 =AY A Ay =248 A (As 224 A

aber dieser Ausdruck ist unendlich lang und wirft dadurch ganz neue Fragen und
Probleme auf. Ebenso benétigen wir einen unendlich langen Ausdruck, um zu
formulieren, daff es beliebig grofie Primzahlen gibt. Auch eine andere Wahl von
Grundaussagen A, 16st diese Probleme nicht. Wir miissen also unsere Sprache
substantiell erweitern.

Eine Betrachtung von allgemeinen mathematischen Aussagen zeigt, daf} die
Mathematik neben den aussagenlogischen Junktoren noch die folgenden
Sprachelemente benotigt:

(a) Quantorenwie ,fiiralle“, ,es gibt (mindestens) ein“, ,.es gibt genau ein®, ...
(b) Variablen wie a, b, ¢, ...x, y, 2z, A, B, C, ...

(¢) Funktionen wie +, -, o, V', sin, ...

(d) Relationenwie =, <, <, , kongruent”, ,prim“, ,Elementvon®, ...

(e) Konstantenwie 0, 1, 2, e, 7, ...

Mit Hilfe von Quantoren, Variablen, Funktionen, Relationen und Konstanten
kann, wie die Erfahrung zeigt, im Zusammenspiel mit den Junktoren jede mathe-
matische Aussage ausgedriickt und dadurch prizisiert werden. Wir betrachten
hierzu einige Beispiele fiir typische mathematische Aussagen:

(i) Die reelle Funktion f ist periodisch.
(ii) n ist eine Primzahl.
(iii) Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(iv) Die Funktion ° ist nicht kommutativ.

Diese Aussagen konnen wir in der Quantorensprache schreiben als:
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(i) Es gibtein a# 0, sodaf} fir alle x gilt: f(x) = f(x + a).

(i) nistgrofier als 1 und fiir alle a,b gilt: Ista-b=n,soista=1oderb = 1.
(iii) Fiir alle m gibt es ein n mit: n ist gréfier als m und n ist eine Primzahl.
(iv) Esgibtx,ymit:xeoy #yeox.

Schreiben wir symbolisch V fiir ,fiir alle und 3 fiir ,,es gibt (mindestens) ein®,
so konnen wir diese Aussagen formal schreiben als

(1) Fa(a#0A Vx(f(x) = f(x + a))).

(i) n>1AVa,b(@a-b=n—a=1vb=1).
(iii) Vm dn (n > m A n ist eine Primzahl).
(v) Ix,y (x°y # yox).

Diese Beispiele lieien sich beliebig fortsetzen. Man kann sogar umgekehrt
fordern: Eine Aussage gilt nur dann als mathematisch prizise, wenn sie sich in
der Quantorensprache formulieren lifit.

Die genaue Definition der Quantorensprache ist Aufgabe der mathemati-
schen Logik. Wir begniigen uns hier mit beschreibenden Ausfithrungen, die vor
allem den Umgang mit Quantoren illustrieren sollen. Funktionen und Relatio-
nen werden wir spiter noch eingehend betrachten, fiir jetzt gentigt ein naives
Verstindnis dieser Dinge. Auch auf Fragen nach der Giiltigkeit oder Beweisbar-
keit von Aussagen konnen wir hier nicht weiter eingehen. Betonen méchten wir
aber, daf§ ein Analogon zum Wahrheitstafelverfahren fiir die Quantorensprache
nicht mehr zur Verfiigung steht. Aussagen dieser Sprache lassen sich nicht mehr
mechanisch beweisen! Dagegen kann das argumentative Beweisen durch eine
Erweiterung der Schlufiregeln (S1) - (§7) eingefangen und prizisiert werden.
Diese Schlufiregeln spiegeln dann genau das Argumentieren wider, das bei der
Beweisfithrung mathematischer Sitze allerorts verwendet wird.

Die beiden oben schon verwendeten Quantoren , fiir alle“ und ,.es gibt ein®
stehen im Zentrum des Interesses. Sie beziehen sich auf einen kontextabhingi-
gen Bereich, etwa die natiirlichen oder die reellen Zahlen. Quantifiziert wird da-
bei mit Hilfe von Variablen:

(i) ,furallexgiltdie Eigenschaft A(x)“, in Zeichen: VxA(x),
(i) ,esgibteinymitder EigenschaftA(y), in Zeichen: Iy A(y).

Mebhrere aufeinanderfolgende Allquantoren kénnen wir beliebig vertauschen,
denn Vx Vy A(x, y) ist dquivalent zu Vy Vx A(x, y). Wir verwenden in einer sol-
chen Situation auch die Schreibweise Vx,y A(x, y). Analoges gilt fiir den Exi-
stenzquantor. Dagegen diirfen gemischte All- und Existenzquantoren in der Re-
gel nicht vertauscht werden. Wir betrachten hierzu fiir eine Eigenschaft A(x, y)
die beiden Aussagen:

Vx3dyAlx,y) und 3Ty VxA®,y).

Die zweite Aussage impliziert die erste, aber die Umkehrung ist i.a. falsch. Die
erste Aussage behauptet, dafi es fiir jedes x ein ,,gutes“ y gibt. Dieses y hingti.a.
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von x ab. Die zweite Aussage behauptet viel stirker, daf§ es ein y gibt, welches fiir
alle x ,,gut® ist.
Zwischen den beiden Quantoren bestehen die folgenden Zusammenhinge :

—3xAR) st gleichwertig zu  Vx — A(x),
- VxA(x) st gleichwertigzu  Ix—ARX).  (Verneinungsregeln fiir Quantoren)

Damit kann man, im Sinne der Reduktion von Problemen, den Existenzquan-
tor durch den Allquantor definieren oder umgekehrt.
Wiederholte Anwendung der Verneinungsregeln liefert z. B.

- Vx3AyVz AR, y,z) st gleichwertigzu JxVy3dz =AY, 2).

Allgemein kann man eine Negation in eine komplexe Aussage hineinziehen,
wenn man dabei All- und Existenzquantoren vertauscht.

Andere Quantoren wie zum Beispiel ,.es gibt genau ein x“ lassen sich mit Hilfe
des All- und Existenzquantors ausdriicken (siche Ubungen). Als Zeichen fiir ,es
gibt genau ein® ist zuweilen 3! zu finden. So bringt zum Beispiel 3!x (f(x) = 0)
zum Ausdruck, daf§ die Funktion f eine eindeutige Nullstelle besitzt. Fiir weitere
Quantoren wie ,es gibt genau zwei“ haben sich keine Zeichen durchgesetzt, man
schreibt derartige Quantoren bei Bedarf umgangssprachlich aus.

Prinzipiell konnen beliebige Symbole als Variable verwendet werden. Jedoch
suggeriert der Kontext oft eine Zeichenwahl. So werden z. B. n,m bevorzugt fiir
die natiirlichen Zahlen eingesetzt, x,y, z bevorzugt fiir die reellen Zahlen, i,j be-
vorzugt als Indexvariable, usw.

Ebenso sind die Funktionen, Relationen und Konstanten kontextabhingig.
Die Addition + bedeutet im Kontext der natiirlichen Zahlen etwas anderes als im
Kontext eines Vektorraumes. Eine Ausnahme bildet die Gleichheit =, die in je-
dem Kontext die Identitit bedeutet. Die Verschiedenheit x #y zweier Objekte ist
definiert als —(x = y).

Bei der Untersuchung eines Objektbereichs werden stindig neue Funktionen,
Relationen und Konstanten der Sprache hinzugefiigt, unter Befolgung der Ma-
xime ,,Definiere Neues aus Altem®. Die Zahlentheorie kann zum Beispiel mit der
Addition und der Multiplikation als Funktionen, sowie Konstanten 0 und 1 auf
ihrem Objektbereich beginnen. Nun kénnen die Relationen ,n ist kleiner als m®,
in Zeichen n <m, sowie ,m ist ein Teiler von n%, in Zeichen m I n, eingefiithrc wer-

den durch
n <m wirddefiniert als Ik (k#0 An+k=m),
mln wird definiert als 3k (m - k = n).

Die Bedeutung, Giiltigkeit und Beweisbarkeit von Aussagen ist kontextabhin-
gig. Im Kontext der rationalen Zahlen bedeutet zum Beispiel die Aussage

Vx,y(x<y — Jz(x<zaz<y)),

daf} zwischen je zwei rationalen Zahlen immer noch eine weitere rationale Zahl
liegt. Diese Aussage ist fiir die rationalen Zahlen beweisbar, im Kontext der gan-
zen Zahlen ist sie dagegen falsch, da hier z.B. =32 (0 <z A z < 1) gilt.
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Wir haben damit das Grundgeriist der heutigen mathematischen Sprache
vollstindig zusammengetragen. Diese Sprache ist eine Quantorensprache, die
die reine Aussagenlogik substantiell erweitert. Kontextabhingig werden Relatio-
nen, Funktionen und Konstanten eingefiithrt und untersucht. Das Einfiihren
neuer Begriffe hat einen hierarchischen Charakter, indem die Definition eines
neuen Objekts auf bereits definierte Objekte zuriickgreift. Was man nun als
nicht weiter definierte, nur mit Hilfe von Axiomen beschriebene Grundbegriffe
ansieht, ist eine Frage der Ziele, die man verfolgt, und auch eine Frage, welchen
Grad an Prizision man letztendlich erreichen méchte. Die Mathematik hat iiber
Jahrhunderte mit Zahlen und geometrischen Figuren gearbeitet, ohne sie genau
zu definieren. Das funktionierte und funktioniert auch heute noch sehr gut, da
man in Beweisen immer nur bestimmte Eigenschaften der Grundobjekte ver-
wendet, auf die man sich einigen kann, ohne die Grundobjekte genau zu definie-
ren. Dennoch strebt die Mathematik nach hochster Genauigkeit, und speziell bei
ihrem heutigen selbstbewufiten Umgang mit unendlichen Objekten ist eine Kli-
rung der Fundamente unumginglich, um ein gewisses Vertrauen in die Wider-
spruchsfreiheit des gesamten Systems etablieren zu konnen. Hier spielt nun eine
ausgezeichnete Grundrelation die herausragende Rolle, nimlich die Elementbe-
ziehung ,x ist ein Element der Menge y“. Die Sprache der modernen Mathema-
tik ist mengentheoretisch geprigt, und man kann sogar die gesamte Mathematik
aus der Mengenlehre heraus aufbauen. Den wichtigsten mengentheoretischen
Begriffen, die heute in der wissenschaftlichen Mathematik {iberall verwendet
werden, widmet sich das niichste Kapitel.

Aussagenlogische Tautologien

Wir versammeln in tabellarischer Form einige hiufig verwendete und dane-
ben auch interessante Zusammenhinge fur die Junktoren. Alle folgenden Aussa-
gen sind Tautologien, fiir beliebige Aussagen A, B, C.

(T1) —=—=A & A, (Stabilitit, duplex negatio affirmat)
A v —A, (Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, tertium non datur)
A — A,
A > B - A),

(T2) L & AA-=A
1L - A (ex falso quodlibet)
-A & A-> J_,

(T3) A->B & —B—> —A, (Kontrapositionsgesetz)
(T4 AAA—>B) - B, (modus ponens, tautologische Form)

—“BAA —>B) > —A (modus tollens, tautologische Form)
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(T5)

(T6)

(T7)

(T8)
(T9)

(T'10)

(T11)

(T12)

(T13)

(T14) AAB - CvD < A—=C) v (B-D).

1. Abschnitt Die Sprache der Mathematik

A< B) < (=A< —B),
—~AeB) & AvB)A—(AAB),

—(A—>B) & A A =B,
—-A—>B & Av B,

A->B->C < AAB - C, (Auflosung von Implikationsketten)

A->B->C « B> A-C(C),
Ao Bo>A)AGB—oA),

A->BAB->C - A->C0),
AAB—->C AA—->B) - A-QO),
—|(A/\B) R rd —|A\/—|B,
ﬁ(A\/B) > —|A/\—|B,
AvBAC) & (AvB)A(AvC),
AABVC) & AAB)vAAQ),
A5CABoC) o AvB)>C,
A>C)vB-C) < (ArB)>C,
ASBAASC) & Ao BAC,
A->BvA—>C) o A - BvC,

(A—>B)—>A) > A

(Fallunterscheidung)
(Kettenschluf5)
(Fregescher Kettenschluf5)

(de Morgansche Regeln)

(Distributivgesetze)

(Peirce-Formel)

Daf§ diese Aussagen Tautologien sind, kann mit Hilfe von Wahrheitstafeln,
durch inhaltliches Argumentieren oder mit Hilfe der Schlufiregeln gezeigt wer-
den. Oft folgen neue Tautologien auch aus der geschickten Kombination von be-
reits bekannten Tautologien. Fiir die zweite Aussage in (1T12) gilt zum Beispiel
die folgende schrittweise Umformung in paarweise dquivalente Aussagen:

A->CvB->C < AAB oC

~((A>C v B-C) < —(ArB) = Q)
~A->C) A=B—>C) < —=(ArB)— Q)

AA—=CABA=C <~ A ABA-=C.

gdwnach (T5)
gdwnach (T10)

gdwnach (T6)

womit wir bei einer offenbar richtigen Aussage angelangt sind.
Der Leser moge eine Wahrheitstafel fiir die Tautologie

A->CvB->C < AAB) >C
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erstellen. Dabei zeigt sich, dafi die linke wie die rechte Seite nur fiir die Wahr-
heitswerte w, w, f von A, B, C falsch ist. Dies kann man sich auch leicht argumen-
tativ klarmachen (und damit die Tautologie beweisen).

Quantorenregeln

Die folgenden Aquivalenzen und Implikationen gelten fiir alle mathemati-
schen Eigenschaften A(x), B(x), A(x, y).

Q1) —=VxA®) < Ax—-A®X),
—3xA®) < Vx—A®R),

(Q2) VxVyA(xy) «  VyVxAQ,y),
Ix3IyAx,y) < JyIxAx,y),

(Q3) Vx(AKx) A B®X)) < VxA®RX) A VxB(®x),
Ix(A®x) v B(x)) < JxAx) v IxB(x),

Q4 VxAR® v VxBx) — VVx(A®®) v B(®x)),
Ix(A(x) A B(x)) —  IxAKx) A IxB(®x),

Q5 Vx(Akx) »>Bkx) — VxAR — VxB(),
Ix(A(x) > Bx)) ¢« VxARx — dxB®x).

Wir zeigen zur Illustration die erste Implikation in (Q4).

Beweisvon: VxA(x) v VxBx) — Vx(A®x) v B(x)
Es gelte also Vx A(x) v Vx B(x). Dann gilt Vx A(x) oder es gilt Vx B(x).
Gilt Vx A(x), so gilt offenbar die Abschwichung Vx (A(x) v B(x)).

— Gilt andernfalls Vx B(x), so gilt ebenfalls Vx (A(x) v B(x)).

Den zweiten Teil von (Q4) zeigt man dhnlich. Er ergibt sich aber auch aus dem
ersten 'Teil durch Kontraposition und Anwendung der Verneinungsregel. (Wir
wenden hier die bewiesene Aussage auf — A(x) und — B(x) an, und streichen am
Ende doppelte Negationen.)

Es ist instruktiv, sich Gegenbeispiele fiir die fehlenden Implikationen von
rechts nach links in (Q4) und (Q5) klarzumachen.
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Ubungen

Ubung 1 (Aussagen und Junktoren, I) (L)

Sie stehen vor zwei verschlossenen Tiiren. Hinter der einen Ttre ist ein
Schatz, hinter der anderen eine Ziege. Zwischen den beiden Tiiren sitzt
ein Zwerg, der weif}, wo der Schatz ist. Der Zwerg hat die Eigenart, stets
zu liigen oder stets die Wahrheit zu sagen. Er ist allwissend, und
insbesondere weif} er, ob er ein Liigner ist oder nicht.

Sie diirfen dem Zwerg genau eine aussagenlogische Frage stellen, die er
Thnen mit ,ja“ oder mit ,nein“ beantworten wird. (Z. B. ,Ist der Schatz
links, wenn er rechts ist?“) Welche Frage stellen Sie, um zu erfahren, hinter
welcher Tire der Schatz liegt?

Ubung 2 (Aussagen und Junktoren, II)

Der Zwerg aus obiger Aufgabe sitzt nun an einer Weggabelung. Der eine
Weg fithrt zum Dorf der liigenden und der andere Weg zum Dorf der
wahrheitssagenden Zwerge. Welche ja-nein-Frage, die diesmal keine
Junktoren enthalten darf, konnen Sie stellen, um zu erfahren, welcher Weg
zu welchem Dorf fithrt?

Ubung 3 (Aussagen und Funktoren, I1I)

Sie stehen drei Personen A, B und C gegeniiber. Jede Person ist entweder
ein Liigner oder ein Wahrheitssager. Sie wissen, daf§ eine der drei
Personen ein Wahrheitssager ist und heute Geburtstag hat.

A sagt zu Thnen: ,,B ist ein Wahrheitssager.“
C sagt zu Ihnen: , Einer von uns ist ein Liigner.“

Welche Person hat Geburtstag?

Ubung 4 (Aussagen und Funktoren, IV)

Sie stehen drei Personen mit den Schildern A, B und C gegeniiber. Sie
wissen, daf§ eine Person immer die Wahrheit sagt (der Wahrheitssager),
eine Person immer ligt (der Liigner), und eine Person zufillig die
Wahrheit sagt oder liigt (der Stochastiker). Die Personen A, B, C wissen
jeweils, wer der Wahrheitssager, wer der Liigner und wer der Stochasti-
ker ist.

Sie diirfen drei aussagenlogische Fragen stellen, um die drei Personen zu
identifizieren. Welche Fragen stellen Sie?

[Beispiel fiir eine Frage an Person B: ,Ist A der Wahrheitssager, wenn C der
Stochastiker ist?]
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Ubung 5 (Semantik der Junktoren: Junktoren in der Umgangssprache, ) (L)
In der Umgangssprache werden die beiden folgenden Sprechweisen
gleichwertig gebraucht:

(a) Hunde und Katzen diirfen nicht an Bord.

(b) Hunde oder Katzen diirfen nicht an Bord.

Welche Tautologie wird hier verwendet?

Ubung 6  (Semantik der Junktoren: Junktoren in der Umgangssprache, II)
,Wenn der Hahn kriht auf dem Mist, andert sich das Wetter oder es
bleibt wie es ist.“

Auf welche Tautologie wird hier angespielt?

Ubung 7 (Semantik der Junktoren : Hierarchischer Aufbau der Junktoren, I)
Welche Bedeutung hat die verneinte Aquivalenz —(A <> B)?

Ubung 8  (Semantik der Funktoren : Hierarchischer Aufbau der Junktoren, II)
Wir betrachten die beiden folgenden zweistelligen Junktoren:

ynicht beide zugleich®, in Zeichen: T,

,weder noch®, in Zeichen: | .

Der Junktor 1 wird auch ,,nand*, ,,Sheffer-Strich“ oder ,,Unvertriglichkeit*
genannt, der Junktor | auch ,,nor” oder ,Nihilition“.

Die Wahrheitstafeln dieser Junktoren sind:

A 1 B A ! B
w f w w f w
w w f w f f
f w w f f w
f w f f w f

(a) Definieren Sie T und | durch — und A.

(b) Definieren Sie — und A jeweils durch T bzw. |.

Ubung 9 (Semantik der Junktoren : Hierarchischer Aufbau der Junktoren, IT1) (L)
Lifit sich die Negation mit Hilfe der Junktoren —, A, v (ohne Falsum)
definieren?

Ubung 10 (Semantik der Junktoren: Hierarchischer Aufbau der Junktoren, IV) (L)
Geben Sie die achtzeiligen Wahrheitstafeln fiir die dreistelligen Junktoren

*5, = ,mindestens zwei der drei“, #,; = ,wenn eines, dann alle drei®

an, und definieren Sie *,(A, B, C) und *, 3(A, B, C) mit Hilfe der iiblichen
Junktoren.
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Ubung 11 (Semantik der Junktoren : Hierarchischer Aufbau der Junktoren, V)
Schreiben Sie eine ,,zufillige” Wahrheitstafel fiir A, B, C an, also eine Tafel
mit acht Zeilen und vier Spalten *, A, B, C, wobei die *-Spalte z.B. durch
das Werfen einer Miinze mit w oder f gefiillt wird. Die Tafel konnen Sie
dann als einen dreistelligen Junktor *(A, B, C) ansehen. Definieren Sie nun
den Junktor * mit Hilfe der iiblichen Junktoren.

Zeigen Sie nun allgemein, daf jeder n-stellige Junktor *(A;, ... A,),n>1,
mit Hilfe der iiblichen Junktoren definiert werden kann.

[Betrachten Sie eine Konjunktion von 2" Aussagen der Form L; A ... AL, > L,
wobei jedes L; entweder A; oder —A; und L entweder L oder —_List.
Alternativ 1dfit sich die Behauptung auch durch Induktion nach n zeigen. ]

Ubung 12 (Semantik der Junktoren : Junktoren und Wabrbeitswerte, I) (L)
Eine Aussage A heifit erfiillbar, wenn — A keine Tautologie ist, d.h. wenn die
Ergebnisspalte der Wahrheitstafel von A mindestens einmal den Wert ,,w*
enthilt. Zeigen oder widerlegen Sie, dafj fiir alle Aussagen A und B gilt:

(1) Sind A und A — B erfiillbar, so ist B erfiillbar.
(i) Ist A erfiillbar und ist A — B eine Tautologie, so ist B erfiillbar.

(iii) Ist A nicht erfiillbar und ist A v B eine Tautologie, so ist B eine
Tautologie.

Ubung 13 (Semantik der Junktoren : Junktoren und Wabrbeitswerte, II)
Geben Sie Aussagen A, B, C an derart, daf§ gilt:

(i) A AB A Cistnicht erfiillbar.
(i) AAB, AAC, B A Csind erfiillbar.

Ubung 14 (Semantik der Junktoren : Junktoren und Wabrbeitswerte, I1I)
Welche Beziehung besteht zwischen der Erfiillbarkeit/Allgemeingiiltigkeit
der Aussagen A, B, C, D und der Erfiillbarkeit/Allgemeingiiltigkeit der
Aussage Av B v Cv D bzw. der Aussage AABACAD?

Ubung 15 (Semantik der Junktoren : Junktoren und Wabrbeitswerte, IV)
Mit A und — als Basisjunktoren sei L definiert als Ay A = A fiir eine
beliebige Aussage Ag. Begriinden Sie, dafi die fiir die Widerspruchsbeweise
verantwortliche Tautologie A — L <> —A als Spezialfall des Kontrapositi-
onsgesetzes aufgefafit werden kann.

Ubung 16 (Semantik der Junktoven : Junktoren in mathematischen Beweisen, I) (L)
Beweisen Sie folgende Aussagen mit Hilfe der Schlufiregeln (S1) - (S5):

@H A->B->C) > ArB—-C),
(i) A - —==A,
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Ubung 17 (Semantik der Junktoren : Junktoren in mathematischen Beweisen, II)
Beweisen Sie folgende Aussagen mit Hilfe der Schlufiregeln (S1) - (S7):

1) A v =A,
(i) (A —>—-B) » (B—A),
(i) (A—>B)—>A) — A

Ubung 18  (Die Sprache der Mathematik, 1)
Definieren Sie den Quantor ,,es gibt genau ein x mit A(x)“, in Zeichen
3!x A(x), mit Hilfe des Existenz- und Allquantors und der Gleichheit.

Ubung 19  (Die Sprache der Mathematik, I1I) (L)
Formulieren Sie nur mit Hilfe der Quantoren, der Junktoren und der

Gleichheit die Aussagen:
(a) Es gibt mindestens drei verschiedene Objekte.
(b) Es gibt genau drei verschiedene Objekte.

Ubung 20  (Die Sprache der Mathematik, ITI) (L)
Lesen Sie ,Vx“ als ,fiir alle x“, ,M(x)“ als ,x ist ein Mensch®, ,Z(x)“ als
»X ist ein Zeitpunkt“ und ,,L(x, y)“ als ,,x liigt zum Zeitpunkt y*.
Driicken Sie nun die folgenden Aussagen formal aus:

(1) Manche Menschen ligen immer.
(i) Alle Menschen liigen manchmal.
(i) Manche Menschen sagen manchmal die Wahrheit.
(iv) Es gibt genau einen Menschen, der immer die Wahrheit sagt.

(v) Von je zwei verschiedenen Menschen sagt zu einem gewissen
Zeitpunkt der eine die Wahrheit und der andere nicht.

Ubung 21 (Die Sprache der Mathematik, IV)
Lesen Sie ,,Vx“ als ,fiir alle Menschen x“, ,,b*“ als ,,der Butler®, ,,g als , der
Girtner®, ,1“ als ,der Lord“, ,K(x, y)“ als ,x hat y ermordet®, ,,A(x, y)* als
»x hat Angst vor y*, ,H(x, y)“ als ,,x hafit y*, und formalisieren Sie die
folgenden Aussagen:

(a) Der Butler oder der Girtner hat den Lord umgebracht, oder der
Lord hat Selbstmord begangen.

(b) Man mordet nur die, die man hafit und vor denen man Angst hat.
(c) Diejenigen, die der Lord hafit, mag der Girtner.

(d) Diejenigen, die der Lord hafit, hait auch der Butler.

(e) Der Lord hafit sich selbst, und er hafit den Girtner.

() Der Butler hafit alle, die Angst vor dem Lord haben.

(g) Jeder mag den Lord, den Butler oder den Girtner.

Nehmen Sie nun diese Informationen als gegeben an, und ermitteln Sie durch
eine moglichst detaillierte logische Argumentation den Mérder des Lords.
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Ubung 22 (Aussagenlogische Tautologien)
Beweisen Sie einige der aussagenlogischen Tautologien der obigen Tabelle
mit Hilfe von Wahrheitstafeln, semantisch (d. h. durch inhaltliche Argu-
mentation), oder mit Hilfe der Schlufiregeln.

Ubung 23 (Quantorenregeln, I)
Beweisen Sie einige der Quantorenregeln der obigen Tabelle und geben Sie
Gegenbeispiele fiir die fehlenden Implikationen an.

Ubung 24  (Quantorenregeln, II)
Betrachten Sie ein Zweipersonenspiel, und lesen Sie x; als ,,der i-te Zug
von Spieler I und y; als ,,der i-te Zug von Spieler I1“. Die Anzahl der Ziige
wird auf ein festes n (z. B. 500) begrenzt, und fiir jede mogliche Partie
X1, V1 X2, V25 +-+y «+-5 Xn, Yo Steht fest, ob Spieler I oder Spieler II diese Partie
gewonnen hat (es gibt kein Unentschieden).

(a) Formulieren Sie mit Hilfe der Quantoren V und 3 die Aussagen
»opieler I besitzt eine Gewinnstrategie® und ,,Spieler II besitzt
eine Gewinnstrategie®.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Verneinungsregeln fir die Quantoren,
daf} genau einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt.

(c) Was ldfit sich sagen, wenn bestimmte Partien mit ,,Remis“ enden?
(d) Wie lassen sich die Ergebnisse auf das Schachspiel anwenden ?

[Zu (c): Definieren Sie zwei Hilfsspiele, bei denen Spieler I bzw Spieler II genau die
Remispartien und seine Gewinnpartien des Originalspiels gewinnt.]



2. Mengen

Georg Cantor, der Begriinder der Mengenlehre - und damit einer der Mitbe-
griinder der modernen Mathematik - hat Ende des 19. Jahrhunderts folgende in-
tuitive Beschreibung des Mengenbegriffs gegeben:

»Unter einer Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
woblunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Ist M eine Menge und ist x ein Element von M, so schreiben wir
x € M. (Elementrelation)

Das Zeichen € ist ein stilisiertes griechisches € (Epsilon). Wir lesen den Aus-
druck ,,x € M“als ,x ist ein Element von M, ,x epsilon M%, ,x istin M als Ele-
ment enthalten® oder kurz als ,,x in M.

Wias genau eine Menge ist, lifit sich immer nur umschreiben, aber nicht im iib-
lichen Sinne definieren. Der Mengenbegriff liefe sich nur dann exakt definieren,
wenn man auf andere wiederum undefinierte Grundbegriffe zuriickgreifen
wollte. Irgendwo muf man anfangen, die reine Logik gentigt fiir die Mathematik
nicht. Speziell der Mengenbegriff hat sich als undefinierter Grundbegriff sehr
gut bewihrt. Alles lifit sich auf ihn zuriickfithren, weitere undefinierte Grundbe-
griffe missen nicht verwendet werden. Anders: Wir diirfen annehmen, daf} jedes
mathematische Objekt eine Menge ist. Wir werden im weiteren Verlauf an eini-
gen Stellen andeuten, wie eine derartige mengentheoretische Interpretation von
mathematischen Objekten wie Relationen, Funktionen, Zahlen durchgefiihrt
werden kann. Zum Verstindnis der Grundlagen der Mengenlehre und zur siche-
ren Beherrschung der mengentheoretischen Sprechweisen sind genauere Ein-
blicke in diesen universellen Aspekt des Mengenbegriffs aber nicht notwendig.

Wir beschrinken uns hier auf Mengen, die aus mathematischen Objekten ge-
bildet sind und engen also Cantors allgemeineren Mengenbegriff etwas ein, der
beliebige Objekte ,,unserer Anschauung oder unseres Denkens® zuldfit. Wir bil-
den also z. B. keine Mengen aus Apfeln oder Birnen.

Innerhalb einer axiomatischen Mengenlehre wird die Existenz von Mengen
durch Axiome genauer geregelt. Fiir uns gentigt Cantors Beschreibung, und wir
bilden Mengen in einer sehr freien Art und Weise. Auf die logischen Probleme
einer beliebigen ,, Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen® werden
wir unten aber noch zu sprechen kommen.

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Extensionalitit

Ein grundlegendes Prinzip der Mengenlehre ist das sog. Extensionalitiitsprin-
zip, das der Leser wahrscheinlich intuitiv bereits angewendet hat. Dieses Prinzip
bringt zum Ausdruck, daff eine Menge vollstindig durch ihre Elemente be-
stimmt ist, und nicht noch etwa eine ,,Farbe“ besitzt. Es lautet genau:

Haben zwei Mengen dieselben Elemente, so sind sie gleich.
(Extensionalititsprinzip)

In unserer Quantorensprache kénnen wir dieses Prinzip so formulieren:

VxVyVz((zex<>zey) - x=Y)
(formale Version des Extensionalititsprinzips)

In dieser formalen Version nehmen wir an, daf§ alle Objekte unserer Theorie
Mengen sind. Wenn wir dieser Konvention nicht folgen méchten, so miissen wir
ein Pridikat M(x) fiir ,,x ist Menge® in unsere Sprache mit aufnehmen. Die for-
male Version des Extensionalititsprinzips lautet dann:

VxVy ME) AMy)AVz(zex <> zey) — x=y).

Im folgenden nehmen wir aber an, daf§ die mathematischen Objekte genau die
Mengen sind. Dies vereinfacht viele Formulierungen. Die Quantoren laufen
iber alle Mengen: , Vx“ ist gleichwertig zu , fiir alle Objekte x“ und zu ,fiir alle
Mengen x“.

Die Umkehrung der Implikation im Extensionalititsprinzip gilt aus rein logi-
schen Griinden: Sind zwei Objekte gleich, so stimmen sie in allen Eigenschaften
iiberein, und insbesondere also in ihren Elementen. Formal:

ViVy(x=y - Vz(zex & zey)).

Zusammengenommen gilt also:
Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.

Das Extensionalititsprinzip hat zur Folge, daf§ Reihenfolge und Wiederho-
lungen bei der Mengenbildung keine Rolle spielen. Die Zusammenfassung der
Objekte a, b, c, d liefert zum Beispiel dieselbe Menge wie die Zusammenfassung
vona, c,b,dodervona, b, d, c, a, b. Die Elemente einer Menge haben keine Ord-
nung wie bei einer Liste, und sie tauchen auch nicht mehrfach auf wie bei einer
sog. Multimenge. Der Mengenbegriff ruht damit auf relativ komplizierten Ab-
straktionen, da in konkreter Rede und Schrift eine Reihenfolge der betrachteten
Einzelobjekte immer vorhanden ist.

Eine wichtige Relation zwischen Mengen im Umfeld des Extensionalitits-
prinzips ist die Teilmengenrelation:
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Definition (Teilmenge, Obermenge)
Fiir alle Mengen A, B definieren wir:

A c B, falls VaeAaeB, (1eilmenge)
AcB, falls AcB A A=zB, (echte Teilmenge)
A DB, falls BcA, (Obermenge)
Ao B, falls BcA (echte Obermenge)

Gilt A ¢ Bund B c A, so gilt A = B nach dem Extensionalititsprinzip. Dies
fithrt zu einem hiufig verwendeten mengentheoretischen Beweisprinzip: Zu zei-
gen ist, dafi zwei Mengen A und B gleich sind. Wir zeigen hierzu in zwei Schrit-
ten, dafl A B und B ¢ A gilt. Dann haben wir A = B bewiesen. Diese Zerlegung
der Beweislast in zwei Teile bringt oft eine erhebliche Erleichterung mit sich.

Wichtige Eigenschaften, die fiir alle Mengen A, B, C gelten, sind:

1 A cCA (Reflexivitit)
i) AcBABcA —- A =B, (Antisymmetrie)
i) AcBABcC - AcC. (Transitivitit)

Komprehensionen mit Hilfe von Eigenschaften

Definition (Mengenkomprebension)
Sei €(x) eine Eigenschaft. Dann sei, im Falle der Existenz,

{x 1€}
die Menge aller Objekte x mit der Eigenschaft €(x). Die Menge { x | ¢(x) }
heifit dann die zu €(x) gehorige Mengenkomprebension.

Ist M ={x | é(x)}, so gilt fiir alle x nach Definition:
+) xeM gdw €(x).

Der Leser wird sich vielleicht iiber den Zusatz ,,im Falle der Existenz® gewun-
dert haben. Der Grund fiir diesen Zusatz ist, daf} die Zusammenfassung von Ob-
jekten zu einer Menge nicht in jedem Falle moglich ist. Cantor war dies bewufit,
und die Betonung ,zu einem Ganzen® in seiner Beschreibung des Mengenbe-
griffs deutet moglicherweise darauf hin. Einen ersten Hinweis auf die Problema-
tik gibt die Zusammenfassung aller Objekte, also die Komprehension

V= {xlx=x}. (mathematisches Universum)
Nachdem sicher V = V gilt, haben wir nach der Aquivalenz (+):
VeV

Liefert also jede Zusammenfassung von Objekten eine Menge — wovon man naiv
ausgehen konnte -, so gibt es Mengen, die sich selbst enthalten. Diese Merkwiir-
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digkeit fithrt aber noch nicht direkt zu einem Widerspruch. Einen Widerspruch
erhalten wir aber, wenn wir die Eigenschalft, sich selbst als Element zu enthalten,
negieren. Wir setzen:

R ={xIxex}. (Russell-Zermelo-Komprebension)
Nach (+) gilt dann fiir alle x:

xe R gdw xex.

Setzen wir hier fiir x nun R selbst ein, so erhalten wir:

Re R gdw Re R.

Dieser unerreicht prignante Widerspruch ist als Russell-Zermelo-Paradoxon be-
kannt. Das Argument zeigt, daf§ die Zusammenfassung von Objekten einer
Theorie nicht in jedem Falle ein Objekt der Theorie liefern kann. Es werden
keine mathematischen Konstruktionen verwendet, das Argument ist logischer
Natur.

Eine umgangssprachliche Variante der Paradoxie ist Russells Dorfbarbier.
Dieser Barbier behauptet: ,,Ich schneide genau den Dorfbewohnern die Haare,
die sich selbst nicht die Haare schneiden.” Diese Aussage erweist sich nun aber
als unhaltbar: Wer sollte dem Dortbarbier die Haare schneiden ? Er mufi sich die
Haare schneiden, wenn er sie sich nicht selber schneidet. Und schneidet er sie
sich selbst, so verletzt er ebenfalls seine Aussage.

Uber die Russell-Zermelo-Paradoxie ist sehr viel nachgedacht worden, und
wir konnen hier auf die tiefsinnigen Fragen der mathematischen Grundlagen-
forschung und auf das tiber ihnen errichtete logisch-axiomatische Gebiude
nicht weiter eingehen. Das heute tibliche Vorgehen, das alle aufgetretenen Pa-
radoxien vermeidet, ist aber sehr einfach zu beschreiben. An die Stelle der be-
liebigen Zusammenfassung von Objekten tritt die Aussonderung von Objekten
mit einer bestimmten Eigenschaft aus einer gegebenen Menge. Fiir jede
Menge M und jede Eigenschaft €(x) existiert, per Axiom, die Menge

N={xeMIéx} ={xlxeM A é®x)}. (Aussonderungsprinzip)

Dieses Prinzip wird noch durch weitere Prinzipien (Axiome) erginzt, die die
Existenz von Mengen mit bestimmten Eigenschaften garantieren. Viele von die-
sen Prinzipien fordern direkt, daff bestimmte Komprehensionen {x | €(x) } Men-
gen sind. So ist etwa, per Axiom, die Komprehension {x | x=avx=b} firalle
mathematischen Objekte a,b eine Menge.

Zusammengenommen erzeugen die Axiome der Mengenlehre ein geniigend
reichhaltiges und bislang dufierst stabiles mathematisches Universum. Das Aus-
sonderungsprinzip gentigt, um der Mathematik in unkomplizierter Weise alle
Zusammenfassungen zur Verfiigung zu stellen, die sie benotigt. Denn fiir jede
yhatiirliche” in der Mathematik auftauchende Eigenschaft €(x), fiir die eine
Komprehension gewiinscht wird, lifit sich immer eine Menge M finden, sodafl
€(x) nur fiir Elemente von M zutrifft, d. h. es gilt

[x 1€} = {xe M| €X 1.
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In diesem Fall ist also die Zusammenfassung aller Objekte mit der Eigenschaft
€(x) eine Menge. Anders formuliert: Das Phinomen der inkonsistenten Zusam-
menfassungen fillt in der Mathematik tiblicherweise gar nicht auf. Man kann
ohne grofie Bedenken die Komprehension {x | €(x) } durchfithren, und man darf
mit der so gebildeten Menge frei operieren und mit ihrer Hilfe wieder andere
Mengen bilden.

Die prinzipiellen Limitationen bleiben. Die Zusammenfassungen

V={xlx=x} und R={xIx¢ x}

sind in der axiomatischen Mengenlehre keine Mengen. Fiir R haben wir dies be-
reits gezeigt: Wire R eine Menge, sowiirde R € R <> R ¢ R gelten, was nichtsein
kann. Und das Universum V kann unter dem Aussonderungsprinzip keine
Menge sein, da sonst R ={xe V | x¢ x} ebenfalls eine Menge wire.

Statt von Zusammenfassungen oder Komprehensionen spricht man auch
von Klassen, und Zusammenfassungen, die keine Mengen sind, nennt man echre
Klassen. Die Klassen V und R sind Beispiele fiir echte Klassen. Die Intuition ist:
Echte Klassen entstehen durch zu grofie, uferlose Zusammenfassungen. Ist
eine Zusammenfassung beschrinkt, so hinterldfit sie ein ,fertiges Ganzes®, eine
Menge. Mengen sind in diesem Sinne ,kleine Klassen“. Wir kénnen eine belie-
bige Zusammenfassung betrachten und ihr ein Zeichen wie V oder einen Na-
men wie ,,Russell-Zermelo-Klasse“ geben, aber wir kénnen i. a. nicht mehr so
frei und sorglos mit ihnen operieren wie mit einer Menge.

Einfache Mengenbildungen

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns der Bildung neuer Begriffe zu-
wenden. Die hier nicht weiter verfolgte Axiomatik der Mengenlehre garantiert,
daf} die folgenden Zusammenfassungen durchweg Mengen sind.

Definition (elemnentare Mengenbildungen)
Wir definieren:

D ={xIx#x}, (leere Menge)
{a} = {xIx=a}, (Einermenge)
{a,b} ={xlx=avx=D>b} (Paarmenge)
{aj,..,a,} = {xIx=2a;, v ..vx=a,} (Angabe der Elemente)

Statt & schreiben wir oft auch 0 oder { }.

Esgilt{a,a}={a}. Weiterist{a,b}={b,a}. Oft werden aber geordnete Paare
(a, b) in der Mathematik gebraucht, bei denen die Reihenfolge eine Rolle spielt.
Geordnete Paare kann man durch folgende geistreiche Konstruktion tiber die
Paarmengenbildung einfithren.
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Definition (geordnetes Paar)
Fir alle a,b setzen wir (a,b) = {{a}, {a,b}}. Die Menge (a, b) heifit das
geordnete Paar oder Kuratowski-Paar von a und b.

Diese Definition des geordneten Paares ist das Paradebeispiel fiir das oben
schon angesprochene erstaunliche Phinomen, daf sich alle mathematischen
Objekte als Mengen interpretieren lassen. Interpretieren heifit hier, daff wir
nicht behaupten, das Paar (a, b) ist, in einem ontologischen oder intuitiven Sinne,
die Menge {{a},{a,b}}. Wir behaupten lediglich, daf§ die Definition von (a, b)
als{{a}, {a, b}}unsalle erwiinschten Eigenschaften liefert. Die einzige Eigen-
schaft geordneter Paare, die in der Mathematik wirklich gebraucht wird, ist, daf§
fiir alle Objekte a, b, c,d gilt:

(a,b) = (¢,d) gdw a=c und b=d. (Korrektheit der Paardefinition)

Diese Eigenschaft gilt fiir unsere Paardefinition, wie man leicht nachpriift.
Wir definieren nun nach dem Prinzip ,Neues aus Altem“ auch noch Tripel,
Quadrupel, usw., nimlich durch

(a7 b> C) = ((a) b): C)’ (Trl'pel)
(a, b, ¢, d) = ((a, b, C)’ d)7 (Quadmpel)
(a,b,c,d,e) = ((a,b,c,d),e), ... (Quintupel, usw.)

Man priift wieder die Korrektheit dieser Definitionen. Fiir Tripel gilt zum
Beispiel (a, b, ¢) = (d, e, ) genau dann, wenna =d, b = e und ¢ = f gilt.

Eine Auflosung der Tripeldefinition liefert ein schon schwer zu durchschauen-
des Strukturungetiim:

(a,b,c) = ((a,b),c) = {{(a,b)},{(a,b),c}} =
{{{{a}{a,b}}}, {{{a},{a,b}},c}}

Operationen mit Mengen

Wir definieren eine Reihe von hiufig verwendeten elementaren Operationen
mit Mengen.

Definition (elernentare Mengenoperationen)
Fiir alle Mengen A, B setzen wir:

AnB={alae A AaeB}, (Durchschnitt)
AuB={alaeA vaeB}, (Vereinigung)
A-B = A\B = {alae A Aage B}, (Differenz)
AC = {ae M | ag A} fiir eine Grundmenge M, (Komplementbildung)
AAB = (A-B) u B-A). (symmetrische Differenz)



2. Mengen 47

Die elementaren Mengenoperationen kénnen wir mit Hilfe von Diagrammen
leicht visualisieren. Die hervorgehobenen Bereiche deuten dabei das Ergebnis
der durchgefiihrten Operationen an.

A @B
A@B A@B
AnB AUB
A@B A@B
A-B AAB

Die Komplementbildung beziiglich einer Grundmenge M stellt man oftin der
folgenden Form dar:

M M

D (-

A°=M-A

Mengendiagramme wurden seit Leibniz und Euler benutzt. Visualisierungen
des obigen Typs wurden dann vor allem von John Venn verwendet und werden in
der Literatur heute auch oft als Venn-Diagramme bezeichnet.

Die beiden folgenden Diagramme visualisieren schlieilich die symmetrischen
Differenzen (A A B) A C mit 7 Schnitt-Teilen sowie ((A A B) A C) A D mit 15
Schnitt-Teilen. (Vgl. hierzu auch die Ubungen 9 und 10.)

A B A B
c
C D

(AAB)AC (AAB)AC)AD
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_ Einige Rechengesetze der Operationen M, U, -, ... behandeln wir in den
Ubungen.
Mit Hilfe der geordneten Paare kénnen wir nun auch Produkte definieren:
Definition (Kreuzprodukt) B
Fiir alle Mengen A, B setzen wir:
AxB={@blacArbeB}. b .@b)e AxB

Die Menge A x B heifit das Kreuzprodukt
oder kartesische Produkt von A und B.

Hierbei ist die operationale Komprehension \
{(a,b)lac Anbe B} 2
eine Kurzschreibweise fiir die Komprehension

{z13Jae Adbe B z=(a,b)},

die von der Form { z | €(z) } ist. Derartige Varianten der Komprehension ver-
wenden wir von nun an ohne weiteren Kommentar.

Wir definieren A X B x C = (A x B) X C, usw. Es gilt dann nach obiger Defini-
tion des Iripels (a, b, ¢) als ((a, b), c¢) wie gewiinscht:

AxBxC = {(a,b,c)lae A, be B, ce C}.

Wir schreiben oft auch A? anstelle von A x A. Weiter sei A* = A X A, usw.

Potenzmengen

Wir fassen nun alle Teilmengen einer Menge zu einem neuen Objekt zusam-
men:

Definition (Potenzmenge)
Wir definieren fiir jede Menge A::
PA) = {BIB c A}
Die Menge P(A) heifit die Potenzmenge von A.

Beispielsweise gilt:
P©) = (@), () O
O

o) = {9, {D}},
,-P({a’b}) = {Q’ {a}a {b}’ {aab}}
P{a,b,c}) = {9, {a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c}, {b,c}, {a,b,c}}

P({a,b})
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Die Existenz der Potenzmenge wird in einem axiomatischen Aufbau durch ein
eigenes Axiom garantiert, das kithn und direkt fordert, daf} fiir alle A die Zusam-
menfassung { B | B ¢ A} eine Menge ist. Formal:

VAIAVBBe d < BcA). (Potenzmengenaxiom,)

Mengensysteme

Von Interesse sind oft ,,gute Teilmengen der Potenzmenge. Wir definieren
hierzu:

Definition (Mengensystem auf einer Menge)
Sei A eine Menge, und sei o ¢ P(A). Dann heifit sd ein Mengensystem auf A.

Alle Elemente eines Mengensystems s auf A sind also Teilmengen der Menge
A. Die einfachsten Beispiele fiir Mengensysteme auf A sind & und P(A). Sind o
und B Mengensysteme auf A, so auch o U B und A N %B.

Fir Mengensysteme konnen wir eine Schnitt- und Vereinigungsoperation
einfithren:

Definition (Durchschnitt und Vereinigung eines Mengensystems)
Fiir ein Mengensystem s setzen wir:

N = {alVBed ae B}, falls A =D, (grofSer Durchschnitt)
Usd = {alIBed ae B}. (grofSe Vereinigung)

Firsd={{a,b,c}, {b,c}, {b,d}}istz.B. Usl={a,b,c,d}und M oA ={b}.

In dieser Definition verwenden wir die sogenannten beschrinkten Quantoren
yfurallexe X“und ,es gibteinx e X“. Diese lassen sich wie folgt auf die tiblichen
Quantoren zuriickfithren:

Vxe X ARx, X) wird definiert als  Vx(xe X — A(x, X)),
Ixe X A, X) wirddefiniertals  3Ix(xe X A A(x, X)).

Wir schreiben zudem ,,Vx,y € X“ fiir ,,Vx € X Vy € X“. Analoge Notationen
gelten fiir den Existenzquantor.

Ein Mengensystem s{ auf A heifit abgeschlossen unter Vereinigungen, falls fiir
alle B,C € o gilt, daff BU C e 4. Analog ist die Abgeschlossenheit unter Durch-
schnitten und Komplementbildungen definiert.

Definition (Mengenverband, Mengenalgebra)
Sei o ein Mengensystem auf einer Menge A. Ist f abgeschlossen unter
Vereinigungen und Durchschnitten und gilt @ € o, so heifit o ein
Mengenverband auf A. Ist sd zudem abgeschlossen unter Komplementbil-
dung in A, so heifit sd eine Mengenalgebra auf A.
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In der allgemeinen Mathematik treten Mengen in vielen Fillen in der folgen-
den Form auf: Studiert wird ein Bereich X von Objekten, etwa gewisse Zahlen
oder gewisse Funktionen. Dieser Bereich X ist eine Menge und die Elemente von
X werden meist mit passenden kleinen Buchstaben bezeichnet, etwa x,y, z fiir
reelle Zahlen, n, m, k fiir natiirliche Zahlen, f, g, h fiir Funktionen. Fir Teilmen-
genvon X verwendet man nun grofie Buchstaben wie A, B, C. Schliefilich werden
dann Zeichen wie 4, 3,6 fiir Mengensysteme auf X verwendet. Ist X die Menge
der reellen Zahlen, so bezeichnen also

a,b,c,... reelle Zahlen,
A,B,C,... Mengen von reellen Zahlen (z. B. Intervalle), und
A, B, Mengen von Mengen reeller Zahlen,

etwa & = { I | List ein offenes reelles Intervall }. Diese Komplexititsstufung in
»Punkt, Menge von Punkten, Mengensystem® und zugehorigen Zeichen a, A, A
erleichtert in vielen Fillen die Lesbarkeit, sie ist aber keineswegs zwingend und
wird auch nicht konsequent durchgefiihrt. In der Mengenlehre ist sie unzweck-
miflig, denn streng genommen ist ja bereits (a, b)={{a}, {a, b} } ein Mengensy-
stem. Hier sind dann Schreibweisen wie (1 x durchaus iiblich; das ,kleine x“
kann dabei ein sehr kompliziertes Mengensystem sein.

["Jbungen

Ubung 1 (Komprehensionen mit Hilfe von Eigenschaften, I) (L)
Wir definieren eine Zusammenfassung von Objekten S durch

S = {xlesgibtkeinymitxe yundye x}.
Zeigen Sie, daf} S keine Menge sein kann.
Ubung 2 (Komprebensionen mit Hilfe von Eigenschaften, II)

Sei M eine Menge. Zeigen Sie mit Hilfe des Aussonderungsschemas,
daf} es eine Menge N gibt mit:

() Firallexe Ngilexe M.
(i) N¢ M.

Ubung 3 (Einfache Mengenbildungen, I) (L)
Zeigen Sie, daf fiir alle a,b, ¢, d gilt:

(a,b) = (¢,d) gdw a=cund b=d.
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Ubung 4 (Einfache Mengenbildungen, 11)
Wir setzen 0 = @ und 1 = { & }. Wir definieren fir alle a,b:

(a’b)* = {{3’0}7 {b’ 1}}
Zeigen Sie, dafy auch diese alternative Paardefinition korrekt ist, d. h. fiir
alle a,b,c,d gilt: (a, b)* = (¢, d)* gdw a=c und b=4d.
Ubung 5 (Operationen mit Mengen, I) (L)
Zeigen Sie, daf} fiir alle Mengen A, B, C gilt:
i AUuB)NnC =ANC)uBNC).
@ AnB)uC = (AuC)NnBUC).

Vergleichen Sie (i) mit der Tautologie AvB)AC - (AAC)v (B A Q).
Diskutieren Sie allgemein den Zusammenhang zwischen Tautologien
und Rechenregeln fiir Mengen. Welche Regel entspricht z. B. der Tautologie

Ubung 6  (Operationen mit Mengen, II)
Seien Ay, Aj, A; Mengen. Finden Sie Mengen By c Ay, B; c A, B, c A,
mit den Eigenschaften:

A()UAIUAZ = B()UBIUBz, BOmBl =B1(NB2=B0(‘\B2=®.

Ubung 7 (Operationen mit Mengen, 1II) (L)
Sei A eine Menge. Bestimmen Sie jeweils alle Mengen B mit:

i An B =A
(i) Au B =A.
i) B - B-A = A.
Ubung 8  (Operationen mit Mengen, IV)
Zeigen Sie, dafl fur alle Mengen A, B gilt:
A-B =A-AnB).
Ubung 9  (Operationen mit Mengen, V)
Zeigen oder widerlegen Sie, daf fiir alle Mengen A, B, C gilt:
(i) AAB=BAA = (AuB)-(AnB),
(i) AA(BAC) = (AAB)AC,
(i) (AAB)NnC = (AnC)A(BNC).
i) AAB)uC =(AuC)ABUC).
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Ubung 10  (Operationen mit Mengen, VI) (L)
Seien Ay, ..., A, n 22, Mengen. Zeigen Sie:

A AA AL AA, = {al die Anzahl aller i mita € A, ist ungerade }.

Ubung 11 (Operationen mit Mengen, VII)
Seien Ay, ..., A, Mengen mitA; D A; ... 2 A,. Dann gilt:

@ A-...-A,=(Al-A) U ..U A_-A), falls n gerade,
() Aj-...-A, = (A1-A) U ... U@A,,-A ) VA, falls nungerade.

Hierbei ist die wiederholte Differenzenbildung mit Rechtsklammerung zu
lesen, d. h. wir vereinbaren A - B - C = A - (B - C) fiir alle A, B, C.

Ubung 12 (Potenzmengen, I)
Zeigen Sie, daf} fir alle Mengen A, B gilt:

() G,Ae PA),
@) A c B genau dann, wenn PA) c PB),
(i) PA) e P(PA)).

Ubung 13 (Potenzmengen, II)
Geben Sie alle Elemente von P(P({a })) an.

Ubung 14 (Potenzmengen, 11I) (L)
Zeigen oder widerlegen Sie, daf fiir alle Mengen A, B gilt:

(i) PAuB) = PA) U P(B),
(i) P(AnB) = PA) n P(B).
Ubung 15  (Potenzmengen, IV)

Sei A eine Menge und sei s = P(A). Zeigen Sie, dafl fiir alle X, Y € o ein
eindeutiges Z € o existiert mit den Eigenschaften:

0 XY cZ,
() VZed X,YcZ - Zc2Z).
Ubung 16 (Mengensysteme, I)
Zeigen Sie, daf} fiir alle Mengen A, B gilt:
MN{AB}=AnB, U{AB}=AUB.
Ubung 17 (Mengensysteme, II)

Warum wird o # @ in der Definition von M & gefordert?
Welche Zusammenfassung wiire () @ nach der Definition von (M 4 ?
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Ubung 18 (Mengensysteme, I1I) (L)
Zeigen oder widerlegen Sie, daf} fiir alle Mengensysteme s, & gilt:

Q) UHuB) = Ud u UGB,
(@ NEANB) = NdA N NB, falls A B =D
i) UAnB)=Ud n U%B,
i) NHAUB) = Nd v NB, falls A, B+ .
Ubung 19 (Mengensysteme, IV)

Zeigen Sie, daf fiir alle Mengensystem sf und B gilt:
O UANUB=U{AnBIAe d,Be B},
(@ NA v NB=N{AUBIAe A Be B}, falls A4, B = 2.

Ubung 20 (Mengensysteme, V)
Sei A # & ein Mengensystem. Schreiben Sie [ o als Aussonderung, d. h.
finden Sie eine Menge M und eine Eigenschaft €(x) sodaf§ gilt

Nd ={xeMIléx}
Ubung 21 (Mengensysteme, VI)
Sei A eine Menge, und seien B,C,D c A.
(i) Bestimmen Sie die kleinste Mengenalgebra & auf A mit B € .
(ii) Bestimmen Sie den kleinsten Mengenverband V" auf AmitB,C,D e V.

Ubung 22 (Mengensysteme, VII)
SeiA={1,2,3,4},undseien B={1},C={2,3}.
Geben Sie die kleinste Mengenalgebra o auf A an mit B, C € .

Ubung 23 (Mengensysteme, VIII) (L)
Sei A eine Menge. Kann es eine Mengenalgebra o auf A geben, die genau
funf Elemente besitzt?

Ubung 24 (Mengensysteme, 1X)
Zeigen Sie, daf fir alle Mengen A, B gilt:

AxBe P(P(PA U B))).



3. Relationen und Funktionen

Die letzte der Sprachhiirden, die wir zu nehmen haben, ist das Erlernen der
Begriffe und Notationen im Umfeld der Relationen und der spezielleren Funk-
tionen. Die elementaren Mengenbildungen zusammen mit dem Jargon der Re-
lationen und Funktionen bilden den Grundstock des wissenschaftlichen ma-
thematischen Sprechens. All diese Dinge werden in der Mathematik an allen
Ecken und Enden verwendet.

Wir fithren hier die Relationen und damit auch die Funktionen auf den Men-
genbegriff zuriick, und geben damit weitere Beispiele fiir eine mengentheoreti-
sche Interpretation allgemeiner mathematischer Konzepte. Dieses Vorgehen
begeistert die einen durch seine Einfachheit und Klarheit (,Endlich wird einem
gesagt, was eine Funktion ist!“), die anderen st6fit es eher ab (,,Das sind doch
keine dynamischen Funktionen!“). Den letzteren sei noch einmal gesagt, dafi wir
keine fruchtbaren inneren Anschauungen verindern oder umbiegen wollen. Es
geht um strukturelles, 6konomisches, prizises Definieren, wie es in der Mathe-
matik ab einer gewissen Stufe ohnehin unumginglich ist. Und warum sollte man
diese Stufe dann nicht relativ weit unten ansetzen, wenn es einfach moglich ist?
Die Notationen miifiten wir ohnehin einfithren.

Der Autor gehort sicher zur ersten Gruppe. Der einfache und klare mengentheoreti-
sche Relations- und Funktionsbegriff ist fiir ihn etwas Wunderbares. Die innere Anschau-
ung bleibt davon unberiihrt, ja sie kann vor dem Hintergrund der formalen Definition erst
richtig gewtirdigt werden.

Relationen und ihre Struktureigenschaften

Definition (Relation)
Eine Menge R heifit eine Relation, falls jedes Element von R ein geordnetes
Paar ist. R heifit Relation auf einer Menge A, falls R ¢ A x A.

Gilt (a, b) € R, so sagen wir auch, dafl a in der Relation R zu b steht. Anstelle
von (a, b) € Rschreiben wir auch a R b oder R(a, b). GiltaRbund bR ¢, so schrei-
ben wiraucha RbR c.

Fiir eine Relation R definieren wir:
dom(R) = {a | 3b (a,b)e R}, (Definitionsbereich, ,,domain®)

rmg(R) = {bl3Ja(a,b)e R}, (Wertebereich, ,range®)

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Die Menge field(R) = dom(R) U rng(R) heifit das Feld von R. Das Feld von R
ist die kleinste Menge A derart, dafl R eine Relation auf A ist.
Weiter kénnen wir fiir jede Relation R eine Umkehrrelation definieren:

R = {(a,b) | (b,a)e R}. (Umkebrrelation)

Der Ubergang von R zu R™! entspricht dem Ubergang von ,kleiner zu ,,gré-
Ber”, von ,hoher” zu ,niedriger”, von ist ein Kind von“ zu ,ist ein Elternteil
von“. Offenbar gilt

dom(R™") = rg(R), rmgR™") = dom(R), fieldR™") = field(R).

Fiir Relationen gibt es eine Handvoll grundlegender Struktureigenschaften.
So schliefit zum Beispiel ,,a ist grofier als b* aus, dafy ,,b ist grofier als a“ gilt, und
umgekehrt folgt aus ,a ist dhnlich zu b“, daf§ auch ,,b ist dhnlich zu a“ gilt - an-
dernfalls wiirde eine Relation den Namen ,,gréfier” bzw. ,,dhnlich“ nicht verdient
haben.

Die fiinf wichtigsten Struktureigenschaften einer Relation sind nun die fol-
genden.

Definition (Struktureigenschaften von Relationen)
Eine Relation R auf A heifit:

(1) reflexiv, falls Vae A(a,a) e R,

(i) #rreflexiv, falls Vae A(a,a) ¢ R,

(iil) symmetrisch, falls Ya,be A(aRb — bRa),

(iv) antisymmetrisch, falls Ya,be A(@RbAbRa — a=D),
(v) tramsitiv, falls Ya,b,ce A(@RbAabRc—aRc).

Wir kénnen uns eine Relation R auf A als eine ,,Punktwolke“ im kartesischen
Produkt A x A vorstellen: Wir tragen ein (a, b) € A x A genau dann als Punkt ein,
wenn a R b gilt. Dann bedeutet die Reflexivitit von R, dafi die gesamte Diagonale
{(a,a) | ae A} zur Punktwolke gehort. Die Symmetrie von R bedeutet, dafi die
Punktwolke invariant gegeniiber der Spiegelung an der Diagonalen ist. Die
Transitivitit hat dagegen bei dieser Darstellung von R keine besonders anschau-
liche Bedeutung.

Eine ganz andere Moglichkeit, sich eine Relation R auf A zu visualisieren, ist
die folgende: Wir fassen A als Menge von Punkten auf und verbinden diejenigen
Punkte a,b mit einem Pfeil, fiir die a R b gilt. Nun hat die Transitivitit von R eine
sehr anschauliche Bedeutung, denn sie besagt: Gibt es einen Pfeil von a nach b
und weiter einen Pfeil von b nach ¢ in unserem Diagramm, so gibt es immer auch
einen Pfeil von a nach c. Die Symmetrie besagt, daf} es zu jedem Pfeil von a nach
b auch immer den umgekehrten Pfeil von b nach a gibt. Wir kénnen im symme-
trischen Fall also die Pfeile ganz weglassen und einfach alle a, b, fiir die a R b gilt,
mit einer Linie verbinden. Die Irreflexivitit von R besagt schiefilich, daf} unser
Diagramm keine ,,Schlingen” besitzt, die von einem Punkt a zu a selbst fiihren.
Diese Form der Visualisierung ist vor allem fiir Relationen auf endlichen Men-
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gen sehr niitzlich und wir werden im Kapitel iber Graphen darauf zuriickkom-
men.

Der Leser kann bereits an dieser Stelle die Tragweite des Konzepts sehen: Re-
lationen decken abstrakte mathematische Dinge wie die Element-Beziehung
ebenso ab wie die Modellierung von konkreten Verkehrsnetzen. Sobald wir die
Beziehungen betrachten, die zwischen Objekten eines Bereichs bestehen, wer-
den wir Relationen definieren und untersuchen. Damit treten Relationen tiberall
auf, wo es um mehr geht als die reine Anzahl von Dingen.

Wir fithren noch einige Sprechweisen und Notationen fiir mehrstellige Rela-
tionen ein. Eine Menge R heifit eine dreistellige Relation auf A, falls R c A’. Statt
(aj, a5, a3) € Rschreiben wir auch R(ay, a,, a3). Analog sind 4-, 5-, ... stellige Re-
lationen definiert. Konsequent nennen wir ein R < A dann auch eine einstellige
Relation auf A und schreiben R(a) fiir a € R. Hier wird die Wortbedeutung ,,Rela-
tion“ (,Beziehung) mifibraucht und man spricht auch deswegen oft von einem
(einstelligen) Priidikat auf A. Allgemein werden die Begriffe Pridikat und Relation
in der Mathematik synonym verwendet.

Es gibt drei Haupttypen von Relationen : Aquivalenzrelationen, Ordnungen
und Funktionen. Diese drei Typen spielen eine universelle Rolle in der Mathe-
matik, und wir wollen sie der Reihe nach vorstellen.

Aquivalenzrelationen

In der Mathematik tauchen hiufig Situationen auf, in denen Objekte, die sich
nur in als unwesentlich betrachteten Eigenschaften unterscheiden, einander
gleichgestellt werden. Kommt es uns zum Beispiel nur auf den ganzzahligen Rest
der Division einer natiirlichen Zahl durch 7 an, so betrachten wir die Zahlen 4,
11,18, ... als dquivalent, oder, wie man in diesem Fall sagt, als kongruent modulo
7. Derartige Gleichstellungen sind mathematisch von grofier Bedeutung, denn
sie sind das Ergebnis von Abstraktionsvorgingen. Wenn wir abstrahieren, sehen
wir von bestimmten Merkmalen der betrachteten Objekte ab (das lateinische
sabstrahere® bedeutet ,,absehen von, wegnehmen®). Nach diesem Abstreifen von
gewissen Eigenschaften sind zwei Objekte a und b, die sich nur in diesen Eigen-
schaften unterscheiden, gleichwertig und austauschbar geworden - vorausge-
setzt, unsere weiteren Betrachtungen kehren nicht zu den vergessenen Merkma-
len zuriick.

Auch aufierhalb der Mathematik ist diese Form der Gleichstellung nicht unbe-
kannt. Unsere zyklische Einteilung der Wochentage entspricht dem oben er-
wihnten Rechnen ,modulo 7“. Weiter sagen wir zum Beispiel : ,,Sie fahren das
gleiche Auto wie ich“. Dabei meinen wir den Typ des Autos, auf das Nummern-
schild kommt es uns dabei nicht an. Eine Antwort konnte sein: ,,Ja, wenn man
von der Farbe absieht“. Der Angesprochene dufiert damit ein etwas feineres Ver-
stindnis von ,,gleiches Auto“, das vom Merkmal der Farbe nicht absehen will.
Allgemein kennt unsere Umgangssprache den feinen Unterschied zwischen ,,das
Gleiche® und ,,dasselbe”. Man kann im Restaurant das gleiche Essen bestellen
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wie der Nachbar, nicht aber dasselbe. (In der Mathematik wird diese Unterschei-
dung vermieden, ,gleich“ und ,identisch“ werden hier synonym verwendet und
mit dem Zeichen ,,=“ ausgedriickt.)

Auch Klassifikationen kennen wir aus dem Alltag: Wir teilen auf in Minner
und Frauen, in Kinder, Berufstitige und Rentner, in Selbstindige und Arbeit-
nehmer, in Notenstufen von ,sehr gut“ bis ,ungentigend®. Jeden Klassifizie-
rungsvorgang konnen wir auch als Abstraktionsvorgang auffassen. Wenn wir
zum Beispiel von der individuellen Person absehen und uns nur fiir ihr Ge-
schlecht interessieren, so erhalten wir eine Klasseneinteilung einer betrachteten
Gruppe in Minner und Frauen. Umgekehrt fiihrt jede Klassifikation zu einer
Abstraktion, indem genau diejenigen Objekte einander gleichgestellt werden,
die einer gemeinsamen Klasse angehoren.

Mathematisch wird der Abstraktionsvorgang durch den Begriff der Aquiva-
lenzrelation und der Begriff der Klassifikation durch den Begriff der Zerlegung
einer Menge gefafit. Beide Begriffe hingen, wie obige informale Diskussion
schon andeutet, eng miteinander zusammen.

Wir beginnen mit dem Aquivalenzbegriff. Er versammelt genau die Figen-
schaften, die wir von jedem Abstraktionsvorgang erwarten diirfen:

Definition (Aguivalenzrelation) )
Eine Relation ~ auf A heifit eine Aquivalenzrelation, falls ~ reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A, so setzen wir fiir alle Elemente a von A:
a/~ ={beAla~b}. (A.quz'wlenzklﬂsse von a, ,,a modulo ~*)
Damit setzen wir dann:

A/~ ={a/~lae A}. (Faktorisierung, ,,A modulo ~*)

Eine Aquivalenzklasse a/~ ist also eine nichtleere Teilmenge von A, und die
Faktorisierung A/~ ist ein Mengensystem auf A. Die wesentlichen Eigenschaf-
ten dieser Objekte sind:

@) a/~ = b/~ gdw a~b,
(i) a/~ N b/~ = & gdw non(a~b),
(i) UA/~ = A

Eine Aquivalenzrelation auf A teilt also die Menge A in gewisse nichtleere und
paarweise disjunkte ,,Bereiche“ oder ,Regionen” ein (die Aquivalenzklassen der
Relation). Die Faktorisierung ist die Menge all dieser Bereiche. Elemente, die
demselben Bereich angehoren, sehen wir als gleichwertig an. Eine Aquivalenzre-
lation ist damit wie gewiinscht eine ,,unscharfe“ oder ,vergroberte” mathemati-
sche Gleichheit.

Wir diskutieren nun noch den engen Zusammenhang zwischen Gleichsetzun-
gen und Klassifikationen. Hierzu definieren wir:
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Definition (Zerlegung)
Ein Mengensystem % auf A heifit eine Zerlegung oder Klasseneinteilung von
A falls gilt:

(@) B # O firalleBe %,
(b) BN C = firalleB,Ce ¥mitB=C,
0 UZ% = A

Eine Zerlegung von A ist also ein System von nichtleeren und paarweise dis-
junkten Mengen derart, dafi jedes Element von A in einem (und folglich genau
einem) Element der Zerlegung vorkommt.

Nach den obigen Eigenschaften (i) - (iii) ist fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf
A die Faktorisierung A/~ eine Zerlegung von A. Ist nun & eine beliebige Zerle-
gung von A, so setzen wir fiir alle a,b € A:

a~qgb, falls ,esgibteinZe ¥ mita,be Z“

Esist leicht zu sehen, daf ~, eine Aquivalenzrelation auf A ist. Zudem liefert die
Faktorisierung wieder die urspriingliche Zerlegung, d.h. es gilt A/~ = %.

In der Faktorisierung A/~ = { a/~ | a € A} tauchen im allgemeinen die ,,Bei-
trige” a/~ der Mengenkomprehension mehrfach auf. Gilta ~ b, so ista/~ = b/~
und wir konnen die Komprehension z. B. auch ohne b durchfiihren. Diese Beob-
achtung fiihrt uns zur Frage der ,,minimalen Erzeugung® von A/~. Hierzu defi-
nieren wir:

Definition (Reprisentanten)
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A, und sei a € A. Dann heifit jedes
b e a/~ ein Repriisentant der Aquivalenzklasse a/~.
Eine Teilmenge S von A heifit ein vollstindiges Reprisentantensystem, falls S
genau einen Reprisentanten aus jeder Aquivalenzklasse enthilt.

Fiir ein vollstindiges Reprisentantensystem S gilt also:
(@) A/~ = {a/~1ae S},
(b) non(a ~b) fiirallea,be S mita#Db.

Die Menge S ist also ein minimaler Erzeuger der Faktorisierung A/~.

In vielen Fillen 146t sich ein vollstindiges Reprisentantensystem einfach fin-
den. So ist zum Beispiel 0, 1, ..., 5, 6 ein derartiges System fiir das Rechnen mo-
dulo 7. Manchmal ist ein vollstindiges Reprisentantensystem allerdings nicht zu
sehen. Fin Beispiel ist die sog. Vitali-Aquivalenzrelation auf den reellen Zahlen,
die definiert wird durch

x~vy, falls ,der Abstand zwischen x und y ist rational“.

In der Tatist der Satz, daff jede Aquivalenzrelation ein vollstindiges Reprisen-
tantensystem besitzt, ein Axiom der Mathematik. (Er ist elementar dquivalent
zam sog. Auswahblaxiom.) Damit hat uns der Begriff der Aquivalenzrelation schon
zu Fragen gefiihrt, die die Grundlagen der Mathematik betreffen.
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Wir betrachten zur Illustration und Visualisierung der Begriffe eine Zerle-
gung % einer Menge A in sieben nichtleere Teilmengen:

A

Zerlegung einer Menge A in Mengen Ay, ..., A,

EsgiltalsoZ ={A}, .., A}, UZ=A, U... UA; = A, A, # D fiir alle i und
AN A= fiirallei#j. )
Weiter sei ~ die durch die Zerlegung % definierte Aquivalenzrelation ~ aufA,
d.h. wir setzen fiir alle a,b e A:
a~b, falls ,esgibtein1 <i<7mita,be A;“
Dann gilt
A/~ =% = {A17 "'7A7}7

d.h. die Faktorisierung A/~ ist gerade wieder die Zerlegung %.
Zur Bildung eines vollstindigen Reprisentantensystems wihlen wir aus jedem
yLand“ der Zerlegung genau einen ,,Bewohner aus:

Bildung eines vollstindigen Reprisentantensystems fiir ~

Fiir jede solche Wahl a; € Ay, ..., a; € A; ist die Menge {ay, ...,a; } c A ein voll-
stindiges Reprisentantensystem unserer Aquivalenzrelation. Es gilta;/~ = A, fiir
alle i, also A/~ = {a;/~, ..., a;/~}.
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Ordnungen

Neben den Aquivalenzrelationen gehéren die Ordnungen zu den wichtigsten
Relationen. Auch diese sind uns durch den Alltag sehr vertraut: Wir sprechen in
den verschiedensten Situation von ,besser* und ,schlechter®, von ,schneller
und ,langsamer®, von ,grofler” und ,kleiner”. Wir unterliegen dabei leider oft
einem Bediirfnis, je zwei Objekte miteinander vergleichen zu wollen. Natiirli-
cher ist in vielen Fillen ein ,partieller Ansatz, der zwei vorliegende Dinge nur
manchmal miteinander vergleicht und andernfalls gar keine Aussage trifft. Diese
Ordnungsidee konnen wir mathematisch wieder durch eine Kombination von
Eigenschaften einer Relation einfangen:

Definition (partielle Ordnung)
Eine Relation < auf A heifSt eine partielle Ordnung (vom nicht strikten Typ) auf
A, falls < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Ausformuliert gilt also fiir alle a,b,c € A:
a<a, a<bAab<a impliziert a=b, a <b < c implizierr a<c.

Das bevorzugte Zeichen fur partielle Ordnungen ist <, zusammen mit ver-
wandten Symbolen wie <, <*, usw.
Stillschweigend wird fiir eine partielle Ordnung < immer definiert:

a<b, falls a<bunda#b fiir alle a,b e A.

Die Relation < ist irreflexiv und transitiv auf A. Eine irreflexive und transitive
Relation heifit eine partielle Ordnung (vom strikten Typ). Ist < eine strikte partielle
Ordnung auf A, so definieren wir

a<h, falls a<bodera=>b fir alle a,b e A.

Dann ist die Relation < eine partielle Ordnung auf A vom nicht strikten Typus.

Wir haben also immer partielle Ordnungen beider Typen vorliegen. Die Zei-
chen <, <, <* ... stehen immer fiir nichtstrikte Typen, die zugehorigen Zeichen
<, <, <*, ... fiir die strikten Versionen.

Nichtstrikte partielle Ordnungen unterscheiden sich von den Aquivalenzrela-
tionen ,nur® durch den Austausch der Bedingungen ,symmetrisch“ und ,anti-
symmetrisch®. Dieser Austausch fiihrt zu einer vollkommen anderen Welt. Par-
tielle Ordnungen zerlegen eine Menge nicht in Teilgebiete, sondern sie ordnen
die Elemente der Menge in einer netzartigen Struktur an. Diese Struktur kann
man fiir endliche Mengen A mit Hilfe von Diagrammen sehr anschaulich ma-
chen: Wir zeichnen die Elemente von A als benannte Punkte und verbinden zwei
Punkte a <b genau dann mit einem Pfeil, wenn es kein ¢ gibt mita < c <b. Dieser
Zusatz fithrt zu tibersichtlichen Diagrammen, die nicht mit Transitivititspfeilen
iberladen sind. Weiter kann man statt der Pfeile auch einfache Verbindungsli-
nien einzeichnen, wenn man vereinbart, dafy Punkte, die weiter oben stehen, gro-
fer sind als Elemente, die weiter unten stehen.



62 1. Abschnitt  Die Sprache der Mathematik

So gilt im Diagramm rechts:

a<c<f,a<d<g
a<ec<t a<e<yg, /
b<e<f b<e<ag c d

Dariiber hinaus gelten keine weiteren /

Relationen, so gilt z. B. weder a <b noch

d<f. a b
Zur Beschreibung der Struktur einer

partiellen Ordnung fithren wir die folgenden Begriffe ein:

Definition (vergleichbar, Kette, Antikette)
Sei < eine partielle Ordnung auf A.

(a) a,b € A heiflen vergleichbar, falls a <b oder b < a gilt. Andernfalls
heifien a und b unvergleichbar

(b) Ein B c A heifit eine Kerte, falls je zwei Elemente von B vergleichbar
sind.

(¢) Ein C c A heifit eine Antikette, falls je zwei verschiedene Elemente
von C unvergleichbar sind.

(d) Eine Kette B heifit mzaximal, falls es keine Kette C gibt mit B ¢ C.
Analog sind maximale Antiketten definiert.

In der partiellen Ordnung des obigen Diagramms sind zum Beispiel a und g
vergleichbar, a und b sind dagegen unvergleichbar. Die Menge { a, d, g } ist eine
maximale Kette und die Menge { c, d, e } eine maximale Antikette der Ordnung.

Weiter zeichnen wir noch gewisse Elemente von partiellen Ordnungen aus:

Definition (maximales, minimales, grifstes, kleinstes Element)
Sei < eine partielle Ordnung auf A.

(a) Eina e A heilit maximal (bzw. minimal), falls es kein b gibt mit
a<b (bzw. b <a).

(b) Eina e A heifit das grofite (bzw. kleinste) Element der Ordnung,
fallsb <a (bzw. a <b) fiiralleb € A.

Im obigen Diagramm sind a und b die minimalen Elemente und f und g die
maximalen Elemente der Ordnung. Die Ordnung hat weder ein grofites noch ein
kleinstes Element.

Die Inklusion liefert die wichtigsten Beispiele fiir partielle Ordnungen. Fiir jedes
Mengensystem o auf einer Menge A ist die Teilmengenrelation C eine partielle
Ordnung auf s, und die echte Inklusion c ist die zugehorige strikte Version.

Einen schirferen Begriff als die partiellen Ordnungen bilden die sogenannten
linearen Ordnungen.



3. Relationen und Funktionen 63

Definition (lineare Ordnung)
Eine partielle Ordnung auf A heifit eine /ineare oder totale Ordnung auf A,
falls je zwei Elemente von A vergleichbar sind.

Fiir eine partielle Ordnung < (oder <) auf A gilt also:
Va,be A(a<b v b<a). (Vergleichbarkeitsbedingung)

Die Elemente von A werden in einer linearen Ordnung nicht mehr netzartg,
sondern in einer abstrakten ,Reihe“ oder ,Linie“ angeordnet. In waagrechten
Diagrammen vereinbaren wir dann, daf§ die Elemente von links nach rechts
»wachsen“. So gilta <b < ¢ <d in der wie folgt visualisierten Ordnung:

a e b S c S d

Funktionen

Funktionen gehoren zu den prominentesten Objekten der Mathematik tiber-
haupt. Intuitiv ordnet eine Funktion f einem Objekt a ein neues Objekt b eindeu-
tig zu. Wir schreiben dann b = f(a). Ein priziser Funktionsbegriff, der nicht von
Umrechnungen oder Zuordnungen sprechen muf}, lifit sich nun aus dem Relati-
onsbegriff relativ einfach gewinnen. Wir betrachten hierzu zwei weitere natiirli-
che Struktureigenschaften einer Relation:

Definition (rechts- und linkseindeutige Relationen)
Eine Relation R heifit rechtseindeutig, falls es fiir alle a € dom(R) genau ein b
gibt mit a R b. Analog heifit R linkseindeutig, falls es fiir alle b € rng(R)
genau ein a gibt mita R b.

In einem Punkt-Pfeil-Diagramm einer Relation bedeutet die Rechtseindeutig-
keit, daff von jedem Punkt h6chstens ein Pfeil wegfiihrt und die Linkseindeutig-
keit, daf} zu jedem Punkt hochstens ein Pfeil hinfiihrt. Bei dieser Visualisierung ist
die folgende Definition des modernen mathematischen Funktionsbegriffs dann
keine Uberraschung mehr:

Definition (Funktion)
Eine Relation f heifit eine Funktion oder Abbildung, falls f rechtseindeutig ist.
Eine Funktion f heifit eine Funktion #zf einer Menge A, falls dom(f) = A.

Damit haben wir Funktionen als gewisse Relationen, Relationen als Mengen
von geordneten Paare und geordnete Paare als gewisse Mengen eingefiihrt. Un-
sere Anschauungen von Paarbildungen, Beziehungen und funktionalen Zuord-
nungen sind in diesen Definitionen vielfach nur als Schatten vorhanden. Das
kann bei derart fundamentalen Begriffsbildungen wohl nicht anders sein, wichtig
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ist aber, dafi eine derartige Reduktion, die alle erforderlichen Eigenschaften zur
Verfiigung stellt, iiberhaupt moglich ist. Wir haben eine prizise, klare und letzt-
endlich sehr einfache Definition gefunden, die nicht von ,,Zuordnungen®, ,,Be-
rechnungen, ,Pfeilen” usw. sprechen mufi.

Definition (die Notation f(a) = b)
Ist f eine Funktion, so schreiben wir

f(a) = b anstellevon (a,b)e f,

oderauch a +—= b.
Gilt f(a) = b, so sagen wir, dafi a durch f auf b abgebildet wird und nennen

b den Funktionswert von f an der Stelle a oder fiir das Argument a.

Ist dom(f) von der Form A, so nennen wir f auch eine zweistellige Funktion auf
A.Fiiralle (a;, a,) € A’ schreiben wir dann oft kurz f(a;, a,) anstelle von f((a;, a,)).
Analoges gilt fiir drei- und mehrstellige Funktionen.

Ist f eine Funktion und A ¢ dom(f), so definieren wir die Einschrinkung fIA
von f auf A durch

(flA)(a) = f(a) furalleae A.

In Mengenschreibweise giltalso einfachflA={(a,b)e f | ae A}. Die Funktion fIA
hat den Definitionsbereich A und nimmt auf A dieselben Funktionswerte an wie f.
Fiir jede Menge A definieren wir die Identitit id, auf A durch

idy(@a) = a fiiralleae A.

Schliefilich kénnen wir fir jede Menge A und jedes c die konstante Funktion
const® auf A mit Wert ¢ definieren durch

const(a) = ¢ firalleae A.
Die folgende Notation fiir Funktionen wird durchgehend verwendet:
Definition (die Notationf: A — B)
Ist f eine Funktion, so schreiben wir
f: A — B, falls dom(f) = A und rng(f) c B.

Die Funktion f heifit dann eine Funktion von A nach B, und die Menge B
ein Wertevorrat von f.

A B

eine Funktionf: A — B
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Daf§ wir in der Notation f : A — B zwar dom(f) = A verlangen, nicht aber
rng(f) = B, ist eine bewihrte Konvention.

A £ B

(oo
eine Funktion f: A — B mit Wertebereich B” = rng(f) ;
im allgemeinen ist B eine echte Teilmenge des Wertevorrats B

Es gilt z.B. idy : A — Aund const? : A — A, falls c € A. In jedem Falle gilt
const; : A — {c}.
Zur Notation f: A — B gehort weiter die folgende Mengenoperation:

Definition (“B)
Fiir Mengen A und B setzen wir

AB={fIf:A — B}.

Weiter betrachten wir den Fall, bei dem Definitionsbereich und Wertevorrat
iibereinstimment:

Definition (Operation, abgeschlossen)
Eine Funktion f: A — A nennen wir auch eine Operation auf A.
Ebenso heifit f: A — A eine zweistellige Operation auf A, usw.

Ein B c A heifit abgeschlossen unter einer n-stelligen Operation f, falls gilt:
f(a;,...,a,) € B fiirallea,,...,a, € B.

Ein B ¢ A ist genau dann abgeschlossen unter f, wenn wir fIB" : B* — B
schreiben kénnen. Die Funktion fithrt dann also aus der Menge B nicht heraus,
wenn sie fiir Argumente in B ausgewertet wird.

A A A
eine Operation f auf A, unter f abgeschlossenes B < A, unter f nicht abgeschlossenes C C A,
db.oesgitf:A — A d.b. f(a) € Bfiiralleae B d.b. es gibt ein a € Cmit fla) ¢ C

Fiir alle A ist “A die Menge aller einstelligen und ***A die Menge aller zwei-
stelligen Operationen auf A.
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Struktureigenschaften von Funktionen

Istf: A — B eine Funktion, so ist das durch f gegebene Abbildungsverhiltnis
zwischen A und B von Interesse: Wird jeder Funktionswert nur einmal ange-
nommen? Wird jeder Wertim Wertevorrat B als Funktionswert angenommen?

Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Funktion f: A — B heifit:
(a) injektiv, falls ,f istlinkseindeutig®,
(b) surjektiv, falls rng(f) = B,
(c) bijektiv, falls ,f istinjektiv und surjektiv®.
Injektive Funktionen nehmen also keinen Wert zweimal an, surjektive Funk-
tionen nehmen jeden Wert des ins Auge gefafiten Wertevorrats an, und Bijektio-

nen sind vollstindige Paarbildungen zwischen den Elementen ihres Definitions-
bereichs und ihres Wertevorrats.

A £ B
—_—

eine injektive Funktion f: A — B, d. b es gilt f(a;) # f(a,) fiir alle a; # a,

A P B
—_—
eine surjektive Funktionf: A — B, d.b. B =rng(f)

Die Injektivitit von f kénnen wir in Funktionsschreibweise auch so ausdriicken:
Va,be A (f(a) = f(b) - a =b).
Diese Bedingung ist unabhingig von der Angabe eines Wertevorrats. Dagegen
benotigen die Eigenschaften ,surjektiv® und ,,bijektiv* die Angabe eines Werte-
vorrats B.

Istf: A — Binjekdv, soistf: A — rng(f) bijektiv. Weiter kénnen wir fiir in-
jektive Funktionen eine Umkehrfunktion erkliren:

Definition (Umkebrfunktion)
Ist f injektiv, so heifit die Relation £~ die Umkebrfunktion von f.

Gilt dann f(a) = b, so gilt f~'(b) = a. Weiter ist rng(f) der Definitionsbereich
von f~' und f~' : rg(f) — A ist bijektiv.
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Verkniipfung von Funktionen

Zwei Funktionen kénnen wir miteinander verkniipfen, wenn die zweite Funk-
tion auf allen Funktionswerten der ersten definiert ist:

Definition (Komposition)
Seien f: A — Bund g: B — C Funktionen.
Dann definieren wir die Komzposition

oder Verkniipfung

f
h=gof — -
durch

h(a) = g(f(a)) firallea e A.
Wir lesen g o fals ,,g nach £“.

Verkniipfung go fvonf: A — Bundg:B — C

Firh=geofgilth: A — C.Sind fund g injektiv, so ist auch h injektiv. Gleiches
gilt fiir ,surjektiv® und ,,bijektiv*.

Ist f eine injektive Funktion auf A, so gilt f ' o f = id,. Gilt umgekehrt g o f =
id, fir Funktionenf: A — Bundg: B — A, soist die Funktion f injektiv und
zadem gilt glrng(f) = £~

Mengen als Funktionswerte

Unser Funktionsbegriffist durch eindeutige Zuordnungen bestimmt. In vielen
Fillen sind punktweise gelesene Zuordnungen nicht eindeutig. So besitzen viele
Menschen heute mehrere Telefonnummern und mehrere email-Adressen, reelle
Funktionen kénnen mehrere Nullstellen besitzen (oder auch gar keine), usw. Will
man in einer solchen relationalen Situation einen funktionalen Kontext aufrecht
erhalten, so kann man mit Mengen arbeiten und die Mehrdeutigkeiten zu einem
Objekt zusammenfassen. Ist zum Beispiel & eine Menge von Funktionen von A
nach B, so kénnen wir fiir jedes b € B eine Funktion G : ¥ — P(A) definieren
durch

G(f) = {ae Alf(a)=b} furallefe %.

Diese Funktion ordnetalso jeder Funktion fin % die Menge ihrer Argumente zu,
die auf b abgebildet werden.

Allgemeiner konnen wir jeder Relation R mit dom(R) € A und rng(R) € B eine
Funktion G: A — 2P(B) zuordnen durch

G() = {be BlaRb} fiiralleae A.

Aus der Funktion G lifit sich dann die Relation R zuriickgewinnen, denn es gilt
a R b genau dann, wenn b € G(a).



68 1. Abschnitt  Die Sprache der Mathematik

Bilder und Urbilder

Jede Funktionf: A — B gibt Anlaf} zu zwei Operationen auf den Potenzmengen
von A bzw. B. Gegeben eine Teilmenge X von A kénnen wir die Menge der Funkti-
onswerte { f(x) | x € X} betrachten. Umgekehrt konnen wir fiir eine Teilmenge Y
von B die Menge aller x € A betrachten, deren Funktionswerte in Y liegen:

Definition (Bild, Urbild)
Seif: A — B. Dann setzen wir fiir jedes X < A und jedes Y c B:

f[X] ={f® lxeX}, (Bild von X)
Y] = {acAlfaeY). (Urbild von Y)

Speziell ist also f[A] = rng(f) und f~'[B] = A.
Das Urbild einer Menge ist immer definiert, unabhingig davon, ob f injektiv
ist, d. h. unabhiingig davon, ob die Umkehrfunktion f~! existiert.

Die Folgennotation

Wir fithren eine weitere Notation fiir Funktionen ein, die anschaulich dem
Beschriften von Objekten entspricht. Haben wir 100 Umzugskartons vorliegen,
so kénnen wir sie z.B. mit den Zahlen 0, ..., 99 beschriften. Wir sprechen dann
von ,Karton Nr. 75 und haben so der Zahl 75 einen gewissen Karton k;5 zuge-
ordnet. Allgemeiner sind beliebige ,Indizes“ zur Beschriftung moglich.

Diese Anschauung kénnen wir formal nun so fassen:

Definition (Folgennotation)
Ein Ausdruck (x; | i € I) bedeutet die Funktion f mit den Eigenschaften:

(a) dom(f) =1,
(b) f(i) = x; fiiralleie L

Die Funktion (x; | i € I) heifit dann eine Folge oder Familie mit Indexmenge 1.

Neben (x; | i € I)sind auch Varianten wie (x;);  gebrduchlich.
Jede Funktion f kénnen wir als Folge schreiben, denn es gilt

f = (f(i) | i e dom(f)).

Obwohl Folgen und Funktionen identische Begriffe sind, bewihrt sich die Nota-
tion in der Praxis. Ob ein Indizieren der Form x; oder die klassische Funktionsno-
tation f(i) bevorzugt wird ist oft Geschmackssache. Die Folgenschreibweise wird
insbesondere dann gern verwendet, wenn I die Menge der natiirlichen Zahlen ist.

Die Indexschreibweise wird dann auch in suggestiver Weise an anderen Stel-
len eingesetzt. So setzen wir fiir eine Folge (M; | i € I) von Mengen:

mieIMi = m{Mllle I}, UieIMi = U{Mlllel}

Weiter definieren wir:
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Definition (a/lgemneines Produkt)
Sei (B; | i € I) eine Folge von Mengen. Dann setzen wir

X(B; lie I) = {f| fist Funktion auf I, f(i) € B, fiiralleie I1}.

Statt X (B; | i € I) schreiben wir auch wieder X;. 1 B;. Ist B; = B firralleie I, so
ist das Produkt X; . 1 B; gleich der Funktionenmenge IB.

Die Aussage, daf X;_ 1 B; nichtleer ist, falls alle B; nichtleere Mengen sind, ist
iquivalent zur Aussage, daf jede Aquivalenzrelation ein vollstindiges Reprisen-
tantensystem besitzt. Wir kénnen das Nichtverschwinden des allgemeinen
Kreuzprodukts fiir nichtleere Faktoren also wieder als Basis-Axiom der Mathe-
matik ansehen.

Wohldefiniertheit und Kongruenzrelationen

Gegeben sei eine Menge A und eine Aquivalenzrelation ~ auf A. Die Relation
~ zerlegt die Menge A in die Aquivalenzklassen a/~,a € A. Oft wird nun mit den
Aquivalenzklassen als ,,Punkten gerechnet und nicht mehr mit den urspriingli-
chen Elementen von A, d.h. es werden Funktionen eingefiihrt, die auf der Fakto-
risierung A/~ definiert wird. Nicht selten wird aber trotzdem der Funktionswert
f(a/~) mit Hilfe von a und nicht mit Hilfe der Aquivalenzklasse a/~ definiert. Es
ist dann immer die Wobldefiniertheit von f oder die sog. Unabbingigkeir von der
Wabl der Reprisentanten zu zeigen, d.h. man muf} zeigen :

Fir alle a,b € A mita ~ b gilt f(a/~) = f(b/~). (Wobldefiniertheit von f)

Diese Voraussetzung spiegelt genau wider, daf§ die Funktion den Abstraktions-
vorgang respektiert, der zur Bildung der Aquivalenzklassen gefiihrt hat.

Ist umgekehrt f : A — A eine bereits definierte Operation auf A, so wird
man fragen, ob die Aquivalenzrelation ~ diese Operation respektiert, d.h. man
fragt, ob durch die Vorschrift

f'(a/~) = f(a)/~ fiiralleae A

eine Funktion " : A/~ — A/~ wohldefiniert ist. Dies ist offenbar genau dann
der Fall, wenn fiir alle a,b € A gilt:

Ista ~ b, so ist f(a) ~ f(b). (Kongruenzbedingung)

In diesem Fall heifit ~ eine Kongruenzrelation fiir die Operation f. Analoges gilt
fiir mehrstellige Operationen. Fiir eine zweistellige Operation f: A* — A lautet
die Kongruenzbedingung z. B., daf} fiir alle a,b,c,d € A gilt:

Ista ~ bund ¢ ~ d, so ist f(a, ¢) ~ f(b, d). (zweistellige Kongruenzbedingung)

Dann ist f: A/~* — A/~ mit f’(a/~, b/~) = f(a, b)/~ wohldefiniert.
Schliefilich sind in analoger Weise Kongruenzrelationen definiert, die meh-

rere ein- oder mehrstellige Operationen auf A respektieren. Alle respektierten

Operationen lassen sich dann von A auf die Faktorisierung A/~ {ibertragen.
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Damit haben wir ein starkes Begriffsvokabular entwickelt: Wir kénnen Ab-
straktionen durchfiihren (eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge A einfiih-
ren) und weiter dann diejenigen Operationen betrachten, die diese Abstraktio-
nen respektieren. Beispiele diskutieren wir in den Ubungen.

Isomorphismen

Mit Hilfe von Bijektionen kénnen wir ausdriicken, dafl zwei mathematische
Objekte strukturell gleich sind. Wir betrachten hierzu zwei Mengen A und B, auf
denen jeweils eine zweistellige Relation R bzw. S definiertist. Dann heifien (A, R)
und (B, S) isomorph, falls es eine Bijektion F : A — B gibt, sodaf fiir allea,be A
gilt:

aRb gdw F(a) SF(b). (Isomorphiebedingung fiir Relationen)

In diesem Fall heifit F ein Isomzorphismus zwischen (A, R) und (B, S).

Eine anschauliche Vorstellung ist: Wir geben jedem a € A den neuen Namen
F(a). Die Isomorphiebedingung besagt dann gerade, dafi die Struktur (A, R)
durch diese Umbenennung in die Struktur (B, S) tibergeht.

Zur Illustration betrachten wir noch einmal die oben angegebene partielle
Ordnung auf der Menge A ={a, ..., g }. Diese Ordnung ist isomorph zu der im
Diagramm rechts unten gezeigten Inklusionsordnung, die auf einem Teilsystem
B der Potenzmenge von A definiert ist. Ein Isomorphismus F : A — B ist defi-
niert durch

F@) = {a}, F(b) = {b}, F(co) = {a,c}, F(d) = {a,d},
F(C) = {a’b’e}’ F(f) = {asb$c’e,f}’ F(g) = {a’b, d, eag}-

f g {a,b,c e f} {a,b,d, e, g}
c d e {a,c} {a,d} {a,b,e}

a b {a} {b}

Dieser Ubergang von einem Element y zur Menge {x | x<y} lifit sich fiir par-
tielle Ordnungen immer durchfiihren. Er zeigt dann den ansprechenden Satz,
daf} jede partielle Ordnung < auf einer Menge A isomorph zur Inklusionsord-
nung C auf einem Mengensystem B auf A ist. Die Inklusionsordnung ist in die-
sem Sinne universell, es gibt keine Beispiele fiir partielle Ordnungen, die struk-
turell nicht von der Form (B, <) wiiren.
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Isomorphismen fiir Operationen

Da die Mathematik Strukturen untersucht und nicht die Namen von Objek-
ten, ist es nicht verwunderlich, daf§ der Isomorphiebegriff iiberall in der Mathe-
matik auftaucht. Im allgemeinen werden dabei zwei Mengen A und B nicht nur
durch eine oder mehrere Relationen strukturiert, sondern auch durch Operatio-
nen. Ist auf A und B jeweils eine zweistellige Operation o bzw. o erklirt, so hei-
Ben (A, °4) und (B, °p) isormorph, wenn es eine Bijektion F: A — B gibt, sodaf fiir
allea,b e A gilt:

F(a o5 b) = F(a) oy F(b). (Isomorphiebedingung fiir Funktionen)
Die Funktion F heifit dann wieder ein Isomorphismus zwischen A und B.

Die Isomorphiebedingung F(a o5 b)
= F(a) o F(b) besagt, dafl folgende
F Vorgehensweisen das gleiche Er-
gebnis ¢’ liefern: (1) Wir verkniip-
fen a und b in A und schicken das
Ergebnis ¢ mit F nach B. (2) Wir
c=aoub ¢ =alog b schicken a und b mit F nach B und
a’=F(@), b"=F(b), ' =F() verkniipfen dort a” und b”".

A B

Schliefilich gibt es auch noch eine einfache Isomorphiebedingung fiir Kon-
stanten, d. h. besonders ausgezeichnete Elemente der Strukturen (wie zum Bei-
spiel der 0 und der 1 in Zahlstrukturen). Sind auf A und B besondere Elemente ¢,
und cp ausgezeichnet, so fordern wir

F(cy) = cp. (Isomorphiebedingung fiir Konstanten)

Ist auf A und B jeweils ein Satz von Relationen, Operationen und Konstanten
erklirt, so werden die Isomorphiebedingungen als Paket gefordert. So sind zum
Beispiel zwei Strukturen (A, R, o4, cy) und (B, S, o, cg) isomorph, wenn es eine
Bijektion F : A — B gibt, die alle drei genannten Isomorphiebedingungen er-
fiille. Analoges gilt fiir mehrere Relationen, Operationen und Konstanten. Dabei
diirfen die Relationen und Funktionen auch eine beliebige Stellenzahl haben.

Der Isomorphiebegriff fiir Strukturen spielt eine grofie Rolle fiir Charakteri-
sierungen und axiomatische Beschreibungen. Die Frage ,,Was sind die natiirli-
chen Zahlen ?“ beantwortet ein Mathematiker gerne wie folgt: ,Die natiirlichen
Zahlen sind eine Menge N mit den und jenen Eigenschaften.” Die Eigenschaften
formuliert er mit Hilfe von Funktionen, Relationen und Konstanten. Er zeigt
dann auf Wunsch die beiden folgenden Sitze:

(1) Es gibt eine Menge N mit den angegebenen Struktureigenschaften.
(Existenzsatz)
(2) Jezwei Mengen N und M mit diesen Struktureigenschaften sind isomorph.
(Eindeutigkeitssatz)

Mehr kann und will die Mathematik in der Regel nicht tiber das ,, Wesen*“ der
natiirlichen Zahlen aussagen, und das gleiche gilt fiir die rationalen, reellen und
komplexen Zahlen. Doch kann es sein, dafi sich bei der Analyse eines Konstrukti-
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onsproblems zeigt, dafl es eine oder mehrere besonders natiirliche, schone, ele-
gante, ausgezeichnete, einfache Methoden gibt, das gewiinschte Objekt zu ge-
winnen. Der Mathematiker spricht dann in seiner Begeisterung etwas vage von
einer ,,kanonischen“ Konstruktion. Wir werden auf diese Dinge bei der Diskus-
sion der natiirlichen Zahlen im zweiten Abschnitt noch zuriickkommen.

ﬁbungen

Ubung 1 (Relationen und ibre Struktureigenschaften, I) (L)
Fiir alle natiirlichen Zahlen n, m setzen wir:

nRm, falls In-ml ist gerade,
nSm, falls In-ml istungerade.
(Hierbei ist lal der Betrag einer ganzen Zahl a, also lal = a, fallsa >0,

und lal =-a, fallsa<0.)
Welche Struktureigenschaften haben diese Relationen?

Ubung 2 (Relationen und ibre Struktureigenschaften, II)
Sei R eine Relation auf A. Welche Struktureigenschaften vererben sich von
R auf R™'? Welche Struktureigenschaften besitzt R U R™'?

Ubung 3 (Relationen und ibre Struktureigenschaften, I1I) (L)
Sei R eine Relation auf A. Zeigen Sie, daf es eine c-kleinste Relation R*
auf A gibt mit R* © R und R* transitiv.

Ublmg 4 (Relationen und ibre Struktureigenschaften, IV)
Seien R und S Relationen auf A. Wir definieren eine Verkniipfung ° durch

R°S ={(ac)lesgibteinbmitaRbundbSc}.
(i) Untersuchen Sie exemplarisch die Struktureigenschaften von R e S

in Abhingigkeit von den Struktureigenschaften von R und S.

(i) Wie laBt sich die Transitivitit von R mit Hilfe der Verkniipfung °
ausdriicken?

(iii) Zeigen Sie, daf} o assoziativ ist, d. h. fur alle Relationen R, S, T
auf A gilt (ReS)e T =R (S T).

szmg 5 (z‘huimlenzrelationen,l)
Sei A eine Menge. Wir definieren fiir alle a,b € A:
a~ b, falls a=b,
a~,b, falls a=a.

Zeigen Sie, dafl ~; und ~, Aquivalenzrelationen sind und bestimmen Sie
die Aquivalenzklassen.
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Ubung 6 Mkjyivﬂlenzrelationen, )
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Zeigen Sie, dafl & = A/~ eine
Zerlegung von A ist.

Ubung 7  (Aquivalenzrelationen, I1I)
Sei # eine Zerlegung von A. Fiir a,b € A setzen wir:

a~qb, falls esgibteinZ e ¥ mita,be Z.

Zeigen Sie, dafl ~4 eine Aquivalenzrelation mit A/~ = % ist.

Ubung 8 M'quimlm.zrelﬂtionen, mw) L)
Seien ~; und ~, Aquivalenzrelationen auf A. Wir setzen fiir alle a,b € A:
a~b, falls a~;bund a~;b.

Zeigen Sie, dafl ~ eine Aquivalenzrelation auf A ist und visualisieren Sie die
Aquivalenzklassen mit Hilfe von Zerlegungen.

Ubung 9 M'quimlm.zrelﬂtionen, V)
Seien ~; und ~, Aquivalenzrelationen auf A. Wir setzen fiir alle a,b € A:

aRb, falls a~; b oder a~,b.
Welche Struktureigenschaften hat diese Relation R?

Ubung 10 (A.quiwlenzrelﬂtionen, V)
Seif: A — B eine Funktion, und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf B.
Fiir alle a,b € A setzen wir a = b, falls f(a) ~ f(b). Zeigen Sie, daff =
eine Aquivalenzrelation ist und bestimmen Sie die Aquivalenzklassen.

Ubung 11 ﬁ.quiwlenzrelﬂtionen, | Z41))]
Sei R reflexiv und transitiv auf A. Wir definieren fiir alle a,b € A:

a~b, falls aRbundbRa.

Zeigen Sie, dafl ~ eine Aquivalenzrelation auf A ist.

Ubung 12 (Ordnungen, ) (L)
Sei o ein Mengensystem auf A. Zeigen Sie, daf die Inklusion eine partielle
Ordnung auf o ist.
Visualisieren Sie sich diese Ordnung fir A={1, 2,3 } und & = P(A).

Ubung 13 (Ordnungen, 1I)
Sei < eine partielle Ordnung auf A. Wir setzen fiir alle a,b € A:

a<*b, falls b<a.

Zeigen Sie, daf <* eine partielle Ordnung ist, und daf <* linear ist, falls dies
fiir < gilt. Sind < und <* fiir lineare Ordnungen immer isomorph?
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Ubung 14 (Ordnungen, I1I)
Seien (A, <) und (B, <) linear geordnet, und es gelte AN B = &.
Sei C = A U B. Wir definieren fiir alle a,b e C:

a<b, falls (a,be Arna<b)v(a,be Bunda<b)v(ae Aabe B).

Zeigen Sie, dafi < eine lineare Ordnung auf C ist und visualisieren Sie diese
Ordnung.

Ubung 15  (Ordnungen, IV)
Seien (A, <) und (B, <) linear geordnet. Sei C = A x B. Wir definieren fiir
alle (a;, by), (a, by) € C:

(3.1, bl) < (3.2, bz), fﬂ”s bl < bz \ (bl = bz A Qq < 32).

Zeigen Sie, dafi < eine lineare Ordnung auf C ist und visualisieren Sie diese

Ordnung.

Ubung 16  (Funktionen, I) (L)
Seienf:A — B,g:B — C,h:C — D Funktionen. Zeigen Sie:

ho(gef) = (heg)ef.
Ubung 17 (Funktionen, 1)
Zeigen Sie:
@) Istf:A — Binjektiv,soistf: A — rng(f) bijektiv.
(i) Istf: A — B bijektiv, so gibtesein g: B — A bijektivmit g o f=id,.
(iii) Istf: A — B surjekdy, so existiert ein injektives g: B — A.
@v) Sindf: A — B, g:B — Cbijektiv,soistgof: A — C bijektiv.

Ubung 18  (Funktionen, I1I)
Seienf: A — Bundg:B — C bijektiv. Zeigen Sie:

(gofy'=flogh
Ubung 19  (Funktionen, IV) (L)

Seif:A — B miteiner nichtleeren Menge A. Zeigen Sie, daf} die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

@) f:A — Bistinjektiv.
(i) Esgibteing:B — Amitgef = id,.

Formulieren und beweisen Sie eine ihnliche Aquivalenz fiir Surjektionen.
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Ubung 20  (Funktionen, V)
Seif:A — B.Zeigen Sie:

() f[f'[X]] c X fiir alle X ¢ B,

() f[X]] 2 X fir alle X C A.

(i) f[X-Y] 2 f[X] - f[Y] firalle X, Y C A,

(v) £ X-Y] = f1[X] - f[Y] firalle X, Y ¢ B,

™ f[NZ] < N{f[X] I Xe %)} fiir alle ¥ < P(A), & # &,
vi) flUZ] = U{f[X]1Xe %) fiir alle ¥  P(A),

i) £ N%] = N{FIX] 1 Xe %} fir alle ¥ ¢ P(B), ¥ = &,
(vii)) FU%] = U{f'[X]1Xe %) fiir alle % < P(B).

(Zur Vereinfachung konnen Sie die Aussagen (v) - (viii) zunéchst fir
X NYund X UY statt allgemeiner M % und U & formulieren und beweisen.)

Zeigen Sie, daf§ die Gleichheit in (i), (i), (iii) und (v) im allgemeinen nicht
gilt. Unter welcher Voraussetzung an X gilt Gleichheit in (i) ? Unter
welcher Voraussetzung an f gilt Gleichheit in (ii), (iil) und (v)?

melg 21 (Wobldefiniertheit und Kongruenzrelationen, I) (L)
Sei R eine reflexive und transitive Relation auf A, und sei ~ die wie oben
definierte Aquivalenzrelation, d.h. fiir alle a,b € A gilta ~ b genau dann,
wenn a R bund b R a. Wir definieren nun fiir alle a/~, b/~ € A/~

a/~ < b/~, falls aRb.
Zeigen Sie, daf§ < eine wohldefinierte partielle Ordnung auf A/~ ist.
Ubung 22 (Wobldefiniertheit und Kongruenzrelationen, II)
Seim > 1 eine natiirliche Zahl. Fir ganze Zahlen a,b definieren wir:
a=b, falls la-Dbl ist ohne Rest durch m teilbar.
Zeigen Sie, dafl = eine Kongruenzrelation fiir die Addition und die
Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist.
Ubung 23 (Isomorphismen, I) (L)
Sei < eine partielle Ordnung auf A. Wir definieren F: A — P(A) durch
F(a) = {be Alb<a} firalleae A.
Sei o = rng(F). Zeigen Sie, dafi F ein Isomorphismus zwischen (A, <) und
(d, ©) ist.

Ubung 24 (Isomorphismen, II)
Sei (A, R, o5, cy) isomorph zu (B, S, og, cg), und sei (B, S, o, cg) isomorph zu
(G, T, °c, cc)- Zeigen Sie, dafi (A, R, o4, cy) isomorph zu (C, T o, cc) ist.
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Die Entwicklung der mathematischen Sprache fithrte uns zu den Strukturbegrif-
fen ,injektiv, surjektiv, bijektiv® fiir Funktionen. Auf der Grundlage dieser Be-
griffe 1463t sich nun, zunichst ganz ohne die Verwendung von Zahlen, eine ma-
thematische Theorie der Michtigkeiten von Mengen entwickeln, und wir wollen
hier die Grundziige dieser Theorie vorstellen. Das dabei auftretende Phinomen
der Grofienunterschiede im Unendlichen hat eine grofie mathematische und
philosophische Strahlkraft, und es ist dariiber hinaus fiir jede Form der kontinu-
ierlichen Mathematik, die auf der Menge der reellen Zahlen basiert, von grofier
Bedeutung.

Michtigkeitsvergleiche

Eine Herde von weifien und schwarzen Schafen kénnen wir vergleichen, in-
dem wir die Schafe paarweise durch ein Tor schicken und ermitteln, ob am Ende
Schafe einer Farbe iibrigbleiben. Mathematisch betrachtet konstruieren wir hier
injektive Funktionen. In der Tat legen die Begriffe ,injektiv® und ,,bijektiv* die
folgenden Grofienvergleiche fiir beliebige Mengen nahe:

Definition (Michtigkeitsvergleiche)
Seien M und N Mengen. Wir schreiben:
IMI| < INI, falls ,es gibtein injektives f: M — N*.
IMI| = INI, falls ,es gibtein bijektives f: M — N*.
IMI < INI, falls IMI < INI,aber non(IMI = IN1).

Gilt IMI <IN, so sagen wir, dafl die Mdchtigkeit von M kleinergleich
der Michtigkeit von N ist. Analoge Sprechweisen verwenden wir fiir
IMI| = INI (gleiche Michtigkeit) und |M| < IN| (kleinere Miichtigkeir).

Einige Eigenschaften der Michtigkeitsvergleiche sind leicht zu zeigen. So ist
die Gleichmichtigkeit zum Beispiel reflexiv, symmetrisch und transitiv auf der
Klasse aller Mengen. Fiir jede Menge A definiert damit

X=Y, falls 1X1=1YI firalle X,Y c A
eine Aquivalenzrelation auf P(A).

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Der Satz von Cantor-Bernstein

Der Michtigkeitsvergleich ist offenbar reflexiv und transitiv. Die Schreibweise
suggeriert zudem die Antisymmetrie, d. h. die Giiltigkeit der folgenden Implika-
tion:

IMI <INl und INI < IMI impliziert |MI = INI. (Satz von Cantor-Bernstein)

Der Beweis dieser Aussage ist eine nichttriviale Angelegenheit. Wir miissen zwei
gegebene Injektionen

fl:M—>Nundf2:N—>M

zu einer Bijektion f: M — N verschmelzen. Daf} dies letztendlich doch in einer
relativ einfachen und dazu auch konstruktiven Art und Weise maoglich ist, gehort
zu den Juwelen der Mathematik. Als Korollar erhalten wir, dafl der Michtig-
keitsvergleich IMI| < IN| die Strukturmerkmale einer partiellen Ordnung be-
sitzt.

Cantor hat den Satz lange vermutet, aber keinen Beweis gesehen. Beweise
wurden dann von Dedekind, Bernstein, Zermelo und anderen gefunden. Der
folgende Beweis stammt von Dedekind. Es gentigt fiir das folgende, wenn der
Leser die Problemstellung des Satzes von Cantor-Bernstein zur Kenntnis
nimmt. Der Beweis ist fiir diejenigen gedacht, die an dieser Stelle ein anspruchs-
volleres Ergebnis studieren méchten.

Wir beweisen zuniichst ein verwandtes Resultat, aus welchem wir dann den ei-
gentlichen Satz leicht ableiten konnen.

Satz  (Satz von Cantor-Bernstein, Inklusionsform)
Seien A, B, C paarweise disjunkte Mengen, und sei

f: AuBuC — Abijektiv.
Dann gibt es Bijektionen

b:AuBUC — AUB, C
b":AUB — A

B A

Anders formuliert: Alle Mengen, die bzgl. der Inklusion zwischen zwei gleich-
michtigen Mengen liegen, sind gleichmichtig mit diesen Mengen.

Beweis
‘Wir setzen:

Z - N{DcAuCICcD,f[D]cD}.

Die Menge des Schnitts ist nichtleer, da die Menge D = A U C die
geforderten Eigenschaften hat. Es gilt zudem C c Z, denn C ist eine
Teilmenge jeder Menge D der Schnittbildung.
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Weiter gilt:
+) f[Z] = Z - C.
Beweis von (+)

Esgiltf[Z] € Z,dennistx € Z, so ist f(x) € D fiir alle D wie in der
Schnittbildung, also f(x) € Z. Wegen rng(f) c Aistalso f[Z] cZ - C.

Sei nun x € Z - C beliebig. Dann ist Z - { x } eine echte Teilmenge von
Z und eine Obermenge von C. Nach Definition von Z ist also das Bild
f[Z - {x}] keine Teilmenge von Z - { x }. Wegen

flZ-{x}] ct[Z] c Z
gibtesalsoeiny e Z - {x} mitf(y) =x. Alsoistx € f[Z].
Nach (+)ist fIZ: Z — Z - C bijektiv, und damit ist
b = f1Z U idaug) -2
eine Bijektion von A U B U C nach AU B.
— SchlieBlich ist dann b’ = fo b™" eine Bijektion von A U B nach A.

Wir erhalten hieraus ohne weitere Schwierigkeiten:

Korollar  (Satz von Cantor-Bernstein)
Seieng; : M — Nund g; : N — M injektiv.
Dann existiert eine Bijektion g: M — N.

Beweis
Wir definieren:

A = rng(g, °g1), B = rng(g;) -A, C = M - rng(g,).

M N M
g1 rng(g) 82 rng(g;°g1)
—_— —_
rng(g,)
A B C

Dann sind A, B, C paarweise disjunkt, und es gilt
M=AuBuC.

Weiter ist g; e g; : AU B U C — A bijektiv. Nach dem Satz gibt es ein
bijektives b: M — AU B. Aber es gilt A U B = rng(g,), und damit ist

g lob: M — N

— Dbijektiv.

79
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Als nichstes zeigen wir den nach dem Satz von Cantor-Bernstein zweiten
Hauptsatz der elementaren Michtigkeitstheorie: Die Potenzmenge einer Menge
M ist immer von grofierer Michtigkeit als die Michtigkeit von M selbst. Dieser
starke Satz hat einen iiberraschend kurzen und einfachen Beweis, der als Cantor-
sches Diagonalverfabren bekannt ist.

Satz  (Satz von Cantor)
Sei M eine Menge, und sei f: M — P(M) eine Funktion.
Dann ist f nicht surjektiv. Genauer gilt: Sei

D ={xeMlxe¢f(x)}.
Dann gilt D ¢ rng(f).

Beweis
Annabme, D € rng(f). Sei dann x* € M mit f(x*) = D. Fiir allexe M gilt
nach Definition von D:

xe D gdw xe f(x).
Speziell gilt also fiir x*:
x*e D gdw x*e f(x*).
Wegen f(x*) = D haben wir also:
x*e D gdw x*¢ D,

—  Widerspruch.

Korollar
Fiir alle Mengen M gilt IM| < | PM)I.

Beweis
Nach dem Satz von Cantor gilt IM| = | P(M)|. Die injektive Funktion
- f:M — PM) mit f(x) = { x } fiir alle x e M zeigt, dai IM| < | P(M)I.

Der Leser ist beim Studium des Beweises vielleicht an die Russell-Zermelo-
Antinomie erinnert worden. In der Tat war Cantors allgemeiner Satz die Quelle
fiir Russells Konstruktion der Klasse R = {x | x ¢ x}. Genaueres diskutieren wir
in den Ubungen.

Es gibtauch noch einen dritten Hauptsatz der elementaren Michtigkeitstheo-
rie: Fir alle Mengen M und N gilt IM| < IN| oder IN| < |MI.Je zwei Mengen
sind also in ihrer Michtigkeit vergleichbar. Diese Aussage ist richtig, lafit sich
aber nur mit weitergehenden Hilfsmitteln beweisen, und wir kénnen auf diesen
Vergleichbarkeitssatz fiir Michtigkeiten hier nicht weiter eingehen.
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Unendlichkeiten

Der Begrift der Injektion dominiert die elementare Mengenlehre. Er ermog-
licht uns den Vergleich der ,,Grofie” von beliebigen Mengen. Weiter 148t er sich
auch zur Definition der Unendlichkeit verwenden:

Definition (unendlich, endlich)
Eine Menge M heif$t (Dedekind-) unendlich, falls gilt:

Es gibt ein injektives f: M — M mit rng(f) # M.
Weiter heifit eine Menge N (Dedekind-) endlich, falls N nicht unendlich ist.

Gleichwertig zur Dedekind-Unendlichkeit ist: Es existiert eine echte Teil-
menge N von M und eine bijektive Funktion f: M — N.

Die endlichen Mengen sind also dadurch gekennzeichnet, dafl jede injektive
Operation auf ihnen automatisch bijektiv ist.

Ist M unendlich, so gilt

IMI < IPODI < IPPM)I < ...

nach dem Satz von Cantor. Wir lassen uns auf ungeahnte Weiten ein, wenn wir
unendliche Mengen und Potenzmengen unendlicher Mengen zulassen: Es gibt
Grofienunterschiede im Unendlichen!

Wir versuchen nun, die Struktur des Unendlichen etwas genauer zu beschrei-
ben, indem wir Stufen der Unendlichkeit einfithren. Hierzu definieren wir:

Definition (abziblbar, iiberabziblbar)
Eine Menge M heif3t abzihibar unendlich oder von von der ersten
unendlichen Miichtigkeit, falls gilt:

(a) M istunendlich.
(b) Jede Teilmenge von M ist endlich oder gleichmichtig zu M.

Wir schreiben dann symbolisch auch IM| = X, [Aleph-0].
Weiter heifit eine Menge A abziblbar, falls A endlich oder abzihlbar
unendlich ist, und éberabziblbar; falls A nicht abzihlbar ist.

Eine analoge Definition isoliert eine weitere Stufe des Unendlichen:

Definition (von der zweiten unendlichen Michtigkeit)
Eine Menge M heifit von der zweiten unendlichen Mdchtigkeit, falls gilt:

(i) M istiiberabzihlbar.
(i) Jede Teilmenge von M ist abzihlbar oder gleichmichtig zu M.
Wir schreiben dann symbolisch auch IM| = X [Aleph-1].
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Ist M unendlich, so ist P(M) iiberabzihlbar nach dem Satz von Cantor. Es
stellt sich dann die Frage, wie grofi der Sprung von M zu P(M) ist. Wir formulie-
ren hierzu:

Kontinuumshypothese
Sei M abzihlbar unendlich. Dann ist P(M) von der zweiten unendlichen
Michtigkeit.

Diese Aussage ist als Hypothese formuliert. Es ist nicht gelungen, sie zu be-
weisen oder zu widerlegen. Dagegen ist es aber gelungen zu zeigen, daf§ sie im
Rahmen der iiblichen, als widerspruchsfrei vorausgesetzten mengentheoreti-
schen Axiomatik tatsichlich weder beweisbar noch widerlegbar ist. Die Kontinu-
umshypothese ist, wie man sagt, unabhingig von dieser Axiomatik.

Hat man die natiirlichen Zahlen N und die reellen Zahlen R zur Verfiigung, so
lassen sich die Begriffe ,endlich“, ,abzihlbar“ und ,,Kontinuumshypothese“ wei-
ter erldutern und motivieren. Denn eine Menge M ist, wie man zeigen kann, ge-
nau dann Dedekind-endlich, wenn einn € N existiert mit IM | = [{0,...,n-1}I.
Weiter lifit sich zeigen, daf§ eine Menge M genau dann abzihlbar unendlich ist,
wenn | M| = IN| gilt. Die Abzihlbarkeit einer unendlichen Menge B bedeutet
also, dafy wir die Elemente von B vollstindig in der Form by, by, ..., b, ..., aufli-
sten konnen, mit Indizes n aus den natiirlichen Zahlen. Fiir die reellen Zahlen R
gilt weiter die fundamentale Michtigkeitsbeziehung

@ IRl = PN\,

die wir in den Ubungen ausgehend von einem Grundverstindnis der reellen
Zahlen diskutieren. Damit folgt aus dem Satz von Cantor, daf} die reellen Zahlen
iberabzihlbar sind. Anders formuliert: Ist xg, xy, ..., X,, ... eine Folge reeller
Zahlen, so gibt es eine reelle Zahl x mit x # x,, fiir alle n. Die Kontinuumshypo-
these besagt dann, daf§ die reellen Zahlen von der zweiten unendlichen Michtig-
keit sind, oder, anders formuliert, daf} gilt:

»1st P eine unendliche Menge reeller Zahlen, so existiert entweder eine Bijektion
zwischen P und N oder eine Bijektion zwischen P und R.“

Diese Aussage ist, im verschirften Sinne der nachgewiesenen Unabhingigkeit,
offen.

Wir haben die Sprache der Mathematik nun recht genau kennengelernt, und
dabei im Umfeld von Mengen und Bijektionen sogar eine unerwartet reichhal-
tige und subtile Theorie entdeckt. Als nichstes wollen wir nun aber die Zahlen
nicht mehr nur naiv in Ubungsaufgaben und Beispielen verwenden, sondern im
Rahmen unserer Sprache einfiithren und untersuchen.



Exkurs: Michtigkeiten 83

Ubungen

Ubung 1 (Michtigkeitsvergleiche, 1)

Sei A eine Menge. Fiir X, Y A setzen wir:
X =Y, falls ,esgibtein bijektivesf: X — Y*.

Zeigen Sie, dafl = eine Aquivalenzrelation auf P(A) ist.

Ubung 2 (Michtigkeitsvergleiche, II)

Fiir eine Menge M sei " {0,1}={f1f: M — {0,1}}.
Zeigen Sie, dafl | P(M) 1 = 1M{0, 1}1.

Ubung 3  (Michtigkeitsvergleiche, I1I)

Seien A,B Mengen mit |Al = |BI. Zeigen Sie, dafl | P(A)| = | P(B)I.

Ubung 4 (Der Satz von Cantor-Bernstein, )

Sei A eine Menge, und sei = die Aquivalenzrelation der Gleichmichtigkeit
auf P(A). Fiir X, Y ¢ A setzen wir:

X/= < Y/=, falls ,esgibteininjektivesf: X — Y*
Zeigen Sie, daf < eine wohldefinierte partielle Ordnung auf P(A)/= ist.

Ublmg 5 (Der Satz von Cantor-Bernstein, 1I)

Seienf: M — Nund g: N — M injektiv. Zeigen Sie, dafi es Mengen
ScMund T crng(g) mit SN'T =D und S U T =M gibt, sodafi die
Funktion

h=flSug!T

eine Bijektion von M nach N ist.

Ubung 6  (Der Satz von Cantor-Bernstein, I1I)
Leiten Sie die Inklusionsform des Satzes von Cantor-Bernstein aus dem
Satz von Cantor-Bernstein ab.

Ubung 7 (Der Satz von Cantor-Bernstein, IV)
Sei N die Menge der natiirlichen und R die Menge der reellen Zahlen.
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Cantor-Bernstein:

@ IPN)I = IR,
(b) INI=IN?I,
(© IRI = IR*I.
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Ubung 8 (Der Satz von Cantor-Bernstein, V)
Zeigen Sie:
@ INI=I(Nx{0}) u (Nx{1}DI.
(i) Sind A, B disjunkt, soist | PAUB)| = | P(A)x P(B)I.
(iii) Geben Sie mit Hilfe von (i) und (ii) einen neuen Beweis fiir die
Existenz einer Bijektion zwischen R und R?.
[Argumentieren Sie fiir (iii) etwa wie folgt:
IRI = IP(N)| = IPNx{0JUNX{IDI = IPNx{0}) x PNx{1})I = IRXRI.]

melg 9 (Der Satz von Cantor-Bernstein, VI)
Wir definieren Mengen A, B, C durch

A={0,2,4,...} = {ne Nlnistgerade}, C = {1},

B ={3,45,...} = {ne NI nistungerade,n>3}.

Seif:N — A die Bijektion mit f(n) = 2n fir allen e N.

Bestimmen Sie die Bijektionenb: N — AuBundb’:AUB — A, die
im Beweis der Inklusionsform des Satzes von Cantor-Bernstein fiir den

vorliegenden Fall konstruiert werden. Bestimmen Sie hierzu die Menge
Z und tiberzeugen Sie sich noch einmal von der Aussage (+).

Ubung 10  (Unendlichkeiten, 1)
Seif:{0,1,2,3,4,5} — P({0,1,2,3,4,5}) die folgende Funktion:

#(0) = {0, 1,2}, f3) = {31,
f(1) = {2,4}, f4 = 9,
f(Z) = {07173,4’5}7 f(S) = {072v37415}'

Bestimmen Sie die Diagonalmenge D dieser Funktion wie im Beweis des
Satzes von Cantor. Visualisieren Sie die Funktion f durch ein Quadrat mit
36 Feldern und D als eine Diagonale.

Ubung 11 (Unendlichkeiten, II)
Wie kann man die Antinomie von Russell-Zermelo aus dem Satz von
Cantor gewinnen ?

[Betrachten Sie als Funktion die Identitit auf V = {x | x ist Menge }. ]

Ubung 12 (Unendlichkeiten, 111)
Zeigen Sie direkt, dafl IN| < IR gilt, indem Sie die Diagonalmethode des
Beweises des Satzes von Cantor auf reelle Zahlen in Dezimaldarstellung
anwenden.
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1. Natiirliche Zahlen

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Struktur des Zihlens. Im Vordergrund
steht hier die Nachfolgerbildung und das zugehorige Induktionsprinzip. Durch
diese Strukturmerkmale lassen sich die natiirlichen Zahlen charakterisieren. Mit
Hilfe rekursiver Definitionen lifit sich weiter die gesamte Arithmetik und die
Ordnung der natiirlichen Zahlen aus der Nachfolgerbildung gewinnen.

Wir beginnen mit einer informalen Diskussion, die zu einer prizisen Defini-
tion einer Zihlstruktur fiihrt.

Nachfolger und Induktion

Das Zihlen ist bestimmt durch die Nachfolgerbildung, die einer Zahl n ihren
direkten Nachfolger S(n) zuordnet:

0,1, 2,3, .., n S, ..., ..., ..., m, S(m), ...

Die Elemente dieser Reihe - wie auch immer wir sie konstruieren und benennen
wollen - heiflen natiirliche Zablen. Die Menge aller natiirlichen Zahlen bezeich-
nen wir mit N.

Die Zihlreihe beginnt mit einer ausgezeichneten Zahl, dem Anfangselement
der Zihlreihe. Wir nennen dieses Anfangselement die Nu// der Zihlreihe. Bei
der Einfithrung der Arithmetik wird die Null auch die tibliche Rolle einer Null
iibernehmen. Hier wollen wir nur das Zihlen selbst betrachten, der Name fiir
das Anfangselement ist prinzipiell beliebig.

Die Null ist kein Nachfolger einer Zahl, jede von Null verschiedene Zahl ist
dagegen der Nachfolger genau einer anderen Zahl. Es werden immer neue Zah-
len gebildet, die Nachfolgerfunktion ist injektiv: Haben zwei Zahlen denselben
Nachfolger, so sind sie gleich. Weiter wird die Zihlreihe durch die bei Null be-
ginnende Nachfolgerbildung vollkommen bestimmt und ausgeschopft. Diese
komplexe und keineswegs unproblematische Intuition versuchen wir durch ein
Induktionsschema auszudriicken :

Gilt eine Eigenschaft € fiir die Null, und gilt € mit n stets auch fiir S(n),
so gilt € fiir alle n.

(Induktionsschema fiir Eigenschaften)
Formal:

2(0) A Vn(&(n) — E(SMm) — VnEm).

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Statt von einer Eigenschaft €(n) konnen wir auch von der Menge aller natiirli-
chen Zahlen reden, auf die die Eigenschaft € zutrifft. Wir setzen dann

X = {ne N I%@n)).

Istumgekehrt X eine Teilmenge von N, so ist ,,n € X eine Eigenschaft fiir natiir-
liche Zahlen. Das Induktionsschema lautet bei dieser Sicht der Dinge dann wie
folgt:

Ist X eine Teilmenge von N, die die Null enthilt und die unter der
Nachfolgerfunktion abgeschlossen ist, so ist X = N.
(mengentheoretisches Induktionsaxiom)

Formal:
VXcN0eXAVnine X—>Sh)e X) - X =N).

Im Gegensatz zum Induktionsschema fiir Eigenschaften, wo wir ein Indukti-
ons-Axiom pro Eigenschaft und damit unendlich viele Axiome fordern, kénnen
wir also in einer mengentheoretischen Umgebung das Induktionsprinzip durch
ein einziges Axiom ausdriicken.

Diese intuitive Beschreibung des Zihlens iibersetzen wir nun in eine mathe-
matische Begriffsbildung.

Dedekind-Strukturen

Definition (Dedekind-Struktur)
Sei D eine Menge, d ein Element von D, und sei S: D — D eine injektive
Funktion mitd ¢ rng(S). Dann heifit (D, S, d) eine Dedekind-Struktur oder
eine Ziblreibe, falls fiir alle X < D das folgende Induktionsaxiom gilt:

(Indy) Istd e Xundist mitjedemn e X auch S(n) € X, soist X =D.
Die Funktion S heifit dann die Nachfolgerfunktion und d die Nu/l der
Dedekind-Struktur (D, S, d).

Die wesentlichen Struktureigenschaften sind also:
(a) de rng(S).

(b) S istinjektiv.

(o) Firalle X c D gilt (Indy).

Sei X eine "Teilmenge von D, etwa X ={n e D | €(n) }. Wir wollen zeigen, dafi
X =D gilt, d.h. jedes n € D erfiillt die Eigenschaft €(n). Wir zeigen hierzu:

(1) Esgiltde X. (Induktionsanfang)
(2) Seine X.Dann gilt S(n) € X. (Induktionsschritt)



1. Natiirliche Zahlen 89

Haben wir (1) und (2) bewiesen, so ist die Menge X gleich der Menge D nach
dem Induktionsaxiom (Indx).

Ein Beweis von X = D nach dem Schema (1) und (2) heif3t ein Beweis durch In-
duktion. Im Induktionsschritt (2) darf man ,n € X“ verwenden, um ,,S(n) € X“ zu
zeigen. Diese oft sehr hilfreiche zusitzliche Voraussetzung unterscheidet einen
induktiven Beweis von einem Bewelis, der direkt zeigt, daf} jedes n € D ein Ele-
mentvon X ist. Die Aussage ,n € X“ nennt man auch die Induktionsvoraussetzung.
Wir kiirzen sie zuweilen mit I. I/ ab.

Wir erldutern den Einsatz der Induktion in Dedekind-Strukturen an einem
einfachen Beispiel.

Satz  (die Nachfolgerfunktion bat keine Fixpunkte)
Sei (D, S, d) eine Dedekind-Struktur. Dann gilt S(n) # n fiir allen € D.

Beweis
SeiX={ne D | S(n)#n}. Wir zeigen, dafi X die Voraussetzungen des
Induktionsaxioms erfiille. Nach (Indy) gilt dann X = D.

Induktionsanfang:

Es gilt S(d) # d, da sonst d im Wertebereich von S liegen wiirde.
Alsoistd e X.

Induktionsschritt von n nach S(n) :

Es gelte also n € X (die Induktionsvoraussetzung). Dann gilt S(n) # n.
Da S injektiv ist, haben also S(n) und n verschiedene Nachfolger.
- Also gile S(S(n)) # S(n), d.h. S(n) € X.

Mit Induktion zeigt man z. B. auch, daff rng(S) =D - {d } gilt.

Dem induktiven Beweisen in einer Dedekind-Struktur (D, S, d) steht das re-
kursive Definieren zur Seite: Wir konnen eine Funktion f mit Definitionsbereich
D definieren, indem wir zunichst f(d) festlegen, und dann weiter fiir allen e D
festlegen, wie sich f(S(n)) aus f(n) ergibt, d. h. wir diirfen zur Definition von
f(S(n)) den Funktionswert f(n) verwenden. Die Funktionswerte konnen dabei
Elemente von D sein, oder auch beliebige Objekte wie z.B. endliche Folgenin D.

Ein Blick auf das Induktionsaxiom macht es glaubhaft, dafl dadurch in eindeu-
tiger Weise eine Funktion definiert wird, deren Definitionsbereich die Menge D
ist. Eine strenge Rechtfertigung des rekursiven Definierens ist moglich, wir wol-
len hier aber darauf verzichten.

Schematisch verlduft eine rekursive Definition also wie folgt:

(1) Wir definieren f(d). (Rekursionsanfang)
(2) Wir definieren f(S(n)) unter Verwendung von f(n). (Rekursionsschritt)

Dadurch wird eine eindeutige Funktion f mit dom(f) = D definiert.

Die Rekursion wird verwendet, um den folgenden fundamentalen Satz zu be-
weisen, der besagt, daf§ es bis auf Isomorphie nur eine Dedekind-Struktur gibt.
Der Leser kann beim ersten Lesen den Beweis tiberschlagen.
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Satz (Eindeutigkeitssatz fiir Dedekind-Strukturen)
Je zwei Dedekind-Strukturen (D, S, d) und (E, T, e) sind isomorph, d.h. es
gibt eine Bijektioni: D — E mit den Eigenschaften:

@) i(d) = e, s

.. . . d n e S(n)
(i1) i(S(n)) = T((n)) fiirallene D.
Beweis l 1 l 1 l I
Wir definieren eine Funktion e m  — T(m)
i: D — E mit Hilfe von Rekursion T
iiber die Dedekind-Struktur (D, S, d):
i(d) = e, (Rekursionsanfang)
i(S(n)) = T((n)) fiirallene D. (Rekursionsschritt)

Dann gelten die Eigenschaften (i) und (ii) nach Konstruktion. Es ist also
nur noch zu zeigen, daff i : D — E bijektiv ist. Wir beginnen mit:

(+) i: D — Eistsurjektiv.

Beweis von (+)
Sei Y = rng(i). Dann gilte € Y. Isty € Y, so gibtes einn € D miti(n) =y
Dann ist aber T(y) =1(S(n)) € Y. Nach dem Induktionsaxiom (Indy) fiir
die Dedekind-Struktur (E, T, ) giltalso Y = E.

Weiter zeigen wir nun:
(++) 1 istinjektiv.
Beweis von (++)
Wir zeigen durch Induktion nachne D:
#) Firallem e D gilt: Ist m # n, so ist i(m) # i(n).

Induktionsanfang n = d
Fiir alle m # d gilt i(m) # i(d) = e, denn ist m = S(m”), so ist
i(m) =1(S(m")) = T({(m")) e, da e ¢ rng(T).
Induktionsschritt von n nach S(n)
Wir miissen zeigen, dafl fiir allem € D gilt:

Ist m # S(n), so ist i(m) # i(S(n)), wobei i(S(n)) = T(i(n)).

Dies ist klar fiir m = d, da dann wieder i(m) = e ¢ rng(T) gilt.

Sei also m = S(m”) und es gelte m # S(n). Dann gilt S(m") # S(n),

und damit m” # n. Also ist i(m’) # i(n) nach Induktionsvoraussetzung.
Dann ist aber T(i(m")) # T(i(n)) nach Injektivitit von T; also wie
gewiinscht

- i(m) = i(S(m’) = T((m") # T(i()) = i(S(n)).
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Damit haben wir also den richtigen Begriff gefunden - vorausgesetzt, wir kon-
nen auch einen Existenzsatz nachreichen, der sicherstellt, daf§ es tiberhaupt eine
Dedekind-Struktur gibt. Die Konstruktion einer solchen Struktur ist eine Auf-
gabe der Mengenlehre. Eine Moglichkeit, die alles aus der leeren Menge ge-
winnt, ist die folgende:

Wir definieren die Menge D als die kleinste Menge, die die leere Menge als
Element enthilt, und die mit jedem n auch die Menge n U {n } als Element ent-
hilt. Wir setzen dann d = @ und S(n) =n U {n } fiir alle n € D. Dann ist, wie man
zeigen kann, (D, S, d) eine Dedekind-Struktur. Die Existenz der Menge D wird
dabei durch das sog. Unendlichkeitsaxiom der Mengenlehre sichergestellt, das
im wesentlichen direkt fordert, daff D existiert. Bei diesem Vorgehen gilt dann:

0 =2,

SO) = 0w {0} ={0},
S() =1 u{l}={01},
S@ =2u{2}={0,1,2},

S(n)

1
2
3

Sn) =n U {n} ={0,...,n}.

Jede natiirliche Zahl ist hier also identisch mit der Menge der natiirlichen Zah-
len, die durch den Zihlprozef} bis hin zu n entstanden sind. Insbesondere hatjede
natiirliche Zahl n genau n verschiedene Elemente, und die €-Relation iber-
nimmt die Rolle der Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen.

Viele andere Konstruktionen sind méglich. Als Nachfolgerbildung kénnen
wir z.B. auch S(n) = { n } wihlen. Dannist 0=, 1 ={0},2={1}={{J}}, usw.
Weiter ist auch eine Konstruktion der Form 0 = &, 1 = (0), 2 = (0, 0), 3 = (0, 0, 0),
usw. denkbar, die vielleicht am ehesten der Vorstellung |, I I, |11, ... entspricht.

In allen Fillen erhalten wir eine Dedekind-Struktur, und nach dem Isomor-
phiesatz sind alle Zugiinge prinzipiell gleichwertig. Die spezielle Nachfolgerbil-
dung S(n) = n U { n} besticht allerdings durch ihre guten Eigenschaften und gilt
heute als der kanonische Ansatz zur Definition der natiirlichen Zahlen innerhalb
einer mengentheoretischen Umgebung.

Die natiirlichen Zahlen

Wir nehmen im folgenden irgendeine feste Dedekind-Struktur (N, S, d) als
gegeben an und nennen die Elemente von N natiirliche Zablen. Wir verwenden

die iiblichen Zahlzeichen:
0=d, 1=S(0), 2=S71)=S(d), 3 =SQ2), usw.

Bei der Einfithrung der Arithmetik und der Ordnung auf N greifen wir nur auf
die Struktur-Eigenschaften von Dedekind-Strukturen zuriick und nicht auf die
Eigenheiten einer speziellen Konstruktion.
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Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen

Mit Hilfe von Rekursion kénnen wir die gesamte Arithmetik auf N einfiihren:

Definition (Addition auf N)
Wir definieren fiir alle m € N durch Rekursion iibern € N:
m+0 = m,
m+Sn) = S(m +n) firallene N.
Die Funktion + : N> — N heift die Addition auf N. Fiir alle m,n € N heifit

m + n die Summe von m und n, und m und n heifien die Summanden des
Terms m + n.

Speziell gilt dann also:
m+1 =m+S0) = Sm+0) = S(m) fiiralleme N.

Mit Hilfe der Addition kénnen wir nun auch die Multiplikation rekursiv defi-
nieren:

Definition (Multiplikation auf N)
Wir definieren fiir alle m € N durch Rekursion iibern e N:

m-0 =0,
m-S(n) = (m-n) +m firallene N.

Die Funktion - : N* — N heifit die Multiplikation auf N. Fiir alle m,n € N
heifit m - n das Produkt von m und n, und m und n heiflen die Faktoren des
Terms m - n.

Wir schreiben wie tiblich oft auch mn anstelle von m - n. Weiter vereinbaren
wir, daf} die Multiplikation stirker bindet als die Addition, d.h. mn + k ist die
Summe (mn) + k und nicht etwa das Produkt m (n + k).

Mit Hilfe der Multiplikation wird schlieflich auch noch die Exponentiation
auf N rekursiv eingefiihrt:

Definition (Exponentiation auf N)
Fiir alle m € N definieren wir durch Rekursion iiber n € N:
m’ = 1,
m® = m".m fiirallene N.

Die Funktion - : N* — N heifit die Exponentiation auf N. Fiir alle m e N
heifit weiter die Funktion m’: N — N die Exponentiation zur Basis m.
Fiir alle m,n € N heifit m" die Potenz von m und n, und m heifit die Basis
und n der Exponent des Terms m".
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Aus diesen Definitionen kann man alle vertrauten Eigenschaften der arithme-
tischen Operationen auf den natiirlichen Zahlen ableiten. So gelten universell,
d.h. fir alle natiirlichen Zahlen n, m, k, ... die Gesetze:

n+(m+k) = (m+m)+k n-(m-k) = (n-m)-k, (Assoziativitat)
nN+m=m+n, n-m = m-n, (Kommutativitit)
n-(m+k) =n-m + n-k, (Distributivitit)
n™ - nf = n™F @ = n™F pfomf = m)s (Exponentiationsregeln)

Aus der Assoziativitit und Kommutativitit der Addition folgen viele weitere
einfache Dinge, wie zum Beispiel

n+Sm)=n+(m+1)=n+{1+m)=mn+1)+m = Sn) + m.

Die Ordnung der natiirlichen Zahlen

Mit Hilfe der Addition 46t sich nun die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen
definieren. Wir setzen fiirn,m € N:

n < m, falls ,esgibteinke Nmitn+k=m"“

Wir schreiben wie iiblich auch n < m, fallsn <mund n # m.
Die Relation < erweist sich als eine lineare Ordnung, d.h. fiir alle natiirlichen
Zahlen n,m, k gilt:

n < n, (Reflexivitiit)
n <mund m < n implizierr n = m, (Antisymmetrie)
n <m und m < k impliziert n <k, (Tramsitivitit)
n<m oder m < n. (Vergleichbarkeit, Linearitit)

Daf < eine partielle Ordnung ist, ist eine gute Ubungsaufgabe. Wir zeigen
hier die Linearitit. Dabei verwenden wir einfache Eigenschaften wie zum Bei-
spiel ,,0 + n = n fiir alle n € N“, die man leicht nachweisen kann (in diesem Fall
z.B. durch Induktion oder durch Kommutativitit 0 + n =n + 0 = n).

Satz  (Linearitit der Ordnung <)
Fiir alle n,m giltn <m oder m <n.

Beweis
Seim € N beliebig. Wir setzen:

L={neNIn<m}, R={neNIm<n}, sowie
X =LuUR.
Wir zeigen durch Induktion, dafl X = N.
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Induktionsanfang:
Esgilt0 +n=n, alsoist 0 <nund damit0 e L c X.

Induktionsschritt von n nach S(n) :

Nach Induktionsvoraussetzung istn € X =L UR.
Wir unterscheiden zwei Fille (und im ersten Fall zwei Unterfille).

1. Fall: ne L.

Seike Nmitn +k=m.
It k=0,s0istn=mund m + 1 = S(n), also S(n) € R c X.
Andernfalls istk = S(K') fiir ein k’” (da rng(S) =N - {0 }). Dann gilt

S) + K =n + Sk) =n + k = m.
Alsoist S(n) e L < X.
2.Fall: ne R.

Sei k e Nmitm + k = n. Dann ist m + S(k) = S(m + k) = S(n),
- also gile Sm) e R € X.

Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements

Die Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen erlaubt es uns, ein starkes neues In-
duktionsprinzip zu formulieren und aus dem alten abzuleiten. Bei diesem Prinzip
haben wir die Induktionsvoraussetzung nicht nur fiir eine Zahl zur Verfiigung,
sondern fiir alle ,,bereits durchlaufenen“ Zahlen. Wir definieren hierzu:

Definition (die Anfangsstiicke W(n))
Fiir alle n € N setzen wir

Wh) = {me NIm<n} firallene N.
und nennen W(n) das durch n gegebene Anfangsstiick von N.

Wir zeigen nun:

Satz  (starke Induktion)
Sei X c N und fiir alle n € N gelte:
+) Wn) < X impliziert ne X.
Dann gile X = N.

Beweis

Wir zeigen durch Induktion nach n, dal W(n) c X fiir alle n € N gilt.

Induktionsanfang :
Trivialerweise ist W(0) = & < X.
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Induktionsschritt von n nach S(n) :
Nach L. V. gilt W(n) c X. Nach (+) ist also auch n € X. Folglich ist
- W(En)=Wh)u{n}cX.

Damit kénnen wir wie folgt zeigen, daf} eine Eigenschaft €(n) fiir allen € N
gilt: Wir zeigen fiir ein beliebiges n, daf§ €(n) gilt, und diirfen dabei annehmen,
daf} €(m) fiir alle m < n bereits gezeigt ist.

Analog kénnen wir bei der rekursiven Definition einer Funktion f mit Defini-
tionsbereich N alle Werte f(m), m < n, zur Definition von f(n) verwenden.

Wir folgern aus der starken Induktion noch eine fundamentale Eigenschaft
der natiirlichen Zahlen.

Korollar  (Prinzip des kleinsten Elements)
Sei X c N nichtleer. Dann besitzt X ein kleinstes Element (bzgl. <),
d.h. es gibt ein n € X derart, dafi n <m fiir alle m € X gilt.

Beweis
Annabme nicht. Wir zeigen durch starke Induktion, dafi n ¢ X fiir alle
n € N gilt, im Widerspruch zu X nichtleer.

Induktionsschritt n:

Nach L. Vgiltm ¢ X fur alle m <n, d.h. es gilt W(n) n X = &. Dann
- gilt aber auch n ¢ X, da sonst n das kleinste Element von X wiire.

De facto sind die starke Induktion und das Prinzip des kleinsten Elements rein
logisch dquivalent. Wir diskutieren dies in den Ubungen.

Allgemein heifit eine lineare Ordnung < auf einer Menge M eine Woblordnung,
falls jedes nichtleere X = M ein kleinstes Element besitzt. Die Ordnung auf den
natiirlichen Zahlen ist also eine Wohlordnung.

Das Prinzip des kleinsten Elements wird oft wie folgt angewendet. Wir wol-
len wieder zeigen, dafl X = N fiir eine Teilmenge X von N gilt. Annabme, dies
ist nicht der Fall. Dann ist die Komplementmenge Y = N - X nichtleer und be-
sitzt also ein kleinstes Element n*. (Ist hier X = {n € N | €(n) }, so ist n* also
das kleinste ,,GGegenbeispiel fiir die Eigenschaft €(n).) Wir argumentieren nun
solange, bis wir ein n” < n* gefunden haben, das ebenfalls ein Element von Y ist.
Damit ist dann der erwiinschte Widerspruch erreicht, denn n” widerspricht der
minimalen Wahl von n*.

Rekursive Funktionen und algorithmische Berechenbarkeit

Wir hatten die arithmetischen Operationen auf den natiirlichen Zahlen rekur-
siv eingefiihrt. Als Ausblick betrachten wir nun das Konzept einer rekursiv defi-
nierten Funktion noch genauer und gelangen in zwei Stufen zu einer einfachen
Definition von ,algorithmisch berechenbar®.
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Fiir die erste Stufe benotigen wir Basisfunktionen, Kompositionen und die so-
genannte primitive Rekursion.
Als Basisfunktionen bezeichnen wir die folgenden Funktionen:

Z:N — N, Z(n) = 0 fiir alle n, (Nullfunktion)
S:N— N, S) =n+1 fir alle n, (Nachfolgerfunktion)
IF:NF— N, I}‘(nl, ...,n) =n, firallen,, ..., n, (Projektionen)

wobei die Projektionen fiir alle k> 1 und alle 1 < i < k definiert sind.

Sindh : N¥ — Nund g NK — N, I <i<k, Funktionen, so ist die Komposi-
tion dieser Funktionen, in Zeichen h(gy, ..., g), die Funktion f : N¥ — N mit
fiay, ..., np) = higi(y, ..., np), ..., g0y, ..., np)) firallen, ..., np.

Seienh : N**! — Nundg:N*"' — N Funktionen fiir eink>1. (Istk =1, so
fassen wir g als ein Elementvon N auf.) Dann ist die primitive Rekursion von g und
h, in Zeichen rec(g, h), die Funktion f : NK — N mit:

0, p1, - Pr-1) = g(P1y -+ Pko1)s (Rekursionsanfang)
fn+1,pg, .-, pe-1) = h(n, fn, pi, -+, Pe-1)s Pis «+-5 Pko1) (Rekursionsschritt)

fiir alle n und alle ,Parameter” py, ..., pr_; € N.
Damit konnen wir nun definieren:

Definition (primitiv rekursive Funktionen)
Die primitiv rekursiven Funktionen sind wie folgt definiert:

(i) Jede Basisfunktion ist primitiv rekursiv.

(i) Eine Komposition h(gy, ..., g) primitiv rekursiver Funktionen
h, g1, ..., g ist primitiv rekursiv.

(iii) Eine primitive Rekursion rec(g, h) primitiv rekursiver Funktionen
g und h ist primitiv rekursiv.

Fiir ein A ¢ N¥ definieren wir die Indikatorfunktion ind, : N — {0,1}vonA
durchinds(ny, ...,n) =1, falls (ny, ..., n) € A und ind,(ny, ..., ny) = 0, sonst. Da-
mit kénnen wir unseren Rekursionsbegriff auf Relationen iibertragen:

Definition (primitiv rekursive Relationen)
Eine Relation A = N¥ k> 1, heifit primitiv rekursiv, falls ind, : N — N
primitiv rekursiv ist.

Es ist leicht zu sehen, daf§ die Addition, Muldplikation und Exponentiation
auf N primitiv rekursiv sind. Allgemeiner kann eine Fiille von Funktionen und
Relationen als primitiv rekursiv nachgewiesen werden. Alle primitiv rekursiven
Funktionen sind im intuitiven Sinne algorithmisch berechenbar, und konkret
kénnen wir die vermoge der Schemata (i) - (iii) vorliegende Definition einer pri-
mitiv rekursiven Funktion f: N¥ — N einem Computer beibringen und die
Werte f(ny, ..., ny) fiir beliebige ny, ..., n, ausrechnen, wenn wir physikalische
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Limitationen vernachlissigen. Umgekehrt stellt sich die Frage, ob jede durch ei-
nen Computer berechenbare Funktion primitiv rekursiv ist. Die Antwort ist
nein. Es zeigt sich, daf} geschachtelte Rekursionen durch die primitive Rekursion
nicht in allen Fillen abgedeckt sind. Ein Beispiel ist die Ackermann-Funktion
ac: N? — N, die definiert wird durch

2n, falls m =0,
ac(m,n) = { 1, falls m>0,n =0,
ac(m-1,ac(m,n - 1)) sonst.
Der Leser moge sich das enorme
Wachstum dieser Funktion vor Au- 5 w0 | | 2o
gen fithren, indem er einige Werte
ac(m, n) fiir kleine m und n berech- 4 s | 16 | 2w
net. In der Tat kann man zeigen, daf§
die Funktion h : N — N mit h(n) = 3 6 s | 16 | 2
ac(n, n) fiir alle n schneller wichst als
jede primitiv rekursive Funktion. 5 4 4 4 | 4 4 4
Die Funktionen h und ac sind damit
nicht primitiv rekursiv. Andererseits 1 5 5 5 5 5 5
sind diese Funktionen mit Hilfe ei-
nes Computers berechenbar. 0 0 1 1 1 1 1
Ein anderes Beispiel fiir eine bere-
chenbare, aber nicht primitiv rekur- 0 1 2 3 4 5

sive Funktion erhalten wir durch

Diagonalisierung. Wir kénnen alle einstelligen primitiv rekursiven Funktionen
auflisten als fy, {1, 5, ..., £, ... Nun definieren wir eine Funktiong: N — N, dia-
gonal® durch g(n) =f,(n) + 1 firallen. Dannist g #{;, fiir alle n. Die Funktion g lifit
sich, mit etwas Programmieraufwand, tatsichlich mit Hilfe eines Computers be-
rechnen.

Wir miissen also unsere Definition der primitiv rekursiven Funktion erwei-
tern, und im Hinblick auf das sehr allgemeine Diagonalargument muf§ diese Er-
weiterung substantiell sein und eine neue Idee ins Spiel bringen. Erstaunlicher-
weise sind wir aber nur einen Schritt von einer umfassenden Definition entfernt:
In Berechnungen konnen wir eine ,unbeschrinkte Suche® starten, die entweder
ein Ergebnis liefert oder aber divergiert, d. h. unendlich lange liuft. Diese unbe-
schrinkte Suche fiigen wir nun zu den primitiv rekursiven Funktionen hinzu.

Istg:N kel N, k > 1, eine Funktion, so ist die u-Rekursion von g, in Zeichen
ng, die Funktion f: A — N mit

A ={(@,...,n) | esgibteinnmitg(ny,...,n,n)=0} c N,

f(ny, ..., n) = ,daskleinste n mit g(ny, ..., n, n) = 0“ fur alle (ny, ..., n) € A.
Damit definieren wir nun:

Definition (partiell rekursiv)

Eine Funktionf: A — N, A ¢ N¥ k> 1, heifit partiell rekeursiv, falls es primitiv
rekursive Funktionen g : N — Nundu:N — N gibtmitf=ueopug.
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Eine partiell rekursive Funktion entstehtalso aus einer primitiv rekursiven Funk-
tion durch eine unbeschrinkte Nullstellensuche, gefolgt von einer abschliefenden
primitiv rekursiven Umrechnung der Suchergebnisse (beschrieben durch u).

Der Definitionsbereich einer k—stelli§en partiell rekursiven Funktion istim all-
gemeinen eine echte Teilmenge von N*. Dieses Merkmal verhindert es, die par-
tiell rekursiven Funktionen erneut durch Diagonalisierung zu transzendieren.
Wir konnen diese Funktionen wieder als fy, fi, ..., f,, ... auflisten, und wir konnen
g:A — N, Ac N, definieren durch g(n) = f,(n) + 1, falls n € dom(f,)). Aber wir
konnen nicht mehr ,, g # f;, fiir alle n“ folgern, da im allgemeinen n¢ dom(g) gilt.

Gilt dom(f) = N* fiir eine k-stellige partiell rekursive Funktion , so heifit fauch
U-rekursiv oder kurz rekursiv.

Man kann beweisen, daf§ die partiell rekursiven Funktionen genau mit den
Funktionen f: A — N, A = N¥ k > 1, zusammenfallen, die durch eine beliebig
gewihlte hohere Programmiersprache im theoretischen Sinne berechnet wer-
den konnen. Insbesondere sind die Ackermann-Funktion und die Diagonalisie-
rung der primitiv rekursiven Funktionen p-rekursiv, und die Diagonalisierung
der partiell rekursiven Funktionen ist partiell rekursiv.

Insgesamt ist eine Vielzahl von unterschiedlich motivierten Definitionen des
Begriffs ,algorithmisch berechenbar” gefunden worden, die allesamt genau die
partiell rekursiven Funktionen liefern. Dies ist ein starkes Argument dafiir, daf§
man einen wichtigen und natiirlichen Begriff gefunden hat. Daf} alle intuitiv be-
rechenbaren Funktionen unter diesen Begriff fallen, 148t sich aufgrund der Un-
schirfe der intuitiven Berechenbarkeit naturgemif nicht beweisen. Diese Hypo-
these ist als Churchsche These bekannt.

Die p-rekursiven Funktionen bilden nur einen kleinen Teil aller Funktionen
auf den natiirlichen Zahlen. Denn ihre Menge ist abzihlbar, wihrend die Menge
aller Funktionen von N nach N iiberabzihlbar ist. Diese Uberlegung zeigt die
Weite des allgemeinen mathematischen Funktionsbegriftfs.

Ubungen

Ubung 1 (Nachfolger und Induktion, I)
Wir betrachten folgenden Beweisversuch der Aussage ,, Jede Schatherde ist
einfarbig.“:
»Wir zeigen die Aussage durch Induktion tiber die Anzahl n > 1 der
Elemente einer Schatherde H. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Im Indukti-
onsschritt von n nach n + 1 seien sy, ..., s, | paarweise verschiedene Schafe.
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Herden H; = {sy, ..., s, }und H; =
{s2, .-+, Sn.1 } einfarbig, und deswegen istauch H; U H, ={s, ..., su.1 }
einfarbig.”

Wo steckt der Fehler bei dieser Argumentation ?



1. Natiirliche Zahlen 99

Ubung 2 (Nachfolger und Induktion, II)
Wie bewerten Sie die Aussage:

, Wer arm ist und einen Cent findet, ist immer noch arm.“

Ubung 3 (Dedekind-Strukturen, I)
Sei (D, S, d) eine Dedekind-Struktur. Zeigen Sie:

rmg(S) = D - {d}.

Ubung 4 (Dedekind-Strukturen, II)
Geben Sie eine Menge D, eine Funktion S: D — D und eind € D an mit:

@i S:D — D -{d} istbijektiv.
(i) (D, S, d) ist keine Dedekind-Struktur.

Ubung 5 (Dedekind-Strukturen, III)
Geben Sie eine Menge D, eine Funktion S: D — D und eind € D an mit:
@A) S:D — D istbijektiv und es gilt S(x) # x fir allex e D.
(i) Fir alle X ¢ D gilt das Induktionsaxiom (Indy).
@iii) (D, S, d) ist keine Dedekind-Struktur.

Ubung 6 (Dedekind-Strukturen, IV)
Eine Menge M heifit induktiv, falls @€ Mundnu{n}e Mfirallene M.
Wir nehmen an, daf§ eine induktive Menge M, existiert und setzen
N =M {McM, | Mistinduktiv }. Zeigen Sie, dal N induktiv ist und daf
(N, S, @) mit S(n) =n U { n } eine Dedekind-Struktur ist.

Ubung 7  (Dedekind-Strukturen, V)
Sei N die tiber d = & und die Nachfolgerbildung S(n) = n U { n } eingefiihrte
Menge der natiirlichen Zahlen. Zeigen Sie, dafl fiir allen € N gilt:

(i) Firalleme nist mcn. (i) U Sh) = n.

Ubung 8 (Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen, 1)
Zeigen Sie, daf} fiir alle n,m e N gilt:

n+m-=im+n.

Ubung 9 (Die Arithmetik der natiirlichen Zablen, II)
Zeigen Sie, daf fir alle n,m,k e N gilt:

n+@m+k =@n+m)+k.

Ubung 10  (Die Arithmetik der natiirlichen Zablen, III)
Zeigen Sie, daf} fiir alle n,m e N gilt:

n-m-=im-n.
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Ubung 11 (Die Arithmetik der natiirlichen Zablen, IV)
Zeigen Sie, daf} fiir alle n,m,k € N gilt:

n-(m+k =n-m+n-k.
Ubung 12 (Die Arithmetik der natiirlichen Zablen, V)
Zeigen Sie, dafl es fiir alle n,m € N mit m # 0 Zahlen q, r € N gibt mit

n=m-q+r 0O0<r<m

Ubung 13 (Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen, V1)
Zeigen Sie, daf fir alle n,m,k e N gilt:

nm. nk _ nm+k, (nm)k _ nm-k, nk . Il’lk= (Il . IIl)k.
Ubung 14 (Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen, VII)

Zeigen Sie, daf} fiir allen e N gilt:

2 X <nm =n(n+1).

Hierbei ist die Summe X, ., a,, natiirlicher Zahlen a,, rekursiv definiert
durch z:mSO Ay = 0 und Z:mSn+1 Ay = (ZmSn arn) +ap,g-

szmg 15  (Die Arithmetik der natiirlichen Zablen, VIII)
Zeigen Sie, daf} fiir alle n € N gilt:

Zm<n (21’11 + 1) = nZ‘

Ubung 16 (Die Ordnung der natiirlichen Zablen, I)
Zeigen Sie, daf§ die Relation < auf N eine partielle Ordnung ist, d. h.
< ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv auf N.

Ubung 17 (Die Ordnung der natiirlichen Zablen, II)
Seine Nyundseif:{0,...,n} — {0,...,n}. Zeigen Sie, daf} die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) fistbijektiv. (b) fistinjektiv. (c) f ist surjektiv.
Ubung 18  (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, I)
Sei X ¢ N mit den Eigenschaften:
(i) 0,1e X. (ii) Firallene Xistn+2 e X.
Zeigen Sie, daff X = N gilt.
Ubung 19 (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, II)
Sei
A={a3+b4labeN}L
Zeigen Sie, daf n € A fiir alle n > 6 gilt.
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Ubung 20  (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, I11)
Sei X = N mit den Eigenschaften:

(i) Gibteskeinem,k<nmitmk=n,soistne X.
(ii) Firallen,me Xistn-me X.
Zeigen Sie, dafi X = N gilt.
Ubung 21 (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, IV)
Sei A= N. Sei X c A, und fiir alle n € A gelte:
Wh) n A c X impliziert ne X.
Zeigen Sie, daff X = A gilt.

Ubung 22 (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, V)
Sei X = Nund fiir allen € N gelte:

(@) {2k | k<n} < X impliziert 2ne X,
b) {2k lke N} uU{2k+ 1l k<n} c X impliziert 2n+1€e X.

Zeigen Sie, dafl X = N, und interpretieren Sie dieses Ergebnis als eine starke
Induktion iiber alle geraden Zahlen gefolgt von einer starken Induktion
iber alle ungeraden Zahlen.

Ubung 23 (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, VI)
Formulieren Sie die starke Induktion fiir ein X < N und das Prinzip des
kleinsten Elements fiir ein Y < N als formale quantifizierte Aussagen.
Wie hingen diese beiden Prinzipien logisch miteinander zusammen ?

[Verwenden Sie das Kontrapositionsgesetz. ]

Ubung 24  (Starke Induktion und Prinzip des kleinsten Elements, VII)
Sei < eine lineare Ordnung auf M. Zeigen Sie, dafi dquivalent sind:

(a) Jede nichtleere Teilmenge von M besitzt ein kleinstes Element.

(b) Jede absteigende Folge in M ist schliefilich konstant, d. h. ist
(x, | ne N)eine Folge in M mitx,, | <x, fur alle n, so gibt es ein
n, derart, daf} x, = x,, fiir alle n > n, gilt.



2. Ganze und rationale Zahlen

Aus den natiirlichen Zahlen kénnen wir durch ,kanonische“ algebraische Kon-
struktionen zuerst die ganzen und weiter dann die rationalen Zahlen gewinnen.
Die Arithmetik und die Ordnung iibertrigt sich dabei von N auf Z und weiter
von Z auf Q. Wir erreichen insgesamt einen Zahlbereich @, in welchem wir so
frei wie moglich addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren kénnen.

Wir wollen nun diese Erweiterung des Zahlbereichs vorstellen, ohne dabei
den algebraischen Jargon in grofiter Allgemeinheit einzufiihren.

Konstruktion der ganzen Zahlen

Wir kénnen zwei natiirliche Zahlen a und b immer addieren, aber nicht immer
subtrahieren. Diese Beschrinkung ist insbesondere bei algebraischen Umfor-
mungen hinderlich. Wir erweitern deswegen die natiirlichen Zahlen um die sog.
negativen Zahlen. Fiir jede natiirliche Zahl n wird eine neue Zahl -n eingefiihrt,
und auf dem so erweiterten Zahlbereich wird eine Addition erklirt derart, daf§
n + (- n) = 0 fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Technisch kénnen wir diese Erweite-
rung mit Hilfe eines prinzipiell beliebigen Zeichens ,,—“ durchfihren und die
ganzen Zahlen Z als Menge N U { -n | n € N} definieren, wobei - n = (-, n). Auf
dieser Menge lifit sich dann leicht eine Addition, Multiplikation und Ordnung
erkliren.

Eleganter ist die folgende algebraische Konstruktion der ganzen Zahlen, die
auch dem Prinzip ,Neues aus Altem“ besser gerecht wird. Die Idee ist hier, ein
Paar (n, m) von natiirlichen Zahlen als die Subtraktion n - m zu lesen. Dann ist
(n,0)=n-0=n,aber (0,n) =0 - n=-n. Ebensoist (n, m) = (n + k, m + k) fiir alle
k, denn es gilt (n + k) - (m + k) = n - m. Gewisse Paare werden also miteinander
gleichgesetzt, was wir mit Hilfe einer Aquivalenzrelation durchfiihren kénnen.
Dabei muf} eine Subtraktion nicht vorausgesetzt werden, dennn - m =n"-m’ist
gleichwertig zun + m’ = n’ + m.

Definition (Aguivalenzrelation zur Konstruktion der ganzen Zahlen)
Wir definieren fiir alle (n, m), (n’, m") € N x N:

(n,m) ~ (0, m"), falls n+m’ = n"+m.
Man zeigt, daff ~ eine Aquivalenzrelation auf N ist. Damit definieren wir nun:

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Definition (ganze Zablen)
Wir setzen Z = N?/~. Die Elemente von Z heifien ganze Zablen.

Die Elemente von Z schreiben wir zur Vereinfachung der Notation in der
Form [n, m] anstelle von (n, m)/~.
Nun definieren wir eine Addition und eine Multiplikation auf Z:

Definition (Arithmetik auf 7)
Fiir alle [n, m], [n’, m’] € Z setzen wir:
[n,m] + [n",m'] = [n+n’,m+m’],

[n,m] - [n’,m’] = [nn"+mm’,nm +mn’].

Man zeigt leicht, dafi diese Operationen wohldefiniert sind. Sie lassen sich
leicht motivieren, wenn wir wie oben erwihnt [n, m] als n — m lesen. Wenn die
vertrauten Rechengesetze gelten sollen, so ist
m-m)-(n'-m’) = (an"+mm’)-(nm’+mn’).

Damit kénnen wir die Multiplikation gar nicht anders definieren. Analoge Uber-
legungen gelten fiir die Addition.

Wie iiblich vereinbaren wir, dafy die Multiplikation stirker bindet als die Addi-
tion, und daf§ wir in symbolischen Rechnungen Malpunkte weglassen kénnen.
Damitist dann z.B. ab + ¢ = (a - b) + c fiir alle ganzen Zahlen a, b, c. Weiter setzen
wir 2’ = [1, 0] fiir alle a € Z und definieren rekursiva"' =a" - a firallen e N.

Definition (additiv Inverses, Differenz)
Fiir alle [n, m] € Z setzen wir

-[n,m] = [m,n].

Die ganze Zahl - [n, m] heifit das additiv Inverse von [n, m]. Weiter sei:
[n,m] - [n,m’] = [n,m] + (- [n’,m’]) furalle [n,m], [n",m] € Z.
Die ganze Zahl [n, m] - [n’, m’] heifit auch die Differenz von [n, m] und

[0, m’].

Damit ist eine Subtraktionsoperation auf den ganzen Zahlen eingefiihrt.
Die Bezeichnung von - [n, m] als additiv Inverses ist in der Tat gerechtfertigt,
denn es gilt:

[n,m] - [n,m] = [n,m] + [m,n] = [n+m,m+n] = [n+m,n+m] = [0,0].
Zur weiteren Vereinfachung der Notation schreiben wir
n fir [n,0] furallene N.

In Ubereinstimmung mit dieser Notation sehen wir auch N als eine Teilmenge
von Z an, indem wir n € N und [n, 0] miteinander identifizieren. Diese Identifi-
kation respektiert die arithmetischen Operationen auf den beiden Zahlberei-
chen, denn es gilt fiir alle n,m € N:
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n+m = [n,0] +[m,0] = [n+m,0], n-m = [n,0] - [m,0] = [nm,0].
Weiter gilt mit dieser Notation fiir alle [n, m] € Z:
[n,m] = [n,0] + [0,m] = [n,0] -~ [m,0] = n-m,

d.h. alle ganzen Zahlen lassen sich als Differenz zweier Elemente des Bereichs N
schreiben, der unseren Ausgangspunkt bildete. Damit ist unser Vorhaben, eine
Subtraktion zu ermdéglichen, in minimaler Weise durchgefiihrt.

Rechengesetze und Ordnung der ganzen Zahlen

Wir stellen die wichtigsten Struktureigenschaften der Arithmetik auf den gan-
zen Zahlen zusammen. Sie dominieren die ganzen Zahlen derart, daf} auf die
konkrete Definition einer ganzen Zahl a als einer Aquivalenzklasse [n, m] nicht
mehr zurtickgegriffen werden muf}, sobald diese Gesezte etabliert sind.

Satz  (Rechengesetze fiir 7)
Firalle a,b,c e Z gilt:

(i) a+(b+c) = a+b)+c (Assoziativgesetz fiir die Addition)
(i) a+0 = a. (Neutralitat der Null fiir die Addition)
(i) a-a = 0. (Existenz von additiven Inversen)
@iv) a+b = b+a. (Kommutativgesetz fiir die Addition)
v) a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativgesetz fiir die Multiplikation)
(vi) a-1 = a. (Neutralitit der 1 fiir die Multiplikation)
i) 1-1 =1, (-1)-(-1) = 1. (Existenz von multiplikativen Inversen fiir 1,-1)
(viii) a-b = b-a. (Kommutativgesetz fiir die Multiplikation)
(ix) a-(b+c) =(a-b) + (a-0). (Distributivgesetz)

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
Schliefilich definieren wir eine Ordnung auf den ganzen Zahlen mit Hilfe der
Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Definition (Ordnung auf 7)
Fiir alle [n,m], [n’, m’] € Z setzen wir:
[n,m] < [n,m’], falls n+m” < n"+m.
Man zeigt, daff < eine wohldefinierte lineare Ordnung auf Z ist. Weiter ist

diese Ordnung eine Fortsetzung der Ordnung auf N, d.h. giltn <m in N, so gilt
auch [n, 0] £[m, 0] in Z. Im Umfeld der Ordnung definieren wir:
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Definition (negativ, positiv, nicht negativ, Betrag)
Ein a € Z heifit negativ, falls a < 0 gilt, positiv, falls 0 < a gilt, und nicht
negativ, falls a > 0 gilt. Weiter ist der Betrag lal von a definiert durch

lal = —a, fallsa<0,und lal =a sonst.

Fir allea,b € Z gilt die Dreiecksungleichung 1a +bl < lal + |bl, sowie die Pro-
duktregel labl = lal Ibl.

Die Ordnung auf Z kénnen wir algebraisch charakterisieren, ohne dabei auf
die Aquivalenzklassen zuriickzugreifen. Denn fiir alle a,b € Z gilt:

a<b gdw esgibteinne Nmita+n =b.

Diese Definition verwendet die natiirlichen Zahlen N. Fiir Freunde der Zah-
lentheorie sei erwihnt, daf§ es sogar eine Moglichkeit gibt, die natiirlichen Zah-
len rein arithmetisch innerhalb von Z zu definieren. Denn es gilt der (nichttri-
viale) zahlentheoretische Satz, daf jede natiirliche Zahl eine Summe von vier
Quadraten ist. Damit gilt dann fiir alle a,b € Z:

a<b gdw esgibtc,cy,c,cpe Zmita+c’ +c> +¢7+¢” = b.

Die Ordnung auf den ganzen Zahlen respektiert die Arithmetik, denn fiir alle
ganzen Zahlen a, b, c gilt:

a<b gdlw a+c < b+g
a<bund 0 < ¢ impliziert a-c <b-c.

Weiter gilt a <b genau dann, wenn - b < - a.
Rein ordnungstheoretische Struktureigenschaften der Ordnung auf den gan-
zen Zahlen sind:

Satz  (Struktur der Ordnung auf 7)
(a) Jedesa e Z besitzt einen direkten Vorginger und einen direkten
Nachfolger. (Existenz von Vorgangern und Nachfolgern)

(b) Fiiralleb e Z existieren a,c € Z mita<b<c. (Unbeschrinktheit)

Fassen wir N wie im letzten Kapitel als Zihlreihe 0, 1, 2, ..., n, S(n), ... auf| so
ist Z die nach links fortgesetzte ,,Zihlreihe“

wee, P(m), m, ..., -2,-1,0,1,2,...,n, S(n), ...,

bei der jedes Element m einen eindeutigen Vorginger P(m) besitzt. Bei dieser
Sicht steht nicht so sehr der Wunsch nach algebraischer Abgeschlossenheit im
Vordergrund, sondern das einfachere Symmetriebediirfnis, die Sonderrolle der
Null aufzuheben, die in N keinen Vorginger besitzt. Dieser Ansatz kann analog
zur Entwicklung von N wie im letzten Kapitel durchgefithrt werden und liefert
einen zu unserer algebraischen Konstruktion isomorphen Bereich der ganzen
Zahlen samt Arithmetik und Ordnung.
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Konstruktion der rationalen Zahlen

Bei der Betrachtung der Rechengesetze fiir die ganzen Zahlen fillt auf, daf} in-
verse Elemente fiir die Addition immer existieren, wihrend 1 und - 1 die einzigen
ganzen Zahlen sind, die ein multiplikatives Inverses besitzen: Gilta - b = 1 fiir
ganze Zahlen a,b, soista=1 oder a = - 1. In Z konnen wir nicht frei dividieren, so
wie wir in N nicht frei subtrahieren konnten. Dies fithrt uns zur Konstruktion der
rationalen Zahlen. Die Idee ist hier, ein Paar (a, b) ganzer Zahlen a,b mitb =0 als
Bruch a/b zu lesen. Die Durchfiihrung verliuft analog zur Konstruktion von Z.

Definition (Aguivalenzrelation zur Konstruktion der rationalen Zablen)
Sei 7* = 7 - { 0 }. Wir definieren fur alle (a,b), (¢, d) e Z x Z*:

(a,b) ~ (c,d), falls a-d=c-b.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* und wir definieren :

Definition (rationale Zahlen)
Wir setzen Q = (Z x Z*)/~. Die Elemente von Q heiflen rationale Zablen.

Wir schreiben rationale Zahlen zur Vereinfachung der Notation in der Bruch-
Form a/b anstelle von (a, b)/~.
Aus der Definition von ~ folgt die Kiirzungsregel

(ac)/(bc) = a/b fiiralleae Zundb,ce Z*.

Ein Bruch a/b mit a # 0 heifit gekiirzt, wenn es keine a’€ Zund b, ce Z*,c#1,
gibt derart, daff a/b = (a’c)/(b’c).
Wir definieren nun eine Addition und eine Multiplikation auf Q:

Definition (Arithmetik auf Q)
Fiir alle a/b, ¢/d € Q setzen wir:
a/b + ¢/d = (ad + be)/(bd),
a’/b - ¢/d = (ac)/(bd).
Wieder sind diese Operationen wohldefiniert.
Definition (multiplikativ Inverses, Division)
Wir definieren fiir alle a/be @ mita#0:
(a/b)"! = b/a.
Die Zahl (a/b)~" heifit das multiplikative Inverse von a/b. Wir setzen :
(a/b) / (c/d) = (a/b) - (c/d)™" fiir alle a/b, ¢/d € Q mit ¢ #0.
Die Zahl (a/b)/(c/d) heifit der Quotient der rationalen Zahlen a/b und c¢/d.
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Damit ist eine Divisionsoperation auf den rationalen Zahlen eingefiihrt. Nach
Definition der Multiplikation und der Inversenbildung gilt

@/b)/(c/d) = (a/b) - (c/d)"" = (a/b) - (d/c) = (ad)/(be).

Zur Rechtfertigung der Bezeichnung von (a/b)~" als multiplikatives Inverses
rechnen wir:

(a/b)/ (a/b) = a/b - b/a = (ab)/(ab) = 1/1.

Wir kénnen wieder Z als Teilmenge von Q auffassen, indem wir jedes a € Z mit
a/1 € Q identifizieren. Die Arithmetik auf Z wird dadurch respektiert, und fiir
alleae Zundb e Z* gilt

a/b =a/l - 1/b = a/1 - (b/1)"! = a-b’},

d.h. alle rationalen Zahlen lassen sich als Quotient zweier ganzer Zahlen schrei-
ben. Damit ist @ eine minimale Erweiterung von Z, in der Divisionen durchge-
fithrt werden kénnen.

Fiiralle q#0istq~' = 1/q, denn ist q = a/b, so ist ' = b/a nach Definition des
Inversen, und ebenso gilt 1/q = (1/1)/(a/b) = b/a nach Definition der Division.

Rechengesetze und Ordnung der rationalen Zahlen

Fiir die rationalen Zahlen gelten (aufgrund der Analogie der Konstruktion)
alle Rechengesetze aus der obigen Tabelle fiir Z. Zusitzlich gilt nun aber wegen
q ! = 1/q fiir alle q # 0 wie gewiinscht:

Satz  (Existenz von multiplikativen Inversen fiir rationale Zahlen ungleich 0)
Firalleqe Q- {0}giltq-q' = 1.

Daf} die Null eine Sonderrolle bei der Multiplikation bei Vorhandensein einer
Subtraktion spielen muf}, kann man zum Beispiel so einsehen: Soll 0+ 0=0,0#1
und das Distributivgesetz (a + b) ¢ = ac + bc gelten, so kann die Null kein multipli-
katives Inverses haben, d.h. es kann kein a geben mit 0 - a = 1. Denn wegen

0-a=0+0)-ra=0-a+0-a

gilt 0 - a = 0 (durch Subtraktion von 0 - a auf beiden Seiten). Eine gute Addition
zusammen mit dem Distributivgesetz schliefit also die Existenz eines multiplika-
tiven Inversen der Null aus. Um so erfreulicher ist, dafi multiplikative Inverse in
den rationalen Zahlen fiir alle q # 0 existieren.

Die Ordnung auf @ kann mit Hilfe der Ordnung aufZ wie folgt definiert werden:

Definition (Ordnung auf Q)
Wir setzen fiir alle a,b,c,d € Z mitb,d>0:

a’b < ¢/d, falls a-d <c-b.
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Dann ist < eine wohldefinierte lineare Ordnung auf Q. Wir erweitern die frii-
heren Sprechweisen (positiv, negativ, Betrag, ...). Die Ordnung respektiert er-
neut die Arithmetik auf Q.

Wesentliche Struktureigenschaften der rationalen Ordnung sind:

Satz  (Struktur der Ordnung auf Q)
(a) Firalle q<pin Q existierteinr € Q mitq<r <p. (Dichtheit)

(b) Fiiralle q € Q existieren p,r€ Qmitp<q<r. (Unbeschriinktheit)

Man kann zeigen, daf} diese beiden Bedingungen zusammen mit der Abzihl-
barkeit von @ die Ordnung bis auf Isomorphie festlegen, d.h. jede abzihlbare,
dichte und unbeschrinkte lineare Ordnung (M, <) ist isomorph zur Ordnung auf
den rationalen Zahlen. Wir diskutieren diesen Satz in den Ubungen mit Lo-
sungshinweisen.

Korper

Damit wir nichtimmer von den ,iiblichen Rechengesetzen® sprechen miissen,
fassen wir die gewonnenen arithmetischen Struktureigenschaften in einem Be-
griff zusammen.

Definition (Korper)
Sei K eine Menge, und seien + und - zweistellige Operationen auf K.
Weiter seien 0,1 € K. Dann heifit die Struktur (K, +, -, 0, 1) ein Korper
mit Addition +, Multiplikation -, additiv neutralem Element 0 und
multiplikativ neutralem Element 1, falls fiir alle a,b,c € K gilt:

(i) a+(b+c) = (a+b)+c, (Assoziativgesetz fiir die Addition)
(i) a+0 = a, (Neutralitat der Null)
(iii) esgibteina’e Kmita+a’ = 0, (Existenz von additiven Inversen)
(iv) a+b = b+a, (Kommutativgesetz fiir die Addition)
v) a-(b-c)=(-b)-c (Assoziativgesetz fiir die Multiplikation)
(vi) a-1 = g, (Neutralitat der Eins)

(vii) a=0 impliziert es gibteina’e Kmita-a’=1.
(Existenz von multiplikativen Inversen)

(viii) a-b = b-a. (Kommutativgesetz fiir die Multiplikation)
(ix) a-(b+c) =(a-b) + (a-0). (Distributivgesetz)
x 0 =#1. (Verschiedenbeit der neutralen Elemente)

Oft schreiben wir kurz K state (K, +, -, 0, 1).
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Man nennt die Aussagen (i) - (x) auch die Korperaxiome. Das Wort ,,Korper®
geht auf Dedekind zuriick und ist eine heute veraltete Bezeichnung fiir eine
strukturierte Ansammlung von Personen oder Dingen. Es ist heute noch in
»Korperschaft* gebriuchlich.

Wir haben gezeigt, dafl die rationalen Zahlen (Q, +, -, 0, 1) einen Kérper bilden.
Drei weitere wichtige Kérper werden wir im folgenden Kapitel kennenlernen.

Gelten fiir eine Struktur (K, +, -, 0, 1) die Eigenschaften (i) - (vi) und (viii) - (x),
so nennt man die Struktur einen kommutativen Ring (mit 1). Die ganzen Zahlen
(Z, +,-,0, 1) bilden, wie wir gesehen haben, einen derartigen Ring.

Wie oben schreiben wir - a fiir das (eindeutig bestimmte) a’ mita +a’ = 0 und
a~! fiir das (eindeutig bestimmte) a’ mita - a’ = 1, falls a # 0. Statt a + (- b) schrei-
ben wir auch a - b, und statt a - b™! schreiben wir auch a/b.

In einem Korper gelten alle vertrauten Rechenregeln, z. B.:

Satz (elementare arithmetische Eigenschaften von Korpern)
Sei K ein Korper. Dann gilt fiir alle x,y € K:
i x-0=0-x=0,
@) xy =0 gdw x=0 oder y=0, (Nullteilerfreibeit)
(i) (- x = -x,
@) (%)) = xy.
Beweis

Die Aussagen (i) - (iii) seien dem Leser zur Ubung iiberlassen. Wir
beweisen hier (iv) unter Verwendung von (iii). Es gilt:

- (90CEY) =g CDxEy) = CDEYx =g Ey)x=yx =xy

Weiter gelten in jedem Korper die bekannten Rechenregeln fiir das Bruch-
rechnen, z.B.

a/b + ¢/d = (ad + bc)/bd fiir alle a,b,c,d € K mitb,d # 0.

Angeordnete Korper

Wir wollen nun noch den Ordnungsaspekt in unsere Betrachtungen inte-
grieren.

Definition (s2ngeordneter Kirper)
Sei K ein Korper, und sei € eine lineare Ordnung auf K. Dann heifit
X, +,-,0, 1, <) (oder kurz K) ein angeordneter Kirper; falls fir alle a,b,c € K
gilt:
@ a

(i) 0 < a,b impliziert 0<a-b.

IN

b impliziert a+c < b+c,



2. Ganze und rationale Zahlen 111

Die rationalen Zahlen bilden, wie wir gezeigt haben, einen angeordneten Kor-
per. (Analog bilden die ganzen Zahlen einen sog. angeordneten Ring.)

Definition (Betrag, positiv, negativ)
Sei K ein angeordneter Korper. Fiir jedes x € K ist der Betrag von x, in
Zeichen I1x|, definiert durch x| = x, fallsx>0,und Ix| = - x, falls x<0.
Istx e Kmitx > 0, so heifit x ein positives Element von K, und giltx < 0,
so heifit x ein negatives Element von K. Wir setzen

K* = {xe Kl 0<x}.

Die Menge K* der positiven Elemente ist abgeschlossen unter der Addition und
Multiplikation. Allgemein gelten in angeordneten Korpern alle vertrauten Ei-
genschaften fiir die Addition und Negation von positiven und negativen Zahlen.
Eine Zusammenstellung dieser Eigenschaften findet der Leser in den Ubungen.

Ein angeordneter Korper K hat die Charakteristik 0, d.h. es gilt fiir alle natiirli-
chen Zahlenn>1,daffnl #0, wobei n1 =1 + ... + 1 das n-fache der 1 von K ist,
d.h. wir definieren rekursiv

01 =0, n+1)1l =nl+1 firallene N.

Die Nullteilerfreiheit eines angeordneten Kérpers fithrt nun dazu, dafi jeder an-
geordnete Korper die rationalen Zahlen umfafit:

Fiir alle n,m € N, m # 0, identifizieren wir das Kérperelement = (n1) (m1)™!
mit + n/m € Q. Die Arithmetik von Q wird, wie man unschwer einsieht, unter
dieser Identifikation respektiert. Wir kénnen also ohne Einschrinkung anneh-
men, daf} Q eine Teilmenge jedes angeordneten Korpers ist. Die rationalen Zah-
len sind in diesem Sinne der kleinste angeordnete Korper.

Ubungen

Ubung 1 (Konstruktion der ganzen Zahlen, I)
Fiir alle (n, m), (n", m") € N X N setzen wir:
(n,m) ~ (0, m"), falls n+m’=n"+m.

Zeigen Sie, dafl ~ eine Aquivalenzrelation auf N? ist. Welche Eigenschaft
der Addition auf N verwenden Sie zum Beweis der Transitivitit?

Ubung 2 (Konstruktion der ganzen Zahlen, II)
Zeigen Sie, daf§ die Addition und die Multiplikation auf Z wohldefiniert
sind.

Ubung 3 (Rechengesetze und Ordnung der ganzen Zablen, I)
Beweisen Sie moglichst viele der Rechengesetze fiir die ganzen Zahlen.
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Ubung 4  (Rechengesetze und Ordnung der ganzen Zahlen, II)
Beweisen Sie mit Hilfe des Distributivgesetzes und der Rechenregeln fiir
die Addition, daf} (- 1) - (- 1) = 1 gilt (ohne auf die Definition der Addition
und der Multiplikation auf Z zuriickzugreifen).

[Betrachten Sie die Summe von (- 1) (- 1) und (- 1).]

Ubung 5 (Rechengesetze und Ordnung der ganzen Zahlen, I1I)
Fiir alle [n,m], [n’, m’] € Z setzen wir:

[n,m] < [n,m’], falls n+m’ < n"+m.
Zeigen Sie, dafi < eine wohldefinierte lineare Ordnung auf Z ist.
Ubung 6  (Rechengesetze und Ordnung der ganzen Zablen, IV)
Zeigen Sie, daf} fiir alle ganzen Zahlen a, b gilt:
a<b gdw ,esgibteinne Nmita+n=b“
szmg 7 (Konstruktion der rationalen Zablen, 1)
Fiir alle (a,b), (¢, d) € Z x Z* setzen wir:
(a,b) ~ (c,d), falls a-d=c-b.
Zeigen Sie, dafi ~ eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* ist.
Ubung 8  (Konstruktion der rationalen Zablen, II)

Zeigen Sie, daf} die rationalen Zahlen abzihlbar sind, d. h. es gibt eine Folge
Q0> q1s --+> Qny ---» 1 € N, in der alle rationalen Zahlen vorkommen.

[Zihlen Sie gekiirzte Briiche a/b ab nach der Summe lal + Ibl:

0, 1/1, =1/1, 2/1, =2/1, 172, =1/2, 3/1, =3/1, 1/3, =1/3, ...]
Ubung 9  (Rechengesetze und Ordnung der rationalen Zablen, I)

Wir setzen fiir alle a,b,c,d € Z mitb,d>0:

a’/b < ¢/d, falls a-d <c-b.

Zeigen Sie, dafi < eine wohldefinierte lineare Ordnung auf Q ist.
mezg 10 (Rechengesetze und Ordnung der rationalen Zahlen, II)

Zeigen Sie, daf} fir alle a, b, ¢, d € Z mitb,d # 0 gilt:

a/b<c/d gdwa-b-d* <c-d-b.

Ubung 11 (Rechengesetze und Ordnung der rationalen Zahlen, I11)
Zeigen Sie, daf§ die rationalen Zahlen dicht geordnet sind:

Firalleq<pin Q gibteseinre Q mitq<r<p.
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Ubung 12 (Rechengesetze und Ordnung der rationalen Zablen, IV)
Sei M abzihlbar, und sei < eine dichte und unbeschrinkte lineare Ordnung
auf M. Zeigen Sie, daf (M, <) isomorph zur Ordnung (Q, <) der rationalen
Zahlen ist.

[Zihlen Sie M und Q auf als x, xy, ..., Xy, ... bzw. qg, q1, -+, Qqs - -+, und konstruie-
ren Sie rekursiv Werte f(x,) so, dafi die Elemente xq, ..., x, in M genauso liegen wie
die Elemente f(x), ..., f(x,) in @, d.h. es gilt x; < x; genau dann, wenn f(x;) < f(x;).
Definieren Sie ein geeignetes f(x,,) = q, mit moglichst kleinem Index k, damit alle
rationalen Zahlen irgendwann als Wert von f erscheinen. Dann ist die Funktion

f: M — Q ein Isomorphismus. ]

Ubung 13 (Korper; I)
Sei K ein Korper. Zeigen Sie, daf fiir alle x,y € K gilt:
@ x-0=0-x=0,
(i) xy =0 gdw x=0 oder y=0, (Nullteilerfreibeit)
Gi) -H)x = -x.
Ubung 14 (Korper, 1I)
Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dafl fiir alle a,b,c,d € K mitb,d # 0 gilt:
a/b + ¢/d = (ad + bc)/bd,

wobei x/y definiert ist als xy™ " fiir alle x,y € K,y #0.
Beweisen Sie weitere Rechengesetze des Bruchrechnens.

Ubung 15 (Korper, I1I)
Fiihren Sie eine Addition und Multiplikation auf { 0, 1 } ein, sodaf}
ein Korper auf { 0, 1 } entsteht. Laft sich dieser Kérper anordnen?

Ubung 16  (Korper, IV)
Konstruieren Sie einen Kérper auf {0, 1, 2, 3 }.

Ubung 17 (Korper, V)
Zeigen Sie, dafi es keinen Kérper mit genau sechs Elementen geben kann.
[Betrachten Siea=1+1undb=1+1+1undzeigenSiel +1+1+1+1+1=0.]
Ubung 18  (Korper, VI)
Zeigen Sie, dafl wir fiir endliche K in der Kérperdefinition die Existenz von

multiplikativ inversen Elementen durch die Nullteilerfreiheit ersetzen
koénnen, d. h. wir fordern stattdessen, daf xy # 0 fiir alle x,y € K- {0} gilt.

[Fir endliche Mengen K ist jede Injektion f: K — K eine Bijektion. ]
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Ubung 19  (Angeordnete Korper; I)
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, daf fiir alle x,y, X',y € K gilt:

() x<yund x" <y impliziert x + X' <y +Y,
(1) x<yund 0 <z mpliziert zx < zy,
(i) x,y < 0 mpliziert 0 <xy,
(iv) 0 < x* fiir alle x # 0, insbesondere also 0 < 1,
) x <0<y impliziertr xy <0.
Ubung 20 (Angeordnete Korper, II)
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, daf fiir alle x,y € K gilt:
@® Ix+yl < Ixl + lyl, (Dreiecksungleichung)
@) Ixyl = Ixllyl. (Produktregel)
Ubung 21  (Angeordnete Kirper; I11)
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dafl K die Charakteristik 0

besitzt, d.h. es giltn1 0 fiir alle n > 1, wobei wieder n1 € K rekursiv
definiert wird durch01 =0, (n+ 1)1 =nl + 1 firallene N.

Ubung 22 (Angeordnete Korper, IV)
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, daf§ die Identifikation von
+(n1) (m1)"' € Kmit+n/m e Q fiiralle n,m € N, m # 0, die Arithmetik
von Q respektiert.

Ubung 23 (Angeordnete Korper, V)
Sei K ein Kérper. Sei M < K mit:

(a) Kistdie disjunkte Vereinigungvon M, {0}, -M ={-x | xe M }.
(b) M ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation.
Wir setzen dann fiir alle x,y € K:
x <y falls sesgibteinze MuU{0}mitx +z =y"
Zeigen Sie, daff dadurch K zu eine angeordneten Korper mit K* = M wird.
Ubung 24  (Angeordnete Korper, VI)

Sei K ein angeordneter Korper. Dann ist (K, <) dicht geordnet, d. h. fiir alle
x<yinKgibteseinzin Kmitx<z<y.
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Wir lernen in diesem Kapitel zwei weitere Zahlbereiche kennen, nimlich die reel-
len Zahlen und die komplexen Zahlen. Beide Zahlbereiche bilden einen Kérper.

Obere Schranken und Suprema

Der Korper Q der rationalen Zahlen sieht auf den ersten Blick wie ein hervor-
ragendes Modell eines arithmetischen mathematischen Kontinuums aus. Dieser
Eindruck entsteht vor allem aufgrund der Eigenschaft der Dichtheit und der Exi-
stenz beliebig kleiner Grofien: Fiir alle q < p existiert ein r mit q <r < p, und fiir
alle n gilt 1/n - n = 1. Wir kénnen also das Intervall von 0 bis 1 in beliebig feine
Teile zerlegen. Welche Punkte eines Kontinuums sollen hier noch fehlen?

Der Schein triigt, und daf} er triigt, ist eine tiefe Erkenntnis der griechischen
Mathematik: Es gibtirrationale Zahlen. Die rationalen Zahlen reichen nicht aus,
um ein mathematisches Kontinuum zu modellieren. Wir werden im Kapitel iiber
Zahlentheorie das klassische Argument kennenlernen. Hier verfolgen wir einen
modernen Gedanken, der die Schwichen der rationalen Zahlen aufdeckt und der
de facto viel stirker zeigt, daf} den rationalen Zahlen noch ,fast alle“ Punkte feh-
len, um etwas zu bilden, was wir als Kontinuum ansehen.

Der Begriff eines Kontinuums lifit sich in der Sprache der linearen Ordnun-
gen beschreiben. Hierzu fithren wir noch einige weitere Begriffe tiber lineare
Ordnungen ein.

Definition (beschrinkt, obere und untere Schranke)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Ein X ¢ M heifit nach oben beschrinkt, falls
ein s € M existiert, sodaf} x < s fiir alle x € X gilt. Jedes derartige s heift
dann eine obere Schranke von X in M.
Analog sind die Begriffe nach unten beschrinkt und untere Schranke von X
definiert. Ein X heifit beschrinkt (schlechthin), falls X sowohl nach oben als
auch nach unten beschrinkt ist.

Ist X eine beschrinkte Menge von Punkten eines anschaulichen Linearkonti-
nuums (eine stetige Linie), so konnen wir eine beliebige obere Schranke s von X
so weit zur Menge hinschieben, bis sie die Menge X beriihrt. Von einem Konti-
nuum erwarten wir, dafl es diesen Beriithrpunkt tatsichlich gibt. Analoges gilt fiir
untere Schranken. Wir kénnen diese Berithrpunkte leicht formal definieren:

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Definition (Supremum, Infimum)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei X ¢ M. Existiert eine kleinste
obere Schranke s* von X, so heifit diese das Supremum von X, in Zeichen

s* = sup(X).
Existiert eine grofite untere Schranke s” von X, so heifit diese das Infimum
von X, in Zeichen s” = inf(X).
Es gilt also s* = sup(X) genau dann, wenn gilt:
(a) s*ist eine obere Schranke von X.

(b) Ists eine obere Schranke von X, so ists* <'s.

Lineare Vollstindigkeit

Damit kénnen wir nun die entscheidende Eigenschaft definieren, die wir von
einem Kontinuum erwarten:

Definition (vollstindig)
Eine lineare Ordnung (M, <) heifit vollstindig, falls jede nichtleere nach
oben beschrinkte Teilmenge X von M ein Supremum in M besitzt.

Automatisch besitzt dann jede nach unten beschrinkte Teilmenge auch ein In-
fimum.

Die Vollstindigkeit zusammen mit guten arithmetischen Eigenschaften
wiirde uns fiir ein Modell eines Kontinuums gentigen. Wir definieren also:

Definition (arithmetisches Kontinuum)
Ein angeordneter Korper (K, +, -, 0, 1, <) heifit ein arithmetisches Kontinuum,
falls die lineare Ordnung (K, <) vollstindig ist.

Wir zeigen nun, daf} die rationalen Zahlen dem Anspruch der Vollstindigkeit
nicht gentigen. Stirker zeigen wir:

Satz  (Uberabziblbarkeit einer vollstindigen dichten Ordnung)
Sei (K, <) eine dichte und vollstindige lineare Ordnung mit mehr als einem
Element. Dann ist K iiberabzihlbar. Mit anderen Worten:

Ist(x, | ne N)eine Folge in K, so gibt es ein x* € K mit x* # x,, fiir alle n.

Beweis
Seien xg, Xy, ..., X, ... paarweise verschiedene Elemente von K.
Ohne Einschrinkung sei xq < x; (sonst vertauschen wir x, und x;).
Wir definieren g(0) = 0, g(1) = 1, und setzen dann rekursiv firn > 2:



3. Reelle und komplexe Zahlen 117

g(n) = ,das kleinste k mit Xy, ) < Xy < Xg(n_ 1) Oder Xg( _ 1) < Xj < Xgn-2)“

g(n-2 gn-1 gn-1

Existiert g(n) nicht, so ist x* = (Xy(,_2) + Xg(n - 1))/2 Wie gewiinscht.
Ist aber g(n) fiir alle n definiert, so gilt nach Konstruktion:

X0 < Xg2) < Xg@y < .o < Xg5) < Xg3) < Xg(1)-

Sei X = {X,n) | n € N}. Dann ist X nach oben beschrinkt in K, also
existiert x* = sup(X). Nach Konstruktion von g kann dann aber x* kein
— Element der Folge der x,, sein (sonst wire x* = X, fiir ein geeignetes n).

Da ein arithmetisches Kontinuum (K, +, -, <) eine vollstindige und dichte Ord-
nung besitzt, kann also ein solches Kontinuum nicht abzihlbar sein. Es ist be-
merkenswert, daf} diese Notwendigkeit nur auf den Ordnungseigenschaften,
nicht aber auf dem Vorhandensein arithmetischer Operationen ruht.

Speziell zeigt der Satz:

Korollar  (Unvollstindigkeit der rationalen Zahlen)
Die Ordnung der rationalen Zahlen ist unvollstindig.

Beweis
Es gibt eine Folge (q, | n € N) rationaler Zahlen mit{q, | ne N}=Q,
etwa die Aufzihlung der gekiirzten Briiche q=+n/my,ne N;me N-{0}
nach steigender Summe n + m:

0, 1/1, -1/1, 172, =172, 2/1, =2/1, 1/3, -1/3, 3/1, =3/1,
— 1/4, —1/4, 2/3,-2/3, 3/2, =3/2, 4/1, —4/1, ...

Wir wollen an dieser Stelle das klassische Argument der alten Griechen we-
nigstens notieren. Sie zeigten, dafy die Quadratwurzel aus 2 keine rationale Zahl
ist. Anders: Die Linge der Diagonalen eines Einheitsquadrats ist nicht von der
Form n/m fiir alle n,m € N. Ohne von Wurzeln, irrationalen Zahlen und Diago-
nalen zu reden, konnen wir dieses Ergebnis in unserem Kontext so formulieren:

Die Menge {qe @ | q < 0 oder q” < 2 } besitzt kein Supremum in Q.
Oder noch einmal anders formuliert:
Die Funktion f: @ — Q mit f(q) = q* - 2 fiir alle q € @ besitzt keine Nullstelle.

Wir zeigen dieses Ergebnis im Kapitel iiber ,, Teiler im dritten Abschnitt.

Obiger Beweis der Unvollstindigkeit von Q erlaubt zwar nicht unmittelbar, ge-
wisse Zahlgrofien wie die Quadratwurzel aus 2 als irrational zu erkennen, aber er
zeigt andererseits auch viel mehr: Wir miissen notwendig tiberabzihlbar viele
Punkte zu Q hinzufiigen, um eine vollstindige Erweiterung der rationalen Zahlen
zu erzeugen. Unser scheinbar so harmloser Anspruch der Existenz von Suprema
zwingtuns, nach Objekten zu suchen, die nicht nur das vertraute Reich des Endli-
chen, sondern auch das sich anschliefende Reich des abzihlbar Unendlichen ver-
lassen. Damit ist folgendes Unternehmen gewagter als es aussieht:
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Konstruktion der reellen Zahlen

Unser Ziel ist die Konstruktion einer vollstindigen Erweiterung von Q.
Hierzu betrachten wir die Unvollstindigkeitsstellen von Q als Objekte, und wir
verwenden diese Objekte dann dazu, die Liicken von Q zu stopfen. Wir definie-
ren:

Definition (Schnitt, Liicke)
Ein Paar (L, R) nichtleerer Teilmengen L, R von Q heifit ein (Dedekindscher)
Schnitt in Q, falls gilt:

G LNnR=¢g, LUR=AQ.
@) q <r firalleqe Lundallere R,
(iii) sup(L) € L, falls sup(L) existiert.
Ein Schnitt (L, R) heifit eine Liicke von Q, falls sup(L) nicht existiert.

Ein Schnitt (L, R) zerlegt Q also in einen linken Anteil L und einen rechten
Anteil R. Dafl wir Suprema im Falle der Existenz stets dem linken Teil zurech-
nen, ist eine reine Konvention, die oft niitzlich ist, zuweilen aber auch hinderlich
sein kann. Wir vereinbaren deswegen: Wird ein Paar (L, R) mit (i) und (ii) als
Schnitt bezeichnet, obwohl q* = sup(L) € R gilt, so ist damit stillschweigend der
wirkliche Schnitt (L U { q*}, R - { q* }) gemeint.

Die Liicken von @Q ,,markieren® genau die Stellen, an denen Q nicht vollstin-
dig ist. Wir fassen nun diese Liicken und alle anderen Schnitte als ,,Punkte® auf:

Definition (Definition von R)
Wirsetzen R ={ (L, R) | (L, R) ist ein Schnittin @ }.
Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen oder Punkte des Linearkontinuums.

Schnitte sind durch bestimmte Teilmengen von Q gegeben. Die Definition
von R basiert damit letztendlich auf der Existenz von P(Q) oder gleichwertig der
Existenz von P(N).

Wir sehen im folgenden @ als Teilmenge von R an, indem wir jedes q € Q mit
dem Schnitt (L, R,) identifizieren, wobei Ly ={re @ I r<q}und Rg=Q - L,.

Auf R kénnen wir eine natiirliche Ordnung einfithren:

Definition (Ordnung der reellen Zablen)
Wir definieren fiir alle Schnitte (L, R;), (Ly, R,):
L, R) < Ly, Ry), falls Ly cLy.
Es ist leicht zu sehen, daf} < eine lineare Ordnung auf der Menge der reellen

Zahlen ist, die zudem die Ordnung auf Q respektiert. Weiter gilt nun wie ge-
wiinscht:



3. Reelle und komplexe Zahlen 119

Satz  (Vollstindigkeit der reellen Ordnung)
(R, <) ist vollstindig.

Beweis
Sei ¥ eine nichtleere nach unten beschrinkte Menge von Schnitten in Q.
Wir zeigen, dafl ¥ ein Infimum besitzt. Hierzu setzen wir:

L* = m<L,R)EyL, R* = @_L*.
Dann ist (L*, R*) ein Schnitt. Weiter gilt fiir alle Schnitte (L’, R"):

(L, R’) ist eine untere Schranke von ¥ gdw
LI’ c L firalle(L,R)e ¥ gdw L c L™
— Damitist also (L*, R*) = inf(¥).

Ebenso definiert L* = Uy pyc ¢ L, R* = @ - L* das Supremum einer nach
oben beschrinkten Menge & von Schnitten, wobei wir hier auf die oben ange-
sprochene Liberalisierung des Schnittbegriffs zurickgreifen, denn hier gilt
sup(L*) € R*, falls das Supremum von & eine rationale Zahl ist, die nicht der
Menge ¥ angehort.

Es bleibt nun tibrig, die Arithmetik von Q nach R zu liften. Zur Vereinfachung
der Notation identifizieren wir einen Schnitt (L, R) im folgenden mit seiner
rechten Hilfte R. Dies fithrt zu keinem Informationsverlust, da L = Q - R gilt.
Damit ist dann zum Beispiel ein Ausdruck ,,R < 0“ definiert, der gleichbedeutend
ist mit ,,(@Q - R, R) < (Ly, Rp)“, wobei wieder Ly ={qe Q|1 q<0}.

Definition (Addition auf R)
Wir definieren fiir alle Schnitte R, R;:

R + R, ={q+rlqeR,re Ry}

Man zeigt, dal R; + R, wieder ein Schnittist, und dafi die Addition die Korper-
axiome (i) - (iv) erfiillt. Zudem setzt sie die Addition auf @ fort.

Die Einfithrung der Multiplikation ist ebenso einfach, wird aber durch techni-
sche Vorzeichenprobleme etwas behindert. Fiir jeden Schnitt R wird IR | wie tib-
lich definiert als das additive Inverse - R von R, falls R < 0, und als R sonst. Weiter
definieren wir das Vorzeichen oder Signum sg(R) eines Schnitts R als 1, fallsR > 0,
als 0, falls R =0, und als - 1, falls R < 0. Damit kénnen wir nun definieren:

Definition (Multiplikation auf R)
Wir definieren fiir alle Schnitte Ry, R, > 0:
Ry - R, ={q-rlqeR,re R }.

Weiter sei 0 - R, =R, - 0 = 0 fiir alle Schnitte Ry, R,.
Damit setzen wir nun fiir alle Schnitte R;, R,:

Ri-Ry = (sg(Ry) sg(Ry)) (IR - IR, 1),
unter Verwendung der iiblichen Multiplikation fiir Vorzeichen.



120 2. Abschnitt Zahlen

Die Multiplikation auf R setzt wieder die Multiplikation auf Q fort, und ein
genaues und etwas mithsames Nachrechnen zeigt dann:

Satz  (iiber R)
(R, +, -, ) ist ein angeordneter Korper.

Der Leser moge so viele Kérperaxiome nachweisen, bis er das Gefiihl hat, daf§
es einmal auch wieder gut sein muf} (siche Ubung 9). Dabei ist eine Beschrin-
kung auf positive Elemente keine grofie Einschrinkung. Die additiven und mul-
tiplikativen Inversen sollten aber identifiziert werden.

Aufgrund der Vollstindigkeit der Ordnung haben wir unser Ziel also erreicht:

Korollar (R ist ezn Kontinuum)
Der Korper der reellen Zahlen ist ein arithmetisches Kontinuum.

Das archimedische Axiom

In der Geschichte der Differential- und Integralrechnung spielt die Diskus-
sion um unendlich kleine Grofien eine grofie Rolle, die sich zum Beispiel in der
Leibnizschen ,,dx“-Notation widerspiegelt. Die im 19. Jahrhundert erfolgte
Fundierung der Analysis ging einen Weg, der infinitesimale Grofien explizit ver-
mied und zeigte, dafl man die Analysis ohne diese Grofien aufbauen kann. Wir
wollen hier noch zeigen, dafl und wie obige Konstruktion der reellen Zahlen
tiber Dedekindsche Schnitte infinitesimale Grofien ausschliefit. Wir betrachten
hierzu den folgenden Ordnungsbegriff:

Definition (archimedisch angeordnete Korper)
Ein angeordneter Korper K heifit archimedisch angeordnet, falls fur alle
x,y € Kmit0<x<ygilt:

Es gibteinn € Nmity < nx. (archimedisches Axiom)

Hierbei definieren wir wieder Ox = 0 und rekursiv (n + 1)x=nx +x fiirallen e N.

In einem archimedisch angeordneten Kérper kann man also durch endliche
Vervielfachung eines beliebig kleinen positiven Elements jedes andere positive
Element iibertreffen. Jedes positive Element des Kérpers eignet sich als Maf3-
stab, mit dessen Hilfe beliebige andere positive Elemente ausgemessen werden
koénnen. Damit ist also die Existenz von unendlich kleinen Kérperelementen x
(d.h. 0 <x < 1/(nl) fiir alle n > 1) und unendlich grofien Kérperelementen y
(d.h. y > (n1) fiir alle n € N) ausgeschlossen.

Das archimedische Axiom ist, wie man leicht einsehen kann, jeweils dquivalent
zu den folgenden Versionen, fiir die wir wieder Q c K annehmen (vermoge der
Identifizierung von = n/m € @ mit+ (n1)/(m1) € K):



3. Reelle und komplexe Zahlen 121

(a) Furalley > 0 gibteseinne Nmitn > y.

(b) 0 =inf({I/nIne N,n=0}).

(c¢) Esgibtein z > 0 derart,daff {nz | ne N } nichtnach oben beschrinktist.
(d) Qistdichtin K, d.h. firallex<yin K gibteseinqe Qmitx<q<y.

Bemerkenswerterweise schliefit nun die lineare Vollstindigkeit infinitesimale
Grofien aus:

Satz  (lineare Vollstindigkeit impliziert archimedische Anordnung)
Ein arithmetisches Kontinuum (K, +, -, <) ist archimedisch angeordnet.

Beweis
Seixe K, x> 0,undsei X = { nx | ne N }. Wir zeigen, daf§ X nach oben
unbeschrinkt ist. Andernfalls existiert x* = sup(X). Dann ist x* - x < x*, also
ist x* — x keine obere Schranke von X. Sei also n € N mitx* - x <nx.
Dann ist aber

x* < nx+x = (n+ )x,
— also ist x* keine obere Schranke von X, Widerspruch.
Eine Version der Vollstindigkeit, die prinzipiell mit infinitesimalen Groéfien

vertriglich ist, werden wir im dritten Abschnitt im Kapitel iiber Grenzwerte ken-
nenlernen.

Charakterisierung der reellen Zahlen

Wir haben mit den reellen Zahlen ein arithmetisches Kontinuum konstruiert.
Der folgende Eindeutigkeitssatz besagt nun, dafi wir den angeordneten Korper
R als ,,das“ arithmetische Kontinuum bezeichnen kénnen:

Satz  (Isomorphiesatz fiir die reellen Zahlen)
Sei K ein arithmetisches Kontinuum. Dann ist K isomorph zum angeordne-
ten Korper der reellen Zahlen, d.h. es gibt ein bijektives f : K — R, sodaf§
fir alle x,y € K gilt:
@O fx+y) = fx + {(y),
(i) fx-y) = &) - £(y),
(i) x <y gdw ) < {(y).

Beweis (Skizze)
Wir nehmen wieder ohne Einschrinkung an, daff Q c K gilt.
Wir konstruieren nun einen Isomorphismus f: K — R wie folgt.
Auf Q sei f die Identitit, d. h. wir setzen f(q) = q fiir alle q € Q.
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Fiir alle anderen x € K sei

f(x) = ,dasin R bestimmte Supremum aller q € Q,
die in K kleiner als x sind“.

Dann ist f eine wohldefinierte Bijektion, und wie man mit nicht allzuviel
Miihe zeigen kann, ein Isomorphismus zwischen K und R. Hier wird
— entscheidend benutzt, daf§ @ dicht in K und R ist.

Es gibt also eine iiberraschend einfache algebraisch-ordnungstheoretische

Charakterisierung des klassischen mathematischen Linearkontinuums. Die Voll-
stindigkeit der Ordnung legt einen angeordneten Korper bis auf Isomorphie fest.

Komplexe Zahlen und Quaternionen

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 lassen sich Elemente des n-dimensionalen Kon-
tinuums R" = { (xy, ..., x,) | x; € Rfiralle 1 <i<n}, auch Vektoren genannt, ein-
fach addieren, indem man setzt:

(Xb "'aXn) + (y17 "'7Yn) = (Xl +V¥15 o0 X +Yn)‘

Diese punktweise Addition von Vektoren hat die mittlerweile vertrauten Struk-
tur-Eigenschaften: Die Operation ist assoziativ und kommutativ, es gibt ein neu-
trales Element 0= (0, ..., 0), und fiir jeden Vektor (xy, ..., x,,) gibt es ein additiv In-
verses, namlich (- xy, ..., - x,).

Eine natiirliche Frage ist nun: Kénnen wir auf dem R" auch eine Multiplika-
tion einfithren, sodafl zusammen mit der Addition ein Kérper entsteht?

Der naive Ansatz der punktweisen Multiplikation -, scheitert schon in der
Ebene. Diese Operation ist zwar assoziativ und kommutativ, und zudem ist (1, 1)
multiplikativ neutral, da (x,y) -, (1, 1) = (x - 1,y - 1) = (x, y), jedoch gibt es vom
Nullvektor 0 = (0, 0) verschiedene Vektoren, die kein multiplikatives Inverses be-
sitzen. So ist zum Beispiel die Gleichung (1, 0) -, (x, y) = (1, 1) unlésbar, da ja
0-y = 0 fiir alle y gilt. Also hat (1, 0) kein multiplikativ inverses Element fiir die
punktweise Multiplikation -,.

Die Antwort auf obige Frage lautet: Es gibt eine Multiplikation auf dem R?,
durch die R? zum sog. Kérper der komplexen Zahlen wird. Dagegen gibt es keine
Korper-Multiplikation auf dem R" fiir alle n > 3. Weiter gibt es noch zwei ,,gute”
multiplikative Operationen auf dem R* und dem R®. Unter diesen Operationen
wird der R* zum Zahlbereich der sog. Quaternionen und der R® zum Zahlbe-
reich der sog. Oktaven. Die Multiplikation der Quaternionen ist aber nicht mehr
kommutativ, und die Multiplikation der Oktaven ist weder kommutativ noch as-
soziativ. Wir wollen uns hier auf die komplexen Zahlen konzentrieren, die in der
mathematischen Analysis eine iiberragende Rolle spielen. Am Ende des Kapitels
geben wir aber die Definition der Quaternionen noch an.
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Definition (die komplexen Zablen C)
Wir setzen C = R?. Die Elemente von C heifien komplexe Zablen.
Fir alle (xy, yy), (x2, y2) € C setzen wir:

(XI’YI) + (Xz,}’2) = (X; +xp, Y1 +Y2),
&y - K y2) = X - Yy, X1 Y2 + V1 X),

unter Verwendung der reellen Arithmetik auf der rechten Seite.

Wir reichen unten sowohl eine Motivation als auch eine anschauliche Inter-
pretation der Multiplikation nach.

Die beiden Operationen sind, wie man leicht sieht, assoziativ und kommutativ.
Weiter ist die komplexe Zahl 0 = (0, 0) additiv neutral. Die Zahl (1, 0) ist multipli-
kativ neutral, denn fiir alle (x, y) € C gilt:

xy) (1,0 =x1-y-0,y-1+x-0) = (x,y).

Fiir alle (x,y) € Cist(-x, - y) additiv invers zu (x, y). Weiter ist fur alle (x, y) € C,
(x, y) # 0, die komplexe Zahl (x/w, —y/w) mit w = x* + y* multiplikativ invers zu
(xy), denn

xy) - (W, -y/w) = (& +y)/w, (xy-y0/w) = (w/w,0/w) = (1,0).

Schliefilich giltauch das Distributivgesetz, wie man leicht nachrechnet. Damit
haben wir gezeigt:

Satz  (C ist ein Korper)
Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper mit additiv neutralem
Element 0 = (0, 0) und multiplikativ neutralem Element 1 = (1, 0).

Wir kénnen wieder R als Teilmenge von C auffassen, indem wir jedes x€ Rmit
(x, 0) € C identifizieren. Diese Identifikation respektiert die reelle Arithmetik,
und sie ist auch mit der Notation 1 = (1, 0) fiir das neutrale Element der Multipli-
kation konsistent. Zudem gilt nun

X (%y) = (x,0) - (%y) = XX Xy)

fir alle x¢, x, y € R. Damit setzt die komplexe Multiplikation die tibliche skalare
Multiplikation (Streckung eines Vektors) fort.

Neben 1 = (1, 0) ist (0, 1) der zweite kanonische Vektor der Ebene. Er ist eine
prominente Figur in der Theorie der komplexen Zahlen:

Definition (imagindre Einbeit)

Wir setzen i = (0, 1) und nennen i € C die imagindre Einbeit.
Fiir die imaginire Einheit gilt:
i =0, (0,1) =0-1,0-0) = (-1,0) = -1,

d.h. i istin C eine Quadratwurzel von - 1, und weiter gilt dies dann auch fiir - i.
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Das Polynom z* + 1 hat also die beiden Nullstellen i und - i in C. Allgemeiner
gilt der folgende nichttriviale Satz, der die komplexen Zahlen von den reellen
Zahlen hervorhebt, und den wir hier ohne Beweis angeben:

Satz  (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom P(z) = o, 2" + ... + oy z + 0y mit n > 1 und Koeffizienten
o; € C, o, # 0, besitzt eine Nullstelle in C.

Aus der Gleichung i’ = - 1 folgt, daf§ sich der Kérper der komplexen Zahlen
nicht anordnen lifit, denn in einem angeordneten Korper ist das Quadrat einer
von 0 verschiedenen Zahl immer positiv. Mit dem Zahlbegriff verbinden wir seit
der Kindheit ein ,,grofier” und , kleiner®, ein ,,mehr* und ,,weniger®. Beim Uber-
gang von R nach C missen wir diese Intuition lockern, oder uns weigern, die Ele-
mente von C Zahlen zu nennen. Rechnen kénnen wir mit ihnen hervorragend.
Die Zahli erlaubt zudem eine klammerfreie Darstellung von komplexen Zahlen,
die den Rechenaspekt erhoht und den Zahlcharakter dieser Gebilde unterstiitzt.
Fiir alle (x, y) € C gilt nimlich

(xy) =x +1iy.

Damit kann eine Rechnung mit komplexen Zahlen als Rechnung mit reellen
Zahlen aufgefafit werden, in der zusitzlich das Objekt i erscheint, das aufgrund
der Multiplikations-Figenschaft i = - 1 in Rechnungen zuweilen auch wieder
verschwindet. Damit kann, ausgehend von reellen Zahlen, ein imaginirer Um-
weg entstehen, der am Ende der Rechnung wieder in R landet. In dieser Form
wurden die komplexen Zahlen lange verwendet, bevor sie sich dann schliefilich
als mathematisch reale Objekte ohne imaginire Anmutung durchsetzten.

Wir haben oben die Multiplikation ad hoc prisentiert. Sie lifit sich aus den
Forderungen ableiten, dafs 1 = (1, 0) multiplikativ neutral und i’ = (0, 1)* = - 1 sein
soll. Damit geht C in eindeutiger Weise aus der Forderung hervor, daf (1, 0) die
Rolle der 1 tibernimmt und (0, 1) eine Wurzel von - 1 ist.

Die Multiplikation in C l4fit eine sehr sympathische geometrische Interpreta-
tion zu. Fir jede komplexe Zahl (x, y) definieren wir den Betrag oder die Linge
| (x, )| von (x,y) durch

l(x,y)l = Vx> +y%. y

Der Betrag von z = x + 1 y ist also die
Euklidische Linge des Vektors (x, y).
Weiter definieren wir das Argument
von (x,y) # 0 als den im Gegenuhrzei- )

gersinn gemessenen Winkel des Vek- SN 7
tors (x, y) zur positiven x-Achse. Das
Produkt zweier komplexer Zahlen er-
hilt man nun wie folgt:

Zy 7

0 X

»Multipliziere die Lingen der beiden Vektoren und addiere ihre Argumente.”
(geometrische Multiplikationsregel)
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Die Lingenbehauptung dieser Regel lifit sich durch einfaches Nachrechnen
beweisen, fiir die Winkeladdition kann man die trigonometrischen Funktionen
heranziehen. Der Beweis fillt bei einer umfassenderen Untersuchung der kom-
plexen Zahlen einfach ab, sobald die Exponentialfunktion eingefiihrt ist. Man
kann aber die Regel ohne jeden analytischen Aufwand beweisen, wenn man ele-
mentares geometrisches Argumentieren zulifit:

Beweis der Multiplikationsregel durch geometrische Argumentation
Wir lesen die Regel als Definition einer Multiplikation * fiir Vektoren im R%.
Elementare geometrische Uberlegungen zeigen nun, daff R unter dieser
Multiplikation zu einem Kérper wird. Das Inverse von (x, y) # 0 ergibt sich
z.B. aufgrund der geometrischen Multiplikationsregel durch Spiegelung
von (%, y) an der x-Achse und Skalierung auf die inverse Linge. Weiter gilt
unter der Multiplikationsregel

i*i=-1,

denni=(0, 1) hat Linge 1 und einen rechten Winkel mit der x-Achse,
dessen Verdopplung auf die negative Achse fithrt. Zudem ist (1, 0)
multiplikativ neutral, denn (1, 0) hat Linge 1 und Argument 0.
Damit haben wir einen Kérper (R, +, *) mit neutralem Element 1 = (1, 0)
und den Eigenschafteni*i=-1 fiiri= (0, 1) vorliegen. Nach obiger

— Bemerkung ist die Multiplikation * identisch mit der Multiplikation auf C.

Der Leser kann sich mit der geometri- 7
schen Multiplikationsregel nun sofort die 5
n verschiedenen Losungen der komple-
xen Gleichung z" = 1 visualisieren, die
sog. komplexen n-ten Einbeitswurzeln. Sie

z; =1
bilden ein regelmifiges n-Eck aus Punk- 1
ten auf dem Einheitskreis der Ebene. Die 2
Zahl 1 =(1, 0) gehort diesem n-Eck stets
Z7
Zs

Z4

an.

Wir wollen die komplexen Zahlen nun
noch etwas genauer untersuchen. Hierzu die Lisungen 2, ..., a7 von =" = 1
fithren wir noch einige niitzliche Begriffe ein.

Definition (Realteil, Imaginiirteil)
Fir alle z = (x, y) € C heifit x der Realteil und y der Imaginiirteil von z, in
Zeichen x = Re(z) und y = Im(z).

Fiir alle komplexen Zahlen z gilt also

z = Re(z) + iIm(z).

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie in Real- und Imaginir-
teil iibereinstimmen. Zudem gilt fiir alle komplexen Zahlen z,z’:

Re(z +7") = Re(z) + Re(z), Im(z +2") = Im(z) + Im(Z’).
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Definition (komplexe Konjugation)
Fir alle z € C setzen wir Z = Re(z) - 1 Im(z) und nennen z die komplexe
Konjugation von z.

Anschaulich ist die komplexe Konjugation einfach die Spiegelung des Vektors
z der Ebene R* an der x-Achse. Fiir alle z, u, w & C gelten die folgenden Eigen-
schaften, deren Beweis wir dem Leser zur Ubung tiberlassen:

(@) Re(z) = (z + 2)/2, Im(z) = (z-72)/(2i).
b) @) = z.

Quaternionen

Wir wollen nun noch schildern, wie sich der R* mit einer ,,guten® Multiplika-
tion ausstatten lifit. Hierzu seien

1 =¢ =(,000), i =e =(0,1,0,0),
j=¢e =(0,01,0), k=-¢e =(0,0,0,1).
Wir setzen nun
11=1, li=il=14 1j=j1=j, 1k=k1 =k,
==K =-1,
ij=k ji=-k ik=-j, ki=j, jk=1, kj=-1i
Diese Regeln fiir die Multiplikation kann man sich leicht merken, wenn man i, j, k zy-
klisch anordnet. Die Multiplikation eines benachbarten Paares der Reihe i, j, k, i, j

springt ,vorwirts“ auf das nichste Element und ,riickwirts“ auf das vorangehende Ele-
ment mit einem Minuszeichen.

Wir definieren nun eine Multiplikation auf dem R* durch

(XD [ERD) X4) : (yl’ [ERE) Y4) = Z1§n,m§4 (xn Ym) (en em) € R4’
wobei x, y,,, das reelle Produkt von x,, und y,,, bezeichnet und in der Summe wie
iiblich skalar multipliziert und punktweise addiert wird.
Ausrechnen unter Verwendung obiger Werte fiir e, e, liefert dann die fol-
gende Produktregel
&pp oy X) (Y1 oo ¥8) = Y1 -XY2-Xy3-X4ya) 1+
X y2+X Y1 +X3y4-X4y3) 1 +
®ys-Xya+X3y1+X4y2) j +
@ ys+xy3 -3y +xy71) k

Berechnen wir (yy, ..., y4) - (X{, ---, X4), so dndern sich in der Produktregel ge-
nau die Vorzeichen der sechs Terme x3y4, X4¥3, X4V2, X2 V4, X3 ¥3 und x3y,.
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Wir definieren:

Definition (die Quaternionen H)
Wir setzen H = R* und versehen H mit der punktweisen Addition und obiger
Multiplikation. Die Elemente von H heiflen (Hamiltonsche) Quaternionen.

Firalleae Rundp = (xy, ..., x4) € Hgilt (0, 0,0, 0) - p = (ouxy, ..., 0Lx4) = AP.
Wir kénnen also wieder oo € R mit (o, 0,0, 0) € H identifizieren. Fiir alle Quater-
nionen p = (Xq, X3, X3, X4) giltdann p = x; + X1 + x3j + x4 k. Wir setzen
P=x-%i-x37-xk,
und nennen wieder p die Konjugierte von p. Weiter sei w = x;° + x,° + x37 + x,°.
Man rechnet nun leicht nach, dal p- p = p - p = w gilt. Damit ist also fiir alle
Quaternionen p # 0 die Quaternion p/w multiplikativ invers zu p. Weiter zeigt
man nun leicht, daff die Quaternionen einen Schiefkorper bilden, d.h. es gelten
alle Kérperaxiome mit Ausnahme der Kommutativitit der Multiplikation. Zu-
sitzlich gilt das zweite Distributivgesetz (p; + p2) ps = p1 Ps + P2 P3, das sich nun
ja mangels Kommutativitit nicht mehr aus dem ersten ableiten l4fit.

Oftistes niitzlich, Quaternionen als Elemente von C? aufzufassen. Wir identi-
fizieren also jedes (x|, X,, X3, x4) € R* mit ((xy,x,), (x3, X4)) € C*. Auf C’ definieren
wir die Addition punktweise und die Multiplikation durch

(u,v)-(w,z) = (uw-vZz, uz+vw) firalle (u,v), (w,z) e C?,

unter Verwendung der komplexen Multiplikation und Konjugation. Abgesehen
von den beiden komplexen Konjugationen ist diese Multiplikation strukturell
identisch mit der Multiplikation auf C!

Fiir alle u = (x1, x3), v = (33, X4), W = (y1, V2), Z = (v3, y4) € C gilt nun:
(0, v) - (W, z) =
(1, %) (Y1, ¥2) = (53, %9) (v3, = va), (51, %0) (3, ¥4) + (X3, %) (Y1, - y2)) =
((x1y1 =Xy, XiV2 +X2y1) = (33 +X4Y4, = X34 +X4Y3),
(X1y3 =X ya, X1ya +Xy3) + (GY1 +X4Y2, - X3 Y2 +X4Y1)) =
(x1y1 =X y2 = X3Y3 - X4V4, X1 Y2+ X1 +X3V4 = X4Y3),
(X1Y3 = Xy4 +X3Y1 +X4Y2, X1V4+XV3 = X3Y2 +X4Y1),

und damit haben wir obige Definition wiedergefunden. Die beiden Zuginge zu
den Quaternionen iiber R* und C” sind also dquivalent. Die Eleganz der C*-Dar-
stellung zeigt sich z.B. in der Identifikation der multiplikativen Inversen. Fiir alle
(u,v) € C*seiw=ui+vve R.Ist(u,v)#0,s0ist w0 und es gilt

(u, v) (W'w, -v/w) = ((ui + v¥)/w, (-uv + vu)/w) = (1,0) = 1.

Ebenso gilt auch (@/w, -v/w)(u, v) = 1 und damit ist (@/w, - v/w) multiplikativ in-
vers zu (u, V).
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Ubungen

Ubung 1 (Obere Schranken und Suprema, I)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Welche Elemente der Ordnung bezeich-
nen im Falle der Existenz sup(&), sup(M), inf(&), inf(M) ?

Ubung 2 (Obere Schranken und Suprema, I1)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei X ¢ M. Weiter sei Y die Menge
der oberen Schranken von X. Zeigen Sie, daf§ sup(X) genau dann existiert,
wenn inf(Y) existiert, und dafl in diesem Falle sup(X) = inf(Y) gilt.

Ubung 3 (Obere Schranken und Suprema, I11)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und seien X, Y M.
Seien x* = sup(X) und y* = sup(Y). Zeigen Sie:
max(x*, y*) = supX uUY),

wobei max(x*, y*) = x¥, falls y* < x*, und max(x*, y*) = y* sonst.

Ubung 4 (Obere Schranken und Suprema, IV)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei ¥ < P(M) nichtleer.
Fiir alle X € & existiere das Supremum von X. Zeigen Sie:

sup(U F) = sup({supX) | Xe &}).

Wie hiingt diese Aussage mit der vorhergehenden Ubung zusammen ?
Formulieren Sie zudem eine analoge Aussage fiir Infima.

Ubung 5 (Lineare Vollstindigkeit, 1)
Sei (M, <) eine vollstindige lineare Ordnung. Zeigen Sie, daf} jede
nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von M ein Infimum besitzt.

Ubung 6  (Lineare Vollstindigkeit, II)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Fiir L,R = M schreiben wir L <R, falls
x<yfurallexe Lundye R gilt. Zeigen Sie, daf§ die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
@) M, ) istvollstindig.

(i) Fir alle nichtleeren L,Rc M mit L <R gibteseinzmit L <z <R,
d.h.esgiltx<z<yfirallexe Lundye R.

Ubung 7  (Lineare Vollstindigkeit, I11)
Geben Sie eine genaue Begriindung fiir den Zusatz

.. * . . . «
»SONst ware X~ = Xg(n) fiir ein geelgnetes n

am Ende des Beweises der Uberabzihlbarkeit einer dichten vollstindigen
Ordnung.
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Ubung 8  (Konstruktion der reellen Zablen, I)
Wir definieren nun fiir alle Schnitte (I}, R;), (L,, R;) in Q:
L, Rp) < Ly, Ry), falls Ly cL,.

Zeigen Sie, daf} < eine lineare Ordnung ist.

Ubung 9 (Konstruktion der reellen Zablen, II)
Zeigen Sie (durch exemplarischen Nachweis von Korperaxiomen), dafy
(R, +, -, <) ein angeordneter Korper ist. Identifizieren Sie insbesondere das
additive Inverse - (L, R) fur alle Schnitte (L, R) sowie das multiplikative
Inverse (L, R)™! fiir alle Schnitte (L , R) # 0, wobei 0 = (L, Ry).

Ubung 10 (Das archimedische Axiom, I)
Sei (K, +, -, ) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dafi die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(a) Kistarchimedisch angeordnet, d.h. fiiralle 0 <x <y gibteseinne N
mity < nx.

(b) Firalley > 0 gibteseinne Nmitn > y.

(¢) 0=inf({1/n Ine N,n=0}).

(d) Esgibtein z > 0,sodaff { nz | ne N} nicht nach oben beschrinktist.
(e) Qistdichtin K, d.h. firallex<yin K gibteseinqe Qmitx<q<y.

mezg 11 (Das archimedische Axiom, II)
Sei (K, +, -, <) ein archimedisch angeordneter Korper. Zeigen Sie:

(a) Firallex>1undalleyin K gibteseinne Nmitx">y.

(b) FiralleO<z<1lundalleO0<yinKgibteseinne Nmitz"<y.

Ubung 12 (Das archimedische Axiom, 1)
Sei b eine natiirliche Zahl mit b > 2. Fiir alle m € N und jede Folge
(a, In>1)mita, € {0,...,b-1}firallen>1 sei

m,a;a;...9,... = m + sup({Z;<;<n a/b' I n21})).

Istxe Rundx=+m,a;2,...a,...,s0 heifit +m,a;a,...a,... eine b-adische
Darstellung von x oder eine b-adische Bruchentwicklung vonx. Istb = 2, so
heifit die Darstellung dyadisch, und ist b = 10, so heifit die Darstellung eine
Dezimaldarstellung.

(a) Zeigen Sie, dafy das Supremum in der Definition von m,a;a,...a, ...
existiert.

(b) Zeigen Sie, dafi 1 =0,aaa...a... fira=b -1 gilt.

(c) Zeigen Sie, daf} jede reelle Zahl mindestens eine und hochstens zwei
b-adische Darstellungen besitzt.
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Ubung 13 (Charakterisierung der reellen Zablen)
Fiihren Sie den Beweis des Charakterisierungssatzes im Detail aus.

Ublmg 14 (Komplexe Zablen und Quaternionen, I)
Zeigen Sie, daf§ das Distributivgesetz fiir die komplexen Zahlen gilt.

Ubung 15 (Komplexe Zablen und Quaternionen, II)
Leiten Sie die Definition der komplexen Multiplikation aus den folgenden
Forderungen ab:

(1) (1, 0) ist multiplikativ neutral.
(ii) Esgilti’ = (- 1, 0) fiiri= (0, 1).

Nehmen Sie dabei an, dafj alle iiblichen Rechenregeln gelten.

Ubung 16  (Komplexe Zablen und Quaternionen, I1I)
Zeigen Sie durch elementare geometrische Argumentation, dafy R?
zusammen mit der Vektoraddition und der mit Hilfe der geometrischen
Multiplikationsregel definierten Operation * einen Kérper bildet.

Ubung 17 (Komplexe Zablen und Quaternionen, IV)
Seize Cundseine N-{0}. Bestimmen Sie mit Hilfe der geometrischen
Multiplikationsregel alle n-ten komplexen Wurzeln von z, d.h. allew e C
mitw" = z.

Ubung 18  (Komplexe Zablen und Quaternionen, V)
Seien 0 <a < breelle Zahlen,undseiR={ze Cla< Izl <b}.
Bestimmen Sie die Menge { 1/z | ze R}.

Ublmg 19 (Komplexe Zablen und Quaternionen, VI)
Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen z und ihre Kehrwerte 1/z in
der Formx + iy mitx,y € R:

@) (G-2i/Gi-1), (b) i/, (© 17i/G-3).

Ubung 20 (Komplexe Zablen und Quaternionen, VII)
Zeigen Sie sowohl rechnerisch als auch mit Hilfe der geometrischen
Multiplikationsregel, daf} fiir alle z, u, w € C gilt:

(@) Re(z) = (z + 2)/2, Im(z) = (z-2)/(2i).
(b) @ = =z
© wW+w=u0+w (uw) = 0w

d) 1zI? = zz.
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Ubung 21 (Komplexe Zablen und Quaternionen, VIII)
Seien z,w € C, und es gelte 1zl = 1 oder |wl = 1. Zeigen Sie, daf}
lz-wl=11-zwl.

Ubung 22 (Komplexe Zablen und Quaternionen, IX)
Wir definieren fiir alle u,w e C:
u*w = (uw)".

Welche Korperaxiome gelten fiir (R?, +, #), und welche sind verletzt ?

Ubung 23 (Komplexe Zablen und Quaternionen, X)
Zeigen Sie, daf} es auf dem R’ keine assoziative, kommutative und mit der
punktweisen Addition distributive Multiplikation - : R* — R® gibt mit den
Eigenschaften:

(l) (O’ 1’ 0) (0’ 1’ 0) = (_ 1’ 07 O)’
(i) (o, 0,0) (x,y,2) = (o0x, oLy, ouz) fiiralle e Rund (x,y,z) € R’.
[Seil=(1,0,0),i=(0,1,0),j=(0,0,1)e R Dann gilti’ = - 1 und
(0,B,7) = o + Bi +vj firalleo,B,ye R,
wobei wir o fiir (¢, 0, 0) schreiben. Seien nun o, 3,7 € R definiert durch
i-j =0+ PBi+yj.
Dann gilt —j = (= B+ y0) + (00 + YB)i + ¥*j, also y* = - 1, was unméglich ist.]
Ubung 24 (Komplexe Zablen und Quaternionen, XI)
Eine Quaternion u heifit rein imagindis, falls ihre erste Komponente gleich

0 ist, d.h. uist von der Form (0, o, B, y) € R". Zeigen Sie, dafl fiir rein
imaginire Quaternionen u, v gilt:

(i) Esgibteinae R, <0, mit u’ = o
(ii) Esgibteinf e Rmituv +vu = f.
@iii) uv = =(uev) + u X v, wobei
0, 0,B,y) © 0,0, B, ¥) = a0’ + PP +7Y,
0, 0,B,y) x (0,0/,8,7) = 0, BY -vF’, —ay + o'y, aff’ - pa’).
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Erste Erkundungen




1. Teiler

Wir arbeiten im folgenden mit den ganzen Zahlen
Z-={..,-2,-1,0,1,2, ...}.

Wir interessieren uns in erster Linie fiir natiirliche Zahlen, aber in Z kénnen wir
freier rechnen, weil wir im Gegensatz zu N beliebig subtrahieren kénnen.
Im folgenden sind a, b, ¢, n, m, k, ... stets Elemente von Z.

Teilbarkeit

Die wichtigste Relation der elementaren Zahlentheorie ist die Teilbarkeit
ohne Rest:

Definition (teilbar; Teiler, Vielfaches, d1a)
Ein a heifit teilbar (ohne Rest) durch ein d, in Zeichen d | a, falls gilt:

Es gibt ein k mit kd = a.

Die Zahl d heifit dann auch ein 7éiler von a, und a heifit ein Vielfaches von d.

Wir stellen die elementaren Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation in einem
Satz zusammen.

Satz  (Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation)
Firalle a,b,c,d, ...,n, m, ... gilt:

(T1) ala, 1la, al0, Ola gdw a=0, dla gdw |dlllal,
(T2) dla und ald gdw Idl =lal,

(T3) dla und a#0 impliziert 1dl < lal,

(T4) eld und dla impliziert ela,

(T5) dla impliziert dl(ab) und (nd)l(na),

(T6) (ca)l(cb) und c#0 dmpliziert alb,

(T7) dla und dIb #mpliziert dl(na + mb).

Der Beweis dieser Eigenschaften sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2_8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010



136 3. Abschnitt Erste Erkundungen

Die Eigenschaft (T7) wird hiufig verwendet, und wir betrachten sie deswegen
noch etwas genauer. Hierzu definieren wir:

Definition (Linearkombination)
Ein c heifit eine Linearkombination von a und b, falls n und m existieren mit

c = na + mb.

So sind zum Beispiel
13=24+1-5 8=244+05 0=04+0-5 -1=144+(1)-5

Linearkombinationen der Zahlen 4 und 5. Die Eigenschaft (I'7) besagt nun: Ist
d ein Teiler von a und von b, so ist d auch ein Teiler jeder Linearkombination von
aund b. Eine genaue Beschreibung der méglichen Linearkombinationen zweier
Zahlen a und b wird sich im Laufe unserer Untersuchungen ergeben.

Wir betrachten nun die sog. Division mit Rest, die den Versuch beschreibt,
eine Zahl a durch eine Zahl d zu teilen. Fir d = 3 gilt z. B.

4=4d+2 18=6-d+0, -5=-2-d+1, -9 =-3-d+0.
Fiir die Reste r = 2, 0, 1, 0 dieser Beispiele gilt 0 <r < d. Wir zeigen allgemein:
Satz  (Division mit Rest)
Fiir alle a und alle d > 1 gibt es eindeutig bestimmte q und r mit:
a=qd+r, 0<r<d

Das ,,q“ steht hierbei fiir ,,Quotient” und das ,,r* fiir ,,Rest“. Die Darstellung
a = qd + r mit 0 <r < d nennen wir auch die Division von a durch d mit Resz r.

Beweis
Wir nehmen zunichst an, daff a > 0 gilt. Sei dann q > 0 maximal mit qd < a.
Seir=a-qd. Dann gilta = qd + r, und nach Wahl von qist 0 <r < d.
Sei nun a < 0. Nach dem bereits Bewiesenen gibt es q’, r’ mit

—a=qd+1r, 01 <d

Istr’=0,soista=-q’d + 0, und wir sind fertig. Andernfallsseiq=-q -1
und r = -1’ + d. Dann ist

a=(-q)d-r=qd+d+r-d=qd+r, 0sr<d
Damit ist die Existenzaussage bewiesen. Zum Beweis der Eindeutigkeit sei
a=qd+r=q@d+rmt0<r <1, <d

Dann giltr; - r; = (q; - q2)d, also d1(r; - ry). Dann ist aber r; = ry, denn
andernfalls wire ry - r; # 0 und damitist d <r, - r; < d, was nicht sein kann.
Wegen r; =r, ist dann aber q; d = q; d, und wegen d # 0 also

— q; = 2. Damitist auch die Eindeutigkeitsaussage des Satzes gezeigt.
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Sind a=qd + rund b = q'd + " die Divisionen von a bzw. b durch d, so gilt
a-b=(q-q)d + r-r.

Wegen - d <r -1’ <d giltalso r = " genau dann, wenn d ein Teiler von a - b ist.
Zwei Zahlen a und b haben also bei Division mit d genau dann den gleichen Rest,
wenn ihre Differenz durch d teilbar ist. Wir definieren entsprechend:

Definition (kongruent modulo d, a = b mod(d))
Seid 2 1. Zwei Zahlen a und b heiflen kongruent modulo d, in Zeichen
a = b mod(d), falls dI(a - b).

Diesem Kongruenzbegriff liegt folgende ,geometrische” Vorstellung der
Kongruenz zugrunde: Wir konnen den Punkt a mit dem Punkt b zur Deckung
bringen, indem wir a um ganzzahlige Vielfache von d entlang der Zahlengera-
den verschieben.

Wir schreiben auch a = b = ¢ = ... mod(d), falls die Zahlen a, b, ¢ paarweise
kongruent modulo d zueinander sind. Es gilt zum Beispiel :

1=5=9=..mod4), 1=-3=-7=...mod®).

Die Kongruenzrelation wird uns im weiteren immer wieder begegnen und
viele Beispiele fiir algebraische Strukturen zur Verfugung stellen.

Grofiter gemeinsamer Teiler

Von fundamentaler Bedeutung fiir alles weitere ist folgende Begriffsbildung:

Definition (grofSter gemeinsamer Teiler, ggT (a, b))
Seien a, b nicht beide Null. Dann heifit die grofite Zahl d > 1, die sowohl
ein Teiler von a als auch ein Teiler von b ist, der grofSte gemeinsame Teiler
von aund b, in Zeichen d = gg'T(a, b). Wir setzen weiter ggT'(0, 0) = 0.

Sind a und b nicht beide gleich Null, so existiert ein d 2 1 wie in der Definition
in der Tat. Denn 1 ist ein gemeinsamer "Teiler von a und b, und jeder weitere posi-
tive gemeinsame Teiler d von a und bist kleinergleich lal oder kleinergleich Ibl.
Es gibtalso nur endlich viele gemeinsame Teiler d 2 1 von a und b, und einer von
ihnen ist der grofite. Wir werden unten ein Verfahren zur effektiven Bestim-
mung von gg'T(a, b) kennenlernen.

Dajede Zahl die Null teilt, existiert kein wortlicher grofiter gemeinsamer Tei-
ler fiir die Wahl a = b = 0. Die Setzung von gg'1'(0, 0) = 0 ist aber notationell be-
quem und sinnvoll. So gilt z.B. ggT(a, a) = lal fur alle a.

Es gilt zum Beispiel

gg'1'(2,5) =1, ggT(10,12) =2, ggT(-6,9) =3, ggT(-4,-8) = 4.
Allgemein gilt:
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Satz  (Eigenschaften des grofsten gemeinsamen Ieilers)
Fir alle a,b, c,n,m gilt:

(G1) ggT,a) = ggT(0,2) = lal,

(G2) ggT(a,b) = ggT(b,a) = ggT(lal, Ibl),
(G3) alb gdw ggT(a,b) = lal,

(G4) ggT(a,b) < ggT(a,na + mb),

(GS5) ggT(a,b) = ggT(a,na + b).

Der Beweis dieser Eigenschaften kann wieder dem Leser tiberlassen bleiben.
Wir bemerken aber noch, daff die Ungleichung in (G4) im allgemeinen keine
Gleichung ist. Denn es gilt
ggT(2,3) = 1, aber ggT(2,1-2 +2-3) = ggT(2,8) = 2.

In Analogie zur Definition des grofiten gemeinsamen Teilers definieren wir:

Definition (kleinstes gemeinsames Vielfaches, kgl (a, b))
Seien a, b # 0. Dann heifit die kleinste Zahl v > 1, die sowohl ein Vielfaches
von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste (positive) gemeinsame
Vielfache von a und b, in Zeichen v = kgV(a, b). Weiter setzen wir
kgV(0, a) = kgV(a, 0) = 0 fiir alle a.

Es giltkgV(a, b) < labl. Als Anwendung der Division mit Rest zeigen wir:

Satz  (leilereigenschaft des kgl)
alw und blw impliziert kgV(a, b)lw.

Beweis
Die Aussage ist klar fiir w = 0, da dann clw fiir alle ¢ gilt. Sei also w # 0.
Seiv=kgV(a, b). Wegenw#0istv>1.Seialsow=qv+rmit0<r<w
Dann gilt r = w - qv, und damit alr und bIr nach (T7). Also ist r ein
gemeinsames Vielfaches von a und b. Wegen r < v = kgV(a, b) ist dann
— aberr=0. Folglich gilt w = qv und damit v|w.

Damit kénnen wir nun weitere Eigenschaften der gg'T-Funktion beweisen :

Satz (weitere Eigenschaften des grofSten gemeinsamen Teilers)
Fiir alle a,b,c, ... gilt:

(G6) ela und elb impliziert elggT(a,b),

(G7) ggT(ca,cb) = Icl ggT(a,b),

(G8) dlab und ggT(d,a)=1 impliziert dlb.

(G9) alc, blc und ggT(a,b)=1 impliziert ablc.

(G10) ggT(a,c) =1 und ggT(b,c) =1 impliziert ggT(ab,c) = 1.
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Beweis
zu (G6): Seid = gg'T'(a, b). Die Aussage ist klar fiir d = 0 oder e = 0.
Seien also d,e # 0, und sei v = kgV(e, d) = 1. Dann ist a ein Vielfaches
von e und von d, also gilt vla. Ebenso gilt vIb. Damit ist also v ein
gemeinsamer Teiler von a und b, also d 2 v =kgV(e, d) = d. Folglich
istv=d, und damiteld.

zu (G7): Seien d = gg'T(a, b) und d” = gg'T(ca, cb). O.E. seien a, b # 0 und
c¢>0. Wegen cdlcaund cdlcb gilt cd <d’. Wegen clcaund clcb gilt
cld’ nach (G6). Also gibt es ein e mit d” = ce. Dann gilt celca und
celcb, also elaund elb. Dann ist aber e < d und damit d’ = ce < cd.

zu (G8): EsgiltdIbd und d1ba. Nach (G6) gilt also d | gg'T(bd, ba). Aber
gg'T(bd, ba) = bl gg'T(d, a) = Ibl. Also dIb.

zu (G9): Seiv=kgV(a,b) < labl,und seiv=eb. Dann giltaleb und
ggT(a,b) =1, also ale nach (G8). Also istv 2 labl, und damitv = labl.
Da c ein Vielfaches von a und b ist, gilt vlc und damit ablc.

zu (G10): Seid > 1 ein Teiler von ab und c. Wir zeigen, dafi d = 1 gilt.
Wegen gg'T(a, ¢) = 1 und dlc gilt gg'T(d, a) = 1. Wegen dlab gilt dann
- aber d b nach (G8). Wegen gg'T'(b, ¢) = 1 und dlcist dann aber d = 1.

Analog zu (G7) gilt
#) kgV(ca,cb) = lcl kgV(a,b) fiirallea,b,c.

Denn Icl kgV(a, b) ist ein Vielfaches von ca und cb, und deswegen gilt ,,<“. Zum

Beweis von ,,2“ sei kgV(ca, cb)=cd. O.E.istcd #0. Dann giltcalcd und cblcd,

also ald und bld. Folglich gilt kgV(a, b) | d und damit ¢ - kgV(a, b) IkgV(ca, cb).
Damit kénnen wir auch folgenden ansprechenden Zusammenhang beweisen:

Satz  (Produktsatz fiir gg'T und kgl’)
Fiir alle a,b gilt: la-bl = gg'T(a, b) - kgV(a, b).

Beweis
Seid = gg'T(a, b). Die Aussage ist klar fiir d = 0. Ist d = 1, so ist kgV(a, b) =
labl wie im Beweis von (G9) oben. Sei also d > 1, und seien a = da” und
b =db’. Dann ist gg'T'(a’, b’) = 1 und damit gilt mit (#):

labl = d” la’b’l = d-d-kgV(a’, b)) = ggT(a,b) -kgV(da’,db) =
- gg'T(a, b) - kgV(a, b).

Unsere Untersuchungen der Teilbarkeit sind nun so weit gediehen, daf§ der
Leser an dieser Stelle zu den Abschnitten iiber Primzahlen und der Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung springen kann, wenn er méchte. Die natiirliche Fort-
setzung scheint aber an dieser Stelle die Diskussion eines Verfahrens zu sein, das
den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen effektiv ermittelt.
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Der Euklidische Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus ist ein effektives Verfahren zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers d* zweier Zahlen a und b. Er gehort zu den lte-
sten, schonsten und fruchtbarsten Algorithmen der Mathematik. Das Verfahren
wird uns nicht nur den gréfiten gemeinsamen Teiler d* zweier Zahlen a und b lie-
fern, sondern auch Koeffizienten n und m derart, daf§

d* =na + mb.

So ist zum Beispiel 3 = ggT(129, 33) und es gilt 3 =-1-129 + 4 33.

Wegen gg'T'(a,b)=ggT'(lal, Ibl)=ggT(Ibl, lal) geniigtes, das Verfahren fiir
Paare a,b mit a > b > 0 anzugeben. Es ist bestimmt durch die sog. Wechselweg-
nabme: In jedem Schritt des Algorithmus liegen zwei Zahlen vor (zu Beginn sind
dies aund b). Wir ziechen nun die kleinere der beiden Zahlen von der grofieren ab
und erhalten so ein neues Zahlenpaar. Dies wiederholen wir so lange, bis beide
Zahlen gleich sind. Wir werden zeigen, dafi der so errechnete gemeinsame Wert
des letzten Zahlenpaares nichts anderes ist als der grofite gemeinsame Teiler des
Ausgangspaares.

Wir verwenden folgende Fassung, bei der mehrere Schritte der gerade ge-
schilderten Wechselwegnahme zu einem zusammengefafit werden.

Algorithmus von Euklid
Seia>b > 0. Wir setzen aj = a, a; = b und berechnen nun schrittweise
a3, ..., 8j, ... durch Division mit Rest wie folgt:
A = Qo 21 + A mit0<a2<a1,
4 =qr-a + a3 mit0<a3<az,
a4 = (i, + 3y mit 0 < a;,; < a,y,

Wir beenden das Verfahren mit a;-, | als Ergebnis, sobald wir einen Index
i* gefunden haben mita;x = q; - a;, ;. Wir setzen dann noch a;-,; = 0.

Das Verfahren muf} nach endlich vielen Schritten abbrechen und ein Ergebnis
a;+,1 liefern, da nach Konstruktion ag > a; > ... >a;> ... > 0 gilt.

Der Algorithmus ist ein Beispiel fiir eine (nach endlich vielen Schritten ab-
brechende) rekursive Definition von Zahlen a;. Im Rekursionsanfang setzen
wir ay =aund a; = b. Im Rekursionschritt wird a; , , mit Ruckgriff auf a; und a; , ;
definiert durch die eindeutige Darstellung

3 = Q2,1 + 3,0, 0 < aj,, < aj,.

Sobald a;, , = 0 ist, wird die Rekursion abgebrochen.
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Der Algorithmus verliuft fiir das obige Paar a =ay =129 und b = a; = 33 wie
folgt:

129 = 3-33 + 30, Q =3, a, = 30,
33 =l’30+3, q1=1, 3323,
30 =10-3, q, = 10.

Das Ergebnis der Berechnung ist also 3. Zuriickrechnen liefert nun:
3=33-1-30=33-1-(129 -3-33) =-1-129 + 4-33.

Damit haben wir obige Darstellung von 3 = gg'T'(129, 33) gefunden.
Daf} der Algorithmus in der Tat das leistet, was wir von ihm behaupten, wollen
wir nun beweisen.

Satz  (Korrektheit des Euklidischen Algorithmus)
Sei d* das Ergebnis des Euklidischen Algorithmus fiira >b > 0.
Dann gilt d* = gg'T(a, b).

Beweis
Seien ag >a; >ay > ... > a3, =d*und qq, ..., q; die Zahlen, die der
Euklidische Algorithmus fiir a = a; und b = a; liefert. Sei d = gg'T(a, b).
Wir zeigen durch Induktion nach i:

(+) d = ggT(a;,a,;) firalleimit0<i<i*

Induktionsanfang i = 0
Es gilt ggT(ag, a;) = ggT(a, b) = d.

Induktionsschritt von i nach i + 1

Es gelte also d = gg'T'(a;, 2;, 1) (Induktionsvoraussetzung).

Dann gilt

ggT(ai, 1,2, = ggT (i, 1,3 - qa,y) =(G3) gg'l(ai, 1, a5) =(G2) d.
Damit haben wir aber:

- d = () fiiri=i* ggT(ai*, A1) = ggT(qi* Apry1, Ay ) = ggT(qi* d*, d*) = d~

Der Leser sieht, daff die Korrektheit des Euklidischen Algorithmus letztend-
lich auf der einfachen Eigenschaft (G5) ruht. In der oben geschilderten Fassung
der Wechselwegnahme wird dies besonders deutlich: Ista’,b” das aktuell vorlie-
gende Paar mita’#b’, soista’ - b’, b’ oder a’, b’ - a” das nichste Paar, je nachdem,
ob b’ <a’ oder a” < b’ gilt. Da aber

ggT@,b) = ggT'@-b,b) = ggT(@,b -2’

gilt, bewahrt die Wechselwegnahme in jedem Schritt den grofiten gemeinsamen
Teiler des Ausgangspaares a, b.
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Linearkombinationen

Wir beweisen nun auch noch das oben schon angekiindigte Ergebnis iiber Li-
nearkombinationen:

Satz  (Linearkombinationen und grofSter gemeinsamer Teiler)
Seid = gg'T'(a, b). Dann kénnen wir mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus
Zahlen n und m finden derart,daf d = na + mb.

Beweis
Die Behauptungen sind leicht einzusehen, falls a = b gilt oder falls eine
der beiden Zahlen gleich 0 ist. Weiter geniigt es, die Aussage fiir den Fall
a >b > 0 zu beweisen. Hierzu seien wieder ay >a; >a, > ... >ay,; =d und
Qo ---» q die Zahlen, die der Algorithmus fiir a = ag und b = a; liefert.
Wir zeigen durch starke Induktion nach i:

(+) aj ist eine Linearkombination vonaund b fiiralle 0 <1i <i* + 1.

Induktionsschritt i
Sei also a;y = ny a + my b fiir alle i’ < i (Induktionsvoraussetzung).
Wegen ag = a und a; = b gilt die Behauptung firi=0undi=1.
Sei also 12> 2. Dann gilt

4 = 32~ (231 =
n_,a+ m_,b-q_,Mm_ja+m_b) =
(M - qi_;ni_pa + (m_,-q_,m_;)b.
— Nach (+) ist insbesondere d = a;+, | eine Linearkombination von a und b.
Nach dem Beweis von (+) kénnen wir fiir a > b > 0 also d = gg'I'(a, b) wie folgt
effektiv als Linearkombination von a und b darstellen: Wir berechnen zuerst die

Zahlen a; und q; fiir 0 <i<i* des Euklidischen Algorithmus fiir a und b. Nun defi-
nieren wir rekursiv:

ng=1 my=0, nf =0, m=1,

n =Mnj_; - G_aNj_;, My =mj_, - ¢_rm_; firalleimit2 <i<i*+1.
Dann gilta; = n;a + m; b fur allei mit 0 <i < i* + 1, und damit ist
d=np,;2+ mpu, ;b

Die Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers ist keineswegs eindeutig.
So ist etwa

1=1-3-1-2=3-3-4-2.

Wir halten weiter fest:
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Korollar  (Identifizierung der Linearkombinationen von a und b)
Die Linearkombinationen von a und b sind genau die Zahlen der Form
kd, wobei d = gg'T(a, b).
Insbesondere gilt: Sind a, b nicht beide gleich Null, so ist d die kleinste
positive Linearkombination von a und b.

Beweis
Seid=na+mb. Dannist kd = (kn) a + (km) b. Also sind alle Zahlen der
Form kd Linearkombinationen von a und b.
Ist umgekehrt ¢ =n"a + m’ b eine Linearkombination von a und b, so ist d
— nach (T7) ein Teiler von c. Also existiert ein k mit ¢ = kd.

Unsere Ergebnisse iiber Linearkombinationen lassen sich auch fur einfache
Beweise der Eigenschaften der gg'T-Funktion nutzen. Wir betrachten noch ein-
mal die wichtigen Eigenschaften:

(G6) ela und elb impliziert elggTi(a,b),
(G7) ggT(ca,cb) = lcl ggT(a,b),

die wir bei unserer Analyse des Euklidischen Algorithmus und der Linearkombi-
nationen nicht verwendet haben.
Zum Beweis von (G6) sei d = gg'T'(a, b), und es sei

d=na+ mb.

Wegen elaund elb gilt dann e ld auch nach (T7).

Zum Beweis von (G7) sei wieder d = gg'T'(a, b) und d” = gg'T'(ca, cb), und ohne
Einschrinkung sei ¢ 2 0. Wegen cdlca und cdlcb gilt cd < d’. Zum Beweis der
anderen Ungleichung seid =na + mb. Dannistdc = nac + mbc eine Linearkom-
bination von ac und bc, und wegen dc > 0 also dc = d” nach dem Korollar.

Eine direktere Moglichkeit, die Eigenschaft (G6) mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus zu beweisen, ist die folgende. Es seien wieder ay, ..., a;+, | die Zah-
len, die der Euklidische Algorithmus fiir a> b > 0 erzeugt. Dann gilt:

(+) ela; firalleimit0 <i<i*+1.

Damit gilt elap, | (und ap, | = d).
Wir konnen aber (+) leicht durch starke Induktion nach i zeigen:

Induktionsschritt i
Sei e ein Teiler von ay fiir alle 0 <1’ <i (Induktionsvoraussetzung).
Wegen ela, elb, a=2ayund b = a; gilt die Behauptung fiiri=0undi=1.
Isti>2,s0 gilta; =a;_, - q;_; a;_1, und damit gilt ela; nach
Induktionsvoraussetzung und (T'7).

Damit kénnen wir nun gut geriistet den wohl faszinierendsten Objekten der
Zahlentheorie begegnen, nimlich den Primzahlen.
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Primzahlen

Definition (Primzabl, zusammengesetzte Zabl)
Ein p > 2 heifit eine Primzabl oder eine unzerlegbare Zahl, wenn es keinen
Teiler d von p gibt mit 1 < d < p. Andernfalls heifit p eine zusammengesetzte
oder zerleghare Zahl.

Daf§ wir der 1 keinen Status als Primzahl einrdumen liegt unter anderem an
der angestrebten Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jeder Zahl n > 2, die wir
unten zeigen werden. So ist zum Beispiel 20 = 2* - 5. Wire die 1 eine Primzahl, so
hitten wir verschiedene Darstellungen, namlich 20=1-2%-5=1%-2*.5= ...

Die Reihe der Primzahlen kann man mit einem Siebverfabren ermitteln: Wir
schreiben die natiirlichen Zahlen n > 2 der Reihe nach auf:
2,3,45,6,7,8, ...,

und streichen, die 2 stehenlassend, alle Vielfachen der 2. Anschlieffend betrach-
ten wir die erste Zahl 3, die diesen Prozef iiberlebt hat und streichen alle Vielfa-
chen der 3, wobei die 3 selbst wieder unangetastet bleibt. So fortfahrend erhalten
wir eine Liste der Primzahlen:

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, ...,
2,3, ,5 ,7,,9, 11, ,13, ,15, ,17, ,19, ,21, ,23, ,25,...,
2,3, ,5 .7, ,, 1, 13, , , 17, ,19, , , ,23, ,25,..,
2,3, ,5 ,7,,, ,1, 13, , , ,17, ,19, , , ,23, , ..,

usw. (Sieb des Eratosthenes)

Eine Durchfiihrung dieser Methode per Hand oder mit Hilfe eines Compu-
ters ergibt folgende Liste der 168 Primzahlen, die kleiner als 1000 sind:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97,101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281,
283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409,
419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 500, 521, 523, 541,
547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659,
661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809,
811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941,
947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997.

Im Intervall von n = 107 = 10000000 bis n + 1000 befinden sich dagegen nur noch
61 Primzahlen, nimlich
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n+ 19, n+ 79, n+103, n+121, n+139, n+141, n+169, n+ 189, n+223, n+229,
n+247, n+253, n+261, n+271, n+303, n+339, n+349, n+357, n+363, n+379,
n+439, n+451, n+453, n+457, n+481, n+511, n+537, n+583, n+591, n+609,
n+643, n+651, n+657, n+667, n+687, n+691, n+721, n+723, n+733, n+741,
n+747, n+759, n+763, n+769, n+789, n+799, n+813, n+819, n+831, n+849,
n+867, n+871, n+873, n+877, n+891, n+931, n+943, n+961, n+967, n+987,
n+ 993

Viele Fragen aus der zauberhaften Welt der Primzahlen konnten bereits von
den alten Griechen mit bestechenden Argumenten beantwortet werden, andere
sind bis heute offen geblieben. Alles scheint greifbar zu sein, und doch haben wir
stets den Eindruck, daf uns das rechte Verstindnis der Dinge noch abgeht. Diese
Liebesheirat von Einfachheit und Tiefsinn fasziniert Menschen mit mathemati-
schen Neigungen seit Jahrtausenden und spricht sowohl den Forschergeistan als
auch das Streben nach Schoénheit und Harmonie.

Wir wollen einige Fragen etwas niher betrachten. Zunichst fihrt der doch
recht radikale Ausdiinnungsprozefy der Siebmethode zu der Frage:

1) Gibt es beliebig grofse Primzablen ?

Die Antwortist ,,ja“, und ein entsprechender Beweis findet sich schon bei Eu-
klid. Ebenso ist aber, wie wir zeigen werden, auch die folgende umgekehrte
Frage zu bejahen:

2) Gibt es fiir jedes k = 1 ein n = 1 devart, daf$ alle Zablenn,n + 1, n+2, ..., n+k
zusammengesetzt sind ¢

Die gepaart auftretenden Primzahlen 3 und 5, 5und 7, 11 und 13, 17 und 19, ...,
857 und 859, 881 und 883, ..., fithren zu der Frage:

3)  Gibt es beliebig groffe Primzablzwillinge, d.h. Primzahlen p derart, daff auch
p + 2 eine Primzahl ist?

Dieses Problem ist bis zum heutigen Tage offen.
Eine geistreiche Beobachtung ist die folgende:

4=2+2,6=3+3,8=3+510=3+7=5+5,12=5+7,
14=34+11=74+7,

Wir fragen also allgemein:

4) Istjede gerade Zabhln > 2 die Summe zweier Primzablen ¢

Diese sog. Goldbachsche Vermutung ist ebenfalls noch unbewiesen. Sie wurde mit
Hilfe von Computern fiir sehr viele Zahlen bestitigt.
Schliefilich blicken wir auf den Ausdiinnungsprozef§ als Ganzes und fragen:

5) Was lisst sich diber die Verteilung der Primzablen sagen ¢ Wieviele Primzablen
kleinergleich n gibt es bei vorgegebenem n ungefihr ?
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Die Verteilung der Primzahlen beschreibt ein bemerkenswertes Resultat, das
Gauf} 1793 anhand des Studiums von Primzahltabellen vermutet hat, das aber
erst 1896 von Hadamard und Vallée Poussin bewiesen werden konnte. Sei hierzu
n(n) die Anzahl der Primzahlen, die kleinergleich n sind. Dann gilt, mit dem Lo-
garithmus In zur Basis e:

w(n) ~ n/In(n) (Primzablsatz)

Das Symbol ~ wird hier als ,asymptotisch gleich® gelesen. Die genaue Be-
deutung eines Ausdrucks ,A(n) ~ B(n)* ist, dafl der Wert von A(n)/B(n) mit
wachsendem n gegen 1 strebt. Nach dem Primzahlsatz wiirden wir also abschit-
zen, daf} es in etwa n’(n) = n/In(n) viele Primzahlen kleinergleich n gibt. Eine Ta-
belle zeigt, wie gut die Abschitzung fiir die ersten Zehnerpotenzen ist:

n 7(n) n/In(n) n(n) In(n)/n
10 4 434 0,9210
10? 25 21,71 1,1513
10° 168 144,76 1,1605
10* 1229 1085,74 1,1320
10° 9592 8685,89 1,1043
10° 78498 72382,41 1,0845
107 664579 620420,69 1,0712
108 5761455 5428681,02 1,0613

Nach dem Primzablsatz konvergieren die Werte in der rechten Spalte gegen 1.

Der Primzahlsatz ist ein Beispiel dafiir, dafl zur Untersuchung der natiirlichen
Zahlen weitergehende Zahlbereiche und zugehorige Funktionen eingesetzt wer-
den koénnen, wie hier die reelle Logarithmusfunktion. Erstaunlicherweise sind es
sogar die komplexen Zahlen, die besonders gut geeignet sind, Licht auf die na-
tirlichen Zahlen zu werfen.

Wir wenden uns nun der ersten oben aufgeworfenen Frage der Unendlichkeit
der Primzahlen zu. Es ist keineswegs klar, dafy nicht nach endlich vielen Schritten
alle natiirlichen Zahlen, die grofier als ein gewisses p sind, durch das Sieb des
Eratosthenes fallen. Dann gibe es eine grofite Primzahl. Dafi dies nicht der Fall
ist, besagt der folgende klassische Satz.

Satz  (Satz von Euklid)
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis
Seim 2 1, und seien py, ..., p, beliebige Primzahlen. Wir setzen:

n=7p;- .. Ppm+ 1.

Fiir alle I <i<m gilt p;In - 1, also ist p; kein Teiler von n. Sei nun p* prim
mit p*In (etwa p* = ,der kleinste Teiler von n grofiergleich 2). Dann gilt
— p*#p;firalle 1 <i<n. Also gibt es keine endliche Liste aller Primzahlen.



1. Teiler 147

Die Zahl n des Beweises selbst ist nicht notwendig eine Primzahl. Ist die 2
nicht unter den Zahlen p;, so ist das Produkt aller p; ungerade und damit n selbst
gerade, also durch 2 teilbar. Ein anderes Beispiel ist

n=2-5-11+1=111 = 3-37.

Interessanter sind hier die Produkte der ersten n Primzahlen:

Definition (Euklidische Zahlen)
Sein 21, und seien p; < p, < ... <p, die ersten n Primzahlen. Wir setzen

en(n) = py-...-pp+1,

und nennen en(n) die n-te Euklidische Zahi.

Hier steht ,,en” fiir Euclidean number. Es gilt also
en(l) =2+1=3, en2) =2-3+1=7, en(3) =2-3-5+1 =31,
en4) =2-3-5-7+1 =211, en(5) =2-3-5-7-11 +1 = 2311.

Die ersten 5 Euklidischen Zahlen sind also Primzahlen. Doch die sich an dieser
Stelle aufdringende Vermutung, daf§ alle Euklidischen Zahlen prim sind, ist
falsch. Computerberechnungen haben ergeben, daff en(11) und en(75) Primzah-
len sind, wihrend alle Euklidischen Zahlen en(k) mit 6 <k <74, k# 11, zusam-
mengesetzt sind. Speziell sieht en(6) = 30031 auf den ersten Blick vielleicht wie
eine Primzahl aus, es gilt aber 30031 =59 - 509.

Es ist zudem ein offenes Problem, ob unendlich viele Euklidische Zahlen prim
sind, und der Leser sieht, dafi selbst ein Jahrtausende altes und dufferst kurzes Argu-
ment Fragen aufwerfen kann, die die Mathematiker mit all ihren ausgereiften Me-
thoden bislang nicht beantworten konnten. Gerade aus der Sicht des Anfingers
sieht der Primzahlsatz wie eine uneinnehmbare Burg aus, wihrend die Frage nach
den Euklidischen Zahlen einfach wirkt und nach einer einfachen Losung ruft. Ein
geistreiches kurzes Argument wiirde nicht tiberraschen. Es scheint aber kein sol-
ches Argument zu geben, und wir gelangen zu der Erkenntnis, daf§ der Schwierig-
keitsgrad mathematischer Fragen schwer einzuschitzen und zu messen ist.

Diese Betrachtungen zeigen auch, daf§ Vermutungen, die durch eine Reihe
von Beispielen belegt werden, keinen Beweis ersetzen kénnen. Es ist ,,Zufall®,
dafy die ersten fiinf Euklidischen Zahlen prim sind. Ebenso konnte es ,,Zufall®
sein, dafj sich alle bislang untersuchten geraden Zahlen grofier als 2 als Summe
zweier Primzahlen schreiben lieflen. Die zugehorige Goldbachsche Vermutung
bleibt offen. Ob wahr oder falsch: In jedem Falle kénnen experimentelle Uberle-
gungen und Berechnungen zu interessanten mathematischen Vermutungen und
neuen Einsichten fithren und abgesehen von ihrem spielerischen Wert scheint
dies gerade ihre Funktion in der Mathematik zu sein.
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Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Eine Primfaktorzerlegung einer Zahl n > 2 ist eine Darstellung von n als Pro-
dukt von Primzahlen. Die Primzahlen erscheinen bei dieser Betrachtung als die
smultiplikativen Bausteine“ der natiirlichen Zahlen. So ist zum Beispiel :

4-=22 6=2-3,9=315=3-5 16 =2% 18 =2-3?,

Um eine Primfaktorzerlegung von n zu finden, argumentieren wir induktiv. Fiir
n = 2 ist die Aussage klar. Fiir ein n > 2 iberpriifen wir fiir alle d mit 2 <d <n der
Reihe nach, ob dIn gilt oder nicht. Ist kein d ein Teiler von n, so ist n eine Prim-
zahl (und eine Primfaktorzerlegung von sich selbst). Finden wir dagegen ein er-
stes d mit dIn, so ist d eine Primzahl und d - Z eine Primfaktorzerlegung von n,
wobei Z eine nach Induktionsvoraussetzung existierende Primfaktorzerlegung
von n/d <nist.

Stirker gilt: Ist p ein Primteiler von n, so existiert eine Primfaktorzerlegung
von 1, in der p vorkommt (nimlich p - Z mit Z Primfaktorzerlegung von n/p).

Wie eine Faktorisierung von n effektiv durchgefiihrt werden kann, ist eine in-
teressante Frage, die aber auf einem anderen Blatt steht.

Es ist keineswegs selbstverstindlich, daf eine Primfaktorzerlegung bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist. Der klassische Beweis ruht auf der fol-
genden Beobachtung:

Satz  (leilbarkeitssatz von Euklid)
Sei p prim, und seien a, b derart, dafi plab. Dann gilt pla oder plb.

Beweis
Gilt pla, so ist nichts weiter zu zeigen. Sei also p kein Teiler von a.
— Dannist gg'T(p, a) = 1. Nach (G8) gilt also p|b.

Wir geben fiir diesen wichtigen Satz noch einen etwas direkteren Beweis mit
Hilfe von Linearkombinationen.

Direkter Beweis des Teilbarkeitssatzes
Ist p kein Teiler von a, so gilt gg'T'(p, a) = 1. Also existieren n, m mit

np + ma = 1, und damitgilt npb + mab = b.
Wegen plab gibt es ein k mit ab = kp. Also giltp(nb + mk) = b,
— und folglich ist p ein Teiler von b.

Problemlos ergibt sich folgende Verallgemeinerung:

Satz  (allgemeiner Teilbarkeitssatz)
Sei p eine Primzahl, und seien a, ..., a, mitn>1 derart,dafi pla; - ... - a,.
Dann gibt es ein i mit pla;.
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Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu
zeigen, und fiir n = 2 haben wir die Aussage bereits bewiesen. Gilt nun
play ... a,, ;) mitn 22, so setzen wir a = a; ... a,. Dann giltplaa,,; und
damit pla oder pla,, ;. Im zweiten Fall sind wir fertig, und im ersten Fall
— gibteswegena=a, ... a, nach Induktionsvoraussetzung ein i mit p|a;.

Mit anderen Worten: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie mindestens
einen Faktor des Produkts. Daraus folgt sofort:

Korollar
Ist p eine Primzahl und gilt pIn, so kommt p in jeder Primfaktorzerlegung
von n vor.

Damit kénnen wir nun den ,,Fundamentalsatz der Zahlentheorie“ zeigen:

Satz  (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung)
Jedes n > 2 laBt sich eindeutig schreiben in der Form

€k

n=p“-..op

mit Primzahlen p; < ... <py, k=1, und Exponenten ¢; > 1.

Beweis
Wir zeigen die Behauptung durch starke Induktion nach n > 2.

Induktionsschritt n
Sei p der kleinste Primteiler von n. Ist n = p, so ist die Aussage trivial.
Sei also n > p, und seien Z; und Z, Primfaktorzerlegungen von n wie
im Satz. Nach dem Korollar kommt p in beiden Zerlegungen vor.
Nach Induktionsvoraussetzung stimmen dann aber die Zerlegungen
Z," und Z,’ von n/p tiberein, die aus Z; und Z, durch Verminderung
des p-Exponenten um 1 hervorgehen. Dann stimmen aber offenbar
- auch Z; und Z, iiberein.

Definition (kanonische Primfaktorzerlegung)
Sein > 2. Dann heifit die Darstellungn = p;® - ... - p* mitp; <... <py
und Exponenten e; > 1 die kanonische Primfaktorzerlegung von n.

Anhand der kanonischen Primfaktorzerlegung von n lassen sich alle Teiler von
n leicht ablesen. Ebenso konnen wir den grofiten gemeinsamen Teiler und das
kleinste gemeinsame Vielfache von n und m sofort ermitteln, wenn die Primfak-
torzerlegungen von n und m bekannt sind. Im allgemeinen ist aber die Berech-
nung der Primfaktorzerlegung einer Zahl sehr aufwendig, und der Euklidische
Algorithmus bleibt die erste Wahl zur Berechnung des grofiten gemeinsamen
Teilers. Die Gleichung nm = gg'T(n, m) - kgV(n, m) liefert dann auch das kleinste
gemeinsame Vielfache.
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Wir geben noch einen weiteren Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-
legung, der den Teilbarkeitssatz nicht heranzieht. Dieser Beweis ist erst Anfang
des 20. Jahrhunderts von Ernst Zermelo gefunden worden. Er ist ein Paradebei-
spiel fiir eine geistreiche starke Induktion.

Zweiter Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
Wir zeigen die Behauptung durch starke Induktion nach n > 2.

Induktionsschritt n
Annabme, es gibt zwei verschiedene kanonische Primfaktorzerlegungen

€r dk'

p1 ==t qe
Dann ist jedes p; verschieden von jedem qj, da wir sonst zwei unter-
schiedliche kanonische Primfaktorzerlegungen von n/p; = n/q; <n
gewinnen kénnten.

Ohne Einschrinkung sei p; < q;. Dann gilt p;q; < q;? < n (denn es gilt
d; 22 oder k’ > 2, da n keine Primzahl sein kann). Also ist

m=n - p;q; > 0.

Wegen p; Inund q; In sind p; und q; Teiler von m. Dann kommen aber
sowohl p; als auch q; in der nach Induktionsvoraussetzung eindeutigen
kanonischen Primfaktorzerlegung von m < n vor. (Wegen p; |m und

q; | m gibt es Primfaktorzerlegungen von m, in denen p; bzw. q;
auftauchen; aufgrund der Eindeutigkeit folgt die Behauptung.)

Also gilt p;q; Im, und damit p;q; In. Also ist q; ein Teiler von n/p;, und
damit existiert eine Primfaktorzerlegung von n/py, in der q; vorkommt.
Aber es gilt

1 ek

n/p; = pi”'7 ek
Wegen n/p; < n ist nach Induktionsvoraussetzung also q; eine der
- Primzahlen p;, Widerspruch.

Irrationale Verhiltnisse

Als eine Anwendung der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zeigen wir
die Existenz irrationaler Zahlen: Es gibt eine reelle Zahl x, die sich nicht als
Bruch a/b mit ganzen Zahlen a,b, b # 0, schreiben lisst. Konkret zeigen wir, daf§
x=V2,die positive Quadratwurzel aus 2, eine irrationale Zahl ist. Diese Aussage
kénnen wir formulieren, ohne den Bereich der ganzen Zahlen zu verlassen.
Denn die Irrationalitit dieser Wurzel konnen wir ausdriicken als:

Fiir alle natiirlichen Zahlen a,b > 1 ist (a/b)* # 2.

Gleichwertig hierzu ist wiederum die Aussage des folgenden Satzes:

Satz  (Irrationalitiit von \/E)
Es gibt keine ganzen Zahlen a, b > 1 mita® = 2 - b’
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Beweis
Annabme doch. Seien a = 2°' -u; und b = 2% - uy, mit ungeraden Zahlen
uy, u, und ey, e; =2 0. Wegen a’=2-b’ gilt dann:

2 2 2 2iep+l 2
(#) a” = 2°% . u” = 27797 Ly,

Dann ist 2 e; gerade, aber 2 e; + 1 ungerade. Alsoist2 e; #2 - e, + 1.
Aber die Zahlen u;” und u,” sind ungerade, und damit liefert (+) zwei
verschiedene kanonische Primfaktorzerlegungen von a’, niamlich

32 = 2261 'Zl = 22Ae2+1 'Zz,

mit kanonischen Primfaktorzerlegungen Z; von u;? und Z, von u,?, in
— denen der Faktor 2 nicht vorkommt. Widerspruch.

Kurz: a? =2 - b? ist fiir ganze Zahlen unméglich, denn der 2-Exponent der ein-
deutigen Primfaktorzerlegung von a” ist gerade (méglicherweise 0), der von 2 - b’
aber ungerade. Oder noch einmal anders formuliert: a* kénnen wir geradzahlig
oft halbieren, 2 b” ungeradzahlig oft.

Die Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2 taucht hidufig ganz vorne in Listen
der wichtigsten oder schonsten mathematischen Resultate aller Zeiten auf. Jeder
Mathematiker sollte davon wissen, und fast mochte man sagen, daf} jeder davon
wissen sollte, denn nicht zuletzt ist das Ergebnis auch kulturgeschichtlich von
grofier Bedeutung. Es widerlegte die Pythagoreische Doktrin ,,Alles ist Zahl“ im
Sinne von ,,Jede Grofie ist ein Verhiltnis positiver natiirlicher Zahlen®. Modern
formuliert lautet die Doktrin, daf} die rationalen Zahlen gentigen, um ein mathe-
matisches Kontinuum zu bilden. Die Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2
zeigt, daf} ein mathematisches Kontinuum mehr Punkte umfassen muf} als die ra-
tionalen Zahlen.

Ubungen

Ubung 1 (Teilbarkeit, I)
Zeigen Sie, daf} fir alle a,b,c,d, ..., n, m, ... gilt:

(T1) ala, 1la, al0, Ola gdw a=0, dla gdw |dl|lal,
(T2) dla und ald gdw Idl =lal,

(T3) dla und a#0 impliziert 1dl < lal,

(T4) eld und dla impliziert ela,

(T5) dla impliziert dl(ab) und (nd)l(na),

(T6) (ca)l(cb) und c#0 impliziert alb,

(T7) dla und dIb #mpliziert dl(na + mb).
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Ubung 2 (Teilbarkeit, I1)
Zeigen Sie, daf fiir alle n gilt:

@) 6ln(n+1)(1n+2)),
(i) 21(m*-n), 61@° -n), 301’ -n),
(iti) 81(n* - 1), falls n ungerade.

Ubung 3 (Teilbarkeit, I1I) )
Zeigen Sie, dafi die Kongruenz modulo m eine Aquivalenzrelation auf Z ist.
Zeigen Sie weiter, daff aus a = b mod(m) und ¢ = d mod(m) stets folgt:

(i) a+c=Db+d mod(m),
(ii) ka=kb mod(m) fiirallek,
(iii) a-¢=Db-d mod(m),
@iv) a" =b" mod(m) fiirallen>0.
(v) a=Db mod(d) fiir alle Teiler d von m mitd > 1.

Insbesondere ist die Kongruenz modulo m also eine Kongruenzrelation fiir
die Addition und die Multiplikation auf Z.

Ubung 4  (Teilbarkeit, IV)
Bestimmen Sie fiir m = 13 und m = 15 alle Paare a, b mit 0 < a,b < m mit
ab = 1 mod(m).

Sehen Sie eine Besonderheit fiir m = 13 ? Erstellen Sie weitere Tabellen,
um Thre Hypothesen zu iiberpriifen.

Ubung 5 (GrifSter gemeinsamer Teiler; )
Zeigen Sie, daf} fiir alle a,b, ¢,n,m gilt:
(G1) ggT(a,a) = ggT(0,2) = lal,
(G2) ggT(a,b) = ggT(b,a) = ggT(lal, Ibl),
(G3) alb gdw ggT(a,b) = lal,
(G4 ggT(a,b) < ggT(a,na + mb),
(G5) ggT(a,b) = ggT(a,na + b).
Ubung 6  (GrifSter gemeinsamer Teiler; II)
Sei v =kgV(m, n). Zeigen Sie, daf} fir alle a,b gilt:
a=b mod(m) und a=b mod(n) gdw a=Db mod®).
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Ubung 7 (GrofSter gemeinsamer Teiler, 111)
Sein>1,und seien ay, ..., a, ganze Zahlen, die nicht alle gleich 0 sind.
Dann ist der grifste gemeinsame Teiler von ay, ..., a,, in Zeichen ggT(ay, ..., a,),
definiert als das grofite m 2 1 mit m | a; fiir alle 1 <i < n. Wir setzen zudem
gg’T(0, ..., 0) = 0. Zeigen Sie, dafl fiir allen >2 und alle ay, ..., a,, gilt:

ggT(ay, ..., a,,1) = ggT(ggT(ay, ..., a,), a5,1).

Ublmg 8  (Grifster gemeinsamer Teiler; 1V)
Sei A N unendlich, und sei d > 1 die grofite Zahl, die alle a € A teilt.
Zeigen Sie: Es gibtay, ..., a, € Amitd=ggT(ay, ..., a,).

Ubung 9 (Der Euklidische Algorithmus, 1)
Fiihren Sie den Euklidischen Algorithmus fiir die Zahlen 84 und 132 durch,
und stellen Sie gg'1'(84, 132) in der Form a - 84 + b - 132 dar.

Ubung 10 (Der Euklidische Algorithmus, II)
Zeigen Sie, dafl sich die Reste, die der Euklidische Algorithmus erzeugt,
nach jedem zweiten Schritt mindestens halbiert haben.

mezg 11 (Linearkombinationen, I)
Zeigen Sie, daf} fiir allen>2 und alle ay, ..., a, gilt:
{mya; + ... + mya, lmeZ} = {k-ggT(ay,...,a,) l ke Z}.
Ubung 12 (Linearkombinationen, II)
(a) Zeigen Sie, daf fiir alle a,b gilt:
la-bl = ggT{(a, b)- kgV(a, b).
(b) Seid =ggT(k, m). Zeigen Sie, dafl fiir alle a, b gilt:
ka =kb mod(m) gdw a=Db mod(m/d).
Ist also ggT'(k, m) = 1, so gilt:
ka = kb mod(m) gdw a =b mod(m).

[Zeigen Sie (a) mit Hilfe von (G8) zuerst fiir den Fall gg'T(a, b) = 1. Im allgemeinen
Fall ist dann weiter Ubung 6 niitzlich. ]

Ubung 13 (Linearkombinationen, I1I)
Ein nichtleeres I ¢ Z heifit ein Ideal, falls I abgeschlossen unter Linear-
kombinationen ist, d.h. fiir allea,be ITund allen,m e Zistna+mbe I.
Zeigen Sie, daf} fiir jedes Ideal I ein eindeutiges d € N existiert mit

I={kdlkeZ}.
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Ubung 14  (Linearkombinationen, IV)
Sei A N nichtleer und abgeschlossen unter Addition, d.h. fiir alle a,b € A
ista+be A. Weiter sei 1 der grofite gemeinsame Teiler aller Zahlen in A.
Zeigen Sie: Es gibtein kg € N derart, dafi k € A fuir alle k > k gilt.

[Seienay, ..., a, € AmitggT(ay, ..., a)=1.Seienn; € Zmitn; a; +... +n a = 1.
Gruppierung in positive und negative Summanden liefert 1 = ¢ - d mitc,d € A.
Dann istkq = (d + 1)(d - 1) wie gewiinscht: Wir schreiben hierzu ein k >k als
k=ad+r, mit0<r<d.Dannista>d-1,undk=ad+r=ad+r(c-d)e A.]

Ubung 15  (Primzablen, I)
Sei p eine Primzahl mit p = 1 mod(3). Zeigen Sie, dafi p = 1 mod(6).

Ubung 16 (Primzablen, II)
Sei p =2" - 1 eine Primzahl. Zeigen Sie, dafi n eine Primzahl ist.

[Esgilt(@"-1) = @ '+a" 4. +al+ D@-1) firallea.]

Ubung 17 (Primzablen, I11)
Sei k 2 1 beliebig. Zeigen Sie, daf} es ein n gibt, so daf alle Zahlen

n, n+1, n+2, ..., n+k zusammengesetzt sind.

Ubung 18  (Primzablen, IV)
Zeigen Sie, dafl es unendlich viele Primzahlen p der Form p = 4k + 3 gibt.

[Betrachten Sien=2-2-p;-...-p, - 1.]

Ubung 19  (Primzabhlen, V)
Zeigen Sie, dafl es unendlich viele Primzahlen p der Form p = 6k + 5 gibt.

melg 20 (Primzablen, VI)
Fiir n > 1 sei F, = 2% - 1 die n-te Fermatsche Zabl. Zeigen Sie:

ggT(F, F,) =1 firallen<m.

Folgern Sie hieraus, daf es unendlich viele Primzahlen gibt.

[Zeigen Sie, dafl F, ein Teiler von F,, - 2 ist. Dann ist jeder gemeinsame Teiler
von F,, und F,, ein Teiler von F, - 2 und von F,; und daher gleich 1.

Zum Beweis von F, | (F,, - 2) schreiben Sie (F,, - 2)/F, in der Form (a* - 1)/(a + 1),
a>1,k>2 gerade, und beweisen und verwenden, dafl fiir diese a, k gilt:

@-1/@+1) = a5 -2 %4 . -2a%]

Ubung 21  (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, )
Seien n,m > 2. Wie lassen sich alle Teiler von n anhand der kanonischen
Primfaktorzerlegung von n beschreiben? Wie ermittelt man den grofiten
gemeinsamen Teiler ggT(n, m) und das kleinste gemeinsame Vielfache
kgV(n, m) von n und m anhand der kanonischen Primfaktorzerlegungen
von n und m? Zeigen Sie mit Hilfe dieser Ergebnisse noch einmal, daf
n-m = gg'l'(n, m) - kgV(n, m).
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Ubung 22  (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, II)
Die Zahlen 1,4, 9, 16, ..., 0%, ..., heifien Quadratzablen.
Seien a,b > 1 ungerade. Zeigen Sie, dafi a’ + b’ keine Quadratzahl ist.

Ubung 23 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, II1)
Zeigen Sie, daf} die positive Quadratwurzel aus 3 irrational ist.

Ubung 24 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, IV)
Seien ay, ..., a;_; ganze Zahlen, und seix € R - Z mit

Xk—l

X+ A1 + ... +2y = 0.

Zeigen Sie, daf x irrational ist.

[Wir nehmen an, dafi x = n/m fiirn € Z und m € N* gilt, wobei der Bruch n/m

gekiirzt sei. Dann gilen® + a,_; 0" ' m' + ... + ap m* = 0, im Widerspruch zu

ggT(n,m)=1.]
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2. Grenzwerte

Wir prizisieren in diesem Kapitel die anschaulichen Vorstellungen des Grenz-
werts einer Folge reeller Zahlen und der Stetigkeit einer reellwertigen Funktion.
Zudem beweisen wir einige grundlegende Sitze im Umfeld dieser Begriffe.

Das Kapitel kann auch ohne eine genauere Kenntnis der im zweiten Abschnitt
durchgefiihrten Konstruktion und Untersuchung von R gelesen werden. Es ge-
niigt, wenn der Leser ein Grundverstindnis der reellen Zahlen mitbringt und mit
den Begriffen , Infimum® und ,,Supremum® und den zugehérigen Sprechweisen
und Notationen vertraut ist. Wir stellen diese Dinge noch einmal zusammen.

Fir ein X c Rund ein s € R schreiben wir X <, falls x < s fiir alle x € X gilt.
Analog ist s £ X definiert. Gilt X <'s (s £ X), so heifit s eine obere (untere)
Schranke von X. Ein X < R heifit nach oben (unten) beschrinkt, falls ein s existiert
mit X <s (s £X). Ein X R heifit beschrinkz, falls X nach oben und nach unten
beschrinkt ist.

Ein s* € R heifit das Supremum von X ¢ R, in Zeichen s* = sup(X), falls s* die
kleinste obere Schranke von X ist, d. h. es gilt:

X < s* und fiir alle s € R mit X < s ist s* <s.

Analog heifit ein s* das Infimum von X, in Zeichen s* = inf(X), falls s* die grofite
untere Schranke von X ist.

Wir verwenden im folgenden, daf} jede nichtleere beschrinkte Teilmenge X
von R ein Infimum x;, = inf(X) und ein Supremum x; = sup(X) in R besitzt. Diese
fundamentale Eigenschaft der reellen Zahlen nennen wir auch die (lineare) Voll-
stéindigkeit von R.

Konvergente Folgen

In der mathematischen Analysis spielt folgendes anschauliche Prinzip eine tra-
gende Rolle:

Istxcg, g, ..., %, ..., m€ N, eine Folge reeller Zablen, deren Glieder immer dichter bei-
einander liegen, so nibert sich diese Folge einer eindeutig bestimmten reellen Zahl an,
dem sog. Grenzwert der Folge.

Diese Anschauung besitzt zwei vage Bestandteile : Zum einen die ,,Verdich-
tung® einer Folge und zum anderen ihre ,,Anniherung® an eine Zahl. Die Ver-
dichtungseigenschaft prizisieren wir wie folgt, ohne dabei einen Grenzwertbe-
griff zu verwenden:

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Definition (Cauchyfolge)
Eine Folge (x, | n € N)in R heifit eine Cauchyfolge, falls gilt:

Ve>03dny Vn,m2>n; Ix, -x,| <e. (Cauchybedingung)

Die Anniherung einer Folge an eine reelle Zahl kénnen wir durch eine ganz
dhnliche Bedingung zum Ausdruck bringen:

Definition (konvergente Folge, Grenzwert)
Eine Folge (x, | n € N)in R konvergiert, falls ein x € R existiert, sodaf} gilt:

Ve>0dn, Vn2n, Ix, -x| <e. (Konvergenzbedingung)

In diesem Fall heifit dann x ein Grenzwert der Folge.

Man kann leicht sehen, daf§ eine konvergente Folge eine Cauchyfolge ist, und
daf ein Grenzwert im Falle der Existenz eindeutig bestimmt ist. Im Falle der
Existenz schreiben wir dann

lim({x, | ne N)), lim, _ .x,, lim,.yx, oder lim, x,

fiir den eindeutig bestimmten Grenzwert x der Folge (x, | ne N).
Damit kénnen wir nun obiges Prinzip prizise formulieren und beweisen:

Satz  (Konvergenz von Cauchyfolgen in R)
Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

Beweis
Sei (x, | n e N) eine Cauchyfolge in R. Wir finden den Grenzwert dieser
Folge mit Hilfe von Suprema und Infima. Die Menge {x,, | ne N }ist
beschrinkt (!), und damit konnen wir fiir alle n € N definieren:

Vn = sup({xm | m = n})

Danngiltyg 2y; 2 ... 2y, 2 ... und {y, | ne N}istbeschrinkt, denn
fir alle n gilt x,, <y, und damit ist jede untere Schranke von {x, | ne N}
auch eine untere Schranke von {y, | n € N}. Also existiert

*

x* = inf({ym | me N}).

Wir zeigen, daff lim, . n x, = x*. Sei hierzu € > 0 beliebig. Sei ng derart,
daf} Ix, - x,, | <€/2 fiir alle n,m > n,. Weiter sei n; > n, derart, daf§

Vn, — X* < &/2. Nach Definition von y,, gibt es ein n, >n; mity, -x,, <&/2.
Dann gilt:

(+) Ix*-x,,| < ¢&/2.

Denn es gilt x* <x,, <y, oderx,, <x*<vy, . Im ersten Fall folgt (+)
aus y,, - x* < &/2,im zweiten aus y,, - X,, < &/2. Fiir alle n > n, gilt dann
wegen (+) und n,n, 2ng:

* * *
= X -x,l = X -xy, 4%, - X, | S IX x4+ Ix,, -x,] S €/2+€/2 =&,
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Der Beweis motiviert die folgenden Begriffe:

Definition (Limes Inferior, Limes Superior)
Sei(x, | ne N)eine beschrinkte Folge in R (d.h. {x, | ne N}istbeschrinkt).
Dann definieren wir:

liminf({(x, | n€ N)) = sup({inf({x,, | m2n}) I ne N}),
limsup({x, | ne N)) = inf({sup({x, | m=n}) I ne N}).

Die reelle Zahl liminf((x, | n € N}) heifit der Limes Inferior der Folge und
limsup((x, | n € N)) ihr Limes Superior.

Wir verwenden auch die suggestive Notation
liminfne NXn = SUPnenN infmZn Xm) limsupne NXp = infne N SUPm>n Xm-

Diese Werte haben eine sehr anschauliche Bedeutung : Wir bilden zunichst
das Infimum der Folge. Nun streichen wir das erste Folgenglied und korrigieren
unser Infimum evtl. nach oben. Danach streichen wir auch das zweite Folgen-
glied und korrigieren unser Infimum, usw. Der Grenzwert der so korrigierten
Infima ist der Limes Inferior der Folge. Analog erhalten wir den Limes Superior,
wenn wir das Supremum der Folge iteriert durch Streichen von Elementen der
Folge absenken.

Offenbar gilt fiir alle beschrinkten Folgen (x, | n e N):
liminf, ¢ y x, < limsup, ¢y Xq-

Der Fall der Gleichheit der beiden Werte verdient eine Formulierung als Satz:

Satz  (Limes als Limes Inferior und als Limes Superior)
Sei (x, | n € N) eine beschrinkte Folge in R. Dann sind dquivalent:

(@) (x, | ne N)konvergiert.
(b) liminf, . x, = limsup, ¢y X,-

In diesem Fall gilt dann lim,  y x,, = liminf, ¢ y x,, = limsup, ¢ n X,

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

In Spezialfillen kann der Limes einer Folge einfacher ausgedriickt werden.
Eine Folge (x,, | n € N) heifit monoton wachsend, falls x, <x,,, fiir allen e N gilt,
und streng monoton wachsend, falls x,, < x,,, | fiir alle n € N gilt. Analog sind mono-
ton fallende und streng monoton fallende Folgen definiert. Ist nun (x, | ne€ N)
monoton wachsend und beschrinkt, so gilt

lim,nx, = sup({x, | ne N}).

Analog ist inf({ x, | n € N }) der Grenzwert einer monoton fallenden be-
schrinkten Folge (x, | n e N).
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Hiufungspunkte

Nachdem wir definiert haben, wann ein Folge sich einem Punkt annihert,
wollen wir nun noch prizisieren, was es bedeutet, daf} sich eine Menge von reel-
len Zahlen um einen Punkt herum verdichtet. Hierzu brauchen wir einige Nota-
tionen und Begriffe. Fiir alle x,y € R definieren wir:

Ixy[={zeRlIx<z<y} (offenes Intervall)
[x,y] ={zeRIx<z<y} (abgeschlossenes Intervall)

Analog sind die halboffenen Intervalle [x, y[ und ]y, x] definiert, und weiter defi-
nieren wir auch noch die unbeschrinkten Intervalle ], y[ = {ze R | z<y},
[x,c[ ={ze RI1x<z}, |-o0, 00 = R, usw.

Ebenso einfach wie wichtig sind die folgenden Umgebungen eines Punktes:

Definition (e-Umgebung)
Fiir alle x € R und alle € > 0 heifit die Menge U.(x) = |x-¢, x +¢g[ die
(offene) e-Umgebung von x.

Damit kénnen wir nun definieren:

Definition (Hiufungspunkt)
Sei X ¢ R. Ein x € R heifit ein Haufungspunkt von X, falls gilt:

Firallee>0ist (U.(x) -{x}) n X # &.

Ist x ein Hiufungspunkt von X, so ist Ug(x) N X unendlich fiir alle € > 0 (!).

Ein Hiufungspunkt x von X kann der Menge X angehoren oder nicht. Eine
abzihlbare Menge kann tiberabzihlbar viele Hiufungspunkte haben. So ist z. B.
jede reelle Zahl ein Haufungspunkt von Q.

Die Vollstindigkeit von R fithrt nun zu folgendem fundamentalen Existenz-
satz iber Hiufungspunkte:

Satz  (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
Sei X ¢ R unendlich und beschrinkt. Dann existiert ein Hiufungspunkt
von X.

Beweis
‘Wir setzen

Y = {xe RI1X N ]-oo,x]istendlich}.

Dann gilt inf(X) € Y (da X beschrinkt) und sup(X) ¢ Y (da X unendlich).
Also ist Y # & und nach oben beschrinkt, und damit existiert x* = sup(Y).
Weiter gilt Y = ] —oo, x*[ oder Y = | - oo, x*| nach Definition von Y.
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1.Fall: Esgiltx*¢ Y.
Dannist -0, x*] N X = (J-oo,x* -] N X) U (Jx* -&,x* ] N X)
unendlich fiir alle € > 0. Wegen x* - € € Y ist dann aber |x* - &, x* ] n X
unendlich fiir alle € > 0. Also ist x*ein Hiufungspunkt von X.

2.Fdl: Esgiltx*e Y.

Dann ist |x*, x* + €] N X unendlich fiir alle € > 0, da sonstx* + e € Y fiir
ein € > 0 wire, im Widerspruch zu x* = sup(Y). Also ist auch in diesem
- Fall x* ein Hiufungspunkt von X.

Aus diesem Satz folgt, daff wir aus einer beschrinkten Folge in R eine konver-
gente Teilfolge ,extrahieren® oder ,ausheben® konnen. Dabei nennen wir eine
Folge (y, | ne N)eine Teilfolge von(x, | ne N), falls eine streng monoton wach-
sende Funktion g : N — N existiert mit y, = X,(,). Die Folge (y, | n e N) heifit
dann die durch g bestimmte Teilfolge von (x,, | n€ N). So bestimmt zum Beispiel
die Funktion g mit g(n) = 2n die Teilfolge (x,, | n € N).

Der Satz von Bolzano-Weierstraf} liefert nun:

Korollar  (Existenz von konvergenten Teilfolgen)
Jede beschrinkte Folge (x, | n € N) reeller Zahlen besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis
Ist X ={x, | ne N}endlich, so gibt es ein c € R mit x,, = c fiir unendlich
viele n € N. Offenbar ist dann die konstante Folge (¢ | n € N} eine
konvergente Teilfolge von (x, | ne N).
Sei also X unendlich. Nach Voraussetzung ist X beschrinkt, und nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafi existiert also ein Hiufungspunkt x* von X.
Wir definieren nun rekursiv

g(0) = ,das kleinste k mit Ix* - x| < 1,
g(n) = ,daskleinste k> g(n - 1) mit Ix* - x| < 1/2"¢ firallen>1.

Ein solches k existiert, da U;;n(x*) m X unendlich ist fiir alle n € N.
Nach Konstrukton ist g : N — N streng monoton steigend und es gilt

: *
hmns N Xgm) = X'

— denniste>0und 1/2™ <g, soist IX* - Xy | < 1/2" < e fiir alle n > ny.
Intervallschachtelungen
Folgendes Prinzip ist vielfach niitzlich:
Satz  (Intervallschachtelung)

Seien I, = [a,, b, ], a, <b,, beschrinkte Intervalle mit 1, ,; <1, fiirallene N.
Dann gilt M I, # 2.
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Beweis
Wegen a, <byund b, 2 a fiir alle n € N existieren

a=sup({a, Ine N}) und b =inf({b, | ne N}).
— Danngilta<bund N, 1, =[a,b]=2.

Zur Illustration zeigen wir den Satz von Bolzano-Weierstrafy mit Hilfe einer
Intervallschachtelung.

Zweiter Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstraf$
Sei also X eine unendliche Teilmenge des beschrinkten Intervalls [a, b].
Durch iterierte Intervallhalbierung definieren wir rekursiv Intervalle
Iy=[a,blojoLo...21, 2., sodaf gilt:

I, n X ist unendlich fiir alle n.

(Dal, n X nach I. V. unendlich ist, muf} die linke oder die rechte Hilfte von

I, unendlich viele Elemente von X enthalten.)

Sei x* das eindeutige Element von M, . y I,. Dann ist x* ein Hiufungspunkt
— von X, denn fiir alle € > 0 ist I,, € U (x*) fiir alle n mit (b - a)/2" <.

Reihen

Mit Hilfe des Grenzwertbegriffs konnen wir die unendliche Summe
Xg + X| + ... + X, 4 ...

von gewissen Folgen xg, Xy, ..., Xy, ... reeller Zahlen definieren.

Definition (unendliche Reibe, Partialsumme, Summe)
Sei (x,, | n e N) eine Folge in R. Fiir alle n € N setzen wir

Vn = Z;ign Xj.

Dann heifit y, die n-te Partialsumme der Folge (x,, | n € N). Weiter
heifit (y, | n € N) die durch (x,, | n € N) gegebene unendliche Reibe.
Im Falle der Konvergenz von (y, | n € N) setzen wir

ZneN Xy = hmne N Yn»

und nennen die reelle Zahl X, .  x,, die Summe von (x,, | ne N).

Esistiiblich, die Notation X, . y X, nicht nur fiir den Limes der Partialsummen
v, zu verwenden, sondern zugleich auch fiir die betrachtete Reihe (y, | ne N)
selbst. So kann man dann sagen: ,,Sei X ¢ y x,, eine unendliche Reihe.“, was einfa-
cher und suggestiver ist als ,Sei (Z; <, x; | n € N) eine unendliche Reihe®. Der
Ausdruck X . n x,“ bedeutet also immer die Folge der Partialsummen der Zah-
len x,, und im Fall der Konvergenz dieser Folge auch ihren Grenzwert.
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DieReihenX, .n(-1)"=1-1+1-1+...undZ, cn1=1+1+1+1+...sind
beide divergent. Die Partialsummen der ersten Reihe pendeln zwischen 1 und 0
hin und her. Dagegen iibertreffen die Partialsummen der zweiten Reihe schliefi-
lich jede reelle Zahl, und eine Sprechweise der ,Konvergenz gegen unendlich®
dringt sich hier auf. Wir fiihren sie allgemein fiir Folgen ein:

Definition (uneigentliche Konvergenz oder bestimmte Divergenz von Folgen)
Eine Folge (x, | n € N)in R heifit uneigentlich konvergent oder bestimmst
divergent gegen oo, in Zeichen lim, .  x,, = oo, falls gilt:

Vke Ndnge NVn>nyx, 2k

Analog ist lim, ¢ y X, = —oo definiert.

Gilt x, > 0 fiir alle Summanden einer Reihe X, .  x,,, so wachsen die Partial-
summen monoton und die Reihe konvergiert genau dann, wenn die Partialsum-
men nach oben beschrinktsind. In diesem Fall gilt X, . y X, = Supy e ny Zij<q X, a0
dernfalls ist Z, . n X, = e. Ein Beispiel hierzu ist die harmonische Reibe

oenlVn+1) =1+172+1/73 + ...+ 1/n+ ...

Ein zeitloses Argument der Mathematik zeigt, dafi diese Reihe bestimmt diver-
giert, d.h. es gilt £, . y 1/(n + 1) = co. Wir diskutieren dies in den Ubungen.

Die Berechnung des Grenzwerts einer unendliche Reihe ist nur selten in ein-
facher Art und Weise moglich. Einen solchen Fall bilden die Reihen der Form
2, n X, die sogenannten (unendlichen) geomzetrischen Reiben. Ist |x1 > 1, so ist
Zhen X divergent. Ist dagegen x| < 1, so gilt

Toen Xt = 1/(1 -x). (Konvergenz der geometrischen Reibe fiir |x| < 1)
In den Ubungen findet der Leser einen Hinweis auf den iiberraschend einfachen
Beweis dieser Konvergenzaussage. Es gilt also zum Beispiel:

Soon(/2) = 14+12+1/4+ 1/8+... = 1/(1-1/2) = 2,

ToenG1/3)" = 1-13+1/9-1127+... = 1/(1+1/3) = 3/4.

Die erste Reihe kann man sich durch eine Verteilung zweier Kuchen an unend-
lich viele Kunden durch wiederholte Halbierung anschaulich machen.

Wir geben schliefflich noch einige Beispiele fiir konvergente unendliche Rei-
hen an, die man mit weitergehenden Methoden berechnen kann. Durch die ih-
nen innewohnende Schénheit und Magie diirfen sie fur sich stehen:

ToenDYm+1) =1-1/2+1/3 - 1/4+ ... = InQ),
ToenDY@n41) =1 -1/3 +1/5 = 1/7 + ... = n/4,
2,51 1/n’ =1+1/4+1/9 + 1/16 + ... = /6.

Die Berechnung der letzten Reihe gelang bereits Leonhard Euler. Ebenso kann
man die Summen X,,5; 1/n" fiir gerade k bestimmen. Dagegen entziehen sich die
Summen fiir ungerade k einer konkreten Berechnung. Man weif§ durch ein Er-
gebnis von Apéry (1979), daff =5, 1/n’ = 1,202... irrational ist.
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Stetige Funktionen

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion, daf§ die Funktion keine
Spriinge macht, oder, etwas genauer, daf} sich jeder Funktionswert f(a) nur wenig
verindert, wenn sich das Argument a nur hinreichend wenig verindert.

Mit Hilfe von Grenzwerten konnen wir den Stetigkeitsbegriff prizise fassen.
Im folgenden betrachten wir Funktionen f: A — R mit einem prinzipiell belie-
bigen Definitionsbereich A ¢ R. Der Leser denke in erster Linie an Definitions-
bereiche, die die Form eines Intervalls haben oder die die Vereinigung von end-
lich vielen Intervallen sind.

Wir definieren:

Definition (Stetigkeit)
Eine Funktion f: A — R heifit stetig in a fiir ein a € A, falls fur alle Folgen
(x, | ne N)in A gilt:

lim, o n X, = a2 dmpliziert lim, ¢ y f(x,) = f(a).

Weiter heifit f stetig (schlechthin), falls f stetig in allen a € A ist.

Im Stetigkeitsfall gilt also f(lim, ¢ y x,) = lim, ¢ n f(x,) fiir alle konvergenten
Folgen (x,, | n € N)in A, deren Grenzwert in A liegt.

Wir betrachten einige Beispiele fiir stetige und unstetige Funktionen. Die
vielleicht einfachste Unstetigkeitsstelle ist die ,,Punktierung® einer konstanten
Funktion. Sei hierzu f: [0,2] — [0, 2] mitf(x) = 1, fallsx# 1, und f(1) = 2. Dann
istf unstetig im Punkt 1 und stetig
in allen anderen Punkten des In- 2 . f
tervalls [0, 2]. Zum Beweis der
Unstetigkeit von fim Punkt 1 defi-
nieren wir eine Folge (x,, | n € N) 1
in[0,2] durchx, = 1 + 1/2" fiir alle
n. Dann giltlim, .y x,, = 1, aber

limnENf(Xn) = limneNl =1% f(l). 0 1 2

Also ist f unstetig im Punkt 1. Istaberx € [0, 2],x# 1, undist(x, | n€ N)eine
gegen x konvergente Folge in [0, 2], so gibteseine>0mit 1 ¢ [x-¢&,x+¢&] und
einny € Nmitx, € [x-¢,x+¢] fiir alle n 2 ny. Dann gilt f(x,,) = 1 fiir alle n 2 n,.
Also ist lim, ¢ y f(x,,) = 1 = f(x). Dies zeigt, dafi die Funktion f in allen von 1 ver-
schiedenen Punkten ihres Definitionsbereichs stetig ist.

Wir koénnen auch auf einer dichten Menge punktieren. Seiindg : R — [0, 1]
die Indikatorfunktion von @, d.h. indg(x) = 1, falls x € @ und indg(x) = 0 sonst.
Der Leser zeigt leicht, daf} diese Funktion in jedem x € R unstetig ist.

Als nichstes betrachten wir die im folgenden Diagramm visualisierte Funktion
g:[0,1] — R, die sich in immer schmiler werdenden Zacken der Hohe 1 der
y-Achse annihert. Fiir jede Definition von g(0) € R ist diese Funktion unstetig
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im Punkt 0. Denn fiir jedes y € [0, 1] gibt es eine gegen 0 konvergente Folge
(x, I ne N)in [0, 1] mit g(x,) =y fiir alle n, sodaf} also lim, . y g(x,) = y-

1 g

I 1 I I I 1

0 1/8 1/4 172 1

Jede konstante Funktion ist stetig. Weiter ist die Identititidy : A — R stetig
firalle AcR.Sindf: A — Bstetigin a und g: B — R stetigin f(a), so istauch
die Verkniipfung h = g o f stetig in a. Eine Untersuchung der Definition der Ad-
dition und der Multiplikation auf R zeigt, daf} die punktweise Addition und Mul-
tiplikation zweier stetiger Funktionen wieder stetig ist. Folglich ist jedes reelle
Polynomf{: R — R,

n-1

f(x) = a,x"+a,_; X' +...+a,x+3; furallexe R,

eine stetige Funktion. Dagegen sind punktweise Limiten von Polynomen im all-
gemeinen nicht mehr stetig:

Wir betrachten die Funktionen h, : [0, 1] — [0,1],ne N, mith,(x)=x"*" fiir
allex e [0, 1]. Diese stetigen Funktionen verbinden die Punkte (0, 0) und (1, 1)
durch immer flacher werdende Kurven. Fir jedesx € [0, 1 [ giltlim, ¢ y h,(x) =0,
und damit konvergieren die Funktionen h,, punktweise gegen die Funktion h mit
h(x)=0fiirallexe [0, 1[und h(1) = 1. Die Stetigkeit von Funktionen kann bei ei-
nem punktweisen Grenziibergang also verloren gehen.

Wir diskutieren nun noch einige dquivalente Formulierungen der Stetigkeit.
Die folgende sog. e-3-Stetigkeit ist vielleicht die direkteste Prizisierung der
,kleinen Anderung von f(a) bei kleiner Anderung von a“:

Satz  (e-8-Formulierung der Stetigkeit)
Seif: A — R,undseiae A.Dann sind dquivalent:

(a) fiststetigina.
(b) Ve>036>0Vxe A(lx-al <3 — If(x)-f(a)l <¢).

Beweis
@~ @):
Wir fiihren den Beweis indirekt. Sei also € > 0 derart, dafl fiir alle 6> 0
ein x € A existiert mit |x - al < dund If(x) - f(a)| > &.
Dann existiert fiir alle n € N ein x, € A mit

Ix, —al <1/2" und If(x) - f(a)| > €.

Dann konvergiert aber (x,, | n € N) gegen a, wihrend (f(x,,)) | ne N)
nicht gegen f(a) konvergiert. Also ist f nicht stetig in a.
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@) ™~ @):
Sei (x,, | n € N) eine Folge mit lim, x, = a. Wir zeigen lim,, f(x,) = f(a).
Sei hierzu € > 0 beliebig. Fiir dieses € sei nun 6 > 0 wie in (b).
Wegen lim,, x,, = a gibt es ein ng derart, daff |x, - al <& fiir alle n > n,.
- Nach Wahl von 8 ist dann aber [f(x,) - f(a)| < ¢ fiir alle n > n,,.

Der Wertebereich stetiger Funktionen

Eine Funktion, die auf einem Intervall [a, b] definiert ist und sich dort stetig
andert, kann anschaulich keine Werte auslassen: Um von einem f(x) zu einem f(y)
zu gelangen, muf} jeder Wert z als Funktionswert angenommen werden, der zwi-
schen f(x) und f(y) liegt. Diese Anschauung wollen wir nun prizisieren und be-
weisen.

Im folgenden sei stets [a, b] ein beschrinktes reelles Intervall. Derartige Inter-
valle heifien auch kompakr. Wir nehmen zudem immer a <b an.

Zunichst zeigen wir:

Satz  (Nullstellensatz)
Seif:[a,b] — Rstetig, und f(a) und f(b) haben verschiedene Vorzeichen.
Dann gibtes ein ¢ € [a, b] mit f(c) = 0.

Beweis
Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf§ f(a) < 0 und f(b) > 0 gilt.
Aus dem &-8-Kriterium folgt, dafl fiir alle y € ]a, b[ mit f(y) > 0 gilt:

(+) Esgibtein 8> 0 mit: x € [a,b] und f(x) >0 fiirallexe ]y - §,y + 8[.

Wir setzen X = {x€ [a,b] | f(x) >0}. Dann ist X nichtleer und beschrinkt,

also existiert x* = inf(X) € [a, b]. Nach (+) und Definition von X ist f(x*) < 0.

Wegen f(x*) < 0 ist x* ¢ X und damit als Infimum von X ein Hiufungspunkt

von X. Also gibt es eine Folge (x, | n € N)in X mit lim, x,, = x*. Dann gilt
= f(x*) =lim, f(x,) 2 0, da f(x,) = 0 fiir alle n. Insgesamt also f(x*) = 0.

Aus diesem Satz folgt, daf} jedes reelle Polynom f(x) = 0t,x" + ... + 0;X + 0y mit
o; € R, o, #0, n ungerade, eine Nullstelle besitzt. Denn ist b > 0 gentigend grof,
so haben f(- b) und f(b) verschiedene Vorzeichen.

Aus dem Nullstellensatz folgt stirker:

Korollar (Zwischenwertsatz)
Seif:[a,b] — Rstetig, und es gelte ¢,d € rng(f) mitc<d.
Dannist ¢, d] c rng(f).

Beweis
Seiee ]c,d[. Seic=1(a"), d = f(b’). Sei I das durch a’ und b’ gegebene
nichtleere kompakte Intervall. Wir setzen

gx) = f(x) -e firallexe L.
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Dannistg:I — Rstetigund g(a’) und g(b”) haben verschiedene Vorzeichen.
Nach dem Nullstellensatz gibt es ein x mit g(x) = 0. Also ist

- fx) = gx)+e =ce

Weiter existieren nun aber fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
nicht nur Zwischen-, sondern auch Extremwerte:

Satz  (Annabme von Maximum und Minimum,)
Seif:[a,b] — R stetig. Dann gibtes ein c € [a, b] mit
f(x) < f(c) fiirallexe [a,b].

Analog existiert ein d € [a, b] mit f(d) < f(x) fiir alle x € [a, b].

Beweis
Sei(x, | ne N)eine Folge in [a, b] mit:

(@) lim, f(x,) = sup(tng(f)), falls rng(f) nach oben beschrinkt ist,
(i) f(x,) = n fiirallene N, sonst.
Sei(y, | ne N)eine gegence [a,b] konvergierende Teilfolge von(x, | ne N).

Dann konvergiert (f(y,) | n € N) gegen f(c) und damit ist (ii) ausgeschlossen.
- Weiter ist f(c) = lim,, f(y,) = lim,, f(x,) = sup(rng(f)), also ist ¢ wie gewiinscht.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Korollar  (Wertebereich stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen)
Seif:[a,b] — R stetig. Dann existieren ¢ < d mit rng(f) = [c, d].

Differentialquotienten

Zur Illustration des Stetigkeitsbegriffs definieren wir noch das grundlegende
Konzept der Differentialrechnung, ohne es genauer zu untersuchen.

Istg: R — Reine Gerade mit Steigung ¢, d.h. gilt g(x) =cx+d fureind € R
und alle x € R, so kénnen wir die Steigung c dieser Funktion berechnen, sobald
wir zwei Funktionswerte g(a) und g(b) mit a # b kennen. Denn es gilt

(gb) - g(a)/(b-2a) = (cb+d-ca-d)/(b-a) = c.

Wir versuchen nun, die Steigung einer beliebigen Funktion fin einem Punkta -
iber den Quotienten (f(b) - f(a))/(b - a) zu erkliren. Dies gelingt, wenn dieser
Quotient gute Stetigkeitseigenschaften besitzt:
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Definition (Differentialquotient)
Seif: A — R eine Funktion, und sei a € A ein Hiufungspunkt von A.
Dann heifit f differenzierbar in a mit Differentialquotient oder Ableitung
c e R, falls fiir jede gegen a konvergente Folge (x, | ne€ N)in A - {a} gilt:

¢ = lim, . fxa) - f(2) f(a).
X, — 2

Definieren wir h(x) = (f(x) - f(a))/(x - a) fiir x € A -{a}und h(a) = ¢, so besagt
die Differenzierbarkeit von f in a mit Differentialquotient ¢ gerade, dafi die
Funktion h : A — R stetig in a ist. Damit ist die Differenzierbarkeit von f eine
Stetigkeitsforderung an eine mit Hilfe von f berechnete Funktion, und es ist
nicht iiberraschend, dafi diese Forderung die Stetigkeit der Funktion f im Punkt
a impliziert.

Offene Mengen und Umgebungen

Wir wollen nun noch eine weitere Charakterisierung der Stetigkeit etablieren,
der in der Mathematik eine grofie Bedeutung zukommt. Hierzu definieren wir:

Definition (offene Menge)
Ein Menge U reeller Zahlen heifit offen, wenn fiir allexe Ueing>0
existiert mit Ug(x) < U.

Anschaulich besagt diese Bedingung, daf kein Punkt von U am Rand von U
liegt. Ein U ¢ Rist offenbar genau dann offen, wenn ein System & offener Inter-
valle existiert mit U = U &. Die offenen Intervalle erzeugen in diesem Sinne die
offenen Mengen. Die leere Menge ist nach obiger Definition offen. Das Men-
gensystem AU der offenen Mengen ist weiter abgeschlossen unter endlichen
Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen, d.h. fiir alle Uy, ..., U, € U ist
U n..nU,e Uund fiiralleV cWist U V € .

Wir definieren weiter:

Definition (Umgebung)
Seix € R. Ein P ¢ R heifit eine Umgebung von x, falls ein offenes U c P
existiert mitx € U.

Als Umgebung von x gilt also jede Menge P, die ein offenes Intervall enthilt,
dem x angehort. Die Menge P selbst muf} nicht offen sein. Ist P aber offen, so
nennen wir P eine offene Umgebung von x.

Wir wollen nun mit Hilfe dieser Begriffe eine Charakterisierung der Stetigkeit
einer Funktion f: A — R geben. Da unsere Funktionen aber einen beliebigen
Definitionsbereich A haben konnen, brauchen wir noch relative Begriffe:
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Definition (offen in, Umgebung in)
Sei A c R. Ein V c A heifit offen in A, falls ein offenes U c R existiert mit

V=UnA

Weiter heifit fiir ein x € A ein P < A eine Umgebung von x in A, falls ein
in A offenes V existiert mitx€ Vund Vc P.

Istetwa A = [a, b], so ist [a, c[ offen in A fiir alle a < c < b, denn es gilt
[a,c[ =]a-1,c[ M A

fiir die offene Menge Ja - 1, c[. Wegen B n R = B ist weiter jedes B < R offen in
sich selbst.

Ist A offen, so ist P genau dann offen in A, wenn P offen ist. Der Leser, dem die
relativen Begrifte zunichst unsympathisch erscheinen, kann also fiir das folgende
zur Vereinfachung annehmen, daf der Definitionsbereich A einer Funktion of-
fen ist. In diesem Fall kann iiberall der relative Zusatz ,,in A“ gestrichen werden.

Der folgende Satz ist nun nichts weiter als eine Umformulierung des Satzes
iiber die e-8-Stetigkeit:

Satz  (Umgebungs-Formulierung der Stetigkeit)
Seif: A — R, und seiae A. Dann sind dquivalent:

(a) fiststetigin a.

(b) Fiir jede offene Umgebung U von f(a) gibt es eine in A offene
Umgebung Vvon amit f[V] c U.

(¢) Fiir jede Umgebung P von f(a) ist f ~' [P] eine Umgebung von a in A.

Die Stetigkeit von f in einem Punkt a besagt also, dafi die Urbilder von Umge-
bungen von f(a) Umgebungen von a sind. Der Umgebungsbegriff ist bei dieser
punktweisen Urbild-Charakterisierung der Stetigkeit der angemessene. Ist zum
Beispiel f: R — R die Funktion mit f(x) = 1 fiir 0 < x < 1 und f(x) = 0 sonst, so ist
f stetig im Punkt 1/2. Dagegen ist aber das Intervall [0, 1] das Urbild von U(1)
fiir alle 0 < € < 1. Die Urbilder offener Umgebungen von £(1/2) = 1 sind hier also
nicht notwendig offen. Fiir eine Charakterisierung der Stetigkeit in jedem Punkt
geniigen allerdings die offenen Mengen:

Satz  (Urbild-Formulierung der Stetigkeit)
Seif: A — R. Dann sind dquivalent:

(a) f iststetig.
(b) Fiir alle offenen U c Rist f ! [U] offen in A.

Beweis
(b) ™ (a):
Aus (b) folgt, dafl fiir alle a € A die Urbilder von Umgebungen von f(a)
Umgebungen von a in A sind. Damit ist f stetig nach obigem Satz.
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@) ™ (b):
Sei U c R offen, und sei V = f "' [U]. Wir zeigen, dafi V offen in A ist.
Sei hierzu a € V beliebig. Wir zeigen, daf} ein € > 0 existiert mit

Ufa) nAc V.

Annabme nicht. Dann existiert fiir alle n € N ein x, € Uj/;n(a) N A mit
x, ¢ V. Dann konvergiert aber (x, | n € N) gegen a, und aufgrund der
Stetigkeit von f in a konvergiert dann (f(x,) | n € N) gegen f(a).
Wegen f(a) € Uund U offen gibt es dann aber ein n mit f(x,,) € U.

- Dann ist aberx, € f"![U] =V, Widerspruch.

Hat eine Funktion einen offenen Definitionsbereich, so haben wir also fol-
gende bestechend einfache Formulierung der Stetigkeit einer Funktion in jedem
Punkt:

Die Urbilder von offenen Mengen sind offen.

In dieser Form wird die Stetigkeit in der Mathematik heute in jedem abstrak-
ten geometrischen Kontext definiert, in dem gewisse Mengen als ,,offen“ ausge-
zeichnet sind:

Ist X eine Menge und U ein System von Teilmengen von X mit @, X € AU, so heifit
(X, W) ein topologischer Raum und U eine Topologie auf X, falls U abgeschlossen unter
endlichen Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen ist. Die Elemente von U
heifien dann die offenen Mengen des Raumes, und ein P ¢ X heifit eine Umgebung ei-
nes Punktes x € X, falls es ein offenes U gibt mitxe Uund U c P. Sind (X, W) und
(Y, V) topologische Riume, so heifitein f: X — Y stetig, falls f~ V]eau giltfiiralle
Ve V. Fir lokale Betrachtungen der Stetigkeit in einem Punkt muf} aber, wie wir
gesehen haben, ,offen” durch ,,Umgebung” ersetzt werden: Ein f: X — Y heifit
stetig in x, falls das Urbild jeder Umgebung von {(x) eine Umgebung von x ist.

Auch die relativen Begriffe finden wir hier wieder: Ist (X, W) ein topologischer
Raum und A c X so ist (A, U,) ein topologischer Raum, wobei die sog. Relativ-
topologie U, definiertistdurchU, ={UNA | Ue AU}. Die Menge A erbtin die-
sem Sinne eine Topologie von X. Speziell erbt jedes A R die Topologie der of-
fenen Mengen, und damit haben wir dann obige Charakterisierung der Stetigkeit
einer Funktion f: A — R wiedergefunden: fist genau dann stetig im Sinne der
Folgenstetigkeit, wenn f: A — R eine stetige Abbildung zwischen den topologi-
schen Riaumen (A, U,) und (R, W) ist.

Von der Folgenstetigkeit gelangten wir zur e-8-Stetigkeit. Eine auf den ersten
Blick etwas aufgeblasene Umformulierung fithrte dann zur Formulierung der
Stetigkeit mit Hilfe von offenen Teilmengen von R und Umgebungen von Punk-
ten. Die Struktureigenschaften der offenen Mengen fithrten schliefilich zum Be-
griff des topologischen Raumes und einem allgemeinen Stetigkeitsbegriff, der
stetige Abbildungen als gewisse strukturerhaltende Abbildungen kennzeichnet.
Das ist ein langer Weg der Abstraktion und Verallgemeinerung, und dieser Zwi-
schenabschnitt ist eher als Ausblick gedacht denn als Einfithrung. Der Leser
moge sich zudem vor Augen halten, daf§ die prizise Formulierung des Stetig-
keitsbegriffs erst im 19. Jahrhundert gegeben worden ist, wihrend man seit
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Newton und Leibniz Differential- und Integralrechnung betrieb. Und danach
vergingen noch einmal einige Jahrzehnte, bis im frithen 20. Jahrhundert die ab-
strakten topologischen Begriffe eingefiihrt wurden.

Metrische Vollstindigkeit

Fiir Leser, die die Konstruktion und Charakterisierung von R als linear voll-
stindig angeordneten Korper im zweiten Abschnitt verfolgt haben, werfen wir
nun noch einmal einen Blick auf die Konvergenz von Folgen in beliebigen ange-
ordneten Korpern. Unsere Verdichtungs- und Konvergenzbegriffe konnen wir
nimlich allgemein definieren:

Definition (Cauchyfolge, konvergente Folge, Grenzwert)
Sei K ein angeordneter Korper, und sei (x, | n € N) eine Folge in K.

(@) (x, | n e N)heifit eine Cauchyfolge in K, falls gilt:

Vee K"dny Vn,m2n, Ix, - x,,| <&. (Cauchybedingung)
(b) (x, | ne N) konvergiert in K, falls ein x € K existiert, sodaf} gilt:

Vee K'dny Vn2n Ix, - x| <e. (Konvergenzbedingung)

In diesem Fall heifit dann x ein Grenzwert der Folge.

Wir schreiben wieder lim,, _, ., x,, oder lim,, y x,, fiir den eindeutig bestimm-
ten Grenzwert einer konvergenten Folge.
Nun definieren wir:

Definition (metrische Vollstindigkeit)
Ein angeordneter Korper K heifit metrisch vollstindig, falls gilt:

Jede Cauchyfolge in K konvergiert in K. (metrische Vollstindigkeit)

Die Bezeichnung als metrische Vollstindigkeit riihrt daher, daf§ wir in den
Definitionen einer Cauchyfolge und eines Grenzwertes den Abstand Ix, - x|
von x, und x,,, bzw. den Abstand Ix - x,, | von x und x,, betrachten.

Wir haben oben gezeigt, dafi der angeordnete Korper R metrisch vollstindig
ist. Der Beweis benutzt aufier der linearen Vollstindigkeit keine speziellen Ei-
genschaften von R. Er zeigt:

Satz  (lineare Vollstindigkeit impliziert metrische Vollstandigkeit)
Jedes arithmetische Kontinuum ist metrisch vollstindig.

Beim Versuch, die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, bleiben wir stecken.
Es zeigt sich aber, dafy der Beweis durchgefiihrt werden kann, wenn wir die An-
ordnung als archimedisch voraussetzen:
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Satz  (Vollstindigkeit bei archimedischer Anordnung)
Sei (K, +, -, €) ein metrisch vollstindiger und archimedisch angeordneter
Korper. Dann ist (K, +, -, <) ein arithmetisches Kontinuum.

Beweis
Sei X eine nichtleere und nach oben beschrinkte Teilmenge von K.
Seixj € X beliebig. Fiir alle n > 1 existiert nach dem archimedischen Axiom

k, = ,daskleinste k mit: x, + k- 1/n ist eine obere Schranke von X“.

Seix, =xy + k,/n fiirallen > 1. Dann ist(x, | n € N) eine Cauchyfolge.
Denn sei € > 0. Nach dem archimedischen Axiom gibt es ein ny > 1 mit
1/nj < &. Dann gilt fiir alle n > ny, daff Ix, - x, | <1/n, <e. Also existiert

x* = lim, oy X,

— Dann giltx* = sup(X), wie man leicht nachprift.

Fiir einen angeordneten Koérper ist also ,,(linear) vollstindig“ dquivalent zu
ymetrisch vollstindig und archimedisch®. Die reellen Zahlen sind damit bis auf
Isomorphie der einzige angeordnete Korper, in dem jede Cauchyfolge konver-
giert und in dem fiir alle x > 0 die Folge x, 2x, 3x, ..., nx, ... jedes y > 0 tibertrifft.
Wir kénnen hier auf die archimedische Anordnung nicht verzichten. Die Kon-
struktion von metrisch vollstindigen, aber nicht archimedisch angeordneten
Korpern ist jedoch eine nichttriviale Angelegenheit.

Ubungen

Ubung 1 (Konvergente Folgen, I)
Sei (x,, | n € N) eine Cauchyfolge in R. Zeigen Sie, dafl X ={x, | ne N}
beschrinkt ist.

Ubung 2 (Konvergente Folgen, II)
Zeigen Sie, dafi jede konvergente Folge in R eine Cauchyfolge ist.

Ubung 3 (Konvergente Folgen, 1II)
Sei (x, | n € N) eine konvergente Folge in R. Zeigen Sie, daf der
Grenzwert dieser Folge eindeutig bestimmt ist.

Ubung 4 (Konvergente Folgen, 1V)
Sei (x, | n € N) eine Folge in R. Zeigen Sie, daf} die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(@) (x, | ne N)isteine Cauchyfolge.

(b) Ve>03dny, Vn=ng Ix, -x, | <&
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Ubung 5 (Konvergente Folgen, V)
Sei (x, | n € N) eine monoton wachsende beschrinkte Folge in R.
Zeigen Sie, daf§ lim, . n x, = sup({x, | ne N}).

Ubung 6  (Konvergente Folgen, V1)
Sei (x, | n € N) eine beschrinkte Folge in R. Zeigen Sie, daf} die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(@) (x, | ne N)konvergiert.
(b) liminf, .y x, = limsup, ey X,-
Zeigen Sie weiter, dafy in diesem Fall gilt:

liminf, .y x, = limsup,cn X, = lim, ¢y Xg-

Ubung 7 (Konvergente Folgen, VII)
Seien (x, | n € N)und (y, | n € N) konvergente Folgen in R, und seien
x =lim, x, und y = lim,, y,. Zeigen Sie, dafi (x, +y, | n€ N) gegenx +y
und (x, - v, | n € N) gegen x - y konvergiert.
(Allgemeiner gilt dies fiir Folgen in einem angeordneten Korper.)

Ubung 8  (Hiufungspunkte, I)
Fiir jedes X < R sei X’ die Menge der Hiufungspunkte von X.
Zeigen oder widerlegen Sie, daf} fiir alle X, Y c R gilt:

) XnYY=XA"nY, () XuY =X uY.

Ubung 9 (Hiufungspunkte, II)
Zeigen Sie, dafy die folgenden Aussagen fiir alle X c Rund allex € R
dquivalent sind:

(a) xistein Hiufungspunkt von X.

(b) Es gibt eine Folge (x, | n e N)in X mitx, # x,, fiir alle n # m und
lim, x, = x.

Ubung 10  (Hiufungspunkte, I11)
Sei (x, | n € N) eine beschrinkte Folge in R derart, daf} x,, # x,,, fiir alle
n # m gilt. Zeigen Sie, daf§ der Limes Inferior der Folge der kleinste
Hiufungspunktvon X ={x, | ne N}ist.
Zeigen Sie weiter, daf§ diese Aussage nicht immer gilt, wenn wir nur
fordern, dafl X unendlich ist.

Ubung 11 (Hiufungspunkte, IV)
Sei (x,, | n € N) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen derart, daf§ x,, # x,,
fiir alle n # m gilt. Zeigen Sie, daf fiir alle x € R dquivalent sind:

a) lim, _, .x, = x.
(@) lim, n

(b) xist der einzige Haufungspunktvon {x, | ne N}.
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Ubung 12 (Reiben, I)
Seien X, . x, und X,  y, konvergente Reihen. Zeigen Sie:

Zne N Xp + Yn = (Zne N Xn) + (Zne N Yn)

Ubung 13 (Reiben, II)
Zeigen Sie,dafl .y 1/(n + 1) = oo, (Divergenz der harmonischen Reibe)
[Fassen Sie Summanden der Reihe in geniigend lange aufeinanderfolgende Blocke
zusammen, sodaf die Summe jedes Blocks grofiergleich 1/2 ist. ]

Ubung 14 (Reiben, III)
Seix € Rmit Ix| < 1. Zeigen Sie, daff
Toen X = 1/(1 -x). (Berechnung der geometrischen Reibe fiir 1x1 < 1)
[Zeigen Sie, daf fiir allen e N gilt: Zgc;cn x' = (1 - x**1/(1 - x).]

Ubung 15  (Reiben, IV)
Zeigen Sie, dafl X, 1/(n(n + 1)) = 1.
[Zeigen Sie, dafi 2 i<, 17(1(1 + 1)) =n/(n + 1) fiirallen > 1.]

Ubung 16  (Reiben, V)

Sei X, x,, eine konvergente Reihe. Zeigen Sie, dafi das arithmetische Mittel
der Partialsummen gegen die Summe der Reihe konvergiert, d.h. es gilt

lim,cn(Sg+ ... +5)/(n+1) = s,
wobeis, =X, x; fiirallen>1unds=X, .y x,.
Ubung 17  (Stetige Funktionen, I)
Zeigen Sie:
(1) Istf: A — R konstant, so ist f stetig.
(i) Firalle A c Ristdie Identititidy : A — R stetig.
(i) Istf: A — Bstetigin a und g: B — R stetig in f(a), so ist
h = gofstetigina.
Ubung 18  (Stetige Funktionen, II)
Seif:[0,1] — [0, 1] stetig. Zeigen Sie:
Es gibteinx € [0, 1] mit f(x) = x.
Ubung 19 (Stetige Funktionen, I1I)

Seif: R — R eine stetige Funktion und fiir alle £ > 0 gebe esx,y € |- ¢, €[
mit f(x) > 0 und f(y) < 0. Zeigen Sie, daf} f(0) = 0.
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Ubung 20  (Offene Mengen und Umgebungen, 1)
Sei U c R. Zeigen Sie, daf§ die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) U ist offen.
(b) Es gibt ein System ¥ von offenen Intervallen mit U = U .

Ubung 21 (Offene Mengen und Umgebungen, II)
Sei AU ein System offener Teilmengen in R. Zeigen Sie:

(i) U A ist offen.
(ii) IstU endlich, so ist M AL offen (mit M @ = R).

Ubung 22 (Offene Mengen und Umgebungen, I1I)
Ein C c R heifit abgeschlossen, falls R - C offen ist. Weiter heifitein D c A
abgeschlossen in A, falls es ein abgeschlossenes C gibt mit D =A n C.
Zeigen Sie, daf} fiir eine Funktion f: A — R die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) f iststetig.
(b) Fiir alle abgeschlossenen C c R ist f ~'[C] abgeschlossen in A.

Ubung 23 (Metrische Vollstindigkeit, I)
Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper. Dann sind dquivalent:
(@) (K, +, -, <) istein arithmetisches Kontinuum, d. h. (K, <) ist eine
vollstindige lineare Ordnung.

(b) Jede monoton wachsende beschrinkte Folge (x,, | ne€ N) in K
konvergiert in K.

Ubung 24  (Metrische Vollstindigkeit, II)
Geben Sie einen detaillierten Bewesis fiir die Aussage ,,x* = sup(X)“ im
Beweis des Satzes, dafi die metrische Vollstindigkeit zusammen mit dem
archimedischen Axiom die lineare Vollstindigkeit impliziert.
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Matrizen sind rechteckige Gebilde aus Zahlen. Wir notieren eine Matrix A mit m
Zeilen und n Spalten in der Form (a; ; | 1 <i<m, 1<j<n)oderkurzals A = (a; ;); ;
oder A = (a;);;, wenn n und m fest gewihlt sind. Die tibliche graphische Darstel-
lung einer derartigen (m X n)-Matrix A ist:

81’1 alyz alyn
az’l 32,2 azyn
3m71 am’z am’n

Matrizen treten in vielen verschiedenen Kontexten auf und man kann sie aus
ganz unterschiedlichen Blickwinkeln betrachten: Sie vereinfachen ganz ohne je-
den theoretischen Hintergrund die Notationen beim Lsen von linearen Glei-
chungssystemen, sie reprisentieren lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen
und sie bilden einen ansprechenden Rahmen zur Untersuchung von beliebigen
endlichen Relationen. Diese Aspekte wollen wir in diesem Kapitel vorstellen.

Vektoren

Im folgenden sei K = Q oder K = R. Der Leser, der mit dem Korperbegriff ver-
traut ist, kann allgemeiner fiir K einen beliebigen endlichen oder unendlichen
Korper einsetzen, unsere Uberlegungen bleiben dann unverindert giiltig.

Weiter sein > 1 eine festgewihlte natiirliche Zahl. Wir betrachten die Menge

K" = {(xq,...,x,) | x;e Kfiiralle1 <i<n}

aller n-Tupel mit Eintrigen in K. Die Elemente von K" nennen wir auch Vektoren
und die Elemente von K auch Skalare. Ist x € K” ein Vektor, so sei x(i) seine i-te
Komponente fir alle 1 <i<n. Istalso x = (xy, ..., X,), so ist x(i) = x; fur alle i.

Der Nullvektor des K ist der Vektor x mit x(i) = 0 fiir alle i. Wir bezeichnen ihn
oft wie die Null des Kérpers K mit 0. Diese Mehrfachbedeutung des Nullzei-
chens ist in der Regel unproblematisch.

Fiir alle 1 <i<nist der i-te Einbeitsvektor e; des K" definiert durch

) = { 1, falls i = j,

0 sonst.
Firn =3 giltalsoz.B. e; =(0, 1, 0) und fiirn =4 ist e, = (0, 1, 0, 0).

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Fiir Vektorenx = (xy, ..., X,), V= (¥1, ---, V) € K" und Skalare o € K fithren wir
die folgenden arithmetischen Operationen ein:

(Xl +Vi, e X t Yn), (Véktomddition)

X+Yy

o X (U Xq,y oery LX) (Skalarmultiplikation)

Der K" bildet mit diesen Operationen einen sog. Vektorraum, auf dessen all-
gemeine Definition wir hier verzichten kénnen.
Fiir jeden Vektor x € K" gilt

X = ZycicnX() €.

Soistz.B. (2,3,-2) = 2-(1,0,0) + 3-(0,1,0) - 2-(0,0, 1).

Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Vari-

ablen, ,,Unbestimmten” oder ,Unbekannten xy, ..., x,:

a5 1X] + 817X + ... + a5, X, = by, (Gleichung 1)
32,1 X + 82,2 X + ...+ azyan = bz, (GlelfbuﬂgZ)
An X + 8,2% + ... + Ay, X, = by, (Gleichung m)

Hierbei sind alle a; ; und alle b; gegebene Elemente von K. Die Skalare a; ; heifien
die Koeffizienten des Gleichungssystems, und b = (by, ..., b,,) heifit der rechze Vek-
tor des Systems. Das Gleichungssystem heifit homzogen, falls der rechte Vektor der
Nullvektor ist.

Das Gleichungssystem heifit /osbar, falls xy, ..., x,, € K existieren, sodafj alle
Gleichungen des Systems simultan erfiillt sind. Der Vektor (xy, ..., x,) € K" heifit

dann eime Losung des Systems. Die Menge
L ={(&....,x,)€ K" I (xq, ..., x,) ist eine Losung des Systems }

heifit die Losungsmenge oder der Losungsraum des Systems.

Wir notieren die Koeffizienten des Systems als (m x n)-Matrix A = (a;;);;. For-
mal ist eine derartige Matrix eine Abbildung A: {1, ...,m}x{1,...,n} — K, und
wir schreiben dann aj; fiir die Funktionswerte A, j).

Oftist es auch niitzlich, den rechten Vektor in die Koeffizientenmatrix zu inte-
grieren, indem wir der Koeffizientenmatrix eine weitere aus by, ..., b, gebildete
Spalte hinzufiigen. Wir bezeichnen diese Matrix mit (A, b) und nennen sie die er-
weiterte Koeffizientenmatrix. Sie hatm Zeilen und n + 1 Spalten. Die i-te Zeile die-
ser Matrix ist (a; 1, ..., a; ,, b;).

Ein Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A, b) und Unbe-
kannten x, ..., x, notieren wir oft auch in der kompakten Form

Ax = b. (Notation fiir lineare Gleichungssysteme)
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Als nichstes wollen wir einer Koeffizientenmatrix A eine Funktion zuordnen,
die die Berechnungen durchfiihrt, die entstehen, wenn wir in einem Gleichungs-
system A x = b fiir die Unbestimmten Skalare von K einsetzen.

Definition (von einer Matrix induzierte Abbildung)
Sei A = (a;);j eine (m x n)-Matrix in K. Dann definieren wir eine Funktion
fy : K" — K™ durch:
falxy, o x0)(0) = X4 <j<n )X = 31X + 32X + ..o+ Ay Xy

fiir alle (xy, ..., x,) € K" und alle 1 <i<m.

Die Funktion f, heifit die von der Matrix A induzierte oder die der Matrix
A zugeordnete Abbildung.

Die Abbildung f wertet fiir xy, ..., x, € Kalle m Terme auf der linken Seite ei-
nes Gleichungssystems A x = b aus. Die Ergebnisse dieser Auswertungen fassen
wir zu einem Vektor f;(x) der Linge m zusammen. Die Frage der Losbarkeit des
Gleichungssystems A x = b lautet nun einfach:

Gilth e rng(fy)?
Weiter gilt:
L={xeK'If,(x)=b},

d.h. der Losungsraum ist das Urbild des Vektors b unter der Abbildung fj.

Wir wollen nun die geometrische Struktur des Losungsraumes L von Ax=b
noch genauer ergriinden. Hierzu betrachten wir das zugeordnete homogene
Gleichungssystem Ax = 0 und setzen

Ly ={xeK'IAx=0}.

Fiir die Losungsmenge L gilt:

Satz  (Struktur des Losungsraumes eines homogenen Systens)
(i) 0e Ly,
() x+yely furallex,ye L,
(i) ax e Ly fiirallexe Ly und allea e K.
Beweis
Sei f = f, die zugeordnete Abbildung. Wir rechnen:
f(0) = £f(0-0) = 0-£0) = O,
fx+y) = fx) +f{y) = 0+ 0 = 0 firallex,ye L,
flax) = of(x) = 000 = 0 fiir alle x € Ly und alle o € K.
- AusLj={xe K" | f(x) = 0} folgen die Behauptungen.
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Die aufgetauchten Eigenschaften von f werden wir im Abschnitt iiber ,,Line-
are Abbildungen® studieren. Hier halten wir die Strukturaussagen (i) - (iii) be-
grifflich fest:

Definition (Unterraum)
Ein U ¢ K" heifit ein Unterraum oder Untervektorraum des K", falls 0 € U
gilt und U abgeschlossen unter Vektoraddition und Skalarmultiplikation ist,
d.h.firallex,ye Uundalleae Kgiltx+ye Uundaxe U.

Der Satz besagt also, daff die Losungsmenge eines homogenen linearen Glei-
chungssystems ein Unterraum ist. Umgekehrt zeigt man in der linearen Algebra,
daf§ auch jeder Unterraum als Losungsraum eines homogenen Gleichungssy-
stems auftaucht.

Fiir die Losungsmenge L von A x = b gilt die folgende Darstellung, deren Be-
weis dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben kann:

Satz  (Struktur des Losungsraumes eines inbomogenen Systenis)
Seiy=(yy, ..., yn) € L. Dann gilt

L=Ly+y, wobeilLj+y={x+ylxelLg}

Kennen wir also die Losung L des zugeordneten homogenen Systems, so lie-
fert uns jede spezielle Losung von A x = b alle Losungen von Ax =b.
Wir definieren:

Definition (affiner Unterraum)
Ein X c K" heifit ein affiner Unterraum des K", falls ein Unterraum U des
K" und einy € K" existieren mit

X=U+y={x+ylxe U}
Damitist die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems also ein affiner
Unterraum des K".

Affine Unterrdume sind i.a. nicht mehr abgeschlossen unter der Addition von
Vektoren. Es gilt aber eine bemerkenswerte andere Abschlufieigenschaft.

Satz  (AbschlufSeigenschaft eines affinen Unterraums)

Sei X = U + y ein affiner Unterraum, und seien xy, ..., x, € X.
Zudem seien 0.y, ..., 0y € Kmit X ;¢ oy = 1. Dann gilt Z; ;< o x; € X,
Beweis

Seix; =u; +y firalle 1 <i<k, mity; in U. Dann gilt:

— Zicick X = Zicick 05 (W +y) = Gicickoiw)+1lye Usry = X
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Zwei Gleichungen und zwei Unbekannte

Bevor wir uns einem allgemeinen Losungsverfahren zuwenden, betrachten
wir lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
noch etwas genauer. Wir notieren ein derartiges System in der Form

ax + by = e, (Gleichung 1)
cx +dy = f. (Gleichung 2)
mit Unbekannten x und y und vorgegebenen reellen Zahlen a, ..., f. Wir nehmen

der Einfachheit halber an, daff b,d # 0 gilt. Dann kénnen wir die beiden Glei-
chungen schreiben als

y = - (a/b)x + e/b, (Geradengleichung 1)
y = -(c/d)x + f/d. (Geradengleichung 2)

Die beiden Gleichungen beschreiben
also Geraden in der Ebene, und die
Schnittpunkte dieser Geraden bilden
die Losungsmenge des Systems. Sind
die Geraden nicht parallel, so existiert s=—a/b
genau eine Losung. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Steigungen

-a/bund -c¢/d der Geraden verschie- 1 Gerade der ersten
den sind, d.h. fallsad - bc # 0. (Dieser Gleichung mit
Wert ist unabhingig von e und f.) 7 e/b Steigung s = — a/b
Sind die Geraden parallel aber ver-

schieden, so existiert keine Losung. 0 "

Andernfalls fallen die beiden Geraden
zusammen und es gibt unendlich viele Losungen.

Liegen die Steigungen der Geraden nahe beieinander, d.h. ist lad - bel sehr
klein, so treten bemerkenswerte Effekte auf. Wir betrachten hierzu folgendes
Beispiel (aus einer Arbeit von William Kahan):

0,2161x + 0,1441y = 0,1440,
1,2969x + 0,8648y = 0,8642.

Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystemsist (x,y) = (2, - 2). Firx=0,9911
und y = - 0,4870, ergibt sich

0,2161% + 0,1441§ = 0,1440 + 0,00000001,
1,2969% + 0,8648§ = 0,8642 - 0,00000001,

d.h. dervon (2, - 2) deutlich verschiedene Vektor (%, y) konnte als Losung des Sy-
stems gelten, wenn wir mit weniger als acht Nachkommastellen Genauigkeit
rechnen. Umgekehrt betrachtet: Andern wir die rechte Seite (0,1440, 0,8642)
minimal um (1072, - 107®) ab, so springt die exakte Losung von (2, - 2) zu (%, ).
Man sagt in der Numerik, dafi das Gleichungssystem schlecht konditioniert ist.
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Das Gauf3-Jordansche Eliminationsverfahren

Wir stellen nun ein Losungsverfahren fiir unsere Gleichungssysteme vor. Der
Verfahrenstyp wird oft als Gaufs-Fordansches Eliminationsverfabren bezeichnet,
seine Urspriinge reichen aber bis in die vorchristliche chinesische Mathematik
zuriick. Den Ausgangspunkt bildet die Beobachtung, daf} sich der Losungsraum
eines Gleichungssystems

a;1X] + 812X + ... + a5, X, = by, (Gleichung 1)
8 1X; + 82X + ... +8,%, = by, (Gleichung 2)
An1X] + 832X + ... + Ay X, = by, (Gleichung m)

durch die folgenden vier elementaren Operationen nicht dndert:
E/=a-E) Multiplikation der i-ten Gleichung mito € K, o0 # 0.
(E’=E;+aE;)) Addition des a-fachen der j-ten zur i-ten Gleichung, i #j.
(63,) Vertauschung der i-ten und der j-ten Gleichung.

(w5 Vertauschung der i-ten und der j-ten Spalte des Systems
N g J P y
(einschliefilich der Variablen x; und x;).

Die ersten drei dieser Operationen konnen wir analog auch fir Matrizen ausfiih-
ren, indem wir ,,n-te Gleichung® durch ,,n-te Zeile“ ersetzen. Bei der Spaltenver-
tauschung ist dagegen etwas Umsicht geboten, da in Matrizenschreibweise keine
benannten Variablen mehr zur Verfiigung stehen. Wir kénnen aber Spaltenver-
tauschungen auch fiir Matrizen zulassen, wenn wir nebenbei mitschreiben, wel-
che Vertauschungen wir durchgefiihrt haben. Dann geht keinerlei Information
verloren und wir kénnen Matrizen weiterhin als bequeme Notation fiir Glei-
chungssysteme ansehen.

Wir streben durch wiederholte Ausfithrung dieser Operationen folgende
Form an:

Definition (D,-Form)
Eine (m x n)-Matrix A ist in D,-Form fiir ein 0 < r < min(m, n), falls gilt:
@ a; =1 firallel <i<r,
(i) a;; = 0 firalle 1 <i,j <rmiti#j,

(iii) a;; = 0 firallei,jmitr <i < m.

In einer derartigen Matrix steht also links oben die (r x r)-Diagonalmatrix D,
deren Diagonale mit Einsen bestiickt ist und die aufferhalb ihrer Diagonalen nur
Null-Eintrige aufweist. Weiter sind alle Eintrige in den Zeilenr + 1, ..., m der
Matrix gleich 0.
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Der Losungsraum eines Gleichungssystems in D -Form lifit sich nun aus der
erweiterten Koeffizientenmatrix direkt ablesen:

Satz  (Losungsraum fiir D,-Formen)
Sei A x = b ein Gleichungssystem mit einer (m X n)-Matrix A = (a;);; in
D,-Form. Sei L der Losungsraum des Systems. Dann gilt:

Ist b; # 0 fiir ein i mit r <i<m, so ist das System unl6sbar.
Andernfalls ist der K"-Vektor b* = (by, ..., b, 0, ..., 0) € L, und es gilt:
(a) Istr =n,soist L = {b*}.
(b) Istr <n,soist L = Ly + b* mit dem folgenden Losungsraum L
des homogenen Systems A x = 0:
Lo ={o Va1 + ... + 0y, | oye Kfiiraller<i<n},

wobei y; = (-ay;, ..., —2,, 0, ..., 0) + ¢; € K" firaller<i<n.

Beweis
Wir zeigen, dafl in (b) jede Losung von Ax = 0 ein Element von L ist.
(Die anderen Behauptungen des Satzes sind unschwer einzusehen).
Sei also (04, ..., o) eine beliebige Losung von A x = 0. Dann gilt

o; + Zr<j5nai]' OLJ =0 ﬁiralle 1<i< r,
und damit ist

- (al,...,an) = 0y Yrs1 + -0 + 0¥y € Lo.

Wir zeigen nun, dafl wir durch unsere vier Operationen eine D, -Form errei-
chen konnen:

Satz  (Eliminationsverfabren)
Sei A x = b ein Gleichungssystem einer (m X n)-Matrix A = (a;;);.
Dann lifit sich (A, b) durch die vier elementaren Operationen in die
Form (A’, b’) iiberfithren mit A” in D,-Form fiir ein r < min(m, n).
Istn=myo...om:{1,...,n} — {1,...,n}die Bijektion der
durchgefiihrten Spaltenvertauschungen my, ..., 7y, so gilt

L={n'(x)Ixel}

fir die Losungsriume L von Ax=bund L’ von A’x=b".

Beweis A
Wir konstruieren rekursiv (Aiz b)) fiiri=0, 1, ..., r,r <min(n, m).
Dabei ist die j-te Spalte von A" der Vektor e; € K™ fiir alle 1 <j <i.
Zu Beginn sei (A% b = (A, b). Sei n}m'(Ai, b') konstruiert fiir ein i > 0.
Ist A'in D;-Form, so ist (A", b’) = (A', b') mit r = i wie gewiinscht.
Andernfalls existieren Indizes i*, j* > i mit A'(i*, j*) # 0.
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Nach einer evtl. Zeilenvertauschung gefolgt von einer evtl. Spalten-
vertauschung kénnen wir also annehmen, da§ A'G + 1,1+ 1) #0.

Durch Zeilenmultiplikation und -addition kénnen wir nun die (i + 1)-te
Spalte der Matrix (A', b") in den Spaltenvektor ¢;, | tiberfithren. Mit der so
entstehenden Matrix (A'*!, b'*!) wiederholen wir das Verfahren.

Das Verfahren produziert eine Matrix (A’, b") = (A", b") mit A” in D,-Form.
Eine Induktion nach i < r zeigt, daf

L = {(mge...om) ') I xe K", A'x=b'},

wobei Ty, ..., T die Spaltenvertauschungen sind, die bis zum i-ten Schritt
— durchgefiihrt wurden. Dies zeigt die Behauptung iiber den Losungsraum.

Wir konnen das im Beweis enthaltene Verfahren leicht deterministisch ma-
chen und so einen ,,Algorithmus von Gaufi-Jordan“ erhalten, indem wir im Re-
kursionsschritt i* und j* geeignet minimal wihlen. Gilt A'Gi + 1,1+ 1) # 0, so sind
gar keine Vertauschungen notwendig. Ist A'(i*, i + 1) # 0 fuir ein i* > i, so gentigt
eine Zeilenvertauschung. Wir konnen damit die Anzahl der Spaltenvertauschun-
gen so gering wie moglich halten.

Das Verfahren zeigt fiir quadratische Matrizen:

Korollar  (Uberfiibrung in Diagonalform)
Sei A eine (n X n)-Matrix. Dann sind dquivalent:

(@) fy:K" — K"istbijektiv.

(b) A lifit sich mit Hilfe der ersten drei elementaren Operationen
in die Diagonalmatrix D,, iberfithren.

Beweis
Die Aussage ist klar, falls wir alle vier Operationen zulassen. Wird aber eine
Vertauschung der (i + 1)-ten Spalte im Rekursionsschritt notwendig, so
bleibt diese Spalte eine Spalte von

i+l r
AL AT

da alle ihre Komponenten ab der Stelle i + 1 gleich 0 sind.

Folglich ist A’(n, n) = 0, d.h. es gilt r < n. Damit ist aber A’ x = b” unlgsbar

fir alle b’, deren n-te Komponente von 0 verschieden ist. Also ist Ax=b
— nicht fiir alle b 16sbar, und damit ist f, nicht bijektiv.

Wir fithren zur Illustration das Eliminationsverfahren nun noch fiir das fol-
gende Gleichungssystem mit K = Q durch. Die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A°, b°) ist rechts notiert.
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1 -1 1 0 -1
1 -1 0 -1 | 1
0o 0 -1 -1 I 2
-2 2 1 0 -1

Zuerst berechnen wir (A, b') durch ,, Ausriumen der ersten Spalte“:
p

(A',b)

1 0 1 -1 1 -1
0 -1 -1 0 | 2
0 -1 -1 0 | 2
0 0 3 0 -3

Spaltentausch 1, 4

Wir notieren nun den Spaltentausch 7, 4 und berechnen dann (A%, b):

(= =
o
o
o

(A%,b%)

1 0 1 -1 1| -1
0 1 1 0 I -2
o 0 3 0 -3
o 0 0 O | 0

Zeilentausch o3 4

Wir tauschen die dritte und vierte Zeile und erhalten nun (A%, b*) in D;-Form,
indem wir die Koordinate (3, 3) auf 1 normieren und dann oberhalb dieser Koor-

dinate ,,ausriumen®:

o o O
(=)
—_
S

0 0 0 [

(A = ()

0
-1

L = {a(,0,0,1)loe @} + (0,-1,-1,0).
L = {0(,1,0,0)l e @} + (0,0,-1,-1).

Den Lésungsraum L’ von A’ x = b’ lesen wir ab, und Vertauschung der Koor-
dinaten 2 und 4 liefert den Losungsraum L des urspriinglichen Systems A x = b.
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Lineare Abbildungen

Wir wollen nun die Struktureigenschaften der einer (m x n)-Matrix A zuge-
ordneten Abbildung f, noch genauer beschreiben.

Definition (lineare Abbildung)
Eine Funktion f: K" — K™ heifit eine lineare Abbildung, falls fiir alle
Vektoren x, y € K" und alle Skalare o, € K gilt:

flox + By) = af(x) + BL(y). (Linearititsbedingung)

Lineare Abbildungen respektieren also die Skalarmultiplikation und die Vek-
toraddition. Es zeigt sich nun, daf§ diese Abbildungen genau die Abbildungen der
Form {, sind:

Satz  (Hauptsatz iiber lineare Abbildungen)
(a) Furjede (m x n)-Matrix A ist fy : K" — K™ eine lineare Abbildung.
(b) Fiirjede lineare Abbildung f: K" — K™ existiert eine eindeutig

bestimmte (m X n)-Matrix A mit f = fj.

Beweis

zu (a):
Die Behauptung folgt leicht durch direktes Nachrechnen.

zu (b):

Wir definieren eine (m X n)-Matrix A = (a;);; durch
a;; = f(ej) (i) fiiralle 1 <i<m,1<j<n.

Die Spalten von A werden also mit den Bildern der Einheitsvektoren
ey, ..., €, unter der linearen Abbildung f gefiillt.

Fir alle x = (xy, ..., X,) gilt x = £, <;<,, X; ¢j. Nach Linearitit der
Abbildung f gilt also:

fx) = Zi<j<nx f(e).

Also gilt fiiralle 1 <i<m:

0 = Zicjanxe)d) = Zicjcnxjay = fA®0).

Also gilt f = f;. Dies zeigt die Existenzbehauptung.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei B eine weitere (m x n)-Matrix mit
t = f. Dann gilt fy(e;) = f(e;) fiir alle 1 <j <n. Dann gilt aber

bij =Definition von fg fB(e])(l) “f=fp f(e])(l) =Definition von a;; aj fiir alle 1)]

- Also ist A = B.
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Damit haben wir gezeigt, daff das Feld der durch die Linearititsbedingung
fo x + By) = o f(x) + B f(y) bestimmten Abbildungen kleiner ist als man denken
konnte: Jede lineare Abbildung ist die Berechnungsfunktion der linken Seite ei-
nes linearen Gleichungssystems. Umgekehrt sind alle diese Berechnungsfunk-
tionen auch lineare Abbildungen.

Wir definieren:

Definition (darstellende Matvix einer linearen Abbildung)
Istf: K" — K™ eine lineare Abbildung. Dann heifit die eindeutige
(m x n)-Matrix A mit f = f, die darstellende Matrix von f.

Der Begrift der linearen Abbildung fiithrt uns nun zu einer geistreichen Multi-
plikation von Matrizen.

Matrizenmultiplikation

Sind die Abbildungen f: K" — K™ und g: K" — K linear, so ist auch die
Komposition h = g o f linear von K" nach K", wie man leicht nachrechnet. Seien
A, B, C die darstellenden Matrizen von g,fund h, d. h. es gelte

g=1"fa f=1f h=fc

Es stellt sich nun die Frage, wie wir die (r X n)-Matrix C aus der (r x m)-Matrix A
und der (m x n)-Matrix B berechnen kénnen. Eine Analyse dieser Fragestellung
fithrt zur folgenden Definition der Multiplikation A - B:

Definition (Matrizenmultiplikation)
Seien A = (a;j);; eine (r X m)-Matrix und B = (b;j);; eine (m X n)-Matrix.
Dann ist das Produkt C = A - B, C = (c;;);; definiert durch

Cij = Zi<k<maikbyj firalle 1 <i<r 1<j<n
Der Leser fiihre diese Multiplikation anhand einiger einfacher Matrizen in @Q
durch. Er wird dann sehen, warum die Matrizenmultiplikation mit der Merkregel

»Zeile mal Spalte“ versehen ist.
Es gilt nun wie erwiinscht:

Satz  (Matrizenmultiplikation und Komposition von linearen Abbildungen)
Sind fy : K™ — K und f : K" — K" linear, so ist fy o fg = fy . p.

Beweis
Firalle 1 <j <n gilt:
(faofp)(e) = fa(fp(e)) = fa(byj, .o b)) = faCickem bjer) =

Zickem bij fale) = Zickem bij @i - i)
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Ist C = (c;));j die darstellende Matrix von fy © fg, so gilt also fiir alle i, :

cij = (faofp)(e) () = Zickem bij @i o5 2) () = Zickem bij ajke

— AlsoistC=A"-B.
Als Korollar erhalten wir:

Korollar  (Assoziativitit der Matrizenmultiplikation)
Fiir alle geeigneten Matrizen A,B,Cin K gilt (A-B)- C=A- (B - C).

Beweis
Es gilt (fy © fg) o fc = fy ° (f ° fc) nach Assoziativitit der Komposition.
Nach obigem Satz ist also fiy. ). = fa. 5. )- Aufgrund der Eindeutigkeit der
— darstellenden Matrix ist dann aber (A-B)- C=A- (B - C).

Die Matrizenmultiplikation untermauert unsere Schreibweise A x = b fiir ein
Gleichungssystem. Denn wir konnen x € K" als Spaltenvektor mit n Eintrigen
auffassen, d.h. als (n x 1)-Matrix. Dann ist A - x das Produkt einer (m x n)-Matrix
und einer (n x 1)-Matrix, und fiir alle x gilt A - x = b genau dann, wenn x eine L6-
sung des Gleichungssystems mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A, b) ist.

Relationen und Matrizen

Sei R eine Relation auf der endlichen Menge M ={ 1, ..., n}. Visualisieren wir
die Beziehungen a R b fiir alle a,b € M durch einen Pfeil von a nach b, so ist fol-
gende Frage natiirlich:

Gibt es fiir einen Startpunkt s € M und ein Ziel z € M einen R-Zug von s nach z ?

Dabei ist ein R-Zug der Linge k > 1 von s nach z eine Folge ag, ..., a, in M
mit a5 =2, a, =zund a; R a;, | fiirallei<k.

Zur Untersuchung der Frage definieren wir fiir zwei Relationen S; und S, auf
M ihre Verkniipfung Sy ° S, durch:

S1°S5,= {(a,c) l esgibteinbe MmitaS; bundb S, c}.

Nun definieren wir rekursiv fir alle k> 1:

R! = R, R**! = R¥oR fiiralle k.

Eine Induktion nach k > 1 zeigt, daf fiir alle a,b € M und alle k> 1 gilt:
aR*b gdw es gibt einen R-Zug der Linge k von a nach b“.

Gibt es einen R-Zug von a nach b, so gibt es auch einen R-Zug von a nach b,
dessen Linge kleinergleich der Anzahl n der Elemente von M ist (Herausschnei-
den von Schleifen). Damit lautet unsere Frage:

Gibt es ein k <nmits R* 2?2
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Ist R reflexiv, so gilt, wie man leicht einsieht, R =R' ¢ ...  R", und dann verein-
facht sich unsere Frage zu:

GiltsR" z ?

Die transitive Hiille R* von R ist definiert als die kleinste transitive Relation, die
R als Teilmenge enthilt. Nach unseren Uberlegungen giltalso R* = R", falls R re-
flexiv ist, und R* = U .., R¥in jedem Fall (siche Ubungen).

Fiir eine effektive Berechnung der transitiven Hiille von R sind 0-1-Matrizen
niitzlich.

Definition (darstellende Matrix von R)
Die darstellende Matrix Ag = (a;j);; von R ist definiert durch

{ 1, fals iRj,

a; =
! 0,  somst.

)

So stellt zum Beispiel die Matrix auf der linken Seite die auf der rechten Seite

visualisierte Relation R auf {1, ..., 5 } dar:
0 1 0 1 0
1 0 0 0 O
1 0 0 1 O
0 0 1 0 1
3 4 5
0 1 0 0 O ~

Wir fithren nun eine neue ,,logische” Multplikation fiir 0-1-Matrizen ein, die
die Verkniipfung S ° S, von Relationen beschreibt. Hierzu definieren wir eine
Addition auf { 0, 1 } durch:

0+0=0, 0+1 =1+0=1+1=1. (logische 0-1-Addition)

Diese Addition entspricht der Wahrheitswertfunktion des Junktors ,,oder. Die
iibliche Multiplikation auf { 0, 1 } entspricht bereits der Wahrheitswertfunktion
des Junktors ,,und“. Im folgenden bedeutet + immer die logische Addition. So ist
2.B.(0,1,1,0)+ (1, 1,0,0) = (1, 1, 1, 0), usw.

Mit diesen Operationen definieren wir nun:

Definition (logische Matrizenmultiplikation)
Seien A, B (n x n)-Matrizen mit 0-1-Eintrigen. Dann ist das logische Produkt
A# Bvon A und B die (n x n)-Matrix C = (c;j);; mit

Cij = lekgnaikbkj = ail-blj + ... + ain-bn]- furallelSl,]Sn

Diese Matrizenmultiplikation folgt also wieder der Regel ,,Zeile mal Spalte®,
lediglich die Arithmetik der Addition ist modifiziert.

Es gilt wieder A - (B- C) = (A- B) - C fiir alle 0-1-Matrizen A, B, C, wie man
leicht nachrechnet. Die Assoziativitit folgt aber auch aus dem folgenden Satz,
der den Zusammenhang mit der Verkniipfung von Relationen herstellt.
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Satz  (Verkniipfung von Relationen und logische Matrizenmultiplikation)
Seien Sy, S, Relationen auf M = { 1, ..., n }. Dann gilt

Asl oS, = AS] * ASZ.

Beweis
Seien AS1 = (3ij)ij’ AsZ = (bij)ij, As1 *Asz = (Cij)ij-
Dann gilt fir alle i, j:

cj =1 gdw
Yick<ndinhyy =1 gdw
esgibtein 1 <k <n mitaj by =1 gdw
esgibtein 1 <k <n mit aj, = 1 und by =1 gdw
esgibtein1 <k <n mit (i,k) € S;und (k,j) € S; gdw

- (I,J)G S] ° Sz.

Korollar
Es gilt Ak = (Ap)* fiirallek>1.

Wir kénnen also die transitive Hiille R* von R berechnen, indem wir fiir A = Ay
der Reihe nach die Produkte

AxA =A% A’xA =A% A"

ooy

berechnen. Ist R reflexiv, so ist A" die darstellende Matrix Ag- von R*. Allgemein
ist Ag- die punktweise logische Addition der Matrizen A', ..., A™. Diese Berech-
nung von R* benétigt aber unnotig viele Rechenschritte, und wir wollen deswe-
gen noch einen effizienteren Algorithmus vorstellen.

Der Warshall-Algorithmus

Seiwieder R eine Relation auf M ={1, ..., n}. Wir definieren fiir alle k <n eine
Relation R® auf M durch:

i R(k)j falls s gibt einen R-Zugi=a, ...,a, =jmit 1 <ay, ..., a,_; <k“
fir alle i,j € M. Offenbar gilt:
R=ROcRD .. cR®™- ,die transitive Hiille von R“.

Bei diesen Relationen steht der obere Index also nicht fiir die Linge eines
R-Zuges, sondern fiir die Menge { 1, ..., k } der Elemente von M, die fiir einen
R-Zug verwendet werden diirfen.

Der sog. Algorithmus von Warshall berechnet nun in effektiver Weise die dar-
stellenden Matrizen der Relationen R®. Wir formulieren das Verfahren vorab
und beweisen dann, was es leistet.
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Algorithmus von Warshall
Sei A eine (n x n)-Matrix mit 0-1-Eintrigen. Wir definieren rekursiv
(n x n)-Matrizen A% mit 0-1-Eintrigen fiir alle k < n. Das Ergebnis der
Berechnung ist die Matrix A®,

Zunichst setzen wir A = A. Sei nun A definiert fiir ein k < n. Fiir alle
1<i<nmit AYG, k+ 1) = 1 sei die i-te Zeile von A%* P die punktweise
logische Summe der i-ten und (k + 1)-ten Zeile von A®. Die anderen
Zeilen von A%*? iibernehmen wir unverindert aus der Matrix A%,

Ist die Matrix A® berechnet, so ist die (k + 1)-te Spalte die ,,aktive“ Spalte und
die (k + 1)-te Zeile die ,aktive“ Zeile. Die Einsen der aktiven Spalte markieren
genau diejenigen Zeilen, auf die wir die aktive Zeile logisch addieren. Die aktive
Spalte und Zeile bleiben dabei, wie man leicht sieht, unverindert.

Wir zeigen nun:

Satz  (Korrektheit des Warshall-Algorithmus)
Sei A = Ay, die darstellende Matrix von R, und seien A?, ..., A®™ die durch
den Warshall-Algorithmus berechneten Matrizen. Dann gilt fir alle k < n:

A® ist die darstellende Matrix Ag® der Relation R%.
Beweis
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach k < n.
Induktionsanfang k = 0:
Esgilt AQ = A = Ag = Ago.
Induktionsschritt von k nach k + 1 fiir k < n:
Firalle1 <1,j < n gilt:

ARDG ) = 1 g
AYGj) = 1 oder AVGkeD) =1 und AWK+ L) =1 gy,
G,)e R®  oder (i,k+1)e R® und (k+1,j)e R® g

@,j)e R®  oder es gibt 1 <ay, ..., ay, by, ..., by <k mit
Lag,...,an, k+1,by,...,by,jistein R-Zug  gdw

G,j) € R&*D,

wobei wir fiir die letzte Riickrichtung die Existenz von R-Ziigen
- verwenden, die kein Element von M mehrfach durchlaufen.

Danmit ist also das Ergebnis A® des Warshall-Algorithmus die darstellende
Matrix der transitiven Hiille von R.

Wir beobachten noch, daff wir uns die Matrizen A® wihrend der Berechnung
nicht merken missen. Es geniigt somit ein ,,Speicherplatz” fiir eine 0-1-Matrix.
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Ubungen

Ubung 1 (Vektoren)
Seig; =(0,1,1),& =(1,0, 1), & = (1, 1, 0). Finden Sie fiir jeden Vektor
V= (bl’ bz, b3) € I{3 Skalare O, 0, O3 € K mit

V=(Xlél +0L2é2 +0L3é3.

Zeigen Sie weiter, daf§ o, o, 03 eindeutig bestimmt sind.

Ubung 2 (Lineare Gleichungssysteme, I)
Seien U,V Unterriume des K". Zeigen Sie, dafl U N V ein Unterraum des
K" ist. Unter welcher Bedingung ist U U V ein Unterraum des K" ?
Welche Aussagen gelten fiir affine Unterrdume?

Ubung 3 (Lineare Gleichungssysteme, II)
Seienuy, ..., uy, vy, ..., v, € K", und seien

U={ou+...+oqu loe K}, V={Bvi+...+Bnvm | B;€ K}.

Zeigen Sie, dafl U und V Unterrdume des K" sind, und beschreiben
Sie den kleinsten Unterraum W des K" mit W UuU V.

Ubung 4  (Das Gaufs-Jordansche Eliminationsverfabren, I)
Sei A eine (n X n)-Matrix mit a;; = 1 fiir alle i und a;; = 0 fiir alle i > j.
Beschreiben Sie, wie Sie eine Losung von Ax = b ohne Ausriumen des
rechten oberen Teils der Matrix A berechnen kénnen. Vergleichen Sie die
Anzahl der dazu nétigen Rechenschritte mit der Zahl der Rechenschritte,
die ein Ausrdumen der Matrix benétigt.

Ubung 5 (Das GaufS-Jordansche Eliminationsverfabren, II)
In welche so weit wie moglich ausgerdumte Form kénnen wir eine (m X n)-
Matrix A bringen, wenn wir nur die ersten drei elementaren Operationen
verwenden diirfen, also keine Spaltenvertauschungen zugelassen sind ?
Beschreiben Sie, wie Sie anhand der Uberfiihrung von A in diese Form die
Lésungen eines Gleichungssystems A x = b bestimmen koénnen.

Ublmg 6 (Lineare Abbildungen, I)
Sein>1lundseiAc{l,...,n}. Wirdefinieren f,g,h : K" — K durch
fxp, . n%0) = Zicaxi,
Xy, Xy) = Zjca X+ 1,
h(xi,...,x,) = Zica2-x; furalle (xy, ..., x,) € K.

Zeigen Sie oder widerlegen Sie, daf} f, g, h lineare Abbildungen sind, und
geben Sie im positiven Fall die darstellenden Matrizen der Abbildungen an.
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Ubung 7 (Lineare Abbildungen, 1I)
Sei A eine (n X n)-Matrix tiber K. Zeigen Sie, daf} fy : K" — K" eine
lineare Abbildung ist.

Ubung 8  (Lineare Abbildungen, III)
Seienf, g: K" — K" lineare Abbildungen. Weiter seien o, € K.
Seih=of + B g d.h

h(x) = of(x) + Bgx) firallexe K"
Zeigen Sie, daff h : K" — K™ eine lineare Abbildung ist.

Ubung 9  (Lineare Abbildungen, IV)
Seien f, g: K" — K" lineare Abbildungen. Weiter sei h =fo g.
Zeigen Sie, dafl h = fo g linear ist.

szmg 10 (Lineare Abbildungen, V)
Wir definieren f, g : @ — @’ durch:

tx, %0, %3) = (X1 +%3, X3, X =X +X3),
g(x1, %2, %3) = (x3, 2%p, X -X)) fur alle x;, x;, x; € Q.

Zeigen Sie, daf f und g lineare Abbildungen sind und geben Sie die
darstellenden Matrizenvon f, g, fo f, go g, fo gund g o f an.

Ubung 11 (Lineare Abbildungen, VI)
Seif: K" — K™ eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, daf dquivalent sind:

(a) fistinjektiv.
b) {xe K" fx)=0} = {0}.
Ubung 12 (Lineare Abbildungen, VII)
Seif: K" — K™ eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:
(a) £7'[{0}]ist ein Unterraum des K".

(b) rng(f)ist ein Unterraum des K™.

melg 13 (Matrizenmultiplikation, I)
Beweisen Sie durch direktes Nachrechnen, daf§ die Matrizenmultiplikation
assoziativ ist.

Ubung 14 (Matvizenmultiplikation, II)
Sein > 2. Geben Sie (n X n)-Matrizen A,BanmitA-B # B - A.

Ubung 15  (Matrizenmultiplikation, I1I)
Fiir eine quadratische Matrix A sei spur(A) die Summe der Eintrige auf
der Diagonalen von A. Zeigen Sie, daf} fiir alle (n x m)-Matrizen A und
(m x n)-Matrizen B gilt, dafl spur(A - B) = spur(B - A).
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Ubung 16  (Matrizenmultiplikation, IV)
Sei A = (a;));; die (n X n)-Matrix mit a; ;, = 1 fiiralle 1 <i<nund a;; =0
sonst. Bestimmen Sie die Matrizen A%, A%, ..., A"

Ubung 17 (Matrizenmultiplikation, V)
Sei A = (a;));j eine (n X n)-Matrix mit a;; = 0 fiir alle i > j. Zeigen Sie, daf§ A"
die Nullmatrix ist.

Ubung 18 Matrizenmultiplikation, V1)
Sei A eine (m X n)-Matrix tiber K und sei o € K. Geben Sie (m x m)-
Matrizen Cg;, Ci 4, Co j) und (n X n)-Matrizen Cyg ;) an mit:

oi = ,die Multiplikation der i-ten Zeile von A mit a“,

O CyiA die Multiplikation der i Zeil A mit o“

D) Ci4A = ,die Addition des o-fachen der j-ten zur i-ten Zeile von A,
M) CgjA = ,die Vertauschung der i-ten und der j-ten Zeile von A%,
(IV) ACgj = ,die Vertauschung der i-ten und der j-ten Spalte von A*.

Ubung 19 (Matrizenmultiplikation, VII)
Sei A eine (n X n)-Matrix mit f, : K — K" bijektiv. Zeigen Sie, dafi es ein
Produkt C = C,, ... C; von Matrizen des Typs (I) - (IIT) der vorherigen
Aufgabe gibt mit C - A = D,,. Formulieren Sie einen Algorithmus zur
Konstruktion von C. Zeigen Sie weiter, daff auch A - C =D, gilt.

szmg 20  (Relationen und Matrizen, I)
Seien R, S, T Relationen auf M, und sei Ay = { (x, x) | x€ M }. Zeigen Sie:

@ RH'T=R, RS =5"oR! Ro(ST) = (RoS)oT,
() Ristreflexiv gdw Ay < R, Ristirreflexiv gdw Ay N R = O,
(iti) Ristsymmetrisch gdw R = R,

(iv) Ristantisymmetrisch gdw R N R ¢ Ay,

(v) Risttransitiv gdw R o R < R.

Ubung 21  (Relationen und Matrizen, II)
Fiir eine Relation Rauf M = {1, ...,n}sei R*= U, ., <, R~ Zeigen Sie:

(a) R*istdie transitive Hiille von R, d.h. die kleinste transitive Relation
auf M, die R als Teilmenge enthilt.

(b) (R U Ay)* mit Ay = {(a, a) | a€ M }ist die transitiv-reflexive Hiille
von R, d.h. die kleinste transitive und reflexive Relation auf M, die
R als Teilmenge enthiilt.

(c) Ist R reflexiv, so ist R = R™ fiir alle k < m.
(d) Geben Sie eine unendliche Relation R auf N an mit:
RE A R™ = @ fiirallek # m.
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Ubung 22 (Relationen und Matrizen, I11)
Bildet die logische Addition zusammen mit der Multiplikation einen
Koérperauf{0,1}?

Ubung 23 (Relationen und Matrizen, IV)
Fiihren Sie den Algorithmus von Warshall durch firM ={ 1, ..., 6 } und

R={(1,1),(1,2),2,4),*06),2,5),0,6),*5),65,3),62)}.

Ubung 24 (Relationen und Matrizen, V)
Sei R eine Relation auf M ={ 1, ..., n } mit darstellender Matrix A.
Bestimmen Sie die Anzahl der Rechenschritte, die zur Berechnung der
transitiven Hiille von R verwendet werden, wenn

(a) die logischen Produkte A, ..., A" berechnet werden,

(b) der Algorithmus von Warshall verwendet wird.
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Wir fithren in diesem Kapitel den Begriff einer Gruppe ein, der zu den wichtigsten
algebraischen Strukturbegriffen der Mathematik gehort. Er eignet sich insbeson-
dere zur Beschreibung und Untersuchung von Symmetrien. Gruppen tauchen na-
hezu tiberall auf, der Bogen reichtvon der Zahlentheorie und der endlichen Kom-
binatorik bis hin zur Quantenmechanik und Elementarteilchenphysik.

Nach einer Definition des Begriffs stellen wir einige Beispiele fiir Gruppen zu-
sammen und untersuchen dann die Gruppenaxiome auf ihre elementaren Folge-
rungen. Schliefilich besprechen wir Untergruppen und zeigen den Satz von La-
grange.

Der Begriff der Gruppe

Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 betrachten wir die Menge
Sa = {fIf:{1,..,n} = {I,...,n}bijektiv}

aller Permutationen der Zahlen 1, ..., n. Eine Permutation ist also eine Umord-
nung der Zahlen 1, ..., n. Wir kénnen ein f € S, in verschiedenen Weisen notie-
ren. Offiziell als

f={,1{1)), ..., (n,f(n)}, suggestivals
f=1w f(1), ..., n = f(n), oderauch kurz als n-Tupel
f = (f(1), ..., f(n)).

Wir kénnen zwei Permutationen hintereinander ausfithren: Sind f, g € S, so
istgofe S,. Weitere Eigenschaften der Permutationen sind:

(a) Furallef,g,he S, gilt
feo(geh) = (fgh), ..., fighmn)) = (fog - h

(b) Es gibt eine triviale Permutation, nimlich e = (1, 2, ..., n).
Fiir alle fe S, gilt:

fee=zeof=*f

(c) Wir kénnen eine Permutation wieder riickgingig machen.
Firalle fe S, istf~! = {(f(1), 1), ..., (f(n),n) } € S,. Fiiralle fe S, gilt:

fof'=flof=e.

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Die gleichen Eigenschaften gelten allgemeiner fiir die Menge aller Bijektio-
nen auf einer beliebigen Menge M. Sie gelten aber auch fiir viele Strukturen, die
aus Zahlen und arithmetischen Operationen gebildet sind. Ein Beispiel ist die
Addition auf den ganzen Zahlen. Hier gilt fiir alle a,b,c € Z:

(@ a+(b+c) = (@a+b)+c,

(b) 2a+0 =0+2 = a.

(c)a—a=-a+a=0.

Fiir die Addition gilt sogar zusitzlich a + b=b + a fiir alle a,b € Z. Bereits fiir

die Menge S; ist diese Vertauschbarkeit aber nicht mehr allgemein giiltig. Denn
seien

f= (la 3a 2)7 g= (2, 1’ 3)
Dann gilt
gef=(@2,31), feg=0,12).

Also ist die Kommutativitit eine sicher wichtige, aber nicht stets anzutreffende
Eigenschaft innerhalb eines umfassenden strukturellen Kontextes. Diesem Kon-
text geben wir den Namen ,,Gruppe“:

Definition (Gruppe)
Sei G eine Menge, und sei - : Gx G — G eine Operation auf G.
Dann heifit das Paar (G, ) eine Gruppe, falls gilt:

(@ a-(b-c) = (a-b)-c fiirallea,b,ce G. (Assoziativgesetz)

(b) Esexistierteine € G mit: Firalleae Gista-e=¢e-a=a.
(Existenz eines neutralen Elements)

(c) Fiiralleae Gexistierteinbe Gmita-b=b-a=e.
(Existenz eines inversen Elements)

Jedes e wie in (b) heifdt ein neutrales Element von G. Jedes b wie in (c) heifdt ein
zu a inverses Element von G (bzgl. e). In (¢) ist e irgendein fest gewihltes neutrales
Element. Wir werden gleich zeigen, daf} ein neutrales Element und weiter auch
ein zu a inverses Element stets eindeutig bestimmt ist.

Die Aussagen (a) - (c) werden auch als die Gruppenaxiome bezeichnet.

Definition (abelsche Gruppen)
Eine Gruppe (G, -) heifit abelsch oder kommutativ, falls gilt:

a-b =Db-a firallea,be G. (Kommutativgesetz)

Ist (G, -) eine Gruppe, so heifit die Funkdon - die Gruppenoperation auf G.
Hiufig verwendete Zeichen fiir die Gruppenoperation sind -, °, *, +. Das Plus-
zeichen wird dabei nur fiir abelsche Gruppen verwendet. Die anderen Zeichen
konnen fiir abelsche oder nichtabelsche Gruppen verwendet werden.
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Statta - b schreiben wir auch kurz ab. Aufgrund des Assoziativgesetzes konnen
wir Klammern weglassen. Es gilt z.B:

abcd = (ab)(cd) = ((ab)c)d = a(b(cd))), usw.

Einen strengen Beweis fiir die Freiheit der Klammerung (die das Weglassen von
Klammern erméglicht), fithrt man durch Induktion iiber die Anzahl der Fakto-
ren eines Ausdrucks.

Beispiele fiir Gruppen

Wir stellen einige Beispiele fiir Gruppen vor.

Triviale Gruppen
Jede Einermenge G = { a } ist eine Gruppe unter der Operation - : G — G
mita-a = a.

Zablen unter der Addition
Die Strukturen (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), und (H, +) mit der iiblichen Addi-
tion sind abelsche Gruppen.

Zablen unter der Multiplikation
Seien Q*, R*, C*, H* die Zahlenmengen Q, R, C, H ohne die Null. Dann sind
Q*, R*, C* und H* unter der iiblichen Multiplikation Gruppen. Mit Aus-
nahme von H* sind diese Gruppen zudem abelsch.

Addition von Vektoren
Fiir alle n > 1 bildet R" mit der punktweisen Addition (xy, ..., X,) + (Y1, -++, Vu) =
(X1 +V1, ..., X, +yy) eine abelsche Gruppe. Der Nullvektor 0=(0, ..., 0) istneutral
und (- xq, ..., — X,) istinvers zu (X, ..., X,).

Restklassengruppen
Fiir alle m > 1 bildet Z,, unter der Addition von Restklassen eine abelsche
Gruppe. Weiter bildet Z,,* = Z,, - { 0 } unter der Multiplikation von Restklas-
sen genau dann eine Gruppe, wenn m eine Primzahl ist.

Kieinsche Vierergruppe . 1 a4 b e
Seien 1, a, b, ¢ paarweise verschieden.
Wir definieren eine Multiplikation * b b
auf V={1,a, b, ¢} durch die rechts- a  a 1 c b
stehende Multiplikationstafel. Dann R

ist (V, *) eine abelsche Gruppe.

Permutationsgruppen
Fiir jede Menge M bildet G={{ | {: M — M ist bijektiv } zusammen mit der
Verkniipfung ° von Funktionen eine Gruppe. Das neutrale Element ist idyy,
die Identitit auf M. Fiir alle f e G ist die Umkehrfunktion f~! invers zu f. Die
Gruppe G heifit die Permutationsgruppe von M.
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Umkebrung der Gruppenoperation
Ist (G, -) eine Gruppe, so istauch (G, *) eine Gruppe, wobeia *b=Db - a fiir alle
a,b e G gesetzt wird.

Gruppe der invertierbaren Elemente
Sei - : M?> — M eine assoziative Operation auf einer Menge M, und es exi-
stiere ein neutrales Element e fiir diese Operation. Sei G die Menge der in-
vertierbaren Elemente von M, d.h. es gilt

G = {ae Ml esgibteinbe Gmitab=ba=e¢}.
Dann ist (G, -1G?) eine Gruppe.
Gruppen und Korper
Ist K ein Korper, so sind (K, +) und (K*, -) abelsche Gruppen, wobei wieder
K* =K - {0} gesetzt wird. Umgekehrt bildet fiir zwei kommutative Grup-

pen (K, +) und (K*, ) das Tripel (K, +, -) genau dann einen Kérper, wenn das
Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac und zudem 0 - a = 0 fiir alle a € K gilt.

Folgerungen aus den Gruppenaxiomen

Wir wollen nun einige elementare Folgerungen aus den Gruppenaxiomen ab-
leiten. Den Anfang bildet eine vertraute Regel:

Satz  (Kiirzungsregel)
Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a,b,c € G:

(i) ab = ac impliziert b=c,
(i) ba = ca impliziert b=c.
Beweis
Sei a’ invers zu a. Dann gilt:
b=eb=2aab=2aac=ecc=c

— Die zweite Regel wird analog bewiesen.

Als niichstes zeigen wir, dafl wir anstelle von e/nerz neutralen oder inversen
Element von dem neutralen oder inversen Element reden kénnen:

Satz (Eindeutigkeit des neutralen und des inversen Elements)
Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

() Seien e,e’ neutrale Elemente von G. Dann gilte = ¢’.

(i) Seiae G, und seien b,cinvers zu a. Dann giltb =c.
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Beweis
zu (i): Esgilte=e-¢e’ =¢".

— zu (i)): Esgiltab=e = ac. Also ist b = ¢ nach der Kiirzungsregel.

Das bevorzugte Zeichen fiir das neutrale Element einer mit Hilfe des Pluszei-
chens notierten Gruppe ist 0. Im Kontext von -, o, * wird neben e vor allem auch
das Zeichen 1 verwendet.

Das Inverse eines Gruppenelements a bezeichnen wir mit a”'. Fiir additiv no-

tierte Gruppen (G, +) verwenden wir jedoch die Notation — a anstelle von a™".

Wir schreiben dann weiter a — b anstelle von a + (- b).
In einer Gruppe (G, -) gelten also neben dem Assoziativgesetz die Gesetze:

ae=ea=2a, aal' =ala=e firalleac G.
Fiir additiv notierte Gruppen (G, +) lesen sich diese Aussagen als:
a+0=0+a=2a, a-a=-a+a=0 firalleae G.

Fiir die Inversenbildung gelten die beiden folgenden Regeln, die hiufig ver-

wendet werden :

Satz  (Regeln fiir die Inversenbildung)
Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt fiir alle a,b € G:
® @H'=a
() @byt =blal.

Beweis
z2u (i):
Esgilt aa™' = e = (a~')"" a~!. Nach der Kiirzungsregel ist dann aber
a=(@
Esgilt @ab)(b'a')=a(bb a ' =aea'=zaa'=e
Analogist (b™' a™") (a b) = e. Wegen der Eindeutigkeit des Inversen ist
- also (ab)™ ' =b la™l.

Exponentiation und Vervielfachung

Fiir jede Gruppe (G, -) konnen wir eine Exponentiation einfihren. Firae G
definieren wir hierzu rekursiv:

a = ¢, a"! = 2" a firallene N.

Wir schreiben weiter a™ fiir (a”)~'. Damit ist a” fiir alle n € Z definiert. Es gelten
die iiblichen Gesetze fiir die Exponentiation, wie man durch Induktion und In-
versenbildung beweisen kann:
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a"a™ = a"™  firalleae Gundallenme Z,

@™ = a"™  firalleae Gundallenme Z,
a"b" = (ab)"  fiirallea,b e G mitab=baundallene Z.
Die doppelte Verwendung des Malzeichens fiir die Gruppenoperation und fiir
die Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist in der Regel unproblematisch.
Fiir additiv notierte (also abelsche) Gruppen schreiben wir na anstelle von a"

und nennen na ein Vielfaches von a. Es gilt dann fiir alle a, b € G und alle ganzen
Zahlen n, m aufgrund obiger Regeln:

na + ma = (n+ m)a,

n(ma) = (nm)a,

na +nb = n(a + b).

Schlieilich definieren wir fiir alle ay, ..., a, € G das Produkt der a; durch:
Micicha; = ag- ... -2,

In Erweiterung der Konvention a° = e vereinbaren wir, dafi das Produkt iiber die
leere Folge gleich e sein soll. Dann gilt fiir allen > 0, dai IT; ;<, a = a".
Fiir abelsche Gruppen schreiben wir X anstelle von IT, also

Yi<i<nd = A + ... +a,.

Hier kénnen wir aufgrund der Kommutativitit sogar eine Summe fiir beliebige
endliche Teilmengen E von G einfithren. Wir setzen:

YE=2X,.pa=2a + ... + a,,

wobei E ={ay, ..., a, } mit a; # a; fiir alle 1 <i <j<n. Das Gruppenelement ZE
heifit die Summe der Menge E in der Gruppe. Fir E=J gilt ZE = 0.

Untergruppen

Viele Gruppen besitzen eine Reihe von Teilmengen, die selbst eine Gruppen-
struktur aufweisen. Sie spielen bei der Untersuchung der ,Mutter-Gruppe* eine
wesentliche Rolle. Wir definieren:

Definition (Untergruppe)
Sei (G, -) eine Gruppe, und sei H ¢ G. H heifit Untergruppe von G, falls H
zusammen mit der von G ererbten Multiplikation eine Gruppe bildet, d. h.
falls (H, - 1H?) eine Gruppe ist.

Implizitistin dieser Definition enthalten, dafy die Menge H abgeschlossen un-
ter der Gruppenoperation ist, d.h.es gilta - b e H fiir allea,b e H.

Fiirjede Gruppe (G, -) mitneutralem Element e sind { e } und G Untergruppen
von G, die sog. trivialen Untergruppen von G.
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Wir geben einige Beispiele fiir Untergruppen von konkreten Gruppen. Unter
der Addition ist Z eine Untergruppe von @, und @ selbst ist eine Untergruppe
von R. Jede Gerade durch den Nullpunkt ist eine Untergruppe von (R?, +). Die
Untergruppen von (Z, +) sind genau die Teilmengen von Z der Form

Zd = {kd | ke Z}.

Denn jede Menge Zd ist eine Untergruppe von Z, wie leicht zu sehen ist. Ist um-
gekehrt H eine Untergruppe von Z, so ist H abgeschlossen unter Addition a + b
und weiter dann unter der Vervielfachung na, d.h. H ist abgeschlossen unter Li-
nearkombinationen na + mb mita,b € Hund n,m € Z. Nach den Ergebnissen
des vorletzten Kapitels ist dann also H = { 0 } oder H = Zd, wobei d das kleinste
positive Element von H ist.

Als nichstes beweisen wir einen niitzlichen Satz, der ein hinreichendes und
notwendiges Kriterium dafiir aufstellt, wann eine Teilmenge einer Gruppe eine
Untergruppe der Gruppe bildet.

Satz  (Untergruppenkriterium)
Sei (G, -) eine Gruppe. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Histeine Untergruppe von G.
(i) H# @, und fiir allea,be Hgilt abe H,a' € H.
(iii) H # @, und fiir alle a,b € H gilt ab™' € H.

Beweis
@) ™~ (1):

Da (H, - |H?) eine Gruppe ist, ist H # @ und ab € H fiir alle a,b € H.
Sei d das neutrale Element von H. Dann gilt - wie in jeder Gruppe -,
daf d* = d. Also ist d d = d e und damit d = e nach der Kiirzungsregel.
Das neutrale Element von H ist also das neutrale Element von G.
Ebenso sind die Inversen im Sinne von H die Inversen im Sinne von G:
Denn sei a € H. Dann existiert ein b € H mit ab = d = e. Multiplikation
in G von links mit a~' zeigt, daff b=a"'. Alsoista™' e H.

(i) ™ (i)
Seiena,b e H. Dannistc=b' € Hund weiter dannab™! =ace H
nach Voraussetzung.

(@) ™~ (@):
Wir betrachten die Menge H zusammen mit der von G ererbten

Multiplikation. Dann gilt das Assoziativgesetz fiir alle Elemente von H,
da es fiir alle Elemente von G gilt.

Sei nun a € H beliebig. Dann istaa™' = e € H. Fiir alle a € H ist dann
weiter a”' = ea”' € H. Da die Multiplikation auf H fiir Elemente von H
mit der Multiplikation auf G iibereinstimmt, gilt

ae =ea=aund aa”! = ala=e fiiralleae H.
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Schliefilich ist ab € H fiir alle a,b € H, denn es giltb™' € H nach dem
bereits Gezeigten, und damit ist ab = a(b~")"" € H nach Voraussetzung.
- Also ist (H, - |H?) eine Gruppe.

Wir wollen nun noch eine abstrakte Konstruktionsmethode fiir Untergruppen
einer beliebigen Gruppe vorstellen.

Definition (von einem Element erzeugte Untergruppe)
Sei (G, -) eine Gruppe, und sei a € G beliebig. Dann heifit

H={a"lneZ}

die von a erzeugte Untergruppe von G.

O @€ O e O @€ O @€ O @€ O e O e O
.6 -5 4 -3 -2-1 01 2 3 4 5 6

von a = 2 erzeugte Untergruppe H = {n2 | ne Z } der Gruppe (Z, +)

In der Tat ist H eine Untergruppe von G, denn das neutrale Element e = a° ist
in Hund fiir alle a”, a™ € Hista" - (™)' =a" "™ € H nach den Rechenregeln fiir
die Exponentiation. Die Gruppe H ist die kleinste Untergruppe von G, die a als
Element enthilt. Sie istimmer abelsch, unabhingig davon, ob G abelsch ist oder
nicht.

Definition (zyklische Gruppen)
Eine Gruppe (G, -) heifit zyklisch, wenn es ein a € G gibt derart, dafl die
von a erzeugte Untergruppe ganz G ist. Jedes derartige a heifit dann ein
Generator oder Erzeunger von G.

Eine zyklische Gruppe ist also notwendig abelsch. Nach obiger Uberlegung ist
jede Untergruppe von (Z, +) zyklisch. Bereits die Kleinsche Vierergruppe ist da-
gegen nicht zyklisch.

Wir definieren weiter:

Definition (Ordnung eines Gruppenelements)
Sei (G, -) eine Gruppe. Ein a € G heifit von endlicher Ordnung, falls ein n > 1
existiert mit a" = e. Wir setzen dann

ordg(a) = ,das kleinste n > 1 mita" = e“,

und nennen ordg(a) die Ordnung von a in G.

Hat a € G endliche Ordnung, so ist ordg(a) gleich der Anzahl der Elemente

der von a erzeugten Untergruppe.
Fiir jede abelsche Gruppe (G, +) bildet

H = {ae G | ahatendliche Ordnung }

eine Untergruppe von G, die sog. Torsions-Untergruppe von G.
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Nebenklassen und Faktorgruppen

Jede Untergruppe H einer Gruppe G induziert eine natiirliche Aquivalenzre-
lation auf der Gruppe : Die Identitiit x = y ist gleichwertig mit x y~' = e. Statt
»gleich e“ fordern wir nun schwicher ,,e H*:

Definition (von einer Untergruppe induzierte Aquivalenzrelationen)
Sei (G, ) eine Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G. Dann setzen
wir fir alle x,y € G:

X ~uvy, fals xy'eH, x -~y fulsx'yeH.

Diese abgeschwichten Gleichheiten sind, wie wir gleich zeigen werden, Aqui-
valenzrelationen auf G. Wir definieren hierzu fiir alle a € G und alle B,C c G:

aB = {ablbe B}, Ba={balbeB}, BC={bclbeB,ceC}.

Nun zeigen wir:

Satz  (iiber ~p; und ~")
Sei (G, -) eine Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G.
Dann sind ~; und ~" Aquivalenzrelationen auf G. Weiter gilt:

a/~y = Ha, a/~'" = aH firralleae G.

Beweis
Wir zeigen die Aussagen tiber ~ = ~. Der Beweis fiir ~" ist analog.

~ istreflexiv: Firallexe Gistxx ' =e € H. Alsoistx ~ x.
~ ist symmetrisch: Seix ~y. Dannistz=xy ' e H. Also gilt
yx'1 = (xy_l)_1 =z'eH.
Also gilty ~ x.
~ ist transitiv: Seienx ~yundy ~ z Dannsind h; =xy ' und h, =y z”"

Elemente von H und damit ist

"=xy'lyz!=hheH.

Xz
Also istx ~ z.
Also ist ~ eine Aquivalenzrelation auf G. Fiir alle a, x € G gilt:
x~a gdw xa'le H gdw
esgibteinhe Hmitxa™'=h gdw
esgibteinhe Hmitx =ha gdw xe Ha.
— Also gilt a/~ = Ha.
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Wir definieren:

Definition (Nebenklassen)
Die Aquivalenzklassen Ha der Relation ~; heifien die Rechtsnebenklassen
von H in G. Analog heifien die Aquivalenzklassen aH der Relation ~"!
die Linksnebenklassen von H in G.

Im allgemeinen istaH # Ha. Die Beziehung aH = Ha ist aber eine wiinschens-
werte Eigenschaft, denn sie fithrt dazu, daf wir auf den Nebenklassen eine Grup-
penoperation einfithren kénnen:

Definition (Normalteiler)

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G heifit ein Normalteiler
von G, falls aH = Ha fiir alle a € G gilt. Wir setzen dann:

G/H = {aH lae G},
aH - bH = (ab)H fiirallea,be G,
und nennen (G/H, -) die Faktorgruppe von G bzgl. H.

In der Tat ist (G/H, -) eine wohldefinierte Gruppe.

Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler. Dagegen existieren
Untergruppen der Permutationsgruppe Ss, die keine Normalteiler sind.

Fiir beliebige Gruppen liefern Normalteiler folgende Abschwichung der
Kommutativitit, die in der Gruppentheorie eine wichtige Rolle spielt:

Definition (auflosbare Gruppen)
Eine Gruppe (G, -) heifit auflosbar, falls Untergruppen Gy, ..., G, von G
existieren mit den Eigenschaften:

@ G=Gy2..2G, ={e},
(b) G, ist ein Nomalteiler von G; fiir alle i < n,
(¢) G;/G;, istabelsch fiir alle i < n.

Die Folge Gy, ..., G, heifit dann eine Normalreibe von G.

Die Permutationsgruppen S,, S; und Sy sind auflsbar, wie folgende Ketten
von Normalteilern mit abelschen Faktoren zeigen:

S; o {(1,2)},

S; o83 0{(1,2,3)}

S, o S:>1{(1,2,3,4,2,1,4,3),3,4,1,2),4,3,2, 1)} o {(1,2,3,4 },
wobei S}, ={fe S, | sgn(f) =1} mit

sgn(f) = I cicjen (D -GG -j) € {- 1,1},

dem Signum der Permutation f. Konkret ist
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§3=1{1,23), 2,31, G,1,2)},
SZ = {(1, 2’ 3’ 4), (1) 4, 2, 3)’ (17 3’ 4) 2)’ (2, 17 4, 3), (27 3’ 17 4), (27 47 3’ 1),
G,1,2,9, 3,4 1,2), 3,2,4,1), 4 1,3,2), $,2,1,3), (43,2, ) }.
Dagegen sind, wie man zeigen kann, die Gruppen S, fiir n > 5 nicht mehr auf-
l6sbar. Die Nichtauflosbarkeit dieser Gruppen verwendet man in der Galois-

theorie der Algebra, um zu zeigen, dafj es keine durch Wurzelausdriicke gebilde-
ten Losungsformeln fiir Polynomgleichungen finften und héheren Grades gibt.

Der Satz von Lagrange

Fiir eine endliche Menge M sei wieder | M| die Anzahl der Elemente von M,
die Kardinalitit von M. Fiir eine endliche Gruppe G heifit | G| auch die Ordnung
von G. Wir zeigen nun:

Satz  (Satz von Lagrange)
Sei (G, ) eine endliche Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G.
Dann ist | HI ein Teiler von | G 1. Genauer gilt

IGl = (H:G)- IHI,
wobei (H : G) die Anzahl der Rechtsnebenklassen von H in G ist.

Beweis
Fiir a € G definieren wir f, : H — Ha durch f,(x) = xa fiir allexe H.
Dannistf, : H — Ha bijektiv. Also gilt:

(+) IHI = IHal firalleae G.
Nach obigem Satzist Z = { Ha | a € G} eine Zerlegung von G. Also gilt
|Gl =1ZI - 1HI,

denn G ist die disjunkte Vereinigung von |Z|-vielen Mengen, die nach
— (+)alle jeweils |H | -viele Elemente besitzen.

Statt ,,Anzahl der Rechtsnebenklassen“ kénnen wir auch ,,Anzahl der Linksne-
benklassen® schreiben, denn die Funktion f mit f(aH) = Ha fiir alle a € G ist eine
wohldefinierte Bijektion zwischen den Links- und Rechtsnebenklassen.

Aus dem Satz folgt unmittelbar:

Korollar  (Untergruppen von Gruppen mit Primzablordnung)
Sei G eine Gruppe, und | G| sei eine Primzahl.
Dann sind { e } und G die einzigen Untergruppen von G.

Damit wird jede Gruppe mit Primzahlordnung von jedem ihrer Elemente un-
gleich e erzeugt:
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Korollar  (Gruppen mit Primzablordnung)
Sei G eine Gruppe mit Primzahlordnung. Dann gilt fiir alle
ae Gmitaze,daf G={a" Ine Z}.
Insbesondere ist G zyklisch und damit abelsch.

Beweis

H={a" | ne Z}isteine von { e } verschiedene Untergruppe von G.
— Also gilt H = G nach dem vorangehenden Korollar.

Ubungen

Ubung 1 (Der Begriff der Gruppe, I)
Fir alle n 2 2 heifit ein g € S, eine Transposition, falls es 1 <i<j<n gibt mit
gl) =j, g() =1, gk) =k firallel <k<nmitk#i,j.
(a) Seif=(2,4,1,3) e S, Finden Sie Transpositionen gy, ..., g mit
f=gio..og.

(b) Zeigen Sie allgemein, daf§ jedes f € S, n > 2, eine Komposition von
"Transpositionen ist.

Ubung 2 (Der Begriff der Gruppe, II)
Sein> 1. Fiir alle fe S, sei sgn(f) = IT; <;j<,, (F(i) - £(§))/(i - j) das Signum
von f. Zeigen Sie, daf fiir alle f,g € S, gilt:
(i) sgn(f)e {-1,1},
(i) sgn(feg) = sgn(f) - sgn(g),

(i) sgn(f)=1 gdw f isteine Komposition einer geraden Anzahl
von "Transpositionen.

Ubung 3 (Der Begriff der Gruppe, I1I)
Stellen Sie einen Zusammenhang her zwischen der Gruppe S; und allen
Spiegelungen und Drehungen eines gleichseitigen Dreieckes.

Ubung 4  (Der Begriff der Gruppe, IV)
Sei G eine Menge, und sei - : G x G — G eine Operation auf G mit:
(@ a-(b-c)=(-b)-c fiirallea,b,ce G. (Assoziativgesetz)

(b) Esexistiertein e € G mit: Firallexe Gistx-e =x.
(Existenz eines rechtsneutralen Elements)

(o) Firallexe Gexistierteiny e Gmitx-y=e.
(Existenz eines rechtsinversen Elements)

Zeigen Sie, daf} (G, -) eine Gruppe ist.
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Ubung 5 (Der Begriff der Gruppe, V)
Sei G eine nichtleere Menge, und sei- : G x G — G eine assoziative
Operation auf G. Zeigen Sie, dafi die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(@) (G, ) isteine Gruppe.

(b) Fiir alle a,b € G sind die Gleichungen ,x - a = b“und ,a - x = b“
l6sbar in der Variablen x in G.

Ubung 6 (Der Begriff der Gruppe, VI)
Seien Gy, G; Gruppen in multiplikativer Schreibweise. Wir definieren eine
Multiplikation auf G; X G, durch:
(&1, %) - (y1,¥72) = (uy, xoy2) firalle (xi, %), (1, y2) € Gi X Gy.
Zeigen Sie, dafl G| x G, mit dieser Multiplikation eine Gruppe ist.
Ubung 7  (Der Begriff der Gruppe, VII)
Sei (G, -) eine Gruppe. Wir definieren wieder fiir beliebige A, B ¢ G:
AB = {xylxe A,ye B}

Ist P(G) mit dieser Multiplikation eine Gruppe ? Welche Gruppenaxiome
gelten?

Ubung 8 (Der Begriff der Gruppe, VIII)
Finden Sie drei verschiedene Elemente a, b, ¢ # e der Gruppe Sy, die
zusammen mit e € S, isomorph zur Kleinschen Vierergruppe sind,
d.h. es gilt al=b’=C’=e und xy = z fiir alle x,y,z mit {x,y,z} = {a, b, c }.

Ubung 9  (Folgerungen aus den Gruppenaxiomen, I)
Sei (G, -) eine Gruppe. Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Fiirallexe G giltx* = x genau dann, wenn x = e.
(b) Firallex,ye Ggilt: Istxy=e,soistx=e odery=e.
(c¢) Firallex,y e G gilt (xy)* = x* y°.
Ubung 10 (Folgerungen aus den Gruppenaxiomen, II)
Sei (G, ) eine Gruppe, und sei a € G. Wir definieren f: G — G durch
f(x) = ax firallexe G.
Zeigen Sie, dafi f: G — G bijektiv ist.

Ubung 11 (Folgerungen aus den Gruppenaxiomen, I1I)
Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e, und seia € G.
Weiter sei n > 1 derart, daff a" = e und a' # e fiir alle 1 <i<n. Zeigen Sie:

(i) Firallei,jmit0<i<j<nista #a.

(ii) Fiir alle m € Z existiert ein 0 <i<nmita™ =a".
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Ubung 12 (Folgerungen aus den Gruppenaxiomen, IV)
Sei (G, -) eine Gruppe mit a” = e fiir alle a € G. Zeigen Sie, daf} die Gruppe
abelsch ist.

Ubung 13 (Folgemngen aus den Gruppenaxiomen, V)
Sei (G, -) eine endliche abelsche Gruppe, und se1 G={ A - Ay } mit
paarweise verschiedenen a;. Zeigen Sie, daff a,” - ... -a,” = e.

Ubung 14 (Exponentiation und Vervielfachung)
Sei (G, -) eine Gruppe. Zeigen Sie, daf fiir alle a,b € Gund n,m € Z gilt:
@) a"a™ = a""",
(i) @)™ =a"",
(iii) a"b" = (ab)", fallsab =ba.

Geben Sie weiter eine Gruppe (H, -) und a,b € H an mit a’ b? # (a b)*.

Ubung 15 (Untergruppen, I)
Sei (G, -) eine Gruppe, und seien H; und H, Untergruppen von G.
Zeigen Sie, dafi H; n H, eine Untergruppe von G ist.

Ubung 16  (Untergruppen, 1I)
Sei (G, -) eine Gruppe, und seien H; und H, Untergruppen von G.
Zeigen Sie, daf§ die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) H; uH, ist eine Untergruppe von G.
(i) EsgiltH, c H; oder H, c H;.

Ubung 17 (Untergruppen, I1I)
Sei (G, ) eine Gruppe, und sei a € G. Zeigen Sie,daf H={a" I ne Z}

eine Untergruppe von G ist.

Ubung 18  (Untergruppen, IV)
Sei (G, ) eine Gruppe,undsei H ={ae G | ab =ba fiirallebe G}.
Zeigen Sie, daff H eine abelsche Untergruppe von G ist.

Ubung 19  (Untergruppen, V)
Sei (G, -) eine Gruppe, und seien H; und H, Untergruppen von G.
Zeigen Sie, dafy die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) H; H, ist eine Untergruppe von G.
(i) H;H, ¢ H, H;.
(i) H,H; < H; H,.
vy HH, = H, H,.
Hierbeisei AB={ab lae A be B}fiiralle A,BcG.
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Ubung 20  (Nebenklassen und Faktorgruppen, I)
Geben Sie eine Untergruppe H der Permutationsgruppe S; auf { 1, 2, 3 }
an, die kein Normalteiler von S; ist. Bestimmen Sie die Links- und
Rechtsnebenklassen gH und Hg fiir alle g € S;. Geben Sie weiter gy, ..., g,
an, sodaf} { gy, ..., g, } ein vollstindiges Reprisentantensystem sowohl fiir
S3/~1q als auch fiir S/~ ist.

Ubung 21  (Nebenklassen und Faktorgruppen, II)
Sei H ein Normalteiler von G, und sei

G/H ={aHlae G} (={Halae G}),
aH - bH = (ab)H fiirallea,be G.

Zeigen Sie, daf} diese Multiplikation wohldefiniertist, d.h. aus aH = a’H
und bH = b’H folgt stets (ab)H = (a’b")H, und dafl G/H unter dieser
Multiplikation eine Gruppe bildet. Wo wird gebraucht, dafi H ein
Normalteiler ist?

Ubung 22 (Nebenklassen und Faktorgruppen, IT1)
Sei (G, -) eine Gruppe. Fiir alle a,b € G sei
[a,b] = aba™!b!
der Kommutator von a und b, und fiir alle A,B < G sei
[A,B] = {[a,b]lae A,be B}
der Kommutator der Mengen A und B. Zeigen Sie:
(a) [G, G]ist ein Normalteiler und G/[ G, G] ist abelsch.
(b) Ist N ein Normalteiler von G mit G/N abelsch, so ist [G, G] < N.
(¢) Gistgenau dann auflosbar, wenn die Kette G’oG'o2G?’o...inder
Untergruppe { e } endet, wobei G” = G und G'*' =[G, G'] fiir alle i.
Ubung 23 (Nebenklassen und Faktorgruppen, IV)
Zeigen Sie, dafy
S, o {1,2)}, S3 o8 o{(,2,3)}, sowie
S¢ o S; {(1,2,3,4,2,1,4,3),3,4,1,2),4,3,2,1)} o {(1,2,3,4)}.
Ketten von Normalteilern mit kommutativen Faktoren sind.

Zeigen Sie weiter, daf} [Ss, Ss] = S5 und [S5, S5] = S5 giltund folgern Sie

mit Hilfe der vorangehenden Ubung, dafi S; nicht auflésbar ist.

Ubung 24 (Der Satz von Lagrange)
Sei (G, -) eine endliche Gruppe mit genau n Elementen. Zeigen Sie:

a" =e firalleae G.



5. Graphen

Wir stellen in diesem Kapitel die Anfinge der Graphentheorie vor. Ein Graph
besteht aus ,,Ecken®, die durch gewisse ,,Kanten® verbunden sind. Die Kanten
kénnen gerichtet sein oder ungerichtet, und sie kénnen weiter auch noch mit
Zahlen beschriftet sein, die ihre ,Linge® angeben. Wir fragen dann zum Beispiel
nach Konstruktionen fiir kiirzeste Wege von einer Ecke zu einer anderen, oder
nach der Existenz eines Kantenzuges, der alle Ecken oder alle Kanten des Gra-
phen genau einmal besucht, usw.

Die Anfinge der Graphentheorie liegen im 18. und 19. Jahrhundert, als kom-
binatorische Fragen mathematisch untersucht wurden, etwa die Frage, wie man
aus einem Labyrinth herausfindet oder die Frage, wie viele Farben man braucht,
um eine Landkarte zu firben. In jiingerer Zeit ist das Interesse an effektiven algo-
rithmischen Losungen fiir graphentheoretische Fragestellungen durch kom-
plexe technische Anwendungen stark gestiegen. Die Berechnung von optimalen
Routen mit verschiedenen Nebenbedingungen ist hier ein typisches Beispiel.

Endliche Graphen

Wir konzentrieren uns hier auf den einfachsten Graphen-Typ:

Definition (Graph)
Ein (endlicher, ungerichteter, einfacher) Graph ist ein Paar G = (E, K) mit:

(a) Eisteine endliche nichtleere Menge,
(b) K c {{a,b}la,be E,azb}.

Die Elemente von E heifien die Ecken von G und die Elemente von K die
Kanten von G. Gilt{a, b} e K, so sagen wir, dafi die Ecken a und b durch
eine Kante verbunden sind. Die Ecke b heifit dann ein Nachbar von a in G.
Wir schreiben fiir Kanten oft auch kurz ab anstelle von {a, b }.

Die Anzahl |E| der Ecken eines Graphen G heifit die Ordnung von G und
die Anzahl 1K der Kanten von G heifit die Groffe von G.

Graphen kénnen wir visualisieren, indem wir die Ecken E als benannte Punkte
zeichnen, und dann genau die Punktpaare ab mit einer Linie verbinden, die eine
Kante des Graphen bilden. Unsere Graphen sind nicht gerichtet, d. h. die Ver-
bindungen sind keine Pfeile. Weiter gibt es keine Schlingen der Form aa € K,
und wir erlauben auch keine mehrfachen Verbindungen zwischen zwei Ecken.

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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Ein Beispiel fiir einen visualisierten Graphen zeigt das folgende Diagramm :

Ecken: a, b, c,d, e, f

Kanten: ab, ad, bc, be, cd
6 e Nachbarnvona: b, d

Nachbarnvonb: a, c, e

O ()
®

Einige wichtige spezielle Graphen sind die folgenden:

Nachbarn von f: keine

Definition (die Graphen K,, K,, ,,, C,,)
Wir definieren fiir allen,m >1:

K, =(1,..,n}, {ijl1<i<j<n}),
Kym=({L.,n+m}, {ijl1<i<n n+1<j<n+m}),

C, =(1,..,n}, {i+DHI1<i<n}u{nl}), fallsn>3.

Der Leser visualisiere sich diese Graphen anhand von Diagrammen. Zu den
Graphen K, und K,, ,, gehoren die beiden folgenden Begriffsbildungen.

Definition (vollstindig)
Ein Graph heifit vollstindig, wenn je zwei seiner Ecken durch eine Kante
verbunden sind.

Die Graphen K, sind vollstindig. Der Graph K, wird oft auch als der kanoni-
sche vollstindige Graph mit n Ecken bezeichnet.

Definition (bipartit, vollstindig bipartit)
Ein Graph G = (E, K) heifit bipartit, wenn sich E derart in zwei Mengen E;
und E, zerlegen l48t, daf} jede Kante von G eine Ecke aus E;| mit einer Ecke
aus E, verbindet. (Die Mengen E|, E, kénnen leer sein.)
G heifit vollstandig bipartit, falls eine derartige Zerlegung existiert, sodafy
jede Ecke aus E; mit jeder Ecke aus E, verbunden ist.

Die Graphen K,, ,, sind vollstindig bipartit fiir die Zerlegung E; ={ 1, ..., n }
und E; ={n+1,...,n+m} der Eckenmenge{1,...,n+m}.
Wir definieren:
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Definition (Grad)
Sei G = (E, K) ein Graph. Dann setzen wir fiirallea e E
N@) = {be E |l abe K},
d(a) = ,die Anzahl der Elemente von N(a)“,

und nennen d(a) den Grad der Ecke a in G.
Hierbei steht ,,d“ fiir ,,degree”. Es gilt folgende Summenregel :

Satz  (Gradsumme)
Sei G = (E, K) ein Graph der Grofie k. Dann gilt X, . d(a) = 2 - k.

Der Satz ist anschaulich klar, denn jede Kante trigt zwei ,,Einheiten® zur lin-
ken Summe bei. Ein ausfiihrlicher Beweis verliduft wie folgt:

Beweis
Fiir allea € Esei S(a) ={ (a,b) | abe K}. Dann ist d(a) die Anzahl der
Elemente von S(a), und die Mengen S(a), a € E, sind paarweise disjunkt,
da wir hier geordnete Paare verwenden. Damit haben wir

IU,ce S@)1 = Z,c5 IS@)! = Z,cp d(a).
Andererseits ist

- 1U,ceS@! = I{(a,b) labe K}I = 2 IKI =2 -k
Isomorphe Graphen

Die Namen der Ecken sind fiir graphentheoretische Fragen unerheblich. Ein
Beispiel ist: ,,Besitzt dieser Graph eine Ecke vom Grad 3 ?“ Diese Unerheblich-
keit wird in folgendem Isomorphiebegriff ausgedriickt:

Definition  (isomorph, Isomorphismus)
Zwei Graphen G, = (E, K;) und G; = (E,, K;) heifien dsomorph, falls es eine
Bijektdon f: E; — E, gibt, sodaf} fiir alle a,b € E; gilt:

abe K; gdw f(a)f(b) € K,.

Jede solche Bijektion f heifit dann ein Isomorphismus zwischen G und G,.

Zwei isomorphe Graphen haben die gleiche Ordnung und Grofie, und sie
stimmen weiter in allen Eigenschaften iiberein, die sich mit Hilfe von Ecken und
Kanten formulieren lassen.

Ist G = (E, K) ein Graph der Ordnung n mit Eckenmenge E = {ay, ..., a, }, so
setzenwir "= {1,...,n} und K’ = {ij | a;a;€ K}. Dannist G’ = (E’, K") isomorph
zu G, und die Funktion f: E — E’mitf(a;) =i fiiralle 1 <i<nist ein [somorphis-
mus. Diese Uberlegung zeigt, daff es prinzipiell geniigt, Graphen zu betrachten,
deren Eckenmenge von der Form { 1, ..., n } ist.
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Kantenziige, Wege und Kreise

Einen Graphen erkunden wir entlang seiner Kanten. Wir definieren hierzu:

Definition (Kantenzug, geschlossen, offen, besuchte Ecken und Kanten)
Sei G = (E, K) ein Graph. Eine Folge ay, ..., a, in E heifit ein Kantenzug
der Linge n in G von ay nach a,, falls a;a;,; € Kfiirallei < n.
Gilt aj = a,, so heifit der Kantenzug geschlossen. Andernfalls heifit er offen.
Die Ecken ay, ..., a, heiflien die besuchten Ecken und die Kanten a; a;,; die
besuchten Kanten des Kantenzuges.

Eine einzelne Ecke a gilt immer als Kantenzug der Linge 0.

Im oben dargestellten Graphen istz.B. a,d,a,b,a ein geschlossener Kantenzug
der Linge 4. Er besucht die Ecken a, b, d und die Kanten ad und ab.

Ecken und Kanten kénnen in einem Kantenzug mehrfach besucht werden.
Fiir einfache Besuche fithren wir eigene Begriffe ein:

Definition (Weg, einfacher Kantenzug)
Ein Kantenzug ay, ..., a, in einem Graphen heifit ein Weg, falls er keine
Ecke zweimal besucht, d.h. es gilt a; # a; fiir alle i <j < n. Er heifit ein
einfacher Kantenzug, falls keine Kante zweimal besucht wird, d. h. es gilt
3;3;,1 #ajaj, firallei<j<n.

Jeder Weg ist offenbar ein einfacher Kantenzug. Die Umkehrung ist i. a.
falsch. Im Graphen oben ist zum Beispiel b, c,d, a, b, e ein einfacher Kantenzug,
aber kein Weg.

Schlieflich definieren wir noch Kreise:

Definition (Kreis)
Ein geschlossener Kantenzug ay, ..., a,, ag mit n 2 2 in einem Graphen G
heifit ein Kreis in G mit (n + 1)-vielen Ecken, falls ay, ..., a, ein Weg ist.
Ein Graph G heifit kreisfrei, falls es keinen Kreis in G gibt.
Weiter heifit ein Graph G ein Kreis, wenn es einen Kreis ay, ..., ay, a5 in G
gibt, der alle Kanten besucht.

Die kleinsten Kreise eines Graphen sind also bei dieser Definition ,,Dreiecke®
der Form a,b, c,a. Ein Kantenzug a, b, a gilt nicht als Kreis.

Obiger Graph enthilt einen Kreis mit 4 Ecken, etwa a,b, c,d,a. Dagegen gibt
es keinen Kreis, der die Ecke e enthilt.

Die Graphen C, sind Kreise. Der Graph C,, wird auch als der kanonische Kreis
mitn Ecken bezeichnet. In C, istder Kantenzug 1, ..., n, 1 ein Kreis mitn Ecken.
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Erreichbarkeit und Zusammenhang

Die wichtigste Relation in einem Graphen ist die Erreichbarkeitsbeziehung:

Definition (erreichbar)
Ist G = (E, K) ein Graph, so heifit eine Ecke b erreichbar von einer Ecke a,
falls es einen Kantenzug ay, ..., a, in G gibt mitag=aund a, = b.

Die Erreichbarkeit ist, wie man leicht zeigt, eine Aquivalenzrelation auf E.
Wir kénnen also definieren:

Definition (Zusammenhangskomponenten, zusammenbingend)
Die Aquivalenzklassen der Erreichbarkeitsrelation in einem Graphen G
heifien die Zusammenbangskomponenten von G. Ein Graph G heifit
zusammenbingend, falls jede Ecke von jeder anderen aus erreichbar ist.

Ein Graph G = (E, K) ist also genau dann zusammenhingend, wenn die Ecken-
menge E die einzige Zusammenhangskomponente von G ist.
Im Umfeld der Erreichbarkeitsrelation definieren wir weiter:

Definition (Briicke)
Eine Kante k eines Graphen G heifit eine Briicke, wenn das Streichen von
k aus G die Anzahl der Zusammenhangskomponenten erhoht.

Leicht zu sehen ist: Eine Kante ab ist genau dann eine Briicke, wenn der Kan-
tenzug a, b der einzige Weg in G von a nach b ist.

In der Sprache der Relationen ist die Erreichbarkeitsrelation nichts anderes als
die transitive Hiille der Relation R={(a,b) | abe K}uU{(a,a) | ae E}. Damit
ist der im Kapitel iiber Matrizen vorgestellte Algorithmus von Warshall geeig-
net, die Erreichbarkeitsrelation effektiv zu berechnen, und er liefert insbeson-
dere auch eine Antwort auf die Frage, ob ein gegebener Graph zusammenhin-
gend ist oder nicht. Wir verweisen den interessierten Leser also auf das dritte
Kapitel, fiir das folgende ist die Kenntnis der dortigen Ergebnisse aber nicht not-
wendig.

Definition (Abstand)
Sei G = (E, K) ein zusammenhingender Graph. Fiir a,b € E setzen wir
d(a, b) = ,die Linge eines kiirzesten Kantenzuges von a nach b in G%,
und nennen d(a, b) den Abstand von a und b in G.
Der Buchstabe ,,d“ steht hier fiir ,,distance. Die Funktion d : G> — N hat die

Eigenschaften einer Mezrik, d.h. fir alle a,b,c € E gilt d(a, a) = 0, d(a, b) = d(b, a),
sowie die Dreiecksungleichung d(a, c) < d(a, b) + d(b, c).
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Ist G nicht zusammenhingend, so kann man d(a, b) = e vereinbaren, falls die
Ecken a und b in verschiedenen Zusammenhangskomponenten des Graphen lie-
gen. Unter den iiblichen Rechenregeln fiir e gelten dann immer noch die metri-
schen Eigenschaften fiir die Funktion d. Die Zusammenhangskomponente einer
Ecke a ist dann gegeben durch {be E | d(a, b) < }.

Eulerziige

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob wir einen Graphen ,in einem Zug*
zeichnen konnen. Zusitzlich sollen Start- und Endpunkt tibereinstimmen :

Definition (Eulerzug)
Ein Eulerzug in einem Graphen G = (E, K) ist ein geschlossener Kantenzug
ag, ..., 4, = a9 in G derart, daf jede Kante von G genau einmal besucht wird.
Ein Graph heifit Eulersch, wenn ein Eulerzug existiert.

Istay, ..., a, = aq ein Eulerzug in G, so ist n die Grofie von G und fiir die Kan-
tenmenge K gilt K ={a;a;, | i <n}. Jeder Kreis C,,, n 23, ist offenbar Eulersch.
Weiter sind z. B. die vollstindigen Graphen K; und K sowie die vollstindigen
bipartiten Graphen K, , und K, 4 Eulersch, nicht aber die Graphen K,, K, und
K, ;. Hiervon kann man sich leicht iiberzeugen.

Erstaunlicherweise gibt es ein einfaches Kriterium fiir die Existenz eines Eu-
lerzuges. Zudem existiert ein schneller und durchsichtiger Algorithmus, mit des-
sen Hilfe wir Eulerziige finden kénnen.

Wir beginnen mit folgender Beobachtung:

Satz  (notwendiges Kriterium fiir die Existenz von Eulerziigen)
Sei G = (E, K) Eulersch. Dann haben alle Ecken einen geraden Grad.

Beweis
Seiag, ay, ..., a, = 3y ein Eulerzug. Sei e eine von a, verschiedene Ecke.
Besuchen wir die Ecke e insgesamt n-mal auf dem Eulerzug, so werden
dabei genau 2n verschiedene Kanten mit der Ecke e besucht, denn wir
laufen in die Ecke bei jedem Besuch hinein und wieder hinaus, und keine
Kante wird mehrfach besucht. Da alle Kanten des Graphen besucht
werden, gilt also d(e) = 2n. Da nun aber auch ay, ..., a,, ay, a; ein Eulerzug

— ist, zeigt das Argument auch, daf d(a,) gerade ist.

Existiert ein Eulerzug in G, so ist G zusammenhingend, wobei wir Ecken vom
Grad 0 stillschweigend streichen. Damit haben wir zwei notwendige Bedingun-
gen fiir die Existenz eines Eulerzuges gefunden. Wir wollen nun zeigen, daf§
diese beiden Bedingungen auch hinreichend sind. Hierzu ist folgendes Lemma
hilfreich:
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Satz  (Riickkebrlemma)
Sei G = (E, K) ein Graph, und jede Ecke in G habe einen geraden Grad.
Seia € E mitd(a) > 0. Dann existiert ein einfacher geschlossener Kanten-
zug positiver Linge in G, der die Ecke a besucht.

Beweis
Wir starten bei a und besuchen solange eine bislang nicht besuchte Kante,
bis wir wieder bei der Ecke a ankommen. (Nach dem ,rein-raus“-Argument
des obigen Satzes konnen wir in der Tat immer eine neue Kante finden,
wenn wir noch nicht bei a angekommen sind.) Wir erhalten einen nach
Konstruktion einfachen und geschlossenen Kantenzug positiver Linge,

— der a besucht.

Damit zeigen wir nun:

Satz  (Kriterium fiir die Existenz von Eulerziigen)
Sei G = (E, K) ein zusammenhingender Graph, und jede Ecke habe einen
geraden Grad. Dann existiert ein Eulerzug in G.

Beweis
Sei Z ein einfacher geschlossener Kantenzug in G der Linge k. Ist k die
Grofie von G, so ist Z ein Eulerzug. Andernfalls zeigen wir, dafl wir Z zu
einem einfachen geschlossenen Kantenzug Z* erweitern konnen, der mehr
als k Kanten besucht. Nach endlich vielen Iterationen haben wir dann einen
Eulerzug gefunden.

Sei G” der Graph, der aus G durch Streichen der auf Z besuchten Kanten
hervorgeht. Dann hat jede Ecke immer noch einen geraden Grad in G'.
Da G zusammenhingend ist, gibt es eine Ecke a von Z und eine Kante ab,
die nicht auf Z besucht wird (!). Nach dem Riickkehrlemma existiert ein
einfacher und geschlossener Kantenzug

W =ab,..a

in G’. Wir fiigen nun W in Z an irgendeiner Stelle ein, an der die Ecke a
in Z besucht wird. Der so erhaltene Kantenzug Z* in G ist einfach und
- geschlossen, und er besucht mehr als k Kanten.

Der reduzierte Graph G’ ist i.a. nicht mehr zusammenhingend. Das Riick-
kehrlemma setzt aber keinen Zusammenhang voraus.

Aus dem Beweis gewinnen wir den sog. Algorithmus von Hierbolzer.
Gegeben sei ein zusammenhingender Eulerscher Graph. Wir diirfen anneh-
men, daf die Eckenmenge des Graphen von der Form E = {1, ..., n } ist. Der
Algorithmus konstruiert nun eine Folge von einfachen und geschlossenen
Kantenziigen Zy, ..., Z, in G derart, dafl Z, ein Eulerzug ist.
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Algorithmus von Hierholzer
Wir beginnen mit Zy = 1.

Ist Z; konstruiert, aber noch kein Eulerzug, so sei a die erste Ecke auf Z;,
von der eine noch unbesuchte Kante wegfiihrt. Wir konstruieren nun einen
einfachen, geschlossenen und in a beginnenden Kantenzug W, indem wir
immer die kleinste Ecke wihlen, zu der eine bislang unbesuchte Kante
hinfiihrt. Finden wir keine solche Ecke mehr, so ist W konstruiert. Wir
fiigen nun W in Z; an der ersten Stelle des Besuchs der Ecke a ein und
erhalten so Z;, ;.

Dieses Vorgehen wird solange iteriert, bis ein Eulerzug gefunden ist.
Obiger Beweis zeigt, dafi der Algorithmus tatsichlich einen Eulerzug konstru-

iert: Der bei a beginnende Kantenzug W im Rekursionsschritt endet automa-
tisch wieder bei a.

Erkundung eines Labyrinths

In einem Labyrinth sehen wir von jedem Raum nur die ablaufenden Ginge,
der Bauplan des Labyrinths liegt uns nicht vor. Die Riume eines Labyrinths bil-
den die Ecken und seine Ginge die Kanten eines zusammenhingenden Gra-
phen. Es stellt sich also die Frage, wie wir einen zusammenhingenden Graphen
moglichst schnell vollstindig erkunden, wenn unsere Sicht auf den aktuellen
Standort beschrinkt ist. Wir werden dabei gewisse Kanten zweimal besuchen
miissen, denn ist eine Ecke eine Sackgasse (d. h. ihr Grad ist gleich 1), so miissen
wir in die Ecke hinein- und auch wieder zuriicklaufen.

Es gibt nun ein iiberraschend einfaches Verfahren, das ein Labyrinth ausge-
hend von einer Startecke vollstindig erkundet und dabei jede Kante genau ein-
mal in jeder Richtung durchliuft und schliefilich auch wieder aus dem Labyrinth
herausfiihrt. Dabei darf man an den besuchten Kanten gewisse Markierungs-
pfeile anbringen. Es ist aber nicht nétig, wihrend der Erkundung eine Karte des
Labyrinths anzufertigen.

Wir legen einen zusammen-
hingenden Graphen G = (E, K)
mit Eckenmenge E={0,1,...,n}
zugrunde, der das Labyrinth mo-
delliert. Zudem sei 0 die Startecke
und 1 ihr eindeutiger Nachbar,
d.h.die Kante 01 istder Eingang in das Labyrinth. Wir konstruieren nun rekursiv
einen geschlossenen Kantenzug ay, ..., a,, mitag=a,, =0und m =2 K| in G. Da-
bei werden die Kanten von G mit roten oder gelben Pfeilen markiert. Hierbei
steht ,rot” fiir ,,bereits durchlaufen (in Pfeilrichtung) und zugleich fir ,fortan
verboten®, wihrend die gelben Pfeile eine Sonderrolle spielen, die man mit
yhicht durchlaufen, solange noch andere Optionen zur Verfiigung stehen® um-
schreiben kann. Genaueres geht aus dem Algorithmus hervor.
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Sagen wir im folgenden, dafi ab markiert wird, so zeigt der Markierungspfeil
immer von a nach b.

Algorithmus zur Erkundung eines Labyrinths
Wir setzen ag = 0 und a; = 1 und markieren 01 rot.
Sei nun ay, ..., a; konstruiert fiir ein i 2 1. Ist a; = 0, so stoppen wir.
Wird a; zum ersten Mal besucht, so markieren wir a;a;_; gelb. (Firi=1
wird also insbesondere 10 gelb markiert.) Im Falle der Existenz sei a;, ; eine
Ecke derart, daf} a;a;, ; weder gelb noch rot markiert ist; andernfalls sei a;, |
die eindeutige Ecke, fiir die a;a;, ; gelb markiertist. In beiden Fillen
markieren wir a; a;, ; rot und wiederholen das Verfahren.

Jede durchlaufene Kante wird also sofort in Durchlaufrichtung mit einem ro-
ten Pfeil markiert. Wird eine Ecke zum ersten Mal besucht, so wird die Besuchs-
kante in entgegengesetzter Richtung mit einem gelben Pfeil markiert. Rote Kan-
ten diirfen in der Folge unter keinen Umstinden in Pfeilrichtung durchlaufen
werden, und Kanten mit einem gelben Pfeil werden so lange wie moglich gemie-
den. Trigt eine Kante einen gelben Pfeil, so trigt sie auch einen roten Pfeil in
umgekehrter Richtung. Wir zeigen nun:

Satz  (Korrektheit des Erkundungs-Algorithmus)
IstZ =ay, ..., a,, der durch den Algorithmus konstruierte Kantenzug in G,
so giltm =21Kl, a,, =0, und fir jede Kante ab € K existieren i und j mit
aj=a,a;,;=bunda;=b, aj, =a.

Beweis
SeiZ =a, ..., a,. Wir zeigen zunichst, dafl der Kantenzug Z geschlossen ist:

(+) Esgilta, =0.

Beweis von (+)
Fiir a # 0 gibt es zu Beginn d(a)-viele Moglichkeiten, die Ecke a zu
betreten und d(a)-viele Moglichkeiten, sie wieder zu verlassen. Durch
jeden Besuch von a werden beide Méglichkeiten jeweils um 1 reduziert.
Damit konnen wir jede besuchte Ecke a # 0 von Z auch wieder
verlassen. Nach Konstruktion stoppt das Verfahren also mit a,, = 0.

Wir zeigen nun durch starke Induktion nach 1 <i<m:
(++) a; wird genau d(a;)-mal auf Z besucht.

Beweis von (++)
Da die gelb markierte Kante 10 nach (+) durchlaufen wird, gilt die
Aussage fiir a; = 1. Sei nun i > 2 und die Aussage gelte fiir alle aj, j <1i.
Waurde a; in ay, ..., a;_; besuchg, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls wird
aber a;a;_ gelb markiert. Annabme, a; wird nicht d(a;)-mal besucht.
Dann wird die gelb markierte Kante a;a;_; nach den Regeln des
Algorithmus nicht durchlaufen, und damit wird auch a;_; nicht
d(a;_)-mal besucht, Widerspruch.
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Nach Konstruktion von Z geniigt es zu zeigen :
(+++) Jede Ecke a von G wird von Z besucht.

Beweis von (+++)
Wegen G zusammenhingend gibt es einen Weg by, ..., b, von 1 nach a.
Wir zeigen durch Induktion nach j <k, daf b; von Z besucht wird.
Dies ist klar fiir by = 1. Wird nun aber b; fiir ein j < k von Z besucht, so
wird b; nach (++) sogar d(b;)-oft von Z besucht, und alle diese Besuche
fithren auf verschiedenen Kanten von b; weg. Also ist b;b;, ; eine

j
besuchte Kante von Z, und damit wird also auch by, ; von Z besucht.

— Aus (++) und (+++) folgtm = (Z,c p_;9y d(a)) + 1 =X, p d(a) = 2 IKI.

Der Beweis von (+) benétigt die gelben Markierungspfeile nicht. Jede Erkun-
dung eines Labyrinths, die es vermeidet, eine Kante in derselben Richtung zwei-
mal zu durchlaufen, fithrt aus dem Labyrinth wieder heraus. Die gelben Markie-
rungspfeile stellen sicher, daff die gesamte Zusammenhangskomponente der
Startecke 0 erkundet wird. Kommt es uns nur darauf an, einen Schatz im Laby-
rinth zu finden, so konnen wir die gelben Pfeile zuriicklaufen, sobald der Schatz
gefunden ist.

Unser Verfahren zur Erkundung eines Labyrinths lifit sich auch fiir ,,Euler-
sche Fragestellungen® verwenden: Ein Postbote wird ausgehend vom Postamt
gerne jede Strafie je einmal in jeder Richtung durchlaufen, da er dann die Post fiir
beide Strafienseiten leichter verteilen kann. Weiter will er am Ende wieder am
Postamt ankommen. Obiger Satz zeigt, daf} diese Anspriiche fiir jeden beliebigen
zusammenhingenden Graphen erfiillt werden kénnen, ganz ohne eine Gradbe-

dingung.

Hamiltonkreise

Wir stellen nun die zur Existenz von Eulerziigen analoge Frage, wann und wie
man geschlossene Kantenziige findet, die jede Ecke des Graphen genau einmal
besuchen:

Definition (Hamiltonkreis)
Sei G ein Graph der Ordnung n. Ein Kreis mit n Ecken in G heifit ein
Hamiltonkreis. G heifdt Hamiltonsch, falls ein Hamiltonkreis in G existiert.

In diesem Graphen ist
1,2,3,5,9,6,8,7,4,1

ein Hamiltonkreis.
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War das Problem der Existenz von Eulerziigen iiberraschend einfach, so ist
nun das Problem der Existenz von Hamiltonkreisen tiberraschend schwierig. Es
scheint keinen schnellen Algorithmus zu geben, der einen gegebenen Graphen
darauthin iberpriift, ob er Hamiltonsch ist oder nicht. Ebenso scheint es kein
einfaches notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir zu geben, wann ein
Graph Hamiltonsch ist. Hinreichend ist die folgende Reichhaltigkeitsbedin-

gung:

Satz  (Satz von Gabriel Dirac)
Sei G = (E, K) ein Graph der Ordnung n* 2 3, und es gelte d(a) = n*/2 fiir
alle a € E. Dann ist G Hamiltonsch.

Beweis
Sei W =a,, ..., a, ein maximaler Weg in G, d.h. ein Weg in G, den wir nach
links und nach rechts nicht mehr fortsetzen konnen. Dann werden alle
Nachbarecken von a; und von a,, auf W besucht, da wir sonst den Weg
verlingern konnten. Insbesondere ist n > d(ag) = n*/2 = 3/2. Andererseits
istn* 2 n + 1, da W ein Weg ist. Weiter gilt:

(+) Esgibteini<n,sodal C=ay, ..., a; a5, a,_y, ..., a;, 1, a9 ein Kreis ist.
(Im Fallei=n-1ist C = ay, ..., a,, 2, ein Kreis.)
Beweis von (+)

Gesucht ist ein i < n, sodaf} a; mit a,, und a;, ; mit a, in G verbunden ist.
Wir setzen hierzu

A={i<nlaa,eK}, B={i<nla,jae K}

Dann gilt IAl, 1Bl 2 n*/2 > n/2, da alle Nachbarecken von a,, und a,
besucht werden. Wegen AU B < {0, ...,n -1} gilt dann aber
IANBI = Al + IBI - IAUBI >n/2 +n/2 -n =0,

also ist A N B nichtleer.

Istn + 1 = n* so haben wir mit C einen Hamiltonkreis gefunden.
Andernfalls gilt:

(++) Ista eine auf C nicht besuchte Ecke, so gibt es ein j < n mit aa; € K.
Beweis von (++)
Andernfalls gilt { ag, ..., a, } " N(a) = J, und wegen n 2 n*/2 gilt dann
n* = |El > (m+1)+d@) =2 0*/2+1)+n*/2 = n*+1,
Widerspruch.
Aus (++) erhalten wir durch Aufschneiden des Kreises C an der Ecke a; und
Anfiigen von a einen Weg in G, der linger ist als W. Diesen Weg konnen
wir zu einem maximalen Weg fortsetzen, und dann liefert (+) wieder einen

entsprechend langen Kreis. Nach endlicher Iteration dieses Verfahrens
— haben wir dann einen Hamiltonkreis von G gefunden.
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Der Beweis liefert einen effizienten ,,Algorithmus von Dirac®, der einen Ha-
miltonkreis in Graphen findet, die der Reichhaltigkeitsbedingung des Satzes ge-
niigen. Der Leser ist aufgefordert, diesen Algorithmus explizit zu notieren.

Der Satz von Gabriel Dirac (1952) kann noch zum Satz von Oystein Ore
(1960) verbessert werden: Ein Graph G = (E, K) der Ordnung n* > 3 ist Hamil-
tonsch, falls d(a) + d(b) = n* fiir alle a,b € E mita#bund ab ¢ K gilt. Noch stir-
ker ist der Satz von Bondy-Chvital (1972): Sei G = (E, K) ein Graph der Ord-
nung n* >3, und seien a,b € Emita#b,ab ¢ Kund d(a) + d(b) > n*. Dann ist G
genau dann Hamiltonsch, wenn (E, K U { ab }) Hamiltonsch ist.

I"Jbungen

Ubung 1 (Endliche Graphen, 1)
Sei G = (E, K) ein Graph. Sei U ={a € E | d(a) ist ungerade }.
Zeigen Sie, dafy 1U| eine gerade Zahl ist.

Ubung 2 (Endliche Graphen, II)
Ein Graph G = (E, K) heifit planar, wenn er in der Ebene so gezeichnet
werden kann, dafl sich keine Kanten tiberschneiden. Fiir einen planaren
Graphen sei e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und f die
Anzahl der Flichen, wobei die dufiere Fliche mitzihlt. (Z. B. hat ein Graph
in der Form einer Acht drei Flichen.)
Zeigen Sie, daf fiir jeden planaren Graphen gilt:

e -k +f=2. (Eulersche Polyederformel)

[ Wir beweisen die Aussage zuerst fiir Graphen mit f = 1. Die allgemeine Aussage
beweisen wir dann durch Induktion nach f. ]

Folgern Sie, dafi es nur 5 regelmifige konvexe Polyeder im R’ gibt (die
Platonischen Korper): ein Tetraeder mit 4, einen Kubus mit 6, ein Oktaeder
mit 8, ein Dodekaeder mit 12, und ein Ikosaeder mit 20 Flichen. (Dabei
heifit ein P  R* konvex, falls fiir alle a,b € P die Strecke von a nach b eine
"Teilmenge von P ist.)

[Seien e,k, f die Anzahl der Ecken, Kanten, Flichen eines Polyeders. Fiir ein
regelmifiges Polyeder sei n die Zahl der Kanten einer Fliche und d der Grad der
Ecken. Begriinden Sie, daf§ die Eulersche Polyederformel gilt, und folgern Sie fiir
regelmifiige Polyeder die Beziehung

(+) 1/n+ 1/d = 172 + 1/k,

die sich aus der Eulerschen Polyederformel und nf = 2k, de = 2k ergibt. Bestimmen
Sie die méglichen Losungen von (+) mitn 2 3 und d 2 3, nidmlich

(n,d, k) = (3,3,6), 3,4,12), 3,5,30), (4,3,12), (5,3, 30).

Beobachten Sie hierzu, dafi n <3 oder d < 3 gelten muf, falls (+) mit positiven
Zahlen (n, d, k) erfiillt wird.].
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Ubung 3 (Endliche Graphen, I1I)
Zeigen Sie:

(@) Istf: G; — G; ein Isomorphismus zwischen zwei Graphen, so gilt

dg,(a) = dg,(f(a)) fiir alle a € E;.

(b) Skizzieren Sie alle Graphen fiir die Eckenmenge E={1,2,3}.
Welche dieser Graphen sind isomorph ? Welche Graphen sind aus
welchen Griinden nicht isomorph?

(c¢) Geben Sie zwei nichtisomorphe Graphen mit den Ecken {1, ..., 5}
an, sodaf} die Grade beider Graphen die Zahlen 2, 2, 2, 3, 3 sind.

Ubung 4 (Endliche Graphen, IV)
Ein Graph G = (E, K) heifit selbstkomplementir, falls G isomorph zu seinem
komplementiren Graphen G° = (E, {ab | a,be E,a#b,abe K})ist.

(a) Geben Sie je einen selbstkomplementiren Graphen an mit den Ecken
E ={1,2,3,4}undE,={1,2,3,4,5}.

(b) Zeigen Sie: Ist G selbstkomplementir, so ist die Anzahl seiner Ecken
durch 4 ohne Rest oder durch 4 mit Rest 1 teilbar.

Ublmg 5 (Kantenziige, Wege und Kreise, I)
Sei a, ..., a, ein einfacher geschlossener Kantenzug in einem Graphen G.
Zeigen Sie, dafl i <j < n existieren, sodaf§ a;, ;. , ..., a; ein Kreis ist.
Zeigen Sie weiter, daf} fiir jedes a;, 1 < n, ein Kreis in G durch a; existiert.

Kann hier auf die Voraussetzung ,einfach“ verzichtet werden ?

Ubung 6 (Kantenziige, Wege und Kreise, II)
Sei G = (E, K) ein Graph, und seien ky, k,, k3 € K paarweise verschieden.
Es gebe einen Kreis, der k; und k, besucht, und einen Kreis, der k; und k;
besucht. Zeigen Sie, daf} es einen Kreis gibt, der k; und k; besucht.

Ubung 7 (Kantenziige, Wege und Kreise, I1I)
Sei G = (E, K) ein Graph. Zeigen Sie, daf§ die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) G ist bipartit. (b) Jeder Kreis in G hat eine gerade Linge.

Inbesondere ist also jeder kreisfreie Graph bipartit.

szmg 8  (Erreichbarkeit und Zusammenhang, 1)
Sei G = (E, K) ein Graph, und seien a,b € E. Zeigen Sie:
Ist b erreichbar von a, so existiert ein Weg von a nach b.

Ubung 9  (Erreichbarkeit und Zusammenbang, 11)
Sei G = (E, K) ein Graph. Fiir a,b € E sei a = b, falls b erreichbar von a ist.
Zeigen Sie, daf = eine Aquivalenzrelation auf E ist. Genauer ist = die
c-kleinste Aquivalenzrelation R auf E mit aRb fiir alle ab e K.
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Ubung 10  (Erreichbarkeit und Zusammenbang, I11)
Sei G = (E, K) ein zusammenhingender Graph. Zeigen Sie, daf} die
Abstandsfunktion d : G> — N eine Metrik ist, d.h. es gilt furallea,b,ce E:
(a) d(a,2) = 0,
(b) d(a,b) = d(b, ),
(¢) d(a, ) < d(a, b) + d(b, ¢).

Ubung 11 (Erreichbarkeit und Zusammenhang, 1V)
Sei G = (E, K) ein Graph. Zeigen Sie, daf fur alle ab € K die folgenden

Aussagen dquivalent sind:
(a) ab ist eine Briicke von G.

(b) a, b ist der einzige Weg von a nach b.

Ubung 12 (Erreichbarkeit und Zusammenhang, V)
Sei G ein Graph, und jede Ecke von G habe einen geraden Grad.
Zeigen Sie, dafy G keine Briicken besitzt.

Ubung 13 (Erveichbarkeit und Zusammenbang, VI)
Fiir einen Graphen G = (E, K) sei
G° = (E,{abla,be E,a#b,abg K}),
der zu G komplementiire Graph.

Zeigen Sie, daff der Graph G° eines unzusammenhingenden Graphen G
zusammenhingend ist.

Ublmg 14 (Erveichbarkeit und Zusammenbang, VII)
Sei G ein zusammenhingender Graph der Ordnung n derart, daf§ jede Ecke
von G den Grad 2 besitzt. Zeigen Sie:

G ist isomorph zum Kreis C,,.

Ubung 15  (Eulerziige, I)
Sei G ein Graph, und seien a, b verschiedene Ecken von G. Ein offener
Eulerzug von a nach b in G ist ein einfacher in a beginnender und in b
endender Kantenzug in G, der alle Kanten durchliuft.

Zeigen Sie, dafl die folgenden Aussagen fiir jeden zusammenhingenden
Graphen G = (E, K) und alle a,b € E, a # b, dquivalent sind:

(a) Es gibt einen offenen Eulerzug von a nach b.

(b) Die Grade d(a), d(b) sind ungerade, und fiir allece E - {a, b} ist
der Grad d(c) gerade.
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Ubung 16  (Eulerziige, IT)
Zeigen Sie, dafy die folgenden Aussagen fiir jeden zusammenhingenden
Graphen G = (E, K) dquivalent sind:

(a) Gist Eulersch.

(b) Gistdie Vereinigung von Kreisen K, ..., K, in G mit paarweise
disjunkten Kanten.

Ubung 17  (Eulerziige, I11)
Sei G = (E, K) ein zusammenhingender Graph. Zeigen Sie, daf} es einen
geschlossenen Kantenzug gibt, der jede Kante genau zweimal durchliuft.

Ubung 18  (Eulerziige, IV)
Betrachten Sie ein Dominospiel mit Zahlenpaaren von 0, ..., 6 auf den
Steinen, ohne die Steine mit gleichen Zahlen. (Das Spiel hat dann also 21
Steine.) Das Dominoproblem lautet: Kann man die Steine so in einer
geschlossenen Kette anordnen, dafi, wie beim Domino iiblich, aneinander-
liegende Steine dort, wo sie sich beriihren, stets die gleiche Zahl aufweisen?
Kliren Sie dieses Problem in der Sprache der Graphentheorie. Geben Sie
im Falle der Existenz eine konkrete Losung an. Fiir welche n gibt es eine
Losung, wenn auf den Dominosteinen die Zahlen 0, 1, ..., n erscheinen?

Ubung 19 (Eulerziige, V)
Bestimmen Sie mit dem Algorithmus von Hierholzer einen Eulerzug fiir
den folgenden Graphen:

Ubung 20  (Eulerziige, VI)
Was findet der Algorithmus von Hierholzer, wenn er auf einen nicht
notwendig zusammenhingenden Graphen angewendet wird, dessen Ecken
alle einen geraden Grad haben? Was kann passieren, wenn der Algorithmus
auf einen beliebigen Graphen angewendet wird ?

Ubung 21 (Erkundung eines Labyrintbs, I)
Wie verliuft der Erkundungsalgorithmus, wenn die Startkante 01 in einen
Kreis C, hineinfiihrt?
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Ubung 22 (Erkundung eines Labyrintbs, I1)
Fiihren Sie den Erkundungsalgorithmus fiir den folgenden Graphen durch.
Wi hlen Sie dabei im Falle mehrerer moglicher nichster Ecken immer die
kleinste mogliche Ecke.

melg 23 (Hamiltonkreise, I)
Zeigen Sie, dafl die Graphen der fiinf regelmifiigen Platonischen Kérper
aus Ubung 2 Hamiltonsch sind.

Ubung 24  (Hamiltonkreise, I1)
Sei G = (E, K) ein Graph der Ordnung n* mit d(a) 2n*/2 fir allea € E.
Zeigen Sie ohne Verwendung des Satzes von Dirac, dafl G zusammen-
hingend ist. Kann die Schranke n*/2 noch verbessert werden ?



6. Wahrscheinlichkeiten

Die mathematische Ziahmung des intuitiven Wahrscheinlichkeitsbegriffs ist das
Thema dieses Kapitels. Wir sagen beim Wiirfeln: ,,Die Wahrscheinlichkeit, mit
einem Wiirfel eine 1 zu wiirfeln, ist 1/6.“ oder ,,Die Wahrscheinlichkeit, mit ei-
nem Paar Wiirfel eine 8 in der Summe zu wiirfeln, ist 5/36.“ In der Physik reden
wir von Aufenthaltswahrscheinlichkeiten eines Elektrons in einem Orbital. Und
ein Blick auf die Wettervorhersage informiert uns: ,Die Niederschlagswahr-
scheinlichkeit betrigt morgen in Hamburg 90 Prozent*.

Denken wir tiber die Verwendung des Begriffs der Wahrscheinlichkeit in die-
sen Beispielen nach, so tritt schnell die Frage auf, ob und wann so etwas wie eine
sechte® Wahrscheinlichkeit vorliegt oder ob unsere Wahrscheinlichkeitsaussa-
gen nur aufgrund unserer Unkenntnis der Situation entstehen - ,,Gott wiirfelt
nicht“. Diese Fragen konnen und wollen wir hier nicht berithren. Unsere mathe-
matischen Wahrscheinlichkeitsmafie sind einfach bestimmte Funktionen, deren
Eigenschaften unserer Intuition iiber den Begriff entstammen. Die Mathematik
wiirfelt nicht, aber sie kann den Wurf eines Wiirfels modellieren.

Abzihlbare Wahrscheinlichkeitsriume

Einfache Zufallsexperimente konnen wir durch eine Funktionv: A — [0, 1]
modellieren, die den Elementen a einer gewissen abzihlbaren Menge A von
»otichproben“ oder ,Ergebnissen” einen Wert v(a) so zuweist, daf} sich alle
Werte zu 1 aufsummieren. Der Wert v(a) heifit dann die Wahrscheinlichkeit von
a bei v. Allgemeiner kénnen wir dann auch von der Wahrscheinlichkeit (B) ei-
nes beliebigen ,,Ereignisses” B c A reden, indem wir alle v(a), a € B, aufsummie-
ren. Der Wurf eines fairen Wiirfels kann in dieser Weise durchA={1, ...,6 }und
v(a) = 1/6 fiir alle a € A modelliert werden. Dann gilt p(,die Augenzahl ist ge-
rade“) =pn{ 2,4,6}) = v(2) + v(4) + v(6) = 1/2, usw.

Wir definieren:

Definition (abzdiblbare Verteilungen der Eins)
Sei A eine abzihlbare Menge. Eine Funktionv : A — [0, 1] c R heifit eine
Verteilung der Eins auf A, falls 3, . y v(a) = 1.

Hier und im folgenden verwenden wir, dafl wir abzihlbar unendlich viele
nichtnegative reelle Zahlen in beliebiger Reihenfolge anordnen kénnen, ohne

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2 13, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010
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daf} dies das Konvergenzverhalten und den Grenzwert der zugehérigen unendli-
chen Reihe verindern wiirde. Istnimlich X,  y x,, eine konvergente Reihe reeller
Zahlen mitx,, 20 fiir allen € N, so gilt fiir jede Bijektion w: N — N, daf§

Yien Xy = sup({Z,cp x, | EcNendlich}) =
Sup({ Zne F Xrt(n) | F c N endlich }) = Zne N XTt(n)'

Istalso X eine abzihlbar unendliche Menge nichtnegativer Zahlen, so kénnen wir
2 ex x definieren als X, .  f(n) fiir eine beliebige Bijektion f: N — X| vorausge-
setzt, die Reihe X .  f(n) konvergiert. Ist g eine reellwertige Funktion auf einer be-
liebigen abzihlbar unendlichen Menge A mit g(x) > 0 fiir alle x € A, so ist analog
Y.c A g(a) definiertals X . y g(m(n)) mit einer beliebigen Bijektionw: N — A,

Eine Verteilung der Eins auf einer Menge induziert nun das folgende Gewicht
von beliebigen Teilmengen der Menge:

Definition (abzihlbares Wabrscheinlichkeitsmays)
Sei v eine Verteilung der Eins auf der abzihlbaren Menge A.
Fiir alle B c A setzen wir:

UB) = Zyep v(b).

Dann heifit u: P(A) — [0, 1] das durch v induzierte (Wabrscheinlichkeits-)
Maf$ auf A und (A, P(A), W) ein (abziblbarer) Wabrscheinlichkeitsraum.
Die Menge A heifit Grundmenge oder Ergebnisraum und ihre Elemente
nennen wir Elementarereignisse oder Stichproben. Die Menge P(A) heifit
Ereignisraum und fir jedes B € P(A) heifit w(B) die u-Wabrscheinlichkeit
des Ereignisses B.

Statt (A, P(A), W) schreiben wir oft einfach auch (A, ). Bei dieser Schreibweise
ist A immer als abzihlbar vorausgesetzt. Zur Definition von (A, 1) geniigt es, eine
abzihlbare Grundmenge A und eine Verteilung v der Eins auf A anzugeben.

Einige Beispiele und Konstruktionsmethoden fiir Wahrscheinlichkeitsraume
diskutieren wir in den folgenden Zwischenabschnitten sowie in den Ubungen.

Einfache Modellbildungen

Einen fairen Miinzwurf konnen wir durch A ={0, 1 } und v(0) = v(1) = 1/2 mo-
dellieren, wobei O fiir ,,Kopf* und ,,1¢ fir ,,Zahl® steht. Ist @ das von v induzierte
Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(A), so gilt

w@) =0, u{0h =p{ 1)} =172, n({o,1}) = 1.

IstA={1,...,6},soinduziert die Verteilungv: A — [0, 1] mitv(a) = 1/6 fiir
alle a € A einen Wahrscheinlichkeitsraum (A, ), den wir als ein geeignetes ma-
thematisches Modell fiir den Wurf eines ungezinkten Wiirfels ansehen. Es gilt
dann u({ 1,2} = 173, W(A - { 1 }) = 5/6, usw. Allgemeiner eignen sich alle fiinf
platonischen Korper fiir ,wiirfelnde® Zufallsexperimente, deren mathematische
Verteilungen durch v4(a) = 1/4, vg(a) = 1/6, vg(a) = 1/8, vi,(a) = 1/12 und vyo(a) =
1720 fiir alle Elementarereignisse a bestimmt sind.
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Wirft man eine Miinze und einen Wiirfel, soist A={0,1}x{1, ..., 6} ein ge-
eigneter Ergebnisraum. Sind dabei Miinze und Wiirfel fair, so induziert die Ver-
teilung ,, v(a) = 1/12 fiir alle a € A“ den passenden Wahrscheinlichkeitsraum. Der
Waurf eines Dodekaeders lifit sich also durch dieses Experiment simulieren.

Werfen wir zwei faire Wiirfel und betrachten die Summe der Augen, so ist, wie
man sich leicht tiberlegt, die Ergebnismenge S = { 2, ..., 12 } und die folgende
Verteilung v zur Modellierung geeignet:

v(2) = v(12) = 1736, v(3) = v(11) = 2/36, v(4) = v(10) = 3/36,

v(5) = v(9) = 4/36, Vv(6) = v(8) = 5/36, Vv(7) = 6/36.

Der Ansatz hinter diesen Berechnungen ist, den zweifachen Wiirfelwurf zu-
nichst durch die Ergebnismenge A={1, ..., 6 }? und die Verteilung v(ay, a,)
= 1/36 fiir alle (aj, a,) € A zu beschreiben und dann das ,,Zufallsverhalten“ der
Funktion f : A — R mit f(a;, a,) = a; + a, fiir alle (a;, a,) € A zu untersuchen.

Diese Uberlegung fiihrt zu den sogenannten Zufallsvariablen, die wir unten
genauer betrachten.

Urnenmodelle

Eine ganze Familie von Zufallsexperi-
menten liefert das Ziehen aus einer Urne.

Wir ziehen nacheinander k Kugeln aus ® ©
einer Urne mit n Kugeln, die mit den

Zahlen 1, 2, ..., n beschriftet sind. Hier @

ist zu unterscheiden, ob die Kugeln nach ® ©)

dem Ziehen zuriickgelegt werden und ob

die Reihenfolge fiir das Ergebnis der Zie-

hung eine Rolle spielt. Wir diskutieren die vier sich ergebenden Varianten in den
Ubungen. Dabei spielen die folgenden Werte eine wichtige Rolle:

[Al = ,die Anzahl der Elemente von A“,  (Betrag oder Michtigkeit von A )
n! =1-...-n, mit 0! = 1, (n-Fakultit)
(r = nl/k! - (n-k)!), (Binomialkoeffizienten, ,n iiber k*, ,k aus n*)
(k, 0 = nl/y ! kD, Multinomialkoeffizienten, ,n iiber ky, ..., k)

die fiir alle endlichen Mengen A und alle n, k, ki, ..., k, € Nmit 0 <k <nund
k; + ... + k, = n definiert sind.

Die Binomialkoeffizienten geben an, auf wieviele Arten es moglich ist, k Ele-
mente aus einer Menge mit n Elementen auszuwihlen, d.h. (}) ist die Anzahl der
k-elementigen Teilmengen von { 1, ..., n }. Da es genau 2" Teilmengen der
Menge {1, ...,n } gibt, gilt Zg< <, () = 2" fiir alle n.

Analog ist (i, " | ) die Anzahl der Zerlegungen der Menge { 1, ..., n } in Men-
genAy, ..., A, die genau ki, ..., k. Elemente enthalten, d. h. es gilt

(kl,ﬁ.,kr)= |{(A17 "'aAr) l AlmAJ =®ﬁi1‘i¢j, UISiSrAi={1, ...,Il},
|A;l =k fiirallei}!.
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Damit gibt es also (%) Ergebnisse einer Lottoziehung und (10, 18,210, ») Skat-
spiele, also Moglichkeiten, 32 Karten auf drei Spieler I, II, III mit je 10 Karten
und einen Skat mit zwei Karten zu verteilen.

Die Multinomialkoeffizienten verallgemeinern die Binomialkoeffizienten,
denn es gilt () = (i, (n-1) fiir alle 0 <k <n. In der Tat entsprechen die k-elementi-

gen Teilmengenvon { 1, ..., n } den Zerlegungen dieser Menge in zwei Teile mit
kund n - k Elementen.
Das Pascalsche Dreieck liefert eine 1
Moglichkeit der rekursiven Berech- | ! 5 ! |
nung der Binomialkoeffizienten. Die 1 3 3 1
dufieren Werte jeder Zeile sind 1, und 1 4 6 4 1
jeder andere Wert einer Zeile ist die 1 5 10 10 5 1
Summe der beiden iiber ihm stehenden
Werte. Die (n + 1)-te Zeile listet dann die Binomialkoeffizienten (3), (1), ..., (7 ) auf.

Die Bezeichnung ,,Binomial-“ und ,Multinomialkoeffizienten® ist motiviert
durch

E+y)" = Zo<ken (1) X~ yn_k, (Binomialsatz)

X+ +X)" = Dockcnbysnskon G k) X1 e xS (Muldtinomialsatz).

Binomial- und Multinomialverteilungen

Obige Anzahlaussagen konnen wir auch so formulieren: (}) ist die Anzahl der
0-1-Tupel (ay, ..., a,), die genau k Einsen aufweisen. Denn hat Ac {1, ...,n} ge-

nau k Elemente, so formen wir das 0-1-Tupel (ay, ..., a,) mita; = 1 fiiri € A und
a; = 0 sonst. Dadurch entsteht eine Bijektion zwischen den k-elementigen Teil-
mengenvon {1, ...,n}und den 0-1-Tupeln (ay, ..., a,) mit genau k Einsen. Ana-

logist (i, " i )die Anzahl der Tupel (a, ..., a,) mit Eintrigenin {1, ...,r}, die fiir
alle 1 <1 <r genau k;-oft die Zahl i aufweisen.
Definieren wir also fiirein0<p<lundeinnz21

be(k) = () p (1 -pF firalle0<k<n,

so ist bE(k) die Wahrscheinlichkeit, in einem n-fach wiederholten Zufallsexperi-
ment genau k Erfolge zu erzielen, wenn p die Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Die
Verteilung b} auf { 0, ..., n } heifit die Binomialverteilung fir n und p.

Interessieren wir uns fiir r verschiedene Ergebnisse ay, ..., a, eines Experi-
ments, und hat jedes Ergebnis a; die Wahrscheinlichkeit p;, so ist analog

bRt Peky, k) = (g m ) it pe fiiralle 0 <k <nmitky + ...+ k. =n

die Wahrscheinlichkeit, bei einer n-fachen Wiederholung des Experiments ge-
nau k;-oft das Ergebnis a; zu erhalten, fiir alle 1 <i<r. Die Verteilung bh" P
heifit die Multinomialverteifung fir n und py, ..., p;.

Sind also die Tageswahrscheinlichkeiten fiir ,,Regen, bewolkt, Sonne“ gleich
1/10, 1/5 bzw. 7/10, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Woche mit einem Re-
gen-, zwei bewolkten und vier Sonnentagen gleich (;, ; 4 - 1/10-(2/10)* - (7/10)*
= (105 - 4 - 7%/107 = 0,1008421, also etwa 10%.
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Die Binomialverteilung (und K
das Pascalsche Dreieck) taucht O
auch im folgenden Zufallsexperi-
o
ment auf, dem sog. Galton-Brett:
. - . e o
Eine Kugel K fillt in einem wie im e © o

Diagramm rechts angeordneten
Nagelbrett stufenweise nach un-
ten, und zwar jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit p nach rechts und
mit Wahrscheinlichkeit q = (1 - p) ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
nach links. Dann wird die Wahr-
scheinlichkeit, daff die Kugel in
einem der am Ende des Brettes
angebrachten Ficher Fy, ..., F,
landet, durch die Binomialverteilung b} beschrieben. In unserem Diagramm
istn = 6 und die Wahrscheinlichkeit, bei p = 1/2 im Fach F; zu landen, berechnet
sich zu (§) - 1/2° - 1/2° = 20/64. In der Tat fithren genau 20 Pfade nach F;. Sie
lassen sich durch 0-1-Tupel (ay, ..., a5) mit genau drei 1-Eintrigen beschreiben,
wobei ,,0¢ fiir ,links“ und ,,1“ fiir ,,rechts“ steht.

Normierung von Reihen und geometrische Verteilung

Aus jeder nichttrivialen konvergenten Summe nichtnegativer Zahlen kénnen
wir eine Verteilung der Eins durch Normierung erhalten: Ist X . n a, = b > 0 fiir
reelle Zahlena, >0, so definiert v(n) =a,/b fiirallen € N eine Verteilung der Eins
auf N. Ein Beispiel liefert die geometrische Reihe ,, nq" = (1 - q)~" fiir ein q mit
0 < q < 1. Wiederholen wir nimlich ein Zufallsexperiment mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p = 1 - g, so ist

v =q"p
fiir alle n € N die Wahrscheinlichkeit, in den ersten n Versuchen einen Mifierfolg

zu erzielen und danach einen Erfolg. Die Funktion v heifit die geometrische Vertei-
lung zam Parameter q. In der Tatist v die Normierung der geometrischen Reihe.

Gleichverteilungen und Dirac-Mafie
Wir definieren nun allgemein:

Definition (Gleichverteilung auf einer endlichen Menge)
Sei A eine nichtleere Menge, und sei v(a) = 1/1Al firallea e A.
Dann heifit das durch v induzierte Maf} die Gleichverteilung auf A.

Jedes Element der Grundmenge A erhilt hier das gleiche Gewicht. Fiir alle
B c A ist W(B) die Anzahl der Elemente von B geteilt durch die Anzahl der Ele-
mente von A. Andererseits konnen wir auch einem einzigen Punkt die gesamte
Masse zuweisen:
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Definition (Dirac-Maf3)
Sei A eine beliebige nichtleere Menge, und seia € A. Weiter sei

v(b) = 1, falls b = a, und v(b) = 0, sonst.

Dann heifit das durch v induzierte Mafi das Dirac-Maf§ auf A im Punkt a
und wird mit §, 4 bezeichnet.

Fiir das Dirac-Maf} 5, 5 giltalso 5, A(B) =1, fallsa € B, und 8, (B) = 0, sonst,
fiir alle B c A.

Gewichtete Summen und Produkte

Sind vy, v;: A — [0, 1] Verteilungen der Eins, so konnen wir die Verteilungen
mitteln, indem wir v(a) = v;(a)/2 + v,(a)/2 fiir alle a € A setzen. Statt der Mitte-
lung mit Faktor 1/2 ist eine Mittelung mit Faktoren 1/3 und 2/3 usw. méglich.

Allgemein sei A eine abzihlbare Menge und seien v, : A — [0, 1] Verteilun-
gen der Eins fiir alle n € N. Weiter sei auch v: N — [0, 1] eine Verteilung der
Eins. Dann definieren wir

v¥a) = Z,cn V(D) - vy(a) fiiralleae A.

Daf§ v* wieder eine Verteilung der Eins auf A ist, folgt aus dem folgenden auch
andernorts oft niitzlichen Summationssatz, der das Kommutativ- und Assozia-
tivgesetz fiir nichtnegative reelle Zahlen ins Unendliche ausdehnt:

Satz  (Summationssatz)
Seien x,, ,, reelle Zahlen mit x,, ,, > 0 fiir alle n,m € N. Weiter sei
n:N — N’ bijektiv. Es existiere

s* = sup({ Zmye £ Xn.m | E <N, E endlich }).
Dann gilt:

*
(+) z:neNZmeNXn,m = Z:rneNzneNXn,m = ZkeNXn(k) =S

Beweis
Fir alle ng, my, kg € N seien

’
Sng,mo = z“nSno z“mSmO Xn, m> S ng,my — ZmSmo Z:nSn(, Xn, m>
Ty, = ek, Xag-

Dann gilt S, 1) = S'ng me Und Sy 1m0y S'ng mgs Lk, < 8 fiir alle ng, my, kg € N.
Hieraus folgt X, <, X e ny Xn,m < 8 fiir alle ng und Z,, <) Ze ny Xy, < 8 filir
alle my, und damit dann weiter, daf alle in (+) betrachteten Reihen
konvergent und kleinergleich s* sind.
Zum Beweis der anderen Ungleichungen sei E ¢ N* endlich. Wir wihlen
dannn*so groff,daS Ec{(m,m)e N* I nnm<n*}n{nk) | k<n*}.
Dann gilt X, e £ Xnm < S ns Sy nt> Tie. Folglich sind alle in (+)

— betrachteten unendlichen Reihen grofiergleich s*.
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Damit kénnen wir definieren:

Definition (gewichtete Summe von WabrscheinlichkeitsmafSen)
Sind in obiger Situation W, die von den Verteilungen v,, induzierten Mafle,
so nennen wir das von v* induzierte Mafl u* die durch v gewichrete Summe
der W, in Zeichen u* = X . n v(n) W,-

Wir modellieren zur Illustration folgende Situation: Ein Spieler wirft eine
Miinze, entscheidet dann mit Wahrscheinlichkeit 1/2, ob er authért oder noch
einmal eine Miinze wirft, usw. Als Grundmenge A kénnen wir hier die Menge
der nichtleeren endlichen 0-1-Folgen wihlen, und fiir das modellierende Wahr-
scheinlichkeitsmaf} gilt

0D =nu{1})) =174, u({01}) = {00} = p{10}) = u({ 11}) = 1716, usw.,

denn das Ereignis 10 entsteht zum Beispiel durch folgenden Ablauf: Der Spieler
wirft eine 1, entscheidet sich weiterzumachen, wirft eine 0, und entscheidet sich
aufzuhoren.

Das Maf§ p konnen wir einfach als gewichtete Summe notieren. Ist T, die
Gleichverteilung auf den endlichen 0-1-Folgen der Linge n, und t,,(s) = 0 fiir alle
anderen Folgens, so giltp =2 5, 1/2" 1,,.

Als nichstes betrachten wir Produkte von Wahrscheinlichkeitsriumen. Seien
hierzuv; : A — [0,1]und v, : B — [0, 1] Verteilungen der Eins. Weiter sei
C = A x B. Wir setzen

v((a, b)) = vi(a)-v,y(b) fiiralleae Aundbe B.

Dann ist v eine Verteilung der Eins auf C, und wir konnen definieren:

Definition (Produkt von WabrscheinlichkeitsmafSen)
Sind in obiger Situation W, und Y, die von v; bzw. v, induzierten Mafie, so
heifit das von v induzierte Maf} pu das Produkt von 1| und L, in Zeichen

Ho= Mt XU
Weiter nennen wir (C, W) den Produktraum von (A, |;) und (B, W,).

Es gilt dann w(C) =X, pyc c 1i(fa}) - m({ b }) fiiralle Cc A x B.

Rekursiv definieren wir [ty X ... X Wy, 1 = (U; X ... X Uy) X WUy, 1 und haben damit
beliebig lange endliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsmafien und -riumen
zur Verfiigung. Diese Produktbildung entspricht der unabhingigen Hinterein-
anderausfithrung von Zufallsexperimenten, die durch u, ..., i, modelliert wer-
den. Speziell gilt der leicht zu zeigende Satz:

Satz  (Produkte von Gleichverteilungen)
Seien i, ..., 1, die Gleichverteilungen auf Ay, ..., A, und sei

W= X .o X Uy
Dann ist 1 die Gleichverteilung auf A= A; x ... X A,.
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Bildmafie

Wir kénnen ein auf einer Menge A definiertes Wahrscheinlichkeitsmafl pu mit
Hilfe von Funktionen auf andere Mengen iibertragen:

Definition (Bildmaf5)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei T': A — B eine Funktion.
Dann setzen wir:

wr(C) = u{ae Al T@e C}) firalle CcB.

Die Funktion wr: P(B) — [0, 1] heifit das Bildmaf von u bzgl. T und wird
auch mit T(u) oder p o T~! bezeichnet.

Esistleicht zu sehen, dafi (B, ) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum ist. Das
Maf wr wird zudem induziert von der Verteilung v : B — [0, 1] der Eins auf B
mit vr(b) = (T~ !({ b)) fiiralle b € B.

Ist (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sind T: A — Bsowie S: B — C
Funkdonen, so gilt ug.t = (U)s, oder, in den beiden alternativen Notationen,
(SoT)(W) = S(T(W) bzw. po(SeT) ' =(ueT oS,

Ist (A x B, w) der Produktraum von (A, W,) und (B, W), so ist i; das Bildmaf}
der Projektion pr; : Ax B — A mit pri((a, b)) = a fiir alle (a, b) € Ax B. Denn
fiir alle C c A x B ist

Hpr, (C) = u({(a,b)e AxB I pri((a, b)) e C}) = u{(@,b)e AxBlae C}) =

WCXB) = Xy peoxp ifa) (b)) = wi(C) - wo®B) = w(C) - 1 = Q).

Analog ist 1, das Bildmaf} der Projektion pr; : Ax B — B mit pr,((a, b)) = b fiir
alle (a, b) e A xB.

Additivitit und Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien

Die grundlegenden Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafies sind die
folgenden:

Satz  (Elementare Eigenschaften eines WabrscheinlichkeitsmaySes)
Sei (A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

W1 w@) =0, u@) =1,

W2) uBuC) = u@B)+w(C) firalle disjunkten B,C c A, (Additivitat)

W3) w(U,cnBy) = sup,en u(B,) fiiralleByc...c B, c... cA.
(Aufwiirts-Stetigkeit)

Der Beweis dieses Satzes sei dem Leser zur Ubung empfohlen.
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Istumgekehrt A abzihlbar und pu: P(A) — [0, 1] eine Funktion, die die Aussa-
gen (W1) - (W3) erfiillt, soist v(a) = u({a}) fiiralle a € A eine Verteilung der Eins,
die pinduziert. Damit sind unsere Wahrscheinlichkeitsmafie genau die Funktio-
nen U mit den Eigenschaften (W1) - (W3).

Die Eigenschaften (W1) - (W3) werden in der allgemeinen Wahrscheinlich-
keitstheorie zur Definition eines Wahrscheinlichkeitsraumes verwendet. Hier
betrachtet man auch iiberabzihlbare Grundmengen A. Zur Modellierung eines
Bogenschusses auf eine Scheibe ist z.B. ein Kreis K R’ mit normierter Fliche 1
eine natiirliche Grundmenge, und K ist iiberabzihlbar. Ebenso liefert der unend-
liche Miinzwurf die tiberabzihlbare Grundmenge A aller Folgen (b, | ne N) mit
b, € {0, 1} fir alle n € N. Fiir iberabzihlbare Grundmengen ist obiger Ansatz
iiber Verteilungen der Eins nun nicht mehr allgemein geeignet. Dieses Phino-
men ist fiir den intuitiven Flichenbegriff auf K, der wahrscheinlichkeitstheore-
tisch der Gleichverteilung auf K und damit dem zufilligen Bogenschufi ent-
spricht, klar: Jede einpunktige Menge { a } hat Fliche 0, und damit ist die Fliche
von K also nicht die Summe der Flichen seiner Punkte. Ebenso hat jede unendli-
che Folge in A beim unendlichen Miinzwurf die Wahrscheinlichkeit 0, wihrend
alle Folgen zusammengenommen die Wahrscheinlichkeit 1 haben. Dasistirritie-
rend genug, aber man wird sich damit anfreunden kénnen, ohne diskrete Vertei-
lungen der Eins zu leben und statt dessen eine Funktion . : P(A) — [0, 1] ein
Wahrscheinlichkeitsmafl zu nennen, falls die Aussagen (W1), (W2) und (W3)
gelten. Hier taucht dann aber ein neues Problem auf: Es ist ungemein schwierig
bis unmdoglich, Wahrscheinlichkeitsmafie zu konstruieren, die auf allen Teilmen-
gen eines iiberabzihlbaren Grundraumes A definiert sind und fiir die p({a }) =0
firallea e A gilt (vgl. die Ubungen zu diesem Zwischenabschnitt). Man muf} des-
wegen noch eine weitere und diesmal wirklich bittere Pille schlucken und den
Definitionsbereich von Wahrscheinlichkeitsmafien reduzieren. Hierzu eignen
sich Mengensysteme, die unter abzihlbaren Operationen abgeschlossen sind:

Definition (c-Algebra)
Eine Mengenalgebra s auf einer Menge A heifit eine 6-Algebra, falls fiir
alle Folgen (A, | ne N)in o gilt, dafl U, .y A, € A.

Damit wird nun definiert:

Definition (a/lgemeiner Wabrscheinlichkeitsraum)

Sei o eine 6-Algebra auf A, und sei L : 4 — [0, 1] € R. Dann heifit 1 ein

Wabrscheinlichkeitsmaf§ auf s, falls gilt:

W1) w@) =0, u@A) =1,

(W2) uBu C) = wB) +w(C) fiir alle disjunkten B,C € A, (Additivitat)

W3) WU,y B, = sup,en W(B,) fiiralleB, e # mitByc...cB, ...
(Aufwairts-Stetigkeit)

In diesem Fall nennen wir (A, oA, W) einen Wabrscheinlichkeitsraum mit

Grundmenge A und Ereignisraum HA.
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Wir wollten dem Leser diese Definition nicht vorenthalten, aber wir wollen
nun auch gleich wieder zu den abzihlbaren Wahrscheinlichkeitsriumen (A, p) =
(A, P(A), W) zuriickkehren. Die allgemeine Theorie verdient ein umfangreiches
Vorspiel iiber Mengensysteme und die Konstruktion von Mafien auf 6-Algebren,
fiir das hier nicht der Ort ist. Jedoch wollen wir der allgemeinen Theorie Tribut
zollen, indem wir einige ihrer geistreichen Notationen importieren:

Summen als Integrale

Wir fithren eine Integralschreibweise fiir Summen ein, die fiir sich genommen
niitzlich ist und zudem auf die Notationen und Sitze der allgemeinen Wahr-
scheinlichkeitstheorie vorbereitet. Da wir im folgenden die Konvergenz von
Reihen oft stillschweigend behaupten, halten wir vorab fest:

Satz  (Majoranten- und Umordnungskriterium fiir Reiben)
Sei X, . y 2, eine konvergente Reihe mita, >0 fir allen e N.
Weiter seien b,, n € N, reelle Zahlen mit |b,| <a, fiirallen e N.
Dann konvergiert die Reihe . y b, gegen ein b mit Ibl <X a,.
Weiter ist die Reihe X . y b, invariant unter Umordnungen, d. h. fiir alle
Bijektionen: N — N gilt Z  n by = Zjc vy by

Beweis
Firallen<mist 12, ;< bil €2, i< a;. Also ist die Folge der Partial-
summen von X, . y b, eine Cauchyfolge und daher konvergiert Z,, . y b,
gegen ein b. Aus |X;_, b;| <Z;_, a; fiir alle n folgt zudem |bl <X a,.
Istw: N — N bijektiv, so konvergiert X, n by, gegen ein ¢, denn es gilt
I Driny| < ang) fiir alle n und die Reihe X, ¢ y ag, konvergiert.
Es bleibt zu zeigen, daf§ ¢ = b ist. Sei hierzu € > 0 beliebig, und seing € N
derart, daff Xy >, a, <€/2. Dann giltauch I1b - X, bl <Xy, a,<e/2.
Sei nun n; derart, daf} jedes i < ny ein Element von { n(0), ..., w(n,) } ist.
Dann gilt fiir allen 2 n, :

|b - Zi<n le:(l)l < |b - 2i<n0 bll + |Zi<n0 bi - 2i<n bn(l)l <
e/2 + lzi<n,rt(i)2n0 brt(i) | <&/2+ Zano ap < e +€/2 =¢.
— Dae> 0 beliebig ist, folgt b = c.
Man kann zeigen, daf} die alternierende harmonische Reihe X, . by, b, = (- 1)"/(n + 1)
fiir alle n, konvergiert (gegen In(2)), wihrend es fiir jedes x € R eine Bijektiont: N — N

gibt mit X, ¢ iy by = x. Fiir diese konvergente Reihe gilt also kein Umordnungssatz. Das
Majorantenkriterium ist verletzt, da die harmonische Reihe 2 . y I b, | nichtkonvergiert.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun definieren:
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Definition (Integralschreibweise fiir abziblbare Summen)
Sei (A, w) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei f: A — R eine Funktion.
Die Funktion f heifit p-integrierbar, falls X, 5 1£(a)! pu({ a }) konvergiert.
Wir setzen dann:

Jfdu = [foudn) = 2, x f@nda).

Wir nennen die reelle Zahl f f du das u-Integral von f.
Weiter setzen wir fiir alle B C A:

J fau = [ - indyo) (s,

wobeiindg : A — {0, 1} die Indikatorfunktion auf B ist, d. h. es gilt
indg(b) = 1, falls b € B, und indg(b) = 0, sonst.

In der Tat fithrt die Konvergenz der Reihe Z, . 4 1f(a)| u({ a}) nach dem Majo-
rantenkriterium dazu, daf} auch die Reihe X, . 5 f(a) u({ a }) konvergiert, und zwar
gegen einen von einer Aufzihlung von A unabhingigen Grenzwert.

Ist A ={a, Ine N} und bilden wir fiir alle n € N im R? das Rechteck mit den
gegeniiberliegenden Ecken (n, 0) und (n + u({ a, }), f(a,,)), so ist das p-Integral von
f die Fliche aller Rechtecke, wobei negative Funktionswerte zu negativen Fli-
chen fiihren.

Die folgenden Eigenschaften sind leicht einzusehen:

Satz  (Eigenschaften des Integrals)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien f, g p-integrierbar.
Dann ist af + g p-integrierbar fiir alle o, B € R und es gilt:

@) [of+Bgdu=offdu+pB[gdu firalleo,Be R  (Lincaritit)
(i1) ffdu < f gdu, falls f <g. (Monotonie)

Hierbei lesen wir alle Operationen und Relationen punktweise, d.h. of + Bg ist
die Funktion h mit h(a) = o f(a) + B g(a) fiir alle a € A, und ebenso bedeutet f< g,
dafy f(a) < g(a) fiirallea e A.

Fiir eine Funktion f: A — R definieren wir den Positivteil f*: A — Rund den
Negativteil f~: A — Rvon f durch

f*(a) = f(a), falls f(a) > 0, f*(a) = 0, falls f(a) < 0,

f~(a) = 0, falls f(a) > 0, f7(a) = -f(a), falls f(a) < 0.

Dann gilt f = f* - £~ und Ifl = {* + {~. Zudem ist f genau dann p-integrierbar,

wenn sowohl f* als auch ™ p-integrierbar sind, und in diesem Fall gilt:

f fdu = f f*du - f £~ du. (Zerlegung in Positiv- und Negativteil)
Ist T: A — B, soist eine Funktionh: B — R genau dann T -integrierbar,

wenn die Funktion heT: A — R p-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

fhdT, = [heTdy. (Transformationsformel fiir Bildmafie)
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Unabhingigkeit

Waiirfeln wir zweimal hintereinander, so ist das Eintreten einer 6 im zweiten
Warf unabhingig vom Ergebnis des ersten Wurfs, und speziell ist die Wahr-
scheinlichkeit, im zweiten Wurf eine 6 zu wiirfeln, immer noch gleich 1/6, auch
wenn bereits im ersten Wurf eine 6 gewiirfelt wurde. Allgemein ist die Wahr-
scheinlichkeit, im ersten Wurfa; und dann im zweiten Wurf a, zu wiirfeln, gleich
dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten, also gleich 1/6 - 1/6 = 1/36. Wir
definieren nun ,,Unabhingigkeit® tiber diese Produktregel:

Definition (unabbingige Ereignisse)
Sei (A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse B, C c A heifien
unabhiingig (unter oder bei W), falls gilt:

uB N C) = u®B) - wo).

Seiz.B.n>2 und p die Gleichverteilung auf A={1, ..., 6}", d.h. wir modellie-
ren den n-fachen Wurf eines Wiirfels. Dann sind alle Ereignisse B und C, die nur
mit Hilfe zweier verschiedener Indizesiund jaus {1, ..., n} definiert sind, unab-
hingig voneinander. Denn seien

B = {(317"'aan)€ Al %(ai)}a
C-= {(3-17""311)e Al g(a]) }7
fiir gewisse Eigenschaften € und & und 1 <1,j < n miti#j. Wir setzen:

ky = ,die Anzahl aller 1 £ w < 6 mit €(w)“,
k, = ,die Anzahl aller 1 <w < 6 mit F(w)“.

Dann hat die Menge B genau ky - 6"~ viele, die Menge C genau k; - 6"~' und die
Menge BN C={(ay, ...,a,) € A | €(a;) und F(a)) } wegeni#jgenauk, -k - 6"?
viele Elemente. Da p die Gleichverteilung auf { 1, ..., 6 }" ist, gilt also

MBNC) = (ko k)/6* = ko/6 - ky/6 = p(B) - p(O).

Dieses Ergebnis entspricht unserer Intuition, dafi sich der i-te und der j-te Wurf
des Wiirfels in keiner Weise gegenseitig beeinflussen.

Wir betrachten die Unabhingigkeit zweier Ereignisse noch unter einem etwas
anderen Blickwinkel. Modellieren wir ein Zufallsexperiment durch einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (A, p) und erhalten wir die Information, daf§ ein Ereignis B
eingetreten ist, so verindert diese Information unser Maf} u. Ist beim Wurf eines
Wiirfels B={2,4, 6}, so arbeiten wir fortan mit der Verteilung v(1) = v(3) = v(5)
=0, v(2) = v(4) = v(6) = 1/3 der Eins, und nicht mehr mit der Gleichverteilung.
(Bei dieser Betrachtung ist die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als Maf}
unserer Ignoranz besonders bestechend.) Allgemein definieren wir:
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Definition (bedingte Wabrscheinlichkeit)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit fr alle B, C ¢ A mit
u(B) # 0 der Wert

up(C) = uB N C)/u(B)
die bedingte Wahbrscheinlichkeit von C gegeben B.

Zwei Ereignisse B und C mit w(B) # 0 sind damit genau dann unabhingig,
wenn die Information, dafl das Ereignis B eingetreten ist, an der Wahrscheinlich-
keit von C nichts dndert, d. h. falls die bedingte Wahrscheinlichkeit von C gege-
ben B gleich p(C) ist.

Allgemeiner definieren wir nun noch die Unabhingigkeit einer Folge von Er-
eignissen:

Definition (unabbiingige Folgen)
Sei (A, n) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge (A; | i € I) in P(A)
heifit unabbingig (unter ), falls fiir alle endlichen J < I'mit ] # & gilt:

H(njej A) = Ty nAy).
Es geniigt hier nicht zu fordern, dafl W(A; N Aj) = W(A;)) - w(A)) fiir alle i <j gilt.
Sei hierzu p die Gleichverteilung auf A = {0, 1 } x { 0, 1 }. Wir betrachten
B = {(07 0)7 (0’ 1) }’ C-= {(07 0)’ (11 0) }a D = {(Oa 1)7 (1’ O) }

Dann sind je zwei Elemente von o = { B, C, D } unabhiingig, wihrend das System
oA selbst nicht unabhingig ist:
HBNC) = puBnND) = W(CND) = 1/4 = pB) W(C) = WC) D) =

u(B) wb),
HBNCND) = wW) =0 = 1/8 = wB) WC) wD).

Zufallsvariable

In vielen Fillen interessiert uns nicht nur das Eintreten eines Elementarereig-
nisses a € A, sondern auch ein von a abhingiger reeller Wert X = X(a), etwa die
Summe der Augen a; fiira=(ay, ...,a;0) € { 1, ..., 6 }'* beim 10-fachen Wurf eines
Wiirfels. Obwohl dieser Wert einfach durch eine Funktion X: A — R gegeben
wird, erhilt er eine Zufilligkeit durch die Zufilligkeit von a € A. So kénnen wir
in unserem Beispiel nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dafl X zwischen 10 und
20 liegt. Diese Betrachtungen motivieren die folgende Sprechweise:

Definition (Zufallsvariable, Verteilung einer Zufallsvariable)
Sei (A, n) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heifit jede Funktion
X: A — Reine (recllwertige) Zufallsvariable auf A.
Das Bildmaf} py auf rng(X) heifit auch die Verteilung der Zufallsvariable X.
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Ist X: A — R eine Zufallsvariable und € eine Eigenschaft reeller Zahlen, so
schreiben wir suggestiv u(€(X)) statt p({a € A | €(X(a)) }). Zum Beispiel ist

HA0 <X <20) = pfae A 10 < X(@a) < 20)).

Ahnlich ist { X € B} eine Kurzformvon {a e A | X(a) € B} (= X '[B]), usw.
Eine wichtige Rolle bei der wiederholten Auswertung eines Zufallsexperi-
ments spielt der folgende Mittelwert einer Zufallsvariablen:

Definition (Erwartungswert)
Sei (A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : A — R eine
u-integrierbare Zufallsvariable. Dann setzen wir

EX) = [Xdy,

und nennen E(X) den Erwartungswert von X.

Ist p die Gleichverteilung auf einer Menge A ={ ay, ..., a, } mit genau n Ele-
menten, so gilt E(X) = (X(a;) + X(ay) + ... + X(a,))/n. In diesem Fall ist also E(X)
das arithmetische Mittel der Werte X(a;).

Existiert E(X?) fiir eine Zufallsvariable X, so existiert auch E(X), denn es gilt
IX | <X? + 1. Mit E(X) und E(X?) existiert dann weiter auch E(X - E(X))?). Da-
mit konnen wir definieren:

Definition (Varianz)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : A — R eine
Zufallsvariable auf A derart, daff E(X?) existiert. Dann definieren wir

V(X) = E(X-EX)) = [ (X-EX)* du,

und nennen V(X) die Varianz von X. Weiter heifit 6(X) = V V(X) die
Standardabweichung von X.

Sind X,Y : A — R Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, so existiert
auch E(XY), denn es gilt IXY| < X? + Y?. Diese Figenschaft benutzen wir in der
folgenden Definition der Kovarianz zweier Zufallsvariablen:

Definition (Kovarianz, Korrelationskoeffizient, unkorreliert)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X, Y: A — R
Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren. Dann definieren wir
Cov(X,Y) = E(X-EX)(Y - E(Y)),
PX,Y) = Cov(X, Y)/(6(X) o(Y)), falls 6(X),o(Y)>0

und nennen Cov(X, Y) die Kovarianz und p(X, Y) den Korrelationskoeffizienten
von Xund Y. Xund Y heiflen unkorreliert, wenn Cov(X, Y) = 0.

Grundlegende Eigenschaften des Erwartungswerts und der Varianz versam-
melt der folgende Satz, dessen Beweis dem Leser iiberlassen bleiben kann:
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Satz  (elementare Eigenschaften von E(X), V(X), Cov(X, 1))
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X, Y, X4, ..., X, : A — R
Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren. Dann gilt:
@ E@X + BY) = aEX) + BE(Y) firalleo, e R.
(b) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) = EXY) - EX)E(Y),
VX) = Cov(X,X) = EX’) - EX)”.
(©) CoviaX+B,YY+9d) = ayCov(X,Y) furalle o,B,y,0 € R.
(d) (Zy<;<n X;)" ist p-integrierbar und es gilt
VEici<n Xi) = Zicica VXD + 2 Zj<icj<n Cov(X, X)).

Nach (b) und (c) gilt also speziell
Cov(X,Y) = Cov(X - EX), Y - EY)),
V(X) = VX - EX)).

Wir diirfen also beim Rechnen mit Varianzen und Kovarianzen annehmen, daf§
unsere Zufallsvariablen den Erwartungswert Null haben (denn E(X - E(X)) = 0).
Wir zeigen nun noch:

Satz  (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X,Y: A — R
Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren. Dann existiert der
Erwartungswert von X - Y und es gilt

EXY)? < EX?) - E(YD). (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Speziell gilt 1Cov(X, Y)| £o(X) o(Y) und IpX, Y)I <1,
falls o(X), o(Y) > 0.

Beweis
Ist E(X?) =0, s0 gilt 2, , X*(a) u({a }) = 0, also gilt fiir alle a € A, dafl
X@ =0oderpu({a})=0.Alsoist 0 =%, o X(a) Y@)u{a}) = EXY) und
damit E(XY)? = 0 < E(X?) - E(Y?). Ebenso gilt dies, falls E(Y?) = 0.
Seien also E(X?), E(Y?) > 0. Wir setzen:

X' = X/VEXD),
Y = Y/VEXD).

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt nun aus folgender Abschitzung:
JXvdus [X2+Y2du =172 + 172 = 1,

fiir die wir verwenden, dafl 0 < (0. - B)> und also o < (o + p%)/2 fiir alle
o, B € R gilt. Der Zusatz folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir
— die Zufallsvariablen X’ = X - EX) und Y’ = Y - E(Y).
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Schlieilich dehnen wir den Begriff der Unabhingigkeitauf Zufallsvariable aus:

Definition (Unabbingigkeit von Zufallsvariablen)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei & = (X; | i € I) eine Folge
von Zufallsvariablen auf A. Dann heifit ¥ unabhingig (unter oder bei p),
wenn fiir alle Folgen (B; | i € I) in P(R) gilt, dai {({ X; € B;} | ie I)
unabhingig ist.

Speziell sind also zwei Zufallsvariablen X und Y auf A unabhingig, wenn fiir
alle B,CcRgilt,daf p(X € BundYe C)=pX e B) - pX e C), d.h. falls fiir alle
B,C c R die Ereignisse X~ "B]lund Y7'[C] unabhingig sind.

Fiir alle Zufallsvariablen X, Y gilt:

(+) Sind X,Y unabhingig, so sind X, Y unkorreliert.

Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht giiltig. Der Beweis dieser Aussagen
sei wieder dem Leser tiberlassen.

Nach Aussage (d) des obigen Satzes gilt also fiir paarweise unabhingige Zu-
fallsvariablen X1, ..., X, die folgende sympathische Summenregel fiir Varianzen:

VX, + oo + X)) = VX)) + ... + V(X).

Ist (A, w), A c R, ein Wahrscheinlichkeitsraum, so hitte man gerne einen
Wiahrscheinlichkeitsraum (B, v) und unabhingige Zufallsvariablen (X, | n e N)
auf der Grundmenge B, deren Verteilung gleich pist, d.h. fiir allea € Aund alle
ne Ngiltv(X,, = a) = p({a}). Dann modellieren die Zufallsvariablen X, ein un-
endlich oft wiederholtes Zufallsexperiment mit Verteilung u. Die Konstruktion
einer derartigen Folge von unabhingigen Zufallsvariablen ist eine nichttriviale
Angelegenheit und eine Aufgabe der allgemeinen Wahrscheinlichkeitstheorie,
da die Menge B iiberabzihlbar ist, wenn A mehr als ein Element besitzt. Man ver-
allgemeinert hierzu die Produktbildung (A, ) X ... X (A, w) ins Unendliche und
erhilt einen Wahrscheinlichkeitsraum (B, %, v) mit einer c-Algebra & auf der
Menge B aller Funktionen f: N — A. Dann sind die Projektionen X, : B — A
mit X, (f) = f(n) fiir alle f € B und alle n € N unabhiingige Zufallsvariable mit Ver-
teilung [ wie gewtiinscht.

Das Gesetz der grofien Zahl

Das Augenzihlen beim Wiirfeln hat den Erwartungswert (1 + ... + 6)/6 = 3,5.
Wiirfeln wir 100 mal, so erwarten wir ungefihr 350 als Summe der Augen. All-
gemein konnen wir ein Zufallsexperiment wiederholt in unabhingiger Weise
n-mal hintereinander durchfithren und dabei die Ergebnisse X(1), ..., X(n) fiir
eine Zufallsvariable X von Interesse notieren. Dann sollte fiir grofie Zahlen n das
arithmetische Mittel (X(1) + ... + X(n))/n der Ergebnisse ,in der Regel“ nahe
beim Erwartungswert E(X) der ausgewerteten Zufallsvariablen X liegen. Diese
Anschauung wollen wir nun prizisieren und beweisen.
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Im folgenden sei (A, n) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und essei X : A — R
eine Zufallsvariable, deren Varianz existiert. Fiir alle n > 1 sei

A% M) = A ) x . x (A )

das n-fache Produkt von (A, ), und fiir alle 1 <i<n sei
Xi(@ay, ...,a,) = X(a;) furalle(ay,...,a,) e A"
Schlieflich sei fiir allen > 1

Y" = (Ci<ica XP)/n

das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen Xj', 1 <i<n.
Wir wollen zeigen, daff Y" fiir grofie n mit hoher Wahrscheinlichkeit kaum
von E(X) abweicht. Eine mogliche Prizisierung dieser Aussage ist:

Fiir alle € > 0 gilt lim,»; u,(1Y" - EX)I <€) =

Hierzu beweisen wir vorab eine allgemeine Ungleichung:

Satz  (Ungleichung von Bienaymé-Chebyshev)
Fiir alle reellen Zahlen t > 0 gile u(1X1 2 t) < EX)/E.

Beweis

EX) = [ XPdu > X% dp > du > ¢ u(1XI >0,
&) - f " f{IXI>t} f|X|>t} " W )

Hiermit erhalten wir nun schnell :

Satz  (schwaches Gesetz der grofien Zahl)
Fiir alle n > 1 und alle £ > 0 gilt

w,(IY" - EX)l > &) < VX)/(n ).
Insbesondere gilt also lim, > ; u,(1Y" - EX)I < €) =

Beweis
Sein > 1 und € > 0. Die Zufallsvariablen X{', 1 <i<n, sind unabhingig
und es gilt EX{') = EX) und VX}) = V(X) fiir alle 1 <i < n. Wir rechnen:

(1Y = EX)I 2 ) = t(I1E1<icn X/ - EX)I 2 ) =
Ho(1E1<i<n XT) - nEX)1 2 ne)
(121 <icn KT -EX)! 218 < Bienayme-Chebychev
E(Z<icn X' - E(X?)))z)/ (112 32) = X", 1<i<n, paarweise unkorreliert
EE cico X -EXD))/ (0%e?) =

_ Eicica VED)/ (077 = n VX)/ (0’e’) = VX)/ (ne?).

N
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Wir wollen nun noch eine stirkere Version des Gesetzes der grofien Zahl for-
mulieren, die besagt, daf} alle unendlichen Folgen in A, deren arithmetisches
Mittel nicht gegen E(X) konvergiert, eine vernachlissighbare Menge ,,vom Maf}
Null“ bilden. Diese Aussage lifit sich mit Hilfe der oben angesprochenen unend-
lichen Produktmafie prizisieren, die ein unendlich oft wiederholtes Zufallsexpe-
riment modellieren. Wir kénnen das Ergebnis aber auch elementar in einer dqui-
valenten Form formulieren. Hierzu sei

F ={(a, In=21)la,e Afiirallen>1},

die Menge aller unendlichen Folgen (abn = 1) in der Menge A. Fiir alle endlichen
Folgen s =(by, ..., b,,), m 2 1, in A sei weiter

N, ={{a,In>1)e Fla=b;firalle]1 <i<m}

die Menge aller Folgen in % mit Anfangsstiick s. Dann gilt:

Satz  (starkes Gesetz der grofien Zahl)
Sei N die Menge aller Folgen (a, | n>1) € & mit:

(1 <i <n 3;)/n konvergiert nicht gegen E(X).

Sei e > 0. Dann existieren endliche Folgen s, =(aj | 1<i<k,)inA,ne N,
mit den Eigenschaften:

(1) N c UneNNsn7
@) u{ar)-...-u{ag, }) < e/2" firallene N.

Die Eigenschaft (i) besagt, dafi alle ,,schlechten® unendlichen Folgen von den-
jenigen Folgen iiberdeckt werden, die miteinem s, beginnen. Weiter besagt dann
(i), daf py_({s, }) <€/2" im k,-fachen Produkt von p gilt, wobei k,, die Linge von
s, ist. Damit hat N in einem unendlichen Produktraum, der alle endlichen Pro-
duktriume fortsetzt, eine Wahrscheinlichkeit, die kleiner als X5, €/2" = € ist.
Da dies fur alle € > 0 gilt, ist N eine Menge vom Maf§ Null in diesem Produkt-
raum. Obige Formulierung kommt aber ganz ohne unendliche (und sogar ohne
endliche) Produktriume aus.
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Ubungen

Ubung 1 (Abziblbare Wabrscheinlichkeitsrdaume, 1)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien A, ..., A, C A.
Zeigen Sie:

() WU <icn A) < Zicicn WA,
(i) WU <icn A) 2 Zicicn WA) = Zicigien WA N A)).
(i) WU <cicn A) < Zigicn MAY) - Zicicjen MA NA) +
T <icjeksn HA MA N AY).
Ubung 2 (Abziblbare Wabrscheinlichkeitsriume, I1)

Wir betrachten das blinde Ziehen von k Kugeln aus einer Urne mit n
numerierten Kugeln 1, ..., n in den folgenden vier Varianten:

(1) mit Reihenfolge, mit Zuriicklegen,

(2) mit Reihenfolge, ohne Zuriicklegen,

(3) ohne Reihenfolge, ohne Zuriicklegen,

(4) ohne Reihenfolge, mit Zuriicklegen.

Wir setzen hierzu:

A ={1,..,n}={(@y..,a) | 1<a<nfirallei},
Ay = {@pma)e Ay laj#afirallei=j},

A = {(,..,a)e A la;<...<a},

Ay = {(a,..,a)e A la;<...<a. }.

Begriinden Sie, daf§ die folgenden Anzahlen |A;| gelten und daf§ die
Wahrscheinlichkeitsmafie Wy, ..., Ly die vier Urnenziehungen modellieren:

IAl = nF 1Al =n-(n-1)-...-(n-k+1),
A3l = 1A 1K = (), 1A41 = ("D,
w({ @i, ...,a) ) = 1/1A;l furallei=1,2,3 undalle (aj, ..., a,) € A,,

Wa(ngenau ky mal 1, ..., genau k, mal n“) = (kl,_lf.,kn)/nk,
furalle0<k;, ...k, <kmitZ, i<, k =k,

wobei die Binomialkoeffizienten (i;) und die Multinomialkoeffizienten
(k" x,) definiert sind durch

M =0/ -8, (") =0/ kD,

.....

[Zur Berechnung von |A,| betrachten wir die Abbildung g auf A4 mit
g(ay, ..., a) =(by, ..., by, by=a; +i-1fiiralle i, wobeia; < ... <a.]
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Ubung 3 (Abziiblbare Wabrscheinlichkeitsriume, I11)
SeiA={1,...,k}undsei (A", u) die Gleichverteilung auf A" fiir ein n > 1.
Bestimmen Sie:

@) u(f @, ...,a,) € A" | esgibteinimita;=1}),
() n{ @y, ...,a,) € A" | esgibti,jmita; =1 unda;=2}),
@) p( (g, ...,a,) € A" | esgibteini<nmita;=1unda;,;=21}).

szmg 4 (Abziblbare Wabrscheinlichkeitsrdaume, 1V)
Zeigen Sie, dafl sich jedes Wahrscheinlichkeitsmaf} als gewichtete Summe
von Dirac-Mafien schreiben lifit.

Ubung S (Abziblbare Wabrscheinlichkeitsriume, V)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei (A", v) sein n-faches
Produkt fiir ein n > 1. Weiter seien B,C c Aundi,je {1,...,n}.
Bestimmen Sie die p-Wahrscheinlichkeiten von
@ v{(@,...,a,) € A" I a;€ Bundaje C}) und
@) v({(aj,...,a,) € A" I aj€ Boderaje C})
mit Hilfe von w(B) und W(C).

Ubung 6  (Additivitit und Stetigkeit von WabrscheinlichkeitsmafSen, I)
Sei A eine abzidhlbare Menge, und sei . : P(A) — [0, 1]. Zeigen Sie, daff
(A, w) genau dann ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, wenn die beiden
folgenden Bedingungen gelten:

W* 1) u@A) = 1,
W*2) w(U,cn A = Zhcn WA, fiir alle paarweise disjunkten A, < A.
(Sigma-Additivitit)

Formulieren und beweisen Sie zudem eine zur Aufwirts-Stetigkeit (W3)
dquivalente Abwirts-Stetigkeit.

Ubung 7  (Additivitiit und Stetigkeit von WabrscheinlichkeitsmajSen, I)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei (A | n € N) eine Folge von
paarweise disjunkten Teilmengen von A. Zeigen Sie:

M(Une N An) = 2“ne N M(An)

Ubung 8 (Additivitit und Stetigkeit von WahbrscheinlichkeitsmafSen, 111)
Sei A eine Menge, und sei & eine Menge von 6-Algebren auf A.
Zeigen Sie, dafl (M ¥ eine 6-Algebra auf A ist, und folgern Sie, daf es fiir alle
Mengensysteme 3B auf A eine kleinste 6-Algebra 6(3) gibt mit B  6(RB).
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Ubung 9  (Additivitiit und Stetigkeit von WabrscheinlichkeitsmafSen, IV)
Sei K={(x,y) € R? | x* +y’ = (2n)"* } die Kreislinie mit Umfang 1.
Fir alle v, w € K sei a(v, w) € [0, 2n[ der Winkel zwischen v und w im
Bogenmaf}, gemessen von v nach w gegen den Uhrzeigersinn. Fiir alle
ve Kund a € Rsei rot,(v) € K die Drehung von v um den Winkel o
gegen den Uhrzeigersinn, und fiir A ¢ K sei rot,(A) = { roty(v) | ve A}
die Drehung der Menge A um den Winkel a.. Wir definieren nun die
Vitali-Aquivalenzrelation auf K durch:

v~w, falls ,esgibteinqe Q N[0, 1[ mito(y,w)=q2n" firallev,we K.

Sei V ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir ~. Benutzen Sie die
Menge V um zu zeigen, daf§ es keine Funktion p: P(K) — [0, 1] gibt mit
den Eigenschaften (W1) - (W3) sowie:

@ u{v}) = 0 firalleve K.
(i) W(roty(A)) = u(A) fir alle Ac Kund alle o e [0, 27 ].

[Argumentieren Sie, dafy sowohl u(V) = 0 als auch w(V) > 1/n fiir ein n > 1 den
geforderten Eigenschaften von p widerspricht. ]

Jede Modellierung des ,,Gliicksrads“ muf} sich also auf eine 6-Algebra o auf
K beschrinken, die nicht die volle Potenzmenge von A ist. Erweitern Sie
dieses Ergebnis auch auf die Modellierung eines zufilligen Pfeilwurfs auf
eine Kreisscheibe und auf die zufillige Wahl eines Punktesin [0, 1[.

Ubung 10  (Additivitit und Stetigkeit von Wabrscheinlichkeitsmafsen, V)
Zeigen Sie mit Hilfe einer zur vorherigen Ubung verwandten Aquivalenz-
relation ~ auf der Menge & aller 0-1-Folgen f: N — {0, 1}, daf§ jede
Modellierung eines unendlichen Miinzwurfs lediglich auf einer 6-Algebra
o auf F definiert werden kann, die eine echte Teilmenge von P(F) ist.

Ulmng 11 (Swmmen als Integrale, 1)
Sei (A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien f, g p-integrierbar.
Zeigen Sie:

@) [of+Bgdu=offdu+p[egdu firalleo,Be R  (Lincariti)
() [fdus< [gdy, fallsf<g. (Monotonie)
Gii) [fdu= [fdu- [fdu.  (Zerlegung in Positiv- und Negativteil)
@iv) Ist T:A — B, soisteine Funktionh : B — R genau dann

Wr-integrierbar, wenn die Funktion hoT: A — R p-integrierbar ist,
und in diesem Fall gilt

Jhdur = [heTdu. (Transformationsformel fiir Bildmafie)
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Ubung 12 (Summen als Integrale, II)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien f,f, : A — [0, e [.
Alle £, seien p-integrierbar und das Supremum der Integrale existiere in R.
Weiter gelte £, 1 £, d.h. (f,(a) | n € N) konvergiert monoton wachsend
gegen f(a) fur alle a € A. Zeigen Sie, dafi f p-integrierbar ist und daf gilt:

ffdl.L = Supnefon d“’

Ubung 13 (Summen als Integrale, 111)
Sei (A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien f, g,f, : A — R.
Alle £, sowie g seien U-integrierbar und es gelte 1f,(a)| < g(a) fiirallen e N
und alle a € A. Weiter gelte lim,, . y f,(a) = f(a) fiir alle a € A. Zeigen Sie,
dafl f p-integrierbar ist und daf gilt:

[ fdu = lim, ey [ £, du

Ubung 14 (Unabbingigkeit, 1)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei B ¢ A. Zeigen Sie, daf} fur
jede Zerlegung % von A in Mengen mit positivem Maf gilt:
UB) = Xy o WZ) uy(B). (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Interpretieren Sie diese Formel weiter als eine gewichtete Summe von
Wabhrscheinlichkeitsmafien.

Ubung 15 (Unabbingigkeit, I1)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei B ¢ A mit u(B) > 0.
Weiter sei Z c A mit W(Z), W(Z®) > 0. Zeigen Sie:

Hp(2) = WZ) nzBY (WZ) nz(B) + W(Z) pz(B)). (Formel von Bayes)

Ubung 16  (Unabbiingigkeit, I11)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien A, ..., A, C A.
Zeigen Sie, daf} die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Die Mengen Ay, ..., A, sind unabhingig.
(b) Fiir alle By, ..., B, mit B; = A; oder B; = A{ fiir alle i gilt
(M cicn B) = u(By) - ... - u(By).
Ubung 17 (Zufallsvariable, 1)

Sei u die Gleichverteilung auf A= {1, ..., n}. Sei X(i) =1 fiirallei e A.
Bestimmen Sie E(X) und V(X).
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Ubung 18  (Zufallsvariable, II)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X, Y, Xy, ..., X, : A — R
Zufallsvariable, deren Varianzen existieren. Zeigen Sie:
@ E@X + BY) = aEX) + BE(Y) firalleo, e R.
(b) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) = EXY) - EX)E(Y),
VX) = Cov(X,X) = EX? - EX)*.
(©) CoviaX+B,YY+9d) = ayCov(X,Y) furalle o,B,y,0 € R.
(d) VEi<i<n Xi) = Zycicn VX + 2 21£i<an Cov(X;, Xj)-
(e) Sind X,Y unabhingig, so sind X, Y unkorreliert.

Ubung 19  (Zufallsvariable, I1I)
Sei (A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Begriinden Sie folgende Interpre-
tation der Kovarianz Cov(X, Y) zweier Zufallsvariablen X, Y: A — R:

»Eine grofie positive Kovarianz von X und Y bedeutet, daf§ X oft einen
grofien Wert annimmt, wenn Y einen grofien Wert annimmt, und daf} dabei
die Vorzeichen von X und Y tibereinstimmen. “

Ubung 20  (Zufallsvariable, IV)
Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (A, W) und Zufallsvariable
X,Y:A — Roan, sodaf} die beiden folgenden Eigenschaften gelten:

(1) X und Y sind unkorreliert,
(ii) X und Y sind abhingig.

Ubung 21 (Zufallsvariable, V)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : A — [0, o[
eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert existiert. Zeigen Sie:

EX) < Z,cyuX>n) £ EX) + 1.

Ubung 22 (Zufallsvariable, V1)
Seien (A, W) und (A", v) Wahrscheinlichkeitsriume (fiir ein festes n > 1).
Fiir 1 <i<nsei Xi((ay, ..., a,)) = a;. Alle X; haben die Verteilung p, d.h. fir
alle1<i<nundalleae A giltv(X; =a) = u({ a}). Zeigen Sie, daf} die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Die Zufallsvariablen X, ..., X, sind unabhingig.
(b) v ist das n-fache Produktmaf} von p.
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Ubung 23 (Das Gesetz der grofen Zabl, I)
Sei (A, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : A — R eine
Zufallsvariable. Weiter seif: [0, [ — [0, e[ monoton wachsend,
und es existiere E(f © 1X1). Zeigen Sie, daf fiir alle € 2 0 mit f(e) > 0 gilt:

n(IX1 > ) < E(f o IX1)/f(e).

Ubung 24  (Das Gesetz der grofien Zabl, I1)
Bestimmen Sie jeweils fiir den Miinzwurf und fiir das Wiirfeln mit Hilfe des

Gesetzes der grofien Zahl das kleinste n > 1 mit
w,(IY" = E)1 > 1/10) < 1/100,
wobei X(i) =1 fiir alle i gilt.



Losungsvorschlige

Wir stellen in diesem Anhang Lésungen fiir einige Ubungsaufgaben des ersten
Abschnitts vor. Sie dienen in erster Linie dem Leser, der das Buch im Selbststu-
dium liest.

1.1 Mathematisches Argumentieren

Ubung 1 :
Wir stellen dem Zwerg die Frage:
»Liigst du genau dann, wenn hinter der linken Tiir der Schatz versteckt ist?“
Wir unterscheiden vier Fille:
1. Der Zwerg liigt und der Schatz ist hinter der linken Tir.
2. Der Zwerg sagt die Wahrheit und der Schatz ist hinter der linken Tiir.
3. Der Zwerg ligt und der Schatz ist nicht hinter der linken Tiir.
4. Der Zwerg sagt die Wahrheit und der Schatz ist nicht hinter der linken Tir.
Die richtigen Antworten auf die Fragen sind:
1.Fall: jja“, 2.Fall: ;nein®, 3.Fall: ,nein®, 4.Fall: ja“.
Als Antwort des Zwergs erhalten wir also:

1.Fall: jnein“, 2.Fall: jnein“, 3.Fall: ja“ 4.Fall: ja“

Damit ist der Schatz hinter der linken Thir, wenn wir ,nein“ als Antwort
erhalten, und hinter der rechten Tiir, wenn wir ,ja“ als Antwort erhalten.

Bemerkung
Auch ,,Bist du entweder ein Liigner oder der Schatz ist links ?“ fithrt zur

Entdeckung des Schatzes, mit einem ausschlieilichen ,entweder ...
oder“. (Vgl. hierzu auch Ubung 7.)

Ubung 5 :
Die erste Aussage ist eine Kurzform von
,Hunde diirfen nicht an Bord und Katzen diirfen nicht an Bord“.
Die verwendete Tautologie ist (A - C) A (B - C) <> (A v B) — C, siche
(T12) in der Tabelle aussagenlogischer Tautologien.

O. Deiser, Grundbegriffe der wissenschaftlichen Mathematik, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-11489-2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010



254 Losungsvorschlige

Ubun g 9:
Die Negation l4fit sich nicht mit Hilfe der Junktoren —, A, v definieren.
Denn fiir alle Aussagen B und C haben B— C,B A Cund B v C den
Wahrheitswert w, falls B und C den Wahrheitswert w haben. Ist also D eine
aus A mit Hilfe von —, A, v aufgebaute Aussage (z.B. D=A — (A > A) A A),
so hat D den Wahrheitswert w, falls w der Wahrheitswert von A ist. Dagegen
besitzt — A den Wahrheitswert f, falls A den Wahrheitswert w besitzt.

mezg 10:
Die Wahrheitstafeln der dreistelligen Junktoren *., und #* ; lauten:
w, | A | B | C % | A | B | C
wo| w | w | w wolw | w | ow
wo |l w | w | f flw | w | f
wo |l w | f | w flw | f | w
wol f | w | w £l f | w | w
£l ow | f | f £ w | fF | f
£ f | w | f £l fF | w | f
£ fF | f | w £l f | fF | w
£ f | f | f wo| f | f | f

Wir konnen diese Junktoren mit Hilfe der tiblichen Junktoren z.B.
definieren durch

*5,(A,B,C) = AAB) v BAC) v (AAC),
#)3(A, B,C) = AvBvC = AABAC, oderauch
#)3(A,B,C) = (A ->BAC) A B—>AAC) A (C—> AAB).

Ubung 12:

zu (1): Diese Aussage ist widerlegbar. Sei nimlich A eine erfiillbare, aber
nicht allgemeingiiltige Aussage, und sei B=A A —A. Dannist A —» B
erfiillbar, denn jede Zeile von A — B, die fiir A den Wert f aufweist,
besitzt den Wert w in der Ergebnisspalte. Dagegen ist B niche erfiillbar.

zu (i) : Diese Aussage ist beweisbar. Sei nimlich Z eine Zeile der Wahr-
heitstafel von A, die den Wert w in der Ergebnisspalte aufweist, und sei
Z’ eine Zeile der Wahrheitstafel von A — B, die dieselbe w-f-Belegung
von A wie die Zeile Z besitzt. Da A — B nach Voraussetzung eine
Tautologie ist und A den Wert w in Z” erhilt, muf§ notwendig auch B
den Wert w in Z’ erhalten. Damit ist B erfiillbar (bei der durch Z’
gegebenen w-f-Belegung von B).
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zu (i1): Diese Aussage ist beweisbar. Denn nach Voraussetzung hat jede Zeile
der Wahrheitstafel von A den Wert f und jede Zeile der Wahrheitstafel
von A v B den Wert w in der Ergebnisspalte. Ist aber f der Wahrheitswert
von A und w der Wahrheitswert von A v B, so ist notwendig w der Wahr-
heitswert von B. Damit weist die Ergebnisspalte von B nur die Werte w
auf.

Ubung 16, (ii7):
Wir beweisen ———A — — A mit Hilfe von (S1) - (S5) (ohne (S7)).
Wir nehmen — A = A — 1 und A an. Modus ponens liefert L (unter
Annahme von — A und A). Nach Abbinden von A — 1 haben wir
——=A=(A— 1) —> 1l bewiesen (unter Annahme von A). Nun nehmen wir
———-A=-—-A—> 1 anund erhalten L mit modus ponens (unter
Annahme von A und — — — A). Abbinden von A liefert ~ A=A — L
(unter Annahme von — — — A), und Abbinden von — — — A liefert schlief3-
lich = — — A — — A ohne Abhingigkeit von Annahmen.

Bemerkung
Wir kénnen also — — B — B ohne (S7) beweisen, wenn B von der Form
— Aist. Im allgemeinen Fall kann aber, wie man mit weitergehenden
Methoden zeigen kann, auf die Regel (§7) nicht verzichtet werden.

Als Beweisbaum notiert lautet obiges Argument:

@ @
A->1 A 54
L .
- ® (S5: Abbinden von Annahme @)
A->1—>L1 (A->D->1)—>1 54
L (S5: Abbinden von Annahme @)
Aol (S5: Abbinden von Annahme ®)
((A-»>LH->LH->LH->A->D
Bemerkung

Das Argument enthilt auch einen Beweis von A — —— A, also von Teil
(ii) der Ubung: Nach dem Abbinden von Annahme @ ist —— A unter
Annahme von A bewiesen. Abbinden von A liefert dann A — —— A ohne
Abhingigkeit von Annahmen.

Ubung 19:
zu (@): X, X0, X3 (X £X0 AX| X3 A Xy #X3).

zu (b): Wir verwenden die Aussage @ aus Teil (a) und formulieren:

O A VXLX, XX (X=X VY =X3 VX =XV =X3 VX =X VX3 = Xy).
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Ubung 20:
zu@):  Ix(ME) A Yy (Z(y) = L&, y)),
zu (@): Vx (M(x) - 3y (Z(y) » Lx, ),
zu (i) 3%,y (ME) A Z(y) A= Lix, y)),
zu (v): 3x; (M(x)) AV (M%) A Vy (Z(y) = = L, y) © x1=x)),
zu(©): Vxy, % (M) AM(x) Axp # % = Jy (Z(y) A= Lixy, y) A L(xg, ).

1.2 Mengen

Ubung 1 :
SeiS={x| =3y (xe yAaye x)}. Wir unterscheiden zwei Fille.

1.Fall: Se S. Dann gibteseiny mitS € yundy € S, nimlichy =S. Also
ist S ¢ S nach Definition von S, Widerspruch.

2.Fall: S ¢ S. Nach Definition von S gibt es dann einymitS € yundy e S.
Dann giltabery € Sund S € y. Alsoisty ¢ S nach Definition von S,
im Widerspruch zuy € S.

In beiden Fillen ergibt sich also ein Widerspruch. S kann also, wie die
Russell-Zermelo-Komprehension R, keine Menge sein.

Ubung 3 :
(a,b) = (¢, d) dmpliziert a=c und b =d:
Seialso (a, b) = (c,d). Dann gilt{{a},{a,b}}={{c},{c,d}}.

Ista=b,soist{{a},{a,b}}={{a}}={{c}{cd}}also{c}={a}
und{c,d}={a}. Alsoistc=d =a=Dbin diesem Fall.

Andernfalls ista#b. Dannist{a,b}#{c},also{a,b}={c, d}. Dannist
aber c#dund damit{a}#{c,d}. Alsoist{a}={c}und somita=c.
Aus{a,b}={c,d}={a,d}unda#b folgt dann aber auch b = d.

a=cund b=d impliziert (a,b)=(c,d):
Ista=cundb=d,soist(a,b)={{a},{a,b}}={{c},{c,d}}=(cd).

Ubung 5 :
Wir beweisen die Aussage (i). Die Aussage (ii) wird analog bewiesen.
AUB)NC c (AnC)u(BnC(C):
Seixe (AUB) N C.Dannistxe Aoderxe B. Zudemistx e C.

Istxe A,soistxe AN Cund damitauchxe (AN C) u (BN C).
Istx e B, soistx € BN Cund damit ebenfallsxe (AN C) U (BN C).
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ANC)u(BNnC) c (AuB)NnC:
Seixe (ANC)u(BNC).Dannistxe AnCoderxe BN C.

Istxe AnC,soistxe AUuBundxe Cund damitxe (AuUB) N C.
Istxe BN C,soistxe AuBundxe C,also ebenfallsxe (AuUB) N C.

Damit ist die Aussage (i) bewiesen. Ersetzen wir in (i) formal
A fir N, v fir U, & fur =,

und lesen wir den so entstehenden Ausdruck aussagenlogisch, so ergibt sich
die Tautologie AvB)AC < (AAC) v (B AC).

Sei allgemein ,M; € M,“ oder ,M; = M,“ eine Rechenregel fiir Mengen,
wobei M| und M, Mengenterme sind, die mit Hilfe des Durchschnitts M,
der Vereinigung U, der relativen Komplementbildung ()€ beziiglich einer
Grundmenge M, der leeren Menge & und der Grundmenge M gebildet
sind. (Im obigen Fall wire also M| =(AUB)NnC,M, =(An C)u (BN C)
und unsere Regel ist von der Form ,,M; = M,“; eine Grundmenge muf hier
nicht angegeben werden, wir konnen aber M = A U B U C setzen.)

Wir fithren dann die folgenden Ersetzungen durch:

A fir N, v fir U, — fiir (), L fiir G, =L fir M, — fiir ¢, < fiir =

Die Tautologie — (A v B) <> —A A = B gehtin dieser Weise aus der
Rechenregel (A U B)" = A° n B hervor. Die Regel A n B c A entspricht
der Tautologie A A B — A, die Regel A = A der Tautologie A <> A, die
Regel (A°)° = A der Tautologie = = A <> A, die Regel & c A der Tautologie
1 — A, die Regel A U A® = M der Tautologie A v — A <> — L, die sich zu

A v — A verkiirzen 148t (denn fiir alle Aussagen C ist C genau dann eine
Tautologie, wenn C <> — L eine Tautologie ist).

Es gilt nun allgemein, daf ,M; € M,“ bzw. ,M; = M,“ genau dann eine
allgemeingtiltige Rechenregel fiir Mengen ist, wenn der Ersetzungsvorgang
eine aussagenlogische Tautologie liefert. Um dies einzusehen, ordnen wir
einem Ausdruck ,x € C“ den Wert w zu, falls x ein Element von C ist, und
den Wert f sonst. Diese Zuordnung entspricht fir An B, A U B, A®, @ und
M genau den Wahrheitstafeln fiir A, v, =, L und — L; so erhilt zum Beispiel
»X € (A N B)“ genau dann den Wert w, wenn ,x € A“und ,x € B den Wert
w erhalten; ,x € @ erhilt, wie 1, den Wert f, und ,x € M“ erhilt, wie — L,
den Wert w, usw. Vermége dieser Entsprechung erhilt ,x € M;“ den Wert
der Zeile der M, zugeordneten Wahrheitstafel, die durch die Werte von
XE ALY .., xe A gegeben ist, wobei Ay, ..., A, die Mengen sind, aus
denen M, gebildet ist. Gleiches gilt fiir ,x € M,“. Damit gilt ,x € M; gdw
x € M,“ fiir alle x, d.h. M| = M,, wenn die ,M; = M, zugeordnete Aussage
eine Tautologie ist. Ist umgekehrt diese Aussage keine Tautologie, so
konnen wir fiir ein beliebiges x Mengen Ay, ..., A, der Form A; = { x } oder
A, = @ definieren, so dafy die Werte von ,,x € A;“ einer {-Zeile der Wahr-
heitstafel entsprechen. Dann sind die Werte von ,x € M;“und ,x € M,“ fiir
die durch die A; definierten Mengen M; und M, verschieden, und damit
gilt M| # M,. Ahnliche Uberlegungen gelten fiir ,M; c M,“.
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Ubung 7:
zu (1): Es gilt A n B = A genau dann, wenn A ¢ B: Denn ist A ¢ B, so ist
offenbar A N B = A. Ist umgekehrt A N B = A, so ist jedes Element von A
ein Element von A N B und damit insbesondere ein Element von B, d. h.
es gilt A c B.

zu (i7): Es gilt A U B = A genau dann, wenn B ¢ A: Denn ist B C A, so ist
offenbar A U B = A. Ist umgekehrt A U B = A, so ist jedes Element von
A U B ein Element von A und damit ist inshesondere jedes Element von
B ein Elementvon A, d.h. es gilt B c A.

zu (i17): Es gilt
B-B-A)={xeBlxg(B-A)}={xeBlnonxe BAx¢g A)} =
{xeBlx¢g BvxeA}={xeBlxe A}=AnB.

Also gilt B — (B - A) = A genau dann, wenn A N B = A. Nach (i) ist dies
genau dann der Fall, wenn A ¢ B.

Ubung 10:
Wir geben zwei Beweise fiir die Aussage:

(+) AjA...AA, = {a | die Anzahl aller i mita € A, ist ungerade }.

Erster Beweis
Sei a beliebig, und sei k die Anzahl aller i mita € A;.

Wir nehmen zunichst an, daf§ k gerade ist. Sei also k = 2m.
Wir kénnen die Mengen A; beliebig umordnen und klammern (vgl.
Ubung 9). Es gilt also

AyA AA =N AADA o ANy AA) AN A AN,

wobei die Mengen A’; eine Umordnung der Mengen A, sind mit
ae A firalle ] £i<2mund a ¢ A’ fiir alle 2m <i < n. Wir setzen
nun B; = A’5; _; AA’,; fiir 1 £i<m. Dann gilt

AjA...AA, =B, A...AB AN,  A... AN,

und a ist kein Element irgendeiner der (n - m)-vielen Mengen der
rechten Seite der Gleichung. Damitista ¢ A; A... AA, (denn fiir alle
Mengen C;ist C{A...AC, cCju...uC)).

Ist dagegen k ungerade, also k = 2 m + 1 fiir ein gewisses m, so erhalten
wir in dhnlicher Weise eine Darstellung

A] AAAH = B] A"'ABmAA,Zm+I AAAIH

in der a ein Element von A’ und sonst keiner Menge der rechten Seite ist.
Wirsetzennun B=B; A...AB, ,AA 5,1 A...AAN ;.
DannistA;jA...AA, =BAA’ ,undesgiltag Bundae A’,.
Alsoistae BAA’, und damitae A; A ... AA,.
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Zweiter Beweis

Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n>2.

Induktionsanfang n = 2:
EsgiltAj AA = (A1 -A) U (A -A)) =
{a | die Anzahl aller i mita e A;istgleich 1} =
{a | die Anzahl aller i mita € A; ist ungerade }.

Induktionsschritt von nnachn + 1, n>2:
Es gelte (+) fir A; A ... A A, (Induktionsvoraussetzung). Dann gilt:
AALAA L = (AJA..LAA)AA, =
{a | die Anzahlaller 1 <i<nmitae A;istungerade }AA, | =
({a | die Anzahl aller 1 <i<nmitae A;istungerade}-A,,;) U
(A,.1-{a | die Anzahlaller ] <i<nmitae€ A;istungerade}) =
{a | die Anzahlaller 1 <i<nmitae A;istungeradeunda¢ A} U
{alae A,,;unddie Anzahl aller 1 <i<nmitae A;istgerade} =
{a | die Anzahl aller 1 £i<n+ 1 mita € A;ist ungerade }.

Also gilt (+) fir Aj A ... AA,, .

Ubung 14:
Die Aussage (i) ist widerlegbar. Sei ndimlich A={0}und B={1}. Dann ist
PAUB) = P{0,1}) = {D,{0},{1},{0,1}}, aber
PA)UPB) = {D,{0}}u{D,{1}}={D,{0},{1}}.
Dagegen ist (ii) beweisbar. Denn fiir alle Mengen A, B, C gilt:

Ce PANnB) gdw Cc AnB gdw CcAund CcB gdw
Ce PA)und Ce PB) gdw Ce PA)n P(B).

Ubung 18:
Wir beweisen (i), also U (4 U B) = U sl U U%B.

UHUB) c Ut U UB:

Seixe U (s U B). Dann existiert ein C € s U B mitx e C.
Ist Ce sd,soistxe U sl und damitxe Ust U U%B.
Ist Ce B, soistxe U B und damit ebenfallsxe U A U U RB.

Ud uoUB c U uB):

Seixe UdA U UB.Istxe U A, so existiert ein A € of mitx e A.
Dann ist aber A € & U % und damitxe U (o4 U B).
Der Fall x e U® wird analog bewiesen.



260

Losungsvorschlige

Dagegen sind die Aussagen (ii), (iif) und (iv) widerlegbar. Wir betrachten
hierzu die Mengensysteme

Ay ={{0}L{1}}, By = {{0},{2}},

dy = {{0,1}}, By = {{0,2}},

dy = {{0}}, By = {{1}}.

Dannistsd; "By ={{0}} =D und 3, B; = D. Zudem gilt:

N NB) = N{{0}}={0}#2D=0nD=Nsd; 0B,
U n®By)=UDB =3 ={0}={0,1}n{0,2}=UdA,nU®%B,,
N UB) = N{{0}L,{1}} =D =2{0}u{l}=NsdsuMNB;.

Damit bildet 54, % ein Gegenbeispiel zu (ii), 45, B, ein Gegenbeispiel zu
(iii) und o3, B3 ein Gegenbeispiel zu (iv).
Bemerkung

Leicht nachzuweisen sind dagegen die Inklusionen

NANB) 2 NANNB, fallssd "B =D,

UANB) ¢ Udn UB,

NEAUB) € Nt U NB, falls oA, B =D,

Ubung 23:

Es kann keine Mengenalgebra 54 auf A geben, die genau 5 Elemente besitzt.
Annabme,

A ={2,A,B,CD}

ist eine Mengenalgebra auf A mit genau 5 Elementen. Dann gilt aber
B°=A-Be o, und da B von @ und A verschieden ist, ist B von &, Aund B
verschieden. Also gilt B® = C oder B = D. Ohne Einschrinkung sei B® = C.
Analog ist aber auch D= A - D € s und verschieden von &, A und D.
Also gilt D = B oder D = C. Im ersten Fall ist D = B = C, im zweiten Fall
D = C° = B, im Widerspruch zu D # Cund D # B.
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1.3 Relationen und Funktionen

Ubung 1:

R ist reflexiv: Fir allen giltn Rn, da In-nl =0 gerade ist.

R ist nicht irreflexiv: Es gilt O R 0.

R ist symmetrisch: Gilen R m, soist In - m/| gerade. Wegen In-ml =
Im - nl gilt dann aber auch m R n.

R ist nicht antisymmetrisch: Es gilt 0 R 2 und 2 R 0, aber 0 2.

R ist transitiv: Giltn Rmund m Rk, sosind In-ml und Im - k| gerade.
Also gibt es ganze Zahlen a,b mitn - m = 2a und m - k = 2b. Dann gilt
n-k=n-m+m-k=2a+2b=2(a+Db). Alsoist In -kl gerade, und
damit giltn R k.

S ist micht reflexiv: Es giltnon(0 S 0), da 10 - 01 =0 gerade ist.

S ist irreflexiv: Firallenist In-nl =0 gerade, d.h. es gilt non(n S n).

S ist symmetrisch: Giltn S m, so ist In - m| ungerade. Wegen In-ml =
Im - nl gilt dann aber auch m S n.

S ist micht antisymmetrisch: Es gilt 0 R 1und 1 R0, aber 0 # 1.

S ist nicht transitiv: Es gilt0S 1und 1S 2, aber non(0 S 2).

Ubung 3:
Wir definieren ein Mengensystem o durch
A = {ScAxA | Sisttransitivy SO R }.
Wegen Ax A e o ist ol # . Wir konnen also definieren:
R* = M .

Wir zeigen, daff R* die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Zunichst gilt
R* c A x A, also ist R* eine Relation auf A. Es gilt R ¢ R*, da R c S fiir alle
S € A. Weiter ist R* transitiv, denn sind a,b,c € Amita R*bund bR* ¢,
sogiltaSbundb S cfiralle S e s, und damitaucha S cfiiralle S e o
(da alle S € o transitiv sind). Dann ist aber a R* ¢ nach Definition von R*.
Ist schlieilich R” o R eine transitive Relation auf A, so ist R” € & und damit
R’ 5 M s = R*. Damit haben wir bewiesen, dafy R* die c-kleinste transitive
Relation auf A ist mit R* 2 R.

Bemerkung
Eine konstruktivere Darstellung von R* kann man mit Hilfe von Rekursion
und der Verkniipfung ° fiir Relationen aus Aufgabe 4 erhalten.
Wir definieren hierzu rekursiv R' =R, R™*' =R"oR fiirallen > 1.
Man kann nun zeigen, dafi R* = U, 5, R" gilt, d.h. es gilt a R* b genau
dann, wenn ein n > 1 existiert mit a R" b. Wir kommen auf diese
Darstellung in Kapitel 3.3 iiber Matrizen zuriick.
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Ubung 8 :

~ istreflexiv: Seia € A.Dann gilta ~; aund a ~; a aufgrund der
Reflexivitit von ~; und ~,. Nach Definition von ~ gilt dann aber
a~a.

~ ist symmetrisch: Seien a,b € Amita ~ b. Dann gilta ~; bund a ~;, b.
Aufgrund der Symmetrie von ~ und ~; gilt dann auch b ~; aund
b ~; a. Also gilt b ~ a nach Definition von ~.

~ ist transitiv: Seien a,b,c € Amita ~bund b ~ c¢. Dann gilta ~; bund
b ~; c firi=1, 2. Aufgrund der Transitivitit von ~; gilt dann also a ~; ¢
fiiri=1, 2, also a ~ ¢ nach Definition von ~.

Zur Visualisierung von ~ betrachten wir die durch ~; und ~, definierten
Zerlegungen von A, also die Faktorisierungen A/~ und A/~;. Dann ist die
Faktorisierung A/~ die grobste gemeinsame Verfeinerung der Zerlegungen
A/~ und A/~,: die Aquivalenzklassen von ~ sind genau die Schnitte der
Aquivalenzklassen von ~; und ~,. Denn fiir alle a € A gilt

a/~={beAla~bunda~,b} =
{beAla~b}n{beAla~,b} =a/~ na/~,.

A/~1 A/NZ A/N

Bemerkung
Sind die Faktorisierungen endlich und hat A/~ genau n und A/~,
genau m Elemente, so hat A/~ mindestens k = max(n, m) und hochstens
n - m Elemente. Im Fall ~; = ~, gilt ~ = ~; und dann hat A/~ genau
n Elemente. Diese ﬂberlegung zeigt die Grenzen der Genauigkeit des
obigen Diagramms, das n - m Aquivalenzklassen suggeriert.

Ubung 12:

c ist reflexiv auf A : Sei B € . Dann gilt offenbar B  B.

C ist antisymmetrisch auf s : Seien B, C € sd mit B C und C ¢ B. Dann
gilt B = C nach dem Extensionalititsprinzip.

c ist transitiv auf A : Seien B, C,D e st mitBc Cund Cc D. Seixe B
beliebig. Dann ist x € C wegen B < C. Weiter ist dann x € D wegen
C c D. Dies zeigt, dafs B c D.
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{1,2,3}
Wir kénnen die Inklusions- / | \
ordnung fir A={1,2,3}
und A = P(A) durch das {12} {13} (2,3}
rechtsstehende Diagramm | >< >< |
visualisieren (vgl. hierzu die . {

Bemerkungen im Abschnitt { 3

tiber Ordnungen). \ | /

]
Ubung 16:
Es gilt dom(h o (g © f)) = dom(g © f) = dom(f) = dom((h ° g) ° f).
Fiir alle a € A gilt zudem:
(he(gef) @ = h((gef) (@) = hig(f(a)),
(hog)of) @ = (hog) (@) = higt@)).
Damit sind die Funktionen h o (g o f) und (h ¢ g) » f gleich.

Ubung 19:

@) ™ (@):
Seialso f: A — B injektiv, und sei ag € A beliebig. Wir definieren
g:B — Adurch g(b) = ,das eindeutige a € A mitf(a) =b" fallsb € rng(f),
und g(b) = ay andernfalls. Dann gilt(g° f) (a) = g(f(a)) = a firallea € A,
d.h. gof =id,.

@) ™~ (@):
Seig:B — Amitgef =id,. Seien aj, a, € A mit f(a;) = f(ay).
Dann gilta; = g(f(a;)) = g(f(a;)) = a,. Also ist f injektiv.

Fiir Surjektionen gilt folgende Aquivalenz (hier auch fiir A = @):
(@) f: A — Bistsurjektiv.
(b) Esgibteing:B — Amitfog=idp.

Zum Beweis:

(@) ™~ (b): Seialsof: A — B surjektiv. Wir definieren g: B — A durch:
g(b) = ,einae Amitf(a)=b“ firallebe B.

Wegen rng(f) = B existiert fiir alle b € B in der Tateina € A mitf(a) =b.
Nach Konstruktion gilt dann (fo g) (b) = f(g(b)) = b fiir alle b € B, d.h.
es gilt fo g = idg.

®) ™~ @): Seig:B — Amitfog=idg. Seib e B beliebig. Dann gilt
f(g(b)) = b, also ist b € rng(f). Damit ist f surjektiv.
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Ubung 21:
< ist wobldefiniert: Seien a,b € AmitaRb. Seiena ~a"undb ~ b’
Wir zeigen, daff 2" R b’. Wegen a ~ a” gilta’ R a, und wegen b ~ b’ gilt
bR b’. Also haben wira’Ra, a Rbund b Rb’. Aufgrund der Transitivitit
von R gilt dann aber wie gewilinschta’ R b’
< istreflexiv: Seia/~ € A/~. Wegen R reflexiv gilta R a, also a/~ < a/~.

< ist antisymmetrisch: Seien a/~, b/~ € A/~ mita/~ <b/~und b/~ <a/~.
Dann gilta Rbund b R a, also a ~ b und damit a/~ = b/~.

< ist transitiv: Seien a/~, b/~,c/~ € A/~ mita/~ <b/~und b/~ <c/~.
Dann gilta Rbund b R c¢. Wegen R transitiv gilt dann a R ¢ und damit
a/~<c/~.

Ubung23:
F ist injektiv:
Seiena,c € AmitF(a) =F(c). Dann gilt{be Al b<a}={de Ald<c}.

Insbesondereistae {de Al d<c}undce {be Al b<a}. Dannist
aber a < cund ¢ < a, und damit a = ¢ nach Antisymmetrie von <.

Nach Definition von o = rng(F) ist also F: A — o bijektiv. Es bleibt zu
zeigen, daf} die Funktion F die partiellen Ordnungen < auf A und c auf s{
respektiert, d.h. daf} fiir alle a,c € A gilt:

(+) a £c gdw F(a) cF(c).

Aber fur alle a,c € A gilt:

a<c gdw firallebe Amitb<agiltb<c“ gdw
{be Alb<a} c{deAld<c} gdw FQ@) c F().



Literatur

Wir stellen ein knappes kommentiertes Literaturverzeichnis zu den Themen
dieses Buches zusammen. Neben neueren ein- und weiterfithrenden Texten fin-
det der Leser hier auch einige klassische Lehrbiicher. Die Auswahl ist dabei per-
sonlich gefirbt.

1. Abschnitt: Die Sprache der Mathematik

Viele Einfithrungen in die Mathematik enthalten einen Abschnitt tiber Wahr-
heitstafeln, Junktoren und Quantoren, und das gleiche gilt fiir Mengen, Funktio-
nen und Relationen. Eine genauere Behandlung der mathematischen Sprache
und des mathematischen Beweisens fillt dann in das Gebiet der mathematischen
Logik. Ein lesenswerter Klassiker hierzu ist [ Tarski 1971]. Das Buch [ Halmos
1960] ist eine knappe und elementare Einfithrung in die Welt der Mengen. In
[Deiser 2009] findet der Leser eine weitergehende Darstellung, die auch die hi-
storische Entwicklung einbezieht. Der Klassiker unter den Lehrbiichern zur
Mengenlehre ist sicher [Hausdorff 1914].

2. Abschnitt: Zahlen

Der Sammelband [ Ebbinghaus 1988 ] enthilt Aufsitze unterschiedlichen
Schwierigkeitsgrads zum Thema ,,Zahlen“. Das Buch [Rautenberg 2008] bietet
eine elementar gehaltene Einfiihrung in das Zahlsystem. In [ Deiser 2008] wer-
den neben Konstruktionen und Charakterisierungen der reellen Zahlen auch to-
pologische und mafitheoretische Themen behandelt. Der Klassiker unter den
Darstellungen des Zahlsystems ist das Buch [ Landau 1930], in dem die Kon-
struktionen wohl zum ersten Mal im Detail durchgefithrt wurden. Zur Ge-
schichte des Zahlbegriffs verweisen wir auf [ Gericke 1980].

3. Abschnitt: Erste Erkundungen

Teiler: Viele elementare Ergebnisse der Teilbarkeitstheorie finden sich bereits
in den ca. 300 vor Chr. verfafiten , Elementen* des Euklid. Gauf§ hat dann 1801
durch seine ,,Disquisitiones Arithmeticae“ die moderne Zahlentheorie begriin-
det. Ein erster Klassiker unter den Lehrbiichern ist dann [Hardy / Wright 1979].
Neuere Einfithrungen sind etwa [ Bundschuh 2008 ] und [ Scheid / Frommer
2006]. In [Forster 1996] werden algorithmische Aspekte betont.

Grenzwerte: Unter den vielen Lehrbiichern zur Analysis seien stellvertretend
[Behrends 2008 ], [ Forster 2008 ], [ Rudin 2008 ] und [ Walter 2007 | genannt.
Eine historisch geleitete Darstellung bietet [ Hairer / Wanner 2008].
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Matrizen: Mehr iiber Matrizen, lineare Gleichungssysteme und die allge-
meine Theorie der Vektorriume findet der Leser etwa in den Lehrbiichern
[Bosch 2008], [Fischer 2008] und [Koecher 2002 ]. Fiir numerische Aspekte ver-
weisen wir auf [ Deuflhard / Hohmann 2008] und [ Trefethen / Bau 1997].

Gruppen: Die Grundbegriffe der Gruppentheorie kommen in vielen Lehrbii-
chern zur linearen Algebra zur Sprache. Eine einfithrende Einzeldarstellung ist
[Alexandroff 2007 ]. Wer mehr tiber die Auflosbarkeit von Gleichungen erfahren
mochte, findetin [Edwards 1993] eine Einfithrung in die Galois-Theorie, die sich
an Originalarbeiten orientiert. Weiter verweisen wir hierzu auf [ Lang 1979].

Graphen: Die Theorie der Graphen wird in eigenen Lehrbiichern behandelt,
und sie bildet zumeist auch ein Hauptstiick in den Einfithrungen in die diskrete
Mathematik. Wir nennen hier [Aigner 2006] und [ Diestel 2006]. Der Klassiker
zur Graphentheorie ist [K6nig 1936].

Wabrscheinlichkeiten : Einfiihrungen in die mathematische Modellierung des
Zufalls und die Grundbegriffe der Statistik findet der Leser in [ Georgii 2009 ]
und [Krengel 2005 ]. Weiter fithrt [ Dudley 2002].
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n!, 231

(), 231

(i, 0 k)s 231
8.a, 234

Zhen V(D) Uy, 235
Wy X W, 235
T, 236
weT-1 236

[ fdu, 239
indg, 239
E(X), 242
V(X), 242
5(X), 242
Cov(X, Y), 242
p(X,Y), 242
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Abbildung, 63

Abbinden einer Annahme, 26

abelsch, 198

abgebildet, 64

abgeschlossen, 49, 65, 175

abgeschlossenes Intervall, 160

Ableitung, 168

Abstand, 217

abzihlbar, 81

abzihlbar unendlich, 81

abzihlbares Wahrscheinlichkeitsmaf3,
230

Ackermann-Funktion, 97

additives Inverses, 104

Additvitit, 236, 237

affiner Unterraum, 180

Algebra, 49, 237

algorithmisch berechenbar, 95

Algorithmus von Dirac, 224

Algorithmus von Euklid, 140

Algorithmus von Gauf8-Jordan, 184

Algorithmus von Hierholzer, 220

Algorithmus von Warshall, 191

Algorithmus zur Erkundung eines
Labyrinths, 221

allgemeingiiltig, 25

Anfangsstiick, 94

Angabe der Elemente, 45

angeordneter Korper, 110

Annahme von Maximum und Minimum,

167
Antikette, 62
Antisymmetrie, 43, 93
antisymmetrisch, 56
Aquivalenzklasse, 58
Aquivalenzrelation, 58
archimedisch angeordnet, 120
archimedisches Axiom, 120
Argument, 64, 124
Arithmetik auf N, 92
Arithmetik auf Z, 104
Arithmetik auf @, 107
Arithmetik auf R, 119
Arithmetik auf C, 123
Arithmetik auf H, 126
arithmetisches Kontinuum, 116

Assoziativgesetz, 198

asymptotisch gleich, 146

auflésbar, 206

Auflésung von Implikationsketten, 34
Aufwirts-Stetigkeit, 236, 237
aussagenlogische Schlufiregeln, 25
Aussonderung, 44
Aussonderungsprinzip, 44
Auswahlaxiom, 59

B—adisch, 129

Basis, 92

Basisfunktionen, 96
bedingte Wahrscheinlichkeit, 241
berechenbar, 95
beschrinkt, 115, 157
beschrinkter Quantor, 49
bestimmt divergent, 163
besuchte Ecken, 216
besuchte Kanten, 216
Betrag, 106, 111, 124, 231
Beweis durch Induktion, 89
bijektiv, 66

Bild, 68

Bindungsstirke der Junktoren, 20
Binomialkoeffizienten, 231
Binomialsatz, 232
Binomialverteilung, 232
bipartit, 214

Bruch-Form, 107

Briicke, 217

Cantorsches Diagonalverfahren, 80
Cauchyfolge, 158, 171
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 243
Charakteristik 0, 111

Churchsche These, 98

Darstellende Matrix, 187, 189
de Morgansche Regeln, 34
Dedekind-unendlich, 81
Dedekindscher Schnitt, 118
Dedekind-Struktur, 88
Definitionsbereich, 55
Dezimaldarstellung, 129
Diagonalverfahren, 80, 97, 98
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Dichtheit, 109
Differentialquotient, 168
Differenz, 46, 104
differenzierbar, 168
Dirac-Ma8}, 234
Distributivgesetze, 34
Division mit Rest, 136
domain, 55
Dreiecksungleichung, 106, 114, 217
D,-Form, 182

duplex negatio affirmat, 26, 33
Durchschnitt, 46

dyadisch, 129

Echte Klasse, 45

echte Obermenge, 43

echte Teilmenge, 43

Ecke, 213

Eigenschaften der gg'T-Funktion, 138

Eigenschaften der Teilbarkeit, 135

Eigenschaften des Integrals, 239

Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung,
149, 150

Eindeutigkeitssatz, 71

Eindeutigkeitssatz fiir Dedekind-
Strukturen, 90

Einermenge, 45

einfacher Kantenzug, 216

Einheitsvektor, 177

Einheitswurzel, 125

Einschrinkung, 64

elementare Mengenbildungen, 45

Elementarereignis, 230

Elementrelation, 41

Eliminationsverfahren, 183

endlich, 81

e-0-Formulierung der Stetigkeit, 165

e-Umgebung, 160

Ereignis, 230

Ereignisraum, 230, 237

erfiillbar, 38

Ergebnisspalte, 24

erreichbar, 217

Erwartungswert, 242

erweiterte Koeffizientenmatrix, 178

Erzeuger, 204

erzeugte Untergruppe, 204

Euklidische Zahl, 147

Eulerscher Graph, 218

Eulersche Polyederformel, 224

Eulerzug, 218

ex falso quodlibet, 26, 33

Existenz eines inversen Elements, 198

Existenz eines neutralen Elements, 198

Existenz konvergenter Teilfolgen, 161

Existenz von Vorgingern und

Nachfolgern, 106
Existenzsatz, 71
Exponent, 92
Exponentiation, 92
Exponentiationsregeln, 93
Extensionalititsprinzip, 42

Faktoren, 92

Faktorgruppe, 206

Faktorisierung, 58

Fakultit, 231

Fallunterscheidung, 28, 34

Falsum, 22

Familie, 68

Feld, 56

Fermatsche Vermutung, 14

Fermatsche Zahl, 154

Folge, 68

Folgennotation, 68

folgt, 20

Formel von Bayes, 250

Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit,
250

Fregescher Kettenschluf}, 34

Fundamentalsatz der Algebra, 124

Funktion, 19, 63

Funktionswert, 64

Galton—Brett, 233

ganze Zahlen, 104

Gaufl-Jordansches Eliminationsverfahren,
182

gdw, 20

gekiirzt, 107

genau dann, wenn, 20

Generator, 204

Gentzen-Kalkiil, 25

geometrische Multiplikationsregel, 124

geometrische Reihe, 163, 174

geometrische Verteilung, 233

geordnetes Paar, 46

geschlossen, 216

gewichtete Summe, 235

ggT, 137

gleiche Michtigkeit, 77

Gleichungssystem, 178

Gleichverteilung, 233

Goldbachsche Vermutung, 145

Grad, 215
Gradsumme, 215
Graph, 213
Grenzwert, 158, 171
Grofle, 213

grofie Vereinigung, 49
grofier Durchschnitt, 49
grofiter gemeinsamer Teiler, 137



grofites Element, 62

Grundmenge, 230

Gruppe, 198

Gruppe der invertierbaren Elemente, 200
Gruppen mit Primzahlordnung, 208
Gruppen und Kérper, 200
Gruppenaxiome, 198
Gruppenoperation, 198

Hamitconkreis, 222
Hamiltonscher Graph, 222
harmonische Reihe, 163, 174
Hiufungspunkt, 160
hinreichend, 20
Hin-Richtung, 26

homogen, 178

Iv,s

Ideal, 153

Identitit, 64

imaginire Einheit, 123
Imaginirteil, 125

impliziert, 20

Indexmenge, 68
Indikatorfunktion, 96, 239
Indikatorfunktion von Q, 164
indirekter Beweis, 28
Induktionsanfang, 88
Induktionsschema, 87
Induktionsschritt, 88
Induktionsvoraussetzung, 89
induktiv, 99

induzierte Abbildung, 179
Infimum, 116, 157

injektiv, 66

Integral, 236
Integralschreibweise fiir Summen, 239
integrierbar, 239
Intervallschachtelung, 161
inverses Element, 198
Irrationalitit von V2, 150
irreflexiv, 56

isomorph, 70, 71, 215
Isomorphiebedingung, 70, 71
Isomorphiesatz fiir R, 121
Isomorphismus, 70, 71, 215

Junktor, 19

Kanonische Primfaktorzerlegung, 149
Kante, 213

Kantenzug, 216

Kardinalitit, 207

kartesisches Produkt, 48

Kette, 62

Kettenschlufi, 29, 34

Index

kgV, 138

Klasse, 45

Klasseneinteilung, 59

Kleinsche Vierergruppe, 199
kleinstes Element, 62, 94
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 138
Koeffizienten, 178

kommutativ, 198

kommutativer Ring, 110
Kommutativgesetz, 198
Kommutator, 211

kompakt, 166

komplementir, 226
Komplementbildung, 46
komplexe Konjugation, 126
komplexe Zahl, 123
Komponente, 177

Komposition, 67, 96
konditioniert, 181

kongruent modulo, 137
Kongruenzbedingung, 69
Kongruenzrelation, 69
Konjugation, 126

konstante Funktion, 64
Konstante, 19
Kontinuumshypothese, 82
Kontrapositionsgesetz, 24, 33
konvergent, 158, 171
Konvergenz von Cauchyfolgen, 158
Konvergenzbedingung, 158, 171
Kérper, 109

Korperaxiome, 110

Korrektheit der Paardefinition, 46
Korrelationskoeffizienten, 242
Kovarianz, 242

Kreis, 216

kreisfrei, 216

Kreuzproduke, 48
Kuratowski-Paar, 46
Kiirzungsregel, 200

Labyrinth, 220

Linge, 124, 216
Lebesgue-Integral, 14

leere Menge, 45

Limes Inferior und Superior, 159
lineare Abbildung, 186

Lineares Gleichungssystem, 178
lineare Ordnung, 63

lineare Vollstindigkeit, 157
lineare und metrische Vollstindigkeit, 171
Linearitit, 93, 239
Linearititsbedingung, 186
Linearkombination, 136, 142
Linearkontinuum, 118
linkseindeutig, 63
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Linksnebenklasse, 206

logische Addition, 189

logisches Produkt, 189

I6sbar, 178

Lésung, 178

Losungsmenge, 178
Losungsraum, 178

Losungsraum fiir D,-Formen, 183
Liicke, 118

Miichiigkeit, 77, 81, 231
Michtigkeitsvergleiche, 77
Maf, 230

mathematisches Universum, 43
Matrizenmultiplikation, 187
maximal, 62

Mengenalgebra, 49, 237
Mengenkomprehension, 43
Mengenoperationen, 46
Mengensystem, 49

mengentheoretisches Induktionsaxiom,

88
Mengenverband, 49
Metrik, 217
metrisch vollstindig, 171
minimal, 62
modulo, 58, 137
modus ponens, 26, 33
modus tollens, 33
monoton wachsend, 159
Monotonie, 239
p-Rekursion, 97
p-rekursiv, 98
Multinomialkoeffizienten, 231
Multinomialsatz, 232
Multinomialverteilung, 232
multiplikatives Inverses, 107

Nach oben beschrinket, 115
Nachbar, 213
Nachfolgerfunktion, 88, 96
natiirliche Zahl, 87, 91
Nebenklassen, 206
negativ, 106, 111
Negativteil, 239

neutrales Element, 198
nicht, 20

nicht negativ, 106

non, 20

Normalreihe, 206
Normalteiler, 206
notwendig, 20

n-stellige Relation, 57
Null, 87, 88

Nullfunktion, 96
Nullstellensatz, 166

Nullteilerfreiheit, 110
Nullvektor, 177

Obere Schranke, 115
Obermenge, 43

oder, 20

offen, 168, 216

offen in, 169

offene Umgebung, 168
offene Menge, 170
offener Eulerzug, 226
offenes Intervall, 160
Operation, 65
Ordnung, 61, 63, 204, 207, 213
Ordnung auf N, 93
Ordnung auf Z, 105
Ordnung auf @, 108
Ordnung auf R, 118

Paardeﬁnition, 51
Paarmenge, 45
Partialsumme, 162
partiell rekursiv, 97
partielle Ordnung, 61
Pascalsches Dreieck, 232
Peirce-Formel, 34
Permutationen, 197
Permutationsgruppen, 199
planar, 224

positiv, 106, 111
Positivteil, 239

Potenz, 92

Potenzmenge, 48
Potenzmengenaxiom, 49
Pridikat, 57
Primfaktorzerlegung, 148
primitiv rekursiv, 96
primitive Rekursion, 96
Primzahl, 144
Primzahlsatz, 146
Primzahlzwilling, 145
Prinzip des kleinsten Elements, 95
Produkt, 69, 92, 187, 235

Produkt von Gleichverteilungen, 235

Produktraum, 235

Produktregel, 114

Produktsatz fiir gg'T und kgV, 139
Punke, 118

Quadratzahl, 155
Quadrupel, 46
Quantoren, 30
Quaternionen, 127
Quintupel, 46
Quotient, 107



Range, 55

rationale Zahl, 107

Realteil, 125

Rechengesetze fir Z, 105
Rechengesetze fiir @, 108
rechter Vektor, 178
rechtseindeutig, 63
Rechtsnebenklasse, 206
reductio ad absurdum, 28
reelle Zahl, 118

reflexiv, 56

Reflexivitit, 43, 93

rein imaginir, 131
Rekursionsanfang, 89
Rekursionsschritt, 89
rekursiv, 98

rekursive Funktion, 96
Relation, 19, 55
Reprisentant, 59

Rest, 136

Restklassengruppe, 199
Riemann-Integrierbarkeit, 14
Riickkehrlemma, 219
Russell-Zermelo-Komprehension, 44
Russell-Zermelo-Paradoxon, 44
R-Zug, 188

Satz von Bolzano-Weierstraf}, 160
Satz von Cantor, 80

Satz von Cantor-Bernstein, 78, 79
Satz von Dirac, 223

Satz von Euklid, 146

Satz von Lagrange, 207

Schlufiregeln, 25

Schnitt, 118

Schranke, 157

schwaches Gesetz der grofien Zahl, 245
selbstkomplementir, 225

Sieb des Eratosthenes, 144
Siebverfahren, 144

o-Algebra, 237

Signum, 119, 206, 208

Skalare, 177

Skalarmultiplikation, 178

Stabilitit, 33

Standardabweichung, 242

starke Induktion, 94

starkes Gesetz der grofien Zahl, 246
Stelle, 64

stetig, 170

stetig in, 164, 170

streng monoton wachsend, 159
Struktur des Losungsraumes, 179, 180
Struktureigenschaften von Relationen, 56
Summanden, 92

Summationssatz, 234

Index

Summe, 92, 162, 202, 239
Supremum, 116, 157
surjektiv, 66

symmetrisch, 56
symmetrische Differenz, 46

Tautologie, 25

teilbar, 135

Teilbarkeitssatz von Euklid, 148
Teiler, 135

Teilereigenschaft des kgV, 138
Teilfolge, 161

Teilmenge, 43

tertium non datur, 33
Topologie, 170

topologischer Raum, 170
Torsions-Untergruppe, 204
totale Ordnung, 63

transitiv, 56

transitive Hiille, 189
Transitivitit, 29, 43, 93
Transposition, 208

Tripel, 46

Ueberabzihlbar, 81, 84, 98, 234

Uberabzihlbarkeit einer vollstindigen und

dichten Ordnung, 116
Uberfithrung in Diagonalform, 184
Umgebung, 168, 170
Umgebung von, 169
Umgebungs-Formulierung der Stetigkeit,

169
Umkehrfunktion, 66
Umkehrrelation, 56
unabhingig, 240, 241, 244
Unabhingigkeit von der Wahl der

Reprisentanten, 69
unbeschrinkte Suche, 97
Unbeschrinktheit, 106, 109
und, 20
uneigentlich konvergent, 163
unendlich, 81
unendliche Reihe, 162

Ungleichung von Bienaymé-Chebyshev, 245

Ungleichung von Cauchy-Schwarz, 243
unkorreliert, 242

untere Schranke, 115

Untergruppe, 202
Untergruppenkriterium, 203
Unterraum, 180

Untervektorraum, 180

unvergleichbar, 62

Unvollstindigkeit von Q, 117
unzerlegbare Zahl, 144

Urbild, 68

Urbild-Formulierung der Stetigkeit, 169

275



276 Index

Variable, 30 Wahrheitstafel, 23
Varianz, 242 Wahrheitswert, 23
Vektoraddition, 178 Wahrscheinlichkeit, 230
Vektor, 177 Wahrscheinlichkeitsmaf}, 230, 236
Vektorraum, 178 Wahrscheinlichkeitsraum, 230, 237
Venn-Diagramm, 47 Warshall-Algorithmus, 190
Verband, 49 Wechselwegnahme, 140
verbunden, 213 Weg, 216
Vereinigung, 46 Wert, 64
vergleichbar, 62 Wertebereich, 55
Vergleichbarkeit, 93 Wertebereich stetiger Funktionen, 167
Vergleichbarkeitsbedingung, 63 Wertevorrat, 64
Verkniipfung, 67, 188, 190 Widerspruchsbeweis, 28
Verneinungsregeln fiir Quantoren, 32 Wohldefiniertheit, 69
Vertauschung von Quantoren, 31 Wohlordnung, 95
Verteilung, 238
Verteilung der Eins, 229 Zﬁhlreihe, 88
Vielfaches, 135, 202 zerlegbar, 144
Vitali-Aquivalenzrelation, 59, 249 Zerlegung, 59
vollstindig, 116, 214 Zerlegung in Positiv- und Negativteil, 239
vollstindig bipartit, 214 Zufallsvariable, 241
vollstindige Induktion, 89 zugeordnete Abbildung, 179
vollstindiges Reprisentantensystem, 59 Zusammenfassung, 41
Vollstindigkeit und archimedische zusammengesetzt, 144

Anordnung, 172 zusammenhingend, 217
Vollstindigkeit von R, 119, 158 Zusammenhangskomponente, 217

zweistellige Operation, 65
Zwischenwertsatz, 166
zyklisch, 204
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