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Vorwort

., Es geht darum, alles so einfach wie moglich zu machen.
Aber nicht einfacher.
Albert Einstein

Wenn mindestens eine der folgenden Aussagen auf Sie zutrifft, dann diirfte das vorliegen-
de Buch fiir Sie von Interesse sein:

[ Sie miissen sich nach ldngerer Zeit zwangsweise wieder mit Mathematik beschéftigen,
beispielsweise als Erstsemester an der Hochschule.

[] Sie bendtigen in Threm Beruf Mathematikkenntnisse, die aus der Schulzeit 1dngst ver-
gessen oder verdréngt sind.

[] Sie waren ,,in Mathe immer schlecht, finden das aber heute bedauerlich, weil Sie ein
weltoffener und wissbegieriger Mensch sind und wissen, dass jede moderne Technikent-
wicklung auch stark auf Mathematik beruht.

Das folgende Zitat des Mathematikers und Kabarettisten Dietrich Paul' finde ich sehr tref-
fend:

»Deutschland war leider schon immer das einzige Land der Welt, in dem man ungestraft da-
mit kokettieren kann, dass man in Mathe schon immer schlecht war. Und dafiir auch noch
bewundert wird und, je nach sozialem Umfeld, als besonders sensibel, metaphysisch oder
engagiert gilt.

Aber es gibt Hoffnung: Immer haufiger wird iiber mathematische Themen berichtet (sogar in
Tageszeitungen, in bild der wissenschaft sowieso), die Bedeutung fiir Schliisseltechnologien
wird inzwischen allgemein gesehen.

Beim Verfassen des Buches hatte ich primir die ,,Verbundstudierenden™ des Landes Nord-
rhein-Westfalen im Auge, die ich hauptberuflich unterrichte. Beim Verbundstudium handelt es
sich um eine Art Fernstudium an Fachhochschulen, wobei allerdings an jedem zweiten Sams-
tag Prisenzveranstaltungen in der Hochschule stattfinden. Hier sind die Erstsemester im
Schnitt ein paar Jahre élter als sonst an den Hochschulen, der (meist ungeliebte) Mathematik-
unterricht liegt z. T. viele Jahre zuriick. Man kann sich vorstellen: Bevor man als Lehrender
zum Studienbeginn iiberhaupt dazu kommt, den fiir die anderen Facher notwendigen Mathe-
matikstoff zu vermitteln, hat man wochenlang damit zu tun, alte Vorbehalte und Angste ge-
geniiber der Mathematik abzubauen. Das vorliegende Buch soll dazu eine zusétzliche Hilfe
sein. Da die geschilderte Situation auf viele andere Menschen in dhnlicher Form zutrifft, hege

! Aus: Mitteilungen der Deutschen Mathematiker Vereinigung, Heft 2/2003.



6 Vorwort

ich die Hoffnung, dass das Buch iiber meine Studentinnen und Studenten hinaus auf Interesse
stoft.

Inhaltlich ist das Buch insofern ,,bodenstindig®, als es vorwiegend Grundlagen der Mathema-
tik aufgreift, die man zu Beginn eines Studiums eigentlich beherrschen sollte — Beispiele sind
der Begriff des Logarithmus oder das Rechnen mit einer Unbekannten. Diese Themen werden
in knapper, jedoch (hoffentlich) lebendiger und verstindlicher Form aufgegriffen. Der Leser
mag selbst beurteilen, ob er nicht besser ein altes Schulbuch zur Hand genommen hitte...

Das Buch will jedoch kein alternatives Schulbuch sein, es soll vor allem den etwas ,,dlteren”
Menschen (so ab 20 Jahre) ansprechen, der dies alles ,,schon mal gehort™ hat. Dazu gehort,
dass immer wieder die Bedeutung, aber auch die Grenzen der Mathematik aufgezeigt werden.
Ich weiB3, es gibt sehr gute Schulbiicher — aber auf Fragen der Art ,,Existiert die Zahl 7 wirk-
lich?* oder ,,Was sagt die Wahrscheinlichkeitstheorie eigentlich iiber die reale Welt?* wird
recht selten eingegangen. Vielleicht ist es auch zu schwierig, solche Fragen in der Schule zu
thematisieren. Dabei sind es nach meiner Auffassung gerade solche Uberlegungen, die ein
gelockertes Verhiltnis zur Mathematik und Spaf3 an diesem Fach zulassen. Auf der anderen
Seite ist die Beschdftigung mit Mathematik oft auch Arbeit, beim Lesen des Buches wird es
immer wieder ,,Durststrecken geben!

Und nun viel Erfolg und Spaf mit diesem Buch!

Wuppertal, im Juli 2004
Werner Poguntke

Die vorliegende zweite, iiberarbeitete und erweiterte Auflage enthélt ein zusétzliches Kapitel
zu Integralen sowie Abschnitte zu komplexen Zahlen und Vektoren.

Die vorgenommenen Anderungen sind nicht zuletzt aufgrund der vielen konstruktiven Kritik
an der Erstauflage vorgenommen worden. Besonders danken mdchte ich fiir zahlreiche Anre-
gungen meiner Mitarbeiterin Sabine Schiller sowie Herrn Ulrich Sandten vom Teubner-
Verlag.

Wuppertal, im Februar 2006
Werner Poguntke
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Einleitung

Das Buch enthilt in insgesamt zehn Kapiteln diejenigen Mathematik-Grundlagen, welche ich
personlich entsprechend der Intention des Buches fiir die wichtigsten halte. Gegeniiber der
ersten Auflage ist ein Kapitel {iber Integrale hinzu gekommen, welches mit ,,Messen® iiber-
schrieben ist. Neben den Kapiteln 2 bis 9, mit denen man in vielen anderen Fachgebieten
sowie in zahlreichen Bereichen des tiglichen Lebens direkt etwas ,,anfangen® kann (weil man
dort beispielsweise rechnen muss), stehen Kapitel 1 iiber Zahlen und Kapitel 10 zum Thema
des Unendlichen, die eher dazu dienen, ein Verstdndnis fiir einige Grundfragen der Mathema-
tik zu vermitteln.

Dem unterschiedlichen Charakter der Kapitel entsprechend finden sich am Ende der Kapitel
auch unterschiedliche Arten von Ubungsaufgaben. Wihrend die Kapitel 1 und 10 Wissensfra-
gen enthalten, anhand derer der Leser sich die diskutierten Themen noch einmal vergegen-
wirtigen kann, enden Kapitel 2 bis 9 mit jeweils einer Reihe von Ubungs- bzw. Sachaufga-
ben, wobei bei letzteren die Herausarbeitung der mathematischen Problemstellung mit zur
Aufgabe gehort (,, Textaufgaben). Am Ende des Buches finden sich dann Losungen aller
Aufgaben.

Manche Leser werden vielleicht das eine oder andere Thema vermissen, die von mir getroffe-
ne Auswahl ist — wie gesagt — natiirlich subjektiv. Gegeniiber der ersten Auflage sind neben
dem Kapitel iiber Integrale eigene Abschnitte zu den komplexen Zahlen sowie zu Vektoren
eingefiigt worden. Die meisten dieser Ergdnzungen sprechen auf den ersten Blick vorwiegend
den technisch orientierten Leser an, sie spielen jedoch heute auch in vielen anderen Bereichen
eine grofBe Rolle (beispielsweise die Integrale in der fortgeschrittenen Finanzmathematik).

Auf mathematische Beweise wird innerhalb der Kapitel weitgehend verzichtet. Da das Bewei-
sen jedoch zum Kern aller Mathematik gehort (im Sinne von: aus Bekanntem oder als be-
kannt Vorausgesetztem nach streng logischen Gesetzen weitere wahre Aussagen ableiten),
kann man diesen Aspekt nicht vollig weglassen. Es sind daher einige Beweise in sogenannten
,»Extrakdsten” untergebracht, um den restlichen Textfluss nicht zu unterbrechen und dem
Leser die Moglichkeit zu geben, diese Teile zu iiberspringen. Neben einigen wenigen Bewei-
sen finden sich auch zusétzliche historische Bemerkungen, Erkldrungen zu Bezeichnungswei-
sen etc. in solchen Extrakdsten — immer mit dem Angebot an den Leser, dies ggf. (zunichst)
Zu ignorieren.



1 Zahlen

1.1 Die reellen Zahlen

Die Zahlen 1,2,3.4,5, ... , die man beim Abzdhlen irgendwelcher Gegenstinde verwendet,
bezeichnet man als natiirliche Zahlen. Diese Folge der natiirlichen Zahlen endet nie. Man
kann dies auch so ausdriicken: Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen. Das Unendliche
spielt in der Mathematik eine groe Rolle und wird in diesem Buch an vielen Stellen auftau-
chen.

Was ist eine Zahl, beispielsweise die Zahl 3?7 Man kann sich die 3 als die abstrakte Eigen-
schaft denken, die z. B. 3 Apfel, 3 Autos und 3 Triume gemeinsam haben. Mit dieser Aussa-
ge ist man auch schon beim Kern der Unterscheidung der Mathematik von den Naturwissen-
schaften wie Physik und Chemie: Wéhrend man in den Naturwissenschaften reale Dinge
untersucht wie herunterfallende Gegensténde, flieBenden Strom oder freigesetzte Warme bei
einer chemischen Reaktion, handelt die Mathematik von abstrakten Dingen und deren Bezie-
hungen zueinander. Dass dies keine Spielerei, sondern fiir die Realitdt von grofler Bedeutung
ist, wird an dem folgenden simplen Beispiel sofort klar:

Die Mathematik sagt: 2+2=4.
Damit weill man ein fiir allemal, dass

o 2 Autos plus 2 Autos 4 Autos ergeben
o 2 Apfel plus 2 Apfel zusammen 4 Apfel sind
o usw.

Die Abstraktheit der natiirlichen Zahlen wird besonders deutlich, wenn man eine riesige Zahl
hinschreibt wie

7563899945362347464321.

Kein Mensch wird jemals so viele Objekte abzdhlen, wie diese Zahl angibt — und doch zwei-
felt niemand an der Existenz dieser Zahl. Das liegt daran, dass wir uns seit unserer Kindheit
an die abstrakte Tatigkeit des Immer-Weiter-Zdhlens (also: Es gibt immer eine nichste Zahl)
gewoOhnt haben.

Die Mathematik sicht es als ihre Hauptaufgabe, formale strukturméfige Zusammenhéinge
zwischen den von ihr betrachteten Objekten (also auch den Zahlen) zu untersuchen - dazu
gehort das Rechnen. Dabei besteht stets der Anspruch, dass die betrachteten Objekte in der
Realitdt von Interesse sind bzw. dort interpretiert werden kénnen. Mathematische Fragestel-
lungen sind immer weiter ,,von der Realitit entfernt™ als solche aus den Naturwissenschaften
(z. B. der Physik), weshalb viele Menschen der Meinung sind, dass von den Mathematikern
hauptsichlich weltfremde und unniitze Fragen behandelt werden.
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Allerdings bezweifelt niemand, dass es niitzlich ist, rechnen zu konnen. Mit den Grundre-
chenarten werden wir uns im nédchsten Kapitel beschéftigen. Im vorliegenden Kapitel geht es
nur um die Frage, welche weiteren Zahlen (ausser den natiirlichen) es gibt.

Die natiirlichen Zahlen werden durch Hinzunahme der Null und der negativen ganzen Zahlen
-1, -2, -3, -4, -5,... zu den ganzen Zahlen erweitert. Dass die Einbezichung der negativen
ganzen Zahlen niitzlich ist, kann man schon Grundschiilern klar machen: Wenn ich 3 € in der
Hosentasche habe, bin ich im Besitz von 3 €; wenn ich nichts in der Hosentasche habe, bin
ich im Besitz von 0 €; wenn ich ausserdem meinem Freund 3 € schulde, bin ich im Besitz von
=3 €. (Und wenn ich dann 5 € von meinem Grofivater bekomme und meine Schulden abbe-
zahle, habe ich noch 2 € iibrig, etc.)

Mathematiker mogen (unter anderem) Scherze, in denen ihre Begriffsbildungen auf reale
Situationen tibertragen werden, wo es keinen Sinn ergibt bzw. zu iibertrieben prézisen oder
sogar absurden Aussagen fiihrt. Hier ist ein Beispiel zu den ganzen Zahlen: Wenn in einem
Bus 7 Fahrgiste sitzen und an der ndchsten Haltestelle 11 aussteigen, so miissen danach 4
Fahrgdste einsteigen, damit der Bus wieder leer ist.

Durch die Einfiihrung der negativen Zahlen hat man auch erreicht, dass man alle Gleichun-
gen der Form

a+x=>b,

bei denen a und b natiirliche Zahlen sind, nach x aufldsen kann. (Mit dieser Feststellung
greifen wir dem Abschnitt 3 vor, in dem ausfiihrlicher iiber Gleichungen gesprochen wird.)
Beispielsweise hat die Gleichung

5+x=7

die Losung x =2, hier werden noch keine negativen Zahlen gebraucht. Wenn man aber die
Gleichung

20+ x=17

nach x auflésen will, kommt man zu x = -3, man braucht also die negativen Zahlen.

Die ganzen Zahlen
v r4,-3,-2,-1,0,1,2,3, 4, ...

konnen durch Punkte auf der sogenannten Zahlengeraden (vgl. Abb. 1.1) veranschaulicht
werden. Die Zahlengerade ist eine Gerade mit willkiirlich gewdhltem Nullpunkt und Ein-
heitspunkt 1. Die positiven Zahlen werden vom Nullpunkt aus nach rechts und die negativen
Zahlen vom Nullpunkt aus nach links abgetragen.

| | | | | | |
32 -1 o0 1 2 3

Abb. 1.1: Die Zahlengerade
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Briiche

Als néchstes kommen die Briiche. Den Quotienten 5 mit g#0 zweier beliebiger, positiver

oder negativer, ganzer Zahlen p und ¢ bezeichnet man als Bruch”. Mit Briichen kénnen
,Bruchteile” eines Ganzen in ihrer GroBe beschrieben werden — beispielsweise steht der

Bruch % fiir ,,drei Viertel*“ (eines Kuchens, eines Glases Wasser usw.). Es sind die Briiche
von allen ganzen Zahlen definiert mit Ausnahme der Division durch die Zahl Null. Man kann
die ganzen Zahlen als spezielle Briiche sehen: Bei der Darstellung der ganzen Zahlen als
Bruch besitzt der Nenner speziell den Wert g =1, beispielsweise kann 5 als % (,,funf Eintel)

geschrieben werden usw.

Fiir die Interpretation des Rechnens mit Briichen ist wichtig zu wissen, dass die Multiplikati-

3

on dem ,,Bruchteil von* entspricht: Zum Beispiel wird »3 von 7 berechnet als %7 .

Die Briiche werden auch als rationale Zahlen bezeichnet. Gleichungen der Form a-x=5
mit gegebenen ganzen Zahlen a und b und a # 0 sind innerhalb der rationalen Zahlen unein-
geschréinkt 16sbar.

Bei der geometrischen Darstellung kann man nun die Zahlengerade erweitern, indem man

jeder rationalen Zahl einen Punkt zuordnet. Fiir §> 0 ist dies der Endpunkt der vom Null-

punkt aus nach rechts (fiir §< 0 nach links) abgetragenen Strecke der Lange 5 ist

ﬁ‘ . Mit
q

dabei der Betrag von 5 gemeint, d. h. wenn 5 <0 ist, wird das negative Vorzeichen wegge-

lassen (sieche auch Abb. 1.2).
Ip/d| Ip/dq|
| | |
-p/q 0 p/q

Abb. 1.2: Rationale Zahlen auf der Zahlengeraden

Auf diese Weise erhélt man eine unendliche Punktmenge mit der Eigenschaft, dass diese
Punkte ,,iiberall dicht* liegen. Mit dieser Formulierung ist gemeint, dass zwischen irgend

zwei Punkten stets noch ein weiterer Punkt liegt. Wird ndmlich der rationalen Zahl %der
1

T Im Folgenden werden Briiche meist mit geraden Bruchstrichen als L geschrieben, gelegentlich auch
q

mit schrégen als % .
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Punkt P und % der Punkt P, zugeordnet, so liegt beispielsweise der dem arithmetischen
2

Mittel

Lp,r

_(_]+_2)

29 g
zugeordnete Punkt P sicher zwischen P, und P, . Indem man dieses Argument jetzt auf die
Punkte A und P und so immer weiter anwendet, kommt man zu dem Ergebnis, dass zwi-

schen zwei Punkten immer bereits unendlich viele weitere liegen.

Die Briiche lassen sich, wie aus der Schule bekannt, auch als Kommazahlen mit Vor- und
Nachkommastellen darstellen. Beispielsweise wird der Bruch % durch die Kommazahl 0,5

und % durch 2,4 beschrieben. Der Bruch % lautet in Kommadarstellung 1,333... oder L3,

wobei der Strich tiber der Ziffer 3 die Periode andeutet, d. h. dass sich diese Ziffer immer
wiederholt. Wenn man einen Bruch in eine Kommazahl umwandelt, dann bricht diese Kom-
mazahl entweder ab, oder sie wird periodisch.

Zahlen, die keine Briiche sind

Es konnte nun angenommen werden, dass mit den Briichen (anderer Name: rationale Zahlen)
die Menge" aller Zahlen gefunden ist, die es iiberhaupt ,,gibt“. Das ist aber nicht richtig.

Einfachstes Beispiel ist die Zahl J2 , die sich als Losung der Gleichung
x*=2
ergibt.

Dass diese Gleichung keinen Bruch als Losung haben kann, wurde etwa um 500 v. Chr. ent-
deckt. Anders gesagt: Es gibt keinen Bruch, dessen Quadrat 2 ergibt! In der Mathematik ist es
iiblich, solche als wahr erkannten Aussagen in einer liickenlosen Argumentationskette zwei-
felsfrei zu ,,beweisen®. Dieses klassische Beispiel eines Widerspruchsbeweises sollte sich
der interessierte Leser einmal ansehen (siche Extrakasten) — es handelt sich um einen der
beriihmtesten Beweise der Mathematik!

Zahlen, die keine Briiche sind, nennt man irrationale Zahlen. J2 st also eine irrationale
Zahl. Wie sehen die irrationalen Zahlen als Kommazahlen aus? Die meisten Leser werden

sich (zumindest dunkel) erinnern, dass V2 so anfangt:
V2 =1,414...

Und dann geht es ,,immer weiter®.

Genauer ausgedriickt verhélt es sich so:

il Zum Gebrauch des Begriffs ,,Menge* in der Mathematik gibt es einen Extrakasten.
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Unter den Kommazahlen zeichnen sich die irrationalen Zahlen (also die Nicht-Briiche)
dadurch aus, dass sie hinter dem Komma unendlich viele Stellen ohne ein sich wiederho-
lendes Muster (also ohne eine Periode) haben.

Mengen

Mitunter kann man mathematische Sachverhalte mit Hilfe der Mengensprache recht ein-
fach ausdriicken. Grundelemente der Mengensprache sind zunéchst der Begriff der Men-
ge selbst sowie die Elementbeziehung.

Eine Menge ist nichts anderes als eine (endliche oder unendliche) Ansammlung von Ob-
jekten; sie besteht aus einzelnen Elementen — und auch nur das: Kennt man ihre Elemen-
te, dann kennt man auch die Menge. Dabei kann man eine Menge entweder durch die
Aufzihlung ihrer Elemente beschreiben (iiblicherweise werden diese zwischen ge-
schweiften Klammern {...} aufgelistet) oder durch die Angabe einer Eigenschaft, die den
Elementen der Menge gemeinsam ist. Beispielsweise hat man die folgenden beiden Be-
schreibungen der Menge der Vokale:

- V= {a,e,i,o,u}
- V= {x| x ist ein Vokal des lateinischen Alphabets}

(Hier liest man: ,,Menge aller x mit der Eigenschaft: x ist ein Vokal des lateinischen
Alphabets*)
Um auszudriicken, dass a als Element zu der Menge V" gehort, schreibt man:
aeV

Man kann auch Variablen fiir Elemente verwenden — mit x € V' ist dann gemeint, dass x
irgendeines der Elemente von V ist.

Fiir die Zahlenbereiche haben sich bestimmte Mengenbezeichnungen durchgesetzt:

- N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen

- Z fiir die Menge der ganzen Zahlen

- Q fiir die Menge der rationalen Zahlen

- R fiir die Menge der reellen Zahlen

Statt ,,Angenommen, x sei irgendeine reelle Zahl...“ kann man also auch sagen: ,,Sei
x € R...“. Dies kann man auch auf Intervalle (siche in Kapitel 3) anwenden: x e [a,b)

ist gleichbedeutend mit a < x<b .

Wichtig sind noch Vereinigung und Durchschnitt.

- Als Vereinigung oder Vereinigungsmenge 4 U B (gelesen: ,,4 vereinigt B*) der Men-
gen 4 und B wird die Menge aller Elemente bezeichnet, die in A oder B enthalten sind.
Beispiel: Fir 4= {1,2,3} und B = {3, 4,5} ist AUB= {1, 2, 3,4,5} .

- Als Durchschnitt oder Schnittmenge 4N B (gelesen: ,,A geschnitten B*) der Mengen
A und B wird die Menge aller Elemente bezeichnet, die sowohl in 4 als auch in B enthal-
ten sind.

Beispiel: Fiir A={1,2,3} und B={3,4,5} ist AnB={3}.
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An dieser Stelle ist eine eher ,,philosophische Anmerkung® nétig.

Die Zahl +/2 wird weder ein Mensch noch ein Computer jemals vollstdndig niederschreiben
konnen — eben weil in der unendlichen Ziffernfolge keine Wiederholungen vorkommen; gibt
es denn dann diese Zahl tiberhaupt? Die Mathematik geht an diese Frage forsch heran, indem
sie diese letztlich ignoriert: Die Mathematik fragt nicht, was die von ihr behandelten Objekte
sind, sondern wie sie sich verhalten. So gesehen, hat die Zahl V2 (charakteristische Eigen-
schaft: ihr Quadrat ergibt 2) als abstraktes Objekt die gleiche Berechtigung wie die weiter
oben erwihnte Zahl 7563899945362347464321. Ohne diese pragmatische Herangehensweise
hétte man zudem die Schwierigkeit, der Diagonalen eines Quadrats von 1 Meter Seitenlédnge
keine Lénge zuordnen zu konnen: Nach dem Satz des Pythagoras (vgl. auch Kapitel 6) muss
fiir diese Lange / (in Metern) ndmlich gelten

Ir=2.

Beweis, dass J2 kein Bruch ist
(Dieser Widerspruchsbeweis stammt von Euklid, ca. 300 v. Chr.)

Angenommen, 2 sei ein Bruch, also lasse sich als Bruch % darstellen:

fi=2
q

Da man jeden Bruch so lange kiirzen kann, bis Zahler und Nenner keine gemeinsamen

Faktoren mehr haben, kann man annehmen, dass man den Bruch 5 nicht mehr kiirzen

kann. Wenn man nun beide Seiten quadriert, erhilt man:

Dies kann umgeformt werden zu 2¢° = p*.

Da also p° das Zweifache einer anderen Zahl ist, muss p” eine gerade Zahl sein — p
folglich auch, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl wire selbst wieder ungerade!
Wenn aber nun p gerade und somit das Zweifache einer anderen Zahl ist, muss p” sogar
das Vierfache einer anderen Zahl sein, und man kann schlieBen, dass die Zahl 24> (was
ja gleich p’ ist) durch 4 geteilt werden kann. Somit muss auch ¢* — und damit ebenfalls
q — durch 2 teilbar sein. Nun sind wir bei dem Ergebnis angelangt, dass sowohl p als auch

g durch 2 teilbar sind, was der Annahme widerspricht, dass der Bruch 5 nicht weiter ge-

kiirzt werden kann. Da die Argumentationskette zwangslaufig zu diesem Widerspruch ge-

fiihrt hat, muss die Annahme falsch gewesen sein, dass sich V2 als Bruch schreiben
lasst. Damit ist der Beweis beendet.

Es gibt irrationale Zahlen, die noch ,,schlimmer” sind als beispielsweise J2 — zu diesen
Zahlen gehort 7 . ,,Schlimmer ist 7 deshalb, weil diese Zahl nicht einmal als Losung einer
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solch einfachen Gleichung wie
x' =2

dargestellt werden kann. Ahnlich verhilt es sich mit der Eulerschen Zahl e. Dass dies so ist,
ist nicht so einfach nachzuweisen, deswegen werden wir darauf nicht eingehen.” Die ersten
10 Stellen in der Kommadarstellung lauten:

7 =3,141592654
e=2,718281828

Zur Bedeutung der Zahl 7 ist ein Extrakasten eingefiigt.

Das Interesse an der ,,Kreiszahl“ # riihrt daher, dass fiir beliebige Kreise das Verhéltnis
von Umfang zu Durchmesser immer dieselbe Zahl ergibt (was schon die Babylonier und
die Agypter um 2000 v. Chr. wussten), dieses Verhiltnis hat man 7 genannt. (In Abbil-
dung 1.3 ist dies illustriert.) Man beachte: Mit dieser Grundlegung der Zahl 7 ist man
bereits ginzlich innerhalb des mathematischen Gedankengebdudes, denn ein exakter
Kreis ist in der Natur schwer zu finden!

U

U: D=u:d=nxn
Abb. 1.3: Umfang und Durchmesser von Kreisen

Dass 7 transzendent irrational ist (d.h. nicht durch Wurzelziehen usw. aus einfacheren
Zahlen gewonnen werden kann, vgl. auch die Fufinote), hat iibrigens erst der deutsche
Mathematiker Ferdinand Lindemann im Jahre 1882 bewiesen.

Aufgrund der obigen Betrachtungen zur Existenz irrationaler Zahlen miissen wir iiber die
Existenz von 7 (oder e) nicht extra reden.

¥ Man unterteilt die irrationalen Zahlen noch einmal in die algebraisch irrationalen Zahlen (wie 2 )
und die transzendent irrationalen Zahlen (wie 7 ).
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Noch einmal: Fiir die Mathematiker gibt es die Zahl 7 genauso wie es die Zahlen 3 oder 4,5
oder % gibt. Dass dies eine sinnvolle Herangehensweise ist, wird an vielen weiteren Stellen
des Mathematikgebaudes deutlich, auf die wir in diesem Buch gar nicht stoBen.
Um nur ein Beispiel zu nennen: Es stellt sich heraus, dass die unendliche Summe

4 4 4 4
——t——=t——..

35709
auf einen Wert zulduft (man sagt ,.konvergiert) — namlich genau auf 7 ! Es sind solche tiefen

und oft {iberraschenden Zusammenhénge, die die Mathematiker von der ,,Schonheit® ihrer
Wissenschaft sprechen lassen.

4

Die Gesamtheit aller rationalen und irrationalen Zahlen bildet die Menge der reellen Zahlen.
Auch die reellen Zahlen konnen auf der Zahlengeraden geometrisch als Punkte dargestellt
werden. Obwohl bereits die den rationalen Zahlen zugeordneten Punkte iiberall dicht liegen
(wir sprachen oben dariiber), besitzt die Zahlengerade noch ,,Liicken”. Diese werden von
samtlichen Irrationalzahlen ausgefiillt. Die allen reellen Zahlen zugeordneten Punkte fiillen
die Zahlengerade liickenlos. Man sagt auch, die reellen Zahlen bildeten ein Kontinuum.

Die Darstellung auf der Zahlengeraden bildet auch die Grundlage fiir die auf den reellen
Zahlen erkldrte Ordnung: Fiir verschiedene reelle Zahlen a und b ist stets entweder a <b
oder a > b (a liegt ,links“ oder ,,rechts* von b).

Noch einmal zur Darstellung als Kommazahlen.

Allgemein gilt folgendes:

Fasst man die reellen Zahlen als alle moglichen Kommazahlen auf, so entsprechen die
rationalen Zahlen genau denjenigen Kommazahlen, die nur endlich viele Stellen hinter
dem Komma haben (abgesehen von angehingten Nullen) oder aber unendlich viele Stel-
len, die sich periodisch wiederholen. Anders herum gesagt: Die irrationalen Zahlen ent-
sprechen genau den Kommazahlen, die hinter dem Komma unendlich viele Stellen ohne
ein sich wiederholendes Muster haben.

In Abbildung 1.4 sind die Beziehungen zwischen den bisher behandelten Zahlen in einem
hierarchischen Diagramm dargestellt.

Mit den reellen Zahlen haben wir eine geniligend grofle Gesamtheit von Zahlen zur Verfii-
gung, die nicht nur fiir das ,,tigliche Leben®, sondern auch fiir die meisten Anwendungen der
Mathematik in anderen Wissenschaften ausreicht. Allerdings werden in der Mathematik zahl-
reiche weitere Zahlenbereiche betrachtet — beispielsweise die komplexen Zahlen, die die
reellen Zahlen umfassen und in den Natur- und Ingenicurwissenschaften eine Rolle spielen.
Den komplexen Zahlen ist der letzte Abschnitt dieses Kapitels gewidmet. Ferner untersucht
man im Teilgebiet der Algebra allgemeine Strukturen, die Zahlbereichen &hneln (man kann
in ihnen addieren und multiplizieren usw.) und kommt auch zu Strukturen, die nur aus end-
lich vielen Objekten (,,Zahlen) bestehen — solche Strukturen kdnnen beispielsweise in der
Informatik und der Nachrichtentechnik gewinnbringend angewendet werden.
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reelle Zahlen

rationale irrationale
Zahlen Zahlen
ganze echte algebraisch| transzendent
Zahlen Briiche irrationale irrationale
Zahlen Zahlen

Abb. 1.4: Reelle Zahlen und ihre Untermengen

1.2 Darstellungen von Zahlen

In diesem Abschnitt soll noch einmal genauer der Frage nachgegangen werden, wie man
Zahlen bezeichnet und darstellt. Einige der Aussagen des vorigen Abschnitts werden dabei
zwar nicht zuriick genommen, aber doch relativiert. Der Abschnitt dient der Abrundung des
Themas und kann vom eher praktisch orientierten Leser auch iibersprungen werden.

Wortiber reden wir hier eigentlich?

Es geht um den Unterschied zwischen Zahl und Ziffer, beispielsweise zwischen der Zahl 3
und der Ziffer 3. Drei Apfel waren auch zu Caesars Zeiten drei Apfel, jedoch haben die Ro-
mer die Zahl 3 (in diesem Fall als Mengenangabe verwendet) durch die Symbole III darge-
stellt.

In dem bei uns gebrauchlichen Dezimalsystem werden die zehn Symbole 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
(als Ziffern) benutzt, um die reellen Zahlen zu beschreiben. Statt der zehn Ziffern kann man
allerdings auch eine beliebige andere Anzahl von Symbolen zur Beschreibung der Zahlen
verwenden. Dass wir uns mit anderen Zahlensystemen etwas schwer tun, liegt sicherlich auch
daran, dass die Worter, mit denen wir einzelne Zahlen benennen, an das Dezimalsystem ange-
lehnt sind. Man hétte schlieBlich auch die folgenden Namen fiir Zahlen auswihlen kdnnen:

eins, zwel, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn, plii, kape, rumi ...

Das wire allerdings nicht besonders handlich — wesentlich besser kann man {iber Zahlen
sprechen, wenn die im Dezimalsystem als ,,13 dargestellte Zahl ,,dreizehn® heifit und nicht

173

,,rumi‘,

In der Schule wird gelegentlich das Dualsystem behandelt, dem nur die beiden Ziffern 0 und
1 zugrunde liegen. Wéhrend man im Dezimalsystem, wo zehn Ziffern zur Verfiigung stehen,
ab der Zahl zehn zwei Ziffern verwenden muss (nédmlich: 10), ist dies im Dualsystem schon
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bei der Zahl zwei der Fall. Zur Illustration sind in der folgenden Tabelle die Zahlen von null
bis elf in Dezimal- und Dualschreibweise aufgefiihrt:

dezimal [0 |1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

dual o110 |11 |100 |101 |110 |111 |1000 | 1001 1010 | 1011

Fir diejenigen Leser, die jetzt immer noch ,,weiter bohren* wollen, miissen wir hier anfiigen,
dass man natiirlich auch die Briiche und Kommazahlen ins Dualsystem (und andere Systeme)

iibertragen kann. Der Bruch % z. B. lautet im Dualsystem

10
1’

als Kommazahl 0,10. (Zur Erinnerung: Im Dezimalsystem lautet die entsprechende Komma-

zahl 0,6.) 0,1 (dezimal) wird im Dualsystem zu 0,0001100. Man sieht: Eine abbrechende
Kommazahl kann in einem anderen System zu einer periodischen werden — umgekehrt
kommt es auch vor. Allerdings gilt in jedem System die Aussage, dass die unendlichen nicht-
periodischen Kommazahlen genau den irrationalen Zahlen entsprechen.

Ganz am Schluss wollen wir noch erwihnen, dass in der Informatik gelegentlich das 16-er-
System verwendet wird (auch Hexadezimalsystem genannt). Da man hier 16 Ziffern
braucht, nimmt man zu den Ziffern von 0 bis 9 noch die Buchstaben A, B, C, D, E und F als
weitere ,,Ziffern* hinzu. F steht also fiir die Dezimalzahl 15, 10 fiir die 16 usw.

Beim Umgang mit Zahlen (zum Beispiel beim Rechnen) bedienen sich die meisten Menschen
in den Industrieldndern heute irgendwelcher technischer Hilfsmittel — etwa Taschenrechner
oder PC. Wie geht ein Computer mit Zahlen um — oder anders gefragt: Woher ,,wei3* der
Computer, von welchen Zahlen die Rede ist, wie werden die Zahlen intern dargestellt? Diese
Fragen sind nicht in einem Satz zu beantworten, und wir wollen versuchen, dem Leser we-
nigstens eine Ahnung der Antworten zu vermitteln.

Wie jede Information (z. B. auch Texte oder Bilder) werden Zahlen im Computer durch Bits
und Bytes dargestellt. Dies ist darin begriindet, dass die heute géngigen elektronischen Rech-
ner mit einem Bit als kleinster Informationseinheit umgehen, welches nur die beiden ,,Zu-
stinde* 0 und 1 annehmen kann. Physikalisch (im Rechner) kann das beispielsweise durch
zwei unterschiedliche elektrische Spannungen realisiert sein. Eine Gruppe von acht Bits
nennt man auch ein Byte.

Irgendwelche in einem Computer verarbeitete Bits und Bytes kdnnen also v6llig unterschied-
liche Arten von Daten représentieren. Fiir die richtige Interpretation muss der entsprechende
Kontext sorgen — z. B. ein Textverarbeitungsprogramm, welches von sich aus ,,damit rech-
net“, mit Buchstaben bzw. Texten gefiittert zu werden.
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Beispiel 1.2.1
Wir betrachten die acht Bits bzw. das Byte
(0,1,0,0,1,1,1,0) .

Liest man dieses Byte als Dualzahl, so entspricht es der Dezimalzahl 78 (=64+8+4+2). Liest
man es als ASCII-Zeichen (eine international vereinbarte Codierung von Buchstaben durch
Bytes), dann steht das Byte fiir ,,N“. Man sieht: Es muss festgelegt werden, was gemeint ist.
(Dem Computer ist dies ndmlich ziemlich ,,egal®.) o

Leser mit Programmiererfahrung in einer der géngigen Programmiersprachen wissen an die-
ser Stelle, dass diese prinzipiell nur eine feste beschriankte Anzahl von Bits vorsehen, deren
gespeicherte Inhalte fiir Zahlen stehen. In einer Variante der gebrduchlichen Gleitkomma-
darstellung werden beispielsweise 32 Bits vorgesehen, wobei 24 Bits fiir die Ziffernfolge
und 8 Bits zur Lokalisierung des Kommas verwendet werden. Fiir die Zahl 3765,18 werden
also die Informationen ,,376518“ und ,,4* (fiir: Komma um vier Stellen nach rechts, ausge-
hend von 0,376518 ) gespeichert, fiir die Zahl 0,0034 die Informationen ,,34* und ,,-2* (fiir:
Komma um zwei Stellen nach links, ausgehend von 0,34). Mit diesem Verfahren kénnen
natiirlich nur beschrankt viele Zahlen unterschieden werden; wenn der Rechner mit beliebi-
gen reellen Zahlen rechnen soll, wird er also in der Regel mit Nadherungswerten arbeiten
miissen. Man kann sich vorstellen, dass ein ganzer Zweig der Mathematik damit beschéftigt
ist, die durch die Rundungen sich einschleichenden und fortsetzenden Fehler abzuschédtzen
bzw. einzugrenzen.

Die soeben geschilderten Einschrinkungen beim Umgang mit Zahlen, die ,,im Inneren der
Computer” begriindet sind, konnen allerdings durch intelligente Programme aufgehoben
werden. Soll beispiclsweise eine Software mit groBBeren Zahlen umgehen konnen, als die 32
Bits (um bei den obigen Werten zu bleiben) es zulassen, so muss diese Software eben die
groflen Zahlen zerstiickeln, mit den Teilen rechnen und das Ergebnis dann wieder zusammen
setzen. (Es ist natiirlich nicht einfach, eine solche Software zu programmieren.)

In diesem Zusammenhang sind auch Computeralgebrasysteme interessant, die noch an
zahlreichen Stellen dieses Buches vorkommen werden: Eine solche Software kann symbo-
lisch mit Zahlen umgehen. Um dies an einem Beispiel zu erldutern: Ein Computeralgebrasys-
tem speichert und behandelt die Zahl V2 in Form des symbolischen Ausdrucks »2“ und
nicht etwa in Form eines Néherungswertes 1,414... oder dhnlich. Es muss sich also die Ei-
genschaft merken, dass das Quadrat dieser Zahl 2 ergibt und die Zahl positiv ist — dadurch ist
die Zahl V2 eindeutig charakterisiert! Was besonders schon ist: Durch diese symbolische
Behandlung von Zahlen treten keine Rundungsfehler auf!

1.3 Die komplexen Zahlen

Wie an anderer Stelle bereits gesagt, spielen die komplexen Zahlen in den Natur- und Ingeni-
eurwissenschaften eine Rolle. Eher technik-ferne Leser miissen diesen Abschnitt nicht lesen.
Allerdings wird hier die fiir die Mathematik typische ,,pragmatische Abstraktion” noch ein-
mal besonders deutlich.
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Wiihrend irrationale Zahlen wie /2 und 7 zwar abstrakte Gebilde sind, jedoch in der realen
Welt direkt interpretiert werden kénnen und so einen offensichtlichen Nutzen haben (als Lén-
ge der Diagonalen in einem Quadrat oder Verhiltnis von Umfang und Durchmesser in einem
Kreis), kommen die komplexen Zahlen noch einen ,,Tick® abstrakter daher: Eine direkte
Interpretation als GroBenangabe fiir reale Gegenstande ist gar nicht moglich, man ist sozusa-
gen gezwungen, abstrakt zu denken.

Der Zugang zu den komplexen Zahlen wird leichter, wenn man sich auf ein aus der Mathe-
matik selbst kommendes Motiv einldsst: dass man Gleichungen 16sen mochte, mit denen man
im Bereich der reellen Zahlen bisher seine Schwierigkeiten hat.

Die einfachste und beriihmteste Gleichung, fiir die es im Bereich der reellen Zahlen keine
Losung gibt, lautet
x” +1=0 oder (anders geschrieben) x* =—1.

Dass es keine solche reelle Zahl x geben kann, sieht man sofort ein, denn das Quadrat einer
reellen Zahl ist immer positiv oder (wenn x =0 ist) gleich Null, keinesfalls aber gleich —1 !

Wer mit dem abstrakten Vorgehen seine Schwierigkeiten hat, wird nun folgendes unerhort
finden: Da es keine Losung (im Bereich der reellen Zahlen) gibt, wird eben eine neue ,,Zahl*
erfunden, die Losung dieser Gleichung ist (aber selbstverstandlich keine reelle Zahl). Diese
Zahl wird i genannt. Dass diese Zahl Losung der obigen Gleichung sein soll, kann man jetzt
auch so ausdriicken:

i=~-1
Der néichste Schritt ist nun, dass man mit i rechnet wie mit irgendeiner Unbekannten a, x oder

y: Man darf Zahlen hinschreiben wie 2i +1, ’%5 usw. Wenn man dabei die iiblichen Rechen-

regeln und die Gleichung i* = —1 ausnutzt, kann man jedoch immer zu einer einfachen Dar-
stellung kommen.

Beispiel 1.3.1

3 .
Wir vereinfachen die Zahl % Wegen i’ =—1 bekommt man zunichst %*5 Multipliziert

man nun im Z&hler und Nenner mit £, so ergibt sich:

—i*+5i 1+5i

i -1

=-1-5m

Was in diesem Beispiel geklappt hat, klappt immer — genauer gesagt:

Bildet man aus reellen Zahlen und der Zahl i durch die tiblichen Rechenoperationen neue
Zahlen, so lassen diese sich immer (unter Ausnutzung von i> =—1) in der Form a+b-i
mit reellen Zahlen @ und b hinschreiben.
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Die ,,iblichen Rechenoperationen® schlieBen auf jeden Fall die Grundrechenarten wie Addi-
tion, Multiplikation etc. ein. Es geht aber sogar noch weiter, z. B. gehort auch das Potenzie-
ren dazu: Es stellt sich heraus, dass man sogar eine ,,verriickte Zahl wie 2’ bilden kann, und
auch diese lasst sich in der Form a+b-i darstellen! (Wie dies genau geht, wird in diesem
Buch nicht ausfiihrlich besprochen. Wir kommen auf das Thema aber im Abschnitt iiber Vek-
toren in Kapitel 6 noch einmal zuriick.)

Man nennt nun alle Zahlen der Form a+5-i mit reellen Zahlen a und b die komplexen
Zahlen. a heiit der Realteil, b der Imaginérteil der komplexen Zahl a+b-i. Da a und b
beliebig wahlbar sind, gehort dazu die Zahl i selbst (mit a =0 und b =1), aber auch samtli-
che reellen Zahlen (man wéhle b =0) — die reellen Zahlen sind also in den komplexen ent-
halten. (Bei ihnen hat der Imaginirteil den Wert Null.) Anders gesagt: Die komplexen Zahlen
bilden eine Erweiterung der reellen Zahlen.

Beispiel 1.3.2
Wir rechnen mit komplexen Zahlen.
Addition: 2+3)+(1-)=2+)+GB-Di=3+2i

Subtraktion:  (2+3i)—(1-i)=(2—1)+G+1)i = 1+4i
Multiplikation:  (2+3)-(1—i)=2-1-2-i+3i-1-3i-i =2—2i +3i —3i* = 5+i

L 243i  (2+3i)(1+i) 2+2i+3i+3i° 2+5-3 1 5,
Division: — = - — = = = =4
1—i (-0 +1i) 1—i 2 2 2

Bei der Division verwendet man immer denselben Trick, um das ,,i* aus dem Nenner weg zu
bekommen: Man erweitert Zdhler und Nenner mit der zum Nenner gehdrenden konjugiert
komplexen Zahl. Dazu wird das Vorzeichen vor dem i-Term umgedreht, d.h. die konjugiert
komplexe Zahl zu a+bi ist die Zahl a—bi. In unserem Beispiel ist der Nenner 1-i, des-
halb muss mit 1+i erweitert werden. Wegen der allgemein giiltigen binomischen Formel

(x+y)-(x—y)=x>—»" (siche nichstes Kapitel) und i* = —1 verschwindet so das i aus dem

Nenner. o

Wozu das alles?

Als Motiv fiir die Verwendung der komplexen Zahlen haben wir oben den Wunsch angefiihrt,
dass die Gleichung

¥ =-1

eine Losung haben soll. Das ist allerdings sozusagen ein ,,mathematik-internes* Motiv und
wird viele Leser nicht iiberzeugen. (Warum sollte ich diese Gleichung 16sen wollen?) An
spéteren Stellen dieses Buches — wenn mehr Kenntnisse vorausgesetzt werden kdnnen —
werden fiir die an dieser ,,Wozu-Frage® interessierten Leser wesentlich iiberzeugendere Mo-
tive herausgestellt.
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Zum Schluss muss jedoch auf jeden Fall der zum ersten mal von Carl Friedrich GauB3 im
Jahre 1799 formulierte Fundamentalsatz der Algebra erwahnt werden, der besagt, dass jede
Gleichung der Form

-1
X"+a, X"+ +ax+a,=0

mit beliebigen festen komplexen Zahlen g, (die insbesondere auch sdmtlich reelle Zahlen

sein diirfen!) mindestens eine Losung im Bereich der komplexen Zahlen hat, d. h. es gibt
stets mindestens eine komplexe (moglicherweise sogar reelle!) Zahl, die man fiir x einsetzen
kann, so dass die obige Gleichung richtig ist.” Dieser ,,Fundamentalsatz gilt als einer der
wichtigsten in der Mathematik.

Aufgaben zu Kapitel 1

Wissensfrage 1.1:

In welche zwei Untermengen werden die reellen Zahlen {iblicherweise eingeteilt?

Wissensfrage 1.2:
Was bedeutet die Aussage, dass die Briiche auf der Zahlengeraden ,,dicht* liegen?

Wissensfrage 1.3:

Jemand schreibt eine Zahl auf ein Stlick Papier. Wie konnen Sie feststellen, ob diese Zahl
rational oder irrational ist?

Wissensfrage 1.4:

Warum ist es sinnvoll, zwischen den Begriffen ,,Zahl* und ,,Ziffer* zu unterscheiden?

Wissensfrage 1.5:

In welchem Sinne bilden die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen?

¥ Fir diese Aussage werden wir spéter in diesem Buch die folgende Terminologie verwenden: Jedes
Polynom mit komplexen (insbesondere reellen) Koeffizienten hat mindestens eine komplexe Nullstelle.
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2.1 Grundrechenarten und mehr

,»Na, bist Du wieder am Rechnen? sagt meine Frau schon mal scherzhaft, wenn ich am
Schreibtisch sitze und mich mit Mathematik beschéftige. Dabei ist ihr natiirlich klar, dass die
Mathematik weit mehr umfasst als das Rechnen. (Sie ist iibrigens keine Mathematikerin.)

Was versteht man denn nun unter ,,Rechnen‘?

Es hilft, sich zunédchst an die Grundschule zu erinnern (die zu meiner Zeit noch ,,Volksschu-
le** hieB). Aufbauend auf kleinen Rechenbausteinen (wie Addition und Subtraktion von Zah-
len bis 100, kleines Einmaleins) besteht das dort vermittelte ,,Rechnen im wesentlichen aus
einer Ansammlung einiger Algorithmen (die man allerdings nicht so nennt). Die wichtigsten
Beispiele sind Addition und Subtraktion beliebig groBer natiirlicher Zahlen, schriftliches
Multiplizieren (gemeint ist: von grofleren Zahlen) und schriftliches Dividieren.

Der Begriff des Algorithmus wird an vielen weiteren Stellen dieses Buches eine Rolle spie-
len. Man konnte grob sagen, dass ein Algorithmus ein Verfahren ist, nach dem man etwas
wirklich ausrechnet. Beispielsweise ist prinzipiell klar, dass der Bruch

35169

1234

in eine Kommazahl umgewandelt werden kann (vgl. dazu das vorige Kapitel) — aber wie man
das nun wirklich macht, lernt man beim schriftlichen Dividieren. Charakteristisch fiir einen
Algorithmus ist, dass er aus einfachen Rechenschritten aufgebaut ist, die nach einem genau
vorgeschriebenen Verfahren immer wieder (bis zum Erhalt des Ergebnisses) angewendet
werden miissen. Es liegt auf der Hand, dass man die Durchfiihrung eines Algorithmus auch
einem Computer iiberlassen konnte — man kann sogar zugespitzt sagen: ,,Algorithmus® be-
deutet dasselbe wie ,,von einem Computer durchfiihrbar®.

In dem hier betrachteten Beispiel der Umrechnung des Bruches in eine Dezimalzahl sieht die
Rechnung so aus:

35169:1234=28,5
2468
10489
9872
6170
6170
0
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Man muss also zuerst erkennen, dass 1234 zwei mal in 3516 enthalten ist, subtrahiert dem-
entsprechend 2-1234 = 2468 von 3516 mit dem Ergebnis 1048, ,holt* zusitzlich die Endzif-
fer 9 ,,von oben® usw. — alles simple Schritte!

Wie geht es weiter mit dem Rechnen?

Zunichst geht es darum, die vier Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division von den natiirlichen Zahlen auf alle reellen Zahlen zu iibertragen. Dies ist fiir
Zahlen in Kommadarstellung recht einfach — man muss eigentlich nur aufpassen, was mit
dem Komma passiert. Als schwieriger wird meist der Spezialfall der rationalen Zahlen emp-
funden, wenn diese als Briiche gegeben sind — man spricht von Bruchrechnung. Die folgen-
den Regeln bilden die Basis der Bruchrechnung:

[1  Der Wert eines Bruches dndert sich nicht, wenn man Zahler und Nenner durch die glei-
che Zahl teilt (,,Kiirzen) oder mit der gleichen Zahl multipliziert (,,Erweitern).
10 2 1
Beispiele: 10 =—, —= 3
15 3 7 21
[1  Sind zwei Briiche zu addieren, so werden sie ggf. erweitert, damit sie den gleichen Nen-
ner haben — sie sind dann ,,gleichnamig®. Dann werden die Zahler addiert, der gemein-
same Nenner wird beibehalten.
1 1 3 2 5
Beispiel: —+—=—+—=—
2 3 6 6 6
[1  Zwei Briiche werden multipliziert, indem man die Zahler und die Nenner jeweils mitein-
ander multipliziert.
2 2. 14
Beispiel: 27 = 27 =—
35 3.5 15
[l Zwei Briiche werden dividiert, indem man den ersten Bruch mit dem Kehrwert des zwei-
ten multipliziert. (Den Kehrwert eines Bruches erhélt man durch Vertauschen von Zahler
und Nenner.)
2 2 1
Beispiel: —:z:—-éz—O
35 37 21
Als weitere Rechenarten kommen nun noch das Potenzieren, das Radizieren (auf deutsch:
Waurzelziehen) und das Logarithmieren dazu. Dabei bereitet zahlreichen Menschen beson-
ders der Logarithmus grofle Schwierigkeiten — viele Erstsemester haben vollig vergessen
(oder verdriangt?), was es damit auf sich hat. Um auf diese Rechenarten einzustimmen, be-
ginnen wir mit einem Beispiel.

Beispiel 2.1.1

In einem Landschaftsschutzgebiet hat man in den letzten Jahren beobachtet, dass der Bestand
an frei herumlaufenden Hasen sich pro Jahr um einen konstanten Prozentsatz vergroBert hat.
Der aktuelle Bestand wird auf etwa 1000 Hasen geschitzt.
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a) Mit wievielen Hasen ist bei einem jahrlichen Wachstum des Bestandes von 20 % in 10
Jahren zu rechnen?

b) Um wieviel Prozent jahrlich muss der Bestand wachsen, damit sich die Anzahl in 5 Jahren
verdoppelt?

¢) In wievielen Jahren werden es bei 20 % Wachstum pro Jahr mehr als 3000 Hasen sein?

Bevor diese Fragen bearbeitet werden, miissen wir an zwei grundlegende Dinge erinnern, die
spéter in diesem Kapitel noch einmal vorkommen werden:

[J  Eine Zahl um 20 % zu erhohen, bedeutet rechnerisch, sie mit 1,2 zu multiplizieren.

(1 Wenn man eine Zahl a n-fach mit sich selbst multipliziert, erhilt man die Potenz a”, z.
B.2:2:2=2 oder 1,2-1,2-1,2-1,2=1,2" usw.

Jetzt zu den Fragen.

a) Man hat offenbar nach einem Jahr 1000-1,2 =1200 Hasen, nach zwei Jahren (da nun die
1200 um 20 % wachsen!) 1200-1,2 =1440 etc. Das letzte Ergebnis kann man auch als

1000-1,2* schreiben. Damit ist klar, dass man die gesuchte Anzahl (nach 10 Jahren) als

1000-1,2" erhilt. Wir verwenden also das Rechnen mit Potenzen, hier ergibt sich als Ergeb-
nis ca. 6192.

b) Bezeichnet man den gesuchten Wachstumsfaktor mit w (in Teil a) war w=1,2), so fiihrt
die Aussage, dass sich der Bestand in 5 Jahren verdoppelt, zu der Gleichung

1000w’ =2000 .

Wir wollen nun aber wissen, wie groB w ist. Dazu miissen wir diese Gleichung umformen":
Wenn auf beiden Seiten durch 1000 geteilt wird, ergibt sich

w=2.

Man nennt die gesuchte Zahl w, deren 5-te Potenz 2 ergibt, die fiinfte Wurzel aus 2 und
schreibt dies so hin:

w=32
Den Zahlenwert kann man sich z. B. mit Hilfe eines Taschenrechners besorgen, man erhilt

ca. 1,1487. Zuriick zur Fragestellung: Das Ergebnis bedeutet, dass bei einem jahrlichen
Wachstum von ca. 14,87 % sich die Anzahl in 5 Jahren verdoppelt.

¢) Da wir nun geiibt sind, kénnen wir fiir die in c) gestellte Frage sofort die relevante Glei-
chung aufstellen:

1000-1,2" =3000
Dabei steht # fiir die gesuchte Anzahl von Jahren. Teilen durch 1000 fiihrt zu:
,2" =3

Y Wie man Gleichungen umformt und nach ,,Unbekannten auflost, wird ausfiihrlicher im néichsten
Kapitel besprochen.
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Leider kommt man nun weder durch Potenzieren noch durch Wurzelziehen an das n heran —
man stellt sozusagen eine neue Frage. Man nennt die gesuchte Zahl, mit der man 1,2 poten-

zieren muss, um 3 zu erhalten, den Logarithmus von 3 zur Basis 1,2, und schreibt dies so
hin:

n=log,,3

Hier ergibt sich fiir n ca. 6,026. (Spéter mehr dazu, wie man an diese konkreten Zahlen
kommt.) Fiir die Fragestellung heisst das: In etwas mehr als 6 Jahren werden es mehr als
3000 Hasen sein.""' m

Man sieht an diesem Beispiel:

So wie das Dividieren in gewisser Weise die Umkehrung des Multiplizierens ist, ist das
Logarithmieren eine von zwei moglichen Umkehrungen des Potenzierens. (Die andere
Umkehrung ist das Wurzelziehen.)

Die Beziehungen all dieser Rechenarten zueinander wollen wir uns noch einmal ansehen. Das
Addieren kann man durch die Gleichung a+b =? charakterisieren: Man hat zwei Zahlen a
und b und will deren Summe wissen. Setzt man aber das Fragezeichen an eine andere Stelle
und schreibt hin

a+?=>b,

so wird man auf die Subtraktion gefiihrt — die Losung lautet ndmlich »—a . In der folgenden
Tabelle ist zusammengestellt, welche Fragen zu den unterschiedlichen Rechenarten fiihren:

Frage Losung
a+b="? ?7=a+b
a+?=>b ?7=b—-a
a-b="? ?7=a-b
2=
a-7=>b ?:2
a’ =7 2=a"
?b:a ?:%
a =b ?=log, b

¥ Das hier verwendete mathematische Modell (jahrlich prozentuales Wachstum) kann die Realitit
natiirlich nur in Grenzen beschreiben — rechnerisch ergiben sich bei 20 % Wachstum in 100 Jahren
mehr als 80 Millionen Hasen, was selbstverstdndlich Unsinn ist. (Wenn das Gebiet eine Gréfie von 5
mal 5 km hat, sind das 3 Hasen pro Quadratmeter.)
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In der Tabelle sind der Einfachheit halber einige einschrinkende Bedingungen weggelassen.
So ist % nur im Falle a # 0 erklért, bei a” wird a >0 vorausgesetzt.

Dabei liest man a” als ,,a hoch b, Q/; als ,,b-te Wurzel aus a* und log, b als ,,Logarithmus
von b zur Basis a*“. In Worten bedeutet das:

Ya ist diejenige Zahl, deren b-te Potenz a ergibt'™. log, b ist diejenige Zahl, mit der a

potenziert werden muss, um b zu erhalten.

Zur Bedeutung der Schreibweise

ab

ist an dieser Stelle eine Klarstellung nétig. Ist # eine natiirliche Zahl, so steht " fiir die n-
malige Multiplikation von a mit sich selbst, also

a’=a-a,a =a-a-a usw.
Was aber ist a*?

Es gibt gute Griinde dafiir, dass in der Mathematik hierfiir die folgende Festlegung getroffen
wird™:
4
a™* oder a' ist dasselbe wie 1\0/57 ,
allgemeiner:

m

a" wird als ¥a™ erklart.
Im néchsten Schritt wird dann noch die Bedeutung von a” fiir beliebige reelle Exponenten b
festgelegt — wie genau dies geschieht, soll hier nicht betrachtet werden. Damit haben sogar

. . o) . .
Ausdriicke wie a*? oder a” einen Sinn.

Potenzieren, Radizieren und Logarithmieren schauen wir uns zur Verdeutlichung anhand
eines weiteren Beispiels an.

Beispiel 2.1.2

Herr K. legt 1000 € auf einem Sparbuch an, welches jéhrlich 3 % Zinsen bietet. Die in einem
Jahr erzielten Zinsen werden in den darauf folgenden Jahren mitverzinst (,,Zinseszins*). Er
stellt sich die folgenden Fragen:

a) Auf welchen Betrag wachsen die 1000 € in 10 Jahren, wenn in dieser Zeit von dem Konto
weder etwas abgehoben noch zusitzlich etwas eingezahlt wird?

Vit Ublicherweise wird die zweite Wurzel bzw. Quadratwurzel Ya durch Va abgekdirzt.
" Auf einen solchen ,,guten Grund“ werden wir im néchsten Abschnitt stoBen.
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b) Nach wievielen Jahren verdoppelt sich der Betrag auf dem Sparbuch auf 2000 €?

¢) Wieviel Zinsen hitte es geben miissen, damit bereits nach 10 Jahren auf dem Konto 2000
€ zur Verfligung stehen?

Der Schliissel zur Beantwortung dieser Fragen liegt in der folgenden Beobachtung, die auch
schon im vorigen Beispiel verwendet wurde: Man addiert zu einem Betrag 3 % dieses Betra-
ges hinzu, indem man den Betrag mit der Zahl 1,03 multipliziert.

Dies bedeutet: Aus den 1000 € werden in einem Jahr
1000-1,03 =1030 €,
nach zwei Jahren stehen
1030-1,03 bzw. 1000-1,03* €
zur Verfiigung (das sind 1060,90 €),
nach » Jahren sind es
1000-1,03" €.

Nun zur Beantwortung der Fragen.
a) Hier ist nach der Zahl

1000-1,03"

gefragt. Man kann entweder 1,03" per Hand ausrechnen (das ist etwas miihsam) oder einen

Taschenrechner benutzen — Ergebnis ist (auf 6 Dezimalstellen gerundet) 1,34392, d. h. die
Antwort auf die Frage lautet: 1343,92 €.

b) Bezeichnet man die gesuchte Anzahl von Jahren mit 7, so lautet die Aufgabenstellung, die
GroBe von n aus der Beziehung

1000-1,03" = 2000
zu bestimmen. Teilt man auf beiden Seiten dieser Gleichung® durch 1000, so bekommt man:
1,03" =2
Das gesuchte n ist folglich der Logarithmus von 2 zur Basis 1,03:
n=log, 2
Diese Losung ist natiirlich noch unbefriedigend, man hétte lieber eine reelle Zahl in Komma-

darstellung als Losung — mit anderen Worten muss man noch herausbekommen, welche Zahl
log, ,; 2 denn nun konkret ist. Leider kann man die Zahl log, ,, 2 mit den meisten handelsiib-

lichen Taschenrechnern nicht direkt bestimmen, oft kénnen nur Logarithmen zur Basis 10
abgelesen werden (in der Regel mit dem Befehl ,,log“ oder auch ,,lg*). Zum Gliick reicht dies
aber aus, denn es gilt™:

* Wie gesagt: Was man bei Gleichungen alles ,,darf*, wird ausfiihrlicher im néchsten Kapitel behandelt.
¥ Hierzu findet sich im néchsten Abschnitt eine Erkldrung.



2.2 Rechnen mit Hilfsmitteln 29

log,, 2
080 1>
Damit ergibt sich
0,301030
0813 2= 012837 = 2

Nach 24 Jahren haben sich also die 1000 € (mehr als) verdoppelt.
¢) Bei dieser Frage wird man auf die Gleichung
1000-z' = 2000
oder (nach Teilen durch 1000)
20 =2
gefiihrt. Losung ist
z=2~1,0718

Es hitte also ca. 7,18 % Zinsen jahrlich geben miissen, dann wéren die 1000 € schon in 10
Jahren auf 2000 € gewachsen. o

2.2 Rechnen mit Hilfsmitteln

Wir wollen uns nun wieder der Frage zuwenden, wie man konkret rechnet — damit ist ge-
meint: wie man zu einem Ergebnis in Form einer Kommazahl kommt. Anders gesagt: Wie
ermittelt man in den folgenden Berechnungen die auf den rechten Seiten stehenden Ergebnis-
se?

7583+ 8998 = 16581
24711-33254 = ~8543
234,56-345,67 = 81080,3552
12345678 - 67,89 = 838148079, 42
35169:1234 = 28,5

437 = 271818611107

343 =3,503398

log,, 43 = 1,633468

(Die beiden letzten Ergebnisse sind auf 6 Stellen hinter dem Komma gerundet.)

Welche dieser 7 Ergebnisse kann man ,,per Hand“ ausrechnen, und fiir welche Rechnungen
braucht man Hilfsmittel wie Taschenrechner oder Computerprogramme? Diese Frage wollen
wir nun ausfiihrlich diskutieren.

Die Frage hat eigentlich eine sehr einfache Antwort: Man kénnte alles per Hand ausrechnen —
allerdings muss man unter Umstinden eine Menge Zeit und Ausdauer mitbringen, so dass die
Benutzung moderner Hilfsmittel durchaus sinnvoll ist. Dafiir bieten sich Taschenrechner
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oder Computeralgebrasysteme an; einige kldrende Worte zu diesen beiden Begriffen finden
sich in einem Extrakasten.

Taschenrechner und Computeralgebrasysteme

Eigentlich weill heute jeder, was ein Taschenrechner ist. Diese kleinen Gerite unterschei-
den sich sehr stark in ihrer Leistungsfahigkeit — was sie jedoch alle konnen, ist numeri-
sches Rechnen (also Rechnen mit Zahlen) bis zu einer gewissen Genauigkeit. Bessere
(und teurere) Taschenrechner haben heute ein etwas groferes Display und kénnen auch
Funktionen grafisch darstellen, manche konnen sogar symbolisch rechnen.

Die Féhigkeit, auch symbolisch rechnen zu konnen, zeichnet (neben anderen Fahigkeiten)
Computeralgebrasysteme aus. Allgemein kann man es so ausdriicken: Ein Computeral-
gebrasystem ist ein Softwaresystem, das auf einem Rechner (z. B. einem PC) die Losung
mathematischer Aufgaben gestattet wie beispielsweise die Umformung komplizierter
Ausdriicke, die Bestimmung von Ableitungen und Integralen, die Losung von Gleichun-
gen und Gleichungssystemen, die grafische Darstellung von Funktionen einer oder meh-
rerer Variabler, und vieles andere mehr. Auch numerische Berechnungen werden mit ge-
wiinschter Genauigkeit durchgefiihrt.

Bei den meisten Computeralgebrasystemen konnen Daten ex- und importiert werden.
Auch bieten die Systeme in der Regel umfangreiche Bibliotheken mit Zusatzpaketen spe-
zieller mathematischer Gebiete an, die nach dem Start zusitzlich geladen werden konnen
und den Grundvorrat an Definitionen und Befehlen erweitern.

Die bekanntesten Computeralgebrasysteme sind Mathematica, Maple, MuPAD und Deri-
ve, dazu kommen die auf ingenieurwissenchaftliche Anwendungen besonders zugeschnit-
tenen Systeme Mathcad und Matlab. Alle diese Systeme sind lizenzpflichtig, wobei es in
der Regel recht giinstige Angebote fiir Schulen und Hochschulen sowie Schiiler und Stu-
dierende gibt.

Nun also zu den obigen Berechnungen.

Die ersten vier Berechnungen gehdren zu den Grundrechenarten. Wir erinnern an den Beginn
dieses Abschnitts: Die entsprechenden Algorithmen (also detaillierten Rechenwege) werden
bereits in den ersten Schuljahren behandelt. Allerdings muss man an dieser Stelle fragen, bis
zu welchen GroBenordnungen der beteiligten Zahlen man tiblicherweise wirklich per Hand
rechnet. Bei der obigen Aufgabe 234,56-345,67 werden heute die meisten Zeitgenossen
einen Taschenrechner zu Hilfe nehmen. Noch klarer ist dies bei dem folgenden Beispiel:

12345678-67,89

Diese Aufgabe wiirde man keinem Grundschulkind zumuten, obwohl es sie natiirlich 16sen
konnte (mit Zeit und viel Zuspruch). Auch ein Erwachsener wiirde jeden fiir verriickt erkla-
ren, der ihn auffordert, die Losung per Hand auszurechnen — er wiirde bevorzugt seinen Ta-
schenrechner einsetzen. Dabei gibt es jedoch ein kleines Problem: Mein Taschenrechner (ein
dlteres Modell namens ,, T1-74%), der nur 10 Ziffern ausgibt und sonst rundet, liefert als Ant-
wort: 838148079,4
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Der genaue Wert ist allerdings 838148079,42. Wenn man ofter solche Rechnungen prézise
ausfiihren mochte, muss man sich also entweder einen besseren Taschenrechner besorgen (bei
dem man u. U. die Anzahl ausgegebener Ziffern selbst einstellen kann) oder ein Computeral-
gebra-System benutzen.

Kommen wir zur Berechnung von 437. Einen Menschen, der dies ohne Murren per Hand
(vielleicht auch noch gerne!) ausrechnet, wiirden wir sicher als merkwiirdigen Zeitgenossen
ansehen. Mein Taschenrechner gibt folgende Losung aus:

2,718186E +11

Wie bei Taschenrechnern iiblich, bedeuten die Zeichen ,, E+11%, dass die davor stehende Zahl
(hier 2,718186) mit 10" zu multiplizieren ist (d. h. das Komma muss 11 Stellen nach rechts),
die ausgegebene Zahl ist also gleichbedeutend mit:

271818600000

Dies ist nur eine ungefédhre Losung, mein Taschenrechner ist hier iiberfordert. Die richtige
Losung (siehe oben) bekommt man z. B. mit einem Computeralgebra-System.

Mit der Berechnung von Y43 ist man endgiiltig liber den Stoff der ersten Schuljahre hinaus.

Erinnern wir uns an das erste Kapitel: 43 ist eine irrationale Zahl, d. h. in der Kommadar-
stellung besitzt sie unendlich viele Stellen hinter dem Komma ohne irgendwelche periodi-
schen Wiederholungen. Damit ist von vornherein klar, dass man diese Zahl in Kommadarstel-
lung (man sagt auch: numerisch) niemals prizise angeben kann, man kann immer nur ir-
gendwann nach dem Komma abbrechen und hat einen Niherungswert™. Fiir die Berechnung
solcher Néaherungswerte stellt das Teilgebiet der Numerischen Mathematik Algorithmen zur
Verfiigung, die allerdings in der Schule meist nicht angesprochen werden.

Wer sich hier nicht tiefer hineindenken mdchte, kann das folgende Beispiel getrost {ibersprin-
gen.

Beispiel 2.2.1

43 kann man niherungsweise mit dem folgenden Verfahren berechnen. Man startet mit
einem Wert, der einigermaflen in der Néhe liegt, z. B. n, =4. (n, steht fiir ,,Ndherung 1)
Hat man die Ndherung n, bestimmt, so berechnet man jeweils die ndchste Ndherung n,,,
nach folgender Formel:

n’ —43

2

n =n, —
k+1 k
3. n;,

Es stellt sich heraus, dass mit fortschreitender Rechnung die erhaltenen Werte immer naher
an den richtigen Wert von 3/43 riicken. Hier ergibt sich:

X Man beachte: Die Beschreibung ,,&‘/E “ dieser Zahl, die man symbolisch nennt, enthilt keine Run-
dungsfehler und ist insofern exakter.
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3_
n, :4—4—‘2‘3=4—2=3,5625
3-4 48
3_
ny=3,5625 - 2208 =8 3 50437
3:3,5625

Man sieht, dass sich die Zahlen n, sehr schnell dem exakten Wert nihern, der bei etwa
3,5034 liegt. ' o

Auch Taschenrechner und Computeralgebrasysteme verwenden solche numerischen Verfah-
ren, um Niherungswerte fliir Wurzeln (oder auch Logarithmen, darauf kommen wir gleich)
ausgeben zu konnen. Es gibt fiir die unterschiedlichen Problemstellungen jeweils mehrere
solcher Naherungsverfahren, die sich in ihrem Rechenaufwand unterscheiden, jedoch auch
hinsichtlich der ,,Geschwindigkeit, mit der man sich der exakten Losung nédhert. Das Teilge-
biet der Mathematik, welches sich mit der Erarbeitung und Bewertung solcher Naherungsver-
fahren beschéftigt, heisst (wie bereits gesagt) Numerische Mathematik; seit einiger Zeit
wird fiir dieses und verwandte Gebiete auch die Bezeichnung Wissenschaftliches Rechnen
verwendet.

SchlieBlich miissen wir noch iiber Logarithmen sprechen — wie berechnet man log,, 43 ? Es

verhélt sich bei den Logarithmen dhnlich wie bei den Wurzeln: In der Regel handelt es sich
um irrationale Zahlen, fiir die man mit numerischen Verfahren beliebig gute Nédherungswerte
ausrechnen kann. Auch Taschenrechner und Computeralgebrasysteme wenden solche Verfah-
ren an. Auf die detaillierte Beschreibung eines solchen Verfahrens wollen wir hier verzichten.

Beim Thema Logarithmen miissen noch die — mittlerweile vollkommen aus der Mode ge-
kommenen — Logarithmentafeln erwéhnt werden. Es handelt sich dabei um mehrseitige
Tabellen, aus denen die Logarithmen zur Basis 10 (oder auch zu anderen Basen) abgelesen
werden konnen. Zur Illustration ist im folgenden Bild ein Ausschnitt einer Seite gezeigt:

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

200 | 3010 | 3012 | 3015 |3017 | 3019 | 3021 | 3023 | 3025 | 3028 | 3030

201 | 3032 | 3034 | 3036 | 3038 | 3041 | 3043 | 3045 | 3047 | 3049 | 3051

202 | 3054 | 3056 | 3058 | 3060 | 3062 | 3064 | 3066 | 3069 | 3071 | 3073

Wie benutzt man diese ,, Tafel“?

*il B handelt sich hier um das so genannte Newton-Verfahren. Dass man damit immer bessere Nihe-
rungswerte bekommt, kann man selbstverstindlich begriinden — um diese Begriindung zu verstehen,
braucht man allerdings die Anfange der Differenzialrechnung.
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Angenommen, man mdchte den 10-er-Logarithmus von 2,0235 wissen, also log,,2,0235.

Die Tafel zeigt nur die Werte fiir 2,023 (ndmlich 0,3060) und 2,024 (ndmlich 0,3062). Des-
halb muss man ,,interpolieren®, d. h. man nimmt als Ndherung den genau zwischen diesen
beiden Zahlen liegenden Wert und kommt so zu

log,, 2,0235 ~ 0,3061 .

Interessant ist nun, wie man den Logarithmus des zehnfachen Wertes (also log,,20,235)
bestimmt: man muss einfach 1 addieren, d. h.

log,, 20,235~ 1,3061

Warum dies so ist, wird im nédchsten Abschnitt noch einmal angesprochen. Jedenfalls ist dies
der Grund dafiir, dass die Logarithmentafeln nur Ziffernfolgen und keine Kommas bzw. voll-
staindige Kommazahlen enthalten.

Wie gesagt: Heute verwendet kaum noch jemand solche Logarithmentafeln. Wenn man auf
das Problem stoBt, den Dezimalwert eines Logarithmus wissen zu wollen (was, wie in Bei-
spiel 2.1.2 gesehen, in der Finanzmathematik passieren kann), so ziickt man eben seinen
Taschenrechner.

2.3 Rechnen mit Buchstaben — Rechenregeln

Bei vielen Menschen, die ein distanziertes Verhiltnis zur Mathematik haben, kommt schon
dann ein Gefiihl der Befremdung auf, wenn in einer mathematischen Formel ein Buchstabe
auftaucht, so z. B. in

a-(b+1)
oder (noch schlimmer, weil mit ,x*)
X +3-x-7.
(Apropos ,,x“: Wir verweisen besonders auf das néchste Kapitel.)

Es ist kein Zufall, dass schon in den vorigen Abschnitten an einigen Stellen Buchstaben als

b

eine Art ,,Platzhalter fiir Zahlen verwendet wurden, z. B. in Ausdriicken wie a ,f oder in

einer Gleichung wie
S5+x=7.

Man kommt ndmlich ohne Buchstaben nicht aus. Man nennt a, b, x usw. in einem mathemati-
schen Rechenausdruck Variablen und verbindet damit die Vorstellung, dass anstelle der Vari-
ablen bei Bedarf konkrete Zahlen eingesetzt werden kdnnen. Das Teilgebiet der Mathematik,
welches den Umgang mit Rechenausdriicken und Variablen behandelt, wird traditionell Al-
gebra genannt. (Das ist sozusagen die ,,alte” Algebra. In der modernen Algebra werden
iber Zahlenbereiche hinausgehende allgemeine Strukturen untersucht, bei denen nicht nur
Variablen fiir einzelne Elemente — wie z. B. Zahlen — stehen, sondern auch die Rechenopera-
tionen wie ,,+*“ und ,,- ““ nicht fest vorgegeben sind.)
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Doch zuriick zu den Rechenausdriicken und Gleichungen fiir reelle Zahlen. Es gibt bei Glei-
chungen einen prinzipiellen Unterschied, den wir an den beiden Beispielen

@D a-(b+l)=a-b+a
und

I  S+x=7
erkldren wollen.

Mit Gleichung (I) soll ein Rechengesetz ausgedriickt werden — egal, welche Zahlen man fiir a
oder b einsetzt, die Resultate auf beiden Seiten sind immer gleich. Man spricht in einem sol-
chen Fall von einer Identischen Gleichung.

Bei Beispiel (II) liegt die Sache anders: Wir suchen eine Zahl, die fiir x eingesetzt auf beiden
Seiten dasselbe ergibt. Anders gesagt: Man mdchte die Losungen fiir x bestimmen. (Dabei
kann es auch vorkommen, dass es mehrere solche Losungen gibt.) Eine solche Gleichung
nennt man Bestimmungsgleichung. Mit Bestimmungsgleichungen wird sich Kapitel 3 be-
schiftigen. Im Rest des vorliegenden Abschnitts behandeln wir ausschlieBlich Identische
Gleichungen, die wir auch Rechenregeln nennen.

Eigentlich wiirde man gern alle Rechenregeln aufzihlen. Man hitte dann eine komplette
Ubersicht dariiber, welche Gleichungen immer richtig sind — egal, welche Zahlen fiir die
vorkommenden Variablen eingesetzt werden. Nach kurzer Uberlegung sieht man jedoch ein,
dass eine solche komplette Aufzdhlung iiberhaupt nicht mdglich ist. Schauen wir beispiels-

xiv,

weise auf die folgenden drei Gleichungen™":
alb+1)=ab+a
a(b+2)=ab+2a
alb+c)=ab+ac

Die ersten beiden sind sich sehr dhnlich, was jedoch wichtiger ist: Sie folgen beide aus der
dritten! Wenn man némlich in der dritten Gleichung fiir ¢ den Wert 1 einsetzt, bekommt man
die erste usw. Die dritte Gleichung ist mit anderen Worten eine Verallgemeinerung der ersten
wie auch der zweiten, anders herum: Die beiden ersten Gleichungen sind Spezialisierungen
der dritten.

Dies bedeutet: Wenn man eine Ubersicht iiber alle Rechenregeln gewinnen will, reicht es aus,
nur die allgemeinsten Gleichungen hinzuschreiben, alle anderen folgen dann aus diesen.
Solche Grundaussagen, aus denen mit Hilfe korrekter logischer Schliisse alle weiteren richti-
gen Aussagen abgeleitet werden konnen, werden in der Mathematik Axiome genannt. Die
Grundaussagen bzw. Axiome selbst werden dabei an den Anfang gestellt und miissen nicht
weiter begriindet werden.

Die letzte Aussage bedeutet natiirlich nicht, dass man vollig frei ist, irgendwelche beliebigen
Axiome an den Anfang einer Theorie zu stellen — dies wire eher eine Spielerei und hétte mit

¥ Ab jetzt verwenden wir die iibliche Konvention, dass das Multiplikationszeichen " " zwischen zwei
Ausdriicken auch weggelassen werden darf und dass ,,Punktrechnung vor Strichrechnung* geht.
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anwendungsorientierter Mathematik wenig zu tun. Schauen wir wieder auf das Rechnen mit
reellen Zahlen, um diesen Punkt deutlich zu machen: Die identische Gleichung

a+b=b+a

ist sicher ein hervorragender Kandidat fiir ein Axiom, denn es diirfte jedem schwer fallen,
eine noch allgemeinere Gleichung anzugeben, aus der diese dann folgt. Dass es verniinftig
ist, die Giiltigkeit dieser Gleichung ,,axiomatisch® vorauszusetzen, kann man auf vielfiltige
Weise klar machen — logisch ableiten kann man diese Gleichung jedoch aus irgendwelchen
anderen Gleichungen nicht.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wollen wir uns wieder den Identischen Gleichungen
zuwenden. Im folgenden werden wir die wichtigsten (fiir den Bereich der reellen Zahlen)
Identischen Gleichungen bzw. Rechenregeln aufzihlen und mitunter anhand von Beispielen
erlautern. Bei diesen ,,wichtigen Gleichungen handelt es sich nicht immer um Axiome. Mit
anderen Worten wird es auch vorkommen, dass eine dieser Gleichungen schon aus anderen
logisch folgt, jedoch trotzdem aufgefiihrt wird, weil sie besonders prignant ist oder sogar
einen berithmten Namen hat (Beispiel: Binomische Formeln, siche weiter unten).

Neben der bereits erwéhnten Gleichung
a+b=b+a

sind die folgenden die wichtigsten Rechenregeln, in denen nur die Grundrechenarten vor-
kommen:

a+b+c)=(a+b)+c
ab =ba
a(bc) = (ab)c
a(b+c)=ab+ac

Um weitere wichtige Eigenschaften der reellen Zahlen durch Axiome ,.einzufangen®, fiigt
man iiblicherweise noch hinzu,

dass es zu jeder Zahl a eine Zahl —a gibt derart, dass stets gilt: a+(—a)=0, ferner
—(-a)=a;

1

dass es zu jeder Zahl a#0 eine Zahl % gibt derart, dass stets gilt: a-zzl, ferner

/l:a.
a

Auflerdem sind die Vorzeichenregeln fiir die Multiplikation zu erwdhnen:

a-(=b)=-ab
(—a)-b=—ab
(—a)-(-b)=ab

Auch auf das Rechnen mit Betrigen muss an dieser Stelle kurz eingegangen werden. Der
Betrag (auch: Absolutbetrag) |a| einer reellen Zahl a ist folgendermafien definiert:



36 2 Rechnen

|a|:a, fallsa>0

|a| =—a, fallsa<0

Damit ist |5| =5, |—3| =3 usw. Kurz gesagt: Man bekommt den Betrag, indem man ein even-

tuelles Minuszeichen vor der Zahl weglésst. Fiir das Rechnen mit Betrigen gelten die beiden
folgenden Gleichungen:

ja-B|=al-[p|
a_ld
b_|b| (fiir b # 0)

Die Gleichung

ja-+b]=al +[2]
gilt nicht allgemein, sondern nur dann, wenn @ und b das gleiche Vorzeichen besitzen - all-
gemein richtig ist lediglich die sogenannte Dreiecksungleichung™:

|a+b| <|a|+]b|

Ein weiteres wichtiges Rechengesetz, welches man aus den oben aufgezihlten Regeln folgern
kann, ist:

(a+b)c+d)=ac+ad+bc+bd

In Worten heisst das:

Bei der Multiplikation von zwei Klammerausdriicken ist jedes Glied der einen Klammer
mit jedem Glied der anderen Klammer zu multiplizieren. Man sagt dann auch, man wiirde
die beiden Klammern ,,ausmultiplizieren®.

Drei Spezialfille dieses Gesetzes sind unter dem Namen Binomische Formeln bekannt:
0 (a+b) =a*+2ab+b*,
denn (a+b)* =(a+b)a+b)=aa+ab+ba+bb=a’+2ab+b".
0 (a—b) =da’-2ab+b,
denn (¢—b)’ =(a-b)a—-b)=aa—ab—ba+b* =a’>—2ab+b".
0 (a+b)a-b)=a’-b’,
denn (a+b)a—b)=aa—ab+ba—bb=a"-b".
Man kann diese Art von Formeln natiirlich noch weiter verfolgen und sich iiberlegen, wie

(a+b)’, (a+b)* ausmultipliziert aussehen. Fiir diese beiden Fille erhilt man:

*¥ Wie man sieht, gibt es nicht nur wichtige Gleichungen, sondern auch interessante Ungleichungen.
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a+b) =a’ +3a’b+3ab® +b’
(
(a+b)' =a* +4a’b+6a’b* +4ab’ +b*

Die hier auftretenden Koeffizienten kann man sich u. a. mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks
beschaffen:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Man erinnert sich: Beim Pascalschen Dreieck ist jede Zahl gerade die Summe der beiden
schrig tiber ihr stehenden Zahlen. Die Koeffizienten, die sich beim Ausmultiplizieren von

(a+b)" ergeben, stehen in der (n+1) -ten Zeile des Pascalschen Dreiecks.®"

An dieser Stelle ist es angebracht, den Gebrauch des allgemeinen Summenzeichens Z und

des Produktzeichens H zu erkldren. Um den inhaltlichen Fluss nicht zu stéren, ist dazu

ein Extrakasten eingefiigt, den man auch zunéchst iiberspringen kann.

Die Rechenregeln, die Divisionen beinhalten, erinnern an die Regeln der Bruchrechnung, die
in Abschnitt 2.1 angesprochen wurden. Statt a : b wird auch % geschrieben. Allerdings ist zu

beachten, dass hier nun fiir die Variablen a, b etc. beliebige reelle (und nicht nur natiirliche)
Zahlen eingesetzt werden diirfen:

a+b:£+ﬁ (falls x #0)
X X x

%:% (falls b,x # 0)
%.322’_0 (falls b,d + 0)
%;%:% (falls b,c,d #0)

(Anmerkung am Rande: Alle diese Rechenregeln konnen aus den vorher aufgezéhlten Regeln

abgeleitet werden, wenn man beriicksichtigt, dass a:b dasselbe ist wie a1 )

b

™ m Kapitel Zdhlen, in dem die Binomialkoeffizienten behandelt werden, werden wir erkldren kdnnen,
wieso das Pascalsche Dreieck ,,funktioniert®.
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Beispiel 2.3.1

Die aufgefiihrten Rechenregeln werden oft dazu verwendet, mathematische Rechenausdrii-
cke, in denen Variablen vorkommen, zu vereinfachen — das bedeutet: in einfachere Ausdriicke
umzuwandeln, in denen weniger Rechenoperationen oder Variablen vorkommen.

Schauen wir etwa auf den Ausdruck
alb+c)+alb-c).
Durch Ausmultiplizieren erhdlt man
a(b+c)+a(b—c)=ab+ac+ab—ac=2ab,

d. h. der anfangliche Ausdruck kann durch den zweifellos einfacheren Ausdruck 2ab ersetzt
werden. o

Summen- und Produktzeichen

Hat man mehrere Summanden in einer Summe oder mehrere Faktoren in einem Produkt,
so kann man sich abkiirzender Schreibweisen bedienen. So steht etwa

4
in
i=1
fiir
X X, X+ X, .
Man liest: Summe iiber x, von 1 bis 4. Besonders niitzlich ist diese Schreibweise, wenn
die Anzahl der Summanden variabel ist, so in

n
PIEA
i=1

was fiir
X X, +otX,
steht, wo mit ,,...“ gearbeitet werden muss.
Das Produktzeichen, welches entsprechend wie das Summenzeichen verwendet wird,
sieht so aus:

k
In diesem Beispiel steht es fiir
Ay ay ... q, .

Da nicht prizise definiert wurde, wann wir einen Ausdruck ,.einfacher* als einen anderen
nennen wollen, kann es natiirlich vorkommen, dass dies ,,Geschmackssache* ist. Beispiels-
weise kann
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umgeformt werden in
b’ —a’
ab

Welcher Ausdruck ist einfacher? Bei der Berechnung des zweiten Ausdrucks muss man zwar
nur einmal dividieren, aber dafiir dreimal multiplizieren — das muss man beim ersten iiber-
haupt nicht.

Nun kommen wir zu den Rechenregeln fiir Potenzen und Wurzeln. Ausgangspunkt ist die
folgende Festlegung:

Das n-fache Produkt einer Zahl a mit sich selbst ergibt die n-te Potenz dieser Zahl,

a-a-..-.a=a .

Man nennt dabei a" eine Potenz, a deren Basis und » den Exponenten.

Im Grunde hat man hiermit zunéchst nur eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt. Die fol-
genden hierfiir geltenden Rechenregeln sind recht einfach einzusehen:

a”l .anl — aVl+Wl
am =a"" (fallsa#0,n>m)
a
a"-b" =(a-b)
an a n
=|— alls b+ 0
o [bj (fe )
(an)m — an-m

Ferner wird a” =1 festgelegt, falls a#0 ist — 0° ist dagegen nicht definiert. Die Regeln
sind so zu verstehen, dass fiir a und b beliebige reelle Zahlen und fiir m und »n natiirliche
Zahlen eingesetzt werden diirfen.
Nun kommt jedoch ein entscheidender Schritt. Aus vielen Griinden, die teils aus der Mathe-
matik selbst, teils aus Anwendungen kommen, mdchte man nicht nur Potenzen der Form a*,
@’ usw. verwenden, sondern auch

a’, a® und a”.
Kurz gesagt: Fiir beliebige reelle Zahlen (jetzt allerdings mit der Einschrdnkung a >0) soll
a" eine Bedeutung haben (mit wenigen Ausnahmen wie z. B. 0°). Aber was soll beispiels-
weise a sein? Man kann ja schlecht a ,,-2 mal mit sich selbst multiplizieren“. Der Schliissel
zum Verstidndnis des Ganzen liegt in den oben aufgezdhlten Rechenregeln fiir Potenzen —
wenn diese allgemein gelten sollen, dann kénnen die Festlegungen nur auf eine Weise erfol-
gen. Wir machen dies an einem Beispiel klar:
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Wenn

n+m

a"-a" =a
auch filir negative ganze Zahlen n bzw. m gelten soll, so folgt insbesondere
@ al=ag"d = ao,

und da (im Falle @ #0) a” =1 ist, hat man

und somit

Aus der Giiltigkeit der Rechenregel a”"-a" =a"™ hat man also abgeleitet, dass zwingend
a” als dasselbe wie % festgelegt werden muss, sonst wiirde alles nicht zusammen passen.
a

Ahnliche Argumente fiihren dazu, dass man

1

a" als Ya (mit » als natiirlicher Zahl)

bzw. allgemeiner

m

a" als V/a" (m,n natiirliche Zahlen, n#0)
festlegt. Damit ist a” fiir jede rationale Zahl b (also fiir jeden Bruch im Exponenten) erklirt.

Im letzten Schritt legt man «” auch fiir den Fall fest, dass b irrational ist, beispielsweise

b=+/2 oder b=r.Auf Details wollen wir hier nicht eingehen. Die Festlegungen werden
jedenfalls so getroffen, dass die Rechenregeln fiir Potenzen (siehe vorige Seite) fiir alle reel-
len Exponenten m und n giiltig sind. So ist es dann auch moglich, beispielsweise von der
Funktion

S =27

zu sprechen, die fiir jede reelle Zahl x definiert ist. (Hier greifen wir dem Kapitel iiber Funk-
tionen vor.)

Beispiel 2.3.2

2

Wir berechnen 1253 .
Es gilt sowohl

2
1253 =3/125?

als auch

2
125° = (4125).
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Die zweite Variante ist leichter zu berechnen: /125 =5, folglich ist das Ergebnis 25.
Nun soll 3 berechnet werden.

Man geht hier so vor: Fiir 2 liefert mein Taschenrechner den Néherungswert 1,414213562.
(Quadrieren dieser Zahl ergibt erwartungsgemél nicht 2, sondern 1,999999999.) Eingabe von

31,4]42]3562

ergibt als Ergebnis die Kommzahl 4,728804386, die als fiir die meisten Zwecke ausreichend

genaue Naherung fiir 32 genommen werden kann. o

Um das Thema ,,Rechenregeln fiir Potenzen und Wurzeln® abzuschlieen, sind in einem
Extrakasten zusétzlich einige weitere Regeln und Besonderheiten zusammengestellt.

Weitere Regeln und Besonderheiten fiir Potenzen und Wurzeln

Besonders erwihnen wollen wir die Formeln @' = a und 1° =1, die fiir alle @ bzw. b rich-
tig sind.

Zu beachten ist auch:

(_a)Zh — a2b

(_a)2b+1 — _a2b+1
Setzt man hier b als natiirliche Zahl voraus, so werden diese Gleichungen zu der bekann-
ten Aussage, dass bei geraden Potenzen das Minuszeichen wegfillt und bei ungeraden
erhalten bleibt.

Schlieflich sollen noch die wichtigsten Rechenregeln fiir Wurzeln aufgefithrt werden.
Man beachte: Diese kdnnen sédmtlich aus den Rechenregeln fiir Potenzen logisch gefol-

gert werden.
8a-4lb=%la-b
Ya  |a
=u— (falls b #0)
b \b
n am — a; — (%)m
Was ist +/4 2 Wir halten noch einmal fest, dass

Ja=2

gilt. Andererseits ist auch (—2)° =4, d. h. —2 konnte ebenfalls als Quadratwurzel von 4

angesehen werden! Es ist jedoch iiblich, unter
Ya  (falls a>0)

die einzige nicht-negative reelle Wurzel zu verstehen — wenn man eine andere Wurzel
meint, merkt man dies explizit an.
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Wir kommen abschlieend zu den Rechenregeln fiir den Logarithmus und halten zunéchst
noch einmal fest:

Sind a und b reelle Zahlen mit a >0, a#1 und b > 0, so heiit die (einzige) Losung von
a =b
Logarithmus von b zur Basis @ und wird mit

log, b

bezeichnet.

Logarithmen zur Basis 10 werden Zehnerlogarithmen genannt, man schreibt statt log,, b
abkiirzend logb , mitunter auch Igb . Also gilt beispielsweise

121000 =3
und
1g0,01=-2.

Man kann die Logarithmen zu unterschiedlichen Basen auf einfache Weise ineinander um-
rechnen. Es gilt allgemein:

log. b
loga b= &
log, a

Warum dies so ist, ldsst sich leicht nachrechnen — interessierte Leser finden dies in einem
Extrakasten.
Jedenfalls folgt aus dieser Formel fiir den Spezialfall ¢ =10 :
log, b= @
lga

Mit anderen Worten kann man jeden beliebigen Logarithmus mit Hilfe der Zehnerlogarith-
men ausrechnen. (Zur Erinnerung: Diese Formel wurde in Beispiel 2.1.2 schon einmal ver-
wendet.)

Nachweis der Formel log, b= log.b
log,a
Es ist
CIOgC alog, b _ (clogc a )10&1 b _ aloga b _ b,

folglich muss
log,.a-log, b=1log.b
gelten. Division durch log, aauf beiden Seiten der letzten Gleichung liefert das ge-

wiinschte Ergebnis.
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Die folgenden beiden Rechenregeln fiir Logarithmen lassen sich direkt aus den Potenzgeset-
zen herleiten:

Regel 1: log,(b-c)=1log, b+log, c

In Worten: Der Logarithmus eines Produkts ist gleich der Summe der Logarithmen der
Faktoren.

Am Rande sei hier angemerkt, dass dieses Rechengesetz Grundlage des (heute nicht mehr
verwendeten) Rechenschiebers ist: Man kann ein Produkt zweier Zahlen durch die Addition
zweier Strecken bestimmen, wenn die Streckenlédngen den Logarithmen der beteiligten Zah-
len entsprechen.

Regel 2: log, b° =c-log, b

In Worten: Ein Exponent lésst sich vor den Logarithmus ziehen.

Beispiel 2.3.3
a) Naherungsweise ist 1g2 =0,3010. Wie grof3 ist 1g20 ?
Die Antwort ist 1,3010 — es gilt ndmlich 1g20 =1g(10-2) =1gl0+1g2=1+1g2.
b) In Beispiel 2.1.2 sind wir auf die Gleichung
1,03" =2

gestoBen, aus der n bestimmt werden sollte. Man kann auf beiden Seiten irgendeinen Loga-
rithmus bilden, am besten zur Basis 10. Da der Exponent vorgezogen werden kann, erhalt
man n-1g1,03=1g2 oder

n:lg—zl u
Ig1,03

Zum Abschluss erwihnen wir noch zwei weitere Logarithmusgesetze, die leicht aus den oben
erwéhnten abgeleitet werden konnen:

log, (éj =log,b-log,c
c

1
log, (—j =-log, c
c
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Aufgaben zu Kapitel 2

Ubungsaufgabe 2.1:

Man berechne (falls nétig, mit Hilfe eines Taschenrechners) auf vier Nachkommastellen
genau:

2

a) 8 by  0,5"

c) log,, 0,01 d) log, 5

Ubungsaufgabe 2.2:

Fassen Sie die folgenden Briiche zu einem Bruch zusammen:

2) 31 b) 4 N 2+a
7 9 17
l-a 2 l+4a 2 2-3a+b

c) —+—— d) —_

a a a 3a X

Ubungsaufgabe 2.3:

Man beseitige die Wurzeln im Nenner durch geeignete Erweiterungen:

) by 2

NG N
J5 & X+
V3-42 Vx+4y

Ubungsaufgabe 2.4:
Schreiben Sie mit Hilfe des Summenzeichens:
a) 3+4+5+...+100

b) 46 +8+..+20°

c) Z 42y + ot Zg

2 2 2
d) XY X, Fe+x ),
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Ubungsaufgabe 2.5:

Berechnen Sie die folgenden Summen und Produkte:

a) Y.i

b) iu

0 H]

O TIXa-j+D

i=1 j=I

Ubungsaufgabe 2.6:
Man vereinfache so weit wie mdglich:
17 51
a) — =
33 66
441
b
) a+b
2
o 3x3
e P
1-x

d B2y

Sachaufgabe 2.7:

Jemand kauft einen Kiihlschrank und erhélt wegen einer Lackbeschéddigung 5 % Preisnach-
lass. Da er bar bezahlt, erhélt er auf den reduzierten Preis noch einmal 2 % Skonto und be-
zahlt 139,65 €. Wie teuer war urspriinglich der (unbeschédigte) Kiihlschrank?

Sachaufgabe 2.8:

Auf welchen Betrag wichst ein Kapital von 50000 € bei einer Verzinsung von 4 % (mit Zin-
seszins) in 10 Jahren?



3 Gleichungen und Ungleichungen

3.1 Gleichungen

Was ist eine Gleichung?

Beginnen wir mit einem Beispiel. Jeder ist schon mal auf ein Problem folgender Art gesto-
Ben:

Ich war einkaufen. Drei Dosen Ravioli und ein Liter Milch haben 5,10 € gekostet. Ich
weif3, dass die Milch 60 Cent kostet. Was habe ich fiir eine Dose Ravioli bezahlt?

Natiirlich kommt man leicht auf die Antwort ,,1,50 €. Wie hat man das gemacht? Wir wollen
uns das genauer ansehen — vor allem, um dann auch schwierigere Problemstellungen dieser
Art bewdltigen zu konnen.

Es ist eigentlich alles recht einfach - wenn man bereit ist, mit der noch unbekannten Zahl zu
rechnen. Zu diesem Zweck gibt man ihr zunéchst einen Namen, zum Beispiel ,,x“. Man nennt
dieses x auch eine Variable, um auszudriicken, dass bislang noch mehrere Moglichkeiten
denkbar sind, fiir welche konkrete Zahl dieses x steht.

Diejenigen, die ,,in Mathe immer schlecht™ waren, erinnern sich meist besonders ungern an
dieses ,,x“. Dabei ist es eigentlich nichts besonderes: Unsere Sprache ist voll von dhnlichen
Verallgemeinerungen, so etwa beim unbestimmten Artikel: Wenn ich sage ,,Ein Auto hat zwei
Nummernschilder, stehen die beiden Worter ,,Ein Auto* ebenfalls nicht fiir ein reales Auto,
sondern sind eine Art Platzhalter, fiir den ein beliebiges reales Auto quasi ,,eingesetzt™ wer-
den kann. Nicht viel anders ist es mit dem ,x*, welches fiir ,,eine Zahl*“ steht — nur dass eben
Zahlen (im Gegensatz zu Autos) selbst abstrakte Dinge sind. Einen Platzhalter fiir etwas Abs-
traktes verwende ich allerdings auch, wenn ich sage: ,,Mir ist gerade ein Gedanke gekom-

113

men.

Um zur Lésung unserer Frage zuriick zu kommen, schreibt man nun hin, welche Informatio-
nen die Fragestellung beinhaltet. Wenn ich zum Dreifachen der gesuchten Zahl (drei Dosen
Ravioli!) 0,60 addiere, habe ich offenbar die Zahl 3-x+0,60 . Dass dies 5,10 € ergeben soll,

schreibe ich nun folgendermafen hin:
3-x+0,60=5,10

Aus dieser Gleichung kommt man durch leichte Umformungen (auf beiden Seiten der Glei-
chung 0,60 abziehen, dann auf beiden Seiten durch 3 dividieren) schnell auf das Ergebnis

x=1,50, d. h. 1,50 ist die gesuchte Zahl.

An dem Beispiel hat man sicher die Niitzlichkeit von Gleichungen gesehen. Was ist also eine
Gleichung?
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Allgemein versteht man darunter die Zusammenstellung von zwei mathematischen Rechen-
ausriicken, die durch ein Gleichheitszeichen verbunden sind. Zur Verdeutlichung sind hier
einige Beispiele von Gleichungen:

Beispiel 3.1.1

0 X +x+1=0

0 56=30

0 9+6=18

0oad+b=c’

U logzxzx—71 o
a

An dem dritten Beispiel sicht man, dass eine Gleichung nicht ,richtig” sein muss. Vielmehr
nimmt man den formalen Standpunkt ein, dass auf beiden Seiten einer Gleichung jeder sinn-
volle mathematische Rechenausdruck (auch Term genannt) zugelassen ist. Mit ,,sinnvoll* ist

a—b

dabei gemeint, dass man keine unfertigen Ausdriicke der Form a+b— oder den Bruch 0

zuldsst, da man niemals durch Null dividieren darf.

Die Ausdriicke bzw. Terme konnen sowohl konkrete reelle Zahlen wie 13 oder 1,24 enthal-
ten wie auch allgemeine Zahlen (auch Variablen genannt) wie etwa a, x, y usw., die fur ir-
gendwelche reelle Zahlen stehen. Manche Terme sind nicht fiir alle Werte der in ihnen vor-
kommenden Variablen sinnvoll — beispielsweise darf in dem Term

a->b
x4

x nicht gleich 2 oder -2 sein, da dann der Wert des Nenners Null wiirde. Wenn man mit Ter-
men rechnet, muss man also auf diese kritischen Fille achten bzw. sie ausschlielen.

Wir kommen nun auf die Ausgangsfrage "Was ist eine Gleichung?" zuriick.
Die Antwort lautet:

Unter einer Gleichung versteht man eine Gleichsetzung zweier Terme in der Form

T=T,.

Dabei ist man oft daran interessiert, eine Gleichung nach einer der in ihr vorkommenden
Variablen aufzuldsen (und spricht deshalb von einer Bestimmungsgleichung, weil man den
Wert der Variablen bestimmen will). Damit meint man: Was kann iiber die Werte der betref-
fenden Variablen ausgesagt werden, wenn davon ausgegangen wird, dass die Gleichung rich-
tig ist?

Wir wollen uns hier nur mit Bestimmungsgleichungen beschéftigen. Welche weiteren Arten
von Gleichungen es gibt, ist in einem Extrakasten aufgeschrieben.
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Gleichungsarten

Man unterscheidet drei Arten von Gleichungen:
[1 Bestimmungsgleichungen

[J Identische Gleichungen

[J Funktionsgleichungen

Hauptséchlich werden in diesem Kapitel Bestimmungsgleichungen betrachtet. Man ver-
steht darunter eine Gleichung, in der Variable (Unbekannte) auftreten, die durch eine
Rechnung bestimmt werden sollen. Es sollen alle Werte der Variablen aus dem zugrunde
gelegten Zahlbereich (meist die reellen Zahlen) bestimmt werden, fiir die die Gleichung
erfiillt ist. Diese Werte heiflen Losungen, alle zusammen bilden die Lésungsmenge der
Gleichung.

Beispielsweise ist
2-x+1=x>-2
eine Bestimmungsgleichung. Die Losungen sind x, =3 und x, =-1.
Eine Identische Gleichung ist eine Gleichung zwischen zwei Ausdriicken, die bei Ein-
setzen beliebiger Zahlenwerte anstelle der vorkommenden Variablen eine richtige Aussa-

ge liefert. Im Kapitel ,,Rechnen* haben wir solche Gleichungen auch Rechenregeln ge-
nannt.

Beispielsweise gilt x+2 =2+ x fiir jede reelle Zahl, die man anstelle von x auf beiden
Seiten einsetzen kann. Folglich handelt es sich um eine Identische Gleichung. Auch die
beriihmte Binomische Formel (a+b)’ =a’ +2ab+b’ ist eine Identische Gleichung,
denn fiir ¢ und b konnen beliebige Werte eingesetzt werden.

Eine Funktionsgleichung dient dazu, eine Funktion zu definieren. Sie enthélt in der Re-
gel zwei oder mehr Variable, die durch eine Gleichung einander zugeordnet werden.
(Mehr dazu erfahren Sie im niachsten Kapitel.)

Beispielsweise ist y = x> +1 eine Funktionsgleichung, die eine Abhingigkeit der Variab-

len y von der Variablen x ausdriickt. Durch die Funktionsgleichung z =2x—y’ wird z

als eine Funktion zweier Variabler (ndmlich x und y) aufgefasst.

Beispiel 3.1.2
Die Gleichung

5x—-1=19
soll gelost werden. Mit anderen Worten stellt man die Frage: Wenn diese Gleichung richtig
ist, was weil} ich dann iiber x? Zur Beantwortung dieser Frage 16st man die Gleichung nach x
auf, d. h. man bringt x allein auf eine Seite der Gleichung. Dazu stellt man folgende Uberle-

gung an: Wenn die gegebene Gleichung richtig ist, ist auch die Gleichung richtig, die ich
erhalte, wenn ich auf beiden Seiten 1 addiere — ich bekomme so die neue Gleichung 5x = 20.
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Auch bleibt es nun richtig, wenn ich auf beiden Seiten durch 5 teile. Es ergibt sich nun die
Gleichung x =4, und man hat die Ursprungsgleichung nach x aufgelost. o

An dem Beispiel wird deutlich, dass man immer versucht, die gegebene Gleichung so umzu-
formen, dass eine Aussage iiber die interessierenden Variablen leichter zu treffen ist. Wichtig
ist jetzt natiirlich die Frage, welcher Art denn die erlaubten Umformungen einer Gleichung
sind. Die Frage ist also: Was darf man mit den Seiten einer als richtig angenommenen Glei-
chung machen, so dass die nach der Umformung entstandene Gleichung wieder richtig ist?
Entsprechend den Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division und
unter Einbeziehung von Potenzen, Wurzeln und Logarithmen kommt man zu folgenden Re-
geln:

0

Regel 1: Auf beiden Seiten einer Gleichung darf derselbe Term addiert oder subtrahiert
werden.

Beispiele: Aus 5x—1=19 folgt 5x =20.Aus z=x" folgt z—a=x"-a.

Regel 2: Beide Seiten einer Gleichung diirfen mit demselben Term multipliziert werden.
Beispiele: Aus y =2x folgt 5y =10x und auch cy = 2cx; es folgt daraus ebenfalls
0-y=0-2x bzw. 0=0.

Regel 3: Beide Seiten einer Gleichung diirfen durch denselben Term dividiert werden,
sofern dieser nicht den Wert Null hat.

Beispiele: Aus 5x =20 folgt x=4.Aus 3a’ = 6a folgt 3a=6,falls a#0.

Regel 4: Beide Seiten einer Gleichung diirfen zur selben positiven Basis a (a # 1) po-
tenziert werden. Sind zwei Potenzen mit gleicher positiver Basis a (a # 1) gleich, so sind
auch die Exponenten gleich.

Beispiele: Aus x =2a folgt 3" =3 . Aus " =¢" folgt x=4.

Regel 5: Beide Seiten einer Gleichung diirfen, wenn sie beide positiv sind, zur selben
positiven Basis (# 1) logarithmiert werden.

Beispiele: Aus 10"** =135 folgt log,,(10°*) =log,, 135 (und somit a+2 =log,, 135

bzw. a =log,,135-2~0,13033). Aus 3" =81 folgt log,(3") =1log, 81 und somit x=4.

Regel 6: Beide Seiten einer Gleichung diirfen mit einer natiirlichen Zahl n potenziert

werden.
1 1 1

Beispiele: Aus x* =2 folgt (x*)’ =2° und somit x=8.Aus (x+1)> =1 folgt
x+1=1 bzw. x=0.

Regel 7: Beide Seiten einer Gleichung diirfen mit einer ungeraden natiirlichen Zahl n
radiziert werden (d. h. es darf die n-te Wurzel gezogen werden). Durch Radizieren (Wur-
zelziehen) einer Gleichung mit einer geraden natiirlichen Zahl » bekommt man zunéchst
nur eine Gleichung mit Absolutbetrdgen; diese ldsst sich zu zwei Gleichungen umfor-
men, von denen moglicherweise nur eine richtig ist.

Beispiele: Aus x* =8 folgt Yx* =3~8 und somit x=-2.Aus x* =4 folgt Ix[=]2;
dies filhrt zu x =2 und x =-2, die beide Losungen die urspriingliche Gleichung sind.
Dagegen folgt aus (x+1)° = (x—1)* durch Wurzelziehen zunichst |x + 1| = |x - l| ; dies
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fithrt zu den Gleichungen x+1=x-1 und x+1=—(x—1)=—-x+1, wobei die erste Glei-

chung unsinnig ist (da aus ihr 1=—1 gefolgert werden kann) und die zweite zur richtigen
Losung x =0 fiihrt.

Manche der aufgefiihrten Regeln konnen auch "umgekehrt angewendet" werden, jedoch nicht
alle! Zum Beispiel kann man nach Anwendung von Regel 1 (Addition eines Terms auf beiden
Seiten) zur alten Gleichung zuriick kommen, indem man denselben Term wieder subtrahiert.
Man sagt in solchen Fillen auch, es handele sich um eine Aquivalenzumformung der Glei-
chung. (,,Die neue Gleichung ist so gut wie die alte.*) Regel 2 beschreibt keine Aquivalenz-
umformung: Beispielsweise bekommt man aus x =2 durch Multiplikation mit Null die zwei-
fellos richtige Gleichung 0 =0, jedoch kann man hieraus nicht wieder die Gleichung x =2
gewinnen!

Die Lehre aus diesen Beobachtungen ist:

Hat man eine Gleichung nach obigen Regeln nach einer Variablen aufgeldst, so miissen
die ermittelten Werte nicht unbedingt die urspriingliche Gleichung erfiillen. Man weif3
nur: Wenn die Gleichung richtig ist, muss die Variable einen dieser Werte haben. Also
muss man die Werte noch zur Probe in die Ausgangsgleichung einsetzen.

Beispiel 3.1.3

Aus 5x—1=19 folgt nach Auflésen eindeutig x =4, und dies ist offenbar eine Losung der
Gleichung.

Jedoch bekommt man aus der Gleichung vx—3 =+/2x+1 durch Quadrieren x—3=2x+1
und daraus x =—4; dies ist aber keine Losung der urspriinglichen Gleichung, da fiir diesen

Wert bereits die linke Seite ~/x—3 keinen Sinn ergibt — die rechte iibrigens auch nicht. (Auf
komplexe Zahlen, die hier eine Losung liefern wiirden, gehen wir an dieser Stelle nicht ein.)
o

Folgendes muss noch einmal festgehalten werden:

] Eine Gleichung muss keine Lésung haben. Z.B. besitzt die Gleichung x* =-2 keine
Losung im Bereich der reellen Zahlen.

[J  Wenn eine Gleichung l6sbar ist, gibt es i. a. zwei verschiedene Arten, die Losung(en)
anzugeben: symbolisch oder numerisch. Beispielsweise kann man die Losungen der
Gleichung x* =2 in der Form x, = V2 und X, = -2 (symbolisch) oder aber in der
Form x, =1,414214und x, =-1,414214 (numerisch) angeben. Prinzipiell ist die sym-
bolische Form besser — weil genauer. Die numerische Form muss oft mit Naherungen ar-
beiten (z. B. bei unendlichen Dezimalzahlen, wie im Falle V2 ~ 1,414214 ), allerdings
ist diese Form in konkreten Anwendungen héufig eher gefragt.

Wie findet man also die Losungen einer Gleichung?
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Leider reichen die oben aufgefiihrten 7 Regeln nicht aus, um alle Gleichungen nach den ge-
wiinschten Variablen aufldsen und so die Losungen bestimmen zu kénnen. Um die Situation
zu kldren, wollen wir die folgenden vier Gleichungen betrachten:

Gleichung 1: X +1=2x
Gleichung 2: x> =3=2x
Gleichung 3: X =1-4x
Gleichung 4: e +lnx=-2x

Zunéchst zu Gleichung 1. Wie soll man hier nach x aufldsen? Es bringt leider keinen erkenn-
baren Fortschritt, nach x? aufzuldsen und dann die Wurzel zu ziehen:

x2=2x-1
fithrt zu
x=+2x-1,

woraus x auch nicht besser ablesbar ist als aus der Ausgangsgleichung. Hier hilft jedoch fol-
gende Uberlegung: An der umgeformten Gleichung

X =2x+1=0
erkennt man, dass die linke Seite gleich (x—1)* ist (Binomische Formel!), man hat also:
(x-1)>=0

Daraus folgt x—1=0 und somit x=1.

Wenn man den soeben angewendeten ,, Trick® weiter ausbaut, kann man auch Gleichung 2
16sen. Zuerst wird alles auf die linke Seite gebracht:

X' =2x-3=0
Aus dem Losungsweg fiir Gleichung 1 lernend, schreiben wir nun hin:
(x-1)’-4=0

Jetzt wird die 4 wieder nach rechts gebracht:
(x=1)>=4.
Wenn jetzt auf beiden Seiten die Wurzel gezogen wird, ergibt sich, dass entweder x—1=2

oder x—1=-2 ist. Dies fiihrt zu den beiden Losungen x, =3 und x, =-1, die beide in der
Tat Losungen der Ausgangsgleichung sind, wie man durch Einsetzen leicht nachpriift.

Die Verallgemeinerung der Vorgehensweise bei der Losung von Gleichung 2 fiihrt schlieBlich
zu der beriihmten p-g-Formel, mit der man die Losungen einer beliebigen quadratischen
Gleichung direkt hinschreiben kann:
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Die Losungen einer quadratischen Gleichung der Form
X'+ px+g=0

mit beliebigen reellen Zahlen p und q lauten

__pr, [P __r_|P
xl——7+ T—q und XZ——E— T_q

Beispiel 3.1.4:

a) Die Gleichung 2x* —6x+4 =0 soll gelost werden. Um sie in die Form der p-g-Formel zu
bringen, wird erst einmal durch 2 geteilt: Man erhilt x* —3x+2=0. Die Losungen sind

folglich (mit p=-3 und ¢=2) x =%+J%—2 =2 und x, :%—1/%—2 =1.

b) Die Gleichung 12x-12=3x" ist gegeben. In der gewiinschten Form lautet sie
2 . .

x"—4x+4=0. Die p-g-Formel liefert x, =24++v4-4=2 und x,=2-v4-4=2, d. h.

x =2 ist die einzige Losung.

c) Auf die Gleichung x* —2x+6=0 kann die p-g-Formel sofort angewendet werden, es
ergibt sich x, =1+1-6 =14++/=5 und X, =1-\1-6 =1-+/-5 . Da /=5 im Bereich der
reellen Zahlen nicht existiert, hat die gegebene Gleichung dort keine Losung. (Wer den Ab-
schnitt 1.3 {iber komplexe Zahlen gelesen — und verstanden — hat, wei an dieser Stelle, dass
die Losungen x, =1 ++/5i und X, =1-+/5i lauten.) m

Nun kommen wir zu Gleichung 3. Die meisten Leser wird folgendes erstaunen: Es gibt keine
Formel, nach der man die Lésungen einer Gleichung bestimmen kénnte, in der x° vorkommt
(und eventuell auch x*, x’, x* und x). Dabei sieht diese Gleichung doch nicht viel anders
aus als die vorige! Natiirlich kann es spezielle Gleichungen geben, deren Lésungen man

ermitteln kann — beispielsweise hat die Gleichung

x’ =32
offensichtlich x =2 als Losung. Die Aussage ist aber: Es gibt keine Formel, mit der man jede
solche Gleichung l6sen kann (wie die p-g-Formel das fiir ,,quadratische Gleichungen® leis-
tet). Dabei ist die Aussage ,,Es gibt keine Formel...” wortlich zu nehmen — man kann tatsich-

lich beweisen, dass keine solche Formel existiert, man braucht also auch nach keiner zu su-
chen. (Auf diesen Beweis gehen wir selbstverstiandlich nicht ein.)

Fiir Gleichungen dritten Grades
ax’ +bx* +cex+d =0
und solche vierten Gerades
ax* +bx’ +cex’ +dx+e=0

gibt es iibrigens noch Losungsformeln. Diese sind jedoch so komplex, dass wir sie nicht
hinschreiben wollen. Wer Interesse hat, findet in einem Extrakasten einen Hinweis, welche
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Rolle die komplexen Zahlen bei der Bestimmung der reellen (!) Losungen von Gleichungen
dritten Grades spielen konnen.

Zur Losung von Gleichungen dritten Grades

Als Beispiel wird die Gleichung
X —6x+2=0

betrachtet. Man kann auf mehrere Weisen begriinden, dass die Gleichung drei verschie-
dene reelle Zahlen als Losung hat. (Die einfachste Begriindung greift dem nachsten Kapi-
tel {iber Funktionen vor: Wenn man ein Schaubild der Funktion y=x’—2x+6 erstellt,
sicht man sofort, dass die Kurve drei mal die x-Achse schneidet: in der Ndhe von 0,5,
ungeféhr bei 2,3 und bei -2,5).

Wie kommt man an diese Zahlen genauer heran?

Leider stellt sich heraus, dass man keine der Losungen ohne weiteres durch Wurzelziehen
usw. darstellen kann (wie bei der p-g-Formel). Erstaunlicherweise lasst sich jedoch nach-
weisen, dass man die Losungen unter den komplexen Zahlen der Form

3/—1+\ﬁi+%/—1—\/7i

finden kann — man kommt so zu (gerundet) 0,3399, 2,2618 und —2,6017. Allgemein be-
sagt die Cardanosche Formel, dass die Losungen einer kubischen Gleichung

X +3px+2g=0

samtlich in der Form {/—q—h/qz +p’ +§/—q—\/q2 +p’ darstellbar sind. (Da es beim

Bilden der dritten Wurzel im Bereich der komplexen Zahlen immer drei Losungen gibt™",
ergeben sich bei dieser Summe neun Moglichkeiten, aus denen die richtigen Losungen
noch herausgesucht werden miissen.)

Dies ist ein sehr schones Beispiel dafiir, wie man die komplexen Zahlen nutzen kann, um
durchaus ,handfeste” Ergebnisse (hier: interessante reelle Zahlen) zu erhalten. Historisch
sind solche Beispiele, die zuerst von dem italienischen Mathematiker Cardano im Jahre
1545 untersucht wurden, tatsdchlich ein Motiv zur Einfiihrung der komplexen Zahlen
gewesen!

Kommen wir zu Gleichung 3 zuriick. Wie kann man denn iiberhaupt eine Losung finden? In
der Numerischen Mathematik sind zahlreiche Techniken fiir Ndherungsverfahren entwickelt
worden. (Dies wurde in Beispiel 2.2.1 schon einmal angesprochen.) Grundidee ist, ausgehend
von einem Startwert, der schon einigermaflen in der Nahe einer Losung liegen sollte, einen
neuen besseren Wert zu berechnen, dann mit Hilfe dieses Wertes einen noch besseren usw.

i Eine Begriindung hierfiir wird am Ende von Abschnitt 6.4 geliefert.
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Nichts anderes tut eine ,,intelligente” Mathematik-Software. Das von mir benutzte Computer-
algebrasystem gibt als reelle Losung von Gleichung 3 den Wert x ~ 0,249757 aus.

Nun wird der Leser nicht mehr iiberrascht sein, dass es fiir eine so ,,verriickte* Gleichung wie
Gleichung 4 selbstverstandlich ebenfalls keine Losungsformel gibt. Mein Computer gibt hier
als Losung x = 0,198741 aus.

3.2 Proportionen und Prozente

In diesem kleinen Abschnitt geht es um proportional, umgekehrt proportional und Pro-
zentrechnung. Es handelt sich um Rechentechniken, die in der Schule ca. in der 7. Klasse
behandelt werden und zu deren Beherrschung man nicht unbedingt Gleichungen braucht.
Jedoch lésst sich alles mit Verhéltnisgleichungen sehr leicht erklaren.

Beispiel 3.2.1:

a) Ein Auto hat fiir 683 km Fahrtstrecke 58,2 1 Benzin verbraucht. Wie hoch war der Ver-
brauch auf 100 km?

Man stellt die folgende Verhéltnisgleichung auf:

100: 683 = x:58,2 bzw, 100 _ _*
683 58.2

Hieraus ergibt sich
= @-58,2 ~ 8,52,
683
der Verbrauch auf 100 km lag also bei etwa 8,52 1.

b) Fiir die Arbeit in einer Gartenanlage haben 3 Gértner 8 Tage lang zu tun. Wie lange wiir-
den 4 Girtner fiir die gleiche Arbeit bendtigen?

Hier ist zu beachten, dass mehr Gértner weniger Tage bendtigen, es liegt ein umgekehrtes
Verhiltnis vor:

3:4=x:8 oder izf
4 8

Auflésen nach x ergibt x = % -8 =6, 4 Giértner brauchen also 6 Tage. o

Bei einer Verhiltnisgleichung oder Proportion geht es immer darum, dass das Verhéltnis
zweier GroBen a und b gleich dem Verhiltnis von ¢ und d ist:

a:b=c:d

oder in Bruchschreibweise

<
d

S RN
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Liegt eine solche Proportion vor, und sind drei der beteiligten Grofen bekannt, so kann man
selbstverstandlich die vierte Grofe berechnen, indem man die obige Proportionsgleichung
nach dieser vierten Grofle auflost — so geschehen in den beiden Féllen von Beispiel 3.2.1.

Beim Aufstellen einer Proportionsgleichung muss aufgrund des inhaltlichen Zusammenhangs
der uspriinglichen Problemstellung darauf geachtet werden, dass man die Gleichung ,,richtig
herum® formuliert. Handelt es sich bei den vorkommenden GroéBen um eine ,,je-desto*-
Beziehung (wie in Teil a von Beispiel 3.2.1: je mehr Kilometer, desto mehr Liter), so sagt
man, die Groflen seien proportional, und bei der Gleichung miissen entsprechende Groflen
(hier: 683 und 58,2) beide im Zéhler oder beide im Nenner stehen. Hat man dagegen eine ,,je
mehr-desto weniger“-Beziehung, so sind die Groen umgekehrt proportional, und bei der
aufzustellenden Gleichung stehen entsprechende Grofien ,iiber Kreuz® (wie in Teil b von
Beispiel 3.2.1, hier stehen 3 und 8 sowie 4 und x jeweils iiber Kreuz).

Es gibt mehrere Wege, sich das Rechnen mit Proportionen klar zu machen. In der Schule
wird hierfiir oft der Begriff Dreisatz verwendet. Die Losung von Teil a in Beispiel 3.2.1 kann
man unter anderem auch so begriinden:

Wenn ich % ausrechne, weil} ich, wieviel Liter fiir einen Kilometer gebraucht werden.

Wenn ich diese Zahl noch mit 100 multipliziere, erhalte ich also die gewiinschte Antwort.

Komplizierter wird die Angelegenheit, wenn von zwei Proportionen die Rede ist.

Beispiel 3.2.2:

Bei der Renovierung eines Biirogebdudes streichen 3 Maler in 8 Stunden 48 Heizkdrper. Wie
lange wiirden 4 Maler in einem &hnlichen Biirogebédude mit 72 Heizkorpern brauchen?

Man bearbeitet die Problemstellung in zwei Schritten. Ist x die Anzahl an Stunden, die 3
Maler fiir 72 Heizkorper brauchen wiirden, so gilt:

8:48=x:72 oder x:%~72:12

Bezeichnet nun y die gesuchte Anzahl von Stunden, die 4 Maler fiir 72 Heizkorper brauchen,
so hat man das Verhéltnis

4:3=12:y (umgekehrt proportional!)

bzw.

<
Il
—_
[\S)
N[N}
Il
O

Die Antwort lautet also: 9 Stunden o

Jeder weil3: Durch die Angabe von Prozenten driickt man aus, wievielen Hundertstel eines
Ganzen ein vorgegebener Teil entspricht. Beispielsweise machen 13 € (als Teil) von 65 € (als
Ganzem) zwanzig Hundertstel aus, d. h. es sind 20 %.
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Die Prozentrechnung kann als ein Spezialfall der Proportionen gesehen werden: Bezeichnet
man die Grofle, die 100 % entspricht, als den Grundwert g, und die Grof3e, die dem Pro-
zentsatz p % entspricht, als Prozentwert w, so liegt folgende Proportion vor:

p:100=w:g  bzw.
I
100 g

Sind zwei der drei hier vorkommenden Grof3en bekannt, kann man natirlich die dritte aus-
rechnen.

Beispiel 3.2.3:

a) Auf eine Rechnung von 2309,45 € werden bei Barzahlung 2 % Skonto gewéhrt. Wieviel
muss bezahlt werden?

Nach der obigen Formel ist

p
w=——-m-g.
100 £

Einsetzen der Werte ( p =98, g = 2309,45) ergibt w=2263,26. Also miissen noch 2263,26
€ bezahlt werden.

b) Der Preis einer Hose ist von 65 € auf 48 € reduziert worden. Wieviel Prozent entspricht
dieser Preisnachlass?

Man 16st nach p auf:

Das ergibt 73,85 %, die dem reduzierten Preis entsprechen. Der Nachlass betrigt folglich
26,15 %.m

Fiir das Rechnen ist es manchmal bequemer, Prozentsitze als Zahlen zwischen 0 und 1 aus-
zudriicken, z. B. 50 % als 0,5, 5 % als 0,05 usw. Das hat den Vorteil, dass man ,,40 % von 18
€ einfach als 18-0,4 (mit Ergebnis 7,2 €) ausdriicken kann. Besonders in der Zinsrechnung
kann man damit die vorkommenden Formeln wesentlich einfacher formulieren. (Beispiele
dazu kommen gelegentlich an anderen Stellen dieses Buches vor.) In Teil a unseres Beispiels
3.2.3 wiirde man so einfach den angegebenen Betrag mit 0,98 multiplizieren und direkt erhal-
ten:

2309,45-0,98 = 2263,26
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3.3 Ungleichungen

Was ist eine Ungleichung?
Auch hier wollen wir mit einem Beispiel beginnen. Wir stellen die folgende Frage:

Welche Zahlen haben die Eigenschaft, dass ihr um 1 vermindertes Dreifaches kleiner als
10 ist?

Wird die Variable x eingefiihrt als Platzhalter fiir die Zahl bzw. — im Falle mehrerer Losungen
— fiir die Zahlen, die die obengenannte Eigenschaft haben, so landet man hier bei der folgen-
den Ungleichung:

3x-1<8

Dabei steht das Zeichen < fiir kleiner, entsprechend bedeutet > grdfier. Ferner wird das Zei-
chen < fiir kleiner-gleich (gemeint ist: kleiner oder gleich) sowie > fiir gréfer-gleich ver-
wendet.

Wie bei Gleichungen gibt es auch bei Ungleichungen eine Reihe erlaubter Umformungen, die
es einem in der Regel einfacher machen, die Losungsmenge der betreffenden Ungleichung zu
bestimmen. Bei obigem Beispiel ergibt die Addition von 1 (auf beiden Seiten) die Unglei-
chung 3x <9, und Divsion durch 3 liefert schlieBlich x <3 . Es sind also alle Zahlen, die
kleiner als 3 sind, Losungen der Ungleichung — beispielsweise die Zahlen 2, 0,4, -5 etc. Fiir
Ungleichungen ist folgendes typisch: Wenn es mehr als eine Losung gibt, so gibt es immer
schon unendlich viele.

Beispiel 3.3.1
Die Ungleichung x+1< x hat keine Losung, denn Subtraktion von x auf beiden Seiten fiihrt
zu der offensichtlich falschen Aussage 1<0.

Die Ungleichung x* <0 hat als einzige Lésung x = 0.

Die Ungleichung (x—1)> >4 hat als Losungen alle Zahlen x, die groBer-gleich 3 oder klei-
ner-gleich -1 sind. o

Das letzte Beispiel legt nahe, sich bei der Angabe der Losungsmengen von Ungleichungen
der Intervallschreibweise zu bedienen. Die ,,Zahlen, die groB3er-gleich 3 oder kleiner-gleich -
1 sind*, stellen sich dann so dar: (—o0,—1]U[3,00)

Eine Erklarung zur Intervallschreibweise findet sich in einem Extrakasten.

Wie Gleichungen kann man also auch Ungleichungen umformen, um dann moglicherweise
leichter auf die Losungen schlieBen zu konnen. Welches sind die fiir Ungleichungen erlaub-
ten Umformungen?

[J  Regel 1: Die Losungen einer Ungleichung dndern sich nicht, wenn man auf beiden Sei-
ten dieselbe Zahl addiert oder subtrahiert.
Beispielsweise sind die Ungleichungen 3x—1<8 und 3x <9 dquivalent.
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[1  Regel 2: Eine Ungleichung darf mit einer positiven Zahl multipliziert werden.
Beispiel: Multiplikation der Ungleichung %x +12>3 mit 2 ergibt die Ungleichung
xX+226.

[1  Regel 3: Wird eine Ungleichung mit einer negativen Zahl multipliziert, so muss das
Ungleichheitszeichen umgekehrt werden.
Beispiel: Die Ungleichung —%x <1 ergibt nach Multiplikation mit -2 die Ungleichung

x>=-2.

[J  Da die Division durch eine (von Null verschiedene) Zahl dasselbe ist wie Multiplikation
mit ihrem Kehrwert, folgt aus den Regeln 2 und 3 sofort
Regel 4: Eine Ungleichung darf durch eine positive Zahl dividiert werden. Wird eine
Ungleichung durch eine negative Zahl dividiert, so muss das Ungleichheitszeichen um-
gekehrt werden.
Beispiel: Die Ungleichung —3x > 15 ergibt nach Division durch -3 die Ungleichung
x<-5.

[J  Regel 5: Sind die Seiten einer Ungleichung beide positiv oder beide negativ, so kann
man auf beiden Seiten zum Kehrwert {ibergehen, wenn man das Ungleichheitszeichen
umbkehrt.

1 1 g 1 1
Aus 3<10 folgt §>E’ -5 <=3 fiihrt zu —§>—§.

Es folgt noch einmal ein ausfiihrliches Beispiel, welches aufzeigt, wie die obigen Regeln
anzuwenden sind.

Beispiel 3.3.2
Fiir welche x ist *=L <49
x+2

Zur Vereinfachung liegt es hier nahe, auf beiden Seiten mit x+2 zu multiplizieren. Da es
nun darauf ankommt, ob x+2 groBer oder kleiner als Null ist, muss man eine Fallunter-
scheidung machen:

x+2>0:

(Dies ist gleichbedeutend mit x >—2.) Multiplikation der Ungleichung mit x+2 fiihrt in
diesem Fall zur neuen Ungleichung x—1<4x+8, woraus sich leicht -3x <9 und dann
x 2 -3 ergibt. Da jedoch ohnehin x > -2 vorausgesetzt ist, bedeutet x > -3 keine zusitzli-
che Aussage, d. h. fiir x > -2 ist die urspriingliche Ungleichung in jedem Fall erfiillt.

x+2<0:

(Dies ist gleichbedeutend mit x < -2 .) Hier fiihrt die Multiplikation der Ungleichung mit
x+2 zu x—1>4x+8,was zu —3x >9 bzw. x <-3 umgeformt werden kann.

Fazit ist also, dass die Ungleichung fiir x >—-2 und fiir x <-3 erfiillt ist, anders gesagt ist
die Losungsmenge in Intervallschreibweise (—o0,-3]U(-2,%). @
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Intervalle

Die Intervallschreibweise dient dazu, gewisse Mengen reeller Zahlen kurz beschreiben zu
konnen.

Alle x mit a < x<b bilden das offene Intervall zwischen a und b, welches mit (a,b)
bezeichnet wird. x € (a,b) (gelesen ,,x aus (a,b) ) bedeutet dann, dass x in diesem offe-

nen Intervall liegt (also zwischen a und b). Mit dem Wort ,,offen” wird angedeutet, dass
die ,,Rénder“ a bzw. b ausgenommen sind. Dagegen bezeichnet man die Menge der x mit
a < x<b als das abgeschlossene Intervall zwischen a und b, in Zeichen: [a,b] .

Natiirlich kann es auch vorkommen, dass man den einen Randpunkt zum Intervall zdhlen
mochte, den anderen aber nicht — man hat dann ein halboffenes Intervall. So bezeichnet
[a,b) die Menge aller x mit @ <x<b,und (a,b] steht fiir alle x mit a <x<b .

Intervalle stellen sich auf der Zahlengeraden als zusammenhingende Stiicke dar. Im fol-
genden Bild ist das halboffene Intervall [1,3) herausgehoben:

| | | | [

" = = [ VA " =
3 2 -1 0o 1 2 3
Abb. 3.1: Zahlengerade mit halboffenem Intervall

Bei Intervallen kann a auch o« und b auch —oo sein. (Das Zeichen oo steht fiir ,,Unend-
lich“, manchmal wird dafiir auch das Wort ,,infinity” verwendet.) Damit ist gemeint, dass
sich das Intervall ohne Schranken im ersten Fall beliebig weit nach links, im zweiten Fall

beliebig weit nach rechts erstreckt. Z. B. bedeutet also x € (—oo,b] nichts anderes als die
Aussage x<b.

Manchmal mochte man iiber irgendein Intervall reden, ohne sich festzulegen, von wel-
cher Art es sein soll. Man spricht dann einfach von einem ,,Intervall I*. x € I bedeutet in
diesem Fall, dass x in dem Intervall 7 liegt.

Man beachte noch den folgenden Hinweis:

Bei (halb)offenen Intervallen werden manchmal statt der runden Klammern die nach aus-
sen gekehrten eckigen Klammern verwendet. Beispielsweise wird dann das Intervall

[1,3) geschrieben als [1,3] .

Im Zusammenhang mit Ungleichungen ist auch das Rechnen mit Betrigen von Interesse.
(Betrdge kamen bereits in Abschnitt 2.3 vor.) Den Begriff des Betrags einer reellen Zahl
kann man gut verstehen, wenn man sich die Zahlengerade noch einmal vor Augen hilt —
siche Abbildung 3.2. Unter dem Betrag |a| einer Zahl a kann man sich den Abstand des

Punktes a auf der Zahlengeraden zum Punkt 0 vorstellen.
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Dies bedeutet also beispielsweise, dass -2 genauso wie 2 den Abstand 2 zum Punkt 0 hat. Der
Betrag kann mithin nie negativ sein. Man kann es auch so ausdriicken: Man bekommt den
Betrag einer Zahl, indem man das Vorzeichen auf ,,+* setzt.

| | | | I | .
3 2 -1 0o 1 2 3
Abb. 3.2: Die Zahlengerade

Hier sind noch einmal ein paar Beispiele:

|-4/=4 ; [8,1]=81 ; |0|]=0
Die folgenden beiden Aussagen iiber Betrige sind hdufig in Aufgabenstellungen hilfreich:
[1  Sind a und b beliebige reelle Zahlen, so ist |a —b| = |b—a ; diese Zahl gibt den Abstand

zwischen a4 und b auf der Zahlengeraden an.

[J  Sind a und b beliebige reelle Zahlen, so gilt stets |a + b| < |a| + |b| . Dies ist die sogenannte
Dreiecksungleichung, die bereits in Abschnitt 2.3 erwédhnt wurde.

Betriage kommen oft zusammen mit Ungleichungen vor.

Beispiel 3.3.3

Fiir welche reellen Zahlen x gilt |x - 1| <3?

Man muss hier eine Fallunterscheidung vornehmen.

1. Fall: x>1. In diesem Fall ist |x - 1| =x—1,und x—1<3 ist gleichbedeutend mit x < 4.
2. Fall: x<1.Hier st [x—1|=—(x—1)=1-x, und 1-x <3 ist gleichbedeutend mit x >-2.

Zusammengefasst besteht die Losungsmenge aus allen Zahlen zwischen -2 und 4, in Inter-
vallschreibweise: [-2,4].

Es gibt auch eine ,,elegante* Losung des Problems: Die Frage bedeutet, dass man die Zahlen
sucht, die von der ,,1* einen Abstand von hdchstens 3 haben — das sind natiirlich alle Zahlen
zwischen -2 und 4. o

Aufgaben zu Kapitel 3

Ubungsaufgabe 3.1:
Man lose die folgenden Gleichungen nach x auf:
a) 12x-8=9x+4 b) 4x-(2-x)=6x-3
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— 4 2_3 19
C) 1,3)6-0,7—)6-0,1 d) §X+§—EX—T
Ubungsaufgabe 3.2:
Man I6se die folgenden Gleichungen nach x auf:
a) (x+D(x=2)=(x+2)(x+3) b) Qx-1)(Bx+1)=(x+1)(6x-15)
o) x+2:10x—5 d) 2x—1: x+4
x+5 10x 6x—-1 3x+10
Sachaufgabe 3.3:

Ein Arbeiter benétigt fiir eine Arbeit 12 Tage, ein anderer nur 9 Tage. Wie lange benétigen sie
gemeinsam?

Sachaufgabe 3.4:

Zwei verbundene Zahnréder haben 24 und 7 Zdhne. Wie schnell dreht sich das Zahnrad mit
24 Zahnen, wenn das andere 1200 Umdrehungen pro Minute macht?

Sachaufgabe 3.5:

Bei der Wahl zum Vorsitzenden eines Turnvereins entfallen auf den Kandidaten A 23, auf den
Kandidaten B 9 Stimmen. Wie ist die prozentuale Aufteilung der Stimmen?

Ubungsaufgabe 3.6:

Zu den folgenden Gleichungen sollen alle Lésungen bestimmt werden:
a) x*—6x+10=1 b) ¥’ -2x"=0

c) 2x°—2,4x+0,64=0 d) x*-2x+5=2
Sachaufgabe 3.7:

Ein Arbeiter erhélt einen Stundenlohn von 15 €. Durch zwei gleich hohe prozentuale Steige-
rungen soll der Lohn nach zwei Jahren 16 € pro Stunde betragen. Wie hoch ist der Prozent-
satz?

Ubungsaufgabe 3.8:

Fiir welche x sind die folgenden Ungleichungen erfiillt?
a) 6x—-52>1 b) 3—-x<2

©) |2x]=4 d) |x+7/<2



4 Funktionen und ihre Ableitungen

4.1 Der Funktionsbegriff

Der Begriff der Funktion ist in der Mathematik von zentraler Bedeutung. Mit Hilfe von
Funktionen werden Zusammenhénge zwischen verschiedenen Groflen beschrieben. Die fol-
genden Beispiele verdeutlichen die Bedeutung des Funktionsbegriffs in unterschiedlichen
Anwendungsbereichen.

Beispiel 4.1.1

Frau K. kauft an jedem Morgen in der Béckerei nebenan einige Brdtchen, das Stiick zu 19
Cent. Die Anzahl gekaufter Brotchen ist nicht immer gleich, weil manchmal Géste zum
Friihstiick kommen. Der fiir die Brotchen zu zahlende Betrag ergibt sich in eindeutiger Weise
aus der Brotchenanzahl, man sagt: Der Preis ist eine Funktion der Anzahl gekaufter Brétchen
(1 Brotchen — 19 Cent, 2 Brotchen — 38 Cent etc.)

Im folgenden Bild ist diese Funktion grafisch dargestellt:

Cent

150 T
140 T
130 T
120 7
10 T
100 T
Q07T
80 T
70T
60 T
50 T
40T
30T
27T
107
0 < < : : : : < { Brdtchen
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Abb. 4.1: Brotchenpreise o

Beispiel 4.1.2

Zieht man ein gespanntes Gummiband auseinander, so wird es ldnger — je mehr man zieht,
desto ldnger wird es (jedenfalls bis zu einer gewissen Lénge, ab der es nicht mehr weiter
gedehnt werden kann bzw. sogar reiflt). Die Lange des Bandes ist eine Funktion der beim
Ziehen aufgewendeten Kraft. o
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Beispiel 4.1.3

Die in einem Unternechmen anfallenden Produktionskosten hédngen in eindeutiger Weise von
der produzierten Menge ab: Wird mehr produziert, so fallen dafiir mehr Kosten an. (Kénnen
die Produkte alle verkauft werden, wird dadurch u. U. ein hoherer Gewinn erzielt.) Die Pro-
duktionskosten sind eine Funktion der produzierten Menge (der Gewinn iibrigens auch, aber
eine andere). o

Beispiel 4.1.4

Die zu entrichtende Einkommensteuer hdngt (bei gegebenen Bedingungen wie Steuerklasse,
Kinderzahl usw.) in eindeutiger Weise vom erzielten Einkommen ab. Die Einkommensteuer
ist eine Funktion des Einkommens. o

Mit der Formulierung ,,in eindeutiger Weise®, die in den Beispielen verwendet wird, ist ge-
meint, dass (am Beispiel von 4.1.1) durch die Gro3e ,,Brotchenanzahl“ die GroBe ,,zu zahlen-
der Preis® eindeutig festgelegt ist, man kann ihn daraus berechnen. Der allgemeine Begriff
der Funktion beinhaltet allerdings nur die eindeutige Festlegung der einen Grofle durch die
andere, auf die Berechenbarkeit wird notfalls verzichtet. (Dadurch féllt z. B. auch der Stand
des Thermometers an meiner Garage am 1.2.2016 in Abhdingigkeit von der Uhrzeit unter den
Begriff der Funktion, obwohl man die Funktionswerte sicher nicht ausrechnen kann — und
heute schon gar nicht.)

Bei den bisherigen Beispielen sind alle betrachtenen GroBen durch Zahlen beschreibbar
(Brotchenanzahl, Preis, Lange des Gummibandes, Einkommen etc.). Der allgemeine Funkti-
onsbegriff lasst jedoch auch die Zuordnung zwischen andersartigen Objekten zu.

Beispiel 4.1.5

Jedem in Deutschland zugelassenen Auto ist in eindeutiger Weise ein Autokennzeichen zuge-
ordnet. Das Autokennzeichen ist eine Funktion des einzelnen betrachteten Autos. o

Der Funktionsbegriff ldsst ferner zu, dass eine Grofle von mehreren anderen Grofen (statt nur
einer) abhéngig ist.

Beispiel 4.1.6

Ein Fahrradhersteller produziert zwei Fahrradvarianten. Eine Sorte Fahrréider ist etwas teurer
in der Produktion, so dass die gesamten Produktionskosten von zwei Grof3en (Anzahl Fahrra-
der Typl, Anzahl Fahrrader Typ2) in eindeutiger Weise abhédngen, also: Liegen diese beiden
GroBen fest, so sind auch die Produktionskosten festgelegt. Die Produktionskosten sind eine
Funktion der beiden Anzahlen produzierter Fahrridder. o

Was ist also eine Funktion?

Man hat immer zwei Gesamtheiten D (fiir Definitionsbereich) und 7 (fiir Wertebereich) —
eine Funktion fist dann eine Vorschrift, die jedem Objekt x aus D genau ein Objekt y aus W
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zuordnet. (Statt von ,,Gesamtheit™ und ,,Objekt™ spricht man in der Mathematik heute meist
von ,,Menge* und ,,Element“.) Man sagt: y ist eine Funktion von x, mit der Schreibweise:
y = f(x), gelesen: y ist gleich f'von x.*""

Bei den obigen Beispielen 4.1.1 bis 4.1.4 sind, wie bereits gesagt, alle betrachteten Groflen
durch Zahlen beschreibbar.

Schauen wir doch beim ersten Beispiel 4.1.1 genauer hin — was sind hier Definitions- und
Wertebereich? Genau genommen besteht der Definitionsbereich aus den moglichen Einkau-
fen von einem, zwei, drei (usw.) Brotchen, wihrend zum Wertebereich die entsprechenden
Preise gehoren: 19 Cent, 38 Cent, 57 Cent usw. Nun ist allerdings die Tatsache, dass es sich
hier um Brétchen und Cents handelt, aus Sicht der Mathematik vollig unerheblich, entschei-
dend fiir die weitere mathematische Betrachtung sind allein die Zuordnungen:

1—>19
2—>38
3557..

Daher kann man Beispiel 4.1.1 in der Weise abstrahieren, dass man sowohl fiir den Definiti-
ons- als auch den Wertebereich Bereiche reeller Zahlen annimmt. Mit anderen Worten geht
man davon aus, dass in Beispiel 4.1.1 von der Funktion

y=19-x

die Rede ist — dass hinter dem x eine Anzahl von Brdtchen und hinter dem y zu zahlende
Cents stehen, ist nicht weiter relevant.

Wenn wir im folgenden von einer Funktion sprechen, gehen wir immer davon aus, dass Defi-
nitionsbereich D und Wertebereich W aus reellen Zahlen bestehen und jedem x aus D genau
ein y aus W zugeordnet ist. (Funktionen a’ la Beispiel 4.1.5 oder 4.1.6 kommen im weiteren
Text also nicht mehr vor.)

Die Variable x heiflt unabhéngige Variable oder auch Argument, y dagegen abhingige
Variable oder Funktionswert. Der Grund fiir diese Wortwabhl ist, dass x frei aus dem Defini-
tionsbereich wéhlbar ist, worauthin jedoch y nach der Wahl von x durch die Funktionszuord-
nung eindeutig bestimmt ist. Bezogen auf eine Anwendungssituation, die zu der vorgegebe-
nen Funktion gefiihrt hat, kann man hieraus jedoch nicht zwingend schlieen, dass x ursdch-
lich fir die Auspriagung von y verantwortlich ist; andererseits: Wenn iiberhaupt ein kausaler
Zusammenhang zwischen den betrachteten Groflen vorhanden ist (oder auch nur vermutet
wird), wird tiblicherweise x eher mit der Ursache und y mit der Wirkung identifiziert.

Ubrigens kann man statt der Variablen x und y auch beliebige andere Variablennamen benut-
zen. In der Physik wird z. B. meist 7 fiir die Zeit und v fiir die Geschwindigkeit benutzt. Fiir
okonomische Groflen werden u. a. die Symbole K (fiir Kosten) und p (fiir Preis) verwendet.
Auch die Funktionen selbst konnen statt mit dem Buchstaben f mit anderen Symbolen be-

il Iy spiteren Kapiteln wird statt Funktion oft der allgemeinere Begriff Abbildung als Zuordnung
zwischen beliebigen Mengen verwendet; von einer Funktion spricht man meist dann, wenn die betrach-
teten Mengen eine algebraische Struktur aufweisen (wie die reellen Zahlen).
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zeichnet werden; beispielsweise wird bei 6konomischen Untersuchungen der Buchstabe p fiir
eine Preis-Absatz-Funktion benutzt.

4.2 Darstellung von Funktionen

Es geht in diesem Abschnitt um die Frage, wie man eine Funktion (im Sinne einer Zuordnung
zwischen Zahlen, siehe voriger Abschnitt) beschreiben kann, d. h. wie man prézise ausdrii-
cken kann, iiber welche Funktion man redet. Fast immer wird dazu eine der drei folgenden
Maoglichkeiten verwendet:

[J tabellarische Darstellung (Tabelle)
[ analytische Darstellung (Funktionsgleichung)
[1  grafische Darstellung (in einem Koordinatensystem)

Wir zeigen dies an Beispielen auf.

Beispiel 4.2.1
Fiir das ,,Brotchenbeispiel” sehen die drei Darstellungsformen folgendermaf3en aus.

Tabellarische Darstellung:

Brotchen Cent
1 19
2 38
3 57
Analytische Darstellung:
y=19-x

Grafische Darstellung:

Wie {iblich, wird fiir die grafische Darstellung ein sogenanntes kartesisches Koordinaten-
system verwendet, auf dessen x-Achse man die Werte der unabhéngigen Variablen x und auf
dessen y-Achse man die Werte der abhdngigen Variablen y auftrdgt. Ein Punkt (a;b) der x-y-
Ebene ist durch zwei Angaben festgelegt, nimlich durch seinen x- und seinen y-Wert. In Ab-
bildung 4.2 sind als Beispiele die Punkte (2;1) und (-3;-1) eingezeichnet.
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-
y
()
1T °
4 3 2 A % 2 3
X
° 1T
(-3;-1)
2+

Abb. 4.2: Koordinatensystem mit zwei eingezeichneten Punkten

Um eine Funktion darzustellen, zeichnet man eine Linie ein, auf der alle Punkte (a;b) liegen,

die zu der Funktion gehoren, d. h. fiir die (im vorliegenden Fall) 5=19-a gilt. Man beachte,
dass man die Skalierungen auf x- bzw. y-Achse frei wihlen kann, um zu einer mdglichst
brauchbaren Grafik zu kommen.

Abb. 4.3: , Brotchenpreise® mit schlechter Skalierung
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100 T
%T

50 T

25T
50T
75T

-100 T

Abb. 4.4: | Brotchenpreise® mit besserer Skalierung o

Die Koordinatenachsen konnen statt mit x und y selbstverstandlich auch anders benannt wer-
den — in Abbildung 4.1 haben wir aufgrund des Zusammenhangs ,,Brétchen® und ,,Cent™ an
die Achsen geschrieben.

Generell ldsst sich eine Funktion nur mit der analytischen Darstellung prizise und un-
missverstiandlich beschreiben — eine Tabelle ist in der Regel liickenhaft, die grafische
Darstellung ungenau. Trotzdem kann besonders die grafische Darstellung eine groe Hil-
fe sein, sich einen Eindruck von einer Funktion zu verschaffen.

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass im obigen Beispiel bei der analyti-
schen (formelméfBigen) Darstellung die Angabe von Definitions- und Wertebereich fehlt. Aus
dem Beispiel heraus sind eigentlich nur die x-Werte 1, 2, 3 etc. von Interesse, die zu den y-
Werten 19, 38, 57 etc. fiihren. Es ist jedoch iiblich, sobald man sich ,,auf der Seite der Ma-
thematik™ befindet, den groftmdoglichen Definitionsbereich zu unterstellen — fiir die hier
vorliegende Funktion

y=19-x
spricht nichts dagegen, als Definitionsbereich alle reellen Zahlen zu nehmen, die an Stelle
von x eingesetzt werden diirfen. Meist wird es nicht als notwendig angesehen, zusétzlich liber

den Wertebereich zu sprechen, da sich dieser aus dem Definitionsbereich und der Funktions-
zuordnung ergibt.

Man beachte auch folgendes:
Durch diese mathematische Herangehensweise ist die Funktion

y=19-x
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2
3

suchen Sie mal, % oder gar 7 Brotchen zu kaufen!) Dies spiegelt sich auch in der grafischen

nun auch fiir x-Werte wie =« oder 7 definiert, was fiir das Beispiel keinen Sinn ergibt. (Ver-

Darstellung wider: Statt nur die fiir die Anwendung relevanten Punkte haben wir eine durch-
gezogene Linie gezeichnet. Dies mag fiir die urspriingliche Anwendung irrelevant sein, stort
aber auch nicht und ist fiir die nach allgemeinen Regeln durchgefiihrte mathematische Analy-
se sinnvoll.

Beispiel 4.2.2

Als weiteres Beispiel wollen wir die in analytischer Darstellung gegebene Funktion
=1
y - X

betrachten. Wie meist iiblich, verzichten wir auf die explizite Angabe eines Definitionsbe-
reichs. Damit ist gemeint, dass der natiirliche (d. h. groBtmogliche) Definitionsbereich ge-

wihlt wird, also alle x-Werte, fiir die der analytische Ausdruck (hier: %) sinnvoll gebildet

werden kann. Im vorliegenden Fall bedeutet das, da man durch Null nicht dividieren darf:
Der Definitionsbereich besteht aus allen reellen Zahlen x mit x 0.

Hier ist eine Tabelle mit einigen Funktionswerten:

X 0 1 2 3 % % -1 -2 -3 _% _%

y - 1 % % 2 3 -1 _% _% -2 -3

Eine grafische Darstellung der Funktion (man nennt die Kurve Hyperbel) zeigt Abbildung
4.5.
y 257

20 7
157
10 7

=257
Abb. 4.5: Eine Hyperbel
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Man sieht, dass fiir x =0 kein Funktionswert existiert. Fiir nahe an 0 gelegene x-Werte wer-
den die Funktionswerte sehr grof3 (falls x > 0) bzw. sehr klein (falls x <0) — beispielsweise

ist fiir x = ﬁ der Funktionswert y =1000. Daher muss in der Grafik der Kurvenverlauf

irgendwo ,,abgeschnitten* werden. o

4.3 Was man oft iiber Funktionen wissen mochte

Es gibt eine Reihe von Eigenschaften, beziiglich derer man Funktionen gemeinhin untersucht.
Die meisten dieser Untersuchungen dienen dazu, sich einen Eindruck vom Verlauf dieser
Funktion zu verschaffen: In welchen Punkten schneidet der Funktionsgraph die Koordinaten-
achsen? Wohin ,,bewegen* sich die Funktionswerte f(x), wenn x immer grofer wird? Be-
sitzt die Funktion absolute oder relative Extremwerte — wenn ja, wo liegen diese (vgl. Abb.
4.6)?

Diese Art von Funktionsuntersuchung nennt man Kurvendiskussion — es handelt sich um ein
Standardthema des Mathematik-Schulunterrichts der Sekundarstufe II. Anhand zweier Bei-
spiele werden nun einige Aspekte einer solchen Kurvendiskussion angesprochen.

absolutes Maximum

S
relatives Minimum ) .
r / 4 relatives Maximum
A
0 1
2T
X
4T
6T
8T

absolutes Maximum: es wird im gesamten Definitionsbereich kein groBerer Funktionswert angenom-
men als an dieser Stelle

relatives Maximum: es wird in der ndheren Umgebung dieses Punktes kein groBerer Funktionswert
angenommen als an dieser Stelle

absolutes/relatives Minimum: entsprechend

ADbb. 4.6: Funktion mit Extremwerten
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Beispiel 4.3.1

Zahlreiche 6konomische Sachverhalte werden durch quantitative Parameter (also durch Zah-
len) beschrieben, so zum Beispiel Preise, Kosten, Gewinne usw. Es liegt nahe, Zusammen-
hénge zwischen diesen GroB3en durch Funktionen zu modellieren.

Beispiclsweise mag die Kostenfunktion
K(x)=0,2x"+30

vorliegen. Dabei steht x fiir einen Output (etwa eine produzierte Menge in Mengeneinheiten)
und KX fiir die bei Produktion von x anfallenden Gesamtkosten. (Wie man im konkreten Ein-
zelfall auf diese Funktionsbeschreibung kommt, ist eine wirtschaftswissenschaftliche — keine
mathematische — Frage. Gleichwohl konnen Mathematiker bei diesem Modellierungsprozess
mitwirken.)

Wie man sieht, enthilt die gegebene Kostenfunktion einen vom Output unabhingigen Teil

(Summand 30), den man fixe Kosten nennt, die auch dann anfallen, wenn iiberhaupt kein

Output produziert wird (x =0). Der von x abhingige Teil (hier 0,2x”) heifit variable Kos-

ten. Im folgenden Diagramm (Abb. 4.7) ist die hier vorliegende Kostenfunktionskurve darge-
stellt.

K

200 T

175 1

150 T

125 1

100 T

75 7

50 1

257

Abb. 4.7: Darstellung einer Kostenfunktion

Obwohl die Funktionsbeschreibung aus mathematischer Sicht alle x-Werte zuliefe, schrankt
man sich hier auf den Definitionsbereich x >0 ein, da die Kostenfunktion fiir negatives x
keinen Sinn ergibt. Wie man sieht, schneidet die Kurve bei K, =30 die K-Achse. K, sind

die (fixen) Kosten, die auch dann anfallen, wenn nichts produziert wird (siche oben).
Ublicherweise nennt man — bei gegebener Kostenfunktion K (x) — die Funktion
K(x)

X

k(x) =
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die Stiickkostenfunktion. k(x) gibt an, wieviel die Produktion einer Einheit kostet, wenn
insgesamt x Einheiten produziert werden. Dabei ist k(x) fiir x =0 nicht definiert. In unse-
rem Beispiel fiihrt dies zu:

2
0,2x°+30 :0,2x+£

X X

k(x) =

Diese Funktion ist in Abb. 4.8 gezeigt.

Man sieht: Wenn sich x dem Wert 0 ndhert, werden die Stiickkosten immer grofer. Interessant
ist auch, was fiir immer weiter wachsendes x passiert: Da dann der Term % sich dem Wert 0
ndhert, kommt k(x) immer mehr der Funktion ,,0,2x * (die in diesem Fall eine Gerade be-

schreibt) nahe. Die Gerade zu der Funktion K =0,2x ist in Abbildung 4.9 zusitzlich gestri-
chelt eingezeichnet — man nennt diese Gerade Asymptote zu der urspriinglichen Kurve. o
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Abb. 4.8: Stiickkostenfunktion
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Abb. 4.9: Stiickkostenfunktion mit Asymptote
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Beispiel 4.3.2
Die Funktion

y=f(x)=x" —6x+4
soll untersucht werden.
Einsetzen von x =0 ergibt als y-Wert 4, d. h. die Kurve schneidet die y-Achse im Punkt (0;
4). Fiir die Schnittpunkte mit der x-Achse ist y gleich Null zu setzen, mit anderen Worten
sucht man die Losungen der Gleichung

X —6x+4=0.

Mit den Techniken zum Losen von Gleichungen (siehe Kapitel 3) ermittelt man die Losungen
x=2,x=-1 +/3 und x, =—1 —+/3. Die bis hierhin bekannten Punkte sind in Abbildung
4.10 eingezeichnet.

Abb. 4.10: Erwarteter Verlauf einer Funktion mit bekannten Achsenschnittpunkten

Da nun fiir sehr groBe x-Werte (man setze beispielsweise x =1000000 ein) der Term ,, x* *“ in
der Funktionsgleichung iiberwiegt (und die anderen Terme praktisch nichts mehr zum Wert
von f(x) beitragen), kann man schlieBen, dass die Kurve (wie die zu y = x’) nach ,rechts

oben* das Bild verlésst. Analog folgt, dass der Funktionsverlauf nach ,,links unten abstiirzt®.
Die Funktion muss also ungefihr verlaufen, wie in Abbildung 4.10 gestrichelt angedeutet. o

Offen bleibt in dem letzten Beispiel die interessante Frage nach der genauen Lage der relati-
ven Extremwerte, also des relativen Minimums in der Ndhe von x=1,5 und des relativen
Maximums in der Ndhe von x =-1,5 — um dies herauszufinden, braucht man die Differen-
zialrechnung, die sich mit dem Steigungsverhalten von Funktionen beschiftigt. Am Ende des
néchsten Abschnitts zur Differenzialrechnung werden wir noch einmal auf das Thema Kur-
vendiskussion zuriickkommen.
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4.4 Differenzialrechnung: Ableitungen und Extremwerte

Wir schlielen an beim zuletzt im vorigen Abschnitt behandelten Beispiel der Funktion
y=f(x)=x"—6x+4,

deren Funktionsverlauf in Abbildung 4.10 skizziert ist. Wie kann man die Lage der relativen
Extremwerte préazise ermitteln?

Der Ansatz der Differenzialrechnung besteht darin, sich dieser Fragestellung mit der folgen-
den Uberlegung zu niihern (siehe auch Abb. 4.11):

Links vom relativen Maximum steigt die Funktion (d h. die Funktionswerte werden grofer,
wenn x groBer wird), zwischen dem relativen Maximum und dem relativen Minimum fallt
sie, rechts vom relativen Minimum steigt sie wieder — und jetzt kommt die entscheidende
Beobachtung: Genau bei diesen relativen Extremwerten ist sie weder steigend noch fallend,
ihre Steigung ist dort Null!

Der weitere Weg der mathematischen Analyse sieht nun folgendermaflen aus: Es gelingt,
einen formelméBigen Ausdruck fiir die Steigung an einer beliebigen Stelle x anzugeben; dies
ist wieder eine Funktion, die man Ableitung der urspriinglichen Funktion nennt; dann muss
man feststellen, an welchen x-Stellen diese neue Funktion (Steigung) den Wert Null hat und
hat die Kandidaten fiir relative Extrema gefunden.
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Die Funktion
\'9\" fallt Die Funktion
1 steigt
Die Funktion
steigt f I | 0 ~ = v |
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Abb. 4.11: Verlauf einer Funktion

Als erstes miissen wir uns nun intensiver mit dem Begriff der Steigung auseinandersetzen.
Die Steigung einer Funktion ist ein Maf} dafiir, wie sehr sich die Funktionswerte f(x) &n-

dern, wenn eine Anderung der x-Werte erfolgt. Am einfachsten ist dies anhand von Geraden
zu erldutern. In der folgenden Abbildung 4.12 sind die Funktionen y =g, (x)=2x+1 und

y=g,(x)=6x-5 dargestellt:
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127
107

ADbD. 4.12: Zwei Geraden

Offensichtlich ist g, ,,steiler” und steigt starker als g;. Wie kann man dies zahlenméBig erfas-
sen? Die Idee ist einfach und aus dem Stralenverkehr bekannt, wo man mit einer Prozentan-
gabe die Steigung einer Stralle beschreibt (z. B. ,,13% Steigung®): Man gibt an (und zwar in
Prozent), welchen Hohenunterschied man i{iberwindet, wenn man eine gewisse Strecke zu-
riicklegt; 13% Steigung bedeutet also, dass man auf 1 Meter Strecke 13 cm an Hohe gewinnt
oder auf 100 Meter 13 Meter Hohenunterschied.

Will man dies nun mathematisch genauer beschreiben, so muss man iiber Steigungsdreiecke
reden. In Abbildung 4.13 ist eine Gerade y = f(x) zu sehen, ferner ist ein x-Wert x, ausge-

wihlt. Vom Punkt P, =(x,; f(x,)) ausgehend ist ein Dreieck eingezeichnet, welches sich
ergibt, wenn von P, aus zundchst parallel zur x-Achse eine Strecke der Lange « eingezeich-

net wird und sodann parallel zur y-Achse ein Stiick der Lange £, bis man wieder auf die Ge-
rade stoft.
y

Fe) b T

Abb. 4.13: Gerade mit Steigungsdreieck
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Das Verhiltnis
B

a

nennt man die Steigung der Geraden an der Stelle x, bzw. im Punkt F = (x,; f(x,)). Die-

ses Verhdltnis hingt nicht von der GroBe des gewéhlten Dreiecks ab — anders gesagt: fiir ein
o’ mit entsprechendem, sich daraus ergebendem f° (siche Abb. 4.14) ergibt sich dasselbe
Verhiltnis, es gilt:

F_FB

(24 o

(Wieso dies so ist, begriinden wir nicht ndher. Man kann hier z. B. mit dem aus der Geomet-
rie bekannten Strahlensatz argumentieren.)
Jede Gerade hat eine Funktionsgleichung der Form y = f(x) = mx+b, wobei m und b belie-

bige, jedoch fiir diese Gerade feste charakteristische Zahlen sind. Wer es noch nicht wusste,
hat folgendes nun sicher vermutet:

Die Gerade y = f(x) = mx+b hat an jeder Stelle x, die Steigung m.

Dies kann durch eine kurze Rechnung mathematisch bewiesen werden, die sich der Leser in
einem Extrakasten ansehen kann.

Abb. 4.14: Gerade mit zwei Steigungsdreiecken

Fiir die eingangs betrachteten Geraden g, und g, bedeutet das: g, hat die Steigung 2, g,

die Steigung 6. Anschaulich kann man dies auch so ausdriicken: Immer wenn man von einem
Punkt P, der Geraden g, ausgehend um eine Einheit ,,nach rechts geht”, so muss man ,,2

nach oben* gehen, um wieder auf die Gerade zu stoflen (siche Abb. 4.12) — fiir g, gilt ent-
sprechendes mit 6 statt 2.
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Die Steigung einer Geraden

Betrachtet wird eine Gerade y = f(x) =mx+b an der Stelle x,. Fiir das im folgenden
Bild eingezeichnete Steigungsdreieck gilt:

B=f(x+a)—f(x)
Einsetzen der Formel fiir f(x) ergibt:

B =(m(x, +@)+b)—(mx, +b) = ma
y

S +o)
S (xp)

Abb. 4.15: Steigung einer Geraden
Fiir die Steigung ergibt sich daraus:
B _ma_
a «a

Man beachte, dass der Wert x, fiir dieses Ergebnis keine Relevanz hat — die Steigung der
Geraden ist iiberall gleich m.

Ist m negativ, wie z. B. in der Funktionsgleichung y = f(x) = -2x+1, so ,,fallt“ die Gerade —

sie hat negative Steigung. Alle Aussagen und Rechenregeln gelten weiter — mit dem einzigen

Unterschied, dass in den Steigungsdreiecken das entsprechende £ ,,nach unten* abzutragen ist
(vgl. hierzu Abb. 4.16).
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Abb. 4.16: Steigende und fallende Gerade

Wir kommen nun zu der Frage, was das bisher Gesagte fiir Funktionen bedeutet, die keine
Geraden sind. Was ist dort die Steigung?

Bei der in Abbildung 4.17 dargestellten Funktion y = f(x) wird man sicher sagen, dass sie
im Punkt P, stéirker steigt als im Punkt P, — bei Geraden war dies ja tiberall gleich!

y

X

Abb. 4.17: Funktionskurve mit zwei Punkten verschiedener Steigung

Um hier zu einer klaren mathematischen Begriffsbildung zu kommen, bedient man sich der
Tangenten an die Funktionskurven. In Abbildung 4.18 mit einem Bild derselben Kurve sind
die Tangenten 7jund 7, bei A, und P, eingezeichnet. Unter der Tangente bei einem Punkt
der Kurve kann man sich eine Gerade vorstellen, die sich der Kurve an dieser Stelle ,,an-
schmiegt™. Man sagt nun einfach, die Steigung der Funktion im Punkt £ sei dasselbe wie die
Steigung der Tangente 7, an die Kurve im Punkte A, — da die Tangente eine Gerade ist, ist

deren Steigung ja bereits erklért. (Dies ist ein weiteres Beispiel fiir das typische Vorgehen in
der Mathematik: immer weiter neue Begriffe auf bereits erklarten aufzubauen, um so zu ei-
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nem immer komplexer werdenden Begriffsgebdude zu kommen. Man beachte auch den ,,His-
torischen Hinweis* in einem Extrakasten.) Diese Vorgehensweise sollte man sich an einem
Beispiel in Ruhe ansehen.

y

Abb. 4.18: Funktionskurve mit zwei Tangenten

Historischer Hinweis

Die Differenzialrechnung, welche sich mit dem Steigungsverhalten von Funktionen be-
schiftigt und vielfdltige Anwendungen innerhalb und ausserhalb der Mathematik besitzt,
wurde im 17. Jahrhundert von den Mathematikern Leibniz und Newton unabhéngig von-
einander entwickelt.

In der exakten mathematischen Grundlegung wird die Steigung einer Funktion in einem
Punkt als Grenzwert definiert, der sich ergibt, wenn man die angelegten Steigungsdrei-
ecke immer kleiner werden ldsst. Der von uns gewahlte anschauliche Zugang tiber die
Tangenten hat den Nachteil, dass wir den Begriff der Tangente nicht genau definiert ha-
ben — man konnte dies zwar in streng mathematischer Weise tun, doch wiirde dies hier zu
weit fithren.

Man beachte auch den Extrakasten zu ,,Geschwindigkeit als Ableitung*.

Beispiel 4.4.1
Wir betrachten die sogenannte Normalparabel y = f(x)=x"an den Stellen x, =1 und
x, =2, also in den Punkten (1;1) und (2;4). Die Steigung soll jeweils bestimmt werden.
In Abbildung 4.19 sind neben der Funktion auch die Tangenten f,(x)=2x—1 (Tangente im
Punkt (1;1) ) und f,(x) =4x—4 (Tangente im Punkt (2;4)) eingezeichnet. Daran sieht man:

Die Funktion y = f(x) = x" hat an der Stelle x, =1 die Steigung 2 und an der Stelle x, =2
die Steigung 4. o
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Abb. 4.19: Parabel mit zwei Tangenten

Das Beispiel wirft nun einige Fragen auf.
[J  Gibt es immer eine Tangente?
[l Wie wird die Funktionsgleichung einer Tangente bestimmt?

(1 Kann man auch die Steigung einer Tangente bestimmen, ohne ihre Funktionsgleichung
vollstindig ermitteln zu miissen?

Eine Antwort auf die zweite Frage eriibrigt sich, da die dritte zum Gliick mit JA beantwortet
werden kann:

Die Bestimmung der Steigung der Tangente an einem vorgegebenen Punkt einer beliebi-
gen Funktion y = f(x) ist die Hauptaufgabe der Differenzialrechnung. Diese Steigung

kann man in der Regel leicht rechnerisch bestimmen, ohne die ganze Tangente konstruie-
ren zu miissen.

Die Steigung der Tangente an der Stelle x| heisst auch Ableitung von f(x) an der Stelle x, .

Schauen wir noch einmal auf das Beispiel der Funktion y = f(x)=x". Wir haben gesehen,
dass diese Funktion

[0 ander Stelle x, =1 die Ableitung 2,
(1 ander Stelle x, =2 die Ableitung 4
hat.

Die Zuordnung der Ableitung an den unterschiedlichen x-Stellen ergibt wieder eine Funktion,
die man die Ableitungsfunktion nennt und mit f'(x) bezeichnet. Fiir das Beispiel bedeutet
dies, dass f'(1)=2 und f'(2)=4 ist. In der Tat ldsst sich nachweisen, was man an dieser
Stelle vielleicht schon vermutet hat:
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y=flx)=x"
besitzt die Ableitungsfunktion
y'=f(x)=2x .

(Wir werden diesen Nachweis hier nicht fithren.) Statt von der Ableitungsfunktion spricht
man {iblicherweise vereinfachend auch von der Ableitung — und meint dabei die ganze Funk-
tion.

X o L

6

Abb. 4.20: Parabel und ihre Ableitung

In Abbildung 4.20 sind fiir dieses Beispiel f(x) und f'(x) eingezeichnet. Fiir jeden x-Wert
gibt f'(x) die Steigung der Kurve f(x) im Punkt (x; f(x)) an.

Die meisten Funktionen, denen man in Anwendungen begegnet, besitzen iiberall eine Tan-
gente und somit eine Steigung — man sagt, sie seien iiberall differenzierbar. Fiir das Berech-
nen der Ableitungsfunktionen gibt es einige Regeln, die man Ableitungsregeln nennt.

Die einfachsten Funktionen sind die Polynome wie y= f(x)=x"+2x+3, y=f(x)

=3x* —2x% + x+1etc. Diese werden ,,abgeleitet”, indem man bei jedem Summanden den
Exponenten als multiplikativen Faktor davor schreibt und in der Potenz um Eins erniedrigt,
also:

O aus x” wird 2x

71 aus 3x* wird 6x
7 aus x® wird 5x*

7 aus 2x° wird 10x*
etc., allgemein:

[0 aus ¢-x" wird a-n-x""
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Dies  ergibt  beispielsweise  fiir  y= f(x)=3x"-2x"+x+1  die  Ableitung
Y= f'(x)=12x" —4x+1.
In der folgenden Tabelle sind die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen aufge-

schrieben. Uber weitergehende Techniken des Differenzierens (also des Bildens von Ablei-
tungen) kann sich der interessierte Leser in einem Extrakasten informieren.

Funktion Ableitung der Funktion
fx)=a,aeR f'(x)=0
f(x)=x",reR flx)=r-x""
S(x)=e fi(x)=¢
f(x)=lnx 1) = 1
X
f(x)=sinx f'(x)=cosx

Technik des Differenzierens

Die Technik des Differenzierens beruht auf zwei Saulen:
[ Man kennt die Ableitungsfunktionen der wichtigsten elementaren Funktionen.

[1 Man wendet Ableitungsregeln an, nach denen die Ableitungen zusammengesetzter
Funktionen aus den einzelnen Ableitungen ermittelt werden konnen.

Die relevanten Ableitungsregeln sind:

[1 Summenregel

Ist f(x)=g(x)+h(x), so gilt f'(x)=g'(x)+h'(x). Ist f(x)=g(x)—h(x), so gilt
' ®)=g'x)-h(x).

Also ist die Ableitung einer Summe (Differenz) zweier Funktionen gleich der Summe
(Differenz) ihrer Ableitungsfunktionen.

[1 Faktorregel
Kennt man die Ableitung f'(x) einer Funktion f(x), so gilt fiir die Ableitung der Funk-

tion g(x)=a- f(x) (a ist eine konstante reelle Zahl): g'(x)=a- f'(x). Ein konstanter
Faktor bleibt also beim Differenzieren unverandert.

[ Produktregel
Ist f(x)=g(x)-h(x), so gilt: f'(x)=g'(x)-h(x)+g(x)-A'(x). In Kurzform schreibt

man hierfiir auch oft: (gh)' = g'h+ gh'

[1 Quotientenregel
Die Ableitung einer Funktion, die sich als Quotient zweier Funktionen in der Form
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_g™
fx)= )
g'(0) h(x)—g(x)-h'(x)
(h(x))*

darstellen lésst, erhédlt man nach der Quotientenregel: f'(x) =

In Kurzform schreibt man hierfiir auch: (%] = ghh;zgh

[JKettenregel
Ist k(x)=g(f(x)) eine verkettete (zusammengesetzte) Funktion, so gilt:

E'(x)=g'(f(x)): f'(x). g'(f(x)) nennt man die duBere, f'(x) die innere Ableitung von
k(x).

Da die Ableitungsfunktion f”'(x) einer Funktion f(x) selbst eine Funktion ist, kann diese

auch wieder abgeleitet werden — man untersucht dann sozusagen ,,die Steigung der Steigung*
von f(x). Man kommt so zur zweiten Ableitung, die mit f"(x) bezeichnet wird, und kann

ebenso die dritte, vierte usw. Ableitung bilden. All dies ist keine mathematische Spielerei —
die Bedeutung der zweiten Ableitung wird beispielsweise bei der Untersuchung von Extrem-
werten deutlich.

Beispiel 4.4.2

In Abbildung 4.21 sind zwei mogliche Weg-Zeit-Funktionen s = f,(¢) und s = f,(¢) darge-
stellt. Man tiiberlege sich: Was bedeutet es physikalisch, dass es sich bei f,(#) um ein Gera-
den- und bei f, (¢) um ein Parabelstiick handelt?

Die Ableitung s'= f'(#) einer Weg-Zeit-Funktion beschreibt gerade die Geschwindigkeit
(wieder in Abhéngigkeit von der Zeit f), die zweite Ableitung entspricht der Beschleunigung
— siehe dazu auch den Extrakasten zu ,,Geschwindigkeit und Ableitung“. Hier wird durch
s = f,(t) eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit beschrieben, bei s = f,(¢) handelt
es sich um eine linear beschleunigte Bewegung (denn da es sich um eine Parabel handelt,

wird die Ableitung bzw. Geschwindigkeit durch eine Gerade mit positiver Steigung darge-
stellt). o
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Abb. 4.21: Zwei Weg-Zeit-Funktionen

Geschwindigkeit als Ableitung

Wie jeder wei}, wird die Geschwindigkeit iiblicherweise in ,,Weg pro Zeit*“ gemessen —
ein Auto, welches in einer Stunde 50 km zuriick legt, fahrt mit der Geschwindigkeit

50 k’% . Nun fahrt ein Auto in der Regel eine Strecke von 504m nicht mit konstanter

Geschwindigkeit, sondern bewegt sich mal schneller, mal langsamer. Wir haben uns dar-
an gewohnt, auch von der Geschwindigkeit in einem bestimmten Augenblick (d. h. zu ei-
nem Zeitpunkt) zu sprechen, z. B. in einer Aussage wie ,,Als ich geblitzt wurde, fuhr ich

gerade 83,7 k’% “. Jeder Mensch akzeptiert eine solche Aussage, wobei den meisten
nicht bewusst ist, dass sie hier iiber eine Ableitung reden! Das kann man so erklaren:

Eine Weg-Zeit-Abhédngigkeit modelliert man {iiblicherweise durch eine Funktion
s = f(t), wobei s fiir den zuriickgelegten Weg (z. B. in km, ab einem festgelegten Start-

punkt) und ¢ fiir die Zeit (z. B. in 4, ab einem festgelegten Startzeitpunkt) steht. Die Ein-
heiten kann man natiirlich immer ineinander umrechnen, z. B. km in m und 4 in sec. Unter
Geschwindigkeit versteht man ,,Weg pro Zeit*. Wenn ein Auto an einem Blitzgerit vorbei
fahrt, konnte man beispielsweise wahrend einer Sekunde des Vorbeifahrens den zuriick-
gelegten Weg in Metern messen und daraus die Geschwindigkeit des Autos in dieser Se-
kunde ausrechnen — das ist aber nicht genau die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Vor-
beifahrens! Genauer wird es, wenn man das Ganze nur fiir eine Zehntelsekunde des Vor-
beifahrens misst usw. Man sieht jetzt, worauf es hinauslduft: Indem man die Zeitinterval-
le, fiir die man die Geschwindigkeit misst, immer kleiner werden bzw. ,,gegen Null ge-
hen* ldsst, kommt man zur Geschwindigkeit im Augenblick des Vorbeifahrens. Fiir die
Weg-Zeit-Funktion s = f(f) bedeutet dies, dass man Steigungsdreiecke hat immer klei-
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ner werden lassen und im Grenzwert™ die Geschwindigkeit als Ableitung bekommt (vgl.
Abb. 4.22).

Wegs ' |

B

51

N
Steigung
entspricht
Geschwindigkeit
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Zeit t

Abb. 4.22: Eine Weg-Zeit-Funktion

Fiir den praktisch orientierten Leser bleibt jetzt die Frage, wie denn ein Tachometer beim
Auto oder Fahrrad die Geschwindigkeit misst. (Kann der ableiten?) In Wirklichkeit wird
hier mit unterschiedlichen Techniken gemessen, wie oft sich ein Rad in einem bestimmten
Zeitintervall dreht — frither mit Hilfe einer biegsamen Welle, heute mit einem Sensor. Mit
Hilfe des Radumfangs ergibt sich dann die Geschwindigkeit. (Besonders genau kann das
nicht sein, denn es spielt ja eine Rolle, wie stark der Reifen aufgepumpt ist!)

Die Ableitung einer Funktion kann auch dazu verwendet werden, um Funktionswerte zu
schitzen. Grob gesagt geht es um folgendes: Kennt man den Funktionswert f(x,) an einer

Stelle x, und die Steigung f”(x,) an dieser Stelle, so kann man den Funktionswert f(x) fiir
in der Ndhe von x, gelegene x-Werte abschidtzen. Dies ist natiirlich nur ein Vorteil, wenn es
rechnerisch recht aufwiandig wére, die Werte f(x) exakt zu berechnen. Hierzu betrachten

wir ein 6konomisches Beispiel.

Beispiel 4.4.3
Ein Unternehmen, das ein Produkt P produziert, besitzt die Kostenfunktion
K(x)=0,2x" —5x* +100x +12000 .

Man mag sich etwa vorstellen, dass x eine Mengenangabe in Tonnen ist und K(x) in Tau-
send Euro gemessen wird.

*ix Ap dieser Stelle stoBen wir — wie an vielen Stellen des Buches — auf das Unendliche in der Mathema-
tik, dieses mal allerdings nicht das ,,unendlich groBe®, sondern das ,,unendlich kleine”, indem man
GroBen (hier: Zeitintervalle) immer weiter schrumpfen und ,,gegen Null gehen* ldsst.
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Fiir die Ableitung gilt:
K'(x)=0,6x" —10x+100
Man nennt diese Ableitung auch Grenzkostenfunktion der gegebenen Kostenfunktion, denn

fiir eine Stelle x, gibt K'(x,) ndherungsweise den Kostenzuwachs an, der bei der Erh6hung

der Produktionsmenge um eine Einheit entsteht. Hier hat man an der Stelle x =10 die Werte
K(10)=12700 und K'(10)=60. Also ist K(11) ndherungsweise gleich der Summe 12760.
Der exakte Wert ist in diesem Beispiel K(11) =12761,2. o

K(x) 13000 - /
S 2 K(10)
12500 T
12000 T
11500 t t t t |
8 9 10 11 12 13 14 15
X

Abb. 4.23: Eine weitere Kostenfunktion

Wir kehren nun zum Problem der Bestimmung relativer Extremwerte — einem Hauptanwen-
dungsgebiet der Differenzialrechnung — zuriick. In Abbildung 4.11 hatten wir ein Schaubild
der Funktion

y=f(x)=x"-6x+4
dargestellt und die Frage nach der préazisen Lage der Extremwerte aufgeworfen.

Wenn ein relativer Extremwert vorliegt, muss an der betreffenden Stelle die erste Ableitung
notwendigerweise den Wert 0 haben. Ist folglich eine Funktion y = f(x) gegeben, so ermit-

telt man durch Nullsetzen der Ableitung f'(x) die Punkte, die fiir ein lokales (relatives)
Extremum in Frage kommen. Allerdings bedeutet f'(x,)=0 fiir einen Wert x, noch nicht
unbedingt, dass dort ein Extremum vorliegt, wie die Funktion f(x)=x’ zeigt (siche Abb.
4.24). Hier liegt bei x, =0 kein lokales Extremum vor, obwohl f'(x,) =0 gilt. In der Tat hat
die Funktion dort eine waagerechte Tangente.

Wir stellen fest:
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Man kann mit Hilfe der ersten Ableitung nur eine Vorauswahl der Kandidaten treffen, die
fiir ein lokales Extremum in Frage kommen, nicht aber entscheiden, ob dort ein Extre-
mum wirklich vorliegt. Um dies endgiiltig entscheiden zu konnen, muss eine zweite (hin-
reichende) Bedingung erfiillt sein.

5+

5T X

15T

Abb. 4.24: Schaubild der Funktion f(x)=x’

Es folgt nun die prizise mathematische Aussage dazu, die ausnahmsweise als ,,Satz* formu-
liert wird:

Satz 4.4.4

Die reelle Funktion y = f(x) sei an einer Stelle x, ihres Definitionsbereichs sowie in
einer Umgebung™ von x, zweimal differenzierbar, ferner gelte f'(x,)=0. Ist

S"(x,)#0,so liegt bei x, ein relativer Extremwert vor, und zwar
O ein relatives Maximum, falls f"(x,) <0,

[ ein relatives Minimum, falls f"(x,)>0.

Die Aussage des Satzes wird plausibel, wenn man sich klar macht, dass f"(x,) <0 bedeutet
,,die Steigung der Steigung ist negativ* bzw. ,,die Steigung nimmt ab* (ist beim Maximum der
Fall) und f"(x,) >0 ,die Steigung der Steigung ist positiv‘ bzw. ,,die Steigung nimmt zu*
(ist bei einem Minimum der Fall).

Wir wollen den Satz auch anhand der bereits mehrfach betrachteten Funktion
y = f(x)=x’ —6x+4 nachpriifen. Nach den Ableitungsregeln gilt hier f'(x)=3x> -6 und

** Umgebung bedeutet, dass mindestens ein Intervall um x, herum dazugehort.
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/"(x) = 6x . Nullstellen der Ableitung sind x, = V2 und X, = —/2 . Die obige mathematische
Aussage ergibt wegen f"(x,;) >0, dass dort ein lokales Minimum vorliegt, bei x, handelt es
sich wegen f"(x,)<0 um ein lokales Maximum. All dies stimmt mit dem Schaubild der
Funktion (siehe oben) iiberein.

Wenn man sich den Satz 4.4.4 noch einmal anschaut, so liegt natiirlich die Frage auf der
Hand, was denn los ist, wenn auBler f'(x,)=0 auch f"(x,)=0 gilt. Offenbar muss dann
kein relativer Extremwert vorliegen, wie das obige Beispiel der Funktion y = f(x)=x’ mit
x, =0 deutlich macht. Man hat es hier mit einem Wendepunkt zu tun: vor diesem Punkt
(also bezogen auf die x-Achse ,links davon®) sinkt die Steigung, nach diesem Punkt steigt
sie. Man kann sich den Wendepunkt anschaulich klar machen, wenn man sich vorstellt, man
wiirde mit einem Auto von links nach rechts auf der Funktionskurve entlang fahren — vor
dem Wendepunkt fiahrt man in einer Rechtskurve, danach in einer Linkskurve, der Wende-
punkt markiert also den Ubergang.

Die Eigenschaften f'(x,)=0 und f"(x,)=0 bedeuten allerdings nicht zwangsldufig, dass
man es mit einem Wendepunkt zu tun hat: Schaut man auf die Funktion y = g(x) = x* an der
Stelle x, =0, so gilt zwar g'(x,)=0 und g"(x,) =0, trotzdem liegt ein lokales Minimum
vor. Der korrekte Zusammenhang lautet folgendermalien:

Nehmen mehrere Ableitungen an der fraglichen Stelle x, den Wert 0 an, so muss man so

lange ableiten, bis zum ersten mal eine Ableitung an dieser Stelle einen von Null ver-
schiedenen Wert besitzt. Handelt es sich dabei um eine ungerade Ableitung™, so liegt ein
Wendepunkt vor, ansonsten (also wenn es eine gerade Ableitung ist) ein relativer Ex-
tremwert.

Im letzten Beispiel dieses Abschnitts greifen wir das Thema Kurvendiskussion noch einmal
auf. Eine moderne Kurvendiskussion kann sich dabei der Unterstiitzung durch Computer
bedienen und anders als bislang iiblich vorgehen.

Beispiel 4.4.5

Die fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion
y=f(x)=x"-x’
soll untersucht werden.

Wir beginnen mit einem Funktionsgraphen, den man sich von einer entsprechenden Mathe-
matik-Software darstellen lassen kann — etwa einem Computeralgebrasystem oder einem der
zahlreichen im Internet verfiigbaren ,,Plotter (meist JavaApplets):

™ Das ist so gemeint: Die erste Ableitung ist eine ungerade Ableitung, die zweite eine gerade, die dritte
wieder eine ungerade usw.
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Abb. 4.25: Funktionsgraph zu f(x) = x* — x

An dem Bild ist zu erkennen,

[1 dass die Funktion fiir sehr groe wie auch fiir sehr kleine (negative) x-Werte ,,ins Positiv-
Unendliche lduft“, d. h. die Funktionswerte wachsen ebenfalls iiber alle Grenzen.
(Dies ist nicht verwunderlich, da fiir groBe x-Werte der Term x* den Term x> dominiert

und die Funktion g(x)=x* sich so verhilt.)

[J dass alles ,,Interessante (also Nullstellen, relative Extrema) sich etwa zwischen x = —1,1
und x =1,1 abspielt.

Aufgrund des zweiten Punktes macht es Sinn, sich ein weiteres Schaubild zu erzeugen, wel-
ches einen vergroferten Ausschnitt des interessanten Bereiches zeigt — siehe Abbildung 4.26.

02T

01T

Abb. 4.26: VergroBerter Ausschnitt der Kurve zu f(x) = x* —x°
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Das Bild legt nahe, dass Nullstellen bei x=—1, x=0 und x=1 vorliegen. Dies wird durch
Rechnen schnell bestétigt: Die Gleichung

x'=x* =0 bzw. X’ (x*-1)=0
hat genau diese drei Losungen.

Das Schaubild legt ferner nahe, dass es bei x =0 ein relatives Maximum und ungefahr bei
x=0,7 bzw. x=-0,7 relative Minima gibt. Um dies genau nachzurechnen, werden die
erste und die zweite Ableitung gebildet:

y'=f'(x)=4x" —2x
Y= f"(x)=12x" -2
Nun miissen die Nullstellen der ersten Ableitung ermittelt werden:

4x’ —2x=x(4x" -2)=0

hat die drei Losungen x; =0, x, = \/% und x3 = —\g .

Einsetzen dieser drei Losungen in die zweite Ableitung ergibt:

f1()=-2<0
F7(0,) =450
f10)=4>0

Dies besagt, dass bei x; =0 ein lokales Maximum vorliegt, bei x, = \/% (der Wert betragt
als Kommazahl ungefihr 0,71) wie auch bei x3 = —\/% handelt es sich um ein lokales Mini-
mum. Die drei relativen Extrempunkte sind somit (0;0) (Maximum) sowie ( %;—%) und

(- %;—%) (beides Minima). o

4.5 Nullstellen, Gleichungen und Ungleichungen
In diesem Abschnitt wird vom Thema ,,Nullstellen von Funktionen* noch einmal eine Briicke
geschlagen zum vorigen Kapitel iiber Gleichungen und Ungleichungen.

Fiir eine Funktion y = f(x) ist immer die Frage interessant, an welchen Stellen ihr Graph die
x- bzw. y-Achse schneidet. Dies hat zwei Griinde:

[J  Grund 1: Die Kenntnis dieser Schnittpunkte kann helfen, sich den groben Verlauf der
Funktionskurve vorzustellen.

[J  Grund 2: Die betreffenden Schnittpunkte sind in Anwendungen oft besonders interessant.

Die Schnittpunkte mit der x-Achse bzw. deren x-Werte werden Nullstellen genannt. Die bei-
den Griinde wollen wir an zwei Beispielen verdeutlichen.
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Beispiel 4.5.1

Es wird die Funktion y = f(x) =x’ + x* —4x—4 betrachtet. Um den mdglichen Schnittpunkt
mit der y-Achse zu ermitteln, setzt man x =0 ein und bekommt den zugehorigen y-Wert.
Also ist der Punkt (0;—4) der Schnittpunkt mit der -Achse.

Fiir die Schnittpunkte mit der x-Achse gilt, dass deren y-Werte Null sind - mit anderen Wor-
ten miissen die Losungen der Gleichung x* + x> —4x—4 =0 ermittelt werden. Als Losungen
ergeben sich hier x, =—1, x, =2 und x;, =2 . Dies bedeutet, dass der Graph der Funktion
die x-Achse in den drei Punkten A =(-1;0), P, =(-2;0) und P, =(2;0) schneidet. Die
ermittelten Schnittpunkte sind im folgenden Bild eingetragen:

4
y

XL
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Abb. 4.27: Schnittpunkte einer Funktionskurve mit den Achsen

Nun weil man allgemein, dass Funktionen der Form
y=f(x)=ax"+a, x""+.+ax+a,

(genannt Polynome) immer stetig sind, d. h. einen glatten Verlauf ohne Spriinge haben. Da in
der formelmiBigen Beschreibung der Funktion y = f(x)=x"+x’ —4x—4 fiir immer mehr

wachsende x-Werte der x* -Term dominiert, d. h. auch die Funktionswerte gegen oo streben,
und da analog fiir x — —o die Werte gegen —oo streben, kann der Graph der Funktion nur
ungefahr so verlaufen, wie in Abbildung 4.28 gezeigt. (Die genaue Lage der lokalen Extrem-
werte — der ,,Berge® und ,, Téler* — kennt man an dieser Stelle noch nicht; um dies auszurech-
nen, braucht man die Differenzialrechnung!) o
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Abb. 4.28: Ungefdhrer erwarteter Verlauf der Funktionskurve

Beispiel 4.5.2
Die folgende Fragestellung gehort zum Thema Finanzmathematik.

Jemand zahlt dreimal zum Jahresende jeweils 1000 EUR auf ein Sparbuch. Die Bank gewahrt
in der ersten Zinsperiode (also im zweiten Jahr) 8% Zinsen, in der zweiten Periode 9%. Die
Entwicklung des Guthabens ist in der folgenden Tabelle dargestellt:

Jahr ¢ Guthaben zu Beginn | Zinsen im Jahr ¢ | Einzahlung Guthaben zum
des Jahres am Jahresende | Jahresende

1 0 0 1000 1000

2 1000 80 1000 2080

2080 187 1000 3267

Welchen konstanten Zinssatz hitte die Bank fiir die beiden Verzinsungsperioden gewéhren
miissen, damit am Ende des dritten Jahres das Guthaben ebenfalls 3267 EUR betragt? (Man
spricht hier auch vom durchschnittlichen Zinssatz.)

Zur Beantwortung dieser Frage konnte man spontan auf die Idee kommen, dass die Antwort
,»8,5%" lautet; man rechnet aber leicht nach, dass dies am Ende nur zu 3262,23 EUR fiihrt.
Zum korrekten Ergebnis kommt man mit folgender Uberlegung: Ist p der gesuchte Zinssatz
und g =1+ p der zugehdrige Aufzinsungsfaktor (z.B. ist fiir p =8% der Aufzinsungsfaktor

q =1,08), so betrdgt das Guthaben am Ende von Jahr 2 genau G, =1000g+1000 EUR; am

Ende des dritten Jahres ist das Guthaben dann G, = G,q+1000.
Einsetzen von 3267 fiir G, filihrt nun zu der Gleichung 3267 = G,q +1000
oder

3267 = (1000g +1000)g +1000 = 10004 +1000g + 1000 .
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Diese Gleichung kann umgeformt werden zu
2,267 =¢q" +q oder ¢° +q—2,267=0.

Wie grofl ist nun ¢? Der gesuchte Wert ist offenbar eine Nullstelle der Funktion
f(x)=x"+x—-2,267 . Die Funktion ist in Abbildung 4.29 dargestellt.

Abb. 4.29: Eine quadratische Funktion

Da man die Lage der Nullstelle nur schwer erkennen kann, ist in Abbildung 4.30 noch einmal
ein vergroferter Ausschnitt zu sehen.

Y 001t

0.00 t t t t t t t t t {
1.081 1.082 1.083 1.084 1.085 1. 1.087 1.088 1.089 1.090
X

Abb. 4.30: VergroBerter Ausschnitt der Kurve einer quadratischen Funktion

Man vermutet die Nullstelle in der Ndhe von 1,087. Genauere Rechnung ergibt ca. 1,0865, d.
h. einen gesuchten Zinssatz von 8,65%. o
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An dem letzten Beispiel ist deutlich geworden, dass man es bei der Nullstellensuche von
Funktionen und dem Losen von Gleichungen mit demselben Problem zu tun hat:

Ist eine Funktion y = f(x) gegeben und eine Nullstelle gesucht, und wird der Funktions-
zusammenhang vollstdndig durch einen von der Variablen x abhidngigen Term T'(x) be-
schrieben (d. h. durch eine ,,Formel®), so bedeutet die Nullstellenbestimmung fiir f(x)

dasselbe wie das Losen der Gleichung 7'(x) =0 .

Beispielsweise bedeutet die Nullstellensuche bei f(x) = x* + x—2,267 das Losen der Glei-
chung x* +x-2,267=0.

Ist eine Gleichung der Form 7;(x) =7,(x) gegeben, die nach x aufgeldst werden soll, so
kann stattdessen die Funktion f(x)=7,(x)—T7,(x) betrachtet werden; die Losungen der
Gleichung sind die Nullstellen dieser Funktion.

Beispielsweise entsprechen die Losungen der Gleichung x* =3 den Nullstellen der Funkti-
on f(x)=x>-3"".

Mit dhnlichem Blick wollen wir noch einmal auf Ungleichungen schauen.

Bei der Bestimmung der Losungsmengen von Ungleichungen sind immer die Losungen der
zugehorigen Gleichungen interessant. Dies verdeutlicht das folgende Beispiel.

Beispiel 4.5.3

Wir mochten wissen, fiir welche reellen Zahlen x die Ungleichung x* +1>4 gilt. Die Un-
gleichung ist offenbar gleichbedeutend mit x* >3 . Die Losungen der zugehdrigen Gleichung
x* =3 sind x, = V3 und X, = —/3 . Damit leuchtet unmittelbar ein, dass die Losungen der

Ungleichung alle x < —3 sowie alle x>+/3 sind, d. h. die Losungsmenge ist die Vereini-
gung der Intervalle (—oo,—\/g] und [\/5 ,0) . 8

Da die Losungen einer Gleichung stets auch die Nullstellen einer geeignet gewahlten Funkti-
on sind, kann man noch einen Schritt weiter gehen und die Kenntnisse {iber Funktionen und
Nullstellen ausnutzen.
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Fortsetzung des Beispiels 4.5.3
Die gegebene Ungleichung formen wir um zu x° —3>0. Betrachten wir nun die Funktion
y=f(x)=x>=3, so ist also die Frage, fiir welche x gilt f(x)>0, d. h. wo die Funktion

oberhalb der x-Achse verlduft. Dies ist offensichtlich fiir x < —/3 und fir x> \/3 der Fall
(siche auch Abb. 4.31). o

xnl

Abb. 4.31: Funktionskurve zu f(x)=x" -3

Allgemein kann man folgendermaf3en vorgehen.

Gegeben sei eine Ungleichung in der Form 7] (x) > 7, (x) , wobei 7;(x) und 7,(x) Terme in

der Variablen x sind. (Analog geht man vor, wenn eine andere Ungleichheitsbeziehung wie <
etc. vorliegt.) Als Funktionen der Variablen x seien 7;(x) und 7,(x) stetig. (Dies ist in der

Regel der Fall.) Wir betrachten die Funktion
y= () =T(x)-T(x).

Die Losungen der urspriinglich gegebenen Ungleichung entsprechen nun offenbar denjenigen
x-Werten, fiir die die Funktion y = f(x) oberhalb der x-Achse verlauft.

X, X,,...,X, seien die Nullstellen der Funktion. Zwischen zwei aufeinander folgenden Null-

stellen muss die Funktion komplett ober- oder unterhalb der x-Achse verlaufen, denn bei
einem Vorzeichenwechsel miisste sie aus Stetigkeitsgriinden in diesem Bereich auch die x-
Achse schneiden, was eine weitere Nullstelle bedeutete. Man muss also nur je irgendeinen
Wert aus den offenen Intervallen zwischen den Nullstellen darauf priifen, ob der Funktions-
wert positiv oder negativ ist, um dies fiir das gesamte Intervall zu schlief3en.
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Beispiel 4.5.4

Die Ungleichung x’ <x*+x soll untersucht werden. Man bildet zunichst die Funktion
y= f(x)=x’ —x* —x. Deren Nullstellen sind (von links nach rechts — also auf der Zahlen-

geraden — geordnet) x :i—% 5, x =0 und x3 =%

1 + %\/g . Wir testen vier Funktionswer-

te:
x =-2 als Wert unterhalb x,: f(-2)=-10<0

xz—% als Wert in (x,,x,): f(—%)=%>0

x=1 als Wertin (x,,x,): f(1)=-1<0

x =3 als Wert oberhalb von x,: f(3)=15>0

Man sieht, dass f(x)<0 fiir alle x<1-15 und fiir Oﬁxﬁ%+%x/g gilt, d. h. die Lo-

sungsmenge der Ungleichung ist (—OO,%—%\/g]U[O,%+%\/§]. Dies wird durch ein Schau-
bild der Funktion f(x) (Abb. 4.32) bestitigt. o

y ‘ o+ /

-10 —

Abb. 4.32: Funktionskurve zu f(x)=x"—x’ —x

Aufgaben zu Kapitel 4

Ubungsaufgabe 4.1
Man bestimme den gré3tmdglichen Definitionsbereich der folgenden Funktionen:

a) f(x)=x"—x+3

b) g(2)=

22 +1
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L
p-2 p-3

d) Ug)=+[g+1

¢) h(p)=

Ubungsaufgabe 4.2
Welche der Punkte (0;1), (1;2), (-L3), (3;16) liegen auf der Kurve der Funktion
f(x)=2x"—x+1?

Ubungsaufgabe 4.3

Man bestimme die Gleichung der Geraden, die die x-Achse bei x =5 schneidet und durch
den Punkt P =(3;—4) verlauft.

Ubungsaufgabe 4.4
Man bestimme den Schnittpunkt der beiden Geraden f(x)=3x-2 und g(x)=2x+1.

Ubungsaufgabe 4.5

Gesucht sind alle Nullstellen der folgenden Funktionen.
a) f(x)=Tx+1

b) k(p)=(p+2)(p*-9N(p*+1)

¢ f(x)=10"

d) z(t)=+t"-9

Ubungsaufgabe 4.6

Man bestimme (mit Verwendung der Tabelle der Ableitungen elementarer Funktionen) die
erste Ableitung der folgenden Funktionen:

a) f(x)=15+x"

b) g(n=x’
o f(p)=p’
&) f)=——

X
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Ubungsaufgabe 4.7

Gesucht ist das absolute Minimum und das absolute Maximum der Funktion f(x)=x"+2 in
dem Intervall [2,8].

Sachaufgabe 4.8

Klaus moéchte sich beim Mobilfunkanbieter F-Minus ein Handy beschaffen. In der Regel wird
er damit wochentags ins Festnetz telefonieren (zum sogenannten ,,Sunshine-Tarif*). Er {iber-
legt nun, ob er sich ein Kartenhandy oder eins mit Vertrag anschaffen soll, wobei der Preis
des Gerites selbst keine Rolle spielt. Die laufenden Kosten stellen sich so dar:

mit Vertrag mit Prepaid-Karte
Grundgebiihr im Monat 9,95€ 0
Minutenpreis 0,49 € 0,77 €

Ab wie vielen Gespridchsminuten pro Monat lohnt sich das Vertragshandy?

Sachaufgabe 4.9

Man bestimme das Betriecbsminimum eines Betriebes, der mit der Kostenfunktion
K(x)=x" —6x> +20x+48 arbeitet. (Zum Begriff Betriebsminimum: Hier werden die variab-
len Stiickkosten minimiert.)

Sachaufgabe 4.10

Jemand will einen Pkw mieten, um die Strecke von Wuppertal nach Kiefersfelden (Strecken-
lange 700 km) zuriick zu legen. Der Treibstoffverbrauch y (in Liter pro 100 km) héngt dabei
von der Fahrgeschwindigkeit x (in km/h) gemaB folgender Formel ab:
x 240
=f(x)=—=-3+—
y=/®=1 .

a) Welche konstante Geschwindigkeit x sollte gefahren werden, um den Treibstoffverbrauch
zu minimieren?

b) Der Mietpreis fiir den Pkw betrdgt 12 €/h sowie zusétzlich 50 € Grundgebiihr. Der Treib-
stoff kostet 1,20 €/1. Weitere Kosten entstehen nicht. Stellen Sie eine Kostenfunktion fiir die
Fahrt nach Kiefersfelden auf, in der die Fahrgeschwindigkeit x als unabhéngige Variable
auftritt. Die Kostenfunktion summiert dabei alle obengenannten Kosten.

¢) Welche Geschwindigkeit sollte gefahren werden, um die Kosten zu minimieren?
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5.1 Bestimmung mehrerer unbekannter Grofien

In Kapitel 3 ging es darum, eine unbekannte Grole zu bestimmen, iiber die man eine Infor-
mation in Form einer Gleichung (oder auch einer Ungleichung) besitzt. Man kann ebenso vor
dem Problem stehen, mehrere Grifien bestimmen zu wollen — damit das gelingt, braucht man
freilich auch mehrere Informationen. Liegen diese in Form mehrerer Gleichungen vor, spricht
man von einem Gleichungssystem. Am besten macht man sich das an einigen Beispielen
klar.

Beispiel 5.1.1

Frau K. hat ihren zehnjéhrigen Sohn zum Einkaufen geschickt, fiir 2 1 Milch und 250 g Butter
waren 2,05 € fillig. Leider hat der Sohn den Kassenzettel verloren. Kann Frau K. trotzdem
ausrechnen, welcher Betrag fiir einen Liter Milch bezahlt wurde? Natiirlich nicht: Es ist bei-
spielsweise moglich, dass die Milch 46 Cent und die Butter 1,13 € gekostet hat
(2-0,46+1,13=2,05), aber es sind auch 48 Cent fiir die Milch und 1,09 € fiir diec Butter

moglich (2-0,48+1,09 = 2,05).

Anders nach dem nichsten Tag, wo der Sohn noch mal einkaufen ging und nun 3,14 € fiir 2 1
Milch und 500 g Butter bezahlte (und wieder den Kassenzettel verlor). Da beim zweiten
Einkauf 1,09 € mehr bezahlt wurden, muss dies offenbar der Preis fiir 250 g Butter sein,
womit dann auch klar ist, dass eine Milchtiite 48 Cent gekostet hat. Man sieht: Es sind zwei
Informationen nétig (zwei Einkdufe), um zwei unbekannte Groflen bestimmen zu konnen
(Preis fiir Milch bzw. Butter). o

Beispiel 5.1.2

Jemand hat einen Euro-Betrag auf ein Sparkonto eingezahlt, auf dem zu einem festen jéhrli-
chen Zinssatz verzinst wird (mit Zinseszinsen). Nach zwei Jahren hatte das Konto einen
Stand von 1113,98 €, nach vier Jahren waren es 1269,76 €. Wie hoch war der Anfangsbetrag,
zu welchem Zinssatz wurde verzinst?

Wie in der Finanzmathematik {iblich, nennen wir die hier vorliegenden unbekannten Gréf3en
Anfangskapital K, und Zinssatz i. Die vorhandenen Informationen lassen sich dann offenbar

in Form der folgenden beiden Gleichungen hinschreiben:
K,-(1+i)* =1113,98
K, (1+i)* =1269,76

Wie macht man weiter? Eine Moglichkeit ist das Einsetzungsverfahren: Gelingt es, eine der
Gleichungen nach einer der Unbekannten aufzuldsen, so kann man den erhaltenen Ausdruck
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fiir diese Unbekannte in die andere(n) Gleichung(en) einsetzen. Im vorliegenden Beispiel
16sen wir die erste Gleichung nach K auf:

111398
07 (140)?

Diesen Ausdruck fiir K, setzen wir in die zweite Gleichung ein:

1398 (1+i)* =1296,76
(1+i)?

Die weitere Rechnung ergibt nun:

1113,98-(1+4)* =1296,76

1296,76
(1+i)% = THses = L1641
1+i~1,0789
i~0,0789

Dies bedeutet, dass der Zinssatz etwa 7,89 % betrdgt. Damit kann jetzt noch das Anfangska-
pitel berechnet werden:

1113,98
1,07892

0~ ~ 957,01

Man kann also davon ausgehen, dass das Anfangskapitel ca. 957,01 € betrug. o

Beispiel 5.1.3

Ein Rennwagen startet mit einer konstanten Beschleunigung, mit der er nach drei Sekunden
50 Meter zuriick gelegt hat. Wie lange braucht er fiir die ersten 200 Meter?

Obwohl hier nur nach einer Unbekannten gefragt wird, steckt natiirlich auch die konstante-
Beschleunigung als unbekannte Grofle in dem Problem. Wird diese Beschleunigung b ge-
nannt (gemessen in Metern pro Quadratsekunde), so bekommt man die folgenden beiden
Gleichungen™:

1522 _
1537 =50

2
1-b-1y99” =200

Aus der ersten Gleichung bekommt man sofort

p=100_m_
9 SCC2 ’

nach Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt sich damit:

ty =06sec o

i Hier muss man wissen, dass bei einer Bewegung mit konstanter Beschleunigung b das Weg-Zeit-
Gesetz lautet: s = %bt2
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Diejenigen Leser, welche angesichts der Beispiele 5.1.2 und 5.1.3 nervds geworden sind,
konnen wir erst einmal beruhigen: Wir werden uns in diesem Kapitel hauptséchlich mit line-
aren Gleichungssystemen beschiftigen (siche nichster Abschnitt). Damit ist gemeint, dass
die vorkommenden Unbekannten nur quasi ,,pur” vorkommen, also nicht potenziert werden,
aus ihnen keine Wurzeln gezogen werden etc. Ein lineares Gleichungssystem aus zwei Glei-
chungen mit zwei Unbekannten x und y sieht also so aus:

a-x+b-y=c
d-x+ey=f

Dabei konnen a, b, ¢, d, e und firgendwelche reellen Zahlen sein, jedoch werden sie als ge-
geben angenommen und sind insofern keine Unbekannten. Konkret steckt in Beispiel 5.1.1
das folgende Gleichungssystem:

2x+y=2,05
2x+2y=3,14

(x steht also fiir den Preis von 1 1 Milch, y fiir 250 g Butter.) Entscheidend fiir das Adjektiv
Hlinear® ist, dass die Unbekannten nur linear (d. h. in der ersten Potenz) vorkommen. Sollen
fiir die Unbekannten konkrete Werte eingesetzt werden, so ist das Verstdndnis dabei, dass fiir
eine Unbekannte in allen Gleichungen derselbe Wert eingesetzt wird — anders gesagt: Eine
Losung des Gleichungssystems liegt dann vor, wenn man einen konkreten Wert fiir x und
einen flir y hat, die in alle gegebenen Gleichungen eingesetzt werden kdnnen, so dass samtli-
che dieser Gleichungen stimmen.

Fiir die Losung linearer Gleichungssysteme hat man ein leicht verstandliches algorithmisches
Verfahren, das in den nédchsten beiden Abschnitten behandelt wird. Damit kann man ,,im
Prinzip* jedes lineare Gleichungssystem 16sen. Die Einschrénkung ,,im Prinzip* bezieht sich
darauf, dass man bei sehr vielen Gleichungen und sehr vielen Unbekannten (sagen wir: 200
Gleichungen mit 180 Unbekannten) heute selbstverstandlich Hilfsmittel wie Computer he-
ranzieht. Dies ist jedoch nicht anders als beim simplen Rechnen: Auch hier kann man ,,im
Prinzip® beliebig groBe Zahlen miteinander multiplizieren — aber: Wer rechnet heute das
Produkt zweier 30-stelliger Zahlen mit der Hand aus?

Jetzt diirfte auch klar sein, was ein nichtlineares Gleichungssystem ist: Hier taucht mindes-
tens einmal eine der Variablen als Potenz, Wurzel oder etwa auch in einem Logarithmus auf —
wie in den Beispielen 5.1.2 und 5.1.3. Selbstverstindlich stellt die Mathematik auch hier
Losungsmethoden bereit, jedoch gibt es keinen so ,,schonen und einfachen Algorithmus wie
fiir den linearen Fall. Oft muss hier mit iterativen Verfahren gearbeitet werden, mit denen
man sich der Losung immer weiter annédhert. Auf dieses Thema gehen wir in diesem Buch
nicht weiter ein.
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5.2 Losung linearer Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Im vorliegenden Abschnitt behandeln wir nur lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbe-
kannten, der allgemeine Fall mit beliebig vielen Unbekannten ist dann Gegenstand des néchs-
ten Abschnitts. Aus rein mathematischer Sicht wire es nicht notig, den Spezialfall zweier
Unbekannter separat zu behandeln, da er im allgemeinen Fall enthalten ist. Aus didaktischer
Sicht ist diese Vorgehensweise jedoch sinnvoll, da sich der Leser anhand dieses tibersichtli-
chen Falles schon an das Losungsverfahren gewo6hnen kann, welches dann im nichsten Ab-
schnitt in allgemeiner Form vorgestellt wird.

FEine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten sieht z. B. so aus:
2x+3y =8

Als Losung dieser Gleichung bezeichnet man iiblicherweise jede Kombination konkreter x-
und y-Werte, die in diese Gleichung eingesetzt werden konnen, so dass es stimmt. Beispiels-
weise bilden also x =1 und y =2 eine Losung, denn

2-1+3-2=8.
Noch einmal: Die Terminologie ist, dass x =1 und y =2 zusammen eine Losung bilden, es
wiére falsch zu sagen, x =1 sei eine Losung (und y =2 dann moéglicherweise die andere).
Um diese Zusammengehorigkeit zu verdeutlichen, ist es tiblich, das Paar (1;2) als eigenes

Objekt zu betrachten, welches eine Losung der Gleichung darstellt; das Verstidndnis ist dann,
dass die erste Komponente dieses Paares (hier die ,,1%) fiir einen x-Wert steht, die zweite fiir
V.

Nun kann man leicht sehen, dass x=1 und y =2 nicht die einzige Losung der Gleichung

bilden — beispielsweise sind auch x =2,5 und y =1 moglich, denn
2-2,5+3-1=8.

So stellt sich natiirlich die Frage, wieviele solche Losungen es denn gibt und wie man sich
eine Ubersicht dieser Moglichkeiten verschaffen kann. Die entscheidende Idee, die an dieser
Stelle weiter hilft, ist nun, sich die Losungspaare als Punkte im x-y-Koordinatensystem vor-
zustellen!

An dieser Stelle miisste es beim Leser eigentlich zu einem Aha-Erlebnis kommen. Welche
Punkte (x;y) im Koordiantensystem liefern Losungen zur obigen Gleichung? Um dies zu

beantworten, 16sen wir die Gleichung nach y auf:

y=—3x+3
Wir erinnern an das Kapitel iiber Funktionen: Dies ist die Gleichung einer Geraden, in Abb.
5.1 ist ein Schaubild zu sehen. Die Koordinaten x und y eines jeden Punktes auf dieser Gera-
den erfiillen die Ausgangsgleichung und bilden somit eine Losung — locker kénnte man so

sagen: ,,Die Losungen der Gleichung sind die Punkte auf der Geraden.
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Abb. 5.1: Die Gerade y = —%x+§

Allgemein hat eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten folgende Form:
a-x+b-y=c

a, b und c sind dabei irgendwelche reellen Zahlen. Aufgrund der soeben am konkreten Bei-
spiel aufgezeigten Situation diirfte klar sein, dass die Losungen (fast) immer eine Gerade im
x-y-Koordinatensystem bilden.

Leider ist die Einschrédnkung ,,fast* notig. Das liegt daran, dass die Zahlen a, b oder ¢ auch
den Wert Null haben kénnen und dann einige Sonderfille auftreten. Beispielsweise hat die
Gleichung

0-x+0-y=5

tiberhaupt keine Losung (also auch keine Gerade), denn auf der linken Seite kommt immer
Null heraus, egal was man fiir x oder y einsetzt — die Gleichung kann also nie stimmen! Wir
wollen diese verriickten Sonderfille jetzt aber nicht ausdiskutieren, siec werden ohnehin im
allgemeinen Verfahren (siehe nichster Abschnitt) mit abgedeckt.

Wir haben die Losungen einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten recht ausfiihrlich
diskutiert, da dies das Verstindnis der niachsten Schritte wesentlich erleichtert. Ein lineares
Gleichungssystem liegt stets vor, wenn von mehr als einer Gleichung die Rede ist. Ein linea-
res Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten sieht also folgenderma-
Ben aus:

a-x+b-y=c
d-x+e-y=f
Da man nun Punkte der x-y-Ebene sucht, deren Koordinaten beide Gleichungen erfiillen, und

da die Losungen einer Gleichung den Punkten der mit der Gleichung assoziierten Geraden
entsprechen, diirfte aufgrund der obigen Argumentation klar sein:
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Die Losungen des Gleichungssystems entsprechen den Schnittpunkten zweier Geraden!

Wieviele solcher Schnittpunkte kann es geben?
Fangen wir noch einmal anders an.

Angenommen, wir hdtten zwei Geradengleichungen in der x-y-Ebene. Dann gibt es prinzi-
piell drei Moglichkeiten:

(1 Die beiden Geradengleichungen beschreiben dieselbe Gerade. Dann haben die ,,beiden*
durch die Gleichungen gegebenen Geraden (in Wirklichkeit ist es nur eine!) unendlich
viele ,,Schnittpunkte*, ndmlich alle Punkte auf dieser Geraden.

(1 Es handelt sich um zwei unterschiedliche Geraden. Diese konnen parallel sein und
schneiden sich in diesem Falle gar nicht.

(1 Es handelt sich um zwei unterschiedliche Geraden, die nicht parallel sind. Dann schnei-
den sie sich in genau einem Punkt.

Fazit aus dieser Uberlegung ist:

Fiir zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten gibt es stets entweder keine, genau
eine oder unendlich viele Losungen. Eine andere Mdglichkeit existiert nicht.

Wir greifen nun das Beispiel 5.1.1 noch einmal auf, um diese fundamentale Aussage zu ver-
deutlichen.

Beispiel 5.2.1 (Fortsetzung von 5.1.1)
Wie bereits gesagt, fiihrt Beispiel 5.1.1 auf das folgende lineare Gleichungssystem:

2x+y=2,05
2x+2y=3,14
Lost man jeweils nach y auf, so erhélt man die beiden Geradengleichungen
y=-2x+2,05
und
y=—x+1,57.

In Abbildung 5.2 sind die beiden Geraden eingezeichnet. Sie schneiden sich offenbar in der
Néhe von x=0,5 und y=1,1. Dies steht mit dem korrekten Ergebnis x=0,48 und

y=1,09 (siehe in 5.1.1) im Einklang.
Nun dndern wir das Beispiel ab und gehen davon aus, dass Frau K.s Sohn am zweiten Tag 4

Liter Milch und 500 Gramm Butter einkauft und dafiir 4,10 € bezahlt. Die beiden Gleichun-
gen (fiir die beiden Einkdufe) lauten dann:

2x+y=2,05
4x+2y=4,10
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Die Geradengleichung zur zweiten Gleichung lautet nun
2y =—4x+4,10

bzw.
y=-2x+2,05,

also genauso wie die erste Gleichung! Die zweite Gleichung (der zweite Einkauf) hat also
keine neue Information gebracht — was kein Wunder ist: Fiir den doppelten Einkauf wurde
das Doppelte bezahlt — worin sollte also die neue Information bestehen? Da man es folglich
immer noch mit nur einer Geraden zu tun hat, gibt es nach wie vor unendlich viele Losungen,
niamlich alle Punkte auf der einzigen Geraden g,. Dabei sind natiirlich nur einige der ,,ma-

thematisch korrekten* unendlich vielen Losungen fiir die reale Problemstellung interessant —
beispielsweise bilden zwar x =,001 und y=2,048 eine Losung, die jedoch fiir das reale
Beispiel recht abwegig ist: Ein Liter Milch wiirde 0,1 Cent kosten, 250 Gramm Butter 2,048

€. (Noch schlimmer ist beispielsweise die ,,Losung® x = % und y =2,05 —% )]

4+

Abb. 5.2: Die Geraden g, zur Gleichung 2x+y =2,05 und g, zu 2x+2y =3,14

Jetzt andern wir das Beispiel nochmals ab und nehmen an, Frau K.s Sohn habe am zweiten
Tag fiir 6 Liter Milch und 750 Gramm Butter 5,40 € bezahlt. Die zum zweiten Einkauf geho-
rende Gleichung ist jetzt

6x+3y=5,40,

nach y aufgeldst als Geradengleichung:
y=-2x+1,80

In Abbildung 5.3 sind die Geraden zu den beiden jetzt aktuellen Gleichungen zu sehen. Die
Geraden sind offenbar parallel und haben somit keinen Schnittpunkt. (In dem Bild ist ein
vergroBBerter Maf3stab verwendet, da die beiden Geraden sonst schlecht zu unterscheiden
wiéren.) Das Gleichungssystem
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2x+y=2,05
6x+3y=5,40

hat mithin keine Losung. Auch das ist natiirlich kein Wunder: Der Junge hat das Dreifache
eingekauft, aber nicht das Dreifache bezahlt! Unter der (von uns stillschweigend gemachten)
Voraussetzung, dass sich die Preise vom einen Tag zum anderen nicht geédndert haben, sind
die Daten widerspriichlich, es kann keine Losung geben! o

y3

Abb. 5.3: Die Geraden g, zur Gleichung 2x+y =2,05 und g, zu 6x+3y =5,40

Nun steht noch die Frage im Raum, wie es sich hinsichtlich der Losungen verhélt, wenn mehr
als zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten gegeben sind — also drei Gleichungen, vier oder
noch mehr. Aufgrund der bisherigen geometrischen Betrachtungen liegt die Antwort auf der
Hand: Auch drei oder mehr Geraden in der x-y-Ebene werden entweder keinen, genau einen
oder aber unendlich viele Punkte gemeinsam haben. (Im letzten Fall hat man sozusagen
,,dreimal dieselbe Gerade®.)

Die bisherigen geometrischen Betrachtungen dienten dazu, beim Leser ein Verstdndnis fiir die
fundamentale Tatsache zu erzeugen, dass ein lineares Gleichungssystem stets entweder keine,
genau eine oder aber unendlich viele Losungen besitzt. Dies ist auch bei beliebig vielen Glei-
chungen und Unbekannten so, wie sich im nichsten Abschnitt zeigen wird. Beim Losen kon-
kret gegebener linearer Gleichungssysteme verzichtet man allerdings in der Regel auf diese
geometrische Interpretation (bei mehr als drei Unbekannten wére das sowieso schwierig),
sondern fangt sofort an zu rechnen. Das iiblicherweise angewendete allgemeine Losungsver-
fahren wird im néchsten Abschnitt vorgestellt. Zur Uberleitung beenden wir diesen Abschnitt
mit einem weiteren Beispiel.
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Beispiel 5.2.2

Das folgende lineare Gleichungssystem soll gelost werden:
3x—-y=3
x+2y=8

Den ersten Losungsweg bictet das Einsetzungsverfahren: Man 16st (z. B.) die zweite Glei-
chung nach y auf und setzt den fiir y gewonnen Ausdruck in die erste Gleichung ein. Man
erhilt so aus der zweiten Gleichung

y= —%x +4,
eingesetzt in die erste fiihrt dies zu:

3x—(—1x+4)=3

T+ 44—
Ex 4=3
7\
EX—7
x=2

Einsetzen von x =2 in eine der beiden Gleichungen fiihrt dann sofort zu y =3. Als einzige
Losung wurde also (x;y) =(2;3) ermittelt.

Das Einsetzungsverfahren entspricht bei genauem Hinsehen der Vorgehensweise bei der
Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden, die durch Funktionsgleichungen gegeben
sind. Insofern schlieft sich hier der Kreis zu den obigen geometrischen Betrachtungen.

Nun zum Additionsverfahren, das darauf beruht, dass man eine Gleichung auf beiden Seiten
mit einer Zahl multiplizieren und dass man zwei Gleichungen addieren darf (das heisst: linke
Seiten addieren, rechte Seiten addieren). Man macht dies so, dass dabei in einer Gleichung
eine der Unbekannten wegfillt. In unserem Beispiel ist es angeraten, die zweite Gleichung
mit 3 zu multiplizieren. Dann sieht das Gleichungssystem so aus:

3x—y=3
3x+6y=24
Nun kann man die zweite Gleichung von der ersten abziehen, dann fallt x weg, und erhélt als
neue Gleichung

~Ty=-21,

in der die Unbekannte x nicht vorkommt. Hieraus ist sofort y =3 zu bestimmen. Einsetzen
dieses Wertes in die erste (oder auch die zweite) Gleichung liefert x=2.n

Das im néchsten Abschnitt behandelte allgemeine Losungsverfahren ist nichts anderes als die
konsequente Umsetzung des im letzten Beispiel angewendeten Additionsverfahrens — also
das Addieren und Multiplizieren von Gleichungen mit dem Ziel der Vereinfachung durch den
Wegfall von Unbekannten.
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5.3 Systeme mit beliebig vielen Unbekannten

In diesem Abschnitt wird der Gauf3sche Algorithmus zur Losung eines beliebigen linearen
Gleichungssystems beschrieben. Seine Grundidee beruht auf dem Additionsverfahren, das
fiir den Fall zweier Unbekannter im vorigen Abschnitt angesprochen wurde. Kern des Gan-
zen ist die Uberlegung, welche Umformungen man mit einem linearen Gleichungssystem
vornehmen kann, ohne dass sich die Losungen dndern. Diese Umformungen werden erlaubte
Umformungen genannt. In dem Algorithmus wird dann versucht, das Gleichungssystem mit
Hilfe erlaubter Umformungen so zu verdndern, dass die Losungen leicht abgelesen werden
konnen.

Welches sind die erlaubten Umformungen?

Offenbar darf man zwei Gleichungen vertauschen, d. h. in einer anderen Reihenfolge unter-
einander schreiben, dies hat keinen Einfluss auf die Losungen. Weiter darf man irgendeine
der Gleichungen mit einer beliebigen reellen Zahl A # 0 multiplizieren (damit ist gemeint:
beide Seiten der Gleichung mit A multiplizieren), ohne dass sich die Losungsmenge verin-
dert. SchlieBlich darf man zu einer beliebigen Gleichung des Gleichungssystems eine andere
Gleichung des Systems addieren (damit ist gemeint: man addiert jeweils die linken und die
rechten Seiten).

Wenn man die beiden letzten Aussagen noch in eine zusammenfasst, kommt man schlieBlich
zu dem folgenden Ergebnis, welches wir ausnahmsweise als Satz formulieren wollen:

Satz 5.3.1

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn folgende
Umformungen vorgenommen werden:

[ Vertauschen zweier Gleichungen

[1 Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus dem A, -fachen dieser Gleichung und

dem A, -fachen einer anderen Gleichung (4, #0)

Die Grundidee des GauBlschen Algorithmus besteht darin, die in dem Satz angesprochenen
erlaubten Umformungen in systematischer Weise solange anzuwenden, bis geniigend oft
Unbekannte aus den Gleichungen weggefallen sind, so dass man die Losungen leicht ablesen
kann. Bevor wir den Algorithmus in allgemeiner Form beschreiben, illustrieren wir den Ab-
lauf an drei Beispielen.

Beispiel 5.3.2
Wir gehen von dem folgenden System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten aus:
X =%, +2x;,=9
2x, +x, =3

X +2x,—x; =-3
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Das Ziel ist nun, Vielfache dieser Gleichungen so zueinander zu addieren (erlaubte Umfor-
mungen), dass dabei einfachere Gleichungen heraus kommen. Um dies durchzufiihren, er-
setzt man das Gleichungssystem zunéchst einmal durch ein rechteckiges Schema, in dem nur
die Koeffizienten der Unbekannten x, (das sind die Zahlen vor den x; ) und die Zahlenwerte

der rechten Seiten aufgefiihrt sind:

1 -1 219
21 013
1 2 -1|-3

Wie man sieht, sind in dem 3x3 -Schema links des senkrechten Striches die Koeffizienten
der x, aus den drei Gleichungen zeilenweise aufgefiihrt, rechts des Striches stehen die rech-
ten Seiten der drei Gleichungen. (Man beachte: Da in der zweiten Gleichung x, nicht vor-
kommt, steht dort eigentlich ,,0-x;“, d. h. an die betreffende Stelle kommt eine Null.) Bei
diesem rechteckigen Schema spricht man von der Matrix-Schreibweise, gelegentlich wird
auch der Begriff Tableau verwendet.

Die Zeilen des Schemas stehen also fiir die Gleichungen. Indem man nun die erlaubten Um-
formungen auf die Zeilen dieses Schemas anwendet, hat man eine Menge Schreibarbeit ge-
spart, denn man muss nicht dauernd die ,,x; “ mitschleppen. Ziel ist es, in systematischer
Weise in dem Schema ,,Nullen“ zu erzeugen, denn das bedeutet ja, dass in den Gleichungen
Unbekannte wegfallen.

Jetzt wollen wir endlich weiterrechnen.

Wir ersetzen die zweite Zeile durch ,,zweite Zeile minus 2 mal erste Zeile* und die dritte
Zeile durch ,,dritte Zeile minus erste Zeile® und erhalten als neues Schema:

1 -1 2|9
0 3 —4|-15
0 3 -=3|-12

Nun ersetzen wir die dritte Zeile durch ,,dritte Zeile minus zweite Zeile* und erhalten:

1 -1 29
0 3 —4|-15
0 0 173

Das 3x3-Schema links des senkrechten Striches ist nun in , Dreiecksform® — man meint
damit, dass unterhalb der Diagonalen von links oben nach rechts unten nur noch Nullen ste-
hen. An dieser Stelle geht man zuriick zur Schreibweise als Gleichungen. Die Gleichungen
lauten nun:
X, —x,+2x,=9
3x, —4x;=-15

x, =3
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Bei diesem Gleichungssystem, welches dieselben Losungen hat wie das zu Beginn gegebene
System, kann man nun die Losungen schnell bestimmen: x, =3 steht schon da. Setzt man

dies in die zweite Gleichung ein, bekommt man x, =—1. Einsetzen dieser beiden Werte fiir
x,und x; in die erste Gleichung liefert schlieflich x, =2. Das zu Beginn gegebene Glei-
chungssystem hat also als einzige Losung: x, =2,x, =-1,x;, =3 n

Beispiel 5.3.3
Es wird das folgende System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten betrachtet:
X =%, +2x; =9
2x, +x, =3
X, +2x,=2x, =—6
Wie im vorigen Beispiel schreiben wir das zuerst in Matrixform hin:

1 -1 219

2 1 03 WH-2-1

1 2 2(-6 -1
Im ersten Schritt miissen nun unterhalb der ,,1* ganz oben links in der ersten Spalte Nullen
hergestellt werden. Dazu wird die zweite Zeile ersetzt durch ,,zweite Zeile minus 2 mal erste
Zeile™ (I -2-1) und die dritte Zeile durch ,,dritte Zeile minus erste Zeile* (/] — I ). Damit
man hinterher noch nachvollziehen kann, welche Zeilenoperationen man ausgefiihrt hat, ist es

iiblich, rechts neben den Zeilen (wie oben geschehen) zu notieren, wodurch man diese als
ndchstes ersetzen will. Resultat der ersten Runde ist hier:

1 -1 219
0 3 —-4(-15
0 3 —4|\-15 Hn-11
Wie bereits neben der dritten Zeile notiert, subtrahiert man im niachsten Schritt die zweite von

der dritten Zeile, um an der zweiten Position der dritten Zeile eine Null zu erzeugen und so
eine ,,Dreiecksgestalt™ hinzubekommen — das Ergebnis sieht so aus:

1 -1 219
0 3 —4|-15
0 0 0O

Wie man sieht, sind pldtzlich mehr Nullen entstanden, als beabsichtigt war — die ganze dritte
Zeile besteht nur noch aus Nullen! Dies bedeutet, dass man nicht — wie im vorigen Beispiel —
aus der dritten Zeile direkt x; bestimmen kann, vielmehr kann man mit der dritten Zeile gar

nichts anfangen. Die dritte Zeile bedeutet ndmlich

0-x+0-x,+0-x;, =0,
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was immer richtig ist — sie liefert also ,,Null Information®, man kann sie jetzt ebenso gut
weglassen! Das neue Schema ist dadurch kleiner geworden:

1 -1 29

0 3 —4|-15
Man konnte nun wieder versuchen, die ,,3“ in der zweiten Zeile durch eine Null zu ersetzen,
damit eine Zeile entsteht, in der nur noch x; vorkommt, so dass der x,-Wert direkt ausge-

rechnet werden kann. Bei genauerer Uberlegung stellt man aber fest, dass dies nicht moglich
ist: Sobald man die zweite Gleichung ersetzt durch eine Kombination der derzeitigen zweiten
mit der ersten, handelt man sich in der ersten Position der neuen dritten Zeile wieder eine von
Null verschiedene Zahl ein, m. a. W. bringt man x, wieder ins Spiel.

Fazit ist nun, dass das System nicht weiter vereinfacht werden kann. Es gibt unendlich viele
Losungen. Man kann aufgrund der zweiten Zeile passende Werte fiir x, und x, wéhlen und

mit diesen aus der ersten Gleichung dann x, berechnen. Praktisch geht man so vor, dass man

den Wert einer Unbekannten vorgibt und dann eine ,,Lawine* in Gang setzt, die alle Werte
bestimmt:

* Wihlt man z. B. x; =1, so folgt aus der zweiten Gleichung x = —13—1 und damit aus der

ersten x =

wla‘

00 Wéhltman x; =0, so folgt x, =—=5 und x, =4.

Man sieht: Hat man x, gewihlt, so kann man die anderen beiden Werte ausrechnen, die zu-
sammen mit x, eine Losung bilden. Es ist nun iiblich, diese funktionale Abhdngigkeit vom

x, -Wert allgemein hinzuschreiben:

) Aus der zweiten Gleichung 3x, —4x; =15 folgt x = %x} -5.
) Aus der ersten Gleichung x, —x, +2x; =9 folgt damit x = —%x3 +4.

xxiii,

In Vektorschreibweise sagt man, die Losungen séhen alle so aus

_2
X 5X, +4
| 4, _
x, =] 3%, 5
X X

(Das Beispiel wird auf der iibernichsten Seite fortgesetzt.)

il fyje Vektorschreibweise wird in einem Extrakasten kurz erklirt.
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Vektoren

Das lineare Gleichungssystem aus Beispiel 5.2.2 besitzt die eindeutige Ldsung
x =2, y=3. Dies kann man auch so ausdriicken:

2) ., . " -
[3) ist eindeutiger Losungsvektor.

Man fasst also mehrere Zahlen zu einem Objekt zusammen, das man einen Vektor nennt.
Mit den Vektoren der gleichen ,,Dimension (der obige hat Dimension 2) kann man auch
,rechnen®, z. B. kann man zwei Vektoren addieren (indem man ihre einzelnen Kompo-
nenten addiert) oder einen Vektor mit einer Zahl multiplizieren (indem man jede Kompo-
nente damit multipliziert).

Der Vektorbegriff hdngt eng damit zusammen, dass ein Punkt im x-y-Koordinatensystem
ebenfalls durch zwei Zahlen charakterisiert ist: Hier wird der Punkt, der die x-Koordinate
2 und die y-Koordinate 3 hat, mit (2;3) bezeichnet. Rein mathematisch gesehen ist es

nicht einmal notwendig, zwischen Vektoren und Punkten (in der Ebene oder einem Raum
hoherer Dimension) zu unterscheiden. Die geometrische Deutung des Vektors

2

3
ergibt sich, wenn man im Koordinatensystem einen Pfeil vom Koordinatenursprung zum
Punkt (2;3) zeichnet (vgl. Abb. 5.4). Auf die Eigenschaften und Bedeutung solcher

Ortsvektoren kommen wir im néchsten Kapitel zuriick.

xal

Abb. 5.4: Ein Ortsvektor

Einen Vektor kann man auch als Spezialfall einer Matrix (als rechteckiges Schema von
Zahlen) auffassen. In der Linearen Algebra untersucht man Rechenoperationen fiir Mat-
rizen und Vektoren, mit deren Hilfe man einfacher mit linearen Gleichungssystemen um-
gehen kann.
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Etwas eleganter kann man das so hinschreiben:

X 4 3

— 4
X, =S+ 3
X 0 1

Man sagt, dies sei die allgemeine Losung des Gleichungssystems — jede Losung sieht so aus,
wobei fiir x; ein beliebiger konkreter Wert eingesetzt werden kann. Um diese Abhédngigkeit
aller drei Unbekannten von der freien Wahl einer Zahl noch deutlicher zu machen, fiihrt man
eine weitere Variable ein (z. B. 1), die man den freien Parameter nennt, und schreibt das
obige Ergebnis folgendermaf3en hin:

_2
X 4 3
_ 4
x2 =|-5+1 3
X 0 1

Dies bedeutet: Wenn man fiir 4 irgendeine Zahl einsetzt und entsprechend dieser Gleichung
X,, x, und x, berechnet, so bilden diese eine Losung. Und: Auf diese Weise bekommt man

alle Losungen.

Im allerletzten Schritt kann man jetzt noch etwas ,,Kosmetik* betreiben und die Briiche weg-
bekommen, indem man den letzten Vektor (den hinter dem A ) mit 3 multipliziert — da fiir 4
jede beliebige reelle Zahl eingesetzt werden darf, dndert dies natiirlich die Losungsmenge
nicht! Damit sind wir bei der folgenden allgemeinen Losung unseres Gleichungssystems
angekommen:

b 4 -2
X, |=|-5|+A4] 4
X, 0 3

Wenn man mochte, kann man dieses Ergebnis auch wieder geometrisch deuten: Fasst man
ndamlich die Vektoren als Punkte in einem dreidimensionalen Koordinatensystem auf (siche
dazu den Extrakasten ,,Vektoren®), so bilden die obigen Losungen eine Gerade. o

Beispiel 5.3.4
Nun wird das im vorigen Beispiel untersuchte Gleichungssystem leicht abgewandelt:
X —x,+2x; =9
2x, +x, =3

X +2x,—2x, =2
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Als Matrixschema erhélt man hier:
1 -1 219
2 1 0|3 [H-2-1
1 2 =212 M-I

Im néchsten Schritt landet man bei folgendem System:
1 -1 219
0 3 —4(|-15
0 3 —4|-7 -1

SchlieBlich gelangt man zu:

1 -1 219
0 3 —4|-15
0 0 0|8

Auftillig ist die letzte Zeile, in der links des Trennungsstriches lauter Nullen stehen, rechts
davon jedoch eine von Null verschiedene Zahl. Das ist immer ein Zeichen dafiir, dass es fiir
das Gleichungssystem keine Losung gibt! Dies ist leicht einzusehen, wenn man sich die Si-
tuation klar macht: Mit Hilfe erlaubter Umformungen hat man eine Zeile bzw. Gleichung
bekommen, die als Gleichung hingeschrieben bedeutet:

0-x,+0-x,+0-x; =8

Da auf der linken Seite stets Null herauskommt — egal, welche Werte man fiir die x, einsetzt,

ist diese Gleichung in sich widerspriichlich, denn auf der rechten Seite steht ,,8. Dieser Wi-
derspruch lédsst nur einen einzigen logischen Schluss zu: dass ndmlich das gegebene Glei-
chungssystem keine Losung besitzt. o

Anhand der drei Beispiele 5.3.2 bis 5.3.4 wurden noch einmal die prinzipiellen Moglichkei-
ten aufgezeigt, die bei einem linearen Gleichungssystem hinsichtlich der Losungen auftreten
konnen: genau eine Losung, unendlich viele Losungen, oder keine Losung. Bei gegebenem
linearen Gleichungssystem kann es je nach rechnerischer Vorgehensweise unterschiedlich
lange dauern, bis man feststellen kann, welcher der drei Fille denn nun konkret vorliegt.

Die in den drei Beispielen angewendete Vorgehensweise, die sich der Matrixschreibweise
bedient und versucht, das System ,,auf Dreiecksgestalt zu bringen®, wird Gaufisches Verfah-
ren oder auch, wenn die Einzelschritte noch stirker systematisiert und allgemein hinge-
schrieben werden, Gauflscher Algorithmus genannt.

Wir zeigen nun auf, wie die allgemeine Formulierung des Gauf3schen Algorithmus aussieht.
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Angenommen, man hat m viele lineare Gleichungen mit » Unbekannten gegeben:
a,x, +a,x, +..+a,x, =b

ay X, +ayux, +..+a,,x, =b,

a,x +a,x,+..+a,x, =b,
Dabei sind die a; und die b, irgendwelche fest gegebenen reellen Zahlen. a; ist der Koeffi-

zient von x; in der i-ten Gleichung.

Man geht nun iiber zur Matrixschreibweise:

al 1 alZ aln bl
a21 a22 aZn b2
aml am 2 amn bm

Jetzt wird versucht, dieses Schema durch erlaubte Umformungen in Dreiecksgestalt zu iiber-
fithren...

Hier brechen wir ab.

Es ist aber klar, wie es weiter geht: Man erzeugt in der ersten Spalte unterhalb von a,, lauter

Nullen usw. All dies kann man in allgemein giiltigen Schritten formulieren — das muss man
natiirlich auch, wenn man ein Computerprogramm schreiben will, welches nach Eingabe der
a; und der b, den GauBschen Algorithmus ausfiihrt und die Losungen ausgibt (oder sagt,

dass es keine gibt). Solche Computerprogramme werden heute fiir grofle Gleichungssysteme
verwendet, die in unterschiedlichen Anwendungsbereichen auftreten.

In einem abschlieenden Beispiel wollen wir noch einmal die drei prinzipiellen Falle illust-
rieren, bei denen man nach Anwendung des Gauf3schen Algorithmus landen kann.

Beispiel 5.3.5

a) Angenommen, mit den erlaubten Umformungen hat man ein System aus fiinf Gleichungen
mit vier Unbekannten in folgende Dreiecksgestalt tiberfithren kénnen:

21 -1 0}5
03 0 1|7
00 -2 1|3
00 0 3|3
00 0 0}0

Es folgt aus der vierten Zeile x, =1, damit aus der dritten x, =—1, damit aus der zweiten
x, =2, und schlielich aus der ersten x, =1. Diese vier Werte bilden die eindeutige Losung
des Gleichungssystems.
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b) Angenommen, man ist bei folgendem Schema gelandet:

2 1 -1 0}5
0 3 -1 1|7
00 0 0]0
00 0 0]0
00 0 0]0

Wie man sieht, sind durch die erlaubten Umformungen drei komplette Nullzeilen entstanden.
Diese drei Zeilen sagen nichts aus und konnten jetzt auch weggelassen werden. Dadurch,
dass keine komplette Dreiecksform erreicht wurde, sondern eine ,, Treppengestalt®, weill man
mit Blick auf die zweite Zeile, in der links des Trennungsstriches noch drei von Null ver-
schiedene Zahlen stehen, dass unendlich viele Losungen existieren — man hat sogar ,,zwei
Freiheitsgerade®. Um die Losungen zu beschreiben, setzt man x; =4 und x, = (freie Pa-

rameter). Die zweite Zeile besagt dann:

3x,—A+u=17 bzw. x, = 1—%,u+

[SSYIN]

1

3
Aus der ersten Zeile folgt:

1,71 7_ 45— =1l,41,,,4

2x, +§/1—§,u+§—/1—5 bzw. X = 3/1+6y+3

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems lautet folglich

1 1 4 4 1 1
Y [3AreHts| (3] (3 3
S N P 2 B I B T I
T e T T e ) e O
Y A 0 1 0
x, U o) (o 1

Aus Griinden der Kosmetik kann man jetzt noch (muss man aber nicht!) das Drei- bzw.
Sechsfache der Vektoren hinter 4 bzw. u einsetzen und erhilt als allgemeine Losung

o (3) 1
x, | |z 1 -2
=|3[+A| _|+u .
b 3 0
3 0

(Zusitzliche Bemerkung: Da zwei freie Parameter vorkommen, handelt es sich bei der Lo-
sungsmenge geometrisch um eine Ebene im ,,vierdimensionalen Raum®.)
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¢) Nun wird angenommen, man habe nach den Umformungen das folgende Schema erhalten:

2 1 -1 0f5
03 0 1|7
00 -2 1|3
00 0 03
00 0 0f0

An der vierten Zeile (,,links lauter Nullen, rechts keine Null*) sicht man sofort, dass das Sys-
tem keine Losung besitzt. o

Aufgaben zu Kapitel 5

Ubungsaufgabe 5.1:

Bestimmen Sie die Losungen des folgenden Gleichungssystems:
X +y =4
y=2x =1

Sachaufgabe 5.2:

Ein Kapital K, wird fiir zwei Jahre angelegt, wobei im zweiten Jahr mit einem um 2 % hdohe-

ren Zinssatz verzinst wird als im ersten Jahr. Der durchschnittliche Zinssatz betragt 3,5 %.
Wie hoch ist der Zinssatz im ersten bzw. im zweiten Jahr?

Ubungsaufgabe 5.3:
Man bestimme die Losungen der folgenden linearen Gleichungssysteme:
2x, +3x, =7 2x, +3x, =7
a) b)
x-x, =1 4x, +6x, =14
) 2x, +3x, =7 o 0,5x, —\2x, =1,2
c
4x,+6x, =5 1,3x, +\/§x2 =24
Sachaufgabe 5.4:

Zwei Vororte 4 und B bilden mit dem Zentrum Z einer Grof3stadt ein Dreieck. Von 4 tiber Z
nach B betrigt die Entfernung 9 km, wobei B 1 km weiter vom Zentrum entfernt ist als A.
Wie weit sind die beiden Vororte vom Zentrum entfernt?
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Ubungsaufgabe 5.5:

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit drei Unbekannten:
X +2x,—x;, =8
2%, =X, +x;=-2

-x, +x,—-2x, =4

Ubungsaufgabe 5.6:
Beschreiben Sie alle Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:
X +x,+x,+x,=4
2%, =%, —x;—x, =0
—x +2x,+x,+3x, =6

4x, —2x, —x; =3x, =2

Sachaufgabe 5.7:

Die Bevdlkerung eines Landes betrdgt heute 10 Millionen Menschen. Man hat festgestellt,
dass sich die Bevolkerung etwa alle 20 Jahre verdoppelt. Mit welcher Anzahl ist in 10 Jahren
zu rechnen?

Sachaufgabe 5.8:

Zwei Arbeiter sollen einen groflen Garten umgraben. Wenn beide zusammen arbeiten, beno-
tigen sie drei Tage. Arbeitet der erste nur einen Tag und der zweite zwei Tage, so schaffen sie

% der Arbeit. Wie lange wiirde jeder allein fiir die Arbeit bendtigen?



6 Geometrie

6.1 Punkte, Geraden und so weiter

In dem vorliegenden ersten Abschnitt werden grundlegende Fragen zum Charakter der Geo-
metrie und zur axiomatischen Methode angesprochen. Diejenigen Leser, die eher an den
praktisch direkt verwertbaren Grundlagen der Euklidischen sowie der Analytischen Geomet-
rie interessiert sind, konnen diesen ersten Abschnitt problemlos iiberspringen.

In der Geometrie geht es zunéchst nicht um Zahlen, um das Rechnen mit Zahlen, das Auf-
stellen von Gleichungen oder das Hantieren mit Funktionen, vielmehr konzentriert man das
Interesse auf geometrische Objekte wie Punkte, Geraden, Figuren wie Dreiecke und vieles
mehr. Allerdings ergeben sich bei der Beschiftigung mit der Geometrie sehr bald Verbindun-
gen zu den anderen mathematischen Teilbereichen: Beim Messen einer Strecke will man ihr
eine Zahl zuordnen, die als Lidnge bezeichnet wird; will man die Abhéngigkeit der Lénge
einer Seite im Dreieck von der GroBe des gegeniiberliegenden Winkels ausdriicken, so ge-
schieht dies mit Hilfe einer Funktion.

Was ist ein Punkt, was ist eine Gerade?

Man ist hier in einer dhnlichen Situation wie bei der in Kapitel 1 gestellten Frage, was eine
Zahl eigentlich sei: Es handelt sich um eine Abstraktion, die einem hilft, Eigenschaften realer
Objekte zu beschreiben. Dabei geht es in der Geometrie primir um rdumliche Eigenschaften
von Figuren und Koérpern (wie ,,rechter Winkel®, ,,sich schneidende Geraden* usw.).

Der griechische Mathematiker Euklid (ca. 365-300 v. Chr.) hat noch den Versuch unternom-
men, die Begriffe Punkt und Gerade zu definieren, indem er beispielsweise formulierte:

Ein Punkt ist, was keinen Teil hat.

In einigen Axiomen formulierte er ferner die einfachsten Eigenschaften von Punkten und
Geraden, die der Anschauung entnommen wurden, um aus diesen Eigenschaften mit Hilfe
logischer Schliisse weitere richtige Aussagen zu erhalten. Diese Vorgehensweise — von eini-
gen Axiomen auszugehen und daraus rein logisch weitere Eigenschaften abzuleiten — ist auch
fiir die moderne Mathematik typisch. Dabei versucht man allerdings seit Hilbert™" gar nicht
mehr, die Grundbegriffe, von denen man ausgeht (wie ,,Zahl* oder ,,Punkt®), zu definieren,
sondern setzt undefinierte Grundbegriffe voraus, deren grundlegende Eigenschaften man in
den Axiomen erfasst. Anders gesagt:

In der Auffassung der modernen axiomatischen Methode ist es fiir die Mathematik nicht
wichtig, was eine Zahl (oder ein Punkt, eine Gerade usw.) ,,ist", sondern wie ein solches
Objekt ,,sich verhdlt “.

¥ Der deutsche Mathematiker David Hilbert (1862-1943) begegnet uns an mehreren Stellen dieses
Buches.
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Die Analogie zum Schachspiel macht den Gedanken noch einmal deutlich:

., Ich muss nicht wissen, was ein Konig oder eine Dame ,,ist“, sondern nur, nach welchen
Regeln sie ziehen und schlagen diirfen. ™"

David Hilbert soll diese radikale Abwendung der Geometrie von der Physik einmal drastisch
so formuliert haben: ,,Man muss jederzeit an Stelle von Punkten, Geraden und Ebenen Ti-
sche, Stiihle und Bierseidel sagen kénnen.*

Diese Loslosung der Mathematik (hier: der Geometrie) von der realen Welt ist sicher
(mit)verantwortlich dafiir, dass viele Menschen, die (bisher) keine ,,Mathematik-Geniesser*
sind, die Beschéftigung mit diesen Abstraktionen fiir unniitz und versponnen halten. Dabei ist
es in Wahrheit im Gegenteil so, dass erst diese Abstraktionen es ermoglichen, generelle Ein-
sichten zu gewinnen, die auf mehrere unterschiedliche reale Situationen anwendbar sind! Bei
den natiirlichen Zahlen akzeptiert das ja auch jeder Mensch — wir erinnern an das erste Kapi-
tel:

2+2 =4 ist eine abstrakte Aussage tiber Zahlen.

Damit weifs man ein fiir allemal, dass zwei Autos plus zwei Autos vier Autos ergeben, zwei
Apfel plus zwei Apfel vier Apfel etc.

Die Vorgehensweise der axiomatischen Methode haben wir bereits im Abschnitt 2.3 iiber
Rechengesetze kennen gelernt: Man will nur die allgemeinsten Gesetze hinschreiben, aus
denen alle iibrigen richtigen Aussagen durch korrekte logische Schliisse gefolgert werden
konnen. Die Grundaussagen bzw. Axiome selbst werden an den Anfang gestellt und miissen
nicht weiter begriindet werden.

Das hort sich sehr elegant an: Man entwirft ein logisch perfektes Gedankengebaude, in dem
aus wenigen Grundaussagen alle Wahrheiten abgeleitet werden kdnnen. Leider gibt es bei der
Konstruktion eines solchen Gebdudes ein Problem: Wie findet man die richtigen Axiome?
Genauer gesagt stellt sich oft die folgende Frage:

Folgt eine als wahr erkannte Aussage (z. B. ein Rechengesetz) bereits aus den anderen
Axiomen, oder (wenn nicht) muss diese Aussage als weiteres Axiom hinzugenommen wer-
den?

Historisch gibt es eine Reihe von Beispielen, wo eine Frage dieser Art fiir mehrere Jahrhun-
derte offen geblieben ist. Ein Beispiel ist das Parallelenproblem, welches wir fiir besonders
Interessierte in einem Extrakasten erldutert haben. Hiermit sind wir also zur Geometrie zu-
riickgekehrt.

XXV Zitat aus ,,Albrecht Beutelspacher: Mathematik fiir die Westentasche* (vgl. Literaturhinweise)
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Das Parallelenproblem

Bereits der griechische Mathematiker Euklid (ca. 365-300 v. Chr.) hat sich den Kopf dariiber zer-

brochen, ob das ,,Parallelenaxiom® aus den iibrigen Axiomen der ebenen Geometrie bereits gefol-

gert werden kann. Um dies zu erldutern, vereinfachen wir den Begriff der ebenen Geometrie mit

Hilfe folgender Axiome™":

(A1) Zu zwei verschiedenen Punkten gibt es stets genau eine Gerade, die beide enthilt.

(A2) Es gibt drei Punkte, die nicht gemeinsam auf einer Geraden liegen.

(A3) Sind 4, B und C drei verschiedene Punkte, die nicht alle auf einer Geraden liegen, und ist g
eine Gerade, die keinen dieser drei Punkte enthilt, jedoch die Gerade durch 4 und B schnei-
det, so schneidet g auch die Gerade durch 4 und C oder die durch B und C.

Axiom (A2) ist ndtig, um sicherzustellen, dass es sich insgesamt nicht nur um eine Gerade mit den

auf ihr liegenden Punkten handelt (das wire ohne (A2) mdglich). (A3) ist in Bild 6.1 illustriert; die-

ses Axiom stellt sicher, dass sich alles innerhalb einer Ebene abspielt. (Im dreidimensionalen Raum

konnte g senkrecht zu dem Dreieck verlaufen und miisste folglich weder 4AC noch BC schneiden.)

C

g
Abb. 6.1: Axiom A3

Das Parallelenaxiom lautet nun folgendermalien:
P) Liegt der Punkt P nicht auf der Geraden g, dann gibt es genau eine Gerade durch den
Punkt P, die g nicht schneidet (Parallele zu g).
Unter dem Parallelenproblem verstehen wir jetzt die folgende Frage:
Ist (P) eine logische Folgerung aus (A1) bis (43)?

Erst mehr als 2000 Jahre nach Euklid, im Zuge des Aufkommens der axiomatischen Herangehens-
weise, hat sich herausgestellt, dass die Antwort auf diese Frage NEIN lautet. Die Begriindung steckt
in Abbildung 6.2. Dort ist eine ,,Ebene* aus sieben Punkten 4 bis G und sieben Geraden, die jeweils
aus drei Punkten bestehen, dargestellt (der eingezeichnete Kreis ist ebenfalls eine ,,Gerade®, man
denke an die Bierseidel!). Es handelt sich um eine frei ausgedachte (abstrakte) Struktur, die mit ei-
ner Ebene unserer Anschauung nichts zu tun hat. Die sieben Geraden sind (wir schreiben jeweils
die drei auf ihnen liegenden Punkte hin) A-E-C, A-G-D, A-F-B, F-G-C, B-D-C, B-G-E und E-D-F.
Wichtig ist zunéchst folgendes: Die Punkte und Geraden dieser Struktur erfiillen die obigen Axiome
(A1) bis (A3). Dies sieht man nicht auf einen Blick, kann es aber bei Bedarf leicht nachpriifen. Man
beachte dabei, dass z. B. durch E und D die ,,Gerade* E-D-F verlauft! Entscheidend ist nun, dass
diese Ebene das Axiom (P) nicht erfiillt, denn in dieser ,,Ebene* schneiden sich je zwei verschiede-
ne Geraden in einem Punkt, d. h. es gibt keine Parallelen! Da in dieser Ebene (A1) bis (A3) gelten,
aber (P) nicht gilt, kann (P) selbstverstandlich keine logische Folge von (A1) bis (A3) sein.

*Vi Wir sind an dieser Stelle nicht historisch exakt — kénnen allerdings den entscheidenden Punkt so
leichter verdeutlichen.
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A F B

Abb. 6.2: Eine Ebene ohne Parallelen

6.2 Elementargeometrie, Trigonometrie und ein Wunder

Die uns allen gewohnte Geometrie, die sich mit Punkten, Geraden, Kreisen, Winkeln und
GroBenverhdltnissen zwischen Strecken beschéftigt, wird im allgemeinen als Euklidische
Geometrie bezeichnet.

Man geht von den Grundbegriffen Punkt und Gerade aus. Ein Punkt kann auf einer Geraden
liegen oder auch nicht. Zur Veranschaulichung werden dabei Bilder benutzt wie das folgende:

®a

Abb. 6.3: Der Punkt 4 liegt nicht auf der Geraden g, B jedoch liegt auf g

Die wichtigste Grundaussage tiber Punkte und Geraden ist die folgende:

Durch zwei verschiedene Punkte ist genau eine Gerade bestimmt, auf der beide Punkte
liegen.

Dies hat natiirlich sofort zur Konsequenz, dass zwei verschiedene Geraden hochstens einen
Punkt gemeinsam haben konnen, der auf beiden liegt (genannt: Schnittpunkt der beiden
Geraden).
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Ein weiterer zentraler Begriff ist Ebene.

Durch eine Gerade g und einen Punkt 4, der nicht auf g liegt, ist genau eine Ebene be-
stimmt, die g und 4 enthilt.

Abb. 6.4: Von g und 4 erzeugte Ebene

Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, sich jedoch nicht schneiden (d. h. keinen Punkt
gemeinsam haben), heilen parallel. Zwei sich schneidende Geraden liegen stets gemeinsam
in einer Ebene und schlieBen einen Winkel ein; durch den Winkel wird die ,,Offnung“ ZWi-
schen den beiden Geraden gemessen (siche Bild 6.5).

&)
Abb. 6.5: g, und g, schlieBen den Winkel o ein

Winkel werden in Grad gemessen. Ein rechter Winkel, den zwei aufeinander senkrecht
stehende Geraden bilden, hat die GroBe 90° (90 Grad) — siche Abb. 6.6. Dies hat zur Folge,
dass ein Winkel bis zu 360° haben kann (,,einmal ganz herum*), ab 360° fangt man also wie-
der bei 0° an.
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)

B :

Abb. 6.6: g, und g, bilden einen rechten Winkel

Fiir viele Rechnungen mit Winkeln ist es allerdings von Vorteil, die GroBe eines Winkels im
Bogenmalf} anzugeben. Um dies zu verstehen, stelle man sich einen Kreis mit Radius 1 vor

XXVii,

(einen sogenannten ,,Einheitskreis«)™"":

Abb. 6.7: Ein Kreis mit Radius 1 und Umfang 27z

Eine bekannte Formel der Elementargeometrie besagt, dass der Umfang dieses Kreises (also
die Lange des Kreisbogens)

U=2r
betragt, folglich ungefahr 6,28 (siehe Abb. 6.7). Im folgenden Bild sieht man, dass zu einem
beliebigen Winkel o, dessen Grofle zwischen 0 und 360 Grad liegt, immer ein Stiick U, des
Kreisbogens gehort:

vt i »Radius 1 meint man: Je nach Geschmack kann dafiir 1 cm, 1m oder irgendeine andere Einheit
eingesetzt werden — an den spéteren Stellen der Rechnung muss man dann natiirlich dieselbe Grundein-
heit verwenden (z. B. auch fiir den Umfang des Kreises).
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Abb. 6.8: Winkel mit zugehorigem Bogenstiick im Einheitskreis

Offenbar ist
Uy __a
27 360°
und somit
U,=2x N
360°
Durch die Angabe von U, kann man also den Winkel o eindeutig ,,im Bogenmal* be-
schreiben.
Beispiel 6.2.1
Der Winkel o =90° lautet im Bogenmal}
22 2 T 157,
360° 2
S =20° ist im Bogenmalf}
202 % 0,35, m
360° 9

Das néchste Thema sind Dreiecke. Im Geometrieunterricht der Schule werden tiblicherweise
eine Reihe von Sétzen behandelt, auf die wir nur kurz eingehen wollen.

Begonnen wird immer mit folgendem Lehrsatz:

| Die Winkelsumme im Dreieck betragt 180°. |

Ferner gibt es eine Reihe von Sétzen der folgenden Art:

| Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. |
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Unter Dreiecken spezieller Form sind die rechtwinkligen Dreiecke von besonderer Bedeu-
tung. Man versteht darunter ein Dreieck, welches einen Winkel von 90° besitzt. (Da die Win-
kelsumme 180° ist, miissen die beiden anderen Winkel kleiner sein.) Die dem rechten Winkel
gegeniiberliegende Seite wird Hypotenuse genannt, die beiden anderen heilen Katheten
(siche Abb. 6.9).

Q /
b
Abb. 6.9: Ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse ¢ sowie Katheten a und b

Der beriihmte Satz des Pythagoras™'" besagt, dass fiir die Lingen a, b und ¢ eines
rechtwinkligen Dreiecks (wie in Abbildung 6.9) stets gilt:

at+b*=¢?

Es gibt wenige mathematische Sétze, die so hiufig angewendet werden wie der Satz des
Pythagoras.

Beispiel 6.2.2
Wie lang ist die Diagonale eines Quadrats von 1 m Seitenldnge? In Abbildung 6.10 sieht
man, dass aufgrund des Satzes von Pythagoras — angewendet auf das fett gezeichnete Dreieck
— gelten muss 1> +1% = d*, folglich ist d = V2 m.

1

Abb. 6.10: Quadrat mit Diagonale o

it Pjeser bekannteste Satz der Mathematik wird den Pythagoréiern (ca. 500 v. Chr.) zugeschrieben,
allerdings war er schon 1000 Jahre zuvor den Babyloniern bekannt.
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Im Zusammenhang der Ahnlichkeit von Dreiecken (wenn sie gleiche Winkel haben) sind
besonders die Strahlensédtze von Bedeutung. Eine wichtige Konsequenz fiir rechtwinklige
Dreiecke, die Grundlage der trigonometrischen Funktionen ist, lautet folgendermafen:

In einem rechtwinkligen Dreieck hdngen (mit den Bezeichnungen aus Abb. 6.9) alle mog-

lichen Seitenverhiltnisse %, % und % nur von « ab.

Dies kann man auch so formulieren: Vergrofert man das Dreieck aus Abb. 6.9 wie in Abb.
6.11 gezeigt, so gilt

LA A a4
a a c c c c

bV
Abb. 6.11: VergroBertes rechtwinkliges Dreieck

Die Winkelfunktionen sind nun nichts anderes als Funktionen, die diese Verhéltnisse in
Abhingigkeit von « darstellen. Mit den Bezeichnungen aus Abb. 6.9 gilt fiir einen Winkel

a (mit 0° <@ <90°):

. Gegenkathete . . a
Sinus von « = Jegentathete , in Kurzform: sina = —
Hypotenuse c
. Ankathete .
Kosinus von &« = — | in Kurzform: cosa =—
Hypotenuse c
Gegenkathete . a
Tangens von o = Jegenkatnere , in Kurzform: tana = —
Ankathete b
Ankathete . b
Kotangens von « = — | in Kurzform: cota =—

Gegenkathete a
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Beispiel 6.2.3
Wie grof} ist der Sinus von 30°?

Man kann dies an irgendeinem rechtwinkligen Dreieck sehen, welches einen Winkel von 30°
besitzt — in Abb. 6.12 ist eines zu sehen.

Abb. 6.12: Ein rechtwinkliges Dreieck mit Winkel von 30°

In der Abbildung ist auch (gestrichelt) angedeutet, dass die Verdopplung dieses Dreiecks zu
einem gleichseitigen Dreieck (mit drei Winkeln von je 60°) fithrt. Damit ist klar, dass a halb
so lang ist wie ¢, folglich:

sin30° = l
2
Mit Hilfe von Abb. 6.10 sieht man sofort, dass
sin45° = L ,
2

also sin45°~0,71.m

Da man die entsprechenden GroBen auch fiir # bilden kann (aus Sicht von £ ist allerdings
b die Gegen- und a die Ankathete, siche Abb. 6.13), folgt sofort:

. b
sin f =—=cosa
¢

Da a+ £ =90° ist, kann statt f auch 90°—«a eingesetzt werden, und man kann die obige

Gleichung so formulieren:
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sin(90° —a) = cosa

o | a
b
Abb. 6.13: Rechtwinkliges Dreieck mit Winkeln ¢ und f

Mit Hilfe dhnlicher Schliisse ergibt sich ferner:
c0s(90° — ) =sina
tan(90° — ) = cot
cot(90°— ) = tanax

Zusétzlich sind folgende Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen erkennbar:

sinx
tana =
cosa
cosa
cota =—
sina

Nutzt man noch den Satz des Pythagoras aus, so folgt schlieBlich:

(sina)* +(cosa)’ =1

(Man sieht dies leicht ein, wenn man fiir sine das Verhéltnis % und fiir cosa entsprechend
b

= einsetzt.)

Den praktischen Nutzen der Winkelfunktionen wollen wir uns anhand des berithmten ,,Kirch-
turmbeispiels* verdeutlichen.

Beispiel 6.2.4

Wie hoch ist ein Kirchturm, zu dem man aus 100 Metern Entfernung unter einem Winkel von
20° auf die Spitze blickt (siche Abb. 6.14)?
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- /20%
I +— 100 m _— >
Abb. 6.14: Bestimmung der Hohe eines Kirchturms

Offenbar gilt hier:

tan 20° = <

Mit tan20° = % ~ 0,364 ergibt sich eine Hohe a von ca. 36,40 Metern. o

Das Beispiel macht deutlich, dass es fiir Anwendungen sinnvoll ist, wenn man sich die Werte
sina, cosa, tana und cota fiir Winkel zwischen 0° und 90° auf bequeme Weise besor-
gen kann™™. Frither hatte man dafiir Tabellen, die in der Regel zusammen mit Logarithmenta-
feln in einem Biichlein vereinigt waren — heute nimmt man selbstversténdlich seinen Ta-
schenrechner, der {iblicherweise eine ,,Sinus-Taste* usw. besitzt.

Im nédchsten Schritt werden nun die Winkelfunktionen am Einheitskreis (also einem Kreis mit
Radius 1, siche oben) betrachtet. Das hat mehrere Vorteile:

(1 Man kann auf naheliegende Weise sina etc. fiir beliebige Winkel o erklédren (nicht nur
fiir 0° < <90°).

(1 Alle vier relevanten Groflen (also sine, cosa, tan, coter ) finden sich direkt als Lan-
gen gewisser Strecken wieder.

In Abbildung 6.15 ist der Einheitskreis dargestellt. Man sieht: Ahnlich wie bei den in Kapitel
4 verwendeten Koordinatensystemen sind zwei senkrecht zueinander stehende Achsen einge-

. . . ’ ! . ! ! . . . .
zeichnet, die hier Strahlen s,, s,, s; und s, heiflen. s, und s, sind quasi die negativen

Achsen — d. h. Strecken, die auf diesen Strahlen liegen, erhalten ein negatives Vorzeichen.

i Der Leser iiberlege sich selbst, wieso man aufgrund der Formeln auf dieser und der vorigen Seite
mit zwei Tabellen auskommt.
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5

NARY
N

|
)

Abb. 6.15: Der Einheitskreis

Worauf wir hinaus wollen, ist nun in Abbildung 6.16 zu betrachten:

w2

/I
S1 & b 1

1

2
Abb. 6.16: Dreieck im Einheitskreis

S

Da in dem eingezeichneten Dreieck ¢ (die Hypotenuse) die Lénge 1 hat, ist wegen sina = %
oftenbar

sina=a,
d. h. sine ist direkt als Streckenldnge ablesbar! Analog ergibt sich

cosa=b.
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Nun ist aber naheliegend, wie man die Winkelfunktionen fiir Winkel erklart, die grofer sind
als 90° — siehe Abbildung 6.17.

Wie man sieht, ist
sina=a >0, falls 0°<a <180°,
sina =a <0, falls 180° <a <360°.
Fiir den Kosinus gilt
cosa=b2=>0, falls 0°<a <90° oder 270° < a <360°,
cosa=b<0, falls 90° < <270°.

Es macht nun offenbar nichts aus, auch a >360° bei den Winkelfunktionen zuzulassen, man
fangt ab 360° ,,wieder bei Null an®, d. h. es ist beispielsweise

sin370° =sin10°

etc. Man kann dies auch so sagen:

Die Funktion sine , die jedem Winkel o die Zahl sina zuordnet, ist periodisch mit
Periode 360°. Es gilt also immer:

sin(ex +360°) =sina

Dies trifft auch fiir die Funktionen cosa , tana und cota zu.

Im letzten Schritt geht man nun dazu iiber, die Winkelfunktionen nicht mit dem in Grad ge-
messenen Winkel als unabhéngiger Variabler aufzufassen, sondern die Funktion

f(x)=sinx
zu betrachten, wobei x eine beliebige reelle Zahl sein darf: sinx ist als der Sinus desjenigen
Winkels erklart, der den Wert x als Bogenmal} besitzt. Aullerhalb des Bereiches zwischen 0
und 27z (bzw. 0° und 360°) wird periodisch fortgesetzt. Beispielsweise ist also

sin%:l,

T

denn zu 5 gehort der Winkel 90°, und sin90° =1. Die periodische Fortsetzung hat zum

Beispiel

in 97 _
sin =3 =1

zur Folge.
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N

Abb. 6.17: Sinus und Kosinus fiir beliebige Winkel am Einheitskreis



6.2 Elementargeometrie, Trigonometrie und ein Wunder 133

Die nun fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion f(x)=sinx besitzt das bekannte
Schaubild, welches in Abbildung 6.18 dargestellt ist.

\ AN N TN,
_31\_/-211 7\_/1‘ Tr\\_/zTY ERN

Abb. 6.18: Die Funktion f(x)=sinx

Wie man sieht, setzt sich der Funktionsverlauf auf sehr harmonische Weise beliebig weit nach
rechts (x — o0) und nach links (x — —o0) fort, wobei fiir jeden x-Wert, der ein Vielfaches
der Zahl r ist (also =,2rx,3n,...,0,—7x,—2x,...etc.) der Funktionswert O ist, d. h. die x-
Achse geschnitten wird.

Fiir mich (hier spricht der Autor dieses Buches) ist es eines der grofiten ,,Weltwunder der
Mathematik®, dass fiir jede reelle Zahl x der Wert sinx folgendermaflen ausgerechnet wer-
den kann:

3 5 7 9
X X X X

31 51 71 9!
Das bedeutet zweierlei:

[1  Fiir jedes x ergibt diese unendliche Reihe einen bestimmten Wert (die Punkte bedeuten:
man muss immer weiter rechnen und bekommt den Wert immer genauer).

(] Werden fiir x immer groflere Werte eingesetzt, so schwanken die Werte dieser Reihe in
harmonischer Weise (eben wie die Sinuswerte) zwischen -1 und +1 — bis ins Unendliche.
Wenn das kein Wunder ist!

Damit der Leser sich das besser vorstellen kann, sind in der folgenden Tabelle fiir einige x-

Werte (die in der Néhe von Vielfachen von % liegen) neben dem exakten Wert von sinx die

Niherungen
5 7 9
_X X _ X X
n (x)=x +5' E TR und
5 7 9 11 13 15
n,(x)= x—— X _x g x x gx” x>

stoo7t 9t 113t 15!

eingetragen (alles auf vier Stellen hinter dem Komma gerundet). Man sieht: Je groB3er die x-
Werte werden, desto mehr Summanden muss man nehmen, um eine akzeptable Nidherung zu
bekommen.

** Dabei steht 3! (gesprochen: 3-Fakultdt) fir 1-2-3, 5! fiir 1-2-3-4-5 usw. (siehe auch Seite 156).
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X n(x) n,(x) sin x
0 0 0 0
1,5 0,9975 0,9975 0,9975
3,14 0,0085 0,0016 0,0016
4,71 -0,4474 -1,0007 -1,0
6,28 11,83 -0,0956 -0,0032

6.3 Analytische Geometrie

Geraden, Parabeln, Hyperbeln usw. sind uns bereits im Kapitel 4 {iber Funktionen begegnet.
Der Grund ist, dass die Schaubilder der einfachsten Funktionen im x-y-Koordinatensystem
diese geometrischen Gebilde ergeben. In der Analytischen Geometrie untersucht man die
Eigenschaften geometrischer Gebilde anhand ihrer analytischen (also: formelméfigen) Dar-
stellung im x-y- oder einem hoherdimensionalen Koordinatensystem.

Reden wir zuerst iiber Geraden.

Eine Gerade ist durch zwei Punkte festgelegt. Da nun von Geraden in der x-y-Ebene die Rede
ist, in der man mit der x- und der y-Achse ein festes Bezugssystem zur Verfiigung hat, kdnnen
zur Festlegung einer Geraden auch andere Groflen wie etwa die Steigung ins Spiel gebracht
werden.

Beispiel 6.3.1

a) Welche Gerade geht durch die beiden Punkte (—1;2) und (2;5) ?

Bei der einfachsten Methode, die gesuchte Geradengleichung
y=mx+b

zu ermitteln, setzt man die Koordinaten der beiden Punkte in die Funktionsgleichung ein:
Man erhilt so die folgenden beiden Gleichungen:

2=—-m+b
5=2m+b

Hieraus errechnet sich leicht: m=1,b=3

Die gesuchte Geradengleichung ist also y = f(x)=x+3.

b) Welche Gerade geht durch den Punkt (2;3) und hat die Steigung % ?

Hier hat man es noch einfacher: Die Geradengleichung hat die Form y :%x+b, nur b ist

noch zu bestimmen. Einsetzen der Koordinaten des gegebenen Punktes ergibt

3= %-2 +b und somit b =2, die Gerade hat folglich die Gleichung y = f(x) = %~x+ 2.

In Abbildung 6.19 sind die beiden Geraden aus a und b dargestellt. o
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y=1/2x+2

Abb. 6.19: Die Geraden y =x+3 und y=%-x+2

Je nach der Steigung einer Geraden bildet diese mit der x-Achse dort, wo die Gerade die x-
Achse schneidet, einen unterschiedlich groBen Winkel. Wie héngen Steigung und Winkel
zusammen? Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt behandelten Winkelfunktionen kann man dies
genau sagen (siche Abb. 6.20):

/

Abb. 6.20: Steigung einer Geraden und Winkel mit der x-Achse
Die in dem Bild gezeigte Stelle x, kann beliebig rechts des Schnittpunktes der Geraden mit
der x-Achse gewéhlt werden. Fiir die Steigung der Geraden gilt nach Abschnitt 4.4

m =

a
e
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Andererseits ist (sieche voriger Abschnitt, Thema Winkelfunktionen)
a
tana =—.
b

Damit folgt tana =m . Mit anderen Worten ist der gesuchte Winkel & derjenige Winkel, fiir
den tana =m gilt.™™

Beispiel 6.3.2
Die Gerade y=2x-1 schneidet die x-Achse in einem Winkel von « =63,43°, denn
tan 63,43° =2 (siche Abb. 6.21). o

Abb. 6.21: Die Gerade y =2x-1

Resultat dieser Uberlegungen ist, dass man statt der Steigung auch einen Winkel zur Festle-
gung einer Geraden verwenden kann.

i Da die Umkehrfunktion von tan® die Funktion ,,arctan“ (gesprochen: Arcustangens) ist, ist dies
gleichbedeutend mit « = arctanm .
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Beispiel 6.3.3

Welche Gerade geht durch den Punkt (-2;—1) und schneidet die x-Achse in einem Winkel
von 30°?

Wegen tan30° = g hat die gesuchte Gerade die Gleichung
3

y=5-x+k

mit noch unbekanntem k. Einsetzen des Punktes (—2;—1) ergibt —1 = g -(—2)+ k und daraus

k=231

N
3

Abb. 6.22: Die Gerade y = -x+%-\/§—l

Die Geradengleichung lautet also

yzﬁ'x+%~\/§—l.n

3

Im Kapitel tiber Funktionen (Kapitel 4) haben wir nach den Geraden die Parabeln behandelt,
weil diese nach den Geraden die néchst einfachste formelméBige Beschreibung besitzen:

y=f(x)=ax’ +bx+c

Aus Sicht der Geometrie sind jedoch die Kreise einfacher. Jeder weil3:

Ein Kbreis ist die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt, dem Mittelpunkt M,
einen gleichen Abstand haben.

Die formelméaBige Beschreibung eines Kreises im x-y-Koordinatensystem, dessen Mittelpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems liegt und der den Radius r besitzt, lautet (siche Abbil-
dung 6.23):

x2+y2 :7"2
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Dies ist eine unmittelbare Folge des Satzes von Pythagoras, wie man an dem Bild unschwer
erkennen kann.

Abb. 6.23: Kreis um den Ursprung des Koordinatensystems mit Radius »

Man beachte: Mit der Formel x* + y*> =7 hat man ein Auswahlkriterium derjenigen Punkte
(x;¥) in der x-y-Ebene, die zusammen diesen Kreis ergeben, jedoch handelt es sich in die-
sem Falle nicht um die Beschreibung einer Funktion — man kann ndmlich die Gleichung nicht
eindeutig nach y auflosen! Der Versuch des Auflosens fiihrt zu

yz 232

und dann

y =+t =¥’ ,

zu einem x-Wert gehdren sozusagen zwei y-Werte. Das ist aber bei einer Funktion nicht er-
laubt! Dies ist allerdings nicht weiter dramatisch, denn wir sind in diesem Abschnitt priméar
an der analytischen Beschreibung geometrischer Gebilde interessiert (und das haben wir
hier!), weniger an Funktionen.

Man mochte auch Kreise beschreiben, deren Mittelpunkt irgendwo anders angesiedelt ist —
nicht notwendigerweise im Nullpunkt des Koordinatensystems. Hier gilt folgendes:

Die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt (x,,,y,,) und Radius r lautet

(x_xM)2+(y_yM)2 =r’.
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Beispiel 6.3.4
a) Der Kreis um den Punkt (2;3) mit Radius 2 (Abb. 6.24) hat die Gleichung

(x=2+(y=3) =4.

0 % : : | |

0 1 2 3 4 5

X

Abb. 6.24: Kreis um (2;3) mit Radius 2

b) Wie lautet die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt (2;0), auf dem der Punkt (3;4)
liegt?

Ein Kreis um (2;0) mit Radius 7 hat die Gleichung (x—2)* +y* =7*.
Einsetzen des Punktes (3;4) ergibt
(3-2)+4> =77
und daraus 7 =+/17 . Die gesuchte Kreisgleichung lautet also
(x=2)+y* =17
(siehe auch Abbildung 6.25). o

Zum Abschluss eine Bemerkung zu Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln: Ahnlich wie bei
Kreisen (,,Alle Punkte mit dem gleichen Abstand vom Mittelpunkt™) gibt es auch bei diesen
geometrischen Gebilden eine geometrische Definition, zum anderen eine analytische Be-
schreibung im x-y-Koordiantensystem. Darauf gehen wir jedoch nicht weiter ein.
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Abb. 6.25: Kreis um (2;0) mit Radius +/17

6.4 Die Rolle von Vektoren

Viele GroBen unserer realen Umwelt sind nicht nur durch eine Zahl bestimmt (wie die Tem-
peratur in einem Raum, der Preis von einem Liter Milch oder die Hohe eines Baumes), son-
dern haben auch noch eine Richtung. Das einfachste Beispiel hierfiir ist die Schwerkraft:
Wenn ich einen Ball in der Hand halte, spiire ich einerseits sein Gewicht, welches iiblicher-
weise durch einen Betrag (Zahl) in Kilogramm bzw. (wie die Physiker sagen) in Kilopond
angegeben wird — ich spiire aber auch, dass der Ball durch die Schwerkraft nach unten gezo-
gen wird! Wenn nun im Vergleich dazu jemand meine Hand ergreift und mit einer gleich
groflen Kraft diese waagerecht zu einer Seite zu ziehen versucht, wirkt auf meine Hand die
»gleiche* Kraft — aber eben in eine andere Richtung, ndmlich zur Seite!

Um solche ,,GréBen mit Richtung® zu beschreiben, bedient man sich der Vektoren. Vektoren
sind uns im vorigen Kapitel schon einmal begegnet (bei der Beschreibung von Losungen
linearer Gleichungssysteme) — die Verbindung hierzu werden wir bald herstellen.

Wie kann man eine Richtung angeben? Es liegt nahe, dies durch einen Pfeil zu tun. Man
schaue auf Abbildung 6.26, wo die auf einen Ball wirkende Schwerkraft sowie die beim Wurf
eines Balles auf diesen ausgeiibte Kraft dargestellt sind.

Wie sicher sofort einleuchtet, wird man einen schwereren Ball durch einen Vektor darstellen
wollen, der die gleiche Richtung hat wie der hier (im linken Bild) eingezeichnete, jedoch
einfach ldnger ist. Man nennt die Lange auch den Betrag eines Vektors.
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Abb. 6.26: Krifte mit verschiedenen Richtungen

Zur préazisen Beschreibung von solchen ,,gerichteten Grofen* unserer engeren physikalischen
Umwelt stellt man Vektoren am einfachsten in einem dreidimensionalen x-y-z-Koor-
dinatensystem dar. Man schaue auf Abbildung 6.27:

4 TZ

1 2 3

Abb. 6.27: Ein Vektor im dreidimensionalen Koordinatensystem

Durch solche Vektoren/Pfeile, die am Nullpunkt des Koordinatensystems beginnen und mit
ihrer Spitze irgendwohin zeigen, konnen offenbar alle Richtungen dargestellt werden, die im
Raum méoglich sind. Wegen der Anbindung an den Nullpunkt (hierfiir konnte auch irgendein
anderer fester Punkt genommen werden) spricht man von Ortsvektoren.

Je nach dem Anwendungshintergrund, mit dem man zu tun hat, mag es auch geniigen, Vekto-
ren nur im zweidimensionalen x-y-Koordiantensystem zu betrachten. In Abbildung 6.28 ist
ein Ortsvektor (mit Anbindung an den Nullpunkt) sowie ein zweiter Vektor zu sehen, der den
gleichen Betrag (Lénge) und die gleiche Richtung hat, jedoch an einer anderen Stelle anfangt.
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Wenn man die Anbindung an einen Startpunkt aufgibt, spricht man allgemein von Vektoren,
manchmal auch von freien Vektoren. Man sagt dann, die in der Abbildung gezeigten zwei
Pfeile wiirden denselben freien Vektor beschreiben. Diese Unterscheidung zwischen Ortsvek-
toren und freien Vektoren ist auf den ersten Blick sicher verwirrend (und bleibt léstig), sie
spielt jedoch zum Gliick meistens keine grof3e Rolle.

<l

1+
Abb. 6.28: Vektoren im zweidimensionalen Koordinatensystem

Vektoren kann man addieren. Dies kennt man aus dem Physikunterricht: Wirken zwei Krifte
auf einen Gegenstand, so kann die resultierende Kraft als Summe der zugehdrigen Vektoren
beschrieben werden; man hat ein Krifteparallelogramm, in dem die resultierende Kraft
(Summe) der Diagonalen entspricht (siche Abbildung 6.29).

K,
Abb. 6.29: Ein Kréfteparallelogramm

In Kapitel 5 (bei der Beschreibung der Losungen linearer Gleichungssysteme) sind wir be-
reits einmal auf Vektoren gestolen. Dort wurden sie als alternative Schreibweise der Punkte
im zwei- oder auch hoherdimensionalen Raum eingefiihrt — beispielsweise wird der Punkt

2
(2;3) des x-y-Koordinatensystems in der Form (3} hingeschrieben. (Auf diese Weise wer-
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den Vektoren als Spezialfidlle von Matrizen aufgefasst — diese werden jedoch in diesem Buch
nicht betrachtet.) Auch solche Vektoren lassen sich addieren: Man addiert einfach jeweils die
einzelnen Komponenten, beispielsweise so:

-G

Und hier schlief3t sich auf wunderbare Weise ein Kreis:

Die so definierte ,,komponentenweise Addition* entspricht genau der wie oben erklarten
,,/Addition von Pfeilen®.

In Abbildung 6.30 kann man dies exemplarisch nachpriifen.

Der Vollstindigkeit halber muss noch gesagt werden, dass man einen Vektor auch mit einer
beliebigen (reellen) Zahl » multiplizieren kann. Dies resultiert in einem Vektor mit der ent-
sprechend multiplizierten Liange, die Richtung bleibt gleich (falls » > 0) oder kehrt sich um

2 4 2
(falls » < 0). Beispielsweise hat der Vektor 2- [3) = [6) die gleiche Richtung wie (3) , aber

2 -2
D (3} = ( 3] zeigt genau in die umgedrehte Richtung.

X L

g+

2 1
Abb. 6.30: Addition der Vektoren (3) und ( J

Es ist klar, dass man nun Vektoren nicht nur im zwei- oder dreidimensionalen, sondern all-
gemein im n-dimensionalen Raum untersuchen kann. Dies kann man immer dann anwen-
den, wenn man sich fiir Objekte interessiert, denen mehrere Zahlengrofen anhaften — ein
Beispiel sind die Kilopreise der einzelnen Waren in einem Warenkorb.
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Mit diesen Vektoren kann man dann ,,rechnen®. Die dabei geltenden Rechenregeln werden
von den Mathematikern — wie iiblich — allgemein untersucht. Es wird auch ein Axiomen-
system aufgestellt, mit dessen Hilfe man sagt, was ein Vektorraum ist. Darauf gehen wir
selbstverstindlich nicht weiter ein.

Anwendung von Vektoren in der Geometrie

Die Rechneregeln fiir Vektoren kénnen auch dazu benutzt werden, um geometrische Objekte
wie Geraden oder Ebenen im zwei- oder dreidimensionalen Raum zu beschreiben. Schauen
wir als Beispiel auf die zu der Funktion y=x+2 gehoérende Gerade im x-y-

Koordinatensystem, die in Abbildung 6.31 gezeigt ist.

5T

y

XL

| \ \ \

t t t t

-(/‘2 -1 1 2
4+

Abb. 6.31: Die Gerade y =x+2

Wie in Abbildung 6.32 zu sehen, ergeben sich alle diese Geradenpunkte auch als Endpunkte

1
der Summenvektoren, die man erhélt, wenn man zu dem Vektor (J irgendein Vielfaches des

1
Vektors (J addiert — man sagt, die Gerade werde durch alle Vektoren der Form

1 1
[3) +A (J (A beliebige reelle Zahl)

beschrieben. (Wer Kapitel 5 gelesen hat, wird sich erinnern, dass man Losungsmengen linea-
1

rer Gleichungssysteme so beschreibt.) Zu bemerken ist ferner, dass man statt des Vektors (3}

auch einen beliebigen anderen Vektor nehmen kann, dessen ,,Pfeilspitze auf der Geraden

1
liegt, und statt des Richtungsvektors [lj ein beliebiges Vielfaches — beispielsweise ist
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0 -2
+A
2 -2
eine andere Parameterbeschreibung derselben Geraden!

5__
y

1+
Abb. 6.32: Die Gerade in Parameterdarstellung

In dhnlicher Weise kann man nun auch Ebenen im Raum (also im x-y-z-Koordinatensystem)
in Parameterdarstellung beschreiben — man braucht dann allerdings zwei Parameter 4 und
A anstatt nur einen. (Eine solche ,,Ebene® — allerdings im vierdimensionalen Raum — tauchte

in Beispiel 5.3.5 als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems schon mal auf.)

Nun mag sich der Leser die Frage stellen, worin die Vorteile der Parameterbeschreibung von
Geraden, Ebenen usw. bestehen — auch ohne Vektoren konnte man ja schon iiber diese geo-
metrischen Gebilde reden. Man kann zwei Hauptgriinde nennen, warum die Vektordarstel-
lung hilfreich ist:

(1 Wenn man die Theorie noch etwas weiter ausbaut (mit Hilfe sogenannter Skalarproduk-
te von Vektoren usw.), lassen sich damit eine Reihe von Groflen (Beispiel: Abstand einer
Geraden von einer Ebene) recht leicht ausrechnen. (In diesem Zusammenhang spielen
die Hesseschen Normalformen von Geraden und Ebenen eine Rolle.)

[l Bei der Losung linearer Gleichungssysteme (vgl. Kapitel 5) stot man bei der Beschrei-
bung von Losungsmengen auf natiirliche Weise auf Parameterdarstellungen von Gerade
und Ebene, die sich sozusagen erst in der Interpretation als geometrische Gebilde heraus-
stellen.
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Vektoren und komplexe Zahlen

In Abschnitt 1.4 wurden die komplexen Zahlen eingefiihrt.

Zur Erinnerung: Jede ,,Zahl“ der Form a+b-i oder (meist wird das Malzeichen weggelas-
sen) a+bi, wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind, ist eine komplexe Zahl. Beispiele
komplexer Zahlen sind 2+1i, 6—%1’ oder 37 +0,5i .

Es liegt auf der Hand, dass eine komplexe Zahl eindeutig zu einem Punkt der x-y-Ebene kor-
respondiert, denn diese Punkte sind ebenfalls durch die Angabe zweier reeller Zahlen charak-

terisiert — die obigen drei komplexen Zahlen korrespondieren zu den Punkten (2;1), (6;—%)

und (37;0,5). Es ist daher auch iiblich, von der komplexen Ebene zu sprechen, in der die y-
Achse als komplexe Achse aufgefasst wird, die man statt mit ,,1,2,...° mit ,,7,2i,... “ beschrif-
tet. In Abbildung 6.33 ist die komplexe Ebene mit der Zahl 2 +i dargestellt.

it
2i T
1 [ ]
4 3 2 1 1 2 3 4
-i
-2i
30 T+

Abb. 6.33: Die Zahl 2+i in der komplexen Ebene

Wenn man an den oben beschriebenen Zusammenhang zwischen Punkten der x-y-Ebene und
zweidimensionalen Vektoren ankniipft, bietet es sich an, eine komplexe Zahl alternativ durch
einen Ortsvektor zu beschreiben — siehe Abbildung 6.34. Die Linge dieses Vektors nennt
man auch den Betrag der komplexen Zahl. Eine komplexe Zahl a+bi hat also stets den

Betrag a’ +b* . Abbildung 6.34 zeigt auch auf, dass die Addition von komplexen Zahlen
nun durch die Vektoraddition veranschaulicht werden kann.

Interessanterweise kann auch die Multiplikation komplexer Zahlen geometrisch gedeutet
werden. Dazu muss man allerdings die komplexen Zahlen nochmals anders darstellen, nim-
lich in Polarkoordinaten. Dies beruht darauf, dass eine komplexe Zahl, die man sich als
Vektor vorstellt, ebenso durch die Angabe der Lénge des Vektors (also ihren Betrag) sowie
den Winkel, den dieser mit der x-Achse bildet, festgelegt ist — kennt man diese beiden Gro-
Ben, so kennt man auch den Vektor und damit die zugehdrige komplexe Zahl!
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3i T

2i 1

N

Abb. 6.34: Komplexe Addition (2+1i)+ (1+2i) =3+3i als Vektoren

Man kann dies so ausdriicken (siche Abbildung 6.35): Ist z=a+bi eine komplexe Zahl,
|z| =+Ja’ +b* ihr Betrag und « der zugehdrige Polarwinkel, so gilt offenbar
a . b
cosa =— und sina =—.
2 &

Dies kann man auch in Form der folgenden hiufig benutzten Formel hinschreiben (bitte
nachrechnen!):

z=|z|-(cosa +sina i)

a z =a+bi

Abb. 6.35: Polardarstellung einer komplexen Zahl
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Nun berechnen wir beispielsweise das folgende Produkt komplexer Zahlen:
Q2+ 1+2)=2-1+2-2i+i-1+i-2i=2+4i+i—-2=5i

In Abbildung 6.36 sind die beiden Faktoren sowie das Produkt als Vektoren zu sehen.

51 @

'
-

3 T

2i +

-1 | 1 2 3 4 5

Abb. 6.36: Komplexe Multiplikation (2+7)-(1+2i) =5i als Vektoren

Wie leicht nachzurechnen, haben sowohl 2+i als auch 1+2i den Betrag V5, das Ergebnis
5i hat den Betrag 5. Der zu 2+i gehorende Vektor bildet mit der x-Achse einen sogenann-
ten Polarwinkel von ca. 26,6°, der Polarwinkel fiir 1+ 2i ist ungeféhr 53,4°. Zum Ergebnis
5i gehort offenbar der Winkel 90°, wobei die Summe von 26,6° und 53,4° gerade 90° ist!

Alles dies ist kein Zufall:

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen multiplizieren sich die Betrige und addieren
sich die zugehorigen Polarwinkel.

Warum dies so ist, kann auf vielfache Weise gezeigt werden. Wer Interesse hat, kann sich die
mathematisch ,,eleganteste” Begriindung in einem Extrakasten zur Eulerschen Formel anse-
hen. Wie diese Erkenntnis genutzt werden kann, wird in dem folgenden abschlieBenden Bei-
spiel aufgezeigt.

Kommt man {ibrigens bei der Addition von Winkeln {iber 360° hinaus, so fingt man wieder
bei 0° an. Beispiel: —i besitzt den zugehorigen Winkel von 270°; (=i)-(—i) =i* = —1 hat als
Winkel 270°+270°=540° bzw. 180°.
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Die Eulersche Formel

Diese Formel gehort sicher zu dem ,,Verriicktesten, dem man in der Schulmathematik
begegnen kann. Sie besagt, dass fiir jede reelle Zahl x gilt:

e” =cosx+isinx
Sie verkniipft auf vollig iiberraschende Weise die Eulersche Zahl e mit der komplexen

Zahl i und den trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus. Und was das Tollste ist:
Man kann die Formel streng logisch beweisen — was wir hier natiirlich nicht tun werden.

Mit dem, was wir oben iiber die Polardarstellung komplexer Zahlen gesagt haben, kom-
men wir jetzt zu dem FErgebnis, dass eine beliebige komplexe Zahl
zZ= |z| -(cosa +sina -i) auch so hingeschrieben werden kann:

z=|z|-€*
(Dabei wird davon ausgegangen, dass der Polarwinkel & im Bogenmal} dargestellt ist.)

Jetzt kann man ganz leicht einsehen, dass sich bei der Multiplikation komplexer Zahlen
die zugehorigen Polarwinkel addieren miissen: Dies liegt an der Gleichung

eia .eiﬂ — ei(zz+ﬁ) ,
die immer erfiillt ist.

Man kann aus den abstrakten Sphéren, in denen die Eulersche Formel zu Hause ist, auch
wieder zum ,,Handfesten* herunter kommen™*" und beispielsweise das Additionstheorem
fiir den Sinus daraus leicht herleiten:

sin(x + y) = sin x cos y + cos xsin y
Dies ergibt sich sofort, wenn man

cos(x+y)+isin(x+y)=e""" = -e’ =(cosx+isinx)-(cosy+isiny)

rechts ausmultipliziert und die Imaginérteile vergleicht.

Beispiel 6.4.1
Wir interessieren uns fiir alle Losungen (also auch die nicht-reellen) der Gleichung x® =1.

Dass x, =1 und x, =—1 Losungen sind, liegt auf der Hand. Wie bekommt man die restlichen

— oder gibt es keine? Wie wir jetzt sehen werden, gibt es vier weitere komplexe Losungen.
(Dies konnte iibrigens schon aus dem Fundamentalsatz der Algebra gefolgert werden, der in
Abschnitt 1.4 erwdhnt wurde.) Im Grunde ist es ganz einfach: Da sich beim Multiplizieren
die Polarwinkel addieren und zur komplexen Zahl ,,1, die beim Potenzieren herauskommen
soll, der Winkel 0° gehdrt, muss man also komplexe Zahlen suchen, bei denen das Sechsfa-
che des Polarwinkels gerade 0° oder 360° (oder ein Vielfaches von 360°) ergibt. (AuBerdem
miissen alle diese Zahlen selbstverstdndlich den Betrag 1 besitzen.) Die in Frage kommenden

wodi s ist eben typisch Mathematik!
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Winkel sind also 0°, 60°, 120°, 180°, 240° und 300° — 360° ist wieder dasselbe wie 0°. Durch
diese 6 moglichen Polarwinkel sind alle 6 Losungen der Gleichung beschrieben. In Abbil-
dung 6.37 sind diese 6 komplexen Zahlen als Vektoren eingetragen; um zu verdeutlichen,
dass sie alle den Betrag 1 besitzen, ist zusdtzlich der Kreis mit Radius 1 um den Nullpunkt
des Koordinatensystems eingezeichnet.

Um die Sache abzurunden, méchten wir nun noch diese Losungen in der gewohnten Form
a+bi hinschreiben. Hier helfen Sinus und Kosinus: Es lauft genauso wie in Abbildung 6.16
,Dreieck im Einheitskreis®. Wie in 6.37 zu sehen, hat die zu dem Winkel 60° gehdrende

komplexe Zahl die Darstellung cos60°+sin 60° , also %+%i . Ahnlich kann man die ande-

6
ren Losungen ausdriicken. Wer es nicht glaubt, moge es nachrechnen: (%+§i ) ergibt tat-

siachlich 1. o

Abb. 6.37: Die 6 Losungen der Gleichung x° =1

Aufgaben zu Kapitel 6

Ubungsaufgabe 6.1:

Folgende Winkel sollen im Bogenmal3 bzw. im Gradmal} angegeben werden:
a) 120 b)  192° c) 7%2

d) 27z+% e)  70,9° 1
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Ubungsaufgabe 6.2:

Ermitteln Sie jeweils den Wert sina (falls notig, mit Hilfe eines Taschenrechners):
a) a =60° b) a =40°40" c) a:%z d) a=178
Ubungsaufgabe 6.3:

Bestimmen Sie Winkel und Seitenldngen der rechtwinkligen Dreiecke, von denen folgende
GroBen bekannt sind (vgl. Abb. 6.13):

a) a=40cm, b=30cm b) b=60cm, o =30°

Sachaufgabe 6.4:

Eine 30 m von einem Baum entfernte Person mit einer Augenhdhe von 1,70 m visiert die
Spitze des Baumes unter einem Winkel von 20° zur Horizontalen an. Wie hoch ist der Baum?

Ubungsaufgabe 6.5:
Welche Gleichung hat die zur Geraden y =3x—2 parallele Gerade durch den Punkt (2;2)?

Ubungsaufgabe 6.6:

Bestimmen Sie jeweils Mittelpunkt und Radius des Kreises mit der folgenden Gleichung:
a) x4y —4x+2y-4=0 b) x4y’ +16x=0
Ubungsaufgabe 6.7:

Man berechne die Schnittpunkte der Geraden y = x +1 mit dem Kreis (x—1)>+y* =4.

Sachaufgabe 6.8:
Ein Technischer Zeichner mochte die drei Punkte B, =(0;3), P, =(0;-2) und P, =(2;0) des

x-y-Koordinatensystems durch einen Kreisbogen miteinander verbinden. Wie lautet die Glei-
chung des Kreises?

Sachaufgabe 6.9:

Auf eine Eisenkugel wirke in horizontaler Richtung eine Kraft von 3 kp und in dazu senk-
rechter Richtung nach unten eine Kraft von 4 kp. Wie grof} ist die resultierende Kraft? Wel-
che Winkel bildet die Richtung dieser Kraft mit den beiden urspriinglichen Kréften?

Ubungsaufgabe 6.10:

Stellen Sie die Zahl 2’ in der Form a+bi dar. Wie grof} ist der Betrag dieser komplexen
Zahl? Zeichnen Sie den zugehorigen Vektor in der komplexen Ebene.



7 Zahlen

7.1 Abzihlen endlicher Mengen

Jedes Kind weiB, wie man die Apfel in einem Korb oder die Autos auf einem Parkplatz zihlt.
Das Zidhlen geschicht dabei durch Abzihlen: Es wird, beginnend mit dem ersten Objekt und
der Zahl 1, Apfel fiir Apfel bzw. Auto fiir Auto betrachtet und jeweils die néchste Zahl zuge-
ordnet, bis man fertig ist — die letzte zugeordnete Zahl gibt die gesuchte Anzahl an.

Abb. 7.2: 51 Autos auf einem Parkplatz
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Diese Art des Zihlens durch Abzédhlen kann sehr mithsam sein, wenn es sich um eine grofie
Ansammlung von Objekten handelt, die gezéhlt werden sollen. Beispielsweise wiirde nie-
mand gerne die Reiskorner in einem Topf oder die Autos auf dem Werksparkplatz von Opel
in Bochum zdhlen. Etwas einfacher kann die Lage sein, wenn die zugrunde liegende Menge
eine gewisse Struktur aufweist; die beiden wichtigsten Moglichkeiten sind hierbei Summen-
struktur und Produktstruktur.

Beispiel 7.1.1

a) In einem Obstkorb befinden sich Apfel und Birnen. Man kann das Obst zihlen, indem
man die Apfel und Birnen separat z#hlt und dann die beiden Ergebnisse addiert. Dies ist das
Beispiel fiir eine Summenstruktur.

b) In einem handelsiiblichen Bierkasten (siche Abb. 7.3) befinden sich 5 Reihen mit jeweils
4 Flaschen (oder — aus anderer Perspektive — 4 Reihen mit 5 Flaschen). Das ergibt insgesamt
5-4 bzw. 20 Flaschen. Man hat hier eine Produktstruktur. o

Abb. 7.3: Ein Bierkasten

Zur mathematischen Beschreibung von Summen- und Produktstruktur bedient man sich heute
iiblicherweise der Mengensprache (siche den Extrakasten in Kapitel 1). Ist 4 irgendeine Men-

ge mit endlich vielen Elementen, so wird die Anzahl der Elemente mit |A| bezeichnet. Es

gelten die folgenden Anzahlregeln:

Summenregel
Sind 4 und B endliche Mengen, die kein Element gemeinsam haben, so gilt
|4 B|=|4|+|B|.

In Worten: Beide Mengen zusammen haben soviele Elemente, wie die Summe der beiden
Anzahlen ergibt.
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Produktregel
Sind 4 und B endliche Mengen, so gilt
A 8]= ]3],
Dabei steht Ax B fiir die Menge der Paare (a,b), wobei a aus 4 und b aus B genommen

wird. In Worten bedeutet das: Aus den Elementen von 4 und denen von B konnen |A| |B|

viele Paare gebildet werden.

Wihrend die Summenregel sicher sofort einleuchtet oder gar als Trivialitdt erscheint, ist es
vielleicht auf den ersten Blick nicht klar, dass das ,,Bierkasten-Beispiel* mit der Produktregel
erklart werden kann. Dies leuchtet aber sicher ein, wenn man sich den Bierkasten in 5 Langs-
und 4 Querreihen eingeteilt denkt:

5
Léngsreihen

Liangsreihe 4/
Querreihe 2

4 Querreihen

Abb. 7.4: Das Bierkasten-Koordinatensystem

Jedes der 5-4 =20 Paare aus einer Léngs- und einer Querrreihe entspricht einer Position im
Bierkasten.

Meist begegnet einem die Produktregel als ,,UND-Regel“: Zwei Eigenschaften besitzen ge-
wisse Anzahlen von Ausprigungen, und man mochte die Anzahl der moglichen Kombinatio-
nen wissen.

Beispiel 7.1.2

a) In einem Restaurant werden 18 Getrinke und 12 Meniis angeboten. Dann gibt es
18-12 =216 viele Moglichkeiten, ein Getrank und ein Menii zu bestellen.

b) Wie viele unterschiedliche Bytes gibt es? In der Computerwelt versteht man unter einem
Byte eine Abfolge von 8 Bits, von denen jedes den Wert 0 oder 1 haben kann. Beispiele fiir
Bytes sind 11001010 oder 00000010. Die Antwort lautet 2-2-...-2 (8 mal) = 2* = 256 .
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c) Eine Familie beschlieit, die 8 Innentiiren ihrer Wohnung neu zu streichen. Jede Tiir soll
schwarz oder weil} gestrichen werden, wobei die beiden Seiten einer Tiir auch unterschiedlich
gestrichen werden konnen. Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir das Streichen der 8 Tiiren? Da
von 16 Tiirseiten die Rede ist und es fiir jede Tiirseite 2 Moglichkeiten gibt, ergeben sich

2-2-...-2(16 mal) =2'° = 65536

viele Moglichkeiten. o

Die hier angesprochenen und weitere Strukturen werden im nédchsten Abschnitt noch eine
wichtige Rolle spielen.

Beim Thema Abzahlen darf ein weiteres — cher indirektes — Zahlprinzip nicht unerwéhnt
bleiben. Es ist das Prinzip der gleich grofien Mengen, welches folgendes besagt:

Hat man zwei endliche Mengen M und A, und kann man die Elemente von M so den E-
lementen von N zuordnen, dass jedem Element von M genau ein Element von N ent-
spricht (und umgekehrt)™", dann haben M und N gleich viele Elemente.

Es ist dabei durchaus méglich, dass die Anzahl der Elemente beider Mengen nicht im Zent-
rum des Interesses steht, sondern lediglich die Tatsache, dass beide Mengen gleich viele Ele-
mente haben.

Beispiel 7.1.3

In einer Tanzschule werden Ténze eingeiibt, bei denen immer eine Frau und ein Mann zu-
sammen tanzen. Wenn alle auf der Tanzfldche sind und keiner {ibrig geblieben ist, weill der
Tanzlehrer, dass gleich viele Ménner wie Frauen anwesend sind. o

Fiir an der Grofe unendlicher Mengen interessierte Leser wollen wir an dieser Stelle eine
Anmerkung machen.

Anmerkung 7.1.4

Das Prinzip der gleich groBen Mengen wird (ausser im nédchsten Abschnitt) auch in Kapitel
10 noch einmal eine Rolle spielen, wo iiber das Phinomen der Unendlichkeit gesprochen
wird. Einige unendlich grole Mengen haben wir ja schon im ersten Kapitel kennen gelernt:
natiirliche Zahlen, reelle Zahlen usw. Es stellt sich heraus, dass man einige unendliche Men-
gen in der oben beschriebenen Weise eindeutig aufeinander abbilden kann, andere jedoch
mitunter nicht. Mit anderen Worten gibt es ,,unterschiedlich groe* unendliche Mengen.

wdif \an sagt auch, man kénne die Elemente von M und N eindeutig aufeinander abbilden.
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7.2 Zihlen von Moglichkeiten

In diesem Abschnitt geht es nicht mehr nur um das Abzéhlen (also die Ermittlung der Ele-
menteanzahl) endlicher Mengen, sondern um die Fragestellung, auf wie viele Weisen man mit
einer gegebenen endlichen Menge ,,dies oder jenes machen kann“ (Beispiel: Zwei Elemente
herausnehmen). Die Beschiftigung mit den Gesetzen der Zusammenstellungen und mogli-
chen Anordnungen von endlich vielen Elementen einer Menge wird dem mathematischen
Gebiet der Kombinatorik zugeordnet. Das Zéhlen dieser Moglichkeiten von Zusammenstel-
lungen und Anordnungen ist besonders in der Wahrscheinlichkeitstheorie (siche Kapitel 8)
von Interesse, wo die Anzahl der ,,glinstigen Falle” fiir ein Experiment mit zufdlligem Aus-
gang bestimmt werden muss. Kombinatorische Methoden spielen jedoch in vielen weiteren
Bereichen der Mathematik eine Rolle, insbesondere bei der Untersuchung endlicher Struktu-
ren — hierfiir hat sich in neuerer Zeit der allgemeinere Begriff Diskrete Mathematik durch-
gesetzt.

Von zentraler Bedeutung fiir die gesamte Kombinatorik sind die Begriffe Fakultit und Bi-
nomialkoeffizient, auf die wir als erstes zu sprechen kommen miissen.

Ist n eine natiirliche Zahl, so versteht man unter dem Symbol »! (gelesen: ,,n-Fakultét™)
das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis #:

n!'=1.2-3-..-(n=1)-n

Beispielsweise ist also:

51=1.2-3-4-5=120

10!=1-2-3-...-10 = 3628800
Wie man sieht, wichst n! mit groBer werdendem n sehr schnell an.
Der Vollstiandigkeit halber setzt man noch 0!=1, womit die offensichtliche Formel

(n+D)!=nl(n+1)
sogar fiir n =0 richtig ist.
Man darf die Fakultdt selbstverstidndlich auch in irgendwelche Rechenausdriicke einsetzen —
hier sind drei Beispiele:
41+ 6 =30

Ja1=5

|
8 5630
41

Jetzt zu den Binomialkoeffizienten.
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Sind n und k natiirliche Zahlen™" mit n > k , so versteht man unter dem Symbol

{Zj (gelesen: ,,n iiber k*)

den folgenden Bruch:

ny n-(n=1)-..-(n—k+1)
k) k!

Im Zéhler wird also, von n ausgehend, immer um 1 runtergezihlt, bis man & Zahlen hinge-
schrieben hat. Im Nenner stehen wegen k!=1-2-...-k ebenfalls £ Faktoren. Hier sind zur
Verdeutlichung drei Beispiele:

8 7.
:8 7 6=56
3) 1.2.3

[49}__49~48~47~46-45~44

=13.983.816
6 1-2-3-4-5-6

5) 5-4.3.2-1 -1

5) 1.2-3:-4.5
Man sieht: Obwohl (Z) als Bruch definiert ist, kommt bei diesen Beispielen im Ergebnis
stets eine natiirliche Zahl heraus (also kein echter Bruch). In der Tat ist dies immer so! Grob

gesagt liegt dies daran, dass bei den im Zahler stehenden Zahlen jede zweite durch 2 teilbar
ist, jede dritte durch 3 usw., so dass letztendlich alle im Nenner stehenden Faktoren wegge-

kiirzt werden konnen. Die Einsicht, dass [ZJ immer eine natlirliche Zahl ist, wird sich an

spéterer Stelle noch einmal bei der Untersuchung von Moglichkeiten als ,,Abfallprodukt™
ergeben.

Die Binomialkoeffizienten haben eine Reihe interessanter Eigenschaften, von denen wir drei
nennen wollen:

[0 Fir natirliche Zahlen n und k£ mit »n > k 1ist stets

n+l) (n . n
k+1) \k) (k+1)
[l Es gilt der Binomische Lehrsatz

(a+b)" = i(’?jaib”'i .
i

i=0

XXXV Man kann hier auch fiir n irgendeine reelle Zahl zulassen, dies wollen wir jedoch nicht weiter
verfolgen, da es fiir unsere Zwecke irrelevant ist.
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[ Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n gilt

DS

Alle drei Eigenschaften spielen auch beim Pascalschen Dreieck (vgl. Kapitel 2) eine Rolle.
Man kann sich ndmlich iiberlegen, dass an der k-ten Stelle der n-ten Zeile immer die Zahl

n—1

k-1
steht. Die erste Formel spiegelt dann die Tatsache wider, dass jede Zahl im Pascalschen Drei-
eck die Summe der beiden schrig tiber ihr stehenden ist. Die zweite Formel besagt, dass man
beim Ausmultiplizieren von (a+5)" die vorkommenden Koeffizienten aus dem Pascalschen

Dreieck direkt ablesen kann. Auch die dritte Eigenschaft findet man beim Pascalschen Drei-

eck wieder: Die Summe der Zahlen in Zeile n ist 2"”'. Man erhilt diese Formel als Folgerung
aus dem Binomischen Lehrsatz, wenn man a =b =1 setzt.

Nun sind die Vorbereitungen getroffen, und wir kénnen zum Kernthema dieses Abschnitts —
Zihlen von Moglichkeiten — {ibergehen. Begonnen wird mit Permutationen, Abbildungen
und Teilmengen. AnschlieBend werden wir auf das in der Wahrscheinlichkeitstheorie oft
benutzte ,,Urnenmodell” zu sprechen kommen, welches anhand des Lottospiels und mogli-
cher Varianten erldutert wird.

Zihlen von Permutationen

Eine Permutation von n Elementen ist jede Zusammenstellung, in der die » Elemente in
irgendeiner Anordnung nebeneinander stehen.

Wieviele solche Permutationen gibt es?

Die sechs moglichen Permutationen aus den drei Elementen a, b und ¢ sind:
abc acb
bac bca

cab cba

Aus den vier Elementen 1, 2, 3 und 4 kann man 24 Permutationen bilden:
1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321
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Wieviele Permutationen gibt es? Wir beantworten diese Frage mit einer Formel:

Formel 7.2.1

Die Anzahl der Permutationen aus n verschiedenen Elementen ist n!.

Die Beweisidee fiir diese Formel ist einfach: Es gibt » Moglichkeiten fiir das erste Element;
wenn dieses ausgewdhlt ist, hat man noch n—1 Moglichkeiten fiir das zweite Element usw.
Da durch diese Betrachtung jede der Mdoglichkeiten genau einmal vorkommt, muss man die
entsprechenden Zahlen alle miteinander multiplizieren.

Beispiel 7.2.2

a) In wieviel verschiedenen Reihenfolgen kann man die neun Kapitel eines Mathematikbu-
ches lesen?

Antwort: Es gibt dazu 9!=362880 viele Moglichkeiten.

b) Auf einem Kindergeburtstag sind sieben Kinder. Auf wieviele Weisen konnen diese sich
an einen Tisch mit sieben Plitzen setzen, wenn der Platz des Geburtstagskindes bereits fest-
gelegt ist?

Antwort: Fiir die anderen sechs Kinder gibt es noch 6!=720 Mdglichkeiten. o

Die nichste Anzahlformel betrifft Permutationen, bei denen identische Elemente mehrfach
verwendet werden diirfen. Hier beginnen wir mit einem Beispiel:

Beispiel 7.2.3

Herr und Frau K. haben zusammen ein Gasthaus aufgesucht. Herr K. hat drei Gléser Bier und
zwei Glaschen Korn zu sich genommen. Sie streiten sich oft iiber Lappalien und kénnen sich
auch dieses mal nicht einigen, in welcher Reihenfolge Herr K. die Gléser geleert hat. Hat er
sofort oder erst nach dem ersten Bier einen Korn getrunken? Oder war es vollig anders? Wie-
viele Moglichkeiten gibt es? o

Man sieht an dem Beispiel: Strenggenommen handelt es sich zwar um drei unterschiedliche
Gléaser Bier, man mochte diese aber beim Zdhlen nicht unterscheiden. Allgemein gilt:

Formel 7.2.4
Die Anzahl der Permutationen von k& Elementen, bei denen das i-te Element », mal auf-
tritt, ist
P (1) _ n!
" mlng . -mg!

(wobei n=n, +n, +...+n,).
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Dies hort sich schrecklich kompliziert an, jedoch wird alles schnell klar, wenn wir zum Gast-
haus-Beispiel zuriickkehren:

Fortsetzung von Beispiel 7.2.3

Hier ist n, =3 (drei Glaser Bier) und n, =2 (zwei Gldschen Korn), mithin n=5 (Gesamt-
anzahl der Elemente bzw. Getranke). Das Ergebnis lautet also:

pG2 :izgzlo
g 3121 6-2

Die Eheleute haben sich also nur um 10 Moglichkeiten gestritten. o

Zihlen von Abbildungen

Zur Erinnerung:

Unter einer Abbildung oder Zuordnung zwischen zwei Mengen K und N versteht man,
dass zu jedem Element von K ein zugehoriges Element von N ausgewéhlt ist. Ublich sind
die Sprechweisen ,,Abbildung von K nach N oder ,,Abbildung von K in N****,

K N

Abb. 7.5: Menge K und Menge N mit Zuordnung

An dem Bild sieht man, dass unterschiedlichen Elementen von K durchaus dasselbe Element
von N zugeordnet sein kann. Auch muss nicht jedes Element von N dabei ,,erwischt* werden.
Es muss aber jedem Element von K eines (und nur eines) von N zugeordnet sein.

Beispiel 7.2.5

a) 24 Socken sollen in zwei Schubladen verteilt werden. Jede dieser Verteilungen entspricht
einer Abbildung der Menge der 24 Socken in die Menge der zwei Schubladen, denn jeder
Socke wird eindeutig eine der beiden Schubladen zugeordnet. Dabei kann durchaus eine
Schublade leer bleiben, umgekehrt muss jedoch jede Socke irgendwo untergebracht werden.

¥ In Kapitel 4 werden Abbildungen zwischen Zahlenmengen als Funktionen bezeichnet.
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b) Auf einem Kindergeburtstag haben die sieben anwesenden Kinder einen Tisch mit zehn
Stiihlen zur Verfiigung. Ein ,,Platznehmen® der Kinder entspricht einer Abbildung der Menge
der Kinder in die Menge der Stiihle, denn jedem Kind wird ein Stuhl zugeordnet. Diese Ab-
bildung hat (zweckméBigerweise) die besondere Eigenschaft, dass unterschiedlichen Kindern
unterschiedliche Stiihle zugeordnet sind.

¢) Auf dem Kindergeburtstag werden 14 kleine Geschenke verteilt, die von den Kindern
beim Spielen gewonnen werden. Dabei wird darauf geachtet, dass jedes Kind mindestens ein
Geschenk bekommt. Die Verteilung der Geschenke ist eine Abbildung der ,,Geschenkemen-
ge* in die ,,Kindermenge* — mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass jedes Kind von der Abbil-
dung ,,erwischt™ wird.

d) Sieben Personen nehmen an einem Tisch mit sieben Stiihlen Platz. Jedes ,,Platznehmen
entspricht hier einer Abbildung von der Personenmenge in die Stiihlemenge, bei der unter-
schiedliche Personen auch andere Stiihle nehmen und jeder Stuhl besetzt wird.

Die mathematische Aussage lautet:

Formel 7.2.6

Besteht die Menge K aus k und die Menge N aus n vielen Elementen, so gibt es n* viele
verschiedene Abbildungen von K nach N.

Dabei gelten zwei solche Abbildungen selbstverstandlich schon dann als verschieden, wenn
sie nur irgendeinem Element von K unterschiedliche Elemente von N zuordnen. Umge-
kehrt: Zwei Abbildungen sind nur dann gleich, wenn sie jedem Element von K dasselbe E-
lement von N zuordnen.

Die Formel ist recht leicht zu begriinden: Fiir jedes Element von K gibt es n viele Moglich-
keiten, ihm irgendein Element von N zuzuordnen, ferner sind die Auswahlen der betreffenden
Elemente von N fiir die jeweiligen Elemente von K voneinander unabhéngig. Deshalb muss
man einfach die Zahl n k-mal mit sich selbst multiplizieren.

Wir kdnnen jetzt auch die in Teil a von Beispiel 7.2.5 vorkommenden Abbildungen zdhlen:

7] Es gibt 2** Moglichkeiten, die 24 Socken in den beiden Schubladen zu verstauen. Das
sind genau 16.777.216 viele Moglichkeiten.

Die Formel fiir die Anzahl der Abbildungen éndert sich, wenn man nur Abbildungen beriick-
sichtigen will, die unterschiedlichen Elementen von K auch unterschiedliche Elemente von N
zuordnen. Eine solche Abbildung nennt man injektiv — man ,,bettet die Menge K sozusagen
in die Menge N ein. Das geht natiirlich nur, wenn k <# ist. Es gilt folgendes:

Formel 7.2.7

Besteht die Menge K aus & und die Menge N aus n vielen Elementen, und ist £ <n, so
gibt es n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) viele verschiedene injektive Abbildungen von K
nach N.
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Auch diese Formel ist recht plausibel: Wenn man fiir ein Element von K das zugeordnete
Element von N festgelegt hat (wofiir es n viele Moglichkeiten gibt), hat man noch n—1 Mog-
lichkeiten der Zuordnung fiir das niachste Element von K etc. — und die so gezdhlten Mog-
lichkeiten ergeben genau alle injektiven Abbildungen.

Nun kénnen wir Beispiel 7.2.5 b) bearbeiten:

[l Jede Sitzordnung entspricht einer Abbildung der 7-elementigen Menge der Kinder in die
10-elementige Menge der Stiihle, die injektiv ist — jedes Kind bekommt einen anderen
Stuhl. Die Anzahl der Moglichkeiten betrdgt somit 10-9-8-7-6-5-4 = 604.800 .

Oben wurde auch darauf hingewiesen, dass eine Abbildung der Menge K in die Menge N
nicht jedes Element von N ,,erwischen* muss. Abbildungen, bei denen dies jedoch ebenfalls
der Fall ist, haben einen eigenen Namen: Es handelt sich dann um eine surjektive Abbil-
dung. Es ist klar, dass es eine solche surjektive Abbildung iiberhaupt nur geben kann, wenn
k>n ist.

Fiir die Anzahl der moglichen surjektiven Abbildungen gibt es leider keine einfache Formel,
die mit den Fakultiten und Binomialkoeffizienten auskommt. Hier kommen die sogenannten
Stirling-Zahlen zweiter Art ins Spiel, die rekursiv™™"' definiert werden. Wir gehen darauf
hier nicht ein. Dies bedeutet auch, dass wir die Fragestellung von Teil ¢ des Beispiels 7.2.5
nicht ,,intelligent* bearbeiten kdnnen — es handelt sich hier um die Anzahl der surjektiven
Abbildungen einer 14-elementigen in eine 7-elementige Menge. Man kann das Ergebnis aber
natiirlich ,,per Hand* bestimmen (viel Spaf}!), heraus kommt die Zahl 248.619.571.200 (also
ca. 250 Milliarden).

Abbildungen, die injektiv und surjektiv sind, nennt man bijektiv. Eine bijektive Abbildung
ordnet jedem Element von K ein anderes aus N zu und erwischt auch jedes von N — damit ist
klar, dass eine solche Abbildung Paare von Elementen aus K mit solchen aus N bildet, die
einander zugeordnet sind. Manchmal spricht man auch von einer 1-1-Beziehung. (Zur Erin-
nerung: In Abschnitt 7.1 beruht das Prinzip der gleich groflen Mengen auf bijektiven Ab-
bildungen.)

Bijektive Abbildungen tauchen in der Mathematik sehr oft auf, ohne dass man dies immer so
nennt. Man beachte: Auch das Abzéhlen einer endlichen Menge kann man als die Beschrei-
bung einer bijektiven Abbildung ansehen: 17 Apfel in einem Korb werden (man tut dies beim

Zihlen) bijektiv auf die Menge {1,2,3,...,17} der natiirlichen Zahlen von 1 bis 17 abgebildet.

Eine Permutation kann nun ebenfalls als bijektive Abbildung aufgefasst werden. Sind ir-
gendwelche n Elemente e,,e,,...,e, gegeben, so entspricht eine Permutation dieser Elemente
einer bijektiven Abbildung der Menge {1,2,...,n} in sich selbst. In Abbildung 7.6 wird dies
am Beispiel plausibel gemacht.

Aufgrund dieser Bemerkungen liegt nun auf der Hand:

i Grundidee einer rekursiven Definition oder Berechnung ist, dass ein Wert mit Hilfe bereits bekann-
ter Werte berechnet wird. Beispielsweise kann man die Fakultiten durch die beiden Gleichungen 1!=1
und n!=(n-1)+n fir jedes weitere n ,,rekursiv definieren, denn dadurch ist alles festgelegt.
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Formel 7.2.8

Bestehen die Mengen K und N beide aus # vielen Elementen, so gibt es n! viele bijektive
Abbildungen von K in N.

Mit dieser Formel ist klar, dass es fiir Teil d aus Beispiel 7.2.5 (sieben Personen auf sieben
Stithlen) 7!=15040 viele Moglichkeiten gibt.

bijektive

Abbildung
Permutation VAN 1 —2

6,6 ¢6¢ 2 +—3
3—1
4 — 4

Abb. 7.6: Eine Permutation als bijektive Abbildung

Zihlen von Teilmengen

Zur Erinnerung:

Eine Teilmenge einer Menge ist, was das Wort besagt: Man nimmt gewisse Elemente der
Menge in diese Teilmenge, andere mdglicherweise nicht. Der Fall, dass man alle Elemen-
te oder auch keines nimmt, ist dabei eingeschlossen.

Beispiel 7.2.9
Die Menge {1,2,3} der Zahlen 1, 2 und 3 hat die folgenden Teilmengen:

[J Teilmengen mit einem Element: {l} s {2} s {3}
] Teilmengen mit zwei Elementen: {1,2},{1,3},{2,3}

XXXVil

Dazu kommen noch die Menge {1,2,3} selbst sowie die leere Menge { }

Das macht zusammen acht Teilmengen. o

Wieviele Teilmengen hat eine Menge?

il Jode Menge hat die leere Menge (die manchmal auch mit dem Symbol & bezeichnet wird) als
Teilmenge. Das liegt daran, dass jedes Element einer Teilmenge auch Element der gegebenen Menge
sein soll — das ist bei der leeren Menge natiirlich immer der Fall (weil sie iiberhaupt keine Elemente
hat).
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Formel 7.2.10

Eine Menge mit n Elementen hat stets 2" viele Teilmengen.

Dies wird durch Beispiel 7.2.9 bestitigt, denn 2° ergibt 8.

In der Literatur wird man auf unterschiedliche Beweise der obigen Formel stofen. Sie ist
jedoch recht einfach plausibel zu machen: Fiir jedes der n Elemente der gegebenen Menge
gibt es die Moglichkeit, dass es zu einer Teilmenge gehort oder nicht — also hat man bei der
Konstituierung einer Teilmenge zwei Mdoglichkeiten fiir jedes Element. Da diese Auswahlen
oder Nicht-Auswahlen einzelner Elemente unabhingig voneinander sind, multiplizieren sich

diese Moglichkeiten, und man landet insgesamt bei der Anzahl 2" .

Die Binomialkoeffizienten kommen jetzt ins Spiel, wenn man nach der Anzahl der Teilmen-
gen mit einer vorgegebenen Elementeanzahl fragt. Wie in Beispiel 7.2.9 gesehen, hat z. B.
eine dreielementige Menge drei zweielementige Teilmengen. Die vierelementige Menge
{1,2,3,4} hat sechs zweielementige Teilmengen, nidmlich {1,2}, {1,3},{1,4},{2,3},

{2,4} und {3,4} Wie lautet die Formel?

Formel 7.2.11

Ist N eine Menge mit #» Elementen und 1<k <n, so besitzt N
n
k

Auch diese Formel wird durch die betrachteten Beispiele sofort bestitigt. Eine plausible Er-
klérung fiir die Formel ist ebenfalls schnell gefunden: Will man & Elemente aus den n Ele-
menten auswéhlen, so hat man fiir das erste Element n Moglichkeiten, fiir das zweite noch
n—1 usw. bis zur k-ten Auswahl, fiir die es noch n—k +1 viele Moglichkeiten gibt. Somit ist
man bei einer Anzahl von

viele k-elementige Teilmengen.

n-(n=1)-...(n—k+1)

angelangt. Da es aber um Teilmengen geht und die Reihenfolge, in der man die Elemente
ausgewahlt hat, keine Rolle spielt, muss man diese Anzahl noch durch k! teilen, denn so oft
hat man bei der Auswahl jede Teilmenge mitgezahlt (je einmal fiir jede Permutation der &k
Elemente). Das Ergebnis fiir die gesuchte Anzahl ist folglich

n-(n=10-...(n—k+1)
k! ’

und das ist dasselbe wie [ZJ .

Wenn man die Formeln 7.2.10 und 7.2.11 verkniipft, ergibt sich eine interessante Folgerung,
von der im Zusammenhang mit dem Pascalschen Dreieck schon die Rede war:
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(ONJ[ JU

muss zusammen 2" ergeben, denn jede Teilmenge einer n-elementigen Menge hat entweder
kein Element, ein Element, zwei Elemente usw. oder n Elemente. In Kurzform kann man
schreiben:

Die Summe

Lotto und das Urnenmodell

Viele Zihlprobleme, die fiir Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen eine Rolle spielen, werden
traditionell mit Hilfe des Urnenmodells beschrieben: Man hat eine Urne mit einer gewissen
Anzahl von Kugeln und fragt danach, auf wieviele Weisen man der Urne eine bestimmte
Anzahl von Kugeln nacheinander entnehmen kann. Dabei muss bei der Bestimmung dieser
Anzahl von Moglichkeiten danach unterschieden werden, ob eine Kugel, nachdem sie gezo-
gen wurde, wieder in die Urne gelegt wird (und somit spiter noch einmal gezogen werden
kann) oder nicht. Ferner muss man entscheiden, ob beim Zahlen der Moglichkeiten die Rei-
henfolge der gezogenen Kugeln eine Rolle spielen oder nur das ,,Endergebnis* zdhlen soll.

Diese vier Moglichkeiten wollen wir anhand des Lottospiels und moglicher denkbarer Vari-
anten erldutern.

Wie jeder weiB, sind beim Ziehen der Lottozahlen (was sogar im Fernsehen {ibertragen wird)
49 nummerierte Kugeln in einem Behélter, aus dem nacheinander sechs mal eine Kugel ge-
zogen wird. (Der Einfachheit halber wollen wir die Zusatzzahl jetzt auller acht lassen.) Eine
einmal gezogene Kugel wird nicht wieder in den Behilter zuriick gelegt. Auch spielt fiir das
Ergebnis (bestehend aus sechs Kugeln) die Reihenfolge, in der man diese Kugeln bekommen
hat, keine Rolle. (Dass die Kugeln nummeriert sind und insofern selber eine Reihenfolge
bilden, ist unerheblich, weil unabhéngig vom Prozess des Ziehens der Kugeln.)

Jetzt kommt die entscheidende Beobachtung:

Jede der moglichen Ziehungen der sechs Kugeln entspricht einer sechselementigen Teil-
menge der 49-elementigen Menge aller Kugeln.

Damit ist klar:

Fiir das Ziehen der sechs Kugeln im Lotto gibt es

49 J48-47-46-45.-
[ }49 48:47-46-45-44 _ o001

6 1:2:3-4-5-6

viele Moglichkeiten.
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In der tiblichen Terminologie des Urnenmodells driickt man dies so aus:

Formel 7.2.12

Fiir die Auswahl von & aus n Objekten ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge gibt es

viele Moglichkeiten.

Man spricht in diesem Fall auch von den Kombinationen von » Elementen zur /-ten
Klasse.

Im nédchsten Schritt stellen wir uns vor, im Lande Kombinasien wiirden die Lottozahlen an-
ders gezogen: Jede Kugel wird nach dem Ziehen wieder in den Behilter zuriick gelegt. Die
Kugeln kénnen also mehrfach gezogen werden. Ergebnis einer Ziehung konnte also bei-
spielsweise sein:

3,17,17,17,38, 43
Dabei sind die Kugeln zwar in der Reihenfolge der auf ihnen stehenden Zahlen aufgeschrie-

ben, jedoch interessiert nach wie vor nicht, in welcher Reihenfolge sie urspriinglich gezogen
wurden. Wie viele Mdglichkeiten gibt es hier?

Fiir das Ziehen der sechs Kugeln beim Lotto in Kombinasien (mit Zuriicklegen der Ku-
geln) gibt es

=25.827.165

54)  54.53.52.51-50-49
6 1:2:3-4.5-6

viele Moglichkeiten.

Allgemein sagt man dies so:

Formel 7.2.13
Fiir die Auswahl von k aus n Objekten mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge gibt es

n+k—1

)

Hier ist es auch iiblich, von den Kombinationen von # Elementen zur k-ten Klasse mit
Wiederholung zu sprechen. (Man beachte, dass bei dieser Formel % nicht notwendiger-
weise kleiner als # sein muss.)

viele Moglichkeiten.
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Im Gegensatz zur Situation bei Formel 7.2.12, wo die Entsprechung zu den k-elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge auf der Hand lag, ist die Formel 7.2.13 nicht so ein-
fach einzusehen. Fiir diejenigen Leser, die an der Beweisidee fiir diese Formel interessiert
sind, haben wir einen Extrakasten eingefiigt.

+k-1
Begriindung der Formel (n i j fiir die Anzahl der Kombinationen von » Ele-

menten zur k-ten Klasse mit Wiederholung, am Beispiel # =49 und k=6

Die Begriindung fuf3t auf einer cleveren Anwendung des Prinzips der gleich grolen Men-
gen. Es stellt sich ndmlich heraus, dass die Kombinationen von 49 Elementen zur 6-ten
Klasse mit Wiederholung eindeutig den Kombinationen von 54 Elementen zur 6-ten
Klasse ohne Wiederholung entsprechen.

Man sieht dies so:

Hat man eine Ziehung von 6 Zahlen aus 1,2,...,49 mit Wiederholung, z. B. (in aufsteigen-
der Reihenfolge hingeschrieben)

3,7, 18, 18, 40, 48,

so addiert man zur zweiten dieser Zahlen 1, zur dritten 2 usw. bis zur sechsten, zu der
man 5 addiert, und man erhélt in diesem Beispiel:

3,8,20,21,44, 53

Dies ist offenbar eine Ziehung von 6 Zahlen aus den Zahlen 1,2....,54 ohne Wiederho-
lung. Umgekehrt funktioniert das auch (also von der ersten Zahl nichts, von der zweiten 1
abziehen usw.), und damit ist die gegenseitige Entsprechung der unterschiedlichen Kom-
binationen verdeutlicht.

Und weil man sich so schone Lottovarianten ausdenken kann, reden wir jetzt vom Lotto in
Reihenland: Dort werden zwar die Kugeln nicht zuriickgelegt, jedoch kommt es auf die Rei-
henfolge des Ziehens an. Mit anderen Worten bedeutet die Ziehung der Zahlen

25,10, 8, 35, 49, 48
ein anderes Ergebnis als
48, 49, 8,10, 25, 35 .
(Natiirlich miissen dort auch die Tippzettel anders ausgefiillt werden als bei uns.)

Wieviele Moglichkeiten gibt es hier? Da es fiir die erste Kugel 49 Mdglichkeiten gibt, fiir die
zweite 48 usw., lautet das Ergebnis:

49-48-47-46-45-44 = 10.068.347.520
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Formel 7.2.14

Fiir die Auswahl von & aus n Objekten ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der
Reihenfolge gibt es

n-(n=1)-...(n—k+1)
viele Moglichkeiten.

Ublich ist in diesem Falle auch die Bezeichnung Anzahl der Variationen von » Elemen-
ten zur /-ten Klasse.

Es ist natiirlich kein Zufall, dass sich die gleiche Formel ergeben hat wie in 7.2.7, wo die
injektiven Abbildungen gezdhlt wurden: Ein Lottoergebnis in Reihenland entspricht einer

injektiven Abbildung (weil ohne Zuriicklegen) der Menge {1,2,3,4,5,6} in die Menge
(1,2,3,...,48,49} .

Schliellich kommen wir zur letzten verriickten Lottovariante im Lande Lottreich: Dort wer-
den die gezogenen Kugeln wieder zuriick gelegt, und auch die Reihenfolge beim Ziehen
spielt eine Rolle. Es gibt dann offensichtlich fiir die erste Kugel 49 Mdglichkeiten, fiir die
zweite und jede weitere ebenfalls, so dass sich insgesamt

49° =13.841.287.201

viele Ziehmoglichkeiten ergeben.

Formel 7.2.15

Fiir die Auswahl von k aus n Objekten mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der
Reihenfolge gibt es

viele Moglichkeiten.

Eine ebenfalls iibliche Bezeichnung fiir diese Art der Auswahl ist Variationen von n E-
lementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung. (Bei dieser Formel muss nicht notwendi-
gerweise k <n sein.)

Auch hier ist es natiirlich kein Wunder, dass wir diese Formel (in 7.2.6) schon einmal gese-
hen haben: Man kann eine solche Auswahl auch als eine Abbildung einer k-elementigen in
eine n-elementige Menge interpretieren.

7.3 Wie Strukturen beim Zahlen helfen konnen

In diesem Abschnitt schauen wir etwas iiber den ,,Tellerrand der Mathematik-Grundlagen.
Er kann vom Leser problemlos iibersprungen werden.
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Bereits im ersten Abschnitt, wo es ums Abzéhlen ging, konnte man sehen, dass gewisse
Strukturen beim Zihlen hilfreich sein konnen — wir erinnern an Summen- und Produktstruk-
tur. Im vorliegenden Abschnitt geht es um Zahlprobleme, bei denen enthaltene Strukturen
iiber die Anwendung von Ergebnissen aus anderen Teilgebieten der Mathematik den Schliis-
sel fiir das Zahlen der vorliegenden Gesamtheit bilden. Es kommt auch oft vor, dass eine
mathematische Struktur zu dem Zéhlproblem ,,passt und fiir das Zahlen hilfreich ist, obwohl
sie eigentlich mit dem Problem nichts zu tun hat (zumindest nicht offensichtlicherweise).

Bevor wir den Leser jetzt noch weiter verwirren, kommen wir lieber zur Sache. Wir beginnen
mit dem Prinzip des zweifachen Abzihlens.

Beispiel 7.3.1

Herr K. nahm letzte Woche an einem kleinen Skatturnier teil, auf dem sieben Spieler gegen-
einander antraten. Es wurden mehrere Runden zu drei Teilnehmern gebildet, die jeweils spiel-
ten, bis der erste der drei ,,1000 Miese* hatte. Jeder der sieben Spieler nahm an drei solchen
Runden teil. Wieviele Runden wurden gespielt?

Die Antwort lautet: Es wurden sieben Runden gespielt.

Da nimlich jeder der sieben Spieler an drei Runden teilnimmt, gibt es 21 Kombinationen der
Art ,,Spieler X nimmt an Runde Y teil”. Bei diesen 21 Kombinationen kommt jede Runde

dreimal vor (je einmal fiir jeden Teilnehmer der Runde), mithin handelt es sich um % bzw.

sieben Runden. o

Wenn man die in diesem Beispiel verwendete Argumentationsweise analysiert, kommt man in
Verallgemeinerung zur folgenden Betrachtung.

Hat man eine Menge von Paaren der Art
(a,b),

wobei jeweils a einer Menge 4 und b einer Menge B entstammt, so kann die Anzahl X der
gegebenen Paare auf zwei Weisen bestimmt werden:

[l Man kann fiir jedes a aus der Menge 4 die Anzahl der Paare bestimmen, an denen a
beteiligt ist, und diese Anzahlen addieren — Ergebnis ist X.

[l Man kann fiir jedes b aus der Menge B die Anzahl der Paare bestimmen, an denen b
beteiligt ist, und diese Anzahlen addieren — Ergebnis ist ebenfalls X.

Man zéhlt die Kombinationen einmal aus der Perspektive der Menge 4, beim anderen mal
aus der von B — daher der Name Prinzip des zweifachen Abzihlens.

In Beispiel 7.3.1 ist A die Menge der Skatspieler und B die Menge der gespielten Runden.
Man kommt hier zum Ergebnis ,,7* fiir die Anzahl der Elemente von B, weil man weil,

[0 dass A4 sieben Elemente hat,
[1 dass jedes a an 3 Kombinationen beteiligt ist. d. h. es gibt 21 Kombinationen,

(1 dass jedes b an drei Kombinationen beteiligt ist.
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Eine Vielzahl von Zihlproblemen kann man in den Griff bekommen, indem man die Metho-
de der Polynome anwendet.

Zur Erinnerung: Ein Polynom (in einer Variablen x) ist ein Ausdruck der Form

n n-1
a,x +an_1x +...+a1x+a0,

wobei die g, irgendwelche reellen Zahlen sind. Beispiele fiir Polynome sind x2 +%x—1 und

X +x-5. Polynome kann man addieren und multiplizieren, fiir die genannten Beispiele gilt:

(x2+%x—l)+(x3+x—5):x3+x2+%x—6
2 1 3 5 3 2 1 4 1 2 5 3
(x +5x—1)~(x +X=5)=x+x =5x +—x" +—x —Ex—x -x+5

:x5+fx4—2x2—zx+5
2 2

Was hat Zéhlen mit Polynomen zu tun?
Folgendes stellt sich heraus:

Manchen Zihlproblemen kann man ein Polynom zuordnen, so dass die gesuchte Anzahl
durch einen Koeffizienten a, eines der Terme x' angegeben wird. Gelingt es also, diesen

Koeffizienten a; zu bestimmen, so hat man das Zihlproblem gelist.

Dies klingt zunéchst etwas nebulds. Am besten kann man das an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 7.3.2

In einem Supermarkt kann man Netze mit Kartoffeln zu 10 oder 5 kg kaufen. Wieviele Mog-
lichkeiten hat man, insgesamt 30 kg Kartoffeln zu kaufen?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachtet man die folgenden beiden Polynome:
Do =X +x0 +x +1
ps =x 0 +x7 +xP + x4+ 10+ 27 +1
Mit p wird das Produkt p,, - p, dieser beiden Polynome bezeichnet — ausmultipliziert ergibt
sich:
p=x +x7 42 +2x" +3x% +3x7 + 4% +3x7 + 367 +2x7 +2x"0 + X7 +1
Und jetzt kommt der Clou: Die gesuchte Anzahl ist der Koeffizient von x** im Polynom p.
Dies leuchtet ein, wenn man sich klarmacht, was die Multiplikation der zwei Polynome be-

deutet: Man bildet die Summe aller mdglichen Produkte von jeweils zwei Faktoren, von

denen jeder ein Summand eines der beiden Polynome ist. Nimmt man also den Summanden

x* aus p,, (entspricht zwei Netzen zu 10 kg) und x° aus p, (ein Netz zu 5 kg), so ergibt

sich als Beitrag zum Produktpolynom

was einem Gesamteinkauf von 25 kg Kartoffeln entspricht.
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Man liest ab, dass p den Summanden
4x™

enthélt, d. h. die von uns gesuchte Anzahl der Einkaufsmdglichkeiten ist 4. o

Bei diesem Beispiel mag der Leser den Eindruck haben, dass man ,,mit Kanonen auf Spatzen
schieft* — schlieBlich kann man sich schnell {iberlegen, dass es 4 Moglichkeiten geben muss:
3 Netze a” 10 kg, oder 2 a"10 kg und 2 a’5 kg, oder 1 a’10 kg und 4 a’5 kg, oder 6 a’5 kg.
Das nichste Beispiel ist vielleicht {iberzeugender.

Beispiel 7.3.3

Angenommen, es gebe Briefmarken zu 5, 10, 30, 70 und 100 Cent. Auf wieviele Arten lésst
sich ein Brief mit Marken im Gesamtwert von 100 Cent bekleben? (Dabei soll es auf die Art
und Weise, in welcher Reihenfolge die Marken aufgeklebt werden, selbstverstindlich nicht
ankommen.)

Hier werden die folgenden fiinf Polynome betrachtet:
ps =x"" +x7 +.+x° +1
Do =X +x + .+ x" +1
Dy =X +x¥ +x0 +1
P =X +1
P = X" +1
Mit p bezeichnen wir das Produkt dieser Polynome:
P =Ds Do Py P Proo

Die gesuchte Anzahl ist der Koeffizient von x'” im Polynom p. Wieder leuchtet dies ein,
wenn man sich klarmacht, was die Multiplikation der fiinf Polynome bedeutet: Man bildet die
Summe aller mdglichen Produkte von jeweils fiinf Faktoren, von denen jeder ein Summand

eines der fiinf Polynome ist. Nimmt man also den Summanden x“ aus p, (entspricht drei
Marken zu 5 Cent), x*° aus p,, (drei Marken zu 10 Cent), x*° aus p,, (eine Marke zu 30
Cent), 1 aus p,, (keine Marke zu 70 Cent) und x'* aus p,,, (eine Marke zu 100 Cent), so
ergibt sich als Beitrag zum Produktpolynom

15 30 30 100
x7-x7ex - l-x

— xl75 ,
was einem Gesamtwert von 175 Cent in Briefmarken entspricht.

Das Produkt p der fiinf Polynome wollen wir hier nicht hinschreiben, es handelt sich um
einen recht umfangreichen Ausdruck. Man stellt fest, dass p den Summanden

32x100
enthélt, d. h. die von uns gesuchte Anzahl ist 32.
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Wie kommt es, dass das Kartoffel- und das Briefmarken-Problem mit Hilfe von Polynomen
gelost werden kann? Der Grund liegt sicher darin, dass die ,,Struktur” der Fragestellungen
sich bei der Multiplikation von Polynomen wiederfindet. Etwas kithn kdnnte man behaupten,
dass in den Problemen Polynome ,,versteckt” seien. Korrekter ist wohl die etwas vorsichtige-
re Formulierung: Das Rechnen mit Polynomen ist als mathematische Struktur so universell,
dass es in zahlreichen inner- und aussermathematischen Bereichen angewendet werden kann.

Nun mag sich der Leser trotz allem fragen, worin der Vorteil des obigen Losungsweges be-
steht. Ohne Polynome hétte man auch im zweiten Beispiel mit etwas Zeit und Geduld nach
einigen Fallunterscheidungen das Ergebnis ,,32° herausbekommen, und schlieBlich ist es
auch Arbeit, das Produkt der fiinf Polynome zu bilden! Der Einwand ist zunichst einmal
berechtigt, jedoch ist folgendes zu beriicksichtigen:

[J  Fiir die Multiplikation von Polynomen kann man ein Computeralgebrasystem zu Hilfe
nehmen. Nach der Eingabe der einzelnen Polynome (das ist dabei die meiste Arbeit) hat
man nach einem ,,Mausklick* die Losung.

[1  Durch die Anwendung allgemeiner Strukturen (hier: Polynome) und Interpretation von
deren Eigenschaften werden oft tiefere Erkenntnisse hinsichtlich der urspriinglichen
Problemstellung moglich.

Oft interessiert man sich nicht nur fiir ein einzelnes Zdhlproblem, sondern in der Problemstel-
lung ist ein Parameter enthalten — z. B. das ,,n* in der Problemstellung ,,Wieviele Teilmen-
gen hat eine n-elementige Menge?* Die Antworten bilden dann eine Zahlenfolge, in diesem
Beispiel:
1,2,4,8,16...
(fir n=0,1,2,3,4...). Allgemein gesprochen bekommt man also als Losung des Zahlprob-
lems eine Folge
Aoy )y ayyQs,0,,... .

Mitunter kann man aus den Eigenschaften dieser Folge Riickschliisse auf die Grofen selbst

(an denen man meist primér interessiert ist) ziehen. Eine wichtige Methode stellen dabei die
Erzeugenden Funktionen dar.

Die Grundidee ist einfach: Angenommen, man hat eine Folge von Zahlen
Qo> )y 0y, 05,0y, ... .

Aus Griinden der Einheitlichkeit setzt man voraus, dass diese Folge unendlich lang ist — eine
urspriinglich abbrechende Folge kann man ja mit Nullen ,auffiillen”. Man nennt dann die

Summe
n
Tax

n=0

Erzeugende Funktion der Folge a,,q,,a,,a;,a,,..., wobei x wie iiblich eine Variable dar-

stellt. Einen solchen Ausdruck mit unendlich vielen Summanden nennt man eine Potenzrei-
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he™_ Analog zu den Polynomen kann man eine solche Potenzreihe als Funktion auffassen:
fiir x kann ein konkreter Wert eingesetzt werden, der Funktionswert wird dann durch die
unendliche Summe bestimmt. Allerdings ergibt diese Summe nicht immer einen verniinftigen
Wert, d. h. in der Regel ist die Funktion nicht fiir alle x definiert. Diese Fragen sind jedoch
bei der Interpretation der Potenzreihe als erzeugende Funktion meist nicht von Belang.

Beispiel 7.3.4

Wir betrachten die Folge der Binomialkoeffizienten

10) (10) (10} (10
J b el ]50,0,0,00,
oML

die wir durch das Auffiillen mit Nullen ,kiinstlich“ unendlich lang gemacht haben. Diese
Folge hat

) =1+x)"
als erzeugende Funktion, denn es gilt

1+x)"° :i(lojx" .

n=0 n

(Dies folgt direkt aus dem Binomischen Lehrsatz). o

Das Thema Erzeugende Funktionen konnen wir nicht weiter vertiefen. Es ging nur darum
anzudeuten, wie durch die Anwendung von Polynom- und Potenzreihenstrukturen Antworten
auf Zahlprobleme erleichtert werden konnen.

Das oben betrachtete Briefmarken-Problem kann als Einstieg in die sogenannte Pélyasche
Abzihltheorie™™ geschen werden, die sich ebenfalls damit befasst, wie Polynome und Po-
tenzreihen fiir Abzéhlprobleme benutzt werden konnen. Als zentrales Problem wird hierbei
das der Identifizierung aufgegriffen — einfacher ausgedriickt: Wann sind zwei der Méglichkei-
ten, die ich zdhlen will, gleich?

Um dieses Problem zu verdeutlichen, schauen wir auf ein Beispiel.

Beispiel 7.3.5

In einem Brettspiel werden Wiirfel verwendet, deren Seitenfldchen entweder grau oder weil3
gefarbt sind. Zu jeder moglichen Kombination gibt es einen Wiirfel. Wieviele Wiirfel hat das
Spiel?

VI Unter einer Potenzreihe kann man sich also auch ein Polynom mit unendlich vielen Summanden
der Form a,x' vorstellen.

wix fyjese Theorie griindet auf einer Arbeit des Mathematikers Georg Polya aus dem Jahre 1937.
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Abb. 7.7: Wiirfel mit einer grauen Flache

Abb. 7.8: Zwei unterschiedliche Wiirfel mit jeweils zwei grauen Flidchen

Nach einiger Uberlegung kommt man zu folgendem Ergebnis. Es gibt:
1 Wiirfel ohne graue Flichen (also nur mit weiflen)
1 Wiirfel mit einer grauen Flache
2 Wiirfel mit zwei grauen Flachen
2 Wiirfel mit 3 grauen Fliachen
2 Wiirfel mit 4 grauen Flichen
1 Wiirfel mit 5 grauen Fliachen
1 Wiirfel mit 6 grauen Flichen

Dies macht zusammen 10 Wiirfel. o

Stellen wir uns nun — anders als in dem Beispiel — einen Holzwiirfel vor, der fest auf einem
Tisch befestigt ist, also nicht bewegt werden kann. Wieviele Moglichkeiten hat man, die
Seitenflichen dieses Wiirfels grau oder weill anzustreichen? Da es fiir jede der 6 Flachen
zwei Moglichkeiten gibt, ergeben sich 2° bzw. 64 Moglichkeiten. (In der Terminologie des
Abschnitts 7.2 handelt es sich um die Anzahl der Variationen von 2 Elementen zur 6-ten
Klasse mit Wiederholung.)
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Der entscheidende Unterschied zum Brettspiel (Beispiel 7.3.5) liegt darin, dass wir dort die
zugehorigen Wiirfel in die Hand nehmen und drehen und wenden kdnnen, so dass es bei-
spielsweise nur einen Wiirfel geben kann, der eine graue und fiinf weile Seitenflichen hat.
Bei dem festgeschraubten Wiirfel gibt es dagegen sechs Moglichkeiten, eine Seite grau und
fiinf weil3 anzustreichen!

Durch diese Betrachtung sollte deutlich geworden sein, was mit dem oben angesprochenen
Problem der Identifizierung gemeint ist: Durch die Drehmoglichkeiten eines Wiirfels werden
bestimmte Seiteneinfarbungen als gleich angesehen (eben identifiziert), und das Problem
besteht darin, heraus zu bekommen, wieviele der urspriinglich 64 Moglichkeiten durch diese
,ldentifizierung per Drehungen® letztlich iibrig bleiben.

Die zugehorige mathematische Theorie konnen wir hier nicht weiter darstellen. Wie man sich
denken kann, spielt dabei — um in unserem Beispiel zu bleiben — die Analyse der Drehungen
eines Wiirfels eine zentrale Rolle. In der Sprache der modernen Algebra bilden diese Dre-
hungen eine Gruppe. Mit Hilfe der Ergebnisse dieser Theorie kommt man dann recht einfach
zu der Antwort ,,10“ fiir das Brettspiel. Man kann damit jedoch auch wesentlich komplizierte-
re Fragestellungen bearbeiten, beispielsweise wenn man wissen mochte, auf wieviele Weisen
man die Wiirfelflachen mit fiinf moglichen Farben anstreichen kann. (Hier hétte man sicher
keine Lust, die Anzahl ,,per Hand* zu ermitteln.) Sehr erfolgreich kann die Pdlyasche Theorie
in der Chemie angewendet werden — etwa wenn man wissen mdchte, wieviele unterschiedli-
che Molekiile eines gewissen Aufbaus (z. B. Alkohole) es geben kann.

Aufgaben zu Kapitel 7

Ubungsaufgabe 7.1:

Man berechne die folgenden Ausdriicke:

) (130} o (o)
o e o M)

Sachaufgabe 7.2:

Wieviele mogliche Nummernschilder gibt es fiir ein bestimmtes Ortskennzeichen, wenn in
der Mitte einer oder zwei Buchstaben und dann die Zahlen von 1 bis 999 méglich sind?

Ubungsaufgabe 7.3:

Wieviele Permutationen der Buchstaben a, b, ¢, d gibt es, in denen a, b und ¢ je einmal auf-
treten und d zweimal auftritt?
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Sachaufgabe 7.4:

In der Ersten FuBball-Bundesliga spielen in jeder Saison 18 Mannschaften. Wieviele Mog-
lichkeiten gibt es am Ende der Saison fiir die ersten drei Plitze?

Sachaufgabe 7.5:

Innerhalb der Wohnung von Herrn und Frau K. gibt es 12 Lampen. Die beiden haben be-
schlossen, auf Energiesparen umzustellen und wollen entsprechende Birnen mit 10 oder 15
W Leistung authingen. Herr K. ist der Meinung, dass es 24 Moglichkeiten gebe, die Lampen
auszustatten — man hat 12 Lampen, fiir jede hat man 2 Moglichkeiten. Ist das richtig?

Sachaufgabe 7.6:

Wieviele Moglichkeiten gibt es beim Skatspiel fiir die zwei Karten im Skat? Bei wievielen
Maglichkeiten liegen zwei Buben im Skat?

Sachaufgabe 7.7:

Bei einer Weihnachtsfeier nehmen 12 Personen an 8 Runden ,,Bingo* teil, in jeder Runde gibt
es einen Preis fiir den Gewinner. Wieviele Moglichkeiten gibt fiir die Auswahl der Personen,
die mindestens einmal gewonnen haben? Wieviele unterschiedliche Preisaufteilungen sind
moglich?

Sachaufgabe 7.8:

Eine Skatrunde aus 4 Personen spielt in 10 Spielrunden (,,bis 1000 Miese®) jeweils einen
Gewinner aus. AnschlieBend wird fiir jeden Teilnehmer festgehalten, wieviele Runden er
gewonnen hat. Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir dieses Endresultat?
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8.1 Zihlen und Messen

Im vorigen Kapitel wurde ausfiihrlich iiber das Zahlen geredet. Jetzt reden wir liber das Mes-
sen. Der wesentliche Unterschied ist, dass man einzelne unterscheidbare Objekte ,,zahlt*
(auch wenn es sehr viele sind, wie etwa die Reiskorner in einem Topf), wiahrend beim ,,Mes-
sen” einer Grofle statt einer natiirlichen Zahl eine beliebige reelle Zahl als Resultat heraus
kommen kann. Alltdgliche Beispiele fiir das Messen sind:

(] Messung der Temperatur in einem Raum mit einem Thermometer
[0 Messung der Seitenlénge eines Holzwiirfels mit einem Zollstock
[l Messung der GroBe eines Grundstiicks

Wie jeder weil, muss man sich beim Messen auf eine MaBeinheit festlegen, damit man zu
eindeutigen Zahlenwerten kommen kann. Ist dies bei der Temperatur °C (Grad Celsius), so
kann man 19,8 °C messen, aber auch —3,4 °C, also einen negativen Wert. Bei der Seiten-

lange eines Holzwiirfels oder der Grofle eines Grundstiicks konnen sich selbstverstindlich
keine negativen Zahlen ergeben, sondern lediglich Ergebnisse wie 58 cm oder 766 m” .

Anmerkung 8.1.1

Der Unterschied zwischen Zihlen und Messen ist nicht so klar, wie es auf den ersten Blick
erscheinen mag. Konnte ich die Anzahl der Molekiile eines Holzwiirfels zéhlen, kdme ich
(wenn ich die Abstdnde der Molekiile zueinander wiisste) auch zur Seitenldnge. Zum anderen
kann ich die Reiskorner in einem Topf auch zdhlen, indem ich den gesamten Reis wiege (also
das Gewicht messe) und das Ergebnis durch das Gewicht eines Reiskorns teile.

Dem aufmerksamen Leser ist sicher aufgefallen, dass bei dem obigen dritten Beispiel — Mes-
sung der Grofie eines Grundstiicks — kein Messinstrument wie Thermometer oder Zollstock
aufgefiihrt ist. In der Tat hat man hier gar kein direktes Messinstrument, sondern man muss
andere Groflen messen (z. B. Lange und Breite) und dann die interessierende Grofie ausrech-
nen. Dabei muss in vielen Fillen die Multiplikation angewendet werden (wie auch beim
Zidhlen, wir erinnern an den Bierkasten im vorigen Kapitel).

Beispiel 8.1.2

a) Ein freiberuflicher Unternehmensberater hat fiir einen Auftrag wihrend einer Woche lang
(vom Montag bis Freitag) jeweils 7 Arbeitsstunden aufgewendet. Wieviel hat er insgesamt in
dieser Woche fiir den Auftrag gearbeitet? Die Antwort lautet natiirlich: 5-7 =35 Stunden
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b) Ein rechteckiges Grundstiick mit den Seitenlédngen 18,5 m und 33 m soll verkauft wer-

den. Aus wievielen Quadratmetern besteht das Grundstiick? Hier ist die Antwort offenbar:
18,5-33=610,5m" o

Bei dem Zahlproblem in Teil a des Beispiels wendet man die Multiplikation an — wie gesagt,
ist an die Produktstruktur und den Bierkasten aus dem Kapitel iiber das Zahlen zu erinnern.
In Teil b misst man ebenfalls zwei GroBen (Lange und Breite), um daraus die eigentlich inte-
ressierende Grofe Flacheninhalt ebenfalls per Multiplikation zu berechnen. Um deutlich zu
machen, worauf wir hinaus wollen, fithren wir die Beispiele nun weiter fort.

Fortsetzung von Beispiel 8.1.2

¢) In der darauf folgenden Woche hat der Unternehmensberater fiir denselben Auftrag am
Montag 3, am Dienstag 6, am Mittwoch 1, am Donnerstag 7 und am Freitag 4 Stunden gear-
beitet. Insgesamt ergibt dies fiir die betreffende Woche 3+6+1+7+4 =21 Stunden.

d) Ein anderes Grundstiick ist nicht rechteckig, sondern trapezformig mit den Seitenléingen
35m, 19m, 28 m und 36,14 m (siehe Abb. 8.1).

36,14 m

Flache 2

28 m

Flache 1

35m

Abb. 8.1 Ein nicht-rechteckiges Grundstiick

Um wieviele Quadratmeter handelt es sich hier? Aus der Schule erinnert man sich (hoffent-
lich), dass man die Fliache am einfachsten in ein Rechteck und ein Dreieck zerlegt (wie in der

Abbildung rechts), die gesamte Flache ergibt sich dann als 35-19 +%-35 9=822,5m’. @

Man sieht: Wenn die RegelméBigkeiten aus a und b (5 mal sieben Stunden, rechteckiges
Grundstiick) nicht vorhanden sind wie in ¢ und d, hat man es mit dem Zahlen und Messen
etwas schwerer, Multiplizieren reicht nicht: Bei ¢ muss man sozusagen rechnerisch ,,einen
Schritt zuriick gehen* und eine Summe bilden, bei d das zu messende Objekt ebenfalls in
kleinere einfachere Teile zerlegen.

Und jetzt kommt, worauf wir hinaus wollen: Unter Umstdnden kann man sich das Zerlegen in
kleinere Teile sparen.
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Es gibt eine mathematische Konstruktion, die (in ihrer einfachsten Form) als Verallge-
meinerung der Multiplikation aufgefasst werden kann und mit deren Hilfe zahlreiche —
auch unregelméfig strukturierte — Groflen gemessen werden konnen: Wir sprechen vom
Integral.

Weiter geht es im nichsten Abschnitt.

8.2 Das Integral als eine Verallgemeinerung des Produkts

Wenn man den Integralbegriff (etwa in der Schule) kennen lernt, stehen in der Regel zwei
Aspekte dieser Begriffsbildung im Vordergrund:

[J  Mit dem Integral berechnet man die ,,Flache unter einer Kurve®.
(1 Integralrechnung ist die ,,Umkehrung der Differenzialrechnung®.

Auf den zweiten Aspekt — Zusammenhang zur Differenzialrechnung — kommen wir im néchs-
ten Abschnitt zu sprechen. Zuerst wollen wir auf den ersten Punkt eingehen, indem wir an die
Uberlegungen zum Messen des vorigen Abschnitts anschlie3en.

,,Was interessiert mich die Flache unter einer Kurve?*, hore ich mathematik-kritische Geister
fragen. Vor der weiteren Diskussion fahren wir mit zwei Beispielen fort.

Beispiel 8.2.1
a) Normalerweise gilt die einfache Formel

Geschwindigkeit = Weg it

oder (anders geschrieben) Weg = Geschwindigkeit - Zeit . Dies stimmt aber so nur bei einer
gleichformigen Bewegung: Wenn z. B. ein Auto zwei Stunden lang mit 50 4 ,, fahrt, hat es
100 km zuriick gelegt. Was ist aber bei einer beschleunigten Bewegung? Aus dem Physikun-

terricht weil man noch: Lasse ich einen Apfel vom Kirchturm fallen, so féllt dieser immer
schneller, die Fallgeschwindigkeit ist eine lineare Funktion der Zeit: v(¢#)=9,81-¢. Dabei

steht ¢ fiir die seit dem Loslassen des Apfels vergangene Zeit in Sekunden, v(¢) fiir seine
Geschwindigkeit in ’% cc Zum Zeitpunkt 7, und 9,81 ist eine Konstante mit der Einheit % !

Mit anderen Worten hat der Apfel nach einer Sekunde die Geschwindigkeit 9,817/, nach

ec ’
zwei Sekunden ist seine Geschwindigkeit 9,81-2=19,62 ’%ec usw. Wenn ich nun wissen

will, welchen Weg in Metern der Apfel nach 2 Sekunden zuriick gelegt hat, reicht die Formel
Weg = Geschwindigkeit - Zeit offenbar nicht mehr aus, denn ich kann keinen Wert fiir die
Geschwindigkeit einsetzen, die sich ja dauernd &ndert!

In Kapitel 4 wurde dieses Thema in einem Extrakasten ,,Geschwindigkeit als Ableitung®
schon einmal angesprochen — die Geschwindigkeit ergibt sich als Ableitung der Weg-Zeit-

Funktion. Nun betrachten wir die Sache allerdings anders herum und fragen: ,,Wie bestimme
ich den zuriick gelegten Weg, wenn die Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt bekannt ist?*
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Hier hilft ein Schaubild der Funktion — siehe Abbildung 8.2.

20T

| N
AN

0

0 +
3
t

Abb. 8.2: Die Geschwindigkeit eines fallenden Apfels

Der ,,Knackpunkt® ist: Die schraffierte Flache (unter der zur Funktion v(¢) gehorenden Ge-
raden) entspricht der gesuchten Wegldnge in Metern, die der Apfel nach zwei Sekunden zu-
riick gelegt hat!

b) Ahnlich, wie man die Geschwindigkeit eines fahrenden Autos oder eines fallenden Apfels
zu einem Zeitpunkt betrachten kann, ist es moglich, iiber den Wasserverbrauch einer Stadt in
’"% (Kubikmeter pro Stunde) zu einem Zeitpunkt zu sprechen. In Abbildung 8.3 ist der Was-
serverbrauch einer bayrischen Kleinstadt am Abend des 9.2.2005 aufgezeichnet. Um 20.45
Uhr begann die Fernsehiibertragung eines Fufiball-Lénderspiels zwischen Deutschland und
Argentinien.

cbm/h
150 —
~N
~
100 ~_
\
50 |- ™~
~—
~
| l l Zeit
21.00 21.30 21.45 22.00 22.30

Abb. 8.3: Wasserverbrauch beim Landerspiel

Wie man sieht, wurde in der Halbzeitpause zwischen 21.30 und 21.45 recht viel Wasser ver-
braucht. (Die Erkldrung dieses Phdnomens iiberlassen wir dem Leser.) Wieviele Kubikmeter
Wasser wurden in der Pause verbraucht? Offenbar ist diese Wassermenge durch die Grof3e
der schraffierten Flache gegeben! o
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Die Beispiele haben hoffentlich deutlich gemacht, dass die ,,Fliche unter einer Kurve™ sehr
wohl von Interesse sein kann. Man kann damit Groen mathematisch in den Griff bekom-
men, die sich im einfachsten Fall als Produkt zweier anderer Groflen ergeben, wobei jedoch
im allgemeinen eine Grofle funktional von der anderen abhingt, indem sie mit dem Wachsen
der ersten GroBe schwankende Werte annimmt. Das gesuchte ,,verallgemeinerte Produkt*
wird dann durch die GroBe der Flache unter der in einem Schaubild als Kurve dargestellten
Funktion gegeben.

Man kann dies noch besser verdeutlichen, wenn man sich den Unterschied zwischen Produkt
und Integral ,,dynamisch* vorstellt. In Abbildung 8.4 ist zunéchst eine konstante Funktion der
Form f(x)=c dargestellt: Wenn x, von a nach b ,lauft”, iiberstreift die tiber x, einge-

zeichnete Senkrechte die gesamte unter f(x) liegende Flache; ist x, bei b angekommen,
wurde die ganze Flache der GroBe (b—a)-c abgedeckt. Das rechte Bild zeigt eine nicht-
konstante Funktion g(x): Die iiber x, senkrecht errichtete Strecke bis zur Kurve dndert

dauernd ihre Lénge, die am Ende tiberstrichene Fldche kann nicht mehr einfach als Produkt
errechnet werden.

y ‘
y A g(x)
/

) | ]

Abb. 8.4: Uberstreichen der Flichen unter zwei Funktionen

Das Schéne ist nun:

Kennt man die Funktionsbeschreibung in Form eines mathematischen Ausdrucks, so kann
man die Fliache unter der Kurve tatséchlich (in der Regel) direkt ausrechnen! Genau dazu
dient das Integral.

Die prizise Begriffsbildung ist folgende:
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Ist y= f(x) eine auf einem Intervall [a;b] der reellen Zahlen definierte Funktion, so

wird die GroBe der Flache zwischen der zugehdrigen Kurve und der x-Achse mit
[ f(ax

bezeichnet.™ (Man liest: ,,Integral von a bis b f'von x dx.)

In Abbildung 8.5 ist dies skizziert.

v A

-

b
Fliche = [ f{x) dx

a b X
ADbb. 8.5: Die Fliche unter einer Kurve

8.3 Differenzial- und Integralrechnung

Nach den Uberlegungen der beiden vorigen Abschnitte stellt sich selbstverstindlich die Fra-
ge, wie man die Zahl

[ r(ar .
welche — wie wir gesehen haben — die Grofle der Flache unter der Kurve zu f(x) (zwischen
a und b) angibt, denn nun im konkreten Fall ausrechnet. Wir beginnen mit einem Beispiel.
Beispiel 8.3.1
Wie grof ist [ x*dx (siche Abbildung 8.6)?

* Damit man der Fliche sinnvoll eine Grofie zuordnen kann, muss die Funktion ein paar Voraussetzun-
gen erfiillen, die meist erfiillt sind. (Die Funktion darf nicht zu ,,verriickt” sein.) Z. B. reicht es aus,
wenn sie stetig ist.
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Abb. 8.6: Ein Stiick Flache unter der Normalparabel

Man geht folgendermafien vor:

) Zuerst wird eine Funktion F(x) gesucht, deren Ableitung die Funktion f(x)=x" ist, m.
a. W. soll F'(x)=x" sein. Aus den Gesetzen der Differenzialrechnung (vgl. Kapitel 4)
ergibt sich, dass beispielsweise F(x) :% x’ passt.

[J  Man setzt die obere und untere ,,Integrationsgrenze® (hier: die Werte 2 und 0) in F(x)
ein und bildet die Differenz der beiden erhaltenen Werte:

FQ2)-F0)=1.2-1.0°=8

Das ist der gesuchte Flacheninhalt. o

Ist eine Funktion y = f(x) gegeben, so nennt man eine Funktion y = F'(x), deren Ablei-
tung f(x) ist (also F'(x)= f(x), wie im obigen Beispiel), eine Stammfunktion von

J(x).

Jetzt muss der tapfere Leser leider ,,ins kalte Wasser geworfen werden — wir formulieren den
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung:

Satz 8.3.2

Die Funktion y = f(x) sei in dem Intervall [a;b] definiert und habe dort y = F(x) als
Stammfunktion. Dann gilt:

[ f@dx=Fo)-F@
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Der Satz wirft natiirlich sofort eine wichtige Frage auf: Wie finde ich denn zu einer gegebe-
nen Funktion y = f(x) eine Stammfunktion? Im obigen Beispiel 8.3.1 hat man sich ans Ab-

leiten erinnert und sozusagen ,riickwirts gedacht“: Da die Ableitung von x’ lautet 3x°,

1

3 X nehmen, damit sich beim Ableiten die ,,3* wegkiirzt und

muss man als Stammfunktion

nur x* heraus kommt.

Es geht also darum, eine Funktion zu suchen, deren erste Ableitung man kennt. (Dies ist der
Grund dafiir, dass man auch sagt, Integrieren sei die Umkehrung des Differenzierens.) Es
diirfte deshalb klar sein, dass es fiir das Finden einer Stammfunktion von Vorteil ist, wenn
man die Regeln fiir das Differenzieren gut beherrscht!

Wir schauen auf ein weiteres Beispiel.

Beispiel 8.3.3
In einem Unternehmen, welches nur ein einziges Produkt herstellt, sei die folgende Grenz-
kostenfunktion bekannt:

K'(x)= %x3 —x2+50

Die Grenzkostenfunktion ist die Ableitung der Kostenfunktion (vgl. Beispiel 4.4.3). Wie
lautet die Kostenfunktion K(x)?

Mit dhnlichen Uberlegungen wie oben in Beispiel 8.3.1 kommt man zu dem Schluss, dass

%x“ eine Stammfunktion zu %x3 ist, %x3 eine solche zu x* und 50x zu der Konstanten

50. Tatsdachlich hat man mit

K(x)= %x‘t —%x3 +50x

einen Kandidaten fiir die Kostenfunktion gefunden, wie man durch Ableiten leicht nachpriift:
dabei kommt die obige Grenzkostenfunktion wieder heraus.

Nach einer weiteren Uberlegung kommen wir auf das Beispiel zuriick. o

Der aufmerksame Leser wird schon bei Beispiel 8.3.1 auf die folgende Frage gestoBen sein:
Wenn es mehrere Stammfunktionen gibt — welche ist dann die richtige? Und: Kommt immer
das gleiche Integral heraus, egal welche Stammfunktion ich nehme? Beispielsweise sind auch

die Funktionen G(x)= %x3 +3 oder H(x)= %x3 —% Stammfunktionen zu f(x)=x", denn
beim Ableiten fallen die Konstanten ,,3 bzw. ,,%“ ja wieder weg! Gliicklicherweise fallen sie

auch bei der Berechnung des Integrals nach Satz 8.3.2 weg:

GQ2)-G0) =42 +3)-d-0°+3)=8+3-3=-8

HQ)-H(0)= (52" -)~(F:0°~3)=

w|oo

_5,5_8
67673
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Als Fazit dieser Uberlegungen konnen wir festhalten:

[J Zu einer Stammfunktion kann man immer eine beliebige Konstante addieren, man be-
kommt wieder eine Stammfunktion der urspriinglich gegebenen Funktion.

[0 Fiir die Berechnung des Integrals nach Satz 8.3.2 ist es egal, welche Stammfunktion
man nimmt — es kommt immer das Gleiche heraus.™"

Unter ,,Integrieren* wird oft nur das Ermitteln einer Stammfunktion verstanden. Genauer
gesagt wird die folgende Terminologie verwendet. Wenn man beispielsweise die Stammfunk-

tion(en) von f(x)=x" wissen mdchte, so schreibt man hin
Ixz dx = %x3 +C

und spricht vom unbestimmten Integral (im Gegensatz zum bestimmten Integral wie in
8.3.2). Man meint damit, dass man fiir ,,C* einen beliebigen konstanten Wert einsetzen kann,
immer ergibt sich eine Stammfunktion.

Fortsetzung von Beispiel 8.3.3
Das bisherige Ergebnis konnen wir nun auch so hinschreiben:
K(x)= I(%x3 —x*+50) =Lx* -1} 4 s0x 4 C
Das bedeutet: Man kann fiir C eine beliebige Zahl einsetzen, immer ergibt sich eine mogliche
Kostenfunktion fiir die eingangs gegebene Grenzkostenfunktion.

Nun sei zusitzlich vorausgesetzt, dass die Fixkosten, die auch anfallen, wenn nichts produ-
ziert wird (x =0), bekannt sind: K(0)=150000. Einsetzen in die obige Gleichung ergibt

dann wegen K(0) = %~04 —%~03 +50-0+50000 das Ergebnis C =50000 . Als einzige Kos-

tenfunktion, die alle Bedingungen erfiillt, ist somit iibrig geblieben:

K(x)=-x* =17 +50x+50000 m

An dem Beispiel hat man gesehen: Verfligt man neben der Kenntnis der Ableitung noch iiber
eine Zusatzinformation (auch Randbedingung genannt), so kann dadurch die gesuchte
Stammfunktion eindeutig bestimmt sein.

Wir wollen zu einem weiteren physikalischen Beispiel kommen — wer mit Technik und Na-
turwissenschaften ,,nichts am Hut™ hat, sollte es jedoch besser tiberspringen.

i Streng genommen muss man an dieser Stelle noch wissen, dass sich je zwei Stammfunktionen zu
derselben Funktion immer nur um einen konstanten Summanden unterscheiden, es m. a. W. im Grunde
(bis auf Addition von Konstanten) doch immer nur eine Stammfunktion gibt. Dies ist in der Tat der Fall,
eine Begriindung wollen wir uns hier jedoch sparen.
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Beispiel 8.3.4

Wieviel Energie muss man aufwenden, um einen 25 g schweren Kieselstein so kraftvoll in
die Luft zu werfen, dass er die Erdanzichung iiberwindet und auf Nimmerwiedersehen im
Weltall verschwindet?

Ubertragen wird diese Energie durch die Arbeit, die der Stein auf seinem Flug entgegen der
Erdanziehungskraft verrichtet. In der Physik ist die Mechanische Arbeit als , Kraft mal
Weg® definiert, genauer gesagt gilt:

W=F-s
Dabei bezeichnet F die Kraft (gemessen in Newton bzw. kg % o2 ), mit der ein Kdrper bzw.

Massenpunkt um eine Wegstrecke s (in Metern) verschoben (oder gehoben) wird. Die Arbeit
wird also in Nm (Newtonmeter) gemessen, als Energiemal} entspricht dies einem Joule.

Nun éndert sich die Erdanziehungskraft wahrend des Fluges des Kieselsteins laufend — hat
der Stein schon eine gewisse Hohe erreicht, ist diese Kraft bereits ein wenig kleiner gewor-
den. Mit anderen Worten braucht man ein Integral!

Die Physik sagt: Die Gravitationskraft F;, die bei der Anziehung zweier Massen m, und m,
wirkt, ist gegeben durch

my -m,

Fo(r)=y

r2
Dabei ist 7 der Abstand zwischen den Massenmittelpunkten und y die sogenannte Gravitati-

onskonstante. Bezeichnen wir mit R den Erdradius, mit M die Erdmasse und mit m die Masse
des Steins, so kommen wir zu dem folgenden Integral fiir die zu berechnende Arbeit:

_ M-
We = J;QV rzm dr

Fiir die obere Integrationsgrenze ist der Wert ,,0 “ eingesetzt, da der Stein strenggenommen
unendlich weit von der Erde entfernt sein muss, um von dieser iiberhaupt nicht mehr angezo-
gen zu werden. Man nennt ein solches Integral ein uneigentliches Integral — es kann ausge-
rechnet werden, indem man als obere Integrationsgrenze immer groBer werdende Zahlen z
einsetzt und dabei tiberlegt, auf welchen Wert die zugehorigen Integrale

Ws = I;y A’i 7 dr zulaufen (man sagt: konvergieren) — das klappt iibrigens nicht bei jedem

Integral.

1

r2

Da —% eine Stammfunktion zu ist und die Konstanten y, M und m vor das Integral ge-

zogen werden konnen, ergibt sich als Ergebnis:

Vo - rtin{ -1

z

Jetzt sieht man, was los ist: Wenn z immer groBer wird, ndhert sich % dem Wert Null, so dass
fiir das uns interessierende uneigentliche Integral herauskommt:
_yMm

W,
GT R
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Die Gréflen y, R und M muss man sich aus einem Nachschlagewerk besorgen:
y=6,67-10" m’kg ™" sec™ R=6,37-10m M =5,977-10" kg
Setzt man noch fiir den Stein m = 0,025 kg ein, so ergibt sich

W, =0,156-10" Nm bzw. W5 ~1560 kJ .

Da eine Tiefkiihlpizza einen Brennwert von ca. 800 &J hat, kann man also sagen:

Man braucht die Energie von zwei Pizzas, um einen 25 g schweren Stein auf Nimmerwie-
dersehen ins Weltall zu schleudern.

Diese Rechnung ist natiirlich nicht vollig ernst zu nehmen, da sie viele Idealisierungen ent-
hilt. Zuallererst kann kein Mensch zwei Pizzas essen und die darin enthaltene Energie voll-
stindig in einem Steinwurf ,,verbraten®. Zweitens ist nicht beriicksichtigt, dass der Stein auf
seinem Flug weitere Energie durch die Reibung mit der Luft verliert bzw. durch die dadurch
entstechende Hitze sogar verglilhen kann. Andererseits kann der Stein auch mit weniger
»Schwung™ in das Anziehungsfeld eines anderen Himmelskorpers geraten und kommt auch
dann nicht zuriick. Die physikalische Realitét ist also komplexer, als dass man sie mit einem
Integral beschreiben konnte — trotzdem liefert die obige Rechnung zumindest eine Abschit-
zung der GroBenordnung. o

Wir miissen noch einmal zu der Frage kommen, wie man integriert, also Stammfunktionen
findet. Im Extrakasten ,,Technik des Integrierens* sind einige Integrationsregeln zusammen-
gestellt, die helfen kénnen, eine Stammfunktion zu finden, wenn Stammfunktionen von Tei-
len der Funktion bekannt sind.

Leider ist Integrieren wesentlich schwieriger als Ableiten — beispielsweise kann man unter
Umstidnden keine Stammfunktion zu einem Produkt f(x)-g(x) finden, obwohl man Stamm-
funktionen zu den beiden einzelnen Funktionen kennt. Oft ldsst sich eine Stammfunktion in
Form eines geschlossenen mathematischen Ausdrucke (also durch eine ,,Formel®) iiberhaupt
nicht angeben. Ein Beispiel ist die Funktion f(x)=¢ " , die in der Statistik eine Rolle spielt.

In solchen Féllen muss man Verfahren der Numerischen Mathematik anwenden, um Integrale
zu berechnen.

Technik des Integrierens

Folgendes ist leicht einzusehen: Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x) und G(x) eine
von g(x), soist F(x)+ G(x) eine Stammfunktion von f(x)+ g(x) . Das folgt sofort aus
der Summenregel fiir das Ableiten (vgl. Seite 81): f(x)+ g(x) ist demnach die Ableitung
von F(x)+G(x). Der Leser iiberlege sich selbst, dass das soeben Gesagte durch die fol-
gende Formel ausgedriickt wird (die auBerdem noch die Subtraktion beinhaltet):

[(re*ede=[f(x)dr+ [g(x)dx

Dies nennt man die Summenregel fiir die Integration.
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Entsprechend gilt auch die Faktorregel (mit beliebiger Konstante a)
fa-foepde=a-[feds.

Weitere zwei wichtige Integrationstechniken beruhen auf ,,Umkehrungen® der Produkt-
und der Kettenregel fiir das Ableiten.
Partielle Integration
Aus der Produktregel (g-h)' =g'-h+g-h' (vgl. Abschnitt 4.4) lasst sich die folgende
Integrationsformel herleiten:

Ja () 1 (x)dx = g(x) - h(w) - [g'(x) h(x)dx

Damit kann man z. B. I x-e* dx ausrechnen: Man setzt g(x)=x und A(x)=e" und er-
halt damit

Ix-ex dx=x-e" — J.l'ex dx=x-e" —e* +C bzw. e*(x-1)+C.
Substitution

Die Kettenregel (g(f))' =g'(f)-f' (siche auch hierzu in Abschnitt 4.4) ergibt umge-
kehrt

Ig'(f () f'(x)dx = g(f(x))

Hiermit ergibt sich beispielsweise J‘er 2 dx=e** +C (mit f(x)=2x und g(f)=¢").

8.4 Zum allgemeinen Integralbegriff

Dieser Abschnitt ist sicher schwerer zu verstehen als die vorigen drei. Eher technik-ferne
Leser, die sich mit dem Wissen iiber Integrale aus den bisherigen Ausfithrungen begniigen
konnen, miissen diesen Abschnitt nicht lesen.

Bei den vorigen Betrachtungen zum Integralbegriff stand die Interpretation als verallgemei-
nertes Produkt bzw. Fldche unter einer Kurve im Vordergrund. Tatsdchlich kann man jedoch
weitaus mehr GroBBenmessungen mit Hilfe von Integralen modellieren, wenn man — und dies
ist der allgemeinere Ansatz — ein Integral als kontinuierliche Summe sieht (,,unendlich viele
unendlich kleine Summanden®).

Das allgemeine Vorgehen lésst sich folgendermafBen skizzieren:

[J  Man zerlegt die nicht ohne weiteres zu berechnende GroBle G in eine sehr groffe Anzahl
sehr kleiner Grofen:

G=g+g,+..+g,

[1  Man ersetzt die sehr kleinen GroBen g, durch g,, die wenig von den jeweiligen g,

abweichen, deren GroB3e man jedoch nach einer (mdglichst einfachen) Formel berechnen
kann.
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[J  Man fiihrt eine Variable x und eine Funktion f(x) so ein, dass die x-Werte zwischen
zwei Randwerten a und b liegen und sich die GroBfen g, darstellen lassen als
g, = f(x,)-ax,. Dabei sind a=x <x, <..<x, <x,,, =b Werte zwischen a und b und
die ax; =x,, —x, kleine Zahlenwerte, die sich ebenso wie die g, und die g, der Null

anndhern, wenn die Anzahl n der Summanden immer grofer wird.

(] Man lasst schlieBlich in der Summe ZLI f(x,)-ax, die Anzahl n immer weiter wachsen
(dabei ndhern sich die Grofen ax;, dem Wert Null) und nennt den Grenzwert — sofern er

existiert —

[ /(dx.

Dieses Integral steht fiir die gesuchte GrofBe G

Die in den vorigen Abschnitten behandelten ,,Flachen unter Kurven® passen sich in dieses
Muster ein: Man zerlegt die Fliche in Streifen mit Flacheninhalt g, (siche Abbildung 8.7),

die durch Rechtecke g, angendhert werden. Wichst die Zahl n der Streifen, so néhert sich

die Summe der Rechtecksflichen immer mehr der gesuchten Flache, die durch das Integral
dargestellt wird.

v A

/

gl: AX;-f(x;)

a /1A box

Yo Xitl Xiip

Abb. 8.7: Anndherung der Flache unter einer Kurve durch Rechtecke

Dass dies ein sehr erfolgreicher Ansatz ist, wollen wir an einem weiteren Beispiel aufzeigen,
ohne tiefer auf das vollstandige Theoriegebdude einzugehen.
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Beispiel 8.4.1

Wie lang ist das Parabel-Kurvenstiick aus Abbildung 8.6? Wir wollen also nicht die Flache
unter der Kurve wissen, sondern die Linge der Kurve zwischen den Punkten (0;0) und

(2;4). In Abbildung 8.8 ist dargestellt, wie man hier nach dem oben beschriebenen Muster
vorgehen kann.

Das Kurvenstiick wird durch » viele kleine Geradenstiicke angendhert, deren Léngen sich
nach dem Satz des Pythagoras ergeben:

g = \/Axi2 + (xi+12 _xi2)2

Dieser Ausdruck kann umgeformt werden zu

&, =ax, 1+ (2x, +ax,)” .

(Wer mochte, kann sich die rechnerischen Zwischenschritte in einem Extrakasten ansehen.)

Als Funktion f(x) fungiert hier der Ausdruck /1+(2x)’ bzw. v1+4x”> . Wird nun » immer
grofer (und riicken damit die Werte ax, immer ndher an die Null), so ergibt sich im Grenz-
wert fiir die gesuchte Linge des Kurvenstiicks:

LZ 1+4x* dx

y A
a4t
(2:4)
34
put
g
/{ }x,'+12 -xlz
0 ‘ 1 -

Abb. 8.8: Bestimmung der Linge eines Kurvenstiicks

Leider ist es nicht einfach, hierzu eine Stammfunktion zu finden — jedenfalls geht das iiber
den Stoff dieses Buches hinaus. Der Vollstdndigkeit halber schreiben wir jedoch eine Stamm-

funktion zu v1+4x* hin:
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F(x)= %(me+ In(2x + m))

Einsetzen der Integrationsgrenzen 2 und 0 fiihrt schlielich ungefahr zu 9,29 als Léange des
Kurvenstiicks. o

Eine rechnerische Umformung

Ausgehend von

- 2 2 282
&; =\/Axi +(x,, —x")

. 2
kann man zunichst unter der Wurzel ax,” ausklammern:

2 2\2
. \/Axf(u(x"“ B

AX,

Unter Ausnutzung der Beziehung x,,, = x, +ax, fiihrt das zu:

2
2 2 2
~ X, +2x,aX, +ax;,” —x, 5
g, =ax, - 1+[ : — — J =aX, -/1+(2x, +2x,)

AX,

Mit einer dhnlichen Vorgehensweise wie im letzten Beispiel kann man das Volumen eines
Rotationskorpers durch ein Integral berechnen — dies wird gelegentlich im Schulunterricht
behandelt. Man stellt sich vor, eine im x-y-Koordinatensystem gegebene Funktionskurve
wiirde um die x-Achse ,,rotieren, und richtet sein Augenmerk auf den dadurch entstehenden
Korper im dreidimensionalen Raum. Wir gehen hier nicht weiter darauf ein.

Fiir diejenigen Leser, die an dieser Stelle noch mehr wissen wollen, sei ferner gesagt, dass der
Integralbegriff noch in mehrere weitere Richtungen verallgemeinert werden kann. Grundidee
bleibt immer, dass eine GroBenbestimmung darauf beruht, dass man das zu messende Objekt
in ganz viele ganz kleine Teile zerlegt, die man leicht messen kann — und dann eine Grenz-
wertbetrachtung macht. Dabei kann man sich auch davon 16sen, dass das Integrationsgebiet
(auf dem man sozusagen ,,lang lauft“ und das man in viele Teile teilt) ein Intervall auf der
reellen Zahlengeraden ist — beim Kurvenintegral ist dies beispielsweise ein Stiick einer
ebenen oder rdumlichen Kurve.

Aufgaben zu Kapitel 8

Sachaufgabe 8.1:
Ein schnelles Auto startet mit einer konstanten Beschleunigung von 10 ’% oot die fiir mehr

als 5 Sekunden beibehalten wird. Welchen Weg hat das Auto nach 5 Sekunden zuriickgelegt?
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Sachaufgabe 8.2:
Welche Kostenfunktion liegt  zugrunde, wenn die Grenzkostenfunktion
K'(x) =0,05x> —2x+80 ist und die Fixkosten 8000 € betragen?

Ubungsaufgabe 8.3:

Zu den folgenden Funktionen sollen Stammfunktionen bzw. die unbestimmten Integrale be-
stimmt werden:

)  f(x)=2x-1 n  f=x
0 f=1 d)  f(x)=cosx
Ubungsaufgabe 8.4:

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die unbestimmten Integrale:

a) f(x)=x-sinx b) f(x)=Inx c) f(x)=2* d) f(x):ﬁ

Ubungsaufgabe 8.5:

Man berechne die folgenden bestimmten Integrale:

1

a) j(x+\/})dx b) I\/4x+ldx

0 0
V3 2 3
) jx-sinxdx d) jsinx-ex dx
0 2
Ubungsaufgabe 8.6:

Man ermittle den Inhalt der Fliche, die zwischen x =1 und x =2 von den Kurven zu den

Funktionen f(x)=2x" und g(x)=-3x"+15x-10 eingegrenzt wird.

Ubungsaufgabe 8.7:
o0 0
Welchem der beiden uneigentlichen Integrale I%dx bzw. J.% dx kann man sinnvoll einen
X

1 1
Wert zuordnen?

Ubungsaufgabe 8.8:

100
Benutzen Sie ein Integral, um die Summe Ziz abzuschétzen.
i=1
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9.1 Raten, Zufall und Wahrscheinlichkeit

Niemand wird bestreiten, dass die Mathematik im tiglichen Leben beim Zihlen, Rechnen
und Messen gute Dienste leistet. In diesem Kapitel geht es um das Raten. Die Rede ist von
der Wahrscheinlichkeitstheorie, deren Nutzen man als methodische Hilfe beim Raten be-
schreiben kann.*"

Wir miissen dauernd Entscheidungen fillen, deren Richtigkeit nicht 100%ig klar ist — sei es,
weil wir nicht iber geniigend Informationen verfligen, sei es, dass Zufall im Spiel ist. Wir
miissen die richtige Entscheidung raten.

(] Soll ich einen Schirm mitnehmen, weil sich am Himmel eine Wolke zeigt?

(] Soll ich einen neuen Kasten Bier kaufen, oder reicht es noch iibers Wochenende? (Viel-
leicht kommt Besuch?)

[J  Soll ich bei meinem Lottotip (6 aus 49) als Superzahl die ,,3 oder die ,,4“ wihlen?
Man sieht, dass der Begriff des Zufalls hier eine Rolle spielt.
Was ist Zufall?

Wenn man den Dingen gerne auf den Grund geht, kann man sich bei diesem Begriff leicht
,,die Zdhne ausbeissen®.

1 Ist es Zufall, wenn mir in der Stadt ein alter Freund iiber den Weg lauft?

[ Ist es Zufall, wenn ich im Supermarkt eine Kasse erwische, an der es erfreulich schnell
voran geht?

Ist es Zufall, wenn ich mit einem Spielwiirfel eine ,,6° wiirfle?

Ist es Zufall, wenn mein Freund ,,7° sagt, nachdem ich ihn aufgefordert habe, mir eine
Zahl zwischen 1 und 10 zu nennen?

Hatte ich beim ersten Beispiel gewusst, dass mein alter Freund wieder in der Stadt wohnt und
um 10.31 Uhr seine Wohnung verliess, um die Friedrich-Ebert-Strafle entlang zu gehen, hétte
ich mit dem Zusammentreffen gerechnet!

Und zur Supermarktkasse: Es mag sich um eine besonders fixe Kassiererin handeln, au3er-
dem kann ich eine ,,verkehrsarme® Zeit erwischen. Dann ist es sicher kein Zufall, wenn es
schnell geht!

Zum Wiirfelbeispiel: Ob der Wiirfel so landet, dass die ,,6° oben liegen bleibt, hingt selbst-
verstdndlich von der Bewegung meiner Hand im Augenblick des Loslassens, von der Lage
des Wiirfels in genau diesem Augenblick und anderen Randbedingungen ab, die zusammen

M Bej der Uberarbeitung dieses Kapitels sind einige Anregungen aus ,,Gero von Randow. Das Ziegen-
problem* (vgl. Literaturhinweise) eingeflossen.
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das Ergebnis nach physikalischen Gesetzen bestimmen! Kann es einen weniger zufélligen
Ablauf geben?

Schlieflich zum Nennen einer Zahl: Auch hier kann man den Standpunkt haben, dass die
chemischen Prozesse im Gehirn meines Freundes — moglicherweise abhingig von genetischer
Veranlagung, bisherigem Lebenslauf, augenblicklicher Stimmung, Wetter usw. — zwangslau-
fig zum Ergebnis ,,7* fithren.

Fazit aus diesen Beispielen konnte sein, dass einem Umstand, den wir ,,Zufall“ nennen, im-
mer entweder ein Informationsmangel zugrunde liegt (Beispiele ,,Freund in der Stadt™ und
»Supermarkt®), oder dass der betreffende Vorgang eine so hohe Komplexitit aufweist, dass
wir den nach naturwissenschaftlichen Gesetzen deterministisch ablaufenden Prozess nicht
berechnen konnen (oder wollen).

Gibt es denn dann tiberhaupt ,,echten Zufall*?

Nach heutiger mehrheitlicher Auffassung findet man ,,echt zufillige™ Abldufe in der Quan-
tenphysik. Die Hauptaussage ist dort allerdings, dass man gewisse GroBen prinzipiell nicht
gleichzeitig messen kann, so dass man fiir die Beschreibung der physikalischen Prozesse
ebenso gut Zufall unterstellen kann. Ob wirklich Zufall im Spiel ist, wird bis heute unter den
Quantenphysikern diskutiert und fiihrt letztlich auch zu einer Frage der Weltanschauung.
Albert Einstein hat hierzu einmal seine Auffassung so formuliert: ,,Gott wiirfelt nicht.

Trotz dieser offenen Fragen um den Begriff Zufall kann die Mathematik brauchbare Aussa-
gen iiber zufdllige (oder auch: zufdllig erscheinende) Prozesse treffen — dazu mehr in den
nichsten Abschnitten™". In ihrer typisch pragmatischen Art ist es der Mathematik dabei ,,e-
gal“, ob es echten Zufall iiberhaupt gibt. Der Erfolg der Wahrscheinlichkeitstheorie, prézise
Aussagen iiber zufillige™" Prozesse treffen und Hilfen beim Raten geben zu konnen, gibt ihr
dabei recht!

Kehren wir nun zum Raten zuriick — und zwar mit einem ,,blutriinstigen* Beispiel (in der
Mathematik nicht uniiblich!), an dem man einiges sehen kann.

Beispiel 9.1.1

In grauer Vorzeit gab es drei grausame Herrscher A, B und C, die den von ihnen zum Tode
verurteilten Gefangenen an deren letztem Abend noch einmal die Chance zum Uberleben
gaben. Sie spielten in unterschiedlicher Weise mit den Gefangenen und dem Zufall.

Herrscher A: Der Herrscher griff eine Kugel aus einer Urne, in der fiinf weile und finf
schwarze Kugeln lagen — der Gefangene konnte die gezogene Kugel nicht sehen. Nun musste
der Delinquent raten, ob die gezogene Kugel weill oder schwarz war. Riet er richtig, wurde er
freigelassen, andernfalls am néchsten Morgen hingerichtet.

Herrscher B: Hier lief alles genauso wie bei Herrscher A, nur dass zu Beginn in der Urne
acht weifle und nur zwei schwarze Kugeln lagen.

il Fin faszinierendes Buch, in dem diese Fragen vor allem anhand der Physik der Himmelskorper
diskutiert werden, ist ,,Ivar Ekeland: Mathematics and the unexpected (vgl. Literaturhinweise).

XV Ab jetzt verwenden wir die Formulierung ,,zufélliger Prozess®, obwohl es priziser ,zufillig erschei-
nender Prozess* heissen miisste.
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Bei Herrscher C ging es etwas komplizierter zu. Der Herrscher verteilte eine weile und zwei
schwarze Kugeln auf drei Urnen (also jede Kugel in eine Urne). Der Gefangene musste erra-
ten (dann Freilassung!), in welcher Urne sich die weile Kugel befand. Dazu konnte er zu-
néchst auf eine der drei Urnen tippen. Der Herrscher sagte zu diesem Tipp nichts und zeigte
dem Delinquenten nun eine schwarze Kugel, die er aus einer der beiden iibrigen Urnen ent-
nahm. Der Gefangene konnte nun zum Schluss seinen Tipp noch einmal tiberdenken, also
entweder bei seiner ersten Wahl bleiben oder aber zur dritten und letzten Urne wechseln.™

Was ist fiir die Delinquenten jeweils die beste Ratestrategie?

Im Gefangnis des Herrschers A ist offenbar nicht viel zu machen — beide Moglichkeiten sind
gleich wahrscheinlich, der Delinquent muss einfach Gliick haben.

Anders bei B, wo dem Gliick ein wenig nachgeholfen werden kann: Der Gefangene sollte auf
jeden Fall auf ,,wei3 tippen, denn dann ist die Chance hoéher, dass er richtig liegt. Dabei
kann er natiirlich auch Pech haben!

Bei C ist es am besten, wenn der Gefangene am Schluss seine Entscheidung éndert und die
dritte verbliebene Urne auswiahlt. Begriindung: Die erste Entscheidung fithrt nur dann zur
Freilassung, wenn dies bereits die richtige Wahl war, d. h. wenn die weille Kugel in dieser
Urne liegt — dies ist nur in einem von drei Féllen so. Liegt die weille Kugel nicht in der erst-
gewihlten Urne (in zwei von drei Fillen ist das so!), dann ist der Wechsel die richtige Ent-
scheidung, denn der Gefangene wird durch das Zeigen der schwarzen Kugel quasi zur richti-
gen Urne ,,gefiihrt”. o

Das Beispiel sagt eine Menge iiber die Begriffe Zufall und Wahrscheinlichkeit. Aus Sicht des
Gefangenen bei Herrscher A ist es unerheblich, ob der Herrscher zufillig in die Urne greift
oder absichtlich eine weile bzw. schwarze Kugel herausnimmt — fiir ihn (subjektiv) bleibt es
Zufall, sei es aus Unwissen iiber die Absicht des Herrschers, sei es, dass ,,echter Zufall”“ im
Spiel ist. Bei Herrscher B und Herrscher C basiert die optimale Ratestrategie auf einer Uber-
legung, die typisch ist fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie: Man wihlt die Strategie, mit der
man bei hdufiger Wiederholung der gleichen Situation am haufigsten Erfolg erzielen wird —
das ist das beste, was man machen kann!

Wir sagen es noch einmal anders.
Die meisten Menschen wiirden dem folgenden Satz zustimmen:

Beim Mensch-drgere-dich-nicht-Spiel wird im Schnitt bei jedem sechsten Wurf eine ,,6“
gewiirfelt.

Das ist zweifellos richtig. Mit ,,im Schnitt meint man dabei: Wenn man sehr oft wiirfelt (z.
B. 1000 mal oder 6fter), dann wird in etwa einem Sechstel der Falle eine ,,6° herauskommen.

Aber Vorsicht: Wahrscheinlichkeitstheorie ist keine Physik! Sie kann deshalb nicht beweisen,
dass bei hdufigem Wiirfeln in einem Sechstel der Fille eine ,,6* herauskommt. Sie kann nur —
um bei diesem Beispiel zu bleiben — die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass bei 6 Mil-
lionen Wiirfen die Anzahl der ,,6er” um weniger als 100 von einer Million abweicht. Mit den
von ihr bereit gestellten Verfahren gelingt es der Wahrscheinlichkeitstheorie jedenfalls,

1 L. . . .
*¥ Dies ist eine Variante des ,,Ziegenproblems*.
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brauchbare Aussagen zu zufilligen Vorgéngen in der realen Welt zu treffen. Dabei geht es ihr
nicht besser oder schlechter als anderen mathematischen Modellen fiir Vorgéinge in der Reali-
tdt. Schauen wir auf das Beispiel Fallgesetze: Auch hier kann die Mathematik nicht bewei-
sen, dass ein in 10 m Hohe losgelassener Stein nach ca. 1,43 Sekunden auf der Erde auf-
schldgt — sie stellt lediglich ein mathematisches Modell zur Verfiigung, das in seinen Voraus-
sagen iber die reale Welt bisher erfolgreich war und daher bis heute Akzeptanz findet.

9.2 Absolute und relative Haufigkeit von Ereignissen

Fiir alles Weitere ist der Begriff des Zufallsexperiments von zentraler Bedeutung. Man ver-
steht darunter ein (reales) Experiment, das bei jeder Ausfiihrung zu einem von mehreren
moglichen Ergebnissen fiihrt. Dieses Ergebnis ldsst sich nicht eindeutig vorhersagen und
wird als ,,zuféllig" angenommen.

Beispiel 9.2.1

Beim Werfen einer Miinze weifl man vorher nicht, ob ,,Zahl* oder ,,Bild“ oben landet. Man
weil} jedoch, dass dies die beiden moglichen Ergebnisse sind.

Wir haben soeben gesagt, dass ein Zufallsexperiment ein reales Experiment sein soll. Dies
sollte man nicht zu streng sehen: Es ist iiblich, quasi ,,modellhafte” Experimente (wie das
Werfen einer Miinze) zu betrachten — schlie8lich haben wir das Experiment aus Beispiel 9.2.1
nicht real durchgefiihrt (und reden trotzdem dariiber), z. B. haben wir auch nicht gesagt, ob es
sich um eine 1-Euro- oder eine 5-Cent-Miinze handelt usw.

Der Begriff des Zufallsexperiments schliet die folgenden beiden Annahmen ein:

[J  Erstens kann das Experiment unter unverdnderten Bedingungen beliebig oft wiederholt
werden.

[l Zweitens sind die Ergebnisse der einzelnen Experimente voneinander unabhingig —
anders gesagt: Auch wenn das Experiment mit einem gewissen Ergebnis soeben durchge-
fithrt wurde, hat das keinen Einfluss auf das anschlieBend wiederholte Experiment, des-
sen Ausgang bleibt vollig zufillig.

Da der Wurf der Miinze in dem Beispiel zufillig ist, wird jeder Mensch erwarten, dass man
bei sehr hdufiger Wiederholung des Experiments ungefihr gleich oft die Ergebnisse ,,Zahl*
bzw. ,,Bild* erhdlt. Wiirde man dies konkret durchfiihren (also beispielsweise 1000 mal eine
Euro-Miinze werfen) und anschlieend eine Auswertung der Ergebnisse vornehmen, so wiir-
de man von einer Untersuchung der Haufigkeiten oder auch einer statistischen Auswertung
sprechen. Mit Wahrscheinlichkeitsrechnung hat das noch nichts zu tun! Diese setzt erst dann
ein, wenn man ohne Durchfiihrung des Experiments Aussagen (also: Voraussagen) folgender
Art trifft (man denke an das Raten!):

Je dfter man das Experiment wiederholt, desto mehr werden sich die Anteile der Ergeb-
nisse ,,Zahl* bzw. ,,Bild “ dem Wert 50 % anndhern.
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Dies ist eine wahrscheinlichkeitstheoretische (also mathematische!) Aussage, die nichts iiber
die physikalische Realitdt beweist. Trotzdem ist diese Aussage fiir die reale Welt von Interes-
se, denn in ihr wird eine durch Menschen gemachte Erfahrung ausgedriickt.

Als Vorbereitung auf den Begriff der Wahrscheinlichkeit soll in diesem Abschnitt der Hau-
figkeitsbegriff noch etwas ndher untersucht werden. Es ist dabei giinstig, sich der Mengen-
sprache zu bedienen.

Die Menge aller moglichen Ergebnisse des jeweils betrachteten Zufallsexperiments wird mit
dem Buchstaben Q bezeichnet. Ein zufilliges Ereignis (oder auch kurz: Ereignis) 4 ist dann
einfach eine Teilmenge von Q: 4 < Q2. Man verbindet damit die Vorstellung, dass ein sol-

ches Ereignis eintritt, wenn das Ergebnis einer Durchfiihrung des Zufallsexperiments Ele-
ment dieser Teilmenge ist.

Beispiel 9.2.2
Beim Miinzwurf ist Q = {Zahl, Bild} . Die méglichen Ereignisse sind hier &, {Zahl} ,{Bild}
und {Zahl, Bild } ; das Ereignis J tritt dabei nie ein (denn es gibt ja immer irgendein Ergeb-

nis, das aber nicht Element von & sein kann), das Ereignis {Zahl, Bild } tritt dagegen immer

ein (denn eines der beiden Ergebnisse wird es ja geben). Interessanter wird es beim Werfen
eines iiblichen Spielewiirfels, der die Zahlen von 1 bis 6 auf seinen Seitenflichen trigt. Hier
ist (wenn das Experiment lautet: einmal wiirfeln) Q = {1,2,3,4,5,6} . Das Ergebnis ,,3“ wird

dann durch die Teilmenge {3} reprisentiert. Die Teilmenge {1,3,5} steht fiir das Ereignis

,»Wiirfeln einer ungeraden Zahl®. o

Wie in dem Beispiel bereits gesehen, finden sich die einzelnen Ergebnisse des Zufallsexperi-
ments als Ereignisse (Teilmengen) mit nur einem Element wieder, beispielsweise das Ergeb-

nis ,,3“ beim Wiirfeln als Ereignis {3} . Durch die Einfithrung des Begriffs , ,Ereignis“ kann

man jetzt aber nicht nur einzelne, sondern allgemeinere Experimentergebnisse wie beispiels-
weise ,, Wiirfeln einer ungeraden Zahl“ untersuchen.

Im néchsten Schritt stellen wir uns vor, ein beliebiges Zufallsexperiment werde mehrfach —
genauer: n mal — unter denselben Bedingungen durchgefithrt. Wir untersuchen, wie oft ein
vorgegebenes Ereignis 4 dabei aufgetreten ist: /,(A) bezeichnet die Anzahl derjenigen Ver-

suche, bei denen das Ereignis 4 eingetreten ist. Der Quotient

h,(A4
()= 2

wird die relative Haufigkeit des Ercignisses A (bei der durchgefiihrten Versuchsreihe) ge-
nannt. Man beachte: Die GroBe r,(A4) héngt nicht nur von » und 4, sondern auch von der

konkret durchgefiihrten Versuchsreihe ab — insofern handelt es sich nicht um einen innerma-
thematisch abgeleiteten Begriff!
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Beispiel 9.2.3

Mit einem Wiirfel wurden zwei Versuchsreihen mit jeweils 10 Wiirfen durchgefiihrt. Die
Ergebnisse waren

[J in Versuchsreihe 1:4,5,2,2,5,6,1,6,3,3
0 in Versuchsreihe 2: 5,5,5,1,1,5,3,4,2,5
Fiir das Ereignis 4 = {2,4,6} (,, Wiirfeln einer geraden Zahl) hat man in Versuchsreihe 1 die

1
2

und in Versuchsreihe 2 r, (4) = % =Ll g

. ; . _5_
relative Haufigkeit r, (4) = 0= !

Bei den Beispielen Miinzwurf und Wiirfeln sind die einzelnen Ergebnisse gleichwertig und
gleich oft zu erwarten — jeder wird davon ausgehen, dass bei hdufigem Miinzwurf auf lange
Sicht ,,Zahl* und ,,Bild“ gleich oft auftreten, und dass entsprechend die ,,3* und die ,,6*
gleich hiufig gewiirfelt werden. Das muss bei einem Zufallsexperiment aber nicht so sein —
dazu zwei Beispiele.

Beispiel 9.2.4

a) Frau K. geht jeden Tag in denselben Supermarkt, der drei Kassen besitzt, die allerdings
nicht immer besetzt sind. Nur selten kommt es vor, dass bei Beendigung ihrer Runde eine der
Kassen frei und mit einer Kassiererin besetzt ist, meist muss sich Frau K. in einer Schlange
anstellen. Im Februar 2004 hat sie es einmal beobachtet: An den 20 Einkaufstagen fand sie
nur 4 mal eine leere und gleichzeitig besetzte Kasse vor, 16 mal musste sie sich anstellen. Das
Ergebnis ,,sich anstellen miissen® tritt also héufiger auf als ,,eine Kasse frei und mit einer
Kassiererin besetzt™.

b) Beim Spiel Monopoly wird mit zwei Wiirfeln gewlirfelt, von Interesse ist dabei die Au-
gensumme der beiden Wiirfel. Die Augensumme ,,2 wird bei — sagen wir — 100 maligem
Wiirfeln seltener auftreten als beispielsweise die Augensumme ,,7°. Das liegt daran, dass sich
nur dann die Augensumme ,,2° ergibt, wenn beide Wiirfel eine ,,1* zeigen. Die Augensumme
,,7° hingegen bekommt man, wenn einer der Wiirfel eine ,,1° und der andere eine ,,6“ zeigt
oder der eine eine ,,3“ und der andere eine ,,4° usw. o

Betrachtet man zu einem Zufallsexperiment zwei Ereignisse 4 und B, die sich nicht tiber-
schneiden, d. h. keine gemeinsamen Elemente besitzen™", so addieren sich bei n-maliger
Durchfiihrung des Experiments offenbar die relativen Haufigkeiten von 4 und B zur relativen

Haufigkeit von 4U B :
(49 B)=r,(4)+r1,(B)
Dies folgt direkt aus der Beziehung
h, (A B) = h,(A)+h,(B),

*¥i Relative Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten werden in der Regel als Zahlen (Anteile) zwischen
0und 1 angegeben. Manchmal trifft man aber auch auf Prozentangaben wie ,,20 %" statt 0,2 etc.
*Mil Man sagt auch, A und B seien disjunkt, in Zeichen: ANB= .
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die in Worten aussagt: Die Haufigkeit, mit der ein Ergebnis in A oder B liegt, ist die Summe
der Hiufigkeiten in A bzw. B™,

Hier sind zusammengefasst die wichtigsten und stets richtigen mathematischen Aussagen
iiber relative Hiufigkeiten bei der Durchfithrung von Zufallsexperimenten:

[l 0<r/(A)<1 firjedes n und jedes 4 = Q
O r©@)=1
[ r(AuB)=r(A)+r,(B),falls ANB=O

Wie bereits gesagt, sind die Zahlen 7,(4) Resultate von Zufallsexperimenten und insofern

von konkreten realen Ereignissen abhingig. Es ist jedoch oft so, dass diese relativen Haufig-
keiten eines Ereignisses A fiir grole Zahlen n bei mehrmaliger Wiederholung von Versuchs-
reihen um einen festen Zahlenwert schwanken. Dies ist der Ausgangspunkt der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Die Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigt sich damit, diesen festen Zah-
lenwert zu ermitteln, ohne das Experiment tiberhaupt real durchzufiihren — sie hat insofern
,voraussagenden‘ Charakter, sie hilft beim Raten.

9.3 Wahrscheinlichkeiten

Man kann an das Ende des vorigen Abschnitts direkt anschlieBen und es so formulieren:

| Wahrscheinlichkeit ist die zu erwartende relative Haufigkeit.

Man hat damit in der Tat den klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff bereits erfasst. Spater
(zum Ende dieses Abschnitts) wird auf allgemeinere Ansitze kurz eingegangen, die hiermit
noch nicht erfasst werden.

Durch die Formulierung ,,zu erwartende relative Haufigkeit* wird noch einmal deutlich, was
bereits an fritherer Stelle gesagt wurde: Es handelt sich um eine mathematische (theoretische)
Voraussage iiber Vorgédnge in der realen Welt, die — dhnlich wie die in der Sprache der Ma-
thematik formulierten physikalischen Fallgesetze — keine Beweiskraft besitzt, sich jedoch
bisher aufgrund vieler Beobachtungen als niitzlich herausgestellt hat.

Anmerkung 9.3.1

Es ist auch durchaus iiblich, iiber Bruchteile eines Ganzen in der Terminologie der Wahr-
scheinlichkeitstheorie zu sprechen, ohne dass ein Zufallsexperiment in Sicht ist. Nehmen wir
z. B. an, 60% aller Menschen seien schwarzhaarig. Man driickt das oft so aus: ,,Ein Mensch
hat mit 60% Wahrscheinlichkeit schwarze Haare.* Das zugehdrige Zufallsexperiment bestiin-
de hier darin, irgendeinen Menschen (zufillig) ,.herauszugreifen* und dessen Haarfarbe fest-
zustellen. o

Vil 7yr Erinnerung: AU B enthilt alle Elemente, die in 4 oder in B liegen.
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Die Begriffsbildung der Wahrscheinlichkeitstheorie wird nun anhand des einfachsten Falles
der sogenannten Laplace-Experimente™™ erliutert. Unter einem solchen Laplace-
Experiment versteht man ein Zufallsexperiment mit endlich vielen moglichen Ergebnissen,
die alle als gleichwahrscheinlich angenommen werden (wie beim Wiirfeln, wo es die Zahlen
von 1 bis 6 sind). Man hat also die folgende Grundsituation:

I Die Ergebnismenge Q ={w,,®,,...,@,} ist endlich.

[0 Alle n Elementarereignisse @,,®,,...,®, besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Man mochte nun eine Wahrscheinlichkeit p(A4) fiir jedes mdgliche Ereignis 4 < () ange-
ben. Da sich der Wahrscheinlichkeitsbegriff an den relativen Haufigkeiten orientiert, fordert
man die folgenden Eigenschaften (Axiome) fiir die Abbildung p, die jeder Teilmenge von Q
eine Zahl p(A4) zuordnet:

0 (Al) 0<p(A)<1 fiirjedes 4 Q
0 (A2) p(Q)=1

7 (A3) p(AUB)=p(A)+p(B), falls ANB=0

Da die Einzelwahrscheinlichkeiten der Ergebnisse «; alle gleich sein und sich aufgrund von

(A2) zu 1 aufsummieren sollen, folgt daraus zwingend, dass fiir alle diese Einzelergebnisse
1
p(a),) =
n
gilt. (Man beachte: Da die Wahrscheinlichkeit p fiir Teilmengen von Q erklart ist, miisste
man eigentlich schreiben p({a) j }) = % )

Genauso ist sofort einzusehen, dass fiir ein beliebiges Ereignis 4 < Q gilt:

4,
p(A4) =
n

Beispiel 9.3.2

a) Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel eine gerade Zahl zu wiirfeln? Das
interessierende Ereignis ist offenbar

A={2,4,6},
welches eintritt, wenn ein Element von A4 (also die 2, die 4 oder die 6) gewiirfelt wird. Fiir die
Wahrscheinlichkeit von 4 erhélt man so:
|4
6

plA)="t =2 =

1
2

| W

*iX Der Name leitet sich ab von dem franzdsischen Mathematiker Pierre Simon Laplace (1749-1827).
! Zur Erinnerung: Fiir eine Menge M bezeichnet ‘M ‘ die Anzahl der in ihr enthaltenen Elemente.
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b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Skatspiel die beiden hochsten Buben im
Skat (manche sagen auch: ,,im Stock*) liegen?

Die Elementarereignisse entsprechen hier offenbar den moglichen Auswahlen von 2 Karten
aus den insgesamt 32 Karten. Diese Moglichkeiten werden als gleich wahrscheinlich ange-
nommen, d. h. es handelt sich um ein Laplace-Experiment. Es gibt (vergleiche Kapitel 7)

32 .
n=| 2723231 406
2 2

solcher Mdglichkeiten. Das interessierende Ereignis (Kreuz- und Pik-Bube im Stock) ent-
spricht nur einer Auswahl von zwei Karten, m. a. W. ist |A| =1. Fir die Wahrscheinlichkeit

ergibt sich damit:

p(A) = 4L96 ~0,002016 (ungefihr 2 Promille) o

Die oben hingeschriebenen drei Axiome sind — wie in der Mathematik iiblich — mdglichst
»sparsam‘ formuliert: Man versucht immer, so wenige Aussagen wie mdglich als Axiome
auszuwihlen, aus denen man dann die weiteren Eigenschaften durch logische Schliisse ablei-
ten kann. Beispielsweise kann man schlieBen, dass fiir jedes Ereignis 4 < Q gilt:

p(A)=1-p(4)

Mit A ist dabei das komplementire Ereignis bezeichnet, also die Menge Q— A aller Er-
gebnisse aus Q, die nicht zu A gehdren. Die logische Begriindung dieser Formel (also ein
Beweis) lautet so:

Offenbar ist AUA=Q und AN A= . Aus (A3) folgt damit
P(Q) = p(4U 4) = p(4)+ p(4),
und mit (A2) ergibt sich daraus
p(A)+ p(A)=1bzw. p(4)=1-p(4).

Weitere Folgerungen aus den Axiomen (Al) bis (A3), die sich der Leser selbst iiberlegen
kann, sind:

0 p@)=0
[ p(4)< p(B), falls A< B (4 Teilmenge von B)

[ p(AuB)=p(A4)+ p(B)— p(An B) fiir beliebige 4,B < Q

4]

Die Formel p(A4) = o wird in Worten haufig folgendermaflen ausgedriickt:

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A4 ist die Anzahl der giinstigen Félle (gemeint ist:
fiir das Eintreffen von A4) geteilt durch die Anzahl der moglichen Fille.
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Will man fiir eine Problemstellung die Wahrscheinlichkeit angeben, muss man also die An-
zahl der giinstigen Fille bestimmen — mit anderen Worten muss man in der Lage sein, Mdg-
lichkeiten zu zdhlen. An dieser Stelle wird deutlich, dass die in Kapitel 7 behandelten Z&hl-
formeln in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine groe Bedeutung haben. Schauen wir auf
weitere Beispiele.

Beispiel 9.3.3

a) Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Lottoziehung alle sechs gezogenen
Zahlen kleiner als 20 sind? Die einzelnen Ergebnisse entsprechen hier den Auswahlen von 6
Elementen aus 49, die Anzahl der moglichen Fille ist also (vergleiche Kapitel 7)

49
[6J:BQ&1M6.

Ein giinstiger Fall liegt vor, wenn die 6 Elemente aus den Zahlen von 1 bis 19 ausgewdhlt

19
wurden, wofiir es [6 j =27.132 viele Moglichkeiten gibt. Der gesuchte Anteil ist folglich

27132
13983816

b) Eine Schulklasse besteht aus 23 Kindern. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens zwei der Kinder am gleichen Tag Geburtstag haben?

~0,001940 (ca. 2 Promille).

Wenn man davon ausgeht, dass das Jahr 365 Tage hat und jeder Geburtstag fiir alle 23 Kinder
gleich wahrscheinlich ist, so entspricht ein ,,moglicher Fall“ einer Zuordnung eines der 365
Tage fiir jedes Kind — kurz gesagt: Die moglichen Fille sind die 3657 vielen moglichen Ab-
bildungen einer 23-elementigen in eine 365-elementige Menge. In diesem Beispiel ist es nun
einfacher, die ungiinstigen Félle zu zdhlen: Sollen alle Kinder an einem anderen Tag Ge-
burtstag haben (in der Terminologie von Kapitel 7 entspricht das den injektiven Abbildun-
gen!), so gibt es dafiir

365-364-363-...-343

viele Moglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Kinder an einem anderen Tag Ge-
burtstag haben, ist folglich
365-364-363-...-343
365” '

Das Gegenteil — dass mindestens zwei Kinder am gleichen Tag Geburtstag haben — hat also
die Wahrscheinlichkeit

| 365:364-363...-343
365%

E

und diese Zahl betrdgt ungeféhr 0,507297.

Da die meisten Menschen dieses Ergebnis iiberraschend finden (bei nur 23 Kindern betrigt
die Wahrscheinlichkeit bereits mehr als 50 %, dass Geburtstage {ibereinstimmen), spricht man
auch vom Geburtstagsparadoxon. (Man rechne nach: Bei 100 Kindern ist die Wahrschein-
lichkeit, dass es gemeinsame Geburtstage gibt, bereits groler als 0,999999 !) o
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An dieser Stelle sollte man noch einmal bedenken, was die Wahrscheinlichkeitsaussage beim
letzten Beispiel (Geburtstage in der Schulklasse) eigentlich bedeutet. Wenn man eine solche
Klasse vor sich hat, ist ein Zusammentreffen von Geburtstagen entweder gegeben oder nicht.
Die Wahrscheinlichkeitsaussage ist: Wenn man sehr viele solcher Klassen betrachtet, kann
man erwarten, dass es in ca. 50,73% der Fille mindestens zwei Kinder mit gleichem Ge-
burtstag gibt. Noch anders formuliert: Wenn man bei einer 23-kdpfigen Schulklasse raten
soll, ob Geburtstage zusammenfallen (und bei richtigem Raten vielleicht auch noch belohnt
wird), sollte man auf ,,Ja* tippen.

Nun zuriick zu den theoretischen Uberlegungen. Es ist nur noch ein kleiner Schritt, von der
Forderung, dass alle Einzelergebnisse gleich wahrscheinlich sein sollen, abzuriicken. Die
folgende allgemeinere Definition, die auf den bereits beim Laplace-Experiment formulierten
Axiomen (Al) bis (A3) basiert, stammt von dem russischen Mathematiker Andrej Nikolla-
jewitsch Kolmogorov (1903-1987).

Definition 9.3.4

Ist eine endliche Ergebnismenge 2 gegeben mitsamt einer Abbildung p, die jeder Teil-
menge 4 von Q (also jedem Ereignis) eine Zahl p(A4) zuordnet, so heiflt die Funktion p

Wahrscheinlichkeit, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
[l (Al) 0< p(4)<1 fir jedes Ereignis 4 < Q

0 (A2) p(Q)=1
0 (A3) p(AUB)=p(A)+p(B), falls ANB=2

Man beachte: Gegeniiber dem Wahrscheinlichkeitsbegriff beim Laplace-Experiment ist ledig-
lich die Forderung weggefallen, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind.

Auch mit diesem allgemeinen Ansatz bleibt es wegen der dritten Eigenschaft richtig, dass
durch die Wahrscheinlichkeiten p(w) der Einzelereignisse schon alle Wahrscheinlichkeiten
festgelegt sind, denn fiir ein beliebiges Ereignis 4 < Q muss man nur die Werte p(w) fiir
alle in 4 liegenden @ aufsummieren. Die bei den Laplace-Experimenten bereits aus (A1) bis
(A3) abgeleiteten Folgerungen wie beispielsweise p(4)=1- p(4) bleiben hier selbstver-

standlich ebenfalls giiltig. Dass mit diesem allgemeineren Ansatz tatséchlich mehr Problem-
stellungen erfasst werden kdnnen als allein mit dem Begriff des Laplace-Experiments, macht
man am besten an weiteren Beispielen klar.

Beispiel 9.3.5

a) In einem Obstkorb befinden sich zwei Apfel, zwei Birnen und fiinf Pfirsiche. Jemand
greift ohne hinzusehen in den Korb, um ein Obststiick zu entnehmen. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit hat er einen Apfel oder eine Birne erwischt?

Man hat hier zwei Losungsansitze, die sich durch unterschiedliche Festlegungen der Elemen-
tarereignisse ergeben. Wenn man drei Elementarereignisse ansetzt, namlich
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[l @,: Greifen eines Apfels
[l @,: Greifen einer Birne

[l @,: Greifen eines Pfirsich ,
so sind die Wahrscheinlichkeiten: p(a)A )= %, p(a)B )= %, p(a)P) = % . Die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit ist folglich p({e .0, })=4.

Die andere Modellierungsméglichkeit ergibt sich dadurch, dass man sich die Apfel, Birnen
und Pfirsiche jeweils durchnummeriert denkt und so das Greifen eines Stiickes zu einem von

9 moglichen Ergebnissen fiihrt, die alle die gleiche Wahrscheinlichkeit von % haben. Man

hat nun ein Laplace-Experiment. Die fragliche Wahrscheinlichkeit entspricht nun einem Er-
eignis aus vier Elementen, so dass auch hier das Ergebnis % herauskommt.

b) Der Fernsehsender ,,Mega LTR* bringt abends zwischen 20 und 24 Uhr im Schnitt zu 20
% Werbung, zu 3 % Nachrichtensendungen, zu 17 % Seifenopern, zu 18 % schliipfrige Re-
portagen, zu 10 % Actionfilme, zu 12 % Krimis, zu 10 % Liebesfilme und zu 10 % Talk-
shows. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, Nachrichten oder einen Krimi zu erwischen,
wenn man zwischen 20 und 24 Uhr zufallig auf diesen Sender schaltet?

Die Antwort lautet: p({NachrichtenKrimi})=0,03+0,12=0,15 oder 15 %. o

9.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem und dem néchsten Abschnitt gehen wir etwas ziligiger vor, um zwei weitere grund-
legende Konzepte kennenzulernen. Zunichst geht es um die Frage:

Wie verdndern sich Wahrscheinlichkeiten, wenn man tiber Teilinformationen verfiigt?

Beispiel 9.4.1

Anja soll raten, welche Zahl Sabine gerade gewiirfelt hat. Offenbar ist jede Zahl zwischen 1
und 6 moglich, jeweils mit Wahrscheinlichkeit %. Wenn Sabine jedoch sagt. ,,Es war eine

gerade Zahl“, so sind die neuen Wahrscheinlichkeiten % fiir jede der Zahlen 2, 4 und 6.0

Sind 4 und B Ereignisse (und p(B) > 0) fiir eine Wahrscheinlichkeit p (wie oben in De-

finition 9.3.4), so bezeichnet man mit p(A|B) = %;)B)
p

die bedingte Wahrscheinlichkeit von 4 unter der Voraussetzung B.
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Im obigen Beispiel 9.4.1 bekommt man mit 4 ={2} und B={2,4,6} fiir die Wahrschein-
lichkeit p(A|B) , dass eine 2 gewiirfelt wurde, wenn man schon weif3, dass eine gerade Zahl

herauskam:

pAnB) _ p{2) 5 1

AlB) = =
PR == p(2.4.6) 14 3

Man kann sich bei p(A|B) B als Ursache und 4 als Wirkung vorstellen. (Allerdings muss

kein kausaler Zusammenhang vorliegen!) Insofern stellt der folgende Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit eine Verkniipfung eines Ereignisses zu allen moglichen Ursachen her:

Satz 9.4.2
Ist Q disjunkte Vereinigung der Ereignisse B,,B,,...,B, mit p(B;)>0 fiir alle i (in
Worten: die B, schlielen einander aus, aber eines von ihnen tritt immer ein), dann gilt die

Formel

PA)=Y p(AB) p(B)

Dabei ist in Anwendungen dieser Formel oft p(A|B,.) direkt gegeben, so dass man nicht auf

den Ausdruck P40 B% (B) zuriickgreifen muss.

Beispiel 9.4.3

Herr P wohnt in Wuppertal. Angenommen, an den Tagen im Juli scheint dort mit 70% Wahr-
scheinlichkeit die Sonne, mit 30% gibt es Wolken und Regen. Herr P hat bei Sonne zu 80%,
sonst nur zu 55% gute Laune. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Herr P an einem zufalli-
gen Tag im Juli gute Laune hat, 0,8-0,7+0,55-0,3=0,725 bzw. 72,5%. o

In der folgenden Anwendung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit wird der Zufall
benutzt, um einzelne Daten zu ,,verwischen®, ohne dass das Gesamtresultat verfdlscht wird.

Beispiel 9.4.4

Auf unserer letzten Silvesterfeier wurde zu vorgeriickter Stunde die erstaunliche Tatsache
angesprochen, dass aufgrund der Statistik angeblich viele Manner schon einmal ein Bordell
besucht haben, man aber einen solchen Mann nicht kennt. Meine Frau schlug deshalb (nicht
ganz ernsthaft) vor, die anwesenden 20 Ménner zu befragen. Hier habe ich mich eingeschaltet
und vorgeschlagen, dass die 20 Ménner in folgendes Verfahren einwilligen, um den Prozent-
satz der betreffenden Ménner zu ermitteln: Bevor sie auf einem Zettel ,,ja* oder ,,nein“ ant-
worten, werfen sie (unbeobachtet) eine Miinze. Erscheint ,,Kopf™, so antworten sie in jedem
Fall mit ,,ja“. Erscheint ,,Zahl“, so antworten sie ehrlich (also ,,ja* oder ,,nein*). Kein Mann
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muss sich also ,,outen”, denn die Antwort ,;ja* ldsst keine Riickschliisse auf seine Erfahrun-
gen zu.

Mit diesem Verfahren waren alle einverstanden, das Ergebnis waren 14 ,ja“- und 6 ,,nein‘-
Antworten. Daraus ergab sich die folgende Schlussfolgerung (etwas gewagt, weil man nur 20
Antworten als Datenbasis hatte): 10 ,ja* sind (wahrscheinlich) dem Miinzwurf ,,Kopf™ ge-
schuldet und konnen vergessen werden. Von den restlichen 10 ehrlichen Antworten (Miinz-
wurf ,,Zahl*) haben 4 ,ja“ gelautet, d. h. es kann davon ausgegangen werden, dass die inte-
ressierende Quote 40% betrégt.

Formal kann man die Sache folgendermaf3en erkléren. Verwendet man die Bezeichnungen BB
fiir ,,schon mal ein Bordell besucht®, ,,K* fiir ,,Kopf* und ,,Z* fiir ,,Zahl“, so sagt die Formel:

p(BB) = p(BB|K)- p(K)+ p(BB|Z)- p(Z) = p(BB|K) %+ p(BB|Z)-+

Da durch die Vorgaben kiinstlich p(BB|K ) =1 gesetzt wird und 14 einen Bruchteil von 0,7

von 20 ausmacht, landet man fiir die rechte Seite bei der Gleichung

0,7=1+p(BB|Z)-1 ,

die zum Ergebnis p(BB| Z)=0,4 und somit auch p(BB)=0,4 fiihrt. o

Als nichstes kdme der Satz von Bayes. Dieser geht umgekehrt von einer Wirkung aus und
gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass unter allen moglichen Ursachen eine bestimmte Ursache
zu der Wirkung gefiihrt hat.

9.5 Zufallsvariablen

Im letzten Abschnitt sprechen wir iiber den Begriff der Zufallsvariablen. Die Grundidee ist,

den Ergebnissen @ € Q eines Zufallsexperiments irgendwelche Zahlenwerte zuzuordnen und

nun statt auf die Ergebnisse des Experiments das Augenmerk auf diese Zahlenwerte zu rich-

ten. Mathematisch formuliert ist eine Zufallsvariable nichts anderes als eine Abbildung
X:Q->R

von Q in die Menge R der reellen Zahlen."

Beispiel 9.5.1

Wenn Peter seinen GrofB3vater besucht, gibt es immer ein Taschengeld. Der GroBvater ist al-
lerdings ein alter Spieler und macht den Betrag vom Zufall abhéngig: Er wirft eine Miinze.
Erscheint ,,Zahl®, so bekommt Peter 10 €, bei ,,Bild* gibt es nur 5 €.

" In fritheren Kapiteln wurden fiir Abbildungen und Funktionen meist kleine Buchstaben wie £, g usw.
verwendet. Zufallsvariablen benennt man jedoch iiblicherweise mit grolen Buchstaben (X, Y usw.).
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Der GroBvater ,,arbeitet* sozusagen mit der Abbildung (Zufallsvariable)
X :{Zahl, Bild} > R,
wobei X (Zahl)=10 und X (Bild)=5 ist.

Der Wechsel der Perspektive — statt des puren Zufallsexperiments interessiert einen nun das
Verhalten der Zufallsvariablen — fiihrt dazu, dass man einige weitere Bezeichnungen einfiihrt,
um leichter iiber die Eigenschaften von Zufallsvariablen reden zu kénnen.

Ist Q eine endliche Ergebnismenge und p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q (wie
oben erklart), und ist ferner X :QQ —» R eine Zufallsvariable, so interessiert man sich bei-
spielsweise dafiir,

mit welcher Wahrscheinlichkeit bei Ausfiihrung des Experiments die Zufallsvariable den
Wert x hat.

Der interessierende Wert ist also formal korrekt ausgedriickt
p({a) € Q|X(a)) = x}) .

Dies kiirzt man ab zu p(X =x). Entsprechende Bedeutungen haben p(X <x) oder
pla< X <b) usw.

Beispiel 9.5.2

Wie schon einmal erwéhnt, ist beim Spiel Monopoly die Augensumme von zwei Wiirfeln von
Interesse. Nehmen wir an, es wiirde mit einem roten und einem weillen Wiirfel gespielt. Die
Ergebnisse dieses Laplace-Experiments entsprechen dann den Paaren w = (i, j) (¢ fiir den
roten, j fiir den weillen Wiirfel), wobei i und j Zahlen zwischen 1 und 6 sind. Jedes Ergebnis

tritt mit Wahrscheinlichkeit % auf. Die relevante Zufallsvariable (Augensumme) ist
X(@ ) =i+j.
. . 2
Was ist p(3) ? Offenbar gilt p(X =3)= p({Gi, )i+ j =3} =p({(1,2),(2.1)} = R

Dagegen ist p(X =6) = % . (Das kann sich der Leser selbst {iberlegen.) o

Als letztes wollen wir auf den Begriff des Erwartungswertes einer Zufallsvariablen eingehen.
Man kann sich darunter den ,,erwarteten Mittelwert™ vorstellen. Man schaue auf das Peter-
GroBvater-Beispiel 9.5.1: Der Erwartungswert (also: was Peter ,,im Schnitt” erwarten kann)
betrigt 7,50 €, denn er bekommt mal 5, mal 10 €, und beides mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit von 50 % (weil Opa eine Miinze wirft). Es liegt auf der Hand, wie die exakte mathe-
matische Definition des Erwartungswertes auszusehen hat:
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Ist Q@ eine endliche Ergebnismenge und p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q
(wie oben erklért), und ist ferner X :Q2 —> R eine Zufallsvariable, so ist der Erwar-
tungswert E(X) der Zufallsvariablen X erklirt als die mit den jeweiligen Wahrschein-

lichkeiten p(w) gewichtete Summe der Werte X(w), als Formel hingeschrieben:

E(X)=) p(@)X(w)

weQ

Diese Begriffsbildung wirkt auf den ersten Blick schwieriger, als sie wirklich ist. Wir schauen
auf zwei weitere Beispiele.

9.5.3 Beispiel

a) Peters GroBvater benutzt fiir die Taschengeld-Ermittlung immer ein uraltes Geldstiick,
welches aufgrund seiner besonderen Beschichtung in 58 % der Fille nach einem Wurf ,,Bild*
zeigt und nur in 42 % ,,Zahl“. Peters Taschengeld besitzt deswegen den Erwartungswert
E(X)=0,58-5+0,42-10=17,10, d. h. Peter kann im Schnitt 7,10 € Taschengeld erwarten.

b) Was ist der Erwartungswert der gewiirfelten Augenzahl beim Wurf eines Wiirfels? Die
Antwort lautet E(X):%-1+%-2+%-3+%-4+%-5+é~6:%:3,5 — die zu erwartende

Augenzahl ist also 3,5. o

Wie man an den Beispielen siecht, muss der Erwartungswert (als Durchschnittswert) keiner
der moglichen Ergebniswerte sein — man kann ja beispielsweise keine ,,3,5° wiirfeln.

Wir kommen nun zum Schluss dieses Kapitels — obwohl die Wahrscheinlichkeitstheorie jetzt
erst richtig anfingt! Von besonderer Bedeutung sind dabei die Uberlegungen zu den Szena-
rien, in denen man ein einfaches Zufallsexperiment (z. B. Wiirfeln) mehrfach wiederholt und
statistische Uberlegungen zu den Ergebnissen anstellt — dies fiihrt dann u. a. zu der bekannten
Normalverteilung. Einen wichtigen Anwendungsbereich der Wahrscheinlichkeitstheorie
stellt die Analytische Statistik dar, wo — basierend auf Versuchsreihen oder Umfragen —
Fragen folgender Art behandelt werden: Wie wird die mittlere Lebensdauer einer PC-
Festplatte vorausgesagt (und was bedeutet diese Aussage)? Mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegt das Wahlergebnis der CDU bei der néchsten Landtagswahl zwischen 35 und 40 %?

Aufgaben zu Kapitel 9

Sachaufgabe 9.1:

In einem Korb befinden sich 10 Apfel, 5 Birnen und 6 Bananen. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass man bei zufdlligem Hineingreifen keine Banane erwischt?

Sachaufgabe 9.2:

Eine Umfrage unter 1000 Wahlberechtigten hat ergeben, dass 280 von ihnen SPD und 345
die CDU wihlen wiirden, wenn am néchsten Sonntag Bundestagswahl wére. Kann man auf-
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grund dieses Ergebnisses schlielen, dass bei der Wahl in drei Monaten die SPD ca. 28 %
erzielen wird?

Sachaufgabe 9.3:

Beim Spiel Monopoly wird mit zwei Wiirfeln gewiirfelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt
dabei die Augensumme 10 auf?

Sachaufgabe 9.4:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Skatspieler alle 4 Buben, die vier Asse und 2 Zehnen
auf der Hand?

Sachaufgabe 9.5:

Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim Skatspielen mindestens ein As oder eine
Zehn im Skat liegt?

Sachaufgabe 9.6:

In eine Lieferung von 500 PC-Festplatten sind versehentlich 10 fehlerhafte Exemplare gera-
ten. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) unter 10 zufillig ausgewdhlten eine fehlerhafte Festplatte ist,

b) von 100 zufillig ausgewihlten Festplatten mindestens eine fehlerhaft ist?

Sachaufgabe 9.7:

Fiir ein Spiel schreibt jedes der 18 Kinder einer Grundschulklasse heimlich eine Zahl zwi-
schen 1 und 100 auf ein Stiick Papier. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
zwei Kinder dieselbe Zahl aufgeschrieben haben?

Suchtaufgabe 9.8:

78% der Erwachsenen trinken gelegentlich (oder 6fter) Alkohol, 28% sind Raucher. 89% der
Raucher trinken Alkohol. Wieviele Nichtraucher trinken Alkohol?

Sachaufgabe 9.9:

Einer von Tausend Menschen ist mit dem PQ-Virus infiziert. Es gibt einen Bluttest, der mit
95% Sicherheit das richtige Ergebnis liefert (also: Die Person trigt das Virus oder nicht). Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person infiziert, bei der der Test positiv ausfallt?

Sachaufgabe 9.10:

Peter ist Anhdnger des Fullballvereins TSV. Experten schitzen, dass der TSV das kommende
Spiel mit 45 % Wahrscheinlichkeit gewinnt und mit 30 % Wahrscheinlichkeit verliert. Sein
Freund Jiirgen bietet ihm folgende Wette an: ,,Wenn der TSV gewinnt, bekommst Du von mir
2,50 €, wenn er verliert, kriege ich von Dir 3 €.“ Sollte Peter die Wette annehmen?



10 Endlich und Unendlich — Die neuen Probleme mit
der Endlichkeit

10.1 Unendlichkeit in der Mathematik

,»Erhaben ist also die Natur in derjenigen ihrer Erscheinungen, deren Anschauung die Idee
ihrer Unendlichkeit bei sich fiihrt.“

(Immanuel Kant, Kritik der Urteilskraft, 1790)

In allen vorangegangenen Kapiteln haben wir bereits den Umstand verwendet (und nicht
groBartig problematisiert), dass es unendlich viele Zahlen gibt. Dies beginnt ja bereits bei den
natiirlichen Zahlen

1,2,3,4,5, ..,

deren Abfolge niemals endet. Erst recht gibt es selbstverstidndlich unendlich viele Briiche
(oder rationale Zahlen), reelle Zahlen usw.

All dies wissen die Menschen seit tausenden von Jahren. Der Grieche Euklid, der um 300
vor Christus lebte, fithrte als erster einen logisch korrekten Bewies, dass es sogar unendlich
viele Primzahlen gibt, dass also die Folge

1,3,5,7, 11,13, 17, ...

aller natiirlichen Zahlen, die nicht als Produkt von kleineren darstellbar sind, ebenfalls nie-
mals endet.

Unendliche Gesamtheiten spielen in der Mathematik eine groBe Rolle. Jedoch kdnnen auch
endliche Gesamtheiten zu anspruchsvollen mathematischen Problemstellungen fithren — dazu
mehr im nichsten Abschnitt. Im vorliegenden Abschnitt sollen einige grundsitzliche Uberle-
gungen zum Begriff des Unendlichen in der Mathematik angestellt werden.

Die Mathematik scheut sich offenbar nicht, von unendlich grofen Gesamtheiten zu reden —
sieche das Beispiel natiirliche Zahlen. Das ist durchaus bemerkenswert, denn es fallt schwer,
in der realen Welt unendliche Gesamtheiten zu finden! ,,Nirgends in der Wirklichkeit begeg-
nen wir dem Unendlichen.“" Bekanntlich ist sogar die Anzahl der Atome im Weltall eine
endliche Zahl, ganz zu schweigen von allen Sandkdrnern auf der Erde usw. Man kdnnte al-
lenfalls in den geistigen Bereich ausweichen und behaupten: ,,Die Gesamtheit aller mogli-
chen Gedanken, die ich in der ndchsten Stunde haben konnte, ist unendlich.” (Die Diskussi-
on, ob das eine richtige Aussage ist, ist allerdings nichts fiir Mathematiker. Und auB3erdem:
Gehort das zur realen Welt?)

Man kann es noch zugespitzter ausdriicken: Es gehort zum Wesen der Mathematik, Aussagen
iiber unendliche Gesamtheiten zu treffen. Schauen wir noch einmal auf ein altes Beispiel.

i Zitat aus ,,Rudolf Taschner: Der Zahlen gigantische Schatten® (vgl. Literaturhinweise)
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Beispiel 10.1.1
An fritherer Stelle wurde das Rechengesetz
a+b=b+a

erwéhnt, welches bedeutet: egal, welche reellen Zahlen man fiir a oder b einsetzt (wofiir es
unendlich viele Moglichkeiten gibt!), die Gleichung stimmt immer. Insofern ist ein solches
Rechengesetz also eine mathematisch korrekte Aussage iiber die Unendlichkeit. o

Ein anderes Beispiel ist der bekannte mathematische Satz
In jedem Dreieck ist die Winkelsumme 180°.

Es gibt unendlich viele Dreiecke, auch wenn ein Mensch in seinem Leben nur endlich viele
aufs Papier bringen kann. Der Einwand der Physiker, auch die Aussage

Jeder losgelassene Stein fillt nach unten auf die Erde.

sei eine Aussage lber die Unendlichkeit, da es unendlich viele mdgliche Steine gibt, ist
durchaus korrekt (auch wenn es real auf der Erde nur endlich viele Steine gibt). Das Problem
ist aber, dass die Physik — als Naturwissenschaft — diese Aussage mit ihren eigenen Methoden
nicht beweisen kann; sie kann nur die empirische Tatsache feststellen, dass dies bei allen
jemals beobachteten Steinen so war, und daraus ein physikalisches Gesetz formulieren, wel-
ches aber durch neue empirische Ergebnisse auch wieder umgestoflen werden konnte.

Wir halten fest:

,»Die Mathematik ist die einzige Wissenschaft, in der man objektiv tiberpriifbar tiber Unend-
lichkeit reden kann.“'™

Als néchstes wird iiber eine Problemstellung gesprochen, die die Welt der Mathematik lange
beschéftigt hat und ebenfalls vom Geist des Unendlichen durchweht ist.

Beispiel 10.1.2

Mitunter ist die Summe von zwei Quadratzahlen wieder eine Quadratzahl. Beispielsweise ist
9+16=25

oder, in Quadraten ausgedriickt:
3¥+47 =5

Ein anderes Beispiel ist

81+144 =225 bzw. 9* +12° =15". m

Es stellt sich heraus, dass es sogar unendlich viele solcher Konstellationen wie in diesem
Beispiel gibt. In der formalen Sprache der Mathematik kann dies so ausgedriickt werden:

it 73tat aus ,~Albrecht Beutelspacher: In Mathe war ich immer schlecht ... (vgl. Literaturhinweise)
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Die Gleichung
xZ +y2 — ZZ

hat unendlich viele Losungen mit natiirlichen Zahlen x, y und z.

Eigentlich liegt jetzt die Frage auf der Hand, ob so etwas auch mit ,,hoch 3* méoglich ist, die
Frage lautet also:

Gibt es natiirliche Zahlen x, y und z, fiir die die Gleichung
x3 +y3 — Z3
richtig ist?

Und, wenn man dies beantwortet hat, stellt sich die entsprechende Frage fiir die Exponenten
4,5 usw.

Man mag es kaum glauben: Keine andere Problemstellung hat so wie diese die Mathematiker
iiber mehrere Jahrhunderte beschéftigt. Um das Jahr 1650 stellte der franzosische Jurist und
Hobby-Mathematiker Pierre de Fermat die folgende Behauptung auf:

Fiir keine natiirliche Zahl n > 2 gibt es irgendwelche natiirlichen Zahlen x, y und z, so
dass gilt:

xn +yn :Zn

Ungliicklicherweise legte er hierfiir keinen Beweis vor, sondern schrieb an den Rand eines
Buches den folgenden beriihmt gewordenen Satz: ,,Ich habe hierfiir einen wahrhaft wunder-
baren Beweis, doch ist dieser Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen.*

Das sogenannte Fermatsche Problem (also Fermats bzw. einen anderen Beweis fiir die Be-
hauptung zu finden) hat die Mathematiker die nichsten ca. 350 Jahre beschéftigt. Die Be-
weisversuche haben zu zahlreichen neuen mathematischen Theorien gefiihrt, nicht jedoch zu
einem Beweis — bis im Jahre 1994 endlich der Beweis von dem englischen Mathematiker
Andrew Wiles erbracht werden konnte. Obwohl das Problem (siehe oben) leicht zu formulie-
ren ist und die Fragestellung von jedermann verstanden werden kann, ist zur Losung das
Verstdndnis vollig neuer mathematischer Gebiete nétig, die hier nicht einmal im Ansatz dar-
gestellt werden konnen. (Die Frage, ob Pierre der Fermat wirklich einen ,,wunderbaren Be-
weis® hatte, muss leider offen bleiben.).

Warum betrachten wir diese Problemstellung?

Schon die Fermatsche Behauptung verweist auf unendliche Mathematik — fiir alle natiirlichen
Zahlen n ab n =3 gibt es angeblich keine Werte x,y,z, die die bewusste Gleichung erfiillen.
Ein Beweis wird also prinzipielle (abstrakte) Argumente verwenden miissen, denn kein
Mensch kann die Behauptung einzeln fiir alle natiirlichen Zahlen nachpriifen. Zugespitzt
formuliert: Das ist eben typisch Mathematik!
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Sind alle unendlichen Mengen gleich gro3? Was bedeutet ,,gleich gro3* fiir unendliche Men-
gen? Folgendes Konzept, das wir fiir endliche Mengen schon benutzt haben (siehe im Kapitel
,Zahlen®), hat sich als tragfihig erwiesen:

Zwei Mengen M und N (seien sie nun endlich oder unendlich) heilen gleich grof3, wenn
man aus den Elementen von M und N Paare bilden kann derart, dass auf keiner der beiden
Seiten ein Element iibrig bleibt.

Die iibliche mathematische Sprechweise fiir diese Situation der Paarbildung ist: Es gibt eine
bijektive Abbildung /' (auch: Funktion) von M nach N:

f:M—>N
Diese Sprechweise beinhaltet dreierlei:
[J  Jedem m e M ist ein eindeutiges f(m) e N zugeordnet.
(1 Falls m, #m,, so ist auch f(m,)# f(m,). Also sind verschiedenen Elementen von M
stets auch verschiedene von N zugeordnet.

[l Jedes ne N wird so erfasst, d. h. es gibt immer ein me M mit f(m)=n.

Man nennt eine unendliche Menge M abzihlbar unendlich, wenn sie so gro8 ist wie die
Menge N der natiirlichen Zahlen, wenn es also eine bijektive Abbildung

f:No>M

gibt.

Die Bezeichnung ,,abzéhlbar unendlich® ist durchaus naheliegend, denn die Bedingung be-
deutet ja, dass in der Folge f(1), f(2), f(3),... alle Elemente von M einmal vorkommen (da f

eine bijektive Abbildung ist), man hat also eine ,,Abzdhlung* der Menge M vorliegen.

Mit dieser Begriffsbildung ist beispielsweise die Menge U der ungeraden natiirlichen Zahlen
gleich grof3 wie die Menge N aller natiirlichen Zahlen! Um dies einzusehen, muss man sich
nur klar machen, dass die Zuordnung

f(n)=2n-1
eine bijektive Abbildung von der Menge N auf die Menge U ist — und das ist recht einfach,
wenn man sich fiir die ersten Zahlen diese Zuordnung hinschreibt:
1->1
253
35
47

Offensichtlich kommt auf der linken Seite jede natiirliche und auf der rechten Seite jede un-
gerade Zahl vor.
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Nun kommt, worauf wir unter anderem hinaus wollen: Es stellt sich heraus, dass es unendli-
che Mengen gibt, die nicht abzdhlbar unendlich (sondern gréBer) sind. Zum Beispiel ist die
Menge der reellen Zahlen echt groBer als die Menge der natiirlichen Zahlen, d. h. eine bijek-
tive Abbildung (siche oben) zwischen diesen Mengen gibt es nicht. Die Begriindung hierfiir
erfolgt mit Hilfe eines eleganten Widerspruchsbeweises, den der interessierte Leser in einem
Extrakasten findet. (Warnung: Wenn man das liest, muss man sich wirklich anstrengen!)

Nicht-Abzahlbarkeit der reellen Zahlen

Es wird gezeigt, dass die unendlich vielen reellen Zahlen, die echt zwischen 0 und 1 lie-
gen (also mit 0 < x <1), keine abzdhlbar unendliche Menge bilden. (Damit ist dann auch

klar, dass alle reellen Zahlen keine abzéhlbar unendliche Menge bilden.) Dazu merken
wir zunéchst an, dass jede dieser Zahlen durch eine unendliche Kommazahl der Form

0,z,z,2,2,...
darstellbar ist, wobei jedes z, fiir eine Ziffer zwischen 0 und 9 steht. Um fiir jede Zahl

eine eindeutige Darstellung mit unendlich vielen Ziffern zu haben, wéhlen wir bei abbre-
chenden Kommazahlen die zugehdrige Form mit Neunerperiode, beispielsweise verwen-
den wir fiir die Zahl 0,534 die Darstellung 0,5339 .

Angenommen, diese Zahlen wiirden eine abzahlbar unendliche Menge bilden, d. h. es ga-
be eine ,,Abzdhlung* durch die natiirlichen Zahlen. Dann hétte man mit anderen Worten
eine Nummerierung dieser Zahlen:

Erste Zahl Z,:0,z,,2,,2,,2,,...
Zweite Zahl Z, :0,2,,2, ,2, 32, 4...

n—te ZahlZ, :0,z,,z,,2,,2, ,...

>“n,1

Bei dieser Aufzahlung kommen also alle Zahlen zwischen 0 und 1 vor! Jetzt schauen wir
auf eine Zahl w (,,w*, weil sie uns zum Widerspruch fiihrt) w =0, w,w, w,w,... mit der Ei-

genschaft, dass jedes der w;, eine Ziffer zwischen 1 und 8 ist und stets
1/Vi * Zi,[

gilt, d. h. w, #z,, w, #z,, usw. Die Zahl w muss in der obigen Aufzihlung vorkom-

men, da diese nach Voraussetzung alle Zahlen zwischen 0 und 1 umfasst. Es muss also
ein n geben, so dass gilt

0,ww,wyw,...=0,z, 2, ,2,:2, ,...

>“n,l
Also folgt insbesondere w, =z, im Widerspruch zum Konstruktionsprinzip der Zahl w.

Da wir zwangslaufig bei diesem Widerspruch gelandet sind, kann die Annahme, dass man
die fraglichen Zahlen zwischen 0 und 1 abzéhlen kann, nicht aufrecht erhalten werden.
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Den vorliegenden Abschnitt iiber die Unendlichkeit in der Mathematik koénnen wir nicht
beenden, ohne das amiisante Beispiel des Hilbertschen Hotels zur Veranschaulichung ab-
zahlbar unendlicher Mengen zu erwdhnen. Dem beriihmten Mathematiker David Hilbert,
der von 1862 bis 1943 lebte, wird nachgesagt, das Thema anhand folgender Geschichte illust-
riert zu haben:

In einem Hotel mit unendlich vielen Zimmern Z,,Z,,Z,,... sind eines Abends alle Zimmer
belegt. Da kommt ein zusétzlicher Gast mit einem Zimmerwunsch. Der Hotelier sagt: ,,Kein
Problem, Sie konnen Zimmer 1 haben.“ Er bittet dann den bisherigen Bewohner von Z,,
nach Z, umzuziehen, den Gast aus Z, schickt er in Z, usw., und nachdem alle umgezogen
sind, ist alles in Ordnung. Schon eine halbe Stunde spiter kommt ein Bus mit 40 Personen an,
die ebenfalls in das Hotel ziechen wollen. Auch das ist kein Problem: Alle bisherigen Géste
ziehen 40 Zimmer weiter, also der Gast aus Z, nach Z,, usw., und die ersten 40 Zimmer sind
frei fiir die Neuankdmmlinge. Eine weitere halbe Stunde spédter kommt noch ein Bus, dieses
mal mit unendlich vielen neuen Gésten G,,G,,G,,.... Auch hiermit wird der clevere Hotelier
fertig: Die bisherigen Géste ziehen um in das jeweilige Zimmer mit der doppelten Nummer
(also der aus Z, nach Z,, der aus Z, nach Z, usw.), und die neuen Géste bezichen die
Zimmer mit den ungeraden Nummern. Damit sind wieder alle untergebracht, und wir wollen
die Story beenden. (Hilberts Geschichte geht sogar noch weiter, das ndchste mal kommen

unendlich viele Busse mit jeweils unendlich vielen Personen — aber das geht uns jetzt zu
weit.)

10.2 Die neuen Probleme mit der Endlichkeit

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel 10.2.1

In diesem Beispiel wird eine endliche Struktur aus Punkten und Strecken betrachtet, die man
in der Diskreten Mathematik auch einen Graphen nennt. Es sind sieben Punkte A B,....G
(auch Knoten oder Stationen genannt) gegeben, ferner Verbindungsstrecken (Kanten) zwi-
schen manchen dieser Punkte. Jede Verbindungsstrecke ist mit einer Zahl bewertet, die im
untenstehenden Bild ebenfalls angegeben ist.
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3 B
A
1
C G
2
E F

Abb. 10.1: Ein Graph mit bewerteten Kanten

Eine solche Struktur kann beispielsweise ein Straennetz zwischen sieben Orten modellieren,
wobei die Bewertungen der Kanten fiir die Langen der entsprechenden Teilstrecken stehen.

Betrachtet wird nun die folgende mathematische Frage:

Was ist der kiirzeste Weg von Punkt E nach Punkt G? Dabei ist mit der Lange eines Weges
natiirlich die Summe der von ihm verwendeten Kanten(bewertungen) gemeint — der Weg
,,von E iiber C iiber A iiber B nach G* hat also beispielsweise die Linge 9. Eine kurze Uber-
legung ergibt, dass hier der kiirzeste Weg E-D-B-G ist (mit Lénge 6). o

Der unbefangene Leser wird nun fragen: Was hat das mit Mathematik zu tun? Ich kann doch
alle Wege ausprobieren und mir den kiirzesten heraus suchen! Dabei komme ich mit den aus
der Grundschule bekannten Rechenarten aus! Auf meine Gegenfrage an diesen Leser, was er
denn mache, wenn die Struktur aus 100 Stationen und 1000 Kanten besteht, mag er dann
antworten: Also gut, das ist dann eine FleiBarbeit, hat aber immer noch nichts mit anspruchs-
voller Mathematik zu tun. Hier irrt der Leser! Wir verlassen nun dieses Beispiel und gehen
iiber zur allgemeinen Diskussion.

Problemstellungen dieser Art, bei denen nur eine endliche Anzahl von Féllen iiberpriift und
ggf. verglichen werden muss, sind von der Mathematik Jahrhunderte lang ,,links liegen gelas-
sen worden. Allenfalls dann, wenn hinter dem Problem eine Struktur entdeckt werden konn-
te (vgl. im Kapitel ,,Zdhlen*), hat ein solches Problem das Interesse der Mathematiker her-
vorgerufen. Fragestellungen, deren Beantwortung nur durch ,reine FleiBarbeit” moglich
schien, wurden nicht beachtet (oder sogar verachtet).

Diese Haltung beinhaltete auch, dass man sich damit abfinden musste, solche Fragen ab einer
gewissen GroBe der Parameter (in obigem Beispiel: Knoten- und Kantenanzahl) gar nicht
beantworten zu kénnen. Machen wir eine Beispielrechnung auf:
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Eine Graphenstruktur wie in Beispiel 10.2.1 sei gegeben, dieses mal aber mit 100 Stationen
und 4950 zwischen ihnen verlaufenden Kanten. (Dabei gibt es zwischen je zwei Stationen
eine Kante, das macht zusammen 4950.) Man mdochte die Linge eines kiirzesten Weges zwi-
schen den beiden Stationen X und Y wissen™. Wie viele Wege gibt es iiberhaupt von X nach
Y? Eine kurze Uberlegung zeigt, dass es bereits 98! viele Wege gibt, die durch alle anderen
Stationen laufen, dazu kommen noch die Wege, die weniger Stationen auf ihrem Weg haben.”

Da 98! ungefihr gleich 10" ist (das ist eine 1 mit 154 Nullen!), kann man schlieBen:

Selbst jemand, der pro Minute einen moglichen Weg anschauen (und — fiir den spéteren
Vergleich der Wege — z. B. seine Liange auf einem Zettel notieren) konnte, wiirde fiir das
Betrachten aller Wege mindestens
10154 210"
60-24-365

Jahre bendtigen — das ist eine 2 mit 148 angehéngten Nullen.

Jetzt kommen — und darauf wollen wir unter anderem hinaus — die Computer ins Spiel. Sol-
che elektronischen Rechenmaschinen gibt es seit etwa 50 Jahren. Thre Haupteigenschaft ist,
dass sie — entsprechend durch Programme instruiert — wesentlich schneller rechnen kénnen
als Menschen. Aber wenn wir noch einmal auf das letzte Beispiel schauen, wird die Situation
durch Computer nicht viel besser: Selbst wenn ein Computer in jeder Sekunde eine Milliarde

(also 10” ) der mdglichen Wege testen konnte, wiirde er immer noch 3-10"" Jahre bendtigen!

Dass Computer dennoch einen groflen Unterschied machen, wird deutlich, wenn man eine
Graphenstruktur mit — sagen wir — 13 Stationen und den moglichen 78 Kanten betrachtet.
Hier liegt die GroBenordnung aller moglichen Wege zwischen zwei Stationen X und Y bei ca.
40 Millionen. Wenn pro Minute einer dieser Wege ausgewertet wird, braucht man dazu etwa
76 Jahre — ein Wert sozusagen im ,,menschlichen Bereich®, auch wenn kaum vorstellbar ist,
dass ein Mensch 76 Jahre seines Lebens damit zubringen mochte. Ein Computer (mit einer
Milliarde Auswertungen in einer Sekunde) ist in vier Hundertstel Sekunden fertig!

In der folgenden Tabelle haben wir fiir die Stationsanzahlen von 10 bis 18 und unter den
vorherigen Annahmen zur Rechengeschwindigkeit von Mensch bzw. Computer die entspre-
chenden ungefdhren Rechenzeiten zusammengestellt:

™ Man darf nicht ,,des* kiirzesten Weges sagen, denn es konnte mehrere gleich lange Wege kiirzester
Linge geben.
¥ Zur Erinnerung: 98! (gesprochen: 98-Fakultiit) ist eine abkiirzende Schreibweise fiir das Produkt
1-2-3-...-98.
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Stationen Rechenzeit Mensch Rechenzeit Computer
10 30 Tage 0,00004 Sekunden
11 240 Tage 0,0004 Sekunden
12 7 Jahre 0,004 Sekunden
13 76 Jahre 0,04 Sekunden
14 900 Jahre 0,5 Sekunden
15 12000 Jahre 6 Sekunden
16 170000 Jahre 1,5 Minuten
17 2,5 Millionen Jahre 22 Minuten
18 40 Millionen Jahre 6 Stunden
19 660 Millionen Jahre 4 Tage
20 12 Milliarden Jahre 74 Tage

An dieser Tabelle kann man zweierlei sehen:

[1  Durch die Nutzung von Computern sind Gréfenordnungen behandelbar geworden, die
zuvor (man schaue auf die Werte ab 13 oder 14 Stationen!) nicht behandelbar waren
(auch nicht mit noch so viel Fleil3).

[0 Auch mit Computern stdfit man an Grenzen — dies wird spétestens bei den Werten fiir 20
Stationen deutlich.

Halten wir also fest: Auch mit Computern kommt man irgendwann in GréBenordnungen, in
denen gewisse Probleme (obschon theoretisch einfach) nicht mehr praktisch 16sbar sind.
Jedoch sind wesentlich mehr sich aus Anwendungssituationen ergebende Fragen nun mit
Computern beantwortbar geworden— beispielsweise ist es durchaus realistisch, nach den
Léangen der Transportwege zwischen 15 oder 20 Firmen zu fragen.

Wo kommt nun interessante Mathematik ins Spiel?

Kurz gesagt: Es geht darum, sich fiir das Auffinden des kiirzesten Weges — gegeniiber dem
sturen® Betrachten und Vergleichen aller Moglichkeiten — verbesserte Strategien auszuden-
ken. Solche Strategien basieren auf in den Problemstellungen enthaltenen (und mdglicher-
weise zunichst zu entdeckenden) Strukturen™. Das Ziel besteht dabei darin, die Grenzen der
beteiligten Parameter (in unserem Beispiel Anzahl der Knoten und Kanten), ab der die Prob-
leme nicht mehr praktisch behandelbar sind (weil es zu lange dauert), immer weiter nach

M 7zum Vergleich sei auf das Kapitel ,,Zahlen” dieses Buches verwiesen, in dem einige Beispiele ange-
sprochen sind, in denen vorhandene Strukturen das Zéhlen erleichtern.
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oben zu verschieben. Schauen wir noch einmal auf die obige Tabelle: Ohne Computer ist der
Aufwand eigentlich nur bis 11 Knoten vertretbar, mit Computer bis etwa 20 Knoten.

Der mathematische Ausdruck fiir eine Strategie, die so prézise und in eindeutig aufeinander
folgenden Einzelschritten formulierbar ist, dass man die praktische Durchfiihrung auch einem
Computer iiberlassen kann, ist Algorithmus.

Um dem Leser einen Eindruck zu geben, zeigen wir nun anhand eines kleinen Beispiels die
Arbeitsweise des Algorithmus von Dijkstra auf, der dazu dient, die Abstinde (d. h. die
Langen der kiirzesten Wege) von einem Graphenknoten zu allen anderen Knoten zu bestim-
men. Einen Algorithmus kann man sich aus Sicht des Anwenders als eine Art Box vorstellen,
in die gewisse Groflen hineingegeben werden konnen, woraufthin im Inneren der Box der
Algorithmus die entsprechenden Schritte ausfiihrt und das Ergebnis am Ausgang der Box
abgelesen werden kann. In der folgenden Abbildung ist die ,,Dijkstra-Box* dargestellt:

Input:

endlicher Graph mit Knoten,

Kanten sowie einer Kantenbewertung
und einem ausgezeichneten Knoten X

}
Dijkstra-Box

Output:

Lénge d(Y) eines kiirzesten
Weges von X nach Y fiir jeden
Knoten Y

Abb. 10.2: Die Dijkstra-Box

Das Innere der Dijkstra-Box — also der eigentliche Algorithmus — soll hier nicht im Detail
beschrieben werden. Stattdessen illustrieren wir in Abbildung 10.3 die Vorgehensweise des
Algorithmus anhand des Eingangsbeispiels 10.2.1.
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Hinter jedem Knoten wird zu Beginn ein
vorldufiger Abstand zu E notiert — fiir E
selbst der Wert 0, fiir die anderen Knoten der
Wert oc (fiir ..unendlich®).

Sodann werden in einem iterativen Verfahren
immer wieder die gleichen Schritte ausge-
fithrt — ein Knoten wird als ,,endgiiltig bear-
beitet” markiert, bei seinen noch nicht mar-
kierten Nachbarn werden die vorldufigen
Abstéinde aktualisiert.

Zuerst wird E markiert. Die Markierung
bedeutet immer, dass die vorlaufige Entfer-
nung zu E zur endgiiltig kiirzesten erklart
und nicht mehr gedndert wird. Sodann wird
bei allen Nachbarn des soeben markierten
Knotens (hier: E) gepriift, ob die Nutzung
dieses markierten Knotens als Zwischenkno-
ten zu einer kiirzeren Entfernung zu E fiihrt,
und die vorldufige Entfernung wird ggf.
korrigiert (hier fiir C, D und F).

In jedem Schritt wird unter den bisher un-
markierten Knoten derjenige ausgewéhlt und
endgiiltig markiert, der die kiirzeste vorlaufi-
ge Entfernung zu E aufweist (die damit als
endgiiltige Entfernung festliegt) — dies fiihrt
hier zur Markierung von F und anschlieen-
der Korrektur bei G.
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Nun wird C markiert. (Man hétte auch
D nehmen konnen, beide weisen den
vorldufigen Abstand 2 auf.) Dies fiihrt
zur Korrektur des vorldufigen Ab-
stands von A zu E (jetzt: 3).

Als néachster Knoten wird D
markiert sowie der Abstand von
B zu E auf 3 korrigiert.

Die Markierung von A fiihrt zu
keiner Aktualisierung der Ein-
trage bei den Nachbarn.
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3 B,3

Nun wird B markiert und der
Eintrag fiir G auf 6 korrigiert, da
B den Abstand 3 zu E hat und
zwischen B und G eine Kante mit
Bewertung 3 verlauft.

C2

Zum Schluss wird noch G mar-
kiert — ohne weitere Konsequen-
zen.

C2

1
E, 0 o @

F 1

Abb. 10.3: Illustration des Algorithmus von Dijkstra an einem Beispiel

Es stellt sich heraus, dass der Dijkstra-Algorithmus wesentlich effizienter arbeitet als das
,sture Durchsuchen und Vergleichen®. Bei dem weiter oben betrachteten Beispiel von 20
Stationen und 190 Kanten wére die Rechenzeit eines Menschen (unter unseren Annahmen
hinsichtlich Rechengeschwindigkeit) mit dem Dijkstra-Algorithmus nur noch ca. 5,5 Tage,
die eines Computers einige Tausendstel Sekunden — offenbar eine dramatische Verbesserung
gegeniiber dem ,,sturen” Algorithmus!

Um Algorithmen zu beurteilen und miteinander zu vergleichen, sprechen die Informatiker
von der Komplexitit eines Algorithmus und haben eine eigene Theorie entwickelt, wie man
die Komplexitit von Algorithmen bestimmen oder zumindest abschitzen kann. Das Auffin-
den effizienter Algorithmen (also solcher mit moglichst niedriger Komplexitit) fiir endliche
Problemstellungen obiger Art (oder allgemein: fiir Probleme aus der Kombinatorischen
Optimierung als Teilgebiet der Diskreten Mathematik) ist die Herausforderung, die uns im
Titel dieses Kapitels von den ,,neuen Problemen mit der Endlichkeit* sprechen lasst.
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Eines sollte man allerdings herausstellen:

Bezieht man den praktischen Standpunkt ernsthaft mit ein, so muss man auch immer iiber
verfligbare SpeichergroBen, Zugriffszeiten auf Daten usw. reden. Wiirde man dies nicht tun,
gébe es beispielsweise fiir das Problem der kiirzesten Wege die ,,Losung®, fiir alle Graphen
mit bis zu 500 Knoten (das diirfte fiir die meisten praktischen Fragestellungen ausreichen)
und alle mdglichen Kantenbewertungen die kiirzesten Wege ein fiir allemal zu berechnen und
in einer gigantischen Datenbank abzuspeichern — hitte man dann eine konkrete Frage,
brauchte man keinen Algorithmus mehr, sondern miisste ,,nur in der Datenbank nachschau-
en!

Wir fassen noch einmal zusammen:

(1 Auch vor der Einfiihrung der Computer hat man tiber bessere Algorithmen fiir endliche
Probleme nachgedacht — nur waren die behandelbaren GroBenordnungen auch mit guten
Algorithmen oft immer noch wesentlich zu klein, um fiir ernsthafte Anwendungen niitz-
lich zu sein.

(] Durch die Einfithrung von Computern haben sich — in einem qualitativen Sprung — die
noch behandelbaren Groflenordnungen so weit nach oben verschoben, dass es nun Sinn
macht, fiir zu fritherer Zeit ,hoffnungslose* Probleme nach effizienten Algorithmen zu
suchen. Dies hat in den letzten Jahrzehnten zu einem bemerkenswerten Aufschwung fiir
die Diskrete Mathematik gefiihrt.

Aufgaben zu Kapitel 10

Wissensfrage 10.1:

Warum macht das Fermatsche Problem keinen Sinn, wenn man fiir x, y und z beliebige reelle
Zahlen zulésst?

Wissensfrage 10.2:

Wie ist es zu erkldren, dass eine Menge mit unendlich vielen Elementen ihre GroBe nicht
dndert, wenn man einige Elemente weglasst?

Wissensfrage 10.3:

Was ist ein Algorithmus? Nennen Sie einige aus der Schulmathematik bekannte Algorithmen.

Wissensfrage 10.4:

Worin liegt die praktische Bedeutung der Komplexitit eines Algorithmus?



Losungen der Aufgaben

Kapitel 1

Wissensfrage 1.1:

Es gibt rationale Zahlen und irrationale Zahlen. Dabei ist ,rationale Zahlen“ eine andere
Bezeichnung fiir die Briiche, zu denen auch die natiirlichen und die ganzen Zahlen zéhlen,

denn man kann (beispielsweise) die ganze Zahl —7 auch als —% schreiben. Die irrationalen

Zahlen sind dadurch charakterisiert, dass sie keine Briiche sind. In der Kommadarstellung
zeichnen sich die irrationalen Zahlen dadurch aus, dass sie nicht abbrechen (also unendlich
viele Stellen hinter dem Komma haben), jedoch auch nicht periodisch werden.

Wissensfrage 1.2:

Mit der Aussage, dass die Briiche auf der Zahlengeraden ,,dicht” liegen, ist gemeint, dass
zwischen zwei Briiche immer noch ein weiterer passt — egal, wie nah die beiden ersten Brii-
che schon aneinander gelegen haben. Wenn man dieses Argument immer weiter anwendet,
gelangt man sogar zu dem Schluss, dass zwischen zwei beliebigen verschiedenen Briichen
immer unendlich viele weitere Briiche liegen.

Wissensfrage 1.3:

Zunichst kommt es darauf an, ob die Zahl numerisch (also als Kommazahl) oder symbolisch
hingeschrieben wird. In numerischer Form kdnnen nur rationale Zahlen (also Briiche) exakt

hingeschrieben werden, beispielsweise % (als Bruch) bzw. 0,8 (als Kommazahl) oder %

bzw. 1,3. Irrationale Zahlen wie «/5 oder 7 konnen nur in dieser symbolischen Form exakt
angegeben werden — da sie als Kommazahlen hinter dem Komma unendlich lang und zudem

nicht-periodisch sind, muss man beim Hinschreiben irgendwann abbrechen und hat nur einen
Néherungswert.

Wissensfrage 1.4:

Das Wort ,,Auto” ist kein Auto, sondern ein Wort. Die Unterscheidung zwischen realen Ob-
jekten und Namen, die man diesen Objekten gibt, ist somit nichts Besonderes. Bei den Zahlen
hat man freilich die Situation, dass diese selbst keine realen, sondern abstrakte Objekte sind,
zu deren Bezeichnung man wiederum gewisse Zeichen (genannt ,,Ziffern) verwendet. Erst
durch diese Spitzfindigkeiten kann man verstehen, wieso ein Computer mit Zahlen rechnen
kann.
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Wissensfrage 1.5:

Alle komplexen Zahlen lassen sich in der Form a+b-i darstellen, wobei a und b beliebige
reelle Zahlen sein konnen und 7 fiir die ,,imagindre Einheit” steht, die durch die Eigenschaft
i* =—1 charakterisiert ist. (Da ,,—i * dieselbe Eigenschaft hat, kann man hier nicht von einer
eindeutigen Charakterisierung sprechen.) Da sich dabei unter anderem auch jede reelle Zahl a
als a+0-i ergibt, konnen die reellen Zahlen als spezielle komplexe Zahlen angesehen wer-
den. Anders herum gesagt: Die komplexen Zahlen bilden eine Erweiterung der reellen Zah-
len.

In Kapitel 6 (Abschnitt iiber Vektoren) wird gezeigt, dass die komplexen Zahlen auch als die
Punkte einer Ebene geometrisch interpretiert werden konnen — dabei bilden die reellen Zah-
len eine in dieser Ebene verlaufende Gerade.

Kapitel 2

Ubungsaufgabe 2.1:

2
a) 8% :(8%) = () =2 =4 b) 0,5% ~ 0,572 ~0,301024

_ 1g5
¢) log,0,01=1log,107 =-2 d) log25=1§—2z2,3219

Ubungsaufgabe 2.2:

31 27-7 20
a) P S el
7 9 63 63
4+2+a_28+22+11(1_50+11a

b) —
) 11 7 77 77

l-a 2 1l+a l1-a+2d*-(+a)a* 1-a+2a*-a*-a°
¢) TS = 5 = 5
a a a a a

d) £_273a+b_2x73a(273a+b)_2x76a+9a273ab

3a X 3ax 3ax

Ubungsaufgabe 2.3:

342 3
NRREI

2_2.(57)4_2 ey
7 gy 7
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V5 V5-(3+42)  5-(B3+42)
) Foi DBl a2 Ve

4 Kty G-

Vx+y x—y
Ubungsaufgabe 2.4:
100 10
a) 3+4+5+..+4100= i b) 446 +8 +..+20° =) (2i)
i=3 i=2
& 2 2 2 2
Q) Z+z 4.tz =2 2, d) xy’+xp, +o+xy =) Xy,
J=1 J
Ubungsaufgabe 2.5:
4 1,23 43
a i =1+4+9+16=30 L2222
) Zl b Zk+1 3727573
3 3 i
o) []j=1-2-3=6 d) JI2G-j+h=12+D)-B+2+1)=18
j=1 i=1 j=1
Ubungsaufgabe 2.6:
441
gy 17,51_17:66_17:2:33 2 b) b _a+tb 2 2
33766 33-51 33-3-17 3 atb b a+b b
2
3x 3x _3x-(1- x) 3
©) ;.3 30-9-3 !
1-x 1-x
d) (V3-+2) =3-2-V3-42+2=5-2-V6
Sachaufgabe 2.7:
Da 98 % des reduzierten Preises 139,65 € sind, ist der reduzierte Preis
12559 =142,50 €.

Dies sind nun 95 % des Originalpreises, welcher deshalb

142,50

0.05 =150 €

betragt.
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Man beachte: Falsch wire der Ansatz, dass 139,65 € gerade 93 % des Originalpreises ent-
sprechen. Man bekdme dann als (falsches) Ergebnis

139,65
0.93 =150,16 €

fiir den Originalpreis.

Sachaufgabe 2.8:

An jedem Jahresende ist das Kapital auf das 1,04-fache des Kapitals vom Jahresanfang ge-
wachsen. Der gesuchte Betrag errechnet sich folglich so:

50000-1,04" =74012,21
Nach 10 Jahren ist das Kapital also auf 74012,21 € gewachsen.

Kapitel 3

Ubungsaufgabe 3.1:

a) Subtraktion von 9x und Addition von 8 auf beiden Seiten fiihrt zu 3x =12 und x=4.
b) Umformung ergibt 4x—2+ x = 6x—3 und folglich 5x—-2=6x-3,was zu x =1 fiihrt.
¢) Subtraktion von x und Addition von 0,7 auf beiden Seiten fiithrt zu 0,3x=0,6 und x=2.

d) Hier ergibt Subtraktion von 3x sowie von % die Gleichung —%x:—7 und damit

2
x=10.

Ubungsaufgabe 3.2:

a) Ausmultiplizieren der Klammern fiihrt zu x* —x—2=x" +5x+6 bzw. (nach Subtraktion

von x*) —x—2=5x+6,was —6x =8 und schlieBlich x = —% ergibt.

b) Hier erhilt man 6x”> —x—1=6x” +x—5 und daraus —2x =4 bzw. x=2.

¢) Multiplikation beider Seiten mit 10x und mit x+5 fihrt zu der Gleichung
(x+2)10x = (10x —5)(x+5) bzw. (ausmultipliziert) 10x” +20x =10x" +45x—25, was sich
zu —25x =-25 und somit x =1 vereinfacht.

d) Hier fiihrt Multiplikation mit 6x—1 und mit 3x+10 zu 6x”> +17x—10=6x" +23x—4,
was —6x =6 bzw. x =—1 ergibt.

Sachaufgabe 3.3:

Offenbar schafft der erste Arbeiter an einem Tag % der Arbeit, der zweite %. Ist x die ge-

suchte Anzahl an Tagen, die beide zusammen benétigen, so muss gelten:
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T [V
FX+gX 1

Daraus errechnet sich leicht x = % , d. h. das Ergebnis lautet 5% Tage.

Sachaufgabe 3.4:
Hier liegt offenbar umgekehrte Proportionalitét vor. Dies fiihrt zu der Verhiltnisgleichung
1200 24
v 7

aus der leicht x =350 berechnet werden kann.

Sachaufgabe 3.5:

Die Gesamtzahl 32 aller Stimmen entsprechen 100 %. Wegen %=0,71875 und

3% =0,28125 entfielen somit auf den Kandidaten A 71,9 % und auf Kandidaten B 28,1 %

der Stimmen.

Ubungsaufgabe 3.6:

a) Subtraktion von 1 auf beiden Seiten ergibt die normale Gestalt x> —6x+9 =0. Die p-g-
Formel fiihrt nun direkt zu x,, =3£+9-9 und so zur einzigen Losung x =3 .

b) Zunichst wird x* ausgeklammert: x°(x—2) =0 . Diese Gleichung ist dann erfiillt, wenn

x* =0 istoder x—2=0. Die Losungen sind also x, =0 und x, =2.

¢) Division durch 2 ergibt die Gleichung x* —1,2x+0,32=0. Die p-g-Formel liefert nun
xy, =0,6+4/0,36-0,32, was zu x, =0,8 und x, =0,4 fiihrt.

d) Subtraktion von 2 auf beiden Seiten ergibt die normale Gestalt x* —2x+3=0. Die p-g-
Formel fithrt nun zu x,, =1£+1-3. Da unter der Wurzel eine negative Zahl steht, hat die

Gleichung keine Losung im Bereich der reellen Zahlen.

Sachaufgabe 3.7:

Wird der gesuchte Prozentsatz (als Zahl zwischen 0 und 1) mit x bezeichnet, so ist offenbar
folgende Gleichung aufzustellen:

15-(1+x)> =16

Dies liegt daran, dass die Steigerung um den Satz x rechnerisch der Multiplikation mit (1+ x)
entspricht. Durch Umformung kommt man zu der quadratischen Gleichung

2 N
x°+2x 15—0.
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Die Losungen sind x =—1+-415%0,0328 und x, =—1--£/15~ 2,033, wobei auf-

grund der Fragestellung nur x, von Interesse ist. Der gesuchte Prozentsatz betrégt ca. 3,28%.

Ubungsaufgabe 3.8:

a) 6x—521 ist offenbar gleichbedeutend zu 6x > 6 bzw. x >1.

b) 3—x <2 fithrt nach Subtraktion von 3 auf —x <—1 oder x>1.

c) |2x| >4 ist dquivalent zu |x| > 2. Dies erfiillen alle Zahlen x mit x >2 sowie diejenigen
mit x<-2.

d) |x+ 7| <2 gilt fiir alle x, die von der Zahl -7 hochstens den Abstand 2 haben — dies sind

offensichtlich alle x mit -9 < x<-5.

Kapitel 4

Ubungsaufgabe 4.1:

a) Es handelt sich um ein Polynom, in dem fiir x jede beliebige reelle Zahl eingesetzt werden
kann.

b) Da z° +1 fiir keine reelle Zahl den Wert Null annimmt, ist auch die Funktion g(z) fiir
alle reellen Zahlen z definierbar.
¢) Hier miissen p =2 und p =3 ausgeschlossen werden, da in diesen Féllen einer der bei-

den Vorkommenden Briiche im Nenner den Wert Null bekommt. Der grotmogliche Definiti-
onsbereich der Funktion /4(p) besteht also aus allen reellen Zahlen p ausser p=2 und

p=3.

d) Hier muss g >0 gelten, weil ansonsten die Wurzel nicht definiert ist.

Ubungsaufgabe 4.2:

Der Punkt (0;1) liegt auf der Kurve, denn Einsetzen von 0 in die Funktionsgleichung ergibt
f(0)=2-0-0+1=1. Analog ergibt sich, dass die Punkte (1;2) und (3;16) ebenfalls auf der
Kurve liegen, der Punkt (—1;3) jedoch nicht.

Ubungsaufgabe 4.3:
Eine Geradengleichung hat allgemein die Form

f(x)=mx+b,

wobei nun m und b zu bestimmen sind.
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Da die Gerade die x-Achse bei x =5 schneidet, muss gelten:
O0=m-5+b

Die zweite Information (Verlauf durch den Punkt (3;—4) ) bedeutet:
—4=m-3+b

Aus diesen beiden Gleichungen kann man (z. B. durch Einsetzen von b =—-5m aus der ersten
in die zweite Gleichung) m und b berechnen, es ergibt sich: m =2,b=-10. Die gesuchte
Geradengleichung ist also y =2x-10.

Ubungsaufgabe 4.4:

Da die beiden Geraden unterschiedliche Steigungen haben (3 bzw. 2), schneiden sie sich in
einem Punkt. Um die x-Koordinate dieses Punktes zu ermitteln, werden die beiden Funkti-
onsausdriicke gleich gesetzt:

3x—-2=2x+1

Daraus folgt x =3 . Beide Geraden haben bei x =3 den Funktionswert 7, der Schnittpunkt
der Geraden ist also der Punkt (3;7) .

Ubungsaufgabe 4.5:

a) 7x+1=0 gilt nur fiir x = —% , dies ist die einzige Nullstelle von f(x).

b) k(p)=(p+2)(p*-9)(p*+1) nimmt dann den Wert Null an, wenn mindestens einer der
Ausdriicke in den Klammern Null wird. p+2=0 gilt nur fiir p=-2. p>-9=0 gilt, wenn

p=3 oder p=-3 ist. p*+1 nimmt niemals den Wert Null an. Dies bedeutet, dass die drei
Nullstellen lauten: p, =-2, p, =3, p; =-3

c) Fiir jede reelle Zahl x ist 10* > 0, folglich hat die Funktion f(x) keine Nullstelle.

d) z(t)=+t" -9 wird dann Null, wenn #* =9 =0 ist, also fiir , =3 und ¢, =-3.

Ubungsaufgabe 4.6:
a) f'(x)=0 b) g'(x)=-3x"

B E) )
) f'(p)=5p* d) f'(x)==Fx * (demn f(x)=x *)
Ubungsaufgabe 4.7:

Da die Funktion fiir positive x-Werte ansteigt, wenn x wichst (siche Abbildung 4.33), wird
im Intervall [2,8] der kleinste Wert bei x =2 (Minimum) und der grofite Wert bei x =8
(Maximum) angenommen.
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y 100 +

9 T

80 T

nT Maxmum

60 T

50 +

40T

30+

20T Minimum

101

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Abb. 4.33: Die Funktion f(x)=x"+2

Sachaufgabe 4.8:

Man kann entweder direkt clever argumentieren (Losungsweg I) oder den Schnittpunkt zwei-
er Geraden bestimmen (Losungsweg II).

Losungsweg I:

Die Differenz der beiden Tarife betrdgt 0,28 € pro Minute. Folglich hat das Karten-Handy
nach

9,95 .
m Minuten

seinen Vorteil (keine Monatsgebiihr) aufgebraucht, d. h. ab einem Gespriachsvolumen von ca.
36 Minuten ist das Vertrags-Handy giinstiger.

Losungsweg 1I:

Die Kostenfunktionen in Euro pro Minute lauten
fiir das Karten-Handy: y = f,(x) =0,77x
fiir das Vertragshandy: y = f,,(x) =0,49x+9,95

Diese beiden Geraden sind im néchsten Bild dargestellt.
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Euro
30T
20 T Vertrags-
Handy
Karten-
104 Handy
0 t t t + {
0 10 20 30 40 50

Minuten
Abb. 4.34: Die Handy-Geraden

Man sieht, dass der Schnittpunkt der beiden Geraden ungefdhr bei x, =36 Minuten liegt.
Rechnerisch ergibt sich hier:

0,77x, = 0,49x, +9,95

bzw.

995
X0 = 535 = 35,5357

Sachaufgabe 4.9:

Die variablen Stiickkosten sind in diesem Falle
K (x) = Kv(x% —x*—6x+20.

Fiir die Ableitung gilt somit:
k' (x)=2x-6

Fir x,, =3 wird diese Ableitung Null, und wegen kV" (x)=2>0 handelt es sich an dieser
Stelle um ein lokales Minimum der Funktion £, (x). Das Betriebsminimum liegt also in

Xy =3.

Sachaufgabe 4.10:

a) Gesucht ist ein lokales Minimum der Funktion f(x) fiir x > 0. Die ersten beiden Ablei-

tungen der Funktion lauten:
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f'(x) =0 hat — wie man leicht ausrechnet — als einzige positive Losung x, = 20+/6 ~ 48,99
Da offensichtlich f"(x,)>0 gilt, handelt es sich um ein lokales Minimum, die Geschwin-
digkeit 48,99 km/h minimiert also den Treibstoffverbrauch (siche auch Abbildung 4.35).

30 40 50 60 70 80 90 100
X

Abb. 4.35: Minimaler Treibstoffverbrauch

b) Die Kosten setzen sich zusammen aus
den 50 € Grundgebiihr,

dem Mietpreis von 12 € mal @ Stunden,

den Treibstoffkosten fiir 700 km.

Dies ergibt zusammen:
- 200 4 (x 3,4 240y 7,
K(x)=50+12-22+({5-3+57)-7-1,2
= 10416 1.0,84x + 24,8
Die Funktion ist in Abbildung 4.36 zu sehen.

K(x) 400

300 T

200 T

100 T

0

I I I I I I I I I I I I I
t t t t t t t t t t t t i

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
X

Abb. 4.36: Gesamtkosten der Autofahrt bei Geschwindigkeit x
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¢) Die Ableitung der Kostenfunktion ergibt: K'(x) = —%+ 0,84 .
X

Einzige positive Nullstelle ist x, 111,36 . Wegen K"(xy) = %32 >0 liegt dort ein lokales
X

0
Minimum vor. Die Kosten werden also bei einer Geschwindigkeit von ca. 111,36 km/h mini-
miert.

Kapitel 5

Ubungsaufgabe 5.1:
Man kann die zweite Gleichung nach y auflosen:
y=2x+1
Wird dieser fiir y erhaltene Ausdruck in die erste Gleichung eingesetzt, so lautet diese:
¥ +Q2x+1)7 =4
bzw.

5x* +dx+1=4.

Mit Hilfe der p-g-Formel erhélt man hierfiir als Losungen X, = —%i%\/ﬁ . Die Berech-

2
nung der beiden zugehorigen y-Werte mit y =2x+1 liefert schlieflich als Losungen des

Gleichungssystems
Losung 1t x, 2—%4—%\/5, », :%+%\/@,

Losung 2: X, =—2—l«/@, Y, =%—l 19.

Sachaufgabe 5.2:

Unter dem durchschnittlichen Zinssatz versteht man denjenigen Zinssatz, der iiber die be-
trachteten zwei Jahre zu demselben Ergebnis fiihren wiirde wie die beiden gegebenen Zins-
sitze. Diese Uberlegung fiihrt fiir die beiden Aufzinsungsfaktoren ¢, und g, zu den beiden

Gleichungen
g, =¢,+0,02 und /g, -q, =1,035.

Einsetzen von ¢, aus der ersten Gleichung in die zweite ergibt

\/qf +0,02¢, =1,035

Durch Quadrieren und Anwendung der p-g-Formel erhdlt man als positive Ldsung
q, =1,02504 . Es wurde also im ersten Jahr mit ca. 2,504 % verzinst (und im zweiten mit ca.

4,504 %).
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Ubungsaufgabe 5.3:
Bei den Losungen wird die Matrix-Schreibweise verwendet.

2 3|7

1 1|1 2-10-1
a)

2 317

0 -5(-5
Hieraus liest man leicht ab: x, =1, x, =2

23 ‘ 7

4 6|14 11-2-1
b)

2 3|7

0 010

Es gibt unendlich viele Losungen. Mit x, = A4 erhélt man X = %—%1. Die allgemeine Lo-

X _7 _3
sung hat also die Form | ' |=| 2 |+4| 2].
x ) Lo 1

3|7
6‘5 n-2-1
3|7
0[-9

(e)
~
S Nk

An der zweiten Zeile sieht man, dass keine Losung existiert.

0,5 —~2]1,2

13 V2 |24 1-2,6-1
d)

05 2 | 12

0 3,6:42[°0,72

Hieraus erhilt man x = —1—\/3 ~—0,1414 und x, =2.

Sachaufgabe 5.4:

Werden die Entfernungen von 4 und B vom Zentrum mit a und b bezeichnet, so ergeben sich
aus den Angaben die beiden Gleichungen a+b=9 und b=a+1. Einsetzen des Ausdrucks
fiir b aus der zweiten Gleichung in die erste fiihrt zu ¢ =4 und b=5.
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-1
1
-2

8

-2 II-2.1
4 HI+1
8

—-18

12 111+§-11

8
-18

Ubungsaufgabe 5.5:
Die Losung wird mit Hilfe der Matrix-Schreibweise ermittelt:
1 2
2 -1
-1 1
1 2
0 -5
0 3
1 2
0 -5
0 0

s
5

Hieraus ergibt sich als eindeutige Losung: x; =—1,x, =3, x, =1

Ubungsaufgabe 5.6:

Fir die Losung wird die Matrix-Schreibweise verwendet:

I 1
2 -1
-1 2

O O o =~ O O O =
|
(o))

—
—_—

0 -3
0 0
0 0

1
-1
1

-1
0

14
—1l0 m-2-1
316 HI+I
3|2 w-4-1
114
-3(-8
4 (10 mr+m
“7|=2 =211
14
-3(-8
1|2
~1|14 v+
1|4
-3 (-8

2
0|16

Losungen der Aufgaben

Da die letzte Zeile links lauter Nullen, rechts jedoch eine von Null verschiedene Zahl enthilt,

hat das Gleichungssystem keine Losung.
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Sachaufgabe 5.7:

Zunéchst ist festzustellen, dass es sich hier nicht um lineares, sondern um exponentielles
Wachstum handelt (wie beim Zinseszins). Geht man von einem festen prozentualen Wachs-
tum pro Jahr aus, was der Multiplikation mit einer Zahl a >1 entspricht, so kommt man zu
den folgenden beiden Gleichungen:

10-a* =20
10-a"° =x

Dies fiihrt zu ¢ =2 und somit ¢'* =2 ~ 1,414214 . Also ist mit einer Bevolkerungszahl
von ca. 14,14 Millionen Menschen zu rechnen.

Sachaufgabe 5.8:

Wird das Tagespensum des ersten Arbeiters (als Bruchteil des umgegrabenen Gartens) mit a
und das des zweiten mit b bezeichnet, so bekommt man die folgenden beiden Gleichungen:

3a+3b=1
=L
a+2b= 3
Ldsung ist a = é und b = %, d. h. der erste Arbeiter wiirde 12, der zweite 4 Tage allein fiir
die Arbeit benotigen.
Kapitel 6
Ubungsaufgabe 6.1:
12° ~ 192° . ~
a) 35527 ~0,2094 b) 3goe 27 =3,3510
360° _ <o 97 360° _ 4050
C) %7—15 d) f o =405
e) 0% 27 ~1,2374 f) 1.360° 5 57,2958°
360° o 2z 70
Ubungsaufgabe 6.2:
a) sin60° = %\/g ~ 0,8660 b) sin40°40'= sin40%° ~sin0,7098 = 0,6517
c) sin% ~0,2588 d) sin7,8~0,9985
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Ubungsaufgabe 6.3:

a) Aus tana = % :g erhilt man «=~0,9273 bzw. «a~53,13°. Damit folgt
_ o_ " ° . . . _a Nﬂ_

P =90°—a ~36,87° . Fiir ¢ ergibt sich ¢ = e S 08 50cm .

b) Zunichst ist klar, dass B =60° gilt. Aus c:ﬁ erhilt man ¢~ 69,28 cm und aus

a=c-sina schlielich a ~34,64 cm .
Sachaufgabe 6.4:

Mit den iiblichen Bezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck hat man hier « =20° und
b =30 m (siche Abbildung 6.38).

20° |

1’70m b=30m

Abb. 6.38: Hohe eines Baumes

Daraus ergibt sich a =b-tana =30-tan 20° = 5,29 m . Die Hohe des Baumes betrigt also ca.
6,99 m .

Ubungsaufgabe 6.5:
Da die gesuchte Gerade die Steigung 3 hat, lautet ihre Funktionsgleichung
y=3x+b

mit noch unbekanntem b. Einsetzen der Koordinaten des Punktes (2;2) liefert b =-4, die
Gleichung der Geraden lautet also y =3x—4.

Ubungsaufgabe 6.6:

a) Die Gleichung x* + > —4x+2y—4=0 lisst sich mit quadratischer Erginzung umfor-

men zu (x—2)° +(y+1)> =9 . Es handelt sich folglich um einen Kreis um den Punkt (2;-1)
mit Radius 3.
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b) Hier ergibt die Umformung (x+8)°+y”> =64. Damit wird ein Kreis um den Punkt
(—8;0) mit Radius 8 beschrieben.

Ubungsaufgabe 6.7:

Einsetzen von y = x+1 in die Kreisgleichung ergibt
(x=1)>+(x+1)> =4.

Umgeformt ergibt sich daraus 2x*+2=4 mit den Losungen x, =1 und x, =-1. Die
Schnittpunkte sind also (1;2) und (-1;0) (vgl. Abbildung 6.39).

Abb. 6.39: Eine Gerade schneidet einen Kreis

Sachaufgabe 6.8:
Die allgemeine Kreisgleichung lautet: (x—a) +(y=by’=r"
Einsetzen der Koordinaten der drei gegebenen Punkte liefert drei Gleichungen:

a+@B-b)y =r

a’+Q2+by =7

2-a)* +b* =r?
Aus den ersten beiden Gleichungen bekommt man 3—-b=2+5 und somit b=0,5. Gleich-
setzen der linken Seiten von Gleichung 2 und 3 fiihrt dann zu a” +2,5* = (2—a)* +0,5° bzw.
a =-0,5 . Einsetzen beider Werte in die erste Gleichung ergibt (-0,5)> +2,5* = 7> und somit

r = 2,55 . Die Gleichung des gesuchten Kreises lautet also

(x+0,5)> +(y—0,5)° = 2,55 (siche auch Abbildung 6.40).
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3+

Abb. 6.40: Der gesuchte Kreis

Sachaufgabe 6.9:

Wie in Abbildung 6.41 am Krifteparallelogramm zu sehen, hat die resultierende Kraft eine
GroBe von 5 kp. (Da die beiden urspriinglichen Krifte senkrecht aufeinander stehen, ist das
Parallelogramm sogar ein Rechteck, und die Lange der Diagonalen erhédlt man mit dem Satz
des Pythagoras.)

3

Abbildung 6.41: Zwei Krifte wirken auf eine Eisenkugel

Sind die Winkel wie in der Abbildung mit @ und S bezeichnet, so ist offenbar sina =%

und cosa = %, und aus jeder der beiden Gleichungen kann man (mit Hilfe eines Taschen-
rechners) schlieBen o =53,13° (gerundet). Entsprechend gilt S =90°-«a und somit
£ ~36,87°.

Ubungsaufgabe 6.10:

Wenn man die Zahl 2 durch die Potenz ™2 ersetzt, bekommt man 20 = ™27 Mit der Eu-
lerschen Formel fiihrt dies zu

2 = cos(In2)+sin(In2)-i.
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Abbildung 6.42: Die Zahl 2’ in der komplexen Ebene

Da stets cos’ x +sin” x =1 ist (fiir beliebiges x, also auch fiir In2), hat diese komplexe Zahl
den Betrag 1 (siche Abb. 6.42).

Kapitel 7

Ubungsaufgabe 7.1:

;
10 -9. ]
a) :MZQO b) 6 __nn _1
3 1-2-3 '

20 1024
) 0T = 3628800 ~ 0,00028 d)

Sachaufgabe 7.2:

Fiir die mittleren Buchstaben gibt es, wenn alle 26 Buchstaben und deren Kombinationen
moglich sind, 26-26 (fiir zwei Buchstaben) plus 26 (fiir einen Buchstaben) Mdglichkeiten.
Da es beliebige Kombinationen mit Zahlen geben kann, ergeben sich insgesamt

(26-26+26)-999 = 701298

viele Moglichkeiten.
Ubungsaufgabe 7.3:
Nach der Formel

P(n,,nz ,,,,, n) _
n
mltny . on!
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ergibt sich hier als Anzahl
51
i = 00
Sachaufgabe 7.4:

Die Fragestellung lduft auf die Anzahl der Moglichkeiten hinaus, die Pldtze 1 bis 3 auf drei
verschiedene der 18 Mannschaften zu verteilen. (Anders gesagt: Man fragt nach der Anzahl
der injektiven Abbildungen einer 3-elementigen in eine 18-elementige Menge.) Dafiir gibt es
offenbar

18-17-16 = 4896
viele Moglichkeiten.

Sachaufgabe 7.5:

Natiirlich ist Herrn K.s Rechnung nicht richtig. Hier werden 2 Elemente (die Birnenarten) zur
12-ten Klasse mit Wiederholung variiert, d. h. die richtige Antwort ist:

2% = 4096 .

Man kann dies auch so sagen: Es gibt 2" viele Abbildungen einer 12-elementigen in eine 2-
elementige Menge.

Sachaufgabe 7.6:

Fiir die zwei Karten im Skat gibt es
32
( j _ 496
2

viele Moglichkeiten. Bei (2] =6 dieser Moglichkeiten liegen zwei Buben im Skat.

Sachaufgabe 7.7:

Es gibt offenbar 12 Mdglichkeiten dafiir, dass eine der Personen alle 8 Runden gewinnt.
Dafiir, dass zwei Personen sich die Gewinne aufteilen, gibt es

BE

viele Moglichkeiten usw. Das Fazit lautet: Fiir die Auswahl der Personen, die mindestens
einmal gewonnen haben, gibt es

(M)A

viele Moglichkeiten.
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Eine Preisaufteilung entspricht offenbar einer Abbildung der Menge der 8 Preise in die Men-
ge der 12 Personen. Fiir die Preisaufteilung gibt es daher

12° = 429.981.696
viele Moglichkeiten.

Sachaufgabe 7.8:

Gefragt ist hier nach der Anzahl der mdglichen Auswahlen von k£ =10 aus n=4 Objekten
mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Die Formel

B

. (13
liefert das Ergebnis (10] =286.

Kapitel 8

Sachaufgabe 8.1:

Wenn man es noch aus dem Physikunterricht wei3, braucht man keine Integrale: Die Ge-
schwindigkeit v zum Zeitpunkt # >0 (in Sekunden seit dem Start) ist v(z) =10-¢, fiir den

zuriickgelegten Weg s gilt: s(t)=5-#*. Nach =35 Sekunden hat das Auto also 5-5° bzw.
125 Meter zuriick gelegt.

Man kann sich dies aber auch selbst herleiten: Wegen v'(r) =10 (konstante Beschleunigung)
und s'(¢) = v(z) ergibt sich

v(t)= [10dx=10¢und s(t)= [10xdr=[1-10-%" ] " =5¢*
0 0
mit demselben Ergebnis.

Sachaufgabe 8.2:

Das unbestimmte Integral ist

j(o,os)c2 ~2x+80)dy =bx® —x* +80x+C .

Wegen K(0)=8000 ergibt sich als Kostenfunktion K(x)= $x3 —x% +80x+8000.
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Ubungsaufgabe 8.3:
1
a) j(2x—1)dx=x2—x+c b) jx3dx=Lx +C= x3+C
1+1
c) de:lnx+C d) Icosxdx:sinx+C
Ubungsaufgabe 8.4:

a) Es wird die partielle Integration angewandt: Mit g(x)=x und /(x)=—cosx ergibt sich:
jx-sinxdx =—Xx-CoSX+ _[l-cosxdx =—x-cosx+sinx+C
b) Hier kann man g(x)=Inx und A(x)=x wihlen und erhalt:
Ilnxdx =lnx-x— .&-xdxz Inx-x—x+C

c) Hier muss man Substitution anwenden. Wegen 2% = ¢2*

und g'(f) = f zu setzen. Dies fiihrt zu

ist es sinnvoll, f(x)=In2-x

[2% Im2dx = ["?¥ In2 dx =>4 C
und damit zu dem Ergebnis _[2" dx = ﬁ 2%+ C.
d) Hier erhidlt man mit f(x)=2x+1 und g(f)= L als Endresultat:

,[2)51+1 dx =%ln(2x+l)+ c

Ubungsaufgabe 8.5:
1
a) J‘(x+\/7dx—[ +£ x2}0=%+%=%
b) Mit Substitution dhnlich wie in Teil d von Aufgabe 8.4 erhilt man:

2 s 2
Ix/4x+1dx:[%%~(4x+l)2}
0 0

3
Einsetzen der Integrationsgrenzen ergibt dann: (%-92 —%-

T
c) Ix -sinxdx = [—x -COS X + sin x]g (siehe oben in Aufgabe 8.4, Teil a)
0

=(-7-(-D+0+0-0)=7x
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d) Hier ist es unmoglich, eine Stammfunktion zu finden. Zum Gliick sind jedoch untere und
obere Integrationsgrenze identisch, so dass gilt:

2

3
Jsinx-ex dx=0
2

Ubungsaufgabe 8.6:

Da der fragliche Flidcheninhalt F offenbar als Differenz der Flache unter g(x) und der unter
f(x) errechnet werden kann (siche Abbildung 8.9), bekommt man:

F = j‘(—3x2 +15x—10)0lx—j‘2x2 dx:[—x3 +%x2 —IOle _[;x3]2
1 1

— 15 15 2 2y _ 5
=(-8+1.4-20+1-18+10)-(2-8-2)=3

y 12 JS(x)

10 T

ol Flache

8|

i

51

0 1 2

2+ X
4l

o1

8l
-10

Abb. 8.9: Fldche zwischen zwei Kurven
Ubungsaufgabe 8.7:

Die Funktion % hat Inx als Stammfunktion, zu lz gehort als Stammfunktion —%. (Dies
X

ergibt sich aus den Ableitungsregeln in Abschnitt 4.4.) Damit folgt fiir die bestimmten Integ-
z z
rale .[%dx =lnz-Inl=Inz und J.izdx = —%+% =1 —%. Wenn nun z gegen Unendlich strebt
X
1 1
(man schreibt ,, z — o0 ), so gilt dies auch fiir In z, also besitzt das erste uneigentliche Integ-
ral keinen endlichen Wert — man sagt, das uneigentliche Integral existiere nicht. Anders beim

zweiten Integral: Da % gegen die Zahl 0 konvergiert, existiert das uneigentliche Integral und
hat den Wert 1.
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Ubungsaufgabe 8.8:

Zur leichteren Veranschaulichung betrachten wir zunéchst die kleinere Summe Ziz . Wie
i=1
4
man in Abbildung 8.10 sehen kann, ist Ixzdx kleiner und Ixzdx grofer als diese Summe.
0 1
Entsprechend berechnen wir

100 57100

J.xzdx:[%:' =333.333,33
0

0

101 101

und | x3dx:[§} —343.433,33 .
1
1

Eine Schatzung (Mittelwert) ergibt also ca. 338.383. (Der genaue Wert ist 338.350.)

y1oT y1oT
15+ 151
141 14
131 131
121 121
" T
101 101
9 9t
8 8T
7T 7T
61 6T
5T 5T
4t 4t
3T 3T
2 2t
1 11
0 e 0 ——]
o 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X

Abb. 8.10: Abschétzung der Summe 12 +22 +3% durch zwei Integrale
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Kapitel 9

Sachaufgabe 9.1:

Die Wahrscheinlichkeit betrigt 1> bzw. 2 oder 71,43 %.
Sachaufgabe 9.2:

Man kann dies selbstverstidndlich nicht schlieBen — Wahrscheinlichkeitstheorie ist keine
Wahrsagerei! Allerdings stellt die SchlieBende (auch: Analytische) Statistik Methoden zur
Verfligung, mit deren Hilfe man aufgrund der Befragung von 1000 Wahlberechtigten Wahr-
scheinlichkeiten angeben kann wie beispielsweise dafiir, dass bei der Wahl die SPD zwischen
27 und 29 % bekommt. (Dies wird jedoch in diesem Buch nicht behandelt.)

Sachaufgabe 9.3:
Die Augensumme 10 ergibt sich dann, wenn beide Wiirfel eine ,,5“ zeigen oder einer eine ,,6*

und der andere eine ,,4“. Dies sind zusammen drei von 36 moglichen Fillen. Daher betragt
die Wahrscheinlichkeit % bzw. é oder 8,33 %.

Sachaufgabe 9.4:

. . . 32 . . .
Insgesamt gibt es fiir das Skatblatt eines Spielers [10] =64.512.240 viele Moglichkeiten. Da

4
es fiir die Auswahl von 2 aus 4 Zehnen [2) =6 Moglichkeiten gibt, ergeben sich auch genau

6 Moglichkeiten, bei denen ein Skatspieler alle 4 Buben, die vier Asse und 2 Zehnen auf der
Hand hat. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

——————~0,0000001=10""
64.512.240

Man kann dies auch so ausdriicken: Im Mittel ist bei etwa jedem 10-millionsten mal damit zu
rechnen, dass ein Skatspieler ein solches Blatt bekommt.

Sachaufgabe 9.5:

Bei dieser Aufgabe ist es einfacher, zunichst das komplementére Ereignis zu betrachten. In

[224] =276 der mdglichen [322] =496 Fille liegt kein As und keine Zehn im Skat, die zugeho-

rige Wahrscheinlichkeit ist %z0,5565. Also betragt die Wahrscheinlichkeit ca. 0,4435

oder 44,35 %, dass mindestens ein As oder eine Zehn im Skat liegt.
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Sachaufgabe 9.6:

. 500 . . .
a) Insgesamt gibt es ( 10 j Moglichkeiten, 10 der 500 Festplatten auszuwéhlen. Unter die-

. . . 490) . . . .
sen Moglichkeiten sind 10~[ 9 J viele, bei denen genau eine der defekten Festplatten dabei

ist — man hat eine der defekten ausgewahlt, und aus den 490 nicht-defekten 9 weitere. Dies
fithrt zur Wahrscheinlichkeit

490

10- 9
~ 0,

[SOOJ ~0,1696 oder ca. 16,96 %.

10

b) Wir bestimmen zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass von 100 ausgewéhlten Festplatten

keine defekt ist: Dies ist offenbar
[490}
100
500\~ 0,105.
100

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der 100 ausgewahlten defekt ist (d. h.
des Gegenteils) 0,895 oder 89,5 %.

Sachaufgabe 9.7:

Es gibt insgesamt 100" viele Méglichkeiten dafiir, dass die 18 Kinder eine Zahl zwischen 1
und 100 aufschreiben. (Dies entspricht der Anzahl der Abbildungen einer 18-elementigen in
eine 100-elementige Menge.) Dabei haben bei 100-99-98-...-83 vielen Moglichkeiten alle
Kinder eine andere Zahl ausgewdhlt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt demnach

1- 100~99~9188-...-83 ~0,8037 .
100

Das bedeutet: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 80,37 % haben mindestens zwei Kinder
dieselbe Zahl aufgeschrieben. (Dies klingt erstaunlich — man hat es hier mit dem abgewandel-
ten ,,Geburtstagsparadoxon® zu tun.).

Suchtaufgabe 9.8:

Statt in die Prozentrechnung einzusteigen, kann man leichter den Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit anwenden. Dieser besagt hier (mit den offensichtlichen Abkiirzungen):

p(Alk) = p(Alk| Rau)- p(Rau) + p(Alk|NiRau) - p(NiRau)

Einsetzen der gegebenen Zahlen liefert 0,78 =0,89-0,28 + p(Alk| NiRau)-0,72 , woraus
leicht p(Alk| NiRau) = 0,74 berechnet werden kann — die Antwort ist also 74%.
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Sachaufgabe 9.9:

Betrachten wir eine grole Anzahl — sagen wir 100.000 — Menschen, bei denen der Test
durchgefiihrt wird. Von diesen tragen erwartungsgemall 100 das Virus, was zu 95 positiven
Testergebnissen flihrt. Bei den restlichen 99.900 Personen fiihren 5% der Tests — also 4.995
Tests — ebenfalls zu einem (félschlich) positiven Ergebnis. Folglich tragen von den insgesamt
5090 positiven Ergebnissen nur 95 wirklich das Virus, das sind etwa 2%. Eine Person mit
positivem Ergebnis ist also nur mit 2% Wahrscheinlichkeit wirklich infiziert.

(Die meisten Menschen finden dieses Ergebnis erstaunlich — weil sie nicht berticksichtigen,
dass iiberhaupt nur einer von 1000 Menschen mit dem Virus infiziert ist. Die eleganteste
Losung der Aufgabe verwendet den Satz von Bayes, den wir jedoch nicht behandelt haben.)

Sachaufgabe 9.10:

Peter sollte die Wette annehmen, wenn der Erwartungswert seines Gewinns grofler ist als
Null. Der Erwartungswert berechnet sich folgendermafien:

0,45-2,50-0,3-3=0,225

Also kann Peter die Wette getrost annehmen.

Kapitel 10

Wissensfrage 10.1:

Schauen wir zundchst auf den Fall » =3 . Sind x und y beliebige reelle Zahlen, so kann man

die Zahl
3Ix3 +y3
immer ausrechnen. Nennt man diese Zahl z, so gilt offensichtlich
¥ +y =z,

Diese Argumentation gilt natiirlich auch in dem speziellen Fall, dass x und y sogar natiirliche
Zahlen sind, der entscheidende Punkt aber ist: Das zugehorige z wird dabei niemals eine
natiirliche Zahl sein — genau das ist die Aussage des Fermatschen Satzes fiir n =3 .

Entsprechendes gilt fiir die Exponenten n >3 .

Wissensfrage 10.2:

Man vergleicht die Groflen von Mengen (auch unendlicher), indem man Abbildungen zwi-
schen ihnen betrachtet: Erlauben zwei Mengen A4 und B eine bijektive Abbildung, so gelten
sie als gleich groB. Entfernt man nun eine endliche Anzahl von Elementen aus einer unendli-
chen Menge, so bleibt die Restmenge gleich grol — anhand ,,Hilberts Hotel*“ kann man sich
dies plausibel machen, einen formalen Beweis kdnnen wir hier jedoch nicht fiihren.
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Wie am Beispiel der natiirlichen Zahlen aufgezeigt, konnen mitunter auch unendliche Teil-
mengen entfernt werden, ohne die Gro3e der Menge zu dndern. Dies gilt jedoch nicht immer:
Nimmt man aus der Menge der reellen Zahlen die irrationalen Zahlen heraus, so bleibt die
Menge der rationalen Zahlen iibrig, die nicht bijektiv auf die Menge der reellen Zahlen ab-
bildbar ist (wohl jedoch auf die Menge der natiirlichen Zahlen).

Wissensfrage 10.3:

Wenn ein Computer etwas ausrechnet, folgt er einem Algorithmus. Mit diesem Satz ist der
Begriff des Algorithmus bereits recht gut erfasst: Man versteht darunter eine Ansammlung
detaillierter Vorschriften, nach denen aus vorgegebenen Input-Daten in genau festgelegten
einzelnen Rechenschritten (im allgemeinsten Sinne, es konnen auch logische Operationen
sein) ein Ergebnis erzielt wird. Die Beschreibung der einzelnen Schritte muss unmissver-
stiandlich sein, so dass auch ein Computer diese ausfiihren kann.

Die einfachsten Beispiele aus der Schulmathematik sind die Addition beliebig langer Zahlen
(mit Ubertrag) sowie die Multiplikation und Division von Kommazahlen.

Wissensfrage 10.4:

Durch Untersuchungen zur Komplexitdt versucht man abzuschitzen, wie schnell ein Algo-
rithmus fiir einen gegebenen Input die Losung berechnet. In der Regel schitzt man die An-
zahl der von dem Algorithmus bendtigten einzelnen Rechenschritte ab — und zwar in Abhén-
gigkeit (anders gesagt: als Funktion) der Input-Gr6fe, denn selbstverstdndlich wird man fiir
einen Graphen mit 100 Knoten, fiir den eine optimale Losung gefunden werden soll, mehr
Rechenschritte brauchen als fiir einen Graphen mit nur 10 Knoten.

Die praktische Bedeutung dieser Komplexitétsbetrachtungen liegt vor allem darin, dass damit
unterschiedliche Algorithmen fiir dieselbe Problemstellung bewertet und miteinander vergli-
chen werden konnen, damit man den besten heraussuchen kann. Als ,,bester* Algorithmus gilt
dabei derjenige, fir den bei wachsender Input-Grofie die Komplexitatsfunktion ,,am lang-
samsten wéchst™.



Literaturhinweise und Lesetipps

Die zuerst aufgefiihrten Biicher haben einen &hnlichen Vorkurs-Charakter wie das vorliegen-
de bzw. konnen als Lektiire parallel zu einem Briickenkurs empfohlen werden (,,Arbeitsbii-
cher). Anschlieend werden einige weitere Biicher fiir diejenigen Leser empfohlen, die ein
wenig Spall an den Grundfragen und der Geschichte der Mathematik gewonnen haben oder
einfach mehr wissen wollen (,,Zum Weiterlesen®).

Arbeitsbiicher

Peter Dorsam: Mathematik zum Studienanfang.
pd-Verlag, 5. Aufl., 2005

Dieses dufserst diinne und erfreulich preiswerte Biichlein kann fiir den allerersten (Wieder-)
Einstieg wirmstens empfohlen werden. Man findet hier vor allem das Wichtigste zum Um-
gang mit Funkionen und Losen von Gleichungen.

Arnfried Kemnitz: Mathematik zum Studienbeginn.
Vieweg, 2. Aufl., 1999

Dieses Buch versucht, den gesamten gelehrten Schulstoff in Mathematik in einem 400-Seiten-
Buch zusammenzufassen. Dies geschieht hier auf sehr ansprechende Weise. Das Buch eignet
sich auch als Nachschlagewerk.

Michael Knorrenschild: Vorkurs Mathematik.
Fachbuchverlag Leipzig, 2004

Vom Stil her dhnelt dieses Buch dem vorliegenden. Inhaltlich beschrinkt es sich auf die The-
men  Elementares  Rechnen, Funktionen (ohne Differenzialrechnung),  Gleichun-
gen/Ungleichungen und ein wenig Geometrie. Dabei kommt ein kleines Buch heraus, das
wenig Angst macht. Sehr zu empfehlen!

Walter Purkert: Briickenkurs Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler.
Teubner, 5. Aufl., 2005

Das Werk deckt die meisten Inhalte des vorliegenden Buches ab und enthdlt weitere Themen
wie z. B. Folgen und Reihen. Ferner gibt es zahlreiche Ubungsaufgaben samt Losungen. Das
Buch ist sehr empfehlenswert, diirfte allerdings fiir komplettes Durcharbeiten im Rahmen
eines Briickenkurses zu umfangreich sein.
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Ehrenfried Salomon, Werner Poguntke: Wirtschaftsmathematik.

Fortis, 2. Aufl., 2001

Dieses Buch enthdlt den vollstindigen Stoffumfang der Mathematik, wie sie in den meisten
wirtschaftswissenschaftlichen Studiengdngen im Grundstudium vermittelt wird. Es handelt
sich also nicht um einen Vor- oder Briickenkurs, kann jedoch wegen seiner sorgfiltigen di-

daktischen Aufbereitung bereits in einer solchen Vorphase als Nachschlagewerk benutzt wer-
den.

Wolfgang Schifer, Kurt Georgi, Gisela Trippler: Mathematik-Vorkurs.
Teubner, 6. Aufl., 2006

Fiir dieses Buch gelten im wesentlichen die gleichen Aussagen wie fiir den ,, Briickenkurs
von W. Purkert. Hier werden zusdtzliche Themen wie Logik, Beweismethoden und Vektor-
rechnung behandelt. Das Buch ist ebenfalls empfehlenswert, enthdlt jedoch deutlich mehr
Stoff als fiir den Studienbeginn unbedingt notig.

Winfried Scharlau: Schulwissen Mathematik: Ein Uberblick.
Vieweg, 3. Aufl., 2001

Vom Charakter her dhnelt dieses (erfreulich diinne) Biichlein — wie dasjenige von Knorren-
schild (siehe oben) - dem vorliegenden Buch. Es setzt leicht andere Schwerpunkte — bei-
spielsweise enthdlt es recht viel Geometrie, jedoch weniger Stoff aus dem Bereich von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Sehr empfehlenswert!

Zum Weiterlesen

Ehrhard Behrends: Uberall Zufall.
BI-Wissenschaftsverlag, 1994

Dies ist eines der ganz wenigen mir bekannten Mathematik-Lehrbiicher, die versuchen, die
Grundgedanken der Wahrscheinlichkeitstheorie auf verstindliche Weise zu vermitteln. Dabei
werden auch die philosophischen Aspekte des Themas angesprochen.

Albrecht Beutelspacher: Mathematik fiir die Westentasche.
Piper, 3. Aufl. 2003

In diesem kleinen Buch werden eine Reihe zentraler Begriffe und Themen aus der Mathema-
tik (z. B. Binomische Formel, Geburtstagsparadox) auf kurze und unterhaltsame Weise er-
kldrt.
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Albrecht Beutelspacher: ,,In Mathe war ich immer schlecht ....
Vieweg, 3. Aufl., 2001

Wie beim vorigen Buch des gleichen Autors handelt es sich nicht um ein Arbeitsbuch, eher
eine Urlaubslektiire. Es werden faszinierende Einblicke in die Mathematik verstdndlich ver-
mittelt, wobei gelegentlich durchaus tiefer gebohrt wird. (Es wird nicht nur ,,iiber Mathema-
tik™ geredet.) Besonders reizvoll ist, dass auf Fragen eingegangen wird wie ,, Was sind Ma-
thematiker fiir Menschen? “ und ,, Warum muss Mathematik so unverstindlich sein? *.

Albrecht Beutelspacher, Marc-Alexander Zschiegner: Diskrete Mathematik fiir Einsteiger.
Vieweg, 2. Aufl., 2004

Dieses Buch ist vor allem fiir diejenigen Leser geeignet, die an den Kapiteln tiber das Zdihlen
und ,, Endlich und Unendlich — Die neuen Probleme mit der Endlichkeit” Gefallen gefunden
haben und nun mehr iiber Diskrete Mathematik wissen wollen. Die behandelten Themen
gehdren nicht zum Mathematik-Grundstoff, sind jedoch so aufbereitet, dass nicht nur Mathe-
matik-Student(inn)en was verstehen.

Ivar Ekeland: Mathematics and the unexpected.
The University of Chicago press, 1988

Dieses grundlegende Buch eines Mathematikers zum Thema Zufall und Determinismus
schléigt auf fesselnde Weise den Bogen von den Keplerschen Gesetzen zur modernen Katast-
rophentheorie. Es ist vor allem fiir Leser zu empfehlen, die Spafs an den Grundlagen gewon-
nen haben!

Timothy Gowers: Mathematics: A Very Short Introduction.
Oxford University Press, 2002

Dieses kleine (bisher nur in englischer Sprache verfiigbare) Buch ist etwas fiir Mathematik-
Geniefer. Es fiihrt auf fiir den gebildeten Leser verstindliche und sehr eloquente Weise in
einige zentrale Gebiete der Mathematik ein, wobei stets bis zu den Grundfiragen eher philo-
sophischen Charakters vorgedrungen wird. Es wird also auf Tiefe, weniger auf Breite Wert
gelegt. Zu empfehlen ist das Buch fiir Leser, die die ,, Arbeitsphase‘ bewdltigt haben und
einfach genauer hinter die Kulissen sehen wollen.

Dietrich Paul: PISA, Bach, Pythagoras.
Vieweg, 2005

Der Untertitel des Buches lautet: ,, Ein vergniigliches Kabarett um Bildung, Musik und Ma-
thematik*“ — besser kann man es nicht sagen, auf jeden Fall lehrreich und unterhaltsam. (Was
will man mehr?)
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John Allen Paulos: Zahlenblind. Mathematisches Analphabetentum und seine Konsequenzen.
Wilhelm Heyne Verlag, 1990

Hauptthema dieses allgemeinverstindlich geschriebenen Buches ist die Unfihigkeit vieler
Menschen, Zahlenverhdltnisse und Wahrscheinlichkeiten abschdtzen zu konnen. Dabei wer-
den die interessanten Grundfragen rund um Zufall, Wahrscheinlichkeit und Statistik ausfiihr-
lich diskutiert und oft anhand historischer Geschichten und Anekdoten erldutert. Ein an-
spruchsvoller Lesespaf3!

Jiri Sedlacek: Keine Angst vor Mathematik.
Gondrom-Verlag, 6. Aufl., 1986

Dieses Buch steht hauptsdchlich wegen seines Titels in dieser Liste. Es gehort in die Sparte
,, Unterhaltsame Mathematik* und behandelt vorwiegend mathematische Rdtsel und Spiele
(éhnlich den beriihmten Biichern von Martin Gardner). Das urspriinglich tschechische Buch
wurde in der ehemaligen DDR fiibersetzt und herausgebracht, mein Exemplar habe ich bei
,,ebay‘ ersteigert.

Simon Singh: Fermats Letzter Satz.
dtv, 8. Aufl. 2003

., Fermats Letzter Satz* wird hier zum Ausgangspunkt, um die gesamte Geschichte der Ma-
thematik auf verstindliche und spannende Weise zu erzdihlen. Das Buch ist sehr zu empfeh-
len.

Rudolf Taschner: Der Zahlen gigantische Schatten.
Vieweg, 3. Aufl., 2005

In dieser Kulturgeschichte der Zahlen mit dem Untertitel ,, Mathematik im Zeichen der Zeit“
geht es nicht nur um Mathematik, sondern auch um die Bedeutung der Zahlen fiir (unter
anderem) die Musik und die Auffassung von Raum und Zeit. Ein sehr interessantes Buch,
wobei sicher nicht jeder Leser allen philosophischen Schlussfolgerungen zustimmen wird.
(Beispiel: ,, Uber die Zahlen hinaus ist am Raum nichts zu entdecken, und die Weite des Uni-
versums wird von der Tiefe des mathematischen Denkens umfasst. )

Gero von Randow: Das Ziegenproblem.
Rowohlt Taschenbuch Verlag, 2. Aufl., 2005

Im Zentrum dieses Buches steht — wie der Titel sagt — das ,, Ziegenproblem “, anhand dessen
in das Denken in Wahrscheinlichkeiten eingefiihrt wird. Es ist unterhaltsam geschrieben,
Jjedoch muss sich der Leser bei einigen Formeln durchaus auch mal anstrengen. Ahnlich wie
das Buch von Paulos ein anspruchsvoller Lesespaf3!
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