Kapitel 1
Grundbegriffe

Zu Beginn dieses Kapitels erkldren wir die grundlegenden Begriffe der Algebra, die an
den verschiedensten Stellen der Mathematik auftauchen. Wie intensiv man dies bei der
ersten Lektiire studieren soll, ist eine Frage des Geschmacks. Wer gar keinen Appetit dar-
auf verspiirt, kann sofort bis nach 1.4 weiterblattern, wo die wirkliche lineare Algebra,
niamlich die Theorie der Vektorrdume, beginnt, und das, was er von den Grundbegriffen
spiter bendtigt, bei Bedarf nachschlagen.

1.1 Mengen und Abbildungen

Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff, Menge" erklart
werden kann; das ist Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung. Fiir die
Zwecke der linearen Algebra geniigt es, einige elementare Regeln und Bezeichnungen
zu erlidutern. Wer an einer fundierten Darstellung interessiert ist, moge zum Beispiel
[F-P] konsultieren.

1.1.1. Die endlichen Mengen kann man im Prinzip durch eine vollstindige Liste
ihrer Elemente angeben. Man schreibt dafiir
X = {xuas Xt
wobei der Doppelpunkt neben dem Gleichheitszeichen bedeutet, daf8 das links
stehende Symbol X durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird. Die
x; heiBen Elemente von X, in Zeichen x; € X. Man beachte, da} die Ele-
mente x; nicht notwendig verschieden sein miissen, und daB die Reihenfolge
gleichgiiltig ist. Man nennt die Elemente x|, ... , x,, € X paarweise verschieden,
wenn
x; # x; fiiri # j. In diesem Fall ist n die Anzahl der Elemente von X.
Die leere Menge @ ist dadurch gekennzeichnet, daf} sie kein Element enthalt.
Eine Menge X' heilt Teilmenge von X, in Zeichen X' C X, wennaus x € X’
immer x € X folgt. Es gilt
X=Y&XCcYundY CX.
Die einfachste unendliche Menge ist die Menge
Ni=1{0,1;2,3,.:.}
der natiirlichen Zahlen. Man kann sie charakterisieren durch die PEANO-Axiome
(vgl. [Z]). Diese enthalten das Prinzip der vollstiindigen Induktion:

Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:
a) 0eM,
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b)neM=n+1eM.
Dann ist M = N,

Mancher Leser wird sich an dieser Stelle zum ersten Mal — aber sicher insgesamt
nicht zum letzten Mal — dariiber wundern, daf die Bezeichnungen in der Mathe-
matik nicht einheitlich sind. So wird die Null manchmal nicht als natiirliche Zahl
angesehen. Es gibt Versuche, hier durch DIN-Normen Ordnung zu schaffen (vgl.
[DIN]), aber viele Mathematiker lieben mehr ihre Freiheit, als Normblitter.

Durch Erweiterungen von Zahlbereichen erhilt man ausgehend von N die gan-
zen Zahlen

&=10,41, =1, 42; =24,

die rationalen Zahlen
Q= f: PqEZ, q#O} ;

und etwa als Dezimalbriiche oder Cauchy-Folgen rationaler Zahlen die reellen
Zahlen R. Es ist

NcZcQcRcC,
wobei die in gewisser Weise abschlieBende Erweiterung zu den komplexen Zah-

len C in 1.3.3 und 1.3.9 behandelt wird. Einem Leser, der mehr iiber den Aufbau
der ,,Zahlen" wissen mochte, sei [Z] empfohlen.

1.1.2. In der linearen Algebra werden wir mit solchen Mengen auskommen, die
sich aus den in 1.1.1 angegebenen Mengen mit Hilfe einiger elementarer Opera-
tionen ableiten lassen.

Aus einer gegebenen Menge X kann man Teilmengen auswihlen, die durch
gewisse Eigenschaften der Elemente charakterisiert sind, in Zeichen

X' :={x € X: x hat die Eigenschaft E} ,
zum Beispiel X' := {n € N: n ist gerade}.
Sind X, ..., X, Mengen, so hat man eine Vereinigung
XjU...UX, = {x: esgibteini € {1,...,n} mitx € X}
und den Durchschnitt
XiNn...NnX,:={x: xeX firallei € {I,....,n}}.

An einigen Stellen wird es notig sein, Vereinigungen und Durchschnitte von
mehr als endlich vielen Mengen zu betrachten. Dazu verwendet man eine Menge
I, die Indexmenge heibt, so dab fiir jedes i € [ eine Menge X; gegeben ist. Dann
sind Vereinigung und Durchschnitt erkldrt durch
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UX,- = {x: esgibteini € I mitx € X;},
iel
() X::={x: x e X, firallei € I} .

iel

Istetwa /] = M und X; := [—i, {] C R fiir jedes i € N ein Intervall, so ist
JXi=R ud [)X;={0}.
ieM el

Ist X' C X eine Teilmenge, so nennt man
XxX'::[xEX: _rgéX’]
die Differenzmenge (oder das Komplemenr).

1.1.3. Zur Beschreibung von Beziehungen zwischen verschiedenen Mengen
verwendet man , Abbildungen”. Sind X und ¥ Mengen, so versteht man unter
einer Abbildung von X nach Y eine Vorschrift f, die jedem x € X eindeutig ein
f(x) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir

f: X=>VY, x0 f(x).
Man beachte den Unterschied zwischen den beiden Pfeilen: ,,—" steht zwischen
den Mengen und ,4—" zwischen den Elementen.

Zwei Abbildungen f: X — Y und g: X — Y heiBen gleich, in Zeichen
f = g.wenn f(x) = g(x) fir alle x € X. Mit

Abb(X,Y)
bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Ein Problem bei dieser Definition einer Abbildung ist, daB nicht prizisiert
ist, in welcher Form die Abbildungsvorschrift gegeben sein soll (genauso wenig
war festgelegt worden, in welcher Form die charakterisierende Eigenschaft einer
Teilmenge vorliegen soll). Besonders einfach zu beschreiben sind Abbildungen,
bei denen f(x) durch eine explizite Formel angegeben werden kann, etwa im
Fall X =Y = R durch

fay=ae, fo=ts, FE=Wi.

Bild 1.1
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Die letzte Vorschrift ist schon problematisch, weil es fiir positive reelle Zahlen
zwei und fiir negative keine Quadratwurzel gibt. Eine Abbildung im Sinn der
Definition liegt nur vor, wenn man negative x ausschlieBt und fiir positive x eine
Waurzel (etwa die positive) auswihlt. Dann hat man eine Abbildung

fi: Ry —> Ry, -"'—’+\/-_-

wobei R, := {x e R: x = 0}.
Mit einer Abbildung kann man nicht nur Elemente, sondern auch Teilmengen
bewegen. Seialso f: X — Yund M C X, N C Y. Dann heifit

f(M):={yeV¥: esgibteinx e M mity = f(x)}C ¥

das Bild von M (in Y), insbesondere f(X) das Bild von X in ¥, und
FUN)y={xeX: fx)eN}CX
das Urbild von N in X. Man beachte, daf fiir eine einelementige Menge
N = {y} das Urbild
o= f"thcx

eine Teilmenge ist, die aus mehreren Elementen bestehen, aber auch leer sein
kann (etwa bei f(x) = x?). Daher ist ' im allgemeinen keine Abbildung von
Y nach X im Sinn der Definition.

Noch eine Bezeichnungsweise: Ist f: X — Y eine Abbildung und M C X
eine Teilmenge, so nennt man

fIM: M—=Y, x f(x),

die Beschrinkung von f auf M. Sie unterscheidet sich von f nur durch den
eingeschrinkten Definitionsbereich. Ist ¥ C Y’ eine Teilmenge, so ist es iiblich,
mit f: X — Y’ auch die Abbildung mit dem ausgedehnten Bildbereich zu
bezeichnen.

1.1.4. Besonders wichtige Eigenschaften von Abbildungen haben eigene Na-
men. Eine Abbildung f: X — Y heilit

injektiv, falls aus x, x’ € X und f(x) = f(x') stets x = x' folgt,

surjektiv, falls f(X) =Y,
d.h. falls es zu jedem y € Y ein x € X gibt mit y = f(x),

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € ¥ genau ein x € X mit f(x) = y. In
diesem Fall kann man also eine Umkehrabbildung

f"': Y= X, yl—-b,r:f_](y) mit y = f(x)
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erklidren. Man beachte, daB das Symbol f~! in verschiedenen Bedeutungen vor-
kommt:

— bei einer beliebigen Abbildung ist fiir jede Teilmenge N C Y das Urbild
f~Y(N) C X eine Teilmenge,

— ist f bijektiv, so besteht fiir die einelementige Teilmenge {y} C Y das Urbild
£~ '({y}) aus einem Element x, in Zeichen

b = (x),

dafiir schreibt man dann f~'(y) = x.
Durch systematisches Ziahlen beweist man den folgenden einfachen

Satz. Ist X eine endliche Menge, so sind fiir eine Abbildung f: X — X folgende
Bedingungen dquivalent:

i) f istinjektiv,
i) f ist surjektiv,

iif) f ist bijektiv.

Beweis. X bestehe aus n Elementen, also X = {x;, ..., x,}, wobein € N ist und
die x; paarweise verschieden sind.

i) = ii): Wir zeigen ,nicht surjektiv* = nicht injektiv. Ist f(X) # X, so
besteht f(X) aus m < n Elementen. Nun besagt das sogenannte Schubladen-
prinzip von DIRICHLET: Verteilt man n Objekte irgendwie in m Schubladen,
wobei m < n, so gibt es mindestens eine Schublade, in der mehr als ein Objekt
liegt. Also kann f nicht injektiv sein.

ii) = i): Ist f nicht injektiv, so gibt es x;, x; mit x; # x;, aber f(x;) = f(x;).
Dann kann f(X) hochstens n — 1 Elemente enthalten, also ist f nicht surjektiv.

Wegen ii) = 1) folgt auch ii) = iii), iii) = i) ist klar. Damit sind alle méglichen
Implikationen bewiesen. 0

1.1.5. Sind X, Y, Z Mengenund f: X — Y sowie g: Y — Z Abbildungen,
so heilit die Abbildung

gof: X=>Z, x=g(f(x)=:(gofHx)
die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von f und g (man sagt g kom-
poniert mit f fiir g o f). Man beachte dabei, daB die zuerst angewandte Abbil-
dung rechts steht, im Gegensatz zum Diagramm

¥ dop ey g
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Daher konnte man das Diagramm besser umgekehrt schreiben:
z<&y Lox.
Bemerkung. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildun-
genf: X—>Y g:Y—> Zundh: Z— Wist
(hog)of=ho(gof).
Beweis. Ist x € X, so ist

((hog)o f)(x) (hog)(f(x)) =h(g(f(x))

h((go f)x) = (ho(gof))(x). o

I

Vorsicht! Die Komposition von Abbildungen ist i.a. nicht kommutativ. Ist

f: R->R, xH—>x+1,

g: R—>R, x> x2,

soist (fog)(x) =x>4+1und (go f)(x) = (x +1)%also fog #go f.
Um eine etwas andersartige Charakterisierung von Injektivitdt und Surjektivitit
zu erhalten, erkldren wir fiir jede Menge X die identische Abbildung

dy: X > X, x> x.

Lemma. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den nicht leeren Mengen X
und Y. Dann gilt:

1) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so daf3
go f =idy.

2) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so daf
f 08 = ldy

3) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dafs
go f =idx und f o g = idy. In diesem Fall ist g = .

Beweis. 1) Sei f injektiv. Dann gibt es zu jedem y € f(X) genau ein x € X mit
f(x) =y, und wir definieren g(y) := x. Ist xo € X beliebig, so definieren wir
weiter g(y) = xp fiiralle y € Y \ f(X). Das ergibt eine Abbildung g: ¥ — X
mit g o f = idy.

Istumgekehrt g: ¥ — X mit go f = idy gegeben, und ist f(x) = f(x') fiir
x,x' € X,s0istx =idy(x) = g (f(x)) = g (f(x")) = idx(x’) = x'. Alsoist f
injektiv.
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2) Sei f surjektiv. Zu jedem y € Y wihlen wir ein festes x € X mit f(x) =y
und setzen g(y) := x. Die so erkldrte Abbildung g: ¥ — X hat die Eigenschaft
f og = ldy

Ist umgekehrt g: ¥ — X mit f o g = idy gegeben, und ist y € Y, so ist
y = f (g(y)), also Bild von g(y), und f ist surjektiv.
3) Ist f bijektiv, so erfiillt g := f~' die beiden Gleichungen. Ist umgekehrt
g: Y — Xmitgo f =idy und f o g = idy gegeben, so ist f nach 1) und 2)
bijektiv, und es gilt g = . O

1.1.6. Schon bei der Einfithrung des Raumes R" hatten wir ein ,direktes Pro-
dukt” betrachtet. Sind allgemeiner X, ..., X, Mengen, so betrachten wir die
geordneten n-Tupel
x=(x,...,%x,) mit x;eX;,...,x,ekX,.
Genauer kann man x als Abbildung
x: {L...,n)—= X,U...UX, mit x(i)eX;
ansehen (man nennt x auch Auswahlfunktion), und zur Vereinfachung der
Schreibweise x; := x(i) und x := (x,...,x,) setzen. Im Sinne der Gleich-
heit von Abbildungen gilt dann
(KpyvrsX) = (s X)) S Xy = Ry vnidy = Ko
Nun erkldren wir das direkte Produkt
Xix.o.x Xy i={(x,...,x): xi € X;}
als Menge der geordneten n-Tupel. Offensichtlichist X| x ... x X, # ¥, wenn
X, #0furallei € {1,...,n}.
Fiir jedes i hat man eine Projektion auf die i-te Komponente

wir Xyx.o..ox X, = Xi, (X1, .00 Xiyeun  Xp) > XL
Ist speziell X| = ... = X, = X, so schreibt man
X=X x...xX,
Ein Element von X" ist also eine Abbildung {1, ... ,n} — X. Ist allgemeiner /

irgendeine Menge (man nennt sie Indexmenge), so nennt man eine Abbildung
p: I =X, i=x =9,

eine Familie von Elementen in X. Man beachte den Unterschied zu einer Teil-

menge X' C X, die man mit ¢(/) vergleichen kann: die Elemente i € [ kann

man als Etiketten (oder noch niher am Familienleben als Pflichten) ansehen, die

unter den Elementen von X verteilt werden. Jedes Etikett { hat einen eindeuti-

gen Empfinger x;, die Elemente von X' = (/) erhalten mindestens ein Etikett,
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und es ist moglich, dal manche x € X’ mehrere Etiketten erhalten (was zur oft
gehorten Klage ,,immer ich” fiihrt).

Zur Abkiirzung bezeichnet man eine Familie / — X oft mit (x;);¢;.

Fiir die Indexmenge / = N der natiirlichen Zahlen nennt man (x;);c eine
Folge, das ist ein grundlegender Begriff der Analysis.

Vorsicht! Die Frage der Existenz der oben betrachteten Auswahlfunktionen ist
nicht unproblematisch. Das fithrt zum Auswahlaxiom, vgl. [F-P], das auch im
Beweis von Lemma 1.1.5 schon stillschweigend verwendet wurde.

1.1.7. Fiir eine Abbildung f: X — Y nennt man die Menge
Iy = {(x, f(x) € X x ¥}

den Graphen von f. Damit kann man oft eine Abbildung durch eine Skizze

veranschaulichen.
Y

fx) (. 1)

Iy

Bild 1.2
Nach der Definition einer Abbildung ist die Einschridnkung der Projektion auf X
T Ff - X

bijektiv. Daraus folgt, daB das ,,Funktionengebirge* keine ,,Uberhiinge* hat, wie
im folgenden Bild:

Bild 1.3 Gebirge mit Uberhiingen: In der Friinkischen Schweiz
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1.1.8. Das direkte Produkt ist auch niitzlich, um Beziehungen (oder Relationen)
zwischen je zwei Elementen x, y € X zu studieren. Man schreibt dafiir allge-
mein x ~ y.

Beispiele. a) X = Menge der Menschen, x ~ y :< x kennt y.

b)X=R, x~y:&x<y.

C)X=]R“v (xls-"sxn)'\"(_yln-":ynJiﬁxf+ T"‘”)’1+ +)’
d)X=Z,0#meN, x~y:& y—xdurchm teilbar.

Eine Relation ist beschrieben durch ihren Graphen R C X x X, wobei

(x,V)ER&® x~y. (*)
Man kann also eine Relation auf X definieren als Teilmenge R C X x X, und
das Zeichen ~ durch (%) erkliren.

Definition. Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn fiir beliebige
x,y,z€ X gilt:

Al x ~x, (reflexiv)
A2 x~y=y~x, (symmetrisch)
Adx~yundy~z=x~z (transitiv)

In diesem Fall sagt man x ist dquivalent zu y fiir x ~ y.

Der Leser moge zur Ubung die obigen Beispiele auf diese Eigenschaften iiber-
priifen. Vor allem die Reflexivitit in Beispiel a) ist etwas Nachdenken wert.

Hat man auf einer Menge eine Aquivalenzrelation eingefiihrt, so kann man
— wie wir sehen werden — zu einer neuen Menge iibergehen, in der dquivalente
Elemente der urspriinglichen Menge zu ,Reprisentanten” desselben neuen Ele-
mentes werden. Dabei wird — mit den Worten von HERMANN WEYL — alles
im Sinne des eingenommenen Standpunktes Unwesentliche an den untersuchten
Objekten abgestreift. Ubersetzt ins Mengen-Latein, liest sich das wie folgt:

Ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X gegeben, so heifit eine Teil-
menge A C X Aquivalenzklasse (beziiglich R), falls gilt:

1. A#0.
2. x,yeA=>x~y.
3. xeA,yeX,x~y=>yeA

Man iiberlege sich, wie die Aquivalenzklassen in obigen Beispielen c) und d)
aussehen.
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Bemerkung. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so gehirt jedes
Element a € X zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei
beliebige Aquivalenzklassen A, A' entweder A = A’ oder AN A" = 0.

Beweis. Fiir ein fest gegebenes a € X definieren wir

A={xeX: x ~a}.
Wir zeigen, daB A eine Aquivalenzklasse ist, die a enthilt. Wegen a ~ a ist
ae Aundes folgt A # . Sindx, y € A,soistx ~aund y ~ a,alsox ~ y
nach A2 und A3.

Istx € A,y € Xund x ~ y, soist x ~ a, also nach A2 und A3 auchy ~a
und daher y € A. Damit ist gezeigt, daB a in mindestens einer Aquivalenzklasse
enthalten ist.

Es bleibt zu zeigen, daB zwei Aquivalenzklassen A und A’ entweder gleich
oder disjunkt sind. Angenommen, esist ANA'# Bundae ANA"Istx € A,
so ist x ~ a, und wegen a € A’ folgt auch x € A'. Alsoist A C A’. Ebenso
beweist man A" C A, woraus A = A’ folgt. O

Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert also eine Zerlegung von X
in disjunkte Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen betrachtet man als Ele-
mente einer neuen Menge, die man mit X /R bezeichnet. Man nennt sie die Quo-
tientenmenge von X nach der Aquivalenzrelation R. Die Elemente von
X/R sind also spezielle Teilmengen von X. Indem man jedem Elementa € X
die Aquivalenzklasse A, zuordnet, in der es enthalten ist, erhiilt man eine kano-
nische (d.h. in der gegebenen Situation eindeutig festgelegte) Abbildung
X—=X/R, a— A,.

Das Urbild eines Elementes A € X/R ist dabei wieder A, aber aufgefaBt als
Teilmenge von X.

Jedes a € A heiBt ein Représentant der Aquivalenzklasse A. Im allgemeinen
gibt es keine Moglichkeit, spezielle Reprisentanten besonders auszuzeichnen.
Das wiire auch gar nicht im Sinne der durchgefiihrten Konstruktion.

Als Beispiel aus dem realen Leben kann eine Schule dienen: die Menge der
Schiiler wird in Klassen eingeteilt, und fiir manche Fragen, etwa die Gestaltung
des Stundenplans, ist nur noch die Menge der Klassen von Bedeutung.

Aufgaben zu 1.1

1. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir die Operationen mit Mengen:
a) XNY=YNX, XUY=YUX,
b) XN(YNZ)=(XNY)NZ, XU(YUZ)=(XU¥)UZ,
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) XNYUZD)=(XNnVHUXNZ), Xu(Yyn2)=Xurn(xuz,
d) X~ (M|ﬂM’_}_) = (X ~ M”U(X\ Mg), X~ (M|UM1) = (X S M.)n(X s Mz),
2.8Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:
a) Ist My C M2 C X, sofolgt f(M}) C f(M>).
Ist Ny € Ny C Y, sofolgt f=1(Ny) C f~H(Na).
b) McC f'(f(MyfirM c X, f(f"N)CNfirNcCY.
) fFAY~Ny=X~ YN firNcCY.
d) Fiir My, M2 C X und N, N> C Y gilt:
STHNNN) = fTUNDN TN N2), U UN) = fFUND U FH (),
fIMy UMy = f(M)U f(Mp), f(MNM)C f(M)D f(Ma).
Finden Sie ein Beispiel, in dem f(M; N M,) # f(M)) N f(M,) gilt!

3.Seien f: X = Y, g: Y — Z Abbildungen und g o f: X — Z die Komposition
von f und g. Dann gilt:

a) Sind f und g injektiv (surjektiv), so ist auch g o f injektiv (surjektiv).

b) Ist g o f injektiv (surjektiv), so ist auch f injektiv (g surjektiv).

4. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitiit und Surjektivitit:
a) fir B—= R, (x,y)=>x+y, b)fi:t Bk (,rx+y2 -1,
¢ fit B= R, (x,y) > (x+2y,2x—y),

5. Zwei Mengen X und Y heifen gleichmiichtig genau dann, wenn es eine bijektive
Abbildung f: X — Y gibt. Eine Menge X heifit abzihlbar unendlich, falls X und I
gleichmiichtig sind.

a) Zeigen Sie, dass Z und @@ abzdhlbar unendlich sind.
b) Zeigen Sie, dass & nicht abzihlbar unendlich ist.

¢) Fiir eine nichtleere Menge M sei Abb (M, {0, 1}) die Menge aller Abbildungen von
M nach [0, 1}. Zeigen Sie, dass M und Abb (M, {0, 1}) nicht gleichmichtig sind.

6. Ein Konferenzhotel fiir Mathematiker hat genau N Betten. Das Hotel ist bereits voll
belegt, aber die Mathematiker lassen sich nach Belieben innerhalb des Hotels umquar-
tieren. Das Hotel soll aus wirtschaftlichen Griinden stets voll belegt sein, und wenn
maglich, sollen alle neu ankommenden Giste untergebracht werden. Was macht man in
folgenden Fillen?

a) Ein weiterer Mathematiker trifft ein.

b) Die Insassen eines Kleinbusses mit n Plitzen suchen Unterkunft.
¢) Ein GroBraumbus mit ¥ Personen kommt an.

d) n GroBraumbusse treffen ein.

e) N GroBiraumbusse fahren vor.



1.2 Gruppen 43

1.2 Gruppen

1.2.1. Unter einer Verkniipfung (oder Komposition) auf einer Menge G versteht
man eine Vorschrift , die zwei gegebenen Elementen @, b € G ein neues Ele-
ment *(a, b) € G zuordnet, d.h. eine Abbildung

#: GxG—-G, (a,b)r %x(a,b).

Wir geben einige Beispiele fiir solche Vorschriften * und schreiben dabei zur
Abkiirzung a = b statt *(a, b):

a) Ist X eine Menge und G = Abb(X, X) die Menge aller Abbildungen
f: X=X,

so ist fiir f, g € G nach 1.1.5 auch f o g € G, also kann man
f+g:=fog

setzen.

b)In G = N, Z, Q. R oder R} hat man Addition und Multiplikation, also kann
man fira,b € G

axb:=a+b oder axb:=a-b
setzen. Im Gegensatz zu Beispiel a) ist die Reihenfolge von a und b hier egal.
¢) In G = @ oder R kann man
axbh:= %{a + b)
als das arithmetische Mittel von a und b erkliren.
1.2.2. Verkniipfungen mit besonders guten Eigenschaften haben eigene Namen.

Definition. Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heiit Gruppe,
wenn folgende Axiome erfiillt sind:

Gl (axb)*xc=ax(bx*c)firalle a, b, c € G (Assoziativgesetz).

G2 Es gibt ein e € G (neutrales Element genannt) mit den folgenden Eigen-
schaften:

a) exa=afirallea € G.

b) Zujedema € G gibteseina’ € G (inverses Element von a genannt) mit
a'xa=e.

Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls auerdem a * b = b * a fiir
allea, b e G.
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Falls das keine Verwirrung stiftet, schreibt man die Verkniipfung zur Verein-
fachung meist als Multiplikation, also a - b oder nur ab statt a * b.

Ist die Verkniipfung als Addition geschrieben, so setzt man stillschweigend
voraus, dal sie kommutativ ist. Das neutrale Element O heiBt dann Nullelement,
das Inverse von a wird mit —a bezeichnet und heilBit Negatives.

Wenn das Assoziativgesetz erfiillt ist, kann man bei mehrfachen Produkten die
Klammern weglassen, also schreiben:

abe = (ab)e = a(be) .

Zunichst wollen wir die Gruppenaxiome bei den Beispielen aus 1.2.1 nach-
priifen.

a) In G = Abb(X, X) ist die Komposition nach 1.1.5 assoziativ, die identische
Abbildung idy erfiillt G2a, aber aus der Existenz eines g mit g o f = idy folgt,
daBl f injektiv sein muf. Also ist G2b im allgemeinen nicht erfiillt.

Das kann man aber reparieren. Die Hintereinanderschaltung ist auch eine Ver-
kniipfung in der Teilmenge

S(X) :={f € Abb(X, X): f bijektiv} ,

und S(X) wird damit zu einer Gruppe. Sie heiit die symmetrische Gruppe der
Menge X.Ist X = {1, ..., n}, so schreibt man S, statt S(X). Jedes o € S, heifit
Permutation der Zahlen 1, ... ,n, und 8, nennt man auch Permutationsgruppe.
In der linearen Algebra ist sie wichtig bei der Berechnung von Determinanten,
daher verschieben wir alles Weitere hieriiber auf Kapitel 3. Insbesondere werden
wir dort schen, dal S, fiir n > 3 nicht abelsch ist.

b) Hier sind nur Z, @ und R mit der Addition und R’ mit der Multiplikation
Gruppen. Der Leser moge zur Ubung nachpriifen, welche Axiome in den anderen
Fillen verletzt sind.

¢) Das arithmetische Mittel ist nur kommutativ, aber nicht assoziativ, und es gibt
kein neutrales Element.

1.2.3. Bei der Aufstellung von Axiomen versucht man, so wenig wie méglich zu
fordern und die weiteren Eigenschaften daraus abzuleiten. Insbesondere haben
wir weder bei e noch bei a’ die Eindeutigkeit postuliert. Derartigen Kleinkram
kann man nachtriglich beweisen.

Bemerkung. Ist G eine Gruppe, so gilt:

a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigen-
schafta -e = a fiirallea € G.
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b) Das inverse Element a' ist fiir jedes a € G eindeutig bestimmt und hat auch
die Eigenschaft a -a’ = e fiirallea € G.

¢) Da das Inverse zu a nach b) eindeutig bestimmt ist, kann man es mit a~" be-

zeichnen. Es gilt fiira, b € G:

a'la=a-a'=e, (@Hh'=a, (ab)'=bla'.

d) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

a-¥x=a-x=>x=XxX und y-a=y-a=y=y.

Bewels. Wir betrachten ein neutrales ¢ und ein @ € G. Zu a’ gibt es ein a” mit
a"a’ = e. Daraus folgt

aa’ = e(ad') = (a"a")(aa") = a"(a'(aa’))
= a"((d'a)d) =da"(ed') =a"a" = ¢,
und somitae = ala'a) = (aa')a = ea = a.
Ist ¢ ein eventuelles anderes neutrales Element, so ist
ee=¢ und ee=¢, also e=e.

Damit ist a) und die erste Gleichung von ¢) bewiesen.

Ist @’ ein eventuelles anderes Inverses, so folgt

a =de=a'laa") = (@'a)a =ea’ =d

unter Verwendung der bereits vorher bewiesenen Eigenschaften. Damit ist auch
b) bewiesen.

Aus aa™'
Weiter gilt

(b~'a"Yab) =b"" (@ "(ab)) = b ((a'a)b) = b (eb) = b b =e.

SchlieBlich folgen die Kiirzungsregeln durch Multiplikation der jeweils ersten
Gleichung von links bzw. rechts mita~'. O

= ¢ folgt, daB a inverses Element zu a' ist, d.h. (a™!)"! = a.

1.2.4. Auf der Suche nach Beispielen fiir Gruppen kann es helfen, das Axiom
G2 etwas anders zu formulieren. Dazu betrachten wir fiir ein festes @ € G die
Abbildungen

T, G—> G, x> x-a, (Rechistranslation), und

«T: G—= G, xw a-x, (Linkstranslation).
Lemma. Ist G eine Gruppe, so sind fiir jedes a € G die Abbildungen t, und ,t
bijektiv.

Ist umgekehrt G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, so folgt G2

aus der Surjektivitit der Abbildungen t, und .7 fiir alle a € G.
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Beweis. Die Bijektivitit von 7, und ,t bedeutet, dall es zu b € G genau ein
x € (G und genau ein y € G gibt mit

xra=b und a-y=bh,
d.h. daf} diese Gleichungen mit x und y als Unbestimmten eindeutig l6sbar sind.

Die Existenz einer Losung ist klar, denn es geniigt,

1 1

x=b:-a’ und y=a b
zu setzen. Sind ¥ und y weitere Losungen, so gilt
x-a=Xx-a ud a-y=a-y,
also x = x und y = ¥ nach der Kiirzungsregel in 1.2.3.
Seien umgekehrt die Gleichungen
x-a=b und a-y=»b

fiir beliebige a, b € G losbar. Dann gibtes zua eine mite-a = a.Isth € G
beliebig, so ist

e-b=e¢-(a-y)=(e-a)-y=a-y=b,

also existiert ein neutrales Element. Durch Losen der Gleichung x - a = ¢ erhiilt
man das inverse Element von a. O

1.2.5. Eine Verkniipfung auf einer endlichen Menge G = {a,,... ,a,} kann
man im Prinzip dadurch angeben, dal man die Werte aller Produkte «; - a;
in einem quadratischen Schema dhnlich einer Matrix aufschreibt. Dabei steht
a; -a; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Verkniipfungstafel (oder im Fall
einer Gruppe der Gruppentafel):

* | o a}

d; a; * dj

Ob das Gruppenaxiom G2 erfiillt ist, kann man dann nach obigem Lemma da-
ran erkennen, ob jede Zeile und jede Spalte der Tafel eine Permutation von
Oy vy @y ASL

Daraus folgt sofort, daB es nur eine Moglichkeit gibt, die 2-elementige Menge
G, = {ay, a;} zu einer Gruppe zu machen: Ein Element, etwa a; = e, mull
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neutral sein, das andere ist a; = a, und die Gruppentafel ist

ela

e|e|a|.

ajla)|e

Die Kommutativitit erkennt man an der Symmetrie der Tafel. Ob das Assoziativ-
gesetz erfiillt ist, kann man der Tafel nicht direkt ansehen, das mufl man (leider)
fiir alle moglichen n* Tripel nachpriifen.

Firn = 3 und G = |e, a, b} erhilt man ebenfalls nur eine mogliche Grup-
pentafel, nimlich

- ol [

e€lée|a

a

b|lble|a

o

und man stellt fest, da diese Multiplikation assoziativ ist. Fiir n = 4 und
G = {e,a, b, c} findet man leicht zwei wesentlich verschiedene Mdglichkeiten,
niamlich

elal|b|c Olelalb|c
elela|b|c elel|lalb|c
alalblcle| und alalelc|b]|
blblc|le|a blblclela
clclelalb clc|bla|e

Wieder ist die Kommutativitit offensichtlich, die Assoziativitit etwas miihsam
zu iiberpriifen. Um diese beiden verschiedenen Multiplikationen unterscheiden
zu konnen, schreiben wir G fiir G4 mit der Multiplikation ©.

Es ist klar, daB dieses nur auf Ausprobieren beruhende Verfahren fiir groBere
n zu kompliziert und unbefriedigend ist.

1.2.6. Um eine bessere Methode zum Studium von Gruppen zu erhalten, beno-
tigt man geeignete Begriffe, die Beziehungen der Gruppen untereinander regeln.

Definition. Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung - und G’ C G eine nichtleere
Teilmenge. G’ heibt Untergruppe, wenn fiir a,b € G’ aucha - b € G’ und
aledG,
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Sind G und H Gruppen mit Verkniipfungen - und ©®, so heifit eine Abbildung
¢: G — H Homomorphismus (von Gruppen), wenn

wla-b) =gl(a) @ ppb) firallea, beG.
Ein Homomorphismus heiBt Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.
Zunichst einige unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen.

Bemerkung 1. Ist G eine Gruppe und G' C G Untergruppe, so ist G' mit der
Verkniipfung aus G wieder eine Gruppe.

Man nennt diese Verkniipfung in G’ die von G induzierte Verkniipfung.

Beweis. Die induzierte Verkniipfung ist assoziativ, weil sie aus G kommt. Da es

eina € G'gibt,ista™' € G'unda-a ' =e e G 0

Bemerkung 2. Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:

a) gle) =e wenne € G unde € H die neutralen Elemente bezeichnen.

b) pla') = p(a)™" fiirallea € G.

¢) Ist ¢ Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ¢~': H — G ein

Homomorphismus.
Beweis. a) folgt aus der Kiirzungsregel in H, da
eQple) =ple) = ple-e) = ple) O ple),
und daraus ergibt sich b), weil
e=gle)=¢@ ' a)=g@")0g).

Zum Beweis von ¢) nehmen wir ¢, d € H. Ist ¢ = ¢(a) und d = ¢@(b), so ist

plab)=¢p@pb)=cod, aso ¢ (cOd=ab=p ()¢ '{).
a

Im folgenden werden wir die Verkniipfung und die neutralen Elemente in G und
H nur noch dann verschieden bezeichnen, wenn das erforderlich ist (etwa in dem
Beispiel b) weiter unten).

Beispiele. a) Zunichst betrachten wir die in 1.2.5 konstruierten Beispiele. Fiir
die Mengen gilt

GzCGg, G;CG4 und GzCGd,
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aber bei keiner der Teilmengen handelt es sich um eine Untergruppe. Dagegen
ist

G, C Gy
eine Untergruppe.
Die identische Abbildung G4 — G} ist kein Homomorphismus. Beispiele von
Homomorphismen ¢: G4 — Gj sind gegeben durch
ple) = pla) = p(b) = p(c) = e,

pley=e, g¢la)=a, ¢pb)=e, ¢l)=a,

ple)=e, gla=>b, ¢b)=e, @l)=>b,

pley=e, gla=c, eb)=e, ¢l)=c.
Die einfachen Begriindungen seien dem Leser zur Ubung empfohlen.

b) Ist G = R mit der Addition und H = R mit der Multiplikation als Ver-
kniipfung, so ist die Exponentialfunktion

exp: R—=R,, xre',
ein Isomorphismus, da e*™¥ = ¢* . ¢*.
¢) Wir betrachten die abelsche Gruppe Z mit der Addition als Verkniipfung. Fiir
jedes m € Z ist die Abbildung

On: L— L, arm-a,
ein Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb. Sein Bild

mL:={m-a: acZ)Ccl
ist eine Untergruppe, weil ma + mb = m(a + b) und —mb = m(—b).
1.2.7. Im AnschluB} an das letzte Beispiel kann man nun eine sogenannte zykli-
sche Gruppe mit m Elementen konstruieren. Wir nehmen /n > 0 an und teilen
die ganzen Zahlen in m Klassen (d.h. disjunkte Teilmengen) folgendermabBen
ein: Zu jedem

ref{0,1,...,m~—1}
betrachten wir die Menge
r+mZ:={r+m-a: aclk},
die man sich als die um r verschobene Untergruppe mZ vorstellen kann (vgl.
1.1.8). Fiir m = 2 ist
0+ 2Z die Menge der geraden und

1 +2Z die Menge der ungeraden Zahlen.
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Im allgemeinen Fall ist
Z=04+mZ)U(l4+mZ)U... U(m—1+miZ),
und diese Vereinigung ist disjunkt. Zu welcher Klasse eine Zahl a € Z gehort,
kann man durch Division mit Rest entscheiden. Ist
= :

S —k+Ll mitkeZundrelo,...,m—1},
m m

soista € r + miZ, denn a = r + mk. Daher nennt man die Klassen r +mZ auch
Restklassen modulo m: sie bestehen aus all den Zahlen, die bei Division durch m
den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen a, a’ liegen genau dann in derselben
Restklasse, wenn a — a’ durch m teilbar ist. Man schreibt dafiir auch

a=a modm

und sagt ,,a ist kongruent a’ modulo m*. Fir m = 0 ist die Kongruenz die
Gleichheit.

Zu jedem a € Z bezeichnen wir mit @ = a + mZ seine Restklasse. Die Zahl
a heiBt Reprdsentant von @. In der Menge der Restklassen kann man nun eine
Addition definieren durch

a+b:=a+b.

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl der Repriisen-
tanten abhiingt. Man sagt dazu, die Addition ist wohldefiniert. Das ist aber ein-
fach zu sehen:

Ista=a undb =b,soista —a’' =mkundb — b = ml mitk,l € Z, also

a+b=a +b+mk+1, dh at+b=a+b.

Nun konnen wir das Ergebnis formulieren:

Satz. Istm € Z und m > 0, so ist die Menge

Z/mZ = [0,1,... ,m—1}
der Restklassen modulo m mit der oben erkldirten Addition eine abelsche Gruppe,
und die Abbildung

Z—>Z/mZL, aw a+mk,
ist ein surjektiver Homomorphismus.
Beweis. Die Assoziativitit vererbt sich von Z nach Z/mZ:

(@+b)+c = a+b+c=(@+b)+c=a+b+o)

= a+b+c=a+(b+7).
Neutrales Element ist 0, denn 0 + @ = 0+ a = @, und Inverses von & ist —a.
Auch die Kommutativitit wird von Z vererbt. ]
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Man nennt Z/mZ fiir m > 0 die zyklische Gruppe der Ordnung m, fiir m = 0 ist
Z./0Z = Z, diese Gruppe heilt unendlich zyklisch.

Das etwas ungewohnt erscheinende Rechnen mit Restklassen ist im téglichen
Leben hochst vertraut: Wer um 10 Uhr weggeht und 3 Stunden unterwegs ist,
kommt um 1 Uhr zuriick. Denn der Stundenzeiger der Uhr rechnet modulo 12.
Die Zeitrechnung insgesamt mit ihren durch Sekunden, Minuten, Stunden, Tage
Monate und Jahre verursachten Kongruenzen ist weit komplizierter als dieser
letzte Abschnitt iiber Gruppen.

Teile der Restklassen modulo 7 findet man auf jedem Blatt eines Monatskalen-
ders. Betrachtet man die Wochentage als Restklassen, so ergibt deren Addition
in diesem Monat z.B. Mittwoch + Samstag = Donnerstag. Die ebenfalls abge-
bildete Réimerfléiche wird in der projektiven Geometrie wieder auftauchen [Fi].
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Ein Leser, der mit Kongruenzen immer noch Schwierigkeiten hat, ist in guter
Gesellschaft mit GOETHES Faust, der zu Mephisto sagt: ,Mich diinkt, die Alte
spricht im Fieber", als die Hexe aus ihrem Rechenbuche vorliest:

Du must verstehn! Aus Fiinf und Sechs,
Aus Eins mach Zehn, So sagt die Hex',

Und Zwei laf3 gehn, Mach Sieben und Acht,
Und Drei mach gleich, So ist's vollbracht:

So bist du reich. Und Neun ist Eins,
Verlier die Vier! Und Zehn ist keins.

Das ist das Hexen-Einmaleins.

Alles klar: die Hexe rechnet schlieflich modulo 2. Nur am Anfang holperts noch
etwas, da scheint der Reim vor der Rechnung zu stehen.

Aufgaben zu 1.2
1. Sei G eine Gruppe mit aa = e fiir alle a € G, wobei e das neutrale Element von G

bezeichnet. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

2, Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Gruppen mit hichstens vier Elementen. Wel-
che davon sind abelsch?

3. Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen?

afi: Z— L, 2+ 2z, b)fa: Z—E, z—z+1,
O fait Z— Q' 222+ 1, dfs: C =R, 2z |z],
e)fs: C— R*, z+ |2], ) fe: Z/pZ — B/pE, 7+ ZP.

Dabei ist die Verkniipfung in Z, C und Z/pZ jeweils die Addition, in ¢, R* und C*
jeweils die Multiplikation und p eine Primzahl.

4. Sei G eine Gruppe und A C G. Die von A erzeugte Untergruppe erz(A) ist definiert
durch

erz(A)={ay-...-a,: ne N, a; € ."Lc-ch:ra,--I €Al
erz(A) ist somit die Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus A bzw. deren
Inversen. Zeigen Sie, dass erz(A) die ,kleinste” Untergruppe von G ist, die A enthiilt,
d.h.

i) erz(A) C G ist eine Untergruppe.
i) Ist U C G eine Untergruppe mit A C U, so folgt erz(A) Cc U.
Wie sieht erz(A) aus fiir den Fall, dass A einelementig ist?
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5. Fiir eine natiirliche Zahl n > 3 sei d € S(R’?) die Drehung um den Winkel 27/n und
s € S(R?) die Spiegelung an der x-Achse. Die Diedergruppe D, ist definiert durch

D, :=erz(|s, d]).
a) Wie viele Elemente hat D, 7

b) Geben Sie eine Gruppentafel von Dy an.

6. Eine Gruppe G heiBt zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = erz({g}).
a) Wie sieht die Gruppentafel einer endlichen zyklischen Gruppe aus?

b)* Zeigen Sie, dass jede zyklische Gruppe entweder isomorph zu Z oder Z/nZ (n € N
geeignet) ist.

7. Zeigen Sie: Ist G eine abelsche Gruppe und H € G eine Untergruppe, so ist durch
X~y 4 ,r_v"l eH
eine Aquivalenzrelation auf G erklirt. Sei G/H := G/~ die Menge der Aquivalenz—
klassen, und die zu x € G gehorige Aquivalenzklasse sei mit X bezeichnet. Sind
xxy, v € Gmitx ~ x und y ~ ¥, soist xy ~ x'y". Somit kann man auf G/H
durch
X:yi=3xy

eine Verkniipfung erkliren.

Zeigen Sie, dass G/H auf diese Weise zu einer abelschen Gruppe wird und fiir
G = Z, H = nZ genau die in 1.2.7 definierten zyklischen Gruppen Z/nZ entstehen.

8. Man gebe ein Beispiel einer nicht assoziativen Verkniipfung auf der Menge
G = {1, 2,3}, so dass fiir alle ¢ € G die Translationen 7, und ,v aus 1.2.4 surjektiv
sind.
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1.3 Ringe, Korper und Polynome

1.3.1. Bei Gruppen hat man eine einzige Verkniipfung; ob man sie als Addition
oder als Multiplikation bezeichnet, ist nebensichlich. In der linearen Algebra
braucht man aber Addition und Multiplikation, also zwei Arten der Verkniipfung,
die miteinander in geregelter Beziehung stehen. Damit beschiftigt sich dieser
Abschnitt.
Definition. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

4+: RxR—>R, (a.b)>a+b, und

RxR—=R, (a,b)r>a-b,

heift Ring, wenn folgendes gilt:
R1 R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
R2 Die Multiplikation - ist assoziativ.

R3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a, b, ¢ € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-c und (@a+b)-c=a-c+b-c.

Ein Ring heit kommutativ, wenn a - b = b . a fiir alle a, » € R. Ein Element
1 € R heiBt Einselement, wenn 1-a =a -1 =afirallea € R.

Wie iiblich soll dabei zur Einsparung von Klammern die Multiplikation stirker
binden als die Addition.
Bemerkung. Ist R ein Ring und 0 € R das Nullelement, so gilt fiir alle a € R

O-a=a-0=0.

Beweis. 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a. O

Beispiele. a) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, QQ der rationalen Zahlen und R
der reellen Zahlen sind zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation
kommutative Ringe.
b) Ist I C R ein Intervall und
R:={f: I >R}
die Menge der reellwertigen Funktionen, so sind durch
(f+8)x) = fx)+gx) und (f-g)x):= f(x)-gx)
Verkniipfungen erkldrt, und R wird damit zu einem kommutativen Ring. Das
folgt ganz leicht aus den Ringeigenschaften von R.
¢) In der Gruppe Z/mZ der Restklassen modulo m aus 1.2.7 kann man durch
a-b:=a-b
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auch eine Multiplikation erkldren. Denn ist wiedera —a" = mkund b—b' = ml,
so folgt

a-b=(a"+mk)-(b'+ml)=a"-b'+mb'k+a'l +mkl).

Also ist die Definition der Multiplikation unabhingig von der Auswahl der Re-
préisentanten.

Die Regeln R2 und R3 und die Kommutativitidt der Multiplikation folgen ganz
einfach aus den entsprechenden Regeln in Z.

Die Multiplikationstafeln wollen wir fiir m = 2, 3, 4 explizit aufschreiben.
Dabei lassen wir zur Vereinfachung bei den Restklassen die Querstriche weg.

0f{1(2]3
=@ ]2

0 0(0|0|0|0O
0{0(0|0

0(0]0 Llo|L2]13
0(1]2

1101 21012(0]|2
210121

30321

Die Multiplikation mit O ist uninteressant, wir betrachten also in diesen drei
Fillen die Menge R ~ {0}. Fiir m = 2 und m = 3 ist sie zusammen mit der
Multiplikation wieder eine Gruppe, fiir m = 4 nicht, denn hier ist

1:2=3:2 und 2-2=0.

Also ist die Kiirzungsregel verletzt, und das Produkt 2 - 2 liegt nicht in R ~ {0}.

1.3.2. Das vorangehende Beispiel motiviert die

Definition. Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle a, b € Rausa-b =0
stets a = 0 oder b = 0 folgt.
Bemerkung. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn m
eine Primzahl ist.
Beweis. Ist m keine Primzahl, alsom =k - I mit 1 < k, [ < m, so ist

K10, aber D=m=F-I.
Ist umgekehrt m Primzahl und k - 1 = 0, so ist

k:l=r-m

fﬁr ein r € Z. Also hat entweder k oder / einen Primfaktor m, d.h. k = 0 oder

=0 m}
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Als Vorsorge fiir spiter noch eine

Definition. Ist R ein Ring und R’ C R eine Teilmenge, so heilit R’ Unterring,
wenn R’ beziiglich der Addition Untergruppe ist (also entsprechend 1.2.6 fiir
a,b € R aucha + b € R und —a € R’), und beziiglich der Multiplikation fiir
a,be R aucha-beR.

Sind R und § Ringe mit Verkniipfungen +, - und &, ©, so heibt eine Abbil-
dung ¢: R — S ein Homomorphismus (von Ringen), wenn fiir alle a, b € R
gilt:

pla+b)=pla)Dek) und @la-b)=pla) O eb).
Zum Beispiel ist mZ C Z ein Unterring und Z — Z/miZ, a — a + mZ, ein
Homomorphismus.

1.3.3. In einem nullteilerfreien Ring R ist fiir a, b € R ~ {0} auch das Produkt
a-b € R~ (0], also induziert die Multiplikation von R eine assoziative Multi-
plikation in R ~ {0}. Das Gruppenaxiom G2 braucht jedoch keineswegs erfiillt
zu sein: Im Ring Z gibt es auBer fiir 1 und — 1 kein multiplikatives Inverses, im
Ring 2Z der geraden Zahlen nicht einmal ein Einselement. Ist R ~ {0} mit der
Multiplikation eine Gruppe und dariiber hinaus der Ring kommutativ, so nennt
man ihn Kérper. Das wollen wir noch einmal direkter aufschreiben:

Definition. Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+: KxK—> K, (a,b)—»a+b, und
KxK—K, (abra-b,

heiit Kérper, wenn folgendes gilt:

K1 K zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.

(Thr neutrales Element wird mit 0, das zu a € K inverse Element mit —a
bezeichnet.)

K2 Bezeichnet K* := K ~ (0}, so gilt fira, b € K* aucha - b € K*, und K*
zusammen mit der so erhaltenen Multiplikation ist eine abelsche Gruppe.
(Ihr neutrales Element wird mit 1, das zu @ € K* inverse Element mit a™
oder 1 /a bezeichnet. Man schreibt b/a = a~'b = ba™'.)

K3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fira, b, c € K ist

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.

Bemerkung. In einem Kirper K gelten die folgenden weiteren Rechenregeln
(dabei sind a, b, x, x € K beliebig):

a) 1 # 0 (also hat ein Korper mindestens zwei Elemente).
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b)D-a=a-0=0.
c)a-b=0=a=0o0derb=0.
d) a(—b) = —(ab) und (—a)(—b) = ab.

e)x-a=x-aunda#0=x=x.

Beweis. a) ist ganz klar, denn 1 € K*, aber 0 ¢ K*. b) siecht man wie in 1.3.1.
Die Nullteilerfreiheit c) ist in K2 enthalten. d) folgt aus

ab+ (—a)b=(a+(—a))b=0-b=0 und
(—a)(—b) = —((—a)b) = —(—ab) = ab nach 1.2.3, Bem. c).

Die Kiirzungsregel ) gilt in K*, also im Fall x, x € K*. Ist x = 0, so muf} auch
X =0, alsox = ¥ sein. (m]

1.3.4. Beispiele fiir Korper. a) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R sind Korper. Das lernt man in der Analysis (vgl. etwa [Fol], §2).
b) Zur Konstruktion der komplexen Zahlen C fiihrt man in der reellen Ebene
R x IR eine Addition und Multiplikation ein. Die naheliegende Frage, warum das
im R" mit n > 2 nicht mehr so geht, wird in [Z] behandelt.

Durch einfaches Nachpriifen der Kérperaxiome beweist man:

RxR={(a,b): a,beR}

zusammen mit der durch
(a,b)+(a',b):=(a+a b+ b)
definierten Addition und der durch
(a,b)-(a',b') := (aa" — bb', ab’ + a'b)
definierten Multiplikation ist ein Korper mit (0,0) als neutralem Element der
Addition, (—a, —b) als Negativem von (a, b), (1,0) als neutralem Element der
Multiplikation und
a —b
B = —
(@.b) (¢12+||!J2 a2+b2)
als multiplikativem Inversen.
Wir nennen R x R mit diesen Verkniipfungen den Kérper der komplexen Zah-

len und bezeichnen ihn mit C.
Die Abbildung

R-RxR=C, a+ (a0,
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ist injektiv. Da

(a,0)+(@.0) = (a+a',0) und
(@,0)-(a',0) (a-a',0)

gilt, braucht man zwischen R und
R x {0} ={(a,b)e C: b=0)

auch hinsichtlich Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden. Man
kann also R mit R x {0}, d.h. a mit (a, 0) ,identifizieren” und R als Teilmenge
von C betrachten.

Dies wird noch einleuchtender durch folgende iibliche Konventionen. Man
definiert i := (0, 1) als imaginére Einheit. Dann ist i = —1, und fiir jedes
(a,b) e Cgilt

(a,b)=(a,0)+ (0, b)=a+bi.

Fir A = (a.b) = a + bi € C nennt man red := a € R den Realteil und
imX := b € R den Imagindirteil,

Ai=a—bieC

heiBt die zu A konjugiert komplexe Zahl.
Fiir die komplexe Konjugation gelten folgende, ganz einfach nachzuweisende
Regeln: Fiir alle A, u € C ist

A

A4
A e

=

-

> )
g

&=
Il
>~

DafirdA=a+bieC
AA=(a+b)-(a-bi)=a+b>€R,,

kann man den Absolutbetrag
Al := VA X =Va?+ b

definieren. Wie man leicht nachrechnet, ist fiir alle A, u € C
|A 4+ | < |A] 4+ || Dreiecksungleichung und |4 - u| = [A] - |u].
Vorsicht! Die in R vorhandene <-Relation 14Bt sich nicht in sinnvoller Weise auf

C fortsetzen. Fiir komplexe Zahlen kann man daher i.a. nur die Absolutbetriige
vergleichen, d.h. fiir A, u € C ist

Al = |ul oder |u| <|A|.
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im C
i A
Pesinmat o o X a\= arg)
ol
0 cosa 1 BY re

Bild 1.4

Wir wollen noch eine geometrische Beschreibung von Addition und Multiplika-
tion komplexer Zahlen geben. Die Addition entspricht der Addition von Vektoren
im R* (Bild 1.5, vgl. auch Bild 0.1). Ist A eine von Null verschiedene komplexe

Zahl und A" = e A, soist |A'| = 1. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes
a € [0, 2x[, so daf
M =cosa +1i-sine = e,
wie man in der Analysis lernt.
Man nennt arg A := « das Argument von A, und es ist

% == |A'I < eial’g}..
Ist jt = |p| - ¢'™2# eine weitere von Null verschiedene komplexe Zahl, so ist

A - o= |1I . |H1 A eiargl . eiargj.: = |l| . i.uf : fliarga\ﬂugm‘

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden also die Absolutbetrige multi-
pliziert und die Argumente addiert (Bild 1.5).

im im
C n C
At
T
i B i
A ; A
L T T

Bild 1.5
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¢) Wie wir gesehen haben, gibt es in jedem Korper zwei verschiedene Ele-
mente 0 und 1. Daraus kann man schon einen Korper machen, indem man in
K = {0, 1} Addition und Multiplikation einfiihrt durch die Tafeln

+(0]1 |01
0|01 0|0(0].
1(1(0 1101

Offensichtlich ist das auch die einzige Moglichkeit, als Ring war dieser Korper
schon in 1.3.1 in der Form Z/27Z aufgetreten. Diese Verkniipfungen kann man
elektronisch leicht realisieren, daher ist dieser Korper der elementare Baustein
aller Computer.

d) In 1.3.2 hatten wir fiir jedes m € N~ {0} den Restklassenring Z/mZ ein-
gefiihrt und bewiesen, daB er genau dann nullteilerfrei ist, wenn m eine Primzahl
ist. Dies ist also eine notwendige Bedingung dafiir, ein Korper zu sein. Daf es
auch hinreichend ist, folgt aus der etwas allgemeineren

Bemerkung. Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring K mit endlich vielen Ele-
menten und Eins ist ein Kdrper.

Beweis. Nach 1.2.4 geniigt es, fiir jedes a € K* zu zeigen, dal die Multiplikation
K'*'->K*, x> a-x,
eine surjektive Abbildung ist. Wenn K und damit auch K'* endlich ist, geniigt

dafiir die Injektivitat (vgl. 1.1.4). Die ist aber klar, denn fiir x # Yunda-x = a-x
wiirde

ax—x)=0 und a#0, x—x#0
gelten. O
Im Ring Z gilt fiir jedes n € N mitn > 1

n-l:=14+...+41=n+#0.
—mal

In Z/mZ mit m > 1 ist die Restklasse 1 das Einselement, es gilt

m-Ti=1+...+1=T+... +1=m=0.

al

Das zeigt einen grundlegenden Unterschied zwischen den beiden Ringen Z und
Z/mZ und motiviert die
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Definition. Ist R ein Ring mit Einselement 1, so ist seine Charakteristik erklirt
durch

0, fallsn-1#0firallen>1,

char (R) :=
min{n € N~ {0}: n-1=0} sonst.

Lemma. Ist K ein Korper, so ist char (K) entweder Null oder eine Primzahl.

Beweis. Angenommen, char (K) =m =k - £ #0mitl <k, £ <m. Aus
O=m-1l=(¢k- -8 -1=(k-1)(&-1)

folgt wegen der Nullteilerfreiheit k - 1 = 0 oder £ - 1 = 0 im Widerspruch zur

Minimalitdt von m. O

Ist p eine Primzahl, so nennt man Z/pZ den Primkérper der Charakteristik p.
In der Algebra lernt man, daB es zu jedem endlichen Kérper K eine Primzahl p
gibt derart, daB Z/ pZ Unterkorper von K ist, und die Anzahl der Elemente von
K eine Potenz von p ist.

1.3.5. Spitestens bei der Suche nach Eigenwerten in Kapitel 4 wird es sich nicht
mehr vermeiden lassen, Polynome beliebigen Grades zu Hilfe zu nehmen. Weil
es von der Systematik paBt, wollen wir die dann benétigten Tatsachen schon hier
zusammenstellen.

Wir nehmen einen Kérper K und eine Unbestimmte 1. Eine Unbestimmte soll
dabei einfach ein Buchstabe sein, fiir den man alles einsetzen darf, was sinnvoll
ist (das kann man priziser formulieren, aber damit wollen wir uns hier nicht
aufhalten, vgl. [F-S]). Ein Polynom mit Koeffizienten in K (oder Polynom iiber
K) ist dann ein formaler Ausdruck der Gestalt

fty=ag+ait+...+a,",
wobei ay, . .. , a, € K. Meist schreibt man statt f(¢) nur f. Mit K[¢] bezeichnen
wir die Menge all solcher Polynome. Sind alle Koeffizienten a, = 0, so spricht
man vom Nullpolynom und schreibt f = 0. Der Grad von f ist erklirt als
—oo, falls f =0,

deg [ =
8 max{v € N: a, # 0}, sonst.
SchlieBlich heiit f normiert, wenna, = 1.
Das nédchstliegende, was man fiir die Unbestimmte ¢ einsetzen kann, sind Ele-

mente aus K. Ist A € K, soistauch
fA) =ap+ari+...+a,)" € K,
aus dem Polynom f erhilt man also eine Abbildung

s B X, 1 O,
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insgesamt also (mit der Notation aus 1.1.3) eine Abbildung
T: K[t]— Abb(K.K), fr f.
Die etwas pedantische Unterscheidung von f und f ist leider notig, wenn man
sich einmal mit endlichen Korpern eingelassen hat.
Beispiel. Ist K = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen aus 1.3.4 und
f=t"+t, soist f(0)=0+0=0 und f()=1+1=0,

also f_die Nullabbildung, obwohl f # 0, weil a; = a» = 1. Die obige Abbil-
dung st also nicht injektiv.

1.3.6. Die Menge K[f] hat viel Struktur, insbesondere eine natiirliche Addition
und Multiplikation. Dazu nehmen wir f, g € K[t]. Ist
f=ap+ant+...4+at", g=by+bit+...+b,t",
so konnen wir zur Definition der Addition m = n annehmen (ist etwa m < n, so
setze man b,,., = ... = b, = 0). Dann ist
f+g:=(a+bo) +(ay+b)t+...+ (@, +b)t".
Die Multiplikation ist dadurch erklirt, da man formal ausmultipliziert, also
frgi=cotcit+...+cumt™ mit ¢ = Z aib; .
i+j=k
Insbesondere ist
cp = aph,
¢, = aph +apby,
2 = aophs +aib) + axby,

Cogm = anby.
Ist f - g = h, sonennt man f und g Teiler von h.
Bemerkung. Ist K ein Korper, so ist die Menge K[t] der Polynome iiber K zu-
sammen mit den oben definierten Verkniipfungen ein kommutativer Ring. Weiter
gilt

deg(f - g) =deg f +degg

fiir f, g € K[t]. Dabei soll formaln — o0 = —oc +m = —00 + (—o0) = —c0
sein.
Man nennt K[t] den Polynomring iiber K.

Beweis. Der Nachweis der Axiome erfordert nur geduldiges Rechnen. Die Aus-
sage iiber den Grad folgt aus a,b,, # 0, falls a,, b,, # 0. a
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Es sei angemerkt, da8 man analog fiir einen kommutativen Ring R einen kom-
mutativen Polynomring R[t] erhilt. Die Aussage iiber den Grad des Produktpo-
lynoms gilt nur tiber einem nullteilerfreien Ring.

1.3.7. Der Mangel eines Ringes gegeniiber einem Korper ist der, da man im
allgemeinen nicht dividieren kann. Bei ganzen Zahlen hat man als Ersatz eine
Division mit Rest (vgl. 1.2.7), die ganz analog auch fiir Polynome erklirt werden
kann.

Satz. Sind f,g € K[t], und ist g # 0, so gibt es dazu eindeutig bestimmte
Polynome g, r € K[t] derart, dafi
f=q-g-+r und degr <degg.

Man kann die Beziehung auch in der nicht ohne weiteres erlaubten, aber sehr
suggestiven Form

f i
g 4
schreiben. Der Buchstabe ¢ steht fiir ,,Quotient”, r fiir ,,Rest".
Beweis. Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit. Seien g, r, ¢, ¥’ € K[t] mit
f=q-g+r=q -g+r. wobei degr degr <degg.
Durch Subtraktion folgt
0=(q—q)-g+@r—r), also (g—g)-g=r—r. (%)
Da zwei gleiche Polynome gleichen Grad haben, folgt aus ¢ # ¢’ wegen g # 0
deg(r' —r) = deg(q — ¢') +degg > degg,
was nicht sein kann. Also ist g = ¢', und aus () folgt auch r = r’.
Zum Beweis der Existenz von ¢ und r geben wir ein Verfahren an, mit dem
man diese Polynome schrittweise berechnen kann. Dazu schreibt man die Poly-
nome am besten nach fallenden Potenzen, also

f=at"+...+at+ay, g=but"+...+bit+bg,
wobei a,, b,, # 0. Istn < m, so kann man ¢ = Ound r = f wiihlen, denn
f=0-g+f und degf <degg.
Im Fall n > m teilt man zunichst die hochsten Terme von f und g, das ergibt
aﬂ
by,
als hochsten Term von g. Im néchsten Schritt betrachtet man

hi=Ff-q-g.

l!.Jvl—m

q =
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Nach Definition ist deg f; < deg f. Ist deg f; < m, so kann man ¢ = g, und
r = f) setzen. Andernfalls wiederholt man den ersten Schritt mit f, statt f, d.h.
man erhalt den nichsten Term ¢, von g und
fr=fi—q:-g mit degfo <degf.

Da die Grade der f; bei jedem Schritt um mindestens eins abnehmen, erhilt man
schlieBlich ein k < n—m + 1, so dab fiir

S = fic1 —qi-g erstmals degf; <degg,
und damit bricht das Verfahren ab: Setzt man die Gleichungen ineinander ein, so
ergibt sich

f=qg+h=@+qpg+h=...=@+...+q)g+ fr,
also ist eine Losung unseres Problems gegeben durch
g=q+...+q und r:=f;. o

Da bei der Konstruktion von g immer nur durch b,, dividiert wird, kann man im
Fall b,, = 1 den Korper K durch einen Ring ersetzen.

Beispiel. Sei K =R, f =33 +2t +1,g = t* — 41,
Die Rechnung verlduft nach folgendem Schema:

3r? +2t4+1) (P —4t) =3+ 124 (50t + 1): (12 —41)
=3 +12¢2
1262 +2t+1
—12¢* +48t
50 + 1

Esistalsog =3t + 12und r = 501 + 1.

1.3.8. Nach diesen formalen Vorbereitungen kommen wir nun zum eigentlichen
Thema, nimlich der Frage nach der Existenz von Nullstellen (d.h. A € K mit
f(x) = 0) bei Polynomen. Darauf kann man nidmlich viele andere Fragen zu-
riickfiihren, etwa in Kapitel 4 die Frage nach der Existenz von Eigenwerten.
Neben der reinen Existenzfrage ist es fiir die Praxis wichtig, Verfahren fiir die
niherungsweise Berechnung von Nullstellen zu haben. Das lernt man in der nu-
merischen Mathematik (vgl. etwa [O]).

Beispiele. a) Ist K = Rund f = > + 1, soist (1) > 1 fiir alle » € R. Also
gibt es keine Nullstelle.
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b) Ist K = {ao, ay, ... ,a,} ein endlicher Kérper und
f=@t—ay)-...-(t—a,)+1,
soist f(A) =1 fiiralle A € K, also hat f keine Nullstelle.

Zum Gliick sind diese beiden Beispiele von ausgewihlter Bosheit; im allgemei-
nen hat man doch etwas mehr Chancen, eine Nullstelle zu finden. Hat man eine
gefunden, so geniigt es zur Suche nach weiteren, ein Polynom von kleinerem
Grad zu betrachten:

Lemma. Ist A € K eine Nullstelle von f € K[t], so gibt es ein eindeutig be-
stimmtes g € K [t] mit folgenden Eigenschaften:

) f=0-21)-g

2) degg = (deg f) — 1.

Beweis. Wir dividieren f durch (f —A) mit Rest; es gibt also eindeutig bestimmte
g,r € K[t] mit
f=@—Ag+r und degr <deg(t—A)=1.
Alsoistr = agmitay € K. Aus f(A) = 0 folgt durch Einsetzen von A
O=MA-=2)-gA)+r=0+4ay,
also ist ag = r = 0, und 1) ist bewiesen. Wegen
deg f =deg(t —A) +degg =1-+degg
folgt 2). O

Korollar 1. Sei K ein beliebiger Kirper, [ € K[t] ein Polynom und k die Anzahl
der Nullstellen von f. Ist f vom Nullpolynom verschieden, so gilt

k <degf.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Grad von f. Fiir deg f = 0 ist
f = ap # 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat gar keine Nullstelle, also ist
unsere Behauptung richtig.

Sei deg f = n = 1, und sei die Aussage schon fiir alle Polynome g € K{t]
mit degg < n — 1 bewiesen. Wenn f keine Nullstelle hat, ist die Behauptung
richtig. Ist A € K eine Nullstelle, so gibt es nach dem Lemma ein g € K[r] mit

f=@—-X)-g und degg=n-—1.
Alle von A verschiedenen Nullstellen von f miissen auch Nullstellen von g sein.
Ist [ die Anzahl der Nullstellen von g, so ist nach Induktionsannahme

l<n-—1, also k<l+1=<n. ]
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Korollar 2. Ist K unendlich, so ist die Abbildung

T K[t] = Abb(K,K), fr f,
injektiv.
Beweis. Seien fi, f» € K[tJund g := fo — fi. Ist fi = f5, so folgt § = 0,
d.h. g(1) = 0 fir alle A € K. Also hat g unendlich viele Nullstellen, und aus
Korollar 1 folgt g = 0, somit ist f; = f5. (]

Ist A Nullstelle von f, also f = (r — A) - g, so kann X auch Nullstelle von g sein.
Man spricht dann von einer mehrfachen Nullstelle.
Definition. Ist f € K[r] vom Nullpolynom verschieden und A € K, so heift
w(fiA)=max{reN: f=0—-1)"-g mit geK[t])
die Vielfachheit der Nullstelle A von f.
Nach dem Lemma gilt u(f; 1) =0 < f(2) # 0. Ist
f=@—=2"-g mit r=pu(f;r),

so folgt g(1) # 0. Die Vielfachheit der Nullstelle A gibt also an, wie oft der
Linearfaktor (f — A) in f enthalten ist.

Ist K = R oder T, so kann man die Vielfachheit der Nullstelle mit den r-ten
Ableitungen ' von f in Beziehung bringen. Es gilt

w(fi)=max{reN: fA)=f Q) =...=f""Q) =0},

wie man leicht nachrechnet.

1.3.9. Sind A,,...,A € K die verschiedenen Nullstellen eines Polynoms
f € K[t],und ist r; = u(f; A;), soist
F=0—-2)" -t —2)" g,

wobei g ein Polynom vom Grad n — (r; + ... + r) ohne Nullstellen ist. Der
schlimmste Fall ist g = f, der beste degg = 0, d.h. f zerfillt in Linearfakto-
ren. Die wichtigste Existenzaussage fiir Nullstellen von Polynomen macht der
sogenannte

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f € C[t] mit deg f > O hat
mindestens eine Nullstelle.

Dieser Satz wurde von C.F. GAUSS erstmals 1799 bewiesen. Es gibt dafiir sehr
viele Beweise, die aber alle Hilfsmittel aus der Analysis benutzen, denn C ent-
steht aus IR, und die reellen Zahlen sind ein Produkt der Analysis. Der wohl
kiirzeste Beweis verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der holomorphen Funk-
tionen (vgl. etwa [F-L]).
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Hat f e C[t] eine Nullstelle A, so kann man sie herausdividieren, also
F=le=34)-2
schreiben. Ist deg g > 0, so hat auch g eine komplexe Nullstelle, und indem man
das Verfahren so lange wiederholt, bis das verbleibende Polynom den Grad Null
hat, ergibt sich das
Korollar. Jedes Polynom f € Clt] zerfillt in Linearfakroren, d.h. es gibt a und
Aoy Ay € C mitn = deg f, so daf
f=alt=X)-...- {1 —=A,).
1.3.10. Nun wollen wir aus dem Fundamentalsatz der Algebra Aussagen iiber
die Nullstellen reeller Polynome folgern. Dazu betrachten wir R als Teilmenge
von C (vgl. 1.3.4). Dann ist auch K[¢] Teilmenge von C[r].
Lemma. Ist [ € R[t] und ) € C eine Nullstelle von f, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl ). € C eine Nullsteile von f. Es gilt sogar
“(fih) = p(fia).

Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten liegen also
symmetrisch zur reellen Achse.

Beweis. Ist
f=ap+ait+...+a,",
so ist wegen ag = dyp, ... ,a, = a, nach den Rechenregeln fiir die komplexe
Konjugation
fO=a+ar+...+a,(}) =a@m+ai+...+a,r =fx)=0=0.
m
o F C
: re

Bild 1.6

Also ist auch X Nullstelle von f. Um die Vielfachheiten von A und X zu verglei-
chen, geniigt es fiir jedes k € N

p(fil) = k= pu(fia) =k
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zu beweisen. Fiir A = A ist die Aussage trivial. Fiir A # X verwenden wir den
folgenden

Hilfssatz. Sei f € R[r] und . € C eine nicht reelle Nullstelle von f, sowie
g = (t — X)(r — A) € C[t]. Dann gilt:
1) g e R[1].
2) Esgibteing € R[t1mit f =g -q.
Nun geniigt es, durch Induktion iiber k aus u(f; X) = k die Existenz eines
Polynoms f; € E[r] mit
f=g"f
zu folgern. Dabei ist g wie im Hilfssatz erklirt.

Fiir k = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also die Aussage fiir k = 0 bewiesen
und u(f; A) > k+1.Dannist f = g*- f;, und es muB f; (1) = 0 sein; aus dem
Hilfssatz folgt die Existenz eines fi,; € R[¢] mit

fe=8"fiwr, alsoist f=g"*". fi,.
Es bleibt der Hilfssatz zu beweisen. Dazu setzen wir
A=a+if mit e pfek.
Dann ist
g=0U—-Nt—-=0—-a—ip)t—a+iB) =1*—2at + o’ + p* € R[1].
Durch Division mit Rest in R[z] erhilt man g, r € R[t] mit
f=g-g+r und degr < (degg)—1=1.
Diese Gleichung gilt selbstverstiindlich auch in C[r]. Durch Einsetzen von A und
A folgt
r(A)=r(3) =0.
Nach Korollar 1 aus 1.3.8 folgt r = 0 wegen A % A. Damit ist der Hilfssatz und
auch das Lemma bewiesen. a

Nun wenden wir auf ein Polynom f € R[r] den Fundamentalsatz der Algebra
an. Danach gibtesa, Ay, ..., X, € C, so daB
f=altt—2)...-(t—X,).
Da a der hichste Koeffizient ist, gilta € R.
Seien Ay, ..., Ay € Rund A4y, ..., A, € C. Nachdem Lemma ist n — k, d.h.
die mit Vielfachheit gezihlte Anzahl der nicht reellen Nullstellen, gerade, und
durch Umnumerierung kann man erreichen, daB

Xt =i e on Kl B Ry
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gilt. Jedes Paar A, A konjugiert komplexer Nullstellen mit A = « + i kann man
also (wie wir im Hilfssatz gesehen haben) zu einem normierten quadratischen
Faktor

g=(=20=X =1 =2at+ (@*+ B> e R[1]
zusammenfassen. g hat keine reelle Nullstelle, was man auch an der Diskrimi-
nante ablesen kann:

4o’ — 4 + B = -4 < 0.

Damit ist folgendes Ergebnis bewiesen:

Theorem. Jedes Polynom f € R[t] mit deg f = n = 1 gestattet eine Zerlegung
f=a{f_ll)'---'(f_;‘-r)‘gi et Bmos

wobei a, Ay, ... A reell sind, mita # 0, und g, ..., gy € R[t] normierte

Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind. Insbesondere istn = r +2m.

Korollar. Jedes Polynom f € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.

Dies folgt sofort aus der Gleichung n = r +2m. Natiirlich kann man die Aussage
des Korollars mit Hilfe des Zwischenwertsatzes viel einfacher direkt beweisen.
Es sei erwihnt, daB man den Fundamentalsatz der Algebra ohne weitere
Hilfsmittel der Analysis aus diesem Korollar ableiten kann (vgl. etwa [F-S]).
Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine reine Existenzaussage, d.h. man
erhilt daraus kein Verfahren zur praktischen Bestimmung der Nullstellen. Fiir
ein Polynom

at’ + bt + ¢ € C[1]
vom Grad 2 kann man die Nullstelle nach der Formel

—b + /b?* — 4ac
2a

berechnen. Etwas kompliziertere Formeln dieser Art gibt es auch fiir die Null-
stellen von Polynomen vom Grad 3 und 4.

Wie erstmals N.H. ABEL im Jahre 1826 zeigte, kann es solche allgemeine
Formeln fiir Polynome vom Grad groBer als 4 aus algebraischen Griinden nicht
geben. Man ist daher weitgehend auf Niherungsverfahren zur Approximation
der Nullstellen angewiesen.

1.3.11. Wie gerade erldutert, gibt es keine allgemein giiltige Formel zur Be-
rechnung der Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten. Die umgekehrte
Aufgabe ist jedoch ganz einfach: Ist f € K[¢] und

fO ="+, "'+ taprtag=0C—A) ..ot —1A,),
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d.h. zerfillt f in Linearfaktoren, so folgt durch ausmultiplizieren der rechten
Seite

Il

Qg
@y

(=10 Dy
i T VI s O NN (OO A 3

Il

Qpo = )q/\g'i'...+)\1/\ﬂ+Azz\3+-.-+)\24\“+...+/\n_1An,
a1 = —(M+...+A).

Um das formal besser aufschreiben zu kénnen, definieren wir fir k = 1,...,n
die elementarsymmetrischen Funktionen

s dn) = D Ayt Ay
1€i1<...<ix<n
Die Summe hat so viele Summanden, wie es Moglichkeiten gibt, k verschiedene
Indizes 4;,...,% € {1,...,n} auszuwihlen, also (:) Summanden. Fiir die
Koeffizienten von f gilt dann

I ) e ST R I

Diese Aussage nennt man den Wurzelsatz von VIETA. Er gibt an, wie sich die
Koeffizienten aus den Nullstellen berechnen.

Wie schon gesagt, ist umgekehrt die Bestimmung der Nullstellen aus den Ko-
effizienten im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem. Im Spezialfall eines
reellen Polynoms gibt es immerhin einen Zusammenhang zwischen den Vorzei-
chen der Koeffizienten und den Nullstellen. Die Tendenz ist klar: Die Vorzeichen
der Koeffizienten beeinflussen den Verlauf der Werte und damit die Lage der re-
ellen Nullstellen eines Polynoms.

Vorweg behandeln wir den elementarsten Fall, der spiter (in 5.7.3) beim Test
der Definitheit einer Matrix niitzlich sein wird. Wir machen dabei die sehr ein-
schrinkende Voraussetzung, daB das Polynom f € R[t] (mit Vielfachheit gezihlt)
so viele reelle Nullstellen hat, wie sein Grad angibt.

Vorzeichenregel. Angenommen, das reelle Polynom
fO) =t" +anat" ...+ ot + o
hat reelle Nullstellen Ay, . . ., An. Dann gilt:

a) Genaudann sind alle Nullstellen ); negativ, wenn alle Koeffizienten c; positiv
sind.
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b) Genau dann sind alle Nullstellen 2; positiv, wenn die Vorzeichen der Koeffi-
zienten oy alternierend sind, d.h. es ist

(=D >0 fiir j=0,...,n—1.

Beweis. Es gentigt, den Fall a) zu beweisen; Fall b) folgt daraus sofort, indem
man das Polynom f- mit f_(¢) := f (—t) betrachtet.

Sind alle o; > 0 und ist A > 0, so ist
fA=2V+a, A"+ .. +ap=0p>0.
Also sind alle Nullstellen negativ.
Sind alle 4; <0, so ist s positiv fiir gerades & und negativ fiir ungerades k. Also ist
aj=(=1)r7-5,,>0
fiir alle j. O

Um eine allgemeinere Aussage zu erhalten, definiert man zunéchst fiir ein belie-
biges Polynom

gy =tm+ Bt 1+ ...+ BoeR[1]
die Zahl Z(g) der Zeichenwechsel von g wie folgt: Man schreibt die Koeffizienten
L, Bi-1> Bm-2---» B1> Bo

auf und zdhlt von links beginnend ab, wie oft die Vorzeichen der B8; wechseln.
Koeffizienten Null werden dabei einfach tibergangen. Fiir den gleich folgenden
Beweis schreiben wir das noch etwas priziser auf. Es gibt eindeutig bestimmte
Indizes k, mit

m>ki>k,>...>k.20

derart, da &, (von oben beginnend) der erste Index mit B, < 0 ist, k, der erste
darauf folgende mit S, > 0 usw. SchlieBlich findet bei B, der letzte Vorzeichen-
wechsel statt. Dann ist offensichtlich

> 0 fiir p gerade,
B, {
< 0 fiir p ungerade,

undr=2(g)<m=degg.

Ohne Voraussetzung iiber die Gesamtzahl der reellen Nullstellen eines Poly-
noms f € R [7] kann man nun mit Hilfe der Vorzeichen der Koeffizienten eine
Abschitzung fiir die Zahlen

N, (f) := Anzahl der positiven Nullstellen von f und
N_ (f) := Anzahl der negativen Nullstellen von f
geben. Dabei sei wie oben f € R [¢] definiert durch f (7) :=f(—1).
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Vorzeichenregel von DESCARTES. Fiir ein Polynom
fO=tr+a, 1t" 1 +...+ ape R[1]
mit oo # 0 gilt
NN<Z(HundN_(f)<Z(f).
Mit etwas zusitzlichem Aufwand kann man zeigen, daf} die Differenz
Z(f)— N,(f) immer gerade ist.

Beweis. Da beim Ubergang von f zu f_ die Vorzeichen der Nullstellen umgekehrt
werden, geniigt es, die erste Ungleichung zu zeigen. Dazu benutzen wir das

Lemma. Ist g(f) = t"+ B, _jt" ' + ... + Bo € R [t] mit By#0und 0 < L eR,

so folgt
Z(t—A) -9 =2Z(g+ 1.

Bei Multiplikation mit einem Linearfaktor mit positiver Nullstelle nehmen also
die Zeichenwechsel zu.

Sind 2, ..., A, mit k = N,(f) die positiven reellen Nullstellen von f, so gibt es
eine Zerlegung

fO=0=2)- ... =) - g®
mit g(r) € R [7]. Wegen Z(g) = 0 folgt durch k-malige Anwendung des Lemmas
Z(f)2ZQ) +kzk=N(f). i
Es bleibt der etwas knifflige Beweis des Lemmas. Fiir die Koeffizienten des Pro-
duktpolynoms
=2 @+ Bt T+ B =t Y+ L+ Y

gilt:
Yo = Bm-1 =2,
Yi=Bi-1—AB;, firj=1,...,m-1,
Yo=—Bo.
Wir betrachten die oben angegebenen kritischen Indizes ky,...,k,. Ist p unge-

rade, so folgt
Bi, <0, Biys120, also Y1 = Br, = ABiy+1 <0.
Fiir gerade p ist
Bi,> 0, Biy1<0, also Y1 = Bi, — ABry+1>0.
Das bedeutet, dafl B, » und ¥, o+ 1 fiir p=1l..r dasselbe Vorzeichen haben.



1.3 Ringe, Korper und Polynome 73

Wegen 7, = — 13 haben 7y, und B, entgegengesetzte Vorzeichen. Daher hat
(t — A) - g mindestens einen Vorzeichenwechsel mehr als g. O

Noch allgemeiner kann man mit Hilfe so genannter STURMscher Ketten die An-
zahl der Nullstellen abschitzen, die in einem vorgegebenen Intervall liegen (vgl.
dazu etwa [D], [St], [Wi]).

Aufgaben zu 1.3

1. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Korper mit 3 bzw. 4 Elementen.
2. K und K’ seien zwei Korper und ¢ : K — K’ ein Ringhomomorphismus. Zei-
gen Sie, dass ¢ entweder injektiv oder der Nullhomomorphismus ist.
3. Ist R ein Ring, M eine beliebige nichtleere Menge und S = Abb (M; R) die
Menge aller Abbildungen von M nach R, so ist auf § durch
(f+8) (m) :=f(m) + g (m), (f- g) (m) :=f(m) - g(m),
eine Addition und eine Multiplikation erklirt.
a) Zeigen Sie, dass S auf diese Weise zu einem Ring wird.
b) Ist S ein Korper, falls R ein Korper ist?
4.* Seip € Neine Primzahl und n € N \ {0}. Zeigen Sie, dass es einen Kor-
per mit p” Elementen gibt.
5. Sei K’ ein Kérper und K ein Unterkorper von K.
Zeigen Sie: Sind f, g € K[1], q € K'[t] mit f = gg, so folgt bereits ¢ € K[7].
6. SeiKeinKorperund xo,... , Xn, Yo, .. ,yo €K mitx; # x; fiir alle i # j. Zeigen Sie, dass

es genau ein Polynom f'€ K[f] vom Grad < n gibt, so dass f(x;) = y; firi =0, ... , n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynome g, € K[f] vom Grad < n mit

1 fiir i =k,
gr(x) =
0 fir i #k.

7. Seien f, g € C[t] Polynome mit u (f, A) < u(g, A) fiir alle A € C. Zeigen Sie,
dass dann f'ein Teiler von g ist. Gilt diese Aussage auch irR [¢]?

8. Sie K ein Korperund : K[f] — Abb (K, K), f v F, die Abbildung aus
1.3.5, die jedem Polynomfdie zugehorige Abbildung f zuordnet. Zeigen Sie, dass
surjektiv, aber nicht injektiv ist, falls der Korper K endlich ist.

9. Analog zu 1.3.5 definiert man ein Polynom mit Koeffizienten iiber einem
Korper K in n Unbestimmten ty, ... , t, als einen formalen Ausdruck der Gestalt

i

ft, o )= Z @, . g,

OS"14, ey i)zsk
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wobei k € N und a;, ..i,€ K. K[ty, ... , t,] bezeichne die Menge all solcher Poly-

nome. Wie fiir Polynome in einer Unbestimmten kann auch in K[z, ... , #,] eine

Addition und eine Multiplikation erklédrt werden. Sind f, g € K¢y, ... , t,], so er-

folgt die Addition von f und g koeffizientenweise und die Multiplikation wieder

durch formales Ausmultiplizieren.

a) Finden Sie Formeln fiir die Addition und Multiplikation von Polynomen in
K[ty ..., t,], und zeigen Sie, dass K[ty ... , t,] auf diese Weise zu einem null-
teilerfreien, kommutativen Ring wird.

Ein Polynom 4 € K[ty ... , t,] \ {0} heifit homogen (vom Grad d), talls

i i
l’l: Z dilm,‘”'tll'...‘l’nn.

i ig=d
b) Fiir ein homogenes Polynom % € K[t, ... , t,] vom Grad d gilt:
h(hty, o) =N - R, ...ty fiiralle A e K.
¢) Ist K unendlich und f€ K(zy, ... ,t;) \ {0}, so folgt aus
Sty oo M) =M fit, ... 1) fiiralle A € K,
dass f homogen vom Grad d ist.

d) Ist #; homogen von Grad d; und &, homogen vom Grad d,, so ist &, - h, ho-
mogen vom Grad d, + d».

10. Sei K ein Korper und K[z] der Polynomring in einer Unbestimmten.

a) Zeigen Sie, dass in der Menge K[f] X (K[t]\ {0}) durch

(8. )~ (8" & gh'=g'h
eine Aquivalenzrelation gegeben ist.
K(?) sei die Menge der Aquivalenzklassen,. Die zu (g,h) gehorige Aquivalenz-
klasse sei mit % bezeichnet. Somit ist % =}7<:> gh' =g¢g'h.

b) Zeigen Sie, dass in K(¢) die Verkniipfungen

’

8,8 _8h+hg
h W hi'
wohl definiert sind (vgl. 1.2.7).

c) Zeigen Sie schlieBlich, dass K(#) mit diesen Verkniipfungen zu einem Korper
wird. Man nennt K(f) den Kérper der rationalen Funktionen.

8.8._
hoW

11. Was folgt aus der Vorzeichenregel von DESCARTES fiir das Polynom ¢ +1?

12. Man folgere die spezielle Vorzeichenregel aus der Vorzeichenregel von
DESCARTES.
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1.4 Vektorriaume

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen Korper. Wer die vorhergehenden De-
finitionen iibersprungen hat, kann sich zunichst mit dem duBerst wichtigen Spezialfall

K = R begniigen.
1.4.1. Bevor wir den allgemeinen Begriff des Vektorraums einfiihren, einige

Beispiele. a) Das Standardbeispiel ist der Standardraum

K" ='{x = x)exe K) .
Mit Hilfe der Addition und Multiplikation in K erhilt man zwei neue Verkniip-
fungen

+: K"xK"-> K", (x,)—>x+y, und

KxK'— K", (A,x)—=A-x,

durch
oo s X)) F e Y = X+ 91000 X+ y,)  und

bR SPRIGRE ) i 5 PR ) 25
Zur voriibergehenden Unterscheidung sind die neuen Verkniipfungen mit + und
- bezeichnet. In K wird die Addition durch + und die Multiplikation ohne Sym-
bol ausgedriickt. Man beachte, daB nur + eine Verkniipfung im Sinn von 1.2.1
ist (solche Verkniipfungen nennt man manchmal auch innere im Gegensatz zur
dufieren -).
b) In der Menge M(m x n; K) der Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und Ein-
trigen aus K kann man addieren und mit Skalaren multiplizieren:
Ist A = (a;;), B = (bij) € M(m x n; K) und A € K, sosind
A+B:=(a;+bj) und A-A:=(ha;) € M(@m xn; K).
Bei der Addition werden also die Eintriige an den entsprechenden Stellen addiert,
bei Multiplikation mit A alle Eintrige gleich multipliziert. Bis auf die andere Art,
die Eintrige aufzuschreiben, ist dieses Beispiel gleich K™ aus a).
¢) Im Kérper C der komplexen Zahlen kann man mit reellen Zahlen multiplizie-
ren, das ergibt eine Abbildung
RxC—C, (Aa+ib)r— da+iib.

d) Im Polynomring K [¢] kann man neben Addition und Multiplikation von Po-
lynomen eine weitere Multiplikation
: K xK[t] = K[t], (A, fr—=>Ar-f,
mit Elementen aus K erklédren durch
Alap+ait + ...+ ayt") == dag+ (Aa)yt +...+ (ha,)t".
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e) Ist M eine beliebige Menge und
V={f: M— K}=Abb(M, K)
die Menge aller Abbildungen, so sind fiir f, g€ Vund A € K
f+geV und A -feV

erklart durch

(f+8)(x) == f(x) +g(x) und (A- f)(x):=2f(x).
Offensichtlich erhilt man im Spezialfall M = {1, ... , n} wieder das Standard-
beispiel a).

Als Extrakt aus diesen Beispielen fiihren wir nun den wichtigsten Begriff der
linearen Algebra ein (zur Entstehung vgl. [Koe], Kap. 1, §2):

Definition. Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver-
kniipfung
+:VxV=>V, @uwrviw,
(Addition genannt) und einer duBeren Verkniipfung
KkxV-=V, A=A,
(Multiplikation mit Skalaren oder skalare Multiplikation genannt) heift
K -Vektorraum (oder Vektorraum iiber K ), wenn folgendes gilt:

V1 V zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Ele-
ment heilt Nullvektor, es wird mit 0, und das Negative wird mit —v be-
zeichnet).

V2 Die Multiplikation mit Skalaren muB in folgender Weise mit den anderen
Verkniipfungen vertriglich sein:
At+wpw)-v=r-v+p-v, A-wdw =42 v+h w,
A-(u-v)=@Rp)-v, lv=v,
firalle A, x € Kundv, w e V.

Man beachte, daB, wie in Beispiel a) erldutert, die Verkniipfungen in K und V
voriibergehend verschieden bezeichnet werden.

Durch Einsetzen der Definitionen und elementarste Rechnungen sieht man,
daB in den obigen Beispielen a) bis e) die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Dabei
ist in Beispiel a) der Nullvektor gegeben durch 0= (0, ... , 0) und das Negative
durch

_(xlv--- vxn‘)=(_x1|--- v_xn]-
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In Beispiel ¢) wird C zu einem R-Vektorraum.

Bemerkung. In einem K-Vektorraum V' hat man die folgenden weiteren Rechen-
regeln:

a) 0-v=0.

b) A-0=0.

¢) A-v=0= A=0o0derv=0.
d) (1) -v=—uv.

Beweis. 2)0-v = (0+0)-v=0-v+0-v.

b)A0=AX-(0+0)= A0+ XO.

c) Ist A - v =0, aber A # 0, so folgt
v=1.2=QAM)v=2"-(Av)=2"1.0=0.

v+ (-1)-v=1-v4+(-1)-v=(1-1)-v=0-v=0. o

Die Axiome und die daraus abgeleiteten Regeln zeigen insbesondere, daB es

vollig ungefiihrlich ist, wenn man die Verkniipfungen in K und V gleich be-

zeichnet und auch den Nullvektor 0 abmagert zu 0. Das wollen wir ab sofort tun.

Was gemeint ist, wird jeweils aus dem Zusammenhang klar werden.

1.4.2. In Kapitel 0 hatten wir homogene lineare Gleichungssysteme der Form
A - z = ( mit reellen Koeffizienten betrachtet. Die Losungen sind Teilmengen
W C R", ihre prizise Beschreibung ist unser Ziel. Schliissel dafiir ist die Beob-
achtung, daB W von R" eine Vektorraumstruktur erbt. Allgemeiner ist die Frage,
wann das fiir eine Teilmenge W C V eines Vektorraumes der Fall ist.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heiBt
Untervektorrawm von V, falls folgendes gilt:

UVl W 0.

W2 v,weW=v+weW
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Addition).

UV3veW,Ae K= veW
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation mit Skalaren).
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Beispiele. a) In V = R* betrachten wir die Teilmengen

w, = {0},

Wy = {(x1,x) € R*: ayx; +axx =b),
Wa = {(x;,x) e R x+xf <1},

Wy = {(x,x) e R x>0, ;> 0},
Ws = {(x1.x) € R®: x;-x,>0}.

Der Leser priife die Bedingungen UV2 und UV3 nach. Nur fiir W, und fiir W,
mit & = 0 sind beide erfiillt.

b) Ist A eine reelle m x n-Matrix, so ist die Losungsmenge
Wi={xeR": Ax =0}
des zugehtrigen homogenen linearen Gleichungssystems (vgl. 0.4.2) ein Unter-
vektorraum des R". Das rechnet man ganz leicht nach.
¢) Im Vektorraum V = Abb(R, R) (vgl. 1.4.1, Beispiel e)) hat man die Unter-
vektorriume
R[tls € R[t] € D(R, R) C C(R, R) C Abb(R, R)

der Polynome vom Grad < d, aller Polynome, der differenzierbaren Funktionen
und der stetigen Funktionen.

1.4.3. Aus den Eigenschaften UV2 und UV3 folgt, daB Addition und Multipli-
kation mit Skalaren von V auf W induziert werden.

Satz. Ein Untervektorraum W C V ist zusammen mit der induzierten Addition
und Multiplikation mit Skalaren wieder ein Vektorraum.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich in vielen Fillen (etwa Beispiel b) und
¢) aus 1.4.2) den langweiligen Nachweis aller Vektorraumaxiome fiir W sparen,
wenn man das ein fiir alle mal schon in einem groferen V getan hatte.

Beweis. Die Eigenschaften V2 sowie Kommutativ- und Assoziativgesetz der Ad-
dition gelten in W, dasie in V gelten. Der Nullvektor 0 liegt in W, da wegen UV1
ein v € W existiert, woraus 0 = 0 - v € W mit UV3 folgt. Zu jedem v € W ist
wegen UV3 auch —v=(-1)-ve W. O
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Noch eine kleine Pflichtiibung zur Erzeugung neuer Untervektorrdume aus alten:

Lemma. Sei V ein Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes
i € I sei ein Untervektorraum W, gegeben. Dann ist der Durchschnitt
W= r] W,; G ¥
ief

wieder ein Untervektorraum.

Beweis. Da 0 in allen W; enthalten ist, ist auch 0 € W, also W # #. Sind
v, w € W, sosind v, win allen W; enthalten. Da dann auch v + w in allen W,
enthalten ist, ist v + w in W enthalten. Ganz analog beweist man, daB mit . € K
und v € W auch Av € W gilt. o

Beispiel. Ist V = R[¢] der Vektorraum aller reellen Polynome, / = N und
W, := R[t]4 der Untervektorraum der Polynome vom Grad < d, so ist

m Wg=W,= R,

del
Vorsicht! Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im allgemeinen kein Un-
tervektorraum. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa zwei Geraden im
R?). Es gilt sogar die

Bemerkung. Sind W, W' C V Untervektorriiume derart, dafy W U W' Unter-
vektorraum ist, so ist W C W' oder W' C W.

Beweis. Angenommen, es ist W ¢ W'. Dann ist W' C W zu zeigen. Ist w’ € W’
undw e W~ Wi, sosindw, w' e WUW',alsoauchw+w'e WUW' w+w'
kann nicht Element von W' sein, denn sonst wiire w = w + w’ — w' € W', Also
istw+w € Wundauchw' =w+w' —we W. O

1.4.4. Eine Teilmenge eines Vektorraumes, die kein Untervektorraum ist, kann
man zu einem solchen abschlieffen. Wie das geht, wird nun beschrieben.

Wir betrachten eine noch etwas allgemeinere Situation, ndmlich einen
K-Vektorraum V und eine Familie (v;);c; von Vektoren v; € V (vgl. 1.1.6). Ist
I ={l1,...,r}, sohat man Vektoren vy, ..., v,. Ein v € V heibt Linearkombi-
nation von vy, ..., v, wennes Ay, ..., A, € K gibt, so daff

v=Mvi+...+ A0,
Fiir allgemeines [ definiert man
span K(Ui' )iEf
als die Menge all der v € V, die sich aus einer (von v abhingigen) endlichen
Teilfamilie von (v;);¢; linear kombinieren lassen. Um das prizise aufschreiben
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zu konnen, bendtigt man Doppelindizes: Zu v € V muB es eine Zahl r € N
sowie Indizes i, ... ,i, € [ und Skalare A, ... , A, geben, so daf
v=A0+...+Mv;, .
Man nennt span g (v;);e; den von der Familie aufgespannten (oder erzeugten)
Raum. Ist I = @, so setzt man
span g (v;)iep := {0} .

Fiir eine endliche Familie (v, ... , v,) verwendet man oft die suggestivere No-
tation

Kvi+...4+ Kv, :=span g(vy, ..., v,)

={veV:esgbtd, ..., A, e Kmitv=24 v +...+Av}.

Falls klar ist, welcher Korper gemeint ist, schreibt man nur span statt span .

Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Elementen
aus V. Dann gilt:

a) span (v;) C V ist Untervektorraum.

b) Ist W C V Untervektorraum, und gilt v; € W fiir alle i € I, so ist
span (v;) C W.

Kurz ausgedriickt: span (v;) ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle v;
enthalt.

Beweis. a) ist ganz klar. Sind alle v; in W enthalten, so sind auch alle endlichen
Linearkombinationen aus den v; in W enthalten, denn W ist Untervektorraum.
Daraus folgt b). 0

Ist M C V eine Teilmenge, so ist entsprechend span (M) erklirt als die Men-
ge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M, und das ist der
kleinste Untervektorraum mit
M Cspan(M) C V.

Es mag auf den ersten Blick nicht recht einleuchten, warum man bei der Er-
zeugung eines Untervektorraumes allgemeiner von einer Familie von Vektoren
ausgeht. Das hat den Vorteil, daB es bei einer Familie (im Gegensatz zu ei-
ner Menge) sinnvoll ist, wenn man sagt ,ein Vektor kommt mehrfach vor”. Ist
I = {1,...,n}, so haben die Vektoren der Familie auerdem eine natiirliche
Reihenfolge.

Beispiele. a) Sei V = R?. Sind v, v, € R, so ist span (v,) die Gerade durch
0 und vy, wenn v; # 0. span (v, v;) ist die Ebene durch 0, v; und v,, falls
vy & span (v)).
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b) Im K" mit [ = {1,... , n} erklidren wir fiir i € /
ei=10,:00,0,1,0, .50,
wobei die 1 an der i-ten Stelle steht. Dann ist span (e;);c; = K".
¢) Ist V = K[t] der Polynomring, / = N und v, = t", soist
span (vUy)nen = K[1].

d) Betrachten wir in Beispiel a) aus 1.4.2 die W; mit j = 3,4,5, so ist
span (W;) = R

1.4.5. Ein Untervektorraum kann von sehr vielen verschiedenen Familien er-
zeugt werden, und das kann mit unterschiedlicher Effizienz geschehen. Dazu
betrachten wir die Beispiele aus 1.4.4. Bei b) ist die Situation optimal, denn es
folgt fiir x = (x;,...,x,) € K" und
x=MAeg+...+re,, daB Ai=x,...,.h =x,.

Die Linearkombination ist also fiir jedes x eindeutig bestimmt, entsprechend in
c). In den Beispielen aus d) hat man fiir jedes x € R* jeweils unendlich viele
Maglichkeiten, es linear aus Elementen von W; zu kombinieren.

Die Eindeutigkeit ist besonders einfach beim Nullvektor zu iiberpriifen. Bei
beliebigen vy, ... , v, hat man die triviale Linearkombination

0=0v;+...+ 0v,.

Gibt es eine andere Linearkombination des Nullvektors, so ist die Eindeutigkeit
der Darstellung verletzt. Das motiviert die

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie (v, ... ,v,) von
Vektoren aus V heilt linear unabhéingig, falls gilt: Sind A, ... , A, € K und ist
My 4+ ...+ A0 =0,

so folgt
xi ==k, =0i

Anders ausgedriickt bedeutet das, dal sich der Nullvektor nur trivial aus den
Vi, ..., ¥ linear kombinieren 14d6t.

Eine beliebige Familie (v;);c; von Vektoren aus V' heiit linear unabhdngig,
falls jede endliche Teilfamilie linear unabhingig ist.

Die Familie (v;);<; heiit linear abhéingig, falls sie nicht linear unabhiingig ist,
d.h. falls es eine endliche Teilfamilie (v;,, ..., v;,)und A, ..., A, € K gibt, die
nicht alle gleich Null sind, so da

A]U,'.l +...+lr!}l', =i,
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Zur Bequemlichkeit sagt man meist anstatt ,.die Familie (vy, ... , v,) von Vekto-
ren aus V ist linear (un-)abhingig" einfacher , die Vektoren vy, ... ,v, € V sind
linear (un-)abhingig".

Es ist vorteilhaft, auch die leere Familie, die den Nullvektorraum aufspannt,
linear unabhingig zu nennen.

Die Definition der linearen Unabhéngigkeit ist grundlegend fiir die ganze lineare
Algebra, aber man muf} sich etwas daran gewohnen. Was sie geometrisch bedeu-
tet, sieht man sehr gut an der Bedingung aus Aufgabe 1 zu 0.3 fiir zwei Vektoren
im R".

In der Definition der linearen Unabhingigkeit spielt der Nullvektor scheinbar
eine besondere Rolle. DaB dem nicht so ist, zeigt das

Lemma. Fiir eine Familie (v;);c; von Vektoren eines K -Vektorraumes sind fol-
gende Bedingungen dquivalent:

i) (v;) ist linear unabhéingig.

ii) Jeder Vektor v € span (v;) ldft sich in eindeutiger Weise aus Vektoren der
Familie (v;) linear kombinieren.

Beweis. ii) = 1) ist klar, denn bei einer linear abhéngigen Familie hat der Null-
vektor verschiedene Darstellungen.
i) = ii): Sei ein v € span (v;) auf zwei Arten linear kombiniert, also
v :ZA,—U; :Z,u,—v;. ()
iel il

wobei in beiden Summen jeweils nur endlich viele der Skalare A; und u; von
Null verschieden sind. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C [, so daB fiir
jedes A; # 0 oder y; # 0 der Index in J enthalten ist. Aus () folgt dann

Z(li — ui)v; =0,

iel
und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit folgt A; = p; fiir alle
i € J und somit auch fiir alle i € I, da ja die restlichen A; und x; ohnehin Null
waren. Damit ist die Eindeutigkeit der Linearkombination bewiesen. O
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Beispiele. a) Im K" sind die Vektoren ey, ... , ¢, linear unabhiingig.

b) Ist A = (a;;) € M(m x n; K) eine Matrix in Zeilenstufenform (vgl. 0.4.3), so
sind die ersten r Zeilen vy, ... , v, von A linear unabhingig. Ist namlich

aij

A2

! a*')r

so folgt aus Ayv; + ... + A.v, = O zunichst Aya,;, = 0, also A, = 0 wegen

a;;, # 0. Im zweiten Schritt folgt daraus analog A; = 0 und weiter so
A3 = ... = A, = 0. Analog zeigt man, daf die Spalten von A mit den Indi-
ZBS fiv davenis Jr linear unabhingig sind.

¢) Im Polynomring K[r] ist die Familie (¢" ),y linear unabhingig.

Weitere Beispiele finden sich in den Aufgaben 8 und 9. Noch ein paar weitere
Kleinigkeiten:

Bemerkung. In jedem K -Vektorraum V gilt:
a) Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhdngig, wenn v # 0.
b) Gehdrt der Nullvektor zu einer Familie, so ist sie linear abhdngig.

c) Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrmals vor, so ist sie linear
abhiingig.

d) Istr = 2, so sind die Vektoren vy, ... , v, genau dann linear abhéingig, wenn
einer davon Linearkombination der anderen ist.

Diese letzte Charakterisierung ist plausibler als die Definition, aber formal nicht

so bequem zu handhaben.

Beweis. a) Ist v linear abhiingig, so gibtesein A € K* mit Av = 0, alsoistv =0
nach Bemerkung ¢) in 1.4.1. Umgekehrt ist O linear abhingig.da 1-0 = 0.

byl1-0=0.

c) Gibtes iy, i; € I miti; # i, aber v;, = v;,, soist 1 - v;, + (—1)v;, = 0.
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d) Sind die Vektoren vy, ... , v, linear abhingig, so gibtes Ay, ..., A, € K mit
Avy+...+A v, =0undeink € {1, ..., r} miti; # 0. Dann ist

ey o Aen e A
k ;\,k ] e lk k—1 A. k41 A.k r
Ist umgekehrt vy = vy 4. .. 4 g Vg + Rep1 Vi1 + -+ [0, SO dSE
v+ o+ (CDv A+ e + -+ v, =0. (]

Aufgaben zu 1.4

1. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der angegebenen Vektorriu-
me?

a) {(xi,x2,x3) €RY: Xy =x3 =213} C R

b) {(x1.x2) € B?: x}+x] =0} cR%.

©) {(u+r1%)eR: uAeR)CR

d) {f € Abb(R,B): f(x) = f(—x) firalle x € R} C Abb (R, R).
e) [(xhx;,_t_a,} € R: Xy :_>x3} c R3.

f) {A € M(m x n; R): A istin Zeilenstufenform } € M(m x n; R).

2. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass das direkte Produkt V' x W
durch die Verkniipfungen

wouw)+ @, w)=@w+v,w+uw), r(v,w):= G Aw),
ebenfalls zu einem K -Vektorraum wird.
3. Ist X eine nichtleere Menge, V ein K-Vektorraum und Abb (X, V) die Menge aller
Abbildungen von X nach V, so ist auf Abb (X, V') durch
(f+8)x) = fx)+gkx), - fHx):=Arf(x),

eine Addition und eine skalare Multiplikation erklért.

Zeigen Sie, dass Abb (X, V) mit diesen Verkniipfungen zu einem K -Vektorraum
wird.
4. Eine Abbildung f: R — R heiBt 2m-periodisch, falls f(x) = f(x + 2m) fiir alle
xeR

a) Zeigen Sie, dass V = {f € Abb(R,R): f ist 2x-periodisch] C Abb (R, i) ein
Untervektorraum ist.

b) Zeigen Sie, dass W = span (cos nx, sin mx), men €in Untervektorraum von V ist,
(Man nennt W den Vektorraum der trigonometrischen Polynome.)
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5. Seien
oo
g = [(Xf)isrii ZII;'I < ool C Abb (M, R),
i={
llO‘D
& = |(Xi)ie:41 Y Inl? <cot C Abb(N,R),
i=0
€ = {(x)iew: (x;)icn konvergiert} C Abb (N, R),
€oo = {(xi)ien? (xi)ien beschrankt} C Abb (N, R).

Zeigen Sie, dass £' € €2 C € € £, C Abb (I, R) eine aufsteigende Kette von Unter-
vektorrdumen ist.

6. Kann eine abzihlbar unendliche Menge M eine R-Vektorraumstruktur besitzen?

7. Gibt es eine C-Vektorraumstruktur auf R, so dass die skalare Multiplikation
C x R — R eingeschrinkt auf R x R die tibliche Multiplikation reeller Zahlen ist?

8. Sind die folgenden Vektoren linear unabhdngig?
a) 1, +/2,+/3 im Q-Vektorraum R.

b) (1,2,3),(4,5.6),(7,8,9) im B>,

©) (345),cr in Abb (RS, R).

d) (cosnx,sinmx), ..~ (o) in Abb (R, R).
9. Fiir welche ¢ € R sind die folgenden Vektoren aus B linear abhingig?
(1,3, 4y, (3,1,11), (-1,-4,0).
10. Stellen Sie den Vektor w jeweils als Linearkombination der Vektoren v, v;, v3 dar:
a) w=(6,2,1),vyy=(,0, 1D, v2=(7,3,1),v5 = (2,5, 8).
by w= (21,1, vy =(151),v2=(0,91), 13 =(3,-3,1).
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1.5 Basis und Dimension

Nun muf die erste ernsthafte technische Schwierigkeit tiberwunden werden, um einem
Vektorraum eindeutig eine Zahl (genannt Dimension) als MaB fiir seine Gribe zuordnen
zu konnen.

1.5.1. Zuniichst die wichtigste

Definition. Eine Familie 5 = (v;);<, in einem Vektorraum V heilit Erzeugen-
densystem von V, wenn
V = span (v;)es .

d.h. wenn jedes v € V Linearkombination von endlich vielen v; ist.

Eine Familie B = (v;);¢; in V heiit Basis von V, wenn sie ein linear un-
abhiingiges Erzeugendensystem ist.

V heiBt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h. eine
endliche Familie B = (v;,...,v,) mit V = span(v;) gibt. Ist B eine endliche
Basis, so nennt man die Zahl n die Léinge der Basis.

Beispiele. a) Die Begriffe sind so erkldrt, da} die leere Familie eine Basis des
Nullvektorraumes ist. Diese kleine Freude kann man ihr gonnen.

b) K := (e, ... ,e,) ist eine Basis des K", sie heiBt die kanonische Basis oder
Standardbasis (vgl. Beispiel b) in 1.4.4).

¢) Im Vektorraum M(m x n: K) hat man die Matrizen

mit einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und sonst Nullen. Diese m x n-
Matrizen bilden eine Basis von M(m x n; K). Das ist wieder nur eine Variante
von Beispiel b).

d) (1, i) ist eine Basis des R-Vektorraumes C.

e) (1, 1,1, ...) ist eine Basis unendlicher Linge des Polynomrings K[t].
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1.5.2. Das sieht alles recht einfach aus, bis auf eine zunichst spitzfindig erschei-
nende Frage: wenn man im K" neben der Standardbasis irgendeine andere Basis
findet, ist es gar nicht klar, daB sie die gleiche Linge hat. Im K" wire das noch
zu verschmerzen, aber schon bei Untervektorrdiumen W C K" gibt es keine
Standardbasis mehr. Es ist nicht einmal ohne weiteres klar, daB jedes solche W
endlich erzeugt ist (Korollar 3 in 1.5.5). Daher kann man es nicht umgehen, die
Lingen verschiedener Basen zu vergleichen. Bevor wir das in Angriff nehmen,
noch einige oft benutzte Varianten der Definition einer Basis. Zur Vereinfachung
der Bezeichnungen betrachten wir dabei nur endliche Familien.

Satz. Fiir eine Familie B = (vy,...,v,) von Vektoren eines K -Vektorraumes
V # {0} sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) B ist eine Basis, d.h. ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem.

ii) B ist ein ,unverkiirzbares” Erzeugendensystem, d.h.

(vlv coe s U s Uply v o ey Un)
ist fiir jedes r € {1, ..., n} kein Erzeugendensystem mehr.
iti) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Xy, ... , A, € K mit

v=0t+...4+ A,
d.h. B ist ein Erzeugendensystem mit der zusdtzlichen Eindeutigkeitseigen-
schaft.

iv) Bist ,unverlingerbar” linear unabhdngig, d.h. B ist linear unabhdingig, und
fiir jedes v € V wird die Familie (v, ... , v,, v) linear abhdingig.

Beweis. i) = ii). Gegeben sei ein Erzeugendensystem B. Ist 13 verkiirzbar, also
zur Vereinfachung der Notation mit r = 1

vy =Ava+ ...+ Ay, sofolgt (—Duvy+ v +...4+Au,=0.
Also ist B linear abhéngig.
ii) = iii). Sei wieder B ein Erzeugendensystem. Ist die Eindeutigkeitseigenschaft
verletzt, so gibt es ein v € V mit
v=Au A0 = ot B,
und 0.B.d.A. Ay # pu,. Subtraktion der Linearkombinationen und Division
durch A — p, ergibt

— A _'kn
v]:ﬂQ Zu +Ju'n
A=

also ist B verkiirzbar.
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iil) = iv). Aus iii) folgt, da B linear unabhingig ist. (Lemma in 1.4.5). Ist
v e V,soist

v=Avi+.. .+ Ay, also Ly 4. .+ Au+(—Dv=0,
d.h. (vy, ... . vy, v) ist linear abhidngig.
iv) =i). Sei B unverlingerbar linear unabhiingig. Fiir jedes v € V gibt es
Ayevey gy A € K mit

i+ ...+ A v +Av=0.

Da B linear unabhingig ist, muB A # 0 sein, also ist

v ad aith
e By e
1 X "
und es ist bewiesen, dal BB ein Erzeugendensystem ist. O

Der Beweis von iv) = i) ergibt den

Zusatz. Ist V nicht endlich erzeugt, so gibt es eine unendliche linear unabhin-
gige Familie.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dall es fiir beliebiges n zu linear unabhingigen

Vektoren vy, ... , v, einen weiteren Vektor v gibt, so daB auch (v,..., v, v)
linear unabhingig ist. Wire (v, ..., v,, v) fiir jedes v € V linear abhingig,
so wire nach obigem Argument (v, ..., v,) ein Erzengendensystem, was der
Voraussetzung widerspricht. m]

1.5.3. Die Bedeutung des obigen Satzes erkennt man schon an seinem gar nicht
selbstverstindlichen Korollar, dem

Basisauswahlsatz. Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorraumes
kann man eine Basis auswdhlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektor-
raum eine endliche Basis.

Beweis. Von dem gegebenen Erzeugendensystem nehme man so lange einzelne
Vektoren weg, bis es unverkiirzbar geworden ist. Da am Anfang nur endlich viele
da waren, fiihrt das Verfahren zum Ziel. O

Allgemeiner gilt das
Theorem. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Der Beweis ist wesentlich schwieriger, wenn es kein endliches Erzeugendensy-
stem gibt, weil man moglicherweise unendlich viele Vektoren weglassen muB,
bis die Unverkiirzbarkeit erreicht ist. Ein Beweis des Theorems erfordert Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre, etwa das ZORNsche Lemma. Darauf gehen wir hier
nicht ein (vgl. etwa [B1], p.261).
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Im Falle nicht endlich erzeugter Vektorriume sind Basen im hier definierten
Sinn von geringer Bedeutung. Hier ist es fiir die Anwendungen in der Analysis
wichtiger, konvergente unendliche Linearkombinationen zu untersuchen. Damit
beschiftigt sich die Funktionalanalysis (vgl. etwa [M-V]).

1.5.4. Um die Lingen verschiedener Basen zu vergleichen, mufl man systema-
tisch Vektoren austauschen. Dieses Verfahren entwickelte E. STEINITZ im Jahre
1910 bei einem dhnlichen Problem in der Theorie der Korpererweiterungen. Ein
einzelner Schritt des Verfahrens wird geregelt durch das

Austauschlemma. Gegeben sei ein K -Vektorraum V mit der Basis

B=(w,...,v) und w=A uy+...+Av,€V.
Istk e {l,...,r)mith; #0, soist
B t= (g o Mo W Veisioss )

wieder eine Basis von V. Man kann also v; gegen w austauschen.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise konnen wir annehmen, dal k = 1
ist (durch Umnumerierung kann man das erreichen). Es ist also zu zeigen, daB

B' = (w, v, ..., v,) eine Basis von V ist. Ist v € V, so ist
V= v (e,
mit (4, ..., 1, € K. Wegen A # 0ist
1 Az
v l—]w—i-l-t,r;—. —JL—IU, also
v=;L—:w+(Mz—#i—fz)vz+-.‘+(nr—u;r)vr.

womit gezeigt ist, dal B’ ein Erzeugendensystem ist.
Zum Nachweis der linearen Unabhiéngigkeit von B’ sei

w4+ pova + .+ peu, =0,

wobei @, (o, ..., 1, € K. Setzt man w = Ajv; + ...+ A, v, ein, so ergibt sich
pAguy 4+ (a4 v+ .o+ (4 g, =0,

also Ay = pds + pr = ... = pA, + p, = 0, da B linear unabhingig war.

Wegen A, # 0 folgt x = Ound damit > = ... = p, =0. [}

Durch Iteration erhiilt man den
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Austauschsatz. In einem K -Vektorraum V seien eine Basis
B=w,...,v)

und eine linear unabhingige Familie (w,, ... ,w,) gegeben. Dann istn < r,
und es gibt Indizes i\, ... i, € {1,...,r}derart, daff man nach Austausch von
Vi, gegen wy, ..., v;, gegen w, wieder eine Basis von V erhdlt. Numeriert man
soum, daffi, =1, ..., 1, = n ist, so bedeutet das, daf3

B = (W, ..., Wy, Upgts-nn s ¥y)
eine Basis von V ist.
Vorsicht! Die Ungleichung n < r wird nicht vorausgesetzt, sondern gefolgert.

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also
n = 1, und sei der Satz schon fiir n — 1 bewiesen (Induktionsannahme).

Da auch (wy, ..., w,_) linear unabhiingig ist, ergibt die Induktionsannahme,
daB (bei geeigneter Numerierung) (w, ... , W,_y, ¥y, ... , v,) eine Basis von V
ist. Da nach Induktionsannahme n—1 < r gilt, mufl zum Nachweis vonn < r nur
noch der Fall n — 1 = r ausgeschlossen werden. Dann wiire aber (wy, ... , w,—;)
schon eine Basis von V, was Aussage iv) aus Satz 1.5.2 widerspricht. Wir schrei-
ben

Wy =AWy + .o+ AWy A0, + .+ A,
mit Ay, ..., A € K. Wire &, = ... = A, = 0, so hiitte man einen Widerspruch
zur linearen Unabhingigkeit von w,, ..., w,. Bel erneuter geeigneter Nume-
rierung konnen wir also A, # 0 annehmen, und wie wir im Austauschlemma
gesehen haben, 146t sich daher v, gegen w, austauschen. Also ist B* eine Basis
von V. ]

1.5.5. Nach Uberwindung dieser kleinen technischen Schwierigkeiten liuft die
Theorie wieder wie von selbst. Wir notieren die wichtigsten Folgerungen.

Korollar 1. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von
V endlich.

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine endliche Basis und (w;);; eine beliebige Basis
von V. Wire I unendlich, so gibe es iy, ... ,i,4 € I derart, daB w;,, ..., w; ,
linear unabhingig wiren. Das widerspricht aber dem Austauschsatz. (m}

Korollar 2. Je zwei endliche Basen eines K -Vektorraumes haben gleiche Léinge.
Beweis. Sind (vy, ..., v,) und (w, ..., wy) zwei Basen, so kann man den Aus-

tauschsatz zweimal anwenden, was k < r und r < k, also r = k ergibt. O

Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen wir nun in sinnvoller Weise die Dimension
eines Vektorraumes erkliren.
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Definition. Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir

dime V o= oo, falls V keine endliche Basis besitzt,
- r, falls V eine Basis der Linge r besitzt.
dimg V heiBt die Dimension von V iiber K. Falls klar ist, welcher Kérper ge-

meint ist, schreibt man auch dim V.

Korollar 3. Ist W C V Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraumes
V, so ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dimW < dimV.
Aus dimW =dimV folgt W = V.

Beweis. Wire W nicht endlich erzeugt, so gibe es nach dem Zusatz aus 1.5.2
eine unendliche linear unabhingige Familie, was dem Austauschsatz wider-
spricht. Also hat W eine endliche Basis, und wieder nach dem Austauschsatz
ist ihre Linge hochstens gleich dimV.

Sein = dimW =dimV und w,, ... , w, Basis von W.Ist W # V| so gibtes
einve V~Wundw,,...,w,, vsind linear unabhéingig im Widerspruch zum
Austauschsatz. O

In 1.5.3 hatten wir gesehen, daB man aus einem endlichen Erzeugendensystem
eine Basis auswihlen kann. Manchmal ist die Konstruktion ,,aus der anderen
Richtung" wichtig:

Basisergénzungssatz. In einem endlich erzeugten Vektorraum V seien linear un-
abhingige Vektoren w,, ... , w, gegeben. Dann kann man w,,.,, ... , w, finden,
so dafs

B=(w.... Wy, Wygpsees W)
eine Basis von V ist.
Beweis. Sei (v, ..., v,) ein Erzeugendensystem. Nach 1.5.3 kann man daraus
eine Basis auswihlen, etwa (v, ..., v,) mit r < m. Nun wendet man den Aus-

tauschsatz an und sieht, dal bei geeigneter Numerierung durch

W] 7= Upgely o on y Wy 1=y
die gesuchte Ergiinzung gefunden ist. O
Beispiele. a) dimK" = n, denn K" hat die kanonische Basis (e, ... , ¢,). Nach

Korollar 2 hat auch jede andere Basis von K" die Linge n, was gar nicht selbst-
verstandlich ist.

b) Geraden (bzw. Ebenen) durch den Nullpunkt des R" sind Untervektorriume
der Dimension 1 (bzw. 2).
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¢) Fiir den Polynomring gilt dimy K [¢] = oo.
d) dimzC = 2 denn 1 und i bilden eine Basis. Dagegen ist dim:C = 1.
e) dimgR = oo (vgl. Aufgabe 4).

1.5.6. Bei der Definition eines Vektorraumes in 1.4.1 hatten wir einen Korper K
zugrundegelegt. Zur Formulierung der Axiome geniigt ein kommutativer Ring R
mit Einselement, man spricht dann von einem Modul iiber R. Die Begriffe wie
Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Unabhingigkeit kann man
in dieser allgemeineren Situation analog erkléren.

In den vorangegangenen Beweisen wird immer wieder durch Skalare dividiert,
was einen Skalarenkorper voraussetzt. Uber einem Ring ist von den erhaltenen
Aussagen iiber Basis und Dimension wenig zu retten. Daher beschrinken wir
uns auf zwei Aufgaben (8 und 9), die als Warnung vor diesen Gefahren dienen
sollen.

1.5.7. Im Basisauswahlsatz 1.5.3 hatten wir bewiesen, da man aus jedem end-
lichen Erzeugendensystem eine Basis auswihlen kann. Fiir die Praxis ist das
Verfahren des Weglassens (und die Kontrolle, ob ein Erzeugendensystem iibrig
bleibt) nicht gut geeignet. Weitaus einfacher ist es, aus einem Erzeugendensy-
stem eine Basis linear zu kombinieren. Wir behandeln hier den Spezialfall eines
Untervektorraumes W C K"; in 2.4.2 werden wir sehen, daB sich der allgemeine
Fall darauf zuriickfiihren laBt.

Seien also ay, ... ,a, € K" gegeben, und sei W = span(ay, ... ,a,). Sind
die Vektoren a; Zeilen, so ergeben sie untereinandergeschrieben eine Matrix

L TR T
A= : : e M(m x n; K),
Amy "' App
d.h. es ist a; = (aih ey ai'n)-
Beispiel. Aus der kanonischen Basis (ey, ... , €,) von K" erhilt man die Matrix
1 0
E, = e M(n xn; K),
0 1

man nennt sie die n-reihige Einheitsmatrix. Dieser Name ist durch ihre Wirkung
bei der Matrizenmultiplikation erkldart (vgl. 2.5.4). Die Eintrige von
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E, = (8;;) sind die sogenannten KRONECKER-Symbole
_ | O fiiri # j,
Yl fird =

Nun kommen wir zuriick auf die schon in Kapitel 0 benutzten Zeilenumformun-
gen. Anstatt der reellen Zahlen stehen Eintriige aus einem beliebigen Korper K,
und wir betrachten vier verschiedene Arten von elementaren Zeilenumformun-
gen:

I Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K*:

(- (+)»

II Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:

a; a;+a;
A= : (g : = A[[ i
a; aj;

Il Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile (A € K*):

a; a + Aa ]
A= > : = A"] .
a; a;
IV Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:
& i
A= = =: A .
aj a;
Dabei bezeichnen jeweils ay, . .. , a,, die Zeilen von A, es ist stets i # j voraus-

gesetzt, und an den mit Punkten markierten Zeilen éndert sich nichts.
Die Typen III und IV entsprechen 1) und 2) aus 0.4.6. Die Typen I und II sind
noch elementarer, denn man kann III und IV daraus durch Kombination erhalten,



94 1 Grundbegriffe

und zwar nach folgendem Rezept:

a; 1 aj n  a+2Aa; 1 [ ai +Aa;
= = = bzw.
a; Aa; Aa; a;

a,-—(a,-—a;) - a; ,,l[, a; ‘
a; —dj a; —da; a;
Zum Verstiandnis der Wirkung von Zeilenumformungen hilft ein weiterer Be-
griff:
Definition. Ist A € M(m x n; K) mit Zeilen a,, ... , a,, so heifit
ZR(A) :=span(a,,...,a,) C K"
der Zeilenraum von A.

Lemma. Ist B aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, so ist
ZR(B) =ZR(A).

Beweis. Nach der obigen Bemerkung geniigt es, die Typen I und II zu betrachten.
Ist B = Ajund v € ZR(A), so ist

v=.,‘+u,-a,-+...=,..+-?(Aa,-)+,“.

also auch v € ZR(B). Analog folgt v € ZR(A) aus v € ZR(B).
Ist B = Ay und v € ZR(A), so ist

RS T SR TR i, S L el o S o o AT BT IS R

also v € ZR(B) und analog umgekehrt. 0
Wie in 0.4.7 beweist man den

Satz. Jede Matrix A € M(m x n; K) kann man durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. ]

Damit ist das zu Beginn dieses Abschnitts formulierte Problem gelost: Hat man
aus den gegebenen Vektoren ay, ... , a, die Matrix A aufgestellt und diese zu
B in Zeilenstufenform umgeformt, so sind die von Null verschiedenen Zeilen
by, ... b, von B eine Basis von W = ZR(A) = ZR(B), denn by, ... , b, sind
nach Beispiel b) in 1.4.5 linear unabhéngig.
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Beispiel. Im R® seien die Vektoren

a = (0,0,0,2,-1),
dr = (0.[,—2,],0).
a; = (0,-1,2,1,-1),
a; = (0,0,0,1,2)

gegeben. Dann verliuft die Rechnung wie folgt:

00 0 2-1 01 1-2 1 0
_01-2 10 0, 00 2-I
G—1 2 1-1 Bl 3 11
000 1 2 ol o 01 2

l
0000]—5 00 0 0 0

Also ist eine Basis von W = span (ay, a3, a3, a4) gegeben durch

by = (0,1,-2,1,0),
b = 0,001,2),
by = (0,0,0,0,-5).

1.5.8. Ob man Vektoren als Zeilen oder Spalten schreibt ist willkiirlich, aber der
Ubergang von der einen zur anderen Konvention wirft Fragen auf. Macht man
in einer Matrix Zeilen zu Spalten, so werden Spalten zu Zeilen; man nennt das
Transposition: Zu

A= (a;) e M(m x n; K) ist ‘A={a:j)EM(nxm;K} mit a;; = aj; .



96 1 Grundbegriffe

‘A heiBt die Transponierte von A. Zum Beispiel ist fiirm = 2 undn = 3

! 10
1 03
=102
0 21
31
Eine quadratische Matrix wird dabei an der Diagonale gespiegelt. Abstrakt ge-
sehen ist die Transposition eine bijektive Abbildung
M(m xn; K) = M@ xm; K), Aw~"'A,
und es gelten die folgenden Rechenregeln:
) '(A+B)="'A+'8,
2) "(A-A)=A-'A,
3) '('A) = A.
Nun kann man ganz analog zu 1.5.7 fiir eine Matrix A elementare Spalten-
umformungen, Spaltenraum SR(A), Spaltenstufenform etc. erkldren, was durch
Transposition auf die entsprechenden Begriffe fiir Zeilen zuriickgefiihrt werden
kann. Das sind einfache Spielereien, aber ein ernsthaftes Problem wird deutlich
durch die folgende
Definition. Fiir eine Matrix A € M(m x n; K) sei
Zeilenrang A = dimZR(A) und
Spaltenrang A := dimSR(A).
Man beachte dabei, da8 Zeilen- und Spaltenraum in verschiedenen Vektorriu-
men liegen:
ZR(A) C K" und SR(A)C K™.
Zum Beispiel fir A = E, ist ZR(E,) = SR(E,) = K", also
Zeilenrang E,, = n = Spaltenrang E,, .
Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme benotigt man die etwas iiberra-
schende Tatsache, daf} diese beiden Zahlen fiir jede Matrix gleich sind. In 2.6.6
steht geniigend viel Theorie fiir einen indexfreien Beweis zur Verfiigung, in Ka-

pitel 6 wird der abstrakte Hintergrund beleuchtet. Der Schliissel fiir einen direk-
ten Beweis mit den Hilfsmitteln dieses Kapitels ist das

Lemma. In der Matrix A € M(m x n; K)) sei die letzte Zeile Linearkombination
der vorhergehenden, A € M(m — 1 x n; K) entstehe aus A durch weglassen der
letzten Zeile. Dann ist

Spaltenrang A = Spaltenrang A .
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Beweis. Wir bezeichnen die Zeilen von A mit ay, ... , a, und die Spalten mit
a',...,a" (man beachte, daB der obere Index keine Potenz bedeuten soll). Nach
Voraussetzung gibtes p, ... , ty—y € K mit

Ay = (A + .o PG -
Das bedeutet, daB alle Spalten von A enthalten sind im Untervektorraum

W={x,....50) €K™ xpp = 1y + .ot Um_1Xm_1},
also ist SR(A) € W. Nun betrachten wir die ,,Projektion™
2 W= K™, x =@y Xn) P F = (e Xmet) -
¥, W
i
&
1 |
a
T
!
= N
a' T a

Bild 1.7

Nach Definition von A gilt SR(A) = m (SR(A)), zu zeigen ist dim SR(A) =
dimSR(A).

Nach 1.5.3 kénnen wir annehmen, daB (a', ... ,a") fireinr mit0 < r < n
eine Basis von SR(A) ist. Offensichtlich ist @', ... ,a@" ein Erzeugendensystem
von SR(A). Ist

Mal+...+rad =0, (%)

| r

so folgt daraus fiir die m-ten Komponenten vona', ... ,a

m=1 m=1
Map+ .ot hal, = MY pial+.+h Y
i=l i=1

[T BLITE ST Yo §7 A
Jj=1 =1

= [ '0+..‘+,U..M_|'0=0.
also folgt aus (), da L@’ + ...+ A.@” = Ound somitA; = ... = A, = 0.

Daher ist@', ... ,@ eine Basis von SR(A).
Selbstverstindlich bleibt der Zeilenraum ganz unveréndert. Das folgt etwa aus
dem Lemma in 1.5.7. O

Der Rest des Beweises fiir die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist
Aufgabe 13.



98 1 Grundbegriffe

Aufgaben zu 1.5

1. Gegeben seien im R’ die Vektoren v,
vy = (4. 3.9. —2‘2). v = (]. 1; l. I ]), s

4.1,1,0,=2), vu = (0,1,4,-1,2),
(0, -2, 8,2, —4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V = span (v, ... , vs).
b) Wiihlen Sie alle moglichen Basen von V aus den Vektoren u, ... , vs aus, und kom-
binieren Sie jeweils vy, ... , vs daraus linear.

2. Geben Sie fiir folgende Vektorrdume jeweils eine Basis an:
a) {(x), 0, x3) € B xp = x3),
b) {(X;.X}_,X3..‘(4) eRY: X430 4+2x3=0, 2x;+x24+2x3 =0},

) span (2, * 41, 24+ 1, P4+ 1, 17 +1%) CRI1),
d) {f € Abb(R,R): f(x) = 0 bis auf endlich viele x € R}.

3. Fiird € M sei

Kltye... talisy i ={FekK[t,..., ty]: F ist homogen vom Grad d oder F = 0}
(vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Beweisen Sie, dass K[, ... ., t,)) € K[11, ... . ty] ein Unter-
vektorraum ist und bestimmen Sie dimK|[, ... , fy))-
4. Zeigen Sie, dass C endlich erzeugt iiber R ist, aber R nicht endlich erzeugt iiber (.
5. Ist (v;);e; eine Basis des Vektorraumes V und (w;) ;e eine Basis des Vektorraumes
W, so ist ((vi, 0));¢; U ((O, wf))je.f eine Basis von V x W (vgl. Aufgabe 2 zu 1.4).
Insbesondere gilt

dimV x W =dimV + dimW ,
falls dimV, dimW < oc.
6. Sei V ein reeller Vektorraum und a, b, ¢, d, e € V. Zeigen Sie, dass die folgenden
Vektoren linear abhingig sind:
vw=a+b+c, v=2a+2b+2c—-d, vi=a—-b—e,
y=54+6b—c+d+e, vs=a—-c+3e, vs=a+b+d+te.

7. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' definieren wir
h(V):=sup{n € N: esgibteineKette yCcVic...cV,.yCV,
von Untervektorrdumen V; € V} .
Zeigen Sie h(V) = dimV.
8. Sei R = C(R, R) der Ring der stetigen Funktionen und
W:={f € R: esgibtein o € Rmit f(x) =0firx > g} C R.
Fiir k € M definieren wir die Funktion
0 fiiralle x = k,

X) =
fi () k—x fiirx<k.
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a) W = span g( fi)gen.
b) W ist iiber R nicht endlich erzeugt (aber R ist iiber R endlich erzeugt).
c) Ist die Familie ( f; )i linear abhingig iiber R?

9. Zeigen Sie Z = 2Z + 3Z und folgern Sie daraus, dass es in Z unverkiirzbare
Erzeugendensysteme verschiedener Lingen gibt.

10. Wie viele Elemente hat ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem endlichen
Kdarper?

11.* a) Ist K ein Korper mit char K = p > 0, so enthilt K einen zu Z/pZ isomorphen
Kdrper und kann somit als Z/ pZ-Vektorraum aufgefasst werden.

b) Zeigen Sie: Ist K ein endlicher Kérper mit char K = p, so hat K genau p' Elemente,
wobei n = dimg,z K.

12. Zeigen Sie: Zeilenrang = Spaltenrang fiir Matrizen mit sehr kleiner Zeilenzahl (etwa
m = |, 2) und beliebig grofier Spaltenzahl n.

13. Folgern Sie aus Lemma 1.5.8, dass fiir eine Matrix A € M(m x n; K)
a) Zeilenrang A < Spaltenrang A,
b) Zeilenrang A = Spaltenrang A,

und somit insgesamt Zeilenrang A = Spaltenrang A gilt.
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1.6 Summen von Vektorraumen*

Fiir die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren wu, ..., v, hatten wir in 1.4.4
auch die Schreibweise

Kvy+...+Kv,

angegeben. Das soll andeuten, daB dies die Menge der Summen von Vektoren aus den
fiir v; # 0 eindimensionalen Réumen K'v; ist. Wir betrachten nun den Fall, dal die
Summanden aus beliebigen Untervektorrdumen stammen, das wird in Kapitel 4 niitzlich
sein, Einem eiligen Leser raten wir, dies zuniichst zu iiberbléttern.

1.6.1. Ausgangspunkt ist die folgende

Definition. Gegeben sei ein K-Vektorraum V mit Untervektorrdumen
Wy, ..., W, c V.Dann heilt

Wit+...+W,:={veV: esgibty; € Wymitv=v, +...+v,}
die Summe von Wy, ..., W,.
Ohne Schwierigkeit beweist man die
Bemerkung. Fiir die oben definierte Summe gilt:
a) W)+ ...+ W, C V ist ein Untervektorraum.
b) Wi+ ...+ W, =span(W,U...UW,).
c) dim(W, +...+ W,) <dimW, +... +dimW,. 0
Nun ist die Frage naheliegend, wie unscharf die letzte Ungleichung ist. Im Fall
r = 2 ist das einfach zu beantworten:

Dimensionsformel fiir Summen. Fiir endlichdimensionale Untervektorriume

W, W, cVgilt
Beweis. Wir beginnen mit einer Basis (v, ..., v,) von W, N W, und erginzen

sie entsprechend 1.5.5 zu Basen
(Vs Uy wyy oo wy) von Wiund  (vy, ..., U Wy, ..., w))  von Wa.
Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daB
Bi= (U, Uy Wy, oeey Wi, Wi, 0., W)
eine Basis von W, + W ist. Dall W, 4+ W, von B erzeugt wird ist klar. Zum
Beweis der linearen Unabhingigkeit sei
MU+ et AU+ Wy o e+ ) gy =0, (%)
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Setzen wir
vi=AU o AU Wy L ey,
soistv € Wy und —v = piw| + ... + pjwj € W, alsov € W), N Wa. Also ist
v=2Av 4.+ A,

mit A}, ..., A, € K, und wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen
folgt insbesondere pt; = ... = p; = 0. Setzt man das in (*) ein, so folgt auch
A]=,,_=lm=u,(1:___:#;=0_ O

1.6.2. Der Korrekturterm in der Dimensionsformel wird durch die Dimension
des Durchschnitts verursacht. Diesen Mangel einer Summendarstellung kann
man auch anders charakterisieren.

Lemma. Ist V. = W, + W,, so sind folgende Bedingungen dquivalent:
i) Wynw,={0)}.

it) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = w) + wy mit w; € W,
w, € Wa.

iii) Zwei von Null verschiedene Vektoren w, € W, und w, € W; sind linear
unabhdngig.

Beweis. i) = ii): Ist v = w; + wy = W) + w4, so folgt
W, —wy =wy —w; € WNW,.
ii) => iii): Sind w,, w; linear abhéngig, so erhilt man verschiedene Darstellungen
des Nullvektors.
i) = i): Ist 0 # v € W) N Wy, so erhilt man einen Widerspruch zu iii) durch
lv+(—1v=0. O

Da Bedingung i) am kiirzesten aufzuschreiben ist, die folgende

Definition. Ein Vektorraum V heil3t direkte Summe von zwei Untervektorriumen
W, und W,, in Zeichen

V=W, @W,, wenn V=W, +W, und W, NW,=[0}.

1.6.3. Im endlichdimensionalen Fall hat man einfacher nachzupriifende Bedin-
gungen fiir die Direktheit einer Summe.
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Satz. Ist V' endlichdimensional mit Untervektorrdumen W, und W,, so sind fol-
gende Bedingungen gleichwertig:

) V=WoWw,.
ii) Es gibt Basen (w,...,wx) von Wi und (wi,...,w]) von Wa, so daff
(wiy. .. W, wh,. .., w)) eine Basis von V ist.
iii) V= W1+ W, und dimV = dimW; + dimW5,
Beweis. 1) = ii) = iii) folgt aus der Dimensionsformel (einschlieflich Beweis)
in 1.6.1 im Spezialfall W; N W, = {0}.
iii) =» i): Nach der Dimensionsformel ist dim(W, N W3) = 0, also
Wiy NW, = {0}. B
Daraus folgt sofort die Existenz von ,direkten Summanden™:

Korollar. Ist V endlichdimensional und W C V' Untervektorraum, so gibt es da-
zu einen (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmten) Untervektorraum
W' c V, sodaf

V=WwWeoW.
W heiBt direkter Summand von V zu W,
Beweis. Man nehme eine Basis (vi,...,v,) von W, erginze sie nach 1.5.4 zu
einer Basis (v1, ..., Um, Um+1, - -, U) von V und definiere
W' :=span (Vme1,...,U). o

1.6.4. In Kapitel 4 werden wir direkte Summen von mehreren Unterrdumen an-
treffen. Zur Vorsorge dafiir die

Definition. Ein Vektorraum V' heiBt direkte Summe von Untervektorrdumen
Wi, ..., Wy, in Zeichen

V=Wea..eoW,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
DS1 V=W +...+ W

DS2 Sind wy € Wy,...,w, € W gegeben mit wy + ... + w = 0, so folgt
w1=...=wk=0.
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Vorsicht! Bedingung DS2 darf man fiir k > 2 nicht ersetzen durch
Win...NnWy=1{0} oder W;,NW;={0} fiirallei # j
(vgl. Aufgabe 1).
1,

W

" '3
Bild 1.8

Beispiel. Ist (v, ..., v,) eine Basis von V,soist V = Kv, & ... ® Kv,.

Satz. Fiir Untervektorridume W,, ... , W, eines endlichdimensionalen Vektor-
raumes V sind folgende Bedingungen dquivalent:
HV=Wo..eW.
i) Ist fiir jedes i € {1,... k) eine Basis (v:”, B ,v,‘f’) von W; gegeben, so
ist

n il

B:= (v}”,‘.. s v“")

eine Basis von V.

Man beachte die Klammern bei den oberen Indizes. Sie dienen zur Unterschei-
dung von Exponenten, deren Stammplatz an dieser Stelle ist.

Beweis. i) = ii). Offensichtlich ist I3 ein Erzeugendensystem. Zum Beweis der
linearen Unabhiingigkeit sei
. k) (k
v+ P P L+ uP® =0,
Setzen wir w; := p\"v” +. .. + uPv, s0 bedeutet das
wy+...+w =0,
und wegen DS2 muBl w; = ... = wy; = 0 sein. Also ist
o 4 p =0 firi=1,... ,k,

]
W _

und daraus folgt )" = ... = u!’ = 0.
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ii) &> iii) ist klar.
ii) = i). Zum Nachweis von DS2 stellen wir jedes w; € W; durch die gegebene

Basis von W; dar:
w; = pta)ﬂ(al it ”(s) (i)

Ti Ti

AusderAnnahmew1+...+wk—0folgt

ZZ Oy = 0.

i=1 p=1

Da B eine Basis ist, folgt p(‘) 0 fiir alle p und ¢, also ist auch
w=...=wp=0. ]

Aufgaben zu 1.6

1. Beweisen Sie, dass fiir einen Vektorraum V folgende Bedingungen &quivalent sind:
) V=Wa..eW
ii) Jedes v € V ist eindentig darstellbar als v = wy + ... + wy mitw; € W;.

i) V= Wi+ ... + Wi, W; # {0} fiir alle ¢ und von Null verschiedene Vektoren
wy € Wh, ..., wg € Wy sind linear unabhéngig.
Vorsicht! Die Voraussetzung W; # {0} ist wesentlich. Ist etwa W, = {0}, so ist
die angegebene zweite Bedingung stets erfiillt!

iv) V=W +.. +WkundeEW_{ﬂ} firallei € {1,...,k}.
i=1
J#
V) V=Wi+...+Wiund Win(Wig1+...+ W) = {0} firallei € {1,...,k—1}.

Zeigen Sie anhand von Gegenbeispielen, dass die obigen Bedingungen fiir k > 2 im
Allgemeinen nicht dquivalent sind zu Wi N...N Wi = {0} bzw. W; N W; = {0} fiir
alle i £ j.
2. Sind V und W Vektorrdume, so gilt

VxW=(Vx{0})& ({0} x W) .

3. Eine Matrix A € M(n x n; K) heiBt symmetrisch, falls A = 'A.

a) Zeigen Sie, dass die symmetrischen Matrizen einen Untervektorraum Sym(n; K)
von M(n x n; K) bilden. Geben Sie die Dimension und eine Basis von Sym(n; K)
an,
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Ist char K # 2, so heiBt A € M(n x n; K) schiefsymmetrisch (oder alternierend), falls
'A = —A. Im Folgenden sei stets char K # 2.

b) Zeigen Sie, dass die alternierenden Matrizen einen Untervektorraum Alt(n; K) von

Min x n; K) bilden. Bestimmen Sie auch fiir Alt(n; K) die Dimension und eine
Basis.

¢) Fiir A € M(n x n; K) sei A, := $(A +'A) und A, := §(A —A). Zeigen Sie: A, ist

symmetrisch, A, ist alternierend, und es gilt A = A; + A,.

d) Es gilt: M(n x n; K) = Sym(n; K) & Alt(n; K).
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