
Kapitell

Grundbegriffe

Zu Beginn die ses Kapitel s erklären wir die grundlegende n Begriffe der Algebra. die an
den versc hiede nsten Stellen der Mathematik auftauchen. Wie inten siv ma n dies bei der
ers ten Lektüre studie ren soll. ist e ine Frage des Geschmacks. Wer gar keinen Appetit dar­
auf verspürt, kann sofort bis nach 1.4 weite rblauem. wo d ie wirkliche lineare Algebra.
nämlich die Theorie der Yeklorräu me, beginnt. und das. was er von den Gro ndbegriffen
später benöt igt. bei Bedarf nachsch lagen .

1.1 Mengen und Abbildungen
Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff,,Menge" erklärt
wer den kan n; das ist Gegem'land der mathe matisc hen Grundlagenforschung. Für d ie
Zwecke der linearen Algebra genügt es. e inige eleme ntare Regeln und Bezeichnungen
zu erläutern. Wer an einer fundienen Darstellung interessien ist. möge zum Beispiel
[F"pl konsultieren.

1.1.1. Die endlichen Mengen kann man im Prinzip durch eine vollständige Liste
ihrer Elemente angeben. Man schreibt daftir

X ;={Xt . xz• . . .• xnl .

wobei der Doppelpunkt neben dem Gleich heitszeichen bedeutet. daß das links
stehende Symbol X durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird. Die
Xi heißen Elemente von X . in Zeichen X i E X. Man beachte. daß die Ele­
mente Xi nicht notwendig verschieden sein müssen. und daß die Reihenfolge
gleichgültig ist. Man nennt die Elemente Xt•. . . • Xn E X paarweise verschieden.
wenn
x , t- X j ftir i l' j. In diesem Fall ist n die An zahl der Elemente von X .

Die leere Me/lge 11 ist dadurch gekennzeichnet. daß sie kein Element enthält.
Eine Menge X' heißt Teilmenge von X . in Zeichen X ' C X. wenn aus X E X'

immer .l E X folgt. Es gih

X = Y <:> X C Y und Y C X .

Die einfachste unendliche Menge ist die Menge

N ;={O. 1,2,3, .. . 1

der natürlichen Zahlen, Man kann sie charakterisieren durch die PEANo -Axiome
(vg l. [2 ]). Diese enthalten das Prinzip der vollst ändigen Induktion:

Sei M C N eine Teilmenge mit fotgenden Eigenschafte n:

a) 0 E M .
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b) n E M => n + 1 e M .

Dann ist M = N.

3J

Mancher Leser wird sich an dieser Stelle zum ersten Mal - aber sicher insgesamt
nicht zum letzten Mal - darübe r wundem, daß die Bezeichnungen in der Mathe­
matik nicht einheitlich sind . So wird die Null manchmal nicht als natürliche Zahl
angesehen. Es gibt versuche, hier durch Dl N-Normen Ordnung zu schaffen (vgl.
{Dl N]), aber viele Mathematiker lieben mehr ihre Freiheit. als Normblätter.

Durch Erweiterungen von Zahlbereichen erhält man ausgehend von 1'1 die gan­
zen Zahlen

Z = {O, + 1. - I, + 2. - 2. . . . l ,

die rationalen Zahlen

Q = { ~ : P.qE Z .q"o O} .

und etwa als Dezimalbrüche oder Cauchy-Folgen rationaler Zahlen die reellen
Zahlen R. Es iSI

N cZ c Q c R C C .

wobei die in gewisser Weise abschließende Erweiterung zu den komplexen Zah­
len C in 13 .3 und 1.3.9 behandelt wird. Einem Leser, der mehr über den Aufbau
der .Zahlen" wissen möchte. sei [Z] empfohlen.

1.1.2. In der linearen Algebra werden wir mir w ichen Mengen auskommen. die
sich aus den in 1.1.1 angegebenen Mengen mit Hilfe einiger elementarer Opera­
tionen ableiten lassen.

Aus einer gegebenen Menge X kann man Teilmengen auswählen. die durch
gewisse Eigenschaften der Elemente charakterisiert sind. in Zeichen

X' := {x E X: x hat die Eigenschaft E} •

zum Beispiel X ':= In E 1'1 : n ist gerade}.
Sind X r. . . .• Xn Mengen. so hat man eine Vereinigung

X 1U ... U Xn: = {x : esgibtein i E {1, .. . •n!mit.l EX,}

und den Du rchschnur

x 1n .. . n xn :={x: x EX;für alle iE {I •. . . •»[ } .

An einigen Stellen wird es nötig sein. Vereinigungen und Durchschnitte von
mehr als endlich vielen Mengen zu betrachten. Dazu verwendet man eine Menge
I . die Indexmenge heißt , so daß für jedes i E / eine Menge X; gegeben ist. Dann
sind vereinigung und Durchschnitt erklärt durch
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UX; := Ix : esgibt eini E I mn r E X,} .
; ~l

nX; := Ix : x E X; für alle i E l} .
i ~1

Ist etwa f = N und X, := I- i , i ) C R für jedes i E N ein Intervall. so ist

UX;= R und n x;= \O\ .
i ~N ;EN

Ist X' C X eine Teilmenge. so nennt man

X -, X':= IxE X : .r r;. X'J
die Differentmenge (oder das Komplemem).

x, ,

/ (x) = .jX.

.;x

1.1.3. Zur Beschreibung von Beziehungen zwische n versc hiedenen Mengen
verwendet man .Abbildu ngen''. Sind X und Y Menge n, so versteht man unter
einer Abbildung von X nach Y eine Vorschrift [, die jedem .r E X eindeutig ein
/(x) E Y zuordnet . Man schreibt dafür

/ : X _ Y • .r ...... /(x ).

Man beachte den Unterschied zwischen den beiden Pfeilen: .._ " steh t zwischen
den Mengen und .._ .• zwischen den Elementen.

Zwei Abbildungen t . X _ Y und g : X _ Y heißen gleich . in Zeichen
/ = g, wcnn / (x ) = g (x ) für allc x E X. Mil

Abb (X. Y)

bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.
Ein Problem bei dieser Definition einer Abbildung ist, daß nicht präzisie rt

ist. in welcher Form die Abbildungsvo rschrif! gegeben sein soll (gena uso wenig
war festgelegt worden, in welcher Form die charakterisierende Eigenschaft einer
Teilmenge vorliegen soll). Besonders ein fach zu beschreiben sind Abbildungen.
bei denen / (x) durch eine explizite Formel angegebe n werden kann, etwa im
Fall X = Y = R durch

J(.T) = c.r ,

Bild 1.1
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Die letz te Vorschrift ist schon problematisch , we il es für positive reelle Zahlen
zwei und für negative keine Quadratwurze l gibt. Eine Abb ildu ng im Sinn der
Definition liegt nur vor. wen n man negative .r aussc hließt und für positive .r eine
Wurzel (etwa die positive ) auswählt. Dann hat man eine Ab bildung

I: R+ -+ JR+, .t l-!' +JX ,
wobei R+ := Ix E R: .r ~ 01.

Mit einer Abbi ldung kann man nicht nur Elemente, sonde rn auch Teilmengen
bewegen . Sei also I : X -+ Y und M C X, N C Y. Dann heißt

I (M ):={yE Y : es gibt einx E M mity =/(x) ! C Y

das Bild von M (in Y). insbesondere I( X ) das Bild von X in Y , und

rl(N ):= {_I E X : l ü ) E NI c X

das Urbild von N in X. Man beachte. daß für eine einele mentige Menge
N = (y l das Urbild

eine Teilmenge ist . die aus mehreren Elementen bestehen. aber auch leer sein
kann (e twa bei 1 (.1) = x 2). Daher ist I -I im allg eme inen keine Abb ildung von
Y nach X im Sinn der Definition.

Noc h eine Bezeic hnungsweise. Ist I : X -+ Y eine Abbildung und M C X
eine Teilmenge . so nen nt man

1 1M : M -+ Y . .t l-!' I(x},

die Beschränkung von I auf M . Sie unterscheidet sich von I nur durch den
eingeschränkten Definitio nsbereich. Ist Y C Y' eine Teilmenge, so ist es übli ch,
mit I : X -+ Y' auch die Abb ildu ng mit dem ausgedehnten Bildbe reich zu
bezeichnen.

1.1.4. Besonders wichtige Eigen schaften von Abbildungen haben eigene Na­
men . Eine Abbildung I : X -+ Y heiß!

injekli\', falls aus .r , x' E X und I(x ) = I (x') stets .r = x' folgt ,

surjekli \', falls I(X ) = Y ,
d.h. falls es zu jedem y E Y ein .r E X gibt mit y = I (x),

bijektiv, fall s I injektiv und surje kt iv ist.

Ist I bije ktiv, so gib t es zu jedem y E Y genau ein .r E X mit I (x) = y, In
diesem Fall kann ma n also eine Umkehrabb ildung

r l
: Y -+ X , Y l-!'.l = rl (y ) mit y = I (x )
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erklären. Man beachte, daß das Symbol I -I in verschiedenen Bedeutungen vor­
kommt :

- bei einer beliebige n Abbildung ist für jede Teilmenge N C Y das Urbild
/ - I(N) c X eine Teilmenge,

- ist I bijcktiv, 50 besteht für die einelementige Teilmenge (y ) C Y das Urbild
/ -1({ y}) aus einem Element x , in Zeiche n

r l({y lJ = lxI ,
dafür schreibt man dann I -I(y ) = x.

Durch systematisches Zählen beweist man den folgenden einfachen

Satz. Ist X eine endliche Menge. so sindfür eine Abbildung f : X _ X fo lgende
Bedingungen äquivalent:

i) / ist injektiv,

ii) I ist surjektiv,

iii) I ist bijektiv.

Beweis. X bestehe aus n Elementen. also X = {X I, . . . ,.r. I, wobei n E N ist und
die .r, paarweise verschieden sind.

i) =} ii): Wir zeigen ,,nicht surjektiv" => ,,nicht injektiv" . Ist f eX ) '# X, so
besteht I( X l aus m -c n Elementen. Nun besagt das sogenannte Schubladen­
prillzjp von DtRICHLET: Verteilt man n Objekte irgendwie in m Schubladen,
wobei m -c n , so gibt es mindestens eine Schublade, in der mehr als ein Objekt
liege. Also kann / nicht injektiv sein.

ii) => i): Ist I nicht injektiv, so gibt es X i ,Xj mit x; '# Xj, aber / ( X; ) = I(x,) .
Dann kann I (X ) höchstens 11 - I Elemente enthalten. also ist I nicht surjektiv.

Wegen ii) => i) folgt auch ii) => iii), iii) => i) ist klar, Damit sind alle möglichen
Implikationen bewiesen. 0

1.1,5, Sind X, Y. Z Mengen und t . X _ Y sowie g : Y _ Z Abbildung en,
so heißt die Abbildung

g o f : X _ Z , x ....... g(j(x» =: (g o j)(x)

die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von / und g (man sagt g kom ­
poniert mit I für g 0 j). Man beachte dabei, daß die zuerst augewandte Abbil­
dung rechts steht, im Gegensatz zum Diagramm

X "'!""" Y ....!... z .
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2) Sei f surjektiv. Zu jedem y E Y wählen wir ein feste s x e X mit ! (x ) = y
und setzen g(y ) := .1. Die so erklärte Abbi ldung g : Y -+ X hat die Eigen schaft
f og :: idy.

Ist umgekehrt g : Y -+ X mit f og = idy gegeben , und ist y E Y. so ist
Y = f (g (y », also Bild von g(y ), und f ist surjektiv.

3) Isl f bijektiv, so erfüllt g ;= / -1 die beiden Gleichungen. Ist umgekehrt
g : Y ...... X mit g o f = idx und f o g = idy gegeben. so ist f nach 1) und 2)
bijekliv, und es gilt g = / -1. 0

1.1.6. Schon be i der Einführung des Raumes Rn hatten wir ein .direktes Pro­
dukt ' betrachtet. Sind allgemeiner X I> ... , Xn Mengen, so betrachten wir die
geo rdnete" n -Tupel

x=(x .. . . . . x .) mit XI E K 1, ... , x. e X."

Genauer kann man .r als Abbildung

x : {\, . . . • n j _X l U .. . U K. mit x(i ) e X;

ansehen (man nennt x auch Auswoh/funklion) , und zur Vereinfachun g der
Schre ibweise X; := x( il und .t := (XI, .. . • x. ) setzen. Im Sinne der Gleich­
heit von Abbildungen gilt dann

( XI , '" , x. l =(x;,... , -< l <:>Xl =x; ,.. . ,x. =x; .
Nun erklären wir das direkte Produkt

Xl x .. . x X. := {(X l • . . . , x. l : X; E X;}

als Menge der geordn eten 11 -Tupe l. Offensichtl ich ist X I X . . . xX. #- 0, wenn
X; # 0für alle i e ll , · · · . n l·

Für jedes i hat man eine Projektion auf die t -re Komponente

H, : X1 x . . . x X._ X;. (x l .. . . , x; • . .. , x. l ...... x;.

Ist spez iell X I = . .. = X. = X, so schreibt man

X· =X x . . . xX .

Ein Element von X· ist also e ine Abbildung 11 . . . . , n l _ X. Ist allgemeiner I
irgendeine Men ge (man nenn! sie lndexmengei, so nennt man eine Abbildu ng

I{I: I _ X , i ...... X; = 1{I(i).

eine Familie von Elementen in X. Man beachte den Unte rschied zu einer Teil­
menge X' C X . die man mit !pU ) vergleichen kann: die Elemente i e I kann
man als Etiketten (ode r noch näher am Familienleben als Pflichten) anse hen. die
unter den Elementen von X vertei lt werden. Jedes Etikett i hat einen eindeut i­
gen Empfänger X; , die Elemente von X ' = !p(I ) erhalten mindestens ein Etikett ,



Bild 1.3 Gebirge mit Überhängen: In der Fränkischen Schweiz
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1.1.8. Das d irekte Prod ukt ist auch nüt zlich , um Beziehungen (ode r Relat ionen )
zwischen je zwei Elementen .r , Y E X zu studieren. Man schreibt dafür allge­
mein .l -- y .

Beispi ele. a l X = Menge der Menschen . .r '" y :<:> .r kennt y .

b) X = R. .r ..... y :<:> .r :::: y.

c)X = IR" , (XIo . • • ,x.) -- (Yh ' " .y. ) :<:> xf + ... +x; = y~ + ... + y;.
d ) X = Z, 0 # m E N, .r ..... Y :<:> Y - .r durc h In teilbar.

Eine Relation ist besc hriebe n dur ch ihren Graphen R eX -c X , wobei

(.l . y) E R<:> x - y . (*)

Man kann also eine Relation auf X definieren als Teilmenge R eX xX, und
das Ze ichen "- durch (*) erklären.

Dcunmon. Eine Relation ..... auf X heißt Aqui vatemretation. wenn für beliebige
x ,y.ze X gill:

A I x ..... .r,

A2 x - y==} y -.l ,

A3 .r -- y und y -- z ==} X 'V z.

(reflexiv)

(symm etri sch)

(transitiv)

In diesem Fall sagt man .r ist öquivatent zu y für x '"" y.

Der Leser möge zur Übun g die obi gen Beispiel e auf diese Eigenschaften über­
prüfen . Vor allem die Reftexivuär in Beispiel a] ist etwas Nachdenk en wert.

Hat man auf eine r Menge eine Äqu ivalenzrelation eingeführt, so kann man
- wie wir sehen werd en - zu einer neuen Menge übe rgehen, in der äquivalente
Elemen te der ursprüngli chen Menge zu .R epräsenta men" desse lben neuen Ele­
meme s werden. Dabei wird - mit den Worten von HERMANN WEYl. - al/es
im Sinne des eingenommenen Standp unktes Unwesentliche an den untersuchten
Objekten abgestreift. Übersetzt ins Mengen-Latein , liest sich das wie folgt:

Ist eine Äquivalen zrelation auf einer Menge X gegeben, so heißt eine Teil­
menge A C X Aquivolemktasse (bez üglich R ), fall s gilt;

1. A :# 0.

2. x, yE A=? x ..... y .

3. X E A, y E X , x '"" y :=> Y E A .

Man übe rlege sic h, wie die Äquiv alenzklassen in obi gen Beispielen c) und d)
aussehen.
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Bemerkung. Ist Reine Aqui valem.relaliOllauf eint" Menge X, so geh ört je des
Element a E X zu ge/lall einer Aqui valenzklasse. Insbesondere gi/t f ür zwei
beliebige Aquil'ulenzklassen A , A' entweder A = A' oder A n A ' = 0.

Beweis. Für ein fest gegebenes a E X definieren wir

A :=!x E X : x -a f .

Wir zeigen . daß A eine Äquivalenzklasse ist. die a enthält . Wegen a - a isl
a E A.undesfolgt A '" 0.Sind x . y E A. so ist x - a und y "- a . also x "- y
nach A2 und A3.

Ist x E A. y E Xund x - y.so istx - a . also nach A2 und A3 auch y ..... a
und daher y E A. Damit ist gezeig t. daß a in mindestens einer Äqui valenzklasse
enthal ten ist.

Es ble ibt zu zeigen . daß zwei Äquivalenz klassen A und A ' entweder gleich
oder disjunkl sind. Angenom men. es ist A n A' # 11 und a E A n A'. Ist x E A .
so ist .t "- a, und wegen a E A' folgt auchc E A' . Also ist A C A' . Eben so
beweist man A ' C A. woraus A = A' folgt. 0

Jede Äquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert also eine Ze rlega ng von X

in disjunkIe Äquivalenzklassen. Diese Äquivalenz klassen betrachtet man als Ele­
mente einer neuen Menge, die man mit X/ R bezeic hnet Man nennt sie die QUQ­

nentenmenge von X nac h der Äqui valenzrelation R. Die Elemente von
X / R sind also spezielle Teilmengen von X. Indem man jedem Element a E X
die Äquivalenzklasse A Q zuord net, in der es enthalten iSI. erhält man eine kano ­
nische (d. h. in der gegebenen Situation eind eutig festgelegte) Abbildun g

X -X/ R . a ..... A Q •

Das Urbild eines Elementes A E X/ R ist dabei wieder A. aber aufgefaßt als
Teilmenge von X.

Jedes a E A heißt ein Repräsentant der Äquivalenzklass e A. lm allgemeinen
gibt es keine Möglichkeit. spezielle Repräsentanten besonders auszuze ichnen.
Das wäre auch gar nich t im Sinne der durchgefü hrten Konstruktion.

Als Beispiel aus dem realen Leben kann eine Schule dienen: die Menge der
Schüler wird in Klassen eingeteilt. und für manche Fragen. etwa die Gestaltung
des Stundenplans. ist nur noc h die Menge der Klassen von Bedeutung.

Aufgaben zu 1.t

I. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln für die Operationen mit Mengen:

a) x n y = y nx,X U Y = Y UX.

b) X neY nZ) =(X nn n Z, X U (Y U Z) = (X U n u Z.
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cl X n o- u z ) = (X n Y) u (X n Z ), X U (Y n Z) = IX U Y) n ( X u Z),
d) X " (M1n M;o ) = (X " Md U(X <, M ;» . X " (MI UM z) = (X " M d n (x " Mz).

2. Sei f: X Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

a) l ~t MI C M2 C X . so fol gl f (M I ) C f (M2 ) .

Ist N I C N2 C Y. so fo lgl / - 1(N I) C / - 1(Nz).
bj u c; r l (j(M )) für M C X , l(j - ' (N )) C N für N e Y.

c) rl f Y " NI = X " r l (Nl für N e Y.

dj Für M I. Mz C X und NI. Nz C Y gilt

r 1(NI n Nz) = rl(Nll n r l (Nz). r l (NI U Nz) = r11N1) U r l{ Nz),

j{M, U M2) = JC M, ) U Je Mz). J {M, n Mz) C f l Mt ) n ! fM l ).

Finden Sie ein Beispiel . in dem f (MI n Mz) t- !(M1l n I (M2) gilt!

3. Se ien f: X ..... Y, g : Y ..... Z Abbildungen lind g o f : x ..... Z die Ko mposition
von f lind g. Dann gilt :

a) Sind f und g injektiv (surjektiv), so ist auch g o f injektiv (su rjektiv).

b) ISI g o f injekt iv (surje ktiv), so ist auch f inje ktiv (g surjektiv).

~ . Unters uchen Sie die folgende n Abbi ldungen auf lnjektivitä t und Surjektivität:

a) h : a 2 _R,(x . y) x +Y, b) h : a2 _a, (x, )" ..... x 2 + y2 _ I,

c l h : a l _R2, (x . y) (x +2y.2.x - Y).

5, Zwei Mengen X und Y heißen gleichmächtig genau dann. wenn es e ine bijeknve
Abb ildung f: X _ Y gibt. Eine Menge X heiß t abzahlbar unendlich, falls X und N
g leichmäc htig sind.

a) Zeigen Sie. dass Z und Q ab zähl bar unend lich sind .

b) Ze igen Sie. dass R nicht abzählbar unendlich ist.

c) FOr eine nichtleere Menge M sei Abbl M . [0. 11) die Menge aller Abbildungen von
M nach 10 . I!. Zeig en Sie. dass Mund Abb (M . 10 . I !) nicht gleichmäc htig sind.

6. Ein Konferen zhotel für Mathematiker hat genau N Bette n. Das Hotel ist bere its vo ll
be leg t. aber die Mathematiker lassen sich nach Belieben innerhalb des Hotels umquar­
tieren. Das Hotel soll aus wirtschaftlichen Gründen stets voll be legt se in. und wenn
möglich. so llen alle neu ankomm end en Gäste untergebr acht werden. Was macht man in
folgenden Fällen?

aj Ein weiterer Mathematiker trifft ei n.

b) Die Insassen eines Kleinbusses mit n Plätzen suchen Unte rkunft

c) Ein Großmumbu s mit N Personen kommt an.

d ) 11Großraum busse treffen ein.

e) N Großrallmbusse fahren vor.
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1.2.1. Unter einer Verknüpfimg (oder Komposition) auf eine r Menge G versteht
man eine Vorschri ft *, die zwei gegebenen Elemen ten a, b EG ein neues Ele­
ment *(a . b ) E G zuordnet. d.h. eine Abb ildung

e : Gx G_G , (a,b )I-+ *(a,b ) .

Wir ge ben einige Beisp iele für solc he Vorschriften * und schreiben dabei zur
Abkürzung a *b stat t * (11 , b):

a) Ist X eine Menge und G = Abb (X . X)die Menge al ler Ab bildungen

f : X _ X ,

so iSI für I, g E G nach 1. 1.5 auch f og E G, also kann mall

f *g := f o g

setze n.

b ) In G = N. Z. Q. R oder R: hat man Addition und Mulliplikalion, also kann
manflir a . b e G

o *b :=o +b oder a *b :=ll · b

se tzen. Im Gegensatz zu Beispiel a) iSIdie Reihenfolge von 0 und b hier ega l.

c) In G = Q oder R kann man

a *b := ~ (II + b)

als das arithmetische Mittel von 0 und b erklären.

1.2.2. Verknü pfungen mit besonders gute n Eigenschaften haben eigene Namen.

Definilion. Eine Menge G zusammen mit einer Verknü pfung * heißt Gruppe ,
wenn folgende Axiome erfüllt sind:

G I (a *b) '" C = {/ '" (b '" c) für alle o . b , c E G (Assol.iativgesetl.).

G 2 Es gibt ein e E G (neutrales Element genannt) mit den folgenden Eigen­
schaften:

a) e e n e e für aüe a e G.

b) Zu jedem o E G gibt es ein a' E G (inverses Element von a genannt) mit
0 ' * 0 =e.

Die Gruppe heißt abelsch (oder komm utativ), falls außerdem a * b = b * a für
«ne a.e s c .
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Falls das keine Verwirrung stiftet, schreibt man die Verknüpfung zur Verein­
fachung meist als Multiplikation, also a . b oder nur ab statt a '"h.

Ist die Verkniipfung als Addition gesc hriebe n, so setz t man stillschweigend
voraus, daß sie kommutativ ist. Das neutra le Element 0 heißt dann Nultetement,
das Inverse von a wird mit - a bezeichnet und heißt Negatives.

Wenn das Assoziativgesetz erfüllt ist, kann man bei mehrfachen Produkten die
Klammem weglassen, also schreiben:

abc = (ah )c = a( bc ) .

Zunächst wollen wir die Gruppenaxiome bei den Beispielen aus 1.2. 1 nach­
prüfen.

a ) In G = Abb(X, X l ist die Komposition nach 1.1.5 assozia tiv, die identische
Abbildung id ;,: erfü llt G2a. aber aus der Existenz eines g mit g o f = idx folgt,
daß f injektiv sein muß. Also ist G2b im allgemeinen nicht erfüllt.

Das kann man aber reparieren. Die Hintereinanderschaltung ist auch eine Ver­
knüpfung in der Teilmenge

S (X) :== {f E Abb(X , X ) : f bijektivj ,

und S(X) wird damit zu einer Gruppe. Sie heiß t die symmetrische Gruppe der
Menge X. Ist X == {I. ... , n j . so schreibt man S~ statt SeX ). Jedes o E S~ heiß t
Permutation der Zahlen I , . . . , n , und S~ nennt man auch Permutationsgruppe.
In der linearen Algebra iSI sie wichtig bei der Berechnung von Determinanten,
daher verschieben wir alles Weitere hierübe r auf Kapite l 3. Insbesondere werden
wir dort sehen, daß S. für n ~ 3 nicht abelsc h iSI.

b ) Hier sind nur Z. Q und R mit der Addition und R~ mit der Multiplik ation
Grup pen. Der Leser möge zur Übung nachprüfen, welche Axiome in den anderen
Fällen verletzt sind.

cl Das arithrneusc he Mittel ist nur komm utativ, aber nicht assozia tiv, und es gibt
kein neutrales Elem ent

1.2.3. Bei der Aufstellung von Axiomen versucht man, so wenig wie möglich zu
fordern und die weiteren Eigenschaften daraus abzuleiten. Insbesondere haben
wir weder bei I.' noch bei a' die Eindeutig keil postuliert. Derartigen Kleinkra m
kann man nachträglich beweisen.

Bemerkung. lst G eine Gruppe, so gilt:

a) Das neutrale Element I.' E G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigen­
schaf t a . e == a fü r alle a E G.
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b) Das inverse Element a ' ü/ für jedes a E G eindeutig bestimmt und hat au('h

die Eige/uchajl a ' a ' = e für alle o E G.

c) Da das tnxerse zu a nach b) eindeutig hes linmu ü t, kann man es mit l/ - I be·

zeichnen. Es giltfüra .b E G:
a- 1.a =<I.a - l =e . ((/ - I) -I =a . (ahj - I= b - Il/ - I .

d) t:s gellen die [olgenden Kurzungsregrln:

lI · x = a · x =} x = x und Y · {I=y · a ~ y = y .

Beweis. Wir betrachten ein neutrales e und ein a E G, Zu a' gibt es ein a" mit
a"a' = e, Daraus folgt

aa ' = d l/a') = (a" a' )(aa ' ) = a"(a'(l/a '»

= c/ '(t/a )a ') = a"(t"{/ j = a "a ' = e,

und somit ue = a(a 'l/ ) = (ua' )a = ea = a.

Ist eein eventuelles anderes neutrales Element . so ist

ee=e und ee=e, also 1'=1'.

Damit ist a) und die erste G leichun g VOn c) bewiesen.
Ist ii ' ein eventue lles anderes Inverses. so folgt

ä' = ii 'e = ii '(l/ II ') = (ti 'a)a' = ec ' = a '

unter Verwendung der bereits vorher bewiese nen Eigenschaften, Damit ist auch
b) bewiesen.

Aus aa - I = I' folgt, daß a inverses Element zu a - I ist, d.h. (<1 - 1) - 1 = u .
Weiter gilt

(h- 1a - I)(<lh) = b - I(a - I( ab» = b - I«a - Ia)h) = b- l(eb) = b - Ih = e ,

Schli eßlich folgen die Kürzungsregeln durch Multi plikation der jeweils ersten
Gleichung von links bzw. rechts mit a -I . 0

1.2.4. Auf der Suche nach Beispielen für Gruppen kann es helfen, das Axiom
G2 etwas anders zu formulieren. Dazu betrachte n wir für ein fes tes a E G die
Abbildungen

ra: G G , .r X - u , tRech tstronstonom. und
" f: G G , x <I . x, (Lillhlrall.llaIÜmj.

Lem ma. tst G eine Gruppe. so sind fü r jedes a E G die Abbildungen r, und af

bijetaiv:
1.11umgekehrt G eine Menge mit einer assoziativen Verhlüpfung. so folg l G2

aus der Surje klivi läf der Abbildun gen f a und ß r [ur alle a E G.
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Beweis. Die Bijektivität von Ta und a T bedeutet, daß es LU b EG genau ein
.r E G und genau ein y E G gibt mit

x·a =b und i/ . y =b ,

d.h. daß diese Gleichungen mit .r und y als Unbestimmten eindeutig lösbar sind.
Die Existenz einer Lösung ist klar, denn es genügt.

X= b· ,, -l und y =a - I .b

zu seilen. Sind .i und y weitere Lösungen. so gilt

l ' ( / = _( ' I/ lind (/,y=I/ ' Y'

also .r = i und y = Ynach der Kürzungsregel in 1.2.3.
Seien umgekehrt die Gleichungen

x ' l/ =b und (j ' y =b

für beliebige 1/ , b EG lösbar. Dann gibt es LU a ein e mit e . 1/ = a. Ist b EG
beliebig, so ist

( · b = (. (a· y ) = (e .c) . y = (1 ' Y = b,

also existie rt ein neutrales Element. Durch Lösen der Gleichung .r . a = e erhält
man das inverse Element von ü, 0

1.2.5, Eine Verknüpfurig auf einer endlichen Menge G = IU h ••• , un ) kann
man im Prinzip dadurch angeben, daß man die w erte aller Produkte a. . " j

in einem quadratischen Schema ähnlich einer Matrix aufschreibt. Dabei steht
{/ i . U j in der i -tcn Zeile und der j-ten Spalte der Verkn lipfun~stafe/ (odcr im Fall
einer Gruppe der Gnl/'pell/ajel):

• " j

u, a. •",
,

Ob das Gruppcnaxiom G2 erflHlt ist, kann man dann nach obigem Lemma da­
ran erkennen. ob jede Zeile und jede Spalte der Tafel eine Permutation von
(/ 1• . .•• (/ " ist.

Daraus folgt sofort. daß es nur eine Möglichkeit gibt, die 2-elementige Menge
Gl = (a l .lI! ) I_U einer Gruppe zu machen : Ein Element, etwa Ul = e, muß
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neutral sein, das andere ist a 2 == a , und die Gruppentafel ist

ililli
' a

e e a '

" " ,

47

Die Kommutativität erkennt man an der Symmet rie der Tafel , Ob das Assoziativ­
gesetz erfüllt ist, kann man der Tafel nicht direkt ansehen, das muß man (leider)
für alle möglichen nl Tripel nachprüfen.

Für n == 3 und G == [e, a, b } erhält man ebenfalls nur eine mögliche Grup­
pentafel, nämlich

e a b

e e o b .
a a b e

b b e a

und man srelh fesr, daß diese Multiplikation assoziativ ist. Für n == 4 und
G == je . a. b, c l findet man leicht zwei wesentlich verschiedene Möglichkeiten,
nämlich

e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

oe'

0 e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Wieder ist d ie Kommutativität offensichtlich, die Assoziativität etwas mühsam
zu überprüfen. Um diese beiden verschiedenen Multiplikationen unterscheiden
zu können, schreiben wir G~ für G4 mit der Multiplikation 0,

Es ist klar, daß dieses nur auf Ausprobieren beruhende Verfahren für größere
n zu kompliziert und unbefriedigend ist.

1.2.6. Um eine bessere Methode zum Studium von Gruppen zu erhalten, benö­
tigt man geeignete Begriffe, die Beziehungen der Gruppen untereinander regeln.

Definition. Sei G eine Gruppe mit Verknüpfung . und G' C G eine nichtleere
Teilmenge. G' heißt Untergruppe, wenn für a. b E G' auch a . b eG' und
a- l e G' .
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Sind G und H Gruppen mit Verknüpfu ngen . und 0. so heißt eine Abbildung
f/I: G - H Homomorphismus (1'0/1 Gmppen), wenn

<p(a .b) = rp(a ) 0 rp(b) für allea ,b e G .

Ein Homomorphismus heißt Isomorphismus. wenn er bijektiv ist.

Zunächst einige unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen .

Bemerkun g I. Ist G eine Gruppe und G' C G Untergruppe. so ist G' mit der
verkn üpfung aus G wieder eine Gruppe.

Man nenn t diese Verknüpfung in G' die von G induzierte Verknüpfung.

Beweis. Die induzierte Verknüpfung ist assoziativ, weil sie aus G kommt. Da es
cinu E G'gibt,ista - I E G' und a · a - 1 = eE G', 0

Bemerkung 2. Sei I{) : G __ H ein Homomorphismus VOll GnJl'pen. Dann gitt:

aJ q.> {e) = e, wenn e E G und e E H die neutralen Elemente bezeichnen.

b) ip(O- I ) = rp(O) - 1für alle 0 E G .

c) tu rp Isomo rphismus, so ;SI auch die Umkehrabbildung rp_ l : H _ G ein

Homomorphismus.

Beweis. a) folgt aus der Kürzungsregel in H , da

e 0 rp(e) = rp(e) = rp(e . e) = rp(e) 0 rp(e) ,

und daraus ergibt sich b), weil

e = <p(e) =<p(a- I - a ) = rp(a - l ) 0 <p(a ) .

Zum Beweis von c) nehmen wir c , d E H . Ist c = rp(a) und d = rp(b) , so ist

<p(a·b ) = rp(a) 0 rp(b ) = c 0 d , also <p ~l (c 0 d ) = a -b = rp ~ I(C) .rp- l (d) .

o
Im folgenden werden wir die Verknüpfung und die neutralen Elemente in G und
H nur noch dann versch ieden bezeichnen, wenn das erforderlich ist (etwa in dem
Beispiel b) weiter unten).

Beispiele, a) Zunächst betrachten wir die in 1.2.5 konstruienen Beispiele . Für
die Mengen gilt
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aber bei keiner der Teilmengen handelt es sich um eine Untergruppe. Dagegen
iSI

eine Untergruppe.
Die idenrische Abbildung G 4 _ G~ ist kein Homomorphismus. Beispiele von

Homomorph ismen ip : G4 _ G~ sind gegebe n durch

rp(e) = rp(a ) = /(J(b ) = /(J(c ) = e ,

/(J (e)= e , /(J(a ) =a , /(J (b)=e, /(J(c ) = a.

ip(e) =e , /(J (a) =b , /(J (b) = e . 'P(c)= b ,

'P(e) = e. /(J (a) = c . /(J (b) = e , 'P(c) = c .

Die einfachen Begründungen seien dem Leser zur Übung em pfohlen.

b) ISI G = IR mit der Addition und H = IR: mit der Multiplika tion als Ver­
knüp fung, so ist die Exponentia lfunktion

exp: IR _ IR:, x ....... e-,

ein Isomorphismus. da eH.' = e' . e' ,

c) Wir betrachten die abelsche Gruppe Z mit der Addit ion als Verknüpfung. Für
jedes m E Z ist die Abbildung

/(J.. : Z _ Z , a ....... m r a ,

ein Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb. Sein Bild

mZ: = lm ·a : a E Z I C Z

ist eine Untergrup pe, weil ma + mb = m(a + b) und - mb = m(- b).

1.2.7. Im Anschluß an das letzte Beispiel kann man nun eine soge nannte zykli­
sche Gruppe mit m Elementen konstruieren. Wir nehmen m > 0 an und teilen
die ganzen Zahlen in m Klassen (d.h. disju nkte Teilmen gen) folgendenn aßen
ein: Zu jedem

r e {O,I . ... , m - 11

betrachten wir die Menge

r +mZ := {r +m ·a : a E Zl ,

die man sich als die um r verschobene Untergruppe mZ vorstellen kann (vgl.
1.1.8).FUrm = 2ist

0 + 2Z die Menge der geraden und

1 + 2Z die Menge der ungeraden Zah len .
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Im allgemei nen Fall ist

Z = (0 +m Z) U (I + mZ) U .. . U (m - 1+ m Z ) ,

und diese Verein igun g ist disj unkr. Zu welch er Klasse eine Zah l a E Z gehört.
kann man durch Division mit Rest entscheiden. Ist

a r
- = k+- mitk e Zundr E {O•... , m - l }.
111 m

so ist a E r + mZ , denn a = r +mk . Daher nennt man die Klassen r +mZ auch
Restklassen moduto m:sie bestehen aus aJlde n Zahlen, die bei Division durch m
den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen a , a' liegen genau dann in derselben
Restklasse. wenn a - a' durch 111 teilbar ist. Man schreibt dafür auch

a=a a ' mod m

und sagt ,,0 ist kongr uent 0 ' modulo m" , Für In = 0 ist die Kongruenz die
Gle ichheit.

Zu jedem u E Z bezeichn en wir mit a= a + mZ seine Restklasse. Die Zah l
a heißt Repr äsentant \'011 ä. In der Menge der Restklassen kann man nun eine
Addition definieren durch

o+b:=a+b .

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl der Repräsen­
tanten abhängt. Man sagt dazu, die Addition ist wohldefiniert. Das ist aber ein­

fach zu sehen :
Ist 0 = s und b = t ,soista - a' = mk undb - b' = m/ mitk. 1 E Z, also

a+b=a'+b'+ m(k+ /), d.h. a+ b=a'+ b' .

Nun können wir das Ergebnis formulieren;

Sa lz. ls/ III E Z und m > 0, so ist die Menge

Z/mZ ;= {n.I .... , 111 - IJ
de r Res/klassen modu/o m mit der oben erkl ärten Addition eine abelsche Gruppe,
und die Abbildung

Z ...... Z/mZ . al-+a+ mZ .

ist ein surjektiver Homomorphismus.

Beweis. Die Assoziativität vererbt sich von Z nach Z/mZ:

(0+ b) +c = a + b+ c= (a + b) + c = 0a"+"<"'>"+",",
= o+ b +c=o +{b+c) .

Neut rales Element ist Ö. denn Ö+ a = 0 + a = a, und Inverses von a ist - a.
Auch die Kommutativitäl wird von Z vererbt. 0
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Man nennt Z / mZ für m > Odie zyklische Gruppe der Ordnung m, für m = 0 ist
Z/OZ = Z, diese Gruppe heißt unendlich zyklisch.

Das etwas ungewohnt ersche inende Rechnen mit Restklassen ist im täglichen
Leben höchst vertra ut: Wer um 10 Uhr weggeht und 3 Stunden unterwegs ist,
kommt um 1 Uhr zurück. Denn der Stundenzeiger der Uhr rechnet modulo 12.
Die Zeitrechnung insgesa mt mit ihren durc h Sekunden, Minuten, Stun den, Tage
Monate und l ahre verursachten Kongruenzen ist weit komplizierter als dieser
letzte Abschnitt über Gruppen.

Teile der Restklassen modulo 7 findet man auf jedem Blau eines Monatskalen ­
ders. Betrachtet man die Wochentage als Restklassen. so ergibt deren Addition
in diese m Monat z.B . Mittwoch + Samstag = Donnerstag. Die ebenfalls abge­
bildete R ömerftache wird in der projektiven Geometrie wieder auftauchen (Fi].
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Ein Leser. der mit Kongruenzen immer noch Schwierigkeiten hat, ist in guter
Gesellschaft mit GOETHES Faust, der zu Mcphisto sagt: •Mich dünkt, die Alle
spricht im Fieber" , als die Hexe aus ihrem Rechen buche vorliest:

Du must verstehn! Aus Funf und Sechs,
Aus Eins mach Zehn, So sagt die Hex ',
Und Zwei laß gehn. Mach Sieben und Acht,
Und Drei mach gleich. So ist's vollbracht:
So bist du reich. Und Neun ist Eins,
Ver/ier die Vier.! Und Zehn iu keins.

Das ist das Hexen-Einmaleins.

Alles klar: die Hexe rechnet schließlich modu lo 2. Nur am Anfang hclpe rts noch
etwas, da scheint der Reim vor der Rechnung zu stehen.

Aufga ben zu 1.2

I. Sei G eine Gruppe mit ,1<1 = e für alle a E G, wobei e das neutrale Eleme nt von G
bezeichnet. Ze igen Sie , dass G abelsc h ist.

2. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphiel alle Groppen mit höchstens vier Eleme nten. Wel·
ehe davon sind abelsch?

3. Welche der folgende n Abbildungen sind Groppenhomomorphi smen?

a)l l : Z Z. z 2z , blh : Z Z. z ...... z + l,

c)!J : Z Q· . Z Zl+ l , d)14: C R· . tt-+ tt l ,

e lfs : C R' , t t-+ lz! • 0 16: Z/ pZ ..... Z/ pZ. z ...... zr .
Dabei ist die Verknlipfung in Z, C und Z/ pZ jeweils die Addit ion. in (f , a ' und C'
je weils die Multiplikation und p eine Primzahl.

4. Sei G eine Groppe und A C G . Die von A erzeugte Untergro ppe erz(A) ist definiert
durch

erz( A) = [a l · .. . · a.: 11 E N. a; E A oder a;- l E Al .

erz (AI ist somit die Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus A bzw. deren
Inversen. Zeige n Sie. dass erz(A) die .k leinste" Untergruppe von G ist. d ie A enthält.
d.h .

i) erz(A I C G ist eine Untergruppe .

ii) Ist U C G eine Untergroppe mit A C U, so folgt m:(A) C U.

Wie sieht erz( A) aus für den Fall, dass A eine1ementig ist?
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S. Für e ine natürliche Zahl n ~ 3 se i d E S( W) die Drehu ng um de n Winkel 2;rr I n und
5 E S( jR!)die Spiegelun g an der .\" -Aehse. Die Dirdrrgruppr Q, ist definiert durch

D" ;= erd[s. dll .
a) Wie viele Ele mente hat D,,?

b) Geben Sie e ine Gruppentafel von D:l an .

6. Eine Gruppe G heißt zykl is" h, (alls es ein [!. E G gibt mit G = eu([[!.ll .

a) Wie sieht d ie Gruppentafel einer endlichen zyklischen Gruppe aus?

b) ' Ze igen Sie. dass jede zyklische Gruppe e ntweder isomorph zu Z oder Z/IlZ (11 E N
gceigucr) ist

7. Zeigen Sie: Ist G eine abelschc Gruppe und /I C G eine Untergruppe. so iSI durch

.T ..... y #.ry-l E /I

eine Äquivalenzrelatiun auf G erklärt. Sei Gl f! := G/ - die Menge der Äquivalenz­
klassen. und die zu .\" E G gehörige Äquivalenzklas,," sei mit :x bezeic hnet. Sind
x. x ' , j- . y' E G mit x - x' und y - ,l, S{) ist xy - x',l. Sumit kann man auf Gi ll
durch

eine Verknüp fung erklären.
Ze igen Sie. dass Gi ll auf diese Weise zu einer abctsch cn Gruppe wird und für

G :: Z. H :: »z genau d ie in 1.2.7 definierte n zyklisehen Gruppen ZI nZ emsrehcn.

8. Man gebe ein Beispiel einer nicht assoziativen Verknüpfung auf der Menge
G = [1. 2. 31. sn dass für alle 11 E G die Transtationen Ti, und a r aus 1.2.4 surjektiv

sind.
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1.3 Ringe, Körper und Polynome

1.3.1. Bei Gruppen hat man eine einzige verknüpfung : ob man sie als Addition
oder als Multiplikation bezeichnet, ist nebensächlich. In der linearen Algebra
braucht man aber Addition und Multiplikation, also zwei Arten der Verknüpfung,
die miteinander in geregelter Beziehung stehen. Damit beschäftigt sich dieser
Abschnitt

Definitjen. Eine Menge R zusamm en mit zwei Verknüpfungen

+ : R x R _ R . (a. b) I-> a + b , und
RxR _R , (a,b )l->a ·b ,

heißt Ring , wenn folgendes gilt:

RI R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.

R2 Die Multiplikation . ist assoziativ.

R3 Es gelten die Distrlbutivgesetze, d.h. für alle a , b, c E R gilt

a·(b+ c)=a · b +a·c und (a+ b) ·c= a·c + b ·c .

Ein Ring heißt kommutativ, wenn a . b = b . a für alle a , b E R. Ein Element
I E R heißt Einselement . wenn I . a = a . I = a für alle a E R.

Wie üblich soll dabei zur Einsparung von Klammem die Multiplikation stärker
binden als die Addition.

Bemerkung. 1st R ein Ring und 0 E R das Nulle lement, so gilt f ür alle a E R

O·a = a ·O=O .

Beweis. O· a = (0 + 0) . a = O· a + O· a , o

Beispi ele. a) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, Q der rationalen Zahlen und R
der reellen Zahlen sind zusam men mit der üblichen Addition und Multiplikation
kommutative Ringe.

b) Ist 1 C R ein Intervall und

R := {j : l _ RI

die Menge der reellwenigen Funktionen, so sind durch

(j + g)(x) := ! (x ) + g(x ) und (f. g )( x) := f (x) . g( x)

Verknüpfungen erklärt, und R wird damit zu einem kommutativen Ring. Das
folgt ganz leicht aus den Ringeigenschaften von R.

c) In der Gruppe Z/ mZ der Restklassen modulo m aus 1.2.7 kann man durch

ä·b:=a .b
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auch eine Multiplikation erklären. Denn ist wieder s -a' = mk und b -b' = mt,
so folgt

a . b = (a ' + mk )· (b' + m/) = 0' · b' + m(b'k + a' / +mk/) .

Abo ist die Definit ion der Multiplikati on unabhängig von der Auswahl der Re­
präsentanten .

Die Regeln R2 und R3 und die Kcmmutativität der Multip likalion folgen ganz
einfach aus den entsprec henden Regeln in Z .

Die Multiplikationstafeln wollen wir für m = 2. 3. 4 explizit aufschreiben.
Dabe i lassen wir zur Verein fachung bei den Restk lassen die Querstri che weg.

Ijo I

000

I 0 I

0 I 2

0 0 0 0

1 0 I 2

2 0 2 I

0 I 2 3

0 0 0 0 0

I 0 I 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 I

Die Mu lliplikation mit 0 ist uninteressant . wir betrachten also in diesen drei
Fällen die Men ge R " [Il]. Für m = 2 und m = 3 ist sie zusammen mit der
Multiplikation wieder eine Gruppe. für m = 4 nicht. denn hier ist

1 · 2 = 3 ·2 und 2·2= 0 .

Also ist die Kürzungsregel verletzt. und das Produkt 2 . 2 liegt nicht in R " [Il].

1.3.2. Das vorangehende Beispiel mot iviert die

Definitio n. Ein Ring R heißtnulllei/eifTl.'i. wenn für alle a , b E R aus a . b = 0
stets a = 0 ode r b = 0 folgt.

Bemer ku ng. Der Restklassenring Z / mZ ist genau dann nullteiler frei. wenn m
eine Primw hl ist.

Beweis. Ist m keine Primzahl. also m = k · 1 mit I -c k./ < m. so ist

k,l", O. aber O= m= k .i.
Ist umgekehrt In Primzahl und r .{= Ö, so ist

k · l =r ·m

für ein r E Z. Also hat entweder k oder I einen Primfaktor m, d.h . r = 0 oder
i = 0. 0



56 I Gru ndbegriffe

Als Vorsorge für später noch eine

Definition . Ist R ein Ring und N' C Reine Teilmenge. so heißt R' Unterring,
wenn R' bezü glich der Addi tion Untergruppe ist (also entsprec hend 1.2.6 für
a. b E R' auch a + b E R' und -0 E R' ), und bezü glich der Mulliplikation für
(l. b E R' auch a .b e R' .

Sind Rund S Ringe mit Verknüpfungen +, . und EIl. 0. so heißt eine Abbil­
dung 1jJ: R _ S ein Homomorphismus (von Ringen), wenn für alle a , b E R
gilt:

l{I(a + b) = 1/1(0 ) Gl q.> (b ) und oia . b) = ",,(a ) 0 1jJ (b j .

Zum Beispiel ist mZ C Z ein Unterring und Z -+ Z/mZ. a f-+ a + mZ. ein
Homomorphismus.

1.3.3. In einem nullleilerfre ien Ring R ist für a, b E R " lOI auch das Produ kt
a . b E R " 10}. also induziert die Multip likati on von R eine assoz iative Multi­
plikat ion in R " [U]. Das Gruppenaxiom 0 2 braucht jedoc h keineswegs erfüllt
zu sein: Im Ring Z gibt es außer für I und - I kein meltiplikanves lnverses. im
Ring 2Z der geraden Zahlen nicht einmal ein Einselement . Ist R " [D] mit der
Multiplikation eine Gruppe und darübe r hinau s der Ring kom mutativ. so nenn!
man ihn Körper. Das wollen wir noch einmal direkter aufschreiben:

Deüntucn. Eine Menge K zusammen mit zwei Verknüpfungen

+ : Kx K _K . (a , b)l-+a+b . und
K x K _ K . (a , b)l-+ a ·b,

heißt Körper, wenn folgendes gilt:

KI K zusammen mit der Additi on + ist eine abelsche Gruppe .
(Ihr neutrales Element wird mit O. das zu 0 E K inverse Element mit - 0

bezeichnet.)

K2 Bezeichnet K" := K " [O} . so gilt für 0 , b E K" auch 0 . b E K" . und K"
zusammen mit der so erhaltene n Multipli kation ist eine abels che Gru ppe.
(Ihr neutrales Element wird mit I , das zu 0 E K" inverse Element mit 0 - 1

oder l Ja bezeichnet. Man schreib! bJo = 0 - 1b = bo - I.)

K3 Es gelten die Distrdnnivgesetee, d.h. für 0 , b, C E K ist

a ·(b +c) =o ·b + a · c und (a +b)·c= a ·c+ b ·c.

Bemerkung. 1n einem Körper K gelten die folg enden weiteren Rechenregeln
(dabei sind a , b ; .r , i E K beliebig):

0) I =j; 0 (also hOlein Körper mindestens zwei Elemente],
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b} O·a = a · O= O.

c} a . b = 0 '* a = 0 oder b = O.

d ) a(-b ) = - (ab) und (-a)(-b ) = ab.

e ) x · o =x · a und a ,.,O => x = x .
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Beweis. a) ist ganz klar, denn I € K ' , aber 0 ~ K ' . b) sieht man wie in 1.3.1.
Die Nuttteilerfrnh en c) ist in K2 enthalten . d) folgt aus

ob+ (-a)b = (a + (-a» b = O· b = O und

(- a )(-b) = -«~-a lb) = - (-ab) = ab nach 1.2.3, Sem . c).

Die Kürzungsregel e) gilt in K· . also im Fall x , X E K· . Ist .r = 0, so muß auch
x= 0, also x = x sein. 0

1.3.4. Beisp iele für Körper. a) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R sind Körper. Das lernt man in der Analysis (vgl. etwa (FaI ], §2).

b) Zur Konstruktion der komplexen Zahlen C führt man in der reellen Ebene
R x R eine Addition und Multiplikation ein. Die naheliegende Frage, warum das
im Rn mit n > 2 nicht mehr so geht, wird in IZ] behandelt.

Durch einfaches Nachprüfen der Körperaxiome beweist man;

R x R = «a , b ) ; a ,b E R}

zusammen mit der durch

(o, b) + (a', b' ):= (a + a', b + b' )

definierten Addition und der durch

(a , b) · (a' , b') := (aa' - bb' , ab' + a'b )

definierten Multiplikation ist ein Körper mit (0,0) als neutralem Element der
Addition. ( -0 , - b) als Negativem von (a ,b), (1.0) als neutralem Element der
Multiplikation und

_, (" -b )
(a .b) := 01 + b1'a1+ b1

als muhip fikativem Inversen.
Wir nennen R x R mit diesen verknüp tungen den Körper der komplexen Zah­

len und bezeichnen ihn mit C.
Die Abbildung

R ...... R x R = C, a ....... (a , 0) .
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ist injektiv. Da

(0 ,0)+ (0 ' ,0) = ((/+0' , 0) und

(a. O) ·(a ' , O) = (o - a ', O)

gilt. bra ucht man zwischen IR und

R x (OI = {(a , b) E C: b =Oj

1 Grundbegri ffe

auch hinsicht lich Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden . Man
kann also R mit IR. x (01. d.h. a mit (0. 0) .Jdentifizieren" und R als Teilmenge
von C betrachten.

Dies wird noch einleuchtender durch folgende übli che Konventionen. Ma n
definiert i := (0. I) als imaginure Einheit. Dann ist i2 = - 1. und für jedes
(o,b) E egilt

((I.b) = (0 , 0 ) + (O,b) = a + bi .

Für A = (0 , b) = a + bi € C nenn t man TeA ._ a E R den Real/eil und
im). := b ER den bnaginärteil.

~ := a - biEC

heißt die zu Akonjugiert komplexe Zahl.
Für die kom plexe Konju gation ge llen folgende. ganz einfach nachzuweisende

Regeln: Für alle A. !J. E e ist

'+ " = .l.+u,
A·" = ), . ii ,

A,R " ),=I.
Da für ), =,, + b i e C

), . X = «(I + bi) . ((I - bi) = ,, 2+ b2 e R+ .

kann man den Abso lutbetrag

1),1 := JA · X= /(1 2 +b2

definieren. Wie man leicht nachrech net, ist für alle ), ,!J. e C

I), + !J. I ::51),1+ I!J. I Dreiecksungleichun g und I), ' Ill = 1),1· 11l1·

Vors icht! Die in R vorhande ne ;::: -Relation läßt sich nicht in sinnvoller Weise auf
C fortse tzen . Für komplexe Zahlen kann man daher i.a . nur die Absolu tbeträge
vergle ichen. d.h. für A,!J. E e ist

1),1 ::5 I!J.I oder l/.ll::: 1),1·
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'm C
A

i -sin n A' 0: = arg).,. -, _. - - .
,
0,

eosCl 1 lAI "

"

Bild 1.4

Wir wollen noc h e ine geometrische Beschreibung von Addition und Muhiplika­
tion komplexer Zah len geben. Die Addition entspricht der Addi tion von Vektoren
im IR! (Bild 1.5, vgl. auch Bild 0.1). Ist Aeine von Null verschiedene komp lexe

Zahl und )..' = I ~I . )... so ist 1).. '1= I. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes

a E [0. 2lT1. so daß

),.' e cos c +i· sinc = e'" ,

wie man in der Ana lysis lernt .
Man nennt arg).. := a das Argument von Ä, und es ist

).. = lAI . ilq A.

Ist ll = l/l l . r , ar~ ~ eine weitere von Null verschiedene komplexe Zahl. so ist

.I.. . /l = lAI . l/l l · I' i or~ '" . e''?" = lAI· l/l l · e'' ..t ),+ ..t ~ ) .

Bei der Multiplikation komp lexer Zahlen werden also die Absolu tbet räge multi­
pliz iert und die Argumente addie rt (Bild 1.5).

c

.,l'2==-~~~~_~,

c

Bild 1.5
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+ 0 1

0 0 1

1 1 0

c) Wie wir gesehen haben, gibt es in jedem Körper zwei verschiedene Ele­
mente 0 und 1. Daraus kann man schon einen Körper machen , indem man in
K = {O. 1I Addition und Multiplikation einführt durch die Tafeln

~
O l

o 0 0 .

1 0 1

Offensichtlich ist das auch die einzige Möglichkeit, als Ring war dieser Körper
schon in 1.3.1 in der Form Z/2Z aufgetrete n. Diese Verknüpfungen kann man
elektronisch leicht realisieren, daher ist dieser Körper der elementare Baustein
aller Computer.

d ) In 1.3.2 hatten wir für jedes m e N " laI den Restklassenring Z/mZ ein­
geführt und bewiesen , daß er genau dann nulltei lerfrei isr, wenn m eine Primzah l
ist. Dies ist also eine notwendige Bedingung dafür, ein Körper zu sein. Daß es
auch hinreichend ist, folgt aus der etwas allgemeineren

Bemerk ung. Ein nuliteilerfreier; kommutati ver Ring K mit endlich vielen Ele­
menten und Eins ist ein K örper

Beweis. Nach 1.2.4 genügt es, für jedes a € K ' zu zeigen, daß die Multiplikation

K ' --+ KO , .r ..... a r x ,

eine surjektive Abbildung ist. Wenn K und damit auch K' endlich ist, genügt
dafür d ie Injektivität (vgl. 1.1.4). Die ist aber klar, denn für .r :#: i und a.x "" a ·i
würde

a(x - i ) ""O und a:#: O, x - i #O

gelten. 0

Im Ring Z giil für jedes n € N mit Ir ~

Ir ' I := I + ... + I = n # O.
~

~- .... I

In Z/ mZ mit m :: I iSI die Restklasse 1das Einselement. es gilt

m. I:= I + . . . + I = I+ ... + l m=O .
~.--

Das zeig t einen grundlegenden Unterschied zwischen den beiden Ringen Z und
Z/mZ und motiviert die
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Definition. Ist R ein Ring mit Einselement I, so ist seine Charakteristik erklärt
durch

1
0 , fallsn · 1 #,Ofürallen > I ,

char (R) := -
min [n e N , {O}: n · I = Oj sonst.

Lemma, l st K ein Körper. so iSI char (K ) entwede r Null oder eine Primzahl.

Beweis. Angenommen. char( K) = /1l = k ·1 #' 0 mit I -c k , ( < m. Aus

0 = m . I = (k · 1) , I = u -1)«( · I )

folgt wegen der Nullteilerfreiheit k . I = 0 oder ( . I = 0 im Widerspruch zur
Minimalität von m , 0

Ist p eine Primzahl, so nennt man Z/ pZ den Primkörper der Charakteristik p.
In der Algebra lemt man, daß es zu jedem endlichen Körper K eine Primzahl p
gibt derart. daß Z / pZ Unterkörper von K ist. und die Anzahl der Elemente von
K eine Potenz von p ist.

1.3.5. Spätestens bei der Suche nach Eigenwerten in Kapitel 4 wird es sich nicht
mehr vermeiden lassen, Polynome beliebige n Grades zu Hilfe zu nehmen. Wei l
es von der Systematik paßt, wollen wir die dann benötigten Tatsachen schon hier
zusammen stellen.

Wir nehmen einen Körper K und eine Unbestimmte I . Eine Unbestimmte soll
dabe i einfach ein Buchstabe sein, für den man alles einsetzen darf, was sinnvoll
ist (das kann man präz iser formulieren, aber damit wollen wir uns hier nicht
aufhalten, vgj. [F-S]). Ein Polynom mit Koeffizienten in K (oder Polynom über
K ) ist dann ein formaler Ausdruck der Gestalt

I(t) = OO+ Olt + .. .+ (/n t ~.

wobei 00, .. . , On e K . Meist schreibt man statt l (t) nur I .Mit K [t) bezeichnen
wir die Menge all solcher Polynome. Sind alle Koeffizienten 0 0 = 0, so spricht
man vom NlIllpolynom und schreibt I = O. Der Grad von 1 ist erklärt als

1
- 00 , falls 1 = 0,

deg l :=
maxlv E N : o.""Oj , sonst.

Schließlich heißt 1 norm iert , wenn On = I .
Das nächstliegende, was man für die Unbestimmte t einsetzen kann, sind Ele­

mente aus K . Ist .l.. E K , so ist auch

I C;" ) := aO+OI .l..+ . . . + o•.l..n E K ,

aus dem Polynom I erhält man also eine Abbildung

j : K -+ K , .l..t-+ I ( ),. ),
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insgesamt also (mit der Notation aus 1.1.3) eine Abbi ldung

: K (I] -+ Abb(K.K) . r -« ] ,
Die etwas pedantische Unterscheidung von fund j ist leider nötig, wenn man
sich einmal mit endlichen Körpe rn ein gelassen hat.

Beispiel, Ist K = 10 . 11der Körper mit zwei Elementen aus 1.3.4 und

/=12+ 1. soisr /(0)=0+ 0 = 0 und /(1) = 1 +1= 0 ,

also f die Nullabbildung, obwohl / t- 0, weil G I = U2 = I. Die obige Ab bil­
dung - ist also nicht injektiv.

1.3.6. Die Menge Kil l hat viel Struktur. insbesondere eine natürliche Addition
und Multiplikation. Dazu nehmen wir I .g E Kill. Ist

f = 00 + alt + .. .+ un'" , g = bo+ b it + ...+ b.. /'" ,

so können wir zur Definition der Addition m = n annehmen (iSI etwa 111 < 11 , so
setze man bm +1 = .. . = b. = 0). Dann ist

f + g := (00 + bo)+ (al +b1)t + ...+ (0. + bn)t n .

Die MultiplikGtion ist dadurch erklärt, daß man formal ausmultipliziert. also

j . g := co+c1t + " ,+ cn+", t"+m mit c~= L G;b j •

; +j ~~

Insbesondere ist
Co aobo ,
Cl aob l + G1bo ,

C2 = aOb2 + Glb l + G2bo ,

Ist j . g = h, so nennt man j und g Teiler von h.

Bemerku ng. Ist K ein Körper. so ist die Menge K [t ] der Polynome über K zu­
sammen mit den oben definierten verknupfun gen ein kommutativer Ring. Weiler
gilt

deg(f· g) = deg j + deg g

fii r f, g E K [t ]. Dabei sotl fo r matn - 00 = - 00 + m = - 00 + (-00) = - 00

sein.

Man nennt K lt ]den Po fynomring über K .

Beweis. Der Nachweis der Axiome erfo rdert nur geduldiges Rechnen. Die Aus­
sage über den Grad fo lgt aus Gnbm #- 0, falls a", bm #- O. 0
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Es sei angemerkt, daß man analog für einen kommutativen Ring R einen kom­
mutat iven Polynomring R [t I erhält. Die Aussage über den Grad des Produktpo­
lynoms gilt nur über einem nullteilerfreien Ring.

1.3,7, Der Mangel eines Ringes gegenüber einem Körper ist der, daß man im
allgeme inen nicht dividieren kann. Bei ganzen Zahlen hat man als Ersa tz eine
Division mir Rest (vgl. 1.2.7), die ganz analog auch für Polynome erklärt werden
kann.

Satz. Sind I,g E K [/ ]. lind ist g 'I- o. so gibt es dazu eindeutig bestimmte
Pol.wrome q . r E K [I] derart . daß

I=q ·g +r und degr <degg .

Man kann die Beziehung auch in der nicht ohne weiteres erla ubten, aber sehr
suggestiven Form

f ,
- = q+ ­
g g

schreiben. Der Buchstabe q steht für .Quouenr', r für .Resr" .

Beweis. Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit. Seien q , r, q', r ' E K (/ ] mit

I =q ·g+ r =q'. g + r' , wobei degr,degr' < degg.

Durch Subtraktion folgt

O= (q - q' ) · g + (r - r' ) , also (q _q')·g =r' -r . (* )

Da zwei gleiche Polynome gleichen Grad haben, folgt aus q 'I- q ' wegen g 'I- 0

deg(r' - r ) = deg(q - q' ) + degg ;:: degg ,

was nicht sein kann. Also ist q = q' , und aus (*) folgt auch r = r'.
Zum Beweis der Existenz von q und r geben wir ein Verfahre n an, mit dem

man diese Polynome schrittweise berechnen kann. Dazu schre ibt man die Poly­
nome am besten nach fallenden Potenzen, also

l =a.I"+ . , ,+al/ +uO, g =b",tm+ .. . + b1t +bo,

wobei a. , bm 'I- O. Ist 11 < 1/1, so kann man q = 0 und r = 1 wäh len, denn

I= O'g +1 und deg / < deg g ,

Im Fall n ;:: m teilt man zunächst die höchste n Tenne von / und g , das ergibt

'.q l := _ t · - m

b.
als höchsten Tenn von q . lm nächsten Schritt betrachtet man

I l:= I -ql 'g.
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o

Nach Definitio n ist deg fl -c deg f , Ist deg / 1 < m, so kann man q = ql und
r = /1 setzen Andernfalls wiederholt man den ersten Schritt mit /1 statt f , d.h.
man erhä lt den nächsten Tenn q2 von q und

!2:=!I - Q2' g mit degh < degfl'

Da die Grade der j; bei jedem Scbritr um mindestens eins abne hmen, erhält man
schließlich ein k :::; 1/ - m+ I. so daß für

f i. := ! i. _1 - q, . g erstmals deg /k < degg ,

und damit bricht das Verfahren ab: Setzt man die Gleichungen ine inander ein, so
ergibt sich

f =qlg+ /1 = (qj + q21g + ft = ... = (qj +...+ q..)g + ! k,

also ist eine Lösung unseres Problems gegeben durc h

q :=ql + .. . + q.l und r :=!k .

Da be i der Konstruk tion von q immer nur durch b", dividiert wird , kann man im
Fall bItt = 1 den Körpe r K durch einen Ring ersetzen.

Beispi el. Sei K = R, f = 3/ J + 21+ I , g = ,2 - 41.
Die Rechnung verläuft nach folgendem Schema:

(313 + 21 + I ) : (t 2 - 4 / ) = 31+ 12+ (501 + I) : (12 - 41)

_ 313 + 1212

12/2 + 2t + 1

_ 12/2 +48t

50t + 1

Es ist also q = 3/ + 12 undr = 501+ 1.

1.3.8. Nach diesen formalen Vorbere itungen kommen wir nun zum eige ntlic hen
Thema, nämlich der Frage nach der Existenz von Nul/ stellen (d.h. ). E K mit
J().) = 0) bei Polynomen. Darauf kann man näm lich viele ande re Fragen zu­
rückfü hren. etwa in Kapitel 4 die Frage nach der Existenz von Eigenwerten.
Nebe n der reinen Existenzfrage ist es für die Praxis wichtig, Verfahren für die
nähe rung sweise Berechnung von Nullstellen zu haben . Das lern t man in der nu­
merischen Mat hematik (vgt. etwa (0)).

Beispiele. a) Ist K = R und J = , 2 + I, so ist J ().) ?:: I für alle). E R . Also
gibt es keine Null ste lle.
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b) Ist K = {00 , 0 1> . . . , onl ein endlicher Körper und

/ = (t - oo) ' ... . (t - on) + I ,

so ist / (Ä) = I für alle Ä E K, also hat / keine Nullstelle.

Zum Glück sind diese beiden Beispiele von ausgewählter Bosheit; im allgemei­
nen hat man doch etwas mehr Chancen. eine Nullstelle zu finden. Hat man eine
gefunden. so genügt es zur Suche nach weiteren. ein Polynom von kleinerem
Grad zu betrachten:

Lem ma, tst ): E K eine Nuf/steile von / E Klt]. so gibt es ein eindeutig be­
stimmtes gE K [t ) mit fo igenden Eigenschaft en:

l} /=(t -Ä) -g.

2) deg g = (degj) - I.

Beweis. Wir dividieren ! durch u- Ä)mit Rest; es gibt also eindeutig bestimmte
g.r E K [/] mit

! = (t - ),. )g +' und degr -c deg(/ - Ä) = I.

Also ist r = 0 0 mit 0 0 E K . Aus f( Ä) = 0 folgt durch Einsetzen von Ä

0= (Ä - ),. ) .g(Ä)+ ' =0 + 00'

also ist 00 = r = O. und 1) ist bewiesen. Wegen

deg! = deg{t - Ä) + deg g = I + degg

folgt 2). o

Korollar 1. Sei K ein beliebiger Körper, ! E K [t ) ein Polynom und k. die Anzahl
der Nulls/ellen von f. tu ! vom Nullpolynom verschieden. so gilt

k. '::: deg f .

Beweis. Wir führen Induktion über den Grad von I, Für deg f = 0 ist
f = 00 #- 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat gar keine Nullstelle. also ist
unsere Behauptung richtig.

Sei deg f = 'I :: I, und sei die Aussage schon für alle Polynome g E K [tl
mit degg .::: ,, - 1 bewiesen. Wenn f keine Nullstelle hat. ist die Behauptung
richtig. Ist Ä E K eine Nullstelle. so gibt es nach dem Lemma ein g E K I/ ] mit

f = (/ - Ä) ·g und deg g = n - I.

Alle von x verschiedenen Nullstellen von f müssen auch Nullstellen von g sein.
Ist I die Anzahl der NullstelIen von g- so ist nach Induktionsannahme

1 '::: '1 - 1 , also k .::: I +I ':::n . 0
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Koroll ar 2. /SI K unendlich, so ist die Ab bildun g

; K [r ] _ Abb(K . K ) , f H' 1.

1 Grundbegriffe

injekt iv:

Bewe is. Seien iJ, h E Kil l und g := h - !J. ISI 1 1 = h , so folgt g = 0,
d.h. g(A ) = 0 für aue x E K . Also hat g unendl ich viele Nulls telle n. und aus
Korollar I folgt g = 0, somit ist I1 = 12- 0

Ist ANullstelle von [ , also f = (r - ),). g , so kann ), auch Nullstelle von g sein.
Man spricht dann von einer mehrfache n Nullstelle.

Definition. Ist f E K [I ] vom Nullpol yno m versc hieden und A E K. so heißt

tt(j ; Al:= mu:\{r E N : f = (I - A)'· g mit g E K II ]}

die Vielfachheit der Nulls/elle ).. von [ ,

Nach dem Lemma gilt Il (j : ).,) = 0 {:> frA) =F o. Ist

/ = (I - A)' . g mit r = j.l(j : Ä),

so folgt g(),.) =I: O. Die Vielfachheu der Null stelle ).. gibt also an, wie oft der
Linearfaktor (t - Al in f enthalten ist.

Ist K = R ode r C, so kann man die Vielfachhcit der Nullstelle mit den r oten
Ableitu ngen PT) von I in Beziehung bringen . Es gilt

Jl(f : A) = max{r E N: f(A) = I '(A ) = .. . = f 1r-I )(A) = 01,

wie man leicht nac hrec hnet.

1.3.9. Sind Al , " " A.l E K die verschiedenen Null stellen eines Polynoms
f E Klt]. und ist r, = p.(f ; A;), so ist

f = (1 - Al)" . . ..• (/ - At)" . g ,

wobei g ein Polynom vom Grad n - o-, + ... + rt ) ohne Nullstellen ist. Der
schlimmste Fall ist g = f, der bes te deg g = 0, d.h . f zerfällt in l.inearfakto­
ren. Die wicht igste Existenzaussage für Null ste llen von Polynomen macht der
soge nannte

Fu nda menta lsatz der Algebra. Jedes Polynom I E C[ / ] mit deg l > 0 hat
mindestens eine Nulls/elle.

Dieser Satz wurde von c.F. GAUSS erstmals 1799 bewiesen. Es gibt dafür sehr
viele Beweise, die aber alle Hilfsmitte l aus der Ana lysis benutzen, denn C ent·
steht aus R, und die reellen Zahlen sind ein Produ kt der Analysis. Der wohl
kürzeste Bewei s verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der holomorphen Funk­
tionen (vg l. etwa [F-L)).
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Hat f E Clt] e ine Nullslelle )." so kann man sie herausdividieren. ahn

f =(I - ).,) · g

schre iben. Ist dcgg > O. so hat auch g eine komplexe Nullstelle . und indem man
das Verfahren so lange wiede rholt . bis das verbleibende Polynom den Grad Nu ll
hat , ergib t sich das

Korullar, Jedes Polynom f E C1 tJu rfallt in iinearfuktoren. d.h, es gibt a und
).,1• . • • • ).,~ E C mit n = degf. so daß

f = a (t - ).,j) . .. . . ( r - ).,.) .

1.3.10. Nun wollen wir aus dem Fundamental sat z der Algeb ra Aussagen über
die Nullstellen reeller Polynome folgern. Dazu betrachten wir IR als Teilmenge
von C tvgl. 1.3.4) . Dann ist auch K[t ) Teilmenge von C1tl .

Lem ma. Ist f E Rr/ ) und )., E C eine Nullstelle von [, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl XE C eine Nu llstelle von f . Es gi/t sogar

J.!(j ; ).,) "" /-!(j ; X).

Die komplexen Nullstellen eines Poly nom s mit reellen Koeffizient en liegen also
symmetrisch zur reetten Achse.

Be....eis. Ist

f = 00 + a lt + . . . + a.t ~ ,

so ist wegen a o "" äo. . . . ,a. = a. nach den Rechenregeln für dic komplexe
Konjugation

f IX) "" ao+ ajX + . . . +a" (J:). "" ii(i+al)., + .. . + a.).,· "" f ()., ) =ö=O.

im

c

Bild 1.6

Also ist auc h X Nullstelle von f . Um die Viclfacbhciten von xund r ZU verglei­
chen, genügt es für jedes k E N

J.!(j ;).,) ;:: k => /-!(f; X) ;:: k
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zu beweisen. Für A = I ist die Aussage trivial. Für A #- I verw enden wir den
folgenden

Hutssatz. Sei f e R (I] und A e C eine nicht reelle Nullstelle von I . sowie
g := (I - A)(f - I) e C[t ). Dann gilt:

/) g e Rll l

2) Es gibt ein q e Rlt ] mit f = g - q .

Nun genügt es. durch Induktion über k aus 1J, (f : A) > k die Existenz eines
Polynoms hE RlI] mit

f = g'- - f t

zu folgern. Dabei ist g wie im Hilfssatz erklärt.
Für k = 0 ist nich ts zu beweisen . Sei also d ie Aussage für k > 0 bewiesen

und p.(f: Ä) ~ k + I. Dann iSI f = s' .flo und es muß h (A) = 0 sein: aus dem
Hilfssatz folgt die Existen z eines h+ 1 e RII ] mit

I1= g . / 1+ 1' also iSI 1 = g.l+1 . ft +1.

Es bleibt der Hilfssatz zu bewei sen. Dazu setzen wir

A = u +iß mit u . ß e R .

Dann ist

g = (t - A){t -I) = (t - u - iß )(t - u + iß ) = t 2 _ 2a t + u 1 + ß l E R (t ] .

Durch Division mit Rest in Rl t ] erhä lt man q , r E RJt ] mit

/ = g. q+ r und degr ~ (deg g) -I = l.

Diese Gleichung gilt selbstversländlich auch in C[ t ]. Durch Einsetzen von Ä und
r folgt

r (A) = r (I ) = O.

Nach Korollar I aus 1.3.8 folgt r = 0 wegen A ", I . Damit ist der Hilfssatz und
auch das Lemma bewiesen . 0

Nun wenden wir auf ein Polynom 1 e RII] den Fundamentalsatz der Algebra
an. Danach gibt esa, Ä1, . . . , Äwe C. so daß

1 = 0(1 - Ä!l ' . . . . (I- Ä. ) .

Da 0 der höchste Koeffizien t iSl, gilt a E R .
Seien AI. .. . _At E R und At+I _. .. _Ä. E C . Nach dem Lemma ist n - k, d.h.

die mit Vielfachheit gezählte Anzah l der nicht ree llen Nullstellen, gerade. und
durch Umnumerierung kann man erre ichen, daß

Al +1 = I t +2, .. . , Aw_1 = I w
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gilt. Jedes Paar Ä, I konjugiert komplexer Nulls tellen mit Ä = a + ip kann man
also (wie wir im Hilfs sarz gesehe n haben) zu einem normierten quadratischen
Faktor

g = (t - Ä)( t - X) = t l - 2a t +(a 2 + p 2) e R[t ]

zusam menfassen. g hat keine reelle Nullstelle, was man auch an der Diskrimi­
nante ablesen kann:

4a l _ 4 (a l + p l ) = _ 4p l < O.

Damit ist folgendes Ergebnis bewiesen;

Th eorem, Jedes Polynom f E lR[t] mit degf = n ::: I gestattet eine Zerlegeng

f = a( t - Ä1) · • • • ' (t -Ä, ) ' g i' ' g.. ,

wobei (I , Ä1, .. . , Ä, reell sind, mit (I "# 0, und gl , , g.. E R[t] norm ierte
Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind. Insbesondere ist n = r + 2m.

Korollar, Jedes Polynom ! E R [t ) von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.

Dies folgt sofort aus der Gleichung 11 = r +2m. Natürlich kann man die Aussage
des Korollars mit Hilfe des Zwischenwertsatzes viel einfacher direkt beweisen.

Es sei erwähnt, daß man den Fundamentalsatz der Algebra ohne weite re
Hilfsm inel der Analysis aus d iesem Korollar ablei ten kann (vgl. etwa [F-S ]).

Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine reine Existenzaussage. d.h. man
erhält daraus kein Verfahren zur praktischen Bestimmung der Nullstellen. Für
ein Polynom

at l + bt+ , e Clrl
vom Grad 2 kann man die Nullstelle nach der Formel

- b ± J bz 4<.Ic

2a
berechnen . Etwas kompliziertere Fonn eln dieser Art gibt es auch für die Null­
stellen von Polynomen vom Grad 3 und 4.

Wie erstmals N.H. ABEL im Jahre 1826 zeigte, kann es solche allgemeine
Formeln für Polynome vom Grad größer als 4 aus algebraischen Gründen nicht
geben. Man ist daher weitgehend auf Näherungsverfahren zur Approximation
der Nullstellen angewiesen.

1.3,11, Wie gerade erläutert, gibt es keine allgemein gültige Formel zur Be­
rechnung der Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten. Die umgekehrte
Aufgabe ist jedoch ganz einfa ch: Ist ! E K [t ) und

!(tl = In + a._lt· - 1+ . . . + a lt + ao = (I - '\j) , . . . ' (I - ,\ . ),
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d.h. zerfallt f in Linearfaktore n, so folgt durch ausmultiplizieren der rechten
Seite

0; 0 = (- 1)...\1 · • • • ·>.,."

0 \ = (- 1)..- 1 (..\~ · " ' · >"" + ..\ 1 ..\3 · . .. · >... + ...+ Al· " '· ..\n_d,

Ct,,-2 = ..\1..\2 + + AIA" + >'2>'3+ .. .+ ..\2..\" + ...+ ).,,- 1).,.,
a,, - I "" - (>. \ + + ..\,,) .

Um das formal besser aufschreiben zu können, definieren wir für k = 1, . . . , n
die elementarsymmetrischen Funktionen

)"., .. ... A;• .

Die Summe ha t so viele Sum manden, wie es Möglichkeiten gibt, k verschiedene

Indizes i" . . . ,ik E {l , . . . , n } auszuwählen, also (~) Summanden. Für die

Koeffi zienten von / gilt dann

ll'k = (-I)" -1s,,_.t(.'\ 11 " " >.,.) .

Diese Aussage nennt man den Wunelsatz von VIETA. Er gibt an, wie sieb die
Koeffizienten aus den Nullstellen berechnen.

Wie schon gesagt, ist umgekehrt die Bestimmung der Nullstellen aus den K0­
effizienten im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem. Im Spezialfali eines
ree llen Polynoms gibt es immerhin einen Zusammenhang zwi scben de n vorzei­
chen der Koeffi zien ten und den Nullstellen. Die Tendenz ist klar : Die Vorze ichen
der Koeffizienten bee inftussen de n Verl auf der Werte und damit die La ge der re­
ell en Nullstell en eines Polyn om s.

Vorweg behandeln wir den elementarsten Fall, der später (in 5.7 .3) beim Test
der Definitheit einer Matrix nützl ich sein wird . Wir machen dabei die sehr ein­
schränkende Vorau ssetzu ng , daß das Po lynom ! E R[t] (mi t Vielfacbhe it gezählt)
so viele reelle Nulls telIen bat, wie sei n Grad angibt

Vorzeichen~el, Angenommen, das reelle Polynom

! (tl = t" + U"_l t" - l + ...+Ult +Uo

M t reelle Nullstellen >'1>" " A". DWITI gilt:

a) Oenau dann sind alle Nullstellen >..; negativ,wenn alle KoejJiz.ienten U j positiv
sind.



b) Genau dann sind alle Nullstellen λi positiv, wenn die Vorzeichen der Koeffi-
zienten �j alternierend sind, d.h. es ist

(−1)n− j�j > 0 für j = 0,…, n −1 .

Beweis. Es genügt, den Fall a) zu beweisen; Fall b) folgt daraus sofort, indem
man das Polynom f− mit f− (t) := f (− t) betrachtet.

Sind alle �j > 0 und ist λ ≥ 0, so ist

f (λ) = λn + �n−1 λ n−1 + … + �0 ≥ �0 > 0 .

Also sind alle Nullstellen negativ.

Sind alle λi < 0, so ist sk positiv für gerades k und negativ für ungerades k. Also ist

� j = (−1)n− j · sn− j > 0

für alle j. �

Um eine allgemeinere Aussage zu erhalten, definiert man zunächst für ein belie-
biges Polynom

g(t) := tm + �m− 1tm− 1 + … + �0 ∈ [t]

die Zahl Z(g) der Zeichenwechsel von g wie folgt: Man schreibt die Koeffizienten

1, �m− 1, �m− 2,…, �1, �0

auf und zählt von links beginnend ab, wie oft die Vorzeichen der � i wechseln.
Koeffizienten Null werden dabei einfach übergangen. Für den gleich folgenden
Beweis schreiben wir das noch etwas präziser auf. Es gibt eindeutig bestimmte
Indizes kρ mit

m > k1 > k2 > … > kr ≥ 0

derart, daß k1 (von oben beginnend) der erste Index mit �k1
< 0 ist, k2 der erste

darauf folgende mit �k2
> 0 usw. Schließlich findet bei �kr

der letzte Vorzeichen-
wechsel statt. Dann ist offensichtlich

> 0 für ρ gerade,
�kρ{ und r = Z (g) ≤ m = deg g .

< 0 für ρ ungerade,

Ohne Voraussetzung über die Gesamtzahl der reellen Nullstellen eines Poly-
noms f ∈ [t] kann man nun mit Hilfe der Vorzeichen der Koeffizienten eine
Abschätzung für die Zahlen

N+ (f ) := Anzahl der positiven Nullstellen von f und

N− (f ) := Anzahl der negativen Nullstellen von f

geben. Dabei sei wie oben f− ∈ [t] definiert durch  f− (t) := f (− t).

1.3 Ringe, Körper und Polynome 71



Vorzeichenregel von DESCARTES. Für ein Polynom

f (t) = tn + �n− 1 tn− 1 +…+ �0 ∈ [t]

mit �0 ≠ 0 gilt

N+(f ) ≤ Z ( f) und N− ( f ) ≤ Z ( f−) .

Mit etwas zusätzlichem Aufwand kann man zeigen, daß die Differenz 

Z ( f ) − N+(f ) immer gerade ist.

Beweis. Da beim Übergang von f zu f− die Vorzeichen der Nullstellen umgekehrt
werden, genügt es, die erste Ungleichung zu zeigen. Dazu benutzen wir das

Lemma. Ist g(t) = tm + �m−1tm− 1 + … + �0 ∈ [t] mit �0 ≠ 0 und 0 < λ ∈ ,

so folgt
Z((t − λ) · g) ≥ Z (g) + 1.

Bei Multiplikation mit einem Linearfaktor mit positiver Nullstelle nehmen also
die Zeichenwechsel zu.

Sind λ1 …, λk mit k = N+(f ) die positiven reellen Nullstellen von f, so gibt es
eine Zerlegung

f (t) = (t− λ1) · … · (t − λk) · g (t)

mit g(t) ∈ [t]. Wegen Z (g) ≥ 0 folgt durch k-malige Anwendung des Lemmas

Z ( f ) ≥ Z (g) + k ≥ k = N+( f ) . �

Es bleibt der etwas knifflige Beweis des Lemmas. Für die Koeffizienten des Pro-
duktpolynoms

(t − λ) (tm + �m−1tm− 1 + … + �0) = t m+ 1 + γmtm + … + γ0

gilt:

γm = �m −1 −λ ,

γ j = � j −1 − λ� j , für  j = 1, …, m −1 ,

γ0 = − λ�0 .

Wir betrachten die oben angegebenen kritischen Indizes k1,…,kr. Ist ρ unge-
rade, so folgt

�kρ < 0,  �kρ + 1 ≥ 0,  also  γkρ + 1 = �kρ − λ�kρ + 1 < 0 .

Für gerade ρ ist

�kρ > 0,  �kρ + 1 ≤ 0,  also  γkρ + 1 = �kρ − λ�kρ + 1 > 0 .

Das bedeutet, daß �kρ und γkρ + 1 für ρ = 1,…, r dasselbe Vorzeichen haben.
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Wegen γ0 = −  � 0 haben γ0 und �0 entgegengesetzte Vorzeichen. Daher hat 
(t − λ) · g mindestens einen Vorzeichenwechsel mehr als g. �

Noch allgemeiner kann man mit Hilfe so genannter STURMscher Ketten die An-
zahl der Nullstellen abschätzen, die in einem vorgegebenen Intervall liegen (vgl.
dazu etwa [D], [St], [Wi]).

Aufgaben zu 1.3
1. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Körper mit 3 bzw. 4 Elementen.

2. K und K′ seien zwei Körper und ϕ : K → K′ ein Ringhomomorphismus. Zei-
gen Sie, dass ϕ entweder injektiv oder der Nullhomomorphismus ist.

3. Ist R ein Ring, M eine beliebige nichtleere Menge und S = Abb (M; R) die
Menge aller Abbildungen von M nach R, so ist auf S durch

( f + g) (m) := f (m) + g (m), ( f · g) (m) := f (m) · g(m) ,

eine Addition und eine Multiplikation erklärt.

a) Zeigen Sie, dass S auf diese Weise zu einem Ring wird.

b) Ist S ein Körper, falls R ein Körper ist?

4.* Sei p ∈ n eine Primzahl und n ∈ n [ {0}. Zeigen Sie, dass es einen Kör-
per mit pn Elementen gibt.

5. Sei K′ ein Körper und K ein Unterkörper von K′.
Zeigen Sie: Sind f, g ∈K[t], q ∈ K′[t] mit f = qg, so folgt bereits q ∈K[t].

6. SeiKeinKörperund x0,…, xn, y0,… ,yn ∈K mit xi ≠ xj für alle i≠ j. Zeigen Sie, dass
es genau ein Polynom f ∈K[t] vom Grad < n gibt, so dass f (xi) = yi für i = 0, … , n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynome gk ∈K[t] vom Grad < n mit

⎧1  für  i = k,
gk (xi) = ⎨

⎩0  für  i ≠ k.

7. Seien f, g ∈ C[t] Polynome mit μ (f, λ) < μ(g, λ) für alle λ ∈ C. Zeigen Sie,
dass dann f ein Teiler von g ist. Gilt diese Aussage auch in     [t]?

8. Sie K ein Körper und  
~

:   K[t]   ´ Abb (K, K),   f 4 f
~

, die Abbildung aus
1.3.5, die jedem Polynom f die zugehörige Abbildung f

~
zuordnet. Zeigen Sie, dass 

~

surjektiv, aber nicht injektiv ist, falls der Körper K endlich ist.

9. Analog zu 1.3.5 definiert man ein Polynom mit Koeffizienten über einem
Körper K in n Unbestimmten t1, … , tn als einen formalen Ausdruck der Gestalt

f(t1, … , tn) =       Σ ai1 … in · ti1
1 · … · tin

n ,
0< i1, … , in<k
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wobei k ∈n und ai1 … n∈K. K[t1, … , tn] bezeichne die Menge all solcher Poly-
nome. Wie für Polynome in einer Unbestimmten kann auch in K[t1, … , tn] eine
Addition und eine Multiplikation erklärt werden. Sind f, g ∈ K[t1, … , tn], so er-
folgt die Addition von f und g koeffizientenweise und die Multiplikation wieder
durch formales Ausmultiplizieren.

a) Finden Sie Formeln für die Addition und Multiplikation von Polynomen in 
K[t1, … , tn], und zeigen Sie, dass K[t1, … , tn] auf diese Weise zu einem null-
teilerfreien, kommutativen Ring wird.

Ein Polynom h ∈K[t1, … , tn] [ {0} heißt homogen (vom Grad d), falls

h =       Σ ai1 … in · ti1
1 · … · tin

n .
i1+ … + in = d

b) Für ein homogenes Polynom h ∈K[t1, … , tn] vom Grad d gilt:

h(λt1, … ,λtn) = λd · h(t1, … ,tn)  für alle λ ∈K.

c) Ist K unendlich und f ∈K(t1, … ,tn) [ {0}, so folgt aus

f(λt1, … ,λtn) = λd · f(t1, … ,tn)   für alle λ ∈K,

dass f homogen vom Grad d ist.

d) Ist h1 homogen von Grad d1 und h2 homogen vom Grad d2, so ist h1 · h2 ho-
mogen vom Grad d1 + d2.

10. Sei K ein Körper und K[t] der Polynomring in einer Unbestimmten.

a) Zeigen Sie, dass in der Menge K[t] × (K[t] \ {0}) durch

(g, h) ~ (g′,h′) ⇔ gh′ = g′h
eine Äquivalenzrelation gegeben ist.

K(t) sei die Menge der Äquivalenzklassen. Die zu (g,h) gehörige Äquivalenz-

klasse sei mit 
g
–
h

bezeichnet. Somit ist 
g
–
h

= 
g′
––
h′

⇔ gh′ = g′h.

b) Zeigen Sie, dass in K(t) die Verknüpfungen

g
–
h

+ 
g′
––
h′

:= –––
gh′ + hg′

––––
hh′

,  
g
–
h

· 
g′
––
h′

:= 
gg′
–––
hg′

,

wohl definiert sind (vgl. 1.2.7).

c) Zeigen Sie schließlich, dass K(t) mit diesen Verknüpfungen zu einem Körper
wird. Man nennt K(t) den Körper der rationalen Funktionen.

11. Was folgt aus der Vorzeichenregel von DESCARTES für das Polynom tn +1?

12. Man folgere die spezielle Vorzeichenregel aus der Vorzeichenregel von
DESCARTES.
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In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen Körper. Wer die vorhergehenden De­
finitionen übersprungen hat, kann sich zunächst mit dem äußem wichugen Spezialfall
K = R begnügen.

1.4.1. Bevor wir den allgemeinen Begriff des Vektorraums einführen, einige

Beispi ele. a) Das Standardbeispiel ist der Standardraum

K · = (x = (x l> . . . , x" ): x; EK I .

Mit Hilfe der Addit ion und Multiplikation in K erhält man zwei neue Verknüp­
fungen

durch

+ : K"x K" _K" ,
K x K" _ Kr ,

(X . y )t-+ X + Y .

(A. .I ) t-+ A · X .

(XI . . . • , xn) +( YI' . . • , Yn) := (xl + YI' ... • .(" + Yn) und

A · (x [ • . .. ,xn ) ;= (AXIo . •• • ,1..( . ) .

Zur vorübergehenden Unterscheidu ng sind die neuen Verknüpfungen mit +und
. bezeichnet. In K wird die Addi tion durch + und die Mulliplikation ohne Sym­
bol ausgedruckt. Man beachte, daß nur + eine Verknüpfung im Sinn von 1.2. 1
ist (solche Verknüpfungen nennt man manchmal auch innere im Gegen salz zur
äuß eren. ).

b ) In der Menge M{m x n ; K) der Matrizen mit m Zeilen. n Spalten und Ein­
trägen aus K kann man addieren und mit Skalaren multip lizieren:

Ist A = (aij) ' B = (b;j ) E M{m x n ; X ) und ,1. E K , so sind

A + B := {ajj + bij ) und A · A := (Aa'j ) E M(m x n ; K ) .

Bei der Addition werden also die Einträge an den entsprechenden Stellen addiert ,
bei Multiplikation mit Aalle Einträge gleich multipliziert. Bis auf die andere Art,
die Einträge aufzuschreiben, ist dieses Beispiel gleich Km.• aus a).
e) Im Körper C der komplexen Zahlen kann man mit reellen Zahlen multipl izie­
ren. das ergib t eine Abbildun g

R xC _C, (A, a + ib) Ho Aa + iAb .

d ) Im Polynomring K [r ] kann man neben Addition und Multiplikation von Po­
lynomen eine weitere Multiplikation

K x K[ r ] _ K (I ) . (A. f) Ho A' f,

mit Elementen aus K erklären durch

,1. . (a o + a ll + .. . + Cl"I" ) := Aao + {Aa l)1+ ... + (Ao. )r · •
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e) ISI M eine beliebige Menge und

V = U: M -+ K } = Abb(M ,K)

die Menge aller Abbildungen, so sind für J.g E V und ), E K

f +g e V und )..·f e V

1 Grundbegriffe

erklärt durch

(j + g )(x ):= f (x) + g (x) und (Ä· fHx ):= J..f(x) .

Offensichtlich erhält man im Spezia lfall M = {I•... , n, wieder das Standard­
beispiel a).

Als Extrakt aus diesen Beispielen führen wir nun den wichtigsten Begriff der
linearen Algebra ein (zur Entstehung vgt. [Koe], Kap. 1. §2):

Definition. Sei K ein Körpe r. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver­
knüpfung

+: V x V -+ V , ( u, w ) 1-+ V+w ,

(Addition genannt) und einer äußeren Verkn üpfung

. : KxV _V , {)... V)I-+A · II ,

(Multiplikation mit Skala ren oder skalare Multiplikation genannt) heißt
K -Vektorraum (ode r VeklOr raum über K ), wenn folgendes gilt:

VI V zusam men mit der Addit ion ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Ele­
ment heißt Nullvektor. es wird mit 0, und das Negative wird mit - 11 be­
zeichnet) .

V2 Die Multiplikation mit Skalaren muß in folgender Weise mit den anderen
Verknüpfungen vertraglic h sein:

().+ J.! ) , v = ). ' V + /'! ' II , ). , (v+w)=). ·v +). ·w ,

). ' {J.! · v) :: ( )./'!) - u , I · v = 11 ,

für alle "A , J.! E K und v, w E V .

Man beachte, daß. wie in Beispiel a) erläutert, die Verknü pfungen in K und V
vorübergehend verschiede n beze ichnet werden .

Durch Einsetzen der Definitionen und eleme ntarste Rechnungen sieht man,
daß in den obigen Beispielen a) bis e) die Vektorrau maxiome erfüll t sind. Dabei
ist in Beispiel a) der Nullvektor gegeben durch 0= (0, . . . , 0) und das Nega tive
durc h
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In Beispiel c) wird C zu einem R -Vektorraum.

Bemerkung. In einem K -Vektorraum V hat man diejolgenden weizeren Rechen ­
regeln:

a) O· v = O.

b) A·O""O.

c) A · v "" O => >.=O oder v = O.

d) (- I)·v = -v.

Beweis. a) ü -u = (0 + O) . v = 0 .v+O ·v.

b».·O= A . (O +O) = A·O + >'·0 .

c) Is t >. . v = O. aber A i- ü, so folgt

v = I v u = (>.- IA) 'V = A- 1'(A'V) = >.-1 · 0= O.

d) v+ (- I) ·v = l· v + (-I) ·v = (I -I) ·v = O· v = O. 0

Die Axiome und die darau s abge leiteten Regeln zeig en insbesondere, daß es
völlig ungeßhrlich ist, wenn man die Verknüpfungen in K und V gleich be­
zeichnet und auch den Nullve ktor°abmagert zu O. Das wollen wir ab sofort tun .
Was gemeint ist, wirdjeweils aus dem Zusammenhang klar werden.

IA.2. In Kapitel °halten wir homogene lineare Gleichungssysteme der Fonn
A . x = 0 mit reellen Koeffizienten betrachtet. Die Lösungen sind Teilmengen
W c IR", ihre präzi se Beschreibung ist unser Zie l. Schl üssel dafiir ist die Beob­
achtung, daß W von R" eine Veklorraumstruktur erbt. Allgemeiner ist die Frage,
wann das fUreine Teilmenge W C V eine s Vektorraumes der Fall ist.

Defini tion. Se i V ein K -Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heißt
Untervektorraum von V , falls folgendes gil t;

UVI W i- 0.

UV2 v ,w eW => v + w eW
(d.h. W ist abgeschlossen gegenüber der Addition).

UV3 vE W, >'e K=> >'ve W
(d.h. W ist abgeschlossen gegenUber der Multiplikation mit Skala ren).
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Beispi ele. 01 ) In V = IR2 betrachten wir die Teilmengen

IV, = {o{.

IV, = {(.~ I • .l , ) E 'J{': tl ) .t ) + (l2X2 = h } .

w, = {(XI• .l l ) E ß{!: x~ + ·( i::: l} ·
IV, = l(x l • .l l l E lR.2 : X l :: O•.t z ?: OJ •
W,; = {(X I•.l l ) E IR2 : Xl "x2 ?: ° I ·

I Grundbegriffe

Der Leser prü fe die Bedingungen UV2 und UV3 nach. Nur für WI und für W,

mit b = 0 sind beide erfüllt.

b) Ist A eine reelle 1/1 x n-M atrix, so ist die Lösungsmenge

W := [r E IR~ : A x = 01

des zugehö rigen homogenen linearen Gleichungssystems tvgl. 0.4.2) ein Unter­
vekto rraum des R" . Das rechne t man ganz leicht nach.

e) Im Vektorraum V = Ahb(lR. R ) (vgl. 1.4. 1. Beispiel e) hat man die Unter­
vekto rräume

IRI/ ld C HII) c V(R, IR) C C(R, IR) C Abb(IR, IR)

der Polynome vom Grad ::5 d , aller Polynome. der differenzierbaren Fun ktionen
und der stetigen Fu nktionen,

1.4.3. Aus den Eigenschaften UV2 und UV3 folgt. daß Addition und Multipli­
kation mit Skalaren von V auf W induziert werden.

Satz. Ein Untervektorraum W C V ist zusa mmen mit de r induz ierten Addition
und Multiplikatitm mir Skala reIl wieder eil! Vektorraum.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich in vielen Fällen (etwa Beispiel b) und
c) aus 1.4.2) den langweiligen Nachweis aller Vektorraumaxiome für W sparen ,
wenn man das ein für alle mal schon in einem größeren V getan haue .

Deli·eis. Die Eigensch aften V2 sowie Kommutativ- und Assozia tivgesetz der Ad­
dition gelten in W ,da sie in V gelte n. Ocr Nullvektor 0 liegt in W, da wegen UV I
ein u E W exist iert , woraus () = 0 . u E W mit UV3 folgt. Zu jedem u E W ist
wcgen UV3 auch - t! = (- I) · t! E W . 0
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Noch e ine kleine Pflichtübung zur Erzeugung neuer Untervektorra ume aus alten:

Lemma. Sei V ein vetaorroum: I eine beliebige Indexmenge. lind [ü r jedes
i € I sei ein Untervekto rraum W, gegeben. Dann ist der Du rchschnitt

W ,=nW, C V
;(/

....ieder ein Untervektorraum.

Beweis. Da 0 in allen W, enthalten ist, ist auch 0 € W , also W '# 0. Sind
v, w e W , so sind u, w in allen Wi enthalten. Da dann auch u + w in allen W,
enthalten ist, ist u + w in W enthalten. Ganz analog bewei st man, daß mit ). E K
und u E W auch Lu E W gilt. 0

Beispiel. Ist V = K [t ] der v ektorra um aller reellen Polynome. I = N und
Wd := R[t ld der Untervektorraum der Polynome vom Grad ::: d , so ist

n Wd = WO= R,".Vorsicht! Die Verein igung von Untervekto rräumen ist im allgemeinen ke in Un-
tervektorraum. Man mache sich das an Beispielen klar (etw a zwei Geraden im
R1). Es gilt soga r die

Bemerkung, Sind W, W' C V Untervektorräume derart, daß W U W' Unter­
vektorraum ist. so iSI W C W' ode r W' C W.

Beweis. Angenommen, es ist W ~ W ' , Dann ist W ' C W zu zeigen. Ist w' E W'
und w € W " W' , so sind w, w' € W U W', also auch w + w' E W U W'. w +w'
kann nich t Element von W' sein, denn sonst wäre w = w + w' - w' e W'. Also
ist w + w' € Wund auch w' = w+w' - w € W. 0

1.4.4. Eine Teilmenge eines v ektorraumes, die kein Untervektorraum ist, kann
man t u einem solchen abschließen. Wie das geht, wird nun besc hrie ben.

Wir betrachten eine noc h etwas allgemeinere Situation, nämlich einen
K -Vektorraum V und eine Fam ilie ( Vj)jEI von Vektoren Vj e V (vgl. 1.1.6). Ist
I = {I , . . . , r ], so hat man Vektoren VI , • • • , Vp Ein V E V heißt Linearkombi­
nat ion von VI , .. • , v" wenn es ). 1 , . • • , ).. E K gibt, so daß

V = ).IVI + · · .+)..v•.

Für allgemeines I definiert man

span K ( V;)i El

als die Menge all der u E V , die sich aus einer (von v abhängigen) endlichen
Teilfamilie von ( v jl ' EI linear komb inieren lasse n. Um das präzise aufschreiben
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zu können , benötigt man Doppe lindizes: Zu v E V muß es eine Zahl rEN
sowie Indizes i I••. . , i, E I und Skalare Al , .•• , A. geben. so daß

v = )'1 1'" + ... +,1,., 1'" ,
Man nennt spandV')i ~1 den von der Familie auf gespannt en (oder erzeug/en)
Raum. ISI I = Iol, so setzt man

span d u,)i ~" := {Ol .

Für eine end liche Familie (VI • • • • • v,) verwe ndet man oft die sugges livere No­
tation

K u, + ... + K u, := span ,,(1'1 , . .. , v.)

= [u € V : esgibt.l.
"

. . . , Ar E K mit v = ),, 1"1 + ... +A,V, J .

Falls klar ist, welcher Körper gemeint ist, schreibt man nur span statt span K.

Bemerkung. Sei V ein K -VeklOrraum und ( Vi )i ~ f eine Familie von Elementen
aus V. Dann gitt:

a) span(v, ) C V ist Untervektorraum.

b) Ist W C V Untervektorraum. und gilt Vi E W fü r alle i E I . so üt
span (Vi) C W.

Kvr; ausgedrückt: span (v,) isr der kleinste Untervektorraum von V . der alle v,
enthält.

Beweis. a) ist ganz klar, Sind alle V, in W enthalten. so sind auch alle endlichen
Linearkombinationen aus den Vi in W enthal ten. denn W ist Untervektorraum.
Daraus folgt b). 0

ISI u c: V eine Teilmenge. so ist entsprechend span ( M ) erklärt als die Men­
ge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M. und das ist der
kleinste Untervektorraum mit

u c: span (M) e V ,

Es mag auf den ersten Blick nicht recht einleuchten. warum man bei der Er­
zeugun g eines Uruervekrorraurnes allgemeiner von einer Fami lie von Vektoren
ausgeht. Das hat den Vorteil. daß es bei einer Familie (im Gegensatz zu ei­
ner Menge) sinnvoll ist. wenn man sagt ,,ein Vektor kommt mehrfach vor" . Ist
I = {I . " . • /11. so haben die Vektoren der Familie außerdem eine natürliche
Reihenfolge.

Belspiele. a ) Sei V = Rl. Sind Vj . V2 E Rl• so ist span(vd die Gerade durch
o und VI> wenn VI #: O. span (V I . V2) ist die Ebene durch 0, VI und V2. falls
V2; span ( VI ).
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b)lm K~ mit J = lJ.. . .. n j erklaren wir für f E l

e, := (0.. . . . O. I. 0. . . . . 0) .

wobe i die I an der t -ten Stell e sieht. Dann ist span (e i )jE! = K~ .

c) Ist V = KII] de r Polynomring. l = N und v~ = In. so ist

span(vn ) "~N = K[t ] .

d ) Betrach ten wir in Beispiel a) aus 1.4.2 die Wj mit j = 3. 4 . 5. so iSI
span ( Wj ) = R,2.

1.4.5. Ein Untervekto rraum kann von sehr vielen verschiedenen Familien er­
zeugt we rden . und das kan n mit untersch iedli cher Effizien z gesc hehen. Dazu
betr achten wir die Beispiele aus 1.4.4. Bei b) iSI die Situat ion opti mal. denn es
fo lgt für x = ( X l •. . .• xn) e K~ und

X = )>l f'1 + ... + A"f'~ . daß A\ = X j, . .. • A~ = X",

Die Linearkom bination ist also für je des x eindeutig bestimmt. entsprechen d in
c). In den Beispiel en aus d) hat man für jedes x E R2 jeweils unendlich viele
Möglichkei ten . es linear aus Element en von W j zu kombi nieren .

Die Eindeutigkeit iSI besonders einfach beim Nullvektor zu überprüfen. Bei
beliebi gen VI • ...• v, hat ma n die triviale Linearkombination

O=OVl + · · . + Ov, .

Gibl es eine ande re Lin earkombination des Nullvekt ors. so ist die Einde utigkeit
de r Darstell ung verletzt. Das motiviert die

Deünluon. Sei V ein K·Vek torraum. Eine endliche Familie (1' \ •. • • • v, ) von
Vek toren aus V heißt linear unabhängig. falls gi lt: Sind AI•.. ' . A, € K und ist

A\V\ + .. . +A, V,= O.

so folgt

AI = · · · = A,= O.

Anders ausgedrückt bedeu tet das. daß sich der Nu nvektor nur trivia l aus den
VI . ' . .• v, linear kombin iere n läßt.

Eine beliebige Familie ( Vi )j ~ ' von Vektoren aus V heißllinea r unabhängig.
falls jede endli che Teilfami lie linear unabhängig ist.

Die Famili e ( Vi )i~ 1 heißt linf'ar abhängig. falls sie nicht linear unabhängig ist.
d. h. falls es eine endliche Teilfamili e (Vi, • . . . • Vi, ) und A\• .. . . A, e K gibt. die
nicht alle gleich Null sind. so daß

Al l';, + ... + A, V;, = 0.
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Zur Bequemli chkeit sagt man meist anstau ..die Familie « (l I • . . . , u, ) von Vekto­
ren aus V istlinear tun-j abbängig' einfacher ,.die Vektoren VI • • ••• !J. E V sind
linear Iun-Iabhängig".

Es ist vorteilh aft, auch die leere Familie. die den Nullvektorraum aufspannt.
linear unabhängig zu nennen.

Die Definition der linearen Unabhä ngigkeit ist gru ndle gend für die ganze lineare
Algeb ra. aber man muß sich etwas daran gewöhnen. Was sie geo metrisc h bedeu­
tet, sieht man sehr gut an der Bedingung aus Aufgabe I zu 0.3 für zwe i Vektoren
im RR

•

In der Definition der linearen Unabhängigkeit spielt der Nullvektor scheinbar
eine besondere Rolle. Daß dem nicht so ist , zeigt das

Lemma. Für eine Familie (v;);"1 von VeklOren eines K -Vektorrallmes sind fol­
gende Bedingungen oquivatem:

i) (v,) ist linear unabhiing ig.

ii) Jeder Vektor v E span ( Vi ) läßt .~iclJ in eindeutiger Weise aus Vektoren der
Famili e ( Vi ) linear kombin ieren.

Beweis. ii) =? i) ist klar. denn bei einer linear abhängige n Familie hat der Null­
vektor verschiedene Darstellungen.
i) =? ii): Sei ein v E span «(I; ) auf zwei Alten linear kombiniert. also

v= L A;", = L J.t;v,. (...)
,0 1 ; EI

wobei in beiden Summen jeweils nur endlich vie le der Skalare Ai und lJ. i von
Null verschieden sind. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C I . so daß für
jedes Ai #; 0 ode r j.J.; #; 0 der Index in J enth alten ist. Aus (... ) folgt dann

L (Ai - j.J.;)v; = O.

,"
und wegen der vorausgese tzten linearen Unabhängigkei t folgt Ai = IJ. , für alle
i E J und somit auch für alle i E I . da ja die rest lichen Ai und IJ.; ohnehin Null
waren. Damit ist die Eindeutigkeit der Linearkombi nation bewiesen. 0
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Beispi ele. a) Im K" sind die Vektoren e l ,' " ,e" linear unabhängig.

bJ ISI A =(a, j) E M(m XII ; K ) eine Matrix in Zeilenstufenform (vgl. 004.3). so
sind die ersten r Zeilen v" .. . , 11, von A linear unabhängig. ISI nämlich

I c:.a "",, _

Ia",
A= o

so folgt aus ),.lVI + ...+ A,V, = 0 zunächst ),. Ia l j , = O. also A, = 0 wegen
a,j, '" O. Im zweiten Schritt folgt daraus analog A2 = 0 und weiter so
Al = = ),., = O. Analog zeigt man, daß die Spalten von A mit den Indi-
zes j" h j , linear unabhängig sind.

cl Im Polynomting K [I] ist die Familie (I")"" .. linear unabhängig.

wettere Beispiele finden sich in den Aufgaben 8 und 9. Noch ein paar weitere
Kleinigkeiten:

Bemerku ng. /11 jedem K -Vektorraum V gill :

a) Ein einziger Vektor v E V ist genau dann linear unabhängig. wenn v '" O.

b] Gehört der Nullvektor zu einer Familie, so iSIsie linear abhängig.

e) Kommt de r gleiche Vekto r in einer Familie mehrmals 1'0/; so ist sie linear
abhängig.

d) ISI r ::: 2, so sind d ie VeklOrl'll VI , . • • , Vr gcnau dann linear abhäng ig. wenn
eil/er da von Linea rkombination der anderen iSI.

Diese lee re Charakrerisieru ng ist plausibler als die Definition, aber formal nicht
so bequem zu handhaben.

Beweis. a) Ist u linear abhängig, so gibt es ein A E K ' mit AI' = 0, also iSI v = 0
nach Bemerkung cl in 104.1. Umgekehrt ist 0 linear abhängig. da 1 ·0 = O.

bl l ·O =O.

cj Gibr es 1,.i1 € / mit i , '" i 2aber Vi , =Vi,. so ist I · V i, + ( - I )v" == O.
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d) Sind die Vektoren VI• • • • , v. linear abhängig, so gibt es ).,1, ••• , AT E K mit
AIVI + , . . +)., v, = Ound ein k E { I , . . . , ' 1mit Al ", 0. Dann ist

A[ Al~1 Al ...l Ar
V. = - -VI - •• . - --V" _ l - - - V.I+I - . . . - - v,.

Al Al I. 1.

Ist umgekehrt V.l = 11- 1VI +...+ JLt _ 1V.I_ I + lil+l VI + I + + 11-, v,. so ist

Jt lV j + .. .+ Ii.l _ l !!.l_ l + (- I)u. + ILl +l l!l + l + + Jl , V, = O. 0

Aufgaben zu 1.4

l. Welche der folgenden Mengen sind Unterve ktorraume der angegebene n vektorrau­
mt?

a) ! (Xl , X2, Xl l E Rl ; XI= .r2 = 2.qJc a l ,

b) /( Xt. X2)E R2; x r + x~ = O I C R2 .

c ) {(Jl+A ,)..2) E R2 : P.,). E R} C R2.

d) lt e Abb ( IR , K) ; f hl=j( -x) für alle xE RIC Abb (R, R).

e) I( Xt , X2, Xj) E IRl; XJ ~ xa] C Kl ,

o (A E M(", x 11 ; R) : A is t in Zeile nstufenform I c M (m x ,, ; R).

2. Se ien V und W zwei K-Vektorräume. Zeigen Sie. dass das dire kle Prod ukt V x W
du rch die Verknüp fungen

(u. w) + (v' . w' } ;:= (v + v' , w + w') , ,-. rv. w ) ::= ('-v . ,-w) ,

ebenfalls zu einem K·vektorraum wird.

3. lsl X e ine nicht1eere Menge , V ein K· Veklorraum und Abb(X. V ) die Menge alle r
Abb ildungen von X nach V. so ist auf Abb (X , V ) durch

(f + g)( x) := I(x) + g (x ). ('- ' f) (x ) := '-I (x) •

eine Additio n und e ine skalare Multiplikation erk lärt.
Ze igen Sie , dass Abb (X , V) mit diesen Verknüpfungen zu einem K .Vektorraum

wird.

4. Eine Abbi ldung f : R -... R heißt 21r ·paiodisch. falls I(x ):= f(x + 211") für alle
X E R.

a) Zeigen Sie. dass V = U E Abb(R. R) : I ist 211" ·period isch ] C Abb(R, R) ein
Unterve ktorra um ist.

b j Ze igen Sie. dass W = span rcos nx , sin mx )".,...,,, ein Untervektorraum von V ist
(Man nen nt W den Vektorraum de r IrigmtOmelriKhen Polynome.)
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{ I := { (X; )i E ~ : ~ IXi l < OO } CAbb (N . R) '

{ 2 ._ { (Xi )iEN; ~ IXi 1 2 < OO } CAbb (N ' R) '
l ._ lex, )iEN: (Xi )iE ~ konvergiert l C Abb (N, R) ,

{"" .- lex, )' EN: (x, )iENbescbrankr] C Abb (N, R) .
Zei gen Sie, das s e' C 12 c e c /"" c Abb( N, R) eine aufsteige nde Kette von Unter­
vektorräumen isl.

6, Kann eine abzahlbar unendliche Menge M eine R-Ve klorraumstruktur besitzen ?

7. Gib t es eine C· Vektorraumslruktur auf R, so dass die skalare Multiplikation
C x R ..... R eingesch ränkt auf R x R die übl iche Multiplikation reel ler Zahlen ist?

8. Sind die folgenden Vektoren linear unabhängig?

a) I.,fi, .[j im Q-Vektorraum R.

b j (1 ,2.3), (4. 5 , 6 ). (7. 8,9) im Rl .

c ) ( . ~ '). E N in Abb (R~ , R) .

d ) ( COS1IX , sin mX)•. mEN " (01 in Abb (R. R).

9. Für welche I E R sind die folgenden Vekt ore n aus W linear abhängig?

(1 . 3. 4) , 0 ,/,11) , (- 1,-4 , 0 ) .

10. Stellen Sie den Vektor w je weils als Linearko mbination der Vektoren ~ , V2. VJ dar :

a) w = (6. 2, 1), VI = (I , 0. 1). 1'2 = (7 , 3, I ) , V3 = (2 , 5 , 8 ).

b j w = (2. 1, I), VI = (1.5, 1), t'2 = (O,9, 1), v3 = (3. - 3. 1).
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1.5 Basis und Dimension
Nun muß die erste ernsthafte technische Schwierigkeit überwunden werden, um einem
Vektorraum eindeutig eine Zahl (genannt Dimension) als Maß für seine Größe zuordnen
1U können.

1.5.1. Zunächst die wicht igste

Detmtucn. Eine Familie ß = ( Vi), ~ 1 in einem Vektorraum V heißt Erzeugen­
densystem \'011 V . wenn

V = span (v,) .. ,.

d.h. wenn jedes v € V Linearkombination von endlich vielen Vi ist.
Eine Familie U = (v,) .. , in V heißt Basis \ '011 V , wenn sie ein linear un­

abhängiges Erzeugendensystem ist.
V heißt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h . eine

endliche Familie ß = (V I, ". , vn ) mit V = span (Vi ) gibt. Ist ß eine endliche
Basis. so nennt man die Zahl 11 die Uinge der Basis .

Helspiele. a ) Die Begriffe sind so erklärt, daß die leere Familie eine Basis des
Nullvektorraum es ist. Diese kleine Freude kann man ihr gönnen.

b ) K := k l •...• e. ) ist eine Basis des K· , sie heißt die kanonische Hasis oder
Standardbasis (vgl. Beispiel b) in 1.4.4).

e) Im Vektorraum M{m X II ; K ) hat man die Matrizen

0

0

Ei = 0 ... 0 I 0 ... 0

0

0

mit einer Eins in der i -ten Zeile und j -ten Spalte und sonst Nullen. Diese m x n ­
Matrizen bilden e ine Basis von M(m x n ; K ). Das ist wieder nur eine Variante
von Beispiel b).

d ) (1. i) ist eine Basis des R -Vektorra umes C .

e) ( I, t , 2, ... ) ist eine Basis unendlicher Länge des Polynomrings Ki l l.
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1.5.2. Das sieht alles recht einfach aus. bis auf eine zunächst spitzfindig erschei­
nende Frage: wenn man im K n neben der Standa rdbasis irgendeine andere Basis
findet. ist es gar nicht klar. daß sie die gleiche Länge hat. Im K" wäre das noch
zu verschmerzen. aber schon bei Untervektorr äumen W C K n gibt es keine
Standardbasis mehr. Es ist nicht einmal ohne weiteres klar. daß jedes solche W
endlich erze ugt ist (Korollar 3 in 1.5.5). Dahcr kann man es nicht umgehen. die
Längen verschiedener Basen zu vergleichen. Bevor wir das in Angriff nehmen .
noch einige oft benutzte Varianten der Definition einer Basis. Zur Vereinfachun g
der Bezeichnungen betrachten wir dabei nur endliche Fami lien.

Satz. Für eine Familie ß = (Vi •. . .• v. ) von Vektoren eines K ·Vektorfflllmes
V # (01 sindfolgende Bedingungen gleichwer tig:

i] B ist eine Basis. d.h. ein linear unabh-ängige s Erzeug endensystem.

i i ] B ist ein .unverkarrbares" Erzeugendensystem. d.h.

( 11 10 . ..• II, _I .II,+! • ...• v. )

ist fü r jedes r € {I•. . . . n I kein Erzeugendensystem mehr.

iii) Zu jedem 11 E V gibt es eindeut ig bes timm te Ä I • . . . • A. E K mit

V =ÄIVI+ ·· · + A.II••

d. h. ß ist ein Erzeugendensystem mit der msatrlichen Eindeutigkeit seigen­
schuft.

iv) B ist .u nverlangerbar" linear urwbhängig, d.h. B ist linear unabhängig, und
f ür jedes u E V wird die Familie ( Vi • • •• , V•• v ) linear abhängig .

Beweis. i) => ii). Gegebe n sei ein Erzeu genden system B. Ist ß verkürzbar. also
zur Verein fachung der Notation mit r = I

VI = Ä! U2 + .. . +Änll• • so folgt (-I ) VI + A2112+ .. . +Ä.II. = 0.

Also ist B linear abhängig.

ii) => iii). Sei wieder ß ein Erzeugendensystem . lst die Eindeu tigkeitseigenschaft
verletzt. so gibt es ein V € V mit

V = Al VI + ... + A.V. = I!I VI + . . . + I!.V• •

und o.B.d.A. Ä l # Jl I . Subtraktion der Linearkombi natio nen und Division
durch AI - /-!I ergibt

Jl2 - A2 Jl. - An
VI = - - - V2 + ...+ --- ' ..

Aj -/-!j AI -Jl I
also ist B verkürzbar.
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iii) '=> iv). Aus iii) folg t, daß B linear unabhängig ist. (Lemma in 1.4.5). Ist
vE V,so ist

V='\ lVI + ••• +)." lIn , also )" IV I+ •• • +).. t.'. + (- I)v= O,

d.h. (V I> . . . , 11. , v) ist linear abhängig.

IV) ==> i). Sei B unverlängerbar linear unabhängig . Für jedes v E V gibt es
Äl , .. • , Än, AE K mil

),.1 111 + ...+)". 11. +)..v = 0 .

Da Blinear unabhängig ist. muß Ä '#0 sein, also ist
Ä1 Ä.

v=-"iV1 - " ' -"i vn,
und es ist bewiesen , daß B ein Erze ugendensystem iSI. o

Der Beweis von IV) "'*' i ) erg ibt den

Zusa tz . Ist V nicht endlich erzeugt. so gibl es eine unendliche linear unabhän­
gige Familie.

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß es für belie biges n zu linear unabhängigen
Vektoren Vi, . • • • (In eine n weiteren Vek tor 11 gibt. so daß auch ( Vi • . . . , v., v)
linear unabhängig ist. Wäre (V I •• •• , 11. , v) für jedes v E V linear abhängig,
so wäre nach obigem Argument (v j, . .. • v~) ein Erzeugenden system . was der
Voraussetzu ng widersp richt. 0

1.5.3. Die Bedeutung des obigen Sa tzes erkennt man schon an seinem gar nicht
selbstvers tändlichen Koroll ar. dem

Basisau swahlsatz. Ausjedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorraumes
kann man eine Basis auswählen. Insbesondere hat jeder endlicherzeugte Vektor­
raum eine endliche Basis.

Beweis. Von dem gegeben en Erzeu gendensystem nehme man so lange einzelne
Vektore n weg. bis es unverkürzbar geworden ist. Da am Anfan g nur endlich viele
da waren . führt das Verfahren zum Zie l. 0

Allgemeiner gilt das

Theorem. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Der Beweis ist wesentl ich schwieriger. wen n es kein endliches Erzeugendeasy­
stern gibt, weil man möglicherweise unendlich viele Vektoren weglassen muß.
bis die Unverk ürzbarkeir erreicht ist. Ein Beweis des Theorems erfordert Hilfs­
mittel aus der Mengenlehre , etw a das ZORNsche lemma. Darauf gehen wir hier
nicht ein (vgl. etwa [B I], p.26 1).
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Im Falle nicht endlich erzeug ter Vektorräu me sind Basen im hier definie rten
Sinn von geringe r Bedeutung. Hier ist es für die Anwe ndunge n in der Analysis
wich tiger. konvergent e une ndliche Linear kombi natio nen zu untersuchen. Damit
beschäftigt sich die Funktionalanalysis (vgl. etwa IM- V]).

1.5.4. Um die Längen versc hiedener Basen zu vergleichen. muß man sysrema­
tisch Vek toren austauschen. Dieses Verfahren entwickelte E. STEINITZ im Jahre
1910 bei einem ähnlichen Problem in der The orie der Körpe rerweiterungen. Ein
einzelner Schrit t des Verfahre ns wird geregelt durc h das

Austa uschlemma. Gegeben sei ein K-VeklOrraum V mit der Basis

ß =(Vh ' " . v,) und W=AI VI + ... +A,v, E V .

ist k E {I•. . . • r} mit A. ,*0. so ist

ß' := ( Vb ... • Vk _ h W . Vk+ h ' " • Vr )

....ieder eine Basis ~'on V. Man kann also V. gegen ui austauschen.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise können wir annehmen. daß Ir. = I
ist (du rch Umnumerierung kann man das erre ichen). Es ist also zu zeigen. daß
B' = (w . Vz• . .. • vr) eine Basis von V ist. Ist v E V . so ist

V =J,t IVI + ... + J.(,v,

mitJ,t h ' " . J.( , E K . Wegen Al :;i: Oist

I Al AT
VI = - W - - tI2- ... - -v, also

Al AI AI

v = ~Il W + ( J.( l _ J.(;~2 ) v2+...+ ( J,t r _ J.(;~T ) Vr •

womit gezeigt iSI. daß B' ein Erzeugendensystem ist.
Zum Nac hweis de r linearen Unabhängigkeit von B' sei

J,t W + J,t ZVz + ... + J.( , v, = O.

wobei J.( . J.( l • . . . • J.( r E K. Setzt man W = AlVI + ... + A, Vr ein. so ergibt sich

J.(AIVI + (tlAz + J.(2)VZ+ .. .+ (J,t Ar + J.(r )v , = O.

also J.( AI = J.( A2 + J.(2 = .. . = J.(Ar + J.( , = O. da ß linear unabh ängig war.
Wegen AI # 0 folgt J.( = 0 und damit J,t2 = ... = J.( , =O. 0

Durch Iteratio n erhä lt man den
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Ausla uschsatz. lll einem K-VeklOrraum V seien eine Basis
8 = ( lI h • . . , 1I, )

lind eine linear unobh öngige Familie (W l . " " w~) gegebe n. Dann ;SI II ~ r ,
und es gibt tndizes t I . . • • , i~ E {I.. . . , r I derart. daß ma n Iwch Austausch VUII
lIi, gegen W l •. . . • Vi, gegen w. wieder eine Basis von V erlräll. Numeriert man
so um, daß i I = I, .. . , in = 11 ist. so bedeutet das. daß

ß' = (w , • ...• W., 11.+1 • . . . , 11, )

eine Basis 1'011 V ist.

Vor sicht ! Die Ungle ichung 11 ~ r wird nicht vorausgese tzt. sondern gefolgert.

Beweis durch Ind uktion nach JI. Fiir 11 = 0 ist nichts zu bewe isen . Sei also
Jl ;:: L und sei der Satz sc hon für 11 - I bewiesen (Induktionsannahme ).

Da auch { Wl • . • • , W w_ l } linear unabhängig ist, ergibt die Induktionsannahme,
daß (bei gee igneter Numerierung) ( W I • . . . , W" ~ I , Vn, .. . ,vr) eine Basis von V
ist. Da nach Induklionsannahme n -e l :: r gilt, muß zum Nachweis von n :: r nur
noc h der Fall 11 - I "" r ausgesc hlossen werd en. Dann wäre aber (w., . . . , w. _r)
sc hon eine Basis von V , was Aussage iv) aus Satz 1.5.2 widerspricht. Wir sc hrei-

"'" W. "" AIWr + ...+ A .~ I Wn_ l + A. v. + ...+ Arvr

mit AI, •• . , Ar E K . Wäre An "" • . . "" Ar = 0, so hätte man einen Widerspruch
zur linearen Una bhäng igkeit von W h' " • W n . Bei erneu te r gee igneter Nume ­
rierun g können wir also A. t: 0 anne hmen, und wie wir im Au stau schl em ma
gese hen haben . läßt sich daher v. gege n W . aus tauschen. Also ist s- eine Basis
vonV . 0

1.5.5. Nach Überw indung dieser kleinen technischen Schwierigkei ten läuft die
Th eorie wieder wie von sel bst. Wir noti eren die wichtig sten Folgerunge n.

Korollar 1. Hat ehr K · Vekt orraum V eine endliche Basis. so ist jede Basis ~'UI1

v endlich.
Beweis. Sei (vr, . .. , vr) eine end liche Basis und ( Wi )iEI eine beliebige Basis
VOll V. Wäre I unen dlich, so gä be es i J, . . . , ir H E I derart , daß w" , . . . , Wi, . ,

linear unabh ängig wären. Das widerspricht abe r dem Austau schsatz . 0

Korolla r 2, Je zwei endliche Basen eines K · vektorraumes habe n gleiche Länge.
Beweis. Si nd (VI... . , vr) und ( Wl " " , w. ) zwei Basen, so kann ma n den Aus­
tauschsat z zwe imal anwe nde n, was k :: rund r :: k , also r "" k ergibt. 0

Mit Hilfe dieser Ergebnisse könn en wir nun in sinnvoller Weise die Dimen sion
eines Vektorraumes erklären.
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Deflnhlon. Ist V ein K -v ektorraum. so definieren wir

I00 , falls V keine endliche Basis besitzt.
dimKV: =

r . falls V eine Basis der Länge r besitzt.

dim/;; V heißt die Dimension von V über K . Falls klar ist. welcher Körper ge­
meint ist, schreibt man auch dim V.

Korollar 3, IMW C V Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraumes
V. so ist auch W endlich erzeugt. lind es gilt dimW ~ dimV.

Aus dimW = dimV folg t W = V.

Beweis. Wäre W nicht endlich erzeugt. so gäbe es nach dem Zusatz aus 1.5.2
eine unendliche linear unabhängige Familie. was dem Austauschsatz wider­
spricht. Also hat W eine endliche Basis. und wieder nach dem Auslauschsatz
ist ihre Länge höchstens gleich dirnV.

Sein = dimW = dimV und WI •• . . , W n Basis von W. lst W t- V , so gibt es
ein lJ E V -, W und W I • . . • • W • • u sind linear unabhängig im Widerspruch zum
Austauschsatz. 0

In 1.5.3 hatten wir gesehen, daß man aus einem endlichen Erzeugendensystem
eine Basts auswählen kann. Manchmal ist die Konstruktion ,.aus der anderen
Richtung" wichtig:

Bastserg änzungssatz. /JI einemendlicherzeugten Vekturraum V seien linear 1111'

abhängige Vektoren WI ••• . • Wn gegeben. Dann kann man WHI , ••• • w, fi nden.
so daß

eine Ba sis \'011 V i.it.

Beweis. Sei (lJ I. . . . , lJ.. ) ein Erzeugendensystem. Nach 1.5.3 kann man daraus
eine Basis auswählen, etwa (VI, • . . , v, ) mit r ~ m . Nun wendet man den Aus­
tauschsatz an und sieht, daß bei geeigneter Numerierung durch

die gesuchte Ergänzung gefunden ist. o

Beisp iele. a) dimK" = n, denn K Rhat die kanonische Basis (e i • . . . , e.) . Nach
Korollar 2 hat auch jede andere Basis von K Rdie Länge 11, was gar nicht selbst­
verständlich ist.

b) Geraden (bzw. Ebenen) durch den Nullpunkt des IR" sind Untervektorräume
der Dimension I (bzw. 2).
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e) Filr den Polynomring gilt dimKK [tJ = 00.

d ) dim RC = 2 denn 1 und i bilden eine Basis. Dagegen ist dim cC = I .

e) diI11qR = 00 (vg l. Aufgabe 4).

1.5.6. Bei der Definition eines Vekto rraumes in 1.4.1 hatten wir einen Körpe r K
zugrundegelegt. Zur Formulierung der Axiome genügt ein kommutativer Ring R
mit Einselement. man spricht dann von einem Modul über R. Die Begri ffe wie
Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Unabh ängigkeit kann man
in dieser allge meineren Situation analog erkläre n.

In den vorangega ngenen Beweisen wird immer wieder durch Skalare dividiert,
was einen Skalarenkörpe r vorausse tzt. Über einem Ring ist von den erhaltenen
Aussagen über Basis und Dimension wenig zu reue n. Daher beschränken wir
uns auf zwei Aufgaben (8 und 9), die als Warnung vor diesen Gefahren dienen
sollen.

1.5.7. Im Basisauswahlsatz 1.5.3 hatten wir bewiesen. daß man aus jedem end­
lichen Erzeugendensystem eine Basis auswählen kann. Für die Praxis ist das
v erfahren des Weglasse ns (und die Kontrolle. ob ein Erze ugendensystem übrig
bleibt) nich t gut geeign et. Weitaus einfacher ist es. aus einem Erzeugendeasy­
stern eine Basis linear zu kombinieren. Wir behandeln hier den Spez ialfall eines
Untervektorraumes W C K"; in 2.4.2 werden wir sehen. daß sich der allgemeine
Fall darauf zurückführen läß t.

Se ien also 0 1, . . . • Om e K n gegeben. und sei W = span ( 0 1, .. . • om )' Sind
die Vektoren 0; Zeilen. so ergeben sie untere inande rgeschriebe n eine Matrix

(

a"

a:,
a,. )

: e M (m x n; K ),

ao •

d.h. es ist e, = e., .... , o,n)'

Beispiel. Aus der kanonischen Basis (e I> . • • • en ) von K" erhält man die Matrix

E. ,'_- ( 0' 0, ) E M (n x n; K ) .

man nen nt sie die n-reihige Einheitsmatrix. Dieser Name ist durch ihre Wirkung
bei der Matrizen multiplikation erklärt (vgl. 2.5.4). Die Einträge von
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E; = (5;j) sind die sogenannten KRONECKER.Symboie

8; j := ( 0 f~r ~ '" ~'
I fur I = J.

93

Nun kommen wir zurück auf die schon in Kapitel 0 benutzten Zeile numformun­
gen. Anstalt der reellen Zahlen stehen Einträge aus einem beliebigen Körper K ,
und wir betrachten vier verschiedene Arten von eleme ntaren Zei/enumfonnun­
gen:
I Multiplikation der i- ten Zeile mit ), E K ' :

A ~ ( a, ) ~ ( 'a, ) ~ A, .

11 Addition der j-ten Zeile zur i -ten Zeile:

111 Addition der x-rechen j-ten Zeile zur i -ten Zeile (). E K ') :

A ~ ( J: ) ~ ( a,:,'",)~ A",

IV Vertauschen der I-ren Zeile mit der j-ten Ze ile:

A ~u)~(;:)~ A"

Dabei bezeichnen jeweils a l , . . . , amdie Zeilen von A , es ist stets i t- j voraus­
gesetzt, und an den mit Punkten markierten Zeilen ändert sich nichts.

Die Typen III und IV entsprechen I) und 2) aus 0.4.6. Die Typen I und 11 sind
noch elementarer, denn man kann 111 und IV daraus durch Kombination erha lten,
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Zum Verständnis der Wirkung von Zeilenumfonnungen hilft ein weitere r Be­
griff:

Definitio n. Ist A € M(m x n ; K ) mit Zeilen 0 1•. . . , 0 .. , so heißt

ZR (A ) := span (al , ... , a.. ) c K"

der Zeilen raum von A.

Lemma. Ist Balls A durch elementare Zeilenumform ungen entstanden, so ist
ZR( B ) = ZR(A).

Be....eis . Nac h der obigen Bemerkung genügt es, die Typen I und 11 zu bet rachten.
Ist B = AI und u E ZR(A) , so ist

",V = . .. + /li O, + .. . = , . . + T ().,O;) +... ,
also auch v E ZR(B). Analog folgt u E ZR(A) aus v E ZR( B).

Ist B = Au und v E ZR(A) , so ist

v = .. . + jl ,O ; + " .+ Jl jO j +". = " . + J./,; (o; + Oj ) + ...+ (J.tj - /l ,laj + ... .
also v E Z R(B ) und analog umgekehrt . 0

Wie in 0.4.7 beweist man den

Sa lz. Jede Matrix A E M(m x n ; K ) kann man durch etementare Zei/enumfor­
mungen auf Zeilens tufenform bringen. 0

Damit ist das zu Beginn dieses Abschnitts fonnulierte Problem gelös t: HaI man
aus den gegebenen Vektoren UI , .. . , U", die Matrix A aufges tellt und diese zu
B in Zeilenstufenform umgeformt . so sind die von Null verschiedenen Zeilen
b l , • •• • b, von B eine Basis von W = ZR(A ) = ZR(B ), denn bl , . . . . b, sind
nach Beispiel b) in 1.4.5 linear unabhängig.
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Beispiel. Im R' seien die Vektoren

a, = (0, 0. 0, 2. - 1) .
a, = (0, I. - 2. I. 0) .
a, = (0,- 1. 2.1.- 1) .
a, = (0, 0.0, 1. 2)

gegeben. Dann verläuft die Rechnun g wie folge
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~!_"­
0 0 0 : 1 2
o 0 0 12 - 1

0 0 0 : 2 - 1

000
o 1 -2
0 -1 2

0 0 0

Ol l - 2

000- 0 0 0
000

2 - 1

1 0
1 - 1

1 2

1 0
I 2 - 1,
I 2 -1

: I 2

0 1 1 - 2

0
1

0 0- ,
0 1-1 2

0
1

0 0,

1 0
2 - 1
1 - 1

1 2

= B .~
1 -2 1 0

o 0 0 I 2- -o 0 0 0 1- 5,
o 0 0 0 1- 5

Also ist eine Basis von W = span (a l> a 2, a J, a4) gegeben durch

bl = (0, 1.-2. 1. 0),
bz = (0,0.0.1 ,2) .
b) = (0,0,0.0.-5) .

1.5.8. Ob man Vektore n als Zeilen oder Spal ten schreibt ist willkür lich. aber der
Übergang von der einen zur anderen Konvention wirft Fragen auf. Macht man
in einer Matrix Zeilen zu Spalten. so werde n Spalten zu Zeilen; man nennt das
Transposition :Zu

A = (a;; ) € M(m x n ; K ) ist 'A = (a:j ) E M(n x m; K ) mit a;j := aj i '
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'A heißt die Transponierte von A. Zum Beispiel ist für m = 2 und n = 3

( ~ ~ :) ~un
Eine quadratische Matrix wird dabe i an der Diagonale gespiegelt. Abstrakt ge­
sehen ist die Transposition eine bijektive Abbildung

M (m x n ; K ) --l' M (n x m; K ) , A _ 'A,

und es gelten die folgenden Rechenregeln.

I) '( A+ Bl='A+' B.

2) ' ().. Al =),. . 'A,

3) ' ('Al = A .

Nun kann man ganz analog zu 1.5.7 für eine Matrix A elementare Spalten­
umfonnungen, Spaltenraum SR(A) , Spaltenstufenform etc. erklären, was durch
Transposition auf die entsprechenden Begriffe für Zeilen zurückgeführt werden
kann. Das sind einfache Spielereien. aber ein ernsthaftes Problem wird deutlich
durch die folgende

Definition. Für eine Matrix A E M(m x n; K ) sei

Zei lenrang A := dim ZR (A) und
Spa ltenrang A := dim SR(A) .

Man beachte dabei, daß Zeilen- und Spaltenraum in verschiedenen Vektorräu­

men liegen:

ZR(A) C K W und SR(A) C K '" .

Zum Beispiel für A = E. ist ZR( En ) = SR(Ew) = K· , also

Zeilenrang E; = " = Spa ltenrang E• .

Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme ben ötigt man die etwas überra ­
schende Tatsache, daß diese beiden Zahlen für jede Matrix gleich sind. In 2.6.6
steht genügend viel Theorie für einen indexfreien Beweis zur Verfügung, in Ka­
pitel 6 wird der abstrakte Hintergru nd beleuchtet. Der Schlüssel für einen direk­
ten Beweis mit den Hilfsmitteln dieses Kapitels ist das

Lemme.fe der Matrix A E M(m x rr; K ) sei die letzte Zeile ilnearkombination
der vorhergehenden. A E M(m - I x n: K ) eil/stehe aus A durch weglasse" der
letz/eil Zeile. Dan" ist

Spaltenra ng A = Spaltenrang A .
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(.)

Beweis. Wir bezeichnen die Zeilen von A mit a l , .. .• a m und die Spalt en mit
a 1

• • • • • a" (man beachte. daß der obere Index keine Potenz bedeuten soll). Nach
Voraussetzung gib t es nj •. . . • J.'-m ~ l € K mit

a.. = J.'-Ial + ... + J.'-.. ~l a.. _ I'

Das bedeutet. daß alle Spalten von A enthalten sind im Untervektorraum

W = ( x" . . . •x.. ) € K"' : x.. = J.'- IXI + ... + J.'-.. _ Ix", ~ tl .

also ist SR(A) C W . Nun betrachten wir die .Proje knc rr'

11" : W -+ K .. - I , X = (x" . . . • x.. ) 1-+ x = (xl< ...• Xm _I ) ...-, Ir
""

..

"' I,
• J., •.. . . .l'~ ~l

"' r ~

" Bild 1.7

Nach Definition von A gill SR (::4) = 11" (SR(A». zu zeigen ist dimSR(A) =
dimSR(A).

Nach 1.5.3 können wir annehmen. daß (a l• .. . •a') für ein r mit 0 ~ r ~ 11

eine Basis von SR(A) ist. Offen sichtlich ist ,,1, ....a'" ein Erzeugendensystem
von SR(A ). Ist

)'la l + .. . + A,a'" = O.

so folgt dara us für die »r-ten Komponenten von a I •... , a'
", - I ", _I

),. I a~+ ... +),.ra: = ),.I LJ.'-iail+ . . . +),., LJ.'-ia~
i_I i_ I

" "
= J.'- l L ),. ja: + . . . + J.'- ", ~ l L Aja~_ 1

j K I j K I

= J.'- I·O + ... +J.'-" _I · O= O,
also folgt aus (e ). daß ),. Ia l + ... + ),.,a' = 0 und somit AI = . .. = A, = O.
Daher ist a l •• •. , ä' eine Basis von SR(A).

Selbstverständlich bleib t der Zeilenraum ganz unverändert . Das folgt etwa aus
dem Lem ma in 1.5.1. 0

Der Rest des Beweises für die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist
Aufgabe 13.
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Aufgaben zu 1.5
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für alle x. ~ k ,

fürx. :::: k.

I . Gegeben seien im 1R.5 die V('ktoren VI = (4. I. I. O. - 2), t'2 (0. 1,4, - I. 2),
V3 = (4. 3. 9.-2.2), v~ = (1, 1.1.1. 1), VS = (0. - 2. -8.2. - 4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V = span (l') •. .. • vsJ.

bj Wählen Sie alle möglichen Basen von V aus den Vektoren tl • • •. , Vs aus, und kom -
binieren Sie jeweils VI • • •• , 115 daraus linear.

2. Geben Sie rur folgende Vek!orräum e je weils eine Basis an:

a) ! <XI, -l"2,XJ ) E R J : "-1 = xl l .

b ) {<XJ, X2.XJ, X4 ) E IR4 : XI + 3xl + 2x4 = O. 2A', + x2+ xJ=OI.
c) span (,!, , 2 + 1, (2 + 1, , 2+ / + 1. ,7 + /S) C R[r].

d) 11 E Abb (R. R) : f {x) = 0 bis auf e ndlich vie le x E Rl.

3. Für d e N sei
Ki l l . . . . , 'nhdl := l F E K Il l . . . . , I. ) : F ist homo gen vom Grad d oder F = 0)

tvgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Beweisen Sie. dass K Ilb ... . I. lldl C KIl l , . .. , /. 1ein Unter­
vektorraum iSI und bestimmen Sie dirnK lll • . .. • Iwh d )'

4. Zeigen Sie. das s C end lich erzeu gt über R ist . aber R nich t endli ch erzeu gt über Q.

S. Ist (Vi ),. 1 eilte Basis des Vektorraumes V und (Wj)JE} e ine Basi s des Vektorr aumes
W, so ist « v" O»' .1 U ( 0. W j») j E/ eine Basis von V x W (vgl. Aufgabe 2 zu 1.4).
Insbesondere gilt

dirnV x W = dirnV + dim W ,
falls dim V , dimW « 00.

6. Se i V ein reeller Vektorraum und a,b. <:,d,t E V . Zei gen Sie, dass die folge nden
Vektoren linear abhängig sind:

vl = a +b + <:. v2=2<J+ 2h+2c - d , vl=a-b-t ,

t·4=5a + 6b-c+ d +e . vs=a - <:+3t . lI(,=a+ b+d + e.

7. Für einen endlichdime nsionalen Vektorraum V definieren wir

h( V ):= sup ]» E N: es gibl eine Kelle Vo C VI C . .. C Vw_ 1 C V.

von Untervektorr äumen V; C VI .

Zeigen Sieh( V) = dirn V.

8. Sei R = C( R. R) der Ring der stetigen Funktion en und
W := lf E R : es gib t ein p E R rnil ! (x ) = O fUr x ~ C} C R .

Für k E N delinieren wir die Punktion

!*(x.) := J 01k - x.
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a) W = ' pan R(f' )' E"

bj W isl über R nicht e nd lich erzeugt (aber R ist Ober R endl ich erze ugt).

c] ISI die Familie (fi lJe ' linear abhängig Ober R?

9. Zeige n Sie Z = 2Z + ) Z und folgern Sie daraus, dass es in Z unverkürabarc
Erzeuge ndensysteme verschi edener Längen gibt.

10. Wie vie le Elemente hat ein endlichdirnensiunaler Vek lorraum Ober einem end lichen
Körper?

11.' a) Isl K ein Körper mil char K = p > O. so enthält K einen zu Z/pZ isomorpllen
Körper und kann somit als Z/pZ-ve ktorra um aufgefasst werden.

b) Zeigen Sie : [sI K ein e ndlic her Körper mit char K = p. so haI K genau ,rElemente,
wobei 11 = dimz/I'z K.

12. Ze igen Sie : Zei lenrang = Spaltenra ng für Matrizen mit sehr kleiner Zei lenzahl (etwa
m = I, 2) und beliebig großer Spa[tenzahl ll.

13. Polge rn Sie aus Lemma [ ,5.8. da" für eine Matri x A E M{m XII : K )

a) Zci lenrang A :=;; Spalte nrang A .

b) Zcilenrang A <=. Spaltenrang A.

und somit insgesamt Zcilenrang A = Spaltenrang A gil!.
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1.6 Summen von Vektorräumen*
Für die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren l'I . . .. , v, hallen wir in 1.4.4
auch die Schreibweise

K VI + . • . + Kv ,

angegeben. Das soll andeuten. daß <.lies die Menge der Summen von Vektoren aUS den
für Vj '" 0 eindimensionalen Räumen K ll j ist. Wir betrachten nun den Fall. daß die
Summan<.lcn aUSbeliebigen Untervektorräumen stammen, das wird in Kapitel 4 nützlich
sein. Einem eiligen Leser raten wir. dies zunächstzu überblauem .

1,6,1, Ausgangspun kt ist die folge nde

Defini tion, Gegeben sei ein K -Vektorraurn V mit Untervektorräumen

WI" . . , W, C V , Dann heißt

WI + . .. +W, := IvE V : esgiht llj E Wjmit ll = v l + ...+v, j

die Summe von WI. . . , , W, .

Ohne Sc hwierig keit beweist man die

Bemerkung. Für die oben definierte Summe gilt :

a) WI + ... + W, C V ist ein Untervektorraum.

b) W I + ... + W, = span ( WI U .. . U W, ).

c} <.lim( W1+ . .. +W,) :;: dimW1+ ... + dim W,. 0

Nun ist die Frage naheliegend , wie unscharf die letzte Ungleichu ng ist. Im Fall
r = 2 ist das einfach zu beantworten:

Dimensionsformel für Summen. Für endlichdimensionale Untervektorraume
W[. W2 C V gi/I

dim( WI + W1l = d im WI + dimWl - dim( W1n W1l .

Reweis. Wir beg innen mit einer Basis (VI• .. . , vm ) von WI n W2 und ergänzen

sie ents prechend 1.5.5 zu Basen

(VI, ... Vm , W•. . . . • w.l von W 1 und (V I> " " Vm • w;, .... w;l von W 2 •

Die Behauptung ist bewiesen , wenn wir gezeigt haben , daß

B := (v[, . . . • Vm, WI • . . .• Wb w;.... ,w;)
eine Basis von W1 + W2 ist. Da ß W1 + W2 von B erzeugt wird ist klar. Zum
Beweis der linearen Unabhängigkeit se i

''I v)+ ... + AmVm+ Ji I W I + ...+ Ji.Wk + Ji ;W; + ...+ IJ. ;W; = o. (*)
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Setzen wir
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v;= .l'lVI + ...+ .1.... v.. + p.lW I + ...+ p..W• •

so ist V E Wl und -t/ = ,'1.'1w; + ... + p.;w; E W2, also v E Wl (l W2• Also ist

v = .1.. '1 VI + .•. +A~v..

mit .1.. '1' . •• , .I..:" E K . und wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen
folgt insbesondere ,'1.1 = = p.~ = O.Setzt man das in (*) ein, so folgt auch

Al = = .1.... = ,'1. ; = ...= J.t;= O. 0

1.6.2. Der Korrekturtenn in der Dimensionsfonnel wird durch die Dimension
des Durchschnitts verursacht. Diesen Mangel einer SummendarsteIlung kann
man auch anders charakterisieren.

Lemma. Ist V = W I + Wz• so sindfolgende Bedingungen äquivalent:

i) W. n W2 = 101 .

ii) jedes v E V ist eindeutig darstellbar als v = Wl + W 2 mit WI E W [,
W 2 E W 2·

Hi) Zwei von Null verschiedene Vektoren WI E W I und W 2 E W2 sind linear
unabhangig.

Beweis. i) => H): ISI v = Wl + W 2 = Wl + W 2, so folgt

U'I -WI = W2- W2 E W. (l W2·

H)=> iii ): Sind W • • W 2 linear abhängig, so erhält man verschiedene Darstellungen
des Nunvektors.

HO => i): Ist 0 # v E Wl n W2, so erhält man einen Widerspruch zu ii i ) durch

Iv + (- \) v = O. 0

Da Bedingung i ) am kürzesten aufzuschreiben ist. die folgende

Defin ition. Ein Vektorraum V heißt direkte Summe von zwei Untervektorräumen
WI und W2, in Zeichen

V = WI «; W2• wenn V = Wl + W2 und Wl n W2 = lOI .

1.6.3. Im endlichdimensionalen Fall hat man einfacher nachzuprüfende Bedin­
gungen für die Direktheit einer Summe.
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V = W E;B W' ,

Satz.. 1st V endlichdimensional mit Untervekiorraumen W , undW:b so sindfol­
gende BedingWlgen gleichwertig:

i) V= W, $ W2>

ii) Es gibt Basen (Wb •• "W.t) VOll W1 und (w;, . . . ,w:J VOll W2, so daß
(WI •... ,Wk'W;"" , w;) eine Basis von V ist.

Beweis. i) :0> ii) :0} iii) folgt aus der Dimensionsformel (einschließlich Beweis)
in 1.6.1 im Spezialfall W, n W2 = {O}.

iii) '* i) : Nach der Dimensionsfonnel ist dim (WL n W2 ) = 0, also

W1 n W2 = {O}. 0

Daraus folgt sofon die Existenz von.,direkten Summanden" :

Koro llar.lst V endl ichdimensional und W C V Untervektorraum; so gibt es da­
zu einen (im allgemeinen 1Ik ht eindeutig bestimmten) Uruervea orraum
W' c V, so daß

W ' heißt direkter Summand von V zu W .

Beweis. Man nehme eine Basis (VI>"" Um) von W. ergänze sie nach 1.5.4 zu
einer Basis (v,•. . . , Um , Vm +J, " " v..) von V und definiere

W' := span (Vm+I1 .. ' ,v..). o

1.6.4. In Kapilel 4 werden wir direkte Summen von mehreren Unterräumen an­
treffen. Zur Vorsorge dafür die

Definition. Ein vektorrau m Y heißt direkte Summe von Untervektorrä umen
Wh . . . ' Wh in Zeichen

Y ""W\ ffi . . . ffi W..,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

DSI Y"" W\ + ... + W...

DS2 Sind W \ E Wh .. . ' W .. E W.. gegebe n mit w, + .. . + w.. = 0, so folgt
w, = .. . = w.t= O.
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Vorsicht ! Bedingung DS2 darf man für k: > 2 nicht ersetzen durch

Wl n . . .n Wt = [U] oder W; n W j = [D] für alle i #: j

(vg l. Aufgabe 1).

o
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Bild 1.8

Beispiel. Ist (l' l • . . • , II~ ) eine Basis von V, so ist V = K VI GI . .. GIK 11• •

Salz. Für Untervektorräume Wl, . . .. W.l eines endlichdimensionalen Vektor­
raumes V sindfolgende Bedingungen äquivalent:

iJ V = WIGl ... $ W.I .

ii} 1st f ür jedes i E {I, . . . , k } eine Basis ( 1I ~' 1 , ... ,V::)) von Wi gegeben. so

ist
ß := (1I ~ l) , . .. , v~,l), .. . , 11:.1), . .. ,1I~~ I)

eine Basis von V.

iii) V=WI + . . . + W.I und dimV =d imWI + . . . + dim Wt .

Man beachte die Klammem bei den oberen Indizes. Sie dienen zur Unterschei­
dung von Exponenten. deren Stammplatz an dieser Stelle ist.

Beweis. i) ::} ii). Offen sichtlich ist ß ein Erzeu gendensystem. Zum Bewei s der
linearen Unabhängigkeit sei

Jt \llv:ll + ... + Jt~: )v:: ) + ... + Jt\.I) v:.I ) + .. . + Jt~~) II:~ ) = 0 .

Setzen wir W i := Jt \Hvl°+ .. . + Jt~: ) V~: I , so bedeutet das

WI+ · .. +WI= O,

und wegen DS2 muß WI = . .. = Wt = 0 sein. Also ist
(1)(0 + + (i ) (il 0 fO · I kMI VI ' " Jt"v" = r/ = , . . . , .

dd fl (0 (I) 0un araus o gtMI = . . . = /-1-" = .
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ii) ~ iii) ist klar.

ii) '* i). Zum Nachweis von DS2 stel len wir jedes W; E Wodurch di e gegebene

Basis von W;dar: . _ (i) (i) (i) (1)
W, - Jil VI + ...+ Pr, Vr, .

Au s der Annahme w\ + ...+ Wk :0 0 folgt. ..
L:L fJ~i)V~i) = O.
, .. I !/'Cl

Da B eine Bas is ist, folgt /1-~i) = 0 für alle t! und i, also ist auch
Wl = . . . =Wk = 0.

Aufgaben zu 1.6

1. Beweisen Sie, das s für einen v ektorraum V folgende Bedingungen äqui valent sind;

o

i) V "" Wl ffi ... m Wk.

ii) Jedes v E V ist eindeutig darsteUbar als v = Wl + ... +Wk mit Wj € W j •

üi) V = W1 + .. . + Wk• W j f- {O} für alle i und von Null verschiedene Vektore n

wr E Wb " " Wk E W", sind linear unabhängig.

Vorsicllt! Die Voraussetzung W; # {Q} ist wesentl ich. Ist etwa W \ = {O}. so ist
die angegebene zweite Bedingung stets erfiillt !

•iv) V =W\ + . .. +W.\:undWj n E W j = {O} ftlrai lei E {l, . .. , k}.j.,
j,li

v) V = W, +...+Wk und W,n (Wj+l +...+Wk) = {O} fiir alle i E {I,. .. , k- t }.

Zeigen Sie anhand von Gegenbeispielen. dass die obigen Bedingungen für k > 2 im
Allgemeinen nicht äquivalent sind zu WI n ... n Wt "'" {O} bzw. W; n Wj "" {O} für
alle i # i·
2. Sind V und W Vektorriiu me , so gilt

V x w e (V x {Oll 1Il ({O} x W ) .

3. Eine Matrix A E M (n x n ; K ) heiß t symmetrisch, falls A = IA.

a) Zei gen Sie, dass die symmetrisc hen Matrizen einen Uetervektorraum Sym(n ; K )
von M (n x n ; K ) bilde n. Ge ben Sie die Dimension und eine Basis von Sym (n ; K )
an.
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Ist char K 01 2, so heißt A e M(II x 11 ; K ) schiefsy mmetrisch (ode r allem iert'IId), falls
'A = - A. lm Folgenden sei stets eher K 01 2.

b) Zeigen Sie. dass die altern ierenden Matrizen einen Untervektorraum Alt(n: K) von
M (n x 11;K ) bilden. Bestimmen Sie auch für Alt(n ; K ) die Dimen sion und eine
Basis.

c) Für A e M(II X II: K ) sei A, := !(A +'A> und Aa := ! (A - 'Al. Zeige n Sie : A, ist
symmetrisch. Aa ist alternierend, und es gilt A = A.. + A...

d ) Es gilt: M (n XII : K ) = Sym(lI: K ) @ A1t(n ; K ) ,
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