
Kapitel 3

Determinanten

In de n vorherg ehenden Kapit eln wurde laufend mit Linearkc mbin anonen gerec hnet. das
gilt als der ,.triviale" Te il der linearen Algebra. Nu n ste igen wir ei ne Stufe höher zur
Dete rminante . das ist e ine Zahl , die ma n einer qu adratischen Mat rix zuordnet. LEtB­
NIZ gab schon um 1690 eine Formel zur Berechnung dieser zahl an ({Kow 1), § l ).
WE IERSTRASS benutzte in seinen Vorlesungen ein e ande re Methode: Er führte die De­
termin ante mit axioma tisch angege benen Eigensc haften ein. Dadu rch kann man die chro ­
nischen Voneichenp robl eme erst ei nmal im Hintergrund hahen lind all das bereit stellen ,
was man Zllr praktischen Berechnung der De terminanten benötigt. Es zeigt sich, daß
auc h hie r da s Verfahren aus Kapitel 0 zur Überführung einer Matri x in Zeile nstufenform
zum Ziel fühn. Diesen Weg haben wir mit Rücksicht auf eilige Leser in 3.1 beschritten.
Die Vorzeichenspiele werden systematisch in 3.2 vorgeführt.

Für genauel'l' historische Hinweise seien die entsprechenden Exkurse in [BIJ, [Fr].
[Koe) und [Kowl] zur Lektüre empfohlen.

3.1 Beispiele und Definitionen
3.1.1. Zunächst geben wir zwei charakteristische Beispiele für das Auftreten von
Determinanten .

I) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

au xi + a 12x2 := b l • I

a21x I + a 22x 2 := b2 , 11
Wir suchen eine Formel für die Lösun g, die man bei beliebi gen Werten der Ko­
effizienten anwenden kann . Umfonnungen erge ben die Gleichungen

(01 I a 22 -aI 20 21)XI :=a22bl -aI2b2 . 0221- 0 12 11

(oll a22 - al la2!lx2 := a l lb2 - a 21bl . on II - 0 21'

Delinieren wir allgemein für eine (2 x 2)-Matrix eine Determinante durch

I::[: := ad- bC.

so ema il man für die Lösungen des obi gen Systems

[::::: 1 ]::: ::1
X l := 1::: ::: I' X2:= I::: :~ I'
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Das ist der einfachste Fall der CR AM ER$Chen Regel, Sie versagt, wenn
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Das bedeutet, daß der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 i ~t. Entspre­
chend 2.3 gibt es hier keine eindeutige Lösung.

2) Die R äche eines Dreiecks ist gegeben durch

!(Grundlinie mal Höhe) .

Das zeigt man mit Hilfe des C AVAlJERlschen Prinzips, indem man zuerst das
Dreieck verdoppelt 7.U einem Parallelogramm, und dieses dann verschiebt zu
einem Rechteck.

Bild 3.1

Zur Berechnung der R äche eines Parallelogramms in der Ebene nehmen wir an,
dieses sei durch zwei Vektoren

gegeben.

I

0 ,

",,'
o~_J- _

Bild 3.2
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Wie in der Ze ichnun g angedeu tet, ist

V "" (} . u' = Q ' (cosa, sina), w = o . w' =(1 . (cosß, sin ß ),

wobe i Q. o > O. Bezeichnet F bzw, F' die Fläc he des von v und w bzw. Vi und
w' aufgespannten Parallelogramms, so verläuft die Rechnung für O .::: ß - er .::: 1f

wie folgt :

, Icosc sinc Ih =s in(ß -a) =cos asinß -cosp sina = .
cosß sinß

F=Q.o,r=Q.u,h'=!:':::; ;':::;1=1:: :: 1·
Die Fläche ist also gleich de r Determinante . Daher kann man einige Eigenschaf­
ten der Abbildung

det : M(2 x 2; R) -+ R , A=(: : )_ad -bc=ctetA
geo met risch illustrieren . Dazu die fo lgende Notati on: sind

v = (0. b) und w = (e, d )

die Zeilenvekto ren von A, so schreiben wi r de r A = det ( : ) .

a )Für ).. , j.t E R ist

d"( ~ ) ~ A d" ( : ) d"(""w )~ " d" ( : )
IIWr--- -,

Bild 3.3"
LJI 1 .1

l ' AI ' L __~

Das bedeu tet, daß die Fläche so ges treckt wird wie einzelne Seiten.

b) Für)., E R ist

d" (" ) ~ d" ( " )w w + ... v
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Bild 3.4

was die Invarianz der R äche unter Scherungen nach dem Cavalienseben Prinzip
bedeutet.

d"(::) ~L
Das bedeutet, das Einheitsquadrat hat die Fläche I.

d )

Daran sieht man. daß nicht nur der Betrag. sondern auch das Vorzeichen der
Determinante eine geometrische Bedeutung hat. Es hängt von der Orientierung
des Paares v, w ab. darauf kommen wir in 3.4 zurück.

.)

ist gleichbedeutend mit der linearen Abhängigkeit von v und w, d.h. das Paralle­
logramm hat die Räche Null.

Bild 3.S

So wie zwei Vektoren im R1 ein Parallelogramm erklären. spannen drei Vektoren
im R) einen Spat und n Vektoren im R~ ein Paralielotop auf, und es entsteht das
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Problem, den Inhalt zu berec hnen. Wie man in der Analysis lernt, ist das die
Determinante der n x e -Matrix mit den Vektoren als Zeilen ([Fa 3]. §5).

3.1.2. Zur Erklärung der Determinant e einer n x 'I-Matrix gibt es mehrere Mög­
lichkeiten, zwei davon sind:

1) Eine Formel, in der die Einträge vorkommen. so wie das oben be i (2 x 2)­
Matrizen angegeben war. Das hatte schon LEIBNIZ be i größeren Matrizen aus­
geführt, das Ergebnis - die allgemei ne Leibniz-Formel in 3.2.5 - ist leider ziem­
lich umständl ich .

2) Eine Charaklerisieru ng der Determinante durch Axiome, sie geht auf
WEIERSTRASS zurück (vgl. (Fr)). Das ist nicht nur e leganter. sondern ergibt
auch einfachere Methoden zur Berechnung als die Leibniz-Fonnel.

Nun zur axiomatischen Einftihrung der Determinante, wir benutzen dabei die
folgende Notation :

Ist A eine n-reihige quadratische Matrix, so bezeichnen wir stets mit
a" . . . , a" die Zeilenvektoren von A. Dann schreiben wir

Deünruen. Sei K ein Körper und n eine von Null verschiedene natürliche Zahl.
Eine Abbildung

der: M (n x n; K ) --lo K , A ...... der ä •

heißt Determinante, falls folgendes gilt:

Dl det ist linear in jeder Zeile. Genauer heißt das folgendes. Für jeden Index
r e {I.... , n } gilt:

a) ISI a, = a;+a,". so iSI

b) Ist a, = Aa;, so ist
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""

An den mit Punkten bezeichnet en Stellen stehen dabei jeweils unverändert

die Zeilenvektorenol " " , 0 ; _ 1, 0 ,+ 1,'" , an'

D2 det ist alternierend, d.h . hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = O.

D3 der ist normiert, d.h. det En = I.

Eine andere Schreibweise für die Determinante ist

"," . e der ( ";' ":" )

~I O. n 0 . 1 O. n

Man beachte dabei , daß die senkrechten Striche nichts mit einem Absolutbetrag
zu tun haben.

3.1.3. Diese Definition ist sehr einfach, aber es bleibt die Existenz und Eindeu­
tigkeit zu zeigen, und das wird etwas Mühe machen. Zunächst spielen wir mit
den Axiomen und leiten daraus weitere Regeln ab.

Sa tz. Eine Determinante der : M(n x n; K ) -.. K hat die fo lgenden weiteren
Eigenschaften:

D4 Für jedes Ä e K ist det( ),, · A ) =),," . detA.

DS Ist eine'uile von A gleich Null, so ist det A = O.

D6 Ents teht B aus A durch eine Zeilenvertauschung. so ist

detB = - det A .

Die Determinante ändert also bei Zeilenumformungen vom Typ IV ihr
Vorzeichen .

D7 Ist )" E K, und entsteht Baus A durch Addition der ),,~jachen j -ten Zeile
zur i .ten Zeile (i '" j), so ist

det B =detA .

Die Determinante bleibt also bei Zeilenumformung en vom Typ 111 unver­
ändert.

D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix. also

soist det A = )" I· .. . · Ä" .
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D9 Sei n ~ 2 und A E M(n x n ; K ) von der Gestalt

A = (:1~ )
wobei A I und Az quadratisch sind. Dann gill

dei A = (det A I) . (detAz) .

3 Dete rminanten

DIO dei A = 0 ist gleichbedeutend mit rang A < n.

DIl Es gilt der Determinanten-Mu!tiplikarionssalz

del(A . B ) = det A . der B

jür alie A . B E M (n x n; K ). lnsbesondere gill f ür A E GL(n ; K )

detA - 1 = (det Aj- l .

Vorsicht! Die •R eget ' det(A + B ) = der A + de r B ist für n ~ 2 falsch.

Beweis. D4 und 0 5 folgen sofort aus DI b). Zum Beweis von D6 nehmen wir
an , daß die Ze ilen i < j vertauscht werden. Dann ist wegen DI a) und D2

detA +delB = det (:;)+det( :;)
= der ( : : ) +der ( : : ) + der ( : : ) + det ( : ; )

= ,,, (a,+a,)=o.
a, + aj

Dabei sind zur Verein fachung der Sch reibweise nur die Einträge der Zei len i und
j angegeben. in den restlich en Zeilen ändert sich nichts.

Es sei bemerkt, daß D2 aus D6 fol gt. wenn char( K) '# 2, denn har A zwe i
gleiche Zeilen, so ist nach D6

deIA = -detA , also 2det A = O.

0 7; Wegen 0 1 und 02 ist

(
a' + Aa/

det B = det .a, ) = det A +].. det ( :~ ) = detA.
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D8: Sind alle Ai #- 0, so folgt durch wiederholte A nwendung von D1

d" A=.,t :. ) =A,>. d" E. =A, . A. .

G ibt es ein i mit Ai = 0, so wäh len wir i maximal, d.h . A;+I " ' " An #- O. M it
Hilfe von A' +I" " . A" räumt man de n Rest der f-ten Ze ile aus, und m it D7 und
D5 folgt de t A = O.

D9 : Durch Ze ilen umformungen vom Typ III und IV an A mache man A I zu einer
obere n Dreiecksmatrix B I. Dabe i bleibt A2 unver änd ert , au s C werde C' . Ist k
di e Anz.ahl der ausgeführte n Zeilenvertauschunge n. so ist

de tA I = (_ l )l - der B\ .

Dan n mache man A2 durch Zei lenumformungen vom Typ 111 und IV an A zu
einer obe ren Dreie ck smatri x. Dabe i blei ben B I und C' unverändert. Ist / d ie A n­

z.ahI der ausgeführten Ze ilenvertausc hung en. so ist

delA2 = (- 1)/ · der B2•

1"

B := (:1~: )
so sind B . BI und B2 obere Drei ecksmatrizen , es ist also nach D8 offens ichtlich

der B = (der BI) . (det B2) .

Wegen

de I A = (_ l )l+/ . der B

folgt d ie Behau ptung.

D IO; Durch Ze ile numformunge n vom Typ III und IV brin gen wir A auf Zei len­
stufe nform B . Dann ist B obere Dre iecksmatrix, also

und nach D6 und D7 ist der B = ± dctA . We ile r ist rang A = rang B und wegen

D8

ra ng B = n {} det B = AI ' . . . • An l' O.
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D I I : 151 rang A -c n, so ist rang (A . B ) -c n, und d ie Gleichung lautet 0 == 0
nach D IQ.

Andernfalls können wir A E GL (n; K ) annehmen. Nach 2.7.3 gibt es Ele­
mentarma trizen C l.... , e,. so daß

A = CI · · · · · C• .

Es genügt also zu zeige n, daß für jede Elementarmatrix C vom Typ S;(),.) oder
Qf (vgl. 2.7. 1)

det(C· 8 ) = det C ·detB

gilt. Nach Eigenschaft D8 (die natürlich auch für untere Dreiecksmatrizen gilt)
ist

detS, (),. ) =A und dct Q{=I.

Multiplizieren von links mit Si(),.) multiplizie rt die i -te Zeile von B mit J.. . also
ist

det(Si (,l.) • B ) = A . der 8

nach 01. Multiplizieren von links mit a; bewirkt die Addition der j -ten zur
i -ten Ze ile. also ist

det(Q{ · 8 ) = l · det B . o

Dieser letzte Beweis wird den Leser hoffentlich in seiner Wertschätzung der Ele­
mentarmatnzen bestärken.

3.1.4. Für die Praxis der Berechnung von Determinanten hat man nun alle erfor­
derlichen Hilfsmittel zur Verfügung. Man bringt A durch Zeilenu mformungen
vom Typ 11I und IV auf obere Dreiecksgestalt 8 . Ist k die Anzahl der dabei
durchge fühne n Zeile nvertauschungen. so gilt

detA = ( - I) ~ · del 8 = (_ l)k. AI · . . . · A• .

Beispi ele. a )

0 1 2 1 1 0 1 0 1 1 0

3 2 1 ~- 3 2 1 ~ 0 - 1 1 ~- 0 - 1 1 = 3 .

1 1 0 0 1 2 0 1 2 0 0 3

b) Die Berechnung von Determinanten wird interessanter, wenn man die Ein­
träge a'l der Matrix als Unbestim mte auffaßt , das sind Zahlen, für die man belie­
bige Elemente des Körpers einsetze n kann, und zwar unabhängig voneinander.
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(. )

Es ist übli ch, das dadurch anz udeut en, daß man statt a den Buchstaben x ver­
wendet. Auf diese Weise berechnet man mit Hilfe von D7 und D8

I
XII Xl2 1 XII X l2

= X 21
X 21 X 22 0 X 22 - - X 12

' "Man beachte , daß X I I währe nd der Rech nung vorübergehend im Nenner steht,
nicht aber am Anfang und am End e. Mit Hilfe von D6 kann man noch einmal
direkt überprüfen, daß die Fonn el (* ) auch (Ur X II = 0 gill.

c) Eine Matrix A = (a jj) E M(n x n : K ) heißt schiefsymmetrisch, wenn
ai j = - a ji und aij = 0 (im Fan char K #: 2 folgt die zwei te Bedingung aus
der ersten). Die Berechnu ng solcher Determ inanten ist besond ers interessant ,
wir bet rachte n die Einträ ge wieder als Unbes timmte. Für n = 2 und 3 ist

I 0 xuI I'" 0 I '- X I2 0 = - 0 -X12 = x12 ,

o
- x 12 0 .e»

- .l n - X B 0

=

o o
= 0.

Dabe i wurde zu Zeil e 111 die Kombination :E. I_~ 11 addiert . Das ist ungefä hr-
X l2 X l2

lieh , den n für XI 2 = 0 ist das Ergebnis ohnehin klar. Nun zum Fall n = 4:

0 ' " ' " ' " 0 ' " ' " ' "
- X 12 0 ' n ' " - X l2 0 ' n ' "detA = =
- .l n - .ln 0 ,~ 0 0 0 Q (x )

- X 14 -," -'- 0 0 0 - Q (x) 0

durch gee ignete Umformungen der Zeilen III und IV, wobei
P (x)

Q (x) = -- mit P (x ) := x l2xj..\ - x nx24 + X 14X23 .

' "Aus D9 folgt schließlich

det A = ( P (x»! .

Man nennt P (x ) ein PFAFFsches Polynom (vg l. Aufgabe 5 und Aufgabe 8 zu
3.2).
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Aufgaben zu 3.1

I. Berechnen Sie die Determinanten von

o I I

I 0 I I

1 0 1 I

1 1 0 I

1 I I 0

2. Zeige n Sie:

3 Determinanten

der ( :
, : ) = (, - I)'(H '>.

("'+I
. b .,

) ="'+b' +" + I.det ab bZ+ 1 b,

"' b< c2 + I

3. Berechnen Sie:

sine cos c " sma bcosr:L .b

- cosa sinc _ a2 sin a b2cosa a2bz

der 0 0 I .' b'

0 0 0 a b

0 0 0 - b a

4. Zeige n Sie, das s für eine Matrix A = (a;j) E M(1l x 11 : K ) gilt:

del (o;j ) = det« - I),+i . a'j) '

5. Sei K ein Körpe r mit char K '" 2 und A e M(1l x n ; K ) altern iere nd (vgl. Aufgabe 3
zu 1.6). Zeigen Sie:

a) Ist 11 ungerade, so ist der A = Q.

(Hinweis: Benutzen Sie Sau: 3.2.6)
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b) Ist 11 gerade , so ist der A Quadrat eines Polynoms in den Einträgen VOll A (vgl. Auf­
gabe 8 zu 3.2 ).

6. Silld I = aml m + ... + (10, g = b.ln + ... + bo E Klt ) Polynome mit
deg 1 = m , deg g = 11 , so ist die Resultante VOll 1 und g de finiert durch

-.
-.

Resf. ~ := det

m Ze ilen

b.

Ze igen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

i) ResU = 0.

ii) I,'1,. .. . t· - tI, g, tg , . .. , ,m _I g sind linear abhängig.

iii) Es exis tieren p .q E Klt). p .q f- 0, mit degp ~ 11 - I, deg q ::: m - I und
pi = q g.

Mit etwas Teilb arkeitstbeorie von Polynomen kann man zeige n, dass i) bis iii) äqu ivalent
sind zu

iv) I und g haben einen geme insa men nichtkonstanten Teiler h E K II].

Insbesonde re isl also Resf.~ = 0, falls I und g eine geme insa me Nullstell e habe n, und

im Fall K = C gilt: Re sf.~ = 0 ~ fund g haben eine geme insame Nullstelle .
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3.2 Existenz und Eindeutigkeit
Bei der Berechnung der Determinante nach der Methode aus 3.1.4 bleibt eine kleine.
wieder spitzfindig erscheinende Frage: die durchzuHi hrenden Zeilenvertauschungen sind
nicht eindeutig bestimmt. man hat Wahlmöglichkeiten. Aber das Ergebnis
( _1 )1AI'" " A~ muß unabhängig von allen Auswahlen sein, insbesondere muß klar sein.
ob k gerade oder ungerade ist. Das wird besonders deutlich an dem charakteristischen
Beispiel einer Einheitsmatrix mit veränden er Reihenfolge der Zeilen: Dazu kommen wir
zurück auf die schon in 1.2.2 betrachteten Permutationen. Ist (1 eine bijektive Abbildung
von {I. . .. . III auf sich, und bezeichnen (I , . , . . e~ die kanonischen Basisvektoren. so
betrachten wir die Matrix

mit den Basisvektoren in permutierter Reihenfolge als Zeilen, und die Vorzeichen-Frage
spitzt sich zu zur Alternative

detE~ = ±I?

Vorzeichen sind eine An von Butterbroten: die haben zwei Möglichkeiten zu fallen ([EI).
Zur Beantwortung der Vorzeichenfrage benötigen wir eine zuverlässige Methode. an
der Permutation zu erkennen, auf welche Anen sie durch wiederholte Venau schungen
rückgängig gemacht werden kann.

3.2.1. Wie wir ge rade gese he n haben, ist zunäc hst ein kleiner Exk urs übe r Per­
mutat ionen unvermeidlich.

Wie in 1.2.2 bez eichnen wir für jede nat ür lich e Za hln > 0 mit Sn die symme ­
triseIl" Grupp.. von {I , . . , IlJ. d.h . die Grup pe aller bijektiven Abbildungen

a : 0 . . . /II- {I ..... n}.

Die Elemente von Sn nennen wir Permu tationen. Das neu trale Elem en t von S.
ist die identische Abbi ldu ng, die wir mit id bezeichnen. Wie üblich sc hre ibe n wir
o E S. expliz it in der Form

0= [0:1) 0~2) 0 ;/1 ) ]

FOr a , r e Sn ist dann

r . a

I

r(o(l»
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zum Beispiel

[ 123]_[123]=[123]
1 3 2 23 1 32 1

187

Man beachte dabei. daß die rechts stehende Permutation zue rst angewandt wird,
wie das bei Abbildungen üblich ist.

Bemerkung. Die Gruppe S" enthäl t

n! :=/I · (II - I ) · . . . · 2· 1

(sprich: n -Faku ltat] Elem ent e. Für n ::: 3 ist S. nicht abelsch.

Bew eis. Wir überlegen, wie viele Möglichkeiten es gibt, Elemente (1 e S" auf­
zubauen. Zunächst hat man für die Auswahl von

(1(1) genau n Möglichkeiten.

Da (1 injektiv sein soll, muß (1(2) '# (1(1) sein. Es verbleiben für die Auswahl

""
(1(2) genau n - I Möglichkeiten.

Sind schließlich (1(1), ... , (1(n - I) gewählt, so ist (1 (n) festgelegt, es gibt also
für

(1 (n) nur e ine Möglichkeit.

Insgesamt gibt es daher

n·(n - I)· ... ·2·1= 1I!

verschiedene Permutationen in S• . lst für 11 ::: 3

._ [ 1234 :] und r _ [1 2 34 II]
I 3 2 4 " 2 3 I 4 1I

so folgt wie oben r . (1 '# (1 . r , Die Gruppen SI und S2 sind abelsch. wie man
sofort sieht. 0

Um sehen zu können, wie schnell /I ! mit n wächst, benutzt man die Formel von
STJRLlNG
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wobet e eine asymptotische Näherun g bezeichnet ([Fol ]. §20). Die Zah l 60 1 ist
unge fähr gleich 1032• das ist in etwa die geschätzte Zahl de r Nukleo nen des Un i­
vers ums. Eine (60 x 6O)-Matrix ist dagegen in de n Prob lemen der Anwendunge n
als klein anzuse hen.

3.2.2. Um die Verände rung des Vorzeichens der Determinante bei Umordnung
der Ze ilen zu kontrolli ere n, verta usc ht man me hrfac h jeweils zwei Ze ilen. Solche
Permutat ionen haben einen eigenen Namen.

Eine Permutation r E S" heißt Transposition, falls r zwei Elemente aus
11 , . .. , n ) vertauscht und alle übrigen fest läßt, d .h. wenn es k. l E I l •.. . , n I
mit k #- I gibt, so daß gilt:

r (k ) == ( ,
r (/ ) = k und

T(i ) = t für ; E {I , . .. , n l'- Ik, /J .

Offensichtlich gilt r - l = r für jede Transposition T E S".
Daß man allein mit Vertauschungen von Zeilen auskommt, zeigt das

Lemma. Ist n :::: 2, so gibt es l u jedem 0 E S. (keineswegs eindeutig bestimmte}
Transpositionen f l• . .. • ft E S. mit

O= fl · ... · f• .

Beweis. Ist 0 = id und f E S. irgendeine Transposition. so ist

id = f · r - I = f · f .

Andem falls gibr es ein f E {I• . . . , n } mit

o(i )= i füri= I... .. i ] -1 und o (i ])l'i l • also sogar o(iil >il.
Sei f l die Transposition, die i 1mit 0 (il) vertauscht. und 0 1 := f l . a , Dann ist

0l(i ) = i für t ee L . . . • i l·
Entweder ist nun 0] = id, oder es gibt ein /2mit i 2 > /1und

o l (i ) = i für i = 1. .. . . i2 - I und 0'1 (i2) > t i .

Analog erhält man f2 und 0' 2 und schließlich ein k .::: n sowie Transpositionen
f ]. . . . , f. mit 0'. = fl . .. . . f l . 0' = id. Daraus folgt

0' = (r• . . .. . f l) - I = f l-
I . . ... f.- I = f l . . . . . f. . 0

Zur Vorsorge noch eine kleine technische

Bemerkung. Sei n :::: 2 und

[

1 2 3 .. .
f O :=

2 I 3 ..
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die Transposition. die I und 1 vertauscht. Dann gibt es zu jeder beliebigen
Transposition T E Snein o E S" mir

T= U· TO· U- 1.

Beweis. Seien k und 1die von T vertauschten Elemente . Wirbehaupten, daß jedes
o E Sn mit

u ( l ) = k und u (2) = 1

die verlangte Eigenschaft hat. Sei r " ;= o . r(l . e -'. Wegen u - I(k ) = 1 und
u- I(I) = 2 ist

T'(k ) = U(T(I(I ) ) = o (2) = t und T'(/ ) = U (To(2) = 0'( I ) = k .

Für i I/. lk, I} ist u -I (I) I/. 11, 2}, also

T'(i) = u (ro(u -I(i ) ) = u (u -1(i» = i ,

Daraus folgt T' = t . 0

3.2,3. Die Zerlegung einer Permutation in Transposi tionen ist nicht eindeutig.
Wir müssen aber beweisen, daß die Anzahl der nötigen Transpositionen entwe­
der immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem Zweck ordnen wir jeder
Permutation ein Vorzeichen zu. Elementar kann man es so beschreiben :

ISIa E Sn, SO nennt man jedes Paar i , j E {I, ... , n} mit

i -c l . aber u(i ) > u (n ,

einen Feh/stand von o , Zum Beispiel hat

0=[123 ]23 1

falls a eine gerade Anzahl von Fehlständen hat,

falls o eine ungerade Anzahl von Fehlständen har,

insgesamt 2 Fehlstände. nämlich

1 < 3 , aber 2 > I , und 2 < 3 , aber

Wir definieren das Signum (d.h. "Vorzeichen" ) von 0' durch

. 1+ 1,slgnu :=
- I,

Man nennt o E S.

3 > I.

gerade, falls signo = +1, und

ungerade , Iallssigne = - I .

Diese Definition ist recht gUI geeignet, um das Signum durch systematisches
Zählen zu berechnen, aber zu schwelfä llig für theoretische Überlegungen. Daher
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ist es hilfreich, das Zählen der Fehlstände und das Berechnen des Signums in
einer Form el zusamme nzufasse n. In den folge nden Produkten sollen ; und j stets
die Menge 11, . . . , n I durch laufen, und zwar mit den unter dem Produktsymbol
vermerkten Nebe nbed ingun gen.

Lemma. Für jedes a e S. gilt. nr1 U) - O(i )
sIgna = .. '

i <:j } I

Beweis. Man mache sich erst e inmal klar, daß man das Prod ukt als einen langen
Bruch schreiben kann. bei dem in Nenner und Zäh ler die gleichen Differenzen
vorkommen, allerdings im Zähler im allgemeinen an anderer Stelle und - das ist
der Kniff - im Fall eines Fehlstandes mit negativem Vorzeichen.

Diese Vorstellung übersetz t man in die folgende Rechn ung, be i der m die An­
zahl der Fehlstände bezeichnet:

n(o (j) - o(i » = ( n (o(j) - om») .(- » " n (o(j) - 0(')1
' <J . <) . . <)

0"(,)<.,. /1) .,.(;),.~ ti)

= (- I)'"nla (j) - a (i )1= ( - I)'"n(j - i ) .
j <J j<j

Bei der letzten Gleichung wird verwendet, daß die heiden Produkte bis auf die
Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten. Das folgt aus der Bijektivität der
Abbildung o , 0

Die entscheidende Eigenschaft des Signums ist, daß es mit der Hintereinander­
schaltung von Permutationen verträglich ist.

Satz. Für al le o , r € S. gi/I sign( r . a) = (signr) . (signa ).
Insbesondere gilt signe " ! = sig no- fii r j edes a € S•.

Anders ausgedrückt bedeutet das, daß die Abbildung

stgn : S. -+ f+ l , - I }

ein Homomorphismus in die Gruppe von zwei Elementen ist.

Beweis. Es ist

sign(r · a ) = nr(a(j)~ - ~ (a (i »

; <j J I

= nr (a(j» - r (a (i» . na(j ) - a(i) .

; <j a (j ) - a (i) ; < j j - i
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Da das zweite Produkt gleic h signa ist. genüg t es zu zeigen, daß das ers te Pro­
dukt gleich sign r ist.

n r(a(j» - r (a (; »

;<j a(j) a(i )

n r(a(j» - r(aU») n r(a (j» - r(a(i»
=

.<j
a(j) a (i)

'"
a (j) - a (i )

~(i)«'(i) ~(i»,,(j)

n r(a(j)) - r (a (i» n r(a (j » - r (a O»
= .., a(j) a(i)

,>j
a(j) a(i)

~ (j) <~ (j ) "(O<~(j)

n r(a(j» - r (a(i))
=

~(i)<~(j)
a(j) - a(i)

Da o bijektiv ist. enthält dieses letzte Produ kt bis auf die Reihenfolge die glei­
chen Faktoren wie

n r ( j) - r (i ) .
. . = slgn r.

i<j ) I

und der Satz iSI bewiese n. o

Dami t iSI die zu Beginn von 3.2.3 gestellte Frage über die Anzah l der Transpo­
sino nen bean twortet:

Koro lla r 1. Sei n :: 2.

l ] Für jede Transposition r E Sn gilt sign T = - I.

2) Ist o E S. und o = TI .... . T. mir Transpositionen TI •...• Tl E S. , so ist

signa = (_ I)J .

Bewets. Ist TO die Transposition. die I und 2 vertauscht. so iSI sign TO= - I, denn
TOhat genau einen Fehlstand . Nach der Bemerku ng aus 3.2.2 gibt es ein o E S.
mit T = a . TO. c ". also folg t aus obigem Satz

sign r = sig nc . signTo ' (signc- j"! = sign To = - I .

2) folgt aus I ) wiede r nach obigem Sa tz.

Als entsc heidende Folgerun g für Det erminanten erhalten wir das

o
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Korolla r 2. Für jede Pennulati on a E Sn ü t

('"'")der : = signe .

e~ j" )

3 Determinanten

Beweis. Ist 0" = Tl .•••. Tl , so kann man E" durch k Zeilenvertauschungen in die
obige Matrix überführen. 0

3.2.4. Die Gruppe S" zerfä llt in zwei Klassen, die der geraden und die der un­
geraden Permut ationen, und diese beiden Klassen sind nahezu gleichberechtigt.
Zunächst zu den geraden:

A,, := [o- E Sn : signc = + 1} C S"

ist nach dem Satz aus 3.2.3 eine Untergruppe, sie heißt die alte rnierende Gruppe .
Für jedes T E S" haben wir

A"r := {u ·r : u e A"I .

Für signr = +1 ist offenbar A"r = A""

Beml.'rkung. Ist rE S. mit sign r = - I gegeben, so ist

S" =A" U A,,r und A" nA"t = 0 .
Insbesondere ist die Anzahl der Elemente von A" gleich !n! .

Beweis. Sei (f E S" mit signo = - ) gegeben. Nach 3.2.3 ist sign (0 ' r - 1) = +I,
also ist o E A.I", denn o = (0 ' I" - l) ' L FUr jedes o E A. I" ist sign o = - 1,
also ist die Verein igung auch disjunk t.

Nach 1.2.4 ist die Abbildung A. --l> A. r , (J _ (J • r , bijektiv. Da S. aus n !
Elementen besieht, enthalten A. und A. t: je ~n! Elemente. 0

3.2.5, Es gibt mehrere Möglichkeiten, die Existenz und Eindeutigkeil der mit
den Axiomen von WEIERSTRASS charakterisierten Determin ante zu beweisen.
Wir benutzen dazu den Weg über die Formel von LEIBNIZ, die zwar wenig be­
liebt, aber dennoch klassisch und manchmal für die Theori e nützlich ist.

Theorem, ISI K ein Körper und n ~ I, so gibt es genau eine Determinante

der : M(n x n; K ) -10 K ,

und zwar ist/Ur A = (a;j ) E M (n x n; K )

det a e L sign (o ) . a ,<r m · ... ·a.,, (. l . (*)
" ES.

Die Fonnel (* ) von LEIBNIZ hat für jede Permutation einen, also insgesamt n!
Summanden.
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Beweis. Wir zeigen zunächst, daß die Forme l (*) aus den Axiomen folgt, das
beweist die Eindeutigkeit. Dazu zerlegen wir jeden Zeilenvektor a, von A in

a.. = a d e l + ...+ aj.e.

und wenden Zeile für Zeile von oben nach unten das Axiom D I an, bis eine
Summe mit n" Summanden entstanden ist. Das nenn t man eine EnM icklung von
A nach hilen .

~ tt .. .i»:»: .....""'.. d" (':' )
i, ml.,m' ,._1 ej.

Nun gilt nach Koro llar 2 aus 3.2.3 und D2

der (e:,) = [ signc , falls es em (} E S. gibt nut (} (v ) = 1. fur alle v ,

0 , sonst.
e,

Also bleiben .n ur' n1der n· Summanden übrig, und es gilt (* ).
Leider ist der Beweis damit noch nicht zu Ende , denn allein aus der Tatsache,

daß man die Axiome zur Ableitung der Fonnel benutzt hat, folgt noch nicht, daß
die Formel alle diese Eigenschaften hat.

Für den Existenzbew eis defin ieren wir nun die Determinante durch die For­
me! von LEIBNtZ, und es sind die Axiome von WEIERSTRASS nachzuprüfen .
Danach herrscht wieder Frieden zwischen den beiden alten Herren.
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01 sieht man direk t an der Summe

3 Detenninanten

= L sign( u) · a l"OI· · · · · (a;"(d + a:~ (d ) " ' " Un" ," )

""
= L sign(o) . a l" (1 ) · · · · · a;" (if · · · · ' Un,, !" )

•••
+ L sign(a ) · al ,, (!)·· · · . a;~(i) · "' · an" ln)

-es,

also gilt D l a]. Für b) zeigt man, da ß jeder Summand mit A multipliziert wird.

D2 Angenommen. die kote und die f-te Zeile von A seien gleich. wobei k < I.
Ist r die Transposi tion, die k und I vertauscht, so ist nach 3.2.4

S"::: A" U A,,r ,

und diese Vereini gung ist disjunkt. lst o € A", so gilt

signu=+ i und sign(a · r ) = - l .

Wenn (T die Gruppe A" durchläuft, durch läuft (1 • r die Menge A"r . Also ist

der A = L al,, ( I ) . . . .• a M In! - L a l " « ( I )I · . ·· . a " " I' I" ll ' (** )

<J E"' . " . "' .

Da die k-te und die I-te Zeile von A gleich sind, gilt nach der Definition von r

U I,, (till) . . • • • at,, (. (l ll • . .. • a ''' (T(/1l •. . .. a~"' ( T (. I )

= UI .,.(I ) .. • • • Ul.,.m · ... • U/.,.(k) • ... • u . ,,( . )

= U I.,.(I) .. • • • Ul.,.ll ) • . . • • u',,(I ) . .. .. u""(~ )

= UI .,.(I) .. • • • U.,, (~ • .

Also heben sich in (**) die Summanden gegenseitig auf, und es folgt

detA =O.

D3 Ist 51} das Kronecker-Symbol und o e S. , so ist

. _(0ftir u #id ,
51"m ' .. . 5....(.) _

I für c wid .

Also ist

det E, = det(5;j ) = L sign (u ) . 51,, ( 1) . . • • ·.iM 1• 1 = sign(id) = I . 0..,



3.2 Existenz und Eindeutigkeit 195

3.2.6. Durch den Existen z- und Eindeutigkeitssatz ist die theoretische Rechtfer­
tigung dafür geliefe rt, daß man Determinanten so berechnen darf. wie wir es in
3.1.4 mit Hilfe von Zeilenumformungen getan hallen. Man kann aber für kleine
n auch die Fonnel von LEIBNIZ verwenden:

Pur e e zisr

Für n = 3 ist

all a 12 an

a 21 an an =

Die Summe hat 3! = 3 ·2 · I = 6 Summa nden. Man kann sich diese Fonnel
leicht merken durch die Regel von SARRUS: Man schreibt den ersten und zweiten
Spalten vektor noch einmal hinter die Matrix:

8i1d 3.6

Die Koeffizienten längs der •.Hauptdiag onale" und ihrer Parallelen ergeben
dann die Summanden mit positivem Vorzeichen , die Koeffizienten längs der •.Ne­
bendiagonalen" und ihrer Parallelen ergeben die Summanden mit negativem Vor­
zeichen .

Für n = 4 erhält man eine Summe mit4! = 24 Summanden, was schon höchst
unangenehm ist. Man beachte. daß ein Analogon zur Regel von SARRUS für
n ::. 4 nichr gilt. Für n = 4 würde man auf diese Weise nur 8 von 24 Summanden
erhalten. und die Vorze ichen würden im allgemeinen nicht stimmen (wovon man
sich zur Übung ein für allemal überzeugen sollte).

Wegen des rasanten Wachslums von n! sind auch Computer mit der Formel
von LEIBNIZ überfordert (vgl. Aufgabe 5). Die Methode aus 3.1.4 erfordert we­
sentlich weniger Rechenaufwand.

Zur Rehabilitation der Formel von LEIBNIZ geben wir zwei theoret ische An­
wendungen. Die Einträge a,j der Matrix kann man als insgesa mt n 2 Unbestimmte
ansehen. dann ist die Abbildung

der: K"' _ K

ein Polynom. im Fall K = R oder C insbesondere differenzierbar und somit
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stetig.
In den Axio men der Detenn inante sind die Zeilen vor den Spa lten ausgezeic h­

net. Das ist nur scheinbar so:

Sa tz. Für eine Matrix A E M (n x n ; K ) gi/I det ' A = dei A.

Beweis. ISI A = (aij) . so ist ' A = (a;j ) mit 0;, = Gj ;. Nun gil t

del ' A = L sign (u ) .a ; ~ (J) . . . . . a~O (~l
".s.

= L sign (a ) . a"w l · . . . · a" i" ...
" ..S.

= L sign (u - 1) . UI,, _ '(I} · · · ·· U" ,, - I (,, )....
= detA .

Bei der vorletzten Gleichung wurde benu tzt , daß für jedes (J E S"

gilt. denn bis auf die Reihenfolge enthalten die beiden Produkte die gleichen
Faktoren, Auße rdem wurde verwendet , daß nac h 3.2.3

signa = signc " !

gilt. Für die letzte Gleichung haben wir benutzt, daß mit o auch e - ! ,,ganz So
durchläuft '. Genauer gesagt bede ute t das, daß die Abbildung

Sn -+ S. , (J ....... u - 1
•

bijektiv ist. Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeil des inversen Elementes (vgl.
1.2.3). 0

3.2.7. Wie nützlich es ist, wenn man abwechselnd mit Zeilen und Spalten ope­
rieren kann, zeigt das

Beispi el. Wir betrachten XI , ' .. , X n als Unbestimmte und definieren die
VANDERMOND E-Determinonre

(

I " . . . ' ; -' )
6.. .e der :: :

1 X. .. • x:-I

Offensichllieh ist ;~'l = 1, ll. l = Xl - Xl_Für n = 3 fonnt man zuerst Spalten
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um und zieht dann Faktoren aus den Zeilen:

x, x' x, x:- x: Xl - XI 0,
x, xi ~ x, xi - X] X2 ~ X2 - X I X2(X 2 - xd

x, xl x, x;- X IX ) x) - X I X)(Xl - XI)

Ix,- x, "(X' -X'l l 1
1 "I~ = (X 2 - XI)(Xl - xd

Xl - XI Xl(Xl - X ]) 1 "
= (X 2 - XI)(Xl - XI)(Xl - X 2) '

Nach diesem Muster erhält man durch Induktion über n (Aufgabe 2)

ll.~ = n (Xj - x ;) ,
1;5; <j;5 o
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Daraus folgt, daß die Zeilen oder Spalten der obigen Matrix genau dann linear
abhängig sind, wenn X; = X j für mindestens ein Paar i #:j ,

3,2,8. Wie wir gesehen haben. ist es oft nützlich, in eine Matrix nicht nur Ele­
mente eines Körpers, sondern allgemei nere Symbole - etwa Unbestimmte - ein­
tragen und damit rechnen zu dürfen . Damit das kein Ritt über den Bodensee
bleibt, wird etwas theoretische Rechtfertigung dafür bereitgeste llt.

Wir gehen aus von einem kommutativen Ring R mit Einse lement I (s. 1.3.1).
Mit

M (n x n ; R)

bezeichnen wir die quadratischen n-reihigen Matrizen mit Einträgen aus R. Ad­
dit ion und Multiplikation von Matrizen kann man wie bei einem Körper erklären
( l A. I und 2.5.1), damit wird M (n x n ; R ) zu einem Ring mit Einselement E o. Da
im Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems aus 3.2.5 nirgendwo durch
Einträge der Matrix dividiert wird, kann man ihn wörtlich auf R übertragen. Man
überzeuge sich, daß die Kommutativität verwendet wird! Daraus folgt. daß die
Determinante

der: M (n x n :R) _R , A = (aij ) _ L sign (CJ ) . a l..(l)· • • • ·a...(n)..,
die Eigenschaften 0 1, 0 2 und 0 3 aus 3.1.2 hat.

Man beachte, daß von allen Folgerungen D4 bis 0 11 nur diejenigen direkt
übertragen werden können, bei deren Beweis nicht dividiert wurde (Aufgabe 1) ,
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Aufga ben zu 3.2

3 Dete rminanten

2345]
4 3 2 I

I. Stellen Sie die Permutatio n

u = [~
als Produkt von Transpositionen dar.

2. Beweisen Sie mit lnduklion nach 11, dass für die Vandennonde·Detenninantc gilt:

d{ .-,)", ",
~ n ( X j - Xj ) .

x" -I I::!:; < i ::o"'. •
3. Geben Sie e ine unendliche Te ilmenge des R" an. in der je we ils n versc hiedene Punk te
linear unabhängig sind.

4. Zeigen Sie noch einmal

del (a ;j ) = del « _Ir i . a; j ) .

(vg l. Aufgabe 4 zu 3.1). aber benut zen Sie nun zum Bewe is die Formel von LEIBNIZ.

5. In dieser Aufgabe so ll der Aufw and zum Berechnen der Determinante mit Hilfe der
Lelbniz-Forme l bzw. des Gauß-Algorithmus verglichen werden.

a) Bestimm en Sie die Anz ahl de r Additionen und Multiplikationen. die nötig sind. wenn
man die Determinante von A = (u,j) E M (n x 11; IR )

i) mit der Leibniz-Formel,

ii) durch Umformung der Matrix in Zeilenstufenform mit de m Gauß -Algorithmus

und Aufmulti plizieren der Diagonalelemente berech net

b) Es stehe ein Computer zurVerfügung, der Addit ion und Mulliplikation in 0 _2 Mikro­
sekunden du rchführen kann. Schätze n Sie ab, für welche Grö ße von Matri zen man
mit den Verfahren i) bzw. ii) in eine r vorgegebenen Rechenzeit von höchsten s 48
Stunden auf d iesem Computer Determinante n berechnen kann .

6. Beweise n Sie die Regeln D4 bis Dl i aus 3. 1.3 mit Hilfe der Leibniz-Formel.

7. Welch e der Eigenschaften D4 bis Dll ge lten, falls ma n De termin anten von Matri ze n
aus M(" )( ,,: R) für einen Ring R betrachtet (vgl. 3.2.8)?

8. (Fortsetzung von Aufgabe 5 zu 3. 1.)
Sei K ein Körper mit char K t- 2, " E N" lOI gerade, also" = 2m für ein m E N und
A E M (" )( ,, : K ) schiefsymmetrisc h. Definiert man

P (X I I . , •• • x"" ) = L sign (o) · Xa( I I<7 W · , · · ' Xa( :!m_ I I<7 ( :!m) ,
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wobei über alle o e s" mit a (2i) > a(2 i - I) für i = I •.. . , m summiert wird, so gilt
det A = (oh P (a ll , • . . , a~" » )Z. Man nennt P ein Pfaffsches Polynom .

9. Seien v. w zwei verschiedene Punkte des KZund L C KZdie Gerade durch v und w.
Dann gilt:

10: Zeigen Sie , dass die Menge

SL(2; Z) := IA e M(2x 2: Z): det A = I]

e ine Gruppe bzgl. der Multiplikation ist und erzeugt wird von den Matrizen

A ~ (~ I). B ~ ( _~ ~ ) .
d.h. SL(2; Z) = erz (A . B ) (vgl. Aufgabe 4 zu 1,2).

11. Gegeben sei ein offenes Intervall / C IR und die R-Vektorräume

("Y'= A · .v+ b .

Für b = 0 heißt das System homogen. Die Lösungsräume sind erklärt durch

C :=C(/ ; R) = (0-: I -> R : a stetig].

V :", '0(/ ; R" ) = 1'P = ' ('PI>." , 'P~ ) : I -> R~:

'Pi beliebig oft differenzierbar ] .

Matrizen A e M(n x n; Cl und b e M(n x 1; C) bestimmen das lineare Differentialglei­
chungssystem

(.;= 1'P e 'D; 'P' = A · ",,+ b ] und Co := I"" eV: ",,' = A ·",,1

a) Zeigen Sie. dass 4J c V ein Untervektorraum und l: C V ein affiner Unterraum ist.

b) Zeigen Sie, dass für ",,(I ), • •• , ",,1" ) E Co folgende Bedingungen äquivalent sind:

i) 'P(I ), . .. , ""(~) sind über IR linear unabhängig .

ii) Für ein Xl) e I sind ""(I) (.xO) •. • • • 'P(~ ) {.xo ) E R~ linear unabhängig.

iii) det ( 'Pi
j

) ) # O. Diese Determinante heißt WRONSK1-Delermillame.

c) Zeigen Sie , dass diml: = n (unabhängig von Al.

Hinweis: Man benutze die in der Analysis bewiesene Existenz- und Eindeutigkeitsaus­
sage ({Fo 2], §12). wonach es bei gegebenem .1lJ zu beliebigem Anfangswen cE R"
genau eine Lösung 'P von (*l mit ",,(.1lJ ) = c gibt.
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12. Bestimmen Sie alle Lösungen der Differentialgleic hung j ' = -.V' Überiühren Sie

dazu die Diffe rentialgleichung mit dem Ansatz .\() = y, YI = y' in ein lineares Diffe­
rentia lgleichungssystem wie in Aufgabe 11, und benutzen Sie, dass 'I' genau dann eine
Lösung von y" = - Y ist, wenn (<p. 'P' ) eine Lösung des linearen Systems ist
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Wie wir gese hen haben, wird die Berechnung von Determinanten bei wachsendem n sehr
vie l schwieriger. Daher kann es manchmal helfen, in e iner Matrix Zeilen und Spalten 1.U
streichen. und zunächst die Dete rminante der kleineren Matrix zu be rechnen.

3.3.1. Zunächst benötigen wir ein ige sehr technische Vorbere itungen. Ist
A = (o ,j ) E M(n x n; K ), so sei Aij für festes i, j die Matrix, die aus A entsteht,
indem mana., durch I und allc anderen Komponenten, die in der i -ten Zeile oder
der j-ten Spalte stehen, durch 0 ersetzt. Ausgeschrieben ist

a" o l. j _1 0 a l . j + 1 a"

U, _ I.I U, _ l. j _ l 0 a i _ l. j + t U, _ l.~

Ai j = 0 0 I 0 0

ai + 1.1 a, + l. j _ t 0 a ,+ l. j +t ai +l.~

a" a~ . j _ l 0 a~, j +l a..

Die Matrix

Al = (a;~ ) E M(n x n; K ) mit a;j ;= detA i i

heißt die zu A komplementäre Mat rix. Man beachte dabei die Umkehrung der
Reihenfolge der Indizes. Weiter bezeichnen wir mit

a ,~... a , .. a"

A;/ := a, J -a, ~
. .. .

a . 1 .. "J ' a~~

E M « n - 1) x (n - 1); K )

die Matrix, die man durch Streichen der t -ten Zeile und der j-ten Spalte aus A
erhält.

Beme rkung l. Es gi/I SIelS

det A' j = (_ I)i+ j det A;j .



202 3 Determinanten

Beweis. Durch i -I Vertauschun gen benachbarter Zeile n und j - I Vertau schun ­
gen benachbarter Spa lten kann man A i j auf die Fonn

(~ 0)A;,
bringen. Also folgt die Behauptung aus D6 und D9 wegen

( _ I )( i - IHli-ll = ( - I) ' +j . 0

Ist A = (a l , . . . , an) € M(n X n , K) , wobei a 1, ••. , an die Spaltenvekto ren von
A sind. und ist

ei =' 1'; = '(0• . .. ,0, 1.0, . . . , 0),

SO ist
(a l , . . . , a i - l, t.i.a i +1" . • , 0" )

die Matrix, die aus A entsteh t, indem man a i j durch I und alle anderen Kom po­
nenten der j -Ien Spalte durch 0 ersetzt. Im Gegensatz zu Aij bleiben die restli­
chen Komponenten der r-ten Zeil e unverändert.

Bemerkung 2. Es gilt stets
detA ij = det(a l

, • . .• a i - I
, e' , o i +1, •• • , a" ) .

Beweis. Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten
kann man (a l, ...• a i - I, ei , a i + I • .. . • an) in A ii überführen. Also folgt die Be­
hauptung aus 07. 0

Satz. Ist A E M(n x Ir; K ) und A' die Zu A komplementäre Matrix, so ist

A' · A = A· AC = (det A) · E" .

Beweis. Wir berechne n die Komponenten von A' . A:.
L a;jUj l
i - I

•
::= L ujl det Aji

i - I.
::= L ujldet(u ' , . . al- I ,ej , a i+l , ... , an ) nach Bem. 2

i_I

nach D1
•

d .( I I_ I '" i /+1 " )::= eu .... , u ' L ajle. a , . ... a
i - I

= del(a l •. .. , a i- I. a l • a /+I• . . .• an)

= .5/l · det A . nach D2

Also ist A' ·A = (det A} . E" . Analog berechnet man A · Ac. 0
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3.3.2. In den Definitionen und Beweisen von 3.3,I kann man den Körper K
durch e inen kommutativen Ring R mit Einselement ersetzen (vgl. 3.2.8). Der
Leser möge zur Übung die Einzelheiten überprüfen . Kritischer Pun kt ist der Be­
weis von Bemerkung 2; aber da man die I als Pivot für die Umformungen hat,
geht alles gut. Ergebnis ist das

Korolla r. 1st R ein kommutativer Ring mit 1 ulrd A : € M(n x n; R) die zu
A E M(n x n ; R) komplement äreMatrix. so gilt

A: ·A = A · Al = (det A) · E. , 0

Dies wird in 4.5.3 sehr nützlich sein.

3.3,3. Die gerade bewiesene Eigenschaft der komplementären Matrix hat wich­
tige Konsequenzen. Wir beschränken uns wieder auf den Fall eines Körpers K ,

Entwic klu ngssalz von L APLACE. Istn ::: 2 und A € M(n x n: K ), sogiltfür
jedes i E {I, . . . ,nI .

det A = L (-l r j .Q;j · det A;j,.,
(Entwicklung nach der i -ten aile) und für jedes j E I l • . . .• nl

•
det A = L ( - I ),+j , a,j . detA;j..,

(Entwicklung nach der j- ten Spalte). Dabei bezeichnet A;j jeweils die in 3.3.1
definierte Streichungsmatrix,

Beweis, Nach Satz 3.3.1ist det A für jedes i gleich der i -ten Komponente in der
Diagonale der Matrix A . A

"
also

• • •
det A = L aua;; = L a,j . detA ;j = L (- l)i+jaij .der A;j

j - I I _ I j - I

nach Bemerkung I aus 3.3. 1. Indem man ebenso mit Al . A verfahrt. erhält man
die Fonn el für die Entwicklung nach der j -ten Spalte . 0

Genau genommen gibt der Entwicklun gssatz von Laplace nur ein Verfahren an,
die Summanden der Formel von LEtBNIZ in einer speziellen Reihenfolge aufzu­
schreiben. Das kann aber doch nützlich sein. etwa dann. wenn in einer Zeile oder
Spalte viele Nullen stehen, Als Beispiel berechnen wir noch einmal

0 12

3 2 1 = o ' l ~ ~ 1 -l ' l ~ ~ 1 +2 ' 1~ ~ 1 = O+ I + 2 = 3 .
I I 0
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Die durch den Faktor ( _ 1)' +1 bew irkte Vorzei chenverteilung kann man sich als
..Schachbrettmustel" vorstellen:

+ - + - + - + -
- + - + - + - +
+ - + - + - + -
- + - + - + - +
+ - + + +
- + - + - + - +
+ - + - + - + -

+ - + - + - +

3.3.4. Aus Satz 3.3. 1 sieht man sofort, daß die komplementäre Matrix bis auf
den Faktor det A gle ich der inversen Matrix ist. Das kann man nach Bemerk ung
1 in 3.3.1 auch so ausdrücken:

Sa tz. Sei A E GL (n : K) . Definiert man C = (Cjj) E M (n x n; K ) durch

e ij := (- 1)'+) . det A;j ,

SO ist

A- 1 = - ' - · ' C .
det A

Im Spezialfall n = 2 erhält man

(
: db ) - ' I
L =ad - bc '

o

Auch für n = 3, 4 ist dieses Verfahren noch nützlich. Man berechne zur Übung

und vergleiche das Ergebnis mit dem in 2.7.5 erhaltenen.
Für größere fl ist der Rechenaufwand wieder zu gro ß, weil man n2 Determi­

nanten berechnen muß. Dafür eine schöne Anwendung in der Theorie. Wegen
der Stetigkeit von

det : M (n x n; R ) _ R
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ist GL (n; IR) C M (n x n: R) eine offene Teilmenge. und aus de n ob igen Formeln
folg l. daß die Ab bildung

GL{n ; R) --l' GL (n; R). A ...... A - l ,

differenzierbar ist. Das iSI nützlich in der Analysis.

3.3 .5. Auch für die Lö sung linearer Gleichungssysteme ist die komplementäre
Matrix nuuhcn. und zwar im Fall

A·x =b mit A EGL (n;K) .

Hier ist die ent sprechend 2.3.6 eindeutige Lösung gegeben durch

x= A - 1 · b.

Man kann x auch ohne explizite Bere chnung der inver sen Matrix bestimmen;
Sind a l , . . . •a " die Spaltenvektoren von A. so hat A- I nach 3.3.1 in der I-ten
Zei le und der j-ten Spalte die Komponente

d t A d I( I ;-1 j . +1 " )..!........J!.. =ea , . . . . a .e, a •. . . •a

det A de r A

Für die i -te Komponente von x = A- Ib folgt nac h D I und Satz 3.2.6

• d ' A d l( I i_I b i+1 " )
Xj = L,bj :el~ i = e a •.. .• a de;A·

a
•... • a .

,-
Man kann also Xi berechnen au s der Determinante von A und der Dete rminan te
der Matri x. die aus A durch Austausch der r-ten Spalte gegen b ent steht . Wir
fassen das Ergebnis noc h einmal zusammen.

C RAMERsche Regel. Sei A E GL (n; K ). b e K" und x = '(XI> • • . • x,,) e K"
die eindeutig bestimmte Lösung des Gleichungssystems

A · x = b .

Bezeichnen a l
• . . . a" die Spottenvektoren der Ma/rix A. $0 gilt für jedes

; e {l. .... nl

det A

det (a l , . . . , ai-I, b , a i+l , .. . • a" )
Xi = o

Für große n ist diese Regel zur Bestimmung der Lösu ng nicht praktisch, denn
man muß da zu n+ I De terminanten berechnen. Fü r theoret ische Untersuch ungen
iSI die Cramersche Regel je doch sehr wertvoll . Im Fall K = R kann ma n da mit
zum Beispielleiehr einse hen, daß die Lösung x des Gleichungssyste ms A ·x = b
stetig von den Koeffizie nten von A und b ab hängt.



206

Als Beispiel betra chten wir das Gleichungssystem

X l + X2 = I ,

X2+-' 3=1 ,

3x( +2x2 + x]= 0 ,

mit der Koeffizientenmatrix

3 Determinanten

A ~ U : n
Durch elementare Umfonnungen erhält man das reduziert e Gleichungssystem

= I ,

"'2 +X3 = I ,

2xJ = - 2 ,
und daraus die Lösu ng

(x ), X l . Xl ) = ( - 1,2, - 1) .

Wegen der A = 2 ergibt die Cramersche Regel

x , = ~ll l 11=-1, x2= ~ I ~ 1:1=2,
XJ=! I ~ : :1=-1 .

J 2 0
3.3.6. Nach DIO ist rang A < 11 für A E M (n x n; K ) gleichbed eutend mit
deI A = O. Um zu sehen. wie weit der Rang absinkt, muß man weitere Determ i­
nanten berechnen . Das kann man sogar auf beliebi ge Matrizen ausdehnen.

Ist A E M(m x n ; K ) und k: ~ min{m. e} , so heißt eine qua drat ische Matrix
A' E M (k x k ; K ) elne k-reihige Teilmatrix von A, wenn A durch Zeil en- und
Spallenvl'rluuschungen auf die Fonn

(: :)
gebracht werden kann (wobei an den mit .. bezei chneten Stellen beli ebige Ma­
trizen stehen können ). Das ist insbesondere dann der Fall . wenn A'a us A durch
Streichen von m - k Zeilen und n - k Spalten entstanden ist. det A' heißt ein
k -reihiger Minor.
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Satz. Se; A E M(m x n; K) und r E N mit 0 < r :: min Im, n }.
Dann sind jolgende Bedingungen gleich....erüg:

iJ r = rangA.

iiJ Es gibt einen r -reihigen Minor =F 0, und fü r k > r ist jeder k-reihige Minor
gleich Null.

Beweis. Esgen ügt zu zeigen, daß für jedes k E N mit 0 < k :: min Im, Il }
folgende Bed ingungen gleic hwert ig sind:

a) rang A ::: k .

b ) Es gibt eine k+reihige Teilmatrix A' von A mit det A' =F o.

b) ::0} aj. Aus der A' =F 0 folgt rang A' = k und somit rang A ::: k , weil sich der
Rang einer Matrix bei Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht ändert.

a) =) b). Ist rang A ::: k, so gibt es k linear unabhän gige Zeilenvektoren in A .
Nach Zeilenvertauschunge n können wir sie in die ers ten k Zei len bringen. Sei B
die Matrix, die aus diesen Zeilen besteht. Wegen

Zeilenrang B = k = Spal tenrang B

gibt es k linear unabhängige Spalte nvektoren in B. Durch Spalrenven auschun­
gen können wir sie in die ers ten k Spalten bringen. Sei A' E M (k x k: K ) die
aus diesen Spalten bestehende Matrix. A' ist eine Teilmatrix von A , und wegen
rang A' = k gilt det A' =F 0, was zu zeigen war. 0

3.3.7. Die in 3.1.3 als Eigenschaft Di l bewi esene Multiplikalivität der De ter­
miname har eine Verallgeme inerung, die zum Beispiel in der Analysis bei der
Berechnung von Inhal ten ben utzt wird (vgl. [F03]. §14). Sie betri fft rechtecki­
ge Matrizen . Dafür kann man zwar i.a. keine Determi nante meh r erklären, aber
Minoren . Sei A = (al, . . . , an) E M(m X n : K ), wobe i die a J E Kmdie Spa l­

tenvektoren bezei chnen . Ist m :: n, so definieren wir für I :: kl < .. . < km:: n
die Teilmat rix

A* , · _ · · ·i~ := (a*' , .. . , a*· ) E M(m x m: K ) .

der (Ai ,. .-.l. ) heißt ein m-reihigrr Minor von A, davon gibt es

(")= n ! = n . (n- I) . . ... (n - m+l)
m (n m) !m! rn · (m 1) · .. . · 2 · 1

Stück (vgI. IFo I], §I ). Hai B die gle iche Größe wie A, so iSI A . ' B quadra tisch,
also gibl es davon eine Deremuname . Wie man sie berechnen kann, sag t das



208 3 Determinanten

/1, so gilt fü r alle MatrizenDeterminanten.Multiplikationsth eorem. tst m :::
A , B e M (m x n; K )

det {A · ' B) = L (detA ....·..·*· ) . (deI Bk" .. .l~) .
I ~k, < ...d .. ~ .

(.)

Der Fall m > 11 ist langweilig (vg\. Aufgabe 2), für m = 1 ist die Aussage
offensichtl ich.

Beweis. Für sehr kleine mund n kann man die Fonn el (*) durch direkte Rech­
nung mit der Leibniz-Fonnel beweisen (Aufgabe 3), abe r im allgemeinen Fall ist
das eine einzige Index-Schlacht (vgl, etwa [Kow 11. §34), Übers ichtlicher ist ei­
ne gee ignete Zerleg ung der Rechnung in elementare Schritte . Bei quadra tischem
A ging das mit Hilfe einer Prod uktdarstellun g durch Elementarmatrizen (D1 1 in
3.1.3). Im rechteck igen Fall wird A bei festem , aber belieb igem B zeil enweise
aus besonders einfachen Matrizen aufgebaut, das kann man als Umkehrung der
Entwicklung nach Zeilen aus 3.2.5 ansehen.
1) Wir zeigen die Gültigkeit von (* ) f ür

('~' )A = :

«:
f ür be/iebigejlo ' " . i.. E {J ... . ,nI·

A · ' B =so folgt8 = (b'.. ... b" ) .

Man beachte. daß die Zeilenvektore n e j im K~ liegen. Für dieses spezielle A
sind die Min eren ganz einfach zu bere chnen: 1st 1 ::: k] -c .. • < k.. ::: n, so gilt

det Al•. __ .k~ = Istg nc • falls j, = k~ h ) für ein o E Sm•

O. sonst.

Nun betrachten wir die Wirkung der Multiplikation mit A : 1st

(

b" )

b;.
Die Determ iname von A .'B iSIalso höchstens dann von Null verschieden. wenn
j ] • . . . ,jm paarweise verschieden sind, d.h. wenn es eine Permutation (J E Sm
und 1 ::: kl < ... < k.. ::: n gibt mit i, = k" li). und es iSI dann

det (A . 'B) = sig ner . det Bl..... .l .

Also gilt in diesem Fall (*) mit einem einzige n Summanden auf der rechten
Seite.
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detC = detC + de tC ,

2) Gilt die Formel f ür A, und entsteht Aaus A durch Multiplikation der ; -ten
Zeile mit A E K , so gilt die Formel auch fü r A. In Zeichen

(* ) :::} (* ) .

Ist C := A . /Bund C ;= A . ' B, so entsteht C aus C durch Multiplikation der
i -ten Zeile mit A.Nach D I ist

det Al' .... 'l.. = A. det A*'· ..··~ und det C = A ·det C ,

also folgt (*) = A ' (* ).

3) Ist die i -te ll'ile a, von A eine Summe a; = ä, +E;, und gilt die Formel f ür

so gilt sie auchf ür A. ln Zeichen

( * ) und ( ~ ) =l' (* ) .- , ,
Wir setzen C := A . rB, C := A · ' Bund C = A . t 8 . Axiom D1 angewandt auf
A.I ,· _- .1.. und C ergibt

derAI , = det At, ,l., + det X'···.t.. und

also folgt (*) = (* ) + <i).
Es bleibt zu zeigen. daß man mit Hilfe von 1), 2) und 3) jede beliebige Matrix

A = (a,,) = ( :~ ) mit Ze ilenvektore n a, E K"

schrittweise aufbauen kann: In der ersten Etappe wählt man die Indizes
h . . . . i", E I I , ... . n } beliebig, aber fest. läßt man il von I bis n laufen, und
wählt man nacheinander Ai> = a l lo ' so folgt die Gültigkeit von (* ) für

A,
= [ ,:,"...•' )

für beliebige n... . ,im'

In der zweiten Etappe häll man a , sowie b. ... , imfest und läßt h von 1 bis n
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laufen. Das ergibt wie obe n die Gül tigke it von (*) für

a,
a,

für beliebige js- . . . , im.

ei~

In der m-ten Etappe erhält man schließlich (*) für Am = A. o

o

3.3.8. Im Spezialfall m = n erhält man mit der oben angewandten Methode
einen neuen Beweis des Detenninantenmultiplikalionssatzes 0 I L Für B = A
ergibt sich das

Koroll ar. Für je des A € M (m X II ; K l mit m :::: n gilt

del(A · tA ) = L del (A1 " '-" .) l .
1::; 1, < ., . d.::;~

Man nennt deltA . t A) eine GRAMsehe Determinante. Insbesondere ist sie für
K = R nie negativ und genau dann NuH, wenn rang A < m (vg l. 3.3.6).

Aufgaben zu 3.3

1. In dieser Aufgabe gehl es um weitere Eigenschaften der komplementären Matrix.

a) Ist die Abb ildu ng M (n x n ; K l __ M (n x n ; K l , A ..... A:l linear1

b) Zeigen Sie: ' (Al) = (' Al: . (Aev= B=A:l.

c) det A:l = (der A )"-I .

d ) ( A:): = (deI A)" - 2 . A.

2. Sind A. B E M(m x 11 ; K ) und ist IIJ > 11 . so folgt detA .' B = O.

3. Beweisen Sie die Forme l für det A . ' B aus 3.3.7 durch direkles Ausrechnen. wen n
A . B E M (2 )( 3; K ) sind.

4. Beweisen Sie:

" - d

b

d

c

b

: ) = (11 2 +b!+ , 2+d2)1 .
" - b

a

det ( - :
- c
- d - ,
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5. Für x = (Xl . .. . , X.) und .v= (vI, . . . , Y. ) aus K · sind äquivale nt

i) X und Y sind linear abhängig.

ii) det ( Xi Yi ) = °für alle i . j .
Xi Y j

2JI

6, Ist E = span (x . y l C K· ein 2·dimensionaler Unterve ktorraum. so definieren wir

Pij = det ( :t
i
. .Vi. ) für 1 ::5 i -c j ~ n .x, YI

Man nennl p(x,y) = ( Poj ll "" " j ,,, . € K( i l die (homoge nen ) Plückerlwo rdi llalf'n von
E = spen (x, y ) : nach Aufgabe 5 ist p(x , Y) t- 0.

a) Zeigen Sie, dass die Plückerkoordin aten bis auf einen Faktor aus K <, {Ol nur von
E abhängen : Ist E = span (x , y) = span (.t', y' ), so existiert em ä e K -, 101mit
p I:t,.v ) = },. P(X' , l). In diesem Sinne wollen wir auc h einfach von den Plücker­
kcö rdinaten p ( E ) von E reden. diese sind dann bis auf einen Faktor t- 0 einde utig
bestimmt .

bj Zeigen Sie: Sind E h E2 c K · Untervektorraume der Dimen sion 2, so dass P(EI )

und p( El ) linear abhängig sind. so folgt Et = E2.

c) Ist E = span (x . Y) C K4
, so erfüllen die Plückerkoord inaten (p, j ) von E die Glei ­

chung P 12P34 - p n p24 + PI4P21 = O. Ist umgekehrt p = (P'jh:<;i "j:<;4 E K
6

" °
gegeben mit P I2PJ4 - PI)f24 + P I4P2) = 0, so e xistiert ein 2-dime nsionaler Unter­
vektorraum E = span ( :t , .v) C K 4 mit p ( E) = p.

d) Sind Et = span (x , y ), E2 = span (x'. l ) C K 4 zwe idimensionale Unterve ktor­
räume mir Plückerkoordinaten p l EIl = (Pij ) , p (E21 = (qii )' so gilt:

(

:t l YI x; Y; )
E l nE2 t- ( O I ~ del X2 Y2 X~ Y~ = 0

Xl Y3 Xl Y)
, ,

X4 .v4 x4 Y4

7, Zeigen Sie. dass del(x ) = L:,, ~s. sign(O" ) · .1"1.,.(1) · . •. · :t."l_) E K( :tll . . . . , .1"._ 1 ein
irreduzibles Polynom ist. das heißt, dass aus det(x ) = p . Q mit Polynomen P und Q
stets P E K oder Q E K folgt.
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3.4 Determinanle eines Endomorphismus und Orientierung"
3.4 .1. Nach den vielen Rechnungen mit Determinantenkommen wir zurück zur
Frage nach ihrer geometrischen Bedeutung. Eine Matri x A E M(n x n, K ) kann
auch als Endomorphismus des K" angesehen werden. Dabei wird die Standard ­
basis el , ... , e" auf die Spaltenvektoren a l , . . . , a" von A abgeb ildet. Im Fall
K = IR hat der von e], . . . , e. aufgespan nte Würfel im R" das Volumen I. das
von a l , . .. , a" aufgespan nte Parallelotop hat das Volumen

Idet' AI =ldet AI

(vgl. (Fo3], §5). Der Betrag der Determinante ist also das Maß für die durch den
Endomorphi smus bewir kte Veränderung des Volum ens.

Sind ein beliebiger K -ve ktorraum V mit dirnV < 00 und ein Endomorphis­
mus

F : V _ V

gegeben , so kann man eine Basis B von V wählen und

der F := det Mu(F) E K

setzen. Ist A eine andere Basis von V, so gibt es nach 2.6.5 ein S E GL (n ; K )
mit

M A(F) = 5 · M lJ( F ) · 5- 1 , also ist detMA{ F ) = det M u( F )

nach DII aus 3.1.3. Daher haben wir eine wohldefinierte Abbildung

der: End(V) _ K , F ,......detF .

Im Gegensatz zum R" hat man in e inem allgemeinen V keine Volumenmessung
mehr. Immerhin folgt aus D IO in 3. 1.3 die

Bemerkung. Für F E End (V ) sind f olgende Bedingungen gleichwertig:

i} F ist surjektiv.

ii) det F ", O.

3.4.2. Für einen Ende morphismus des R" ist der Betrag der Determinante ein
Maß für die Veränderung der Volumina (vgl. 3.4.1). Das Vorzeichen der Deter­
minante her ebenfalls eine geometrische Bedeutung.

Beispiele. a) Sei

(-, -')A = 4

I -] ,,' A _ (
-,•
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Es ist det A = ~ > 0 und detA' = - ~ < O. Die Wirk.ung von A auf den
Buchstaben F ist in Bild 3.7 zu sehen: Das Bild unter A ist nach einer Drehung
wieder als F zu erkennen, das Bild unter A' ist gespiegelt.

b) Bei einem Automorphismus Ades R l betrachtet man das Bild einer linken
Hand. Ist det A > 0, so sieht es wieder aus wie eine linke Hand, falls det A < O.
wird daraus eine rechte Hand.

_____~ .r ,

i"r------,
I

~_ x,
I c.

Bild 3.7

Das motiviert die

Definit ion. Ein Automorphismus eines R-Vektorraumes V mit dim V < 00 heißt

orientierungstreu, falls der F > 0, und

orientierungsuntreu, falls det F < O.

3.4.3. Es ist bezeichnend für die Schwierigkeit der Definition, daß man .n nen­
tierungstreu" erklären kann, bevor klar ist, was eine "Orientierung" ist. Das wird
nun nachgeholt:

Definition. Seien A = ( VI- • . . • vn) und 8 = (WI • • . .• w. ) Basen des R-Vek­
torraumes V und F der nach 2.4.1 eindeutig bestimmte Automorphismus von V
mH
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Dann heißen A und B gleichorientiert, in Zei chen A - B, wenn deI F > O.
Offensichtlich ist dadurch eine Äquivalenzrelation in der Menge X aller Basen

von Verklärt , und X zerfä llt in zwei Äquivalenzklassen

X "" X· U K• .
wobei je zwei Basen aus derselben Klasse gleichorientiert sind. Man beachte,
daß X· und X. völlig gleichberechtigl sind.

Unter einer Orientierung von V versteht man eine Äquivalenzklasse gleich ­
orientie rter Basen; dafür gibt es zwei Möglichkeiten.

Bild 3.8 (aus (8 2])

FUr V = R~ kann man die Zerlegung von X expliz it beschreiben. Man hat eine
kanonische bijektive Abbildung

M : X ...... GL (n ; R) , A ...... A = M (A ) ,

wenn M (A ) die Matrix mit den Vektoren der Basis A als Spalten bezeichnet
(vgl. Aufgabe 1). und es gilt

A '" ß ~ detM (A ) . det M (B) > O.

Man beachte dabei , daß der M (B ) und der M (B ) - I das gleiche Vorzeichen habe n.
Die Gruppe GL (n; R) har eine disj unkte Zerlegung in

G+ ;= IAe GL (n; R) : det ä c- D} und
G_ ; = IAe GL (n; R) : detA <O} .

Im R~ gibt es die kanonische (d.h. nach DUDEN .d en kirchlichen Bestimmungen
gemäße" ) Basis K. sie iSIin einer der beiden Klassen X · oder X. enthalten, und
diese ist dadurch ausgezeichnet (also ist es hier schon wieder vorbei mit der
Gleichberec htigung) , ISI etwa K e X" , so folgt

G+ = M (X" ) und G_ = M (X . ) .

Wir können also im Fall V = a" die Zerle gung

X =X· UX. ersetzen durch GL (n; R) =G+ UG_ .
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Offensichtlich ist G + C GL (n ; R ) eine Untergruppe, und es gilt die

Bemerkung. Ist T E GL (n; R) mirdet T < 0 gegeben. und ist

r : GL (n ; R ) --+GL (n ; R ) , A I-l> A · T ,

die Rechtstranslation (vgl. 1.2A }. so gilt

r (O+) = G_ und r (G_) = G+ .

Der Beweis verläuft wie in 3.2.4. 0

3.4.4. Nun wollen wir zeigen, daß zwei Basen des R" genau dann gleichorien­
tien sind, wenn sie sich ,,stelig ineinander verformen" lassen. Vor allem muß
präzisiert werden, was das heißen soll. Dabei können wir entsprechend 3.4.3 die
Menge aller Basen durch GL (n ; R ) ersetzen.

Definition. Sind A , 8 E GL (n; R), so versteht man unter einem Weg von A
nach 8 eine stetige Abbildung

I{! : J --+ GL (n ; R) , t l-l> l{!(t) = (I{!;j (t) ) ,

wobe i J = [a , ß] C IR. ein Intervall ist, mit <.p (a ) = A und <.p (ß ) = 8 . Die
Stetigkeit von I{! bedeutet, daß die n2 Funktionen I{!;j mit Werten in R stetig sind.
Wesentlich dabei ist, daß die Matrix I{!(t ) für jedes t e t invenierbar ist.

Die Matrizen A. 8 E GL (n; R) nennt man verbindbar (in Zeich en A "- 8 ),
wenn es einen Weg von A nach 8 gibt.

Man betrachtet t als Zeitparame ter, die Spalten von rp(t) beschreiben eine Basis,
die sich im Lauf der Zei t verformt.

Theorem, Für zwei Matrizen A, 8 E GL (n ; R) sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

iJ A und 8 liegen in derselben Klasse G + oder G_, d.h. det (A . 8 ) > O.

ii) A und 8 sind in GL (n: IR) verbindbar

In der Sprache der Topologie sagt man dafür, daß GL [n , R ) in die zwei Zusam­
menhangskampon emen G+ und G_ zerfallt.

Korollar. Zwei Baten A und B des R" sind genau dann gteichorientien. wenn
sie stetig ineinander verformbar sind.

Wesentlich dabei ist wieder, daß man zu jedem Zeitp unkt der Verformung eine
Basis hat.

Beisp iele. a) Im R l besteht eine Basis aus einem einzigen Vektor .r E R" =
GL ( I ; R ). Ist y ein weiterer. so gibt es genau dann einen Weg von x nach y,
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wenn beide gleiches Vorzeichen haben (Bild 3.9). Dabei benutzt man den Zwi­
sehenwertsatz ([Fo ll , §J I).

olll '

: I ~
i 0

Bild 3.9

b) Die Basen A = (e ] ,t'1) und ß = (- el , ("2) sind nicht stetig ineinander ver­
formbar. Man mache dazu ein Experiment mit einer nicht mehr benutzten oder
gedach ten Uhr: versuche, sie durch unabhängige Bewegung beider Zeiger von 3
Uhr auf 9 Uhr zu stellen, so daß die beiden Zeiger dabei nie auf einer Geraden
liegen !

c) Daumen, Zeigefi nger und Mittelfinger einer nicht ganz flach gestrec kten lin­
ken und rechten Hand repräsentieren die beiden möglichen On entierungen des
R l , Dreht man so lange. bis Mittelfinger und Zeigefinger der heiden Hände auf­
einander liegen, so zeigen die Daumen in versch iedene Richtungen.

Wir benutzen folgende Teilre sulrate:

Lem ma 1. Die Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation in GL (n ; R).

Lem ma 2. Ist lj) : 1 -+ GL (n ; R ) ein Weg von A nach B, so haben det A und
det B das gleiche Vorzeichen.

Lemma 3. Ist A E GL (n; R) mit dct A > 0, so gibt es einen Weg von A nach
E•.

Daraus ergibt sich leicht der Beweis des Theorems: Nach Lemma 2 gilt
ii) ::::} i) . Es bleibt also i) ::::} ii) zu zeigen:

Sind A , B E G -\- . so gibt es nach Lemma 3 Wege von A nach En und von B
nach E". also nach Lemm a I auch einen Weg von A nach B.

Sind A. B E G _. so setze man etwa

T._( -I I) ' dann ist T - 1 = T .
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Die Recht stranslation C ....... C . T bewirkt eine Multiplikat ion der ersten Spalte
mit - I, das ist eine stetige Abb ildung von GL (n ; R) auf sich. Da A . T und
B · T € G+. gib t es einen Weg dazwischen, durch die Rechtstranslation mit T
erhäl t man daraus einen Weg von A nach B. 0

Zum Beweis von Lemma 1 verweisen wir auf Aufgabe 2. o

Beweis von Lemma 2. Nach 3.2.6 ist die Determinante stetig, also iSI

det c e ; I _ R, t ....... der (rp(t» •

eine ste tige Funktion. Da det(rp(1)) '# 0 für alle I , hat det{rp(l) ) nach dem Zw i­
schenwe ns atz für alle I das gleiche Vorze ichen . 0

Beweis von Lemma 3. Durch eine Folge versc hiedenartiger Um formungen wird
A in E. überführt. Der Kniff iSI. diese Umformungen nicht auf einen Schlag,
sonde rn langsam durchzuführen. Dadurch erhält man kleine Wegstückchen , die
man schließlich zum ganze n Weg von A nac h E. zusammenfüg t.

Zur Vorbereitung der erslen Etappe überl egt man sic h, daß jede invenierbare
Matrix durch Spallenumfonnunge n vom Typ 111 (Addi tion einer n -fachen i- ten
Spalte zu einer j -ten Sp alte mit j '#i ) in e ine Diagonalmatrix

überführt we rden kann (Au fgabe 3). Es ist wicht ig, Spaltenvertausc hunge n zu
vermeiden, wei l sie das Vorzeichen de r Determi nant e verändern .

Seien also Elementarmat rizen C I.... , C. vom Typ 111 gefunden. so daß

D = A · Cl · ... · C• .

ISIC = Q{(p.) eine davon. so ze igen wir. wie daraus ein Wegstückchen gemacht
werd en kann. Ist

A =(...• {/ , . . .• ol, . . . ) , so ist A ·Qf ( p.) = (. . .• oi , . . . , oi + p.o i, . . . ) .

Definieren wir eine stet ige Abbildung

!/t : IO.I ) _ GL (n ; IR), r ....... A ·Qf(t · J..I ) .

so ist !/t(0) = A und !/t(1) = A . Q:üt ). Wie die stetige Ausführung dieser
Sc herung verläuft. ist in Bild 3. 10 angedeutet.
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.--'" "/
/ '" /

,(;/_ .._/ " / / _ !Ja'

/ "
/

Bild 3.10

,
e, = -' = ±l .

I I},; I
wobei

Nach Lemma I kann man die so erhaltenen k Wegstückehen zusammensetzen
zur ersten Etappe

'PI : [a J. ß I ] -GL (n ; R ) mit 'f'1(a l ) =A und rp l (ß I) =D .

Aus D7 folgt det ('PI (t)) = dei A für jedes I E (a b ßd, insbesondere

det A = der D = AI • . . . . An '

In der zweiten Etappe wird D verbunden mit

D'=(" "J
Dazu benutzen wir. daß man in IR' jedes Amit e = ih geradlinig verbinden kann
durch

X : [O. IJ- R', t t-+ A +(t: -),,)I = ),. ( 1+ ( 1~ I -l) I) .

IR',
1

"
- 1

Bild 3.11

Die Multiplikation der Spalten mit Faktoren kann man auch durch Elementar­
matrizen vom Typ Sj ( /.t ) bewirken, also ist

D' = D·SI(1:11) .. ... S"(1:.1) ,
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und jedes der 11 Wegstückehen von D nach D' ist beschrieben durch Muhiphka­
nonmit

Si(l+ C:il- I),)
für ( E [0, IJ. Diese 11 Stückehen zusammengefügt ergeben einen Weg

(/12 : (a l , ß2] ...... GL (11;R) mit (/12(0' 2) = D und (/Iz <ßz) = D' .

Da I + (ib - I) 1 > 0 für 0 .c:: 1 :s I. ist der D' = +1, also ist die Anzahl der

Einträge - 1 in D' gerade,
In der drillen Etappe wird D' mit E; verbunden , dazu nimmt man sich in

jedem Schritt ein Pärchen von negativen Einsen vor. Wie sie gemeinsam ins Po­
sitive gewendet werden können, sieht man am besten im Spezialfalln = 2. Man
nimmt die stetige Abbildung

,_(,".Sl -sin t )0' : (- 1f, 0] ...... GL (2; R) . • _
sm t cosr

Für sie gilt

"( - rr ) ~ ( -I 0).
o - I

Falls die beiden Einträge - I an beliebigen Stellen sitzen, verwendet man die
Abbildu ng

cos t

sin t

- sint

cost

E GL (n ; R).

Macht man dies nacheinander für jedes Paar, so erhält man insgesamt das Weg­
stück

(/IJ : (0' ), ß JJ ...... GL (n ; R) mit (/IJ( aJ) = D' und (/IJ(ßJ ) = En .

Durch Zusammen setzung von (/11, lfI'I. und (/Il erhält man schließlich den gesuchten
Weg von A nach E. " 0
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Wie wir gese hen haben , gibt es Iur einen reellen vektorraum zwei mögliche Ort­
entierunge n. Viel schwieriger ist es, de n Begriff der Ori entierung für eine ree lle
Mannigfaltigkeit. etwa eine Fläche, zu erklären. Das einfachste Beispie l für eine
nicht orientierbare Fläche ist das um 1850 entdec kte MÖOIUSband, das nicht nur
Anse1m Wüßt egem und Sophie besc häftigt hat (mehr darüber in (PJ):

u t ein
Mathe.mat iker
in der Nähe?
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Aufgaben zu 3.4
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1. Sei V ein K· Yektorraum, X die Menge aller Basen von V und ß E X. zeigen Sie,
dass die Abbildung

4> : X -10 GL(n ; K ), A ...... TJ = M~(id )

bijekliv ist. Wie hangl <1> im Fall V = R" mit der in 3.4.3 definierten kanonischen
Bijeknon

M : X --.GL(n: R)

zusammen?

2. Beweisen Sie. dass die Yerbindbarkeit von Mam zen in GL(n; R) eine Äquivalenzre­
lation in GL(n : R) definiert.

3. Zeigen Sie, dass man eine invertierbare Marnx A E GL(n; K ) durch Spaltenumfor­
mungen vom Typ 11I auf Diagonalgestalt bringen kann.

4. Zeigen Sie, dass in M(m x n : R) je zwei Matrizen durch einen Weg verb indbar sind.

5, Beweisen Sie. dass GL(n; Cl zusammenhängend i51. das heiß!, dass je zwei Malrizen
aus GL(n: C) durch einen Weg in GL(n; C) verbunden sind.
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