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We must not accept the old blasphemous nonsense
that the ultimate justification of mathematical science
is the .glory of the human mind".

Abstraction and generalization

are not more vital for mathematics

than individuality of phenomena

and, before all,

not more than inductive intuition.

Only the interplay of these forces and their synthesis
can keep mathematics alive

and prevent its drying out into a dead skeleton.

RICHARD COURANT

Vorwort zur 10. Auflage

Die erste im Jahr 1975 veroffentlichte Auflage dieses Buches war entstanden aus
meiner Vorlesung im Wintersemester 1972/73 an der Universitiit Regensburg und
einer von Richard Schimpl angefertigten Ausarbeitung, die als Band 1 der Reihe
.Der Regensburger Trichter erschienen war. Es freut mich, daB das Buch in den
vergangenen 20 Jahren so viel Anklang gefunden hat.

Im Jahr 1994/95 hatte ich an der Universitit Diisseldorf wieder einmal Gele-
genheit, eine Anfingervorlesung iiber ,Lineare Algebra® zu halten. Dabei fand
ich in dem alten Buch zahllose Dinge, die man wohl besser erkldren kann. Dazu
kam die Versuchung, die Moglichkeiten von I4TEX zu nutzen, was schlieBlich
dazu gefiihrt hat, daB ich fast das ganze Buch neu aufgeschrieben habe.

Geblieben ist die Uberzeugung, daB am Anfang jeder Theorie Probleme stehen
miissen, und daf die entwickelten Methoden danach zu bewerten sind, was sie
zur Losung der Probleme beigetragen haben. Dies deutlich zu machen, ist in der
linearen Algebra eine vordringliche Aufgabe, weil hier die axiomatische Me-
thode sehr ausgepriigt ist. Mit Hilfe eines wohlorganisierten Instrumentariums
von Begriffen konnen Beweise kurz und klar durchgefiihrt werden, Rechnungen
konnen weitgehend vermieden werden und erhalten — wo sie notwendig sind —
eine Interpretation von einem abstrakteren Standpunkt aus.

Es hat lange gedauert, bis sich die lineare Algebra von einem Hilfsmittel der
sogenannten ,analytischen Geometrie* (das ist die Lehre von den linearen und
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quadratischen geometrischen Gebilden) zu einer selbstindigen Disziplin ent-
wickelt hat. Die groBten Veriinderungen gab es zu Anfang dieses Jahrhunderts,
als die axiomatische Methode durch den EinfluB von D. HILBERT und speziell in
der Algebra durch EMMY NOETHER ausgebaut wurde. Das zeigt ganz deutlich
ein Blick in Lehrbiicher aus dieser Zeit, etwa die ,klassische™ Darstellung von
KOWALEWSKI [Kow 2]* aus dem Jahr 1910 und die 1931 erschienene ,,moder-
ne'* Version von SCHREIER-SPERNER [S-S]. Dieser Wandel ist vergleichbar mit
dem Ubergang vom Jugendstil zum Bauhaus. Inzwischen ist die lineare Algebra
durchdrungen von einer Okonomie der Gedanken sowie einer Asthetik in der
Darstellung, und sie ist unentbehrliches Hilfsmittel in vielen anderen Gebieten
geworden, etwa der Analysis und der angewandten Mathematik.

Dieser eindrucksvolle Fortschritt ist nicht frei von Gefahren. Die Axiomatik
beginnt mit den allgemeinsten Situationen und schreitet fort in Richtung zu spe-
zielleren Sachverhalten. Dieser Weg wurde mit letzter Konsequenz in den Wer-
ken von N. BOURBAKI [Bo], [C] beschritten. Er lduft der historischen Entwick-
lung — die einem ,natiirlichen Wachstum” der Mathematik entspricht — jedoch
meist entgegen. So wurden etwa Determinanten schon von LEIBNIZ um 1690
benutzt, CAYLEY begann 1850 Matrizen als eigenstindige Objekte anzusehen,
der allgemeine Begriff des Kdorpers ist erstmals in dem 1895 bei Vieweg er-
schienenen ,Lehrbuch der Algebra“ von H. WEBER [We] zu finden. Abstrakte
Begriffe und ihre Axiome entstehen aus der Entdeckung von Gemeinsamkeiten,
sie setzen lange Erfahrung im naiven Umgang und kreative Auseinandersetzung
mit den Gegenstinden der Mathematik voraus. Eine Darstellung, die mit den
Axiomen beginnt, konnte den verhdangnisvollen Eindruck erwecken, als seien die
aufgestellten Regeln zufillig oder willkiirlich. Einer solchen Gefahr entgegenzu-
wirken, ist das stete Bestreben dieses Buches. Die neue Auflage soll helfen, die
abstrakten Begriffe noch mehr zu motivieren und die Beziehungen der linearen
Algebra zu ihren Anwendungen deutlicher zu machen.

Viele theoretische Uberlegungen der linearen Algebra dienen der Rechtferti-
gung oder der Entwicklung von Rechenverfahren, mit deren Hilfe man schlieB-
lich gegebene Probleme durch eine Iteration losen kann. Dies wird hier in vie-
len Fillen bis zur Berechnung konkreter Beispiele vorgefiihrt. In der Praxis laBt
man besser einen Computer rechnen, aber die Schwelle zur Beschreibung von
Programmen dafiir wurde in diesem Buch mit Vorsatz nicht iiberschritten. Fiir
einen Anfinger erscheint es mir viel wichtiger, zunichst einmal ohne Ablen-
kung durch Probleme der Programmierung die Struktur des Losungsweges zu
verstehen und mit einfachsten, im Kopf berechenbaren Beispielen die unmittel-

*Eckige Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis
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bare gute Erfahrung zu machen, daB ein Algorithmus funktioniert. Danach kann
man getrost die Ausfithrung der Rechnungen einem fertigen Programmpaket wie
Maple oder Mathematica iiberlassen. Etwa im Rahmen der numerischen Mathe-
matik hat man Gelegenheit, die Rechenverfahren genauer zu studieren und dazu
weitere Hilfsmittel der linearen Algebra kennen zu lernen (vgl. etwa [Str]).

Dieses Buch ist entstanden aus Vorlesungen fiir Studienanfinger in den Féch-
ern Mathematik, Physik und Informatik; an Vorkenntnissen ist nur das sogenann-
te ,.Schulwissen™ (etwa im Umfang von [Sch]) notig. Es enthilt insgesamt genii-
gend viel Material fiir zwei Semester, dabei gibt es zahlreiche Moglichkeiten fiir
Auswahl und Reihenfolge. Der Text ist meist nach den Regeln der Logik an-
geordnet, in einer Vorlesung kann es gute Griinde geben, davon abzuweichen.
Einige Abschnitte sind durch einen Stern % markiert, als Anregung, sie beim ers-
ten Durchgang zu iiberspringen und spiter (etwa im zweiten Semester) darauf
zuriickzukommen. Die Anwendungen der linearen Algebra auf affine und pro-
jektive Geometrie sowie die lineare Optimierung sind in einem eigenen Band [Fi]
enthalten, auch damit kann man den vorliegenden Text nach Belieben mischen.

Um Mathematik zu verstehen, geniigt es nicht, ein Buch zu lesen oder eine
Vorlesung zu horen, man muf} selbst an Problemen arbeiten. Als Anregung dazu
dienen die zahlreichen Aufgaben. Die dort eingestreuten Sterne sind nicht als
Warnung, sondern als besonderer Ansporn zu verstehen.

Der durch diese Neuauflage abgeloste Text war durch zahllose Hinweise von
Lesern fast restlos von Druckfehlern befreit worden. Nun gibt es sicher wieder
reichlich Nachschub, ich méchte auch die neuen Leser ermuntern, mir ,,Ansichts-
karten™ zu schreiben.

Mein Dank gilt all denen, die bei der Neubearbeitung beteiligt waren: In ers-
ter Linie Hannes Stoppel, durch dessen Begeisterung, Biicher zu I#TgX-en, ich
in dieses Projekt geschlittert bin, Martin Grif, der mit viel Sorgfalt die Ubungs-
aufgaben zusammengestellt hat, Carsten Téller, dem einfallsreichen Meister der
Bilder und dem Verlag fiir seine stetige Unterstiitzung.

Diisseldorf, im September 1995 Gerd Fischer
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Vorwort zur 17. Auflage

Seit der 10. Auflage hat es nur wenige groBere Anderungen gegeben. Sie betreffen
Ergéinzungen zu Quotientenrdumen, Tensorprodukten und dueren Produkten. Die-
se grundlegenden abstrakten Begriffe bereiten erfahrungsgemif Studienanfingern
einige Schwierigkeiten; man sollte ihnen jedoch nicht zu lange ausweichen, denn sie
treten spéter als unentbehrliches Hilfsmittel an vielen Stellen wieder auf. Zudem
sind sie im hier behandelten Fall von Vektorraumen mit Hilfe von Basen noch recht
konkret zu beschreiben.

Birgit Griese und Hannes Stoppel haben die Aufgaben teilweise iiberarbeitet
und ein eigenes Buch mit Losungen veréffentlicht. Das sollte die Leser nicht davon
abhalten, zunichst selbst daran zu arbeiten.

Neu in dieser Auflage ist eine Einfithrung zum Thema Warum Lineare Algebra?
Sie ist die iiberarbeitete Fassung einer einfithrenden Vorlesungs-Doppelstunde, die
GUNTER M. ZIEGLER im April 2006 an der TU Berlin gehalten hat. Zum genaueren
Versténdnis der darin ausgefiihrten Beispiele sind Kenntnisse iiber die einfachsten
Begriffe und Techniken der Linearen Algebra niitzlich. Wer damit noch gar nicht
vertraut ist, kann Einzelheiten im Laufe seines Studiums der Linearen Algebra nach-
lesen.

Zu vielen Themen der Linearen Algebra findet man interaktive Visualisierungen
unter

www.mathe-vital.de

Diese wurden von JURGEN RICHTER-GEBERT an der TU Miinchen im Rahmen des
Projektes mathe-vital mit dem Programm Cinderella erstellt

Mein Dank gilt den zahlreichen Lesern, die mich auf Unklarheiten und Fehler
hingewiesen haben, ganz besonders Kollegen und Studierenden aus Berlin, Miinchen
und Regensburg. Ich habe versucht, die nétigen Verbesserungen einzuarbeiten. Es
wird nun schwer sein, noch etwas zu finden; wer dennoch Erfolg gehabt hat, wird
gebeten, mir das mitzuteilen.

Miinchen, im Juni 2009 Gerd Fischer
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Warum Lineare Algebra?
(von Gerd Fischer und Giinter M. Ziegler)

Was ist Lineare Algebra?

Die Lineare Algebra gehort neben der reellen Analysis zum Curriculum fiir Studie-
rende der Mathematik und anderer Ficher, die mathematische Methoden intensiv
benutzen. Das liegt daran, dass sie zu den Grundpfeilern der Mathematik z&hlt, auf
denen alles andere aufbaut. Zu den dariiberliegenden Gebdudeteilen der Mathema-
tik gehoren beispielsweise Algebra, Differentialgleichungen, Numerik, Differential-
geometrie, Funktionalanalysis usw. Die Beziehungen und Verwindungen zwischen all
diesen Gebieten sind vielfiltig und schwer schematisch zu skizzieren. Aber Konsens
besteht, dass Lineare Algebra zur unverzichtbaren Basis gehort. Sie ist entstanden
aus der Aufgabe, lineare Gleichungssysteme zu 16sen und solche Aufgaben treten
in allen Gebieten der Mathematik und ihren Anwendungen immer wieder auf. Wie
schon in der Einleitung erwidhnt wurde, hat es lange gedauert, bis die Lineare Al-
gebra als eigensténdiges Gebiet in die Lehrplidne aufgenommen wurde. Lange Zeit
wurde sie vorwiegend als technisches Hilfsmittel der Geometrie angesehen, zur Be-
schreibung von linearen Gebilden wie Geraden und Ebenen, sowie Kegelschnitten.
Eine der ersten zusammenfassenden aber wenig beachteten Darstellungen war die
1844 in Leipzig erschienene ,,Ausdehnungslehre” von H. GRASSMANN. Erst in der
Gottinger Schule wurden die abstrakten Hintergriinde konsequent herausgearbeitet,
und Vektorrdume als die wesentlichen Objekte der Untersuchung eingefiihrt. Neben
dem Buch von SCHREIER und SPERNER [S-S] ist hierzu auch die 1931 erstmals er-
schienene ,,Moderne Algebra” von B. L. VAN DER WAERDEN hervorzuheben. Bis
in die 50er Jahre des vorigen Jahrhunderts hatten die entsprechenden Anfénger-
vorlesungen meist noch den Titel ,,Analytische Geometrie”, erst danach wurde die
Geometrie als eine von mehreren méglichen Anwendungen in den Hintergrund ge-
dringt. Sorgfiltige historische Hinweise zu dieser langen Entwicklung findet man
bei BRIESKORN [B].

Seither wird in der Ausbildung in Linearer Algebra neben der Beschéftigung mit
linearen Gleichungssystemen auch der Umgang mit abstrakten mathematischen
Strukturen, wie Gruppen, Ringen, Kérpern, Vektorrdumen usw. geiibt. Dabei muss
man zunéchst die mathematische Sprache lernen, d.h. prizise Formulierungen fin-
den, mit denen Strukturen definiert sind, sowie korrekte Behauptungen dariiber
aufstellen, und stichhaltige Begriindungen dafiir erarbeiten. Die Anschauung kann
dabei helfen, Beweise zu finden; aber dann beginnt die Knochenarbeit, sie prizise
aufzuschreiben. Das ist erfahrungsgeméf die grofite Hiirde fiir Studienanfianger.
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Anwendungen der Linearen Algebra

Man sollte sich nicht der Illusion hingeben, dass ein einzelnes mathematisches Teil-
gebiet, wie die Lineare Algebra, die Hilfsmittel zur Losung grofler praktischer Pro-
bleme liefern kénnte. Wenn Mathematik in die Praxis geht, dann gehen da immer
verschiedene mathematische Teilgebiete gemeinsam. Aber trotzdem: Es gibt sehr
markante Beispiele fiir Anwendungen der Linearen Algebra - ein paar wollen wir im
Folgenden beschreiben.

1 Statik von Geriisten. Das Problem, Bauwerke und andere Konstruktionen
auszufiihren, die stabil sind, ist alt und bei weitem nicht trivial. Betrachten wir etwa
ein Geriist, d.h. ein Gebilde, das aus Streben und Knoten besteht (in der Baustatik
spricht man von einem Fachwerk). Soll es stabil gebaut werden, so muss man
wissen, welche Krifte auf die Bauteile wirken. Grundlegende Untersuchungen dazu
hat u.a. J. C. MAXWELL (1831 - 1879) geleistet, den man vor allem wegen seiner
Beitrége zur Elektrodynamik kennt; dann aber auch C. CULMANN, von dem 1866
das Buch ,,Die Graphische Statik” erschien. Die Methode benutzt Lineare Algebra,
sein Schiiler M. KOECHLIN hat als Ingenieur die Statik des Eiffel-Turms gerechnet,
der seit der Weltausstellung 1889 noch heute steht.

Wir wollen die Methode in ihrer graphischen und ihrer rechnerischen Form an einem
ganz einfachen, aber doch charakteristischen Beispiel illustrieren.

Zur Vereinfachung betrachten wir ein ebenes Problem, ndmlich die Aufhén-
gung eines Gewichtes (etwa einer Lampe) an einer Mauer mit Hilfe eines Gestéinges
in Form eines rechtwinkligen Dreiecks. Die Stangen und ihre Befestigungen miissen
so ausgelegt sein, dass sie den entstehenden Zug- und Druckkriften standhalten.
Zunéchst wirkt im Punkt (D) eine Kraft K senkrecht nach unten, sie soll grofl sein
im Vergleich zum Gewicht der Stangen.

Y

Kréfte addieren sich wie Vektoren, im Punkt ) ist X' = K; Summe von K3 und Ks;
K5 verursacht einen Zug in Richtung @), K3 einen Druck in Richtung (). Graphisch
kann man Ks und K3 durch eine Parallelogrammkonstruktion ermitteln.
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Im Punkt @) zerféllt die Zugkraft Ky = K» in K5 = —K3 und K¢ = K, im Punkt
@®) ist die Druckkraft K7 = K3. Der gesamte Fluss von Kriften und Gegenkréften
sieht dann so aus:

Gleichgewicht bedeutet, dass in jedem Befestigungspunkt die Summe aller angrei-
fenden Kréfte verschwindet; rechnerisch ergibt sich daraus ein System von linearen
Gleichungen. Dazu beschreibt man jede der beteiligten Krifte K; als Vektor

Ki = (%i,9i,2i)

mit reellen Komponenten x;,y;,z;. Im obigen ebenen Beispiel sind die z; = 0, das
Gleichgewicht im Punkt (D) ergibt folgende Bedingungen: K ist vorgegeben, etwa
K; = (0, — 1), das bedeutet

z7=0 und y;=-1.
Aus der Geometrie des Dreiecks und tan(15°) & 0.268 folgt
0.268z3 +y2 =0 und y3=0
Schliellich ergibt die Gleichgewichtsbedingung K; — Ky — K3 = 0, dass

1 —2To—2x3=0 und y; —y2—ys=0.
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Das sind 6 lineare Gleichungen fiir die 6 Komponenten der drei Krifte, die Losung
ist

Ky =(0,—1), Ko = (-3.732, — 1), K3 = (3.732,0) .
Daraus ergeben sich einfach die Kréfte in den Punkten @ und ). Wie man sieht,
ist die Zugkraft auf die Befestigung im Punkt ) fast viermal so grof§ wie das
angehingte Gewicht.

In komplizierteren Fillen sind die Gleichungssysteme zu den einzelnen Punkten
stirker gekoppelt, man kann sie dann nur gemeinsam losen. Hat man n Punkte und
in jedem Punkt drei rdumliche Krifte, so ergibt das insgesamt 9n zu bestimmende
Koordinaten. Wie grofi n sein kann, sieht man nicht nur am Eiffel-Turm, sondern
schon an jedem Baukran.

Neben den statischen Kriften gibt es aber auch dynamische Effekte, da durch elasti-
sche Verformungen Schwingungen ausgelost werden kénnen. So wird berichtet, dass
im Jahr 1850 eine Briicke iiber den Fluss Maine bei Angers einstiirzte, wihrend
Soldaten im Gleichschritt dariiber marschierten. Seither ist dem Militar verboten,
Briicken auf diese Art zu iiberqueren.

Ein aktuelleres Beispiel ist die von STR NORMAN FOSTER und Partnern entwor-
fene Millenium Bridge iiber die Themse in London, eine Fufigéingerbriicke, die
St. Paul’s Cathedral mit der Tate Modern Gallery verbindet. Sie ist konzipiert als
,,blade of light”, die Tragseile zwischen den 144 m entfernten Pylonen haben einen
Durchhang von nur 2.3 m; das Ingenieurbiiro ARUP berechnete die diffizile Statik.
Nach der Einweihung durch Koénigin ELISABETH II wurde die Briicke am 10. Ju-
ni 2000 erdffnet - am 12. Juni 2000 musste sie wieder geschlossen werden, da sie
bedrohlich zu wackeln anfing; seither heifit sie ,,the wobbly bridge”.

F
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Nach vielen Experimenten und Rechnungen von ARUP wurde die Ursache gefunden:
Die Statik war in Ordnung, aber es entstanden seitliche Schwingungen, die durch
die Reaktionen der FuBgdnger noch verstérkt wurden: Durch Resonanz schaukelten
sich die Schwingungen geféhrlich auf. Einzelheiten dazu findet man unter [ARUP].
Der Umbau und Einbau von Schwingungsddmpfern kostete 5 Millionen Pfund. Im
Februar 2002 wurde das Ergebnis mit bis zu 20 000 Freiwilligen getestet und fiir
gut befunden. Seither ist die Briicke wieder gedfinet.

Was hat das mit Linearer Algebra zu tun? Schwingungen und ihre Ddmpfung hingen
mit Matrizen und ihren Eigenwerten zusammen.

2 Linearisierung. In der Praxis gibt es kaum eine strikt lineare Beziehung
zwischen zwei Grofien; selbst fiir Preise wird bei Abnahme grofilerer Mengen ein
Nachlass gewéhrt. Aber die Tangente an eine Funktion gibt in einem begrenzten
Bereich wenigstens eine brauchbare Néherung. Dieses Prinzip der Analysis heifit -
neare Approximation, hier helfen die Methoden der Linearen Algebra. Man kann
es ausbauen und eine gegebene oder gesuchte differenzierbare Funktion in ihrem
gesamten Definitionsbereich durch eine stiickweise lineare Funktion approximie-
ren, etwa bei der Losung von Differentialgleichungen durch Diskretisierung und
stiickweise Linearisierung.

Als einfaches Beispiel sei die Berechnung einer Wirmeverteilung in der Ebene an-
gegeben. Bezeichnet f(z,y) die Temperatur im Punkt (z,y), so erfiillt die Funktion
f bei Temperaturgleichgewicht die partielle Differentialgleichung zweiten Grades
92 0?
(@ + @)f(flﬁ,’!/) =0,

man nennt sie Laplace-Gleichung, die Losungen heilen harmonisch. Wir neh-
men an, dass die Temperaturverteilung am Rand eines Quadrats vorgegeben ist
und unveréndert bleibt. Eine iibliche Grundlage fiir die approximative numerische
Berechnung der Losung f ist eine Diskretisierung: Man iiberzieht den quadratischen
Bereich mit einem geniigend feinen quadratischen Gitter von Messpunkten (x;,y;).
Ersetzt man in der Laplace-Gleichung Differentialquotienten durch Differenzenquo-
tienten und schafft man die Nenner weg, so ergibt sich an der Stelle (;,y;) die
Bedingung
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(f@iv1,y5) — f(2iys) — (F(@isys) — fwim1,95))
H(f(@iyje1) — f(@oyy) — (f(2iyy) — flziyi-1)) =0,

das ist gleichbedeutend mit

F@iys) = 2(f @igr,y5) + F(@ic1,y5) + f(@iyi) + f(@i,y5-1)) - (%)

6, Yja)

(xip %) i{x ¥ (Xiarr¥ )
[ ——
[
|

(¥ )

Physikalisch bedeutet diese Bedingung, dass die Temperatur an jeder Stelle (x;,y;)
im Inneren gleich dem Mittelwert der Temperaturen an den vier nichstgelegenen
Gitterpunkten ist. Insgesamt erhilt man mit Hilfe von (x) fiir die Temperaturen
f(x:,y;) so viele lineare Gleichungen, wie man Gitterpunkte hat; dieses Gleichungs-
system ist zu losen.

Als Beispiel withlen wir ein relativ grobmaschiges Gitter, mit folgenden Werten von
f auf den relevanten Gitterpunkten am Rand:
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(1,2)

(2,2)

(1,1)

(2,1)

Fiir die vier gesuchten Werte
fij = flziy;) mit
erhélt man daraus die linearen Gleichungen

dfi —  fiz — fa

—fun + 4fi2

—fu1 + 4dfx
- fi2 = fa

mit den Losungen

fi1 = 29~ 2,042, fio = 3 ~ 3.583, for = 13 ~ 1.583, for =

24

|

1<4j<2

- fa =
- fa =
+ 4dfn =

Das entstehende stiickweise lineare ,,harmonische” Funktionsgebirge sicht so aus:
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3 Der Page Rank bei Google. Ein aktuelleres Beispiel fiir eine An-
wendung der Linearen Algebra ist die Internet-Suchmaschine Google, die in ihrer
urspriinglichen Form in den 90er Jahren von den beiden Studenten S. BRIN und
L. PAGE entwickelt und 2001 patentiert wurde. Wichtiger Bestandteil ist eine Me-
thode fiir die Anordnung der Suchergebnisse im Browser, Grundlage dafiir ist der
,,PageRank” p(5) fiir jede Web-Site S. Er ist ein Maf} dafiir, wie stark die Seite mit
anderen vernetzt ist, sagt allerdings nichts {iber die Qualitét des Inhalts der Seite
aus. Die Definition des PageRank kann wie folgt motiviert werden.

Man stellt sich einen Surfer vor, der einen Weg auf den vorhandenen Seiten
S1,...,Sn des Internets zuriicklegt. Er beginnt auf einer zuféllig ausgewéhlten Seite
und folgt in der Regel einem der angegebenen Links. Da er aber entmutigt werden
kann (etwa weil die Links nicht mehr weiterhelfen), darf er gelegentlich auch einmal
auf eine beliebige andere Seite springen. Um das zu prézisieren wird zunéchst ein
Damping Faktor d mit 0 < d < 1 festgesetzt (meist wird d = 0.85 gewéhlt). Er
hat folgenden Einfluss: Auf irgendeiner Seite angekommen folgt der Surfer mit der
Wabhrscheinlichkeit d einem zufillig ausgewéhlten Link, mit der Wahrscheinlichkeit
1 — d springt er vom Zufall gesteuert auf eine beliebige andere Seite des Netzes.
Der PageRank p(S) ist nun erklirt als die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich der
Surfer auf einem sehr langen Weg zu einem zuféllig gewéahlten Zeitpunkt auf der
Seite S befindet. Da N sehr grof) ist, wird p(S) eine sehr kleine Zahl sein, auf jeden
Fall gilt
0<p(S)<1.

Nach den elementaren Regeln fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
p(S1)+...+p(Sy)=1.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ergibt nun eine Beziehung zwischen den verschie-
denen PageRanks. Dazu betrachtet man fiir eine Seite S alle Seiten, die einen Link
auf S enthalten, wir bezeichnen sie mit 77, ..., T}, wobei 0 < n < N —1. Bezeichnet
¢; die Anzahl der Links, die von T; ausgehen, so gilt

p(Th) p(Tn)y 1-d
d ( (&) et Cn )+ N '

p(S) =

Damit kénnte man p(S) nur ausrechnen, wenn die Werte p(T;) schon bekannt wéren.
Aber immerhin erhélt man auf diese Weise ein System von N linearen Gleichungen
fiir die N gesuchten Zahlen p(S1),...,p(SN).

Nach der Theorie kann man ein solches Gleichungssystem 16sen, aber in der Praxis
benotigt man bei groBem N sehr gute und schnelle numerische Verfahren. In der
Griinderzeit des Internets rechnete man noch mit etwa 20 Millionen Seiten, inzwi-
schen ist die Gesamtzahl N uniiberschaubar geworden. Daher kann der PageRank
nur noch fiir ausgewéhlte Seiten berechnet werden. Mehr dazu findet man bei [LM].
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Um das Prinzip erldutern zu kénnen, geben wir ein ganz einfaches Beispiel mit
N = 3, das schematisch so aussieht:

/\

Sg——— S
Wie man daran erkennt, ist

cp=2 und cp=c3=1.

Also lauten die drei Gleichungen fiir p; = p(S;) mit b := £(1 — d):
p1 — dps = b
- %Pl + P2 = b
—dp — dp2 + ps = b

Fiir d = 0.85 erhélt man die Losungen
p1~0.388, p2~0.215, p3~0.397.

Da So weniger verlinkt ist, als S; und S5 ist po nur etwa halb so grofl wie p; und
ps3. Bei kleinerem d haben die Links weniger Einfluss. Etwa fiir d = 0.1 wird

pr A 0.335 , pa ~ 0.317 , p3 ~ 0.348

da sind die PageRanks schon beinahe gleichverteilt.

Eine Variante des Gleichungssystems erhélt man mit Hilfe der Linking Matriz A.
Bezeichnet ¢; fiir 1 < i < N die Anzahl der Links, die von der Seite S; ausgehen,
so hat A fiir 1 <4,j < N die Eintrige

d
as —, falls i# j und S; einen Link auf S; enthélt;
i =9 G

0 sonst.

Im Extremfall d = 1 ist dann (p(S1),...,p(Sn)) ein Eigenvektor der Matrix A
zum Eigenwert 1. Zur Losung solcher Probleme gibt es auch schnelle numerische
Verfahren.
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4 Der Satz vom Politiker. Eine ganz andersartige Fragestellung betrifft
Graphen, das sind Konfigurationen, die aus Punkten und Verbindungsgeraden
(oder Ecken und Kanten) bestehen. Ein Beispiel ist der Windmdihlengraph.

Er hat eine zentrale Ecke und eine gerade Zahl von Ecken am Rand, kann also fiir
jede ungerade Zahl von Ecken konstruiert werden. Interpretiert man die Punkte als
Personen und die Kanten als gegenseitige Freundschaften, so stehen am Rand be-
freundete Paare, und jeder ist mit der Person in der Mitte befreundet. Eine solche
Person, die mit jedem befreundet ist, wird als Politiker bezeichnet, seine ,,Freund-
schaften” sind berufsspezifisch. In dieser Interpretation hat der Windmiihlengraph
dann folgende Eigenschaft:

Je zwei beliebige Personen haben immer ()
genau einen gemeinsamen Freund

Der Satz vom Politiker sagt nun aus, dass Bedingung (x) fiir n Personen nur
dann erfiillt sein kann, wenn n ungerade ist und es einen Politiker gibt. Auflerdem
muss der entsprechende Graph ein Windmiihlengraph sein.

Fiir diesen Satz ist gibt es elementare Beweise. Aber der klarste und iiberzeugendste
wurde von P. ERDOS, A. RENYI und V. Sés mit Hilfe von Linearer Algebra,genauer
Eigenwerten symmetrischer Matrizen gegeben; das findet man bei [A-Z, Kap. 34].
Der Schliissel dazu ist die Adjazenzmatriz A des Graphen: Sind die Personen mit
1,...,n nummeriert, so sind die Eintrige von A gegeben durch

s { 1, wenn 7# j und ¢ mit j befreundet,
ij =

0  sonst.



XIX

Fazit

Unsere kleine Liste von Beispielen fiir Fragen, hinter denen Lineare Algebra steckt,
kénnte man beliebig erweitern. Etwa in [A-B] kann man nachlesen, was in einer
CD versteckt ist, in [A-Z, Kap. 15] findet man Ergebnisse zur berithmten Borsuk-
Vermutung iiber die Zerlegung von Teilmengen des R™ mit beschranktem Durch-
messer. Viele weitere Anwendungen findet man bei G. STRANG [St;] und [Sto].

Um eine mathematische Theorie sachgemifl anwenden zu kénnen, muss man sie
zunéchst sorgfiltig studieren und geniigend verstehen; das gilt auch fiir die Li-
neare Algebra. Daneben kann die Mathematik durch ihren klaren Aufbau und die
Schénheit ihrer Strukturen begeistern; das zeigt sich zu Beginn des Studiums beson-
ders in der Linearen Algebra, fiir die der Leser nun hoffentlich nachhaltig motiviert
ist.
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Kapitel 0
Lineare Gleichungssysteme

Schon die Nummer dieses Kapitels deutet an, daB es zur Motivation und Vorbereitung
der in Kapitel 1 beginnenden systematischen Darstellung dient. Wir haben dafiir das
wichtigste Problem der elementaren linearen Algebra gewiihlt, nimlich lineare Glei-
chungssysteme. Dabei kann man sehr schon die wesentlichen Aspekte vorfilhren: den
geometrischen Hintergrund und die algorithmische Methode. Was auf die spéteren Ka-
pitel verschoben wird, sind die prizisen Beweise mit Hilfe der iiblichen theoretischen
Hilfsmittel.

Wer mit den verwendeten Notationen von Mengen und Abbildungen nicht vertraut
ist, kann bei Bedarf in 1.1 nachsehen.

0.1 Der reelle n-dimensionale Raum

Ein grofer Fortschritt in der Geometrie gelang durch Einfiihrung von Koordinaten, die
man zur Erinnerung an R. DESCARTES auch kartesische Koordinaten nennt. Dadurch
kann man Punkte in den Réumen der Geometrie beschreiben durch Systeme von Zahlen,
und mit den Zahlen kann man rechnen. Diese Methode zur Behandlung geometrischer
Fragen nennt man analytische Geometrie. Die elementarsten Begriffe hierzu seien kurz
erklirt.

0.1.1. Wir gehen aus von den reellen Zahlen, deren Gesamtheit wir mit R be-
zeichnen. Thre Einfiihrung ist Gegenstand der Analysis, in der Geometrie dienen
sie als Zahlengerade, und diese Zahlen kann man nach den iiblichen Regeln ad-
dieren und multiplizieren.

Punkte der Ebene sind festgelegt durch Paare, Punkte des gewdhnlichen Rau-
mes durch Tripel von reellen Zahlen. Fiir die Theorie macht es keine Probleme,
gleich n-Tupel zu betrachten, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist. Damit
erhélt man den reellen Standardraum der Dimension n

B ={x= (X1, X XisenenXy € RY,

d.h. die Menge der geordneten n-Tupel (oder Vektoren) von reellen Zahlen. Ge-
ordnet heift, dal} die Reihenfolge wichtig ist, d.h. zwei n-Tupel (x,, ... , x,) und
(y1,...,¥s) sind genau dann gleich, wenn x; = yy,...,x, = y,. Die Zahlen
Xy, ... , X, heiBen Komponenten von x.

Der Fall n = 0 ist sinnlos, R' ist die Zahlengerade, R? entspricht der Ebene
und R? dem ,,Raum®. Fiir groBere n hat man zunichst keine unmittelbare geo-
metrische Vorstellung mehr, dafiir aber eine ganz andere und sehr realistische
Interpretation. Hat etwa eine Bank n Kunden, so kann man deren Kontostinde
zu einem bestimmten Zeitpunkt mit xy, ... , x, bezeichnen, alle zusammen (und



geordnet!) sind ein ,,Punkt”

X=X, ) eR™.

Die Entwicklung der Kontostéinde im Laufe der Zeit wird dann durch eine ,,Kur-
ve" im R" beschrieben, ihre Beschreibung geht schon iiber den Rahmen der li-
nearen Algebra hinaus. Eine lineare Operation ist etwa die Berechnung der au-
genblicklichen Bilanz. Haben die Einlagen neben dem Nennwert x; einen Bor-
senkurs a;, so ist das bewertete Kapital gegeben durch

axy+...+ax,=b,

ein typischer Fall fiir eine lineare Gleichung.

In der Praxis hat man mehrere Bedingungen, und diese sind meist nicht durch
Gleichungen, sondern durch Ungleichungen gegeben, von der Art, daB fiir die
obige Summe Begrenzungen vorgegeben sind. Und das Problem besteht darin,
einen ,,Gewinn zu optimieren. Zur Losung solcher Aufgaben in der linearen
Optimierung (vgl. etwa [Fi]) bendtigt man geniigende Kenntnisse iiber lineare
Gleichungen, was vielleicht auch einen gewinnorientierten Leser eine Zeit lang
bei der Stange halten kann.

0.1.2. In der linearen Algebra muB man mit n-Tupeln rechnen. Die grundlegen-
den Operationen sind eine Addition

By s ‘xu)+()’1---- ) = (Il+)’1---- a-tn‘!'yn)

und eine Multiplikation mit einer Zahl ). € R

Aol Bpycas i) = (he s g ke X )
Man kann diese Operationen geometrisch deuten, wenn man die n-Tupel als Vek-
toren ansieht, d.h. naiv als Pfeile vom Ursprung 0 = (0, ... ,0) mit Spitze in
x = (xy,...,x,). Fir n = 2 kann man das einfach zeichnen:
3
o o 1 YRR S oY .-‘C +y
z, z, Z '
ﬁ ¥ z’l $1+y1 0 i é} A /\.’L'l

Bild 0.1
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Der Ursprung selbst heilt auch Nullvektor, wenn man ihn addiert, hat das keine
Wirkung. Multipliziert man mit A = 0, so wird jedes x zum Nullvektor. Das
Negative von x ist gegeben durch

—X = ("'-"1‘ e T ) 1

es gilt x + (—x) = 0. Statt x + (—y) schreibt man kiirzer v — y.

Bild 0.2

Nach diesen wenigen Formalititen kénnen wir nun die einfachsten Beispicle
von linearen Gleichungen behandeln. Um die geometrische Anschauung dabei
zu benutzen, betrachten wir zunéchst ausfiihrlich die Fille n = 2und n = 3.
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0.2 Geraden in der Ebene

0.2.1. Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade, das gehort zu
den wenigen Tatsachen der Geometrie, die auch Nicht-Mathematikern einleuch-
ten. Mit Hilfe von Vektoren kann man das so beschreiben: Sind v, v’ € R die
beiden Punkte, so ist w := v’ — v # 0. Die Punkte auf der Geraden L durch v
und v” kann man unter Benutzung eines reellen Parameters ) darstellen als

L={xeR?: esgibteinr € Rmitx = v+ Aiw) = v+ Rw.
v+ Rw

Bild 0.3

Man kann L auch ansehen als Bild der Zahlengerade IR unter der Abbildung
¢: R—>LCR, A v+iw.
Das nennt man eine Parametrisierung der Geraden.
0.2.2. Die zweite Moglichkeit der Beschreibung benutzt eine lineare Gleichung
der Form
ajpxy+ax;=b.
Dabei gelten x;, x; als Unbestimmte und a,, a; € R als Koeffizienten. Die Un-
bestimmten sind variabel, die Koeffizienten fest. Man betrachtet die Menge der
Lisungen
L:= {(xhx;] e R%: aix; +ayx; = b} :

Ista, = a; = 0,s0ist L = @ fiir b # 0und L = R? fir b = 0. Dieser
Fall gilt als ,entartet". Andernfalls miite man im Prinzip alle Paare (x;, x;) in
die Gleichung einsetzen und feststellen, ob sie erfiillt ist. Wenn man das ohne
System tut, wird man dabei sehr selten Gliick haben.

Ein gutes System ist eine Parametrisierung, mit deren Hilfe sich alle Losungen
produzieren lassen. Das ist in diesem Fall leicht zu erhalten.
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1) Ista; = 0 und a,; # 0, so wird die gegebene Gleichung zu
X =—
a
das ist eine zur x,-Achse parallele Gerade, und eine Parametrisierung ist gegeben

durch
b
R—=L, A—=|[|—,A]).
a

Hier ist also die erste Koordinate fest, die zweite frei wihlbar.
Ist @y = 0, aber a; # 0, so hat man nur die Rollen von x,; und x, zu vertau-
schen.

2) Ist a; # O und a; # 0, so kann man die Gerade leicht zeichnen, indem man
die Schnittpunkte mit den Achsen x; = 0 und x, = 0 berechnet:

v

Wiihlt man wieder die x;-Koordinate eines Punktes der Geraden als Parameter
A, so kann man daraus

Bild 0.4

b ﬂzl
n=——-—
a a
berechnen, und eine Parametrisierung der zunichst durch die Gleichung gegebe-
nen Geraden ist gefunden:
b A
Ro>L, Ar> (——“L.A) :

a ay

0.2.3. Zwei Geraden in der Ebene schneiden sich in genau einem Punkt, es sei
denn, sie sind gleich oder parallel. Sind sie durch Gleichungen gegeben, so stellt
sich die Frage, wie man entscheiden kann, welcher Fall vorliegt, und wie man
eventuell den eindeutigen Schnittpunkt findet. Dazu einige
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Beispiele. a) Die Geraden seien gegeben durch
X —x = ]..
X2 = 2.
Der Schnittpunkt p ist ganz einfach zu finden, indem man x; = 2 aus der zweiten
Gleichung in die erste einsetzt: x; = 1+ 2 = 3, also p = (3, 2).
Eine Variante sind die Gleichungen

X1—x3 = 1,
x+3x, = 9.
z, T, +3z,=9 z,
“\H

—z,=1 T, —z,=1

Bild 0.5
Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab und dividiert die Differenz
durch vier, so erhilt man wieder die obigen Gleichungen, und man sieht an den
Zeichnungen, daB der Schnittpunkt der gleiche ist.

b) Die Geraden seien gegeben durch
X —X2
21| = 2]2

]I
b\

Z,4

A

mit beliebigem b. Man sieht sofort, dal sie fiir » = 2 gleich und fiir b # 2
parallel, also ohne Schnittpunkt sind. Darauf kommt man auch durch formales
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Rechnen, wenn man wieder die 2-fache erste Gleichung von der zweiten abzieht.
Das ergibt
Xy — Xz = 1 3
0X| — OX;J_ = b=
Die zweite Gleichung lautet in jedem Fall b = 2. Ist b so gewihlt, kann man sie

weglassen und es bleibt die erste. Ist b # 2 gewiihlt, so ist die zweite Gleichung
nie erfiillt und man kann die erste weglassen.

¢) Nun nehmen wir zu den zwei Geraden aus Beispiel a) eine dritte hinzu:

X —x3 = 1, I
xp4+3x =9, II
Xi+x = 2. I
T, z,

11 ///
I

DYy g
) .

Bild 0.7
Dal sie keinen gemeinsamen Schnittpunkt haben, sieht man an Bild 0.7, wir
wollen es auch durch formales Umformen zeigen. Wie umgeformt wurde, ist
rechts vermerkt.

Xp— X = 1, 1
4x, = 8, M=0-1
2 = 1. =11 —1

Die Gleichungen 11 und M1 verlangen x; = 2und x; = %, das ist ein Widerspruch.

Wie man sieht, sind derartige Umformungen von Gleichungssystemen sehr
wirksam, wir werden in 0.4.6 eine Rechtfertigung dafiir geben. In obigem Bei-
spiel sollte man bemerken, daf die gemeinsamen Schnittpunkte von I mit II und
I mit III erhalten bleiben.
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0.2.4. Den Begriff Gerade hatten wir bisher noch nicht prizise erklirt, das soll
schleunigst nachgeholt werden:

Definition. Eine Teilmenge L C R? heiBt Gerade, wenn es a,, a;, b € R mit
(ay, az) # (0, 0) gibt, so dafi
L={(x;,x2) € B®: ayx; +axxs=5h}.

Dal man eine Gerade genauso gut mit Hilfe einer Parametrisierung beschreiben
kann, ist die Aussage von folgendem

Satz. Eine Teilmenge L C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es v, w € R?
mit w 3 0 gibt, so dafs

L=v+Rw.

Dieser Satz folgt spiter sehr leicht aus der allgemeinen Theorie. Ohne weitere
Hilfsmittel ist der Beweis etwas miihsam, wir wollen es dennoch vorfiihren:

1) Ist L eine Gerade im Sinne der obigen Definition, so gibt es v und w mit den
angegebenen Eigenschaften.

Sei also L gegeben durch ay, a;, b mit (a;, a;) # (0, 0). Wir fiihren den Fall
a, # 0 aus, der Fall a; s 0 geht analog. Indem man im Ergebnis von 0.2.2 4 =0
und A = a, setzt (siehe Bild 0.8), kommt man zu der Definition

b
vi= (a—,{)), w:=(—ana), L :=v+Ruw,
1

und es ist zu zeigen, daB L = L'. Dazuist L < L'und L' C L zu beweisen.

Iy

g

e

Bild 0.8
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a) L C L':1st (x;,x3) € L, soista;x; + a-xs = b. Also gilt fiir A := x;/a,
b
(X;.Ig) = (a— —ﬂz;\, ﬂ|JL) =v+ Aw .
1

Somit ist (x;, x;) € L'.

b) L' € L:Istx € L', so gibt es ein A mit

b
x=v+iw= (—'—agl.a]l) = (X].X'z).
a)

b
Setzt man x; = — — a;A und x; = a,A in die Gleichung von L ein, so erhilt
a

man
ax)+axy =b—amh+aah=b.

Alsoistx € L.

2) Ist L = v + Rw, so ist eine Gleichung zu ﬁ_:}den. Ist v = (v, v2) und

w = (w;, w;) mit w; # 0, so zeigt eine einfache Uberlegung (siehe Bild 0.9),

dal
X3 — W wa
—— = —, also wix; — WXy = Wil — W,V
X — v i

sein mubl. Wir definieren daher @, := ws, a; ;.= —wy, b := w,v; — wyv, und

iz {(Xh.\fg) € RE: ayx) + axxy = b} =
a) L € L': Dazu mul man x = v + Aw = (v; + Aw,;, v2 + Aw;) € L in die
Gleichung einsetzen. Das ergibt
wa(vy + Aw) — w(va + Aws) = wpv — wyvy.

Alsoistx € L.
v+ Rw

(z,,2,)
(v, +w,, v, +w,

Bild 0.9
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b) L' C L: Sei x = (x;, x2) € L'. Dazu muB man ein A € R finden, so da
x=(x,x)=v+iw= (v + 2w, va+ Aw,).

Wegen w, # 0 kann man aus der ersten Komponente ausrechnen, daBl
X —v
[
wy
sein muf. Definiert man A durch diese Gleichung, so folgt aus x € L', dafl auch
b—apx Wal] — WUy — WaX
— X1 _ Wav 1V2 AL et s,
az —w

Alsoistx € L.
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0.3 Ebenen und Geraden im Standardraum R>

0.3.1. Als ,Raum" betrachten wir den dreidimensionalen reellen Raum. Wie in
der Ebene geht durch zwei verschiedene Punkte v, v’ € R® genau eine Gerade
L.Istw:= v —v,soist wiein0.2.1

L={v+iw: LeR}=v+Rw
eine Parameterdarstellung von L. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unterschiede
zur Ebene:

1) Zwei Geraden sind im allgemeinen windschief, d.h. ohne Schnittpunkt und
nicht parallel.

2) Eine lineare Gleichung im R? beschreibt eine Ebene, zur Beschreibung ei-
ner Geraden bendtigt man zwei lineare Gleichungen (d.h. man stellt sie als
Schnitt von zwei Ebenen dar).

Das wird im folgenden genauer ausgefiihrt.

0.3.2. Wir betrachten eine lineare Gleichung der Form
aixy +ax;+ax3=b
und die Menge der Lisungen
E = {(x),x2,x3) € R*: ayx; +axy 4+ asxs = b}.
Istay =a, =a; =0,s0ist E = @firb # 0und E = R? fiir » = 0. Fiir
a; = a; = 0, aber a3 # 0 lautet die Gleichung
b

Xy =—,
as
xa

L
AT

pl P

Bild 0.10
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das ist eine Ebene parallel zur Ebene x; = 0.

xa
/
1
///
A
] P
7 L/
o /;/ Ty
//’/ a|
/./
s L~
%
Z1 L~
T, ///
Bild 0.11
Ist a3 = O und (ay, a2) # (0, 0), so haben wir eine Gerade

L ={(x;, x2) € R*: ayx; +ax; = b},
und E entsteht daraus, indem man alle im Raum dariiber- und darunterliegenden
Punkte dazunimmt, d.h. (siehe Bild 0.11)
E = {(x1, X2, %3) € R®: (x;,x;) € L}.
Sind alle drei Koeffizienten a; # 0, so schneidet E die Achsen an den Stellen
b/a;.

Bild 0.12
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Nach diesen Beispielen eine prizise

Definition. Eine Teilmenge E C R? heifit Ebene, wenn es ay, a3, a3, b € R mit
(ay, ay, a3) # (0,0, 0) gibt, so daB

E = ((x1,x2,x3) € R*: a;x, + azxs + asxs = b}.

0.3.3. Zur Parametrisierung einer Geraden reicht ein Parameter, bei einer Ebene
geht es mit zweien, und zwar wie folgt. In der Ebenengleichung nehmen wir
ay # 0 an (andernfalls vertausche man die Indizes). Wir betrachten die Standard-
ebene R* und bezeichnen die Punkte mit (1, A,). Setzt man x; = A, x; = A, in
die Ebenengleichung ein, so erhilt man

1
x3=—((b—-akr —ay) .
as

Abstrakter ausgedriickt erhélt man eine Abbildung

2 b A A
¢: R’ > R’, (1,,12).-»(1,‘12‘__“_'_'_“2_2)‘
as as az

Eine triviale Rechnung ergibt

b ad @k
ahy +ﬂzlz+ﬂa(— - '—z) =b,
asy das a3
also ist ®(R?) C E, und mit etwas mehr Rechnung als in 0.2.4 kann man zeigen,
daf

&: RP—> E

sogar bijektiv ist. Wir verzichten darauf, das hier vorzurechnen, weil es in 2.3 aus
der allgemeinen Theorie folgt. Die so erhaltene Abbildung & von der Standar-
debene R? auf die in R liegende Ebene E heiBit Parametrisierung. In der oben
angegebenen Form hat sie eine einfache geometrische Interpretation: @ ist die
Umkehrung der Projektion

w: E—> R, (x1, x2, x3) > (21, x2),

auf die Koordinatenebene. Natiirlich gibt es viele andere Parametrisierungen von
E.

Die oben mit Hilfe der Abbildung & angegebene Parametrisierung der Ebene
E kann man noch etwas anders schreiben. Sind u, v, w € R gegeben, so sei

u+Rv+Rw:={x e R’ esgibtr), A € Rmitx =u+Ajv+Aw) .
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xl
Bild 0.13

Das ist das Bild von ¢, wenn man

$(0,0) = (0. 0, E) i

u

a3

o == Wi~ = (1.0.—‘1) y
as

w = @0, 1)—u=(0,1,—f3)
as

wiihlt. z,
I
11
0 3

Bild 0.14
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0.3.4. Nun wollen wir zwei Ebenen schneiden. Dazu zunichst ein

Beispiel. Wir betrachten die Gleichungen

Xi+x+x = -6, I
x+26+3x = -10, I
und formen sie um zu
xi+x+xs = —6, I
Xp+2x; = —4, i=n-1

Der Schnitt der beiden Ebenen ist eine Gerade L, ein Punkt darauf ist festgelegt
durch seine x3-Koordinate. Ubersetzt in eine Rechnung bedeutet das: man wihit
einen reellen Parameter A, setzt x; = A und berechnet erst mit II und dann mit I
Xa = —Zl — 4 )
X = A—=2,
Das ergibt eine Parametrisierung von L
d: R—LCR, A (A—=2,20—4,1).

Ty

Bild 0.15
Hat man allgemein zwei Ebenengleichungen

ajx;+axs+asx; = b, I

I
i
=

ajx, + ayx; + ajx;
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und ist a; # 0, so fiihrt eine Umformung wie oben zu einem Ungliick, wenn es
ein ¢ € R gibt mit

(a}, a3, a3) = (gay, gas, 0as) . (*)

Dann wird nimlich die linke Seite von I := II — g - I gleich Null. Das hat einen
geometrischen Hintergrund, denn () bedeutet, da} die durch I und II beschrie-
benen Ebenen parallel oder gleich sind. Ein priziser Beweis davon kann spiiter
leicht nachgeholt werden (vgl. Aufgabe 8 zu 2.3).

0.3.5. Nun schneiden wir schlieBlich drei Ebenen im R,

Beispiel. Wir nehmen zu dem Beispiel aus 0.3.4 noch eine Gleichung dazu:

,1‘1+,'('1+X3 = —6, I
xp+2x4+3x; = —10, I
2x; 4+ 3x;+6x3 = —18, I
$2's
I
II
I11

Bild 0.16

Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt. Um ihn zu berechnen, formen
wir wieder um. Die erste Runde ergibt
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b
I
/ £ -1
- 2
11 il
1
zi
Bild 0.17
xp+x4+x3 = —6, I
x2+2x; = —4, M=1-1
x+4x; = —6. I = I — 21

Um den Schnittpunkt ganz schematisch ausrechnen zu koénnen, formen wir i}
noch einmal um zu

2 =—2. M=M1-i

Damit ergibt sich durch Einsetzen von unten nach oben

x3 = —1 nach I11 ,
x; = =2 nach 11 r
x = =3 nachl.

Der einzige Schnittpunkt der drei Ebenen ist also (=3, =2, —1).

Ob dieses Verfahren im allgemeinen einen einzigen Schnittpunkt liefert, hingt
ganz von den Koeffizienten der drei Gleichungen ab (vgl. 2.3.6).
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Bild 0.18
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Aufgaben zu 0.3

1. Zeigen Sie, dass fiir zwei Punkte v, w € R" die folgenden Bedingungen &quivalent
sind:

i) v#0,undesgibtkeing e Rmitw =g -v.
ii) w#0,undesgibtkeinge Rmitv=p-w,
iii) Sind A, i € R mit Av + pw = 0, so folgt notwendigerweise A = . = 0.

Man nennt v und w linear unabhiingig, falls eine der obigen Bedingungen erfiillt ist. v
und w heilen linear abhingig, falls sie nicht linear unabhiingig sind. Im untenstehenden
Bild sind v und w linear unabhiingig, v und u/ linear abhingig.
w
b

" 0

Bild 0.19
2. a) Beweisen Sie, dass eine Teilmenge E des R genau dann eine Ebene ist, wenn es
Vektoren u, v, w € R? gibt, so dass v und w linear unabhingig sind und

E=u+Rv+RERw.
b) Finden Sie fiir die Ebene E = {(.\'1. x2.x3) € B3 3x) —2x0 +x3 = —1 } eine Para-
metrisierung.
¢) Geben Sie fiir die in Parameterdarstellung gegebene Ebene
E=(1,23)+R-(4,56)+R-(7,8,9)

eine beschreibende lineare Gleichung an.

3. Zeige Sie: Sind x, y, z € R drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, so gibt
es genau eine Ebene E € R?, die x, v und z enthilt, nimlich

E=x4+R-(x—y+R-(x—2).
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0.4 Das Eliminationsverfahren von GAUSS

0.4.1. Nach den vielen Spezialfillen und Beispielen ist der Leser hoffentlich
geriistet fiir den allgemeinen Fall. Die Zahl n € N ist die Zahl der Unbestimm-
ten, davon unabhéngig kann man eine Zahl m € N fiir die Anzahl der linearen
Bedingungen wihlen. Da m die Anzahl der verfiigharen Buchstaben iiberschrei-
ten kann, verwenden wir fiir die Koeffizienten a;; doppelte Indizes. Das Glei-
chungssystem lautet also:

apxi+ ... +apx, = b
(%)
am X+ ... +apxy, = by,
und gesucht ist die Menge der (x, ... , x,) € R", die alle Gleichungen erfiillen.

Das System (#) ist mithsam aufzuschreiben. Ein Meister in iibersichtlichen
Rechenverfahren war A. CAYLEY, der auch erstmals systematisch Matrizen
verwendete. Das hilft hier sofort. Die Koeffizienten a;; schreibt man, wie sie
in (%) vorkommen, als rechteckiges Schema (Matrix genannt)

ap s+ Qi
A=
iy - dpp
Nun ist der Kniff, nicht die liegenden Vektoren (oderZeilen) (xy, ..., x,) und
(b1, ..., b,) zu betrachten, sondern entsprechend der Anordnung der b; in (%)
die stehenden Vektoren (oder Spalten)
Xy by
X = : und b :=
Xy by,

Zwischen der Matrix A und der Spalte x der Hohe n erkldrt man ein Produkt,
das eine Spalte der Hohe m ergibt:

apnx; + ... + apxa

amXx; + ... + GupXp
Dabei ist entscheidend, daB x so viele Zeilen wie A Spalten hat. Das lineare
Gleichungssystem (*) kann man dann in der Form

A-x=b ()
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schreiben, wobei das eine Gleichheit von zwei Spalten mit jeweils m Zeilen be-
deutet. Diese geschickte Schreibweise ist gewohnungsbediirftig und auch etwas
gefihrlich, weil man leicht vergessen kann, was sie explizit bedeutet.

Man nennt A die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Hingt
man die Spalte b noch an, so erhilt man die Matrix

ay -+ ay b
(A, b):= : A
my 1 Omg bm
sie heiBt erweiterte Koeffizientenmatrix. Darin ist alle Information iiber das
Gleichungssystem enthalten.

Hat eine Matrix A insgesamt m Zeilen und n Spalten, so spricht man zur
Abkiirzung von einer (m x n)-Matrix. Man schreibt dafiir A = (a;;), die reellen
Zahlen a;; heiBlen Eintrdge von A.

Eine andere Methode, das Gleichungssystem () kiirzer aufzuschreiben, be-
nutzt das Summenzeichen . Allgemein ist

Ec}- =t 0.
j=1

Dabei heiBit j der Summationsindex, man kann ihn durch jeden anderen Buch-
staben ersetzen. In dieser Schreibweise lautet die i-te Gleichung

n
Za”xj = b,‘ T
=1

das ganze System also

Za,-jx_,- =b firi=1;.. m. (")
J=1
Welche Schreibweise man bevorzugt, ist nebensachlich. Wir werden vorwiegend
A -x = b benutzen, weil dabei die geringste Anzahl von Buchstaben erforderlich
ist.

0.4.2. Nachdem eine energiesparende Schreibweise fiir Gleichungssysteme ver-
einbart ist, kénnen wir das Problem der Losung in Angriff nehmen. Die Ld-
sungsmenge ist nach Definition gleich

Los(A,b) :={x eR": A.-x=b},
wobei x als Spaltenvektor geschrieben ist. (Diese suggestive Bezeichnungsweise
habe ich bei [J] entdeckt; ich konnte nicht der Versuchung widerstehen, sie zu
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iibernehmen.) Das System zu [dsen heilt, eine effiziente Methode zur Beschrei-
bung der Menge Los (A, b) anzugeben. Was wir schlieBlich erhalten werden, ist
eine Zahl k € N und eine explizit angebbare bijektive Abbildung
®: R*— Lés(A,b) CR",

sie heiBt Parametrisierung. Die Berechnung von & mit Hilfe des nach C.F.
GAUSS benannten Eliminationsverfahrens ist recht einfach, das ist Ziel dieses
Kapitels. Der Nachweis der guten Eigenschaften von & erfordert etwas
Theorie und wird in Kapitel 2 nachgeholt. Der abstrakte Hintergrund von linea-
ren Gleichungssystemen wird schlieBlich in Kapitel 6 erldutert.

0.4.3. In den Beispielen aus 0.2 und 0.3 hatten wir Gleichungssysteme so lange
umgeformt, bis eine Parametrisierung schrittweise ,,von unten nach oben* be-
rechnet werden konnte. Beispiele fiir so umgeformte Koeffizientenmatrizen A

waren
1 CE R |
1 -1 1 1.4
: , 01 2
0 1 01 2
002
Die Nullen zu Beginn der Zeilen haben dabei eine typische Staffelung, die

Trennlinie von den anderen Eintrdgen hat Stufenform.

Definition. Eine m x n-Matrix A = (a;;) heiBt in Zeilenstufenform, wenn sie
von der folgenden Form ist:

® \

\ )

Dabei miissen die Eintrige an den mit ® markierten Stellen ungleich Null sein,
und unterhalb der eingezeichneten ,,Stufenlinie diirfen nur Nullen stehen.

Damit auch die Grenzfille klar geregelt sind, kann man diese Definition noch
priziser aufschreiben. A ist in Zeilenstufenform, wenn folgendes gilt:

1. Es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m, so daB in den Zeilen mit Index 1 bis r
jeweils nicht nur Nullen stehen und in den Zeilen mit Index r + 1 bis m nur
Nullen stehen.
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2. Fiir jedes i mit 1 < < r betrachten wir den niedrigsten Index j; der Spalte,

in der ein Eintrag ungleich Null steht, in Zeichen

Ji= m-ln{.)'l ajj #0}.
Offensichtlich ist 1 < j; < n, und die zusitzliche Stufenbedingung lautet
Ji< v <
Man beachte, daB der Fall » = 0 zugelassen ist; dann sind alle Eintrige von A
gleich Null. Die besonders ausgezeichneten und oben durch ® gekennzeichneten
Eintrige
Ajys -+ o Ay,

heiBen Pivots (auf deutsch Angelpunkte) von A. Sie sind nach Definition von
Null verschieden.

Beispiel. Fiir

istm=4,n=Tr=3,1=2, =3 j=6.

Besonders einfach aufzuschreiben ist der Spezialfall, in dem
JE= T o 22 S0

Dann hat A die Form

Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der
Unbekannten des entsprechenden Gleichungssystems, kann man das stets errei-
chen. Fiir die Praxis ist das nebenséchlich, aber fiir die Theorie kann man sich
dadurch die ldstigen Doppelindizes j; ersparen.

0.4.4. Nun geben wir ein Losungsverfahren fiir ein lineares Gleichungssystem
an, bei dem die Koeffizientenmatrix A in Zeilenstufenform ist. Zur Vereinfa-
chung nehmen wir an, daB die Pivots in den ersten r Spalten sitzen. Dann hat die
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erweiterte Koeffizientenmatrix die Gestalt
( ayy bl \

an

(A, b) =

Qry b,

0 br+l

\ b )
mitay; #0,...,a, # 0.Die Eintrdge b,,, ... , b, sind entscheidend fiir die
Frage, ob es iiberhaupt eine Losung gibt.
Bemerkung. Gibt esein b; # 0mitr + 1 <i < m, so ist Lés (A, b) leer.
Beweis. Die i-te Gleichung lautet

O-xy+...40-x,=5b; #0.
Diese Bedingung kann kein x erfiillen. O

Im gegenteiligen Fall
byi=...=by=0

geben wir nun eine Methode an, Losungen zu konstruieren. Dazu unterscheiden
wir zwischen zwei Arten von Variablen:

X1y oo Xy sind freie Variablen, sie konnen alle beliebigen Werte annehmen.

X\, ..., X, sind gebundene Variablen, sie sind eindeutig dadurch festgelegt,
fiir welche Werte sich die freien Variablen entschieden haben.

Das kann man so beschreiben. Man setzt k := n — r, das ist die Zahl der freien

Variablen, wiahlt A, ... , A; € R als Parameter, und setzt
Xral = AL, X =Az, ..., X = Mg
Zur Berechnung der x, ... , x, daraus beginnt man mit der r-ten Gleichung

ap X, + apppihy + oo+ = b, .
Daraus erhilt man

1
Xy =—(by — Arrpihy — ... —amhy) .
arr

Setzt man das in die (r — 1)-te Gleichung ein, erhilt man analog
Xy =d_1,b + d!—l‘rb.r o RV I R S N
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wobei die auftretenden Zahlen ¢ und d von den Eintriigen der Zeilen r — 1 und r
aus der Matrix A abhingen. Fahrt man so fort, erhilt man schlieBlich

X =d||b1 +...+d|rb,-+('||l| + ...tk
Insgesamt ergibt sich eine Abbildung
¢: R* — Los(A,b) CR",

(J\.],... ,)L*] = (X|,... ,X,—.)L|.”. .lk).
wobei fiir x|, ..., x, die oben berechneten von 4, ... , A, den Eintrigen von
Aund by, ..., b, abhingigen Ausdriicke einzusetzen sind. Da hierfiir nach den

obigen Rechnungen alle r Gleichungen erfiillt sind, liegen die Werte von @ in
der Losungsmenge Los (A, b). Man hat also fiir beliebig gewihlte Parameter
Al, ..., A eine Losung des gegebenen Gleichungssystems erhalten. 0
Beispiel. Ist A die (4 x 7)-Matrix aus 0.4.3, und wihlt man

b[=3, b2=1. b3=2. by =0,
so sind die Losungen von A - x = b also in Spalten geschrieben gegeben durch

[ x1 ) (ll \
0 320 -30— 30
x3 L 30— 20+ LA
xx | =1 »
X5 A3
Xg 21k
A
0 ) (1) 0 ) [0 (0
2 0 -2 -3 =
! 0 -3 2 1
=lo|+m]o|+rx]| 1 ]+xn| of+x]| o
0 0 1 0
; 0 0 -4
o) o)\ o) o) \ 1)

0.4.5. Einen wichtigen Spezialfall wollen wir noch erwihnen: Ist die Matrix A
quadratisch, so hat man ebensoviele Gleichungen wie Unbekannte. Ist speziell
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A auf Zeilenstufenform mit r = n, so ist
(€3]
&
A= ) :
0 @

und es gibt wegen k = n — r = 0 keinen freien Parameter, also eine einzige
Losung

X=(.r[,....):"),
die man wieder von unten nach oben berechnet. Ist iiberdies
bi =v=b;=0; soist x,=..i=xi =0,

man erhilt also nur die friviale Losung. Beispiele fiir eindeutig 16sbare Glei-
chungssysteme findet man in 0.2.3 a), 0.3.5 und Aufgabe 2.

0.4.6. Nachdem wir gesehen haben, wie sich ein Gleichungssystem in Zeilen-
stufenform losen 14Bt, versuchen wir nun, ein beliebiges System auf diese Form
zu bringen. Dazu benutzen wir zwei Arten von elementaren Zeilenumformungen
der erweiterten Koeffizientenmatrix:

1) Vertauschung von zwei Zeilen.

2) Addition der A-fachen /-ten Zeile zur k-ten Zeile, wobei 0 # A € Rundi # k
ist.

Diese Umformungen sind gerechtfertigt durch den

Satz. Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssy-
stems, und (fi. b) aus (A, b) durch endlich viele elementare Zeilenumformun-
gen entstanden. Dann haben die Systeme A - x = b und A - x = b gleiche
Lésungsriume, in Zeichen Los (A, b) = Lis (A, b).

Vorsicht! Man beachte, daB Spaltenumformungen eine vollig andere Wirkung
haben, weil dadurch die Unbekannten ,,gemischt* werden. Das ist unerwiinscht.
Nur Vertauschungen in den ersten n Spalten sind ungefihrlich, sie bewirken le-
diglich eine Umnumerierung der Unbekannten.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dafl der Lésungsraum bei einer einzigen elemen-
taren Zeilenumformung unverindert bleibt, denn dann éndert auch Wiederholung
nichts.

Typ 1) ist vollig unproblematisch, weil alle Gleichungen simultan erfiillt sein
miissen, die Reihenfolge ist gleichgiiltig.
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Bei Typ 2) mull man etwas rechnen. Da nur die Zeilen i und k betroffen sind,
geniigt es zu zeigen, daB die beiden aus jeweils zwei Gleichungen bestehenden
Systeme

anxi+...tapx, = b (%)
QX+ oo+ uuky = by
und
anx;+...+apxxy = b 1))
(an +Aaipxy + ..o+ (ae + Aajp)x, = by + Ab;
gleiche Losungsrdume haben. Erfiillt x = (x,, ..., x,) die Gleichungen (%), so

auch die erste von (%), und durch Addition der A-fachen ersten Gleichung von (%)
zur zweiten die zweite Gleichung von (¥). Umgekehrt folgt durch Subtraktion
der A-fachen ersten Gleichung aus (¥) von der zweiten auch die zweite Gleichung
aus (). O

Was bei Umformungen vom Typ 2) geometrisch vorgeht, sieht man am einfachs-
ten in der Ebene. Zwei Gleichungen beschreiben zwei Geraden, die Losungs-
menge besteht aus den Schnittpunkten (keiner, einer, oder eine ganze Gerade,
vgl. 0.2). Was verschiedene Faktoren A bewirken, wollen wir am besten an ei-
nem Beispiel zeigen: Gegeben seien Geraden

L; durch x;=1 und L; durch x;, —x;=2.

:c')
L Liyai
Ly
(2,2)
2,0 .
(1 ] "1)

Bild 0.20
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Dann ist

Ly gegebendurch (14 A)x; —xpx=2+4A.
Diese Schar von Geraden mit Parameter A geht durch (1, —1), sie enthilt alle
Geraden durch (1, —1) mit Ausnahme von L;, und die Zahl A ist am Schnittpunkt
mit der Geraden x; = 2 zu sehen.

0.4.7. Der letzte und am schwierigsten in allgemeiner Form aufzuschreibende
Schritt ist enthalten in dem

Satz. Jede Matrix A kann man durch elementare Zeilenumformungen in eine
Matrix A in Zeilenstufenform iiberfiihren.

Beweis. Wir geben ein konkretes Verfahren an, das schrittweise durchgefiihrt
wird und so aufgebaut ist, daB daraus ohne grofie Schwierigkeiten ein Com-
puterprogramm gemacht werden kann. Wer durch die vielen Indizes verwirrt
ist, moge zunichst das unten angegebene Beispiel studieren, bei dem drei Run-
den notig sind.

Sei A eine m x n-Matrix. Ist A = 0, so hat A nach Definition schon Zeilen-
stufenform mit r = 0.

Ist A # 0, so gibt es mindestens einen Eintrag # 0. Also gibt es mindestens
eine von Null verschiedene Spalte, wir wihlen die mit dem kleinsten Index j,,
in Zeichen

Jir=min{j: es gibtein i mita;; # 0}.
Ist a;;, # 0, so kdnnen wir es als Pivot wihlen. Andernfalls suchen wir uns ein
a;,j, # 0 und vertauschen die Zeile 1 mit der Zeile i,. Das ist schon die erste
Zeile von A, also gilt fiir den ersten Pivot
al.ﬁ =4 -
Durch Umformungen vom Typ 2) kann man alle unterhalb von a,;, stehenden
Eintrige zu Null machen. Ist a einer davon, so soll

a—+ A'&UI =0
werden, also hat man a
A=——ro ()
ayjy
zu wiihlen. Das Ergebnis dieser Umformungen ist von der Gestalt
0 0 ay #--n- *
0
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wobei an den mit * markierten Stellen irgendwelche Eintrige stehen. Die Matrix
As hatm — 1 Zeilen und n — j, Spalten.

Im zweiten Schritt macht man mit A, das Gleiche wie oben im ersten Schritt
mit A = A,: Ist A, = 0, so hat A, schon Zeilenstufenform; andernfalls suche
man j, > j, und den Pivot a,;,. Die dabei nitigen Zeilenumformungen von A,
kann man auf die Zeilen 2 bis m von A, ausdehnen, ohne daB sich in den Spalten
1 bis j, etwas dndert, denn dort stehen nur Nullen.

Ist A; umgeformt, so erhilt man Ai, u.s.w. Das Verfahren mufl abbrechen,
weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der Matrizen A, abnehmen, oder weil im
Lauf des Verfahrens eine Matrix A; = 0 entsteht. Das Endergebnis ist

&Ul * o e o *

a2j

bl‘
Il

m}

Beispiel. Damit der Gang der Rechnung mit dem bloBen Auge zu erkennen ist,
sind die Eintrige so gewihlt, daB sie ganzzahlig bleiben.

00129 03459 0|3 45 9
4= 03459 00129 0012 9
06789 067289 00i-1-2-9
09999 09999 00-3-6-18

[==T == | (S R ¥ ]

4
1

0
0

00009 00

Bei dem oben allgemein beschriebenen Verfahren wird aus r verschiedenen
Spalten jeweils ein Eintrag als Pivot ausgewihlt, Kandidaten sind alle von Null
verschiedenen Eintriige. Fiir die Theorie wird sich spiter zeigen, daf das Ergeb-
nis nicht von der Wahl abhangt. Fiir die Praxis ist es vorteilhaft, den vom Betrag
her griBten Eintrag zu wihlen, weil entsprechend (#) durch den Pivot dividiert
wird, und kleine Nenner zu groBen Schwankungen fiihren konnen (vgl. Aufgabe
4).
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0.4.8. Nun ist das Eliminationsverfahren von GAUSS fiir ein System von m li-
nearen Gleichungen und n Unbestimmten mit reellen Koeffizienten komplett,
wir fassen die einzelnen Schritte noch einmal zusammen:

1) Man schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf.

2) Man bringe A auf Zeilenstufenform und forme dabei die Spalte b mit um.
Ergebnis ist (A, b), insbesondere die Zahl r. Beachte, daB in der b-Spalte
kein Pivot gesucht wird!

3) Man lese an b ab, ob es Losungen gibt und wenn ja, berechne man die Para-
metrisierung

®: R"" — Los(A,b) =Los(A,b) CR"
der Losungsmenge.

Nun zu der entscheidenden Frage nach den Eigenschaften der so erhaltenen
Abbildung &, der Parametrisierung der Losungen. Zu verschiedenen k-Tupeln
von Parametern gehéren auch verschiedene Losungen, da die Parameter direkt
in die letzten k Komponenten der Losung eingetragen werden (vgl. 0.4.4). Also
ist @ injektiv. Bleibt die Frage, ob & surjektiv ist, d.h. ob alle Lésungen von der
Parametrisierung erreicht werden.

Zur Beantwortung der letzten Frage mufl man etwas arbeiten. Insbesondere
ist zu zeigen, daB die mit Hilfe der Umformungen erhaltene Zahl r nur von der
Matrix A und nicht vom Verfahren (etwa der Auswahl der Pivots) abhingt. Man
kann das alles relativ direkt angehen, aber viel schoner geht es mit Hilfe von
etwas Theorie, die ja ohnehin schmackhaft gemacht werden soll. Die Zahl r wird
sich als Rang der Matrix A erweisen, und die Losungsmenge Los (A, b) hat die
Struktur eines affinen Raumes der Dimension k = n — r. In dieser Situation folgt
die Surjektivitéit von & aus der Injektivitit, die Begriindungen werden in 2.3
nachgeholt. Das soll aber nicht daran hindern, schon vorher Gleichungssysteme
zu lésen, wenn sie auftreten.

Aufgaben zu 0.4

1. Losen Sie folgende lineare Gleichungssysteme:
a)
X2 +2x3 +3x4 =
xp +2x2 +3x3 +4xy =
2x; +3x Hdx; 453 =
3x; +4x; +5x3 +6xg4 =

oo oo
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b)
—6x; 46x2 +2x3 —2xy =

2
—9x; 4+8xp +43x3 -2x4 = 3
1
5

—3ix +2x: 4+ x3
—15x; +l4x; +5x3 —dxy

Il

2. Geben Sie die Losung des linearen Gleichungssystems an, das durch die folgende
erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben ist:

1 -1 2 =3|] 7

4 0 3 1| 9

2 -5 1 0]-=2

3 -1 -1 2|-2

3. Bestimmen Sie, fiir welche + € R das folgende lineare Gleichungssystem in Ma-
trixdarstellung ldsbar ist und geben Sie gegebenenfalls die Lsung an.

2 4 2|12t
212 712t 47
Tt+8

1 10 6
4. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem auf einem Taschenrechner mit ei-
ner Rechengenauigkeit von n Stellen hinter dem Komma (Abschneiden weiterer Stellen
ohne Rundung!) fiir ¢ = 107% fiir grofer werdendes k& < n, und zwar einmal mit dem
Pivot & und einmal mit dem ,,maximalen Zeilenpivot* 1 der ersten Spalte.
x+y 2,
ExX+y 1.

Beschreiben Sie den geometrischen Hintergrund dieser Umformungen.




Kapitel 1
Grundbegriffe

Zu Beginn dieses Kapitels erkldren wir die grundlegenden Begriffe der Algebra, die an
den verschiedensten Stellen der Mathematik auftauchen. Wie intensiv man dies bei der
ersten Lektiire studieren soll, ist eine Frage des Geschmacks. Wer gar keinen Appetit dar-
auf verspiirt, kann sofort bis nach 1.4 weiterblattern, wo die wirkliche lineare Algebra,
niamlich die Theorie der Vektorrdume, beginnt, und das, was er von den Grundbegriffen
spiter bendtigt, bei Bedarf nachschlagen.

1.1 Mengen und Abbildungen

Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff, Menge" erklart
werden kann; das ist Gegenstand der mathematischen Grundlagenforschung. Fiir die
Zwecke der linearen Algebra geniigt es, einige elementare Regeln und Bezeichnungen
zu erlidutern. Wer an einer fundierten Darstellung interessiert ist, moge zum Beispiel
[F-P] konsultieren.

1.1.1. Die endlichen Mengen kann man im Prinzip durch eine vollstindige Liste
ihrer Elemente angeben. Man schreibt dafiir
X = {xuas Xt
wobei der Doppelpunkt neben dem Gleichheitszeichen bedeutet, daf8 das links
stehende Symbol X durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird. Die
x; heiBen Elemente von X, in Zeichen x; € X. Man beachte, da} die Ele-
mente x; nicht notwendig verschieden sein miissen, und daB die Reihenfolge
gleichgiiltig ist. Man nennt die Elemente x|, ... , x,, € X paarweise verschieden,
wenn
x; # x; fiiri # j. In diesem Fall ist n die Anzahl der Elemente von X.
Die leere Menge @ ist dadurch gekennzeichnet, daf} sie kein Element enthalt.
Eine Menge X' heilt Teilmenge von X, in Zeichen X' C X, wennaus x € X’
immer x € X folgt. Es gilt
X=Y&XCcYundY CX.
Die einfachste unendliche Menge ist die Menge
Ni=1{0,1;2,3,.:.}
der natiirlichen Zahlen. Man kann sie charakterisieren durch die PEANO-Axiome
(vgl. [Z]). Diese enthalten das Prinzip der vollstiindigen Induktion:

Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:
a) 0eM,
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b)neM=n+1eM.
Dann ist M = N,

Mancher Leser wird sich an dieser Stelle zum ersten Mal — aber sicher insgesamt
nicht zum letzten Mal — dariiber wundern, daf die Bezeichnungen in der Mathe-
matik nicht einheitlich sind. So wird die Null manchmal nicht als natiirliche Zahl
angesehen. Es gibt Versuche, hier durch DIN-Normen Ordnung zu schaffen (vgl.
[DIN]), aber viele Mathematiker lieben mehr ihre Freiheit, als Normblitter.

Durch Erweiterungen von Zahlbereichen erhilt man ausgehend von N die gan-
zen Zahlen

&=10,41, =1, 42; =24,

die rationalen Zahlen
Q= f: PqEZ, q#O} ;

und etwa als Dezimalbriiche oder Cauchy-Folgen rationaler Zahlen die reellen
Zahlen R. Es ist

NcZcQcRcC,
wobei die in gewisser Weise abschlieBende Erweiterung zu den komplexen Zah-

len C in 1.3.3 und 1.3.9 behandelt wird. Einem Leser, der mehr iiber den Aufbau
der ,,Zahlen" wissen mochte, sei [Z] empfohlen.

1.1.2. In der linearen Algebra werden wir mit solchen Mengen auskommen, die
sich aus den in 1.1.1 angegebenen Mengen mit Hilfe einiger elementarer Opera-
tionen ableiten lassen.

Aus einer gegebenen Menge X kann man Teilmengen auswihlen, die durch
gewisse Eigenschaften der Elemente charakterisiert sind, in Zeichen

X' :={x € X: x hat die Eigenschaft E} ,
zum Beispiel X' := {n € N: n ist gerade}.
Sind X, ..., X, Mengen, so hat man eine Vereinigung
XjU...UX, = {x: esgibteini € {1,...,n} mitx € X}
und den Durchschnitt
XiNn...NnX,:={x: xeX firallei € {I,....,n}}.

An einigen Stellen wird es notig sein, Vereinigungen und Durchschnitte von
mehr als endlich vielen Mengen zu betrachten. Dazu verwendet man eine Menge
I, die Indexmenge heibt, so dab fiir jedes i € [ eine Menge X; gegeben ist. Dann
sind Vereinigung und Durchschnitt erkldrt durch
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UX,- = {x: esgibteini € I mitx € X;},
iel
() X::={x: x e X, firallei € I} .

iel

Istetwa /] = M und X; := [—i, {] C R fiir jedes i € N ein Intervall, so ist
JXi=R ud [)X;={0}.
ieM el

Ist X' C X eine Teilmenge, so nennt man
XxX'::[xEX: _rgéX’]
die Differenzmenge (oder das Komplemenr).

1.1.3. Zur Beschreibung von Beziehungen zwischen verschiedenen Mengen
verwendet man , Abbildungen”. Sind X und ¥ Mengen, so versteht man unter
einer Abbildung von X nach Y eine Vorschrift f, die jedem x € X eindeutig ein
f(x) € Y zuordnet. Man schreibt dafiir

f: X=>VY, x0 f(x).
Man beachte den Unterschied zwischen den beiden Pfeilen: ,,—" steht zwischen
den Mengen und ,4—" zwischen den Elementen.

Zwei Abbildungen f: X — Y und g: X — Y heiBen gleich, in Zeichen
f = g.wenn f(x) = g(x) fir alle x € X. Mit

Abb(X,Y)
bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Ein Problem bei dieser Definition einer Abbildung ist, daB nicht prizisiert
ist, in welcher Form die Abbildungsvorschrift gegeben sein soll (genauso wenig
war festgelegt worden, in welcher Form die charakterisierende Eigenschaft einer
Teilmenge vorliegen soll). Besonders einfach zu beschreiben sind Abbildungen,
bei denen f(x) durch eine explizite Formel angegeben werden kann, etwa im
Fall X =Y = R durch

fay=ae, fo=ts, FE=Wi.

Bild 1.1



1.1 Mengen und Abbildungen 35

Die letzte Vorschrift ist schon problematisch, weil es fiir positive reelle Zahlen
zwei und fiir negative keine Quadratwurzel gibt. Eine Abbildung im Sinn der
Definition liegt nur vor, wenn man negative x ausschlieBt und fiir positive x eine
Waurzel (etwa die positive) auswihlt. Dann hat man eine Abbildung

fi: Ry —> Ry, -"'—’+\/-_-

wobei R, := {x e R: x = 0}.
Mit einer Abbildung kann man nicht nur Elemente, sondern auch Teilmengen
bewegen. Seialso f: X — Yund M C X, N C Y. Dann heifit

f(M):={yeV¥: esgibteinx e M mity = f(x)}C ¥

das Bild von M (in Y), insbesondere f(X) das Bild von X in ¥, und
FUN)y={xeX: fx)eN}CX
das Urbild von N in X. Man beachte, daf fiir eine einelementige Menge
N = {y} das Urbild
o= f"thcx

eine Teilmenge ist, die aus mehreren Elementen bestehen, aber auch leer sein
kann (etwa bei f(x) = x?). Daher ist ' im allgemeinen keine Abbildung von
Y nach X im Sinn der Definition.

Noch eine Bezeichnungsweise: Ist f: X — Y eine Abbildung und M C X
eine Teilmenge, so nennt man

fIM: M—=Y, x f(x),

die Beschrinkung von f auf M. Sie unterscheidet sich von f nur durch den
eingeschrinkten Definitionsbereich. Ist ¥ C Y’ eine Teilmenge, so ist es iiblich,
mit f: X — Y’ auch die Abbildung mit dem ausgedehnten Bildbereich zu
bezeichnen.

1.1.4. Besonders wichtige Eigenschaften von Abbildungen haben eigene Na-
men. Eine Abbildung f: X — Y heilit

injektiv, falls aus x, x’ € X und f(x) = f(x') stets x = x' folgt,

surjektiv, falls f(X) =Y,
d.h. falls es zu jedem y € Y ein x € X gibt mit y = f(x),

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € ¥ genau ein x € X mit f(x) = y. In
diesem Fall kann man also eine Umkehrabbildung

f"': Y= X, yl—-b,r:f_](y) mit y = f(x)
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erklidren. Man beachte, daB das Symbol f~! in verschiedenen Bedeutungen vor-
kommt:

— bei einer beliebigen Abbildung ist fiir jede Teilmenge N C Y das Urbild
f~Y(N) C X eine Teilmenge,

— ist f bijektiv, so besteht fiir die einelementige Teilmenge {y} C Y das Urbild
£~ '({y}) aus einem Element x, in Zeichen

b = (x),

dafiir schreibt man dann f~'(y) = x.
Durch systematisches Ziahlen beweist man den folgenden einfachen

Satz. Ist X eine endliche Menge, so sind fiir eine Abbildung f: X — X folgende
Bedingungen dquivalent:

i) f istinjektiv,
i) f ist surjektiv,

iif) f ist bijektiv.

Beweis. X bestehe aus n Elementen, also X = {x;, ..., x,}, wobein € N ist und
die x; paarweise verschieden sind.

i) = ii): Wir zeigen ,nicht surjektiv* = nicht injektiv. Ist f(X) # X, so
besteht f(X) aus m < n Elementen. Nun besagt das sogenannte Schubladen-
prinzip von DIRICHLET: Verteilt man n Objekte irgendwie in m Schubladen,
wobei m < n, so gibt es mindestens eine Schublade, in der mehr als ein Objekt
liegt. Also kann f nicht injektiv sein.

ii) = i): Ist f nicht injektiv, so gibt es x;, x; mit x; # x;, aber f(x;) = f(x;).
Dann kann f(X) hochstens n — 1 Elemente enthalten, also ist f nicht surjektiv.

Wegen ii) = 1) folgt auch ii) = iii), iii) = i) ist klar. Damit sind alle méglichen
Implikationen bewiesen. 0

1.1.5. Sind X, Y, Z Mengenund f: X — Y sowie g: Y — Z Abbildungen,
so heilit die Abbildung

gof: X=>Z, x=g(f(x)=:(gofHx)
die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von f und g (man sagt g kom-
poniert mit f fiir g o f). Man beachte dabei, daB die zuerst angewandte Abbil-
dung rechts steht, im Gegensatz zum Diagramm

¥ dop ey g
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Daher konnte man das Diagramm besser umgekehrt schreiben:
z<&y Lox.
Bemerkung. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildun-
genf: X—>Y g:Y—> Zundh: Z— Wist
(hog)of=ho(gof).
Beweis. Ist x € X, so ist

((hog)o f)(x) (hog)(f(x)) =h(g(f(x))

h((go f)x) = (ho(gof))(x). o

I

Vorsicht! Die Komposition von Abbildungen ist i.a. nicht kommutativ. Ist

f: R->R, xH—>x+1,

g: R—>R, x> x2,

soist (fog)(x) =x>4+1und (go f)(x) = (x +1)%also fog #go f.
Um eine etwas andersartige Charakterisierung von Injektivitdt und Surjektivitit
zu erhalten, erkldren wir fiir jede Menge X die identische Abbildung

dy: X > X, x> x.

Lemma. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den nicht leeren Mengen X
und Y. Dann gilt:

1) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so daf3
go f =idy.

2) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so daf
f 08 = ldy

3) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt, so dafs
go f =idx und f o g = idy. In diesem Fall ist g = .

Beweis. 1) Sei f injektiv. Dann gibt es zu jedem y € f(X) genau ein x € X mit
f(x) =y, und wir definieren g(y) := x. Ist xo € X beliebig, so definieren wir
weiter g(y) = xp fiiralle y € Y \ f(X). Das ergibt eine Abbildung g: ¥ — X
mit g o f = idy.

Istumgekehrt g: ¥ — X mit go f = idy gegeben, und ist f(x) = f(x') fiir
x,x' € X,s0istx =idy(x) = g (f(x)) = g (f(x")) = idx(x’) = x'. Alsoist f
injektiv.
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2) Sei f surjektiv. Zu jedem y € Y wihlen wir ein festes x € X mit f(x) =y
und setzen g(y) := x. Die so erkldrte Abbildung g: ¥ — X hat die Eigenschaft
f og = ldy

Ist umgekehrt g: ¥ — X mit f o g = idy gegeben, und ist y € Y, so ist
y = f (g(y)), also Bild von g(y), und f ist surjektiv.
3) Ist f bijektiv, so erfiillt g := f~' die beiden Gleichungen. Ist umgekehrt
g: Y — Xmitgo f =idy und f o g = idy gegeben, so ist f nach 1) und 2)
bijektiv, und es gilt g = . O

1.1.6. Schon bei der Einfithrung des Raumes R" hatten wir ein ,direktes Pro-
dukt” betrachtet. Sind allgemeiner X, ..., X, Mengen, so betrachten wir die
geordneten n-Tupel
x=(x,...,%x,) mit x;eX;,...,x,ekX,.
Genauer kann man x als Abbildung
x: {L...,n)—= X,U...UX, mit x(i)eX;
ansehen (man nennt x auch Auswahlfunktion), und zur Vereinfachung der
Schreibweise x; := x(i) und x := (x,...,x,) setzen. Im Sinne der Gleich-
heit von Abbildungen gilt dann
(KpyvrsX) = (s X)) S Xy = Ry vnidy = Ko
Nun erkldren wir das direkte Produkt
Xix.o.x Xy i={(x,...,x): xi € X;}
als Menge der geordneten n-Tupel. Offensichtlichist X| x ... x X, # ¥, wenn
X, #0furallei € {1,...,n}.
Fiir jedes i hat man eine Projektion auf die i-te Komponente

wir Xyx.o..ox X, = Xi, (X1, .00 Xiyeun  Xp) > XL
Ist speziell X| = ... = X, = X, so schreibt man
X=X x...xX,
Ein Element von X" ist also eine Abbildung {1, ... ,n} — X. Ist allgemeiner /

irgendeine Menge (man nennt sie Indexmenge), so nennt man eine Abbildung
p: I =X, i=x =9,

eine Familie von Elementen in X. Man beachte den Unterschied zu einer Teil-

menge X' C X, die man mit ¢(/) vergleichen kann: die Elemente i € [ kann

man als Etiketten (oder noch niher am Familienleben als Pflichten) ansehen, die

unter den Elementen von X verteilt werden. Jedes Etikett { hat einen eindeuti-

gen Empfinger x;, die Elemente von X' = (/) erhalten mindestens ein Etikett,
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und es ist moglich, dal manche x € X’ mehrere Etiketten erhalten (was zur oft
gehorten Klage ,,immer ich” fiihrt).

Zur Abkiirzung bezeichnet man eine Familie / — X oft mit (x;);¢;.

Fiir die Indexmenge / = N der natiirlichen Zahlen nennt man (x;);c eine
Folge, das ist ein grundlegender Begriff der Analysis.

Vorsicht! Die Frage der Existenz der oben betrachteten Auswahlfunktionen ist
nicht unproblematisch. Das fithrt zum Auswahlaxiom, vgl. [F-P], das auch im
Beweis von Lemma 1.1.5 schon stillschweigend verwendet wurde.

1.1.7. Fiir eine Abbildung f: X — Y nennt man die Menge
Iy = {(x, f(x) € X x ¥}

den Graphen von f. Damit kann man oft eine Abbildung durch eine Skizze

veranschaulichen.
Y

fx) (. 1)

Iy

Bild 1.2
Nach der Definition einer Abbildung ist die Einschridnkung der Projektion auf X
T Ff - X

bijektiv. Daraus folgt, daB das ,,Funktionengebirge* keine ,,Uberhiinge* hat, wie
im folgenden Bild:

Bild 1.3 Gebirge mit Uberhiingen: In der Friinkischen Schweiz
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1.1.8. Das direkte Produkt ist auch niitzlich, um Beziehungen (oder Relationen)
zwischen je zwei Elementen x, y € X zu studieren. Man schreibt dafiir allge-
mein x ~ y.

Beispiele. a) X = Menge der Menschen, x ~ y :< x kennt y.

b)X=R, x~y:&x<y.

C)X=]R“v (xls-"sxn)'\"(_yln-":ynJiﬁxf+ T"‘”)’1+ +)’
d)X=Z,0#meN, x~y:& y—xdurchm teilbar.

Eine Relation ist beschrieben durch ihren Graphen R C X x X, wobei

(x,V)ER&® x~y. (*)
Man kann also eine Relation auf X definieren als Teilmenge R C X x X, und
das Zeichen ~ durch (%) erkliren.

Definition. Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, wenn fiir beliebige
x,y,z€ X gilt:

Al x ~x, (reflexiv)
A2 x~y=y~x, (symmetrisch)
Adx~yundy~z=x~z (transitiv)

In diesem Fall sagt man x ist dquivalent zu y fiir x ~ y.

Der Leser moge zur Ubung die obigen Beispiele auf diese Eigenschaften iiber-
priifen. Vor allem die Reflexivitit in Beispiel a) ist etwas Nachdenken wert.

Hat man auf einer Menge eine Aquivalenzrelation eingefiihrt, so kann man
— wie wir sehen werden — zu einer neuen Menge iibergehen, in der dquivalente
Elemente der urspriinglichen Menge zu ,Reprisentanten” desselben neuen Ele-
mentes werden. Dabei wird — mit den Worten von HERMANN WEYL — alles
im Sinne des eingenommenen Standpunktes Unwesentliche an den untersuchten
Objekten abgestreift. Ubersetzt ins Mengen-Latein, liest sich das wie folgt:

Ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X gegeben, so heifit eine Teil-
menge A C X Aquivalenzklasse (beziiglich R), falls gilt:

1. A#0.
2. x,yeA=>x~y.
3. xeA,yeX,x~y=>yeA

Man iiberlege sich, wie die Aquivalenzklassen in obigen Beispielen c) und d)
aussehen.
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Bemerkung. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so gehirt jedes
Element a € X zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei
beliebige Aquivalenzklassen A, A' entweder A = A’ oder AN A" = 0.

Beweis. Fiir ein fest gegebenes a € X definieren wir

A={xeX: x ~a}.
Wir zeigen, daB A eine Aquivalenzklasse ist, die a enthilt. Wegen a ~ a ist
ae Aundes folgt A # . Sindx, y € A,soistx ~aund y ~ a,alsox ~ y
nach A2 und A3.

Istx € A,y € Xund x ~ y, soist x ~ a, also nach A2 und A3 auchy ~a
und daher y € A. Damit ist gezeigt, daB a in mindestens einer Aquivalenzklasse
enthalten ist.

Es bleibt zu zeigen, daB zwei Aquivalenzklassen A und A’ entweder gleich
oder disjunkt sind. Angenommen, esist ANA'# Bundae ANA"Istx € A,
so ist x ~ a, und wegen a € A’ folgt auch x € A'. Alsoist A C A’. Ebenso
beweist man A" C A, woraus A = A’ folgt. O

Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert also eine Zerlegung von X
in disjunkte Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen betrachtet man als Ele-
mente einer neuen Menge, die man mit X /R bezeichnet. Man nennt sie die Quo-
tientenmenge von X nach der Aquivalenzrelation R. Die Elemente von
X/R sind also spezielle Teilmengen von X. Indem man jedem Elementa € X
die Aquivalenzklasse A, zuordnet, in der es enthalten ist, erhiilt man eine kano-
nische (d.h. in der gegebenen Situation eindeutig festgelegte) Abbildung
X—=X/R, a— A,.

Das Urbild eines Elementes A € X/R ist dabei wieder A, aber aufgefaBt als
Teilmenge von X.

Jedes a € A heiBt ein Représentant der Aquivalenzklasse A. Im allgemeinen
gibt es keine Moglichkeit, spezielle Reprisentanten besonders auszuzeichnen.
Das wiire auch gar nicht im Sinne der durchgefiihrten Konstruktion.

Als Beispiel aus dem realen Leben kann eine Schule dienen: die Menge der
Schiiler wird in Klassen eingeteilt, und fiir manche Fragen, etwa die Gestaltung
des Stundenplans, ist nur noch die Menge der Klassen von Bedeutung.

Aufgaben zu 1.1

1. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir die Operationen mit Mengen:
a) XNY=YNX, XUY=YUX,
b) XN(YNZ)=(XNY)NZ, XU(YUZ)=(XU¥)UZ,
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) XNYUZD)=(XNnVHUXNZ), Xu(Yyn2)=Xurn(xuz,
d) X~ (M|ﬂM’_}_) = (X ~ M”U(X\ Mg), X~ (M|UM1) = (X S M.)n(X s Mz),
2.8Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:
a) Ist My C M2 C X, sofolgt f(M}) C f(M>).
Ist Ny € Ny C Y, sofolgt f=1(Ny) C f~H(Na).
b) McC f'(f(MyfirM c X, f(f"N)CNfirNcCY.
) fFAY~Ny=X~ YN firNcCY.
d) Fiir My, M2 C X und N, N> C Y gilt:
STHNNN) = fTUNDN TN N2), U UN) = fFUND U FH (),
fIMy UMy = f(M)U f(Mp), f(MNM)C f(M)D f(Ma).
Finden Sie ein Beispiel, in dem f(M; N M,) # f(M)) N f(M,) gilt!

3.Seien f: X = Y, g: Y — Z Abbildungen und g o f: X — Z die Komposition
von f und g. Dann gilt:

a) Sind f und g injektiv (surjektiv), so ist auch g o f injektiv (surjektiv).

b) Ist g o f injektiv (surjektiv), so ist auch f injektiv (g surjektiv).

4. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitiit und Surjektivitit:
a) fir B—= R, (x,y)=>x+y, b)fi:t Bk (,rx+y2 -1,
¢ fit B= R, (x,y) > (x+2y,2x—y),

5. Zwei Mengen X und Y heifen gleichmiichtig genau dann, wenn es eine bijektive
Abbildung f: X — Y gibt. Eine Menge X heifit abzihlbar unendlich, falls X und I
gleichmiichtig sind.

a) Zeigen Sie, dass Z und @@ abzdhlbar unendlich sind.
b) Zeigen Sie, dass & nicht abzihlbar unendlich ist.

¢) Fiir eine nichtleere Menge M sei Abb (M, {0, 1}) die Menge aller Abbildungen von
M nach [0, 1}. Zeigen Sie, dass M und Abb (M, {0, 1}) nicht gleichmichtig sind.

6. Ein Konferenzhotel fiir Mathematiker hat genau N Betten. Das Hotel ist bereits voll
belegt, aber die Mathematiker lassen sich nach Belieben innerhalb des Hotels umquar-
tieren. Das Hotel soll aus wirtschaftlichen Griinden stets voll belegt sein, und wenn
maglich, sollen alle neu ankommenden Giste untergebracht werden. Was macht man in
folgenden Fillen?

a) Ein weiterer Mathematiker trifft ein.

b) Die Insassen eines Kleinbusses mit n Plitzen suchen Unterkunft.
¢) Ein GroBraumbus mit ¥ Personen kommt an.

d) n GroBraumbusse treffen ein.

e) N GroBiraumbusse fahren vor.
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1.2 Gruppen

1.2.1. Unter einer Verkniipfung (oder Komposition) auf einer Menge G versteht
man eine Vorschrift , die zwei gegebenen Elementen @, b € G ein neues Ele-
ment *(a, b) € G zuordnet, d.h. eine Abbildung

#: GxG—-G, (a,b)r %x(a,b).

Wir geben einige Beispiele fiir solche Vorschriften * und schreiben dabei zur
Abkiirzung a = b statt *(a, b):

a) Ist X eine Menge und G = Abb(X, X) die Menge aller Abbildungen
f: X=X,

so ist fiir f, g € G nach 1.1.5 auch f o g € G, also kann man
f+g:=fog

setzen.

b)In G = N, Z, Q. R oder R} hat man Addition und Multiplikation, also kann
man fira,b € G

axb:=a+b oder axb:=a-b
setzen. Im Gegensatz zu Beispiel a) ist die Reihenfolge von a und b hier egal.
¢) In G = @ oder R kann man
axbh:= %{a + b)
als das arithmetische Mittel von a und b erkliren.
1.2.2. Verkniipfungen mit besonders guten Eigenschaften haben eigene Namen.

Definition. Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heiit Gruppe,
wenn folgende Axiome erfiillt sind:

Gl (axb)*xc=ax(bx*c)firalle a, b, c € G (Assoziativgesetz).

G2 Es gibt ein e € G (neutrales Element genannt) mit den folgenden Eigen-
schaften:

a) exa=afirallea € G.

b) Zujedema € G gibteseina’ € G (inverses Element von a genannt) mit
a'xa=e.

Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls auerdem a * b = b * a fiir
allea, b e G.
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Falls das keine Verwirrung stiftet, schreibt man die Verkniipfung zur Verein-
fachung meist als Multiplikation, also a - b oder nur ab statt a * b.

Ist die Verkniipfung als Addition geschrieben, so setzt man stillschweigend
voraus, dal sie kommutativ ist. Das neutrale Element O heiBt dann Nullelement,
das Inverse von a wird mit —a bezeichnet und heilBit Negatives.

Wenn das Assoziativgesetz erfiillt ist, kann man bei mehrfachen Produkten die
Klammern weglassen, also schreiben:

abe = (ab)e = a(be) .

Zunichst wollen wir die Gruppenaxiome bei den Beispielen aus 1.2.1 nach-
priifen.

a) In G = Abb(X, X) ist die Komposition nach 1.1.5 assoziativ, die identische
Abbildung idy erfiillt G2a, aber aus der Existenz eines g mit g o f = idy folgt,
daBl f injektiv sein muf. Also ist G2b im allgemeinen nicht erfiillt.

Das kann man aber reparieren. Die Hintereinanderschaltung ist auch eine Ver-
kniipfung in der Teilmenge

S(X) :={f € Abb(X, X): f bijektiv} ,

und S(X) wird damit zu einer Gruppe. Sie heiit die symmetrische Gruppe der
Menge X.Ist X = {1, ..., n}, so schreibt man S, statt S(X). Jedes o € S, heifit
Permutation der Zahlen 1, ... ,n, und 8, nennt man auch Permutationsgruppe.
In der linearen Algebra ist sie wichtig bei der Berechnung von Determinanten,
daher verschieben wir alles Weitere hieriiber auf Kapitel 3. Insbesondere werden
wir dort schen, dal S, fiir n > 3 nicht abelsch ist.

b) Hier sind nur Z, @ und R mit der Addition und R’ mit der Multiplikation
Gruppen. Der Leser moge zur Ubung nachpriifen, welche Axiome in den anderen
Fillen verletzt sind.

¢) Das arithmetische Mittel ist nur kommutativ, aber nicht assoziativ, und es gibt
kein neutrales Element.

1.2.3. Bei der Aufstellung von Axiomen versucht man, so wenig wie méglich zu
fordern und die weiteren Eigenschaften daraus abzuleiten. Insbesondere haben
wir weder bei e noch bei a’ die Eindeutigkeit postuliert. Derartigen Kleinkram
kann man nachtriglich beweisen.

Bemerkung. Ist G eine Gruppe, so gilt:

a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigen-
schafta -e = a fiirallea € G.
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b) Das inverse Element a' ist fiir jedes a € G eindeutig bestimmt und hat auch
die Eigenschaft a -a’ = e fiirallea € G.

¢) Da das Inverse zu a nach b) eindeutig bestimmt ist, kann man es mit a~" be-

zeichnen. Es gilt fiira, b € G:

a'la=a-a'=e, (@Hh'=a, (ab)'=bla'.

d) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

a-¥x=a-x=>x=XxX und y-a=y-a=y=y.

Bewels. Wir betrachten ein neutrales ¢ und ein @ € G. Zu a’ gibt es ein a” mit
a"a’ = e. Daraus folgt

aa’ = e(ad') = (a"a")(aa") = a"(a'(aa’))
= a"((d'a)d) =da"(ed') =a"a" = ¢,
und somitae = ala'a) = (aa')a = ea = a.
Ist ¢ ein eventuelles anderes neutrales Element, so ist
ee=¢ und ee=¢, also e=e.

Damit ist a) und die erste Gleichung von ¢) bewiesen.

Ist @’ ein eventuelles anderes Inverses, so folgt

a =de=a'laa") = (@'a)a =ea’ =d

unter Verwendung der bereits vorher bewiesenen Eigenschaften. Damit ist auch
b) bewiesen.

Aus aa™'
Weiter gilt

(b~'a"Yab) =b"" (@ "(ab)) = b ((a'a)b) = b (eb) = b b =e.

SchlieBlich folgen die Kiirzungsregeln durch Multiplikation der jeweils ersten
Gleichung von links bzw. rechts mita~'. O

= ¢ folgt, daB a inverses Element zu a' ist, d.h. (a™!)"! = a.

1.2.4. Auf der Suche nach Beispielen fiir Gruppen kann es helfen, das Axiom
G2 etwas anders zu formulieren. Dazu betrachten wir fiir ein festes @ € G die
Abbildungen

T, G—> G, x> x-a, (Rechistranslation), und

«T: G—= G, xw a-x, (Linkstranslation).
Lemma. Ist G eine Gruppe, so sind fiir jedes a € G die Abbildungen t, und ,t
bijektiv.

Ist umgekehrt G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung, so folgt G2

aus der Surjektivitit der Abbildungen t, und .7 fiir alle a € G.
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Beweis. Die Bijektivitit von 7, und ,t bedeutet, dall es zu b € G genau ein
x € (G und genau ein y € G gibt mit

xra=b und a-y=bh,
d.h. daf} diese Gleichungen mit x und y als Unbestimmten eindeutig l6sbar sind.

Die Existenz einer Losung ist klar, denn es geniigt,

1 1

x=b:-a’ und y=a b
zu setzen. Sind ¥ und y weitere Losungen, so gilt
x-a=Xx-a ud a-y=a-y,
also x = x und y = ¥ nach der Kiirzungsregel in 1.2.3.
Seien umgekehrt die Gleichungen
x-a=b und a-y=»b

fiir beliebige a, b € G losbar. Dann gibtes zua eine mite-a = a.Isth € G
beliebig, so ist

e-b=e¢-(a-y)=(e-a)-y=a-y=b,

also existiert ein neutrales Element. Durch Losen der Gleichung x - a = ¢ erhiilt
man das inverse Element von a. O

1.2.5. Eine Verkniipfung auf einer endlichen Menge G = {a,,... ,a,} kann
man im Prinzip dadurch angeben, dal man die Werte aller Produkte «; - a;
in einem quadratischen Schema dhnlich einer Matrix aufschreibt. Dabei steht
a; -a; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Verkniipfungstafel (oder im Fall
einer Gruppe der Gruppentafel):

* | o a}

d; a; * dj

Ob das Gruppenaxiom G2 erfiillt ist, kann man dann nach obigem Lemma da-
ran erkennen, ob jede Zeile und jede Spalte der Tafel eine Permutation von
Oy vy @y ASL

Daraus folgt sofort, daB es nur eine Moglichkeit gibt, die 2-elementige Menge
G, = {ay, a;} zu einer Gruppe zu machen: Ein Element, etwa a; = e, mull



1.2 Gruppen 47

neutral sein, das andere ist a; = a, und die Gruppentafel ist

ela

e|e|a|.

ajla)|e

Die Kommutativitit erkennt man an der Symmetrie der Tafel. Ob das Assoziativ-
gesetz erfiillt ist, kann man der Tafel nicht direkt ansehen, das mufl man (leider)
fiir alle moglichen n* Tripel nachpriifen.

Firn = 3 und G = |e, a, b} erhilt man ebenfalls nur eine mogliche Grup-
pentafel, nimlich

- ol [

e€lée|a

a

b|lble|a

o

und man stellt fest, da diese Multiplikation assoziativ ist. Fiir n = 4 und
G = {e,a, b, c} findet man leicht zwei wesentlich verschiedene Mdglichkeiten,
niamlich

elal|b|c Olelalb|c
elela|b|c elel|lalb|c
alalblcle| und alalelc|b]|
blblc|le|a blblclela
clclelalb clc|bla|e

Wieder ist die Kommutativitit offensichtlich, die Assoziativitit etwas miihsam
zu iiberpriifen. Um diese beiden verschiedenen Multiplikationen unterscheiden
zu konnen, schreiben wir G fiir G4 mit der Multiplikation ©.

Es ist klar, daB dieses nur auf Ausprobieren beruhende Verfahren fiir groBere
n zu kompliziert und unbefriedigend ist.

1.2.6. Um eine bessere Methode zum Studium von Gruppen zu erhalten, beno-
tigt man geeignete Begriffe, die Beziehungen der Gruppen untereinander regeln.

Definition. Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung - und G’ C G eine nichtleere
Teilmenge. G’ heibt Untergruppe, wenn fiir a,b € G’ aucha - b € G’ und
aledG,
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Sind G und H Gruppen mit Verkniipfungen - und ©®, so heifit eine Abbildung
¢: G — H Homomorphismus (von Gruppen), wenn

wla-b) =gl(a) @ ppb) firallea, beG.
Ein Homomorphismus heiBt Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.
Zunichst einige unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen.

Bemerkung 1. Ist G eine Gruppe und G' C G Untergruppe, so ist G' mit der
Verkniipfung aus G wieder eine Gruppe.

Man nennt diese Verkniipfung in G’ die von G induzierte Verkniipfung.

Beweis. Die induzierte Verkniipfung ist assoziativ, weil sie aus G kommt. Da es

eina € G'gibt,ista™' € G'unda-a ' =e e G 0

Bemerkung 2. Sei ¢: G — H ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gilt:

a) gle) =e wenne € G unde € H die neutralen Elemente bezeichnen.

b) pla') = p(a)™" fiirallea € G.

¢) Ist ¢ Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ¢~': H — G ein

Homomorphismus.
Beweis. a) folgt aus der Kiirzungsregel in H, da
eQple) =ple) = ple-e) = ple) O ple),
und daraus ergibt sich b), weil
e=gle)=¢@ ' a)=g@")0g).

Zum Beweis von ¢) nehmen wir ¢, d € H. Ist ¢ = ¢(a) und d = ¢@(b), so ist

plab)=¢p@pb)=cod, aso ¢ (cOd=ab=p ()¢ '{).
a

Im folgenden werden wir die Verkniipfung und die neutralen Elemente in G und
H nur noch dann verschieden bezeichnen, wenn das erforderlich ist (etwa in dem
Beispiel b) weiter unten).

Beispiele. a) Zunichst betrachten wir die in 1.2.5 konstruierten Beispiele. Fiir
die Mengen gilt

GzCGg, G;CG4 und GzCGd,
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aber bei keiner der Teilmengen handelt es sich um eine Untergruppe. Dagegen
ist

G, C Gy
eine Untergruppe.
Die identische Abbildung G4 — G} ist kein Homomorphismus. Beispiele von
Homomorphismen ¢: G4 — Gj sind gegeben durch
ple) = pla) = p(b) = p(c) = e,

pley=e, g¢la)=a, ¢pb)=e, ¢l)=a,

ple)=e, gla=>b, ¢b)=e, @l)=>b,

pley=e, gla=c, eb)=e, ¢l)=c.
Die einfachen Begriindungen seien dem Leser zur Ubung empfohlen.

b) Ist G = R mit der Addition und H = R mit der Multiplikation als Ver-
kniipfung, so ist die Exponentialfunktion

exp: R—=R,, xre',
ein Isomorphismus, da e*™¥ = ¢* . ¢*.
¢) Wir betrachten die abelsche Gruppe Z mit der Addition als Verkniipfung. Fiir
jedes m € Z ist die Abbildung

On: L— L, arm-a,
ein Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb. Sein Bild

mL:={m-a: acZ)Ccl
ist eine Untergruppe, weil ma + mb = m(a + b) und —mb = m(—b).
1.2.7. Im AnschluB} an das letzte Beispiel kann man nun eine sogenannte zykli-
sche Gruppe mit m Elementen konstruieren. Wir nehmen /n > 0 an und teilen
die ganzen Zahlen in m Klassen (d.h. disjunkte Teilmengen) folgendermabBen
ein: Zu jedem

ref{0,1,...,m~—1}
betrachten wir die Menge
r+mZ:={r+m-a: aclk},
die man sich als die um r verschobene Untergruppe mZ vorstellen kann (vgl.
1.1.8). Fiir m = 2 ist
0+ 2Z die Menge der geraden und

1 +2Z die Menge der ungeraden Zahlen.
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Im allgemeinen Fall ist
Z=04+mZ)U(l4+mZ)U... U(m—1+miZ),
und diese Vereinigung ist disjunkt. Zu welcher Klasse eine Zahl a € Z gehort,
kann man durch Division mit Rest entscheiden. Ist
= :

S —k+Ll mitkeZundrelo,...,m—1},
m m

soista € r + miZ, denn a = r + mk. Daher nennt man die Klassen r +mZ auch
Restklassen modulo m: sie bestehen aus all den Zahlen, die bei Division durch m
den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen a, a’ liegen genau dann in derselben
Restklasse, wenn a — a’ durch m teilbar ist. Man schreibt dafiir auch

a=a modm

und sagt ,,a ist kongruent a’ modulo m*. Fir m = 0 ist die Kongruenz die
Gleichheit.

Zu jedem a € Z bezeichnen wir mit @ = a + mZ seine Restklasse. Die Zahl
a heiBt Reprdsentant von @. In der Menge der Restklassen kann man nun eine
Addition definieren durch

a+b:=a+b.

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl der Repriisen-
tanten abhiingt. Man sagt dazu, die Addition ist wohldefiniert. Das ist aber ein-
fach zu sehen:

Ista=a undb =b,soista —a’' =mkundb — b = ml mitk,l € Z, also

a+b=a +b+mk+1, dh at+b=a+b.

Nun konnen wir das Ergebnis formulieren:

Satz. Istm € Z und m > 0, so ist die Menge

Z/mZ = [0,1,... ,m—1}
der Restklassen modulo m mit der oben erkldirten Addition eine abelsche Gruppe,
und die Abbildung

Z—>Z/mZL, aw a+mk,
ist ein surjektiver Homomorphismus.
Beweis. Die Assoziativitit vererbt sich von Z nach Z/mZ:

(@+b)+c = a+b+c=(@+b)+c=a+b+o)

= a+b+c=a+(b+7).
Neutrales Element ist 0, denn 0 + @ = 0+ a = @, und Inverses von & ist —a.
Auch die Kommutativitit wird von Z vererbt. ]
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Man nennt Z/mZ fiir m > 0 die zyklische Gruppe der Ordnung m, fiir m = 0 ist
Z./0Z = Z, diese Gruppe heilt unendlich zyklisch.

Das etwas ungewohnt erscheinende Rechnen mit Restklassen ist im téglichen
Leben hochst vertraut: Wer um 10 Uhr weggeht und 3 Stunden unterwegs ist,
kommt um 1 Uhr zuriick. Denn der Stundenzeiger der Uhr rechnet modulo 12.
Die Zeitrechnung insgesamt mit ihren durch Sekunden, Minuten, Stunden, Tage
Monate und Jahre verursachten Kongruenzen ist weit komplizierter als dieser
letzte Abschnitt iiber Gruppen.

Teile der Restklassen modulo 7 findet man auf jedem Blatt eines Monatskalen-
ders. Betrachtet man die Wochentage als Restklassen, so ergibt deren Addition
in diesem Monat z.B. Mittwoch + Samstag = Donnerstag. Die ebenfalls abge-
bildete Réimerfléiche wird in der projektiven Geometrie wieder auftauchen [Fi].
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Ein Leser, der mit Kongruenzen immer noch Schwierigkeiten hat, ist in guter
Gesellschaft mit GOETHES Faust, der zu Mephisto sagt: ,Mich diinkt, die Alte
spricht im Fieber", als die Hexe aus ihrem Rechenbuche vorliest:

Du must verstehn! Aus Fiinf und Sechs,
Aus Eins mach Zehn, So sagt die Hex',

Und Zwei laf3 gehn, Mach Sieben und Acht,
Und Drei mach gleich, So ist's vollbracht:

So bist du reich. Und Neun ist Eins,
Verlier die Vier! Und Zehn ist keins.

Das ist das Hexen-Einmaleins.

Alles klar: die Hexe rechnet schlieflich modulo 2. Nur am Anfang holperts noch
etwas, da scheint der Reim vor der Rechnung zu stehen.

Aufgaben zu 1.2
1. Sei G eine Gruppe mit aa = e fiir alle a € G, wobei e das neutrale Element von G

bezeichnet. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.

2, Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Gruppen mit hichstens vier Elementen. Wel-
che davon sind abelsch?

3. Welche der folgenden Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen?

afi: Z— L, 2+ 2z, b)fa: Z—E, z—z+1,
O fait Z— Q' 222+ 1, dfs: C =R, 2z |z],
e)fs: C— R*, z+ |2], ) fe: Z/pZ — B/pE, 7+ ZP.

Dabei ist die Verkniipfung in Z, C und Z/pZ jeweils die Addition, in ¢, R* und C*
jeweils die Multiplikation und p eine Primzahl.

4. Sei G eine Gruppe und A C G. Die von A erzeugte Untergruppe erz(A) ist definiert
durch

erz(A)={ay-...-a,: ne N, a; € ."Lc-ch:ra,--I €Al
erz(A) ist somit die Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus A bzw. deren
Inversen. Zeigen Sie, dass erz(A) die ,kleinste” Untergruppe von G ist, die A enthiilt,
d.h.

i) erz(A) C G ist eine Untergruppe.
i) Ist U C G eine Untergruppe mit A C U, so folgt erz(A) Cc U.
Wie sieht erz(A) aus fiir den Fall, dass A einelementig ist?
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5. Fiir eine natiirliche Zahl n > 3 sei d € S(R’?) die Drehung um den Winkel 27/n und
s € S(R?) die Spiegelung an der x-Achse. Die Diedergruppe D, ist definiert durch

D, :=erz(|s, d]).
a) Wie viele Elemente hat D, 7

b) Geben Sie eine Gruppentafel von Dy an.

6. Eine Gruppe G heiBt zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = erz({g}).
a) Wie sieht die Gruppentafel einer endlichen zyklischen Gruppe aus?

b)* Zeigen Sie, dass jede zyklische Gruppe entweder isomorph zu Z oder Z/nZ (n € N
geeignet) ist.

7. Zeigen Sie: Ist G eine abelsche Gruppe und H € G eine Untergruppe, so ist durch
X~y 4 ,r_v"l eH
eine Aquivalenzrelation auf G erklirt. Sei G/H := G/~ die Menge der Aquivalenz—
klassen, und die zu x € G gehorige Aquivalenzklasse sei mit X bezeichnet. Sind
xxy, v € Gmitx ~ x und y ~ ¥, soist xy ~ x'y". Somit kann man auf G/H
durch
X:yi=3xy

eine Verkniipfung erkliren.

Zeigen Sie, dass G/H auf diese Weise zu einer abelschen Gruppe wird und fiir
G = Z, H = nZ genau die in 1.2.7 definierten zyklischen Gruppen Z/nZ entstehen.

8. Man gebe ein Beispiel einer nicht assoziativen Verkniipfung auf der Menge
G = {1, 2,3}, so dass fiir alle ¢ € G die Translationen 7, und ,v aus 1.2.4 surjektiv
sind.
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1.3 Ringe, Korper und Polynome

1.3.1. Bei Gruppen hat man eine einzige Verkniipfung; ob man sie als Addition
oder als Multiplikation bezeichnet, ist nebensichlich. In der linearen Algebra
braucht man aber Addition und Multiplikation, also zwei Arten der Verkniipfung,
die miteinander in geregelter Beziehung stehen. Damit beschiftigt sich dieser
Abschnitt.
Definition. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

4+: RxR—>R, (a.b)>a+b, und

RxR—=R, (a,b)r>a-b,

heift Ring, wenn folgendes gilt:
R1 R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
R2 Die Multiplikation - ist assoziativ.

R3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a, b, ¢ € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-c und (@a+b)-c=a-c+b-c.

Ein Ring heit kommutativ, wenn a - b = b . a fiir alle a, » € R. Ein Element
1 € R heiBt Einselement, wenn 1-a =a -1 =afirallea € R.

Wie iiblich soll dabei zur Einsparung von Klammern die Multiplikation stirker
binden als die Addition.
Bemerkung. Ist R ein Ring und 0 € R das Nullelement, so gilt fiir alle a € R

O-a=a-0=0.

Beweis. 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a. O

Beispiele. a) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, QQ der rationalen Zahlen und R
der reellen Zahlen sind zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation
kommutative Ringe.
b) Ist I C R ein Intervall und
R:={f: I >R}
die Menge der reellwertigen Funktionen, so sind durch
(f+8)x) = fx)+gx) und (f-g)x):= f(x)-gx)
Verkniipfungen erkldrt, und R wird damit zu einem kommutativen Ring. Das
folgt ganz leicht aus den Ringeigenschaften von R.
¢) In der Gruppe Z/mZ der Restklassen modulo m aus 1.2.7 kann man durch
a-b:=a-b



1.3 Ringe, Korper und Polynome 55

auch eine Multiplikation erkldren. Denn ist wiedera —a" = mkund b—b' = ml,
so folgt

a-b=(a"+mk)-(b'+ml)=a"-b'+mb'k+a'l +mkl).

Also ist die Definition der Multiplikation unabhingig von der Auswahl der Re-
préisentanten.

Die Regeln R2 und R3 und die Kommutativitidt der Multiplikation folgen ganz
einfach aus den entsprechenden Regeln in Z.

Die Multiplikationstafeln wollen wir fiir m = 2, 3, 4 explizit aufschreiben.
Dabei lassen wir zur Vereinfachung bei den Restklassen die Querstriche weg.

0f{1(2]3
=@ ]2

0 0(0|0|0|0O
0{0(0|0

0(0]0 Llo|L2]13
0(1]2

1101 21012(0]|2
210121

30321

Die Multiplikation mit O ist uninteressant, wir betrachten also in diesen drei
Fillen die Menge R ~ {0}. Fiir m = 2 und m = 3 ist sie zusammen mit der
Multiplikation wieder eine Gruppe, fiir m = 4 nicht, denn hier ist

1:2=3:2 und 2-2=0.

Also ist die Kiirzungsregel verletzt, und das Produkt 2 - 2 liegt nicht in R ~ {0}.

1.3.2. Das vorangehende Beispiel motiviert die

Definition. Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle a, b € Rausa-b =0
stets a = 0 oder b = 0 folgt.
Bemerkung. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn m
eine Primzahl ist.
Beweis. Ist m keine Primzahl, alsom =k - I mit 1 < k, [ < m, so ist

K10, aber D=m=F-I.
Ist umgekehrt m Primzahl und k - 1 = 0, so ist

k:l=r-m

fﬁr ein r € Z. Also hat entweder k oder / einen Primfaktor m, d.h. k = 0 oder

=0 m}
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Als Vorsorge fiir spiter noch eine

Definition. Ist R ein Ring und R’ C R eine Teilmenge, so heilit R’ Unterring,
wenn R’ beziiglich der Addition Untergruppe ist (also entsprechend 1.2.6 fiir
a,b € R aucha + b € R und —a € R’), und beziiglich der Multiplikation fiir
a,be R aucha-beR.

Sind R und § Ringe mit Verkniipfungen +, - und &, ©, so heibt eine Abbil-
dung ¢: R — S ein Homomorphismus (von Ringen), wenn fiir alle a, b € R
gilt:

pla+b)=pla)Dek) und @la-b)=pla) O eb).
Zum Beispiel ist mZ C Z ein Unterring und Z — Z/miZ, a — a + mZ, ein
Homomorphismus.

1.3.3. In einem nullteilerfreien Ring R ist fiir a, b € R ~ {0} auch das Produkt
a-b € R~ (0], also induziert die Multiplikation von R eine assoziative Multi-
plikation in R ~ {0}. Das Gruppenaxiom G2 braucht jedoch keineswegs erfiillt
zu sein: Im Ring Z gibt es auBer fiir 1 und — 1 kein multiplikatives Inverses, im
Ring 2Z der geraden Zahlen nicht einmal ein Einselement. Ist R ~ {0} mit der
Multiplikation eine Gruppe und dariiber hinaus der Ring kommutativ, so nennt
man ihn Kérper. Das wollen wir noch einmal direkter aufschreiben:

Definition. Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+: KxK—> K, (a,b)—»a+b, und
KxK—K, (abra-b,

heiit Kérper, wenn folgendes gilt:

K1 K zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.

(Thr neutrales Element wird mit 0, das zu a € K inverse Element mit —a
bezeichnet.)

K2 Bezeichnet K* := K ~ (0}, so gilt fira, b € K* aucha - b € K*, und K*
zusammen mit der so erhaltenen Multiplikation ist eine abelsche Gruppe.
(Ihr neutrales Element wird mit 1, das zu @ € K* inverse Element mit a™
oder 1 /a bezeichnet. Man schreibt b/a = a~'b = ba™'.)

K3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fira, b, c € K ist

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.

Bemerkung. In einem Kirper K gelten die folgenden weiteren Rechenregeln
(dabei sind a, b, x, x € K beliebig):

a) 1 # 0 (also hat ein Korper mindestens zwei Elemente).
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b)D-a=a-0=0.
c)a-b=0=a=0o0derb=0.
d) a(—b) = —(ab) und (—a)(—b) = ab.

e)x-a=x-aunda#0=x=x.

Beweis. a) ist ganz klar, denn 1 € K*, aber 0 ¢ K*. b) siecht man wie in 1.3.1.
Die Nullteilerfreiheit c) ist in K2 enthalten. d) folgt aus

ab+ (—a)b=(a+(—a))b=0-b=0 und
(—a)(—b) = —((—a)b) = —(—ab) = ab nach 1.2.3, Bem. c).

Die Kiirzungsregel ) gilt in K*, also im Fall x, x € K*. Ist x = 0, so muf} auch
X =0, alsox = ¥ sein. (m]

1.3.4. Beispiele fiir Korper. a) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R sind Korper. Das lernt man in der Analysis (vgl. etwa [Fol], §2).
b) Zur Konstruktion der komplexen Zahlen C fiihrt man in der reellen Ebene
R x IR eine Addition und Multiplikation ein. Die naheliegende Frage, warum das
im R" mit n > 2 nicht mehr so geht, wird in [Z] behandelt.

Durch einfaches Nachpriifen der Kérperaxiome beweist man:

RxR={(a,b): a,beR}

zusammen mit der durch
(a,b)+(a',b):=(a+a b+ b)
definierten Addition und der durch
(a,b)-(a',b') := (aa" — bb', ab’ + a'b)
definierten Multiplikation ist ein Korper mit (0,0) als neutralem Element der
Addition, (—a, —b) als Negativem von (a, b), (1,0) als neutralem Element der
Multiplikation und
a —b
B = —
(@.b) (¢12+||!J2 a2+b2)
als multiplikativem Inversen.
Wir nennen R x R mit diesen Verkniipfungen den Kérper der komplexen Zah-

len und bezeichnen ihn mit C.
Die Abbildung

R-RxR=C, a+ (a0,
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ist injektiv. Da

(a,0)+(@.0) = (a+a',0) und
(@,0)-(a',0) (a-a',0)

gilt, braucht man zwischen R und
R x {0} ={(a,b)e C: b=0)

auch hinsichtlich Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden. Man
kann also R mit R x {0}, d.h. a mit (a, 0) ,identifizieren” und R als Teilmenge
von C betrachten.

Dies wird noch einleuchtender durch folgende iibliche Konventionen. Man
definiert i := (0, 1) als imaginére Einheit. Dann ist i = —1, und fiir jedes
(a,b) e Cgilt

(a,b)=(a,0)+ (0, b)=a+bi.

Fir A = (a.b) = a + bi € C nennt man red := a € R den Realteil und
imX := b € R den Imagindirteil,

Ai=a—bieC

heiBt die zu A konjugiert komplexe Zahl.
Fiir die komplexe Konjugation gelten folgende, ganz einfach nachzuweisende
Regeln: Fiir alle A, u € C ist

A

A4
A e

=

-

> )
g

&=
Il
>~

DafirdA=a+bieC
AA=(a+b)-(a-bi)=a+b>€R,,

kann man den Absolutbetrag
Al := VA X =Va?+ b

definieren. Wie man leicht nachrechnet, ist fiir alle A, u € C
|A 4+ | < |A] 4+ || Dreiecksungleichung und |4 - u| = [A] - |u].
Vorsicht! Die in R vorhandene <-Relation 14Bt sich nicht in sinnvoller Weise auf

C fortsetzen. Fiir komplexe Zahlen kann man daher i.a. nur die Absolutbetriige
vergleichen, d.h. fiir A, u € C ist

Al = |ul oder |u| <|A|.
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im C
i A
Pesinmat o o X a\= arg)
ol
0 cosa 1 BY re

Bild 1.4

Wir wollen noch eine geometrische Beschreibung von Addition und Multiplika-
tion komplexer Zahlen geben. Die Addition entspricht der Addition von Vektoren
im R* (Bild 1.5, vgl. auch Bild 0.1). Ist A eine von Null verschiedene komplexe

Zahl und A" = e A, soist |A'| = 1. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes
a € [0, 2x[, so daf
M =cosa +1i-sine = e,
wie man in der Analysis lernt.
Man nennt arg A := « das Argument von A, und es ist

% == |A'I < eial’g}..
Ist jt = |p| - ¢'™2# eine weitere von Null verschiedene komplexe Zahl, so ist

A - o= |1I . |H1 A eiargl . eiargj.: = |l| . i.uf : fliarga\ﬂugm‘

Bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden also die Absolutbetrige multi-
pliziert und die Argumente addiert (Bild 1.5).

im im
C n C
At
T
i B i
A ; A
L T T

Bild 1.5
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¢) Wie wir gesehen haben, gibt es in jedem Korper zwei verschiedene Ele-
mente 0 und 1. Daraus kann man schon einen Korper machen, indem man in
K = {0, 1} Addition und Multiplikation einfiihrt durch die Tafeln

+(0]1 |01
0|01 0|0(0].
1(1(0 1101

Offensichtlich ist das auch die einzige Moglichkeit, als Ring war dieser Korper
schon in 1.3.1 in der Form Z/27Z aufgetreten. Diese Verkniipfungen kann man
elektronisch leicht realisieren, daher ist dieser Korper der elementare Baustein
aller Computer.

d) In 1.3.2 hatten wir fiir jedes m € N~ {0} den Restklassenring Z/mZ ein-
gefiihrt und bewiesen, daB er genau dann nullteilerfrei ist, wenn m eine Primzahl
ist. Dies ist also eine notwendige Bedingung dafiir, ein Korper zu sein. Daf es
auch hinreichend ist, folgt aus der etwas allgemeineren

Bemerkung. Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring K mit endlich vielen Ele-
menten und Eins ist ein Kdrper.

Beweis. Nach 1.2.4 geniigt es, fiir jedes a € K* zu zeigen, dal die Multiplikation
K'*'->K*, x> a-x,
eine surjektive Abbildung ist. Wenn K und damit auch K'* endlich ist, geniigt

dafiir die Injektivitat (vgl. 1.1.4). Die ist aber klar, denn fiir x # Yunda-x = a-x
wiirde

ax—x)=0 und a#0, x—x#0
gelten. O
Im Ring Z gilt fiir jedes n € N mitn > 1

n-l:=14+...+41=n+#0.
—mal

In Z/mZ mit m > 1 ist die Restklasse 1 das Einselement, es gilt

m-Ti=1+...+1=T+... +1=m=0.

al

Das zeigt einen grundlegenden Unterschied zwischen den beiden Ringen Z und
Z/mZ und motiviert die
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Definition. Ist R ein Ring mit Einselement 1, so ist seine Charakteristik erklirt
durch

0, fallsn-1#0firallen>1,

char (R) :=
min{n € N~ {0}: n-1=0} sonst.

Lemma. Ist K ein Korper, so ist char (K) entweder Null oder eine Primzahl.

Beweis. Angenommen, char (K) =m =k - £ #0mitl <k, £ <m. Aus
O=m-1l=(¢k- -8 -1=(k-1)(&-1)

folgt wegen der Nullteilerfreiheit k - 1 = 0 oder £ - 1 = 0 im Widerspruch zur

Minimalitdt von m. O

Ist p eine Primzahl, so nennt man Z/pZ den Primkérper der Charakteristik p.
In der Algebra lernt man, daB es zu jedem endlichen Kérper K eine Primzahl p
gibt derart, daB Z/ pZ Unterkorper von K ist, und die Anzahl der Elemente von
K eine Potenz von p ist.

1.3.5. Spitestens bei der Suche nach Eigenwerten in Kapitel 4 wird es sich nicht
mehr vermeiden lassen, Polynome beliebigen Grades zu Hilfe zu nehmen. Weil
es von der Systematik paBt, wollen wir die dann benétigten Tatsachen schon hier
zusammenstellen.

Wir nehmen einen Kérper K und eine Unbestimmte 1. Eine Unbestimmte soll
dabei einfach ein Buchstabe sein, fiir den man alles einsetzen darf, was sinnvoll
ist (das kann man priziser formulieren, aber damit wollen wir uns hier nicht
aufhalten, vgl. [F-S]). Ein Polynom mit Koeffizienten in K (oder Polynom iiber
K) ist dann ein formaler Ausdruck der Gestalt

fty=ag+ait+...+a,",
wobei ay, . .. , a, € K. Meist schreibt man statt f(¢) nur f. Mit K[¢] bezeichnen
wir die Menge all solcher Polynome. Sind alle Koeffizienten a, = 0, so spricht
man vom Nullpolynom und schreibt f = 0. Der Grad von f ist erklirt als
—oo, falls f =0,

deg [ =
8 max{v € N: a, # 0}, sonst.
SchlieBlich heiit f normiert, wenna, = 1.
Das nédchstliegende, was man fiir die Unbestimmte ¢ einsetzen kann, sind Ele-

mente aus K. Ist A € K, soistauch
fA) =ap+ari+...+a,)" € K,
aus dem Polynom f erhilt man also eine Abbildung

s B X, 1 O,
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insgesamt also (mit der Notation aus 1.1.3) eine Abbildung
T: K[t]— Abb(K.K), fr f.
Die etwas pedantische Unterscheidung von f und f ist leider notig, wenn man
sich einmal mit endlichen Korpern eingelassen hat.
Beispiel. Ist K = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen aus 1.3.4 und
f=t"+t, soist f(0)=0+0=0 und f()=1+1=0,

also f_die Nullabbildung, obwohl f # 0, weil a; = a» = 1. Die obige Abbil-
dung st also nicht injektiv.

1.3.6. Die Menge K[f] hat viel Struktur, insbesondere eine natiirliche Addition
und Multiplikation. Dazu nehmen wir f, g € K[t]. Ist
f=ap+ant+...4+at", g=by+bit+...+b,t",
so konnen wir zur Definition der Addition m = n annehmen (ist etwa m < n, so
setze man b,,., = ... = b, = 0). Dann ist
f+g:=(a+bo) +(ay+b)t+...+ (@, +b)t".
Die Multiplikation ist dadurch erklirt, da man formal ausmultipliziert, also
frgi=cotcit+...+cumt™ mit ¢ = Z aib; .
i+j=k
Insbesondere ist
cp = aph,
¢, = aph +apby,
2 = aophs +aib) + axby,

Cogm = anby.
Ist f - g = h, sonennt man f und g Teiler von h.
Bemerkung. Ist K ein Korper, so ist die Menge K[t] der Polynome iiber K zu-
sammen mit den oben definierten Verkniipfungen ein kommutativer Ring. Weiter
gilt

deg(f - g) =deg f +degg

fiir f, g € K[t]. Dabei soll formaln — o0 = —oc +m = —00 + (—o0) = —c0
sein.
Man nennt K[t] den Polynomring iiber K.

Beweis. Der Nachweis der Axiome erfordert nur geduldiges Rechnen. Die Aus-
sage iiber den Grad folgt aus a,b,, # 0, falls a,, b,, # 0. a
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Es sei angemerkt, da8 man analog fiir einen kommutativen Ring R einen kom-
mutativen Polynomring R[t] erhilt. Die Aussage iiber den Grad des Produktpo-
lynoms gilt nur tiber einem nullteilerfreien Ring.

1.3.7. Der Mangel eines Ringes gegeniiber einem Korper ist der, da man im
allgemeinen nicht dividieren kann. Bei ganzen Zahlen hat man als Ersatz eine
Division mit Rest (vgl. 1.2.7), die ganz analog auch fiir Polynome erklirt werden
kann.

Satz. Sind f,g € K[t], und ist g # 0, so gibt es dazu eindeutig bestimmte
Polynome g, r € K[t] derart, dafi
f=q-g-+r und degr <degg.

Man kann die Beziehung auch in der nicht ohne weiteres erlaubten, aber sehr
suggestiven Form

f i
g 4
schreiben. Der Buchstabe ¢ steht fiir ,,Quotient”, r fiir ,,Rest".
Beweis. Wir zeigen zuniichst die Eindeutigkeit. Seien g, r, ¢, ¥’ € K[t] mit
f=q-g+r=q -g+r. wobei degr degr <degg.
Durch Subtraktion folgt
0=(q—q)-g+@r—r), also (g—g)-g=r—r. (%)
Da zwei gleiche Polynome gleichen Grad haben, folgt aus ¢ # ¢’ wegen g # 0
deg(r' —r) = deg(q — ¢') +degg > degg,
was nicht sein kann. Also ist g = ¢', und aus () folgt auch r = r’.
Zum Beweis der Existenz von ¢ und r geben wir ein Verfahren an, mit dem
man diese Polynome schrittweise berechnen kann. Dazu schreibt man die Poly-
nome am besten nach fallenden Potenzen, also

f=at"+...+at+ay, g=but"+...+bit+bg,
wobei a,, b,, # 0. Istn < m, so kann man ¢ = Ound r = f wiihlen, denn
f=0-g+f und degf <degg.
Im Fall n > m teilt man zunichst die hochsten Terme von f und g, das ergibt
aﬂ
by,
als hochsten Term von g. Im néchsten Schritt betrachtet man

hi=Ff-q-g.

l!.Jvl—m

q =
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Nach Definition ist deg f; < deg f. Ist deg f; < m, so kann man ¢ = g, und
r = f) setzen. Andernfalls wiederholt man den ersten Schritt mit f, statt f, d.h.
man erhalt den nichsten Term ¢, von g und
fr=fi—q:-g mit degfo <degf.

Da die Grade der f; bei jedem Schritt um mindestens eins abnehmen, erhilt man
schlieBlich ein k < n—m + 1, so dab fiir

S = fic1 —qi-g erstmals degf; <degg,
und damit bricht das Verfahren ab: Setzt man die Gleichungen ineinander ein, so
ergibt sich

f=qg+h=@+qpg+h=...=@+...+q)g+ fr,
also ist eine Losung unseres Problems gegeben durch
g=q+...+q und r:=f;. o

Da bei der Konstruktion von g immer nur durch b,, dividiert wird, kann man im
Fall b,, = 1 den Korper K durch einen Ring ersetzen.

Beispiel. Sei K =R, f =33 +2t +1,g = t* — 41,
Die Rechnung verlduft nach folgendem Schema:

3r? +2t4+1) (P —4t) =3+ 124 (50t + 1): (12 —41)
=3 +12¢2
1262 +2t+1
—12¢* +48t
50 + 1

Esistalsog =3t + 12und r = 501 + 1.

1.3.8. Nach diesen formalen Vorbereitungen kommen wir nun zum eigentlichen
Thema, nimlich der Frage nach der Existenz von Nullstellen (d.h. A € K mit
f(x) = 0) bei Polynomen. Darauf kann man nidmlich viele andere Fragen zu-
riickfiihren, etwa in Kapitel 4 die Frage nach der Existenz von Eigenwerten.
Neben der reinen Existenzfrage ist es fiir die Praxis wichtig, Verfahren fiir die
niherungsweise Berechnung von Nullstellen zu haben. Das lernt man in der nu-
merischen Mathematik (vgl. etwa [O]).

Beispiele. a) Ist K = Rund f = > + 1, soist (1) > 1 fiir alle » € R. Also
gibt es keine Nullstelle.
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b) Ist K = {ao, ay, ... ,a,} ein endlicher Kérper und
f=@t—ay)-...-(t—a,)+1,
soist f(A) =1 fiiralle A € K, also hat f keine Nullstelle.

Zum Gliick sind diese beiden Beispiele von ausgewihlter Bosheit; im allgemei-
nen hat man doch etwas mehr Chancen, eine Nullstelle zu finden. Hat man eine
gefunden, so geniigt es zur Suche nach weiteren, ein Polynom von kleinerem
Grad zu betrachten:

Lemma. Ist A € K eine Nullstelle von f € K[t], so gibt es ein eindeutig be-
stimmtes g € K [t] mit folgenden Eigenschaften:

) f=0-21)-g

2) degg = (deg f) — 1.

Beweis. Wir dividieren f durch (f —A) mit Rest; es gibt also eindeutig bestimmte
g,r € K[t] mit
f=@—Ag+r und degr <deg(t—A)=1.
Alsoistr = agmitay € K. Aus f(A) = 0 folgt durch Einsetzen von A
O=MA-=2)-gA)+r=0+4ay,
also ist ag = r = 0, und 1) ist bewiesen. Wegen
deg f =deg(t —A) +degg =1-+degg
folgt 2). O

Korollar 1. Sei K ein beliebiger Kirper, [ € K[t] ein Polynom und k die Anzahl
der Nullstellen von f. Ist f vom Nullpolynom verschieden, so gilt

k <degf.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Grad von f. Fiir deg f = 0 ist
f = ap # 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat gar keine Nullstelle, also ist
unsere Behauptung richtig.

Sei deg f = n = 1, und sei die Aussage schon fiir alle Polynome g € K{t]
mit degg < n — 1 bewiesen. Wenn f keine Nullstelle hat, ist die Behauptung
richtig. Ist A € K eine Nullstelle, so gibt es nach dem Lemma ein g € K[r] mit

f=@—-X)-g und degg=n-—1.
Alle von A verschiedenen Nullstellen von f miissen auch Nullstellen von g sein.
Ist [ die Anzahl der Nullstellen von g, so ist nach Induktionsannahme

l<n-—1, also k<l+1=<n. ]
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Korollar 2. Ist K unendlich, so ist die Abbildung

T K[t] = Abb(K,K), fr f,
injektiv.
Beweis. Seien fi, f» € K[tJund g := fo — fi. Ist fi = f5, so folgt § = 0,
d.h. g(1) = 0 fir alle A € K. Also hat g unendlich viele Nullstellen, und aus
Korollar 1 folgt g = 0, somit ist f; = f5. (]

Ist A Nullstelle von f, also f = (r — A) - g, so kann X auch Nullstelle von g sein.
Man spricht dann von einer mehrfachen Nullstelle.
Definition. Ist f € K[r] vom Nullpolynom verschieden und A € K, so heift
w(fiA)=max{reN: f=0—-1)"-g mit geK[t])
die Vielfachheit der Nullstelle A von f.
Nach dem Lemma gilt u(f; 1) =0 < f(2) # 0. Ist
f=@—=2"-g mit r=pu(f;r),

so folgt g(1) # 0. Die Vielfachheit der Nullstelle A gibt also an, wie oft der
Linearfaktor (f — A) in f enthalten ist.

Ist K = R oder T, so kann man die Vielfachheit der Nullstelle mit den r-ten
Ableitungen ' von f in Beziehung bringen. Es gilt

w(fi)=max{reN: fA)=f Q) =...=f""Q) =0},

wie man leicht nachrechnet.

1.3.9. Sind A,,...,A € K die verschiedenen Nullstellen eines Polynoms
f € K[t],und ist r; = u(f; A;), soist
F=0—-2)" -t —2)" g,

wobei g ein Polynom vom Grad n — (r; + ... + r) ohne Nullstellen ist. Der
schlimmste Fall ist g = f, der beste degg = 0, d.h. f zerfillt in Linearfakto-
ren. Die wichtigste Existenzaussage fiir Nullstellen von Polynomen macht der
sogenannte

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f € C[t] mit deg f > O hat
mindestens eine Nullstelle.

Dieser Satz wurde von C.F. GAUSS erstmals 1799 bewiesen. Es gibt dafiir sehr
viele Beweise, die aber alle Hilfsmittel aus der Analysis benutzen, denn C ent-
steht aus IR, und die reellen Zahlen sind ein Produkt der Analysis. Der wohl
kiirzeste Beweis verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der holomorphen Funk-
tionen (vgl. etwa [F-L]).
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Hat f e C[t] eine Nullstelle A, so kann man sie herausdividieren, also
F=le=34)-2
schreiben. Ist deg g > 0, so hat auch g eine komplexe Nullstelle, und indem man
das Verfahren so lange wiederholt, bis das verbleibende Polynom den Grad Null
hat, ergibt sich das
Korollar. Jedes Polynom f € Clt] zerfillt in Linearfakroren, d.h. es gibt a und
Aoy Ay € C mitn = deg f, so daf
f=alt=X)-...- {1 —=A,).
1.3.10. Nun wollen wir aus dem Fundamentalsatz der Algebra Aussagen iiber
die Nullstellen reeller Polynome folgern. Dazu betrachten wir R als Teilmenge
von C (vgl. 1.3.4). Dann ist auch K[¢] Teilmenge von C[r].
Lemma. Ist [ € R[t] und ) € C eine Nullstelle von f, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl ). € C eine Nullsteile von f. Es gilt sogar
“(fih) = p(fia).

Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten liegen also
symmetrisch zur reellen Achse.

Beweis. Ist
f=ap+ait+...+a,",
so ist wegen ag = dyp, ... ,a, = a, nach den Rechenregeln fiir die komplexe
Konjugation
fO=a+ar+...+a,(}) =a@m+ai+...+a,r =fx)=0=0.
m
o F C
: re

Bild 1.6

Also ist auch X Nullstelle von f. Um die Vielfachheiten von A und X zu verglei-
chen, geniigt es fiir jedes k € N

p(fil) = k= pu(fia) =k
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zu beweisen. Fiir A = A ist die Aussage trivial. Fiir A # X verwenden wir den
folgenden

Hilfssatz. Sei f € R[r] und . € C eine nicht reelle Nullstelle von f, sowie
g = (t — X)(r — A) € C[t]. Dann gilt:
1) g e R[1].
2) Esgibteing € R[t1mit f =g -q.
Nun geniigt es, durch Induktion iiber k aus u(f; X) = k die Existenz eines
Polynoms f; € E[r] mit
f=g"f
zu folgern. Dabei ist g wie im Hilfssatz erklirt.

Fiir k = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also die Aussage fiir k = 0 bewiesen
und u(f; A) > k+1.Dannist f = g*- f;, und es muB f; (1) = 0 sein; aus dem
Hilfssatz folgt die Existenz eines fi,; € R[¢] mit

fe=8"fiwr, alsoist f=g"*". fi,.
Es bleibt der Hilfssatz zu beweisen. Dazu setzen wir
A=a+if mit e pfek.
Dann ist
g=0U—-Nt—-=0—-a—ip)t—a+iB) =1*—2at + o’ + p* € R[1].
Durch Division mit Rest in R[z] erhilt man g, r € R[t] mit
f=g-g+r und degr < (degg)—1=1.
Diese Gleichung gilt selbstverstiindlich auch in C[r]. Durch Einsetzen von A und
A folgt
r(A)=r(3) =0.
Nach Korollar 1 aus 1.3.8 folgt r = 0 wegen A % A. Damit ist der Hilfssatz und
auch das Lemma bewiesen. a

Nun wenden wir auf ein Polynom f € R[r] den Fundamentalsatz der Algebra
an. Danach gibtesa, Ay, ..., X, € C, so daB
f=altt—2)...-(t—X,).
Da a der hichste Koeffizient ist, gilta € R.
Seien Ay, ..., Ay € Rund A4y, ..., A, € C. Nachdem Lemma ist n — k, d.h.
die mit Vielfachheit gezihlte Anzahl der nicht reellen Nullstellen, gerade, und
durch Umnumerierung kann man erreichen, daB

Xt =i e on Kl B Ry



1.3 Ringe, Korper und Polynome 69

gilt. Jedes Paar A, A konjugiert komplexer Nullstellen mit A = « + i kann man
also (wie wir im Hilfssatz gesehen haben) zu einem normierten quadratischen
Faktor

g=(=20=X =1 =2at+ (@*+ B> e R[1]
zusammenfassen. g hat keine reelle Nullstelle, was man auch an der Diskrimi-
nante ablesen kann:

4o’ — 4 + B = -4 < 0.

Damit ist folgendes Ergebnis bewiesen:

Theorem. Jedes Polynom f € R[t] mit deg f = n = 1 gestattet eine Zerlegung
f=a{f_ll)'---'(f_;‘-r)‘gi et Bmos

wobei a, Ay, ... A reell sind, mita # 0, und g, ..., gy € R[t] normierte

Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind. Insbesondere istn = r +2m.

Korollar. Jedes Polynom f € R[t] von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.

Dies folgt sofort aus der Gleichung n = r +2m. Natiirlich kann man die Aussage
des Korollars mit Hilfe des Zwischenwertsatzes viel einfacher direkt beweisen.
Es sei erwihnt, daB man den Fundamentalsatz der Algebra ohne weitere
Hilfsmittel der Analysis aus diesem Korollar ableiten kann (vgl. etwa [F-S]).
Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine reine Existenzaussage, d.h. man
erhilt daraus kein Verfahren zur praktischen Bestimmung der Nullstellen. Fiir
ein Polynom

at’ + bt + ¢ € C[1]
vom Grad 2 kann man die Nullstelle nach der Formel

—b + /b?* — 4ac
2a

berechnen. Etwas kompliziertere Formeln dieser Art gibt es auch fiir die Null-
stellen von Polynomen vom Grad 3 und 4.

Wie erstmals N.H. ABEL im Jahre 1826 zeigte, kann es solche allgemeine
Formeln fiir Polynome vom Grad groBer als 4 aus algebraischen Griinden nicht
geben. Man ist daher weitgehend auf Niherungsverfahren zur Approximation
der Nullstellen angewiesen.

1.3.11. Wie gerade erldutert, gibt es keine allgemein giiltige Formel zur Be-
rechnung der Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten. Die umgekehrte
Aufgabe ist jedoch ganz einfach: Ist f € K[¢] und

fO ="+, "'+ taprtag=0C—A) ..ot —1A,),
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d.h. zerfillt f in Linearfaktoren, so folgt durch ausmultiplizieren der rechten
Seite

Il

Qg
@y

(=10 Dy
i T VI s O NN (OO A 3

Il

Qpo = )q/\g'i'...+)\1/\ﬂ+Azz\3+-.-+)\24\“+...+/\n_1An,
a1 = —(M+...+A).

Um das formal besser aufschreiben zu kénnen, definieren wir fir k = 1,...,n
die elementarsymmetrischen Funktionen

s dn) = D Ayt Ay
1€i1<...<ix<n
Die Summe hat so viele Summanden, wie es Moglichkeiten gibt, k verschiedene
Indizes 4;,...,% € {1,...,n} auszuwihlen, also (:) Summanden. Fiir die
Koeffizienten von f gilt dann

I ) e ST R I

Diese Aussage nennt man den Wurzelsatz von VIETA. Er gibt an, wie sich die
Koeffizienten aus den Nullstellen berechnen.

Wie schon gesagt, ist umgekehrt die Bestimmung der Nullstellen aus den Ko-
effizienten im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem. Im Spezialfall eines
reellen Polynoms gibt es immerhin einen Zusammenhang zwischen den Vorzei-
chen der Koeffizienten und den Nullstellen. Die Tendenz ist klar: Die Vorzeichen
der Koeffizienten beeinflussen den Verlauf der Werte und damit die Lage der re-
ellen Nullstellen eines Polynoms.

Vorweg behandeln wir den elementarsten Fall, der spiter (in 5.7.3) beim Test
der Definitheit einer Matrix niitzlich sein wird. Wir machen dabei die sehr ein-
schrinkende Voraussetzung, daB das Polynom f € R[t] (mit Vielfachheit gezihlt)
so viele reelle Nullstellen hat, wie sein Grad angibt.

Vorzeichenregel. Angenommen, das reelle Polynom
fO) =t" +anat" ...+ ot + o
hat reelle Nullstellen Ay, . . ., An. Dann gilt:

a) Genaudann sind alle Nullstellen ); negativ, wenn alle Koeffizienten c; positiv
sind.



1.3 Ringe, Korper und Polynome 71

b) Genau dann sind alle Nullstellen 2; positiv, wenn die Vorzeichen der Koeffi-
zienten oy alternierend sind, d.h. es ist

(=D >0 fiir j=0,...,n—1.

Beweis. Es gentigt, den Fall a) zu beweisen; Fall b) folgt daraus sofort, indem
man das Polynom f- mit f_(¢) := f (—t) betrachtet.

Sind alle o; > 0 und ist A > 0, so ist
fA=2V+a, A"+ .. +ap=0p>0.
Also sind alle Nullstellen negativ.
Sind alle 4; <0, so ist s positiv fiir gerades & und negativ fiir ungerades k. Also ist
aj=(=1)r7-5,,>0
fiir alle j. O

Um eine allgemeinere Aussage zu erhalten, definiert man zunéchst fiir ein belie-
biges Polynom

gy =tm+ Bt 1+ ...+ BoeR[1]
die Zahl Z(g) der Zeichenwechsel von g wie folgt: Man schreibt die Koeffizienten
L, Bi-1> Bm-2---» B1> Bo

auf und zdhlt von links beginnend ab, wie oft die Vorzeichen der B8; wechseln.
Koeffizienten Null werden dabei einfach tibergangen. Fiir den gleich folgenden
Beweis schreiben wir das noch etwas priziser auf. Es gibt eindeutig bestimmte
Indizes k, mit

m>ki>k,>...>k.20

derart, da &, (von oben beginnend) der erste Index mit B, < 0 ist, k, der erste
darauf folgende mit S, > 0 usw. SchlieBlich findet bei B, der letzte Vorzeichen-
wechsel statt. Dann ist offensichtlich

> 0 fiir p gerade,
B, {
< 0 fiir p ungerade,

undr=2(g)<m=degg.

Ohne Voraussetzung iiber die Gesamtzahl der reellen Nullstellen eines Poly-
noms f € R [7] kann man nun mit Hilfe der Vorzeichen der Koeffizienten eine
Abschitzung fiir die Zahlen

N, (f) := Anzahl der positiven Nullstellen von f und
N_ (f) := Anzahl der negativen Nullstellen von f
geben. Dabei sei wie oben f € R [¢] definiert durch f (7) :=f(—1).
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Vorzeichenregel von DESCARTES. Fiir ein Polynom
fO=tr+a, 1t" 1 +...+ ape R[1]
mit oo # 0 gilt
NN<Z(HundN_(f)<Z(f).
Mit etwas zusitzlichem Aufwand kann man zeigen, daf} die Differenz
Z(f)— N,(f) immer gerade ist.

Beweis. Da beim Ubergang von f zu f_ die Vorzeichen der Nullstellen umgekehrt
werden, geniigt es, die erste Ungleichung zu zeigen. Dazu benutzen wir das

Lemma. Ist g(f) = t"+ B, _jt" ' + ... + Bo € R [t] mit By#0und 0 < L eR,

so folgt
Z(t—A) -9 =2Z(g+ 1.

Bei Multiplikation mit einem Linearfaktor mit positiver Nullstelle nehmen also
die Zeichenwechsel zu.

Sind 2, ..., A, mit k = N,(f) die positiven reellen Nullstellen von f, so gibt es
eine Zerlegung

fO=0=2)- ... =) - g®
mit g(r) € R [7]. Wegen Z(g) = 0 folgt durch k-malige Anwendung des Lemmas
Z(f)2ZQ) +kzk=N(f). i
Es bleibt der etwas knifflige Beweis des Lemmas. Fiir die Koeffizienten des Pro-
duktpolynoms
=2 @+ Bt T+ B =t Y+ L+ Y

gilt:
Yo = Bm-1 =2,
Yi=Bi-1—AB;, firj=1,...,m-1,
Yo=—Bo.
Wir betrachten die oben angegebenen kritischen Indizes ky,...,k,. Ist p unge-

rade, so folgt
Bi, <0, Biys120, also Y1 = Br, = ABiy+1 <0.
Fiir gerade p ist
Bi,> 0, Biy1<0, also Y1 = Bi, — ABry+1>0.
Das bedeutet, dafl B, » und ¥, o+ 1 fiir p=1l..r dasselbe Vorzeichen haben.
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Wegen 7, = — 13 haben 7y, und B, entgegengesetzte Vorzeichen. Daher hat
(t — A) - g mindestens einen Vorzeichenwechsel mehr als g. O

Noch allgemeiner kann man mit Hilfe so genannter STURMscher Ketten die An-
zahl der Nullstellen abschitzen, die in einem vorgegebenen Intervall liegen (vgl.
dazu etwa [D], [St], [Wi]).

Aufgaben zu 1.3

1. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Korper mit 3 bzw. 4 Elementen.
2. K und K’ seien zwei Korper und ¢ : K — K’ ein Ringhomomorphismus. Zei-
gen Sie, dass ¢ entweder injektiv oder der Nullhomomorphismus ist.
3. Ist R ein Ring, M eine beliebige nichtleere Menge und S = Abb (M; R) die
Menge aller Abbildungen von M nach R, so ist auf § durch
(f+8) (m) :=f(m) + g (m), (f- g) (m) :=f(m) - g(m),
eine Addition und eine Multiplikation erklirt.
a) Zeigen Sie, dass S auf diese Weise zu einem Ring wird.
b) Ist S ein Korper, falls R ein Korper ist?
4.* Seip € Neine Primzahl und n € N \ {0}. Zeigen Sie, dass es einen Kor-
per mit p” Elementen gibt.
5. Sei K’ ein Kérper und K ein Unterkorper von K.
Zeigen Sie: Sind f, g € K[1], q € K'[t] mit f = gg, so folgt bereits ¢ € K[7].
6. SeiKeinKorperund xo,... , Xn, Yo, .. ,yo €K mitx; # x; fiir alle i # j. Zeigen Sie, dass

es genau ein Polynom f'€ K[f] vom Grad < n gibt, so dass f(x;) = y; firi =0, ... , n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynome g, € K[f] vom Grad < n mit

1 fiir i =k,
gr(x) =
0 fir i #k.

7. Seien f, g € C[t] Polynome mit u (f, A) < u(g, A) fiir alle A € C. Zeigen Sie,
dass dann f'ein Teiler von g ist. Gilt diese Aussage auch irR [¢]?

8. Sie K ein Korperund : K[f] — Abb (K, K), f v F, die Abbildung aus
1.3.5, die jedem Polynomfdie zugehorige Abbildung f zuordnet. Zeigen Sie, dass
surjektiv, aber nicht injektiv ist, falls der Korper K endlich ist.

9. Analog zu 1.3.5 definiert man ein Polynom mit Koeffizienten iiber einem
Korper K in n Unbestimmten ty, ... , t, als einen formalen Ausdruck der Gestalt

i

ft, o )= Z @, . g,

OS"14, ey i)zsk
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wobei k € N und a;, ..i,€ K. K[ty, ... , t,] bezeichne die Menge all solcher Poly-

nome. Wie fiir Polynome in einer Unbestimmten kann auch in K[z, ... , #,] eine

Addition und eine Multiplikation erklédrt werden. Sind f, g € K¢y, ... , t,], so er-

folgt die Addition von f und g koeffizientenweise und die Multiplikation wieder

durch formales Ausmultiplizieren.

a) Finden Sie Formeln fiir die Addition und Multiplikation von Polynomen in
K[ty ..., t,], und zeigen Sie, dass K[ty ... , t,] auf diese Weise zu einem null-
teilerfreien, kommutativen Ring wird.

Ein Polynom 4 € K[ty ... , t,] \ {0} heifit homogen (vom Grad d), talls

i i
l’l: Z dilm,‘”'tll'...‘l’nn.

i ig=d
b) Fiir ein homogenes Polynom % € K[t, ... , t,] vom Grad d gilt:
h(hty, o) =N - R, ...ty fiiralle A e K.
¢) Ist K unendlich und f€ K(zy, ... ,t;) \ {0}, so folgt aus
Sty oo M) =M fit, ... 1) fiiralle A € K,
dass f homogen vom Grad d ist.

d) Ist #; homogen von Grad d; und &, homogen vom Grad d,, so ist &, - h, ho-
mogen vom Grad d, + d».

10. Sei K ein Korper und K[z] der Polynomring in einer Unbestimmten.

a) Zeigen Sie, dass in der Menge K[f] X (K[t]\ {0}) durch

(8. )~ (8" & gh'=g'h
eine Aquivalenzrelation gegeben ist.
K(?) sei die Menge der Aquivalenzklassen,. Die zu (g,h) gehorige Aquivalenz-
klasse sei mit % bezeichnet. Somit ist % =}7<:> gh' =g¢g'h.

b) Zeigen Sie, dass in K(¢) die Verkniipfungen

’

8,8 _8h+hg
h W hi'
wohl definiert sind (vgl. 1.2.7).

c) Zeigen Sie schlieBlich, dass K(#) mit diesen Verkniipfungen zu einem Korper
wird. Man nennt K(f) den Kérper der rationalen Funktionen.

8.8._
hoW

11. Was folgt aus der Vorzeichenregel von DESCARTES fiir das Polynom ¢ +1?

12. Man folgere die spezielle Vorzeichenregel aus der Vorzeichenregel von
DESCARTES.
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1.4 Vektorriaume

In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen Korper. Wer die vorhergehenden De-
finitionen iibersprungen hat, kann sich zunichst mit dem duBerst wichtigen Spezialfall

K = R begniigen.
1.4.1. Bevor wir den allgemeinen Begriff des Vektorraums einfiihren, einige

Beispiele. a) Das Standardbeispiel ist der Standardraum

K" ='{x = x)exe K) .
Mit Hilfe der Addition und Multiplikation in K erhilt man zwei neue Verkniip-
fungen

+: K"xK"-> K", (x,)—>x+y, und

KxK'— K", (A,x)—=A-x,

durch
oo s X)) F e Y = X+ 91000 X+ y,)  und

bR SPRIGRE ) i 5 PR ) 25
Zur voriibergehenden Unterscheidung sind die neuen Verkniipfungen mit + und
- bezeichnet. In K wird die Addition durch + und die Multiplikation ohne Sym-
bol ausgedriickt. Man beachte, daB nur + eine Verkniipfung im Sinn von 1.2.1
ist (solche Verkniipfungen nennt man manchmal auch innere im Gegensatz zur
dufieren -).
b) In der Menge M(m x n; K) der Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und Ein-
trigen aus K kann man addieren und mit Skalaren multiplizieren:
Ist A = (a;;), B = (bij) € M(m x n; K) und A € K, sosind
A+B:=(a;+bj) und A-A:=(ha;) € M(@m xn; K).
Bei der Addition werden also die Eintriige an den entsprechenden Stellen addiert,
bei Multiplikation mit A alle Eintrige gleich multipliziert. Bis auf die andere Art,
die Eintrige aufzuschreiben, ist dieses Beispiel gleich K™ aus a).
¢) Im Kérper C der komplexen Zahlen kann man mit reellen Zahlen multiplizie-
ren, das ergibt eine Abbildung
RxC—C, (Aa+ib)r— da+iib.

d) Im Polynomring K [¢] kann man neben Addition und Multiplikation von Po-
lynomen eine weitere Multiplikation
: K xK[t] = K[t], (A, fr—=>Ar-f,
mit Elementen aus K erklédren durch
Alap+ait + ...+ ayt") == dag+ (Aa)yt +...+ (ha,)t".
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e) Ist M eine beliebige Menge und
V={f: M— K}=Abb(M, K)
die Menge aller Abbildungen, so sind fiir f, g€ Vund A € K
f+geV und A -feV

erklart durch

(f+8)(x) == f(x) +g(x) und (A- f)(x):=2f(x).
Offensichtlich erhilt man im Spezialfall M = {1, ... , n} wieder das Standard-
beispiel a).

Als Extrakt aus diesen Beispielen fiihren wir nun den wichtigsten Begriff der
linearen Algebra ein (zur Entstehung vgl. [Koe], Kap. 1, §2):

Definition. Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver-
kniipfung
+:VxV=>V, @uwrviw,
(Addition genannt) und einer duBeren Verkniipfung
KkxV-=V, A=A,
(Multiplikation mit Skalaren oder skalare Multiplikation genannt) heift
K -Vektorraum (oder Vektorraum iiber K ), wenn folgendes gilt:

V1 V zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Ele-
ment heilt Nullvektor, es wird mit 0, und das Negative wird mit —v be-
zeichnet).

V2 Die Multiplikation mit Skalaren muB in folgender Weise mit den anderen
Verkniipfungen vertriglich sein:
At+wpw)-v=r-v+p-v, A-wdw =42 v+h w,
A-(u-v)=@Rp)-v, lv=v,
firalle A, x € Kundv, w e V.

Man beachte, daB, wie in Beispiel a) erldutert, die Verkniipfungen in K und V
voriibergehend verschieden bezeichnet werden.

Durch Einsetzen der Definitionen und elementarste Rechnungen sieht man,
daB in den obigen Beispielen a) bis e) die Vektorraumaxiome erfiillt sind. Dabei
ist in Beispiel a) der Nullvektor gegeben durch 0= (0, ... , 0) und das Negative
durch

_(xlv--- vxn‘)=(_x1|--- v_xn]-



1.4 Vektorriume 77

In Beispiel ¢) wird C zu einem R-Vektorraum.

Bemerkung. In einem K-Vektorraum V' hat man die folgenden weiteren Rechen-
regeln:

a) 0-v=0.

b) A-0=0.

¢) A-v=0= A=0o0derv=0.
d) (1) -v=—uv.

Beweis. 2)0-v = (0+0)-v=0-v+0-v.

b)A0=AX-(0+0)= A0+ XO.

c) Ist A - v =0, aber A # 0, so folgt
v=1.2=QAM)v=2"-(Av)=2"1.0=0.

v+ (-1)-v=1-v4+(-1)-v=(1-1)-v=0-v=0. o

Die Axiome und die daraus abgeleiteten Regeln zeigen insbesondere, daB es

vollig ungefiihrlich ist, wenn man die Verkniipfungen in K und V gleich be-

zeichnet und auch den Nullvektor 0 abmagert zu 0. Das wollen wir ab sofort tun.

Was gemeint ist, wird jeweils aus dem Zusammenhang klar werden.

1.4.2. In Kapitel 0 hatten wir homogene lineare Gleichungssysteme der Form
A - z = ( mit reellen Koeffizienten betrachtet. Die Losungen sind Teilmengen
W C R", ihre prizise Beschreibung ist unser Ziel. Schliissel dafiir ist die Beob-
achtung, daB W von R" eine Vektorraumstruktur erbt. Allgemeiner ist die Frage,
wann das fiir eine Teilmenge W C V eines Vektorraumes der Fall ist.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heiBt
Untervektorrawm von V, falls folgendes gilt:

UVl W 0.

W2 v,weW=v+weW
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Addition).

UV3veW,Ae K= veW
(d.h. W ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation mit Skalaren).
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Beispiele. a) In V = R* betrachten wir die Teilmengen

w, = {0},

Wy = {(x1,x) € R*: ayx; +axx =b),
Wa = {(x;,x) e R x+xf <1},

Wy = {(x,x) e R x>0, ;> 0},
Ws = {(x1.x) € R®: x;-x,>0}.

Der Leser priife die Bedingungen UV2 und UV3 nach. Nur fiir W, und fiir W,
mit & = 0 sind beide erfiillt.

b) Ist A eine reelle m x n-Matrix, so ist die Losungsmenge
Wi={xeR": Ax =0}
des zugehtrigen homogenen linearen Gleichungssystems (vgl. 0.4.2) ein Unter-
vektorraum des R". Das rechnet man ganz leicht nach.
¢) Im Vektorraum V = Abb(R, R) (vgl. 1.4.1, Beispiel e)) hat man die Unter-
vektorriume
R[tls € R[t] € D(R, R) C C(R, R) C Abb(R, R)

der Polynome vom Grad < d, aller Polynome, der differenzierbaren Funktionen
und der stetigen Funktionen.

1.4.3. Aus den Eigenschaften UV2 und UV3 folgt, daB Addition und Multipli-
kation mit Skalaren von V auf W induziert werden.

Satz. Ein Untervektorraum W C V ist zusammen mit der induzierten Addition
und Multiplikation mit Skalaren wieder ein Vektorraum.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich in vielen Fillen (etwa Beispiel b) und
¢) aus 1.4.2) den langweiligen Nachweis aller Vektorraumaxiome fiir W sparen,
wenn man das ein fiir alle mal schon in einem groferen V getan hatte.

Beweis. Die Eigenschaften V2 sowie Kommutativ- und Assoziativgesetz der Ad-
dition gelten in W, dasie in V gelten. Der Nullvektor 0 liegt in W, da wegen UV1
ein v € W existiert, woraus 0 = 0 - v € W mit UV3 folgt. Zu jedem v € W ist
wegen UV3 auch —v=(-1)-ve W. O
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Noch eine kleine Pflichtiibung zur Erzeugung neuer Untervektorrdume aus alten:

Lemma. Sei V ein Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes
i € I sei ein Untervektorraum W, gegeben. Dann ist der Durchschnitt
W= r] W,; G ¥
ief

wieder ein Untervektorraum.

Beweis. Da 0 in allen W; enthalten ist, ist auch 0 € W, also W # #. Sind
v, w € W, sosind v, win allen W; enthalten. Da dann auch v + w in allen W,
enthalten ist, ist v + w in W enthalten. Ganz analog beweist man, daB mit . € K
und v € W auch Av € W gilt. o

Beispiel. Ist V = R[¢] der Vektorraum aller reellen Polynome, / = N und
W, := R[t]4 der Untervektorraum der Polynome vom Grad < d, so ist

m Wg=W,= R,

del
Vorsicht! Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im allgemeinen kein Un-
tervektorraum. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa zwei Geraden im
R?). Es gilt sogar die

Bemerkung. Sind W, W' C V Untervektorriiume derart, dafy W U W' Unter-
vektorraum ist, so ist W C W' oder W' C W.

Beweis. Angenommen, es ist W ¢ W'. Dann ist W' C W zu zeigen. Ist w’ € W’
undw e W~ Wi, sosindw, w' e WUW',alsoauchw+w'e WUW' w+w'
kann nicht Element von W' sein, denn sonst wiire w = w + w’ — w' € W', Also
istw+w € Wundauchw' =w+w' —we W. O

1.4.4. Eine Teilmenge eines Vektorraumes, die kein Untervektorraum ist, kann
man zu einem solchen abschlieffen. Wie das geht, wird nun beschrieben.

Wir betrachten eine noch etwas allgemeinere Situation, ndmlich einen
K-Vektorraum V und eine Familie (v;);c; von Vektoren v; € V (vgl. 1.1.6). Ist
I ={l1,...,r}, sohat man Vektoren vy, ..., v,. Ein v € V heibt Linearkombi-
nation von vy, ..., v, wennes Ay, ..., A, € K gibt, so daff

v=Mvi+...+ A0,
Fiir allgemeines [ definiert man
span K(Ui' )iEf
als die Menge all der v € V, die sich aus einer (von v abhingigen) endlichen
Teilfamilie von (v;);¢; linear kombinieren lassen. Um das prizise aufschreiben
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zu konnen, bendtigt man Doppelindizes: Zu v € V muB es eine Zahl r € N
sowie Indizes i, ... ,i, € [ und Skalare A, ... , A, geben, so daf
v=A0+...+Mv;, .
Man nennt span g (v;);e; den von der Familie aufgespannten (oder erzeugten)
Raum. Ist I = @, so setzt man
span g (v;)iep := {0} .

Fiir eine endliche Familie (v, ... , v,) verwendet man oft die suggestivere No-
tation

Kvi+...4+ Kv, :=span g(vy, ..., v,)

={veV:esgbtd, ..., A, e Kmitv=24 v +...+Av}.

Falls klar ist, welcher Korper gemeint ist, schreibt man nur span statt span .

Bemerkung. Sei V ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Elementen
aus V. Dann gilt:

a) span (v;) C V ist Untervektorraum.

b) Ist W C V Untervektorraum, und gilt v; € W fiir alle i € I, so ist
span (v;) C W.

Kurz ausgedriickt: span (v;) ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle v;
enthalt.

Beweis. a) ist ganz klar. Sind alle v; in W enthalten, so sind auch alle endlichen
Linearkombinationen aus den v; in W enthalten, denn W ist Untervektorraum.
Daraus folgt b). 0

Ist M C V eine Teilmenge, so ist entsprechend span (M) erklirt als die Men-
ge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M, und das ist der
kleinste Untervektorraum mit
M Cspan(M) C V.

Es mag auf den ersten Blick nicht recht einleuchten, warum man bei der Er-
zeugung eines Untervektorraumes allgemeiner von einer Familie von Vektoren
ausgeht. Das hat den Vorteil, daB es bei einer Familie (im Gegensatz zu ei-
ner Menge) sinnvoll ist, wenn man sagt ,ein Vektor kommt mehrfach vor”. Ist
I = {1,...,n}, so haben die Vektoren der Familie auerdem eine natiirliche
Reihenfolge.

Beispiele. a) Sei V = R?. Sind v, v, € R, so ist span (v,) die Gerade durch
0 und vy, wenn v; # 0. span (v, v;) ist die Ebene durch 0, v; und v,, falls
vy & span (v)).
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b) Im K" mit [ = {1,... , n} erklidren wir fiir i € /
ei=10,:00,0,1,0, .50,
wobei die 1 an der i-ten Stelle steht. Dann ist span (e;);c; = K".
¢) Ist V = K[t] der Polynomring, / = N und v, = t", soist
span (vUy)nen = K[1].

d) Betrachten wir in Beispiel a) aus 1.4.2 die W; mit j = 3,4,5, so ist
span (W;) = R

1.4.5. Ein Untervektorraum kann von sehr vielen verschiedenen Familien er-
zeugt werden, und das kann mit unterschiedlicher Effizienz geschehen. Dazu
betrachten wir die Beispiele aus 1.4.4. Bei b) ist die Situation optimal, denn es
folgt fiir x = (x;,...,x,) € K" und
x=MAeg+...+re,, daB Ai=x,...,.h =x,.

Die Linearkombination ist also fiir jedes x eindeutig bestimmt, entsprechend in
c). In den Beispielen aus d) hat man fiir jedes x € R* jeweils unendlich viele
Maglichkeiten, es linear aus Elementen von W; zu kombinieren.

Die Eindeutigkeit ist besonders einfach beim Nullvektor zu iiberpriifen. Bei
beliebigen vy, ... , v, hat man die triviale Linearkombination

0=0v;+...+ 0v,.

Gibt es eine andere Linearkombination des Nullvektors, so ist die Eindeutigkeit
der Darstellung verletzt. Das motiviert die

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie (v, ... ,v,) von
Vektoren aus V heilt linear unabhéingig, falls gilt: Sind A, ... , A, € K und ist
My 4+ ...+ A0 =0,

so folgt
xi ==k, =0i

Anders ausgedriickt bedeutet das, dal sich der Nullvektor nur trivial aus den
Vi, ..., ¥ linear kombinieren 14d6t.

Eine beliebige Familie (v;);c; von Vektoren aus V' heiit linear unabhdngig,
falls jede endliche Teilfamilie linear unabhingig ist.

Die Familie (v;);<; heiit linear abhéingig, falls sie nicht linear unabhiingig ist,
d.h. falls es eine endliche Teilfamilie (v;,, ..., v;,)und A, ..., A, € K gibt, die
nicht alle gleich Null sind, so da

A]U,'.l +...+lr!}l', =i,
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Zur Bequemlichkeit sagt man meist anstatt ,.die Familie (vy, ... , v,) von Vekto-
ren aus V ist linear (un-)abhingig" einfacher , die Vektoren vy, ... ,v, € V sind
linear (un-)abhingig".

Es ist vorteilhaft, auch die leere Familie, die den Nullvektorraum aufspannt,
linear unabhingig zu nennen.

Die Definition der linearen Unabhéngigkeit ist grundlegend fiir die ganze lineare
Algebra, aber man muf} sich etwas daran gewohnen. Was sie geometrisch bedeu-
tet, sieht man sehr gut an der Bedingung aus Aufgabe 1 zu 0.3 fiir zwei Vektoren
im R".

In der Definition der linearen Unabhingigkeit spielt der Nullvektor scheinbar
eine besondere Rolle. DaB dem nicht so ist, zeigt das

Lemma. Fiir eine Familie (v;);c; von Vektoren eines K -Vektorraumes sind fol-
gende Bedingungen dquivalent:

i) (v;) ist linear unabhéingig.

ii) Jeder Vektor v € span (v;) ldft sich in eindeutiger Weise aus Vektoren der
Familie (v;) linear kombinieren.

Beweis. ii) = 1) ist klar, denn bei einer linear abhéngigen Familie hat der Null-
vektor verschiedene Darstellungen.
i) = ii): Sei ein v € span (v;) auf zwei Arten linear kombiniert, also
v :ZA,—U; :Z,u,—v;. ()
iel il

wobei in beiden Summen jeweils nur endlich viele der Skalare A; und u; von
Null verschieden sind. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C [, so daB fiir
jedes A; # 0 oder y; # 0 der Index in J enthalten ist. Aus () folgt dann

Z(li — ui)v; =0,

iel
und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit folgt A; = p; fiir alle
i € J und somit auch fiir alle i € I, da ja die restlichen A; und x; ohnehin Null
waren. Damit ist die Eindeutigkeit der Linearkombination bewiesen. O
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Beispiele. a) Im K" sind die Vektoren ey, ... , ¢, linear unabhiingig.

b) Ist A = (a;;) € M(m x n; K) eine Matrix in Zeilenstufenform (vgl. 0.4.3), so
sind die ersten r Zeilen vy, ... , v, von A linear unabhingig. Ist namlich

aij

A2

! a*')r

so folgt aus Ayv; + ... + A.v, = O zunichst Aya,;, = 0, also A, = 0 wegen

a;;, # 0. Im zweiten Schritt folgt daraus analog A; = 0 und weiter so
A3 = ... = A, = 0. Analog zeigt man, daf die Spalten von A mit den Indi-
ZBS fiv davenis Jr linear unabhingig sind.

¢) Im Polynomring K[r] ist die Familie (¢" ),y linear unabhingig.

Weitere Beispiele finden sich in den Aufgaben 8 und 9. Noch ein paar weitere
Kleinigkeiten:

Bemerkung. In jedem K -Vektorraum V gilt:
a) Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhdngig, wenn v # 0.
b) Gehdrt der Nullvektor zu einer Familie, so ist sie linear abhdngig.

c) Kommt der gleiche Vektor in einer Familie mehrmals vor, so ist sie linear
abhiingig.

d) Istr = 2, so sind die Vektoren vy, ... , v, genau dann linear abhéingig, wenn
einer davon Linearkombination der anderen ist.

Diese letzte Charakterisierung ist plausibler als die Definition, aber formal nicht

so bequem zu handhaben.

Beweis. a) Ist v linear abhiingig, so gibtesein A € K* mit Av = 0, alsoistv =0
nach Bemerkung ¢) in 1.4.1. Umgekehrt ist O linear abhingig.da 1-0 = 0.

byl1-0=0.

c) Gibtes iy, i; € I miti; # i, aber v;, = v;,, soist 1 - v;, + (—1)v;, = 0.
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d) Sind die Vektoren vy, ... , v, linear abhingig, so gibtes Ay, ..., A, € K mit
Avy+...+A v, =0undeink € {1, ..., r} miti; # 0. Dann ist

ey o Aen e A
k ;\,k ] e lk k—1 A. k41 A.k r
Ist umgekehrt vy = vy 4. .. 4 g Vg + Rep1 Vi1 + -+ [0, SO dSE
v+ o+ (CDv A+ e + -+ v, =0. (]

Aufgaben zu 1.4

1. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der angegebenen Vektorriu-
me?

a) {(xi,x2,x3) €RY: Xy =x3 =213} C R

b) {(x1.x2) € B?: x}+x] =0} cR%.

©) {(u+r1%)eR: uAeR)CR

d) {f € Abb(R,B): f(x) = f(—x) firalle x € R} C Abb (R, R).
e) [(xhx;,_t_a,} € R: Xy :_>x3} c R3.

f) {A € M(m x n; R): A istin Zeilenstufenform } € M(m x n; R).

2. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass das direkte Produkt V' x W
durch die Verkniipfungen

wouw)+ @, w)=@w+v,w+uw), r(v,w):= G Aw),
ebenfalls zu einem K -Vektorraum wird.
3. Ist X eine nichtleere Menge, V ein K-Vektorraum und Abb (X, V) die Menge aller
Abbildungen von X nach V, so ist auf Abb (X, V') durch
(f+8)x) = fx)+gkx), - fHx):=Arf(x),

eine Addition und eine skalare Multiplikation erklért.

Zeigen Sie, dass Abb (X, V) mit diesen Verkniipfungen zu einem K -Vektorraum
wird.
4. Eine Abbildung f: R — R heiBt 2m-periodisch, falls f(x) = f(x + 2m) fiir alle
xeR

a) Zeigen Sie, dass V = {f € Abb(R,R): f ist 2x-periodisch] C Abb (R, i) ein
Untervektorraum ist.

b) Zeigen Sie, dass W = span (cos nx, sin mx), men €in Untervektorraum von V ist,
(Man nennt W den Vektorraum der trigonometrischen Polynome.)
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5. Seien
oo
g = [(Xf)isrii ZII;'I < ool C Abb (M, R),
i={
llO‘D
& = |(Xi)ie:41 Y Inl? <cot C Abb(N,R),
i=0
€ = {(x)iew: (x;)icn konvergiert} C Abb (N, R),
€oo = {(xi)ien? (xi)ien beschrankt} C Abb (N, R).

Zeigen Sie, dass £' € €2 C € € £, C Abb (I, R) eine aufsteigende Kette von Unter-
vektorrdumen ist.

6. Kann eine abzihlbar unendliche Menge M eine R-Vektorraumstruktur besitzen?

7. Gibt es eine C-Vektorraumstruktur auf R, so dass die skalare Multiplikation
C x R — R eingeschrinkt auf R x R die tibliche Multiplikation reeller Zahlen ist?

8. Sind die folgenden Vektoren linear unabhdngig?
a) 1, +/2,+/3 im Q-Vektorraum R.

b) (1,2,3),(4,5.6),(7,8,9) im B>,

©) (345),cr in Abb (RS, R).

d) (cosnx,sinmx), ..~ (o) in Abb (R, R).
9. Fiir welche ¢ € R sind die folgenden Vektoren aus B linear abhingig?
(1,3, 4y, (3,1,11), (-1,-4,0).
10. Stellen Sie den Vektor w jeweils als Linearkombination der Vektoren v, v;, v3 dar:
a) w=(6,2,1),vyy=(,0, 1D, v2=(7,3,1),v5 = (2,5, 8).
by w= (21,1, vy =(151),v2=(0,91), 13 =(3,-3,1).



86 1 Grundbegriffe

1.5 Basis und Dimension

Nun muf die erste ernsthafte technische Schwierigkeit tiberwunden werden, um einem
Vektorraum eindeutig eine Zahl (genannt Dimension) als MaB fiir seine Gribe zuordnen
zu konnen.

1.5.1. Zuniichst die wichtigste

Definition. Eine Familie 5 = (v;);<, in einem Vektorraum V heilit Erzeugen-
densystem von V, wenn
V = span (v;)es .

d.h. wenn jedes v € V Linearkombination von endlich vielen v; ist.

Eine Familie B = (v;);¢; in V heiit Basis von V, wenn sie ein linear un-
abhiingiges Erzeugendensystem ist.

V heiBt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h. eine
endliche Familie B = (v;,...,v,) mit V = span(v;) gibt. Ist B eine endliche
Basis, so nennt man die Zahl n die Léinge der Basis.

Beispiele. a) Die Begriffe sind so erkldrt, da} die leere Familie eine Basis des
Nullvektorraumes ist. Diese kleine Freude kann man ihr gonnen.

b) K := (e, ... ,e,) ist eine Basis des K", sie heiBt die kanonische Basis oder
Standardbasis (vgl. Beispiel b) in 1.4.4).

¢) Im Vektorraum M(m x n: K) hat man die Matrizen

mit einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und sonst Nullen. Diese m x n-
Matrizen bilden eine Basis von M(m x n; K). Das ist wieder nur eine Variante
von Beispiel b).

d) (1, i) ist eine Basis des R-Vektorraumes C.

e) (1, 1,1, ...) ist eine Basis unendlicher Linge des Polynomrings K[t].
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1.5.2. Das sieht alles recht einfach aus, bis auf eine zunichst spitzfindig erschei-
nende Frage: wenn man im K" neben der Standardbasis irgendeine andere Basis
findet, ist es gar nicht klar, daB sie die gleiche Linge hat. Im K" wire das noch
zu verschmerzen, aber schon bei Untervektorrdiumen W C K" gibt es keine
Standardbasis mehr. Es ist nicht einmal ohne weiteres klar, daB jedes solche W
endlich erzeugt ist (Korollar 3 in 1.5.5). Daher kann man es nicht umgehen, die
Lingen verschiedener Basen zu vergleichen. Bevor wir das in Angriff nehmen,
noch einige oft benutzte Varianten der Definition einer Basis. Zur Vereinfachung
der Bezeichnungen betrachten wir dabei nur endliche Familien.

Satz. Fiir eine Familie B = (vy,...,v,) von Vektoren eines K -Vektorraumes
V # {0} sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) B ist eine Basis, d.h. ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem.

ii) B ist ein ,unverkiirzbares” Erzeugendensystem, d.h.

(vlv coe s U s Uply v o ey Un)
ist fiir jedes r € {1, ..., n} kein Erzeugendensystem mehr.
iti) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Xy, ... , A, € K mit

v=0t+...4+ A,
d.h. B ist ein Erzeugendensystem mit der zusdtzlichen Eindeutigkeitseigen-
schaft.

iv) Bist ,unverlingerbar” linear unabhdngig, d.h. B ist linear unabhdingig, und
fiir jedes v € V wird die Familie (v, ... , v,, v) linear abhdingig.

Beweis. i) = ii). Gegeben sei ein Erzeugendensystem B. Ist 13 verkiirzbar, also
zur Vereinfachung der Notation mit r = 1

vy =Ava+ ...+ Ay, sofolgt (—Duvy+ v +...4+Au,=0.
Also ist B linear abhéngig.
ii) = iii). Sei wieder B ein Erzeugendensystem. Ist die Eindeutigkeitseigenschaft
verletzt, so gibt es ein v € V mit
v=Au A0 = ot B,
und 0.B.d.A. Ay # pu,. Subtraktion der Linearkombinationen und Division
durch A — p, ergibt

— A _'kn
v]:ﬂQ Zu +Ju'n
A=

also ist B verkiirzbar.
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iil) = iv). Aus iii) folgt, da B linear unabhingig ist. (Lemma in 1.4.5). Ist
v e V,soist

v=Avi+.. .+ Ay, also Ly 4. .+ Au+(—Dv=0,
d.h. (vy, ... . vy, v) ist linear abhidngig.
iv) =i). Sei B unverlingerbar linear unabhiingig. Fiir jedes v € V gibt es
Ayevey gy A € K mit

i+ ...+ A v +Av=0.

Da B linear unabhingig ist, muB A # 0 sein, also ist

v ad aith
e By e
1 X "
und es ist bewiesen, dal BB ein Erzeugendensystem ist. O

Der Beweis von iv) = i) ergibt den

Zusatz. Ist V nicht endlich erzeugt, so gibt es eine unendliche linear unabhin-
gige Familie.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dall es fiir beliebiges n zu linear unabhingigen

Vektoren vy, ... , v, einen weiteren Vektor v gibt, so daB auch (v,..., v, v)
linear unabhingig ist. Wire (v, ..., v,, v) fiir jedes v € V linear abhingig,
so wire nach obigem Argument (v, ..., v,) ein Erzengendensystem, was der
Voraussetzung widerspricht. m]

1.5.3. Die Bedeutung des obigen Satzes erkennt man schon an seinem gar nicht
selbstverstindlichen Korollar, dem

Basisauswahlsatz. Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorraumes
kann man eine Basis auswdhlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektor-
raum eine endliche Basis.

Beweis. Von dem gegebenen Erzeugendensystem nehme man so lange einzelne
Vektoren weg, bis es unverkiirzbar geworden ist. Da am Anfang nur endlich viele
da waren, fiihrt das Verfahren zum Ziel. O

Allgemeiner gilt das
Theorem. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Der Beweis ist wesentlich schwieriger, wenn es kein endliches Erzeugendensy-
stem gibt, weil man moglicherweise unendlich viele Vektoren weglassen muB,
bis die Unverkiirzbarkeit erreicht ist. Ein Beweis des Theorems erfordert Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre, etwa das ZORNsche Lemma. Darauf gehen wir hier
nicht ein (vgl. etwa [B1], p.261).
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Im Falle nicht endlich erzeugter Vektorriume sind Basen im hier definierten
Sinn von geringer Bedeutung. Hier ist es fiir die Anwendungen in der Analysis
wichtiger, konvergente unendliche Linearkombinationen zu untersuchen. Damit
beschiftigt sich die Funktionalanalysis (vgl. etwa [M-V]).

1.5.4. Um die Lingen verschiedener Basen zu vergleichen, mufl man systema-
tisch Vektoren austauschen. Dieses Verfahren entwickelte E. STEINITZ im Jahre
1910 bei einem dhnlichen Problem in der Theorie der Korpererweiterungen. Ein
einzelner Schritt des Verfahrens wird geregelt durch das

Austauschlemma. Gegeben sei ein K -Vektorraum V mit der Basis

B=(w,...,v) und w=A uy+...+Av,€V.
Istk e {l,...,r)mith; #0, soist
B t= (g o Mo W Veisioss )

wieder eine Basis von V. Man kann also v; gegen w austauschen.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise konnen wir annehmen, dal k = 1
ist (durch Umnumerierung kann man das erreichen). Es ist also zu zeigen, daB

B' = (w, v, ..., v,) eine Basis von V ist. Ist v € V, so ist
V= v (e,
mit (4, ..., 1, € K. Wegen A # 0ist
1 Az
v l—]w—i-l-t,r;—. —JL—IU, also
v=;L—:w+(Mz—#i—fz)vz+-.‘+(nr—u;r)vr.

womit gezeigt ist, dal B’ ein Erzeugendensystem ist.
Zum Nachweis der linearen Unabhiéngigkeit von B’ sei

w4+ pova + .+ peu, =0,

wobei @, (o, ..., 1, € K. Setzt man w = Ajv; + ...+ A, v, ein, so ergibt sich
pAguy 4+ (a4 v+ .o+ (4 g, =0,

also Ay = pds + pr = ... = pA, + p, = 0, da B linear unabhingig war.

Wegen A, # 0 folgt x = Ound damit > = ... = p, =0. [}

Durch Iteration erhiilt man den
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Austauschsatz. In einem K -Vektorraum V seien eine Basis
B=w,...,v)

und eine linear unabhingige Familie (w,, ... ,w,) gegeben. Dann istn < r,
und es gibt Indizes i\, ... i, € {1,...,r}derart, daff man nach Austausch von
Vi, gegen wy, ..., v;, gegen w, wieder eine Basis von V erhdlt. Numeriert man
soum, daffi, =1, ..., 1, = n ist, so bedeutet das, daf3

B = (W, ..., Wy, Upgts-nn s ¥y)
eine Basis von V ist.
Vorsicht! Die Ungleichung n < r wird nicht vorausgesetzt, sondern gefolgert.

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also
n = 1, und sei der Satz schon fiir n — 1 bewiesen (Induktionsannahme).

Da auch (wy, ..., w,_) linear unabhiingig ist, ergibt die Induktionsannahme,
daB (bei geeigneter Numerierung) (w, ... , W,_y, ¥y, ... , v,) eine Basis von V
ist. Da nach Induktionsannahme n—1 < r gilt, mufl zum Nachweis vonn < r nur
noch der Fall n — 1 = r ausgeschlossen werden. Dann wiire aber (wy, ... , w,—;)
schon eine Basis von V, was Aussage iv) aus Satz 1.5.2 widerspricht. Wir schrei-
ben

Wy =AWy + .o+ AWy A0, + .+ A,
mit Ay, ..., A € K. Wire &, = ... = A, = 0, so hiitte man einen Widerspruch
zur linearen Unabhingigkeit von w,, ..., w,. Bel erneuter geeigneter Nume-
rierung konnen wir also A, # 0 annehmen, und wie wir im Austauschlemma
gesehen haben, 146t sich daher v, gegen w, austauschen. Also ist B* eine Basis
von V. ]

1.5.5. Nach Uberwindung dieser kleinen technischen Schwierigkeiten liuft die
Theorie wieder wie von selbst. Wir notieren die wichtigsten Folgerungen.

Korollar 1. Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von
V endlich.

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine endliche Basis und (w;);; eine beliebige Basis
von V. Wire I unendlich, so gibe es iy, ... ,i,4 € I derart, daB w;,, ..., w; ,
linear unabhingig wiren. Das widerspricht aber dem Austauschsatz. (m}

Korollar 2. Je zwei endliche Basen eines K -Vektorraumes haben gleiche Léinge.
Beweis. Sind (vy, ..., v,) und (w, ..., wy) zwei Basen, so kann man den Aus-

tauschsatz zweimal anwenden, was k < r und r < k, also r = k ergibt. O

Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen wir nun in sinnvoller Weise die Dimension
eines Vektorraumes erkliren.
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Definition. Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir

dime V o= oo, falls V keine endliche Basis besitzt,
- r, falls V eine Basis der Linge r besitzt.
dimg V heiBt die Dimension von V iiber K. Falls klar ist, welcher Kérper ge-

meint ist, schreibt man auch dim V.

Korollar 3. Ist W C V Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraumes
V, so ist auch W endlich erzeugt, und es gilt dimW < dimV.
Aus dimW =dimV folgt W = V.

Beweis. Wire W nicht endlich erzeugt, so gibe es nach dem Zusatz aus 1.5.2
eine unendliche linear unabhingige Familie, was dem Austauschsatz wider-
spricht. Also hat W eine endliche Basis, und wieder nach dem Austauschsatz
ist ihre Linge hochstens gleich dimV.

Sein = dimW =dimV und w,, ... , w, Basis von W.Ist W # V| so gibtes
einve V~Wundw,,...,w,, vsind linear unabhéingig im Widerspruch zum
Austauschsatz. O

In 1.5.3 hatten wir gesehen, daB man aus einem endlichen Erzeugendensystem
eine Basis auswihlen kann. Manchmal ist die Konstruktion ,,aus der anderen
Richtung" wichtig:

Basisergénzungssatz. In einem endlich erzeugten Vektorraum V seien linear un-
abhingige Vektoren w,, ... , w, gegeben. Dann kann man w,,.,, ... , w, finden,
so dafs

B=(w.... Wy, Wygpsees W)
eine Basis von V ist.
Beweis. Sei (v, ..., v,) ein Erzeugendensystem. Nach 1.5.3 kann man daraus
eine Basis auswihlen, etwa (v, ..., v,) mit r < m. Nun wendet man den Aus-

tauschsatz an und sieht, dal bei geeigneter Numerierung durch

W] 7= Upgely o on y Wy 1=y
die gesuchte Ergiinzung gefunden ist. O
Beispiele. a) dimK" = n, denn K" hat die kanonische Basis (e, ... , ¢,). Nach

Korollar 2 hat auch jede andere Basis von K" die Linge n, was gar nicht selbst-
verstandlich ist.

b) Geraden (bzw. Ebenen) durch den Nullpunkt des R" sind Untervektorriume
der Dimension 1 (bzw. 2).
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¢) Fiir den Polynomring gilt dimy K [¢] = oo.
d) dimzC = 2 denn 1 und i bilden eine Basis. Dagegen ist dim:C = 1.
e) dimgR = oo (vgl. Aufgabe 4).

1.5.6. Bei der Definition eines Vektorraumes in 1.4.1 hatten wir einen Korper K
zugrundegelegt. Zur Formulierung der Axiome geniigt ein kommutativer Ring R
mit Einselement, man spricht dann von einem Modul iiber R. Die Begriffe wie
Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Unabhingigkeit kann man
in dieser allgemeineren Situation analog erkléren.

In den vorangegangenen Beweisen wird immer wieder durch Skalare dividiert,
was einen Skalarenkorper voraussetzt. Uber einem Ring ist von den erhaltenen
Aussagen iiber Basis und Dimension wenig zu retten. Daher beschrinken wir
uns auf zwei Aufgaben (8 und 9), die als Warnung vor diesen Gefahren dienen
sollen.

1.5.7. Im Basisauswahlsatz 1.5.3 hatten wir bewiesen, da man aus jedem end-
lichen Erzeugendensystem eine Basis auswihlen kann. Fiir die Praxis ist das
Verfahren des Weglassens (und die Kontrolle, ob ein Erzeugendensystem iibrig
bleibt) nicht gut geeignet. Weitaus einfacher ist es, aus einem Erzeugendensy-
stem eine Basis linear zu kombinieren. Wir behandeln hier den Spezialfall eines
Untervektorraumes W C K"; in 2.4.2 werden wir sehen, daB sich der allgemeine
Fall darauf zuriickfiihren laBt.

Seien also ay, ... ,a, € K" gegeben, und sei W = span(ay, ... ,a,). Sind
die Vektoren a; Zeilen, so ergeben sie untereinandergeschrieben eine Matrix

L TR T
A= : : e M(m x n; K),
Amy "' App
d.h. es ist a; = (aih ey ai'n)-
Beispiel. Aus der kanonischen Basis (ey, ... , €,) von K" erhilt man die Matrix
1 0
E, = e M(n xn; K),
0 1

man nennt sie die n-reihige Einheitsmatrix. Dieser Name ist durch ihre Wirkung
bei der Matrizenmultiplikation erkldart (vgl. 2.5.4). Die Eintrige von
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E, = (8;;) sind die sogenannten KRONECKER-Symbole
_ | O fiiri # j,
Yl fird =

Nun kommen wir zuriick auf die schon in Kapitel 0 benutzten Zeilenumformun-
gen. Anstatt der reellen Zahlen stehen Eintriige aus einem beliebigen Korper K,
und wir betrachten vier verschiedene Arten von elementaren Zeilenumformun-
gen:

I Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K*:

(- (+)»

II Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile:

a; a;+a;
A= : (g : = A[[ i
a; aj;

Il Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile (A € K*):

a; a + Aa ]
A= > : = A"] .
a; a;
IV Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile:
& i
A= = =: A .
aj a;
Dabei bezeichnen jeweils ay, . .. , a,, die Zeilen von A, es ist stets i # j voraus-

gesetzt, und an den mit Punkten markierten Zeilen éndert sich nichts.
Die Typen III und IV entsprechen 1) und 2) aus 0.4.6. Die Typen I und II sind
noch elementarer, denn man kann III und IV daraus durch Kombination erhalten,
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und zwar nach folgendem Rezept:

a; 1 aj n  a+2Aa; 1 [ ai +Aa;
= = = bzw.
a; Aa; Aa; a;

a,-—(a,-—a;) - a; ,,l[, a; ‘
a; —dj a; —da; a;
Zum Verstiandnis der Wirkung von Zeilenumformungen hilft ein weiterer Be-
griff:
Definition. Ist A € M(m x n; K) mit Zeilen a,, ... , a,, so heifit
ZR(A) :=span(a,,...,a,) C K"
der Zeilenraum von A.

Lemma. Ist B aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, so ist
ZR(B) =ZR(A).

Beweis. Nach der obigen Bemerkung geniigt es, die Typen I und II zu betrachten.
Ist B = Ajund v € ZR(A), so ist

v=.,‘+u,-a,-+...=,..+-?(Aa,-)+,“.

also auch v € ZR(B). Analog folgt v € ZR(A) aus v € ZR(B).
Ist B = Ay und v € ZR(A), so ist

RS T SR TR i, S L el o S o o AT BT IS R

also v € ZR(B) und analog umgekehrt. 0
Wie in 0.4.7 beweist man den

Satz. Jede Matrix A € M(m x n; K) kann man durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen. ]

Damit ist das zu Beginn dieses Abschnitts formulierte Problem gelost: Hat man
aus den gegebenen Vektoren ay, ... , a, die Matrix A aufgestellt und diese zu
B in Zeilenstufenform umgeformt, so sind die von Null verschiedenen Zeilen
by, ... b, von B eine Basis von W = ZR(A) = ZR(B), denn by, ... , b, sind
nach Beispiel b) in 1.4.5 linear unabhéngig.
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Beispiel. Im R® seien die Vektoren

a = (0,0,0,2,-1),
dr = (0.[,—2,],0).
a; = (0,-1,2,1,-1),
a; = (0,0,0,1,2)

gegeben. Dann verliuft die Rechnung wie folgt:

00 0 2-1 01 1-2 1 0
_01-2 10 0, 00 2-I
G—1 2 1-1 Bl 3 11
000 1 2 ol o 01 2

l
0000]—5 00 0 0 0

Also ist eine Basis von W = span (ay, a3, a3, a4) gegeben durch

by = (0,1,-2,1,0),
b = 0,001,2),
by = (0,0,0,0,-5).

1.5.8. Ob man Vektoren als Zeilen oder Spalten schreibt ist willkiirlich, aber der
Ubergang von der einen zur anderen Konvention wirft Fragen auf. Macht man
in einer Matrix Zeilen zu Spalten, so werden Spalten zu Zeilen; man nennt das
Transposition: Zu

A= (a;) e M(m x n; K) ist ‘A={a:j)EM(nxm;K} mit a;; = aj; .
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‘A heiBt die Transponierte von A. Zum Beispiel ist fiirm = 2 undn = 3

! 10
1 03
=102
0 21
31
Eine quadratische Matrix wird dabei an der Diagonale gespiegelt. Abstrakt ge-
sehen ist die Transposition eine bijektive Abbildung
M(m xn; K) = M@ xm; K), Aw~"'A,
und es gelten die folgenden Rechenregeln:
) '(A+B)="'A+'8,
2) "(A-A)=A-'A,
3) '('A) = A.
Nun kann man ganz analog zu 1.5.7 fiir eine Matrix A elementare Spalten-
umformungen, Spaltenraum SR(A), Spaltenstufenform etc. erkldren, was durch
Transposition auf die entsprechenden Begriffe fiir Zeilen zuriickgefiihrt werden
kann. Das sind einfache Spielereien, aber ein ernsthaftes Problem wird deutlich
durch die folgende
Definition. Fiir eine Matrix A € M(m x n; K) sei
Zeilenrang A = dimZR(A) und
Spaltenrang A := dimSR(A).
Man beachte dabei, da8 Zeilen- und Spaltenraum in verschiedenen Vektorriu-
men liegen:
ZR(A) C K" und SR(A)C K™.
Zum Beispiel fir A = E, ist ZR(E,) = SR(E,) = K", also
Zeilenrang E,, = n = Spaltenrang E,, .
Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme benotigt man die etwas iiberra-
schende Tatsache, daf} diese beiden Zahlen fiir jede Matrix gleich sind. In 2.6.6
steht geniigend viel Theorie fiir einen indexfreien Beweis zur Verfiigung, in Ka-

pitel 6 wird der abstrakte Hintergrund beleuchtet. Der Schliissel fiir einen direk-
ten Beweis mit den Hilfsmitteln dieses Kapitels ist das

Lemma. In der Matrix A € M(m x n; K)) sei die letzte Zeile Linearkombination
der vorhergehenden, A € M(m — 1 x n; K) entstehe aus A durch weglassen der
letzten Zeile. Dann ist

Spaltenrang A = Spaltenrang A .
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Beweis. Wir bezeichnen die Zeilen von A mit ay, ... , a, und die Spalten mit
a',...,a" (man beachte, daB der obere Index keine Potenz bedeuten soll). Nach
Voraussetzung gibtes p, ... , ty—y € K mit

Ay = (A + .o PG -
Das bedeutet, daB alle Spalten von A enthalten sind im Untervektorraum

W={x,....50) €K™ xpp = 1y + .ot Um_1Xm_1},
also ist SR(A) € W. Nun betrachten wir die ,,Projektion™
2 W= K™, x =@y Xn) P F = (e Xmet) -
¥, W
i
&
1 |
a
T
!
= N
a' T a

Bild 1.7

Nach Definition von A gilt SR(A) = m (SR(A)), zu zeigen ist dim SR(A) =
dimSR(A).

Nach 1.5.3 kénnen wir annehmen, daB (a', ... ,a") fireinr mit0 < r < n
eine Basis von SR(A) ist. Offensichtlich ist @', ... ,a@" ein Erzeugendensystem
von SR(A). Ist

Mal+...+rad =0, (%)

| r

so folgt daraus fiir die m-ten Komponenten vona', ... ,a

m=1 m=1
Map+ .ot hal, = MY pial+.+h Y
i=l i=1

[T BLITE ST Yo §7 A
Jj=1 =1

= [ '0+..‘+,U..M_|'0=0.
also folgt aus (), da L@’ + ...+ A.@” = Ound somitA; = ... = A, = 0.

Daher ist@', ... ,@ eine Basis von SR(A).
Selbstverstindlich bleibt der Zeilenraum ganz unveréndert. Das folgt etwa aus
dem Lemma in 1.5.7. O

Der Rest des Beweises fiir die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist
Aufgabe 13.
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Aufgaben zu 1.5

1. Gegeben seien im R’ die Vektoren v,
vy = (4. 3.9. —2‘2). v = (]. 1; l. I ]), s

4.1,1,0,=2), vu = (0,1,4,-1,2),
(0, -2, 8,2, —4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V = span (v, ... , vs).
b) Wiihlen Sie alle moglichen Basen von V aus den Vektoren u, ... , vs aus, und kom-
binieren Sie jeweils vy, ... , vs daraus linear.

2. Geben Sie fiir folgende Vektorrdume jeweils eine Basis an:
a) {(x), 0, x3) € B xp = x3),
b) {(X;.X}_,X3..‘(4) eRY: X430 4+2x3=0, 2x;+x24+2x3 =0},

) span (2, * 41, 24+ 1, P4+ 1, 17 +1%) CRI1),
d) {f € Abb(R,R): f(x) = 0 bis auf endlich viele x € R}.

3. Fiird € M sei

Kltye... talisy i ={FekK[t,..., ty]: F ist homogen vom Grad d oder F = 0}
(vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Beweisen Sie, dass K[, ... ., t,)) € K[11, ... . ty] ein Unter-
vektorraum ist und bestimmen Sie dimK|[, ... , fy))-
4. Zeigen Sie, dass C endlich erzeugt iiber R ist, aber R nicht endlich erzeugt iiber (.
5. Ist (v;);e; eine Basis des Vektorraumes V und (w;) ;e eine Basis des Vektorraumes
W, so ist ((vi, 0));¢; U ((O, wf))je.f eine Basis von V x W (vgl. Aufgabe 2 zu 1.4).
Insbesondere gilt

dimV x W =dimV + dimW ,
falls dimV, dimW < oc.
6. Sei V ein reeller Vektorraum und a, b, ¢, d, e € V. Zeigen Sie, dass die folgenden
Vektoren linear abhingig sind:
vw=a+b+c, v=2a+2b+2c—-d, vi=a—-b—e,
y=54+6b—c+d+e, vs=a—-c+3e, vs=a+b+d+te.

7. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' definieren wir
h(V):=sup{n € N: esgibteineKette yCcVic...cV,.yCV,
von Untervektorrdumen V; € V} .
Zeigen Sie h(V) = dimV.
8. Sei R = C(R, R) der Ring der stetigen Funktionen und
W:={f € R: esgibtein o € Rmit f(x) =0firx > g} C R.
Fiir k € M definieren wir die Funktion
0 fiiralle x = k,

X) =
fi () k—x fiirx<k.
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a) W = span g( fi)gen.
b) W ist iiber R nicht endlich erzeugt (aber R ist iiber R endlich erzeugt).
c) Ist die Familie ( f; )i linear abhingig iiber R?

9. Zeigen Sie Z = 2Z + 3Z und folgern Sie daraus, dass es in Z unverkiirzbare
Erzeugendensysteme verschiedener Lingen gibt.

10. Wie viele Elemente hat ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem endlichen
Kdarper?

11.* a) Ist K ein Korper mit char K = p > 0, so enthilt K einen zu Z/pZ isomorphen
Kdrper und kann somit als Z/ pZ-Vektorraum aufgefasst werden.

b) Zeigen Sie: Ist K ein endlicher Kérper mit char K = p, so hat K genau p' Elemente,
wobei n = dimg,z K.

12. Zeigen Sie: Zeilenrang = Spaltenrang fiir Matrizen mit sehr kleiner Zeilenzahl (etwa
m = |, 2) und beliebig grofier Spaltenzahl n.

13. Folgern Sie aus Lemma 1.5.8, dass fiir eine Matrix A € M(m x n; K)
a) Zeilenrang A < Spaltenrang A,
b) Zeilenrang A = Spaltenrang A,

und somit insgesamt Zeilenrang A = Spaltenrang A gilt.
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1.6 Summen von Vektorraumen*

Fiir die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren wu, ..., v, hatten wir in 1.4.4
auch die Schreibweise

Kvy+...+Kv,

angegeben. Das soll andeuten, daB dies die Menge der Summen von Vektoren aus den
fiir v; # 0 eindimensionalen Réumen K'v; ist. Wir betrachten nun den Fall, dal die
Summanden aus beliebigen Untervektorrdumen stammen, das wird in Kapitel 4 niitzlich
sein, Einem eiligen Leser raten wir, dies zuniichst zu iiberbléttern.

1.6.1. Ausgangspunkt ist die folgende

Definition. Gegeben sei ein K-Vektorraum V mit Untervektorrdumen
Wy, ..., W, c V.Dann heilt

Wit+...+W,:={veV: esgibty; € Wymitv=v, +...+v,}
die Summe von Wy, ..., W,.
Ohne Schwierigkeit beweist man die
Bemerkung. Fiir die oben definierte Summe gilt:
a) W)+ ...+ W, C V ist ein Untervektorraum.
b) Wi+ ...+ W, =span(W,U...UW,).
c) dim(W, +...+ W,) <dimW, +... +dimW,. 0
Nun ist die Frage naheliegend, wie unscharf die letzte Ungleichung ist. Im Fall
r = 2 ist das einfach zu beantworten:

Dimensionsformel fiir Summen. Fiir endlichdimensionale Untervektorriume

W, W, cVgilt
Beweis. Wir beginnen mit einer Basis (v, ..., v,) von W, N W, und erginzen

sie entsprechend 1.5.5 zu Basen
(Vs Uy wyy oo wy) von Wiund  (vy, ..., U Wy, ..., w))  von Wa.
Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daB
Bi= (U, Uy Wy, oeey Wi, Wi, 0., W)
eine Basis von W, + W ist. Dall W, 4+ W, von B erzeugt wird ist klar. Zum
Beweis der linearen Unabhingigkeit sei
MU+ et AU+ Wy o e+ ) gy =0, (%)
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Setzen wir
vi=AU o AU Wy L ey,
soistv € Wy und —v = piw| + ... + pjwj € W, alsov € W), N Wa. Also ist
v=2Av 4.+ A,

mit A}, ..., A, € K, und wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen
folgt insbesondere pt; = ... = p; = 0. Setzt man das in (*) ein, so folgt auch
A]=,,_=lm=u,(1:___:#;=0_ O

1.6.2. Der Korrekturterm in der Dimensionsformel wird durch die Dimension
des Durchschnitts verursacht. Diesen Mangel einer Summendarstellung kann
man auch anders charakterisieren.

Lemma. Ist V. = W, + W,, so sind folgende Bedingungen dquivalent:
i) Wynw,={0)}.

it) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = w) + wy mit w; € W,
w, € Wa.

iii) Zwei von Null verschiedene Vektoren w, € W, und w, € W; sind linear
unabhdngig.

Beweis. i) = ii): Ist v = w; + wy = W) + w4, so folgt
W, —wy =wy —w; € WNW,.
ii) => iii): Sind w,, w; linear abhéngig, so erhilt man verschiedene Darstellungen
des Nullvektors.
i) = i): Ist 0 # v € W) N Wy, so erhilt man einen Widerspruch zu iii) durch
lv+(—1v=0. O

Da Bedingung i) am kiirzesten aufzuschreiben ist, die folgende

Definition. Ein Vektorraum V heil3t direkte Summe von zwei Untervektorriumen
W, und W,, in Zeichen

V=W, @W,, wenn V=W, +W, und W, NW,=[0}.

1.6.3. Im endlichdimensionalen Fall hat man einfacher nachzupriifende Bedin-
gungen fiir die Direktheit einer Summe.
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Satz. Ist V' endlichdimensional mit Untervektorrdumen W, und W,, so sind fol-
gende Bedingungen gleichwertig:

) V=WoWw,.
ii) Es gibt Basen (w,...,wx) von Wi und (wi,...,w]) von Wa, so daff
(wiy. .. W, wh,. .., w)) eine Basis von V ist.
iii) V= W1+ W, und dimV = dimW; + dimW5,
Beweis. 1) = ii) = iii) folgt aus der Dimensionsformel (einschlieflich Beweis)
in 1.6.1 im Spezialfall W; N W, = {0}.
iii) =» i): Nach der Dimensionsformel ist dim(W, N W3) = 0, also
Wiy NW, = {0}. B
Daraus folgt sofort die Existenz von ,direkten Summanden™:

Korollar. Ist V endlichdimensional und W C V' Untervektorraum, so gibt es da-
zu einen (im allgemeinen nicht eindeutig bestimmten) Untervektorraum
W' c V, sodaf

V=WwWeoW.
W heiBt direkter Summand von V zu W,
Beweis. Man nehme eine Basis (vi,...,v,) von W, erginze sie nach 1.5.4 zu
einer Basis (v1, ..., Um, Um+1, - -, U) von V und definiere
W' :=span (Vme1,...,U). o

1.6.4. In Kapitel 4 werden wir direkte Summen von mehreren Unterrdumen an-
treffen. Zur Vorsorge dafiir die

Definition. Ein Vektorraum V' heiBt direkte Summe von Untervektorrdumen
Wi, ..., Wy, in Zeichen

V=Wea..eoW,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
DS1 V=W +...+ W

DS2 Sind wy € Wy,...,w, € W gegeben mit wy + ... + w = 0, so folgt
w1=...=wk=0.
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Vorsicht! Bedingung DS2 darf man fiir k > 2 nicht ersetzen durch
Win...NnWy=1{0} oder W;,NW;={0} fiirallei # j
(vgl. Aufgabe 1).
1,

W

" '3
Bild 1.8

Beispiel. Ist (v, ..., v,) eine Basis von V,soist V = Kv, & ... ® Kv,.

Satz. Fiir Untervektorridume W,, ... , W, eines endlichdimensionalen Vektor-
raumes V sind folgende Bedingungen dquivalent:
HV=Wo..eW.
i) Ist fiir jedes i € {1,... k) eine Basis (v:”, B ,v,‘f’) von W; gegeben, so
ist

n il

B:= (v}”,‘.. s v“")

eine Basis von V.

Man beachte die Klammern bei den oberen Indizes. Sie dienen zur Unterschei-
dung von Exponenten, deren Stammplatz an dieser Stelle ist.

Beweis. i) = ii). Offensichtlich ist I3 ein Erzeugendensystem. Zum Beweis der
linearen Unabhiingigkeit sei
. k) (k
v+ P P L+ uP® =0,
Setzen wir w; := p\"v” +. .. + uPv, s0 bedeutet das
wy+...+w =0,
und wegen DS2 muBl w; = ... = wy; = 0 sein. Also ist
o 4 p =0 firi=1,... ,k,

]
W _

und daraus folgt )" = ... = u!’ = 0.
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ii) &> iii) ist klar.
ii) = i). Zum Nachweis von DS2 stellen wir jedes w; € W; durch die gegebene

Basis von W; dar:
w; = pta)ﬂ(al it ”(s) (i)

Ti Ti

AusderAnnahmew1+...+wk—0folgt

ZZ Oy = 0.

i=1 p=1

Da B eine Basis ist, folgt p(‘) 0 fiir alle p und ¢, also ist auch
w=...=wp=0. ]

Aufgaben zu 1.6

1. Beweisen Sie, dass fiir einen Vektorraum V folgende Bedingungen &quivalent sind:
) V=Wa..eW
ii) Jedes v € V ist eindentig darstellbar als v = wy + ... + wy mitw; € W;.

i) V= Wi+ ... + Wi, W; # {0} fiir alle ¢ und von Null verschiedene Vektoren
wy € Wh, ..., wg € Wy sind linear unabhéngig.
Vorsicht! Die Voraussetzung W; # {0} ist wesentlich. Ist etwa W, = {0}, so ist
die angegebene zweite Bedingung stets erfiillt!

iv) V=W +.. +WkundeEW_{ﬂ} firallei € {1,...,k}.
i=1
J#
V) V=Wi+...+Wiund Win(Wig1+...+ W) = {0} firallei € {1,...,k—1}.

Zeigen Sie anhand von Gegenbeispielen, dass die obigen Bedingungen fiir k > 2 im
Allgemeinen nicht dquivalent sind zu Wi N...N Wi = {0} bzw. W; N W; = {0} fiir
alle i £ j.
2. Sind V und W Vektorrdume, so gilt

VxW=(Vx{0})& ({0} x W) .

3. Eine Matrix A € M(n x n; K) heiBt symmetrisch, falls A = 'A.

a) Zeigen Sie, dass die symmetrischen Matrizen einen Untervektorraum Sym(n; K)
von M(n x n; K) bilden. Geben Sie die Dimension und eine Basis von Sym(n; K)
an,
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Ist char K # 2, so heiBt A € M(n x n; K) schiefsymmetrisch (oder alternierend), falls
'A = —A. Im Folgenden sei stets char K # 2.

b) Zeigen Sie, dass die alternierenden Matrizen einen Untervektorraum Alt(n; K) von

Min x n; K) bilden. Bestimmen Sie auch fiir Alt(n; K) die Dimension und eine
Basis.

¢) Fiir A € M(n x n; K) sei A, := $(A +'A) und A, := §(A —A). Zeigen Sie: A, ist

symmetrisch, A, ist alternierend, und es gilt A = A; + A,.

d) Es gilt: M(n x n; K) = Sym(n; K) & Alt(n; K).



Kapitel 2

Lineare Abbildungen

2.1 Beispiele und Definitionen
2.1.1. a) Besonders wichtige Funktionen f: R — R sind die Polynome mit
fXy=as+ax+...+ax",

denn die ganze Abbildungsvorschrift ist durch Angabe der Koeffizienten
ag, ... ,a,,d.h.von n+1 Zahlen, festgelegt. Ist a, # 0, so nennt man n den Grad
von f. Fiir Grad 0 hat man die konstanten und fiir Grad 1 die linearen Funktio-
nen. In der Analysis untersucht man, ob sich eine beliebige Funktion bei kleinen
Veriinderungen des Arguments x nahezu wie eine lineare Funktion verhilt; das
fiihrt zum Begriff der Differenzierbarkeit. Daher sind die linearen Funktionen
unentbehrliches Hilfsmittel der Analysis. Wir betrachten also ein

fTR=R, x—=ax+b=f(x),
flr)

1
sl I -

mit a, b € R. Ihr Graph ist eine Gerade mit Steigung a, die durch (0, b) geht.
Setzt man den konstanten Anteil » = 0, so bleibt eine Funktion f(x) = ax, die
durch eine einzige reelle Zahl a festgelegt ist, und offensichtlich die Eigenschat-
ten

Bild 2.1

fx+x)= fx)+ f(x) und  f(Ax) =Af(x) (*)
fiir beliebige x, x', A € R hat.

b) Viel interessanter und anschaulich einfach zu verstehen ist die Situation in
der Ebene. Zunichst betrachten wir eine Drehung um den Nullpunkt mit dem
Winkel #. Das ist eine Abbildung

F: R* — R2,
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die sich wie folgt beschreiben lifit. Es ist
F(0)=0, Fie)=(cosd,sind), F(e:)=(—sind cosd?),
und fiir ein beliebiges x = (x;, x2) = x,€; + x2e; ist
F(x) =xF(e;) +x:F(e;) = (x;cos? — xpsind}, x| sin} + x;cos ).

Bild 2.2
Benutzen wir die Matrix
# —sin?d
o cos sin ‘
sin? cos
und schreiben wir x und F(x) als Spaltenvektoren, so ist mit der in 0.4.1 er-
kldrten Multiplikation F(x) = A - x.
An dieser Uberlegung ist zu schen, daB man fiir F(e;) und F(e,) beliebige
Vektoren a = (a,, a2), b = (b, b>) vorschreiben kann. Dann ld8t sich F mit der

Konstruktion aus Bild 2.3 zu einer Abbildung von R? auf sich ausdehnen.

Bild 2.3

Mit Hilfe der Matrix

e ay b1
az bz
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ist F wieder beschrieben durch F(x) = A - x.

¢) Betrachtet man nun anstelle von R einen beliebigen Korper K, und nimmt man
m und n anstelle von 2, so ist man sofort in einer recht allgemeinen Situation. Ist
nimlich A = (a;;) eine m x n-Matrix, so erhilt man daraus eine Abbildung

X anxy+...+anky »n
F: K" — K", : = : : =
Xn A1 Xy + ..o T GunXn Vm
Wie man leicht nachrechnet, hat sie wieder die Eigenschaft
Fix+x)=F(x)+ F(x'), F(x)=AF(x) (%)
firx,x e K"und A € K.

Mit Hilfe der in 0.4.1 erkldrten Multiplikation einer Matrix A mit einer Spalte
kann man diese Abbildung einfacher beschreiben als

F: K" > K", x—»A-x,

wenn man die Vektoren von K" und K™ als Spalten entsprechender Hohe
schreibt. Setzt man fiir x die Basisvektorene, ... , e, als Spalten ein und rechnet
man die Produkte aus, so stellt man fest, dafl

Ave,..., A e,
die Spalten von A in dieser Reihenfolge sind. Diese Beobachtung:
Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvektoren
sollte man sich einprigen.
d) Die Transposition von Matrizen als Abbildung
F: M(im xn; K) = M(n xm; K)
hat nach den Rechenregeln in 1.5.8 die zu (*) analogen Eigenschaften.

e) Der Vektorraum V = C([; R) der auf einem Intervall I = [a, b] stetigen
Funktionen ist unendlichdimensional, und die Abbildung

b
S: C(L;R)y— R, ft—»ff(x)d.r,

hat nach den Rechenregeln fiir Integrale die zu (*) analogen Eigenschaften
S(f+8)=8()+5(, SAf)=Ar8().
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f) Ist V = D(I; R) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen, so hat die durch Differentiation erklirte Abbildung

D: V>V, fef,
die zu (*) analoge Eigenschaft.

2.1.2. Die obigen Beispiele motivieren die folgende

Definition. Eine Abbildung F: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W
heiBt linear (genauver K-linear oder Homomorphismus von K-Vektorréiumen),
wenn

L1 F(v+w) = F(v) + F(w),
L2 F(v)=AF(v)

fiir alle v, w € V und alle & € K. Diese beiden Bedingungen kann man zusam-
menfassen zu einer:

L F(hv+ pw) = AF(v) + puF(w)

fiir alle v, w € V und A, £ € K. Man tiberlegt sich ganz leicht, dal L1 und L2
zusammen mit L gleichwertig sind.

Es ist iiblich, den Begriff Homomorphismus zu verschirfen. Man nennt eine li-
neare Abbildung F: V — W einen

Isomorphismus, wenn F bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn V = W,
Automorphismus, wenn V = W und F bijektiv ist.
Wir notieren einige einfache Folgerungen aus den Axiomen:
Bemerkung. Ist F: V — W linear, so gilt:
a) F(0)=0und F(v—w) = F(v) — F(w).
b) Fihvi+...+2:0) =0 Fu) +...+ A F(u).

c) Ist die Familie (v;);c; in V linear abhéingig, so ist (F(v;));c; in W linear
abhiingig.

d) Sind V' C V und W' C W Untervektorriume, so sind auch F(V') C W und
F~Y(W’) C V Untervektorriume.

e) dimF(V) < dimV.

f) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch F~': W — V linear.
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Beweis. a) F(0) = F(0-0) =0- F(0) = 0 und
Fo—w)=Fw+(=Dw) = F@) + (=) F(w) = Fv) — F(w).

b) folgt durch wiederholte Anwendung der Regel L.
c)Istfiiriy,... iy €elfundXy,... A, € K
My 4.+ A, =0,
so folgt nach b)
M) +...+ 2, F(v,)=0.
d) Wegen 0 € V' ist 0 = F(0) € F(V’). Sind w, w' € F(V'), so gibt es
v,v' € V' mit F(v) = wund F(v') = w'. Also ist
w+w' =F@)+ F(v)=F(+v)eF(V),
denn v + v’ € V' Fiir A € K gilt wegen Av € V'
Jw = AF(v) = F(Av) € F(V').
Sind v, v’ € F~'(W’), so bedeutet das F(v), F(v') € W'. Also ist
Fo+v)=F@) + FQ)e W,
also v + v’ € F~'(W’) und analog sieht man Av € F~'(W").
e) Hat man wy = F(vy),... ,w, = F(v,) € F(V) linear unabhingig, so sind
nach ¢) auch vy, ... , v, in V linear unabhiingig.
f) Seien w,w’' € Wund A, € K. Ist w = F(v) und w’' = F(v'), so ist
v=F ' (w), v = F~'(w'), und es folgt aus
F(Ow + puv') = Aw + pw'

durch Anwendung von F~' auf beiden Seiten

AF'(w) + uF~'(w) = F7'(ow + pw') . O

2.1.3. Lineare Abbildungen kann man in verschiedener Weise miteinander ver-
kniipfen. Zunichst betrachten wir die Hintereinanderschaltung.

Bemerkung 1. Sind U, V, W Vektorrdume und G: U — V, F: V - W
lineare Abbildungen, so ist auch

FoG: U— W linear
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Man beachte dabei wie immer die Reihenfolge der Abbildungen, was man sich
in einem Diagramm aufzeichnen kann:

G ~V~E
- ad

Beweis. Firu, u' € U ist

(FoG)u+u") F(Gu+u))=F (G +G")
F(Gu)+ F (G{u’))

(FoG)u)+ (FoG)u').
Ganz analog zeigt man (F o G)(Au) = A(F o G)(u). a

I

In Aufgabe 3 zu 1.4 hatten wir gesehen, wie man fiir eine Menge X und einen
Vektorraum W die Menge Abb (X, W) zu einem Vektorraum machen kann. Ist
auch X = V ein K-Vektorraum, so definiert man

Homg(V, W) :={F: V — W: Fist K-linear}.

Falls klar ist, welcher Korper K gemeint ist, schreibt man einfacher
Hom (V, W).

Bemerkung 2. Fiir Vektorridume V und W iiber demselben Kirper K ist
Hom x(V, W) C Abb (V, W)

ein Untervektorraum.

Beweis. Fiir F, G € Hom g (V, W) und A € K ist zu zeigen, daB F + G und AF
wieder K -linear sind. Das ist aber klar, denn fiiralleo, 7 € K und v, w € V ist

(F+G)lov+tw) = Flov+tw)+ Glov+tw)
= oF()+ tF(w)+o0G(v) +tG(w)
= o (Fw)+G@)) + 1 (F(w)+ G(w))
= o(F+ G)v)+ t(F+ G)(w)
und
(A-F)lov+tw) = AF(cv+tw)=Xi(aF(v)+ tF(w))
cAF(W)+tAF(w) =0 - F)(v)+t(A- F)(w).

Wir vermerken noch, dafl der Nullvektor in Hom g (V, W) die Nullabbildung
0: V- W mit 0):=0 firalleveV
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ist,und die zu F: V — W negative Abbildung gegeben ist durch
—F: VoW mit (—F)v):=—F(v) firalleveV. a

Die Dimension von Hom (V, W) werden wir in 2.4.2 berechnen (siehe auch Auf-
gabe 6 zu 2.4).

2.1.4. Im Spezialfall V = W setzt man
End (V) := Hom (V, V),
das sind die Endomorphismen von V. Diese Menge wird, wie wir in 2.1.3 gese-
hen haben, zu einem Vektorraum mit Addition und Multiplikation mit Skalaren.
Man kann iiberdies eine Multiplikation durch die Hintereinanderschaltung er-
kldren, in Zeichen
F-G:=FoG fir F,GeEnd(V).

Satz. Ist V ein K-Vektorraum, so ist End (V') zusammen mit der oben erkldrten
Addition und Multiplikation ein Ring.

Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen. In 2.6.4 werden wir sehen, dal
dieser Endomorphismenring fiir endlichdimensionales V zu einem Matrizenring
isomorph ist. Damit erhiilt man eine Methode, viele der interessanten Unterringe
von End (V) durch die Gestalt der entsprechenden Matrizen zu be-
schreiben.

Aufgaben zu 2.1

1. Sei X eine Menge und V der R-Vektorraum aller Funktionen f: X — [R. Beweisen
Sie: Ist ¢: X — X eine beliebige Abbildung, so ist die Abbildung
Fo: VoV, fr fogp

R-linear.

2. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearitét:

a) B2 — B2, (x,y) = (3x +2y,x), bDE—-R, x+—ax+b,
Q> R, (x,y)r> x++2y (iberQ), )C—-C, z+ I,

e) Abb(R, B) = R, [ f(I), f)C—C, zr> 7 (iberR).

3. Fiir einen Endomorphismus F: V — V ist die Menge der Fixpunkte von F definiert
durchFix F:={ve V: F(v) =v}.

a) Zeigen Sie, dass Fix F C V ein Untervektorraum ist.

b) Sei der Endomorphismus F gegeben durch
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1 2
D FRSR, x| 01
30

Ll =
-

ii) F: R[t] = R[1], P P',

iii) F: D&, R) > D(R,R), f > f.

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Fix F.
4. Zeigen Sie, dass die Menge Aut(V) der Automorphismen eines Vektorraums V mit
der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe ist.

5.8ei F: V — V ein Endomorphismus des Vektorraums V und v € V, so dass fiir eine
natiirliche Zahl n gilt:

F'(v)#0 und F""'(v)=0.
Beweisen Sie, dass dann v, F(v), ..., F"(v) linear unabhingig sind.

6.Ist F: V — W ein Isomorphismus und V = U, @ Us, soist W = F(U)) @ F(U3).
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2.2 Bild, Fasern und Kern, Quotientenvektorriaume*

Nachdem wir eine ganze Reihe formaler Eigenschaften von linearen Abbildungen be-
handelt haben, soll nun versucht werden, die ,Geometrie™ solcher Abbildungen etwas
besser zu verstehen.

2.2.1. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so nennen wir

ImF :=F(V) das Bild von F (vgl. 1.1.3),
F-'(w):={veV: F(v) =w) die Faseriiber w € W und
Ker F = F~1(0) den Kern von F .

Bemerkung. Ist F: V — W linear, so gilt:
a) Im F C W und Ker F C V sind Untervektorrdume.
b) F surjektiv & ImF = W,
c) F injektiv < Ker F = [0}.
d) Ist F injektiv, und sind v, ... ,v, € V linear unabhiingig, so sind auch die
Bilder F(v)), ..., F(v,) linear unabhiingig.

Beweis. a) und b) und die , Hinrichtung” von c) sind ganz klar. Gibt es umgekehrt
zwei verschiedene v, v’ € V mit F(v) = F(v'), so folgt F(v — v') = 0, also
O#v—v'ekKerF.
Zu d) nehmen wir an, dal}

F )+ .oy F(u,) =0,
Die linke Seite hat wegen der Linearitit das Urbild vy + ... + u,v,, wegen
der Injektivitit folgt

v+ v, =0,

alsou; =...=pu, =0. ]

Eine besonders wichtige Zahl fiir eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres
Bildes. Man nennt sie den Rang, in Zeichen

rang F :=dimIm F .
Insbesondere beschreibt eine Matrix A € M(m x n; K) eine lineare Abbildung
A: K" K", x+»y=Ax,
wobei die Vektoren x € K" und y € K™ als Spalten geschrieben sind, und als
Rang von A, in Zeichen
rang A ,
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bezeichnet man den Rang dieser linearen Abbildung. Ist (e, ... , e,) die kano-
nische Basis des K", so sind

Aey, ..., Ae,
die Spalten von A, also ist
ImA = A(K") = span (de,, ..., Ae,),

das ist der Spaltenraum von A. Also ist der gerade erklirte Rang von A gleich
dem in 1.5.8 eingefiihrten Spaltenrang. Will man ihn berechnen, so geniigt es, A
auf Spaltenstufenform, d.h. ' A auf Zeilenstufenform zu bringen (vgl. 1.5.7).

2.2.2. Die Begriffe Bild und Faser hat man analog fiir eine beliebige Abbildung
F: X — Y zwischen Mengen, und X wird durch die Fasern in disjunkte Teil-
mengen zerlegt:
x={J F'm.
yelmF
Wir wollen untersuchen, wie diese Faserung im Fall einer linearen Abbildung
aussieht. Dazu zunichst ein einfaches, aber typisches

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F: R* - R*, (-1‘1) = (—ZII & 2.r2)_
X2 Y | +.\’2
EsistimF =R-(2,1),Ker F =R - (1, 1), und fiir (2, b) € Im F ist die Faser

die Gerade mit der Gleichung x> = x; + b, also

F7'2b,b) = (0.B)+R-(1,1)
{(A,b+1): LeR).

Ker F

2 2
R // P R Im F

2 F

V " ” 0 2%
F~1(2b, ) /

Die Fasern sind also parallele Geraden, der Kern ist die einzige Faser durch den
Nullpunkt. Allgemein gilt die

Bild 2.4
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Bemerkung. Ist F: V — W linear, w € Im F und u € F~'(w) beliebig, so ist
F'(w)y=u+KerF ={u+v: veKerF).

Beweis. Ist v' € F~'(w), so folgt
FY=Fu) = FU'—-u)=0=v:=v—-ucKeF
= vV=ut+veu+KeF
Ist umgekehrt v" = u +v € u + KerF, soist F(v') = F(u) = w, also
v e F~l(w). 0

2.2.3. Teilmengen, die durch ,Parallelverschiebung” eines Untervektorraumes
entstehen, erhalten einen eigenen Namen.

Definition. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V heiBit ein affiner Unter-
raum, falls es ein v € V und einen Untervektorraum W C V gibt, so dafl
X=v4+W:={ueV: esgibteinw € W mitu = v+ w}

(Bild 2.5). Es ist vorteilhaft, auch die leere Menge einen affinen Unterraum zu
nennen.

Beispiele fiir affine Unterrdume des R” sind Punkte, Geraden und Ebenen (vgl.
Kap. 0).

XN=v+W

Bild 2.5
Bemerkung. Sei X = v+ W C V ein affiner Unterraum. Dann gilt:
a) Fiir ein beliebiges v' € X ist X =v' + W.
b) Istv' € V und W' C V ein Untervektorraum mit v+ W = v’ + W’, so folgt
W=Wundv'—veW.

Kurz ausgedriickt: Zu einem affinen Unterraum v + W ist der Untervektorraum
W eindeutig bestimmt, und der Aufhéngepunkt v kann beliebig in X gewihlt
werden.
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Beweis. a) Wir schreiben v’ = v + w'.
XCv+W: ueX

= u=v+w mtweW
= u=v+w-w)
= uev'+W

VWX u=v+werv+W = u=v+(wtw)ev+W.

b) Definiert man
X—X={u—u: uueX)
als die Menge der Differenzen (man beachte den Unterschied zu der in 1.1.2
definierten Differenzmenge X ~ X = ), so sieht man ganz leicht, daf}
X—X=W ud X-X=W
sein muB. Alsoist W = W',

Wegen v + W = o'+ W gibtes ein w € W mit v’ = v + w. Also ist
V—v=weW. O
Da fiir einen affinen Unterraum X = v + W < V der Untervektorraum W
eindeutig bestimmt ist, konnen wir durch

dimX = dimW
die Dimension von X erkldren.

2.2.4. Wir zeigen nun, wie man Basen wiihlen kann, die mafigeschneidert sind
fiir eine lineare Abbildung (vgl. 2.4.3).

Satz. Sei F: V — W linear und dimV < oc. Sind Basen

(Wi, oo. ) vonKerF, (w,...,w,) vonlmF,
sowie beliebige Vektoren uy € F~'(wy), ..., u, € F~'(w,) gegeben, so ist
A (s oy By Vs e U8)

eine Basis von V. Insbesondere gilt die Dimensionsformel
dimV = dimIm F 4 dim Ker F.

Beweis. Fiirv € V sei
Fv)=mw; +...+u,w, und v =gy +...4 @2l .
Wegen F(v) = F(v') folgt v —v' € Ker F, also
v—v =Au t
und
V=l 4. ety A0+ A
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Also wird V durch A erzeugt. Ist

iy + .o e, v+ =0, (%)
so folgt durch Anwendung von F
wmw, + ...+ pew, =0, also py=...=u,=0,
da wy, ... , w, linear unabhiingig sind. In (*) eingesetzt ergibt sich
Muy+ ...+ Mo =0, also Ay, ... , A =0
da vy, ..., v linear unabhiingig sind. 0O

Als unmittelbare Folgerung aus der Dimensionsformel notieren wir:

Korollar 1. Ist V endlichdimensional und F: V — W linear, so gilt fiir alle
nichtleeren Fasern

dim F~'(w) = dimV — dimIm F . O

Korollar 2. Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorridumen V und W gibt
es genau dann einen Isomorphismus, wenn dimV = dimW. a

Korollar 3. Sei dimV = dimW < oo und F: V — W linear. Dann sind
folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F injektiv
it) F surjektiv

iii) F bijektiv =)

2.2.5. Durch weiteres Spielen mit den Basen aus Satz 2.2.4 erhélt man folgenden

Faktorisierungssatz. Sei F: V — W linear und
A= (uy, ... ,up,vy,..., ) eine BasisvonV
mit Ker F = span (v, ... , v). Definieren wir U = span (u, ... , u,), so gilt
1) V=U®KerF.
2) Die Einschrinkung F|\U: U — Im F ist ein Isomorphismus.

3) Bezeichnet P: V =U @KerF — U, v = u + v' > u, die Projektion auf
den ersten Summanden, so ist F = (F|U) o P.

In Form eines Diagrammes hat man
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|4

| N
U F_|U- ImFcCcWw.
Insbesondere hat jede nichtleere Faser F~'(w) mit U genau einen Schnittpunkt,

und es ist
Pv)=F Y (F)nU.

Man kann also F: V — W zerlegen (oder faktorisieren) in drei Anteile: ei-
ne Parallelprojektion, einen Isomorphismus und die Inklusion des Bildes. Der
zur Konstruktion erforderliche direkte Summand U ist allerdings nicht eindeutig
bestimmt, er hdngt ab von der Wahl der Basisvektoren u, ..., u,. Wenn in V
eine Winkelmessung moglich ist (vgl. Kapitel 5), kann man U eindeutig machen
durch die Vorschrift, auf Ker F senkrecht zu stehen. Die Umkehrung Im F — U
von F|U nennt man einen Schnitt, da sie aus jeder Faser genau einen Punkt aus-
schneidet. Als gute Illustration kann Beispiel 2.2.2 mit k = r = 1 dienen.

A
F(v)
F-\(F(v , p ;
(F(v)) U_pw
i .
— Im F
ver
Bild 2.6

Beweis. 1) folgt aus der Charakterisierung direkter Summen in 1.6.3.
Wegen Ker F|U = (Ker F)NU = {0} ist F|U auch injektiv, also Isomorphis-
mus mit Bild Im F. 3) folgt aus der Konstruktion von P. Ist schlieBlich
veVundv=wu+v' mitu € Uundv' € Ker F,
soistu = P(v),also F(v) = F(u) = F(P(v)) =: w. Ist iiberdies w, ... , w,
eine Basis von Im F mit F(u;) = w;,
w=pmw +...+pwundve Fllw)nU,
sofolgtv=pyuy 4+ ... 4 pou,. O
Zur Vorbereitung auf den gleich folgenden Abschnitt iiber lineare Gleichungs-
systeme ist es niitzlich, die gerade beschriebene allgemeine Situation fiir eine
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durch eine Matrix A € M(m x n: K) in Zeilenstufenform gegebene Abbildung

A: K"— K"
zu betrachten. Sind (in der Notation von 0.4.3) ji, ... , j, die Indizes der Pivot-
spalten, und sind e, ... , e; die zu diesen Indizes gehtrigen Basisvektoren des

K", so sind die Bilder
Aej). ..., Ale;) e K"

(das sind gerade die Pivotspalten) eine Basis von

Im(A) = span(e],... ,e).
Dabei ist mit (e, ... , €/,) die kanonische Basis des K" bezeichnet. Also ist
U :=span(ej,,... ., e;)

in diesem Fall ein direkter Summand zum Kemn von A im Sinn von 1.6.3. Der
Leser moge das zur Ubung priizise begriinden.

Fiir die erste Lektiire wird empfohlen, den Rest dieses Abschnittes zu iiber-
blittern und bei 2.3 wieder einzusteigen.

2.2.6. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, so sind die Fasern von F nach
2.2.2 die zum Untervektorraum Ker F C V parallelen affinen Riume. Wir wol-
len nun umgekehrt zu jedem vorgegebenen Untervektorraum U C V eine lineare
Abbildung mit Kern U konstruieren. Dazu bendtigt man man einen Vektorraum
W als Bild; wir zeigen, dall es dafiir einen kanonischen Kandidaten gibt, den
Quotientenvektorraum™ W = V/U. Da die Konstruktion ziemlich abstrakt ist,
wollen wir zunichst etwas inhaltlichen Hintergrund bereitstellen.

Beispiel 1. Sei V = R? und U C V eine Gerade durch den Ursprung. Man nennt
zwei Punkte v, v’ € R? dquivalent, wenn die Differenz in U liegt, in Zeichen

vy ev—-vel.

Geometrisch bedeutet das, daBl v und v’ gleich weit entfernt von U sind, wo-
bei die Entfernung von Punkten links von U negativ und rechts von U positiv
gerechnet sein soll.

Es ist ganz einfach zu sehen, daf dadurch in V eine Aquivalenzrelation im
Sinn von 1.1.8 erklirt wird. Die Aquivalenzklassen sind die zu U parallelen Ge-
raden, das sind die affinen Ridume aus 2.2.3.

Der Leser mache sich auch die Analogie zu den Restklassen modulo m aus
1.2.7 klar: Dort wurde die Gleichheit abgeschwiicht zur Kongruenz, hier wird
gleich ersetzt durch gleich weit entfernt.
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Bild 2.7

Beispiel 2. a) Wir betrachten den unendlich-dimensionalen Vektorraum
CR)={f: R— R: f stetig} .
Eine beliebige Teilmenge X C R sei vorgegeben, ihr Komplement A := B~ X

soll die Rolle einer Ausnahmemenge spielen, d.h. die Werte von f auf A werden
als unwesentlich angesehen. Damit kénnen wir den Untervektorraum

I(X) :={f e C(R): f(x)=0fiirallex € X} C C(R)
der ,unwesentlichen” Funktionen betrachten und fiir f, g € C()
f~g:eg—feIlX)
erkldren. In Worten bedeutet das, f und g sind im wesentlichen (d.h. aulerhalb

A) gleich. Auch diese Aquivalenz ist eine kontrollierte (von A abhiingige) Ab-
schwichung der Gleichheit.

b) Eine Variante davon ist die folgende: Man benutzt auf R ein Integral (et-
wa das Riemann- oder besser das Lebesgue-Integral), d.h. ein Integral, mit dem
moglichst viele Funktionen integrierbar sind. Sei

L(R):={f: R— R: f integrierbar}

und

N:={f e LR): f]f(t}ld.' =0} c L(R).
R

Nach den Rechenregeln fiir ein Integral folgt, daB A" ¢ L£(R) ein Untervektor-
raum ist. Man beachte, dall N unendliche Dimension hat, denn etwa die Funk-
tionen f; mit f;(t) = 0 fiirt # i und f;(i) =1 sind fiir i € N in A/ linear unab-
hingig.
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Fiir f, g € L(R) bedeutet f ~; ¢ dann

fif(:) — gldr =0.
R

Dafiir sagt man auch, f und g sind , fast iiberall* gleich, denn die Menge

[reR: f@)# g}
muB sehr klein sein.
2.2.7. Sei nun ganz allgemein V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum. Fiir v, v’ € V erkliren wir die Aquivalenz modulo U
vy ey —vel.
Aus den Eigenschaften eines Untervektorraumes folgt ganz einfach, daf} die Be-

dingungen fiir eine Aquivalenzrelation aus 1.1.8 erfiillt sind.
Die Aquivalenzklasse eines v € V ist gleich dem affinen Unterraum, also

[vev: v"‘av}zu—{-U.

denn

Vv e v —vel & esgibteinu e Umitv' =v+u.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit V/U bezeichnet, die kanonische
Abbildung sei

o: Vo>V/U={w+U: veV], vepov)=v+U.
Dabei wird jedem Punkt der ihn enthaltende affine Raum zugeordnet, oder anders
ausgedriickt wird jeder Vektor ersetzt durch die Menge all der zu ihm
gleichwertigen Vektoren. Im Extremfall U = 0 ist die Aquivalenz die Gleich-
heit und g wird bijektiv. Fiir U = V ist alles dquivalent, und V' /U besteht nur
aus einem Element.

Nun kommt der entscheidende Schritt, ndimlich die Beobachtung, daB man mit
den affinen Riumen rechnen kann wie mit Vektoren.

Satz. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann kann
man die Menge V /U auf genau eine Weise so zu einem K -Vektorraum machen,
daf die kanonische Abbildung

o: V=>V/U, vi>v+U,
linear wird. Weiter gilt:
1) o ist surjektiv.

2) Kerg=U.
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3) dimV /U = dimV — dimU, falls dimV < oc.

4) Der Quotientenvektorraum V /U hat die folgende universelle Eigenschaft:
IstF: Vo> W e’f."E lineare Abbildung mit U C Ker F, so gibt es genau eine
lineare Abbildung F: V/U — W mit F = F o g. Das kann man in Form

eines kommutativen Diagramms schreiben:
y —E£ . w

al /

F
V/U

Weiter ist Ker F = (Ker F)/ U.

Man nennt V/U den Quotientenvektorraum von V nach U. Diese Bezeichnung
entspricht der Vorstellung, dall man U aus V ,herausdividiert*, weil U in V /U
zur Null wird.

Beweis. Zur voriibergehenden Unterscheidung werden die neu zu definierenden
Verkniipfungen in V/U mit + und -, die alten in V mit + und ohne Symbol
bezeichnet. Soll g linear werden, so muf}

W+ U)+(w+U) =) +o(w) =p(v+w)=@w+w)+U,

Av+U)=x-ov)y=pv)=2v+U

gelten. Also gibt es nur eine Moglichkeit, die gesuchten Verkniipfungen in V /U
zu erkldren:

w+D+w+U)=@w+w)+U, A-(w+U):=rv+U.

Es ist jedoch keineswegs klar, daB diese ,,Definition" sinnvoll ist. Man muf noch
zeigen, daf sie von der Wahl der Reprisentanten v und w unabhéngig ist; dann
sagt man, durch 4 und - seien Verkniipfungen in V /U wohldefiniert.

Seien also weitere Repriisentanten v’, w’ gegeben, d.h.

v+U=v4+U und w+U=w+U,

Dannistv' — v € U und w' — w € U, also (v' + w') — (v + w) € U, und somit
(siehe Bild 2.8)

v+w+U=00+u)+U.
Analog zeigt man, daf}
hw+U=w'+U,
d.h. auch die Multiplikation mit Skalaren ist in V /U wohldefiniert.
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w+ U,

Bild 2.8

Der Nachweis der Vektorraumaxiome in V/U mit Hilfe der entsprechenden Re-

chenregeln in V bereitet keinerlei Probleme, das sei dem Leser zur Ubung emp-

fohlen. Nullvektor in V /U ist U, denn
w+WH+U=w+U)+0+UV)=w+0)+U=v+U,

und der zu v+ U negative Vektor ist —v + U. Diese Rechnungen zeigen, daf} die

Unterscheidung von + und + iiberfliissig ist.

Die zusitzlichen Aussagen sind ganz einfach. 1) folgt aus der Definition
vonp.Istv+ U = U, soistv € U, also folgt 2). 3) folgt aus der Dimensi-
onsformel in 2.2.4.

Zu 4) bemerkt man zuniichst, daB wegen der Forderung F = F o g fiir alle
veV

F(v)=F (e)) = F(v+U)
sein muf. Dadurch ist F auch wohldefiniert: denn ist v + U = v’ + U, so folgt
v—veUcCKerF, also F(v)=F(@).
Die Linearitit von F ist klar. Die Gleichung Ker F = Ker F/U folgt aus
v+UeKerFoveKerF & v+UeKerF/U,
wobei zu bedenken ist, daB Ker F/U C V/U ein Untervektorraum ist. O

Eine Schwierigkeit beim Verstindnis der Quotientenstruktur besteht wohl dar-
in, dafl Mengen von Vektoren (in diesemn Fall affine Réume) zu neuen Vektoren
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werden. Aber Vektor zu sein hat keine individuelle Bedeutung; ein Vektor muf}
sich nur innerhalb einer Gesamtheit von Vektoren (d.h. in einem Vektorraum)
nach den dort geltenden Spielregeln (den Axiomen) verhalten. In diesem Sin-
ne ist z.B. auch eine Funktion ein Vektor, d.h. ein Element oder ,,Punkt‘ eines
Vektorraumes (vgl. 1.4.1, Beispiel e).

2.2.8. Manchmal mag es beruhigend sein, wenn man einen abstrakten Quotien-
tenvektorraum durch etwas Konkreteres ersetzen kann. Dazu betrachten wir noch
einmal die Beispiele aus 2.2.6.

!/
v+U=w+U

Bild 2.9

Beispiel 1. Fiir eine Gerade U C V = R? ist der Quotient V/U eindimensional.
Jeder affine Raum v + U € V/U kann durch einen Reprisentanten v € V gege-
ben werden, und man kann die Reprdsentanten alle auf einen Streich in folgender
Weise erhalten: Ist V' C V eine von U verschiedene Gerade durch 0, so schnei-
det V' jeden affinen Raum v + U in genau einem Punkt (Bild 2.9). Bezeichnet
man mit
o: V- V/U, ve>v+4U,

die Beschrinkung der kanonischen Abbildung g, so wird ¢’ zu einem Isomor-
phismus. Man kann also in gewisser Weise den abstrakten Quotientenvektorraum
V /U durch einen konkreten Untervektorraum V' ersetzen. V' ist direkter Sum-
mand im Sinne von 1.6.3, d.h. es ist

Vv=UsV',
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und die Umkehrung von @’ ist ein Schnitt im Sinn von 2.2.5. Aber V' hat den
Nachteil, nicht eindeutig zu sein. Ein besonders ausgezeichneter direkter Sum-
mand ist die zu U senkrechte Gerade U+ (vgl. dazu 5.4.8).

DaB die elementargeometrische Vorstellung hier nicht immer hilfreich ist, sieht
man an

Beispiel 2. a) Die Elemente aus C(R)/Z(X) sind Klassen auf R stetiger Funk-
tionen, die auf X gleich sind. Eine solche Klasse kann man stetige Funktion auf
X nennen, damit hat man Stetigkeit auch auf nicht-offenen Teilmengen X C R
erklért.

Das geht zum Gliick auch etwas weniger abstrakt. Sei

F(X)={p: X >R}
der Vektorraum aller auf X definierten Funktionen und
o: C(R) —» F(X), [ fIX,

der Einschrinkungshomomorphismus. Wir definieren

C(X):=Imo = {¢ € F(X): esgibtein f € C(R) mitg = f|X} C F(X)
als den Vektorraum der auf X stetigen, d.h. auf R stetig fortsetzbaren Funktionen.
Offenbar ist Kero = Z(X), also hat man nach der universellen Eigenschaft des
Quotientenvektorraumes ein Diagramm

C(R)—F—F(X)
e
a
C(R)/Z(X)
wobei & wegen Kerd = Kero/Z(X) = 0 injektiv ist. Der abstrakte Quotienten-
vektorraum C(R)/Z(X) kann also als Untervektorraum des konkreteren Vektor-
raumes F (X ) aufgefaBBt werden.

b) Der Quotientenvektorraum

L(R) := L(R)/N
besteht aus den Klassen fast iiberall gleicher Funktionen. Im Gegensatz zu a)
kann man ihn nicht als Untervektorraum von JF(R) realisieren (warum?). In
Aufgabe 6 zu 5.1 wird er mit einer Norm versehen. Das ergibt einen brauch-
baren Begriff der Konvergenz; der Preis dafiir ist, daB man Funktionen durch
Aquivalenzklassen ersetzen muB.

2.2.9. Nach diesen Beispielen wieder zuriick zur allgemeinen Theorie. Wir zei-
gen, da man den Quotientenvektorraum weitgehend durch einen direkten Sum-
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manden ersetzen kann. Dessen Existenz war im endlich-dimensionalen Fall in
1.6.3 gezeigt worden. Im allgemeinen Fall ist das zwar auch noch richtig, aber
fiir die Praxis nutzlos.

Satz. Sei V =V, @ Vound p: V — V/V, die kanonische Abbildung. Dann ist

o =olVi: Vi = V/V,

ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung v = v; + vy mit v, € V|
und v, € V,. Weiter ist

ew)=eo+v)=v+n+Va=v+V:=0().

Daraus folgt sofort, dal o’ bijektiv ist. =}
Aufgaben zu 2.2
1. Sei F: R" — R™ gegeben durch die folgenden Matrizen:
I 1010
1. 2 3 01100
4 58 11001
01100

Bestimmen Sie jeweils Basen von Ker # und Im F.
2. Sei I C R ein Intervall und

d: D(ILR)— D, R), fw f.
Zeigen Sie, dass d eine R-lineare Abbildung ist, und geben Sie eine Basis von Ker d an.
Wie sieht Ker d aus im Fall, dass / disjunkte Vereinigung von Intervallen ist?
3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V — V ein Endomorphismus.
Es sei definiert: Wy := V und W,y := F(W,;) fiir i € M. Dann gilt: Es gibt einm € N
mit W,y = W, fiirallei € M.
4.8ei F: V — V linear mit F? = F. Zeigen Sie, dass es Untervektorraume U, W von
Vgibtmit V=U@&Wund F(W)=0, F(u) = ufiralleu € U.

5.Sei F: B> — R? gegeben durch die Matrix

2 1 3
( -4 -2 -6 ) )
a) Bestimmen Sie Basen A = (u, vy, v;) des R3 und B = (w, w') des R?, so dass
Ker F = span (vy, v2), Im F = span (w) und F(u) = w.
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b) Geben Sie fiir x € Im F eine Parametrisierung der Faser F~!(x) an und zeigen Sie,
dass jede nichtleere Faser F~!(x) genau einen Schnittpunkt mit U = span («) hat
(vgl. 2.2.5).

6. Beweisen Sie das Lemma aus 1.5.8 noch einmal, aber benutzen Sie nun, dass die

Projektion 7w : W — K™~! linear und injektiv ist.

7.Sei F: V — W linear und U C W ein Untervektorraum. Zeigen Sie, dass dann
dimF~'(U) = dim(U NIm F) + dimKer F .

8. Geben Sie einen neuen Beweis von Teil a) der Bemerkung aus 2.2.3 unter Benutzung
der Aquivalenzrelation e
9. Zeigen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraumes, dass
fiir Vektorraume V, W sowie einen Untervektorraum I/ C V die lineare Abbildung

{F € Hom(V,W): F|U =0} - Hom(V/U,W) mit F> F

(vgl. Satz 2.2.7) ein Isomorphismus von Vektorrdaumen ist.
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

Mit Hilfe der bisher entwickelten Techniken von Vektorriumen und linearen Abbil-
dungen kénnen wir nun lineare Gleichungssysteme noch einmal von einem etwas ab-
strakteren Standpunkt aus behandeln und dabei auch die in Kapitel 0 versprochenen
Begriindungen nachliefern.

2.3.1. In Kapitel 0 hatten wir nur den reellen Vektorraum R" betrachtet. Man
kann ihn fiir einen beliebigen Korper K durch K" ersetzen, da bei der Behand-
lung von linearen Gleichungssystemen nur die Korpereigenschaften der reellen
Zahlen verwendet wurden.

Wir betrachten jetzt allgemein eine Matrix A = (a;;) € M(m x n; K) und eine

Spalte b ="(by, ... , b,) € M(m x 1; K). Daraus ergibt sich das Gleichungssy-
stem
A-x=b, dh. ) ayx;=b fiti=1...,m. (%)
j=1
Man nennt !
A-x=0, dh ) ayx;=0 firi=1...,m. (%)
j=1

das zu (*x) gehorige homogene System; ist b # 0, so nennt man das System ()
inhomogen. Die Mengen
Los(A,b) ={xe K": A-x=b}C K"
nennt man Lésungsrdume. Entscheidend fiir die Theorie ist die Beziehung zu der
durch A beschriebenen linearen Abbildung
F: K"—> K", x> A-x,
denn es ist Los (A, b) = F~'(b), also insbesondere Los (A, 0) = Ker F.
Nach 2.2 ist die ,,GroBe™ der Losungsraume festgelegt durch die Zahl
r:=rang F = rang A = Spaltenrang A .
Genauer folgt aus 2.2.3 und 2.2.4 das

Korollar. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A - x = b mit m Gleichun-
gen und n Unbekannten, es sei r = rang A. Dann gilt fiir die Losungsrdume:

1) Lis(A,0) C K" ist ein Untervektorraum der Dimensionn — r.

2) Los (A, b) C K" ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimensionn—r.
Ist v € Lés (A, b) beliebig, so ist
Lis(A,b) = v+ Los(A,0). o
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Anders ausgedriickt sagt man dafiir: Die allgemeine Ldsung eines inhomoge-
nen linearen Gleichungssystems erhilt man durch die Addition einer speziellen
Losung des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung des
zugehdrigen homogenen Gleichungssystems.

2.3.2. Der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems enthilt
als Untervektorraum stets die triviale Losung 0, fiir ein inhomogenes System gibt
es keine triviale Losung. In 0.4.4 hatten wir durch Umformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix am Ergebnis ablesen kénnen, ob es Losungen gibt. Auch
das kann man etwas abstrakter ansehen.

Wir vergleichen dazu die Matrizen A vom Rang r und (A, b). Die erweiterte
Matrix hat eine Spalte mehr, also ist

r<rang(A,b) <r+1.

Satz. Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems A - x = b ist genau
dann nicht leer, wenn

rang A = rang (A, b) .

Diese Bedingung wurde in den Jahren 1875/76 von G. FONTENE, E. ROUCHE
und F.G. FROBENIUS gefunden (vgl. [Fr]).

Beweis. A beschreibt eine lineare Abbildung
A: K"—= K", x—=A-x,
und (A, b) beschreibt eine lineare Abbildung
A K™ Bm dlesAl el

Sind (e, ... ,e,) und (e}, ... , e, ) die kanonischen Basen, so gilt

Ae)) = A'(e), ... ,Ale,) = A'(e;) und A'(e;,,) = b.
Bei der Abbildung A" kommt also b nach Konstruktion im Bild vor, wahrend das
bei A gerade zu entscheiden ist. Wegen Im A C Im A’ ist stets

rang A <rang A’ .

Also ist rang A = rang A’ gleichbedeutend mit Im A = Im A’, d.h. nach Defini-
tion von A’ mit b € Im A. (m}

Hat man (A, b) auf Zeilenstufenform gebracht, so ist der Zeilenrang gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen. Verwenden wir die Gleichheit von
Zeilenrang und Spaltenrang (vgl. 1.5.8 und 2.6.6), so folgt die
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Bemerkung. Sei

(A.b) = l®
0 Ibr-!—l

bu )

Dann ist rang A = rang (A, b) genau dann, wenn

by = cve=bp=10. (]
2.3.3. Wie im reellen Fall zeigt man, da8 sich jede Matrix durch elementare Zei-
lenumformungen auf Zeilenstufenform A bringen 1dBt (vgl. 0.4.7), und daB sich

der Losungsraum nicht indert, wenn man dabei die Spalte b zu b mit umformt,
d.h.

Los (A, b) = Los (A, b)
(vgl. 0.4.6).

2.3.4. SchlieBlich betrachten wir noch einmal den Fall, daB} die erweiterte Koef-
fizientenmatrix in Zeilenstufenform und der Losungsraum Lés (A, b) nicht leer
ist. Nach eventueller Umordnung der Spalten von A koénnen wir annehmen, daf3

Hﬂ‘ai I»E.\

(A,b) = | a .

0 br+l
\ b
mita; #0firi =1,...,rund b,y =...= b, =0.

Die in 0.4.4 konstruierte Parametrisierung miissen wir nun genauer ansehen.
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Die dort berechneten Koeffizienten tragen wir in Matrizen ein:
D' :=(dj)eM@rxr;K), C':=(c;)eM@rxkK).
Diese werden vergrofert zu

C! D!
C::(E )eM(nxk;K) und D::( g )eM(nxr;K),

k
das ergibt lineare Abbildungen
¢: K"> K", b—D-b, und ®;: K* > K", A= C-A,
wobei b ='(by, ..., b,), und nach der in 0.4.4 ausgefiihrten Rechnung ist
®,: K* - K" gegebendurch ®,(A) = @(b) + o(R).
Nach Konstruktion von ®,, gilt fiiralle b € K*
®,(K*) € Los (A, b) = @(b) + Liss (A, 0).

Fiir b = 0 sieht man an der Matrix C, dafl @, injektiv ist. Weiter ist nach 2.3.1
dimL&s (A, 0) = £, also folgt

@y (K*) = Lis (A, 0),
und durch Verschiebung um ¢(b) ergibt sich daraus

&, (K*) =Los (A, b).
Man beachte, da hierbei wieder die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang
benutzt wird: Die Dimension von Los (A, b) ist nach der Dimensionsformel aus

2.2.4 durch den Spaltenrang bestimmt, an der Zeilenstufenform liest man den
Zeilenrang ab. Insgesamt ist folgendes bewiesen:

Satz. Sei (A, b) in Zeilenstufenform mit r = Zeilenrang A und b € K'. Dann
hat die in 0.4.4 konstruierte von b abhiingige Parametrisierung
®,: K" — Lis(A,b) C K"

folgende Eigenschaften:
1) &y: K" — Lios(A,0) C K" ist ein Vektorraumisomorphismus.
2) ®,: K" — Lios(A,b) C K" ist fiir jedes b € K" bijektiv.
3) Es gibt einen Homomorphismus ¢: K™ — K", so dafi fiir alle b € K’

O, =)+ Py und Lis(A,b) = @(b)+ Lis(A,0). 0
Damit ist die Frage nach Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen beant-
wortet und auch die Abhingigkeit der Losungsmenge von der ,rechten Seite"

b explizit beschrieben. Die oben angegebene Abbildung ¢: K" — K" ist ein
Schnitt im Sinne von 2.2.5.
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Ist das System nicht in Zeilenstufenform, so kann man zeigen, daB der Uber-
gang vom urspriinglichen b zum umgeformten b durch einen Isomorphismus

S: K" = K", b b,
beschrieben wird. In 2.7.7 zeigen wir, wie man § berechnen kann.

2.3.5. Zur Beschreibung der Losungen eines linearen Gleichungssystems be-
nutzt man oft eine weitere Sprechweise. Eine Basis (w,, ... , wy) vonLos (A, 0)
heiBlt Fundamentalsystem von Losungen des homogenen Systems. Ein beliebiges
v € Los (A, b) heiBlt spezielle Lisung des inhomogenen Systems. Dann hat man
eine Darstellung

Los(A,b)=v+ Kuw, +...+ Kw,,

und die Linearkombinationen der Losungen sind eindeutig. Man erhilt die Vek-
toren wy, ..., wy als Spalten der in 2.3.4 konstruierten Matrix C. Dabei ist je-
doch Vorsicht geboten, weil die Zeilen von C anders angeordnet sind, wenn die
Pivotspalten nicht die Voraussetzung j; = i erfiillen.

Es lohnt sich nicht, den allgemeinen Fall aufzuschreiben, wir geben lieber ein
typisches

Beispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem in Zeilenstufenform und mit be-
liebiger rechter Seite:

mitn =7, m=5r=4,j,=2,j,=3, 3 =25, jy = 6und k = 3. Dann ist
x| = Ay, X4 = Az, X7 = A3, und daraus ergibt sich

Xsg = b4—217=b4—2;\.3,

Xs = bg—.t'(,=b3—b.q+2)|.3,

X3 = b2+X4+Xs—2x6—X72b2+b3—3b4+12+Slg,

X = b|—2X4+xs+44\‘5=b|+b3+3b4-2]k2—63.3.

Triigt man die erhaltenen Koeffizienten in die entsprechenden Matrizen ein, so
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wird
(0 00 0\ (1 0 0)
101 3 0 -2 -6
0115 0 1 5
p=|looo of|. c=lo 1 o
001 —1 0 0 2
000 1 b =8
L0000 0) \o 0 1)

Die Spalten von C sind das Fundamentalsystem, D - b ist fiir jedes b € K* eine
spezielle Losung.

2.3.6. Zwei wichtige Spezialfille linearer Gleichungssysteme haben eigene Na-
men. Besteht der Losungsraum aus genau einem Element, so nennt man das Sy-
stem eindeutig losbar. Aus dem bisher Bewiesenen folgt sofort die

Bemerkung. Fiir A € M(m x n; K) und b € K™ sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) Das lineare Gleichungssystem A - x = b ist eindeutig losbar.

ii) rang A =rang (A, b) = n. O

In diesem Fall besitzt das zugehorige homogene Gleichungssystem A -x = 0 nur
die triviale Losung 0.

Ist m = n, so kann man ii) ersetzen durch rang A = n. Dies bedeutet, daf} die
lineare Abbildung A: K" — K" surjektiv, also nach Korollar 3 aus 2.2.4 sogar
bijektiv ist. Bezeichnet A~' die inverse Abbildung, so ist die eindeutige Lésung
x gegeben durch

x=A"b).
Nach 2.5.5 ist A~! beschrieben durch die inverse Matrix.

Ist die Matrix A € M(m x n; K') vom Rang m, so ist die lineare Abbildung
A: K" — K™ surjektiv, also ist der Losungsraum von A - x = b fiir jedes
b € K™ nicht leer. Ein solches Gleichungssystem nennt man universell losbar.

Ist der Rang von A kleiner als m, so ist das System nur fiir spezielle b losbar.
Ein Rechenverfahren, dies bei festem A fiir ein gegebenes b zu entscheiden,
leiten wir in 2.7.7 ab.
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Aufgaben zu 2.3

1. Ein Nahrungsmittel enthalt Schadstoffe Sy, ... , Ss, die bei der Produktion und Lage-
rung als Bestandteile von Pflanzenschutzmitteln auftreten. Auf den einzelnen Stationen
werden die folgenden Pflanzenschutzmittel benutzt:

Station Mittel
1. Landwirt A
2. Rohproduktlagerung B
3. Veredelungsbetrieb C
4. Grossist und Transport D

5. Einzelhdndler E

Die folgende Tabelle gibt die prozentuale Zusammensetzung der Mittel A,. . . ,E wieder:
S S2 S S Ss
02 05 0 03
0.1 06 03 0
0.1 02 02 03 0.2

0 0 01 04 05
E|0 01 03 03 03

Fiir das fertige Produkt ergibt die Nahrungmittelanalyse die folgenden Werte (in Ge-
wichtseinheiten):

o N w >

S S 83 S84 S5
0.75 225 0.65 1.60 0.75

Ermitteln Sie, wieviel (in Gewichtseinheiten) die einzelnen Stationen zur Schadstoffbe-
lastung beitragen.

2. Es seien Metall-Legierungen M), Mz und M; gegeben, die alle Kupfer, Silber und
Gold enthalten, und zwar in folgenden Prozentsitzen:

| Kupfer _Silber Gold
M;| 20 60 20
M| 70 10 20
My| 50 S0 0

Kann man diese Legierungen so mischen, dass eine Legierung entsteht, die 40% Kupfer,
50% Silber und 10% Gold enthilt?
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3. Zeigen Sie: Ist die Matrix A € M(m x n; K') in Zeilenstufenform und r der Rang von
A,soist (e, ... ,e.) eine Basis von Im A C K".

4. Bestimmen Sie fiir das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mit beliebiger
rechter Seite Matrizen C und D wie in 2.3.4, so dass die Spalten von C ein Fundamen-
talsystem bilden und D - b fiir jedes b € B eine spezielle Losung ist.

01 =1 20 3 0n
00 2 =12 0 1|k
00 0 -1 4 0 -3|b
00 0 00 -7 1]|b
00 0 00 0 —4|bs
00 0 00 0 0|0

5. Gegeben seien die Matrizen

35 3 2 3
A= 4 6 , B=1]1 2 1 0
1 3 2 3 4
a) Untersuchen Sie die folgenden Gleichungssysteme darauf, ob sie eindeutig l6sbar

sind:
2 4
Ax=| 4], Bx= 1 .
9 7

b) Untersuchen Sie die Gleichungssysteme Ax = b und Bx = b fiir beliebige b € I
darauf, ob sie universell lisbar sind.

6
3
1

oo -

6. Sei der Untervektorraum W C R" gegeben durch m lineare Gleichungen ¢, ... , @m.
d.h

W={xeR":g(x)=...=@u(x)=0}.
Zeigen Sie, dass dann W bereits durch eine einzige (nicht notwendig lineare) Gleichung
beschrieben werden kann. Genauer gilt: Es existiert ein Polynom f € R[4, ..., t,] mit

W =[xy X)) € B Flges2:) =0
Zeigen Sie, dass diese Aussage auch gilt, falls man R durch einen endlichen Korper K
ersetzt.

7. Finden Sie neue (kiirzere) Beweise fiir Satz 0.2.4 und Aufgabe 2a) zu 0.3.

8. Zeigen Sie, dass eine Teilmenge L des B’ eine Gerade ist (d. h. es existieren
v,w € B}, w # 0, mit L = v+ Rw) genau dann, wenn es eine Matrix A € M(2 x 3; &)
mit rang A = 2 und ein b € R? gibt, so dass L = (x € R*: Ax = b}. Was bedeutet das
geometrisch?
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2.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine Abbildung F: X — Y von Mengen ist nach Definition eine Vorschrift, die je-
dem Argument x € X einen Wert F(x) € Y zuordnet. Dabei ist im allgemeinen nichts
dariiber ausgesagt, wie die Vorschrift auszusehen hat, also kann man die Bilder verschie-
dener Argumente vollig unabhédngig voneinander wihlen.

Ganz anders ist die Situation fiir eine lineare Abbildung F: V — W zwischen Vek-
torrdumen. Kennt man einen Wert F(v), so ist F auf der ganzen Geraden K v festgelegt.
Will man fiir einen weiteren Vektor o € V den Wert beliebig vorschreiben, so darf also
v’ nicht auf der Geraden K v liegen. Durch F(v) und F(v) ist dann F auf der ganzen
Ebene Kv + Kv' festgelegt, usw.

2.4.1. Die Frage, durch wieviele Vorgaben eine lineare Abbildung festgelegt ist,

hat eine einfache Antwort:

Satz. Gegeben seien endlichdimensionale Vektorrédume V und W, sowie Vektoren
Viy.oo 0 € Vund wy, ..., w, € W. Dann gilt

1) Sind vy, ..., v, linear unabhdngig, so gibt es mindestens eine lineare Abbil-
dung
F: VoW mit Fy)=w; firi=1,...,r.
2) Ist (vy, ..., v,) eine Basis, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F: VoW mit Flyy=w firi=1,...,r.
Dieses F hat folgende Eigenschaften:
a) ImF = span (wy, ..., w,).

b) F injektiv & w, ..., w, linear unabhdingig.

Beweis. Wir beginnen mit Teil 2). Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung
v=Au A,
wegen F(v;) = w; und der Linearitdt von F muB also
F) =Mw + ...+ ALw, (*)
sein. Also gibt es hichstens ein solches F, nimlich das durch (%) erklirte. Man
darf nun allerdings nicht versdumen zu zeigen, daf die durch () erklédrte Abbil-
dung wirklich linear ist. Das folgt aus den Rechnungen
Flu+v) = FOov+...+0 v, +Mv+...+2v)

= F(M+2Do 4.4 +X)v,)

= (l[ +t\’|)W| G 2N (Ar + A-:,]"'-‘:-’r‘

= Awp+...+rhw +Aw + . Aw,

= F)+ F@)
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und
F(Av) = FAho +...+ A 0) = A0 w +... + AL w, =AF(U}-

Die Inklusion Im F C span (wy, ... , w,) ist klar. Ist umgekehrt
w=w +...+pw, sofolgt w=F(uuv+...+1v).
Zu b) nehmen wir an, w),...,w, sei linear abhingig. Dann gibt es

(HI‘---»#r]?‘J(O.-...O)mil
w4+ . pew, =0,

und es folgt F(u vy + ...+ w,v.) = 0; also ist F nicht injektiv. Umgekehrt sei
F(v) = 0. Wir schreiben

v=Av+...+Av., dannist Ajw+...+ 2w =0.

Wegen der linearen Unabhingigkeit von wy, ..., w, folgtd; = ... =4, =0,
also v = 0. Damit ist 2) bewiesen.

Ist vy, ..., v, nun linear unabhingig, so konnen wir diese Familie zu einer
Basis

(UI- cee g Upy Upggy een Un)
erginzen und durch Vorgabe beliebiger weiterer Werte w,,y, ... , w, entspre-
chend 2) ein F' mit
Flv)=w; firi=1,...,n

finden. An dieser Konstruktion kann man erkennen, wie weit F von der Eindeu-
tigkeit entfernt ist: ein MaB dafiir ist die Zahl n — r. =]

2.4.2. Der Satz aus 2.4.1 iiber die Erzeugung von linearen Abbildungen hat zahl-
reiche Folgerungen.

Korollar 1. Ist V ein Vektorraum mit einer Basis B = (vy, ..., v,), 50 gibt es
dazu genau einen Isomorphismus

Gp: K" >V mit dgle)=v; firj=1,...,n,
wobei (e|, ... , e,) die kanonische Basis von K" bezeichnet. (]
&y heibt Koordinatensystem, damit werden wir uns in 2.6.1 weiter beschiftigen.

Korollar 2. Zu jeder linearen Abbildung F: K" — K" gibt es genau eine
Matrix A € M(m x n; K), so daf§
F(x)=A-x

fiir alle Spaltenvektoren x € K".
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Man braucht also in diesem Fall zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
nicht mehr zu unterscheiden.

Beweis. Man schreibe F(ey),..., F(e,) als Spaltenvektoren nebeneinander,
das ergibt A. O

Einen solchen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
gibt es nicht nur in den Standardrdumen:

Satz. Gegeben seien K-Vektorriume
V mit Basis A= (vy,...,v,) und W mitBasis B= (w,...,w,).

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F: V — W genau eine Matrix A =
(aij) € M(m x n; K), so daf

m
Fo)=Y ayw;, firj=1,...,n, *)
i=]
und die so erhaltene Abbildung
Mg Hom(V, W) - M(m xn; K), Frs A=M{(F),
ist ein Isomorphismus von K -Vektorridumen. Insbesondere gilt
MG (F+G) = MZ(F) + M{(G) und M§(.F) = AME\(F).
Kurz gesagt: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abbildungen durch Ma-

trizen (d.h. relativ abstrakte durch konkrete Objekte) ersetzen. Man bezeichnet
My (F) als die Matrix, die F beziiglich der Basen A und B darstellt.

Beweis. Da B Basis ist, sind die Linearkombinationen aus (*) und somit auch die
Spalten der Matrix A eindeutig bestimmt. Gehort zur Abbildung G die Matrix
B = (b;;),soist

(F+G)w) =F) +G)) = Y aywi + Y _bywi =Y (a; +bi)wi ,
] i=l

i=l =1

und fiir A € K ist
(AF)(v;) = A F(v;) = AZa,-J-w,- = Z(Aau)w,.
i=| =1

Daber ist dic Abbildung M' linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach 2.4.1 genau
ein F, das darauf die durch Bedingung () festgelegten Werte annimmt. Also ist
M bijektiv. a
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Zusatz. Im Spezialfall V. = K" und W = K" mit den kanonischen Basen K und
K’ ist der kanonische Isomorphismus

MY: Hom (K", K™) — M(m xn; K), F> A,
die in Korollar 2 beschriebene Beziehung. .

Mit Hilfe einer Basis kann man Vektoren eindeutig als Linearkombinationen dar-
stellen. Der obige Satz zeigt, wie man Abbildungen als Vektoren betrachten und
mit Hilfe zweier Basen analog verfahren kann. Dazu sei

F/: V- W erklirt durch F/ (v,) := iy MRS
0 sonst.
Dann ist M7 (F/) = E; (mit der Bezeichnung aus 1.5.1), und die m - n Abbil-
dungen F,.j bilden eine Basis von Hom (V, W). Die zur Linearkombination eines
beliebigen F nétigen Skalare stehen an passender Stelle in MZ' (F).
Die naheliegende Frage, wie sich die Matrix A dndert, wenn man in V und W
neue Basen einfiihrt, wird in 2.6.5 beantwortet.

2.4.3. Als Folgerung aus 2.2.4 erhilt man, daf bei Benutzung der dort konstru-
ierten Basen auch die darstellende Matrix besonders einfach wird.

Korollar. Sei F: V — W linear, n = dimV, m = dimW und r = dimIm F.
Dann gibt es Basen A von V und B von W, so dafs

Mz;‘(F)z(i’ g).

Dabei bezeichnet E, die in 1.5.7 eingefiihrte r-reihige Einheitsmatrix.

Beweis. Es geniigt, die in 2.2.4 gewihlte Basis von Im F zu einer Basis
B = (w1, cee a Wey Wy gy e, wm)
von W zu ergidnzen. a

2.4.4. Istder Bildraum W gleich dem Urbildraum V' (d.h. hat man einen Endo-
morphismus), so setzt man am besten auch A = B und zur Vereinfachung der
Notation M := M, sowie End (V) = Hom (V, V). Der Vektorraumisomor-
phismus

Mg: End(V) — M(n x n; K)

ist dann charakterisiert durch die Gleichungen
"

F(v)) = Za,-ju,- firj=1,...,n,

i=]
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wenn B = (v),...,v,) und A = (a;;) = Mg(F).
Die n-reihige Einheitsmatrix E, = (§;;) beschreibt dabei die identische Ab-
bildung, in Zeichen

Mg(idy) = E, .

Die zu 2.4.3 analoge Frage, fiir einen Endomorphismus eine besonders einfache
Basis zu finden, ist weit schwieriger zu beantworten. Sie ist Gegenstand von
Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.4

1. Gibt es eine lineare Abbildung F: R — R? mit
F(2,0)=1(0,1), F(1,1)=(5,2), F(1,2)=(2,3)?

2. Sei B = (sin, cos, sin - cos, sinz.cosz) und V = spanB C Abb (R, R). Betrachten
Sie den Endomorphismus F: V — V, f  f', wobei f’ die erste Ableitung von f
bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.
b) Bestimmen Sie die Matrix Mg(F).
¢) Bestimmen Sie Basen von Ker F und Im F.
3. Fiirn € Msei V,, =span(1l,...,") C RB[r] mit der Basis B, = (1,... ,t") und
Dp: Vo= Vg, fr ff
der Ableitungshomomorphismus.
a) Bestimmen Sie die Matrix My" (D).
b) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung Z,,: V,_; — V, gibt mit D, o I, = id,

und bestimmen Sie Mg:" (Zn).

4.Sei V = {f € R[t]: deg f < 3} mit der Basis B = (1, t, 1%, *). Wir betrachten die
linearen Abbildungen

1
F: VR, fr—»ff(r)d.r und G: V- R, fe= (f(=0), F(0), £(1)).
=1

a) Esseien K und K’ die kanonischen Basen von E und F*. Bestimmen Sie die Matrizen
ME(F) und ME.(G).

b) Zeigen Sie: Ker G C Ker F.
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¢) Es gibt eine lineare Abbildung H: B> — Emit Ho G = F.

5. Seien V und W endlichdimensionale Vektorriume mit V =V @ Vo, W=W, & W,
sowie F: V — W linear mit F(V;) C W, fiiri = 1, 2. Zeigen Sie, dass es Basen A

von V und BB von W gibt mit
A 0
Mg (F) = ;
. 0 B
wobei A € M(dimW, x dimV); K), B € M{dimW; = dimV5; K).

6. Zeigen Sie ohne Verwendung von Matrizen, dass die in 2.4.2 definierten Abbildungen
F}": V — W eine Basis von Hom(V, W) bilden.

7. Sei
-2 3 2 3
A=| -3 5 0 1
-1 2 -2 =2

und F: BY — B3 die durch F(x) = Ax definierte lineare Abbildung. Bestimmen Sie
Basen A von B* und B von &3 mit

1000
Mg(F)=| 01 0 0
0000

8. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F: V — V linear mit F* = F.
Zeigen Sie, dass es eine Basis B von V gibt mit

E. 0
Mp(F) = 4 "
0 0
Hinweis: Aufgabe 5 und Aufgabe 4 zu 2.2.

9. Zeigen Sie: Ist F: V — V ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektor-
raums V mit dim Fix F = r (vgl. Aufgabe 3 zu 2.1), so existiert eine Basis B von V

mit
B 0 2 =
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2.5 Multiplikation von Matrizen

2.5.1. In 2.1.3 hatten wir gesehen, daB fiir lineare Abbildungen G: U — V
und F: V — W die Komposition F o G: U — W wieder linear ist. Im
Spezialfall U = K", V = K", W = K" sind F und G entsprechend 2.4.2 durch
Matrizen A und B gegeben, und wir wollen ausrechnen, welche Matrix C die
lineare Abbildung F o G beschreibt. Das folgende Diagramm soll die Ubersicht
erleichtern:

Kr _B, K" _A> K™,
2y
Xy i
b4 :
X = = y= H =
n
‘rf
Zm
Ist B = (bjx) € M(n x r; K) und y = B(x), so folgt
yi=bpxi+...4+bjpx, firj=1,...,n, (b)
A = (a;;) € M(m x n; K) und z = A(y) bedeutet
zi=agv+...+a,y, firi=1,...,m, (a)
und schlieBlich C = (¢ix) € M(m x r; K), z = A(B(x)) bedeutet
zi=cnxi+...+epx, firi=1,...,m. (©)

Setzt man (b) in (a) ein, so erhilt man
zi = aplbuxi+...+bix)+. . Faiplbux +...+ byx,) ()
= (apby+...+apmby)x +...+ (apb, + ...+ ainb,)x, .

Vergleich von (c) und (c¢’) ergibt
cih=aubn+.o. Fainbyiy oo s Cir = anbyy F oo F Ainbye

Unter Verwendung von Summenzeichen schreibt sich das so:
"

u = ) ayy= Z":ﬂf; (Zr:bkak) = i( ' “ffbjkx*)
=1 k=1 k=1

= =1

r n r
= Z (Z asjb;'k) Xk = chk-rk.
k=1 \j=I k=1
also ist
n
C[k=za¢'jbjk fl‘.il‘l‘=l....,m undk:l,...,r.
j=1
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Diese kleine Rechnung, die nur auf der Umordnung einer Summe beruht, hat
wichtige Konsequenzen. Man kann damit eine Multiplikation von Matrizen pas-
sender GroBe erkldren.
2.5.2. Zur Definition der Multiplikation von Matrizen nehmen wir

A=(a;) eM(mxn;K) und B=(bj;) eM(nxr;K),
d.h. die Spaltenzahl von A muB mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmen. Dann
ist das Produkt

A-B = (cy) € M(m x r; K) erklirtdurch c¢j; := Za;jb}-k.
i=l1
Die Matrix A - B hat also so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B, die

gemeinsame Zahl n verschwindet bei der Multiplikation. Diese Grofenverhilt-
nisse kann man durch folgendes Schema zum Ausdruck bringen:

T v
: : ] n
K bn] e bn}( ] bnr )
Ay o Ay ( Clt Cyr \
Apy *** Qmn \le e Cmr)
n r

Hieran sieht man auch gut, wie
Cik = aibu + ... + inbpk

aus der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B entsteht. Ansonsten ist es
aber recht unpraktisch, Matrizen bei der Multiplikation so anzuschreiben. Ein
Beispiel der iiblichen Schreibweise ist

=2
-1
1
0

1 2 -1 1
o 1 2 =2
2 =1 O =3

— e D e
I
I =
—
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Ist speziell m = r = 1 und n beliebig, so ist

b
A-B=(ay...a,)- : =ab+...+a,b, € K=M(l x 1; K).
by,
Man beachte, daB dagegen
a, ab, a b,
-(by...b,) = : : e M(n x n; K)
a, anby ... a.b,

gilt.
Ist speziell m = n = r, so kann man fiir A, B € M(m x m; K) sowohl A - B
als auch B - A bilden, im allgemeinen ist aber A - B # B - A. Zum Beispiel ist

[
(50) (03)=(03):

Daran sieht man auflerdem, daf das Produkt von zwei Matrizen die Nullmatrix

ergeben kann, obwohl beide Matrizen von der Nullmatrix verschieden waren.

Beispiel. Ist f = (f},..., fu): R" — R" eine differenzierbare Abbildung

aber

(das heift fi,...,fn: R" — R sind differenzierbare Funktionen) mit
f(0) = 0 (diese Annahme dient nur zur Vereinfachung der Bezeichnungen),
und sind yy, ... , ¥, die Koordinaten im R", so sei

3 a

S -+ 0

A= - :
B o
L@ - %0

die sogenannte JACOBI-Matrix von f im Punkte Null.
Istg =(g1,...,8): R — R" eine weitere differenzierbare Abbildung mit
£(0) = 0, und sind x|, ... , x, Koordinanten im R’, so bezeichnen wir mit

BO) .- 20
B = : :
9&(0) 181(0)

dxy axe
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die Jacobimatrix von g im Punkte Null. Ist & := fog: R" — R" und

h=(hy,...,h,), so gilt fiir die Jacobimatrix von A im Punkt Null
o - 0
: : =A-FB,
F2(0) --- F=2(0)

Das folgt sofort aus den Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen. Diese Ver-
kniipfungseigenschaft der Systeme partieller Ableitungen war im 19. Jahrhun-
dert einer der Ausgangspunkte fiir die Entwicklung des Matrizenkalkiils gewe-
sen.

2.5.3. Zwei Spezialfille der Matrizenmultiplikation sollen noch besonders er-
wihnt werden.

a) Drehungen des R? um die Winkel o und 8 werden nach 2.1.1 beschrieben

durch
cosa —sin cos B —sin
g [ OB TSR § g | RS —SRE
sinae  cosa sinf  cosp
Die Hintereinanderausfiihrung ist eine Drehung um den Winkel o 4+ 8, und sie
wird beschrieben durch B - A, das bedeutet

cos(e +p) —sin(a@+p) | _
sinfa + ) cos(a + B) -

cosa cos B —sinasinf  —(sina cos B + cosa sin fi)
coser sin B +sinacos B cosacos B — sina sin 8 '

Daf die Eintriige auf beiden Seiten gleich sind, ist die Aussage der sogenannten

Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus. Dem Leser sei empfohlen, in diesem

Fall die Gleichheit A - B = B - A nachzuweisen, denn das ist bei Matrizen ein

bemerkenswertes Ereignis.

b) Die Multiplikation einer m x n-Matrix A mit einer n x 1-Matrix, d.h. einer
Spalte x haben wir schon lange benutzt zur Beschreibung der linearen Abbildung
A KM= K", xmAax,

Mit Hilfe der Matrizenmultiplikation geschrieben bedeutet die in 2.5.1 durch-

gefiihrte Rechnung dann
A-(B-x)=(A-B)-x
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fiir jede (r x 1)-Matrix x. Das ist ein Spezialfall des Assoziativgesetzes fiir die
Matrizenmultiplikation, das in der folgenden Sammlung von Regeln enthalten
ist.

2.5.4. Rechenregeln fiir Matrizen. Sind Matrizen A, A" € M(m x n; K) und
B,B e M(n xr; K), C € M(r x 5; K) und » € K gegeben, so gilt:

I)A-(B+B)=A-B+A -Bud(A+A)-B=A-B+A-B
(Distributivgesetze)

2) A-(AB)=(AA)- B=A(A-B).

3)(A-B)-C=A-(B-C). (Assoziativgesetz)
4)'(A-B)="'B-'A.

S) E,A=AE = A (Neutralitit der Einheitsmatrix)
Beweis. 1), 2) und 5) sind ganz einfach und erfordern héchstens etwas Schreib-

arbeit. Fiir den Beweis von 4) muB man sorgfiltig mit den Buchstaben umgehen:
Ist A = (a;) und B = (bj;), soist

A-B =(cy) mitcy = Za,-,.—b,-;{ , also "(A-B)=(c;) mitc, =cy.
j=1
Weiter ist
'B=(b;) mith; =by und 'A=(aj;) mitaj; =ay;,

also
n n n
‘B-'A=(dy) mit dy=) bla; =) buay= ab.
=1 =1 =1

Also ist ¢y; = dy;.
Bleibt der Beweis des Assoziativgesetzes 3). Dazu betrachten wir die beteilig-
ten Matrizen als lineare Abbildungen:
kS ks 4.
Nach 1.1.5 gilt das Assoziativgesetz fiir die Hintereinanderschaltung von Abbil-
dungen, also ist
(AoB)oC=A0(BoC().

In 2.5.1 haben wir gezeigt, daB die Hintereinanderschaltung der Abbildungen
durch das Produkt der Matrizen ausgedriickt wird. Das liefert die Behauptung.
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Wer bei diesem Kniff Unwohlsein empfindet, moge zur Linderung noch ein-
mal Summen umordnen: Sei A = (a;;), B = (b_,k) und C = (cy). Dann ist

B=(ay) mitay = Zaijbjk ;
=1

also
(A-B)-C=(dy) mitdy= i (i: a,'jbj*) FTA
Weilter ist - ) B
C=(B) mitB =Y bucy,
also -

A-(B-C)=(d)) mitd), = Za,f (Eb,-*cﬂ).
k=1

Die beiden Summen fiir d;; und dj, emha]ten genau die gleichen Summanden,

alsoistdy = df,. m]

Anstelle von A - B schreibt man fiir das Produkt von Matrizen meist nur AB.

Nach den Regeln 2) und 3) kann man auch Klammermn weglassen und einfach
AAB bzw. ABC

schreiben.

Vorsicht! In der Rechenregel 4) steht auf der rechten Seite der Gleichung nicht
'A - "B. In dieser Reihenfolge konnte man die Matrizen im allgemeinen nicht
einmal miteinander multiplizieren. Aber selbst wenn A, B € M(n x n; K) gilt,
ist im allgemeinen
"(A-B)#+'A-'B.

Man kontrolliere das an Beispielen nach. Auch von der Richtigkeit des Assozia-
tivgesetzes sollte man sich anhand von einigen Beispielen liberzeugen, denn es
ist gar nicht selbstverstdndlich (und eine gute Kontrollmoglichkeit fiir die Rech-
nung).

Im Spezialfall quadratischer Matrizen folgt aus diesen Regeln das
Korollar. Die Menge M(n x n; K) mit der Addition aus 1.4.1 und der Multipli-
kation aus 2.5.2 ist ein Ring. m}

2.5.5. Es ist eine naheliegende Frage, wie der Rang der Produktmatrix von den
Ringen der Faktoren abhiéingt. Man hat folgende Abschitzungen:
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Lemma. Ist A € M(m x n; K) und B € M(n x r; K), so gilt
rang A +rang B —n <rang(A - B) < min {rang A, rang B} .
Beweis. Wir betrachten die Matrizen als lineare Abbildungen, das ergibt ein Dia-

gramm

K A-B K™

BN 74
5

Weiter definieren wir F' := A|Im B. Dann ist
ImF'=Im(A-B) und KerF =KerANImB.
Die Dimensionsformel aus 2.2.4 angewandt auf F’ ergibt
rang (A - B) = rang F' = dimIm B — dimKer F' = rang B — dimKer F'. (%)
Daraus folgtrang (A- B) < rang B.Dalm (A-B) C Im A, folgt die Abschiitzung
nach oben. Wegen Ker F’ C Ker A folgt aus (%) weiter
rang (A - B) = rang B — dimKer A =rang B 4+ rang A — n,

wobei die letzte Gleichung nach der Dimensionsformel fiir die Abbildung A gilt.
Das ergibt die Abschitzung nach unten.
Sie ist scharf, wenn Ker F' = Ker A, also wenn Ker A C Im B. (]

2.5.6. Wir betrachten den kanonischen [somorphismus aus 2.4.2 im Fall m = n,
also

Hom (K", K") = M(n x n; K)
und fragen, welche quadratischen Matrizen die [somorphismen

F: K" — K"
beschreiben. Ein Isomorphismus hat eine Umkehrung F~! mit
FoF'=F'oF =idg.

Ubersetzt in die entsprechenden Matrizen ergibt das die

Definition. Eine Matrix A € M(n x n; K) heilit invertierbar, wenn es ein
A" € M(n x n; K) gibt mit
A-A=A"A=E,.
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Bemerkung 1. Die Menge
GL(n; K) ={A e M(n x n; K): A invertierbar
mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung ist eine Gruppe mit neutra-
lem Element E,.
Sie heibBt die allgemeine lineare Gruppe (general linear).

Beweis. Zunichst ist zu zeigen, da die Matrizenmultiplikation tatsichlich ei-
ne Multiplikation in GL (n; K) induziert, d.h. daB fiir A, B € GL (n; K) auch
A - B € GL(n; K) gilt. Seien A’ und B’ so gewihlt, daB

AA'=A'A=E,=BB' =B'B
gilt. Dann ist
(B'A")(AB) = E, = (AB)(B'A)

nach dem Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation, also ist A B invertier-
bar. Es bleiben die Gruppenaxiome G1 und G2 nachzuweisen (vgl. 1.2.2).

Das Assoziativgesetz gilt in GL (n; K), denn die Multiplikation ist sogar in
M(n x n; K) assoziativ.

Die n-reihige Einheitsmatrix hat die Eigenschaft eines neutralen Elementes,
und zu A € GL (n; K) gibt es nach Definition ein Inverses A’. B

Wie wir in Abschnitt 1.2.3 gesehen haben, ist das Inverse A’ eindeutig bestimmt,
und wie iiblich schreibt man dafiir A~'. Es gilt dann

(A)'=A und (AB)'=B"'A"".

Bemerkung 2. Fiir eine Matrix A € M(n x n; K) sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) A ist invertierbar.

ii) 'A ist invertierbar.
iii) Spaltenrang A = n.
iv) Zeilenrang A = n.
Auferdem ist ('A)~' =1(A7").

Beweis. 1) = ii) folgt aus "(A"')'A = "(AA™") = 'E, = E,, und ii) = i)
ergibt sich daraus durch Transposition. i) < iii) ist eine Folgerung aus 2.2.4, und
ii) <> iv) ergibt sich wieder durch Transposition. ]
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Aufgaben zu 2.5

1. Gegeben seien die Matrizen

1 -1 2 10 1 0 :
a=lo 3 51|, B=] 01 0=1]: €= :
1 8 -7 10 -1 0
-
1 4
Di=(-1208), E=|o0s
6 8

Berechnen Sie alle moglichen Produkte.

2. In dieser Aufgabe betrachten wir Eigenschaften ,diinn besetzter* Matrizen, in denen
viele Eintriige null sind.

a) Seine N~ {0jund ] = (l,...,n}. Wir betrachten die Menge [ x / C N x N.
Finden Sie fiir k € N Gleichungen fiir die ,Gerade" L in I x I durch (1, k) und
(2, k + 1) sowie fiir die Gerade L' durch (k, 1) und (k + 1, 2). Finden Sie weiter
Ungleichungen fiir den Halbraum H in [ x I, der oberhalb von L liegt und den
Halbraum H', der unterhalb von L' liegt.

T

b) Formulieren und beweisen Sie folgende Aussagen:

0
0 0
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* . ) w

0 ' - 0

c) Eine Matrix A = (a;;) € M(n xn; K) heibit echte obere Dreiecksmatrix, falls g; = 0
fiir i = j. Zeigen Sie, dass eine echte obere Dreiecksmatrix A nilpotent ist, d.h. es
existiert ein m € N mit A™ = (.

3. Sind die folgenden Teilmengen Unterringe?

a) {(ajj) e M(n x n; K): a;; =0fiiri > j} € M(n x n; K)

b) {(ai;) € M(n xn; K): a;; = 0fiiri = j+koder j = i+ k} C M(n x n; K), wobei
kel

) [(‘5 if)eM(zxzzm):ae@,b.cemcM(sz:RJ

d) {(g ‘;)eM(zxz;K):a.beK}cM(zxz;m

e) ((aij) e M(n x n; K): a;; =0fiiri # joderi > k} € M(n x n; K), wobei k € }N.

4. Sei K ein Korper und n € N~ {0).
a) Fiirk € K gilt: (AE,)B = B(AE,) fiiralle B € M(n x n; K).

b) Zeigen Sie: Ist A € M(n x n; K) mit AB = BA fiir alle B € M(n x n; K), so
existiertein A € K mit A = AE,.

5.8ei C = [(g _ab ):a.be]R} C M(2 x 2; R).
a) Zeigen Sie, dass C ein Korper ist.

b) In C ist die Gleichung X? + 1 = 0 losbar.

¢) C ist als Korper isomorph zu C.

6. Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix B € M(n x k; E) die Abbildung
O Mimxn,R) - M(mxk;R), A~ A-B,
stetig ist.

7. Zeigen Sie, dass die Abschiitzung
rangA +rangB — n < rang(AB) < min{rangA, rangB}
aus 2.5.5 fiir den Rang der Produktmatrix in beide Richtungen scharf ist, d. h. finden Sie
Beispiele fiir
rangA + rangB —n = rang(AB) und rang(AB) = min{rangA, rangB}.
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8. Wir wollen eine Methode angeben, um die Inverse einer Matrix auszurechnen:
Sei dazu A € M(n x n; K) invertierbar, d. h. rang A = n. Zeigen Sie: Ist

X1i
x = :
Xni

die Losung des Gleichungssystems Ax = ¢, so ist

X1l eee Xin
Al = > . 9
Xnl -+« Xpn

Berechnen Sie auf diese Weise die inverse Matrix von

112 4
13 4 —2
asl 51 3 6
135 3

9. Fiir eine differenzierbare Abbildung
fiRT =R, x> (filx),..., fu(x),
ist die Jacobi-Matrix von f im Punkt x definiert durch

Jac, f = (-g{i_(x)) .

j
Istm = 1 und f zweimal stetig partiell differenzierbar, so versteht man unter der Hesse-

Matrix von f im Punkt x die Matrix
af
Hess, [ := (x)]) .

Bx,-axj

a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix einer linearen Abbildung F: K' — R™, x > Ax,
wobei A € M(m x n; R).

b) Sei
n
P:R" =R, (x5,... v Xn) > Ea.—_,-x,-x_,-+2b,—x,-.
i<j i=1
wobei a;;, b; € R. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Hesse-Matrix von P.
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2.6 Koordinatentransformationen
Eine immer wiederkehrende Methode in der linearen Algebra ist es, durch Anwendung
passender Begriffe langweilige Rechnungen mit Schlachten gegen Indizes zu vermeiden.
Das ist etwas gefihrlich, weil dadurch ein Trainingsriickstand im Rechnen entstehen
kann. Daher vertrauen wir in diesem Abschnitt besonders darauf, daB der Leser nebenbei
zur Ubung geniigend viele Beispiele rechnet.
2.6.1. Sei wieder V ein Vektorraum mit einer Basis 5 = (v, ... , v,). Entspre-
chend 2.4.2 gehort dazu genau ein Isomorphismus

¢'B: K"—)V mit q)ﬁ(é): =“I)): ﬁirj:],..‘.n,
wobei (e, ... ,e,) wie immer die kanonische Basis des K" bezeichnet. Nach
Definition ist

Dr(xy, ..., xp) =x101 + ...+ x0,.
Man nennt ®; das durch B bestimmte Koordinatensystem in V und
X =(X),.0n, Xe) = D5 (W) € K"

die Koordinaten von v = x,v; + ...+ Xx,v,.

2.6.2. Fiir Anwendungen ist es wichtig, verschiedene Koordinaten ineinander
umzurechnen. Dazu nimmt man an, es seien in V zwei Basen A = (v, ... ,v,)
und B = (w,, ... , w,) gegeben. Dann hat man ein Diagramm von Isomorphis-

men
K"
\PA

Ti:=d;' ody v

ﬁn
Kﬂ

Man nennt die als lineare Abbildung angesehene Matrix T3' € GL (n; K) die
Transformationsmatrix des Basiswechsels. Sie hat nach Definition die folgende
Eigenschaft: ist

v=xU .U, = w4 ..o+ Yw, €V, soist

Kennt man die Matrix 7', so kann man also die ,,neuen” Koordinaten y aus den
»alten™ x berechnen.
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Das wichtigste Beispiel ist V = K". Sind A und B die Matrizen mit den
Vektoren aus .A und B als Spalten, so wird obiges Diagramm zu

Ist insbesondere .4 die kanonische Basis, so folgt T = B~'.
Ganz analog behandelt man den Fall, daB fiir allgemeines V die Vektoren aus
B durch Linearkombinationen aus .4 gegeben sind. Sei

Wi =8V + ...+ Sty
und S = (s;;) die Matrix mit diesen Koeffizienten als Spalten. Es gilt
¢3 = ‘DA oS '

denn die Werte der beiden Abbildungen auf der kanonischen Basis des K" sind
gleich:

(Pa08) () = DPalsijs--- s 8n) =510+ ... + 5050 = w; = Pyle;) -
Als Ergebnis erhalten wir
S=d7 odp=(TF)"', also Tf=5"

Das kann man in Form eines Diagramms schreiben:

K %‘
o/

Damit ist das Problem wieder auf die Bestimmung einer inversen Matrix zuriick-
gefiihrt, Ein allgemeines Verfahren dafiir wird in 2.7.4 angegeben. Wenigstens
ein ganz einfaches Beispiel rechnen wir direkt aus.

Beispiel. Im R? betrachten wir neben der kanonischen Basis K = (e, e;) die
Basis

B=(w,w) mit w="2,1), wo="(1,3).
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Die Eintriige von B~! betrachten wir als Unbestimmite, das ergibt die Bedingung
21 x a3y (10
(1 3)(x2 x4)‘(0 1)'
Sie ist gleichwertig mit den linearen Gleichungssystemen

2X| + x 1 2X3 + Xy = 0
und
X + 3x =0 x3 + 3x =

' . 3 =l
alsoist B~' =1 ’
i e

Firv=—¢ —eistx ='(—1,-1),alsoy = B~' . x ="(-4,-1), dh.

2 1
v = —gﬂh b jwz.

Die eindeutigen Losungen sind

X1 =3, X3 ==

A= LA
ik A=

X2= —3, Xy =

2.6.3. Der Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und darstellenden
Matrizen ergibt sich aus der

Bemerkung. Sei F: V — W eine lineare Abbildung, und seien A und B Basen
von V und W. Dann hat man ein Diagramm linearer Abbildungen

[
K" 2 1
Mg;‘t(F) F
Km ¢B W :

und es gilt
SsoMy(F)=Fo®,, also Mg(F)=®3' oFody.

Die darstellenden Matrizen sind offenbar eine Verallgemeinerung der Transfor-
mationsmatrizen, denn fiir V. = W und F = idy gilt

Mg (idy) = Tg'.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB die beiden Abbildungen auf der kanonischen
Basis (ey, ... , €,) libereinstimmen. Ist M7 (F) = A = (a;;), so ist

O (MF(F)(e))) = Pplaj, ... . am) = Y ayw;,
i=l
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F(®ule)) = Fv) =) ayw.
i=1
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Multiplikation von links mit
D=l 0

2.6.4. Im Diagramm aus 2.6.3 hat man zwei verschiedene Wege, mit Hilfe der
Abbildungen in Pfeilrichtung von K" nach W zu gelangen, und die Aussage
ist, daB auf den verschiedenen Wegen die gleiche Abbildung herauskommt. Ein
Diagramm mit dieser Eigenschaft heiBt kommutativ. Wie niitzlich dieser Begriff
ist, werden wir gleich sehen:

Satz. Gegeben seien Vektorrdume U, V und W mit Basen A, B und C, sowie
lineare Abbildungen G: U — V und F: V — W. Dann gilt:

MZ(F 0 G) = ME(F) - M3\(G) .
Kurz ausgedriickt: Der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen ent-
spricht das Produkt der darstellenden Matrizen.

Beweis. Fiir die Standardrdume mit den kanonischen Basen wurde das schon
in 2.5.1 ausgerechnet. Der allgemeine Fall folgt daraus durch Betrachtung des

Diagramms
D4

\B G/
Dy
A-B KP— ¥ FoG

/AN

b

K" U

Kﬂ

W,

wobei A = ME(F) und B = M#(G). Alle Teildiagramme sind kommutativ
(man mache sich klar warum), daher ist das ganze Diagramm kommutativ, und
insbesondere folgt die Behauptung.

Wer lieber etwas rechnet, betrachte einen Vektor u € U und seine Koordinaten
x = &' (u). Wegen 2.5.4 ist

o' (Gu) =B-x, ®'(F(GW)=A-(B-x)=(A-B)- &3 (),
also ®;' o (F 0 G) o ® 4 = A - B. Auch daraus folgt die Behauptung. O
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Fiir den Spezialfall von Endomorphismen (vgl. 2.4.4) ergibt sich das
Korollar. In V seien eine Basis B sowie Endomorphismen F, G gegeben. Dann
ist

Mg(F o G) = Mg(F) - Mg(G). 0
Insbesondere folgt daraus, daB

Mg: End(V) - M(n x n; K)
ein Ringisomorphismus ist (vgl. 1.3.2,2.1.4, 2.4.4 und 2.5.4).
2.6.5. Nun kommen wir zum wichtigsten Ergebnis dieses Abschnittes, nimlich

der Antwort auf die Frage, wie sich die darstellende Matrix bei Einfiihrung neuer
Basen dndert.

Transformationsformel. Ist F: V — W eine lineare Abbildung, sind A, A’
Basen von V und B, B' Basen von W, so ist das Diagramm

M(F)

K" K"
Nea o/
4l v —Lt-w |18
¢_4/ \DB’
MZ(F)

K2 Km

kommutativ. Insbesondere gilt fiir die beteiligten Matrizen

MA(F)=TE - MAWF) - (T2 .
Anders ausgedriickt: Sind

A=MZF) und B= M (F)
die beiden Matrizen, die F beziiglich verschiedener Paare von Basen darstellen,
und sind

T=T§, §=T%
die Transformationsmatrizen zwischen den verschiedenen Basen, so gilt
B=S-A-T™.
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Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daf nach 2.6.2 und 2.6.3 die dreieckigen
und viereckigen Teile des Diagramms kommutativ sind. Also ist das Gesamtdia-
gramm kommutativ. a

Wer diesen Beweis als Hokuspokus ansieht, moge die Formel B = SAT ! di-
rekt durch Multiplikation der drei Matrizen nachrechnen (Viel Spafl mit den In-
dizes!). Dabei wird sich zeigen, daB nur Rechnungen wiederholt und ineinander
eingesetzt werden, die vorher schon einmal ausgefiihrt worden waren. Der Trick
besteht also darin, sich dieses zu ersparen.

Fiir den Spezialfall eines Endomorphismus ergibt sich mit der Notation aus
2.4.4 das

Korollar. Sind in V zwei Basen A und B sowie ein Endomorphismus F gegeben,
S0 ist
Mg(F) = T3 - My(F) - T,
oder anders ausgedriickt
B=5AS",
wenn A = M4(F), B = Mg(F) und S = T5". (=]
2.6.6. Nun endlich kénnen wir noch einmal (vgl. auch 1.5.8) die Gleichheit von

Zeilenrang und Spaltenrang beweisen, ohne uns die Finger mit Indizes zu be-
schmutzen.

Satz. Fiir jede Matrix A € M(m x n; K) gilt
Zeilenrang A = Spaltenrang A .

Diese Zahl ist nach 2.2.1 gleich rang A.

Beweis. Wir betrachten A: K" — K™ als lineare Abbildung und wihlen in K"
und K™ Basen .4 und B entsprechend 2.4.3, d.h. mit

E. 0
MZ(A) =B = ’
® 0 0
Fiir B ist offensichtlich

Zeilenrang B = r = Spaltenrang B .

Um zu zeigen, daB sich diese Gleichheit auf A iibertragt, wihlen wir entspre-
chend 2.6.5 invertierbare Matrizen S und T mit

B = SAT.

Es geniigt also der Beweis von folgendem
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Hilfssatz. Fiir A e M(m xn; K), S € GL(m; K)und T € GL (n; K) gilt
1) Spaltenrang SAT = Spaltenrang A,
2) Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.

Beweis des Hilfssatzes. Zu den gegebenen Matrizen gehort ein kommutatives
Diagramm linearer Abbildungen

K" 4

Kﬂl’

T S

gr — AT pem

Da S und T Isomorphismen sind, haben die linearen Abbildungen A und SAT

gleichen Rang, d.h. es gilt 1). Daraus folgt 2) durch Transposition, denn
Zeilenrang A = Spaltenrang ‘A und '(SAT)='T-'A-'S.

Man beachte, dal bei Multiplikation von A von rechts sogar der Spaltenraum,

bei Multiplikation von links nur seine Dimension erhalten bleibt. o

Wie man die Matrizen S und T aus A berechnen kann, werden wir in 2.7.6 sehen.

2.6.7. Die Transformationsformel aus 2.6.5 ergibt in die Sprache der Matrizen
iibersetzt die folgende

Definition. Zwei Matrizen A, B € M(m x n; K) heiBlen dquivalent, wenn es
S e€GL(m; K)und T € GL (n; K) gibt mit

B = SAT™'.
Im Spezialfall m = n nennen wir A, B € M(m x m; K) dhnlich, wenn es ein
§ € GL (m; K) gibt mit

B=§AS™,

Aus 2.6.5 folgt sofort die

Bemerkung. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Paare von Basen die gleiche lineare Abbildung beschreiben.

Zwei quadratische Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Basen den gleichen Endomorphismus beschreiben. O

DaB dieser Begriff der Aquivalenz nichts Neues liefert, zeigt das
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Lemma. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen
Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r dquivalent zu

E, 0
00/
Diese speziellen Matrizen reprisentieren die Aquivalenzklassen und heifien
Normalformen.
Zum Beweis geniigt es, die Argumente aus 2.6.6 zu wiederholen. DaB dquivalente
Matrizen gleichen Rang haben, folgt aus dem dort bewiesenen Hilfssatz.
Ist A vom Rang r, so sieht man durch entsprechende Wahl von Basen in K™

und K", daB A #quivalent zu der obigen Normalform ist. Also ist A dquivalent
zu jeder anderen Matrix B vom Rang r (benutze Aufgabe 4). a

Viel schwieriger ist die Frage nach Normalformen fiir Klassen dhnlicher Matri-
zen. Das ist Thema von Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.6

1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basen A, B und C. Beweisen
Sie die , Kiirzungsregel *
TH=TF TP
2. Im R seien die Basen
A=((1,-1,2),(2,3,7),(2,3,6)) und B = ((1,2,2),(-1,3,3),(-2,7,6))
gegeben.
a) Berechnen Sie die Transformationsmatrix TE‘
b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors
v=2-(1,-1,2)+9-(2,3,7—-8-(2,3,6)
beziiglich der Basis B.

3. V sei ein R-Vektorraum mit Basis A = (v, ..., vy), W sei ein E-Vektorraum mit
Basis B = (wy,...,ws). F: V — W sei die lineare Abbildung, die gegeben ist durch

3 1 =2 2
22 T -5
MZF)=| 4 0o 3 1
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SchlieBlich seien A" = (v}, ..., v}) mit v} = v + vp, v} = vz + v3, v} = v3 + va,
vy = vgund B = (w), ..., wg) mit w) = wy, wy = wy + wy, wy = —w; + w3,
wy = wy + wy, ws = w; + ws.

a) Zeigen Sie, dass A’ eine Basis von V und B’ eine Basis von W ist.
b) Berechnen Sie Mz' (F), M (F) und Mg (F).

¢) Bestimmen Sie F~!(span (w;, w2, w3)).

4. Zeigen Sie, dass durch

A~ B ¢ Aund B sind équivalent
(vgl. 2.6.7) tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge M(m x n; K) gegeben ist
und durch

A ~ B < A und B sind dhnlich

(vgl. 2.6.7) eine Aquiva!cnzre]ation auf Mim x m; K) erklirt ist.
5. Zeigen Sie, dass fiir A € M(n x n; R) gilt: rang A = rang (A -'A). Gilt dies auch,
falls A € M(n x n; C)?
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2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen

Die Bedeutung von Matrizenumformungen sieht man schon am Eliminationsverfahren
von GAUSS. Es gestattet die Losung durch wiederholte Anwendung elementarer Schrit-
te. Auf diese Weise kann man in der linearen Algebra viele Probleme losen. In die-
sem Abschnitt geben wir weitere Beispiele dafiir: die Inversion einer quadratischen Ma-
trix und die explizite Bestimmung der Transformationsmatrizen, die eine gegebene Ma-
trix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begriindung ist es dabei sehr hilfreich,
Matrizenumformungen zu interpretieren als Multiplikation mit speziellen invertierbaren
Matrizen, die ihrerseits die gesamte allgemeine lineare Gruppe erzeugen. Diese soge-
nannten ,Elementarmatrizen* kann man als die Heinzelminnchen der linearen Algebra
bezeichnen: sie erledigen gerduschlos und zuverlissig die kleinen Schmutzarbeiten.

2.7.1. Ist m eine beliebige natiirliche Zahl, 1 < i, j <m miti # jund A € K*,
so nennt man die quadratischen Matrizen

i-te j-te
Spalte  Spalte
1 y

'y |
—_— == = —=0= = — | «i-teZeile
I I
S:(A) = -
I L]
—— === —=1— — — | « j-teZeile
| |1
\ | I 1)
/1 | | \
'l |
- = —1=—=—1—— — | «—iteZeile
. I1 |
0= -
| 1]
— — —0= = —1—= — — | « j-te Zeile
l [ 1




164 2 Lineare Abbildungen

/1 | | \
| |
o il e e e o || e=ij-te Zeile
: |1 |
/() =
E 1]
—— —0= = —1— — — | « j-teZeile
| |1
\ | T
A T
|l |
—— —0—- = —=1—= — — | «i-teZeile
: )z |
P/ := %
I 1
—— 1= = —0— — — | « j-teZeile
| I1

\ | R,
aus M(m x m; K) Elementarmatrizen. Auler den eingetragenen oder durch
Punkte angedeuteten Komponenten sind dabei alle Komponenten gleich Null.

Sind E/ die in 1.5.1 definierten Matrizen und ist E die m-reihige Einheitsma-
trix, so ist

Q! =E+E', QMN=E+rE/ und S\ =E+(Q-1)E..
Weiter ist selbstverstindlich
Q! =0/(1) und P/ =P

Grundlegend ist der Zusammenhang mit den elementaren Umformungen von

Matrizen. Ist A € M(m x n; K) und A € K* gegeben, so hatten wir in 1.5.7
umgeformte Matrizen betrachtet, die wie folgt aus A entstanden waren:

Ay durch Multiplikation der /-ten Zeile mit A,
Ap durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
Am durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
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Ay durch Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

Wie man sofort sieht, gilt

Ai=S()-A,  An=0]-A,
Am=0/(0)-A, Ayv=PF-A.
Man sollte sich davon auch anhand von Beispielen iiberzeugen, um mehr Zutrau-
en zu den eigenartigen Elementarmatrizen zu gewinnen.
Ganz Entsprechendes gilt, wenn man anstatt Zeilen immer Spalten umformt.

Wir wollen es sicherheitshalber notieren. Ist A € M(m x n; K)und A € K*, so
betrachten wir wieder die wie folgt aus A entstandenen Matrizen:

A" durch Multiplikation der i-ten Spalte mit A,

A" durch Addition der i-ten Spalte zur j-ten Spalte,

A" durch Addition der A-fachen i-ten Spalte zur j-ten Spalte,
A" durch Vertauschen der j-ten und der i-ten Spalte.

Verwenden wir die entsprechenden n-reihigen Elementarmatrizen, so gilt

Al=A-50), A'=A.0,
A"=A.Q/}), AV=A4A.P.

Kurz ausgedriickt: Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zei-
lenumformungen, und Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen be-
wirkt Spaltenumformungen. Man beachte dabei die Vertauschung von i und j
beim Ubergang von links nach rechts.

Bemerkung. Die Elementarmatrizen Qf (A) und P;j sind Produkte von Elemen-
tarmatrizen vom Typ S;(A) und Q). Genauer gilt

QlW=5;(})-0!-5;m, B =0j-0/(-1-0)-S-D.

Dies entspricht dem in 1.5.7 bemerkten Sachverhalt, da8 sich Matrizenumfor-
mungen vom Typ III und IV aus Umformungen vom Typ I und II kombinieren
lassen.

Der Beweis der Bemerkung ist ganz einfach, wenn man die Multiplikation als
Zeilen- oder Spaltenumformung interpretiert. Wir wollen dies dem Leser iiber-
lassen. m}
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2.7.2. Lemma. Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizen. Genauer gilt:

-\ —1 .
st =51, () =2,
i L i A i

(@iw) =ol-n. (F) =7
Zum Beweis geniigt es, die rechten Seiten der Gleichungen mit den linken zu
multiplizieren und festzustellen, daB die Einheitsmatrix herauskommt. O
2.7.3. Satz. Jede invertierbare Matrix A € M(n x n; K) ist (endliches) Produkt
von Elementarmatrizen.

Man sagt dafiir auch, daB die Gruppe GL (n; K) von den Elementarmatrizen
erzeugt wird.

Beweis. Nach 2.5.6 ist der Zeilenrang von A gleich n. Wie in 0.4.7 ausgefiihrt
ist, kann man A durch elementare Zeilenumformungen zu einer Matrix der Form

byy +-+ by,
B = :
0 bun
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen by, ... , b,, machen. Nach
2.7.1 gibt es Elementarmatrizen By, ... , B,, so dal
B=B, -...-B,-A.
Man kann nun B durch weitere Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix E, ma-
chen. Dazu beseitigt man zunichst by, ... , b,—; , mit Hilfe der letzten Zeile,
dann by -y, ..., by—2.,-1 mit Hilfe der vorletzten Zeile, usw. SchlieBlich nor-
miert man die Komponenten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also nach 2.7.1
weitere Elementarmatrizen B, 4, ... , B, so daB

E,=B;-... B,y B=B;-...-B - A.
Daraus folgt
A'=PB,....-B, also A=B7'.-....B}!,
und die Behauptung folgt aus 2.7.2. 0

2.7.4. Der Beweis von Satz 2.7.3 gestattet nun, ein einfaches Rechenverfahren
fiir die Bestimmung der inversen Matrix anzugeben. Es hat die angenehme zu-
sitzliche Eigenschaft, dal man von der gegebenen quadratischen Matrix im vor-
aus gar nicht zu wissen braucht, ob sie invertierbar ist. Das stellt sich im Laufe
der Rechnung heraus.
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Sei also A € M(n x n; K) gegeben. Man schreibt die Matrizen A und E, ne-
beneinander. Alle Umformungen, die im folgenden an A vorgenommen werden,
fiihrt man parallel an E, durch.

Zuniichst bringt man A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Da-
bei stellt sich heraus, ob

Zeilenrang A =n ,

d.h. ob A invertierbar ist (vgl. 2.5.6). Ist der Zeilenrang von A kleiner als n, so
kann man aufhoren; die Umformungen mit E, waren dann umsonst. Ist der Zei-
lenrang von A gleich n, so filhrt man weitere Zeilenumformungen durch, bis aus
A die Matrix E, geworden ist. Schematisch sieht das so aus (die Umformungen
sind als Multiplikation mit Elementarmatrizen beschrieben):

A En
B - A B, - E,
B;-....B-A|B,-... B - E,

Ist nun links aus A die Einheitsmatrix E, entstanden, so hat sich rechts aus E,
die inverse Matrix A~' aufgebaut, denn aus
B;-....B-A=E,
folgt

B;-....By-E,=B,-...-B=A"".

Diese erste schone Anwendung wird den Leser hoffentlich schon vom Wert der
Elementarmatrizen iiberzeugen.

Vorsicht! Anstelle von Zeilenumformungen kann man auch ausschlieflich
Spaltenumformungen anwenden. Aber bei abwechselnder Anwendung von Zei-
len- und Spaltenumformungen funktioniert das Verfahren im allgemeinen nicht.
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2.7.5. Beispiele. a)

<
Il
=] - o —lo © = -lo @ =|e ol ....?4
[ =] (=T D= D e — (=T - D 144
| | |
L B o B l2|..1m- Sl = OO (= -] |l -
(=] - | - —-l—- O o O|lm © O|m= S| Q|l= o
noae = 2 = a & I
- | | | | e
e = = Py <
Q “ Q QS

Man berechne zur Kontrolle A - A~'!
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b)

{=]

O O D e S =

Qi(-1)

-1

—_ D e = D e | DD e

O ~lo o == o ~
- - olo - o|le ~ o
- o o|l~ o o~ o o

|
S - o=

(=)
=]
I

A ist nicht invertierbar, denn Zeilenrang A = 2.
2.7.6. Ist A € M(m x n; K) und
A: K"—> K™, xm— Ax,

die zugehorige lineare Abbildung, so gibt es nach 2.6.5 Transformationsmatrizen
§e€GL(m; K)und T € GL (n; K') mit

SAT ' = E. % .
0 0

wobei r = rang A. Wir leiten nun ein Rechenverfahren fiir die Bestimmung von
S und T ab. Dazu betrachten wir folgendes Schema:

f A
B, - E, B -A
By-...-By-E, By-...-B - A E,
Be-...-B-A-C E, - C
Bi vt By <AYE) v v G | By i G 6

Zunichst wird A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht.
Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation von links mit m-reihi-
gen Elementarmatrizen By, ... , B;. Diese Umformungen fiihrt man parallel an
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E,, durch. Da die Matrix
By-...-B - A
Zeilenstufenform hat, kann man sie durch Spaltenumformungen auf die Form

E, 0
0 0
mit » = rang A bringen. Dies entspricht Multiplikation von rechts mit n-reihigen

Elementarmatrizen C, ... , C;. Diese Spaltenumformungen fiihrt man parallel
an E, durch. Wegen

Bi+...-By-A-Ci-...-C = ( . 0)
0 0
sind durch
S=Bg'...-31:B;{'...'B|E,,, und T_IZCI'...'C;=E,,C|-“.-CJ
Transformationsmatrizen der gewiinschten Art gefunden.

Beispiel. Sei K =Rund A = L20 ’
212

1011 2 ©
0 1|2

[
>

10
S§=|-2 1[0 =2 1

—
28]
(=]

Q= Ol-= O O

—

|
i o N =]

SAT L= 0o 1 0

ot
o
<o
O O =0 O =0 0 =|0 O =
- 0 Q= O O|= O 0|0 = O
|
()

o]
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E, 0
D = "
00
so erhilt man auch Basen .4 und B von K" und K™, beziiglich derer A durch D
beschrieben wird. Dazu betrachten wir das Diagramm

Ist

Kk —L2— gn
T S
K R,

das wegen D = SAT ' kommutativ ist. A und B sind die Bilder der kanonischen
Basen K und K’ von K" und K™ unter den Isomorphismen 7' und S~'. Also
erhilt man .4 und B als Spaltenvektoren von 7! und $~'. Dazu muB man §

noch invertieren.
i 10
2 1

In unserem Beispiel ist
((1,0,0),(0,0,1),(-2,1,2)) und ((1,2),(0,1))
Basen der gesuchten Art. Zur Kontrolle priift man nach:
0

1 -2
1 0 0
A-) 0 | = , A-1]0|= und A - 1 | = i
2 1 0
0 1 4
2.7.7. Natiirlich kann man auch das GauBsche Eliminationsverfahren mit Hilfe
von Elementarmatrizen beschreiben. Sei das System
A-x=b
gegeben. Die elementaren Zeilenumformungen von A und (A, b) werden be-

wirkt durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen aus GL (m; K). Ihr
Produkt ergibt eine Matrix

SeGL(m;K) mit (A,b)=S5-(A,b)=(SA, Sh),
wobei (zi. 5} die auf Zeilenstufenform gebrachte erweiterte Koeffizientenmatrix
ist. Man beachte, daB § allein durch A bestimmt ist. Die Berechnung von § kann

also sind
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man wieder schematisch durchfiihren, indem man die Zeilenumformungen von

A parallel an E,, durchfiihrt.
Ep A
B, - E, B -A

B, BioEg | BosvasiByed

Ist nun aus A die Matrix A = B, -...- B, - A in Zeilenstufenform entstanden, so

hat sich links die Matrix
S=B,-...- B
aufgebaut. Damit kann man sofort entscheiden, ob fiir ein b € K™ Losungen von
Ax = b existieren. Man berechnet
i
Sb=b=| ."
r+l
\ bn J
= rang A (vgl.

= rang A

und sieht nach, ob b,,, = = b, = 0, wobei r

Aufgabe 5).

Aufgaben zu 2.7

1. Stellen Sie die folgende Matrix A als Produkt von Elementarmatrizen dar:

1
2
3

—
L
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2. Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Wenn ja, dann geben die inverse Matrix an.

0001 6 3 45
0010 L2 21
e M4 x4 R), eM(4 x 4, ),
0100 2 4 3 2
1 000 33 4 2
1 20 1 20
1 1 1 |eM3x3R), 1 1 1 | eM(@3x3;E/3Z).
2 01 2 01

3. Zeigen Sie:
a b Lo .
A= d € M(2 x 2; K) ist invertierbar < ad — bc # 0.
c

Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse von A.

4. Modifizieren Sie das Rechenverfahren aus 2.7.6 so, dass man statt § die inverse Matrix
5~ erhilt (benutzen Sie dabei die Inversen der Elementarmatrizen aus 2.7.2).

5. Finden Sie fiir die Gleichungssysteme Ax = b aus 0.3.5 sowie aus Aufgabe 2 in
9.4 jeweils eine Matrix §, so dass A = SA in Zeilenstufenform ist, und berechnen Sie
b= 5Sb.

6. Beweisen Sie:

a) Fir A e M(n x n; K) und m € N gilt:
m—1 m—1
Ey— A" = (E,— A)(Q_ A) = () ANE, - A).
i=0 i=0
(Dabei sei A? := E,.)

b) Ist A € M(n x n; K) eine Matrix, fiir die ein m € N existiert mit A" = 0, so ist
E, — A invertierbar. Wie sieht die inverse Matrix aus?



Kapitel 3
Determinanten

In den vorhergehenden Kapiteln wurde laufend mit Linearkombinationen gerechnet, das
gilt als der ,triviale” Teil der linearen Algebra. Nun steigen wir eine Stufe héher zur
Determinante, das ist eine Zahl, die man einer quadratischen Matrix zuordnet. LEIB-
NIZ gab schon um 1690 eine Formel zur Berechnung dieser Zahl an ([Kow 1], §1).
WEIERSTRASS benutzte in seinen Vorlesungen eine andere Methode: Er fiihrte die De-
terminante mit axiomatisch angegebenen Eigenschaften ein. Dadurch kann man die chro-
nischen Vorzeichenprobleme erst einmal im Hintergrund halten und all das bereitstellen,
was man zur praktischen Berechnung der Determinanten bendtigt. Es zeigt sich, daB
auch hier das Verfahren aus Kapitel 0 zur Uberfithrung einer Matrix in Zeilenstufenform
zum Ziel fithrt. Diesen Weg haben wir mit Riicksicht auf eilige Leser in 3.1 beschritten.
Die Vorzeichenspiele werden systematisch in 3.2 vorgefiihrt.

Fiir genauere historische Hinweise seien die entsprechenden Exkurse in [B1], [Fr],
[Koe] und [Kow1] zur Lektiire empfohlen.

3.1 Beispiele und Definitionen
3.1.1. Zuniichst geben wir zwei charakteristische Beispiele fiir das Auftreten von
Determinanten.
1) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem
ayx) +apx; =b, I
anx; +anx; =b;. I

Wir suchen eine Formel fiir die Losung, die man bei beliebigen Werten der Ko-
effizienten anwenden kann. Umformungen ergeben die Gleichungen

(ay1ax — apan)x; = apb) — apb,, apl —apll
(anaxn — apzan)x; = anb: — anb, . apll —ayl
Definieren wir allgemein fiir eine (2 x 2)-Matrix eine Determinante durch
a b
i=ad — bc,
c d
so erhilt man fiir die Losungen des obigen Systems
b ap ay b
by an ay b
R » AEE
ap dap ap ap
ay dan dz an




3.1 Beispiele und Definitionen 175

Das ist der einfachste Fall der CRAMERschen Regel. Sie versagt, wenn
anay —apay =0, also ax(a),an) —anla, an) = 0,0).

Das bedeutet, da} der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 ist. Entspre-
chend 2.3 gibt es hier keine eindeutige Losung.

2) Die Fliche eines Dreiecks ist gegeben durch
% (Grundlinie mal Hohe) .
Das zeigt man mit Hilfe des CAVALIERISchen Prinzips. indem man zuerst das

Dreieck verdoppelt zu einem Parallelogramm, und dieses dann verschiebt zu
einem Rechteck.

e A/

Zur Berechnung der Fliche eines Parallelogramms in der Ebene nehmen wir an,
dieses sei durch zwei Vektoren

1

Bild 3.1

v=(a,a) und w = (b, b1)

gegeben.

Bild 3.2
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Wie in der Zeichnung angedeutet, ist

v=p-v =p-(cosa,sine), w=oc -w =0c-(cosp,sinp),
wobei g, o > 0. Bezeichnet F bzw. F’ die Fliche des von v und w bzw. v" und
w' aufgespannten Parallelogramms, so verlduft die Rechnung fiir0 < 8 —a <7
wie folgt:

. . i cosa sina
h' =sin(f — o) = cosasinf — cos Bsina = . ;
cosf sinf
also
. 0-cosa@ p-sing a; a
F=p.o - FF=g-0c-h= ) = .
og-cosf o-sinf by by

Die Fliche ist also gleich der Determinante. Daher kann man einige Eigenschaf-
ten der Abbildung

a

c

b
det: M2x2:R) — R, A=( )»—)ad—bc‘:detA

geometrisch illustrieren. Dazu die folgende Notation: sind
v=(a,b) und w=(c,d)

die Zeilenvektoren von A, so schreiben wir det A = det ( v )
w

a) Fir A, u € R ist

det(lv)zl‘det(v), det( z )=u-det(v).
w w pw w

ey

Bild 3.3

Das bedeutet, da} die Fliche so gestreckt wird wie einzelne Seiten.

b) Fiir A € R ist
det 4 = det v ;
w w+ Ay
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w+Av_ -~
_—'—"“‘l’—‘d—':‘--'-'_.

e =

Bild 3.4

was die Invarianz der Fliiche unter Scherungen nach dem Cavalierischen Prinzip
bedeutet.

% det(e')=l.
€2

Das bedeutet, das Einheitsquadrat hat die Fliche 1.

" ) e 1]
det = —det :
v w

Daran sieht man, daB nicht nur der Betrag, sondern auch das Vorzeichen der
Determinante eine geometrische Bedeutung hat. Es hingt von der Orientierung
des Paares v, w ab, darauf kommen wir in 3.4 zuriick.

) (2)
det =0
w

ist gleichbedeutend mit der linearen Abhzngigkeit von v und w, d.h. das Paralle-
logramm hat die Flidche Null.

]

Bild 3.5

So wie zwei Vektoren im R ein Parallelogramm erkliren, spannen drei Vektoren
im R? einen Spat und n Vektoren im R" ein Parallelotop auf, und es entsteht das
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Problem, den Inhalt zu berechnen. Wie man in der Analysis lernt, ist das die
Determinante der n x n-Matrix mit den Vektoren als Zeilen ([Fo 3], §5).

3.1.2. Zur Erklirung der Determinante einer n x n-Matrix gibt es mehrere Mog-
lichkeiten, zwei davon sind:

1) Eine Formel, in der die Eintrige vorkommen, so wie das oben bei (2 x 2)-
Matrizen angegeben war. Das hatte schon LEIBNIZ bei grofleren Matrizen aus-
gefiihrt, das Ergebnis — die allgemeine Leibniz-Formel in 3.2.5 — ist leider ziem-
lich umstindlich.

2) Eine Charakterisierung der Determinante durch Axiome, sie geht auf
WEIERSTRASS zuriick (vgl. [Fr]). Das ist nicht nur eleganter, sondern ergibt
auch einfachere Methoden zur Berechnung als die Leibniz-Formel.

Nun zur axiomatischen Einfilhrung der Determinante, wir benutzen dabei die
folgende Notation:
Ist A eine n-reihige quadratische Matrix, so bezeichnen wir stets mit

ai,...,a, die Zeilenvektoren von A. Dann schreiben wir
a
A= :
Ay

Definition. Sei K ein Kérper und n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl.
Eine Abbildung

det: M(n xn; K) > K, A detA,
heillt Determinante, falls folgendes gilt:

D1 det ist linear in jeder Zeile. Genauer heifit das folgendes. Fiir jeden Index
iefl,... n}gilt

a) Ista; = a) 4+ af, soist
det| a; | =det| af | +det| a

b) Ista; = Aa], soist

det a.‘- = A -det a.f
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An den mit Punkten bezeichneten Stellen stehen dabei jeweils unverdndert
die Zeilenvektorenay, ... , a1, @Gis1, ... , Gy

D2 det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so istdet A = 0.
D3 det ist normiert, d.h. det E, = 1.

Eine andere Schreibweise fiir die Determinante ist
ay - iy an - A
= det
Um " G Any -c Apn
Man beachte dabei, daBl die senkrechten Striche nichts mit einem Absolutbetrag
zu tun haben.

3.1.3. Diese Definition ist sehr einfach, aber es bleibt die Existenz und Eindeu-
tigkeit zu zeigen, und das wird etwas Miihe machen. Zunichst spielen wir mit
den Axiomen und leiten daraus weitere Regeln ab.

Satz. Eine Determinante det: M(n x n; K) — K hat die folgenden weiteren
Eigenschaften:

D4  Fiir jedes A € K ist det(A - A) = 1" - det A.

D5  Ist eine'Zeile von A gleich Null, so ist detA = 0.

D6 Entsteht B aus A durch eine Zeilenvertauschung, so ist
detB = —detA.

Die Determinante @ndert also bei Zeilenumformungen vom Typ IV ihr
Vorzeichen.

D7 Ist A € K, und entsteht B aus A durch Addition der A-fachen j-ten Zeile
zur i-ten Zeile (i # j), so ist
det B =det A.

Die Determinante bleibt also bei Zeilenumformungen vom Typ III unver-
dndert.

D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix, also
Ay

soistdetA =X -...- A,
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D9 Sein>2und A € M(n x n; K) von der Gestalt

A
Y s B
0 A

wobei A| und A, quadratisch sind. Dann gilt
det A = (det A,) - (det A3).

D10 det A = 0 ist gleichbedeutend mit rang A < n.

D11 Es gilt der Determinanten-Multiplikationssatz
det(A - B) =detA -det B
fiiralle A, B € M(n x n; K). Insbesondere gilt fiir A € GL (n; K)
det A~! = (detA)™'.

Vorsicht! Die ,Regel” det(A + B) = det A + det B ist fiir n > 2 falsch.

Beweis. D4 und D5 folgen sofort aus D1 b). Zum Beweis von D6 nehmen wir
an, daB die Zeilen i < j vertauscht werden. Dann ist wegen D1 a) und D2

det( a" )+det( a )

a; da;

det ( i ) +det( “ ) + det ( s ) +der( @i )
a; a; a; a;

dei(a' +e ) =
a+a J
Dabei sind zur Vereinfachung der Schreibweise nur die Eintriige der Zeilen i und
J angegeben, in den restlichen Zeilen #ndert sich nichts.

Es sei bemerkt, daBl D2 aus D6 folgt, wenn char(K) # 2, denn hat A zwei
gleiche Zeilen, so ist nach D6

detA = —detA, also 2detA=0.

det A +det B

Il

D7: Wegen D1 und D2 ist

i+ A ;
det B =det( Gy )=detA +Met( W ) =detA.
RJ' a),-
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D8: Sind alle A; # 0, so folgt durch wiederholte Anwendung von D7

A 0
det A = det = A dgodet By = Ay Ay
0 X
Gibt es ein i mit A; = 0, so wihlen wir i maximal, d.h. A; 4y, ..., A, # 0. Mit
Hilfe von A;41, ..., A, riumt man den Rest der i-ten Zeile aus, und mit D7 und

D5 folgt det A = 0.

D9: Durch Zeilenumformungen vom Typ III und I'V an A mache man A, zu einer
oberen Dreiecksmatrix B;. Dabei bleibt A, unverindert, aus C werde C’. Ist k
die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so ist

detA. = (—l)k - det B] .

Dann mache man A, durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV an A zu
einer oberen Dreiecksmatrix. Dabei bleiben B; und C’ unveriindert. Ist / die An-
zahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so ist

detA; = (—=1) - det B, .

B C
B = )
0 B
so sind B, B und B, obere Dreiecksmatrizen, es ist also nach D8 offensichtlich
det B = (det B,) - (det B;) .

Ist

Wegen
detA = (—=1)**' . det B
folgt die Behauptung.

D10: Durch Zeilenumformungen vom Typ III und IV bringen wir A auf Zeilen-
stufenform B. Dann ist B obere Dreiecksmatrix, also

Ay
B = O I
0 An

und nach D6 und D7 ist det B = + det A. Weiter ist rang A = rang B und wegen
D8

rangB=n <& detB=XA;-...- A, #0.
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D11: Istrang A < n, so ist rang (A - B) < n, und die Gleichung lautet 0 = 0
nach D10.

Andemnfalls konnen wir A € GL (n; K) annehmen. Nach 2.7.3 gibt es Ele-
mentarmatrizen C, ... , C;, so da}

A=0 0oev Gy

Es geniigt also zu zeigen, daB fiir jede Elementarmatrix C vom Typ S;(A) oder
Q! (vgl. 2.7.1)

det(C - B) = detC - det B
gilt. Nach Eigenschaft D8 (die natiirlich auch fiir untere Dreiecksmatrizen gilt)
ist

detS;(A) =A und detQ’ =1.

Multiplizieren von links mit S;(A) multipliziert die i-te Zeile von B mit A, also
ist

det (S5;(A)- B) = A -detB
nach DI. Multiplizieren von links mit Q/ bewirkt die Addition der j-ten zur
i-ten Zeile, also ist

det(Q! - B) = 1-detB. O

Dieser letzte Beweis wird den Leser hoffentlich in seiner Wertschitzung der Ele-
mentarmatrizen bestirken.

3.1.4. Fiir die Praxis der Berechnung von Determinanten hat man nun alle erfor-
derlichen Hilfsmittel zur Verfiigung. Man bringt A durch Zeilenumformungen
vom Typ III und IV auf obere Dreiecksgestalt B. Ist k die Anzahl der dabei
durchgefiihrten Zeilenvertauschungen, so gilt

detA=(—1*-detB= (=D A -...-hn.
Beispiele. a)
0 1. 2 110 1 10 1 10
32 1|==(321|==[0 =1 1|=-]|0 =1 1|=3.
110 01 2 0 12 0 03

b) Die Berechnung von Determinanten wird interessanter, wenn man die Ein-
trige a;; der Matrix als Unbestimmte auffafit, das sind Zahlen, fiir die man belie-
bige Elemente des Korpers einsetzen kann, und zwar unabhiingig voneinander.
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Es ist iiblich, das dadurch anzudeuten, da3 man statt @ den Buchstaben x ver-
wendet. Auf diese Weise berechnet man mit Hilfe von D7 und D8

X X2

= 5 x2) = Xy X22 — X21%12 - (*)
Xy — — X2
X1

X X2

X21 A2

Man beachte, daB x;, wihrend der Rechnung voriibergehend im Nenner steht,
nicht aber am Anfang und am Ende. Mit Hilfe von D6 kann man noch einmal
direkt iiberpriifen, da die Formel (%) auch fiir x,; = 0 gilt.

c¢) Eine Matrix A = (a;) € M(n x n; K) heiBt schiefsymmetrisch, wenn
a;; = —aj; und a; = 0 (im Fall charK # 2 folgt die zweite Bedingung aus
der ersten). Die Berechnung solcher Determinanten ist besonders interessant,
wir betrachten die Eintrige wieder als Unbestimmte. Fiir n = 2 und 3 ist

0 X12 X2 0 2
= - = X5,
—xz2 0 0 —x
0 X2 X 0 X2 X3
—x;2 0 xpn|=|-x2 0 xp|=0.
—X|3 —Xn3 0 0 O 0

Dabei wurde zu Zeile III die Kombination 21— ]I addiert. Das ist ungefihr-

Xiz Xz
lich, denn fiir x|; = 0 ist das Ergebnis ohnehlin klar. Nun zum Fall n = 4:

0 xz x3 xis 0 x2 xp Xi4

dpdae] TR 0 x3 xy4 _| % 0 xp X24
—xi3 —x;3 0 xy 0 0 0 Q(x)

—X14 —X24 —x3 0 0 0 -0 0

durch geeignete Umformungen der Zeilen III und IV, wobei
X i
Q(x) = - mit  P(x) := x12X34 — X13X24 + X14X23 .
12
Aus D9 folgt schlieBlich
detA = (P(x))*.

Man nennt P(x) ein PFAFFsches Polynom (vgl. Aufgabe 5 und Aufgabe 8 zu
3.2).
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Aufgaben zu 3.1
1. Berechnen Sie die Determinanten von
(1 o0 11 I 1
-0 1 L 1 ] i
1 101 1]}, 2 5
11101 279
1 1110
2. Zeigen Sie:
x 1 1
det| 1 x 1 |=G-D*x+2),

r a*+1 ab ac

det| ab B 41 b =a"+b+c+1.
\ ac be 241

3. Berechnen Sie:
sine cosa asine bcosa ab

—cosa sinae —a’sinae bicosa ab?

det 0 0 1 a* b?
0 0 0 a b
0 0 0 —b a

4. Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix A = (@;) € M(n x n; K) gilt:
det(a;j) = det((—1)"*/ - a;;).

5. Sei K ein Kérper mit char K # 2 und A € M(n x n; K') alternierend (vgl. Aufgabe 3
zu 1.6). Zeigen Sie:

a) Istn ungerade, soistdet A = 0.
(Hinweis: Benutzen Sie Satz 3.2.6)
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b) Ist n gerade, so ist det A Quadrat eines Polynoms in den Eintrigen von A (vgl. Auf-
gabe 8 zu 3.2).

6.5ind f =a,t"™ + ... +ap, g = bat" + ... + by € K[t] Polynome mit
deg f = m, deg g = n, so ist die Resultante von f und g definiert durch

( ag cre wen Ay
n Zeilen
ap e e s
bo wew wes B
Resy, :=det ? K
m Zeilen
\ B s cansen iy J
Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) Ressg=0.

iy fitfi..., 1" ' f.g tg, ... 1" 'g sind linear abhingig.

iii) Es existieren p,g € K[t], p,g # 0, mitdegp < n — 1,degg < m — 1 und
pf=qg.

Mit etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen kann man zeigen, dass i) bis iii) dquivalent
sind zu

iv) f und g haben einen gemeinsamen nichtkonstanten Teiler & € K[t].

Insbesondere ist also Resy, = 0, falls f und g eine gemeinsame Nullstelle haben, und
im Fall K = C gilt: Resy, = 0 <> f und g haben eine gemeinsame Nullstelle.
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3.2 Existenz und Eindeutigkeit

Bei der Berechnung der Determinante nach der Methode aus 3.1.4 bleibt eine kleine,
wieder spitzfindig erscheinende Frage: die durchzufiihrenden Zeilenvertauschungen sind
nicht eindeutig bestimmt, man hat Wahlmoglichkeiten. Aber das Ergebnis
{— l)*l; -...~A, muB unabhingig von allen Auswahlen sein, insbesondere muB klar sein,
ob k gerade oder ungerade ist. Das wird besonders deutlich an dem charakteristischen
Beispiel einer Einheitsmatrix mit verinderter Reihenfolge der Zeilen: Dazu kommen wir
zuriick auf die schon in 1.2.2 betrachteten Permutationen. Ist o eine bijektive Abbildung
von {1,...,n} auf sich, und bezeichnen e, ... , e, die kanonischen Basisvektoren, so
betrachten wir die Matrix

€o(l)
E, = :

€a(nm)

mit den Basisvektoren in permutierter Reihenfolge als Zeilen, und die Vorzeichen-Frage
spitzt sich zu zur Alternative
detE, ==x1?

Vorzeichen sind eine Art von Butterbroten: die haben zwei Moglichkeiten zu fallen ([E]).
Zur Beantwortung der Vorzeichenfrage bendtigen wir eine zuverlissige Methode, an
der Permutation zu erkennen, auf welche Arten sie durch wiederholte Vertauschungen
riickgéingig gemacht werden kann.
3.2.1. Wie wir gerade gesehen haben, ist zundchst ein kleiner Exkurs {iber Per-
mutationen unvermeidlich.

Wie in 1.2.2 bezeichnen wir fiir jede natiirliche Zahl n > 0 mit S, die symme-
trische Gruppe von {1, ... , n}, d.h. die Gruppe aller bijektiven Abbildungen

ag: {1,...,n} = {l,...,n}.

Die Elemente von S, nennen wir Permutationen. Das neutrale Element von S,
ist die identische Abbildung, die wir mit id bezeichnen. Wie iiblich schreiben wir
o € 8, explizit in der Form

o= ’
a(l) o(2) --- o)

Fiir o, T € §, ist dann
[ | n :| [ 1 n :|
T = .
(1) --- z(n) o(l) --- o(n)

= ] - n
(1) - o) |’
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HrliE g
HHL P

Man beachte dabei, daf} die rechts stehende Permutation zuerst angewandt wird,
wie das bei Abbildungen tiblich ist.

zum Beispiel

aber

Bemerkung. Die Gruppe S, enthiilt
nl:=n-(n—-1)-...-2.1
(sprich: n-Fakultit) Elemente. Fiirn = 3 ist S, nicht abelsch.

Beweis. Wir iiberlegen, wie viele Moglichkeiten es gibt, Elemente o € S, auf-
zubauen. Zundchst hat man fiir die Auswahl von

o(l) genaun Moglichkeiten.

Da o injektiv sein soll, muBl o(2) # o (1) sein. Es verbleiben fiir die Auswahl
von

o(2) genaun — 1 Moglichkeiten.
Sind schlieBlich o (1), ... ,o(n — 1) gewihlt, so ist o (n) festgelegt, es gibt also
fiir
o(n) nur eine Moglichkeit.
Insgesamt gibt es daher
n-n—1)-...-2.-1=n!

verschiedene Permutationen in S,,. Ist fiirn = 3

1 234 ... n 1234 ... n
g = und T = »
|: L %2l e ] [ 2314 - n :|
so folgt wie oben 1 - ¢ # o - 1. Die Gruppen S, und S; sind abelsch, wie man
sofort sieht. O

Um sehen zu kdnnen, wie schnell n! mit n wichst, benutzt man die Formel von
STIRLING

v (1)
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wobei = eine asymptotische Niherung bezeichnet ([Fol], §20). Die Zahl 60! ist
ungefihr gleich 10%2, das ist in etwa die geschitzte Zahl der Nukleonen des Uni-
versums. Eine (60 x 60)-Matrix ist dagegen in den Problemen der Anwendungen
als klein anzusehen.

3.2.2. Um die Verdnderung des Vorzeichens der Determinante bei Umordnung
der Zeilen zu kontrollieren, vertauscht man mehrfach jeweils zwei Zeilen. Solche
Permutationen haben einen eigenen Namen.

Eine Permutation v € 8, heiit Transposition, falls t zwei Elemente aus
{1, ..., n)} vertauscht und alle iibrigen fest l4Bt, d.h. wenn es k,I € {1,... ,n}
mit k 7 [ gibt, so daB gilt:

k) = 1,
(/) = k und
(i) = i firie{l,...,n}~{k1}.

Offensichtlich gilt T~ = 7 fiir jede Transposition t € S,,.

DaB man allein mit Vertauschungen von Zeilen auskommt, zeigt das
Lemma. Ist n > 2, so gibt es zu jedem o € S, (keineswegs eindeutig bestimmte)
Transpositionen 1, ... , T € S, mit

T=T *vee"Tg.

Beweis. Ist ¢ = id und t € §, irgendeine Transposition, so ist

id=t-77!

=T
Andernfalls gibtes ein i; € {1, ..., n} mit
o()=i firi=1,...,ii—1 und o(i)F#1i, alsosogar o(iy) > i.
Sei 1 die Transposition, die {; mit o (i,) vertauscht, und g, := 1, - . Dann ist
o) =i firi=1,...,i.

Entweder ist nun o, = id, oder es gibt ein i; mit i; > i, und

oi)=1i firi=1,...,ia—1 und o) > i>.
Analog erhilt man 7, und o> und schlieBlich ein k < n sowie Transpositionen
Ty, ..., TueMit 0y = T - ... Ty - ¢ = id. Daraus folgt

O = (Tpeeas ) =T ey Ty e T O

Zur Vorsorge noch eine kleine technische

Bemerkung. Sei n > 2 und

1 20 3 e
Tp 1= " €S,
21 3 e W
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die Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Dann gibt es zu jeder beliebigen

Transpositiont € S, eino € S, mit

T=a-g-0 ),

Beweis. Seien k und [ die von t vertauschten Elemente. Wir behaupten, daB jedes
o € S, mit
o(l)=k und o(2)=I
die verlangte Eigenschaft hat. Sei t’ := ¢ - 7 - 0~'. Wegen o~'(k) = 1 und
o~'(l) =2ist
k) =o(w(l) =0(2)=1 und ') =0c(r(2) =0c(l)=k.
Fiiri ¢ (k,l}ista~'(i) ¢ {1, 2}, also
t'(i) =o(rl0™' () =c(c™' () =i.
Daraus folgt t' = 1. a
3.2.3. Die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist nicht eindeutig.
Wir miissen aber beweisen, daB} die Anzahl der nétigen Transpositionen entwe-
der immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem Zweck ordnen wir jeder

Permutation ein Vorzeichen zu. Elementar kann man es so beschreiben:
Ist o € 8, so nennt man jedes Paar i, j € {1,...,n) mit

i<j, aber o(i)>a(j),

einen Fehlstand von o. Zum Beispiel hat

1 23
= [ 231 ]
insgesamt 2 Fehlstinde, nimlich
1<3, aber 2>1, und 2<3, aber 3>1.
Wir definieren das Signum (d.h. ,,Vorzeichen) von o durch
; ] +1. fallso eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat,
AR { —1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstinden hat.
Man nennt o € S,
gerade, falls signo = +1, und
ungerade, falls signo = —1.

Diese Definition ist recht gut geeignet, um das Signum durch systematisches
Zihlen zu berechnen, aber zu schwerfillig fiir theoretische Uberlegungen. Daher
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ist es hilfreich, das Zihlen der Fehlstinde und das Berechnen des Signums in
einer Formel zusammenzufassen. In den folgenden Produkten solleni und j stets
die Menge (1, ... , n} durchlaufen, und zwar mit den unter dem Produktsymbol
vermerkten Nebenbedingungen.

Lemma. Fiir jedes o € S, gilt
Signo- = l_[ M o

i<j =t
Beweis. Man mache sich erst einmal klar, daB man das Produkt als einen langen
Bruch schreiben kann, bei dem in Nenner und Zihler die gleichen Differenzen
vorkommen, allerdings im Zahler im allgemeinen an anderer Stelle und — das ist
der Kniff - im Fall eines Fehlstandes mit negativem Vorzeichen.
Diese Vorstellung iibersetzt man in die folgende Rechnung, bei der m die An-
zahl der Fehlstiinde bezeichnet:

[Teh)—en=| [] @@-a@)|- 0" [] let) o
i=j

i=j i<j

ali)<a(j) a(i)=a(j)
=)o) o @l = ~v"[]G - D).
i<j i<j

Bei der letzten Gleichung wird verwendet, dal die beiden Produkte bis auf die
Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten. Das folgt aus der Bijektivitit der
Abbildung o. a

Die entscheidende Eigenschaft des Signums ist, daB es mit der Hintereinander-
schaltung von Permutationen vertriglich ist.

Satz. Fiir alle o, T € S, gilt sign(r - o) = (signt) - (signo).
Insbesondere gilt signa~' = signo fiir jedes o € S,,.
Anders ausgedriickt bedeutet das, daB} die Abbildung

sign: §, — {+1, -1}
ein Homomorphismus in die Gruppe von zwei Elementen ist.

Beweis. Es ist
(g (j)) — t(o(i))
175
]—[ t(@(j) —tle@) [—l o(j)—ol(i)
o(N—el) 13 J-i

sign(r -o0) =

i=j
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Da das zweite Produkt gleich sign o ist, geniigt es zu zeigen, daB das erste Pro-
dukt gleich sign t ist.

]—[ (o (j)) — t(o(i))

5 o(h-o)
- l—[ () — @) ]—[ (o (j)) —t(a(i))
L o=@ A L
ali)<alj) ali)=alj)
I (@) — (o) ul (0 (j)) — t(a (i)
W "Sh-e0 M Te(h-em
afi)<ailj) ali)=a(f)
_ t(o(j)) —t(a())
B ali)=a(j) d(',} —o(@)

Da o bijektiv ist, enthilt dieses letzte Produkt bis auf die Reihenfolge die glei-
chen Faktoren wie
l—[ () —t@ _ .
——— =signrt,
i<j -’J =
und der Satz ist bewiesen. H

Damit ist die zu Beginn von 3.2.3 gestellte Frage iiber die Anzahl der Transpo-
sitionen beantwortet:

Korollar 1. Sein > 2.

1) Fiir jede Transposition t € S, gilt signt = —1.

2) Isto € S, und o = 1y - ... - 7 mit Transpositionen t\, ... , 7 € S,, 50 ist
signa = (—1)F.
Bewelis. Ist 1; die Transposition, die 1 und 2 vertauscht, so ist signty = —1, denn

7o hat genau einen Fehlstand. Nach der Bemerkung aus 3.2.2 gibteseino € S,
mitt = o - 15 - o', also folgt aus obigem Satz

signt = signo - signtg - (signe) ™' =signty = —1.

2) folgt aus 1) wieder nach obigem Satz. O

Als entscheidende Folgerung fiir Determinanten erhalten wir das
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Korollar 2. Fiir jede Permutation o € S, ist

€a(1)
det : = signo .
€ain)
Beweis. Isto =1, -...- 7, so kann man E, durch k Zeilenvertauschungen in die
obige Matrix liberfithren. O

3.2.4. Die Gruppe S, zerfillt in zwei Klassen, die der geraden und die der un-
geraden Permutationen, und diese beiden Klassen sind nahezu gleichberechtigt.
Zunichst zu den geraden:

A, :={o €8,: signe =+1}CS,
ist nach dem Satz aus 3.2.3 eine Untergruppe, sie heift die alternierende Gruppe.
Fiir jedes T € S, haben wir

A,tri={o-1: 0 EA,}.

Fiir signt = +1 ist offenbar A,t = A,.

Bemerkung, Ist T € S, mit signt = —1 gegeben, so ist
S, =A,UA, T und A, NA,T=0.

Insbesondere ist die Anzahl der Elemente von A, gleich %n L3
Beweis. Sei o € S, mitsigno = —1 gegeben. Nach 3.2.3 istsign(o-77") = +1,
alsoisto € A,t,denno = (o - t7') - 7. Fiir jedes 0 € A,7 ist signo = —1,
also ist die Vereinigung auch disjunkt.

Nach 1.2.4 ist die Abbildung A,, — A,7, 0 +> o - 7, bijektiv. Da 8, aus n!
Elementen besteht, enthalten A, und A, 7 je %n! Elemente. m]

3.2.5. Es gibt mehrere Mdglichkeiten, die Existenz und Eindeutigkeit der mit
den Axiomen von WEIERSTRASS charakterisierten Determinante zu beweisen.
Wir benutzen dazu den Weg iiber die Formel von LEIBNIZ, die zwar wenig be-
liebt, aber dennoch klassisch und manchmal fiir die Theorie niitzlich ist.

Theorem. Ist K ein Korper und n = 1, so gibt es genau eine Determinante
det: M(n xn; K) - K,
und zwar ist fiir A = (a;;) € M(n x n; K)
detA = Z: sign (o) - @oqy =+« + * notmy + (%)

oe8,

Die Formel (%) von LEIBNIZ hat fiir jede Permutation einen, also insgesamt n!
Summanden.
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Beweis. Wir zeigen zunichst, dal die Formel (%) aus den Axiomen folgt, das

beweist die Eindeutigkeit. Dazu zerlegen wir jeden Zeilenvektor a; von A in
a;=a; €+ ...+ apnéy

und wenden Zeile fiir Zeile von oben nach unten das Axiom D1 an, bis eine

Summe mit n" Summanden entstanden ist. Das nennt man eine Entwicklung von

A nach Zeilen.

e
a n a”
2
det | : = 2 ay, -det| .
a i=1 :
n a,

&

n e[':

n
2 ai-
=l

ay,-det| B | =...=
=1 :
Qn
n n n
Z E E Qyiy - aiy * - - - - Ay, - det
=1 iz=1 in=1 e

Nun gilt nach Korollar 2 aus 3.2.3 und D2

€,

€,

i . _ signo, fallseseino € S, gibt mito (v) =i, fiiralle v,

0, sonst.
€,
Also bleiben ,,nur* n! der n" Summanden iibrig, und es gilt (x).

Leider ist der Beweis damit noch nicht zu Ende, denn allein aus der Tatsache,
dal man die Axiome zur Ableitung der Formel benutzt hat, folgt noch nicht, da
die Formel alle diese Eigenschaften hat.

Fiir den Existenzbeweis definieren wir nun die Determinante durch die For-
mel von LEIBNIZ, und es sind die Axiome von WEIERSTRASS nachzupriifen.

Danach herrscht wieder Frieden zwischen den beiden alten Herren.
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D1 sieht man direkt an der Summe

H ’ "
det .‘.]';.'-I-é]':-'r = ngn(a)-am”-“.-(a,-a{,-,—l-a,-am}-...-a,,,,f,,,
. aESn
— 1 r
L ZS|gn(5)'aiatlj‘---’a;g{;;‘---‘ﬂnu{n]
ael,
+ Esign(o)-a.am-..‘-a::m-]-‘..-am[,.,
aeS,

= det| af |+det| a |,

also gilt D1 a). Fiir b) zeigt man, daB jeder Summand mit A multipliziert wird.
D2 Angenommen, die k-te und die /-te Zeile von A seien gleich, wobei k < [.
Ist T die Transposition, die k und / vertauscht, so ist nach 3.2.4
S, =A,UA, 1,
und diese Vereinigung ist disjunkt. Ist o € A, so gilt
signo =41 und sign(o-t)=-1.

Wenn o die Gruppe A, durchlduft, durchlduft o - r die Menge A, 7. Also ist

detA = Z Aia(1) *+ - Ana(n) — Z Aig(e(1)) *+ -~ " Ano(rn)) - (+%)

aEA, oEl,
Da die k-te und die /-te Zeile von A gleich sind, gilt nach der Definition von t

Qo(r(1)) “+ =« " Aka(r(k)) * =+« " Qla(x)) * - " Ano(r(n)
=gty - Gka(h -+ Qlalk) "+ Gno(n)
= Qo) v Gka(k) e " Qla(l) T+ Ana(n)
=gy« " Qnoin) -
Also heben sich in (x*) die Summanden gegenseitig auf, und es folgt
detA=0.

D3 Ist &;; das Kronecker-Symbol und o € S, so ist
0 fire #id,
Sig1y © o - Bpotm) =
.- ®=11 fire=id.

Also ist
det E, = det(8;) = Y _ sign(0) - Sio(t) * - .- * Sno(y =sign(id) = 1. 0O

oS,
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3.2.6. Durch den Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist die theoretische Rechtfer-
tigung dafiir geliefert, daB man Determinanten so berechnen darf, wie wir es in
3.1.4 mit Hilfe von Zeilenumformungen getan hatten. Man kann aber fiir kleine
n auch die Formel von LEIBNIZ verwenden:

Fiir n = 2 ist

ay dap

=a)axp — a;dy .
ay dan

Fiirn = 3 ist

ap ap aps
a11a2ay + a;ppanas + a;3aasn
d dp AQup (=
—da)dady; — dadydss — d;3dndasg .
dy daz as;
Die Summe hat 3! = 3 -2 -1 = 6 Summanden. Man kann sich diese Formel
leicht merken durch die Regel von SARRUS: Man schreibt den ersten und zweiten

Spaltenvektor noch einmal hinter die Matrix:
A iz M3 an 02

Gy @23 23 (i (2

@3] a3y Gz a3 Q32 Bild 3.6

Die Koeffizienten lings der ,Hauptdiagonale” und ihrer Parallelen ergeben
dann die Summanden mit positivem Vorzeichen, die Koeffizienten ldngs der ,,Ne-
bendiagonalen” und ihrer Parallelen ergeben die Summanden mit negativem Vor-
zeichen.

Fiir n = 4 erhiilt man eine Summe mit 4! = 24 Summanden, was schon hochst
unangenehm ist. Man beachte, daB ein Analogon zur Regel von SARRUS fiir
n = 4 nichr gilt. Fiir n = 4 wiirde man auf diese Weise nur 8 von 24 Summanden
erhalten, und die Vorzeichen wiirden im allgemeinen nicht stimmen (wovon man
sich zur Ubung ein fiir allemal iiberzeugen sollte).

Wegen des rasanten Wachstums von n! sind auch Computer mit der Formel
von LEIBNIZ iiberfordert (vgl. Aufgabe 5). Die Methode aus 3.1.4 erfordert we-
sentlich weniger Rechenaufwand.

Zur Rehabilitation der Formel von LEIBNIZ geben wir zwei theoretische An-
wendungen. Die Eintrige a;; der Matrix kann man als insgesamt n? Unbestimmte
ansehen, dann ist die Abbildung

det: K™ = K

ein Polynom, im Fall K = R oder C insbesondere differenzierbar und somit
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stetig.
In den Axiomen der Determinante sind die Zeilen vor den Spalten ausgezeich-
net. Das ist nur scheinbar so:

Satz. Fiir eine Matrix A € M(n x n; K) gilt det' A = det A.
Beweis. Ist A = (a;;),s0ist'A = (a:j) mit a;j = aj;. Nun gilt
det’'A = Z Sign (o) - @y * -+ Ay

ge8,

Pt ZSlgn{U)‘aatljl teeet Qa(uin
gel,

- : -1

= ngn(a ) Qug-ty * et Aug-t(m)
o eS8,

= detA.

Bei der vorletzten Gleichung wurde benutzt, da8 fiir jedes o € S,
Aa()l "« -+ Qa(pin = Qig=1(1y "+ ++ " dng~l(n)

gilt, denn bis auf die Reihenfolge enthalten die beiden Produkte die gleichen
Faktoren. AuBerdem wurde verwendet, daB nach 3.2.3
signo = signo ™!
gilt. Fiir die letzte Gleichung haben wir benutzt, daB mit o auch o' ,ganz S,
durchlduft‘. Genauer gesagt bedeutet das, da3 die Abbildung
S, —»8S,, oo,

bijektiv ist. Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeit des inversen Elementes (vgl.
1.2.3). 0

3.2.7. Wie niitzlich es ist, wenn man abwechselnd mit Zeilen und Spalten ope-
rieren kann, zeigt das

Beispiel. Wir betrachten x,...,x, als Unbestimmte und definieren die
VANDERMONDE-Determinante
1 x; xi'"
A, = det :
1 Xy v x::_l

Offensichtlich ist A} = 1, Ay = x, — x;. Fiir n = 3 formt man zuerst Spalten
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um und zieht dann Faktoren aus den Zeilen:

1 & x2 1 x; x}—x} I x;—x; 0
lo 2| =|1lxx2-xg|=|1 x-x xnbx—-x)
1 x5 X§ 1 x3 X§—11X3 1 x3—x X]{Xj—XO
X — xp Xa(xz — xp) I %3
= = (x2 — x)(x3 — x1)
x3—x; x3(x3 —xy) X3

= (k2 = x)(x3 — x1)(x3 — x2) .
Nach diesem Muster erhilt man durch Induktion iiber n (Aufgabe 2)
A= J] x5=x.
I=i<j=n
Daraus folgt, da8 die Zeilen oder Spalten der obigen Matrix genau dann linear
abhingig sind, wenn x; = x; fiir mindestens ein Paari # j.

3.2.8. Wie wir gesehen haben, ist es oft niitzlich, in eine Matrix nicht nur Ele-
mente eines Korpers, sondern allgemeinere Symbole — etwa Unbestimmte — ein-
tragen und damit rechnen zu diirfen. Damit das kein Ritt iiber den Bodensee
bleibt, wird etwas theoretische Rechtfertigung dafiir bereitgestellt.

Wir gehen aus von einem kommutativen Ring R mit Einselement 1 (s. 1.3.1).
Mit

M(n x n; R)

bezeichnen wir die quadratischen n-reihigen Matrizen mit Eintrigen aus R. Ad-
dition und Multiplikation von Matrizen kann man wie bei einem Ko&rper erklidren
(1.4.1 und 2.5.1), damit wird M(n x n; R) zu einem Ring mit Einselement E,,. Da
im Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems aus 3.2.5 nirgendwo durch
Eintrige der Matrix dividiert wird, kann man ihn wortlich auf R iibertragen. Man
iiberzeuge sich, daB die Kommutativitit verwendet wird! Daraus folgt, daB die
Determinante

det: M(n xn; R) - R, A= (a;) Zsign(a) “@g1) * -+ " Ana(n)

g eS,

die Eigenschaften D1, D2 und D3 aus 3.1.2 hat.

Man beachte, daB von allen Folgerungen D4 bis D11 nur diejenigen direkt
iibertragen werden konnen, bei deren Beweis nicht dividiert wurde (Aufgabe 7).
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Aufgaben zu 3.2

1. Stellen Sie die Permutation

1 23 435
g =
54321
als Produkt von Transpositionen dar.

2. Beweisen Sie mit Induktion nach n, dass fiir die Vandermonde-Determinante gilt:

1 g e xf—l

det| @ S E | TR R
I=i<jz=n

1 x, --o xi-!

3. Geben Sie eine unendliche Teilmenge des B’ an, in der jeweils n verschiedene Punkte
linear unabhangig sind.
4. Zeigen Sie noch einmal
det(a;;) = det((—1)'*! - a;),
(vgl. Aufgabe 4 zu 3.1), aber benutzen Sie nun zum Beweis die Formel von LEIBNIZ.

5. In dieser Aufgabe soll der Aufwand zum Berechnen der Determinante mit Hilfe der
Leibniz-Formel bzw. des GauB-Algorithmus verglichen werden.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Additionen und Multiplikationen, die nétig sind, wenn
man die Determinante von A = (a;;) € M(n x n; R)

i) mit der Leibniz-Formel,
ii) durch Umformung der Matrix in Zeilenstufenform mit dem GauB-Algorithmus
und Aufmultiplizieren der Diagonalelemente berechnet.

b) Es stehe ein Computer zur Verfiigung, der Addition und Multiplikation in 0.2 Mikro-
sekunden durchfiihren kann. Schitzen Sie ab, fiir welche Gréfe von Matrizen man
mit den Verfahren i) bzw. ii) in einer vorgegebenen Rechenzeit von hichstens 48
Stunden auf diesem Computer Determinanten berechnen kann.

6. Beweisen Sie die Regeln D4 bis D11 aus 3.1.3 mit Hilfe der Leibniz-Formel.

7. Welche der Eigenschaften D4 bis D11 gelten, falls man Determinanten von Matrizen
aus M(n x n; R) fiir einen Ring R betrachtet (vgl. 3.2.8)?

8. (Fortsetzung von Aufgabe 5 zu 3.1.)

Sei K ein Korper mit char K # 2, n € N~ {0} gerade, also n = 2m fiirein m € M und
A € M(n x n; K) schiefsymmetrisch. Definiert man

P(xi1cev yXnn) = Y SIgN(0) * X1y * -+ * Xo(@m—D)o(2m) »
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wobei iiber alle ¢ € S, mit ¢ (2i) > o(2i — 1) fiiri = 1,... , m summiert wird, so gilt
det A = (L P(ayy, ... , @))% Man nennt P ein Pfaffsches Polynom.

9. Seien v, w zwei verschiedene Punkte des K2 und L c K2 die Gerade durch v und w.
Dann gilt:

1 vy v
L={(X|.xz]EK22 det 1wy w; =0}.
1 X X

10.* Zeigen Sie, dass die Menge
SL(2;Z) =|AeM(2x2,Z): detA=1)
eine Gruppe bzgl. der Multiplikation ist und erzeugt wird von den Matrizen

i | 01
A= o Bi= i
01 -1 0
d.h. SL(2; Z) = erz (A, B) (vgl. Aufgabe 4 zu 1.2).
11. Gegeben sei ein offenes Intervall 7 C R und die R-Vektorriume
C:=CU;R)={a: I - R: « stetig},
D=DU:RY=le="(¢1,-.. .¢n): ] = R":

@; beliebig oft differenzierbar} .

Matrizen A € M(n x n; C) und b € M(n x 1; C) bestimmen das lineare Differentialglei-

chungssystem
ol y=A-y+b. (*)

Fiir & = 0 heifit das System homogen. Die Lésungsriume sind erklirt durch
L:={peD:¢'=A-p+b) und Ly:={peD:¢'=A-¢} .
a) Zeigen Sie, dass £y C D ein Untervektorraum und £ C D ein affiner Unterraum ist.
b) Zeigen Sie, dass fiir @'V, ... , " e Ly folgende Bedingungen #quivalent sind:
i) ¢, ..., "™ sind iiber R linear unabhingig.
ii) Fiirein xp € I sind ¢'"(xg), ... , 9" (x0) € R" linear unabhingig.
iii) det (gojf ’) # 0. Diese Determinante heiBt WRONSKI-Deferminante.
c) Zeigen Sie, dass dim£ = n (unabhiingig von A).

Hinweis: Man benutze die in der Analysis bewiesene Existenz- und Eindeutigkeitsaus-
sage ([Fo 2], §12), wonach es bei gegebenem x zu beliebigem Anfangswert ¢ € R"
genau eine Losung ¢ von (%) mit @(xp) = ¢ gibt.
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12. Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y' = —y. Uberfithren Sie
dazu die Differentialgleichung mit dem Ansatz » = y, yi = )’ in ein lineares Diffe-
rentialgleichungssystem wie in Aufgabe 11, und benutzen Sie, dass ¢ genau dann eine
Losung von y” = —y ist, wenn (¢, ¢') eine Losung des linearen Systems ist.
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3.3 Minoren*

Wie wir gesehen haben, wird die Berechnung von Determinanten bei wachsendem n sehr
viel schwieriger. Daher kann es manchmal helfen, in einer Matrix Zeilen und Spalten zu
streichen, und zunichst die Determinante der kleineren Matrix zu berechnen.

3.3.1. Zundchst bendtigen wir einige sehr technische Vorbereitungen. Ist
A = (a;;) € M(n x n; K), sosei A;; fiir festes i, j die Matrix, die aus A entsteht,
indem man a;; durch 1 und alle anderen Komponenten, die in der i-ten Zeile oder
der j-ten Spalte stehen, durch O ersetzt. Ausgeschrieben ist

( apy -+~ ajj-r 0 ayp v G
Qi-11 t* a(—l.}—l 0 ai’—l.j+1 rer Gieln
A,-J — 0 S 0 1 0 VR 0
Gpr e Gigrg-1 0 dipger v G
Ay e Ap,j-1 0 A j+1 Ay )

Die Matrix

A'= (@) eM(n x n; K) mit af :=detAy
heiBt die zu A komplementdre Matrix. Man beachte dabei die Umkehrung der
Reihenfolge der Indizes. Weiter bezeichnen wir mit

ap e @y v Ay

iy eM((n=1)x(n-=1);K)

a!’m
die Matrix, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A
erhilt.
Bemerkung 1. Es gilt stets
detA;; = (1) detA}; .
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Beweis. Durch i — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j — 1 Vertauschun-
gen benachbarter Spalten kann man A;; auf die Form

10
0 A

bringen. Also folgt die Behauptung aus D6 und D9 wegen
(_1)(4’—|)+U—1! = (—.[)H'J" =

IstA=(a',...,a") e M(nxn; K), wobeia', ..., a" die Spaltenvektoren von
A sind, und ist

e ="e,="'0,...,0,1,0,...,0),
50 ist

(ke g Y i)

die Matrix, die aus A entsteht, indem man a;; durch 1 und alle anderen Kompo-
nenten der j-ten Spalte durch O ersetzt. Im Gegensatz zu A;; bleiben die restli-
chen Komponenten der i-ten Zeile unverindert.

Bemerkung 2. Es gilt stets

detA;; =det(@', ... ,a’' ¢, a’, ... a").

Beweis. Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten
kann man (a',...,a’”", &', a/*', ... a") in A;; iiberfiihren. Also folgt die Be-
hauptung aus D7. O

Satz. Ist A € M(n x n; K) und A* die zu A komplementdre Matrix, so ist
A" A=A.A" = (detA)-E,.

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A® - A:

n n
Za}}ﬂ;‘k = Zaﬂ‘dﬂAﬁ
Jj=1 j=1
n
= Y ajpdet@',... ,a"""e/,a"*",... ,a") nachBem.2
=1

n
= det(a',... ,a"", Za_,-kej,a’“. ...,a") nachDI
=l

= detla’;cze @Y al @t ,a")

= &y -detA. nach D2
Also ist A" - A = (det A) - E,. Analog berechnet man A - A, a
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3.3.2. In den Definitionen und Beweisen von 3.3.1 kann man den Kérper K
durch einen kommutativen Ring R mit Einselement ersetzen (vgl. 3.2.8). Der
Leser moge zur Ubung die Einzelheiten iiberpriifen. Kritischer Punkt ist der Be-
weis von Bemerkung 2; aber da man die 1 als Pivot fiir die Umformungen hat,
geht alles gut. Ergebnis ist das

Korollar. Ist R ein kommutativer Ring mit I und A®* € M(n x n; R) die zu
A € M(n x n; R) komplementdre Matrix, so gilt
A" A=A-A"=(detA)- - E,. o

Dies wird in 4.5.3 sehr niitzlich sein.

3.3.3. Die gerade bewiesene Eigenschaft der komplementiren Matrix hat wich-
tige Konsequenzen. Wir beschriinken uns wieder auf den Fall eines Korpers K.
Entwicklungssatz von LAPLACE. Istn = 2 und A € M(n x n; K), so gilt fiir
jedesi € {1,... n}

detA =) (=1)" - a; - det A,

=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fiir jedes j € {1, ... , n}
det A = Z(—l)"ﬂ' -a;; - det A,
=]
(Entwicklung nach der j-ten Spalte). Dabei bezeichnet Aj; jeweils die in 3.3.1

definierte Streichungsmatrix.

Beweis. Nach Satz 3.3.1 ist det A fiir jedes i gleich der i-ten Komponente in der
Diagonale der Matrix A - A*, also

n n n
detA = Z a;jﬂ'ii = Za”‘ i de[ AU = Z(_l)l‘-'—jﬂij ¥ de{ A:J
j=1 =1 =1

nach Bemerkung 1 aus 3.3.1. Indem man ebenso mit A* - A verfihrt, erhilt man
die Formel fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte. O

Genau genommen gibt der Entwicklungssatz von Laplace nur ein Verfahren an,
die Summanden der Formel von LEIBNIZ in einer speziellen Reihenfolge aufzu-
schreiben. Das kann aber doch niitzlich sein, etwa dann, wenn in einer Zeile oder
Spalte viele Nullen stehen. Als Beispiel berechnen wir noch einmal

01

2
2
321|=0-
110

1 0

31
1 0

3

- R 8

2
i ‘=0+I+2=3,
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Die durch den Faktor (—1)"*/ bewirkte Vorzeichenverteilung kann man sich als
wochachbrettmuster vorstellen:

+=|+]|-|+[-|+]-
—|+[=|+]|=]+|-|+
+l= |+ =+ |- [+]-

+|=|+|=|+]|-|+]|-
—|+|=|+|=|+]|-|+

3.3.4. Aus Satz 3.3.1 sieht man sofort, dal die komplementire Matrix bis auf
den Faktor det A gleich der inversen Matrix ist. Das kann man nach Bemerkung
1 in 3.3.1 auch so ausdriicken:
Satz. Sei A € GL (n; K). Definiert man C = (c¢;;) € M(n x n; K) durch

Cij 1= (—I)H-"i - det A:_; y
S0 ist

Im Spezialfall n = 2 erhilt man

a b\ 1 f a—=\_ 1 d —b
c d _ad—bc —b a _ad—bc o a #

Auch fiir n = 3, 4 ist dieses Verfahren noch niitzlich. Man berechne zur Ubung

01 -4
1 2 -1
1 & 2

und vergleiche das Ergebnis mit dem in 2.7.5 erhaltenen.

Fiir groBere n ist der Rechenaufwand wieder zu groB, weil man n? Determi-
nanten berechnen muB. Dafiir eine schone Anwendung in der Theorie. Wegen
der Stetigkeit von

det: M(n xn;R) — R
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istGL (n; R) C M(n xn; R) eine offene Teilmenge, und aus den obigen Formeln
folgt, daB3 die Abbildung

GL(n;R) > GL(m;R), Am A7',
differenzierbar ist. Das ist niitzlich in der Analysis.

3.3.5. Auch fiir die Losung linearer Gleichungssysteme ist die komplementire
Matrix niitzlich, und zwar im Fall

A-x=b mit AeGL(n; K).
Hier ist die entsprechend 2.3.6 eindeutige Losung gegeben durch

x=A"b.

Man kann x auch ohne explizite Berechnung der inversen Matrix bestimmen:
Sind @', ..., a" die Spaltenvektoren von A, so hat A~' nach 3.3.1 in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte die Komponente

det Aj; " dettal, ... .a= el et . a2

detA det A )
Fiir die i-te Komponente von x = A~'b folgt nach D1 und Satz 3.2.6

. detA; det(a',...,a""', b,at, ... a"

=Y b LR 2 ;
55) Ve det A

=1
Man kann also x; berechnen aus der Determinante von A und der Determinante
der Matrix, die aus A durch Austausch der i-ten Spalte gegen b entsteht. Wir
fassen das Ergebnis noch einmal zusammen.

CRAMERsche Regel. Sei A e GL(n; K), b e K" undx ="'(x;,... ,x,) € K"
die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems
A-x=b.
Bezeichnen a', ... ,a" die Spaltenvektoren der Matrix A, so gilt fiir jedes
ielliusean)
det(a’,... ,a" !, b,a*t, ..., a"
X = 4 =
det A

Fiir grofie n ist diese Regel zur Bestimmung der Losung nicht praktisch, denn
man muB dazu n+ 1 Determinanten berechnen. Fiir theoretische Untersuchungen
ist die Cramersche Regel jedoch sehr wertvoll. Im Fall K = R kann man damit
zum Beispiel leicht einsehen, daB die Losung x des Gleichungssystems A-x = b
stetig von den Koeffizienten von A und b abhingt.
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Als Beispiel betrachten wir das Gleichungssystem
X +x; =S
n+x=1,
3x+2x04+x3=0,

mit der Koeffizientenmatrix

1 10
A=]1011
321
Durch elementare Umformungen erhilt man das reduzierte Gleichungssystem
X +x2 = I
xa+x3= 1,
2x3= -2,

und daraus die Ldsung
(x1,x2,3) = (=1,2, =1) .

Wegen det A = 2 ergibt die Cramersche Regel

1

1

2

1
x|=§

‘=—1, X =3

1
.X3=E

LS B e B e B
R A s R
O o ——

Il

[

—

3.3.6. Nach D10 ist rang A < n fiir A € M(n x n; K) gleichbedeutend mit
det A = 0. Um zu sehen, wie weit der Rang absinkt, mufl man weitere Determi-
nanten berechnen. Das kann man sogar auf beliebige Matrizen ausdehnen.

Ist A € M(m x n; K) und & < min{m, n}, so heiit eine quadratische Matrix
A’ € M(k x k; K) eine k-reihige Teilmatrix von A, wenn A durch Zeilen- und
Spaltenvertauschungen auf die Form

A x

* ¥
gebracht werden kann (wobei an den mit * bezeichneten Stellen beliebige Ma-
trizen stehen kénnen). Das ist insbesondere dann der Fall, wenn A’aus A durch

Streichen von m —k Zeilenund n — k Spalten entstanden ist. det A’ heiit ein
k-reihiger Minor.
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Satz. Sei A € M(m x n; K) und r € Nmit 0 < r < min {m, n}.
Dann sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) r =rang A.

ii) Es gibt einen r-reihigen Minor # 0, und fiir k > r ist jeder k-reihige Minor
gleich Null.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB fiir jedes k € N mit 0 < k < min {m, n}
folgende Bedingungen gleichwertig sind:

a) rang A = k.
b) Es gibt eine k-reihige Teilmatrix A" von A mit det A’ # 0.

b) = a). Aus det A’ # 0 folgt rang A’ = k und somit rang A > k, weil sich der
Rang einer Matrix bei Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht dndert.

a) = b). Istrang A > k, so gibt es k linear unabhingige Zeilenvektoren in A.
Nach Zeilenvertauschungen konnen wir sie in die ersten k Zeilen bringen. Sei B
die Matrix, die aus diesen Zeilen besteht. Wegen

Zeilenrang B = k = Spaltenrang B
gibt es k linear unabhingige Spaltenvektoren in B. Durch Spaltenvertauschun-
gen konnen wir sie in die ersten k Spalten bringen. Sei A’ € M(k x k; K) die
aus diesen Spalten bestehende Matrix. A’ ist eine Teilmatrix von A, und wegen
rang A' = k gilt det A’ 5 0, was zu zeigen war. o

3.3.7. Die in 3.1.3 als Eigenschaft D11 bewiesene Multiplikativitit der Deter-
minante hat eine Verallgemeinerung, die zum Beispiel in der Analysis bei der
Berechnung von Inhalten benutzt wird (vgl. [Fo3], §14). Sie betrifft rechtecki-
ge Matrizen. Dafiir kann man zwar i.a. keine Determinante mehr erklédren, aber
Minoren. Sei A = (a', ... ,a") € M(m x n; K), wobei die a/ € K™ die Spal-
tenvektoren bezeichnen. Ist m < n, so definieren wirfir 1 <k, < ... <k, <n
die Teilmatrix

Akvekn = (@M, d™) € M(m x m; K).

det (A%1+*~) heiBt ein m-reihiger Minor von A, davon gibt es
(n)= n! =n-(n—l)-...-(n—m+1}

m (n—m)!m! m-m—1)-...-2-1

Stiick (vgl. [Fol], §1). Hat B die gleiche GriBe wie A, so ist A - ' B quadratisch,
also gibt es davon eine Determinante. Wie man sie berechnen kann, sagt das
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Determinanten-Multiplikationstheorem. Ist m < n, so gilt fiir alle Matrizen
A,BeM(mxn; K)
det(A-'B)= ) (detA"*).(detB“*=). *)

I1=k;<..<km=<n

Der Fall m > n ist langweilig (vgl. Aufgabe 2), fir m = 1 ist die Aussage
offensichtlich.

Beweis. Fiir sehr kleine m und n kann man die Formel (%) durch direkte Rech-
nung mit der Leibniz-Formel beweisen (Aufgabe 3), aber im allgemeinen Fall ist
das eine einzige Index-Schlacht (vgl. etwa [Kow 1], §34). Ubersichtlicher ist ei-
ne geeignete Zerlegung der Rechnung in elementare Schritte. Bei quadratischem
A ging das mit Hilfe einer Produktdarstellung durch Elementarmatrizen (D11 in
3.1.3). Im rechteckigen Fall wird A bei festem, aber beliebigem B zeilenweise
aus besonders einfachen Matrizen aufgebaut, das kann man als Umkehrung der
Entwicklung nach Zeilen aus 3.2.5 ansehen.
1) Wir zeigen die Giiltigkeit von () fiir

€j

A= : fiir beliebige j\, ..., ju€{l,... ,n}.
€ m

Man beachte, daB die Zeilenvektoren ¢; im K" liegen. Fiir dieses spezielle A
sind die Minoren ganz einfach zu berechnen: Ist 1 < k) < ... < k, < n, so gilt

det ARt b signo, falls j; = ky; fireino € 8,
0, sonst .
Nun betrachten wir die Wirkung der Multiplikation mit A: Ist
b
B=(b',...,b"), sofolgt A-'B=
b)“m
Die Determinante von A -' B ist also hochstens dann von Null verschieden, wenn

Jis -« Jm paarweise verschieden sind, d.h. wenn es eine Permutation o € §,,
und1 < k) <... <k, <ngibtmit j; = k., und es ist dann

det (A . 'B) = signo - det Bk

Also gilt in diesem Fall (%) mit einem einzigen Summanden auf der rechten
Seite.
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2) Gilt die Formel fiir A, und entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten
Zeile mit . € K, so gilt die Formel auch fiir A. In Zeichen

(¥) = (%).

IstC:=A-'Bund C := A-'B, so entsteht C aus C durch Multiplikation der
i-ten Zeile mit A. Nach D1 ist

det Ak1-=kbn = ) . det A%~ #n  und  detC = A -detC,
also folgt (%) = A - (%).

3) Ist die i-te Zeile a; von A eine Summe a; = a; + fx,-. und gilt die Formel fiir
2 ) = -
A=] & und A= g

so gilt sie auch fiir A. In Zeichen
) und (}) = ().

—~ -~ = =
WirsetzenC := A-'B,C:=A-'"Bund C = A -'B. Axiom D1 angewandt auf
Akikn ynd C ergibt

Ve =ky = =
det A% Kn = det A¥1 kv 4 det A und detC =detC +detC,

also folgt (%) = (%) + (i).
Es bleibt zu zeigen, daBl man mit Hilfe von 1), 2) und 3) jede beliebige Matrix

a
A= (a;) = : mit Zeilenvektoren a; € K"
am

schrittweise aufbauen kann: In der ersten Etappe wihlt man die Indizes
Jav .- Jjm € {1, ..., n} beliebig, aber fest. L4Bt man j; von 1 bis n laufen, und
wiihlt man nacheinander A j, = a,;,, so folgt die Giiltigkeit von () fiir

a

A= i fiir beliebige fo, ..., jm -

In der zweiten Etappe hilt man a, sowie js, ... , j. fest und ldBt j, von 1 bis n
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laufen. Das ergibt wie oben die Giiltigkeit von (x) fiir

a
a
A= ey fiir beliebige ji, ... \ jm -
€
In der m-ten Etappe erhilt man schlieBlich (%) fiir A, = A. O

3.3.8. Im Spezialfall m = n erhilt man mit der oben angewandten Methode
einen neuen Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes D11. Fir B = A
ergibt sich das
Korollar. Fiir jedes A € M(m x n; K) mitm < n gilt

det(A-'A)= Y det(Af )’ o

I<ky<...<ky=n

Man nennt det(A - 'A) eine GRAMsche Determinante. Insbesondere ist sie fiir
K = R nie negativ und genau dann Null, wenn rang A < m (vgl. 3.3.6).
Aufgaben zu 3.3

1. In dieser Aufgabe geht es um weitere Eigenschaften der komplementiiren Matrix.
a) Istdie Abbildung M(n x n; K) - M(n xn: K), A~ A? linear?

b) Zeigen Sie:'(A") = ("A)*, (AB)* = B"A%,

c) det A* = (detA)"~".

d) (A*)* = (detd)"2- A.

2.Sind A, B € M(m x n; K) und ist m > n, so folgtdetA -'B = 0.

3. Beweisen Sie die Formel fiir det A - ' B aus 3.3.7 durch direktes Ausrechnen, wenn
A, B e M(2 x 3; K) sind.

4. Beweisen Sie:

a b fa d
—b —d
det “ N =@+ b+ d?.
—C d a -b
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5.Firx = (xy,...,x,)und y = (¥,..., ¥,) aus K" sind fiquivalent:
i) xund y sind linear abhingig.

iy det ") = 0firalle i, j.
Xj Yi

6. Ist E = span (x, ¥) C K" ein 2-dimensionaler Untervektorraum, so definieren wir

pij =dct( e ) firl <i<j=<n.
Xjp Vi

Man nennt p(x,y) = (pij)i<i<j<n € K () die (homogenen) Pliickerkoordinaten von

E = span (x, y); nach Aufgabe 5 ist p(x, y) # 0.

a) Zeigen Sie, dass die Pliickerkoordinaten bis auf einen Faktor aus K ~ {0} nur von
E abhingen: Ist E = span (x, y) = span (¥, ¥'), so existiert ein A € K ~ {0} mit
plx,y) = A- p(x’, ¥'). In diesem Sinne wollen wir auch einfach von den Pliicker-
koordinaten p(E) von E reden, diese sind dann bis auf einen Faktor # 0 eindeutig
bestimmt.

b

—

Zeigen Sie: Sind E), E; € K" Untervektorrdume der Dimension 2, so dass p(E;)
und p(E,) linear abhingig sind, so folgt E; = E,.

¢) Ist E =span(x,y) C K 4. so erfiillen die Pliickerkoordinaten (p;) von E die Glei-
chung piapas — p13p2s + prapas = 0. Ist umgekehrt p = (pij)i<i<jzs € K80
gegeben mit pjapis — p13pa + prapas = 0, so existiert ein 2-dimensionaler Unter-
vektorraum E = span (x, ¥) C K* mit p(E) = p.

d) Sind E; = span(x, y), E2 = span (x’, y') € K* zweidimensionale Untervektor-

riume mit Pliickerkoordinaten p(E;) = (pi;), p(E2) = (gij), so gilt:
oMo Xy
E\NEy# {0} & det| 2 72 72 2
X3 X3 X3 )

X4 a4 Xy Yy
€ Pi2g3a — P13ga + Plagas + pqia — puqi3 + paaqi2 = 0.

7. Zeigen Sie, dass det(x) = Z(,GS“ sSign(o) - Xigq1y * « - - Xng(my € K[x11, ..., Xpy] €in
irreduzibles Polynom ist, das heibBt, dass aus det(x) = P - Q mit Polynomen P und Q
stets P € K oder Q € K folgt.
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3.4 Determinante eines Endomorphismus und Orientierung*

3.4.1. Nach den vielen Rechnungen mit Determinanten kommen wir zuriick zur
Frage nach ihrer geometrischen Bedeutung. Eine Matrix A € M(n x n; K) kann
auch als Endomorphismus des K" angesehen werden. Dabei wird die Standard-

basis ey, ... , e, auf die Spaltenvektoren a', ... ,a" von A abgebildet. Im Fall
K = R hat der von ey, . .. , e, aufgespannte Wiirfel im R" das Volumen 1, das
vona', ..., a" aufgespannte Parallelotop hat das Volumen

|det’A| = |det A|

(vgl. [Fo3], §5). Der Betrag der Determinante ist also das MaB fiir die durch den
Endomorphismus bewirkte Veridnderung des Volumens.

Sind ein beliebiger K-Vektorraum V mit dimV < oo und ein Endomorphis-
mus

F: V>V
gegeben, so kann man eine Basis B von V wihlen und
det F :=det Mg(F) € K
setzen. Ist A eine andere Basis von V, so gibt es nach 2.6.5 ein § € GL (n; K)
mit
M4(F) =S -Mu(F)-S™", alsoist detM4(F) = det Ms(F)
nach D11 aus 3.1.3. Daher haben wir eine wohldefinierte Abbildung
det: End(V) - K, Fi>detF.

Im Gegensatz zum R" hat man in einem allgemeinen V keine Volumenmessung
mehr. Immerhin folgt aus D10 in 3.1.3 die

Bemerkung. Fiir F € End (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F ist surjektiv.

ii) det F # 0. 0
3.4.2. Fiir einen Endomorphismus des R” ist der Betrag der Determinante ein

MaB fiir die Verinderung der Volumina (vgl. 3.4.1). Das Vorzeichen der Deter-
minante hat ebenfalls eine geometrische Bedeutung.

) s Af=(-

Beispiele. a) Sei

-

i o
b=
S —

b= =
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EsistdetA = § > OunddetA’ = —§ < 0. Die Wirkung von A auf den
Buchstaben F ist in Bild 3.7 zu sehen: Das Bild unter A ist nach einer Drehung

wieder als F zu erkennen, das Bild unter A" ist gespiegelt.

b) Bei einem Automorphismus A des R> betrachtet man das Bild einer linken
Hand. Ist det A > 0, so sieht es wieder aus wie eine linke Hand, falls det A < 0,
wird daraus eine rechte Hand.

o
x-]

Bild 3.7

Das motiviert die
Definition. Ein Automorphismus eines R-Vektorraumes V mit dimV < oo heifit
orientierungstreu, falls det F > 0, und

orientierungsuntreu, fallsdet F < 0.

3.4.3. Es ist bezeichnend fiir die Schwierigkeit der Definition, daf8 man ,orien-
tierungstreu™ erkliren kann, bevor klar ist, was eine ,,Orientierung” ist. Das wird
nun nachgeholt:
Definition. Seien A = (v;, ... ,v,) und B = (w,, ..., w,) Basen des R-Vek-
torraumes V und F der nach 2.4.1 eindeutig bestimmte Automorphismus von V
mit

Fu)=w,...,F(v,) =w,.
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Dann heiBien A und B gleichorientiert, in Zeichen A ~ B, wenn det F > 0.

Offensichtlich ist dadurch eine Aquivalenzrelation in der Menge X aller Basen
von V erkldrt, und X zerfillt in zwei Aquivalenzklassen

X=X"UX,

wobei je zwei Basen aus derselben Klasse gleichorientiert sind. Man beachte,
daB X* und X, vollig gleichberechtigt sind.

Unter einer Orientierung von V versteht man eine Aquivalenzklasse gleich-
orientierter Basen; dafiir gibt es zwei Moglichkeiten.

Bild 3.8 (aus [B 2))
Fiir V. = R" kann man die Zerlegung von X explizit beschreiben. Man hat eine
kanonische bijektive Abbildung
M: X->GLn;R), A A=M(A),
wenn M(A) die Matrix mit den Vektoren der Basis .4 als Spalten bezeichnet
(vgl. Aufgabe 1), und es gilt
A~ B« detM(A) -detM(B) > 0.

Man beachte dabei, daB det M (1) und det M (1) ' das gleiche Vorzeichen haben.
Die Gruppe GL (n; ]R) hat eine disjunkte Zerlegung in

G, {AeGL(n;R): detA >0} und

G_ {AeGL(n;R): detA <0} .
Im R" gibt es die kanonische (d.h. nach DUDEN ,den kirchlichen Bestimmungen
gemiBe™) Basis /C, sie ist in einer der beiden Klassen X * oder X, enthalten, und
diese ist dadurch ausgezeichnet (also ist es hier schon wieder vorbei mit der
Gleichberechtigung). Ist etwa K € X*, so folgt

G, =M(X") und G_=M(X,).
Wir kénnen also im Fall V = R" die Zerlegung
X=X'UX, emetzendurch GL(n;R)=G,UG._.
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Offensichtlich ist G, € GL (n; R) eine Untergruppe, und es gilt die

Bemerkung. Ist T € GL (n; R) mit detT < 0 gegeben, und ist
t: GL(n;R) - GL(n;R), A~ A-T,
die Rechtstranslation (vgl. 1.2.4), so gilt
1(Gy)=G_. und t(G_)=0G,.

Der Beweis verlduft wie in 3.2.4. O

3.4.4. Nun wollen wir zeigen, daB zwei Basen des R” genau dann gleichorien-
tiert sind, wenn sie sich ,stetig ineinander verformen™ lassen. Vor allem muf
prizisiert werden, was das heiBen soll. Dabei kénnen wir entsprechend 3.4.3 die
Menge aller Basen durch GL (n; R) ersetzen.
Definition. Sind A, B € GL (n; R), so versteht man unter einem Weg von A
nach B eine stetige Abbildung
¢: I = GL(m;R), 1+ @)= ((ij(fj) N

wobei /] = [o, B] C R ein Intervall ist, mit ¢(a) = A und ¢(8) = B. Die
Stetigkeit von ¢ bedeutet, daB die n? Funktionen ¢;; mit Werten in R stetig sind.
Wesentlich dabei ist, dal die Matrix ¢(¢) fiir jedes ¢ € [ invertierbar ist.

Die Matrizen A, B € GL (n; R) nennt man verbindbar (in Zeichen A ~ B),
wenn es einen Weg von A nach B gibt.

Man betrachtet r als Zeitparameter, die Spalten von ¢(t) beschreiben eine Basis,
die sich im Lauf der Zeit verformt.

Theorem. Fiir zwei Matrizen A, B € GL (n; R) sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

i) A und B liegen in derselben Klasse G, oder G_, d.h. det(A - B) > 0,

ii) A und B sind in GL (n; R) verbindbar.

In der Sprache der Topologie sagt man dafiir, daB GL (n, R) in die zwei Zusam-
menhangskomponenten G und G_ zerfillt.

Korollar. Zwei Basen A und B des R" sind genau dann gleichorientiert, wenn
sie stetig ineinander verformbar sind.

Wesentlich dabei ist wieder, dal man zu jedem Zeitpunkt der Verformung eine
Basis hat.

Beispiele. a) Im R' besteht eine Basis aus einem einzigen Vektor x € R* =
GL (1; R). Ist y ein weiterer, so gibt es genau dann einen Weg von x nach y,
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wenn beide gleiches Vorzeichen haben (Bild 3.9). Dabei benutzt man den Zwi-
schenwertsatz ([Fol], §11).

R* R*
v

| /
.!'1‘ £ 3
S — N S CH R
& o} ¥

Bild 3.9

b) Die Basen A = (e), ¢;) und B = (—e), €;) sind nicht stetig ineinander ver-
formbar. Man mache dazu ein Experiment mit einer nicht mehr benutzten oder
gedachten Uhr: versuche, sie durch unabhingige Bewegung beider Zeiger von 3
Uhr auf 9 Uhr zu stellen, so daB die beiden Zeiger dabei nie auf einer Geraden
liegen!

¢) Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer nicht ganz flach gestreckten lin-
ken und rechten Hand reprisentieren die beiden moglichen Orientierungen des
R®. Dreht man so lange, bis Mittelfinger und Zeigefinger der beiden Hinde auf-
einander liegen, so zeigen die Daumen in verschiedene Richtungen.

Wir benutzen folgende Teilresultate:
Lemma 1. Die Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation in GL (n; R).

Lemma 2. Ist ¢: [ — GL (n; R) ein Weg von A nach B, so haben det A und
det B das gleiche Vorzeichen.

Lemma 3. Ist A € GL (n; R) mit det A > 0, so gibt es einen Weg von A nach
E,.
Daraus ergibt sich leicht der Beweis des Theorems: Nach Lemma 2 gilt
ii) = i). Es bleibt also i) = ii) zu zeigen:

Sind A, B € G, so gibt es nach Lemma 3 Wege von A nach E, und von B
nach E,, also nach Lemma 1 auch einen Weg von A nach B.

Sind A, B € G_, 5o setze man etwa

T := ) , dannist T7'=T.
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Die Rechtstranslation C — C - T bewirkt eine Multiplikation der ersten Spalte
mit —1, das ist eine stetige Abbildung von GL (n; R) auf sich. Da A - T und
B - T € Gy, gibt es einen Weg dazwischen, durch die Rechtstranslation mit T
erhilt man daraus einen Weg von A nach B. O

Zum Beweis von Lemma [ verweisen wir auf Aufgabe 2. O
Beweis von Lemma 2. Nach 3.2.6 ist die Determinante stetig, also ist
detog: I — R, = det(p(t)),

eine stetige Funktion. Da det(¢(r)) # 0 fiir alle ¢, hat det(¢(r)) nach dem Zwi-
schenwertsatz fiir alle # das gleiche Vorzeichen. o

Beweis von Lemma 3. Durch eine Folge verschiedenartiger Umformungen wird
A in E, iiberfiihrt. Der Kniff ist, diese Umformungen nicht auf einen Schlag,
sondern langsam durchzufiihren. Dadurch erhilt man kleine Wegstiickchen, die
man schlieBlich zum ganzen Weg von A nach E, zusammenfiigt.

Zur Vorbereitung der ersten Etappe iiberlegt man sich, daB jede invertierbare
Matrix durch Spaltenumformungen vom Typ III (Addition einer p-fachen i-ten
Spalte zu einer j-ten Spalte mit j # i) in eine Diagonalmatrix

Al 0
D=
0 A
iiberfiihrt werden kann (Aufgabe 3). Es ist wichtig, Spaltenvertauschungen zu

vermeiden, weil sie das Vorzeichen der Determinante veridndern.
Seien also Elementarmatrizen Cy, ... , C; vom Typ III gefunden, so dafl

D=A'C|'A..'C;-.

IstC = Qf () eine davon, so zeigen wir, wie daraus ein Wegstiickchen gemacht
werden kann. [st

A:{...,a"....,a"....], S0 ist A-Qf(,u.):(“..a".....aj-i-ua",...).
Definieren wir eine stetige Abbildung
¥: [0,1]>GL(mR), 1+ A-Q/(t-p),

s0 ist ¥(0) = A und ¥ (1) = A - Qf(#). Wie die stetige Ausfiihrung dieser
Scherung verlduft, ist in Bild 3.10 angedeutet.
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Bild 3.10

Nach Lemma 1 kann man die so erhaltenen & Wegstiickchen zusammensetzen
zur ersten Etappe
@i [, il » GL(n; R) mit ¢(e)) = A und ¢(B)) = D.
Aus D7 folgt det (¢, (r)) = det A fiir jedes ¢t € [a,, ], insbesondere
detA=detD=A;-...:A,.
In der zweiten Etappe wird D verbunden mit
£
D' = , wobei g =—==1.
En
dDaZl; benutzen wir, daB man in R* jedes A mite = ﬁ geradlinig verbinden kann
urc

x: [0,1] = R", Ir—)k+(€—-l)r=k(l+(ﬁ-—l)f).

Bild 3.11

Die Multiplikation der Spalten mit Faktoren kann man auch durch Elementar-
matrizen vom Typ §;(u2) bewirken, also ist
1
Su (_) '
[Aa]

D'=D-S§ (L)
il
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und jedes der n Wegstiickchen von D nach D’ ist beschrieben durch Multiplika-

tion mit
1
s.(1+(—_ 1):)
: [A;]

fiir7 € [0, 1]. Diese n Stiickchen zusammengefiigt ergeben einen Weg
@20 [y, f2] = GL(n;R) mit @y(ery) = D und ga(fp) = D'
Dal + (ﬁ = ])r > 0fir0 <t < 1,istdet D' = +1, also ist die Anzahl der
Eintrdge —1 in D’ gerade.
In der dritten Etappe wird D' mit E, verbunden, dazu nimmt man sich in
jedem Schritt ein Pirchen von negativen Einsen vor. Wie sie gemeinsam ins Po-

sitive gewendet werden konnen, sieht man am besten im Spezialfall n = 2. Man
nimmt die stetige Abbildung

«: [-x,0] > GL(ZR), 1+ (‘“_’S’ st ) ;
sint cost

cr{—rr}:(_é _?) a(O):(é ?):Eg,

Falls die beiden Eintrige —1 an beliebigen Stellen sitzen, verwendet man die
Abbildung

Fiir sie gilt

cost --- —sint

sint ---  cost

Macht man dies nacheinander fiir jedes Paar, so erhilt man insgesamt das Weg-
stiick

@i e, 33] — GL (n; R) mit @ilas) = D' und @3(,33) =K.

Durch Zusammensetzung von ¢, ¢, und ¢; erhilt man schlieBlich den gesuchten
Weg von A nach E,,. O
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Wie wir gesehen haben, gibt es fiir einen reellen Vektorraum zwei mogliche Ori-
entierungen. Viel schwieriger ist es, den Begriff der Orientierung fiir eine reelle
Mannigfaltigkeit, etwa eine Fliche, zu erkldren. Das einfachste Beispiel fiir eine
nicht orientierbare Fliche ist das um 1850 entdeckte MOBIUShand, das nicht nur
Anselm Wiiitegern und Sophie beschiiftigt hat (mehr dariiber in [P]):

Das st emfacher gesagt abs ,) h
getan, memn Freund! Dv

1stein
Mathematiker
in der Nahe?
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Aufgaben zu 3.4

1. Sei V ein K-Vektorraum, X die Menge aller Basen von V und B € X. Zeigen Sie,
dass die Abbildung
®: X - GL(n; K), Awrs T§=M5(d)
bijektiv ist. Wie hingt ® im Fall V = B mit der in 3.4.3 definierten kanonischen
Bijektion
M: X —- GL{n; R)
zusammen?

2. Beweisen Sie, dass die Verbindbarkeit von Matrizen in GL(n; R) eine Aquiva]enzrc—
lation in GL(n; &) definiert.

3. Zeigen Sie, dass man eine invertierbare Matrix A € GL(n; K) durch Spaltenumfor-
mungen vom Typ Il auf Diagonalgestalt bringen kann.

4. Zeigen Sie, dass in M(m x n; R) je zwei Matrizen durch einen Weg verbindbar sind.

5. Beweisen Sie, dass GL(n; C) zusammenhiingend ist, das heilt, dass je zwei Matrizen
aus GL(n; C) durch einen Weg in GL(n; C) verbunden sind.



Kapitel 4
Eigenwerte

In Abschnitt 2.2.4 hatten wir fiir eine lineare Abbildung F: V — W ein Paar von
Basen konstruiert, beziiglich derer F durch

(%)

mit r = rang F dargestellt wird. Die nitigen Transformationsmatrizen sind ganz einfach
explizit zu berechnen (vgl. 2.7.6).

Zur Beschreibung eines Endomorphismus benutzt man eine einzige Basis, und ihre
Anpassung an eine lineare Abbildung ist weit schwieriger als wenn man zwei Basen
variieren kann. In die Matrizenrechnung iibersetzt bedeutet diese Frage, zu einer qua-
dratischen Matrix A eine méglichst einfache dhnliche Matrix

B =5AS™!

zu finden (vgl. 2.6.7). Insbesondere wird sich zeigen, daB man hierzu stirkere Hilfsmittel
aus der Algebra, nimlich Polynome hoheren Grades benétigt, obwohl in der linearen
Algebra zunichst nur der Grad 1 interessiert. Die benutzten Tatsachen iiber Polynome
sind in Abschnitt 1.3 zusammengestellt.

4.1 Beispiele und Definitionen

4.1.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, ndmlich einem K -Vektorraum V
mit dimV = 1. Ist F € End(V) und 0 # v € V, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes A € K mit
Fv)y=»x-v,

und dieses A hingt nicht von der Wahl von v ab. Denn ist w = pv ein anderer
Vektor von V, so ist

F(w) = F(uv) = phv = Apv = Aw .
Die Abbildung F ist also durch die Zahl X festgelegt.

Auch in hoherdimensionalen Rdumen darf man auf Vektoren hoffen, die bei
Anwendung von F nur mit einem Faktor multipliziert werden, weil dann die
Wirkung von F wenigstens in bestimmten Richtungen besonders einfach zu ver-
stehen ist. Das fiihrt zu der

Definition. Sei F ein Endomorphismus des K -Vektorraums V. Ein A € K heil3t
Eigenwert von F, wenn es ein v € V mit v % 0 gibt, so daB gilt

F(v) = Av.
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Jedes vom Nullvektor verschiedene v € V mit F(v) = Av heilit Eigenvektor von
F (zum Eigenwert 1).

Vorsicht! Man beachte, daf natiirlich 0 € K ein Eigenwert sein kann, der Null-
vektor 0 € V jedoch nach Definition nie Eigenvektor ist.

Das zentrale Problem dieses Kapitels ist die Frage nach der Existenz und der
Vielfalt von Eigenvektoren. Dazu zunichst drei

Beispiele. a) Es sei V = R? und F eine Drehung um den Winkel e, die beschrie-
ben wird durch die Matrix

cosa —sina
A= " k
sine  cosa

Bild 4.1
Anschaulich ist klar, daB es mit Ausnahme der Fille @ = 0 und @ = 7 keinen

Eigenvektor geben kann.

b) Wir variieren das erste Beispiel, indem wir die Richtung von F (e;) umkehren.
Dann ist die beschreibende Matrix

A cosa  sing
sind  — cosa
Wenn man die Gerade mit dem Winkel % einzeichnet, erkennt man, dal} die Ab-

bildung F eine Spiegelung an dieser Geraden ist. Damit hat man zwei Eigenvek-
toren gefunden:

v, = (cos%,sinj) zum Eigenwert 4| = 1 und

v; = (cos®3* sin®™) zum Eigenwert A, = —1,
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und diese beiden bilden eine Basis B = (v,, v,) von R? mit

1 0
Mg(F) = ;
5(F) (0 _])

[ 3 Fle,)

'y = F(v,)
Bild 4.2

¢) Sei I C R ein Intervall und V = D(/; R) der unendlichdimensionale
R-Vektorraum der auf [ beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Ein Endo-
morphismus ist gegeben durch

F: V=V, ¢o—¢.

Dieses F hat jedes beliebige A € R als Eigenwert, denn
@(x) := ce™
ist fiir jedes ¢ € R" ein Eigenvektor zu A. Das ist ein erster Hinweis auf die

Bedeutung der Eigenwerttheorie fiir Differentialgleichungen (vgl. auch Aufgabe
3).

4.1.2. Endomorphismen wie im obigen Beispiel b) erhalten einen eigenen Na-
men:

Definition. Ein Endomorphismus heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
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Dieser Name erklirt sich aus der

Bemerkung. Ist dimV = n < oo, se ist F € End (V) genau dann diagonali-
sierbar, wenn es eine Basis B = (vy, ... ,v,) von V gibt, so dafi Mg(F) eine
Diagonalmatrix ist, d.h.

A 0
Mgp(F) =
0 An
Das folgt unmittelbar aus der Definition der darstellenden Matrix. o

Insbesondere nennt man eine Matrix A € M(n x n; K) diagonalisierbar, wenn
der durch A beschriebene Endomorphismus von K" diagonalisierbar ist. Nach
2.6.7 ist das gleichwertig mit der Existenz einer Matrix § € GL (n; K) mit

Ay 0
SAS™' = i
0 An

d.h. A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Es sei daran erinnert, daB die Spalten von S~' eine Basis aus Eigenvektoren
von A sind. Das sieht man zum Beispiel durch Multiplikation obiger Gleichung
von links mit §~'.

Vorsicht! Selbst wenn F diagonalisierbar ist, braucht nicht jeder Vektor ungleich
Null aus V ein Eigenvektor zu sein. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa
Beispiel b) oben oder Bild 4.3)!

v, = F'(v,) v F(v)

0! il E (1"| )
Bild 4.3

4.1.3. Bevor wir eine Methode angeben, Eigenwerte zu finden, beweisen wir den

Satz. Angenommen, F € End (V) hat paarweise verschiedene Eigenwerte
Aty ooy Ay, wobein = dimV. Dann ist F diagonalisierbar.
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Da es zu jedem Eigenwert A; mindestens einen Eigenvektor v; # 0 gibt, folgt
der Satz sofort aus dem

Lemma. Gegeben seien F € End (V') und Eigenvektoren vy, ... , v, zu paar-
weise verschiedenen Eigenwerten X\, ... , Ay, Dann sind vy, ... , v, linear un-
abhiingig. Insbesondere istm < dimV.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber m. Der Fall m = 1 ist wegen v; # 0 klar.
Seim > 2, und sei die Aussage fiir m — 1 bereits bewiesen. Wir betrachten die
Bedingung

av F ... Fauu, =0. (%)

Darauf konnen wir einerseits F anwenden, andererseits mit A; multiplizieren und
die Ergebnisse voneinander subtrahieren. Das ergibt

oAUy vy + . QAU = 0,
oA vy Fadjva+ . oMy, = 0
und
aa(hy — A+ .o (A — Av, =0.
Nach Induktionsannahme sind vy, . .. , v, linear unabhéngig, also ist

ada—A) =...=dn(An—A) =0,
und da die Eigenwerte verschieden sind, folgt
ar=...=a,=0.

Setzt man das in (%) ein, so folgt @;v; = 0 und wegen v; # OQaucho;, =0. O

4.1.4. Wie wir gesehen haben, gibt es hichstens n = dimV Eigenwerte, da-
gegen im allgemeinen sehr viel mehr Eigenvektoren. Daher ist es niitzlich, alle
Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert zusammenzufassen.

Definition. Ist F ein Endomorphismus von V und A € K, so nennen wir
Eig(F;1) ={veV: F(v) =iv}

den Eigenraum von F beziiglich A.

Bemerkung.

a) Eig (F; L) C V ist ein Untervektorraum.

b) A ist Eigenwert von F < Eig (F; A) # {0}.

c) Eig (F; A) ~ {0} ist die Menge der zu A gehdrigen Eigenvektoren von F.
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d) Eig(F; 1) = Ker (F — Aidy).
e) Sind ky, Ay € K verschieden, so ist Eig (F; A1) N Eig (F; A1) = {0}

Beweis. a) bis d) ist ganz klar, ¢) folgt aus dem Lemma in 4.1.3. O

Aufgaben zu 4.1

1. Zeigen Sie: Ein nilpotenter Endomorphismus hat null als einzigen Eigenwert.

2. Gegeben sei die lineare Abbildung F: D(I; R) — D(I; R), ¢ > ¢', wobei ] C R
ein Intervall ist.

a) Bestimmen Sie die reellen Eigenwerte von F.

b) Bestimmen Sie eine Basis von Eig(F, —1).

3. Sei I C R ein offenes Intervall. Durch eine Matrix A € M(n x n; ) ist das homogene
lineare Differentialgleichungssystem
y=A4-y
bestimmt; nach Aufgabe 11 zu 3.2 hat der zugehorige Losungsraum
Lo={geD,R"): ¢ =A @) CDU;R")
die Dimension n. Um Losungen zu erhalten, kann man den Ansatz
o) =" v
benutzen, wobei A € R und v € R". Zeigen Sie:
a) @(z) = e - v ist eine Lésung # 0 von y = A . v genau dann, wenn v Eigenvektor
von A zum Eigenwert X ist.
b) Losungen g (t) = eM’ - vy, ..., @®(r) = e*' . v sind linear unabhingig genau
dann, wenn vy, ... , v; linear unabhingig sind.
Insbesondere erhilt man mit diesem Ansatz eine Basis des Losungsraums, falls A dia-
gonalisierbar ist,

4. Sei V ein K-Vektorraum und F: V — V linear. Zeigen Sie: Hat F> 4+ F den Eigen-
wert —1, so hat F3 den Eigenwert 1.

5. Gegeben sei ein K-Vektorraum V und F, G € End(V). Beweisen Sie:

a) Ist v € V Eigenvektor von F o G zum Eigenwert A € K, und ist G(v) # 0, so ist
G (v) Eigenvektor von G o F zum Eigenwert A.

b) Ist V endlichdimensional, so haben F o G und G o F dieselben Eigenwerte.
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4.2 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine systematische Methode zur Suche von Eigen-
werten und zur Bestimmung der zugehorigen Eigenriume. Entscheidend dafiir ist die
Determinante eines Endomorphismus, von der wir in 3.4.1 gesehen hatten, daf sie wohl-
definiert ist, wenn der zugrundeliegende Vektorraum endlichdimensional ist. Das muf in
diesem ganzen Abschnitt stillschweigend vorausgesetzt werden.

4.2.1. Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Fiir F € End(V) und & € K sind folgende Bedingungen gleich-
wertig:

i) A ist Eigenwert von F.
ii) det(F — Aidy) = 0.

Beweis. Fiir festes A € K ist die Existenz eines v # 0 mit F(v) = Av gleichbe-
deutend mit

Fv)—Av=0
& (F —Aidy)(v) =0 wegen der Linearitit,
& Ker(F — Aidy) # {0} nach der Definition des Kerns,
& Im(F - Aidy) #V nach der Dimensionsformel aus 2.2.4,
< rang (F — Aidy) < dimV  nach Definition des Ranges,
& det(F — Aidy) =0 nach 3.4.1. =

4.2.2. Durch die obige Bemerkung ist die Suche nach Eigenwerten zuriickge-
fiihrt auf die Suche nach Nullstellen der Abbildung
Pp: K — K, A det(F — Aidy).
Diese nennen wir die charakteristische Funktion von F. Wir zeigen, daf} sie
durch ein Polynom beschrieben wird.
Sei dazu A eine Basis von V und A = M 4(F). Ist t eine Unbestimmte, so
definieren wir

apy—1t an e Qg

ap, an—1f < axy
Py(t) i=det(A —1- E,)) =

iy y2 ser gy — I

Die Definition dieser Determinante ist etwas problematisch, weil in der Matrix
die Unbestimmte ¢ vorkommt. Man hat mehrere Moglichkeiten, damit umzuge-
hen:
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1) Man kann fiir ¢ beliebige A € K einsetzen und damit rechnen. Fiir unendli-
ches K ist das nach Korollar 2 aus 1.3.8 keine Einschrinkung.

2) Man kann die Determinante formal nach der Formel von LEIBNIZ aus 3.2.5
ausrechnen. Eine Rechtfertigung dafiir wurde in 3.2.8 gegeben.

3) Man kann die Eintriige von A — t - E,, als Elemente des Korpers K (t) der
rationalen Funktionen ansehen (vgl. Aufgabe 10 in 1.3).

Das Ergebnis der Rechnung ist
Piy=(an—1t)-...- (@ —0+Q,
wobei der erste Summand zur identischen Permutation gehort und Q die rest-
liche Summe iiber S, ~ {id} ist. Da in einem Summanden von Q als Faktoren
héchstens n — 2 Diagonalkomponenten auftreten konnen, ist Q ein Polynom
vom Grad hichstens n — 2. Nun ist
@i =1 @n=1) = =D""+ (D" an +... +amt"™" + 01,
wobei @ ein Polynom vom Grad hochstens n — 2 ist. Alsoist P4(¢) ein Polynom
vom Grad n mit Koeffizienten aus K, d.h. es gibt @y, ... , @, € K, so dafl
Pilt) =ast" + oty t" ' ..ot + o

Dabei ist i o=
¥y = (=1)"Yay+...4+a,) und
oy = detA.
Man nennt (a,;+. . .+ad,,) auch die Spur von A. Die Koeffizienten vy, ... , &, -2

sind nicht so leicht aufzuschreiben, sie haben auch keine speziellen Namen.
Diese Uberlegung zeigt, daB P, (t) ein Element des Polynomrings K[f] ist
(siehe 1.3.6). Man nennt

Pu(t) =det(A —t- E,) € K[t]
das charakteristische Polynom der (n x n)-Matrix A.
Setzt man fiir die Unbekannte ¢ ein A € K ein, so erhilt man eine Abbildung
Bi: K> K, Ar Py(\).
Nun zuriick zu F. Fiir jedes A € K ist
Ma(F—X-idv)=A—-A-E,.
Also ist
det(F — A -idy) =det(A — A - E;) = Pa(A),
d.h. die charakteristische Funktion von F ist beschrieben durch das charakteris-
tische Polynom von A.
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Ist nun B eine weitere Basis von V', so ist B := Mz(F) zu A dhnlich.
Lemma. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
Beweis. Sei B = SAS™! mit § € GL (n; K). Eine formale Rechnung mit der
Unbestimmten ¢ (d.h. genauer eine Rechnung im Ring M(n xn; K[t]), vgl. 3.2.8)
ergibt
§t-E, -S§'=t.E,.

Also ist

B—t-E,=SAS'—S.-1-E,-S'=8A—-1-E)S".
Anwendung der Determinante ergibt

det(B—1-E,) =detS -det(A —r-E,)-(detS)™' =det(A —t-E,)

und somit Pg(t) = Pu(1). a
4.2.3. Damit ist gezeigt, dall das charakteristische Polynom der darstellenden

Matrix nicht von der Wahl der Basis abhangt. Also ist folgende Definition sinn-
voll:

Sei F ein Endomorphismus und .4 eine Basis von V. Ist A = M 4(F), so nennen
wir
Pr(r) := Pa(2)
das charakteristische Polynom von F.
Insgesamt haben wir folgendes bewiesen:

Satz. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und F ein Endomorphis-
mus von V. Dann hat das charakteristische Polynom P (t) € K[t] die folgenden
Eigenschaften:

1) deg Pr = n.

2) Pr beschreibt die Abbildung K — K, A > det(F — Aidy).

3) Die Nullstellen von Pg sind die Eigenwerte von F.

4) Ist A eine Matrix, die F darstellt, so ist Pr(1) = det(A —t - E,,). o
Damit ist das geometrische Problem, die Eigenwerte eines Endomorphismus zu

finden, auf das algebraische Problem der Bestimmung der Nullstellen eines Po-
lynoms zuriickgefiihrt.

4.2.4. Hat man einen Eigenwert gefunden, so ist die Bestimmung des Eigenrau-
mes ganz einfach. Wir konnen uns dabei auf den Fall V = K" beschrinken. Aus
4.1.4 folgt sofort die
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Bemerkung. Ist ein Endomorphismus A: K" — K" durch die Matrix
A € M(n x n; K) gegeben, so ist der Eigenraum Eig (A; 1) fiir jedes A € K
der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

(A—XE,)x=0. a

Nach der vielen Theorie ist es hochste Zeit fiir einige

A cosa —sina

sina cos o

die Matrix einer Drehung im R? (vgl. 2.1.1), so ist
Pi(t) =1* —2tcosa + 1.

Beispiele. a) Ist

Dieses quadratische Polynom hat nach 1.3.9 genau dann eine reelle Wurzel,
wenn

d4cos’er —4>0, dh cosPa=1

gilt. Das ist nur fiir « = 0 und @ = 7 der Fall. Diese beiden Drehungen sind
trivialerweise diagonalisierbar, alle anderen Drehungen besitzen keine Eigenvek-
toren. Damit ist noch einmal durch die allgemeine Theorie bestitigt, was wir in
4.1.1 anschaulich gesehen hatten.

= cosa  sina
"\ sina —cosa
ist Pa(r) = 1> — 1= (1 + 1)(r — 1). Also ist A nach 4.1.3 diagonalisierbar, was
wir in 4.1.1 schon direkt bewiesen hatten.

¢) Fiir
25 -1 6
-1 4

ist Pa(t) =12 =3t+2=(r—1)(t—2).Setzen wir A} = A— E5, Ay = A—2E,,
so haben wir die linearen Gleichungssysteme

b) Fiir eine Spiegelung

1 1

das sind also Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 und 2. Zur Kontrolle berechnet

3 2
Aj-x=0 und A;.-x=0 mitLoésungen ( ) und ( )
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man
1 -2 -1 6 3 2 1 0
S-A-§'= = ,
-1 3 -1 4 [l 0 2
d) Ist
0 -11 —t -1 1
A = —3 =2 3|, soist Py=|-3 =2—¢ 3
-2 -2 3 -2 =2 33—
—-2—1 3 -1 1 -1 1
= =t S R e
-2 3—1t -2 3—1t —2—-1r 3

=t =03 =1D—=-20= D=—="F1*41~1

= —(t=1D*+1).
Darauf kommen wir in 4.3.4 zuriick.

Es darf nicht verschwiegen werden, dal die Beispiele c) und d) sehr kiinstlich
sind, weil man die Nullstellen der charakteristischen Polynome mehr oder weni-
ger schnell erkennen kann. Ist das nicht der Fall, so mufl man die Methoden der
Numerik verwenden, um die Nullstellen nidherungsweise zu berechnen. Wie man
ebenfalls in der Numerik lernt, gibt es Verfahren, Eigenwerte und Eigenvektoren
in einem Aufwasch gemeinsam zu approximieren. Das hier angegebene Verfah-
ren, zuerst die Eigenwerte und anschlieBend die Eigenvektoren zu suchen, hilft
nur fiir die Theorie und in besonderen Gliicksfallen, die bei den hier behandelten
Beispielen inszeniert wurden. Dennoch haben derartige Beispiele einen Sinn:
man kann erst einmal ohne Ablenkung durch groBeren Rechenaufwand einen
Losungsweg deutlich erkennen.

Aufgaben zu 4.2

1. Berechnen Sie das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und Eigenvektoren von
2 2 3 -5 0 7
1 2 1 | und 6 2 -6
2 =21 -4 0 6

2. Beweisen Sie: Ist A € M(2 x 2; R) symmetrisch, so hat A reelle Eigenwerte.
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3. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Zeigen Sie, dass
Pr(0) # 0 genau dann, wenn F ein Isomorphismus ist.

4. Zeigen Sie, dass die Matrix

0 0 —ap
10 0 —a
A= 1 0
0
0 I —ay

das charakteristische Polynom Py(t) = (—=1)"(t" + au1t" ' + ... + a1t + @) besitzt.

5.5ei A € M(n x n; K) und ®: M(n x n; K) — M(n x n; K) der Endomorphismus,
der durch die Linksmultiplikation mit A gegeben ist, das heiBt ®(B) = AB. Zeigen Sie,
dass fiir die charakteristischen Polynome von A und & gilt: By, = (P4)".



234 4 Eigenwerte

4.3 Diagonalisierung

4.3.1. Zunichst halten wir als Ergebnis der vorhergehenden Abschnitte folgen-
des fest:

Satz. Sei F ein Endomorphismus von V mit n = dimV. Dann gilt:

1) Ist F diagonalisierbar, so ist Pp = £(t —A)-...-(t — A,), d.h. das charak-
teristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren.

2) Ist Pp = &(t — X)) ...~ (t — A,) mit paarweise verschiedenen Xy, ... , Ay,

so ist F diagonalisierbar.

Beweis. 1) ist klar, weil man das charakteristische Polynom mit Hilfe einer Basis
aus Eigenvektoren berechnen kann, und

A —1t 0
Pr = det ==t (Ay=1).
0 Ap—1
2) folgt aus 4.1.3 und 4.2.3. m]

4.3.2. Nach 4.3.1 bleibt also zu kldren, wann F im Falle mehrfacher Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms noch diagonalisierbar ist. Zu diesem Zweck
fassen wir in P gleiche Linearfaktoren zusammen, d.h. wir schreiben

Per=d(t—x)"-...- ¢ =)™,

wobei die Ay, ... , A, paarweise verschiedensind, | <, <nfiri =1,... k
und ry + ... 4 ry = n. Der Exponent r; ist die Vielfachheit der Nullstelle A; von
Ppg, in der Notation von 1.3.8 ist r; = u(Pg; A;). Andererseits gehort zu A; der
Eigenraum Eig (F; A;).

Lemma. Ist A Eigenwert von F, so gilt 1 < dimEig (F; 1) < pu(Pr; A).

Beweis. Sei vy, ..., v; eine Basis von Eig (F; ). Die Ungleichung 1 < s ist
klar, da A Eigenwert ist. Zum Beweis der zweiten Ungleichung erginzen wir die
Basis von Eig (F; 1) zu einer Basis

A= (vy,... + Vss Uspdsooie 5 Un)
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von V. Dann ist

A= Mu(F) =

0 Al ,

\ )

also Pr = (t — A)* - Py nach D8 und D9 in 3.1.3, und damit
dimEig (F; A) =5 < u(Pp; A). 0

4.3.3. Nun konnen wir zeigen, daB} die obigen Ungleichungen ein leicht nach-
priifbares Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit ergeben. Um den Beweis kiirzer
und die Aussage klarer zu machen, benutzen wir die in 1.6.4 bereitgestellten Tat-
sachen iiber direkte Summen.

Theorem. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und F € End (V).
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

i) F istdiagonalisierbar.

ii) a) Das charakteristische Polynom Pg zerfillt in Linearfaktoren und
b) dimEig (F; A) = p(Pg; A) fiir alle Eigenwerte A von F.

iii) Sind Ay, ... , Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist
V =Eig(F; ,) @ ... ®Eig(F; ).

Beweis. 1) = ii). Ist F diagonalisierbar, so ordnen wir die Basis von V aus Ei-

genvektoren entsprechend den verschiedenen Eigenwerten A, ... , A4, d.h. fiir
i =1,...,k betrachten wir eine Basis
(uf”,...,ui_”) von Eig(F: ).

Setzen wir r; := p(Pr, X;), so gilt
Si+...+s=n, rn+...4+rn=n und 5 <r.
Das geht nur, wenn s; = r; fiir alle i, das ist Bedingung ii) b).
ii) = iii). Sei W := Eig (F; A;) +...+ Eig (F; A). Nach Lemma 4.1.3 und der
Definition der direkten Summe in 1.6.4 gilt
W =Eig(F;,)®... BEig(F; ).
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Aus ii) und Bedingung iii) in Satz 1.6.4 folgt dimW = r; + ... +r;, = n, also ist
W=V.

i) = i). Fir jedes i € {1,... k) sei B; = (v{",...,v{?) eine Basis von
Eig (F; A;). Nach 1.6.4 ist
B:= (v:”, WK T R .v:(f’)

eine Basis von V, und da sie nach Definition aus Eigenvektoren besteht, ist F
diagonalisierbar. Insbesondere ist s; = r; fiir alle i und
Ay

+ ri-mal
Ay 0
Mp(F) =

ri-mal.

\ A ) O

4.3.4. Mit Hilfe der gerade abgeschlossenen theoretischen Uberlegungen kann
man ein praktisches Verfahren fiir die Diagonalisierung eines Endomorphismus
F von einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V angeben:

1. Schritt: Mit Hilfe einer Basis A von V und der Matrix A = M 4(F) berechne
man das charakteristische Polynom. Wenn man eine Zerlegung in Linearfakto-
ren angeben kann, ist das erste und fiir die Rechnung entscheidende Hindernis
iiberwunden.

2. Schritt: Fiir jeden Eigenwert A von F bestimme man durch Lésung eines
linearen Gleichungssystems eine Basis von Eig (F; A). Damit kann man kontrol-
lieren, ob

dimEig (F; 1) = uw(Pr; A)

gilt. Genau dann, wenn dies fiir alle A der Fall ist, ist F diagonalisierbar. Ent-
sprechend 4.3.3 bilden dann die Basen der Eigenriiume zusammen eine Basis B
von V.

Beispiel. Sei F: R® — R? gegeben durch
F(x,y,z2)i=(—y+z,-3x—2y+3z,-2x — 2y 4+ 3z).
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Bezeichnet K die kanonische Basis von R?, so ist

0 =i 1
A=Mc(F)=| -3 -2 3
=2 =2 3

und P = =>4+ 24+t —1=—=( = 1)*(t + 1). Alsosind A, = 1 und A, = —1
die beiden einzigen Eigenwerte von F. Eig (F; 1) ist der Losungsraum von

-1 -1 1 X 0
-3 -2-1 3 lx |=]10].
-2 =2 3-1 X3 0

umgeformt —x; — x2 + x3 = 0. Es ist also pt(Pr; 1) = 2 = dimEig (F; 1), und
((1,0, 1), (0, 1, 1)) ist eine Basis von Eig (F; 1).
Ebenso ist Eig (F; —1) der Losungsraum von

1 = 1 X 0
-3 241 3 A xl=]o0].
2 =2 3% X3 0

umgeformt
x1—xX3+x3=0, —dx;+6x;=0.
Es ist also u(Pp; —1) = 1 = dimEig (F; —1), und (1, 3, 2) ist eine Basis von
Eig (F; —1). Somit ist
B=((1,0,1),(0,1,1),(1,3,2))
eine Basis von R?, bestehend aus Eigenvektoren von F. Fiir die Transformati-
onsmatrix § = T} gilt

1 01 1 —1 1
S'=1013], aso S5==] =3 -1 3
1 1 2 1 1 =1
Fiir
10 0
D:i=101 0
00 -1

muB somit D = SAS~! gelten, was man zur Kontrolle der Rechnung benutzen
kann.
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4.3.5. Ist eine Masse an einer Feder aufgehiingt und zur Zeit r = 0 in senkrech-
ter Richtung in die Position y(0) = « mit Geschwindigkeit y(0) = p ausge-
lenkt, so ist die weitere Bewegung bestimmt durch die Differentialgleichung der
geddmpften Schwingung

Jt2wmy+e’y=0, yO0) =a, 30 =85.

Y A A S A

y(t)

Bild 4.4

Dabei sind w, . € R, Konstanten, @ ist durch die Feder und x durch die Rei-
bung bestimmt. Wie iiblich macht man daraus mit yo = y und y; = y das lineare

System erster Ordnung
Yo = yi, »0) =«a,
o= —oyo—2uy, y0) =§. .

Das fiihrt auf die Matrix mit von ¢ unabhiingigen Eintrigen

0 1
A= 3
( —t =2u )

Einer Diagonalisierung von A entspricht eine Entkoppelung des Systems (x),
und wenn A zu einer oberen Dreiecksmatrix gemacht werden kann, ist das Sy-
stem von unten nach oben explizit l6sbar (vgl. [Fo2], §14). Daher betrachten wir
das charakteristische Polynom

PaAM) =AM +2ur+e®, also A=—pt/u?—o?.
Entscheidend fiir die Art der Bewegung ist die Diskriminante u? — @?. Es sind
drei Fille moglich.

DO0<p<eodhp’—aw? <0, (schwache Dampfung)
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2) p=w,dh g’ —aw’=0, (aperiodischer Grenzfall)
) p>wdh - >0 (starke Dampfung)
Im Fall 3) gibt es zwei verschiedene negative Eigenwerte
M=—pt+Vw—e?, h=-p-J2-o?,
also ist A diagonalisierbar.
Im Fall 2) ist A = —u = —w ein 2-facher Eigenwert, die Matrix

w 1
A~kEg=( 5 )
—w* —w

hat den Rang 1, also ist dimEig (A; —@) = 1, und A ist nicht diagonalisierbar.
In 4.4 werden wir sehen, dal} A trigonalisierbar ist.

Im Fall 1) gibt es keine reellen Eigenwerte, dafiir aber zwei verschiedene kom-
plexe. Also ist A komplex diagonalisierbar, man kann also zuniichst komplexe
und daraus reelle Losungen berechnen. Die explizite Durchfiihrung der Losung
von (*) tiberlassen wir dem Leser (Aufgabe 4 und Aufgabe 4 zu 4.4).

4.3.6. Gelegentlich tritt das Problem auf, daBl man zwei oder mehrere Endo-
morphismen mit einer gemeinsamen Basis diagonalisieren will (man nennt das
simultane Diagonalisierung). Dal dies nicht immer gehen kann, sieht man am
schnellsten mit Matrizen: Gibtes zu A, B € M(n x n; K)ein § € GL(n; K)
mit
SAS'=D und SBS' =D,
wobei D und D Diagonalmatrizen bezeichnen, so folgt aus D - D =D.D,daB
B-A=5"'DS-S'DS=5"'DS-S"'DS=A-B.
Erfreulicherweise ist die Vertauschbarkeit auch hinreichend. Es gilt also:
Satz. Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F, G € End g (V) sind genau dann
simultan diagonalisierbar, wenn F o G = G o F.
Beweis. Nach Voraussetzung hat man die Zerlegungen in Eigenriume
V = Eig(F;A)®...®Eig(F; )
= Eig(G; i))®...® Eig(G; w),
wobei A; bzw. u; die Eigenwerte von F bzw. G bezeichnen. Wir halten ein A
fest und betrachten
W = Eig (F; A).
Istw € W,soist F(G(w)) = G(F(w)) = G(Aw) = AG(w), also ist W auch
G-invariant (vgl. 4.4.1). Wir definieren
W;:=WnEig(G;, ;) firj=1,....1,
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und es geniigt zu zeigen, da W = W, @. . .@&W,, da dies dann fiir alle Eigenwerte
von F gilt. Wegen Lemma 4.1.3 ist nur zu zeigen, daB

W=W+4+...+W.
Zuw € W gibtes w; € Eig (G; p;), sodaB w = w; + ... + w;. Daraus folgt

Flw) = F(w) +...+ F(w)

= Aw = Aw +...+ Awy,
daher ist wegen der Eindeutigkeit in der direkten Summe
F(w;) = Aw;, alsow; € Wundsomitw; € W;. O

Aufgaben zu 4.3

1. Beweisen Sie Teil 2) von Satz 4.3.1 mit Hilfe von Theorem 4.3.3.

2. Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar?

1 2 0 4
-5 0 7 2 1 2
02 31
6 2 -6 1, -2 -2 -6
00 3
-4 0 6 1 2 5
000
3. Fiir welche a, b € R ist die Matrix
-3 00
2a b a
10 0 2

diagonalisierbar?

4. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem mit Anfangswertbedingung
yv=A-y, wll)=a 0 =4 (%)

fiir die gedampfte Schwingung (siche 4.3.5), wobei

(0
= & a )

a) Im Fall u > w ist A (reell) diagonalisierbar. Bestimmen Sie eine Basis des ® aus
Eigenvektoren von A und geben Sie eine Basis des Losungsraums von y = A - y an
(vgl. Aufgabe 3 zu 4.1). Wie sieht die Losung von () aus?

b) ImFall u < wist A € M(2 x 2; C) komplex diagonalisierbar. Bestimmen Sie die
Eigenwerte von A und geben Sie eine Basis des €* aus Eigenvektoren von A an, Ist
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A € C Eigenwert von A zum Eigenvektor v € €2, so istre €*' - v, im e’ - v eine Basis
des Losungsraums von y = A - y ([Fo2], §13). Bestimmen Sie auch in diesem Fall
die Losung von (%).

5. Diagonalisieren Sie die Matrizen

-5 1 6 6 2 0 -1 —4
-12 2 12 12 -3 1 3 0
A= ) B =
11 0 =2 2 0 =1 =2
-4 0 4 6 1 0 -1 -3

aus M(4 x4; R) simultan, d. h. bestimmen Sie eine Matrix § € GL(4; ), so dass SAS™!
und SBS~! Diagonalmatrizen sind.

6. Seien A, B € M(n x n; K) mit AB = BA und alle Eigenwerte von A und B seien
einfach. Dann gilt: A und B haben die gleichen Eigenvektoren.

7. Zeigen Sie, dass es fiir A € K und natiirliche Zahlen g, n mit 1 < p < n stets eine
Matrix A € M(n x n; K) gibt mit #£(Ps; A) = p und dim Eig(A; A) = 1.

8. Es sei K ein Korper mit char K # 2. Zeigen Sie, dass die Losungen der Gleichung
A2=E>inM(2 x 2; K) genau von der folgenden Gestalt sind:

1 0
A=E2.A=—E20derA=SDS_'mitD=(D )undSEGL{Z:KJ,
-1

9. Sei F ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines endlichdimensionalen R-Vektor-
raums, fiir den gilt: Sind v und w Eigenvektoren von F, so ist v+ w ein Eigenvektor von
F oder v + w = 0. Zeigen Sie, dassesein A € R gibt mit F = A - id.

10. Seien A, B € M(3 x 3; ) zwei Matrizen mit den charakteristischen Polynomen
Pa(r) = =17 + 21> —rund Pg(r) = —13 + 712 — 9t + 3. Zeigen Sie, dass der Kern von
AB die Dimension 1 hat.



242 4 Eigenwerte

4.4 Trigonalisierung*

Wie wir in 4.3.3 geschen hatten, gibt es zwei Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit

eines Endomorphismus:

a) Das charakteristische Polynom muf in Linearfaktoren zerfallen, und

b) die Dimensionen der Eigenriume miissen gleich den Vielfachheiten der Eigen-
werte sein.

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB ein Endomorphismus, der nur Bedingung a) erfiillt,

wenigstens durch eine obere Dreiecksmatrix beschrieben werden kann.

4.4.1. Um die geometrischen Eigenschaften komplizierter Endomorphismen
besser verstehen zu konnen, sind ein paar neue Begriffe niitzlich.

Definition. Sei F: V — V ein Endomorphismus und W C V ein Untervektor-
raum. W heiit F-invariant, wenn F(W) C W,
Es gibt stets die trivialen, aber nutzlosen Beispiele W = {0} und W = V. Je
mehr weitere invariante Unterrdume existieren, desto iibersichtlicher ist ein En-
domorphismus. Ist etwa F diagonalisierbar und (v, ... , v,) eine Basis aus Ei-
genvektoren, so ist
V=Wae..aW, mt W, =K.y
eine Zerlegung in eindimensionale invariante Unterrdume. Im Falle mehrfacher
Eigenwerte (4.3.3) hat man eine weitere Zerlegung
V =Eig(F: X)) & ... D Eig (F; &)

in invariante Unterrdume der Dimensionen ry, ... , I.

Die Beziehung zwischen invarianten Unterrdumen und charakteristischem Po-
lynom ist in einer Richtung ganz klar.

Bemerkung. /st W C V ein F-invarianter Unterraum, so ist Py ein Teiler von
P;.',

Beweis. Wir ergiinzen eine Basis B’ von W zu einer Basis B von V. Dann ist

Mg(F) = (7Mﬁr(F|W)"l) .
0 A

also Py = Pgjw - Py nach D9 in 3.1.3. O
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Beispiel. In QQ[¢] hat das Polynom ¢" —2 fiir n > 2 keinen Teiler kleineren Grades
(Aufgabe 1). Also hat der durch

S
Il

0 1 0

beschriebene Endomorphismus des @" nur die trivialen invarianten Unterriume.

4.4.2. Sei A € M(n x n; K) cine obere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = O fiiri > j.
Unter dem Endomorphismus A des K" sind die Untervektorrdume

W, :=span(e,,... ,e)
fiir 1 < » < n invariant. Das motiviert die

Definition. Unter einer Fahne (V,) in einem n-dimensionalen Vektorraum V ver-
steht man eine Kette

Ol=VWWcwvc..cV,=V
von Untervektorrdumen mit dimV, = r. Ist F € End (V), so heiBt die Fahne
F-invariant, wenn

FV,)ycyV, firallere{0,...,n}.

Man kann sich V; als Befestigungspunkt, V, als Stange und V, als Tuch der
Fahne vorstellen.

Vi

Vo
Bild 4.5
Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraumes kann man viele Fahnen konstruie-
ren, aber aus der Existenz einer F-invarianten Fahne folgt insbesondere wegen
F(V|) C V,, daB es einen Eigenvektor geben muf.
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Bemerkung. Fiir F' € End (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) Es gibt eine F-invariante Fahne in V.

it) Es gibt eine Basis B von V, so dafi Mp(F) obere Dreiecksmatrix ist.

Ist das der Fall, so heillt F rrigonalisierbar.

Beweis. Die Beziehung zwischen Fahne (V,) und Basis B = (v, ..., v,) ist
geregelt durch

V., =span(vy,...,v,) fiiraller. O

Ubersetzt in den Matrizenkalkiil ergibt das die

Definition. A € M(n x n; K) heibt trigonalisierbar, wenn es ein S € GL (n; K)
gibt, so daB SAS~! obere Dreiecksmatrix ist.

4.4.3. Ergebnis dieses Abschnittes ist der
Trigonalisierungssatz. Fiir einen Endomorphismus F eines n-dimensionalen
K-Vektorraumes sind folgende Bedingungen dquivalent:

{) F ist trigonalisierbar.

it) Das charakteristische Polynom P zerfdllt in Linearfaktoren, d.h.
Pr=%(—A) ...t =h,) mithy,... A, eK.

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (1.3.9) folgt das

Korollar. Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen Vek-
torraumes ist trigonalisierbar. O

Eine weitere wichtige Anwendung betrifft die Losung linearer Systeme von Dif-
ferentialgleichungen ([Fo2], §14).
Beweis des Satzes. i) = ii) ist klar, denn ist A = (a;;) = Mg(F) eine obere
Dreiecksmatrix, so folgt aus D8 in 3.1.3, daf}

PF: (all _I)""'(aml _")‘
i) = 1) wird durch Induktion iiber n = dimV bewiesen. Fiir n = 0, 1 ist nichts

zu zeigen. Ist n > 2, so wihle man einen Eigenvektor v zu A, und erginze ihn
zu einer Basis B = (v;, wy, ..., w,) von V. Dann ist

V=V,@&W mitV, :=span(v;)und W := span (w,, ..., w,).
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und
Ay ap -+ ay,

Ms(F) =

0
V) ist F-invariant, W im allgemeinen nicht; das Hindernis dagegen sind die Ein-
trige ay, ... , aj,. Der Ausweg ist folgender: Durch
H(w;) =ajjv; und G(w;) =ajws+ ...+ ayjw,
sind lineare Abbildungen H: W — V,und G: W — W erklért mit
F(w) = H(w) + G(w) firallewe W.

W

Bild 4.6

Fiir die charakteristischen Polynome gilt
Pr=(X—1t)- Pz, also Pg=(Q—1)-...- (X, —1).
Die Induktionsvoraussetzung angewandt auf W ergibt eine G-invariante Fahne
{0} = Wuc R W,._| = W,
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und wir behaupten, da durch V, := V|, + W,_, eine F-invariante Fahne gegeben
ist. Das folgt aus

F(pv, +w) = Auv; + H(w) + G(w)
wegen H(w) € Vyund G(w) € W,_, fiirw € W,_,. O

4.4.4. Obwohl obiger Satz sehr niitzlich ist, muBl man doch bemerken, daB die
Beweismethode nicht geniigend sorgfiltig auf die Geometrie der Abbildung
achtet.

Beispiel. Ist F € End (R?) gegeben durch die Diagonalmatrix

o=(43).

so kann man mit v; = ¢; und A; = 1 beginnen. Die Erginzung durch w, ist
beliebig: withlt man etwa w, = (-1, 1), so wird

1 1
A= Mg(F) = 5
s(F) (02)

und damit ist die schone Diagonalmatrix versaut. Auch vom algebraischen
Standpunkt hat A eine unangenehme Eigenschaft. Es ist

01
A=D+N mit N= -
00

Dabei ist N nilpotent (vgl. 4.5.7) mit N> = 0,aber D - N # N - D.

In 4.6 wird gezeigt, wie man den nilpotenten Anteil N auf eine der Abbildung
angepalte Normalform bringen kann.

4.4.5. Wir geben nun ein Rechenverfahren zur Trigonalisierung eines Endomor-
phismus an. Es geniigt dazu, eine Matrix A € M(n x n; K) zu betrachten, fiir
die

Pi=x@—2A)-...-(t—=A;) mit A, ..., A, €K,
Gesucht ist eine Matrix S € GL (n; K), so da
D:=S-A.5"

eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes 4.4.3 er-
gibt das folgende Iterationsverfahren.
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1. Schritt: Wir betrachten W, = K" mit der Basis B, = K und dem Endomor-
phismus A = A. Zu A, berechnet man einen Eigenvektor v, € K". Nach dem

Austauschlemma 1.5.4 bestimmt man ein j, € {1, ..., n}, sodaB
B'_!_ —_ (U],Eh... .?j:,... .6’,,)

wieder eine Basis von K" ist. Das Zeichen ™ bedeutet dabei, daB e ;, ausgelassen
wird. Wir betrachten die Transformationsmatrix

—1 ._ b2
Sy =T,
mit der Basis B, als Spalten. Dann ist

Ay % oo %

0
A2:=S;'A'S|_I =
A
0
2. Schritt: Wir betrachten W, mit der Basis B, = (ey,... ,¢},. ... , e,) und dem
Endomorphismus A5. Es ist
Pay=%(t —A2)-...-(t —A).

Zu A5 berechnet man einen Eigenvektor v; € W3, und man wihlt ein j, # jj, so
daf3

B; = (Uz,é’h“. ‘é}l‘ ‘é}l .t?,,)
eine Basis von W, also
33 = (U|, V2, €fy e ‘E}l‘ S ‘gjz' ,8,,)
eine Basis von K" ist. Mit der Transformationsmatrix S;' = T,;’T’ erhilt man
)"| * e e *
0 X * -+ %
A;=85-A-8'=]| : 0
¥ ¢ Al
0 0
Bei der Berechnung von S, kann man benutzen, dafl
10 --- 0
By 4 B By __
Tp'=Tg' - Ty und Ty' = 5
T,
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Spitestens im (n — 1)-ten Schritt erhilt man eine obere Dreiecksmatrix A,, denn
A, isteine (1 x 1)-Matrix. Also ist

Di=Ay=8-1-4-52
eine obere Dreiecksmatrix.

Vorsicht! Die im ersten Schritt berechnete erste Zeile von A; kann sich in jedem
der folgenden Schritte wieder éindern, analog fiir die anderen Zeilen. Das ist nicht
angenehm.

Beispiel. Sei K =R, n =3 und

34 3
A=| -1 0 -1
l'2 3

Dannist Py = —(r — 2)%, also Ay = A; = A3 = 2. Wegen rang (A — 2E;) =2
ist

dimEig(A;2) =1 <3 = u(Py; 2),
also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration lauft wie folgt:

1. Schritt: v, = (1, —1, 1), j; = 1, By = (v}, €2, €3),

100 100
Sil=] =1 4 0]y 8= 1 10|,
101 -1 0 1

4 3

2
A=8-A-57'=]| 0| 4 2
0|-2 0

2. Schritt: W, = span (e2, €3), 12 = €; — €3, j» = 2,

1 00 213
st~ 10| A=|0 2 2 =D
1 -1 1 0 0(2

Alsoist § = S;.
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Aufgaben zu 4.4

1. Zeigen Sie, dass das Polynom ' — 2 € Q[t] fiir n = 2 keinen Teiler P € Q[r] mit
1 =deg P <n — | besitzt.

2. Trigonalisieren Sie mit dem Verfahren aus 4.4.5 die Matrizen

3.0 =2 =] =3 =4
=20 1 s -1 0 3
21 0 1 -2 -5

3. Zeigen Sie mit Induktion nach n = dimV: Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
und F: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, so existiert eine Basis 13 von V mit

0 *
Mp(F) = :

und es gilt Pg(t) = £1".
4. (Fortsetzung von Aufgabe 4 in 4.3.) Zeigen Sie, dass die Matrix

0 1
A >
—-w® =2u

im Fall 4 = e trigonalisierbar ist, und bestimmen Sie eine Matrix § € GL(2; R), so
dass B = SAS™! obere Dreiecksmatrix ist. Das System y = A - y geht somit durch die
Substitution z = Sy iiber in Z = B - z, und es reicht, das (einfachere) Systemz = B - 2
zu losen. Bestimmen Sie auf diese Weise eine Basis des Losungsraums von y = A - y
und l6sen ()} in 4.3.5 auch im aperiodischen Grenzfall.
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4.5 Potenzen eines Endomorphismus*

Zur genauen Beschreibung eines Endomorphismus — insbesondere bei der Suche nach
invarianten Unterrdumen — mufl man systematisch das Ergebnis der wiederholten An-
wendung der Abbildung betrachten. Das legt die Weiterentwicklung der algebraischen
Hilfsmittel nahe. Das wichtigste Ergebnis ist der Satz von CAYLEY-HAMILTON.

4.5.1. Die Eigenwertbedingung F(v) = Av kann man auch komplizierter aus-
driicken: in dem linearen Polynom
Lit)=1t—2
setzt man F statt 1 und idy statt 1, das ergibt
L(F):=F — aidy ,

und es ist Eig (F; A) = Ker L(F). Was hat man damit gewonnen? Ist

Pt)=at"+...+ait +ag € K[r]
ein beliebiges Polynom, so kann man analog

P(Fy:=a,F 4+ ...+ F +aidy € End(V)

setzen. Ist 0 # v € Ker P(F), so gilt

o F (W) +...+a F(v)+av=0,

d.h. die Vektoren v, F(v),..., F"(v) sind linear abhidngig, wenn P # 0. Ist
a, # 0, so folgt, daf

W =span (v, F(v), ..., F"\(v))
ein F-invarianter Unterraum von V mit 1 < dimW < rist. Ist P(F) = 0, so
kann man diese Konstruktion mit jedem beliebigen v starten.

Beispiel. Sei F diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten
Apy oo yApund

Q)= —A) ... {1 —A).

Jedes v € V hat nach 4.3.3 eine Darstellung v = v, + ... + v mit v; €
Eig (F: A;). Benutzt man, daB fiir » # g und 0 # v € Eig (F; 4)

0 # (F — pidy)(v) = (A — p)v € Eig (F; 1),

so folgt sofort Q(F) = 0 und Q'(F) # 0 fiir jeden echten Teiler Q' von Q.
Weiter folgt Pr(F) = 0, wenn

Pe=(t—A)" vooin (t—2)*

das charakteristische Polynom bezeichnet.
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4.5.2. Das Einsetzen eines Endomorphismus in Polynome ist beschrieben durch
die Abbildung

$p: K[t] = End(V), P@t)— P(F).
Dies ist ein Homomorphismus von Ringen und auch von K-Vektorriumen. Das
Bild

K[F]1={P(F): P(t)e K[t]} CEndV
ist ein kommutativer Unterring des (nicht kommutativen) Ringes End V, und der
Kern

Iy :={P(t)e K[t]: P(F)=0}cC K[1]
heilt Ideal von F. Wegen dimK[t] = oo und dimEnd (V) < oo gibt es in Ip

ein normiertes Polynom vom Grad < n? (vgl. Aufgabe 3). Ist F diagonalisierbar,
so hatten wir in 4.5.1 sogar ein Polynom Q € Iy vom Grad k < n angegeben.

4.5.3. Wir zeigen nun, daB sich die Schranke der Grade in Zf fiir alle Endomor-
phismen F auf n = dimV verbessern laBt. Es gilt sogar noch mehr:

Satz von CAYLEY-HAMILTON. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum, F € End(V) und Pr € K[t] sein charakteristisches Polynom. Dann
ist

Pr(F)=0¢€ End(V).

Insbesondere gilt fiir jede Matrix A € M(n x n; K)
Py(A)=0eM(n xn; K).

Vorsicht! Es ist entscheidend, daB die Null ein Endomorphismus oder eine Ma-
trix, nicht die Null in K ist. Daher ist der naheliegende ,.Beweis"

Py(A) =det(A - A- E,) =det(A — A) = det(0) =0
nicht richtig. Am Ende steht die 0 € K, der Fehler steht schon in der ersten
Gleichung, weil ganz naiv bei einem Eintrag der Determinante t = A gesetzt
wurde, dann aber mit Eintréigen aus K weitergerechnet wird.

Mit einem Trick von SERGE LANG [L] kann man diesen falschen Beweis zu
einem richtigen aufmdbeln. Das Problem dabei ist folgendes: die Eintriige einer
Determinante miissen aus einem kommutativen Ring stammen (3.2.8), die Ringe
quadratischer Matrizen sind i.a. nicht kommutativ. Der Ausweg ist, daB man sich
auf den kommutativen Unterring (4.5.2)

K[A] Cc M(n x n; K)

beschrinken kann. Nach diesen Vorbemerkungen zum
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Beweis. Man kann den Endomorphismus F von V mit Hilfe einer Basis durch
eine Matrix A € M(n x n; K) beschreiben. Also geniigt es, den Satz dafiir zu
beweisen.

Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, fiir n = 2 kann man sie noch durch direkte
Rechnung mit Matrizen beweisen. Im allgemeinen Fall benutzen wir, wie oben
erldutert, Matrizen mit Eintrigen aus den kommutativen Ringen K[¢] und K[A].
Zunichst sei

B(t) :="(A—1tE,) e M(n x n; K[t]).
Die Eintrige von B(t) auBerhalb der Diagonalen sind Elemente von K, und in
der Diagonalen stehen lineare Polynome, es ist
det B(r) = Py(t) € K[t]. (%)

Nun wird die Unbestimmte ¢ durch die Matrix A und jeder Eintrag a;; durch
a;; E, ersetzt. Das ergibt

ank,—A ayE, --- an E,
B(A) = : : : € M(n x n; K[A]).
akE, anE, -+ anE,— A
Diese Matrix kann mit einer Spalte multipliziert werden, deren Eintrige Spalten-
vektoren des K" sind. Insbesondere ist
€ apey — Aey +anes + ...+ ay e, 0

B(A) : = (8)

Il

e, ay e, + aper + ...+ aye, — Ae, 0

Nun sei B%(1) € M(n x n; K[t]) die in 3.3.1 erkliirte, zu B(r) komplementiire
Matrix. lhre Eintrige sind entsprechend der Definition Polynome vom Grad
< n — 1,und es gilt wegen (x)

Bi(t)- B(t) = P4(1) - E, .

Setzt man auf beiden Seiten A fiir ¢ ein, so folgt mit Hilfe von (#%)

Pa(A) 0 e Pa(A)e, 0
0 Pi(A) e, Pi(Ae, 0
Da P4(A) auf einer Basis die Werte 0 € K" hat, ist P4(A) = 0 als Matrix. (m}

Dieser Beweis ist extrem kurz und elegant, aber fiir einen Geometer
mag er wie algebraischer Hokuspokus aussehen. Daher noch ein anderer
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Beweis, bei dem man vielleicht besser ein Gefiihl dafiir bekommen kann,
warum die Kombination Pg(F) von Potenzen von F alles in V' zu Null macht.
Zunichst betrachten wir den Spezialfall K = C. Nach 4.4.3 ist F trigonali-
sierbar, d.h. es gibt eine F-invariante Fahne
Ol=VoCcVicC...CcV,=V.

Ist B = (v,...,v,) eine Basis von V mit V; = span (vy,...,v;) fiir
i=1,...,n,50ist
Ay *
Mp(F) = ;
0 A,
wobei 44, ... , &, € C die Eigenwerte von F sind. Da
Pe=(A—=t)-...-(Ay—1),

kann man Py (F) schrittweise aufbauen: Ist

Gi' = (Aiidv — F] o (lzidv = F) 0...0 (l;idu — F) € El'll:l(V)
firi =1,...,n,s0ist G, = Pp(F). Es geniigt also durch Induktion zu zeigen,
daf

Gi(Va)=+{0} filri=1,....n-
Der Fall i = 1 ist klar, da F(v)) = A jv;. Seinuni = 2 und v € V;. Dann gibt es
einwe V,_jundeinpu € C,sodal v = w + pv;. Da
hw—Fw)eVi; und lv,— F(y) eV,

ist nach Induktionsvoraussetzung

Gi(w) = (Gi—y o (Aidy — F)) (w) =Gi— (hjw — F(w)) =0
und

Gi(v;) = G-y o (Midy — F)) (v) =Gy (Liv; — F(vy)) =0.
Also istGi(v) =G, (w) + uG;(v;) = 0.

Der Leser méchte sich iiberlegen, wie viel einfacher der Beweis wird, wenn F
diagonalisierbar ist, d.h. wenn F(v;) = A,v; (vgl. Aufgabe 5).

Den Fall K = R kann man durch Kemplexifizierung auf den obigen Fall
zuriickfiihren, obwohl F nicht reell trigonalisierbar sein mufi. Am einfachsten
geht das mit Hilfe einer Matrix

A= My(F),
wobei B irgend eine Basis von V ist (die ,professionelle” Methode der Komple-
xifizierung ist in 6.3.4 b) ausgefiihrt). A beschreibt einen Endomorphismus

A: C" > C",
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also ist P4(A) =0 € EndC". Nach 2.6.4 ist
Mp(Pr(F)) = Pr(Mg(F)) = P4(A),
also auch Pe(F)=0€ EndV.

Diese Methode ist nicht auf R und C beschriinkt, denn zu jedem Korper K und
jedem Polynom f € K|[r] gibt es einen Oberkorper K’ © K, so dall f € K'[t]
in Linearfaktoren zerfillt: etwa den Zerfallungskirper von f oder den algebrai-
schen Abschlufs von K (siche z.B. [F-S]).

4.5.4. Als Beispiel fiir eine Anwendung des Satzes von CAYLEY-HAMILTON
wollen wir in Analogie zu Korollar 4.4.3 zeigen, daf sich jeder Endomorphismus
cines reellen Vektorraumes beinahe trigonalisieren ldft.

Theorem. Ist F' Endomorphismus eines reellen Vektorraumes V, so gibt es eine
Basis B derart, daf8

Ay

*

Mg(F) &
o
0
8]/
0 —Cj
mit Ay,... A, € Rund B, = ( 1 ; ) mit by, c; € R und b? — 4¢; < 0

firi =100 m:
Lemma. Jeder Endomorphismus F eines reellen Vektorraumes V  mit
dimV = 1 hat einen invarianten Unterraum W mit 1 < dimW < 2.
Bewelis des Lemmas. Nach 1.3.10 gibt es eine Zerlegung
Pr=x(—A) ...-(0=2)- Q1) -...  Ou(t)

mit Q;(t) = >+ bt +¢; und b2 —4c; < 0.Istr > 1, so gibt es einen Eigenvektor
vy zu Ay, und W = R - v; ist invariant.

Im Fall » = 0 starten wir mit einem beliebigen 0 # v € V. Nach CAYLEY-
HAMILTON ist

Pe(F)() = (Q1(F)o...0 @,(F))(v) =0.
Also gibt es ein eindeutig bestimmtes i € {1, ..., m} mit

w:=(Qis(F)o...0Qu(F) () #0 und Q:(F)(w)=0,
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wobei w := v gesetzt wird, falls i = m, d.h. @,,(F)(v) = 0. Wir setzen
W := span (w, F(w)).
Aus Q;(F)(w) = 0 folgt
F(F(w))+ b F(w)+cqw=0,
also ist F(W) C W. Da F keinen Eigenwert hat, ist B = (w, F(w)) eine Basis

von W, und es gilt
0 —C
Mp(FIW) = :
1 —b;

also Prw = Q;(t). (m]

Den Beweis des Theorems fiihrt man schrittweise nach dem Muster des Induk-
tionsbeweises von Satz 4.4.3. In der ersten Etappe baut man die Eigenriume ab,
in der zweiten die zweidimensionalen invarianten Unterraume. Das ergibt eine
Folge von Zerlegungen

V = ieW,=VieW,=WheW,=...=V, & W,
= VipeWa=ViudWis=...= Vi ® W,
wobei W, =V, W, 5,41 = {0} und
M=%cVic..cVcVucC...C Vism=V

mit dimV; = j und F(V;) C V;. Dazu verwendet man die eindeutige Zerlegung
von

FIWi: W= V=V_ &W in F|W: H + F, mit
H: W,—=V_, und F: W, = W,.
Die Einzelheiten seien getrost dem Leser iiberlassen. a

4.5.5. Nun wollen wir das in 4.5.2 begonnene und durch den Satz von CAYLEY-
HAMILTON unterbrochene Spiel mit den Polynomen noch etwas weiter treiben.

Definition. Eine Teilmenge 7 eines kommutativen Ringes R heifit Ideal, wenn
gilt

Il P,QeI=P-Q¢€cd,

I2PeZ, Qe R=>0-Pel

Ein Beispiel dafiir ist unser Ideal Zr C K[t).
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Satz. Zu jedem Ideal T C K|[i]| mit T # {0} gibt es ein eindeutiges Polynom M
mit folgenden Eigenschaften:

1) M ist normiert, d.h. M =1 + . .., wobei d = deg M.

2) Fiir jedes P € T gibtes ein Q € K[t mit P=Q - M.

M heiBt Minimalpolynom von I, im Fall T = T Minimalpolynom von F'.

Beweis. Sei d := min {r: esgibtein P € T mit P # Oundr = deg P} € N.
Wir nehmen ein normiertes M € 7T mit deg M = d. Ein beliebiges P € T
dividieren wir entsprechend 1.3.7 mit Rest durch M:

P=Q-M+R,
wobei R = 0 oder deg R < d. Es geniigt, den Fall R # 0 auszuschlieBen. Dann

o R=P-Q-MeT

im Widerspruch zur Minimalitiit von d. Die Eindeutigkeit ist klar. o

4.5.6. Es ist in der Geometrie eines Endomorphismus begriindet, wie weit sich
das Minimalpolynom vom charakteristischen Polynom unterscheidet.

Beispiel. Sei
(01 \

A= % g eM(n xn; K),

\ /
wobei d — 1 mit 1 < d < n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonalen
bezeichnet. Das bedeutet

Ale1) =0, Aes)=e1,... ,Aleq) =es1 und Ae;) =0 sonst.
Fiir die Potenzen A! mit 1 < [ < d gilt A'(eg) = eqy, also ist A? = 0, aber
A4-1 £ 0. Daraus folgt

Py=+t", My=tt.

Im Extremfall d = 1ist A = 0 und Py = £ M}.
Allgemein gilt folgende Beziehung zwischen charakteristischem Polynom Pg
und Minimalpolynom Mg:
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Satz. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, F € End (V). Dann gilt:
1) Mg teilt Pr.
2) Pg teilt Mg.

Beweis. 1) folgt sofort aus dem Satz von CAYLEY-HAMILTON. Zum Beweis von
2) wollen wir voraussetzen, daB K Unterkorper von C ist. Im allgemeinen Fall
kann man einen algebraischen Abschlufi K verwenden, aber so weit wollen wir
nicht in die Algebra ausschweifen (vgl. [F-S]).

Wir konnen F ersetzen durch A € M(n x n; K). Die Polynome M, und P,
zerfallen iiber C in Linearfaktoren (vgl. 1.3.9). Zunichst betrachten wir

Py=x(—2)" ... (0 =A™,
wobei Ay, ... , Ay € C paarweise verschieden sind. Aus Teil 1) folgt
My=(@—=X)"-...-(0—A)" mit 0<s;,<r, firi=1,...,k,

d.h. M, hat keine weiteren Linearfaktoren. Wir zeigen, daB keiner fehlt, d.h. daB
s; = 1 ist fiir alle {. Angenommen s; = O fiir ein i. Dann nehmen wir einen
Eigenvektor v; € V zu A; und wenden M4(A) darauf an. Mit der gleichen
Rechnung wie im Beispiel 4.5.1 folgt

M4(A)(vi) # 0
im Widerspruch zu M,(A) = 0. Nun definieren wir

Q= (=A™ (= A)™ " e C[t].
Nach Definition von Q gilt Mj = +Q - P4, und da M}, P4 € K[t] folgt
Q € K[t] (Aufgabe 5 zu 1.3). O

4.5.7. Manchmal kann das Minimalpolynom helfen, Beweise etwas abstrakter
und kiirzer zu machen. Dafiir geben wir ein naheliegendes Beispiel.

Definition. Man nennt F € End ¢ (V) nilpotent, wenn F* = 0 fiir ein k > 1.

Satz. Ist F € End (V) und n = dimV, so sind folgende Aussagen dquivalent:
i) F ist nilpotent.

ii) F¢ =0 fiireind mit1 <d <n.

iii) Pr = +t"

iv) Es gibt eine Basis B von V, so daf$

Mgs(F) =
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Beweis. i) bedeutet t* € Tp. Alsoist Mp = 1Y mit1 < d < nund P = +¢".
Das zeigt i) = ii) und iii). Der Trigonalisierungssatz 4.4.3 enthilt iii) = iv).
SchlieBlich folgt iv) = i) nach Aufgabe 2 zu 2.5. O

Aufgabe 3 zu 4.4 zeigt, dal es auch ohne Minimalpolynom geht.
Aufgaben zu 4.5

1.Sei F: V — V linearund P € K[t]. Zeigen Sie: Ist A € K ein Eigenwert von F, so
ist P(X) ein Eigenwert von P(F).

2.Ist F: V — Vlinearund P, Q € K|[r], soist
P(F)o Q(F)= Q(F)o P(F)=(P-O)(F).
3.Sei F: V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Dann gilt:

a) Die Abbildung ®5: K[1] — End(V), P(t)+~ P(F) istein Homomorphismus von
Ringen und von K-Vektorrdumen.

b) K[F]={P(F): P € K[t]} ist ein kommutativer Unterring von End(V').

¢) IstdimV = n < oo, so existiert ein normiertes Polynom P‘E K[t] vom Grad < w
mit P(F) = 0. (Hinweis: Betrachten Sie id, F, F*,... , F".)

4. Beweisen Sie den Satz von CAYLEY-HAMILTON durch direkte Rechnung fiir Matri-
zen
AeM2x2K).

5. Beweisen Sie den Satz von CAYLEY-HAMILTON fiir einen diagonalierbaren Endo-

morphismus.

6. Geben Sie noch einen anderen Beweis des Satzes von CAYLEY-HAMILTON durch

Induktion nach n = dimV mit der folgenden Methode:

a) Zeigen Sie, dass F(W) © W und berechnen Sie Py (1) fiir G := F|W (siche Aufga-
be 4 in 4.2).

b) Zeigen Sie Pg(G) =0 € End (W).

¢) Folgern Sie daraus im Fall ¥ < n mit der Bemerkung aus 4.4.4 und der Induktions-
annahme, dass Pp(F) = 0.

7. Seien Aj,... , A, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines diagonalisier-
baren Endomorphismus F iiber einem endlichdimensionalen Vektorraum. Zeigen Sie,
dass (¢t — Ay) - ... (r = X&) € K[t] das Minimalpolynom von F ist.
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4.6 Die Jordansche Normalform*

Gegenstand dieses Abschnittes sind Endomorphismen, deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfillt. Bedingungen fiir die Diagonalisierbarkeit sind in 4.1.3
und 4.3.3 angegeben. Sind sie nicht erfiillt, so kann man entsprechend 4.4.3 wenigstens
trigonalisieren. Unbefriedigend dabei ist, dal man gar nichts von den Eintrégen iiber der
Diagonale weil. Das wird nun nachgeholt.

Wir benutzen dabei nur elementare Methoden der linearen Algebra und verzichten
darauf, das Minimalpolynom und die Teilbarkeitstheorie im Polynomring einzusetzen.
Damit geht manches etwas eleganter, aber insgesamt nicht kiirzer (vgl. etwa [B2]).

4.6.1. Im folgenden sei stets K ein beliebiger Kérper und V ein K-Vektorraum
mitdimV > 1. Ist F € End (V) und
Pr=£(—A)" ... (t =X)" mith,....A € K paarweise verschieden,
so ist V nach 4.3.3 genau dann direkte Summe der F-invarianten Eigenrdume
Eig (F; 4;), wenn
dimEig (F; A;)) = w(Pr; M) =r; .
Ist die Dimension des Eigenraumes zu klein, so kann man ihn mit folgendem
Trick passend vergroBern. Fiir einen Eigenwert A der Vielfachheit r > 1 ist
Eig (F; A) = Ker (F — Aidy) C Ker (F — Aidy)" =: Hau (F; 1) .
Man nennt Hau (F; A) den Hauptraum (oder verallgemeinerten Eigenraum)
von F zum Eigenwert A. Damit kann man schon das Ergebnis der ersten Etappe
formulieren:
Satz iiber die Hauptraumzerlegung. Sei F € End x (V) und
Pr=2x(—A)" ... (t — )"

mit paarweise verschiedenen iy, ... , A, € K. Es sei V; :== Hau (F; A;) C V fiir
jedes X; der Hauptraum. Dann gilt:
1) F(Vi)CViunddimV; =r; fiiri =1,... k.
2) V= V| D...8B Vk-
3) F hat eine Zerlegung F = Fp + Fy mit

a) Fp diagonalisierbar,

b) Fy nilpotent,

c) FDDFN = FNOFD,
Ubersetzt man das in die Sprache der Matrizen, und verwendet man noch, daf§

jede nilpotente Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann
(4.5.7), so erhiilt man das



260 4 Eigenwerte

Korollar. Sei A € M(n x n; K), sodaff Py = £(t —X)"-...-(t = )™ Dann
gibt es eine invertierbare Matrix § € GL (n; K) derart, dafs

( \

ME,+ N, 0
SAS™' = =4,
0 ME, + Ni
\
wobei fiiri = 1,... .k
l;‘ *
ME, +N;i= eM(ri xri; K).
0 A.,'

Insbesondere ist A = D + N, wobei D Diagonalmatrix, N nilpotent ist, und es
gilt
D-N=N-.D. m}

Folgerungen aus der letzten Eigenschaft sind in Aufgabe 4 und Aufgabe 5 ent-
halten.

4.6.2. Zur Vorbereitung der Hauptraumzerlegung betrachten wir einen Eigen-
wert A von F und Potenzen von
G:=F - Aidy.

Das konnen wir auch fiir ein ganz beliebiges G € End V tun. Offensichtlich hat
man die Ketten

[0} C KerG Cc KerG? € ... C KerG',

V 2 ImG D ImG? >...0 Im&,
und fiir jedes / ist dim Ker G' + dimIm G' = dimV nach 2.2.4. Im allgemeinen
ist jedoch

Ker G' NImG' # (0},

man hat also keine direkte Summe (vgl. Beispiel 4.5.6). Da V endlichdimensio-
nal ist, kénnen die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteigen. Das ist der
Schliissel zum entscheidenden
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Lemma von FITTING. Zu einem G € End (V) betrachten wir die beiden Zah-
len

d:=min{le N: KerG' =KerG™*'}) und r:= u(Pg;0),
wobei G' := id;. Dann gilt:
1) d =min{l : InG' =ImG'*H'}.
2) Ker G = Ker G, In G = Im G* fiiralle i € N.
3) Die Réiiume U := Ker GY und W := Im G¥ sind G-invariant.
4) (GIU)Y =0 und G|W : W— W ist ein Isomorphismus.
5) Fiir das Minimalpolynom von G|U gilt Mgy = t“.
6) V=U@dW, dmU =r>d dmW =n-—r.

Insbesondere gibt es eine Basis B von V, so daf8

N 0
MH(G)=(0 C) mit N'=0 und CeGL(®n—-r;K).

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

J
KerG' c V-5 ImG
n I U
I+ 1
KerG*' c vV L ImG'*'.

Unter Benutzung der Dimensionsformel 2.2.4 fiir G' und G folgt
ImG"' =ImG' ¢ dimImG™*' =dimImG’

& dimKer G'*' = dim Ker G'

& KerG'*' =KerG'.
Dies ist weiter gleichwertig damit, da8 G[Im G': Im G’ — Im G'*! ein Isomor-
phismus ist. Daraus folgt sofort 1) und G|W Isomorphismus, also auch 2). Der
Rest von 3) und 4) ist klar. Zu 5) geniigt es zu zeigen, daB aus (G|U)*' =0
folgen wiirde, dafl

KerG! = U c KerG~'.

Istv € UNW,soist GY(v) = 0und v = G¥(w) fiir ein w € V. Daraus folgt
G*(w) = 0, also
w € Ker G = Ker G*
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nach 2), und somit 0 = G¥(w) = v. Damit hat man V = U @ W, und es bleibt
die Berechnung der Dimension von U. Nach Definition von U ist dimU = d.
Wegen

1 Q =Pe= PGlL-’ . PG]W mit Q(O) -',i‘—' 0
und Pgy = £1™ mitm = dimU folgt m = r, denn fiir den Isomorphismus G|W
ist Pgiw(o) ié 0. [

Insbesondere folgt aus den obigen Argumenten die

Bemerkung. Ist A Eigenwert von F und G := F — Xidy, so istd = 1 gleichbe-
deutend mit
Eig (F; A) = Hau (F; A). o

4.6.3. Nun beweisen wir den Saiz iiber die Hauptraumzerlegung durch Induk-
tion iiber die Zahl k = 1 der verschiedenen Eigenwerte. Zu A, definieren wir
G := F — A; -idy. Dann ist
Pg(t —A) = Pp(t), also p(Pg;0) = p(Prid) =n1.
Nach Lemma 4.6.2 ist V = Hau (F; A,) @ W, und die beiden Summanden sind
wegen F' = G + A,idy auch F-invariant. Weiter gilt
Prw==(t—2)" . .-t —2)",

also konnen wir auf F|W die Induktionsannahme anwenden, daraus folgen 1)
und 2).

Die Zerlegung 3) zeigt man am einfachsten mit Matrizen, die Bezeichnungen
seien wie im Korollar gewihlt. Die Existenz erhilt man mit

ME,| 0 0

D:= und N := :
0 [uE, 0
eine einfache Rechnung zeigt
AN, 0
D-N= =N-D.

0 0

Zusatz. Die Zerlegung F = Fp + Fy ist sogar eindeutig, wenn man a), b) und
¢) verlangt.

Der Beweis benutzt 4.3.6 und etwas Teilbarkeitstheorie von Polynomen (vgl. et-
wa [B2], §11).
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4.6.4. Aus den obigen Beweisen kann man ein Rechenverfahren ableiten, wir
geben dafiir ein

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

25 34 18
A=| —14 =19 —10
-4 -6 -1
mit Py = —1>+ 51> =7t 4+3 = —(t — 1)*- (t — 3). In der Notation von 4.6.3 ist
k=2 A =1,r, =2,k =3, r» = 1. Wir betrachten die Matrizen
24 34 18 22 34 18
Bil=A-ME;=]-14-20-10 | , Bo=A—-E;=]| —-14 =22 —-10
wd i 4 —6 —4
sowie
28 28 56
B'=B}=| -16 -16 -32 |, B}=B5B,.
-4 -4 -8

Esistrang B, = 2 > | = rang B}. Daraus folgt

Eig(A; &) =Ker B, & KerBf =Hau (A; ),
und somit ist A nicht diagonalisierbar. Indem man die zu B? und B, gehdrenden
homogenen Gleichungssysteme lost, erhilt man Basen

('(2,0,=1), (0,2, —1)) von Hau (A; 1)

und

'(—=7,4,1) vonHau(A; ;) = Eig(A; A3).
Tridgt man die erhaltenen Basisvektoren als Spalten in eine Matrix ein, so erhilt
man

9 O~ 6 i 14
s'=| o 2 4| ud sS==| 4 5 s8],
=" B s

sowie
16 25 0 & %
SAS'=]| -9 —14 0 und
-9 —14

):E2+N mit N> = 0.
0 03
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Nun muf man noch die Basis von Hau (A; A,) so transformieren, daf3 ein Basis-
vektor v Eigenvektor zu A, wird (vgl. 4.4.5). Er hat die Form

v=a-'2,0,-D+8-'(0,2,-1).

Die Bedingung Av = v ergibt 3¢ + 58 = 0, also kann man v = (5, -3, —1)
wiihlen. Aus der neuen Basis von I&? erhilt man die Transformationsmatrix

5 2 =7 ] s f =g
T'=| -3 0o 4], 1r=5 1 2 =1
=F =k 1 -3 -3 -6
sowie
160
TAT'=| 01 0
00 3

4.6.5. Auf der zweiten Etappe des Weges zur JORDANschen Normalform wird
zu einem nilpotenten Endomorphismus eine Basis maBgeschneidert. Um das Er-
gebnis einfach formulieren zu konnen, definieren wir die Jordanmatrix

0 1 0
o R € M(k x k; K),
0 0

fiir die J& = 0 gilt, und k die minimale Potenz mit dieser Eigenschaft ist. Man
beachte, dalf J, = (0).

Theorem. Sei G ein nilpotenter Endomorphismus eines K -Vektorraumes V und
d :=min{l: G' = 0}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen s, ... ,54 € N
mit

d-sg+(d—1)sg_y + ...+ 5 =r =dimV

und eine Basis B von V, so dafs
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Ja
= }sd—maf
J,
! -1 0
.. S4-—y-mal
Mg(G) = " ) - =
0 :
Ji
sy-mal
\ "y, ]

Beweis. Wir definieren U, := Ker G' und betrachten die Kette
{Ol=UsgcUyCc...CUsy,clUy=V.

Da d minimal ist, sind alle Inklusionen echt. Wir vermerken zwei weitere Eigen-
schaften:

(1) Fiirl <! < dist G™'(U,_,) = U,, insbesondere G(U;) C U,_,.
Das ist klar, denn
veG\WU) e G el < 0=6"Gw)=Cw) cvel,.
Durch Anwendung von G auf die erste Gleichung folgt
GWU) =G (G (Uy) C Uy,
DaB hier keine Gleichheit mehr gelten muf, sieht man etwa an der durch
Gle) =Glea) =0, Gles) =ez
gegebenen Abbildung des K* mitd = 2.
(2) Ist W C V ein Untervektorraum mit W N U, = {0} fiir irgend ein [ >0, so
ist G|W injektiv.
Denn da Ker G = U, C Uj, gilt sogar W N Ker G = {0}.

Damit konstruieren wir nun schrittweise eine direkte Summenzerlegung von V.
Zunichst wiihlen wir W; C V mit
V=Ui=Us 1@ W,.
Aus (1) folgt G(Wy) C Uy_y und G(Wy) N U,_» = {0). Also gibt es eine Zerle-
gung
Ui =Us® Wy mit G(Wy) C Wy,
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Die Iteration dieses Verfahrens kann man schematisch darstellen, wobei die
Pfeile die Wirkung von G zeigen:

Ua

il

Ui & Wy

1 il

Uir & Wiy & Wy

) ) }

v, @« W, @ W, @ ... & W,

l 1 1 b

Uy @ W, @ W, & ... & Wyoo & Wy

Jede Zeile ist dabei eine Zerlegung von V, wegen U, = 0 ist insbesondere
V=W, oW, d...0W,.

Da nach (2) all die Beschrinkungen von G in der Kette
W= Wy —...=> W

injektiv sind, konnen wir nun bei W, beginnend durch schrittweise Ergiinzung
Basen aller W; und damit insgesamt eine Basis von V nach folgendem Schema
erhalten:

d d
w§ ’.... .wﬁdJ
il d d—1) d—1)
G(w: ‘}.... .G(wL’ L wi .......... i wig,_,
7 d =5 d ) d—1 = d—1 1) I
e a7 PN ¢ i (7Lt W i o ORISR 1

Dabei ist die erste Zeile eine Basis von W,, die zweite von W,_,, und schlieBlich
die letzte von

W, =U,=KerG.
Die Matrix M (G) hat die versprochene Form, wenn man B in folgender Weise

anordnet: Man léduft in jeder Spalte von unten nach oben und liest die Spalten
von links nach rechts.
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Um zu zeigen, daf} die Zahlen s, . .. , 54 allein durch G bestimmt sind, benut-
zen wir die Existenz von Zerlegungen

U=U_®W=U_ &GWy)®W
firl =1,....d mit Wy, = 0. Danach ist
s = dimW, = dimU, — dimU;_, — dimW,.., ,

also sind diese Zahlen rekursiv aus den Dimensionen der Kerne von G' bere-
chenbar (vgl. Aufgabe 6). O

4.6.6. Wir berechnen ein einfaches

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

013 00 2
B=|0o0 2 mit B2=| 00 0 und B*=0.
000

Es ist d = 3, und fiir U; := Ker B' gilt
{0} =Uy C Uy =spane; C U = span(e,e;) C Uy = R,
Aus der Bedingung
R*=U,® W,
folgt, daBl wir W5 = span e; wiihlen kénnen. Somit ist 53 = 1. Aus
R=U oW, oW
folgt dimW, = 1, also s; = 0, und B - e; = '(3, 2, 0) ist der richtige Basisvektor
von W,. SchlieBlich ist
R=UoW d&W, 0 W.
Der gesuchte Basisvektor von W, ist B2-e; = B-'(3, 2, 0) = 2¢;, somit ist auch
sy = 0. Trigt man die gefundenen Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge
als Spalten in eine Matrix ein, so erhiilt man

230 (230
T'=]0 2 0|, unddaraus T=Z 0 20
00 I 0 04

Das Ergebnis ist die Jordanmatrix

TBT ' =

o o o
o O e
o = o
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4.6.7. Durch Kombination der Hauptraumzerlegung aus 4.6.1 und der Normal-
form nilpotenter Endomorphismen aus 4.6.5 erhilt man schlieBlich die

JORDANsche Normalform. Sei F € End x (V) derart, dafi das charakteristi-
sche Polynom in Linearfaktoren zerfillt, also

Pe=X(t—=A)" oo, (= 2)™

mit paarweise verschiedenen )y, ... , ., € K. Dann gibt es eine Basis Bvon V,
so daf}
( )
ME, + N 0
Mg(F) =
0 AEL + Ny
\ /
wobei N; fiiri = 1,... .,k in der Normalform von 4.6.5 ist. Ausgeschrieben
bedeutet das
( Ao 1
1
A O
Ao 1
Ai Er, + N =
1
A 0
e 10
\ X/

Diese Teilmatrix zum Eigenwert A; enthilt auBer Nullen nur Jordanmatrizen ent-
lang der Diagonale. Ein Block der Gestalt

A1

Ai
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mit d Eintriigen ; und d — 1 Einsen heiBt Jordanblock der Linge d zu A;. Der
oberste und grofite Jordanblock in A, E,, + N; hat die GroBe d; mit

1<d,=min{l: N =0} <r,
das ist die Vielfachheit der Nullstelle A; im Minimalpolynom von F (Aufgabe
8).
Fiir 1 < j < d; seien s}'} > ( die Anzahlen der Jordanbliécke der Grofie j zu
Apin A E. + Ni. Esist s;:-) > 1, und durch Abzihlung der Lingen folgt

disy) + (di — Dsf +...+s" =r.
Die Elemente A; € K und r;, d;, s}“ € N sind allein durch den Endomorphismus
F bestimmt (fiir die s:-" folgt das aus Aufgabe 6). Sie heiBen daher Invarianten
von F. Die Eigenwerte A; kann man im Fall K = R oder C kontinuierliche

Invarianten nennen. Die anderen sind diskret und durch die oben angegebenen
Bezeichnungen, sowie

ret .o+ =n

aneinander gekoppelt. Alle Invarianten zusammen beschreiben in komprimierter
Form die ,,Geometrie von F**. Umgekehrt bedeutet dies, daB es so viele Moglich-
keiten gibt, wesentlich verschiedene Endomorphismen zu konstruieren, wie man
»Sitze' von solchen Invarianten zusammenstellen kann. Nur die Reihenfolge der
Jordanblocke ist unwesentlich, sie kann durch eine passende Permutation der Ba-
sisvektoren beliebig verindert werden. Das ist die Aussage dieses wohl schwie-
rigsten Theorems der elementaren linearen Algebra.

Das Verfahren, die Normalform zu berechnen, hat praktische Anwendungen,
etwa bei der Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten. An sich geniigt es, die Systeme nach verschiedenenen Ei-
genwerten zu entkoppeln (das geht mit der Hauptraumzerlegung) und in jedem
Hauptraum zu trigonalisieren (dann kann man die Teilsysteme von unten nach
oben lisen, vgl. [Fo 2], §14). Aber der Rechenaufwand fiir die verbesserte Tri-
gonalisierung mit der JORDAN-Methode ist kaum grofier als bei der Methode aus
445,

Nach all den schon geleisteten Vorbereitungen ist der Beweis nunmehr ganz
kurz: Fiiri = 1, ..., k setzen wir

V,:=Hau(F; ) und G;:=(F — Aidy)|V;.

Anwendung von 4.6.5 auf G; ergibt eine Basis ; von V;, und aus By, ..., B
baut man sich das gesuchte B auf (vgl. 1.6.4). =]
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Fiir die Minimalpolynome von G; und F gilt (Aufgabe 8)

Mg =14 und Mp=(@—-A)% ... (1 —2)%.
Ist spezielld, = ... = d; = 1, so gibt es keine Einsen neben der Diagonale, und
es folgt zusammen mit 4.6.1 und 4.6.7 das

Korollar. Fiir ein F € End g (V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F ist diagonalisierbar.

i) Mp=(t—Xx))-...-(1=A), wobei Ay, ..., A die verschiedenen Eigenwerte
von F bezeichnen.
iii) Es gibt paarweise verschiedene A\, ... , A, € K, so dafs
(F = Mjidy) 0...0 (F — A,idy) =0 € End x (V). o

4.6.8. Fiir die praktische Berechnung der Jordanschen Normalform verwenden
wir wieder das

Beispiel.
34 3
A=| -1 0 -1
1.2 3
mit dem charakteristischen Polynom P, = —(f —2)? (vgl. 4.4.5). Wir betrachten
L 4 3 0 2 2
B=A-2E;=]| -1 -2 -1 mt B’=|0 -2 -2
1 2 1 0o 2 2

und B? = 0. Dann ist
Uy := KerB=span'(l,—1,1)
U, = KerB®=span ('(1,—1,1),'(0,-1,1)) .
Entsprechend 4.6.5 haben wir die Zerlegungen
R=U,oW:=UWeW,=UoW oW, o W,
das ergibt die Basisvektoren
e; € Wy, B:e =‘(3, =1, ]) € W2 und Bz v e =‘(2, -'2,2) € W[ 5
In der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine Matrix eingetragen erhilt man

23 30 { -1 -3 0
== | <4 = g mit T=Z 2 20l
2 | 0 4 4
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und als Ergebnis

221 0
TAT'=| 0 2. 1
00 2
Das kann man vergleichen mit den Ergebnissen der Trigonalisierung in 4.4.5
2L 3 1 00
SAST =Dz 02 2 mt S=| 110 |,
00 2 011
und der Transformation der nilpotenten Matrix D — 2E; zu
2 =30
T(D-2E)T ' =5 mit f:% 0 20
0 0 4

Esist T - § = T, also kann man T auch durch Kombination der vorher durch-
gefiihrten Rechnungen erhalten. Man beachte, daB dabei nicht notwendig die-
selbe Transformationsmatrix entstehen muf, weil sie nicht eindeutig bestimmt
ist.

Hat A mehr als einen Eigenwert, so mul man zuniichst die Zerlegung in Haupt-
raume berechnen. Dann kann man in jedem Hauptraum wie oben verfahren. Da
der gesamte Raum nach 4.6.1 direkte Summe der Hauptriume ist, ergeben die
unabhiingig voneinander konstruierten Basen der Hauptridume zusammen eine
Basis der gewiinschten Art des gesamten Raumes.

Aufgaben zu 4.6
1. Bestimmen Sie die Hauptriume der folgenden Matrizen:
2 Z 3 1 &
1 4 2 1
Z AT 2 R
01 2 -1
! 6002 5 4
001 -3
000 -1 —4
000 —1
000 0 -1
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2. Bestimmen Sie Basen, beziiglich derer die folgenden nilpotenten Matrizen Jordansche
Normalform haben, und geben Sie jeweils das Minimalpolynom an:

1 =2 ¢ -1 2
02 2 1 -3 -1 0 3
00 2 0 2 1 -1 -3
000 I 0 0 -1 -2
0 -1 0 0 2

3. Bestimmen Sie Basen, beziiglich derer die folgenden Matrizen Jordansche Normal-
form haben, und geben Sie jeweils das charakteristische und das Minimalpolynom an:

2110 =2

34 3 111 0 =1
=1 0 =1 1 02 0«1
12 3 1 01 2 =2
1010 0

4. Mit Hilfe des Satzes iiber die Jordansche Normalform kann man recht einfach hohe
Potenzen von Matrizen berechnen. Zeigen Sie:

a) Ist A e M(n xn; K), S € GL(n; K) und m € N, so gilt (SAS™1)" = SA™S~!,
b) Sind A, B € M(n x n; K) mit AB = BA und m € N, so gilt
2 (m
A+B)" = bpmet,
(A+B) g(k)a B
¢) Bestimmen Sie fiir die Matrix

34 3
A=] -1 0 -1
12 3

eine Matrix § € GL(3; R), so dass A = S(D + N)S~!, wobei D Diagonalmatrix,
N nilpotent und DN = N D ist. Berechnen Sie mit Hilfe von a) und b) (und ohne
Computer) A%,

5. Betrachten Sie die Verallgemeinerung der Exponentialfunktion fiir Matrizen; fiir jede
Matrix A € M(n x n; R) existiert

. m 1
exp(A) := Mll’ngo z FA* .
k=0 "~

a) Bestimmen Sie exp(D) fiir eine Diagonalmatrix D.
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b) Ist A € M(n x n; R) und § € GL(n; R), so folgt exp(SAS™') = § - exp(A) - 5~
c) Sind A, B € M(n x n; R) mit AB = BA, so gilt exp(A + B) = exp(A)exp(B).

d) Bestimmen Sie fiir die Matrix

30 =2
A=] -2 0 1
21 0

eine Matrix § € GL(3; R), so dass A = S(D + N)S~!, wobei D Diagonalmatrix, N
nilpotent und DN = N D ist, und berechnen Sie exp(A).

6. Zeigen Sie, dass fiir die Zahlen 5y, ... , 55 in 4.6.5 gilt:
s = dim(Uy/ Uj—y) — dim(Up4y / U)) .
7. Gegeben sei ein endlichdimensionaler C-Vektorraum V. Zwei Endomorphismen F

und G von V heiBen dhnlich, wenn es einen Isomorphismus H von V gibt mit
G=HoFoH™\

a) Zeigen Sie, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Endomorphis-
men von V gegeben ist.

b) Fiir F, G € End(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) F und G sind dhnlich.
ii) Fiir jede Basis B von V sind Mg(F) und Mg(G) dhnlich.
iii} Die Jordanschen Normalformen von F und G haben (bis auf die Reihenfolge)

die gleichen Invarianten.

8. Sei F € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfillt. Beweisen Sie, dass man das Minimalpolynom M aus den Invarian-
ten von F berechnen kann: Mit den Bezeichnungen von 4.6.7 gilt

Me@t) = — A oo (0= A%
9. Sei V ein 6-dimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V mit

Pe(t) = (t — 1)(t + 2)°, Mp(t) = (r — (¢ + 2)?. Bestimmen Sie alle moglichen
Jordanschen Normalformen von F.

10. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und F ein Endomorphismus von V
mit F? = F. Zeigen Sie, dass F diagonalisierbar ist.



Kapitel 5
Euklidische und unitire Vektorriaume

In den vorhergehenden Kapiteln wurden Vektorridume iiber einem beliebigen Korper
behandelt. Uber den reellen und komplexen Zahlen hat man ein zusitzliches wichti-
ges Hilfsmittel, das die Messung von Lingen und Winkeln gestattet, nimlich ein
Skalarprodukt. Damit ausgestattet nennt man reelle bzw. komplexe Vektorrdume
euklidisch bzw. unitiir. Bevor wir die iiblichen allgemeinen Begriffe einfiihren, ge-
ben wir die wichtigsten kanonischen Beispiele.

5.1 Das kanonische Skalarprodukt im R"
5.1.1. Zwei Vektoren x = (x,...,x,)und y = (y,...,),) des R" ordnet
man die Zahl
(xi ¥y} =y + oot Xl
zu. Das ergibt eine Abbildung
{, NER'xR'->R, (x,v) {(x,y),

sie heibit kanonisches Skalarprodukt. Schreibt man x und y als Spaltenvektoren,
S0 ist

N

(X, y)="x+y=(x1,.0.. , %)

.\’I"
Die formalen Eigenschaften dieses Produktes rechnet man miihelos nach:
L ix+xiy)={x. 1+ &y, ., y+¥)={x )+ {x,y),

(Ax, ¥) = A{x, v), {(x,Ay) = Alx, ¥},
2. {x,y)={y.x),
3 (x,x)=0 und (x,x)=0%x=0,
fir x,x". v,y € R" und & € R. Man beachte, dall nur bei 3. eine spezielle
Eigenschaft der reellen Zahlen benutzt wird:
{x,2) =x2+...+ 22,

und eine Summe von Quadraten ist nicht negativ. Insbesondere kann man daraus
die Wurzel ziehen, was eine Abbildung

I: B" = R,, x|x|:={x x),

ergibt, die Norm heiBt. Im R ist [|x|| = |x], im R? ist

llell = y/x2 + 22
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nach dem klassischen Satz von PYTHAGORAS die Liinge von x. Auch im R" ist
|lc|l der Abstand vom Nullpunkt zum Punkt x.
Um Abstinde zwischen beliebigen Punkten zu messen, betrachtet man die

Abbildung
d: R'xR'"=R,, dx,y):=|y—x|.

Explizit berechnet man den Abstand (oder die Metrik) durch
d(x. y) =V —x)2+ ...+ (3 — x)%

5.1.2. Die wichtigsten Eigenschaften von Norm und Abstand sind die folgen-
den

N1 |xl=0«x=0,
N2 Jlaxll = [A] - fixdl
N3 x4yl = llxll + Iyl Dreiecksungleichung

Dl dx,y)=0&x=y,
D2  d(y,x)=d(x,y), Symmetrie
D3  d(x,z) <d(x,y)+d(y, 2). Dreiecksungleichung

Die jeweiligen Eigenschaften 1 und 2 sind klar. D3 folgt aus N3, denn
X—z=x—-y+y—2z.
X ¥

(&)

Bild 5.1
5.1.3. Man kann versuchen, die Ungleichung N3 direkt nachzurechnen. Aber es
ist okonomischer, sie aus der folgenden allgemeineren Ungleichung abzuleiten.
Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ. Fiir x, y € R" gilt

[, y) = llxlE- Nyl
und
[ v =l - iyl

genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
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Zuniichst beweisen wir damit die Dreiecksungleichung:

Ix+ 312 = (x+y.x+y) = (xx) +2(x,9) + (3, )
< P20l Iyl + Iy = el + D
Die Quadratwurzel ist monoton, also folgt N3. a

Beweis der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung. Wegen der Monotonie der
Waurzel kann man beide Seiten quadrieren, es geniigt also zu zeigen, daB

(. x) (v, 9y = (x, pyE= 0. ()
Wie man das durch Ausrechnen zeigen kann, wird in 5.4.7 beschrieben. Wer ger-
ne mit Kniffen rechnet, betrachte die Matrix

A:(":l x“).

B4 R

k%=(ﬂJ}Wﬂ).
o x) (39

die abzuschitzende Differenz ist also gleich det(A-' A). Daher folgt (%) aus 3.3.7,
denn

Dann ist

2

det(a-'y= 3 [ Y| zo0.
Il<i<jzn | Yi Yi
Gleichheit bei Cauchy-Schwarz bedeutet, daB alle Minoren x;y; — x;y; ver-
schwinden, und das bedeutet rang A < 2 (vgl. 3.3.6). a

5.1.4. Wie wir geschen haben, hat die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ei-
ne Konsequenz fiir die Léngenmessung, nimlich die Dreiecksungleichung. Man
kann durch Betrachtung des Quotienten von linker und rechter Seite dariiber hin-
aus eine sinnvolle Winkelmessung erkliren:

Fiir zwei von Null verschiedene Vektoren x, y € " ist nach der Ungleichung
von CAUCHY-SCHWARZ

X,
[l - 1yl

Also ist dieser Quotient gleich cos ¢ fiir genau ein @ € [0, r]. Dies nennt man
den Winkel zwischen x und vy, in Zeichen

.y (%)
<t - [yl

Um zu zeigen, daB diese Definition mit dem iibereinstimmt, was man sich geo-
metrisch unter einem (unorientierten) Winkel vorstellt, bemerken wir zunichst,

£ (x, y) ;= arccos
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daB
Lx,9) = Ly;x);
LGx,y) = L(x,y)= 4£L(x,Ay) firk>0.
Da die beiden Vektoren in einer Ebene liegen, behandeln wir nur den Fall n = 2
(daB dies keine echte Einschriinkung ist, wird sich in 5.4.9 zeigen). Wir ersetzen
x und y durch

’ /

X =) W —"
flx1l iyl

Dann ist [[x'|| = ||yl = lund £(x,y) = £(x,y’). Aus der Analysis weifl
man, dal es a, B € [0, 27 [ gibt, so dal
x' = (cose,sine), y' = (cosB,sinp).

¥.

Also gilt

(x', ¥") = cosacos B + sinasin 8 = cos(f —a),
nach einem , Additionstheorem™ fiir den Cosinus, wobei wir g — a € [0, 7]
annehmen kdnnen. Insgesamt folgt

Ld(x,y)=8—«u,
was der Erwartung entspricht.

(0.1) f R?

0 “}{1.0)

Bild 5.2

Man beachte, daB die Erklirung des Winkels mit Hilfe des Skalarprodukts for-
mal einfacher ist als mit Hilfe eines Bogenmales in der Analysis. Anstatt eines
Kurvenintegrals benétigt man lediglich die Potenzreihe des Arcussinus.
Offensichtlich ist £ (x, y) = 7 gleichbedeutend mit (x, y) = 0. Das kann
man ohne den Cosinus sehen:
Zwei Vektoren x, y € R" heiBen senkrecht, wenn

{x,y)y=0.
Dazu miissen die Vektoren nicht einmal von Null verschieden sein.
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Die Definition (*) fiir den Winkel kann man auch in der Form

(x, ) = llx[l - Iyl - cos £ (x.¥)

(*')
schreiben, im Gegensatz zu () ist dabei x = 0 oder y = 0 erlaubt. Die Formel

() erlaubt eine geometrische Erklidrung des Skalarproduktes als Produkt von
[lx|| und

Iyl - cos £(x,y),

wobei der zweite Faktor gleich der senkrechten Projektion des Vektors y auf
die durch x aufgespannte Gerade ist. Man beachte dabei das Vorzeichen: Ist
¥ = 4 (x,y),sogilt

T
=0 fir0=¢ < —,

cos

<0 fﬁr%cﬁgﬂ.

llyll - cos «(z,y) > 0 ||ly|| - cos «(z,¥) < O
Bild 5.3

Aufgaben zu 5.1

1. Zeigen Sie, dass fiir alle x, y € B gilt:
a) (x+y,x—y =zl - lIyl%

b) [lx = ¥I? = llx)® + IyN? = 20x, y) = [lxI? + Iy = 2flx)| - |yl cos ®.
(verallgemeinerter Satz von PYTHAGORAS oder Cosinussatz)

e) llx + ¥ = lIx = ylI* = 4x. y).

d) x4+ yIF 4 e — vl =20 + 20vR (Parallelogramm-Gleichung)
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llll

[+l

Bild 5.4
2. Beweisen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung durch direkte Rechnung im Fall
n=1,2.3

3. Mit Hilfe des Winkels zwischen Vektoren kann man auch den Winkel zwischen Gera-
den erkldren. Sind L = v + Rw und L' = v' 4+ Bw' Geraden im R", so sei der Winkel

zwischen L und L' erkliirt durch
LI = £ {(w, w') falls (w, w') = 0,
L{(—w,w’) sonst .

Zeigen Sie, dass diese Definition unabhingig von der Auswahl von w und f ist, und
dass 0 < L (L, L") < % gilt.
4. Zwei Vektoren x, v € R" heiBen orthogonal (in Zeichen x_Ly), wenn (x, y) = 0. Sind
x, y # 0, so gilt offenbar
b g

xly & dx,y) = 7"
Ist L = v+ Rw C R" eine Gerade, so heifit s € B orthogonal zu L, wenn (s, x—y) =0
fiir alle x, y € L. Zeigen Sie:
a) Ist L = v+ Rw C B" eine Gerade und s € ", so gilt:

s ist orthogonal zu L & slw.
b) Ist L = {(xy, x2) € R2: ayxy + aaxa = b} eine Gerade im B2, so ist (ay, az) ortho-

gonal zu L.

Zu ciner Geraden orthogonale Vektoren kann man benutzen, um den Kirzesten Abstand
zwischen einem Punkt und einer Geraden zu bestimmen. Ist L = v + Rw C I eine
Gerade und u € R", so ist der Abstand zwischen u und L definiert als

d(u, L) ;== min{|lx —ull: x € L}.
Zeigen Sie, dass fiir den Abstand zwischen « und L gilt:

c) Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € L, so dass (x — u) orthogonal zu L ist. Fiir x
gilt d(u, L) = ||lx — u|| (d. h. der senkrechte Abstand ist der lirzeste).

Fiir Geraden im R? kann man den Abstand von einem Punkt noch einfacher beschreiben.
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Es gilt:
d) Ist L C R? eine Gerade, s € B2 ~ {0} orthogonal zu L und v € L beliebig, so ist
L={x€R* (s,x —v) =0}.

Ist u € R2, so folgt aus c), dass
du, L) = M
lisl

Ist speziell L = {(x, x2) € R2: ayx| + axxa = b) und u = (uy, uz), so ergibt sich
—b
R layuy + azup — bj '

‘}af+a§

Mit Hilfe von d) kénnen wir nun fiir Gleichungen von Geraden im B die sogenannte
Hessesche Normalform herleiten: Ist s € B2 ~ {0) orthogonal zur Geraden L C F2, so
sein ;= ﬁ -5. Dann ist ||n|| = 1. Man nennt n einen Normalenvektor zu L; nach d) gilt
fiir beliebiges v € L, dass

LE={x e R: n,x —v)=0}.
Fiir jedes u € B2 giltdann d(u, L) = |{n, u — v}|, die Funktion {n, ¥ — v) misst also mit
Vorzeichen den Abstand von u zu L.

L

| (nx—v)=0
@ | e

Bild 5.5

5. Aufgabe 4 ldsst sich leicht verallgemeinern, um den Abstand zwischen einem Punkt
und einer Hyperebene im R" zu bestimmen; eine Teilmenge H des B heifit dabei Hy-
perebene, falls H ein affiner Unterraum der Dimension (n — 1) ist, d. h. es existiert ein
v € B" und ein Untervektorraum W C R" der Dimension (n — 1),sodass H = v+ W.
Ist H = v + span (wy, ... , wy,-1) C R" eine Hyperebene, so heifit s € R" orthogonal
zu H,wenn (s, x — y) = O fiiralle x, y € H. Zeigen Sie:

a) s istorthogonal zu H < slw; fiiri =1,... .n— 1.

b) Istdie Hyperebene gegeben durch H = {(xy,... ,x,) € R": ajx +...+a,x, = b},
soist (ay, ... ,a,) orthogonal zu H.
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Ist die Hyperebene H also durch eine Gleichung gegeben, so findet man leicht einen
zu H orthogonalen Vektor. Was man tun kann, falls die Ebene in Parameterdarstellung
gegeben ist, wird in Aufgabe 6 zu 5.2 gezeigt.
Ist H C R" eine Hyperebene und u € R", so ist der Abstand zwischen u und H erklért
durch

d(u, H) := min{||x —ul|: x € H}.
Beweisen Sie:

c) Es gibt ein eindeutig bestimmtes x € H, so dass (x — u) orthogonal zu H ist. Es gilt
d(u, H) = ||x — ul| (d. h. der senkrechte Abstand ist der kiirzeste).

d) Ist H={(x),...,xp) e R":ayx) +... + ayx, =bjund u = (uy, ... ,u,) € B",
so gilt
layuy + ...+ agiiy, — b|

,,‘af+..,+a§

Ist N orthogonal zu H mit |N|| = 1 und v € H beliebig, so leitet man wie in Aufgabe
4 die Hessesche Normalform der Gleichung der Hyperebene ab:

H={xeRkR": (N,x—v)=0}.

d(u, H) =

6. Seien N C L(R) wie in Beispiel 2b) aus 2.2.6. Betrachten Sie die Abbildungen
Il: L(R) =R, [~ flf(r)ldr. und
R

' L®R/N >R, f+N=Ifl.

Welche davon ist eine Norm?
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5.2 Das Vektorprodukt im R?
5.2.1. Eine ganz spezielle Multiplikation gibt es fiir n = 3:
R3XR3—>R3, (x,y) > x xy, mit

X Xy = (x2y3 — X3y2, X3y — X1 V3, X1y2 — X2)1) .

Diese Definition des Vektorproduktes (weil das Ergebnis wieder ein Vektor ist)
kann man sich leichter merken durch die Regcl

ey e e3
X2 X3 X1 X X2
XXy=|x x x3|=e€ —e +e3 )
Y2 )3 Yoy yio»2
yi Y2 )3

wobei man die Determinante formal nach der ersten Zeile entwickelt. Daran sieht
man auch, daB} sich auf diese Weise fiir beliebiges n ein Produkt mit n — 1 Fak-
toren erkldren 146t (Aufgabe 6).

Zunichst notieren wir wieder die formalen und ganz einfach zu beweisenden
Rechenregeln. Fiir x, x’, y, y € R® und A € R gilt:

. (x+x)xy=xxy+x'xy, xx@+y)=xxy+xxy,
Ax Xy =Alx xy), X XAy =A(x X y),

2.y xx=—xxy, also xxx=0,
3. x xy=0 & x,ylinear abhingig.

5.2.2. Den engen Zusammenhang zwischen Vektorprodukt und Skalarprodukt
sieht man an den folgenden Regeln.

Bemerkung. Fiir x, y, z € R® gilt:

a)
X X2 X3
(xxyz)=det] y y, y3 |, {xxyx)=(xyy=0.
71 22 43
b)

e x ylI* = Ix Py l? = (92, e x vl = llxll - Iyl - sin £ (x, ).

Beweis. a) folgt sofort aus den Definitionen. Eigenschaft b) ist eine Prézisierung
der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung und folgt sofort aus dem in 5.1.3
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gegebenen Beweis fiirn = 3, da

X3

X2

llx x yII* =

Y2 Y3 Yo ys Yoy
Die zweite Gleichung von b) folgt aus der Definition des Winkels # = £ (x, y)

und
flx x ylI* = [xl3Iyl (1 — cos? @) = x|yl sin® ¢ . o

Aus dieser Bemerkung kann man nun die geometrischen Eigenschaften des Vek-
torproduktes ablesen. Wir starten mit linear unabhingigen Vektoren x, y € R’
(andernfalls ist x x y = 0). Aus a) folgt, daB x x y senkrecht auf der von x und y
aufgespannten Ebene steht. Also ist festgelegt, auf welcher Geraden x x y liegt.

Aus b) folgt, daB die Linge von x x y gleich der Fliche des von x und y aufge-
spannten Parallelogramms ist. Damit ist x x v bis auf das Vorzeichen festgelegt.
Welches man zu wihlen hat, ist eine Frage der Orientierung. Dazu betrachten
wir die Basis

B=l(, y. =2 y)

von R*, Nach Eigenschaft a) ist die Determinante gleich (x x y, x x y), also
positiv, und somit sind B und die kanonische Basis gleichorientiert (vgl. 3.4.3).
Also hat x x y zu x und y die gleiche Richtung wie ¢3 zu ¢, und e; (vgl. Bild
5.6).

r+y

z =Ry

Bild 5.6

AuBlerdem folgt aus Teil b) der Bemerkung, daf ein Parallelogramm bei vorge-
gebenen Seitenldngen dann die groBte Flache hat, wenn es ein Rechteck ist. Eine
Verallgemeinerung davon beweisen wir in 5.4.10.
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Aufgaben zu 5.2

1. Zeigen Sie fiir x, y, z € R’ die Grassmann-Identitit
xx(yxz)=(x,z)y— (x, ¥z
und folgern daraus die Jacobi-Identitét

xx(yx+yx@Exx)+ex(xxy) =0,

2.Fiirx, x', v,y € B? gil:

Xy Xy
a) (xy)x (' xy)=x'-det| x y ¥ | =¥ -det| x2 » x;
X on ¥ X3 Y3 X

b) (x x y,x"x ¥) = (x,x")(y, ¥} = (v, x')x, ¥').

3. Seien x, y, z € R?. Dann gilt:
x, ¥, z sind linear unabhéngig < x x y, y % z, z x x sind linear unabhingig .
4. Gegeben sei eine Ebene E = v + Rw; + Rwy; C R, Zeigen Sie: Setzt man
a:=w; x waund b := (v, a), so gilt
E={xeR: (x,a) =b}.

5. Wir wollen mit Hilfe des Vektorproduktes eine Parameterdarstellung der Schnitt-
geraden zweier nichtparalleler Ebenen im R bestimmen. Sind zwei Ebenen
E =v+Rw + Ruwy, E' = v' + Rw| + Rw; C R? gegeben, so sei W = Rw; + Rws,

W' = Rw| + Rw),. Da die beiden Ebenen nicht parallel sind, ist W # W', und damit hat
U = W n W die Dimension 1. Zeigen Sie:

a) IstL=ENEunduel,soistL=u+U.
b) Seiens = wy x wy, 5" = w) x wyund w =5 x 5. Dann gilt U = Rw.
Bestimmen Sie nach diesem Verfahren eine Parameterdarstellung von E N E, wobei
E=1(0,23)+R(3,6,5 +R(1,7, 1),
E'=(-1,3,2) +&(8,2,3) + R(2, -1, -2).
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U L
Bild 5.7
6. Das Vektorprodukt zweier Vektoren im B lasst sich fiir n > 3 folgendermaBen zu
einem Produkt von n — 1 Vektoren im " verallgemeinern: Sind x", ... ,x"~1 ¢ R",
so sei

n
W xx-D = Z(—])H"(det Ai) e,
i=l
wobei A € M((n — 1) x n; i) die Matrix ist, die aus den Zeilen x'*, ... , x®~1 besteht
und A; aus A durch Streichen der i-ten Spalte entsteht. Wie im Fall n = 3 entsteht
xM x ... % x”=Y also durch formales Entwickeln von

€] €3 ¥nue €p
X:” X;I) X,E-”
det
{n—1) {n—=1) (n—=1)
X, Xy G X

nach der ersten Zeile. Zeigen Sie, dass fiir das verallgemeinerte Vektorprodukt gilt:

a) oM oxa D ey x a0 L xxtD =
ook e x x0T e xt-D g
M L oxxGD oy gD x|y =D

sk xlmD e Qx) x xFD x|k xI-D =
At e x U e pox x 0D e yln=D)y

by x. . xx" V=0 < xP ... 2" linear abhingig.
b y2 Yn

) () I
i % Xn

e) (' x ... xx™D y) =det ] i . ;
-1 =1} -1
xf" ] xé" s i

d) (x x..oxx®D x®y =0, firi=1,...,n=1
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5.3 Das kanonische Skalarprodukt im C"
5.3.1. Zu einer komplexen Zahl z = x + iy hatten wir in 1.3.4
Z=x—iy und [z =2z =x2+)?

erklirt. Der Zahl z € C entspricht der Vektor (x, y) € R?, und mit der im R?
definierten Norm ist

[zl = lI(x, Wl -
Fiir die Geometrie des C" benutzt man die Abbildung
C'"xC'"—C, (z,w)+> (z,w), mit

(z,w)e = +...+z,w, flirz=(z1,...,2:), W=(W,...,W,).

Sie heiit kanonisches Skalarprodukt. Der Index ¢ wird nur voriibergehend an-
gehidngt, um auf den Unterschied zum entsprechenden Skalarprodukt im R” hin-
zuweisen. Ohne jede Miihe beweist man die folgenden Rechenregeln.

L (z+7,w). = (z, W) + (&, w)e, (2, w+ W)= (2, w) + (2, W),
(Az, w), = Az, w)e, (z, Aw), = Az, W),
2. (w,2). = (z, w),,
3. (z,z),eRy und (z,2),=0&2z=0
fiirz, 2, w, w’ € C" und A € C. Wegen der Eigenschaft 3. erhilt man eine Norm

C" >Ry, zb |zl := (2, 2)c-

5.3.2. Besonders wichtig ist die Beziehung zum kanonischen Skalarprodukt im
R". Beziiglich der natiirlichen Inklusion

RcC, x=x+i-0,

gibt es kein Problem: entsprechend ist R" ¢ C", und { , ). ist eine Fortsetzung
von ( , ). Anders ist es bei der Abbildung

R 5 C", v=0py. X yn) o (g 4y X +iya) =2,
Ist v' € R?" ein anderer Vektor, dem z' € C" entspricht, so ist
n n n ‘_ y
’ -r [ ' - Lad v
(2,20 =) 2 = Y (xxi+yy)—iy det| > 7
v=1 v=1 ¥y

v=I Xy v

(v, vy —iw(v, V),
wobei ( , ) das Skalarprodukt im R?" bezeichnet und
w: R"xR*" > R
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durch die dariiberstehende Summe erklirt ist. Offensichtlich ist
o, v) = —w,v).
Das alte Skalarprodukt im R ist also der Realteil des Skalarproduktes im C”,

dazu kommt ein alternierender Imaginirteil. Da er fiir v = v’ verschwindet,
erhiilt man auf R? und C" die gleiche Norm.

Aufgaben zu 5.3

1. Zeigen Sie, dass die schiefsymmetrische Bilinearform (vgl. 5.4.1) w: BE'"xR¥ > R
aus 5.3.2 nicht-entartet ist, d. h. : Ist @(v, w) = 0 fiir alle w € B", soist v = 0.
2.Sei J: R* — R*" der Endomorphismus, der gegeben ist durch
J ¥ X W) = (=¥, X10 e s =Y Xa) -
(Identifiziert man R" mit C" wie in 5.3.2, so ist J einfach die Multiplikation mit i.)

Zeigen Sie, dass fiir das kanonische Skalarprodukt { , ) im B, die Abbildung w aus
5.3.2 und J der folgende Zusammenhang besteht:

Fiir alle v, w € B> ist (v, w) = w(v, J(w)).

3. Eine komplexe Struktur auf einem R-Vektorraum V ist ein Endomorphismus J von V
mit J? = —id. Zeigen Sie:

a) Mit der skalaren Multiplikation (x + iy) - v = xv + yJ(v) wird V zu einem
C-Vektorraum.

b) Ist V endlichdimensional, so ist dimg V' gerade.
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5.4 Bilinearformen und Sesquilinearformen

Nachdem wir die wichtigsten Beispiele beschrieben haben, werden nun die iiblichen
allgemeinen Begriffe eingefiihrt.

5.4.1. Zunachst darf K wieder ein allgemeiner Korper sein. Ist V ein Vektor-
raum dariiber, so betrachten wir eine Abbildung

s: VxV-oK, (wvwrsv,w).
Sie heiit Bilinearform auf V, wenn folgendes gilt:
Bl s(v+v,w)=s(v, w)+s@,w), s(iv,w)=2As(v,w),
B2 s(v,w+w)=s(v,w)+sw,w), s(v,Aw)=2As(v,w).
Die Abbildung s heiBt symmetrisch, falls
S s(v,w)=s(w,v),
und alternierend (oder schiefsymmetrisch), falls
A s(w,v)=—s5(v,w).
Dabei ist jeweils v, v', w, w’' € Vund A € K.

Beispiel. Sei K = R, I = [a,b] C R ein Intervall und V = C(I; R) der
Vektorraum der darauf stetigen Funktionen. Da jede stetige Funktion integrierbar
ist, hat man eine Abbildung

]
VRV Ry (fig)es ff(r)g(r)dr.

und diese ist nach den Rechenregeln fiir Integrale eine symmetrische Bilinear-
form.

5.4.2. Ist V im Gegensatz zu obigem Beispiel endlich-dimensional, so kann man
Bilinearformen durch Matrizen beschreiben. Sei also s eine Bilinearform und
B = (vy,...,v,) eine Basis von V. Wir betrachten die Matrix

Mg(s) = (s{u;, uj-))u. eM(n xn; K).

Wie bei linearen Abbildungen nennt man sie die darstellende Matrix von s be-
ziiglich B. Durch sie ist s vollstindig festgelegt. Genauer gilt:

Bemerkung. Sei s eine Bilinearform auf V mit Basis B, ®g: K" — V das
zugehdrige Koordinatensystem. Wir betrachten die Matrix A = Mg(s) und fiir
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v, w € V die Koordinaten x = ®3' (v), y = &3' (w). Dann ist
ay -+ Ay Y
s(u,w) ="xAy = (x1,... ,x,)

2 Yn

Beweis. Es ist
s(v,w) =s(xv1+... + 50, V1 + ... + Yal),

also folgt die Behauptung durch wiederholte Anwendung von B1 und B2, weil
a;; = s(v;, v;). Das Ergebnis kann man auch als Doppelsumme mit n? Summan-
den schreiben:

n
s(v, w) = aijXiy;j. [H]
1

ij=
Ist umgekehrt auf V mit Basis B eine beliebige quadratische Matrix A = (a;;)
gegeben, so ist durch die obige Formel eine Bilinearform s mit

s(vi, v5) = ajj
erklirt. Das folgt etwa aus den Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation. Die

Symmetrie von s ist gleichbedeutend mit der Symmetrie von A. Zusammenfas-
send gilt:

Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit n = dimV < oo und B eine Basis. Dann ist
die Abbildung

5 = Mg(s)

von den Bilinearformen auf V in M(n x n; K) bijektiv, und s ist genau dann
symmetrisch, wenn Mp(s) symmetrisch ist.

DaBl zu verschiedenen Matrizen verschiedene Bilinearformen gehoren, kann
man in einer Art von Kiirzungsregel ausdriicken:

Lemma. Gegeben seien A, B € M(n x n; K) derart, daf8
'xAy ="xBy
fiir alle Spaltenvektoren x, y € K". Dann ist A = B.

Beweis. Es geniigt, fiir x und y die kanonische Basis einzusetzen und zu bemer-
ken, daB

‘e,-Ae_,- =da;. a
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5.4.3. Die Beschreibung einer Bilinearform durch eine Matrix hat Ahnlichkeit
mit der entsprechenden Beschreibung eines Endomorphismus (2.4.3). Ein we-
sentlicher Unterschied zeigt sich im Transformationsverhalten.

Transformationsformel. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Ba-
sen A, B, und sei Tj’ die entsprechende Transformationsmatrix (2.6.2). Fiir jede
Bilinearform s auf V gilt dann

My(s) ="T5 - Mu(s) - TX .

Man beachte, daB dagegen fiir einen Endomorphismus F von V nach 2.6.5 gilt:
Mg(F) = T3 - MA(F) - TS, wobei Tg=(T%)".
Beweis. Seien v, v € V mit v = & 4(x) = ®p(y) und v’ = & 4(x") = P(y).
Ist T :=T§ soistx = Tyund x’ = Ty'. Setzen wir weiter A := M_4(s) und
B := Mg(s), so folgt
'yBy =s(v,v) ="xAx" =" (Ty)A(Ty") ='y(TAT)y'.

Da dies fiir alle y und y’ gilt, folgt die Behauptung B = ‘T AT aus Lemma
54.2. a

Ist § = T,;‘ = T, so kénnen wir die beiden Transformationsformeln auch in
der folgenden Form vergleichen:
A ='SBS fiir eine Bilinearform und
B=SAS"', dh. A=S"'BS fiir einen Endomorphismus.

5.44. Ists: VxV — K eine symmetrische Bilinearform, so erhilt man daraus
eine Abbildung
qg: V=K, v gqv):=s(v,v).
Sie heiBit die zu s gehorige guadratische Form. Da s bilinear ist, folgt
q(hv) = 2*q(v)
fiir A € K. Ist insbesondere V = K" und s durch eine symmetrische Matrix
A = (a;;) gegeben, so ist

" n
2
qlxy, ... X)) = E axixj = E aix; + E 2a;xx;
ij=I i=

I=i<j=n
das ist ein homogenes quadratisches Polynom in den Unbestimmten
Xlysoe yXge
Es ist nicht selbstverstindlich, daB man die urspriingliche Form s aus ¢ rekon-
struieren kann. Diesen Kniff nennt man
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Polarisierung. Ist char(K) # 2, so gilt fiir jede symmetrische Bilinearform s
und die zugehorige quadratische Form g auf V

s, w) =3 (@ +w) — g(v) —g(w)) .

Das rechnet man ohne Schwierigkeit nach. 0
5.4.5. Fiir die Lingenmessung im C" benotigt man die komplexe Konjugation,
das ist eine Abbildung

C—=C, z+1z,

die ein Korperhomomorphismus ist, und die zweimal angewandt die Identitit ist.
Ist V ein komplexer Vektorraum, so heiflt eine Abbildung F: V — V semi-
linear (d.h. halb oder halbwegs linear), wenn

Fv+w)=F@) + Fw) und F(w) =AiF(@)

fir v, w € V und A € C. Entsprechend nennt man eine Abbildung
s: VxV—-C

sesquilinear (d.h. l%-fach linear), wenn s im ersten Argument linear und im
zweiten Argument semilinear ist, d.h.
Bl s(v+v,w)=s@,w) +s,w), sAv,w)=~rs(v,w),
B2 s(v,w4+w)=s@ w)+s, w), sv,iw)=~2is(v,w),
und hermitesch, wenn zusitzlich
H s(w,v)=50,w).

Dabei ist jeweils v, v', w,w" € V und A € C. Standardbeispiel dafiir ist das
kanonische Skalarprodukt im C".

Wie eine Bilinearform kann man auch eine Sesquilinearform durch eine Ma-
trix beschreiben, indem man an der richtigen Stelle einen Querstrich einfiigt. Wir
notieren nur die Ergebnisse: Ist .4 Basis von V und

A=Mu6) = (siv)), v==040) und w=du0),
S0 ist
s(v, w) ="xA¥.
Ist B eine weitere Basis, B = Mp(s)und T = Tj‘ , so hat man die Transformati-
onsformel
B ='TAT.
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Weiter ist die Sesquilinearform s genau dann hermitesch, wenn die Matrix
A = M 4(s) hermitesch ist, d.h.
‘A=A,
SchlieBlich hat man auch im Komplexen fiir Sesquilinearformen eine Polarisie-
rung
s, w) = g +w) — g — w) +ig( + iw) — igv — iw)) .

5.4.6. Symmetrische Bilinearformen oder hermitesche Formen sind viel allge-
meiner als die Standardbeispiele aus 5.1 und 5.3, denn zum Beispiel die Null-
abbildung s (d.h. s(v, w) = 0 fiir alle v, w) erfiillt trivialerweise all die ange-
gebenen Bedingungen. Zur Formulierung einer starken Qualititsbedingung be-
schriinken wir uns auf den reellen und komplexen Fall. Dazu ist es vorteilhaft,
den Buchstaben K fiir
K=R oder K=C
zu verwenden. Sei also V' ein K-Vektorraum und
s: VxV-oK
eine symmetrische Bilinearform (bzw. hermitesche Form). Dann heibit s positiv
definit, wenn
s(v,v) >0 fiirjedesv e V mitv #0.
Man beachte dabei, daB auch im hermiteschen Fall s(v, v) € R ist.
Eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix A heiBt positiv definit, wenn

'xAX > 0 fiir jeden Spaltenvektor x # 0 aus K" .

In 5.7.3 geben wir relativ leicht nachpriifbare Bedingungen dafiir an.

Vorsicht! Es kann
s(vi,v) =0
fiir alle Vektoren v; einer Basis sein, ohne daB s positiv definit ist. Man betrachte
als Beispiel
s: RExR*> R, (x1,%2, 31, 02) & X1y — x2¥s,
und iiberlege sich, welches Vorzeichen s(v, v) in Abhingigkeit von v hat.

Zur Abkiirzung nennt man eine positiv definite symmetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Form ein Skalarprodukt und einen reellen bzw. komplexen
Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt einen euklidischen bzw. uni-
tdren Vektorraum.

In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen, wie sich diese zusitzliche
Struktur benutzen l4B8t, um neue Ergebnisse iiber die Diagonalisierung zu be-
weisen.
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Die Standardriume R" bzw. C" haben neben der natiirlichen Vektorraumstruk-
tur auch eine natiirliche euklidische bzw. unitdre Struktur in sich (vgl. 5.1 und
5.3). Man kann sich also fragen, was die vielen abstrakten Begriffe niitzen. Eine
Rechtfertigung besteht darin, da die abstrakten Bedingungen oft einfacher zu
handhaben und zu verstehen sind, als wenn man immer nur mit n-Tupeln von
Zahlen rechnet. So wie im Wald, den man oft wegen der vielen Biume nicht
sieht.

5.4.7. Sei V ein euklidischer bzw. unitidrer Vektorraum mit Skalarprodukt { , ).

Wir definieren eine Norm
lvll = v {v, v).

Um zu zeigen, daB sie die Eigenschaften einer Norm aus 5.1.2 hat, ben&tigt man
wieder die

Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ. Ist V ein euklidischer bzw. unitirer
Vektorraum, so gilt fiir alle v, w € V
v, w)l < [lvll - lwll,
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
Beweis. Fiir alle A, p € K gilt
0 < (Av+ pw, Av + pw) = Ak(v, v) + pi(w, w) + Ay, w) + pi{w, v).
Ist w # 0, so kann man A := (w, w) > 0 einsetzen und durch A dividieren, also
ist
0 < (v,v){w, w)+ pix + it{v, w) + plw, v).
Setzt man weiter i 1= —(v, w), so folgt
0 < (v, vM(w, w) = (v, w){v, w) = I - wl® = v, w) .
Durch Wurzelziehen folgt die Ungleichung, falls w # 0. Fiir w = 0 lautet sie
0=0.
Um festzustellen, wann die Gleichung
v, w)| = lvll - lwll (*)
gilt, konnen wir wieder w # 0 annehmen. Ist v = o - w, so ist
v, w)| = fe] - (w, w) = || - Jw]l - [w]l = [lee - w] - [l ,
also folgt (). Ist (*) erfiillt, so folgt mit A und x wie oben
0= (Av+ pw, lv+ pw), alsolv+pw=0. O

Der obige Beweis benutzt nur die abstrakten Eigenschaften des Skalarproduktes
und ist einfacher als der in 5.1.3 gegebene. Dafiir konnten wir dort die Differenz



294 5 Euklidische und unitire Vektorraume

der Quadrate der beiden Seiten von CAUCHY-SCHWARZ explizit als Summe von
Quadraten darstellen, was zum Beispiel in 5.2.2 niitzlich gewesen war.

Als Folgerung aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung erhalten wir,
daB in einem euklidischen oder unitdren Vektorraum die oben definierte Norm
und die daraus erhaltene Metrik

dv,w) == |lw—v|
die in 5.1.2 angegebenen Eigenschaften haben. Die Beweise verlaufen wie dort.
Man beachte, dal umgekehrt auf einem K-Vektorraum nicht jede Metrik wie
oben aus einer Norm und nicht jede Norm aus einem Skalarprodukt entsteht
(vgl. Aufgabe 5).

5.4.8. In einem euklidischen Vektorraum kann man wie in 5.1.4 mit Hilfe der
CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung eine Winkelmessung erkldren. Im fol-
genden sind wir in erster Linie daran interessiert, wann zwei Vektoren senkrecht
stehen. Das kann man auch im komplexen Fall erkléren.

Definition. Sei V ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum.
a) Zwei Vektoren v, w € V heiBlen orthogonal, in Zeichen
vliw:s (v,w)=0.
b) Zwei Untervektorrdaume U, W C V heiBlen orthogonal, in Zeichen
ULlW:sulw firalleu e Uundallew € W .

c) Ist U C V ein Untervektorraum, so definiert man sein orthogonales Komple-
ment
Ut:={veV: vlu firaleueU}.
Das ist wieder ein Untervektorraum.
R® Ut

Bild 5.8

d) Eine Familie (vy, ... , v,) in V heiit orthogonal, wenn
v; Lv; firallei # j.
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Sie heilit orthonormal, falls zusitzlich
flosll =1 fiiralle i,
und Orthonormalbasis, falls sie auch eine Basis ist, d.h. eine Basis mit
{vi,v;) =65
e) IstV =V, @&...8 V., so heibt die direkte Summe orthogonal, in Zeichen
V=ViD.. DOV, fallsV, LV; firallei # j.

Bemerkung 1. Ist (v, ..., v,) eine orthogonale Familie in V und v; # 0 fiir
alle i, so gilt:

a) Die Familie (ayv,. . .. , o,v,) mit a; = ||v;||~" ist orthonormal.

b) (vy, ..., v,) ist linear unabhdngig.

Beweis. a) Aus
(o v, ajv;) = o (i, vj)
folgt fiir i # j, daf die Vektoren orthogonal sind, und fiir i = j gilt wegen
o € R
(@i, i) = e (v, v) = e > = 1.
b) Bildet man das Skalarprodukt von beiden Seiten der Gleichung
Aoy + ...+ 2,0, =0
mit v;, so folgt A; (v;, v;) = 0, also 4; = 0, da {v;, v;) # 0. Das entspricht ganz
der Vorstellung, daf ein senkrecht stehender Vektor unabhiingig ist. a

Eine ganz einfache, aber wichtige Eigenschaft einer Orthonormalbasis ist die
folgende:
Bemerkung 2. Sei (v, ... ,v,) eine Orthonormalbasis von V und v € V belie-
big. Setzt man

rii=A{v, ), soist v=Auv+...+ A0,

Beweis. Die A; sind eindeutig bestimmt, also geniigt es, die rechte Seite skalar
mit v; zu multiplizieren:

(U' U,‘) :)‘-I{Ul! UJ‘}+‘>-+1,,{U", U,'} =A'|" O

5.4.9. Im R" oder C" mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die kanonische
Basis orthonormal. Wenn eine gewisse geometrische Situation vorgegeben ist,
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kann es niitzlich sein, eine Orthonormalbasis daran anzupassen. Das fiihrt zu der
Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, eine Orthonormalbasis zu finden. Eine
konstruktive Antwort gibt der auf J. GRAM und E. SCHMIDT zuriickgehende

Orthonormalisierungssatz. Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer bzw.
unitéirer Vektorraum und W C 'V ein Untervektorraum mit Orthonormalbasis
(wy, ..., wy). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonormalbasis

(Wiyoen Wy, Wiy, v, Wy) von 'V,

Da der Fall W = 0 erlaubt ist, folgt sofort das

Korollar 1. Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unitdire Vektorraum be-
sitzt eine Orthonormalbasis. |

Die nach der Aussage des Satzes existierenden Vektoren wy,y, ... , w, stehen
senkrecht auf W, also ist

W' :=span (Wyyy, ..., w,) C WH.
Ist umgekehrt
W=Mw + ...+ "W + Ait W1 + ... + Aow, € WH,

so folgt durch skalare Multiplikation dieser Gleichung von rechts mit w;

O={w,w;))=2x firi=1,....m,
also w € W', und insgesamt

W = span (Wpq, .- s Wy) .

Insbesondere folgt mit Hilfe von 1.6.3 und der Notation aus 5.4.8 das

Korollar 2. Ist W Untervektorraum eines euklidischen bzw. unitéiiren Vektorrau-
mes V, so gilt

V=WOW' und dimV =dimW + dimW*. o

Beweis des Orthonormalisierungssatzes. Ist W = V, so ist nichts mehr zu tun.
Andernfalls gibt es einen Vektor v € V ~. W, und wir definieren

U= (v, w)w, + ...+ (v, wyuw, .
Dies nennt man die senkrechte Projektion von v auf W, denn setzt man

w:=v—v, soist wl W,
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(v, w, yw,
Bild 5.9

Dazu geniigt es zu zeigen, dal w L wy; fiiri = 1,... , m, und das folgt aus
(w, wy) = (v, wy) — (U, w;) = (v, wy) — (v, w;) =0,
da (w;, w;) = §;. Bis auf die Lange ist w schon fiir die Ergénzung der Basis

geeignet, wir setzen
1

Wyl = —— - W
[lw]]
Nun hat W’ := span(w, ..., w,,;) eine Orthonormalbasis (w, ... , Wy41),
und es ist dimW' = m + 1. Indem man das obige Verfahren so oft wie nétig
wiederholt, erhiilt man schlieBlich die gewiinschte Ergéinzung. O
Fiir die praktische Rechnung ergidnzt man die Basis von W durch vy, ..., v,

zu einer Basis von V und berechnet w,,;; durch Orthonormalisieren von v,
wie oben. Da aus der Konstruktion folgt, da}

U2 € SPAN (Wi, ..oy Wiy, Wyngy) = SPaN (W, ..., Wy Uyt

kann man mit v, fortfahren. Im letzten Schritt orthonormiert man v, (vgl.
Aufgabe 8).

5.4.10. Ein Skalarprodukt ist der abstrakte Hintergrund von Lidngenmessung.
Damit kann man iterativ auch hiherdimensionale Volumina messen: Die Fliche
cines Parallelogramms ist gleich der Linge der Grundlinie und Hohe, das Volu-
men eines Spates gleich Grundfliche und Hohe, u.s.w. Zur Erkldrung des allge-
meinen m-dimensionalen Volumens verwenden wir eine Gramsche Determinan-
te. Mit Hilfe das Orthogonalisierungsverfahrens aus 5.4.9 ergibt sich eine schone
geometrische Folgerung dafiir.
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In einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V' seien beliebige
Vektoren vy, ...,v, € V gegeben, wobei m < n. Dann nennt man

<'Ul 1 1-"l) EEass (Ulr Um)
G(v1,...,vp) :=det :
{vmiv1) **+ (VmyVm)
die Gramsche Determinante von v, . . . , Up,.

Bemerkung. Es gilt stets G(vi, ... ,vy) = 0 und
G(v1y...yVm) >0 <= (v1,...,Vn) linear abhiingig.

Beweis. Nach 5.4.9 gibt es eine Orthonormalbasis (wy, . .., w,) von V. Ist
U; = Qi + ...+ Gty
und A := (a;;) € M(m x n; R), so ist
G(vy,...,vm) =det (A-*4).
Also folgt die Behauptung sofort aus 3.3.8. a

Nach dieser Bemerkung kann man aus der Gramschen Determinante die Wurzel
ziehen, und durch
Vol (U1, .., ¥m) i= V/G(v1,...,12)

das m-dimensionale Volumen des durch vy,...,v, aufgespannten Spates er-
kldren. Das ist die Grundlage der Definition von Verallgemeinerten Oberfiichen-
integralen in der Analysis (siehe etwa [Fo3]).

Im R?® mit dem kanonischen Skalarprodukt kann man eine beliebige Basis
(v1,...,v,) als Zeilen in eine Matrix A eintragen. Dann ist

Vol (vy,...,un) = 4/ (det A)? = |det 4] ,

wiein3.1.1,2 e).

Nun entsteht die Frage, wie man mit m Vektoren gegebener Linge ein moglichst

groBes m-dimensionales Volumen aufspannen kann. Es ist hochst plausibel, daB
die Vektoren dazu orthogonal sein miissen. Das besagt die

Ungleichung von HADAMARD. Seien vy, ..., v, beliebige Vektoren in einem
n-dimensionalen Vektorraum V' mit m < n. Dann ist
Vol (?)1)“'1'”“’&) < "‘Ul|| et ||‘Um" )

und Gleichheit besteht genau dann, wenn die v; paarweise orthogonal sind, d.h.
wenn der aufgespannte Spat ein Quader ist.
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Beweis. Es geniigt, die Ungleichung in der quadratischen Form
G(v1,. .-, Um) < (U1,v1) + oot (Upny Um)

zu beweisen, und dazu genligt es zu zeigen, daB fiir jedes r < m folgendes gilt:
Fiir die eindeutig bestimmte orthogonale Zerlegung (siehe 5.4.9)

vp=3+v mit §=Mv+...+ A1t und v Lspan (vy,...,0—1)
ist
Gy, ..., v) =Gvr, ..o, ve—1) - (V, V') < G(vn,y -, 001) - (U, ),
und die Ungleichung ist genau dann eine Gleichung, wenn
vpLspan (va,...,v,_1).

Die Ungleichung und das Kriterium fiir die Gleichheit folgen unmittelbar aus der
Definition. Zum Beweis der ersten Gleichung verwenden wird, daf

(vi,vp) = {v;, 0) filri=1,...,r—1 und (v,,) =, v")+(0,0).
Daher ist

(Uls ‘U]_) i <Uls Ur—l) (vls ﬁ)
G Vigons,y, Up = det
( ) ('Ur—la Ul) e <Ur—1: vr—l) ('Ur—‘.h ﬁ)
(O,m) -+ (Bv) (V) +(8,0)

Indem man von der letzten Spalte die Spalten 1 bis 7 — 1, jeweils multipliziert
mit Ay, ..., A1, abzieht, wird daraus die Spalte

0
0 1
(v, v)
und die Behauptung folgt durch Entwicklung der Determinante nach der neuen
letzten Spalte. O

Aufgaben zu 5.4

1. Sei K ein Korper mit char K # 2 und V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass sich
jede Bilinearform auf V in eindeutiger Weise als Summe einer symmetrischen und einer
schiefsymmetrischen Bilinearform darstellen lésst.
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2. Sei V ein 3-dimensionaler B-Vektorraum, .A = (v, vz, v3) eine Basis von V und s
eine Bilinearform auf V mit

L 12
Mas) =11 1 1
01 1

Zeigen Sie, dass B = (v; + vz, v2 + v3, v2) eine Basis von V ist, und berechnen Sie
Mg(s).

3. Gegeben seien F,G € Hom(R,R) mit F(xj.x3.x3) = aix; + axx2 + asxi,
G(xy,x2,x3) = by 4+ baxa + byxy. Zeigen Sie, dass s: B x R — R,
(x,¥) = F(x)- G(y) eine Bilinearform ist, und bestimmen Sie die Matrix von s
beziiglich der kanonischen Basis des [,

4. Zeigen Sie, dass fiir einen R-Vektorraum V der folgende Zusammenhang zwischen
Normen und Skalarprodukten gilt:

a) Ist { , ) ein Skalarprodukt auf V mit zugehoriger Norm ||v|| = /(v, v}, so gilt die
Parallelogramm-Gleichung

o+ wl + v — w)? = 2[jv|® + 2fw|?.

b)* Ist umgekehrt || || eine Norm auf V, die die Parallelogrammgleichung erfiillt, so
existiert ein Skalarprodukt ( , ) auf V mit ||v|| = +/{v, v).

5. Wir wollen zeigen, dass auf einem R-Vektorraum nicht jede Metrik aus einer Norm
und nicht jede Norm aus einem Skalarprodukt entsteht. (Zur Erinnerung: Eine Norm auf
einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung V — R, mit den Eigenschaften N1, N2, N3
aus 5.1.2, eine Metrik auf V ist eine Abbildung V x V — K. mit den Eigenschaften
D1, D2, D3 aus 5.1.2.)

a) Zeigen Sie, dass fiir n = 2 auf dem B” durch ||x|| := max{|x;|: | < i < n) cine
Norm definiert ist, fiir die kein Skalarprodukt ( , ) auf ®' existiert mit
Ixll = /{x, x}.

b) Sei V = C(R; R) der Vektorraum der stetigen Funktionen, und fiirk € N, f € V sei
I flle := max{| f(x)|: x € [—k, k]}. Zeigen Sie, dass durch

o0
& Nf—gll
dif,gy=>) 27F—>—_
8= T
eine Metrik auf V definiert ist, fiir die keine Norm || ||: V — R, existiert, so dass

If —gll =d(f,g).

6. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt { , ) und (u,...,v,)
eine orthonormale Familie in V. Beweisen Sie, dass die folgenden Bedingungen édquiva-
lent sind:
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i) (vy,...,v,) isteine Basis von V.

ii) Istv e V,so folgt aus (v, v;) = O fiir alle {, dass v = O ist.

r
i) Istve V,sogit:v=3 (v, v) - v;.

i=l

iv) Fiiralle v, w € V gilt: (v, w) = 3" (v, v} - (v, w).
=1

i
v) Firalle v € V gilt: [v]® = ¥ [{v, v)|%
ist

7.8 B = (%«/5, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ... ) und

W =spanB C C([0,2x]; R) =V
(vgl. mit dem Vektorraum der trigonometrischen Polynome in Aufgabe 4 zu 1.4). Zeigen
Sie:

bt g
a) Durch (f, g) := % f f(x)g(x)dx ist ein Skalarprodukt auf V definiert.
0

b) B ist eine Orthonormalbasis (bzgl. ( , }) von W.

c) Ist f(x) = %‘lﬁ + i(ak coskx + bgsinkx) € W, so gilt ¢4 = (f, coskx),
by = (f, sinkx). Fiir szl V heiBien die Zahlen
a, = (ficoskx), ke N~ [0}, b = (f.sinlx), I e N~ {0},
die Fourierkoeffizienten von f.

d)* Ist f € V und sind a, by die Fourierkoeffizienten von f, so gilt die Ungleichung
von Bessel:

[= <)
12> ag+ ) (@ +5)).
k=1
e)* Sind f, g € V stiickweise stetig differenzierbar, und sind g, by die Fourierkoef-
fizienten von f und a;, b, die Fourierkoeffizienten von g, so gilt die Formel von
Parseval:

(f.8) = aoay + Y_(aa, + byb}) .
k=1
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8. Bestimmen Sie mit dem Schmidtschen Verfahren eine Orthonormalbasis des folgen-
den Untervektorraums des &

1 1 1 2
0 0 1 1
span 0 i 11,10
0 0 0 2
0 0 2 3

9. Gegeben sei auf V = span (1,1, 2, *) C R([r] das Skalarprodukt

1
s(fig)= f fg()de.
-1

a) Bestimmen Sie die Matrix von s beziiglich der Basis (1, 1. 2, %),

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V.

10.* Ein symplektischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum V mit einer schiefsymmetri-
schen Bilinearform w, die nicht-entartet ist (d.h. dass aus w(v, w) = 0 fiir alle w € V
stets v = 0 folgt). Eine Basis (vy,..., vy, wy, ..., wy,) von V heiBt Darboux-Basis,
wenn gilt: w(v;, vj) = w(w;, w;) = 0und w(y, w;) = §; fiir alle i, j. Zeigen Sie,
dass jeder endlichdimensionale symplektische Vektorraum eine Darboux-Basis besitzt
(und damit insbesondere gerade Dimension hat).
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5.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Besonders wichtig sind die Abbildungen, die Abstinde und Winkel erhalten. Es wird
sich zeigen, daB sie geometrische Eigenschaften haben, die anschaulich gar nicht offen-
sichtlich sind. Bei den grundlegenden Begriffen kann man den reellen und komplexen
Fall gemeinsam behandeln, erst anschliefend werden Unterschiede und interessante Be-
ziehungen zwischen beiden Fillen sichtbar. Wie bisher setzen wir stets stillschweigend
voraus, daB alle auftretenden Vektorrdume endlichdimensional sind.

5.5.1. Fiir eine Abbildung, die Abstinde erhalten soll, verlangen wir zunichst
scheinbar etwas mehr.
Definition. Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und F ein Endo-
morphismus von V. Dann heifit F orthogonal bzw. unitdr, wenn

(F(v), F(w)) = (v, w) fiirallev,we V.

Bemerkung. Ein orthogonales bzw. unitéires F € End (V) hat folgende weiteren
Eigenschaften:

a) |Fw)|| = llvll fiiralleveV.
b) vlw= F(v) L F(w).
¢) F ist Isomorphismus und F~" ist orthogonal bzw. unitdr.

d) Ist A € K Eigenwert von F, so ist |A| = 1.

Beweis. a) und b) sind klar. Aus a) folgt, daB F injektiv ist, daher folgt c) aus
2.2.4. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist

lvll = IF@)I = lAvll = Al - lloll, also [A] =1 wegen[v[|#0. O

Man nennt orthogonale bzw. unitire Abbildungen oft auch Isometrien, d.h. Ab-
bildungen, die Abstinde erhalten. Das ist gerechtfertigt durch das folgende

Lemma. Ist F € End (V) mit ||F(v)|| = llvll fiirallev € V, so ist F orthogo-
nal bzw. unitiir.

Beweis. Aus der Invarianz der Norm folgt die Invarianz der zum Skalarprodukt
gehorigen quadratischen Form. Aus den Polarisierungsgleichungen in 5.4.4 und
5.4.5 folgt daher die Invarianz des Skalarproduktes. |

Vorsicht! Ist F orthogonal, so erhiilt F auch Winkel, insbesondere rechte Win-
kel. Aus der Definition des Winkels in 5.1.4 sieht man, daB fiir 0 # ¢ € R auch
die Abbildung g - F Winkel erhilt. Fiir |p| # | ist sie aber nicht mehr orthogo-
nal im Sinne der Definition. Diese allgemein iibliche Bezeichnungsweise ist also
etwas irrefithrend.
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5.5.2. Im R" und C" mit dem kanonischen Skalarprodukt sind Endomorphis-
men durch Matrizen beschrieben. Fiir die Abbildung A: K" — K" bedeutet
orthogonal bzw. unitir dann

'xy ="(Ax)Ay ='x (AA) ¥ firallex,y,
also'AA = E,, dh. A~' = 4. Das erklirt die
Definition. Eine Matrix A € GL (n; R) heiBt orthogonal, falls

Al'="A,
und entsprechend heit A € GL (n; C) unitdr, falls
A'="T4.

Fiir eine unitire Matrix A folgtaus A -4 = E,
|det A* = det A - detA = det A - detA = det (A - A) = detE, =1,
daB | det A| = 1. Entsprechend ist fiir eine orthogonale Matrix det A = +1. Man

nennt A eigentlich orthogonal, wenn det A = +1. Das bedeutet nach 3.4.2, dal
A orientierungstreu ist. Die Mengen

O(n):={AeGL(n:R): A™' ='A}, (orthogonale Gruppe)
S50(n):={A € O(n): detA =1} und (spezielle orthogonale Gruppe)
U(n) :={A € GL(n; C): A™' =14} (unitire Gruppe)

der orthogonalen, eigentlich orthogonalen und unitdren Matrizen sind Unter-
gruppen von GL (n; R) bzw. GL (n; C). Wir zeigen das fiir U(n). Sind A, B
unitr, so ist

(AB)' =B A" ="BA="TAB) und (A7) '=4="(a"),
also sind AB und A" unitir.
Bemerkung. Fiir A € M(n x n; K) sind folgende Bedingungen gleichwertig:
i) A ist orthogonal bzw. unitér.
ii) Die Spalten von A sind eine Orthonormalbasis von K",

iii) Die Zeilen von A sind eine Orthonormalbasis von K".
Beweis. ii) bedeutet 'AA = E,, d.h. AA = E, und iii) bedeutet A - A = E,. O

5.5.3. Der Ubergang von den allgemeinen Raumen und Endomorphismen zu
Standardrdumen und Matrizen geschieht nach der folgenden Regel.
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Satz. Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum mit einer Orthonormalba-
sis B und F ein Endomorphismus von V. Dann gilt:

F orthogonal (bzw. unitéir) < Mg(F) orthogonal (bzw. unitér).
Beweis. Sei A := Mp(F) € M(n x n; K), und fiir v, w € V seien x, y die
Koordinaten, d.h. v = ®(x) und w = ®(y). Da B orthonormal ist, folgt

(v, w) ="xy,

wobei x und y Spaltenvektoren im K" sind. DaB F orthogonal bzw. unitir ist,
bedeutet dann

"(Ax)Ay ='xy, also 'AA=E,. O
5.5.4. Als interessante Beispiele wollen wir die orthogonalen Abbildungen des
R" fiir kleine n genauer ansehen.
a) Der Fall n = 1 ist unergiebig, es gibt nur die Moglichkeiten
F(x)=%x.
b) Fiir n = 2 geniigt es, die orthogonalen (2 x 2)-Matrizen anzugeben.

Lemma. Ist A € O(2), so gibtes ein @ € [0, 27|, so dafi
A= cosa —sina oder A= cos o sina .
sing  cosa sineg —cose
Im ersten Fall ist A € S0O(2), die Abbildung ist eine Drehung. Im zweiten Fall
istdet A = —1, die Abbildung ist eine Spiegelung an einer Geraden (vgl. 4.1.1).

Vom Standpunkt der Topologie hat die Gruppe O(2) zwei Zusammenhangs-
komponenten, jede ist hom&omorph zu einer Kreislinie (vgl. 3.4.4).

Beweis. Ist A € O(2),somuB’'A - A = E, sein. Ist

a c
A= ;
so folgt

l.a?+b*=1, 2. ¢*+d*=1 und 3. ac+bd=0.
Wegen 1. und 2. gibtes o, &’ € [0, 27 [, so daB
a=cosa, b=sing, c=sinag’, d=cosa .

Nach 3. ist 0 = cosa - sine’ + sine - cosa’ = sin(o + «'). Also ist & + o'
entweder ein geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches von 7. Deshalb
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ist entweder

¢ = sing'=—sinae und d =cosa’ =cosa oder
¢ = sina'=sine und d =cosa' = —cosa. -

Wir erinnern daran, was schon in 4.2.4 iiber die Eigenwerte einer Matrix
A € O(2) bewiesen wurde:

Ist det A = +1, so gibt es nur im Fall @ = 0 oder « = 7 Eigenwerte.

Ist det A = —1, so gibt es Eigenwerte +1 und —1, und die zugehérigen Ei-
genvektoren stehen senkrecht aufeinander.
¢)Ist F: R® — R® orthogonal, so betrachten wir das charakteristische Polynom
Pr. Es hat den Grad 3, also nach dem Zwischenwertsatz der Analysis mindestens
eine reelle Nullstelle. Also hat F' einen Eigenwert A, und nach 5.5.1istA; = +1.
Sei w; € R* ein Eigenvektor dazu, wir konnen |lw,|| = 1 annehmen. Nach
5.4.9 konnen wir ihn zu einer Orthonormalbasis B = (w,, w, w3) erginzen.
Bezeichnet W ¢ R? die von w, und w; aufgespannte Ebene, so folgt aus der
Bemerkung in 5.5.1, daB F(W) = W. Also ist

l| 00

Mg(F) = 0 =y A
s(F) 2
0

und aus 5.5.3 folgt A’ € O(2). Weiter ist det A = A, - det A’. Nun sind Fallunter-
scheidungen nétig.

Seidet F =detA = +1.Ist A; = —1, so mull det A" = —1 sein. Daher kann
man w; und ws als Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; = +1 und A3 = —1
wihlen, d.h.

-1 0 0
A= 01 0
00 -1

Ist Ay = +1, so muB auch det A" = +1 sein, also gibt es ein @ € [0, 2 [, so daf

1 0 0
A=] 0 cose -—sina

0 sina cos

Istdet F = —1, so gibt es bei geeigneter Wahl von w, und w; fiir A die Méglich-
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keiten
1 0 0 -1 0 0
01 0 und 0 cosa —sina
00 -1 0 sina cosa

Man iiberlege sich, was das geometrisch bedeutet. Als Anwendung fiir das tigli-
che Leben notieren wir den

Satz vom FuBball. Bei jedem Fufballspiel, in dem nur ein Ball benutzt wird,
gibt es zwei Punkte auf der Oberfliiche des Balles, die sich zu Beginn der ersten
und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem Anstofipunkt liegt) an
der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden.

Beweis. Im Fall det F = +1 gibt es stets einen Eigenwert +1. O

Diese Aussage ist zur Abwechslung leichter zu beweisen als anschaulich zu ver-
stehen.

5.5.5. Bevor wir eine Normalform fiir beliebig groBe orthogonale Matrizen an-
geben, behandeln wir den unitiren Fall, weil er einfacher ist.

Theorem. Jeder unitire Endomorphismus F eines unitidren Vektorraumes besitzt
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F. Insbesondere ist er diagonali-
sierbar.

Ubersetzt in den Matrizenkalkiil erhélt man:

Korollar. Zu A € U(n) gibt es ein § € U(n) mit

Al 0
‘S-4-8=
0 Ay
wobei h; € Cmit || = 1fiiri =1,... ,n.
Beweis des Korollars. Als Spalten von § verwendet man eine Basis des C", die
aus Eigenvektoren von A besteht. O

Beweis des Theorems. Wir fithren Induktion iiber n = dimV. Fiir n = 0 ist nichts
zu beweisen. Sei alson > | und

PF=:E{I—A.1)-.."(|'—A,,) mit )Ll..”.l,,EC
die nach dem Fundamentalsatz der Algebra (1.3.9) existierende Linearfaktorzer-
legung des charakteristischen Polynoms von F. Zum Eigenwert A, wihlen wir
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einen Eigenvektor v; mit ||v,|| = 1. Wir betrachten das orthogonale Komplement
zur Geraden Cuv, d.h.
W:={weV: (v,w)=0}.
Die entscheidende Tatsache ist nun, daB F(W) = W gilt, d.h. daB W ein inva-
rianter Unterraum ist. Da F ein Isomorphismus ist, geniigt es F(W) C W zu
beweisen. Wegen |A,| = 1 ist insbesondere A, # 0, also folgt aus
Ai(vr, Fw)) = (Mvy, F(w)) = (F(v), F(w)) = (v, w) =0,

daB (F(w), v;) = 0 und somit F(W) Cc W.

Nun betrachten wir den Endomorphismus G := F|W von W. Als Einschrin-
kung von F ister wieder unitir, und wegen dimW = n—1 (vgl. 5.4.9) konnen wir
auf G die Induktionsannahme anwenden. Danach gibt es eine Orthonormalbasis

(vs, ..., v,) von W, bestehend aus Eigenvektoren von G und damit auch von F.
Die Basis (vy, v2, . .. , v,) ist orthonormal und besteht aus Eigenvektoren von F.
O

Wie man eine derartige Orthonormalbasis konkret ausrechnen kann, wird in
5.6.3 erldutert.

5.5.6. Im Gegensatz zu der gerade im komplexen Fall bewiesenen Diagonali-
sierbarkeit unitirer Endomorphismen gibt es reell orthogonale Endomorphismen
ohne Eigenwerte. Das einfachste Beispiel sind Drehungen der Ebene R (siehe
4.1.1). Wir zeigen nun, daB dieses Gegenbeispiel im wesentlichen das einzige
ist: alle anderen lassen sich daraus aufbauen.

Theorem. Ist F ein orthogonaler Endomorphismus eines euklidischen Vektor-
raumes V, so gibt es in V eine Orthonormalbasis B derart, daf
+1 \

My(F) = g '

[Ad])

wobei fiir j =1,... ,k

cos?; —sind,;
A=Y TN c50@) mit 9 €(0,2n], aber9; #0,7.
sin?; cos¥;



5.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen 309

F ist also charakterisiert durch die Anzahlen r und s der Eigenwerte +1 und
—1 sowie der Winkel &, ... , ¥, wobei r 4+ s + 2k = dim V. Die orthogonale
Matrix heibt in Normalform.

Die Form der Matrix zeigt, dass V in ein- und zweidimensionale invariante
Unterrdume zerfillt. Das ist der springende Punkt. Man beachte auch den Unter-
schied zu 4.5.4: dort ist V nicht direkte Summe der invarianten Unterrdume, also
erhilt man nicht nur Nullen oberhalb der Diagonale.

Lemma. Zu einem orthogonalen Endomorphismus F eines euklidischen Vek-
torraumes V mit dimV > 1 gibt es stets einen Untervektorraum W C V mit

FIW)CW und 1<dimW <2.

Der Beweis des Theorems kann damit ganz einfach durch Induktion iiber
n = dimV gefiihrt werden.

Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen, sei also n = 1. Nach dem Lemma gibt es
einen Untervektorraum W C V mit

Il <dimW <2 und F(W)=W,
denn eine orthogonale Abbildung ist injektiv. Insbesondere ist F ~' wieder ortho-
gonal. Also ist fiirw € Wundv € Wt
(F), w) = (F'(F()), F'(w)) = (v, F'(w)) =0,

und es folgt F(W+) = W'. Damit haben wir F zerlegt in zwei orthogonale
Abbildungen

G:=F|W: W—> W und H:=FIW": wt-> wt.
Da dimW* < n, kinnen wir auf H die Induktionsvoraussetzung anwenden und
erhalten eine Basis 3’ von W der gewiinschten Art.

Ist dimW = 1, so gibt es einen Eigenvektor v € W mit ||v|| = 1 zu einem
Eigenwert +1. Ergiinzt man B’ an passender Stelle durch v zu B, so hat diese
Basis von V die gewiinschten Eigenschaften.

Im Fall dimW = 2 gibt es eine Orthonormalbasis (v, v;) von W, beziiglich
der G beschrieben wird durch eine Matrix der Form

+1 0 cost? —sin .
oder mitd #0,m.
0 =1 sin® cos?®

Indem man v; und v, an passenden Stellen in B’ einfiigt, erhilt man wieder die
gewiinschte Basis B von V.

Wie der Beweis zeigt, ist V die orthogonale Summe der invarianten Unterrdume
der Dimension < 2. (]
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Zum Beweis des Lemmas kann man verschiedene bereits bekannte Ergebnisse
verwenden. Wir geben drei Alternativen.

1. Mit dem Satz von CAYLEY-HAMILTON. Das wurde schon in 4.5.4 ohne
die Voraussetzung der Orthogonalitit erledigt. Entscheidend dabei war die Zer-
legung des charakteristischen Polynoms in lineare und quadratische Faktoren.Ol

Bei den beiden folgenden Beweisen betrachten wir zur Vereinfachung den
Spezialfall V = R" mit dem kanonischen Skalarprodukt und eine orthogonale
Matrix A.

2. Durch ,.Symmetrisierung*‘. Wir definieren

A=A+A=A+A"
Offenbar ist ‘A symmetrisch, also gibt es einen Eigenvektor von ‘A, d.h.
0% veR" und A € Rmit*Av = Av (das wird zwar erst in 5.6.2 bewiesen, aber
ohne Benutzung der Ergebnisse dieses Abschnitts). Wir behaupten, daf3
W := span(v, Av)
die gewiinschten Eigenschaften hat. Das folgt sofort durch Anwendung von A

auf 1 5
Av+A v =Av = Av = —v+ AAv. O

Mit Hilfe der adjungierten Abbildung (6.2.4) kann man diesen Beweis auch fiir
komplexes V durchfithren.
3. Durch , Komplexifizierung“. Wir betrachten den Endomorphismus
A: C"—> C", z+- Az.
Er ist unitdr, denn A ist orthogonal. Also gibt es nach 5.5.5 einen komplexen
Eigenvektor,dh. 0 # z € C" und A € C, so da Az = Az. Da A reell ist, folgt
Az=Az=2z=1Z.
Also ist 7 Eigenvektor zu A. Wir definieren daraus reelle Vektoren
x:=3@+2)€R" und y=3(z-2)€R

und behaupten, da8 W := span(x, y) C R" unter A invariant ist. Dazu schrei-
ben wir A = o + i mit ¢, 8 € R. Dann folgt

Ax = J(Az+AD) =i(z+A) =rerz=ax— By,

Ay = F(Az— A =30z—A7) =imAiz=Bx+ay. O

Fiir allgemeines V kann man die Komplexifizierung mit Hilfe des Tensorpro-
dukts (6.3.4 b) erkliren.

Der erste Beweis ist sicher der eleganteste. Aber wenn man eine orthogonale
Matrix explizit auf Normalform bringen will, geben die beiden anderen Beweise
sofort Anleitungen, wie man das iterativ bewerkstelligen kann.
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Aufgaben zu 5.5

1. Zeigen Sie, dass fiir F € 0(3) gilt: F(x) x F(y) = (det F) - F(x x y).
2. Ist V ein euklidischer Vektorraum und F € End(V), so heiBt F winkeltreu, falls F
injektiv ist und
Lw,w)= £(F(v), F(w)) firalev,we V~{0}.

Zeigen Sie, dass F winkeltreu ist genau dann, wenn ein orthogonales G € End(V) und
ein A € R~ [0} existieren mit F = A - G.
3. Sei z = x+iy € C", wobei x, y € R". Zeigen Sie:

x und y sind linear unabhéingig iilber R < z undZ sind linear unabhdngig iiber C.

4. Bestimmen Sie fiir die Matrix
66 —18/6 10418
Am s 6/6 72 15/12
—-14/18 —9/12 60

eine Matrix S € U/(3), so dass'SAS Diagonalgestalt hat und eine Matrix T € 0(3), so
dass fiir ein « € [0, 2 [ gilt:

1 0 0
'TAT =| 0 cose —sina
0 sina COS &

5.Seiw € S, eine Permutation und die lineare Abbildung f, : R" — R" definiert durch
SelXpy oo s X)) = (Xg(nyses s Xzim). Bestimmen Sie die Eigenwerte von f;.

6. Gegeben sei ein symplektischer Vektorraum V (vgl. Aufgabe 10 zu 5.4) und eine
komplexe Struktur J auf V (vgl. Aufgabe 3 zu 5.3), so dass fiir alle v, w € V gilt:
w(v, w) = w(J(v), J(w)).

a) Zeigen Sie, dass durch (v, w) := w(v, J(w)) eine symmetrische Bilinearform auf V'
definiert wird, und dass J orthogonal beziiglich ( , ) oist, d. h. es gilt
(v, w) = (J(v), J(w)) fiiralle v, w € V.

b) Die komplexe Struktur J heiBt w-kalibriert, wenn { , } positiv definit ist. Zeigen
Sie, dass in diesem Fall durch s(v, w) := (v, w) — iw(v, w) eine positiv definite
hermitesche Form auf dem von J induzierten C-Vektorraum V gegeben ist.
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5.6 Selbstadjungierte Endomorphismen*

Dieser Abschnitt dient dem Studium von Endomorphismen, die durch symmetrische
Matrizen beschrieben werden. Insbesondere werden wir zeigen, daf sie stets diagonali-
sierbar sind. Das hat zahlreiche Anwendungen in Geometrie und Analysis.

5.6.1. Mit V wird stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitérer
Vektorraum bezeichnet. Zu einem F € End V werden wir in 6.2.4 einen ad-
jungierten Endomorphismus F™ erkliren, der durch die Bedingung

(F(v), w) = (v, F¥w)) firallev, weV
charakterisiert ist. Das erklirt die folgende

Definition. Ein Endomorphismus F eines euklidischen bzw. unitiren Vektorrau-
mes V heibBt selbstadjungiert, wenn

(F(v), w) = (v, F(w)) fiirallev,weV.
In Matrizen iibersetzt ist diese Beziehung gut bekannt:

Satz. Sei F ein Endomorphismus von V und B eine Orthonormalbasis. Dann
gilt:  F selbstadjungiert <» Mg(F) symmetrisch bzw. hermitesch.

Beweis. Es geniigt, den unitiren Fall zu behandeln. Sind x, y € K" Spaltenvek-
toren, v = $z(x), w = $p(y) und A = Mz(F), so ist (v, w) = 'xy,da B
orthonormal ist, also

(F(v),w) ="(Ax)¥y ="x'A7 und (v, F(w)) ='xA¥.

Also ist F genau dann selbstadjungiert, wenn ‘A = A. o

5.6.2. Die Diagonale einer hermiteschen Matrix muB reell sein. Analog gilt das
Lemma. Ist F selbstadjungiert, so sind (auch im komplexen Fall) alle Eigenwer-
te reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.
Beweis. Ist F(v) = hv mit v # 0, so folgt

Mo, v) = Ay, v) = (F(v), v) = (v, F(v)) = (v, Av) = A{v, V),
alsoist A = A. |
Theorem. Ist F ein selbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen

bzw. unitdren Vektorraumes, so gibt es eine Orthonormalbasis von V, die aus
Eigenvektoren von F besteht.

Korollar. Ist A € M(n x n; K) eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix, so
gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matrix S, so daf3
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A.| 0
'SAS = mithy, ... . h, €R.
0 An ]
Beweis des Theorems. Wir behandeln zunichst den Fall K = C. Da C algebra-

isch abgeschlossen ist, zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren,
und nach dem Lemma sind alle Eigenwerte reell, also ist

Pr==x(t—X)-...-(t—4,) mitk,,... A, eR.
Nun fiihren wir Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist klar, fiirn > 1 gibt es einen Ei-
genvektor vy zu Ay mit ||y || = 1 und wir definieren

W:={weV: (v,,w)=0}.
W ist invariant unter F, d.h. F(W) C W, denn fiirw € W gilt
(v, Fw)) = (F(vy), w) = (Lvy, w) = 4 {v;, w) =0.
Nach Induktionsannahme gibt es eine Orthonormalbasis von W aus Eigenvek-
toren von F|W, durch v, wird sie zur gewiinschten Orthonormalbasis von V
ergianzt.

Der Fall K = R kann genauso behandelt werden, wenn man weil}, dai das
charakteristische Polynom Py auch in diesem Fall in Linearfaktoren zerfillt. Da-
zu wihlt man eine beliebige Orthonormalbasis B in V. Nach 5.6.1 ist Mp(F)
symmetrisch, also auch hermitesch. Im Fall K = C hatten wir gesehen, dafl P,
in reelle Linearfaktoren zerfillt, und aus Pr = P, folgt die Behauptung.

Man beachte bei diesem Beweis, daB obiges Lemma nichts iiber die Existenz
von Eigenwerten aussagt. Man kann es erst anwenden, wenn man sie hat, und
dazu macht man den Ausflug ins Komplexe. a

5.6.3. Falit man die Eigenvektoren der verschiedenen Eigenwerte zu Eigenriu-
men zusammen, so erhilt man aus den Theoremen 5.5.5 und 5.6.2 das

Korollar. Sind 4., ... , A die verschiedenen Eigenwerte eines selbstadjungier-
ten oder unitiren Endomorphismus F von V, so ist
V =Eig(F; L) D...DEig(F; A).

Beweis. Ist A ein Eigenwert der Vielfachheit r, so gehren dazu r Eigenvektoren
aus der nach den Theoremen existierenden Orthonormalbasis, und sie bilden eine
Basis von Eig (F; A). Daraus erhilt man die Orthogonalitit der Zerlegung.

Dab die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind, kann
man auch noch einmal direkt nachrechnen: Sind v und w Eigenvektoren zu
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A 7, so ist im selbstadjungierten Fall wegen 1 = p
Av, w) = (hv, w) = (F(v),w) = (v, F(w)) = (v, pw) = plv, w),
also (v, w) = 0, und im unitdren Fall
(v, w) = (F(v), F(w)) = (Av, pw) = Ap{v, w).
Aus (v, w) # 0 folgt At = 1. Wegen || = 1 folgt jt = p~', also A = p. g

Zur praktischen Berechnung einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren kann
man wie folgt verfahren:

1) Man bestimme die Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms
Pe=Zd(—=x)" .-t =)™,
wobei Ay, ..., A; paarweise verschieden sind.

2) Fiir jeden Eigenwert A der Vielfachheit r bestimme man eine Basis von
Eig (F; &) durch Losen eines linearen Gleichungssystems.

3) Man orthonormalisiere die in 2) erhaltenen Basen nach dem Verfahren aus
5.4.9, und zwar unabhingig voneinander in den verschiedenen Eigenridumen.

4) Die k Basen der Eigenriiume aus 3) bilden zusammen die gesuchte Basis aus
Eigenvektoren von V.

Beispiel. Sei

i 10 5 10
Az:B 5 —14 2 | eM3x3R).
10 2 —11

Wie man leicht nachrechnet, bilden die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis
von R}, und es istdet A = 1. Also ist A € SO(3). Als charakteristisches Poly-
nom erhilt man

Pa=—t—+t+1=—0-D0+1%

Zur Bestimmung von Eig (A; 1) hat man das homogene lineare Gleichungssy-
stem mit der Koeffizientenmatrix

i =5 5 10
I S =29 2
10 2 =26

zu losen. Man findet Eig(A; 1) =R - (5, 1, 2).
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Eig (A; —1) ist Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems
mit der Koeffizientenmatrix

| 25 5 10
E 51 2
10 2 4

und man erhilt Eig (A; —1) = Eig (A: I)*. Etwa
(0,-2,1) und (1,-1,-2)
bilden eine orthogonale Basis von Eig (4; —1). Also ist
N 1 1
Bi=(456.1,2). %0,-2,1), %1, -1,-2))

eine Orthonormalbasis des R*, bestehend aus Eigenvektoren von A. Setzen wir

S 0 !
V3o NG "
e 1 2 1 =
=l 2 ~% = | =%k
2 1 2
NN
so folgt
1 0 0
TAT =] 0 =1 @ |=D,
0 0 -1

oder gleichbedeutend damit 7 - D -'T = A, was man mit etwas weniger Rechen-
arbeit nachpriifen kann.
5.6.4. Wie in 5.6.2 bewiesen wurde, zerfillt das charakteristische Polynom ei-
ner reellen symmetrischen Matrix in reelle Linearfaktoren. Das ist eine hochst
iiberraschende Tatsache, aus dem Beweis mit der Komplexifizierung kann man
kaum den geometrischen Hintergrund erkennen. Daher geben wir noch einen
ganz reellen Beweis. Nach der iiblichen Methode, die Eigenwerte schrittweise
abzubauen, geniigt der Beweis von folgendem
Lemma. Jede symmetrische Matrix A € M(n x n; R) hat einen reellen Eigen-
wert.
Beweis. Wir betrachten die zu A gehorige quadratische Form

g: R" >R, x 'xAx.
Das ist ein homogenes Polynom vom Grad 2 (vgl. 5.4.4), insbesondere eine ste-
tige Funktion. Die Sphiire

e |_r eR": |x|| =1}
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ist kompakt, also nimmt g darauf ein Maximum an (vgl. [Fo2], §3). Es gibt also
ein v € § mit

'"vAv > 'xAx firallex e S.
Wir behaupten nun, daB dieses v ein Eigenvektor ist. Dazu geniigt es zu zeigen:
Fir we S mit v Lw istauch Av 1l w. (%)
Denn ist W := (Rv)*, so folgt Av € W = Ru.

Zum Nachweis von (x) betrachten wir fiir r €]0, 1] und & := +/1 — 72 den
Vektor

X'=ov4+TW.
Wegen v L wistx € 5. Da A symmetrisch ist, gilt 'vAw = "wAuv, also ist
VAV > 'xAx = 0% WAV + 201 - 'wAV + 0 wAw.
Daraus folgt nach Division durch
20 ('wAv) < t('vAv — "wAw). (%)
Angenommen, Av wiire nicht orthogonal zu w. Indem wir eventuell w durch —w
ersetzen, kénnen wir 'wAv > 0 annehmen. Da auberdem nach der Wahl von v
WAy —"wAw > 0

gilt, ergiibe sich aus (%) ein Widerspruch, wenn man 7 gegen 0 (und damit o
gegen 1) gehen laBt.

Wegen ||v]| = 1 folgt sofort, daB "vAv der Eigenwert zum Eigenvektor v ist.
Da die weiteren Eigenwerte von A Werte der quadratischen Form g auf W N §

sind, folgt weiter, daB 'vAv der grofite Eigenwert von A ist (dabei ist wie oben
W = (Rv)!). O

Bei dieser Beweismethode werden Eigenwert und Eigenvektor gleichzeitig ge-
funden, daraus kann auch leicht ein Approximationsverfahren zur numerischen
Lésung gemacht werden.
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Aufgaben zu 5.6

1. Sei F: K" — K" ein selbstadjungierter, nilpotenter Endomorphismus. Zeigen Sie,
dass F = 0 ist.

2. Seien F und G zwei selbstadjungierte Endomorphismen auf einem endlichdimensio-
nalen euklidischen bzw. unitidren Vektorraum V. Zeigen Sie, dass F o G selbstadjungiert
ist genau dann, wenn Fo G =G o F.

3. Bestimmen Sie fiir die Matrix

2 -1 1
A=| -1 21
1 1 2

eine orthogonale Matrix § € O(3), so dass’SAS eine Diagonalmatrix ist.
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5.7 Hauptachsentransformation*

Ist eine symmetrische Bilinearform positiv definit, so kann man dazu nach dem Verfah-
ren von GRAM-SCHMIDT entsprechend 5.4.9 eine Orthonormalbasis konstruieren. Das
wirft folgende Fragen auf:

1) Wie kann man einfach entscheiden, ob eine symmetrische Bilinearform positiv defi-
nit ist?

2) Gibt es einen Ersatz fiir eine Orthonormalbasis im nicht positiv definiten Fall?

Darauf werden in diesem Abschnitt Antworten gegeben.

5.7.1. Wir behandeln zunichst den reellen Fall und betrachten erst einmal eine
symmetrische Bilinearform

s: R"xR" - R.
Sie ist nach 5.4.2 bestimmt durch die symmetrische Matrix A = (s (ej, e j-)). Fiir
Spaltenvektoren x, y € R" gilt

s(x,y) ="xAy = (Ax, y} = (x, Ay),
wobei ( , ) das kanonische Skalarprodukt des R" bezeichnet. Die Matrix A kann
auch angesehen werden als ein selbstadjungierter Endomorphismus
A: R" > R",
der nach 5.6.2 diagonalisierbar ist. Es gibt also eine orthonormale Basis
B = (wy,...,w,) des R" aus Eigenvektoren, d.h. A; € R mit
Aw; = hw;,  also  s(w;, wy) = (Aw;, w;) = A{w, w;) = A - &;.
Sind die Eigenwerte A,, ... , 4, so numeriert, daf}
AV NE >0, Aestiviova e <0 und A'm+1 A =0,

S0 setzen wir

, { il ow; firi=1,...,m,

w; firi=m+1,...,n.
Das ergibt eine beziiglich ( , ) orthogonale Basis B’ = (w, ... , w;) des R" mit
+1 firl<i=j<k

s w)) =1 -1 firk+1<i=j<m,
0 sonst.
Mit Matrizen beschreibt man das so: Ist § € O(n) derart, daf§
Al
SAS™' = Se
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so folgt aus $~! = S und der Transformationsformel 5.4.3 mit T := §~', daf
My(s) ='TAT = D.
Weiter ist
E;

MH'(.\‘) = —-Elr +.DY

0

mit k + ! = m. Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen. Sei A € M(n x n; R)
symmetrisch und s die durch A beschriebene Bilinearform auf R". Dann gilt:

1) Ist B = (w,, ..., w,) eine Orthonormalbasis des R" beziiglich des Standard-
skalarproduktes bestehend aus Eigenvektoren des Endomorphismus A, so ist
Ay 0
Mgp(s) = o dhos(wi, wy) =4 -8,
0 '
wobei iy, ..., A, die Eigenwerte von A sind.
2) Es gibt eine Basis B' des R", so daf§
Ey 0
Mp(s) = —E, =",
0 0
d.h. es gibtein T' € GL (n; R) mit D' ="T"AT". |

Es sei bemerkt, daB man Teil 2) auch ohne Benutzung von 5.6.2 direkt durch
simultane Zeilen- und Spaltenumformungen von A iiber jedem Korper K mit
char(K) # 2 beweisen kann (siehe 5.7.5).

Vorsicht! Die Eigenwerte von A sind nur Invarianten des Endomorphismus, fiir
eine Bilinearform ist der Begriff Eigenwert sinnlos.

In 5.7.4 werden wir zeigen, dal} die Zahlen k& und / Invarianten der Bilinearform
sind.

5.7.2. Um den Namen Hauptachsentransformation zu erkliren, geben wir fol-
gendes
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Beispiel. Sei

o

A=(; 'B)GM{ZXZ;]R).

Dann ist s(x, y) = a(x;y; + x2y2) + B(x1y2 + x2y1). Aus
Pu(r) =1 = 2at + (@* — )

erhilt man die Eigenwerte A, = a4+ B und A; = o — B, sowie die Eigenvektoren

1 1
wy=—(1,1) und w;=—(—1,1).
"= 2 T2

Dafiir gilt s(wy, w;) = 0, s(wy, w;) = e + fund s(wy, w2) =a — B. Diezu s
gehorige quadratische Form ist gegeben durch

g(x) = axf +2Bx1x2 + afx% .

Sind z,, z die Koordinaten beziiglich der Basis (w;, w-), so gilt
0y _ 1 1 -1 2
X3 VAR 1 22 '

q(x(2) = (@ + Bz} + (@ — B)73 -

also

In den neuen z-Koordinaten ist also der gemischte Term mit z,z, verschwunden.
Um das geometrisch zu interpretieren, betrachten wir die Kurve

C:={xeR gx)=1}.

Ist 4; > O und A, # 0, so setzen wir
1 1

a:=—— und b:= ;
N/ Vidal
Dann lautet die Gleichung von C in den z-Koordinaten
- {
arn bt

Im Fall + ist das eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel, a und b sind jeweils die
Hauptachsen.
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" Bild 5.10

Dieser geometrische Aspekt der Bilinearformen wird ausfiihrlich in [Fi] behan-
delt.

5.7.3. Nun geben wir einige Folgerungen aus der Hauptachsentransformation in
57.1an

Korollar 1. Eine symmetrische Matrix A € M(n x n; R) ist genau dann positiv
definit, wenn ihre Eigenwerte M1, . . ., A, positiv sind.

Beweis. Jeden Spaltenvektor z € R" stellen wir mit Hilfe einer Orthonormalba-
sis aus Eigenvektoren als

=W+ ...+ Wy
dar. Dann folgt unter Benutzung der Bilinearitit
tg Az = Mpd +... + Aapi,
und daraus liest man sofort die Behauptung ab. ]
Um die positive Definitheit einer Matrix zu testen, muB man die Eigenwerte
nicht ausrechnen; es reicht zu wissen, daB sie irgendwelche positiven Werte ha-
ben. Dazu geniigt es, das charakteristische Polynom zu berechnen und die Vor-
zeichenregel aus 1.3.11 anzuwenden. Es folgt sofort
Korollar 2. Sei A € M(n x n;R) eine symmetrische Matrix und
Py=(=1)"t"+apat" ...+t +ag

ihr charakteristisches Polynom. Dann gilt:

A positiv definit < (—1Ya; > 0fiir j =0,...,n— 1. |
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§.7.4. Wir betrachten nun einen endlichdimensionalen R-Vektorraum V' mit ei-
ner symmetrischen Bilinearform s und der zugehorigen quadratischen Form

¢: V=R, v g(v) =s(v,v).
Das Ziel ist, g beziiglich einer geeigneten Basis von V' moglichst einfach darzu-
stellen. Dazu erklért man zunichst
VWwi={veV: s(vyw)=0firallewe V}CV
als Ausartungsraum von s. Das ist offenbar ein Untervektorraum von V und
rang (s) := dimV — dimV}
heiBt der Rang von s (vgl. dazu Aufgabe 7).

Diagonalisierung einer quadratischen Form. Sei V' ein R-Vekiorraum mit
n = dimV und s eine symmetrische Bilinearform mit der zugehirigen qua-
dratischen Form q auf V. Dann gibt es eine Basis

B= (‘Ul, vony Uky Ukt o ooy Vpy Upgedy o o '!vﬂ)

von V mit folgenden Eigenschaften: Es ist v = rang (s) und fiir

n k T
U=Za,-v.-€V gilt q(v):Za?— Z o?,

i=1 i=1 i=k+1
Insbesondere hat man eine Zerlegung
V=Vi,eV_a6lW

mit q(v) >0 fir 0£veVy, qv)<0 fir 0£veV. und qv)=0
fir ve V.

Beweis. Wir wihlen zuniichst eine beliebige Basis .4 von V und betrachten die
darstellende Matrix A = M4(s). Mit Hilfe von Teil b) des Satzes iiber die
Hauptachsentransformation aus 5.7.1 erhalten wir eine neue Basis
B = (v1,...,u,) von V mit s(v;,v;) = 0 fiir ¢ # 7 und

glv;) = +1 fir i=1,...,k

gly;) = -1 fir i=k+1,...,r

glv;) = 0 fir i=r+1,...,n.
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Daraus folgt sofort die behauptete Darstellung von g(v). Setzt man
Vi :=span (vy,...,vx) und V_ :=span (Vgyq,...,9),
so erhilt man die gewiinschte direkte Summe. m]

Zur Untersuchung der Vorzeichen der Werte von ¢ kann man die Mengen
C, {veV: qlv)>0}u{0}
C. = {veV: q(v) <0}u{0}
Co {veV: q(v) =0}
betrachten. Das sind jedoch fast nie Untervektorriiume (Aufgabe 6). Es gilt
VecC,, V_CC., VcC(C,
aber diese Untervektorrdume sind nicht eindeutig bestimmt. Ein klassisches Er-
gebnis besagt, dass wenigstens die Dimensionen eindeutig bestimmt sind.

Trigheitsgesetz von SYLVESTER. Hat man fiir eine quadratische Form q auf
einem R-Vektorraum V zwei Zerlegungen
v=V,aV.eaW\=V,aV el
mit  q(v) > 0fir0#veV,und0#veV],
sowie q(v) < 0fir0 #veV_und0#ve V',

so folgt oL Y PR, .
d.l.mV+ =dimV, wund dimV’ =dimV_.

Die Zahlen r,(g) := dimV, und r_(g) := dimV_ sind also neben dem Rang
weitere Invarianten der quadratischen Form. Das Paar (r..(g), r_(g)) wird auch
Signatur von g genannt.

Beweis. Es genilgt folgendes zu zeigen: Ist W C V ein Untervektorraum mit
g(w) > 0 fiir 0 £ w € W, so folgt

dimW < dimV/, . (%)
Aufgrund der Symmetrie folgt dann dimV, = dimV, und analog erhélt man
dimV’ = dimV_.
Angenommen dimW > dimV, = dimV — dim(V_ @ V;). Nach der Dimen-
sionsformel aus 1.6.1 gibt es ein

0£weWn(V.aW),



324 5 Euklidische und unitidre Vektorriume

also w = v_ + vy mit v_ € V_ und vp € V{. Dann ist aber

g(w) = s(v- + v, v- +vp) = s(v—,v-) + 0 <0,
mit Widerspruch zu g(w) > 0. u|
Fiir quadratische Matrizen weiB man, da die Eigenwerte beim Ubergang von A
zu SAS™! erhalten bleiben, beim Ubergang zu 'SAS dagegen im allgemeinen
veridndert werden. Aus dem Trigheitsgesetz folgt sofort
Korollar. Sei A € M(n x n;R) symmetrisch und S € GL(n;R). Dann haben

A und 'SAS

mit Vielfachheit gezihlt die gleichen Anzahlen positiver und negativer Eigenwer-
te.

5.7.5. Bisher haben wir Hauptachsentransformationen nur im reellen Fall be-
handelt, weil er besonders wichtig ist und im engen Zusammenhang zu den Ska-
larprodukten steht. Dabei bleibt ein Problem: Zur Kontrolle der Definitheit ei-
ner Matrix hat man entsprechend 5.7.3 das charakteristische Polynom, d.h. eine
Determinante zu berechnen. Weil darin die Unbestimmite ¢ auftritt, helfen Um-
formungen wenig und der Rechenaufwand ist fiir groBe Matrizen enorm. Daher
ist es niitzlich, eine einfachere Methode zu haben, bei der die Matrix schrittwei-
se umgeformt wird. Uberdies geht das fiir jeden Kérper K, indem 1 +1 # 0
ist. Zunichst geben wir als Verallgemeinerung des Orthonormalsierungssatzes in
5.4.9, den

Orthogonalisierungssatz. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber ei-
nem Kérper K mit char(K) # 2 und

s: VxV—-=K

eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis B = (vy,...,v,) von

V mit
s(v,v;) =0 fiiri#3j.

Istq: V — K die zugehorige quadratische Form und a; := g(;), so folgt
gv) =z +...+opzd fir V=210 + .+ T,

Die quadratische Form ist also in diesen Koordinaten frei von ,,gemischten Ter-
men” z;z; miti # j.
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Beweis. Wir fithren Induktion iiber n = dimV’. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen.
Ist g(v) = O fiir alle v, so folgt s(v, w) = 0 fiir alle v, w € V nach der Polarisie-
rung in 5.4.4, Andernfalls gibt es ein vy € V mit g(v1) # 0. Wir betrachten
Wi={weV: s(v,w) =0}

und behaupten V' = Kv; @ W.Istv € Kv; N W, so folgt

v=2>; und 0= s(v,v)=2As(v;,v1), also A=0 und v=0.
Zum Nachweis von V' = Kv; + W definieren wirzuv € V

£ g I,
T os(vy, )

Dann ist v = v’ + (v — v"), und aus s(vy,v) = s(v;,v’) folgtv — v’ € W.

Bezeichnet § die Beschrinkung von s auf W, so gibt es nach Induktionsan-
nahme eine Basis (v, .. ., v,) von W mit

S(v;,v;) =0 firg,je{2,...,n}undi+#j.

Also kann man B := (vy, vg, . . . , ¥,) Wilhlen. |

Mit Hilfe der Transformationsformel 5.4.3 folgt das

Korollar. Zu einer symmetrischen Matrix A € M(n x n; K) gibt es ein
S € GL (n; K), so daf

(e 31 0
tSAS =

0 ay o

Es sei noch einmal bemerkt, daf die Zahlen ¢; nicht eindeutig bestimmt sind. Im
reellen Fall sind nach dem Trigheitssatz 5.7.4 jedoch die Vorzeichen festgelegt.

5.7.6. Zur Berechnung einer Transformationsmatrix S wie in obigem Korollar
gibt es eine symmetrische Umformungsmethode. Dabei werden an A simultan
Zeilen- und Spaltenumformungen durchgefiihrt, bis eine Diagonalmatrix ent-
standen ist. Die Zeilenumformungen werden ausgedehnt auf die danebenstehen-
de Matrix E,,. Das kann man mit Hilfe von Elementarmatrizen C; schematisch
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so beschreiben:

A E,
G ARG E.«Cj
B el v Byl | BanilCroseol

Ist links eine Diagonalmatrix D entstanden, so hat man rechts S mit
D ='SAS.

Wegen des Assoziativgesetzes der Matrizenmultiplikation ist es gleichgiiltig, ob
man in jedem Schritt zuerst die Spalten oder die Zeilen umformt. Eine Strategie
fiir die Umformungen wollen wir nicht allgemein aufschreiben, wir geben dafiir
zwei typische

Beispiele. a) Wir betrachten auf R? die quadratische Form g(x, x2) = xyx.
Setzt man x; = y; + y, und x; = y; — y,, soist

qx() = 1+ ¥ —y) =y —i.
Mit Matrizen geht das so: zu g gehort die Bilinearform
s(x, %) = jx1% + §5ix;.

Ein mégliches Umformungsschema ist folgendes.

0 % 1 0
A= 1 =E2
3 00 1
1 11 0

1

5 0|1 1

1 011 —%

0o -1 1

1 0|1 1
D= =.5

0 —-1|1 -1

Entsprechend 5.4.3 ist x = Sy.

b) Wir betrachten wieder auf R? eine quadratische Form mit a # 0 und fiihren
quadratische Ergédnzung durch:
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g(x) = ax?+2bxx; +ex?
= a (xlz + 2fx[xz + f:—;);.f) + c_rg — %xg
= a(x+ix)+ (c— "—:‘;)x.i."
= ay?+(c—-§)yﬁ
wenn y; = x; + E-Tz und y; = x3.

In Matrizen geht das viel schneller:

a b 1 0

A = =
b c 0 1
a 0 |1 -2

D= . =5
0 (‘*—: D l

Es ist wieder x = Sy. Weiter gilt
b ac— b _detA

C— —

[ a a
Also ist A genau dann positiv definit, wenn a > O und det A > 0.

5.7.7. Nun kommen wir zu dem versprochenen Kriterium fiir die positive Defini-
theit einer Matrix A € M(n x n;R). Hat man entsprechend 5.7.6 ein
S € GL (n; R) gefunden, so daB}
(431 0
'SAS = )
0 a,
so ist A nach dem Triigheitssatz 5.7.4 genau dann positiv definit, wenn
o; >0 firi=1,...,n.
Das kann man noch etwas anders formulieren. Dazu bezeichnen wir fiir
k=1,...,nmit
Ay € M(k x k; R)
die linke obere k-reihige und k-spaltige Teilmatrix von A. Ihre Determinante
det A; heilit Hauptminor von A. Schon bei JACOBI findet man das
Hauptminoren-Kriterium fiir Definitheit. Fiir eine symmetrische Matrix
A € M(n x n; R) gilt:
A positiv definit <> detA, =0 firk=1,...,n.
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Beweis. ,=": Jede positiv definite Matrix hat positive Determinante, denn ist

Q) 0
'SAS = mit a; >0 firi=1,...,n,
0 oy
soistdet A - (det§)> = @, - ... - a,. Die Matrix A; beschreibt die Beschriinkung
der zu A gehorigen Bilinearform auf
{(.q,... ) BT B e = X =O] ;

also ist auch Ay positiv definit und somit det A, > 0.

<"1 Wir fiihren Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Nach Induktionsan-
nahme ist A,_; positiv definit, also gibtes ein T € GL (n — 1; i) mit

oy 0
T A T = und a; >0 firi=1,...,n—1.
0 Oy
Wir definieren
0
T = z : eGL(n; R).
0
Dann ist
o 0 | B
AT = ' ’ =B,
0 Wy ﬁn—l
Bi -+ B ‘ Bn
Nach Voraussetzung ist det A = det A,, > 0, also auch det B > 0. Wir setzen
¢
S = En-r : mit Yi = —&,
VYn—-1 o
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daraus folgt
) 0
'SBS =
0 oy,
Wegen 0 < det B = i folgt auch @, > 0. O
(det 5)2

Dieses Kriterium ist mehr von theoretischem als von praktischem Interesse, weil
dabei n Minoren auszurechnen sind. Schneller ist die Umformungsmethode aus
5.7.6.

Aufgaben zu 5.7
1. Sei s die symmetrische Bilinearform auf dem B, die gegeben ist durch die Matrix
3 -2 0
-2 2 =2
0 -2 1

Bestimmen Sie eine Basis A des B, so dass M 4(s) Diagonalgestalt hat und eine weitere
Basis B, so dass

0 0
1 0
0 =1

Mg(s) =

[ =T — I

2.Sei D = D(] — 1, 1[; ) der Vektorraum der auf | — 1, 1[ differenzierbaren Funktio-
nen.

a) Zeigen Sie,dass d: D x D — R, (f, g) — (fg)(0) eine symmetrische Bilinear-
form ist.

b) Bestimmen Sie den Ausartungsraum T von d.

3. Diagonalisieren Sie die Matrizen

1 010
1 2 2

01 31 2
2 1 4

1100
2 4 4

0 2¢O 2

mit der symmetrischen Umformungsmethode aus 5.7.6.
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4, Eine symmetrische Matrix A € M(n x n; R) heiBt negativ definit, wenn
tzAz <0

fiir jedes 0 #£ = € R™, Zeigen Sie: A negativ definit < — A positiv definit.

5. Uberpriifen Sie die folgenden Matrizen auf Definitheit:

1 2 -2 -3 1 -3 70 -8
22 0], 1 -2 0|, 01 2
-2 0 -4 -3 0 -4 -8 2 17

6. Eine Teilmenge C eines K-Vektorraumes V heiBt Kegel, wenn firv € Cund A € K
auch X -v € C gilt.

Man zeige, dass die in 5.7.4 erkliirten Mengen Co, C; und C_ im Fall K = R Kegel
sind, und man bestimme diese Kegel sowie V; explizit fir V = R?, wenn s durch die

Matrix

1 0

0 -1
erklart ist.
7. Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V, n := dimV’, B eine Basis von V' und
A = M . Ist

5(¢) L={zeR": A-2=0}
Losungsraum des homogenen Gleichungssystems und $5: R™ — V das Koordinaten-
system zua B, so folgt
Vo = ®p(L).

Insbesondere gilt rang (s) =rang(A) und dimVp =n —rangA.



Kapitel 6
Dualitit und Tensorprodukte*

In diesem letzten Kapitel werden noch einige Dinge angefiigt, die hochstens dadurch
Schwierigkeiten bereiten, daB sie relativ abstrakt sind. Das ist vergleichbar mit den
Atembeschwerden, die sich im Hochgebirge wegen der immer diinner werdenden Luft
einstellen konnen.

6.1 Dualrdume

Vektoren des Standardraumes K" hatten wir als Zeilen oder Spalten geschrieben, je
nachdem, was gerade giinstiger war. Daraus kann man eine schone Theorie machen,
die eine neue Sicht auf lineare Gleichungssysteme und quadratische Matrizen eroffnet.
Was hier zuniichst als reine Spielerei erscheinen mag, ist ein wichtiges Hilfsmittel der
theoretischen Physik.

6.1.1. Die linke Seite einer linearen Gleichung hat die Form
ax,+...+a,x,.

Schreibt man x = ‘(xy, ..., x,) als Spalte und a = (ay, ... ,a,) als Zeile, so
kann man x als Element des K" und a als eine lineare Abbildung

a: K" > K, x—a-x=ax +...+a,x,,
d.h. als Element von Hom (K", K) betrachten. Das ist nach 2.1.3 wieder ein
Vektorraum.
Definition. Ist V ein K -Vektorraum, so heifit
V*:=Homg(V,K)={p: V — K: ¢ linear}
der Dualraum von V. Die Elemente von V* heillen Linearformen auf V.

Im folgenden wird sich zeigen, da3 der Name Dualraum gerechtfertigt ist. Be-
sonders interessant ist der Fall, da} V ein unendlichdimensionaler Funktionen-
raum ist.

Beispiel. Sei I = [a, b] C R ein Intervall und V := D(J; R) der Vektorraum
der auf I differenzierbaren Funktionen. Dann sind

b
g V>R, f)—>ff(x)a'x

und
§5: VR, [ ﬁ(C).
dx

wobei a < ¢ < b, zwel Linearformen auf V.
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Dieses Beispiel mag als Andeutung fiir den Nutzen der Dualriume in der Ana-
lysis dienen, das ist Gegenstand der Funktionalanalysis.

6.1.2. In der linearen Algebra kann man die Dualitiitstheorie nur fiir endlichdi-
mensionale Vektorrdume entwickeln. Dies sei nun stets vorausgesetzt. Ist

B = (v,...,v,) eine Basis von V, so gibt es zu jedem i € {1,...,n} nach
2.4.1 genau eine lineare Abbildung
vi: V= K mit v () =3§;. (%)

Vorsicht! Die Linearform v} héngt nicht nur vom Vektor v;, sondern auch von
den anderen Basisvektoren ab!

Bemerkung. Fiir jede Basis B = (vy,... ,v,) von V ist B* = (v{, ... , v;) eine
Basis von V*.
Man nennt B* die zu B duale Basis.

Beweis. Dies folgt aus 2.4.2, wir wollen es noch einmal direkt nachrechnen. Zu
jedem @ € V*sind Ay, ... , A, gesucht, so daf3

o=Mvy+...+ Aoy
Setzt man v; in @ ein, so ergibt sich aus (*), daB A; = ¢(v;) sein muB. Daraus
folgt alles. ]
Da man jeden Vektor v # 0 zu einer Basis erginzen kann, folgt das

Korollar 1. Zu jedem v € V mit v # 0 gibt es ein ¢ € V* mit p(v) # 0. 0
Mit Hilfe von 2.4.1 erhélt man

Korollar 2. Zu jeder Basis B = (vy, ..., v,) von V gibt es einen Isomorphismus
Wg: V>V mit Yg(y)=uv. i

Vorsicht! Dieser [somorphismus hidngt von der Auswahl der Basis ab, ebenso ist
das ¢ aus Korollar 1 abhingig von der Ergéinzung.

Beispiele. a) Im X" hat man zur kanonischen Basis K = (ey, ... , e,) die kano-
nische Basis
K*=(efy-:- ,€}) vonV*.
Mit der Konvention, Vektoren als Spalten und Linearformen als Zeilen zu
schreiben, ist
eF =10, .0, 0, 1,0 ::.:.50)
mit der 1 an der i-ten Stelle.
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b) Im K? betrachten wir neben der kanonischen Basis die Basis B = (v;, v;) mit
vy =e und v; = (1, 1). Aus ¢; = vy und e; = v, — v, folgt
vie) =1, vi(@)=—1, ve)=0, vilea)=1,

* * * * * * * * *
v=¢ —€, v;=¢€, also Wple)=e] —€;, Wple) =—e] +2e;.

Vorsicht! Man beachte die Tiicke der Notation: Es ist v; = ¢, aber v] # e],
weil die beiden Sternchen verschiedene Bedeutung haben.

6.1.3. In 0.2.4 hatten wir fiir eine parametrisierte Gerade in der Ebene eine Glei-
chung bestimmt. Diese Frage kann man nun noch einmal abstrakter betrachten.
Ist0 # x = "(x1,x;) € R2und L = R - x C R? die Gerade durch 0 und x, so
sinddie a = (a;, a») € (Rz) gesucht mit

a\ x| +ayx; =0.

LO

(a,,a,) =a

(R?)

Sie liegen auf einer Geraden L? in (Rz)*, die senkrecht auf L steht, wenn man R?
und (}RZ) * nicht unterscheidet. Allgemeiner kann man fiir einen Untervektorraum
alle ,,beschreibenden Gleichungen zusammenfassen.

Bild 6.1

Definition. Ist V ein K-Vektorraum und I/ C V ein Untervektorraum, so heift
Ul={peV*: @u)=0 firalleu e U} C V*

der zu U orthogonale Raum (oder der Annullator von U). Das ist offensichtlich

ein Untervektorraum.

Man beachte den Unterschied zur Orthogonalitéit in Rdumen mit Skalarprodukt:
dort liegt das orthogonale Komplement I/ * in V, hier liegt &/° in V*. Dennoch
gibt es starke Beziehungen:

Satz. Fiir jeden Untervektorraum U C V gilt

dimU° = dimV — dimU .
Genauer gilt: Ist (uy, ... ,uy) Basisvon U und B = (uy, ..., g, U1, ..., )
Basis von V, so bilden die Linearformen vy, ... , v} aus B* eine Basis von U°,
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Beweis. Da v}, ... , v’ einer Basis entnommen wurden, sind sie linear unabhién-
gig. Also bleibt
U° = span (vf v:)
zu zeigen. .2 ist klar, da v}(4;) = 0. Zum Nachweis von ,,C" sei p € U° und
o=+ g v+ A

Setzt man u; ein, so wird 0 = ¢(u;) = w;. O
6.1.4. Nun zeigen wir, daB man nicht nur Vektorriume, sondern auch lineare

Abbildungen dualisieren kann. Dazu betrachten wir das Diagramm
F

1% w
Jw
YyoF
K

mit K -Vektorrdumen V und W, sowie linearen Abbildungen F und . Dann ist
¥ € W*, und mit Hilfe von 2.1.3 folgt ¥ o F € V*; also konnen wir eine duale
Abbildung
Fr': W= V', Yy F{)=ycF,
erkliren. Aus
F'uyn +2¥2) = (v +hy) o F =a(Y10 F)+X2(Y20 F)
MF(Yn) + 2 F (¥)
folgt die Linearitit von F*. Also hat man noch abstrakter eine Abbildung
Hom g (V, W) — Hom g (W*, V"), F— F*,
die ein Vektorraumisomorphismus ist (Aufgabe 3). Das kann man auch mit Hilfe
von Matrizen sehen:

it

Satz. Gegeben seien K -Vektorriume V und W mit Basen A und B, sowie eine
lineare Abbildung F: V — W. Dann gil:

ME(F*) = (M{(F)).
Kurz ausgedriickt: Die duale Abbildung wird beziiglich der dualen Basen durch
die transponierte Matrix beschrieben.

Beweis. Sei A = (vy,...,v,)und B = (w, ..., w,). Entsprechend 2.4.2 be-
deutet ME;‘(F) = (a;;), daB

F) =Y ayw, also ay=w (F(v))=F"@)v).

i=1
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Ist M5.(F*) = (b)), so folgt
n
F*(w;’):Zbﬁv}’, also  bj; = FXw)()),

J=1
und insgesamt a;; = bj;. o
6.1.5. Zu einer linearen Abbildung F: V — W hat man ein Diagramm

Ker F CV -5 ImFCW,
und entsprechend fiir die duale Abbildung

V* > ImF* <~ W* S Ker F*.

Einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Folgen erhilt man mit Hilfe der
in 6.1.3 erklirten Orthogonalitit:

Satz. Ist F: 'V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Vektorriumen, so gilt

ImF* = (Ker F)° wund KerF* = (ImF)° .

Korollar 1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

rang F* =rang F .

Beweis von Korollar 1. Mit Hilfe von 2.2.4 und 6.1.3 folgt

rang F* = dimIm F* = dim(Ker F)° = dimV — dimKer F
= dimImF =rang F. O

Im Spezialfall V = K" und W = K" ist F durch eine Matrix A und F* nach
6.1.4 durch ‘A beschrieben. Daher ergibt Korollar 1 einen neuen und sehr ab-
strakten Beweis von

Korollar 2. Fiir jede Matrix A € M(m x n; K) gilt

Zeilenrang A = Spaltenrang A . 0

Beweis des Satzes. Zum Nachweis der ersten Gleichung sind zwei Inklusionen
zu zeigen: Dazu betrachten wir das Diagramm
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Ist ¢ =y o F, so folgt ¢|Ker F = 0, also gilt ,,C".
Sei umgekehrt ¢ € V* mit g|Ker F = 0 gegeben. Zur Konstruktion eines
¥ € W* mit ¢ = v o F wihlen wir entsprechend 2.2.4 Basen

A = @y, ... ,uv,...,v) vonVund

B = (w,...,w,w1,...,w,) vonW
mit Ker F = span (v, ..., v), Im F = span(w, ..., w,) und F(u;) = w; fiir
i =1,...,r.Nach 2.4.1 gibt es genau ein lineares yr mit

Y(w,) = e firi=1,...,r,

0 sonst .,

Nach Konstruktion von v ist ¢ =y o F.
Die zweite Gleichung kann man #hnlich beweisen oder mit Hilfe von 6.1.7
aus der ersten folgern. m]

6.1.6. Den Dualraum kann man zu jedem Vektorraum bilden, also auch zu V*.
Auf diese Weise erhdlt man zu V den Bidualraum
V™ = (V") = Hom (V*, K).
Die in 6.1.2 konstruierten Isomorphismen V — V* waren von der Auswahl
einer Basis abhiingig. Dagegen hat man eine kanonische Abbildung
V= VY, vy, mitnle) = e).
Mit Hilfe der Korollare 1 und 2 aus 6.1.2 folgt durch einfache Rechnungen der
Satz. Fiir jeden endlichdimensionalen K -Vektorraum V ist die kanonische Ab-
bildung
Vo vV"

ein Isomorphismus. i

Man kann also V mit V** identifizieren und in suggestiver Form
v(p) = @(v)

schreiben. In dieser Form ist die Dualitiit zwischen Vektoren und Linearformen
besonders deutlich.

Korollar. Fiir jede lineare Abbildung F: 'V — W gilt F** = F. O
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Im K" dualisiert man durch Transponieren:
Kﬂ — (KH)* = (KH)** _— KH "
X X1
B (Xpaeis g Xn) B>

Xn Xn

6.1.7. Die in 6.1.3 eingefiihrten orthogonalen Riume erméglichen eine abstrakte
Beschreibung linearer Gleichungssysteme. Zunichst eine allgemeine
Bemerkung. Fiir jeden Untervektorraum W C V gilt

W)’ =wcv=v.

Beweis. Wegen der Dimensionsformel in 6.1.3 geniigt es, W C {W°)0 zu zeigen.
Das ist aber klar, denn fiir w € W und ¢ € WO gilt w(p) = ¢(w) = 0. 0

Damit kann man lineare Gleichungssysteme wie folgt interpretieren. Gegeben
sei das System

A-x=0 mitAeM(m xn; K)und W =Lds(A,0) C K".
Die Zeilen a,, ... , a, von A sind Linearformen, wir definieren
U:=span(ay,...,a,) C (K")" mit diml =rangA.
Nach Definition des Losungsraumes gilt
W=0" und n=dimW +diml.
Das Gleichungssystem losen bedeutet also, zu vorgegebenem U C (K")* eine
Basis von U® C K" zu finden, und die Zeilenumformungen von A entsprechend
0.4.7 dienen dazu, eine Basis von U zu konstruieren.

Das duale Problem ist folgendes: Gegeben ein Untervektorraum W C K" und
gesucht eine Matrix A, so daf3

W =Loas(A,0).
Die Zeilen der Matrix A erhilt man durch ein Erzeugendensystem des Raumes
U C (K™)" mit
F=p, dh P'=p,
W sei gegeben durch eine Matrix X € M(n x [; K) mit Spalten w,, ... , w, so
da W = span (wy, ..., w;). Dann ist
= g€ (E"V; a:X =0} ,
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d.h. man hat das Gleichungssystem
'X-'la=0
zu 16sen. Eine Basis des Losungsraumes liefert die Zeilen von A. Ist
k:=dimW </, soist r:=n—k=rangA,
undesgilt A- X =0inM(r x I; K).
Damit hat man ein Rezept fiir die Berechnung von Gleichungen fiir W: Man

nehme ein Erzeugendensystem von W, forme daraus "X und lése das entspre-
chende Gleichungssystem.

Beispiel. Seien w; = '(1, 1, 1) und w, = "(0, —1, 1) € R®. Eine Gleichung der
davon aufgespannten Ebene W erhilt man durch Lésen des Gleichungssystems

mit der Matrix
'y — 1 1 1 .
0 -1 1

Eine Fundamentalldsung ist (a,, @z, a3) = (-2, 1, 1), also lautet eine Gleichung
fiir W

—le F+ x4 x;3 = 0.
Das geht auch mit dem Vektorprodukt aus 5.2, denn w; x w; = (2, -1, —1).
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Aufgaben zu 6.1

1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V' mit Basen A und B. Sind A*
und B* die zugehorigen dualen Basen von V*, so gilt fiir die Transformationsmatrizen

T = (¢Tgh~L,

2. Gegeben sei der Untervektorraum

2 0 4
3 5 0
U = span 1 s 1 R 1 CR.
4 —1 1
3 3 -2

Bestimmen Sie eine Basis von {/°.

3. Zeigen Sie, dass fiir Vektorriume V, W durch Hom(V, W) — Hom(W*, V*),
F + F*, ein Isomorphismus von Vektorrdumen gegeben ist.

4. Sei F: V — W ein Homomorphismus und U C W ein Untervektorraum. Zeigen
Sie: F*(U% = (F~'(U))°.

5. Es seien W, W> C V Untervektorrdume. Zeigen Sie:

a) (W) + Wa)? = Wl n w2,

b) (W) N W2)0 = WO + wp.
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6.2 Dualitit und Skalarprodukte

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie schon und kanonisch die Dualitétstheorie in
euklidischen und unitdren Vektorrdaumen wird.

6.2.1. Zunichst wollen wir den Begriff einer Bilinearform aus 5.4.1 noch leicht
verallgemeinern. Gegeben seien K -Vektorrdume V und W sowie eine Abbildung
b: VxW—=K, (v,w) by, w).

Fiir festes v € V und w € W definieren wir
b, W—= K, w b(v,w), und
by,: VK, v by, w).
Man nennt b bilinear, wenn b, und b, fiir alle v € V und w € W linear sind.
Ist das der Fall, so erhilt man lineare Abbildungen
b: V- W*, v~ b,, und
b': W—-V* web,.
Eine Bilinearform b heiBt nicht ausgeartet, wenn b" und b” injektiv sind.
Beispiele dafiirsind V x V* = K, (v,9) 1 ¢(v),
fiir jeden K -Vektorraum V und seinen Dualraum V*, sowie ein Skalarprodukt
VxV-oR, @@v)e (v,

fiir jeden R-Vektorraum V. Das folgt aus Korollar 1 in 6.1.2 und der Definition
eines Skalarproduktes in 5.4.6.

Satz. Sind V und W endlichdimensional, und ist

b: VxW—=K
eine nicht ausgeartete Bilinearform, so sind die Abbildungen

b: VW und b': W— V"
Isomorphismen.
Beweis. Da b’ und b” injektiv sind, ist nach 6.1.2
dimV < dimW* = dimW und dimW < dimV* =dimV .
Also folgt dimV = dimW = dimV* = dimW*. O
6.2.2. Aus dem obigen Satz folgt sofort das
Korollar. In einem euklidischen Vektorraum V ist die Abbildung
¥: VsV, v (v ),

ein Isomorphismus. m
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Man beachte die suggestive Notation: Fiir ¢ = (v, ) ist ¢(v") = (v, v'). Wegen
der Symmetrie des Skalarproduktes kann man W ebensogut durch v +— ( ,v)
erkldren.

Im Gegensatz zu den Isomorphismen Ws: V — V* aus 6.1.2, die von der
Wahl der Basis abhingen, ist der obige [somorphismus kanonisch, wenn ein Ska-
larprodukt vorgegeben ist.

Im Spezialfall V = R" hat man die kanonische Basis KX = (e, ... ,e,) und
das kanonische Skalarprodukt { , ) mit
(e, éj) = 3:‘;‘-

In diesem Fall stimmt der Isomorphismus

Y: R" - (R")* , v {v, ),
mit dem Isomorphismus

Ue: R" > (R")", e e,
aus 6.1.2 iiberein.
6.2.3. In dem Beispiel aus 6.1.3 kann man neben L € R? und L° C (R?)" auch
dic zu L senkrechte Gerade

L ={(a, @) € R?: ayx; + axx; =0}

Bild 6.2

betrachten. Ihr Bild unter dem kanonischen Isomorphismus ist L°. Allgemein
hat man die folgende Beziehung zwischen dem in 5.4.8 definierten orthogonalen
Komplement und dem in 6.1.3 definierten Annulator:

Satz. Sei V ein euklidischer Vektorraum und W: V — V* der kanonische
Isomorphismus. Dann gilt:

1) Fiir jeden Untervektorraum U C V ist W (Ui) = /9

2) Ist B = (v, ..., Ua) eine Orthonormalbasis von V und B* = (v}, ..., v})
die duale Basis entsprechend 6.1.2, so ist W (v;) = v].
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In einem euklidischen Vektorraum mit Orthonormalbasis treten also die in 6.1.2
beschriebenen Schwierigkeiten nicht auf!
Beweis. 1) Nach den Dimensionsformeln in 5.4.9 und 6.1.3 ist

dimU* = dimV — dimU = dimU°,
also geniigt es, W (U+) C U° zu beweisen. Das ist aber klar, denn fiir v € U+
und # € U ist

Y (w)(u) ={v,u)=0.

2) folgt aus W (v;)(v;) = (v;, v;) = &; = v} (v;). a
6.2.4. Wie in 5.6.1 versprochen, wird nun eine adjungierte Abbildung erklirt.
Gegeben seien euklidische Vektorrdume V und W, sowie eine lineare Abbildung

F: V—>W.
Dazu konstruieren wir eine lineare Abbildung
F W=V mit (F(v),w)= (v, Fw)) (*)

fir alle v € V und w € W. Sind ® und W die kanonischen Isomorphismen, so
bedeutet (%), dal das Diagramm

Vv ﬂW
a| v
A LI

kommutiert, d.h. F* = &' o F* o ¥. Das sieht man am einfachsten so: Fiir
we Wist
Y(w)=(,w), also F*(W(w))=(F( ), w).
Nach Definition von F* gilt
F*(W(w)) = @ (F¥w)) =( , Fw)),

daraus folgt die Gleichung (x). Man erhalt die adjungierte Abbildung also da-
durch, daB man die duale Abbildung mit Hilfe der kanonischen Isomorphismen
in die urspriinglichen Vektorrdume zuriickholt. Die Beschreibung durch Matri-
zen ist klar:
Bemerkung. Sind V und W euklidische Vektorrdume mit Orthonormalbasen A
und B, so gilt fiir jede lineare Abbildung F: V — W

M5 (F¥) ="(Mz(F)). D
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Aus Satz 6.1.5 folgt sofort der
Satz, Ist F: V — W eine lineare Abbildung zwischen euklidischen Vektorriu-
men, so gilt
ImF* = (Ker F)*  und Ker F* = (ImF)*.
Insbesondere hat man im Fall V = W orthogonale Zerlegungen
V = Ker F@QIm F*4 = Ker P4 QIm F .

Ist iiberdies F selbstadjungiert, d.h, F = F™, so gilt:

V=KerFQImF. m|

Diese letzte Zerlegung folgt schon aus der orthogonalen Diagonalisierbarkeit von
F (5.6.3).

6.2.5. Was wir bisher fiir reelle euklidische Vektorriume beschrieben haben,
kann man mit einer kleinen Modifikation auf komplexe unitire Rdume iibert-
ragen. Ist auf dem C-Vektorraum V eine sesquilineare Abbildung

s: VxV-C

gegeben, so hat man dazu mit der Notation aus 6.2.1 wegen der Linearitiit im
ersten Argument eine Abbildung

VoV, v ,0).

Sie ist jedoch im Gegensatz zum bilinearen Fall nur semilinear. Im Fall eines
Skalarproduktes erhilt man einen kanonischen Semi-Isomorphismus (d.h. eine
bijektive semilineare Abbildung)
U: VoV, ve(,v).
Ist V ein unitéirer Vektorraumund F' € End (V'), so ist die adjungierte Abbildung
F4 =0 1loF* ol

wieder C-linear, weil dabei zweimal konjugiert wird (durch ¥ und ¥~—1), und
man erhilt insgesamt den folgenden

Satz. Sei F' ein Endomorphismus eines unitiiren Vektorraumes V. Der dazu ad-
jungierte Endomorphismus F* hat folgende Eigenschaften:

1) (F(v),w) = (v, F*¥(w)) fiir alle v,w € V.
2) Im F* = (Ker F)* und Ker F* = (Im F)".
3) Ist B eine Orthonormalbasis von V, so gilt Mg (F*) = *Mp(F).
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Beweis. 1) folgt wie in 6.2.4 aus der Definition der adjungierten Abbildung.

2) kann man aus Satz 6.1.5 folgern oder direkt nachrechnen. Wir tun das fiir die
zweite Gleichung: w € (Im F)* gilt genau dann, wenn

0= (F(v),w) = (v, F4%w)) firalleve V.
Da ein Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, bedeutet das w € Ker F*,

Zu 3) setzen wir fiir B = (v, ..., v,)
F(Uj) = ZGUU.' und F"d(v,) = iji‘-’_:' -

Aus 1) folgt

aij = (F(v)), v) = (v, F*(v)) = bj. o
6.2.6. In Kapitel 5 hatten wir fiir folgende Arten von Endomorphismen F uni-
tirer Vektorrdume bewiesen, daB es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
gibt:
1) Fiir unitdres F (5.5.5),
2) fiir selbstadjungiertes F (5.6.2).

Wir wollen nun zeigen, dal dies Spezialfille eines allgemeineren Ergebnisses
sind. Dafiir benétigen wir die zunichst wenig motivierte

Definition. Ein Endomorphismus F eines unitiren Vektorraumes V heiBt
normal, wenn

FoF¥=FY0oF.

Entsprechend heiBit eine Matrix A € M(n x n; C) normal, wenn A-'A ='A - A.
Beispiele. a) Jedes unitire F ist normal, denn aus

(v, F7'(w)) = (F(v), w) = (v, F*(w))
folgt F¥ = F~'und F o F* =idy = F¥o F.
b) Jedes selbstadjungierte F ist normal, denn aus

(F(v), w) = (v, F(w)) = (v, F¥(w))

folgt F = F* also Fo F¥ = F? = F¥o F.
Entscheidend ist der folgende
Satz. Ist V unitir und F € End (V) normal, so gilt

Ker F* =Ker F und ImF* =ImF.
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Insbesondere hat man eine orthogonale Zerlegung V = Ker F OIm F.
Beweis. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, bedeutet v € Ker F
0 = (F(v), F(v)) = (v, F* (F())) = (v, F (F*(v)))

= (F(F(@v)).v) = (F¥(), F*(v)) = 0.
Das ist gleichwertig mit v € Ker F%. Die zweite Gleichung folgt mit Hilfe von
Satz 6.2.5. 0O
Korollar. Ist F normal, so ist Eig (F; A) = Eig (F“d; )_L) fiir jedes ) € C.
Beweis. Fiir G := F — Aidy ist G* = F® — }idy, und aus
GY95G = FYoF +Adidy —AF —AFY

= FoF“4hidy —AFY —XF = Go GY
folgt, daB auch G normal ist. Also ist nach obigem Satz
Eig (F; 1) = Ker G = Ker G = Eig (F™; 1). 8|

6.2.7. Nun konnen wir das abschlieBende Ergebnis beweisen:

Theorem. Fiir einen Endomorphismus F eines unitdren C-Vektorraumes V
sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) Es gibt eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von F.

ii} F ist normal.

Beweis. 1) = ii): Ist B = (vy, ..., v,) Orthonormalbasis und F(v;) :_l,-v,—, S0
ist (U_';, Fad(vf)) = {F(U_,)s ) = A.j (Uj, v) = 8,']}»]'. Also f()lgt Fad(l),') = A;v; und
F (F*(v)) = F(Lwi) = dwi=2dwi= F* (F(v)) .

Da F o F* = F¥ o F auf B, folgt diese Gleichung allgemein.
ii) = i): Wie bei den entsprechenden Beweisen in Kapitel 5 fiihren wir Induktion
iber n = dimV. Das charakteristische Polynom zerfillt nach 1.3.9, also st
Pr(t)=+@ —A)-...-(t—2X,) mit Ar..., A, eC.
Sei v, Eigenvektor zu A, und V, := C - v;. Wir definieren
W ={weV: (wu)=0}.

Dannist V = V; ®W, und wegen dimW = n — | und der Induktionsannahme
geniigt es, folgendes zu beweisen:

F(W)Cc W und F|W istnormal.
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Die erste Behauptung folgt aus
(F(w), vi) = (w, F¥(v))) = (w,hiv1) = A(w, v)) =0.
DaBl F|W normal ist, folgt aus F™(W) C W, und letzteres gilt wegen
(vr, F9w)) = (F(v)), w) = (hwy, w) =A{v;, w) =0. 0

Fiir Matrizen folgt das

Korollar. Ein A € M(n x n; C) ist genau dann normal, wenn es ein § € U(n)
gibt, so dafi SAS™" eine Diagonalmatrix ist. 0

6.2.8. Nach dem lidngeren Ausflug in die recht abstrakte Dualititstheorie wollen
wir wieder zuriickkehren in die dreidimensionale Realitit und mit all den zur
Verfiigung stehenden Werkzeugen eine Formel fiir den Abstand windschiefer
Geraden herleiten.
Gegeben scien zwei Geraden im R? in Parameterdarstellungen
L=v+Rw und L =7 +Ruw',
wobei 0 # w, w’ € R’. Sic heifien parallel, wenn Rw = Rw’ und windschief,
wenn sie sich nicht schneiden und nicht parallel sind. Nach Aufgabe 5 ist das
gleichwertig damait, daf
(x =v — v, w, w’) linear unabhingig,
also eine Basis von R? sind. Wir definieren den Abstand (vgl. 5.1.1)
d(L,L) :=min{d(u,u')=|u'—ull: ueL, u'el}.
Es ist anschaulich plausibel, mufl aber bewiesen werden, dafl dieses Minimum
tatséchlich angenommen wird. Vom Standpunkt der Analysis ist dazu die Funk-
tion
R*> R, (AA)e v+ 2w —v—Aw|,
auf Extrema zu untersuchen. Einfacher ist eine direkte geometrische Methode.

Lemma. Angenommen, u € L und ' € L' sind Punkte, sodafl y == u' — u auf
w und w' senkrecht steht. Dann ist

du,uy=d(L,L".

Das bedeutet, daB ein senkrechter Abstand minimal ist. Die Existenz und Ein-

deutigkeit von solchen Fufpunkten u und u' fiir ein gemeinsames Lot wird an-

schlieBend gezeigt.

Beweis. Dav € L und v’ € L’ beliebig gewihlt werden konnen, geniigt es,
d(u,u) <d(v,v) (% * %)
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zu zeigen. Wir halten v’ € L’ fest und suchen ein v € L, sodaBl v/ — v auf L
senkrecht steht. Man macht dazu den Ansatz

t=v4+ow und 0= -0, w = (x,w) —olw, w).

Bild 6.3
Daraus ist ¢ und somit auch v eindeutig bestimmt. Nach dem Satz von PYTHA-
GORAS im rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken v, v" und v folgt
d(v,v) <d@,v). (*)
Fiir die ndchste Abschitzung definieren wir s := v’ — v — y. Es gilt
Ey)=@ —w+u—v,y)=0" -,y +u-0y) =0,
denn y steht auf L und L’ senkrecht. Also steht s auf y senkrecht, und wir kon-

nen im rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken v, v’ und v + y wieder den Satz
von PYTHAGORAS anwenden, was

d(u,u’) = |yl <d(v,v) (k)
ergibt. Aus (*) und (=) folgt (* * ). B

Es bleibt also die Aufgabe, die FuBpunkte zu bestimmen. Wir leiten dafiir zu-
nichst notwendige Bedingungen her.
Das orthogonale Komplement von Rw + Rw’ wird aufgespannt vom Vektor-
produkt w x w’ (vgl. 5.2). Also sind A, 1/, B € R gesucht mit 8 # 0 und
u=v+iw, W' =v+lvw, y=u-—u=p8wxuw).
Das bedeutet
7 i r x l A’ £ A”
wxw =ax+pw+uw, wobei a=—, u=—=, W'=—. (x)

B B B

Um «, @, p' aus dieser impliziten Formel zu extrahieren, verwenden wir, daf3

wxw, wxx, xxw
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wieder eine Basis von R? ist (Aufgabe 3 zu 5.2). Daher ist

(,wxw), (,wxx), {.,xxw
eine Basis von (Rj)*. Wenden wir sie nacheinander auf Gleichung () an, so
folgt nach den Beziehungen zwischen Vektorprodukt und Skalarprodukt (5.2.2),

dal}
w X w wXw,w Xx
m2 ’ ’ ;

{wx w,x x w)
T xowxw)’ T (wow xx)

{w', x x w)
sein muB . Aus 5.2.2 folgt weiter, daB die drei Nenner gleich sind.

Definieren wir nun umgekehrt «, p, ' durch die oben berechneten Aus-
driicke, und setzen wir

zi=wxw —ax —pw —pw,

so folgt z = 0 aus
(zywxw)={z,w xx)={z,x xw) =0,
da diese drei Linearformen eine Basis von (R’)* bilden. Indem man aus o, g, pt'
noch B, A, A’ ausrechnet, erhilt man folgendes Ergebnis.
Satz. Fiir zwei windschiefe Geraden
L=v+Rw und L =v+Ruw
im R seienu = v+ Aw und u' = v + N'w' mit
t i (wx w, vV —v) x w) . {wx w, (¥ —v) xw)

llw x w||? flw x w'|?

wxw,v—v
Dannistd(L, L") =d(u,u") = L(—w—-—~m—-—~J O
lw > wl
Fiir die Anwendung dieser Formel ist es vorteilhaft, die Vektoren w und w’ zu
normieren.

Aufgaben zu 6.2

1. Seien V, W euklidische Vektorriume, F: V — W linear und U € W ein Untervek-
torraum. Dann gilt: F4(UY) = (F~L(U))HL

2. Ist V ein euklidischer Vektorraum und F: V — V selbstadjungiert, so gilt
F(UL) = (F~Y(U))* fiir alle Untervektorriume U C V. Gilt die Umkehrung auch?

3. Zeigen Sie, dass fiir einen unitiren Vektorraum V durch End(V) — End(V),
F > F™ ein Semi-Isomorphismus gegeben ist.

4. Sei A € M(n x n; C) antihermitesch, das heift —A = A, Zeigen Sie, dass A normal
ist und alle Eigenwerte von A in iR liegen.
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5.Seien L = v + Rw und L' = v’ + Rw’ zwei Geraden im R” und x := v’ — v. Zeigen
Sie:
L und L' sind windschief < x, w und w' sind linear unabhingig .

6. Gegeben seien zwei windschiefe Geraden L = v + Rw und L' = v’ + Rw’ im R".
Wir wollen zwei Methoden angeben, um den Abstand

d(L,L")y =min{d(u,u’) = |u' —u|:uel, u elL’}
zu berechnen. Zur Vereinfachung nehmen wir ||w|| = ||u/|| = 1 an und definieren
SRPS R, (LA e [0+ MW —v— 2wl

a) Untersuchen Sie die Funktion & mit Hilfe der Differentialrechnung auf Extrema und
bestimmen damit den Abstand d(L, L').

b) Es gilt (A, 1) = 2> + aAl’ + 1’2 + b + ¢\’ + d. Setzen Sie u = A + %1’ und
u = -—"“;"JL" und zeigen Sie, dass man auf diese Weise § durch quadratische
Erginzung schreiben kann als §(A,X) = (u — e)® + (' — f)* + g. Dann ist
g=d(L, L.
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6.3 Tensorprodukte
o .. what is the use of a book
without pictures or conversa-
tion?"
aus Alice in Wonderland

Der Begriff eines ,,Tensors” wird in der theoretischen Physik seit langer Zeit benutzt; es
hat etwas gedauert, bis es den Mathematikern gelungen ist, dafiir einen befriedigenden
formalen Rahmen zu zimmem. Er ist sehr prizise, aber hdchst abstrakt und daher nicht
allgemein beliebt.

Vom naiven Standpunkt startet man mit ,,skalaren’ GroBen a: das sind die Elemen-
te des Grundkorpers. Folgen davon, also (a, az, . ..) sind ,,Vektoren®, sie haben einen
einzigen Index. Folgen von Vektoren sind gegeben durch a;;, dazu bendtigt man zwei
Indizes, und diese Objekte heiBen, Tensoren™. Das wirft die Frage auf, warum man statt
Tensor nicht einfach Matrix sagt. Dabei muBl man bedenken, dal Matrizen Hilfsmittel
sind, mit denen man verschiedenartige abstrakte Vorgiinge beschreiben kann. Etwa eine
quadratische Matrix kann sowohl einen Endomorphismus (2.4.4) als auch eine Bilinear-
form (5.4.2) beschreiben. Daher ist etwas Vorbereitung notig, bis man sagen kann, was
die charakteristischen Eigenschaften eines Tensors sind.

6.3.1. Der Begriff der Bilinearform aus 5.4.1 und 6.2.1 muf noch einmal verall-
gemeinert werden. Sind V, W und U Vektorrdume iiber demselben Korper K,
so heilit eine Abbildung

E: VWU

bilinear, wenn fiir jeweils festes v € V und w € W die Abbildungen

& WU, wre &, w), und

Ew: VU, v E(v,w),
linear sind. Es ist leicht zu sehen, daf die Menge

Bil (V,W;U):={&: V x W — U: £ istbilinear}

wieder ein K -Vektorraum ist.
Beispiele. a) Seien V = W = K[t]; bzw. U = K[t],,; die Vektorrdume der
Polynome vom Grad < d bzw. < 2d mit Basen

1,2, e it

§: Kltla x K[tly = Kitha, (P,Q)+> P -0,

die Multiplikationsabbildung, wobei das Produkt P - Q nach der in 1.3.6 angege-
benen Formel erklirt ist. Daran sieht man sofort, daf3 £ bilinear ist. Insbesondere
istE(t', 1) = ", also liegt die Basis von K[f],; im Bild Im& C K[t],,. Dies

2d

bzw. 1,t,....,1 und
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ist jedoch im allgemeinen kein Untervektorraum. Sei etwa d = 1:
fir K = Qist¢? — 2 ¢ Imé&, obwohl¢?, =2 € Im¢ ,
fir K =Rist24+1¢Imé&, obwohl 3,1 eImé,
denn diese quadratischen Polynome sind nicht Produkt von linearen Polynomen,
weil v/2 ¢ Qundi ¢ R.
b) Seien nun V = W = K[t] bzw. U = K[, t2] die unendlich dimensionalen

Vektorrdume der Polynome in einer Veridnderlichen ¢ bzw. in zwei Verdnderli-
chen 1,, #; mit Basen

("), von K[t] bzw. (z; 'tzj)(~ o VoM K11, 2],
i.j)eRx

Auch hier hat man eine Multiplikation

£: Klt] x K[t] = K[, ], (P@), Q1)) > Pln)- Q).
Das bedeutet, man ersetzt vor der Multiplikation die Variable 7 in P durch 7, und
in Q durch ;. Mit etwas Rechnung (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3) sieht man, daf} &
wieder bilinear ist. Auch hier liegt die Basis von U im Bild von £, denn es ist

g =1 <3,

aber Im& C U ist kein Untervektorraum. Man iiberlege sich, daB etwa das Poly-
nom ¢;#; + 1 fiir keinen Kérper K in Im £ liegt.

6.3.2. In 2.4.1 hatten wir gesehen, dal} eine lineare Abbildung durch die Bil-
der einer Basis eindeutig bestimmt ist. Fiir bilineare Abbildungen kann man das
geeignet modifizieren. Man beachte dazu folgendes: Sind (v;)ie; und (w;) ey
Basen von V und W, so hat man eine durch die disjunkte Vereinigung von I und
J indizierte Basis

(@,0),, (O wp),,
von V x W (vgl. Aufgabe 5 zu 1.5). Dagegen ist die durch I x J indizierte
Familie
(vh w})
im allgemeinen weder ein Erzeugendensystem noch linear unabhingig in

VxW.
Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Seien V bzw. W Vektorriume iiber K mit Basen (vi)ie; bzw.

(wj)jes. Ist U ein weiterer K -Vektorraum, so gibt es zu einer beliebig vorge-
gebenen Familie (u;;) jyerxs in U genau eine bilineare Abbildung

E: VWU mt Ev,w))=u; firalle(G,j)el xJ.
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Vorsicht! Die Vektoren (v;, 0) und (0, w;) der Basis von V x W werden durch
jede bilineare Abbildung auf Null abgebildet.

Beweis. Um ohne groBen zusitzlichen Aufwand an Indizes auch unendliche Ba-
sen mit behandeln zu konnen, vereinbaren wir zunichst eine vereinfachte
Schreibweise. Jeder Vektor v € V ist endliche Linearkombination der v;. Das
bedeutet, es gibteinm € N, i;,... ,i,, € Tund Ay, ..., A, € K, sodaB

m
v= E Avv,
k=1
Dafiir schreiben wir einfacher
’
v= E Ay,
i

wobei E' andeuten soll, dal nur endlich viele der formal aufgeschriebenen
Summanden # 0 sind. Das kann man etwa dadurch erreichen, daB man bis auf
endlich viele Ausnahmen alle A; = 0 setzt. Ist I endlich, so ist die eingeschrink-
te Summe ¥ gleich der vollen Summe Y. Wer nur an diesem Fall interessiert
ist, kann den Unterschied ignorieren.

Zur Definition von £ betrachten wir ein beliebiges Paar (v, w) € V x W. Es
seiv =73 Jwv;und w = Y p;w;. Angenommen, es gibt ein bilineares & wie
gesucht. Dann muf

§(v,w) = (Zl vj, Zﬂfwj) = Z’lsﬂjE(Un w;) = Z’Aiﬂjuij
7 i

sein. Da die A; und ; durch (v, w) eindeutig bestimmt sind, gibt es héchstens
eine solche Abbildung.
Umgekehrt ist zu zeigen, dafl durch

5, w) =) Aipjuy;
i)
tatsédchlich eine bilineare Abbildung erklért ist. Dazu halten wir w fest. Dann ist
Evi VU, v= Z’A,v, > Z’A;uju,—j,
i iJ
offensichtlich linear, mit

Eu(y) = Zlﬂjuij .
J

Analog konnen wir v festhalten und w variabel lassen. O
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6.3.3. Der Vektorraum U und die Vektoren u;; waren in obiger Bemerkung ganz
beliebig gewihlt gewesen. Nun wollen wir zeigen, dall unter all den méglichen
Wahlen eine besonders ausgezeichnet ist, ndmlich ein Vektorraum U, in dem die
u;; eine Basis sind.
Theorem. Seien V und W Vektorrdume tiber K. Dann gibt es einen K -Vektor-
raum V ® g W zusammen mit einer bilinearen Abbildung

VW= VegW,

die folgende universelle Eigenschaft haben: Zu jedem K-Vektorraum U zusam-
men mit einer bilinearen Abbildung

E:VxW=U
gibt es genau eine lineare Abbildung
fp: VO WU
mit & = Eg o n. Das kann man durch ein kommutatives Diagramm illustrieren:
VxW

"

V @y W-
T %

)

Weiter gilt: Falls dimV, dimW < oo, so ist
dim(V @ W) = (dimV) - (dimW) .

Falls Klar ist, welches K Grundkorper ist, schreibt man nur @ statt ® .

Man nennt V ® ¢ W das Tensorprodukt von V und W iiber K. Die Elemente von
V @ W heillen Tensoren.
Beweis. Wir wihlen Basen (v;);e; von V und (w;);c; von W (vgl. 1.5.3) und
definieren V ® W als den Vektorraum der endlichen Linearkombinationen von
formalen Ausdriicken der Form v; ® w;. Priiziser ausgedriickt betrachten wir den
K -Vektorraum

Abb(IxJ, K)=|{t: IxJ — K}
(vgl. 1.4.1, Beispiel ) und seinen Untervektorraum
VeW:={r: IxJ— K: t(i, j) # 0 fiir nur endlich viele (i, j) € I xJ} .
Dannistv; @w; € V@ W die Abbildung, deren Wert an der einzigen Stelle (i, j)
gleich 1 und sonst 0 ist. Offenbar ist (v; ® w;) jjer«s eine Basis von V @ W,
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dennfirt € V@ W gilt
i — Zf(i, j)(U,' @ w_,‘) 5
iJ
wobei nur endlich viele Summanden # 0 sind. Also haben wir ein Erzeugenden-
system. Ist
Ti= Za.j(v; ®w;) =0,
i
so gilt 7(i, j) = a;; = 0, weil die Nullabbildung iiberall den Wert Null hat. Zur
Definition von 1 benutzen wir die Bemerkung 6.3.2: Es geniigt,

n(v, w;) = v; @ wy
zu setzen. Sind beliebige Vektoren
v= Z,MU:' eV und w= Z’p&jw}' ew
i i

gegeben, so ist wegen der Bilinearitit von 5

v@w: i=n(,w)=n (Z’A:‘Uh Z’.U«iwj) — Z’liﬂ'i(vi Rw;).
7 g ]

Nun zur universellen Eigenschaft: Ist £: V x W — U gegeben, so betrachten
wir die Vektoren u;; := &(v;, w;) € U. Wegen der Bedingung § = &g o n muf

So(vi ® w)) = uy;
sein. Nach 2.4.1 gibt es genau eine lineare Abbildung §5: V ® W — U mit
dieser Eigenschaft. Weiter ist nach 2.4.1

s‘;:@ (Z’a;j(v,- 24 w_,;)) = Z’aijuij .
ij iJ

Also ist Eg(v @ w) = &(v, w) fiir alle (v, w) € V x W, und die universelle
Eigenschaft ist bewiesen.

Der Zusatz iiber die Dimensionen ist klar, denn besteht [ aus # und J aus n
Elementen, so besteht I x J aus m - n Elementen. O

Aus der Bilinearitiit von 5 folgen sofort grundlegende

Rechenregeln fiir Tensoren. Istn: Vx W = V@ Wundv @ w := n(v, w),
sogiltfirv,v eV, w,w e Wundr € K:
ArRW+rew=w+)uwvuw+ruw =v® (w+uw'),
b)(A-v)@w=v@ A w)=A-(v@uw). O
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Man beachte, dal im Gegensatz zu a) eine beliebige Summe v @ w + v’ @ w’ im
allgemeinen nicht zu einem Produkt zusammengezogen werden kann. Die Regel

AN w=vQgAw
fiir . € K kann man so lesen, dal der Index K unter dem Tensorzeichen ® an-
gibt, welche Faktoren zwischen den beiden Seiten ausgetauscht werden diirfen.

6.3.4. Wie schon gesagt, das Tensorprodukt ist ein sehr abstrakter Begriff, der
bei der ersten Lektiire schwindelerregend sein kann. Dem soll durch einige kon-
krete Beispiele entgegengewirkt werden. Der geometrische Hintergrund des ei-
genartigen Wechsels von bilinear zu linear wird in Aufgabe 3 beleuchtet.
Beispiele. a) Wie in 6.3.1 betrachten wir die Multiplikation von Polynomen
E: K[t] x K[1] = K[, 1].
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine lineare Ab-
bildung
to: K[ ®x K[t] = K[, 6], '@t 1.
Da die Monome t} tzj eine Basis des K-Vektorraumes K[1;, ;] bilden, ist &g ein
Isomorphismus. Man kann also die Identifikationen
K[t]@k K[t]=K[t;,5], t®1=tund1l®@t=0t
vornehmen, was eine neue Methode ergibt, den Polynomring von zwei Verin-
derlichen aus dem einer Verinderlichen zu konstruieren. Indem man die Grade
passend abschneidet, kann man daraus auch endlichdimensionale Beispiele er-
halten.

b) Sei W ein beliebiger R-Vektorraum und V = C als R-Vektorraum. Wir be-
trachten die universelle bilineare Abbildung

CxW-o>CW, (Luwr—Auw.
Ist (w;)jcs eine Basis von W, so erhalten wir zusammen mit der Basis 1, i von
C die Basis

1®w;)jesU(i®@w)jes vonCRg W.
Also hat jedes w* € C ®z W eine eindeutige Darstellung

w=Yo(1ouw)+) Ai@w)=Y (@+B)Bw =Y 4 Qw,
i i J i

mit &;, f; € Rund A; € C. In dem R-Vektorraum C ®g W koénnen wir eine
Multiplikation mit komplexen Zahlen definieren durch

Cx(CRpeW)—>CR W, (A,ZIA,Q'ij)HZ'A.A,@w,-.
i ¥
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Ohne jede Schwierigkeit priift man die Axiome aus 1.4.1 nach: C ®g W wird
so zu einem komplexen Vektorraum mit Basis (1 ® w;);c, iiber C. Man nennt
C ®@g W die Komplexifizierung von W.

Die Einschrinkung von C x W — C ®x W auf 1 x W ergibt eine R-lineare
Abbildung

WoCerW, w=1Qw.
Sie ist injektiv, also ist ihr Bild 1 ® W isomorph zu W, d.h. W kann als reeller
Untervektorraum von C ®; W aufgefafit werden.
Im Spezialfall W = R” kann man das viel einfacher beschreiben: R" hat die
Basis
€= 05 50: 1, 050 5O e R, =1 ceam.
Da die 1 an der Stelle j auch eine komplexe Zahl ist, kann man ¢; ebenso als

Element des C" ansehen. Priziser kann man dafiir 1 ® ¢; € C" schreiben. Dann
ist die Abbildung

C@RR"_’CH. lj®ej|_‘>(kl!"'7l")’

j=1
ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen, und R" ist in kanonischer Weise ein
reeller Untervektorraum des C". Das hatten wir z.B. in 5.5.6 benutzt.

6.3.5. Die Beziehung des Tensorproduktes zu einem vertrauten Produkt sieht
man schén am Polynomring (Beispiel a) in 6.3.3). Weitere Beispiele fiir solche
Beziehungen erhilt man mit Hilfe der Dualrdaume.
Sind V und W Vektorrdume mit Dualrdumen V* und W*, so betrachten wir
folgende Konstruktionen:
a) Fiir zwei Linearformen ¢ € V* und ¢ € W* ist das Produkt
Y VxW—=K, (uv,w)r @) ¥,
eine Bilinearform, die zugehorige Abbildung
(@ -V¥lo: VAW =K, vQuwr o) -¥(w)),
ist linear, also ist (¢ - ¥)g € (V @ W)*. Die so entstandene Abbildung
VEXW > (VW) , (p,¥)— (p-¥s,
ist wiederum bilinear, d.h. sie wird zu einer linearen Abbildung
VIeW = (VeW), ¢o@v¢ i (p-¥)s.
Dal} ¢ ® ¥ eine Linearform auf V @ W erklért, kann man auch so sehen:
(@YY@ w) =) - Yw), ()
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wobei rechts das gewohnliche Produkt in K steht.

b) Die durch Multiplikation mit Skalaren in ¥ erhaltene Abbildung

V*xW — Hom (V,W), (p,w)— () -w, wobei
o()w: VoW, ve o) w,

ist bilinear, dazu gehort die lineare Abbildung
V*@W — Hom (V,W), ¢Qwp( ) w.

Das kann man wieder kiirzer ausdriicken durch

(p®w)(v) :=p(v) - w. (8)
Diese Spielereien gipfeln in dem
Satz. Sind V und W endlich-dimensionale Vektorriume, so sind die beiden
oben erklirten kanonischen Abbildungen

a: V'@W*— (VeW) und B: V'@W — Hom(V,W)

Isomorphismen.

Beweis. Wir benutzen Basen (vy,. .., vy,) von V und (wy, .. .,w,) von W, sowie
die zugehorigen dualen Basen (vf,...,v}) von V* und (wf,...,w}) von W*
(vgl. 6.1.2). Daraus erhilt man Basen

(v ®wj)ijvon V* @ W* und ((v: @ w;)*),; von (VO W)",
und es geniigt o(v] ® w;) = (v; ® w;)* zu zeigen. Das folgt aber aus
(v ® ) (vr ® 1) = v} (v} (1) = Bukd = (04 © ;)" (v @)

Um zu zeigen, daB 3 ein Isomorphismus ist, benutzen wir die Basen

(v ®wy);jvon V* @ W und (F';)i,j von Hom (V, W)
mit F? (vg) = diw; wie in 2.4.2. Aus

Bv; ®w;)(ve) = v} (ve)w; = Sew;

folgt, daB G diese Basen aufeinander abbildet. a

6.3.6. Nun kommen wir zuriick auf die eingangs gestellte Frage nach den Bezie-
hungen von Tensoren zu Matrizen. Es werde A als lineare Abbildung aufgefaBt;

dann ist
A€ Hom (K™, K") = (K™)* @ K™.
Wirkt A als Bilinearform, so ist
A e Bil(K™, K™, K) 2 Hom (K™QK", K) = (K™®K")" & (K™)'®(K")*,
wobei all die Isomorphismen kanonisch sind (vgl. Aufgabe 2a). Allgemein ist



358 6 Dualitit und Tensorprodukte*

— eine lineare Abbildung von V nach W ein Tensor aus V* @ W,
— eine Bilinearform auf V' x W ein Tensor aus V* @ W*.

6.3.7. In einem Tensorprodukt V & V sind zwei Tensoren v ® v’ und v’ ® v
im allgemeinen verschieden (vgl. etwa die Beispiele in 6.3.1). Man kann das
Tensorprodukt so modifizieren, daB der Unterschied zwischen v ® v’ und v’ ® v
genau kontrollierbar wird. Dazu die

Definition. Sind V und W Vektorrdume iiber K, so heif3t eine bilineare Abbil-
dung

E: VxV->W
symmetrisch, wenn &(v,v)=E&(v,v) firallev,v' €V und
alternierend, wenn &(v,v) =0 firalleveV.
Bemerkung. /st & alternierend, so gilt
EW . v) = —&@, V) fiirallev,v eV,
und im Fall char(K) # 2 gilt auch die Umkehrung.

Beweis. E(w+v,v+0v)=E@w,v) +EW, V) +E@, V) +EQ, ). O

Ob eine bilineare Abbildung & symmetrisch oder alternierend ist, kann man mit
Hilfe der linearen Abbildung &4, entscheiden. Dazu betrachten wir die Untervek-
torrdume

S(V):=span(v Qv — V' @ V) ey C VRV
und
A(V)i=span(v®@v)yey CV @ V.

Lemma. Fiir jedes bilineare £: 'V x V. — W gilt
& symmetrisch < S(V) C Kerég,
& alternierend < A(V) C Kerég .

Beweis. Das folgt sofort aus
E(u, ) =50\ 1) =80 @V) - {0 @V) =@V -V V),
E.v) =800 @v). O

6.3.8. Analog zum Tensorprodukt beweisen wir nun die Existenz eines dufleren
Produktes.
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Theorem. Fiir jeden K-Vektorraum V mit dim V > 2 gibt es einen K-Vektor-
raum V AV zusammen mit einer alternierenden Abbildung
A VxV-=>VAV,

die folgende universelle Eigenschaft haben: zu jedem K -Vektorraum W zusam-
men mit einer alternierenden Abbildung &: V x V — W gibt es genau eine
lineare Abbildung &, derart, daf das Diagramm

VxV

o A

VAV n

w

kommutiert. Ist (vq, . .. , v,) eine Basis von V, so ist durch v; A v; = Ay, vy)
mitl <i < j < neine Basisvon V AV gegeben. Insbesondere ist

dm(V A V= (;) ="("T_1).

Beweis. Wir erkldren das duBere Produkt als Quotientenvektorraum des Tensor-
produktes:
VAV =(VeV)AV),
wobei A(V) der in 6.3.7 erklédrte Untervektorraum ist. Bezeichnet
0: VRV > VAV
die kanonische Abbildung, so erkldren wir A := g o 7. Fiir v, v’ € V ist also
vAY =AW, V) =o0n(v, V) =o(v@).

Die Abbildung A ist bilinear und nach dem Lemma aus 6.3.7 auch alternierend.

Zum Beweis der universellen Eigenschaft betrachten wir das folgende Dia-

gramm:
VxV
§
PN
Al vev o w (%)
¥
En
VAV
Zu & gibt es nach 6.3.3 ein eindeutiges lineares £ und nach der universellen
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Eigenschaft des Quotienten (2.2.7) wegen Lemma 6.3.7 ein eindeutiges lineares
&,. Aus der Kommutativitdt des Diagramms (x) folgt

E(vAY) =E(v, V).
Es bleibt die Behauptung iiber die Basis von V A V zu zeigen, das ist die einzige
Schwierigkeit. Da V ® V von Tensoren der Form v; ® v; erzeugt wird, erzeugen
die Produkte v; Av; den Raum V A V. Wegen v; Av; = 0und v; Av; = —v; Av;
sind schon die () Produkte
Vi ANV j miti < _]

ein Erzeugendensystem, und es geniigt, die lineare Unabhéngigkeit zu beweisen.

Dazu betrachten wir den Vektorraum W = K" mit N = (;), und wir be-
zeichnen die kanonische Basis von K™ mit

(eij)15i<j5n .
Eine alternierende Abbildung £: V x V — K konstruieren wir wie folgt: sind
v= ZA,»U,- und V' = Zp,,-vi

in V gegeben, so betrachten wir die Matrix

( A oo Ay
A=
N
und bezeichnen mit a;; := A;u; — Aju; den entsprechenden 2-Minor von A.
Dann ist durch

Ew,0) =) aye;

i<j
eine sehr gute alternierende Abbildung gegeben: wegen der universellen Eigen-
schaft muf
En(ui A V) = E(vi, vj) = ¢

sein, und aus der linearen Unabhingigkeit der e;; in K" folgt die Behauptung.
Die so erhaltene Abbildung

Ext VAV — KV
ist ein Isomorphismus. Er liefert eine etwas konkretere Beschreibung des dufleren
Produktes. |

Die Tatsache, da3 die Abbildung A alternierend ist, kann man auch ausdriicken
in den folgenden

Rechenregeln fiir das duere Produkt. Fiir v, v/, w, w’ € V und A € K gilt:
a) v+v)Aw=vAw+vAw, vAwt+w)=vAw+vAw,
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b)(Av) Aw =v A QAw) =A(v A w),

c)vAav=0undv Av=—vAv. O
Vorsicht! Ein Produkt V A W mit V £ W macht keinen Sinn! Daher nennt man
das duflere Produkt manchmal auch dufiere Potenz.

6.3.9. Da #uBere Produkte in verschiedenartigen Verkleidungen auftreten kén-
nen, wollen wir den Leser mit einigen kanonischen Isomorphismen wappnen.
Zur Abkiirzung verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

Bil(V; W) = {£: V xV — W: £ bilinear} und
Al? (V: W) = {[& eBil(V, V; W): £ alternierend} .
Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes ergibt den kanonischen Isomor-
phismus
Bil(V;K) = (V®V)", &P &,
(Aufgabe 2). Aus der Quotientenabbildung
VeV > VAV=(VeV)/AY)
erhalten wir den Isomorphismus
T e (Vav): ¢vAWV)=0 - (VAVY, ¢y,
(Aufgabe 9 zu 2.2). Nach Lemma 6.3.7 ist die Abbildung
AIE(V; K) > (VAVY, &k,
wohldefiniert und ein Isomorphismus. Wenn wir (V A V)* mit Hilfe von 7 als

Untervektorraum von (V ® V' )* ansehen, ergibt sich das kommutative Diagramm
von Inklusionen und Isomorphismen
Al (V; K) < Bil(V;K)
1 4
(VaVv)y c (VeVv)-.
Um eine Beziehung zwischen (V A V)* und V* A V* zu erhalten, betrachten wir
die Abbildung
a: VP x V' AIC (VI K), (o, %) — alp, W),
mit
(o, W), w) i=det £ ¢ )
Y(v) v(w)
Aus den Eigenschaften der Determinante folgt, daB « (g, ) alternierend ist. Al-
so gehort dazu die lineare Abbildung

o VEAVE S AIE(V; K).
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Wir zeigen, daB sie fiir endlichdimensionales V ein Isomorphismus ist. Dazu
wihlen wir eine Basis (vy, ..., v,) von V und die duale Basis (v], ..., v}) von
V*. Dann ist durch
viAY], 1<i<j<n,
eine Basis von V* A V* gegeben. Dach Definition von « ist
1 fir (i, j) = &, 1),

an (v A VD) (U, v) =

0 sonst.

Fiir ein beliebiges &€ € Alt* (V; K) konnen wir daher ein eindeutiges Urbild
unter &, finden, nimlich

D ay Av) mit ay =i )).
i<j

Also ist a, bijektiv. Insgesamt haben wir damit den

Satz. Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V gibt es kanonische Isomor-
phismen

VEAV* > Al (V; K) > (V A V). D

Aufgaben zu 6.3

1. Es sei V ein Vektorraum iiber einen Korper K und L O K ein Erweiterungskorper
von L, d.h. L ist ein Kérper und X ein Unterring von L (vgl. 1.3.2).

a) Zeigen Sie, dass L eine Struktur als K -Vektorraum trigt.

b) Fiir Elemente 3" A, ® v; € L ®¢ V und A € L definieren wir eine skalare Multipli-

kation durch
A (Z}L,’ ®U,‘) = Z;\.M @ v;.

Zeigen Sie, dass L ®x V mit der iiblichen Addition und dieser skalaren Multiplika-
tion zu einem L-Vektorraum wird.

¢) Ist die Familie (v;);¢; eine Basis von V iiber K, so ist die Familie (1 ® y);e; eine
Basis von L ® V iiber L. Insbesondere gilt dimg V = dim; (L ® V).

d) Durch die Abbildung
¢o: Vo K®xV, v 1Qv,
ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen gegeben.

2. Es seien U, V, W Vektorraume iiber demselben Korper K.
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a) Zeigen Sie, dass die Menge Bil (V, W; U) mit der Addition von Abbildungen und der
iiblichen Multiplikation mit Skalaren ein K -Vektorraum ist und dass die kanonische
Abbildung

Bil(V, W;U) - Hom(V®W,U),
£ — &g,
ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhiilt man fir V = Wund U = K
einen Isomorphismus

Bil(V:K) > (VRV)", & é&g.
b) Zeigen Sie analog, dass die Menge AlE (V: W) mit der Addition von Abbildungen

und der iiblichen Multiplikation von Skalaren ein K -Vektorraum ist, und dass die
kanonische Abbildung

Al®(ViW) — Hom(V AV, W),
A
ein Vektorraumisomorphismus ist. Fiir W = K erhilt man einen Isomorphismus
AV K) —> VEAV®, Ers £,

3. In dieser Aufgabe betrachten wir die kanonische Abbildung
nmVxW-=VeWwW, w—~rdw,

noch etwas genauer.

a) Zeigen Sie, dass Q := np(V x W) C V@ W ein Kegel ist, d.h. firu € Qund A € K
istAu € Q.

b)* Fir V = K™ und W = K" gebe man Gleichungen fiir Q in K" @ K" = K™™" an.
(Hinweis: Beschreiben Sie 7 durch z;; := x;y;.)

c) Wann ist  injektiv/surjektiv/bijektiv?

4. Es seien V und W Vektorraume iiber einen Korper K und (y)ie; bzw. (w;) jey Fami-
lien linear unabhiéngiger Vektoren in V bzw. W.
a) Die Familie
(v @ W) perxs
ist linear unabhingig in V @x W.
b) Fiir Vektoren v € V und w € W gilt:
v@uw=0=v=00derw =0.

5. Fiir K-Vektorriume V, V/, W, W’ sowie Homomorphismen F: V — V' und
G: W — W definieren wir das Tensorprodukt von F und G durch
(FRG): VW — Vew,
v@w = F(v)®G(w).
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Zeigen Sie, dass hierdurch ein Vektorraum-Isomorphismus
Homg (V, V') ® Homg (W, W') - Homg (V@ W, V' @ W)
definiert wird.
6. Fiir Vektoren vy, vz € V gilt:
vy, vz sind linear abhingig < vy Ava =0in VA V.
7. Sei A ein K-Vektorraum. A heiit K-Algebra, falls es zusitzlich eine Multiplikations-
abbildung
p: AxA—> A, (a,d)o plad)=1a-a,

mit folgenden Figenschaften gibt:
1) w ist K-bilinear.
2) A zusammen mit der Vektorraumaddition und der Multiplikation u ist ein Ring.
a) Zeigen Sie, dass die folgenden K -Vektorriume auch K -Algebren sind:

i) der R-Vektorraum C,

ii) der K-Vektorraum M(n x n; K) bzgl. der Matrizenmultiplikation,

iii) der K-Vektorraum K[z, ... , t,] bzgl. der iiblichen Multiplikation von Polyno-
men (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3).

b) Sind K-Algebren A und B gegeben, so ist A @ B als K-Vektorraum erklirt. Zeigen
Sie, dass A @ B auf eindeutige Weise so zu einer K-Algebra gemacht werden kann,
dass firallea, @ € Aund b, b’ € B

(@a@b)-(@@b)=(a-a)® (b b)
gilt.

¢) Wird K[r]®K[¢] wie in b) zu einer K-Algebra gemacht, so definiert der Vektorraum-
Isomorphismus

K@ K[ = Kin.nl, @i,
aus Beispiel 6.3.4 a) einen Isomorphismus von Ringen mit lg(jexp) — 1k .n)-

8. Zeigen Sie in Analogie zu Theorem 6.3.8 die Existenz eines symmetrischen Produkies:
Fiir jeden K-Vektorraum V gibt es einen K-Vektorraum V v V zusammen mit einer
symmetrischen Abbildung

V: VxV->VvVvV,
die folgende universelle Eigenschaft erfiillen: zu jedem K-Vektorraum W zusammen mit
einer symmetrischen Abbildung £: V x V — W gibt es genau eine lineare Abbildung
&, derart, dass das Diagramm
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VxV
v \
Ve s g
kommutiert. Ist (v, ... ,v,) eine Basis von V, so ist durch v Vv v; = v(v;, vj) mit

i < j eine Basis von V v V gegeben. Insbesondere ist
1 1
dim(VvV}:("+ )=M.
2 2
9. Beweisen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften aus Theorem 6.3.3, Theorem
6.3.8 und Aufgabe 8 die Eindeutigkeit von Tensorprodukt, duBerem Produkt und sym-
metrischem Produkt, d.h.

a) gibtes: V x W - V@®W mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso-
morphismus 7, so dass das Diagramm

VxW _
N
vew--vew
kommutiert.

b) gibtes A: V x W — VAW mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso-
morphismus 7, so dass das Diagramm

Vxw
NS A
VAW - VAwW
kommutiert.

c) gibtes V: V x W — VVW mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso-
morphismus 7, so dass das Diagramm

VxWw
L \\7
VvWw - vow
kommutiert.
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6.4 Multilineare Algebra

Die bisher behandelten Tensorprodukte haben zwei Faktoren, sie hingen zusammen mit
bilinearen Abbildungen. Etwa in der Integrationstheorie ([Fo 3], §19) und der Differen-
tialgeometrie ([K-N], Chapter 1-2) benttigt man auch Produkte mit mehreren Faktoren.
In diesem letzten Abschnitt soll noch kurz das Wichtigste dariiber zusammengestellt
werden.

6.4.1. Zundchst der grundlegende Begriff: Gegeben seien K-Vektorriume
Vi,..., Vi, und W. Eine Abbildung

E:ViXx...x V=W

heiBt multilinear (oder k-fach linear), wenn fiir jedes i € {1,...,k} und fest
gewdhltev; e V; (j=1,...,i = 1,i +1,..., k) die Abbildung

Vi W, v E, e Ui U, Uiy o o0 5 Ui)s

K -linear ist. Kurz ausgedriickt: hilt man alle bis auf eine Variable fest, so ent-
steht jeweils eine lineare Abbildung. Eine derartige Bedingung war schon bei der
Definition der Determinante benutzt worden (D1 in 3.1.2).

Ganz analog zu 6.3.3 beweist man das

Theorem. Zu K-Vektorridumen Vi,...,V, gibt es einen K-Vektorraum
Vi ® ... ® Vi zusammen mit einer universellen multilinearen Abbildung

n: Vix..xVi=>V@..8V, @W,...,.n )b 1®...0 v,
d.h. zu jeder multilinearen Abbildung
EVix...xVi—=> W
gibt es genau eine lineare Abbildung £ derart, dafi das Diagramm
Vix...x W

I

Vi®...0V B8, w

kommutiert. Sind alle V; endlichdimensional mit Basen
(LN o T

so ist eine Basis von V| @ ... ® V, gegeben durch die Produkte
v,.(l”®...®v,.(:‘) mitl <i;<r;.

Insbesondere ist dim(V, ® ... ® V) =dimV, ... - dimV,. ]
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Ein wichtiger Spezialfall ist folgender: Fiir einen K -Vektorraum V erklirt man
T:=V"®..9V'@V®...0 V.

p—mal gq—mal

Ein Element von T wird p-fach kovarianter und g-fach kontravarianter Ten-
sor genannt. Fiir seine Darstellung sei (v, ... , v,) eine Basis von V und (in
der tiblichen Bezeichnungsweise der Physik) W', ..., v") die zugehorige duale
Basis von V*. Dann hat jedes Element von T eine eindeutige Darstellung
Z a,‘"l'_'_‘;‘:,"v"‘ ®..90"Qv;,®...Qv,
iyl ps o o fg

Jiedg
Edp

mitiy, ..., 6p, ji,..- 0 jg€{l,...,nlunda € K. In dieser Form begegnet

man Tensoren in der Physik.

6.4.2. Auch die Verallgemeinerung symmetrischer und duBerer Produkte von 2
auf k Faktoren bereitet keine grundsitzlichen Probleme, sie erfordert nur viele
Buchstaben, die auf den ersten Blick recht verwirrend sein konnen. Zur Abkiir-
zung schreiben wir dabei

VE=Vx...xV

k—mal
fiir einen Vektorraum V und eine natiirliche Zahl & > 1.

Definition. Sind V und W Vektorrdume iiber X, so heiflt eine k-fach lineare
Abbildung

E: VEo W
symmetrisch, wenn E(vy, ..., ) =EWsmy, - Vo)
fiir jede Permutation o € S,

alternierend, wenn E(vy,...,u) =0,
falls v; = v, fiir ein Paar (/, j) miti # j.

Analog zu 3.2.3 beweist man die
Bemerkung. Ist £ alternierend und o € Sy, so ist

EUati)s -+ Vo) = Sign(0) - E(r. ... . Vi) .
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In ®k V=V ®...® V betrachten wir die folgenden Untervektorrdume:

k—mal
S5V) == span(vi ®...@ U — Vo) ® ... ® Vo) »
wobeiv| ®...Qu; € ®]‘Vunda €S,
AY(V) = span(n ®...Q@ v,
wobei v; = v; fiirein (i, j) miti # j.
Analog zu 6.3.7 folgt das

Lemma. Fiir jedes k-fach lineare £: V¥ — W gilt:
£ symmetrisch < S*(V) C Kerég,
& alternierend < AY(V) C Kerkg.

Theorem. Zu einem K-Vektorraum V und einer natiirlichen Zahl k > 1 gibt
es einen K-Vektorraum N\*'V zusammen mit einer universellen alternierenden
Abbildung
A VES /\" v,
d.h. zu jeder alternierenden Abbildung
E: VEosw
gibt es genau eine lineare Abbildung &, derart, daff das Diagramm
Vk
\A &
/\k v _%-_A__, w
kommutiert. Ist (v, ... , v,) eine Basis von V, so ist eine Basis von /\k V gege-
ben durch die Produkte
vy, AL AL, mitl<ip<...<i=<n.
Insbesondere ist dim \* V = (;) fiir 1 <k <n=dimV. Fiirk >n setzt man
Nv=n,
Beweis. Man erklirt A als Komposition V¢ — ®@* v — ®@*v/A%(V).

Zur Konstruktion der Basis benutze man N = (}), den K" mit Basis ¢;,..;, und
die alternierende Abbildung

f: Vk — KN, (wl,... ,wk)H Za,-,...,,{ By s
Dabei sei w;, = Z;:] Aijvj, daraus erhilt man eine (k x n)-Matrix A = (4;;),
und g;,..,, ist der zu den Spalten iy, . .. , i; gehorende Minor der Matrix A. O

Damit sollte der Leser geriistet sein fiir das Studium der Integrationstheorie etwa
in [Fo 3].
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Aufgaben zu 6.4

1. Fiihren Sie die Einzelheiten des Beweises von Theorem 6.4.1 aus.
2. Zeigen Sie, dass fiir K -Vektorrdume Vi, V, und V3 die kanonischen Abbildungen, die
gegeben sind durch
MeneV; — VeVl «— Ve (heV)
V@1 Qus H— LAV ~— V@(1u),

Isomorphismen sind. Folgem Sie daraus, dass fiir jeden K-Vektorraum W die Vek-
torrdume
Bil (V@ Vo), Va; W), Bil(Vy, (Va2 @ Va); W)
(vgl. Aufgabe 2 zu 6.3) und
Tril (V, Vo, Va; W) = {&: V) x Va x V3 — W £ trilinear}
kanonisch isomorph sind.
3. Beweisen Sie Theorem 6.4.2.
4. Es sei V ein K -Vektorraum.
a) Fiir Vektoren vy, ... , v € V gilt:
vy, ..., v sind linear abhiingig < v A ... Ay =0in AF V.

b) IstdimV = n, so gilt A* V = 0 fiir k > n.

5. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung von Aufgabe 7 zu Abschnitt 6.3:
Zu einem K-Vektorraum V und einer natiirlichen Zahl &£ > 1 gibt es einen K -Vektor-
raum \/k V zusammen mit einer universellen symmetrischen Abbildung

v VE SRy
d.h. zu jeder symmetrischen Abbildung
£ VEosw
gibt es genau eine lineare Abbildung &, derart, dass das Diagramm
v

kommutiert. Ist (vy,...,v,) eine Basis von V, so ist eine Basis von Vk V gegeben
durch die Produkte

vy V.oV, mitl <ip<...<i<n.
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Insbesondere ist dim\/* V = ("*f’l).
Der Raum \/* V' heiBt symmetrisches Produkt der Ordnung k iiber V.

6. Es sei (¢, ... , e,) eine Basis des Standardraumes K". Mit K [7), ... . 2;]) bezeich-
nen wir den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad k in den Unbestimmten
1, ..., Iy (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Zeigen Sie, dass durch die Zuordnung

VkK" — Koo phndys € Vivaa Ve R Gt en o sy
ein [somorphismus von K -Vektorrdumen definiert wird.
7. V sei ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und @ = (o) A...A@g) € /\k V sowie
B=Bin...Ap)epNV.
a) Zeigen Sie, dass eine bilineare Abbildung
i NV Ay Ay
mit
(. By oy A A ABIA...AB

existiert. Das Element « A g := (e, B) heiBt dufleres Produkt von o und 8.

b) Es gilt
arB=(D"BA0a.

8. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit dimV = n.

a) Zeigen Sie, dass die bilinearen Abbildungen, die durch die folgenden Zuordnungen
definiert werden, nicht ausgeartet sind (vgl. 6.2.1).

DOANVANTFVS A'VEK, (@B anb.
Die Isomorphie von /\" V und K ergibt sich dabei aus Theorem 6.4.2.

ii} Als Verallgemeinerung des Beispiels aus 6.2.1
/\kV*XAkV—)K, (w./\.../\m,le...Aw)r—)deup(v).
wobei
erv)) - @r(w)
o) = i
(1) - ()

b) Folgem Sie aus Teil a), dass es kanonische Isomorphismen
i Afvr (/\k V)‘ und
i) AEW e ARy
gibt.
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9. V und W seien K-Vektorraume. Zeigen Sie, dass die Menge
Al(V; W) = [E: vk W Eist a]ternierend}
zusammen mit der Addition von Abbildungen und der iiblichen Multiplikation mit Ska-
laren ein K-Vektorraum ist, und dass die kanonische Abbildung
Al (V; W) - Hom(AFV, W), & &,
ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhilt man fiir W = K einen kanoni-
schen Isomorphismus
AlF(V; K) — AFve,
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Bilinearform, 288
alternierende, 288
nicht ausgeartete, 340
symmetrische, 288

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 275,
293
Cavalierisches Prinzip, 175
Cayley-Hamilton
Satz von, 251
Charakteristik, 61
charakteristisches Polynom, 229, 230
Cosinussatz, 278
Cramersche Regel, 175, 205
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Darboux-Basis, 302
darstellende Matrix, 288
Determinante, 198
einer Matrix 174, 178, 192, 197
eines Endomorphismus, 210
Gramsche, 298
Determinanten-Multiplikationssatz, 180
Determinanten-Multiplikationstheorem,
208
diagonalisierbar, 224, 225, 234, 235, 270,
307
simultan, 239
Diagonalmatrix, 225
Diagramm,
kommutatives, 157
Diedergruppe, 53
Differentialgleichung, 199, 200, 227, 240
Differenzmenge, 34
Dimension, 1, 91, 117
Dimensionsformel,
fiir Kern und Bild, 117
fiir Summen, 100
direkte Summe, 101
direktes Produkt, 38
Diskriminante, 69
distributiv, 54, 56, 147
Division mit Rest, 63
Drehung, 106, 146, 223, 231, 305
Dreieck, 175
Dreiecksmatrix, 175, 243
Dreiecksungleichung, 275
duale Basis, 332
Dualraum, 331
Durchschnitt, 33, 79

Ebene, 13

Eigenraum, 226, 231, 259
Eigenvektor, 223
Eigenwert, 222
Einheitsmatrix, 92, 147
Einselement, 54

Eintrag, 21
Element, 32
inverses, 43, 45
negatives, 44
neutrales, 43, 44, 147
Elementarmatrix, 164
elementarsymmetrisch 70
Elimination, 22, 30
Eliminationsverfahren von Gaub, 20, 30,
130, 171
Ellipse, 320
endlich erzeugt, 86
Endomorphismenring, 112
Endomorphismus, 109, 112
adjunktiver, 312
ihnlicher, 273
diagonalisierbarer, 224
nilpotenter, 257
normaler, 344
orthogonaler, 303
selbstadjungierter, 312
trigonalisierbarer, 244
unitérer, 303
Entwicklung, 203
Erzeugendensystem, 86, 87
erzeugt, 80, 166
Erzeugung von linearen Abbildungen, 138
euklidisch, 292
Exponentialfunktion, 272

Fahne

invariante, 243
Faktorgruppe, 53
Faktorisierungssatz, 119
Fakultit, 187
Familie, 38, 80
Faser, 114
Faserung, 115
Fehlstand, 189
Fitting

Lemma von, 261
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Fixpunkt, 112 Hauptminoren-Kriterium fiir Definitheit,
Folge 327
beschrinkte, 85 Hauptraum, 259
konvergente, 85 hermitesch, 291
Fourierkoeffizient, 301 Hesse-Matrix, 153
Fundamentalsatz der Algebra, 66 Hessesche Normalform, 280, 281
Fundamentalsystem, 133 homogen, 73, 290
Funktion Homomorphismus
differenzierbare, 78 von Gruppen, 48
lineare, 106 von Ringen, 56
rationale, 74 von Vektorriumen, 109
stetige, 78 Hyperbel, 320
FuBball Hyperebene, 280

Satz vom, 307
Ideal, 251, 255

Gerade, 4, 8, 346 imaginire Einheit, 58
ichmiBig. Imaginirteil, 58
leichmiBig, 42
é[gli.;hung . Indexmenge, 33, 38
lineare, 2 Induktion, 32

Gleichungssystem induziert, 49, 18

lineares, 20,129,337 injekiiv, 35, 37
invariant, 242

Grad, 61, 73 i

rad. 6 P T Isomnetrie, 303
Gram-Schmidtscher Orthogonalisierungs- Isomorphismus, 48, 109, 118, 149

satz, 296 ) S y '

Gramsche Determinante, 210, 298 hamctiycher, 356,390
Graph, 39,40 Jacobi-Identitit, 284
Grassmann-Identitit, 284 Jakobi-Matrix, 145, 153
Gruppe, 43 Jordanblock, 269

allgemeine lineare, 150
alternierende, 192
orthogonale, 304

Jordanmatrix, 264
Jordansche Normalform, 268

spezielle orthogonale, 304 kanonisch, 41, 86, 122, 140, 214, 274,

symmetrische, 44, 186 336

unitire, 304 Kern, 114

zyklische, 49, 53 Klasse, 41, 49
Gruppentafel, 46 Koeffizient, 4, 61

Koeffizientenmatrix, 21, 129

Hadarmadsche Ungleichung, 298 erweiterte, 21, 131
Hauptachsentransformation, 319 Korper, 56

Hauptminor, 327 kommutativ, 43, 54, 157
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Komplement, 34
orthogonales, 294, 341
komplementir, 201
komplexe Struktur, 287, 311
w-kalibrierte, 311
Komplexifizierung, 253, 310, 356
Komponente, 1, 38
Komposition, 36, 38
kongruent, 50
Konjugation, 291
konjugiert, 58
Koordinaten, 154
kartesische, 1
Koordinatensystem, 138, 154
Kronecker-Symbol, 93
Kiirzungsregel, 45, 161

Lidnge einer Basis, 86, 90
Lingenmessung, 297
Laplacescher Entwicklungssatz, 203
Leibnizsche Formel, 192
linear abhingig, 18, 81
linear unabhingig, 18, 81
lineare Optimierung, 2
lineares Gleichungssystem, 20
Linearfaktor, 66
Linearform, 331
Linearkombination, 79
triviale, 81
Linkstranslation, 45
Losung, 4, 11, 21, 129
allgemeine, 130
eindeutige, 134
spezielle, 133
triviale, 26, 130, 134
universelle, 134
Losungsmenge, 21, 78
Losungsraume, 129

Matrix, 20, 75
ihnliche, 160, 230
dquivalente, 160
antihermitesche, 348
darstellende, 139, 156, 288, 291
diagonalisierbare, 225
diinn besetzt, 151
hermitesche, 292, 312
inverse, 150, 166, 204
invertierbare, 149, 166
komplementire, 201
normale, 344
orthogonale, 304
positiv definite, 292, 321, 327
Rang einer, 30
symmetrische, 104, 312, 315, 319,

325

transponierte, 334
trigonalisierbare, 244
unitire, 304, 307

Matrizenring, 148

Menge, 32
endliche, 32
leere, 32
unendliche, 32

Metrik, 275, 294, 300

Minimalpolynom, 256

Minor, 206, 207

Modul, 92

Mibiusband, 220

Monom, 355

multilinear, 366

Multiplikation
mit Skalaren, 2, 76
von Endomorphismen, 112
von Matrizen, 144
von Polynomen, 62

Multiplikation in Ringen, 54
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negativ definit, 330

Negatives, 44, 76

nicht ausgeartet, 370

nilpotent, 227, 257, 264

Norm, 274, 286, 293, 294, 300

normal, 344

Normalenvektor, 280

Normalform, 161, 309
dhnliche Matrizen, 268
iquivalente Matrizen, 261
Jordansche, 268
nilpotenter Endomorphismus, 264
orthogonaler Endomorphismus, 308
selbstadjungierter Endomorphismus,

312

symmetrischer Bilinearformen, 324
unitirer Endomorphismen, 307

normiert, 61, 179

n-Tupel, 38

Nullelement, 44, 54

Nullpolynom, 61

Nullstelle, 64
mehrfache, 66
Vielfachheit, 66

nullstellenfrei, 57

nullteilerfei, 55

Nullvektor, 3, 76

Optimierung
lineare, 2
Orientierung, 214
kanonische, 214
orientierungstreu, 213
orthogonal, 279, 294, 303, 304, 308, 333
orthonormal, 295
Orthonormalisierung, 296, 324

paarweise verschieden, 32

parallel, 346

Parallelogramm, 175, 283
Parallelogramm-Gleichung, 278, 300

Parallelotop, 177
Parallelprojektion, 119
Parameter, 4, 24
Parameterdarstellung, 11
Parametrisierung, 4, 13, 22, 30, 131
Parsevalsche Ungleichung, 301
Peano-Axiome, 32
Permutation, 44, 186
gerade, 189
ungerade, 189
Pfaffsches Polynom, 183, 199
Pivot, 23, 29
Pliickerkoordinaten, 211
Polarisierung, 291, 292
Polynom, 61, 73, 106, 350, 355
charakteristisches, 229, 230
homogenes, 73, 98, 370
trigonometrisches, 84, 301
Polynomring, 62, 73
positiv definit, 292, 321, 327
Produkt
duBeres, 358, 370
direktes, 38, 84, 98, 104
symmetrisches, 364, 370
von Matrizen, 144
Projektion, 38, 296
Pythagoras,
Satz von, 278

quadratische Ergdnzung, 326
quadratische Form, 290
Quotientenmenge, 41
Quotientenvektorraum, 123

Rang, 114, 148, 159, 206, 335
Rang einer Matrix, 30
Raum
affiner, 30
Realteil, 58
Rechtstranslation, 45
reflexiv, 40
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Reihe

absolut konvergente, 85
Relation, 40
Reprisentant, 41, 50
Restklasse, 50
Restklassenring, 55
Resultante, 185
Ring, 54
Romerfliche, 51

Sarrussche Regel, 195
Scherung, 177
schiefsymmetrisch, 105, 183, 288
Schnitt, 119, 132
Schubladenprinzip, 36
Schwingung, 238
Schwingungsgleichung, 240
selbstadjungiert, 312
semilinear, 291
senkrecht, 277
sesquilinear, 291
Signum, 189
Skalarprodukt, 292, 300

kanonisches, 274, 286
Spaltenrang, 96, 99, 159
Spaltenraum, 96
Spaltenumformung, 165
Spat, 177, 298
spezielle lineare Gruppe, 199
Spiegelung, 223, 231, 305
Spur, 229
Standardbasis, 86
Standardebene, 13
Standardraum, 75

reecller, 1
stetig verformbar, 215
Stirlingsche Formel, 187
Sturmsche Ketten, 72
Summand

direkter, 102, 120
Summationsindex, 21

Summe

direkte, 101, 102

orthogonale, 295

von Vektorrdumen, 100
Summenzeichen, 21
surjektiv, 35, 37
Sylvestersches Triigheitsgesetz, 322
symmetrisch, 40, 104, 232, 288, 358, 367,

369

symmetrische Gruppe, 44, 186
Symmetrisierung, 105, 310
symplektischer Vektorraum, 302, 311

Teiler, 62
Teilmatrix, 206
Teilmenge, 32, 33
Tensor, 350, 353
kontravarianter, 367
kovarianter, 367
Tensorprodukt, 353, 366
Trigheitssatz, 322
Transformationsformel, 290, 291
fiir Bilinearformen, 290
fiir Endomorphismen, 158
fiir lineare Abbildungen, 158
fiir Sesquilinearformen, 291
Transformationsmatrix, 154, 169, 325
transitiv, 40
Translation, 45
Transposition, 95, 188, 337
trigonalisierbar, 244

iiberabzihlbar, 42
Umkehrabbildung, 35
Unbestimmte, 4, 61, 73, 182
unitir, 292, 303, 304, 307
universelle Eigenschaft, 369
des dubBeren Produkts, 359, 368
des Quotientenvektorraums, 123
des Tensorprodukts, 353, 366
Untergruppe, 47
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Unterraum
affiner, 116
invarianter, 254
Unterring, 56
Untervektorraum, 77
invarianter, 242
Urbild, 35
Ursprung, 2

Vandermonde-Determinante, 196, 198
Variable

freie, 24

gebundene, 24
Vektor, 1, 76

liegender, 20

stehender, 20
Vektorprodukt, 282, 285

verallgemeinertes, 285
Vektorraum, 76
verbindbar, 221
Vereinigung, 33
Verkniipfung, 43

dubere, 75

innere, 75
Verkniipfungstafel, 46
Vielfachheit, 66
Vietascher Wurzelsatz, 70
Vorzeichenregel. 72, 321

windschief, 11, 346
Winkel, 276, 279
winkeltreu, 311
wohldefiniert, 50, 123
Wronski-Determinante, 199

Zahlen

ganze, 33

komplexe, 33, 57

natiirliche, 32

rationale, 33, 57

reelle, 33, 57
Zeichenwechsel, 71
Zeilenrang, 96, 99, 159, 335
Zeilenraum, 94
Zeilenstufenform, 22, 28, 94, 131
Zeilenumformung, 26, 93, 165
zusammenhingend, 221
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a:=b
a=b
as b

X y3Cnas

4
!

I
_f"
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Ende eines Beweises
oder Beweis klar

a ist definiert durch b, 32
aus a folgt b

a und b sind gleichwertig

Mengenklammern

leere Menge, 32

Element, 32

Teilmenge,32

Vereinigung, 33
Durchschnit, 33
Differenzmenge, 34
direktes Produkt, 38

oder Vektorprodukt, 269
Abbildungspfeile, 34
Komposition von
Abbildungen, 36
Beschrinkung von
Abbildungen, 35
Umkehrabbildung von f, 35
dquivalent, 40

Familie, 39
Summenzeichen, 21
eingeschrinkte Summe, 352
Produktzeichen, 190
Summe, 102

direkte Summe, 101
orthogonale Summe, 295
Tensorprodukt, 353
k-faches Tensorprodukt, 368
duBeres Produkt, 359
k-faches duBeres Produkt von V,
368

symmetrisches Produkt, 364
k-faches symmetrisches Produkt,
369

L

HOZR 6O

K*
v
Kﬂ
K[r]

Skalarprodukt, 274
Norm, 274
Winkel, 276
Abstand, 275

komplexe Zahlen, 33, 57

R oder C, 292

natiirliche Zahlen, 32

rationale Zahlen, 33

reelle Zahlen, 1, 33
nicht-negative reelle Zahlen, 35
positive reelle Zahlen, 43
reeller Standardraum, |

ganze Zahlen, 33

zyklische Gruppe, 50, 51

Elemente ungleich Null, 56
dualer Vektorraum, 331
Standardraum, 75

Polynomring iiber K, 62
kanonische Basis, 86
kanonischer Basisvektor, 81
Kronecker-Symbol, 93

stetige Funktionen, 78
differenzierbare Funktionen, 78

alternierende Gruppe, 192
symmetrische Gruppe, 44

M(m x n; K) Matrizenraum, 75
GL (n; K) allgemeine lineare Gruppe, 150

O(n)
50(n)
U(n)

orthogonale Gruppe, 304
spezielle orthogonale Gruppe, 304
unitire Gruppe, 304
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Al inverse Matrix, 150 Abb Abbildungen, 34
‘A transponierte Matrix, 95 Alt alternierende Abbildungen, 361
A* komplementire Matrix, 201 371
E] Basismatrix, 86 Bil bilineare Abbildungen, 350, 361
E, n-reihige Einheitsmatrix, 92 char Charakteristik, 61
Mg darstellende Matrix, 139 deg Grad, 61
Mg darstellende Matrix, 140, det Determinante, 176, 178,
158, 288 192, 212
T2 Transformationsmatrix, 155 dim Dimension, 91
0! Elementarmatrix, 163 Eig Eigenraum, 226
Q/(A)  Elementarmatrix, 164 Hw  Hawptrom, 259
5/(A)  Elementarmatrix, 163 08a.  Dedeticapbomeen; 114
P,f Elementarmatrix, 164 Hom Homomorphismen, 111
Im Bild, 114
®s  Koordinatensystem, 138 h e
F/  Basishomomorphismen, 139 ~ L0 Losungsmenge, 20
F*  adjungiertc Abbildung. 342 ™8  Rang.114.159
Ir  Ideal von F, 251 wpe Sk, 1N)
span aufgespannter Vektorraum, 80
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