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RJCHARO COURANT

Vorwort zur 10. Auftage

Die erste im Jahr 1975 veröffentlichte Auflage dieses Buches war entstanden aus
meiner Vorlesung imwtmersemester 1972f73 an der Universität Regensburg und
einer von Richard Schimpl angefe rtigten Ausarbeitun g, die als Band I der Reihe
.D er Regensburger Trichter " erschienen war. Es freut mich, daß das Buch in den
vergangenen 20 Jahren so viel Anklang gefunden hat.

Im Jahr 1994195 hatte ich an der Universität Düsseldorf wieder einmal Gele­
genheit, eine Anfängervorlesung über .L ineare Algebra" zu hallen. Dabei fand
ich in dem alten Buch zahllose Dinge, die man wohl besser erklären kann. Dazu
kam die Versuchung, die Möglichkei ten von L.q"fY( zu nutzen, was schließlich
dazu geführt hat, daß ich fast das ganze Buch neu aufgeschrieben habe.

Geblieben ist die Überzeugung , daß am Anfang jeder Theorie Probleme stehen
müssen. und daß die entwickelten Methoden danach zu bewerten sind, was sie
zur Lösung der Probleme beigetragen haben. Dies deutlich zu machen, ist in der
linearen Algebra eine vordring liche Aufgabe, weil hier die axiomatische Me­
thode sehr ausgeprägt ist. Mit Hilfe eines wohlorganisierten Instrumentariums
von Begriffen können Beweise kurz und klar durchgeführt werden, Rechnungen
können weitgehend vermieden werden und erhalten - wo sie notwend ig sind ­
eine Interpretation von einem abstrakteren Standpunkt aus,

Es hat lange gedauert . bis sich die lineare Algebra von einem Hilfsmittel der
sogenannten .a nalytischen Geomet rie" (das ist die Lehre von den linearen und
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quadratischen geometrischen Gebilden) zu einer selbständigen Disziplin ent­
wicke lt hat. Die größ ten Veränderungen gab es zu Anfang dieses Jahrhunderts.
als die axiomatische Methode durc h den Einfluß von D . H ILBERT und speziell in
der Algebra durch EMMY NOETHER ausgebaut wurd e. Das zeigt ganz deutlich
ein Blick in Lehrbücher aus dieser Zeit, etwa die .jdassische" Darstellung von
KOWALEWSKI [Kow 2] ' aus dem Jah r 19 10 und die 1931 ersc hienene .jnoder­
ne" Version von SCHREIER-SPERNER IS-S]. Dieser Wandel ist vergleichbarmil
dem Überga ng vom Jugendstil zum Bauhaus. Inzwischen ist d ie lineare Algebra
durchdrungen von einer Ökonomie der Gedanken sowie einer Ästhetik in der
Darstellung, und sie ist unentbehr liches Hilfsmittel in vielen anderen Gebieten
gewo rden, etwa der Analysis und der augewandten Mathema tik.

Dieser eindrucksvolle Fonsehri rr ist nicht frei von Gefahren. Die Axiomatik
beg innt mit den allgemeinsten Situat ionen und schreite t fort in Richtung zu spe­
ziellere n Sachverhalten. Dieser Weg wurde mit letzter Konsequenz in den Wer­
ken von N. BOURBAKI (Bo), [C] beschritten . Er läuft der histo rischen Entwick­
lung - die einem ,,natürlichen Wachstum" der Mathematik entspricht - jedoc h
meist entgege n. So wurden etwa Determinanten schon von LEIBNIZ um 1690
benutzt. CAYLEY bega nn 1850 Matrizen als eigenständige Objekte anzusehen,
der allgemeine Begriff des Körpers ist erstma ls in dem 1895 bei Vieweg er­
schienenen ,,Lehrbuch der Algebra" von H. WEBER [WeJ zu finden. Abstrakte
Begriffe und ihre Axiome entstehen aus der Entdeckung von Gemeinsamke iten ,
sie setzen lange Erfahrung im naiven Umgang und kreati ve Auseinandersetzung
mit den Gegenständen der Mathematik voraus. Eine Darstellung, die mit den
Axiomen beginn t, könnte den verhäng nisvollen Eindruck erwecken, als se ien die
aufges tellten Regeln zufällig ode r willkürlich. Einer solchen Gefa hr entgegenzu­
wirken, ist das stete Bestreben dieses Buches. Die neue Auflage soll helfen, die
abstrakten Begriffe noch mehr zu moti vieren und die Beziehungen der linearen
Algebra zu ihren Anwendungen deutlicher zu machen.

Viele theoret ische Überl egungen der linearen Algebra dienen der Rechtfe r n­
gung oder der Entwicklu ng von Rechenverfahren. mit deren Hilfe man schließ­
lich gegebene Probleme durch eine Iteration lösen kann . Dies wird hier in vie­
len Fällen bis zur Berechnung konkreter Beispiele vorgeführt. In der Prax is läßt
man besser einen Computer rechnen, aber die Schwelle zur Beschreibung von
Programmen dafür wurde in diesem Buch mit Vorsatz nicht überschritten. Für
einen Anfänger ersc heint es mir viel wichti ger, zunächst einmal ohne Ablen­
kung durch Probleme der Programmierung die Struk tur des Lösungsweges zu
verstehen und mil einfachsten, im Kopf berechenbaren Beispielen d ie unrmnel-

' Eckige Klammem beziehen sich auf das Literaturverzeichnis
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bare gute Erfahrung zu machen. daß ein Algorithmus funktioniert. Danach kann
man get rost die Ausführung der Rechnungen eine m fertigen Programmpa ket wie
Maple oder Mathematica überlassen. Etwa im Rahmen der numerischen Mathe­
matik hai man Gelegenheit, die Rechenverfahren genauer zu studiere n und dazu
weitere Hilfsmittel der linearen Algebra kennen zu lernen (vgl. etwa (Str)).

Dieses Buch ist entstanden aus Vorlesungen ruf Studienaufanger in den Fäch­
ern Mathematik. Physik und Informatik; an Vorkenntnissen ist nur das sogenann­
te .Schulwissen" (etwa im Umfang von (Seh]) nötig. Es enth ält insgesamt genü­
gend viel Material für zwei Semester, dabei gibt es zah lreic he Möglichkeiten für
Auswahl und Reihenfolge . Der Text ist meist nach den Regeln der Logik an­
geord net, in einer Vorlesung kann es gute Gründe geben, davon abzuweichen.
Einige Abschnitte sind durch einen Stern *markiert , als Anregung, sie beim ers­
ten Durchgang zu überspringen und späte r (etwa im zweiten Semes ter) dara uf
zurückzukommen. Die Anwend ungen der linearen Algebra auf affine und pro­
je ktive Geometrie sow ie die lineare Optimieru ng sind in einem eigenen Band [Fi]
enthalten, auch damit kann man den vorliege nden Text nach Belieben mischen.

Um Mathematik. zu verstehen, genüg t es nicht, ein Buch zu lesen ode r eine
Vorlesung zu hören, man muß selbst an Problemen arbei ten. Als Anregu ng dazu
dienen die zah lreichen Aufgaben. Die dort eingestreuten Sterne sind nicht als
Warnung, sondern als besonderer Ansporn zu verstehen.

Der durc h diese Neuauflage abgelö ste Text war durch zahllose Hinweise von
Lese rn fast restlos von Druckfehlern befre it worde n. Nun gibt es sicher wieder
reichlich Nachschub, ich möchte auch die neuen Leser ermuruem. mir .Ansicbts­
karten" zu schreiben.

Mein Dank gilt all denen, d ie bei der Neubearbei tung beteiligt waren : In ers­
ter Linie Hannes Stoppe l, durch dessen Begeisterung, Bücher zu 15rI;X.en, ich
in dieses Projekt geschlittert bin. Martin Gräf der mit viel Sorgfalt d ie Übungs­
aufgabe n zusammengestellt hat. Carsten Töller, dem einfallsreichen Meister der
Bilder und dem Verlag für seine stetige Unterstützung.

Dusseldort. im September 1995 Gerd Fischer
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Seit der 10. Auflage hat es nur wenige größere Änderungen gegeben. Sie betreffen
Ergänzungen zu Quotientenräumen, Tensorprodukten und äußeren Produkten. Die-
se grundlegenden abstrakten Begriffe bereiten erfahrungsgemäß Studienanfängern
einige Schwierigkeiten; man sollte ihnen jedoch nicht zu lange ausweichen, denn sie
treten später als unentbehrliches Hilfsmittel an vielen Stellen wieder auf. Zudem
sind sie im hier behandelten Fall von Vektorräumen mit Hilfe von Basen noch recht
konkret zu beschreiben.

Birgit Griese und Hannes Stoppel haben die Aufgaben teilweise überarbeitet
und ein eigenes Buch mit Lösungen veröffentlicht. Das sollte die Leser nicht davon
abhalten, zunächst selbst daran zu arbeiten.

Neu in dieser Auflage ist eine Einführung zum ThemaWarum Lineare Algebra?
Sie ist die überarbeitete Fassung einer einführenden Vorlesungs-Doppelstunde, die
Günter M. Ziegler im April 2006 an der TU Berlin gehalten hat. Zum genaueren
Verständnis der darin ausgeführten Beispiele sind Kenntnisse über die einfachsten
Begriffe und Techniken der Linearen Algebra nützlich. Wer damit noch gar nicht
vertraut ist, kann Einzelheiten im Laufe seines Studiums der Linearen Algebra nach-
lesen.

Zu vielen Themen der Linearen Algebra findet man interaktive Visualisierungen
unter

www.mathe-vital.de

Diese wurden von Jürgen Richter-Gebert an der TU München im Rahmen des
Projektes mathe-vital mit dem Programm Cinderella erstellt

Mein Dank gilt den zahlreichen Lesern, die mich auf Unklarheiten und Fehler
hingewiesen haben, ganz besonders Kollegen und Studierenden aus Berlin, München
und Regensburg. Ich habe versucht, die nötigen Verbesserungen einzuarbeiten. Es
wird nun schwer sein, noch etwas zu finden; wer dennoch Erfolg gehabt hat, wird
gebeten, mir das mitzuteilen.

München, im Juni 200 Gerd Fischer

Vorwort zur 17. Auflage
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Warum Lineare Algebra?
(von Gerd Fischer und Günter M. Ziegler)

Was ist Lineare Algebra?
Die Lineare Algebra gehört neben der reellen Analysis zum Curriculum für Studie-
rende der Mathematik und anderer Fächer, die mathematische Methoden intensiv
benutzen. Das liegt daran, dass sie zu den Grundpfeilern der Mathematik zählt, auf
denen alles andere aufbaut. Zu den darüberliegenden Gebäudeteilen der Mathema-
tik gehören beispielsweise Algebra, Differentialgleichungen, Numerik, Differential-
geometrie, Funktionalanalysis usw. Die Beziehungen und Verwindungen zwischen all
diesen Gebieten sind vielfältig und schwer schematisch zu skizzieren. Aber Konsens
besteht, dass Lineare Algebra zur unverzichtbaren Basis gehört. Sie ist entstanden
aus der Aufgabe, lineare Gleichungssysteme zu lösen und solche Aufgaben treten
in allen Gebieten der Mathematik und ihren Anwendungen immer wieder auf. Wie
schon in der Einleitung erwähnt wurde, hat es lange gedauert, bis die Lineare Al-
gebra als eigenständiges Gebiet in die Lehrpläne aufgenommen wurde. Lange Zeit
wurde sie vorwiegend als technisches Hilfsmittel der Geometrie angesehen, zur Be-
schreibung von linearen Gebilden wie Geraden und Ebenen, sowie Kegelschnitten.
Eine der ersten zusammenfassenden aber wenig beachteten Darstellungen war die
1844 in Leipzig erschienene ,,Ausdehnungslehre” von H. Grassmann. Erst in der
Göttinger Schule wurden die abstrakten Hintergründe konsequent herausgearbeitet,
und Vektorräume als die wesentlichen Objekte der Untersuchung eingeführt. Neben
dem Buch von Schreier und Sperner [S-S] ist hierzu auch die 1931 erstmals er-
schienene ,,Moderne Algebra” von B. L. Van Der Waerden hervorzuheben. Bis
in die 50er Jahre des vorigen Jahrhunderts hatten die entsprechenden Anfänger-
vorlesungen meist noch den Titel ,,Analytische Geometrie”, erst danach wurde die
Geometrie als eine von mehreren möglichen Anwendungen in den Hintergrund ge-
drängt. Sorgfältige historische Hinweise zu dieser langen Entwicklung findet man
bei Brieskorn [B].

Seither wird in der Ausbildung in Linearer Algebra neben der Beschäftigung mit
linearen Gleichungssystemen auch der Umgang mit abstrakten mathematischen
Strukturen, wie Gruppen, Ringen, Körpern, Vektorräumen usw. geübt. Dabei muss
man zunächst die mathematische Sprache lernen, d.h. präzise Formulierungen fin-
den, mit denen Strukturen definiert sind, sowie korrekte Behauptungen darüber
aufstellen, und stichhaltige Begründungen dafür erarbeiten. Die Anschauung kann
dabei helfen, Beweise zu finden; aber dann beginnt die Knochenarbeit, sie präzise
aufzuschreiben. Das ist erfahrungsgemäß die größte Hürde für Studienanfänger.
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Anwendungen der Linearen Algebra
Man sollte sich nicht der Illusion hingeben, dass ein einzelnes mathematisches Teil-
gebiet, wie die Lineare Algebra, die Hilfsmittel zur Lösung großer praktischer Pro-
bleme liefern könnte. Wenn Mathematik in die Praxis geht, dann gehen da immer
verschiedene mathematische Teilgebiete gemeinsam. Aber trotzdem: Es gibt sehr
markante Beispiele für Anwendungen der Linearen Algebra - ein paar wollen wir im
Folgenden beschreiben.

1 Statik von Gerüsten. Das Problem, Bauwerke und andere Konstruktionen
auszuführen, die stabil sind, ist alt und bei weitem nicht trivial. Betrachten wir etwa
einGerüst, d.h. ein Gebilde, das aus Streben und Knoten besteht (in der Baustatik
spricht man von einem Fachwerk). Soll es stabil gebaut werden, so muss man
wissen, welche Kräfte auf die Bauteile wirken. Grundlegende Untersuchungen dazu
hat u.a. J. C. Maxwell (1831 - 1879) geleistet, den man vor allem wegen seiner
Beiträge zur Elektrodynamik kennt; dann aber auch C. Culmann, von dem 1866
das Buch ,,Die Graphische Statik” erschien. Die Methode benutzt Lineare Algebra,
sein Schüler M. Koechlin hat als Ingenieur die Statik des Eiffel-Turms gerechnet,
der seit der Weltausstellung 1889 noch heute steht.

Wir wollen die Methode in ihrer graphischen und ihrer rechnerischen Form an einem
ganz einfachen, aber doch charakteristischen Beispiel illustrieren.

Zur Vereinfachung betrachten wir ein ebenes Problem, nämlich die Aufhän-
gung eines Gewichtes (etwa einer Lampe) an einer Mauer mit Hilfe eines Gestänges
in Form eines rechtwinkligen Dreiecks. Die Stangen und ihre Befestigungen müssen
so ausgelegt sein, dass sie den entstehenden Zug- und Druckkräften standhalten.
Zunächst wirkt im Punkt 1© eine Kraft K senkrecht nach unten, sie soll groß sein
im Vergleich zum Gewicht der Stangen.

Kräfte addieren sich wie Vektoren, im Punkt 1© ist K = K1 Summe vonK2 undK3;
K2 verursacht einen Zug in Richtung 2©, K3 einen Druck in Richtung 3©. Graphisch
kann man K2 und K3 durch eine Parallelogrammkonstruktion ermitteln.
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Im Punkt 2© zerfällt die Zugkraft K4 = K2 in K5 = −K3 und K6 = K1, im Punkt
3© ist die Druckkraft K7 = K3. Der gesamte Fluss von Kräften und Gegenkräften
sieht dann so aus:

Gleichgewicht bedeutet, dass in jedem Befestigungspunkt die Summe aller angrei-
fenden Kräfte verschwindet; rechnerisch ergibt sich daraus ein System von linearen
Gleichungen. Dazu beschreibt man jede der beteiligten Kräfte Ki als Vektor

Ki = (xi,yi,zi)

mit reellen Komponenten xi,yi,zi. Im obigen ebenen Beispiel sind die zi = 0, das
Gleichgewicht im Punkt 1© ergibt folgende Bedingungen: K1 ist vorgegeben, etwa
K1 = (0,− 1), das bedeutet

x1 = 0 und y1 = −1 .
Aus der Geometrie des Dreiecks und tan(15◦) ≈ 0.268 folgt

0.268x3 + y2 = 0 und y3 = 0

Schließlich ergibt die Gleichgewichtsbedingung K1 −K2 −K3 = 0, dass

x1 − x2 − x3 = 0 und y1 − y2 − y3 = 0 .
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Das sind 6 lineare Gleichungen für die 6 Komponenten der drei Kräfte, die Lösung
ist

K1 = (0,− 1), K2 = (−3.732,− 1), K3 = (3.732,0) .

Daraus ergeben sich einfach die Kräfte in den Punkten 2© und 3©. Wie man sieht,
ist die Zugkraft auf die Befestigung im Punkt 2© fast viermal so groß wie das
angehängte Gewicht.

In komplizierteren Fällen sind die Gleichungssysteme zu den einzelnen Punkten
stärker gekoppelt, man kann sie dann nur gemeinsam lösen. Hat man n Punkte und
in jedem Punkt drei räumliche Kräfte, so ergibt das insgesamt 9n zu bestimmende
Koordinaten. Wie groß n sein kann, sieht man nicht nur am Eiffel-Turm, sondern
schon an jedem Baukran.

Neben den statischen Kräften gibt es aber auch dynamische Effekte, da durch elasti-
sche Verformungen Schwingungen ausgelöst werden können. So wird berichtet, dass
im Jahr 1850 eine Brücke über den Fluss Maine bei Angers einstürzte, während
Soldaten im Gleichschritt darüber marschierten. Seither ist dem Militär verboten,
Brücken auf diese Art zu überqueren.

Ein aktuelleres Beispiel ist die von Sir Norman Foster und Partnern entwor-
fene Millenium Bridge über die Themse in London, eine Fußgängerbrücke, die
St. Paul’s Cathedral mit der Tate Modern Gallery verbindet. Sie ist konzipiert als
,,blade of light”, die Tragseile zwischen den 144 m entfernten Pylonen haben einen
Durchhang von nur 2.3 m; das Ingenieurbüro ARUP berechnete die diffizile Statik.
Nach der Einweihung durch Königin Elisabeth II wurde die Brücke am 10. Ju-
ni 2000 eröffnet - am 12. Juni 2000 musste sie wieder geschlossen werden, da sie
bedrohlich zu wackeln anfing; seither heißt sie ,,the wobbly bridge”.
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Nach vielen Experimenten und Rechnungen von ARUP wurde die Ursache gefunden:
Die Statik war in Ordnung, aber es entstanden seitliche Schwingungen, die durch
die Reaktionen der Fußgänger noch verstärkt wurden: Durch Resonanz schaukelten
sich die Schwingungen gefährlich auf. Einzelheiten dazu findet man unter [ARUP].
Der Umbau und Einbau von Schwingungsdämpfern kostete 5 Millionen Pfund. Im
Februar 2002 wurde das Ergebnis mit bis zu 20 000 Freiwilligen getestet und für
gut befunden. Seither ist die Brücke wieder geöffnet.

Was hat das mit Linearer Algebra zu tun? Schwingungen und ihre Dämpfung hängen
mit Matrizen und ihren Eigenwerten zusammen.

2 Linearisierung. In der Praxis gibt es kaum eine strikt lineare Beziehung
zwischen zwei Größen; selbst für Preise wird bei Abnahme größerer Mengen ein
Nachlass gewährt. Aber die Tangente an eine Funktion gibt in einem begrenzten
Bereich wenigstens eine brauchbare Näherung. Dieses Prinzip der Analysis heißt li-
neare Approximation, hier helfen die Methoden der Linearen Algebra. Man kann
es ausbauen und eine gegebene oder gesuchte differenzierbare Funktion in ihrem
gesamten Definitionsbereich durch eine stückweise lineare Funktion approximie-
ren, etwa bei der Lösung von Differentialgleichungen durch Diskretisierung und
stückweise Linearisierung.

Als einfaches Beispiel sei die Berechnung einer Wärmeverteilung in der Ebene an-
gegeben. Bezeichnet f(x,y) die Temperatur im Punkt (x,y), so erfüllt die Funktion
f bei Temperaturgleichgewicht die partielle Differentialgleichung zweiten Grades

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)
f(x,y) = 0 ,

man nennt sie Laplace-Gleichung, die Lösungen heißen harmonisch. Wir neh-
men an, dass die Temperaturverteilung am Rand eines Quadrats vorgegeben ist
und unverändert bleibt. Eine übliche Grundlage für die approximative numerische
Berechnung der Lösung f ist eine Diskretisierung: Man überzieht den quadratischen
Bereich mit einem genügend feinen quadratischen Gitter von Messpunkten (xi,yj).
Ersetzt man in der Laplace-Gleichung Differentialquotienten durch Differenzenquo-
tienten und schafft man die Nenner weg, so ergibt sich an der Stelle (xi,yj) die
Bedingung
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(f(xi+1,yj)− f(xi,yj))− (f(xi,yj)− f(xi−1,yj))

+(f(xi,yj+1)− f(xi,yj))− (f(xi,yj)− f(xi,yj−1)) = 0 ,

das ist gleichbedeutend mit

f(xi,yj) = 1
4 (f(xi+1,yj) + f(xi−1,yj) + f(xi,yj+1) + f(xi,yj−1)) . (∗)

Physikalisch bedeutet diese Bedingung, dass die Temperatur an jeder Stelle (xi,yj)
im Inneren gleich dem Mittelwert der Temperaturen an den vier nächstgelegenen
Gitterpunkten ist. Insgesamt erhält man mit Hilfe von (∗) für die Temperaturen
f(xi,yj) so viele lineare Gleichungen, wie man Gitterpunkte hat; dieses Gleichungs-
system ist zu lösen.

Als Beispiel wählen wir ein relativ grobmaschiges Gitter, mit folgenden Werten von
f auf den relevanten Gitterpunkten am Rand:
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Für die vier gesuchten Werte

fij := f(xi,yj) mit 1 ≤ i,j ≤ 2

erhält man daraus die linearen Gleichungen

4f11 − f12 − f21 = 3
−f11 + 4f12 − f22 = 10
−f11 + 4f21 − f22 = 2

− f12 − f21 + 4f22 = 4

mit den Lösungen

f11 = 49
24 ≈ 2.042 , f12 = 43

12 ≈ 3.583 , f21 = 19
12 ≈ 1.583 , f22 = 55

24 ≈ 2.292 .

Das entstehende stückweise lineare ,,harmonische” Funktionsgebirge sieht so aus:
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3 Der Page Rank bei Google. Ein aktuelleres Beispiel für eine An-
wendung der Linearen Algebra ist die Internet-Suchmaschine Google, die in ihrer
ursprünglichen Form in den 90er Jahren von den beiden Studenten S. Brin und
L. Page entwickelt und 2001 patentiert wurde. Wichtiger Bestandteil ist eine Me-
thode für die Anordnung der Suchergebnisse im Browser, Grundlage dafür ist der
,,PageRank” p(S) für jede Web-Site S. Er ist ein Maß dafür, wie stark die Seite mit
anderen vernetzt ist, sagt allerdings nichts über die Qualität des Inhalts der Seite
aus. Die Definition des PageRank kann wie folgt motiviert werden.

Man stellt sich einen Surfer vor, der einen Weg auf den vorhandenen Seiten
S1, . . . , SN des Internets zurücklegt. Er beginnt auf einer zufällig ausgewählten Seite
und folgt in der Regel einem der angegebenen Links. Da er aber entmutigt werden
kann (etwa weil die Links nicht mehr weiterhelfen), darf er gelegentlich auch einmal
auf eine beliebige andere Seite springen. Um das zu präzisieren wird zunächst ein
Damping Faktor d mit 0 ≤ d ≤ 1 festgesetzt (meist wird d = 0.85 gewählt). Er
hat folgenden Einfluss: Auf irgendeiner Seite angekommen folgt der Surfer mit der
Wahrscheinlichkeit d einem zufällig ausgewählten Link, mit der Wahrscheinlichkeit
1 − d springt er vom Zufall gesteuert auf eine beliebige andere Seite des Netzes.
Der PageRank p(S) ist nun erklärt als die Wahrscheinlichkeit dafür, dass sich der
Surfer auf einem sehr langen Weg zu einem zufällig gewählten Zeitpunkt auf der
Seite S befindet. Da N sehr groß ist, wird p(S) eine sehr kleine Zahl sein, auf jeden
Fall gilt

0 ≤ p(S) ≤ 1 .
Nach den elementaren Regeln für eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist

p(S1) + . . .+ p(SN ) = 1 .

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ergibt nun eine Beziehung zwischen den verschie-
denen PageRanks. Dazu betrachtet man für eine Seite S alle Seiten, die einen Link
auf S enthalten, wir bezeichnen sie mit T1, . . . , Tn, wobei 0 ≤ n ≤ N−1. Bezeichnet
ci die Anzahl der Links, die von Ti ausgehen, so gilt

p(S) = d · (p(T1)
c1

+ . . .+
p(Tn)
cn

)
+
1− d

N
.

Damit könnte man p(S) nur ausrechnen, wenn die Werte p(Ti) schon bekannt wären.
Aber immerhin erhält man auf diese Weise ein System von N linearen Gleichungen
für die N gesuchten Zahlen p(S1), . . . , p(SN ).

Nach der Theorie kann man ein solches Gleichungssystem lösen, aber in der Praxis
benötigt man bei großem N sehr gute und schnelle numerische Verfahren. In der
Gründerzeit des Internets rechnete man noch mit etwa 20 Millionen Seiten, inzwi-
schen ist die Gesamtzahl N unüberschaubar geworden. Daher kann der PageRank
nur noch für ausgewählte Seiten berechnet werden. Mehr dazu findet man bei [LM].



XVII

Um das Prinzip erläutern zu können, geben wir ein ganz einfaches Beispiel mit
N = 3, das schematisch so aussieht:

S1

����
��

��
�

���
��

��
��

S2 �� S3

���������

Wie man daran erkennt, ist

c1 = 2 und c2 = c3 = 1 .

Also lauten die drei Gleichungen für pi = p(Si) mit b := 1
3 (1− d):

p1 − dp3 = b

−d
2p1 + p2 = b

−d
2p1 − dp2 + p3 = b

Für d = 0.85 erhält man die Lösungen

p1 ≈ 0.388 , p2 ≈ 0.215 , p3 ≈ 0.397 .

Da S2 weniger verlinkt ist, als S1 und S3 ist p2 nur etwa halb so groß wie p1 und
p3. Bei kleinerem d haben die Links weniger Einfluss. Etwa für d = 0.1 wird

p1 ≈ 0.335 , p2 ≈ 0.317 , p3 ≈ 0.348 ,

da sind die PageRanks schon beinahe gleichverteilt.

Eine Variante des Gleichungssystems erhält man mit Hilfe der Linking Matrix A.
Bezeichnet ci für 1 ≤ i ≤ N die Anzahl der Links, die von der Seite Si ausgehen,
so hat A für 1 ≤ i, j ≤ N die Einträge

aij :=

⎧⎨
⎩

d

ci
, falls i �= j und Si einen Link auf Sj enthält;

0 sonst.

Im Extremfall d = 1 ist dann (p(S1), . . . , p(SN )) ein Eigenvektor der Matrix A
zum Eigenwert 1. Zur Lösung solcher Probleme gibt es auch schnelle numerische
Verfahren.
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4 Der Satz vom Politiker. Eine ganz andersartige Fragestellung betrifft
Graphen, das sind Konfigurationen, die aus Punkten und Verbindungsgeraden
(oder Ecken und Kanten) bestehen. Ein Beispiel ist derWindmühlengraph.

Er hat eine zentrale Ecke und eine gerade Zahl von Ecken am Rand, kann also für
jede ungerade Zahl von Ecken konstruiert werden. Interpretiert man die Punkte als
Personen und die Kanten als gegenseitige Freundschaften, so stehen am Rand be-
freundete Paare, und jeder ist mit der Person in der Mitte befreundet. Eine solche
Person, die mit jedem befreundet ist, wird als Politiker bezeichnet, seine ,,Freund-
schaften” sind berufsspezifisch. In dieser Interpretation hat der Windmühlengraph
dann folgende Eigenschaft:

Je zwei beliebige Personen haben immer
genau einen gemeinsamen Freund (∗)

Der Satz vom Politiker sagt nun aus, dass Bedingung (∗) für n Personen nur
dann erfüllt sein kann, wenn n ungerade ist und es einen Politiker gibt. Außerdem
muss der entsprechende Graph ein Windmühlengraph sein.

Für diesen Satz ist gibt es elementare Beweise. Aber der klarste und überzeugendste
wurde von P. Erdös,A. Renyi undV. Sósmit Hilfe von Linearer Algebra,genauer
Eigenwerten symmetrischer Matrizen gegeben; das findet man bei [A-Z, Kap. 34].
Der Schlüssel dazu ist die Adjazenzmatrix A des Graphen: Sind die Personen mit
1, . . . , n nummeriert, so sind die Einträge von A gegeben durch

aij :=
{
1 , wenn i �= j und i mit j befreundet,
0 sonst.
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Fazit
Unsere kleine Liste von Beispielen für Fragen, hinter denen Lineare Algebra steckt,
könnte man beliebig erweitern. Etwa in [A-B] kann man nachlesen, was in einer
CD versteckt ist, in [A-Z, Kap. 15] findet man Ergebnisse zur berühmten Borsuk-
Vermutung über die Zerlegung von Teilmengen des R

n mit beschränktem Durch-
messer. Viele weitere Anwendungen findet man bei G. Strang [St1] und [St2].

Um eine mathematische Theorie sachgemäß anwenden zu können, muss man sie
zunächst sorgfältig studieren und genügend verstehen; das gilt auch für die Li-
neare Algebra. Daneben kann die Mathematik durch ihren klaren Aufbau und die
Schönheit ihrer Strukturen begeistern; das zeigt sich zu Beginn des Studiums beson-
ders in der Linearen Algebra, für die der Leser nun hoffentlich nachhaltig motiviert
ist.
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Kapitel 0

Lineare Gleichungssysteme

Schon die Nummer dieses Kapitels de utet an. daß es zur Motivation und Vorbereitung
der in Kapitel 1 beginnend en systematisc hen Darstellun g dient. Wir haben dafür das
wichtigste Prob lem der elementa ren linearen Algebra gewählt, nämlich lineare Glei ­
chungs systeme. Dabei kann man sehr schö n d ie wesentlichen Aspekte vorführen : den
geometrischen Hintergrund und die algorithmisc he Methode . Was auf die späte ren Ka­
pitel verschobe n wird , sind die präzisen Bewe ise mit Hilfe der übl ichen theoret ischen
HilfsmineL

Wer mit den verwen deten Notationen von Mengen lind Abbildungen nicht vertrau t
ist, kann bei Bedarf in 1.1 nach sehen.

0.1 Der reelle n-dimensionale Raum
Ein großer Fortschritt in der Ge ömetne gelang durch Ein führung von Koordinaten, die
man zur Erinnerung an R. DESCARTES auch kartesische Koord inaten nennt Dadurch
kann man Punkte in den Räumen der Geometrie beschre iben durch Syst eme von zahlen,
und mit den zahlen kann man rechnen. Diese Methode zur Beha ndlung geometrischer
Fragen nenru man ullalyrischt' Geometrie. Die elementarsten Begriffe hierzu seien kurz
erklärt.

0,1.1. Wir gehen aus von den reellen Zahlen, deren Gesamtheit wir mit R be­
zeichnen. Ihre Einführung ist Gegenstand der Analysis, in der Geometrie dienen
sie als Zahtmge rade, und diese Zah len kann man nach den üblichen Regeln ad­
dieren und multiplizieren.

Punkte der Ebene sind festgelegt durch Paare, Punkte des gewöhnlichen Rau­
mes durch Tripel von reellen Zahlen . Für die Theorie macht es keine Probleme,
gleich n-Tupel zu betrachten, wobei n eine beliebige natürliche Zahl ist. Damit
erhält man den reellen Standardraum der Dimension n

IR· = Ix:; (X lo .. • , x~ ): x ), . . . , x. E RI,

d.h. die Menge der geordneten n -Tupel (oder Vektoren) von reellen Zahlen. Ge­
ordnet heißt, daß die Reihenfolge wichtig ist, d.h. zwei n-Tupel (X l , . . . ,x. ) und
(Yl ,' " •Y.) sind genau dann gleich, wenn Xl = Yl, .. . , x . = Y•. Die Zah len
Xl , ' " ,X. heißen Komponenten von .r,

Der Fall n :; 0 ist sinnlos, R I ist die Zah lengerade, R2 entspricht der Ebene
und R) dem .Reum". Für größere n hat man zunächst keine unmittelbare geo­
metrische Vorstellung mehr, dafür aber eine ganz andere und sehr realistische
Interpretation. Hat etwa eine Bank n Kunden, so kann man deren Kontostände
zu einem bestimmten Zeitpunkt mit .rI' .. . • x. bezeichnen, alle zusammen (und
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geordnet') sind ein "Punk!"

Die Entwicklung der Kontostände im Laufe der Zeit wird dann durch ei ne ..Kur­
vc: im R~ beschrieben. ihre Beschreibung geh t schon über den Rahmen der li ­
nearen Algebra hinaus. Eine lineare Operation ist etwa die Berechnung der au­
genblickliehen Bilanz. Haben die Einlagen neben dem Nennwert Xj einen Bör­
senkurs a., so ist das bewertete Kapital gegeben durc h

alx , + . .. + anx~ = b ,

ein typischer Fall für eine lineare Gleich ung .
In der Prax is hat man mehrere Bedingun gen, und diese sind meist nicht durch

Gleichungen, sondern durch Ungleichungen gegeben, von der Art, daß für die
obige Summe Begrenzungen vorgegeben sind. Und das Probl em besteht darin,
einen .Gcwinn" zu optimieren. Zur Lösung solcher Aufgaben in der linearen
Optimierung (vg l. etwa [Fi)) benötig t man genügende Kenntnisse über lineare
Gleichungen, was vielleicht auch einen gewin norientierten Leser eine Zei t lang
bei der Stange halten kann ,

0.1.2. In der linearen Algeb ra muß man mit n·Tupeln rechnen. Die grundlegen ­
den Opera tionen sind eine Addi tion

(X I• • • . , x~ ) + (Yl> . . . , y~): "" (Xl + YIo ... , X. + Y. )

und eine Multiplikation mit einer Zahl J... € IR

J... . (x " . . .. x.) :"" (J... . Xlo . • •• A . x. ).

Man kann diese Ope rationen geometrisch deuten, wenn man die a -Tupel als Vek­
toren ansieht , d.h. naiv als Pfeile vom Ursprung 0 "" (0, . . . , 0) mit Spitze in
.r "" (X I, ... ,x.). Für n =2 kann man das einfach zeichnen:

Ax

~ ~x,

Bild 0. 1

x, +Y.
y~

x+Y

Y, h ,

x, x, xx

v, x, x,+Y, 1 x,
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Der Ursprung selbst heißt auch Nsdlvektor, wenn man ihn addiert, hat das keine
Wirkung. Multipliziert man mit A = 0, so wird jedes .r zum Nullvektor. Das
Negative von .r ist gegeben durch

- x := (-Xl< . • -x~ ) .

es gilt .r + (-x) = O. Statt .r + ( - y ) schreibt man kürzer .r - y.

Bild 0.2

Nach diesen wen igen Fortnahtaten können wir nun die einfachsten Beispiele
von linearen Gleichungen behandeln. Um die geometrische Anschauung dabei
zu benutzen, betrachten wir zunächst ausführlich die Fälle n =2 und n =3.
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0.2 Geraden in der Ebene
0.2.1. Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade. das gehört zu
den wenigen Tatsachen der Geometrie. die auch Nicht-Mathematikern einleuch­
ten. Mit Hilfe von Vektoren kann man das so beschreiben: Sind v. Vi E R1 die
beiden Punkte. so ist w := Vi - V #- O. Die Punkte auf der Geraden L durch v
und Vi kann man unter Benutzung eines ree llen Parameters Adarstellen als

L = [x E az: es gibt ein A E IR mit x = v + AW) =: v + Rw.

x,

"

v + Rw

L/-711f'-- - - - - --x,

Bild 0.3

Man kann L auch ansehen als Bild der Zahlengerade IR unter der Abbildung

<1> : R _ Le Rz, A I-l' V+AW .

Das nennt man eine Parametrisierung der Geraden.

0.2.2. Die zweite Möglichkeit der Beschreibung benutzt eine lineare Gleichung
der Fonn

aIXI+aZxz=b .

Dabei gelten X I , X ! als Unbestimmte und al, a: E IR als Koeffi zienten . Die Un­
bestimmten sind variabel. die Koeffizienten fest. Man betrachtet die Menge der
Lösungen

L :=! (Xj, Xz) E Rz: a lx l + a2x2 = b}

Ist a l = az = O. so ist L = 1'1 für b '# 0 und L = R2 für b = O. Dieser
Fall gilt als .er uaner-. Andernfalls müßte man im Prinzip alle Paare (Xl , X2 ) in
die Gleichung einsetzen und feststellen , ob sie erfüllt ist. Wenn man das ohne
System tut, wird man dabei sehr selten Glück haben.

Ein gutes System ist eine Parametrisierung. mit deren Hilfe sich alle Lösungen
produzieren lassen. Das ist in diesem Fall leicht zu erhalten.
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I ) Ist 112 = 0 und al ::F 0, so wird die gegebene Gleichung zu
b

x,= - ,",
das ist eine zur x2-Achse parallele Gerade, und eine Parametrisierung ist gegeben
durch

R _ L, AH>(:I"')
Hier ist also die erste Koordinate fest, die zweite frei wählbar.

Ist UI = O. aber U2 ::F 0, so hat man nur die Rollen von X I und X2 zu vertau­
schen.

2) Ist 111 ::F 0 und U2 ::F 0, so kann man die Gerade leich t zeichnen, indem man
die Schnittpunkte mit den Achsen X I = 0 und X2 = 0 berechnet :

x,

(-'- - "-'.A)", ",

s:
"

-'-
"

L
Bild 0.4

Wählt man wieder die xr Koordinate eines Punktes der Geraden als Parameter
A, so kann man daraus

b aZA
XI= - - -

U I a,
berechnen, und eine Paramerrisierung der zunächst durch die Gleichung gegebe­
nen Geraden ist gefunden:

R_ L. AH> ( !!.. _ azA. A) .
UI a ,

0.2.3. Zwei Geraden in der Ebene schneiden sich in genau einem Punkt, es sei
denn , sie sind gleich oder parallel. Sind sie durch Gleichungen gegeben, so stellt
sich die Frage, wie man entscheiden kann. welcher Fall vorliegt. und wie man
eventuell den eindeutigen Schnittpunkt findet. Dazu einige
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Beisp iele . a ) Die Geraden seien gegebe n durc h

X l - X 2 "'" I .
X 2 = 2 .

Der Schnittpun kt p ist ganz einfach zu finden, indem man X 2 = 2 aus der zweiten
Gleichung in die erste einse tzt: XI = 1 + 2 = 3, also p = (3, 2).

Eine Variante sind die Gleichungen

X I - X l = I ,
XI + 3x2 = 9 .

x, 7, + 37,= 9 x,

2pX, = 2 --+----,<<--

3
----+-.,-t---,-- x,

3)
- )

----+-,c'- -,--x,

X,- X. = ) X, - x, = 1
Bild 0.5

Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab und dividien die Differenz
durch vier, so erhäl t man wieder die obigen Gleichungen. und man sieht an den
Zeichnungen. daß der Schnittpunkt der gle iche ist.

b ) Die Geraden seien gegeben durch
X I -Xl = I ,

2xl - 2x2 = b ,
x,

)

Bild 0.6
mit beliebigem b . Man sieht sofon . daß sie für b = 2 gleich und für b #- 2
parallel , also ohne Schnittpunkt sind. Darauf kommt man auch durch forma les
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Rechnen, wenn man wieder die z-facbe erste Gleichung von der zweiten abzieht.
Das ergibt

X I -Xl = I ,
OXI - OXl = b - 2 .

Die zweite Gleichung lautet in jedem Fall b = 2. Ist b so gewählt, kann man sie
weglassen und es bleibt die erste. Ist b #- 2 gewählt, so ist die zweite Gleichung
nie eriUllt und man kann die erste weglassen.

c) Nun nehmen wir zu den zwei Geraden aus Beispiel a) eine dritte hinzu:

Xl - Xl = I, I

XI + 3Xl = 9 , 11

XI + Xl = 2 . ur
x, x,

fi
II

rnx, x,

III

Bild 0.7

Daß sie keinen gemeinsamen Schnittpunkt haben, siehl man an Bild 0.7, wir
wollen es auch durch formales Umfonnen zeigen. Wie umgefonnt wurde, ist
rechts vermerkt.

XI - Xl = 1, I

4x, = 8 , " = 11 - 1

2.<, = I, III = III -1

Die Gleichungen fIund Iil verlangen Xl = 2 und Xl = i.das ist ein Widerspruch.

Wie man sieht, sind deranige Umfonnungen von Gleichungssystemen sehr
wirksam, wir werden in 0.4.6 eine Rechtfertigung dafür geben. In obigem Bei­
spiel sollte man bemerken, daß die gemeinsamen Schnittpunkte von I mit 11 und
I mit 111 erhalten bleiben.



8 o Lineare Gleichungssysteme

0.2.4. Den Begriff Gerade halt en wir bisher noch nicht präzise erklärt, das soll
schleunigst nachgeholt werden:

Definition. Eine Teilmenge L C R2 heiß ! Gerade. wenn es GII, a! . b E IR. mit
(al. all i- (0, 0) gibt, so daß

L "" l (x l .x2) e IR!: GIXI + a2xZ = bl .

Daß mall eine Gerade genauso gut mit Hilfe einer Paramet risieru ng beschreiben
kann. ist d ie Aussage von folgendem

Sa tz . Eil//' Tedmenge L C H! i.~1 genau dann eine Gerade, wenn es v, W E R2

mit w 1= 0 gibt. so dl.lß

L = v +l!i.w.

Dieser Sa lz folgt später sehr leicht aus der allgemeinen Theorie . Ohne wei tere
Hilfsm ittel ist der Beweis etwas mühsam, wir wo llen es dennoch vorführen:

I ) Ist L eine Gerade im Sinne der obigen Definit ion. so gibt es v und w mit den
angegebe nen Eigenschaften.

Sei also L gegeben durch Gr. G2. b mit (GI. Gl l # (0.0). Wir fuhren den Fall
a , # 0 aus. der Fall Gl # 0 geht analog. Indem man im Ergebnis von 0.2.2 A = 0
und A= lI r setzt (siehe Bild 0.8 ). kommt man zu der Definitio n

V:=(:r'O)' w:=(-G~ . a l ) ' L' := v + !Rw .

und es ist 7.U zeigen. daß L = L'. Dazu ist L C L' und L' C L zu beweisen.
x,

a,A

w

L'
Bild0.8
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a) L C L': Ist ( XI. X2) € L , so ist O.X I+ 0~X2 = b , Also gilt für I.. := XZ/ Oj

( X I. X2) = (~ - 0 11..,011..) = 11 + Aw .

Somit ist (X I , X2) € L'.

b) L' C L: Ist .r e L'. so gibt es ein I.. mit

x = II + )"W = (~ -02A .O I ),, ) = (Xl . Xl ) ·

b
Seilt man X I = - - 0 21.. und X l = all.. in die Gleichung von L ein . so erhälta,

Also ist x e L.

2) Ist L = 11 + Rw, so ist e ine Gleichung zu finden. Ist 11 = ( VI. 112) und
W = ( WI' wl) mi t WI =F O. so zeig t eine einfache Überlegung (siehe Bild 0 .9),
d, B

X1 -V2 W2- - - - -
X I - Vj W l

sein muß . Wir defin ieren daher a, := W1, o z := - W j, b := W2111- Wj l!:l und

L' := { (x I. xz) eRl : 0 Ix I +ozx 2=b )

a) L C L' : Dazu muß man .r = u + All! = ( VI + AW J, 112 + AWz) E I. in die
Gleichung einsetzen . Das ergibt

WZ( 1I1 + )"W I) - W I( V1 + AW2) = W2V I - W 11I2 '

Also ist .r e l/,

I (r " r, )
(v,+w"v, +w,

I
{v, v,

o

v + Rw

Bild 0.9
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b) L' C L: Sei x = (X b Xl ) E L' . Dazu muß man ein A E R finden, so daß

x = (XI,X2 ) = v +Äw = (VI + AWI. Vl + AWl ) .

Wegen WI '" 0 kann man aus der ers ten Komponente ausrechnen. daß

A = XI - VI

w,
sein muß. Defin iert man ). durch diese Gleichung, so folgt aus .r € L ', daß auch

b - a lxl WZVI - W I Vl - WZXI
X2 = --- = = Vz + )..Wz·

az Wl

Also ist x E L. o
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0.3 Ebenen und Geraden im Standar-draum R3

0.3.1. Als .R aum' betrachten wir den dreidimensionalen reellen Raum . Wie in
der Ebene geht durch zwei verschiedene Punkte u, v' € R) genau eine Gerade
L. ISI w := v' - v, so ist wie in 0.2.1

L = lv + ),.w : xe Rl = v + lRw

eine Parameterdarstellung von L. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unterschiede
zur Ebene :

I ) Zwei Geraden sind im allgemeinen windschief, d.h . ohne Schnittpunkt und
nicht parallel.

2) Eine lineare Gleichung im R) beschre ibt eine Ebene . zur Beschreibung ei­
ner Gerad en benötigt man zwei lineare Gleichungen (d.h. man stellt sie als
Schnitt von zwei Ebenen dar).

Das wird im folgenden genauer ausgeftihrt.

0.3.2. Wir betrachten eine lineare G leichung der Form

a lx l + a 2X2+ a lxl = b

und die Menge der Lösungen

E = {(XI> X2, XJ) € JR): al x , + a2x2+ a)x l = b } .

Ist al = a: = as = O. so ist E = 0 ftir b 0# o und E = IR) ftirb = O. Für
al = a2 = O. aber Ul 0# 0 laute t die Gle ichung

b
X ) = - .a,

x,

--7I"---- - - --x,

x,
Bild 0.10
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das ist eine Ebene parallel zur Ebene XJ = O.

x,

- + + +-#'H-rl"t- - x,
"

-'-
"

x ,

o Lineare Glei chungssysteme

8ild 0.11

Ist OJ = 0 und (a l, ( 2) #- (0, 0), so haben wir eine Gerade

L={(xlo x2) e R l : Q IX I +01Xl = b l ,

und E entsteht daraus, indem man alle im Raum darü ber- und darunterliegenden
Punkte dazunimmt. d.h . (sie he Bild 0.11)

E = {(XI> X2. xJ) E Rl : (X I> X2) E LI .
Sind alle drei Koeffizienten Q; '# o. so schneidet E die Achsen an den Ste llen
bIo,.

x ,

-'-
"

s:
"

"

Bild 0.12
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Nach diesen Beispielen eine präzise

Defini tion. Eine Teilmenge E C R J heißt Ebene. wenn es a j, az. a J , b E R mit
(a l. az, a J) '" (0 ,0, 0 ) gibt, so daß

E = {(XioXz,Xl ) E R
1
: alx l + azxz + a JxJ = b} .

0.3.3, Zur Parametrisierung einer Geraden reicht ein Parameter, bei einer Ebene
geht es mit zweien, und zwar wie folgt. In der Ebenengleichung nehmen wir
UJ '" 0 an (andernfalls vertausche man die Indizes). Wir betrachten d ie Standard­
ebene R Zund bezeichnen die Punkte mit (AJ. Al ) ' Setz t man x J = AI, Xz = A2 in
die Ebenengleichung ein, so erhäl t man

I
XJ = - (b- a JAJ - azAz)·a,

Abstrak ter ausgedrückt erhält man eine Abbildung

4> : RZ --l> RJ , (AloAZ) ....... ( ÄIoAZ.!!.. _ UIAI _ UZ
A2)

a J UJ av

Eine triviale Rechnung ergibt

(
b UIÄI aZA z)

a lAI +aZAZ+u l -- --- -- =b ,
UJ UJ Ul

also ist 4> (Rz) c E, und mit etwas mehr Rechnung als in O.2.4 kann man zeige n.

d,'

sogar bijekuv ist. Wir verzichten darauf, das hier vorzurechnen. wei l es in 2.3 aus
der allgemeinen Theorie folgt. Die so erhalte ne Abbildung 4> von der Standar­
debene IRz auf die in R1 liege nde Ebene E heiß t Parametrisierung , In der obe n
angegebenen Form hat sie eine einfache geometrische Interpretation: 4> ist die
Umkehrun g der Projektion

:rr : E _ Rl , (XIoXZ,X l) ....... (Xj, Xl) ,

auf die Koordinatenebene. Natürlich gibt es viele andere Parametrisierungen von
E.

Die oben mit Hilfe der Abbildung 4> angegebene Parametrisierung der Ebene
E kann man noch etwas anders schreiben . Sind u , u, W E R J gegeben, so sei

u+ RtJ + Rw:= IxE R J
: es gibt AI.ÄZ E R mitx = U + AltJ +Äz w} •
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x ,

»,

~w
u+.

w

<L'--;1~o:::::---_x,

•

o Lineare Gleichungssysteme

Bild 0.13

Das ist das Bild von 41, wenn man

u == 4>(O,O)=(o.o,:J .
v == 4>O,O)-u=(1. 0,-:;).
w == 4> (0, l ) -u = (0.1, - : :)

wäh lt.

x,

»,

- - - -711,..,,,- - - - ,..-'- - x,

Bild 0.14
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0.3.4. Nun wollen wir zwei Ebenen schneiden. Dazu zunächst ein

Beispi el. Wir betrachten die Gleichungen

XI +XZ+Xl = - 6 , I

xl + 2xz +3xl = - 10, 11

und formen sie um zu

XI + XZ+Xl = - 6, I

xz+ 2xl = - 4 . U =ll -l

Der Schnin der beiden Ebenen ist eine Gerade L, ein Punkt darauf ist festgelegt
durch seine xJ-Koord inate. Übersetzt in eine Rechnung bedeutet das: man wählt
einen reellen Parameter ä , setzt Xl = .l.. und berechnet erst mit fI und dann mit I

Xz = -2.l.. -4 ,
XI = .l.. - 2 .

Das ergibt eine Parametrisierung von L

$ : R _ LcR), .l.. ...... {.l..- 2, 2.l.. - 4 , .l..) .

x,

"7"--7'* "'o-----,,2...-x,

Bild D.1S

Hat man allgemein zwei Ebenengl eichun gen

a lXj + aZxz+ aJxJ = b , I

a;xl + a;xz+ a;xJ b' 11
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und ist G I #- 0, so führt eine Umformung wie oben zu einem UnglUck, wenn es
ein Q E R gibt mit

(.)

Dann wird nämlich die linke Seite von fJ := 11 - CI · I gleich Null. Das hat einen
geome trischen Hintergrund, denn (*) bedeute t, daß die durch I und JI beschrie­
benen Ebenen parallel oder gleich sind. Ein präziser Beweis davon kann später
leiehr nachgeholt werden (vgl. Aufgabe 8 zu 2.3).

0.3.5. Nun schneiden wir schließlich drei Ebenen im R) .

Beispiel. Wir nehmen zu dem Beispiel aus 0 .3.4 noch eine Gleichung dazu:

.\'1 +X1 + X ) = - 6, I

X l + 2.f2 + 3x) = - 10. "2x I + 3X2+ 6x) = -18 . III

.e,

III

,.,
Bild 0.16

Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt. Um ihn zu berechnen, formen
wir wieder um. Die erste Runde ergi bt
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x,

x,

X I + X2 + X ) - 6 , I

X2 + !xJ - 4 , n = I1 - 1

X2 + 4xJ - 6 , !TI = 1Il - 21

17

Bild 0.17

Um den Schnittpunkt ganz schematisch ausrechnen zu können, formen wir !TI
noch einmal um zu

l tJ = -2 . 11I = III - 11

Dami t ergibt sich durch Einsetzen von unten nach oben

"x, ~ - I nach 11I .

x, ~ - 2 nach 11 ,

x, ~ - 3 nach I.

Der einzige Schnittpunkt der drei Ebenen ist also (- 3, - 2, - I ) .

Ob dieses Verfahren im allgemeinen einen einzigen Schnittpunkt liefert, hängt
ganz von den Koeffizienten der drei Gleichungen ab (vgl. 2.3.6).
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x,

o Lineare Gleichungssysleme

x,
Bild 0.18
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I . Ze igen Sie. dass für zwei Punkte v. UJ E R" die folgenden Bedingungen äquivalent
sind:

i) v# O. undes gibt keinQE R mit w == Q ' v,

ii) W # 0, und es gibt kein " E JR mit u == Q ' w.

iii) Sind )... 11 E R muAu+ IlUJ == 0 . so fo lgt notwendigerweise ). = 11 = O.

Man nennt u und Il ' linear lIIwhh'Jngig . falls e ine der obigen Bedingungen erfüllt ist. v
und u' heißen linear obhiingig. falls sie nicht linear unabhängig sind. Im untenstehenden
Bild sind v und W linear unabhängig. u und «I linear abh ängig .

u-I ,.
ll"~

Bild 0.19

2. a) Beweisen Sie. dass eine Teilmenge E des W genau dann eine Ebene ist. wenn es
Vektoren Il. v. W E JRJ gibt. so dass v und w linear unabhäng ig sind und

E = Il + Rv + Rw .

bj Finden Sie für die Ebene E = {<Xl . x2. x ~) E R3; 3xI - 2X2+ x~ = - I }e ine Para­
melrisierung.

c ) Geben Sie für die in Parameterdarstellung gegebene Ebene

E = (1. 2. 3) + R · (4. 5, 6) + R· 0 . 8.9)
eine beschre ibende lineare Gleichung an.

3. Zeige Sie: Sind x . y. : E RJ drei Punkte. die nicht auf einer Geraden liegen. so gibt
es gena u eine Ebene E C RJ• die x, y und z enth ält. nämlich

E = X +R · (x - y ) +R· (x - :).
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0.4 Das Eliminationsverfahren von GAUSS
0.4 .1. Nach den vielen Spezialtallen und Beispielen ist der Leser hoffentlich
gerüstet für den allgemeinen Fall. Die Zahl n E N ist die Zahl der Unbestimm­
ten, davon unabhängig kann man eine Zahl m E N für die Anzahl der linearen
Bedingungen wählen. Da m die Anzahl der verfügbaren Buchslaben überschrei­
ten kann , verwenden wir für die Koeffizienten a ij doppelte Indizes. Das Gle i­
chungssys tem lautet also:

(. )

+a",~x. = bm,

und gesucht ist die Menge der (Xl• . .. , x~) E IR~ . die alle Gleichungen erfüllen.
Das System (*) ist mühsam aufzusc hreiben, Ein Meister in übersichtlichen

Rechenverfahren war A. CAYLEY, der auch erstmals sys tematisch Matrizen
verwendete. Das hilft hier sofort. Die Koeffizienten a ,j schreibt man, wie sie
in (*) vorkommen, als rechteckiges Schema (Matrix genannt)

A := ("" ",, )
"., .:

Nun ist der Kniff, nicht die liegenden Vektoren (oderZeilen) (Xl,' " , X.) und
(bi . . . . , b. ) zu betrachten . sondern entsprechend der Anordnung der b, in (*)
die stehenden vekroren (oder Spal ten)

Zwischen der Matrix A und der Spalte X der Höhe n erklärt man ein Produkt.
das eine Spalte der Höhe m ergibt:

A ·x :=

Dabei ist entscheidend, daß .r so viele Zeilen wie A Spa lten hat. Das lineare
Gleichungssystem (.) kann man dann in der Fonn

A · x = b (*')
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schreiben, wobei das eine Gleichheit von zwei Spalte n mit jeweils 11I Zeiten be­
deutet. Diese geschickte Schreibweise ist gewöhnungsbedürf tig und auch etwas
gefährlich. weil man leicht vergessen kann, was sie explizit bedeute t.

Man nennt A die Koeffieiemenmatrix des linearen Gleichungssystems. Hängt
man die Spalte b noch an. so erhält man die Matrix

(""(A . b) :=

".,

",.

•• • O", n

~' )
b.

sie heißt erweiterte Koeffi zientenmatrix. Darin ist alle Information über das
Gleichungssystem enthalten.

Hat eine Matrix A insgesamt m Zeilen und 11 Spalten, so spricht man zur
Abkürzung von einer (m )( n I-Mat rix. Man schreibt dafür A = (o; j) , die reellen
Zahlen a ,j heißen Eintrage von A.

Eine andere Methode. das Gleichungssystem (*) kürzer aufzuschreiben, be­
nutzt das Summenreichen L .Allgemein ist.

L Cj := CI + ... +cw •

j ~ 1

Dabei heißt j der Summationsindex. man kann ihn durch jeden anderen Buch­
staben ersetzen. In dieser Schreibweise lautet die i -te Gleichung.

L O;jX j = b,.
j ~1

das ganze System also

•
L OIjXj =b, fl1r ; =I . . . . • III .

j ~l

Welche Schreibweise man bevorzugt. ist nebensächlich. Wir werden vorwiegend
A ·x = b benutzen, weil dabei die geringste Anzahl von Buchstaben erforderlich
ist.

0.4.2. Nachdem eine energiesparende Schreibweise für Gleichungssysteme ver­
einbart ist. können wir das Prob lem der Lösung in Angriff nehmen. Die 1...0­
sungsmenge ist nach Definition gleich

Lös (A . b) :={x E R" : A . x = b J .

wobei x als Spaltenvektor geschrieben ist. (Diese suggestive Bezeichnungsweise
habe ich bei [I) entdeckt; ich konnte nicht der Versuchung widerstehen, sie zu
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übernehmen.) Das System zu lösen heißt , eine effiziente Methode zur Beschrei­
bung der Menge Lös (A. b) anzugeben. Was wir schließlich erhalten werden, ist
eine Zahl k E N und eine expli zit angebbare bijektive Abbi ldung

4> : Rk _ Lös (A , b) C R~,

sie heißt Parametrisierung. Die Berechnung von 41 mit Hilfe des nach C.F.
GAUSS ben annten Eliminationsverfahrens ist recht einfach, das ist Ziel dieses
Kapitels. Der Nachweis der guten Eigenschaften VOll <t> erfordert etwas
Theori e und wird in Kapitel 2 nachgeholt. Der abs trakte Hintergrund von linea­
ren Gleichungssystemen wird schließl ich in Kapi tel 6 erläutert.

0.4 .3. In den Beisp ielen aus 0.2 und 0.3 hatten wir Gleichungssysteme so lange
umgerannt, bis eine Parametrisierung schrittweise "von unten nach oben" be­
rechnet werden konnte. Beispiele für so umgeformte Koeffizient enmatriz en A
waren

( ~ -:)
Die Nullen zu Beginn der Zeilen haben dabei eine typische Staffe lung, die
Trennlinie von den anderen Einträgen hat Stufenform.

Definition, Eine m x e-Marnx A = (aij ) heißt in Zeilenstufenform, wenn sie
von der folgenden Form ist:

r

o

Dabei müssen die Einträge an den mit @ mark ierten Stellen ungleich Null sein,
und unterhalb der eingezeichneten "Stufenlinie" dürfen nur Nullen stehen.

Damit auch die Grenzfall e klar gerege lt sind, kann man diese Definition noch
präziser aufschreiben. A ist in Zeilenstufenfonn, wenn folgendes gilt:

I. Es gibt eine Zahl r mit 0 :::: r :::: m , so daß in den Zeilen mit Index I bis r
jeweils nicht nur Nullen stehen und in den Zeilen mit Index r + I bis m nur
Nullen stehen.
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2. Für jedes i mit 1 .:<; i .:<; r betrachten wir den niedrigsten Index i, der Spalte,
in der ein Eintrag ungleich Null steht, in Zeichen

j, ;= min(j; a,j # O}.
Offensichtlich ist I :::: j , :::: 11 , und die zusätzliche Stufenbedingung lautet

i . c i.. « . . . -c j • .
Man beachte, daß der Fall r = 0 zugelassen ist; dann sind alle Einträge von A
gleich Null. Die besonders ausgezeichneten und oben durch eögekennzeichneten
Einträge

heißen Pivots (auf deutsch Angelpunkte ) von A. Sie sind nach Definition von
Null verschieden.

Beispiel. Für

A _ (~~~;~~ ~ )
o 0 0 0 0 3 1

000000 0
i~m = ~1l = 7 , r = 3,j l = 2 , h = 3 , h =~

Besonders einfach aufzuschreiben ist der Spezialfall, in dem

jl = 1, h = 2, . . . , j , = r .

Dann hat A die Fonn

r

o

Durch eine Umordnung der Spalten von A , d.h. eine andere Numerierung der
Unbekan nten des entsprechenden Gleichungssysterns, kann man das stets errei­
chen. Für die Praxis ist das nebensächlich, aber für die Theorie kann man sich
dadurch die lästigen Doppelindizes i. ersparen .
0.4.4. Nun geben wir ein Lösungsverfahren für ein lineares Gleichungssystem
an, bei dem die Koeffizientenmatrix A in Zeilenstufenfonn ist. Zur Vereinfa­
chung nehmen wir an, daß die Pivots in den ersten r Spalten sitzen. Dann hat die



24

erweiterte Koeffizientenmatri x die Gestalt

(A , b) =

o

o Lineare Gleichungssysteme

b,

b,

b.

mit a ll '#O. . . . , a" '# O. Die Einträge b,+I• . " . b,. sind entscheidend für die
Frage , ob es überhaupt eine Lösung gibt.

Bemerkung. Gibt es ein b, '#0 mirr + I ~ i ~ m. so ist Lös (A. b) leer.

Beweis . Die i -te Gleichung lautet

O· XI + ...+O· .In = b; l' O.
Diese Bedingung kann kein x erfüllen. 0

Im gege nteiligen Fall

b,+l =·· · =b,.= O

geben wir nun eine Methode an. Lösungen zu konstruieren . Dazu unter scheiden
wir zwischen zwe i Arten von Variablen:

X, + l , .. . , Xn sind/reie Variablen, sie können alle beliebigen Werte annehmen.
XI , •• .• X, sind gebundene Variablen, sie sind eindeutig dadurch festgele gt,

für welche Werte sich die freien Variablen entschieden haben .
Das kann man so beschreiben. Man setzt k := n - r , das ist die Zahl der freien

Variab len. wählt AI • . . •• Ai E R als Parameter. und setz t

X,+ I = Al . X,+2 = A2 • . . .• xn = Ai .

Zur Berechnung der XI. ' , . • X, daraus beginnt man mit der r-ten Gleichung

a" x, + ar,' HAI +" .+ a,nA~ = b. ,

Dara us erhält man

Setzt man das in die (r - l)-te Gle ichun g ein. erhält man analog

Xr ~1 = dr~ I., _ l b' _ 1 + d' _I,rb, + er _ I, IAI + ...+ cr_UA~ •
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wobei die auftretenden zahlen c und d von den Einträgen der Zeilen r - I und r
aus der Matrix A abhängen , Fährt man so fort , erhält man schließlich

XI = dllbl +...+ dl ,b, + CIIAI + ...+ ClkAk '

Insgesamt ergib t sich eine Abbildung

4> : R' _ Lös ( A . b) C R~ .

(AI> . .. ,}...) ....... (XI> . . . •X" AI. · · · , A. ) .

wobei für XI> ... • .r, die oben berechneten von AI> . . . •Ab den Einträgen von
A und bl ' . . .• b, abhäng igen Ausdrucke einzusetzen sind. Da hierfür nach den
obigen Rechnungen alle r Gleichungen erfüllt sind. liegen die Wene von 4> in
der Lösun gsmenge Lös (A . b ). Man hat also für beliebig gewählte Parameter
AI , •..• A. eine Lösung des gegeben en Gleichungssystems erhalten. 0

Beispiel. Ist A die (4 x 7)-Matrilt aus 0.4.3 . und wählt man

b1 = 3. b2 = 1. b) =2 . b4 = O,

so sind die Lösungen von A ..r = b also in Spa lten gesc hrieben gegeben durch

x, A,
X 2 ~ - 2A2 - 3A) - ~A4

X, ~ - 3A2 - 2A) + ~A 4

." = A,

" A,
.r, ~ - ! A4

" A,
0 1 0 0 0, 0 - 2 - 3 - ~a
! 0 - 3 - 2

,, j

0 +A, 0 +A, 1 +A , 0 +A , 0

0 0 0 1 0

i 0 0 0 - !
0 0 0 0

0.4.5. Einen wichtigen Spezialfall wollen wir noch erwä hnen: Ist die Matrix A
quadrat isch. so hat man ebensoviele Gleichungen wie Unbekannte. Ist speziell
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A auf Zeile nstufenfo rm mit r = n, so ist

A = [ ~ J.
und es gibt wegen k = n - r = 0 keinen freien Parameter, also e ine einzige
Lösung

x = (x J, . . . , x. ).

die man wieder von unten nach oben berech net. Ist überdies

bl = . . . = b. = O. so ist x.= . . . = XI= O,

man erhält also nur die triviale Lösung . Beispiele für e indeu tig lösbare Glei ­
chungssysteme findet mall in 0.2.3 a), 0.3.5 und Aufgabe 2.

0.4 .6. Nachdem wir gesehen haben, wie sich ein Gleichungssystem in Zeilen­
stufenform lösen läßt, versuchen wir nun, ein beliebiges System auf diese Form
zu bringen. Dazu benutzen wir zwe i Arten von elementaren Zeilenumfo rmungen
der erwe iterten Koeffizientenrnatrix:

I ) Vertauschung von zwe i Zeilen.

2) Addition der x-fachen r-ten Zeile zur koten Zeile. wobei 01= AE R und i 'f-k
ist.

Diese Umfonn unge n sind gerechtfertig t durch den

Sa tz. Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssy­
stems. und (Ä., b) aus (A , b) durch endlich viele elementare Zeilenumformun­
gen entstanden. Dann haben die Systeme A ·.t = b und A. x = b gleiche
Lösungsr äume. in Zeichen Los(A , b) = Lös (Ä.b).
Vorsicht! Man beachte, daß Spalte numformungen eine völlig andere Wirkung
haben, weil dadurch die Unbekannten ,.gemisch'" werden. Das ist unerwünscht.
Nur Vertauschungen in den ersten n Spalten sind ungefährlich. sie bewi rken le­
diglich eine Umnumerierung der Unbekannten.

Be....ets. Es genügt zu beweisen, daß der Lösungsraum bei einer einzigen elemen ­
taren Zeilenumformung unverändert bleibt, denn dann ändert auch Wiederholung
nichts.

Typ I) ist völlig unprobl ema tisch, weil alle Gleichungen simultan erfüllt sein
müssen. die Reihenfolge ist gleichgültig.
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Bei Typ 2) muß man etwas rechnen. Da nur die Zeilen i und k betroffen sind.
genügt es zu zeigen. daß die beiden aus jeweils zwei Gleichungen bestehenden
Systeme

"" d

0 i l XI +...+U,,,X" = b;
UII XI+ .. • +Oj" .l" = b.

(/ ilXI + .. .+ Um X" = b,

(O 'I+).O,l hl + " '+(o •• +),(/;" )x,, = b. +)'b,

(.)

gleiche Lösungsraume haben. Erfüllrr = (X I, . " , x,,) die Gleichungen (*) , so
auch die erste von (.), und durch Additionder x-fachen erstenGleichung von (e )
zur zweiten die zweite Gleichung von c*). Umgekehrt folgt durch Subtraktion
der x-fachen erstenGleichung aus <*J von der zweiten auch die zweite Gleichung
aus (*). 0

Was bei Umfonnungen vomTyp 2) geometrisch vorgeht. sieht man am einfachs­
ten in der Ebene. Zwei Gleichungen beschreiben zwei Geraden, die Lösungs­
menge besteht aus den Schnittpunkten (keiner, einer, oder eine ganze Gerade,
vgL 0.2). Was verschiedene Faktoren ), bewirken, wollen wir am besten an ei­
nem Beispiel zeigen: Gegeben seien Geraden

L i durch .ll = 1 und L. durch XI - X 2 = 2 .

x, L,

~-+-+t-+>",----x,

Bild 0.20
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Dann ist
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Lk+J.i gegeben durch ( I + Al.ll - X2 = 2+ A.

Diese Schar von Geraden mit Parameter A geht durch ( I , - 1). sie enthält alle
Geraden durch ( I, - J ) mit Ausnahme von L i . und die Zahl A ist am Schninpunkr
mit der Geraden X I = 2 zu sehen.

0.4.7. Der letzte und am schwierigsten in allgemeiner Form aufzuschreibende
Schritt ist enthalten in dem

Satz. Jede Matrix A kann man durch elementare Zeilenumformungen in eine
Malrix Ain Zeilens tufenform aberfuhren .

Beweis. Wir geben ein konkretes Verfahren an, das schrittweise durchgeführt
wird und so aufgebaut ist, daß daraus ohne große Schwierigkeiten ein Com­
puterprogramm gemacht werden kann. Wer durch die vielen Indizes verwirrt
ist . möge zunächst das unten angegebene Beispiel studieren. bei dem drei Run­
den nöti g sind.

Sei A eine m x e -Marrix . Ist A = 0,so hat A nach Defini tion schon Zeilen­
stufenform mit r = O.

Ist A #; 0, so gibt es mindesten s einen Eint rag #; O. Also gibt es mindestens
eine von Null verschiedene Spalte, wir wäh len die mit dem kleinsten Index i .:
in Ze iche n

h = minlj : es gibt ein ; mit U;j #; 01.

Ist u lj, #; 0, so könn en wir es als Pivot wählen. Andernfalls suchen wir uns ein
u; , j, #; 0 und vertauschen die Ze ile 1 mit der Ze ile ; 1' Das ist schon die ers te
Ze ile von Ä. also gilt für den ersten Pivot

werden. also hat man

Ul j, = U" j, .
Durch Umfonnungen vom Typ 2) kann man alle unterhalb von äl l,

Einträge zu Null machen. Ist U einer davon , so so ll

U+Mll j, =O

a
A = - -_­

Ul j,

zu wählen. Das Ergebnis dieser Umfonnungen ist von der Gestalt

Ä, = ( 0 0 a~"~).
0 •.. 00 1 Al

stehenden

( . )
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•

wobei an denmir *markierten Stellen irgendwe lche Einträge stehen. Die Matrix
Al hat m - I Zeilen und " - i, Spalten.
Im zweiten Schritt macht man mit A2 das Gleiche wie oben im ersten Schritt

mit A = Al: ISI Al = 0, so hat AI schon Zeilenstufenform ; andernfalls suche
man h > jl und den Pivot Ü2h . Die dabei nötigen Zeilenumformungen von A2

kann man auf die Zeilen 2 bis m von Al ausdehnen , ohne daß sich in den Spalten
1 bis h etwas ändert, denn dort stehen nur Nullen.
Ist A2 umgeformt , so erhält man Al , u.s.w. Das Verfahren muß abbrechen,

weil die Zeilen- und Spaltenzahlen der Matrizen A.. abnehmen, oder weil im
Lauf des Verfahrens eine Matrix A. = 0 entsteht. Das Endergebnis ist

~
A=

o •
o

Beispiel. Damit der Gang der Rechnung mit dem bloßen Auge zu erkennen ist,
sind die Einträge so gewählt, daß sie ganzzahlig bleiben .

0 0 I 2 9 0 3 4 , 9 OLL 3 _ J _ 2 _
A ~

0 3 4 s 9 0 0 1 2 9 0 0 ' 1 2 9
~

,
0 6 7 8 9 0 6 7 8 9 0 0 1- 1 -2 - 9

0 9 9 9 9 0 9 9 9 9 0 0 :-3 - 6 - 18

01..l- 4 5 9

"" 0 OlL 2_ 2 _--....
o 0 0 10 0,
o 0 °10 9

Bei dem oben allgemein beschriebenen Verfahren wird aus r verschiedenen
Spalten jeweils ein Eintrag als Pivot ausgewählt, Kandidaten sind alle von Null
verschiedenen Einträge . Für die Theorie wird sich später zeigen , daß das Ergeb­
nis nicht von der Wahl abhängt. Für die Praxis iSI es vorteilhaft, den vom Belrag
her größten Eintrag zu wählen, weil entsprechend (* ) durch den Pivot dividiert
wird, und kleine Nenner zu großen Schwankungen führen können (vgl. Aufgabe
4) .
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0.4.8. Nun ist das Eliminationsverfahren von GAUSS für ein System von m li­
nearen Gleichungen und n Unbestimmten mit reellen Koeffizienten komplett.
wir fassen die einzelnen Schritte noch einmal zusammen:

1) Man schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf.

2) Man bringe A auf Zeilensmtenform und forme dabei die Spalte b mit um.
Ergebnis ist cA:. b), insbesondere die Zah l r- . Beachte, daß in der b-5palte
kein Pivot gesucht wird!

3) Man lese an b ab. ob es Lösungen gibt und wenn ja. berechne man die Para­
metrisierung

4> ; R"~'_ Lös(Ä, b ) = Lös (A . b)C R"

der Lösungsmenge.

Nun zu der entscheidenden Frage nach den Eigenschaften der so erhaltenen
Abbildung 41, der Paramemsierung der Lösungen. Zu verschiedenen e-Tupeln
von Parametern gehören auch verschiedene Lösungen, da die Paramet er direkt
in die letzten k Komponenten der Lösung eingetragen werden (vgl. 0.4 .4). Also
ist <I> injektiv. Bleibt die Frage, ob <I> surjektiv ist, d.h. ob alle Lösungen von der
Paramerrisierung erreicht werden.

Zur Beantwortung der letzten Frage muß man etwas arbeiten. Insbesondere
iSI zu zeigen, daß die mit Hilfe der Umfonn ungen erhaltene Zah l T nur von der
Matrix A und nicht vom Verfahren (etwa der Auswahl der Pivots) abhängt Man
kann das alles relativ d irekt angehen, aber viel schöner geht es mit Hilfe von
etwas Theorie, die ja ohnehin schmackhaft gemacht werden soll. Die Zahl T wird
sich als Rang der Matrix. A erweisen, und die Lösungsmenge Lös (A , b) hai die
Struktur eines affinen Raumes der Dimension k = n - T . In dieser Situation folgt
die Surjektivität von <I> aus der Injektivitäl, die Begründungen werden in 2.3
nachgeholt. Das soll aber nicht daran hindern, schon vorher Gleichu ngssysteme
zu lösen, wenn sie auftreten.

Aufgaben zu 0.4

I. Lösen Sie folgende lineareGleichungssysteme

, )

" +'" +3x4 = 0

" + 2XI +3x, +4X4 = 0

'" +3XI +4" +5X4 0
h , + 4XI +5x, +6X4 0
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b)
- 6x) +6xz +2<, - 2<, = 2
- 9x) +8X2 +3x) - 2<, = 3
- 3x) + 2xz + <, I

- 15xl + 14xz +5xJ - 4 X4 = 5

2. Geben Sie die Lösung des linearen Glek hungssyslems an, das durch die folgende
erweiterte Koeffizientenmatrix gegeben ist;

(~ =~ ~ -1j )
3 - I - r 2 -2

3. Bestimmen Sie. für welche' E IR das folgende lineare Gleicbungssyslem
trixdarslellung lösbar ist und geben Sie gegebenenfalls die Lösung an.

4 'I'" )12 7 121+ 7
10 6 71+8

4. Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem auf e inem Taschenrechner mit ei­
ner Rechengenauigkeil von " Stellen hinter dem Komma (Abschneiden weiterer Stellen
ohne Rundung'} für F = ro-' für größer werdendes k ~ n. und zwar einmal mit dem
Pivot E und einmal mit dem .jnaxirnalen Zeilenpivor ' I der ersten Spalte.

x +)' = 2 ,
EX+ Y I .

Beschreiben Sie den geometrischen Hintergrund die ser Umformungen.



Kapitell

Grundbegriffe

Zu Beginn die ses Kapitel s erklären wir die grundlegende n Begriffe der Algebra. die an
den versc hiede nsten Stellen der Mathematik auftauchen. Wie inten siv ma n dies bei der
ers ten Lektüre studie ren soll. ist e ine Frage des Geschmacks. Wer gar keinen Appetit dar­
auf verspürt, kann sofort bis nach 1.4 weite rblauem. wo d ie wirkliche lineare Algebra.
nämlich die Theorie der Yeklorräu me, beginnt. und das. was er von den Gro ndbegriffen
später benöt igt. bei Bedarf nachsch lagen .

1.1 Mengen und Abbildungen
Wir wollen hier nicht auf die schwierige Frage eingehen, wie der Begriff,,Menge" erklärt
wer den kan n; das ist Gegem'land der mathe matisc hen Grundlagenforschung. Für d ie
Zwecke der linearen Algebra genügt es. e inige eleme ntare Regeln und Bezeichnungen
zu erläutern. Wer an einer fundienen Darstellung interessien ist. möge zum Beispiel
[F"pl konsultieren.

1.1.1. Die endlichen Mengen kann man im Prinzip durch eine vollständige Liste
ihrer Elemente angeben. Man schreibt daftir

X ;={Xt . xz• . . .• xnl .

wobei der Doppelpunkt neben dem Gleich heitszeichen bedeutet. daß das links
stehende Symbol X durch den rechts stehenden Ausdruck definiert wird. Die
Xi heißen Elemente von X . in Zeichen X i E X. Man beachte. daß die Ele­
mente Xi nicht notwendig verschieden sein müssen. und daß die Reihenfolge
gleichgültig ist. Man nennt die Elemente Xt•. . . • Xn E X paarweise verschieden.
wenn
x , t- X j ftir i l' j. In diesem Fall ist n die An zahl der Elemente von X .

Die leere Me/lge 11 ist dadurch gekennzeichnet. daß sie kein Element enthält.
Eine Menge X' heißt Teilmenge von X . in Zeichen X ' C X. wenn aus X E X'

immer .l E X folgt. Es gih

X = Y <:> X C Y und Y C X .

Die einfachste unendliche Menge ist die Menge

N ;={O. 1,2,3, .. . 1

der natürlichen Zahlen, Man kann sie charakterisieren durch die PEANo -Axiome
(vg l. [2 ]). Diese enthalten das Prinzip der vollst ändigen Induktion:

Sei M C N eine Teilmenge mit fotgenden Eigenschafte n:

a) 0 E M .
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b) n E M => n + 1 e M .

Dann ist M = N.

3J

Mancher Leser wird sich an dieser Stelle zum ersten Mal - aber sicher insgesamt
nicht zum letzten Mal - darübe r wundem, daß die Bezeichnungen in der Mathe­
matik nicht einheitlich sind . So wird die Null manchmal nicht als natürliche Zahl
angesehen. Es gibt versuche, hier durch Dl N-Normen Ordnung zu schaffen (vgl.
{Dl N]), aber viele Mathematiker lieben mehr ihre Freiheit. als Normblätter.

Durch Erweiterungen von Zahlbereichen erhält man ausgehend von 1'1 die gan­
zen Zahlen

Z = {O, + 1. - I, + 2. - 2. . . . l ,

die rationalen Zahlen

Q = { ~ : P.qE Z .q"o O} .

und etwa als Dezimalbrüche oder Cauchy-Folgen rationaler Zahlen die reellen
Zahlen R. Es iSI

N cZ c Q c R C C .

wobei die in gewisser Weise abschließende Erweiterung zu den komplexen Zah­
len C in 13 .3 und 1.3.9 behandelt wird. Einem Leser, der mehr über den Aufbau
der .Zahlen" wissen möchte. sei [Z] empfohlen.

1.1.2. In der linearen Algebra werden wir mir w ichen Mengen auskommen. die
sich aus den in 1.1.1 angegebenen Mengen mit Hilfe einiger elementarer Opera­
tionen ableiten lassen.

Aus einer gegebenen Menge X kann man Teilmengen auswählen. die durch
gewisse Eigenschaften der Elemente charakterisiert sind. in Zeichen

X' := {x E X: x hat die Eigenschaft E} •

zum Beispiel X ':= In E 1'1 : n ist gerade}.
Sind X r. . . .• Xn Mengen. so hat man eine Vereinigung

X 1U ... U Xn: = {x : esgibtein i E {1, .. . •n!mit.l EX,}

und den Du rchschnur

x 1n .. . n xn :={x: x EX;für alle iE {I •. . . •»[ } .

An einigen Stellen wird es nötig sein. Vereinigungen und Durchschnitte von
mehr als endlich vielen Mengen zu betrachten. Dazu verwendet man eine Menge
I . die Indexmenge heißt , so daß für jedes i E / eine Menge X; gegeben ist. Dann
sind vereinigung und Durchschnitt erklärt durch
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UX; := Ix : esgibt eini E I mn r E X,} .
; ~l

nX; := Ix : x E X; für alle i E l} .
i ~1

Ist etwa f = N und X, := I- i , i ) C R für jedes i E N ein Intervall. so ist

UX;= R und n x;= \O\ .
i ~N ;EN

Ist X' C X eine Teilmenge. so nennt man

X -, X':= IxE X : .r r;. X'J
die Differentmenge (oder das Komplemem).

x, ,

/ (x) = .jX.

.;x

1.1.3. Zur Beschreibung von Beziehungen zwische n versc hiedenen Mengen
verwendet man .Abbildu ngen''. Sind X und Y Menge n, so versteht man unter
einer Abbildung von X nach Y eine Vorschrift [, die jedem .r E X eindeutig ein
/(x) E Y zuordnet . Man schreibt dafür

/ : X _ Y • .r ...... /(x ).

Man beachte den Unterschied zwischen den beiden Pfeilen: .._ " steh t zwischen
den Mengen und .._ .• zwischen den Elementen.

Zwei Abbildungen t . X _ Y und g : X _ Y heißen gleich . in Zeichen
/ = g, wcnn / (x ) = g (x ) für allc x E X. Mil

Abb (X. Y)

bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.
Ein Problem bei dieser Definition einer Abbildung ist, daß nicht präzisie rt

ist. in welcher Form die Abbildungsvo rschrif! gegeben sein soll (gena uso wenig
war festgelegt worden, in welcher Form die charakterisierende Eigenschaft einer
Teilmenge vorliegen soll). Besonders ein fach zu beschreiben sind Abbildungen.
bei denen / (x) durch eine explizite Formel angegebe n werden kann, etwa im
Fall X = Y = R durch

J(.T) = c.r ,

Bild 1.1
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Die letz te Vorschrift ist schon problematisch , we il es für positive reelle Zahlen
zwei und für negative keine Quadratwurze l gibt. Eine Abb ildu ng im Sinn der
Definition liegt nur vor. wen n man negative .r aussc hließt und für positive .r eine
Wurzel (etwa die positive ) auswählt. Dann hat man eine Ab bildung

I: R+ -+ JR+, .t l-!' +JX ,
wobei R+ := Ix E R: .r ~ 01.

Mit einer Abbi ldung kann man nicht nur Elemente, sonde rn auch Teilmengen
bewegen . Sei also I : X -+ Y und M C X, N C Y. Dann heißt

I (M ):={yE Y : es gibt einx E M mity =/(x) ! C Y

das Bild von M (in Y). insbesondere I( X ) das Bild von X in Y , und

rl(N ):= {_I E X : l ü ) E NI c X

das Urbild von N in X. Man beachte. daß für eine einele mentige Menge
N = (y l das Urbild

eine Teilmenge ist . die aus mehreren Elementen bestehen. aber auch leer sein
kann (e twa bei 1 (.1) = x 2). Daher ist I -I im allg eme inen keine Abb ildung von
Y nach X im Sinn der Definition.

Noc h eine Bezeic hnungsweise. Ist I : X -+ Y eine Abbildung und M C X
eine Teilmenge . so nen nt man

1 1M : M -+ Y . .t l-!' I(x},

die Beschränkung von I auf M . Sie unterscheidet sich von I nur durch den
eingeschränkten Definitio nsbereich. Ist Y C Y' eine Teilmenge, so ist es übli ch,
mit I : X -+ Y' auch die Abb ildu ng mit dem ausgedehnten Bildbe reich zu
bezeichnen.

1.1.4. Besonders wichtige Eigen schaften von Abbildungen haben eigene Na­
men . Eine Abbildung I : X -+ Y heiß!

injekli\', falls aus .r , x' E X und I(x ) = I (x') stets .r = x' folgt ,

surjekli \', falls I(X ) = Y ,
d.h. falls es zu jedem y E Y ein .r E X gibt mit y = I (x),

bijektiv, fall s I injektiv und surje kt iv ist.

Ist I bije ktiv, so gib t es zu jedem y E Y genau ein .r E X mit I (x) = y, In
diesem Fall kann ma n also eine Umkehrabb ildung

r l
: Y -+ X , Y l-!'.l = rl (y ) mit y = I (x )
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erklären. Man beachte, daß das Symbol I -I in verschiedenen Bedeutungen vor­
kommt :

- bei einer beliebige n Abbildung ist für jede Teilmenge N C Y das Urbild
/ - I(N) c X eine Teilmenge,

- ist I bijcktiv, 50 besteht für die einelementige Teilmenge (y ) C Y das Urbild
/ -1({ y}) aus einem Element x , in Zeiche n

r l({y lJ = lxI ,
dafür schreibt man dann I -I(y ) = x.

Durch systematisches Zählen beweist man den folgenden einfachen

Satz. Ist X eine endliche Menge. so sindfür eine Abbildung f : X _ X fo lgende
Bedingungen äquivalent:

i) / ist injektiv,

ii) I ist surjektiv,

iii) I ist bijektiv.

Beweis. X bestehe aus n Elementen. also X = {X I, . . . ,.r. I, wobei n E N ist und
die .r, paarweise verschieden sind.

i) =} ii): Wir zeigen ,,nicht surjektiv" => ,,nicht injektiv" . Ist f eX ) '# X, so
besteht I( X l aus m -c n Elementen. Nun besagt das sogenannte Schubladen­
prillzjp von DtRICHLET: Verteilt man n Objekte irgendwie in m Schubladen,
wobei m -c n , so gibt es mindestens eine Schublade, in der mehr als ein Objekt
liege. Also kann / nicht injektiv sein.

ii) => i): Ist I nicht injektiv, so gibt es X i ,Xj mit x; '# Xj, aber / ( X; ) = I(x,) .
Dann kann I (X ) höchstens 11 - I Elemente enthalten. also ist I nicht surjektiv.

Wegen ii) => i) folgt auch ii) => iii), iii) => i) ist klar, Damit sind alle möglichen
Implikationen bewiesen. 0

1.1,5, Sind X, Y. Z Mengen und t . X _ Y sowie g : Y _ Z Abbildung en,
so heißt die Abbildung

g o f : X _ Z , x ....... g(j(x» =: (g o j)(x)

die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von / und g (man sagt g kom ­
poniert mit I für g 0 j). Man beachte dabei, daß die zuerst augewandte Abbil­
dung rechts steht, im Gegensatz zum Diagramm

X "'!""" Y ....!... z .
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2) Sei f surjektiv. Zu jedem y E Y wählen wir ein feste s x e X mit ! (x ) = y
und setzen g(y ) := .1. Die so erklärte Abbi ldung g : Y -+ X hat die Eigen schaft
f og :: idy.

Ist umgekehrt g : Y -+ X mit f og = idy gegeben , und ist y E Y. so ist
Y = f (g (y », also Bild von g(y ), und f ist surjektiv.

3) Isl f bijektiv, so erfüllt g ;= / -1 die beiden Gleichungen. Ist umgekehrt
g : Y ...... X mit g o f = idx und f o g = idy gegeben. so ist f nach 1) und 2)
bijekliv, und es gilt g = / -1. 0

1.1.6. Schon be i der Einführung des Raumes Rn hatten wir ein .direktes Pro­
dukt ' betrachtet. Sind allgemeiner X I> ... , Xn Mengen, so betrachten wir die
geo rdnete" n -Tupel

x=(x .. . . . . x .) mit XI E K 1, ... , x. e X."

Genauer kann man .r als Abbildung

x : {\, . . . • n j _X l U .. . U K. mit x(i ) e X;

ansehen (man nennt x auch Auswoh/funklion) , und zur Vereinfachun g der
Schre ibweise X; := x( il und .t := (XI, .. . • x. ) setzen. Im Sinne der Gleich­
heit von Abbildungen gilt dann

( XI , '" , x. l =(x;,... , -< l <:>Xl =x; ,.. . ,x. =x; .
Nun erklären wir das direkte Produkt

Xl x .. . x X. := {(X l • . . . , x. l : X; E X;}

als Menge der geordn eten 11 -Tupe l. Offensichtl ich ist X I X . . . xX. #- 0, wenn
X; # 0für alle i e ll , · · · . n l·

Für jedes i hat man eine Projektion auf die t -re Komponente

H, : X1 x . . . x X._ X;. (x l .. . . , x; • . .. , x. l ...... x;.

Ist spez iell X I = . .. = X. = X, so schreibt man

X· =X x . . . xX .

Ein Element von X· ist also e ine Abbildung 11 . . . . , n l _ X. Ist allgemeiner I
irgendeine Men ge (man nenn! sie lndexmengei, so nennt man eine Abbildu ng

I{I: I _ X , i ...... X; = 1{I(i).

eine Familie von Elementen in X. Man beachte den Unte rschied zu einer Teil­
menge X' C X . die man mit !pU ) vergleichen kann: die Elemente i e I kann
man als Etiketten (ode r noch näher am Familienleben als Pflichten) anse hen. die
unter den Elementen von X vertei lt werden. Jedes Etikett i hat einen eindeut i­
gen Empfänger X; , die Elemente von X ' = !p(I ) erhalten mindestens ein Etikett ,



Bild 1.3 Gebirge mit Überhängen: In der Fränkischen Schweiz
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1.1.8. Das d irekte Prod ukt ist auch nüt zlich , um Beziehungen (ode r Relat ionen )
zwischen je zwei Elementen .r , Y E X zu studieren. Man schreibt dafür allge­
mein .l -- y .

Beispi ele. a l X = Menge der Menschen . .r '" y :<:> .r kennt y .

b) X = R. .r ..... y :<:> .r :::: y.

c)X = IR" , (XIo . • • ,x.) -- (Yh ' " .y. ) :<:> xf + ... +x; = y~ + ... + y;.
d ) X = Z, 0 # m E N, .r ..... Y :<:> Y - .r durc h In teilbar.

Eine Relation ist besc hriebe n dur ch ihren Graphen R eX -c X , wobei

(.l . y) E R<:> x - y . (*)

Man kann also eine Relation auf X definieren als Teilmenge R eX xX, und
das Ze ichen "- durch (*) erklären.

Dcunmon. Eine Relation ..... auf X heißt Aqui vatemretation. wenn für beliebige
x ,y.ze X gill:

A I x ..... .r,

A2 x - y==} y -.l ,

A3 .r -- y und y -- z ==} X 'V z.

(reflexiv)

(symm etri sch)

(transitiv)

In diesem Fall sagt man .r ist öquivatent zu y für x '"" y.

Der Leser möge zur Übun g die obi gen Beispiel e auf diese Eigenschaften über­
prüfen . Vor allem die Reftexivuär in Beispiel a] ist etwas Nachdenk en wert.

Hat man auf eine r Menge eine Äqu ivalenzrelation eingeführt, so kann man
- wie wir sehen werd en - zu einer neuen Menge übe rgehen, in der äquivalente
Elemen te der ursprüngli chen Menge zu .R epräsenta men" desse lben neuen Ele­
meme s werden. Dabei wird - mit den Worten von HERMANN WEYl. - al/es
im Sinne des eingenommenen Standp unktes Unwesentliche an den untersuchten
Objekten abgestreift. Übersetzt ins Mengen-Latein , liest sich das wie folgt:

Ist eine Äquivalen zrelation auf einer Menge X gegeben, so heißt eine Teil­
menge A C X Aquivolemktasse (bez üglich R ), fall s gilt;

1. A :# 0.

2. x, yE A=? x ..... y .

3. X E A, y E X , x '"" y :=> Y E A .

Man übe rlege sic h, wie die Äquiv alenzklassen in obi gen Beispielen c) und d)
aussehen.
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Bemerkung. Ist Reine Aqui valem.relaliOllauf eint" Menge X, so geh ört je des
Element a E X zu ge/lall einer Aqui valenzklasse. Insbesondere gi/t f ür zwei
beliebige Aquil'ulenzklassen A , A' entweder A = A' oder A n A ' = 0.

Beweis. Für ein fest gegebenes a E X definieren wir

A :=!x E X : x -a f .

Wir zeigen . daß A eine Äquivalenzklasse ist. die a enthält . Wegen a - a isl
a E A.undesfolgt A '" 0.Sind x . y E A. so ist x - a und y "- a . also x "- y
nach A2 und A3.

Ist x E A. y E Xund x - y.so istx - a . also nach A2 und A3 auch y ..... a
und daher y E A. Damit ist gezeig t. daß a in mindestens einer Äqui valenzklasse
enthal ten ist.

Es ble ibt zu zeigen . daß zwei Äquivalenz klassen A und A ' entweder gleich
oder disjunkl sind. Angenom men. es ist A n A' # 11 und a E A n A'. Ist x E A .
so ist .t "- a, und wegen a E A' folgt auchc E A' . Also ist A C A' . Eben so
beweist man A ' C A. woraus A = A' folgt. 0

Jede Äquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert also eine Ze rlega ng von X

in disjunkIe Äquivalenzklassen. Diese Äquivalenz klassen betrachtet man als Ele­
mente einer neuen Menge, die man mit X/ R bezeic hnet Man nennt sie die QUQ­

nentenmenge von X nac h der Äqui valenzrelation R. Die Elemente von
X / R sind also spezielle Teilmengen von X. Indem man jedem Element a E X
die Äquivalenzklasse A Q zuord net, in der es enthalten iSI. erhält man eine kano ­
nische (d. h. in der gegebenen Situation eind eutig festgelegte) Abbildun g

X -X/ R . a ..... A Q •

Das Urbild eines Elementes A E X/ R ist dabei wieder A. aber aufgefaßt als
Teilmenge von X.

Jedes a E A heißt ein Repräsentant der Äquivalenzklass e A. lm allgemeinen
gibt es keine Möglichkeit. spezielle Repräsentanten besonders auszuze ichnen.
Das wäre auch gar nich t im Sinne der durchgefü hrten Konstruktion.

Als Beispiel aus dem realen Leben kann eine Schule dienen: die Menge der
Schüler wird in Klassen eingeteilt. und für manche Fragen. etwa die Gestaltung
des Stundenplans. ist nur noc h die Menge der Klassen von Bedeutung.

Aufgaben zu 1.t

I. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln für die Operationen mit Mengen:

a) x n y = y nx,X U Y = Y UX.

b) X neY nZ) =(X nn n Z, X U (Y U Z) = (X U n u Z.
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cl X n o- u z ) = (X n Y) u (X n Z ), X U (Y n Z) = IX U Y) n ( X u Z),
d) X " (M1n M;o ) = (X " Md U(X <, M ;» . X " (MI UM z) = (X " M d n (x " Mz).

2. Sei f: X Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

a) l ~t MI C M2 C X . so fol gl f (M I ) C f (M2 ) .

Ist N I C N2 C Y. so fo lgl / - 1(N I) C / - 1(Nz).
bj u c; r l (j(M )) für M C X , l(j - ' (N )) C N für N e Y.

c) rl f Y " NI = X " r l (Nl für N e Y.

dj Für M I. Mz C X und NI. Nz C Y gilt

r 1(NI n Nz) = rl(Nll n r l (Nz). r l (NI U Nz) = r11N1) U r l{ Nz),

j{M, U M2) = JC M, ) U Je Mz). J {M, n Mz) C f l Mt ) n ! fM l ).

Finden Sie ein Beispiel . in dem f (MI n Mz) t- !(M1l n I (M2) gilt!

3. Se ien f: X ..... Y, g : Y ..... Z Abbildungen lind g o f : x ..... Z die Ko mposition
von f lind g. Dann gilt :

a) Sind f und g injektiv (surjektiv), so ist auch g o f injektiv (su rjektiv).

b) ISI g o f injekt iv (surje ktiv), so ist auch f inje ktiv (g surjektiv).

~ . Unters uchen Sie die folgende n Abbi ldungen auf lnjektivitä t und Surjektivität:

a) h : a 2 _R,(x . y) x +Y, b) h : a2 _a, (x, )" ..... x 2 + y2 _ I,

c l h : a l _R2, (x . y) (x +2y.2.x - Y).

5, Zwei Mengen X und Y heißen gleichmächtig genau dann. wenn es e ine bijeknve
Abb ildung f: X _ Y gibt. Eine Menge X heiß t abzahlbar unendlich, falls X und N
g leichmäc htig sind.

a) Zeigen Sie. dass Z und Q ab zähl bar unend lich sind .

b) Ze igen Sie. dass R nicht abzählbar unendlich ist.

c) FOr eine nichtleere Menge M sei Abbl M . [0. 11) die Menge aller Abbildungen von
M nach 10 . I!. Zeig en Sie. dass Mund Abb (M . 10 . I !) nicht gleichmäc htig sind.

6. Ein Konferen zhotel für Mathematiker hat genau N Bette n. Das Hotel ist bere its vo ll
be leg t. aber die Mathematiker lassen sich nach Belieben innerhalb des Hotels umquar­
tieren. Das Hotel soll aus wirtschaftlichen Gründen stets voll be legt se in. und wenn
möglich. so llen alle neu ankomm end en Gäste untergebr acht werden. Was macht man in
folgenden Fällen?

aj Ein weiterer Mathematiker trifft ei n.

b) Die Insassen eines Kleinbusses mit n Plätzen suchen Unte rkunft

c) Ein Großmumbu s mit N Personen kommt an.

d ) 11Großraum busse treffen ein.

e) N Großrallmbusse fahren vor.
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1.2.1. Unter einer Verknüpfimg (oder Komposition) auf eine r Menge G versteht
man eine Vorschri ft *, die zwei gegebenen Elemen ten a, b EG ein neues Ele­
ment *(a . b ) E G zuordnet. d.h. eine Abb ildung

e : Gx G_G , (a,b )I-+ *(a,b ) .

Wir ge ben einige Beisp iele für solc he Vorschriften * und schreiben dabei zur
Abkürzung a *b stat t * (11 , b):

a) Ist X eine Menge und G = Abb (X . X)die Menge al ler Ab bildungen

f : X _ X ,

so iSI für I, g E G nach 1. 1.5 auch f og E G, also kann mall

f *g := f o g

setze n.

b ) In G = N. Z. Q. R oder R: hat man Addition und Mulliplikalion, also kann
manflir a . b e G

o *b :=o +b oder a *b :=ll · b

se tzen. Im Gegensatz zu Beispiel a) iSIdie Reihenfolge von 0 und b hier ega l.

c) In G = Q oder R kann man

a *b := ~ (II + b)

als das arithmetische Mittel von 0 und b erklären.

1.2.2. Verknü pfungen mit besonders gute n Eigenschaften haben eigene Namen.

Definilion. Eine Menge G zusammen mit einer Verknü pfung * heißt Gruppe ,
wenn folgende Axiome erfüllt sind:

G I (a *b) '" C = {/ '" (b '" c) für alle o . b , c E G (Assol.iativgesetl.).

G 2 Es gibt ein e E G (neutrales Element genannt) mit den folgenden Eigen­
schaften:

a) e e n e e für aüe a e G.

b) Zu jedem o E G gibt es ein a' E G (inverses Element von a genannt) mit
0 ' * 0 =e.

Die Gruppe heißt abelsch (oder komm utativ), falls außerdem a * b = b * a für
«ne a.e s c .
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Falls das keine Verwirrung stiftet, schreibt man die Verknüpfung zur Verein­
fachung meist als Multiplikation, also a . b oder nur ab statt a '"h.

Ist die Verkniipfung als Addition gesc hriebe n, so setz t man stillschweigend
voraus, daß sie kommutativ ist. Das neutra le Element 0 heißt dann Nultetement,
das Inverse von a wird mit - a bezeichnet und heißt Negatives.

Wenn das Assoziativgesetz erfüllt ist, kann man bei mehrfachen Produkten die
Klammem weglassen, also schreiben:

abc = (ah )c = a( bc ) .

Zunächst wollen wir die Gruppenaxiome bei den Beispielen aus 1.2. 1 nach­
prüfen.

a ) In G = Abb(X, X l ist die Komposition nach 1.1.5 assozia tiv, die identische
Abbildung id ;,: erfü llt G2a. aber aus der Existenz eines g mit g o f = idx folgt,
daß f injektiv sein muß. Also ist G2b im allgemeinen nicht erfüllt.

Das kann man aber reparieren. Die Hintereinanderschaltung ist auch eine Ver­
knüpfung in der Teilmenge

S (X) :== {f E Abb(X , X ) : f bijektivj ,

und S(X) wird damit zu einer Gruppe. Sie heiß t die symmetrische Gruppe der
Menge X. Ist X == {I. ... , n j . so schreibt man S~ statt SeX ). Jedes o E S~ heiß t
Permutation der Zahlen I , . . . , n , und S~ nennt man auch Permutationsgruppe.
In der linearen Algebra iSI sie wichtig bei der Berechnung von Determinanten,
daher verschieben wir alles Weitere hierübe r auf Kapite l 3. Insbesondere werden
wir dort sehen, daß S. für n ~ 3 nicht abelsc h iSI.

b ) Hier sind nur Z. Q und R mit der Addition und R~ mit der Multiplik ation
Grup pen. Der Leser möge zur Übung nachprüfen, welche Axiome in den anderen
Fällen verletzt sind.

cl Das arithrneusc he Mittel ist nur komm utativ, aber nicht assozia tiv, und es gibt
kein neutrales Elem ent

1.2.3. Bei der Aufstellung von Axiomen versucht man, so wenig wie möglich zu
fordern und die weiteren Eigenschaften daraus abzuleiten. Insbesondere haben
wir weder bei I.' noch bei a' die Eindeutig keil postuliert. Derartigen Kleinkra m
kann man nachträglich beweisen.

Bemerkung. lst G eine Gruppe, so gilt:

a) Das neutrale Element I.' E G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigen­
schaf t a . e == a fü r alle a E G.
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b) Das inverse Element a ' ü/ für jedes a E G eindeutig bestimmt und hat au('h

die Eige/uchajl a ' a ' = e für alle o E G.

c) Da das tnxerse zu a nach b) eindeutig hes linmu ü t, kann man es mit l/ - I be·

zeichnen. Es giltfüra .b E G:
a- 1.a =<I.a - l =e . ((/ - I) -I =a . (ahj - I= b - Il/ - I .

d) t:s gellen die [olgenden Kurzungsregrln:

lI · x = a · x =} x = x und Y · {I=y · a ~ y = y .

Beweis. Wir betrachten ein neutrales e und ein a E G, Zu a' gibt es ein a" mit
a"a' = e, Daraus folgt

aa ' = d l/a') = (a" a' )(aa ' ) = a"(a'(l/a '»

= c/ '(t/a )a ') = a"(t"{/ j = a "a ' = e,

und somit ue = a(a 'l/ ) = (ua' )a = ea = a.

Ist eein eventuelles anderes neutrales Element . so ist

ee=e und ee=e, also 1'=1'.

Damit ist a) und die erste G leichun g VOn c) bewiesen.
Ist ii ' ein eventue lles anderes Inverses. so folgt

ä' = ii 'e = ii '(l/ II ') = (ti 'a)a' = ec ' = a '

unter Verwendung der bereits vorher bewiese nen Eigenschaften, Damit ist auch
b) bewiesen.

Aus aa - I = I' folgt, daß a inverses Element zu a - I ist, d.h. (<1 - 1) - 1 = u .
Weiter gilt

(h- 1a - I)(<lh) = b - I(a - I( ab» = b - I«a - Ia)h) = b- l(eb) = b - Ih = e ,

Schli eßlich folgen die Kürzungsregeln durch Multi plikation der jeweils ersten
Gleichung von links bzw. rechts mit a -I . 0

1.2.4. Auf der Suche nach Beispielen für Gruppen kann es helfen, das Axiom
G2 etwas anders zu formulieren. Dazu betrachte n wir für ein fes tes a E G die
Abbildungen

ra: G G , .r X - u , tRech tstronstonom. und
" f: G G , x <I . x, (Lillhlrall.llaIÜmj.

Lem ma. tst G eine Gruppe. so sind fü r jedes a E G die Abbildungen r, und af

bijetaiv:
1.11umgekehrt G eine Menge mit einer assoziativen Verhlüpfung. so folg l G2

aus der Surje klivi läf der Abbildun gen f a und ß r [ur alle a E G.
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Beweis. Die Bijektivität von Ta und a T bedeutet, daß es LU b EG genau ein
.r E G und genau ein y E G gibt mit

x·a =b und i/ . y =b ,

d.h. daß diese Gleichungen mit .r und y als Unbestimmten eindeutig lösbar sind.
Die Existenz einer Lösung ist klar, denn es genügt.

X= b· ,, -l und y =a - I .b

zu seilen. Sind .i und y weitere Lösungen. so gilt

l ' ( / = _( ' I/ lind (/,y=I/ ' Y'

also .r = i und y = Ynach der Kürzungsregel in 1.2.3.
Seien umgekehrt die Gleichungen

x ' l/ =b und (j ' y =b

für beliebige 1/ , b EG lösbar. Dann gibt es LU a ein e mit e . 1/ = a. Ist b EG
beliebig, so ist

( · b = (. (a· y ) = (e .c) . y = (1 ' Y = b,

also existie rt ein neutrales Element. Durch Lösen der Gleichung .r . a = e erhält
man das inverse Element von ü, 0

1.2.5, Eine Verknüpfurig auf einer endlichen Menge G = IU h ••• , un ) kann
man im Prinzip dadurch angeben, daß man die w erte aller Produkte a. . " j

in einem quadratischen Schema ähnlich einer Matrix aufschreibt. Dabei steht
{/ i . U j in der i -tcn Zeile und der j-ten Spalte der Verkn lipfun~stafe/ (odcr im Fall
einer Gruppe der Gnl/'pell/ajel):

• " j

u, a. •",
,

Ob das Gruppcnaxiom G2 erflHlt ist, kann man dann nach obigem Lemma da­
ran erkennen. ob jede Zeile und jede Spalte der Tafel eine Permutation von
(/ 1• . .•• (/ " ist.

Daraus folgt sofort. daß es nur eine Möglichkeit gibt, die 2-elementige Menge
Gl = (a l .lI! ) I_U einer Gruppe zu machen : Ein Element, etwa Ul = e, muß
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neutral sein, das andere ist a 2 == a , und die Gruppentafel ist

ililli
' a

e e a '

" " ,

47

Die Kommutativität erkennt man an der Symmet rie der Tafel , Ob das Assoziativ­
gesetz erfüllt ist, kann man der Tafel nicht direkt ansehen, das muß man (leider)
für alle möglichen nl Tripel nachprüfen.

Für n == 3 und G == [e, a, b } erhält man ebenfalls nur eine mögliche Grup­
pentafel, nämlich

e a b

e e o b .
a a b e

b b e a

und man srelh fesr, daß diese Multiplikation assoziativ ist. Für n == 4 und
G == je . a. b, c l findet man leicht zwei wesentlich verschiedene Möglichkeiten,
nämlich

e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

oe'

0 e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Wieder ist d ie Kommutativität offensichtlich, die Assoziativität etwas mühsam
zu überprüfen. Um diese beiden verschiedenen Multiplikationen unterscheiden
zu können, schreiben wir G~ für G4 mit der Multiplikation 0,

Es ist klar, daß dieses nur auf Ausprobieren beruhende Verfahren für größere
n zu kompliziert und unbefriedigend ist.

1.2.6. Um eine bessere Methode zum Studium von Gruppen zu erhalten, benö­
tigt man geeignete Begriffe, die Beziehungen der Gruppen untereinander regeln.

Definition. Sei G eine Gruppe mit Verknüpfung . und G' C G eine nichtleere
Teilmenge. G' heißt Untergruppe, wenn für a. b E G' auch a . b eG' und
a- l e G' .



48 1 Grund begriffe

Sind G und H Gruppen mit Verknüpfu ngen . und 0. so heißt eine Abbildung
f/I: G - H Homomorphismus (1'0/1 Gmppen), wenn

<p(a .b) = rp(a ) 0 rp(b) für allea ,b e G .

Ein Homomorphismus heißt Isomorphismus. wenn er bijektiv ist.

Zunächst einige unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen .

Bemerkun g I. Ist G eine Gruppe und G' C G Untergruppe. so ist G' mit der
verkn üpfung aus G wieder eine Gruppe.

Man nenn t diese Verknüpfung in G' die von G induzierte Verknüpfung.

Beweis. Die induzierte Verknüpfung ist assoziativ, weil sie aus G kommt. Da es
cinu E G'gibt,ista - I E G' und a · a - 1 = eE G', 0

Bemerkung 2. Sei I{) : G __ H ein Homomorphismus VOll GnJl'pen. Dann gitt:

aJ q.> {e) = e, wenn e E G und e E H die neutralen Elemente bezeichnen.

b) ip(O- I ) = rp(O) - 1für alle 0 E G .

c) tu rp Isomo rphismus, so ;SI auch die Umkehrabbildung rp_ l : H _ G ein

Homomorphismus.

Beweis. a) folgt aus der Kürzungsregel in H , da

e 0 rp(e) = rp(e) = rp(e . e) = rp(e) 0 rp(e) ,

und daraus ergibt sich b), weil

e = <p(e) =<p(a- I - a ) = rp(a - l ) 0 <p(a ) .

Zum Beweis von c) nehmen wir c , d E H . Ist c = rp(a) und d = rp(b) , so ist

<p(a·b ) = rp(a) 0 rp(b ) = c 0 d , also <p ~l (c 0 d ) = a -b = rp ~ I(C) .rp- l (d) .

o
Im folgenden werden wir die Verknüpfung und die neutralen Elemente in G und
H nur noch dann versch ieden bezeichnen, wenn das erforderlich ist (etwa in dem
Beispiel b) weiter unten).

Beispiele, a) Zunächst betrachten wir die in 1.2.5 konstruienen Beispiele . Für
die Mengen gilt
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aber bei keiner der Teilmengen handelt es sich um eine Untergruppe. Dagegen
iSI

eine Untergruppe.
Die idenrische Abbildung G 4 _ G~ ist kein Homomorphismus. Beispiele von

Homomorph ismen ip : G4 _ G~ sind gegebe n durch

rp(e) = rp(a ) = /(J(b ) = /(J(c ) = e ,

/(J (e)= e , /(J(a ) =a , /(J (b)=e, /(J(c ) = a.

ip(e) =e , /(J (a) =b , /(J (b) = e . 'P(c)= b ,

'P(e) = e. /(J (a) = c . /(J (b) = e , 'P(c) = c .

Die einfachen Begründungen seien dem Leser zur Übung em pfohlen.

b) ISI G = IR mit der Addition und H = IR: mit der Multiplika tion als Ver­
knüp fung, so ist die Exponentia lfunktion

exp: IR _ IR:, x ....... e-,

ein Isomorphismus. da eH.' = e' . e' ,

c) Wir betrachten die abelsche Gruppe Z mit der Addit ion als Verknüpfung. Für
jedes m E Z ist die Abbildung

/(J.. : Z _ Z , a ....... m r a ,

ein Homomorphismus, denn m(a + b) = ma + mb. Sein Bild

mZ: = lm ·a : a E Z I C Z

ist eine Untergrup pe, weil ma + mb = m(a + b) und - mb = m(- b).

1.2.7. Im Anschluß an das letzte Beispiel kann man nun eine soge nannte zykli­
sche Gruppe mit m Elementen konstruieren. Wir nehmen m > 0 an und teilen
die ganzen Zahlen in m Klassen (d.h. disju nkte Teilmen gen) folgendenn aßen
ein: Zu jedem

r e {O,I . ... , m - 11

betrachten wir die Menge

r +mZ := {r +m ·a : a E Zl ,

die man sich als die um r verschobene Untergruppe mZ vorstellen kann (vgl.
1.1.8).FUrm = 2ist

0 + 2Z die Menge der geraden und

1 + 2Z die Menge der ungeraden Zah len .



50 I Grun dbegriffe

Im allgemei nen Fall ist

Z = (0 +m Z) U (I + mZ) U .. . U (m - 1+ m Z ) ,

und diese Verein igun g ist disj unkr. Zu welch er Klasse eine Zah l a E Z gehört.
kann man durch Division mit Rest entscheiden. Ist

a r
- = k+- mitk e Zundr E {O•... , m - l }.
111 m

so ist a E r + mZ , denn a = r +mk . Daher nennt man die Klassen r +mZ auch
Restklassen moduto m:sie bestehen aus aJlde n Zahlen, die bei Division durch m
den gleichen Rest hinterlassen. Zwei Zahlen a , a' liegen genau dann in derselben
Restklasse. wenn a - a' durch 111 teilbar ist. Man schreibt dafür auch

a=a a ' mod m

und sagt ,,0 ist kongr uent 0 ' modulo m" , Für In = 0 ist die Kongruenz die
Gle ichheit.

Zu jedem u E Z bezeichn en wir mit a= a + mZ seine Restklasse. Die Zah l
a heißt Repr äsentant \'011 ä. In der Menge der Restklassen kann man nun eine
Addition definieren durch

o+b:=a+b .

Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn sie nicht von der Auswahl der Repräsen­
tanten abhängt. Man sagt dazu, die Addition ist wohldefiniert. Das ist aber ein­

fach zu sehen :
Ist 0 = s und b = t ,soista - a' = mk undb - b' = m/ mitk. 1 E Z, also

a+b=a'+b'+ m(k+ /), d.h. a+ b=a'+ b' .

Nun können wir das Ergebnis formulieren;

Sa lz. ls/ III E Z und m > 0, so ist die Menge

Z/mZ ;= {n.I .... , 111 - IJ
de r Res/klassen modu/o m mit der oben erkl ärten Addition eine abelsche Gruppe,
und die Abbildung

Z ...... Z/mZ . al-+a+ mZ .

ist ein surjektiver Homomorphismus.

Beweis. Die Assoziativität vererbt sich von Z nach Z/mZ:

(0+ b) +c = a + b+ c= (a + b) + c = 0a"+"<"'>"+",",
= o+ b +c=o +{b+c) .

Neut rales Element ist Ö. denn Ö+ a = 0 + a = a, und Inverses von a ist - a.
Auch die Kommutativitäl wird von Z vererbt. 0
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Man nennt Z / mZ für m > Odie zyklische Gruppe der Ordnung m, für m = 0 ist
Z/OZ = Z, diese Gruppe heißt unendlich zyklisch.

Das etwas ungewohnt ersche inende Rechnen mit Restklassen ist im täglichen
Leben höchst vertra ut: Wer um 10 Uhr weggeht und 3 Stunden unterwegs ist,
kommt um 1 Uhr zurück. Denn der Stundenzeiger der Uhr rechnet modulo 12.
Die Zeitrechnung insgesa mt mit ihren durc h Sekunden, Minuten, Stun den, Tage
Monate und l ahre verursachten Kongruenzen ist weit komplizierter als dieser
letzte Abschnitt über Gruppen.

Teile der Restklassen modulo 7 findet man auf jedem Blau eines Monatskalen ­
ders. Betrachtet man die Wochentage als Restklassen. so ergibt deren Addition
in diese m Monat z.B . Mittwoch + Samstag = Donnerstag. Die ebenfalls abge­
bildete R ömerftache wird in der projektiven Geometrie wieder auftauchen (Fi].
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Ein Leser. der mit Kongruenzen immer noch Schwierigkeiten hat, ist in guter
Gesellschaft mit GOETHES Faust, der zu Mcphisto sagt: •Mich dünkt, die Alle
spricht im Fieber" , als die Hexe aus ihrem Rechen buche vorliest:

Du must verstehn! Aus Funf und Sechs,
Aus Eins mach Zehn, So sagt die Hex ',
Und Zwei laß gehn. Mach Sieben und Acht,
Und Drei mach gleich. So ist's vollbracht:
So bist du reich. Und Neun ist Eins,
Ver/ier die Vier.! Und Zehn iu keins.

Das ist das Hexen-Einmaleins.

Alles klar: die Hexe rechnet schließlich modu lo 2. Nur am Anfang hclpe rts noch
etwas, da scheint der Reim vor der Rechnung zu stehen.

Aufga ben zu 1.2

I. Sei G eine Gruppe mit ,1<1 = e für alle a E G, wobei e das neutrale Eleme nt von G
bezeichnet. Ze igen Sie , dass G abelsc h ist.

2. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphiel alle Groppen mit höchstens vier Eleme nten. Wel·
ehe davon sind abelsch?

3. Welche der folgende n Abbildungen sind Groppenhomomorphi smen?

a)l l : Z Z. z 2z , blh : Z Z. z ...... z + l,

c)!J : Z Q· . Z Zl+ l , d)14: C R· . tt-+ tt l ,

e lfs : C R' , t t-+ lz! • 0 16: Z/ pZ ..... Z/ pZ. z ...... zr .
Dabei ist die Verknlipfung in Z, C und Z/ pZ jeweils die Addit ion. in (f , a ' und C'
je weils die Multiplikation und p eine Primzahl.

4. Sei G eine Groppe und A C G . Die von A erzeugte Untergro ppe erz(A) ist definiert
durch

erz( A) = [a l · .. . · a.: 11 E N. a; E A oder a;- l E Al .

erz (AI ist somit die Menge aller endlichen Produkte von Elementen aus A bzw. deren
Inversen. Zeige n Sie. dass erz(A) die .k leinste" Untergruppe von G ist. d ie A enthält.
d.h .

i) erz(A I C G ist eine Untergruppe .

ii) Ist U C G eine Untergroppe mit A C U, so folgt m:(A) C U.

Wie sieht erz( A) aus für den Fall, dass A eine1ementig ist?
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S. Für e ine natürliche Zahl n ~ 3 se i d E S( W) die Drehu ng um de n Winkel 2;rr I n und
5 E S( jR!)die Spiegelun g an der .\" -Aehse. Die Dirdrrgruppr Q, ist definiert durch

D" ;= erd[s. dll .
a) Wie viele Ele mente hat D,,?

b) Geben Sie e ine Gruppentafel von D:l an .

6. Eine Gruppe G heißt zykl is" h, (alls es ein [!. E G gibt mit G = eu([[!.ll .

a) Wie sieht d ie Gruppentafel einer endlichen zyklischen Gruppe aus?

b) ' Ze igen Sie. dass jede zyklische Gruppe e ntweder isomorph zu Z oder Z/IlZ (11 E N
gceigucr) ist

7. Zeigen Sie: Ist G eine abelschc Gruppe und /I C G eine Untergruppe. so iSI durch

.T ..... y #.ry-l E /I

eine Äquivalenzrelatiun auf G erklärt. Sei Gl f! := G/ - die Menge der Äquivalenz­
klassen. und die zu .\" E G gehörige Äquivalenzklas,," sei mit :x bezeic hnet. Sind
x. x ' , j- . y' E G mit x - x' und y - ,l, S{) ist xy - x',l. Sumit kann man auf Gi ll
durch

eine Verknüp fung erklären.
Ze igen Sie. dass Gi ll auf diese Weise zu einer abctsch cn Gruppe wird und für

G :: Z. H :: »z genau d ie in 1.2.7 definierte n zyklisehen Gruppen ZI nZ emsrehcn.

8. Man gebe ein Beispiel einer nicht assoziativen Verknüpfung auf der Menge
G = [1. 2. 31. sn dass für alle 11 E G die Transtationen Ti, und a r aus 1.2.4 surjektiv

sind.
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1.3 Ringe, Körper und Polynome

1.3.1. Bei Gruppen hat man eine einzige verknüpfung : ob man sie als Addition
oder als Multiplikation bezeichnet, ist nebensächlich. In der linearen Algebra
braucht man aber Addition und Multiplikation, also zwei Arten der Verknüpfung,
die miteinander in geregelter Beziehung stehen. Damit beschäftigt sich dieser
Abschnitt

Definitjen. Eine Menge R zusamm en mit zwei Verknüpfungen

+ : R x R _ R . (a. b) I-> a + b , und
RxR _R , (a,b )l->a ·b ,

heißt Ring , wenn folgendes gilt:

RI R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.

R2 Die Multiplikation . ist assoziativ.

R3 Es gelten die Distrlbutivgesetze, d.h. für alle a , b, c E R gilt

a·(b+ c)=a · b +a·c und (a+ b) ·c= a·c + b ·c .

Ein Ring heißt kommutativ, wenn a . b = b . a für alle a , b E R. Ein Element
I E R heißt Einselement . wenn I . a = a . I = a für alle a E R.

Wie üblich soll dabei zur Einsparung von Klammem die Multiplikation stärker
binden als die Addition.

Bemerkung. 1st R ein Ring und 0 E R das Nulle lement, so gilt f ür alle a E R

O·a = a ·O=O .

Beweis. O· a = (0 + 0) . a = O· a + O· a , o

Beispi ele. a) Die Mengen Z der ganzen Zahlen, Q der rationalen Zahlen und R
der reellen Zahlen sind zusam men mit der üblichen Addition und Multiplikation
kommutative Ringe.

b) Ist 1 C R ein Intervall und

R := {j : l _ RI

die Menge der reellwenigen Funktionen, so sind durch

(j + g)(x) := ! (x ) + g(x ) und (f. g )( x) := f (x) . g( x)

Verknüpfungen erklärt, und R wird damit zu einem kommutativen Ring. Das
folgt ganz leicht aus den Ringeigenschaften von R.

c) In der Gruppe Z/ mZ der Restklassen modulo m aus 1.2.7 kann man durch

ä·b:=a .b
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auch eine Multiplikation erklären. Denn ist wieder s -a' = mk und b -b' = mt,
so folgt

a . b = (a ' + mk )· (b' + m/) = 0' · b' + m(b'k + a' / +mk/) .

Abo ist die Definit ion der Multiplikati on unabhängig von der Auswahl der Re­
präsentanten .

Die Regeln R2 und R3 und die Kcmmutativität der Multip likalion folgen ganz
einfach aus den entsprec henden Regeln in Z .

Die Multiplikationstafeln wollen wir für m = 2. 3. 4 explizit aufschreiben.
Dabe i lassen wir zur Verein fachung bei den Restk lassen die Querstri che weg.

Ijo I

000

I 0 I

0 I 2

0 0 0 0

1 0 I 2

2 0 2 I

0 I 2 3

0 0 0 0 0

I 0 I 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 I

Die Mu lliplikation mit 0 ist uninteressant . wir betrachten also in diesen drei
Fällen die Men ge R " [Il]. Für m = 2 und m = 3 ist sie zusammen mit der
Multiplikation wieder eine Gruppe. für m = 4 nicht. denn hier ist

1 · 2 = 3 ·2 und 2·2= 0 .

Also ist die Kürzungsregel verletzt. und das Produkt 2 . 2 liegt nicht in R " [Il].

1.3.2. Das vorangehende Beispiel mot iviert die

Definitio n. Ein Ring R heißtnulllei/eifTl.'i. wenn für alle a , b E R aus a . b = 0
stets a = 0 ode r b = 0 folgt.

Bemer ku ng. Der Restklassenring Z / mZ ist genau dann nullteiler frei. wenn m
eine Primw hl ist.

Beweis. Ist m keine Primzahl. also m = k · 1 mit I -c k./ < m. so ist

k,l", O. aber O= m= k .i.
Ist umgekehrt In Primzahl und r .{= Ö, so ist

k · l =r ·m

für ein r E Z. Also hat entweder k oder I einen Primfaktor m, d.h . r = 0 oder
i = 0. 0
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Als Vorsorge für später noch eine

Definition . Ist R ein Ring und N' C Reine Teilmenge. so heißt R' Unterring,
wenn R' bezü glich der Addi tion Untergruppe ist (also entsprec hend 1.2.6 für
a. b E R' auch a + b E R' und -0 E R' ), und bezü glich der Mulliplikation für
(l. b E R' auch a .b e R' .

Sind Rund S Ringe mit Verknüpfungen +, . und EIl. 0. so heißt eine Abbil­
dung 1jJ: R _ S ein Homomorphismus (von Ringen), wenn für alle a , b E R
gilt:

l{I(a + b) = 1/1(0 ) Gl q.> (b ) und oia . b) = ",,(a ) 0 1jJ (b j .

Zum Beispiel ist mZ C Z ein Unterring und Z -+ Z/mZ. a f-+ a + mZ. ein
Homomorphismus.

1.3.3. In einem nullleilerfre ien Ring R ist für a, b E R " lOI auch das Produ kt
a . b E R " 10}. also induziert die Multip likati on von R eine assoz iative Multi­
plikat ion in R " [U]. Das Gruppenaxiom 0 2 braucht jedoc h keineswegs erfüllt
zu sein: Im Ring Z gibt es außer für I und - I kein meltiplikanves lnverses. im
Ring 2Z der geraden Zahlen nicht einmal ein Einselement . Ist R " [D] mit der
Multiplikation eine Gruppe und darübe r hinau s der Ring kom mutativ. so nenn!
man ihn Körper. Das wollen wir noch einmal direkter aufschreiben:

Deüntucn. Eine Menge K zusammen mit zwei Verknüpfungen

+ : Kx K _K . (a , b)l-+a+b . und
K x K _ K . (a , b)l-+ a ·b,

heißt Körper, wenn folgendes gilt:

KI K zusammen mit der Additi on + ist eine abelsche Gruppe .
(Ihr neutrales Element wird mit O. das zu 0 E K inverse Element mit - 0

bezeichnet.)

K2 Bezeichnet K" := K " [O} . so gilt für 0 , b E K" auch 0 . b E K" . und K"
zusammen mit der so erhaltene n Multipli kation ist eine abels che Gru ppe.
(Ihr neutrales Element wird mit I , das zu 0 E K" inverse Element mit 0 - 1

oder l Ja bezeichnet. Man schreib! bJo = 0 - 1b = bo - I.)

K3 Es gelten die Distrdnnivgesetee, d.h. für 0 , b, C E K ist

a ·(b +c) =o ·b + a · c und (a +b)·c= a ·c+ b ·c.

Bemerkung. 1n einem Körper K gelten die folg enden weiteren Rechenregeln
(dabei sind a , b ; .r , i E K beliebig):

0) I =j; 0 (also hOlein Körper mindestens zwei Elemente],
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b} O·a = a · O= O.

c} a . b = 0 '* a = 0 oder b = O.

d ) a(-b ) = - (ab) und (-a)(-b ) = ab.

e ) x · o =x · a und a ,.,O => x = x .

57

Beweis. a) ist ganz klar, denn I € K ' , aber 0 ~ K ' . b) sieht man wie in 1.3.1.
Die Nuttteilerfrnh en c) ist in K2 enthalten . d) folgt aus

ob+ (-a)b = (a + (-a» b = O· b = O und

(- a )(-b) = -«~-a lb) = - (-ab) = ab nach 1.2.3, Sem . c).

Die Kürzungsregel e) gilt in K· . also im Fall x , X E K· . Ist .r = 0, so muß auch
x= 0, also x = x sein. 0

1.3.4. Beisp iele für Körper. a) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen
R sind Körper. Das lernt man in der Analysis (vgl. etwa (FaI ], §2).

b) Zur Konstruktion der komplexen Zahlen C führt man in der reellen Ebene
R x R eine Addition und Multiplikation ein. Die naheliegende Frage, warum das
im Rn mit n > 2 nicht mehr so geht, wird in IZ] behandelt.

Durch einfaches Nachprüfen der Körperaxiome beweist man;

R x R = «a , b ) ; a ,b E R}

zusammen mit der durch

(o, b) + (a', b' ):= (a + a', b + b' )

definierten Addition und der durch

(a , b) · (a' , b') := (aa' - bb' , ab' + a'b )

definierten Multiplikation ist ein Körper mit (0,0) als neutralem Element der
Addition. ( -0 , - b) als Negativem von (a ,b), (1.0) als neutralem Element der
Multiplikation und

_, (" -b )
(a .b) := 01 + b1'a1+ b1

als muhip fikativem Inversen.
Wir nennen R x R mit diesen verknüp tungen den Körper der komplexen Zah­

len und bezeichnen ihn mit C.
Die Abbildung

R ...... R x R = C, a ....... (a , 0) .
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ist injektiv. Da

(0 ,0)+ (0 ' ,0) = ((/+0' , 0) und

(a. O) ·(a ' , O) = (o - a ', O)

gilt. bra ucht man zwischen IR und

R x (OI = {(a , b) E C: b =Oj

1 Grundbegri ffe

auch hinsicht lich Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden . Man
kann also R mit IR. x (01. d.h. a mit (0. 0) .Jdentifizieren" und R als Teilmenge
von C betrachten.

Dies wird noch einleuchtender durch folgende übli che Konventionen. Ma n
definiert i := (0. I) als imaginure Einheit. Dann ist i2 = - 1. und für jedes
(o,b) E egilt

((I.b) = (0 , 0 ) + (O,b) = a + bi .

Für A = (0 , b) = a + bi € C nenn t man TeA ._ a E R den Real/eil und
im). := b ER den bnaginärteil.

~ := a - biEC

heißt die zu Akonjugiert komplexe Zahl.
Für die kom plexe Konju gation ge llen folgende. ganz einfach nachzuweisende

Regeln: Für alle A. !J. E e ist

'+ " = .l.+u,
A·" = ), . ii ,

A,R " ),=I.
Da für ), =,, + b i e C

), . X = «(I + bi) . ((I - bi) = ,, 2+ b2 e R+ .

kann man den Abso lutbetrag

1),1 := JA · X= /(1 2 +b2

definieren. Wie man leicht nachrech net, ist für alle ), ,!J. e C

I), + !J. I ::51),1+ I!J. I Dreiecksungleichun g und I), ' Ill = 1),1· 11l1·

Vors icht! Die in R vorhande ne ;::: -Relation läßt sich nicht in sinnvoller Weise auf
C fortse tzen . Für komplexe Zahlen kann man daher i.a . nur die Absolu tbeträge
vergle ichen. d.h. für A,!J. E e ist

1),1 ::5 I!J.I oder l/.ll::: 1),1·
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'm C
A

i -sin n A' 0: = arg).,. -, _. - - .
,
0,

eosCl 1 lAI "

"

Bild 1.4

Wir wollen noc h e ine geometrische Beschreibung von Addition und Muhiplika­
tion komplexer Zah len geben. Die Addition entspricht der Addi tion von Vektoren
im IR! (Bild 1.5, vgl. auch Bild 0.1). Ist Aeine von Null verschiedene komp lexe

Zahl und )..' = I ~I . )... so ist 1).. '1= I. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes

a E [0. 2lT1. so daß

),.' e cos c +i· sinc = e'" ,

wie man in der Ana lysis lernt .
Man nennt arg).. := a das Argument von Ä, und es ist

).. = lAI . ilq A.

Ist ll = l/l l . r , ar~ ~ eine weitere von Null verschiedene komplexe Zahl. so ist

.I.. . /l = lAI . l/l l · I' i or~ '" . e''?" = lAI· l/l l · e'' ..t ),+ ..t ~ ) .

Bei der Multiplikation komp lexer Zahlen werden also die Absolu tbet räge multi­
pliz iert und die Argumente addie rt (Bild 1.5).

c

.,l'2==-~~~~_~,

c

Bild 1.5
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+ 0 1

0 0 1

1 1 0

c) Wie wir gesehen haben, gibt es in jedem Körper zwei verschiedene Ele­
mente 0 und 1. Daraus kann man schon einen Körper machen , indem man in
K = {O. 1I Addition und Multiplikation einführt durch die Tafeln

~
O l

o 0 0 .

1 0 1

Offensichtlich ist das auch die einzige Möglichkeit, als Ring war dieser Körper
schon in 1.3.1 in der Form Z/2Z aufgetrete n. Diese Verknüpfungen kann man
elektronisch leicht realisieren, daher ist dieser Körper der elementare Baustein
aller Computer.

d ) In 1.3.2 hatten wir für jedes m e N " laI den Restklassenring Z/mZ ein­
geführt und bewiesen , daß er genau dann nulltei lerfrei isr, wenn m eine Primzah l
ist. Dies ist also eine notwendige Bedingung dafür, ein Körper zu sein. Daß es
auch hinreichend ist, folgt aus der etwas allgemeineren

Bemerk ung. Ein nuliteilerfreier; kommutati ver Ring K mit endlich vielen Ele­
menten und Eins ist ein K örper

Beweis. Nach 1.2.4 genügt es, für jedes a € K ' zu zeigen, daß die Multiplikation

K ' --+ KO , .r ..... a r x ,

eine surjektive Abbildung ist. Wenn K und damit auch K' endlich ist, genügt
dafür d ie Injektivität (vgl. 1.1.4). Die ist aber klar, denn für .r :#: i und a.x "" a ·i
würde

a(x - i ) ""O und a:#: O, x - i #O

gelten. 0

Im Ring Z giil für jedes n € N mit Ir ~

Ir ' I := I + ... + I = n # O.
~

~- .... I

In Z/ mZ mit m :: I iSI die Restklasse 1das Einselement. es gilt

m. I:= I + . . . + I = I+ ... + l m=O .
~.--

Das zeig t einen grundlegenden Unterschied zwischen den beiden Ringen Z und
Z/mZ und motiviert die
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Definition. Ist R ein Ring mit Einselement I, so ist seine Charakteristik erklärt
durch

1
0 , fallsn · 1 #,Ofürallen > I ,

char (R) := -
min [n e N , {O}: n · I = Oj sonst.

Lemma, l st K ein Körper. so iSI char (K ) entwede r Null oder eine Primzahl.

Beweis. Angenommen. char( K) = /1l = k ·1 #' 0 mit I -c k , ( < m. Aus

0 = m . I = (k · 1) , I = u -1)«( · I )

folgt wegen der Nullteilerfreiheit k . I = 0 oder ( . I = 0 im Widerspruch zur
Minimalität von m , 0

Ist p eine Primzahl, so nennt man Z/ pZ den Primkörper der Charakteristik p.
In der Algebra lemt man, daß es zu jedem endlichen Körper K eine Primzahl p
gibt derart. daß Z / pZ Unterkörper von K ist. und die Anzahl der Elemente von
K eine Potenz von p ist.

1.3.5. Spätestens bei der Suche nach Eigenwerten in Kapitel 4 wird es sich nicht
mehr vermeiden lassen, Polynome beliebige n Grades zu Hilfe zu nehmen. Wei l
es von der Systematik paßt, wollen wir die dann benötigten Tatsachen schon hier
zusammen stellen.

Wir nehmen einen Körper K und eine Unbestimmte I . Eine Unbestimmte soll
dabe i einfach ein Buchstabe sein, für den man alles einsetzen darf, was sinnvoll
ist (das kann man präz iser formulieren, aber damit wollen wir uns hier nicht
aufhalten, vgj. [F-S]). Ein Polynom mit Koeffizienten in K (oder Polynom über
K ) ist dann ein formaler Ausdruck der Gestalt

I(t) = OO+ Olt + .. .+ (/n t ~.

wobei 00, .. . , On e K . Meist schreibt man statt l (t) nur I .Mit K [t) bezeichnen
wir die Menge all solcher Polynome. Sind alle Koeffizienten 0 0 = 0, so spricht
man vom NlIllpolynom und schreibt I = O. Der Grad von 1 ist erklärt als

1
- 00 , falls 1 = 0,

deg l :=
maxlv E N : o.""Oj , sonst.

Schließlich heißt 1 norm iert , wenn On = I .
Das nächstliegende, was man für die Unbestimmte t einsetzen kann, sind Ele­

mente aus K . Ist .l.. E K , so ist auch

I C;" ) := aO+OI .l..+ . . . + o•.l..n E K ,

aus dem Polynom I erhält man also eine Abbildung

j : K -+ K , .l..t-+ I ( ),. ),
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insgesamt also (mit der Notation aus 1.1.3) eine Abbi ldung

: K (I] -+ Abb(K.K) . r -« ] ,
Die etwas pedantische Unterscheidung von fund j ist leider nötig, wenn man
sich einmal mit endlichen Körpe rn ein gelassen hat.

Beispiel, Ist K = 10 . 11der Körper mit zwei Elementen aus 1.3.4 und

/=12+ 1. soisr /(0)=0+ 0 = 0 und /(1) = 1 +1= 0 ,

also f die Nullabbildung, obwohl / t- 0, weil G I = U2 = I. Die obige Ab bil­
dung - ist also nicht injektiv.

1.3.6. Die Menge Kil l hat viel Struktur. insbesondere eine natürliche Addition
und Multiplikation. Dazu nehmen wir I .g E Kill. Ist

f = 00 + alt + .. .+ un'" , g = bo+ b it + ...+ b.. /'" ,

so können wir zur Definition der Addition m = n annehmen (iSI etwa 111 < 11 , so
setze man bm +1 = .. . = b. = 0). Dann ist

f + g := (00 + bo)+ (al +b1)t + ...+ (0. + bn)t n .

Die MultiplikGtion ist dadurch erklärt, daß man formal ausmultipliziert. also

j . g := co+c1t + " ,+ cn+", t"+m mit c~= L G;b j •

; +j ~~

Insbesondere ist
Co aobo ,
Cl aob l + G1bo ,

C2 = aOb2 + Glb l + G2bo ,

Ist j . g = h, so nennt man j und g Teiler von h.

Bemerku ng. Ist K ein Körper. so ist die Menge K [t ] der Polynome über K zu­
sammen mit den oben definierten verknupfun gen ein kommutativer Ring. Weiler
gilt

deg(f· g) = deg j + deg g

fii r f, g E K [t ]. Dabei sotl fo r matn - 00 = - 00 + m = - 00 + (-00) = - 00

sein.

Man nennt K lt ]den Po fynomring über K .

Beweis. Der Nachweis der Axiome erfo rdert nur geduldiges Rechnen. Die Aus­
sage über den Grad fo lgt aus Gnbm #- 0, falls a", bm #- O. 0
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Es sei angemerkt, daß man analog für einen kommutativen Ring R einen kom­
mutat iven Polynomring R [t I erhält. Die Aussage über den Grad des Produktpo­
lynoms gilt nur über einem nullteilerfreien Ring.

1.3,7, Der Mangel eines Ringes gegenüber einem Körper ist der, daß man im
allgeme inen nicht dividieren kann. Bei ganzen Zahlen hat man als Ersa tz eine
Division mir Rest (vgl. 1.2.7), die ganz analog auch für Polynome erklärt werden
kann.

Satz. Sind I,g E K [/ ]. lind ist g 'I- o. so gibt es dazu eindeutig bestimmte
Pol.wrome q . r E K [I] derart . daß

I=q ·g +r und degr <degg .

Man kann die Beziehung auch in der nicht ohne weiteres erla ubten, aber sehr
suggestiven Form

f ,
- = q+ ­
g g

schreiben. Der Buchstabe q steht für .Quouenr', r für .Resr" .

Beweis. Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit. Seien q , r, q', r ' E K (/ ] mit

I =q ·g+ r =q'. g + r' , wobei degr,degr' < degg.

Durch Subtraktion folgt

O= (q - q' ) · g + (r - r' ) , also (q _q')·g =r' -r . (* )

Da zwei gleiche Polynome gleichen Grad haben, folgt aus q 'I- q ' wegen g 'I- 0

deg(r' - r ) = deg(q - q' ) + degg ;:: degg ,

was nicht sein kann. Also ist q = q' , und aus (*) folgt auch r = r'.
Zum Beweis der Existenz von q und r geben wir ein Verfahre n an, mit dem

man diese Polynome schrittweise berechnen kann. Dazu schre ibt man die Poly­
nome am besten nach fallenden Potenzen, also

l =a.I"+ . , ,+al/ +uO, g =b",tm+ .. . + b1t +bo,

wobei a. , bm 'I- O. Ist 11 < 1/1, so kann man q = 0 und r = 1 wäh len, denn

I= O'g +1 und deg / < deg g ,

Im Fall n ;:: m teilt man zunächst die höchste n Tenne von / und g , das ergibt

'.q l := _ t · - m

b.
als höchsten Tenn von q . lm nächsten Schritt betrachtet man

I l:= I -ql 'g.
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o

Nach Definitio n ist deg fl -c deg f , Ist deg / 1 < m, so kann man q = ql und
r = /1 setzen Andernfalls wiederholt man den ersten Schritt mit /1 statt f , d.h.
man erhä lt den nächsten Tenn q2 von q und

!2:=!I - Q2' g mit degh < degfl'

Da die Grade der j; bei jedem Scbritr um mindestens eins abne hmen, erhält man
schließlich ein k :::; 1/ - m+ I. so daß für

f i. := ! i. _1 - q, . g erstmals deg /k < degg ,

und damit bricht das Verfahren ab: Setzt man die Gleichungen ine inander ein, so
ergibt sich

f =qlg+ /1 = (qj + q21g + ft = ... = (qj +...+ q..)g + ! k,

also ist eine Lösung unseres Problems gegeben durc h

q :=ql + .. . + q.l und r :=!k .

Da be i der Konstruk tion von q immer nur durch b", dividiert wird , kann man im
Fall bItt = 1 den Körpe r K durch einen Ring ersetzen.

Beispi el. Sei K = R, f = 3/ J + 21+ I , g = ,2 - 41.
Die Rechnung verläuft nach folgendem Schema:

(313 + 21 + I ) : (t 2 - 4 / ) = 31+ 12+ (501 + I) : (12 - 41)

_ 313 + 1212

12/2 + 2t + 1

_ 12/2 +48t

50t + 1

Es ist also q = 3/ + 12 undr = 501+ 1.

1.3.8. Nach diesen formalen Vorbere itungen kommen wir nun zum eige ntlic hen
Thema, nämlich der Frage nach der Existenz von Nul/ stellen (d.h. ). E K mit
J().) = 0) bei Polynomen. Darauf kann man näm lich viele ande re Fragen zu­
rückfü hren. etwa in Kapitel 4 die Frage nach der Existenz von Eigenwerten.
Nebe n der reinen Existenzfrage ist es für die Praxis wichtig, Verfahren für die
nähe rung sweise Berechnung von Nullstellen zu haben . Das lern t man in der nu­
merischen Mat hematik (vgt. etwa (0)).

Beispiele. a) Ist K = R und J = , 2 + I, so ist J ().) ?:: I für alle). E R . Also
gibt es keine Null ste lle.
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b) Ist K = {00 , 0 1> . . . , onl ein endlicher Körper und

/ = (t - oo) ' ... . (t - on) + I ,

so ist / (Ä) = I für alle Ä E K, also hat / keine Nullstelle.

Zum Glück sind diese beiden Beispiele von ausgewählter Bosheit; im allgemei­
nen hat man doch etwas mehr Chancen. eine Nullstelle zu finden. Hat man eine
gefunden. so genügt es zur Suche nach weiteren. ein Polynom von kleinerem
Grad zu betrachten:

Lem ma, tst ): E K eine Nuf/steile von / E Klt]. so gibt es ein eindeutig be­
stimmtes gE K [t ) mit fo igenden Eigenschaft en:

l} /=(t -Ä) -g.

2) deg g = (degj) - I.

Beweis. Wir dividieren ! durch u- Ä)mit Rest; es gibt also eindeutig bestimmte
g.r E K [/] mit

! = (t - ),. )g +' und degr -c deg(/ - Ä) = I.

Also ist r = 0 0 mit 0 0 E K . Aus f( Ä) = 0 folgt durch Einsetzen von Ä

0= (Ä - ),. ) .g(Ä)+ ' =0 + 00'

also ist 00 = r = O. und 1) ist bewiesen. Wegen

deg! = deg{t - Ä) + deg g = I + degg

folgt 2). o

Korollar 1. Sei K ein beliebiger Körper, ! E K [t ) ein Polynom und k. die Anzahl
der Nulls/ellen von f. tu ! vom Nullpolynom verschieden. so gilt

k. '::: deg f .

Beweis. Wir führen Induktion über den Grad von I, Für deg f = 0 ist
f = 00 #- 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat gar keine Nullstelle. also ist
unsere Behauptung richtig.

Sei deg f = 'I :: I, und sei die Aussage schon für alle Polynome g E K [tl
mit degg .::: ,, - 1 bewiesen. Wenn f keine Nullstelle hat. ist die Behauptung
richtig. Ist Ä E K eine Nullstelle. so gibt es nach dem Lemma ein g E K I/ ] mit

f = (/ - Ä) ·g und deg g = n - I.

Alle von x verschiedenen Nullstellen von f müssen auch Nullstellen von g sein.
Ist I die Anzahl der NullstelIen von g- so ist nach Induktionsannahme

1 '::: '1 - 1 , also k .::: I +I ':::n . 0
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Koroll ar 2. /SI K unendlich, so ist die Ab bildun g

; K [r ] _ Abb(K . K ) , f H' 1.
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injekt iv:

Bewe is. Seien iJ, h E Kil l und g := h - !J. ISI 1 1 = h , so folgt g = 0,
d.h. g(A ) = 0 für aue x E K . Also hat g unendl ich viele Nulls telle n. und aus
Korollar I folgt g = 0, somit ist I1 = 12- 0

Ist ANullstelle von [ , also f = (r - ),). g , so kann ), auch Nullstelle von g sein.
Man spricht dann von einer mehrfache n Nullstelle.

Definition. Ist f E K [I ] vom Nullpol yno m versc hieden und A E K. so heißt

tt(j ; Al:= mu:\{r E N : f = (I - A)'· g mit g E K II ]}

die Vielfachheit der Nulls/elle ).. von [ ,

Nach dem Lemma gilt Il (j : ).,) = 0 {:> frA) =F o. Ist

/ = (I - A)' . g mit r = j.l(j : Ä),

so folgt g(),.) =I: O. Die Vielfachheu der Null stelle ).. gibt also an, wie oft der
Linearfaktor (t - Al in f enthalten ist.

Ist K = R ode r C, so kann man die Vielfachhcit der Nullstelle mit den r oten
Ableitu ngen PT) von I in Beziehung bringen . Es gilt

Jl(f : A) = max{r E N: f(A) = I '(A ) = .. . = f 1r-I )(A) = 01,

wie man leicht nac hrec hnet.

1.3.9. Sind Al , " " A.l E K die verschiedenen Null stellen eines Polynoms
f E Klt]. und ist r, = p.(f ; A;), so ist

f = (1 - Al)" . . ..• (/ - At)" . g ,

wobei g ein Polynom vom Grad n - o-, + ... + rt ) ohne Nullstellen ist. Der
schlimmste Fall ist g = f, der bes te deg g = 0, d.h . f zerfällt in l.inearfakto­
ren. Die wicht igste Existenzaussage für Null ste llen von Polynomen macht der
soge nannte

Fu nda menta lsatz der Algebra. Jedes Polynom I E C[ / ] mit deg l > 0 hat
mindestens eine Nulls/elle.

Dieser Satz wurde von c.F. GAUSS erstmals 1799 bewiesen. Es gibt dafür sehr
viele Beweise, die aber alle Hilfsmitte l aus der Ana lysis benutzen, denn C ent·
steht aus R, und die reellen Zahlen sind ein Produ kt der Analysis. Der wohl
kürzeste Bewei s verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der holomorphen Funk­
tionen (vg l. etwa [F-L)).
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Hat f E Clt] e ine Nullslelle )." so kann man sie herausdividieren. ahn

f =(I - ).,) · g

schre iben. Ist dcgg > O. so hat auch g eine komplexe Nullstelle . und indem man
das Verfahren so lange wiede rholt . bis das verbleibende Polynom den Grad Nu ll
hat , ergib t sich das

Korullar, Jedes Polynom f E C1 tJu rfallt in iinearfuktoren. d.h, es gibt a und
).,1• . • • • ).,~ E C mit n = degf. so daß

f = a (t - ).,j) . .. . . ( r - ).,.) .

1.3.10. Nun wollen wir aus dem Fundamental sat z der Algeb ra Aussagen über
die Nullstellen reeller Polynome folgern. Dazu betrachten wir IR als Teilmenge
von C tvgl. 1.3.4) . Dann ist auch K[t ) Teilmenge von C1tl .

Lem ma. Ist f E Rr/ ) und )., E C eine Nullstelle von [, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl XE C eine Nu llstelle von f . Es gi/t sogar

J.!(j ; ).,) "" /-!(j ; X).

Die komplexen Nullstellen eines Poly nom s mit reellen Koeffizient en liegen also
symmetrisch zur reetten Achse.

Be....eis. Ist

f = 00 + a lt + . . . + a.t ~ ,

so ist wegen a o "" äo. . . . ,a. = a. nach den Rechenregeln für dic komplexe
Konjugation

f IX) "" ao+ ajX + . . . +a" (J:). "" ii(i+al)., + .. . + a.).,· "" f ()., ) =ö=O.

im

c

Bild 1.6

Also ist auc h X Nullstelle von f . Um die Viclfacbhciten von xund r ZU verglei­
chen, genügt es für jedes k E N

J.!(j ;).,) ;:: k => /-!(f; X) ;:: k
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zu beweisen. Für A = I ist die Aussage trivial. Für A #- I verw enden wir den
folgenden

Hutssatz. Sei f e R (I] und A e C eine nicht reelle Nullstelle von I . sowie
g := (I - A)(f - I) e C[t ). Dann gilt:

/) g e Rll l

2) Es gibt ein q e Rlt ] mit f = g - q .

Nun genügt es. durch Induktion über k aus 1J, (f : A) > k die Existenz eines
Polynoms hE RlI] mit

f = g'- - f t

zu folgern. Dabei ist g wie im Hilfssatz erklärt.
Für k = 0 ist nich ts zu beweisen . Sei also d ie Aussage für k > 0 bewiesen

und p.(f: Ä) ~ k + I. Dann iSI f = s' .flo und es muß h (A) = 0 sein: aus dem
Hilfssatz folgt die Existen z eines h+ 1 e RII ] mit

I1= g . / 1+ 1' also iSI 1 = g.l+1 . ft +1.

Es bleibt der Hilfssatz zu bewei sen. Dazu setzen wir

A = u +iß mit u . ß e R .

Dann ist

g = (t - A){t -I) = (t - u - iß )(t - u + iß ) = t 2 _ 2a t + u 1 + ß l E R (t ] .

Durch Division mit Rest in Rl t ] erhä lt man q , r E RJt ] mit

/ = g. q+ r und degr ~ (deg g) -I = l.

Diese Gleichung gilt selbstversländlich auch in C[ t ]. Durch Einsetzen von Ä und
r folgt

r (A) = r (I ) = O.

Nach Korollar I aus 1.3.8 folgt r = 0 wegen A ", I . Damit ist der Hilfssatz und
auch das Lemma bewiesen . 0

Nun wenden wir auf ein Polynom 1 e RII] den Fundamentalsatz der Algebra
an. Danach gibt esa, Ä1, . . . , Äwe C. so daß

1 = 0(1 - Ä!l ' . . . . (I- Ä. ) .

Da 0 der höchste Koeffizien t iSl, gilt a E R .
Seien AI. .. . _At E R und At+I _. .. _Ä. E C . Nach dem Lemma ist n - k, d.h.

die mit Vielfachheit gezählte Anzah l der nicht ree llen Nullstellen, gerade. und
durch Umnumerierung kann man erre ichen, daß

Al +1 = I t +2, .. . , Aw_1 = I w



1.3 Ringe, Körper und Polynome 69

gilt. Jedes Paar Ä, I konjugiert komplexer Nulls tellen mit Ä = a + ip kann man
also (wie wir im Hilfs sarz gesehe n haben) zu einem normierten quadratischen
Faktor

g = (t - Ä)( t - X) = t l - 2a t +(a 2 + p 2) e R[t ]

zusam menfassen. g hat keine reelle Nullstelle, was man auch an der Diskrimi­
nante ablesen kann:

4a l _ 4 (a l + p l ) = _ 4p l < O.

Damit ist folgendes Ergebnis bewiesen;

Th eorem, Jedes Polynom f E lR[t] mit degf = n ::: I gestattet eine Zerlegeng

f = a( t - Ä1) · • • • ' (t -Ä, ) ' g i' ' g.. ,

wobei (I , Ä1, .. . , Ä, reell sind, mit (I "# 0, und gl , , g.. E R[t] norm ierte
Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind. Insbesondere ist n = r + 2m.

Korollar, Jedes Polynom ! E R [t ) von ungeradem Grad hat mindestens eine
reelle Nullstelle.

Dies folgt sofort aus der Gleichung 11 = r +2m. Natürlich kann man die Aussage
des Korollars mit Hilfe des Zwischenwertsatzes viel einfacher direkt beweisen.

Es sei erwähnt, daß man den Fundamentalsatz der Algebra ohne weite re
Hilfsm inel der Analysis aus d iesem Korollar ablei ten kann (vgl. etwa [F-S ]).

Der Fundamentalsatz der Algebra ist eine reine Existenzaussage. d.h. man
erhält daraus kein Verfahren zur praktischen Bestimmung der Nullstellen. Für
ein Polynom

at l + bt+ , e Clrl
vom Grad 2 kann man die Nullstelle nach der Formel

- b ± J bz 4<.Ic

2a
berechnen . Etwas kompliziertere Fonn eln dieser Art gibt es auch für die Null­
stellen von Polynomen vom Grad 3 und 4.

Wie erstmals N.H. ABEL im Jahre 1826 zeigte, kann es solche allgemeine
Formeln für Polynome vom Grad größer als 4 aus algebraischen Gründen nicht
geben. Man ist daher weitgehend auf Näherungsverfahren zur Approximation
der Nullstellen angewiesen.

1.3,11, Wie gerade erläutert, gibt es keine allgemein gültige Formel zur Be­
rechnung der Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten. Die umgekehrte
Aufgabe ist jedoch ganz einfa ch: Ist ! E K [t ) und

!(tl = In + a._lt· - 1+ . . . + a lt + ao = (I - '\j) , . . . ' (I - ,\ . ),
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d.h. zerfallt f in Linearfaktore n, so folgt durch ausmultiplizieren der rechten
Seite

0; 0 = (- 1)...\1 · • • • ·>.,."

0 \ = (- 1)..- 1 (..\~ · " ' · >"" + ..\ 1 ..\3 · . .. · >... + ...+ Al· " '· ..\n_d,

Ct,,-2 = ..\1..\2 + + AIA" + >'2>'3+ .. .+ ..\2..\" + ...+ ).,,- 1).,.,
a,, - I "" - (>. \ + + ..\,,) .

Um das formal besser aufschreiben zu können, definieren wir für k = 1, . . . , n
die elementarsymmetrischen Funktionen

)"., .. ... A;• .

Die Summe ha t so viele Sum manden, wie es Möglichkeiten gibt, k verschiedene

Indizes i" . . . ,ik E {l , . . . , n } auszuwählen, also (~) Summanden. Für die

Koeffi zienten von / gilt dann

ll'k = (-I)" -1s,,_.t(.'\ 11 " " >.,.) .

Diese Aussage nennt man den Wunelsatz von VIETA. Er gibt an, wie sieb die
Koeffizienten aus den Nullstellen berechnen.

Wie schon gesagt, ist umgekehrt die Bestimmung der Nullstellen aus den K0­
effizienten im Allgemeinen ein sehr schwieriges Problem. Im Spezialfali eines
ree llen Polynoms gibt es immerhin einen Zusammenhang zwi scben de n vorzei­
chen der Koeffi zien ten und den Nullstellen. Die Tendenz ist klar : Die Vorze ichen
der Koeffizienten bee inftussen de n Verl auf der Werte und damit die La ge der re­
ell en Nullstell en eines Polyn om s.

Vorweg behandeln wir den elementarsten Fall, der später (in 5.7 .3) beim Test
der Definitheit einer Matrix nützl ich sein wird . Wir machen dabei die sehr ein­
schränkende Vorau ssetzu ng , daß das Po lynom ! E R[t] (mi t Vielfacbhe it gezählt)
so viele reelle Nulls telIen bat, wie sei n Grad angibt

Vorzeichen~el, Angenommen, das reelle Polynom

! (tl = t" + U"_l t" - l + ...+Ult +Uo

M t reelle Nullstellen >'1>" " A". DWITI gilt:

a) Oenau dann sind alle Nullstellen >..; negativ,wenn alle KoejJiz.ienten U j positiv
sind.



b) Genau dann sind alle Nullstellen λi positiv, wenn die Vorzeichen der Koeffi-
zienten �j alternierend sind, d.h. es ist

(−1)n− j�j > 0 für j = 0,…, n −1 .

Beweis. Es genügt, den Fall a) zu beweisen; Fall b) folgt daraus sofort, indem
man das Polynom f− mit f− (t) := f (− t) betrachtet.

Sind alle �j > 0 und ist λ ≥ 0, so ist

f (λ) = λn + �n−1 λ n−1 + … + �0 ≥ �0 > 0 .

Also sind alle Nullstellen negativ.

Sind alle λi < 0, so ist sk positiv für gerades k und negativ für ungerades k. Also ist

� j = (−1)n− j · sn− j > 0

für alle j. �

Um eine allgemeinere Aussage zu erhalten, definiert man zunächst für ein belie-
biges Polynom

g(t) := tm + �m− 1tm− 1 + … + �0 ∈ [t]

die Zahl Z(g) der Zeichenwechsel von g wie folgt: Man schreibt die Koeffizienten

1, �m− 1, �m− 2,…, �1, �0

auf und zählt von links beginnend ab, wie oft die Vorzeichen der � i wechseln.
Koeffizienten Null werden dabei einfach übergangen. Für den gleich folgenden
Beweis schreiben wir das noch etwas präziser auf. Es gibt eindeutig bestimmte
Indizes kρ mit

m > k1 > k2 > … > kr ≥ 0

derart, daß k1 (von oben beginnend) der erste Index mit �k1
< 0 ist, k2 der erste

darauf folgende mit �k2
> 0 usw. Schließlich findet bei �kr

der letzte Vorzeichen-
wechsel statt. Dann ist offensichtlich

> 0 für ρ gerade,
�kρ{ und r = Z (g) ≤ m = deg g .

< 0 für ρ ungerade,

Ohne Voraussetzung über die Gesamtzahl der reellen Nullstellen eines Poly-
noms f ∈ [t] kann man nun mit Hilfe der Vorzeichen der Koeffizienten eine
Abschätzung für die Zahlen

N+ (f ) := Anzahl der positiven Nullstellen von f und

N− (f ) := Anzahl der negativen Nullstellen von f

geben. Dabei sei wie oben f− ∈ [t] definiert durch  f− (t) := f (− t).
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Vorzeichenregel von DESCARTES. Für ein Polynom

f (t) = tn + �n− 1 tn− 1 +…+ �0 ∈ [t]

mit �0 ≠ 0 gilt

N+(f ) ≤ Z ( f) und N− ( f ) ≤ Z ( f−) .

Mit etwas zusätzlichem Aufwand kann man zeigen, daß die Differenz 

Z ( f ) − N+(f ) immer gerade ist.

Beweis. Da beim Übergang von f zu f− die Vorzeichen der Nullstellen umgekehrt
werden, genügt es, die erste Ungleichung zu zeigen. Dazu benutzen wir das

Lemma. Ist g(t) = tm + �m−1tm− 1 + … + �0 ∈ [t] mit �0 ≠ 0 und 0 < λ ∈ ,

so folgt
Z((t − λ) · g) ≥ Z (g) + 1.

Bei Multiplikation mit einem Linearfaktor mit positiver Nullstelle nehmen also
die Zeichenwechsel zu.

Sind λ1 …, λk mit k = N+(f ) die positiven reellen Nullstellen von f, so gibt es
eine Zerlegung

f (t) = (t− λ1) · … · (t − λk) · g (t)

mit g(t) ∈ [t]. Wegen Z (g) ≥ 0 folgt durch k-malige Anwendung des Lemmas

Z ( f ) ≥ Z (g) + k ≥ k = N+( f ) . �

Es bleibt der etwas knifflige Beweis des Lemmas. Für die Koeffizienten des Pro-
duktpolynoms

(t − λ) (tm + �m−1tm− 1 + … + �0) = t m+ 1 + γmtm + … + γ0

gilt:

γm = �m −1 −λ ,

γ j = � j −1 − λ� j , für  j = 1, …, m −1 ,

γ0 = − λ�0 .

Wir betrachten die oben angegebenen kritischen Indizes k1,…,kr. Ist ρ unge-
rade, so folgt

�kρ < 0,  �kρ + 1 ≥ 0,  also  γkρ + 1 = �kρ − λ�kρ + 1 < 0 .

Für gerade ρ ist

�kρ > 0,  �kρ + 1 ≤ 0,  also  γkρ + 1 = �kρ − λ�kρ + 1 > 0 .

Das bedeutet, daß �kρ und γkρ + 1 für ρ = 1,…, r dasselbe Vorzeichen haben.
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Wegen γ0 = −  � 0 haben γ0 und �0 entgegengesetzte Vorzeichen. Daher hat 
(t − λ) · g mindestens einen Vorzeichenwechsel mehr als g. �

Noch allgemeiner kann man mit Hilfe so genannter STURMscher Ketten die An-
zahl der Nullstellen abschätzen, die in einem vorgegebenen Intervall liegen (vgl.
dazu etwa [D], [St], [Wi]).

Aufgaben zu 1.3
1. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle Körper mit 3 bzw. 4 Elementen.

2. K und K′ seien zwei Körper und ϕ : K → K′ ein Ringhomomorphismus. Zei-
gen Sie, dass ϕ entweder injektiv oder der Nullhomomorphismus ist.

3. Ist R ein Ring, M eine beliebige nichtleere Menge und S = Abb (M; R) die
Menge aller Abbildungen von M nach R, so ist auf S durch

( f + g) (m) := f (m) + g (m), ( f · g) (m) := f (m) · g(m) ,

eine Addition und eine Multiplikation erklärt.

a) Zeigen Sie, dass S auf diese Weise zu einem Ring wird.

b) Ist S ein Körper, falls R ein Körper ist?

4.* Sei p ∈ n eine Primzahl und n ∈ n [ {0}. Zeigen Sie, dass es einen Kör-
per mit pn Elementen gibt.

5. Sei K′ ein Körper und K ein Unterkörper von K′.
Zeigen Sie: Sind f, g ∈K[t], q ∈ K′[t] mit f = qg, so folgt bereits q ∈K[t].

6. SeiKeinKörperund x0,…, xn, y0,… ,yn ∈K mit xi ≠ xj für alle i≠ j. Zeigen Sie, dass
es genau ein Polynom f ∈K[t] vom Grad < n gibt, so dass f (xi) = yi für i = 0, … , n.
Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Polynome gk ∈K[t] vom Grad < n mit

⎧1  für  i = k,
gk (xi) = ⎨

⎩0  für  i ≠ k.

7. Seien f, g ∈ C[t] Polynome mit μ (f, λ) < μ(g, λ) für alle λ ∈ C. Zeigen Sie,
dass dann f ein Teiler von g ist. Gilt diese Aussage auch in     [t]?

8. Sie K ein Körper und  
~

:   K[t]   ´ Abb (K, K),   f 4 f
~

, die Abbildung aus
1.3.5, die jedem Polynom f die zugehörige Abbildung f

~
zuordnet. Zeigen Sie, dass 

~

surjektiv, aber nicht injektiv ist, falls der Körper K endlich ist.

9. Analog zu 1.3.5 definiert man ein Polynom mit Koeffizienten über einem
Körper K in n Unbestimmten t1, … , tn als einen formalen Ausdruck der Gestalt

f(t1, … , tn) =       Σ ai1 … in · ti1
1 · … · tin

n ,
0< i1, … , in<k
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wobei k ∈n und ai1 … n∈K. K[t1, … , tn] bezeichne die Menge all solcher Poly-
nome. Wie für Polynome in einer Unbestimmten kann auch in K[t1, … , tn] eine
Addition und eine Multiplikation erklärt werden. Sind f, g ∈ K[t1, … , tn], so er-
folgt die Addition von f und g koeffizientenweise und die Multiplikation wieder
durch formales Ausmultiplizieren.

a) Finden Sie Formeln für die Addition und Multiplikation von Polynomen in 
K[t1, … , tn], und zeigen Sie, dass K[t1, … , tn] auf diese Weise zu einem null-
teilerfreien, kommutativen Ring wird.

Ein Polynom h ∈K[t1, … , tn] [ {0} heißt homogen (vom Grad d), falls

h =       Σ ai1 … in · ti1
1 · … · tin

n .
i1+ … + in = d

b) Für ein homogenes Polynom h ∈K[t1, … , tn] vom Grad d gilt:

h(λt1, … ,λtn) = λd · h(t1, … ,tn)  für alle λ ∈K.

c) Ist K unendlich und f ∈K(t1, … ,tn) [ {0}, so folgt aus

f(λt1, … ,λtn) = λd · f(t1, … ,tn)   für alle λ ∈K,

dass f homogen vom Grad d ist.

d) Ist h1 homogen von Grad d1 und h2 homogen vom Grad d2, so ist h1 · h2 ho-
mogen vom Grad d1 + d2.

10. Sei K ein Körper und K[t] der Polynomring in einer Unbestimmten.

a) Zeigen Sie, dass in der Menge K[t] × (K[t] \ {0}) durch

(g, h) ~ (g′,h′) ⇔ gh′ = g′h
eine Äquivalenzrelation gegeben ist.

K(t) sei die Menge der Äquivalenzklassen. Die zu (g,h) gehörige Äquivalenz-

klasse sei mit 
g
–
h

bezeichnet. Somit ist 
g
–
h

= 
g′
––
h′

⇔ gh′ = g′h.

b) Zeigen Sie, dass in K(t) die Verknüpfungen

g
–
h

+ 
g′
––
h′

:= –––
gh′ + hg′

––––
hh′

,  
g
–
h

· 
g′
––
h′

:= 
gg′
–––
hg′

,

wohl definiert sind (vgl. 1.2.7).

c) Zeigen Sie schließlich, dass K(t) mit diesen Verknüpfungen zu einem Körper
wird. Man nennt K(t) den Körper der rationalen Funktionen.

11. Was folgt aus der Vorzeichenregel von DESCARTES für das Polynom tn +1?

12. Man folgere die spezielle Vorzeichenregel aus der Vorzeichenregel von
DESCARTES.
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In diesem ganzen Abschnitt bezeichnet K einen Körper. Wer die vorhergehenden De­
finitionen übersprungen hat, kann sich zunächst mit dem äußem wichugen Spezialfall
K = R begnügen.

1.4.1. Bevor wir den allgemeinen Begriff des Vektorraums einführen, einige

Beispi ele. a) Das Standardbeispiel ist der Standardraum

K · = (x = (x l> . . . , x" ): x; EK I .

Mit Hilfe der Addit ion und Multiplikation in K erhält man zwei neue Verknüp­
fungen

durch

+ : K"x K" _K" ,
K x K" _ Kr ,

(X . y )t-+ X + Y .

(A. .I ) t-+ A · X .

(XI . . . • , xn) +( YI' . . • , Yn) := (xl + YI' ... • .(" + Yn) und

A · (x [ • . .. ,xn ) ;= (AXIo . •• • ,1..( . ) .

Zur vorübergehenden Unterscheidu ng sind die neuen Verknüpfungen mit +und
. bezeichnet. In K wird die Addi tion durch + und die Mulliplikation ohne Sym­
bol ausgedruckt. Man beachte, daß nur + eine Verknüpfung im Sinn von 1.2. 1
ist (solche Verknüpfungen nennt man manchmal auch innere im Gegen salz zur
äuß eren. ).

b ) In der Menge M{m x n ; K) der Matrizen mit m Zeilen. n Spalten und Ein­
trägen aus K kann man addieren und mit Skalaren multip lizieren:

Ist A = (aij) ' B = (b;j ) E M{m x n ; X ) und ,1. E K , so sind

A + B := {ajj + bij ) und A · A := (Aa'j ) E M(m x n ; K ) .

Bei der Addition werden also die Einträge an den entsprechenden Stellen addiert ,
bei Multiplikation mit Aalle Einträge gleich multipliziert. Bis auf die andere Art,
die Einträge aufzuschreiben, ist dieses Beispiel gleich Km.• aus a).
e) Im Körper C der komplexen Zahlen kann man mit reellen Zahlen multipl izie­
ren. das ergib t eine Abbildun g

R xC _C, (A, a + ib) Ho Aa + iAb .

d ) Im Polynomring K [r ] kann man neben Addition und Multiplikation von Po­
lynomen eine weitere Multiplikation

K x K[ r ] _ K (I ) . (A. f) Ho A' f,

mit Elementen aus K erklären durch

,1. . (a o + a ll + .. . + Cl"I" ) := Aao + {Aa l)1+ ... + (Ao. )r · •
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e) ISI M eine beliebige Menge und

V = U: M -+ K } = Abb(M ,K)

die Menge aller Abbildungen, so sind für J.g E V und ), E K

f +g e V und )..·f e V

1 Grundbegriffe

erklärt durch

(j + g )(x ):= f (x) + g (x) und (Ä· fHx ):= J..f(x) .

Offensichtlich erhält man im Spezia lfall M = {I•... , n, wieder das Standard­
beispiel a).

Als Extrakt aus diesen Beispielen führen wir nun den wichtigsten Begriff der
linearen Algebra ein (zur Entstehung vgt. [Koe], Kap. 1. §2):

Definition. Sei K ein Körpe r. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver­
knüpfung

+: V x V -+ V , ( u, w ) 1-+ V+w ,

(Addition genannt) und einer äußeren Verkn üpfung

. : KxV _V , {)... V)I-+A · II ,

(Multiplikation mit Skala ren oder skalare Multiplikation genannt) heißt
K -Vektorraum (ode r VeklOr raum über K ), wenn folgendes gilt:

VI V zusam men mit der Addit ion ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Ele­
ment heißt Nullvektor. es wird mit 0, und das Negative wird mit - 11 be­
zeichnet) .

V2 Die Multiplikation mit Skalaren muß in folgender Weise mit den anderen
Verknüpfungen vertraglic h sein:

().+ J.! ) , v = ). ' V + /'! ' II , ). , (v+w)=). ·v +). ·w ,

). ' {J.! · v) :: ( )./'!) - u , I · v = 11 ,

für alle "A , J.! E K und v, w E V .

Man beachte, daß. wie in Beispiel a) erläutert, die Verknü pfungen in K und V
vorübergehend verschiede n beze ichnet werden .

Durch Einsetzen der Definitionen und eleme ntarste Rechnungen sieht man,
daß in den obigen Beispielen a) bis e) die Vektorrau maxiome erfüll t sind. Dabei
ist in Beispiel a) der Nullvektor gegeben durch 0= (0, . . . , 0) und das Nega tive
durc h
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In Beispiel c) wird C zu einem R -Vektorraum.

Bemerkung. In einem K -Vektorraum V hat man diejolgenden weizeren Rechen ­
regeln:

a) O· v = O.

b) A·O""O.

c) A · v "" O => >.=O oder v = O.

d) (- I)·v = -v.

Beweis. a) ü -u = (0 + O) . v = 0 .v+O ·v.

b».·O= A . (O +O) = A·O + >'·0 .

c) Is t >. . v = O. aber A i- ü, so folgt

v = I v u = (>.- IA) 'V = A- 1'(A'V) = >.-1 · 0= O.

d) v+ (- I) ·v = l· v + (-I) ·v = (I -I) ·v = O· v = O. 0

Die Axiome und die darau s abge leiteten Regeln zeig en insbesondere, daß es
völlig ungeßhrlich ist, wenn man die Verknüpfungen in K und V gleich be­
zeichnet und auch den Nullve ktor°abmagert zu O. Das wollen wir ab sofort tun .
Was gemeint ist, wirdjeweils aus dem Zusammenhang klar werden.

IA.2. In Kapitel °halten wir homogene lineare Gleichungssysteme der Fonn
A . x = 0 mit reellen Koeffizienten betrachtet. Die Lösungen sind Teilmengen
W c IR", ihre präzi se Beschreibung ist unser Zie l. Schl üssel dafiir ist die Beob­
achtung, daß W von R" eine Veklorraumstruktur erbt. Allgemeiner ist die Frage,
wann das fUreine Teilmenge W C V eine s Vektorraumes der Fall ist.

Defini tion. Se i V ein K -Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heißt
Untervektorraum von V , falls folgendes gil t;

UVI W i- 0.

UV2 v ,w eW => v + w eW
(d.h. W ist abgeschlossen gegenüber der Addition).

UV3 vE W, >'e K=> >'ve W
(d.h. W ist abgeschlossen gegenUber der Multiplikation mit Skala ren).
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Beispi ele. 01 ) In V = IR2 betrachten wir die Teilmengen

IV, = {o{.

IV, = {(.~ I • .l , ) E 'J{': tl ) .t ) + (l2X2 = h } .

w, = {(XI• .l l ) E ß{!: x~ + ·( i::: l} ·
IV, = l(x l • .l l l E lR.2 : X l :: O•.t z ?: OJ •
W,; = {(X I•.l l ) E IR2 : Xl "x2 ?: ° I ·

I Grundbegriffe

Der Leser prü fe die Bedingungen UV2 und UV3 nach. Nur für WI und für W,

mit b = 0 sind beide erfüllt.

b) Ist A eine reelle 1/1 x n-M atrix, so ist die Lösungsmenge

W := [r E IR~ : A x = 01

des zugehö rigen homogenen linearen Gleichungssystems tvgl. 0.4.2) ein Unter­
vekto rraum des R" . Das rechne t man ganz leicht nach.

e) Im Vektorraum V = Ahb(lR. R ) (vgl. 1.4. 1. Beispiel e) hat man die Unter­
vekto rräume

IRI/ ld C HII) c V(R, IR) C C(R, IR) C Abb(IR, IR)

der Polynome vom Grad ::5 d , aller Polynome. der differenzierbaren Fun ktionen
und der stetigen Fu nktionen,

1.4.3. Aus den Eigenschaften UV2 und UV3 folgt. daß Addition und Multipli­
kation mit Skalaren von V auf W induziert werden.

Satz. Ein Untervektorraum W C V ist zusa mmen mit de r induz ierten Addition
und Multiplikatitm mir Skala reIl wieder eil! Vektorraum.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man sich in vielen Fällen (etwa Beispiel b) und
c) aus 1.4.2) den langweiligen Nachweis aller Vektorraumaxiome für W sparen ,
wenn man das ein für alle mal schon in einem größeren V getan haue .

Deli·eis. Die Eigensch aften V2 sowie Kommutativ- und Assozia tivgesetz der Ad­
dition gelten in W ,da sie in V gelte n. Ocr Nullvektor 0 liegt in W, da wegen UV I
ein u E W exist iert , woraus () = 0 . u E W mit UV3 folgt. Zu jedem u E W ist
wcgen UV3 auch - t! = (- I) · t! E W . 0
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Noch e ine kleine Pflichtübung zur Erzeugung neuer Untervektorra ume aus alten:

Lemma. Sei V ein vetaorroum: I eine beliebige Indexmenge. lind [ü r jedes
i € I sei ein Untervekto rraum W, gegeben. Dann ist der Du rchschnitt

W ,=nW, C V
;(/

....ieder ein Untervektorraum.

Beweis. Da 0 in allen W, enthalten ist, ist auch 0 € W , also W '# 0. Sind
v, w e W , so sind u, w in allen Wi enthalten. Da dann auch u + w in allen W,
enthalten ist, ist u + w in W enthalten. Ganz analog bewei st man, daß mit ). E K
und u E W auch Lu E W gilt. 0

Beispiel. Ist V = K [t ] der v ektorra um aller reellen Polynome. I = N und
Wd := R[t ld der Untervektorraum der Polynome vom Grad ::: d , so ist

n Wd = WO= R,".Vorsicht! Die Verein igung von Untervekto rräumen ist im allgemeinen ke in Un-
tervektorraum. Man mache sich das an Beispielen klar (etw a zwei Geraden im
R1). Es gilt soga r die

Bemerkung, Sind W, W' C V Untervektorräume derart, daß W U W' Unter­
vektorraum ist. so iSI W C W' ode r W' C W.

Beweis. Angenommen, es ist W ~ W ' , Dann ist W ' C W zu zeigen. Ist w' E W'
und w € W " W' , so sind w, w' € W U W', also auch w + w' E W U W'. w +w'
kann nich t Element von W' sein, denn sonst wäre w = w + w' - w' e W'. Also
ist w + w' € Wund auch w' = w+w' - w € W. 0

1.4.4. Eine Teilmenge eines v ektorraumes, die kein Untervektorraum ist, kann
man t u einem solchen abschließen. Wie das geht, wird nun besc hrie ben.

Wir betrachten eine noc h etwas allgemeinere Situation, nämlich einen
K -Vektorraum V und eine Fam ilie ( Vj)jEI von Vektoren Vj e V (vgl. 1.1.6). Ist
I = {I , . . . , r ], so hat man Vektoren VI , • • • , Vp Ein V E V heißt Linearkombi­
nat ion von VI , .. • , v" wenn es ). 1 , . • • , ).. E K gibt, so daß

V = ).IVI + · · .+)..v•.

Für allgemeines I definiert man

span K ( V;)i El

als die Menge all der u E V , die sich aus einer (von v abhängigen) endlichen
Teilfamilie von ( v jl ' EI linear komb inieren lasse n. Um das präzise aufschreiben
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zu können , benötigt man Doppe lindizes: Zu v E V muß es eine Zahl rEN
sowie Indizes i I••. . , i, E I und Skalare Al , .•• , A. geben. so daß

v = )'1 1'" + ... +,1,., 1'" ,
Man nennt spandV')i ~1 den von der Familie auf gespannt en (oder erzeug/en)
Raum. ISI I = Iol, so setzt man

span d u,)i ~" := {Ol .

Für eine end liche Familie (VI • • • • • v,) verwe ndet man oft die sugges livere No­
tation

K u, + ... + K u, := span ,,(1'1 , . .. , v.)

= [u € V : esgibt.l.
"

. . . , Ar E K mit v = ),, 1"1 + ... +A,V, J .

Falls klar ist, welcher Körper gemeint ist, schreibt man nur span statt span K.

Bemerkung. Sei V ein K -VeklOrraum und ( Vi )i ~ f eine Familie von Elementen
aus V. Dann gitt:

a) span(v, ) C V ist Untervektorraum.

b) Ist W C V Untervektorraum. und gilt Vi E W fü r alle i E I . so üt
span (Vi) C W.

Kvr; ausgedrückt: span (v,) isr der kleinste Untervektorraum von V . der alle v,
enthält.

Beweis. a) ist ganz klar, Sind alle V, in W enthalten. so sind auch alle endlichen
Linearkombinationen aus den Vi in W enthal ten. denn W ist Untervektorraum.
Daraus folgt b). 0

ISI u c: V eine Teilmenge. so ist entsprechend span ( M ) erklärt als die Men­
ge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M. und das ist der
kleinste Untervektorraum mit

u c: span (M) e V ,

Es mag auf den ersten Blick nicht recht einleuchten. warum man bei der Er­
zeugun g eines Uruervekrorraurnes allgemeiner von einer Fami lie von Vektoren
ausgeht. Das hat den Vorteil. daß es bei einer Familie (im Gegensatz zu ei­
ner Menge) sinnvoll ist. wenn man sagt ,,ein Vektor kommt mehrfach vor" . Ist
I = {I . " . • /11. so haben die Vektoren der Familie außerdem eine natürliche
Reihenfolge.

Belspiele. a ) Sei V = Rl. Sind Vj . V2 E Rl• so ist span(vd die Gerade durch
o und VI> wenn VI #: O. span (V I . V2) ist die Ebene durch 0, VI und V2. falls
V2; span ( VI ).
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b)lm K~ mit J = lJ.. . .. n j erklaren wir für f E l

e, := (0.. . . . O. I. 0. . . . . 0) .

wobe i die I an der t -ten Stell e sieht. Dann ist span (e i )jE! = K~ .

c) Ist V = KII] de r Polynomring. l = N und v~ = In. so ist

span(vn ) "~N = K[t ] .

d ) Betrach ten wir in Beispiel a) aus 1.4.2 die Wj mit j = 3. 4 . 5. so iSI
span ( Wj ) = R,2.

1.4.5. Ein Untervekto rraum kann von sehr vielen verschiedenen Familien er­
zeugt we rden . und das kan n mit untersch iedli cher Effizien z gesc hehen. Dazu
betr achten wir die Beispiele aus 1.4.4. Bei b) iSI die Situat ion opti mal. denn es
fo lgt für x = ( X l •. . .• xn) e K~ und

X = )>l f'1 + ... + A"f'~ . daß A\ = X j, . .. • A~ = X",

Die Linearkom bination ist also für je des x eindeutig bestimmt. entsprechen d in
c). In den Beispiel en aus d) hat man für jedes x E R2 jeweils unendlich viele
Möglichkei ten . es linear aus Element en von W j zu kombi nieren .

Die Eindeutigkeit iSI besonders einfach beim Nullvektor zu überprüfen. Bei
beliebi gen VI • ...• v, hat ma n die triviale Linearkombination

O=OVl + · · . + Ov, .

Gibl es eine ande re Lin earkombination des Nullvekt ors. so ist die Einde utigkeit
de r Darstell ung verletzt. Das motiviert die

Deünluon. Sei V ein K·Vek torraum. Eine endliche Familie (1' \ •. • • • v, ) von
Vek toren aus V heißt linear unabhängig. falls gi lt: Sind AI•.. ' . A, € K und ist

A\V\ + .. . +A, V,= O.

so folgt

AI = · · · = A,= O.

Anders ausgedrückt bedeu tet das. daß sich der Nu nvektor nur trivia l aus den
VI . ' . .• v, linear kombin iere n läßt.

Eine beliebige Familie ( Vi )j ~ ' von Vektoren aus V heißllinea r unabhängig.
falls jede endli che Teilfami lie linear unabhängig ist.

Die Famili e ( Vi )i~ 1 heißt linf'ar abhängig. falls sie nicht linear unabhängig ist.
d. h. falls es eine endliche Teilfamili e (Vi, • . . . • Vi, ) und A\• .. . . A, e K gibt. die
nicht alle gleich Null sind. so daß

Al l';, + ... + A, V;, = 0.
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Zur Bequemli chkeit sagt man meist anstau ..die Familie « (l I • . . . , u, ) von Vekto­
ren aus V istlinear tun-j abbängig' einfacher ,.die Vektoren VI • • ••• !J. E V sind
linear Iun-Iabhängig".

Es ist vorteilh aft, auch die leere Familie. die den Nullvektorraum aufspannt.
linear unabhängig zu nennen.

Die Definition der linearen Unabhä ngigkeit ist gru ndle gend für die ganze lineare
Algeb ra. aber man muß sich etwas daran gewöhnen. Was sie geo metrisc h bedeu­
tet, sieht man sehr gut an der Bedingung aus Aufgabe I zu 0.3 für zwe i Vektoren
im RR

•

In der Definition der linearen Unabhängigkeit spielt der Nullvektor scheinbar
eine besondere Rolle. Daß dem nicht so ist , zeigt das

Lemma. Für eine Familie (v;);"1 von VeklOren eines K -Vektorrallmes sind fol­
gende Bedingungen oquivatem:

i) (v,) ist linear unabhiing ig.

ii) Jeder Vektor v E span ( Vi ) läßt .~iclJ in eindeutiger Weise aus Vektoren der
Famili e ( Vi ) linear kombin ieren.

Beweis. ii) =? i) ist klar. denn bei einer linear abhängige n Familie hat der Null­
vektor verschiedene Darstellungen.
i) =? ii): Sei ein v E span «(I; ) auf zwei Alten linear kombiniert. also

v= L A;", = L J.t;v,. (...)
,0 1 ; EI

wobei in beiden Summen jeweils nur endlich vie le der Skalare Ai und lJ. i von
Null verschieden sind. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C I . so daß für
jedes Ai #; 0 ode r j.J.; #; 0 der Index in J enth alten ist. Aus (... ) folgt dann

L (Ai - j.J.;)v; = O.

,"
und wegen der vorausgese tzten linearen Unabhängigkei t folgt Ai = IJ. , für alle
i E J und somit auch für alle i E I . da ja die rest lichen Ai und IJ.; ohnehin Null
waren. Damit ist die Eindeutigkeit der Linearkombi nation bewiesen. 0
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Beispi ele. a) Im K" sind die Vektoren e l ,' " ,e" linear unabhängig.

bJ ISI A =(a, j) E M(m XII ; K ) eine Matrix in Zeilenstufenform (vgl. 004.3). so
sind die ersten r Zeilen v" .. . , 11, von A linear unabhängig. ISI nämlich

I c:.a "",, _

Ia",
A= o

so folgt aus ),.lVI + ...+ A,V, = 0 zunächst ),. Ia l j , = O. also A, = 0 wegen
a,j, '" O. Im zweiten Schritt folgt daraus analog A2 = 0 und weiter so
Al = = ),., = O. Analog zeigt man, daß die Spalten von A mit den Indi-
zes j" h j , linear unabhängig sind.

cl Im Polynomting K [I] ist die Familie (I")"" .. linear unabhängig.

wettere Beispiele finden sich in den Aufgaben 8 und 9. Noch ein paar weitere
Kleinigkeiten:

Bemerku ng. /11 jedem K -Vektorraum V gill :

a) Ein einziger Vektor v E V ist genau dann linear unabhängig. wenn v '" O.

b] Gehört der Nullvektor zu einer Familie, so iSIsie linear abhängig.

e) Kommt de r gleiche Vekto r in einer Familie mehrmals 1'0/; so ist sie linear
abhängig.

d) ISI r ::: 2, so sind d ie VeklOrl'll VI , . • • , Vr gcnau dann linear abhäng ig. wenn
eil/er da von Linea rkombination der anderen iSI.

Diese lee re Charakrerisieru ng ist plausibler als die Definition, aber formal nicht
so bequem zu handhaben.

Beweis. a) Ist u linear abhängig, so gibt es ein A E K ' mit AI' = 0, also iSI v = 0
nach Bemerkung cl in 104.1. Umgekehrt ist 0 linear abhängig. da 1 ·0 = O.

bl l ·O =O.

cj Gibr es 1,.i1 € / mit i , '" i 2aber Vi , =Vi,. so ist I · V i, + ( - I )v" == O.



84 I Grundbegriffe

d) Sind die Vektoren VI• • • • , v. linear abhängig, so gibt es ).,1, ••• , AT E K mit
AIVI + , . . +)., v, = Ound ein k E { I , . . . , ' 1mit Al ", 0. Dann ist

A[ Al~1 Al ...l Ar
V. = - -VI - •• . - --V" _ l - - - V.I+I - . . . - - v,.

Al Al I. 1.

Ist umgekehrt V.l = 11- 1VI +...+ JLt _ 1V.I_ I + lil+l VI + I + + 11-, v,. so ist

Jt lV j + .. .+ Ii.l _ l !!.l_ l + (- I)u. + ILl +l l!l + l + + Jl , V, = O. 0

Aufgaben zu 1.4

l. Welche der folgenden Mengen sind Unterve ktorraume der angegebene n vektorrau­
mt?

a) ! (Xl , X2, Xl l E Rl ; XI= .r2 = 2.qJc a l ,

b) /( Xt. X2)E R2; x r + x~ = O I C R2 .

c ) {(Jl+A ,)..2) E R2 : P.,). E R} C R2.

d) lt e Abb ( IR , K) ; f hl=j( -x) für alle xE RIC Abb (R, R).

e) I( Xt , X2, Xj) E IRl; XJ ~ xa] C Kl ,

o (A E M(", x 11 ; R) : A is t in Zeile nstufenform I c M (m x ,, ; R).

2. Se ien V und W zwei K-Vektorräume. Zeigen Sie. dass das dire kle Prod ukt V x W
du rch die Verknüp fungen

(u. w) + (v' . w' } ;:= (v + v' , w + w') , ,-. rv. w ) ::= ('-v . ,-w) ,

ebenfalls zu einem K·vektorraum wird.

3. lsl X e ine nicht1eere Menge , V ein K· Veklorraum und Abb(X. V ) die Menge alle r
Abb ildungen von X nach V. so ist auf Abb (X , V ) durch

(f + g)( x) := I(x) + g (x ). ('- ' f) (x ) := '-I (x) •

eine Additio n und e ine skalare Multiplikation erk lärt.
Ze igen Sie , dass Abb (X , V) mit diesen Verknüpfungen zu einem K .Vektorraum

wird.

4. Eine Abbi ldung f : R -... R heißt 21r ·paiodisch. falls I(x ):= f(x + 211") für alle
X E R.

a) Zeigen Sie. dass V = U E Abb(R. R) : I ist 211" ·period isch ] C Abb(R, R) ein
Unterve ktorra um ist.

b j Ze igen Sie. dass W = span rcos nx , sin mx )".,...,,, ein Untervektorraum von V ist
(Man nen nt W den Vektorraum de r IrigmtOmelriKhen Polynome.)
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{ I := { (X; )i E ~ : ~ IXi l < OO } CAbb (N . R) '

{ 2 ._ { (Xi )iEN; ~ IXi 1 2 < OO } CAbb (N ' R) '
l ._ lex, )iEN: (Xi )iE ~ konvergiert l C Abb (N, R) ,

{"" .- lex, )' EN: (x, )iENbescbrankr] C Abb (N, R) .
Zei gen Sie, das s e' C 12 c e c /"" c Abb( N, R) eine aufsteige nde Kette von Unter­
vektorräumen isl.

6, Kann eine abzahlbar unendliche Menge M eine R-Ve klorraumstruktur besitzen ?

7. Gib t es eine C· Vektorraumslruktur auf R, so dass die skalare Multiplikation
C x R ..... R eingesch ränkt auf R x R die übl iche Multiplikation reel ler Zahlen ist?

8. Sind die folgenden Vektoren linear unabhängig?

a) I.,fi, .[j im Q-Vektorraum R.

b j (1 ,2.3), (4. 5 , 6 ). (7. 8,9) im Rl .

c ) ( . ~ '). E N in Abb (R~ , R) .

d ) ( COS1IX , sin mX)•. mEN " (01 in Abb (R. R).

9. Für welche I E R sind die folgenden Vekt ore n aus W linear abhängig?

(1 . 3. 4) , 0 ,/,11) , (- 1,-4 , 0 ) .

10. Stellen Sie den Vektor w je weils als Linearko mbination der Vektoren ~ , V2. VJ dar :

a) w = (6. 2, 1), VI = (I , 0. 1). 1'2 = (7 , 3, I ) , V3 = (2 , 5 , 8 ).

b j w = (2. 1, I), VI = (1.5, 1), t'2 = (O,9, 1), v3 = (3. - 3. 1).
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1.5 Basis und Dimension
Nun muß die erste ernsthafte technische Schwierigkeit überwunden werden, um einem
Vektorraum eindeutig eine Zahl (genannt Dimension) als Maß für seine Größe zuordnen
1U können.

1.5.1. Zunächst die wicht igste

Detmtucn. Eine Familie ß = ( Vi), ~ 1 in einem Vektorraum V heißt Erzeugen­
densystem \'011 V . wenn

V = span (v,) .. ,.

d.h. wenn jedes v € V Linearkombination von endlich vielen Vi ist.
Eine Familie U = (v,) .. , in V heißt Basis \ '011 V , wenn sie ein linear un­

abhängiges Erzeugendensystem ist.
V heißt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem (d.h . eine

endliche Familie ß = (V I, ". , vn ) mit V = span (Vi ) gibt. Ist ß eine endliche
Basis. so nennt man die Zahl 11 die Uinge der Basis .

Helspiele. a ) Die Begriffe sind so erklärt, daß die leere Familie eine Basis des
Nullvektorraum es ist. Diese kleine Freude kann man ihr gönnen.

b ) K := k l •...• e. ) ist eine Basis des K· , sie heißt die kanonische Hasis oder
Standardbasis (vgl. Beispiel b) in 1.4.4).

e) Im Vektorraum M{m X II ; K ) hat man die Matrizen

0

0

Ei = 0 ... 0 I 0 ... 0

0

0

mit einer Eins in der i -ten Zeile und j -ten Spalte und sonst Nullen. Diese m x n ­
Matrizen bilden e ine Basis von M(m x n ; K ). Das ist wieder nur eine Variante
von Beispiel b).

d ) (1. i) ist eine Basis des R -Vektorra umes C .

e) ( I, t , 2, ... ) ist eine Basis unendlicher Länge des Polynomrings Ki l l.
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1.5.2. Das sieht alles recht einfach aus. bis auf eine zunächst spitzfindig erschei­
nende Frage: wenn man im K n neben der Standa rdbasis irgendeine andere Basis
findet. ist es gar nicht klar. daß sie die gleiche Länge hat. Im K" wäre das noch
zu verschmerzen. aber schon bei Untervektorr äumen W C K n gibt es keine
Standardbasis mehr. Es ist nicht einmal ohne weiteres klar. daß jedes solche W
endlich erze ugt ist (Korollar 3 in 1.5.5). Dahcr kann man es nicht umgehen. die
Längen verschiedener Basen zu vergleichen. Bevor wir das in Angriff nehmen .
noch einige oft benutzte Varianten der Definition einer Basis. Zur Vereinfachun g
der Bezeichnungen betrachten wir dabei nur endliche Fami lien.

Satz. Für eine Familie ß = (Vi •. . .• v. ) von Vektoren eines K ·Vektorfflllmes
V # (01 sindfolgende Bedingungen gleichwer tig:

i] B ist eine Basis. d.h. ein linear unabh-ängige s Erzeug endensystem.

i i ] B ist ein .unverkarrbares" Erzeugendensystem. d.h.

( 11 10 . ..• II, _I .II,+! • ...• v. )

ist fü r jedes r € {I•. . . . n I kein Erzeugendensystem mehr.

iii) Zu jedem 11 E V gibt es eindeut ig bes timm te Ä I • . . . • A. E K mit

V =ÄIVI+ ·· · + A.II••

d. h. ß ist ein Erzeugendensystem mit der msatrlichen Eindeutigkeit seigen­
schuft.

iv) B ist .u nverlangerbar" linear urwbhängig, d.h. B ist linear unabhängig, und
f ür jedes u E V wird die Familie ( Vi • • •• , V•• v ) linear abhängig .

Beweis. i) => ii). Gegebe n sei ein Erzeu genden system B. Ist ß verkürzbar. also
zur Verein fachung der Notation mit r = I

VI = Ä! U2 + .. . +Änll• • so folgt (-I ) VI + A2112+ .. . +Ä.II. = 0.

Also ist B linear abhängig.

ii) => iii). Sei wieder ß ein Erzeugendensystem . lst die Eindeu tigkeitseigenschaft
verletzt. so gibt es ein V € V mit

V = Al VI + ... + A.V. = I!I VI + . . . + I!.V• •

und o.B.d.A. Ä l # Jl I . Subtraktion der Linearkombi natio nen und Division
durch AI - /-!I ergibt

Jl2 - A2 Jl. - An
VI = - - - V2 + ...+ --- ' ..

Aj -/-!j AI -Jl I
also ist B verkürzbar.
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iii) '=> iv). Aus iii) folg t, daß B linear unabhängig ist. (Lemma in 1.4.5). Ist
vE V,so ist

V='\ lVI + ••• +)." lIn , also )" IV I+ •• • +).. t.'. + (- I)v= O,

d.h. (V I> . . . , 11. , v) ist linear abhängig.

IV) ==> i). Sei B unverlängerbar linear unabhängig . Für jedes v E V gibt es
Äl , .. • , Än, AE K mil

),.1 111 + ...+)". 11. +)..v = 0 .

Da Blinear unabhängig ist. muß Ä '#0 sein, also ist
Ä1 Ä.

v=-"iV1 - " ' -"i vn,
und es ist bewiesen , daß B ein Erze ugendensystem iSI. o

Der Beweis von IV) "'*' i ) erg ibt den

Zusa tz . Ist V nicht endlich erzeugt. so gibl es eine unendliche linear unabhän­
gige Familie.

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß es für belie biges n zu linear unabhängigen
Vektoren Vi, . • • • (In eine n weiteren Vek tor 11 gibt. so daß auch ( Vi • . . . , v., v)
linear unabhängig ist. Wäre (V I •• •• , 11. , v) für jedes v E V linear abhängig,
so wäre nach obigem Argument (v j, . .. • v~) ein Erzeugenden system . was der
Voraussetzu ng widersp richt. 0

1.5.3. Die Bedeutung des obigen Sa tzes erkennt man schon an seinem gar nicht
selbstvers tändlichen Koroll ar. dem

Basisau swahlsatz. Ausjedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorraumes
kann man eine Basis auswählen. Insbesondere hat jeder endlicherzeugte Vektor­
raum eine endliche Basis.

Beweis. Von dem gegeben en Erzeu gendensystem nehme man so lange einzelne
Vektore n weg. bis es unverkürzbar geworden ist. Da am Anfan g nur endlich viele
da waren . führt das Verfahren zum Zie l. 0

Allgemeiner gilt das

Theorem. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Der Beweis ist wesentl ich schwieriger. wen n es kein endliches Erzeugendeasy­
stern gibt, weil man möglicherweise unendlich viele Vektoren weglassen muß.
bis die Unverk ürzbarkeir erreicht ist. Ein Beweis des Theorems erfordert Hilfs­
mittel aus der Mengenlehre , etw a das ZORNsche lemma. Darauf gehen wir hier
nicht ein (vgl. etwa [B I], p.26 1).
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Im Falle nicht endlich erzeug ter Vektorräu me sind Basen im hier definie rten
Sinn von geringe r Bedeutung. Hier ist es für die Anwe ndunge n in der Analysis
wich tiger. konvergent e une ndliche Linear kombi natio nen zu untersuchen. Damit
beschäftigt sich die Funktionalanalysis (vgl. etwa IM- V]).

1.5.4. Um die Längen versc hiedener Basen zu vergleichen. muß man sysrema­
tisch Vek toren austauschen. Dieses Verfahren entwickelte E. STEINITZ im Jahre
1910 bei einem ähnlichen Problem in der The orie der Körpe rerweiterungen. Ein
einzelner Schrit t des Verfahre ns wird geregelt durc h das

Austa uschlemma. Gegeben sei ein K-VeklOrraum V mit der Basis

ß =(Vh ' " . v,) und W=AI VI + ... +A,v, E V .

ist k E {I•. . . • r} mit A. ,*0. so ist

ß' := ( Vb ... • Vk _ h W . Vk+ h ' " • Vr )

....ieder eine Basis ~'on V. Man kann also V. gegen ui austauschen.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise können wir annehmen. daß Ir. = I
ist (du rch Umnumerierung kann man das erre ichen). Es ist also zu zeigen. daß
B' = (w . Vz• . .. • vr) eine Basis von V ist. Ist v E V . so ist

V =J,t IVI + ... + J.(,v,

mitJ,t h ' " . J.( , E K . Wegen Al :;i: Oist

I Al AT
VI = - W - - tI2- ... - -v, also

Al AI AI

v = ~Il W + ( J.( l _ J.(;~2 ) v2+...+ ( J,t r _ J.(;~T ) Vr •

womit gezeigt iSI. daß B' ein Erzeugendensystem ist.
Zum Nac hweis de r linearen Unabhängigkeit von B' sei

J,t W + J,t ZVz + ... + J.( , v, = O.

wobei J.( . J.( l • . . . • J.( r E K. Setzt man W = AlVI + ... + A, Vr ein. so ergibt sich

J.(AIVI + (tlAz + J.(2)VZ+ .. .+ (J,t Ar + J.(r )v , = O.

also J.( AI = J.( A2 + J.(2 = .. . = J.(Ar + J.( , = O. da ß linear unabh ängig war.
Wegen AI # 0 folgt J.( = 0 und damit J,t2 = ... = J.( , =O. 0

Durch Iteratio n erhä lt man den
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Ausla uschsatz. lll einem K-VeklOrraum V seien eine Basis
8 = ( lI h • . . , 1I, )

lind eine linear unobh öngige Familie (W l . " " w~) gegebe n. Dann ;SI II ~ r ,
und es gibt tndizes t I . . • • , i~ E {I.. . . , r I derart. daß ma n Iwch Austausch VUII
lIi, gegen W l •. . . • Vi, gegen w. wieder eine Basis von V erlräll. Numeriert man
so um, daß i I = I, .. . , in = 11 ist. so bedeutet das. daß

ß' = (w , • ...• W., 11.+1 • . . . , 11, )

eine Basis 1'011 V ist.

Vor sicht ! Die Ungle ichung 11 ~ r wird nicht vorausgese tzt. sondern gefolgert.

Beweis durch Ind uktion nach JI. Fiir 11 = 0 ist nichts zu bewe isen . Sei also
Jl ;:: L und sei der Satz sc hon für 11 - I bewiesen (Induktionsannahme ).

Da auch { Wl • . • • , W w_ l } linear unabhängig ist, ergibt die Induktionsannahme,
daß (bei gee igneter Numerierung) ( W I • . . . , W" ~ I , Vn, .. . ,vr) eine Basis von V
ist. Da nach Induklionsannahme n -e l :: r gilt, muß zum Nachweis von n :: r nur
noc h der Fall 11 - I "" r ausgesc hlossen werd en. Dann wäre aber (w., . . . , w. _r)
sc hon eine Basis von V , was Aussage iv) aus Satz 1.5.2 widerspricht. Wir sc hrei-

"'" W. "" AIWr + ...+ A .~ I Wn_ l + A. v. + ...+ Arvr

mit AI, •• . , Ar E K . Wäre An "" • . . "" Ar = 0, so hätte man einen Widerspruch
zur linearen Una bhäng igkeit von W h' " • W n . Bei erneu te r gee igneter Nume ­
rierun g können wir also A. t: 0 anne hmen, und wie wir im Au stau schl em ma
gese hen haben . läßt sich daher v. gege n W . aus tauschen. Also ist s- eine Basis
vonV . 0

1.5.5. Nach Überw indung dieser kleinen technischen Schwierigkei ten läuft die
Th eorie wieder wie von sel bst. Wir noti eren die wichtig sten Folgerunge n.

Korollar 1. Hat ehr K · Vekt orraum V eine endliche Basis. so ist jede Basis ~'UI1

v endlich.
Beweis. Sei (vr, . .. , vr) eine end liche Basis und ( Wi )iEI eine beliebige Basis
VOll V. Wäre I unen dlich, so gä be es i J, . . . , ir H E I derart , daß w" , . . . , Wi, . ,

linear unabh ängig wären. Das widerspricht abe r dem Austau schsatz . 0

Korolla r 2, Je zwei endliche Basen eines K · vektorraumes habe n gleiche Länge.
Beweis. Si nd (VI... . , vr) und ( Wl " " , w. ) zwei Basen, so kann ma n den Aus­
tauschsat z zwe imal anwe nde n, was k :: rund r :: k , also r "" k ergibt. 0

Mit Hilfe dieser Ergebnisse könn en wir nun in sinnvoller Weise die Dimen sion
eines Vektorraumes erklären.
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Deflnhlon. Ist V ein K -v ektorraum. so definieren wir

I00 , falls V keine endliche Basis besitzt.
dimKV: =

r . falls V eine Basis der Länge r besitzt.

dim/;; V heißt die Dimension von V über K . Falls klar ist. welcher Körper ge­
meint ist, schreibt man auch dim V.

Korollar 3, IMW C V Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraumes
V. so ist auch W endlich erzeugt. lind es gilt dimW ~ dimV.

Aus dimW = dimV folg t W = V.

Beweis. Wäre W nicht endlich erzeugt. so gäbe es nach dem Zusatz aus 1.5.2
eine unendliche linear unabhängige Familie. was dem Austauschsatz wider­
spricht. Also hat W eine endliche Basis. und wieder nach dem Auslauschsatz
ist ihre Länge höchstens gleich dirnV.

Sein = dimW = dimV und WI •• . . , W n Basis von W. lst W t- V , so gibt es
ein lJ E V -, W und W I • . . • • W • • u sind linear unabhängig im Widerspruch zum
Austauschsatz. 0

In 1.5.3 hatten wir gesehen, daß man aus einem endlichen Erzeugendensystem
eine Basts auswählen kann. Manchmal ist die Konstruktion ,.aus der anderen
Richtung" wichtig:

Bastserg änzungssatz. /JI einemendlicherzeugten Vekturraum V seien linear 1111'

abhängige Vektoren WI ••• . • Wn gegeben. Dann kann man WHI , ••• • w, fi nden.
so daß

eine Ba sis \'011 V i.it.

Beweis. Sei (lJ I. . . . , lJ.. ) ein Erzeugendensystem. Nach 1.5.3 kann man daraus
eine Basis auswählen, etwa (VI, • . . , v, ) mit r ~ m . Nun wendet man den Aus­
tauschsatz an und sieht, daß bei geeigneter Numerierung durch

die gesuchte Ergänzung gefunden ist. o

Beisp iele. a) dimK" = n, denn K Rhat die kanonische Basis (e i • . . . , e.) . Nach
Korollar 2 hat auch jede andere Basis von K Rdie Länge 11, was gar nicht selbst­
verständlich ist.

b) Geraden (bzw. Ebenen) durch den Nullpunkt des IR" sind Untervektorräume
der Dimension I (bzw. 2).
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e) Filr den Polynomring gilt dimKK [tJ = 00.

d ) dim RC = 2 denn 1 und i bilden eine Basis. Dagegen ist dim cC = I .

e) diI11qR = 00 (vg l. Aufgabe 4).

1.5.6. Bei der Definition eines Vekto rraumes in 1.4.1 hatten wir einen Körpe r K
zugrundegelegt. Zur Formulierung der Axiome genügt ein kommutativer Ring R
mit Einselement. man spricht dann von einem Modul über R. Die Begri ffe wie
Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Unabh ängigkeit kann man
in dieser allge meineren Situation analog erkläre n.

In den vorangega ngenen Beweisen wird immer wieder durch Skalare dividiert,
was einen Skalarenkörpe r vorausse tzt. Über einem Ring ist von den erhaltenen
Aussagen über Basis und Dimension wenig zu reue n. Daher beschränken wir
uns auf zwei Aufgaben (8 und 9), die als Warnung vor diesen Gefahren dienen
sollen.

1.5.7. Im Basisauswahlsatz 1.5.3 hatten wir bewiesen. daß man aus jedem end­
lichen Erzeugendensystem eine Basis auswählen kann. Für die Praxis ist das
v erfahren des Weglasse ns (und die Kontrolle. ob ein Erze ugendensystem übrig
bleibt) nich t gut geeign et. Weitaus einfacher ist es. aus einem Erzeugendeasy­
stern eine Basis linear zu kombinieren. Wir behandeln hier den Spez ialfall eines
Untervektorraumes W C K"; in 2.4.2 werden wir sehen. daß sich der allgemeine
Fall darauf zurückführen läß t.

Se ien also 0 1, . . . • Om e K n gegeben. und sei W = span ( 0 1, .. . • om )' Sind
die Vektoren 0; Zeilen. so ergeben sie untere inande rgeschriebe n eine Matrix

(

a"

a:,
a,. )

: e M (m x n; K ),

ao •

d.h. es ist e, = e., .... , o,n)'

Beispiel. Aus der kanonischen Basis (e I> . • • • en ) von K" erhält man die Matrix

E. ,'_- ( 0' 0, ) E M (n x n; K ) .

man nen nt sie die n-reihige Einheitsmatrix. Dieser Name ist durch ihre Wirkung
bei der Matrizen multiplikation erklärt (vgl. 2.5.4). Die Einträge von
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E; = (5;j) sind die sogenannten KRONECKER.Symboie

8; j := ( 0 f~r ~ '" ~'
I fur I = J.

93

Nun kommen wir zurück auf die schon in Kapitel 0 benutzten Zeile numformun­
gen. Anstalt der reellen Zahlen stehen Einträge aus einem beliebigen Körper K ,
und wir betrachten vier verschiedene Arten von eleme ntaren Zei/enumfonnun­
gen:
I Multiplikation der i- ten Zeile mit ), E K ' :

A ~ ( a, ) ~ ( 'a, ) ~ A, .

11 Addition der j-ten Zeile zur i -ten Zeile:

111 Addition der x-rechen j-ten Zeile zur i -ten Zeile (). E K ') :

A ~ ( J: ) ~ ( a,:,'",)~ A",

IV Vertauschen der I-ren Zeile mit der j-ten Ze ile:

A ~u)~(;:)~ A"

Dabei bezeichnen jeweils a l , . . . , amdie Zeilen von A , es ist stets i t- j voraus­
gesetzt, und an den mit Punkten markierten Zeilen ändert sich nichts.

Die Typen III und IV entsprechen I) und 2) aus 0.4.6. Die Typen I und 11 sind
noch elementarer, denn man kann 111 und IV daraus durch Kombination erha lten,
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Zum Verständnis der Wirkung von Zeilenumfonnungen hilft ein weitere r Be­
griff:

Definitio n. Ist A € M(m x n ; K ) mit Zeilen 0 1•. . . , 0 .. , so heißt

ZR (A ) := span (al , ... , a.. ) c K"

der Zeilen raum von A.

Lemma. Ist Balls A durch elementare Zeilenumform ungen entstanden, so ist
ZR( B ) = ZR(A).

Be....eis . Nac h der obigen Bemerkung genügt es, die Typen I und 11 zu bet rachten.
Ist B = AI und u E ZR(A) , so ist

",V = . .. + /li O, + .. . = , . . + T ().,O;) +... ,
also auch v E ZR(B). Analog folgt u E ZR(A) aus v E ZR( B).

Ist B = Au und v E ZR(A) , so ist

v = .. . + jl ,O ; + " .+ Jl jO j +". = " . + J./,; (o; + Oj ) + ...+ (J.tj - /l ,laj + ... .
also v E Z R(B ) und analog umgekehrt . 0

Wie in 0.4.7 beweist man den

Sa lz. Jede Matrix A E M(m x n ; K ) kann man durch etementare Zei/enumfor­
mungen auf Zeilens tufenform bringen. 0

Damit ist das zu Beginn dieses Abschnitts fonnulierte Problem gelös t: HaI man
aus den gegebenen Vektoren UI , .. . , U", die Matrix A aufges tellt und diese zu
B in Zeilenstufenform umgeformt . so sind die von Null verschiedenen Zeilen
b l , • •• • b, von B eine Basis von W = ZR(A ) = ZR(B ), denn bl , . . . . b, sind
nach Beispiel b) in 1.4.5 linear unabhängig.
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Beispiel. Im R' seien die Vektoren

a, = (0, 0. 0, 2. - 1) .
a, = (0, I. - 2. I. 0) .
a, = (0,- 1. 2.1.- 1) .
a, = (0, 0.0, 1. 2)

gegeben. Dann verläuft die Rechnun g wie folge

95

~!_"­
0 0 0 : 1 2
o 0 0 12 - 1

0 0 0 : 2 - 1

000
o 1 -2
0 -1 2

0 0 0

Ol l - 2

000- 0 0 0
000

2 - 1

1 0
1 - 1

1 2

1 0
I 2 - 1,
I 2 -1

: I 2

0 1 1 - 2

0
1

0 0- ,
0 1-1 2

0
1

0 0,

1 0
2 - 1
1 - 1

1 2

= B .~
1 -2 1 0

o 0 0 I 2- -o 0 0 0 1- 5,
o 0 0 0 1- 5

Also ist eine Basis von W = span (a l> a 2, a J, a4) gegeben durch

bl = (0, 1.-2. 1. 0),
bz = (0,0.0.1 ,2) .
b) = (0,0,0.0.-5) .

1.5.8. Ob man Vektore n als Zeilen oder Spal ten schreibt ist willkür lich. aber der
Übergang von der einen zur anderen Konvention wirft Fragen auf. Macht man
in einer Matrix Zeilen zu Spalten. so werde n Spalten zu Zeilen; man nennt das
Transposition :Zu

A = (a;; ) € M(m x n ; K ) ist 'A = (a:j ) E M(n x m; K ) mit a;j := aj i '
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'A heißt die Transponierte von A. Zum Beispiel ist für m = 2 und n = 3

( ~ ~ :) ~un
Eine quadratische Matrix wird dabe i an der Diagonale gespiegelt. Abstrakt ge­
sehen ist die Transposition eine bijektive Abbildung

M (m x n ; K ) --l' M (n x m; K ) , A _ 'A,

und es gelten die folgenden Rechenregeln.

I) '( A+ Bl='A+' B.

2) ' ().. Al =),. . 'A,

3) ' ('Al = A .

Nun kann man ganz analog zu 1.5.7 für eine Matrix A elementare Spalten­
umfonnungen, Spaltenraum SR(A) , Spaltenstufenform etc. erklären, was durch
Transposition auf die entsprechenden Begriffe für Zeilen zurückgeführt werden
kann. Das sind einfache Spielereien. aber ein ernsthaftes Problem wird deutlich
durch die folgende

Definition. Für eine Matrix A E M(m x n; K ) sei

Zei lenrang A := dim ZR (A) und
Spa ltenrang A := dim SR(A) .

Man beachte dabei, daß Zeilen- und Spaltenraum in verschiedenen Vektorräu­

men liegen:

ZR(A) C K W und SR(A) C K '" .

Zum Beispiel für A = E. ist ZR( En ) = SR(Ew) = K· , also

Zeilenrang E; = " = Spa ltenrang E• .

Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme ben ötigt man die etwas überra ­
schende Tatsache, daß diese beiden Zahlen für jede Matrix gleich sind. In 2.6.6
steht genügend viel Theorie für einen indexfreien Beweis zur Verfügung, in Ka­
pitel 6 wird der abstrakte Hintergru nd beleuchtet. Der Schlüssel für einen direk­
ten Beweis mit den Hilfsmitteln dieses Kapitels ist das

Lemme.fe der Matrix A E M(m x rr; K ) sei die letzte Zeile ilnearkombination
der vorhergehenden. A E M(m - I x n: K ) eil/stehe aus A durch weglasse" der
letz/eil Zeile. Dan" ist

Spaltenra ng A = Spaltenrang A .
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(.)

Beweis. Wir bezeichnen die Zeilen von A mit a l , .. .• a m und die Spalt en mit
a 1

• • • • • a" (man beachte. daß der obere Index keine Potenz bedeuten soll). Nach
Voraussetzung gib t es nj •. . . • J.'-m ~ l € K mit

a.. = J.'-Ial + ... + J.'-.. ~l a.. _ I'

Das bedeutet. daß alle Spalten von A enthalten sind im Untervektorraum

W = ( x" . . . •x.. ) € K"' : x.. = J.'- IXI + ... + J.'-.. _ Ix", ~ tl .

also ist SR(A) C W . Nun betrachten wir die .Proje knc rr'

11" : W -+ K .. - I , X = (x" . . . • x.. ) 1-+ x = (xl< ...• Xm _I ) ...-, Ir
""

..

"' I,
• J., •.. . . .l'~ ~l

"' r ~

" Bild 1.7

Nach Definition von A gill SR (::4) = 11" (SR(A». zu zeigen ist dimSR(A) =
dimSR(A).

Nach 1.5.3 können wir annehmen. daß (a l• .. . •a') für ein r mit 0 ~ r ~ 11

eine Basis von SR(A) ist. Offen sichtlich ist ,,1, ....a'" ein Erzeugendensystem
von SR(A ). Ist

)'la l + .. . + A,a'" = O.

so folgt dara us für die »r-ten Komponenten von a I •... , a'
", - I ", _I

),. I a~+ ... +),.ra: = ),.I LJ.'-iail+ . . . +),., LJ.'-ia~
i_I i_ I

" "
= J.'- l L ),. ja: + . . . + J.'- ", ~ l L Aja~_ 1

j K I j K I

= J.'- I·O + ... +J.'-" _I · O= O,
also folgt aus (e ). daß ),. Ia l + ... + ),.,a' = 0 und somit AI = . .. = A, = O.
Daher ist a l •• •. , ä' eine Basis von SR(A).

Selbstverständlich bleib t der Zeilenraum ganz unverändert . Das folgt etwa aus
dem Lem ma in 1.5.1. 0

Der Rest des Beweises für die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist
Aufgabe 13.
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Aufgaben zu 1.5

I Grundbegriffe

für alle x. ~ k ,

fürx. :::: k.

I . Gegeben seien im 1R.5 die V('ktoren VI = (4. I. I. O. - 2), t'2 (0. 1,4, - I. 2),
V3 = (4. 3. 9.-2.2), v~ = (1, 1.1.1. 1), VS = (0. - 2. -8.2. - 4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V = span (l') •. .. • vsJ.

bj Wählen Sie alle möglichen Basen von V aus den Vektoren tl • • •. , Vs aus, und kom -
binieren Sie jeweils VI • • •• , 115 daraus linear.

2. Geben Sie rur folgende Vek!orräum e je weils eine Basis an:

a) ! <XI, -l"2,XJ ) E R J : "-1 = xl l .

b ) {<XJ, X2.XJ, X4 ) E IR4 : XI + 3xl + 2x4 = O. 2A', + x2+ xJ=OI.
c) span (,!, , 2 + 1, (2 + 1, , 2+ / + 1. ,7 + /S) C R[r].

d) 11 E Abb (R. R) : f {x) = 0 bis auf e ndlich vie le x E Rl.

3. Für d e N sei
Ki l l . . . . , 'nhdl := l F E K Il l . . . . , I. ) : F ist homo gen vom Grad d oder F = 0)

tvgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Beweisen Sie. dass K Ilb ... . I. lldl C KIl l , . .. , /. 1ein Unter­
vektorraum iSI und bestimmen Sie dirnK lll • . .. • Iwh d )'

4. Zeigen Sie. das s C end lich erzeu gt über R ist . aber R nich t endli ch erzeu gt über Q.

S. Ist (Vi ),. 1 eilte Basis des Vektorraumes V und (Wj)JE} e ine Basi s des Vektorr aumes
W, so ist « v" O»' .1 U ( 0. W j») j E/ eine Basis von V x W (vgl. Aufgabe 2 zu 1.4).
Insbesondere gilt

dirnV x W = dirnV + dim W ,
falls dim V , dimW « 00.

6. Se i V ein reeller Vektorraum und a,b. <:,d,t E V . Zei gen Sie, dass die folge nden
Vektoren linear abhängig sind:

vl = a +b + <:. v2=2<J+ 2h+2c - d , vl=a-b-t ,

t·4=5a + 6b-c+ d +e . vs=a - <:+3t . lI(,=a+ b+d + e.

7. Für einen endlichdime nsionalen Vektorraum V definieren wir

h( V ):= sup ]» E N: es gibl eine Kelle Vo C VI C . .. C Vw_ 1 C V.

von Untervektorr äumen V; C VI .

Zeigen Sieh( V) = dirn V.

8. Sei R = C( R. R) der Ring der stetigen Funktion en und
W := lf E R : es gib t ein p E R rnil ! (x ) = O fUr x ~ C} C R .

Für k E N delinieren wir die Punktion

!*(x.) := J 01k - x.
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a) W = ' pan R(f' )' E"

bj W isl über R nicht e nd lich erzeugt (aber R ist Ober R endl ich erze ugt).

c] ISI die Familie (fi lJe ' linear abhängig Ober R?

9. Zeige n Sie Z = 2Z + ) Z und folgern Sie daraus, dass es in Z unverkürabarc
Erzeuge ndensysteme verschi edener Längen gibt.

10. Wie vie le Elemente hat ein endlichdirnensiunaler Vek lorraum Ober einem end lichen
Körper?

11.' a) Isl K ein Körper mil char K = p > O. so enthält K einen zu Z/pZ isomorpllen
Körper und kann somit als Z/pZ-ve ktorra um aufgefasst werden.

b) Zeigen Sie : [sI K ein e ndlic her Körper mit char K = p. so haI K genau ,rElemente,
wobei 11 = dimz/I'z K.

12. Ze igen Sie : Zei lenrang = Spaltenra ng für Matrizen mit sehr kleiner Zei lenzahl (etwa
m = I, 2) und beliebig großer Spa[tenzahl ll.

13. Polge rn Sie aus Lemma [ ,5.8. da" für eine Matri x A E M{m XII : K )

a) Zci lenrang A :=;; Spalte nrang A .

b) Zcilenrang A <=. Spaltenrang A.

und somit insgesamt Zcilenrang A = Spaltenrang A gil!.
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1.6 Summen von Vektorräumen*
Für die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren l'I . . .. , v, hallen wir in 1.4.4
auch die Schreibweise

K VI + . • . + Kv ,

angegeben. Das soll andeuten. daß <.lies die Menge der Summen von Vektoren aUS den
für Vj '" 0 eindimensionalen Räumen K ll j ist. Wir betrachten nun den Fall. daß die
Summan<.lcn aUSbeliebigen Untervektorräumen stammen, das wird in Kapitel 4 nützlich
sein. Einem eiligen Leser raten wir. dies zunächstzu überblauem .

1,6,1, Ausgangspun kt ist die folge nde

Defini tion, Gegeben sei ein K -Vektorraurn V mit Untervektorräumen

WI" . . , W, C V , Dann heißt

WI + . .. +W, := IvE V : esgiht llj E Wjmit ll = v l + ...+v, j

die Summe von WI. . . , , W, .

Ohne Sc hwierig keit beweist man die

Bemerkung. Für die oben definierte Summe gilt :

a) WI + ... + W, C V ist ein Untervektorraum.

b) W I + ... + W, = span ( WI U .. . U W, ).

c} <.lim( W1+ . .. +W,) :;: dimW1+ ... + dim W,. 0

Nun ist die Frage naheliegend , wie unscharf die letzte Ungleichu ng ist. Im Fall
r = 2 ist das einfach zu beantworten:

Dimensionsformel für Summen. Für endlichdimensionale Untervektorraume
W[. W2 C V gi/I

dim( WI + W1l = d im WI + dimWl - dim( W1n W1l .

Reweis. Wir beg innen mit einer Basis (VI• .. . , vm ) von WI n W2 und ergänzen

sie ents prechend 1.5.5 zu Basen

(VI, ... Vm , W•. . . . • w.l von W 1 und (V I> " " Vm • w;, .... w;l von W 2 •

Die Behauptung ist bewiesen , wenn wir gezeigt haben , daß

B := (v[, . . . • Vm, WI • . . .• Wb w;.... ,w;)
eine Basis von W1 + W2 ist. Da ß W1 + W2 von B erzeugt wird ist klar. Zum
Beweis der linearen Unabhängigkeit se i

''I v)+ ... + AmVm+ Ji I W I + ...+ Ji.Wk + Ji ;W; + ...+ IJ. ;W; = o. (*)
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Setzen wir
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v;= .l'lVI + ...+ .1.... v.. + p.lW I + ...+ p..W• •

so ist V E Wl und -t/ = ,'1.'1w; + ... + p.;w; E W2, also v E Wl (l W2• Also ist

v = .1.. '1 VI + .•. +A~v..

mit .1.. '1' . •• , .I..:" E K . und wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen
folgt insbesondere ,'1.1 = = p.~ = O.Setzt man das in (*) ein, so folgt auch

Al = = .1.... = ,'1. ; = ...= J.t;= O. 0

1.6.2. Der Korrekturtenn in der Dimensionsfonnel wird durch die Dimension
des Durchschnitts verursacht. Diesen Mangel einer SummendarsteIlung kann
man auch anders charakterisieren.

Lemma. Ist V = W I + Wz• so sindfolgende Bedingungen äquivalent:

i) W. n W2 = 101 .

ii) jedes v E V ist eindeutig darstellbar als v = Wl + W 2 mit WI E W [,
W 2 E W 2·

Hi) Zwei von Null verschiedene Vektoren WI E W I und W 2 E W2 sind linear
unabhangig.

Beweis. i) => H): ISI v = Wl + W 2 = Wl + W 2, so folgt

U'I -WI = W2- W2 E W. (l W2·

H)=> iii ): Sind W • • W 2 linear abhängig, so erhält man verschiedene Darstellungen
des Nunvektors.

HO => i): Ist 0 # v E Wl n W2, so erhält man einen Widerspruch zu ii i ) durch

Iv + (- \) v = O. 0

Da Bedingung i ) am kürzesten aufzuschreiben ist. die folgende

Defin ition. Ein Vektorraum V heißt direkte Summe von zwei Untervektorräumen
WI und W2, in Zeichen

V = WI «; W2• wenn V = Wl + W2 und Wl n W2 = lOI .

1.6.3. Im endlichdimensionalen Fall hat man einfacher nachzuprüfende Bedin­
gungen für die Direktheit einer Summe.
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V = W E;B W' ,

Satz.. 1st V endlichdimensional mit Untervekiorraumen W , undW:b so sindfol­
gende BedingWlgen gleichwertig:

i) V= W, $ W2>

ii) Es gibt Basen (Wb •• "W.t) VOll W1 und (w;, . . . ,w:J VOll W2, so daß
(WI •... ,Wk'W;"" , w;) eine Basis von V ist.

Beweis. i) :0> ii) :0} iii) folgt aus der Dimensionsformel (einschließlich Beweis)
in 1.6.1 im Spezialfall W, n W2 = {O}.

iii) '* i) : Nach der Dimensionsfonnel ist dim (WL n W2 ) = 0, also

W1 n W2 = {O}. 0

Daraus folgt sofon die Existenz von.,direkten Summanden" :

Koro llar.lst V endl ichdimensional und W C V Untervektorraum; so gibt es da­
zu einen (im allgemeinen 1Ik ht eindeutig bestimmten) Uruervea orraum
W' c V, so daß

W ' heißt direkter Summand von V zu W .

Beweis. Man nehme eine Basis (VI>"" Um) von W. ergänze sie nach 1.5.4 zu
einer Basis (v,•. . . , Um , Vm +J, " " v..) von V und definiere

W' := span (Vm+I1 .. ' ,v..). o

1.6.4. In Kapilel 4 werden wir direkte Summen von mehreren Unterräumen an­
treffen. Zur Vorsorge dafür die

Definition. Ein vektorrau m Y heißt direkte Summe von Untervektorrä umen
Wh . . . ' Wh in Zeichen

Y ""W\ ffi . . . ffi W..,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

DSI Y"" W\ + ... + W...

DS2 Sind W \ E Wh .. . ' W .. E W.. gegebe n mit w, + .. . + w.. = 0, so folgt
w, = .. . = w.t= O.
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Vorsicht ! Bedingung DS2 darf man für k: > 2 nicht ersetzen durch

Wl n . . .n Wt = [U] oder W; n W j = [D] für alle i #: j

(vg l. Aufgabe 1).

o
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Bild 1.8

Beispiel. Ist (l' l • . . • , II~ ) eine Basis von V, so ist V = K VI GI . .. GIK 11• •

Salz. Für Untervektorräume Wl, . . .. W.l eines endlichdimensionalen Vektor­
raumes V sindfolgende Bedingungen äquivalent:

iJ V = WIGl ... $ W.I .

ii} 1st f ür jedes i E {I, . . . , k } eine Basis ( 1I ~' 1 , ... ,V::)) von Wi gegeben. so

ist
ß := (1I ~ l) , . .. , v~,l), .. . , 11:.1), . .. ,1I~~ I)

eine Basis von V.

iii) V=WI + . . . + W.I und dimV =d imWI + . . . + dim Wt .

Man beachte die Klammem bei den oberen Indizes. Sie dienen zur Unterschei­
dung von Exponenten. deren Stammplatz an dieser Stelle ist.

Beweis. i) ::} ii). Offen sichtlich ist ß ein Erzeu gendensystem. Zum Bewei s der
linearen Unabhängigkeit sei

Jt \llv:ll + ... + Jt~: )v:: ) + ... + Jt\.I) v:.I ) + .. . + Jt~~) II:~ ) = 0 .

Setzen wir W i := Jt \Hvl°+ .. . + Jt~: ) V~: I , so bedeutet das

WI+ · .. +WI= O,

und wegen DS2 muß WI = . .. = Wt = 0 sein. Also ist
(1)(0 + + (i ) (il 0 fO · I kMI VI ' " Jt"v" = r/ = , . . . , .

dd fl (0 (I) 0un araus o gtMI = . . . = /-1-" = .
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ii) ~ iii) ist klar.

ii) '* i). Zum Nachweis von DS2 stel len wir jedes W; E Wodurch di e gegebene

Basis von W;dar: . _ (i) (i) (i) (1)
W, - Jil VI + ...+ Pr, Vr, .

Au s der Annahme w\ + ...+ Wk :0 0 folgt. ..
L:L fJ~i)V~i) = O.
, .. I !/'Cl

Da B eine Bas is ist, folgt /1-~i) = 0 für alle t! und i, also ist auch
Wl = . . . =Wk = 0.

Aufgaben zu 1.6

1. Beweisen Sie, das s für einen v ektorraum V folgende Bedingungen äqui valent sind;

o

i) V "" Wl ffi ... m Wk.

ii) Jedes v E V ist eindeutig darsteUbar als v = Wl + ... +Wk mit Wj € W j •

üi) V = W1 + .. . + Wk• W j f- {O} für alle i und von Null verschiedene Vektore n

wr E Wb " " Wk E W", sind linear unabhängig.

Vorsicllt! Die Voraussetzung W; # {Q} ist wesentl ich. Ist etwa W \ = {O}. so ist
die angegebene zweite Bedingung stets erfiillt !

•iv) V =W\ + . .. +W.\:undWj n E W j = {O} ftlrai lei E {l, . .. , k}.j.,
j,li

v) V = W, +...+Wk und W,n (Wj+l +...+Wk) = {O} fiir alle i E {I,. .. , k- t }.

Zeigen Sie anhand von Gegenbeispielen. dass die obigen Bedingungen für k > 2 im
Allgemeinen nicht äquivalent sind zu WI n ... n Wt "'" {O} bzw. W; n Wj "" {O} für
alle i # i·
2. Sind V und W Vektorriiu me , so gilt

V x w e (V x {Oll 1Il ({O} x W ) .

3. Eine Matrix A E M (n x n ; K ) heiß t symmetrisch, falls A = IA.

a) Zei gen Sie, dass die symmetrisc hen Matrizen einen Uetervektorraum Sym(n ; K )
von M (n x n ; K ) bilde n. Ge ben Sie die Dimension und eine Basis von Sym (n ; K )
an.
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Ist char K 01 2, so heißt A e M(II x 11 ; K ) schiefsy mmetrisch (ode r allem iert'IId), falls
'A = - A. lm Folgenden sei stets eher K 01 2.

b) Zeigen Sie. dass die altern ierenden Matrizen einen Untervektorraum Alt(n: K) von
M (n x 11;K ) bilden. Bestimmen Sie auch für Alt(n ; K ) die Dimen sion und eine
Basis.

c) Für A e M(II X II: K ) sei A, := !(A +'A> und Aa := ! (A - 'Al. Zeige n Sie : A, ist
symmetrisch. Aa ist alternierend, und es gilt A = A.. + A...

d ) Es gilt: M (n XII : K ) = Sym(lI: K ) @ A1t(n ; K ) ,



Kapitell

Lineare Abbildungen

2.1 Beispiele und Definitionen
2.1.1 . a) Besonders wichtige Funktionen f: IR -+ R sind die Polynome mit

f (x ) = 0 (1+ a lx + ...+ onx" .

denn die ganze Abbildu ngsvorschrift ist durch Angabe der Koeffizienten
ae. .. .. On, d.h. von n+ I Zahlen . festgele gt. Ist 0 . #- 0, so nennt man n den Gr ad
von [, Für Grad 0 hat mall die konstanten und für Grad I d ie linearen Funktio­
nen . In de r Ana lysis untersucht man , ob sic h eine beliebige Funktion be i kleinen
Verände rungen des Argument s .r nah ezu wie eine linea re Funktion verhält ; das
führt zum Begri ff der Differenz ierbarkelt. Daher sind die linearen Funktionen
unentbe hrliches Hilfsmittel de r Analy sis. Wir be trac hten also ein

f : JR ...... R. x ....... ax + b = f {x) ,

"I,

7'''--+- - - - - .,.

Bild 2.1

mit a . b E R. Ihr Graph ist eine Gerade mit Ste igu ng a, die du rch (0, b) gehl.
Seilt man den konstanten Anteil b = 0, so bleibt eine Funktion / (.1 ) = a.r , die
durch eine einz ige reelle Zahl a fes tgeleg t ist, und offens ichtlich die Eigen schaf-

""
I<-t +x ' ) = 1 (.1)+ / (.1') und f(h) = Af(x) (.)

für be lieb ige .r , .r', A E R ha t.

b) Viel interessanter und anschaul ich einfach zu verstehe n ist die Situation in
der Ebene. Zunächst betrachten wir eine Drehung um den Nu llpunkt mit dem
Winkel ö , Das ist eine Abbi ldung

F: HZ _IR!,
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die sich wie folgl beschreibe n läßt. Es ist

1'"(0)= 0 , F (e il = (cos lJ, sin lJ) , F(e2) = (-sinlJ,coslJ ) ,

und für ein beliebiges x = (x , . X1) = x ,e , + X2e1 ist

F (x) = X, F (e il + x! F (e2) = (x , cos lJ - X2sin lJ, X, sin lJ+X2cos lJ) .

r

4

x ,e,

J:- F(x )

'Ir- - - '.

Bild 2.2

Benutzen wir die Matrix

A ~( ·O" -""' ).
stn lJ cos lJ

und schreiben wir x und F(x ) als Spaltenvektoren. so ist mit der in 0.4.1 er­
klärten Multiplikation F (x ) = A · .r .
An dieser Überlegung ist zu sehen. daß man für F (e , ) und F (e2) beliebige

Vektoren a = (a ,. all . b = (bi' b! ) vorschreiben kann. Dann laßt sich F rnit der
Konstruktion aus Bild 2.3 zu einer Abbildung von R2 auf sicb ausdehnen.
x

F (e, ) a
'. P /

~ Pt,.)/ p(x )

/

• /
x,e, '. 0 /..""

Bild 2.3

Mil Hilfe der Matrix
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ist F wieder beschrieben durch F (x ) = A . x .

c) Betrachtet man nun anste lle von R einen beliebigen Körpe r K , und nimmt man
In und n anstell e von 2, so ist man so fort in einer recht allgemeinen Snuanon, ISI
nämlich A = (a; j) eine m x »-Matrix. so erhält man daraus eine Abbildung

F : Kn _K'" ,

Wie man leicht nac hrec hnet , ha t sie wieder die Eigenschaft

F(x + x' ) = F (x ) + F (x ' ) , F (),.x ) = >' F(x) (.j

für x ,X ' E K"und >. € K .
Mit Hilfe der in 0.4. 1 erklärte n Multiplikation einer Matrix A mit einer Spalt e

kann man diese Abbildung einfacher beschreiben als

F : K" --+ K"' . x 1-+ A· .r ,

wenn man die Vektoren von K" und Km als Spalten entsprechender Höhe
schre ibt. Setzt man für .r die Basisvektoren CI , •• • ,e. als Spalten ein und rechnet
man die Produ kte aus. so stell! man fest , daß

A · el , · · · ,A · ew

die Spalten von A in die ser Reihenfolge sind. Diese Beobachtung:

Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder der Basisvekto ren

sollte man sich einprägen .

d ) Die Transposition von Matri zen als Abb ildung

F ; M(m x n ; K ) _ M (n x m; K )

hat nach den Rechenregeln in 1.5.8 die zu (*) analogen Eigenschaften.

el Der Vektorraum V = C(l ; IR) der auf einem Intervall l = [e , b] stetigen
Funktionen ist unendlicbdim ensional, und die Abbildung

•
S : C(I ; R ) _ IR , j,...... f j(x)dx ,

•
hat nach den Rechenregeln für Integrale die zu (*) analoge n Eigen schaften

S(j + g ) = S(j )+ S(g) , S(),f)= )"S (j) .
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n Ist V = D(I ; R) der Vektorraum der beliebig of t differe nzierbaren Funkti o­
nen. so hat die durch Differentiation erklärte Abbildung

D : V -V . It-+ I' .

die zu (*) analoge Eigenschaft.

2.1.2. Die obigen Beispiele motivieren die folgende

Defini tion . Eine Abbildung F : V _ W zwischen K -Vektorräumen V und W
heißt linear (genauer K-linear oder Homomorphismus von K-VeklOrräumen).
wenn

LI F (v + w) = F (v)+ F (w) .

L2 F (AV) = AF(v)

für alle u, w E V und alle A E K . Diese beiden Bedingungen kann man zusam­
menfassen zu einer:

L F (A!! + J.l w) = AF (v )+ Jl. F( w)

für alle u, W E V und A, Jl. E K . Man überlegt sich ganz leicht. daß LI und L2
zusammen mit L gleichwert ig sind.

Es ist üblich. den Begriff Homomorphismus zu verschärfen. Man nenn t eine li­
neare Abbildung F : V _ W einen

Isomorphismus. wenn F bijektiv ist,

Endomorphismus , wenn V = W.

Automorphisrma, wenn V = Wund F bjjektiv ist.

Wir notieren einige einfache Folgeru ngen aus den Axiomen :

Bemerkung. Ist F : V _ W linear; so gilt:

aJ F(O) = 0 und F(v - w) = F (v) - F{w).

b} F (}.' I!! I + ", + A~v~ ) = AI F(v l )+..,+ A. F(!!.).

c} Ist die Familie ( Vi )i EI in V linear abhängig. so ist (F(!!i))iEI in W linear
abhöngig.

d) Sind V ' C V und W' C W Untervektorräume. so sind auch F(V' ) C Wund
F - 1(W ') C V Untervektor r äume.

e) dimF(V ) ::: dimV.

f) /sI F ein Isomorphismus, so ist auch F ~ l : W _ V linear.
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o

Beweis, a) F (O) = F(O· 0) = O· F(O) = 0 und

F (l' - w) = F( tI + (- I )w) = F (v) + ( - I) F (w ) = F ( I) - F (w ).

b) folgt durch wiederholte Anwendung der Regel L.

c) lsl füri j, .. . ,in € J und A[, ... , An E K

AII); , + ... + )... 1),. :::: 0,

SO folgt nac h b)

Ä,F (Vi, ) + ... + AnF(v ;J = O.

d) Wegen 0 E V ' ist 0 = F (O) E F (V ' ). Sind 111 , w' E F (V' ), so gibt es
v, v' E V' mit F (tI) = w und F (v ' ) = w'. Also ist

w + w' = F (I) + F (v') = F(v + v' ) E F (V ' ) .

denn v + u' E V'. Für Ä E K gilt wegen Al' E V'

AW = ),. F(v ) = F(AU) E F (V' ) .

Sind u, Vi E F - I(W ' ). so bedeutet das F (v ). F(v' ) E W' , Also ist

F ( l' + u'] = F (v ) + F Cr/) E w' ,

also u+ v' E F - I eW') und analog sieht man Al' E F - I(W' ).

e) Hat man 1111 = F( v iJ , . . . , W . = F (v. ) E F(V) linear unabhängig, so sind
nach c) auch VI•• • . , v. in V linear unabhängig.

o Seien w , w' E Wund ). . /J- E K . Ist w = F(v ) und w' = F (v ') . so ist
V = F - l (w ). Vi = F - l ( w') . und es folgt aus

F ().v + J,LV' ) = ).w + J,LW'

durch Anwendung von F - I auf beiden Seiten

).F - ' (w ) + p.F - 1(w ') = F - 1().w + p.w' ) .

2.1.3. Lineare Abb ildungen kann man in versch iedener Weise miteinander ver­
knüpfen. Zunächst betrachten wir die Hintereinanderschaltung.

Bemerkung I. Sind U, V. W Vektorrilume und G : U -+ V, F : V _ W
lineare Abbildungen, so ist auch

F oG : U _W linear.
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Man beachte dabei wie immer die Reihenfolge der Abb ildungen, was man sich
in einem Diagramm aufzeichnen kann :

w

Beweis. Für u , u' E U ist

(F o G)(II + u') = F (G (u +u'») =F(G(u ) + G(II'»)

= F (G(u » +F(G(u'»)
= (F o G )(II) + ( F o G )(u' ) .

Ganz ana log zeigt man (F 0 G )(AU) = A(F 0 G)(u ). o
In Aufgabe 3 zu 1.4 hatten wir gesehen. wie man ftir eine Menge X und einen
Vektorraum W die Menge Abb(X, W) zu einem Vektorraum machen kann. Ist
auch X = Y ein K·Vektorraum , so definiert man

Hom K(Y, W ) := {F : V _ W : FistK ·li nearl .

Falls klar ist , welcher Körpe r K gemeint ist , schreibt man einfacher
Hom (V. W ).

Bem erkung 2. Für Yek/orräume Y und W über demselben Körper K ist

Hom K(V, W ) C Abb (V, W)

ein Unten..ektorruum.

Beweis. Für F. G E HornK(V , W) und A e K ist zu zeigen, daß F + G und ÄF
wieder K -linear sind. Das ist aber klar. den n für alle o. r e K und u, w e V ist

(F + GHu v + t w ) = F (u v + r w )+ Gto » + t w)

= 0 F (v )+ r F (w) + o G (v )+ r G (w)

= 0 ( F(v ) + G(v» + r ( F(w )+G(w»

= « (F + G )(v) + r(F +G)(w)

(A' F)(o v + rw ) = AF(u v + r w) = Ä (0 F (v) + r F( w»)

= u AF(v ) + r>.. F (w ) = 0 (>'" F )(v) + r (Ä ' F)(w ) .

Wir vermerken noch. daß der Nunvektor in Horn dV, W) die Nu/labbi/dung

O: V _ W mit O(v) := O ftiralle v e V
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ist, und die zu F : V __ W negative Abbildung gegebe n ist durch

- F : V _W mit ( - F)(v):= - F(v ) fur alle u a v . 0

Die Dimension von Hom (V, W ) werden wir in 2.4.2 berechnen (siehe auch Auf­
gabe 6 zu 2.4).

2.1.4. Im Spezi alfall V = W setzt man

End ( V ) := Horn (V, V ) .

das sind die Endomorphismen von V . Diese Menge wird . wie wir in 2.1.3 gese­
hen haben , zu einem Vektorraum mit Addi tion und Mul tiplikation mit Skalare n.
Man kann überdies eine Multiplikation durch die Hintereinanderschaltung er­
klären. in Zeichen

F · G :=F o G für F ,G eEnd(V) .

Satz . JSI V ein K·Vektorraum, so isl End (V ) zusammenmit der oben erklärten
Addition und Multip iikation ein Ring.

Der einfache Beweis sei dem Leser überlassen. In 2.6.4 werden wir sehen, daß
diese r Endomorphismenring für endlichdimensionales V zu einem Matrizenring
isomorph ist. Damit erhält man eine Methode, viele der interessanten Unterfi nge
von End ( V ) durch die Gestall de r entsprechenden Matri zen zu be­

schreiben.

Aufgaben zu 2,1

I. Sei X eine Menge und V der R-Vektorraum aller Funktionen f : X ..... R. Beweisen
Sie: Ist !j! : X ..... X eine beliebige Abbildung. so ist d ie Abbildung

F'I' : V ..... V . / ..... / o ,/,

R-hnear.

2. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearität:

a) R2 R2• (x . y ) (3x + 2y,x) . b) R R . x IlX + b ,

e) <i R . (x . y) x + Ji.y (über Q), d) C C . ~ l.

e) Abb(R, R) ..... R . / ..... / (1) , ü C c . z z (über R) .

3. Für einen Endomorphismus F : V ..... V ist die Menge der Fixpunkte VQß F definiert
durch Fix F := lv E V : F (v) = vI.

a) Zeigen Sie, dass Fix F C V ein Untervektorraum ist.

bj Sei der Endomorphismus F gegeben durch
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( ~' 0" ': ) . "
il F: R3 ..... R3. X ......

ii) F : Rlt J -+ R[I]. P ...... r;

iii) F : V( R. R) ..... V( R. IR) . f ...... f' .
Bestimmen Sie jeweils e ine Bas is von Fix F.
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4. Zeigen Sie. dass die Menge AutlV ) der Automorphismen eines Vektorraums V mit
der Komposition von Abbildungen als verknuptc ng e ine Gruppe ist.

5. Sei F : V -. V ein Endemorphismus des Vektorraums V und v e V. so dass Wr eine
natürliche Zahl 11 gilt:

Fn(v) #-ü und F"+ I (V) :OÜ .

Beweisen Sie. dass dann v , F (v )•. .. , P(v) linear unabhängig sind.

6.lsl F : V ..... W ein Isomorphismus und V = Ul lilU2. so ist w e F(U1) 1Il F(U2).
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2.2 Bild. Fasern und Kern, Quotlentenvektcrräume"
Nachdem wir eine ganze Reihe formaler Eigenschaften von linearen Abbildungen be­
handel! haben, soll nun versucht werden. die "Geometrie" solcher Abbildungen etwas
besser zu verstehen.

2.2,1, Ist F : V -+ Weine linea re Abbildung, so nennen wir

Im F := F (V ) das Bild von F (vgl. 1.1.3) ,

F - I(w ) := {v e V : F (v) = w } die Faser über w e W und

Ker F = F - I(O) den Kern von F .

Bemerkung. 1s1 F : V -+ W linea r; so gill:

aJ Im F C W und Ker F e V sind Untervektorraume.

b ) F surjektiv ~ Im F = W.

c) F injektiv ~ Ker F = {Ol.

ll) tst F injektiv. ulld sind VI, . • • , V" E V linear unabhöngig. so sind auch die
Bilder F (v , )• . . . , F (v,,) l inear unabhang ig.

Be.....eis. a ) und b) und die "Hinr ichtung" von c) sind ganz klar. Gibt es umgekeh rt
zwe i verschiedene u. v' E V mit F (v) = F(v' ). so folgt F ( v - v' ) = O. also
Ot- v - v' eKerF.

Zu d ) nehmen wir an, daß

tll F (vd + ... tl nF(v,,) = O.

Die linke Seite hat wegen der Linearität das Urbild III VI + .. , + !J.nvn, wegen
der Injektivität folgt

also!J. 1= . . . = !J. " = O. o

Eine besond ers wichtige Zahl für eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres
Bilde s. Man nennt sie den Rang, in Zei chen

rang F := dim Im F .

Insbesondere beschreibt eine Matrix A E M (m x n; K ) eine lineare Abbil dun g

A : K" _ Km , x ....... y = Ax ,

wobei die Vektoren .r E K" und .v E Km als Spalt en geschrieben sind, und als
RQ/Jg 1'011 A , in Zeichen

rang A ,
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bezeichnet man den Rang dieser linearen Abbildung. Ist kl , .. . , e~) die kano­
nische Basis des K~ , so sind

die Spa lten von A, also ist

Im A "" A(K " ) "" span(Ae], .. . , Ae~).

das ist der Spaltenraum von A . Also ist der gerade erk lärte Rang von A gleich
dem in 1.5.8 eingeführten Spaltenrang. Will man ihn berechnen, sn genügt es, A
auf Spaltenstufenform. d.h. I A auf Zeilenstufenform zu bringen (vgl. 1.5.7).

2.2.2. Die Begriffe Bild und Faser hat man analog für eine beliebige Abbildung
F ; X -.. Y zwischen Mengen, und X wird durch die Fasern in disjunkte Teil­
mengen zerlegt:

x = U r '( y) .
) '€ Irnf

Wir wollen untersuchen. wie diese Fase rung im Fall einer linearen Abbildung
aussieht. Dazu zunächst ein einfaches, aber typisches

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung

F: R~ -+ R~. (X') ~ (-ZXI+2X2) .
X2 - XI + X2

E.~ ist Im f " = R · (Z. I). Kcr F = Ei.. ( I . I) , und für (Zb. b) E Im F ist die Faser
die Gerade mit der Gleichung x~ = X I + b, also

r l (2b, b l = (O, bl +:R · ( I, I)

= IO., b + ,l.. ) : ,l.. E R} .

H '
Ker F

R'
F - l(y ) Im F

b b
..L-o 2by

F - ' (2b,b)

8i ld 2.4

Die Fasern sind also parallele Geraden. der Kern ist die einzige Faser durch den
Nullpunkt. Allgemein gilt die
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Bemerku ng. Ist F : V -+ W linear; w € Im F und u € F~ I (w) beliebig , so ist

F - l( w) = u + Ker F = {u + u: v E Ker FJ .

Beweis. Ist Vi E F - I(w) . so folgt

F (v ' ) = F (u ) ::::} F (v' - u) = 0 => v := v' - U E Ker F

=> 1I' =u +vEu + KerF

Ist umgekehrt v' = u + u E U + Ker F. so ist F(v' ) = F (u) ::::
v' E F - l ( w ).

w . also
o

2.2.3. Teilmengen . die durch ,,Parallelverschiebung" eines Untervektorraumes
entstehen, erhalten einen eigenen Namen.

Definition. Eine Teilmenge X eines K -vekrorraumes V heißt ein affiner Unter­
raum, falls es ein u E V und einen Untervektorraum W C V gibt, so daß

X = v+ W:= {u E V : es gibt ein w E W mit a = v + w}

(Bild 2.5). Es ist vorteilhaft. auch die leere Menge einen affinen Unterraum zu
nennen .

Beispiele für affine Unterräume des IR~ sind Punkte, Geraden und Ebenen (vgl.
Kap. 0).

X = I' + Jr

/ ' + lI'

,
o

Bitd2.5

Bemerku ng. Sei X = v + W C V ein affiner Unterraum. Dann gilt:

a) Für ein beliebiges v' E X ist X = v' +W ,

b) Ist ,,' E V und W' C V ein Untervek torraum mit" + W = ,,' + W', so fo lgt
W = W ' und u' - " E W,

Kiln ausgedrückt: Zu einem affinen Unterraum v + W ist der Untervektorraum
W eindeutig bestimmt. und der Aufhiil/gepunkt " kann beliebig in X gewählt
werden,
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Bewe is. a) Wir schreiben u' = u+ w'.
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X C u' +W :

v + w. Also ist
o

u EX ~ u = u + w mn w e w
=;. U= v' + (w - w' )

=;. U E U' + W

u' + W C X ; U = u' + W E U' + W ~ U = U + (w + w') E U + w .

b) Definiert man

X - X ;= { II - U'; 11. 11' E XI

als die Menge der Differenzen (man beachte den Unterschied zu der in 1.1.2
definierten Differenzmenge X -, X = 0) . so sieht man ganz leicht. daß

X - X =W und X -X = W'

sein muß. Also ist W = W'.
Wegen v +W = v' + W gibl es ein w E W mit o' =

v' - v = W E W.

Da für einen affinen Unterraum X = u + W C V der Untervektorraum W
eindeutig bestimmt ist. können wir durch

dimX . e dimw

die Dimension von X erklären.

2.2.4. Wir zeigen nun. wie man Basen wählen kann. die maßgeschneidert sind
für eine lineare Abbildung (vgl. 2.4.3).

Salz . Sei F : V --+ W linear lind dirnV < 00. Sind Busen

(vl•.. . , vd von KerF . (WI " " 'W, ) l'on lrn F ,

sowie beliebiJ;:e Vektoren U 1 E F - I (WI), ... , 11,. E F - l (w , ) gegeben. so ist

A:= (U I , ... , u" u" ... .vd
eine Basis von V . Insbesonde re gilt die Dimensionsformel

dirnV = dim lm F + dimKer F .

Beweis. Für v E V sei

I-'( v ) = J.! I W I + ... + lJ. ,w, und u' := J.! IU I + . . . + J.!rU, '

Wegen F (u) = F (u' ) folgt U - U' E Kcr F , also

U-U'= AIVI + .. . + A. UI

" od
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Also wird V durch A erzeug t. Ist

Il IUI+ . . . + Il, U,+ AIUI+ ... + At V. = O, (*)

so folgt du rch Anwendung von F

tl-IWI+ .. . + Il,w,= O, also 1l1= " '=p.,= O.

da WI• • . . , w, linear unab hängig sind. In (*) eingesetzt ergib t sich

AIUI+ . . . + At Vt "" O, a]so )'1 , " " >" = O

da VI , . . . • v. linear unabhängig sind. 0

Als unmittelbare Folgerung aus de r Dimensionsfonnel notieren wir:

Korollar I. tu V endlichdimensional und F : V -+ W linear, so gilt f iir alle
nichtleeren Fasern

dirn F - 1(w ) = dimV - di rn Im F . o

o

Korollar 2. Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorröumen V und W gibt
es genau dann einen Isomorphismus. wenn dimV = dimW. 0

Korollar 3. Sei dirnV = dirnW < 00 und F : V --l' W linear: Dann sind
folgende Bedingungen gleichwertig:

n F injektiv

ii) F surjektiv

iiiJ F bijektiv

2.2.5. Durch we itere s Spielen mit den Basen aus Sa tz 2.2.4 erhält man folgenden

Fak tor tsierungssat z, Sei F ; V -+ W linear und

A = (U I • . • .• Ur . 1110 • • • , lIt ) eine Basis von V

mit Ker F = span (VI, . . . • Vt). Defin ieren wir V = span (u•• . . . , u. ). so gilt

J) V = U @KerF.

2) Die Einschränkung F jU ; U -+ Im F is/ ein Isomorphismus.

3) Bezeichnet P : V = U @Ker F -+ U, v = u + v' ....... u, die Projektion auf
den erstell Summanden, so ist F = ( FIU) 0 P.

In Form eines Diagrammes hat mall
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v

u FIü ImF c W .

Insbesondereharjede nichtleere FaserF - ' (w) mit U genau einen Schnatpunkt.
und es ist

P(v) = rl(F(v» n U .

F(v )I' Ir,- r
P( !')

• 0F - l (F (I' )) U '-(lU
Im F

h:('r F

Man kann also F : V ...... W zerlege n (ode r faktorisierens in dre i Anteile: ei­
ne Parallelprojektion, einen Isomorphismus und die Inklusion des Bildes. Der
zur Konstruktion erforde rlic he di rekte Summand U ist allerdings nicht eindeutig
best immt , er hängt ab von der Wahl der Basisvektoren U J, .. • , U r . Wenn in V
eine Winkelmessung möglich ist (vgl. Kapitel S), kann manU eindeut ig machen
durch die Vorschri ft, auf Ker F senkrecht zu stehen. Die Umkehrung Im F ...... U
von F IU nennt man einen Schnitt, da sie aus jeder Faser genau einen Pun kt aus­
schneidet. Als gute Illustration kann Beispiel 2.2.2 mit k = r = 1d ienen.

• •

Bild 2.'
Beweis. 1) folgt aus der Charakteris ierung direk ter Summen in 1.6.3.

Wegen Ker F IU = (Ker F ) n u = {Olist F IU auch inje ktiv, also Isomorph is­
mus mit Bild Im F. 3) folgt aus der Konstruktion von P. Ist schl ießlich

v E V und v = u + v' mit u E U und v' E Ker F ,

so ist u = P(v), also F( v) = F (u) = F(P(v» = : w. lst überdies Wl , . . . . w,
eine Basis von Im F mit F(u ; ) = W;,

w = /lIW l + . .. + j.t,W, und v E F - l(w) n U ,

sofolgt v =/ll u l + . . . + j.t,u, . 0

Zu r Vorbere itung auf den gleich folgenden Abschnitt übe r lineare Gleichungs­
sys teme ist es nützlich, die ge rade beschriebene allgemeine Situation ftir eine
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durch eine Matrix A e M (m x 11 ; K) in Ze ilen stufen form gege bene Abbildun g

A : K n _K'"

zu betrac hten. S ind (in der Notation von 0 .4 ,]) i j. ,. . . ir die Indizes der Pivot­
spal ten. und sind en- ' . . .ej, die zu diesen Indizes gehörige n Basisvektoren des
K" , so sind die Bilder

A( e/I ) " " . A (e), ) E K '"

(das sind gera de die Pivotspaltc n) eine Basis von

Im (Al = sJXIn (e; • ... , e; ) .

Dabei ist mit <e;•.., •e',) die kanonische Basis des K r bezeichnet. Also ist

U := span (e/I • • • . • e jr)

in diesem Fall ein direk ter Summand zum Kern von A im Sinn von 1.6.3. Der
Leser möge das zur Übung präz ise begrün den .

Für die erste Lekt üre wird empfohlen, den Rest d ieses Abschnittes zu übe r­
blättern und bei 2.3 wieder einzuste igen.

2.2.6. Ist F ; V _ W eine lineare Abbildung. so sind die Fasern von F nach
2.2.2 die zum Untervektorraum Ker F C V parallelen affinen Räume. Wir wol­
len nun umgekehrt zu jedem vorgegebenen Unterve ktorraum U C V eine lineare
Abbildung mit Kern U konstru ieren . Dazu benötigt man man einen vektorraum
W als Bild ; wir zeigen. daß es dafür einen kanoni schen Kand idaten gibt. den
..Quotie ntenvektorraum" W = VIU. Da die Konstruktion ziemlich abstra kt ist,
wo llen wir zunächst etwas inhal tlic hen Hintergrund be re its tellen.

Belspiel I. Sei V = R! und U C V eine Gerade durch den Ursprung. Man nennt
zwei Punkte u, v' E IR! iiqui!·alellt. wenn die Differenz in U lieg t. in Ze ichen

v "U v' <0> v' - v EU.

Geometri sch bedeutet das. daß v und u' gleich weit entfernt von U sind. wo­
bei die Entfernun g von Punk ten links von U negativ und rec hts von U positiv
gerechnet se in soll.

Es ist ganz ein fach zu sehen. daß dadurch in V eine Äquivalenrrelano n im
Sin n von 1.1.8 erklärt wird . Die Äquivale nzklassen sind die zu U pa ral lelen Ge­
raden. das sind die affinen Räume aus 2.2.3.

Der Lese r mac he sieh auch die Analogie zu den Restk lassen modu lo m aus
1.2.7 klar : Don wurd e die Gleichheit abgeschwächt zur Kongruen z. hier wird
gleich ers etz t du rch gleich weit ent f ernt,
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8eispicl 2. a) Wir betrachten den unendlich-dimensionalen vektorraum

121

ß ild 2.7

C(R) = l!: R -+ IR: /stetig}.

Eine beliebige Teilmenge X c IR sei vorgegeben , ihr Komplement A := R" X
soll d ie Rolle einer Ausnahmemenge spielen, d.h . die Werte von / auf A werden
als unwese ntlich angesehen. Damil können wir den Untervektorraum

I (X ) ;= l! E C(IR ) : !(x ) = 0 für alle r E X l C C(lR)

der .unwesennicherr Funktionen betrachten und für [ , g E C{IR )

/ ""- s :~ g - ! E I( X )

erklären. In Worten bedeutet das, / und g sind im wesentlichen (d.h. außerhalb
A) gleich. Auch diese Äquivalenz ist eine kontrolli erte (von A abhängige) Ab­
schwächung der Gleichheit.

h ) Eine Variante davon isl die folgende : Man benutz t auf R ein Integral (et­
wa das Riemann- oder besser das Lcbesguc-Intcgral), d.h . ein Integral. mit dem
möglic hst viele Funktionen integncrbar sind. Sei

C(IR) := l! : R -+ IR: ! integricrbar]

""d
}/ := l! E C(R): ! 1/ {I)ld l = Oj C C(IR) .

•
Nach den Rechenregeln für ein Integral folgt. daßN C C(lR) ein Untervektor­
raum ist. Man beachte, daß N unendliche Dimension hat. denn etwa die Funk­
nonen /. mit I,(t) = 0 für I =f: j und I,( i) = I sind für i E N in }/ linear unab­

hängig.
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Für J.g e C(R) bedeutet f "':1._ 8 dann

JIj<t ) - g(t ) ldl = O.

•
Dafü r sagt man auch , f und g sind .fast uberatr ' gleich. denn die Menge

Ir E IR: I(t) #- g(t)l
muß sehr klein sein.

2.2.7. Sei nun ganz allgemein V ein K-Vek torraum und U C V ein Untervek­
torraum. Für v , p ' € V erk lären wir die Äquivalen z modulo U

v U p' :<o> p' - tI E U .

Aus den Eigen schaften eines Untervektorraumes folg t ganz einfach, daß die Be­
dingungen für eine Äquivalenzre lation aus 1.1.8 erfüllt sind.

Die Äqu ivalenzklasse eines v E V ist gleic h dem affinen Unterraum. also

[ue v : v' u v} = v+U.
denn

(I ' UV{}v' - lJ E V # esgibteinu E V mit v' "" v + u.

Die Menge der Äquivalenz klassen wird mit V/ U beze ichnet , die kanoni sche
Abbildung se i

e : V _Vf U = {v + U : tlE VI . UH>Q (v) =v+U.

Dabei wird jedem Punkt de r ihn enthal tende affine Raum zugeordnet , oder anders
ausgedrückt wird jede r Vektor ersetzt durc h die Menge all de r zu ihm
gleichwen igen Vektoren . Im Extrem fall V = 0 ist die Äquivalenz die Gle ich­
heit und (? wird bije ktiv. Für V = V ist alles äquivalent, und V / V besteh t nur
aus einem Elemen t.

Nun kommt der entscheidende Schri tt, nämlich die Beobachtung, daß man mit
den affinen Räumen rechnen kann wie mit Vekto ren.

Satz. Sei V ein K -Veklorraum ulld V C V ein Untervektorraum . Dann kann
mall die Mellge V /V aufgenau eine Weise so zu einem K -VeklorraulIImachen,
daß die kanonische Abbildung

c: V -V/ V , t>t->v +V ,

linear wird. Weiler gilt:

I ) Q ist surj ektiv.

2) Ker (l = V.
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3) dirnV/ V = dirnV - dimV , fall s dirnV < 00.

4) Der Quotientenvektorraum V/ V hat die fol gende universelle Eigenschaft:
Ist F ; V -> W eine lineareAbbildung mit V C Ker F, so gibres genau eine
lineare Abbildung F: V/ V -> W mit F = F 0 (}. Das kann man in Form
eines kommutativen Diagramms schreiben;

Fv

"I .:
v/v / F

w

Weiter ist Ker F = (Ker F) / V .

Man nennt V/ V den Quotielltenl'ektorraum von V nach V. Diese Bezeichnung
entspricht der Vorstellung, daß man V aus V .h erausdiv tdie rt" , weil V in V/V
zur Null wird.
Beweis. Zur vorübergehenden Unter scheidung werden die neu zu defin ierenden
Verknüpfungen in V/V mit + und .; die alten in V mit + und ohne Symbol
beze ichnet. Soll e linea r werden . so muß

(u + V) +( l/!+ V) = e( u)+(}( w) "" e(u + w) "" (u + w ) + V ,

A ' (u + V) "" A ' (l(l') "" "(AU) = Al' +V

gellen . Also gibt es nur eine Möglichkeit, die gesuchten Verknüpfu ngen in V/ V
zu erklä ren:

(u + V )+(w + V ) ;"" (u + w) + V, A' [u + V ) :"" Al'+ V .

Es istjedoch keineswegs klar, daß diese .Defininon" sinnvoll ist. Man muß noch
zeigen. daß sie von der Wahl der Repräsentanten u und w unabhängig ist; dann
sagt man , durch + und . seien Verknüpfungen in VI V wohtdefiniert,

Seien also weitere Repr äsentanten o'. w' gegeben. d.h.

l'+V = l"+ V und w+V= w'+ V,

Dann ist u' - v E V und w' - w E V , also (u' + w' ) - ( » + w ) E V , und somit
(siehe Bild 2.8)

(v + w ) + V = {v' + w') + V.

Analog zeigt man. daß

AU+V=AU' +V ,

d.h. auch die Multiplikation mit Ska laren ist in V/ V woh ldefiniert.
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u

!,+ u

,,
:"+w'---",

,,,,,,,,,
(l ' + [I )+ [ e-+ (I)

u' + F

Bild 2.8

Der Nachweis der ve ktorrau max iome in V / U mit Hilfe der entsprechenden Re­
che nrege ln in V bereitet keinerlei Probleme, das sei dem Lese r zur Übung emp­
foh len. Nuttveksor in V / U ist U , denn

(u+ UI+U = (v+UI +(O+U) = {v+ O) + U= v+U .
und der zu v+U negative Vektor ist - v+U . Diese Rechnungen zeigen . daß die
Unte rsche idung von + und + überflü ssig ist.

Die zusätzlichen Aussagen sind ganz einfach. 1) folgt aus der Definition
von Q. Ist v + U = U , so ist v E U, also folgt 2). 3) folgt aus der Dimensi­
onsfonne l in 2.2.4.

Zu 4) bemerkt man zunächst, daß wegen der Forderung F = F 0 Q für alle
' E V

F (v ) = F ((I (v» = F(v+ U )

sein muß. Dadurch ist F auch wohldefiniert: denn ist u+U = v' + U . so folgt

v' - V E V C KerF , also F (v ) = F (v' ) .

Die Linearität vonF ist klar. Die Gleichung KerF = Ker F / V folgt aus

v + V E KerF <:> v E KerF <:> v+ V E Ker F / V ,

wobei zu bedenken ist, daß Kcr F / V C V/ V ein Untervektorraum ist. 0

Eine Schwierigkeit beim Verständnis der Quotientenstruktur besteht wohl dar­
in, daß Mengen von Vektoren (in diesem Fall affine Räume) zu neuen Vektoren
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werden. Aber Vektor zu sein hat keine individuelle Bedeutung: ein Vektor muß
sich nur innerhalb einer Gesamtheit von Vektoren [d.h. in einem Vektorraum)
nach den dort gellenden Spielregeln (den Axiomen) verhalten . In diesem Sin­
ne ist z.B. auch eine Funktion ein Vektor, d.h. ein Element oder .P unkr" eines
Vektorraumes (vgl. 1.4.1, Beispiel e).

2.2.8. Manchmal mag es beruhigend sein, wenn man einen abstrakten Quotien­
tenvektorraum durch etwas Konkreteres ersetzen kann. Dazu betrachten wir noch
einmal die Beispiele aus 2.2.6.

,
I Ul.,,,,

I' + U = W+ U

,,,
,.,,,,,

w

,,,,,,

c

,,,,,,

,,,,,,,,,

,,,

Bild 2.9

Beispiel I , Für eine Gerade V C V = IR! ist der Quotient V/ V eindimensional.
Jeder affine Raum v +V E V/ V kann durch einen Repräsentanten u E V gege­
ben werden, und man kann die Repräsentanten alle auf einen Streich in folgender
Weise erhalten: Ist V' C V eine von V verschiedene Gerade durch 0, so schnei­
det V ' jeden affinen Raum v + V in genau einem Punkt (Bild 2.9). Bezeichnet
man mit

(/ : V' -V/ V , v ...... v + V ,

die Beschränkung der kanonischen Abbildung e. so wird e' zu einem Isomor­
phismus. Man kann also in gewisserWeise den abstrakten Quotientenvektorraum
V/ V durch einen konkreten Untervektorraum V' ersetzen. V' ist direkter Sum­
mand im Sinne von 1.6.3, d .h. es ist

V = U eV' ,
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und die Umkehrung von 'l ist ein Schnitt im Sinn von 2.2.5. Aber V' hat den
Nachtei l. nicht eindeutig zu se in. Ein besonders ausgezeichneter direkter Sum­
mand ist die zu U senkrechte Ge rade U l. (vg l. daz u 5.4.8).

Daß die elementargeometrische Vorstellung hier nich t immer hilfreich ist, sieht
man an

Beispiel 2. a) Die Elemente aus C(Rl /I(X) sind Klassen auf R stetiger Funk­
tionen, die auf X gleich sind. Eine solche Klasse kann man stetige Funktion auf
X nennen . dam it hat man Stet igke it auch auf nich t-offenen Teilmengen X C R
erklärt.

Das gehl zum Glück auch etwas weniger abstrakt. Sei

F(X) = (1P : X -+ RI

der v ektorraum aller auf X defin ierten Funktionen und

rr : C(R ) -+ F (X ). f t-> f iX ,

der Einschr änkungshomomorph ismus. Wir definieren

e(X): :: Im (J = {rp E F(X) ; esgibteinf E C(R) mit rp = f iX} c F (X)

als den Vektorr aum der auf X stetigen, d.h. auf R stetig fort setzbaren Funktionen.
Offenbar ist Ker e = T(X), also hat man nach der universellen Eigenschaft des
Quotientenvekto rraumes ein Diagramm

wobei jj wegen Kere- = Ker (J/ T (X) = 0 injektiv ist. Der abstrakt e Quoti enten­
vektorraum C(R) /T( X) kann also als Untervekto rraum des konkreteren Vektor­
raumes F(X) aufgefaßt werden.

b ) Der Quotie ntenvektorraum

L (R) ;= L(R) /N
besteh t aus den Klassen fast übe rall gleicher Funktionen . Im Gegensatz zu a)
kann man ihn nicht als Untervektorraum von F(R ) reali sieren (warum?). In
Aufgabe 6 zu 5.1 wird er mit einer Nonn versehen. Das ergibt einen brauch­
baren Begriff de r Konvergenz: der Preis dafür ist, daß man Funktionen durch
Äquivalenz klassen ersetzen muß .

2,2,9. Nach diesen Beispielen wieder zurück zur allgemeinen Theorie. Wir zei­
gen. daß man den Quotientenvektorraum weitge hend durch einen direkten Sum-
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manden ersetzen kann. Dessen Existenz war im endlich-dimensionalen Fall in
1.6.3 gezeigt worden. Im allgemeinen Fall ist das zwar auch noch richtig, aber
für die Praxis nutzlos.

Satz. Sei V = VI $ VI und e : V _ V/VI die kanonische Abbildung. Dann ist

e' := eJVt: VI - V/ VI

ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes v E V hat eine eindeutige Darstellung u = VI + VI mit VI E VI
und VI E V I ' Weiter ist

e(v ) =e(vi + VI ) = VI + VI + Vz= VI + Vz = e'(v l) '

Daraus folgt sofort, daß e' bijektiv ist. 0

Aufgaben zu 2.2

I. Sei F : R~ ..... IR'" gegeben durch die folge nden Matrizen:

(; ::) . (r :ii )
Bestimmen Sie jeweil s Basen von Ker F und Im F.

2. Sei / C IR ein Intervall und

d : V (/ ; R) ..... V(/ ; R) , / ...... I ',

Zeige n Sie. dass deine R-lineare Abbildung ist. und geben Sie eine Basis von Ker dan.
Wie sieht Ker d aus im Fall. das s I di~unk te Vereinigung von Intervallen ist?

3. Sei V e in endlichdimensionaler Vektorraum und F : V ..... V ein Endemorphis mus.

Es sei definie rt: Wo := V und Wi+1 := F( Wi ) für i E N. Dann gilt: Es gibt ein m E N
mit W'"+; = W.. für alle i E N.

4. Sei F : V ..... V linear mit FI = F. Zeigen Sie, dass es Untervek.torräume U. W von
V gibt mit V = U lIl W und F (W ) =0, F (u ) = u flir alle u E U .

5. Sei F : RJ ..... R1 gege ben durch die Matrix

( -~ .: -~ ) .
a) Bestimmen Sie Basen A = (u . VI. 112) des Rl und ß = (w . w' ) des Rl, so dass

Ker F = span (!' l . 1>2 ). Im F = span (w) und F(u) = w.
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b) Geben Sie für A E Im F eine Parameerisierung der Faser r- I(x) an und zeigen Sie ,
dass jede nichtleere Faser r- l (x ) genau einen Schnlupun kt mit U = span(,,) hat
(vgl. 2.2.5) .

6. Beweisen Sie das Lemma aus 1.5.8 noch einmal. aber benutzen Sie nun. dass die
Projektion 11' : W -+ K",- l linear und injektiv ist.

7. Sei F : V -+ W linear und U C W ein Untervektorraum . Zeigen Sie, dass darm

dimF - 1(U) = dim{U n Im F) +dimKer F .

8. Geben Sie e inen neuen Beweis von Teil a) der Bemerkung aus 2.2.3 unter Benutzung
der Äqeivalenzrelation IV in V.

9. Zeigen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Quotientenveklorraumes, da.\ s
für vek torräume V. W sowie e inen Untervektorraum U C V die lineare Abbildung

IF e Hom (V, W) : F IU = OJ _ Hom (V / U , Wj mit F ..... f
(vgl. SalZ 2.2.7) ein Isomorphismus von Vektorräumen ist
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2.3 Linea re Gleichungssysteme
Mit Hilfe der bisher entwickelten Techniken von ve ktorräumen und linearen Abbll­
dungen können wir nun lineare Gleichungssysteme noch einmal von einem etwas ab­
strakteren Standpunkt aus behandeln und dabei auch die in Kapitel 0 versprochenen
Begründungen nachliefern.

2.3.1. In Kapite l 0 hauen wir nur den reellen Vektorraum R" betrachtet. Man
kann ihn für einen be liebi ge n Körpe r K durch K" ersetze n. da bei der Behand­
lung von linearen Gleichungssystemen nur die Körpe reigenschaften der ree llen
Zahlen verwendet wurde n.

Wir betrachten jet zt allgemein ei ne Mat rix A = (a; j) E M (m x n; K ) und eine
Spalte b = '(bi • . . . , b,.) E M(m x I ; K ).Daraus ergibt s ich das Gleichungssy­
ste rn

"
A ·x = b , d.h. L a;jx j = b, für i = I , ... . m , (**)

j ~ 1

Man nennt

"
A · x = O, d.h. L a;jx j = O für i = l. . ..• m , (*)

j - I

das zu (u) gehörige homogene System; ist b i- 0, so nennt man das System (**)
inhomogen. Die Mengen

Lös (A , b) := Ix E K": A · x = b} C K"

nennt ma n Lösungs räume. Entscheidend für die Theorie ist die Beziehung zu der
durch A beschriebenen lineare n Abb ildung

F : K" _K'" , x ....... A · x ,

denn es ist Lös (A , b) = F - l (b). also insbe sondere Lö s (A .0) = Ker F .
Nach 2.2 ist die "Größe" der Lö sungsräume fes tgelegt durch die Zahl

r := rang F = rang A = Spaltenrang A .

Genauer fo lgt aus 2.2 .3 und 2.2.4 das

Korollar. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A . x = b mit m Gleichun­
gen und n Unbekannten. es sei r = rang A. Dann gilt/ur die Lösungsraume:

1) Lös (A .0) C K" ist ein Untervektorraum der Dimension n - r,

2) Lös (A . b) c KW ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension n - r.
Ist v e Lös (A , b) beliebig. so ist

Lös(A , b) =v +Uis(A .O) . 0
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Ande rs ausgedruckt sag t man dafür : Die adgemeine Lösung eines inhomoge­
nen linearen Gleichun gssystems erhält man durch die Add ition einer speziellen
Losung des inhomogenen Gleichun gssystems und der allgemeinen Lösung des
zugehörigen homogenen Gleichungssystems.

2.3.2. Der Lösungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems enthäl t
als Untervektorra um stets die trivialeLösung O. für ein inhomogenes System gibt
es keine triviale Lösung. In0.4 .4 hatten wir durch Umformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix am Ergebn is ablesen können, ob es Lösungen gibt. Auch
das kann man etwas abstrakte r ansehe n.

Wir vergleichen dazu die Matrizen A vom Rang rund (A , b), Die erweite rte
Matrix hat eine Spa lte mehr, also ist

r :S rang (A.b) ~ r + 1 .

Satz. Der Losungsraum des linearen Gleichungssystems A . x = bist genau
dann nicht leer. wenn

rang A = rang (A. b).

Diese Bedingung wurde in den Jahr en I875n6 von G . FONTENE. E . ROUCHE
und F.G. FROBENIUS gefunden (vgl. (Fr)).

Beweis. A beschreibt eine lineare Abbildu ng

A : K" _K"', x_ A · x .

und (A , b) beschreibt eine lineare Abbildung

A' : K "-l- I _ K"'. x'_ A' ·x' .

Sind (eh . .. , e" ) und (e; •.. . • <+I ) d ie kanonischen Basen, so gilt

A(el ) = A'(e'I )' . .. , A(e,,) = A'(e: ) und A' (e: -l- I) = b .

Bei der Abbil dung A' kommt also b nach Konstruktion im Bild vor. während das
bei A gerade zu entscheiden ist. Wegen Im A C Im A' ist stets

rang A :s rang ä".

Also ist rang A = rang A' gleichbedeutend mit Im A = Im A'. d.h. nach Defini­
lion vonA 'mit b e lmA . 0

Hat man (A, b ) auf Zeilenstufenform gebracht, so ist der Zeilenrang gleich der
Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen. Verwenden wir die Gleichheit von
Zei lenrang und Spaltenra ng (vgl . 1.5.8 und 2.6.6), so folgt die
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Bemerkung. Sei

(A ,b) =

o

Dann ist rang A = rang (A , b) genau dann, wenn

b,+1=" . = bm = 0,

131

o

233. Wie im reellen Fall zeigt man, daß sich jedeMatri x durch elementare Zei­
lenumfonnungen auf Zeile nstufenform Ä bringen läßt (vgl. 0.4.7), und daß sich
der Lösungsraum nicht ändert, wenn man dabei die Spalte b zu b mit umformi,
d.h.

Lös (Ä, b) = Lös(A,b)

(vgl. 0.4.6).

23,4, Schließlich betrachten wir noch einmal den Fall, daß die erweiterte Koe f­
fizientenmarrix in Zeilenstufenform und der Lösungsraum Lös (A , b) nicht leer
ist. Nach eventueller Umordnung der Spalten von A können wir annehmen, daß

b,

(A ,b) =

o

mita;;;i:. O füri = 1, .. . , r und b' +l = . . , = b", = O.
Die in 0.4.4 konstruierte Parametrisierung müssen wir nun genauer ansehen.
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Die dort be rechneten Koeffi zienten tragen wir in Mat rizen ein:

D' := (du ) E M (T x r ; K ) , C' := (ejj ) e M(, x k ; K l .

Diese werden vergrößert zu

C := ( ~~ ) e M(n x k ; Kl und D := ( ~' ) E M(n x r ; X l .

das ergibt lineare Abbildungen

rp : KT _K~ , br-+ D .b , und <Po: K1 _K n
, ;,. ....... C ·).. ,

wobei b = ' (b i . . . .• b,) . und nach der in 0.4.4 ausgeführten Rechnung ist

<l>b: Kl -+ K " gegeben durch <1>bP,) = rp{b ) + <PoP.) .

Nach Konstruktion von <t>b gilt für alle b E K'

$ b(K t
) C Lös (A, b) = rp(b) + Lös (A, 0 ) .

Für b = 0 sieht man an der Mat rix C. daß 4>0 inje ktiv ist. Weiter ist nach 2.3 .1
dirn Lös (A . 0) = k, also folgt

<fIoCK') = Lös (A , 0) ,

und du rch Versc hiebung um <ptb) ergibt sich daraus

4>b(K i ) = Lös (A , b) .

Man beach te, daß hierbei wieder die Gle ichheit von Ze ilenra ng und Spalte nrang
benutzt wird : Die Dimension von Lös (A , b) ist nach der Dimensionsformel aus
2.2.4 durch den Spaltenrang bestimmt, an der Zeilenstufenform liest man den
Zeilenrang ab. Insgesamt iSI folgendes bewiesen:

Satz, Sei (A , b) in Zeilenstufenform mit r = Zeilenrang A und b € K' . Dann
hat die in 0.4.4 konstruierte von b abhängige Paramemsierung

<l>b: K"-' _ Lös (A ,b) C K"

folgende Eigenschaften:

1) 4>0: Kn
- , _ Lös(A ,O) C K" ist ein vektorraumisomorphismus.

2) <l>b: K"" _ Lös (A , b) C K" istflir jedes b E K' bijektiv:

3, Es gibt einen Homomorphismus rp : K' _ K", so daß fü r alle e e K'

<l>b = rp(b)+ <l>o und Lös(A ,b)=<p(b)+ Lös (A , O). 0

Dam it ist die Frage nach Lösbarkeit von linearen Gleichungssystemen beanr­
wertet und auch die Abhängigkeit der Lösungsmenge von der .rechren Seile"
b explizit beschrieben. Die oben angegebe ne Abbildung rp : K ' _ K" ist ein
Schnitt im Sinne von 2.2.5.
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Ist das Sys tem nicht in Zeilenstufenform. so kann man zeigen, daß der Über­
gang vom ursprünglichen b zum umgeformten bdurch einen Isomorphi smus

S : K"' _ Km, b ....... f"

beschrieben wird. In 2.7 .7 zeigen wir, wie man S berechnen kann.

2.3.5. Zur Beschreibung der Lösungen eines linearen Gleichungssystems be­
nutzt man oft eine weitere Sprechweise. Eine Basis ( Wl"" , w. ) von Lös (A , 0)
heißt Fundamentalsystem von Lösungen des homogenen Systems. Ein bel iebig es
v E Lös (A , b ) heißt spe zielle Lösung des inhomogenen Systems. Dann hat man
eine Darstellu ng

Lös (A , b) = v + KWI + ...+ Kw. ,

und die Linearkombinationen der Lösungen sind eindeutig. Man erhält die Vek­
toren Wl • ••• , W. als Spalten der in 2.3.4 konstruierten Matrix C . Dabe i ist je­
doch Vorsicht geboten, weil die Zeilen von C anders angeordnet sind, wenn die
Pivotspalten nicht die Voraussetzung i, :::: i erfüllen.

Es lohnt sich nicht . den allgemeinen Fall aufzuschreiben, wir geben liebe r ein
typisches

Beispi el. Wir betrach ten das Gleichungssystem in Zei lenstufenfonn und mit be­
liebiger rechter Sei te :

0 0 2 -, - 4 0 b,

0 0 I -, -, 2 I b,

0 0 0 0 I I 0 b,

0 0 0 0 0 I 2 b,

0 0 0 0 0 0 0 0

mit n = 7,m = 5,r = 4,jl :::: 2, h :::: 3, iJ:::: 5, j4 :::: 6 und k :::: 3. Dann ist
X l :::: ÄIo X 4 = Äz, X1 =Ä), und darau s ergibt sich

X6 = b4 -2x7= b4 - 2Ä) ,
x, = b) - X6=bJ - b4+2Äl •

Xl = b-;. + x4+ xs - 2x6 -X7 ::::bz+ bl -3b4+Ä!+5Äl ,
X2 = bl -2x4+Xs + 4x6=b l + bl+3b4 - 2Äz -6Äl '

Trägt man die erhaltenen Koeffizien ten in die ents prechenden Matrizen ein, so
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wird

0 0 0 0 1 0 0

1 0 1 3 0 -2 - 6

0 1 1 - 3 0 1 5

D= 0 0 0 0 c= 0 1 0

0 0 1 - 1 0 0 2

0 0 0 1 0 0 - 2

0 0 0 0 0 0 1

Die Spalten von C sind das Fundamentalsystem. D· bist für jedes b E K 4 eine
spezielle Lösung.

2.3.6. Zwei wichtige Spez ialfälle lineare r Gleichungssysleme haben eigene Na­
men , Besteht der Lösungsraum aus genau einem Element, so nenn t man das Sy­
stem eindeutig l ösbar. Aus dem bisher Bewiesenen folgt sofort die

Bemerkung. Für A E M(m x n; K ) und e e K'" sind[olgende Bedingungen
gleichwert ig:

i) Das lineare Gieichungssyslem A . x = b ist eindeutig lösbar.

ii) rang ä = rang(A ,bl = n. o

In diesem Fall bes itzt das zugehörige homogene Gleichungssystem A ·x = 0 nur
die triviale Lösung O.

Ist m = n, so kann man ii ) erse tzen durch rang A = n. Dies bedeutet, daß die
lineare Abbil dung A : Kn

-.. K" surjektiv. also nach Korollar 3 aus 2.2.4 sogar
bijektiv ist. Bezeich net A - I die inverse Abbildung, so ist die eindeutige Lösung
.r gegeben durch

x = A -1 (b ) .

Nach 2.5.5 ist A-I beschri eben durch die inverse Matrix.
Ist die Matrix A E M(m x 11 ; K ) vom Rang m, so ist die lineare Abb ildung

A : K" ...... Km surjektiv, also ist der Lösungsraum von A . x = b für jedes
b E Km nicht leer. Ein solches Gleichungssystem nennt man uni versell Lösbar.

Ist der Rang von A kleiner als m, so ist das System nur für spezielle b lösbar.
Ein Rechenverfahr en. dies bei festem A für ein gegebenes b zu entscheiden,
leiten wir in 2.7.7 ab.
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Aufgaben zu 2.3

135

I . Ein Nahrung smittel enthält Schad stoffe SI, . . .. S ~. die bei der Produktion lind lage­
rung als Bestandtei le von Pflanzenschutzmitte ln auftreten, Auf den einzelnen Stationen
werden die folgenden Pflanzenschut zmittel benutzt:

Station Mitte l

I . Landwirt A

2. Rohproduktlageru ng B

3. Veredelungsbetri eb C

4. Gro ssist und Transport D

5. Einzelhändler E

Die folge nde Tabe lle gibt die prozentu ale Zusammen setzung der Mitte l A... . ,E wieder:

s, S, S, S, S,

A 0.2 0.' 0 0 3 0

B 0 1 06 03 0 0

C 0.1 02 0.2 0.3 0.2

D 0 0 0.1 0.4 0.'

E 0 0.1 0.3 0.3 0.3

Für da s fertige Produkt ergibt die Nahrungmluelanalyse die folgenden Werte (in Ge­
wicht seinheiten ):

s, s, s, s,
0.75 2.25 0.65 1.60 0.75

Ermitte ln Sie. wieviel (in Gewi cht seinhe iten) die einzelnen Stationen zur Schadstoffbe ­

lastung beitragen.

2. Es seien Metall-legierungen MI, M2 und Mj gegeben , die alle Kupfer, Silber und
Gold enthalten, und zwar in folge nde n Prozentsätzen :

Kupfer Silber Go ld

MI 20 60 20

M2 70 10 20

Mj 50 50 0

Kann man diese Legierungen so mischen , dass eirIC Legierung entsteht, die 40% Kupfer,
50% Silber und 10% Gold enthält?
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3. Zeigen Sie: Ist die Mat rix A E M(m x n; K ) in Zeilenstufenfonn und r der Rang von
A. so ist (ei , .. . . e, ) e ine Basis von Im A C K in.

4. Bestimmen Sie für das folgende Gleichungssystem in Zeile nstufenfonn mit beliebiger
rech ter Se ile Matrizen C und D wie in 2.3.4 , so dass die Spalten von C ein Fundamen­
talsyste m bilden und D . b für jedes b E W eine spezie lle Lösu ng ist.

(~ ~ -i=: ~ ~ J ~ )
o 0 0 0 0 -7 I b4
o 0 0 0 0 0 - 4 ~

00 000 0 00

5. Gegeben se ien die Matrizen

(

3 ,
A = 4 6

1 , (
' 26 3 )B = 2 I 3 2
2 3 I 4

a) Untersuchen Sie die fo lgenden Gleichungssysteme darauf. ob sie eindeuti g lösbar
sind:

A, ~ ( : ) . B, ~ ( ; ) .

b) Untersuchen Sie die Gleichungssysteme A.., = bund Bx = b für beliebige b € If
darauf, ob sie universell lösbar sind .

6. Se i der Unterv ektorraum W e R" gege ben durch m lineare Gleichungen 'PI• • •. , "'m,
d . h.

W = Ix E R" : "'t( x ) = . . . = ",.. (x ) =01 .

Zeigen Sie, dass dan n W berei ts durch e ine einzige (nicht notwendig lineare ) Gleichung
beschriebe n werden kann. Oenauer gilt: Es existiert ein Polynom f E R [~ .. .. . r" l mit

W = ((Xl .... . x" ) E R" : !(Xt ... . , x. ) = 0) .

Zeigen Sie, dass die se Aussage auch gilt, falls man R durch einen endlic hen Körpe r K
ersetzt

7, Finden Sie neue (kürzere) Beweise für Satz 0 .2.4 und Aufgabe 2a) zu 0 .3.

8. Zeigen Sie , dass eine Teilmenge L de s ~ eine Gerade ist (d. h. es existieren

v. w E Rl. W -I 0, mit L = v+ IRw) genau dann. wenn es eine Matri x A E M(2 x 3; R)
mit rang A = 2 und ein b E RZgibt. so dass L = [x E IRl : Ax = b). Was bede utet das

geometrisc h?
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2.4 Lineare Abbildungen und Matrizen
Eine Abbildung F : X ..... Y von Mengen ist nach Definition eine Vorschrift. die je­
dem Argumem x E X einen Wen F{x ) E Y zuordnet Dabei ist im allgemeinen nichts
darüber ausgesagt, wie die Vorschrift auszusehen hat. also kann man die Bilder verse t ue­
dener Argumente völl ig unabhängig voneinander wählen .

Ganz anders iSI die Situation für eine lineare Abbildung F : V ..... W zwischen vek­
torr äumen. Kennt man einen Wen F ( II). so ist F auf de r ganzen Ger aden K li festgelegt.
Will man für einen weiteren Vektor tf E V den Wen beliebig vorsc hreiben, so da rf also
v' nicht auf der Geraden K v liegen. Durch F ( II) und F( tf) ist dann F auf der ganzen
Ebene K u+ K v' festgelegt. usw.

2,4,1. Die Frage , durch wieviele Vorgaben e ine lineare Abbildung festgelegt ist,
hat ei ne e infac he Antwort:

Satz. Gegeben seien endlichdimensionale Vektorräume V und W, sowie Vektoren
VI , . .. , v. E V und w[, . .. . w, E W. Dann gilt

/J Sind VI , ••• , u, linear unabhan gig. so g,.bt es mindestens eine lineare Abbil­
dung

F: V ..... W mit F (v,) := w, f üri= I,. ,'. , r .

2) Ist (V I " " , v. ) eine Basis. so gibt es genau eine lineare Abbildung

F : v ...... W mit F(v; ) := w j fü r ,. :=l , ... . r ,

Dieses F hat folgende Eigenschaft en:

0 ) Im F = span (w t, , w. ).

b) F injektiv <:> WI , , w. linear unabhangig.

Beweis. Wir be gin nen m it Tei l 2). Jedes v E V hat ei ne e indeutige Da rstellung

11 = At lll + .. . +A. II,.

wegen F( v;) = Wi und der Linearität von F muß also

F( v ) = AtWI + ... +A,W, (*)

se in. A lso gibt es höchstens e in so lches F , näm lich das durch (*) e rklärte . Man
darf nun a lle rdings nicht ve rsäumen Zu ze igen. daß die durch (*) e rklä rte Abbi l­
dung wirklich linear ist. Das fo lg t aus den Rechnungen

F(v + v' ) = F (AIVI + ... +A, V.+A;vl+ ... + A~v. )

= F «(AI +A'I)VI + .. . +(A.+A~) II,)

= (,l.. t+A'I)WI+ . . . + (A.+A;)W,

= AIWt+ ... +A,W. + A; Wt + ... A~ W,

= F (v) + F(v ')
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F(),.v ) = F (H III I + ... +AA,II,) = HIWj + ...+AA,W, = }.F( v) .

Die Inklusion Im F e span (WI, . . . , w, ) ist klar. Ist umgekehrt

W = P"WI +...+ tl,W" so folgt w = F(P. 1VJ+ " .+ J.l , v,) .

Zu b) nehmen wir an, W l • .•• , w, sei linear abhängig. Dann gibt es
(tl l •. .. • j.t,) '" (0• .. . , 0) mit

It lwl+ · · ·+J.!,w,= O,

und es folgt F ( /l lVI + ...+ j.t,v, ) = 0 : also ist F nicht injektiv. Umgekehrt sei
F (v) = O. Wir schreiben

v =.l'lVI + , .. +}., II" dan n ist )'1w] + ... +A,W, = 0 .

Wegen der linearen Unabhäng igkeit von WI , ' " • w, folgt A l = . . . = AT = 0,
also v = O. Damit ist 2) bewi esen.

Ist V j • • • • , v, nun linear unabhängig. so können wir d iese Familie zu einer
Basis

(V I> . " , 11.. 11.+1 •. • • , vn)
ergänzen und durch Vorgabe beliebiger weiterer Werte WH ]•• • •• Wn entspre­
chend 2) e in F mit

F (V, )"" Wi ftir i = I, . . . , 11

finden. An dieser Konstruktion kann man erkennen. wie weit F von der Eindeu ­
tigkei l emfemt ist: ein Maß dafür ist die Zahl n - r. 0

2.4.2. Der Satz aus 2.4.1 über die Erzeugung von linearen Abbildungen hat zahl­
re iche Folgeru ngen.

Korolla r 1. Ist V ein Vektorraum mir einer Basis B "" (1.'1. ' " • v. ). so gibt es
dazu genau einen Isomorphismus

4>/l: K" --l> V mit 4>/l(ej ) = vj f ur j"" I , . . .. n .

wobei (1'1. ' " • e" l die kanonische Basis von K" bezeichnet. o

4>/l heiß t Koordinatensystem, dami t werden wir uns in 2.6. 1 weiter beschäftigen .

Korollar 2. Zu jeder linearen Abbildung F : K" -+ KlO gibt es genau eine
Matrix A € M(m x n : K ). so daß

F( x) "" A . x

f ür alle Spottenve ktoren x E K".
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Man braucht also in diesem Fall zw ischen linearen Abbildungen und Matrizen
nicht mehr zu unterscheiden.

Beweis. Man
das ergi bt A .

schreibe 1-'(1.'1) , '" , 1-'(1.'. ) als Spaltenvektoren nebe nei nander,
o

Einen solchen Zus ammenhang zwischen linearen Abb ildungen und Matrizen
gib t es nicht nur in den Standardräumen:

Satz. Gegeben seien K· Veklorrüume

V mil Basis A = (VI, .. . , v. ) und W mit Basi.! ß = (W I, ... , w.. ).

Dlmn gibl es zu jeder /ineart'n Abbildung 1-' : V -.,. W genau eine Murrix A =
(u'i) E M(m x n ; K ). so daß

•
F(vJl = LU,jW; [iir j =I " " ,n ,

, ~ ,

lind die so erhaltene Abbild/mg

M/i : Hom (V , W ) -.,. M(m x n , K ) , F t-> A = M~(F) ,

Ül ein Isomorphismus VOll K ,Vekrorrüumt'lJ. Insbesondere g i/I

(. )

M/i{ F-+G ) = M; (F) + Mti (G ) und Mti (H "j= AM:(F).

Kurz gesagt: Nach Wahl fester Basen kann man lineare Abb ildunge n durch Ma­
trizen (d.h. relativ abstrakte durch kon krete Objek te) ersetzen. Man bezeichn et
Mjf(Fl als die Matrix, die F bezüglich der Basen A und ß aarstellt.

Beweis. Da B Basis ist, sind die Linearkomhinat ionen aus (*) und somit auc h die
Spal ten der Matrix A eindeuti g bes timm r. Gehön zur Abbildung G die Matrix
B = (b,) , so ist . . .
( F + G)(vi ) = F ( lIi ) + G ( II} ) = L a,jw;+ L b;jw; = L (u;j + b,)w"

,a l , .. I ;a l

und für A E K ist
• •

(A f')(v j) = A. F(vj ) = AL a;} 111; = L (AU;j )W; ,
i ~ 1 , ~ I

Daher i ~t d ie Abbildung Mjf linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach 2.4 .1 gcnau
e in F, das da rau f die durch Bedingung (*) festgelegten werte annimmt. Also ist
M; bije ktiv. 0
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wenn B = (VI, ' " ,V.) und A = (a,j ) = M r;(F ).
Die n-reihige Einheitsmatrix E. = (8;j ) beschre ibt dabei die identische Ab­

bildung, in Zeichen

M{l(id v ) = E•.

Die zu 2.4.3 analoge Frage, für einen Endomorphismus eine besonders einfache
Basis zu finden , ist weil schwieriger zu beantworten. Sie ist Gegenstand von
Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.4

I. Gibt es eine lineare Abbildung F ; W ...... a 2mit

F(2 .0) =(0, 1), F( I. n=(5, 2). F(l , 2) = (2. 3)?

2, Sei ß = (sm. cos . sin . cos. sin2. cos2) und V = spanß C Abb (R. R). Betrachten
Sie den Endomorphismus F : V ...... V, I ...... 1'.wobei I ' die erste Ableitung von f
bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass ß eine Basis von V ist.

b) Bestimmen Sie die Matrix M13( F ).

cj Bestimmen Sie Basen von Ker F und Im F.

J . Für nE N sei V. =span (1. . .. . r") C R[I] mit der Basis ß. =( I, . . .. t · ) und

'0. ; V....... V. _ t • f ...... I'
der Ableitungshomomorphismu s.

a) Bestimmen Sie die MatrixM:t_.('0. ).
h) Zeigen Sie, dass es eine lineare Abbildung 1;,: V. _I ...... V. gibt mit D. o I n = id,

und bestimmen SieM:i:" (7.).
4. Sei V = lf E R[I] : deg f ::s 31mit der Basis ß = 0 .t. 12.(3).wnbenac hten die
linearen Abbildungen ,
F : V ...... IR . I ...... f 1(I)dl und G : v ...... a l, 1 ...... (/( - 1)./(0)./0)) .

-,
a) Es seien K. und K: die kanonischen Basen von R undW.Bestimmen Sie die Matrizen

M: (F ) und M: .(G) .

b) Zeigen Sie, Ker G C Ker F.
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c) Es gibt e ine lineare Abb ildung H : R' -> R mit H o G = F.

S. Seien V und W endhchdimensjcnale Vektorräume mit V = VI IIIV2, W = WJ GIWl
sowie F : V -+ W linear mit F(V;) C Wi für i = I. 2. Zei gen Sie, dass es Basen A
VOll V und B von W gib t mit

M# (F ) = ( : ~ ) .
wobei A e M(dimW] x dimV j : K I, B E M(dimW2 x dim V2: Kl .

6. Zei gen Sie ohne Verwendung von Matrizen . dass die in 2.4.2 definierten Abb ildungen
Fl: V -+ W eine Basis von Homt v . W ) bilden.

7. Sei

A = (=:: : :)
- \ 2 -2 - 2

lind F ; R4 -> a J die durch F( x ) = Ax definierte lineare Abbildung. Bestimmen Sie
Basen A VOll a4 lind B VOll a J mit

M# (F) = ( ~ ~ ~ ~ )
000 0

8. Sei V ein endlichdimensionaler vektorraum und F : V ..... V linear mit P = F.
Zeigen Sie. dass e s eine Basis B von V gibt mit

(
E, 0)

Mu(F) = 0 0

Hinweis: Aufgabe 5 und Aufgabe 4 zu 2.2.

9. Zeigen Sie : ISI F : V ..... V ein Endornorphismus des endJichdimensionalen Veklor ­
raums V mit dirn Fill F = r (vgl. Aufgabe 3 zu 2.1), so existiert eine Basis ß ~Oll V
mit

(
E, .)

MlJ (F ) = 0 ..
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2.5 Multiplikation von Malrizen
2.5.1. In 2.1.3 hatten wir gesehen, daß für lineare Abbildungen G : U _ V
und F : V -+ W die Komposition F o G : V -+ W wieder linear iSI. Im
Spez ialfall U = K' , V = K~ , W = K'" sind Fund Gentsprechend 2.4.2durch
Matrizen A und B gegeben, und wir wollen ausrechnen, welche Matrix C die
lineare Abbildung F oG beschreibt. Das folgende Diagramm soll die Übersicht
erleichtern:

K' • K"
,

K'- -

[n
z

, = ~ y= (;J ~ ,=

,.
ISI B = (bjt ) € M(n x r ; K) und y = B(x) , so folgt

Yj =bj IXl+ . . . +bj,x, filr j = I, . . . , n, (b)

A = (a,) E M(m x n; K ) und z = A (y ) bedeutet

li = a'I YI+" '+ U, ~y. für i = l. .. . . rn , (a)

und schließlich C = (Cil ) E M (m x r ; K ). l = A (B (x ) bedeutet
l; =CilX.+ .. . + c;, xr Iur t e I . . . . , m. (c)

Sem man (b) in (a) ein, so erhält man

l, = u;l(bIl XI +· ··+ b lrX, )+ + u,.(b. IXI +· .. + b~,x,) (c')

= (a il bll + ... + a,.b. I)XI+ + (a, lb l, + .. .+ a,~b. , )xr .

Vergleich von (c) und (c') ergibt

Cil = a il b ll + .. .+ a; . b~ 1 , . . . , Ci , = aij b lr+ ... + uinbnr .

Unter Verwendung von Summenzeichen schreibt sich das so:

z = t ",!y!= t",!(t b!.,.) = t (t "'h")
J_l , - I l _ l J - l ~ _ l

= t (t a"b,,) ,.= tc",. ,
h .1 J. l ~ _ J

also ist
•

C,t = L uijb jk fUri = I , . . . , m und k= I, ... , r.
j - I
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Diese kleine Rechnung, die nur auf der Umordnung einer Summe beruht, hat
wichtige Konsequenzen. Man kann dam it eine Multiplikation von Matrizen pas­
sender Größe erklären .

2.5.2. Zur Definit ion der Multiplikation von Matrizen nehmen wir

A = (a,j ) E M (m x n ; K) und B = (bj~ ) E M (n x r ; K ) ,

d.h. die Spaltenzahl von A muß mit der Zeilenzahl von B übereinstimmen. Dann
ist das Produkt

"
A · B = k ,t) E M(m x r ; K) erklärt durch eil := L aijb)l '

j.d

Die Matrix A . B hat also so viele Zeilen wie A und so viele Spalten wie B. die
gemeinsame Zahl n verschwindet be i der Multiplikation. Diese Größenverhäll­
nisse kann man durch folgendes Schema zum Ausdruck bringen:

c:' [J b,.

)I"h" b. i . h"

0 " "'" ' " ',.

Ia , l a.. I [;] m .

G., tI... '., C"',

~

n r

Hieran sieht man auch gut, wie

Cil = allb l1 + ...+ ai.bot

aus der t-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B entsteht. Ansonsten ist es
aber recht unpraktisch, Matrizen bei der Multiplikation so anzuschreiben. Ein
Beispiel der üblichen Schreibweise ist

( I 2-[ ' ) ( ~ =:) ( 1-5)o \ 2 - 2 . 0 \

2 - 1 0 -3 : ~ - \ - 3
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a,b, )
: E M (1I X II; K )

u.b.

,b<,

B := ( ~(O)
~ (O)

'"

Ist speziellm = r = 1 und n beliebig, so ist

A · B = (a, ...a, )·C:)=a,b,+ ...+a.b, e K = M(I x I; K ) .

Man beachte, daß dagegen

(
a, ) ( a'b' ...
: (bl· .. b. ) = .

u. u.b l

gi1l.
Ist speziell er = 11 = r ,so kann man für A . B E M(m x m , K) sowohl A · B

als auch B · A bilden, im allgemeinen ist aber A . B #:B . A. Zum Beispiel ist

(~ ~)( ~ ~ )= ( ~ ~ )

( ~ ~)( ~ n = (~~ )
Daran siehl man außerdem, daß das Produkt von zwei Matrizen die Nullmatrix
ergeben kann, obwohl beide Matrizen von der Nullmatrix. verschieden waren.

Beispiel. Ist I = (/1 , ' " , Im): R" -> R" eine differenzierbare Abbildung
(das heißt 11 , . . . . 1..: R" -.. R sind differenzierbare Funktionen) mit
1 (0) = 0 (diese Annahme dient nur zur Vereinfachung der Bezeichnungen),
und sind YI, . . . . Y. die Koordinaten im R·, so sei

(
'"(0) .. . '"(0))a., a••

A := Y...:(Ol ' . . ~:(O)
a., a.••

die sogenannte JACOBt-Matrix von I im Punkte Null.
Ist g = (gi , . . . , g. ) : R' -.. R" eine weitere differenzierbare Abbildung mit

g(O) = 0, und sind Xl. . . . , .r, Koordinanten im Kr, so beze ichnen wir mit

~ (O) )

~(O)•••
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die Jaccbimatrix von g im Punkte Null. Ist h := f og : R' -.. IR'" und
h = (h I•.. . . h.. ). so gilt für die Jacobimat rix von h im Punkt Null

(

"' (0 ) "'" (0) )ax, a. ,

: : = A· 8.

~(O) ~ (O)"t, a-"
Das fo lgt sofort au s den Rechenregeln für die part iellen Ableitungen. Diese Ver­
knüpfun gseigenscha ft de r Systeme partiell er Ableitun gen war im 19. Jahrhun­
dert einer de r Ausgangspunkte für die Entwickl ung des Matrizenkalküls gewe­
sen.

2.5.3. Zwei Spez ialfalle der Matrizenmult iplikation so llen noch besonders er­
wähnt werden.

a ) Drehungen des R2 um die Winkel a und ß werden nach 2.1.1 beschrieben
durch

A = ( :~:: ~~::a ) und B = ( :~:; ~::~ ).
Die Hin terein anderausführung ist eine Drehung um den Winkel a + ß. und sie
wird besch rieben durch 8 . A. das bedeutet

(
COS«l' + ß ) - Sin (a + ß ) ) ~
sintc + ß) costc + ß )

(
cos a cosß -sina sinß - (Sin a COs ß + cos a sin ß ) ).

cos c sinß + sin c cosß cosacosß - sin c sinß

Daß die Einträge auf beiden Sei ten gleich sind. ist die Aussage der sogenannten
Additionstheoreme für Sinus und Cosinus. Dem Leser sei empfoh len. in diesem
Fall die Gleichheit A . B = B . A nac hzuweisen, denn das ist be i Matrizen ein
bemer kenswe rtes Ereigni s.

b ) Die Multiphkation einer m )( »-Matri x A mit e iner n x I-Matrix, d.h. einer
Spalte .r haben wir schon lange benutz t zu r Beschreibung der linearen Abbi ldung

A : K" _ Km, x r-+A · x.

Mit Hilfe der Matrizenmul tiplikation geschriebe n bedeutet die in 2.5 .1 durch­
ge führte Rechnung dann

A . ( B . x) = (A • B ) • x
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für jede (r x I)-Matrix .r , Das ist ein Spezialfall des Assoziativgesetzes für die
Matrizenmultiplikation. das in der folgenden Sammlung von Regeln enthalten
ist.

2.5.4. Rechen regeln für Matrizen. Sind Matrit rn A , A' E M(m x n; K ) und
B , B' E M(n x r ; K), C E M(r x s: K ) und A E K gegeben. so gilt:

1) A . ( B + B') = A · B + A· B' und (A + A') · B = A · B + A' · B.
tDistributivgesetze}

2) A . (AB) = (AA) . B = A(A . B ).

3) (A · B) · C = A . (B · Cl. (Asso:iativgesetz)

4) '( A · B )=' B · 'A.

5) E.. · A = A . E~ = A. (Neutralität der Einheitsmatrix}

Beweis. 1). 2) und 5) sind ganz einfach und erfordern höchstens etwas Schreib­
arbeit. Für den Beweis von 4) muß man sorgfaltig mit den Buchstaben umgehen :
Ist A = (a,j) und B = (bjil. so ist.
A · B = (C,l ) mit c'l = L a;l bjl . also '( A . B )=(c;,.) mit c~; = CiJ '

j _ 1

Weiter ist

' B = (b~) mit b;j = b jl und ' A = (o j;) mit a j, = O jj ,

also
• • •

' B .'A = (d.; ) mit d1i = L b;Ja j; = L b jlO;j = L aijbjl .
i _ I ) - 1 I - I

Also ist c;; = dJ,.
Bleibt der Beweis des Assoziativgesetzes 3). Dazu betrachten wir die beteilig­

ten Matrizen als lineare Abbildungen :

K' .E.. K' ~ K~ !.. K'" .

Nach 1.1.5 gilt das Assoziativgesetz für die Hintereinanderschaltung von Abbil­
dungen. also ist

(A o B) o C= A o (B o C ) .

In 2.5.1 haben wir gezeigt, daß die Hintereinanderschaltung der Abbildungen
durch das Produkt der Matrizen ausgedruckt wird. Das liefert die Behauptung.
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Wer bei diesem Kniff Unwohlsein empfindet, möge zur Linderung noch ein­
mal Summen umordnen: Sei A = (u;;), B = (b j . ) und C = (cH )' Dann ist

"
A · B = (a ,. ) mita it = l: a'ibl l .

j~ 1

also

(A · sv.c = (d,, ) mil d" = t (taijbii)Clt.
t _ l I_I

Weiter ist .
B . C = (ß/,) mit ß j l = L bj*clI •..,

also

A · (8 · Cl = (d:/ ) mil d:, = i». (t bi.C;'I)
} ~ l . _1

Die beiden Summen für da und d;/ enthal ten genau die gleichen Summanden.
also ist dil = d:," 0

Anstelle von A . B schreibt man für das Produk t von Matrizen meist nur AB .
Nach den Regeln 2) und 3) kann man auch Klammem weglassen und einfach

AAB bzw. ABC

schreiben.

Vorsicht! In der Rechenregel4) steht auf der rechten Seite der Gleichung nicht
'A . I B. In dieser Reihenfolge könnte man die Matrizen im allgemeinen nicht
einmal miteinander multiplizieren . Aber selbst wenn A , B E M(n x n; K ) gilt,
ist im allgemeinen

' (A . B ) #- 'A · ' B .

Man kontrolliere das an Beispielen nach. Auch von der Richt igkeit des Assozia­
tivgesetzes sollte man sich anhand von einigen Beispielen überze ugen. denn es
ist gar nicht selbstverständlich (und eine gute Kont rollmöglichkeit für die Rech­
nung).

Im Spez ialfall quadratischer Matrizen folgt aus diesen Regeln das

Korollar. Die Menge M(n x n; K ) mir der Addition aus /04. / ulld der Mu/tipli­
kation aus 2.5.2 ist ein Ring. 0

2.5 .5. E.~ ist eine naheliegende Frage, wie der Rang der Produktmatrix von den
Rängen der Faktoren abhängt. Man hat folgende Abschätzungen :
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Lemma. lst A E M (m x n ; K) und B E M (/I x r ; K ), so gilt

rang A + rang B - /I ~ reng rx . B ) ~ min {rangA . rang B I .

Beweis. Wir betrachte n die Matrizen als lineare Abbildungen , das ergibt ein Dia­
gramm

Weiter defin ieren wir F' := Allm B. Dann ist

Im F ' "" Im (A · B ) und KerF' = xer x n Im s .
Die Dimen sionsformel aus 2.2.4 angewandt auf F' ergibt

rang (A . B ) = rang F' = dirn Im B - dim Ker F' = rang B - dirn Ker F' . (*)

Daraus folgt rang (A· B ) :::: rang B. Da Im (A · B) C Im A, folgt die Abschätzung
nach oben . Wegen Ker F' C Ker A folgt aus (* ) weiter

rang (A . B) ~ rang B - dirn Ker A = rang B + rang A - n ,

wobei die letzte Gleichung nach der Dimensionsformel für die Abbildung A gilt.
Das ergibt die Abschätzung nach unten.
Sie ist scharf, wenn Ker F' = Ker A. also wenn Ker A C ImB. 0

2.5.6. Wir betrachten den kanonischen Isomorphismus aus 2.4.2 im Fall m = /I,

also

Horn (K " , K " ) _ M (n x n ; K )

und fragen. welche quadratischen Matrizen die Isomorphismen
F : K" _ K "

beschreiben. Ein Isomorphismus hat eine Umke hrung F - l mit

F oF- 1=F- 1oF = idKo.

Übersetzt in die entsprechenden Matrizen ergibt das die

Definition. Eine Matrix A E M(n x n ; K ) heiß t invertteröar, wenn es ein
A' E M (n x n ; K ) gibt mit

A . A' = A' . A = E" .
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Bemerkung 1. Die Menge

GL (n ; K ) = {A E M (n x n ; K) : A invertierbar I

mit der MultiplikatiQn von Matrizen als Verknfipjullg ist eine Gruppe mit neutra­
lem Element E• .

Sie heißt die allgemeine lineare Gruppe (general linear).

Beweis. Zunächst ist zu zeigen. daß die Matrizenmultiplikation tatsächlich ei­
ne Multipl ikation in GL (n ; X ) induziert. d .h. daß für A , B E GL (n; K ) auch
A . B E GL (n ; K ) gill . Se ien A' und B' so gewählt , daß

AA' = A'A = E. = BB' = B'B

gi lt. Dann ist

(B'A'H AB) = E. = (AB)(B'A')

nach dem Assozi at ivgesetz für die Matrizenmultiplikation. also ist AB invertier­
bar. Es bleiben die Gruppenaxiome GI und 0 2 nachzuweisen (vg\. 1.2.2).

Das Assoziativgesetz gilt in GL (n; K ), denn die Multiplikation ist sogar in
M (n x n ; K ) assoziativ.

Die n-re jhige Einheitsmatri x har die Eigenschaft eines neutralen Elementes.
und zu A € GL (n ; K ) gibt es nach De finition ein Inverses A'. 0

Wie wir in Abschnitt 1.2.3 gesehen haben. ist das Inverse A I eindeu tig best immt.
und wie üblich schre ibt man dafür A - I . Es gilt dann

(A- 1r l = A und (AB) - ' = B- IA- I ,

Bemerkung 2. Für eine Matrix A E M(n x n ; K ) sindfolgende Bedingungen
gleichwertig:

i} A ist invertierbar:

ii} 'A ist invertierbar.

iii} Spaltenrang A = n.

iv) Zeilenrang A = n.

Auß erdem ist ( 'A)~ 1 = ' (A- I) .

Beweis. i) ~ ii) folgt aus '( A -1 )'A = ' (A A- I ) = ' E. = E•• und ii) ~ i)

ergibt sich daraus durch Transposition . i) {} iii) ist eine Folgerung aus 2.2 .4. und
ii) (? iv) ergibt sich wieder durch Transposition. 0
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Aufgaben zu 2.5

I, Gegeben seien d ie Matrizen

151

A ~ (: -i -n 8 ~ (-i:_:-;) c ~U)
D ~ ( - I 2 0 s }. E ~U:)

Berechnen Sie alle möglichen Produkte.

2. In dieser Aufgabe betrachten wir Eigenschaften ,.dünn besetzter" Matrizen. in denen
viele Einträge null sind.

a) Sei 11 E N " (01 und / = 11, . . . . 11 1.Wirbelrach ten die Menge / x / C N x N.
Finden Sie für k E N Gleichungen für die .,Gerade" L in / x / durch (I . k ) und
(2.k + 1) sowie für die Gerade L' durch (k. 1) und (k + 1.2). Finden Sie weiter
Ungleichungen für den Halbraum H in / x / , der oberha lb von L liegl und den
Halbraum H', der unterhalb von L' liegt.

I

I

1

n:

1 , n

b) Formulieren und beweisen Sie folgende Aussagen:

(~) (~) ~ (~)
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( o~ ) (~) ( o~)
c) Eine Matrix A :: (a;j l e M (n x n ; K) beißt ec t se obere Dreiecksmatrix . falls ~i :: 0

für i ?: j . Zeigen Sie, dass eine echte obere Dreiecksmatrix A nilpotent ist, d.h. es
exisne rt ein m € Nmit A'" = O.

3. Sind die folgenden Teilmengen Unterringe?

a) Ha,j ) E M (n X II: K ) : a,j = Ofür ; ?: j ) c M (n x 11 : K )

b) l(a;j ) e M(" XII; K ) : a,j = Ofiir i?: j + k. oder i e i +k ] C M(n xn : K) ,wobei

' E N

c I( ~ ~ ) e M(Z x 2; R) : a e Q.b, c E Rl C M(2 x 2: R)

d) I(g : ) E M{2 x 2; K ) ; a.b E KJ C M(2 x 2; K ).) [( ai! ) e M (n )( 11: K ) : ai j = Ofli r ; t- j oder i ?: kl c M (n x 11 : K ),wobeik E N.

4. Sei K ein Körper und 11 E N '- {O}.

a) Für ). E K gil t: O.E~ )B = B{ÄE. l für alle 8 E M (n x 11 ; K l .

b) Zeigen Sie: lsr A E M(n x 'I ; K ) mit AB = BA für alle B E M(n x n : K l , so
existiert e in A E K mit A = AE. ,

S,Sei C = {( : ~b ) : a,b e a } c M(Zx 2:RI.

a) Zeigen Sie, dass C ein Körpe r ist.

b) In C ist die Gleichun g Xl + I = 0 lösbar.

c ) C ist als Körper isomorph zu C.

6. Zeigen Sie. da ss für eine Matrix B E M(n x k ; R) die Abbi ldun g

4> : M(m x n ; R) ...... M{m x k; R) , A ....... A ·B ,

stetig ist.

7, Zeigen Sie, da ss die Absch ätzung

rangA + rangB - n :::: rang (AB) :5 min{rangA . rangB }

aus 2.5.5 für den Rang der Produktmatrix in beide Richtungen scharf ist. d. h. finden Sie
Beispiele für

rangA + rallgB - n = rang(AB ) und rang(AB) = min{rangA . rangB I .
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8. Wir wollen eine Methode angeben. um die Inverse einer Matrix auszu rechnen :
Sei daz u A e M(n x 11; K) invertierbar, d. h, rang A = 11. Zeigen Sie; Ist

'- (',")x _ : .

'.,
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die Lösung des Gleichungssystems Ax = ~ ,so ist

('".:, ' ..
-1)

Berec hnen Sie auf die se Weise die inverse Matrix von

(

I I 2
I 3 4

A = 0 1 J
I 3 5

9. Für e ine differen zierbare Abbildung

J • • • - '. , • ~ (f, (' ).. ,., J.(.)\,
ist die Jacob i-Mamx von! im Punkt x definiert durch

JacJ ! := (aj; (X») ,
a X j

Ist m = 1 und ! zweimal stetig parti ell differenzierbar. so versteht man unter der Hesse­
Matrix von! im Punkt x die Matrix

HessJ ! ;= (..!l{X») ,
ax;ax1

a) Berechnen Sie die Jacobi -Matrix einer linearen Abb ildung F ; Ir --> IR'" . X H Ax .
wobe i A E M(m x n:K).

b) Sei

•
P : R" _ IR . {X I " .. • x. ) ..... L a,j XiXj + L b;Xi .

''''J ; . 1

wobei a,j . b, e R. Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und die Hesse-Matrix von P.
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2.6 Koord inatentransformationen
Eine immer wiederkehrende Metbode in der linearen Algebra ist es. durch Anwendung
p;I"ender BegriffelangweiligeRechnungen mitSchlachtengegen Indizes zu vermeiden.
Das ist etwas gefahrlieh. weil dadurcb ein Trainingsliiekstand im Reebnen entstehen
kann. Daher vertrauen wir in diesem Abschnitt besonders darauf,daß der Leser nebenbei
zur Übung genügend viele Beispiele reebnet.

2.6.1. Sei wieder V ein v ektorraum mit einer Basis B = ( V I • • • • • v~). Entspre ­
chend 2.4.2 gehö rt dazu gcna u ein Isomorphismus

<1>8 : K· --+ V mit <1>8(ej) = Vj für j = J. . ..• 11 ,

wobei (e i , . . e~ ) wie immer die kanonische Basis des K" bezeichnet. Nach
Definition ist

<1> llCt lo' " . x . ) = XlVI+...+X~V• .

Man nennt <1>" das durch B bestimmte Koordinatensynem in V und

x = (X I> . . . • x.) = <1>;; I(V) E K "

die Koordinaten von v = XlVI + ... + XnV• •

2.6.2. Für Anwendu ngen ist es wichtig. verschiedene Koord inaten ineinander
umzu rechnen . Dazu nimm t man an. es seien in V zwei Basen A = (VI> . , v. )
und B = (WI• . . . , w. ) gegeben. Dann hat man ein Diagramm von Isomorphis­
men

K"

T(;" ~ ~; ' O ~A l ~AV
K.~11

Man nennt die als lineare Abbildung angesehene Matrix Ti:- E GL (n : K ) die
Transformationsmatrix des Basiswechsels . Sie hat nach Definit ion die folgende
Eigenscha ft: ist

V= .tIVI + ... +x"v. = )'tWI + "' + Yn wn E V , so ist

Kennt man die MatrixTi'.so kann man also die ..neuen" Koordi naten y aus den
.altcn" X berechnen.
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also Tt = S-I .

Das wichtigste Beispiel ist V = K". Sind A und B die Matrizen mit den
Vektoren aus A. und B als Spalten, so wird obiges Diagramm zu

K"~

TI K" also T = B- 1 . A .

K" ~
Ist insbesondere A.die kanonische Basis, so folgt T = B - I.

Ganz analog behande lt man den Fall, daß für allgemeines V die Vektoren aus
B durch Linearkombinationen aus A.gegeben sind. Sei

und S = (s;j) die Matrix mit diesen Koeffizienten als Spalten. Es gilt

4>8 =4>,,(OS ,

denn die Werte der beiden Abbildungen auf der kanonischen Basis des K" sind
gleich:

( 4)..1 0 S) (e) = 4>A(S I) , ' " , sn) = Sljll l +...+ S. iV . = Wi = 4>8 (e j ) '

Als Ergebnis erhalten wir

S = 4>.:i10 4>8 = (Tt r l
,

Das kann man in Fonn eines Diagramms schreiben:

K"

~
sL~v

Damit ist das Problem wieder auf die Bestimmung einer inversen Matrix zurück­
geführt. Ein allgemeines verfahren dafür wird in 2.7.4 angegeben. Wenigstens
ein ganz einfaches Beispiel rechnen wir direkt aus.

Beispi el. Im R.2 betrachten wir neben der kanonischen Basis K. = (e h 1:'2) die
Basis

B = (Wh wz) mit WI = ' (2, 1) , Wz = ' (1, 3) .
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Die Einträge von B- l betrachten wir als Unbestimmte, das ergibt die Bedingung

C:)(:; :: )= ( ~ ~)
Sie ist gleichwen ig mit den linearen Gleichungssystemen

'" + " = 1 2<, + " = 0
oed

" + 3" = 0 .r + 3" = 1.

Die eindeutigen Lösungen sind

Xl = ~ ,

Xl = - ! '
Für v = - ei - ('2 ist x
v = -~W I - !W2.

Xl = - !. also ist 8 - 1 = ! ( _ 31-,1).X4 = ~ ,

= ' ( - I, - I ), also y = B- 1 • X = ' (_~ , -n, d.h.

2.6.3. Der Zusammenhang zwischen Koordinatensystemen und darstellenden
Matri zen ergibt sich aus der

vK"

Bemerkung. Sei F : V _ W eine lineare Abbildung, und seien A und B Basen
von V und W. Dann hai man ein Diagramm linearer Abbildungen

~A

K" w.

und es gi/I

$ BoM:<F) = F o4',A , also M8'(F) = <p61 0 F o<l>A '

Die darstellenden Matrizen sind offenbar eine Verallgemeinerung der Transfer­
mat ionsmatrize n. den n für V = W und F = idv gi lt

M8'(i dv ) = r; .
Beweis. Es genügt zu ze igen, daß die beiden Abbildungen auf der kanonischen
Basis kJ , .. . , f"n) übereinstimmen. Ist M# <F) = A = (ai), so ist

"
4lB (M#(F )(e») = 4>B(a Jj" .. , a",) = L:> ijWi ,

i _ I
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•
F(4)...((ej)) = F(vj} = L::>ijW;,

i _ I

'57

Die zweite Gleichung folgt aus der erste n durch Mulliplikation von links mir
~l . 0

2.6.4. Im Diagramm aus 2.6.3 hat man zwei verschiedene Wege. mit Hilfe der
Abbildungen in Pfeilrichtung von K~ nach W zu gelangen. und die Aussage
ist. daß auf den verschiedenen Wegen die gleiche Abbildung herauskommt. Ein
Diagramm mit dieser Eigenschaft heißt kommutativ.Wie nützlich dieser Begriff
ist. werden wir gleich sehen:

SaU. Gegeben seien Vektorrdume U. V und W mit Basen A. Bund C, sowie
lineare Abbildungen G : U _ V und F : V _ W. Dann gilt:

Mt (F 0 G) = Mg (F) . M;i (G ) .

Kun. ausgedrückt: Der Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen ent­
spricht das Produkt der darstel lenden Matrize n.

Beweis. Für die Standardräume mit den kanonischen Basen wurde das schon
in 2.5. 1 ausgerechnet. Der allgemeine Fall folgt daraus durch Betrachtung des
Diagramms

GI
K'

A ·B

K"

<1>,
K"' - V

u

F oG

w.
wobei A = Mg (F ) und B = M;i (G ). Alle Teildiagramme sind kommutativ
(man mache sich klar warum). daher ist das ganze Diagramm kommutativ. und
insbesondere folgt die Behauptung,

Wer lieberetwas rechnet, betrachte einen Vektor U E U und seine Koord inaten
x = 4>:4.1(u ). Wegen 2.5.4 ist

4>lil (G(u») = B· .r , 4>C" 1( F( G(u))) = A · (B · x) = (A · B) · <PAI (u) ,

also <PC" 10 (F 0 G) 0 4>...( = A . B .Auch darau s folgt die Behauptung. 0
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Für den Spezialfall von Endomorphismen (vgl. 2.4.4) ergibt sich das

Koro llar. In V seien eint' Basis ß sowie Endamorphismen F, G gegeben. Dann
ist

o

Insbesondere folgt daraus, daß

M 8 : End (V) -+ M (n x n; K )

ein Ringisomorphismus ist (vgl. 1.3.2. 2.1.4, 2.4.4 und 2.5.4).

2.6.5 . Nun kommen wir zum wichtigsten Ergebnis dieses Absch nittes , nämli ch
der Antwort auf die Frage, wie sich die darst ellende Matrix bei Einführung neuer
Basen ändert.

Tra nstormatlonsfcrmet, ISI F : V -+ W eine lineare Abbildung, sind A. A '
Basen VOll V und B. B' Basen von W, so iSI das Diagramm

M; <F )
K" K"

\~A ~r
TI V -L w Tff,

~i '\,
M#'(F )

K" , K '"

kommutativ. Insbesondere giltfür die beteilig ten Matrizen

M;t' (F) = rf, .Mt <F ) . (Tir l

Anders ausgedriickt: Sind

A = M: (F ) und 8 "" M: ' (F)

die beiden Matrizen, die F be züglic h verschiedener Paare von Basen darstellen,
und sind

r::r; . s ::rg.
die Transf ormationsma trizen zwischen den verschiedenen Basen. so gilt

B :: S · A · r - I
•
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Zum Beweis genügt es zu bemerken . daß nach 2.6.2 und 2.6.3 die dreieckigen
und viereckigen Teile des Diagramms kommutativ sind. Also ist das Gesamtdia­
gramm kommutativ. 0

Wer diesen Beweis als Hokuspokus ansieht , möge die Fonnel B = SAT-1 di­
rekt durch Multiplikation der drei Matrizen nachre chnen (Viel Spaß mit den In­
dizes!). Dabe i wird sich zeigen, daß nur Rechnungen wiederholt und ineina nder
eingesetzt werden. die vorher schon einmal ausgefü hrt worden waren. Der Trick.
besteht also darin , sich dieses zu erspare n.

Für den Spezialtall eines Endomorphismus ergibt sich mit der Notat ion aus
2.4.4 das

Korollar. Sind in V zwei Basen A und B sowie ein Endomorphismus F gegeben.
so ist

oder anders ausgedrückt

B = SAS - l
,

wenn A = MA(F). B = M13(F ) und S = TI. o

2.6 .6. Nun endlich können wir noch einmal (vgl. auch 1.5.8) die Gle ichheit von
Zeilenrang und Spaltenrang bewe isen, ohne uns die Finger mit Indize s zu be­
schmutzen.

Satz. Für jede Matrix A € M(m x n ; K ) gilt

Zeilenrang A = Spa ltenrang A .

Diese Zahl ist nach 2.2.1 gleich rang A.

Beweis. Wir betrachten A : K" ...... Kmals lineare Abbi ldung und wählen in K"
und KmBasen A und B entsprechend 2.4.3. d.h. mit

A (E' 0)M"d A) = B = 0 0 .

Für B ist offensichtl ich

Zeil enrang B = r = Spaltenrang B .

Um zu zeigen, daß sich diese Glei chhei t auf A überträgt, wählen wir entspre­
chend 2.6.5 invertierbare Matri zen Sund T mit

B = SAT .

Es genügt also der Beweis von folgend em
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K "

Hilfssatz. Für A e M(m x 11 ; Kl, S E GL(m; K) und T E GL (n : K) gilt

/) Spaltenrang S AT = Spal tenrang A,

2) Zeilenrang SAT = Zeilenrang A.

Beweis des Hilfssatzes. Zu den gegebenen Matrizen gehört ein kommutatives
Diagramm linearer Abbildungen

A

T

K" SAT

S

Da S und T Isomorphismen sind, haben die linearen Abbildungen A und SAT
gleichen Rang, d.h. es gilt I ). Daraus folgt 2) durch Transposition. denn

Zeilenrang A=Spallenrang ' A und ' (SAT)='T.' A ·'S .

Man beachte, daß be i Multiplik ation von A von rechts sogar der Spaltenraum.
bei Mult iplikation von links nur seine Dimension erhalten bleibt. 0

Wie man die Matrizen Sund T aus A berechnen kann, werden wir in 2.7.6 sehen.

2.6.7. Die Transformationsformel aus 2.6.5 ergibt in die Sprache der Matrizen
übersetzt die folgende

Deüntucn. Zwei Matrizen A , B € M(m x n; K ) heißen äquivalent , wenn es
S e GL (m; K ) und T € GL (n ; K ) gibt mit

B = SAT - l
•

Im Spezialfall m = n nennen wir A, B E M(m x m ; K ) ähnlich , wenn es ein
S E GL(m; K ) gibt mit

B = SA S- l .

Aus 2.6 .5 folgt sofon die

Bemerkung. Zwei Matrizen sind genau dann äquivalent, wenn sie bezüglich ver­
schiedener Paare von Basen d ie glei che linea re Abbildung beschreiben.

Zwei quadratische Matrizen sind genau dan n ähnlich, wenn sie beziiglich ver-
schiedener Basen den gle ichen Endamorph ismus beschreiben. 0

Daß dieser Begriff der Äquivalenz nichts Neues liefen , zeigt das
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Lemma. Zwei Matrizen sina genau dann äquivalent, wenn sie den gleichen
Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r äquivalent ZU

Diese speziellen Malrizen repräsentieren die Äquivalenzklassen und heißen
Normalformen.

Zum Beweis genügt es. die Argumente aus 2,6.6 zu wiederholen.Daß äquivalente
Malrizen gleichen Rang haben. folgt aus dem dort bewiesenen Hilfssatz.
Ist A vom Rang r, so sieht man durch entsprechende Wahl von Basen in K '"

und K~ , daß A äquivalent zu der obigen Normalform ist. Also ist A äquivalent
zu jeder anderen Matrix B vom Rang r (benutze Aufgabe 4). 0

Viel schwieriger iSI die Frage nach Nomwljormen j fir Klassen ähnlicher Matri­
zen. Das ist Thema von Kapitel 4.

Aufgaben zu 2.6

I.Gegeben sei ein endlichdimcnsionaler vektorraum V mit BasenA.Bund C. Beweisen
Sie die •Kürzungsregel"

2. Im Rl seien die Basen

A =«(I . - 1.2). (2. 3. 7). (2 . 3. 6» und B =«1.2.2). (-1.3. 3). (- 2. 7. 6»

gegeben.

e) Berechnen Sie die Transformationsmatrix 1ft.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors

v = 2 · (1. - 1. 2)+ 9· (2. 3. 7) - 8· (2. 3. 6)

bezüglich der Basis B.

3. V sei ein g-vektorracm mit Basis A = (Vi • • . •• V4). W sei ein IIt ·Yektorraum mit
Basis 8 = (Wh .. . . Ws). F : V ..... W sei die lineare Abbildung. die gegeben ist durch

3 -2 2

- 2 - 2 1 - 3

M;f(F ) = 4 0 3 1

I 3 12 4

0 4 - 11 5
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S~h ljeßl ic h seien A' =; ( V; , • . ; • v~.> m~t v; = VI -; V~. 11;' = 112 ".V) , v] = V) + 114,
114 = 114 und B' = ( w 1' • . .• ws) mrt w l = W t . w2 = WI + W2. w ] = - Wl +W] .

W~ =!.V I +W4.WS = W t +WS·

a) Zeige n Sie, dass A ' e ine Basis von V und B eine Basis von W ist.

b) Berechnen Sie M;i' (F), M;i (F ) und M; : (F) .

e) Bestimmen Sie F - 1(span (W h W2 , Wl )).

4. Zeigen Sie, dass durch

A -- B ~ A und B sind äquivalent

(vgL 2.6 .7) tatsächlich eine Äquivalenzrelauo n auf der Menge M(m x n: K ) gegeben ist
und durch

A -- B ~ A und B sind ähnlich

(vgl. 2.6.7) eine Äquivalenzrelation auf M(m x m; K ) erklärt ist.

5. Zeige n Sie, dass für A € M(n x n; IR ) gilt: rang A = rang (A . ' A ). Gilt d ies auch,

falls A E M (n x 11: Cl?
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2.7 Elementarmatrizen und Matrizenumformungen
Die Bedeutung von Matrizenumformungen sieht man schon am Eliminationsverfahren
von GAUSS . Es gesteuer die Lösung durch wiederholte Anwendung elementarer Sehnt­
te. Auf diese Weise kann man in der linearen Algebra viele Probleme lösen. In die­
sem Abschniu geben wir weitere Beispiele dafür: die Inversion einer quadratischen Ma­
trix und die explizite Bestimmung der Transformalion,malrizen, die eine gegebene Ma­
trix auf Normalform bringen. Zur theoretischen Begründung ist es dabei sehr hilfreich,
Matrizenumformungen zu interpretieren als Mulliplikalion mit speziellen invertierbaren
Matrizen, die ihrerseits die gesamte allgemeine lineare Gruppe erzeugen. Diese soge­
nannten ..Elemenlarmat rizeli ' kann man als die Heinzelmännchen der linearen Algebra
bezeichnen: sie erledigen geräuschlos und zuverlässig die kleinen Schmutzarbeiten.

2.7.1. Ist m eine beliebige natürliche Zahl, I ::: i, j ::: m mit i #- j und A e K' ,
so nennt man die quad rat ischen Matri zen

S,(A) :=

i -te j-te
Spalte Spalte

j j

I I

I I I-,- - 0 -
I I I

I I I
- 0 - -l-
I I I

I
I

I I I
- l - I -
I I I

I I I
- 0- - l -
I I I

I I

+- i -te Ze ile

+- j-te Zeile

+- i-te Ze ile

+- j-u:Zeile
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I I

I I I
- 1- - Ä -

I I I

I I I
- 0 - - l-

I I I

I I
I I

I I I
- 0- - l-

I I I

I I I
- 1 - - 0-
I I I

2 Lineare Abbildungen

+- i-te Zeile

+- j -te Zeile

+- i -te Zeile

+- j-te Zeile

I I
aus M{m x m ; K) Elementarmatrizen. Außer den eingetragenen oder durch
Punkte angedeuteten Komponenten sind dabe i alle Komponenten gleich Null.

Sind E{ die in 1.5.1 definie rten Matriz en und ist E die m-reihige Einheitsma­
trix, so ist

Q{ =,=E +E{ . QfO.) =E + ),.Ef und S,(),.) = E+()" - I)E; .
Weiter ist selbstverständlich

Qf = Q/(I) und p/ = Pi·
Grundlegend ist der Zusammenhang mit den elementaren Umfonnungen von
Matrizen . Ist A E M(m x n; K) und x E K " gegeben . so hatten wir in 1.5.7
umgefonnte Matrizen betrachtet, die wie folgt aus A entstanden waren :

AI durch Multiplikation der I-ren Zeile mir ä,

All durch Addition der j-ten Zeile zur I-ren Zeile,

AIII durch Addition der ä-fachen j-ten Zeile zur i -teo Zeile,
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Ai v durch Vertauschen der r-ten und der j-tcn Zeile.

Wie man sofort sieht. gilt

165

Al = S,O.) · A .

Am = o»..).A .

All = Q/' A .

AIV=P/ .A.

Man sollte sich davon auch anhand von Beispielen überze ugen. um mehr Zutrau­
en zu den eigenartigen Elementarma trizen zu gewinnen.

Ganz Entsprechendes gilt, wenn man anstau Zeilen immer Spalten umformt.
Wir wollen es sicherheitshalber notieren. Ist A e M(m x n; K ) und x € K' , so
betrachten wir wieder die wie folgt aus A entstandenen Matrizen:

Al durch Multiplikation der r-ten Spalte mitä,

A" dureh Addition der i -ten Spalte zur j -ten Spalte,

Alil durch Addition der )..-fachen r-ten Spa lte zur j-ten Spalte,

AIV durch Vertauschen der j -ten und der t -ren Spalte.

Verwenden wir die entspreche nden n-reihigen Elementarmatrizen. so gilt

AI = A · S,()..),

AIII =A · Q; ()..),

A" =A ·Q; .

AIV = A .P; .

Kurz ausgedruckt: Multiplikation von links mit Elementarmatrizen bewirkt Zei­
ienumfonn ungell, und Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen be­
wirkt Spallt'numfonnu ngen. Man beachte dabei die Vertauschung von; und j
heim Übergang von links nach rechts.

Beme rk ung. Die Elementarmutrii r n Q{o..)und p/ sind Produkte von Elemen­

tarmatrizen vom Typ S,( ).. ) und o: Genau er gilt

Q[().. ) = SIW·Q/' Sj ()..) , p/ = Qj ' Qf( - I) · Qj ' S)(-I).

Dies entspricht dem in 1.5.7 bemerkten Sachverhalt, daß sich Matrizenumfor­
mungen vom Typ III und IV aus Umformungen vom Typ I und 11 kombinieren
lassen ,

Der Be"" eis der Bemerk.ung ist ganz einfach, wenn man die Multiplik.ation als
Zeilen- oder Spaltenumfonnung interpretiert. Wir wollen dies dem Leser über­
lassen. 0
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2.7.2. Lemma. Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizrn. Geneuer gi/I:

(S,(.l.n- l =S,m' (Qff ' "" Q; (- I ) ,

(Q{O'Jfl = Q/<-A), (p/f l= P/'
Zum Beweis genügt es, die rechten Seilen der Gleichungen mit den linken zu
multiplizieren und festzustellen, daß die Einheitsmatrix herauskommt. 0

2.7.3. Satz. Jede tnveruerbare Matrix A € M (n x n; K ) ist (endliches) Produkt
von Elementarmatriren .

Man sagt dafür auch, daß die Gruppe GL (11; K) von den Etementarmairizen
erzeugt wird.

Beweis. Nach 2.5.6 ist der Ze ilenrang von A gle ich n , Wie in 0.4.7 ausgeführt
ist, kann man A du rch eleme ntare Zeilenumfonnungen zu ei ner Matrix der Form

B;( b" b;")
Ob••

mit von Null verschiedenen Diagonalelementen b l1 , . . . , b•• machen. Nach
2.7.1 gibt es Elementarmatrizen BI, , B" so daß

B =: B, BI . A .

Man kann nun B durch weitere Zeilenumfonnungen zur Einheitsmatrix E. ma­
chen. Dazu beseitigt man zunächst b l . , •.• , b. _1. . mit Hilfe der letzten Zeile,
dann bl.. _1• • • • , b. _t.-_I mit Hilfe der vorletzten Zeile, usw. Schließlich nor­
miert man die Komponenten in der Diagonalen auf 1. Es gibt also nach 2.7.1
weitere Elementannatrizen Bf+ [, ' " , B" so daß

E. =: B, · . . . · B,+lB =: B, ' ... . BI ' A .

Daraus folgt

A- 1
=: B, · . . . · BI , also A = BI- I ..... B,- I ,

und die Behauptung folgt aus 2.7.2. o

2.7.4. Der Beweis von Satz 2.7.3 gestaltet nun. ein einfaches Rechenverfahren
für die Bestimmung der inversen Matrix anzugeben. Es her die angenehme zu­
sätzliche Eigenschaft. daß man von der gegebenen quadratischen Matrix im vor­
aus gar nicht zu wissen braucht. ob sie invertierbar ist. Das slellt sich im Laufe
der Rechnung heraus.
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Sei also A E M(n x 11 : K) gegeben. Man schreibt die Matrizen A und E. ne­
beneinander. Alle Umformungen . die im folgen den an A vorgenommen werden,
führt man paralle l an E. durch.

Zunächsl bringt man A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstu fenform. Da­
bei stellt sich heraus, ob

Zeilenrang A = n ,

d.h, ob A invertie rhar ist (vgl. 2.5 .6). Ist der Zei lenrang von A kleiner als 11 , so
kann man aufhören; die Umformungen mit E. waren dann umsonst. Ist der Zei ­
lenrang von A gleich n, so führt man weitere Zeilenumformunge n durch, bis aus
A die Matrix E. geworden ist. Schematisch sieht das so aus (die Umformungen
sind als Multiplikation mit Elementarma trizen beschrieben):

A E.
B, · A B) · E.

B, · ... . BI ' A B, · .. . · 8 ) . E•

Ist nun links aus A die Einheitsmatrix E. entstanden. so hat sich rechts aus E.
die inverse Matrix A- I aufgebaut , denn aus

B, · . .. · BI ' A = E.
folgt

8, · ... · BI ' E. = 8, · ... · BI = A- ) .

Diese erste schöne Anwendung wird den Leser hoffentlich schon vom Wert der
Elementarmatrizen überzeugen.

Vorsicht! Anstelle von Zeile numformungen kann man auch ausschließlich
Spaltenumformungen anwenden. Aber bei abwechselnder Anwendung von Zei­
len- und Spa lIenumformungen funktioniert das Verfahren im allgeme inen nicht.
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2.7.5. Bt i.~pitle. a )

0 1 -, 1 0 0

1 2 - I 0 1 0

, 1 1 2 0 0 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

1 1 2 0 0 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 -I 3 0 - I 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 -I 1 - I 1

1 2 - I 0 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 -I 1 - I

1 0 7 - 2 1 0

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 - I 1 - I
1 0 0 5 - 6 7

0 1 -, 1 0 0

0 0 1 - I 1 - I

1 0 0 5 - 6 7

0 1 0 -3 , -,
0 0 1 - I 1 - I

A=

P,

Q~( -7)

o i (-21

Qj

Man berechne zurKomreue A · A- 1l
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b)
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A =

QH-l)

QJ

1 0 1 1 0 0

0 - 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1

1 0 I I 0 0

0 - 1 0 0 1 0

0 I 0 - 1 0 1

1 0 1 1 0 0

0 - 1 0 0 I 0

0 0 0 - 1 1 1

A iSI nicht invertierbar, denn Zellenrang A = 2.

2.7.6. Ist A E M (m x n, K ) und

A : K" _ K'" . x ..... Ax ,

die zugehörige lineare Abbildung. so gibt es nach 2.6.5 Transformationsmatrizen
S E GL(m ; K) und T E GL (n ; K) mit

SAT-
1
= ( ~ ~ ) .

wobe i r = rang A.Wir leiten nun ein Rechenverfahrenfur die Bestimmung von
S und T ab. Dazu betrachten wir folgendes Schema:

A

Bit. · B] · A

Bit. · · B I · A · C I

I Bit. . .. . . BI · A. C] . .. . .cl lE• .CI· ...·C,1
Zunächsl wird A durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht.
Die Zeilenumformungen entsp rechen der Multiplikation von links mit m-reihi·
gen Elemenrarmarri zen Bh .. . • Bt . Diese Umformungen filhrt man parallel an
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E", durch. Da die Matri x

B. · ... . BI ' A

Zeilenstufenfonn hat, kann man sie durch Spaltenumformunge n auf die Fonn

(~ ~ )
mit r = rang A bringe n. Dies entsprich t Mu ltiplika tion von rechts mit u- reihig en
Element annatrizen Cl•... , C" Diese Spalten umformungen führt man parall el
an E~ durc h. Wegen

Bi . . . . . BI . A . Cl . . . .. CI = ( ~' ~ )
sind durch

S = Bk · .. . · BI = B. · . . . . DIE,. und r - l = C l · . . . · C, = E.C1· . . . . CI

Transfonnationsmatriun der gewünschten Art gefunden.

Beispiel. Sei K = IR. und A = ( I 2 0) .
2 2 I

1 0 1 2 0

0 I 2 2 1 =A

1 0 1 2 0 1 0 0

- 2 1 0 - 2 1 0 1 0

0 0 1

1 0 2 1 0 0

0 1 - 2 0 0 1

0 1 0

I 0 0 1 0 - 2

0 1 - 2 0 0 1

0 1 0

1 0 0 1 0 2
r-v= 0 I 0 0 0 I

0 I 2

S ~

SA
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D=( ~ ~) ,
so erhält man auch Basen A und 8 von K~ und K"' , bezüglich derer A durch D
beschrieben wird . Dazu betrachten wir das Diagramm

K"
D

T s

A
- -.-- K" ,K"

das wegen D = SAr - 1 kommutativ ist.A und ß sinddie Bilder der kanonischen
Basen K und K ' von K~ und K '" unter den Isomorphismen r -: und S- I. Also
erhält man A und 8 als Spaltenvektoren von r -1 und S- I, Dazu muß man S
noch invertieren.

In unserem Beispiel ist

also sind

((1, 0, 0),(0, 0. 1),(-2, 1,2» und « 1, 2) , (0, 1»

Basen der gesuchten Art. Zur Kontrolle prüft man nach:

AU )= (: ) , A 0)= ( ~ ) ""dA fD = ( ~ )

2.7.7. Natürlich kann man auch das Gaußsehe Eliminalionsverfahren mit Hilfe
von Elementarmatrizen beschreiben. Sei das System

A · x =b

gegeben. Die elementaren Zeilenumformungen von A und (A , b ) werden be­
wirkt durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen aus GL (m ; K ). Ihr
Produkt ergibt eine Matrix

Se GL(m ; K ) mit (Ä,b) =S ·(A ,b)=(SA , Sb) ,

wobei (A,b) die auf ZeiJenstufenforrn gebrachte erweiterte Koeffizientenmatrix
ist. Man beachte, daß S allein durch A bestimmt ist. Die Berechnung von S kann
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man wieder schematisch durchführen, indem man die Zeilenumfonnungen von
A paraJlel an E,. durchführt.

E. A

B, . E. SI · A

Bs · · • • . BI ' E.. Bs ' . . . • BI ·A

Ist nun aus A die Matrix Ä = B. · . . . · BI . A in Zeilenstufenfonn entstanden, so
hat sich links die Matrix

S = 8" .... B I

aufgebaut. Damit kann man sofort ent scheiden, ob für ein b E K '" Lösungen von
Ax = b existieren. Man berechnet

b,

b.

und sieht nach, ob b'+1 =
Aufgabe 5).

Aufgaben zu 2.7

= b.. = 0, wobei r = rang A = rangÄ (vgl.

I. Ste llen Sie die folgende Matrix A als Produkt von Elementarmatrizen dar :
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2. Sind die folge nden Matrizen invertierbar? Wenn j a. dann geben die inverse Matrix an .

( ~ ~ ~ ~ ) €M(4X4 : R)' ( ~ ~ ~ ~ ) € M (4 X 4 : 1R)'
01 00 2 43 2

\000 33 42

U;l MO ., a" U;l MO " , Z/3Z)

3. Zeigen Sie :

A ;0 ( : : ) E M(2 x 2; K j iSI invertierbar ~ ad - bc # O.

Berechnen Sie in diesem Fall die Inverse von A.

4. Mod ifizieren Sie das Rechenverfahren aus 2.7.6 so. dass man statt 5 die inverse Malrix
5- 1erhä lt (benutzen Sie dabei die Inversen der Elementarmatrizen aus 2.7.2).

5. Finde n Sie für die Gleichung ss~:;;teme Ax = b aus 0.3.5 sowie aus Aufgabe 2 in
0.4 jeweils eine Matrix S. so dass A = SA in Zeilenstufenform ist. und bere chnen Sie
b= Sb.

6. Beweisen Sie :

a) Für A E M(1l x Il;K j undm E N gill:
",_1 ",- I

E. - A"' ;o (E. - M (L Ai ) = (L Ai )(E. - A) .
, -0 , -0

(Dabei sei AO:= E• .)

bj Ist A E M(1l x n; K) eine Matrix , für die ein m E N existiert mit K' ;0 0, so iSI
E. - A inveruerbar . Wie sieht die inver se Matrix aus?



Kapitel 3

Determinanten

In de n vorherg ehenden Kapit eln wurde laufend mit Linearkc mbin anonen gerec hnet. das
gilt als der ,.triviale" Te il der linearen Algebra. Nu n ste igen wir ei ne Stufe höher zur
Dete rminante . das ist e ine Zahl , die ma n einer qu adratischen Mat rix zuordnet. LEtB­
NIZ gab schon um 1690 eine Formel zur Berechnung dieser zahl an ({Kow 1), § l ).
WE IERSTRASS benutzte in seinen Vorlesungen ein e ande re Methode: Er führte die De­
termin ante mit axioma tisch angege benen Eigensc haften ein. Dadu rch kann man die chro ­
nischen Voneichenp robl eme erst ei nmal im Hintergrund hahen lind all das bereit stellen ,
was man Zllr praktischen Berechnung der De terminanten benötigt. Es zeigt sich, daß
auc h hie r da s Verfahren aus Kapitel 0 zur Überführung einer Matri x in Zeile nstufenform
zum Ziel fühn. Diesen Weg haben wir mit Rücksicht auf eilige Leser in 3.1 beschritten.
Die Vorzeichenspiele werden systematisch in 3.2 vorgeführt.

Für genauel'l' historische Hinweise seien die entsprechenden Exkurse in [BIJ, [Fr].
[Koe) und [Kowl] zur Lektüre empfohlen.

3.1 Beispiele und Definitionen
3.1.1. Zunächst geben wir zwei charakteristische Beispiele für das Auftreten von
Determinanten .

I) Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

au xi + a 12x2 := b l • I

a21x I + a 22x 2 := b2 , 11
Wir suchen eine Formel für die Lösun g, die man bei beliebi gen Werten der Ko­
effizienten anwenden kann . Umfonnungen erge ben die Gleichungen

(01 I a 22 -aI 20 21)XI :=a22bl -aI2b2 . 0221- 0 12 11

(oll a22 - al la2!lx2 := a l lb2 - a 21bl . on II - 0 21'

Delinieren wir allgemein für eine (2 x 2)-Matrix eine Determinante durch

I::[: := ad- bC.

so ema il man für die Lösungen des obi gen Systems

[::::: 1 ]::: ::1
X l := 1::: ::: I' X2:= I::: :~ I'
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Das ist der einfachste Fall der CR AM ER$Chen Regel, Sie versagt, wenn

175

Das bedeutet, daß der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 i ~t. Entspre­
chend 2.3 gibt es hier keine eindeutige Lösung.

2) Die R äche eines Dreiecks ist gegeben durch

!(Grundlinie mal Höhe) .

Das zeigt man mit Hilfe des C AVAlJERlschen Prinzips, indem man zuerst das
Dreieck verdoppelt 7.U einem Parallelogramm, und dieses dann verschiebt zu
einem Rechteck.

Bild 3.1

Zur Berechnung der R äche eines Parallelogramms in der Ebene nehmen wir an,
dieses sei durch zwei Vektoren

gegeben.

I

0 ,

",,'
o~_J- _

Bild 3.2
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Wie in der Ze ichnun g angedeu tet, ist

V "" (} . u' = Q ' (cosa, sina), w = o . w' =(1 . (cosß, sin ß ),

wobe i Q. o > O. Bezeichnet F bzw, F' die Fläc he des von v und w bzw. Vi und
w' aufgespannten Parallelogramms, so verläuft die Rechnung für O .::: ß - er .::: 1f

wie folgt :

, Icosc sinc Ih =s in(ß -a) =cos asinß -cosp sina = .
cosß sinß

F=Q.o,r=Q.u,h'=!:':::; ;':::;1=1:: :: 1·
Die Fläche ist also gleich de r Determinante . Daher kann man einige Eigenschaf­
ten der Abbildung

det : M(2 x 2; R) -+ R , A=(: : )_ad -bc=ctetA
geo met risch illustrieren . Dazu die fo lgende Notati on: sind

v = (0. b) und w = (e, d )

die Zeilenvekto ren von A, so schreiben wi r de r A = det ( : ) .

a )Für ).. , j.t E R ist

d"( ~ ) ~ A d" ( : ) d"(""w )~ " d" ( : )
IIWr--- -,

Bild 3.3"
LJI 1 .1

l ' AI ' L __~

Das bedeu tet, daß die Fläche so ges treckt wird wie einzelne Seiten.

b) Für)., E R ist

d" (" ) ~ d" ( " )w w + ... v
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W +Al' _ ~ ~-

~- - - - -- -

I77

<)

Bild 3.4

was die Invarianz der R äche unter Scherungen nach dem Cavalienseben Prinzip
bedeutet.

d"(::) ~L
Das bedeutet, das Einheitsquadrat hat die Fläche I.

d )

Daran sieht man. daß nicht nur der Betrag. sondern auch das Vorzeichen der
Determinante eine geometrische Bedeutung hat. Es hängt von der Orientierung
des Paares v, w ab. darauf kommen wir in 3.4 zurück.

.)

ist gleichbedeutend mit der linearen Abhängigkeit von v und w, d.h. das Paralle­
logramm hat die Räche Null.

Bild 3.S

So wie zwei Vektoren im R1 ein Parallelogramm erklären. spannen drei Vektoren
im R) einen Spat und n Vektoren im R~ ein Paralielotop auf, und es entsteht das
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Problem, den Inhalt zu berec hnen. Wie man in der Analysis lernt, ist das die
Determinante der n x e -Matrix mit den Vektoren als Zeilen ([Fa 3]. §5).

3.1.2. Zur Erklärung der Determinant e einer n x 'I-Matrix gibt es mehrere Mög­
lichkeiten, zwei davon sind:

1) Eine Formel, in der die Einträge vorkommen. so wie das oben be i (2 x 2)­
Matrizen angegeben war. Das hatte schon LEIBNIZ be i größeren Matrizen aus­
geführt, das Ergebnis - die allgemei ne Leibniz-Formel in 3.2.5 - ist leider ziem­
lich umständl ich .

2) Eine Charaklerisieru ng der Determinante durch Axiome, sie geht auf
WEIERSTRASS zurück (vgl. (Fr)). Das ist nicht nur e leganter. sondern ergibt
auch einfachere Methoden zur Berechnung als die Leibniz-Fonnel.

Nun zur axiomatischen Einftihrung der Determinante, wir benutzen dabei die
folgende Notation :

Ist A eine n-reihige quadratische Matrix, so bezeichnen wir stets mit
a" . . . , a" die Zeilenvektoren von A. Dann schreiben wir

Deünruen. Sei K ein Körper und n eine von Null verschiedene natürliche Zahl.
Eine Abbildung

der: M (n x n; K ) --lo K , A ...... der ä •

heißt Determinante, falls folgendes gilt:

Dl det ist linear in jeder Zeile. Genauer heißt das folgendes. Für jeden Index
r e {I.... , n } gilt:

a) ISI a, = a;+a,". so iSI

b) Ist a, = Aa;, so ist
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""

An den mit Punkten bezeichnet en Stellen stehen dabei jeweils unverändert

die Zeilenvektorenol " " , 0 ; _ 1, 0 ,+ 1,'" , an'

D2 det ist alternierend, d.h . hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = O.

D3 der ist normiert, d.h. det En = I.

Eine andere Schreibweise für die Determinante ist

"," . e der ( ";' ":" )

~I O. n 0 . 1 O. n

Man beachte dabei , daß die senkrechten Striche nichts mit einem Absolutbetrag
zu tun haben.

3.1.3. Diese Definition ist sehr einfach, aber es bleibt die Existenz und Eindeu­
tigkeit zu zeigen, und das wird etwas Mühe machen. Zunächst spielen wir mit
den Axiomen und leiten daraus weitere Regeln ab.

Sa tz. Eine Determinante der : M(n x n; K ) -.. K hat die fo lgenden weiteren
Eigenschaften:

D4 Für jedes Ä e K ist det( ),, · A ) =),," . detA.

DS Ist eine'uile von A gleich Null, so ist det A = O.

D6 Ents teht B aus A durch eine Zeilenvertauschung. so ist

detB = - det A .

Die Determinante ändert also bei Zeilenumformungen vom Typ IV ihr
Vorzeichen .

D7 Ist )" E K, und entsteht Baus A durch Addition der ),,~jachen j -ten Zeile
zur i .ten Zeile (i '" j), so ist

det B =detA .

Die Determinante bleibt also bei Zeilenumformung en vom Typ 111 unver­
ändert.

D8 Ist A eine obere Dreiecksmatrix. also

soist det A = )" I· .. . · Ä" .
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D9 Sei n ~ 2 und A E M(n x n ; K ) von der Gestalt

A = (:1~ )
wobei A I und Az quadratisch sind. Dann gill

dei A = (det A I) . (detAz) .

3 Dete rminanten

DIO dei A = 0 ist gleichbedeutend mit rang A < n.

DIl Es gilt der Determinanten-Mu!tiplikarionssalz

del(A . B ) = det A . der B

jür alie A . B E M (n x n; K ). lnsbesondere gill f ür A E GL(n ; K )

detA - 1 = (det Aj- l .

Vorsicht! Die •R eget ' det(A + B ) = der A + de r B ist für n ~ 2 falsch.

Beweis. D4 und 0 5 folgen sofort aus DI b). Zum Beweis von D6 nehmen wir
an , daß die Ze ilen i < j vertauscht werden. Dann ist wegen DI a) und D2

detA +delB = det (:;)+det( :;)
= der ( : : ) +der ( : : ) + der ( : : ) + det ( : ; )

= ,,, (a,+a,)=o.
a, + aj

Dabei sind zur Verein fachung der Sch reibweise nur die Einträge der Zei len i und
j angegeben. in den restlich en Zeilen ändert sich nichts.

Es sei bemerkt, daß D2 aus D6 fol gt. wenn char( K) '# 2, denn har A zwe i
gleiche Zeilen, so ist nach D6

deIA = -detA , also 2det A = O.

0 7; Wegen 0 1 und 02 ist

(
a' + Aa/

det B = det .a, ) = det A +].. det ( :~ ) = detA.
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D8: Sind alle Ai #- 0, so folgt durch wiederholte A nwendung von D1

d" A=.,t :. ) =A,>. d" E. =A, . A. .

G ibt es ein i mit Ai = 0, so wäh len wir i maximal, d.h . A;+I " ' " An #- O. M it
Hilfe von A' +I" " . A" räumt man de n Rest der f-ten Ze ile aus, und m it D7 und
D5 folgt de t A = O.

D9 : Durch Ze ilen umformungen vom Typ III und IV an A mache man A I zu einer
obere n Dreiecksmatrix B I. Dabe i bleibt A2 unver änd ert , au s C werde C' . Ist k
di e Anz.ahl der ausgeführte n Zeilenvertauschunge n. so ist

de tA I = (_ l )l - der B\ .

Dan n mache man A2 durch Zei lenumformungen vom Typ 111 und IV an A zu
einer obe ren Dreie ck smatri x. Dabe i blei ben B I und C' unverändert. Ist / d ie A n­

z.ahI der ausgeführten Ze ilenvertausc hung en. so ist

delA2 = (- 1)/ · der B2•

1"

B := (:1~: )
so sind B . BI und B2 obere Drei ecksmatrizen , es ist also nach D8 offens ichtlich

der B = (der BI) . (det B2) .

Wegen

de I A = (_ l )l+/ . der B

folgt d ie Behau ptung.

D IO; Durch Ze ile numformunge n vom Typ III und IV brin gen wir A auf Zei len­
stufe nform B . Dann ist B obere Dre iecksmatrix, also

und nach D6 und D7 ist der B = ± dctA . We ile r ist rang A = rang B und wegen

D8

ra ng B = n {} det B = AI ' . . . • An l' O.
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D I I : 151 rang A -c n, so ist rang (A . B ) -c n, und d ie Gleichung lautet 0 == 0
nach D IQ.

Andernfalls können wir A E GL (n; K ) annehmen. Nach 2.7.3 gibt es Ele­
mentarma trizen C l.... , e,. so daß

A = CI · · · · · C• .

Es genügt also zu zeige n, daß für jede Elementarmatrix C vom Typ S;(),.) oder
Qf (vgl. 2.7. 1)

det(C· 8 ) = det C ·detB

gilt. Nach Eigenschaft D8 (die natürlich auch für untere Dreiecksmatrizen gilt)
ist

detS, (),. ) =A und dct Q{=I.

Multiplizieren von links mit Si(),.) multiplizie rt die i -te Zeile von B mit J.. . also
ist

det(Si (,l.) • B ) = A . der 8

nach 01. Multiplizieren von links mit a; bewirkt die Addition der j -ten zur
i -ten Ze ile. also ist

det(Q{ · 8 ) = l · det B . o

Dieser letzte Beweis wird den Leser hoffentlich in seiner Wertschätzung der Ele­
mentarmatnzen bestärken.

3.1.4. Für die Praxis der Berechnung von Determinanten hat man nun alle erfor­
derlichen Hilfsmittel zur Verfügung. Man bringt A durch Zeilenu mformungen
vom Typ 11I und IV auf obere Dreiecksgestalt 8 . Ist k die Anzahl der dabei
durchge fühne n Zeile nvertauschungen. so gilt

detA = ( - I) ~ · del 8 = (_ l)k. AI · . . . · A• .

Beispi ele. a )

0 1 2 1 1 0 1 0 1 1 0

3 2 1 ~- 3 2 1 ~ 0 - 1 1 ~- 0 - 1 1 = 3 .

1 1 0 0 1 2 0 1 2 0 0 3

b) Die Berechnung von Determinanten wird interessanter, wenn man die Ein­
träge a'l der Matrix als Unbestim mte auffaßt , das sind Zahlen, für die man belie­
bige Elemente des Körpers einsetze n kann, und zwar unabhängig voneinander.
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(. )

Es ist übli ch, das dadurch anz udeut en, daß man statt a den Buchstaben x ver­
wendet. Auf diese Weise berechnet man mit Hilfe von D7 und D8

I
XII Xl2 1 XII X l2

= X 21
X 21 X 22 0 X 22 - - X 12

' "Man beachte , daß X I I währe nd der Rech nung vorübergehend im Nenner steht,
nicht aber am Anfang und am End e. Mit Hilfe von D6 kann man noch einmal
direkt überprüfen, daß die Fonn el (* ) auch (Ur X II = 0 gill.

c) Eine Matrix A = (a jj) E M(n x n : K ) heißt schiefsymmetrisch, wenn
ai j = - a ji und aij = 0 (im Fan char K #: 2 folgt die zwei te Bedingung aus
der ersten). Die Berechnu ng solcher Determ inanten ist besond ers interessant ,
wir bet rachte n die Einträ ge wieder als Unbes timmte. Für n = 2 und 3 ist

I 0 xuI I'" 0 I '- X I2 0 = - 0 -X12 = x12 ,

o
- x 12 0 .e»

- .l n - X B 0

=

o o
= 0.

Dabe i wurde zu Zeil e 111 die Kombination :E. I_~ 11 addiert . Das ist ungefä hr-
X l2 X l2

lieh , den n für XI 2 = 0 ist das Ergebnis ohnehin klar. Nun zum Fall n = 4:

0 ' " ' " ' " 0 ' " ' " ' "
- X 12 0 ' n ' " - X l2 0 ' n ' "detA = =
- .l n - .ln 0 ,~ 0 0 0 Q (x )

- X 14 -," -'- 0 0 0 - Q (x) 0

durch gee ignete Umformungen der Zeilen III und IV, wobei
P (x)

Q (x) = -- mit P (x ) := x l2xj..\ - x nx24 + X 14X23 .

' "Aus D9 folgt schließlich

det A = ( P (x»! .

Man nennt P (x ) ein PFAFFsches Polynom (vg l. Aufgabe 5 und Aufgabe 8 zu
3.2).
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Aufgaben zu 3.1

I. Berechnen Sie die Determinanten von

o I I

I 0 I I

1 0 1 I

1 1 0 I

1 I I 0

2. Zeige n Sie:

3 Determinanten

der ( :
, : ) = (, - I)'(H '>.

("'+I
. b .,

) ="'+b' +" + I.det ab bZ+ 1 b,

"' b< c2 + I

3. Berechnen Sie:

sine cos c " sma bcosr:L .b

- cosa sinc _ a2 sin a b2cosa a2bz

der 0 0 I .' b'

0 0 0 a b

0 0 0 - b a

4. Zeige n Sie, das s für eine Matrix A = (a;j) E M(1l x 11 : K ) gilt:

del (o;j ) = det« - I),+i . a'j) '

5. Sei K ein Körpe r mit char K '" 2 und A e M(1l x n ; K ) altern iere nd (vgl. Aufgabe 3
zu 1.6). Zeigen Sie:

a) Ist 11 ungerade, so ist der A = Q.

(Hinweis: Benutzen Sie Sau: 3.2.6)
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b) Ist 11 gerade , so ist der A Quadrat eines Polynoms in den Einträgen VOll A (vgl. Auf­
gabe 8 zu 3.2 ).

6. Silld I = aml m + ... + (10, g = b.ln + ... + bo E Klt ) Polynome mit
deg 1 = m , deg g = 11 , so ist die Resultante VOll 1 und g de finiert durch

-.
-.

Resf. ~ := det

m Ze ilen

b.

Ze igen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

i) ResU = 0.

ii) I,'1,. .. . t· - tI, g, tg , . .. , ,m _I g sind linear abhängig.

iii) Es exis tieren p .q E Klt). p .q f- 0, mit degp ~ 11 - I, deg q ::: m - I und
pi = q g.

Mit etwas Teilb arkeitstbeorie von Polynomen kann man zeige n, dass i) bis iii) äqu ivalent
sind zu

iv) I und g haben einen geme insa men nichtkonstanten Teiler h E K II].

Insbesonde re isl also Resf.~ = 0, falls I und g eine geme insa me Nullstell e habe n, und

im Fall K = C gilt: Re sf.~ = 0 ~ fund g haben eine geme insame Nullstelle .
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3.2 Existenz und Eindeutigkeit
Bei der Berechnung der Determinante nach der Methode aus 3.1.4 bleibt eine kleine.
wieder spitzfindig erscheinende Frage: die durchzuHi hrenden Zeilenvertauschungen sind
nicht eindeutig bestimmt. man hat Wahlmöglichkeiten. Aber das Ergebnis
( _1 )1AI'" " A~ muß unabhängig von allen Auswahlen sein, insbesondere muß klar sein.
ob k gerade oder ungerade ist. Das wird besonders deutlich an dem charakteristischen
Beispiel einer Einheitsmatrix mit veränden er Reihenfolge der Zeilen: Dazu kommen wir
zurück auf die schon in 1.2.2 betrachteten Permutationen. Ist (1 eine bijektive Abbildung
von {I. . .. . III auf sich, und bezeichnen (I , . , . . e~ die kanonischen Basisvektoren. so
betrachten wir die Matrix

mit den Basisvektoren in permutierter Reihenfolge als Zeilen, und die Vorzeichen-Frage
spitzt sich zu zur Alternative

detE~ = ±I?

Vorzeichen sind eine An von Butterbroten: die haben zwei Möglichkeiten zu fallen ([EI).
Zur Beantwortung der Vorzeichenfrage benötigen wir eine zuverlässige Methode. an
der Permutation zu erkennen, auf welche Anen sie durch wiederholte Venau schungen
rückgängig gemacht werden kann.

3.2.1. Wie wir ge rade gese he n haben, ist zunäc hst ein kleiner Exk urs übe r Per­
mutat ionen unvermeidlich.

Wie in 1.2.2 bez eichnen wir für jede nat ür lich e Za hln > 0 mit Sn die symme ­
triseIl" Grupp.. von {I , . . , IlJ. d.h . die Grup pe aller bijektiven Abbildungen

a : 0 . . . /II- {I ..... n}.

Die Elemente von Sn nennen wir Permu tationen. Das neu trale Elem en t von S.
ist die identische Abbi ldu ng, die wir mit id bezeichnen. Wie üblich sc hre ibe n wir
o E S. expliz it in der Form

0= [0:1) 0~2) 0 ;/1 ) ]

FOr a , r e Sn ist dann

r . a

I

r(o(l»
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zum Beispiel

[ 123]_[123]=[123]
1 3 2 23 1 32 1

187

Man beachte dabei. daß die rechts stehende Permutation zue rst angewandt wird,
wie das bei Abbildungen üblich ist.

Bemerkung. Die Gruppe S" enthäl t

n! :=/I · (II - I ) · . . . · 2· 1

(sprich: n -Faku ltat] Elem ent e. Für n ::: 3 ist S. nicht abelsch.

Bew eis. Wir überlegen, wie viele Möglichkeiten es gibt, Elemente (1 e S" auf­
zubauen. Zunächst hat man für die Auswahl von

(1(1) genau n Möglichkeiten.

Da (1 injektiv sein soll, muß (1(2) '# (1(1) sein. Es verbleiben für die Auswahl

""
(1(2) genau n - I Möglichkeiten.

Sind schließlich (1(1), ... , (1(n - I) gewählt, so ist (1 (n) festgelegt, es gibt also
für

(1 (n) nur e ine Möglichkeit.

Insgesamt gibt es daher

n·(n - I)· ... ·2·1= 1I!

verschiedene Permutationen in S• . lst für 11 ::: 3

._ [ 1234 :] und r _ [1 2 34 II]
I 3 2 4 " 2 3 I 4 1I

so folgt wie oben r . (1 '# (1 . r , Die Gruppen SI und S2 sind abelsch. wie man
sofort sieht. 0

Um sehen zu können, wie schnell /I ! mit n wächst, benutzt man die Formel von
STJRLlNG
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wobet e eine asymptotische Näherun g bezeichnet ([Fol ]. §20). Die Zah l 60 1 ist
unge fähr gleich 1032• das ist in etwa die geschätzte Zahl de r Nukleo nen des Un i­
vers ums. Eine (60 x 6O)-Matrix ist dagegen in de n Prob lemen der Anwendunge n
als klein anzuse hen.

3.2.2. Um die Verände rung des Vorzeichens der Determinante bei Umordnung
der Ze ilen zu kontrolli ere n, verta usc ht man me hrfac h jeweils zwei Ze ilen. Solche
Permutat ionen haben einen eigenen Namen.

Eine Permutation r E S" heißt Transposition, falls r zwei Elemente aus
11 , . .. , n ) vertauscht und alle übrigen fest läßt, d .h. wenn es k. l E I l •.. . , n I
mit k #- I gibt, so daß gilt:

r (k ) == ( ,
r (/ ) = k und

T(i ) = t für ; E {I , . .. , n l'- Ik, /J .

Offensichtlich gilt r - l = r für jede Transposition T E S".
Daß man allein mit Vertauschungen von Zeilen auskommt, zeigt das

Lemma. Ist n :::: 2, so gibt es l u jedem 0 E S. (keineswegs eindeutig bestimmte}
Transpositionen f l• . .. • ft E S. mit

O= fl · ... · f• .

Beweis. Ist 0 = id und f E S. irgendeine Transposition. so ist

id = f · r - I = f · f .

Andem falls gibr es ein f E {I• . . . , n } mit

o(i )= i füri= I... .. i ] -1 und o (i ])l'i l • also sogar o(iil >il.
Sei f l die Transposition, die i 1mit 0 (il) vertauscht. und 0 1 := f l . a , Dann ist

0l(i ) = i für t ee L . . . • i l·
Entweder ist nun 0] = id, oder es gibt ein /2mit i 2 > /1und

o l (i ) = i für i = 1. .. . . i2 - I und 0'1 (i2) > t i .

Analog erhält man f2 und 0' 2 und schließlich ein k .::: n sowie Transpositionen
f ]. . . . , f. mit 0'. = fl . .. . . f l . 0' = id. Daraus folgt

0' = (r• . . .. . f l) - I = f l-
I . . ... f.- I = f l . . . . . f. . 0

Zur Vorsorge noch eine kleine technische

Bemerkung. Sei n :::: 2 und

[

1 2 3 .. .
f O :=

2 I 3 ..
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die Transposition. die I und 1 vertauscht. Dann gibt es zu jeder beliebigen
Transposition T E Snein o E S" mir

T= U· TO· U- 1.

Beweis. Seien k und 1die von T vertauschten Elemente . Wirbehaupten, daß jedes
o E Sn mit

u ( l ) = k und u (2) = 1

die verlangte Eigenschaft hat. Sei r " ;= o . r(l . e -'. Wegen u - I(k ) = 1 und
u- I(I) = 2 ist

T'(k ) = U(T(I(I ) ) = o (2) = t und T'(/ ) = U (To(2) = 0'( I ) = k .

Für i I/. lk, I} ist u -I (I) I/. 11, 2}, also

T'(i) = u (ro(u -I(i ) ) = u (u -1(i» = i ,

Daraus folgt T' = t . 0

3.2,3. Die Zerlegung einer Permutation in Transposi tionen ist nicht eindeutig.
Wir müssen aber beweisen, daß die Anzahl der nötigen Transpositionen entwe­
der immer gerade oder immer ungerade ist. Zu diesem Zweck ordnen wir jeder
Permutation ein Vorzeichen zu. Elementar kann man es so beschreiben :

ISIa E Sn, SO nennt man jedes Paar i , j E {I, ... , n} mit

i -c l . aber u(i ) > u (n ,

einen Feh/stand von o , Zum Beispiel hat

0=[123 ]23 1

falls a eine gerade Anzahl von Fehlständen hat,

falls o eine ungerade Anzahl von Fehlständen har,

insgesamt 2 Fehlstände. nämlich

1 < 3 , aber 2 > I , und 2 < 3 , aber

Wir definieren das Signum (d.h. "Vorzeichen" ) von 0' durch

. 1+ 1,slgnu :=
- I,

Man nennt o E S.

3 > I.

gerade, falls signo = +1, und

ungerade , Iallssigne = - I .

Diese Definition ist recht gUI geeignet, um das Signum durch systematisches
Zählen zu berechnen, aber zu schwelfä llig für theoretische Überlegungen. Daher
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ist es hilfreich, das Zählen der Fehlstände und das Berechnen des Signums in
einer Form el zusamme nzufasse n. In den folge nden Produkten sollen ; und j stets
die Menge 11, . . . , n I durch laufen, und zwar mit den unter dem Produktsymbol
vermerkten Nebe nbed ingun gen.

Lemma. Für jedes a e S. gilt. nr1 U) - O(i )
sIgna = .. '

i <:j } I

Beweis. Man mache sich erst e inmal klar, daß man das Prod ukt als einen langen
Bruch schreiben kann. bei dem in Nenner und Zäh ler die gleichen Differenzen
vorkommen, allerdings im Zähler im allgemeinen an anderer Stelle und - das ist
der Kniff - im Fall eines Fehlstandes mit negativem Vorzeichen.

Diese Vorstellung übersetz t man in die folgende Rechn ung, be i der m die An­
zahl der Fehlstände bezeichnet:

n(o (j) - o(i » = ( n (o(j) - om») .(- » " n (o(j) - 0(')1
' <J . <) . . <)

0"(,)<.,. /1) .,.(;),.~ ti)

= (- I)'"nla (j) - a (i )1= ( - I)'"n(j - i ) .
j <J j<j

Bei der letzten Gleichung wird verwendet, daß die heiden Produkte bis auf die
Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten. Das folgt aus der Bijektivität der
Abbildung o , 0

Die entscheidende Eigenschaft des Signums ist, daß es mit der Hintereinander­
schaltung von Permutationen verträglich ist.

Satz. Für al le o , r € S. gi/I sign( r . a) = (signr) . (signa ).
Insbesondere gilt signe " ! = sig no- fii r j edes a € S•.

Anders ausgedrückt bedeutet das, daß die Abbildung

stgn : S. -+ f+ l , - I }

ein Homomorphismus in die Gruppe von zwei Elementen ist.

Beweis. Es ist

sign(r · a ) = nr(a(j)~ - ~ (a (i »

; <j J I

= nr (a(j» - r (a (i» . na(j ) - a(i) .

; <j a (j ) - a (i) ; < j j - i
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Da das zweite Produkt gleic h signa ist. genüg t es zu zeigen, daß das ers te Pro­
dukt gleich sign r ist.

n r(a(j» - r (a (; »

;<j a(j) a(i )

n r(a(j» - r(aU») n r(a (j» - r(a(i»
=

.<j
a(j) a (i)

'"
a (j) - a (i )

~(i)«'(i) ~(i»,,(j)

n r(a(j)) - r (a (i» n r(a (j » - r (a O»
= .., a(j) a(i)

,>j
a(j) a(i)

~ (j) <~ (j ) "(O<~(j)

n r(a(j» - r (a(i))
=

~(i)<~(j)
a(j) - a(i)

Da o bijektiv ist. enthält dieses letzte Produ kt bis auf die Reihenfolge die glei­
chen Faktoren wie

n r ( j) - r (i ) .
. . = slgn r.

i<j ) I

und der Satz iSI bewiese n. o

Dami t iSI die zu Beginn von 3.2.3 gestellte Frage über die Anzah l der Transpo­
sino nen bean twortet:

Koro lla r 1. Sei n :: 2.

l ] Für jede Transposition r E Sn gilt sign T = - I.

2) Ist o E S. und o = TI .... . T. mir Transpositionen TI •...• Tl E S. , so ist

signa = (_ I)J .

Bewets. Ist TO die Transposition. die I und 2 vertauscht. so iSI sign TO= - I, denn
TOhat genau einen Fehlstand . Nach der Bemerku ng aus 3.2.2 gibt es ein o E S.
mit T = a . TO. c ". also folg t aus obigem Satz

sign r = sig nc . signTo ' (signc- j"! = sign To = - I .

2) folgt aus I ) wiede r nach obigem Sa tz.

Als entsc heidende Folgerun g für Det erminanten erhalten wir das

o
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Korolla r 2. Für jede Pennulati on a E Sn ü t

('"'")der : = signe .

e~ j" )

3 Determinanten

Beweis. Ist 0" = Tl .•••. Tl , so kann man E" durch k Zeilenvertauschungen in die
obige Matrix überführen. 0

3.2.4. Die Gruppe S" zerfä llt in zwei Klassen, die der geraden und die der un­
geraden Permut ationen, und diese beiden Klassen sind nahezu gleichberechtigt.
Zunächst zu den geraden:

A,, := [o- E Sn : signc = + 1} C S"

ist nach dem Satz aus 3.2.3 eine Untergruppe, sie heißt die alte rnierende Gruppe .
Für jedes T E S" haben wir

A"r := {u ·r : u e A"I .

Für signr = +1 ist offenbar A"r = A""

Beml.'rkung. Ist rE S. mit sign r = - I gegeben, so ist

S" =A" U A,,r und A" nA"t = 0 .
Insbesondere ist die Anzahl der Elemente von A" gleich !n! .

Beweis. Sei (f E S" mit signo = - ) gegeben. Nach 3.2.3 ist sign (0 ' r - 1) = +I,
also ist o E A.I", denn o = (0 ' I" - l) ' L FUr jedes o E A. I" ist sign o = - 1,
also ist die Verein igung auch disjunk t.

Nach 1.2.4 ist die Abbildung A. --l> A. r , (J _ (J • r , bijektiv. Da S. aus n !
Elementen besieht, enthalten A. und A. t: je ~n! Elemente. 0

3.2.5, Es gibt mehrere Möglichkeiten, die Existenz und Eindeutigkeil der mit
den Axiomen von WEIERSTRASS charakterisierten Determin ante zu beweisen.
Wir benutzen dazu den Weg über die Formel von LEIBNIZ, die zwar wenig be­
liebt, aber dennoch klassisch und manchmal für die Theori e nützlich ist.

Theorem, ISI K ein Körper und n ~ I, so gibt es genau eine Determinante

der : M(n x n; K ) -10 K ,

und zwar ist/Ur A = (a;j ) E M (n x n; K )

det a e L sign (o ) . a ,<r m · ... ·a.,, (. l . (*)
" ES.

Die Fonnel (* ) von LEIBNIZ hat für jede Permutation einen, also insgesamt n!
Summanden.
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Beweis. Wir zeigen zunächst, daß die Forme l (*) aus den Axiomen folgt, das
beweist die Eindeutigkeit. Dazu zerlegen wir jeden Zeilenvektor a, von A in

a.. = a d e l + ...+ aj.e.

und wenden Zeile für Zeile von oben nach unten das Axiom D I an, bis eine
Summe mit n" Summanden entstanden ist. Das nenn t man eine EnM icklung von
A nach hilen .

~ tt .. .i»:»: .....""'.. d" (':' )
i, ml.,m' ,._1 ej.

Nun gilt nach Koro llar 2 aus 3.2.3 und D2

der (e:,) = [ signc , falls es em (} E S. gibt nut (} (v ) = 1. fur alle v ,

0 , sonst.
e,

Also bleiben .n ur' n1der n· Summanden übrig, und es gilt (* ).
Leider ist der Beweis damit noch nicht zu Ende , denn allein aus der Tatsache,

daß man die Axiome zur Ableitung der Fonnel benutzt hat, folgt noch nicht, daß
die Formel alle diese Eigenschaften hat.

Für den Existenzbew eis defin ieren wir nun die Determinante durch die For­
me! von LEIBNtZ, und es sind die Axiome von WEIERSTRASS nachzuprüfen .
Danach herrscht wieder Frieden zwischen den beiden alten Herren.
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01 sieht man direk t an der Summe

3 Detenninanten

= L sign( u) · a l"OI· · · · · (a;"(d + a:~ (d ) " ' " Un" ," )

""
= L sign(o) . a l" (1 ) · · · · · a;" (if · · · · ' Un,, !" )

•••
+ L sign(a ) · al ,, (!)·· · · . a;~(i) · "' · an" ln)

-es,

also gilt D l a]. Für b) zeigt man, da ß jeder Summand mit A multipliziert wird.

D2 Angenommen. die kote und die f-te Zeile von A seien gleich. wobei k < I.
Ist r die Transposi tion, die k und I vertauscht, so ist nach 3.2.4

S"::: A" U A,,r ,

und diese Vereini gung ist disjunkt. lst o € A", so gilt

signu=+ i und sign(a · r ) = - l .

Wenn (T die Gruppe A" durchläuft, durch läuft (1 • r die Menge A"r . Also ist

der A = L al,, ( I ) . . . .• a M In! - L a l " « ( I )I · . ·· . a " " I' I" ll ' (** )

<J E"' . " . "' .

Da die k-te und die I-te Zeile von A gleich sind, gilt nach der Definition von r

U I,, (till) . . • • • at,, (. (l ll • . .. • a ''' (T(/1l •. . .. a~"' ( T (. I )

= UI .,.(I ) .. • • • Ul.,.m · ... • U/.,.(k) • ... • u . ,,( . )

= U I.,.(I) .. • • • Ul.,.ll ) • . . • • u',,(I ) . .. .. u""(~ )

= UI .,.(I) .. • • • U.,, (~ • .

Also heben sich in (**) die Summanden gegenseitig auf, und es folgt

detA =O.

D3 Ist 51} das Kronecker-Symbol und o e S. , so ist

. _(0ftir u #id ,
51"m ' .. . 5....(.) _

I für c wid .

Also ist

det E, = det(5;j ) = L sign (u ) . 51,, ( 1) . . • • ·.iM 1• 1 = sign(id) = I . 0..,
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3.2.6. Durch den Existen z- und Eindeutigkeitssatz ist die theoretische Rechtfer­
tigung dafür geliefe rt, daß man Determinanten so berechnen darf. wie wir es in
3.1.4 mit Hilfe von Zeilenumformungen getan hallen. Man kann aber für kleine
n auch die Fonnel von LEIBNIZ verwenden:

Pur e e zisr

Für n = 3 ist

all a 12 an

a 21 an an =

Die Summe hat 3! = 3 ·2 · I = 6 Summa nden. Man kann sich diese Fonnel
leicht merken durch die Regel von SARRUS: Man schreibt den ersten und zweiten
Spalten vektor noch einmal hinter die Matrix:

8i1d 3.6

Die Koeffizienten längs der •.Hauptdiag onale" und ihrer Parallelen ergeben
dann die Summanden mit positivem Vorzeichen , die Koeffizienten längs der •.Ne­
bendiagonalen" und ihrer Parallelen ergeben die Summanden mit negativem Vor­
zeichen .

Für n = 4 erhält man eine Summe mit4! = 24 Summanden, was schon höchst
unangenehm ist. Man beachte. daß ein Analogon zur Regel von SARRUS für
n ::. 4 nichr gilt. Für n = 4 würde man auf diese Weise nur 8 von 24 Summanden
erhalten. und die Vorze ichen würden im allgemeinen nicht stimmen (wovon man
sich zur Übung ein für allemal überzeugen sollte).

Wegen des rasanten Wachslums von n! sind auch Computer mit der Formel
von LEIBNIZ überfordert (vgl. Aufgabe 5). Die Methode aus 3.1.4 erfordert we­
sentlich weniger Rechenaufwand.

Zur Rehabilitation der Formel von LEIBNIZ geben wir zwei theoret ische An­
wendungen. Die Einträge a,j der Matrix kann man als insgesa mt n 2 Unbestimmte
ansehen. dann ist die Abbildung

der: K"' _ K

ein Polynom. im Fall K = R oder C insbesondere differenzierbar und somit



196 3 Deremunamen

stetig.
In den Axio men der Detenn inante sind die Zeilen vor den Spa lten ausgezeic h­

net. Das ist nur scheinbar so:

Sa tz. Für eine Matrix A E M (n x n ; K ) gi/I det ' A = dei A.

Beweis. ISI A = (aij) . so ist ' A = (a;j ) mit 0;, = Gj ;. Nun gil t

del ' A = L sign (u ) .a ; ~ (J) . . . . . a~O (~l
".s.

= L sign (a ) . a"w l · . . . · a" i" ...
" ..S.

= L sign (u - 1) . UI,, _ '(I} · · · ·· U" ,, - I (,, )....
= detA .

Bei der vorletzten Gleichung wurde benu tzt , daß für jedes (J E S"

gilt. denn bis auf die Reihenfolge enthalten die beiden Produkte die gleichen
Faktoren, Auße rdem wurde verwendet , daß nac h 3.2.3

signa = signc " !

gilt. Für die letzte Gleichung haben wir benutzt, daß mit o auch e - ! ,,ganz So
durchläuft '. Genauer gesagt bede ute t das, daß die Abbildung

Sn -+ S. , (J ....... u - 1
•

bijektiv ist. Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeil des inversen Elementes (vgl.
1.2.3). 0

3.2.7. Wie nützlich es ist, wenn man abwechselnd mit Zeilen und Spalten ope­
rieren kann, zeigt das

Beispi el. Wir betrachten XI , ' .. , X n als Unbestimmte und definieren die
VANDERMOND E-Determinonre

(

I " . . . ' ; -' )
6.. .e der :: :

1 X. .. • x:-I

Offensichllieh ist ;~'l = 1, ll. l = Xl - Xl_Für n = 3 fonnt man zuerst Spalten
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um und zieht dann Faktoren aus den Zeilen:

x, x' x, x:- x: Xl - XI 0,
x, xi ~ x, xi - X] X2 ~ X2 - X I X2(X 2 - xd

x, xl x, x;- X IX ) x) - X I X)(Xl - XI)

Ix,- x, "(X' -X'l l 1
1 "I~ = (X 2 - XI)(Xl - xd

Xl - XI Xl(Xl - X ]) 1 "
= (X 2 - XI)(Xl - XI)(Xl - X 2) '

Nach diesem Muster erhält man durch Induktion über n (Aufgabe 2)

ll.~ = n (Xj - x ;) ,
1;5; <j;5 o
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Daraus folgt, daß die Zeilen oder Spalten der obigen Matrix genau dann linear
abhängig sind, wenn X; = X j für mindestens ein Paar i #:j ,

3,2,8. Wie wir gesehen haben. ist es oft nützlich, in eine Matrix nicht nur Ele­
mente eines Körpers, sondern allgemei nere Symbole - etwa Unbestimmte - ein­
tragen und damit rechnen zu dürfen . Damit das kein Ritt über den Bodensee
bleibt, wird etwas theoretische Rechtfertigung dafür bereitgeste llt.

Wir gehen aus von einem kommutativen Ring R mit Einse lement I (s. 1.3.1).
Mit

M (n x n ; R)

bezeichnen wir die quadratischen n-reihigen Matrizen mit Einträgen aus R. Ad­
dit ion und Multiplikation von Matrizen kann man wie bei einem Körper erklären
( l A. I und 2.5.1), damit wird M (n x n ; R ) zu einem Ring mit Einselement E o. Da
im Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems aus 3.2.5 nirgendwo durch
Einträge der Matrix dividiert wird, kann man ihn wörtlich auf R übertragen. Man
überzeuge sich, daß die Kommutativität verwendet wird! Daraus folgt. daß die
Determinante

der: M (n x n :R) _R , A = (aij ) _ L sign (CJ ) . a l..(l)· • • • ·a...(n)..,
die Eigenschaften 0 1, 0 2 und 0 3 aus 3.1.2 hat.

Man beachte, daß von allen Folgerungen D4 bis 0 11 nur diejenigen direkt
übertragen werden können, bei deren Beweis nicht dividiert wurde (Aufgabe 1) ,
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Aufga ben zu 3.2

3 Dete rminanten

2345]
4 3 2 I

I. Stellen Sie die Permutatio n

u = [~
als Produkt von Transpositionen dar.

2. Beweisen Sie mit lnduklion nach 11, dass für die Vandennonde·Detenninantc gilt:

d{ .-,)", ",
~ n ( X j - Xj ) .

x" -I I::!:; < i ::o"'. •
3. Geben Sie e ine unendliche Te ilmenge des R" an. in der je we ils n versc hiedene Punk te
linear unabhängig sind.

4. Zeigen Sie noch einmal

del (a ;j ) = del « _Ir i . a; j ) .

(vg l. Aufgabe 4 zu 3.1). aber benut zen Sie nun zum Bewe is die Formel von LEIBNIZ.

5. In dieser Aufgabe so ll der Aufw and zum Berechnen der Determinante mit Hilfe der
Lelbniz-Forme l bzw. des Gauß-Algorithmus verglichen werden.

a) Bestimm en Sie die Anz ahl de r Additionen und Multiplikationen. die nötig sind. wenn
man die Determinante von A = (u,j) E M (n x 11; IR )

i) mit der Leibniz-Formel,

ii) durch Umformung der Matrix in Zeilenstufenform mit de m Gauß -Algorithmus

und Aufmulti plizieren der Diagonalelemente berech net

b) Es stehe ein Computer zurVerfügung, der Addit ion und Mulliplikation in 0 _2 Mikro­
sekunden du rchführen kann. Schätze n Sie ab, für welche Grö ße von Matri zen man
mit den Verfahren i) bzw. ii) in eine r vorgegebenen Rechenzeit von höchsten s 48
Stunden auf d iesem Computer Determinante n berechnen kann .

6. Beweise n Sie die Regeln D4 bis Dl i aus 3. 1.3 mit Hilfe der Leibniz-Formel.

7. Welch e der Eigenschaften D4 bis Dll ge lten, falls ma n De termin anten von Matri ze n
aus M(" )( ,,: R) für einen Ring R betrachtet (vgl. 3.2.8)?

8. (Fortsetzung von Aufgabe 5 zu 3. 1.)
Sei K ein Körper mit char K t- 2, " E N" lOI gerade, also" = 2m für ein m E N und
A E M (" )( ,, : K ) schiefsymmetrisc h. Definiert man

P (X I I . , •• • x"" ) = L sign (o) · Xa( I I<7 W · , · · ' Xa( :!m_ I I<7 ( :!m) ,
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wobei über alle o e s" mit a (2i) > a(2 i - I) für i = I •.. . , m summiert wird, so gilt
det A = (oh P (a ll , • . . , a~" » )Z. Man nennt P ein Pfaffsches Polynom .

9. Seien v. w zwei verschiedene Punkte des KZund L C KZdie Gerade durch v und w.
Dann gilt:

10: Zeigen Sie , dass die Menge

SL(2; Z) := IA e M(2x 2: Z): det A = I]

e ine Gruppe bzgl. der Multiplikation ist und erzeugt wird von den Matrizen

A ~ (~ I). B ~ ( _~ ~ ) .
d.h. SL(2; Z) = erz (A . B ) (vgl. Aufgabe 4 zu 1,2).

11. Gegeben sei ein offenes Intervall / C IR und die R-Vektorräume

("Y'= A · .v+ b .

Für b = 0 heißt das System homogen. Die Lösungsräume sind erklärt durch

C :=C(/ ; R) = (0-: I -> R : a stetig].

V :", '0(/ ; R" ) = 1'P = ' ('PI>." , 'P~ ) : I -> R~:

'Pi beliebig oft differenzierbar ] .

Matrizen A e M(n x n; Cl und b e M(n x 1; C) bestimmen das lineare Differentialglei­
chungssystem

(.;= 1'P e 'D; 'P' = A · ",,+ b ] und Co := I"" eV: ",,' = A ·",,1

a) Zeigen Sie. dass 4J c V ein Untervektorraum und l: C V ein affiner Unterraum ist.

b) Zeigen Sie, dass für ",,(I ), • •• , ",,1" ) E Co folgende Bedingungen äquivalent sind:

i) 'P(I ), . .. , ""(~) sind über IR linear unabhängig .

ii) Für ein Xl) e I sind ""(I) (.xO) •. • • • 'P(~ ) {.xo ) E R~ linear unabhängig.

iii) det ( 'Pi
j

) ) # O. Diese Determinante heißt WRONSK1-Delermillame.

c) Zeigen Sie , dass diml: = n (unabhängig von Al.

Hinweis: Man benutze die in der Analysis bewiesene Existenz- und Eindeutigkeitsaus­
sage ({Fo 2], §12). wonach es bei gegebenem .1lJ zu beliebigem Anfangswen cE R"
genau eine Lösung 'P von (*l mit ",,(.1lJ ) = c gibt.
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12. Bestimmen Sie alle Lösungen der Differentialgleic hung j ' = -.V' Überiühren Sie

dazu die Diffe rentialgleichung mit dem Ansatz .\() = y, YI = y' in ein lineares Diffe­
rentia lgleichungssystem wie in Aufgabe 11, und benutzen Sie, dass 'I' genau dann eine
Lösung von y" = - Y ist, wenn (<p. 'P' ) eine Lösung des linearen Systems ist
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Wie wir gese hen haben, wird die Berechnung von Determinanten bei wachsendem n sehr
vie l schwieriger. Daher kann es manchmal helfen, in e iner Matrix Zeilen und Spalten 1.U
streichen. und zunächst die Dete rminante der kleineren Matrix zu be rechnen.

3.3.1. Zunächst benötigen wir ein ige sehr technische Vorbere itungen. Ist
A = (o ,j ) E M(n x n; K ), so sei Aij für festes i, j die Matrix, die aus A entsteht,
indem mana., durch I und allc anderen Komponenten, die in der i -ten Zeile oder
der j-ten Spalte stehen, durch 0 ersetzt. Ausgeschrieben ist

a" o l. j _1 0 a l . j + 1 a"

U, _ I.I U, _ l. j _ l 0 a i _ l. j + t U, _ l.~

Ai j = 0 0 I 0 0

ai + 1.1 a, + l. j _ t 0 a ,+ l. j +t ai +l.~

a" a~ . j _ l 0 a~, j +l a..

Die Matrix

Al = (a;~ ) E M(n x n; K ) mit a;j ;= detA i i

heißt die zu A komplementäre Mat rix. Man beachte dabei die Umkehrung der
Reihenfolge der Indizes. Weiter bezeichnen wir mit

a ,~... a , .. a"

A;/ := a, J -a, ~
. .. .

a . 1 .. "J ' a~~

E M « n - 1) x (n - 1); K )

die Matrix, die man durch Streichen der t -ten Zeile und der j-ten Spalte aus A
erhält.

Beme rkung l. Es gi/I SIelS

det A' j = (_ I)i+ j det A;j .
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Beweis. Durch i -I Vertauschun gen benachbarter Zeile n und j - I Vertau schun ­
gen benachbarter Spa lten kann man A i j auf die Fonn

(~ 0)A;,
bringen. Also folgt die Behauptung aus D6 und D9 wegen

( _ I )( i - IHli-ll = ( - I) ' +j . 0

Ist A = (a l , . . . , an) € M(n X n , K) , wobei a 1, ••. , an die Spaltenvekto ren von
A sind. und ist

ei =' 1'; = '(0• . .. ,0, 1.0, . . . , 0),

SO ist
(a l , . . . , a i - l, t.i.a i +1" . • , 0" )

die Matrix, die aus A entsteh t, indem man a i j durch I und alle anderen Kom po­
nenten der j -Ien Spalte durch 0 ersetzt. Im Gegensatz zu Aij bleiben die restli­
chen Komponenten der r-ten Zeil e unverändert.

Bemerkung 2. Es gilt stets
detA ij = det(a l

, • . .• a i - I
, e' , o i +1, •• • , a" ) .

Beweis. Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten
kann man (a l, ...• a i - I, ei , a i + I • .. . • an) in A ii überführen. Also folgt die Be­
hauptung aus 07. 0

Satz. Ist A E M(n x Ir; K ) und A' die Zu A komplementäre Matrix, so ist

A' · A = A· AC = (det A) · E" .

Beweis. Wir berechne n die Komponenten von A' . A:.
L a;jUj l
i - I

•
::= L ujl det Aji

i - I.
::= L ujldet(u ' , . . al- I ,ej , a i+l , ... , an ) nach Bem. 2

i_I

nach D1
•

d .( I I_ I '" i /+1 " )::= eu .... , u ' L ajle. a , . ... a
i - I

= del(a l •. .. , a i- I. a l • a /+I• . . .• an)

= .5/l · det A . nach D2

Also ist A' ·A = (det A} . E" . Analog berechnet man A · Ac. 0



3.3 Minoren' 203

3.3.2. In den Definitionen und Beweisen von 3.3,I kann man den Körper K
durch e inen kommutativen Ring R mit Einselement ersetzen (vgl. 3.2.8). Der
Leser möge zur Übung die Einzelheiten überprüfen . Kritischer Pun kt ist der Be­
weis von Bemerkung 2; aber da man die I als Pivot für die Umformungen hat,
geht alles gut. Ergebnis ist das

Korolla r. 1st R ein kommutativer Ring mit 1 ulrd A : € M(n x n; R) die zu
A E M(n x n ; R) komplement äreMatrix. so gilt

A: ·A = A · Al = (det A) · E. , 0

Dies wird in 4.5.3 sehr nützlich sein.

3.3,3. Die gerade bewiesene Eigenschaft der komplementären Matrix hat wich­
tige Konsequenzen. Wir beschränken uns wieder auf den Fall eines Körpers K ,

Entwic klu ngssalz von L APLACE. Istn ::: 2 und A € M(n x n: K ), sogiltfür
jedes i E {I, . . . ,nI .

det A = L (-l r j .Q;j · det A;j,.,
(Entwicklung nach der i -ten aile) und für jedes j E I l • . . .• nl

•
det A = L ( - I ),+j , a,j . detA;j..,

(Entwicklung nach der j- ten Spalte). Dabei bezeichnet A;j jeweils die in 3.3.1
definierte Streichungsmatrix,

Beweis, Nach Satz 3.3.1ist det A für jedes i gleich der i -ten Komponente in der
Diagonale der Matrix A . A

"
also

• • •
det A = L aua;; = L a,j . detA ;j = L (- l)i+jaij .der A;j

j - I I _ I j - I

nach Bemerkung I aus 3.3. 1. Indem man ebenso mit Al . A verfahrt. erhält man
die Fonn el für die Entwicklung nach der j -ten Spalte . 0

Genau genommen gibt der Entwicklun gssatz von Laplace nur ein Verfahren an,
die Summanden der Formel von LEtBNIZ in einer speziellen Reihenfolge aufzu­
schreiben. Das kann aber doch nützlich sein. etwa dann. wenn in einer Zeile oder
Spalte viele Nullen stehen, Als Beispiel berechnen wir noch einmal

0 12

3 2 1 = o ' l ~ ~ 1 -l ' l ~ ~ 1 +2 ' 1~ ~ 1 = O+ I + 2 = 3 .
I I 0
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Die durch den Faktor ( _ 1)' +1 bew irkte Vorzei chenverteilung kann man sich als
..Schachbrettmustel" vorstellen:

+ - + - + - + -
- + - + - + - +
+ - + - + - + -
- + - + - + - +
+ - + + +
- + - + - + - +
+ - + - + - + -

+ - + - + - +

3.3.4. Aus Satz 3.3. 1 sieht man sofort, daß die komplementäre Matrix bis auf
den Faktor det A gle ich der inversen Matrix ist. Das kann man nach Bemerk ung
1 in 3.3.1 auch so ausdrücken:

Sa tz. Sei A E GL (n : K) . Definiert man C = (Cjj) E M (n x n; K ) durch

e ij := (- 1)'+) . det A;j ,

SO ist

A- 1 = - ' - · ' C .
det A

Im Spezialfall n = 2 erhält man

(
: db ) - ' I
L =ad - bc '

o

Auch für n = 3, 4 ist dieses Verfahren noch nützlich. Man berechne zur Übung

und vergleiche das Ergebnis mit dem in 2.7.5 erhaltenen.
Für größere fl ist der Rechenaufwand wieder zu gro ß, weil man n2 Determi­

nanten berechnen muß. Dafür eine schöne Anwendung in der Theorie. Wegen
der Stetigkeit von

det : M (n x n; R ) _ R
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ist GL (n; IR) C M (n x n: R) eine offene Teilmenge. und aus de n ob igen Formeln
folg l. daß die Ab bildung

GL{n ; R) --l' GL (n; R). A ...... A - l ,

differenzierbar ist. Das iSI nützlich in der Analysis.

3.3 .5. Auch für die Lö sung linearer Gleichungssysteme ist die komplementäre
Matrix nuuhcn. und zwar im Fall

A·x =b mit A EGL (n;K) .

Hier ist die ent sprechend 2.3.6 eindeutige Lösung gegeben durch

x= A - 1 · b.

Man kann x auch ohne explizite Bere chnung der inver sen Matrix bestimmen;
Sind a l , . . . •a " die Spaltenvektoren von A. so hat A- I nach 3.3.1 in der I-ten
Zei le und der j-ten Spalte die Komponente

d t A d I( I ;-1 j . +1 " )..!........J!.. =ea , . . . . a .e, a •. . . •a

det A de r A

Für die i -te Komponente von x = A- Ib folgt nac h D I und Satz 3.2.6

• d ' A d l( I i_I b i+1 " )
Xj = L,bj :el~ i = e a •.. .• a de;A·

a
•... • a .

,-
Man kann also Xi berechnen au s der Determinante von A und der Dete rminan te
der Matri x. die aus A durch Austausch der r-ten Spalte gegen b ent steht . Wir
fassen das Ergebnis noc h einmal zusammen.

C RAMERsche Regel. Sei A E GL (n; K ). b e K" und x = '(XI> • • . • x,,) e K"
die eindeutig bestimmte Lösung des Gleichungssystems

A · x = b .

Bezeichnen a l
• . . . a" die Spottenvektoren der Ma/rix A. $0 gilt für jedes

; e {l. .... nl

det A

det (a l , . . . , ai-I, b , a i+l , .. . • a" )
Xi = o

Für große n ist diese Regel zur Bestimmung der Lösu ng nicht praktisch, denn
man muß da zu n+ I De terminanten berechnen. Fü r theoret ische Untersuch ungen
iSI die Cramersche Regel je doch sehr wertvoll . Im Fall K = R kann ma n da mit
zum Beispielleiehr einse hen, daß die Lösung x des Gleichungssyste ms A ·x = b
stetig von den Koeffizie nten von A und b ab hängt.
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Als Beispiel betra chten wir das Gleichungssystem

X l + X2 = I ,

X2+-' 3=1 ,

3x( +2x2 + x]= 0 ,

mit der Koeffizientenmatrix

3 Determinanten

A ~ U : n
Durch elementare Umfonnungen erhält man das reduziert e Gleichungssystem

= I ,

"'2 +X3 = I ,

2xJ = - 2 ,
und daraus die Lösu ng

(x ), X l . Xl ) = ( - 1,2, - 1) .

Wegen der A = 2 ergibt die Cramersche Regel

x , = ~ll l 11=-1, x2= ~ I ~ 1:1=2,
XJ=! I ~ : :1=-1 .

J 2 0
3.3.6. Nach DIO ist rang A < 11 für A E M (n x n; K ) gleichbed eutend mit
deI A = O. Um zu sehen. wie weit der Rang absinkt, muß man weitere Determ i­
nanten berechnen . Das kann man sogar auf beliebi ge Matrizen ausdehnen.

Ist A E M(m x n ; K ) und k: ~ min{m. e} , so heißt eine qua drat ische Matrix
A' E M (k x k ; K ) elne k-reihige Teilmatrix von A, wenn A durch Zeil en- und
Spallenvl'rluuschungen auf die Fonn

(: :)
gebracht werden kann (wobei an den mit .. bezei chneten Stellen beli ebige Ma­
trizen stehen können ). Das ist insbesondere dann der Fall . wenn A'a us A durch
Streichen von m - k Zeilen und n - k Spalten entstanden ist. det A' heißt ein
k -reihiger Minor.
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Satz. Se; A E M(m x n; K) und r E N mit 0 < r :: min Im, n }.
Dann sind jolgende Bedingungen gleich....erüg:

iJ r = rangA.

iiJ Es gibt einen r -reihigen Minor =F 0, und fü r k > r ist jeder k-reihige Minor
gleich Null.

Beweis. Esgen ügt zu zeigen, daß für jedes k E N mit 0 < k :: min Im, Il }
folgende Bed ingungen gleic hwert ig sind:

a) rang A ::: k .

b ) Es gibt eine k+reihige Teilmatrix A' von A mit det A' =F o.

b) ::0} aj. Aus der A' =F 0 folgt rang A' = k und somit rang A ::: k , weil sich der
Rang einer Matrix bei Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht ändert.

a) =) b). Ist rang A ::: k, so gibt es k linear unabhän gige Zeilenvektoren in A .
Nach Zeilenvertauschunge n können wir sie in die ers ten k Zei len bringen. Sei B
die Matrix, die aus diesen Zeilen besteht. Wegen

Zeilenrang B = k = Spal tenrang B

gibt es k linear unabhängige Spalte nvektoren in B. Durch Spalrenven auschun­
gen können wir sie in die ers ten k Spalten bringen. Sei A' E M (k x k: K ) die
aus diesen Spalten bestehende Matrix. A' ist eine Teilmatrix von A , und wegen
rang A' = k gilt det A' =F 0, was zu zeigen war. 0

3.3.7. Die in 3.1.3 als Eigenschaft Di l bewi esene Multiplikalivität der De ter­
miname har eine Verallgeme inerung, die zum Beispiel in der Analysis bei der
Berechnung von Inhal ten ben utzt wird (vgl. [F03]. §14). Sie betri fft rechtecki­
ge Matrizen . Dafür kann man zwar i.a. keine Determi nante meh r erklären, aber
Minoren . Sei A = (al, . . . , an) E M(m X n : K ), wobe i die a J E Kmdie Spa l­

tenvektoren bezei chnen . Ist m :: n, so definieren wir für I :: kl < .. . < km:: n
die Teilmat rix

A* , · _ · · ·i~ := (a*' , .. . , a*· ) E M(m x m: K ) .

der (Ai ,. .-.l. ) heißt ein m-reihigrr Minor von A, davon gibt es

(")= n ! = n . (n- I) . . ... (n - m+l)
m (n m) !m! rn · (m 1) · .. . · 2 · 1

Stück (vgI. IFo I], §I ). Hai B die gle iche Größe wie A, so iSI A . ' B quadra tisch,
also gibl es davon eine Deremuname . Wie man sie berechnen kann, sag t das
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/1, so gilt fü r alle MatrizenDeterminanten.Multiplikationsth eorem. tst m :::
A , B e M (m x n; K )

det {A · ' B) = L (detA ....·..·*· ) . (deI Bk" .. .l~) .
I ~k, < ...d .. ~ .

(.)

Der Fall m > 11 ist langweilig (vg\. Aufgabe 2), für m = 1 ist die Aussage
offensichtl ich.

Beweis. Für sehr kleine mund n kann man die Fonn el (*) durch direkte Rech­
nung mit der Leibniz-Fonnel beweisen (Aufgabe 3), abe r im allgemeinen Fall ist
das eine einzige Index-Schlacht (vgl, etwa [Kow 11. §34), Übers ichtlicher ist ei­
ne gee ignete Zerleg ung der Rechnung in elementare Schritte . Bei quadra tischem
A ging das mit Hilfe einer Prod uktdarstellun g durch Elementarmatrizen (D1 1 in
3.1.3). Im rechteck igen Fall wird A bei festem , aber belieb igem B zeil enweise
aus besonders einfachen Matrizen aufgebaut, das kann man als Umkehrung der
Entwicklung nach Zeilen aus 3.2.5 ansehen.
1) Wir zeigen die Gültigkeit von (* ) f ür

('~' )A = :

«:
f ür be/iebigejlo ' " . i.. E {J ... . ,nI·

A · ' B =so folgt8 = (b'.. ... b" ) .

Man beachte. daß die Zeilenvektore n e j im K~ liegen. Für dieses spezielle A
sind die Min eren ganz einfach zu bere chnen: 1st 1 ::: k] -c .. • < k.. ::: n, so gilt

det Al•. __ .k~ = Istg nc • falls j, = k~ h ) für ein o E Sm•

O. sonst.

Nun betrachten wir die Wirkung der Multiplikation mit A : 1st

(

b" )

b;.
Die Determ iname von A .'B iSIalso höchstens dann von Null verschieden. wenn
j ] • . . . ,jm paarweise verschieden sind, d.h. wenn es eine Permutation (J E Sm
und 1 ::: kl < ... < k.. ::: n gibt mit i, = k" li). und es iSI dann

det (A . 'B) = sig ner . det Bl..... .l .

Also gilt in diesem Fall (*) mit einem einzige n Summanden auf der rechten
Seite.
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detC = detC + de tC ,

2) Gilt die Formel f ür A, und entsteht Aaus A durch Multiplikation der ; -ten
Zeile mit A E K , so gilt die Formel auch fü r A. In Zeichen

(* ) :::} (* ) .

Ist C := A . /Bund C ;= A . ' B, so entsteht C aus C durch Multiplikation der
i -ten Zeile mit A.Nach D I ist

det Al' .... 'l.. = A. det A*'· ..··~ und det C = A ·det C ,

also folgt (*) = A ' (* ).

3) Ist die i -te ll'ile a, von A eine Summe a; = ä, +E;, und gilt die Formel f ür

so gilt sie auchf ür A. ln Zeichen

( * ) und ( ~ ) =l' (* ) .- , ,
Wir setzen C := A . rB, C := A · ' Bund C = A . t 8 . Axiom D1 angewandt auf
A.I ,· _- .1.. und C ergibt

derAI , = det At, ,l., + det X'···.t.. und

also folgt (*) = (* ) + <i).
Es bleibt zu zeigen. daß man mit Hilfe von 1), 2) und 3) jede beliebige Matrix

A = (a,,) = ( :~ ) mit Ze ilenvektore n a, E K"

schrittweise aufbauen kann: In der ersten Etappe wählt man die Indizes
h . . . . i", E I I , ... . n } beliebig, aber fest. läßt man il von I bis n laufen, und
wählt man nacheinander Ai> = a l lo ' so folgt die Gültigkeit von (* ) für

A,
= [ ,:,"...•' )

für beliebige n... . ,im'

In der zweiten Etappe häll man a , sowie b. ... , imfest und läßt h von 1 bis n
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laufen. Das ergibt wie obe n die Gül tigke it von (*) für

a,
a,

für beliebige js- . . . , im.

ei~

In der m-ten Etappe erhält man schließlich (*) für Am = A. o

o

3.3.8. Im Spezialfall m = n erhält man mit der oben angewandten Methode
einen neuen Beweis des Detenninantenmultiplikalionssatzes 0 I L Für B = A
ergibt sich das

Koroll ar. Für je des A € M (m X II ; K l mit m :::: n gilt

del(A · tA ) = L del (A1 " '-" .) l .
1::; 1, < ., . d.::;~

Man nennt deltA . t A) eine GRAMsehe Determinante. Insbesondere ist sie für
K = R nie negativ und genau dann NuH, wenn rang A < m (vg l. 3.3.6).

Aufgaben zu 3.3

1. In dieser Aufgabe gehl es um weitere Eigenschaften der komplementären Matrix.

a) Ist die Abb ildu ng M (n x n ; K l __ M (n x n ; K l , A ..... A:l linear1

b) Zeigen Sie: ' (Al) = (' Al: . (Aev= B=A:l.

c) det A:l = (der A )"-I .

d ) ( A:): = (deI A)" - 2 . A.

2. Sind A. B E M(m x 11 ; K ) und ist IIJ > 11 . so folgt detA .' B = O.

3. Beweisen Sie die Forme l für det A . ' B aus 3.3.7 durch direkles Ausrechnen. wen n
A . B E M (2 )( 3; K ) sind.

4. Beweisen Sie:

" - d

b

d

c

b

: ) = (11 2 +b!+ , 2+d2)1 .
" - b

a

det ( - :
- c
- d - ,
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5. Für x = (Xl . .. . , X.) und .v= (vI, . . . , Y. ) aus K · sind äquivale nt

i) X und Y sind linear abhängig.

ii) det ( Xi Yi ) = °für alle i . j .
Xi Y j

2JI

6, Ist E = span (x . y l C K· ein 2·dimensionaler Unterve ktorraum. so definieren wir

Pij = det ( :t
i
. .Vi. ) für 1 ::5 i -c j ~ n .x, YI

Man nennl p(x,y) = ( Poj ll "" " j ,,, . € K( i l die (homoge nen ) Plückerlwo rdi llalf'n von
E = spen (x, y ) : nach Aufgabe 5 ist p(x , Y) t- 0.

a) Zeigen Sie, dass die Plückerkoordin aten bis auf einen Faktor aus K <, {Ol nur von
E abhängen : Ist E = span (x , y) = span (.t', y' ), so existiert em ä e K -, 101mit
p I:t,.v ) = },. P(X' , l). In diesem Sinne wollen wir auc h einfach von den Plücker­
kcö rdinaten p ( E ) von E reden. diese sind dann bis auf einen Faktor t- 0 einde utig
bestimmt .

bj Zeigen Sie: Sind E h E2 c K · Untervektorraume der Dimen sion 2, so dass P(EI )

und p( El ) linear abhängig sind. so folgt Et = E2.

c) Ist E = span (x . Y) C K4
, so erfüllen die Plückerkoord inaten (p, j ) von E die Glei ­

chung P 12P34 - p n p24 + PI4P21 = O. Ist umgekehrt p = (P'jh:<;i "j:<;4 E K
6

" °
gegeben mit P I2PJ4 - PI)f24 + P I4P2) = 0, so e xistiert ein 2-dime nsionaler Unter­
vektorraum E = span ( :t , .v) C K 4 mit p ( E) = p.

d) Sind Et = span (x , y ), E2 = span (x'. l ) C K 4 zwe idimensionale Unterve ktor­
räume mir Plückerkoordinaten p l EIl = (Pij ) , p (E21 = (qii )' so gilt:

(

:t l YI x; Y; )
E l nE2 t- ( O I ~ del X2 Y2 X~ Y~ = 0

Xl Y3 Xl Y)
, ,

X4 .v4 x4 Y4

7, Zeigen Sie. dass del(x ) = L:,, ~s. sign(O" ) · .1"1.,.(1) · . •. · :t."l_) E K( :tll . . . . , .1"._ 1 ein
irreduzibles Polynom ist. das heißt, dass aus det(x ) = p . Q mit Polynomen P und Q
stets P E K oder Q E K folgt.
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3.4 Determinanle eines Endomorphismus und Orientierung"
3.4 .1. Nach den vielen Rechnungen mit Determinantenkommen wir zurück zur
Frage nach ihrer geometrischen Bedeutung. Eine Matri x A E M(n x n, K ) kann
auch als Endomorphismus des K" angesehen werden. Dabei wird die Standard ­
basis el , ... , e" auf die Spaltenvektoren a l , . . . , a" von A abgeb ildet. Im Fall
K = IR hat der von e], . . . , e. aufgespan nte Würfel im R" das Volumen I. das
von a l , . .. , a" aufgespan nte Parallelotop hat das Volumen

Idet' AI =ldet AI

(vgl. (Fo3], §5). Der Betrag der Determinante ist also das Maß für die durch den
Endomorphi smus bewir kte Veränderung des Volum ens.

Sind ein beliebiger K -ve ktorraum V mit dirnV < 00 und ein Endomorphis­
mus

F : V _ V

gegeben , so kann man eine Basis B von V wählen und

der F := det Mu(F) E K

setzen. Ist A eine andere Basis von V, so gibt es nach 2.6.5 ein S E GL (n ; K )
mit

M A(F) = 5 · M lJ( F ) · 5- 1 , also ist detMA{ F ) = det M u( F )

nach DII aus 3.1.3. Daher haben wir eine wohldefinierte Abbildung

der: End(V) _ K , F ,......detF .

Im Gegensatz zum R" hat man in e inem allgemeinen V keine Volumenmessung
mehr. Immerhin folgt aus D IO in 3. 1.3 die

Bemerkung. Für F E End (V ) sind f olgende Bedingungen gleichwertig:

i} F ist surjektiv.

ii) det F ", O.

3.4.2. Für einen Ende morphismus des R" ist der Betrag der Determinante ein
Maß für die Veränderung der Volumina (vgl. 3.4.1). Das Vorzeichen der Deter­
minante her ebenfalls eine geometrische Bedeutung.

Beispiele. a) Sei

(-, -')A = 4

I -] ,,' A _ (
-,•
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Es ist det A = ~ > 0 und detA' = - ~ < O. Die Wirk.ung von A auf den
Buchstaben F ist in Bild 3.7 zu sehen: Das Bild unter A ist nach einer Drehung
wieder als F zu erkennen, das Bild unter A' ist gespiegelt.

b) Bei einem Automorphismus Ades R l betrachtet man das Bild einer linken
Hand. Ist det A > 0, so sieht es wieder aus wie eine linke Hand, falls det A < O.
wird daraus eine rechte Hand.

_____~ .r ,

i"r------,
I

~_ x,
I c.

Bild 3.7

Das motiviert die

Definit ion. Ein Automorphismus eines R-Vektorraumes V mit dim V < 00 heißt

orientierungstreu, falls der F > 0, und

orientierungsuntreu, falls det F < O.

3.4.3. Es ist bezeichnend für die Schwierigkeit der Definition, daß man .n nen­
tierungstreu" erklären kann, bevor klar ist, was eine "Orientierung" ist. Das wird
nun nachgeholt:

Definition. Seien A = ( VI- • . . • vn) und 8 = (WI • • . .• w. ) Basen des R-Vek­
torraumes V und F der nach 2.4.1 eindeutig bestimmte Automorphismus von V
mH
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Dann heißen A und B gleichorientiert, in Zei chen A - B, wenn deI F > O.
Offensichtlich ist dadurch eine Äquivalenzrelation in der Menge X aller Basen

von Verklärt , und X zerfä llt in zwei Äquivalenzklassen

X "" X· U K• .
wobei je zwei Basen aus derselben Klasse gleichorientiert sind. Man beachte,
daß X· und X. völlig gleichberechtigl sind.

Unter einer Orientierung von V versteht man eine Äquivalenzklasse gleich ­
orientie rter Basen; dafür gibt es zwei Möglichkeiten.

Bild 3.8 (aus (8 2])

FUr V = R~ kann man die Zerlegung von X expliz it beschreiben. Man hat eine
kanonische bijektive Abbildung

M : X ...... GL (n ; R) , A ...... A = M (A ) ,

wenn M (A ) die Matrix mit den Vektoren der Basis A als Spalten bezeichnet
(vgl. Aufgabe 1). und es gilt

A '" ß ~ detM (A ) . det M (B) > O.

Man beachte dabei , daß der M (B ) und der M (B ) - I das gleiche Vorzeichen habe n.
Die Gruppe GL (n; R) har eine disj unkte Zerlegung in

G+ ;= IAe GL (n; R) : det ä c- D} und
G_ ; = IAe GL (n; R) : detA <O} .

Im R~ gibt es die kanonische (d.h. nach DUDEN .d en kirchlichen Bestimmungen
gemäße" ) Basis K. sie iSIin einer der beiden Klassen X · oder X. enthalten, und
diese ist dadurch ausgezeichnet (also ist es hier schon wieder vorbei mit der
Gleichberec htigung) , ISI etwa K e X" , so folgt

G+ = M (X" ) und G_ = M (X . ) .

Wir können also im Fall V = a" die Zerle gung

X =X· UX. ersetzen durch GL (n; R) =G+ UG_ .
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Offensichtlich ist G + C GL (n ; R ) eine Untergruppe, und es gilt die

Bemerkung. Ist T E GL (n; R) mirdet T < 0 gegeben. und ist

r : GL (n ; R ) --+GL (n ; R ) , A I-l> A · T ,

die Rechtstranslation (vgl. 1.2A }. so gilt

r (O+) = G_ und r (G_) = G+ .

Der Beweis verläuft wie in 3.2.4. 0

3.4.4. Nun wollen wir zeigen, daß zwei Basen des R" genau dann gleichorien­
tien sind, wenn sie sich ,,stelig ineinander verformen" lassen. Vor allem muß
präzisiert werden, was das heißen soll. Dabei können wir entsprechend 3.4.3 die
Menge aller Basen durch GL (n ; R ) ersetzen.

Definition. Sind A , 8 E GL (n; R), so versteht man unter einem Weg von A
nach 8 eine stetige Abbildung

I{! : J --+ GL (n ; R) , t l-l> l{!(t) = (I{!;j (t) ) ,

wobe i J = [a , ß] C IR. ein Intervall ist, mit <.p (a ) = A und <.p (ß ) = 8 . Die
Stetigkeit von I{! bedeutet, daß die n2 Funktionen I{!;j mit Werten in R stetig sind.
Wesentlich dabei ist, daß die Matrix I{!(t ) für jedes t e t invenierbar ist.

Die Matrizen A. 8 E GL (n; R) nennt man verbindbar (in Zeich en A "- 8 ),
wenn es einen Weg von A nach 8 gibt.

Man betrachtet t als Zeitparame ter, die Spalten von rp(t) beschreiben eine Basis,
die sich im Lauf der Zei t verformt.

Theorem, Für zwei Matrizen A, 8 E GL (n ; R) sind folgende Bedingungen
gleichwertig:

iJ A und 8 liegen in derselben Klasse G + oder G_, d.h. det (A . 8 ) > O.

ii) A und 8 sind in GL (n: IR) verbindbar

In der Sprache der Topologie sagt man dafür, daß GL [n , R ) in die zwei Zusam­
menhangskampon emen G+ und G_ zerfallt.

Korollar. Zwei Baten A und B des R" sind genau dann gteichorientien. wenn
sie stetig ineinander verformbar sind.

Wesentlich dabei ist wieder, daß man zu jedem Zeitp unkt der Verformung eine
Basis hat.

Beisp iele. a) Im R l besteht eine Basis aus einem einzigen Vektor .r E R" =
GL ( I ; R ). Ist y ein weiterer. so gibt es genau dann einen Weg von x nach y,
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wenn beide gleiches Vorzeichen haben (Bild 3.9). Dabei benutzt man den Zwi­
sehenwertsatz ([Fo ll , §J I).

olll '

: I ~
i 0

Bild 3.9

b) Die Basen A = (e ] ,t'1) und ß = (- el , ("2) sind nicht stetig ineinander ver­
formbar. Man mache dazu ein Experiment mit einer nicht mehr benutzten oder
gedach ten Uhr: versuche, sie durch unabhängige Bewegung beider Zeiger von 3
Uhr auf 9 Uhr zu stellen, so daß die beiden Zeiger dabei nie auf einer Geraden
liegen !

c) Daumen, Zeigefi nger und Mittelfinger einer nicht ganz flach gestrec kten lin­
ken und rechten Hand repräsentieren die beiden möglichen On entierungen des
R l , Dreht man so lange. bis Mittelfinger und Zeigefinger der heiden Hände auf­
einander liegen, so zeigen die Daumen in versch iedene Richtungen.

Wir benutzen folgende Teilre sulrate:

Lem ma 1. Die Verbindbarkeit ist eine Aquivalenzrelation in GL (n ; R).

Lem ma 2. Ist lj) : 1 -+ GL (n ; R ) ein Weg von A nach B, so haben det A und
det B das gleiche Vorzeichen.

Lemma 3. Ist A E GL (n; R) mit dct A > 0, so gibt es einen Weg von A nach
E•.

Daraus ergibt sich leicht der Beweis des Theorems: Nach Lemma 2 gilt
ii) ::::} i) . Es bleibt also i) ::::} ii) zu zeigen:

Sind A , B E G -\- . so gibt es nach Lemma 3 Wege von A nach En und von B
nach E". also nach Lemm a I auch einen Weg von A nach B.

Sind A. B E G _. so setze man etwa

T._( -I I) ' dann ist T - 1 = T .
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Die Recht stranslation C ....... C . T bewirkt eine Multiplikat ion der ersten Spalte
mit - I, das ist eine stetige Abb ildung von GL (n ; R) auf sich. Da A . T und
B · T € G+. gib t es einen Weg dazwischen, durch die Rechtstranslation mit T
erhäl t man daraus einen Weg von A nach B. 0

Zum Beweis von Lemma 1 verweisen wir auf Aufgabe 2. o

Beweis von Lemma 2. Nach 3.2.6 ist die Determinante stetig, also iSI

det c e ; I _ R, t ....... der (rp(t» •

eine ste tige Funktion. Da det(rp(1)) '# 0 für alle I , hat det{rp(l) ) nach dem Zw i­
schenwe ns atz für alle I das gleiche Vorze ichen . 0

Beweis von Lemma 3. Durch eine Folge versc hiedenartiger Um formungen wird
A in E. überführt. Der Kniff iSI. diese Umformungen nicht auf einen Schlag,
sonde rn langsam durchzuführen. Dadurch erhält man kleine Wegstückchen , die
man schließlich zum ganze n Weg von A nac h E. zusammenfüg t.

Zur Vorbereitung der erslen Etappe überl egt man sic h, daß jede invenierbare
Matrix durch Spallenumfonnunge n vom Typ 111 (Addi tion einer n -fachen i- ten
Spalte zu einer j -ten Sp alte mit j '#i ) in e ine Diagonalmatrix

überführt we rden kann (Au fgabe 3). Es ist wicht ig, Spaltenvertausc hunge n zu
vermeiden, wei l sie das Vorzeichen de r Determi nant e verändern .

Seien also Elementarmat rizen C I.... , C. vom Typ 111 gefunden. so daß

D = A · Cl · ... · C• .

ISIC = Q{(p.) eine davon. so ze igen wir. wie daraus ein Wegstückchen gemacht
werd en kann. Ist

A =(...• {/ , . . .• ol, . . . ) , so ist A ·Qf ( p.) = (. . .• oi , . . . , oi + p.o i, . . . ) .

Definieren wir eine stet ige Abbildung

!/t : IO.I ) _ GL (n ; IR), r ....... A ·Qf(t · J..I ) .

so ist !/t(0) = A und !/t(1) = A . Q:üt ). Wie die stetige Ausführung dieser
Sc herung verläuft. ist in Bild 3. 10 angedeutet.
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.--'" "/
/ '" /

,(;/_ .._/ " / / _ !Ja'

/ "
/

Bild 3.10

,
e, = -' = ±l .

I I},; I
wobei

Nach Lemma I kann man die so erhaltenen k Wegstückehen zusammensetzen
zur ersten Etappe

'PI : [a J. ß I ] -GL (n ; R ) mit 'f'1(a l ) =A und rp l (ß I) =D .

Aus D7 folgt det ('PI (t)) = dei A für jedes I E (a b ßd, insbesondere

det A = der D = AI • . . . . An '

In der zweiten Etappe wird D verbunden mit

D'=(" "J
Dazu benutzen wir. daß man in IR' jedes Amit e = ih geradlinig verbinden kann
durch

X : [O. IJ- R', t t-+ A +(t: -),,)I = ),. ( 1+ ( 1~ I -l) I) .

IR',
1

"
- 1

Bild 3.11

Die Multiplikation der Spalten mit Faktoren kann man auch durch Elementar­
matrizen vom Typ Sj ( /.t ) bewirken, also ist

D' = D·SI(1:11) .. ... S"(1:.1) ,
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und jedes der 11 Wegstückehen von D nach D' ist beschrieben durch Muhiphka­
nonmit

Si(l+ C:il- I),)
für ( E [0, IJ. Diese 11 Stückehen zusammengefügt ergeben einen Weg

(/12 : (a l , ß2] ...... GL (11;R) mit (/12(0' 2) = D und (/Iz <ßz) = D' .

Da I + (ib - I) 1 > 0 für 0 .c:: 1 :s I. ist der D' = +1, also ist die Anzahl der

Einträge - 1 in D' gerade,
In der drillen Etappe wird D' mit E; verbunden , dazu nimmt man sich in

jedem Schritt ein Pärchen von negativen Einsen vor. Wie sie gemeinsam ins Po­
sitive gewendet werden können, sieht man am besten im Spezialfalln = 2. Man
nimmt die stetige Abbildung

,_(,".Sl -sin t )0' : (- 1f, 0] ...... GL (2; R) . • _
sm t cosr

Für sie gilt

"( - rr ) ~ ( -I 0).
o - I

Falls die beiden Einträge - I an beliebigen Stellen sitzen, verwendet man die
Abbildu ng

cos t

sin t

- sint

cost

E GL (n ; R).

Macht man dies nacheinander für jedes Paar, so erhält man insgesamt das Weg­
stück

(/IJ : (0' ), ß JJ ...... GL (n ; R) mit (/IJ( aJ) = D' und (/IJ(ßJ ) = En .

Durch Zusammen setzung von (/11, lfI'I. und (/Il erhält man schließlich den gesuchten
Weg von A nach E. " 0
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Wie wir gese hen haben , gibt es Iur einen reellen vektorraum zwei mögliche Ort­
entierunge n. Viel schwieriger ist es, de n Begriff der Ori entierung für eine ree lle
Mannigfaltigkeit. etwa eine Fläche, zu erklären. Das einfachste Beispie l für eine
nicht orientierbare Fläche ist das um 1850 entdec kte MÖOIUSband, das nicht nur
Anse1m Wüßt egem und Sophie besc häftigt hat (mehr darüber in (PJ):

u t ein
Mathe.mat iker
in der Nähe?
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Aufgaben zu 3.4

221

1. Sei V ein K· Yektorraum, X die Menge aller Basen von V und ß E X. zeigen Sie,
dass die Abbildung

4> : X -10 GL(n ; K ), A ...... TJ = M~(id )

bijekliv ist. Wie hangl <1> im Fall V = R" mit der in 3.4.3 definierten kanonischen
Bijeknon

M : X --.GL(n: R)

zusammen?

2. Beweisen Sie. dass die Yerbindbarkeit von Mam zen in GL(n; R) eine Äquivalenzre­
lation in GL(n : R) definiert.

3. Zeigen Sie, dass man eine invertierbare Marnx A E GL(n; K ) durch Spaltenumfor­
mungen vom Typ 11I auf Diagonalgestalt bringen kann.

4. Zeigen Sie, dass in M(m x n : R) je zwei Matrizen durch einen Weg verb indbar sind.

5, Beweisen Sie. dass GL(n; Cl zusammenhängend i51. das heiß!, dass je zwei Malrizen
aus GL(n: C) durch einen Weg in GL(n; C) verbunden sind.



Kapitel 4

Eigenwerte

In Abschnitt 2,2.4 hallen wir für eine lineare Abbildung F : V ..... W ein Paar von
Basen konstruiert, bezüglich derer F durch

mit r = rang F dargestellt wird. Die nötigen Transformation smatrizen sind ganz einfach
ex plizit zu berec hnen (vgl. 2.7.6).

Zur Beschreibung eines Endomorph ismus ben utzt man eine einzige Basis. und ihre
Anpassung an eine lineare Abbildung ist weil schwieriger als wenn man zwei Basen
variieren kann . In die Matrizenrechnung überse tz t bedeutet diese Frage. zu einer qua­
dratischen Matrix A eine möglichst einfache ähnliche Matrix

B = SAS- l

zu finde n (vg1.2.6.7), Insbe sondere wird sich zeigen. daß man hierzu stärkere Hilfsmittel
aus der Algebra. nämlich Polynome höheren Grades benötigt, obwohl in der linearen
Algebra zu nächst nur der Grad I interessiert. Die benutzten Tatsachen übe r Polynome
sind in Abschnitt I.J zusammengeste llt.

4.1 Beispiele und Definitionen
4.1.1. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, nämlich einem K·Vektorraum V
mit dimV = I. Ist F E End (V) und 0 ::F v E V, so gibt es ein eindeutig
besemmtes xE K mit

F (v ) = ).. · v ,

und dieses ), hängt nicht von der Wahl von v ab. Denn ist w = /.L v ein anderer
Vektor von V . so ist

F (w ) = F (/.Lv) = tÜV = ).. jtv = )..w ,

Die Abbildung F ist also durch die Zahl), festgelegt.
Auch in höherdimensionalen Räumen darf man auf Vektoren hoffen, die bei

Anwendung von F nur mit einem Faktor multipliziert werden, weil dann die
Wirkung von F wenigstens in bestimmten Richtungen besonders einfach zu ver­
stehen ist. Das führt zu der

Definition. Sei F ein Endomorphismus des K -Vektorraums V. Ein ), E K heißt
Eigenwert von F, wenn es ein u E V mit v ::F 0 gibt, so daß gilt

F (v) = )..v .
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Jedes vorn Nullvektor verschiedene 11 E V mit F ( II) = All he ißt Eigenw'kwr von
F (zum Eigenwert A).

VOl"Sicht! Man beac hte, daß natür lic h 0 E K ein Eigenwert sein kann, de r Null­
vektor 0 E V jedoch nach Definition nie Eigenvekto r ist.

Das zentrale Problem dieses Kapitel s ist die Frage nach der Existenz und der
Viel falt von Eigenvektoren . Dazu zunächst dre i

Beispiele. a ) Es sei V = 1R2und F eine Drehung um den Winkel o , die beschrie­
ben wird durch die Matrix

F (c, }
r,

n
(\ "

(

' 0 ,"
A =

sin (l

-s s in c ) .

COS (l

Bild 4.1

Anschaulich ist klar, daß es mit Ausnahme der Fälle (l = 0 und (l = f( keinen
Eigenvek tor geben kann.

b) Wir variieren das erste Beispiel, indem wir die Rich tung von F (e2) umkehren.
Dann ist die besc hreibe nde Matrix

. (,muA =
sin (l

sin c )

- COS(l

Wenn man die Gerade mit dem Winkel ~ einzeichnet, erkennt man , daß die Ab­
bildun g F eine Spi egelung an dieser Geraden ist . Damit hat man zwei Eigenvek­
toren gefunden :

111 = (eos ~ , sin p
112 = (cos <riO', sin ~ ;.)

zum Eige nwert AI = I und

zum Eigenwert A2 = - I ,
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und diese beiden bilden eine Basis ß = (v" V2) von R1 mit

M f.j ( F ) = (I 0)o - I .

,.,
\,,,,,,

F (e , )

F (e. )

,,,,,,
\

- I', = F ( I',)

----c::o~""''--".L- e

Bild 4,2

c) Sei 1 C IR ein Intervall und V = DU :R) der unendlichdimensionale
g -vekton aum der auf I beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Ein Endo­
morphismus ist gegeben durch

F ; V _ V , '1'-'1" .

Dieses F hat jedes beliebige A € R als Eigenwert, denn

rp(x) := ce'"'

ist für jedes c ER' ein Eigenvektor zu A. Das ist ein erster Hinweis auf die
Bedeut ung der Eigenwerttheorie für Differentialg leichungen (vgl. auch Aufgabe
3).

4.1.2. Endomorphismen wie im obigen Beispiel b) erhalten einen eigenen Na­
men:

neftnluon. Ein Endomorphismus heißt diagonalisierbar,wenn es eine Basis aus
Bigenvektoren gib t.
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Dieser Name erklä rt sich aus der

Bemerkung. ist dimV = n < 00, so ist F E End (V ) genau dann diagonali­
sterba r; wenn es eine Basis B := (Vh . . . , v. ) von V gibt, so daß M B( F ) eine
Diagonalmatrix ist, d.h.

Das folgl unmittel bar aus der Definition der darstell enden Matrix. o
Insbesondere nennt man eine Matrix A E M(n x tr ; K) diagonaiisierbar,wenn
der durch A beschriebene Endomorph ismus von K n diagonalisierbar ist. Nach
2.6.7 ist das gjeichwenig mit der Existenz einer Matrix S E GL(n ; K ) mit

«
0' ,0.).SAS-

1
:= "

d.h. A iSIähnl ich zu einer Diagona lmatrix.
Es sei daran erinnert. daß die Spalten von s-' eine Basis aus Eigenvektoren

von A sind. Das sieht man zum Beispiel durch MUltiplikation obiger Gleichung
von links mit S- I.

Vorsicht! Selbst wenn F diagonalisierbar ist, braucht nicht j ede r Vektor ungleich
Null aus V ein Eigenvektor zu sein. Man mache sich das an Beispielen klar (etwa
Beispiel b) oben oder Bild 4 .3)!

1'. =::: P(l', ) I' F ( l')

O~F( " ' ),
Bild 4.3

4,1,3. Bevor wir eine Methode angeben, Eigenwerte zu finden, beweisen wir den

Satz. Angenommen. F E End (V ) hat paarweise verschiedene Eigenwerte
AI , .. . , A•. wobei n =::: dim V. Dann ist F diagona lisie rbar.
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Da es zu jedem Eigenwert ).., mindestens einen Eigenvektor v, =I 0 gibt, folgt
der Satz sofort aus dem

Lemma, Gegeben seien F E End (V ) und Eigenvektoren VI , . " , V.. zu paar­
weise verschiedenen Eigenwerten Ä l , . . . , Ä... Dann sind V j , . • • , U.. linear un­
abhängig. Insbesondere ist m ~ dirnV .

Beweis. Wir füh ren Induktion über m. Der Fall m = I ist wegen V I =I 0 klar.
Sei m ~ 2. und sei die Aussage für m - I bereits bewiesen . Wir betrachten die
Bedin gung

(. )

Darauf können wir einersei ts F anwenden, andererseits mit ).. l multiplizieren und
die Ergebni sse voneinand er subtrahieren. Das ergib t

a l).. lvl + ( 2)..2vl + , . . + a .. Ä.. v.. = 0 ,
a l).. lv l +a2Älv2+ ... + a .. ).. IV.. = 0

a l()..2 - Äl )V2 + ...+ a .. (Ä.. - )..Jl v.. = O.

Nach Induktionsannahme sind V2' .. • , v'" linear unabhängig, also ist

a 2( )..2 - Äl ) = .. , = a .. (Ä.. - )..1) = 0 ,

und da die Eigenwerte verschieden sind, folgt

a2= . . . = a", = 0 .

Setz t man das in (*) ein, so folgt a lVl = 0 und wegen VI =I 0 auch a l = O. D

4.1.4. Wie wir gesehen haben , gibt es höch stens n = dimV Eigenwert e, da­
gegen im allgemeinen sehr vie l mehr Eigenvektoren. Daher ist es nützlich. alle
Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert zusammenzufassen .

Definit ion, Ist Fein Endemorphismus von V und Ä E K , so nennen wir

Eig ( F; ).. ) := [u E V : F (v ) = Ävl

den Eigenraum von F bezüglich Ä.

Bemerkung,

a) Eig ( F ;Ä) C V ist ein Untervektorraum.

b) ).. ist Eigenwert von F <:? Eig (F ;Ä) =I [Ü].

c) Eig ( F; Ä) " {Ol ist die Menge der zu ).. gehörigen Eigenvektoren von F.
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d) Eig (F : 1.. ) = Ker ( F - Aidv).

1.') Sind AI. 1..2 E K verschieden, so ÜI E ig (F ;AI) n Eig (F; ).. 2) = [Ü].

Beweis. a) bis d) ist ganz klar, c) fo lgt aus dem Lemma in 4. lJ.

Aufgaben zu 4.1
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o

I. Zeigen Sie: Ein nilpotenter En<.!omnrphismus hat null als einzigen Eigenwen.

2. Gegeben sei die lineare Abbildung F: V( / ; ;I:) -+ DU : R.) , 1/1 ...... vi', wobei I C Iil

ein Intervall ist.

a) Bestimmen Sie die reellen Eigenwenc von f ' ,

b) Bestimmen Sie eine Basis von Eig(F, - I ) ,

3. Sei I C iR e in offenes Intervall . Durch eine Matrix A E M(" x ,, ; IR) ist das homogene
lineare Differentialgleichungssystem

y'= A· y

bestimmt; nach Aufgabe 1I zu 3.2 hat der zugehörige Lösungsraum

Lu= (rpE VU : JIi"): rp' = A · rpl c VU: R" )
d ie Dimension 11. Um Lösungen zu erhalten, kann man den Ansatz

rp(n = e" . v

benutzen. wobei AE JR und vER" . Zeigen Sie:

a) !p(I ) = 1.';" • V ist eine Lösung # 0 von:1 = A ' y gcnau dann, wenn v Eigenvektor
von Azurn Eigenwen Aist.

b) Lösungen 1jI(lI(n = 1.';." • VI • . • . • !p(kl(r) = 1.';'" • Vk sind linear unabhängig genau
dann. wenn Vi • • • , , VJ: linear unabhängig sind.

Insbesondere erbält man mit diesem Ansatz e ine Basis des Lösungsraums. falls A dia­
gcnalisierbar ist.

4, Sei V e in K-vekrorraum und F : V -+ V linear. Zeigen Sie: Ha! F + f' den Eigen­
wen _ I, so hat F J den Eigenwert I.

5, Gegeben sei ein K -VektoITaum V und F , G E End(V), Beweisen Sie:

a) ISI v E V Eigenvektor von F o G zum Eigenwen A E K , und ist G (v ) '" 0, so ist
G ( v) Eigenvektor von G oF zum Eigenwen A.

b) ISI V e ndlic hdimensional. so haben F oG und G o F dieselben Eigenwerte.
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4.2 Das cha ra kter istische Polynom
In diesem Abschnitt entwickeln wir eine systematische Methode zur Suche von Eigen­
werten und zur Bestimmung der l ugehörigen Eigen raume. Ent~he i dend dafür ist die
Determinante eines zndomo rptnsmus. von der wir in 3.4. 1 gesehen hauen. daß sie wohl­
definiert ist. wennder zugrundeliegende Vektorraum endlichdimensional ist. Das muß in
diesem ganzen Absehnin stillschweigend vorausgesetzt werden.

4.2.1. Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Fiir F E End (V ) und }. E K sind folgende Bedingungen gleich ­
....ertig:

i) }. ist Eigen....r rt von F.

ii) det(F - }.idlo') =:: O.

Be....eis. Für festes }. E K ist die Existenz eines u "" 0 mit F (v) =:: }.v gleichbe­
deutend mit

F (v ) -}. v =O

<0> (F - }.idlo')(v) = 0

<0> Ker (F - }.idv) "" {O}

<0> Im (F - Aidv) "" V

<0> rang (F - }.idv) < dirnV

{:} det (F - }'id v) =:: 0

wegen der Lineari tät,

nach der Definition des Kerns,

nach der Dimen sionsfonnel aus 2.2.4.

nach Definition des Ranges.

nach 3.4.1 . o

4.2.2. Durch die obige Bemerkung ist die Suche nach Eigenwerten zuruckge­
führt auf die Suche nach Nullst elIen der Abbi ldung

Pr : K _ K . A....... det(F - }.idv) .

Diese nennen wir die charakteris tische Funktion von F. Wir zeigen. daß sie
durch ein Polynom beschrieben wird.

Sei dazu A eine Basis von V und A =:: MA(F ). lxt r eine Unbest immte, so
definieren wir

""
PII(t ) := det(A - f • E. ) = ""

""

an - I

""

""

Die Definition dieser Determinante ist etwas problematisch, weil in der Matrix
die Unbestimmte t vorkommt . Man hat mehre re Möglichkeiten, dami t umzuge­
hen:
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Dabei ist

I ) Man kann für , beliebige Ä E K einsetzen und damit rechnen. Für unendli ­
ches K ist das nach Korollar 2 aus 1.3.8 keine Einschränkung.

2) Man kann die De terminante form al nach der Fonnel von LElBNtZ aus 3.2.5
ausrec hnen. Eine Rechtfert igung dafür wurde in 3.2.8 gegeben.

3) Man kann die Einträge von A - ,. E. als Elemente des Körpe rs K(t) der
rationalen Funkti onen ansehen [vgl. Aufgabe 10 in 1.3).

Das Ergebnis der Rechnung ist

PA(t) = (a ll - tl · ... . (a"" - 1) + Q ,

wobe i der erste Summand zur identischen Permutation gehört und Q die res t­
liche Summe über S. " l id l ist. Da in einem Summanden von Q als Faktoren
höchstens n - 2 Diagonalkompon enten auftreten können , ist Q ein Polynom
vom Grad höch stens n - 2. Nun ist

(a ll - I ) .. . .. (a." - ,) = ( - Ir,· + (- l r - l (a ll + .. . + a. " ) l n- 1+ Q I ,

wobei Q I ein Polynom vom Grad höch stens 11 -2 ist. Also ist PAtt ) ein Polynom
vom Grad 11 mit Koeffizienten aus K. d.h. es gibt 0'0, . . . , 0'. E K . so daß

PA(I ) = a . l n + 0'. _1,"- 1 + ... + 0'1' + 0'0.

an = (- I )· ,

an_l = (- I)n- l(a ll+ .. . + a•• ) und

0'0 = detA .

Man nennt (a l l +...+ a"n) auch die Spur von A . Die Koeffiz ien ten U I , ' " ,Un_2
sind nicht so leich t aufzuschreiben, sie haben auch keine speziellen Namen.

Diese Überl egung zeigt. daß PAtt) ein Element des Polynomrings K II] ist
(siehe 1.3.6 ). Man nennt

PA(t) = de t(A - , . E. ) E K II]

das charakteristische Polynom der (n x n )-Matrix A .
Setzt man für die Unbekannte 1 ein Ä E K ein. so erhä lt man eine Abbildung

PA : K _K , Ä ...... PA(Ä) .

Nun zurück zu F . Für jedes Ä E K ist

M.4(F - Ä · id y ) = A - Ä · E• .

Also ist

det (F - Ä · id y ) = det(A - Ä · E. ) = PA(Ä) ,

d.h . die charakteristische Funktion von F ist beschrieben durch das charakteris­
tische Polynom von A.
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Ist nun Beine weitere Basis von V , so ist B :,=" M /.'l ( F ) zu A ähnlich.

Lemma. iJ.'hnlicheMarrizen hohen das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Sei B = SAS - l mit S e GL (n ; K ). Eine formale Rechnung mit der
Unbestimmten t (d .h. genauer eine Rechnung im Ring M(n xn ; KrI ll ,vgl. 3.2.8)
ergibt

S·/· E"· S- I = 1 · E" ,

Also ist

B - t · E" = SAS- 1 - S - /. E" · S- I = S (A - I· E" )S - I .

Anwendung de r Determinante ergibt

de t(B - I · E,,) = dcI S· dcl(A -c r . E" )· (det S) - 1 = dct(A -t· E" )

und somit Ps(l ) = PA ( /) . 0

4.2.3. Damit ist gezeigt, daß das charakteristische Polynom der darstellenden
Matrix nicht von der Wahl de r Basis abhängt. Also iSI folg ende Definition sinn­
voll :

Sei F ein Endomorphismus und A eine Basis von V . Ist A = MA(F ), so nennen
wir

PF(l ) := P,., (, )

das charakteristische Polynom von F.

Insgesamt haben wir folgendes bewiesen:

Salz. Sei V ein K ·Vektorraum der Dimension n -c 00 und F ein Endomorphis·
mus I'on V . Dann hat das charakteristische Polynom Pd ' ) E K( t ]die folg enden
Eigenschaften :

I ) deg I', = n.

2) 1', beschreibt die Abbildung K -+ K, A H det (F - Aidy ) .

3) Die Nullstellen von PF sind die Eigenwerte von F.

4 ) Ist A eine Matrix, die F da rstel lt, IO i.lt I'F(t) = det(A - 1 ' E~ ). 0

Damit ist das geometrische Problem, d ie Eigenwerte eines Endomorphismus zu
finden. auf das algebraische Problem de r Bestimmung der Nullstellen eines Po­
lynoms zurückgeführt.

4.2.4. Hat man einen Eigenwert gefunden . so ist die Bestimmung des Eigenrau­
mes gan z einfach. Wir können uns dabei auf den Fall V = Kn beschränken. Aus
4 .1.4 fo lgt sofort die
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Bemerkung. Ist ein Endamorphismus A: K~ -+ K~ durch die Matrix
A E M (n x 11 ; K ) gegeben. so ist der Eigenraum Eig (A ; A) f ür jedes A E K
der Lösungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems

(A -AE.)x= O.

Nach der vielen Theorie ist es höchste Zeit für einige

Beispiele. a ) Ist

n

A = ( :~~ : - :~:: )

die Matrix einer Drehung im R1 (vgl. 2.1.1). so ist

p.... (t) = t 2 - 2/cos a + I .

Dieses quadrati sche Polynom hat nach 1.3.9 genau dann eine ree lle Wurzel.
wenn

4 cos2a -4 ~O . d.h. cos 2 a= 1

gilt . Das ist nur für a = 0 und a = 7T der Fall . Diese beiden Drehungen sind
trivialerweise diagona lisierbar. alle anderen Drehungen besitzen keine Eigenv ek­
toren. Dami t ist noch einmal durch die allgemeine Theorie bes tätig t. was wir in
4.1.1 anschaulich gese hen hatten.

b) Für e ine Spiegelung

A = ( :~: : _s~::a )
ist p.... (t ) = / 2 _ I = (t + IHr - 1) . Also ist A nach 4.1. 3 diagonalisierbar, was
wir in 4.1.1 schon direkt bewiesen hatt en.

c) Für

A ~ ( - ' 6)
- I 4

ist p.... (t) = /2- 3t + 2 = (/ -1 )( / - 2). Setzen wir Al = A - E1•A2 = A -2E2•
so haben wir die linearen Gleichungssysteme

( 3, )A I , x =O und A2' X =O mit Lösungen

das sind also Eigenvektoren zu den Eige nwerten I und 2. Zur Kontrolle bere chnet
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man

SH'= ( I - 2 ) (- 1 6W2)=C0)
- 1 3 - I 4 I I 0 2

d) Ist

( ~3
- I i). -, - I I

A -2 so ist PA '= - 3 - 2- 1 3

-2 -2 -2 -2 3- '

-, [- 2- 1 3
[+ 3 [=; I

[- 2[
- I I

= -2 3- , 3 - ' - 2 - 1 3

= _ 1(12 _ I ) + 3(t - 1) - 2(1 - 1) = - t) +,2+ I - 1

= - (r _ 1)2(1+ 1) .

Darauf kommen wir in 4.3.4 zurück.

Es darf nicht verschwiegen werden, daß die Beispiele c) und d) sehr künstlich
sind, weil man die Nullstellen der charakteristischen Polynome mehr ode r weni­
ge r schnell erkennen kann. Ist das nicht der Fall, so muß man die Methoden der
Numerik verwenden, um die Nullstellen näherungsweise zu berechnen. Wie man
ebenfalls in der Numerik lernt, gibt es Verfahren , Eigenwerte und Eigenvektoren
in einem Aufwasch gemei nsam zu approximieren . Das hier angegebene Verfah ­
ren. zuers t die Eigenwerte und ansc hließend die Eigenvektoren zu suchen, hilft
nur für die Theorie und in besonderen Glücksfällen, die bei den hier behande lten
Beispielen insze niert wurden , Den noch haben derart ige Beispiele einen Sinn:
man kann erst einmal ohne Ablenkung durch größeren Rechenaufwand einen
Lösungsweg deutlich erkennen.

Aufgaben zu 4.2

1. Berechnen Sie das charakteristische Polynom. die Eigenwerte lind Eigenvektoren von

(
: :: ) und ( - : : _ : )

2 - 2 I - 4 0 6

2. Beweisen Sie: Ist A E M(2 x 2; R) symmetrisch. so hat A reelle Eigenwerte.



4.2 Das char akterislisc he Pol ynom 233

3. Sei V ein endlicbdimen,ionaler Vektorraum und F E End( V). Zeigen Sie, dass
PF(O) t- 0 genau dann, wenn F ein lsomorpbi~mu ~ ist.

4. Zeigen Sie, dass die Matrix

0 0 - 0,
1 0 0 -' ,

A= 0

0

0 - 0'0 - 1

das charakteristische Polynom P..,(I) = (- Ir<rn+0'0 _ 11" - 1+...+ 0'11 +0'0 ) besitzt.

S. Sei A E M(/1 x /1 ; K ) und <1> : M(/1 x 11 ; K ) ..... M(II X /1 ; K ) der Endomorphismus.
der durch die Linksmultiplikation mit A gegeben ist. das heißt <1>(8) = AB .Zeigen Sie,
dass für die charakteristischen Polynome von A und <1> gilt: P~ = (p..,>n.
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4.3 Diagonalisierung
4.3.1. Zunächst hallen wir als Ergebni s der vorhergehenden Abschnitte folgen­
des fest:

Sa tz. Sei F ein Endemorphismus von V mit n = dirnV. Dann gill:

I) Ist F diagonalisierbar, so ist Pr = ±(I - Al)· ... · (I - A. ), d.h. das charak­
teristische Polynom zeifällt in Linearfaktoren.

2) Ist Pr = ±(t - AI) · . • • · (I - .l...) mit paarweise verschiedenen AI•. " • "'. ,
so ist F diagonat isierbar:

Beweis. 1) ist klar , weil man das charakteristische Polynom mit Hilfe einer Basis
aus Eigenvektoren berechnen kann , und

o

2) folgt aus 4.1.3 und 4.2.3.

)
~ (A,- <)· .

A. - I

. · (Ä. -t) .

o

4.3.2. Nach 4.3.1 bleibt also zu klären, wann F im Falle mehrfacher Nullstel­
Jen des charakteristischen Polynoms noch diagonalisiertar ist. Zu diesem Zweck
fassen wir in Pf gleiche Linearfaktoren zusammen, d.h . wir schreiben

wobei die AI, .. . , At paarweise verschiede n sind. 1 ~ r .. ~ n für i = 1. . . . , Ic
und 'I + ...+ ' t = n . Der Exponent ' j ist die vielfachheit der Null stelle A, von
PF. in der Notation von 1.3.8 ist ' .. = j.t( PF; A; ). Andererseits gehört zu A; der
Eigenraum Eig ( F ; A; ).

Lemma. lst AEigen.....en von F. so gilt 1 ~ dimEig (F ; Al ~ j.t (P f ; Al.

Beweis. Sei VI, ... • u, eine Basis von Eig(F; A). Die Ungleichung I ~ s ist
klar. da AEigenwert ist. Zum Bewei s der zweiten Ungle ichung ergänzen wir die
Basis von Eig (F ; Al zu einer Basis
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von V. Dann ist

o

•
o

o A'

also PF = (t - Ay ' PA' nach D8 und D9 in 3. 1.3, und damit

dimEig (F ; ,1. ) = s .:: ~(PF ; ,1. ).

235

o

4.3.3. Nun können wir zeigen, daß die obigen Ung leichungen ein leicht nach­
prüfbares Kriterium für die Diagonalisierbarkeit ergeben. Um den Beweis kürze r
und die Aussage klarer zu machen, benutzen wir die in 1.6.4 berei tgestellten Tat­
sachen über direkte Summen,

Theorem, Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und F E End (V ).
Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

iJ Fist diagonalisierbar.

iiJ a) Das charakterisrische Polynom PF zerfällt in Linearfaktoren und

b) dirnEig (F ; ,1. ) = ~(PF ; ,1.) f ür alle Eigenwerte ,1. von F.

iii j Sind Al , . " . At die paarwe ise verschiedenen Eigenwerte von F, so ist

V = Eig (F ; AI) EIl .. . $ Eig (F ;At) .

Beweis. i) => ii). Ist F diagona lisierbar, so ord nen wir die Basis von V aus Ei­
genvektore n entsprechend den versc hiedenen Eigenwerten Al• . .. , At. d.h . für
i = I , . . . , k bet rachten wir eine Basis

(vi;>,.."v ;:» von Eig(F;A;).

Setzen wir r, := /l ( PF, ,1.; ) , so gilt

SI + . .. + Sl = n, r l + , .. + rk =n und S; ':: r j .

Das geht nur, wenn s, = r, für alle i, das ist Bedingung ii) b).

ii) => iii ). Sei W := Eig (F ; ,1. .) +...+Eig (F ; ,1..1). Nach Lemma 4.1.3 und der
Definition der direkten Summe in 1.6.4 gilt

W = Eig (F; AI) e .. ,e Eig ( F ; ,1..1) .
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Aus ii) und Bedingung iii) in Satz 1.6.4 folgt dirnW = ' 1+ ...+ 'k = n , also ist
w s. v.
iii) => i). Für jedes i € 11, ... , k } sei Bi = (v;o,.. . ,v~: )) eine Basis von

Eig (F; Al) ' Nach 1.6.4 ist

ß := (V;H,... , 1J~ ,l), ... ,V:kl,... ,v:: ))
eine Basis von V, und da sie nach Definition aus Eigenvek toren besteht . ist F
diagonali sierbar. Insbesondere ist s, = r, für alle i und

" I,,-rn,'
" 0

M8 (F ) =

0 '.
1,·-m'L'. 0

4.3.4. Mit Hilfe der gerade abgeschlossenen theoretischen Überlegungen kann
man ein praktisches Verfahren für die Diagonalisierung eines Endomorph ismus
F von einem endlichdimensionalen K·Vektorraum V angeben:

I. Schritt: Mit Hilfe einer Basis A von V und der Matrix A = MA, (F ) berechne
man das charakte ristische Polynom . Wenn man eine Zerlegung in Linearfakto­
ren angeben kann. ist das erste und für die Rechnung entscheidende Hindernis
überwunden.

2. Sch ritt: Für jeden Eigenwert A von F bestimme man durch Lösung eines
linearen Gleichungssystems eine Basis von Eig (F ; A), Damit kann man kontrol­
lieren , ob

dirn Eig (F ; A) = ji (P, ; A)

gilt. Genau dann. wenn dies für alle Ader Fall ist. ist F diagonalisierbar. Ent­
sprechend 4.3.3 bilden dann die Basen der Eigenräume zusammen eine Basis ß
von V.

Beisp iel. Sei F : RJ -+ R1gegeben durch

F(x , y , z ) := (- y + a, -3x - 2y + 3z. - 2x - 2y + 3z) ,
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Für

Bezeichnet lC die kanonische Basis von RJ
, so ist

A := MdF) = ( -~ =~ 3

3

' )

- 2 - 2

und Pr = - I) + /2+ / - I = - (t - 1)2(t + I ). Also sind )'1 = I und ,1.2=-1
die beiden einzigen Eigenwerte von F . Eig ( F; I ) ist der Lösungsraum von

(=: -;~ 1 : ) . ( : : ) = ( ~ )
- 2 - 2 3 - I x ) 0

umgefonn t - X l - X 2 + X ) = 0. Es ist also p.. ( Pr ; I ) = 2 = dimEig ( F; I ), und
«(1 , 0, I) , (0 , I, 1)) ist eine Basis von Eig ( F; 1).

Ebenso ist Eig (F ; - 1) der Lösungsraum von

(
-: -;~ 1 : ) . ( : : ) = ( ~)
- 2 - 2 3+ I X J 0

umgefonn t

XI - X2+ X)= 0 , - 4X2 + 6x) = 0 .

Es ist also p..(Pr ; - I) = I = dim Eig (F; - I ), und (I , 3, 2) ist eine Basis von
Eig ( F ; - I) . Somit ist

B = « 1,0. I) , (0, I , 1) , (I , 3, 2»

eine Basis von R\ bestehend aus Eigenvektoren von F . Für die Transfermari­
onsmatrix S = Ti gilt

S -, = ( ~ 0 : ) , 1<0 S = ~ ( _: . : : )
I 2 I I - I

D .= ( ~ ~ ~ )
o ° - I

muß somit D = SAS- l gelten, was man zur Kontrolle der Rechnung benutzen
kann.
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4.3.5. Ist eine Masse an einer Feder aufgehängt und zur Zeit I = 0 in senkrech­
ter Richtung in die Position y(O) = a mit Geschwindigkeit y(O) = ß ausge­
lenkt, so ist die weitere Bewegung bestimmt durch die Differentialgleichung der
gedämpften Schwingung

j + 2~Y+ llh= o . y(O) =a , y(O)= ß ·

, (tl ---­
'-==..J

8 ild4.4

Dabei sind w. /l e R... Konstanten, w ist durch die Feder und J1 durch die Rei­
bung bestimmt. Wie üblich mach t man daraus mit Yo = Yund y, = ydas lineare
Sys tem erster Ordnung

Yo = YI . Yo(O)= a.

)'1 = - w2Yo - 2J.lYI . Yl(O)= ß ·

Das führt auf die Matrix mit VOll t unabhängigen Einträge n

A = ( _~ -~/l )'
Einer Diagonalisierung von A entspricht eine Entkoppelung des Systems (*).
und wenn A zu einer oberen Dreiecksmatrix gemacht werden kann. ist das Sy­
stem von unten nach oben explizit lösbar (vgl. [Fo2J. §14). Daher betrachten wir
das charakteristische Polynom

PAP.) =Ä1+2J1.Ä+w1 , also Ä=-J1.± JJ1.1 - w'l .
Entscheidend für die Art der Bewegung ist die Diskriminante iJ. 2 - w1• Es sind
drei Fälle möglich.

I ) 0 :: iJ. < co, d.h. iJ. Z - wZ <: 0, (schwache Dämpfung)



(aperi odisc her Grenzfall )

(starke Dämpfung)

2) It = w, d.h . Jl.2 - w2 = 0,

3) Jl. > w,d.h.jt2 _ w2 > 0

Im Fall 3) gibt es zwei verschiedene negative Eigenwerte

Al = - jt + Jj.t 2 _ w2 , A2 = - jJ. - J/l 2 _ w2 ,

also ist A diagonalivierbar.
Im Fall 2) ist A = - !J. = - w ein 2-facher Eigenw ert , die Matrix

A- AE2=( W I )
- w' - w
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hat den Rang I, also ist dirn Eig (A : - rv ) = I. und A ist nicht diagonalisi crbar.
In 4.4 werden wir sehen, daß A trigon alisierbar ist.

Im Fall I) gibt es keine reellen Eigenwerte, da für aber zwei verschiedene kom­
plexe. Also ist A komplex diagonalisie rbar , man kann also zunäc hst komple xe
und daraus reelle Lösungen berechnen. Die explizite Durchführung der Lösung
von (*) überlasse n wir dem Leser (Aufgabe 4 und Aufgabe 4 zu 4.4 ).

4.3.6. Gelegentlich tritt das Problem auf, daß man zwei oder mehrere Endo­
morp hismcn mit einer gemein samen Basis diagonalisieren will (man nennt das
simultane Diagonalüierung) . Daß dies nicht immer gehe n kann, sieht man am
schnellsten mit Matrizen: Gibt es zu A . B E M (n x 11 ; K ) e in S E GL (n ; K )

mit
SAS- I = D und SB S~ I = b,

wobei fJ und nDiagonalmatrizen bezeichn en , so folgt aus D · iJ = iJ .D, daß

B · A = S- IÖS . S- ' DS = S-I OS · s-lns = A · B .

Erfreuliche rweise ist die Ven auschb arkei t auch hin reichend . Es gilt also :

Sa lz, Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F ,G E End /((V )sind genau dann
simul tan diagonalisierbar: 11'1'1111 F o G = G o F.

Beweis. Nach Vora ussetzung hat man die Ze rlegun gen in Eigen räume

V = Eig (F ;AI) e $ Eig (1' ; Al )

= Eig (G ; tt d ffi $ Eig (G ; JlI).

wobei 1.. , bzw, ttJ die Eigenw erte von F bzw, G bezeichnen. Wir halten ein A
fest und be trachten

W := Eig(/-" ; 1..) .

Ist W E W, so ist F (G(w )) = G (F (w» = G (l..w) = AG(W), also ist W auch
G · invariant (vg l. 4.4. 1). Wir definieren

Wj := W nEig (G; /-L j ) für j = I, . . . ,I ,
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o

und es genügt zu zeige n. daß W = W\$ . . .EIlW" da dies dann für alle Eigen werte
von F gilt. Wegen Lemma 4.1.3 ist nur zu zeigen . daß

W =W1+ · · · +W/ .

Zu W E W gibt es !.Vi E Eig (G ; !J. j) . so daß W= WI + ...+ !.VI _Daraus folgt

F (w ) = F {wd +...+ F (wd

= .l.w = AWI + . • •+}..w/ .

daher ist wegen der Eindeutigkeit in der direkten Summe

F (wi ) = )"W j' also w i E W und som it W j E Wj •

Aufga ben zu 4.3

1. Beweisen Sie Teil 2) von Salz 4.3.1 mit Hilfe von Theorem 4.3. 3.

Z.Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar?

( ~ ~ i;)C::-:) (-;-:-D
3. Für welche a . b E R ist d ie Matrix

(~ : ~ )
10 0 2

diagona lisierbar?

4. Wir betrac hten das Differentialgleichungssystem mit Anfangswertbedingung

y= A·y. Yo(O)= a, YI (O)= ß (* )

für die gedämpfte Schwingu ng (siehe 4 ,3.5), wobei

A = (_:2_~~ ) .

a) Im Fall /1 > w ist A Ireellj diagonalisierbar. Bestimmen Sie eine Bas is des Ii aus
Eigenvektoren von A und geben Sie eine Basis des Lösungsraums von y = A . y an
(vgl. Aufgabe 3 zu 4 .1). Wie sieht die Lösung von (..) aus?

b) Im Fall jI. < W i ~t A E M(2 )( 2: C) komp lex diago ealisie rbar. Bestimme n Sie d ie
Eigenwerte von A und geben Sie e ine Basis des cJ aus Eigenvektoren von A an. Ist
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). e C Eigenwert von A zum Eigenvl'k tor v E c' , so ist re e" .v, im el.r . v eine Bas is
des Lös ungsraums von y := A . Y ([Fo21, §13). Bestimmen Sie auch in diesem Fall
die Lösung von ( *).

S. Diagonalisieren Sie die Matrizen

( - 5
6

\: ) (-:
0 - \ -:)- I ~ 2 \2 \ 3

A ~ B ~

\ 0 - 2 2 0 - \ - 2
-, 0 , 6 0 - I - 3

aus M(4 x4: IR ) simultan. d. h. besti mmen Sie eine Matrix S e GL(4: R), so dass SAS- t

und SBS- t Diagonalmalrizen sind.

6. Seien A , B e M(n x n: K ) mit AB := BA und alle Eigenwerte von A und B se ien
einfach. Dann gilt : A und B haben die gleichen Eigenvektoren.

7, Zeigen Sie, dass es für ). E K und natürliche Zahlen Jl. n mit 1 .:<: Jl :::. n stets eine
Matrix A e M(n x n:K ) gibt mit Jl(P... : A) := /.I. und dirn Eig (A : Al := 1.

8. Es sei K ein Körper mit char K t:- 2. Zeigen Sie. dass die Lösun gen der Gleichung
Al = E2 in M(2 x 2: K ) geneu von der folgenden Gesta lt sind:

A :=El . A := -EloderA :=SDs~tmiID := ( \ 0)und S eGL(2:K) .
o - I

9. Sei Fein diagonal isierbarer Endemorphismus eines endlichdime nsionalen R-Vektor­
raums, für den gilt: Sind v und w Eigenvekloren von F, so ist u+ w ein Eigenvektor von
F oder u + W := O. Zeigen Sie , dass es e in). e R gibt mit F := ). . id .

10. Seien A, B e M(3 x 3: R) zwei Matrizen mit den charakteristischen Polynomen
p... (1) := - I ) + 212 - 1 und PB{/) := - I) + 712 - 91+ 3. Zeigen Sie. dass der Kern von
AB die Dimension 1 hat.
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4.4 Trigonalisierung*
Wie wir in 4.3.3 gesehen haUen, gibt es zwei Bedingungen für die Diagonalisierbarkeil
eines Endomorphismus:

a} Das charaklerislische Polynommuß in Linearfaktoren l.erfallen, und

b) die Dimensionen der Eigenräume müssen gleich den Vielfachhcitcn der Eigen­
werte sein.

In diesem Abschnittzeigen wir. daß ein Endemorphismus. der nur Bedingung a) erfüllt,
wenigstens durch eine obere Dreicch malrix beschrieben werden kann.

4.4.1. Um die geometrischen Eigenschaften kumpliz.icrter Endornorphismen
besser verstehen zu können, sind ein paar neue Begriffe nützlich .

Definition. Sei F : V _ V ein Endemorphismus und W C V ein Untervektor­
raum. W heißt F-invarianr. wenn F(W ) C W .

Es gibt stets die trivialen. aber nutzlosen Beispiele W = [U] und W = V . Je
mehr weiter e invariante Unterräume exis tieren. desto übersichtlicher ist ein En­
domorp hismus. Ist etwa 1" diegon alis icrbar und (Vi•.. , • vn ) eine Basis aus Ei­
genvcktorcn. so ist

V =Wl ffi .. . ffi W. mir W, =K · v;

eine Ze rlegung in eindimensionale invariante Unterräume. Im Falle mehrfacher
Eigenwerte (4.3.3) hat man eine weitere Zerlegung

V = Eig (F ; AI) \Il ... ffi Eig ( F: A.J

in invariante Unterräume der Dimensionen r l. ". .. r•.
Die Beziehung zwischen invarianten Unterräumenund charakteristischem Po­

lynom isl in einer Richtu ng ganz klar.

Bemerkung. h l W C V ein Fvinvarianter Unter raum. so i.\'1 PF 1W ein Teiler \'011

PF·

Beweis,Wir ergänzen eine Basis B' von W zu einer Basis B von V. Dann ist

M I,(1" ) = ( M1d : 1W) : ),

also PF = PF 11I, • p... nach D9 in 3, 1.3.
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Beispiel. InGltJhat das Polynom I" - 2 für n ~ 2 keinen Teiler kleineren Grades
(Aufgabe 1). Also hat der durch

beschriebene Endomorphismus des Q" nur die trivialen invarianten Unterräume.

" .4.2. Sei A E M(n X/I ; K ) cineobere Dreiecksmat rix. d.h. a ,j = 0 für i > j.
Untcr dem Endomorphismus Ades K" sind die Untervektorrä ume

W, ;= span(e l•.. . , 1.', )

für I :: r :: n invariant. Das motiviert die

Definition . Unter einer Fahne (Y,) in einem n-d imensionalen Vekturraum V ver­
steht man eine Kelle

(Ol = YoC YIC ... C Y. = V

von Untervektorräumen mit dimY, = r . Ist F e End (V), so heißt die Fahne
F-invarill.nt, wenn

F( V, ) CY. für aller e {G. . . . . » } .

Man kann sich Vo als Befestigungspunkt . VI als Stange und Vl als Tuch der
Fahne vorstellen.

Bild 4.5

Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraumes kann man viele Fahnen konstruie­
ren, aber aus der Existenz einer F -invarianten Fahne folgt insbesondere wegen
F(VI ) C VI, daß es eine n Eigenvektor geben muß.
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Bemerkung. Für F E End (V) sindfolgende Bedingungen gleichwertig:

i) Es gib teine F -inl'l/r ianle Fahne in V.

ii) Es gibt eine Basü ß von V, .w daß MN(F) obe re Dreiecksmatrix ist,

Ist das der Fall , so heiß t F trigonaiisierbar,

Bewe is. Die Beziehung zwischen Fahne ( V,) lind Basis ß = ( V i • • • . , IIn) ist
gerege lt durch

v, = span (v J, . . . , v, ) für alle r . o

Überserzt in den Matrizenkalkül ergiht das die

Deänntcn. A E M (n x n: K ) hciBl lr igmw lisierbar,wenn es ein 5 E GL (11 : K )
gibt, so daß SA S - l obere Dreiecksmatrix ist.

" .4.3. Ergebni s dieses Abschnitte s ist der

Tri~onali sierun l':ssatz. Für einen Endomorphamus F eines n-dimensionaten
K -Ve/aorraum/'s sindfolgende Bedin gungen äquivalent:

i) F ist Irigonalisierba r.

ii) Das charakte ristische Polynom P f zerfällt in Linear fakto ren. d.h.

P,. ==±(t -.l..d · . .. · {t - An) mit AI • . .. , An E K.

Mit Hil fe des Fundamentalsatzes der Algebra (1.3.9) folgt das

Korollar. Jeder Endamorphismus eines endlich -dimensionaien komplexen Vl'k4
torraumes ist trigo nalisie rbar: 0

Eine weitere wicht ige Anwendung betrifft die Lösung linea rer Systeme von Dif­
feren tia lgleichun gen ([Fo21. ~ 1 4 ) .

Beweis des Sacrs. i) :} ii) ist klar, denn ist A == (a;j) = M~ ( F) eine obere
Dreiecksmatrix. so folgt aus D8 in 3. 1.3, daß

P,- = (a ll - I) ... . . (a"n - I).

ii) :} i) wird durch Induktion über 11 == dimV bewiesen, Für 11 == O. I ist nichts
L U zeigen. Ist 11 :: 2. so wähle man einen Eigenvektor 1)1 zu AI und ergä nze ihn
zu einer Basis B = (1)1 . Ull . '" ,wn ) von V . Dann ist

V = VI $ W mit VI := span (vl) und W :=span(wl, ' " ,wn ) .



4.4 Trigonalisierung' 245

[
~D" ...a,.

M 8 ( F ) = "
: B

o
VI ist F -invariant, W im allgeme inen nicht ; das Hindernis dagegen sind die Ein­
träge GI ., " "" , G I ." Der Ausweg ist folgender: Durch

H (W j )= Gl jV I und G(W j )=Gl jW2 + • • • +Gwj Wn

sind lineare Abbildungen H : W -+ VI und G ; W -+ W erklärt mit

F (w ) = H (w ) + G (w ) für alle W E W .

V,
F (W)

'W

ßild 4.6

Für die charakteristischen Polynome gilt

PF = P' I - t) ·PG• also PG = ().z - t ) · ... · (A. - t) .

Die Induktionsvoraussetz ung angewandt auf W ergibt eine G -invaria nte Fahne

{Ol = Wo C ... C W. _ I = W ,
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und wir behaupten. daß durc h V, :== VI +W, _l eine F -invarian te Fahne gegeben
ist. Das folgt aus

F(/l VI + w) = ÄI/l V I + H (w ) + G (w)

wegen H (w ) € VI und G(w) e W, _ I für w e W, _l. o

4.4.4. Obwohl obiger Satz sehr nützlich ist. muß man doch bemerken, daß die
Beweismethode nicht genügend sorgfältig auf die Geometrie der Abbildung
achte t.

Beispiel. Ist F e End (R2
) gegeben durch die Diagonalmatrix

D = ( ~ ~ ) .
so kann man mit VI = el und Ä 1 = 1 beginnen . Die Ergänzung durch Wz ist
beliebig: wäh lt man etwa Wz = (- I. 1) , so wird

A = MB(F ) = ( ~ ~ ) .

und damit ist die schöne Diagonalmatrix versaut. Auch vom algebraischen
Standpu nkt hat A eine unangenehme Eigenschaft. Es ist

A=D+N mit N = (~ ~ ) .
Dabei ist N nilpo ten t (vgl. 4.5.7) mit N Z = O. aber D .N #; N . D.

In 4.6 wird gezeigt, wie man den nilpotenten Anteil N auf eine der Abb ildung
ange paßte Normalform bringen kann.

4.4.5. Wir gebe n nun ein Rechenverjahren zur Trigonalisierung eines Endamor­
phismus an. Es genügt dazu, eine Matrix A E M(n x n: K) zu betrachten, für
die

PA= ±(t - All· . .. · (t - Awl mit AI, .. . ,Aw E K .

Gesucht ist eine Matrix 5 E GL (n; K I, so daß

D := 5 · A · 5 - 1

eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes 4.4.3 er­
gibt das folgende Iterationsverfahren.
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I. Schritt: Wir betrachten WI = K" mit der Basis BI = K und dem Endomor­
phismus AI = A. Zu}'l berechnet man einen Eigenvektor VI € K", Nach dem
Austauschlemma 1.5.4 bestimmt man ein i , E {I, ...• 11l, so daß

B~ ;=( V I , e l . . . . .eil' · · · .e.)
wieder eine Basis von K" ist. Das Zeichen - bedeutet dabei. daß e io ausgelassen
wird. Wir betrachten die Transformationsmatrix

S- I ._ T B,
I . - 6 ,

mit der Basis B~ als Spalten. Dann ist

2. Schritt: Wir benachtenW2mit der Basis B; = (e i... . .ei,' . .. , e. ) und dem
EndomorphismusA;.Es ist

Pot; = ± (r - Ä2) · • . .• (r - Ä.l .

Zu Ä2 berechnet man einen Eigenvektor V2 E W 2, und man wählt ein h #: h . so
d,ß

ß; = (V2. e l.. " .ei, . ....eh" " . e" )
eine Basis von W2•also

5 l = (VI. V2. f'l . . .. •eil'· · · •eh •. . . •e. )

eine Basis von K" ist. Mir der Transformationsmatrix S;I = r%,' erhält man

<, • •
0 <, • •

A J = S2 • A . Si l = 0

A',
0 0

Bei der Berechnung von S2kann man benutzen. daß

[ ~d' " 0d T " -un 8 , -: r B',
, "'o
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Spätestens im (11 - 1l oten Schritt erhält man eine obere Dreiecksmatrix A. , denn
A:ist eine (1 x Ij-Matrix. Also ist

D := A. = 5. _1 • A . S~ I

eine obere Dreiecksmatrix.

Vorsicht! Die im ersten Schrill berechnete erste Zeile von Al kann sich in jedem
der folgenden Schritte wieder ändern, analog für die anderen Zeilen. Das ist nicht
ange nehm.

Beispiel. Sei K = R. n = 3 und

A = ( - : : - :)

Dann ist PA = _ (l - 2)3, al5O ),. 1 = Al = ),.) = 2. Wegenrang (A - 2E,l = 2
ist

dimEig(A;2) = t <3 = /L( PA;2),

also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration läuft wie folg t:

I . Schritt: VI ::: (I , - I , 1), h = I , B2 = ( VI> 1.'2 . t' J) ,

s;' = ( _: ~ ~ ) S, = ( : ~ ~ )
I 0 1 - I 0 I

(
' 43)

A2 =SI · A ,Si 1= Of42

01-2 0

Also ist S = S2'
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Aufgaben zu 4.4

249

I. Zeigen Sie. dass das Polynom (' - 2 E Q[t ] für n == 2 keinen Teiler P E 0 [1] mit
I .::: deg P .::: n - I besitzt.

2. Trigonallsie ren Sie mit dem Verfahren aus 4.4 .5 die Mat rizen

(.: : -:) (=: -: -; )
2 I 0 - 2 - 5

3. Zeigen Sie mit Induktion nach" = dimv: Ist V ein endlichdimensionaler K -vektotra um
und F : V -> V ein nilpotenter Endomorphismus. soexistiert eine Basis ß von V mit

(00 0' ).M/:l (F l =

und es gilt PI' (t) = ±tR •

4. (Fol1setzung von Aufgabe 4 in 4.3.l Ze igen Sie, das s d ie Matrix

A = (_:z _~# )
im Fall # = w mg onahsierbar ist. und bestimmen Sie eine Matrix S E GL(2; Kl. so

da ss 8 = SA S- 1obere Dreiecksmatrix ist. Das Systemj = A . j- geht somit durch d ie

Substituti on z = Sy über in Z = 8 . t . und es reicht. da s (einfachere) System i = 8 . t
zu lösen. Bes timme n Sie auf diese Weise eine Basis des Lösungsraums von y = A . Y
und lösen (..) in 4.3.5 auch im aperiodischen Grenzfall .
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4.5 Potenzen eines Endomorphlsmus'
Zur geneuen Besch reibung eines Endemorphismus - insbesondere bei der Suche nach
invarianten Unterräumen - muß man systematisch das Ergebnis de r wiederholten An­
wendun g der Abbildung betrachten. Das legt die Weiterentwicklung der a lgebraiseIlen
Hilfsmittel nahe. Das wich tigste Ergebnis jSI der Satz von CAYLEy-HAMtlTON.

4.5.1. Die Eigenwertbedingu ng F (v) = AV kann man auch komplizierter aus­
drucken: in dem linearen Polynom

L (I)= /- ).

setzt man F sran r und idv statt I, das ergibt

L( F ) := F - Aidv •

und es ist Eig (F ; Al = Ker L ( F ) . Was hat man damit gewonnen? Ist

P (I ) = a," + ... + a ll + 0:0 E K [I ]

ein beliebiges Polynom. so kann man analog

P(F ) := a, F' + .. .+ lX]F +aoidv E End ( V )

setzen. 1st 0 #- v E Ker P(F ). so gilt

Cf,F' (V) + ... + CfIF { v ) + CfOV = 0 ,

d.h. die Vektoren u, F( v ) . . . • , F ' ( v ) sind linear abhängig, wenn P ::F O. Ist
Cf, ::F 0, so folgt, daß

W = span (v, F ( v ) , . . . , F'-l ( vl)

ein F-invarianter Unterraum von V mit I :::: dimW :::: r ist. Ist P { F ) = 0, so
kann man diese Konstruktion mit jedem beliebigen u starten.

Beispiel. Sei F diagonalisierbar mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten

.1>1 ' '' ' , Al und

Q {t ) = (I -All' . .. . (I - All .

Jedes v E V hat nach 4.3.3 eine Darstellung u = VI + ... + " I mit Vi E
Eig (F; A,). Benutzt man, daß für A #- J.l und 0 ::F v E Eig ( F ; A)

0 ::F ( F - pidv)( v) = (A - /J. )v E Eig (F ; A).

so folgt sofort Q (F ) = 0 und Q '(F ) ::F 0 für jeden echten Teiler Q' von Q.
Weiter folgt PF(F ) = 0, wenn

PF = ( t - AI)" · ... · ( t - Ad"

das charakteristische Polynom bezeichnet.



4 .5 Potenzen eines Endemorph ismus- 251

4.5.2 . Das Einsetzen eines Endemorphismus in Polynome ist beschrieben durch
die Abbildung

Dies ist ein Homomorphismus von Ringen und auch von K -vektorräurnen. Das
Bild

K [F) = l P (F): P(I ) E K i r ]} C End V

ist e in kommutativer Unterring des (nicht kommutativen ) Ringes End V . und der
Kern

T,. := {P{t) E K II] : P{F ) = 01c K [rJ

heißt /deal VOl l F . Wegen dimK [I] = 00 und dimEnd (V ) < 00 gibt es in TI'
ein normiertes Polynom vom Grad :S /12 (vgl. Aufgabe 3). Ist F diagonalisierbar,
so hatten wir in 4.5.1 sogar ein Polynom Q E TI' vom Grad k :s n angegeben.

4.5.3. Wir zeigen nun. daß sich die Schranke der Grade in T,. für alle Endomor­
phismen Faul' /1 = dirnV verbesse rn läßt. Es gilt soga r noch mehr:

Satz von CAYI.Ey· HAMtI.TON. Sei V ein end lichdimensionaler K -Vektor­
raum. F E End{ V) und P,. E K II ] sei" charakteristisches Polynom. Dann
ist

PrCF) =O EEnd (V) .

Insbesondere gilt für jede Matrix A E M(" X II ; K )

PA (A j = O e M(l1 x lI: K ) .

Vorskht! Es ist entscheidend. daß die Null ein Endemorph ismus oder eine Ma­
trix. nicht die Null in K ist. Daher ist der naheliegende •.Beweis"

PA(A ) = det (A - A · E" ) = det{A - Al = del(O) = 0

nicht richt ig. Am Ende steht die 0 E K, der Fehler steht schon in der ersten
Gleichung, weil ganz naiv bei einem Eintrag der Determinante t = A gesellt
wurde. dann aber mit Einträgen aus K weitergerechnet wird.

Mit einem Trick von SERGE LANG [L] kann man diesen falschen Beweis zu
einem richtigen aufmöbeln. Das Problem dabei ist folgendes: die Einträge einer
Determinante müssen aus einem kommutativen Ring stammen (3.2.8). die Ringe
quadratischer Matrizen sind La. nicht kommutativ. Der Ausweg ist, daß man sich
auf den kommutativen Unterr ing (4.5.2)

K [A ] C M (" x n ; K )

beschränken kann. Nach diesen Vorbemerkungen zum
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Beweis. Man kann den Endemorphismus F von V mit Hilfe einer Basis du rch
eine Matrix A E M (n x 11 ; K ) beschreiben . Also genüg t es . den Satz dafür zu
bewe isen.

Für 11 = 1 ist die Aussage trivial , für 11 = 2 kann man sie noch durch direk te
Rechnu ng mit Matrizen beweisen. Im allgemeinen Fall benutzen wir, wie obe n
erläutert , Matrizen mit Eintr ägen aus den kommutativen Ringen Ki l l und K [A ].
Zun ächst sei

B(f) := ' (A - t E. ) E M (n x 11; K II ]) .

Die Einträge von B(t) auße rhalb de r Diagonalen sind Elemente von K , und in
der Diagonalen stehen lineare Polynome. es ist

der B (I) = p... (tl E K Il l . (*)

Nun wird die Unbes timmte I du rch die Matrix A und jeder Eintrag Q i i durch
Il jj E. ersetzt. Das ergibt

(

GII E. - A all E• . .

B(A l = :

ul.E. al. E.

a n l E. )
E M (n X II , K IAJ) .

a•• E. - A

Diese Matrix kann mit einer Spa lte mu ltipliziert werde n, deren Einträge Spalten ­
vektoren des K" sind. Insbesondere ist

8 (A ) ( ' ,' ) ~ ( a,:" -M,+"','" + .. + "." . ) ~ ( 00: ) (..)
en "I " l! I + tl2.1!2 + ...+ CI" . e. - A I! .

Nun se i R: (1) E M (n x n ; K Ir ]) die in 3.3. 1 erkl ärte, zu R(f) komp lementäre
Matrix. Ihre Einträ ge sind entsprec hend der Delinilio n Polynome vom Grad
~ n - I, und es gilt wegen (.)

R ;(I ) . R ( f) = p... (!) . En •

Setzt man auf beiden Seiten A für I ein, so folgt mit Hilfe von (**)

(P,:Al P,:J (n~(::::::J ~ (: )
Da P... (A ) auf einer Basis die w erte OE K" hat. ist p... <Al ==:0 als Matr ix. 0

Dieser Beweis ist extrem kurz und elegant, aber fiir einen Geometer
mag er wie alge braischer Hokuspoku s aussehen . Daher noch ein anderer
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Bewe is. bei dem man vie lleicht besser ein Gefühl dafür bekommen kann ,
warum die Kombination Pr(F) von Potenzen von F all es in V zu Null mach t.

Zunäc hst betrachten wir den Spezialfall K = C. Nach 4.4.3 iSI F trigonali­
ste rbar . d.h. es gibt eine F -invariante Fahne

{O} = VoC VI C ... C V. = V .

IM ß = (Vi•...• v. ) eine Basis von V mit V; = span (V., . . .• v;) fü r
i = 1. .... n .soist

( '0' :. ) .M8( F ) = "-

wobe i AIo'" . A. E C die Eigenwerte von F sind. Da

PI' = (AI - 1) .. .. . (A. - t ).

kann man Pd F ) schrittweise aufbauen; Ist

G, := (Alidv - F) O(A1idy - F) o ... o (A, id v - F ) E End (V)

für i = l• ... . 1/. so iSI G. = Pf (F ). Es genügt also durch Induktion zu zeigen.
daß

G;(\I, ) = {OI füri =l • . . .. n ,

Dcr Fall i = I ist klar , da F (vd =A1VI .Sei nun ; ::: zund u e V;. Dann gibt es
ein w E \1; _1 und ein IJ E C. so daß v = w + IJV; . Da

A,W - F (w ) E \1; _1 und A,V; - F (v,) E V;_ I .

ist nach Induktion svoraussetzung

G,(w ) = (G,_1 0 (A,id ~· - F )) (w ) =G,_I (A,W- F (w » = °
""d

G , (Vi ) = (G,_I 0 (A, id y - F )) ( 11,) = G,_I (A,Vi - F ( lIi » = O.

Also istG, (v) = G,(w) + pG,(v;) = O.
Der Leser möchte sich überlegen. wie viel einfacher de r Beweis wird. wenn F

diagonalisierbar iSI. d.h. wenn F ( v;) = A,V; (vgl. Aufgabe 5) .
Den f all K = R kann man durch Kmnplexijiä enmg auf den obigen Fall

zurückführe n. obwoh l F nicht reell trigonalisierbar sein muß. Am ein fachsten
geht das mit Hilfe einer Matrix

A = M8( F ) .

wobei ß irgend eine Basis von V ist (die "professione lle" Methode der Kc r uple­
xifizierung iSI in 6.3.4 b) ausge führt). A beschreibt einen Endemorphismus

A: C· _C·.
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also isr PA( A j = 0 E Ende n, Nach 2.6.4 ist

Mt« Pr ( F) = Pf (M!,(P )) = 1',, (A j ,

also auch P,.( F) = Oe End V .
Diese Meth ode ist nicht au f R. und C beschränkt, denn 1.U jedem Körper K und

jedem Polynom f E K [t l gibt es einen Oberkörper K' ::J K, so daß j e K'[t )
in Linearfaktoren zerfall t: etwa den Zafällullgskörper von f oder den algebrai­
schen Abschluß von K (s iehe 1..B. IF-SJ).

4,5.4. Als Beispiel für eine Anwendung des Satzes VOll CAYLEy-HAMJLTOr-;
woll en wir in Analogie zu Korollar 4.4.3 zeigen. daß sichjeder Endomorphismus
eines ree llen Vektorraumes beina he trigonalisiercn läßt.

Th eorem . 1.11 F Endamorp hismu s eines reelle n vetaorraumes V• .WJ gibr ".1 eine
Basis ß dann , daß

•

mit AI. . . . . A, E R wut B,

o

( 0\ --'h',) mi/b" c; E IR und b~ - 4c, < 0

f iir i= l , .. . , m.

Lemma . Jede r Endamorphismus F eines reellen Veklorrauma V mil
dimV ::: I hat einen invarianten Unte rraum W mil 1 ~ dim W ~ 2.

Beweis des Lemmas. Nach 1.3.10 gibt es eine Zer legeng

Pr =:= ± (I - Ad· ... . (I - Ar )' Q I(r)· ... . Q", (I )

mit Q j(t ) =:= t 2+ b,1+ Cj und b,2_4c; < O. Ist r ::: 1, so gibt es einen Eigenvek tor
VI zu A lo und W =:= IR . VI ist invariant.

Im f all r =:= 0 starten wir mit einem bel iebigen 0 # tI E V . Nach CAYLEY­

HAMILTON ist

I' dF)(v) =:= ( Q I( f') 0 ... 0 Q .. {F» (lI) =:=O .

Also gibt es ein eindeutig bestimmtes i E Il . . . . •m} mit

w:=:= (Q,+ I( F ) o . . . o Q.. ( f"» )(v) # O und Q; (F )( w ) = 0.
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wobe i w := v gese tz t wird. falls i = m, d.h. Q.. (F)(v) = O. Wir setzen

W ;= spart(w , F (w» .

255

Aus Q,(F)(w ) = 0 folgt

F (F (w » + b,F(w) + CiW = 0 ,

also ist F (W ) C W. Da F keinen Eigenwert hat. ist B = (w . F(w» eine Basis
von W, und es gilt

also PF1"" = Q,U ). o
Den Beweis des Theorems führt man schri ttwe ise nach dem Muster des Induk ­
uon sbcwelses von Satz 4.4 .3. In der ers ten Etappe baut man die Eigenr äume ab.
in der zweiten die zwei dimensionalen invarianten Unterraume. Das ergibt ein e
Folge von Zer legungen

V = Vo (11 W1 = VI (11 W1 = V2 (11 W, = . . . = V, (11 W'+1

= V, +2 (11 W,+J = V' +4 (11 W,+, = ... = V,+2mGI W, +2..+1•

wobei WI = V . W,+2m+1 = {O} und

[01 = Vo e VI e ... e V, C V,+2 c .. . e V, +2m = V

mit dimVj = j und F(Vj ) e Vj ' Dazu verw endet man die eindeuti ge Zer legung
' 00

F IWi ; W; -+V = V;_I GlW; in F IWi ; H, +F; mit

H, : W; -+Vi_ 1 und Fi ; W, -.W, .

Die Einzelheiten seie n getro st dem Lese r übe rlassen . o

4.5.5. Nun wollen wir das in 4.5. 2 begonnen e und du rch den Salz von CAYLEY­

H AM ILTON unterbrochene Spiel mit den Polynomen noch etwa s weiter treiben.

Definition. Eine Teilmenge 1 eines kommutativen Ringes R heißt Ideal, wenn
gilt

1 I P, Q E 1 ::::} P - Q E 1 .

12 P E I, Q E R::::} Q . P E z.
Ein Beispiel dafür ist unser Ideal I F e K [I ).
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Satz.. Zu jedem [deal I c K [t]mit I i- {O} gibt es ein eindeutiges Polynom M
mit j oigentien Eigenschaften:

1) M ist normiert, d.h.M = t;d + .... wobei d = dcgM .

2) Für jedes P E I gibt es ein Q E Klt]mit P = Q . M.

o
R =P -Q .M E I

im Widerspruch zur Minimalität von d. Die Eindeutigkeit ist klar .

M beißtMinimalpolynom von I , im Fall I = I~· Minimaipolynom von F.

Beweis. Sei d ;"" min {r : es gibteinP E I mitP f- Ounclr= clegP} E N.
Wir nehmen ein nonniertes M E I mit deg M = d. Ein beliebiges P E I
dividiere n wir entsprechend 1.3.7 mit Rest durch M :

P =Q· M + R ,

wobei R = 0 ode r deg R < d. Es genügt, den Fall R i- Oauszuschließen . Dann
wäre

4.5 .6. Es ist in der Geometrie eines Endomorphismus begründet. wie weit sich
das Minimalpolynom vom charakteristischen Polynom un terscheidet.

Beisp iel. Sei
o 1

. " 0
1

A ~

o

o
...
-. 0

o

E M{n x nj K ) ,

wobei d - 1 mit 1 :5 d :5 n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonalen
bezeichnet. Das bedeutet

A(ed =O , A(e2) = el , ' " , A(ed) = ed_l und A(",,) = O sonst.

Für die Pote nzen Al mit 1 :5 I :5 d gilt Al(ed) = Cd-I> also ist Ad = O. aber
Ad- 1 i- Q.Daraus folgt

PA = ± t", MA= r.
Im Extremfall d = 1 ist A = 0 und PA = ±MÄ.

Allgemein gil t folgende Beziehung zwischen charakteristi schem Polynom PF

und Minimalpolynom M~· :
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Sa tz. Sei V ein n -dimensiona ler K -Vektorraum, F E End (V ). Dann gilt:

1} MF ,eiltPF.

2J PF teilt M'f.

Beweis. I) folgt sofort aus dem Satz von CAYLEY-HAMILTON . Zum Beweis von
2) wollen wir voraussetzen, daß K Unterkörper von C ist. Im allgemeinen Fall
kann man einen algeb raischen Abschluß K verwenden, aber so weit wollen wir
nicht in die Algebra ausschweifen (vgl. [F-SI).

Wir können F ersetzen durch A E M(n x n; K ). Die Polynome MA. und PA.
zerfallen über C in Linearfaktoren (vgl. 1.3.9). Zunächst betrachten wir

PA. = ±(f - Al)" . . . . . (r - A.Y' ,

wobei Al. . . . , Al E C paarweise verschieden sind. Aus Teil I ) folgt

MA. = (I - AI)" · .. . · (t - A. )'· mit O ~ s; ~" für i = I , . .. . k .

d.h. M A. hat keine weiteren Linearfaktoren. Wir zeigen. daß keiner fehlt, d .h. daß
Si ::: 1 ist für alle i . Angenommen s, = 0 für ein i . Dann nehmen wir einen
Eigenvektor u, E V zu A; und wenden MA. (A) darauf an. Mit der gleichen
Rechnung wie im Beispiel 4.5.1 folgt

MA. (A )(v, ) =F 0

im Widerspruch zu MA. (A) == O. Nun definieren wir
Q := (r - Alr" -" . . .. . (I - A.t"-.. E C1rl .

Nach Definition von Q gilt M~ = ±Q . PA. , und da M~ , PA. E K [t ) folgt
Q E K ir] (Aufgabe 5 zu 1.3). 0

4,5.7. Manchmal kann das Minimalpolynom helfen, Beweise etwas abstrakter
und kürzer zu machen. Dafür geben wir ein naheliegendes Beispiel.

Deünluon. Man nennt F E End K(V) ni/potent,wenn F" = 0 für ein k ::: I.

Sa tz. tst F E End d V) und n = dimV, so sindfolgende Aussagen äquivalent:

iJ Fist mtpotent.

iiJ F d = 0 fii r ein d mit [ :: d :: n.

iii J PF = ±r".

ivJ Es gibl eine Basis ß 1'0 /1 V , so daß

(00 0' )M fj (F ) =
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He lt'd~. i) bcdc utct r E I f • Also ist Mf = ,J mit I .::: d .::: 11 und 1',. = ±/".
Das zeigt i ) ~ ii ) und iii). Der Tn gonalisicrun gssatz 4.4.3 enthält i ii) =} IV).
Schließlich felgt IV) ~ i) nach Aufgabe 2 zu 2.5. 0

Aufgabe 3 7.U 4.4 zeigt. daß es auch ohne Minimalpolynom geht.

Aufgaben zu 4.5

I. Sei F : V ..... V linear und P E K II]. Zeigen Sie: Ist A E K ein Eigenwert von F. so
ist 1'(1..) ein Eigenwen von 1' ( 1-').

2. lsIF : v ..... V lincarund l'. Q € K[l l. so ist

('(F) 0 Q (Fl = Q(F) 0 P{F) = ( I' . QHF) .

.l. Se i F : V ..... V cin Endomorphtsmus des K·ve ktortaums V. Darm gilt:

a) Die Ahhi ldung <1>F : K II] ..... End( V). P i l ) ...... I' (F) i,te in Homomurphismus von
Ringen und von K~Vckl"rräumen .

b) K I F ) = lP(F ) : P € K i r )] iSI ci n kommutativer Unterring von End(V ).

cl 1' 1dimV = 11 < 00, so existiert ein normiertes Polynom I' E Kl r l vom Grad ~ 'r
mil P(F) = O. (Hinweis: Betrachten Sie id. F. F2, ,. " F"'.,

4. Bewe isen Sie den Satz von CAYLEY·HAMI[.TOS durch direkle Rechnung für Matri­
zen
A E M(2 x 2; K }.

5. Beweisen Sie den SaU vun CAYlEY- HAMllTO~ für einen diagunal ierbarcn Endo­
morphismus.

6. Gebe n Sie noch einen anderen Beweis des Satzes von CAYl Ey-HAMllTON durch
Induk tion mich 11 = dim V mil der folge nden Methode :

a) Zeigen Sie . dass F (W ) C W und berechne n Sie Pe(l ) für G := F IW (siehe Aufga­
be 4 in 4.2).

b) Ze igenSie PG(G }=O eEnd (Wj ,

ej Fo lgern Sie da raus im Fall k < 11 mir der Bemerkung aus 4.4.4 und de r Induktions­
armahme . dass PF(F ) = O.

7. Seien AI. . . . . 1., e K die paarweise verschiedenen Eigenwerte eines diagunalisicr­

baren Endummphismus F über einem endlichdimcnsinnalcn VeklOITaum. Ze igen Sie .

dass (I - All . . ... (I - Ar) E K [t I das Minimalpolynom \'nn F ist.
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Gegen stand dieses Abschnittes sind Endomorphisrn en. deren cbarakreristlsc hes Poly ­
nom in Linearfaktoren zerfallt Bedingungen für die Diagon~li si erb~rke it sind in 4.1.3
und 4 .3.3 angegeben. Sind sie nicht erfüllt, so kann man entsprechend 4.4 .3 wenigstens
trigonalisiere n. Unbefriedigend dabei ist, daß man gar nichts von den Einträgen über der
Diagonale weiß. Das wird nun nachgeholt

Wir benutzen dabei nur elementare Methoden der linearen Algebra und verzichten
darauf, das Minimalpolynom und die Teilbarkeitsaheone im Polynomring einzusetzen.
Damit geht manches etwas eleganter. aber insgesamt nicht kürzer (vgl. etwa (8 21).

4,6,1. Im folgenden sei stets K ein belieb iger Körper und V ein K -vektorraum
mitdimV ::: L ist F E End (V ) und

PT' = ± (t - AI)" . ", . (t - Al )" mit AI, .. . , A.l E K paarweise verschieden,

so ist V nach 4.3.3 genau dann dire kte Summe der F -invariante n Eigen räume
Eig (F ; A,), wenn

dimEig ( F;Ai) = Jl( PF; Ai) = ri .

Ist die Dimension des Eigenraumes zu klei n, so kann man ihn mit folgendem
Trick passend vergrößern. Für einen Eigenwert Ade r Vielfacbheit r ::: I ist

Eig (F ; A) = Ker (F - Aidl' ) C Ker ( F - Aidv)' = ; Hau (F; A) ,

Man nennt Hau ( F ; A) den Hauptraum (oder verallgemeinerten Eigenraumi
von F zum Eigenwert A. Damit kann rnan schon das Ergebnis der ersten Etappe
formulie ren:

Satz über d ie Hauptraumzerlegung. Sei F E End K (V ) und

PF = ± (t - Aj)" ' " . ' (I - Akl"

mit paa rweise verschiedenen AI, .. . , Al E K . Es sei V; := Hau (F ;A;) C V fii r
je des Ai der Hauptraum. DWIII gitt:

/) F{V;) C V;muidimVi = rijüri = I , .. , , k,

2) V = VI ffi . . . $ V• .

3) F hat eine Zerlegeng F = FD+ FNmit

a) FD diagona tisie rbar;

b) FN nilpotent.

c) Fv oFN =FNoFo.

Übe rsetzt man das in die Sprache der Matrizen , und verwendet man noch, daß
jede nilpotente Matrix in eine obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann
(4.5 .7) , so erhält man das
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Korollar. Sei A E M{n x n; K l, so daß p... = ±(t - Al)" . . • • • (t - Ak )" . Dann
gibt es eine invertierbareMatrix S E GL (n; K ) derart. daß

I>"" +N'I 0

=:A.

o

wobeifa r i = I .. .. , k

(
>0' : , )A;E" +N; = .... e M (r, x rj; K).

Insbesondere ist A= D + N . wobei D Diagonalmatrix. N nilpotent ist, und es
gil l

D ·N=N ·D . o

Folgerungen aus der letzt en Eigen schaft sind in Aufgabe 4 und Aufgabe 5 ent­
halten.

4,6.2. Zur Vorbereitung der Hauptraumzerlegung be trachten wir einen Eigen.
wert .I. von F und Potenzen von

G := F - .l.. idv •

Das könn en wir auch für ein ganz beliebiges G E End V tun. Offensichtlich hat
man die Kett en

(O) C Ker G C Ker G2 C C KerG' ,

v o ImG ::> ImGz :J :> ImG/ .

und für jedes I ist dirn Ker C I +dim Im G I = dimV nach 2.2.4. Im allgeme inen
ist jedoc h

Ker ä nlmCI "" {Ol .
man hat also keine direkte Summe (vgL Bei spiel 45 .6), Da V endlichdimensio­
nal ist, können die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteig en. Das ist der
Schlüssel zum entscheiden den



4.6 Die Jordan sehe Normalform ' 261

Lemma von F IT TI NG. Zu einem G e End K(V ) betrachten wir die beiden Zah­

l"

d :=min(/ e N : KerG' = Ker GI+11 und r :=/L(PG;O) ,

wobei G" := id ,.. Danngilt:

J ) d = minl/: Im G' = Im G'+1J.

2) KerOd+; = Ker Gd• Im Od+; = Im Gdf ür alle i E N.

3) Die Räume U := Ker Gd lind W := Im Gd sind Gsmvariant.

4 ) (G IUjd = OUlldG IW :W _ W istein Isomorphismus.

5) Für das Minima/polynom ~'on GIU gi/I M c1u = I d.

6 ) V = U $ W, d imU = r ~ d. d i mW = II - r.

Insbesondere gibl es eine Basis B VOll V , SO daß

MB(G ) = (~~ ) mit Nd=O und Ce GL(n - r ; K) .

Beweis. Wir betrachte n das Diagramm

oKer GI C V _ Im G'
n u

Ker G'+1 C V~ ImGH I .

Unter Benutzung der Dimensionsrormel z.z.a für G' und G'+
1 folgt

Im G'+1 = lm G' {} dim lmGH I = dim lmG'
<:} dim KerG'+1 = dirn KerG'
<:} Ker GI+1= KerGI.

Dies ist weiter gleichwertig damit , daß G llm GI: Im G' -+ Im G'+
1 ein Isomor­

phismu s iSI. Daraus folgt sofort 1) und GIW Isomorphismus, also auch 2). Der
Rest von 3) und 4) iSI klar. Zu 5) genügt es zu zeigen, daß aus (GIU)d -' = 0
folgen würde, daß

KerGd = U C Ker Gd
- l .

Ist v E U n W, so isl Gd(V) = Ound v = Gd(w ) für ein w e V . Daraus folgt
G Zd( w) = 0, also

we Ker G Zd = KerGd
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nach 2). und somit 0 = GJ(w) = u. Damit hat man V = U<1' W. und es bleibt
die Berechnung der Dimension von U . Nach Definition von U ist dimU ::: d .
Wegen

I ' . Q = Pa = FalU . PG1W mit Q(O) '" 0
und P0 1U = ±, '" mit m = dimU folgt /Il = r , denn für den Isomorphismus G IW
ist Po11dO ) #- O. 0

Insbesondere folgt aus den obigen Argumenten die

Bemt'rkung. /sl AEigenwert \'0/1 Fund G ::= F - .l. id v. so ist d = 1 gle ichbe­
deutend mit

Eig ( F : Al = Hau (F; A) . o

4.6.3. Nun beweisen wir den Sm: iiberdie Hauptraumserlegung durch Induk­
tion übe r die Zah l k ::: I der versc hiedenen Eigenwe rte. ZU"I definieren wir
G := F - AI . idv_Dann ist

Pa (t - Ad = Pr(l ) , also j.t( Pa : 0) = jJ.(PF : )...) = '1 .

Nach Lemma 4.6.2 ist V = Hau ( F ; Al) $ W , und die beiden Summanden sind
wegen F = G + Ä1 idv auch F -invarianl. Weiter gilt

P' IIfi = ±(I - A2)"· . . . · (I - AI)" ,

also können wir auf F IW die Induktionsannahme anwenden, daraus folgen I )

und 2).
Die Zerlegung 3) zeig t man am einfachsten mit Matrizen . die Bezeichnungen

se ien wie im Korollar gewähl t. Die Existenz erhält man mit

D ~ (~ ~) und N~ (~ ~)
eine einfache Rechnung zeigt

D . N _ (~ 0 ) = N . D.

o lAINIl 0

Zusa tz, Die Zerlegung F = Fo + FN iSI sogar eindeutig, wenn mana). b) und
c) verlangt.

Der Beweis benu tzt 4.3.6 und etwas Teilbarkei tstheorie von Polynomen (v gl. et­
wa [B21. §l l l.
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4.6.4. Aus den obigen Beweisen kann man ein Rechenverfahren ableiten. wir
geben dafür ein

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

A ~ ( -~: -~: - : ~ )
- 4 ~6 - I

mit Pli = _ l l + 5/2 - 71+ 3 = - (1 - 1)1 . (t - 3). ln der Notation von 4.6.3 ist
k = 2, AI = I , r l = 2, Al = 3, r: = I . Wir betrachten die Matrizen

BI= A - AlE) = ( - ~: -~~ - :~ ) . B2= A - A2E) = ( -~~ - ~~ - :~ ).
- 4 - 6 - 2 - 4 - 6 - 4

sowie

B;' = B; = ( _~: _~: _~~ ), B;' =B2.
- 4 - 4 - 8

Es iSIrang B l = 2 > 1 = rang B~ . Daraus folgt

Eig (A : Al) = KerBI~ Ker B~ = Hau (A ; At) .

und somit ist A nicht diago nalisierbar, Indem man die zu B: und B2gehörenden
homogenen Gleichungssysteme löst. erhäl t man Basen

(' (2. O. - I). '(0, 2. -1)) von Hau (A: AI)

'( - 7.4. 1) von Hau (A;A2) = Eig(A;A2).

Trägt man die erhaltenen Basisvektoren als Spalten in eine Matrix ein, so erhält
man

S- ' = ( ~ ~ - : )
- I - I I

sowie

S AS -' = ( ~~ - :~nund

(
-6-7-14 )

undS =~ 458

- 2 - 2 - 4

(
16 25 ) = E2+ N miIN2 =0.
- 9 - 14



264 4 Eigenwerte

Nun muß man noch die Basis von Hau (A: Al) so transformie ren, daß ein Basis­
vektor v Eige nvektor zu AI wi rd (vgl. 4.4.5). Er hat die Form

IJ = Cl" '( 2. 0. - I )+ ß · ' (0, 2. - I).

Die Bedingung A I! = v ergibt 30' + 5ß = O.also kann man v = ' (5, - 3. - I)
wählen. Aus der neuen Basis von IRJ erhä lt man die Transform ation smatrix

r -' ~ ( _: ~ - ; ) T ~ ~ ( - ; -~ =:)
- I - 1 1 - 3 - 3 - 6

sowie

4.6.5. Auf der zweiten Etappe des Weges zur JORDANsehen Nonnalfonn wird
zu einem nilpotenten Endomorphismus eine Basis maßgeschneidert. Um das Er­
gebnis einfach formulieren zu könne n, definie ren wir die Jordanmatrix

J, ,' -- [ 0° 0°1 ) E M(k x k; K ) ,

für die J: = 0 gilt. und k die minimale Potenz mit dieser Eigenschaft ist. Man
beachte. daß J1 = (0) .

Th eorem. Sei G ein nilpotenter Endamorphism us eines K -Vektorraumes V und
d := min(l : G ' = 01. D W lIl gibt es eindeutig bestimmte Zahlen S I • . . .• SJ € N
mit

d ' sJ + (d - I)SJ _I + ••. + S l = r = dimV

und eine Basis ß 1.'011 V. so daß
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J,

o

o

J ,

J ,

} sJ·mal

} sJ_rmal .

Beweis. Wir definieren V, := Ker GI und betrachten die Kette

{Ol = Vo C VI C .. . C VJ _ I C VJ = V.

Da d min imal ist. sind alle Inklusionen echt. Wir verme rken zwe i weitere Eigen­
schaften:

(I ) Für I s I s d ist G - 1(U/-l ) = VI. insbesonde re G(VI ) C V,-I­

Das ist klar, denn

v E G - I(V/-l ) {} G(v) E V/-l {} 0 = G' - I (G (v» = GI(v ) {} v E VI .

Durch Anwendung von G auf die erste Gleichung folgt

G(V,) = G (G - I (U/-l ) ) C VI _I '

Daß hier keine Gleichhei t mehr gelte n muß, sieht man etwa an der durch

G(f'l) = G (e2) = O . G (eJ) = ez

gegebenen Abbi ldung des X l mitd = 2.

(2) Ist W C V ein Unte rvektorra um mit W n VI = {Ol für irgend ein I >0. so
ist G IW injektiv.

Denn da KerG = VI C VI. gilt sogar W n Ker G = [O].

Dam it konstruieren wir nun schrittweise eine direkte Summenzerlegung von V.
Zunächst wäh len wir WJ C V mit

V = V J = Ud_l EIl Wd·

Aus (I) folgt G (Wd) C Ud_l und G(WJ ) n Ud_2 = [U]. Also gibt es eine zerre­
gung
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Die Iteration dieses Verfahrens kann man sehernarisch dars tellen. wobei die
Pfeile die Wirkung von G zeigen:

V,
I

U J _I '" W,

I I
U J _l '"

W
J
_ 1 '" W,

I I I

V, '" W, '" W, '" '" w,
I I I I
V. '" W, '" W, '" '" W"_l '" W,

Jede Zei le ist dabei eine Zer tegung von V , wegen Uo = 0 ist insbesondere

V = W1 GlW2 ltl .. . mWJ .

Da nach (2) alt die Beschränkungen von G in der Kelle

WJ --j. WJ _ 1 _ . . . ...... W1

injektiv sind. können wir nun be i WJ beginnend durch schrillweise Ergänzung
Basen aller W/ und damit insgesamt eine Basis von V nach folgendem Schema
erhalten :

'"wl , . .

G(w\J' ,. . .
'". . ,w...

. . .G (w1~ ' ) . 1.1-11"', 1.1 -11.... . . ws. _,

Dabei ist die ers te Zeile eine Basis von W,j. die zwei te von WJ _ 1• und schließlich
die letzte von

Die Matri x Mu(G ) har die versprochene Form . wenn man 8 in folgender Weise
anordnet: Man läuft in jeder Spalte von unten nach oben und Best die Spalten
von links nach rechts.
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-30)
2 0

o 4

Um zu zeigen, daß die Zahlen SI, . . . , SJ allein durch G bes timmt sind. benut ­
zen wir die Exi stenz von Zerlegungen

V, = V' _I EI' W, = V,_l EI' G(W'+I) EI' W,
fü r I = 1. . . • , d mit WJ +I = O. Danach ist

SI = dimW, = dimV, - dimV
'
_1 - dimW'+I '

also sind diese Zahlen rekur siv aus den Dimensionen der Kerne von GI bere ­
chenbar (vg l. Aufgabe 6). 0

4.6.6. Wir berechnen ein einfaches

Beisp iel. Gegeben sei die Matrix

B ~U~nmit B' =U~nund B ' = 0

Es ist d = 3. und für VI := Ker 8 ' gilt

{ül = VI)C VI = span er C V2 = span (e l,e2) C V l = aJ
.

Aus der Bedingung

RJ = V2$ WJ

folgt . daß wir WJ = span er wählen können. Somit ist SJ = 1. Aus

RJ = V I Efl W2$ WJ

folgt dim W2 = 1, also S2 = 0 , und 8 . e j = ' (3 . 2, 0) ist der richti ge Basisvektor
von W2. Schließlich ist

RJ = Vo$ Wl $ Wz$ WJ .

Der gesuchte Basisvektor von Wl ist 8
2, el = 8 -' (3. 2, 0) = 21' 10 somit ist auch

SI = O. Trägt man die gefundene n Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge
als Spalten in eine Matrix ein , so erhält man

r -' = ( ~ ~ ~ ) , und daraus

00 1

Das Ergebnis ist die Jordanmatrix

TBT -' =0~n
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4.6.7. Durch Kombination der Hauptraumzerlegung aus 4.6.1 und der Normal­
form nilpote nter Endomorphismen aus 4 .6.5 erhält man schließlich die

J ORDANsche Normalform . Sei F € End .dV ) derart. daß das charakterisu­
sehe Polynom in Linearfaktoren zeifällt, also

PT' = ± (t - AI)"· . . . . (1 - )"d "

mit paa rweise verschiedenen )'1 • •. .• Al E K. Dann gibt es eine 8os ;s ß von V.
so daß

o

M s(Fj =

o

wobei N, fü r i = I, ... , k in der Normalform von 4.6.5 ISI. Ausgeschrieben
bedeutet das

'.
1
Ai 0

"AjE" + Ni =
1
Ai 0

o

"Diese Teilmatrix zum Eigenwert Aj enthält außer Nullen nur Jordanmatrizen ent-
lang der Diagonale. Ein Block der Gestalt

"

'.
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mit dEinträgen Ä; und d - I Einsen heißt Jordanblock der Länge d zu Ä, . Der
oberste und größte Jordanblock in Ä,E.,+ N, hat die Größe d, mit

1 :;; d, = min {/ : N: =o}:::: r"
das ist die Vielfachheit der Nullstelle Äi im Minimalpolynom von F (Aufgabe
8) .

Für I s j :;; d, seien s)' )~ 0 die Anzahlen der Jordanblöcke der Größe j zu

Äi in Ä, E., + N,. Es ist J~~) ~ I. und durch Abzahlung der Längen folgt

l'l (i) (;1
d;sd, +(d, - I)Sd,_I + ... +J I < r,

Die Elemente Ä; € K und r. , d" J)'IE N sind allein durch den Endomorphismus

F bestimmt (für die Jyl folgt das aus Aufgabe 6). Sie heißen daher Invarianten
von F . Die Eigenwerte Ä; kann man im Fall K = R oder C kont inuierli che
Invarianten nennen . Die anderen sind disk ret und durch die oben angegebe nen
Bezeichnungen, sowie

r l + " ' + ' I = n

aneinander gekoppelt. Alle Invarianten zusammen beschreiben in komprimierter
Form die "Geometrie von F" . Umgekehrt bedeutet dies, daß es so viele Möglich­
keiten gibt, wesentlich verschiedene Endemorphismen zu konstruieren, wie man
,,Sätze" von solchen Invarianten zusammenstellen kann. Nur die Reihenfolge der
Jordanblöcke ist unwesentlich, sie kann durch eine passende Permutation der Ba­
sisvektoren beliebig verändert werden. Das ist die Aussage dieses wohl schwie­
rigsten Theorems der eleme ntaren linearen Algehra.

Das Verfahren, die Nonna lfonn zu berechnen, hat prakti sche Anwendungen,
etwa bei der Lösung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit kon­
stanten Koeffizienten. An sich genügt es, die Systeme nach verschiedenenen Ei­
genwerten zu entkoppel n (das geht mit der Hauptraumzerlegung) und in jedem
Hauptraum zu trigonalisicre n (dann kann man die Teilsysteme von unten nach
oben lösen, vgl. [Fo 2J, §14). Aber der Rechenaufwand für die verbesserte Tri­
gonalisierung mit der JORDAN-Methode ist kaum größer als bei der Methode aus
4.4 .5.

Nach all den schon ge leisteten Vorbereitungen ist der BeweiJ nunmehr ganz
kurz: Für i = I, . . . . k setzen wir

V, := Hau (F ; Ä;) und c. := (F- Ä;idv)JV; .

Anwendung von 4 .6.5 auf G ; ergibt eine Basis B, von \1; , und aus BI • . . .• BI
baut man sieh das gesuchte B auf (vgl. 1.6.4) . 0
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o

Für die Minimalpolynome von G, und F gilt (Aufgabe 8)

MG, = ,J, und MF= (1 _ AI)d, • . . .• (1 _ )...)J" .

Ist speziell d l = . . . = d j = 1, so gibt es keine Einsen neben der Diagonale. und
es folgt zusammen mit 4.6.1 und 4 .6.7 das

Korollar. Für ein F E End K (V ) sintifolgende Bedingungen gleichwertig:

i) F ist dlagonalisierbar.

ii) MF = (1- Al)· • • • · (t - AI). woneiAI>• • . • AI die verschiedenen Eigenwerte
\'011 F bezeichnen.

iii) Es gibl paarweise verschiedene AI, . . . , Am E K. so daß
(F - A1idv) 0 . . . o ( F - Amidvl = 0 E End K(V) .

4.6.8. Für die praktische Berechnung der lordansehen Nonna lform verwenden
wir wieder das

Beispiel.

A=(-: ~ -:)
I 2 3

mit dem charakteris tischen Polynom P~ = - (I - 2») (vgl. 4.4 .5). Wir betrachten

8:=A -2El=(-: _: _ ~ ) mit B2 = (~ _~ _~ )
1 2 1 0 2 2

und B·I = O. Dann ist

V, := KerB = span ' (I , -1.1)

VI := KerB2 = span (' {l , - I. I ), '(O.- I . I) .
Entsprechend 4.6.5 haben wir die Zerlegungen

RJ = ~ $ ~ = V, $ ~ $ ~= ~ $ WI$ ~ $ ~,

das ergibt die Basisvektoren

eJ E WJ • B · t' l = ' (3, -I ,I) EWz und 8 I · eJ = ' (2, - 2, 2) E WI .

In der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine Matrix einget ragen erhält man

T-' = ( _ : _: ~ ) nut T = ~ ( - : - : ~ )
2 I I 0 4 4
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und als Ergeb nis

271

Das kann man vergleichen mit den Ergebnissen der Trigonalis ierung in 4.4 .5

( ~2 ~I 232 )SAr i = D ::= mit S =

und der Transfonnation der nilpotenten Matrix D - 2E.1 zu

TIV - 2E,IT- ' = 1, mit T = ~ ( ~ -~ ~ ) .

Es ist T . S = T , also kann man T auch durch Kombination der vorher durch­
geführten Rechnungen erhalten. Man beachte, daß dabei nicht notwendig die­
selbe Transformationsmatrix entstehen muß, weil sie nicht eindeut ig bestimmt
ist.

Hat A mehr als einen Eigenwert , so muß man zunächst die Zerlegung in Haupt­
räume berechnen. Dann kann man in jedem Hauptraum wie oben verfahren. Da
der gesamte Raum nach 4.6.1 direkte Summe der Haupträume ist, ergeben die
unabhängig voneinander konstruierten Basen der Haupträume zusammen eine
Basis der gewünschten Art des gesamte n Raumes.

Aufgabe n zu 4.6

I. Bestimmen Sie die Haupträume der folgenden Matrizen:

(i
2 3 3 I 8

4 2

-:) 0 2 7 2 8
2

0 0 2 s 4
0 - 3

0 0 0 - \ - 4
0 0 - \

0 0 0 0 - \
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2. Bestimmen Sie Basen. bezüglich deno. r die folgenden nilpoten ten Mat rizen Jordansehe
Normalfonn haben. und geben Sie jeweil s das Minimalpolynom an:

1 - 2

1 - 3

o 2

1 0

o - I

o - I 2

- I 0 3

I - I - 3

o - I - 2

o 0 2

J. Best immen Sie Basen . bezüglich derer die folgenden Matrizen Jordansehe Normal­
form haben , und geben Sie jeweils das charak teristische und das MinimallX'lynom an:

2 0 - 2

(-:
4

-D
1 0 -I

0 0 2 0 - I

2 0 2 - 2

0 0 0

4. Mi! Hilfe des Salzes über die Jordansehe Normalform kann man recht e infach hohe
Potenzen von Matrize n berechnen. Zeigen Sie:

a) Ist A E M(n x n: K l, S E GL(n; K ) und m e N, 50 gilt (SAS- I)", = SA"'S - l .

b) Sind A. B E M(" x n ; K ) miIAB = BAundm E N, so gilt

{ A + B )'" = i: (")AkS "' - k .
k_ O Ir.

c) Bestimmen Sie für die Matrix

A = ( _: : _ : )

1 2 3

eine Matrix 5 e GL(3; R), so dass A = S(D + N)S- l , wobei D Diagonafmatri x,
N nilpotent und DN = N D ist. Berechnen Sie mit Hilfe von a) und b) (und otme
Computer ) ASO.

5. Betrachten Sie die Verallgemeinerung der Exponentialfunktion für Matrizen; für jed e
Matrix A E M(1l x 11; R ) ex istiert

• 1
expl A) ;= lim L _ Ak .

" 00 *..0 k !

a ) Best immen Sie exp (D ) für eine Diagonalmatrix D.
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b) Ist A E M(n x n; it ) und S E GL{,, ; R), so folgt exp(SAS- I ) == 5 . exp(A) . 5 - 1.

c) Sind A, B E M(n x 11 ; R) mit AB == BA . so gilt exp(A+ B ) == exp(Alex p(B).

d) Bestimmen Sie für die Matrix

A ~ (
3 0 -n- 2 0

2 I

eine Matrix 5 E GL(3; R), sodass A == 5(0 +N)!) I. wobei D Diagonalmatrix, N
nilpotent und DN = ND ist, und berechnen Sie exp(A).

6. Zeigen Sie, dass für die Zahlen SI , . •. , Sd in 4.6.5 gilt:

s/ == dim(UI/U' _I ) - dim(U'+11Ud .

7. Gegeben sei ein endlichdimensionaler C.vektorraum V , Zwei Endemorphismen F
und G von V !leiBen alm/ich , wenn es einen Isomorphismus H von V gibt mit
G =H oF oH - I .

a) Zeigen Sie. dass dadurch eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Endomorphis·
men von V gegeben ist.

b) Für F,G E End(V) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) F und G sind ähnl ich.

ii) Für jede Basis B von V sind MI,(F ) und M I,(G ) ähnlich.

iii) Die Jordansehen Normalformen von F und G haben (bis auf die Reihenfolge)
die gleichen Invarianten,

8. Sei F E EndK(V) ein Endomorphismus. dessen charakteristisches Polynom in Line­
arfaktoren zerfallt. Beweisen Sie. dass man das Minimalpolynom MF aus den Invarian­
ten von F berechnen kann: Mit den Bezeichnungen von 4.6.7 gilt

M F (I) = ( I _ ), !ld, .... (I _ ),k )d, .

9. Sei V ein 6-dimensionaler R-Vektorraum und F ein Endemorphismus von V mit
PF( II = (I - 1)(1 + 2).5 , M F(t ) = (I - l)(l + 2)1, Bestimmen Sie alle möglichen
Jordanseben Normalformen von F .

10. Sei V ein endlichdimensionaler R-vektorraum und F ein Endemorphismus von V
mit Fl = F. Zeigen Sie, dass F diagonalisierbar ist.



KapitelS

Euklidische und unitäre Vektorräume

In den vorhergehenden Kapiteln wurden vek torräume über einem beliebigen Körper
behandelt . Ühcr den reelle n und komp lexen Zahlen hat man ein zusätzliches wicht i­
ges Hilfsmittel. das die Messung von Längen und Winkeln ge staltet. nämlich ein
Ska larprodukt. Damit ausges tatte t nennt ma ll reelle bzw. komplexe Vektorraume
euklidisch hzw, unitär. Bevor wir die ühhchcn allgemeinen Begri ffe einführen. ge­
ben wir d ie wichtigsten kanonischen Bei spiele.

5.1 Das kanonische Skalarprodukt im R"
5.1. 1. Zwei Vektoren .r = (X Io ... , .T.) und y = Cl·). . . • ,y.) des R" ordnet
man die Zahl

(.\',Y) = .(1 .\'1+ ... + .1"• .1'.
7.U. Das ergiht eine Abbildung

): R" x iji:" _ R . (.r.y )r+ (x.)') ,

sie heißt kanonisches Skalarprodukt. Schre ibt man .r und y als Spaltenvektore n.
so ist

Die formalen Eigenschaften die ses Produ ktes rechnet man mühe los nach:

J. (.r + .r ' , y) = (.l' , y) + (x'.y) , (.l. .I'+ Y') ={x. y)+(x. y').
(J..r , y)= J.(.l' , y) . (x. J.y) = J.(.l' . y) ,

2. (.l' . .I') = (y. x),

3. (x. x)::: O und (x. x)= O<? t= O,

für x .x' , y . v' E R" und A E :R. Man beachte. daß nur be i 3. eine spez ielle
Eigenschaft der reellen Zahlen benutzt wird :

(x . .l') = x; + .. . + .r;,
und eine Summe von Quadraten ist nich t negati v. Insbesondere kann man da raus
die Wurzel ziehen, was eine Abbi ldung

11 11: IR" _ lR+. X I--" I l x ll :=~,

erg ibt. die Norm heißt. Im 1R 1 ist 11.1' 11= ).1' 1. im 1R1 ist

Ilxll = lr~ +xi
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nach dem klassischen Satz von PVTHAGORAS die Länge von .r . Auch im R" ist
IIx 11 der Abstand vom Nullpunkt zum Punkt .r ,

Um Abstände zwischen belieb igen Punkten zu messen. betrachtet man die
Abbildung

d: IR"x R" _ R+ . d(x. Y) := ll.v - .l ll.
Explizit berechnet man den Abstand (oder die Metrik) durc h

d(x. .v) :=JC~' 1 XI)l + ... +(vo xo)2.

5.1.2. Die wichtigsten Eigenschaften von Norm und Abstand sind die folgen ­
d,"

NI II xll = O<::} x = O.

N2 II Axll = lAI ·1l.l 1I .

N3 IIx + yll ::: lI·tl l + IIYll.

DI d( x .y) = O~ .r = v.

D2 d( y •.t) = d(x. y ).

D3 d (x . z ) :::d (.l • .v)+d(y . ;: ).

Dreiecksungleichung

Symmetrie

Dreiecksung leichung

Die jewe iligen Eigenschaften I und 2 sind klar. D3 folgt aus N3. denn

.l - z = x - y + y - z .
,

y
!

.....---

" Bild 5.1

5.1.3. Man kann versuchen, d ie Ungleic hung N3 d irekt nachzurechnen. Aber es
ist ökonom ischer. sie aus der folgenden allgemei neren Ungle ichung abzuleiten.

Ungleichung von CAUCH Y-SCHWARZ, Für .r, y E RO gilt

l(x.yl1 ::: IIx ll'lI yfl
lind

f(x. y)1 = IIxll ·II)' 1I
gmou dann, welll l .r und y li/war abhängig sind.
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Zunäc hst beweisen wir damit die Urriecksungleichung:

IIx + YII 2 = (x + y , x + y)= (.l, X) + 2(.I, y) +(y. y)

.:: Ilxll! + 211xll' Ilyll + 11 )'112 = Olxll + IIYI1J2 .

Die Quadr atwurzel ist monoton, also folgt Nl 0

Beweis der CAUCHy-SCHWARZs("/u'n Ungleichung. Wegen der Monotonie der
Wurzel kann man bcide Sei len quadrieren, es genüg t also 1.Uzeigen . daß

(x . .r ) . (y , y )_ (.I, y )2 ::0 . (*)

Wie man das durch Ausrechnen zeige n kann . wird in 5.4.7 beschrieben .Wer ger­
ne mit Kniffen rechne t. betrac hte die Matr ix

.r, ) .,..
).

(

X ,
A ~

y ,
Dann ist

A . 'A = ( i.I , X) (x , y)

()'. x l (y . y)

die abzuschätze nde Differen z ist also gle ich dct{A· 'A).Daher fo lgt (* ) aus 3.3.7,
denn

del{A· IA) = L 1 X i X j 1

2

::: 0.
I ~, < } "n » )' j

Gleichhei t bei Cuuc hy-Schwarz bedeutet. daß alle Minoren x ')' j - -l i )" ver­
schwinden. und das bedeutet rang A -c 2 (vgl. 3.3.6). 0

5.1.4. Wie wir gese hen habe n. hat die Cauchy-Schwarzschc Ungleic hung ei­
ne Konsequenz für die Langenmessung. nämlich die Dreiecksungleichung. Man
kann durch Betrachtung des Quotienten von linker und rechter Seite darüber hin­
aus eine sinnvolle Winkelmessung erklä ren:

Für zwe i von Null verschiedene Vektoren .r , )' E Rn ist nach der Ungleichung
von CAUCHY-SCHWARl

- 1 ~ (x , y) < + 1.
II x ll · lIyll -

Also ist dieser Quotient gleich cos t1 für genau ein t1 E [O,lT] . Dies nennt man
den Winkel zwischen .r und v, in Zeichen

(.r, r ) ( )L (x ,y) ;"" arccos . *
II·r ll · Il yll

Um zu zeige n, daß diese Defini tion mit dem übereinst immt, was man sich geo ­
metrisch unter einem (unorient iene n) Winkel vorstell t. beme rken wir zun ächst.
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daß

27J

L Cl,y) = L (y, x),
L(h,y ) = L(x,y) = L(x, ).,y) fti r)., > O.

Da die beiden Vektoren in eine r Ebene liegen. behandeln wir nur den Fall n = 2
(daß dies keine echte Einschränkung ist, wird sich in 5.4.9 zeigen) , Wir erse tzen
.r und y durch

, I , I
x = W · x und y = iIYii , y .

Dann iSl ll x 'lI = Ily' lI = I und L(x . y ) = L (x '.y'). Aus der Analysis weiß
man, daß es a , ß € [0, 211" [ gibt, so daß

x'=(cosa,sina) . y'= (cos ß . sin ß ).

Also gilt

(x', y') = cos a cosß + sin c sinß = cos(ß - a) ,

nach einem .Additionsrheorern" für den Cesmus. wobe i wir ß - a E (0. 11" I
anne hmen können. Insgesamt folgt

L (x,y) = ß- ct ,

was der Erwanung entspricht.

- °1

y'

( 1.0)

IR '

r

Bild 5.2

Man beac hte, daß die Erklärung des Winkels mit Hilfe des Skalarprodukts for­
mal einfacher ist als mit Hilfe eines Bogenmaßes in der Analysis . Anstalt eines
Kurvenin tegrals benötigt man lediglich die Potenz reihe des Arcussmus.
Offensicht lich ist L (x, Y) = I gleic hbedeutend mit (x, y) = O. Das kann

man ohne den Cosinus sehen:
Zwe i Vektoren .r , y E Rn heißen senkrecht, wenn

(x.y)= O.

Dazu müssen d ie Vektoren nicht einmal von Null verschieden sein.
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Oie Definition (* ) für den Winkel kann man auch in der Form

[x , y ) = II xll- lIyll· cos L Lr , y )

schreiben. im Gegen satz tu ( .. ) ist dabei x = 0 oder y = 0 erlaubt. Die Formel
(..' ) erlaubt eine geometrische Erklärung des Skalarprod uktes als Produkt von
IIx ll und

lIy lt . cos L (.\ , y ) ,

wobei der zweite Faktor gleich der senkrec hten Projektion des Vektors y auf
die durch .r aufgespannte Gerade ist. Man beachte dabei das Vorzeichen: Ist,,= L (x ,y), so gilt

y

~

llvll -cos <tex , y) > 0

Aufgaben zu 5.1

I> ()
cosO

< 0

tt
fiir O :;: 11 < Z '

n
für I < O :E: :r ,

y

~

lI y lI · cos 4(X,y) < 0

x

ana s.a

I. Zeigen Sie, dass für alle x . y E &" gilt:

a) (x + y ,X _ y ) = 11 .<112 -lIyH 1.

b) 11 .< - >, 112 = Il.lnl + hn2 - 2{x, y ) = ~ x 12 + 1 .v~ 2 - 211 .< 1· IIYII cos 0.
(verallgemeinerter Smz \'0/1 PYTIlAGORAS oder C"sinussoIZ)

cl ix +Y U2_ll x - y " ~ = 4 (x . y ) .

d) ßx + y~ 2 + Ilx _ YII1 = 2i_l 1l2 + 2 ~_v ll l . (Paralle logramm-Gleichwlg)



2795.1 Das kanonische SkalarproduekO' "im"'RO" ='_'

, lIylI ~,
11 ·1" + Yll 'i~"----------'7

11'11
Bild5.4

2, Beweisen Sie die Cauc hy-Schwarzschc Ungleichun g durch direk te Rechnung im Fall
11 =1 ,2. 3.

falls (w . v,' ) ?: 0 ,

3. Mit Hilfe des Winkels zwischen Vekturen kann man auch den Witrkel ,,"wischen Gera ­
de" crktä rcn. Silld L = 11 + Rw und L' = v' + Kw' Geraden im 11:", so se i der Winkel
zwisc hen L und L' erklärt durch

L (L, L') := IL(v" rn' )
L{- w, w') sonst

Zeigen Sie, dass diese Definition unabhängig VOll der Auswahl von Vi und ur ist , und
dass 0 :5: L (L , L' ) s 1gi lt

4. Zwei Vektoren x , y E Rn heiße n ortboeonat (in Ze ichen .t 1.Yl, wenn (.l , y ) = O. Sind

.r, y '" O. so gilt offenbar

•x1. y<o> L (x , y l ="2'

lst L = u+Rw C iR" e ine Gerade, so heißt s E R"orthogon al zu L, wenn (s, .r - y ) = 0
für alle x , y Ei L. Zeigen Sie :

a) l st L = u + XVi C 3:" e ine Gerade und s E ;r, so gill:

s ist orthogonal zu L ~ s1.w.

b) Ist L = {(XI , xz) Ei RZ: a lx l + a lx2= b} eine Gera de im ;R2, so ist (a\ , a ll ort ho­
gonal zu L.

Zu einer Geraden orthogona le Vektoren kann man benu tzen, um den kin.eSlen Abswnd
zwischen einem Punkl ulld einer Geraden t.u bestimme n. h t L = v + RU! C R" eille
Gerade und U Ei R", so ist der Abstand zwischen U und L definiert als

d(II, L ) ;= millI lI x - u ll; x E I,}.

Zeigen Sie, dass für den Abstand zwischen u und L gill:

el Es gibt ein eindeutig bestimmtes x E L , so dass (x - u ) orthogona l zu L ist. Für x
gilt d(u , Ll = II x - u ll (d. h.der senkrectue Absland iSI der ki rU Sle).

Für Geraden im 3,1 kann man den Abstand von einem Punkt noch einfacher besch reiben .
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Es gilt:

d) Ist L C a Zeine Ge rade, s E RZ-, (01 orthogonal zu L und v E L belieb ig. so ist

L =: Ix E JRz ; (s. x - v) = 0) .

ls t 11 E RZ, so folgt aus c), dass

d (1l L) =: l (s, /1 - v)1 .
• 11 $11

Ist spezie ll L =: ((Xl. Xz) E 1R2; "l XI + {/lXZ =: b} und u = (UI. 112), so erg ibt sich

Inl u l +" l U! - bl
d(u , L ) = ~ .

"elf+ aj
Mit Hilfe VOll d) können wir nun für Gleichungen von Geraden im Ii die sogenannte
Hessesehe Normal/ arm herleiten: Ist s E ~ ,, /O) orthogonal zur Geraden L C r .so
sei ' r := I:' .s , Dann ist 11 " 11 =: 1.Man nennt 11 einen Norma lenvektor zu L; nach dj gill
für beliebig es v E L , dass

L =: Ix € R2; {n. x - v} = 01.

Für jedes u E IR! gilt dann dIll , L ) =: 1(" , 11-11)1.die Funkt ion (" , 1/ - v ) misst also mit
Vorzeichen den Abstand von u zu L.

•
.r - u

~----''f-==="
L

,.

x" - t'
(II , J'" - 1') < 0

L

(11.% - ,.) =: 0
.r - l '

1" - l'

(u, .r' - I') > 0
n

,
Bild 5.5

5, Aufgabe 4 lässt sich leicht verallgeme inern. um den Abstand : wis{'hen einem Punkt
und einer Hyperebene im R" zu besti mmen; eine Teilmenge H des R" heißt dabei Hy·
pe rebene. falls H ein affiner Unterraum der Dimension (11 - I) ist, d . h. es existiert ein
v E R~ und ein Umervektorraum W e R" der Dimen sion (n - I ), so dass H = u + W.
Ist H = v + spart ( U' l' . . . . Wn_ l ) C R· eine Hyperebene . so heißt SE R" orthogo nal
zu H , wenn (s, x - y ) = 0 für alle .r , Y E H .Zei gen Sie:

a) s ist orthogonal zu H ~ s.lw; für i = J" .• , 11 - I.

b ) Isl die Hyperebene gegeben du rch H "" «Xi, . . . . xn) E Rn : a lXt+.. .+ anX~ = bl.
SO ist (al . . . . , a.) orthogonal zu H .
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Ist die Hyperebene H also durch eine Gleichung gegeben, so findet man leicht e inen
zu H orthogonalen Vektor. Was man tun kann. falls die Ebene in Parameterdarstellung
gegeben ist. wird in Aufgabe 6 zu S.2geze igt.
Ist H C H" eine Hyperebene und U E R", so ist der Abstand zwischen u und H erklän
durch

d(u , H ) := minlh - ull : .r E H I .

Beweisen Sie:

c] Es gibt ein eindeutig best immtes x E H , so dass (x - u) orthogonal zu H ist. Es gilt
d(u . H ) = IIx - " 11 (d. h. der u nkll'chte Abstand ist der m rzeste).

d) Ist H = ((Xl• . .. , xn) ER": 0 IX t + ...+ a"x" =hl und u = (UI •• . • ' '' nl E IR",
so gilt

10 tut + ... + UnUn - bl
d(u. H) = .

) 0; + ... +0;'
1s1 N orthogona l zu H mit IIN11= I und v E H beliebig. so leitet man wie in Aufgabe
4 die Ht'Ju sche Nonnulform der Gleichung der Hyperebene ab:

H = {x E R" : (N . x - v) = 01.

6. SeienN C l: (R) wie in Beispiel 2b) aus 2.2.6. Betrachten Sie die Abb ildungen

UII : l: (R) ..... lR , f ...... j lf (l) l dt , und

R

0' : ' (K)/N ..... H. f + N ...... II /ß .
Welche davon ist eine Norm?
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gegebenen Beweis für n = 3, da

IIx x ," ' ~1" x, I'+1x , x, I' + I" r I'
Y~)) YI )"J VI )"2

Die zweite Gleichung von b) folgt aus der Definition des Winkels r'J = 1.. (r , Y)
"" d

Aus dieser Bemerkung kann man nun die geometrischen Eigenschaften des Vek­
torproduktes ablesen. Wir starten mit linear unabhängigen Vektoren .r , y E R3

(andernfalls ist .r x )" = 0). Aus a}folgt , daß .r x )" senkrecht auf der von .r und )"
aufgespannten Ebene steht. Also ist festgelegt. auf welcher Geraden x x y liegt.

Aus b) folgt, daß d ie Länge von .r xj- gleich der Fläche des von .r und )"aufge­
spannten Parallelogramms ist. Damit ist .r x y bis auf das Vorzeichen festgelegt.
Welches man zu wählen hat. ist eine Frage der Driemierung. Dazu betrachten
wir d ie Basis

ß= (x , y. z = .t x y )

von jRJ . Nach Eigenschaft a) ist die Determinante gleich (x x y , x x y), also
positiv. und somit sind B und die kanonische Basis gleicho rientiert (vgl. 3.4.3).
Also hat .r x )" zu .r und Y die gleiche Richtung wie f' J zu (' I und 1"2 (vgl. Bild
5.6).

e

o
o

e
Z=X ><'Y

eue s.e
Außerdem folgt aus Teil b) der Bemerkung, daß ein Parallelogramm bei vorge­
gebenen Seitenlängen dann die größte Fläche hat. wenn es ein Rechteck ist. Eine
Verallgemeinerung davon beweisen wir in 5.4.10.
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Aufgaben zu 5.2

5 Euklidische und unitäre Yektorräume

I. Zeigen Sie fü r .r, y, t E IR) die Grassmann-Identi tät

x x (y x z) = (x .z)y - (x ,.v)z

und folgern daraus die Jacobi-Id emitäc

x x (y x d +y " (r x x ) + z x (x x.v) = 0.

2. Für .r , x' , y , y' E IRJ gill:

(" " y; ) c'
y, .; ),) (x x y) ( (x ' x y') = x ' · det X2 " >'2 - y' . der X2 ra "

" " Y, " " ,;
b) (x x y, x ' x y' ) = tx. x'HY, y') - (y , x ' }(x , v'}.

3. Seie n x , y , z e R), Dann gilt:

.r . y. z sind linear unabhä ngig ~ x x y, Y x z, z X x sind linear unabhängig.

4. Gegeben sei e ine Ebene E = v + Rw[ + RW2 C RJ • Zeigen Sie : Setz t man
a := 11'1 x 11'2 und b := (v . a l, so gilt

E = Ix E aJ : (x , a) = bl .

5. Wir wollen mit Hilfe des Vektorp rod uktes e ine Parameterda rstellun g der Schnitt­
geraden zweier mclnparallej er Ebenen im W bes timmen. Sind zwei Ebenen

E = v + Rw[ + RW2. E' = v' + Rwj + IRw; C R' gege ben. so sei W = RlI'l + RlI'l ,
W' = RlI'; + RlI';" Da die beiden Ebenen nicht parallel sind, ist W '" 1'1 , und damit hat
U = W n w' die Dimension I. Zeigen Sie;

a) ISI L = E n E' und u € L, so ist L = u + u.
bj Seie n s = lI'l x 11'2 . s' = w;x 11'; und 11' = S X s', Dann gilt U = Rw.

Bestimmen Sie nach diesem Verfahren eine Parameterdarstellu ng von E n E. wobei

E = (O, 2, 3) + R(3, 6. 5) + IR(J. 7, - I),

E' = ( -1, 3. 2) + R(8. 2. 3) + lH2. - I. - 2) .
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lC = SX S'

o
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"
L

Bild 5.7

6. Das vektorp rodukr zweier Vektor en im W lässt sich für 11 ::= 3 folgendennaßen zu
einem Produ kt von n - I Vektoren im R" vera llgemeinern: Sind x1ll••.• • x (n- I) E Rn,

so sei
•

xm X ... X x (" -II := L (- l) I+I(det A;) ·el .
i_ I

wobei A E M« n - I ) Xn; R) die Matrix ist, d ie aus den Ze ilen ~H, .. • •X("- I) be steh t

und A, aus A durch Streiche n der r -ten Spalte entsteht. Wie im Fall n = 3 entsteht
x (1) x .. . x x("-I} also durch formales Entw icke ln von

(
" " ,. )
x~1) x i I) x~1)

det (":_ 1) ln_ I) (" :_ 1)

x t Xl X"

nach der ers ten Zei le. Zeigen Sie, dass für da s vera llgemeinerte Vek torproduk t gilt:

a) x (l) x .. . x Xli- H X (x + y) x x((+ l) X ••. x x (" -II =
xOt x . . • x x li- H x X x x li+ t) X • .• x x (n-I )+

x (ll x • .• x xii - li x Y x x li+1) X • .• X x (" - 1) ,

x U ) x •.• x x (i- II X (;l.x) X x ((+I ) X x x (n-Il =
;l.(xHl x x x (i- I) x X X x (i +[1 X x x ln- t) .

b) x ([) x x x (n- Il = 0 {o> x (l l. .. . , x ln-I) linear abhängig .

" y, ,.

)
x (lJ '" x~l}, ",) {, '" , ... .,"-"." ~ ,,,( ,
(" -I ) (" - I) (" - 1)

" x ' .
d ) (x (l) X . .. x x( " - lJ , X(il } =O,fOri = ], . .. , li- I.
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5.3 Das kano nische Skalarprodukt im C"
5.3.1. Zu einer komplexen Zahl z = x + iy hatten wir in 1.3.4

i =x - iy und Izl = JU = Jx2+y2

erklän. Der Zahl Z E C entspricht der Vektor (x, y) E R 2, und mit der im R 2

definierten Norm ist

[z] = 11 (x, y lil .

Für die Geometrie des C" benutzt man die Abbildung

C· x C" --l> C , (z ,w) ....... (Z,w)" mit

(Z, W)c :=ZlWI+ " ,+Z.Wn fli r z = (z" .. . ,z. l, w=(w" ... , w. ).

Sie heißt kanonisches Skala rprodukt. Der Index c wird nur vorübergehend an­
gehängt, um auf den Unterschied zum entsprechenden Skalarprodukt im R" hin­
zuweisen. Ohne jede Mühe beweist man die folgenden Rechenregeln .

I. (z + z', wl, = (z. WI, + te'.w )"
(,\.z, w) , = ,\.(z, w}"

(z, w +w') , = (z , w), + (z , w') ,.
(z , AW), = j,(z, w )"

2. (w, z), = (z, w)"

3. (z,z) , E R+ und (z,z) ,= O (;> z = 0

für z, e', ur, w' E C· und x E C. Wegen der Eigenschaft 3. erhält man eine Norm

C· ....... IR+, z ....... llz] := ~.

5.3.2. Besonders wichtig ist die Beziehung zum kanonischen Skalarprodukt im
IR·.Bezüglich der natürlichen Inklusion

R cC . x = x + i · O,

gibt es kein Prob lem: entsprechend ist Rn C C·, und ( • ), ist eine Fortsetzung
von ( , I. Anders ist es bei der Abbildung

R lo
....... C· , v = (X"YI' .. . ,x.,y.) ....... (Xl +iylo ' " , X. + iYn) = z .

Ist v' E Rl• e in anderer Vektor. dem z' E C· entspricht. so ist

(e. Z'lc= i: z.i ~ = t (x.<+ Y.y~ ) - i i: der ( x~ y~ )
_ I . _ 1 v_ I x . Y.

= (v . v') - i(,,(v , v' ) ,

wobei ( , ) das Skalarprod ukt im Rlo bezeichnet und

w: R2n x IR.2n _ R
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durch die darüberstehende Summe erklärt ist. Offensichtlich ist

w(v' . v) = - w(v . v') .

Das alte Skalarprodukt im Kz" ist also der Realteil des Skalarproduktes im C W
,

dazu kommt ein alternierender Imaginärteil. Da er für v = Vi verschwindet,
erhä lt man auf K2

" und C· die gleiche Norm.

Aufgaben zu 5.3

I. Zeigen Sie , dass die schiefsymmetrische Bilinearform (vgl. 5.4. 1)w: R!" x R2w .... R
aus 5.3.2 nicht-entartet ist, d. h. : Ist w(v , UI ) = 0 für alle UI E .rw, so ist v = O.

2. Sei l : Kz" ..... Hz"der Endomorpbismus. der gegeben ist durch

l(xj, YI , • . • ,XW• Y. ) = ( -YI. Xl , . •. • - Y. , X. ).

(Iden tifiziert man a z" mit C wie in 5.3.2. so ist 1 einfach die Multiplikation mit L)
Zeigen Sie, dass für das kanonische Skalarprodu kt ( . ) im al", die Abbildung waus
5.3.2 und 1 der folgende Zusammenhang besteht:

Für alle v , W E Rz" ist (v , w) = w(v, l (w )) .

3. Eine komplexe Struktur auf einem K-Vektorraum V ist ein Endomorph ismus 1 von V
mit l Z= - id. Ze igen Sie:

a ) Mit der skalaren Multiplikation (x + iy ) . v := xv + .v/ {v) wird V zu einem
C-Vektorr3um.

bl Ist V endlichdimensional. so ist dilT\<V gerade.
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S.4 Bllinearformen und Sesquilinearformen
Nachdem wir die wichtigsten Beispiele beschrieben haben. werden nun die üblichen
allgemeinen Begriffe eingeftlh" _

5.4.1. Zunächst darf K wieder ein allgemeiner Körpe r sein. ISI V ein Vektor­
raum darübe r, so betrachten wir eine Abbil dung

s : V x V _ K , (v, w) _ s(v , w ) .

Sie heißt Bdinearform auf V , wenn folgendes gilt :

BI s(v +u', w) = s( v, w) +s(v', w) , sO.v , w ) = h (v, w ) ,

B2 s(v, W + w' ) = s(v, w ) + s(v, w' ) , s(v , AW) = AS(V, w ).

Die Abbildung s heißt symmetrisch. falls

S s(v , w ) = s(w , v).

und alternierend (oder schiefsymmetrisch v; falls

A s( w , v) = - s(v . w ) .

Dabei ist jeweils u, u', w, W' E V und A E K .

Beispiel, Sei K = IR, 1 = la , b] C R ein Intervall und V = C(l ; IR) der
Vektorraum der darauf stetigen Funk tionen. Da jede stetige Funktion integ rierbar
ist. hat man eine Abbildung

•
V x V - IR, (j, g) - f /( I )g( l ) dt ,

•
und diese ist nach den Rechenregeln für Integrale eine symmetrische Bilinear­
form.

5.4.2, Ist V im Gegensatz zu obigem Beispiel endlich-dimensional, so kann man
BilineaJformen durch Matri zen beschreiben. Sei also s eine Bilinearform und
ß = (VI, . . . , vn) eine Bas is von V . Wir betrach ten die Matrix

MB(s) := (s(v; , Vj»),j € M(n x n ; K ) .

Wie bei linearen Abb ildungen nennt man sie die darsteilende Mamx von s be­
züg lich ß. Durch sie isl s vollständig festgelegt. Genauer gilt:

Bemerkung. Sei s eine Bilineorform auf V mit Basis B, <t>B: K~ _ V das
zugehörige Koordinatensystem. Wir betrachten die Matrix A = MB(S) und fUr



.Je)
5.4 8ilinearformen und Sesquilinearformen

u, W E V die Koordinaren x = 4ltil ( v), Y = 4ltil(w ). Dann ist

(

a"
s(v, w) = ' x Ay = (x l , . . . , xn ) ;

a.,
Beweis. Es isl

289

.I' (V. W) = .I'(X I VI + ... + XnV•• YIVI + ...+ Y. V. ) .

also folgt die 8 ehauptung durch wiederholt e Anwend ung von 8 I und 82, weil
aij = s(v,. Vj )' Das Ergebnis kann man auch als Doppelsumme mit n 2 Summan­
den schreiben:

•
s (v , w ) = L aij XiY j ' 0

'. / "' 1

ISI umgekehrt auf V mit Basis B eine beliebige quadratische Matrix A = (ai j)
gegeben, so ist durch die obige Formel eine Bilinearform s mit

.I' ( v" Vj ) = aij

erklärt. Das folgt etwa aus den Rechenregeln für die Matrizenmultiplik ation. Die
Symmetrie von .I' ist gleichbedeutend mit der Symmet rie von A. Zusammenfas­
send gilt:

Sa lz, Sei V ein K -VeklOrraum mit n = dirnV < 00 und B eine Basis. Dann ist
die Abbildung

.I' I-l' M(;l (.I' )

von den Bilinearfonnen auf V in M(n x n; K ) bijektiv; und .I' i.i l gm ou dann
symmetrisch, wenn Mn(s ) symmetrisch ist.

Daß zu verschiedenen Matrizen verschiedene Bilinearfonnen gehören, kann
man in einer Art von Kürzungsregel ausdrucken:

Lemma. Gegeben seien A , B E M(n x n ; K) derart, daß

'x Ay = ' x By

fü r atte Spohen vektoren x , y E K· . Dann ist A = 8.

Beweis. Es genüg t, für x und y die kanonische Basis einzusetzen und zu bemer­
ken, daß

o
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5.4.3. Die Beschreibung einer Bilinearform durch eine Matrix hat Ähnlichkeit
mit der entsprechenden Beschreibung eines Endomorphismus (2.4 .3). Ein we­
sentlicher Unterschied zeigt sich im Transformationsverhalten.

Transfonnationsformel. Sei V ein endlichdimensionaler Veklorraum mit Ba­
sen A , B, und sei T!1die entsprechende Tronsformationsmotrix tlt i.Zt: Fürjede
Bitineo rform s auf V gilt dann

MtI(s ) = ' Ti· MA(s) · r1. .
Man beachte, daß dagegen für einen Endomorphismu s F von V nach 2.6.5 gilt:

M IJ( F ) = Tri· MA, (F) · TJ , wobei Tl = (rJ)-1 .

Be...-ets. Seien lJ, v' E V mit v = 4>A (X ) = $ 6(Y) und v' = <1> ....(x') = <t>8(Y' )'
Ist T := Ti , so ist .r = Ty und .r ' = Ty' , Setzen wir weite r A := MA(s ) und
B := Mo(s) , so folgt

1y By' = s ( v, v' ) = I xA.t' = ' (Ty )AeTy' ) = ' y(' T AT)y' .

Da dies für alle y und y' gib, folgt die Behauptung B "" ' T AT aus Lemma
5.4.2. 0

Ist S = T;f = r -'. so können wir die beiden Transformationsformeln auch in
der folgenden Pe rm vergleichen:

A = I SBS für eine Bilinearform und

B = SAS - I , d.h. A. = s-'BS für einen Endomorphismus.

5.4.4. Ist s: V x V ...... K eine symmetrische Bilmearform. so erhält man darau s
eine Abbil dung

q : V ...... K . v ....... q(v ) := s(v. v) .

Sie heißt die zu s gehörige quadratisch.. Form. Da s bilinear iSI. folgt

q(AV) = J..2q (v)

für A E K . Ist insbesondere V = K " und s durch eine symmetrische Matrix
A = (ai j ) gegeben. so ist

" "
q (XI•. . .• xn) = La,j X,Xj = La,iX;+ L 2ai j Xi Xj .

i ,j .,1 i_ I I~i < j ::n

das ist ein homogenes quadratisches Polynom in den Unbe stimmten

X h · ·· • Xn•

Es ist nicht selbstverständlich. daß man die ursprü ngliche Form s aus q rekon­
struieren kann. Diesen Kniff nennt man
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Polarisierung. Ist char (K ) '# 2. so gilt für jede symmetrische Bilinea rfonn s
und die zugehörige quadrat ische Fonn q auf V

s (v , w ) = 1(q( v + w) - q (v) - q( w» .

Das rechnet man ohne Schwierigkeit nach. o

5.4.5 , Für die Längenmessung im C~ benötigt man die komplexe Konj ugation.
das ist eine Abbildung

c _ c. lI'-+':.

die ein Körpe rhomomorphismus ist, und die zweim al angewandt die Ident ität ist.
Ist V ein komplexer vektorraum. so heißt eine Abbi ldung F : V _ V semi­

linear (d .h. halb oder halbwegs linear ), wenn

F (v + w ) = F( v)+ F( w ) und F (AV) = .t F( v)

für v , w Ei: V und A Ei: C. Entsprechend nenn t man eine Abbildung

s: VxV _ C

sesquitinear (d .h. I ~- fach linear ), wenn s im ersten Argumen t linear und im
zwe iten Argument semilinear ist, d.h .

81 s(v + u', w) = s(v , w) +s(v', w) , s( .l.v, w) = AS(V, w),

82 s(v , w + w') = s (v, w)+ s(v , w' ) . s(v, AW) = AS(V, w) .

und hermiiesch, wenn zusätzlich

H s (w, v ) = s( v, w) .

Dabei ist jewei ls u, v' , w , w' Ei: V und A Ei: C. Standa rdbeispiel dafü r ist das
kanonische Skalarp rod ukt im C".

Wie eine Bilinearform kann man auch eine Sesq uilinearform du rch eine Ma­
trix beschreiben . indem man an der richtige n Stelle einen Querstrich einfügt. Wir
not iere n nur die Ergeb nisse : Ist .A Basis von V und

A = MA(s ) = (S(Vi, Vj» ), v = <PA(X) und W= <PA (Y) ,

so ist

s(V, w)='x AY ·

Ist B eine weitere Basis, B = Ms (s ) und T = TJ , so hat man die Transformati­
onsformel

B = 'TAt .
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Weiler ist die Sesquifinearform s genau dann hermitesch. wenn die Matrix
A ::= MA(s ) hermitesch ist, d.h.

' A = .4 .
Sch ließl ich hat man auch im Komplexen für Sesquilinearformen eine Polartsie­
rung

s(v , w) = l (q(v + w ) - q(u - w) + iq (u + iw ) - iq (u - hzr) .

5.4.6. Symmetrische Bilinearformen ode r hermire sehe Forme n sind viel allge­
meiner als die Standardbe ispiele aus 5.1 und 5.3, denn zum Beispiel die Null­
abbildung s (d.h. s(v, w ) = 0 für alle u, w ) erfüllt trivialerweise alt die ange­
gebe nen Bedingungen. Zur Formulierung einer starken Qualitätsbed ingung be­
schränken wir uns auf den reellen und komplexen Fall . Dazu ist es vortei lhaft,
den Buchstaben K CUf

K =R oder K = C
zu verwenden . Sei also V ein IK-Vektorraum und

s : V x V -+ IK

eine symmetrisc he Bilinearform (bzw, hermit esche Form) . Dann heißt s positiv
definit . wenn

s( v,v» O für jedes u a v rnu c je ü ,

Man beachte dabe i, daß auch im hermireschen Fall s( v , v) E Rist.
Eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix A heiß t positiv defin it. wenn

rXAr > 0 für jeden Spaltenvektor x t- 0 aus K" .

In 5.7.3 geben wir relativ leicht nachprüfbare Bedingungen dafür an .

Vors icht! Es kann

s( V;, Vi) > 0
für alle Vektoren Vi einer Basis sei n. ohne daß s posi tiv defini t ist. Man betra chte
als Beispiel

s : Rl x Rl
_ R , (X I,Xl .Yl>Yl) ....... XIYI - xzyz,

und überlege sich , welches Vorzeichen s( v, v) in Abhängigkeit von V hat.
Zur Abkürzung nennt man eine positiv definite symmetrische Bilinearform

bzw. hermire sehe Fonn ein Skalarprodukt und einen ree llen bzw. komplexen
Vektorraum zusammen mit einem Ska larprodukt eine n euklidischen bzw. uni­
tären Vektorra um.

In den folgenden Abschnitten wird sich zeigen , wie sich die se zusätzliche
Struktu r benutzen läßt , um neue Ergebni sse über die Diagonalisierung zu be­
weisen.
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Die Standardräume Rnbzw.C" haben neben der natürlichen Vektorraumstruk­
tur auch eine natürliche euklidische bzw, unitäre Struktur in sich (vgl. 5.1 und
5.3). Man kann sich also fragen. was die vielen abst rakten Begriffe nützen . Eine
Rechtfertigung bes tehr darin . daß die abstra kten Bedingungen oft einfacher zu
handhaben und zu verstehe n sind, als wenn man immer nur mit n·Tupeln von
Zahlen rechnet. So wie im Wald, den man oft wegen der vielen Bäume nicht
sieht.

5.4.7. Sei V ein euklidischer bzw. unitärer Vektorraum mit Skalarproduk t ( , ).
Wir defin ieren eine Norm

IIv ll=~.

Um zu zeige n, daß sie die Eigensc haften einer Nonn aus 5.1.2 hat. benötigt man
wieder die

Ungleichung von CAUCHY· SCHWARZ. Ist V ein euklidischer bzw. unitärer
Vektorraum. so gilt für alle v, w E V

I(v. w)l ::.: Ilv ll' lI wll ,

und die Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhängig sind.

Beweis. Für alle A,!J. e K gilt

0::.: (AV+ !J.W. AV + !J. w) = Ai (v, v) + /l [i (w , w) + A[i(V. w}+ J,LÄ(w . v) .

Ist w =f O. so kann man A := (w. w) > 0 einsetzen und durch Adividieren, also
ist

0 ::.: (v. v)(w , w) + /l[i + [i (v , w) + J,L (w . v) .

Setz t man weiter J,L := -(v, w), so folgt

0 ::.: (v, v)(w , w) - (v, w )(v , w) = II v lll . 11 wil l - I(v, w)ll .

Durch Wurzelziehen folgt die Ungleichung, falls w i= O. Für w = 0 lautet sie
0=0.

Um festzustell en, wann die Gleichung

J(v, w)1= II vll ' lIwll (*)

gilt, können wir wieder w cF 0 annehmen . Ist v = a ' w, so ist

I(v, w)l = la i ' (w , w) = ja l ' II wll·ll wll = lIa· wll ' lIwJl ,

also folgt {e}, Ist (*) erfü llt, so folg t mit Aund J,L wie oben

0 = (AV+ J,Lw , AV + J,Lw ) , alsoAv + p.w = O. 0

Der obige Beweis benutzt nur die abstrakten Eigenschaften des Skalarproduktes
und ist einfache r als der in 5.1.3 gegebene . Dafür konnten wir dort die Differenz
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Sie heißt orthonormal, falls zusätzlich

11 viii = I für alle i ,

und Orthonormalbasts, falls sie auch eine Basis ist, d.h . eine Basis mit

(v" Vi ) = li ii .

e) ISI V = VI <:9 ... mV., so heißt die direkte Summe orthog onal, in Zeichen

V = VI <C .. .<CVk• falls V, .1 Vj für alle i -# j .

Bemerkung I. Ist ( VI , •• , • v.) eine orthogonale Familie in V und Vi -# Ofiir
alle i , so gilt:

a) Die Familie (Cl'I V I • • . . • a .v.) mit a , := 11v, li -I ist orthonormal.

b ) (v)• .. . , v. ) iatmear unabhängig.

Beweis. a) Aus

(a, v; . a }v j ) = Cl'iUj (V; , Vj )

folgt für i -# i . daß die Vektoren orthogonal sind. und für i
a , E IR

j gilt wegen

b) Bildet man das Skalarprodukt von beiden Seiten der Gleichung

)'1 VI + ... + "'. 1!. = 0

mit v" so folgt "'; (v" v,) = O. also ... , = O. da (v" Vi ) -# O. Das entspricht ganz
der Vorstellung, daß ein senkrecht stehender Vektor unabhängig ist. 0

Eine ganz einfache, aber wichtige Eigenschaft einer Drthonormalbasis ist die
folgende:

Bemerkung 2. Sei ( VI " '" v.) eine Onhonormalbasis von V und u E V belie­
big. Setzt man

Beweis. Die ..., sind eindeutig bestimmt . also genügt es. die rechte Seite skalar
mit v; zu multiplizieren :

o

5.4.9. Im R· oder C· mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die kanonische
Basis onhononnal. Wenn eine gewisse geometrische Situation vorgegeben ist,
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kann es nüt zlich sein. eine Ort honormalbasis daran anzupassen. Das rührt zu der
Frage. wie viele Möglichkeit en es gibt. eine Orthonorm albasis zu finden. Eine
konstrukt ive Antwort gibt de r auf J. GRAM und E. SCHMIDT zurückgehende

Orthonormalisierungssatz . Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw.
unit ärer Veklorraum und W C V ein Untervektorraum mit Orthononnalbasis
( wJ, . . . • w", ). Dann gibt es eine Ergänzung zu einer Örthonormaibasis

(w j, " • • , Will' W"' +lo . • •• w. ) von V .

Da der Fall W = 0 erlaubt ist, folg t sofort das

Korollar I. Jeder endlichdimensionale euklidische bZII: unaare Vektorraum be­
sitzl eine Orthonormalbasis. Cl

Die nach de r Aussage des Satze s existie renden Vektoren W..+ l> • . . , w. stehen
senkrecht auf W . also ist

W' := spa n ( W ,.+[, ... , w.) C WJ. .

Ist umgekehrt

W = )'lW I + ...+ J.. ,.w,. + J.."' + I W" + 1+ .. .+ J.. .w. E W.L ,

so folg t durch skala re Multiplikation dieser Gleichu ng von rech ts mit W ;

O= {w,w;) =.l.., für i = I, . .. , III,

also W E W' , und insgesamt

W.L = span (w" +h . . . , w. ) .

Insbesond ere folgt mit Hilfe von 1.6 .3 und der Notat ion aus 5.4.8 das

Korolla r 2. Ist W Untervektorraum eines euklidischen bzw. unitären Vektorrau­
mes V , so gilt

V =W CPWJ. lind dtmv e dtmw e dtmw". 0

Beweis des Orthonormalisierungssutzrs. Ist W = V , so ist nichts mehr zu tun.
Andern falls gibt es einen Vektor v E V <, W, und wir definieren

ii := (u, WI}WI + .. .+ (v, w.. )W,. .

Dies nennt man die senkrechte Projektion von u auf W , denn setzt man

W := v - ii, so ist w .l W .
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r'--t-'\-------(,~I' = r - ;;

ll',

11',
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o
(1', w.) w,

ena s.s

Dazu genügt es zu zeigen, daß W .1 W; für i = 1, ... , 1Il , und das folgt aus

(w , w;) = (v , w,) - (v, w;) = (v , w,) - (v, w,) = 0 ,

da (w;, W j ) = ~;j' Bis auf die l änge ist w schon für die Ergänzung der Basis
gee ignet, wir setzen

I
W"' +l:= II w ll' w .

Nun hat W' := span(w l" " , W",+I) eine Drthonormalbasis (WI, .. . , UJ"'+I)'
und es ist dim W' = III + I. Indem man das obige Verfahren so oft wie nötig
wiederholt, erhält man schließ lich die gewünschte Ergänzung. 0

Für die pra ktische Rech nung ergänzt man die Basis von W durch V", +h . . . , v"
zu einer Basis von V und berechnet W"' + l durch Drthonormalisicrcn von V", +I
wie oben. Da aus der Konstruktion folgt, daß

V", +2t. span (WI , .. ' , Wm, Wm+l) = span (WI" " , W"" Vm+I) ,

kann man mit Vm+2 fortfahren. Im letzten Schritt ortho normic rt man v" (vgl.
Aufgabe 8).

5.4.10, Ein Skalarprodukt ist der abstrakte Hintergrund von Längenmessung.
Damit kann man iterativ auch höherdimensionale Volumina messen : Die Fläche
eines Parallelogramms ist gleich der Länge der Grundlinie und Höhe, das Volu­
men eines Spates gleic h Grundfläche und Höhe, u.s.w, Zur Erklärung des allge­
meinen »r-dimen sionalen Volumens verwen den wir eine Gramsehe Determinan­
te. Mit Hilfe das Orthogonalisierungsverfahrens aus 5.4.9 ergibt sich eine schöne
geometrische Folgerung dafür.
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In einem codlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V seien beliebige
Vektoren v), ... , Vm E V gegeben, wobei m :s n. Dann nennt man

(

(Vb v,)

G(Vl, . •• ,Vm ) := dct :

(tim, vt>

die GramseheDeterminante VOD tIt, . . . , tim_

Bemerkung. Es gilt stets G(VJ•. . . ,Vm) 2:: 0 und

G(V)•.. . , tim) > 0 ~ (VI •.• •,Vm) linear abhtingig.

Beweis. Nach5.4.9 gibt es eineOrthononnalbasis (WI>" " w..) von V . Ist

Vj = l1;IWI + ... + l1;..W"

und A := (a.:j) E M(m x n j IR), so ist

G(Vl , " _,vm) = det (A . JA) .

Also folgt die Behauptung sofort aus 3.3 .8. o

Nach dieser Bemerkung kan n man aus der Gramsehen Determi nan te die Wurzel
ziehen, und durch

Vol (VI. ' .. ,tim) := VG(Vl ' " ' ' 112)

das m-dimensionale \-blumen des durch VI , " " tim aufgespannten Spates er­
klären . Das ist die Grund lage derDefinition von Verallgemeinerten Obe rflächen­
integralen in der Analysis (siehe etwa [Fo3]).

Im ]R3 mit dem kanonischen Skalarprodukt kann man eine beliebige Basis
(Vl ,' . . ,v,,) als Zeilen in eine Matrix A eintragen. Dann ist

Vol (VI, .. . , v,,) :: J(dct A)2 "" Idct AI ,
wie in 3.1.1, 2 e).

Nun entsteh t die Frage. wie man mit m Vekloren gegebener Länge ein möglichst
großes rn-dimens ionales Volumen aufspannen kann. Es ist höchst plausibel , daß
die Vektoren dazuorthogonal sein müssen. Das besagt die

Ungleichung von HADAMARD. Seien Vl " " , Vm beliebige Vekton-n in einem
n-dimensionalen Vektorraum V mitm :5n. Dann ist

Vol (V I, . .. , vm) :5 [vi] ... . '1Ivmll ,
und Gleichheitbestehtgenau dann, wenndie Vi paarweise orthogonalsind, d.h.
wenn der aufgespannteSpat ein Quader ist.
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Beweis. Es genügt, die Ungleichung in der quadratischen Fonn

G(VlI ' . " um) :$ (VI> UI) •. . .. (Um, Um)

ZU beweisen, und dazugenügt es zu zeigen, daß für jedes r S m folgendes gilt:
Für die eindeu tig bestimmte onhogonale Zerlegung (siehe 5.4.9)

vr =ii +v' mit ii = ),IUI + .. . +Ar- IVr_ l und u'J. span(ut. ... , vr_d

ist

G (U1> " . ' Ur) = G (Vll " " Ur_I)' (U',V') :$ G(vt , . · · ,vr_il' (Ur ,Vr),
und die Ungleichung ist genau dann eine Gleichung, wenn

v,..ispan (VI> "" v,. - I)'

Die Ungleichung und das Kri terium fürdie Gleichheit folgen unmittelbar aus der
Definition. Zum Bewei s der ers ten Gleichu ng verwenden wird, daß

(V" Vr) = (u; ,v) fUr i = I , . . . ,r - 1 und (Vr,Vr) = {V', v') + (il,ii) .

Daher ist

[

(v"v,) (v"v._,) (v,.') )

G(v,•...• v.) ~ det .
(Ur_I, VI) (Ur_ll Ur_I) (Vr_1> ii)

(V,VI) (V, Vr_l) (V',U') + (ii, ii)

Indem man von der letzte n Spalte die Spalten I bis r - 1, jewei ls multipliziert
mit ),ll " " >"'-1> abzieht, wird daraus die Spal te

[JJ
und die Behauptung folgt durch Entwicklung der Determinante nach der neuen
letzte n Spalte . D

Aufgaben zu 5.4

1. Sei K ein Körper mit char K # 2 und V ein K -vektorraum. Zeigen Sie, dass sich
jede Bilinearform auf V in eindeutiger Weise als Summe einer symmetrischen und einer
schiefsymmebiscben Bilinearform darstellen lässt



300 5 Euklidische und unitäre Vektorräume

2. Sei V ein .I-dirnensionaler e -vekeorraum, A == ( VJ , ca. 11) eine Basis von V lind s
eine Bilinearfonn auf V mit

I 2)
I I

I

Zeigen Sie, dass 8 "" (VI + vr , t'2 + 11) , lI;l) e ine Basis von V ist. und berechnen Sie
M B(S) .

3. Gegeben seien F ,G E Hom(RJ , R) mit F (x j , x z, x J) = al X, + U2XZ + UJXJ,

G (XI,X2, .Q) = b lXI + "2X2 + b )x). Ze igen Sie. dass 5: RJ x RJ -> R.

(x , .vl ..... F (x ) ' G(y ) eine Bilinearforrn ist. und bestimmen Sie die Matrix von s

bezügl ich der kanonischen Basis desW.

4. Zeigen Sie , dass für einen H-vektorraum V der folgende Zusammenh ang zwischen
Norme n und Ska larprodukten gilt:

a ) Ist ( , ) ein Skalarprod ukt auf V mit zugehörige r Norm Ilv ll = .;rv:lij, so gilt die
Pam /lelogramm-Gll'ichung

IIv+ wilZ+ Ilv _ w liZ = 211vll2+ 21Iw ll! .

b) ' Ist umge kehrt 11 11 eine Norm auf V. die die Parallelogrammglei chung erfüllt. so
existiert e in Skalarprod ukt { , }auf V mit Il vii = ...t(ii:VI.

S. Wir wollen zeige n, dass auf einem a -v ekrorr eum nicht jede Metrik aus e iner Nonn
und nicht jede Norm aus einem Skalarprodukt entsteht. (Zur Erinnerung: Eine Norm auf
e inem R-Vektorraum V ist eine Abbildung V ...... 14 mit den Eigenschaften N I. N2, N3
aus 5.1.2, eine Metrik auf V ht e ine Abbildu ng V x V ...... 14 mit den Eigenschaften
01 , D2, 0 3 aus 5.1 .2.)

a) Zeigen Sie , dass für 11 :::: 2 auf dem R" durch Ilx ll := max{ixi l: I .:s ; .:s /I ) eine
Nonn definien ist, für die kein Skalarprodukt ( ) auf R" existiert mit

IIx 11 = ..;rx:xr.
bj Sei V = C(R: R) der vektorraum der stetigen Funktionen, und für k e N. I e V sei

II l l1 t := max{lf(x ) l: x e [-k, kll. Ze igen Sie , da ss durch

dU,g) := f) -. 11 1 - gll.
h ,> 1+ 111 gilt

eine Metrik au f V definiert ist, für die keine Norm 11 11: V ...... R.,. existiert, so dass
11I - ..: 11 = d{/ , gl.

6. Se i V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprod ukt ( , ) und ( l.l , . • . , v.l
eine orthone tmale Familie in V. Beweisen Sie , dass die folgenden Bedingungen äquiva­
lent sind:
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i) ( Vt • • • . , v,) isl eine Basis von V.

ii) ISI v € V, so folgt aus (v. \1; ) = ofür alle i , dass v = üisr.
,

iii ) ISI v € V. so gill: u = L (V. v, ) · v,.,.,
,

iv) Für alle v. w E V gill : (v, w) = 1: (v. Vi} . (Vi . w ).
i _ I

v) Fur alle u e Vgi ll: IIv 1l 2 = t l(V, vd e .
i ~ t

301

7. Sei B = (!J2.cos x. sin x. cos Zx. sin 2x , . .. ) und
W = span B c C([O.2]1' ]: R) = V

(vgl. mit dem vektorraum der trigonomem scben Polynome in Aufgabe 4 zu 104). Zeigen
Sie :

'"a) Durch (f.g):= ~ f /(x) g(x)dx ist e in Skalarprodukt auf V definiert.
o

b) B ist eine Drthcnormalbasis (bzg!. ( , }) von W.

c) Ist / (x ) = 1'J2 + t(o.cos kx +b.sin kx ) E W. so gilla. (/ . cos kx),,.,
b. = (f, sin kx ). Für / E V heißen die Zahlen

a l = (/ . cos kx) , k E N ,,- /O]. b, = (f. sin lx). fE N ,,- (OI ,

die Fourierlweffd eMe/l von f .

d)' Ist / E V und sind ab bl die Fourierkoeffi zienten von / ' so gilt die Ungleichung
von Bessef:

00

11 /11 2 <=. aJ +L)o;+ b; ) .,.,
e) ' Sind I. g E V stückweise stetig differenzierbar. und sind 1\ . b. die Poune rkoer­

fizienten von / und a;. b; die Fourierkoeffizienten von g , so gilt die Formel von
Parse val:

00

(f, g ) = 0oao+ L 1ala; +bibi ) ·,.,
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8. Bestimmen Sie mit dem Schmidtschen verfahren eine Orthonormalbasis des fo lgen­
den Untervekto rraums des W:

2

0 0

' P''' 0 1 0

0 0 0 2

0 0 2 3

9. Gegeben sei auf V := span (I , 1,,1, rl ) C R{IJ das Skalarprodukt,
S(/, g) = f ! (t) g(r) d r.

- r

a) Best immen Sie die Matrix von s bezüglich der Basis ( I. t . r ., J ).
b j Bestimmen Sie eine Drth cnormalbasis von V.

10.' Ein symplelaischer V"k torrmml ist ein ft·Veklorraum V mit einer schiefsymmetri­

schen Bilinearform w, d ie nicht-entartet ist (d.h. dass aus w(v , UI) = 0 für alle W E V

stets l ' = 0 folgt). Eine Basis ( V j • • • • • 11., U't • •.. • ww) von V heißt Darboux -Basis .

wenn gi lt: W( II, . Vi ) = w(w;. Wj ) = 0 und w( v, . Wj ) = 8,} für alle i , j. Zeige n Sie.

dass jeder endlichdimens ionale symplektisc be vektorraum eine Darbcux-Basis besitzt

(und damit insbesondere gerade Dimen sion hat).
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5.5 Orthogonale und uni täre Endomorphismen
Besonders wichtig sind die Abbildungen. die Abstände und Winkel erhalten. Es wird
sich zeigen. daß sie geometrische Eigenschaften haben. die anschaulich gar nicht offen­
sichtlich sind. Bei den grundlegenden Begriffen kann man den reellen und komplexen
Fall gemeinsam behandeln. erst anschließend werden Unterschiede und interessante Be­
ziehungen zwischen beiden Fällen sichtbar. Wie bisller setzen wir stets stillschweigend
voraus. daß alle auftretenden Vektorräume endlichdimensional sind.

5.5.1. Für eine Abb ildung, die Abstände erhalten so ll, verlangen wir zunächst
scheinbar etwas mehr.

Defin ition. Sei V ein euklidischer bzw, unitärer Vektorraum und Fein Endo­
morph ismu s von V. Dann heißt F orthogonal bzw, unitär, wenn

(F (v ). F (w») "" (v, w) für alle v, w E V.

Bemerkung. Ein orthogonales taw: unitäres F E End ( V) hat folgende weiteren
Eig enschaften:

a' II F(vlll = IIvll fü r alle v E V.

bJ v L w :=;. F (v) .L F (w ).

cJ F ist Isomorphismus und F - ' ist orthogonal bew: unitär.

dJ Ist Ä E BI:: Eigenwert von F. so ist IÄI = I.

Beweis. a) und b) sind klar. Aus a) folgt , daß F injektiv ist . daher folgt c) aus
2.2.4. Ist u Eigenvektor zum Eigenwen Ä, so ist

lI ull = II F (v) 1I = IIÄull = !Äl · llull. also IÄI= I wegen lI u ll f- o. 0

Man nennt orthogonale bzw, unitäre Abbildungen oft auch lsometrlen, d.h. Ab­
bildungen , die Abstän de erhallen . Das ist gerechtfertigt durch das folgende

Lemma. Ist F E End (V ) mit IIF( u)11= [v] f ür alle u E V , so ist F onhogo­
nal bzw. unitär.

Beweis . Aus der Invarianz der Nonn folgt die Invarianz der zum Skalarprodukt
gehörigen quadratischen Fonn. Aus den Polarisierungsg leichu ngen in 5.4.4 und
5.4.5 folgt daher die Invarianz des Skalarproduktes. 0

Vor sicht! Ist F orthogonal. so erhält F auch Winkel, insbe sondere rech te Win­
kel. Aus der Definit ion des Winkel s in 5.1.4 sieht man , daß ftlr 0 f- " E R auch
die Abb ildung " . F Winkel erhält. Für IQI f- I ist sie aber nicht mehr orthogo­
nal im Sinne der Definition. Diese allgemein übliche Bezeichnungsweise ist also
etwas irreführend.
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5.5.2. Im IR" und cn mit dem kanonischen Skalarprodukt sind Endornorphis­
men durch Matrizen beschrieben . Für die Abbildung A; K" _ K" bedeutet
orthogonal bzw. unitär dann

'xy=' (Ax)Ay ='x('AA) y für alle x , y ,

also 'AA = E",d.h. A- l = 'A. Das erklärt die

Definitjun, Eine Matrix A E GL (n; R) heißt orthogonal. falls

A - 1='A ,

und entsprechend heißt A E GL(n ; C) unit är, falls

A-1= 'A.

Für eine unitäre Matrix A folgt aus A . 'A= E..

IdcI AI2= delA · detA = det x . det'A = der (A .JA) = dei E" = I ,

daß Idet AI = 1. Entsprechend ist für eine orthogonale Matri x der A = ± I. Man
nennt A eigentlich orthogonal, wenn det A = + I. Das bedeutet nach 3.4.2, daß
A orientierungstreu ist. Die Mengen

O(n ) :={A eGL (n ; R) : A- 1= 'A) . (orthogonaie Gruppel

SO(n ) := {A E O(n ) : det A = I J und (spezielfe orthogonale Gruppe)

U(n) := {A e CL (n ;C) ; A-1 = 'AI tunitoreGruppev

der orthogonalen, eigentlich orthogonalen und unitären Matrizen sind Unter­
gruppen von CL (n; R) bzw. CL(n ; C) . Wir zeigen das für U(n). Sind A . B
unitär. so ist

(A B )-l = B-1r1 = 'D'A = '( A B ) und (A-1rl = A = ' (A-l ).

also sind AB und A - 1 unitär.

Bemerkung. Für A e M(n x n ;K) sind folgende Bedingungen gleichwertig:

i) A ist orthogonal bzw. unitiir:

iiJ Die Spolien von Asind eine Onhonormatbasis von K".

iiO Die Zeilen von A sind eine Onnonormatbasis von K".

Beweis. ii) bedeutet 'AA = E•. d.h. 'A A = E. und iii) bedeutet A . "A = E. . 0

5.5.3. Der Übergang von den allgemeinen Räumen und Endomo rphismen zu
Standardräumen und Matrizen geschieht nach der folgenden Regel.
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Sa tz. Sei V ein euklidischer bzl'l'. unit ärer Veklorraum mit einer Onhonormatba­
sis B und F ein Endomorphismus von V. Dann gill:

F orthogonal (bzw. unilär) * MB(F ) orthogonal (bzw. unilär).

Beweis. Sei A := MdF ) E M(n x n ;K), und für 11 , w E V seien .r , y die
Koordinaten. d.h. 11 = 4>B(X) und w = 4>tI(Y ). Da B onhonormal ist, folgt

(II, W) ='XY ,

wobei x und y Spaltenvektoren im K~ sind. Daß F orthogo nal bzw. unitär ist,
bedeutet dann

' (Ax )Ay='xy , also ' AÄ= E~ . o

sin c )
-c cos c

5.5.4. Als interessante Beispiele wollen wir die orthogonalen Abbildungen des
R:~ für kleine n genauer ansehe n.

a) Der Fall n = I ist unergiebig, es gibt nur die Möglichkeiten

F (x ) = ±x.

b ) Für n = 2 genügt es. die orthogonalen (2 x 2)-Matrizen anzugeben.

l emma. lsl A E 0 (2 ), so gibt es ein O! E [0 . 2Jr [, so daß

A = ( :~~ : -:~: : ) oder A = ( :~~ :

Im ersten Fall is t A E 50(2), die Abbildung ist eine Drehung. Im zweiten Fall
ist derA = - I, die Abbi ldung ist eine Spiegelung an einer Gerad en (vgl. 4.1.1).

Vom Standpunkt der Topologie hat die Gruppe 0 (2) zwei Zusammenhangs­
komponenten, jede ist homöomorph zu einer Kreis lin ie (vgl. 3.4.4) .

Beweis. Ist A E 0 (2), so muß ' A . A = E2 sein. Ist

so folgt

1. a2 +b2= 1, 2. c2+ d2 = 1 und 3. ac+bd=O.

Wegen I . und 2. gibt es (I . (I ' E [0. 2Jr [, so daß

a = COS (l , b = stn e , c = sinor' , d =COS(l' .

Nach 3. ist 0 = COS(l ' sin e ' + sino . cos c ' = sin(u + u ') . Also ist u + a '
entwede r ein geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches von x . Deshalb
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c = sina '= -sin a und d = cosa' = cosa oder
c = sina' =s ina und d = cosa' = - cosa . o

Wir erinnern daran, was schon in 4.2.4 über die Eigenwerte einer Matrix
A E 0 (2 ) bewiesen wurde:

Ist dei A = + I, so gibt es nur im Fall a = 0 oder CI' = 7f Eigenwerte .
Ist der A = - 1, so gibt es Eigenwerte + I und - I , und die zugehörigen Ei­

genvektoren stehen senkrec ht aufeinander.
c) Ist F ; IR) -10 R) orthogonal, so betrachten wir das charakteristische Polynom
Pf • Es hat den Grad 3. also nach dem Zwi schenwertsatz de r Analysis mindestens
eine reelle NullsteJle. Also hat F einen Eigenwert Ä t • und nach 5.5.1 ist AI = ± 1.
Sei Wl E R1 ein Eigenvektor dazu. wir können 11 Will = I annehmen. Nach
5.4.9 können wir ihn zu einer Orthonormalbasis B = ( Wh W2. Wl) ergänzen.
Bezeichnet W C RJ die von W2 und WJ aufgespannte Ebene, so folgt aus der
Bemerkung in 5.5. 1, daß F (W ) = W.Also ist

M" ( F) ~O0-A •

und aus 5.5.3 folgt A' E 0 (2).Weiter ist der A = "I.detA'. Nun sind Fallunter­
scheidungen nötig.

Sei oerF = detA = + 1. Ist AI = - I , so muß der A' = - I sein. Daher kann
man W2 und Wl als Eigenvektoren zu den Eigenwerten " 2 = + 1 und Al = - I
wählen, d.h.

Ist AI = + I , so muß auch det A' = + I sein, also giht es ein a E [0, 211 [. so daß

Isl derF = - I, so gibt es bei geeigneter Wahl von W 2 und WJ für A die Möglich-
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( ~ ~ ~ ) und ( -~
o 0 - I 0

Man überlege sich, was das geometrisch bedeut et. Als Anwendung für das tägli­
che Leben notieren wir den

Satz vom Fußba ll. Bei jedem Fuß ballspiel. in dem nur ein Ball benutzt wird.
gibt es :wei Punkte aufder Oberfläche des Balles. die sich zu Beginn der ersten
und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem AnslOßpunkt liegt) an
der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden.

Beweis. Im Fall det F "" +I gibt es stets einen Eigenwert + 1. 0

Diese Aussage ist zur Abwechs lung leicht er zu beweisen als anschaulich zu ver­
stehen.

5.5.5, Bevor wir eine Normal form für bel iebig große orthogonale Matrizen an­
geben. behandeln wir den unitären Fall, weil er einfacher ist.

T heorem. Jeder unit äre Endamorphismus F eines unit ären Vektorraumes besitzt
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F. Insbesondere ist er diagonali­
sierbar.

Überse tzt in den Matrizenkalklli erhält man:

Koroll a r. Zu A e U(n ) gibl es ein S E U( n ) mir

wobei A; eC mitIA;I= Ifüri "" I , .. . . 11.

Beweis des Korollars. Als Spalten von S verwendet man eine Basis des C~, die
aus Eigenvektoren von A besteht. 0

Beweis des Theorems. Wir füh ren Induktion überae dimV. Für n "" 0 ist nichts
zu beweisen. Sei also n :::: 1 und

PF = ±(t - Ad' .. . · (t - A") mit Al,, " ,A~ E C

die nach dem Fundamentalsatz der Algebra (1.3 .9 ) exis tierende Linearfaktorzer­
legung des charakteristischen Polynoms von F. Zum Eigenwert Al wählen wir
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einen Eige nvektor tl l mit Ilvlli = I . Wir betrachten das orthogonale Komplement
zur Geraden e il !> d.h .

W := {w eV : (vl , w)= OI.

Die entscheidende Tatsache ist nun, daß F( W ) = W gilt. d.h. daß W ein inva­
rianter Unterraum ist. Da F ein Isomorphismus ist, genügt es F (W ) C W zu
beweise n. Wegen \)' 11= I ist insbesondere A1 =F 0, also folgt aus

AI ( lIl . F (w )) = ()' IVI. F(w») = (F (u l )' F (w» ) = (VI ' w ) = 0 ,

daß (F (w ), Vl ) = 0 und somit F (W ) C W.
Nun betrachten wir den Endomorphismu s G := FIW von W. Als Einschrän­

kung von F ist er wieder unitä r. und wegen dirnW = n-1 (vgl. 5.4.9) können wir
auf G die Induktionsannahme anwenden . Danach gibt es eine Otthononnalbasis
(V2, . . . • 1I~) von W , beste hend aus Eige nvektore n von G und damit auch von F .
Die Basis (V I , Vl • .. • , v") ist orthonormal und besteht aus Eigenvektore n von F .

o
Wie man eine derartige Orthonormalbasis konkret ausrechnen kann, wird in
5.6.3 erlä utert.

5.5.6 . Im Gegensatz zu der gerade im komplexen Fall bewiesenen Diago nall­
sierbarkeit unitäre r Endomorphismen gibt es ree ll ort hogonale Endomorphismen
ohne Eige nwert e. Das einfachste Beispiel sind Drehungen der Ebene R1 (s iehe
4. 1.1). Wir zeige n nun. daß dieses Gegenbeispiel im wesentli chen das einzige
ist: alle anderen lassen sich daraus aufbaue n.

Theorem. Ist F ein orthogonaler Endomorph tsmus eines euklidischen Vek/or­
raume s V. so gibt es in V eine Orthonormalbasis ß derart. daß

+ 1

wobeifür j = I .... , k

(

COSiJj - sin iJj
A j =

sin iJj cos e, ) E 50(2) mil
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F ist also charaktcris ien durc h die Anzahl en rund s der Eigenwe rte + 1 und
- I sowie de r Winkel " I, ... , rJ., wobei r + s + 2k = di rn V . Die onhogonale
Matrix heißt in Nonnalfonn.

Die Fonn der Matrix zeig t, dass V in ein- und zweidimens ionale invarian te
Unterräume zerfällt . Das ist der springende Punkt . Man beachte auch den Unter­
schied zu 4 .5.4 : dort ist V nicht direkte Summe der invarianten Unterräume. also
erhält man nicht nur Nullen oberhalb der Diagonale.

Lemma. Zu einem ort hogonalen Endamorphismus F eines euklidisch en Vek­
torraumes V mi t dirn V ~ 1 giht es stets einen Unte rvekto rraum W C V mit

F(W) C W und l .:';; dimW :52 .

Der Beweis des Theorems kann damit ganz einfach du rch Induk tion übe r
n = dimV gefühn werden.

Für n = 0 ist nichts zu bewe isen, sei also n ~ I. Nach dem Lemma gibt es
einen Untervekto rraum W C V mit

1 :5 dimW:;: 2 und F (W) = W ,

denn eine on hogonalc Abhi ldung ist injek tiv. Insbesondere ist F - l wieder ortho­
gonal. Also ist für W E W und v E W !

(F (v ), w) = (rl( F(v)), r l(w») = [u, f ' - l( W)) = 0 ,

und es folgt F (W 1) = W ! . Damit haben wir F ze rlegt in zwei orthogonale
Abb ildungen

G := F IW : W -0- Wund J/ := F IW! : W ! -0- W ! .

Da dimW L < n, können wir auf H die lndukt ionsvurausscrzung anwenden und
erhalten ein e Basis 8' von W ! der gewünschten An.

Ist dimW = I, so gibt es ein en Eigenvek tor v E W mit Ilv li = 1 zu einem
Eigenwen ± I . Ergänzt man B' an pass ender Stelle durch v zu B, so hat diese
Basis von V die gewünschten Eigenschaften .

Im Fall dirnW = 2 giht es ein e Onhononnalbasis (v \> V2) von W, bezüglich
de r G besch rieben wird du rch eine Matrix der Fonn

( ~1 :1) oder ( :~: : ~;:n"ß ) mit ß #O, ~ .
Indem man 111 und 112 an passenden Stellen in B' einfügt, erhält man wieder die
gewünschte Basis B von V.

Wie der Beweis zeigt, ist V die orthogonale Summe der invarianten Unterräume
der Dimension :;: 2. 0
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I. Zeigen Sie, dass für F E 0 (3) gilt: F (x ) x F(y ) = (det F ) · F(x x y ).

2. Ist V ein euklid ischer Vektorraum und F E End(V ), so heißt F ....inkeltreu , falls F
injektiv ist und

i. ( v, w) = i. (F( v) . F (w )) für alle v. w E V ", [01.

Zeigen Sie. dass F winkeltreu ist genau dann. wenn ein orthogonales G E End(V ) und
ein), E 1t"' 10) existieren mit F =), . G.

3. Sei z = x+iy E C". wobei .r ,Y E a". Zeigen Sie:

x und y sind linear unabhängig über IR ~ z undE sind linear unabhängig über C .

~. Bestimmen Sie für die Matrix

66 - 18.,16 1OJ\8 )
6.,16 72 15M

- 14J\8 - 9Jf2 60

eine Matrix S E U(3). so dass ' SAS Diagonalgestalt hat und eine MatrixTE 0(3), so
dass für ein ct E [0, 211" ( gilt:

' TA T = ( ~ c~a
o sin a

S. Sei 1T E Sn eine Permutation und die lineare Abhildung j,, : IR" -+ Rn definiert durch
! "(Xl. . . . . x.) = (x... Il) , .. • • x " (n) . Bestimmen Sie die Eigenwerte von f • .
6. Gegeben sei ein symplektischer Vektorraum V (vgl. Aufgabe 10 zu 5.4) und eine
komplexe Struktur J auf V (vgL Aufgabe 3 zu 5.3). so dass für alle v. w E V gilt:
w(v , w ) = <o(/(v ), J (w )) .

a) Zeigen Sie. dass durch (v . w ) := w (v , J(w») eine symmetrische Bilinearform auf V
definiert wird. und dass J orthogonal bezüglich ( ) ist, d. h. es gilt
(v . w) = (J (v ) . J (w») für alle u. w E V.

b) Die komplexe Struktur J heißt e -kalibriert, wenn ( ) positiv definit ist. Zeigen
Sie. dass in diesem Fall durch 5( V, w) := (u. w) - iw ( v . w ) eine positiv definite
herrrutesehe Form auf dem von J induzierten C,Vektorravm V gegeben ist.
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5.6 Selbstadj ungler te Endomorp hlsmen'
Dieser Abschnitt dient dem Studium von Endomorphismen, die durch symmetrische
Matrizen beschrieben werden. Insbesondere werden wir leigen, daß sie stets diagonali­
sierbar sind. Das hat zahlreiche Anwendungen in Geometrie und Analysis.

5.6.1. Mit V wird stets ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. uni täre r
Vekto rraum beze ichnet. Zu einem F E End V werd en wir in 6.2.4 einen ad­
jungierten Endomorphismus F o.d erklären , der durch die Bedingung

(F(v ). w) = (u. Fo.d(w») für alle u, w E V

charakterisiert ist. Das erklärt die folgende

Definition. Ein Endemorphismus F eines eukli dischen bzw. uni tären vektorrau­
mes V heißt selbstadjungiert,wenn

(F(v) , w ) = [u. F(w») für alle v, w E V.

In Matrizen übersetz t ist diese Beziehung gut bekannt:

Satz. Sei F ein Endomorphismus von V und B eine Orthononnalbasis. Dann
gilt: F selbstadjungiert * Mß(F ) symmetrisch bzw: hermitescn.

Beweis. Es genügt . den unitären Fall zu behandeln. Sind x , y E Rn Spaltenvek­
roren. I) = 4>B(X). W = <Pß(y) und A = Ml.i (F ), so ist (I), w) = ' x ji, da B
orthononnal ist, also

(F( I), w} = ' (Ax)y = ' x'Ay und (I), F(w)}= ' x Aji .

Also ist F genau dann selbstadjungiert, wenn 'A = A. o

o

5,6.2. Die Diagonale einer hermiteschen Matrix muß ree ll se in. Analog gilt das

Lemma. Ist F selastadjungiert. so sind (auch imkomplexen Faff)alle Eigenwer­
te reeil. Insbesondere hat eine hermttesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Ist F(I) = AV mit I) f. o.so folgt

A(V, v) = (AI). v) = (F( v). v) = (v . F( v )/ = (v, AV) = i( v, v) ,
also iSI A= i .

Theorem. Ist F ein sefbstadjungierter Endomorphismus eines euklidischen
bzw. unitären VeklOrraumes, so gibt es eine Onhonormatbasis von V , die aus
Eigenvektoren von F besteht.

Koro llar. lsr A E M(n x n :K) eine symmetrische bzw. hrrmitesche Matrix, so
gibt es eine orthogonale bzw. unitäreMatrix S, so daß
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'0' ,0. )' oSAS= " mi/AI , . . .• An E R.
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o
Beweis des Theorems. Wir behande ln zunächst den Fall JK = C. Da C algebra­
isch abgesc hlossen ist. I.erfallt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren.
und nach dem Lemma sind alle Eigenwerte reell, also ist

/'" = ± (t - All , . ... (t - An ) mit AIo '" . An E IR .

Nun führen wir Induktion über I! . Der Falln =0 ist klar. für I! ~ I giht es einen Ei­
genvektor VI zuAI mit 11vI II = 1 und wir definieren

W ;= {W EV ; (vl . w) = Ol .

W ist invariant unter F. d.h . F (W ) C W . denn für W E W gilt

(VI. 1' (w )) = ( F (vl ). w ) = (AI Vh w) = Ad vl. w) =O.

Nach Induktionsannahme giht es eine Onhononnalbasis von W aus Eigenvek­
toren von F IW. durch VI wird sie zur gewünschten Orthonormalbasis von V
ergänzt.

Der Fall IK = iR kann genauso behande lt werden . wenn man weiß. daß das
charakteristische Polynom 1'1' auch in diesem Fall in Linearfaktoren zerfällt. Da­
I.U wählt man eine beliebige Orthononnalbasis B in V . Nach 5.6.[ ist M Il( F)
symmetrisch. also auch hermit esch. Im Fall K = C hatten wir gesehe n. daß PA
in reelle Linearfaktoren zerfall t, und aus 1'" = PA folgt die Behauptung.

Man beachte bei diesem Beweis. daß obiges Lemma nichts über die Existenz
von Eigenwerten aussag t. Man kann es erst anwenden. wenn man sie hat. und
dazu macht man den Ausflug ins Komplexe. 0

5.6.3. Faßt man die Eigenve ktoren der verschiedenen Eigenwerte zu Eigen räu­
men zusammen, so erhält man aus den Theoremen 5.5 .5 und 5.6 .2 das

Knro lla r. Sind I.. I •. . .• Al die verschiedenen Eigenwerte eines setbstadjungier­
leI! oder unit ären Endomorphismus F von V. so ist

V = Eig (1' : Al ) (0 . . . t;DEig ( F ; 1...1) .

Bewe is. Ist I.. ein Eigenwert der viclfachheir r , so gehören dazu rEigenvektoren
aus der nach den Theoremen existierendenOrthonormalbasis, und sie bilden eine
Basis von Eig ( 1'; A). Daraus erhält man die Orthogonalität der Zerlcgung.

Daß die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten stets orthogonal sind. kann
man auch noch einmal direkt nachrec hnen: Sind v und W Eigenvektoren zu
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A '# IJ. , so ist im se lbstadjungierten Fall wegen p. = IJ.

J.. {v , w ) = ('.. u, w ) = (F (v ), w ) = (u. F (w» = (u . IJw ) = 1-1 (v. w ) ,

also (u, w ) = O. und im unitären Fall

(u. w ) = (F (v) . F (w » = (At!, /.Lw ) = ;"jl (v, w) .

Aus (v, w ) # Ofol gl Ä.{t = I. Wegen l/ll = 1 folgt ii = 11- - 1
, also). = u , 0

Zur praktischen Berechnung einer Orthonormolbasit aus Eigenvektoren kann
man wie folgt verfahren:

I) Man bestimme die Linearfaktorzetlegung des charakteristischen Polynoms

Pr = ± (t - Ä 1)" · •••• (r - At)" ,

wobei ,I" • . . . • Ai paarweise verschieden sind.

2) Für jeden Eigenwert A der Vielfachheit , bestimme man eine Basis von
Eig (F; Ä) durch Lösen eines linearen Gleichungssystems.

3) Man orthononn alisiere die in 2) erhaltenen Basen nach dem Verfahren aus
5.4 .9. und zwar unabhängig voneinander in den verschiedenen Eigenräumen .

4) Die k Basen der Eigenräume aus 3) bilden zusammen die gesuchte Basis aus
Eigenvektoren von V.

Beispiel. Sei

A := l~ ( 1 ~ - 1 ~ I ~ ) EM(3 x 3; R) .

10 2 - 11

Wie man leicht nachrechnet, bilden die Spaltenvektoren eine Onhonorrnalbasis
von IR l

, und es iSIdetA = 1. Also ist A E 50(3). Als charakteris tisc hes Poly­
nom erhält man

PA = _ tl _ 12+ 1+ 1 = - (t _ l ){r + 1)2.

Zur Beslimmung von Eig (A : I) hat man das homogene lineare Gleichungssy­
stem mit der Koeffizientenmatrix

,', ( ~~ -2: _:: )
zu lösen. Man findet Eig (A ; I) = R . (5, I . 2).
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Eig (A; - 1) ist Lösungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems
mit der Koeffizientenmatrix

= T/! ,
o

T ~ (

/,(2: ~ I ~ ).
10 2 4

und man erhält Eig (cl : - I ) = Eig (A : 1)1, Etwa
(0, -2, 1) und (1, - 1, -2)

bilden eine orthogonale Basis von Eig (A; - I ). Also ist

B := (~ (5, 1, 2) , -j; (O, - 2, I ), :J.i; (L - I, - 2))

eine Orthononnalbasis des 1R3
, bestehend aus Eigenvektoren von A. Setzen wir,
Jlö
~ - 3;
a ,
7lö 7s"

so folgt

' TAT~ U -I _n ~ D '
oder gleichbedeutend damit T · D ,'T = A, was man mir etwas weniger Rechen­
arbeit nachprüfen kann.

5,6.4. Wie in 5.6.2 bewiesen wurde, zerfallt das charakteristische Polynom ei­
ner reellen symmetrischen Matrix in reelle Linearfaktoren. Das ist eine höchst
überraschende Tatsache . aus dem Beweis mit der Komplexitizierung kann man
kaum den geometrischen Hintergrund erkennen. Daher geben wir noch einen
ganz reellen Beweis. Nach der üblichen Methode, die Eigenwerte schrittweise
abzubauen, genügt der Beweis von folgendem

Lemma. Jede symmetrische Matrix A E M (11 x 11 : R ) hat einen reellen Eigen­
wert.

Beweis. Wir betrachten die zu A gehörige quadratische Fonn
q : Rn -+ R . x ....... 'x Ax .

Das ist ein homogenes Polynom vom Grad 2 (vgl. 5.4.4), insbesondere eine ste­
tige Funktion. Die Sphäre

S := !x ER": IIxll= !j
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ist kompakt, also nimmt q darauf ein Maximum an (vg l. [Fo2), §3). Es gibt also
einveS mit

' vAv :: 'x Ax für alle x e s .

Wir behaupten nun, daß dieses v ein Eigenvektor ist. Dazu genügt es zu zeigen:

Für WES mit v.lw ist auch Av .lw. ("')

Denn ist W ;= (RV)l , so folgt Av E W.l = Rv.
Zum Nachweis von (*) bet rachten wir für 1 EIO, 1] und (1 ._~ den

Vektor

x :=av+rw.

Wegen v .l w ist xE S. Da A symmetrisch ist, gilt 'vAw = 'w Au, also ist

' vAv:: 'x Ax = (1 2 . ' vAu+ Zor . 'w Au + T2 . 'w Aw.

Daraus folgt nach Division durch r

2o('wAv) ~ r (' vA v -'wAw) . (**)

Angenommen, Au wäre nicht orthogonal zu w. Indem wir eventuell w durch -w
ersetzen. können wir ' w A u> 0 annehmen. Da außerdem nach der Wahl von u

' vA l! - ' wAw :: 0

gilt, ergäbe sich aus (** ) ein Widerspruch, wenn man T gegen 0 (und damit (J

gegen I) gehen läßt.
Wegen llu] = I folgt sofort, daß 'v Av der Eigenwe rt zum Eigenvektor v ist.

Da die wei teren Eigenwerte von A Werte der quadratischen Fonn q auf W n S
sind, folg! weite r, daß ' vAv der größte Eigenwert von A ist (dabei ist wie oben
W = ( IRV)l ). 0

Bei dieser Beweismethode werden Eigenwert und Eigenvektor gleichzeitig ge­
funden, daraus kann auch leicht ein Approximationsverfahren zur numerischen
Lösung gemach! werden.
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I. Sei F: IKn -+ K~ ein selbstadjungiener, nilpotenter Endomorphismus. Zeigen Sie.
dass F = Ilist.

2. Seien Fund G zwei selbstadjungierte Endemorphismen auf einem endlichdimensio­
nalen eukhdrscben bzw. unitären Vektorraum V .Zeigen Sie, dass FoG selbstadjungien
ist genau dann, wenn F o G = G o F.

3. Bestimmen Sie für die Matrix

A=(-; -:D
eine orthogonale Matri~ S E 0 (3) , so dass'SAS eine Diagonalrnamx ist.
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5.7 Hauptachsentransformation*
Ist eine symmetri sche Bilinearform positiv de linit, so kann man dazu nach dem Ven ah·
ren von GRAM· SCHMIDT entsprechend 5.4.9 eine Ortltonormalbasis konstruieren. Das
wirft folgende Fragen auf:

I ) Wie kann man einfach entsche iden, ob e ine symmetrische Bilinearform positiv defi-
nit isl?

2) Gibt es einen Ersatz für eine Onhononnalbasis im nicht positi v de finiten Fall?

Darauf werden in diesem Abschn itl Antworten gegeben.

5.7.1. Wir behandel n zunächst den reell en Fall und betrachten ers t einmal eine
symmetrische Bilinearfonn

s: R"x R" -+ R .

Sie iSI nach 5.4.2 bestimmt durch die symmetrische Matrix A = (s(e" e j )). Für
Spa ltenvektoren x , y E R" gilt

sex , y ) = ' x A y = (Ax, y) = (x. Ay ) .

wobei ( . ) das kanonische Skalarprodukt des R" beze ichnet . Die Matrix A kann
auch angesehen werden als ein sefbstadjungierter Endomorph ismus

A: R" --loR" ,

der nach 5.6.2 diagonalisierbar ist. Es gibt also eine orthonormale Bas is
ß = (WI , . . . , w" l des R" aus Eigenvektoren. d.h . A; E R mit

Aw; = A;W; , also s (w;, W j ) = (A w" W j ) = A;{W; , w;) = A;' &jj .

Sind die Eigenwerte AI, .. . , )." so numeriert , daß

AI, .. . , AI > O, Ak+h ... , A.. < O und )... +1 = . . . = )."= 0 ,

so setzen wir

W' ;= J 1).;1- 1 . w, für; = I , .. . ,m,
' l Wj für; =m + I, ... , ll.

Das ergibt eine bezüglich ( , ) orthogonale Basis ß' = (w;, ... , w~l des JR" mit

1
+ 1 für l ::;:i = j ::;:k,

s(w;,wjl= - I flirk+ l ::;: i = j ::;:m,

o sonst.

Mit Matrizen besch reibt man das so: Ist S E O{ll) derart, daß

('" ,.)SAS- I= ~ =: D,
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SO folgt aus S- l = 'S und der Transfonn ationsfonnel 5A.3 mit T := S - I. daß

M6 (s ) = ' T A T = D .

Weile r ist

(
E, - E, 0)Mu'(s ) = = : D'

mit Ir. + I = m. Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Hauptachsentran sformatiun symmetr ischer Matrizen. Sei A E M (n x n ; R)

symmetrisch und s die durch A besc hriebene Hitmee rfarm au/ Rn. Dann gilt:

l) Ist 6 = ( WI • . . . • w. ) eine Orthonormalba sis des IRn Iu'zügfid l <In S/{III<1ard·
"kt;larl'mdukteJ beJlehmd aus Eigenvektoren des Endomorphismus A. so ist

(
'0' ,0. )Mu(s} = "

wobei AI• . .. •A. die Eigenwene \'I1Il A sind.

2) Es gibt eine Basis B' des Rn. so daß

(
EO" - E', °

0

)M6 ,(s ) =

d.h. es gibt ein T ' E GL(n; R) mit D' = ' 1" A T '.

= J) ' .

o

Es sei bemerkt. daß man Teil 2) auch ohne Benutzung von 5.6.2 direkt durch
simultane Zeilen- und Spaltenumformungen von A über jedem Körper K mit
ehar(K) =fi 2 beweisen kann (siche 5.7.5).

Vorsicht! Die Eigenwerte von A sind nur Invarianten des Endomorphismus, für
eine Bilinearfonn ist der Begriff Eigenwert sinnlos.

In 5.7.4 werden wir zeigen. daß die Zahlen Ir. und f Invarianten der Hilinearform
sind.

5.7.2. Um den Namen Hauptachsentransf orm ation zu erklären, geben wir fol­
gendes
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A:= (; : )E M(2 X2; Rl ,

Dann ist sex, y) = a (.t lYl +XlY2) + ß(XI)'l +X2yll . Aus

PA. ( t) = / 2 _ 20'1+ (a 2 _ p2)

erhält man die Eige nwene AI = Cl'+ß und A2 = Cl' - p, sowie die Eigenvekt oren

Dafür gilt S(Wl . Wl ) = 0 , S(WI, WI) = a + ß und s (w!, wl ) = (l - ß.Die zu s
gehörige quadratische Form ist gegebe n durch

q(x) = (l x i + 2P XI .fl + 'U~ .

Sind 1:1, <:2 die Koordinaten bezügl ich der Basis (WI. wz). so gilt

(
X, ) ~_I (I -I)(").
Xl ..nI l <:2

also

q (x(z» = (0' + ßl z; + (a - ß)Z~ .

In den neuen z-Koordinaten ist also der gemischte Tenn mit <: 1<:2 verschwunden.
Um das geometrisch zu interp retiere n. betrachten wir die Kurve

C :=IX E R2: q( x ) =I } .

Ist Al > 0 und >"2 t= 0, so setzen wir

1
a := - -

.,fJ:;

Dann laut et die Gleichung von C in den z-Koordinaten, ,
~±2- 1
0 2 b1 - '

Im Fall + ist das eine Ellipse, im Fall - eine Hyperbel. 0 und b sind jeweil s die
Hauptochsen.
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x,

b a

z

---. x,
---

Bild S.10

Dieser geometrische Aspekt der Bilinearfonnen wird ausführlich in [Fi] behan­
delt.

5.7.3. Nun geben wir einige Folgerungen aus der Hauptachsentransformation in
5.7.1 an

Korollar 1. Eine symmetrische Matrix A E M(n x n; IR) ist genau dann positiv
defin it, wenn ihre Eigenwerte >'1, ... , >." positiv sind.

Beweis. Jeden Spaltenvektor x E IR" stellen wir mit Hilfe einer Orthononnalba­
sis aus Eigenvekloren als

x = J'IWt +.. .+ J1.nW"

dar. Dann folgt unter Benutzung der Bilineari tät

1:tAl: = >' t lJ~ +...+ >"'IJ~ ,

und daraus liest man sofort die Behauptung ab. 0

Um die positive Definitheit einer Matrix zu testen. muß man die Eigenwerte
nicht ausrechnen ; es reicht zu wissen. daß sie irgendwelche pos itiven Werte ha­
ben. Dazu genügt es. das charakte ristische Polynom zu berechnen und die vor­
zeichenregel aus 1.3.11 anzuwenden. Es folgt sofort

Korollar 2. Sei A E M(n x n;R) eine symmetrische MatTit und

PA =: (- I)"t" +a,,_tt,,- t +... + Ott + a:o
ihr charakte ristisches Polynom. Dann gilt:

A positiv definit~ (- Iy aj > Ofü r j "" 0, . . . ,n - 1.
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5.7.4. Wir betrach ten nun einen endlichdimensionalen R-Vektorra urn V mit ei­
ner symmetrischen Bilinearfonn s und der zugehörigen quadra tischen Fonn

q : V -+ IR, v ...... q(v ) = s(v,v) .

Das Ziel ist, q bezüglich einer geeigne ten Basis von V mög lichst einfach darz u­
stellen. Dazu erklärt man zunächst

Vo := {v E V : s(v ,w ) = OfLir alle w E V } C V

als Aus/lrfungsra um von 8 . Das ist offenbar ein Untervektorraum von V und

rang es) := dimV - dimVo

heißt der R(JIIg von a (vgl. dazu Aufgabe 7).

Diagonalisierung einer quadratischen Form. Sei V ein R-VeklOrraum mit
n := dirnV und seine symmetrische Bilinearform mit der wgehörigen qua­
dratischen Form q auf V . Dann gibt es eine Basis

von V mit fo lgenden Eigenschaften: Es ist r- = rang (s) und fiir
" .,

v = L O;V; E V gilt q(v ) = L ai' - L Q;~ .
,"'I ."'1 ;Kk+1

Insbesondere hat man eine ?.erlegung

V =V+EB V_ EB VO

mit q(v} > 0 /Ur 0 t- v E V+ , q(v) < 0 ftir 0 i- v E V_ und q(v ) = 0
fiT V E Vo.

Beweis. Wir wählen zunächst eine beliebige Basis A von V und betrachten die
darstellende Matrix A := M..4{s). Mit Hilfe von Teil b) des Satzes über die
Hauplachsenuan sformation aus 5.7.1 erhalten wir eine neue Basis
B = (VI " ' " vn) von V mit s (v; , v;) = 0 fiir i f. j und

q{v,) ~ + 1 für i = I , . . . , k,

q{v,) ~ - 1 für i =k +l, . . . , r,

q(Vj) = 0 für i = r+ I, ... ,n .
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Daraus folgt sofort die behauptete Darstellung von q(v ). Setzt man

V+ := span (V1> .. . ,Vk) und V_ := spao (Vk+1> "" vr),

so erhält man die gewünschte direk te Summe. CI

Zur Untersuchung der Vorzeichen der Werte von q kann man die Mengen

C+ := {V E V : q(V} > O}U {O}
C_:= {V EV : q(v } <O} U {O}

Go := {v E V : q(v } = O}
betrachten. Das sind jedoch fast nie Untervektorräume (Aufgabe 6). Es gilt

V+ C G+ , Y_ CG_ , Voc Go,
aber diese Unterv ektorräume sind nicht eindeutig bestimmt. Ein klassisches Er­
gebnis besagt, dass wenigstens die Dimensionen eindeutig bestimmt sind.

Trägheitsgesetz \'on SYLVESTER. Hat man ft1r eine quadratische Fonn q auf
einem R-Vektorraum V zwei ZerlegWlgen

V = V+ IDV_ Eil Vo= V~ Eil V~ Eil Vo
mit q(v } > Ofür O i- v E V+ und 0 i- v E Y";"
sowie q(v } < Oft1r Oi- v E V_ und 0 i- v e V~ .

sojolgt

Die Zahlen T+(q) := dimV+ und T_(q) := dimV_ sind also neben dem Rang
weitere Invarianten der quadratischen Fonn. Das Paar (r+ (q),r_(q)) wird auch
Signatur von q genannt.

Beweis. Es genügt folgendes zu zeigen: Ist W c V ein Untervektorraum mit
q(w) > 0 für ü i- w E W, so folgt

dimW ~ dimV+ . (*)
Aufgrund der Symmetrie folgt dann dimV~ = dimV+ und analog erhält man
dimV~ = dimV_.

Angenommen dimW > dimV+ = dimV - dim(V_ EIl Vo). Nach der Dimen­
sionsforrnel aus 1.6.1 gibt es ein

Oi-w E W n (V_ $ Vo),
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also w = u_ +Vo mit u_ E V_ und Vo E "0. Dann ist aber

q(w} = s(v_ + cc, u_+ tIo) = s(v_,v_}+0 ::; 0,

mit Widerspruch zu q{w) > O. o

Fili quadratische Matrizen weiß man, daß die Eigenwerte beim Übergang von A
zu S AS- I erhalten bleiben, beim Übergang zu tSAS dagegen im allgemeinen
verändert werden. Aus dem Trägheitsgesetz folgt sofort

Korollar.sei A E M{n x nj IR) symmetrisch undS E GL{ni IR). Dann haben

A und ISAS

mit Vieljachheit gezllhlt dte gleichenAnzahlen positiver und negativerBigenwer­
te.

5.7.5. Bisher haben wir Hauptachsentransformationen nur im reellen Fall be­
handelt, weil er besonders wichtig ist und im engen Zusammenhang zu den Ska­
larprodukten steh t Dabei bleibt ein Problem: Zur Kontro lle der Definitheit el­
ner Matrix hat man entsprec hend 5.7.3 das charakteristische Polynom, d.h. eine
Detenninante zu berechnen. Weil darin die Unbestimmte t auftritt, helfen Um­
formungen wenig und der Recheoaufwaod ist für groBe Matrizen enorm. Daher
ist es nützlich, eine einfachere Methode zu haben , bei der die Matrix schrittwei­
se umgeformt wird . Überdi es geht das fiir jeden Körper K , in dem 1+ 1 i 0
ist. Zunächst geben wir als Verallgemeinerung des Orthononnalsierungssatzes in
5 .4.9, den

Orthogenaflslerungssatz, Sei V ein endlichdimensionalerVektorraum über et­
nem Körper K mit cha.r(K ) i 2 und

s : V x V ..... K

eine symmetrische Bilineaiform. Darmgibt es eine Basis B = (tIt , . . . , tIn) von
V mit

s(v;,v,) = 0 ftiri i j.

Ist q: V ..... K die zugehörige quadra tische Form und a; := q(v;), so folgt

q (v)=a,~ + . . .+ a..x~ für v=x,v,+ ... + x"v" .

Die quadratische Form ist also in diesen Koordinaten frei von ,,gemischten Ter­
men" X i X ; mit i i j .
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Beweis.Wir führen Induktion über n = dimV . Für n = 1 ist nichts zu bewei sen.
Ist q{v ) = 0 für alle v, so folgt s(v ,w) = 0 für alle v, W E V nach der Polarisie­
rung in 5.4.4. Andernfalls gibt es ein VI E V mitQ(V1) #- O. wir benachten

W := {WE V : S(V1,W)=0}

und behaupten V = K I)I EIl W. Ist V E K I)I nW, so folgt

v = .\.1}1 und 0 = s(v ), v) = .\.s(1}1,VI), also .\.= 0 und V = O.

Zum Nachweis von V = K I)I +W definieren wir zu I) E V
, s{Vi>I})
v := ---v, _

S(V1 ' vJ)
Dann ist v = v' + (v - v' ), und aus s{Vj, v) = 8(V1> v') folgt v - v' E W.

Bezeichnet 5 die Beschränkung von .'I auf W , so gibt es nach Induktionsan­
nahme eine Basis (V:i, . . . , v..) von W mit

5(1);,V,)=0 ftlr i , j E {2, .. . , n} und i #-j.

Also kann man B := (V1> V:l , ..• , 1)..) wählen. 0

Mit Hilfe der TransformationsformeI5.4.3 folgt das

Korollar. Zu einer symmetrischen Matrix A E M{n x n; K ) gibt es ein
SE GL(n; K). so daß

( ·0' ~ )fSAS = ......

o

Essei noch einmal bemerkt. daßdie Zahlen c , nicht eindeutig bestimmt sind. Im
reellen Fall sind nach dem Trägheitssatz 5.7.4 jedoch die Vorzeichen festgelegt.

5.7.6. Zur Berechnung einer Transformationsmatrix S wie in obigem Korollar
gibt es eine symmetrische Um/ormlUlgsmethode. Dabei werden an A simultan
Zeilen- und Spaltenumformungen durchgeführt, bis eine Diagonalmatrix ent­
standen ist. Die Zeilenumformungen werden ausgedehnt auf die danebenstehen­
de Matrix E,.. Das kann man mit Hilfe von Elementannatrizen C; schematisch
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so besch reibe n'
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A E,
' C, ·A ·C, E. - CI

,
'c, ..... 'CI ' A . Cl . . . . . C, E. , C I . .. . . C,

Ist links eine Diagonalmatrix D entstanden, so hat man rechts S mit

D = ' SA S .

Wegen des Assoziativgesetzes der Matri zenmultiplikation ist es gleichgültig, ob
man in jedem Schritt zuerst die Spal ten ode r die Ze ilen umformt. Eine Strategie
für die Umformungen wollen wir nicht allgemein aufschreiben , wir geben dafür
zwei typische

Beispiele. a) Wir betracht en auf R2 die quadratische Fonn Q(Xj,X2) = X IX! _

Setzt man XI = )'1+ )'2 und X 2 = )'1 - )' 2, SO ist

q(x (y» = (YI + Y2)( Y I - }'2) = y~ - yi·

Mit Matrizen gehl das so: zu q gehört die Bilinearform

s(x , x) = t X]Xl + tilX2'

Ein mögliches Umformungsschema ist folgendes.

D ~

0 ! 1 0

! 0 0 1

1 ! 1 0,
! 0 1 1,
1 0 1 - ~

0
,

I !-, a
1 0 1 1

0 - 1 J - 1
~ S

Entsprechend 5.4.3 ist x = Sr .

b) Wir berrachren wieder auf R2 eine quadratisc he Form mn a # 0 und führen
quadratischeErgänzung durch:
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q(x) = ax ~ + 2bx jX2+ cx;

= " (" + 2~x y + ~x2) + ~x 2 _ ~x21 Q 1-<2 Q ' 2 ~ 2 "2

= a(XI + ~Xl) l +(c - ~ ) x;

= ay ~ +(c - ~ ) y; ,

wenn YI = Xl + ~X2 und Y2= X2·

In Matrizen geht das viel schneller

327

o b I 0

b c 0 I
-

a 0 I -,•
0 .' 0 Ic- -;;-

=s

Es ist wieder X = Sy . Weiter gilt
bl ac _bl detA

c --= ---= - -.
a a (/

Also ist A genau dann positiv definit, wenn a > 0 und det A > O.

5.7.7. Nun kommenwir zu dem versprochenen Kriterium für die pos itive Defini­
theit einer Matrix A OS M(n x n ; R). Hat man entsprechend 5.7.6 ein
S E GL (n ; R) gefunden, so daß

( "0' : )' SA S = ~"

so ist A nach dem Trägheitssatz5 .7.4 genau dann positiv definit, wenn

tI.; >O für r e f , .. • .n ,

Das kann man noch etwas anders formulieren. Dazu beze ichnen wir für
k = I .. . . ,n mit

Al E M(k x k; IR)

die linke obere e-rcihige und k-,paltigc Teilmatrix von A. Ihre Determinante
dctA l heißt Haupeminor von A. Schon bei ]ACOHI findet man das

Hau ptminoren-Kriter ium fü r Deünhhelt . Fü r eine symmetrische Matrix
A E M(n x n; IR) Kill:

A positiv definit <:> det A l > 0 für k = I, . . . , n .
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Beweis. ,,~": Jede positiv definit e Matrix hat positive Determinante , denn ist

( "0' ~. )'SAS = .. mit « ; >0 für i = l • . ..• n ,

so ist der A . (dei 5) 2 = (t l .. ' a." Die Matrix A~ beschre ibt die Beschränkung
der zu A gehörigen Bilinearfonn auf

!Cl h . . . , x. ) € R" : ..I:1 +1= .. . = x.= OI·
also ist auch A.. positiv definit und somit der AI > O.

•,<0=": Wir führen Induktion über n, Der Fall /1 = J ist klar. Nach Induktionsan­
nahme ist An_1 positiv definit , also gibt es ein T E GL (n - I; R) mit

,r ,An_I,T=("' 0 ) und Cl;>O für i = J.. . . , n - l .

o "._,
Wir definieren

Dann ist

Nach Voraussetzung ist det A = det A. > 0, also auch det B > O. Wir setzen

o

mit
ß,

yj== -- ,
o,
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daraus folgt

( "0' :. )' SB S = ...

329

oCfl · • . . • Cf~
Wegen 0 < det B = 2 folgt auch Cf. > O.

(der S)

Dieses Kriterium ist mehr von theoretischem als von praktischem Interesse. weil
dabei n Minoren auszurechnen sind. Schneller ist die Umformungsmethode aus
5.7.6.

Aufgaben zu 5.7

I. Sei s d ie symme trische Bilinearforru auf demW. die gegeben ist durch die Matrix

(-: ~: -;)
Bestimmen Sie eine Basis Ades RJ • so dass M A (S) Diagonalgestalt hat und eine weitere
Basis 8. so dass

M, Ü ' ~ (i :-n
2. Sei V = V(J - I , 1[: R) der Vektorraum der auf] - I . 11di fferenzierbaren Funktio­
nen.

al Zeigen Sie , das s d : V x V -. IR . (f.g ) ....... (fg)'(O) eine symmetrische Bilinear­
form ist.

b) Bestimmen Sie den Ausanungsraum n. von d.

3. Diagonalisteren Sie die Matrizen

U::) (i:ii)
mit der symmetrischen Umformu ngsmethode aus 5.7.6.
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4. Eine symmelriscbe Matrix A E M(n x n ;R) beiß!: negativ €kjinit , wenn

txAx < 0

für jedes 0 # x E Rn, Zeigen Sie: A negativ definit ~ - A positiv defuut.

S. Überprüfen Sie die folgenden Matrizen auf Definitheit:

( 1: -2) (-3_: -3) ( 70-8)
- : 0 . : -~ 0 -~ -~ ~ 1~

6. Eine TeilmengeC eines K •Vektorraumes V heiß t Kegel,wenn für v E C und AE K
aucbA "v E Cgilt

Man zeige, dass die in 5.7.4 erklärten Mengen Co,C+ und C_ im Fall K = R Kegel
sind, und man bestimme diese Kegel sowie Vo explizil für V '= Ili.~, wenn B durch die

Mmrix

erk lärt ist

Vo :: <l>B(L ).
Insbesondere gib rang (8) = rang (A) und d imVo = n - rang A.

L ;",, {x e R" ; A · x ""O}

Lösungsraum des homogenen GleichungSS)'litems und <l>B : an _ V das Koordinaten­
system zu 8 , so folgt

7. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf V, n ;= d imV, B eine Basis von V und
A ;= MB(Ii} Ist
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Kapitel 6

Dualität und Tensorprodukte*

In diesem letzten Kapitel werden noch einige Dinge angefügt, die höchstens dadurch
Schwierigkeiten bereiten, daß sie relativ abstrakt sind. Das ist vergleichbar mit den
Atembeschwerden, die sich im Hochgebirge wegen der immer dünner werdenden Luft
einstellen können.

6.1 Dualräume
Vektoren des Standardraumes K" hatten wir als Zeilen oder Spalten geschrieben, je
nachdem, was gerade günstiger war. Daraus kann man eine schöne Theorie machen,
die eine neue Sicht auf lineare Gleichungssysteme und quadratische Matrizen eröffnet.
Was hier zunächst als reine Spielerei erscheinen mag, ist ein wichtiges Hilfsmittel der
theoretischen Physik.

6.1.1. Die linke Seite einer linearen Gleichung hat die Form

atXt + .. .+ alIxII .

Schreibt man x = r (XI, . . . ,XII ) als Spalte und a = (at , . .. , all ) als Zeile, so
kann man X als Element des K" und a als eine lineare Abbildung

a : K" --+ K , X ~ a . X = atXt + .. .+ alIxII ,

d.h. als Element von Horn (K ", K) betrachten. Das ist nach 2.1.3 wieder ein
Vektorraum.

Definition. Ist V ein K -Vektorraum, so heißt

V* := HomK(V , K) = {rp : V --+ K : rp linear}

der Dualraum von V . Die Elemente von V * heißen Linearform en auf V.

Im folgenden wird sich zeigen, daß der Name Dualraum gerechtfertigt ist. Be­
sonders interessant ist der Fall, daß V ein unendlichdimensionaler Funktionen­
raum ist.

Beispiel. Sei I = [a , b] C lRein Intervall und V := Dt} ; R) der Vektorraum
der auf I differenzierbaren Funktionen . Dann sind

b

er: V --+ n . f ~Jf(x)dx

df
8 : V --+ lR, f ~ dx (c),

wobei a < c < b, zwei Linearformen auf V .
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Dieses Beispiel mag als Andeutung für den Nutzen der Dualräume in der Ana­
lysis dienen, das ist Gegenstand der Funktionalanalysis.

6.1.2. In der linearen Algebra kann man die Dualitätstheorie nur für endlichdi­
mensionale Vektorräume entwickeln . Dies sei nun stets vorausgesetzt. Ist
B = (VI, . . . , vn ) eine Basis von V, so gibt es zu jedem i E (I, .. . , n) nach
2.4.1 genau eine lineare Abbildung

vt : V -+ K mit vt(Vj) = 8ij . (*)

Vorsicht! Die Linearform v; hängt nicht nur vom Vektor Vi , sondern auch von
den anderen Basisvektoren ab!

Bemerkung. Für jede Basis B = (VI, . . . , vn ) von V ist B* = (v~, . . . , v;) eine
Basis von V*.

Man nennt B* die zu B duale Basis.

Beweis. Dies folgt aus 2.4.2, wir wollen es noch einmal direkt nachrechnen . Zu
jedem ip E V * sind AI , . . . , An gesucht, so daß

ip = A I V ~ + ...+ An V; .
Setzt man Vi in ip ein, so ergibt sich aus (*), daß Ai = ip(v;) sein muß. Daraus
folgt alles. 0

Da man jeden Vektor V =1= 0 zu einer Basis ergänzen kann, folgt das

Korollar 1. Zu jedem V E V mit V =1= 0 gibt es ein ip E V * mit ip(v) =1= O. 0

Mit Hilfe von 2.4.1 erhält man

Korollar 2. Zu jeder Basis B = (VI, . . . , vn ) von V gibt es einen Isomorphismu s

\lJß : V -+ V * mit \lJß(v ;) = vt. 0

Vorsicht! Dieser Isomorphismu s hängt von der Auswahl der Basis ab, ebenso ist
das ip aus Korollar I abhängig von der Ergänzung.

Beispiele. a) Im K" hat man zur kanonischen Basis Je = (ei , . .. , en ) die kano­
nische Basis

Je* = (e; , . .. , e:) von V*.

Mit der Konvention, Vektoren als Spalten und Linearformen als Zeilen zu
schreiben, ist

<= (0, . .. ,0,1,0 .. . , 0)

mit der I an der i -ten Stelle.
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b) Im K Z betrachten wir neben der kanonischen Basis die Basis B = (VI, vz) mit
VI = el und Vz = '(l , I). Aus e, = VI und ei = Vz - VI folgt

v~(el)=I, v~(ez)=-I , v~(ed=O , v~(ez)=I ,

Vorsicht! Man beachte die Tücke der Notation: Es ist V I = e" aber v~ =1= ej ,
weil die beiden Sternchen verschiedene Bedeutung haben.

6.1.3. In 0.2.4 hatten wir für eine parametrisierte Gerade in der Ebene eine Glei­
chung bestimmt. Diese Frage kann man nun noch einmal abstrakter betrachten.
Ist 0 =1= x = ' (XI , Xz) E ]Rz und L = ]R . X C ]Rz die Gerade durch 0 und x , so
sind die a = (al , az) E (]Rz)* gesucht mit

alxl + azxz = O.

L

Bild 6.1

Sie liegen auf einer Geraden L°in (]RZ) *, die senkrecht auf L steht, wenn man ]Rz
und (]RZ) * nicht unterscheidet. Allgemeiner kann man für einen Untervektorraum
alle "beschreibenden Gleichungen" zusammenfassen.

Definition. Ist V ein K -Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, so heißt

UO := (<p E V* : <p(u) = 0 für alle u E U} C V*

der zu U orthogonale Raum (oder der Annullator von U) . Das ist offensichtlich
ein Untervektorraum.

Man beachte den Unterschied zur Orthogonalität in Räumen mit Skalarprodukt:
dort liegt das orthogonale Komplement U 1. in V , hier liegt UO in V* . Dennoch
gibt es starke Beziehungen:

Satz. Für jeden Untervektorraum U C V gilt

dirn UO = dirnV - dirn U .

Genauer gilt : Ist (u I , .. . ,Uk) Basis von U und B = (u I , . • • ,Uko VI, . .. , u .)

Basis von V , so bilden die Linearformen vj, . .. , v; aus B* eine Basis von UD.
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Beweis. Da vr , . . . , v; einer Basis entnommen wurden, sind sie linear unabhän­
gig. Also bleibt

UO = span (vr , .. . , v;)

zu zeigen . ,,-:;;" ist klar, da vj(u;) = O. Zum Nachwei s von "e" sei cp E UO und

cp = JlIUr + ...+ JlkUZ + A,Vr+ ...+ ArV; .

Setzt man u, ein, so wird 0 = cp(u;) = Jlj . 0

6.1.4. Nun zeigen wir, daß man nicht nur Vektorräume, sondern auch lineare
Abbildungen dualisieren kann. Dazu betrachten wir das Diagramm

:~j,
K

mit K -Vektorräumen V und W , sowie linearen Abbildungen Fund 1/1 . Dann ist
1/1 E W*, und mit Hilfe von 2.1.3 folgt 1/1 0 F E V *; also können wir eine duale
Abbildung

F* : W* ----+ V* , 1/1 f-+ F*(1/I) := 1/1 0 F,

erklären . Aus

F*(A,1/I1 + Az1/lZ) = (Al1/1, + Az1/lZ) 0 F = A, (1/1, 0 F) + AZ(1/Iz 0 F)
= A,F*(1/II) + AzF*(1/Iz)

folgt die Linearität von F*. Also hat man noch abstrakter eine Abbildung

HomdV , W) ----+ HomK(W* , V*) , F f-+ F*,

die ein Vektorraumisomorphismus ist (Aufgabe 3). Das kann man auch mit Hilfe
von Matrizen sehen:

Satz. Gegeben seien K -Vektorräume V und W mit Basen A und B, sowie eine
lineare Abbildung F : V ----+ W. Dann gilt:

M~:(F*) = ' (M;i (F»).

Kurz ausgedrückt: Die duale Abbildung wird bezüglich der dualen Basen durch
die transponierte Matrix beschrieben.

Beweis. Sei A = (v" . . . , vn ) und ß = (w" .. . , wm ) . Entsprechend 2.4.2 be­
deutet Mii(F) = (aij), daß

m

F(vj) = LaijWi' also aij = w; (F(v j») = F*(w ;)(Vj).
i=l
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Ist M~:(F*) = (b ji), so folgt
n

F*(w7) = I)jiVj, also bji = F*(w;)(Vj) ,
j= 1
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und insgesamt a ij = b j i- 0

6.1.5. Zu einer linearen Abbildung F ; V -+ W hat man ein Diagramm

Ker F C V ~ Im F C W ,

und entsprechend für die duale Abbildung

F"
V* ::> Im F* +--- W* ::> Ker F* .

Einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Folgen erhält man mit Hilfe der
in 6.1.3 erklärten Orthogonalität:

Satz. Ist F ; V -+ Weine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
vektorr äumen. so gilt

Im F* = (Ker F)o und Ker F* = (Im F)o .

Korollar 1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

rang F* = rang F .

Beweis von Korollar I . Mit Hilfe von 2.2.4 und 6.1.3 folgt

rang F* dim Im F* = dim(Ker F)o = dim V - dim Ker F

= dim Im F = rang F . 0

Im Spezialfall V = K" und W = Kin ist F durch eine Matrix A und F* nach
6.1.4 durch 'A beschrieben. Daher ergibt Korollar 1 einen neuen und sehr ab­
strakten Beweis von

Korollar 2. Für jede Matrix A E M(m x n ; K) gilt

Zeilenrang A = Spaltenrang A . o

Beweis des Satzes. Zum Nachweis der ersten Gleichung sind zwei Inklusionen
zu zeigen : Dazu betrachten wir das Diagramm
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V~I'
K

Ist <p = 1/1 0 F, so folgt <p IKer F = 0, also gilt "eH.
Sei umgekehrt <p E V* mit <pIKer F = 0 gegeben. Zur Konstruktion eines

1/1 E W* mit e = 1/1 0 F wählen wir entsprechend 2.2.4 Basen

A = (u" ,u"Vj, . .. , Vk) vonVund
B = (Wj, , W" W,+l, ' " , wm ) von W

mit Ker F = span (v" .. . , vd, Im F = span (w" . .. , w,) und F(Ui) = Wi für
i = I, .. . .r. Nach 2.4 .1 gibt es genau ein lineares 1/1 mit

._ { <P(Ui) für i = I, . . . , r ,
1/I(Wi) .-

o sonst .

Nach Konstruktion von 1/1 ist <p = 1/1 0 F .
Die zweite Gleichung kann man ähnlich bewe isen oder mit Hilfe von 6.1.7

aus der ersten folgern . 0

6.1.6. Den Dualraum kann man zu jedem Vektorraum bilden, also auch zu V*.
Auf diese Weise erhält man zu V den Bidualraum

V** := (V*)* = Horn (V*, K) .

Die in 6.1.2 konstruierten Isomorphismen V --+ V* waren von der Auswahl
einer Basis abhängig. Dagegen hat man eine kanonische Abbildung

I : V --+ V** , V f-+ Iv , mit Iv(<p) := <p(v) .

Mit Hilfe der Korollare I und 2 aus 6.1.2 folgt durch einfache Rechnungen der

Satz. Für jeden endlichdimensionalen K -Vektorraum V ist die kanonische Ab­
bildung

I: V --+ V**

ein Isomorphismus . o

Man kann also V mit V** identifizieren und in suggestiver Form

v(<p) = <p(v)

schreiben. In dieser Form ist die Dualität zwischen Vektoren und Linearformen
besonders deutlich.

Korollar. Für jede lineare Abbildung F : V --+ W gilt F** = F. o
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Im K" dualisiert man durch Transponieren:

K" --+ (K")* --+ (K")** = K" ,

CJ t-+ (XI , " " x ll ) t-+ (J
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6.1.7. Die in 6.1.3 eingeführten orthogonalen Räume ermöglichen eine abstrakte
Beschreibung linearer Gleichungssysteme. Zunächst eine allgemeine

Bemerkung. Für jeden Untervektorraum W C V gilt

(WO)o = W C V = V** .

Beweis. Wegen der Dimensionsformel in 6.1.3 genügt es, W C (WO)°zu zeigen.
Das ist aber klar, denn für W E Wund ip E WO gilt w(ip) = ip(w) = O. 0

Damit kann man lineare Gleichungssysteme wie folgt interpretieren. Gegeben
sei das System

A · X = 0 mit A E M(m x n ; K) und W = Lös (A , 0) C K" .

Die Zeilen al, . . . , a.; von A sind Linearformen, wir definieren

U := span (a" . .. , am) C (K")* mit dimU = rang A .

Nach Definition des Lösungsraumes gilt

W = UO und n = dirnW + dimU .

Das Gleichungssystem lösen bedeutet also, zu vorgegebenem U C (K")* eine
Basis von UO C K" zu finden, und die Zeilenumformungen von A entsprechend
0.4.7 dienen dazu, eine Basis von U zu konstruieren.

Das duale Problem ist folgendes: Gegeben ein Untervektorraum W C K" und
gesucht eine Matrix A, so daß

W = Lös (A, 0).

Die Zeilen der Matrix A erhä lt man durch ein Erzeugendensystem des Raumes
U C (K")* mit

U = WO , d.h. UO = W .

W sei gegeben durch eine Matrix XE M(n xl ; K) mit Spalten w" . .. , W" so
daß W = span (w" . . . , w,). Dann ist

U = {a E (K")*: a· X = o] ,
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d.h. man hat das Gleichungssystem

'X ·'a =0

zu lösen . Eine Basis des Lösungsraumes liefert die Zeilen von A . Ist

k := dirnW ::: 1 , so ist r := n - k = rang A ,

und es gilt A . X = 0 in M(r x I; K).
Damit hat man ein Rezept für die Berechnung von Gleichungenfür W: Man

nehme ein Erzeugendensystem von W, forme daraus' X und löse das entspre­
chende Gleichungssystem.

Beispiel. Seien WI = "(I , I , I) und W2 = t (0, -I , I) E IRJ
. Eine Gleichung der

davon aufgespannten Ebene Werhält man durch Lösen des Gleichungssystems
mit der Matrix

'X=(~ ~I ~).
Eine Fundamentallösung ist (a I, a2, aJ) = (-2, I, 1), also lautet eine Gleichung
fürW

-2xl +X2 +xJ = O.

Das geht auch mit dem Vektorprodukt aus 5.2, denn WI x W2 = (2, -I, -I).
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Aufgaben zu 6.1
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1. Gegeben sei ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit Basen A und B. Sind A'
und B* die zugehörigen dualen Basen von V*, so gilt für die Tran sformationsmatrizen

r;: = ('r;)-' .
2. Gegeben sei der Untervektorraum

U~ ,~, (0) (-D ·CD) co'

Bestimmen Sie eine Basis von Uo.

3. Zeigen Sie , dass für Vektorräume V, W durch Hom(V, W) -+ Hom(W* , V*) ,
F 1-+ F * , ein Isomorphismus von Vektorräumen gegeben ist.

4. Sei F : V -+ Wein Homomorphismus und U C Wein Untervektorraum. Zeigen
Sie : F *(Uo) = (F -1(U))o.

5. Es seien W1, W2 C V Untervektorräume . Zeigen Sie :
a) (W, + W2)O = Wr n Wf,
b) (W, n W2)o = Wr + Wf .
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6.2 Dualität und Skalarprodukte
In diesem Abschnitt wollen wir zeigen , wie schön und kanonisch die Dualitätstheorie in
euklidischen und unitären Vektorräumen wird.

6.2.1. Zunächst wollen wir den Begriff einer Bilinearforrn aus 5.4 .1 noch leicht
verallgemeinern. Gegeben seien K -Vektorr äume V und W sowie eine Abbildung

b: VxW-+K, (v ,w)t-+b(v,w).

Für feste s v E V und w E W definieren wir

bv : W -+ K, w t-+ b(v, w) , und
bw : V -+ K, V t-+ b(v , w) .

Man nennt b bilinear, wenn b; und bw für alle v E V und w E W linear sind .

Ist das der Fall, so erhält man lineare Abbildungen

b' : V -+ W' , V t-+ b; , und
b": W -+ V', W t-+ bw .

Eine Bilinearforrn b heißt nicht ausgeartet, wenn b' und b" injektiv sind .

Beispiele dafür sind V x V' -+ K , (v , cp) t-+ cp(v) ,

für jeden K -Vektorraum V und seinen Dualraum V' , sowie ein Skalarprodukt

V x V -+ lR, (v , u') t-+ (v , v' ) ,

für jeden lR-Vektorraum V . Das folgt aus Korollar I in 6.1.2 und der Definition
eines Skalarproduktes in 5.4 .6.

Satz. Sind V und Wendlichdimensional, und ist

b : V x W -+ K

eine nicht ausgeartete Bilinearform, so sind die Abbildungen

b": V -+ W' und b": W -+ V'

Isomorphismen.

Beweis. Da b' und b" injektiv sind, ist nach 6.1.2

dimV::: dimW' = dimW und dimW::: dimV ' = dimV.

Also folgt dirnV = dirnW = dirnV' = dirnW' .

6.2.2. Aus dem obigen Satz folgt sofort das

Korollar. In einem euklidischen Vektorraum V ist die Abbildung

IIJ: V -+ V' , V t-+ (v, ) ,

ein Isomorphismus.

o

o
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Man beachte die suggestive Notation : Für e = (u, ) ist «J(v') = (u, v' ). Wegen
der Symmetrie des Skalarproduktes kann man \IJ ebenso gut durch v t-+ ( , v)

erklären.
Im Gegensatz zu den Isomorphismen \IJB : V ---+ V * aus 6.1.2, die von der

Wahl der Basis abhängen, ist der obige Isomorphismus kanonisch, wenn ein Ska­
larprodukt vorgegeben ist.

Im Spezialfall V = IRn hat man die kanoni sche Basis K = (ej , . . . ,en ) und
das kanonische Skalarprodukt ( , ) mit

(e; , ej) = oij .
In diesem Fall stimmt der Isomorphismus

\IJ : IR" ---+ (IR")* , v t-+ (v, ) ,

mit dem Isomorphi smus

\IJK: IRn ---+ (IR")* , e, t-+ e; ,
aus 6.1.2 überein.

6.2.3. In dem Beispiel aus 6.1.3 kann man neben L C 1R2 und L° C (1R2)* auch
die zu L senkrechte Gerade

L 1- = {(a" a2) E 1R2
: a,x, + a2x2 = 0I

L

Bild 6.2

betrachten . Ihr Bild unter dem kanonischen Isomorphismus ist L 0 . Allgemein
hat man die folgende Beziehung zwischen dem in 5.4.8 definierten orthogonalen
Komplement und dem in 6.1.3 definierten Annulato r:

Satz. Sei V ein euklidischer Vektorraum und \IJ : V ---+ V * der kanonische
Isomorphismus. Dann gilt:

I) Für jeden Untervektorraum U C V ist \IJ (U 1-) = tr:
2) Ist S = (v" . .. , vn ) eine Orthonormalbasis von V und S * = (vi, . . . , v;)

die duale Basis entsprechend 6.1.2, so ist \IJ(Vj) = vr
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In einem euklidischen Vektorraum mit Orthonorrnalbasis treten also die in 6.1.2
beschriebenen Schwierigkeiten nicht auf!

Beweis. I) Nach den Dimensionsforrneln in 5.4.9 und 6.1.3 ist

dim U" = dimV - dimU = dimUo,

also genügt es, \{I (U1-) C UO zu beweisen. Das ist aber klar, denn für v E U1­

und u E U ist

\{I(V)(u) = (v, u) = o.
2) folgt aus \{I(Vj)(Vj) = (Vi, Vj) = Öij = vi(Vj) . o

6.2.4. Wie in 5.6.1 versprochen, wird nun eine adjungierte Abbildung erklärt.
Gegeben seien euklidische Vektorräume V und W, sowie eine lineare Abbildung

F: V--+W.

Dazu konstruieren wir eine lineare Abbildung

Fad: W --+ V mit (F(v), w) = (v, pd(W»)

für alle v E V und w E W . Sind <t> und \{I die kanonischen Isomorphismen, so
bedeutet (*), daß das Diagramm

Fad
V-W

<t> J J\{I

V* .2:..-W*

kommutiert, d.h. F ad = <t>-l 0 F* 0 \{I. Das sieht man am einfachsten so: Für
w E W ist

\{I(w) = ( , w) , also F* (\{I(w» = (F( ), w) .

Nach Definition von pd gilt

F* (\{I(w» = <t> (Fad(w») = ( , Fad(w») ,

daraus folgt die Gleichung (*) . Man erhält die adjungierte Abbildung also da­
durch, daß man die duale Abbildung mit Hilfe der kanonischen Isomorphismen
in die ursprünglichen Vektorräume zurückholt. Die Beschreibung durch Matri­
zen ist klar:

Bemerkung. Sind V und W euklidische Vektorräume mit Orthonormalbasen A
und B, so gilt für jede lineare Abbildung F : V --+ W

M~ (Fad) = '(M;i(F»). 0



6 .2 Duali tät und Skalarprodu kte

Aus Satz 6.1.5 folgt sofo rt der
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D

Satz. Ist F : V _ Weine lineare Abbildung zwischen euklidischen Vektom'iu­
men; so gilt

Im pd = (Kcr F )l. UM Kor pd = (Im F )l. .

Insbesondere M t mall im Fall V = W orthogonale Zerlegungen

V "" Kcr F @Impd=Kcrpd@Im F .

Ist überdies F selbstodjungiert;d.h. F = Fad, so gilt:

V= Kcr F @ ImF .

Diese letzte Zerlegung folgt schon aus der orthogonale n Diagonalisierbarkei t von
F (5.6.3).

6.2.5, Was wir bisher für reelle euklidische Vektorräume besc hrieben haben,
kann man mit eine r kleinen Modifikation auf komplexe unitäre Räume übert­
ragen. Ist auf dem C Vektorraum V eine sesquilineare Abbildung

s : V xV _ C

gegeben. so hat man dazu mit der Notation aus 6.2.1 wegen der Linearität im
ersten Argumen t eine Abbildung

s" : V-V· , v _ s{ , v).

Sie ist jedoch im Gege nsatz zum bilineare n Fall nur semilinear. Im Fall eines
Skalarproduktes erhäl t man einen kano nischen Semi-Isomorphismus (d.h. eine
bijektive semi lineare Abbildung)

w: V -V· , v _ ( ,v) .

Ist V ein unitäre r Vektorraum und F E End (V ), so ist die OOjungierte Abbildung

p-1 := w- 1 c F· c W

wieder C-linear, weil dabei zweimal konjugiert wird (durch wund 1Ii- 1) , und
man erhäl t insgesamt den folgenden

Satz. Sei F ein E1Idomorphismus eines unitären Vektorraumt's V . Der dazu 00­
jun gierte Endomorphismus parl hat f olgende Eigenschaften:

I ) (F{v ), w) = (v, pad(w)) fiir alle v,w E V.

2) Im pad = (Ker P)l. und Ker p4 = (Im F )l..

3) Ist Beine Orthanonnalbasisvon V , so gilt MB (Fad) = j MB(F).
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Beweis. 1) folgt wie in 6.2.4 aus der Definition der adjungierten Abbildung.

2) kann man aus Satz 6 .1.5 folgern oder direkt nachrechnen. Wir tun das für die
zweite Gle ichung: W E (Im F ) .L gilt gcna u dann. wenn

0 = (F (v) , w) = (u, Fad(w») für alle 11 E V .

Da ein Skalarp rodukt nicht ausgeanet ist, bedeutet das W E Ker F..J.

Zu 3) setzen wir flir B = ( V h . . . , vn)
•

F (v j ) = L aiju;
; ~ I

.
und F ad (v, ) = L bj;vj ',.,

o
Aus I ) folgt

a,j = (F (Vj ). u;) = (v i' F ad (v ;) ) = b j ; .

6.2.6. In Kapitel 5 hatten wir für folgende Arten von Endomorphismen F uni­
tärer Vektorräume bewiesen , daß es eine Orthononn albasis aus Eigenvektor en
gibt:

I ) Für unitäres F (5.5.5),

2) für selbstadjungienes F (5.6.2).

Wir wolle n nun zeigen, daß dies Spezialfalle eines allgemeineren Ergebnisses
sind. Dafür benötigen wir die zunächst wenig motivierte

Defin ition . Ein Endemorphismus F eines unitären vekrorraumes V heißt
normal, wenn

F o F OIl = F OIl oF .

Entsprechen d heißt eine Matrix A E M (n x n ; C ) normal , wenn A . ',4 = '.4 . A.

Beispi ele, a) Jedes unitäre F ist normal , denn aus

(v, r l (w )) = (F(v) . w ) = (v, F OIl (w» )

folgt F od = F - I und F o F M = idv = F od o F .

b) Jedes selbstadjungierte F ist normal, denn aus

(F(v), w) = (v , F (w)} = (v, F ad(w ))

folgt F = F od,alsoF o F od = F 2 = F OIl o F .

Entscheidend ist der folgende

Sa tz. Ist V unitär und F E End (V ) normal, so gilt

Ker F od = Ker F und Im F od = Im F .
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Insbesondere hat man eine orthogonale Zerlegung V = Ker F Q:)ImF .

Beweis. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, bedeutet v E Ker F

o (F(v), F(v») = (v, p d (F(v») = (v , F (Fad(v»))

(F (pd(V») , v) = (pd(V), pd(V») = O.
Das ist gleichwertig mit v E Ker r».Die zweite Gleichung folgt mit Hilfe von
Satz 6.2.5 . 0

Korollar. Ist F normal, so ist Eig (F; A) = Eig (pd; 5..) für jedes A E C,

Beweis. Für G := F - Aidv ist c» = F ad - Iidv, und aus

Gad
0 G pd 0 F + AIidv - IF _ AFad

F 0 pd + IAidv - AFad - IF = G o Gad

folgt , daß auch G normal ist. Also ist nach obigem Satz

Eig (F ; A) = Ker G = Ker G ad = Eig (Fad ; I) . 0

6.2.7. Nun können wir das abschließende Ergebnis beweisen:

Theorem. Für einen Endomorphismus F eines unitären C-Vektorraumes V
sindjolgende Bedingungen gleichw ertig:

i) Es gibt eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von F .

ii) F ist normal.

Beweis. i) =} ii): Ist S = (VI , ... , vn ) Orthonormalbasis und F(v;) = A;V;, so
ist (Vj' Fad(v;») = (F(vj)' v;) = Aj (Vj' v;) = OijAj. Also folgt F ad(v;) = I;v; und

( ad ) (1) - - adF F (v;) = F\A;V; =A;A;V;=A;A;V;= F (F(v;».

Da F 0 Fad = pd 0 F auf S, folgt diese Gleichung allgemein.

ii) =} i): Wie bei den entsprechenden Bewei sen in Kapitel 5 führen wir Induktion
über n = dirn V. Das charakteristische Polynom zerfallt nach 1.3.9, also ist

PF(t) = ±(t - AI) · . . . · (t - An) mit AI, . . . , An E C.

Sei VI Eigenvektorzu AI und VI := C · VI . Wir definieren

W:={WEV : (W,VI )=O} .

Dann ist V = VI Q:)W, und wegen dirn W = n - I und der Induktionsannahme
genügt es, folgendes zu beweisen:

F(W) c Wund FIW ist normal.
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Die erste Behauptung folgt aus

(F(w), v,) = (w , Fad(v)) = (w,I)v,) = A)(W, v)) = O.

Daß FIW normal ist, folgt aus pd(W) C W, und letzteres gilt wegen

(v) , Fad(w») = (F(vd, w) = (AIV" w) =A)(VJ, w) = O. 0

Für Matrizen folgt das

Korollar. Ein A E M(n x n; C) ist genau dann normal. wenn es ein S E U(n)
gibt, so daß SAS-' eine Diagonalmatrix ist. 0

6.2.8. Nach dem längeren Ausflug in die recht abstrakte Dualitätstheorie wollen
wir wieder zurückkehren in die dreidimensionale Realität und mit all den zur
Verfügung stehenden Werkzeugen eine Formel für den Abstand windschiefer
Geraden herleiten.

Gegeben seien zwei Geraden im IR3 in Parameterdarstellungen

L = v + IRw und C = v' + IRw' ,

wobei 0 i= w , W ' E IR3. Sie heißen parallel, wenn IRw = IRw' und windschief,
wenn sie sich nicht schneiden und nicht parallel sind. Nach Aufgabe 5 ist das
gleichwertig damit, daß

(x := v' - v, w , w') linear unabhängig,

also eine Basis von IR3 sind. Wir definieren den Abstand (vgl. 5.1.1)

d(L, L') := min {d(u , u') = lIu' - ull : u E L, u' E Cl .
Es ist anschaulich plausibel, muß aber bewiesen werden, daß dieses Minimum
tatsächlich angenommen wird. Vom Standpunkt der Analysis ist dazu die Funk­
tion

IR2 ---+ IR, (A, A') 1--+ IIv' + A'W' - v - Awll ,

auf Extrema zu untersuchen. Einfacher ist eine direkte geometrische Methode.

Lemma . Angenommen. u E L und u' E L' sind Punkte, so daß y := u' - u auf
wund w' senkrecht stelzt. Dann ist

d(u, u') = d(L, L').

Das bedeutet, daß ein senkrechter Abstand minimal ist. Die Existenz und Ein­
deutigkeit von solchen Fußpunkten u und u' für ein gemeinsames Lot wird an­
schließend gezeigt.

Beweis. Da v E L und v' E L' beliebig gewählt werden können, genügt es,

d(u, u') :::: d(v, u') (* * *)
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zu zeigen. Wir halten Vi E L' fest und suchen ein ii E L , so daß Vi - ii auf L
senkrecht steht. Man macht dazu den Ansatz

ii = V+ QW und 0 = (Vi - ii, w) = (x, w ) - Q(w, w) .

L

Bild 6.3

Daraus ist Q und somit auch ii eindeutig bestimmt. Nach dem Satz von PYTHA­

GORAS im rechtw inkligen Dreieck mit den Ecken u, Vi und ii folgt

d(ii, Vi) ::: d(v, Vi) . (*)

Für die nächste Abschätzung definieren wir s := Vi - ii - y . Es gilt

(s, y ) = (u' - u' + u - ii , y ) = (v' - u' , y) + (u - ii , y) = 0 ,

denn y steht auf L und L ' senkrecht. Also steht sauf y senkrecht, und wir kön­
nen im rechtwinkligen Dreieck mit den Ecken ii, v' und ii + y wieder den Satz
von PYTHAGORAS anwenden, was

d(u, u') = lIyll ::: d(ii , u')

ergibt. Aus (*) und (**) folgt (* * *) .

Es bleibt also die Aufgabe, die Fußpunkte zu bestimmen. Wir leiten dafür zu­
nächst notwendige Bedingungen her.

Das orthogonale Komplement von JRw + JRw' wird aufgespannt vom Vektor­
produkt w x w' (vgl. 5.2). Also sind X ).,, ', ß E JR gesucht mit ß =1= 0 und

u = V +)."w , u' = v' + ).,,'w' , y = u' - u = ß(w X w') .

Das bedeutet
)." ).,, '

w X w' = ax + p.,w + p.,'w', wobei a = ß' p., = -ß' u' = ß' (*)

Um a, u. p., ' aus dieser impliziten Formel zu extrahieren, verwenden wir, daß
, I

wxw, wxx , xxw
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wieder eine Basis von IR3 ist (Aufg abe 3 zu 5.2). Daher ist

( , w X w' ) , (, w' x x) , ( , x x w)

eine Basis von (IR3)*. Wenden wir sie nacheinander auf Gleichung (*) an, so
folgt nach den Beziehungen zwischen Vektorprodukt und Skalarprodukt (5.2.2) ,
daß

IIw x w'II 2 (w X w' , w' x x ) (w X w' , x x w )
a= , J.l= J.l'=------

(x, w X w') (w, w' x x) (w ' ,x x w )

sein muß . Aus 5.2 .2 folgt weiter, daß die drei Nenner gleich sind .
Definieren wir nun umgekehrt a, u, J.l' durch die oben berechneten Aus­

drücke, und setzen wir

z := w x w' - ax - J.lW - J.l'W' ,

so folgt Z = 0 aus

(z , w x w') = (z, w' x x) = (z, x x w ) = 0 ,

da diese drei Linearformen eine Basis von (IR3
)' bilden. Indem man aus a, u, u '

noch ß,A, A' ausrechnet, erhält man folgendes Ergebnis.

Satz. Für zwei windschiefe Geraden

L = v + IRw und L' = v' + IRw'

im IR3 seien u := v + AW und u' := v' + A'W' mit
._ (w x w' , (v' - v) X w') , ._ (w X w', (v ' - v) x w )

A.- , A.- .
IIw X w'II 2 IIw X w'II 2

. , , I(w X w', v' - v)1
Dann ist dtl. , L) = d(u , u) = . 0

IIw x w'll

Für die Anwendung dieser Formel ist es vorteilhaft, die Vektoren wund w' zu
normieren.

Aufgaben zu 6.2

1. Seien V , W euklidische Vektorräume, F : V -+ W linear und U C Wein Untervek­
torraum. Dann gilt: pd(Ul.) = (F-I (U»l. .

2, Ist V ein euklidischer Vektorraum und F: V -+ V selbstadjungiert, so gilt
F(Ul.) = (F-I(U»l. für alle Untervektorräume U C V . Gilt die Umkehrung auch?

3. Zeigen Sie, dass für einen unitären Vektorraum V durch End(V) -+ End(V),
F f--+ p dein Semi-Isomorphismus gegeben ist.

4. Sei A E M(n x n; <C) antihermitesch, das heißt -A = tA".Zeigen Sie, dass Anormal
ist und alle Eigenwerte von A in iIR liegen.
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5. Seien L = v + IRw und L' = Vi + IR w' zwe i Geraden im IR" und x := Vi - v. Zeigen
Sie:

L und L' sind wind schief {} x , w und w' sind linear unabhängig.

6. Gegeben seien zwei windschiefe Gera den L = v + IRw und I: = v' + IRw' im IR" .
Wir wollen zwei Methoden angeben, um den Abstand

d( L , L' ) = min{d (u , u' ) = lI u' - u ll: u E L , u' E L' }

zu berechnen. Zur Vereinfachung nehm en wir 11 w 11 = 11 u/'] = I an und definieren

15 : IR2 --+ IR , (A, A') f-> 11 v' + A'w' - v - Aw 1l 2.

a) Untersuchen Sie die Funkt ion 15 mit Hilfe der Differenti alrechnung auf Extrema und
bestimmen damit den Abstand d (L , L' ).

b) Es gilt l5(A, A') = A2 + GU ' + A'2 + b): + es' + d. Setzen Sie J.l := A + ~A' und

u' = ~A' und zeigen Sie, dass man auf diese Weise 15 durch quadratische
Ergänzung schreiben kann als I5 (A, J,! ) = (J.l - e) 2 + (J.l ' - f) 2 + g. Dann ist
g = d (L, C) .
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6*3 Tensorprodukte
". .. what is the use ofa book
without pictures or conversa­
tion? "
aus Alice in Wonder/and

Der Begriff eines "Tensors" wird in der theoretischen Physik seit langer Zeit benutzt ; es
hat etwas gedauert, bis es den Mathematikern gelungen ist, dafür einen befriedigenden
formalen Rahmen zu zimmern . Er ist sehr präzise , aber höchst abstrakt und daher nicht
allgemein beliebt.

Vom naiven Standpunkt startet man mit "skalaren" Größen a: das sind die Elemen­
te des Grundkörpers . Folgen davon, also (al , a2, . .. ) sind "Vektoren" , sie haben einen
einzigen Index. Folgen von Vektoren sind gegeben durch aij, dazu benötigt man zwei
Indizes, und diese Objekte heißen "Tensoren" . Das wirft die Frage auf, warum man statt
Tensor nicht einfach Matrix sagt. Dabei muß man bedenken, daß Matrizen Hilfsmittel
sind, mit denen man verschiedenartige abstrakte Vorgänge beschreiben kann. Etwa eine
quadratische Matrix kann sowohl einen Endomorphismus (2.4.4) als auch eine Bilinear­
form (5.4.2) beschreiben. Daher ist etwas Vorbereitung nötig, bis man sagen kann, was
die charakteristischen Eigenschaften eines Tensors sind.

6.3.1. Der Begriff der Bilinearform aus 5.4. I und 6.2. I muß noch einmal verall­
gemeinert werden . Sind V, Wund U Vektorräume über demselben Körper K,
so heißt eine Abbildung

~ : VxW---+U

bilinear, wenn für jeweils festes v E V und W E W die Abbildungen

~v : W ---+ U, W t-+ ~(v , w) , und
~w : V ---+ U , V t-+ ~(v , w),

linear sind. Es ist leicht zu sehen, daß die Menge

Bil (V , W ; U) := {~ : V x W ---+ U : ~ ist bilinear}

wieder ein K -Vektorraum ist.

Beispiele. a) Seien V = W = K[t]d bzw. U = K[t]2d die Vektorräume der
Polynome vom Grad x d bzw. ::: 2d mit Basen

I, t , . . . .t" bzw. I , t , . . . , t 2d und

~: K[t]d x K[t]d ---+ K[t]2d, (P, Q) t-+ p . Q ,

die Multiplikationsabbildung, wobei das Produkt P . Q nach der in 1.3.6 angege­
benen Formel erklärt ist. Daran sieht man sofort , daß ~ bilinear ist. Insbesondere
ist i«. t j

) = t i +j
, also liegt die Basis von K[thJ im Bild Im~ C K[thJ. Dies
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ist jedoch im allgemeinen kein Untervektorraum. Sei etwa d = 1:

für K = iQ ist t 2
- 2 !f. Im~ , obwohl t 2

, -2 E Im s ,

für K = IR ist r? + 1!f. Im s , obwohl t 2
, 1 E Im s ,

denn diese quadratischen Polynome sind nicht Produkt von linearen Polynomen,
weil v2 !f. iQ und i !f. IR.

b) Seien nun V = W = K[t] bzw. U = K[tl , t2] die unendlich dimensionalen
Vektorräume der Polynome in einer Veränderlichen t bzw. in zwei Veränderli­
chen tl> t: mit Basen

(ti)iEN von K[t] bzw. (t; . t1) von K[t], t2) '
(i .j)ENx N

Auch hier hat man eine Multiplikation

~ : K[t] x K[t] -+ K[tl' t2] , (P(t), Q(t» ~ P(tl) . Q(t2) .

Das bedeutet, man ersetzt vor der Multiplikation die Variable tin P durch tl und
in Q durch tz- Mit etwas Rechnung (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3) sieht man, daß ~

wieder bilinear ist. Auch hier liegt die Basis von U im Bild von ~, denn es ist

~(ti , t j) = t~ . t{,

aber Im ~ c U ist kein Untervektorraum. Man überlege sich, daß etwa das Poly­
nom tst: + 1 für keinen Körper K in Im~ liegt.

6.3.2. In 2.4.1 hatten wir gesehen , daß eine lineare Abbildung durch die Bil­
der einer Basis eindeutig bestimmt ist. Für bilineare Abbildungen kann man das
geeignet modifizieren . Man beachte dazu folgendes : Sind (V;}iEI und (Wj)j EJ
Basen von V und W, so hat man eine durch die disjunkte Vereinigung von I und
J indizierte Basis

«Vi ,O»)iEI' «0,Wj»)jEJ
von V x W (vgl. Aufgabe 5 zu 1.5). Dagegen ist die durch I x J indizierte
Familie

(Vi, Wj)

im allgemeinen weder ein Erzeugendensystem noch linear unabhängig in
V x W.

Grundlegend ist die folgende einfache

Bemerkung. Seien V bzw. W Vektorräume über K mit Basen (Vi)iEI bzw.
(Wj)j EJ . Ist U ein weiterer K-Vektorraum, so gibt es zu einer beliebig vorge­
gebenen Familie (uij)(i.j)ElxJ in U genau eine bilineare Abbildung

~ : VxW-+U mit ~(Vi ,Wj)=Uij jüralle(i , j)EIxJ .
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Vorsicht! Die Vektoren (Vi, 0) und (0, W j) der Basis von V x W werden durch
jede bilineare Abbildung auf Null abgebildet.

Beweis. Um ohne großen zusätzlichen Aufwand an Indizes auch unendliche Ba­
sen mit behandeln zu können , vereinbaren wir zunächst eine vereinfachte
Schreibweise. Jeder Vektor V E V ist endliche Linearkombination der Vi. Das
bedeutet, es gibt ein m E N, i I, . . . .t; E I und )", . . . , Am E K , so daß

m

V = L AkVi, .
k=1

Dafür schreiben wir einfacher

wobei L ' andeuten soll, daß nur endlich viele der formal aufgeschriebenen
Summanden i= 0 sind. Das kann man etwa dadurch erreichen , daß man bis auf
endlich viele Ausnahmen alle Ai = 0 setzt. Ist I endlich , so ist die eingeschränk­
te Summe L ' gleich der vollen Summe L ' Wer nur an diesem Fall interes siert
ist, kann den Unterschied ignorieren.

Zur Definition von ~ betrachten wir ein beliebiges Paar (v, w) E V x W . Es
sei v = L ' AiVi und W = L ' /-LjW j . Angenommen, es gibt ein bilineares ~ wie
gesucht. Dann muß

~(v , w) = ~ (L\ Vi' L '/-L j Wj) =~'Ai/-Lj~(Vi ' Wj) = ~\/-LjU;j
I J J. } ' .j

sein. Da die Ai und /-L j durch (v, w) eindeutig bestimmt sind, gibt es höchstens
eine solche Abbildung.

Umgekehrt ist zu zeigen, daß durch

~(v , w) := L\/-LjUij
i, j

tatsächlich eine bilineare Abbildung erklärt ist. Dazu halten wir W fest. Dann ist

~w : V -+ U , v = L 'A;Vi t-+ L 'Ai/-L jUij,
i.j

offensichtlich linear, mit

~w(Vi) = L '/-L jUij .
j

Analog können wir v festhalten und W variabel lassen. o
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6.3.3. Der vektorraum U und die Vektoren U jj waren in obiger Bemerkung ganz
beliebig gewählt gewesen. Nun wollen wir zeigen. daß unter alt den möglichen
Wahlen eine besonders ausgezeichnet ist. nämlich ein ve ktorraum U . in dem die
U,j eine Basis sind.

Theorem, Seien V und IV vet aorroume uber K. Dann gibt es einen K -Vektor­
raum V 0" IV unammen mit einer hili neuren Abbildung

,,: V x W _ V0" W.

die folgende universelle Eigensclraft haben : Zu jedem K ·Vektorm llm U zusam ­
men mit einer bilinearen Ahbildung

.t: V x W _U

gibt es gell(/II eine lineare Abbildung

~G ; V 0 "W _ U

mit ~ = ~G 0 " . Das kannman durch ein kommutatives Diagramm illustrieren:

V. W

"I ~
V 0" W- U<&

Weiler gilt: Falbdi mV. dimW < 00, so ist

dim(V 0 " W) = (dimV) · (dimW) .

Falls klar ist, welches K Grundkörper ist, schreibt man nur 0 statt 0 K.

Man nennt V 0" W das Tensorpmdukt von V und W über K . Die Elemente von
V 0 1: W heißen Tensoren.

Be....eis. Wir wählen Basen ( V. )i ~ 1 von V und ( l/!j) j ~ J von W (vgl. 1.5.3) und
definieren V 0 W als den vektorraum der endlichen Linearkombinationen von
formalen Ausdrücken der Form Vi 0 I/I j . Präziser ausgedruckt betrachten wir den
x -vektorraum

Abb(l x J ,K) = {r : IxJ _ K I

(vgl. \.4. 1, Beispiel e) und seinen Untervektorraum

V 0W := {r : I x J _K ; r (i. j ) ,,!- Oftlr nur endlich viele (i, j ) E/ xJ I .

Dann ist V,®Wj E V0 W die Abbildung. deren Wert an der einzigen Stelle (i, j)
gleich I und sonst 0 ist. Offenbar ist ( VI 0 I/I j) (i .j )€h J eine Basis von V 0 W ,
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denn für r E V 0 W gilt

6 Dualität und Tensorprodukte*

, = L ,U, j)(Vi 0 Wj) ,
t.t

wobei nur endlich viele Summanden i= 0 sind. Also haben wir ein Erzeugenden­
system. Ist

,:= Laij(vi 0 Wj) = 0,
i . ]

so gilt ,U, j) = a ij = 0, weil die Nullabbildung überall den Wert Null hat. Zur
Definition von rJ benutzen wir die Bemerkung 6.3.2: Es genügt,

rJ(Vi , Wj) := Vi 0 Wj

zu setzen. Sind beliebige Vektoren

V = L 'AiVi E V und W = L '{( jW j E W
i j

gegeben, so ist wegen der Bilinearität von rJ

v 0 W := rJ(v, w) = rJ (L\Vi' L '{( jWj) = l:\{(j(Vi 0 Wj) '
, J I ,J

Nun zur universellen Eigenschaft: Ist ~ : V x W --+ U gegeben, so betrachten
wir die Vektoren uij := ~(Vi, Wj) E U. Wegen der Bedingung ~ = ~0 0 rJ muß

~0(Vi 0 Wj) = Uij

sein. Nach 2.4.1 gibt es genau eine lineare Abbildung ~0 : V 0 W --+ U mit
dieser Eigenschaft. Weiter ist nach 2.4.1

~0 (l:'aij(Vi 0 Wj») = l:'aiju ij.
I, J I. )

Also ist ~0(V 0 w) = ~(v , w) für alle (v, w) E V x W, und die universelle
Eigenschaft ist bewiesen.

Der Zusatz über die Dimensionen ist klar, denn besteht I aus mund J aus n
Elementen, so besteht I x J aus m . n Elementen. 0

Aus der Bilinearität von rJ folgen sofort grundlegende

Rechenregeln für Tensoren . Ist n : V x W --+ V 0 W und v 0 W := rJ(v, w),
so gilt für v , v' E V, w, W' E Wund A E K :

a) v 0 W + v'0 W = (v + v') 0 w, v 0 W + v 0 w' = v 0 (w + w') ,
b) (A . v) 0 W = v 0 (A . w) = A . (v 0 w) . 0
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Man beachte, daß im Gegensatz zu a) eine beliebige Summe v 0 W + v' 0 w' im
allgemeinen nicht zu einem Produkt zusammengezogen werden kann . Die Regel

AV 0K W = V 0K AW

für A E K kann man so lesen, daß der Index K unter dem Tensorzeichen 0 an­
gibt , welche Faktoren zwischen den beiden Seiten ausgetauscht werden dürfen .

6.3.4. Wie schon gesagt. das Tensorprodukt ist ein sehr abstrakter Begriff, der
bei der ersten Lektüre schwindelerregend sein kann . Dem soll durch einige kon­
krete Beispiele entgegengewirkt werden. Der geometrische Hintergrund des ei­
genartigen Wechsels von bilinear zu linear wird in Aufgabe 3 beleuchtet.

Beispiele. a) Wie in 6.3.1 betrachten wir die Multiplikation von Polynomen

~: K[t] x K[t] -+ K[tl. t2] '

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine lineare Ab­
bildung

~0 : K[t]0K K[t] -+ K[tl . t2]. t ' 0 t
j ~ t: . t{ .

Da die Monome t:t{ eine Basis des K-Vektorraumes K[tt . t2] bilden, ist ~0 ein
Isomorphismus. Man kann also die Identifikationen

K[t] 0K K[t] = K[tl. t2]. t 0 I = t, und 10 t = t2

vornehmen, was eine neue Methode ergibt , den Polynomring von zwei Verän­
derlichen aus dem einer Veränderlichen zu konstruieren. Indem man die Grade
passend abschneidet, kann man daraus auch endlichdimensionale Beispiele er­
halten .

b) Sei Wein beliebiger IR-Vektorraum und V = C als IR-Vektorraum. Wir be­
trachten die universelle bilineare Abbildung

iC x W -+ iC0 RW. (A, w) ~ A 0 w .

Ist (Wj)jEJ eine Basis von W. so erhalten wir zusammen mit der Basis I. i von
C die Basis

(10 Wj) jEJ U (i 0 Wj)jEJ von c 0 RW .

Also hat jedes w· E C 0 RWeine eindeutige Darstellung

w· = L 'a j(1O Wj) + L 'ßj(i 0 Wj) = L '(aj + ß ji) 0 Wj = L\ 0 Wj
j j j j

mit a j . ßj E IR und Aj E C. In dem IR-Vektorraum C 0 R W können wir eine
Multiplikation mit komplexen Zahlen definieren durch

c x (iC0RW) -+ iC0R W . (A.~'Aj 0Wj) ~ ~'A 'Aj 0wj .
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(0')

Ohne jede Schwierigkeit prüft man die Axiome aus 1.4.1 nach: C 0 R W wird
so zu einem komplexen Vektorraum mit Basis (l 0 W j) JEJ über C. Man nennt
C 0 R W die Komplexijizierung von W.

Die Einschränkung von C x W ~ e 0 R W auf 1 x Wergibt eine IR-lineare
Abbildung

w~e0RW , w1-+10w .

Sie ist injektiv, also ist ihr Bild 1 0 W isomorph zu W, d.h. W kann als reeller
Untervektorraum von C 0 R W aufgefaßt werden .

Im Spezialfall W = IR" kann man das viel einfacher beschreiben: IR" hat die
Basis

ej = (0, . . . , 0, 1,0, .. . , 0) E IR" , j = I, .. . . n .

Da die 1 an der Stelle j auch eine komplexe Zahl ist, kann man e j ebenso als
Element des C" ansehen . Präziser kann man dafür 1 0 e j E C" schreiben. Dann
ist die Abbildung

"".., ""'n11,," ~ «-n , "", "'" (' , ),,",'O'~"" ""' L...J"-j 'O'ej 1-+ "-I , . • • ' ''-li ,

j=1

ein Isomorphismus von e-Vektorräumen , und IR" ist in kanonischer Weise ein
reeller Untervektorraum des C". Das hatten wir z.B. in 5.5.6 benutzt.

6.3.5. Die Beziehung des Tensorproduktes zu einem vertrauten Produkt sieht
man schön am Polynomring (Beispiel a) in 6.3.3). Weitere Beispiele für solche
Beziehungen erhält man mit Hilfe der Dualräume.

Sind V und W Vektorräume mit Dualräumen V* und W*, so betrachten wir
folgende Konstruktionen:

a) Für zwei Linearforrnen cp E V* und 1/1 E W* ist das Produkt

cp . 1/1: V x W ~ K, (v, w) 1-+ cp(v) . 1/I(w) ,

eine Bilinearforrn, die zugehörige Abbildung

(cp · 1/1 )0: V 0 W ~ K , v 181 W 1-+ cp(v) . 1/I(W) ,

ist linear, also ist (cp ·1/1)0 E (V 181 W)* . Die so entstandene Abbildung

V* x W* ~ (V 0 W)* , (cp, 1/1) 1-+ (cp · 1/1 )0 ,

ist wiederum bilinear, d.h. sie wird zu einer linearen Abbildung

V* 0 W* ~ (V 0 W)*, cp 01/1 1-+ (cp · 1/1 )0'

Daß cp 0 1/1 eine Linearforrn auf V 0 Werklärt, kann man auch so sehen:

(cp 01/1)(v 0 w) := cp(v) . 1/I(W) ,
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wobei rechts das gewöhnl iche Prod ukt in K steht.

b) Die durch Multiplikat ion mit Skalaren in W erhal tene Abbildung

V·x W ..... Hom (V,W) , (lf',w) lf'( ) ·w , wobei
lf'( ) ·w : V ..... W , v lf'(v)·w ,

ist bilinear, dazu gehört die lineare Abbildung

V· ® W ..... Hom (V,W) , lf'®w ..... lf'( ) ·w.

Das kan n man wieder kl1rzer ausdrü cken durch

(lf'®w)(v) := ip(v) ·w.
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(ß)

o

Diese Spielere ien gipfel n in dem

Satz. Sind V und W endlich-dimensionale Vektom'iume, so sind die beiden
oben erWrten kanonischen Abbildungen

e : V· ®W· ..... (V® Wr wut ß: V· ®W ..... Hom (V,W )

Isomo rphismen.

Beweis. wirbenutzen Basen ( V I> ' " , v",) von V und (WI," " wn) von W , sow ie
die zugehörigen dualen Basen (vi, . . . ,v;') von V · und (wj, . . . ,w;) von w·
(vgl. 6. 1.2). Daraus erh ält man Basen

(vi@wj)iJ von V' @W' und ((v;@Wj)");,j von (V@ W) ' ,

und es genügt a (v; ® w;l = (v; ® Wj)' zu zeigen. Das folgt abe r aus

a (v; ® w;)(VI< ® UIl) = v;'(VI<)W;(WI) = 0;1<0,1 = (Vi ® W;)"(VI< ® UIl) .

Um zu zeigen. daß ß ein Isomorphismus ist, benutzen wir die Basen

(vj ® wi)iJ von V· e W und {F/};J von Horn (\I;W )

mit F/ (vl< ) = 8;i;wj wie in 2.4 .2. Aus

ß(v; ® Wj)(v l<) = V;(Vi;)Wj = O;i;Wj

folgt , daß ßdiese Basen aufeinan der abbilde t.

6.3.6. Nun kommen wir zurück aufdie eingangs gestellte Frage nach den Bezie­
hungen von Tensoren zu Matrizen. Es werde A als lineare Abbi ldung aufgefaßt ;
dann ist

A E Hom (K"' , K") ss (K"' )" e K" .

Wirkt A als Bijmeartorm, so ist

A E Bil(K "' , K"; K ) ss Horn (K"' ®K", K ) = (K"' ®K n ) . e (K"') ·®(K n ) . ,

wobei all die Isomorphismen kanonisch sind (vgl. Aufgabe 13). Allge mein ist
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- eine lineare Abbildung von V nach Wein Tensor aus V * 181 W ,

- eine Bilinearforrn auf V x Wein Tensor aus V* 181 WO .

6.3.7. In einem Tensorprodukt V 181 V sind zwei Tensoren v 181 v' und v' 181 v
im allgemeinen verschieden (vgl. etwa die Beispiele in 6.3.1). Man kann das
Tensorprodukt so modifizieren, daß der Unterschied zwischen v 181 v' und v' 181 v
genau kontrollierbar wird . Dazu die

Definition. Sind V und W Vektorräume über K, so heißt eine bilineare Abbil­
dung

~:VxV--+W

symmetrisch, wenn ~(v, v' ) = ~(V' , v) für alle v , v' E V und

alternierend, wenn ~(v , v) = 0 für alle v E V .

Bemerkung. Ist ~ alternierend, so gilt

~(V' . v) = -~(v, u') für alle u, v' E V ,

und im Fall char(K) i= 2 gilt auch die Umkehrung.

Beweis. ~(v + v' , v + v') = ~(v , v) + ~(V' , v') + ~(v, v') + ~(V' . v) . 0

Ob eine bilineare Abbildung ~ symmetrisch oder alternierend ist, kann man mit
Hilfe der linearen Abbildung ~0 entscheiden. Dazu betrachten wir die Untervek­
torräume

S(V) := span (v 181 v' - v' 181 V) U,U'EV C V 181 V

und

A(V) := span (v 181 V) UEV C V 181 V .

Lemma. Für jedes bilineare ~: V x V --+ W gilt

~ symmetrisch {} S(V) C Ker~0'

~ altern ierend {} A(V) C Ker~0 '

Beweis. Das folgt sofort aus

~(v. v') - ~(V' . v) = ~0(V 181 v') - ~0(V' 181 v) = ~0(V 181 v' - v' 181 v).

~(v . v) = ~0(V 181 v). 0

6.3.8. Analog zum Tensorprodukt beweisen wir nun die Existenz eines äußeren
Produktes.
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Theorem. Für jeden K -Vektorraum V mit dirn V 2: 2 gibt es einen K -Vektor­
raum V 1\ V zusammen mit einer alternierenden Abbildung

1\ : VxV-+VI\V,

die folgende universelle Eigenschaft haben : zu jedem K -Vektorraum W zusam­
men mit einer alternierenden Abbildung ~ : V x V -+ W gibt es genau eine
lineare Abbildung ~A derart, daß das Diagramm

VxV

kommutiert. Ist (VI, '" , vn ) eine Basis von V , so ist durch Vi 1\ Vj := I\(Vi , Vj)
mit I ::: i < j ::: n eine Basis von V 1\ V gegeben. Insbesondere ist

. (n) n(n-l)
dimf V 1\ V) = 2 = 2 .

Beweis . Wir erklären das äußere Produkt als Quotientenvektorraum des Tensor­
produktes:

V 1\ V := (V 0 V)/A(V),

wobei A(V) der in 6.3.7 erklärte Untervektorraum ist. Bezeichnet

Q: V0V-+VI\V

die kanonische Abbildung, so erklären wir 1\ := Q 0 TJ . Für V, v' E V ist also

V 1\ v' := I\(v, v') = Q(TJ(v, u') = Q(v 0 v') .

Die Abbildung 1\ ist bilinear und nach dem Lemma aus 6.3.7 auch alternierend.
Zum Beweis der universellen Eigenschaft betrachten wir das folgende Dia­

gramm :

vxv~

V0V~ W

Yc
VI\V/~A

ZU ~ gibt es nach 6.3.3 ein eindeutiges lineares ~0 und nach der universellen
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Eigenschaft des Quotienten (2.2.7) wegen Lemma 6.3.7 ein eindeutiges lineares
~I\. Aus der Kommutativität des Diagramms (*) folgt

~I\(v /\ v') = ~(v, v').

Es bleibt die Behauptung über die Basis von V /\ V zu zeigen, das ist die einzige
Schwierigkeit. Da V l8l V von Tensoren der Form Vi l8l Vj erzeugt wird, erzeugen
die Produkte Vi /\ Vj den Raum V /\ V. Wegen Vi /\ Vi = 0 und Vj /\ Vi = - Vi /\ Vj

sind schon die (;) Produkte

Vi /\ Vj mit i < j

ein Erzeugendensystem, und es genügt, die lineare Unabhängigkeit zu beweisen.
Dazu betrachten wir den Vektorraum W = K N mit N = (;), und wir be­

zeichnen die kanonische Basis von K N mit

(eijh~i<j~n .

Eine alternierende Abbildung ~: V x V ~ K N konstruieren wir wie folgt: sind

V = LAiVi und v' = LJ-LiVi

in V gegeben, so betrachten wir die Matrix

A = ( :~ :: )
und bezeichnen mit aij := Ai J-L j - Aj J-Li den entsprechenden 2-Minor von A.
Dann ist durch

~(V, v') := L aijeij
i<j

eine sehr gute alternierende Abbildung gegeben: wegen der universellen Eigen­
schaft muß

~1\(Vi /\ Vj) = ~(Vi, Vj) = eij

sein, und aus der linearen Unabhängigkeit der eij in K N folgt die Behauptung.
Die so erhaltene Abbildung

~I\: V /\ V ~ K N

ist ein Isomorphismus. Er liefert eine etwas konkretere Beschreibung des äußeren
Produktes. 0

Die Tatsache, daß die Abbildung /\ alternierend ist, kann man auch ausdrücken
in den folgenden

Rechenregeln für das äußere Produkt. Für v, v', W, W ' E V und A E K gilt:
a) (v + v') /\ W = V /\ W + v' /\ W , V /\ (w + w' ) = V /\ W + V /\ w' ,
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b) (AV) /\ W = V /\ (AW) = A(V /\ w) ,
c) V /\ V = 0 und v' /\ v = -v /\ v'. 0

Vorsicht! Ein Produkt V /\ W mit V =1= W macht keinen Sinn! Daher nennt man
das äußere Produkt manchmal auch äußerePotenz.

6.3.9. Da äußere Produkte in verschiedenartigen Verkleidungen auftreten kön­
nen , wollen wir den Leser mit einigen kanonischen Isomorphismen wappnen.
Zur Abkürzung verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

Bil (V ; W) := {~ : V x V --+ W : ~ bilinear} und

Alt2(V ; W) := {~E BiI(V, V; W) : ~ alternierend} .

Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes ergibt den kanonischen Isomor­
phismus

Bil (V ; K) --+ (V 0 V)* , ~ t-+ ~0 '

(Aufgabe 2). Aus der Quotientenabbildung

V 0 V --+ V /\ V = (V 0 V) /A(V)

erhalten wir den Isomorphismus

7T : {1fr E (V 0 V)* : 1frIA(V) = O} --+ (V /\ V)* , 1fr t-+ (fr,
(Aufgabe 9 zu 2.2) . Nach Lemma 6.3.7 ist die Abbildung

Alt2(V ; K) --+ (V /\ V)*, ~ t-+ ~0 '

wohldefiniert und ein Isomorphismus. Wenn wir (V /\ V)* mit Hilfe von 7T als
Untervektorraum von (V 0 V)* ansehen, ergibt sich das kommutative Diagramm
von Inklusionen und Isomorphismen

Alt2 (V ; K) c Bil (V ; K)

-} -}

(V /\ V)* C (V 0 V)* .

Um eine Beziehung zwischen (V /\ V)* und V * /\ V* zu erhalten, betrachten wir
die Abbildung

o : V* x V* --+ Alt2 (V ; K) , (ip, 1fr) t-+ a(ip, 1fr) ,

mit

(
ip(v) ip(W»)a(ip , 1fr)(v, w) := det .
1fr(v) 1fr(w)

Aus den Eigenschaften der Determinante folgt , daß a(ip, 1fr) alternierend ist. Al­
so gehört dazu die lineare Abbildung

a ,, : V* /\ V* --+ Alr' (V; K) .
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Wir zeigen, daß sie für endlichdimensionales V ein Isomorphismus ist. Dazu
wählen wir eine Basis (VI> ' " ,vn ) von V und die duale Basis (vT, . . . , v; ) von
V*. Dann ist durch

vt /\ vj , 1.:::: i < j .:::: n ,

eine Basis von V* /\ V* gegeben. Dach Definition von a ist

( * *)( ) {I für (i, j) = (k, I) ,a; Vi /\ u. Vb VI =
] 0 sonst.

Für ein beliebiges ~ E Alr' (V ; K) können wir daher ein eindeutiges Urbild
unter a; finden, nämlich

I'>ij(vt /\ vj) mit aij := ~(Vj , Vj) .

i< j

Also ist a ; bijektiv. Insgesamt haben wir damit den

Satz. Für einen endlichdimensionalen Vektorraum V gibt es kanonische Isomor­
phismen

V* /\ V* -+ Alt 2 (V ; K) -+ (V /\ V)* .

Aufgaben zu 6.3

o

1. Es sei V ein Vektorraum über einen Körper Kund L :::> Kein Erweiterungskörper
von L, d.h. L ist ein Körper und Kein Unterring von L (vgl. 1.3.2).

a) Zeigen Sie, dass L eine Struktur als K-Vektorraum trägt.

b) Für Elemente LAi 121 Vj E L ®K V und A E L definieren wir eine skalare Multipli­
kation durch

A. (I: Ai 121 Vi) := I: AAj 121 Vi .

Zeigen Sie, dass L ®K V mit der üblichen Addition und dieser skalaren Multiplika­
tion zu einem L-Vektorraum wird.

c) Ist die Familie (V;)jEl eine Basis von V über K, so ist die Familie (I 121 tÜiEl eine
Basis von L ®K V über L. Insbesondere gilt dimK V = dirndL ®K V).

d) Durch die Abbildung

<p : V-+K®KV , vt-+I®v,

ist ein Isomorphismus von K -Vektorräumen gegeben.

2. Es seien U, V, W Vektorräume über demselben Körper K .
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a) Zeigen Sie, dass die Menge Bil (V, W ; U) mit der Addition von Abbildungen und der
üblichen Multiplikation mit Skalaren ein K -Vektorraum ist und dass die kanonische
Abbildung

Bil(V , W ; U) -+ Hom(V<8I W, U) ,

~ 1-+ ~0'

ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhält man für V = Wund U = K
einen Isomorphismus

Bil(V; K) -+ (V <81 V)* , ~ 1-+ ~0 '

b) Zeigen Sie analog, dass die Menge AIr (V; W) mit der Addition von Abbildungen
und der üblichen Multiplikation von Skalaren ein K -Vektorraum ist, und dass die
kanonische Abbildung

Alt2(V; W) -+ Hom(V A V, W) ,

~ 1-+ ~A '

ein Vektorraumisomorphismus ist. Für W = K erhält man einen Isomorphismus

AIt2(V ; K) -+ V* A V* , ~ 1-+ ~A'

3. In dieser Aufgabe betrachten wir die kanonische Abbildung

1/: VxW-+V<8IW , (v ,w)l-+v<8lw,

noch etwas genauer.

a) Zeigen Sie, dass Q := I/(V x W) c V <81 Wein Kegel ist, d.h. für U E Q und A E K
ist AU E Q.

b)" Für V = Km und W = K" gebe man Gleichungen für Q in Km <81 K" = Km." an.
(Hinweis : Beschreiben Sie 1/durch Zij := XiYj .)

c) Wann ist 1/injektiv/surjektivlbijektiv?

4. Es seien V und W Vektorräume über einen Körper Kund (lj)iEI bzw. (Wj)jEJ Fami­
lien linear unabhängiger Vektoren in V bzw. W .

a) Die Familie

(Vi <81 Wj)U ,j)ElxJ

ist linear unabhängig in V <8IK W.

b) Für Vektoren V E V und W E W gilt:

v<8lw =O~ v =Ooderw =0 .

5. Für K-Vektorräume V, V', W, W' sowie Homomorphismen F : V -+ Vi und
G : W -+ W' definieren wir das Tensorprodukt von Fund G durch

(F<8I G): V <81 W -+ v' <81 W',
v <81 W 1-+ F(v) <81 G(w) .
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Zeigen Sie, dass hierdurch ein Vektorraum-Isomorphismus

HomdV, V') @ HomdW, W') -+ HomdV @ W, V' e W')
definiert wird.

6, Für Vektoren VI, V2 E V gilt:

VI, V2 sind linear abhängig {} VI /\ V2 = 0 in V /\ V .

7. Sei A ein K -Vektorraum. A heißt K -Algebra, falls es zusätzlich eine Multiplikations­
abbildung

u : A x A -+ A , (a, a'l f-+ uia, a'l = : a . a' ,

mit folgenden Eigenschaften gibt :

I) J..l. ist K -bilinear.

2) A zusammen mit der Vektorraumaddition und der Multiplikation J..l. ist ein Ring .

a) Zeigen Sie , dass die folgenden K -Vektorräume auch K -Algebren sind:

i) der IR.-Vektorraum C ,

ii) der K -Vektorraum M(n x n; K) bzgl. der Matrizenmultiplikation,

iii) der K -Vektorraum Kltl , .. . , tn ] bzgl. der üblichen Multiplikation von Polyno­
men (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3).

b) Sind K -Algebren A und B gegeben, so ist A @ B als K -Vektorraum erklärt. Zeigen
Sie, dass A @ B auf eindeutige Weise so zu einer K -Algebra gemacht werden kann ,
dass für alle a, a' E A und b , b' E B

(a @ b) . (a' @b') = (a . a'l @ (b · b')

gilt.

c) Wird Klt] @Klt] wie in b) zu einer K -Algebra gemacht, so definiert der Vektorraum­
Isomorphismus

Klt] @ Klt] -+ Klt) , t2], t i @t j
f-+ t;t1 ,

aus Beispiel 6.3.4 a) einen Isomorphismus von Ringen mit IK[t]0K[t] f-+ IK(t) ,t2]'

8. Zeigen Sie in Analogie zu Theorem 6.3,8 die Existenz eines symmetrischen Produktes :
Für jeden K -Vektorraum V gibt es einen K -Vektorraum V v V zusammen mit einer
symmetrischen Abbildung

v : VxV-+V vV ,

die folgende universelle Eigenschaft erfüllen: zu jedem K -Vektorraum W zusammen mit
einer symmetrischen Abbildung ~ : V x V -+ W gibt es genau eine lineare Abbildung
~v derart, dass das Diagramm
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VxV
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kommutiert . Ist (Vi , • • . ,vn ) eine Basis von V, so ist durch Vj v Vj .- v(v; , Vj) mit
i :::: j eine Basis von V v V gegeben. Insbesondere ist

. (n + I) (n + I)n
dlm(V v V) = 2 = --2- .

9. Beweisen Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften aus Theorem 6.3.3, Theorem
6.3.8 und Aufgabe 8 die Eindeutigkeit von Tensorprodukt. äußerem Produkt und sym­
metrischem Produkt, d.h.

a) gibt es ij : V x W ..... V@W mit denselben Eigenschaften . dann existiert ein Iso­
morphismus r , so dass das Diagramm

VxW

'V '0
V0W-.!....V@W

kommutiert .

b) gibt es 1.: V x W ..... V 1.W mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso­
morphismus r , so dass das Diagramm

VxW
1'/ "...1.

V/\W-.!....V1.W

kommutiert .

c) gibt es v: V x W ..... V VW mit denselben Eigenschaften, dann existiert ein Iso­
morphismus r , so dass das Diagramm

V x W
v/ "...v

V v W -.!.... VvW

kommutiert .
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6.4 Multilineare Algebra
Die bisher behandelten Tensorprodukte haben zwei Faktoren, sie hängen zusammen mit
bilinearen Abbildungen. Etwa in der Integrationstheorie ([Fo 3], §19) und der Differen­
tialgeometrie ([K-N], Chapter 1-2) benötigt man auch Produkte mit mehreren Faktoren.
In diesem letzten Abschnitt soll noch kurz das Wichtigste darüber zusammengestellt
werden.

6.4.1. Zunächst der grundlegende Begriff: Gegeben seien K -Vektorräume
VI , . . . , Vk und W. Eine Abbildung

~ : VI x ... X Vk -+ W

heißt multilinear (oder k-fach linear), wenn für jedes i E {I, . . . ,k} und fest
gewählte Vj E Vj (j = I, . .. ,i - I, i + I , . .. , k ) die Abbildung

Vi -+ W, V t-+ ~(VI, ' " ,Vi-I, V, Vi+I, ' " ,Vk) ,

K -linear ist. Kurz ausgedrückt: hält man alle bis auf eine Variable fest , so ent­
steht jeweils eine lineare Abbildung. Eine derartige Bedingung war schon bei der
Definition der Determinante benutzt worden (D I in 3.1.2) .

Ganz analog zu 6.3.3 beweist man das

Theorem. Zu K -Vektorräumen VI , " " Vk gibt es einen K -Vektorraum
VI @ . . . @ Vk zusammen mit einer universellen multilinearen Abbildung

1) : VI x . .. X Vk -+ VI @ . . . @ Vb (VI " ' " vd t-+ VI @ ... @ Vk,

d.h. zu jeder multilinearen Abbildung

~ : VIX . . . XVk-+W

gibt es genau eine lineare Abbildung ~0 derart, daß das Diagramm

VIX .. . XVk

kommutiert. Sind alle Vj endlichdimensional mit Basen

(v:j) , . . . , v;j», j = 1, .. . . k ,
)

so ist eine Basis von VI @ .. . @ Vk gegeben durch die Produkte
(I) K>. (k) • 1 .

ViI @ '61 Vi, mit .::: I j .::: rj .

Insbesondere ist dimt V, @ @ Vd = dirn VI . ... . dirnVk. o
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Ein wichtiger Spezialfall ist folgender: Für einen K -Vektorraum Verklärt man

T := V' ® .. . ® V' ® V ® .. . ® V .
'-..-' '-.-'

p- mal q-mal

Ein Element von T wird p-fach kovarianter und q-fach kontravarianter Ten­
sor genannt. Für seine Darstellung sei (v" . . . , vn ) eine Basis von V und (in
der üblichen Bezeichnungsweise der Physik) (u' , . . . , u") die zugehörige duale
Basis von V' . Dann hat jedes Element von T eine eindeutige Darstellung

miti I, . . . ,ip, i, ... , jq E {I, . . . ,nI und a~I.::~~q E K . In dieser Form begegnet
man Tensoren in der Physik .

6.4.2. Auch die Verallgemeinerung symmetrischer und äußerer Produkte von 2
auf k Faktoren bereitet keine grundsätzlichen Probleme , sie erfordert nur viele
Buchstaben, die auf den ersten Blick recht verwirrend sein können . Zur Abkür­
zung schreiben wir dabei

V k := V x .. . x V
'-.-'

k -ma'

für einen Vektorraum V und eine natürliche Zahl k ~ 1.

Definition. Sind V und W Vektorräume über K, so heißt eine k-fach lineare
Abbildung

symmetrisch, wenn ~(v" . . . , Vk) = ~(v,,(1) , . . . , V"(k»

für jede Permutation a E Sk ,
alternierend, wenn ~(v" . . . , Vk) = 0 ,

falls Vi = Vj für ein Paar (i, j) mit i =1= j .

Analog zu 3.2.3 beweist man die

Bemerkung. Ist ~ alternierend und a E Sk, so ist

~(v,,(1) , . . . , V"(k» = sign(a)· ~(VI, · ·· , vd ·
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In Q!/ V := V 181 •• . 181 V betrachten wir die folgenden Untervektorräume:
'-,.-'

k-mal

Sk(V) .- span (VI 181 • . • 181 Vk - v,,(l) 181 • . . 181 V"(k» '

wobei VI 181 . •• 181 Vk E e'v und a E Sk ,
Ak(V) span (VI 181 •• • 181 vd,

wobei Vi = Vj für ein (i, j) mit i I: j .

Analog zu 6.3.7 folgt das

Lemma. Für jedes k-fach lineare ~ : V k -+ W gilt:

~ symmetrisch {:} Sk(V) C Ker ~0 ,

~ alternierend {:} A k (V) C Ker ~0 •

Theorem. Zu einem K -Vektorraum V und einer natürlichen Zahl k 2: I gibt
es einen K -Vektorraum 1\k V zusammen mit einer universellen alternierenden
Abbildung

r-: V k -+ l\k V,

d.h. zu jeder alternierenden Abbildung

~ : V k -+ W

gibt es genau eine lineare Abbildung ~A derart, daß das Diagramm
Vk

I\k V W

kommutiert. Ist (v I , . . . , vn ) eine Basis von V. so ist eine Basis von 1\k V gege­
ben durch die Produkte

ViI /\ . .. /\ Vi, mit I ::: i I < .. . < h ::: n .

Insbesondere ist dirn 1\k V = (~) für I :::k ::: n = dirnV . Fürk > n setzt man

I\k V = O.
Beweis. Man erklärt /\ als Komposition V k -+ I8I k V -+ I8I k V/Ak(V) .
Zur Konstruktion der Basis benutze man N = G), den K N mit Basis ei, ..;, und
die alternierende Abbildung

~ : V
k

-+ K
N

, (WI, .. ·, Wk) t-+ Lai" "i, · eil"';"

Dabei sei ui; = L~=l AijVj, daraus erhält man eine (k x n)-Matrix A = (Aij),

und ai, ...i, ist der zu den Spalten i I, . .. ,h gehörende Minor der Matrix A . 0

Damit sollte der Leser gerüstet sein für das Studium der Integrationstheorie etwa
in [Fo 3).
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1. Führen Sie die Einzelheiten des Beweises von Theorem 6.4.1 aus .

2. Zeigen Sie, dass für K -Vektorräume VI, V2 und V3die kanoni schen Abbildungen. die
gegeben sind durch

(VI 0 V2) 0 V3

(VI 0 V2) 0 V3

VI 0 V2 0 V3 VI 0 (V2 0 V3)

j----------+- VI 0 V2 0 V3 -----I VI 0 (V2 0 V3) ,

Isomorphismen sind. Folgern Sie darau s, dass für jeden K-Vektorraum W die Vek­
torräume

Bil «VI 0 V2). V3; W ) . Bil (VI , (V2 0 V3) ; W)

(vgI. Aufgabe 2 zu 6.3) und

Tril (VI . V2. V3; W) := {~ : VI x V2 X V3~ W : ~ trilinear}

kanonisch isomorph sind.

3. Beweisen Sie Theorem 6.4.2.

4. Es sei V ein K -Vektorraum .

a) Für Vektoren VI• . . • , Vk E V gilt:

VI • . . . • Vk sind linear abhängig {} VI 1\ . .. 1\ Vk = 0 in /\k V .

b) Ist dirn V = n, so gilt /\k V = 0 für k > n.

5. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung von Aufgabe 7 zu Abschnitt 6.3:
Zu einem K -Vektorraum V und einer natürlichen Zahl k 2: I gibt es einen K -Vektor­
raum Vk V zusammen mit einer universellen symmetrischen Abbildung

v : V k ~ VkV .

d.h. zu jeder symmetrischen Abbildung

~ : V k ~ W

gibt es genau eine lineare Abbildung I;v derart, dass das Diagramm

Vk

W

kommutiert. Ist (VI . . . . • vn ) eine Basis von V. so ist eine Basis von Vk V gegeben
durch die Produkte

ViI V • . . v Vi, mit I :s i I :s .. . :s ik :s n .
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Insbesondere ist dirnVkV = (n+~-I) .

Der Raum Vk V heißt symmetrisches Produkt der Ordnung k über V .

6. Es sei (e}, . .. , en) eine Basis des Standardraumes K", Mit K[tl ' . . . , tn](k) bezeich­
nen wir den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad k in den Unbestimmten
tl, ... , tn (vgl. Aufgabe 9 zu 1.3). Zeigen Sie, dass durch die Zuordnung

Vk K" ~ K[tl " " ,tn](k) , ei, v . . . v ei, 1-+ ti( . . . . . ti, '

ein Isomorphismus von K -Vektorräumen definiert wird.

7. V sei ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und a = (al /\ . .. /\ ad E /\k V sowie
ß = (ßI /\ . . . /\ ßt) E /\1 V.

a) Zeigen Sie, dass eine bilineare Abbildung

u : /\k V x /\1 V ~ /\k+1 V

mit

(a , ß) 1-+ al /\ . . . /\ ak /\ ßI /\ . . . /\ ßI

existiert . Das Element a /\ ß := fJ.(a, ß) heißt äußeres Produkt von a und ß.

b) Esgilt

8. Es sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dirnV = n.

a) Zeigen Sie, dass die bilinearen Abbildungen, die durch die folgenden Zuordnungen
definiert werden , nicht ausgeartet sind (vgl. 6.2.1).

i) /\k V x /\n-k V ~ /\n V;: K , (a ,ß) 1-+ a /\ ß.
Die Isomorphie von /\n V und K ergibt sich dabei aus Theorem 6.4.2.

ii) Als Verallgemeinerung des Beispiels aus 6.2.1

/\k V* x /\k V ~ K, ('PI /\ . . . /\ 'Pko VI /\ . . . /\ vd 1-+ det'P(v) ,

wobei

(

'PI(v)) .. .

'P(v) = :

'Pk (v})

b) Folgern Sie aus Teil a), dass es kanonische Isomorphi smen

i) /\kv*~(/\kVrund

ii) /\k V ~ /\n-k V*

gibt.
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9. V und W seien K -Vektorräume. Zeigen Sie, dass die Menge

Altk(V ; W) := l~ : V k --+ W : ~ ist alternierend]

zusammen mit der Addition von Abbildungen und der üblichen Multiplikation mit Ska­
laren ein K -Vektorraum ist. und dass die kanonische Abbildung

Altk(V ; W) --+ Hom(l\k V, W) , ~ 1-+ ~A '

ein Vektorraumisomorphismus ist. Insbesondere erhält man für W = K einen kanoni­
schen Isomorphismus

Alf(V; K) --+ I\k V*.
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Spallenumformu ng, 165
Spat , 177,298
spezielle lineare Grup pe, 199
Spiegelung , 223,231, 3U5
Spu r, 229
Standard basis . 86
Standardebene. 13
Standard raum, 15

reeller, I
stetig verformbar. 2 15
Stirlingsche Formet. 187
Sturmsehe Kelle n, 12
Summand

direkter, lU2, 12U
Summa tionsindex. 21
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Summe
direkte, 101, 102
orthogo nale, 295
von vektorräu men. 1011

Summenzeic hen. 21
surjekt iv, 35, 37
Sylvester, ches Trägheits gesetz , 322
symme tri,ch, 40, 104,232,288, 358, 367,

36'
symmetrische Gruppe , 44 , 186
Symmetrisierung, 105, 310
symprekrocner vektorraum. 302, 311

Teiler, 62

Teilmatrix. 206
Teilmenge. 32. 33
Tensor, 350, 353

komrav anamer. 367
kovariamer, 367

Tenso rprodukt. 353, 366
Trägheitssatz . 322
Transformationsformel. 290, 291

für Bilinearformcn, 290
für Endomorphi smen, 158
für lineare Ahhi ldungcn , 158
für Sesquilinearformen, 29 1

Transf"rmatinnsmatrix, 154, 169, 325
trans itiv, 40
Translatiun , 45
Transposition, 95 , 188, 337
trigonalisierbar. 244

überabzahlbar. 42

Umkehrabbi ldung, 35
Unbe ,ti mmte, 4,61, 73, 182
unitär, 292, 303, 304, J07
universelle Eigenscha ft, 369

des äuße ren Prod ukts, 359 , 368

des Qu"tient envekt orr aum" 123
des Ten,nrpn >dnkts , 353, 366

Untergruppe , 47
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Unterraum
affine r, 116
invarianter. 254

Unterring. 56
Umervekiorraom . 77

invarianter. 242
Urbild, 35
Ursprung. 2

Vandennonde-Delenninanle. 196, 1 9 ~

Variable
freie . 24
gebundene, 24

Vektor. 1. 76
liegender. 20
stehender. 20

Vekto rprodukt. 282. 285
vera llgemeinertes, 285

Vektorr3um . 76

verbindbar. 22 1
Vereinigung. 33
Verknüpfung. 43

äußere. 75
innere . 75

Verknüpfungs tafel , 46
Vielfachhe it,66
Vierascher wurzelsatz, 70
'vorzeichenrcgel. 72. 32 1

Sachwertverzeichnis

windschief, 11. 346
Winkel, Z76. 279
winkelIreu . 31I
wuhldefinien.50. 123
w ronski-De termin anre. 199

zahlen
ganze, 33
komplexe. 33. 57
natürliche , 32
ratio nale . 33, 57
reelle , 33, 57

Zeich enwechsel. 7 J
Zeilenrang. 96. <)I}. 159. 335
Zeilenraum. 94
Zeite nstufenform. 22, 28. 94. 131
Zeilenumfonnung. 26. 93. 165
zusammenhengendzz!



Symbolverzeichnis

0 Ende eiJlol"', Be<o.-cises ( . ) SkalMJ'fOdula . 274
odtt Be<o.e is klar

I I Norm. 274
<l : _ h <l ist deti mert dun:h b, 32
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d Absland . 275
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