5. Polynome

Vorbemerkungen

Fiir einen K-Vektorraum V' der Dimension n < oo bilden die Endomorphismen
7:V — V einen Ring Endg(V'), der geméf 3.3/2 als K-Vektorraum von der
Dimension n? ist. Betrachtet man daher zu einem Endomorphismus 7 von V
dessen Potenzen 7%, ... 70 = id, so sind diese linear abhiingig. Folglich existiert
in Endg (V) eine Gleichung der Form

(%) 4 et

+...4+¢ =0
mit Konstanten ¢; € K und einer natiirlichen Zahl r < n?, wobei man stets
r < n wihlen kann, wie genauere Uberlegungen spiter zeigen werden. Es han-
delt sich also um eine Gleichung r-ten Grades mit Koeffizienten aus K, eine so
genannte algebraische Gleichung von 7 iiber K. Diese kann genau dann linear
gewahlt werden (d. h. mit » = 1), wenn 7 ein skalares Vielfaches der Identitét
ist, so dass im Allgemeinen r > 1 gelten wird. Nun ist die Theorie algebraischer
Gleichungen allerdings nicht mehr der Linearen Algebra zuzurechnen, sie gehort
thematisch eher zu dem Bereich, den man heute meist als “Algebra” bezeichnet.
Dennoch sind Gleichungen des Typs () fiir unsere Zwecke sehr wichtig, da
man aus ihnen bereits wertvolle Informationen iiber die Struktur des zugehori-
gen Endomorphismus 7 ablesen kann. All dies werden wir im Kapitel 6 iiber die
Normalformentheorie von Endomorphismen genauestens studieren. Dabei sind
jedoch gewisse Grundkenntnisse iiber solche Gleichungen und insbesondere iiber
die zugehorigen Polynome

() et 4 e

erforderlich, wobei das zu (x) gehorige Polynom (#x) einen Ausdruck darstellt,
in dem man 7 durch eine so genannte Variable t ersetzt hat, die bei Bedarf
unterschiedliche Werte annehmen kann.

Wir werden in diesem Kapitel insbesondere den Ring aller Polynome mit
Koeffizienten aus einem gegebenen Korper K betrachten und zeigen, dass dieser
in Bezug auf Teilbarkeitseigenschaften sehr groBe Ahnlichkeiten mit dem Ring
Z der ganzen Zahlen aufweist. Beispielsweise werden wir fiir Polynomringe den
Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung herleiten.
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5.1 Ringe

Bereits in Abschnitt 3.3 hatten wir Ringe betrachtet, und zwar zu einer natiirli-
chen Zahl n > 1 den Matrizenring K™*™ iiber einem Korper K, sowie zu einem
K-Vektorraum V' den Endomorphismenring Endg (V). Um bestimmte Eigen-
schaften von Elementen in K™*" oder Endg (V) genauer zu beschreiben, ist es
zweckméfig, so genannte Polynomringe zu benutzen. Wir wollen daher zunéchst
einige allgemeine Dinge iiber Ringe zusammenstellen, wobei wir uns grundsétz-
lich auf Ringe mit Fins beschrinken werden. Zun#chst sei nochmals an die in
3.3/1 gegebene Definition eines Ringes erinnert.

Definition 1. Eine Menge R mit zwei Verknipfungen “ + 7 (Addition) und
“ 7 (Multiplikation) heifst ein Ring (mit Eins), wenn folgende Bedingungen
erfillt sind:

(1) R ist eine abelsche Gruppe beziglich der Addition.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. es gilt

(@a-b)-c=a-(b-c) fir a,bceR.

(i) Es existiert ein Einselement in R, also ein Element 1 € R, so dass
l-a=a=ua-1 firalle a € R gilt.
(iv) Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv, d. h. fir a,b,c € R
gilt
a-(b+c¢)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Der Ring R heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.

Es ist klar, dass das Einselement 1 eines Ringes durch seine definierende
Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Als nahe liegendes Beispiel eines kommuta-
tiven Rings kann man den Ring Z der ganzen Zahlen betrachten. Im Ubrigen ist
jeder Korper, also insbesondere Q, R oder C, ein kommutativer Ring. Wie schon
in Abschnitt 3.3 definiert, heifit ein Element a eines Ringes R eine Einheit, wenn
es ein Element b € R mit ab = ba = 1 gibt. Die Menge R* aller Einheiten von R
bildet eine Gruppe beziiglich der Multiplikation. Fiir 1 # 0 gilt R* C R — {0},
wobei dies im Allgemeinen eine echte Inklusion ist. Genauer ist die Gleichung
R* = R—{0} dquivalent zu der Bedingung, dass R ein Korper ist. Als triviales
Beispiel eines Rings hat man den so genannten Nullring 0. Dieser besteht nur
aus einem Element 0 mit den Verkniipfungen 0 4+ 0 = 0 und 0 - 0 = 0. Hier ist
das Element 0 ein Null- und Einselement zugleich, so dass wir 1 = 0 schreiben
kénnen. Der Nullring ist der einzige Ring, in dem diese Gleichung gilt.

Bei dem Matrizenring K™*" iiber einem Korper K bzw. dem Endomor-
phismenring Endg (V) eines K-Vektorraums V' handelt es sich fir n > 2 bzw.
dimg (V) > 2 um nicht-kommutative Ringe; vgl. Abschnitt 3.3. Als weiteres
Beispiel kann man fiir einen Ring R dessen n-faches kartesisches Produkt R™
als Ring betrachten, indem man Addition und Multiplikation komponentenweise
erklart:
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(al>~~-7an)+(ﬁlv"'7ﬁn):(al_‘_ﬁlv"'?an'i_ﬁn)
(al,,..,an)-(ﬁl,...7ﬂn):(a1'517...,an~ﬁn)

Es ist dann 0 = (0, ...,0) das Nullelement und 1 = (1,...,1) das Einselement.
Im Falle R # 0 und n > 2 zeigt die Gleichung

(1,0,...,0)-(0,...,0,1) = (0,...,0),

dass dieser Ring nicht-triviale Nullteiler besitzt. Dabei heifit ein Element a
eines Rings ein Nullteiler, wenn es ein Element b # 0 dieses Rings mit ¢ - b =0
oder b-a = 0 gibt. Man nennt einen kommutativen Ring R mit 1 # 0 einen
Integritatsring, wenn R keine nicht-trivialen Nullteiler besitzt, wenn also fiir
a,be R— {0} stets a-b # 0 gilt.

Als wichtiges Beispiel wollen wir nunmehr den Polynomring R[T] iiber ei-
nem kommutativen Ring R in einer Variablen 7" konstruieren. Um unsere Inten-
tionen klarzulegen, gehen wir dabei zunéchst in naiver Weise vor und erkléaren
R[T1] als Menge aller formal gebildeten Summen des Typs Y " a;T", mit Koef-
fizienten a; € R und variabler oberer Grenze m € N. Addiert und multipliziert
man solche Ausdriicke “wie gewohnlich”, so erkennt man R[] als kommutati-
ven Ring. Dabei stelle man sich T als eine “variable” bzw. “allgemeine” Grofle
vor, fiir die man nach Bedarf Elemente z. B. aus R einsetzen darf. Wichtig ist,
dass Addition und Multiplikation in R[T'] bei einem solchen Ersetzungsprozess
in die entsprechenden Verkniipfungen von R iibergehen. Man rechnet daher mit
T in gleicher Weise wie mit einer “konkreten” Grofle, etwa aus R.

Der Polynomring R[T] soll nun aber auch noch auf priizisere Weise konstru-
iert werden. Wir setzen R[T] = R™ und verstehen hierunter die Menge aller
Folgen (a;)ien von Elementen a; € R, fiir die a; = 0 fiir fast alle 1 € N gilt, also
fiir alle © € N, bis auf endlich viele Ausnahmen. Addition und Multiplikation
solcher Folgen seien erklédrt durch die Formeln

(a;)ien + (bi)ien = (@i + b)ien,

(ai)ieN ’ (bi)ieN = (Ci)ieNv
mit )

¢ = Z aub, = Zaubi,ﬂ.

i=pu+v n=0
Indem man die Ringeigenschaften von R benutzt, kann man leicht nachrechnen,
dass R™ mit diesen Verkniipfungen einen kommutativen Ring (mit Eins) bildet.
Das Nullelement wird gegeben durch die Folge 0 = (0,0, ...), das Einselement
durch die Folge 1 = (1,0,0,...).
Wir wollen exemplarisch nur das Assoziativgesetz der Multiplikation nach-

rechnen. Fiir (a¢)¢7 (bz)z, (Cz)z S RM gﬂt

[(az‘)i . (bz)z] : (Cz)z = ( Z a)\bp)i : (cz)z

Ap=i

=(Y (> ab)a)i=( Y aba),

K+v=i Ap=k Aptv=i
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sowie in entsprechender Weise

(ai)i - [(bi)i - (ci)i] = (ai)s Z bucy)i

ptv=i

Z Zbcy = Z axbucy);.

Atr=i HHv=£ Atptv=i

Um schlieflich die Elemente von R®™ wie gewohnt als Polynome, also Aus-
driicke der Form ;05’ a;T?, zu schreiben, betrachte man das Element

T=(0,1,0,...) € R®™

Fiir n € N gilt 7" = (;n)ien, wobei dies insbesondere fiir n = 0 aufgrund
unserer Konvention iiber das leere Produkt richtig ist. Identifizieren wir nun
die Elemente ¢ € R mit den entsprechenden Elementen (a,0,0,...) € R™),
so ist diese Identifizierung mit den Verkniipfungen in R und R vertréiglich.
Wir konnen also R sozusagen als “Unterring” von R™ auffassen. Elemente
f = (a;)ien € RW lassen sich dann als Polynome in 7' mit Koeffizienten aus R
schreiben, namlich in der Form

f= (ai)iEN = Z(aiéij)jeN = Z fli(éij)jeN = ZaiTi7

ieN ieN €N

wobei die Koeffizienten a; € R in der Darstellung f = >y a,T" jeweils ein-
deutig bestimmt sind; man nennt a; den Koeffizienten von f zum Grad i.

Wir werden von nun an fiir den gerade konstruierten Polynomring stets
die Notation R[T] verwenden und dessen Elemente als Polynome der Form
> ien @' mit Koeffizienten a; € R schreiben (wobei anstelle von 7' natiirlich
auch ein anderer Buchstabe zur Bezeichnung der Variablen zugelassen ist). Da-
bei sei immer stillschweigend vorausgesetzt, dass die Koeffizienten a; fiir fast
alle Indizes i € N verschwinden, die vorstehende Summe also jeweils als endli-
che Summe Sinn macht. Addition und Multiplikation in R[7"] beschreiben sich
dann durch die bekannten Formeln

O a1 + (O bT) = (ai+b)T",

i€N ieN ieN
O ar) - O b1 => (> aub,)-T'.
Sh €N €N ptv=i

Ist fiir ein Polynom f = Y, ya; 7" € R[T] ein n € N bekannt mit a; = 0
fiir i > n, so kénnen wir auch f = Y7 ;7" schreiben. Gilt zudem a, # 0,
so nennt man a, den hdchsten Koeffizienten von f, und es wird n als Grad
von [ bezeichnet, n = grad f. Jedes nicht-triviale Polynom f € R[T] besitzt
einen wohlbestimmten Grad. Dariiber hinaus trifft man die Konvention, dem

Nullpolynom 0 den Grad —oo zuzuordnen.

Satz 2. Es sei R ein kommutativer Ring und R[T] der Polynomring einer
Variablen iber R. Fir f,g € R[T] gilt dann
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grad(f + g) < max{grad f, grad g},
grad(f - g) < grad f + grad g.

Ist R ein Integritdtsring, so gilt sogar

grad(f - g) = grad f + grad g.

Beweis. Die Behauptung ist problemlos zu verifizieren, falls f oder g das
Nullpolynom ist. Wir diirfen daher f und ¢ als nicht-trivial annehmen, also
m = grad f > 0 sowie n = gradg > 0. Sei etwa f = Y a/T%, g = S bT"
Dann folgt a; = 0 fiir ¢ > m und b; = 0 fiir ¢ > n und damit a; + b; = 0
fur ¢ > max{m,n}, also grad(f + ¢g) < max{m,n}. Auf dhnliche Weise sieht
man > ., a,b, = 0 fiir i > m +n, und dies bedeutet grad(f - g) < m +n.

Insbesondere ist
Amby, = Z a,b,

ptHr=m+n
der Koeffizient in f - g vom Grad m +n und damit der hochste Koeffizient, falls
er nicht verschwindet. Ist nun R ein Integrititsring, so gilt a,,b, # 0 wegen
am # 0 # by, und man erkennt grad(f - g) = m +n. a

Korollar 3. Ist R ein Integrititsring, so auch der Polynomring R[T].

Beweis. Seien f, g € R[T] zwei nicht-triviale Polynome. Dann folgt grad f > 0,
grad g > 0 und somit geméf Satz 2 grad(f - g) = grad f +grad g > 0. Dies zeigt
f+-g9#0,d. h. R[T] ist ein Integritétsring. O

Wir wollen im Weiteren spezielle Werte fiir die Variable T" eines Polynom-
rings R[T] einsetzen. Hierzu ist es von Nutzen, neben Homomorphismen von
Ringen auch so genannte Algebren und deren Homomorphismen zu betrachten.

Definition 4. Eine Abbildung p: R — R’ zwischen Ringen R, R' heifit ein
Homomorphismus, genauer ein Ringhomomorphismus, wenn gilt:
(i) ¢(a+b) = p(a)+ ¢(b) fir a,b € R.
(ii) ¢(a-b) = p(a)- @(b) fir a,b e R.
(ii) @(1g) = 1gr, d. h. o bildet das Finselement 1gr € R auf das Finselement
1p € R ab.

Wie bei Vektorraumhomomorphismen spricht man von einem Mono-, Epi-
bzw. Isomorphismus, wenn ¢ injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Weiter wird
ein Homomorphismus ¢: R — R auch als Endomorphismus von R bezeichnet,
bzw. als Automorphismus, wenn dieser ein Isomorphismus ist.

Definition 5. Fs sei R ein kommutativer Ring. Fine R-Algebra besteht aus
einem (nicht notwendig kommutativen) Ring A und einem Ringhomomorphis-
mus ¢: R — A, derart dass alle Elemente aus p(R) mit den Elementen aus
A wertauschbar sind, also p(r)a = ap(r) fir alle r € R, a € A gilt.
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Haufig spricht man einfach von A als R-Algebra, ohne den Homomorphis-
mus ¢: R — A explizit zu erwidhnen. Entsprechend schreibt man r - ¢ anstelle
von ¢(r) - a fiir Elemente r € R, a € A, wobei der definierende Homomorphis-
mus R — A dann durch r — 7 - 14 gegeben ist. Wenn dieser nicht injektiv
ist, so darf man allerdings statt r - 14 keinesfalls wieder r schreiben, denn es ist
dann nicht moglich, die Elemente r € R mit ihren Bildern r-14 € A zu identifi-
zieren. Beispielsweise sind R und der Polynomring R[T"] auf kanonische Weisen
R-Algebren, indem man die identische Abbildung R — R bzw. die Inklusions-
abbildung R < R[T] betrachtet. Weiter definiert fiir einen Vektorraum V iiber
einem Korper K die Abbildung

K — Endg(V), a — a-idy,

den Endomorphismenring Endy (V) als K-Algebra. Entsprechend ist der Ma-
trizenring K™*" fiir n € N — {0} unter der Abbildung

K — K™, ar— a- By,

eine K-Algebra, wobei F,, die Einheitsmatrix in K™*" bezeichne.
Ist A eine R-Algebra, so kann man neben der Addition und Multiplikation
des Ringes A auch noch die d&ulere Multiplikation

RxA— A, (r,a) — r-a,

mit Elementen aus R betrachten. Diese Multiplikation erfiillt Eigenschaften,
wie sie etwa in 1.4/1 fiir die skalare Multiplikation eines Vektorraums gefordert
werden. In der Tat wird A im Falle eines Korpers K = R unter der dufleren
Multiplikation zu einem K-Vektorraum, wobei wir fir Endg (V) und K™*™ je-
weils die auch frither schon betrachteten K-Vektorraumstrukturen erhalten. Im
Ubrigen sei darauf hingewiesen, dass die duBere Multiplikation mit der inneren
Multiplikation auf A vertrdglich ist, d. h. es gilt

r-(a-b)=(r-a)-b=a-(r-b) firr € R,a,b € A.

Homomorphismen zwischen R-Algebren werden in natiirlicher Weise als
Ringhomomorphismen erkldrt, die zusétzlich die duflere Multiplikation mit R
respektieren:

Definition 6. Es seien A, B Algebren iber einem kommutativen Ring R. Ein
Homomorphismus von R-Algebren ¢: A — B st ein Ringhomomorphismus,
so dass ®(ra) = rP(a) fir alle r € R, a € A gilt.

Sind R — A und R — B die definierenden Homomorphismen der be-
trachteten R-Algebren, so ist ein Ringhomomorphismus ¢: A — B genau
dann ein Homomorphismus von R-Algebren, wenn das Diagramm
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A * .B
R
kommutiert.

Satz 7. Es sei R ein kommutativer Ring, R[T] der Polynomring einer Varia-
blen iiber R, sowie A eine beliebige R-Algebra. Zu jedem t € A gibt es dann
einen eindeutig bestimmten R-Algebrahomomorphismus @: R[T] — A mit
&(T) = t. Dieser wird beschrieben durch

St Yt
ieN ieN
oder, in suggestiver Schreibweise, durch
fr—f®),

wobei dann insbesondere

(f+9)@)=ft)+9®), (f-9)t)=f(1) g(t)

fir f,g € R[T] gilt. Man nennt ¢ auch den Einsetzungshomomorphismus, der
t anstelle von T einsetzt.

Beweis. Ist @ ein R-Algebrahomomorphismus der geforderten Art, so gilt fiir
DienaT" € R[T]

> aT) =Y P T) = ad(T) = at'.
ieN ieN ieN ieN
Dies zeigt die Eindeutigkeit von @. Um auch die Existenz nachzuweisen, erklére
man ¢ durch
€N ieN
Man sieht dann unmittelbar, dass @ ein R-Algebrahomomorphismus ist. Bei-

spielsweise ergibt sich die Vertréiglichkeit von @ mit der Multiplikation aufgrund
folgender Rechnung:

(3 a3 0T =3 (S ab) T =3( aub) -t

€N ieEN €N ptv=i €N ptv=i
=3 (@) - ) = (O ait)) - (3 bit)
ieN ptv=i ieN ieN

=00 ") o) bT

i€EN i€EN
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Man beachte dabei, dass wir die Vertauschbarkeit von ¢ mit den (Bildern der)
Koeffizienten b; in A benutzt haben. O

Betrachten wir beispielsweise den Endomorphismenring A = Endg (V') eines
K-Vektorraums V' als K-Algebra, so konnen wir zu jedem Endomorphismus
7:V — V den K-Algebrahomomorphismus

@.: K[T] — Endg(V), ZaiTi — Zaﬂi,
€N ieN
betrachten, der den Endomorphismus 7 anstelle von 7' einsetzt. Dabei ist 7¢
natiirlich erklért als i-fache Komposition 7 o ... o7 von 7 mit sich selber, und
das Bild eines Polynoms Y, ya;T" € K[T] unter @, ergibt sich als Endomor-
phismus

ieN

Z ar V. —V, v — Zaﬂi’(v).

ieN ieN
Wir werden den Homomorphismus &, insbesondere zur Definition des so ge-
nannten Minimalpolynoms von T verwenden; vgl. 6.2/9 und 6.2/10. Anstelle des
Endomorphismenrings eines Vektorraums kann man natiirlich auch den Matri-
zenring K™*" betrachten. Zu jeder Matrix C' € K™ erhélt man dann einen
K-Algebrahomomorphismus

$c: K[T] — K™, ZaiTi — ZaiC’i,
ieN ieN
der C anstelle von T einsetzt.

Wir wollen ein weiteres Beispiel betrachten. Es sei K ein Koérper und
Abb(K, K) die Menge aller Abbildungen K — K oder, mit anderen Worten,
die Menge aller K-wertigen Funktionen auf K. Zu jedem Polynom f € K[T]
ldsst sich dann die zugehérige Polynomfunktion ¢ — f(t) als Element von
Abb(K, K) betrachten. Diese ordnet einem Element ¢t € K den Wert f(t) € K
zu, den man erhélt, indem man ¢ anstelle von 7" in f einsetzt. Auf diese Weise
ergibt sich eine Abbildung

¥: K[T] — Abb(K,K),  f+— (t— [f(1)),

die wir im Folgenden als Homomorphismus von K-Algebren deuten wollen. Um
A = Abb(K, K) als K-Algebra zu erkliren, betrachten wir die gewdhnliche
Addition und Multiplikation K-wertiger Funktionen, gegeben durch

pra: K— K,  t—p(t)qt)
Mit diesen Verkniipfungen ist A ein kommutativer Ring, in dem die Nullfunktion

0 das Nullelement und die Funktion 14, die identisch 1 ist, das Einselement
bilden. Fiir « € K kann man weiter das a-fache eines Elementes p € A durch

O{'pIK—>K, t|—>01(p(t)),
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erkliaren. In diesem Sinne ist dann
K— A, ar— a1y,

ein Ringhomomorphismus, der A zu einer K-Algebra macht. Mit Satz 7 folgt
leicht, dass die Abbildung ¥, die einem Polynom f € K[T] die zugehorige
Polynomfunktion ¢ —— f(¢) zuordnet, tatséchlich ein Homomorphismus von
K-Algebren ist. Gleiches gilt, wenn man allgemeiner anstelle von K einen kom-
mutativen Ring R zugrunde legt. Die Homomorphie-Eigenschaft fiir ¥ besagt
insbesondere, dass man mit dem Element 7" in gleicher Weise rechnet, wie man
es mit konkreten Werten ¢ anstelle von T" tun wiirde. Dies rechtfertigt die Be-
zeichnung von 7" als “Variable”.

Enthélt der Korper K unendlich viele Elemente, so ist die Abbildung ¥
injektiv, wie wir spéter aus 5.3/2 ablesen koénnen. Man kénnte dann Polynome
aus K[T] mit ihren zugehorigen Polynomfunktionen K — K identifizieren.
Fiir einen endlichen Kérper K = {oy, ..., a4} jedoch ist beispielsweise

f=(T—a).. (T —a,) € K[T]

ein nicht-triviales Polynom, dessen zugehorige Polynomfunktion X' — K iden-
tisch verschwindet, so dass also ¥(f) = 0 gilt. Die Abbildung ¥ ist daher im
Allgemeinen nicht injektiv, und dies ist einer der Griinde dafiir, dass wir Po-
lynome nicht als konkrete Funktionen, sondern als formale Ausdriicke unter
Zuhilfenahme einer “Variablen” erkléirt haben.

Wir wollen nun noch Ideale und Unterringe von Ringen einfiihren, Begriffe,
die im Zusammenhang mit Ringhomomorphismen von Bedeutung sind.

Definition 8. Es sei R ein Ring (mit Eins). Ein Unterring von R besteht aus
einer Teilmenge S C R, derart dass gilt:

(i) a,beS=a—b,a-bes.

(i) 1€ 8.

S ist dann mit den von R induzierten Verkniipfungen selbst wieder ein
Ring, und die Inklusionsabbildung S < R ist ein Ringhomomorphismus. Man
iiberlegt sich leicht, dass das Bild ¢(R) eines Ringhomomorphismus ¢: R — R’
stets ein Unterring von R’ ist.

Definition 9. Es sei R ein Ring. Eine Teilmenge a C R heifst Ideal, falls gilt:
(i) a ist additive Untergruppe von R, d. h. man hat a # (), und aus a,b € a
folgt a — b € a.
(i) Aus a € a, r € R folgt ra,ar € a.

Man rechnet leicht nach, dass fiir jeden Ringhomomorphismus ¢: R — R’
der Kern
kero = {a € R; p(a) = 0}

ein Ideal ist, wobei ¢ genau dann injektiv ist, wenn ker o das Nullideal ist, d. h.
nur aus dem Nullelement besteht. Ist R ein beliebiger Ring, so kann man zu
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einem Element a € R, welches mit allen {ibrigen Elementen von R vertauschbar
ist, das hiervon erzeugte Hauptideal

(a) = Ra={ra;r € R}

betrachten. Speziell besteht fiir R = Z das Ideal (2) aus allen geraden Zahlen,
das Ideal (12) aus allen durch 12 teilbaren Zahlen. In jedem Ring gibt es die so
genannten trivialen Ideale, ndmlich das Einheitsideal (1) = R sowie das Null-
ideal (0), welches man meist mit 0 bezeichnet. Ein Koérper besitzt auler den
trivialen keine weiteren Ideale. Umgekehrt kann man zeigen, dass ein kommu-
tativer Ring, der genau zwei Ideale hat, ein Korper ist.

Ist a ein Ideal eines Ringes R, so kann man &dhnlich wie in Abschnitt 2.2
den Quotienten- oder Restklassenring R/a konstruieren. Da man auf diese Weise
interessante Ringe und sogar Korper erhalten kann, wollen wir die Konstruktion
hier kurz besprechen. Man erkldrt eine Relation “ ~ 7 auf R, indem man fiir
a,b € R setzt:

a~b<=a—-bea

Man sicht dann unschwer, dass ¢ ~ 7 eine Aquivalenzrelation ist. Fiir a € R
hat man a ~ a wegen a —a = 0 € a. Die Relation ist daher reflexiv. Gilt weiter
a ~ b, so folgt a—b € a und damit auch b—a = —(a—b) € a. Letzteres bedeutet
b ~ a, und es folgt die Symmetrie von “ ~ 7. Zum Nachweis der Transitivitét
schlieBlich nehme man a ~ b und b ~ ¢ fiir Elemente a,b,¢c € R an. Dann gilt
a—b,b—c € a, und man erhélt

a—c=(a—b)+(b—c)€aq,

d. h.a ~c. Esist “~ 7 also eine Aquivalenzrelation, und wir kénnen zu einem
Element a € R die zugehorige Aquivalenzklasse

[a] ={beR;b~a}=a+a

bilden, wobei a + a als Nebenklasse von a beziiglich a, also als Menge aller
Summen des Typs a + ¢’ mit ¢’ € a zu interpretieren ist. Gemif 2.2/4 sind
zwei Aquivalenzklassen [a], [b] entweder disjunkt oder aber identisch (im Falle
a ~ b). Insbesondere ist R die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

Man bezeichne nun die Menge aller Nebenklassen beziiglich a mit R/a. Um
R/a zu einem Ring zu machen, werden folgende Verkniipfungen erklért:

[a] + [0] = [a+0]),  [a]-[b] =[a-0]

Dabei ist zu verifizieren, dass die Klasse [a+ b] bzw. [a-b] nicht von der Wahl
der Reprisentanten a und b der betrachteten Klassen [a], [b] abhdngt. Gelte
etwa [a] = [@'] und [b] = [V']. Dann folgt a — o/, b — ' € a und damit

(a+b)—(d+0V)€aq, ab—ad¥ =alb—"b)+(a—ad) €a,

also a+b ~ o'+ und ab ~ a'’. Addition und Multiplikation in R/a sind daher
wohldefiniert, und man sieht unmittelbar aufgrund der Ringeigenschaften von
R, dass auch R/a ein Ring ist, und zwar derart, dass die Abbildung
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m: R — R/a, av+— [a],

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a ist. Man bezeichnet R/a als
Restklassen- oder Quotientenring von R modulo a. Ahnlich wie in 2.2/8 gilt
folgender Homomorphiesatz:

Satz 10. (Homomorphiesatz fiir Ringe). Es sei ¢: R — R’ ein Ringhomo-
morphismus, a C R ein Ideal mit a C kerp und 7: R — R/a die natirli-
che Projektion. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus
p: R/a — R', so dass das Diagramm

R/a

kommutiert. Dabei ist ¢ genau dann injektiv, wenn a = ker ¢ gilt und genau
dann surjektiv, wenn o surjektiv ist.

Beweis. Da man die Argumentation aus 2.2/8 mutatis mutandis iitbernehmen
kann, wollen wir uns hier kurz fassen und nur auf die Definition von ¢ eingehen.
Um ¢(a) fiir ein Element a € R/a zu erkldren, wihle man ein 7-Urbild @ € R
und setze ¢(a) = p(a). Dabei ist natiirlich zu verifizieren, dass das Element
(a) unabhingig von der Wahl des 7-Urbildes a zu a ist. Letzteres folgt aus der
Bedingung a C ker . U

Aufgaben

R sei stets ein kommutativer Ring.

1. Fiir ein Element ¢ € R betrachte man den Homomorphismus ¢: R[T] — R,
f+— f(t), der t anstelle der Variablen T einsetzt. Man zeige:

kerd = R[T] - (T —t)

(Hinweis: Man reduziere auf den Fall ¢ = 0, indem man den Einsetzungshomo-
morphismus R[T] — R[T] betrachtet, der T' durch T + ¢ ersetzt.)

2. Es sei V ein nicht-trivialer Vektorraum iiber einem Korper K. Zu einem En-
domorphismus ¢ € Endg (V) betrachte man den Einsetzungshomomorphismus
&: K[T] — Endg(V), der ¢ anstelle von T einsetzt. Man bestimme ker @ in
den Féllen ¢ = id und ¢ = 0.

3. Es bezeichne RY die Menge aller Folgen (ai)ien von Elementen a; € R.

(i) Man verwende die gleichen Formeln wie im Falle des Polynomrings einer
Variablen iiber R, um anstelle von RN auf RN die Struktur eines Ringes
zu erkliren. Dieser Ring wird mit R[[7] bezeichnet und heifit Ring der
formalen Potenzreihen einer Variablen iiber R. Seine Elemente lassen sich
als unendliche Reihen ) 7 a;T* darstellen.
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(ii) Es sei ¢ € R[T] - T. Man zeige, dass >_-2¢" zu einem wohldefinierten
Element f € R[[T7] Anlass gibt und dass f - (1 —¢) =1 gilt.
(iii) Man bestimme die Gruppe aller Einheiten in R[[7]).

. Es seien a,b C R Ideale. Man zeige, dass die folgenden Teilmengen von R wie-

derum Ideale bilden:
(i) a+b={a+b;acabeb}

(ii) a-b = Menge aller endlichen Summen von Produkten a - b mit a € a und
beb

(i) anb

. Man zeige, dass R genau dann ein Korper ist, wenn R genau zwei verschiedene

Ideale besitzt.

. Fiir ein Ideal a C R zeige man, dass die Menge aller Elemente a € R, zu denen

es ein n € N mit a" € a gibt, ebenfalls wieder ein Ideal in R bildet. Dieses wird
mit rad a bezeichnet und heifit das Nilradikal von a.

. Fiir eine Familie (a;);c; von Elementen in R zeige man:

(i) Es existiert ein kleinstes Ideal a C R mit a; € a fiir alle ¢ € 1.
(ii) Esgilt a = {> ;c;riai; ri € R,r; = 0 fiir fast alle i € I}.

. (Isomorphiesatz) Es seien a C b C R Ideale. Man zeige:

(i) Die kanonische Abbildung b < R — R/a besitzt a als Kern und induziert
eine Injektion b/a — R/a, wobei man b/a zunéchst als Menge der Rest-
klassen b+ a mit b € b erklidre. Weiter lidsst sich b/a mit seinem Bild in R/a
identifizieren und als Ideal in R/a auffassen.

(ii) Die Projektion R — R/b faktorisiert iiber R/a, d. h. ldsst sich als Kom-
position R —— R/a SR /b schreiben, mit einem Ringhomomorphismus f
und der kanonischen Projektion 7.

(iii) f besitzt b/a als Kern und induziert einen Isomorphismus

(R/a)/(b/a) == R/b.

5.2 Teilbarkeit in Integrititsringen

In diesem Abschnitt seien alle Ringe als Integrititsringe und damit insbesondere
als kommutativ vorausgesetzt. Im Wesentlichen interessieren wir uns fiir den
Polynomring K [T'] in einer Variablen T iiber einem Koérper K, fur den wir
Teilbarkeits- und Faktorisierungsaussagen herleiten wollen. Als Ring mit ganz
analogen Eigenschaften soll aber auch der Ring Z der ganzen Zahlen betrachtet
werden. Grundlegend ist in beiden Ringen das Verfahren der Division mit Rest,
welches wir insbesondere benutzen wollen, um den Satz iiber die eindeutige
Primfaktorzerlegung in Polynomringen herzuleiten. Zunéchst erinnern wir an
dieses Verfahren, wobei wir davon ausgehen, dass die Division mit Rest im
Ring Z der ganzen Zahlen wohlbekannt ist.



5.2 Teilbarkeit in Integritdtsringen 177

Satz 1. Zu a,b € Z mit b > 0 existieren eindeutig bestimmte Zahlen q,r € Z
mit
a=qb+r, 0<r<b.

Satz 2. Zu Polynomen f,g € K[T], g # 0, mit Koeffizienten aus einem Kirper
K eaistieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[T] mit

f=qg+m, gradr < grad g.

Beweis zu Satz 2. Wir beginnen mit der Existenzaussage. Fiir grad f < grad g
gilt die gewiinschte Zerlegung trivialerweise mit ¢ = 0 und r = f. Hat man
andererseits

m = grad f > gradg = n,

so sei a (bzw. b) der hichste Koeffizient von f (bzw. g), und man setze

a m—n
(hl:b'T , fi=f—-aqg

Dann gilt
grad(q1g9) = grad ¢; + gradg = (m —n) + n =m = grad f

nach 5.1/2, und die hochsten Koeffizienten von ¢;g und f stimmen iiberein.
Insbesondere ergibt sich

f=aqg+ fi, grad fi < grad f.

Im Falle grad f; < grad g erhilt man die gewiinschte Zerlegung mit ¢ = ¢
und r = fi. Falls aber grad f; > gradg gilt, so kann man nach dem gerade
beschriebenen Verfahren fortfahren und eine Zerlegung

f1=qg+ f2, grad fy < grad fi,

finden usw. Nach endlich vielen Schritten gelangt man schliefflich zu einer Zer-
legung
Jem1 = akg + fu

mit grad fx < grad ¢g. Dann ist

f=(@a+...+awg+fe

die gewiinschte Zerlegung von f.
Um nun auch die Eindeutigkeitsaussage herzuleiten, betrachte man Zerle-
gungen
f=ag+r=dg+r

mit grad r, gradr’ < grad g. Sodann hat man
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O=(q=q)g+(r—r) bzw.  (¢—q)g=r"—r
Gilt nun ¢ — ¢’ # 0, so folgt grad(q — ¢’) > 0 und damit gem&f 5.1/2
grad((q — ¢')g) = grad(¢ — ¢') + grad g > grad g.
Andererseits hat man aber
grad(r’ — r) < max{gradr’, gradr} < grad g,

was der vorhergehenden Abschatzung widerspricht. Also folgt ¢ = ¢’ und damit
r=r. O

Ringe, in denen eine Division wie in den Sétzen 1 oder 2 moglich ist, werden
als euklidische Ringe bezeichnet, genauer:

Definition 3. Fin Integrititsring R heifit ein euklidischer Ring, wenn es eine
Abbildung §: R—{0} — N (eine so genannte Gradfunktion) mit folgender Ei-
genschaft gibt: Zu a,b € R, b # 0, existieren jeweils (nicht notwendig eindeutig
bestimmte) Elemente g, € R mit a = gb+1r und r =0 oder §(r) < 4(b).

Wir konnen daher feststellen:

Korollar 4. Der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K[T] dber
einem Korper K sind euklidische Ringe. Als Gradfunktion nehme man im ersten
Fall den Absolutbetrag, im zweiten den gewdohnlichen Grad von Polynomen.

Definition 5. Ein Integrititsring R heifft Hauptidealring, wenn jedes Ideal
a C R ein Hauptideal ist, also die Gestalt a = (a) mit einem Element a € R
besitzt.

Satz 6. Es sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R auch ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei a C R ein Ideal. Um zu zeigen, dass a ein Hauptideal ist, diirfen
wir a # 0 annehmen, denn anderenfalls gilt a = 0 = (0). Sei nun a € a — {0}
ein Element, fir das der “Grad” 6(a) minimal ist. Wir behaupten, dass dann
a = (a) gilt. Natiirlich gilt (a) C a. Um auch die umgekehrte Inklusion zu
zeigen, wihlen wir ein Element ¢’ € a. Da R euklidisch ist, gibt es Elemente
¢,7 € Rmit ¢’ = qa+r, wobei r entweder verschwindet oder §(r) < d(a) erfillt.
Nun hat man aber r = a’ — ga € a, so dass aufgrund der Wahl von a notwendig
r = 0 und damit ¢’ = ga € (a) folgt. Es gilt daher a C (a), insgesamt also
a = (a), und R ist ein Hauptidealring. O

Korollar 7. Der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K[T] dber
einem Korper K sind Hauptidealringe.

Wir wollen als Néchstes den Teilbarkeitsbegriff in einem Integrititsring
einfithren.
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Definition 8. FEs seien a,b Elemente eines Integrititsrings R.

(i) Man sagt, a teile b oder a sei ein Teiler von b, in Zeichen a|b, wenn es
ein ¢ € R mit ac = b gibt. Ist a kein Teiler von b, so schreibt man atb.

(ii) a und b heiffen assoziiert, wenn es eine Einheit e € R* mit ae = b gibt.

Es ist also @ genau dann ein Teiler von b, wenn b € (a) bzw. (b) C (a) gilt.
Beispielsweise teilt 7'+ 1 das Polynom 7% — 1 in K [T], und man hat a|b sowie
b|a, falls a und b assoziiert sind. Genauer kann man feststellen:

Bemerkung 9. Fir Elemente a,b eines Integrititsrings R ist dquivalent:
(i) a|b und bla.
(ii) (a) = (b)-

(iii) a und b sind assoziiert.

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass aus (ii) Bedingung (iii) folgt, alle anderen
Implikationen ergeben sich mittels direkter Verifikation aus Definition 8. Gelte
also (a) = (b). Dann gibt es Elemente ¢,d € R mit ac = b und a = bd. Hieraus
folgt @ = bd = acd, also a - (1 — cd) = 0. Gilt nun a # 0, so folgt ¢d = 1,
da R ein Integritatsring ist, und es sind ¢,d Einheiten in R. Folglich sind a
und b assoziiert. Gleiches gilt aber auch im Falle ¢ = 0, denn man hat dann
insbesondere b = ac = 0. O

Definition 10. Fs sei R ein Integrititsring und p € R ein Element, welches
keine Finheit und von Null verschieden ist.
(i) p heift irreduzibel, wenn aus einer Gleichung p = ab mit a,b € R stets
folgt, dass a oder b eine Finheit in R ist. Anderenfalls nennt man p reduzibel.
(ii) p heift Primelement, wenn aus p|ab mit a,b € R stets p|a oder p|b
folgt oder, in dquivalenter Formulierung, wenn aus ab € (p) stets a € (p) oder

b € (p) folgt.

Es ist also p genau dann irreduzibel, wenn aus einer Relation p € (a) mit
a € R entweder (a) = (p) oder (a) = R folgt. Weiter sieht man mit Induktion,
dass ein Primelement p € R genau dann ein Produkt ay - ... - a, von Elementen
aus R teilt, wenn es einen der Faktoren a; teilt.

Bemerkung 11. Es sei R ein Integritditsring. Dann ist jedes Primelement von
R auch irreduzibel.

Beweis. Sei p € R ein Primelement und seien a,b € R mit p = ab. Dann teilt p
das Produkt ab, und es folgt, dass p einen der beiden Faktoren teilt, etwa p|a,
d. h. es gibt eine Gleichung a = pc mit ¢ € R. Setzt man dies in die Gleichung
p = ab ein, so erhdlt man p = pcb bzw. p(1 — ¢b) = 0. Da R ein Integritéitsring
und p von Null verschieden ist, folgt hieraus ¢b = 1, d. h. b ist eine Einheit.
Mithin ist p irreduzibel. Alternativ hiitten wir auch die Beziehungen a|p (wegen
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p = ab) und p|a verwenden kénnen. Mit Bemerkung 9 folgt hieraus, dass a und
p assoziiert sind. O

Wir werden sogleich zeigen, dass in Hauptidealringen auch die Umkehrung
von Bemerkung 11 gilt. Insbesondere diirfen wir dann Primzahlen in Z, die
ja gemeinhin als irreduzible Elemente definiert werden, auch als Primelemente
bezeichnen.

Satz 12. Es sei R ein Hauptidealring und p € R von 0 verschieden und keine
FEinheit. Dann ist dquivalent:

(i) p ist irreduzibel.

(i) p ist ein Primelement.

Beweis. Wir haben nur noch die Implikation (i) == (ii) zu zeigen. Sei also p € R
ein irreduzibles Element, und gelte p|ab sowie pta fiir zwei Elemente a,b € R.
Um p|b zu zeigen, betrachte man das Ideal

Ra+ Rp:={ra+sp;rsec R}

in R, welches aufgrund unserer Voraussetzung iiber R ein Hauptideal ist, etwa
Ra+ Rp = Rd. Insbesondere gilt a,p € Rd und folglich d|a, d|p. Nun ist p aber
irreduzibel. Daher folgt aus d|p bzw. einer Gleichung p = cd, dass ¢ oder d eine
Einheit ist. Ist nun ¢ eine Einheit, so kénnen wir d = ¢~!p schreiben, und man
erhilt p|a aus d|a, im Widerspruch zu p{a. Somit bleibt nur der Fall iibrig,
dass d eine Einheit ist, d. h. es gilt Ra + Rp = R und, nach Multiplikation mit
b, die Gleichung Rab + Rpb = Rb. Es existieren also r, s € R mit rab+ spb = b.
Wegen p|ab folgt hieraus wie gewiinscht p|b. O

Korollar 13. In einem Hauptidealring R ldsst sich jedes Element a € R— {0},
welches keine Einheit ist, als endliches Produkt von Primelementen schreiben.

Beweis. Da jedes irreduzible Element von R bereits prim ist, geniigt es, eine
Faktorisierung in irreduzible Elemente zu konstruieren. Sei also ¢ € R — {0}
eine Nichteinheit. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass sich a nicht als
endliches Produkt irreduzibler Elemente schreiben lasst. Dann ist a reduzibel,
und man kann a folglich als Produkt a;a} zweier Nichteinheiten aus R schreiben.
Da a keine endliche Faktorisierung in irreduzible Elemente besitzt, gilt dasselbe
fiir mindestens einen der beiden Faktoren ay, a}, etwa fiir a;, und wir konnen a,
wiederum als Produkt asay zweier Nichteinheiten aus R schreiben. Fiahrt man
auf diese Weise fort, so erhélt man eine Folge von Elementen

a = ap,a,ds,... € R,

so dass a;11 jeweils ein Teiler von a;, aber nicht assoziiert zu a; ist. Mit anderen
Worten, man erhélt eine aufsteigende Folge von Idealen

(a) = (a0) C (a1) S (a2) S ...,
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wobei es sich hier geméfl Bemerkung 9 jeweils um echte Inklusionen handelt.
Man priift nun leicht nach, dass die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von
Idealen wiederum ein Ideal ergibt. Wir kénnen also durch b = (J3°(a;) ein Ideal
in R definieren, und zwar ein Hauptideal, da R ein Hauptidealring ist. Folglich
existiert ein Element b € b mit b = (b). Nach Definition von b gibt es dann
einen Index ig € N mit b € (a;,), und es folgt

b=(b) C(a,) C(a;)Ch

fir i > 4o, also (a;,) = (a;) fir i > i, im Widerspruch dazu, dass die Kette der
Ideale (a;) echt aufsteigend ist. O

Als Niéchstes wollen wir zeigen, dass Faktorisierungen in Primelemente im
Wesentlichen eindeutig sind.

Lemma 14. In einem Integrititsring R habe man die Gleichung

br--..Dr=0q"..."gs

fiir Primelemente py,...,p. € R und irreduzible Elemente q,...,qs € R.
Dann gilt r = s, und nach Umnummerierung der qi, . ..,qs existieren Finheiten
€1,...,6r € R* mit q; = e;p; fiir i =1,...,r, d. h. p; ist jeweils assoziiert zu g;.

Beweis. Aus py - ... p. =qi-...-qs folgt insbesondere p; ¢y - ... ¢s. Da p; ein
Primelement ist, gibt es ein ¢ mit p; | ¢;, und wir kénnen durch Umnummerierung
der ¢1,...,qs; annehmen, dass ¢ = 1 und somit p; | ¢; gilt. Man hat also eine
Gleichung q; = €1p1, wobei ; aufgrund der Irreduzibilitdt von ¢ eine Einheit
ist. Da wir uns in einem Integritdtsring befinden, ergibt sich hieraus

P2-...Dr=¢€1Q2" ... (s.

In gleicher Weise zeigt man nun, dass p, zu einem der Elemente ¢, . . ., s assozi-
iert ist usw. Man kann also ¢y, . . ., ¢; so umnummerieren, dass p; firi =1,...,7
jeweils zu ¢; assoziiert ist. Insbesondere folgt r» < s. Nach “Auskiirzen” aller p;
aus der Gleichung p; ... -p.=q1 - ... qs verbleibt eine Gleichung des Typs

12(]r+1"~-'qsa

welche zeigt, dass das System der g,.1, ..., ¢s aus Einheiten besteht. Da alle ¢;
zugleich irreduzibel sind, also keine Einheiten sein konnen, ist das System leer,
und es gilt folglich r = s. O

Man sagt, in einem Integritidtsring R gelte der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung, oder auch R sei faktoriell, wenn sich jede Nichteinheit
a € R — {0} als Produkt von Primelementen in R schreiben ldsst. Gemif Lem-
ma 14 ist eine solche Faktorisierung von a (im Wesentlichen) eindeutig. Benut-
zen wir weiter, dass jedes Primelement aufgrund von Bemerkung 11 irreduzibel
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ist, so kann man mit Lemma 14 schlieflen, dass sich in einem faktoriellen Ring
jede von Null verschiedene Nichteinheit auf (im Wesentlichen) eindeutige Weise
als Produkt irreduzibler Elemente schreiben ldsst. Man kann dariiber hinaus
zeigen, dass umgekehrt die letztere Eigenschaft in einem Integrititsring dessen
Faktorialitédt impliziert. Wir wollen jedoch auf Beweise nicht weiter eingehen,
sondern nur noch Korollar 13 in neuer Sprechweise formulieren.

Satz 15. Jeder Hauptidealring ist faktoriell, insbesondere also der Ring Z der
ganzen Zahlen sowie der Polynomring K[T] einer Variablen T fiber einem
Korper K.

Man kann Primfaktorzerlegungen in einem faktoriellen Ring R weiter stan-
dardisieren, indem man in jeder Klasse assoziierter Primelemente eines auswéhlt
und damit ein Représentantensystem P C R aller Primelemente betrachtet.
Man kann dann annehmen, dass in Primfaktorzerlegungen, abgesehen von Ein-
heiten, nur die Primelemente p € P vorkommen, und man kann dariiber hinaus
gleiche Primfaktoren zu Potenzen zusammenfassen. Es besitzt dann jedes Ele-
ment a € R — {0} eine Primfaktorzerlegung der Form

a=¢ H pllp(a)

pEP

mit einer Einheit ¢ € R* und Exponenten i,(a) € Z, die fiir fast alle p € P
trivial sind. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung besagt dann, dass ¢
und die p,(a) jeweils eindeutig durch a bestimmt sind. Im Ubrigen sieht man
unmittelbar ein, dass fiir Elemente a,b € R— {0} die Teilbarkeitsbedingung a |b
genau dann erfiillt ist, wenn p,(a) < p,(b) fiir alle p € P gilt.

In Z gibt es nur die Einheiten 1 und —1, und es ist {iblich, P als das System
aller positiven Primelemente zu definieren. Im Polynomring K [7T'] iiber einem
Korper K dagegen besteht die Einheitengruppe aufgrund von 5.1/2 aus allen
nicht-trivialen konstanten Polynomen, stimmt also mit der Einheitengruppe K*
von K iiberein. Daher gibt es zu jedem Primpolynom genau ein assoziiertes
Primpolynom, welches normiert ist, d. h. 1 als hochsten Koeffizienten besitzt,
und man definiert P als das System aller normierten Primpolynome.

Wie gewohnlich lédsst sich fiir zwei von Null verschiedene Elemente a,b € R
mit Primfaktorzerlegung

a=c H pup(a)7 b=24 H pup(b)
peP peEP
der grifite gemeinsame Teiler
ggT(a,b) = Hpmin(up(a)yup(b))
pEP

erkliaren. Dies ist ein gemeinsamer Teiler d von a und b mit der charakterisie-
renden Eigenschaft, dass aus t|a und ¢|b stets ¢|d folgt.
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Entsprechend kann man zu a und b das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(a,b) = [ pmetea@ss®)
peP

betrachten. Dies ist ein gemeinsames Vielfaches v von a und b, so dass jedes
weitere gemeinsame Vielfache von a und b auch ein Vielfaches von v ist. Man
beachte jedoch, dass die Elemente ggT(a,b) und kgV(a, b) nur bis auf Einheiten
wohldefiniert sind, da sie aufler von a und b noch von der speziellen Wahl von
P abhéngen.

In Hauptidealringen lasst sich der grofite gemeinsame Teiler zweier Elemente
a,b € R idealtheoretisch charakterisieren, was vielfach von Nutzen ist. Hierzu
betrachtet man

Ra+ Rb:={ra+sb; r,s € R}

als Ideal in R, wobei die definierenden Eigenschaften eines Ideals leicht zu veri-
fizieren sind.

Satz 16. Fs seien a,b zwei von Null verschiedene Elemente eines Hauptideal-
rings R. Fir den grifiten gemeinsamen Teiler d = ggT(a,b) gilt dann

Ra + Rb = Rd.

Insbesondere gibt es eine Gleichung ra + sb = d mit Elementen r,s € R, die
notwendig teilerfremd sind, d. h. ggT(r,s) =1 erfiillen.

Beweis. Das Ideal Ra + Rb C R ist ein Hauptideal, etwa Ra + Rb = Rd'.
Dann folgt wegen a,b € Rd', dass d' ein gemeinsamer Teiler von a, b und damit
auch von d ist. Andererseits besteht wegen Ra + Rb = Rd' eine Gleichung
des Typs ra + sb = d’ mit gewissen Elementen r, s € R. Dies zeigt, dass jeder
gemeinsame Teiler von a, b auch ein Teiler von d’ ist. Insbesondere gilt also d|d’.
Zusammen mit d' | d ergibt sich gemi Bemerkung 9, dass d und d’' assoziiert
sind. Somit gilt Ra + Rb = Rd, wie behauptet, und man hat eine Gleichung
des Typs ra + sb = d. Letztere besagt, dass jeder gemeinsame Teiler von a, b,
multipliziert mit ggT(r, s), einen Teiler von d ergibt. Dies ist aber nur im Falle
ggT(r,s) = 1 moglich. a

AbschlieBend wollen wir noch aus Satz 16 eine spezielle Eigenschaft von
Primelementen in Hauptidealringen folgern.

Korollar 17. Es sei R ein Hauptidealring und p € R—{0}. Dann ist dquivalent:
(i) p ist ein Primelement.
(ii) Der Restklassenring R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Sei zunédchst p ein Primelement. Insbesondere ist p dann keine Einheit
und somit R/(p) nicht der Nullring. Um einzusehen, dass R/(p) ein Korper ist,
wihle man a € R/(p) — {0}. Es ist zu zeigen, dass es ein b € R/(p) mit b-a =1
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gibt oder, in dquivalenter Formulierung, dass es zu a € R — (p) eine Gleichung
der Form
ba+rp=1

mit b,r € R gibt. Letzteres folgt aber aus Satz 16, da a und p offenbar teiler-
fremd sind.

Wenn andererseits p kein Primelement ist, so ist p entweder eine Einheit,
oder aber es gibt von Null verschiedene Nichteinheiten a,b € R mit p 1 a,
pth, sowie p|ab. Im ersten Fall ist der Restklassenring R/(p) der Nullring. Im
zweiten sind die Restklassen a,b € R/(p) zu a,b von Null verschieden, erfiillen
aber a-b = 0. Es ist also R/(p) in beiden Fillen kein Integrititsring und damit
insbesondere kein Koérper. O

Als Anwendung sehen wir, dass fiir p € Z der Restklassenring Z/pZ genau
dann ein Korper ist, wenn p prim ist. Insbesondere ist F,, = Z/pZ fiir eine
Primzahl p € N ein Korper mit p Elementen.

Genauso folgt fiir einen Korper K und Polynome f € K[T], dass der
Restklassenring K[T]/(f) genau dann ein Kérper ist, wenn f prim ist. In R[7]
sind beispielsweise die Polynome T'— 1 und T? + 1 irreduzibel und damit auch
prim. Es gilt

R[T)/(T —1)~R,  R[T]/(T?*+1)~C,

wie man leicht mit Hilfe des Homomorphiesatzes 5.1/10 zeigen kann. Im Ubrigen
kann man zeigen, dass die primen Polynome in R[T'] gerade aus allen Polyno-
men vom Grad 1 sowie den nullstellenfreien Polynomen vom Grad 2 gebildet
werden.

Schlielich wollen wir noch die so genannte Charakteristik eines Korpers
definieren. Ist K ein Korper, so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus ¢: Z — K. Dieser bildet eine natiirliche Zahl n ab auf die n-fache
Summe n - 1 des Einselementes 1x € K und entsprechend —n auf —(n - 1g).
Der Kern von ¢ ist ein Ideal in Z, also ein Hauptideal, und wird damit von
einem eindeutig bestimmten Element p € N erzeugt. Es ist p entweder 0 oder
ansonsten die kleinste positive natiirliche Zahl mit p - 1x = 0. Man nennt p
die Charakteristik von K; diese ist entweder 0 oder aber prim, wie man dhnlich
wie im zweiten Teil des Beweises zu Korollar 17 sehen kann.

Aufgaben
1. Man betrachte die folgenden Polynome f,g € R[7T"] und dividiere jeweils f mit
Rest durch g:
G) f=T8+3T4 4T3 -2, g=T%-2T +1,
(i) f=T"-1, g=T -1, mit n € N—{0},
(i) f=T"+T" ' +...+1, g=T+1, mit n € N—{0}.

2. Es seien a, b von Null verschiedene Elemente eines Hauptidealrings R. Man zeige
Ra N Rb = Ru fiir v =kgV(a,b).
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3. Man bestimme alle Unterringe von Q.

4. Es sei R ein Integritétsring und p € R — {0}. Man zeige, dass p genau dann prim
ist, wenn R/(p) ein Integritétsring ist.

5. Man bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms 7% — 1 im Polynomring
R[T].

6. Man zeige, dass der Polynomring Z[7T] kein Hauptidealring ist.

7. Man zeige, dass Z + Zi = {z + yi € C; z,y € Z} einen Unterring des Korpers
der komplexen Zahlen bildet und ein Hauptidealring ist.

8. Man zeige, dass es in Z unendlich viele paarweise nicht-assoziierte Primelemente
gibt. Gleiches gilt fiir den Polynomring K[T] iiber einem Kérper K.

9. Es sei F ein endlicher Kérper der Charakteristik p, wobei p den Kern des kano-
nischen Ringhomomorphismus Z — F erzeugt. Man zeige:

(i) p ist eine Primzahl.

(ii) Es besteht F aus p” Elementen, wobei r eine geeignete natiirliche Zahl ist.

10. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra mit dimg A < oco. Fiir ein Element
a € A zeige man: Es existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom
f € K[T] kleinsten Grades mit f(a) = 0.

5.3 Nullstellen von Polynomen

Es sei K ein Korper (oder allgemeiner ein kommutativer Ring) und A eine
K-Algebra. Ein Element ¢t € A heifit Nullstelle eines Polynoms f € K[T],
wenn f(t) = 0 gilt, d. h. wenn das Bild von f unter dem Einsetzungshomo-
morphismus K [T] — A, der ¢ anstelle der Variablen T einsetzt (vgl. 5.1/7),
trivial ist. Um ein Beispiel zu geben, betrachte man den Endomorphismenring
A eines K-Vektorraums V'; dieser wird zu einer K-Algebra unter dem Ringho-
momorphismus K — A, ¢ — c-idy. Fir dimg V' > 1 ist leicht zu sehen, dass
das Polynom 7% € K[T] auBer dem Nullelement 0 € A noch weitere Nullstel-
len besitzt, sogar unendlich viele, wenn K unendlich viele Elemente hat. Die
Gleichung ¢? = 0 fiir einen Endomorphismus ¢: V' — V ist nimlich gleichbe-
deutend mit im ¢ C ker .

Wir wollen uns zunéchst aber nur fiir Nullstellen von Polynomen f € K[T']
in K interessieren, wobei wir K als Korper voraussetzen. Aufgrund der Null-
teilerfreiheit von K sind dann stérkere Aussagen moglich, beispielsweise ist das
Nullelement 0 € K die einzige Nullstelle in K zu T2 € K[T].

Satz 1. Sei o € K Nullstelle eines Polynoms f € K[T]. Dann existiert ein
Polynom g € K[T] mit
f = (T - CK) 9,

wobei g durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Division mit Rest von f durch (T — «) fithrt zu einer Gleichung
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f=T~-a)-g+r

mit r € K. Setzt man hierin « anstelle von T ein, so ergibt sich wegen f(a) =0
unmittelbar r = r(a) = 0 und damit die gewiinschte Gleichung f = (T'— «) - g.
Die Eindeutigkeit von g folgt aus der Nullteilerfreiheit von K oder aus der
Eindeutigkeit der Division mit Rest; vgl. 5.2/2. g

Korollar 2. Sei f € K[T], f # 0. Dann besitzt [ nur endlich viele paarweise
verschiedene Nullstellen a, ..., o, € K, wobei v < grad f gilt. Weiter ezistieren
ni,...,n, € N—{0} sowie ein Polynom g € K[T] ohne Nullstellen in K mit

f H _az

Dabei sind die Exponenten n; sowie das Polynom g eindeutig durch f bestimmit.

Beweis. Man betrachte Zerlegungen der Form

f H _al

mit paarweise verschiedenen Nullstellen «y,...,q, von f (wobei r variieren
darf), Exponenten n; € N— {0} und einem Polynom g € K[T']. Dann gilt stets

grad f = Z n; + grad g,

i=1

und wir kénnen eine solche Zerlegung finden, fiir die grad g minimal ist. Dann
ist g aber wie gewiinscht ohne Nullstellen in K, da man ansonsten geméafl Satz 1
von g einen Linearfaktor der Form 7' — a abspalten kénnte und dies zu einer Zer-
legung mit einem echt kleineren Grad von g fithren wiirde. Man erkennt dann,
dass ajy,...,qa, aufgrund der Nullteilerfreiheit von K die einzigen Nullstellen
von f sind und dass r < grad f gilt.

Die Faktoren (T — ;) sind irreduzibel und damit insbesondere prim. Die
Eindeutigkeitsaussage folgt daher leicht aus der Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung in K [T]. Man benutze dabei, dass in der Primfaktorzerlegung von ¢
lediglich Faktoren vom Grad > 2 vorkommen kénnen, da g keine Nullstellen in
K Dbesitzt. (|

In der vorstehenden Situation nennt man n; die Vielfachheit der Nullstelle
«;. Weiter bezeichnet man einen Korper K als algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes nicht-konstante Polynom f € K[T] (mindestens) eine Nullstelle in K
besitzt. In der Zerlegung von Korollar 2 ist g dann konstant. Man kann daher
sagen, dass ein Kérper K genau dann algebraisch abgeschlossen ist, wenn sich
jedes nicht-konstante Polynom f € K[T] als Produkt von Linearfaktoren, d. h.
Polynomen vom Grad 1 schreiben lésst oder, in dquivalenter Weise, wenn die
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irreduziblen Polynome in K[T'] gerade die Polynome vom Grad 1 sind. Wir
wollen in diesem Zusammenhang den so genannten Fundamentalsatz der Algebra
formulieren.

Theorem 3. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Der Beweis erfordert Hilfsmittel, die {iber die lineare Algebra hinausge-
hen. Er wird iiblicherweise im Rahmen der Funktionentheorie- oder Algebra-
Vorlesungen gefithrt. Als Beispiel wollen wir hier nur noch anfiigen, dass die
Polynome

T -2¢€Q[T],
T +1 € R[T],
T*+T+1€F,[T]

keine Nullstellen in den jeweiligen Kérpern besitzen. Da es sich um Polynome
vom Grad 2 handelt, folgt hieraus, dass diese irreduzibel und damit prim sind.

Aufgaben

1. Essei K ein Kérper. Fiir ein Polynom f =", . a;T% € K[T] definiere man des-
sen Ableitung durch f':=3%", ia; 7", wobei ia; jeweils als i-fache Summe von
a; zu verstehen ist. Man zeige: Ein Element o € K ist genau dann eine mehrfache
Nullstelle (d. h. der Ordnung > 1) von f, wenn « Nullstelle von ggT(f, f’) ist.

2. Es sei K ein Koérper und A eine K-Algebra. Fiir Polynome f,g € K[T] — {0}
und h = ggT(f, g) zeige man: Ist a € A eine gemeinsame Nullstelle von f und g,
so ist a auch Nullstelle von h. (Hinweis: Man benutze die in 5.2/16 beschriebene
Charakterisierung des grofiten gemeinsamen Teilers.)

3. Fiir eine komplexe Zahl o = u + tv € C mit Realteil v und Imaginérteil v sei
die zugehorige konjugiert komplexe Zahl definiert durch @ = u — iv. Man zei-
ge, dass ein normiertes Polynom f € R[T] genau dann prim ist, wenn es von
der Form f =T —a mit « € Roder f = (T' - a)(T —«) mit « € C—R
ist. (Hinweis: Man betrachte die Abbildung C — C, o —— «, welche die Ei-
genschaften eines R-Algebraisomorphismus besitzt, und setze diese fort zu einem
R[T]-Algebraisomorphismus C[7'] — C[T7].)





