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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

Die Mathematik ist eine Wissenschaft, die sich heutzutage in einem &uflerst
vielfaltigen und schillernden Gewand présentiert. Daher stellt sich zwangsldu-
fig die Frage, welche Bereiche fiir die ersten Schritte im Vordergrund stehen
sollten, wenn man ein Studium der Mathematik aufnehmen mochte. Natiirlich
hat sich die Art der Ausbildung mit der Zeit gewandelt. In kontinuierlicher
Weise sind grundlegende Einsichten, die im Rahmen der Erforschung aktuel-
ler Probleme zutage getreten sind, mit in die Lehre eingeflossen. Dabei geht es
in der Mathematik keineswegs um komplizierte Details, sondern vielmehr um
oftmals wiederkehrende tragende Grundmuster, die sich als wichtig erwiesen ha-
ben und die ihrerseits bereits auf elementarem Niveau an sinnvollen Beispielen
studiert werden konnen. So hat es sich bewéhrt, die Mathematikausbildung an
Universitidten mit je einer Einfiihrung in die Infinitesimalrechnung und die Li-
neare Algebra zu beginnen, meist in zwei getrennten Vorlesungen. Beide Gebiete
erginzen sich gegenseitig und beinhalten in idealer Weise eine Vielzahl inter-
essanter mathematischer Grundmuster. Ja, man kann mit Recht sagen, dass die
Methoden der Infinitesimalrechnung und der Linearen Algebra grundlegend fiir
so gut wie alle anderen Bereiche der Mathematik sind.

Der Text dieses Bandes représentiert das Pensum einer zwei-semestrigen
Einfithrungsvorlesung zur Linearen Algebra, eine Vorlesung, die ich mehrfach
an der Universitdat Miinster gehalten habe. Die meisten Studierenden verfiigen
bereits iiber gewisse Vorkenntnisse zur Linearen Algebra, wenn sie sich fiir ein
Mathematikstudium entscheiden, etwa was die Vektorrechnung oder das Losen
linearer Gleichungssysteme angeht. Sie sind dagegen aller Erfahrung nach we-
niger mit den allgemeinen Begriffsbildungen der Linearen Algebra vertraut, die
diese Theorie so universell einsatzfihig machen. Man kann sicherlich sagen,
dass diese abstrakte Seite der Linearen Algebra fiir viele Studierende neue und
ungewohnte Schwierigkeiten aufwirft. Ich habe mich dafiir entschieden, diese
Schwierigkeiten nicht zu kaschieren, sondern ihre Uberwindung gezielt in den
Vordergrund zu stellen. Deshalb wird in diesem Text von Anfang an grofier
Wert auf eine klare und systematische, aber dennoch behutsame Entwicklung
der in der Linearen Algebra iiblichen theoretischen Begriffsbildungen gelegt.
Ad-hoc-Lasungen, die bei spéteren Uberlegungen oder Verallgemeinerungen re-
vidiert werden miissten, werden nach Maoglichkeit vermieden. Erst wenn die
theoretische Seite eines Themenkomplexes geklért ist, erfolgt die Behandlung
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der zugehorigen Rechenverfahren, unter Ausschopfung des vollen Leistungsum-
fangs.

Nun ist allerdings eine Theorie wie die Lineare Algebra, die sich in be-
trachtlichem Mafle von ihren urspriinglichen geometrischen Wurzeln entfernt
hat, nur schwerlich zu verdauen, wenn nicht gleichzeitig erklart wird, warum
man in dieser oder jener Weise vorgeht, was die zugehorige Strategie ist, oder
an welche Hauptanwendungsfélle man mit einer gewissen Definition denkt. Um
solche Fragen abzudecken, wird in einer Vorlesung neben der rein stofflichen
Seite in erheblichem Mafle auch das zugehorige motivierende Umfeld erldutert.
In Lehrbiichern ist diese Komponente oftmals nur in geringem Mafle realisiert,
da ansonsten ein permanenter Wechsel zwischen der logisch-stringenten ma-
thematischen Vorgehensweise und mehr oder weniger heuristisch-anschaulichen
Uberlegungen erforderlich wiire, was natiirlich fiir die Einheitlichkeit und Uber-
sichtlichkeit der Darstellung nicht férderlich ist. In dem vorliegenden Text wird
nun jedes Kapitel mit einer Reihe von “Vorbemerkungen” eingeleitet, deren Ziel
es ist, das motivierende Umfeld des jeweiligen Kapitels zu beleuchten. Ausge-
hend vom momentanen Kenntnisstand eines Lesers werden die zu behandeln-
den Hauptfragestellungen einschlieflich des zugehorigen geometrischen Hinter-
grunds (soweit gegeben) erldutert und dariiber hinaus mégliche Losungsansitze
und Losungsstrategien, die Art der erhaltenen Losung, wie auch die hiermit ver-
bundenen Schwierigkeiten diskutiert. Es wird empfohlen, die Vorbemerkungen
wahrend des Studiums eines Kapitels je nach Bedarf mehrfach zu konsultieren,
um groftmoglichen Nutzen aus ihnen zu ziehen. Ausdriicklich méchte ich aber
darauf hinweisen, dass es sich bei diesen Einfithrungen zu einem grofien Teil um
Plausibilitdtsbetrachtungen handelt. Diese sind daher nicht mit der iiblichen
mathematischen Priagnanz abgefasst, und sie sind infolgedessen auch nicht Teil
des eigentlichen Lehrstoffes.

Der stoffliche Umfang des Buches bietet nur wenig Besonderheiten. Es wer-
den Vektorrdume und ihre linearen Abbildungen, Matrizen und lineare Glei-
chungssysteme, Determinanten, Polynome, Eigenwert- und Normalformentheo-
rie sowie euklidische und unitdre Vektorrdume behandelt. Ein Abschnitt iiber
auBere Produkte (mit einem Stern * gekennzeichnet), in dem als Anwendung
der allgemeine Laplacesche Entwicklungssatz fiir Determinanten bewiesen wird,
ist optional. Die Herleitung der Normalformen fiir Endomorphismen von Vek-
torrdumen erfolgt, der Gesamtstrategie des Buches folgend, im Rahmen von
Moduln iiber Hauptidealringen, wobei solche Moduln allerdings erst zu Beginn
von Abschnitt 6.3 eingefiithrt werden. Wer sich hier auf die elementare Seite der
Normalformentheorie beschrianken mochte, kann im Anschluss an die Abschnit-
te 6.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren) und 6.2 (Minimalpolynom und charakte-
ristisches Polynom) auch gleich zu den euklidischen und unitéren Vektorraumen
in Kapitel 7 iibergehen.

Miinster, im Mai 2001 Siegfried Bosch



Vorwort zur vierten Auflage

Seit Erscheinen meiner LINEAREN ALGEBRA hat mich eine Vielzahl von Kom-
mentaren und Vorschldgen zu diesem Thema erreicht, fiir die ich allen Lesern
herzlich danken mochte. Insbesondere gilt dies fiir die Horer meiner Vorlesun-
gen, die in den vergangenen Semestern die Grundlagen der Linearen Algebra
mit Unterstiitzung dieses Textbuches erlernt haben.

In der vorliegenden Neuauflage gibt es nur wenige Anderungen. Einige
Druckfehler wurden beseitigt und einige kleinere Unstimmigkeiten begradigt.
Ansonsten liefert der Text nach wie vor eine detaillierte Einfithrung in die Linea-
re Algebra, die sich an den Anforderungen einer zweisemestrigen Einfithrungs-
vorlesung orientiert. Beibehalten und konsequent genutzt wurde der bewahrte
Standpunkt, mit N die natiirlichen Zahlen einschliefslich der 0 zu bezeichnen.
Diese Konvention wird in der Literatur leider nicht einheitlich gehandhabt, sie
bringt fiir uns allerdings manche Vereinfachung mit sich, indem sie es an vielen
Stellen erméglicht, auf die Hervorhebung trivialer (und daher eigentlich unin-
teressanter) Ausnahmefille zu verzichten.

Miinster, im November 2007 Siegfried Bosch
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1. Vektorriaume

Vorbemerkungen

Konkrete geometrische Fragestellungen in der Ebene oder im drei-dimensionalen
Raum waren vielfach Ausgangspunkt bedeutender mathematischer Entwick-
lungen. Als Hilfsmittel zur Behandlung solcher Fragen wurden beispielsweise
geometrische Konstruktionsverfahren mittels Zirkel und Lineal entwickelt. Eine
andere Strategie besteht darin, geometrische Fragen in rechnerische Probleme
umzusetzen, um durch “Ausrechnen” zu Losungen zu gelangen. Dies ist das
Vorgehen der analytischen Geometrie, die 1637 von René Descartes in seinem
berithmten Werk “La Géométrie” begriindet wurde. Ein Grofiteil der rechneri-
schen Methoden der analytischen Geometrie wiederum wird heute in erweiterter
Form unter dem Begriff der Linearen Algebra zusammengefasst.

Wir wollen im Folgenden etwas ndher auf die grundlegenden Ideen des Des-
cartes’schen Ansatzes eingehen. Hierzu betrachten wir eine Ebene E (etwa in
dem uns umgebenden drei-dimensionalen Raum), zeichnen einen Punkt von E
als so genannten Nullpunkt 0 aus und wéhlen dann ein Koordinatensystem mit
Koordinatenachsen = und y, die sich im Nullpunkt 0 schneiden. Identifizieren
wir die Achsen x und y jeweils noch mit der Menge R der reellen Zahlen, so
lassen sich die Punkte P von E als Paare reeller Zahlen interpretieren:

Y

m o P = (z1,y1)

I T

In der Tat, ist P ein Punkt in F, so konstruiere man die Parallele zu y durch
P. Diese schneidet die Achse z in einem Punkt x;. Entsprechend schneidet die
Parallele zu x durch P die Achse y in einem Punkt y;, so dass man aus P das
Koordinatenpaar (z1,y1) erhalt. Umgekehrt ldsst sich P aus dem Paar (x1,y1)
in einfacher Weise zuriickgewinnen, und zwar als Schnittpunkt der Parallelen
zu y durch z; und der Parallelen zu x durch y;. Genauer stellt man fest, dass
die Zuordnung P —— (x1,y;) eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
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den Punkten von E und den Paaren reeller Zahlen darstellt und man deshalb
wie behauptet eine Identifizierung

FE = R? = Menge aller Paare reeller Zahlen

vornehmen kann. Natiirlich héngt diese Identifizierung von der Wahl des Null-
punktes 0 sowie der Koordinatenachsen x und y ab. Wir haben in obiger Abbil-
dung ein rechtwinkliges Koordinatensystem angedeutet. Im Prinzip brauchen
wir jedoch an dieser Stelle noch nichts iber Winkel zu wissen. Es geniigt, wenn
wir als Koordinatenachsen zwei verschiedene Geraden x und y durch den Null-
punkt 0 verwenden. Genaueres hierzu werden wir noch in den Vorbemerkungen
zu Kapitel 2 besprechen.

Es soll nun auch die Identifizierung der beiden Koordinatenachsen z und
y mit der Menge R der reellen Zahlen noch etwas genauer beleuchtet werden.
Durch Festlegen des Nullpunktes ist auf x und y jeweils die Streckungsabbildung
mit Zentrum 0 und einer reellen Zahl als Streckungsfaktor definiert. Wéhlen wir
etwa einen von 0 verschiedenen Punkt 1, € x aus und bezeichnen mit « - 1, das
Bild von 1, unter der Streckung mit Faktor «, so besteht x gerade aus allen
Punkten a-1,, wobei « die reellen Zahlen durchléuft. Genauer kénnen wir sagen,
dass die Zuordnung o — «- 1, eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
den reellen Zahlen und den Punkten von z erkliart. Nach Auswahl je eines von 0
verschiedenen Punktes 1, € x und entsprechend 1, € y sind daher x und y auf
natiirliche Weise mit der Menge R der reellen Zahlen zu identifizieren, wobei
die Punkte 0,1, € z bzw. 0,1, € y den reellen Zahlen 0 und 1 entsprechen.
Die Moglichkeit der freien Auswahl der Punkte 1, € z und 1, € y wie auch die
Verwendung nicht notwendig rechtwinkliger Koordinatensysteme machen aller-
dings auf ein Problem aufmerksam: Der Abstand von Punkten in F wird unter
der Identifizierung £ = R? nicht notwendig dem auf R? iiblichen euklidischen
Abstand entsprechen, der fiir Punkte P, = (21, y1) und P = (29, y2) durch

d(Py, P,) = \/(11 —2)% + (y1 — ¥2)?

gegeben ist. Eine korrekte Reflektierung von Absténden auf E ist jedoch mit
Hilfe der spéter noch zu diskutierenden Skalarprodukte moglich.

In der Mathematik ist man stets darum bestrebt, bei der Analyse von
Phénomenen und Problemen, fiir die man sich interessiert, zu gewissen “einfa-
chen Grundstrukturen” zu gelangen, die fiir das Bild, das sich dem Betrachter
bietet, verantwortlich sind. Solchermaflen als wichtig erkannte Grundstruktu-
ren untersucht man dann oftmals losgelost von der eigentlichen Problematik,
um herauszufinden, welche Auswirkungen diese haben; man spricht von einem
Modell, das man untersucht. Modelle haben den Vorteil, dass sie in der Regel
leichter zu iiberschauen sind, aber manchmal auch den Nachteil, dass sie den
eigentlich zu untersuchenden Sachverhalt moglicherweise nur in Teilaspekten
beschreiben kénnen.

In unserem Falle liefert der Descartes’sche Ansatz die Erkenntnis, dass
Punkte von Geraden, Ebenen oder des drei-dimensionalen Raums mittels Ko-
ordinaten zu beschreiben sind. Hierauf gestiitzt kénnen wir, wie wir gesehen
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haben, die Menge R? aller Paare reeller Zahlen als Modell einer Ebene ansehen.
Entsprechend bildet die Menge R? aller Tripel reeller Zahlen ein Modell des
drei-dimensionalen Raums, sowie natiirlich R = R! ein Modell einer Geraden.
Die Untersuchung solcher Modelle fithrt uns zum zentralen Thema dieses Kapi-
tels, ndmlich zu den Vektorrdumen. Vektorrdume beinhalten als fundamentale
Struktur zwei Rechenoperationen, zum einen die Multiplikation von Skalaren
(in unserem Falle reellen Zahlen) mit Vektoren, was man sich als einen Stre-
ckungsprozess vorstellen kann, und zum anderen die Addition von Vektoren.
Wir wollen dies mit den zugehérigen geometrischen Konsequenzen einmal am
Beispiel einer Ebene £ und ihrem Modell R? erldutern.

Wir beginnen mit der skalaren Multiplikation. Fiir

O[ER7 ZD:(xlayl)eIR2
bezeichnet man mit
a-P=a-(r,y) = (ax,ay)

das Produkt von a und P, wobei sich in E folgendes Bild ergibt:

)
(% o
Y1 . P
Y1 o P
Ty QAT X

Die Multiplikation von Punkten P € E mit einem Skalar o € R ist folglich
zu interpretieren als Streckungsabbildung mit Streckungszentrum 0 und Stre-
ckungsfaktor . Besonders instruktiv ldsst sich dies beschreiben, wenn man die
Punkte P € E als “Vektoren” im Sinne gerichteter Strecken 0P auffasst. Vek-
toren sind somit charakterisiert durch ihre Lange und ihre Richtung (aufer fiir
den Nullvektor 00, der keine bestimmte Richtung besitzt). Der Vektor a- 0P
geht dann aus 0P hervor, indem man ihn mit « streckt, d. h. seine Lange mit
a (oder, besser, mit dem Betrag |o|) multipliziert und ansonsten die Richtung
des Vektors beibehélt bzw. invertiert, je nachdem ob o > 0 oder a < 0 gilt:

Y
ayy
a- 0P
Y1
0P -

T axry X
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Als weitere Rechenoperation betrachten wir die Addition von Punkten in
R2. Fiir
Py = (z1,11), P = (22,12) € R?
setzt man
P+ Py = (21 + 29,51 + 2),

was in E mittels folgender Skizze verdeutlicht werden mége:

)
P+ P
Y1+Y2 ! ’
P.
Y2 2
1 ])1
T2 T1 T1+T9 T

Auch die Beschreibung der Addition in E gestaltet sich instruktiver, wenn man
den Vektorstandpunkt im Sinne gerichteter Strecken zugrunde legt. Allerdings
sollte man dabei zulassen, dass Vektoren als gerichtete Strecken parallel zu sich
selbst verschoben und somit vom Koordinatenursprung als ihrem natiirlichen
Fufipunkt gelost werden kénnen. Die Summe der Vektoren 0P, und 0P, ergibt
sich dann als Vektor 0P, wobei P derjenige Endpunkt ist, den man erhélt,
indem man beide Vektoren miteinander kombiniert, also den Vektor 0751 in 0
anlegt und den Vektor 0P, im Endpunkt P; von 0P,, etwa wie folgt:

y
Y+ya 1o e . S . AP
0P = 0P, + 0P, 0P,
yl P1
0P,

T1 T1+T2 x

Dabei zeigt die obige Parallelogrammkonstruktion, dass sich das Ergebnis der
Addition nicht &ndert, wenn man alternativ den Vektor 0P, in 0 anlegt und
anschliefend den Vektor 0?1 im Endpunkt von 0?;. Die Addition von Vektoren
héngt daher nicht von der Reihenfolge der Summanden ab, sie ist kommutativ.
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Es mag etwas verwirrend wirken, wenn wir die Elemente des R? einerseits
als Punkte, sowie andererseits auch als (verschiebbare) Vektoren im Sinne ge-
richteter Strecken interpretieren. Im Prinzip kénnte man eine begriffliche Tren-
nung zwischen Punkten und Vektoren vornehmen, indem man den einem Punkt
P € R? zugeordneten Vektor 0P als Translation QQ — P+(Q interpretiert, d. h.
als Abbildung von R? nach R?, die einem Element () € R? das Element P + @
als Bild zuordnet. Wir wollen von dieser Moglichkeit allerdings keinen Gebrauch
machen, da eine Trennung der Begriffe fiir unsere Zwecke keine Vorteile bringt
und die Dinge lediglich komplizieren wiirde.

Als Né#chstes wollen wir besprechen, dass die Addition von Punkten und
Vektoren in R? bzw. E auf natiirliche Weise auch eine Subtraktion nach sich
zieht. Fiir Py = (0, o) € R? setzt man

—Py = —(20,%0) :== (=1) - (0, %0) = (—Z0, —¥0)

und nennt dies das negative oder inverse Element zu Fy. Dieses ist in eindeutiger
Weise charakterisiert als Element @) € R?, welches der Gleichung Py +Q = 0
geniigt. Die Subtraktion zweier Elemente P, = (w1, ;) und Py = (2, o) in R?
wird dann in nahe liegender Weise auf die Addition zurtickgefiihrt, und zwar
durch

Py — Py:= P+ (=Fy) = (x1 — 20, %1 — %0)-

Legen wir wieder den Vektorstandpunkt in E zugrunde, so entsteht also — 0P,
aus dem Vektor 0P, durch Invertieren seiner Richtung, wobei die Lénge erhalten
bleibt. Damit lédsst sich die Differenz zweier Vektoren 0731 und OTDE) wie folgt
illustrieren:

Y
0P, 0P, — 0F,
Yo Py
0F
i) T X

Insbesondere erkennt man, dass die Summe der Vektoren O?E] und ()le — O—P;)
gerade den Vektor 0P, ergibt, was eine sinnvoll definierte Addition bzw. Sub-
traktion natiirlich ohnehin leisten sollte. Allgemeiner kann man Summen des
Typs

0P = 0P + a - (0P, — 0F))
mit unterschiedlichen Skalaren o € R bilden. Der Punkt P liegt dann fiir
Py # P, stets auf der Geraden G, die durch Fy und P; festgelegt ist, und
zwar durchlauft P ganz G, wenn « ganz R durchlauft:
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Yy G
0P, 0P, — 0P,
Yo Py
0F
i) T T
0P
P

Die Gerade in E bzw. R?, welche die gegebenen Punkte Py und P enthilt, wird
daher durch die Gleichung

beschrieben. Sind zwei solche Geraden
G={P+t-(PL—PR);teR}, G'={Py+t- (P —P);teR}

mit Py # P, und P} # P| gegeben, so sind diese genau dann parallel, wenn
P, — P, ein skalares Vielfaches von P] — P} ist, bzw. umgekehrt, wenn P| — F}
ein skalares Vielfaches von P; — P, ist. Ist Letzteres nicht der Fall, so besitzen G
und G’ genau einen Schnittpunkt, wobei eine Berechnung dieses Schnittpunktes
auf die Losung eines so genannten linearen Gleichungssystems fithrt, welches aus
2 Gleichungen mit 2 Unbekannten, ndmlich den Koordinaten des Schnittpunktes
von G und G’ besteht. Die Losung von Gleichungssystemen dieses Typs wird
uns noch ausfiihrlich in Kapitel 3 beschiftigen.

Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich ohne Probleme auf den drei-
dimensionalen Raum und sein Modell R? verallgemeinern. Beispielsweise ist fiir
zwei Punkte Py, P, € R3 wiederum

G:{P0+t'(P1—P0);t€R}

die durch Py und P, bestimmte Gerade im R3. Fiir Punkte Py, P;, P, € R? kann
man mit P/ := P, — Fy und Py := P, — P, entsprechend das Gebilde

E={Py+s-P +t-Py;stecR}

betrachten:
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P
P‘l\/v 2
P

0

0

Wenn P kein Vielfaches von P; und Pj kein Vielfaches von P ist, die Vektoren
in 0 angetragen also nicht auf einer Geraden durch 0 liegen, so bezeichnet man
P] und Pj als linear unabhdngig. In diesem Falle erkennt man E als Ebene,
ansonsten als Gerade oder auch nur als Punkt. Da die Vektoren P und Py hier
eine entscheidende Rolle spielen, sollten wir auch das Gebilde

E' ={s-P+t-P;steR}

betrachten, welches durch Verschieben von E um den Vektor — 0P entsteht:

El

P 0

Im Rahmen der Vektorrdume nennt man E’ den von P| und Pj aufgespannten
oder erzeugten linearen Unterraum von R3. Allgemeiner kann man im R?® den
von beliebig vielen Vektoren @1, ..., Q, erzeugten linearen Unterraum

U:{t1Q1+...+tTQT;t17...,tTER}

betrachten. Fiir einen Vektor € R? sagt man, dass Q linear von Q1,...,Q,
abhdngt, falls @ € U gilt. Folgende Félle sind moglich: Fir @, = ... =@, =0
besteht U nur aus dem Nullpunkt 0. Ist aber einer der Vektoren Q,...,Q,
von 0 verschieden, etwa ()7 # 0, so enthélt U zumindest die durch @, gege-
bene Gerade G = {tQ;;t € R}. Gehoren auch Qs,...,Q, zu G, d. h. sind
@2, . ..,Q, linear abhingig von )y, so stimmt U mit G iiberein. Ist Letzte-
res nicht der Fall und gilt etwa @2 € G, so spannen @ und @, die Ebene
E={t1Q1 4+ t2Qs; t1,t2 € R} auf, so dass U zumindest diese Ebene enthélt.
Im Falle Qs,...,Q, € E, also wenn Qs,...,Q, linear von @1, Qs abhingen,
stimmt U mit F {iberein. Ansonsten gibt es einen dieser Vektoren, etwa 3, der
nicht zu E gehort. Die Vektoren @1, @, @3 bilden dann sozusagen ein Koor-
dinatensystem im R®, und man sicht dass U mit ganz R? iibereinstimmt, dass
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also alle Vektoren im R? linear von @i, Q», Qs abhingen. Insbesondere ergibt
sich, dass ein linearer Unterraum im R? entweder aus dem Nullpunkt, aus einer
Geraden durch 0, aus einer Ebene durch 0 oder aus ganz R? besteht.

Das soeben eingefiihrte Konzept der linearen Abhdngigkeit von Vektoren ist
ein ganz zentraler Punkt, der in diesem Kapitel ausfiihrlich im Rahmen der Vek-
torrdume behandelt werden wird. Dabei nennt man ein System von Vektoren
@1, ..,Q, linear unabhingig, wenn keiner dieser Vektoren von den restlichen
linear abhingt. Die oben durchgefiihrte Uberlegung zeigt beispielsweise, dass
linear unabhingige Systeme im R?® aus hochstens 3 Elementen bestehen. Ins-
besondere werden uns linear unabhéingige Systeme, so wie wir sie im obigen
Beispiel fiir lineare Unterrdume des R? konstruiert haben, gestatten, den Be-
griff des Koordinatensystems oder der Dimension im Kontext der Vektorrdume
zu prézisieren. Als Verallgemeinerung linear unabhéngiger Systeme von Vek-
toren werden wir schlieflich noch so genannte direkte Summen von linearen
Unterrdumen eines Vektorraums studieren.

Wir haben bisher im Hinblick auf Vektorrdume lediglich die Modelle R™
mit n = 1, 2,3 betrachtet, wobei unser geometrisches Vorstellungsvermégen in
erheblichem Mafle bei unseren Argumentationen mit eingeflossen ist. Bei der
Behandlung der Vektorrdume in den nachfolgenden Abschnitten werden wir je-
doch grundsétzlicher vorgehen, indem wir eine Reihe von Verallgemeinerungen
zulassen und uns bei der Entwicklung der Theorie lediglich auf gewisse axio-
matische Grundlagen stiitzen. Zunéchst beschréinken wir uns bei dem zugrunde
liegenden Skalarenbereich nicht auf die reellen Zahlen R, sondern lassen belie-
bige Kdrper zu. Korper sind zu sehen als Zahlsysteme mit gewissen Axiomen
fiir die Addition und Multiplikation, die im Wesentlichen den Regeln fiir das
Rechnen mit den reellen Zahlen entsprechen. So kennt man neben dem Korper
R der reellen Zahlen beispielsweise den Koérper Q der rationalen Zahlen wie
auch den Korper C der komplexen Zahlen. Es gibt aber auch Korper, die nur
aus endlich vielen Elementen bestehen.

Die Axiome eines Korpers bauen auf denen einer Gruppe auf, denn ein
Korper bildet mit seiner Addition insbesondere auch eine Gruppe. So werden
wir in diesem Kapitel nach gewissen Vorbereitungen iiber Mengen zunéchst
Gruppen studieren, ausgehend von den zugehorigen Gruppenaxiomen. Wir
beschiftigen uns dann weiter mit Koérpern und deren Rechenregeln und ge-
langen anschlieend zu den Vektorrdumen. Vektorrdume sind immer in Ver-
bindung mit einem entsprechenden Skalarenbereich zu sehen, dem zugehorigen
Korper; man spricht von einem Vektorraum iiber einem Korper K oder von
einem K-Vektorraum. Ein K-Vektorraum V ist ausgeriistet mit einer Addi-
tion und einer skalaren Multiplikation, d. h. fiir a,b € V und a € K sind
die Summe a + b sowie das skalare Produkt « - a als Elemente von V erklért.
Addition und skalare Multiplikation geniigen dabei den so genannten Vektor-
raumaxiomen, welche beziiglich der Addition insbesondere die Gruppenaxiome
enthalten. Prototyp eines K-Vektorraums ist fiir eine gegebene natiirliche Zahl
n die Menge

K" ={(a1,...,a,); a1,...,a, € K}
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aller n-Tupel mit Komponenten aus K, wobei Addition und skalare Multiplika-
tion durch

(al,.‘.,a")—o—(bh...,bn) = (a1+b1,‘..7an+bn),

a-(ar,...,a,) = (aa,...,aa,)

gegeben sind.

Insbesondere wird mit dieser Definition die oben angesprochene Reihe von
Modellen R™ fiir n = 1,2, 3 auf beliebige Dimensionen n verallgemeinert. Dies
hat durchaus einen realen Hintergrund, denn um beispielsweise ein Teilchen im
drei-dimensionalen Raum in zeitlicher Abhéngigkeit zu beschreiben, benotigt
man neben den 3 rdumlichen Koordinaten noch eine zusétzliche zeitliche Koor-
dinate, so dass man sich im Grunde genommen im Vektorraum R* bewegt. In
analoger Weise lassen sich Paare von Punkten im drei-dimensionalen Raum als
Punkte des R® charakterisieren.

1.1 Mengen und Abbildungen

Normalerweise miisste man hier mit einer streng axiomatischen Begriindung der
Mengenlehre beginnen. Da dies jedoch einen unverhéltnismafig grofen Aufwand
erfordern wiirde, wollen wir uns an dieser Stelle mit einem naiven Standpunkt
begniigen und unter einer Menge lediglich eine Zusammenfassung gewisser Ob-
jekte verstehen, der so genannten Flemente dieser Menge. Eine Menge X ist
somit in eindeutiger Weise durch ihre Elemente festgelegt, wobei wir x € X
schreiben, wenn x ein Element von X ist, bzw. x ¢ X, wenn dies nicht der Fall
ist. Insbesondere werden wir folgende Mengen in natiirlicher Weise als gegeben
annehmen:

() = leere Menge,

N ={0,1,2,...} natiirliche Zahlen,

Z ={0,41,42, ...} ganze Zahlen,
Q={p/q; p,q € Z,q # 0} rationale Zahlen,
R = reelle Zahlen.

Es sei angemerkt, dass bei einer Menge, sofern wir sie in aufzéhlender Wei-
se angeben, etwa X = {xq,...,2,}, die Elemente 1, ..., 2, nicht notwendig
paarweise verschieden sein miissen. Diese Konvention gilt auch fiir unendliche
Mengen; man vergleiche hierzu etwa die obige Beschreibung von Q.

Um Widerspriiche zu vermeiden, sind die Mengenaxiome so ausgelegt, dass
die Bildung von Mengen gewissen Restriktionen unterworfen ist. Beispielsweise
darf eine Menge niemals sich selbst als Element enthalten, so dass insbesondere
die Gesamtheit aller Mengen nicht als Menge angesehen werden kann, da sie sich
selbst als Element enthalten wiirde. Einen Hinweis auf die hiermit verbundene
Problematik liefert das folgende Paradoxon von Russel: Wir nehmen einmal in
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naiver Weise an, dass man die Gesamtheit aller Mengen, die sich nicht selbst
enthalten, also

X = {Mengen A mit A & A},

als Menge betrachten kann. Fragt man sich dann, ob X € X oder X ¢ X gilt,
so erhdlt man im Falle X € X nach Definition von X sofort X ¢ X und im
Falle X ¢ X entsprechend X € X. Es ergibt sich also X € X und X ¢ X
zugleich, was keinen Sinn macht.

Wichtig fiir die Handhabung von Mengen sind die erlaubten Prozesse der
Mengenbildung, auf die wir nachfolgend eingehen.

(1) Teilmengen. — Es sei X eine Menge und P(z) eine Aussage, deren Giiltig-
keit (wahr oder falsch) man fiir Elemente z € X testen kann. Dann nennt man
Y ={z € X; P(x) ist wahr} eine Teilmenge von X und schreibt ¥ C X. Da-
bei ist auch Y = X zugelassen. Gilt allerdings Y # X, so nennt man Y eine
echte Teilmenge von X . Beispielsweise ist R.g := {z € R; > 0} eine (echte)
Teilmenge von R. Fiir eine gegebene Menge X bilden die Teilmengen von X
wiederum eine Menge, die so genannte Potenzmenge PB(X).

(2) Vereinigung und Durchschnitt. — Es sei X eine Menge und I eine Index-
menge, d. h. eine Menge, deren Elemente wir als Indizes verwenden wollen. Ist
dann fiir jedes ¢ € I eine Teilmenge X; C X gegeben, so nennt man

UXi :={z € X; es existiert ein i € ] mit z € X;}
i€l

die Vereinigung der Mengen X;, i € I, sowie

(Xi={reX;reXfiraleicI}

i€l

den Durchschnitt dieser Mengen, wobei wir in beiden Féllen wiederum eine
Teilmenge von X erhalten. Im Falle einer endlichen Indexmenge I = {1,...,n}
schreibt man auch X, U...UX,, statt (J,c; X; sowie X1N...NX,, statt [,c; X
Zwei Teilmengen X', X" C X werden als disjunkt bezeichnet, wenn ihr Durch-
schnitt leer ist, also X’ N X" = (@ gilt. Als Variante zur Vereinigung von Mengen
Xi,i € I, kann man deren disjunkte Vereinigung [[,.; X; bilden. Hierunter ver-
steht man die Gesamtheit aller Elemente, die in irgendeiner der Mengen X;
enthalten sind, wobei man allerdings fiir verschiedene Indizes i,j € I die Ele-
mente von X; als verschieden von allen Elementen aus X; ansieht.

(3) Differenz von Mengen. — Sind Xj, X5 Teilmengen einer Menge X, so
heif3t
Xl—XQ = {’L‘eXl,’L‘gXQ}

die Differenz von X; und X5. Auch dies ist wieder eine Teilmenge von X, sogar
von X;.

(4) Kartesisches Produkt von Mengen. — Es seien X7, ..., X,, Mengen. Dann
heif3t
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n
HXL = {(xla“':xn); YARS Xlw“axn € Xn}
i=1

das kartesische Produkt der Mengen X1, ..., X,,, wobei man fiir dieses Produkt
auch die Notation X; x ... x X,, verwendet bzw. X" falls X1 =... =X, =X
gilt. Die Elemente (z1,...,z,) werden als n- Tupel mit Komponenten z; € X;,
i = 1,...,n, bezeichnet. Es gilt genau dann (z1,...,z,) = (z},...,z}) fir
zwel n-Tupel, wenn man z; = z} fiir ¢ = 1,...,n hat. In dhnlicher Weise 14sst
sich fiir eine Indexmenge I das kartesische Produkt J[,., X; von gegebenen
Mengen X;, ¢ € I, bilden. Man schreibt die Elemente eines solchen Produktes
als Familien (x;);c; von Elementen x; € X; und meint damit Tupel, deren
Eintrage mittels I indiziert werden. Sind die X; Exemplare ein und derselben
Menge X, so verwendet man statt [[,.; X; auch die Notation X . Eine Familie
(%i)icp, welche durch die leere Indexmenge I = () indiziert ist, wird als leer
bezeichnet. Demgemé# bestehen die kartesischen Produkte [T;.; X; und X7 im
Falle I = ) aus genau einem Element, ndmlich der leeren Familie.

Als N#chstes kommen wir auf den Begriff der Abbildung zwischen Mengen
zu sprechen.

Definition 1. Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei Mengen X und Y ist
eine Vorschrift, welche jedem x € X ein wohlbestimmtes Element y € Y zuord-
net, das dann mit f(x) bezeichnet wird; man schreibt hierbei auch x — f(x).
Dabei heifst X der Definitionsbereich und Y der Bild- oder Wertebereich der
Abbildung f.

Zu einer Menge X gibt es stets die identische Abbildung idx: X — X,
2 — 2. Im Ubrigen kann man beispielsweise ein kartesisches Produkt des
Typs X' auch als Menge aller Abbildungen I — X interpretieren.

Im Folgenden sei f: X — Y wieder eine Abbildung zwischen zwei Mengen.
Ist g: Y — Z eine weitere Abbildung, so kann man f mit g komponieren; man
erhilt als Resultat die Abbildung

gofi X —Z,  wr— g(f(x).
Fiir Teilmengen M C X und N C Y bezeichnet man
f(M):={y €Y, esexistiert ein z € M mit y = f(z)}
als das Bild von M unter f sowie
FUN) = {r € X5 fla) € N}

als das Urbild von N unter f; es handelt sich hierbei um Teilmengen von Y bzw.
X. Besteht NV aus nur einem einzigen Element y, also N = {y}, so schreibt man
f~Hy) anstelle von f~1({y}). Weiter nennt man f injektiv, wenn aus z, 2’ € X
mit f(z) = f(2') stets v = a’ folgt, und surjektiv, wenn es zu jedem y € Y
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ein x € X mit f(z) =y gibt. SchlieBlich heiit f bijektiv, wenn f injektiv und
surjektiv zugleich ist.

Man kann sagen, dass f genau dann injektiv ist, wenn das Urbild f~!(y)
eines jeden Punktes y € Y entweder leer ist oder aus genau einem Punkt z € X
besteht. Weiter ist f genau dann surjektiv, wenn fiir jedes y € Y das Urbild
f~Y(y) nicht leer ist. Somit ist f genau dann bijektiv, wenn fiir jedes Element
y €Y das Urbild f~!(y) aus genau einem Punkt = besteht. Man kann dann zu
f die so genannte Umkehrabbildung g: Y — X betrachten. Sie ordnet einem
Punkt y € Y das eindeutig bestimmte Element z € f~!(y) zu, und es gilt
go f =1idy sowie fog =idy. Zu einer Abbildung f: X — Y bezeichnet man
die Umkehrabbildung, sofern diese existiert, meist mit f=1: ¥ — X.

Aufgaben

1. Es seien A, B, C Teilmengen einer Menge X. Man zeige:
(i) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO)
(i) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
(iii) A—-(BUC)=(A-B)n(4-0C)
(iv) A—(BnC)=(A-B)U(A-0C)
2. Essei f: X — Y eine Abbildung zwischen Mengen. Man zeige fiir Teilmengen
My, My C X und Ni,Ny CY:
(i) f(My1UMs) = f(Mi)U f(M2)
(i) f(M1NMz) C f(My) N f(M2)
(iif) f'(N1UNa) = f~H(N1) U f~H(N2)
(iv) f7HNINN2) = f7H(N1) N fH(N2)
Gilt in (ii) sogar Gleichheit?
3. Es seien X Ty S x Abbildungen von Mengen mit g o f = id. Man zeige,
dass f injektiv und g surjektiv ist.
4. (i) Gibt es eine bijektive Abbildung N — Z?
(ii) Gibt es fiir n € N eine bijektive Abbildung N — N x {1,...,n}?
(iii) Gibt es eine bijektive Abbildung N — N x N?
(iv) Gibt es eine bijektive Abbildung N — Q7

5. Essei X eine Menge und f: X — PB(X) eine Abbildung von X in die zugehorige
Potenzmenge. Man zeige, dass f nicht surjektiv sein kann.

1.2 Gruppen

Unter einer inneren Verkniipfung auf einer Menge M versteht man eine Ab-
bildung f: M x M — M. Sie ordnet jedem Paar (a,b) von Elementen aus
M ein Element f(a,b) € M zu. Um den Charakter einer Verkniipfung auch
in der Notation zum Ausdruck kommen zu lassen, werden wir anstelle von
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f(a,b) meist a - b schreiben. Bei kommutativen Verkniipfungen, also solchen,
die f(a,b) = f(b,a) fir alle a,b € M erfiillen, verwenden wir auch die additive
Schreibweise a + b.

Definition 1. Eine Menge G mit einer inneren Verkniipfung G x G — G,
(a,b) — a - b, heift eine Gruppe, wenn die folgenden Eigenschaften erfillt
sind:

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt (a-b)-c=a-(b-c) fir alle
a,b,ce@G.

(i) Es existiert ein neutrales Element e in G, d. h. ein Element e € G mit
e-a=a-e=a fir ale a € G.!

(i) Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element, d. h. ein Element b € G
mit a-b="b-a = e. Dabei ist e das nach (i) existierende (eindeutig bestimmite)
neutrale Element von G.

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, falls die Verkniipfung kommu-
tativ ist, d. h. falls zusdtzlich gilt:

(iv) a-b=">-a fir alle a,b € G.

In der obigen Situation sagt man gewohnlich einfach, G sei eine Gruppe,
ohne die Verkniipfung “-” explizit zu erwidhnen. Beispiele fiir Gruppen sind:

(1) Z mit der Addition “+”
(2) Q mit der Addition “+” und Q* := Q — {0} mit der Multiplikation “”
(3) R mit der Addition “+” und R* := R — {0} mit der Multiplikation “”

(4) Fiir eine Menge X ist die Menge Bij(X, X) der bijektiven Selbstabbil-
dungen X — X eine Gruppe unter der Komposition von Abbildungen als
Verkniipfung. Man priift leicht nach, dass diese Gruppe nicht kommutativ ist,
sofern X mindestens 3 paarweise verschiedene Elemente enthélt.

Wie bereits behauptet, ist in einer Gruppe G das neutrale Element e ein-
deutig bestimmt. Ist ndmlich ¢/ € G ein weiteres neutrales Element, so folgt
e =¢'-e = ¢. Auf dhnliche Weise zeigt man, dass das zu einem Element a € G
gehorige inverse Element b € G eindeutig bestimmt ist. Hat man némlich ein
weiteres inverses Element b’ € G zu a, so folgt

b=e-b=0"-a) - b=V -(a-b)=V-e=V.

Die gerade durchgefithrten Schliisse bendtigen (neben den Eigenschaften von
e und b) lediglich, dass €’ links-neutral ist, d. h. die Eigenschaft ¢ - a = a
fiir alle a € G besitzt, sowie dass ¥ links-invers zu a ist, d. h. die Gleichung
b’ - a = e erfiillt. Entsprechend kann man fiir rechts-neutrale bzw. rechts-inverse
Elemente schlieflen. In einer Gruppe stimmt daher jedes links- (bzw. rechts-)
neutrale Element mit dem eindeutigen neutralen Element e € G iiberein, ist

1Das neutrale Element e ist, wie wir sogleich sehen werden, durch seine definierende Ei-
genschaft eindeutig bestimmt.
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also insbesondere auch rechts- (bzw. links-) neutral. In dhnlicher Weise sieht
man, dass links-inverse Elemente auch rechts-invers bzw. rechts-inverse Ele-
mente auch links-invers sind. Wir kénnen sogar noch einen Schritt weitergehen
und die definierenden Bedingungen einer Gruppe in diesem Sinne abschwéchen:

Bemerkung 2. Fs geniigt, in Definition 1 anstelle von (i) und (iii) lediglich
die Ezistenz eines Flementes e € G mit folgenden Eigenschaften zu fordern:
(it') e ist links-neutral in G, d. h. es gilt e-a = a fir alle a € G.
(iii") Zu jedem a € G existiert ein beziiglich e links-inverses Element in G,
d. h. ein Element be G mit b-a =e.

Beweis. Es sei G eine Menge mit einer multiplikativ geschriebenen Verkniipfung
und einem Element e € G, so dass die Bedingungen (i), (ii") und (iil") erfiillt sind.
Um zu sehen, dass G eine Gruppe ist, haben wir zu zeigen, dass die Bedingungen
(ii) und (iii) von Definition 1 gelten. Wir zeigen zunéchst fiir Elemente a € G,
dass jedes Element b € G, welches links-invers zu a beziiglich e ist, auch rechts-
invers zu a beziiglich e ist. Gelte also b-a = e, und sei c ein links-inverses
Element zu b, so dass also ¢ - b = e gilt. Hieraus folgt

a-b=(e-a)-b=((c-b)-a)-b=(c-(b-a)) b
=(c-e)-b=c-(e-b)y=c-b=e,

so dass b rechts-invers zu a beziiglich e ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass das
links-neutrale Element e auch rechts-neutral ist. Sei also a € G. Ist dann b € G
links-invers zu a beziiglich e, so ist b, wie wir gesehen haben, auch rechts-invers
zu a beziiglich e, und es folgt

a-e=a-(b-a)=(a-b)-a=e-a=a,
also ist e rechts-neutral. O

Gewohnlich wird das neutrale Element e einer Gruppe G bei multiplikativer
Schreibweise der Verkniipfung als Einselement bezeichnet, und man schreibt 1
anstelle von e. Fiir das inverse Element zu a € G benutzt man die Schreibweise
a~'. Im Ubrigen ist es bei multiplikativ geschriebenen Gruppenverkniipfungen
iiblich, das Verkniipfungszeichen “-” zu unterdriicken, sofern dies nicht zu Ver-
wechslungen fiihrt. Fiir endlich viele Elemente a4, . .., a, € G definiert man das
Produkt dieser Elemente durch

n

||ai::a1~...'an.

i=1

Eine spezielle Klammerung ist hierbei aufgrund des Assoziativgesetzes nicht
notwendig; auf einen detaillierten Beweis dieser “offensichtlichen” Tatsache ver-
zichten wir jedoch an dieser Stelle. Wir werden im Folgenden endliche Folgen
a,...,a, € G meist fir Indizes n € N betrachten, so dass hier insbesondere
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auch der Fall n = 0 zugelassen ist. Es handelt sich dann um die leere Folge, und
man erklart das zugehorige leere Produkt durch

0
Hai = 1.
i=1

Wie schon gesagt, verwendet man bei kommutativen Verkniipfungen meist
die additive Schreibweise. Das neutrale Element einer kommutativen Gruppe
wird dann als Nullelement 0 geschrieben und das Inverse zu einem Element
a € G als —a. Statt a+ (—a’) verwendet man iiblicherweise die Notation a — a’.
Endliche Summen von Elementen a; € G, i = 1,...,n, schreibt man in der
Form )" | a;, wobei die leere Summe durch 2?21 a; := 0 definiert ist.

Definition 3. Es sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifst Untergruppe
von G, wenn gilt?:
(i) a,be H=abe H,
(i) 1€ H,
(ili) e H=a'€ H.

Ist also H C G eine Untergruppe, so induziert die Gruppenverkiipfung
G xG — @ eine Verkniipfung H x H — H, und H ist mit dieser Verkniipfung
selbst wieder eine Gruppe. Umgekehrt, ist Letzteres der Fall, so kann man leicht
zeigen, dass H eine Untergruppe von G ist. Im Ubrigen sieht man sofort ein,
dass eine nicht-leere Teilmenge H C G bereits dann eine Untergruppe von G
ist, wenn die Bedingung a,b € H = ab™! € H erfiillt ist. Eine Gruppe G
enthilt stets die trivialen Untergruppen {1} und G.

Als Niéchstes wollen wir einige elementare Rechenregeln fiir das Rechnen in
Gruppen behandeln. Fiir Elemente a,b, c € G gilt:

(1) ab=ac=—=b=c
ac=bc=a=0>
2) (@) ' =a

(3) (ab)™t=b"ta?

(Kiirzungsregeln)

Zum Nachweis von (1) multipliziere man von links mit a~! bzw. von rechts
mit ¢, Tm Falle (2) schlieBe man wie folgt. (a=*)~! ist, wie wir gesehen haben,
dasjenige eindeutig bestimmte Element in G, welches (von links oder rechts) mit
a~! multipliziert 1 ergibt. Wegen a~'a = 1 ergibt sich (a=!)~! = a. Entspre-
chend erhélt man (ab)™' = b~a™t, da (b~ta™t)(ab) = b~ (ata)b = b71b =1
gilt.

Abschlieend wollen wir noch eine spezielle Charakterisierung von Gruppen
geben.

2 Nachfolgend steht = fiir die so genannte Implikation. Fiir Aussagen A und B schreibt
man A = B oder B <= A, wenn B aus A folgt. Entsprechend bedeutet A <= B, dass A
und B #quivalent sind.
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Satz 4. Eine nicht-leere Menge G mit einer Verknipfung (a,b) — a - b ist
genau dann eine Gruppe, wenn gilt:

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(ii) Zu a,b € G gibt es stets Elemente x,y € G mit x-a=0b und a-y = 0.

Sind diese Bedingungen erfillt, so sind die Elemente xz,y in (ii) eindeutig
durch a,b bestimmit.

Beweis. Ist G eine Gruppe, so multipliziere man die Gleichungen in (ii) von
links bzw. rechts mit a=!. Es folgt, dass z = ba~! bzw. y = a~'b die eindeutig
bestimmten Losungen sind. Seien nun umgekehrt die Bedingungen des Satzes
erfiillt, und sei a € G. Dann existiert nach (ii) ein Element e € G mit ea = a.
Zu b € (G existiert weiter ein y € G mit ay = b, und es folgt

eb=eay =ay = b,

also ist e links-neutral. Weiter folgt die Existenz links-inverser Elemente nach
(ii). Somit ist G eine Gruppe nach Bemerkung 2. O

Aufgaben

1. Fiir eine Menge X betrachte man die Menge Bij(X, X) der bijektiven Selbstabbil-
dungen. Man priife nach, dass Bij(X, X) unter der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe bildet und zeige, dass diese nicht kommutativ ist, sofern X mindes-
tens 3 verschiedene Elemente besitzt.

2. Es sei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Man zeige, dass H genau
dann eine Untergruppe von G ist, wenn die Gruppenverkniipfung von G eine
Verkniipfung auf H induziert (d. h. wenn fiir a,b € H stets ab € H gilt) und
wenn H mit dieser Verkniipfung selbst wieder eine Gruppe ist.

3. Essei G eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Man zeige, dass H genau dann
eine Untergruppe von G ist, wenn gilt:

(i) H#D
(i) a,b€e H=ab '€ H
4. Es sei G eine Gruppe mit Untergruppen Hi, Ho C G. Man zeige, dass H; U Hy
genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn H; C Hs oder Hy C H; gilt.
5. Fiir eine Gruppe G betrachte man die Abbildung i: G — G, g — ¢g~!. Man
zeige:
(i) 1 ist bijektiv.
(i) Ist A C G eine Teilmenge mit i(A) C A, so gilt bereits i(A) = A; man nennt
A dann symmetrisch.
(iii) Fiir jede Teilmenge A C G sind AU4(A) und A Ni(A) symmetrisch.

6. Es sei G eine Gruppe mit a? = 1 fiir alle a € G. Man zeige, dass G abelsch ist.

7. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt ngG g®=1.
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8. Fiir ein n € N — {0} betrachte man die Teilmenge R, = {0,1,...,n — 1} C N.
Es sei m: Z — R,, die Abbildung, welche einer ganzen Zahl aus Z jeweils deren
nicht-negativen Rest bei Division durch n zuordnet. Man zeige:

(i) Es existiert eine eindeutig bestimmte Verkniipfung (a,b) — a + b auf R,
so dass fiir z,y € Z stets w(z 4+ y) = n(z) + 7 (y) gilt.
(ii) R, ist mit dieser Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

9. Es sei G eine Gruppe. Auf der Potenzmenge PB(G) betrachte man die durch
(A,B)—A-B={a-beG;ac A be B}

gegebene Verkniipfung. Man zeige, dass diese Verkniipfung assoziativ ist und ein
neutrales Element besitzt. Ist P(G) mit dieser Verkniipfung sogar eine Gruppe?
Falls nein, zu welchen Elementen A € PB(G) gibt es inverse Elemente?

1.3 Korper

Ein Korper ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, auf der zusétzlich
eine Multiplikation mit gewissen Eigenschaften definiert ist, nach dem Vorbild
der rationalen oder der reellen Zahlen. Genauer:

Definition 1. Fin Korper ist eine Menge K mit zwei inneren Verkniipfungen,
geschrieben als Addition “+7 und Multiplikation “”, so dass folgende Bedin-
gungen erfillt sind:
(i) (a+b)+c=a+ (b+c) fir a,b,c € K (Assoziativgesetz der Addition).
(i) PEs existiert ein Element 0 € K mit 0+ a = a fir alle a € K (neutrales
Element der Addition).
(i) Zu a € K existiert ein Element b € K mit b+ a = 0 (inverses Element
der Addition).
(iv) a+b="b+a fir a,b € K (Kommutativgesetz der Addition).
(v) (a-b)-c=a-(b-c) fir a,b,c € K (Assoziativgesetz der Multiplikation).
(vi) Es existiert ein Element 1 € K mit 1-a = a fir alle a € K (neutrales
Element der Multiplikation).
(vil) Zu a € K — {0} existiert ein Element b € K mit b-a = 1 (inverses
Element der Multiplikation).
(vili) a-b=0b-a fir a,b € K (Kommutativgesetz der Multiplikation).
(ix) a-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c firabceK
(Distributivgesetze).

(x) 1#0.

Bei den Distributivgesetzen (ix) hétten wir eigentlich auf der rechten Seite
die Terme a - b, a - ¢, b - ¢ jeweils in Klammern setzen miissen. Man vereinbart
jedoch, dass die Multiplikation “” Vorrang vor der Addition “+” hat, so dass
Klammerungen dann entbehrlich sind. Auch sei darauf hingewiesen, dass das
Multiplikationszeichen “.”, dhnlich wie im Falle von Gruppen, vielfach nicht
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ausgeschrieben wird. Schliellich nennt man 0 das Nullelement und 1 das Eins-
element von K.

Als Nichstes wollen wir einige simple Rechenregeln fiir das Rechnen in
Korpern K behandeln.

(1) 0a = a0 = 0 fiir a € K, denn es gilt
0=0a—0a = (0+ 0)a — 0a = 0a + 0a — Oa = Oa.
(2) (—1)a = —a fiir a € K, denn
a+ (-a=1la+(-1)a=(1-1)a=0a=0.

(3) (—a)b = a(—b) = —ab , (—a)(—=b) = ab fir a,b € K; dies ergibt sich
unter Benutzung von (2).

(4) Fiir a,b € K folgt aus ab = 0 bereits a = 0 oder b = 0. Denn aus ab = 0
mit a # 0 # b wiirde sich sonst als Widerspruch

l=abblat=00"ta =0

ergeben.

Man kann also in Kérpern in etwa so rechnen, wie man dies von den ra-
tionalen oder reellen Zahlen her gewohnt ist. Doch sei schon an dieser Stelle
auf Unterschiede zum Vorbild vertrauter Zahlbereiche hingewiesen. Fiir eine
natiirliche Zahl n € N und ein Element a € K ist es iiblich, die n-fache Summe
von a mit sich selbst als n - a zu bezeichnen, wobei dann insbesondere n-a = 0
fir n = 0 oder a = 0 gilt. Weiter setzt man n -a = (—n) - (—a) fiir negative
ganze Zahlen n. Es folgt jedoch aus n - a = 0 nicht notwendig n = 0 oder a = 0,
wie wir an konkreten Beispielen noch feststellen werden.

Unter Verwendung des Gruppenbegriffs lassen sich Korper in iibersichtlicher
Weise wie folgt charakterisieren:

Bemerkung 2. Die Bedingungen (i) - (x) in Definition 1 sind dquivalent zu
den folgenden Bedingungen:
(i) K ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.
(ii) K* = K — {0} ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation.
(i) Es gelten die Distributivgesetze (ix) aus Definition 1.

Beweis. Zunéchst ist klar, dass die Bedingungen (i) - (iv) aus Definition 1 die-
jenigen einer kommutativen additiven Gruppe sind. Weiter folgt aus obiger Re-
gel (4), dass fiir einen Kérper K die Teilmenge K* = K —{0} abgeschlossen un-
ter der Multiplikation ist und dass mit einem Element ¢ € K™ wegen a-a™' = 1
auch dessen inverses a~' zu K* gehort. Somit sieht man, dass K™ eine abelsche
Gruppe beziiglich der Multiplikation ist, und es implizieren die Bedingungen
aus Definition 1 die Bedingungen von Bemerkung 2.

Seien nun umgekehrt die Bedingungen aus Bemerkung 2 erfiillt. Um hieraus
die Bedingungen von Definition 1 abzuleiten, braucht man lediglich zu wissen,
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dass in der Situation von Bemerkung 2 die Beziehung 0 = 0 = a0 fiir alle

a € K gilt. Diese kann man jedoch mit Hilfe der Distributivgesetze auf gleiche

Weise herleiten, wie wir dies bereits oben bei den Rechenregeln getan haben.
O

Ahnlich wie bei Gruppen hat man auch bei Kérpern den Begriff des Unter-
oder Teilkorpers.

Definition 3. Es sei K ein Kirper. Eine Teilmenge L C K heifit ein Teilkorper
von K, wenn gilt:
(i) a,be L= a+Db,a-be L.
(ii) 0,1 € L.
(i) a€e L= —a € L.
(iviaeL,a#0=ateL.

Es ist klar, dass eine Teilmenge L C K genau dann ein Teilkorper von K ist,
wenn Addition und Multiplikation auf K sich zu Verkniipfungen L x L — L
einschranken und wenn L unter diesen Verkniipfungen selbst ein Korper ist.
Bekannte Beispiele fiir Korper sind die rationalen Zahlen @Q und die reellen
Zahlen R, wobei Q ein Teilkérper von R ist. Ein Korper enthélt mindestens
2 verschiedene Elemente, ndmlich das neutrale Element der Addition und das
neutrale Element der Multiplikation, also 0 und 1. Andererseits gibt es aber auch
einen Korper K, der aus genau 2 Elementen besteht. Man betrachte namlich
die Teilmenge {0,1} C Z und setze:

0+0=0, O0+1=1+0=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=1-0=0, 1-1=1.

Eine Verifikation der Kérperaxiome zeigt, dass diese Verkniipfungen auf {0, 1} in
der Tat die Struktur eines Korpers definieren; man bezeichnet diesen meist mit
Fs. Natiirlich ist Fy kein Teilkorper von Q oder R, denn es gilt 2-1 =141 =0,
wobei 2 als natiirliche Zahl, nicht aber als Element von Fy aufzufassen ist.

Als Nichstes wollen wir den kleinsten Teilkdrper von R konstruieren, der
V2 enthiilt, also diejenige positive reelle Zahl, die mit sich selbst multipliziert 2
ergibt. Dieser Kérper wird iiblicherweise mit Q(v/2) bezeichnet. Zunchst zeigen
wir:

Lemma 4. /2 Z Q.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt, also durch Widerspruch, und nehmen
V2 € Q an, etwa V2 = p/q mit p,q € Z — {0}. Den Bruch p/q koénnen wir
als gekiirzt annehmen. Insbesondere sind dann p und ¢ nicht beide durch 2
teilbar. Aus der Gleichung p?/¢* = 2 ergibt sich p? = 2¢® und damit, dass p?
gerade ist. Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets ungerade ist, muss auch
p gerade sein, etwa p = 2p mit einem Element p € Z. Es folgt 2¢> = 4p° bzw.
¢*> = 2p? und damit wie soeben, dass 2 ein Teiler von ¢ ist. Damit ist 2 sowohl
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ein Teiler von p wie auch von ¢. Dies hatten wir jedoch zuvor ausgeschlossen.
Die Annahme /2 € Q fithrt daher zu einem Widerspruch, ist folglich nicht
haltbar, und es gilt v2 ¢ Q. O

Als Folgerung erhalten wir:

Lemma 5. Fiir a,b € Q gilt

a+bvV2#0<= a0 oderb0.

Beweis. Die Implikation “==" ist trivial. Um die Umkehrung “<=" zu zeigen,
gehen wir wieder indirekt vor und nehmen an, es gibe Zahlen a,b € Q mit
a+byv2 =0, wobei a und b nicht beide verschwinden maégen. Dann folgt not-
wendig a # 0 # b und somit v/2 = —ab~' € Q im Widerspruch zu Lemma 4.
O

Wir definieren nun Q(v/2) als Teilmenge von R durch
Q(V2) = {a+bV2; a,bc Q}.

Satz 6. Q(ﬂ) ist ein echter Teilkorper von R, der wiederum Q als echten
Teilkorper enthilt. Es ist Q(v/2) der kleinste Teilkorper von R, der /2 enthiilt.

Beweis. Zunichst soll gezeigt werden, dass Q(v/2) ein Teilkérper von R ist. Um
die Abgeschlossenheit von Q(v/2) unter der Addition und Multiplikation zu
zeigen, betrachte man Elemente a + bv/2, a’ +b+v/2 € Q(v/2) mit a,b,d’,V € Z.
Dann folgt

(a+bv2) + (d +V'V2) = (a+d) + (b+V)V2 € Q(v2),
(a+bV2) - (d +VV2) = (ad +20V) + (abl + a'D)V2 € Q(V2),

d. h. Bedingung (i) aus Definition 3 ist erfiillt. Dasselbe gilt fiir Bedingung (ii),
denn 0 =0+0v2 € Q(\/i) und 1=1+0v2 € Q(ﬁ) Weiter ist mit a + bv/2
auch —(a+bv2) = (—a) + (—b)v/2 als inverses Element beziiglich der Addition
in Q(v/2) enthalten, so dass auch Bedingung (iii) aus Definition 3 erfiillt ist.
Etwas schwieriger ist Bedingung (iv) aus Definition 3 nachzuweisen. Sei
a + bv2 € Q(v/2) von Null verschieden, also a # 0 oder b # 0 nach Lemma 5.
Dann gilt @ — bv/2 # 0, ebenfalls nach Lemma 5, und wir kénnen schreiben:

1 a—b/2 a b
a+b\/§:a2—262 :a2—2b?_a?—2bQ\/§ €Q(v2).

Insgesamt ergibt sich, dass Q(v/2) ein Teilkérper von R ist, und zwar ein echter
Teilkérper, da beispielsweise v/3 nicht zu Q(v/2) gehort. Letzteres zeigt man,
indem man #hnlich argumentiert wie im Beweis zu Lemma 4. Im Ubrigen enthélt
Q(v/2) den Kérper der rationalen Zahlen als echten Teilkorper wegen v/2 ¢ Q.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass Q(v/2) der kleinste Teilkérper von R ist,
der /2 enthilt. Ist zundchst K ein beliebiger Teilkérper von R, so enthélt K
notwendig alle Elemente der Form n - 1 mit n € Z, es gilt also Z C K. Dann
muss K aber auch alle Briiche der Form p/q mit p,q € Z, ¢ # 0, und damit Q
enthalten. Folglich ist Q der kleinste Teilkérper von R. Gilt nun v/2 € K, so
enthélt K notwendig auch alle Ausdriicke der Form a + bv/2 mit a,b € Q und
damit Q(v/2). Also ist Q(v/2) der (eindeutig bestimmte) kleinste Teilkorper von
R, der v/2 enthilt. O

Als Nichstes wollen wir von dem Korper R der reellen Zahlen ausgehen und
diesen zum Korper C der komplexen Zahlen erweitern. Man setze

C:=RxR={(a,d); a,d e R}
und definiere Addition bzw. Multiplikation auf C durch
(a,0) + (5,¥) = (a -+ b,a' + 1),
(a,a’) - (b,b) := (ab—d't/,ab’ + a'b).
Man priift leicht nach, dass C mit diesen Verkniipfungen einen Korper bildet.
Dabei ist Oc = (0,0) das Nullelement sowie —(a,a’) = (—a, —d’) das inverse
Element beziiglich der Addition zu (a,a’) € C. Weiter ist 1¢c = (1,0) das Eins-

element von C, und das inverse Element beziiglich der Multiplikation zu einem
Element (a,a’) # Oc wird gegeben durch

I
(a a,)_l _ a B a
’ a2 + a/Z7 a? + a’?

Exemplarisch wollen wir das Assoziativgesetz der Multiplikation nachweisen.
Fiir (a,a'), (b,b), (¢, ) € C rechnet man

((a,a")(b,0"))(c,d) = (ab— 'V, ab’ + a'b)(c, ')
= (abc — a'b'c — ab'c — a'bc’,abd — a'V'c + ab'c + a'be)

sowie
(a,a")((b,b)(c,c)) = (a,a’)(be = V¢ bc" + V')
= (abc — ab'd — a'bc’ — a'b'c,abc + ab'c + a'be — a'b'c),
d. h. es gilt
((a,a")(0,6")(c,¢) = (a,a")((b,¥)(c,)).

Man stellt weiter fest, dass die Elemente der Form (a, 0) einen TCllkorper KcC
bilden. Es gilt ndmlich Oc, 1¢ € K sowie fiir (a,0), (b,0) €

(a,0) + (b,0) = (a+b0)€K
(a,0)-(b,0) = (a-0,0) €

—(a,0) = (aO)GK

(a,0)7' = (a™1,0) € K, falls a # 0.
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Man kann nun durch a — (a,0) eine natiirliche Identifikation zwischen den
Elementen von R und denen von K erklidren. Da diese Identifikation auch die
Korperstrukturen von R bzw. K respektiert, ldsst sich R sogar als Kérper mit
dem Teilkoérper K C C identifizieren. Somit kénnen wir nun R als Teilkorper
von C auffassen und brauchen nicht mehr zwischen dem Null- bzw. Einselement
in R und C zu unterscheiden.

Ublicherweise bezeichnet man das Element (0,1) € C als komplexe Zahl i;
diese besitzt die Eigenschaft 2 = —1, ist also zu interpretieren als Quadratwur-
zel aus —1. Komplexe Zahlen z = (a, a’) lassen sich sodann in der Form

z=(a,0)+ (0,d") = (a,0) + (¢’,0) - (0,1) = a + a'i

schreiben. Dabei wird a als Realteil und o' als Imagindrteil von z bezeichnet.
Es gelten die Formeln

(a+0b)+ (a' + V)i,
(ab —a't') + (ab' + a'b)i,

= —a—ad'i,

(a+d'i)+ (b+V4)
(a+a'i) - (b+b'1)
—(a+ a'i)

a a

— 1,
(12 + a/Z a2 + a/2

(a+adi)™

letztere unter der Voraussetzung a + a'i # 0, also a # 0 oder &’ # 0.

Als Beispiel fiir das Rechnen in Koérpern wollen wir schliefllich noch die
binomische Formel herleiten. Sei also K ein beliebiger Korper. Fiir a € K und
n € N definiert man iiblicherweise a™ als das n-fache Produkt von a mit sich
selbst. Dabei ist a® das leere Produkt, also a® = 1. Aufilerdem kann man ™"
fir @ # 0 durch (a=!)" erkldren, so dass dann a™ fiir ganzzahlige Exponenten
n definiert ist. Fiir das Rechnen mit solchen Potenzen gelten die gewéhnlichen
Potenzgesetze.

Seien a,b € K, und sei n € N eine natiirliche Zahl. Zur Berechnung von
(a4 b)™ wéhlen wir zunéchst eine kombinatorische Methode. Hierzu stellen wir
uns (a + b)" als n-faches Produkt vor:

(a+b)"=(a+0b)-...-(a+b)

Die rechte Seite kann man unter sukzessiver Benutzung der Distributivgesetze
ausrechnen, indem man aus jeder Klammer einen Summanden auswihlt (al-
so jeweils a oder b), das Produkt iiber die ausgewéhlten Elemente bildet und
schliellich alle Produkte dieses Typs zu verschiedenen Wahlen summiert. Somit
folgt

(a+b)"=> a(i)a"V,
=0
wobei «(i) gleich der Anzahl der Moglichkeiten ist, den Summanden b genau
i-mal aus den n Klammern (a + b) auszuwéhlen, mit anderen Worten, gleich
der Anzahl der i-elementigen Teilmengen in {1,...,n}. Will man ¢ Elemente in
{1,...,n} auswihlen, so gibt es fiir das erste Element n Wahlmdoglichkeiten, fiir
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das zweite n — 1 und so weiter, schliellich fiir das i-te Element noch n — i + 1
Moglichkeiten. Insgesamt haben wir daher

nn—1)...(n—i+1)

Moglichkeiten fiir diesen Auswahlprozess. Nun ist aber zu beriicksichtigen, dass
eine i-elementige Teilmenge {¢1,...,¢;} von {1,...,n}, die in einem solchen Pro-
zess konstruiert wird, nicht davon abhéngt, in welcher Reihenfolge die Elemente
t1,...,t; ausgewihlt werden. Wir miissen daher die obige Anzahl noch durch
die Anzahl der Moglichkeiten dividieren, die Elemente t, ... ,t; in ihrer Reihen-
folge zu vertauschen, also durch die Anzahl der bijektiven Selbstabbildungen
m:{1,...,i} — {1,...,i}. Will man eine solche Abbildung 7 definieren, so
hat man zur Festsetzung von 7(1) zunéchst ¢ Moglichkeiten, fiir 7(2) noch i —1
Méoglichkeiten usw. Die Anzahl der bijektiven Selbstabbildungen von {1, ...}
ist deshalb ¢! =1-...-4, und es ergibt sich

nn—1)...(n—i+1)

a(i): 1-2. g ’

wobei man hierfiir auch (?) schreibt, also

<TZL) _n(n —11?.2.'..(.7”%.—iz'+1) _ i!(nni o bci<n

In den Extremfillen ¢ = 0 bzw. i = n erweist sich unsere Konvention beziiglich
leerer Produkte als sinnvoll, es gilt 0! = 1 sowie (g) =1= (2) und insbesondere
(0) = 1. Insgesamt folgt die bekannte binomische Formel

(a+b)" = Z (?) a" b,

=0

Die Koeffizienten (Z”) € N werden als Binomialkoeffizienten bezeichnet.

Wir wollen noch einen préziseren Beweis fiir diese Formel geben, wobei wir
die Gelegenheit nutzen, um das Prinzip der vollstindigen Induktion zu erkléren.
Wenn man zeigen will, dass eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N
giiltig ist, so geniigt es nach diesem Prinzip, Folgendes zu zeigen:

(1) Es gilt A(0) (Induktionsanfang).

(2) Fiir beliebiges n € N kann man aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktions-
voraussetzung) auf die Giiltigkeit von A(n + 1) schlieBen (Induktionsschluss).

Natiirlich kann man die vollstdndige Induktion statt bei n = 0 auch bei
einer anderen Zahl n = ny € N oder sogar bei einer Zahl n = ny € Z beginnen.
Fiithrt man den Induktionsschluss dann fiir ganze Zahlen n > ng durch, so ergibt
sich die Giiltigkeit von A(n) fiir alle ganzen Zahlen n > ng. Als Variante dieses
Prinzips darf man beim Induktionsschluss zum Nachweis von A(n+1) zusitzlich
benutzen, dass die Aussage A(m) bereits fiir alle m mit ng < m < n gilt, wobei



24 1. Vektorrdume

der Induktionsanfang wiederum bei n = ny liegen moge. In unserem Fall soll
die Aussage A(n) aus zwei Teilen bestehen und fiir n € N wie folgt lauten:

(a+0)" = Zn: (7;) 0"

=0

<")eN fir 0<i<n,
1

die Binomialkoeffizienten (?) sind dabei wie oben durch

(n) n(n—1)...(n—i+1) nl

i)~ 12 i T illn— i)l

gegeben. Der Induktionsanfang bei n = 0 ist leicht durchzufithren; denn man
hat () = 1 € Nund (a+0b)° =1 = (0)a’’, d. h. A(0) ist richtig. Zum
Induktionsschluss betrachten wir ein beliebiges n € N und nehmen an, dass
A(n) richtig ist. Dann kénnen wir wie folgt rechnen:

(a+b)"™ = (a+0b)(a+b)"=(a+b) Z (T;) iy

Z <TZ> Qi g ZXZ; (7Z> aipitl

=0

n n—1
n - n .

_ an+1 + Z ( ,)a7l+llbl + Z ( '>an1bz+1 + bn+1
i=1 ¢ i=0 ¢

gt Z (”) an iy 4 Z ( n )an,+17:bz' 4t
i \! = \! T 1

— n+1 - n n n+17ibi bn+l

() (s

Nun hat man aber fir 1 <:<mn

(:L) v (271) - i!(nni DI 1)!(:!—7;+ 1)!

nln—i+1)+nli  nl(n+1)
iln—i+ 1! dlln—i+1)!

so dass sich wie gewiinscht

n+1
(a+ b)n+1 _ Z (" j 1) g

=0
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ergibt. Auflerdem folgt aus (%), (,,) € N, dass auch ("}') eine natiirliche Zahl

K2

ist. Die binomische Formel ist daher per Induktion bewiesen.

Aufgaben

1.

Es sei K eine endliche Menge mit zwei Verkniipfungen “4” und “”, welche den
Bedingungen (i) — (x) von Definition 1 geniigen, wobei jedoch die Bedingung (vii)
ersetzt sei durch

(vit') Fiir a,b € K — {0} gilt ab € K — {0}.
Man zeige, dass K ein Korper ist.

Es sei K ein endlicher Korper. Fiir n € N und a € K bezeichne na=a+...4+a
die n-fache Summe von a mit sich selber.

(i) Es existiert ein n € N — {0}, so dass na = 0 fiir alle a € K gilt.

(if) Wahlt man n wie vorstehend minimal, so ist n eine Primzahl, die so ge-

nannte Charakteristik von K.

Man betrachte fiir n € N — {0} die Menge R,, aus Abschnitt 1.2, Aufgabe 8 mit
der dort erkldrten Addition, welche auf R,, die Struktur einer additiven abelschen
Gruppe definiert. Man zeige:

(i) Auf R, ldsst sich in eindeutiger Weise eine Multiplikation erkldren, so dass
alle Bedingungen von Definition 1, mit eventueller Ausnahme von (vii)
erfiillt sind.

(ii) Ist p eine Primzahl, so ist R, sogar ein Korper; dieser wird auch mit F,
bezeichnet.
Man konstruiere einen Koérper mit 4 Elementen.

Man weise nach, dass v/3 nicht zu Q(ﬁ) gehort.

Man bestimme den kleinsten Teilkérper von C, welcher die komplexe Zahl i
enthélt.

Fiir eine Aussage A(n), die fiir n € N definiert ist, betrachte man folgende Be-
dingungen:

(i) A(0) ist wahr.

(ii) Fiir alle n € N gilt: Ist A(n) wahr, so auch A(n + 1).

(ii) Fiir alle n € N gilt: Ist A(¢) fiir alle ¢ € N mit ¢ < n wahr, so auch A(n + 1).

Man zeige mittels eines formalen Schlusses, dass das Induktionsprinzip, welches
die Bedingungen (i) und (ii) umfasst, dquivalent zu demjenigen ist, das die Be-
dingungen (i) und (iii) umfasst.

Es sei A(m,n) eine Aussage, die fiir m,n € N erklirt sei. Die folgenden Aussagen
seien wahr:

(i) 4(0,0)
(i) A(i,j) = A(i + 1,5) fiir i,j € N.
(i) A(i,j) = A(i,j +1) firi,j € N.
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Man zeige, dass dann A(i, j) fur alle 4, j € N wahr ist (Prinzip der Doppelinduk-
tion). Lassen sich die Bedingungen (ii) bzw. (iii) noch abschwichen?

9. Fir n € N und Elemente ¢ # 1 eines Korpers K leite man die Formel fiir die
geometrische Reihe her:
qi _ 1— qn+l
I—gq

M=

i=0

10. Man beweise fiir k,n € Nmitn >k >1:

n—1 .
> (5= 6)
A k=1 k
11. Fiir k,n € N zeige man, dass die Menge {(a1,...,a,) € N*; a1 + ...+ a, = k}

genau
k+n-—1
n—1

Elemente besitzt.

1.4 Vektorriaume

Wir wollen nun die eingangs angedeutete Vektorrechnung auf eine axiomatische
Grundlage stellen, indem wir Vektorrdume iiber Kérpern betrachten. Vektoren
werden wir im Folgenden stets mit lateinischen Buchstaben a, b, c, ... bezeich-
nen, Skalare aus dem zugehorigen Korper dagegen mit griechischen Buchstaben

a?ﬁ?"y?"'

Definition 1. Es sei K ein Kérper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V mit
einer inneren Verkniipfung V xV — V', (a,b) — a + b, genannt Addition,
und einer dufSeren Verkniipfung K x V. — V| genannt skalare Multiplikation,
so dass gilt:

(i) V ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition “+7.

(i) (a+pB)-a=a-a+f-a, a-(a+b)=a-a+a-b firalea,feK,
a,b €V, d. h. Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv.

(ili) (- f)-a =«a-(6-a) firale o, € K, a € V, d. h. die skalare
Multiplikation ist assoziativ.

(iv) 1-a = a fir das Einselement 1 € K und alle a € V.

Elemente eines Vektorraums werden auch als Vektoren bezeichnet. Wie je-
de Gruppe enthélt ein K-Vektorraum mindestens ein Element, ndmlich den
Nullvektor 0 als neutrales Element. Andererseits kann man eine einelementige
Menge V' = {0} stets zu einem K-Vektorraum machen, indem man 0+ 0 =0
und a -0 = 0 fir € K definiert. Man nennt V dann den Nullraum und
schreibt in suggestiver Weise V' = 0, wobel man streng genommen zwischen
0 als Nullelement und 0 als Nullraum zu unterscheiden hat. Ist L ein Korper
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und K ein Teilkorper, so kann man L stets als K-Vektorraum auffassen. Als
Vektorraumaddition auf L nehme man die gegebene Kérperaddition und als ska-
lare Multiplikation K x L — L die Einschriankung der Korpermultiplikation
L x L, — L. Insbesondere ist C auf diese Weise ein Vektorraum iiber Q, Q(\/§)
oder R. Im Ubrigen ist jeder Korper K ein Vektorraum iiber sich selbst.

Fiir das Rechnen mit Vektoren gelten die gewohnlichen Rechenregeln, die
wir im Folgenden auflisten. Dabei haben wir an dieser Stelle der Deutlichkeit
halber O fiir das Nullelement von K und 0y fiir den Nullvektor in V' geschrie-
ben, eine Unterscheidung, die wir im Weiteren allerdings nicht mehr machen
werden.

(1) a0y = 0y fiir alle @ € K.

(2) 0g -a=0y firallea eV .
B)(—a)-a=a-(—a)=—a-afirallea € K,aeV.

(4) Aus - a = 0y fiir @ € K und a € V folgt bereits a = 0x oder a = Oy.

Die Regeln (1) - (3) beweist man genauso wie die entsprechenden Regeln fiir
das Rechnen in Kérpern. Gleiches gilt fiir (4), wobei wir hier die Argumentation
noch einmal ausfithren wollen. Gilt ndmlich « - a = 0 mit « # 0, so ergibt sich

,1.

a=(at-a)ra=al (a-a)=a 0y =0y.

Als weitere Regeln fiihren wir noch die allgemeinen Distributivgesetze auf; es

selen a, oy, B; € K sowie a,a; € V fir i =1,...,n.
n n

a Zai = Zaal
i=1 i=1
n n

(> w)-a= Zaia

Definition 2. Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heif§t ein
K-Untervektorraum oder linearer Unterraum von V', wenn gilt:

(i) U#0
(i) a,beU=a+belU
(i) e K,ae U= aa €U

Fiir einen Vektor a € V ist
K-a:={aa; a€ K}

stets ein linearer Unterraum von V. In Falle a # 0 kann man hier von einer “Ge-
raden” sprechen, fiir a = 0 ist K - a der Nullraum. Jeder Vektorraum enthélt
folglich den Nullraum und sich selbst als lineare Unterrdume. Fassen wir weiter
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etwa C als Q-Vektorraum auf, so erkennt man R und Q(v/2) als lineare Un-
terrdume. Im Ubrigen ist die Bezeichnung K-Untervektorraum in Definition 2
gerechtfertigt, denn es gilt:

Bemerkung 3. Fine Teilmenge U eines K- Vektorraumes V ist genau dann ein
K-Untervektorraum, wenn U abgeschlossen unter der Addition und der skalaren
Multiplikation mit Elementen aus K ist, und wenn U mit diesen Verkniipfungen
selbst ein K-Vektorraum ist.

Beweis. Die behauptete Aquivalenz ist in einfacher Weise zu verifizieren. Wir
wollen hier nur zeigen, dass jeder lineare Unterraum U C V die in Bemerkung 3
genannten Bedingungen erfiillt. Sei also U C V wie in Definition 2. Zunéchst
besagen die Bedingungen (ii) und (iii), dass U abgeschlossen unter der Addition
und der skalaren Multiplikation ist. Weiter {ibertragen sich allgemeine Eigen-
schaften der Verkniipfungen wie Assoziativitiat, Kommutativitéit, Distributivitét
usw. in direkter Weise von V auf U. Nach Voraussetzung gilt U # (). Es enthélt
U daher ein Element a. Dann gehért auch —a = (—1)a zu U und damit der
Nullvektor 0 = a — a. Also ist klar, dass U eine additive Untergruppe von V/
und insgesamt mit den von V induzierten Verkniipfungen ein K-Vektorraum
ist. 0

Als wichtigstes Beispiel eines Vektorraums tiber einem Kérper K wollen wir
das n-fache kartesische Produkt

Kn:{(ala“-aan); (67 EKfﬁrizl,...7n}
betrachten, wobei n € N sei. Die Addition K™ x K™ — K™ werde erklért durch

(O[l,...,O[n)‘f’(ﬁl’...,ﬂn) == (a1+ﬁl7"'7an+ﬁn)7
sowie die skalare Multiplikation K x K™ — K™ durch
a- (o, 0n) = (e ag,...,a-ap).

Das n-Tupel (0,...,0) € K™ definiert dann den Nullvektor in K™, den wir
iiblicherweise wieder mit 0 bezeichnen, und es ist (—ay, ..., —a,) das inverse
Element beziiglich der Addition zu einem Element (ay, ..., a,) € K" Im Falle
n = 0 ist K™ als einelementige Menge anzusehen, welche nur aus dem leeren
Tupel besteht; K ist somit der Nullraum. Weiter lisst sich K™ fiir m < n in
kanonischer® Weise als linearer Unterraum von K" auffassen, indem man die
Elemente (o, ..., a,) € K™ mit denen des Typs (aq,...,0n,0,...,0) € K"
identifiziert.

Anschaulich kénnen wir den Vektorraum K™ fiir K = R und n = 2 als Mo-
dell einer Ebene und fiir n = 3 als Modell des gewthnlichen dreidimensionalen

3 Die Bezeichnung “kanonisch” werden wir im Folgenden noch hiufiger verwenden. Wir
meinen hiermit eine Moglichkeit, die sich in nahe liegender Weise als die einfachste Losung
anbietet.
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Raumes ansehen. Als Untervektorrdume der Ebene R? gibt es, wie wir noch
sehen werden, auler den trivialen linearen Unterriumen 0 und R? lediglich die
Geraden des Typs Ra zu von Null verschiedenen Vektoren a € R2.

Die obige Konstruktion des Vektorraums K™ lisst sich allgemeiner fiir einen
K-Vektorraum W anstelle von K durchfithren. Man erhilt dann das n-fache
kartesische Produkt W™ von W als K-Vektorraum mit komponentenweiser Ad-
dition und skalarer Multiplikation. Dariiber hinaus kann man fiir eine beliebige
Familie von K-Vektorrdumen (V;);c; das kartesische Produkt V = Hie Vi als
K-Vektorraum auffassen, wiederum mit komponentenweisen Verkniipfungen,
indem man also fir o € K und (v;)ser, (v')ier € V setzt:

(vi)ier + (V)ier = (Vi + V))ier, a - (v)ier = (- v3)er-

Viele interessante Vektorraume sind als Rédume von Abbildungen oder Funk-
tionen zu sehen. Sei etwa K ein Korper und X eine Menge. Dann bildet die
Menge V' = Abb(X, K) aller Abbildungen von X nach K auf natiirliche Weise
einen K-Vektorraum. Man erkliare ndamlich die Summe zweier Elemente f,g € V
als Abbildung

f+9: X — K, a2+ f(z)+g(2),

sowie das skalare Produkt eines Elementes o € K mit einem Element f € V
durch
af: X — K, x— af(x).

Es ist leicht nachzurechnen, dass V' mit diesen Verkniipfungen einen K-Vektor-
raum bildet, den so genannten Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf X
(der im Ubrigen mit dem kartesischen Produkt K iibereinstimmt, dessen Fak-
toren K durch die Elemente der Menge X parametrisiert werden). Die Nullab-
bildung

0: X — K, z+——0

ist das Nullelement, und das negative Element zu einem f € V wird gegeben
durch
[ X — K, a——(f(2)).

Setzt man beispielsweise K = R und X = {a € R;0 < a < 1}, so ist
V = Abb(X,R) der R-Vektorraum aller reellwertigen Funktionen auf dem
Einheitsintervall in R. Lineare Unterrdume werden gebildet von den stetigen
Funktionen, den differenzierbaren Funktionen bzw. von den Polynomen.

Im Folgenden sei K stets ein Korper. Wir wollen uns etwas genauer mit dem
Problem der Konstruktion von linearen Unterrdumen in einem K-Vektorraum
V' beschéftigen.

Lemma 4. Es sei V' ein K- Vektorraum und (U;)e; eine Familie von linearen
Unterrdaumen. Dann ist U = (,c; U; ebenfalls ein linearer Unterraum von V.

Beweis. Um zu sehen, dass U ein linearer Unterraum von V ist, verifizieren wir
die Bedingungen von Definition 2. Aus 0 € U; fiir alle i folgt 0 € U. Seien nun
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a € K und a,b € U. Dann ergibt sich a,b € U; fiir alle 4, also a + b, aa € U;
und somit a+b, aa € U. Folglich erfiillt U die definierenden Eigenschaften eines
linearen Unterraums von V. 0

Satz und Definition 5. Es sei V' ein K-Vektorraum und A C V eine Teil-
menge. Dann ist

(A) = {Zaiai; reNoqeKaq eAfiri=1,...,r}

i=1

ein linearer Unterraum von V, und dieser stimmt tberein mit dem linearen

Unterraum
(Ucv
ACU

den man gemdfs Lemma 4 erhdlt, wenn man den Durchschnitt iber alle linearen
Unterrdume U in V bildet, die A enthalten.

Folglich ist (A) der kleinste lineare Unterraum in V| der A enthdlt, was
bedeutet, dass jeder lineare Unterraum U C 'V, der A enthdlt, auch bereits (A)
enthalten muss. Man nennt (A) den von A in V erzeugten linearen Unterraum
oder auch die lineare Hiille von A in V.

In dhnlicher Weise definiert man fiir eine Familie 20 = (a;);c; von Elementen
aus V den von 2 erzeugten linearen Unterraum (A) C V' durch (A) = (A) mit
A = {a;;i € I}. Aus der Definition und obigem Satz ergeben sich in direkter
Weise die folgenden elementaren Eigenschaften fiir erzeugte lineare Unterrdume
in einem Vektorraum V:

(1) @) =0
(2) A C (A) fiir eine Teilmenge A C V.
(3) (U) = U fiir einen linearen Unterraum U C V.

4) AcCc B= (A) C (B) und A C (B) = (A) C (B) fiir Teilmengen
A BCV.

Nun zum Beweis von Satz 5. Wir zeigen zunéchst, dass (A) ein linearer
Unterraum von V ist. Es gilt (4) # 0, denn der Nullvektor 0 ldsst sich als
leere Summe Z?:l a;a; schreiben (oder fiir A # () auch als entsprechende echte
Summe mit Koeffizienten «; = 0), gehort also zu (A). Seien weiter @ € K sowie

a:ioqai., b:iﬁjbj
i=1 j=1

Elemente von (A). Dann folgt

aa = Z(aai)ai € (A)
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sowie
r4s

a+bfZalaz+Zﬂ,b fZalaz ),

wenn wir a,4; = f; und a,; = b; fir j = 1,..., s setzen. Somit ist (A) ein
linearer Unterraum von V.

Ist U ein beliebiger linearer Unterraum von V', der A enthéilt, so muss U
aufgrund der definierenden Eigenschaften eines linearen Unterraums auch alle

Linearkombinationen 22:1 a;a; mit Elementen aq, ..., a, € A und Koeflizienten
ai,...,a, € K enthalten. Somit ergibt sich (A) C U und damit (A) C ()4, U
Andererseits schlieft man aus der Gleichung @ = 1 - a fiir @ € A natiirlich

A C (A), so dass auch (A) zu der Menge aller linearen Unterrdume U C V
gehort, die A enthalten. Insbesondere ergibt sich (A) = (.U, und man
erkennt (A) als kleinsten linearen Unterraum von V', der A enthélt. d

Definition 6. Es sei V ein K-Vektorraum. Fine Familie 2 = (a;)ier von
Elementen aus V heifit ein Erzeugendensystem von V', wenn jedes a € V' eine
Darstellung a = Ziel aa; mit Koeffizienten o; € K besitzt, wobei a; = 0
fiir fast alle © € I gilt, d. h. fir alle i € I, bis auf endlich viele Ausnahmen.
Mit anderen Worten, 2 ist ein Erzeugendensystem von V', wenn V = () gilt.
Weiter nennt man V endlich erzeugt, wenn V ein endliches Erzeugendensystem
ai, ..., a, besitzt.

Jeder K-Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem, denn es gilt bei-
spielsweise (V') = V. Weiter gilt:

= (1) fiir V = Q als Q-Vektorraum,
V = (1,V2) fiir V = Q(v/2) als Q-Vektorraum,
V = (1,4) fiir V = C als R-Vektorraum,
V ={e1,...,en,) fiir V.= K" als K-Vektorraum.
Dabei sei e; € K™ fiir ¢ = 1,...,n der i-te Einheitsvektor, also

e; =(0,...,0,1,0,...,0),
wobei die 1 genau an der i-ten Stelle steht. Auf prizisere Weise konnen wir
€ = (51i7 cee 75m‘)

schreiben mit

5}”__{1 fiir h = i ;

0 sonst

Op; ist das so genannte Kronecker-Symbol.
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Aufgaben

K sei stets ein Korper.

1. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum. Fiir welche
Elemente a € V ist a + U := {a+ u; u € U} wiederum ein linearer Unterraum
von V?

2. Es sei V ein K-Vektorraum und 2 = (4;);es eine Familie von Teilmengen von
V. Die Familie 2 moge folgende Bedingung erfiillen: Zu je zwei Indizes i,5 € I
existiert stets ein Index k € I mit A; U A; C Aj. Man zeige

(A =J«).

i€l i€l
Gilt diese Beziehung auch ohne die Voraussetzung an die Familie 2A?

3. Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann ldsst sich jedes beliebige
Erzeugendensystem von V' zu einem endlichen Erzeugendensystem verkleinern.

4. Es sei K Teilkorper eines Korpers L und V ein L-Vektorraum. Ist dann x4, ..., z,
ein Erzeugendensystem von V' als L-Vektorraum und aj, ..., a,, ein Erzeugen-
densystem von L, aufgefasst als K-Vektorraum, so bilden die Produkte a;x; mit
i=1,...,mund j =1,...,n ein Erzeugendensystem von V als K-Vektorraum.

5. Es seien x,y € R? Punkte, die nicht gemeinsam auf einer Geraden durch den
Nullpunkt 0 € R? liegen, d. h. es gelte  # 0 # y sowie ax # Py fiir alle
a, 3 € R*. Man zeige, dass x,y bereits ein Erzeugendensystem von R? bilden.
Gilt eine entsprechende Aussage auch, wenn man R durch einen beliebigen Korper
K ersetzt?

6. Man betrachte das kartesische Produkt QN = [Licny Q als Q-Vektorraum. Kann
dieser Vektorraum ein abzéhlbares Erzeugendensystem besitzen, d. h. ein Erzeu-
gendensystem des Typs (z;);en?

1.5 Linear unabhingige Systeme und Basen von Vektor-
raumen

Sind ay, . .., a, Vektoren eines K-Vektorraums V', so sagt man, wie bereits in den
Vorbemerkungen erwahnt, a,, hdnge linear von ay, ..., a,_1 ab, wenn es Koeffizi-
enten ay, ..., 1 € K mit a, = 31" aja; gibt, wenn also a,, € (ay,...,a, 1)
gilt. Man sagt in diesem Falle auch, a,, lasse sich aus den Vektoren aq, ..., a,_1
linear kombinieren oder a, sei eine Linearkombination von ay,...,a,_1. Wenn
man fiir ein System von Vektoren aq, ..., a, wei}, dass irgendeiner dieser Vek-
toren von den {ibrigen linear abhéngt, so bezeichnet man das System gemeinhin
als linear abhdngig. (System ist hier im Sinne von Familie gemeint; das Sys-
tem der ay, ..., a, wire priziser als Familie (a;);=1.., zu notieren.) Andererseits
heilt das System der ay, . .., a, linear unabhingig, wenn keiner dieser Vektoren
von den iibrigen linear abhingt. Der Begriff der linearen Abhéngigkeit bzw.
Unabhéngigkeit von Vektoren ist in der Linearen Algebra von fundamentaler
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Wichtigkeit. Fiir eine formelméfiige Handhabung dieses Begriffes ist folgende
(dquivalente) Definition besonders geeignet, auf die wir uns im Weiteren stets
stiitzen werden.

Definition 1. FEin System von Vektoren ay,...,a, eines K-Vektorraums V
heift linear unabhéingig, wenn aus einer Gleichung ;| cua; = 0 mit Koeffi-
zienten aq, ..., a, € K notwendig oy = ... = a,, = 0 folgt, wenn sich also der
Nullvektor 0 € V' nur in trivialer Weise als Linearkombination der Vektoren
ay, ...,y darstellen lisst. Ist diese Bedingung nicht gegeben, so bezeichnet man
das System ay, ..., a, als linear abhéngig.

Ein System von Vektoren ay,...,a, ist also genau dann linear abhingig,
wenn es Koeffizienten aq,...,q, € K mit Z?:l aza; = 0 gibt, wobei die «;
nicht sdmtlich verschwinden. Dies ist dquivalent zu der bereits oben erwéhn-
ten Bedingung, dass einer der Vektoren ay,...,a, eine Linearkombination der
restlichen ist, denn die Gleichung Y | oya; = 0 ist fiir oy, # 0 dquivalent zu
iy = — >, Zio Yig Yoya; . Beispielsweise bildet der Nullvektor 0 € V ein linear
abhéngiges System, aber auch jedes System von Vektoren, in dem einer der Vek-
toren mehrfach vorkommt, ist linear abhéingig. Dagegen ist ein System, welches
aus genau einem Vektor a # 0 besteht, stets linear unabhingig. Ahnlich wie
bei der Konvention der leeren Summe betrachtet man Systeme von Vektoren
ai,...,a, auch im Falle n = 0 und meint damit dann das leere System. Auch
das leere System erkennt man in nahe liegender Weise als linear unabhiingig.

Um die Sprache zu vereinfachen, erwdhnt man in der Situation von Defini-
tion 1 meist nur die zu betrachtenden Vektoren ay, ..., a,, ohne besonders dar-
auf hinzuweisen, dass das System dieser Vektoren gemeint ist. So sagt man etwa
in unpraziser Ausdrucksweise, die Vektoren ay, ..., a, seien linear unabhingig,
womit man natiirlich nicht meint, dass jeder der Vektoren a; fiir sich genommen
ein linear unabhéngiges System bildet (was lediglich a; # 0 bedeuten wiirde),
sondern dass das System (a;);=1._, linear unabhéngig ist.

Mit 1.3/5 sehen wir beispielsweise, dass die Elemente 1,+/2 € Q(v/2) ein li-
near unabhiingiges System bilden, wenn wir Q(v/2) als Q-Vektorraum auffassen.
Entsprechendes gilt fiir die Elemente 1,7 in C als R-Vektorraum. Wichtig ist
auch, dass fiir n € N die “Einheitsvektoren” e;,...,e, € K" ein linear un-
abhéngiges System bilden. Denn fiir aq,...,q, € K gilt

T
Zaiei = (Oq7 e ,an)7
i=1

also verschwindet diese Summe genau dann, wenn das Element (as,...,q,)
verschwindet, d. h. wenn «; =0 fiir i = 1,...,n gilt.

Wir haben die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit in Definition 1
der Einfachheit halber nur fiir endliche Systeme von Vektoren formuliert. Die
Begriffe iibertragen sich aber in nahe liegender Weise auf beliebige Systeme
(a;)ier, wenn man vereinbart, dass eine Linearkombination der a; ein Ausdruck
der Form ), ; oja; mit Koeffizienten a; € K ist, wobei die a; fiir fast alle
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1 € I verschwinden, d. h. fiir alle 7 € I bis auf endlich viele Ausnahmen. Eine
solche Linearkombination ist daher in Wahrheit eine endliche Linearkombina-
tion, stellt also ein Element in V' dar. Man bezeichnet ein System (a;);c; von
Vektoren aus V als linear unabhdngig, wenn aus dem Verschwinden einer Li-
nearkombination der a;, also einer Gleichung Zie ; a;a; = 0, notwendig a; = 0
fiir alle 7 € I folgt. Das System (a;);cs ist daher genau dann linear unabhéngig,
wenn jedes endliche Teilsystem von (a;);cr linear unabhéngig im Sinne von De-
finition 1 ist. Entsprechend ist (a;);er genau dann linear abhiingig, wenn es ein
endliches Teilsystem gibt, welches linear abhéingig im Sinne von Definition 1 ist.

Satz 2. Fs seien ag,...,a, Vektoren eines K-Vektorraums V. Dann ist dqui-
valent:

(i) Die Vektoren aq,...,a, sind linear unabhdingig.

(ii) Ist a =Y, aya; eine Darstellung eines Elementes a € (ay, ..., a,) mit
Koeffizienten aq,...,a, € K, so sind diese eindeutig durch a bestimmit.

Beweis. Wir nehmen zunichst Bedingung (i) als gegeben an. Sind dann

n n

2 : § : /
a = a;a; = a,a;

i=1 i=1

zwei Darstellungen von a als Linearkombination der a;, so ist Y ., (o — of)a;
eine Linearkombination, die den Nullvektor 0 darstellt. Mit (i) folgt a; —a} = 0,
also a; = o fiir alle ¢, d. h. die Darstellung von a als Linearkombination der a;
ist eindeutig.

Sei nun umgekehrt Bedingung (ii) gegeben. Um die lineare Unabhéngigkeit
des Systems der a; zu zeigen, betrachten wir eine Gleichung Y 7 | a;a; = 0 mit
Koeffizienten oy, ..., o, € K. Da trivialerweise Y . 0-a; = 0 gilt, ergibt sich
a; = 0 fiir alle ¢, wenn man (ii) benutzt. O

Sind die Bedingungen des Satzes erfiillt, so nennt man das System der a; eine

Basis des linearen Unterraumes (ay, ..., a,) von V. Man vereinbart ndmlich:
Definition 3. FEin System von Vektoren ay,...,a, eines K-Vektorraums V
wird als (endliche) Basis von V' bezeichnet, wenn gilt:

(i) Die Vektoren ay,...,a, bilden ein Erzeugendensystem von V' d. h. man
hat V = {aq,...,a,).

(ii) Das System der Vektoren aa,...,a, ist linear unabhingig.

Allgemeiner heifst ein (nicht notwendig endliches) System von Vektoren ei-
nes Vektorraums V eine Basis, wenn es sich um ein Erzeugendensystem handelt,
welches linear unabhdingig ist.

Mit Satz 2 ergibt sich sofort:
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Bemerkung 4. Vektoren ay,...,a, eines K-Vektorraumes V bilden genau
dann eine Basis, wenn gilt: Jedes a € V besitzt eine Darstellung a = Y-, oa;
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ay,...,a, € K.

Fassen wir die bisher betrachteten Beispiele von Erzeugendensystemen und
linear unabhéngigen Systemen zusammen, so ergibt sich:

(1) Das leere System bildet eine Basis des Nullraums iiber einem gegebenen
Korper K, also des K-Vektorraums V' = 0.

(2) Die Elemente 1, /2 bilden eine Basis von Q(v/2) als Q-Vektorraum.
(3) Die Elemente 1, bilden eine Basis von C als R-Vektorraum.

(4) Fiir einen Korper K und n € N bilden die Einheitsvektoren ey, ..., e,
eine Basis des K-Vektorraums K".

Die Kenntnis von Basen in Vektorrdumen ist verantwortlich dafiir, dass
man etwa Fragen zur linearen Unabhéngigkeit von Vektoren auf das Losen li-
nearer Gleichungssysteme zuriickfithren kann. Wir wollen dies am Beispiel des
K-Vektorraums K™ und der Basis ey, ...,e, einmal demonstrieren. Gegeben
seien Vektoren aq,...,a, € K", etwa

n
CLj:(Oélj,...,Oénj): E Olij(ii, j:1,...77'.
=1

Die Frage, ob ay,...,a, linear abhéngig sind oder nicht, ist dann &quivalent
zu der Frage, ob es ein nicht-triviales r-Tupel (&,...,&,) € K" gibt mit
22:1 &a; =0, d. h. ob das lineare Gleichungssystem

€1a11+ oo+ 6,-0417« =0

€1a7bl+ S g’r'am‘ =0

eine nicht-triviale Losung (&1, ...,&.) € K" besitzt. Techniken zur Lésung sol-
cher Gleichungssysteme werden wir im Abschnitt 3.5 kennen lernen.

Als Nachstes wollen wir ein technisches Lemma beweisen, welches insbe-
sondere fiir die Handhabung und Charakterisierung von Vektorraumbasen von
groflem Nutzen ist.

Lemma 5. Fiir Vektoren a4, ..., a, eines K-Vektorraums V ist dquivalent:
(i) ai,...,a, sind linear abhdngig.
(i) PEiner der Vektoren ay,...,ay ist eine Linearkombination der restlichen,
d. h. es existiert ein p € {1,...,n} mit a, € (a1,...,0p—1,0pt1,- -, 0n).

(i) Es emistiert ein p € {1,...,n} mit
(@1, ..., an) = {1, ., Ap_1,Qpi1, . ., Qp).

Sind die Vektoren ay, ..., a, fir ein v < n linear unabhingig, so folgen aus (i)
die Bedingungen (ii) und (iii) bereits fir ein p € {r +1,...,n}.
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Beweis. Wir beginnen mit der Implikation von (i) nach (ii). Seien also ay, ..., a,
linear abhéingig. Man wihle dann r € {0,...,n} maximal mit der Eigenschaft,
dass das System der Vektoren aq,...,a, linear unabhéngig ist; im Falle r = 0
sei hiermit das leere System gemeint, welches stets linear unabhéngig ist. Ins-
besondere gilt r < n aufgrund der Voraussetzung in (i), und ay,...,a,4; sind
linear abhéngig. Es existiert folglich eine Gleichung Z::ll a;a; = 0 mit Koeffi-
zienten «; € K, die nicht samtlich verschwinden. Dabei gilt notwendigerweise
ay+1 # 0, denn anderenfalls héitte man die Gleichung Z:zloziai = 0, wobei
die Koeffizienten nicht sédmtlich verschwinden wiirden, die aq,...,a, also linear
abhéngig wiren. Die erstere Gleichung lésst sich daher nach a,,; auflésen, man
erhélt a, .1 = —> 1, a;_&laiai und damit a,1 € {(ai,...,a,), wie in (ii) und
der Zusatzaussage behauptet.

Sei nun Bedingung (ii) erfiillt, d. h. es gelte fiir ein p € {1,...,n} die

Bezichung a, € (a1, ..., ap—1,0p11, ..., ay,). Man hat dann
A1y ey Op €A1, oy Qpo1, Qpi, - -5 Ap)
und somit
(%) (@1, ... an) C{ar, ..., Qp—1,Gpi1, .-, 0n),
denn {(ai,...,a,) ist der kleinste lineare Unterraum von V, der ay,...,a,

enthélt. Da die umgekehrte Inklusion trivialerweise erfiillt ist, ergibt sich Be-
dingung (iii).

Der Vollstandigkeit halber wollen wir hier auch noch darauf hinweisen, dass
sich die Inklusion () leicht durch direktes Nachrechnen herleiten ldsst. Es gelte
etwa a, = Z#p a;a; mit Koeffizienten «; € K. Fiir jedes b € (ay, ..., a,) mit
einer Darstellung b = Y | 3;a; und Koeffizienten f3; € K ergibt sich dann

b= Biai+ 8y i =Y (B + Byi)as,

i#p i#p i#p
also b € (a1,...,ap_1,ap41, .. ., Qy), und somit
<CL1, cee 7an> C ((11, sy Op1,0pg1, - - - 7an>'

Sei schlieBllich Bedingung (iii) gegeben, fiir ein p € {1,...,n} gelte also

<a17 cee 7a/n> = <a/1a sy Ap—1,0py1s - - - aan>

Dann folgt insbesondere a, € (ai,...,ap-1,0pi1,--.,a0n), €twa a, = Z#p ;a;
mit gewissen Koeffizienten o; € K, und die Gleichung (—1)a, + 3, ,, a;a; = 0
zeigt, dass aq,...,a, linear abhédngig sind. Damit ist gezeigt, dass die Bedin-
gungen (i), (i) und (iii) dquivalent sind.

Sind nun die Vektoren a4, ..., a, fiir ein gegebenes r < n linear unabhéngig,
ai, ..., a, aber insgesamt linear abhéngig, so gilt, wie wir gesehen haben, Be-
dingung (ii) fiir ein p € {r + 1,...,n}. Fiir dieses p ist dann auch Bedingung
(iii) erfiillt, so dass die zusétzliche Behauptung ebenfalls bewiesen ist. (]
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Das gerade bewiesene Lemma lésst einige interessante Schlussfolgerungen
ZU.

Satz 6. Jeder endlich erzeugte K- Vektorraum besitzt eine Basis, und jede solche
Basis ist endlich.

Beweis. Es sei ay,...,a, ein Erzeugendensystem des betrachteten K-Vektor-
raums V, d. h. es gelte V = (a4, ..., a,). Indem wir dieses System verkleinern,
kénnen wir ay, . . . , a, als minimales Erzeugendensystem voraussetzen. Die Aqui-
valenz der Bedingungen (i) und (iii) in Lemma 5 zeigt dann, dass die Vektoren
ai,...,a, linear unabhéngig sind, also eine Basis bilden.

Ist nun (b;)jes eine weitere Basis von V, so lésst sich jeder der Vektoren
a1, ...,a, als Linearkombination von endlich vielen der Vektoren b;, j € J,
darstellen. Es existiert deshalb eine endliche Teilmenge J' C J mit

V={a1,...,a,) C(bj; jeJ)CV.

Das System (b;);e bildet somit ein Erzeugendensystem von V. Dieses ist als
Teilsystem von (b;);jes sogar linear unabhéingig und stellt deshalb, ebenso wie
(b;);eJ, eine Basis dar. Dann folgt aber notwendig J = J’, und man erkennt .J

als endlich. O
Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum und aq,...,a, ein System von Vektoren
aus V. Dann ist dquivalent:
(i) ai,...,a, bilden eine Basis von V.
(ii) a1,...,ay ist ein mazimales linear unabhdingiges System in V.
(iii) a1,...,an ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
Beweis. Sei zuniichst Bedingung (i) als gegeben angenommen, sei also ay, . .., a,

eine Basis von V. Fiir beliebiges a € V gilt dann
V=Aay,...,a,) = {(a,a4,...,a,),

und man schlieft aus der Aquivalenz (i) <= (iii) von Lemma 5, dass das Sys-
tem a,ay,...,a, linear abhéngig ist. Also ist ay,...,a, ein maximales linear
unabhéngiges System in V.

Als Néchstes gehen wir von Bedingung (ii) aus, sei also ay, ..., a, ein ma-
ximales linear unabhéngiges System in V. Ist dann a € V beliebig, so ist das
System aq, .. ., ay,a linear abhéngig, und es existiert eine nicht-triviale Linear-
kombination mit Koeffizienten aus K

n
aa + E a;a; = 0,
i=1

welche die Null darstellt. Aus der linearen Unabhéngigkeit der a4, ..., a, ergibt
sich mittels Lemma 5 (man vergleiche den Beweis der Implikation (i) = (ii) in
Lemma 5), dass zumindest der Koeffizient o nicht verschwindet. Folglich lasst
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sich vorstehende Gleichung nach a auflésen, und man erhilt a € (aq,...,a,),
d. h. ay,...,a, ist ein Erzeugendensystem von V. Weiter folgt aus der linea-
ren Unabhingigkeit der a1, ..., a,, indem man die Aquivalenz (i) <= (iii) aus
Lemma 5 benutzt, dass aq,...,a, ein minimales Erzeugendensystem von V ist.

Nehmen wir schliefllich ay, ..., a, wie in Bedingung (iii) als minimales Er-
zeugendensystem an, so zeigt die Aquivalenz (i) <= (iii) aus Lemma 5, dass
aiy,...,a, dann notwendig ein linear unabhéngiges System ist, also eine Basis,
da es bereits ein Erzeugendensystem ist. (I

Satz 8 (Basisergidnzungssatz). In einem K-Vektorraum V betrachte man ein
linear unabhdngiges System ay, ..., a, sowie ein FErzeugendensystem by, ..., by,.
Dann lisst sich das System der a; durch Elemente des Systems der b; zu ei-
ner Basis von V' erginzen, d. h. es existieren paarweise verschiedene Indizes
i(r+1),....i(n) € {1,...,m} mit der Eigenschaft, dass die Vektoren

A1y ...y Qp, bi(r+1)7 e ,b,(n>

eine Basis von V bilden.

Beweis. Fiir n > r betrachte man paarweise verschiedene Indizes
i(r+1),...,i(n) € {1,...,m},
so dass

(%) Vi =A(ay,...,abiri1), - - bin))

gilt. Die Gleichung ist beispielsweise fiir n = r + m erfiillt, wenn man ¢,; = j
fir j = 1,...,m setzt. Man betrachte nun eine Gleichung (%), wobei n > r
minimal gewihlt sei. Dann ist ay,. .., ar, bir41), - -, by €in linear unabhéngi-
ges Erzeugendensystem, stellt also eine Basis von V' dar. Anderenfalls wire
dieses System némlich linear abhingig, und man koénnte es aufgrund der Aqui-
valenz (i) <= (iii) aus Lemma 5 zu einem echt kleineren Erzeugendensystem
verkiirzen. Da die Vektoren a4, ..., a, jedoch linear unabhéngig sind, ergibt sich
mit Lemma 5 in dieser Situation, dass man einen der Vektoren bi41), .- ., bi)
fortlassen kann, was aber wegen der Minimalitdt von n ausgeschlossen ist. Das
Erzeugendensystem ay, ..., @, bip41), - - ., bjny ist daher linear unabhéngig und
folglich eine Basis.

Wir wollen noch auf einen zweiten Beweis eingehen, der den Vorteil hat,
dass er im Hinblick auf nicht-endliche Basen verallgemeinerungsféihig ist. Hierzu
betrachten wir Indizes

i(r+1),...,i(n) € {1,...,m},
nunmehr aber mit der Bedingung, dass die Vektoren

A1y e s Oy bi(’r+1)7 s 7bz(n)
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linear unabhéngig sind. Wir diirfen n als maximal gewdhlt annehmen. Mit Lem-
ma 5 ergibt sich dann

bl, ey b, € <a1, ... ,ar,bi(r+1), ... ,bi<n)>
und folglich
V= <b17 ey bm> C <CL1, R bi(’r‘+1)7 - ,bl(n)>,

so dass a1, ..., G, bi(r41), - - -, bi(n) €in Erzeugendensystem und damit eine Basis

von V bilden. O

Theorem 9. In einem K-Vektorraum V mdgen die Elemente aq,...,a, eine
Basis sowie by, ..., b, ein Erzeugendensystem bilden. Dann gilt n < m. Weiter
ist by, ..., by genau dann eine Basis, wenn n = m gilt. Je zwei Basen eines
endlich erzeugten K-Vektorraums V bestehen folglich aus gleichviel Elementen.

Beweis. Aufgrund des Basisergénzungssatzes 8 lésst sich das System ao, ..., a,
durch Elemente des Systems by, ..., by, zu einer Basis by, ..., bir), a2, .., an
ergéinzen, wobei natiirlich ;1 > 1 gelten muss; vgl. Lemma 5. Lésst man bei
dieser Basis das Element ay fort, so kann man das entstehende System wiederum
durch Elemente des Systems by, ..., b, zu einer Basis von V ergénzen, etwa zu

bi1)s -+ 5 Di(r1)s Di(ri 1) - -5 Di(ry17)5 Q35 - -+ 5 Ay

Féhrt man auf diese Weise fort, so gelangt man nach n Schritten zu einer Basis
bi1), - - - s bi(ri4.. 47y, Wobei die Indizes i(1),...,i(r1 + ... +1r,) € {1,...,m}
notwendig paarweise verschieden sind. Es folgt r; + ... + r, < m und wegen
r; > 1 insbesondere n < m, wie behauptet.

Ist nun by, ..., by, bereits eine Basis, so kann man die Rolle der a; und b,
vertauschen und erhélt auf diese Weise m < n, also insbesondere m = n. Bildet
andererseits by, . .., b, mit m = n ein Erzeugendensystem von V', so kann man

dieses System zu einem minimalen Erzeugendensystem von V verkleinern, also
zu einer Basis; vgl. Satz 7. Da wir aber schon wissen, dass Basen in V' aus genau
n Elementen bestehen, folgt, dass by, ...,b,, notwendig eine Basis von V ist.
Da endlich erzeugte K-Vektorrdaume geméfl Satz 6 lediglich endliche Basen
besitzen, ergibt sich insbesondere, dass je zwei Basen eines solchen Vektorraums
aus gleichviel Elementen bestehen. O

Fiir ein System a4, . . ., a,, von Elementen bezeichnet man die natiirliche Zahl
n als die Lange dieses Systems. Gelegentlich werden wir auch unendlichen Syste-
men (a;);er, also Systemen mit unendlicher Indexmenge I, eine Lange zuordnen,
namlich die Lénge oo. Wir werden dabei nicht zwischen verschiedenen Graden
der Unendlichkeit unterscheiden, etwa abzihlbar unendlich (z. B. I = N) oder
iiberabzihlbar unendlich (z. B. I = R).

Definition 10. Es sei V ein K-Vektorraum. Besitzt dann V' eine Basis end-
licher Linge n, so bezeichnet man n als die Dimension von V', in Zeichen



40 1. Vektorrdume

dimg V = n. Gibt es andererseits in V' keine Basis endlicher Ldnge, also kein
endliches mazximales linear unabhdngiges System, so sagen wir, die Dimension
von V sei unendlich, dimg V = oo.

Aufgrund von Theorem 9 ist die Dimension eines Vektorraums wohldefiniert.
Der Nullraum V' = 0 hat die Dimension 0, jeder K-Vektorraum V # 0 eine
Dimension > 0. Wir wollen noch einige weitere Eigenschaften der Dimension
eines Vektorraums zusammenstellen, die sich auf einfache Weise aus den bisher
gewonnenen Ergebnissen folgern lassen.

Korollar 11. Es sei V' ein K-Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
(i) dimg V =n.
(ii) Es emistiert in V ein linear unabhingiges System von n Vektoren, und
jeweils n + 1 Vektoren sind linear abhdngig.

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) gegeben. Jede Basis von V bildet dann
ein linear unabhéngiges System bestehend ans n Vektoren. Ist andererseits
Y1,---,Yns1 €in System von n + 1 Vektoren aus V' und nehmen wir an, dass
dieses linear unabhéngig ist, so konnen wir das System gemé&fl Satz 8 zu einer
Basis von V' ergénzen. Man hétte dann dimg V' > n 4+ 1 im Widerspruch zu
unserer Voraussetzung. Aus (i) ergibt sich folglich (ii).

Ist umgekehrt Bedingung (ii) gegeben, so gibt es in V' ein maximales linear
unabhéngiges System bestehend aus n Vektoren. Dieses bildet eine Basis, und
es folgt dimg V = n. O

Korollar 12. FEs sei V' ein K-Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
(i) dimg V' > n.
(ii) Es existiert in V' ein linear unabhingiges System von n Vektoren.

Beweis. Bedingung (i) impliziert trivialerweise Bedingung (ii), auch im Falle
unendlicher Dimension, da dann keine endlichen Basen, also keine endlichen
maximalen linear unabhéngigen Systeme in V' existieren kénnen. Gehen wir
umgekehrt von (ii) aus, so ist nur im Falle dimg V' < co etwas zu zeigen. Jedes

linear unabhingige System von Vektoren a4, ...,a, € V lasst sich dann gemaf
Satz 8 zu einer Basis von V ergénzen, und es folgt wie gewiinscht dimy V' > n.
O

Korollar 13. Fir einen K-Vektorraum V ist dquivalent:

(i) dimg V = occ.
(ii) Es existiert eine Folge von Vektoren ai,as,... € V', so dass fir jedes
n € N das System ay, ..., a, linear unabhdngig ist.
(iii) Es emistiert eine Folge von Vektoren ai,as, ... € V, so dass das System

(a;)ien linear unabhingig ist.
(iv) Zu jedem n € N gibt es ein linear unabhdngiges System, bestehend aus
n Vektoren von V.
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Beweis. Wir gehen aus von Bedingung (i). Sei also dimg V' = co. Dann gibt
es in V keine endlichen Basen und somit keine endlichen maximalen linear
unabhéngigen Systeme. Als Konsequenz ist es moglich, eine Folge von Vek-
toren ap,ag,... € V wie in (ii) gewiinscht zu konstruieren. Weiter folgt aus
(ii) unmittelbar Bedingung (iii), da zu jeder endlichen Teilmenge I C N ein
n € N existiert mit I C {1,...,n}. Die Implikation (iii) = (iv) ist trivial, und
(iv) = (i) schlieBlich ergibt sich mit Korollar 12. O

Korollar 14. Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein Teilraum. Dann gilt:
(il)) Aus dimg U = dimg V < oo folgt bereits U = V.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mittels Korollar 12 aus der Tatsache,
dass ein linear unabhéngiges System von Vektoren aus U auch in V' line-
ar unabhéngig ist. Die zweite Behauptung gilt, da man in einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V ein linear unabhéngiges System, beispielsweise
eine Basis von U, stets zu einer Basis von V' ergénzen kann. g

Wir wollen nun noch einige Beispiele betrachten.
(1) Ist K ein Korper, n € N; so folgt dimy K™ = n.
(2) dimp C = 2

(3) dimg Q(v2) = 2

(4) dimg R = oco. Dies zeigt man am einfachsten mit Hilfe eines Abzéhlbar-
keitsarguments. Jeder endlich-dimensionale Q-Vektorraum wiére, ebenso wie Q,
abzéhlbar, jedoch ist R nicht abzahlbar.

(5) Sei K ein Korper, X eine Menge und V' = Abb(X, K') der K-Vektorraum
der K-wertigen Funktionen auf X. Besteht X dann aus n < oo Elemen-
ten, so gilt dimg V' = n, wohingegen man fiir unendliches X die Gleichung
dimg V = oo hat. Wir wollen dies im Folgenden begriinden. Fiir x € X be-
zeichne f,: X — K diejenige Funktion, die durch f,(x) = 1 und f.(y) =0
fiir y # x gegeben ist. Dann ist fiir jeweils endlich viele paarweise verschiedene
Elemente zy,...,z, € X das System f,,,..., f;, linear unabhéngig in V', denn
aus einer Gleichung Y 7" | o; f,, = 0 mit Koeffizienten o, ..., o, € K folgt

0= (Z @i fe,)(25) = 0

fir j = 1,...,n. Hieraus ergibt sich bereits dimy V' = oo, wenn X unendlich
viele Elemente besitzt. Da wir andererseits fiir endliches X jedes f € V in der
Form

F=> f@)f

zeX
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schreiben kénnen, ist das System (f;).cx in diesem Falle ein Erzeugendensystem
und somit eine Basis von V', so dass man dimg V' = n hat, wenn X aus n < oo
Elementen besteht.

Abschlielend soll noch angedeutet werden, wie die Theorie dieses Abschnitts
aussieht, wenn man sich nicht auf endlich erzeugte K-Vektorraume beschrénkt.
Man muss dann auch unendliche Basen zulassen, wie sie in Definition 3 mit ein-
geschlossen sind. Man priift leicht nach, dass die in Satz 2 und Lemma 5 gegebe-
nen Charakterisierungen linearer Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit sinngeméf
auch fiir beliebige Systeme von Vektoren gelten. Als Folgerung iibertragen sich
die Resultate von Bemerkung 4 und Satz 7 auf den Fall nicht notwendig endli-
cher Basen.

Etwas problematischer ist der Beweis des Analogons zu Satz 6, dass ndmlich
jeder K-Vektorraum V' eine Basis oder, in dquivalenter Sprechweise, ein maxi-
males linear unabhéngiges System besitzt. Die Existenz eines solchen Systems
zeigt man am einfachsten mit Hilfe des so genannten Zornschen Lemmas, wel-
ches dem Gebiet der Mengenlehre zuzuordnen ist. Das Lemma geht von einer
teilweise geordneten Menge M aus, wobei teilweise geordnet bedeutet, dass zwi-
schen gewissen Elementen von M eine Relation “<” besteht, und zwar mit den
folgenden Eigenschaften:

r<gfirallexe M
r<yy<z=uw<z
TSYYysr=>1r=Yy

Man nennt eine Teilmenge N C M streng geordnet, wenn fiir je zwei Elemente
x,y € N stets ¢ < y oder y < x gilt. Weiter heifit ein Element z € M eine obere
Schranke von N, wenn x < z fiir alle x € N gilt. Das Lemma von Zorn lautet
nun wie folgt:

Ist M eine teilweise geordnete Menge und besitzt jede streng geordnete Teil-
menge von M eine obere Schranke in M, so existiert in M ein mazximales
Element.

Dabei heifit ein Element z € M mazimal, wenn aus z < x mit x € M stets
x = z folgt. In unserer konkreten Situation definiere man M als die Menge
aller Teilmengen von V', deren Elemente ein linear unabhéngiges System von
Vektoren in V' bilden. Fiir zwei solche Mengen A, B C V setze man A < B,
falls A C B gilt. Die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn sind dann fiir
M erfiillt, als obere Schranke einer streng geordneten Teilmenge N C M dient
beispielsweise die Vereinigung aller Teilmengen A € N, also

YJAacwv

AeN

Man erhélt somit aus dem Zornschen Lemma die Existenz eines maximalen Ele-
mentes in V, d. h. eines maximalen linear unabhéngigen Systems von Vektoren
in V und damit geméf Satz 7 einer Basis von V.
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Wie wir gesehen haben, lédsst sich die Existenz maximaler linear unabhéngi-
ger Systeme problemlos mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweisen. Ahnliches
kann man fiir minimale Erzeugendensysteme nicht behaupten, und dies ist der
Grund dafiir, dass die im Beweis zu Satz 6 benutzte Idee, Basen durch Minimie-
ren von Erzeugendensystemen zu konstruieren, im Allgemeinfall nicht zum Ziel
fithrt. Auch der Basisergénzungssatz 8 lisst sich mit Hilfe des Zornschen Lem-
mas auf den Fall unendlicher Systeme verallgemeinern, wenn man die im Beweis
zu Satz 8 gegebene Argumentation im Sinne maximaler linear unabhéngiger
Systeme mit dem Zornschen Lemma kombiniert. Man kann sogar die Aussage
von Theorem 9, dass némlich je zwei Basen (a;);er und (b;);es eines K-Vektor-
raums V' aus “gleichvielen” Elementen bestehen, auf unendlich-dimensionale
Vektorrdume verallgemeinern. Dabei ist “gleichviel” in dem Sinne zu prézisie-
ren, dass es eine bijektive Abbildung I — J gibt. Man nennt I und J bzw.
die Basen (a;)ier und (b;);es dann auch gleichmdchtig*. Die Méchtigkeitsklasse
einer solchen Basis konnten wir als Dimension von V' bezeichnen, jedoch wol-
len wir im Sinne von Definition 10 nicht zwischen verschiedenen unendlichen
Dimensionen unterscheiden.

SchlieBlich sei noch angemerkt, dass man in Korollar 14 (ii) nicht auf die
Bedingung dimg V' < oo verzichten kann. Um dies einzusehen, betrachte man
einen K-Vektorraum V von unendlicher Dimension und ein abzéhlbar unendli-
ches linear unabhéngiges System (a;);eny von Vektoren in V. Dann ist einerseits
(a2)ien gleichmichtig zu (a;)sen, andererseits aber (ag,as,a4,...) ein echter
linearer Unterraum von {ag, as, az, . . .).

Aufgaben
1. Man betrachte R3 als R-Vektorraum und iiberpriife folgende Systeme von Vek-
toren auf lineare Abhéngigkeit bzw. lineare Unabhéngigkeit:
(1) (1, (1,2,1),(0,-3,2)
) (1,1,1),(171,0) (1,0,0)
(iii) (9,1,5),(17,11,14),(9,1,5)
(iv) (1,2,3),(4,5,6),(6,9,12)
v) (1,9,7),(2,3,4),(9,7,6), (6,6,6)
(vi) (1,e,0),(a,1,0),(0,,1), wobei « eine reelle Zahl sei.
2. Es seien U, U’ lineare Unterriiume eines K-Vektorraums V mit UNU’ = 0. Bilden

Z1,...,2, € U und y1,...,ys € U’ linear unabhiingige Systeme, so auch die
Vektoren x1,...,25,91,...,ys in V.

(it

3. Fiir welche natiirlichen Zahlen n € N gibt es in R" eine unendliche Folge von
Vektoren ay, as, ... mit der Eigenschaft, dass je zwei Vektoren dieser Folge linear
unabh#ngig iiber R sind, also ein linear unabhéngiges System im R-Vektorraum
R™ bilden?

4 Dass je zwei Basen eines K-Vektorraums gleichmichtig sind, beweist man wie in “Bosch,
Algebra”, Abschnitt 7.1. Die dortige Argumentation im Sinne von Transzendenzbasen und
algebraischer Unabhéngigkeit iibertréigt sich in direkter Weise auf den Fall von Vektorraum-
basen und linearer Unabhéingigkeit.
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4. Man betrachte den R-Vektorraum aller Funktionen p: R — R, die durch po-
lynomiale Ausdriicke der Form p(x) = Y\, a;2® mit Koeffizienten o; € R und
variablem r € N gegeben sind. Man gebe eine Basis dieses Vektorraums an. (Hin-
weis: Man darf benutzen, dass nicht-triviale reelle Polynome hochstens endlich
viele Nullstellen haben.)

5. Es sei x1,...,x, eine Basis eines K-Vektorraums V. Fiir gegebene Koeffizienten
aj; € K, 1 <1< j<nsetze man y; = x; +Zi<jaijxi7 7 =1,...,n, und zeige,
dass dann auch yy, ..., y, eine Basis von V bilden.

6. Es sei F ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und V' ein F-Vektorraum der
Dimension n.

(i) Man bestimme die Anzahl der Elemente von V.

(ii) Man bestimme die Anzahl der Teilmengen in V', deren Elemente jeweils eine
Basis von V bilden.

7. Essei X = X; II...II X, eine Menge mit einer endlichen Zerlegung in nicht-
leere paarweise disjunkte Teilmengen. Fiir einen Korper K betrachte man den
K-Vektorraum V aller K-wertigen Funktionen X — K, sowie den linearen
Unterraum U derjenigen Funktionen, die auf jedem der X; konstant sind. Man
berechne dimy U.

Welche Dimension erhélt man, wenn die X; nicht notwendig paarweise disjunkt
sind und lediglich X = [J;; X; gilt?

8. Es sei K ein Korper. Fiir gegebene Elemente v1,...,7v, € K betrachte man die
Teilmenge

n
U={(a,....an) € K" Y aiyi = 0}.

i=1

Man zeige, dass U ein linearer Unterraum von K" ist und berechne dimy U.

1.6 Direkte Summen

Zu Vektoren aq,...,a, eines K-Vektorraums V kann man die linearen Un-
terrdume Ka; = (a;), ¢ = 1,...,r, betrachten. Bilden die a; ein Erzeugen-
densystem von V, so lisst sich jedes Element b € V in der Form b = >0 b;
schreiben mit Vektoren b; € Ka;; wir werden sagen, dass V' die Summe der li-
nearen Unterrdume Ka; ist. Bilden a4, .. ., a, sogar eine Basis von V, so iiberlegt
man leicht mit 1.5/4, dass in einer solchen Darstellung die Vektoren b; € Ka;
eindeutig durch b bestimmt sind. Wir werden sagen, dass V' die direkte Sum-
me der Ka; ist. Im Folgenden sollen Summe und direkte Summe fiir den Fall

beliebiger linearer Unterrdume von V' erkléart werden.

Definition 1. FEs scien Uy, ..., U, lineare Unterrdume eines K-Vektorraums
V. Dann wird die Summe dieser Unterrdume erkldrt durch

iUi:{zT:bi; beU firi=1,...,r}.
i=1 i=1
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Es ist unmittelbar klar, dass y_;_, U; wieder ein linearer Unterraum von V
ist, ndmlich der von Uy, . .., U, erzeugte lineare Unterraum (U; U... U U,) C V.
Insbesondere sieht man, dass die Summe von linearen Unterrdumen in V' asso-
ziativ ist.

Satz 2. Fir eine Summe U = Y._, U; von linearen Unterriumen Uy, ..., U,
eines K-Vektorraums V' sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Jedes b € U hat eine Darstellung b="Y._, b; mit eindeutig bestimmten
Vektoren b; e U;, 1 =1,...,r.
(ii) Aus einer Gleichung Y ,_, b; = 0 mit Vektoren b; € U; folgt b; = 0 fiir
1=1,...,m.
(iti) Pirp=1,....r gilt U,N 32, Ui =0.
Beweis. Bedingung (i) impliziert trivialerweise (ii). Um (iii) aus (ii) herzuleiten,
betrachte man einen Index p € {1,...,7} und einen Vektor b € U, N Z#p U;,
etwa b = Z#p b; mit Summanden b; € U;. Dann gilt —b + Z#p b; = 0, und es
folgt aus (i) insbesondere b = 0. Somit hat man U, N 3, U; = 0.
Sei nun Bedingung (iii) gegeben, und sei b € V' auf zwei Weisen als Summe
von Vektoren b;,b; € U,; dargestellt, also

S-S
=1 =1
Dann folgt Y7, b; — b, = 0 und somit

by—b,==> bi—belU,nY U;=0, p=1,....n
i#p i#p

Insbesondere ergibt sich b; = b] fiir ¢ = 1,...,r, d. h. (i) ist erfiillt. O

Definition 3. Es sei U = Y., U; eine Summe von linearen Unterrdiumen
Ui,..., U, eines K-Vektorraums V. Dann heifst U die direkte Summe der Uj;,
in Zeichen U = @)_, U;, wenn die dquivalenten Bedingungen von Satz 2 erfiillt
sind.

Die Summe U = >"'_, U; von linearen Unterrdumen Uy,...,U, C V wird
auch mit U; + ... + U, bezeichnet, und man schreibt U; & ... & U,., falls diese
Summe direkt ist. Eine Summe U; + U zweier linearer Unterrdume Uy, Uy C V
ist genau dann direkt, wenn U; N Uy = 0 gilt. Wie schon angedeutet, ist die
Direktheit einer Summe von linearen Unterrdumen anzusehen als Verallgemei-
nerung der linearen Unabhéingigkeit eines Systems von Vektoren. Fiir Vektoren
ai,...,a. €V ist ndmlich

(al,...,ar):@[(ai, a; A0 ftiri=1,...,r
i=1

dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit von ay, ..., a,.
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Eine leichte Variante der gerade definierten direkten Summe stellt die so
genannte konstruierte direkte Summe dar. Man geht hierbei von gegebenen
K-Vektorrdumen Vi, ..., V, aus und konstruiert einen K-Vektorraum V', in dem
sich die Vj als lineare Unterrdume auffassen lassen, und zwar derart, dass V' die
direkte Summe der V; ist, also V' = @._, V; im Sinne von Definition 3 gilt.
Dabei wird V' als das kartesische Produkt der V; definiert, V' = [[/_, V;, und
man fasst dieses Produkt als K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition
und skalarer Multiplikation auf. In V' bilden dann die Teilmengen
VI ={(v1,...,v,) € V;v; =0 fiir j #1}, i=1,...,r1,

2

lineare Unterrdume, und man stellt unschwer fest, dass V' die direkte Summe
der V/ ist. Da die natiirliche Abbildung

1 Vi — VY, v (v1,...,0;) mitvj—{v fuf]‘fz‘ ,
0 firj#d

fir ¢ = 1,...,7 jeweils bijektiv ist und zudem die Vektorraumstrukturen auf
Vi und V/ respektiert, konnen wir jeweils V; mit V; unter ¢; identifizieren
und auf diese Weise V' als direkte Summe der linearen Unterrdume Vi,...,V,
auffassen, in Zeichen V = @_, V;. Wir nennen V die konstruierte direkte Sum-
me der V;. Hierbei ist jedoch ein wenig Vorsicht geboten. Ist beispielsweise ein
K-Vektorraum V die (nicht notwendig direkte) Summe gewisser linearer Un-
terrdume Uy, ..., U, C V, gilt also V = >""_| U;, so kann man zusitzlich die
direkte Summe U = @;_, U; konstruieren. Mit Hilfe der nachfolgenden Dimen-
sionsformeln kann man dann dimg U > dimg V' zeigen, wobei Gleichheit nur
dann gilt, wenn V' bereits die direkte Summe der U; ist. Im Allgemeinen wird
daher U wesentlich verschieden von V' sein.

Satz 4. Es sei V ein K-Vektorraum und U C 'V ein linearer Unterraum. Dann
existiert ein linearer Unterraum U CV mit V.= U @ U'. Fir jedes solche U’
gilt

Man nennt U’ in dieser Situation ein Komplement zu U. Komplemente von
linearen Unterrdumen sind abgesehen von den trivialen Féllen U = 0und U =V
nicht eindeutig bestimmt.

Beweis zu Satz 4. Ist V' von endlicher Dimension, so wiahle man eine Basis

ai, . ..,a, von U und erginze diese durch Vektoren a,1,...,a, gemif 1.5/8 zu
einer Basis von V. Dann gilt

V:éK(IZ‘7 U:éKCLi,
i=1 i=1

und es ergibt sich V =U @ U’ mit U’ = @;_ ., Ka,.

i=r+1
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Ist V' nicht notwendig von endlicher Dimension, so kénnen wir im Prinzip
genauso schliefen, indem wir nicht-endliche Basen zulassen und die Ausfithrun-
gen am Schluss von Abschnitt 1.5 beachten. Wir konnen dann eine Basis (a;)ier
von U wihlen und diese mittels des Basisergdnzungssatzes durch ein System

(a)jes von Vektoren zu einer Basis von V' ergiinzen. Es folgt V = U @ U’ mit

U = ((a))jer)-

Zum Beweis der Dimensionsformel betrachte man ein Komplement U’ zu

U. Sind U und U’ von endlicher Dimension, so wéihle man eine Basis by, ..., b,
von U bzw. b,.41,...,b, von U'. Dann bilden by, ...,b, eine Basis von V', und
es folgt

dimgV=n=r+(n—r)=dimg U + dimg U,

wie gewiinscht. Ist mindestens einer der beiden Rdume U und U’ von unend-
licher Dimension, so gilt dies erst recht fiir V', und die Dimensionsformel ist
trivialerweise erfiillt. ]

Als Anwendung wollen wir noch eine Dimensionsformel fiir Untervek-
torrdume beweisen.

Satz 5. Es seien U, U’ lineare Unterriume eines K-Vektorraumes V. Dann gilt

Beweis. Zunichst seien U und U’ von endlicher Dimension. Dann ist U + U’
endlich erzeugt und damit nach 1.5/6 ebenfalls von endlicher Dimension. Man
wihle nun gemif Satz 4 ein Komplement W von U N U’ in U, sowie ein Kom-
plement W’ von U N U’ in U’, also mit

U=UnU)aW, U=UnUYeW.

Dann gilt
U+U =U0UNU)+W+W,

und wir behaupten, dass diese Summe direkt ist. In der Tat, gilt a +b+ b =0
fiir gewisse Elemente a €e UNU’, b e W, b € W', so ergibt sich
b=—(a+b) e (UNUY+W =U'
und wegen b € W C U sogar
be (UNU)YNW =0,

da U die direkte Summe der linearen Unterraume U NU’ und W ist. Man erhélt
also b = 0 und auf entsprechende Weise auch & = 0. Damit folgt aber auch
a = 0, was bedeutet, dass U 4+ U’ die direkte Summe der linearen Unterrdume
UNU’, W und W’ ist. Die behauptete Dimensionsformel ergibt sich dann mittels
Satz 4 aus der Rechnung
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dim(U + U)
=dim(UNU") + dim W + dim W’
= [dim(UNU") + dim W] + [dim(U NT") + dim W] — dim(U N T")
=dimU + dim U’ — dim(U N U").

Abschliefiend bleibt noch der Fall zu betrachten, wo (mindestens) einer
der linearen Unterrdume U, U’ nicht von endlicher Dimension ist. Gilt etwa
dimg U = 00, so folgt hieraus insbesondere dimg (U 4 U’) = oo, und wir haben
dimg U +dimg U’ wie auch dimg (U 4+ U’) +dimg (UNU’) als oo zu interpretie-
ren. Die behauptete Dimensionsformel ist also auch in diesem Fall giiltig. O

Korollar 6. Es seien U,U’ endlich-dimensionale lineare Unterrdume eines
K-Vektorraums V. Dann ist dquivalent:

) U+U=UaU.

(i) dimg(U 4+ U’) = dimg U + dimg U'.

Beweis. Bedingung (ii) ist aufgrund von Satz 5 dquivalent zu dimg (UNU’) = 0,
also zu U NU’' = 0 und damit zu Bedingung (i). O
Aufgaben

1. Man bestimme Komplemente zu folgenden linearen Unterriumen des R3 bzw.

R%:
(i) U =1{(1,2,3),(-2,3,1),(4,1,5))
(i) U = {(21,22,73,74) € R*; 321 — 229 + 23 + 274 = 0}

2. Man betrachte eine Zerlegung V = 3" | U; eines endlich-dimensionalen K-Vek-
torraums V' in Untervektorrdume U; C V und zeige, dass die Summe der U; genau
dann direkt ist, wenn dimg V = >"7 | dimg U; gilt.

3. Man betrachte eine direkte Summenzerlegung V- = @7, U; eines K-Vektorraums
V in lineare Unterrdume U; C V, sowie fiir jedes i = 1, ..., n eine Familie (z;) e,
von Elementen z;; € U;. Man zeige:

(i) Die Elemente z;5, ¢ = 1,...,n, j € J;, bilden genau dann ein Erzeugen-
densystem von V, wenn fiir jedes i = 1,...,n die Elemente x;;, j € J;, ein
Erzeugendensystem von Uj; bilden.

(if) Die Elemente x;;, ¢ = 1,...,n, j € J;, sind genau dann linear unabhéngig
in V, wenn fiir jedes i = 1,...,n die Elemente z;;, j € J;, linear unabhéngig
in U; sind.

(iii) Die Elemente x;;, ¢ = 1,...,n, j € J;, bilden genau dann eine Basis von
V, wenn fiir jedes i = 1,...,n die Elemente z;;, j € J;, eine Basis von U;
bilden.

4. Es seien Uy, U, Us lineare Unterrdume eines K-Vektorraums V. Man zeige:

dimg Uy 4+ dimg Us + dimg Us
= dimK(U1 + U + U3) + dimK((U1 + UQ) N U3) + dimK(U1 n UQ)
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. Essei Uy C Us C ... C U, eine Folge linearer Unterrdume eines K-Vektorraums
V mit dimg V' < co. Man zeige, dass es jeweils ein Komplement U] zu U; gibt,
i=1,...,n,mit Uy DU, D...DU}.

. Es sei U ein linearer Unterraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Unter welcher Dimensionsbedingung gibt es lineare Unterrdume Uy, Uz in V mit
UCU; CV,i=1,2,und U =U; NUR?

. Es seien U,U’ zwei lineare Unterrdume eines endlich-dimensionalen K-Vektor-
raums V. Unter welcher Dimensionsbedingung besitzen U und U’ ein gemeinsa-
mes Komplement in V7

. Es sei U ein linearer Unterraum eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Unter welcher Dimensionsbedingung kann man Komplemente Uy, ...,U, zu U in
V finden, derart dass >_;_, U; = @;_, U; gilt?



2. Lineare Abbildungen

Vorbemerkungen

In Kapitel 1 haben wir Vektorrdume iiber einem Korper K als Mengen ein-
gefithrt, die mit einer gewissen Struktur ausgestattet sind, ndmlich einer Addi-
tion und einer skalaren Multiplikation mit Elementen aus K, wobei die Giiltig-
keit gewisser Axiome (Rechenregeln) gefordert wird. Unberiihrt blieb dabei
zunéichst die Frage, wann zwei K-Vektorrdume V und V' als “gleich” oder
“im Wesentlichen gleich” anzusehen sind. Es gibt eine natiirliche Methode, um
dies festzustellen: Man versuche, die Elemente von V' mittels einer bijektiven
Abbildung f: V — V' mit denjenigen von V' zu identifizieren, und zwar in
der Weise, dass dabei die Addition und die skalare Multiplikation von V und V"’
in Ubereinstimmung gebracht werden. Fiir die Abbildung f erfordert dies die
Gleichungen
fla+b) =fla) + f(b),  flaa)=af(a),

fiir alle a,b € V und alle @ € K. Lésst sich eine solche bijektive Abbildung f
finden, so kann man die Vektorrdume V und V' als “im Wesentlichen gleich”
ansehen, und man nennt f in diesem Falle einen Isomorphismus zwischen V'
und V’. Allgemeiner betrachtet man auch nicht notwendig bijektive Abbildun-
gen f:V — V' mit den oben genannten Vertréiglichkeitseigenschaften und
bezeichnet diese als Homomorphismen oder lineare Abbildungen von V nach
V. Die Untersuchung von Abbildungen dieses Typs ist das zentrale Thema des
vorliegenden Kapitels.

In den Vorbemerkungen zu Kapitel 1 hatten wir erldutert, wie man R2?,
die Menge aller Paare reeller Zahlen, als Modell einer gegebenen anschaulichen
Ebene E auffassen kann, und zwar indem man in F ein Koordinatensystem aus-
zeichnet. Wir wollen hier noch etwas genauer untersuchen, in welcher Weise die-
ses Modell von der Wahl des Koordinatensystems abhiingt, wobei wir R? unter
der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation als R-Vektorraum
auffassen. Wir wéhlen also einen Nullpunkt 0 € E und ein Koordinatensystem
in 0 mit den Achsen z und y; in den nachfolgenden Skizzen ist dieses System
der besseren Ubersicht halber als rechtwinkliges Koordinatensystem gezeichnet,
was aber keinesfalls erforderlich ist. Indem wir einem Punkt P € E das Paar
(z1,y1) € R? bestehend aus den Koordinaten von P beziiglich x und y zu-
ordnen, erhalten wir eine bijektive Abbildung ¢: £ — R2, welche wir in den
Vorbemerkungen zu Kapitel 1 jeweils als Identifizierung angesehen hatten. Fiir
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ein zweites Koordinatensystem in 0 mit den Koordinatenachsen u und v ergibt
sich entsprechend eine bijektive Abbildung 1/: E — R2, was mittels folgender
Skizze verdeutlicht werden moge:

Y
P 'i) (1'1791)

'L (uhvl)

. u
U1 Uy

X1 T

Yoo

Der Ubergang vom ersten zum zweiten Modell wird somit durch die Abbil-
dung
f=vop R —R?

beschrieben, und wir wollen plausibel machen, dass es sich hierbei um einen
Isomorphismus von R-Vektorrdumen in dem oben beschriebenen Sinne han-
delt. Zunéchst einmal ist die Abbildung f bijektiv, da ¢ und v beide bijektiv
sind. Es bleibt also lediglich noch zu zeigen, dass f mit der Vektorraumstruktur
von R? vertriglich ist. Wir betrachten daher ein Paar (z1,41) € R?, den zu-
gehorigen Punkt P € E mit ¢(P) = (1,y1), sowie das Paar (uy,v1) := ¢(P).
Folglich besitzt P die Koordinaten x1,y; beziiglich der Achsen z,y und ent-
sprechend die Koordinaten uy,v; beziiglich u,v. Nach Konstruktion gilt dann
f(z1,11) = (u1,v1), und es ergibt sich fiir Skalare « € R folgendes Bild:

Y
B e
-~
v Y1 0 P
S e auy
vy o e
U1 P 4 Uy
e
rd
1 ary x

Dabei sei aP € E derjenige Punkt, der aus P durch Streckung mit Zentrum
0 und Faktor « entsteht. Mittels des Strahlensatzes folgt dann, dass die Koor-
dinaten von aP beziiglich der Achsen x,y bzw. u,v ebenfalls durch Streckung
mit Faktor a aus den entsprechenden Koordinaten von P hervorgehen. Dies
bedeutet

p(aP) = (axy, ayr) = a(r,y1), P(aP) = (quy, avy) = a(ug, v1),

und damit

falz,y) = (e (a(z1,11))) = v(aP) = alu, v1) = af ((z1,91)),
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d. h. f ist vertriiglich mit der skalaren Multiplikation von RZ.
Um auch die Vertraglichkeit mit der Addition nachzuweisen, betrachten wir
zunéchst folgende Skizze:

P + P,

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir uns hier auf ein einziges (schiefwinkli-
ges) Koordinatensystem mit den Achsen v und v beschrénkt. Ausgehend von
den Punkten P;, P, € E sei der Punkt P; + P, mittels der iiblichen Paralle-
logrammkonstruktion definiert. Die Dreiecke A und 4/, die jeweils die gestri-
chelten Strecken enthalten, erkennt man dann als kongruent, und es folgt, dass
sich die u-Koordinate von P; + P, als Summe der u-Koordinaten von P; und
P, ergibt. Entsprechendes gilt fiir die v-Koordinaten und in gleicher Weise fiir
die Koordinaten beziiglich anderer Koordinatensysteme.

Gehen wir nun von zwei Punkten (1, 1), (22, y2) € R? aus und betrachten
die zugehorigen Punkte Py, P, € E mit o(P;) = (x;,y;) fiir i = 1,2, so ergibt
sich mit (P;) = (u;,v;) aufgrund vorstehender Beobachtung

O(Pr+ Py) = (21 + x2, 91 + y2) = (x1,91) + (22, 92),
Y(Py + Py) = (u1 + tg, v1 + v2) = (ug, v1) + (U2, v2).

Die gewiinschte Vertriiglichkeit von f mit der Addition auf R? folgt dann aus
der Gleichung

F(, 1) + (w2,92)) = V(7 (1, 01) + (22,2))) = V(P1 + Py)
= (u1,01) + (ug,v3) = f((x1,31)) + [ ((22,2)),

und man erkennt f: R? — R?, wie behauptet, als [somorphismus von R-Vek-
torrdumen.

Die vorstehende Uberlegung hat eine wichtige Konsequenz. Zeichnet man in
der Ebene E einen Punkt 0 als Nullpunkt aus, so liasst sich E auf ganz natiirliche
Weise mit der Struktur eines R-Vektorraums versehen. Man wéhle ndmlich ein
Koordinatensystem in 0 und fasse die zugehérige Bijektion ¢: E — R2, welche
einem Punkt P € E die zugehorigen Koordinaten zuordnet, als Identifizierung
auf. Die so von R? auf F iibertragene Vektorraumstruktur ist unabhingig von
der Wahl des Koordinatensystems von E in 0. In der Tat, ist ¢: B — R2
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eine Bijektion, die zu einem weiteren Koordinatensystem von E in 0 korrespon-
diert, so haben wir gerade gezeigt, dass die Komposition ¢ o ¢=1: R? — R2
ein Isomorphismus ist. Dies besagt aber, dass die mittels ¢ von R? auf E
iibertragene Addition und skalare Multiplikation jeweils mit derjenigen iiber-
einstimmt, die mittels ¥ von R? auf E iibertragen werden kann. Wir kénnen
daher mit gutem Recht sagen, dass eine punktierte Ebene, also eine Ebene
mit einem als Nullpunkt ausgezeichneten Punkt 0, auf natiirliche Weise die
Struktur eines R-Vektorraums besitzt und dass dieser Vektorraum im Grunde
genommen nichts anderes als das wohlbekannte Modell R? ist, genauer, dass &
als R-Vektorraum zu R? isomorph ist. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir
eine Gerade und R! als Modell, sowie fiir den drei-dimensionalen anschaulichen
Raum und R? als Modell. Es ist allgemeiner auch moglich, die Abhéingigkeit der
Modelle von der Wahl des Nullpunktes zu vermeiden. Anstelle linearer Abbil-
dungen hat man dann so genannte affine Abbildungen zu betrachten, die sich
als Komposition linearer Abbildungen mit Translationen darstellen.

Beispiele fiir Isomorphismen f: R? — R? gibt es zur Geniige, etwa die
Streckung

R —TRY (z,y) — (auzr, fig),

mit fest vorgegebenen Konstanten ay, 3 € R*, die Drehung um 0 € R? mit
einem gewissen Winkel w

y
f(p)

x
oder die Spiegelung an einer Geraden G, die den Nullpunkt 0 € R enthélt:

Y
1w g

x
Ein einfaches Beispiel einer linearen Abbildung, die nicht bijektiv und damit
kein Isomorphismus ist, stellt die so genannte Projektion

f: RQ I Rv (xlayl) — I,

dar. Diese Abbildung beschreibt sich in der Tat als (Parallel-) Projektion auf
die 2-Achse, indem man einen Punkt P € R? auf den Schnittpunkt der z-Achse
mit der Parallelen zur y-Achse durch P abbildet:
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fp) oz
Man kann auch parallel zu einer anderen Achse v projizieren, etwa in der fol-
genden Weise:

fp) =
Im Prinzip erhilt man hier keine wesentlich andere lineare Abbildung, denn
diese wird beziiglich der Koordinatenachsen z,v wiederum durch

f:R? — R, (x1,01) —

beschrieben. Ahnliche Beispiele fiir Isomorphismen oder, allgemeiner, lineare
Abbildungen, lassen sich auch fiir hher-dimensionale Vektorrdume R™ angeben.

Im vorliegenden Kapitel wollen wir zunéchst einmal einige allgemeine Eigen-
schaften linearer Abbildungen untersuchen, wobei wir wiederum Vektorrdume
iiber einem beliebigen Korper K betrachten. Zum Beispiel werden wir se-
hen, dass die Dimension des Bildes V' einer surjektiven linearen Abbildung
f:V — V' man spricht hier vom Rang von f, hochstens gleich der Dimen-
sion von V sein kann. Somit ist die Existenz beispielsweise einer surjektiven
linearen Abbildung R? — R? ausgeschlossen. Allgemeiner werden Phénomene
dieser Art durch die so genannte Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ge-
regelt. Auch wird sich zeigen, dass eine lineare Abbildung f: V' — V' bereits
eindeutig durch die Bilder f(z;) € V' einer vorgegebenen Basis (z;);e; von V
festgelegt ist, ja dass man sogar eine lineare Abbildung f: V' — V' eindeutig
definieren kann, indem man lediglich die Bilder f(z;) in V' (in beliebiger Weise)
vorgibt. Diese Eigenschaft ist wichtig fiir die Beschreibung linearer Abbildun-
gen mittels Matrizen (das sind rechteckige Koeffizientenschemata mit Eintrigen
aus dem Grundkérper K) und damit fiir die rechnerische Handhabung linearer
Abbildungen. Eine tiefergehende Betrachtung von Matrizen wird allerdings erst
in Kapitel 3 erfolgen.

Ein weiteres Problem, das wir in diesem Kapitel 16sen werden, beschéftigt
sich mit der Konstruktion linearer Abbildungen f: V' — V' mit vorgegebenen
Fasern f~'(f(a)) C V, wobei a in V variiere. Man sieht leicht ein, dass fiir eine

lineare Abbildung f: V — V' die Faser zu a = 0, also f~1(f(0)) = f~1(0)
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einen linearen Unterraum U C V definiert, den so genannten Kern von f, der
mit ker f bezeichnet wird, und dass fiir a € V

' (fla)=a+U={a+tu;uecU}

gilt. Man erhélt daher die Fasern von f, indem man den linearen Unterraum
U = ker f mit allen Vektoren a € V parallel verschiebt, wobei man jeden solchen
parallel verschobenen Unterraum A = a 4+ U als einen zu U gehdrigen affinen
Unterraum von V bezeichnet. Im Falle V = R? und fiir eine Gerade U C R?
ergibt sich beispielsweise folgendes Bild:

Y

U a+U

Umgekehrt werden wir zu einem linearen Unterraum U C V' die Menge V/U
aller zu U gehorigen affinen Unterrdume betrachten und diese auf natiirliche
Weise zu einem K-Vektorraum machen, indem wir fiir a,6 € V und a € K

(a+U)+ (b+U):=(a+bd)+U, ala+U):=aa+U

setzen. Dass man auf diese Weise tatsichlich einen Vektorraum erhélt, den so
genannten Quotienten- oder Restklassenvektorraum V /U, bedarf einiger Verifi-
zierungen, die wir im Einzelnen durchfithren werden. Insbesondere werden wir
sehen, dass dann die kanonische Abbildung

m: V. — V/U, ar—a+U,

eine lineare Abbildung mit ker 7 = U ergibt, deren Fasern also gerade die zu U
gehorigen affinen Unterrdume von V sind. Die Abbildung 7 erfiillt eine wichtige,
so genannte universelle Eigenschaft: Ist f: V' — V"’ eine lineare Abbildung mit
einem Kern, der U = ker 7w C ker f erfiillt, so zerlegt sich f in eine Komposition

fv v Loy

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung f: V/U — V'; dies ist im
Wesentlichen die Aussage des Homomorphiesatzes fiir lineare Abbildungen.
Die Definition eines Vektorraums als Menge mit einer Addition und ska-
laren Multiplikation macht keinerlei Vorschriften iiber die Art der Elemente
dieser Menge. Wir nutzen dies insbesondere bei der Definition des Restklassen-
vektorraums V/U aus, dessen Elemente affine Unterrdume von V' und damit
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Teilmengen von V sind. Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums, der zu einem
gegebenen K-Vektorraum V konstruiert werden kann, ist der Dualraum V*.
Seine Elemente sind lineare Abbildungen, und zwar die linearen Abbildungen
V — K. Zwischen V und V* bestehen enge symmetrische Beziechungen; man
spricht von einer Dualitit zwischen V und V*, daher auch der Name Dual-
raum. Beispielsweise ldsst sich V' im Falle endlicher Dimension selbst wieder
als Dualraum von V* interpretieren. Mit dem Dualraum eines Vektorraums V'
decken wir in einem gewissen Sinne die linearen Eigenschaften von V' auf einem
hoheren Niveau auf. Die zu beweisenden FErgebnisse werden es uns in gewissen
Fillen ermoglichen, ansonsten erforderliche konventionelle Rechnungen durch
konzeptionelle Argumente zu ersetzen.

2.1 Grundbegriffe

Zu Vektoren aq, ..., a, eines K-Vektorraums V kann man stets die Abbildung
f: K" —V, (al,..,,an)»—>Zo¢iai,
i=1

betrachten. Fiir die Einheitsvektoren e; = (014, ...,0n) € K", i = 1,...,n,
welche die kanonische Basis von K™ bilden, gilt dann f(e;) = a;, und wir kénnen
in dquivalenter Weise sagen, dass f durch die Vorschrift

f(z 041'61) = Z Q@

beschrieben wird. Bilden nun ay,...,a, sogar eine Basis von V, so hat jedes
Element a € V eine eindeutig bestimmte Darstellung a = > | a;a; mit Koef-
fizienten «; € K, und man sieht, dass in diesem Falle die Abbildung f bijektiv
ist. Da weiter f vertrdglich mit den Vektorraumstrukturen auf K™ und V ist
— es gilt ndmlich f(a+0) = f(a) + f(b) fir a,b € K™ sowie f(aa) = af(a)
fir « € K, a € K™ —, kénnen wir V nach Auswahl der Basis a4, ..., a, unter
Verwendung der Abbildung f mit K™ identifizieren. Dies zeigt insbesondere,
dass Abbildungen zwischen Vektorrdumen, welche die Vektorraumstrukturen
respektieren, von Interesse sind.

Definition 1. Fine Abbildung f:V — V' zwischen K-Vektorriumen V, V'
heifft K-Homomorphismus oder K-lineare Abbildung, falls gilt:

(1) fla+b)= f(a)+ f(b) fir a,be V.
(ii) flaa) =af(a) fira € K,a e V.

Die Bedingungen (i) und (ii) lassen sich zusammenfassen, indem man fiir
o, € K, a,beV in dquivalenter Weise fordert:

flaa + Bb) = af(a) + Bf(b)
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Als einfache Rechenregeln priift man leicht nach:

f(0)=0
f(—a)=—f(a) firaeV

Im Ubrigen ist die Komposition linearer Abbildungen wieder linear. Wir wollen
einige einfache Beispiele linearer Abbildungen anschauen.

(1) Die Abbildung C — C, z — z = Re(z) — ilm(z), ist R-linear, nicht
aber C-linear.

(2) Fiir einen K-Vektorraum V ist die identische Abbildung id: V' — V,
a — a, ein Beispiel einer K-linearen Abbildung, ebenso die Nullabbildung
0: V. — 0, welche jedes Element a € V auf 0 abbildet. Weiter ist fiir einen

linearen Unterraum U C V die Inklusionsabbildung U < V ein Beispiel einer
K-linearen Abbildung.

(3) Es sei K ein Korper. Zu m,n € N betrachte man ein System

)\11 s )\1n
j=1,..n
>\m1 s )\mn

von Elementen aus K; man spricht von einer Matriz. Dann wird durch
n n
n m
K'— K 5 ((117...,04n)|—>(5 )\1j(J4j7...7 E /\ijZj),
j=1 j=1

eine K-lineare Abbildung gegeben. Wir werden sogar im Weiteren sehen, dass
jede lineare Abbildung K™ — K™ von dieser Gestalt ist, also durch eine
Matrix von Elementen aus K beschrieben werden kann. Allerdings werden wir
dann Vektoren in K™ bzw. K™ in konsequenter Weise als Spalten-Vektoren und
nicht mehr wie bisher als Zeilen-Vektoren schreiben, da dies besser mit dem
dann einzufiihrenden Matrizenprodukt harmoniert.

Man nennt eine K-lineare Abbildung f: V' — V' zwischen Vektorraum-
en einen Monomorphismus, falls f injektiv ist, einen Epimorphismus, falls f
surjektiv ist, und einen Isomorphismus, falls f bijektiv ist.

Bemerkung 2. Ist f: V — V' ein Isomorphismus zwischen K- Vektorrdumen,
so emistiert die Umkehrabbildung f~1: V' — V, und diese ist K-linear, also
wiederum ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist nur die K-Linearitit der Umkehrabbildung f~! zu zeigen. Seien
also a’,b' € V' gegeben. Fiira = f~1(a’) und b = f~(V) hat man dann o’ = f(a)
und b’ = f(b), sowie @’ + ¥ = f(a + b) aufgrund der Linearitédt von f. Folglich
gilt

U +V) =a+b=f""a)+ [TV).
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Fiir o € K gilt weiter aa’ = f(aa) und daher
fHad') = aa = af~H(d),
d. h. f~!ist K-linear. O

Isomorphismen schreiben wir haufig in der Form V' =% V', Im Falle V =V’
bezeichnet man eine K-lineare Abbildung f: V' — V auch als einen Endomor-
phismus von V, und man versteht unter einem Automorphismus von V einen
bijektiven Endomorphismus.

Bemerkung 3. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen. Dann sind

ker f = f71(0)={a € V; f(a) =0} wund
im f = f(V) ={f(a); a €V}

lineare Unterrdume von V. bzw. V'. Diese werden als Kern bzw. Bild von f
bezeichnet.

Der Beweis ist einfach zu fithren. Fiir a,b € ker f hat man f(a + b) =
fla)+ f(b) =040 =0, also a+b € ker f. Weiter gilt f(aa) = af(a) =a0=0
und damit aa € ker f fiir o € K und a € ker f. Da ker f # 0 wegen 0 € ker f,
erkennt man ker f als linearen Unterraum von V.

Ahnlich sicht man, dass im f ein linearer Unterraum von V' ist. Wegen
0 € im f ist jedenfalls im f nicht leer. Seien weiter o« € K, o/, € im f, etwa
a' = f(a),¥ = f(b) mit a,b € V. Dann folgt aa’ = f(aa) sowie o'+ = f(a+d),
d. h. ad’;a’ + ¥ € im f. Also ist auch im f ein linearer Unterraum von V'. O

Bemerkung 4. Fine K-lineare Abbildung f: V — V' zwischen Vektorrdumen
ist genau dann injektiv, wenn ker f = 0 gilt.

Beweis. Sei zuniichst f injektiv. Dann besteht insbesondere ker f = f~1(0)
aus hochstens einem Element, und wegen 0 € f~1(0) folgt ker f = 0. Sei nun
umgekehrt die Beziehung ker f = 0 gegeben, und seien a,b € V mit f(a) = f(b).
Dann ergibt sich

fla=1b) = fla) = f(b) =0,
also a — b € ker f = 0 und damit a = b, d. h. f ist injektiv. O

Wir wollen weiter untersuchen, wie sich Erzeugendensysteme sowie linear
abhéngige bzw. unabhingige Systeme unter Anwendung linearer Abbildungen
verhalten.

Bemerkung 5. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen.

(i) Fir Teilmengen A CV gilt f({A)) = (f(A)).
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(ii) Es seien die Vektoren ay,...,a, € V linear abhdngig. Dann sind auch
deren Bilder f(a1),..., f(a,) € V' linear abhingig. Die Umkehrung hierzu gilt,
wenn f injektiv ist.

(i) Es seien aq,...,a, € V Vektoren, deren Bilder f(ai),..., f(a,) € V'
linear unabhdngig sind. Dann sind auch ay, ..., a, linear unabhingig. Die Um-
kehrung hierzu gilt, wenn f injektiv ist.

Der Beweis kann durch einfache Verifikation der Definitionen gefiihrt wer-
den. Die entsprechenden Rechnungen seien jedoch dem Leser iiberlassen. Als
Konsequenz von Aussage (iii) vermerken wir noch:

Bemerkung 6. Fiir cine K-lineare Abbildung f: V. — V' zwischen Vek-
torrdumen gilt dimg f(V) < dimg V.

Eine wichtige Eigenschaft linearer Abbildungen besteht darin, dass sie be-
reits durch die Werte, die sie auf einer Basis des Urbildraumes annehmen, fest-
gelegt sind.

Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum mit Erzeugendensystem aq, ..., a,. Sind
dann a, ..., a, beliebige Vektoren eines weiteren K-Vektorraums V', so gilt:
(i) FEs gibt hochstens eine K-lineare Abbildung f: V — V' mit f(a;) = a},
1=1,...,n.
(ii) Ist aq,...,a, sogar eine Basis von V, so existiert genau eine K-lineare
Abbildung f:V — V' mit f(a;) =da} firi=1,...,n.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeitsaussage (i). Sei also f: V — V'
K-linear mit f(a;) = a}, i = 1,...,n, und sei @ € V. Dann besitzt a eine
Darstellung der Form a = 2?:1 a;a; mit Koeffizienten «; € K. Aufgrund der
Linearitét von f folgt

fla) = f(z Q;a;) = Z ;i f(ai),

was bedeutet, dass f(a) durch die Werte f(a;), i = 1,...,n, eindeutig bestimmt
ist.

Bilden nun ay, ..., a, im Falle (ii) eine Basis von V, so sind fiir a € V die
Koeffizienten «; in der Darstellung a = >, oa; eindeutig bestimmt, und man
kann eine Abbildung f: V — V’ erkliren, indem man setzt:

fla) = Z ;i f(a;)

Diese Abbildung ist K-linear. Sind ndmlich a = >_"" | oya; und b = Y7, Bia;
zwei Elemente von V| so gilt

n

a+b= Z(ai + 5i)a;.

i=1
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Da dies die (eindeutig bestimmte) Darstellung von a + b als Linearkombination
von ay,...,a, ist, ergibt sich

flat+b) = (a;+ B)a; =Y cuaj+ > Baj = f(a) + f(b).
1 =1 i=1

i=

Entsprechend rechnet man fiir « € K
flaa) = f(z a;a;) = Zaaiag = aZaia; = af(a),
i=1 i=1 i=1

und man sieht, dass f: V — V'’ K-linear ist. Es existiert also eine K-lineare
Abbildung f: V — V' mit f(a;) = a}, und diese ist eindeutig bestimmt, wie
wir in (i) gesehen haben. O

Fir zwei K-Vektorrdume V' und V' bilden die K-linearen Abbildungen
f:V — V' einen K-Vektorraum, sozusagen den Vektorraum aller K-linearen
V'-wertigen Funktionen auf V; dieser wird meist mit Homg (V, V') bezeichnet,
also

Homg(V, V') ={f: V — V'; f K-linear}.

Dabei ist fiir f, g € Homg(V, V') die Summe f + g durch
FHgV— VL o f@) + g,
erklart und entsprechend fiir o« € K das Produkt « - f durch
a f VsV, s (f(@).

Dass f+g¢g und «- f wiederum K-lineare Abbildungen von V' nach V' darstellen,
ist mit leichter Rechnung nachzupriifen. Der Sachverhalt von Aussage (ii) in
Satz 7 ist dann préziser so zu formulieren, dass fiir eine Basis a4, ..., a, von
V die Zuordnung f +—— (f(a1),..., f(a,)) Anlass zu einem Isomorphismus von
K-Vektorrdumen Homg (V, V') == (V)™ gibt.

Diese Korrespondenz kann man noch konkreter beschreiben, wenn man ne-
ben der Basis ay,...,a, von V auch in V' eine Basis fixiert. Sei also by,..., b,
eine Basis von V’, wobei wir V” als endlich-dimensional annehmen. Dann besitzt
jeder Vektor o’ € V' eine eindeutige Darstellung o’ = >~ A;b;, ist also durch

das Koeffiziententupel (Ay, ..., A\, ) auf umkehrbar eindeutige Weise bestimmt.
Eine lineare Abbildung f: V — V' korrespondiert daher zu n solchen Koeffi-
ziententupeln (A1, ..., An; ), 7 =1,...,n, die wir als Spalten interpretieren und

zu einer Matrix zusammenfiigen:
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Man nennt dies die zu der linearen Abbildung f gehdrige Matriz, wobei diese
Bezeichnung natiirlich relativ zu den in V' und V' fixierten Basen zu verste-
hen ist. Die lineare Abbildung f lésst sich aus der Matrix (A;;) mit Hilfe der
Gleichungen m
f(a]-) :Z)\Ub“ ] = 17...,71.
bzw. n =1 m n
FQ - aja) =Y O Ayay)b,

j=1 i=1 j=1

rekonstruieren.

Satz 8. Es scien V,V' K-Vektorriume.

(i) Falls es einen Isomorphismus f: V =5 V' gibt, so stimmen die Dimen-
sionen von V und V' idiberein, also dimg V = dimg V.

(il) Umgekehrt existiert im Falle dimy V = dimg V' < oo stets ein Isomor-
phismus f: V 5 V7,

Beweis. Ist f: V -5 V' ein Isomorphismus, so sieht man mit Bemerkung 5,
dass ein System von Vektoren aq,...,a, € V genau dann linear unabhéngig ist,
wenn die Bilder f(ay),..., f(a,) € V' linear unabhingig sind. Dies bedeutet
aber dimg V = dimg V.

Gilt umgekehrt dimyg V' = dimg V' = n < oo, so wihle man zwei Basen
ay,...,a, € Vunddl,...,a, € V'.Nach Satz 7 (ii) existiert dann eine eindeutig
bestimmte K-lineare Abbildung f:V — V' mit f(a;) = a} fiir i = 1,... ,n.
Ist nun a € ker f, etwa a = Y . | a;a; mit Koeffizienten o; € K, so folgt
Sor oual = f(a) = 0 und wegen der linearen Unabhéngigkeit von af,. .., al,
bereits «; = 0 fiir alle 4, also a = 0. Damit ist f injektiv. Aber f ist auch
surjektiv. Denn Elemente o' € V' kann man stets in der Form o’ = Y | o,a]
mit Koeffizienten a; € K darstellen, und es gilt dann f(3_7" | aya;) = a'. O

Korollar 9. Ist V' ein K-Vektorraum der Dimension n < co, so gibt es einen
Isomorphismus V. =% K.

Dies bedeutet, dass es bis auf Isomorphie als endlich-dimensionale K-Vek-
torrdume nur die Vektorrdume K™ gibt. Wir wollen abschlieend noch die so
genannte Dimensionsformel fiir K-lineare Abbildungen beweisen.

Satz 10. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Dann gilt
dimg V = dimg (ker f) + dimg (im f).

Statt dimg (im f), also der Dimension des Bildraumes f(V'), schreibt man
héufig auch rg f und nennt dies den Rang von f.

Beweis zu Satz 10. Ist einer der Vektorrdume ker f oder im f von unendlicher
Dimension, so auch V; falls dimg (im f) = oo, so folgt dies aus Bemerkung 5.



2.1 Grundbegriffe 63

Wir diirfen daher ker f und im f als endlich-dimensional ansehen. Man wéhle
dann Vektoren ay, ..., a,, in V, so dass deren Bilder f(a1),..., f(an) eine Basis
von im f bilden. Weiter wéhle man eine Basis a,,11, . . ., a, von ker f. Es gentigt
dann nachzuweisen, dass ag,...,a, eine Basis von V bilden. Hierzu betrachte
man einen Vektor a € V. Es existiert eine Darstellung f(a) = >, o; f(a;) mit
Koeffizienten o; € K, da f(a1),..., f(an) den Vektorraum im f erzeugen. Wei-
ter liegt der Vektor Q_Z;il a;a; im Kern von f, und, da dieser von a,, 11, . .., 0y
erzeugt wird, gibt es api1,...,an € K mit a — Y77 oga; = 00 oy, also
mit @ = ", a;a;. Dies zeigt, dass ai,...,a, ein Erzeugendensystem von V'
bilden.

Um zu sehen, dass ay,...,a, auch linear unabhéngig sind, betrachte man
eine Relation Z;;l a;a; = 0 mit Koeffizienten «; € K. Hieraus ergibt sich

n n m

0= f(z Oéiai) = Zaif(ai) = Z ()éif(&i)

i=1 i=1

und damit oy = ... = a,, = 0, da f(a1),..., f(ay) linear unabhingig sind.
Dann folgt aber Z?=m+1 a;a; = 0 und weiter oy = ... = a, = 0, da
@ma1s - - -y linear unabhéngig sind. Die Koeffizienten «y, ..., a, verschwin-
den daher sdmtlich, und wir sehen, dass ag, ..., a, linear unabhéngig sind. [

Korollar 11. Es sei f: V. — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen mit dimg V = dimg V' < 0o. Dann ist dquivalent:
(i) f ist ein Monomorphismus.
(ii) f ist ein Epimorphismus.
(iii) f 4st ein Isomorphismus.

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) erfiillt, also f ein Monomorphismus. Dann
folgt unter Benutzung von Satz 10

dimg V' = dimg V = dimg (ker f) + dimg (im f).

Wegen dimg (ker f) = 0 besitzt daher der lineare Unterraum im f C V' dieselbe
(endliche) Dimension wie V’. Mit 1.5/14 (ii) ergibt sich im f = V', d. h. f ist
ein Epimorphismus, und (ii) ist erfiillt.

Sei nun f mit Bedingung (ii) als Epimorphismus vorausgesetzt. Die Dimen-
sionsformel in Satz 10 ergibt dann wegen im f = V' und dimg V' = dimg V
notwendig ker f = 0, d. h. f ist injektiv und erfiillt damit Bedingung (iii). Dass
schlieBlich (iii) die Bedingung (i) impliziert, ist trivial. O

Auch hier sei darauf hingewiesen, dass Korollar 11 dhnlich wie 1.5/14 (ii)
nicht auf den Fall unendlich-dimensionaler Vektorraume zu verallgemeinern ist,
da ein unendlich-dimensionaler K-Vektorraum stets echte lineare Unterrdume
unendlicher Dimension besitzt.
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Aufgaben

1.

Fiir einen Korper K und ein n € N betrachte man K™ als K-Vektorraum. Es
bezeichne p;: K™ — K fiir i = 1,...,n jeweils die Projektion auf die i-te Kom-
ponente. Man zeige:

(i) Die Abbildungen p; sind K-linear.

(ii) Eine Abbildung f: V' — K™ von einem K-Vektorraum V nach K™ ist
genau dann K-linear, wenn alle Kompositionen p; o f K-linear sind.

. Gibt es R-lineare Abbildungen R* — R3 die die folgenden Vektoren a; € R*

jeweils auf die angegebenen Vektoren b; € R3 abbilden?
(i) a1=(1,1,0,0), a2:(1717170)7 a3:(0717151)7 a4:(0707131)
bi=(1,2.3), b=(23,1), b3=(3,1,2),  bs=(2,0,4)
(ii)) a1 =(0,1,1,1), a2=(1,0,1,1), a3=(1,1,0,1)
b1, bQ, b3 wie in (1)
(lll) al:(07171>1)7 a2:(1707171)7 a3:(171>071)> a4:(_1717070)
bl, b27 bg7 b4 wie in (1)
(iv) al:(07 17 17 1)7 a2:(1707 17 1)7 a3:(17 170’ 1)7 a4:(072707 1)
bl, b2, b3, b4 wie in (1)

. Man bestimme alle R-linearen Abbildungen R — R.

. Man bestimme alle Kérperhomomorphismen f: Q(+v/2) — Q(v/2), d. h. alle

Q-linearen Abbildungen, die zusitzlich f(af) = f(a)f(3) erfiillen.

. Es sei V ein K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus mit f2 = f.

Man zeige V = ker f @ im f.

. Fiir lineare Unterrdume U, U’ eines K-Vektorraums V betrachte man die Abbil-

dung
e:UxU —V, (a,b) — a —b.

(i) Man zeige, dass ¢ K-linear ist, wenn man U x U’ mit komponentenweiser
Addition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum auffasst.
(ii) Man berechne dimg (U x U’).

(iii) Man wende die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen auf ¢ an und
folgere die Dimensionsformel fiir lineare Unterrdume von V'

dimg U + dimg U’ = dimg (U + U’) + dimg (U N U').

Fiir K-Vektorrdume V, V' bestimme man dimg Homg (V, V'), also die Dimension
des Vektorraums aller K-linearen Abbildungen von V nach V’.

Es seien V3 L Vs <, V3 K-lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorrdumen. Man zeige:

rgf+rgg <rg(go f)+dimVs
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2.2 Quotientenvektorrdume

Neben den linearen Unterrdumen von Vektorrdumen V', also den Untervek-
torrdumen im Sinne von 1.4/2, wollen wir in diesem Abschnitt auch so genann-
te affine Unterrdume von V betrachten. Diese entstehen im Wesentlichen aus
den linearen Unterrdumen durch Translation (oder Parallelverschiebung) um
Vektoren a € V.

Definition 1. FEs sei V' ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge. Man
bezeichnet A als affinen Unterraum von V', wenn A leer ist, oder wenn es ein
Element a € V' und einen linearen Unterraum U C V gibt mat

A=a+U:={a+u;uelU}.

In der Situation der Definition ergibt sich fiir a ¢ U insbesondere 0 &€ a+ U,
und man sieht, dass A = a+U in diesem Fall kein linearer Unterraum von V' sein
kann. Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass die Menge aller affinen Un-
terrdume des Typs a + U, a € V, in nahe liegender Weise einen K-Vektorraum
bildet. Wir werden diesen Vektorraum mit V/U (man lese V' modulo U) be-
zeichnen und zeigen, dass die Zuordnung a — a + U eine surjektive K-lineare
Abbildung V' — V/U definiert, welche U als Kern besitzt.

Um das Problem etwas weiter zu verdeutlichen, wollen wir zunéchst einmal
die Existenz einer surjektiven K-linearen Abbildung f: V — V' mit ker f = U
als gegeben annehmen. Fiir ' € V/ nennt man f~(a’) die Faser von f iiber a'.

Bemerkung 2. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen mit ker f = U. Dann erhdlt man fir a € V als Faser von f iiber

f(a) gerade den affinen Unterraum a + U, d. h. f~(f(a)) =a+U.

Beweis. Fiir u € U gilt f(a+u) = f(a) und damit a+U C f~'(f(a)). Umgekehrt
folgt aus @’ € f~'(f(a)) die Beziehung f(a’) = f(a) bzw. f(a’ —a) = 0. Dies
impliziert @’ —a € ker f = U bzw. d’ € a + U, was f~'(f(a)) C a+ U und
folglich die Gleichheit beider Mengen zeigt. O

Wir kénnen also vermerken, dass die Fasern einer surjektiven K-linearen
Abbildung f: V — V’/ mit ker f = U gerade aus den affinen Unterrdumen
a+ U, a € V, bestehen. Da iiber jedem o' € f(V) = V’ genau eine Faser
liegt, nimlich f~!(a’), kénnen wir die Menge der affinen Unterriume des Typs
a+ U C V mit V' identifizieren und zu einem K-Vektorraum V/U machen,
indem wir die Vektorraumstruktur von V' iibernehmen. Man addiert dann zwei
Fasern f~1(f(a)) = a + U, f~Y(f(b)) = b+ U, indem man die Faser iiber
f(a)+ f(b) = f(a+ b) bildet, also

(a+U)+(b4+U)=(a+b)+U.
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Entsprechend multipliziert man eine Faser f~*(f(a)) = a + U mit einem Skalar
a € K indem man die Faser iiber af (a) = f(aa) bildet, also a(a+U) = aa+U.
SchlieBlich ist klar, dass die Abbildung V' — V/U, a — a + U, ebenso wie
f:V — V' eine surjektive K-lineare Abbildung mit Kern U ist.

Die vorstehende Uberlegung zeigt, dass das Problem, die Menge der affinen
Unterrdume des Typs a + U C V zu einem K-Vektorraum zu machen, eine
natiirliche Losung besitzt, wenn man iiber eine surjektive lineare Abbildung
f:V — V' mit ker f = U verfiigt. Eine solche Abbildung kann man sich aber
leicht verschaffen. Man wéhle ndmlich geméf 1.6/4 ein Komplement U’ zu U,
also einen linearen Unterraum U’ C V mit V = U @ U’. Dann lésst sich jedes
a € V auf eindeutige Weise in der Form a = v+« mit v € U und v’ € U’
schreiben. Indem wir a jeweils den Summanden v’ zuordnen, erhalten wir wie
gewiinscht eine surjektive K-lineare Abbildung p: V' — U’ mit Kern U. Man
nennt p die Projektion von U @ U’ auf den zweiten Summanden.

Wir wollen im Folgenden jedoch den Quotientenvektorraum V/U auf eine
andere Art konstruieren. Die verwendete Methode hat den Vorteil, dass sie nicht
auf speziellen Eigenschaften von Vektorrdumen (Existenz eines Komplements zu
einem linearen Unterraum) beruht, sondern auch noch in anderen Situationen
anwendbar ist.

Definition 3. Eine Relation auf einer Menge M besteht aus einer Teilmenge
R C M x M; man schreibt a ~ b fiir (a,b) € R und spricht von der Relation
“ ~ 7. Eine Relation “ ~ 7 auf M heift eine Aquivalenzrelation, wenn sie
folgende FEigenschaften besitzt:
(i) Reflexivitit: a ~ a fiir alle a € M.
(ii) Symmetrie: a ~ b= b ~ a.
(iii) Transitivitidt: a ~ b, b~c=a ~c.

Ist “ ~ 7 eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so nennt man zwei
Elemente a,b € M dquivalent, wenn fiir diese die Relation a ~ b gilt. Weiter
bezeichnet man

[a] ={be M;b~a}

als die Aquivalenzklasse des Elementes a in M. Um ein einfaches Beispiel zu
geben, betrachte man eine K-lineare Abbildung f: V — V'’ zwischen Vek-
torrdumen und setze fiir a,b € V

an~b:<= f(a) = f(b).

Es ist dann unmittelbar klar, dass f auf diese Weise eine Aquivalenzrelation
auf V induziert und dass [a] = f~'(f(a)) die Aquivalenzklasse eines Elementes
a €V ist.

Im Falle einer Aquivalenzrelation “ ~ 7 auf einer Menge M heifit jedes Ele-
ment b einer Aquivalenzklasse [a] ein Reprisentant dieser Klasse. Aufgrund
von Definition 3 (i) ist ein Element a € M stets Reprisentant der Klasse [a].
Aquivalenzklassen sind daher stets nicht-leer. Wir wollen zeigen, dass zwei Ele-
mente a,b € M genau dann dieselbe Aquivalenzklasse induzieren, dass also
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[a] = [b] gilt, wenn a, b zueinander #quivalent sind oder, alternativ, wenn sie
beide zu einem dritten Element ¢ € M &quivalent sind. Dies impliziert insbeson-
dere, dass die Aquivalenzrelation auf M eine Unterteilung von M in disjunkte
Aquivalenzklassen induziert.

Satz 4. Es sei “ ~ " eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Fiir Elemente
a,b € M ist dann gleichbedeutend:
(i) a~b
(i) [a] = [1]
(ii) (a] N1 [b] # 0
Insbesondere ist M die disjunkte Vereinigung der zu “ ~ " gehorigen A qui-
valenzklassen.

Beweis. Gelte zunéchst (i), also a ~ b. Fiir ¢ € M mit ¢ ~ a folgt aus a ~ b
bereits ¢ ~ b und somit [a] C [b]. Die umgekehrte Inklusion verifiziert man
entsprechend, so dass sich insgesamt die Gleichung [a] = [b] in (ii) ergibt. Da
Aquivalenzklassen stets nicht-leer sind, ist weiter (iii) eine Konsequenz aus (ii).
Ist schlieBlich Bedingung (iii) gegeben, so wihle man ein Element ¢ € [a] N [b].
Dann gilt ¢ ~ a, bzw. a ~ ¢ aufgrund der Symmetrie, sowie ¢ ~ b und damit
aufgrund der Transitivitiat auch a ~ b, d. h. (). O

Definiert man nun M/~ als Menge der Aquivalenzklassen in M, so kann
man die kanonische Abbildung

M — M/~, a"—>[a’:|:

betrachten, welche ein Element a € M auf die zugehérige Aquivalenzklasse
[a] C M abbildet. Dabei ist [a] nach Satz 4 die eindeutig bestimmte Aquiva-
lenzklasse in M, die a enthilt. Im Folgenden sollen nun Aquivalenzrelationen
auf Vektorrdumen studiert werden.

Bemerkung 5. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unter-
raum. Dann wird durch
a~bi<=a—-beU

eine Aquivalenzrelation auf V' erklirt, auch als Kongruenz modulo U bezeichnet.
Es gilt [a] = a+U fir die Aquivalenzklasse [a] zu einem Element a € V. Zwei
Aquivalenzklassen [a] = a + U und [b] = b+ U stimmen genau dann diberein,
wenn a ~ b, also a —b e U gilt.

Beweis. Fiir alle a € V gilt a—a = 0 € U und damit a ~ a; die Relation ist also
reflexiv. Als Néchstes zeigen wir die Symmetrie. Gelte a ~ b, d. h. a —b € U.
Dann folgt b—a = —(a—b) € U, was aber b ~ a bedeutet. Schliefllich iiberpriifen
wir die Transitivitdt. Gelte a ~ b und b ~ ¢, also a — b, b — ¢ € U. Dann ergibt
sich

a—c=(a—b)+(b—c)eU,
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also a ~ c.
Im Ubrigen berechnet sich die Aquivalenzklasse [a] eines Vektors a € V zu

[a] ={beV;b~a}={beV;b—acU}=a+U,

wie behauptet. SchlieBlich stimmen zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] gemif
Bemerkung 5 genau dann iiberein, wenn a ~ b, also a — b € U gilt. U

Fiir a € V bezeichnet man die Aquivalenzklasse [a] = a + U genauer als
die Restklasse von a modulo U oder auch als die Nebenklasse von a beziiglich
U. Zur Definition des Quotientenvektorraums V/U haben wir auf der Menge
dieser Restklassen eine Struktur als K-Vektorraum zu definieren. Um dies zu
bewerkstelligen, leiten wir einige Regeln fiir das Rechnen mit Restklassen her,
wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit Restklassen a 4+ U noch einmal in
der Form von Aquivalenzklassen [a] schreiben.

Bemerkung 6. Auf einem K-Vektorraum V betrachte man die zu einem li-
nearen Unterraum U C V gehorige Aquivalenzrelation der Kongruenz modulo
U. Es gelte [a] = [a'] und [b] = [V] fiir Vektoren a,a’,b,b’ € V. Dann folgt
[a+b] = [d +V] sowie [aa] = [ad] fiir a € K.

Beweis. Aus [a] = [d'], [b] = [V] ergibt sich a —a/, b — ¥ € U und damit
(a+b)—(d+V)=(a—ad)+(b-V) €U, also [a+b] = [a +b]. Weiter folgt
aa —ad = ala—a') € U, also [aa] = [ad]. O

Die Bildung der Aquivalenzklassen [a] zu Vektoren a € V ist also mit
der Vektorraumstruktur von V vertriglich. Bezeichnen wir mit V/U die Menge
der Aquivalenzklassen [a] = a+ U, wobei a in V variiert, so kann man unter
Benutzung von Bemerkung 6 eine Addition

VIUxV/U—V/U  ([a],[b]) — [a+0],
sowie eine skalare Multiplikation
K xV/U—V/U, (o, [a]) — [a],

auf V/U definieren, wobei in beiden Fillen nachzupriifen ist, dass die Ver-
kniipfung wohldefiniert ist. Genau genommen besagt etwa die Abbildungsvor-
schrift im Falle der Addition: Man betrachte zwei Aquivalenzklassen A, B C V,
wihle Représentanten a € A, b € B, so dass man A = [a], B = [b] schrei-
ben kann, und bilde dann das Paar (A, B) auf die Aquivalenzklasse [a + b] ab.
Man muss dabei wissen, dass das Resultat [a + b] nicht von der Wahl der Re-
prisentanten a € A, b € B abhéngt; Letzteres war aber in Bemerkung 6 gezeigt
worden. Entsprechend schlieft man im Falle der skalaren Multiplikation.

Man priift nun leicht unter Benutzung der Vektorraumstruktur von V' nach,
dass V/U mit den genannten Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist und dass

die kanonische Abbildung
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m: V. — V/U, a+— [a],
K-linear und damit ein Epimorphismus ist. Somit kénnen wir formulieren:

Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unterraum. Dann
st
V/IU={a+U;acV},

also die Menge der Restklassen modulo U, ein K- Vektorraum unter der Addition
V/Ux VU — V/U, (a+Ub+U)— (a+b)+ U,
sowie der skalaren Multiplikation
K xV/U—V/U, (v,a4+U)— aa+U.

Die kanonische Abbildung w: V. — V/U ist ein Epimorphismus, dessen Fasern
gerade die Restklassen modulo U in V sind. Insbesondere gilt kerm = U und
damit

dimK V= dlmK U+ dlII’lK(V/U)

aufgrund der Dimensionsformel 2.1/10.

Man nennt V/U den Quotienten- oder Restklassenvektorraum von V. mo-
dulo U. Die Konstruktion dieses Vektorraums zeigt insbesondere, dass es zu
einem linearen Unterraum U C V stets einen Epimorphismus p: V' — V/ mit
kerp = U gibt. Umgekehrt hatten wir zu Beginn gesehen, dass jede solche Ab-
bildung benutzt werden kann, um die Menge V/U aller Restklassen modulo U
in V mit der Struktur eines K-Vektorraums zu versehen, derart dass man auf
natiirliche Weise einen Epimorphismus V' — V/U mit Kern U erhilt. Wir
wollen diesen Sachverhalt hier weiter préazisieren, indem wir den Homomorphie-
satz beweisen, welcher die so genannte universelle Abbildungseigenschaft fiir
Quotientenvektorraume beinhaltet.

Satz 8 (Homomorphiesatz). Es sei U ein linearer Unterraum eines K- Vektor-
raums V und 7: V. — V der kanonische Epimorphismus auf den Restklas-
senvektorraum V = V/U oder, allgemeiner, ein Epimorphismus mit ker m = U.
Dann ezistiert zu jeder K-linearen Abbildung f: V — V' mit U C ker f genau
eine K-lineare Abbildung f:V — V', so dass das Diagramm

kommutiert, d. h. so dass f = fon gilt. Weiter ist f genau dann injektiv, wenn
U =ker f gilt und genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.
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Beweis. Zunidchst zeigen wir die Eindeutigkeit von f. Seialso f: V — V'
K-linear mit f = for. Ist dann@ € V ein Vektor und a € 7~ (a) ein (beliebiges)
Urbild, so folgt m(a) = @ und daher f(a) = f(n(a)) = f(a). Damit ist f(a)
eindeutig durch @ bestimmt.

Zum Nachweis der Existenz einer K-linearen Abbildung f mit den gefor-
derten Eigenschaften betrachte man einen Vektor @ € V sowie zwei Urbilder
a,b € 7 1(a). Es folgt dann

a—bekermr=U Ckerf

und damit f(a) = f(b). Der Wert f(a) ist also unabhéngig von der speziellen
Wahl eines Urbildes a € 77(@), und wir kénnen eine Abbildung f: V — V'
durch @ — f(a) erklidren, wobei wir mit a jeweils (irgend)ein m-Urbild zu @
meinen. Insbesondere gilt dann f(a) = f(7(a)) fiir a € V, d. h. die geforderte
Bezichung f = f o ist erfiillt. SchlieBlich ist f K-linear. Zu @,b € V betrachte
man namlich 7-Urbilder a,b € V. Dann ist a + b ein 7-Urbild zu @ + b sowie aa
fir « € K ein 7-Urbild zu a@, und es gilt

J@+b) = fla+b) = fla) + f(0) = (@ + [ (),
f(ag) = f(aa) = af(a) = af(@).

Es bleiben noch die zusétzlich behaupteten Eigenschaften von f nachzu-
weisen. Sei zunichst f injektiv. Fiir a € ker f folgt dann f(7(a)) = f(a) = 0,
also m(a) = 0 bzw. a € kern aufgrund der Injektivitdit von f. Dies bedeu-
tet aber ker f C kerm = U und, da die entgegengesetzte Inklusion ohnehin
gilt, bereits U = ker f. Ist umgekehrt diese Gleichung gegeben, so betrach-
te man ein Element @ € ker f sowie ein Urbild @ € 7~!(@). Man hat dann
f(a) = f(m(a)) = f(@) = 0 und damit a € ker f = U. Wegen U = ker 7 ergibt
sich dann aber @ = 7(a) = 0, also insgesamt ker f = 0 und damit die Injektivitit
von f.

Ist f surjektiv, so ist auch f als Komposition der surjektiven Abbildungen
7 und f surjektiv. Umgekehrt folgt aus der Surjektivitit von f = f o7, dass
auch f surjektiv sein muss. O

Als Folgerung wollen wir noch den so genannten Isomorphiesatz fiir Vek-
torrdume herleiten.

Korollar 9 (Isomorphiesatz). Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwi-
schen Vektorrdumen. Dann induziert f in kanonischer Weise einen Isomorphis-
mus V/ker f =5 im f, also einen kanonischen Isomorphismus V/ker f =5 V'
falls f surjektiv ist.

Beweis. Gemif} Satz 8 existiert ein kommutatives Diagramm K-linearer Abbil-
dungen
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1% 7 1

N A

V/ker f

wobei f wegen ker 7 = ker f injektiv ist. Es definiert also f einen Isomorphis-
mus von V/ker f auf den linearen Unterraum im f C V', und letzterer stimmt
iiberein mit im f. O

Wir wollen schliellich noch die Ergebnisse dieses Abschnitts zur Charakte-
risierung affiner Unterrdume von Vektorrdumen verwenden. Dabei wollen wir
zunichst bemerken, dass jeder nicht-leere affine Unterraum eines K-Vektor-
raums V in eindeutiger Weise einen zugehorigen linearen Unterraum bestimmt.

Bemerkung 10. Es sei V' ein K-Vektorraum und A C 'V ein nicht-leerer
affiner Unterraum, d. h. eine Teilmenge der Form a + U mit einem Vektor
a € V und einem linearen Unterraum U C V. Dann ist U eindeutig durch A
bestimmd.

Beweis. Gilt etwa a + U = A = o + U’ fiir Elemente a,a’ € V und lineare
Unterrdume U, U’ C V, so folgt

U=(d—a)+U.

Wegen 0 € U bedeutet dies, dass a’ — a ein inverses Element in U’ besitzt und
daher selbst zu U’ gehort. Dies aber impliziert U = U’, wie behauptet. d

Insbesondere kann man daher nicht-leeren affinen Unterrdumen eines Vek-
torraums V' eine Dimension zuordnen, namlich die Dimension des zugehétrigen
linearen Unterraums von V. Beispielsweise nennt man einen affinen Unterraum
von V der Dimension 1 eine Gerade, der Dimension 2 eine Fbene oder der
Dimension n — 1 eine Hyperebene, wenn n = dimy V' < oo.

Satz 11. FEs sei V ein K-Vektorraum und A C V' eine Teilmenge. Dann ist
dquivalent:

(i) A ist ein affiner Unterraum von V| d. h. A ist leer, oder es existieren
ein Vektor a € V' sowie ein linearer Unterraum U CV mit A=a+U.

(i) PEs existiert eine K-lineare Abbildung f: V — V', so dass A eine Faser
von f ist, d. h. es existiert ein o’ € V' mit A= f~1(d’).

(i) Fir jeweils endlich viele Elemente ag,...,a, € A sowie Koeffizienten
ag, ..., 0, € K mit Y a; =1 folgt Y77 oua; € A.

Beweis. Der Fall A = () ist trivial, da sich die leere Menge stets als Faser
einer linearen Abbildung f: V' —— V' realisieren ldsst. Man betrachte etwa
V':=V x K als K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition und skalarer
Multiplikation. Dann ist
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f:vV—V, v — (v,0),

eine K-lineare Abbildung mit f~*(0,1) = 0.

Wir diirfen also im Folgenden A # () voraussetzen. Sei zunéichst Bedingung
(i) gegeben, also A ein affiner Unterraum von V, etwa A = a+U. Betrachtet man
dann den kanonischen Epimorphismus 7: V — V/U, so gilt A = 7~ 1(n(a))
nach Bemerkung 2, d. h. A ist Faser einer K-linearen Abbildung und erfiillt
damit Bedingung (ii).

Sei nun (ii) gegeben, also A = f~1(a’) mit einem Element o’ € V| und seien
endlich viele Elemente ay,...,a, € A fixiert. Fiir Koeffizienten «y,...,a, € K
mit Y7, o; =1 gilt dann

f(z ;) = Zaif(ai) = (Z o) -d =d

und damit Y7, oa; € f(a') = A. Bedingung (iii) ist also erfiillt.

Sei schliefllich (iii) gegeben. Wir wihlen dann ein Element ay € A aus und
behaupten, dass AA = {a — ap; a € A} ein linearer Unterraum von V ist. In
der Tat, wir haben 0 € AA und damit AA # ). Sind weiter a,b € AA, also
a = a; —ag, b =" —ap mit ay,b; € A, so folgt a; + (—1)ag+ b1 € A gemiB (iii)
und damit

a+b:(a1—a0+b1)—a0 e AA.

Fiir o € K gilt weiter aa; + (1 — a)ag € A, ebenfalls unter Benutzung von (iii),
also
aa = (aa; + (1 — a)ag) — ag € AA.

Folglich ist AA ein linearer Unterraum in V', und wir sehen, dass A = a9+ AA
ein affiner Unterraum von V ist. O

Wir wollen noch zeigen, wie man affine Unterrdume von Vektorrdumen in
konkreter Weise erzeugen kann. Hierzu betrachte man einen K-Vektorraum V/
sowie Vektoren ag,...,a, € V,r > 0. Dann existiert ein kleinster affiner Unter-
raum A C V, der diese Vektoren enthélt, ndmlich

A:{ao—i-Zai(ai—ag); ay,...,0 € K}

i=1

Um dies einzusehen, stellen wir zunéchst fest, dass A ein affiner Unterraum in V'
ist, der die Vektoren ay, . . ., a, enthilt; der zugehorige lineare Unterraum U C V'
mit A = ay + U wird von den Vektoren a; — ag, i = 1,...,r, erzeugt. Da man
eine Summe ag+ ., @;(a; —ap) auch in der Form (1=, o) -ag+Y i, oua;
schreiben kann, erhilt man weiter

T T
A:{Zaiai; ag, . ..,0, € K mit Zai: 1}.
i=0

i=0
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Hieraus folgt unter Benutzung von Satz 11 (iii), dass A wie behauptet der
kleinste affine Unterraum von V ist, der ay, ..., a, enthélt. Beispielsweise kann
man die durch zwei verschiedene Punkte a, b eines K-Vektorraums bestimmte
affine Gerade betrachten. In gewohnter Weise ergibt sich

G={a+alb—a);ae K} ={aa+0b; a,f € K mit a + 3 = 1}.

Aufgaben

1.

Man betrachte folgende Mengen M mit der jeweils angegebenen Relation ~ und
entscheide, ob es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Falls moglich gebe man
die Aquivalenzklassen an.

(i) M=R,a~b:<=|a| =1}
(i) M=R,a~bi<=la—0l <1
(iii) M =2Z,a ~b:<= a—b wird von p geteilt (d. h. es existiert eine Zerlegung
a—b=c-p mit einem ¢ € Z), wobei p eine fest vorgegebene ganze Zahl ist.

Es seien V, V' Vektorrdume iiber einem Kérper K und A C V sowie A’ C V'
affine Unterrdume. Man zeige:

(i) Fiir eine lineare Abbildung f: V — V' ist f(A) ein affiner Unterraum von
V' und f~1(A’) ein affiner Unterraum von V.
(i) Fir V=V’ sind A+ A = {a+d;a € A,d € A} und AN A affine
Unterrdume von V.
(iii) Es ist A x A’ ein affiner Unterraum von V x V', wobei man V' x V' mit
komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum
auffasse.

Es seien A, A" affine Unterriume eines K-Vektorraums V. Man zeige, A U A’ ist
genau dann ein affiner Unterraum von V', wenn A C A’ oder A’ C A gilt.

Es sei V ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge. Man zeige, dass es eine
kleinste Teilmenge A’ C V mit A C A’ gibt, so dass die durch

a~bi<=a—-be A

definierte Relation eine Aquvalenzrelation auf V' definiert. Man bestimme A’ un-
ter der Voraussetzung, dass A abgeschlossen unter der skalaren Multiplikation
ist, dass also aus a € K, a € A stets aa € A folgt.

Fiir eine Matrix (/\ij)izl,mm mit Koeffizienten aus einem Koérper K und fiir Ele-
i=1

J= \n
mente 01, ...,0, € K zeige man, dass durch

n
A:{(Oq,...,()zn)EK"; Z)\ij()zjzéi,izl,...,m,}
j=1

ein affiner Unterraum im K™ erkliart wird. Ist jeder affine Unterraum des K"
von dieser Bauart? (Hinweis: Man vermeide “unnétiges Rechnen”, indem man
geeignete lineare Abbildungen betrachtet. Man beginne mit dem Fall m = 1.)
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6. Fiir Vektoren ay,...,a, eines K-Vektorraums V betrachte man den von den a;
erzeugten affinen Unterraum A C V sowie den von den a; erzeugten linearen
Unterraum U C V. Man zeige A C U und weiter:

dimg U falls 0 € A

dimK A=
dimpgU -1 fallsO¢g A

7. Eine Abbildung f: V — V' zwischen K-Vektorriumen heifie affin, wenn es ein
Element zg € V' gibt, so dass die Abbildung

V—V, a— f(a) — o,

K-linear ist. Man zeige: Eine Abbildung f: V' — V"’ ist genau dann affin, wenn
fiir jeweils endlich viele Vektoren ayg,...,a, € V und Elemente «y,...,a, € K

mit Y7, = 1 stets
T T
O wia) = aif(as)
=0 i=0

gilt.

8. (1. Isomorphiesatz) Es seien U, U’ lineare Unterrdume eines K-Vektorraums V.
Man zeige: Die kanonische Abbildung U «— U+U’ — (U+U’)/U’ besitzt UNU’
als Kern und induziert einen Isomorphismus

U/j(UnU"y = (U+U")/U".

9. (2. Isomorphiesatz) Es seien V ein K-Vektorraum und U C U’ C V lineare
Unterrdume. Man zeige:

(i) Die kanonische Abbildung U’ — V — V/U besitzt U als Kern und in-
duziert einen Monomorphismus U’/U «— V/U. Folglich lésst sich U’/U mit
seinem Bild in V/U identifizieren und somit als linearer Unterraum von V/U
auffassen.

(ii) Die Projektion V' — V/U’ faktorisiert iiber V/U, d. h. ldsst sich als Kom-

position V "= V/U 1, V/U’ schreiben, mit einer linearen Abbildung f
und der kanonischen Projektion .

(iii) f besitzt U'/U als Kern und induziert einen Isomorphismus
(V/U)/(U'JU) = V/U'.

10. Fiir lineare Unterrdume Uy, Uy eines K-Vektorraums V' betrachte man die kano-
nischen Projektionen m;: V. — V/U;, i = 1,2, sowie die Abbildung

(m1,m2): V. — V/U; x V/Us, z — (m(x), m2(x)).

Man zeige:
(i) (my,me) ist K-linear, wenn man V/U; x V/Us mit komponentenweiser Ad-
dition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum auffasst.
(ii) (71, m2) ist genau dann injektiv, wenn Uy N Uz = 0 gilt.
(iii) (mq,72) ist genau dann surjektiv, wenn V = Uy + Us gilt.
(iv) (1, me) ist genau dann bijektiv, wenn V = Uy & Us gilt.
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11. Man konstruiere ein Beispiel eines K-Vektorraums V' mit einem linearen Unter-
raum 0 C U C V, derart dass es einen Isomorphismus V/U =% V gibt. Gibt es
ein solches Beispiel im Falle dimg V' < co?

12. Es seien Vj L Vs BN V3 LN V4 K-lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen. Man zeige:

rg(go f) +rg(hog) <rglhogo f)+r1gg

2.3 Der Dualraum

Fiir zwei K-lineare Abbildungen f,g: V — V' zwischen K-Vektorraumen hat-
ten wir in Abschnitt 2.1 die Summe durch

f+g:V—V',  ar— f(a)+g(a),
und fiir eine Konstante o € K das Produkt af durch
aftV.—V, — ar—a(f(a)),

definiert. Man rechnet ohne Schwierigkeiten nach, dass f + g und af wieder
K-linear sind und dass die K-linearen Abbildungen V' — V’ mit diesen Ver-
kniipfungen einen K-Vektorraum bilden; dieser wird mit Homg (V, V') bezeich-
net. Speziell werden wir in diesem Abschnitt fiir V'’ als K-Vektorraum den
Korper K selbst betrachten. K-lineare Abbildungen V' — K werden auch als
Linearformen bezeichnet.

Definition 1. Es sei V ein K-Vektorraum. Dann heifit der K-Vektorraum
Homg (V, K) aller Linearformen auf V' der Dualraum zu V. Dieser wird mit
V* bezeichnet.

Beispielsweise ist fiir n € N — {0} die Abbildung
Kn_>K7 (ala"wan))—}ala

eine Linearform auf K. Betrachten wir allgemeiner einen K-Vektorraum V'

mit Basis aq,...,a,, so konnen wir aus 2.1/7 ablesen, dass es zu gegebenen
Elementen ), ..., )\, € K stets eine eindeutig bestimmte Linearform ¢ € V*
mit ¢(a;) = A, @ = 1,...,n, gibt. Die Linearformen auf V' korrespondieren

folglich in bijektiver Weise zu den n-Tupeln von Konstanten aus K, wobei die-
se Zuordnung genauer einen Isomorphismus V* =% K" darstellt. Legen wir
etwa im Falle V' = K" die kanonische Basis ey,...,e, zugrunde, so werden
dementsprechend die Linearformen auf K™ gerade durch die Abbildungen

n
K"—>K, (al,.4.7an)H E )\Z‘Oéi,
i=1
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zu n-Tupeln (A1,...,\,) € K" gegeben. Insbesondere ist der Dualraum des
Nullraums wieder der Nullraum.

Satz 2. Es sei f: U — V eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Dann ist die Abbildung

f*:V*_)U*7 SD’_)L/QO]C’

K-linear; man nennt f* die duale Abbildung zu f. Ist g: V — W eine weitere
K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen, so gilt (go f)* = f* o g*.

Man kann sich die Definition des Bildes f*() = o f anhand des folgenden
kommutativen Diagramms verdeutlichen:

!

U |4

()
K

Es wird die Linearform ¢ sozusagen unter der Abbildung f* zu einer Linearform
auf U zuriickgezogen, indem man mit f komponiert.

Nun zum Beweis von Satz 2. Fiir ¢, € V* sowie fiir o € K ergibt sich in
nahe liegender Weise

fet+v)=(p+v)of=(pof)+{Wof)=F o)+ "),
¥ ap) = (ap)o f=alpo f) = af(p)

und damit die K-Linearitit von f*. Um die Formel fiir die Komposition dualer
Abbildungen nachzuweisen, betrachte man fiir eine Linearform ¢ € W* das
kommutative Diagramm:

v—7r vy 9 L w

(9o0)* ()

Es ergibt sich

(go f)*(p) =polgof)=(pog)of
=(g" (@) o f = (g% (©) = ([T og")()

und damit die gewiinschte Relation (g o f)* = f* o ¢*, indem man ¢ in W*

variieren lasst. O
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Im Folgenden wollen wir einige Zusammenhénge zwischen linearen Abbil-
dungen und den zugehorigen dualen Abbildungen untersuchen. Wir schliefflen
dabei auch den Fall unendlich-dimensionaler Vektorrdume mit ein, beschranken
uns bei den Beweisen aus technischen Griinden aber meist auf den Fall endlich-
dimensionaler Vektorraume.

Satz 3. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
sowie f*: W* — V* die zugehérige duale Abbildung.

(i) Ist f ein Monomorphismus, so ist f* ein Epimorphismus.

(ii) Ist f ein Epimorphismus, so ist f* ein Monomorphismus.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (i). Sei also f injektiv. Um zu sehen, dass
f* surjektiv ist, zeigen wir, dass jede Linearform @ € V* ein Urbild ¢ € W*
besitzt, dass also zu 9 eine Linearform ¢ € W* mit 1) = @ o f existiert. Hierzu
schreiben wir f als Komposition zweier K-linearer Abbildungen, ndmlich der
von f induzierten Abbildung fi: V — im f, sowie der Inklusionsabbildung
for im f — W. Dabei ist f; aufgrund der Injektivitat von f ein Isomorphismus.
Sodann betrachte man das Diagramm

v—=I im f - L w
s Y ‘
K

wobei die Linearformen ¢': im f — K und ¢: W — K noch zu konstruieren
sind, und zwar so, dass das Diagramm kommutiert. Da f; ein Isomorphismus ist,
konnen wir ¢’ = o f; ! setzen. Dann bleibt noch das Problem, die Linearform
¢': im f — K zu einer Linearform ¢: W — K fortzusetzen.

Um dies zu bewerkstelligen, wihlen wir gemifl 1.6/4 ein Komplement W’
zu im f in W, also einen Untervektorraum W' C W mit W = (im f) & W".
Jedes w € W hat dann eine eindeutige Zerlegung w = wy & wy mit wy; € im f
und wy € W’. Setzt man jeweils ¢(w) = 9'(wy), so erhélt man wie gewiinscht
eine Linearform ¢: W — K, die 1’ fortsetzt.

Zum Nachweis von (ii) setze man f: V — W als surjektiv voraus. Weiter
seien @, ¢’ € W* mit f*(¢) = f*(¢'), also mit po f = ¢’ o f. Ist dann w € W
beliebig gewahlt und v € V' ein Urbild unter f, so gilt

p(w) = @(f(v)) = (po N)v) = (¥ e fv) =¢'(f(v) = ¢'(w).

Hieraus folgt ¢ = ¢’, wenn man w in W variieren lasst. g

Die Aussage von Satz 3 lésst sich mittels so genannter exakter Sequenzen
allgemeiner formulieren. Unter einer Sequenz wollen wir eine Kette

fr-1

In In
Vn ‘/;l+ 1 =
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von K-linearen Abbildungen verstehen, wobei der Index n einen endlichen oder
unendlichen Abschnitt in Z durchlaufe. Man sagt, die Sequenz besitze bei V,
die Figenschaft eines Komplezes, wenn f, o f,_1 = 0 oder, dquivalent hier-
zu, im f,_; C ker f,, gilt. Weiter heifit die Sequenz exakt bei V,,, wenn sogar
im f,—1 = ker f,, gilt. Erfillt die Sequenz die Komplex-Eigenschaft an allen
Stellen V,, (natiirlich aufler bei solchen V;,, die die Sequenz moglicherweise ter-
minieren), so spricht man von einem Komplex. Entsprechend heifit die Sequenz
exakt, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Beispielsweise ist fiir eine K-lineare

Abbildung f: V' — V die Sequenz
0—Vv -Lv

genau dann exakt, wenn f injektiv ist; dabei ist 0 der Nullvektorraum sowie
0 — V' (als einzig mogliche K-lineare Abbildung von 0 nach V') die Nullab-
bildung. Entsprechend ist die Sequenz

v-Lv—o
genau dann exakt, wenn f surjektiv ist; auch hierbei ist V' — 0 (zwangslaufig)
die Nullabbildung. Exakte Sequenzen des Typs
0o—v v Ly
werden auch als kurze exakte Sequenzen bezeichnet. Die Exaktheit einer solchen
Sequenz ist dquivalent zu den folgenden Bedingungen:
(1) f ist injektiv,
(2) im f = ker g,
(3) g ist surjektiv.

Bei einer kurzen exakten Sequenz konnen wir daher V' unter f als Unter-
vektorraum von V auffassen, und es folgt mit dem Isomorphiesatz 2.2/9, dass g
einen kanonischen Isomorphismus V/V’ =% V" induziert. Umgekehrt kann man
zu jedem Untervektorraum U C V in kanonischer Weise die exakte Sequenz

0—U—V-—>V/U—0

betrachten.

Satz 4. Es sei

Vn_l fn—l Vn fn

Vn+1

eine exakte Sequenz von K-Vektorrdumen. Dann ist auch die zugehdrige duale
Sequenz

* *
% n—1 x  fn *
Vn—l Vn Vn+1 — ...

exakt.
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Formulieren wir Satz 3 im Sinne exakter Sequenzen um, so sieht man, dass
fiir eine exakte Sequenz 0 — U — V auch die zugehorige duale Sequenz
V* — U* — 0 exakt ist; vgl. Satz 3 (i). Entsprechend besagt Satz 3 (ii),
dass fiir eine exakte Sequenz U — V —— 0 die zugehorige duale Sequenz
0 — V* — U™ exakt ist. Satz 4 ist daher eine Verallgemeinerung von Satz 3.

Beweis zu Satz 4. Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine exakte Sequenz
v-Lv-Lw
die zugehorige duale Sequenz
wr Ly L

exakt ist. Zunichst folgt aus g o f = 0 fiir beliebiges ¢ € W* die Beziehung
(f*og™)(¢) = pogof =0, d. h.es gilt f*og* = 0 und damit im g* C ker f*. Um
auch die umgekehrte Inklusion zeigen zu konnen, betrachte man ein Element
@ € ker f*, also eine Linearform ¢: V — K mit ¢ o f = 0. Dann haben wir
(im f) = 0 und wegen der Exaktheit von U — V' — W auch ¢(ker g) = 0;
Letzteres bedeutet kerg C kerp. Um nun ¢ € img* zu zeigen, haben wir
cine Linearform 1 € W* mit ¢ = 1 o g zu konstruieren. Hierzu zerlegen wir
g: V — W &hnlich wie im Beweis zu Satz 3 in die von g induzierte surjektive
Abbildung ¢;: V — img sowie die Inklusion go: img — W. Aufgrund des
Homomorphiesatzes 2.2/8 existiert dann eine Linearform ¢’: img — K mit
@ = ¢ o gy. Weiter lisst sich ', wie im Beweis zu Satz 3 gezeigt oder unter
Benutzung von Satz 3 (i), zu einer Linearform ¢: W — K ausdehnen, d. h.
mit 1 o go = ¢'. Dann gilt

g W) =vog=vogog =¢og =g,

also ist 9 ein Urhild zu ¢ unter ¢*. Hieraus ergibt sich ker f* C im ¢g* bzw.
ker f* = im ¢* und damit die Exaktheit der Sequenz W* — V* — U*. O

Als Néchstes wollen wir fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ihre
Dualrdume Basen zueinander in Beziehung setzen. Insbesondere wollen wir zei-
gen, dass ein Vektorraum und sein Dualraum dieselbe Dimension besitzen. Wir
erinnern dabei nochmals an das Kronecker-Symbol d;;, welches fiir Indizes i, j
aus einer vorgegebenen Menge erklart ist. Und zwar gilt 6;; = 1 fiir ¢ = j und
0;; = 0 sonst.

Satz 5. Fs sei V ein K-Vektorraum mit Basis aq,...,a,. Erklirt man dann
Linearformen @1, ...,on € V* gemdf 2.1/7 durch p;(a;) = d;;, so bilden diese
eine Basis von V*, die so genannte duale Basis zu a4, ..., a,.

Beweis. Wir {iberpriifen zunéchst, dass ¢, ..., ¢, linear unabhéngig sind. Hier-
zu betrachte man eine Gleichung Z?:la,;api = 0 mit Koeffizienten o; € K.
Einsetzen von a; liefert
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n
Ozj:ZOzi%(aj):O, j:l,...,n,
i=1
d. h. ¢1,...,p, sind linear unabhéngig. Ist andererseits ¢ € V* gegeben, so gilt
n
pla) =Y wladpilay),  j=1,....n,
i=1

was ¢ = Y p(a;)p; gemdB 2.1/7 impliziert. ¢y, ..., ¢, erzeugen also V* und
bilden damit sogar eine Basis von V*. O

Korollar 6. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt
dimg V = dimg V*. Insbesondere existiert ein Isomorphismus V =% V*,

Man beachte, dass sich die Aussage von Satz 5 nicht auf unendlich-dimen-
sionale K-Vektorrdume verallgemeinern ldsst. Ist ndmlich (a;);e; eine unendli-
che Basis, so erkldre man wiederum durch ¢;(a;) = d;; ein System (¢;);er von
Linearformen auf V. Wie im Beweis zu Satz 5 ergibt sich, dass dieses linear un-
abhingig ist und dass der von den ; erzeugte lineare Unterraum von V* gerade
aus denjenigen Linearformen ¢: V — K besteht, fiir die p(a;) = 0 fiir fast
alle 7 € I gilt. Andererseits kann man aber Linearformen V' — K definieren,
indem man die Bilder der Basisvektoren a; beliebig vorgibt. Insbesondere gibt
es Linearformen ¢ € V* mit o(a;) # 0 fiir unendlich viele Indizes i € I. Somit
kann (;);e; im Falle einer unendlichen Indexmenge I kein Erzeugendensystem
und damit auch keine Basis von V sein.

Als Néchstes wollen wir fiir lineare Abbildungen f: V — W den Rang
rg f, also die Dimension des Bildes von f, mit dem Rang der zugehorigen dualen
Abbildung f*: W* — V* vergleichen.

Satz 7. Ist f:V — W eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler
Vektorrdume und f*: W* — V* die zugehorige duale Abbildung, so gilt

rg f =1g f*.

Beweis. Wir spalten f: V. — W auf in die induzierte surjektive lineare Ab-
bildung fi: V. — im f, sowie die Inklusion fy: im f — W. Nach Satz 2
ist dann f*: W* — V* die Komposition von f,: W* — (im f)* und
o (im f)* — V* Nun ist ff surjektiv nach Satz 3 (i) und f;* injektiv
nach Satz 3 (ii). Es wird daher (im f)* unter f* isomorph auf das Bild im f*
abgebildet, und man erhélt mit Korollar 6

rg f = dimg (im f) = dimg(im f)* = dimg (im f*) = rg f*.
O

AbschlieBend wollen wir noch den doppelt dualen Vektorraum V** = (V*)*
zu einem K-Vektorraum V' betrachten. Man hat stets eine kanonische Abbildung
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&V — VF a+— a*,
wobei a* fiir & € V gegeben ist durch
a* vV — K, o — p(a).

Satz 8. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so ist die vorstehend
beschriebene Abbildung ®: V. — V** ein Isomorphismus von K- Vektorriu-
men.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass @ K-linear ist. Seien a,b € V und o € K.
Dann stimmen die Abbildungen

(@+b)*: V¥ — K, pr—pla+b)=p(a)+o(b),
AV VE K o p(a) + p(b),
iiberein, d. h. es gilt #(a + b) = &(a) + P(b). Entsprechend hat man
(aa)" :V* — K, o+ p(aa) = ap(a),
ad* V¥ — K, o — ap(a),
d. h. es folgt ?(aa) = aP(a). Insgesamt ergibt sich die K-Linearitit von &.

Bilden nun ay,...,a, eine Basis von V und ist ¢, ..., ¢, die hierzu duale

Basis, so ist af,...,a* die duale Basis zu ¢y, ..., p,; denn es gilt

CLZ*(QDJ) :QD](CLZ):(SI fiir Z7j:1,7n

Unter @ wird also eine Basis von V' auf eine Basis des Bildraumes V** abgebil-
det. Dies bedeutet dann, dass ¢ notwendig ein Isomorphismus ist. (I

Aufgaben

1. Man priife, ob die folgenden Linearformen ¢;: R® — R ein linear unabhiingiges

System in (R5)* bilden:
i) ¢1:(,...,a5) — a1+ a+ a3+ ot as
w2 i (a1,...,a5) — a1 + 200 + 3as + 4oy + Sas
w3 (a1,...,05) — a1 — a2
(ii) QY1 (a1,.,.,a5) — a1 + Tas + Tag + Tag + as
w2 i (a1,...,a5) — a1 + 2a9 + 3as + 4oy + Sas
w3t (a1,...,a5) — 1201 + Tag + 13as + 8ay + 9as
wq ¢ (a1,...,a5) — 1001 — 22 + 3as — 3oy + 3as
2. Fiir einen Korper K und ein n € N betrachte man K™ als K-Vektorraum. Es sei
pi: K" — K, i=1,...,n, jeweils die Projektion auf die i-te Koordinate. Man
zeige, dass p1, . . ., p, eine Basis des Dualraums (K™)* bilden, und zwar die duale
Basis zur kanonischen Basis ey, ..., e, € K™, bestehend aus den Einheitsvektoren

€; — (512', ey 6711)
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Im Falle K = R und n = 4 fixiere man
(1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1)

als Basis von R? und bestimme die hierzu duale Basis von (R*)*  indem man
deren Elemente als Linearkombinationen der p; angibt.

Es seien V, W K-Vektorrdume. Man zeige, dass die Abbildung
HomK(V7W) _>H0mK(W*7V*)7 f’_>f*7

K-linear ist, was bedeutet, dass fiir Elemente o« € K und K-lineare Abbildungen
f,9: V — W stets (f + g)* = f* + ¢g* sowie (af)* = a - f* gilt.

Man betrachte einen K-Vektorraum V und zu einem Element a € V das indu-
zierte Element a* € V**, welches definiert ist durch

vV — K, »— ¢(a).

Man zeige:
(i) Die Abbildung ¢: V. — Hompg (K, V), welche einem Element a € V die
Abbildung o —— «-a zuordnet, ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.
(ii) Man identifiziere V unter ¢ mit Homg (K, V) und entsprechend K als
K-Vektorraum mit seinem Dualraum Homg (K, K). Dann ist fiir a € V das
Element a* € V** zu interpretieren als die duale Abbildung zu a = ¢(a).

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und V* sein Dualraum. Fiir
lineare Unterrdume U; C V und Uy C V* setze man

Ut ={peV*; o) =0},
UQJ- ={aeV; p(a) =0 fiir alle ¢ € Us}.

Man zeige fiir lineare Unterrdume U, U’ C V bzw. U, U’ C V*:
() (U+U)r=U+tnUt
i) (UhHt=U
(iit) (UNU)E=UL+U"
(iv) dimg U 4 dimg UL = dimg V
Es sei f: V — V'’ eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorriumen und

f*: V™ — V* die zugehorige duale Abbildung. Man konstruiere auf kanonische
Weise einen Isomorphismus

coker f* % (ker f)*,

wobei man mit coker f* den Kokern von f* d. h. den Quotienten V*/im f*
bezeichnet.

Es sei 0 — V! 25 vV 9% V" ., 0 eine kurze exakte Sequenz von

K-Vektorraumen. Man zeige, dass eine solche Sequenz stets spaltet, d. h. dass
es eine K-lineare Abbildung g: V" — V mit g o g = idy~ gibt. Die Wahl einer
solchen Abbildung g hat folgende Konsequenzen:
(i) g ist injektiv, und es gilt V = kerg @ img bzw. V = V' ¢ V", wenn wir
V'’ unter f mit ker g = im f identifizieren und entsprechend V" unter § mit
im g.
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(ii) Es existiert eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung f:V — V' mit
fof=idyund fog=0.

(iii) Esist 0 «— V' LV Ly 0 eine kurze exakte Sequenz.
8. Man betrachte eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalen K-Vektorraumen

f1 -1

0 Vi Va 0

und zeige
n

> (=1)! dimg V; = 0.
i=1
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Vorbemerkungen

Bisher haben wir uns im Wesentlichen mit der Untersuchung von grundsétz-
lichen Eigenschaften bei Vektorrdumen und linearen Abbildungen sowie der
hiermit verbundenen Konstruktionen beschéftigt. Wir wollen nun verstéarkt auf
den rechnerischen Standpunkt eingehen und in diesem Kapitel zeigen, wie man
konkret gegebene Probleme der Linearen Algebra in effektiver Weise rechnerisch
16sen kann. Im Zentrum stehen hier Matrizen und das so genannte Gauf$sche
Eliminationsverfahren, insbesondere in der Version zur Losung linearer Glei-
chungssysteme.
Als Beispiel gehen wir von der folgenden geometrischen Situation aus:

Y
G/

Gegeben seien zwei Geraden G, G’ C R? wobei G durch die (verschiedenen)
Punkte P, P, € R? festgelegt sei und entsprechend G’ durch die (verschiedenen)
Punkte P, P; € R% Man untersuche dann in Abhéngigkeit von Py, P, P/, P,
ob G und G’ Schnittpunkte, also gemeinsame Punkte, besitzen und, wenn ja,
wie sich diese aus den Punkten Py, Py, P/, Py berechnen lassen. Wie wir bereits
in den Vorbemerkungen zu Kapitel 1 gesehen haben, gelten fiir G und G’ die
Parametrisierungen

G={P+t(P,— P);teR}, G ={P +t(Py— P)); t' e R},

und ein Schnittpunkt S € G N G’ ist offenbar dadurch charakterisiert, dass es
Parameter ¢,¢ € R mit
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P +t(P,—P)=5=P +1t(P—P))

gibt. Mit anderen Worten, zur Ermittlung der Schnittpunkte von G und G’
haben wir alle Paare (t,t') € R? zu bestimmen, die der Gleichung

(%) t(P,— P)+t' (Pl —P) =P — P
geniigen, oder, in Komponentenschreibweise mit

Py — Py = (a1, 1), P| — Py = (a2, a22), Pl — P = (01, ),
die den Gleichungen

tag + o = B
tagy + t'ags = (o

()

geniigen. Es ist also ein Gleichungssystem bestehend aus 2 Gleichungen mit
den beiden Unbekannten ¢ und ¢’ und den gegebenen Konstanten «;;, 3; € R zu
losen. Dabei handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem, womit wir mei-
nen, dass die Unbekannten ¢,t' separiert in hochstens erster Potenz auftreten.

Um die Gleichung (x) zu 16sen, nehmen wir zunichst einmal an, dass die
beiden Vektoren P, — P, und P — Pj linear abhdngig sind, was in diesem Fall zur
Folge hat, dass jeder der beiden Vektoren ein skalares Vielfaches des anderen
ist; geometrisch bedeutet dies, dass G und G’ parallel sind. Es ist also P} — P,
ein skalares Vielfaches von P, — Pj, etwa P — Py = (P> — P;), und wir kénnen
die Gleichung (%) zu

Pl =P+ (t+) (P — )

umschreiben. Somit ist die Existenz von Losungen ¢,¢" dquivalent zu P| € G,
was aber dann bereits G = G’ impliziert. Es kénnen daher lediglich folgende
Fille auftreten, die sich gegenseitig ausschliefen:

1. Py — P, und P] — Py sind linear abhiingig, G = G'.
2. P, — Py und P| — Pj sind linear abhingig, G # G'; dann gilt G NG = .

3. P,— P, und P|— P} sind linear unabhéngig; dann besitzen G und G’ genau
einen Schnittpunkt (was anschaulich klar ist), den wir sogleich berechnen
wollen.

Wir nehmen nun also geméf 3. an, dass die Vektoren P, — Py = (a1, a21) und
P] — Pj = (a2, ai22) linear unabhingig sind. Insbesondere gilt P, — Py # 0, und
es sei etwa a3 # 0. Dann konnen wir das System (x*) in dquivalenter Weise
umformen, indem wir das §2--fache der ersten Gleichung von der zweiten sub-
trahieren, so dass wir in der zweiten Gleichung die Unbekannte ¢ “eliminieren”:

tagy + t'ons =5

Qo1 Q1
tl(a22 — —a12) = ﬁQ - _61
11 a1
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Nun gilt aber agy — Z—ﬁalg # 0, denn anderenfalls wiirde sich

Q2 Q2
Q2 = —Q1q1, Qg = — Q21
Q11 Q11
ergeben, und P; — P, wére linear abhéngig von P, — P, was aber unserer
Annahme widerspricht. Somit konnen wir die zweite Gleichung weiter dquivalent
umformen zu .
v fo— 380 anfh—anf

- Qo] - ’
Qg — 7 12 Q110 — (21002

und wir erhalten aus der ersten Gleichung

1 anfr —anfh \ i — P
t=—(0—m =

2 .
any Q1109 — Q21002 Q11092 — Q21002

Dabei haben wir unter der Annahme von ay; # 0 die Gleichungen in dquivalen-
ter Weise umgeformt, so dass ¢,t" auch tatsichlich Losungen von () sind. Es
bleibt nun aber noch der Fall a;; = 0 zu betrachten. In diesem Fall ist allerdings
@91 # 0, und wir kénnen eine entsprechende Rechnung unter dieser Annahme
machen. Das Ergebnis fiir ¢, ¢’ ldsst sich formal aus dem vorstehenden ableiten,
indem wir in den Vektoren (a1, aa1), (aqz, aaz), (01, B2) jeweils die Reihenfolge
der Komponenten vertauschen, was einer Vertauschung der beiden Gleichungen
des Systems () entspricht. Da sich aber das vorstehende Ergebnis bei dieser
Vertauschung nicht dndert, wie man leicht feststellt, erhalten wir

_ Py — Baciin f = anfh —an

t ) U ———
Qi1 Qg — Qg1 (X2 Q11 Qg — Qg1 (X2

als Losung der Gleichung () bzw. des lincaren Gleichungssystems () im Falle
nicht-paralleler Geraden G,G’. Insbesondere besteht G N G’ aus genau einem
Schnittpunkt, und dieser berechnet sich zu

Braga — Bz 112 — a1 B
—= = 2 (p-P)=P + —= =T
Q110 — Q21002 Q110 — Q21002

S:P1+ (P2,_P1/)7
jeweils als Punkt von G bzw. G'.

In dhnlicher Weise fiihrt das Problem, den Schnitt zweier Ebenen im R3,
oder allgemeiner, den Schnitt zweier affiner Unterrdume im K™ zu bestimmen,
auf ein lineares Gleichungssystem. Im ersten Falle handelt es sich beispiels-
weise um ein System von 3 Gleichungen mit 4 Unbekannten, von denen im
Allgemeinfall eine frei wéhlbar ist, so dass der Schnitt dann als Gerade parame-
trisiert wird. Im zweiten Fall hat man ein System von n Gleichungen mit r + s
Unbekannten zu betrachten, wobei r und s die Dimensionen der betrachteten
affinen Unterrdume im K™ sind.

Aber auch direkte Fragen {iber Vektoren in Vektorrdumen kénnen auf linea-
re Gleichungssysteme fithren. Uber einem Korper K betrachte man beispiels-
weise Vektoren a; = (v, ..., an) € K™ i=1,...,r, und teste, ob diese linear
abhingig sind. Wir miissen dann also feststellen, ob es Elemente tq,...,t, € K
gibt, die nicht alle verschwinden, so dass
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t1a1+4..—|—tra,.:0

gilt, oder, nach Ubergang zu den einzelnen Komponenten, ob das lineare Glei-
chungssystem

t1a11+ oot tTOélT =0
t10£21+ oot tra2r =0

t1Qp1t .+ G, =0

eine nicht-triviale Losung t1,...,¢. € K besitzt. Alternativ kénnen wir eine
lineare Abbildung f: K" — K™ betrachten, welche die kanonische Basis be-
stehend aus den Einheitsvektoren ey, ..., e, € K" auf Vektoren a4, ...,a, € K"
abbildet, und danach fragen, ob ein gegebener Vektor b = (fi,...,0,) zum
Bild von f gehort, also zu dem Unterraum, der von den Vektoren a; = f(e;),
1=1,...,r erzeugt wird. Zu testen ist daher, ob die Gleichung

t1a1+...+t7«(lr Ib,
bzw. fir a; = (14, ..., Qpi), © = 1,..., 7, ob das lineare Gleichungssystem

ton+... +tag, =5
tiaoi+ ...+ o, = B

tiop+ ..ty = ﬂn

eine Losung zulésst.

Die Anordnung der Koeffizienten in obigem Gleichungssystem legt es nahe,
die Vektoren aq, ..., a,,b nicht mehr als Zeilen-Vektoren zu schreiben, sondern
als Spalten-Vektoren, also

a1 Qqp 51
ay = ) R ar = ) b = :

Qi Qlpy ﬂn

Im Ubrigen werden wir das rechteckige Koeffizientenschema

@17 ... Oy

Qo1 ... Qgp
A= ((1‘1,...7(17«) =

Ap1 ... Opp

betrachten und dies als Koeffizientenmatriz des Gleichungssystems bezeichnen.
Wir entschliefen uns auch, die Unbekannten ¢y, ..., %, zu einem Spalten-Vektor
zusammenzufassen, und kénnen dann das obige lineare Gleichungssystem, dhn-
lich wie im Falle einer Gleichung mit einer Unbekannten, in der iibersichtlichen
Form
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a1 ... Oy t ﬁl

Qo1 ... Qo _ .
t

Ap1 ... Oy " ﬁn

schreiben, wobei das Produkt der Koeffizientenmatrix mit dem Vektor der Un-
bekannten durch

r
Q1 ... Oy tl Zj:l aljtj
Qo1 ... Qgp . L .
Ap1 ... Qpp r Z]:l njyvy

definiert wird. Nach wie vor lautet das Gleichungssystem dann
T
Z(X”tjzﬁ“ 7::1,...,’17,7
j=1

wobei wir, wie hier geschehen, die Koeffizienten «;; in Zukunft immer links von
den Unbekannten ¢; schreiben werden.

Die Bedeutung von Matrizen als rechteckige Koeffizientenschemata ist nicht
auf lineare Gleichungssysteme beschrankt. Matrizen treten in der Linearen Al-
gebra iiberall dort auf, wo es darum geht, Skalare zu katalogisieren, die von
zwel Index-Parametern abhéngen. So betrachte man etwa eine lineare Abbil-
dung f: V — W zwischen K-Vektorraumen V, W mit Basen X = (x1,...,2,)
und Y = (y1,...,yn). Es ist f dann vollstéindig charakterisiert durch die Bilder
f(x1), ..., f(z,) der Basis X. Jedes dieser Bilder f(x;) wiederum ist vollsténdig
durch die Angabe seiner Koordinaten beziiglich Y charakterisiert, d. h. der Ko-
effizienten ay;,. .., a,; € K, die man benétigt, um f(z;) als Linearkombination
der Basis Y darzustellen, etwa

n
f(wj)zzaijyh j=1...,r
i=1

Somit ist f eindeutig charakterisiert durch die Angabe der Matrix

a1 ... Oy

Q21 ... Q9
Af,X,Y - 5

Ap1 ... Qpp

und man nennt dies die Matrix, die f beziiglich der Basen X von V und Y
von W beschreibt. Die Korrespondenz f —— A xy besitzt sehr gute Eigen-
schaften, wie wir noch sehen werden. Beispielsweise lisst sich der Ubergang von
einem Vektor x € V' zu seinem Bild f(z) € W auf dem Niveau der Koordinaten
beziiglich X bzw. Y als Multiplikation von Ay xy mit dem so genannten Ko-
ordinatenspaltenvektor von x beziiglich X interpretieren. Weiter entspricht die
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Komposition linearer Abbildungen bei Verwendung geeigneter Basen dem noch
zu definierenden Produkt der beschreibenden Matrizen.

Im Spezialfall V. = W und f = id stellt die Matrix A4 x,y gerade diejeni-
gen Koeffizienten bereit, die man benétigt, um die Elemente der Basis X als
Linearkombinationen der Basis Y darzustellen. Insbesondere sehen wir, dass
der Wechsel zwischen verschiedenen Basen eines Vektorraums ebenfalls mittels
Matrizen beschrieben wird. Ein weiteres Anwendungsfeld fiir Matrizen stellen
die in Kapitel 7 zu behandelnden Skalarprodukte dar.

Wir studieren in diesem Kapitel zunéchst die Korrespondenz zwischen li-
nearen Abbildungen f und den zugehdrigen beschreibenden Matrizen Ay xy
genauer. Sodann besprechen wir das Gaufische Eliminationsverfahren, und zwar
zuerst als Verfahren, welches mittels so genannter elementarer Zeilenumformun-
gen den Zeilenrang einer Matrix bestimmt, d. h. die Dimension des von den
Zeilen der Matrix erzeugten Vektorraums. In analoger Weise lésst sich der Spal-
tenrang einer Matrix betrachten. Es ist leicht einzusehen, dass dieser im Falle
einer Matrix Ay xy, die zu einer linearen Abbildung f gehort, mit dem Rang
von f, also der Dimension des Bildes von f, {ibereinstimmt. Dass der Spalten-
rang einer Matrix stets auch mit deren Zeilenrang iibereinstimmt, ist hingegen
ein nicht-triviales Resultat.

Als Néchstes behandeln wir die Invertierbarkeit von (quadratischen) Matri-
zen. Eine quadratische Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine quadratische
Matrix B mit A- B = B- A = E gibt, wobei E die so genannte Finheitsmatrix
bezeichnet, deren Diagonaleintridge alle 1 sind und die ansonsten nur aus Nul-
len besteht. Wir werden insbesondere sehen, dass die Eigenschaft einer linearen
Abbildung, ein Isomorphismus zu sein, auf der Seite der Matrizen der Invertier-
barkeit entspricht. Im Ubrigen verwenden wir das GauBsche Eliminationsver-
fahren, um konkret gegebene Matrizen auf Invertierbarkeit zu iiberpriifen und,
falls moglich, zu invertieren. Es folgt die Interpretation invertierbarer Matrizen
im Rahmen von Basiswechselmatrizen.

Schliefllich kommen wir dann noch ausfiihrlich auf lineare Gleichungssyste-
me zu sprechen. Wir ordnen diese in den Zusammenhang linearer Abbildungen
ein und zeigen insbesondere, wie man die Losung konkret gegebener Gleichungs-
systeme mittels des GauBschen Eliminationsverfahrens formalisieren kann.

3.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir hatten bereits in Abschnitt 2.1 gesehen, dass man mit Hilfe von Matrizen
lineare Abbildungen definieren kann und dass man umgekehrt lineare Abbil-
dungen beziiglich gew#hlter Basen durch Matrizen beschreiben kann. Dieser
Sachverhalt soll in diesem Abschnitt genauer studiert werden. Wie immer sei
K ein Korper.

Definition 1. Es seien m,n € N. Eine (m x n)-Matrix mit Koeffizienten
aus K ist ein System von Elementen o;; € K, welches durch die Bedingung
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(1,7) € {1,...,m} x {1,...,n} parametrisiert wird, also
@17 ... Oqp

A= (ai]‘);‘:L...,m =
j=1,...,n Q1 o Qo

Dabei heifst i der Zeilenindex und j der Spaltenindex wvon A; man sagt, A
bestehe aus m Zeilen und n Spalten. Fir m = 0 oder n = 0 ist A eine so
genannte leere Matriz'.

Wir bezeichnen die Menge aller (m x n)-Matrizen mit K™*". Dabei lisst
sich K™*" unter der Zuordnung

a7 ... Qg
((111,..-,0(1”7&217.-- aQZna'“vamlv“wO‘mn)
Am1 oo+ Qmp

mit K™ identifizieren. Insbesondere konnen wir K™*™, ebenso wie K™™", als
K-Vektorraum auffassen. Damit ist fiir Matrizen

A= (a)ig. B=(8y)i; € K™
deren Summe gegeben durch
A+ B = (i + Bij)ig,
sowie das Produkt von A mit einem Skalar A € K durch
A = (Aay)ij.

Das Nullelement 0 € K™*" ist die so genannte Nullmatriz, deren Koeffizienten
a;; sémtlich verschwinden. Insbesondere ergibt sich als negatives Element zu
einer Matrix A = (ay;);; € K™ die Matrix —A = (—ay;);;. Die kanonische
Basis von K™*" wird gegeben durch die Matrizen

Eij = (6iu5ju)u:%,---~,ma Z = 17 sy, .] = 17 sy Ny
v=1,..,n

ey

wobei Fj; genau am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte eine 1
stehen hat und ansonsten aus lauter Nullen besteht. Beispielsweise gilt fiir eine

Matrix (Olz‘j)z‘,j € Kmxn
A: Z aijEij~

=1,....m
=1,...,n

2

J

I Zur Vermeidung von Sonderfillen im Zusammenhang mit linearen Abbildungen ist es

praktisch, leere Matrizen nicht von den Betrachtungen auszuschliefen. Wir werden insbeson-

dere fiir m = 0 leere Matrizen unterschiedlicher Spaltenanzahlen n betrachten, sowie im Falle
n = 0 leere Matrizen unterschiedlicher Zeilenanzahlen m.
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Im Zusammenhang mit Matrizen ist es iiblich, Vektoren a € K™ nicht wie

bisher als Zeilen-Vektoren a = (ay, ..., ay,) zu schreiben, sondern als Spalten-
Vektoren:
(€51
a =
77
Insbesondere kann man aus n solchen Vektoren aq,...,a, € K™ eine Ma-
trix A = (a1,...,a,) € K™ aufbauen. Ist W ein endlich-dimensionaler

K-Vektorraum mit Basis Y = (y1,...,Ym), so besitzt jedes a € W eine Dar-
stellung @ = Y " | a;y; mit eindeutig bestimmten Koeffizienten o; € K. Wir
bezeichnen
aq
ay = e K™
O,

als den zu a € W gehdrigen Koordinatenspaltenvektor beziiglich der Basis Y

von W.

Bemerkung 2. Es sei W ein K- Vektorraum mit Basis Y = (yi, ..., Ym). Dann
ist die Abbildung

Ky: W — K™, ar— ay,

ein Isomorphismus von K- Vektorrdumen.

Beweis. Man priift sofort nach, dass ky linear ist und die Basis Y von V auf
die kanonische Basis von K™ abbildet. Somit ist ky notwendigerweise ein Iso-
morphismus. a

Unter Verwendung von Koordinatenspaltenvektoren kénnen wir die bereits
in Abschnitt 2.1 angedeutete Zuordnung einer Matrix zu einer linearen Abbil-
dung in einfacher Weise charakterisieren:

Definition 3. Es seien V, W K-Vektorrdume mit Basen X = (x1,...,T,)
von V sowie Y = (y1,...,ym) von W. Ist dann f: V — W eine K-lineare
Abbildung, so heifit

A= AfﬂXA’y = (f(.’El)y, RN f(.%'")y) c Kmxn

die zu f gehorige Matrix beziiglich der Basen X und Y.
Die zu f gehérige Matrix Ay xy besteht also gerade aus den Koordinaten-
spaltenvektoren beziiglich YV, die sich aus den Bildern f(z1),..., f(z,) der Basis

Z1,...,T, von V ergeben. Um Ay xy in expliziter Weise aufzuschreiben, stelle
man also die Bilder von x4, ..., x, mit Hilfe der Basis Y dar, etwa

m
f(x]')zzaijyiy j=1...,m,
i=1
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und es folgt dann:

o117 ... Oqp

Arxy =

Am1 - Omp
Beispielsweise ist die zur Nullabbildung 0: V' — W gehérige Matrix Ag xy
gerade die Nullmatrix 0 € K™*™. Betrachtet man andererseits fiir V=W und
X =Y die identische Abbildung id: V' — V| so ist die zugehorige Matrix
Aiq x,x die so genannte (m x m)-Einheitsmatriz:

100 ...0
010 ...0

E = Em = (61-]-)1»’3»:1 ‘‘‘‘ m = 001 ... 0 c K’mxm
000 ...1

Wir wollen nun die Zuordnung f —— Ay xy genauer untersuchen und erin-
nern daran, dass die Menge aller K-linearen Abbildungen eines K-Vektorraums
V in einen K-Vektorraum W wiederum einen K-Vektorraum bildet, der mit
Hom g (V, W) bezeichnet wird. Die Summe zweier Elemente f, g € Homg (V, W)
ist definiert durch (f + ¢)(a) = f(a) + g(a) und das skalare Vielfache von f mit
einem Element o € K durch (af)(a) = af(a), jeweils fiir a € V.

Satz 4. FEs seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit gegebenen
Basen X = (x1,...,x,) und Y = (y1,...,Ym). Dann ist die Abbildung

U: Homg(V, W) — K™*", f—Arxy,

ein Isomorphismus von K- Vektorrdumen.

Beweis. Wir priifen zunéchst nach, dass ¥ K-linear ist. Dabei verwenden wir
den Isomorphismus W — K™, a —— ay, und benutzen insbesondere, dass
diese Abbildung K-linear ist. Fiir f,g € Homg(V, W), a € K gilt
Aprgxy = ((F+9) @)y, (f + 9)(@a)y)

= ((f(zl) + g(Il)))m DRI (f($n) + g(xn))y)

= (fz)y +9(@1)y, - flazn)y + 9(2a)y)

= (f(xl)Y-, .. -,f(CUn)Y) + (9(371)1/, e ,g(iﬂn)y)

=Arxy +Agxy,

sowie

Awapxy = ((@f) @)y, ..., (af)(2.)y)

( (xl))>y>"‘7 (O‘(f(‘rn)))y)
= (oz(f(xl))y, o a(f(xn))y>
= oz(f(azl)y, o f(In)y)
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also U(f +g) =¥ (f) +¥(g), ¥(af) = a¥(f), d. h. ¥ ist K-linear. Weiter ist
¥ injektiv aufgrund von 2.1/7 (i) und surjektiv aufgrund von 2.1/7 (ii). O

Korollar 5. Fiir endlich-dimensionale K-Vektorriume V,W gilt

dimyg Homg (V, W) = dimg V - dimg W.

Als Néachstes wollen wir das Produkt von Matrizen definieren und zeigen,
dass dieses der Komposition linearer Abbildungen entspricht. Fiir natiirliche
Zahlen ¢,m,n € N kann man Matrizen A € K™ mit Matrizen B € K™
multiplizieren und erhilt dabei Matrizen aus K™, und zwar ist fiir

AAAAA

das Produkt A - B erkléart durch:

A-B= (Z%‘j ﬁ;k)

j=1 i
k
Das Produkt kann also nur dann gebildet werden, wenn die Spaltenanzahl von

A gleich der Zeilenanzahl von B ist. Ein einfacher Fall eines Matrizenprodukts
liegt vor, wenn man eine Zeile aus K™ mit einer Spalte aus K™*! multipliziert:

B
(aly cee 7am) . = (alﬂl +.. .+ amﬂm)
Brn

Es entsteht eine (1 x 1)-Matrix, wobei wir diese unter Fortlassen der Klammern
mit dem entsprechenden Element von K identifizieren wollen. So kann man
sagen, dass fiir Matrizen A € K™ B € K™ " das Produkt A - B = (yix)i
aus allen Produkten von Zeilen von A mit Spalten von B besteht, und zwar ist
das Element ~y;;, in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A- B gerade das Produkt
der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B. Andererseits beachte man,
dass das Produkt einer Spalte aus K**! mit einer Zeile aus K'*" eine Matrix
aus K" ergibt:

a1 a1y ... a1y
'(Blw-'aﬁn): .

Qy b o By

Bemerkung 6. Das Matrizenprodukt ist assoziativ, d. h. fir m,n,p,q € N und
Matrizen A € K™" B e K" C € KP*1 gilt stets

(A-B)-C=A-(B-0C).
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Beweis. Mit

Oéijﬁjk%l) )

il

A-(B-C)=A- (Z ﬁjk’m> = ( Oéijﬁjk%l) )
k=1 j

Jil il

also wie gewiinscht (A-B)-C=A-(B-C). O

Wir wollen nun Matrizen im Sinne linearer Abbildungen interpretieren.
Zunichst ist festzustellen, dass jede Matrix A = (ay;);; € K™ Anlass zu
einer Abbildung

fi K" — K™, r— Az,
gibt, wobei wir K™ mit K™*! und K™ mit K™*! identifizieren. In ausfiihrlicher
Schreibweise lautet die Abbildungsvorschrift

&1 Z;lzl 585
O Ml :
&n Z?:l ;i

und man sieht unmittelbar, dass f K-linear ist. Es ist A offenbar gerade die im
Sinne von Definition 3 zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils
die aus den Einheitsvektoren bestehende kanonische Basis zugrunde legt. Wir
wollen zeigen, dass dieses Beispiel in gewissem Sine schon den Allgemeinfall
beschreibt:

Satz 7. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
V und W mit Basen X = (z1,...,2,) und Y = (Y1,...,Ym). Dann gilt fir

aeV
f(a)y = Af,x,y cax.

Beweis. Hat man Ay xy = (ay;);; und ax = (), so gilt
f(Ij):Zaijyn ji=1...,n,
i=1

sowie a = Y 7, ;. Dies ergibt
fl@) =Y &f@) =26 ayyi=> (D aué)us
=1 =1 =1 =1 j=1

also wie gewiinscht f(a)y = Ay xy - ax. O
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Die Formel aus Satz 7 ldsst sich insbesondere auf den Fall V' = W und
die identische Abbildung id: V' — V anwenden. Sie beschreibt dann einen
Basiswechsel und zeigt, wie sich Koordinatenvektoren beziiglich der Basis X in
solche beziiglich der Basis Y umrechnen lassen:

ay = Aid,xy cax

Um die Aussage von Satz 7 noch etwas genauer zu interpretieren, fithren
wir die Abbildungen kx: V — K" a+—— ayx, und ky: W — K™ b+ by,
ein, welche einem Vektor jeweils den zugehorigen Koordinatenspaltenvektor zu-
ordenen; K, Ky sind nach Bemerkung 2 Isomorphismen von K-Vektorrdumen.
Weiter sei f: K" — K™ gegeben durch x —— Ajxy - . Dann besagt die
Formel in Satz 7 gerade:

Korollar 8. In der vorstehenden Situation ist das Diagramm

kommutativ.

Fassen wir daher die Abbildungen kx, ry als Identifizierungen auf, so geht
fin f iiber und ist nichts anderes als die Multiplikation mit der Matrix Ay x y.

Als Nichstes wollen wir zeigen, dass das Matrizenprodukt als Komposition
linearer Abbildungen interpretiert werden kann.

Satz 9. Es seien U, V,W K-Vektorriume mit Basen X, Y, Z. Fiir lineare Ab-
bildungen f: U — V und g: V — W gilt dann

Agorx,z = Agyv,z - Apxy.

Beweis. Auch diese Formel ist leicht nachzurechnen. Gelte

X =(x1,...,2,), Y =i, Ym), Z = (z1,---,20)

sowie

Af,X,Y = (ajk)ﬂ a ,m, gYZ (ﬂu)z

:17
k=1,. Jj=1,..

Dann folgt f(xx) = 7%, ajpy; fiir k= 1,...,n und somit
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m
go f(zy) = Z kg (y;)

Z (277 Z ﬂzyzz

= Z Zﬁma]k  Ziy

~

also

j=1

Agorx,z = (Z @ﬂ%k) =Ayvz Arxy,
i,k

wie gewiinscht.

Wir konnen den Beweis aber auch anders fithren und uns dabei jegliche
Rechnung ersparen. Man hat ndmlich nach Korollar 8 ein kommutatives Dia-
gramm

v 4. v 2w

gl,fx gyy zlnz

Kn ! Km g KZ

wobel f durch x — Ajxy - o und g durch y — Agy,z - y erklart ist. Mit
Bemerkung 6 sieht man dann, dass Ay xz und Ay z - Ay xy zwei Matrizen
sind, die die K-lineare Abbildung g o f beziiglich der Basen X und Z beschrei-
ben. Mit Satz 4 ergibt sich daraus Agerx.z = Agv.z - Arxy. O

Wir wollen abschliefend noch einige Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen
auflisten, die sich leicht durch direkte Verifikation nachrechnen lassen; vgl. auch
Bemerkung 6. Sei & € K und seien A, B, C' Matrizen mit Koeffizienten aus K.
Weiter bezeichne 0 eine Nullmatrix und E eine (quadratische) Einheitsmatrix.
Dann gelten die Formeln

A+ B=B+A,
A4+0=A4,
EA=A, BE =B,
(0A)B = A(aB) = a(AB),
AB+C)=AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC,
(AB)C = A(BC),

wobei wir in den einzelnen Gleichungen verlangen, dass die Zeilen- bzw. Spal-
tenanzahlen so gewéahlt sind, dass die aufgefithrten Summen und Produkte auch
gebildet werden konnen. Mit Matrizen kann man daher, was die Addition und
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Multiplikation angeht, (fast) wie gewohnt rechnen. Allerdings darf man in ei-
nem Produkt A - B die Faktoren nicht vertauschen, selbst dann nicht, wenn fiir
Matrizen A, B die Produkte A - B und B - A beide erklart sind; man betrachte
etwa den Fall einer Zeile A und einer Spalte B, jeweils mit n Komponenten.
Sogar fiir quadratische Matrizen, also solche, bei denen die Zeilenzahl mit der
Spaltenzahl iibereinstimmt, ist das Produkt A - B im Allgemeinen verschieden
von B - A, wie man an einfachen Beispielen nachpriifen kann.

Aufgaben

1. Man berechne die Produkte AB und BA fiir die Matrizen

(1 2 (2 0 2%2
Af(3 _1), B*(l 1) e R

2. Man wihle in den angegeben K-Vektorrdumen V eine kanonische Basis X und
bestimme zu den linearen Abbildungen f : V — V jeweils die zugehorige Matrix
Apxx-

(i) V =R? K =R, f Drehung um 90° im mathematisch positiven Sinne.
(i) V =R? K =R, f Spiegelung an der Geraden y = .
(iii) V =Q(v?2), K = Q, f Multiplikation mit o 4+ $v/2, wobei «, 8 € Q.

3. Es sei K ein Korper. Man zeige, dass die Abbildung

f: K — K22, a:»—><(1) 316)

injektiv ist und fiir z,y € K die Beziehung f(x + y) = f(x) - f(y) erfiillt.

4. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorrdumen mit rg f = r. Man zeige: Es existieren Basen X von V und Y
von W, so dass die zu f gehorige Matrix Ay xy die folgende Gestalt besitzt:

E. 0
A ="
f,XY ( 0 O)
Dabei bezeichnet E, die (r x r)-Einheitsmatrix, sowie 0 jeweils geeignete Null-
matrizen.
5. Fiir my, ma,n1,na € N— {0} betrachte man Matrizen

A c Kmlxm, B c }'{Trl1><n27 C c szxm’ D c szxng’
E E Kn1><’r‘ F e KngXT

A B\ (E\ (AE+ BF

C DJ\F) \CE+DF)’
wobei man diese Gleichung in nahe liegender Weise als Gleichung zwischen Ma-
trizen in K (m+m2)xr gyffasse.

und zeige
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6. Essei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V ein Endomor-
phismus. Man zeige:

(i) Es existiert genau dann ein nicht-trivialer linearer Unterraum U C V mit

f(U) C U, wenn es in V eine Basis X gibt mit A¢ x x = (%I ;)

(ii) Es existieren genau dann nicht-triviale lineare Unterrdume Uy, Us C V mit
V =U;®U; und f(U;) C U; fitlr i = 1,2, wenn es in V eine Basis X gibt

. 0o
mltAf,X,X:(O B)

Dabei bezeichnen die Symbole 0 jeweils eine Nullmatrix geeigneten Typs, [ nicht-
leere quadratische Matrizen, sowie * eine geeignete rechteckige Matrix, jeweils mit
(unspezifizierten) Koeffizienten aus K.

7. Es sei V ein nicht-trivialer K-Vektorraum mit Basis X und f: V — V ein
Endomorphismus, so dass gilt:

01 11 1
00 11 1
0 0 1 1
Apxx =
0000 1
00 00 0

Man berechne dimg (ker f).
8. Es sei £ € K™, m > 1, die Einheitsmatrix und N = ()i j=1,.,m € K™*™
eine Matrix mit a;; = 0 fiir ¢ > j. Man zeige:
(i) N™=0.
(ii) Die Matrix B = E + N ist invertierbar, d. h. es existiert eine Matrix C

in K™*™ mit BC = CB = E. (Hinweis: Man versuche, die Formel fiir die
geometrische Reihe zu verwenden.)

3.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren und der Rang
einer Matrix

Es sei A = (ayj);; € K™ " eine (m x n)-Matrix und
f: K" — K™, r+— Ax,

die durch A definierte lineare Abbildung. Wie wir in Abschnitt 3.1 bemerkt
haben, ist A die zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils die
aus den Einheitsvektoren bestehende kanonische Basis zugrunde legt. In Ab-
schnitt 2.1 hatten wir den Rang einer linearen Abbildung f als die Dimension
des Bildes im f erklédrt. In unserer konkreten Situation wird das Bild im f von
den Bildern f(ey),..., f(e,) der kanonischen Basis ey, ...,e, von K™ erzeugt,
also von den Spaltenvektoren der Matrix A. Der Rang von f ist daher gleich der
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Dimension des von den Spalten von A in K™ erzeugten linearen Unterraums.
Man bezeichnet diese Dimension auch als den Spaltenrang von A. In dhnlicher
Weise besitzt A einen Zeilenrang.

Definition 1. Es sei A = (ay;);; € K™ eine Matriz. Dann nennt man die
Dimension des von den Spalten

a1 Qqp

Qm1 Qmn

von A erzeugten Unterraums in K™ den Spaltenrang von A; dieser wird mit
rg, A bezeichnet. Entsprechend heifit die Dimension des von den Zeilen

(a117'“7a1n)7 ey (a'mlw-wamn)

von A erzeugten Unterraums in K™ (wobei wir die Elemente von K™ hier als
Zeilenvektoren auffassen) der Zeilenrang von A; dieser wird mit rg, A bezeich-
net.

Als wichtiges Resultat werden wir zeigen, dass Spaltenrang und Zeilenrang
einer Matrix stets iibereinstimmen. Man schreibt dann einfach rg A anstelle
von rg, A oder rg, A und nennt dies den Rang von A. Zunichst wollen wir
jedoch die oben erwidhnte Beziehung zwischen dem Rang einer linearen Abbil-
dung K" — K™ und dem Rang der zugehtrigen Matrix auf beliebige lineare
Abbildungen ausdehnen.

Bemerkung 2. Fssei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen mit Basen X bzw. Y und mit beschreibender Ma-
triz Ay xy. Dann gilt vg f =rg, As xy. Insbesondere hingt der Spaltenrang der
f beschreibenden Matriz Ay xy nicht von der Wahl der Basen X und Y ab.

Beweis. Man betrachte das kommutative Diagramm

v

[ e

KTL f K'NL

aus 3.1/8, wobei kx (bzw. ky) gerade derjenige Isomorphismus ist, der einem
Vektor aus V' (bzw. W) den zugehérigen Koordinatenspaltenvektor beziiglich
X (bzw. Y) zuordnet. Weiter ist f die Multiplikation mit Ay xy. Es wird dann
im f unter xy isomorph auf im f abgebildet, und es folgt

rg f = dimg (im f) = dimg (im f)=rgf,

wobei, wie eingangs festgestellt, rg f gerade der Spaltenrang der Matrix A xy
ist. |
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Wir wollen nun das Gaufische Eliminationsverfahren besprechen, welches es
erlaubt, den Zeilen- bzw. Spaltenrang von Matrizen mittels elementarer Rech-
nung zu bestimmen, und zwar werden wir uns hier speziell mit der Bestimmung
des Zeilenrangs beschéftigen. Zu diesem Zwecke interpretieren wir die Vektoren
in K™ als Zeilenvektoren und bauen dementsprechend Matrizen aus K™*" aus
m solcher Zeilenvektoren auf. Wir schreiben also Matrizen A € K™ in der
Form

ay @17 ... Oip
A = =
[07%% Am1 - Qpn
mit den Zeilenvektoren a; = (qq1, ..., qim) € K" i =1,...,m. Auf solche Matri-

zen wollen wir so genannte elementare Zeilenumformungen anwenden, die, wie
wir noch sehen werden, insbesondere den Zeilenrang nicht dndern. Diese Um-
formungen lassen sich auch durch Multiplikation von links mittels Matrizen,
die man als Elementarmatrizen bezeichnet, realisieren. Wir wollen daher einige
quadratische Matrizen einfithren, die wir zur Beschreibung der Elementarma-
trizen bendtigen. Fir ¢, j = 1,...,m seil E;; € K™*™ diejenige (m x m)-Matrix,
die am Schnittpunkt der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 stehen hat und
ansonsten aus lauter Nullen besteht. Weiter bezeichne E = (4;);; € K™*™
die Einheitsmatriz, wobei d;; das Kronecker-Symbol ist. Fiir diese Matrix gilt
also £ = Z:’;l E;, sie besteht auf der Diagonalen aus Einsen und ansonsten
aus Nullen. Die Matrix F heifit Einheitsmatrix, da E - A = A fiir jede Matrix
A e K™ und B - E = B fiir jede Matrix B € K™ gilt. Folgende Typen
elementarer Zeilenumformungen werden wir verwenden:

Typ I: Man multipliziere eine Zeile von A, etwa die i-te, mit einem Skalar
a € K*, also:

a; > o ay

Diese Umformung von A kann man auch erreichen, indem man A von links mit
der Elementarmatrix E+ («— 1) E;; multipliziert. Letztere Matrix unterscheidet
sich von der Einheitsmatrix £ dadurch, dass auf der Diagonalen an der Stelle
(i,1) statt einer 1 der Faktor « steht.

Typ II: Man addiere zu einer Zeile von A, etwa der i-ten, eine weitere Zeile
von A, etwa die j-te, wobei i # j gelte, also:
a; a; -+ a]-

@ Qj

Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links mit der
Elementarmatrix F + F;; multipliziert.
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Typ III: Man addiere zu einer Zeile von A, etwa der i-ten, ein Vielfaches
einer weiteren Zeile von A, etwa der j-ten, wobei i # j gelte, also:

a; a; + aa;

aj

mit o € K. Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links
mit der Elementarmatrix E 4 oF;; multipliziert.

Typ IV: Man vertausche zwei Zeilen von A, etwa die i-te und die j-te, also:

Diese Umformung kann man auch erreichen, indem man A von links mit der
Elementarmatrix £ — Ej; — Ej; + E;; + Ej; multipliziert. Letztere Matrix erhélt
man aus der Einheitsmatrix, indem man die i-te und j-te Zeile (oder, alternativ,
Spalte) miteinander vertauscht.

Wie man leicht sehen kann, sind die Typen III und IV Kombinationen der
Typen I und II.

Satz 3. Es sei A € K™*" eine Matriz und B € K™ " eine weitere, die mit-
tels elementarer Zeilentransformationen aus A hervorgeht. Dann erzeugen die
Zeilenvektoren von A den gleichen linearen Unterraum in K™ wie die Zeilen-
vektoren von B. Insbesondere ist der Zeilenrang einer Matriz invariant unter
elementaren Zeilenumformungen.

Beweis. Es seien aq, . . ., a,, Vektoren eines K-Vektorraums V. Wahlt man dann
a € K* und 4,5 € {1,...,m}, i # j, so gilt offenbar fiir den von ay, ..., a,
erzeugten Unterraum

(a1, ... ai,... a4, A1y ooy Oy ooy Ay ey Oy

A1y ey Gy ey Oy ey Gy A1,y G4 gy Gy Q)
A1,y Qg Gy A1y QG+ QGG GGy G,

A1y ey Ggyeey Gy ooy Q).

o~~~

A1y ey Gy enn, Ay,

Indem wir vorstehende Uberlegung iterativ auf die Situation V = K™ anwenden,
folgt die Behauptung. O

Theorem 4 (Gaufisches Eliminationsverfahren). Jede Matriz A € K™ ™ ldsst
sich durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen, d. h.
auf die Form
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0...0 L%
0...0 *
0...0
B=1o.. 00 . ..00..0 0...0|3 ...
0...00 00 0 0...00 0
0...00 ...00 ...0 0...00 ...0
mit Koeffizienten f31,...,3, € K*. Die ersten r Zeilen von B bilden dann eine

Basis des von den Zeilenvektoren von A in K™ erzeugten linearen Unterraums.
Insbesondere gilt

rg, A=rg, B=r.

Beweis. Es seien by,...,b, die Zeilen der obigen Matrix B, das Element f;
gehore dabei zur Spalte mit Index j;, ¢ = 1,...,r. Wir wollen zunéchst zei-
gen, dass by, ...,b,. linear unabhéngig sind und damit eine Basis des linearen
Unterraums

(... by = (by,....by) C K"

bilden. Wenn wir A mittels elementarer Zeilentransformationen in B iiberfithren
konnen (was wir weiter unten zeigen werden), so handelt es sich geméifl Satz 3
bei diesem Unterraum gerade um den von den Zeilenvektoren von A erzeugten
linearen Unterraum von K™. Insbesondere ergibt sich rg, A =rg, B =1.

Gelte etwa, 22:1 a;b; = 0 fiir gewisse Koeffizienten «; € K. Hat man dann
B = (8ij)ij, also mit §;;, = §; fir i = 1,...,r, so erhélt man die Gleichungen

041ﬁ1 =0,
a1y, + ol =0,
a1Bry, + by + sl =0,
a1Bry, + by + o asfBsy + 0 . 4+ af =0,

woraus sich zunédchst a; = 0, dann as = 0 usw. bis schliellich «,, = 0 ergibt. Es
folgt die lineare Unabhéingigkeit von by, ..., b,.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich jede Matrix A = (;;);; € K™ auf
Zeilenstufenform bringen lésst. Hierzu gehe man wie folgt vor. Da die Nullmatrix
bereits Zeilenstufenform besitzt, darf man A # 0 annehmen. Man wiéhle einen
minimalen Index j = j;, so dass es ein ¢ mit a;; # 0 gibt, vertausche die erste
mit der i-ten Zeile und setze 3; = a; j,. Durch m — 1 Umformungen des Typs
III, welche die erste Zeile invariant lassen, kann man dann erreichen, dass alle
Elemente in der j;-ten Spalte unterhalb ; zu Null werden. Die resultierende
Matrix hat folgende Gestalt:
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0 0 ﬁl ‘ * *
0 0 0

o AW
0 ... 00

Man kann nun dasselbe Verfahren in einem zweiten Schritt auf A® anstelle von
A anwenden. Indem man die fir A benétigten Transformationen als Zeilen-
transformationen der Gesamtmatrix interpretiert und das Verfahren geniigend
oft wiederholt, ldsst sich in rekursiver Weise die behauptete Zeilenstufenform
realisieren. Erhilt man dabei in einem r-ten Schritt erstmalig A" als Null- oder
leere Matrix, so ist die Konstruktion beendet. O

Wir wollen ein Beispiel zur Transformation einer Matrix auf Zeilenstufen-
form betrachten:

00 2 011 011 011
02 4)— |0 2 4|+— |0 0 2]+— |0 0]2
011 00 2 0 0 2 000

Das Gaufsche Eliminationsverfahren kann man insbesondere verwenden, um
die Dimension eines von gewissen gegebenen Vektoren erzeugten linearen Un-
terraums U = (aq, ..., an,) C K™ zu berechnen bzw. um eine Basis von U anzu-
geben. In Verbindung mit der Dimensionsformel 1.6/5 ist es dann méglich, die
Dimension des Schnittes U N U’ zweier linearer Unterrdume U, U’ C K™ zu er-
mitteln. Weiter kann man natiirlich zu einer linearen Abbildung f: K" — K™
eine Basis des Bildes und damit insbesondere den Rang rg f bestimmen (wobei
man Vektoren in K™ am besten als Zeilenvektoren interpretiert). Aus der Di-
mensionsformel 2.1/10 ergibt sich dann auch die Dimension des Kerns von f.
Dass das Gaufische Eliminationsverfahren iiberdies dazu geeignet ist, eine Basis
von ker f anzugeben, werden wir genauer noch im Abschnitt 3.5 iiber lineare
Gleichungssysteme sehen. Bei der Losung dieser Gleichungssysteme fiihrt das
GauBlsche Verfahren zu einer sukzessiven Reduzierung des Systems der unbe-
kannten Groflen, bis man schliefllich ein Restsystem von Gréflen erhilt, deren
Werte frei gewahlt werden konnen. Einige der unbekannten Gréfien werden also
entfernt (eliminiert), so dass die Bezeichnung Eliminationsverfahren plausibel
wird.

In Analogie zu den elementaren Zeilenumformungen kann man natiirlich
auch elementare Spaltenumformungen von Matrizen erkldren. Solche Umfor-
mungen lassen sich als Multiplikation von rechts mit geeigneten Elementar-
matrizen interpretieren, und man kann &hnlich wie in Theorem 4 zeigen, dass
sich jede Matrix auf Spaltenstufenform transformieren lisst. Man braucht sich
dies aber nicht in allen Details zu iiberlegen, denn wir wollen als Néchstes das
Transponieren von Matrizen behandeln. Unter diesem Prozess gehen elementare
Zeilenumformungen iiber in elementare Spaltenumformungen und umgekehrt.
Ahnliches gilt fiir Matrizen in Zeilenstufenform bzw. Spaltenstufenform.
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Definition 5. Es sei

A= (aij)v',:1 ..... m € K™,
Jj=1,..,n

Dann heifst

.....

die zu A transponierte Matrix.

Es geht also A* aus A hervor, indem man Spalten- und Zeilenindex mitein-
ander vertauscht. Mit anderen Worten, man spiegelt A an der Hauptdiagonalen,
welche durch die Positionen (¢,4),7 = 1,...,min(m,n), charakterisiert ist. Dabei
werden die Zeilenvektoren von A zu den Spaltenvektoren von A’ und entspre-
chend die Spaltenvektoren von A zu den Zeilenvektoren von A'. Unmittelbar
ersichtlich ist:

Bemerkung 6. Die Abbildung K™ " — K™™ A +—— At ist ein Isomor-
phismus von K-Vektorrdumen. Insbesondere gilt (A + B)t = A' + B! und
(@A) = oAt fir A,Be K™" a€K.

Bemerkung 7. Fir A € K™" gilt (A")" = A sowie g, A = rg, A" und
rg, A =rg, A

Bemerkung 8. Fiir komponierbare Matrizen A, B gilt (A- B)' = B! - A"
Wir wollen nur den Beweis zu Bemerkung 8 angeben. Fiir
A= (ay)ig € K™, B = (B € K™

ergibt sich

(A-B)t = ((Z az’jﬁjk)i,k)t = (Z aijﬁjk)k,i
- (Z ﬂjkaij)k,i - oA

wie behauptet. O

Als Néchstes zeigen wir, dass das Transponieren von Matrizen dem Duali-
sieren linearer Abbildungen entspricht.

Satz 9. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensio-
nalen K-Vektorrdumen mit Basen X von V und Y von W. Ist dann X* (bzw.
Y*) die duale Basis zu X (bzw. Y), und bezeichnet f*: W* — V* die 2u f
duale lineare Abbildung, so gilt

Af*,Y*,X* = (Af7X7Y)t.
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Beweis. Es sei

X = (x1,...,2,), Y =1, Ym)s
X* = (@t ah), Y=y,
wobei man also x7(z,) = d;, und ;" (y,) = &, hat. Insbesondere wird dann fiir
@ € V* die eindeutig bestimmte Darstellung als Linearkombination der Basis
X* durch ¢ = Z;L:1 gp(a:]):rj‘ gegeben. Dies ist eine Konsequenz von 2.1/7,
wie wir bereits im Beweis zu 2.3/5 gesehen hatten. Somit lisst sich die zu f*
gehorige Matrix wie folgt beschreiben:

Apeyexe = (W) xe - um)xs) = (F W) (@) i=1.n

Ist nun die Matrix zu f gegeben durch

m
Apxy = (Qj)i=1,...m; d. h. durch flxy) = Zawyu,
j=1,..n =1
so erhalt man firi=1,...,m

n

PR = D Wi (@) - 2f = (i o f)(g) -2}

Jj=1

n n m
- Zyl*(f(x])) x;k - Zyz* (Z O‘ujyu) "C;k
Jj=1 j=1 p=1
= Z Qij ’$j7
j=1

und dies bedeutet

Aprys xx = (i) j=1,.n = (Arxy),

i=1,..., m

wie behauptet. O

Benutzen wir nun 2.3/7, dass némlich in der Situation von Satz 9 die Ab-
bildungen f und f* gleichen Rang haben, so ergibt sich mit Bemerkung 2 und
Bemerkung 7

g, Arxy =18 f =18 f* =1g, Ape y+ x+
=g, (Arxy) =18 Asxy.

Da man Matrizen stets als lineare Abbildungen realisieren kann, erhélt man als
Folgerung zu Satz 9:
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Korollar 10. Fir Matrizen A € K™*" gilt rg, A = rg, A, d. h. Spalten- und
Zeilenrang stimmen tiberein.

Wie bereits angedeutet, werden wir von nun an rg A anstelle von rg, A
bzw. rg, A schreiben und diese Zahl als den Rang der Matrix A bezeichnen.
Die Ubereinstimmung von Spalten- und Zeilenrang bei Matrizen ist ein nicht-
triviales Resultat, das wir hier auf einfache Weise als Anwendung der Theorie
dualer Abbildungen gewonnen haben. Man kann dieses Resultat aber auch an-
ders herleiten, indem man benutzt, dass sich der Zeilen- bzw. Spaltenrang einer
Matrix A nicht &ndert, wenn man A von links oder rechts mit so genannten
invertierbaren Matrizen multipliziert; vgl. Abschnitt 3.4.

Schlieflich wollen wir unter Benutzung von Korollar 10 noch zeigen, dass
sich die in Theorem 4 beschriebene Transformation einer Matrix auf Zeilenstu-
fenform auch im Sinne von Spaltenvektoren interpretieren lisst. Dies ist insbe-
sondere dann von Vorteil, wenn man aus einem gegebenen System von Vektoren
ein maximales linear unabhéngiges Teilsystem auswéhlen mochte.

Satz 11. Es sei A = (a1,...,a,) € K™ eine Matriz mit den Spalten

ay,...,a, € K™ welche sich mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zei-
lenstufenform

0...0 *

0...0 *

0...0 L%

B=10..00..00..0 0...0|3 ...

0...00 00 0 0...00 0

0...00...00 ...0 0...00 ...0
bringen ldsst. Dabei sei fir i = 1,...,r das Element 5; € K* jeweils in der
Spalte mit Index j; positioniert, mit 1 < j; < ... < 7, < n. Dann sind die
Vektoren aj,, ..., a; linear unabhingig, und es gilt

(ay,...,a;) = {aj,...,a5), j=1,...,n,

wenn i < r jeweils maximal mit j; < j gewdhlt ist.

Beweis. Verkleinert man die Matrix A zu einer Matrix A’, indem man gewisse
Spalten streicht, so erhélt man eine zugehorige Zeilenstufenform von A’; indem
man B durch Streichen der entsprechenden Spalten zu einer Matrix B’ verklei-
nert. Es folgt dann rg, B" = rg, A’ = rg, A’, so dass die Dimension des von
den Spalten von A’ erzeugten linearen Unterraums gerade gleich dem Rang von
B’ ist. Insbesondere folgt mit diesem Argument die lineare Unabhéngigkeit des
Systems aj,, ..., a;, € K™ und mittels 1.5/14(ii) auch die behauptete Gleich-
heit linearer Unterrdume. O
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Aufgaben

1. Man bringe die Matrix

c R4><6

N = N =
(SO I
SO =
© o vt N
EN - TS,
= oo

auf Zeilenstufenform.

2. Man berechne den Zeilenrang der Matrix
113 2

A=(1 1 2 3| e K>
1100

jeweils fiir die Korper K = Q und K = F5; dabei ist F5 der Korper mit 5
Elementen aus Abschnitt 1.3, Aufgabe 3.

3. Man priife, ob das System der folgenden Vektoren € R linear unabhingig ist:
(5,4,3,2,1), (1,2,3,4,5), (2,2,2,2,1), (1,0,0,1,1), (1,0,1,0,1)
4. Es sei U ¢ R* der lineare Unterraum, der von den Vektoren
(1,2,1,2), (2,5,4,5), (1,4,6,6), (2,5,6,9), (2,6,7,8), (1,1,0,3)
erzeugt wird. Man berechne dimg U und gebe eine Basis von U an.
5. Es seien in R® die folgenden linearen Unterriume gegeben:

U = <(170717071)7 (2>3747172)7 (073727170»
U'={((1,-1,1,0,2), (1,3,3,1,1), (1,2,3,1,2))

Man berechne dimg U und dimg U’ und zeige U C U’.

6. Man betrachte in R® die linearen Unterrdume

U=(1,1,1,0,1,1), (2,3,4,0,2,1), (0,3,2,1,1,1)),
U ={((2,6,6,2,2,1), (0,9,4,3,0,1), (1,2,3,1,2,1))

und berechne dimg(U N U’).

7. Man betrachte die Linearformen

f1: RP — R, (a1y...,a5) — (a9 + ag + ag + as)
fo: R — R, (a1,...,a5) — (a1 + 202 — a3z — ay)
f3: R — R, (a1, ..., a5) — (bog + 20 — a3 + 204 — 20a5)
f1: R — R, (a1,...,a5) — (@1 —ag + a4 — as)

und priife, ob diese ein linear unabhingiges System im Dualraum (R?)* definieren.
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8. Die Linearformen fi, fo, f3, f4 seien wie in Aufgabe 7. Fiir die R-lineare Abbildung
f:Rs —>R47 T (fl(l)vfQ(T)7f3(x)7f4('1’))7

bestimme man dimpg ker f und dimg im f. Weiter gebe man eine Basis von im f
an.

9. Es sei Fo der Korper mit 2 Elementen. Im Fo-Vektorraum IFQQOOO sei eine Familie

von Vektoren (v;)i=1,... 2000 definiert durch

0 falls ¢ nicht durch 4 teilbar ist,
vV = (1 + 5ij)j=1,m,2000 falls 7 durch 4, nicht durch 8 teilbar ist,
(1 + 51‘,1”‘ + 6¢+17j)j:1““72000 falls ¢ durch 8 teilbar ist.

Man betrachte den von den v; erzeugten linearen Unterraum U C F290 bestim-
me dimp, U und gebe eine Basis von U an.

3.3 Matrizenringe und invertierbare Matrizen

Fiir n € N ist auf der Menge K™*" aller (n x n)-Matrizen dhnlich wie bei einem
Korper neben der Addition eine Multiplikation gegeben, die fiir n > 2 allerdings
nicht kommutativ ist. Dabei zeigen Gleichungen des Typs

6 0)G o)

dass es fiir n > 2 nicht-triviale Nullteiler in K™*" gibt. Eine Matrix A € K™*"
heifit ein Nullteiler, wenn es eine von Null verschiedene Matrix B € K™*™ mit
A-B=0oder B-A=0 gibt.

Definition 1. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen ¢ + 7 (Addition) und
“ .7 (Multiplikation) heift ein Ring, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(i) R ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.
(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. fir a,b,c € R gilt

(a-b)-c=a-(b-c).

(iii) Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv, d. h. fir a,b,c € R
gilt
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c
Das neutrale Element beziiglich der Addition 0 wird als Nullelement von R
bezeichnet. Der Ring R heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ
ist. Weiter nennt man ein Element e € R ein Einselement, wenn e-a =a=a-e
fiir alle a € R gilt; man schreibt dann auch 1 anstelle von e.

Natiirlich ist ein Einselement eines Ringes, sofern es existiert, eindeutig
bestimmt. Das einfachste Beispiel eines Ringes ist der Nullring 0. Dieser besteht
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nur aus einem Element 0 mit den Verkniipmfungen 0+ 0 = 0 und 0-0 = 0; hier
ist also 0 sowohl das Nullelement wie auch das Einselement. Wir wollen aber
noch einige interessantere Beispiele anfiithren.

(1) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring mit Eins unter
der gewohnlichen Addition und Multiplikation.

(2) Jeder Korper, etwa Q, R oder C, ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(3) Es sei V ein K-Vektorraum und R = Homg(V, V') der K-Vektorraum
der Endomorphismen von V. Dann ist R ein Ring, der so genannte Endomor-
phismenring von V| wenn man in R als Addition die gewthnliche Addition
linearer Abbildungen sowie als Multiplikation die Komposition linearer Abbil-
dungen betrachtet. Dieser Ring wird mit Endg (V) bezeichnet. Er enthilt die
Nullabbildung 0: V' — V als Nullelement, sowie die identische Abbildung
id: V. — V als Einselement. Man kann sich tiberlegen, dass Endg (V) fiir
dimg V' > 2 nicht kommutativ ist.

(4) Fur n € N ist der K-Vektorraum K™*™ der quadratischen n-reihigen
Matrizen ein Ring unter der in Abschnitt 3.1 eingefithrten Addition und Mul-
tiplikation von Matrizen. Es ist K%< der Nullring und K'*! ein Ring, den
wir in kanonischer Weise mit dem Korper K identifizieren kénnen. Weiter ist
die Multiplikation in K™*™ fiir n > 2 nicht mehr kommutativ. Die Matrix
E = (6;)i; € K™, oftmals auch mit 1 bezeichnet, ist ein Einselement in
K™™ und wird als n-reihige Finheitsmatriz bezeichnet. Wie wir bereits zu Be-
ginn gesehen haben, enthédlt K™*" fiir n > 2 nicht-triviale Nullteiler.

Die Beispicele (3) und (4) sind, wie man mit Hilfe der Resultate aus Ab-
schnitt 3.1 einsieht, verwandt. Genauer gilt:

Satz 2. Es sei V ein K-Vektorraum und X = (x1,...,x,) eine Basis von V.
Dann ist die Abbildung

U: Endg(V) — K™, fr— Arxx,
ein Isomorphismus von Ringen, d. h. eine bijektive Abbildung mit
U(f+g)=v(f)+¥(9), W(fog)=¥(f) ¥(g)

fir alle Elemente f,g € Endg (V).

Beweis. Aufgrund von 3.1/4 ist ¥ eine bijektive Abbildung, die mit der Addition
vertriiglich ist. Die Vertréglichkeit mit der Multiplikation folgt aus 3.1/9. O

Ist a ein Element eines Ringes R mit Eins, so heifit ein Element b € R invers
zu a, wenn a-b=1=b-a gilt. Das inverse zu einem Element a € R ist, falls es
existiert, stets eindeutig bestimmt. Sind néamlich zwei Elemente b,0’ € R invers
zu a, oder genauer, ist b invers zu a und gilt lediglich a - = 1 (bzw. alternativ
b'-a=1), so folgt
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b=b-1=b-(a-0)=(0b-a)-V=1-V=V,

bzw.

b=1-b= a) b=V -(a-b)=b-1=10.

Man schreibt ¢! fiir das inverse Element zu a und nennt a in diesem Fall
invertierbar oder eine Einheit. In einem Korper ist jedes Element a # 0 eine
Einheit. Andererseits gibt es in Matrizenringen K™*™ fiir n > 2 stets nicht-
triviale Nullteiler, und solche Matrizen konnen keine Einheiten sein. Ist ndmlich
A € K™ eine Einheit und B € K™ eine Matrix mit A - B = 0, so folgt
notwendig B = A71- A - B = 0 mit der inversen Matrix A~! zu A.

Bemerkung 3. In jedem Ring R mit Eins ist die Menge R* aller Einheiten
eine Gruppe beziglich der Multiplikation.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus den definierenden Eigenschaften
eines Ringes bzw. einer Einheit.

Bemerkung 4. Es sei V' ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Dann ist
dquivalent:

(i) FEs ezistiert ein Element g € Endg(V) mit fog=idy =go f, d h f
ist eine Einheit in Endg (V).

(ii) f ist ein Automorphismus von V.

Beweis. Die Beziehung f o g = idy impliziert, dass f surjektiv ist, und entspre-
chend g o f =idy, dass f injektiv ist. Aus Bedingung (i) ergibt sich somit (ii),
und umgekehrt folgert man aus (ii) auch (i), wenn man g als Umkehrabbildung
zu f erklart. O

Die Einheitengruppe des Endomorphismenrings Endg (V) besteht also ge-
rade aus allen Automorphismen von V. Wir bezeichnen diese Gruppe mit
Auty (V) und nennen dies die Automorphismengruppe von V. Die Einheiten-
gruppe des Matrizenrings K™ wird mit Gl(n, K) bezeichnet; man spricht
hier von der allgemeinen linearen Gruppe (general linear group). Die Elemente
von Gl(n, K) heiflen invertierbare (oder umkehrbare, bzw. regulédre, bzw. nicht-
singulére, bzw. nicht ausgeartete) Matrizen.

Satz 5. Es sei V ein K-Vektorraum und X = (z1,...,x,) eine Basis von V.
Dann beschrinkt sich der Isomorphismus

WZ EHdK(V) =~ Knxn’ f L Af,X,X7
aus Satz 2 zu einem Isomorphismus
Autg (V) =% Gl(n, K)

der zugehorigen Einheitengruppen, d. h. zu einer bijektiven Abbildung, welche
die jeweiligen Gruppenstrukturen respektiert.
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Beweis. ¥ bildet die identische Abbildung idy € Endg (V) auf die Einheitsma-
trix £ € K™ ab, also das Einselement von End (V) auf das Einselement von
K" ™. Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass ¥ Einheiten in Einheiten tiberfiihrt.
Da die Umkehrabbildung ¥ ! entsprechende Eigenschaften besitzt, folgt die Be-
hauptung. O

Wir wollen den Inhalt des Satzes noch in einem etwas allgemeineren Rahmen
formulieren.

Satz 6. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
mit Basen X = (z1,...,2,) und Y = (y1,...,yn). Die beschreibende Matrix
A= Asxy ist genau dann invertierbar, wenn f ein Isomorphismus ist.

Beweis. Man {iberlegt sich wie im Beweis zu Bemerkung 4, dass f genau dann
bijektiv ist, wenn es eine K-lineare Abbildung g: W — V mit fog = idy und
go f =1idy gibt. Letzteres ist aber aufgrund von 3.1/4 und 3.1/9 dquivalent zu
der Existenz einer Matrix B € K™ mit Ay xy-B=1und B-A;xy =1. O

Korollar 7. Fiir eine Matriz A € K™*™ ist dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) Es existiert eine Matric B € K™™ mit B- A= 1.
(ii) Es existiert eine Matric B € K™™ mit A- B = 1.
(iv) rgA=mn.

Beweis. Wir realisieren A als lineare Abbildung, etwa als Abbildung
f: K" — K", r— A-x.

Dann ist A die zu f gehorige Matrix beziiglich der kanonischen Basis auf K™.
Indem wir Satz 5 sowie 3.2/2 benutzen, geniigt es zu zeigen, dass die folgenden
Bedingungen dquivalent sind:

(") f ist ein Automorphismus.

(i) FEs existiert eine K-lineare Abbildung g: K™ — K™ mit go f =1id.
(iil") Es existiert eine K-lineare Abbildung g: K" — K™ mit fog=1id.
(iv') rg f =n.

Ist f ein Automorphismus, so folgen natiirlich die Bedingungen (ii'), (iii’)
und (iv’"). Umgekehrt, hat man (ii'), so ist f injektiv und nach 2.1/11 ein Auto-
morphismus. Unter den Bedingungen (iii’) bzw. (iv’) schlieflich ist f surjektiv
und damit ebenfalls ein Automorphismus aufgrund von 2.1/11. O

Bedingung (iv) aus Korollar 7 gibt uns ein niitzliches Kriterium fiir die
Invertierbarkeit einer Matrix A € K™, insbesondere deshalb, weil wir den
Rang einer Matrix mittels elementarer Zeilenumformungen in expliziter Weise
bestimmen kénnen; vgl. 3.2/4. So sieht man etwa, dass fiir 4,5 € {1,...,n},
i# 7, und a € K* die Elementarmatrizen
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7

aus K™ invertierbar sind; dabei sei E wie in Abschnitt 3.2 die Einheitsma-
trix in K™ sowie E;; = (0;u0ju)u,- Die Elementarmatrizen gehen nédmlich
durch elementare Zeilenumformungen aus der Einheitsmatrix F hervor, haben
also denselben Rang wie diese, also n; vgl. 3.2/3. Weiter unten werden wir die
Inversen zu den aufgefiihrten Elementarmatrizen (die sich im Ubrigen leicht
“erraten” lassen) auch noch explizit bestimmen.

Wir konnen die gerade beschriebene Argumentation dazu nutzen, um das in
Abschnitt 3.2 behandelte Gaufische Eliminationsverfahren auf die Invertierung
von Matrizen auszudehnen. Man gehe etwa aus von einer Matrix A € K™ ™,
Dann kann man A gemé#f 3.2/4 mittels elementarer Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform B bringen. Nehmen wir nun A als invertierbar an, so gilt
rg A = rg B = n gemif Korollar 7, und es stehen in der Situation von 3.2/4 die

Elemente 1, ..., 3, gerade auf der Hauptdiagonalen, also:
b1 % k... %
O 62 *
B=]. .
) ) *
0O 0 ... 0 pB,
Man kann nun durch Multiplikation der i-ten Zeile mit 5, ', i = 1,...,n, an-

nehmen, dass alle §; den Wert 1 haben. Sodann kann man Vielfache der n-ten
Zeile von den iibrigen Zeilen subtrahieren und auf diese Weise erreichen, dass
alle Elemente in der n-ten Spalte oberhalb von (3, zu Null werden. Entsprechend
kann man die {ibrigen Spalten behandeln, und es folgt, dass sich A im Falle der
Invertierbarkeit mittels elementarer Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
E iberfithren ldsst. Jede solche Zeilenumformung lésst sich interpretieren als
Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links, wie wir in Abschnitt 3.2
gesehen haben. Wir finden daher Elementarmatrizen Si,..., S, € K™ mit

S S1-A=FE,
und Multiplikation mit A~! von rechts ergibt A=' =S, -...-S;. Indem wir
Alt=8.....5"-F

schreiben, sehen wir folgendes: Diejenigen elementaren Zeilenumformungen, die
A in die Einheitsmatrix F {iberfiihren, fithren F selbst in die Matrix A" iiber!
Das Verfahren zur Invertierung von Matrizen kann man daher wie folgt be-
schreiben: Man bringe A mittels einer Folge elementarer Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform und fithre bei jedem Schritt die entsprechende Zeilenum-
formung auch an der Einheitsmatrix durch. Wenn man dann an der Zeilen-
stufenform rg A = n ablesen kann, ist A invertierbar, und man fahre fort, bis
man A in die Einheitsmatrix iiberfithrt hat. Die aus der Einheitsmatrix durch
die entsprechenden Umformungen gewonnene Matrix ist dann die zu A inverse
Matrix A~!. Beispielsweise erkennt man auf diese Weise fiir o € K, i # j:
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(E+(a—1)E) ' =E+ (' - 1)E;
(E + OZEQ‘)il = E — Oin'
(E = Ei — Ejj + Eyj + B;i) ™ = E— By — Ejj + By + Ej;

Als Nebenprodukt dieses Verfahrens konnen wir noch vermerken:

Satz 8. Jede invertierbare Matriz A € Gl(n, K) ist ein Produkt von Elemen-
tarmatrizen des Typs

E+(a-1)E;, acK¥
E + Ej;, i # 7,
mit 1 <4,5 <n. Dabei ist E € K™" die Finheitsmatriz und E;; = (0,i00;) y-

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dass A mittels elementarer Zeilenumformun-
gen des Typs I - IV aus Abschnitt 3.2 in die Einheitsmatrix tiberfithrt werden
kann und dass A~! das Produkt der entsprechenden Elementarmatrizen ist. Nun
kann man aber eine elementare Zeilenumformung des Typs III, also Addition
des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile fiir o € K™* und gewisse Indizes
1 # j, auch als eine Folge von elementaren Zeilenumformungen der Typen I und
IT interpretieren: Man multipliziere die j-te Zeile mit «, addiere sie zur i-ten
Zeile und multipliziere die j-te Zeile anschlieBend wieder mit a~!. Entsprechend
kann man auch eine elementare Zeilenumformung des Typs IV, also das Ver-
tauschen von i-ter und j-ter Zeile fiir gewisse Indizes ¢ # j, als eine Folge von
Umformungen der Typen I und II interpretieren: Man addiere die j-te Zeile zur
i-ten Zeile, multipliziere die j-te Zeile mit —1, addiere die i-te Zeile zur j-ten
Zeile und subtrahiere schlieflich die j-te Zeile von der i-ten Zeile. Dabei ist der
letzte Schritt eine Umformung vom Typ III, also zerlegbar in eine Folge von
Umformungen der Typen I und II.

Indem wir vorstehende Uberlegung auf A~! anstelle von A anwenden, sehen
wir, dass A wie behauptet ein Produkt von Elementarmatrizen ist, die zu den
elementaren Zeilenumformungen der Typen I und II korrespondieren. O

Mochte man zu einer gegebenen Matrix A € Gl(n, K) deren Zerlegung in
Elementarmatrizen konkret bestimmen, so verfihrt man am besten wie folgt:
Man iiberfithrt A mittels elementarer Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
und erhilt auf diese Weise eine Zerlegung der Form A=! = S, - ... -S| mit
Elementarmatrizen Sy, ..., S,. Inversenbildung liefert dann A = S;*-...- S
wobei es sich bei den S; !, wie oben beschrieben, wiederum um Elementarma-
trizen handelt. Will man sich auf die in Satz 8 genannten Elementarmatrizen
beschriinken, so sind die S; ! gegebenenfalls noch weiter zu zerlegen.

Aufgaben

1. Essei X eine Menge und R ein Ring mit 1. Man zeige, dass die Menge Abb(X, R)
aller Abbildungen X — R unter der gewthnlichen Addition bzw. Multiplikation
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R-wertiger Funktionen einen Ring bildet. Man beschreibe die Einheitengruppe
dieses Ringes.

2. Man gebe einen K-Vektorraum V an, zu dem es Nichteinheiten f,g € Endg (V)
mit fog=idy gibt.
3. Essei f: U — U ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektor-
raums. Dann ist dquivalent:
(i) rg f < dimg U.
(if) f ist ein Links-Nullteiler in Endg (V), d. h. es existiert g € Endg(V), g # 0,
mit fog=0.
(iii) f ist ein Rechts-Nullteiler in Endg (V), d. h. es existiert ¢ € Endg(V),
g#0, mit go f =0.
Insbesondere ist ein Links-Nullteiler in Endg (V') auch Rechts-Nullteiler und um-
gekehrt. Entsprechendes gilt im Matrizenring K™*".

4. Man priife folgende Matrizen auf Invertierbarkeit und gebe gegebenenfalls die
inverse Matrix an:

123 2 4 11120
112 2 4 10210
13437, |1t 112 1] eRrR®
2 35 3 8 01210
00101 11120

5. Falls moglich schreibe man die folgenden Matrizen als Produkt von Elementar-

matrizen:
1001 1111
1103 0111 s
111 4" oo 1 1] €R
101 2 000 1

6. Fiir A € Gl(n, K) zeige man (A~ = (AH)~1
7. Fir m,r,s € N— {0} betrachte man Matrizen

A c Kme B c KmXS C c K’I‘Xm D c KTXS

mit A B

wobei A invertierbar sei. Man zeige D = C' - A™! - B.

3.4 Basiswechsel

Wir haben gesehen, dass man K-lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen
bei Fixierung von Basen durch Matrizen beschreiben kann. In diesem Abschnitt
soll insbesondere untersucht werden, wie sich die beschreibende Matrix dndert,
wenn man zu anderen Basen iibergeht. Wir beginnen mit einer Charakterisie-
rung von Basen.
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Bemerkung 1. Es sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis X = (x1,...,T,).
Zu n Elementen y; = >z, € V, j =1,...,n, mit Koeffizienten oy;; € K
betrachte man die Matriz A = (o) ; € K™, also die Matriz Ay x x der durch
x; — y; erklarten K-linearen Abbildung f: V — V. Dann ist dquivalent:
(i) Y = (y1,-..,yn) ist eine Basis von V.
(ii) rg A = n.
(iii) A € Gl(n, K) , d. h. A ist invertierbar.

Beweis. Ist Y eine Basis von V', so ist f ein Isomorphismus, und es folgt mit
32/21gA =1gf = dimgV = n. Gilt rgA = n, so hat man A € Gl(n, K)
nach 3.3/7. Aus letzter Bedingung wiederum ergibt sich mit 3.3/6, dass f ein
Isomorphismus ist, und folglich, dass Y eine Basis ist. O

Ist Y in der Situation von Bemerkung 1 eine Basis von V', so bezeichnen wir
A = ()i als Matriz eines Basiswechsels. Man kann dann, und dies werden
wir zur Prézisierung der Art des Basiswechsels stets so handhaben, A auch als
Matrix zur identischen Abbildung id: V' — V bexziiglich der Basen Y und X
interpretieren, also A = Ajqy,x. Insbesondere ergibt sich aus Bemerkung 1, dass
sich bei fixierter Basis X von V jede Matrix A € Gl(n, K) als Basiswechselma-
trix der Form Ajqy x mit einer geeigneten Basis Y von V interpretieren lasst.
Aus der Gleichung

Aayx - Aaxy = Aiaxx =1,

vgl. 3.1/9, lesen wir ab:

Bemerkung 2. FEs sei V ein K-Vektorraum mit endlichen Basen X und Y.
Dann ist die Basiswechselmatriz Aiqy,x invertierbar, und thr Inverses wird ge-
geben durch die Basiswechselmatriz Aiq x,y .

Weiter folgt aus 3.1/7:
Bemerkung 3. Es sei V ein K-Vektorraum mit endlichen Basen X und Y.

Fiir a € V bezeichne ax bzw. ay den Koordinatenspaltenvektor von a beziiglich
X bzw. Y. Dann gilt

ax = Aid,y,x s Qy, ay = Aid,x,y cax.
Als Néchstes soll untersucht werden, wie sich die beschreibende Matrix einer
linearen Abbildung unter Basiswechsel verhélt.
Satz 4. Es sei f:V — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorriumen. Sind dann X, X’ Basen von V und Y,Y’ Ba-

sen von W, so gilt

—1
Arxryr = (Aiayy)” - Arxy - Aiax x-
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Beweis. Indem man 3.1/9 auf f = idy of oidy anwendet, erhilt man
Arxryr = Aiayy  Arxy - Aidxr x,

mit Aid’yﬁy' = (Aid,Y’,Y)il' -

Korollar 5. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V mit Basen X, X’'. Dann gilt

—1
Apxrxr = (Aiaxx) - Apxx - Aiaxrx.

Wir wollen nun noch einige Anwendungen zum Rang einer Matrix geben.

Satz 6. Fiir Matrizen S € Gl(m,K), A€ K™ und T € Gl(n, K) gilt

rg(S-A-T)=rgA.

Beweis. Man betrachte die lineare Abbildung f: K™ — K™, a — A-a. Dann
ist A die zu f gehorige Matrix, wenn man in K™ und K™ jeweils die kanonische
Basis zugrunde legt. Interpretiert man dann S~! als Matrix eines Basiswechsels
in K™ und T als Matrix eines Basiswechsels in K", so ergibt sich

g(S-A-T)=rgf=1gA
mit 3.2/2 und Satz 4. O

Lemma 7. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorriu-
men mit dimgV = n und dimg W = m. Sei r = rg f. Dann ezxistiert eine
Basis X = (x1,...,2,) von V sowie eine Basis Y = (yi, ..., Ym) von W mit

E. 0
Af,X,Y - ( 0 0> 5

wobei B, die (r X r)-Einheitsmatriz ist und 0 jeweils geeignete (mdglicherweise
auch leere) Bereiche mit Koeffizienteneintrdigen 0 bezeichnet.

Beweis. Man wéhle eine Basis yq,...,%,. von im f und ergénze diese zu einer
Basis Y = (y1,...,Ym) von W. Seien weiter z1, ..., x, f-Urbilder zu y, ..., y,.
Diese sind linear unabhiingig, vgl. 2.1/5, und lassen sich, wie im Beweis zu
2.1/10 gezeigt, durch Elemente z,1,...,2, € ker f zu einer Basis X von V
erginzen. Sodann gilt

y, firj=1,...,7
fla)=q7 "
0 firj=r+1,...,n,

d. h. Ay xy ist von der gewiinschten Form. O
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Satz 8. Fs sei A € K™*™ mit rg A = r. Dann existieren invertierbare Matrizen
S e Gl(m,K) und T € Gl(n, K) mit

E 0
saro(9),

wobei B, die (r X r)-Einheitsmatriz ist und 0 jeweils geeignete (mdglicherweise
auch leere) Bereiche mit Koeffizienteneintrigen 0 bezeichnet.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
f: K" — K™, a+— A-a,

deren Matrix beziiglich der kanonischen Basen in K™ und K™ durch A gegeben
wird. Nach Lemma 7 gibt es dann Basen X von K™ und Y von K™, so dass
Ay xy von der behaupteten Gestalt ist. Nach Satz 4 gilt Ay xy =S5+ A-T mit
Basiswechselmatrizen, also invertierbaren Matrizen S und 7. 0

Abschliefend wollen wir noch andeuten, wie man die Uberlegungen dieses
Abschnitts dazu benutzen kann, um zu zeigen, dass bei einer Matrix stets der
Spalten- mit dem Zeilenrang iibereinstimmt. Wir hatten dieses Resultat bereits
in 3.2/10 hergeleitet, und zwar unter Verwendung der Theorie dualer Abbil-
dungen. Sei also A € K™*™. Dann kénnen wir A als Matrix Ay xy zu einer
K-linearen Abbildung f: V — W bexziiglich einer Basis X von V bzw. Y von
W interpretieren, wobei sich der Spaltenrang von A nach 3.2/2 zu rg, A = rg f
berechnet. Invertierbare Matrizen S € Gl(m, K), T € Gl(n, K) kann man als
Basiswechselmatrizen auffassen, so dass man rg (S - A-T) = rg f unter Benut-
zung von Satz 4 erhilt. Mit dieser Uberlegung ergibt sich

g, (S-A-T)=rg, A

fiir beliebige Matrizen S € Gl(m, K), T € Gl(n, K). Diese Gleichung ist aber
auch fiir den Zeilenrang richtig, denn es gilt

1g, (S-A-T)=1g,(S-A-T) =rg (T"- A"- ") =rg, A" =g, A.

Man benétigt hierfiir aufler den Resultaten 3.2/7 und 3.2/8 lediglich, dass mit
S € Gl(m, K) auch S* invertierbar ist, entsprechend fiir T', was aber unmittelbar
klar ist. Wahlt man nun S und 7T so, dass S - A - T die in Satz 8 angegebene
einfache Gestalt besitzt, so gilt natiirlich rg (S-A-T) =rg,(S-A-T), und es
folgt die gewiinschte Beziehung

rg, A=1g,(S-A-T)=1g,(S-A-T)=rg, A.
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Aufgaben
1. Man zeige, dass die folgenden Systeme von Vektoren

X ={(1,1,1,2,0),(1,0,2,1,0), (1,1,1,2,1),(1,1,2,1,0),(0,1,1,2,0)},
Y = {(17 27 37 474)7 (17 1’27 374)7 (1’37 47 67 7)7 (27 37 57 67 8)7 (07 07 17 1’ 1)}

jeweils eine Basis von R bilden. Wie lauten die Basiswechselmatrizen A xy
und Aid,YA, X?

2. Es sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension n > 0. Man beschreibe alle
Basiswechselmatrizen A € K™*" welche eine gegebene Basis X von V', abgesehen
von der Reihenfolge der Basisvektoren, wieder in sich selbst tiberfiihren.

3. Es sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension n > 0. Fiir gegebene Matrizen
A, B € K™ beweise man die Aquivalenz folgender Bedingungen:

(i) Es existiert eine Matrix S € Gl(n, K) mit B = S™1AS.
(i) Es existieren f € Endg (V) und Basen X,Y von V mit Ay x x = A und
Af"y,y = B.
4. Fiir Matrizen A, B € K™*" gchreibe man A ~ B, falls es S € Gl(m, K) und
T € Gl(n,K) gibt mit B = SAT. Man zeige, dass die Relation “ ~ 7 eine

Aquivalenzrelation ist, beschreibe die zugehorigen Aquivalenzklassen und gebe
insbesondere deren Anzahl an.

ot

Es sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit den Basen X,Y und
V* sein Dualraum mit den dualen Basen X*, Y*. Fiir die Basiswechselmatrizen
A= Aid,X,Y und Aid,X*,Y* gilt dann Aid,X*,Y* = (Ail)t.

3.5 Lineare Gleichungssysteme

Fiir eine Matrix A = (a;;);; € K™ und einen Vektor b = (b, ..., b,)" € K™,
den wir als Spaltenvektor auffassen wollen, nennt man

a1y + ...+ T, = b1
anry + ...+ Qogx, =by
Q11 + ...+ QpnTn =bpy

oder in Matrizenschreibweise

A-x=0D

ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten a;; € K und den “Unbekann-
ten” xy,...,T,, bzw. = (z1,...,7,)". Genauer versteht man hierunter das
Problem, alle x € K™ zu bestimmen, die die Gleichung A - © = b erfiillen. Im
Falle b = 0 heifit das Gleichungssystem homogen, ansonsten inhomogen. Wir
wollen eine spezielle Bezeichnung fiir den Raum der Losungen eines linearen
Gleichungssystems einfiihren.
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Definition 1. Fiir eine Matriz A € K™*™ und einen Spaltenvektor b € K™
bezeichnen wir die Menge

MA,b:{IGKn; AI:b}
als den Losungsraum des linearen Gleichungssystems A -x = b.

Wir kénnen sofort eine triviale, aber sehr wichtige Feststellung treffen, die
Informationen {iber die Struktur solcher Losungsraume liefert:

Bemerkung 2. Zu einem linearen Gleichungssystem A-x =b mit A € K™,
b € K™ betrachte man die K-lineare Abbildung f: K" — K™ a+— A-a.
Dann gilt

May = f(b).

Der Losungsraum des Gleichungssystems ist daher ein affiner Unterraum von
K™ vgl. 2.2/11.

Fiir b =0 folgt insbesondere Mo = ker f. In diesem Falle ist der Lisungs-
raum sogar ein linearer Unterraum von K.

Wir wollen zunéchst homogene lineare Gleichungssysteme, also lineare Glei-
chungssysteme des Typs A-x = 0 genauer studieren. Der Losungsraum M4 ¢ ist
dann ein linearer Unterraum von K™, enthélt stets die triviale Losung 0 € K™
und ist folglich nicht leer.

Satz 3. Fir A € K™ " ist der Lisungsraum Mao des homogenen linearen
Gleichungssystems A - x = 0 ein linearer Unterraum von K™ mit Dimension
dimg(Map) =n —rg A.

Beweis. Die lineare Abbildung f: K* — K™, a — A - a, besitzt M4, als
Kern, und die Dimensionsformel 2.1/10 liefert n = dimg (ker f) + rg f, also
dimg(Map) =n —rg A. O

Lemma 4. Fir A€ K™ und S € Gl(m, K) haben die linearen Gleichungs-
systeme A-x =0und (S A) -2 =0 dieselben Losungen, d. h. Mao = Mgap.

Beweis. Gilt x € My, also A-x = 0, so folgt mittels Multiplikation mit S
von links S+ A-z =0, also v € Mgap. Umgekehrt, hat man € Mg, , also
S-A-x =0, so ergibt sich durch Multiplikation mit S~* von links A -z = 0,
also x € Myp. O

Die Aussage des Lemmas ist von besonderem Nutzen, wenn man ein kon-
kret gegebenes homogenes lineares Gleichungssystem der Form A-x = 0 explizit
16sen mochte. Man kann nédmlich dasGaufsche Eliminationsverfahren anwenden
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und A geméB 3.2/4 mittels elementarer Zeilenumformungen auf Zeilenstufen-
form bringen. Da solche Umformungen auch als Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen, also invertierbaren Matrizen, interpretiert werden kénnen,
andert sich der Losungsraum des betrachteten homogenen linearen Gleichungs-
systems dabei nicht. Man darf daher ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass A Zeilenstufenform besitzt. Um unsere Bezeichnungen iiber-
sichtlich zu gestalten, wollen wir weiter annehmen, dass die Elemente von A,
bei denen sozusagen die einzelnen Stufen beginnen, auf der Hauptdiagonalen
von A stehen, dass also A von der Gestalt

[ T T (5T
[ oy,
A =
0 Qpp oo Qi
0 ... 0
0o ... 0
mit Koeffizienten o1, ..., o € K™ ist, wobei r = rg A gilt. Eine solche Zei-

lenstufenform kann man aus einer Zeilenstufenform allgemeinen Typs durch
Vertauschen von Spalten herstellen, ein Prozess, der sich beispielsweise durch
Umnummerieren der Unbekannten a1, . . . , z,, realisieren lisst. Im Ubrigen kann
man durch Ausfithren weiterer elementarer Zeilenumformungen stets a; = 1
fir i = 1,...,r erreichen und auflerdem, dass alle Elemente in der i-ten Spalte
oberhalb von «;; verschwinden. Die Matrix A kann also von der Form

1 (€ R N R

1 Qg pry1 ... Qg

1 Qp g1 Qr.p
0 ... 0
0 ... . 0
0 .. s 0

angenommen werden, wobei sich in der linken oberen Ecke die (r x r)-Einheits-
matrix befindet. Somit ist folgendes Gleichungssystem zu lésen:

n
T; + E a,-jxj:(L Z:].7

Jj=r+1

<

Dies ist ohne Aufwand moglich, da man die Werte z,,1,...,z, € K beliebig
vorgeben darf und sich die Werte von 1, ..., z, hieraus zu
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n
Ty = — E Qg Z':L...,’f’,

Jj=r+1

bestimmen.

Die Arbeit beim Losen des linearen Gleichungssystems A - x = 0 reduziert
sich damit auf das Herstellen der oben angegebenen speziellen Zeilenstufenform
von A. Insbesondere wird deutlich, warum dieses nach Gaufl benannte Verfahren
als Eliminationsverfahren bezeichnet wird. Aus der ersten Gleichung ergibt sich
x1 in Abhéngigkeit von x,,1,...,x,, aus der zweiten z, in Abhéngigkeit von
Tyril,- .-, Ty UsW. Es werden also nach und nach unbekannte Gréflen eliminiert,
bis man zu einem Restsystem von Groflen gelangt, deren Werte frei wéhlbar
sind. Dies dufert sich darin, dass die Projektion

Kn_)Kn_T7 (al»”-aan)t’—>(ar+1>~~-7an)ta

einen Isomorphismus Mo =%~ K"" induziert. Insbesondere sehen wir noch-
mals dimg Mao = n — r ein, und es wird klar, dass man durch Liften einer
Basis von K"7", etwa der kanonischen, eine Basis von M4 erhélt. In obiger
Notation besteht diese dann aus den Vektoren

t .
’Uj:(—alj,...,—a7,j,(5r+1j,...,5nj), ]:1"—0-1,...777,.

Das Verfahren zur Bestimmung einer Basis des Losungsraums My eines
homogenen linearen Gleichungssystems A -z = 0 gestaltet sich daher wie folgt:

Man transformiere A auf die spezielle oben beschriebene Zeilenstufenform.
Fir j =r+1,...,n sei v; € K" derjenige Vektor, dessen Komponenten mit
Index i =1,...,r jeweils aus dem Negativen der entsprechenden Komponenten
der j-ten Spalte der Zeilenstufenform von A bestehen und dessen Komponenten
mit Index i =r+1,...,n gerade diejenigen des (j — r)-ten Einheitsvektors aus
K" seien. Dann bilden vy, ..., v, eine Basis von Myy.

Im Prinzip behélt diese Regel auch dann ihre Giiltigkeit, wenn wir bei der
Herstellung der Zeilenstufenform von A auf Spaltenvertauschungen und damit
auf ein Umnummerieren der Unbekannten verzichten. Die Rolle der Indizes
i=1,...,r (bzw. i =7+ 1,...,n) wird, was die Spaltenindizes der Zeilenstu-
fenform von A wie auch die Indizes der Komponenten der v; angeht, in diesem
Falle von denjenigen Spaltenindizes iibernommen, bei denen die Zeilenstufen-
form “springt” (bzw. nicht “springt”). Hiermit meinen wir diejenigen Spalten,
die im Sinne der Notation von 3.2/4 eines (bzw. keines) der dort positionierten
Elemente £,...,0, € K* enthalten. Um die Losungen auch in diesem Falle
formelméfig zu beschreiben, gehen wir von der entsprechenden speziellen Zei-
lenstufenform von A aus, die nunmehr die Gestalt
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1 71 ja  <— Spaltenindex —> n
0...0L*...x0x*...x% * 0% 0ok L. %
0...000... * 0% 0k Lol ok
0...000...000...0 * ok 0ok ok
0...000...000...0 e 00|k %
0...000...000...0 0...000...0
0...000...000...0 0...000...0

besitzt. Bezeichnet dann J’ das Komplement der Menge der Spaltenindizes, bei
denen die Zeilenstufenform A “springt”, also J' = {1,...,n} — {j1,....,jr}, SO
ist das lineare Gleichungssystem

$J1+ E aij/xj/:(), izl,...7T,

jleJ’

zu losen. Wiederum kann man die Werte der z; € K fiir j/ € J' beliebig
vorgeben und die Werte der z;, fiir i = 1,. .., r daraus berechnen. Die Projektion

K" — anr7 ((11, s 7an)t — (aj');"EJ”

liefert daher einen Isomorphismus My == K" ", und durch Liften der ka-
nonischen Basis von K"~" erhélt man eine Basis von M, o bestehend aus den
Vektoren

Vjr = (§1j’7 o ,gnj/)t7 jl S J/,

mit

€ = —auy  fiird = j;mitie {1,...,r},
S | S :

Wir wollen ein Beispiel betrachten. Sei K =R, m = 3, n =4 und

0
A=|1
1

NN O

1
1
2

Tt W N

Das lineare Gleichungssystem A -z = 0 schreibt sich dann ausfiihrlich in der
Form:

I3+2I4:0
1+ 2x9+ 23+ 324 =0
$1+2{E2+2I3+5I4:0

Bringen wir nun A mittels elementarer Zeilenumformungen auf die spezielle
Zeilenstufenform, also
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so “springt” diese Stufenform genau bei den Spaltenindizes 1 und 3. Wir lesen
daher nach der oben beschriebenen Regel als Basis des Losungsraumes M4 o ab:

Vg = (72717070)2 Uy = (717077271)t
Argumentieren wir etwas ausfiihrlicher, so bleibt das lineare Gleichungssystem

T+ 229 + x4 =0,
I3+2I4:O

zu lésen. Die Projektion
K* — K2 (ar,...,a4)" — (ag,a4)’,

liefert einen Isomorphismus M4 o > K2, und wir liften die kanonische Basis
von K? zu einer Basis von M :

IQZL I4:0 — I1:—2, $3:0
xo =0, ry=1 — = —1, T3 = —2

Insbesondere gilt dimg M4 ¢ = 2, und wir erkennen, wie bereits oben angegeben,
MA,O = <(_27 17 07 0)t7 (_17 07 _27 1)t>

Als Néchstes wollen wir den Allgemeinfall behandeln, also inhomogene li-
neare Gleichungssysteme des Typs A -z = b, wobei der Fall b = 0 nicht explizit
ausgeschlossen werden soll. Im Folgenden bezeichnen wir mit (A, b) € K™*(+1
diejenige Matrix, die aus A durch Hinzufiigen von b als (n + 1)-ter Spalte ent-
steht.

Satz 5. Zu A € K™ " und b € K™ betrachte man das lineare Gleichungssystem
A-xz=0b.
(i) A-xz =0bist genau dann lésbar (d. h. besitzt mindestens eine Lisung),

wenn g A = rg(A,b) gilt.

(ii) A-x = b ist genau dann universell losbar (d. h. besitzt fiir jedes b € K™
mindestens eine Lisung), wenn rg A = m gilt.

(i) A-x = b besitzt genau dann fir alle b € K™ hdochstens eine Lisung,
wenn rg A = n gilt.

Beweis. Man betrachte die lineare Abbildung f: K™ — K™, a +—— A-a. Es gilt
Myy, = f71(b) fiir den Losungsraum zu A - x = b; vgl. Bemerkung 2. Somit ist
M 43 genau dann nicht leer, wenn b zum Bild von f gehért. Sind aq, ..., a, € K™
die Spalten von A, so gilt im f = (ay,...,a,), und es ist b € im f #quivalent
zu{ay,...,a,) = (a,...,an,b). Daaber (ai,...,a,) stets ein linearer Teilraum
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von (ay,...,a,,b) ist, kann man mit 1.5/14 (ii) bereits dann auf die Gleichheit
beider Raume schliefien, wenn ihre Dimensionen iibereinstimmen. Die Dimen-
sionen sind aber gerade die Rénge der Matrizen A bzw. (A,b). Somit sehen wir,
dass M4, # 0 dquivalent zu rg A = rg(A, b) ist, wie in (i) behauptet.

Wegen May, = f~1(b) ist A-z = b genau dann universell lésbar, wenn f
surjektiv ist, also im f = K™ gilt. Letzteres ist dquivalent zu rg f = m und
somit zu rg A = m, wie in (ii) behauptet.

Die eindeutige Losbarkeit von A - z = b schlieBlich, wie in (iii) betrachtet,
ist dquivalent zur Injektivitdt von f. Indem man die Dimensionsformel 2.1/10
fiir f benutzt, also

n = dimg (ker f) +rg f,
sieht man, dass die Injektivitdt von f dquivalent zu rg f = n bzw. rg A = n
ist. O

Gilt m = n in der Situation von Satz 5, so ist die universelle Losbarkeit
in Bedingung (ii) dquivalent zu der hichstens eindeutigen Losbarkeit in Bedin-
gung (iii). Mit 3.3/7 folgt daher:

Korollar 6. Fir eine Matriz A € K™*™ ist dquivalent:
(i) Das lineare Gleichungssystem A -x = b ist universell fiir b € K™ lésbar.
(ii) Das lineare Gleichungssystem A -x =0 besitzt nur die triviale Losung.
(iii) A st invertierbar.

Wir wollen noch etwas genauer auf die Struktur von Losungsrdumen inho-
mogener linearer Gleichungssysteme eingehen. Das nachfolgende Resultat zeigt
dabei nochmals, dass es sich bei solchen Losungsraumen um affine Unterrdume
handelt.

Satz 7. Fir A € K™ und b € K™ habe man eine Lisung vo € My des
linearen Gleichungssystems A-x =b. Dann gilt M, = vo+ Mao. Mit anderen
Worten, die Gesamtheit aller Losungen des inhomogenen Systems A -x = b
erhdlt man in der Form vg + v, wobei vy eine beliebige, so genannte partikulare
Losung dieses Systems ist und v alle Losungen des zugehdrigen homogenen
Systems A - x = 0 durchlduft.
Beweis. Wir betrachten wieder die durch A gegebene lineare Abbildung
f: K" — K™, r— A-x,

wobei My, = f71(b) gilt. Fiir vy € My, folgt dann mit 2.2/2

MA,b = f_l(f(vo)) =y + kerf =9 + ]\4,4707

wie behauptet. O

Wir wollen nun noch zeigen, wie man mit Hilfe des Gaufischen Eliminations-
verfahrens auch inhomogene lineare Gleichungssysteme l6sen kann. Zunéchst
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eine niitzliche Beobachtung, die als Verallgemeinerung von Lemma 4 zu sehen
ist:

Lemma 8. Fir A € K™, b € K™ und S € Gl(m, K) haben die linearen
Gleichungssysteme A -x = bund (S - A) -z = S - b dieselben Losungen, d. h.
Map = Msa,sp

Beweis. Indem man mit S bzw. S~! von links multipliziert, siecht man, dass
A-x=0bfir r € K" d4quivalent zu S - A-x =5 - b ist. O

Man darf also zur Losung eines linearen Gleichungssystems A -z = b die
Matrix A mittels elementarer Zeilenumformungen abidndern, wenn man gleich-
zeitig diese Umformungen auch bei b, aufgefasst als (m x 1)-Matrix, durchfiihrt;
solche Umformungen lassen sich ndmlich als Multiplikation von links mit Ele-
mentarmatrizen, also invertierbaren Matrizen auffassen. Am einfachsten ist es
dann, A und b zu der Matrix (A,b) zusammenzufiigen und diese Matrix mit-
tels elementarer Zeilenumformungen zu verdndern. Solche Umformungen wirken
separat auf die einzelnen Spalten, insbesondere also separat auf die Matrix A
sowie die Spalte b, d. h. es gilt S - (A,b) = (SA4, Sb) fir S € Gl(m, K).

Wie im homogenen Fall transformiere man nun (A,b) zunéchst auf Zei-
lenstufenform. Nach eventueller Umnummerierung der Unbekannten z1,...,z,
konnen wir annehmen, dass die transformierte Matrix die Gestalt

1 Alr41 --- Qip B
1 Q2p41 ... Qop 62
1 Qrry1 ar,n ﬂr

0 o 0 Bn
0 . ... ... 0 0
0 .. ... 0 0

SA [st]

besitzt, wobei sich in der linken oberen Ecke die (r x r)-Einheitsmatrix befindet
und S das Produkt der benédtigten Elementarmatrizen andeutet. Wie im homo-
genen Fall folgt r = rg A, und man sieht, dass die Bedingung rg A = rg(A, b)
bzw. rg(SA) = rg(SA, Sb) dquivalent zu §,4; = 0 ist. Das System A -z = b
ist also genau dann losbar, wenn in obiger Zeilenstufenform 3,.,; = 0 gilt. Ist
Letzteres der Fall, so ergibt sich

n
T; + E aijxj:ﬁi, 7/:17...,7“,
j=r+1

als transformiertes Gleichungssystem. Indem man z,yq,...,z, = 0 setzt, ge-
langt man zu einer partikuldren Losung vy mit den Komponenten
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¢ = B, firj=1,...,r
7o fir j=r+1,....n

Bestimmt man nun auch noch, wie bereits vorgefiihrt, den Losungsraum My
des homogenen Systems A -z = 0, so ergibt sich Msp, = v + M4 geméal
Satz 7. Insgesamt ldsst sich feststellen, dass sich die Losung vy, wie auch eine
Basis vy41,...,v, des Losungsraumes M, in direkter Weise aus der herge-
leiteten speziellen Zeilenstufenform der Ausgangsmatrix (A, b) ablesen lassen.
Ahnlich wie im Falle homogener linearer Gleichungssysteme gilt dies auch dann,
wenn man keine Umnummerierung der Unbekannten zulésst und stattdessen die
Indizes ¢ = 1,...,r durch diejenigen Spaltenindizes ji, ..., j. ersetzt, bei denen
die Zeilenstufenform von A “springt”. Es ist dann das Gleichungssystem

TI}]L+ E Quijr T4 :ﬁia ’lel,..‘,’l",

jleJ’

mit J' = {1,...,n} — {j1,...,Jr} zu losen. Eine partikuldre Losung vy € Ma,
wird in diesem Falle durch den Vektor vg = (&1, ...,&,)" € K™ mit den Kompo-
nenten

: {[;’i fiir j = j; mit i € {1,...,7}
j:

0  sonst
gegeben.
Als Beispiel wollen wir fiir K = R das System A - x = b 16sen mit
001 2 1
A=1[1 2 1 3], b=11
1225 3

Den Losungsraum My o des zugehdrigen homogenen Systems hatten wir bereits
bestimmt. Wir bringen zunichst die Matrix (A, b) auf spezielle Zeilenstufenform,
also

(4,0) —

woraus man rg(A,b) = 3 > 2 = rg A entnimmt. Das System A -z = b besitzt
daher keine Losung, d. h. es gilt My, = 0.

Alternativ wollen wir das Gleichungssystem auch noch fiir b = (1,1, 2)"
betrachten. Die Transformation von (A, b) auf spezielle Zeilenstufenform liefert
dann

1 21 31 1 21 31 12010
(Ab)— |0 01 2 1]+— 0012 1)]— 001 21
12 2 5 2 00121 00 0O0O

In diesem Fall gilt rg A = rg(A,b) = 2, und man liest vg = (0,0,1,0) als
partikuldre Losung ab.
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In ausfiihrlicherer Argumentation ist das System

l’1+2$2+l’4:0,
T3+ 2z =1

zu betrachten. Um eine partikulire Losung zu berechnen, setzen wir o = x4 =0
und erhalten z; = 0, 23 = 1, also (0,0,1,0)" € M,,. Da wir bereits gezeigt
haben, dass die Vektoren (—2,1,0,0)" und (—1,0,—2,1)" eine Basis von M
bilden, ergibt sich

Map = (0,0,1,0)" +((=2,1,0,0)", (=1,0,-2,1)").

Aufgaben

1. Fiir eine Matrix und Vektoren

1 11 11 1 1
|1 0101 Ax5 |1 4 ;1 4
A= 93 45 6 e R*™°) b= 1 e R%, b= 1 eR
02 2 4 4 1 -1
bestimme man alle Losungen
(i) des homogenen linearen Gleichungssystems A -z = 0,
(ii) des inhomogenen linearen Gleichungssystems A -z = b,
(iii) des inhomogenen linearen Gleichungssystems A -z =b'.
2. Fiir reelle Matrizen
11 1 11 1 1 11 1 1 1
1 2 3 12 3 4 12 3 4 5
A= 14 9| B= 1 4 9 16|’ C= 1 4 9 16 25
1 8 27 1 8 27 64 1 8 27 64 125

und Vektoren b € R* untersuche man die linearen Gleichungssysteme A -z = b,
B -z =bund C -z = b auf universelle bzw. hochstens eindeutige Losbarkeit in
z € R3, bzw. z € R, bzw. x € R®. Sind diese Systeme speziell fiir b = (1,0, 0,0)*
16sbar?

3. Man zeige, dass jeder affine Unterraum in K" Losungsraum eines geeigneten
linearen Gleichungssystems mit Koeffizienten aus K ist.

4. Essei f: V — W eine K-lineare Abbildung, die beziiglich geeigneter Basen X
von V und Y von W durch die Matrix

112 4 8
12121
Arxy =19 9 9 9 1
122 2 2

gegeben sei. Man bestimme eine Basis von ker f.
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. Man betrachte in R® die linearen Unterrdume

U=1{(1,1,1,0,1,1), (2,3,4,0,2,1), (0,3,2,1,1,1)),
U ={((2,6,6,2,2,1), (0,9,4,3,0,1), (1,2,3,1,2,1))

und bestimme U N U’ durch Angabe einer Basis.

. Essei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen (endlich-dimensionalen)
K-Vektorrdumen und f*: W* — V* die zugehorige duale Abbildung. Man
zeige fiir b € W, dass die “lineare Gleichung” f(x) = b genau dann in z € V
16sbar ist, wenn o(b) = 0 fiir alle ¢ € ker f* gilt.

. Zu einem K-Vektorraum V endlicher Dimension n betrachte man Linearformen
©1y- -y om € V* und zeige:
(i) Es gilt dimg(p1,...,pm) = rgf, wobei f: V. — K™ definiert sei durch
L (‘Pl(x)v AR (Pm(l'))'
(ii) Das “lineare Gleichungssystem” ¢;(x) = b;, i = 1,...,m, hat genau dann
fiir alle Wahlen von Elementen by, ..., b, € K eine Losung x € V| wenn die
Linearformen ¢y, ..., @, linear unabhéngig sind.

. Es seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, @1, ..., @, € V* Linearfor-
men und by,...,b, € K. Man zeige: Das “lineare Gleichungssystem”

QDl(l')sz, i:17"'ama

ist genau dann in x € V losbar, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sind
at, ...,y € K Koeffizienten mit Y ", ajp; = 0, so folgt auch > | a;b; = 0.
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Vorbemerkungen

Jeder quadratischen Matrix A mit Koeffizienten aus einem Korper K kann
man mittels einer gewissen Rechenvorschrift eine Invariante zuordnen, die so
genannte Determinante. Diese ist genau dann von Null verschieden, wenn die
Spalten oder, alternativ, die Zeilen von A linear unabhéngig sind, d. h. genau
dann, wenn A invertierbar ist.

Um einen Eindruck davon zu bekommen, wie man in mehr oder weniger
zwangslaufiger Weise auf die Bildung der Determinante gefiihrt wird, betrachten

wir eine Matrix
a1 Qg
A _ 1 2 c K2><2
Qo1 Qg2

und untersuchen, welche Anforderungen die Koeffizienten «;; erfiillen miissen,
damit die Spalten von A linear abhéingig werden. Im Falle A = 0 sind die
Spalten von A natiirlich trivialerweise linear abhingig. Es sei deshalb A # 0,
etwa ay; # 0. Dann ist der erste Spaltenvektor von A nicht Null, und die beiden
Spalten von A sind genau dann linear abhéngig, wenn es ein ¢ € K mit

Q2 = €y, Qg = Cl21
gibt. Hieraus folgt
Q2 2
C=— Qg = — Qg1
(€351 (€351
und damit die Beziehung
(*) Q11 — agragg = 0.

Ein Zuriickverfolgen der Rechnung zeigt, dass die Spalten von A unter der
Bedingung «y; # 0 genau dann linear abhingig sind, wenn der Ausdruck in (x)
verschwindet. Man kann nun exakt die gleiche Rechnung durchfiihren

o fiir ag; # 0, wenn man die beiden Zeilen von A vertauscht,
e fiir ;o # 0, wenn man die beiden Spalten von A vertauscht,
o fiir ags # 0, wenn man die beiden Spalten und Zeilen von A vertauscht.

Da bei allen diesen Vertauschungen der Ausdruck in (*) bis auf das Vorzeichen
unverdndert bleibt und da dieser natiirlich auch im Falle A = 0 verschwindet,
kénnen wir aus unserer Rechnung ablesen:
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Eine (beliebige) Matriz A = (a;;) € K*** hat genau dann mazimalen Rang,
wenn der Ausdruck det(A) := ajiqes — ag1aq2, den man als Determinante von
A bezeichnet, nicht verschwindet.

Gegeniiber konventionellen Betrachtungen bietet der Determinanten-Aus-
druck det(A) den ganz wesentlichen Vorteil, dass mit seiner Hilfe die Maxima-
litdt des Rangs von A in direkter Weise von den Koeffizienten o;; der Matrix A
abgelesen werden kann, ohne dass Fallunterscheidungen zu beachten sind. Dieses
Phénomen haben wir schon bei den Vorbemerkungen zu Kapitel 3 beobachten
kénnen. Dort hatten wir fiir

A= <a11 a12> c K2><2’ h— <ﬁ1> c KQ,
Qo1 Q2 Pa
wobei A maximalen Rang habe, und einen Vektor von Unbekannten ¢ = (2)

das Gleichungssystem A -t = b studiert und eine Losung erhalten, die sich unter
Verwendung des oben definierten Determinantenausdrucks in der Form

B an B
det <62 a22> det (a21 ﬁ2)
det (0411 a12> / det (Oéu a12>

Qo1 Q22 Qo1 22
schreiben ldsst. Auch hier waren bei der Herleitung Fallunterscheidungen not-
wendig, obwohl sich das Ergebnis am Ende als fallunabhéingig herausstellte. Es
handelt sich um den einfachsten Fall der Cramerschen Regel, die wir in allge-
meiner Form in diesem Kapitel beweisen werden.

Historisch ist die Einfithrung von Determinanten in der Tat im Zusammen-

hang mit der Losung linearer Gleichungssysteme zu sehen, und zwar mit der
Entdeckung der nach Cramer benannten Regel. Wir wollen dies am Beispiel

eines Systems bestehend aus 3 linearen Gleichungen mit 3 Unbekannten einmal
erlautern:

ty = ty =

a1ty + anate + asts = By
a1ty + oty + sty = Bo

a1ty + agaty + agsts = G5

Die Koeffizientenmatrix A = («;;); j=123 habe den Rang 3. Dann hat die Ma-
trix A" = (Oéij)i:17213;j:2,3 noch Rang 2, wobei wir mittels Vertauschungen der
Reihenfolge der Gleichungen annehmen konnen, dass (o;)i=1,2;j=23 Rang 2 hat.
Wir bemiihen uns nun, Koeffizienten ¢;,c; € K zu finden, derart dass bei Ad-
dition des c¢;-fachen der ersten Zeile und des co-fachen der zweiten Zeile zur
dritten Zeile die Unbekannten ¢ und t3 eliminiert werden. Dies ist moglich, da
nach unserer Annahme die beiden ersten Zeilen von A’ linear unabhingig sind.
Wir miissen hierzu das Gleichungssystem

Q12C1 + Qip2C2 = —Qi32

13C1 + Qia3C2 = —Qig3
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16sen und erhalten gemé&f der Cramerschen Regel fiir 2 x 2-Matrizen

—Q32 Q9 Qoo (g3
det det
—Q33 Qo3 ) Q3p (33

Cc1 = = s
det Qg Qg2 det Q2 (O3
13 (93 Qo Qg3
det Q12 —Q32 det Q12 Qg3
o — Qi3 —asz) Q32 (33
2 = - = )
det a1y Q2 det Q12 Qg3
13 Q93 Qoo (g3
. 19 (13 . . . . . . .
wobei det (a o ) nicht verschwindet. Somit ergibt sich als dritte Gleichung
22 (23

unseres urspriinglichen Systems

(a11¢1 + 1o + az1)ty = Bicy + faca + B3

mit einem Faktor ayic; + asics + agy, der nicht verschwindet, da sich der Rang
der Koeffizientenmatrix des urspriinglichen Gleichungssystems nicht gedndert
hat. Dann aber kénnen wir durch diesen Koeffizienten dividieren, und es folgt

Qoo (23 Ql2 Qa3 Q12 (g3
Fr det <0632 0433) Fz det <Oé32 Ol33> s <a22 0423)

oy det <0l22 CV23) — vy det (0412 0413) T oy <0l12 al‘d)

Qg2 Q33 Q32 33 Q22 (23
Wir haben diese Formel fiir ¢; unter der Annahme hergeleitet, dass die beiden
ersten Zeilen der Matrix A" = (ay;)i=1.23,j=23 linear unabhéngig sind, ein Fall,
den wir durch Vertauschen der Reihenfolge der Gleichungen unseres Systems
stets herstellen konnen. Um zu sehen, dass die Formel fiir ¢; auch im Allge-
meinfall giiltig ist, bleibt noch zu zeigen, dass diese invariant gegeniiber solchen
Vertauschungen ist. Dies ist aber leicht nachzupriifen, wenn man benutzt, dass
die Determinante (einer 2 x 2-Matrix) invariant unter Transponieren ist und das
Vorzeichen wechselt, wenn man zwei Spalten oder Zeilen der Matrix vertauscht.

In der Formel fiir ¢; erkennt man, dass Zéhler und Nenner nach dem gleichen
Bildungsgesetz aus den Matrizen

t =

B aip i3 Q11 Q2 Qg3
B2 a3 ) Qg1 Qg (g3
Bs sz ass g1 (32 (33

hervorgehen. In Kenntnis der Determinantentheorie wiirde man sagen, dass im
Zahler und Nenner von t; jeweils die Determinanten dieser Matrizen stehen,
und zwar in Form ihrer Entwicklung nach der ersten Spalte. Man kann nun
den Ausdruck im Zahler bzw. Nenner von t; als Definition der Determinante
einer 3 x 3-Matrix nehmen, wobei diese Definition dann Bezug nimmt auf die
Kenntnis von Determinanten von 2 x 2-Matrizen.
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Das gerade vorgestellte Verfahren funktioniert in induktiver Weise allge-
meiner fiir Systeme von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten, sofern die
Koeffizientenmatrix maximalen Rang hat. Es ergibt sich eine Formel fiir ¢; &hn-
lich wie oben, wobei im Zahler und Nenner jeweils eine Summe von Vielfachen
von Determinanten von (n—1) x (n—1)-Matrizen steht, in Form der Entwicklung
der Determinante einer n x n-Matrix nach ihrer ersten Spalte. Die gewonnenen
Ausdriicke kann man zur Definition der Determinante einer n x n-Matrix erhe-
ben, wodurch man dann insgesamt eine rekursive Definition der Determinante
einer Matrix erhalt.

Man beachte allerdings, dass das obige Verfahren zwar fiir ¢; auf die Ent-
wicklung der Determinante einer n x n-Matrix nach ihrer ersten Spalte fiihrt,
fiir beliebiges ¢; mit 1 < j < n jedoch auf die Entwicklung nach der j-ten
Spalte. Dies sieht man etwa, indem man die Unbekannten ¢, und ¢; vertauscht.
Will man also die Cramersche Regel beweisen und gleichzeitig dabei Determi-
nanten einfiithren, so hat man bei jedem Rekursionsschritt auch einige allge-
meine Eigenschaften von Determinanten mitzubeweisen, etwa die Moglichkeit,
Determinanten nach beliebigen Spalten (oder Zeilen) zu entwickeln. Wir wer-
den natiirlich nicht in dieser Weise vorgehen. Stattdessen beginnen wir mit dem
Studium so genannter Determinantenfunktionen, in deren Kontext sich auto-
matisch eine allgemeine nicht-rekursive Definition fiir Determinanten ergeben
wird. Dabei werden einige Fakten iiber Permutationen benétigt, die wir zu Be-
ginn des Kapitels zusammenstellen. Erst nach Kldrung der Definition und der
Eigenschaften von Determinanten beweisen wir schliefllich die Cramersche Regel
und im Zusammenhang hiermit auch die Moglichkeit, Determinanten nach Spal-
ten oder Zeilen zu entwickeln. In einem optionalen Abschnitt geht es schliellich
noch um &uflere Produkte, in deren Zusammenhang wir auch den so genannten
allgemeinen Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Determinanten herleiten.

4.1 Permutationen

Wir hatten in Abschnitt 1.2 gesehen, dass fiir eine Menge X die bijektiven
Selbstabbildungen X — X eine Gruppe G bilden, wenn man die Komposition
von Abbildungen als Verkniipfung nimmt. Die identische Abbildung id € G ist
das Einselement, und das inverse Element zu einem Element f: X — X von
G wird gegeben durch die inverse Abbildung f~!: X — X.

Wir wollen hier fiir eine natiirliche Zahl n speziell die Menge X = {1,...,n}
betrachten, wobei wir X im Falle n = 0 als die leere Menge annehmen. Fiir die
zugehorige Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen von X schreibt man dann
G,, und nennt dies die symmetrische Gruppe oder die Permutationsgruppe zum

Index n. Die Elemente von &,, heiflen Permutationen der Zahlen 1,...,n, da
sie sozusagen diese Elemente in ihrer Reihenfolge vertauschen. Gilt fiir eine
Permutation o € &,, etwa o(i) = a; fiir ¢ = 1,...,n, so schreibt man auch

(1 n)
g = .
a; ... Qp



4.1 Permutationen 135

Die Permutationsgruppen Gy und &; bestehen jeweils nur aus dem Einsele-
ment, welches die identische Abbildung auf X = () bzw. X = {1} représentiert.
Weiter ist G5 eine Gruppe von 2 Elementen und damit insbesondere abelsch,
wohingegen G,, fiir n > 3 nicht mehr abelsch ist. Fiir

(123 (123
1 32) TT\231
gilt beispielsweise

(123 (123
79°7T=\3 2 1) T°77\2 1 3)"

Wir wollen die Anzahl der Elemente von &,, bestimmen. Hierzu bezeichnen
wir fir n € N die natiirliche Zahl []?" , ¢ mit n!, wobei das Rufzeichen “!” als
Fakultat gelesen wird. Insbesondere gilt 0! = 1! = 1 sowie 2! = 2.

Bemerkung 1. Es besteht S,, aus genau n! Elementen.

Beweis. Will man eine bijektive Selbstabbildung
o:{l,...,n} —{1,...,n}

erkldren, so kann man schrittweise vorgehen und zunéchst o (1) festlegen, dann
0(2) und so weiter, bis man schliefllich o(n) festlegt. Dabei geniigt es, eine
injektive Abbildung zu konstruieren; diese ist wegen der Endlichkeit der Menge
{1,...,n} automatisch bijektiv. Fiir die Wahl von ¢(1) hat man zunéchst n
Maoglichkeiten, denn fiir (1) kann man jedes Element aus {1,...,n} nehmen.
Fiir die Wahl von o(2) verbleiben dann noch n — 1 Mdglichkeiten, denn man
muss o(2) € {1,...,n} verschieden von o(1) wihlen, da man eine injektive
Abbildung konstruieren méchte. Bei der Festlegung von ¢(3) hat man noch n—2
Méoglichkeiten und so weiter, bis man schlie8lich bei der Wahl von o (n) lediglich
noch eine Moglichkeit hat. Indem man das Produkt tiber die einzelnen Anzahlen
bildet, erhélt man insgesamt n! = [ 7 als Anzahl der Mdoglichkeiten, eine
injektive Selbstabbildung von {1,...,n} zu erkliren. |

Definition 2. Eine Permutation 7 € &, heifit Transposition, wenn es zwei
verschiedene Zahlen i,j € {1,...,n} mit 7(i) = j, 7(j) = ¢ sowie 7(k) =k fir
alle restlichen Zahlen k € {1,...,n} gibt. Man schreibt dann auch T = (i, 7).

Die Transposition 7 = (i, j) vertauscht also gerade die Zahlen ¢ und j und
lisst ansonsten alle Elemente von {1,...,n} fest. Insbesondere gilt 72 = id,
d. h. 7 ist zu sich selbst invers. Es besteht G, gerade aus der identischen Abbil-
dung und der Transposition (1,2), wohingegen die Gruppen &, und &; keine
Transpositionen enthalten.

Satz 3. Jedes m € &, ist ein Produkt von Transpositionen.
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Beweis. Wir schliefen mit fallender Induktion nach (), wobei r(7) maximal
in {0,1,...,n} gewéhlt sei mit der Eigenschaft 7(:) =i fir i = 1,...,r(n). Fir
r(m) = n gilt 7 = id, und dies ist ein leeres Produkt von Transpositionen. Fiir
r =r(m) < n folgt notwendig 7(r +1) > r+ 1. Setzen wir 7y = (r+ 1, 7(r + 1)),
so bildet das Produkt 7y7w die Elemente 1,...,r + 1 identisch auf sich selbst
ab, erfiillt also r(7y7m) > r(7), und ist somit nach Induktionsvoraussetzung ein
Produkt von Transpositionen, etwa 7,7 = 75 ... 7,. Multiplikation mit 7 = 7,
von links liefert dann wie gewiinscht = = 71 ... 7. O

Man nennt eine Permutation w € &,, gerade oder ungerade, je nachdem ob
sich 7 als ein Produkt einer geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen
darstellen lisst. Dabei wollen wir zeigen, dass eine Permutation 7 nicht gerade
und ungerade zugleich sein kann. Als Hilfsmittel fithren wir das so genannte
Signum von 7 ein.

Definition 4. Sei 7 € G,,. Dann heifst
— m(y) — (@)
o J—1
1<i<j<n

das Signum der Permutation .

Im Grunde genommen erstreckt sich die Produktbildung bei der Definition
des Signums einer Permutation 7 € G,, {iber alle zwei-elementigen Teilmengen
von {1,...,n}. Genauer meinen wir hiermit:

Bemerkung 5. Es sei M eine Menge von Indexpaaren (i,j) mit 1 <i,j < n,

so dass die Zuordnung (i,j) — {i,j} eine Bijektion von M auf die Menge der
zwei-elementigen Teilmengen von {1,...,n} erklirt. Dann gilt

nn e [ "0 =)

Gpem 10

Beweis. Zunéachst ist {{i,7};1 < i < j < n} gerade die Menge aller zwei-

elementigen Teilmengen von {1, ..., n}. Beriicksichtigt man dann noch die Glei-
chung
7(j) = 7(i) _ 7(i) = 7))
i i—J
so folgt die Behauptung. O

Wir wollen einige Folgerungen aus dieser Bemerkung ziehen.

Satz 6. Sei 7 € &,. Dann gilt sgnm = (—1)%, wobei s die Anzahl al-
ler Fehlstinde in der Folge mw(1),...,m(n) ist, d. h. die Anzahl aller Paare
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(m(@),m(3)), 1 <i<j<mn, mitn(i)>n(j). Insbesondere folgt sgnm = 1. Fir
eine Transposition m € &,, berechnet sich das Signum zu sgnm = —1.

Beweis. Eine Permutation 7 € G,, bildet die zwei-elementigen Teilmengen von
{1,...,n} bijektiv auf sich selbst ab. Daher gilt

II G-o=% JI =G —=0)
1<i<j<n 1<i<j<n

und damit sgnm = 1. Genauer erhélt man sgnm = (—1)°, wobei s gleich der
Anzahl der Faktoren auf der rechten Seite ist, die negativ sind, also gleich der
Anzahl der Fehlstdnde in der Folge 7(1),...,7(n).

Fiir eine Transposition 7 = (4, j) mit i < j, also

(1 =1 i i+l =13 j4+1 ... on
T -1 g il =14 G+l on)

gibt es in der Folge 7(1),...,m(n) genau j — i Fehlstinde der Form (7, *) sowie
j — i Fehlstéinde der Form (x,7). Da wir dabei (j,7) als Fehlstand in zweifacher
Weise berticksichtigt haben, ergibt sich

sgnm = (—1)207971 = 1,

wie behauptet. O

Satz 7. Die Abbildung sgn: &,, — {1, —1} ist ein Gruppenhomomorphismus,
d. h. es gilt sgn(ocoT) =sgno -sgnr fir o,7 € S,.

Beweis. Mit Bemerkung 5 kénnen wir wie folgt rechnen:

sgn(oor) = H U(T(j); : ZU(T(Z))
R Edu®))) (i)
= ;EJ[ T(] — T(Z 11;][ ] —q

= sgno-sgnT

O

Korollar 8. Ist m € G,, darstellbar als ein Produkt von s Transpositionen, so

gilt sgnm = (—1)°.

Wir sehen damit, dass eine Permutation 7 € &,, genau dann gerade, also
ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist, wenn sgnm = 1 gilt.
Entsprechend ist m genau dann ungerade, also ein Produkt einer ungeraden
Anzahl von Transpositionen, wenn sgnm = —1 gilt.

In Satz 7 haben wir von einem Gruppenhomomorphismus gesprochen. All-
gemein nennt man eine Abbildung f: G — G’ zwischen zwei Gruppen G und
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G’ einen Gruppenhomomorphismus, wenn f mit der Produktbildung in G und
G’ vertriglich ist, wenn also fiir g, h € G stets f(g-h) = f(g) - f(h) folgt. Dann
gilt f(1) = 1 fiir die Einselemente in G und G’, sowie f(g~!) = f(g) "' fiirg € G.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Kern von f, also ker f = f~1(1), ei-
ne Untergruppe von G ist, sogar ein Normalteiler. Hierunter versteht man eine
Untergruppe N C G mit g7' - h-g € N fiir alle g € G und h € N. Letzteres
ist natiirlich nur fiir nicht-kommutative Gruppen eine echte Bedingung; in einer
kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

In der Situation von Satz 7 ist also sgn ein Gruppenhomomorphismus von
S, in die multiplikative Gruppe {1, —1}. Der Kern dieses Homomorphismus be-
steht aus allen geraden Permutationen aus &,,. Diese bilden einen Normalteiler
und insbesondere eine Untergruppe A, C &,,. Man nennt 2, die alternierende
Gruppe zum Index n. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Bemerkung 9. Die geraden Permutationen in S, bilden einen Normalteiler
A, ={reG,; senwt =1} C &,.

Weiter besteht
S, —A,={re6,; sgnm=—1}

aus allen ungeraden Permutationen in &, und es gilt
G, A, =7A, =2A,7

fiir jede ungerade Permutation T € S,,. Dabei bezeichnet T, die Menge aller
Produkte T om mit m € U, entsprechend fiir A,.

Beweis. Es ist nur zeigen, dass sich die ungeraden Permutationen aus G,, in der
Form 72, bzw. 2,7 beschreiben lassen. Ist 7 ungerade, so sieht man mittels
Satz 7, dass 72, und 2,7 in &,,—%,, enthalten sind. Ist umgekehrt 7 € &,,—%2,,,
so sind 77! o und 7 o 77! gerade, woraus 7 € T, bzw. ™ € A, 7 folgt. O

Aufgaben

1. Man bestimme das Signum der folgenden Permutationen:
1 2 3 45 1 23 45 6 7 8
(54321)665’ (23156847)668

2. Eine Permutation m € &,, heifit ein r-Zyklus, wenn es paarweise verschiedene
Elemente ay,...,a, € {1,...,n} gibt mit

m(a;)) = ajpq firi=1,...,r =1,
m(ay) = a1,
und 7 alle iibrigen Elemente von {1,...,n} fest ldsst. Man bestimme sgn 7 fiir

einen r-Zyklus m € G,,.
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3. Man zeige, dass jedes Element m € &,, endliche Ordnung besitzt, d. h. dass es
ein r € N — {0} gibt mit 7" = 1.

4. Man zeige: Ist N C &, ein Normalteiler, der eine Transposition enthilt, so gilt
bereits N = G&,,.

5. Man bestimme die Anzahl der Elemente der alternierenden Gruppe 2,,.

6. Man zeige fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe N C G, dass N bereits dann
ein Normalteiler in G ist, wenn gN C Ny fir alle g € G gilt.

7. Fiir eine Gruppe G bezeichne S(G) die Menge aller bijektiven Abbildungen von
G nach G. Man zeige:
(i) S(G) ist eine Gruppe unter der Komposition von Abbildungen.

(ii) Es existiert ein injektiver Gruppenhomomorphismus G — S(G).

4.2 Determinantenfunktionen

In diesem Abschnitt fixieren wir einen K-Vektorraum V endlicher Dimension
n und betrachten Abbildungen A: V* — K, sozusagen K-wertige Funktio-
nen von n Argumenten aus V', wobei V" im Falle n = 0 nur aus dem leeren
Tupel besteht. Eine solche Abbildung heifit multilinear, wenn sie linear in je-
dem Argument ist. Dabei nennt man A linear im i-ten Argument, wenn fiir
ay,...,0,,a; €V und o, o’ € K stets

Alay, ... a1, qa;+a'a), aiy,...an)
= Q- A(Cll, ey A1y Ay Qg1 e an)
+ O[l . A(al., ey @i, CL;, Ay 1y - an)
gilt. Weiter heifit A alternierend, wenn A(ayq, ..., a,) verschwindet, sobald zwei
der Vektoren aq,...,a, iibereinstimmen.

Definition 1. FEs sei V' ein K-Vektorraum endlicher Dimension n. FEine
Determinantenfunktion auf V ist eine alternierende multilineare Abbildung
A: V" — K. Man bezeichnet A als nicht-trivial, wenn A nicht die Nullabbil-
dung ist.

Ahnlich wie K-lineare Abbildungen kann man Determinantenfunktionen
addieren oder mit Skalaren aus K multiplizieren, um neue solche Funktio-
nen zu erhalten. Die Determinantenfunktionen auf V' bilden folglich einen
K-Vektorraum, und wir werden im Folgenden sehen, dass dessen Dimension
1 ist, unabhéngig von der Dimension von V. Doch zunichst wollen wir einige
elementare Eigenschaften von Determinantenfunktionen angeben.

Bemerkung 2. Zu einem K-Vektorraum V der Dimension n betrachte man
eine multilineare Abbildung A: V" — K. Dann ist dquivalent:
(i) A ist alternierend und damit eine Determinantenfunktion.
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(ii) Fir jedes linear abhdingige System wvon Vektoren ai,...,a, € V gilt
Alay,...,a,) =0.

Beweis. Es ist nur die Implikation ()= (ii) zu zeigen. Seien also ay,...,a,
linear abhéngig. Dann lésst sich einer dieser Vektoren, etwa aq, als Linearkom-
bination der restlichen darstellen, also a; = Y, ;a;, und es folgt aus (i) unter
Benutzung der Multilinearitat von A

A((Ll, . ,an) = ZﬂiA(aiaa% s 7an) =0
=2
O

Bemerkung 3. Sei A eine Determinantenfunktion auf V. Fir aq,...,a, €V
gilt dann:
i) AC.ooap oooaj oo )=—A(...a; ... a; ... ), d h A dndert bei

Vertauschung zweier verschiedener Argumente das Vorzeichen.

(i) Alarys---»anm)) =sgnm - Alay, ..., ay) fir m € &,.

(i) AC... as+aa; ... a; ...)=A(...a ...a; ...) fira€e K, d h
A bleibt invariant, wenn man zum i-ten Arqgument ein skalares Vielfaches eines
weiteren Arguments addiert.

Beweis. Unter Ausnutzung der FEigenschaften einer Determinantenfunktion
kénnen wir wie folgt rechnen:

OZA( ai—ﬁ—aj ai—ﬁ—aj
Dabei mogen die explizit aufgeschriebenen Argumente immer an den Stellen ¢
und j stehen, wobei an den iibrigen Stellen stets ay, ..., a;—1 bzw. a;y1,...,a;-1
bzw. a;i1, ..., a, als Argumente einzusetzen sind. Aus der Rechnung folgt dann
Aussage (1). Weiter ist (ii) eine Folgerung von (i), da jede Permutation nach
4.1/3 ein Produkt von Transpositionen ist und da man nach 4.1/8 sgnm = (—1)*
hat, wenn 7 ein Produkt von s Transpositionen ist. Aussage (iii) schlieflich
ergibt sich aus folgender Rechnung:
Ao ai+aay o.oa; ...)

O

Eine multilineare Abbildung A: V" — K, die nach unserer Definition
alternierend ist, ist also insbesondere alternierend in dem Sinne, dass sie das
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Vorzeichen bei Vertauschung zweier ihrer Argumente dndert; daher die Bezeich-
nung alternierend. Man beachte jedoch, dass die Umkehrung hierzu nur dann
richtig ist, wenn 1 # —1 in K gilt.

Als Néchstes wollen wir ein nicht-triviales Beispiel einer Determinanten-
funktion auf dem Vektorraum V = K™ konstruieren.

Lemma 4. Fir Matrizen A = (ay;);; € K™" definiere man die Determinante
von A durch

det(A) = Z SENT - Qr(1),1 * - - - Ar(n)n-

TeG,

Dann ist det, aufgefasst als Funktion in den n Spalten der Matriz A, eine De-
terminantenfunktion auf V.= K", und es gilt det(E) = 1 fir die Einheitsmatriz
E € K™*™. Insbesondere ist die Determinantenfunktion det nicht-trivial.

Beweis. Zunéchst ist die Funktion det multilinear in den Spalten der Matrix

A, da ein Produkt ¢; - ... - ¢, linear in jedem seiner Faktoren ist. Weiter ist
zu zeigen, dass det(A) = 0 gilt, sofern zwei Spalten in A identisch sind. Seien
also ay,...,a, die Spalten von A. Gilt dann a; = a; fiir zwei Indizes i # j,

so kann man die Transposition 7 = (4,7) € &, betrachten. Durchlduft = die
geraden Permutationen in &, so durchlduft m o 7 nach 4.1/9 alle ungeraden
Permutationen in &,,. Man erhélt daher

det(ay, ..., a ... a5, ...,a4,)

= Z Qr(1),1 " v Qr(i)yi " v oo A(g),j -+ " Am(n)n
e,

— D Cror(1 - mor( "+ Cmor(i)g -+ Cror(u)in
TE™U

= O7

denn es gilt

Qror(i),i = On(j)i = Om(4),j-

Qror(j),j = An(i),j = Am(i),is

SOWIC Qlror(k),k = Cur(k)k fUr K # 4, 7.

SchlieBlich verifiziert man leicht det(E) = 1. In diesem Falle verschwinden
némlich in der definierenden Summe fiir det(E) alle Terme bis auf denjenigen
zur Identitat id € 6,,. O

Im Ubrigen werden wir in 7.2/9 und 7.2/10 schen, dass der Betrag der
Determinante det(A) geometrisch als das Volumen des von den Spaltenvektoren
von A in K™ aufgespannten Parallelotops interpretiert werden kann.

Als Néchstes wollen wir einsehen, dass das soeben gegebene Beispiel einer
Determinantenfunktion auf ganz natiirliche Weise entsteht.



142 4. Determinanten

Lemma 5. Es sei A eine Determinantenfunktion auf V und X = (x1,...,2,)
eine Basis von V. Fiir beliebige Vektoren aq,...,a, € V gilt dann:

Alay, ..., a,) =det(a1 x, ..., anx) - A(21,...,2n).
Dabei bezeichnet a; x € K" fir j =1,...,n den Koordinatenspaltenvektor von
a; beziiglich der Basis X, also ajx = (01, ..., 0m;)", wenn a; =Y o | ;.
Beweis. Unter Benutzung der Eigenschaften einer Determinantenfunktion ergibt
sich:
Alay, ..., ay)
n
Z (€ 7705 IR O T A(Iil, e 7Iin)

i1esin=1

= Z Q1)1 - Ar(m)n - A(Tra)s o5 Trny)

TS,

= Z SENT + Ar(1)1 - - - Ur(m)m - A(T1, .., 2p)
TGy

= det(a1 x,...,anx)  Alx1,...,2,)

d

Wir kénnen nun in einfacher Weise einige Folgerungen aus den beiden Lem-
mata ziehen.

Satz 6. Es sei X = (x1,...,x,) eine Basis eines K-Vektorraums V und weiter
A eine Determinantenfunktion auf V. Dann ist dquivalent:

(i) A ist trivial.

(ii) A(zy,...,z,) =0.

Beweis. Es ist nur die Implikation (ii) = (i) zu begriinden, und diese ergibt
sich aus der Formel in Lemma 5. O

Satz 7. Es sei A eine nicht-triviale Determinantenfunktion auf einem n-dimen-
sionalen K-Vektorraum V. Fir n Vektoren xq,...,x, € V ist dann dquivalent:
(i) @1,...,x, sind linear abhdingig.

(ii) A(zy,...,z,) =0.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ergibt sich aus Bemerkung 2. Um die um-
gekehrte Implikation zu zeigen, gehen wir indirekt vor und nehmen an, dass

Z1,...,T, linear unabhéingig sind, also eine Basis X von V bilden. Nach Satz 6
ist A dann trivial, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. (]
Satz 8. Es sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis X = (x1,...,1,). Be-

zeichnet ax fir Vektoren a € V jeweils den Koordinatenspaltenvektor von a zur
Basis X, so wird durch
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detx(ai,...,a,) =det(ar,x, ..., 0 x)

eine Determinantenfunktion mit detx(x1,...,2,) = 1 auf V erklart. Der
K-Vektorraum der Determinantenfunktionen auf V wird von detx erzeugt und
besitzt folglich die Dimension 1.

Beweis. Indem man den Isomorphismus V' =% K", a —— ax, verwendet, kann
man sehen, dass dety die Eigenschaften einer nicht-trivialen Determinanten-
funktion mit detx(x1,...,%,) = 1 besitzt, da det die entsprechenden Eigen-
schaften hat; vgl. Lemma 4. Im Ubrigen zeigt Lemma 5, dass jede weitere De-
terminantenfunktion A auf V ein skalares Vielfaches von dety ist. Der Vektor-
raum der Determinantenfunktionen auf V' besitzt also die Dimension 1. O

Korollar 9. Es seien A, A" Determinantenfunktionen auf dem K-Vektorraum
V. Ist dann A nicht-trivial, so existiert ein eindeutig bestimmtes Element o € K
mit A =« - A.

Aufgaben

1. Es seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, U C V ein r-dimensionaler linea-
rer Unterraum und z,41,...,z, ein fest gegebenes System von Vektoren in V.
Fiir eine Determinantenfunktion A: V* — K zeige man, dass sich durch

AU(ah s aaT) = A(G‘l? R S ERI) fn)
eine Determinantenfunktion A: U" — K definieren ldsst. Wann ist Ay nicht-
trivial?

2. Es sei A: V" — K eine nicht-triviale Determinantenfunktion auf einem n-di-
mensionalen K-Vektorraum V und z1,...,z,—1 ein linear unabhéngiges System
von Vektoren in V. Man zeige: Es existiert ein x,, € V mit A(x1,...,2,) = 1,
wobei die Restklasse von z,, in V/{z1,...,z,_1) eindeutig bestimmt ist.

3. Fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit einer Basis X = (x1,...,2,)
betrachte man den K-Vektorraum W aller multilinearen Abbildungen V" — K.
Man bestimme dimg W und gebe eine Basis von W an.

4.3 Determinanten von Matrizen und Endomorphismen

Fiir eine Matrix A = (oy;);; € K™ haben wir bereits in 4.2/4 die Determi-
nante durch die Formel

det(4) = Z SENT - Qlr(1),1 " -+ - * Ar(m) -

TeES,

erkldrt. Diese Formel ergibt fiir n = 0 als Determinante der leeren Matrix
den Wert 1. Im Folgenden wollen wir nun allgemeiner die Determinante von
Endomorphismen endlich-dimensionaler K-Vektorrdume einfiithren.
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Bemerkung 1. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K- Vektorraums
V' endlicher Dimension n. Weiter sei A eine nicht-triviale Determinantenfunk-
tion auf V; eine solche existiert stets nach 4.2/8. Dann gilt:

(i) Auf V wird durch

Ap(a, ..., an) = A(f(ar), ..., fan)), ai,...,0, €V,

eine Determinantenfunktion Ay definiert.
(ii) PEs existiert ein eindeutig bestimmtes Element oy € K mit Ay = ap - A.
(iii) Ist X = (x1,...,2,) eine Basis von V| so folgt

Qf = det(f(‘rl)Xv s 7f(xn)X) = dEt(Af-,ny)v

wobei f(x;)x der Koordinatenspaltenvektor von f(x;) beziiglich der Basis X und
Ay x,x die Matriz von f beziiglich der Basis X sei. Insbesondere erkennt man,
dass oy unabhdngig von der Wahl der Determinantenfunktion A ist.

Beweis. Die Funktion Ay ist offenbar multilinear, da A diese Eigenschaft hat
und f linear ist. Sind weiter ay,...,a, linear abhéingig, so gilt Gleiches fiir
f(a1),..., f(a,), und es folgt As(as,...,a,) = 0. Folglich ist Ay eine Deter-
minatenfunktion. Nach 4.2/9 gibt es dann eine eindeutig bestimmte Konstante
ay € K mit Ay = ayA. Betrachten wir schliefllich eine Basis X = (1,...,2,)
von V, so ergibt sich mit 4.2/5

ay - A(x17"'7xn) = Af(xh"'?xn) = A(f($1)7,f($n))
=det(f(z1)x,---, f(xn)x) - Alxy, ..., 20),

wobel A(xy, ..., x,) # 0 wegen 4.2/7 und folglich

ay =det(f(z1)x,..., f(zn)x)

gilt. Insbesondere erkennt man, dass oy unabhéngig von der Wahl von A ist.

O

Definition 2. Fs sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraums V. Dann nennt man det f := oy, wobei oy wie in
Bemerkung 1 bestimmt ist, die Determinante des Endomorphismus f. Es gilt

det f = det(AﬂX’)()

fiir jede Matriz Ay x x, die f beziiglich einer Basis X von V beschreibt. Insbe-
sondere erhdlt man det f =1 im Falle V = 0.

Wir wollen zunéchst einige grundlegende Eigenschaften von Determinanten
herleiten.

Satz 3. Es sei V ein K-Vektorraum endlicher Dimension n und Endg (V') der
Endomorphismenring von V. Dann gilt fir f,g € Endg (V) und a € K:
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(i) det(id) =1 f'dr die Identitit id € Endg (V).
(i) det(af) = " - det(f).
(iii) det(fog) = det( ) - det(g).
(iv) det(f) # 0 <= f invertierbar.
(v) det(f 1) = (det £)7L, falls f invertierbar ist.
(vi) det(f*) = det(f) fur die duale Abbildung f*: V* — V* 2u f.

Bevor wir zum Beweis kommen, formulieren wir die entsprechenden Aussa-
gen auch noch fiir Determinanten von Matrizen.

Satz 4. Fir A,B € K™" und o € K gilt:
(1) det(E) =1 fir die Einheitsmatrizc E € K™".
ii) det(ad) = a" - det(A).
(111) det(A - B) = det(A) - det(B).
) det(A ) 75 0 <= A invertierbar.
) det(A™1) = (det A)~L, falls A invertierbar ist.
i) det(A') = det(A) fiir die transponierte Matriz A* zu A.

—
<
—-

Beweis zu den Sdtzen 3 und 4. Indem wir zwischen Endomorphismen und zu-
gehorigen Matrizen wechseln, vgl. Abschnitt 3.1 sowie Satz 3.2/9, geniigt es,
alternativ entweder die Aussagen aus Satz 3 oder Satz 4 zu beweisen. Zudem
ist nur der Fall n = dim V' > 0 von Interesse.

(i) det E =1 haben wir bereits in 4.2/4 gezeigt.
(ii)) Man benutze die Multilinearitdt von Determinantenfunktionen: Sind

ai,...,a, die Spalten einer Matrix A € K™*™, so folgt

det(aA) = det(aas, . .., aa,) = o det(ay, ..., a,) = o™ det(A).

(iii) Fiir diese Aussage ist es giinstiger, im Sinne von Determinanten von
Endomorphismen zu argumentieren. Man wéhle eine nicht-triviale Determinan-
tenfunktion A auf V' sowie eine Basis X = (z1,...,x,) von V. Dann gilt

det(fog) - Az, ..., xn) = A(fog(z1),..., fog(xn))
=det f - A(g(z1)), - .., Alg(wn))
=det f-detg- A(zq,...,z,)
und damit det(f o g) = det f - det g wegen A(zy,...,x,) # 0.

(iv) Eine Matrix A € K™ " ist genau dann invertierbar, wenn ihr Rang n ist,
vgl. 3.3/7, d. h. genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhéngig sind.
Damit ergibt sich die Aussage als Konsequenz von 4.2/4 und 4.2/7.

(v) Fiir A € Gl(n, K) gilt nach (i) und (iii)

det(A) - det(A™!) = det(A- A7) = det(E) = 1.
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(vi) Fiir A = ()i € K™ gilt

det(A) = Z SENT - Ar(1),1 " -+ -~ A(n)n

€S,

= E SENT » A z=1(1) * -+ - * Qpg=1(n)
TeS,

-1
E SgNmw o Qg g-1(1) - - Qg r=1(p)
TEG,

Z SgNT - QA1 x(1) * -+ - * Apo(n)
TESH

= det(A").

O

Korollar 5. Es sei A € K™*™ eine Matriz vom Rang r. Dann ldsst sich
aus A durch Streichen von Spalten und Zeilen eine quadratische Untermatriz
A" e K™ mit det(A") # 0 konstruieren, und es ist v mazimal mit dieser FEi-
genschaft.

Beweis. Gemé$ 3.2/10 diirfen wir den Rang von Matrizen wahlweise als Spalten-
oder Zeilenrang interpretieren. Insbesondere kénnen wir in A ein linear un-
abhéngiges System von r Spalten auswihlen. Durch Streichen der restlichen
Spalten entsteht eine Untermatrix A; € K™*" von A mit Rang r. Entsprechend
kénnen wir in A; ein linear unabhéngiges System von r Zeilen auswihlen. Indem
wir die restlichen Zeilen von A; streichen, entsteht eine quadratische Unterma-
trix A € K™ von A; bzw. A mit Rang r. Diese ist nach 3.3/7 invertierbar
und erfiillt det(A’) # 0 geméf Satz 4.

Ist andererseits A’ € K**¢ eine quadratische Untermatrix von A mit einer
Spaltenzahl s > r = rg A, so sind die Spalten von A’ notwendigerweise linear
abhéngig, denn jeweils s Spalten von A sind linear abhingig. Es folgt dann
det(A") = 0, ebenfalls mit Satz 4. O

Wir gehen schliellich noch auf die Berechnung der Determinanten spezieller
Matrizen A € K™*™ ein und untersuchen zunéchst, wie sich die Determinan-
te dndert, wenn man auf A elementare Zeilen- oder Spaltentransformationen
anwendet.

Satz 6. Es seien o € K, A € K™" sowie 1,]j zwei verschiedene Indizes mit
1<i,j<n.

(i) det A dndert sich nicht, wenn man zu der i-ten Zeile (bzw. Spalte) von
A das a-fache der j-ten Zeile (bzw. Spalte) addiert.

(ii) det A dndert das Vorzeichen, wenn man in A die i-te mit der j-ten Zeile
(bzw. Spalte) vertauschi.

(ili) det A multipliziert sich mit o, wenn man die i-te Zeile (bzw. Spalte) von
A mit o multipliziert.
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Beweis. Nach Satz 4 gilt det A = det A®. Wir kénnen uns daher auf die Be-
trachtung elementarer Spaltenumformungen beschrianken. Dann ergeben sich
die behaupteten Aussagen jedoch unmittelbar aus der Tatsache, dass det A eine
Determinantenfunktion in den Spalten von A ist; vgl. 4.2/3 und 4.2/4. O

Der obige Satz bietet eine natiirliche Moglichkeit, Determinanten von Ma-
trizen A € K™ explizit zu berechnen: Man bestimme zunichst mittels des
Gaufischen Eliminationsverfahrens den Rang r = rg A. Fiir r < n folgt dann
det A = 0 gemiB 4.2/2. Im Falle r = n jedoch lasst sich A, wie wir in Ab-
schnitt 3.3 gesehen haben, mittels elementarer Zeilenumformungen in die Ein-
heitsmatrix E {iberfithren, wobei det E = 1 gilt. Ben6tigt man s solcher Um-
formungen (wobei man elementare Zeilen- und Spaltenumformungen gemischt
verwenden darf), so &ndert sich der Wert der Determinante bei jedem Schritt um
einen gewissen Faktor a,, 0 = 1,...,s, und es ergibt sich det A = a;*... a7 ".

Wir wollen einige Beispiele zur Berechnung spezieller Determinanten geben
und dabei auch zeigen, wie das gerade beschriebene Verfahren in konkreten
Situationen angewendet werden kann.

(1) Sei A = (ay5);; € K™ mit a;; = 0 fiir ¢ > j, also

[0 S *
0 99 *
A=
0 ........ Oy

Dann gilt det(A) =[]}, . In der Tat, betrachten wir einen Term der Summe

det(A) = Z SENT * Ar(1)1 " - - Or(n)m

TES,

zu einer Permutation w € &,,, so verschwindet dieser aufgrund unserer Voraus-
setzung iiber die oy;, sofern es einen Index ¢ € {1,...,n} mit 7(i) > ¢ gibt. Da
andererseits aber 7(i) < 4,4 =1,...,n, nur fiir die identische Permutation gilt,
reduziert sich obige Summe auf einen Term, und zwar auf aqp - ... - Q.

Alternativ kénnen wir im Sinne elementarer Zeilenumformungen argumen-
tieren. Gilt «ay; = 0 fiir einen Index ¢ € {1,...,n}, so sind die Spalten mit
den Indizes 1,...,4 offenbar linear abhingig, und es gilt det A = 0. Ansons-
ten multipliziere man fiir ¢ = 1,...,n die i-te Zeile von A mit 042-’2-17 wobei sich
die Determinante jeweils um den Faktor a;;' dndert. Die resultierende Matrix
ldsst sich dann in die Einheitsmatrix tiberfithren, indem man fiir i = 2,...,n
geeignete Vielfache der i-ten Zeile zu den vorhergehenden Zeilen addiert. Der
Wert der Determinante bleibt dabei unveréndert, so dass man wie gewiinscht
det A = ayy ... ayy, erhilt.

(2) Zu m,n € N betrachte man Matrizen A;; € K™ Ay € K™
Agy € K™ sowie die Nullmatrix 0 € K™ Fiir die zusammengesetzte Matrix

(A Ax
o= (%)
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gilt dann det(A) = det(A;1) - det(Azs). Um dies nachzuweisen, nehmen wir A
von der Form (a;;); j=1..m+n an. Es gilt dann a;; = 0 fir m+1 < i <m+n,
1 < j <m. In der Summe

det(A) = Z SENT » Q1)1 * - - - * Ar(m4n),m+n-

TESmin

haben wir daher nur Terme zu solchen Permutationen 7 € &, zu beriick-

sichtigen, welche m(i) < m fiir i = 1,...,m erfiillen. Dann gilt automatisch
m+1 < 7(i) <m+nfiri =m+1,...,m+n, und es “zerfillt” = in Permutatio-
nenovon{l,...,m}und 7 von {m+1,...,m+n}, wobei sgnm = sgn(c)-sgn(r)

gilt. Da auf diese Weise die zu betrachtenden Permutationen m € &, bijektiv
den Paaren (o, 7) € 6,, X &,, entsprechen, ergibt sich mit Asy = (5;;)ij=1,.n

det(A) = Z sgn(a) Sgn(T)ao'(l),l co Qg(m)m * ﬂr(l),l s ﬁ‘r(n),n

€S, TEGC,
= Z Sgn(o—)aﬂ(l),l co Qo(m)m * Z Sgn(T)ﬁT(l),l s ﬂ‘r(n),n
S TES,

= det(An) . det(A22)7

wie behauptet.

Alternativ kann man dieses Resultat allerdings auch ohne grofiere Rechnung
erhalten, indem man die Theorie der Determinantenfunktionen verwendet. Seien
E, € K™™ und E, € K™ die Einheitsmatrizen. Wir benutzen, dass

_ A Ap
det(A) = det ( 0 A22>

einerseits eine Determinantenfunktion in den Spalten von Ay, ist, sowie ande-
rerseits auch in den Zeilen von Agy. Mit 4.2/5 ergibt sich daher die Gleichung

AH A12 - Em A12
det ( 0 A22> = det(Aq;) - det ( 0 A22>

und entsprechend fiir A;; = E,, die Gleichung

Em A12 _ Em A12
det < 0 Agg) = det(Ay) - det ( 0 En> .

Em Al?
0 £,

nach Beispiel (i) die Determinante 1 besitzt, folgt wie gewiinscht

Da die Matrix

det(A) = det(AH) . det(Agz).

Schlieflich wollen wir noch zeigen, wie man mittels elementarer Umformun-
gen argumentieren kann. Gilt rg A;; < m, so kann A nicht maximalen Rang
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besitzen, da dann die ersten m Spalten von A linear abhéngig sind. Entspre-
chendes gilt fiir rg Ass < n, da in diesem Falle die letzten n Zeilen von A
linear abhéngig sind. Insgesamt ergibt sich det A = 0 = det Ay, - det Ags, falls
mindestens eine der Matrizen A;; und Asy nicht invertierbar ist. Sind jedoch
Aj; und A,y beide invertierbar, so wende man auf die ersten m Zeilen von
A elementare Zeilenumformungen an, welche die Untermatrix A;; in die Ein-
heitsmatrix iiberfithren. Die Determinante von A #ndert sich hierbei offenbar
um den Faktor (det A;;)~!. Entsprechend wende man auf die letzten n Zeilen
von A elementare Zeilenumformungen an, die die Untermatrix Ay in die Ein-
heitsmatrix {iberfiihren. Dies bewirkt eine Anderung der Determinante um den
Faktor (det Agp)~!. Die resultierende Matrix besitzt dann die in Beispiel (1)
betrachtete Form, wobei die Diagonalelemente alle den Wert 1 haben. Somit ist
die Determinante dieser Matrix 1, und es folgt det A = det Ay - det Ags.

(3) Ein berithmtes Beispiel einer konkret gegebenen Determinante ist die so
genannte Vandermondesche Determinante

1 1 . 1
Qq Qo R (67
Vi, ag,...;an) =det | o2 a2 ... a2 |,
ayt ayt L aptt
welche zu Elementen oy, aw, ..., a, € K gebildet wird. Wir wollen induktiv

Vi, ag,. .. ap) = H(aj — )

1<j

zeigen. Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Fiir n > 1 subtrahiere man in
obiger Matrix von der n-ten Zeile das as-fache der (n — 1)-ten Zeile usw. bis
schlieBlich von der 2. Zeile das «a;-fache der 1. Zeile. Dann gilt

1 1 1

0 oy — oy, — o
Vi, ag,...,an) =det [ 0 ag(ae—aq) ... an(an — 1)

0 ay 2 (ag—a1) ... a2(a, —ay)

und es folgt mit obigem Beispiel (2)
Viog, g, ... ) = (H(az - al))V(ozg, ey Q).
i>1
Per Induktion ergibt sich daraus die Behauptung.

Schliefllich wollen fiir Matrizen A = (ay;);; € K™, n < 3, deren Determi-
nanten noch explizit angeben.



150 4. Determinanten

n=1: det(A) = a
n=2: det(A) = 1099 — a9
n=3: det(A) = a1aneass + Qo103 + Aoz

— 013203 — (31 QipaX13 — Qg1 (X120¥33

Letztere Formel entspricht der Auflistung
123 123 1
63_{<1 3)’(231)’(3
1 3 1
1 1)7\2

Die Art der Summanden kann man sich dabei an folgendem Schema (bezeichnet
als Regel von Sarrus) in Erinnerung bringen:

[\
w

[N}
—
[N}

wW DN
N W
~_
N
W =
N DN
— N
w w
N ~~—
N——

a3

Man hat also zur Berechnung von det(aij)i’j:w’g die Produkte iiber die Elemen-
te der 3 von links oben nach rechts unten verlaufenden Diagonalen zu addieren
und davon die Produkte iiber die Elemente der 3 von links unten nach rechts
oben verlaufenden Diagonalen zu subtrahieren.

Aufgaben

1. Fiir A € K™ mit A’ = —A und ungeradem n zeige man: Es gilt det(A) = 0
oder 1+1=0in K.

2. Fiir Matrizen A € K™*™ lasse man folgende Zeilenoperationen zu:

(i) Vertauschen zweier verschiedener Zeilen und gleichzeitiges Multiplizieren
einer Zeile mit —1.

(i) Multiplizieren einer Zeile mit einer Konstanten o € K* und gleichzeitiges
Multiplizieren einer weiteren Zeile mit o ?.

(iii) Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Man zeige, dass sich invertierbare Matrizen A € K™*™ mittels solcher Zeilenum-
formungen in Diagonalmatrizen des Typs

1 0 0
0 10
0 0 d

iiberfithren lassen, wobei d = det A gilt.
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3. Sei A = (o) € K™™ mit

1 firi<j
Oéij: 0 fiiri:j
—1 firi>j

und n gerade. Man zeige det A = 1.

4. Man berechne die Determinante der Matrix

211 ... 1
1 21 ... 1
11 2 ... 1| eR™™
111 ... 2

5. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V' — V ein Endomorphis-
mus. Fiir ein x € V gelte V = (z, f(z),..., f*"1(z)) sowie

(@) = an_1 fHx) + ...+ a1 f(z) + aox.

Man zeige det f = (—1)"ay.

6. Es seien aq,...,0n, B1,...,0, € K Konstanten mit a; + 3; # 0 fiir alle 4, j. Man
zeige (Cauchysche Determinante):

det (on J‘r.él)*l o (og J.r.én)*l ) Moy s — ) — 80
(an + ﬂl)_l ce (an + ﬁn)—l Hi,j(ai + ﬁ])

4.4 Die Cramersche Regel

Wir wollen zunéichst zu einer Matrix A = (w;);; € K™ die so genannte
adjungierte Matrix A*d erkliren. Hierzu konstruieren wir fiir beliebige Indi-
zes 1,7 € {1,...,n} eine (n x n)-Matrix A;; aus A, indem wir alle Elemente
051, ..., Qyy, der i-ten Zeile und alle Elemente ay,, ..., oy, der j-ten Spalte von
A durch 0 ersetzen, bis auf das Element «;; im Schnittpunkt von i-ter Zeile und
j-ter Spalte, welches wir zu 1 abédndern, also:

a1 v a15-1 0 Qa1 +1 e A1p
Qi1 - Qirgor 0 Qg oo Qiiig
Ay = 0 ... 0 1 0 .0
Qip11 - QG151 0 Qir1,4+1 -+ Qitln
Qn s Qpj—1 0 Qlpj4+1 cee Qpp

Weiter werde die Matrix Aj; € K@ D*("=) durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte von A;; erklart.
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Bemerkung 1. Es sei A € K™*™ eine Matrix mit den Spalten aq, ..., a, € K™
Dann gilt fir Indizes 1 <1i,j <n:

(i) det(Ay) = (1) - det(A}).

(ll) det(Aij) = det(al, cey 1,64, Gy, - ,an)7 wobei €, = (51,‘, ce ,(Sm')t
der i-te Finheitsvektor in K™ ist.

Beweis. Fiir i = j =1 ist A;; von der Gestalt

1 0
All - (0 Alll) )

und wir erhalten, wie in Abschnitt 4.3 berechnet,
det AH =1-det Alll

Den Allgemeinfall von (i) fithrt man leicht hierauf zuriick, indem man in A;;
die i-te Zeile mit allen vorhergehenden Zeilen sowie die j-te Spalte mit allen
vorhergehenden Spalten vertauscht. Dies sind insgesamt (i — 1) + (j — 1) Ver-
tauschungen, so dass sich die Determinante der neuen Matrix dabei von det A;;
um den Faktor (—1)™ unterscheidet.

Weiter ergibt sich (i) aus 4.3/6(i), da sich die Matrix mit den Spalten
ay,...,0j_1,€, 01, ...,a0, in die Matrix A;; iiberfithren ldsst, indem man ge-
eignete Vielfache der j-ten Spalte e; von den restlichen subtrahiert. O

Definition 2. Fiir eine Matriz A = (ay;);; € K™ und fiir Indizes 1 <1i,j <n
bilde man die Matrizen A;j, Aj; wie vorstehend beschrieben. Dann heifit

dij = det Ai]' = (_1)i+j - det A;J
der Cofaktor von A zum Indexpaar (i,7) oder, in nicht ganz korrekter Sprech-

weise, der Cofaktor von A zum Koeffizienten a;;. Die Matriz A = (dy;);; heift
die Matrix der Cofaktoren von A, und

ad . 1 ~
A= A" = ()i
die zu A adjungierte Matrix (oder die zu A gehorige Komplementérmatrix).

Als Néchstes wollen wir eine fundamentale Beziehung zwischen einer Matrix
A und ihrer adjungierten A*! beweisen, welche im weiteren Sinne als so genannte
Cramersche Regel bezeichnet wird.

Satz 3. Sei A= (a;)i; € K™, und sei E € K™ die Einheitsmatriz. Dann
gilt
A A=A A = (det A) - E.

In ausfiihrlicher Schreibweise bedeutet diese Identitdt:
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n
Z djiOéjk = 6lk - det A,
j=1

n

Z Oéijdkj = Ok * det A,

Jj=1

fir 1 <ik <n.

Beweis. Es seien aq, ..., a, die n Spalten von A. Dann rechnet man unter Aus-
nutzung von Bemerkung 1

n n
Z &jia]-k = Z Qi+ det(Aﬂ)
j=1 j=1

n
= E Qi + det(al, cey 1,65, iy, - 7an)
J=1

= det(ah sy (i1, Ay Qg 15 - - -y an)
= Ok * det(A),

d. h. es gilt A'- A = (det A) - E. Um zu sehen, dass dies auch gleich A - A? ist,
benutze man die gerade bewiesene Beziehung fiir A® anstelle von A, also

(Af)' - A" = (det AY) - E.
Da man offenbar A* = A* hat, ergibt sich
A- At = (detA)-FE

unter Benutzung von det(A") = det(A), vgl. 4.3/4. Transponieren liefert dann
wie gewiinscht

A-At = (detA)-E.
0

Wir wollen einige Folgerungen aus diesem Satz ziehen. Zunéchst erhdlt man
als Spezialfall der Gleichungen in Satz 3 den nach Laplace benannten Satz zum
Entwickeln einer Determinante nach einer Zeile oder Spalte.

Korollar 4. Sei A = (a;;);; € K™". Dann gilt:

n

det A = Z Qjj - det(A”) = Z(—l)H] c Qg det(A;]), _] = 17 ey,
i=1 i=1

J=1 J=1

Man bezeichnet dies als die Formeln zur Entwicklung von det A nach der j-ten
Spalte bzw. i-ten Zeile.
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Fiir invertierbare Matrizen kann man die Formeln in Satz 3 zur Berechnung
der inversen Matrix benutzen.

Korollar 5. Fir A€ Gl(n,K) gilt A=' = (det A)~! - A,

Des Weiteren wollen wir noch die Cramersche Regel im engeren Sinne her-
leiten, die sich auf die Losung linearer Gleichungssysteme bezieht.

Korollar 6. Fir eine Matric A € Gl(n, K) und einen Spaltenvektor b € K"
betrachte man das lineare Gleichungssystem A-x =b. Dann ist v = A™1 - b die
eindeutige Lisung dieses Systems. Sind ay,...,a, die Spalten von A, so wird
die i-te Komponente von A~"-b gegeben durch

(det A)~' - det(ay, ..., a;_1,b, ai1,...,a,).

Beweis. Wir benutzen die Formel A~! = (det A)~' - A* aus Korollar 5. Dann
berechnet sich die i-te Komponente von A1 - b fiir b = (8y,...,05,)" mittels
Bemerkung 1 zu

n

(det A)~ Zaﬂ@]_ (det A)™" > "(det Aj:)3;

j:l
dCtA cht al,...,ai_l,ﬂjej,aiﬂ,...,an)

= (detA) ~det(a17...,ai_l,b,ai+1,,..,an).

Aufgaben
1. Man l6se das folgende lineare Gleichungssystem mittels Cramerscher Regel:

2x1 + 2x9 +4x3 =1
21 — 3wy + 223 =0
5x1 +4ws +3x3 =1

2. Es sei A = (a45) € Gl(n,R) eine invertierbare Matrix mit Koeffizienten o;; € Z.
Man zeige:

(i) A™! hat Koeffizienten in Q.
(ii) A~! hat genau dann Koeffizienten in Z, wenn det A = £1 gilt.

3. Man zeige fiir invertierbare Matrizen A, B € Gl(n, K) und a € K:
(i) (aA)ad — a1 gad
(i) (A7) = (470"
(iii) (AB)* = Badgad
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(iv) det(A2d) = (det A)™~!
(v) (A2d)ad = (det A)"2A
(vi) (A)1 = (A1)
Bemerkung: Alle vorstehenden Beziehungen, mit Ausnahme der letzten, bleiben
auch fiir beliebige Matrizen aus K™*" giiltig. Um dies aus dem Fall invertierbarer

Matrizen zu folgern, sind allerdings Konstruktionen erforderlich, die im Moment
noch nicht zur Verfiigung stehen.

4. Fiir Spaltenvektoren aq,...,a,,b € K™ und Koeffizienten o, ...,a, € K gelte
Yoy aza; = b. Man zeige

det(ai,...,ai—1,0,ai41,...,0n) = a; - det(aq, ..., a,), i=1,...,n,

und folgere hieraus die Aussage von Korollar 6.

4.5 AuBere Produkte*

In Abschnitt 4.2 haben wir fiir einen K-Vektorraum V' endlicher Dimension n
alternierende Multilinearformen in n Variablen studiert. Wir wollen nun allge-
meiner fiir beliebige K-Vektorrdume V' alternierende multilineare Abbildungen
in einer gewissen Anzahl r von Variablen betrachten. Dabei heifit eine Abbil-
dung ¢: V" — W, (a4,...,a,) — P(a,...,a,), in einen K-Vektorraum W
maultilinear, wenn @ linear in jedem Argument ist, sowie alternierend, wenn
&(ay,...,a,) = 0 gilt, sofern zwei der Vektoren as, ...,a, € V iibereinstimmen.
Entsprechend wie in 4.2/2 bzw. 4.2/3 zeigt man:

Bemerkung 1. Fir K-Vektorraume V,W wund r € N betrachte man eine
alternierende multilineare Abbildung ®: V' — W. Dann gilt fiir Vektoren
a1y...,0, €EV:

(i) ®(a1,...,a.) =0, sofern ay,...,a, linear abhingig sind.

(ii) DP(arq),---anm) =sgnm-P(ay,...,a,) fir jede Permutation m € &,.

Insbesondere folgt aus (i), dass es im Falle r > dimy V' nur triviale multili-
neare alternierende Abbildungen V" — W gibt. Wir wollen im Folgenden zu V'
und r € N einen K-Vektorraum A"V konstruieren, derart dass die alternieren-
den multilinearen Abbildungen V" — W in einen beliebigen K-Vektorraum
W hinein in bijektiver Weise den K-linearen Abbildungen A"V — W ent-
sprechen.

Satz 2. Zu einem K-Vektorraum V und einer natirlichen Zahl v € N gibt es
stets einen K-Vektorraum D mit einer multilinearen alternierenden Abbildung
o: V" — D, welche folgende universelle Eigenschaft besitzt:

Ist &: V" — W eine alternierende multilineare Abbildung in einen K- Vek-
torraum W, so existiert eindeutig eine K-lineare Abbildung p: D — W mit
® = ypoa, so dass also das Diagramm
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kommutiert.
Das Paar (D, o) ist durch diese Abbildungseigenschaft bis auf kanonische
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Dass in der Situation des Satzes zwei Paare (D,o) und (D', 0’), welche
die genannte universelle Abbildungseigenschaft besitzen, in kanonischer Weise
isomorph sind, kann man leicht einsehen. Es gibt dann ndmlich eine eindeutig
bestimmte K-lineare Abbildung ¢: D — D’ mit ¢/ = 1oo, sowie eine eindeutig
bestimmte K-lineare Abbildung +/: D' — D mit 0 = ¢/ o ¢’. Also hat man

i ! ! ! ! !
oc=to0 =lotoo0, 0 =1Lo00=t0l 00,

und damit
!

idpoo = (Y ou1)oo0, idproo’ = (1oi) oo,
Es sind deshalb idp,t o t: D — D zwei K-lineare Abbildungen, die durch
Komposition mit o: V" — D dieselbe alternierende multilineare Abbildung
V" — D ergeben. Die Eindeutigkeitsaussage in der Abbildungseigenschaft fiir
(D, o) ergibt dann ¢ o = idp. Entsprechend erhélt man ¢ o = idp/, und es
folgt, dass ¢ und ¢’ zueinander inverse Isomorphismen sind, eben die kanonischen
Isomorphismen, deren Existenz im Satz behauptet wird.

In der Situation von Satz 2, dessen Beweis wir weiter unten fortfithren wer-
den, nennt man den K-Vektorraum D das r-fache duflere Produkt oder die
r-fache duflere Potenz von V und benutzt hierfiir die Notation A" V. Das Bild
eines Tupels (ay, ... ,a,) € V" unter der multilinearen alternierenden Abbildung
o: V" — A"V wird mit

ar N...N\ay

bezeichnet, wobei man hier auch von dem duferen oder Dachprodukt der Ele-
mente ag,...,a, spricht. Diese Produktbildung ist linear und alternierend in
den einzelnen Faktoren, d. h. es gilt fir o, 6 € K, a1,...,a,,b; €V

a A .. A (aa;+ Bb) AL Aay
=a-(aAN...ANGA...Na) + B(ar A AN AN ay),

sowie a; A ... Aa, =0, falls die Vektoren a4, ..., a, nicht paarweise verschieden
sind. Wir kénnen sogar aus der universellen Abbildungseigenschaft von A"V
folgende Information ableiten:

Bemerkung 3. Der K-Vektorraum N\"V wird von den Elementen ay ... Aa,
mit ay,...,a, €V erzeugt.
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Beweis. Es sei D' C A"V der lineare Unterraum, der von allen Elementen des
Typs a; A ... A a, erzeugt wird. Da das Bild von o: V" — A"V in D’ liegt,
fithrt jede Zerlegung

oV LNV LW

einer multilinearen alternierenden Abbildung @: V7 — W automatisch zu
einer Zerlegung
oV S D LW

mit ¢’ = @|p. Nun ist ¢’ aufgrund der Gleichung ¢ = ¢’ o o notwendigerweise
eindeutig bestimmt auf dem Bild im o, also auch auf dem von im o erzeugten
linearen Unterraum von D', d. h. auf D’ selbst. Somit erfiillt D’ zusammen mit
o die universelle Eigenschaft eines dufleren Produkts, und man sieht wie oben,
dass die Abbildung D’ < A"V ein Isomorphismus ist, als Inklusion also die
Identitat darstellt. Somit bilden die Elemente des Typs a; A ... A a, in der Tat
ein Erzeugendensystem von D' = A" V. O

Wir erleben hier zum ersten Mal, dass mathematische Objekte, ndmlich der
K-Vektorraum A"V und die alternierende multilineare Abbildung

o VI — NV, (ay,...,a,) — ay A...Aay,

nicht in konkreter Weise, sondern nur bis auf kanonische Isomorphie definiert
werden. Natiirlich muss noch gezeigt werden, dass Objekte mit den spezifizier-
ten Eigenschaften auch wirklich existieren. Wir werden hierfiir ein explizites
Konstruktionsverfahren verwenden, das jedoch wegen seiner allgemeinen Natur
nur von untergeordnetem Interesse sein kann. Stattdessen ist die charakteri-
sierende universelle Eigenschaft das entscheidende Hilfsmittel zur Handhabung
des Vektorraums A" V.

Um nun den Beweis zu Satz 2 abzuschlieBen, bleibt noch die Existenz ei-
nes K-Vektorraums D zusammen mit einer alternierenden multilinearen Ab-
bildung o: V" — D nachzuweisen, welche die behauptete universelle Abbil-
dungseigenschaft besitzt. Hierzu betrachten wir, motiviert durch die Aussage
von Bemerkung 3, einen K-Vektorraum 15, der V" als erzeugende Teilmenge
enthélt. Am einfachsten ist es, den freien von allen Symbolen v € V" erzeugten
K-Vektorraum zu betrachten, also

D=KV) = {(ew)vevr; ap € K, o, = 0 fiir fast alle v}.
Hier bildet das System der Elemente
€y = (61),1)’)11’6\/"7 v E VTv

eine Basis, wobei wir fiir Tupel v = (a1,...,a,) € V" anstelle von e, auch
ausfiihrlicher e, .. 4,) schreiben werden.
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Sei R C D der lineare Unterraum, der von allen Elementen der Gestalt

€(.aatb.) = QO €( a.) = B € b

€(....a,...,a,...)

mit o, € K, a,b € V erzeugt wird (wobei bei den Elementen ersteren Typs die
Eintrége an einer festen Stelle i stehen und die restlichen Eintrédge in allen drei
Termen jeweils unverdndert sind). Man setze dann D = D /R und bezeichne die
Restklasse eines Basiselementes €. q,) € D mit ai A ... A a,. Dann ist nach
Definition von R die Abbildung

.....

o: V"' — D, (ar,...,a,) — e,

eens

sozusagen erzwungenermafen multilinear und alternierend. Um zu erkennen,
dass o die behauptete universelle Abbildungseigenschaft besitzt, betrachte man
eine alternierende multilineare Abbildung @: V"™ — W in einen K-Vektorraum
W hinein. Dann kann man eine Abbildung ¢: D — W erkliren, indem man
die Bilder der kanonischen Basis (e,)ycyr von D vorgibt, und zwar durch

Oleqr,ar)) = Plas, ..., a), (a1,...,a,) €V".

Man vergleiche hierzu Satz 2.1/7 (ii), den man in einer Version fiir nicht not-
wendig endliche Basen bendtigt. Es entsteht somit das folgende kommutative
Diagramm, wobei die Existenz der Abbildung ¢ noch zu erklaren ist:

D
i
Vi— 2+ D=D/R
PNZ
14

Aus der Eigenschaft, dass @ multilinear und alternierend ist, ergibt sich sofort,
dass ker ¢ alle erzeugenden Elemente von R, also R selbst enthélt. Mittels des
Homomorphiesatzes 2.2/8 folgt dann, dass ¢ iiber den Quotienten D = ﬁ/ R
faktorisiert, sich also als Komposition der Projektion D — D und einer
K-linearen Abbildung ¢: D — W schreiben lisst, wobei ¢ die Gleichung

(%) olag A ... Na,) = P(ay, ..., a,)

fir (ay,...,a,) € V" erfiillt; dies bedeutet aber & = p o 0.

Es bleibt nun noch einzusehen, dass ¢ durch die Gleichung @ = @ oo
eindeutig bestimmt ist. Gilt diese Gleichung, d. h. gilt (%) fiir alle Tupel in V",
so ist ¢ als K-lineare Abbildung jedenfalls eindeutig bestimmt auf dem linearen
Unterraum von D, der von allen Elementen des Typs a; A ... Aa, erzeugt wird,;
vgl. 2.1/7. Dieser Unterraum ist aber identisch mit D, da die Elemente e, 4,)
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nach unserer Konstruktion eine Basis von D bilden, die Elemente a; A ... A a,
also immerhin noch den Quotientenvektorraum D erzeugen. O

Die vorstehende Konstruktion ergibt im Fall » = 0 einen eindimensionalen
K-Vektorraum /\0 V, der von dem Bild des leeren Tupels aus V° erzeugt wird.
Eine solche Situation li8t sich natiirlich konkretisieren: Man setzt \°V := K,
wobei man vereinbart, dass das Produkt a; A ... A a, fiir = 0 leer ist und
demgemif den Wert 1 hat.

Als Néchstes wollen wir iiberlegen, wie man, ausgehend von einer Basis
X = (z1,...,m,) eines K-Vektorraums V eine Basis von A"V erhalten kann.
Hierzu bezeichne Z fiir n,r € N die Menge aller r-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}. Weiter werde fiir Elemente H € Z" der Vektor zyy € A"V durch
Ty =Ty, A...Axy, erklart, wobel man H = {hy,...,h.} mit by < ... < h,
schreibe. Fiir Elemente a4,...,a, € V, etwa a; = Z?:l ay;z; mit Koeffizienten
ay; € K, setzen wir dann noch

detx g(a1,...,a,) = Z SN (T) * Q)1+ Oh gy e
TeS,

Es ist also detx g(ay,...,a,), abgesehen vielleicht von dem trivialen Fall r = 0,
die Determinante derjenigen (r x r)-Matrix, die man aus der (n x r)-Matrix
(a1,x,...,arx) erhilt, indem man alle Zeilen mit einem Index i ¢ H streicht;
dabei ist a; x jeweils der Koordinatenspaltenvektor von a; beziiglich der Basis
X, j=1,...,r. Insbesondere ergibt sich, dass detx y: V" — K eine alternie-
rende multilineare Abbildung ist.

Satz 4. Wie vorstehend beschrieben betrachte man einen K- Vektorraum V mit
einer Basis X = (x1,...,%,), sowie das r-te dufere Produkt \" V.

(i) Die Elemente xy, H € Z!, bilden eine Basis von \" V. Insbesondere
gilt dimg (A" V) = ().

(ii) Fir beliebige Elemente ay,...,a, € V gilt

aN...Na, = E detx mg(ay, ..., a)xH.
HeZr

Beweis. Der Fall r = 0 ist trivial; sei also » > 0. Als alternierende multilineare
Abbildung faktorisiert dety y: V" — K iiber eine K-lineare Abbildung

dX’HZ /\TV —>K,

und es gilt dx g (zp) = dg g fiir H, H' € Z, wie man leicht einsieht. Letztere
Gleichungen kénnen aber nur dann bestehen, wenn die Elemente zy, H € Z)
linear unabhéngig sind. Dass weiter die zg ein Erzeugendensystem und damit
insgesamt eine Basis von A"V bilden, folgt dann aus (ii), da die Elemente des
Typs ay A ... A a, ein Erzeugendensystem bilden.
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Es bleibt also noch Aussage (ii) nachzuweisen. Schreibt man a; = >, oy
mit Koeffizienten a;; € K, so kann man wie folgt rechnen:

aN...Na, = E ai1,1~~aimr'1’i1/\~~/\$z’r

I
(]
(7
@
B,
S
g
i
.
S

I
Q.
D
-t

™
=
2
o
3_,
3
=

O

Der gerade gegebene Beweis zeigt im Ubrigen, dass die von den alternie-
renden multilinearen Abbildungen detx y: V" — K induzierten K-linearen
Abbildungen dyy: A"V — K eine Basis des Dualraums (A" V)* bilden,
ndmlich gerade die duale Basis zu der Basis von A"V, die von den Elementen
xy gebildet wird.

Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen, so gibt
es fiir r € N eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

NNV —NW
mit
N flaiA...ANa) = fla)A... A fla,).

Die Eindeutigkeit von A" f ist klar, da die Elemente des Typs a; A ... A a, den
Vektorraum A"V erzeugen. Um die Existenz zu zeigen, betrachte man im Falle
r > 0 die alternierende multilineare Abbildung

Vi MW, (e a) — fla) Ao A fla),

und nutze aus, dass diese iiber A"V faktorisiert.

Korollar 5. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K- Vektorraums V'
endlicher Dimension n. Dann ist der zugehirige Endomorphismus

N fN'V—NA"V
gerade die Multiplikation mit det f € K.

Beweis. Man wihle eine Basis X = (z1,...,2,) von V. Dann gilt

(N" @i Ao~ xy) = flr) A A fz),

sowie nach Satz 4

fl) A oA fry) =det(f(x)x, o, fen)x) T Ao Ay,

Da x; A ... Az, eine Basis von A"V bildet, folgt die Behauptung. O
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Wir wollen nun noch zeigen, dass man das Dachprodukt “ A ” als Produkt
in einem geeigneten Ring auffassen kann.

Lemma 6. Es sei V ein K-Vektorraum. Zu r,s € N existiert dann eine
K-bilineare Abbildung

A NVXNV— NV,
(@ Ao ANap, by Ao Aby) —ar Ao Aap Abp AL A by,

welche durch die angegebene Abbildungsvorschrift eindeutig charakterisiert ist.

Beweis. Man betrachte die alternierende multilineare Abbildung

@Z V’V‘+S _ /\T+s V
(a1, .oy @y by, b)) —ar Ao Aap Abyp AL A b,
wobel wir r,;s > 0 annehmen. Die Félle r = 0 oder s = 0 sind in dhnlicher
Weise zu behandeln, unter Verwendung der Konvention, dass leere Produkte

den Wert 1 haben. Fiir festgewihlte Elemente a4,...,a, € V ergibt sich eine
alternierende multilineare Abbildung

Ve:— /\T+5 V7
(bl,...,bs)n—>a1/\4../\a7}/\b1/\.../\bs,
welche durch AV faktorisiert. Es induziert ¢ daher eine Abbildung
@/: Vr % /\&V _ /\W'Jrs‘/7
(al,....,ar, ijl/\/\bjs) '—>Z(Il/\.,./\(L«/\bjl/\.../\bjs7
J J
und man sieht, da Dachprodukte der Form a; A...Aa, Aby A...Ab, multilinear

und alternierend in den einzelnen Faktoren sind, dass @' (-, b) fiir festes b € A*V
multilinear und alternierend auf V" ist. Folglich induziert ¢’ eine Abbildung

P NVNV— NV,
(Zail/\”-/\aim ijl/\/\b]s) »—>Zaﬂ/\.../\air/\bjl/\.../\bjs,
i J ij

derart, dass @ (-, b) fiir alle b € A*V K-linear auf A" V ist. Die Rechenregeln fiir
Dachprodukte zeigen dann, dass ¢” sogar, wie gewiinscht, K-bilinear ist. Dass
@" durch die angegebene Abbildungsvorschrift eindeutig charakterisiert ist, folgt
daraus, dass die Elemente des Typs a; A ... A a, ein Erzeugendensystem von

A"V bilden und Entsprechendes fiir A° V' gilt. O

Man kann nun zu einem K-Vektorraum V' die (konstruierte) direkte Summe

ANV =@ NV
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aller dufleren Potenzen bilden, womit man &hnlich wie in 1.6 denjenigen Teil
des kartesischen Produktes [],.y A"V meint, der aus allen Familien (\),en
mit A\, € A"V sowie A\, = 0 fiir fast alle r € N besteht. Es ist A V' in natiirli-
cher Weise ein K-Vektorraum, und man kann zeigen, dass die in Lemma 6
betrachteten Abbildungen des Typs A"V x A°V — AV auf AV eine
Multiplikation definieren, derart dass AV ein Ring wird. Dabei erkennt man
K = A’V in kanonischer Weise als Unterring von A V und spricht von einer
K-Algebra. Genauer bezeichnet man A V' als die duflere Algebra zu V.

Wir wollen hier die Produktbildung aus Lemma 6 lediglich dazu benutzen,
um den so genannten allgemeinen Laplaceschen Entwicklungssatz fiir Determi-
nanten herzuleiten. Wir betrachten dazu wieder einen K-Vektorraum V' mit
Basis X = (21,...,2,) und verwenden eine Notation wie in Satz 4, insbeson-
dere sei an die alternierenden multilinearen Abbildungen detx py: V' — K
zu Elementen H € Z erinnert. Dabei stimmt detx (1 ., mit der in 4.2/8
eingefiihrten Determinantenfunktion dety iiberein. Weiter sei H € Z" fiir
H € Z! erklart als Komplement {1,...,n} — H, und man setze py = (—1)¥,
wobei v die Anzahl aller Paare (h,h) € H x H' mit h > h' bezeichnet.

Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis X = (x1,...,xy,). Mil vorste-
hender Notation gilt dann fir 1 <r < n und Vektoren ai,...,a, € V:

detx(as,...,a,) = Z pu - detx g(ar, ..., a.) - detx gi(arga, ..., an)
HeZp

Beweis. Unter Verwendung von Satz 4 und Lemma 6 kann man wie folgt rech-
nen:

detx(ar,...,an) -1 A... Ay
=a N...Nay
(ay Ao ANag) A (a1 Ao A ay)

(Z detX,H(al,...,aT)-.rH)/\( Z dethH(aHh...,an)-xH)

Hez} Hez_,

= E detx p(ay,...,a,) - detx gi(arpr, ... an) - Ty ATy
HeZn

= E pr - detx glar, ... a.) - detx gi(@ra,...,an) - T1 AL AT,
HeZn

Da x; A ... Az, eine Basis von A"V bildet, insbesondere also von Null ver-
schieden ist, ergibt sich die gewiinschte Beziehung. O

Wenden wir Satz 7 auf V' = K™ und die kanonische Basis an, so beschreibt
die hergeleitete Formel die Entwicklung der Determinante einer (n x n)-Matrix
nach den ersten r Spalten. Durch Spaltenvertauschung und Beriicksichtigung
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entsprechender Vorzeichen gewinnt man einen Entwicklungssatz nach r belie-
big vorgegebenen Spalten. Weiter kann man durch Transponieren hieraus einen
Entwicklungssatz nach vorgegebenen r Zeilen gewinnen.

Aufgaben

1.

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum. Man formuliere
eine universelle Eigenschaft, die den Quotientenvektorraum V/U charakterisiert.

Es sei V ein K-Vektorraum. Man zeige, gegebene Vektoren aq,...,a, € V sind
genau dann linear unabhiingig, wenn das Element a1 A...Aa, € A"V nicht trivial
ist.

Essei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen. Man zeige
fiir » € N, dass die Abbildung

NFNV—NW
injektiv bzw. surjektiv ist, sofern f diese Eigenschaft besitzt.

Es sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oco. Man bestimme
dim EBTGN(/\T V).

Fiir einen K-Vektorraum V betrachte man @,y A"V als Ring unter dem Dach-
produkt A. Man zeige, dass fiir ein Element a dieses Ringes genau dann a-a = 0
gilt, wenn man a € @, A"V hat.

Symmetrische Produkte: Es sei V' ein K-Vektorraum, und r € N. Eine Ab-
bildung &: V" — W in einen K-Vektorraum W heifit symmetrisch, wenn
D(ary,- -+ rery) = Plar, ..., a,) fiir alle r-Tupel (a1, .. .,a;) € V" und alle Per-
mutationen m € &, gilt. Man zeige: Es existiert ein K-Vektorraum P mit einer
symmetrischen multilinearen Abbildung o: V" — P, welche folgende universelle
Eigenschaft erfiillt:

Zu jeder symmetrischen multilinearen Abbildung @: V" — W in einen K-Vek-
torraum W existiert eindeutig eine K-lineare Abbildung ¢: P — W mit der
Eigenschaft & = poo.

Man nennt P die r-te symmetrische Potenz von V.
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Vorbemerkungen

Fiir einen K-Vektorraum V der Dimension n < oo bilden die Endomorphismen
7:V — V einen Ring Endg(V), der geméf 3.3/2 als K-Vektorraum von der
Dimension n? ist. Betrachtet man daher zu einem Endomorphismus 7 von V
dessen Potenzen 7, ..., 7% = id, so sind diese linear abhéngig. Folglich existiert
in Endg (V) eine Gleichung der Form

(*) 4T 46 =0

mit Konstanten ¢; € K und einer natiirlichen Zahl r < n?, wobei man stets
r < n wihlen kann, wie genauere Uberlegungen spiter zeigen werden. Es han-
delt sich also um eine Gleichung r-ten Grades mit Koeffizienten aus K, eine so
genannte algebraische Gleichung von 7 iiber K. Diese kann genau dann linear
gewéhlt werden (d. h. mit » = 1), wenn 7 ein skalares Vielfaches der Identitét
ist, so dass im Allgemeinen r > 1 gelten wird. Nun ist die Theorie algebraischer
Gleichungen allerdings nicht mehr der Linearen Algebra zuzurechnen, sie gehort
thematisch eher zu dem Bereich, den man heute meist als “Algebra” bezeichnet.

Dennoch sind Gleichungen des Typs (*) fiir unsere Zwecke sehr wichtig, da
man aus ihnen bereits wertvolle Informationen iiber die Struktur des zugehori-
gen Endomorphismus 7 ablesen kann. All dies werden wir im Kapitel 6 iiber die
Normalformentheorie von Endomorphismen genauestens studieren. Dabei sind
jedoch gewisse Grundkenntnisse {iber solche Gleichungen und insbesondere iiber
die zugehorigen Polynome

(%) et + .+

erforderlich, wobei das zu () gehérige Polynom (#x) einen Ausdruck darstellt,
in dem man 7 durch eine so genannte Variable t ersetzt hat, die bei Bedarf
unterschiedliche Werte annehmen kann.

Wir werden in diesem Kapitel insbesondere den Ring aller Polynome mit
Koeffizienten aus einem gegebenen Korper K betrachten und zeigen, dass dieser
in Bezug auf Teilbarkeitseigenschaften sehr groBe Ahnlichkeiten mit dem Ring
7Z der ganzen Zahlen aufweist. Beispielsweise werden wir fiir Polynomringe den
Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung herleiten.



166 5. Polynome
5.1 Ringe

Bereits in Abschnitt 3.3 hatten wir Ringe betrachtet, und zwar zu einer natiirli-
chen Zahl n > 1 den Matrizenring K™*" {iber einem Koérper K, sowie zu einem
K-Vektorraum V' den Endomorphismenring Endg (V). Um bestimmte Eigen-
schaften von Elementen in K™*™ oder Endg (V') genauer zu beschreiben, ist es
zweckméfig, so genannte Polynomringe zu benutzen. Wir wollen daher zunéchst
einige allgemeine Dinge {iber Ringe zusammenstellen, wobei wir uns grundsétz-
lich auf Ringe mit Fins beschrinken werden. Zunéchst sei nochmals an die in
3.3/1 gegebene Definition eines Ringes erinnert.

Definition 1. Eine Menge R mit zwei Verknipfungen ¢ + 7 (Addition) und
“ 7 (Multiplikation) heifit ein Ring (mit Eins), wenn folgende Bedingungen
erfullt sind:

(i) R ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d. h. es gilt

(a-b)-c=a-(b-¢) fir a,b,ceR.

(iii) Es existiert ein Einselement in R, also ein Element 1 € R, so dass
l-a=a=ua-1 firalle a € R gilt.
(iv) Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv, d. h. fir a,b,c € R
gilt
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c

Der Ring R heifft kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist.

Es ist klar, dass das Einselement 1 eines Ringes durch seine definierende
Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Als nahe liegendes Beispiel eines kommuta-
tiven Rings kann man den Ring Z der ganzen Zahlen betrachten. Im Ubrigen ist
jeder Korper, also insbesondere Q, R oder C, ein kommutativer Ring. Wie schon
in Abschnitt 3.3 definiert, heifit ein Element a eines Ringes R eine Finheit, wenn
es ein Element b € R mit ab = ba = 1 gibt. Die Menge R* aller Einheiten von R
bildet eine Gruppe beziiglich der Multiplikation. Fiir 1 # 0 gilt R* ¢ R — {0},
wobei dies im Allgemeinen eine echte Inklusion ist. Genauer ist die Gleichung
R* = R— {0} dquivalent zu der Bedingung, dass R ein Korper ist. Als triviales
Beispiel eines Rings hat man den so genannten Nullring 0. Dieser besteht nur
aus einem Element 0 mit den Verkniipfungen 0 + 0 = 0 und 0 -0 = 0. Hier ist
das Element 0 ein Null- und Einselement zugleich, so dass wir 1 = 0 schreiben
konnen. Der Nullring ist der einzige Ring, in dem diese Gleichung gilt.

Bei dem Matrizenring K™*" iiber einem Korper K bzw. dem Endomor-
phismenring Endg (V) eines K-Vektorraums V' handelt es sich fiir n > 2 bzw.
dimg (V) > 2 um nicht-kommutative Ringe; vgl. Abschnitt 3.3. Als weiteres
Beispiel kann man fiir einen Ring R dessen n-faches kartesisches Produkt R"™
als Ring betrachten, indem man Addition und Multiplikation komponentenweise
erklart:
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(alw"?an)_'_(ﬂl:'“aﬂn):(al +617~“7an+ﬂn)
(ah...,an)-(ﬁl,...,ﬂn):(al-ﬂl,...,an~ﬂn)

Es ist dann 0 = (0,...,0) das Nullelement und 1 = (1,...,1) das Einselement.
Im Falle R # 0 und n > 2 zeigt die Gleichung

(1,0,...,0)-(0,...,0,1) = (0,...,0),

dass dieser Ring nicht-triviale Nullteiler besitzt. Dabei heifit ein Element «
eines Rings ein Nullteiler, wenn es ein Element b # 0 dieses Rings mit a-b =10
oder b-a = 0 gibt. Man nennt einen kommutativen Ring R mit 1 # 0 einen
Integrititsring, wenn R keine nicht-trivialen Nullteiler besitzt, wenn also fiir
a,b e R— {0} stets a-b # 0 gilt.

Als wichtiges Beispiel wollen wir nunmehr den Polynomring R[T] iiber ei-
nem kommutativen Ring R in einer Variablen T" konstruieren. Um unsere Inten-
tionen klarzulegen, gehen wir dabei zunédchst in naiver Weise vor und erklaren
R[T7] als Menge aller formal gebildeten Summen des Typs > a;T", mit Koef-
fizienten a; € R und variabler oberer Grenze m € N. Addiert und multipliziert
man solche Ausdriicke “wie gewohnlich”, so erkennt man R[] als kommutati-
ven Ring. Dabei stelle man sich T" als eine “variable” bzw. “allgemeine” Grofie
vor, fiir die man nach Bedarf Elemente z. B. aus R einsetzen darf. Wichtig ist,
dass Addition und Multiplikation in R[7T] bei einem solchen Ersetzungsprozess
in die entsprechenden Verkniipfungen von R {ibergehen. Man rechnet daher mit
T in gleicher Weise wie mit einer “konkreten” Grofle, etwa aus R.

Der Polynomring R[T] soll nun aber auch noch auf priizisere Weise konstru-
iert werden. Wir setzen R[T] = R™ und verstehen hierunter die Menge aller
Folgen (a;);eny von Elementen a; € R, fiir die a; = 0 fiir fast alle ¢ € N gilt, also
fiir alle ¢ € N, bis auf endlich viele Ausnahmen. Addition und Multiplikation
solcher Folgen seien erklédrt durch die Formeln

(ai)ien + (bi)ien = (@i + bi)ien,

(ai)ien - (bi)ien = (Ci)ien,
mit .

Ci = Z aub, = Zaubi—;r

i=ptv p=0
Indem man die Ringeigenschaften von R benutzt, kann man leicht nachrechnen,
dass R™ mit diesen Verkniipfungen einen kommutativen Ring (mit Eins) bildet.
Das Nullelement wird gegeben durch die Folge 0 = (0,0,...), das Einselement
durch die Folge 1 = (1,0,0,...).
Wir wollen exemplarisch nur das Assoziativgesetz der Multiplikation nach-

rechnen. Fiir (a;);, (b;)s, (¢;); € RM gilt

(@) - (0:):] - ()i = (Y anbp)i- (ei)i

Ap=t

= ( Z ( Z a)\b#) 'Cu)i = ( Z akbucu)iv

K+v=i A\p=k Aptr=i
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sowie in entsprechender Weise

(a;)i - [(b;)i - (ci)s] = (@i)i - ( Z bucy)i

ptv=i

= () ax- (D bue))i=( > abue)

Ar=1i ptrv=x AMptv=i

Um schlieBlich die Elemente von R®™ wie gewohnt als Polynome, also Aus-
driicke der Form f:g a;T", zu schreiben, betrachte man das Element

T=1(0,1,0,...) € R™.

Fir n € N gilt 7" = (d;n)ien, wobei dies insbesondere fiir n = 0 aufgrund
unserer Konvention iiber das leere Produkt richtig ist. Identifizieren wir nun
die Elemente a € R mit den entsprechenden Elementen (a,0,0,...) € R™),
so ist diese Identifizierung mit den Verkniipfungen in R und R™ vertriglich.
Wir kénnen also R sozusagen als “Unterring” von R™ auffassen. Elemente
f=(a;)ien € R®) lassen sich dann als Polynome in T' mit Koeffizienten aus R
schreiben, ndmlich in der Form

f= (ai)ieN = Z(%&j)jeN = Z&i((sij)jel\l = ZaiTi,

ieN €N €N

wobei die Koeffizienten a; € R in der Darstellung f = 3, a;T" jeweils ein-
deutig bestimmt sind; man nennt a; den Koeffizienten von f zum Grad i.

Wir werden von nun an fiir den gerade konstruierten Polynomring stets
die Notation R[T] verwenden und dessen Elemente als Polynome der Form
Y ieN a;T" mit Koeffizienten a; € R schreiben (wobei anstelle von T natiirlich
auch ein anderer Buchstabe zur Bezeichnung der Variablen zugelassen ist). Da-
bei sei immer stillschweigend vorausgesetzt, dass die Koeflizienten a; fiir fast
alle Indizes ¢ € N verschwinden, die vorstehende Summe also jeweils als endli-
che Summe Sinn macht. Addition und Multiplikation in R[7"] beschreiben sich
dann durch die bekannten Formeln

(Z aiTi) + (Z biTi) = Z(ai + bl-)Ti7

i€N €N i€N
O _aT)- Qb1 => (Y aub,)-T'.
ieEN i€EN ieN ptv=i

Ist fiir ein Polynom f = >, a/T" € R[T] ein n € N bekannt mit a; = 0
fiir i > n, so kénnen wir auch f = Y1 ;7" schreiben. Gilt zudem a,, # 0,
so nennt man a, den hdchsten Koeffizienten von f, und es wird n als Grad
von f bezeichnet, n = grad f. Jedes nicht-triviale Polynom f € R[T] besitzt
einen wohlbestimmten Grad. Dariiber hinaus trifft man die Konvention, dem
Nullpolynom 0 den Grad —oo zuzuordnen.

Satz 2. FEs sei R ein kommutativer Ring und R[T] der Polynomring einer
Variablen tber R. Fir f,g € R[T] gilt dann
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grad(f + g) < max{grad f, grad g},
grad(f - g) < grad f + grad g.

Ist R ein Integritdtsring, so gilt sogar

grad(f - g) = grad f + grad g.

Beweis. Die Behauptung ist problemlos zu verifizieren, falls f oder g das
Nullpolynom ist. Wir diirfen daher f und ¢ als nicht-trivial annehmen, also
m = grad f > 0 sowie n = gradg > 0. Sei etwa f = Y a/T%, g = Y. b;T".
Dann folgt a; = 0 fiir ¢ > m und b; = 0 fir ¢ > n und damit a; + b = 0
fiir ¢ > max{m,n}, also grad(f + ¢g) < max{m,n}. Auf dhnliche Weise sicht
man »_ ., a,b, = 0 fiir i > m +n, und dies bedeutet grad(f - g) < m + n.

Insbesondere ist
amb, = Z aub,

p+r=m+n
der Koeffizient in f - g vom Grad m +n und damit der héchste Koeffizient, falls
er nicht verschwindet. Ist nun R ein Integritdtsring, so gilt a,,b, # 0 wegen
A # 0 # by, und man erkennt grad(f - g) = m + n. O

Korollar 3. Ist R ein Integrititsring, so auch der Polynomring R[T].

Beweis. Seien f,g € R[T] zwei nicht-triviale Polynome. Dann folgt grad f > 0,
grad g > 0 und somit gemif Satz 2 grad(f - ¢g) = grad f +grad g > 0. Dies zeigt
f-9+#0,d. h. R[T] ist ein Integritéitsring. O

Wir wollen im Weiteren spezielle Werte fiir die Variable T' eines Polynom-
rings R[T] einsetzen. Hierzu ist es von Nutzen, neben Homomorphismen von
Ringen auch so genannte Algebren und deren Homomorphismen zu betrachten.

Definition 4. Fine Abbildung ¢: R — R’ zwischen Ringen R, R’ heifit ein
Homomorphismus, genauer ein Ringhomomorphismus, wenn gilt:
(i) pla+0b) =¢(a)+ @) fir a,b e R.
(ii) @(a-b) = p(a)-@(b) fir a,b € R.
(ili) ¢(1g) = 1g:, d. h. p bildet das Einselement 1gr € R auf das Einselement
1p € R’ ab.

Wie bei Vektorraumhomomorphismen spricht man von einem Mono-, Epi-
bzw. Isomorphismus, wenn ¢ injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Weiter wird
ein Homomorphismus ¢: R — R auch als Endomorphismus von R bezeichnet,
bzw. als Automorphismus, wenn dieser ein Isomorphismus ist.

Definition 5. Fs sei R ein kommutativer Ring. Fine R-Algebra besteht aus
einem (nicht notwendig kommutativen) Ring A und einem Ringhomomorphis-
mus ¢: R — A, derart dass alle Elemente aus o(R) mit den Elementen aus
A wertauschbar sind, also ¢(r)a = ap(r) fir alle r € R, a € A gilt.



170 5. Polynome

Héaufig spricht man einfach von A als R-Algebra, ohne den Homomorphis-
mus ¢: R — A explizit zu erwdhnen. Entsprechend schreibt man r - a anstelle
von ¢(r) - a fiir Elemente r € R, a € A, wobei der definierende Homomorphis-
mus R — A dann durch r — 7 - 14 gegeben ist. Wenn dieser nicht injektiv
ist, so darf man allerdings statt r - 14 keinesfalls wieder r schreiben, denn es ist
dann nicht moglich, die Elemente » € R mit ihren Bildern r-14 € A zu identifi-
zieren. Beispielsweise sind R und der Polynomring R[T'] auf kanonische Weisen
R-Algebren, indem man die identische Abbildung R — R bzw. die Inklusions-
abbildung R — R[T] betrachtet. Weiter definiert fiir einen Vektorraum V iiber
einem Korper K die Abbildung

K — Endg(V), a+— a-idy,

den Endomorphismenring Endy (V) als K-Algebra. Entsprechend ist der Ma-
trizenring K™*" fiir n € N — {0} unter der Abbildung

K — K™™ ar— a- By,

eine K-Algebra, wobei F,, die Einheitsmatrix in K™*™ bezeichne.
Ist A eine R-Algebra, so kann man neben der Addition und Multiplikation
des Ringes A auch noch die &ulere Multiplikation

RxA— A, (rya) — r-a,

mit Elementen aus R betrachten. Diese Multiplikation erfiillt Eigenschaften,
wie sie etwa in 1.4/1 fiir die skalare Multiplikation eines Vektorraums gefordert
werden. In der Tat wird A im Falle eines Korpers K = R unter der dufleren
Multiplikation zu einem K-Vektorraum, wobei wir fiir Endg (V) und K™™ je-
weils die auch frither schon betrachteten K-Vektorraumstrukturen erhalten. Im
Ubrigen sei darauf hingewiesen, dass die duBere Multiplikation mit der inneren
Multiplikation auf A vertréglich ist, d. h. es gilt

r-(a-b)=(r-a)-b=a-(r-b) fir r € R,a,b € A.

Homomorphismen zwischen R-Algebren werden in natiirlicher Weise als
Ringhomomorphismen erklirt, die zusétzlich die duffere Multiplikation mit R
respektieren:

Definition 6. Es seien A, B Algebren iber einem kommutativen Ring R. Ein
Homomorphismus von R-Algebren @: A — B st ein Ringhomomorphismus,
so dass ®(ra) = r®(a) fir aller € R, a € A gilt.

Sind R — A und R — B die definierenden Homomorphismen der be-
trachteten R-Algebren, so ist ein Ringhomomorphismus ¢: A — B genau
dann ein Homomorphismus von R-Algebren, wenn das Diagramm
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3

NS

A B

kommutiert.

Satz 7. Es sei R ein kommutativer Ring, R[T] der Polynomring einer Varia-
blen iber R, sowie A eine beliebige R-Algebra. Zu jedem t € A gibt es dann
einen eindeutig bestimmten R-Algebrahomomorphismus @: R[T] — A mit
&(T) = t. Dieser wird beschrieben durch

E aiT“—>§ a;t’
iEN iEN

oder, in suggestiver Schreibweise, durch
fr— 1),

wobet dann insbesondere

(f+9)®) =f@) +9),  (f-9)t) = F{)-9(t)

fir f,g € R[T] gilt. Man nennt @ auch den Einsetzungshomomorphismus, der
t anstelle von T einsetzt.

Beweis. Ist @ ein R-Algebrahomomorphismus der geforderten Art, so gilt fiir
YienaiT" € R[T]

OO aT) = B(aT) =Y a;d(T) = ait’
ieN 1eN ieN ieN
Dies zeigt die Eindeutigkeit von @¢. Um auch die Existenz nachzuweisen, erklére
man ¢ durch
> aT) =) ait'.
ieN ieN
Man sieht dann unmittelbar, dass @ ein R-Algebrahomomorphismus ist. Bei-

spielsweise ergibt sich die Vertriglichkeit von @ mit der Multiplikation aufgrund
folgender Rechnung;:

Sy 0T Y bT) =2 (D auh)-T) =) (D aubh)

ieN €N €N ptv=i i€EN ptv=i
=37 3 @) - (0t = (X ait) - (3 bit)
1€N p+v=i ieN ieN

=) aT) - o) bT)

€N €N
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Man beachte dabei, dass wir die Vertauschbarkeit von ¢ mit den (Bildern der)
Koeffizienten b; in A benutzt haben. O

Betrachten wir beispielsweise den Endomorphismenring A = Endg (V) eines
K-Vektorraums V' als K-Algebra, so kénnen wir zu jedem Endomorphismus
7:V — V den K-Algebrahomomorphismus

G K[T] — Endg(V), > aT v+ > a7,
ieN ieN
betrachten, der den Endomorphismus 7 anstelle von T einsetzt. Dabei ist 7°
natiirlich erklért als i-fache Komposition 7o ... o7 von 7 mit sich selber, und

das Bild eines Polynoms Y, ;7" € K[T] unter &, ergibt sich als Endomor-
phismus

i€N

Zaﬂi: V—V, v Zaﬁ’(v)

ieN ieN
Wir werden den Homomorphismus @, insbesondere zur Definition des so ge-
nannten Minimalpolynoms von 7 verwenden; vgl. 6.2/9 und 6.2/10. Anstelle des
Endomorphismenrings eines Vektorraums kann man natiirlich auch den Matri-
zenring K™*™ betrachten. Zu jeder Matrix C' € K™*™ erhélt man dann einen
K-Algebrahomomorphismus

Do K[T] — K™ Y aT v— > a,C",
ieN ieN
der C anstelle von T einsetzt.

Wir wollen ein weiteres Beispiel betrachten. Es sei K ein Kérper und
Abb(K, K) die Menge aller Abbildungen K — K oder, mit anderen Worten,
die Menge aller K-wertigen Funktionen auf K. Zu jedem Polynom f € K[T]
lasst sich dann die zugehorige Polynomfunktion ¢ — f(t) als Element von
Abb(K, K) betrachten. Diese ordnet einem Element ¢ € K den Wert f(t) € K
zu, den man erhélt, indem man ¢ anstelle von T in f einsetzt. Auf diese Weise
ergibt sich eine Abbildung

W: K[T] — Abb(K,K),  f+— (t—> f(1)),

die wir im Folgenden als Homomorphismus von K-Algebren deuten wollen. Um
A = Abb(K, K) als K-Algebra zu erklaren, betrachten wir die gewdhnliche
Addition und Multiplikation K-wertiger Funktionen, gegeben durch

pqg: K — K,  t—p(t) qt)

Mit diesen Verkniipfungen ist A ein kommutativer Ring, in dem die Nullfunktion
0 das Nullelement und die Funktion 14, die identisch 1 ist, das Einselement
bilden. Fiir @ € K kann man weiter das a-fache eines Elementes p € A durch

a-p: K — K, t— a- (p(t)),



5.1 Ringe 173

erkldaren. In diesem Sinne ist dann
K— A, a— -1y,

ein Ringhomomorphismus, der A zu einer K-Algebra macht. Mit Satz 7 folgt
leicht, dass die Abbildung ¥, die einem Polynom f € K[T] die zugehorige
Polynomfunktion ¢ — f(t) zuordnet, tatséichlich ein Homomorphismus von
K-Algebren ist. Gleiches gilt, wenn man allgemeiner anstelle von K einen kom-
mutativen Ring R zugrunde legt. Die Homomorphie-Eigenschaft fiir ¥ besagt
insbesondere, dass man mit dem Element T in gleicher Weise rechnet, wie man
es mit konkreten Werten ¢ anstelle von T' tun wiirde. Dies rechtfertigt die Be-
zeichnung von T als “Variable”.

Enthélt der Korper K unendlich viele Elemente, so ist die Abbildung ¥
injektiv, wie wir spéter aus 5.3/2 ablesen kénnen. Man kénnte dann Polynome
aus K [T'] mit ihren zugehérigen Polynomfunktionen X — K identifizieren.
Fiir einen endlichen Kérper K = {ay, ..., a4} jedoch ist beispielsweise

f=(T—a)...(T—a,) € K[T]

ein nicht-triviales Polynom, dessen zugehorige Polynomfunktion X — K iden-
tisch verschwindet, so dass also ¥(f) = 0 gilt. Die Abbildung ¥ ist daher im
Allgemeinen nicht injektiv, und dies ist einer der Griinde dafiir, dass wir Po-
lynome nicht als konkrete Funktionen, sondern als formale Ausdriicke unter
Zuhilfenahme einer “Variablen” erklédrt haben.

Wir wollen nun noch Ideale und Unterringe von Ringen einfiihren, Begriffe,
die im Zusammenhang mit Ringhomomorphismen von Bedeutung sind.

Definition 8. Es sei R ein Ring (mit Eins). Ein Unterring von R besteht aus
einer Teilmenge S C R, derart dass gilt:

(i) a,beS=a—ba-besS.

(i) 1 € S.

S ist dann mit den von R induzierten Verkniipfungen selbst wieder ein
Ring, und die Inklusionsabbildung S — R ist ein Ringhomomorphismus. Man
iiberlegt sich leicht, dass das Bild ¢(R) eines Ringhomomorphismus ¢: R — R’
stets ein Unterring von R’ ist.

Definition 9. Es sei R ein Ring. Eine Teilmenge a C R heif$t Ideal, falls gilt:
(i) a ist additive Untergruppe von R, d. h. man hat a # 0, und aus a,b € a
folgt a — b € a.
(ii) Aus a € a, r € R folgt ra,ar € a.

Man rechnet leicht nach, dass fiir jeden Ringhomomorphismus p: R — R’
der Kern
kerp ={a € R; p(a) =0}

ein Ideal ist, wobei ¢ genau dann injektiv ist, wenn ker ¢ das Nullideal ist, d. h.
nur aus dem Nullelement besteht. Ist R ein beliebiger Ring, so kann man zu
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einem Element a € R, welches mit allen {ibrigen Elementen von R vertauschbar
ist, das hiervon erzeugte Hauptideal

(a) = Ra = {ra; r € R}

betrachten. Speziell besteht fiir R = Z das Ideal (2) aus allen geraden Zahlen,
das Ideal (12) aus allen durch 12 teilbaren Zahlen. In jedem Ring gibt es die so
genannten trivialen Ideale, namlich das Einheitsideal (1) = R sowie das Null-
ideal (0), welches man meist mit 0 bezeichnet. Ein Kérper besitzt aufier den
trivialen keine weiteren Ideale. Umgekehrt kann man zeigen, dass ein kommu-
tativer Ring, der genau zwei Ideale hat, ein Korper ist.

Ist a ein Ideal eines Ringes R, so kann man #hnlich wie in Abschnitt 2.2
den Quotienten- oder Restklassenring R/a konstruieren. Da man auf diese Weise
interessante Ringe und sogar Kérper erhalten kann, wollen wir die Konstruktion
hier kurz besprechen. Man erklért eine Relation “ ~ 7 auf R, indem man fiir
a,b € R setzt:

a~b<=a—-bea

[43 7

Man sieht dann unschwer, dass “ ~ 7 eine Aquivalenzrelation ist. Fiir a € R
hat man a ~ a wegen a —a = 0 € a. Die Relation ist daher reflexiv. Gilt weiter
a ~ b, so folgt a—b € a und damit auch b—a = —(a—0b) € a. Letzteres bedeutet
b ~ a, und es folgt die Symmetrie von ¢ ~ 7. Zum Nachweis der Transitivitat
schliefllich nehme man a ~ b und b ~ c fiir Elemente a,b,c € R an. Dann gilt
a—b,b—c € a, und man erhélt

a—c=(a—b)+(b—c)€a,

d. h. a ~c. Esist “ ~ 7 also eine Aquivalenzrelation, und wir kénnen zu einem
Element a € R die zugehorige Aquivalenzklasse

[a] ={beR;b~a}=a+a

bilden, wobei a + a als Nebenklasse von a beziiglich a, also als Menge aller
Summen des Typs a + ¢’ mit ¢’ € a zu interpretieren ist. Gemifl 2.2/4 sind
zwei Aquivalenzklassen [a], [b] entweder disjunkt oder aber identisch (im Falle
a ~ b). Insbesondere ist R die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

Man bezeichne nun die Menge aller Nebenklassen beziiglich a mit R/a. Um
R/a zu einem Ring zu machen, werden folgende Verkniipfungen erklart:

[a] +[b] = [a+b],  [a]-[b] = [a-0]

Dabei ist zu verifizieren, dass die Klasse [a +b] bzw. [a-b] nicht von der Wahl
der Représentanten ¢ und b der betrachteten Klassen [a], [b] abhéngt. Gelte
etwa [a] = [@’] und [b] = [V']. Dann folgt a — @/, b — V' € a und damit

(a+b)—(d+V)€aq, ab—a't =ab—0b)+ (a —a)V € q,

also a+b ~ ¢’ +b und ab ~ a't’. Addition und Multiplikation in R/a sind daher
wohldefiniert, und man sieht unmittelbar aufgrund der Ringeigenschaften von
R, dass auch R/a ein Ring ist, und zwar derart, dass die Abbildung
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m: R — R/a, av+— [a],

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern a ist. Man bezeichnet R/a als
Restklassen- oder Quotientenring von R modulo a. Ahnlich wie in 2.2/8 gilt
folgender Homomorphiesatz:

Satz 10. (Homomorphiesatz fiir Ringe). Es sei ¢: R — R’ ein Ringhomo-
morphismus, a C R ein Ideal mit a C kerg und 7: R — R/a die natiirli-
che Projektion. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus
©: R/a — R/, so dass das Diagramm

R/a

kommutiert. Dabei ist © genau dann injektiv, wenn a = ker ¢ gilt und genau
dann surjektiv, wenn @ surjektiv ist.

Beweis. Da man die Argumentation aus 2.2/8 mutatis mutandis ibernehmen
kann, wollen wir uns hier kurz fassen und nur auf die Definition von @ eingehen.
Um $(a) fiir ein Element @ € R/a zu erkldren, wihle man ein 7-Urbild @ € R
und setze $(a) = ¢(a). Dabei ist natiirlich zu verifizieren, dass das Element
©(a) unabhingig von der Wahl des m-Urbildes a zu @ ist. Letzteres folgt aus der
Bedingung a C ker ¢. 0

Aufgaben

R sei stets ein kommutativer Ring.

1. Fiir ein Element ¢t € R betrachte man den Homomorphismus ¢: R[T] — R,
f+—— f(t), der ¢ anstelle der Variablen T einsetzt. Man zeige:

ker® = R[T] - (T —t)

(Hinweis: Man reduziere auf den Fall ¢ = 0, indem man den Einsetzungshomo-
morphismus R[T] — R[T] betrachtet, der T' durch T + ¢ ersetzt.)

2. Es sei V' ein nicht-trivialer Vektorraum iiber einem Koérper K. Zu einem En-
domorphismus ¢ € Endg (V) betrachte man den Einsetzungshomomorphismus
&: K[T] — Endg(V), der ¢ anstelle von T einsetzt. Man bestimme ker @ in
den Féllen ¢ =id und ¢ = 0.

3. Es bezeichne RY die Menge aller Folgen (a;);ey von Elementen a; € R.

(i) Man verwende die gleichen Formeln wie im Falle des Polynomrings einer
Variablen iiber R, um anstelle von R™ auf RN die Struktur eines Ringes
zu erkldren. Dieser Ring wird mit R[] bezeichnet und heifit Ring der
formalen Potenzreihen einer Variablen iiber R. Seine Elemente lassen sich
als unendliche Reihen > 0, a;T* darstellen.
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(i) Es sei ¢ € R[T] - T. Man zeige, dass Y .- ,¢" zu einem wohldefinierten
Element f € R[[T] Anlass gibt und dass f- (1 —¢q) =1 gilt.

(iii) Man bestimme die Gruppe aller Einheiten in R[[T].

4. Es seien a,b C R Ideale. Man zeige, dass die folgenden Teilmengen von R wie-
derum Ideale bilden:

(i) a+b={a+b;acabecb}
(ii) a-b = Menge aller endlichen Summen von Produkten a - b mit a € a und
beb
(iii) anb
5. Man zeige, dass R genau dann ein Korper ist, wenn R genau zwei verschiedene
Ideale besitzt.

6. Fiir ein Ideal a C R zeige man, dass die Menge aller Elemente a € R, zu denen
es ein n € N mit a” € a gibt, ebenfalls wieder ein Ideal in R bildet. Dieses wird
mit rad a bezeichnet und heifit das Nilradikal von a.

7. Fiir eine Familie (a;);e; von Elementen in R zeige man:
(i) Es existiert ein kleinstes Ideal a C R mit a; € a fiir alle i € 1.
(ii) Es gilt a = {> ;c;riai; 7 € R, = 0 fiir fast alle ¢ € I}

8. (Isomorphiesatz) Es seien a C b C R Ideale. Man zeige:

(i) Die kanonische Abbildung b < R — R/a besitzt a als Kern und induziert
eine Injektion b/a — R/a, wobei man b/a zunichst als Menge der Rest-
klassen b+ a mit b € b erklidre. Weiter lisst sich b/a mit seinem Bild in R/a
identifizieren und als Ideal in R/a auffassen.

(ii) Die Projektion R — R/b faktorisiert iiber R/a, d. h. ldsst sich als Kom-

position R —— R/a 1, R/b schreiben, mit einem Ringhomomorphismus f
und der kanonischen Projektion .

(iii) f besitzt b/a als Kern und induziert einen Isomorphismus

(R/a)/(b/a) == R/b.

5.2 Teilbarkeit in Integrititsringen

In diesem Abschnitt seien alle Ringe als Integritdtsringe und damit insbesondere
als kommutativ vorausgesetzt. Im Wesentlichen interessieren wir uns fiir den
Polynomring K [7] in einer Variablen T iiber einem Kérper K, fiir den wir
Teilbarkeits- und Faktorisierungsaussagen herleiten wollen. Als Ring mit ganz
analogen Eigenschaften soll aber auch der Ring Z der ganzen Zahlen betrachtet
werden. Grundlegend ist in beiden Ringen das Verfahren der Division mit Rest,
welches wir insbesondere benutzen wollen, um den Satz iiber die eindeutige
Primfaktorzerlegung in Polynomringen herzuleiten. Zunéchst erinnern wir an
dieses Verfahren, wobei wir davon ausgehen, dass die Division mit Rest im
Ring Z der ganzen Zahlen wohlbekannt ist.
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Satz 1. Zu a,b € Z mit b > 0 existieren eindeutig bestimmte Zahlen q,r € Z
mat
a=qgb+r, 0<r<hb.

Satz 2. Zu Polynomen f,g € K[T], g # 0, mit Koeffizienten aus einem Kdorper
K ezistieren eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[T] mit

f=qg9+r, gradr < grad g.

Beweis zu Satz 2. Wir beginnen mit der Existenzaussage. Fiir grad f < gradg
gilt die gewiinschte Zerlegung trivialerweise mit ¢ = 0 und r = f. Hat man
andererseits

m = grad f > grad g = n,

so sei a (bzw. b) der hochste Koeffizient von f (bzw. g), und man setze

a -n
fhizg'Tm ) fi=Ff—-ag.
Dann gilt
grad(q1g) = grad gy + gradg = (m —n) + n=m = grad f

nach 5.1/2, und die hochsten Koeffizienten von ¢1¢ und f stimmen iiberein.
Insbesondere ergibt sich

f=aqag+ fi, grad f) < grad f.

Im Falle grad fi < gradg erhdlt man die gewiinschte Zerlegung mit ¢ = ¢
und r = f;. Falls aber grad f; > gradg gilt, so kann man nach dem gerade
beschriebenen Verfahren fortfahren und eine Zerlegung

fi=qg+ f, grad fo < grad fi,

finden usw. Nach endlich vielen Schritten gelangt man schlielich zu einer Zer-
legung
Je-1=ag + fr

mit grad fj, < grad g. Dann ist

f=a+. .. +a)g+fi

die gewiinschte Zerlegung von f.
Um nun auch die Eindeutigkeitsaussage herzuleiten, betrachte man Zerle-
gungen
f=a9+r=dg+r

mit gradr, gradr’ < grad g. Sodann hat man
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0=(g—=q)g+(r—r) baw.  (¢=q)g=1"—r
Gilt nun ¢ — ¢’ # 0, so folgt grad(q — ¢’) > 0 und damit gemiB 5.1/2
grad((q — ¢')g) = grad(q — ¢') + grad g > grad g.
Andererseits hat man aber
grad(r’ — r) < max{gradr’, gradr} < grad g,

was der vorhergehenden Abschitzung widerspricht. Also folgt ¢ = ¢ und damit
r=rl. O

Ringe, in denen eine Division wie in den Sétzen 1 oder 2 moglich ist, werden
als euklidische Ringe bezeichnet, genauer:

Definition 3. Ein Integrititsring R heifit ein euklidischer Ring, wenn es eine
Abbildung 6: R—{0} — N (eine so genannte Gradfunktion) mit folgender Ei-
genschaft gibt: Zu a,b € R, b # 0, existieren jeweils (nicht notwendig eindeutig
bestimmte) Elemente q,r € R mit a = qgb+ 1 und r =0 oder o(r) < d(b).

Wir konnen daher feststellen:

Korollar 4. Der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K[T] iber
einem Korper K sind euklidische Ringe. Als Gradfunktion nehme man im ersten
Fall den Absolutbetrag, im zweiten den gewdhnlichen Grad von Polynomen.

Definition 5. FEin Integrititsring R heifft Hauptidealring, wenn jedes Ideal
a C R ein Hauptideal ist, also die Gestalt a = (a) mit einem Element a € R
besitzt.

Satz 6. Es sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R auch ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei a C R ein Ideal. Um zu zeigen, dass a ein Hauptideal ist, diirfen
wir a # 0 annehmen, denn anderenfalls gilt a = 0 = (0). Sei nun a € a — {0}
ein Element, fir das der “Grad” 6(a) minimal ist. Wir behaupten, dass dann
a = (a) gilt. Natiirlich gilt (a) C a. Um auch die umgekehrte Inklusion zu
zeigen, wihlen wir ein Element a’ € a. Da R euklidisch ist, gibt es Elemente
¢, € Rmit a’ = ga+r, wobei r entweder verschwindet oder (r) < d(a) erfiillt.
Nun hat man aber r = o’ — qa € a, so dass aufgrund der Wahl von a notwendig
r = 0 und damit ¢’ = qa € (a) folgt. Es gilt daher a C (a), insgesamt also
a = (a), und R ist ein Hauptidealring. O

Korollar 7. Der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K[T] iber
einem Korper K sind Hauptidealringe.

Wir wollen als Néchstes den Teilbarkeitsbegriff in einem Integritétsring
einfithren.
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Definition 8. Es seien a,b Elemente eines Integritdtsrings R.

(i) Man sagt, a teile b oder a sei ein Teiler von b, in Zeichen a|b, wenn es
ein ¢ € R mit ac = b gibt. Ist a kein Teiler von b, so schreibt man afb.

(ii) @ und b heiffen assoziiert, wenn es eine Einheit e € R* mit ae = b gibt.

Es ist also a genau dann ein Teiler von b, wenn b € (a) bzw. (b) C (a) gilt.
Beispielsweise teilt T'+ 1 das Polynom 72 — 1 in K [T], und man hat a|b sowie
b|a, falls @ und b assoziiert sind. Genauer kann man feststellen:

Bemerkung 9. Fir Elemente a,b eines Integrititsrings R ist dquivalent:
(i) alb und b|a.
(i) (a) = (b).

(i) a und b sind assoziiert.

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass aus (ii) Bedingung (iii) folgt, alle anderen
Implikationen ergeben sich mittels direkter Verifikation aus Definition 8. Gelte
also (a) = (b). Dann gibt es Elemente ¢,d € R mit ac = b und a = bd. Hieraus
folgt @ = bd = acd, also a - (1 — ed) = 0. Gilt nun a # 0, so folgt cd = 1,
da R ein Integritatsring ist, und es sind ¢,d Einheiten in R. Folglich sind a
und b assoziiert. Gleiches gilt aber auch im Falle @ = 0, denn man hat dann
insbesondere b = ac = 0. O

Definition 10. Es sei R ein Integrititsring und p € R ein Element, welches
keine Finheit und von Null verschieden ist.
(i) p heifit irreduzibel, wenn aus einer Gleichung p = ab mit a,b € R stets
folgt, dass a oder b eine Finheit in R ist. Anderenfalls nennt man p reduzibel.
(i) p heifst Primelement, wenn aus p|ab mit a,b € R stets p|a oder p|b
folgt oder, in dquivalenter Formulierung, wenn aus ab € (p) stets a € (p) oder

b € (p) folgt.

Es ist also p genau dann irreduzibel, wenn aus einer Relation p € (a) mit
a € R entweder (a) = (p) oder (a) = R folgt. Weiter siecht man mit Induktion,
dass ein Primelement p € R genau dann ein Produkt a; - ... - a, von Elementen
aus R teilt, wenn es einen der Faktoren a; teilt.

Bemerkung 11. Es sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement von
R auch irreduzibel.

Beweis. Sei p € R ein Primelement und seien a,b € R mit p = ab. Dann teilt p
das Produkt ab, und es folgt, dass p einen der beiden Faktoren teilt, etwa p|a,
d. h. es gibt eine Gleichung a = pc mit ¢ € R. Setzt man dies in die Gleichung
p = ab ein, so erhilt man p = pcb bzw. p(1 — ¢b) = 0. Da R ein Integritéiitsring
und p von Null verschieden ist, folgt hieraus ¢b = 1, d. h. b ist eine Einheit.
Mithin ist p irreduzibel. Alternativ hétten wir auch die Beziehungen a|p (wegen
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p = ab) und p|a verwenden kénnen. Mit Bemerkung 9 folgt hieraus, dass a und
p assoziiert sind. O

Wir werden sogleich zeigen, dass in Hauptidealringen auch die Umkehrung
von Bemerkung 11 gilt. Insbesondere diirfen wir dann Primzahlen in 7Z, die
ja gemeinhin als irreduzible Elemente definiert werden, auch als Primelemente
bezeichnen.

Satz 12. Es sei R ein Hauptidealring und p € R von 0 verschieden und keine
Einheit. Dann ist dquivalent:

(i) p ist irreduzibel.

(ii) p ist ein Primelement.

Beweis. Wir haben nur noch die Implikation (i) = (ii) zu zeigen. Sei also p € R
ein irreduzibles Element, und gelte p|ab sowie pta fiir zwei Elemente a,b € R.
Um p|b zu zeigen, betrachte man das Ideal

Ra+ Rp:={ra+sp;rsec R}

in R, welches aufgrund unserer Voraussetzung iiber R ein Hauptideal ist, etwa
Ra+ Rp = Rd. Insbesondere gilt a,p € Rd und folglich d|a, d|p. Nun ist p aber
irreduzibel. Daher folgt aus d|p bzw. einer Gleichung p = cd, dass ¢ oder d eine
Einheit ist. Ist nun ¢ eine Einheit, so kénnen wir d = ¢~'p schreiben, und man
erhilt p|a aus d|a, im Widerspruch zu pfa. Somit bleibt nur der Fall {ibrig,
dass d eine Einheit ist, d. h. es gilt Ra + Rp = R und, nach Multiplikation mit
b, die Gleichung Rab+ Rpb = Rb. Es existieren also r, s € R mit rab+ spb = b.
Wegen p|ab folgt hieraus wie gewiinscht p|b. g

Korollar 13. In einem Hauptidealring R lisst sich jedes Element a € R— {0},
welches keine Finheit ist, als endliches Produkt von Primelementen schreiben.

Beweis. Da jedes irreduzible Element von R bereits prim ist, geniigt es, eine
Faktorisierung in irreduzible Elemente zu konstruieren. Sei also a € R — {0}
eine Nichteinheit. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, dass sich a nicht als
endliches Produkt irreduzibler Elemente schreiben lésst. Dann ist a reduzibel,
und man kann « folglich als Produkt a;a} zweier Nichteinheiten aus R schreiben.
Da a keine endliche Faktorisierung in irreduzible Elemente besitzt, gilt dasselbe
fiir mindestens einen der beiden Faktoren a, a}, etwa fiir a;, und wir kénnen a,
wiederum als Produkt asal, zweier Nichteinheiten aus R schreiben. Fahrt man
auf diese Weise fort, so erhélt man eine Folge von Elementen

a = ag,a,as,... € R,

so dass a;,1 jeweils ein Teiler von a;, aber nicht assoziiert zu a; ist. Mit anderen
Worten, man erhélt eine aufsteigende Folge von Idealen

(a) = (ao) S (a1) C (a2) S ...,
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wobei es sich hier gemafi Bemerkung 9 jeweils um echte Inklusionen handelt.
Man priift nun leicht nach, dass die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von
Idealen wiederum ein Ideal ergibt. Wir kénnen also durch b = [J;°(a;) ein Ideal
in R definieren, und zwar ein Hauptideal, da R ein Hauptidealring ist. Folglich
existiert ein Element b € b mit b = (b). Nach Definition von b gibt es dann
einen Index i € N mit b € (a;,), und es folgt

b=(b) C(a;,) C(a;) ChH

fiir ¢ > 4, also (ay,) = (a;) fiir i > i, im Widerspruch dazu, dass die Kette der
Ideale (a;) echt aufsteigend ist. O

Als Néchstes wollen wir zeigen, dass Faktorisierungen in Primelemente im
Wesentlichen eindeutig sind.

Lemma 14. In einem Integrititsring R habe man die Gleichung

PLoe D =qrc e s

fiir Primelemente py,...,p, € R und irreduzible Elemente qi,...,qs € R.
Dann gilt v = s, und nach Umnummerierung der qy, .. .,qs ezistieren Einheiten
€1,...,6r € R* mit ¢; = eip; fiiri=1,...,r, d. h. p; ist jeweils assoziiert zu g;.

Beweis. Aus py-... - p. =qi-...-qs folgt insbesondere py |q; - ... ¢s. Da p; ein
Primelement ist, gibt es ein ¢ mit p; | ¢;, und wir konnen durch Umnummerierung
der ¢i,...,qs annechmen, dass i = 1 und somit p; | ¢; gilt. Man hat also eine
Gleichung ¢; = e1p1, wobei g1 aufgrund der Irreduzibilitét von ¢; eine Einheit
ist. Da wir uns in einem Integritédtsring befinden, ergibt sich hieraus

P2-..."Dr=2¢€142"..."(Qs.

In gleicher Weise zeigt man nun, dass ps zu einem der Elemente ¢, . . ., g5 assozi-
iert ist usw. Man kann also ¢y, . .., ¢s SO umnummerieren, dass p; fiiri =1,...,r
jeweils zu ¢; assoziiert ist. Insbesondere folgt r < s. Nach “Auskiirzen” aller p;
aus der Gleichung py - ... -p. =¢q; ... gqs verbleibt eine Gleichung des Typs

l=q¢41-... g5

welche zeigt, dass das System der ¢,1, ..., qs aus Einheiten besteht. Da alle ¢;
zugleich irreduzibel sind, also keine Einheiten sein kénnen, ist das System leer,
und es gilt folglich r = s. 0

Man sagt, in einem Integritatsring R gelte der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung, oder auch R sei faktoriell, wenn sich jede Nichteinheit
a € R — {0} als Produkt von Primelementen in R schreiben ldsst. Geméf Lem-
ma 14 ist eine solche Faktorisierung von a (im Wesentlichen) eindeutig. Benut-
zen wir weiter, dass jedes Primelement aufgrund von Bemerkung 11 irreduzibel
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ist, so kann man mit Lemma 14 schliefen, dass sich in einem faktoriellen Ring
jede von Null verschiedene Nichteinheit auf (im Wesentlichen) eindeutige Weise
als Produkt irreduzibler Elemente schreiben ldsst. Man kann dariiber hinaus
zeigen, dass umgekehrt die letztere Eigenschaft in einem Integrititsring dessen
Faktorialitdt impliziert. Wir wollen jedoch auf Beweise nicht weiter eingehen,
sondern nur noch Korollar 13 in neuer Sprechweise formulieren.

Satz 15. Jeder Hauptidealring ist faktoriell, insbesondere also der Ring 7Z der
ganzen Zahlen sowie der Polynomring K[T] einer Variablen T tber einem
Korper K.

Man kann Primfaktorzerlegungen in einem faktoriellen Ring R weiter stan-
dardisieren, indem man in jeder Klasse assoziierter Primelemente eines auswahlt
und damit ein Représentantensystem P C R aller Primelemente betrachtet.
Man kann dann annehmen, dass in Primfaktorzerlegungen, abgesehen von Ein-
heiten, nur die Primelemente p € P vorkommen, und man kann dariiber hinaus
gleiche Primfaktoren zu Potenzen zusammenfassen. Es besitzt dann jedes Ele-
ment a € R — {0} eine Primfaktorzerlegung der Form

a=e]p

peEP

mit einer Einheit ¢ € R* und Exponenten p,(a) € Z, die fiir fast alle p € P
trivial sind. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung besagt dann, dass ¢
und die f1,(a) jeweils eindeutig durch a bestimmt sind. Tm Ubrigen sieht man
unmittelbar ein, dass fiir Elemente a,b € R— {0} die Teilbarkeitsbedingung a|b
genau dann erfiillt ist, wenn p,(a) < p,(b) fir alle p € P gilt.

In Z gibt es nur die Einheiten 1 und —1, und es ist {iblich, P als das System
aller positiven Primelemente zu definieren. Im Polynomring K [T] iiber einem
Korper K dagegen besteht die Einheitengruppe aufgrund von 5.1/2 aus allen
nicht-trivialen konstanten Polynomen, stimmt also mit der Einheitengruppe K*
von K iiberein. Daher gibt es zu jedem Primpolynom genau ein assoziiertes
Primpolynom, welches normiert ist, d. h. 1 als hochsten Koeffizienten besitzt,
und man definiert P als das System aller normierten Primpolynome.

Wie gewohnlich lésst sich fiir zwei von Null verschiedene Elemente a,b € R
mit Primfaktorzerlegung

a=e[]pe@,  b=s [y

peEP peEP

der grifite gemeinsame Teiler

ggT(a,b) = H pin(p(a).ip(8)

peEP

erkldren. Dies ist ein gemeinsamer Teiler d von a und b mit der charakterisie-
renden Eigenschaft, dass aus ¢|a und ¢|b stets ¢|d folgt.
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Entsprechend kann man zu a und b das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(a,b) = H pmaX(up(a)’up(b))

peP

betrachten. Dies ist ein gemeinsames Vielfaches v von a und b, so dass jedes
weitere gemeinsame Vielfache von a und b auch ein Vielfaches von v ist. Man
beachte jedoch, dass die Elemente ggT(a,b) und kgV (a, b) nur bis auf Einheiten
wohldefiniert sind, da sie aufler von a und b noch von der speziellen Wahl von
P abhéngen.

In Hauptidealringen lésst sich der grofite gemeinsame Teiler zweier Elemente
a,b € R idealtheoretisch charakterisieren, was vielfach von Nutzen ist. Hierzu
betrachtet man

Ra+ Rb:={ra+ sb; r,s € R}

als Ideal in R, wobei die definierenden Eigenschaften eines Ideals leicht zu veri-
fizieren sind.

Satz 16. Es seien a,b zwei von Null verschiedene Elemente eines Hauptideal-
rings R. Fir den grofsten gemeinsamen Teiler d = ggT(a,b) gilt dann

Ra + Rb = Rd.

Insbesondere gibt es eine Gleichung ra + sb = d mit Elementen r,s € R, die
notwendig teilerfremd sind, d. h. ggT(r,s) = 1 erfiillen.

Beweis. Das Ideal Ra + Rb C R ist ein Hauptideal, etwa Ra + Rb = Rd'.
Dann folgt wegen a,b € Rd', dass d’ ein gemeinsamer Teiler von a, b und damit
auch von d ist. Andererseits besteht wegen Ra + Rb = Rd' eine Gleichung
des Typs ra + sb = d’ mit gewissen Elementen r, s € R. Dies zeigt, dass jeder
gemeinsame Teiler von a, b auch ein Teiler von d’ ist. Insbesondere gilt also d|d'.
Zusammen mit d' | d ergibt sich gemifl Bemerkung 9, dass d und d' assoziiert
sind. Somit gilt Ra + Rb = Rd, wie behauptet, und man hat eine Gleichung
des Typs ra + sb = d. Letztere besagt, dass jeder gemeinsame Teiler von a, b,
multipliziert mit ggT(r, s), einen Teiler von d ergibt. Dies ist aber nur im Falle
ggT(r,s) = 1 moglich. O

Abschlieend wollen wir noch aus Satz 16 eine spezielle Eigenschaft von
Primelementen in Hauptidealringen folgern.

Korollar 17. Es sei R ein Hauptidealring und p € R—{0}. Dann ist dquivalent:
(i) p ist ein Primelement.
(ii) Der Restklassenring R/(p) ist ein Kdorper.

Beweis. Sei zunéchst p ein Primelement. Insbesondere ist p dann keine Einheit
und somit R/(p) nicht der Nullring. Um einzusehen, dass R/(p) ein Kérper ist,
wihle man @ € R/(p) — {0}. Es ist zu zeigen, dass es ein b € R/(p) mit b-a =1
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gibt oder, in dquivalenter Formulierung, dass es zu a € R — (p) eine Gleichung
der Form
ba+rp=1

mit b, € R gibt. Letzteres folgt aber aus Satz 16, da a und p offenbar teiler-
fremd sind.

Wenn andererseits p kein Primelement ist, so ist p entweder eine Einheit,
oder aber es gibt von Null verschiedene Nichteinheiten a,b € R mit p 1 a,
ptb, sowie p|ab. Im ersten Fall ist der Restklassenring R/(p) der Nullring. Im
zweiten sind die Restklassen @,b € R/(p) zu a,b von Null verschieden, erfiillen
aber @-b = 0. Es ist also R/(p) in beiden Fillen kein Integrititsring und damit
insbesondere kein Kérper. O

Als Anwendung sehen wir, dass fiir p € Z der Restklassenring Z/pZ genau
dann ein Korper ist, wenn p prim ist. Insbesondere ist F, = Z/pZ fiir eine
Primzahl p € N ein Korper mit p Elementen.

Genauso folgt fiir einen Kérper K und Polynome f € K[T], dass der
Restklassenring K [T]/(f) genau dann ein Kérper ist, wenn f prim ist. In R[7']
sind beispielsweise die Polynome T — 1 und 72 + 1 irreduzibel und damit auch
prim. Es gilt

R[T]/(T -1)~R,  R[T]/(T?>+1)~C,

wie man leicht mit Hilfe des Homomorphiesatzes 5.1/10 zeigen kann. Im Ubrigen
kann man zeigen, dass die primen Polynome in R[7] gerade aus allen Polyno-
men vom Grad 1 sowie den nullstellenfreien Polynomen vom Grad 2 gebildet
werden.

Schlieflich wollen wir noch die so genannte Charakteristik eines Korpers
definieren. Ist K ein Korper, so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus ¢: Z — K. Dieser bildet eine natiirliche Zahl n ab auf die n-fache
Summe n - 1 des Einselementes 1 € K und entsprechend —n auf —(n - 1).
Der Kern von ¢ ist ein Ideal in Z, also ein Hauptideal, und wird damit von
einem eindeutig bestimmten Element p € N erzeugt. Es ist p entweder 0 oder
ansonsten die kleinste positive natiirliche Zahl mit p - 1x = 0. Man nennt p
die Charakteristik von K; diese ist entweder 0 oder aber prim, wie man dhnlich
wie im zweiten Teil des Beweises zu Korollar 17 sehen kann.

Aufgaben
1. Man betrachte die folgenden Polynome f,g € R[T] und dividiere jeweils f mit
Rest durch g:
() f=T5+3T*+T3-2, g=T%-2T+1,
(ii)) f=T" -1, g=T -1, mit n € N— {0},
(i) f=TP+Tr 1 +...+1, g=T+1, mit n € N— {0}.

2. Es seien a, b von Null verschiedene Elemente eines Hauptidealrings R. Man zeige
Ra N Rb = Ru fiir v = kgV(a, b).
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3. Man bestimme alle Unterringe von Q.

4. Es sei R ein Integrititsring und p € R — {0}. Man zeige, dass p genau dann prim
ist, wenn R/(p) ein Integritéitsring ist.

5. Man bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms 7% — 1 im Polynomring
R[T].

6. Man zeige, dass der Polynomring Z[T] kein Hauptidealring ist.

7. Man zeige, dass Z + Zi = {z + yi € C; x,y € Z} einen Unterring des Korpers
der komplexen Zahlen bildet und ein Hauptidealring ist.

8. Man zeige, dass es in Z unendlich viele paarweise nicht-assoziierte Primelemente
gibt. Gleiches gilt fiir den Polynomring K[T] iiber einem Koérper K.

9. Es sei F ein endlicher Korper der Charakteristik p, wobei p den Kern des kano-
nischen Ringhomomorphismus Z — F erzeugt. Man zeige:

(i) p ist eine Primzahl.

(ii) Es besteht I aus p” Elementen, wobei r eine geeignete natiirliche Zahl ist.

10. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra mit dimg A < oo. Fiir ein Element
a € A zeige man: Es existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom
f € K[T] kleinsten Grades mit f(a) = 0.

5.3 Nullstellen von Polynomen

Es sei K ein Korper (oder allgemeiner ein kommutativer Ring) und A eine
K-Algebra. Ein Element ¢t € A heiBt Nullstelle eines Polynoms f € K[T],
wenn f(t) = 0 gilt, d. h. wenn das Bild von f unter dem Einsetzungshomo-
morphismus K [T] — A, der ¢ anstelle der Variablen T einsetzt (vgl. 5.1/7),
trivial ist. Um ein Beispiel zu geben, betrachte man den Endomorphismenring
A eines K-Vektorraums V; dieser wird zu einer K-Algebra unter dem Ringho-
momorphismus K — A, ¢ — c-idy. Fiir dimg V' > 1 ist leicht zu sehen, dass
das Polynom 7% € K[T] auBer dem Nullelement 0 € A noch weitere Nullstel-
len besitzt, sogar unendlich viele, wenn K unendlich viele Elemente hat. Die
Gleichung ¢? = 0 fiir einen Endomorphismus : V — V ist nidmlich gleichbe-
deutend mit im ¢ C ker .

Wir wollen uns zunéichst aber nur fiir Nullstellen von Polynomen f € K[T]
in K interessieren, wobei wir K als Korper voraussetzen. Aufgrund der Null-
teilerfreiheit von K sind dann stérkere Aussagen moglich, beispielsweise ist das
Nullelement 0 € K die einzige Nullstelle in K zu T2 € K[T7].

Satz 1. Sei a € K Nullstelle eines Polynoms f € K[T]. Dann existiert ein
Polynom g € K[T] mit
f = (T - Oé) 9,

wobei g durch diese Gleichung eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Division mit Rest von f durch (T — «) fiihrt zu einer Gleichung
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f=(T=a) g+r

mit r € K. Setzt man hierin « anstelle von T ein, so ergibt sich wegen f(a) =0
unmittelbar 7 = r(«) = 0 und damit die gewiinschte Gleichung f = (T’ — ) - g.
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der Nullteilerfreiheit von K oder aus der
Eindeutigkeit der Division mit Rest; vgl. 5.2/2. |

Korollar 2. Sei f € K[T], f # 0. Dann besitzt [ nur endlich viele paarweise
verschiedene Nullstellen oy, . .., a, € K, wobei r < grad f gilt. Weiter existieren
ni,...,n. € N—{0} sowie ein Polynom g € K[T] ohne Nullstellen in K mit

f H *047,

Dabei sind die Exzponenten n; sowie das Polynom g eindeutig durch f bestimmdt.

Beweis. Man betrachte Zerlegungen der Form

fH—ozz

mit paarweise verschiedenen Nullstellen «y,...,«, von f (wobei r variieren
darf), Exponenten n; € N— {0} und einem Polynom g € K[7T']. Dann gilt stets

grad f = an + grad g,

i=1

und wir kénnen eine solche Zerlegung finden, fiir die grad g minimal ist. Dann
ist g aber wie gewiinscht ohne Nullstellen in /K, da man ansonsten geméfl Satz 1
von g einen Linearfaktor der Form T'—a abspalten konnte und dies zu einer Zer-
legung mit einem echt kleineren Grad von g fithren wiirde. Man erkennt dann,
dass ay,...,q, aufgrund der Nullteilerfreiheit von K die einzigen Nullstellen
von f sind und dass r < grad f gilt.

Die Faktoren (T — «;) sind irreduzibel und damit insbesondere prim. Die
Eindeutigkeitsaussage folgt daher leicht aus der Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung in K [T]. Man benutze dabei, dass in der Primfaktorzerlegung von ¢
lediglich Faktoren vom Grad > 2 vorkommen konnen, da g keine Nullstellen in
K besitzt. g

In der vorstehenden Situation nennt man n; die Vielfachheit der Nullstelle
«;. Weiter bezeichnet man einen Kérper K als algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes nicht-konstante Polynom f € K[T] (mindestens) eine Nullstelle in K
besitzt. In der Zerlegung von Korollar 2 ist ¢ dann konstant. Man kann daher
sagen, dass ein Korper K genau dann algebraisch abgeschlossen ist, wenn sich
jedes nicht-konstante Polynom f € K[T] als Produkt von Linearfaktoren, d. h.
Polynomen vom Grad 1 schreiben lisst oder, in dquivalenter Weise, wenn die
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irreduziblen Polynome in K[T'] gerade die Polynome vom Grad 1 sind. Wir
wollen in diesem Zusammenhang den so genannten Fundamentalsatz der Algebra
formulieren.

Theorem 3. Der Korper C der komplezen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Der Beweis erfordert Hilfsmittel, die iiber die lineare Algebra hinausge-
hen. Er wird iiblicherweise im Rahmen der Funktionentheorie- oder Algebra-
Vorlesungen gefithrt. Als Beispiel wollen wir hier nur noch anfiigen, dass die
Polynome

T2 —-2¢€ Q[T:|7
T+ 1€ R[T],
T?+T+1€F,[T]

keine Nullstellen in den jeweiligen Kérpern besitzen. Da es sich um Polynome
vom Grad 2 handelt, folgt hieraus, dass diese irreduzibel und damit prim sind.

Aufgaben

1. Es sei K ein Korper. Fiir ein Polynom f =Y, .y a;T" € K[T] definiere man des-
sen Ableitung durch f':=3%, ia;T*1, wobei ia; jeweils als i-fache Summe von
a; zu verstehen ist. Man zeige: Ein Element « € K ist genau dann eine mehrfache
Nullstelle (d. h. der Ordnung > 1) von f, wenn « Nullstelle von ggT(f, f') ist.

2. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Fiir Polynome f,g € K[T] — {0}
und h = ggT(f, g) zeige man: Ist a € A eine gemeinsame Nullstelle von f und g,
so ist a auch Nullstelle von h. (Hinweis: Man benutze die in 5.2/16 beschriebene
Charakterisierung des grofiten gemeinsamen Teilers.)

3. Fiir eine komplexe Zahl o = u 4 iv € C mit Realteil v und Imaginérteil v sei
die zugehorige konjugiert komplexe Zahl definiert durch @ = u — iv. Man zei-
ge, dass ein normiertes Polynom f € R[T] genau dann prim ist, wenn es von
der Form f =T —a mit @« € Roder f = (T —a)(T — @) mit « € C—R
ist. (Hinweis: Man betrachte die Abbildung C — C, oo — @, welche die Ei-
genschaften eines R-Algebraisomorphismus besitzt, und setze diese fort zu einem
R[T]-Algebraisomorphismus C[T] — C[T7].)
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Vorbemerkungen

In diesem Kapitel geht es darum, fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume V'
die Struktur der Endomorphismen von V' zu kldren. Was aber hat man un-
ter der Struktur eines Endomorphismus f: V' — V zu verstehen? Man kann
beispielsweise die folgenden Fragen stellen:

1. Gibt es nicht-triviale Untervektorrdume U C V mit f(U) C U, auf denen
f|o von besonders einfacher Gestalt ist, z. B. f|y = Aidy mit einem Skalar
AeK?

2. Um f auf ganz V zu beschreiben: Kann man V' in eine direkte Summe
nicht-trivialer Untervektorrdume V = @)_, U; zerlegen mit f(U;) C U;,
so dass sich f|y, in signifikanter Weise charakterisieren ldsst? Gibt es eine
feinste Zerlegung dieses Typs, und ist diese in irgendeiner Weise eindeutig
charakterisiert?

Dies sind bereits die wichtigsten Fragen, die wir untersuchen wollen. Zunéchst
ist die Beantwortung der ersten Frage relativ einfach. Wir betrachten fiir A € K
den Endomorphismus f — Aid von V. Sein Kern gibt genau denjenigen (maxi-
malen) Untervektorraum von V' an, auf dem sich f wie \id verhélt, und dieser
Unterraum ist genau dann nicht-trivial, wenn der Kern von f — Aid nicht-trivial
ist, also gemé&f 2.1/11 genau dann, wenn f — Aid nicht invertierbar ist, und da-
mit nach 4.3/3 genau dann, wenn det(f —\id) = 0 gilt. Es ist also die Gleichung
det(f — Aid) = 0 fir A € K zu losen, und wir werden damit automatisch da-
zu veranlasst, das so genannte charakteristische Polynom xy € K[T] zu f zu
betrachten, das entsteht, wenn wir auf det(Aid — f) die Definition der Determi-
nante einer beschreibenden Matrix anwenden, dabei jedoch anstelle von A die
Variable T" vorsehen.

Die Nullstellen von x; in K werden als Eigenwerte zu f bezeichnet. Fiir
einen solchen Eigenwert A heifit V) = ker(Aid —f) der zu A\ gehorige Eigen-
raum, und die Elemente von V) — {0} werden als Eigenvektoren zum Eigenwert
A bezeichnet. Wir werden zeigen, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten stets linear unabhéngig sind, und daraus folgern, dass die Summe der
Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten von f stets direkt ist. Stimmt
diese Summe bereits mit V' iiberein, so ist f diagonalisierbar, womit wir meinen,
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dass V eine Basis bestehend aus Eigenvektoren zu f besitzt und was zur Folge
hat, dass die zugehorige beschreibende Matrix von f eine Diagonalmatrix ist.
Diese Situation ist beispielsweise gegeben, wenn die Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte von f gleich der Dimension von V ist. Wir erhalten damit auch eine
erste (partielle) Antwort auf die eingangs gestellte Frage 2.

Es ist relativ leicht einzusehen, dass lineare Abbildungen f: V — V im
Allgemeinen nicht diagonalisierbar sind. Beispielsweise ist eine Drehung um 0
im R? nicht diagonalisierbar, es sei denn, der Drehwinkel betrigt 0° oder 180°.
So wird man zur Beantwortung der Frage 2 noch nach anderen Moglichkeiten
suchen miissen, um Untervektorrdume U C V mit f(U) C U, d. h. so genann-
te f-invariante Untervektorrdume, zu konstruieren. Folgende Beobachtung ist
hierbei grundlegend: Man betrachte zu einem Vektor z € V' den Untervektor-
raum U C V, der von den Elementen z, f(x), f*(x),... erzeugt wird. Dann ist
U offenbar ein f-invarianter Untervektorraum in V', offenbar der kleinste, der x
enthélt. Wir nennen U den von x erzeugten f-zyklischen Untervektorraum von
V. Seine Struktur lésst sich leicht beschreiben, wenn man Ergebnisse aus Kapi-
tel 5 iiber den Polynomring K[7T] verwendet. Man kann némlich die K-lineare
Abbildung

p: K[T] — U, ZciTi%»Zcifi(x),
ieN ieN
betrachten und stellt dabei fest, dass ker ¢ ein Ideal in K[T] ist. Denn fiir

p:ZCiTiGK[T], q:ZdjTjEkergo
i=0

gilt
opg) = o3 (S )T =S (S ed)f (@)
k=0 it+j=k k=0 i+j=k
= (el ) = (Y af)(0) =0,

d. h. ker ¢ ist insbesondere abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen
aus K[T]. Nun wissen wir aber, dass K[T'] ein Hauptidealring ist, dass es
folglich ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom kleinsten Grades

p(T)=T +eT" '+ ... +c Ekergp

gibt und dass dieses das Ideal erzeugt; denn ker ¢ besteht nicht nur aus dem
Nullpolynom, da K[T] als K-Vektorraum von unendlicher, V' aber von endli-
cher Dimension ist. Hieraus gewinnt man die Gleichung

p(f) (@)= f(x) +erfNz)+...+er =0,

und diese zeigt in induktiver Weise, dass U bereits von x, f1(z),..., fr1(z)
erzeugt wird und, da es in ker ¢ kein nicht-triviales Polynom vom Grade < r
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gibt, dass diese Elemente sogar eine Basis von U bilden. Beziiglich dieser Basis
wird f|y dann durch die so genannte Begleitmatriz

0 —Cp
10 —C
1 —Cy

O —Cn—2

1 —Cp—1

des Polynoms p beschrieben.

Um die eingangs gestellte Frage 2 vollstindig zu kléren, ist noch zu untersu-
chen, in wie weit sich V' als eine direkte Summe f-zyklischer Untervektorrdume
darstellen ldsst. Dass dies in der Tat stets moglich ist, und zwar mit so ge-
nannten f-unzerlegbaren (ebenfalls f-zyklischen) Untervektorrdumen, die keine
weitere Zerlegung in eine direkte Summe f-invarianter Unterrdume mehr zulas-
sen, und mit zugehorigen normierten Polynomen aus K[7T], die eindeutig durch
f bestimmt sind, ist ein tief liegendes Resultat, dessen Beweis einigen Aufwand
erfordert. Um die eigentlichen Griinde fiir das Zustandekommen dieses Resultats
aufzudecken, werden wir die so genannte Elementarteilertheorie behandeln, und
zwar fiir Moduln tiber Hauptidealringen. Ein Modul iiber einem Ring ist for-
mal genauso definiert wie ein Vektorraum iiber einem Koérper, nur dass man als
Skalarenbereich anstelle eines Korpers einen Ring vorsieht. Dass man beispiels-
weise einen K-Vektorraum mit einem Endomorphismus f: V' — V als einen
Modul iiber dem Polynomring K [T'] auffassen sollte, wobei man fiir z € V' das
Produkt Tz durch f(z) definiert, wird durch die obige Betrachtung f-zyklischer
Untervektorrdume nahe gelegt. In diesem Sinne ist der von einem Vektor x € V
erzeugte f-zyklische Untervektorraum U C V zu sehen als der von z erzeugte
K [T]-Untermodul von V.

Obwohl Moduln als “Vektorrdume” {iber Ringen interpretiert werden kon-
nen, gibt es dennoch gravierende Unterschiede zu Vektorraumen iiber Korpern,
die durch das Phénomen der so genannten Torsion verursacht sind. Fiir einen
Modul M iiber einem Ring R gibt es ndmlich im Allgemeinen von Null verschie-
dene Elemente 7 € R und m € M mit rm = 0, wobei dann r natiirlich keine
Einheit sein kann, da ansonsten m = r~!(rm) = 0 folgen wiirde. Insbesondere
kann ein solcher Modul keine Basis besitzen. Gibt es zu jedem m # 0 aus M ein
r # 0in R mit rm = 0, so bezeichnet man M als einen Torsionsmodul. Beispiels-
weise ist in der obigen Situation auch V' als K[7T]-Modul ein Torsionsmodul.
Da V von endlicher Dimension ist, existieren namlich nicht-triviale Polynome
p € K[T] mit p-V = 0. Wir werden insbesondere sehen, dass es wiederum
ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom kleinsten Grades p; € K[T'] mit
ps -V =0 gibt. Man nennt p; das Minimalpolynom zu f, und wir werden mit
dem Satz von Cayley-Hamilton zeigen, dass py stets ein Teiler des charakteris-
tischen Polynoms s ist und damit einen Grad < n besitzt.
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Die mittels der Elementarteilertheorie gewonnene Zerlegung von V' in
f-zyklische bzw. f-invariante Unterrdume werden wir schlieBlich dazu verwen-
den, um f mittels kanonisch zugeordneter Matrizen zu beschreiben. Ist bei-
spielsweise V' = @,_, U; eine Zerlegung in f-zyklische Untervektorrdume, wo-
bei U; ~ K[T]/(p;) mit normierten Polynomen p; € K[T] im Sinne von
K[T]-Moduln gelte, so kann man fiir jedes U; eine K-Basis wihlen, derart dass
flu, beziiglich dieser Basis durch die Begleitmatrix A(p;) zu p; dargestellt wird.
Setzt man die einzelnen Basen der U; zu einer Gesamtbasis von V' zusammen, so
ist die zugehorige f beschreibende Matrix von der Form Diag(A(py),. .., A(p,)),
d. h. eine Art “Diagonalmatrix”, auf deren Diagonalen die Késtchen A(p;) ange-
ordnet sind. Geht man von irgendeiner Matrix A € K™*" aus, die f beschreibt,
und sind die Polynome p; Primpotenzen, so ist A" = Diag(A(p1),...,A(p,))
bereits die so genannte allgemeine Normalform von A. Im Ubrigen werden wir
auch die Jordansche Normalform von A betrachten (sofern das charakteristische
Polynom y in lineare Faktoren zerféllt) und abschlieend zeigen, wie man Nor-
malformen explizit berechnen kann, indem man die Elementarteiler der Matrix
TE — A € K[T]™" bestimmt; dabei sei E € K™*" die Einheitsmatrix.

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir kehren nunmehr zur Theorie der Vektorrdume iiber einem Korper K zuriick
und betrachten zunéchst eine K-lineare Abbildung f: V — W zwischen
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V und W. Ist dann X = (z1,...,%,)
eine Basis von V und Y = (y1,. .., yn) eine Basis von W, so ldsst sich f durch
eine zugehdrige Matrix Af xy beschreiben; vgl. 3.1/3. Durch geschickte Wahl
von X und Y kann man erreichen, dass Ay xy von méglichst einfacher Gestalt
ist. So hatten wir in 3.4/7 gesehen, dass es Basen X’ von V und Y’ von W gibt

mit
E. 0\
Af,X',Y' = < 0 O) ;

dabei bezeichnet E, € K™*" die Einheitsmatrix und r den Rang von f. Weiter
besteht die Relation

Apxryr = (Aiayry)™ - Apxy - Aiaxx

mit den Basiswechselmatrizen Aiq x/ x und Aiqyy; vgl. 3.4/4. Unter Benut-
zung der bijektiven Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Matri-
zen konnen wir daher auch sagen, dass es zu einer Matrix A € K™*" vom Rang
7 stets invertierbare Matrizen S € Gl(m, K) und T € Gl(n, K') mit

o _(E. 0
star- (50

gibt; vgl. hierzu auch 3.4/8.
Wir wollen im Weiteren ein entsprechendes Problem fiir Endomorphismen
f:V — V studieren. Genauer soll durch geeignete Wahl einer Basis X von
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V erreicht werden, dass die Matrix Ay x x von moglichst einfacher Gestalt ist.
Ubersetzt in die Sprache der Matrizen bedeutet dies: Ausgehend von einer Ma-
trix A € K™ ™ ist eine invertierbare Matrix S € Gl(n, K) zu konstruieren, derart
dass die Matrix S7!- A - S von moglichst einfacher Gestalt ist, beispielsweise
eine Diagonalmatrix ist:
)\1 0
A2

0 An
Dabei sei erwahnt, dass eine solche Diagonalgestalt allerdings nicht in allen

Fillen zu erreichen ist. Um eine bequeme Sprechweise fiir unser Problem zu
haben, sagen wir:

Definition 1. Zwei Matrizen A, B € K™ ™ heiffen &hnlich, wenn es eine in-
vertierbare Matriz S € Gl(n, K) mit B=S"1-A-8 gibt.

Man sieht unmittelbar, dass die Ahnlichkeit von Matrizen aus K™ eine
Aquivalenzrelation darstellt. Somit zerfallt K™*" in disjunkte Klassen d&hnlicher
Matrizen.

Bemerkung 2. Zu einer Matriv A € K" " betrachte man einen n-dimen-
sionalen K-Vektorraum V mit einer Basis X und den (eindeutig bestimmten)
Endomorphismus f:V — V mit A;xx;= A vgl 3.3/2. Fir eine weitere
Matriz B € K™" ist dann dquivalent:

(i) A und B sind dhnlich.

il) Es existiert eine Basis X' von V mit A; x: x = B.
£.X'

Beweis. Seien zuniichst A und B dhnlich, gelte also B = S7! . A .S mit
S € Gl(n, K). Fassen wir dann die Matrix S geméf 3.4/1 (und den sich daran
anschlieBenden Erlduterungen) als Basiswechselmatrix auf, so erhalten wir eine
Basis X’ von V' mit S = Ajq x’.x, und es folgt mit 3.4/4

Arxx = (Aaxx) " Arxx - Auxx=5"-A-5=8,
d. h. Bedingung (ii) ist erfiillt.
Ist umgekehrt Bedingung (ii) gegeben, so zeigt die Gleichung
Apxrx = (Aiaxx) - Arxox - Aidxexs
dass A und B dhnlich sind. O
Wir wollen uns nun mit der Frage beschéftigen, wann eine gegebene Ma-

trix A € K™ zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist. Dazu fithren wir folgende
Sprechweise ein:

Definition 3. Fine Matriz A € K™™ heif$t diagonalisierbar, wenn sie zu einer
Diagonalmatriz dhnlich ist.
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Ein Endomorphismus f: V. — V eines endlich-dimensionalen K-Vektor-
raums V heifst diagonalisierbar, wenn die beschreibende Matriz Aj x x fiir eine
Basis X von V (und damit fir alle Basen von V') diagonalisierbar ist.

Aus Bemerkung 2 kann man ablesen, dass ein Endomorphismus f: V — V
eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' genau dann diagonalisierbar ist,

wenn es eine Basis X = (z1,...,x,) von V mit
A1 0
Apxx = Ao
0 ” An

gibt, so dass also f(z;) = \z; fiir gewisse Konstanten \; € K gilt, i =1,... n.
Wir werden in diesem Zusammenhang folgende Terminologie verwenden:

Definition 4. FEs sei f: V — V ein Endomorphismus eines K- Vektorraums
V. Fine Konstante A\ € K heiffit Eigenwert zu f, wenn es einen Vektor
a €V —{0} mit f(a) = Aa gibt. Man nennt in diesem Falle a einen Eigen-
vektor von f zum Eigenwert \. Fir eine Matriv A € K™ " seien Eigenwerte
und - Vektoren erkldrt als Eigenwerte und - Vektoren der zugehdrigen linearen
Abbildung K™ — K™, x — Ax.

Eigenvektoren sind definitionsgeméf immer von 0 verschieden, und wir
konnen formulieren:

Bemerkung 5. Ein Endomorphismus f: V — V eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V ist genau dann diagonalisierbar, wenn es in 'V eine Basis aus
Figenvektoren beziiglich f gibt.

Als Anwendung der Beschreibung linearer Abbildungen mittels Matrizen,
vgl. 3.1/7, ergibt sich:

Bemerkung 6. FEs seit f: V. — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums V mit Basis X. Fiir A € K ist dann dquivalent:
(i) X ist Eigenwert von f.
(i) A ist Eigenwert von Ay x x.

Beweis. Sei dimg V' = n. Wir benutzen das kommutative Diagramm

v L. v

le lnx

Kr Lo Kr

aus 3.1/8. Dabei ist kx derjenige Isomorphismus, der einem Vektor v € V' den
zugehorigen Koordinatenspaltenvektor vx € K™ zuordnet, sowie f: K" — K"
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die durch u — Ay x x -u erkldrte Abbildung. Ist nun a € V ein Eigenvektor zu
f mit Eigenwert A € K, so gilt insbesondere a # 0 und damit auch kx(a) # 0.
Weiter folgt aufgrund der Kommutativitit des obigen Diagramms

f(rx(a)) = rx(f(a)) = rx(Aa) = Arx(a),

d. h. kx(a) ist Eigenvektor zu f, ebenfalls zum Eigenwert . Ist umgekehrt
b € K" ein Eigenvektor zu f zum Eigenwert A, so folgt entsprechend, dass
Kk (b) € V ein Eigenvektor zu f zum Eigenwert ) ist. (|

Insbesondere sieht man mit Bemerkung 2 oder auch mittels einfacher direk-
ter Rechnung:

Bemerkung 7. Ahnliche Matrizen besitzen dieselben Eigenwerte.

Als Beispiel zeigen wir, dass die Matrizen

_ 0 1 2x2 _ 1 O 2x2
A(—l O)eR , B(l 1)6@

nicht diagonalisierbar sind. Da das Gleichungssystem
s = Aoy, —ag = Aoy

fiir einen nicht-trivialen Vektor (aq, )t € R? stets auf die Gleichung A2 = —1
fiihrt, die in R nicht l6sbar ist, sehen wir, dass A in R?*2 nicht diagonalisier-
bar sein kann, da die zugehorige lineare Abbildung R? — R2?, 2z —— Ax,
keinen Eigenwert besitzt. Das Bild dndert sich jedoch, wenn wir A als Matrix
in C?*2 auffassen, denn die durch A gegebene C-lineare Abbildung C? — C2,
x — Ax, wird beziiglich der Basis (1), (jz) durch eine Diagonalmatrix beschrie-
ben. Weiter zeigt das Gleichungssystem

] = )\011, o]+ g = )\012,

dass die Matrix B hochstens A = 1 als Eigenwert besitzt. Ware B also diago-
nalisierbar, so miisste B zur Einheitsmatrix dhnlich sein und dann schon mit
dieser iibereinstimmen, da die Einheitsmatrix aus trivialen Griinden nur zu sich
selbst dhnlich ist.

Satz 8. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V. Sind a4, . ..,a, € V FEigenvektoren zu paarweise verschiede-
nen Figenwerten Ai,...,\., so sind ay,...,a, linear unabhdingig.

Beweis. Wir schliefen mit Induktion nach r, wobei wir » > 1 annehmen diirfen.

Der Fall r = 1 ist klar, denn ein Eigenvektor ist nach Definition stets von 0
verschieden. Sei also r > 1, und gelte

-
E aja; =0
i=1



196 6. Normalformentheorie

mit Koeffizienten ay,...,a, € K. Man hat dann

T
E Aiaiaz E al az - E alal - 707
=1

aber auch .
Z Aloziai =0
i=1

und folglich

-
Z()‘i — A)aga; = 0.
=2
Nun sind ag, ..., a, insgesamt r — 1 Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen
Figenwerten und somit nach Induktionsvoraussetzung linear unabhéngig. Es
ergibt sich daher (\; — A;)a; = 0 und damit «; = 0 fiir ¢ = 2,...,r. Dann zeigt
die Gleichung 22:1 a;a; = 0, dass auch der Term «;a; verschwindet und wegen
a1 # 0 sogar der Koeflizient «;. Die Vektoren ay, .. ., a, sind also wie behauptet
linear unabhéingig. g

Korollar 9. Fin Endomorphismus f:V —— V eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V' hat hdchstens n = dimg V' verschiedene Figenwerte.

Korollar 10. Besitzt ein Endomorphismus f: V. — V eines endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraums V genau n = dimg V' verschiedene Eigenwerte, so ist
f diagonalisierbar.

Beweis. Seien Ay, ..., \, € K paarweise verschiedene Eigenwerte zu f, und seien
ai, ..., a, €V zugehorige Eigenvektoren. Dann sind diese geméf Satz 8 linear
unabhéngig, bilden also wegen n = dimg V eine Basis X von V. Die zugehorige
Matrix Ay x x ist eine Diagonalmatrix mit Ay, ..., A, als Diagonalelementen.

O
Wir wollen Satz 8 noch etwas verallgemeinern.

Definition 11. FEs sei A\ € K FEigenwert eines Vektorraumendomorphismus

f: V. — V. Dann heifit
Vi =ker(f — Aid) = {a € V'; f(a) = A\a}
der Eigenraum von f zum Figenwert .
Korollar 12. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V, und seien \y,...,\. die simtlichen Figenwerte von

[ Ist dann V' = 377 | 'V\, der von den zugehirigen Eigenrdumen erzeugte
Untervektorraum von V', so gilt
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V/ = é V)\i;
i=1

die Summe ist also direkt. Im Ubrigen ist f genau dann diagonalisierbar, wenn
V =V’ gilt, wenn also V von den Eigenrdiumen zu f erzeugt wird.

Beweis. Da Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear un-
abhéngig sind, kann eine Summe Y ;_, v; mit v; € V), nur dann verschwinden,
wenn alle v; verschwinden. Dies bedeutet aber, dass V'’ die direkte Summe der
Eigenrdume V), ist. Ist nun f diagonalisierbar, so besitzt V eine Basis aus Eigen-
vektoren, und es gilt V' = V’. Umgekehrt, ist V' darstellbar als direkte Summe
der Eigenrdume V),, so wéhle man in jedem dieser Eigenrdume eine Basis. Das
System aller dieser Elemente bildet dann eine Basis von V, die aus lauter Ei-
genvektoren von f besteht, d. h. f ist diagonalisierbar. O

Korollar 13. Fiir eine Diagonalmatriz

A1 0
A= A
0 i An
sind A1, ..., N\, die einzigen Eigenwerte von A.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung f: K" — K", x —— Az. Es ist
klar, dass es sich bei den Aq, ..., A\, um Eigenwerte von A bzw. f handelt. Um
Wiederholungen zu vermeiden, schreibe man {Ay, ..., A, } = {A], ..., A\,}, wobei
die Elemente X}, ..., X, paarweise verschieden sind. Die Diagonalgestalt von A
besagt, dass es in K™ eine Basis gibt, namlich die kanonische Basis ey, ..., e,,
so dass e; jeweils Eigenvektor von f zum Eigenwert \; ist. Fiir j = 1,... s sei
nun U N C V' derjenige lineare Unterraum, der erzeugt wird von allen e; mit
Indizes 1, fiir die \; = \} gilt. Es besteht dann die Zerlegung

S
V=@DUy. Uychy
j=1

wobei VA; jeweils der Eigenraum von f zum Eigenwert X} ist. Ein Vergleich
mit der Zerlegung aus Korollar 12 ergibt UA; = V,\;_ fir j = 1,...,s und zeigt
auferdem, dass es neben A, ..., \. keine weiteren Eigenwerte von A geben kann.

O

Aufgaben

V' sei stets ein Vektorraum endlicher Dimension iiber einem Korper K.

1. Es seien a,b € V Eigenvektoren eines Endomorphismus f: V' — V. Man unter-
suche, in welchen Fillen auch a — b ein Eigenvektor von f ist.
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2. Es sei A € K Eigenwert eines Endomorphismus f: V — V. Man zeige, dass fiir
Polynome ¢ € K[T'] jeweils g(\) Eigenwert von g(f) ist.

3. Fiir die Matrix

2 10 1
A=19 0 2 1| <k
000 2

berechne man alle Eigenwerte und die zugehoérigen Eigenrdume. Ist A diagonali-
sierbar?

4. Die Matrizen A, B € K™*™ seien dhnlich. Man zeige in direkter Weise:

(i) Ein Element A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn es Eigenwert
von B ist.

ii) Fiir Eigenwerte A € K von A bzw. B gilt dimg V4 \ = dimg V] wobei
(i) g g K VAX K VB,
Va,\ den Eigenraum zu A beziiglich der linearen Abbildung K" — K",
x —— Az bezeichne; entsprechend fiir Vp y.

5. Es selen A, B € K™ #hnlich. Dann sind fiir Polynome ¢ € K[7T'] auch die
Matrizen ¢(A) und ¢(B) &hnlich.

6. Zwei Endomorphismen f,g: V' — V heiflen dhnlich, wenn es einen Automor-
phismus h: V — V mit g = h™! o f o h gibt. Man zeige: f und g sind genau
dann &hnlich, wenn fiir eine gegebene Basis X von V die beschreibenden Matrizen
Ar x x und Ay x x dhnlich sind.

7. Fiir ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorrdu-

men
v L. v
n| [
w 2w
zeige man:

(i) Ist h injektiv, so ist jeder Eigenwert von f auch Eigenwert von g.
(i) Ist h surjektiv, so ist jeder Eigenwert von g auch Eigenwert von f.

Man konstruiere einfache Beispiele, die zeigen, dass in den vorstehenden Aussagen
die Voraussetzungen “injektiv” bzw. “surjektiv” nicht entbehrlich sind.

6.2 Minimalpolynom und charakteristisches Polynom

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, steht das Problem der Diagonali-
sierbarkeit von Endomorphismen oder Matrizen in engem Zusammenhang mit
dem Problem, die zugehorigen Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen.
Wir beschiiftigen uns daher zunéchst mit der Berechnung von Eigenwerten. Ge-
nerell sei V' in diesem Abschnitt ein K-Vektorraum endlicher Dimension n.
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Satz 1. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Fir A € K ist dann dquivalent:
(i) X ist Eigenwert zu f.
(ii) ker(Aid —f) # 0.
(i) Aid —f ist nicht invertierbar.
)

A
(iv) det(\id —f) = 0.

Beweis. Sei A ein Eigenwert zu f. Dann existiert ein Eigenvektor zu A, d. h.
ein @ € V — {0} mit f(a) = Aa. Hieraus ergibt sich a € ker(Aid —f) und
damit insbesondere ker(\id — f) # 0. Umgekehrt ist jeder von Null verschiedene
Vektor a € ker(Aid —f) ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Bedingungen (i) und
(i) sind also dquivalent.

Weiter ergibt sich die Aquivalenz (ii)<=> (iii) aus 2.1/11 und die Aquivalenz
(ili) <= (iv) aus 4.3/3 (iv). O

Als Beispiel wollen wir alle Eigenwerte der Matrix

_ 1 4 2x2
A(l 1>€R

bestimmen. Bezeichnet F die Einheitsmatrix in R?*?, so gilt fiir A € R

A—1 —4

dot(AE—A)—dct( 1 a1

)—/\2—2)\—3.

Die Gleichung det(AE — A) = 0 ist daher dquivalent zu A = 3 oder A = —1.
Daher sind 3, —1 die Eigenwerte von A, und man sieht mittels 6.1/10, dass A
diagonalisierbar ist. Und zwar ist A &hnlich zu der Matrix

3 0 2x2
(¢ 0)em

Man kann nun leicht die zu den Eigenwerten 3, —1 gehorigen Eigenrdume be-
stimmen, indem man die linearen Gleichungssysteme

BE—-A)z =0 bzw. (—E—-A)x=0

16st.

Wir wollen det(AE — A) fiir eine Matrix A = (ay;);; € K™™ und eine
Konstante A € K genauer auswerten; F sei nunmehr die Einheitsmatrix in
K™ Wie in 4.2/4 definiert, gilt

det(AE — A) = det (A5 — uij)is)

= Z sgn T - H()\(Sﬂ-(,;)ﬁ' - aﬂ(i),i)7

TES, =1

und wir konnen folgende Definition treffen:



200 6. Normalformentheorie

Definition 2. Sei A = (w;;)i; € K™*™. Dann heifst

n

Xa = Z sgn - H(Téw(i),i — ar()) € K[T]

€S, i=1

das charakteristische Polynom wvon A.
Insbesondere gilt xa(A\) = det(AE — A) fir alle A € K, und die Nullstellen
von xa i K sind gerade die Figenwerte von A.

Satz 3. Das charakteristische Polynom xa € K[T] zu einer Matriz A € K™
ist normiert vom Grad n. Es gilt

n

XA = Z CnfiTa C € Ka

=0

mit co =1, —c; = Spur A = 31" | oy und (—1)"c, = det A, wobei die Summe
der Diagonalelemente ay; als Spur von A bezeichnet wird.

Beweis. Als Summe n-facher Produkte linearer Polynome in T ist y 4 vom Grad
< mn, und es gilt
0 = xa(0) = det(—A) = (—1)" det 4,

also (—1)"c, = det A. Weiter besitzt der zweite Term in der Zerlegung

U | (RTINS % § (oA

i=1 €S, i=1
mid
einen Grad < n—2, denn es wird nur iiber Permutationen 7 # id summiert. Fiir
7 # id gibt es ndmlich mindestens zwei verschiedene Indizes 4,5 € {1,...,n}
mit (i) # i, 7(j) # j, so dass folglich die Ausdriicke T'6x(;);, T0r(;,; fiir diese
Indizes verschwinden. Die Koeffizienten vom Grad n und n — 1 in x4, also ¢
und ¢y, stimmen daher iiberein mit den Koeffizienten vom Grad n und n — 1 in
[T (T — i), und es folgt co = 1, sowie ¢; = — >_1" | o, wie behauptet. O

Man kann das charakteristische Polynom x4 € K[T] zu einer Matrix
A € K™ auch durch die Gleichung x4 = det(TE — A) erkldren, wobei man
dann allerdings die Determinante einer Matrix mit Eintrdgen aus dem Poly-
nomring K [7] zu bilden hat. Da wir bisher nur Determinanten von Matrizen
mit Koeffizienten aus einem Kérper betrachtet und auch nur fiir diese Situation
Rechenregeln fiir Determinanten bewiesen haben, greifen wir zu einem Trick.
Ahnlich wie man den Kérper Q der rationalen Zahlen als Korper aller Briiche
ganzer Zahlen bildet, konstruiert man zu K[T] den so genannten rationalen
Funktionenkorper K(T) aller Briiche von Polynomen aus K[T]. Es ist dann
K|[T] ein Unterring des Korpers K (7T'), und man kann TE — A als Matrix in
K(T)™*" auffassen. Insbesondere ist det(T'E — A) wohldefiniert, und man darf
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zur Berechnung dieser Determinante die bekannten Entwicklungsséitze oder an-
dere Rechenregeln fiir Determinanten anwenden. Erw#hnt sei aber auch, dass
sich alternativ die Determinantentheorie iiber beliebigen kommutativen Ringen
entwickeln lédsst, worauf wir hier aber nicht weiter eingehen wollen.

Satz 4. Sind A, B € K™ dhnlich, so folgt xa = xB.

Beweis. Sei S € Gl(n, K) mit B = S~'AS. Dann gilt aufgrund der Multiplika-
tivitdt der Determinante

x5 = det(TE — ST'AS) = det(S~H(TE — A)S)
=detS™!-det(TE — A) - det S = det(TE — A)
f XA'

Korollar 5. Ahnliche Matrizen besitzen die gleiche Spur.

Da die charakteristischen Polynome #hnlicher Matrizen {ibereinstimmen,
kann man nunmehr, unter Benutzung von 6.1/2, auch das charakteristische
Polynom eines Endomorphismus f: V' — V erkléren.

Definition 6. Sei f: V — V ein Endomorphismus und X eine Basis eines
endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann bezeichnet man

Xr = Xa;xx € K[T]
als das charakteristische Polynom von f und
Spur f = Spur Ay x x
als die Spur von f. Fir den trivialen Fall V =0 gilt xy = 1 und Spur f = 0.

Es folgt mit 6.1/2 und Satz 4, dass x; und Spur f unabhéngig von der
speziellen Wahl von X sind. Weiter kénnen wir mit Satz 1 feststellen:

Satz 7. Ein Element \ € K ist genau dann ein Figenwert eines Endomorphis-
mus f: V. — V, wenn X eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms xy
15t.

Als Néchstes wollen wir einsehen, dass die Diagonalisierbarkeit eines En-
domorphismus an gewissen Eigenschaften des zugehorigen charakteristischen
Polynoms abzulesen ist.

Satz 8. Fir einen Endomorphismus f: V — V ist dquivalent:
(i) f ist diagonalisierbar.
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(ii) xy zerfallt vollstindig in Linearfaktoren, etwa

r

Xf = H(T - )‘l)mv

i=1
und fir den Eigenraum V), zum Eigenwert \; gilt

Beweis. Sei dimg V' = n. Wir beginnen mit der Implikation (i) = (ii) und
nehmen f als diagonalisierbar an. Dann existiert eine Basis X von V, bestehend
aus Eigenvektoren zu f, also mit

A1 0

A
Af"X7X - ’ .
0 An

Insbesondere folgt x; = [, (T — A;). Schreiben wir dies durch Zusammenfas-
sen gleicher Faktoren zu Potenzen in der Form yx; = [[;_,(T" — \;)™, so folgt

dimg (Vy,) > n;. Wegen V= @@;_, Vi,, vgl. 6.1/12 und 6.1/13, gilt dann

n= XT:dimK(V)\i) > inz =n
i=1 i=1

und damit dimg(Vy,) =n; fir allei = 1,...,r.
Ist umgekehrt Bedingung (ii) gegeben so folgt

Zr:dimK(V,\i) = zr:m =n.
i=1 i=1

Nach 6.1/12 gilt V' = @;_, V3, fiir den von den Eigenrdumen V), erzeugten
Unterraum V' C V, also dimg V' = n = dimg V und damit V/ = V. Dann ist
/ aber diagonalisierbar, wiederum nach 6.1/12. O

Als Beispiel fiir die Anwendung von Satz 8 wollen wir einen Endomorphis-
mus f: V — V betrachten, der beziiglich einer geeigneten Basis durch eine
Dreiecksmatrix der Form

A= e KM
0 A
beschrieben wird. Dann gilt x5 = x4 = (T'—A)", und X ist der einzige Eigenwert

zu f bzw. A. Ist nun A keine Diagonalmatrix, so ist Aid — f nicht die Nullabbil-
dung und folglich der Eigenraum V) = ker(Aid —f) echt in V' enthalten. Nach
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Satz 8 kann f bzw. A daher nicht diagonalisierbar sein. Wir kénnen dies aber
auch in direkter Weise sehen. Wenn A diagonalisierbar ist, so ist A dhnlich zu
AE, wobel E € K™ die Einheitsmatrix bezeichne. Da aber E und damit auch
AE mit allen Matrizen in K™*" vertauschbar ist, kann AE nur zu sich selbst
ghnlich sein. Somit miisste schon A = AE gelten.

Neben dem charakteristischen Polynom x; zu einem Endomorphismus f
eines K-Vektorraums V' kann man auch noch ein weiteres Polynom zu f be-
trachten, namlich das so genannte Minimalpolynom. Um dieses zu definieren,
betrachten wir den Endomorphismenring Endg (V) als K-Algebra unter dem
Ringhomomorphismus

K — Endg(V), c+— c-idy,

und verwenden folgendes Resultat:

Satz 9. Zu einem Endomorphismus f:V — V eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums V' bilde man den K-Algebrahomomorphismus

¢ K[T] — Endg(V),  p— p(f),

der f anstelle von T einsetzt; vgl. 5.1/7. Dann ist ker ¢ von Null verschieden,
und es existiert ein normiertes Polynom py € K[T] mit ker oy = (py). Es ist
pr das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades in K[T] mit

ps(f) =0.

Beweis. Indem wir die Ringmultiplikation vergessen, koénnen wir ¢; auch
als Homomorphismus zwischen K-Vektorrdiumen auffassen. Man hat dann
dimg (K [T]) = oo sowie gemi8 3.3/2

dimg (Endg (V) = n? < oo

fir n = dimg (V). Letzteres hat kergy # 0 zur Folge, bzw. dass ¢y nicht
injektiv sein kann. Genauer, die Elemente ¢;(T°),..., o (T™) sind aus Di-
mensionsgriinden linear abhéngig in Endg(V'), und ker ¢; enthélt daher ein
nicht-triviales Polynom vom Grad < n?. Nun ist aber ker ¢ ein Ideal in K [T
und K [7T'] ein Hauptidealring; vgl. 5.2/7. Es existiert daher ein nicht-triviales
Polynom p; € K[T] mit kerp; = p; - K[T]. Als erzeugendes Element eines
Hauptideals in einem Integritétsring ist py nach 5.2/9 eindeutig bestimmt bis
auf eine Einheit. Da aber K[T]* = K™ gilt, ist p; eindeutig, wenn wir dieses
Polynom als normiert voraussetzen. Natiirlich ist p; dann das normierte Poly-
nom kleinsten Grades, welches f annulliert. ]

Definition 10. Ist f: V — V ein Endomorphismus, so heifit das nach Satz 9
eindeutig in K[T] existierende normierte Polynom kleinsten Grades, welches
f annulliert, das Minimalpolynom von f; dieses wird mit py bezeichnet. Ent-
sprechend ist das Minimalpolynom py einer Matriz A € K™ ™ erkldrt als das
normierte Polynom kleinsten Grades in K[T], welches A annulliert.
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Im Beweis zu Satz 9 wurde gezeigt, dass der Kern des Homomorphismus
¢ K[T] — Endg(V) nicht-triviale Polynome vom Grad < n? enthélt. Als
Konsequenz ergibt sich gradp; < n?. Diese Abschitzung lésst sich aber noch
erheblich verbessern.

Satz 11 (Cayley-Hamilton). Das Minimalpolynom p; eines Endomorphismus
f: V. — V ist stets ein Teiler des charakteristischen Polynoms xy. Insbeson-
dere gilt x¢(f) =0 und gradpy < grad x; = n.

Beweis. In der Situation von Satz 9 ist nur x5 € ker ¢ = (pg), d. h. x¢(f) =0zu
zeigen. Indem wir dies in ein Matrizenproblem {ibersetzen, geniigt es x4(A) = 0
fiir Matrizen A € K™ zu zeigen. Um bequem rechnen zu kénnen, betrachten
wir wieder den rationalen Funktionenkorper K(T'), dessen Elemente Briiche
von Polynomen aus K [7'] sind. Sodann kénnen wir den Unterring K [T]"*"™ des
Matrizenrings K (T')"*™ betrachten, der aus allen (nxn)-Matrizen mit Eintrigen
aus K [T] besteht. Der Homomorphismus K (T) — K(T)™*", der ein Element
g € K(T) auf das ¢g-fache der Einheitsmatrix E € K (T')"*" abbildet, beschrénkt
sich zu einem Ringhomomorphismus

K[T] — K[T]"",  fr—[f"E,

und definiert auf K[T]™*" die Struktur einer K[7]-Algebra. Indem wir die
Variable T € K[T] mit ihrem Bild T+ E € K[T]™" identifizieren, ldsst sich
jedes Element M € K[T]™" in der Form M = Y, M;T" schreiben, wobei
die Koeflizienten M; € K™*" eindeutig durch M bestimmt sind und natiirlich
fizienten m,,; € K setze man ndmlich M; = (muwi)up=1,. n. In dieser Weise
konnen wir K[7]™*" als “Polynomring” K™"[T] auffassen, wobei allerdings
zu beriicksichtigen ist, dass der Ring K™*™ fiir n > 1 nicht kommutativ ist.
Man kann aber wie in Abschnitt 5.1 den Polynomring R[T'] auch fiir einen
nicht-kommutativen Ring R erkldren, muss sich dann aber dariiber im Klaren
sein, dass Einsetzungsabbildungen des Typs

R[T] — R, > aT —> aft,

fiir Elemente ¢t € R im Allgemeinen keine Homomorphismen mehr darstellen.
Denn T ist in R[T] mit allen Elementen aus R vertauschbar, méglicherweise
aber nicht t € R mit allen anderen Elementen aus R.

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man nun eine Matrix A € K™*" und
ihr charakteristisches Polynom x4 € K[T], welches wir fiir die Zwecke dieses
Beweises einmal in der Form x4 = ZZEN ¢;T" schreiben wollen. Weiter fassen
wir TE — A als Matrix in K[T]™" C K(T)™" auf und bilden deren adjun-
gierte Matrix (TE — A)* € K(T)™™"; vgl. 4.4/2. Aufgrund der Cramerschen
Regel 4.4/3 besteht dann die Gleichung

(TE — A)* . (TE — A) = (det(TE — A)) - E = xa(T) - E.
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Dies ist zunéchst eine Gleichung in K (T")"*", sie gilt aber auch in K[T]™*", da
aufgrund der Definition der adjungierten Matrix mit TFE— A auch (TE—A)* zu
K[T]™" gehort. Gilt etwa (TE — A)* =3, A/T" mit Matrizen 4; € K™,
so folgt

AT - (TE - A)

—AT°A+Y (AT'TE — Ay T A)

€N €N
= —AgA+ > (Ai = A AT
€N
= ZCiTi'E =xa(T)-E
ieN

mit

—A()A = C()E, Az — Ai+1A = Ci+1E fiir i € N.
Dieselbe Rechnung ldsst sich auch mit einer Matrix B € K™*" anstelle der Va-
riablen T durchfiihren, sofern A mit B vertauschbar ist. Insbesondere diirfen
wir in vorstehender Gleichung 7" durch B := A ersetzen und erhalten dann wie
gewiinscht x4(A) = 0, da der Term (TE — A) nach Ersetzen von 7' durch A
verschwindet. ]

Wir wollen noch zwei einfache Beispiele betrachten. Fiir die Einheitsmatrix
E e K™ n >0, glt xg = (T —1" pa =T —1, und fiir die Nullma-
trix 0 € K™ hat man yg = T, pp = 7. Insbesondere sieht man, dass das
Minimalpolynom im Allgemeinen nicht mit dem charakteristischen Polynom
iibereinstimmt.

Aufgaben

V' sei stets ein Vektorraum endlicher Dimension n iiber einem Korper K.

1. Man bestimme Eigenwerte und zugehorige Eigenrdume der folgenden Matrix:

2 0 0 0

-2 2 0 2

A= 1 0 2 0
2 -1 0 -1

Ist A diagonalisierbar?
2. Man bestimme das Minimalpolynom p; zu einem Endomorphismus f: V — V'
in folgenden Féllen:
(i) V=0
(i) f
(iii) f
(iv) Es existieren lineare Unterrdume Vi, Vo C V mit V = V; @ Va, und es gilt
f(v1 +v9) =w fiirv; €V, i =1,2.
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3. Es seien Uy,Us C V lineare Unterrdume und f: V — V ein Endomorphismus,
der sich zu Endomorphismen f;: U; — U;, i = 1,2, einschrinkt. Man zeige:

(i) Gilt V' =U; + Uy, so folgt ps = kgV(py,,py,) fiir die Minimalpolynome von
f7 f17 f2~

(ii) f schréankt sich zu einem Endomorphismus fi2: U3 N Uy — Uy N Us ein,
und es gilt py,, |ggT(pys,, py,) fiir die Minimalpolynome von fi2, f1, f2. Gilt
im Allgemeinen auch die Gleichheit py,, = ggT(ps,, py,)?

4. K sei algebraisch abgeschlossen. Man zeige, ein Endomorphismus f: V — V
ist genau dann nilpotent (d. h. erfiillt eine Gleichung der Form f" = 0), wenn f
aufler 0 keine weiteren Eigenwerte besitzt.

5. Es sei f: V — V ein Automorphismus. Man zeige, es existiert ein Polynom
q € K[T] mit f~" = q(f).

6. Die Folge der Fibonacci-Zahlen cy,co,... € N ist definiert durch ¢; = ¢co = 1
und cpyo = cpq1 + ¢, fiir n € N. Man gebe fiir ¢, einen geschlossenen Ausdruck
an, der nur von n abhingt. Hinweis: Man bestimme eine Matrix A € R?*2 mit
A-(cni1,¢n)t = (a2, cnr1) fiir n > 1 und eine Basiswechselmatrix S € G1(2,R),
derart dass S~!- A - S Diagonalgestalt besitzt.

6.3 Der Elementarteilersatz

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und f: V — V ein En-
domorphismus. Dann setzt sich die auf V' definierte skalare Multiplikation
KxV —V, (a,v) — a-v, fort zu einer duBeren Multiplikation

K[T]xV —V,  (p,v) —p-v:=p(f)(v).

Dabei ist fiir p € K [T'] wie iiblich p(f) derjenige Ausdruck in Endg(V), der aus
p entsteht, indem man die Variable T durch f ersetzt. Weiter ist p(f)(v) das
Bild von v unter dem Endomorphismus p(f): V' — V. Man priift leicht nach,
dass V als additive abelsche Gruppe zusammen mit der &uleren Multiplikation
K[T] xV — V den in 1.4/1 aufgefiihrten Vektorraumaxiomen geniigt, wenn
man einmal davon absieht, dass K[T] nur ein Ring und kein Korper ist; wir
sagen, V sei ein K [T]-Modul. (Man beachte: Im Unterschied zu anderem sprach-
lichen Gebrauch heifit es in der Mathematik “der Modul” bzw. “die Moduln”,
mit Betonung auf der ersten Silbe.)

Will man Normalformen von Endomorphismen f: V' — V studieren, so
bedeutet dies, dass man die oben erklirte Struktur von V' als K [T]-Modul ana-
lysieren muss. Wir wollen daher zunéchst ein paar Grundlagen {iber Moduln
zusammenstellen.

Definition 1. Es sei R ein (kommutativer) Ring. Ein R-Modul ist eine Menge
M mit einer inneren Verknipfung M x M — M, (a,b) — a + b, genannt
Addition, und einer duferen Verkniipfung R x M — M, (a,a) — « - q,
genannt skalare Multiplikation, so dass gilt:
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(i) M ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition “ + 7.
(i) (a+pB)-a=a-a+f-a,a - (a+b) =a-a+a-b firale a,f € R,
a,b € M, d. h. Addition und skalare Multiplikation verhalten sich distributiv.
(iii) (- 08)-a =a-(B-a) firale o, € R, a € M, d. h. die skalare
Multiplikation ist assoziativ.
(iv) 1-a = a fir das Einselement 1 € R und alle a € M.

Wir wollen einige Beispiele betrachten:
(1) Ein Vektorraum iiber einem Kérper K ist ein K-Modul.

(2) Ein Ideal @ C R eines Ringes R ist ein R-Modul, insbesondere ist R selbst
ein R-Modul. Fiir n € N — {0} ist R" in nahe liegender Weise ein R-Modul.

(3) Jede abelsche Gruppe G ist ein Z-Modul; wie gewdhnlich erklire man
n-g fir n € Nund g € G als n-fache Summe von g, sowie (—n) - g als —(n - g).

(4) Jeder Endomorphismus f: V' — V eines K-Vektorraums V indu-
ziert, wie oben erklédrt, auf V' die Struktur eines K [T']-Moduls. Ist V' endlich-
dimensional und bezeichnet p; das Minimalpolynom von f, so gilt py-v = 0
fiir alle v € V. Im Unterschied zu Vektorraumen kann man daher bei einem
R-Modul M aus einer Gleichung a.- m = 0 mit a € R, m € M nicht schlieflen,
dass « oder m verschwinden.

Eine ganze Reihe von Begriffen, die bei Vektorrdumen eine Rolle spielen,
haben auch fiir Moduln ihre Bedeutung. Sei etwa M ein Modul iiber einem Ring
R. Ein Untermodul von M ist eine nicht-leere Teilmenge N C M, so dass gilt:

a,be N=a+beEN,
a€RaeN=a-a€N

Es ist N dann wieder ein R-Modul unter den von M ererbten Verkniipfungen.
Betrachtet man einen Ring R als Modul iiber sich selbst, so stimmen die Ideale
des Rings R mit den Untermoduln von R iiberein.

Ein Homomorphismus zwischen R-Moduln M und N ist eine Abbildung
w: M — N, fiir die

pla+b)=wp(a)+¢b), pla-a)=a-pa),

fir a,b € M, a € R gilt. Man spricht dabei auch von einer R-linearen Abbildung.
Mono-, Epi- bzw. Isomorphismen von R-Moduln sind wie iiblich als injektive,
surjektive bzw. bijektive Homomorphismen erklart.

Zu einem System (a;);e; von Elementen aus M kann man den hiervon er-
zeugten Untermodul M’ C M betrachten, wobei letzterer durch

M = ZR%’ = {Z ;a5 o € R, o = 0 fiir fast alle 7 € ]}
iel iel

definiert ist. Gilt M = }_._; Ra;, so nennt man (a;);c; ein Erzeugendensystem

von M. Man bezeichnet M als endlich erzeugt oder (in missbriuchlicher Sprech-

weise) als endlich, wenn M ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Weiter



208 6. Normalformentheorie

heiBt ein System (a;);e; von Elementen aus M frei (oder linear unabhdingig),
wenn aus einer Gleichung
Z o;a; = 0

iel

mit Koeffizienten o; € R, die fiir fast alle ¢ € I verschwinden, bereits o; = 0
fiir alle ¢ folgt. Freie Erzeugendensysteme werden auch als Basen bezeichnet.
Man beachte jedoch, dass Moduln im Unterschied zu Vektorrdumen im All-
gemeinen keine Basen besitzen; vgl. Beispiel (4) oben. Moduln, die eine Basis
besitzen, heiflen frei, bzw. endlich frei, wenn sie eine endliche Basis besitzen. Ho-
momorphismen zwischen freien R-Moduln lassen sich wie gewthnlich beziiglich
gewahlter Basen durch Matrizen mit Koeffizienten aus R beschreiben.

Sind My, ..., M, Untermoduln eines R-Moduls M, so kann man deren Sum-

me .,
M’—{Zai; aieMi,i—l,.l.mj}

i=1
betrachten. Dabei ist M’ wiederum ein Untermodul von M, und man schreibt
M’ =3"" | M;. Weiter sagt man, M’ sei die direkte Summe der M;, in Zeichen
M' = @, M;, wenn zusitzlich fiir jedes a € M’ die jeweilige Darstellung
a= Z;;l a; mit Elementen a; € M; eindeutig ist.

Wie im Falle von Vektorrdumen lésst sich die direkte Summe @, N; von
R-Moduln Ny, ..., N,, die nicht notwendig als Untermoduln eines R-Moduls N
gegeben sind, auch konstruieren. Man setze ndmlich

éNi:NIX-HXNn
i=1

und betrachte dieses kartesische Produkt wiederum als R-Modul, und zwar un-
ter der komponentenweisen Addition bzw. skalaren Multiplikation. Es ldsst sich
dann N; fiir i = 1,...,n jeweils mit dem Untermodul

OX...x0OXxN; x0x...x0CN; x...xN,

identifizieren, so dass der Modul N; X ... x N, in der Tat als direkte Summe
der Untermoduln Ny, ..., N, aufzufassen ist.

Ist N ein Untermodul eines R-Moduls M, so kann man den Restklassen-
modul M/N bilden. Wie im Falle von Vektorrdumen gibt N ndmlich Anlass zu
einer Aquivalenzrelation auf M:

a~b<=a—-beN

Es besteht M/N aus den zugehérigen Aquivalenzklassen, d. h. aus den Neben-
klassen [a] = a+ N zu Elementen a € M. Die R-Modulstruktur auf M/N wird
durch die Formeln

[a] + [b] = [a+ ], a,be M,
a-la] =[a-a], a€ R ae M,
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gegeben, wobei natiirlich die Wohldefiniertheit zu iiberpriifen ist. Die Homomor-
phiesitze 2.2/8 und 2.2/9 lassen sich ohne Anderungen iibertragen. Insbesonde-
re induziert ein R-Modulhomomorphismus ¢: M — N stets einen injektiven
R-Modulhomomorphismus : M/ker ¢ — N.

Da Moduln im Allgemeinen keine Basen besitzen, ldsst sich der Begriff der
Dimension nicht ohne weiteres von Vektorrdumen auf Moduln tibertragen. Ge-
wisse Aspekte des Dimensionsbegriffes werden durch die so genannte Linge
eines Moduls abgedeckt. Hierunter versteht man fiir einen R-Modul M das Su-
premum (M) aller Léngen ¢ von echt aufsteigenden Ketten von Untermoduln
des Typs

0C M C M C...C M= M.

Beispielsweise ist {gr(M) = 0 dquivalent zu M = 0. Weiter hat Z als freier
Modul iiber sich selbst die Lénge co. Als Hilfsmittel fiir spater benotigen wir
zwei Lemmata.

Lemma 2. Fs sei R ein Hauptidealring und a € R ein Element mit Primfak-
torzerlegung a = py ...p,. Dann besitzt der Restklassenmodul R/aR die Linge
lr(R/aR) =r.

Beweis. Es sei m: R — R/aR die kanonische Projektion. Da die Ideale
@ C R/aR unter der Zuordnung @ —— 7~1(@) bijektiv denjenigen Idealen in
R entsprechen, die aR enthalten, stimmt die Lange von R/aR iiberein mit dem
Supremum der Liangen ¢ echt aufsteigender Idealketten des Typs

Ragalgagg...gag:]%.

Da R ein Hauptidealring ist, wird jedes a; von einem Element a; erzeugt. Weiter
ist eine echte Inklusion a;_; C a; gleichbedeutend damit, dass a; ein echter Teiler
von a;_p ist. Die Linge von R/aR ist daher gleich dem Supremum aller ¢ € N, so
dass es aq,...,ay € R gibt mit der Eigenschaft, dass a; jeweils ein echter Teiler
von a;_1 ist, ¢ = 1,...,¢; dabei ist ayg = a zu setzen. Da in R der Satz von der
eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt und ag ein Produkt von r Primfaktoren
ist, berechnet sich dieses Supremum zu 7. O

Lemma 3. Ist ein R-Modul M die direkte Summe zweier Untermoduln M’ und
M", so gilt Lp(M) = lr(M') + Lr(M").
Beweis. Hat man echt aufsteigende Ketten von Untermoduln

0C M CM,C...C M =M,
0CM' CM/C...C M!=M",

S0 ist

0CMeOCMya0C...C M @0
CMoeM/ CMoM)C...C M oM =M
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eine echt aufsteigende Kette der Lénge r 4+ s in M. Also gilt
Lr(M) > Lp(M") + (r(M").

Zum Nachweis der umgekehrten Abschiatzung betrachte man eine echt aufstei-
gende Kette von Untermoduln

0=MyC M CMC...CM=M.

Es sei ": M' & M" — M"” die Projektion auf den zweiten Summanden, so
dass also kern” = M’ gilt. Dann ist fiir 0 < A < ¢, wie wir sogleich sehen
werden, jeweils M\NM' echt enthalten in My,;NM' oder n”(M,) echt enthalten
in 7" (My41). Hieraus folgt ¢ < (g(M') + (p(M") und damit insgesamt wie
gewiinscht {g(M) = Lp(M') + Lr(M").

Um das gerade behauptete Inklusionsverhalten zu rechtfertigen, nehmen wir
einmal M) N M' = My, N M’ sowie n”(M,) = n"(M,41) an und zeigen, dass
dies bereits My = My, impliziert, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.
In der Tat, zu a € My, gibt es wegen 7”(My) = 7”"(My11) ein o’ € M) mit
m(a) = w(a’), also mit a — @’ € kerm = M’. Dann gilt wegen a,a’ € My, sogar
a—da € MyyyNM' = MyN M und damit a = a' + (a — a’) € M,. Es folgt
daher M)y y1 C M) bzw. M, = M), was aber ausgeschlossen war. O

Theorem 4 (Elementarteilersatz). Es sei R ein Hauptidealring und F ein end-
licher freier R-Modul. Weiter sei M C F ein Untermodul. Dann existieren

Elemente x4,...,xs € F, die Teil einer Basis von F sind, sowie Koeffizienten
aq,...,a5 € R— {0}, so dass gilt:

(i) oazy,...,asxs bilden eine Basis von M.

(i) o] fiir 1 <i<s.

Dabei sind «y, ..., a5 bis auf Assoziiertheit (d. h. bis auf Einheiten) ein-
deutig durch M bestimmt, unabhdngig von der Wahl von x4, ... ,xs. Man nennt
a1, ...,as die Elementarteiler von M C F. Insbesondere ist deren Anzahl s

eindeutig bestimmt.

Beweis der Existenzaussage von Theorem 4. Es sei Y = (y1,. .., yn) eine Basis
von F'. Wir zeigen zunéchst per Induktion nach m, dass der Untermodul M C F
endlich erzeugt ist. Fiir m = 1 ist dies klar, denn F' ist dann als R-Modul
isomorph zu R, und M korrespondiert zu einem Ideal in R. Letzteres ist endlich
erzeugt, da R ein Hauptidealring ist. Sei also m > 1. Man setze F’ = Z::ll Ry;
und F" = Ry,,. Weiter betrachte man die Projektion 7: ' — F”, welche y;
fiir i < m auf 0 und y,, auf y,, abbildet; es gilt dann ker 7 = F’, und man hat
— in der Sprache von Abschnitt 2.3 — eine kurze exakte Sequenz

0—F —F—F'—0.

Nun sind die Untermoduln M N F' C F' und 7(M) C F” nach Induktions-
voraussetzung endlich erzeugt, und man zeigt wie iiblich, z. B. wie im Beweis
zu 2.1/10, dass ein Erzeugendensystem von M N F’ zusammen mit der Liftung
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eines Erzeugendensystems von (M) insgesamt ein Erzeugendensystem von M
bildet. M ist also endlich erzeugt.

Wir behalten Y = (y1,...,yn) als Basis von F' bei und wéhlen ein endli-
ches Erzeugendensystem zy, . .., z, von M. Bezeichnet dann e = (e, ..., ¢,) die
kanonische Basis des R-Moduls R", so kann man die durch e; — z; erklérte
R-lineare Abbildung f: R™ — F betrachten, deren Bild M ergibt. Gilt dann

m
Zj = E QY j:17--'an7
=1

so ist A = (a;)i; € R™ " die Matrix zu f beziiglich der Basen e und Y. Wir
verwenden nun folgendes Hilfsresultat, das wir weiter unten beweisen werden:

Lemma 5. Es sei R ein Hauptidealring und A = (ay;) € R™" eine Matriz
mit Koeffizienten aus R. Dann gibt es invertierbare Matrizen S € R™™ und
T e R™™ mit

ap 0 0 0 0

0 o 0 0 0
S-A-T= .

0 O as, 0 ... 0

0 0 0 0 ... 0

0 0 0 0 ... 0

und mit Koeffizienten o, ..., oy € R — {0} (wobei 0 < s < min(m,n) gilt),
die fir 1 < i < s die Bedingung o; | a1 erfillen. Dabei sind oq, ..., o, bis
auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt; man nennt sie die Elementarteiler der
Matriz A.

Indem man S und T als Basiswechselmatrizen auffasst, sicht man, dass die
Matrix SAT ebenfalls die Abbildung f beschreibt, allerdings beziiglich geeigne-
ter anderer Basen €,... e/, von R" und x1,..., 2, von F. Insbesondere folgt,
dass M als Bild von f durch ajzq,...,aszs erzeugt wird. Da das System der
Z1, ..., Ty freiist und wir Koeffizienten aus einem Integrititsring R betrachten,
bilden oz, . .., asxs sogar eine Basis von M. Damit haben wir die Existenz der
Elementarteiler aq,...,as von M C F auf die Existenzaussage von Lemma 5
zuriickgefiihrt. O

Beweis der Ezxistenzaussage von Lemma 5. Wir nehmen zunéchst R als eukli-
dischen Ring an und zeigen anhand eines konstruktiven Verfahrens unter Ver-
wendung der Division mit Rest, dass sich die Matrix A = (o) durch reversible
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen in die gewiinschte Gestalt bringen
lasst, ndmlich durch Vertauschen von Zeilen (bzw. Spalten) sowie durch Ad-
dieren eines Vielfachen einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer weiteren Zeile (bzw.
Spalte). Wie im Fall einer Matrix mit Koeffizienten aus einem Kérper sind ele-
mentare Umformungen dieses Typs als Multiplikation mit einer invertierbaren
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Elementarmatrix von links (bzw. rechts) zu interpretieren. Die benotigten Zei-
lenumformungen korrespondieren daher insgesamt zur Multiplikation mit einer
invertierbaren Matrix S € R™*™ von links, die benétigten Spaltenumformun-
gen entsprechend zur Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix T € R™*"
von rechts. Anschlieflend verallgemeinern wir das Verfahren, so dass es in mo-
difizierter Version auch fiir Hauptidealringe anwendbar ist.

Wir betrachten im Folgenden also zunéchst einen euklidischen Ring R mit
Gradabbildung §: R — {0} — N. Fiir A = 0 ist nichts zu zeigen, so dass
wir A # 0 annehmen diirfen. Es ist unsere Strategie, A mittels elementarer
Umformungen so abzuéndern, dass sich das Minimum

d(A) := min{d(a) ; a ist Koeffizient # 0 von A}

schrittweise verringert. Da 6 Werte in N annimmt, muss dieses Verfahren nach
endlich vielen Schritten abbrechen. Ist dann « # 0 ein Koeffizient der transfor-
mierten Matrix mit minimalem Grad 6(«), so zeigen wir mittels Division mit
Rest, dass «a alle anderen Koeffizienten der Matrix teilt; « ist dann der erste
Elementarteiler von A.

Im Einzelnen gehen wir wie folgt vor. Indem wir Zeilen und Spalten in A
vertauschen, koénnen wir d(A) = d(ay;) annehmen, dass also 0(cy;) minimal
ist unter allen 6(c;;) mit oy; # 0. Diese Situation stellen wir zu Beginn eines
jeden Schrittes her. Ist dann eines der Elemente der 1. Spalte, etwa a1, nicht
durch ay; teilbar, so teile man a;; mit Rest durch aqq, etwa oy = gagq + 5
mit 6(8) < d(a1), und ziehe das g-fache der 1. Zeile von der i-ten Zeile ab. Als
Resultat entsteht an der Position (,1) das Element 5. Das Minimum d(A) der
Grade von nichtverschwindenden Koeflizienten von A hat sich daher verringert,
und man starte das Verfahren erneut mit einem weiteren Schritt. In gleicher
Weise konnen wir die Elemente der 1. Zeile mittels elementarer Spaltenum-
formungen abéndern. Da d(A) Werte in N annimmt, also nicht beliebig oft
verringert werden kann, ist nach endlich vielen Schritten jedes Element der 1.
Spalte sowie der 1. Zeile ein Vielfaches von 41, und wir konnen durch Addition
von Vielfachen der 1. Zeile zu den restlichen Zeilen der Matrix annehmen, dass
a; = 0 fitr ¢ > 1 gilt. Entsprechend kénnen wir mit der 1. Zeile verfahren und
auf diese Weise a;1 = ay; = 0 fiir 4,5 > 1 erreichen. Dabei diirfen wir weiter
annehmen, dass das Minimum d(A) mit §(aq;) tbereinstimmt; ansonsten ist
das Verfahren erneut zu beginnen und ein entsprechendes Element an der Stelle
(1,1) neu zu positionieren. Existieren nun 4,5 > 1 mit aqq { oy, so addiere
man die j-te Spalte zur ersten, ein Prozess, der «q; unverindert ldsst. Wie
gerade beschrieben, lassen sich die Elemente unterhalb «aq; erneut trivialisieren,
und zwar unter Verringerung des Grades d(A). Nach endlich vielen Schritten
gelangt man so zu einer Matrix (oy;) mit a1 = aq; = 0 fiir 4, j > 1 sowie mit der
Eigenschaft, dass o jedes andere Element o;; mit 4, j > 1 teilt. Man behandele
dann in gleicher Weise die Untermatrix (o;); j>1 von A = (oy;), sofern diese
nicht bereits Null ist. Die hierfiir benotigten Umformungen lassen die erste
Zeile und Spalte von A invariant und erhalten insbesondere die Bedingung,
dass aq; alle restlichen Koeffizienten von A teilt. Fithrt man dieses Verfahren in
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induktiver Weise fort, so gelangt man schliefllich nach endlich vielen Schritten
zu einer Matrix, auf deren Hauptdiagonalen die gesuchten Elementarteiler mit
der behaupteten Teilbarkeitseigenschaft stehen und deren sonstige Eintrége alle
verschwinden. Damit ist die Existenzaussage von Lemma 5 und insbesondere
auch von Theorem 4 bewiesen, zumindest im Falle eines euklidischen Rings R.

Ist nun R lediglich als Hauptidealring bekannt, so benotigen wir elemen-
tare Matrizenumformungen eines etwas allgemeineren Typs, die wir zunéchst
erldutern wollen. Seien o, 7,0’, 7" € R mit o7/ — 70’ = 1 gewéhlt. Dann sind die

Matrizen ,
o T -0 o

invers zueinander, insbesondere also invertierbar. Entsprechend sieht man, dass
fir o7’/ — 70’ = +1 und 1 < i < j < m auch die Matrizen des Typs

1

Ei(o, 1,0 7) = 1 € Rmm

invertierbar sind. Hierbei stehen die Elemente o, 7,0, 7’ jeweils an den Positio-
nen (i,1),(¢,7), (4,7), (4,4), und mit “1” sind Serien von Elementen 1 auf der
Diagonalen angedeutet. Im Ubrigen ist die Matrix E% (o, 7, 0", 7') mit Elemen-
ten 0 aufgefiillt, die der Ubersichtlichkeit halber aber nicht ausgedruckt sind.
Multipliziert man nun A von links mit E%(o,7,¢',7'), so hat dies folgenden
Effekt: Als neue i-te Zeile erhélt man die Summe des o-fachen der alten i-ten
Zeile und des T-fachen der alten j-ten Zeile. Entsprechend ist die neue j-te Zeile
die Summe des o’-fachen der alten i-ten Zeile und des 7'-fachen der alten j-ten
Zeile. Beispielsweise ergibt sich eine Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile mit
den Konstanten

o=1, T =g, o =0, 7 =1.

Mittels Transponierens sieht man, dass analoge Spaltenumformungen von A
durch Multiplikation von rechts mit Matrizen des Typs E%(o,7,0',7') € R™"
generiert werden kénnen.

Wir bezeichnen nun fiir Elemente o« € R—{0} mit 6(«) die Anzahl der Prim-
faktoren von «; dies ist geméfl Lemma 2 gerade die Lange des Restklassenrings
R/aR. Weiter setzen wir, dhnlich wie im Falle euklidischer Ringe,

d(A) := min{d(a) ; a ist Koeffizient # 0 von A}

mit dem Ziel, d(A) schrittweise zu verringern, solange bis es einen Koeffizienten
a von A gibt, der alle tibrigen Koeflizienten teilt. Durch Vertauschen von Zeilen
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und Spalten kénnen wir wiederum d(A) = §(ay;) annehmen. Ist nun eines der
Elemente der 1. Spalte, etwa «;1, kein Vielfaches von a1, so bilde man den
grofiten gemeinsamen Teiler 5 von ay; und ;. Fiir diesen gilt dann notwendig
0(8) < d0(a11), und es erzeugt S gemifB 5.2/16 das Ideal Rayy + Rayy, d. h. es
existiert eine Gleichung des Typs

B = ooy + Ty,

wobei 0,7 € R notwendig teilerfremd sind und damit eine Gleichung des Typs

! /
or —T10' =1

mit gewissen Elementen o, 7" € R erfiillen. Multipliziert man nun A von links
mit EY(o,7,0',7'), so etabliert dieser Prozess in A an der Position (1,1) das
Element 3 und verringert somit das Minimum d(A). Iteriert man das Verfahren
wie im Falle euklidischer Ringe, so kann man schliefSlich erreichen, dass die Ele-
mente aoq, ...,y durch aq teilbar sind bzw., indem man geeignete Vielfache
der 1. Zeile von den restlichen subtrahiert, dass as; = ... = ay,; = 0 gilt. In
gleicher Weise kann man mittels entsprechender Spaltenumformungen die Ele-
mente oo, ..., qq, trivialisieren usw. Wir sehen also, dass sich die Matrix A
schrittweise wie im Falle euklidischer Ringe abédndern lésst, bis schlielich die
gewiinschte Gestalt erreicht ist. |

Wir wollen das fiir euklidische Ringe beschriebene Verfahren an einem ein-
fachen Beispiel demonstrieren und betrachten hierzu die Matrix

6 2 5
A= (32 2 28| €73,
30 2 26

Der Bequemlichkeit halber lassen wir zur Bestimmung der Elementarteiler von
A neben den oben verwendeten elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen
auch noch die Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte mit einer Einheit unseres
Ringes R = Z zu. Dies ist erlaubt, denn auch diese Umformungen lassen sich
als Multiplikation von links bzw. rechts mit invertierbaren Elementarmatrizen
interpretieren, und zwar mit solchen, die aus der Einheitsmatrix hervorgehen,
indem man einen der Diagonaleintrdge 1 durch eine Einheit aus R ersetzt. Wir
wollen uns ansonsten aber an das fiir euklidische Ringe geschilderte Verfah-
ren halten, obwohl sich die Bestimmung der Elementarteiler von A durch eine
geschicktere Wahl der elementaren Umformungen noch vereinfachen liefle.
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6 2 5\ (26 5 L (26 5\ (20 1
A=[32 2 28 (2 32 28] 2 [0 26 23] "2 [0 26 23
30 2 26 2 30 26 0 24 21 0 24 21
Lf1 02y /to 2\ /10 0\ /10 0
Wolas 26 0 YL [0 26 —a6) YL [0 26 46 ] "D [0 24 42
21 24 0 0 24 —42 0 24 42 0 26 46

G (L0 0N /1o 0\ /10 0\ /100
ol 24 2% o o2 4] 2 o2 4| [0 2 0
0 2 4 0 24 42 00 —6 00 6

Es ergeben sich also 1,2,6 als die Elementarteiler von A, wobei im Einzelnen
die folgenden elementaren Umformungen ausgefiithrt wurden:

(1) Vertauschen von 1. und 2. Spalte

(2) Subtrahieren der 1. von der 2. und der 3. Zeile

(3) Subtrahieren des 3-fachen bzw. 2-fachen der 1. Spalte
von der 2. bzw. 3. Spalte

(4) Vertauschen von 1. und 3. Spalte

(5) Subtrahieren des 23-fachen bzw. 21-fachen der 1. Zeile
von der 2. bzw. 3. Zeile

(6) Subtrahieren des 2-fachen der 1. Spalte von der 3. Spalte,
Multiplikation der 3. Spalte mit —1

(7) Vertauschen von 2. und 3. Zeile

(8) Subtrahieren der 2. Zeile von der 3. Zeile

(9) Vertauschen von 2. und 3. Zeile

10) Subtrahieren des 12-fachen der 2. Zeile von der 3. Zeile

11) Subtrahieren des 2-fachen der 2. Spalte von der 3. Spalte,
Multiplikation der 3. Spalte mit —1

Als Néchstes wenden wir uns nun der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 5
bzw. Theorem 4 zu und beginnen mit einem grundlegenden Lemma, welches
auch spéter noch von Bedeutung sein wird.

Lemma 6. Es sei R ein Hauptidealring und
Q~EPR/aR
i=1

ein Isomorphismus von R-Moduln, wobei ay,...,as € R — {0} Nichteinheiten
mit o | g fiir 1 < i < s sind und @;_, R/a;R die konstruierte direkte Summe
der R-Moduln R/o;R bezeichne. Dann sind «y,...,as bis auf Assoziiertheit
eindeutig durch @ bestimmd.

Beweis. Aus technischen Griinden invertieren wir die Nummerierung der «; und
betrachten zwei Zerlegungen
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s t
Q~ @ R/o;R ~ @R/@-R
i=1 j=1

mit a;41 | o fiir 1 <4 < s sowie Gj41 | §; fiir 1 < j < t. Falls es einen
Index k < min{s, ¢} mit axR # Gy R gibt, so wihle man k& minimal mit dieser
Eigenschaft. Da a;R = ;R fiir 1 < ¢ < k und da ayyq, .. ., oy sdmtlich Teiler
von oy, sind, zerlegt sich a;.Q) zu

k—1
Osz ~ @Oxk . (R/OZIR)

i=1

Wir benutzen nun die Lemmata 2 und 3. Wegen (g(0Q) < ¢r(Q) < oo ergibt
sich durch Vergleich beider Seiten ¢g(oy - (R/6;R)) =0 fiir j =k, ..., t. Letzte-
res bedeutet aber insbesondere ay-(R/frR) = 0 bzw. g R C S R. Entsprechend
zeigt man Gy R C apR und somit o R = Fx R, im Widerspruch zu unserer An-
nahme. Es gilt daher ;R = §;R fiir alle Indizes ¢ mit 1 < ¢ < min{s,¢}. Hat
man weiter s < t, so folgt, wiederum unter Benutzung von Lemma 3, dass
®;=S+1 R/(;R von der Lange 0 ist, also R/G;R fiir j = s+1,...,¢ die Lange 0
hat. Andererseits ist aber §; fiir j = 1,...,t keine Einheit. Daher besitzt jeder
Modul R/f5;R geméf Lemma 2 eine Lénge grofler als 0, und es folgt s =¢. O

Beweis der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 4 und Lemma 5. Die Eindeutig-
keit in Lemma 5 ist eine Konsequenz der Eindeutigkeitsaussage in Theorem 4.
Es geniigt daher, die Eindeutigkeit der Elementarteiler in Theorem 4 zu zeigen.
Seien also x1, . . ., x5 Teil einer Basis von F, und seien av, . .., as € Rmit ;| o q
fiir 1 <i< s, sodass ajxy,...,qsx, eine Basis von M bilden. Betrachtet man
dann den Untermodul

F’z@inz{aEF; es existiert ein & € R — {0} mit ca € M}

i=1

von F, so hiangt F’ nur von M und nicht von der speziellen Wahl der Elemente
x1,...,2Ts ab. Der kanonische Homomorphismus

F/H@R/aifi Z'Yixi*—>(71""773)7
i=1 i=1

wobel 7, jeweils die Restklasse von 7; in R/Re; bezeichne, ist dann surjektiv
und besitzt M als Kern, induziert also aufgrund des Homomorphiesatzes einen
Isomorphismus

F'/M = P R/a;R.

i=1
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Aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 6 ist dann zu folgern, dass jedenfalls
die Nichteinheiten unter den ayq,...,a, bis auf Assoziiertheit eindeutig durch
M bestimmt sind.

Um nun einzusehen, dass auch die Anzahl der Einheiten unter den oy, . . . , a
eindeutig durch M bestimmt ist, wollen wir zeigen, dass s als Anzahl der Ele-
mente einer Basis von M bzw. F’ eindeutig bestimmt ist. Da jede Basis 2y, . . ., 2,
von M Anlass zu einem Isomorphismus M =% R* gibt, geniigt es zu zeigen,
dass die Existenz eines Isomorphismus R® % R* bereits s = s’ nach sich
zieht. Im Falle eines Korpers R ist dies klar aufgrund der Dimensionstheorie fiir
Vektorrdume; vgl. z. B. 2.1/8. Ist jedoch R kein Kérper, so enthiilt R — R* min-
destens ein von Null verschiedenes Element, und dieses ldsst sich gemif3 5.2/13
als Produkt von Primelementen schreiben. Man findet daher in R mindestens
ein Primelement p, und es ist leicht nachzupriifen, dass jeder Isomorphismus

~

von R-Moduln R* % R* einen Isomorphismus von R/pR-Moduln
(R/pR)* = R*/pR* = R* [pR* = (R/pR)”

induziert. Da aber R/pR nach 5.2/17 ein Korper ist, kénnen wir wiederum
s = s’ schlieBen. Alternativ kann man an dieser Stelle auch die Eindeutigkeits-
aussage von Lemma 6 ausnutzen. O

Korollar 7. Es sei R ein Hauptidealring und F ein endlicher freier R-Modul.
Dann besitzen je zwei Basen von F gleiche Linge.! Diese Linge wird auch als
der Rang von F' bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung wurde bereits in obigem Beweis hergeleitet, um nach-
zuweisen, dass die Anzahl der Elementarteiler eines Untermoduls M C F ein-
deutig bestimmt ist. Im Ubrigen folgt die Aussage von Korollar 7 aber auch
formal aus der Eindeutigkeitsaussage von Theorem 4, da die Anzahl der Ele-
mentarteiler des trivialen Untermoduls F' C F' eindeutig bestimmt ist. ]

Fiir die Berechnung von Elementarteilern in der Situation von Theorem 4
ist es wichtig zu wissen, dass wir diese als Elementarteiler einer Matrix erhalten
haben, denn die Elementarteiler einer Matrix konnen mit Hilfe des im Beweis
zu Lemma 5 gegebenen praktischen Verfahrens bestimmt werden. Wir wollen
die genauen Bedingungen hier noch einmal gesondert formulieren.

Korollar 8. Es sei R ein Hauptidealring, F ein endlicher freier R-Modul und
M C F ein Untermodul. Dann ist M endlich erzeugt.

Es sei F' ein weiterer endlicher freier R-Modul und f: F' — F eine
R-lineare Abbildung, welche eine Basis von F' auf ein Erzeugendensystem von
M abbildet, also mit Bild im f = M. Ist dann A eine Matriz mit Koeffizienten
aus R, welche f beziiglich geeigneter Basen in F und F' beschreibt, so stimmen
die Elementarteiler von A iberein mit denjenigen von M C F.

! Die Aussage gilt allgemeiner fiir endliche freie Moduln iiber beliebigen Ringen (kommu-
tativ mit 1); vgl. Aufgabe 6.



218

6. Normalformentheorie

Aufgaben

Es sei R ein beliebiger Ring (kommutativ mit 1), sofern nichts anderes verlangt
ist.

. Man bestimme die Elementarteiler der folgenden Matrizen:

2 6 8 4 0 0
31 2}, 0 10 0 e 733
9 5 4 0 0 15

. Es sei R ein Hauptidealring und A = (a4j);; € R™*" eine nicht-triviale Matrix

mit Koeffizienten aus R. Sind dann aj, ..., as die Elementarteiler von A, so gilt
s>0und a1 =ggTl(as5;i=1,...,m, j=1,...,n).

. Es seien aj1, ..., a1, teilerfremde Elemente eines Hauptidealrings R, d. h. es gel-

te ggT(a11,...,a1n) = 1. Man zeige, es gibt Elemente a;; € R, i = 2,...,n,
j=1,...,n,so dass die Matrix (aj)i j=1,..,n in R™*™ invertierbar ist.

. Es sei f: M — N ein Homomorphismus endlicher freier Moduln iiber einem

Hauptidealring R, d. h. M und N mogen jeweils endliche Basen besitzen. Man
verwende die Aussage des Elementarteilersatzes und folgere die Existenz von Ba-
sen X von M und Y von N, sowie von Null verschiedener Elemente o, ...,as € R
mit |y fiir 1 <4 < s, so dass gilt:

a; 0 0 0 ... 0
0 as 0 0

o

Apxy =

o

0 0 as 0
0 0 0 0 ...
0 0 0 0 ... 0

o

Dabei sind die Elemente ay, ..., as bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

. Man bestimme die Linge von (Z/15Z)* als Z-Modul.

. Es sei M ein endlich erzeugter R-Modul, der zudem frei ist. Man zeige:

(i) M besitzt eine endliche Basis.
(if) Je zwei Basen von M bestehen aus gleichviel Elementen.

(Hinweis: Um die Argumentation zu erleichtern, nehme man fiir Teil (ii) an, dass
R ein Integritétsring ist.)

. Fiir den Elementarteilersatz (Theorem 4) hatten wir einen Untermodul M eines

endlichen freien Moduls F' betrachtet. Man zeige, dass die Aussage des Satzes
erhalten bleibt, wenn man alternativ I’ als frei und M als endlich erzeugt vor-
aussetzt.

. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Zu jedem Endomorphismus

f:V — V kann man auf V' die zugehorige Struktur als K [T']-Modul betrachten,
welche charakterisiert ist durch T'-v = f(v) fiir Elemente v € V. Man zeige, dass
man auf diese Weise eine Bijektion zwischen der Menge Endg (V') und der Menge
der K [T]-Modul-Strukturen auf V' erhilt, die vertriiglich sind mit der Struktur
von V als K-Vektorraum.
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9. (1. Isomorphiesatz fiir Moduln) Es seien N, N’ Untermoduln eines R-Moduls M.
Man zeige: Die kanonische Abbildung N — N + N’ — (N + N’)/N’ besitzt
N N N’ als Kern und induziert einen Isomorphismus

N/(NAN') == (N 4+ N')/N'.

10. (2. Isomorphiesatz fir Moduln) Es seien M ein R-Modul und N ¢ N’ ¢ M
Untermoduln. Man zeige:

(i) Die kanonische Abbildung N’ < M — M/N besitzt N als Kern und
induziert einen Monomorphismus N'/N — M /N. Folglich ldsst sich N'/N
mit seinem Bild in M/N identifizieren und somit als Untermodul von M /N
auffassen.

(ii) Die Projektion M — M/N’ faktorisiert iiber M/N, d. h. ldsst sich als

Komposition M —— M/N Y, /N’ schreiben, mit einem Modulhomo-
morphismus f und der kanonischen Projektion 7.

(iii) f besitzt N'/N als Kern und induziert einen Isomorphismus

(M/N)/(N'/N) == M/N'.

6.4 Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Wir wollen nun einige Folgerungen zur Struktur endlich erzeugter Moduln iiber
Hauptidealringen aus dem Elementarteilersatz zichen. Im n#chsten Abschnitt
sollen die gewonnenen Struktursétze dann in Ergebnisse {iber Normalformen von
Endomorphismen von Vektorraumen umgesetzt werden. Als Hilfsmittel bendti-
gen wir noch den so genannten Chinesischen Restsatz, den wir als Erstes be-
weisen.

Satz 1. Es sei R ein Hauptidealring und

(s

— 71
a=c¢epit...p;

eine Primfaktorzerlequng in R mit einer Einheit € und paarweise nicht-assozi-
ierten Primelementen p;. Ist dann

mi: R — R/(p}"), i=1,...,r
jeweils die kanonische Projektion, so ist der Homomorphismus
¢: R— R/(p*) x ... x R/(p}), ar— (m(a),...,m(a)),
surjektiv und erfillt ker p = (a), induziert also einen Isomorphismus
R/(a) = R/(p}") X ... x R/(p]").

Dabei ist R/(p1*) x ... x R/(pP) als Ring unter komponentenweiser Addition
und Multiplikation zu verstehen.
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass ¢ surjektiv ist. Hierzu geniigt es offenbar

nachzupriifen, dass es Elemente ey, ..., e, € R gibt mit
1 fire=j,
Til€5) =
(e) {0 sonst.

Da die Elemente p;-” und H#j pit fiir fest gewéhltes j € {1,...,r} teilerfremd
sind, ist das von ihnen erzeugte Hauptideal das Einheitsideal. Folglich existiert
fiir jedes j eine Gleichung des Typs

ej+d;=1 mit e; € (1_[])?)7 d; € (p}").
i#j
Es gilt dann m;(e;) = 0 fiir ¢ # j und 7;(e;) = 1, wie gewiinscht.

Der Kern von ¢ besteht aus allen Elementen aus R, die durch die Potenzen
pit i =1,...,r, teilbar sind, und damit aus den Elementen, die durch a teilbar
sind. Somit ergibt sich ker¢ = (a), und der behauptete Isomorphismus folgt
aus dem Isomorphiesatz 5.1/10. O

In der Situation von Satz 1 ldsst sich der Restklassenring R/(a) auch als
R-Modul auffassen. Die Aussage des Chinesischen Restsatzes besagt dann, dass
R/(a) isomorph zu der konstruierten direkten Summe der R-Moduln R/(p;")
ist, also

Rf(a) ~ R/(p") @ ... ® R/(p]"),
wobei wir, wie zu Beginn von Abschnitt 6.3 erldutert, den i-ten Summanden
R/(p;") mit dem entsprechenden Untermodul

0% ...x0x R/(p") x0x...x0 C  R/(p") x...x R/(p]")

zu identifizieren haben.
Fiir einen Modul M {iiber einem Integrititsring R definiert man den so
genannten Torsionsuntermodul T durch

T={a€ M; es existiert ein « € R — {0} mit ca = 0}.

Man priift leicht nach, dass T in der Tat ein Untermodul von M ist, indem
man die Nullteilerfreiheit von R benutzt. Es heifit M ein Torsionsmodul, wenn
M mit seinem Torsionsuntermodul iibereinstimmt. Der Torsionsuntermodul ei-
nes freien Moduls ist stets trivial, freie Moduln sind daher sozusagen als das
“Gegenstiick” zu den Torsionsmoduln anzusehen.

Ist M ein Modul iber einem Ring R, so bezeichnet man eine exakte Sequenz
von R-linearen Abbildungen

R Y R™ 2o M —0

mit geeigneten endlichen freien R-Moduln R™ und R"™ auch als eine endli-
che Prdsentation von M. Genauer besteht diese aus einem Epimorphismus
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¢: R™ — M und einer R-linearen Abbildung ¢: R" — R™ mit im ¢ = ker .
Eine solche endliche Présentation existiert stets, wenn M ein endlich erzeug-
ter Modul iiber einem Hauptidealring R ist. Man wéhle ndmlich ein endli-
ches Erzeugendensystem z1,...,2, in M und betrachte die R-lineare Abbil-
dung ¢: R™ — M, welche die kanonische Basis von R™ auf z,...,z, ab-
bildet. Dann ist ¢ ein Epimorphismus, und der Untermodul kery C R™ ist
gemiB 6.3/4 endlich erzeugt. Wir kénnen daher einen weiteren Epimorphismus
¥: R* — ker ¢ C R™ und folglich eine endliche Présentation von M finden.
Ist in dieser Situation A € R™*™ eine Matrix, welche die R-lineare Abbildung
1 bezliglich geeigneter Basen in R™ und R™ beschreibt, so bezeichnen wir die
Elementarteiler von A auch als die Elementarteiler der betrachteten endlichen
Prdsentation von M. Nach 6.3/8 stimmen diese mit den Elementarteilern von
ker ¢ C R™ iiberein und héngen daher nicht von der Auswahl der Basen in R™
und R™ ab.

Wir wollen nun aus dem Elementarteilersatz 6.3/4 verschiedene Versionen
des so genannten Hauptsatzes iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptideal-
ringen herleiten. Wir beginnen mit einer grundlegenden Folgerung aus dem
Elementarteilersatz.

Satz 2. FEs sei M ein endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R
und T C M sein Torsionsuntermodul. Dann gibt es einen endlichen freien
Untermodul F C M, etwa F ~ R, sowie Nichteinheiten o, ...,a, € R — {0}
mit ooy fir 1 <j <s und

M=FoT, T~ER/oR
j=1

Daber ist d eindeutig bestimmt; man bezeichnet d als den Rang von M. Wei-
ter sind die Elemente o, ..., q, eindeutig bestimmt bis auf Assoziiertheit. Sie
stimmen tberein mit den Nichteinheiten unter den Elementarteilern einer jeden
endlichen Prdsentation von M.

Beweis. Wir gehen von einer endlichen Présentation von M aus und betrachten
den zugehorigen Epimorphismus ¢: R™ — M. Dann folgt M ~ R™/ker g
aufgrund des Homomorphiesatzes. Auf die Situation ker ¢ C R™ kénnen wir nun
den Elementarteilersatz 6.3/4 anwenden (wobei wir berticksichtigen, dass jede
Basis von R™ geméf 6.3/7 aus genau m Elementen besteht). Es existieren daher

Elemente z1, ..., z,,, die eine Basis von R™ bilden, sowie Elemente oy, ..., a, €
R—{0}, s <m, mit a; |y fiir 1 < j <'s, so dass aqzy, ..., oz, eine Basis
von ker ¢ bilden. Indem wir azy; = ... = a,, = 0 setzen, kénnen wir den
Epimorphismus

m

m
w/:Rm:@R‘Tj—} ij/Rajxj7 (,717"’77m)'—}(717"'77m)7
j=1 =1

betrachten, wobei 7; jeweils die Restklasse von ; in Rx; /Rajz; bezeichne. Nach
Konstruktion gilt ker ¢’ = ker ¢ und folglich aufgrund des Homomorphiesatzes
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M ~ R™/Xkerp = (@ Rx;)/ker ¢’ ~ @ij/Rajxj ~R"® @R/Osz,

j=1 j=1 j=1

also mit d := m—s eine Zerlegung des behaupteten Typs, wenn wir Summanden
R/a;R =0, d. h. mit a; € R* unterdriicken.

In dieser Zerlegung korrespondiert @jzl R/a;R zu dem Torsionsuntermo-
dul T C M und ist daher eindeutig bestimmt. Indem wir triviale Summanden
R/a;R ignorieren, bzw. annehmen, dass «aq, . .., o, keine Einheiten sind, ergibt
sich die Eindeutigkeit der a; mit 6.3/6. Insbesondere sind die a; unabhéngig
von der betrachteten Présentation von A und bestehen geméaf 6.3/8 aus den
Nichteinheiten unter den Elementarteilern einer solchen Prasentation.

Um zu sehen, dass auch d eindeutig ist, betrachte man den Epimorphismus

M = R'e P R/a;R — R,
j=1

der sich aus dem obigen Isomorphismus und der Projektion auf den Summanden
R? zusammensetzt. Der Kern dieser Abbildung ist offenbar gerade der Tor-
sionsuntermodul T' C M, so dass man aufgrund des Homomorphiesatzes einen
Isomorphismus M/T -~ R? erhilt. Hieraus folgt die Eindeutigkeit von d mit
6.3/7. d

Speziellere Versionen des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte Moduln {iber
Hauptidealringen lassen sich mittels des Chinesischen Restsatzes aus Satz 2
folgern.

Satz 3. Es sei M ein endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R
und T C M der Torsionsuntermodul. Weiter sei P C R ein Vertretersystem
der Primelemente von R, und fiir p € P bezeichne

M, ={x € M; p"x =0 fiir geeignetes n € N}

den so genannten Untermodul der p-Torsion in M. Dann gilt

T=P M,

peP
und es gibt einen endlichen freien Untermodul F C M, etwa F ~ R* mit
M=F&T,

wobei d eindeutig bestimmt ist und M, fir fast alle p € P verschwindet. Weiter
gibt es zu jedem p € P natirliche Zahlen 1 < n(p,1) < ... <n(p,s,) mit

M, ~ @ R/pn(p,jp)a

jp=1...5p

wobei die s,,n(p,j,) durch die Isomorphie
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M:F@@ @ R/p"®i) R

pEP jp=l...s,

eindeutig bestimmt sind und s, = 0 fiir fast alle p gilt.

Bevor wir zum Beweis kommen, wollen wir diesen Hauptsatz auch noch
speziell fiir endlich erzeugte Z-Moduln formulieren, als Hauptsatz iber endlich
erzeugte abelsche Gruppen.

Korollar 4. FEs sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, P sei die Menge
der Primzahlen in N. Dann gestattet G eine Zerlegung in Untergruppen

G=FaoP P G,

pEP jp=1...5p

wobei F frei ist, etwa F ~ 7%, und Gp,j, zyklisch von p-Potenz-Ordnung, etwa
Gpj, = Z)p" P 7 mit 1 < n(p,1) < ... < n(p,sp). Die Zahlen d, s,,n(p, j,)
sind eindeutig durch G bestimmt, ebenso die Untergruppen G, = €@
wobei s, fir fast alle p € P verschwindet.

jp=1...8p Gmp’

Wenn G eine endlich erzeugte Torsionsgruppe ist, also ein {iber Z endlich
erzeugter Torsionsmodul, so besitzt G keinen freien Anteil und besteht daher,
wie man insbesondere mit Korollar 4 sieht, nur aus endlich vielen Elementen.
Umgekehrt ist jede endliche abelsche Gruppe natiirlich eine endlich erzeugte
Torsionsgruppe.

Nun zum Beweis von Satz 3. Wir beginnen mit der Zerlegung

M~R'® GBR/QJR
j=1

aus Satz 2, wobei insbesondere d eindeutig bestimmt ist. Hierbei korrespondiert
@®;_, R/a;R zu dem Torsionsuntermodul T C M, sowie R? zu einem freien
Modul F C M,undesgilt M =F & T.

Man zerlege die o; nun in Primfaktoren, etwa a; = g;p;" 7 ... p?(r’j ) mit
Einheiten ¢; € R*, paarweise verschiedenen Primelementen py,...,p, € P,
sowie Exponenten n(i,j) € N, die auch trivial sein diirfen. Dann gilt aufgrund

von Satz 1
T~ @ @R/p?(i’j)R ~ EB @R/p?(i’j)R.

j=1 i=1 i=1 j=1

(1.)

In dieser Zerlegung korrespondiert @;:1 R/ p?(i’j )R offenbar gerade zu dem Un-
termodul M,,, C M der p;-Torsion und ist deshalb eindeutig bestimmt; die Rest-
klasse von p; ist némlich in jedem Restklassenring der Form R/p} R mit i' # i
eine Einheit. Somit folgt aus obiger Zerlegung insbesondere T' = ®pEP M,. Da
im Ubrigen in der Zerlegung
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M, ~ @ R/prIR
j=1

die Terme zu Exponenten n(i,j) = 0 trivial sind und die restlichen Terme
gemifl 6.3/6 eindeutig bestimmt sind, ergibt sich insgesamt die Behauptung
von Satz 3. ]
Aufgaben

Fiir eine Gruppe G bezeichnet man mit ord G die Anzahl ihrer Elemente und
nennt dies die Ordnung von G.

1. Es sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung n < co. Man zeige: Zu jedem Teiler
d von n gibt es eine Untergruppe H C G der Ordnung d. Andererseits besitzt
jede Untergruppe H C G eine Ordnung, die ein Teiler von n ist.

2. Zun C N gibt es hochstens endlich viele Klassen isomorpher abelscher Gruppen
der Ordnung n. Wie grof3 ist diese Anzahl fiir n = 20 bzw. n = 30?7

3. Es seien ay,...,a, € N — {0} paarweise teilerfremd und r1,...,7, € N Zahlen
mit 0 <r; < a; firi =1,...,n. Man zeige: Es existiert eine Zahl a € N, so dass
a bei ganzzahliger Division durch a; jeweils den Rest r; ldsst.

4. Es sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R. Fiir den
Fall, dass M kein Torsionsmodul ist, zeige man: Es existieren endlich viele freie
Untermoduln Fi,...,F, C M mit M =%, F;.

5. Uber einem Hauptidealring R betrachte man endliche freie Moduln F und F’
mit Untermoduln M C F und M’ C F’, so dass die Restklassenmoduln F/M
und F’'/M’ jeweils Torsionsmoduln sind. Man zeige: Es existiert genau dann ein
Isomorphismus F/M =% F'/M’, wenn die Nichteinheiten unter den Elementar-
teilern von M C F mit denen von M’ C F’ {ibereinstimmen.

6. Es sei K ein Kérper und G € K* eine endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe der Einheiten von K. Man zeige, dass G zyklisch ist, d. h. dasseseinn € Z
mit G ~ Z/nZ gibt. Hinweis: Man betrachte Nullstellen aus K von Polynomen
des Typs T" — 1 € K[T].

6.5 Allgemeine und Jordansche Normalform fiir Matrizen

Im Folgenden sei V' stets ein Vektorraum iiber einem Kérper K und f: V — V'
ein Endomorphismus. Wie wir in Abschnitt 6.3 gesehen haben, ldsst sich V
als Modul iiber dem Polynomring K [T'] auffassen, indem man die Multiplika-
tion der Variablen T" mit Elementen von V' durch Anwenden von f erklért. Ist
V' von endlicher Dimension, so existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom minimalen Grades py € K[T] mit ps - v = 0 fiir alle v € V; man
nennt p; das Minimalpolynom zu f, vgl. 6.2/9. Es ist V' dann insbesondere
ein K [T]-Torsionsmodul, sogar ein endlich erzeugter, da V' als K-Vektorraum
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endlich erzeugt ist. Wir kénnen daher das Strukturresultat 6.4/3 auf V' als
K[T]-Modul anwenden.

Definition 1. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K- Vektorraums
V, sowie U C V ein Untervektorraum.

(i) U heift f-invariant, wenn f(U) C U gilt.
(ii) U heift f-zyklisch, wenn es einen Vektor u € U gibt, so dass die Folge

u, f(u), f2(u), ... ein Erzeugendensystem von U bildet; insbesondere ist U dann
auch f-invariant.

(iii) U heifit f-unzerlegbar, wenn U ein f-invarianter Untervektorraum # 0
ist, der sich nicht in eine direkte Summe zweier echter f-invarianter Untervek-
torrdume zerlegen ldsst.

Wir wollen die gerade eingefiihrten Eigenschaften von Unterrdumen nun
auch modultheoretisch interpretieren. Ein Modul M iiber einem Ring R wird
als monogen bezeichnet, wenn er von einem einzigen Element erzeugt wird, d. h.
wenn ein a € M existiert mit M = Ra.

Bemerkung 2. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K- Vektorraums
V', wobei man V insbesondere auch als K[T]-Modul beziiglich f betrachte. Fiir
eine Teilmenge U CV gilt dann:

(i) U ist genau dann ein f-invarianter Untervektorraum von V', wenn U
ein K[T]-Untermodul von V ist.

(i1) U ist genau dann ein f-zyklischer Untervektorraum von V| wenn U ein
monogener K[T]-Untermodul von V ist.

(iii) U ist genau dann ein f-unzerlegbarer Untervektorraum von V, wenn U
ein K[T]-Untermodul # 0 von V ist, der sich nicht in eine direkte Summe
zweier echter K[T]-Untermoduln zerlegen lisst.

Beweis. Aussage (i) ist unmittelbar klar, denn fiir Untervektorrdume U C V
bedeutet die Bedingung f(u) € U fiir u € U gerade T -« € U und ist daher
dquivalent zu ¢ - v € U fiir ¢ € K[T], u € U. In &hnlicher Weise erhilt man
Aussage (i), denn U = Y, K - fi(u) fiir ein u € U ist gleichbedeutend mit
U=, K -T" u,alsomit U = K[T] - u. Aussage (iii) schlielich beruht auf
der Tatsache, dass fiir f-invariante Untervektorrdume bzw. K[T]-Untermoduln
U, U" C V die Summe U = U’ + U” genau dann direkt ist, wenn jedes u € U
eine eindeutig bestimmte Darstellung v = ' + «” mit v’ € U’, «” € U” besitzt.
Ob wir bei der skalaren Multiplikation Elemente aus K oder K [T'] zulassen, ist
dabei ohne Belang. O

Im Weiteren ist es auch wichtig zu wissen, wie man Homomorphismen von
K [T]-Moduln mittels Homomorphismen der unterliegenden K-Vektorrdume in-
terpretieren kann.
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Bemerkung 3. Es seien V und V' zwei K- Vektorrdume, welche man beziiglich
gegebener Endomorphismen f:V — V und f': V' — V' als K[T]-Moduln
betrachte. Fir Abbildungen p:V — V' ist dann dquivalent:

(i) ¢ ist ein Homomorphismus von K [T']-Moduln.

(ii) ¢ ist ein Homomorphismus von K-Vektorriumen, und das Diagramm

v L., vi— f(v)=T-v,
S
v L V', Vo () =T 7,

ist kommutativ.

Eine entsprechende Aquivalenz gilt auch fir Mono-, Epi- und Isomorphis-
men p: V — V'. Insbesondere stimmen in der Situation eines Isomorphismus
¢ in (i) bzw. (ii) die Minimalpolynome von f und [’ iiberein. Gleiches gilt fir
die charakteristischen Polynome von f und f'.

Beweis. Jeder Homomorphismus von K [T]-Moduln ¢: V. — V' ist K[T']-li-
near und damit insbesondere K-linear, also ein Homomorphismus von K-Vek-
torraumen. Zudem bedeutet die Kommutativitéit des Diagramms in (ii) gerade
die T-Linearitét von ¢, womit wir

o(T-v) =T - pv) fir allev e V

meinen. Somit ergibt sich (ii) aus (i) und umgekehrt (i) auch aus (ii), wenn man
benutzt, dass aus der T-Linearitit die T™-Linearitét von ¢ fiir alle n € N folgt,
und aufgrund der Additivitét sogar die K [7T']-Linearitéit von . Entsprechend
schliet man im Falle von Mono-, Epi- oder Isomorphismen. O

Satz 4. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V' der
Dimension r < oco. Man betrachte V als K[T]-Modul beziiglich f. Dann ist
dquivalent:
(i) V ist f-zyklisch.
(ii) V ist als K[T]-Modul monogen.
(i) Es gibt ein normiertes Polynom p € K[T], so dass V als K[T]-Modul
isomorph zu K[T]/(p) ist.
Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt weiter:
(iv) Das Polynom p aus (iil) stimmt mit dem Minimalpolynom pg sowie dem
charakteristischen Polynom x; von f iberein; insbesondere gilt gradp = r.

Beweis. Die Bedingungen (i) und (ii) sind aufgrund von Bemerkung 2 dquivalent.
Wird weiter V' gemiB Bedingung (ii) als K [T]-Modul von dem Element u € V
erzeugt, so betrachte man die K [7']-lineare Abbildung

o: K[T] —V, h— h-u=h(f)(u);
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 ist surjektiv. Weiter ist ker ¢ ein K [T]-Untermodul von K[T], also ein Ide-
al, welches, da K[T] ein Hauptidealring ist, von einem Polynom p € K[T]
erzeugt wird. Der Homomorphiesatz fiir K[T]-Moduln ergibt dann den in
(iii) gewiinschten Isomorphismus K[T]/(p) ~ V. Wegen dimg V' < oo und
dimg K[T] = oo gilt p # 0, und man darf p als normiertes Polynom anneh-
men.

Ist andererseits Bedingung (iii) gegeben, so betrachte man die Restklas-
senabbildung K[T] — K[T]/(p), h — h. Die Restklasse T € K[T]/(p)
erzeugt dann natiirlich K[7T7]/(p) als K[T]-Modul, d. h. es folgt (ii).

Es bleibt nun noch Aussage (iv) zu begriinden, wobei wir (i) bzw. (iii) als
gegeben annehmen. Wir lesen zunichst aus (iii) ab, dass p das Minimalploynom
von

- K[T]/(p) — K[T1/(p), g—T-9=T"g,
ist; dabei bezeichne 7 fiir g € K[T] jeweils die Restklasse in K[T']/(p), entspre-
chend fiir 7. Das Minimalpolynom von f’ erzeugt niamlich gem# 6.2/9 bzw.
6.2/10 das Ideal

{h e K[T]; h(f')(g) = 0 fiir alle g € K[T]/(p)}

={heK[T];h-g=0furallege K[T]/(p)}

={heK[T]; h-T=0}y={h € K[T]; h=0}

= (p) C K[T].
Dann stimmt p aber geméfi Bemerkung 3 auch mit dem Minimalpolynom py
des Endomorphismus f: V — V {iberein.

Dass p = p; gilt, kénnen wir in etwas ausfiihrlicherer Argumentation auch

auf dem Niveau des Endomorphismus f und des Vektorraums V' einsehen: Es

erzeugt py gemés 6.2/9 bzw. 6.2/10 dasjenige Ideal in K [T'], welches aus allen
Polynomen h mit h(f) = 0 besteht. Also gilt

(*) (ps) ={h € K[T]; h(f)(v) =0 fiir alle v € V},

wobei es geniigt, wenn man die Bedingung h(f)(v) = 0 fiir v aus einem K-Erzeu-
gendensystem von V testet. Ist daher V als K[T]-Modul monogen, etwa er-
zeugt von einem Element u € V, so bilden die Elemente u, f(u), f*(u), ... ein
K-Erzeugendensystem von V', und die Beschreibung (*) ist dquivalent zu

(xx) (pr) ={h e K[T]; h(f)(f*(u)) =0 fir alle n € N}.
Nun zeigt aber die Rechnung
A (w) = h- f2(u) =h-T" -u=T"-h-u=T"-h(f)(u),
dass aus h(f)(u) = 0 bereits h(f)(f™(u)) = 0 fiir alle n € N folgt. Somit erhélt

man aus (xx)
(ps) = {h € K[T]; h(f)(u) = 0} = {h € K[T]; h-u =0} = (p)

und damit wegen der Normiertheit von p; und p bereits p; = p.
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Insbesondere stimmt der Grad von py aufgrund des nachfolgenden Lemmas 5
mit der K-Vektorraumdimension von K [T"]/(p) iiberein, also mit der Dimension
r von V. Da aber das charakteristische Polynom x; normiert vom Grad dimg V'
ist und da aufgrund des Satzes von Cayley-Hamilton py ein Teiler von y ist,
vgl. 6.2/11, gilt bereits x; = py. Die Gleichung x; = p ldsst sich allerdings
auch durch explizite Berechnung nachweisen, indem man die Multiplikation mit
T auf K[T]/(p) beziiglich der Basis T°,...,T""! durch eine Matrix beschreibt
und deren charakteristisches Polynom ermittelt. (I

Schlielich bleibt noch die K-Vektorraumdimension von Quotienten des
Typs K[T]/(p) zu berechnen.

Lemma 5. Es sei p € K[T] ein normiertes Polynom. Dann gilt

dimg (K[T]/(p)) = gradp,

und die Restklassen T°,...,T°"' mit s = gradp bilden eine K-Basis von
K[T]/(p)-

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir s = grad p die Restklassen TV, ..., 75!
eine K-Basis von K [T']/(p) bilden. Hierzu betrachte man ein beliebiges Element
h € K[T]/(p) und wihle ein Urbild h € K[T]. Division mit Rest ergibt dann
eine Zerlegung h = gp + ¢ mit Polynomen ¢,c € K[T], wobei ¢ vom Grad < s

ist, etwa ¢ = 770 ;7" mit Koeffizienten ¢; € K. Es folgt

s—1
E =c= Z CiTi,

=0
d. h. K[T]/(p) wird von den Restklassen 7°,... T*~! als K-Vektorraum er-
zeugt. Diese Elemente sind aber auch linear unabhéngig iiber K. Hat man
namlich Zf:_é ¢;T" = 0 mit gewissen Koeffizienten ¢; € K, so bedeutet dies
S aeT € (p) und damit ¢; = 0 fiir alle i = 0,...,s — 1, da alle von Null
verschiedenen Elemente in (p) einen Grad > gradp = s haben. g

Wir wollen nun den Struktursatz 6.4/3 umformulieren zu einem Struktur-
satz fiir K [T]-Moduln oder, genauer, fiir die Situation eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V' mit einem Endomorphismus f: V — V.

Theorem 6. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum mit einem En-
domorphismus f:V — V. Dann ezistieren paarweise verschiedene normierte
(und damit nicht-assoziierte) Primpolynome py,...,p, € K[T] sowie natirli-
che Zahlen 1 < n(i,1) < ... < n(i,s;) und f-zyklische K-Untervektorriume
VijcV,i=1,...,r,5=1,...,s, mit

v=@@v,. V=K,

i=1 j=1
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im Sinne von K[T]-Moduln. Insbesondere ist p?<i’j> das Minimal- bzw. charak-
teristische Polynom von fly,; vgl. Satz 4.

In der vorstehenden Zerlegung sind die Primpolynome p1, ..., p,, die Zahlen
n(i,j) und die Vektorraume V; := @;;1 Vij fur i =1,... 7 eindeutig bestimmt,
nicht notwendig jedoch die Unterrdume V;; selbst; es gilt

Vi = | kerp}(f).
neN

Weiter ist ps = prf(l’sl) C ~pf(T"Sr> das Minimalpolynom von f, und man hat

dimg Vi; = n(i, j) - grad p;,

insbesondere also

dimg V = iin(z,j) - grad p;.

i=1 j=1

Beweis. Die Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit einer Zerlegung von V' in
f-zyklische Unterrdume V;; der behaupteten Art ergeben sich unmittelbar aus
6.4/3 und Satz 4. Dabei ist V; = €], Vi; in der Sprache der K[T]-Moduln
der Untermodul der p;-Torsion, und der freie Anteil aus 6.4/3 entfillt, da V' ein
K [T]-Torsionsmodul ist.

Geméf Satz 4 ist p?(i’j ) das Minimalpolynom der Einschrankung von f auf
Vij. Dann erkennt man leicht, dass das kleinste gemeinsame Vielfache aller dieser

I OlyIlOIIle, alSO
P »S1 ST
n(ls ) . .pn(vs)

das Minimalpolynom von f auf V ist. Die Dimensionsformeln schlielich ergeben
sich unter Benutzung von 1.6/6 aus Lemma 5. 0

Korollar 7. Es sei f: V — V' ein Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V. Dann ist dquivalent:

(i) V ist f-unzerlegbar.

(i) V ist f-zyklisch, und py = x ist Potenz eines Primpolynoms in K[T].

Insbesondere sind die f-zyklischen K-Untervektorrdume Vi; CV aus Theo-
rem 6 f-unzerlegbar.

Beweis. Man zerlege V' geméfl Theorem 6 in eine direkte Summe f-zyklischer
Unterrdume, deren Minimalpolynom jeweils Potenz eines Primpolynoms aus
K[T] ist. Ist V dann f-unzerlegbar, so kann diese Zerlegung nur aus einem
Summanden bestehen, und es folgt, dass V' f-zyklisch ist.

Ist andererseits V' f-zyklisch mit einem Minimalpolynom p;, welches Po-
tenz eines Primpolynoms in K [T ist, so gilt V' ~ K[T]/(ps) im Sinne von
K[T]-Moduln gemif Satz 4, und die Eindeutigkeit der Zerlegung in Theo-
rem 6 zeigt, dass V' f-unzerlegbar ist. O
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Schlieflich wollen wir das Zerlegungstheorem 6 noch umformulieren zu ei-
ner Aussage iiber Normalformen von quadratischen Matrizen. Wir beginnen
mit einer trivialen Beobachtung, wobei wir folgende Schreibweise benutzen:
Fiir Matrizen A; € K™*™ ¢ = 1,...,r, bezeichne Diag(4y,...,A,) € K™*"
n =Y., n; die “Diagonalmatrix” mit den Eintrégen A;,..., A,, also

Ay 0
Ay
Diag(A;,..., A.) =

0 A,

Gilt 4; = (N;) € K™ fiir i = 1,...,r, so ist Diag(A,..., A,) eine Diagonal-
matrix im echten Sinne, und wir schreiben auch Diag(Aq,...,\,) anstelle von

Diag(Ay, ..., A,).

Lemma 8. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimen-
sionalen K-Vektorraums V mit einer Zerleqgung V = @;_, Vi in f-invariante
Unterrdume. Es sei X; jeweils eine Basis von V;, sowie X die Basis von V, die
sich aus den Basen Xi,..., X, zusammensetzt. Mit f; = f|Vi gilt dann fir die
zu f gehorige Matrixz sowie das charakteristische bzw. Minimalpolynom:

(i) Afxx = Diag(Ap x,.x05- -5 Afx,x,)-
(1) Xf=Xp " Xp
(iil) pr =keV(ps,---,ps)-

Lemma 9. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V
mit einer Basis X = (x1,...,2,). Gilt dann Ajx x = Diag(Ay, ..., A,) mit
Matrizen A; € K™*™ (wobei n = Y i n;), so sind fir m; = 375 n; die
Unterrdume

[-invariant, und es gilt V.= @,_, V;.

Beweis zu den Lemmata 8 und 9. Aussage (i) in Lemma 8 sowie Lemma 9
sind unmittelbar klar aufgrund der in 3.1/3 definierten Korrespondenz zwischen
linearen Abbildungen und beschreibenden Matrizen. Weiter folgt Aussage (ii)
in Lemma 8 aufgrund des Beispiels (2) am Ende von Abschnitt 4.3. Aussage (iii)
schliellich ist giiltig, da einerseits das kleinste gemeinsame Vielfache aller py,
den Endomorphismus f annulliert, sowie andererseits py ein Vielfaches eines
jeden py, sein muss. O

Zu einem normierten Polynom p = 7" + 3" ;7% € K[T] vom Grad n
nennt man die Matrix
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0 —Cp
10 —C1
1 —Cy
A(p) =
0 —cp_o
1 —Cn-1

die Begleitmatriz zu p. Insbesondere gilt A(p) = (—c¢g) fiir n = 1. Auch den
Sonderfall n = 0 wollen wir nicht ausschliefen. Es ist A(p) dann die leere Matrix.

Lemma 10. FEs sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums
der Dimension n < oo und p € K[T] ein normiertes Polynom vom Grad n.
Dann ist daquivalent:

(1) V ist f-zyklisch mit Minimalpolynom py = p.

(i) PEs existiert eine Basis X von V, so dass die Matriv Asx x die Begleit-
matriz 2u p ist.

Beweis. Fir V. = 0 ist die Aussage trivial, so dass wir V' # 0 annehmen
diirfen. Sei V' zunéchst f-zyklisch, gelte also V' ~ K[T]/(p) im Sinne von
K[T]-Moduln, wobei p = p; das Minimalpolynom von f ist; vgl. Satz 4.
Dann ergeben die Restklassen 7°,... 7" gemiB Lemma 5 eine K-Basis von
K[T]/(p), bzw. mit anderen Worten, es existiert ein Element v € V' (ndmlich
dasjenige Element, welches unter dem Isomorphismus V' ~ K[T]/(p) zu der
Restklasse 1 € K[T]/(p) korrespondiert), so dass fO(u), f*(u),..., f*"*(u) ei-
ne K-Basis X von V bilden. Fiir p = T™ + ¢, 7" ' 4 ... + ¢ folgt dann

n—1
FOU N w) = frw) = =) eif'(u),
i=0
und man sieht, dass Ay x x die Begleitmatrix zu p ist.
Sei nun umgekehrt X = (z1,...,,) cine Basis von V, so dass Ay x x die
Begleitmatrix zu einem normierten Polynom p € K[T'] vom Grade n ist. Set-
zen wir dann v = zy, so gilt z; = f7(u) fir i = 1,...,n, und es folgt,

dass V' f-zyklisch ist. Weiter liest man aus der Matrix A x x die Beziehun-
gen p(f)(u) =0 bzw. p-u = 0 im Sinne von V als K [T]-Modul ab. Da man
aber V' = K[T] - u hat, ergibt sich auch p-V = 0, so dass das Minimalpolynom
py ein Teiler von p ist. Da p; gemé&fl Satz 4 mit dem charakteristischen Polynom
X libereinstimmt und damit ebenso wie p den Grad n hat, erhélt man damit
bereits xy = ps = p. O

Nun sind wir in der Lage, aus Theorem 6 die Existenz und Eindeutigkeit
der so genannten allgemeinen Normalform fiir Matrizen herzuleiten.

Theorem 11. Jede Matriz A € K™ ist dhnlich zu einer Matriz der Form
Diag(Ay, ..., A,) mit quadratischen Matrizen A;, wobei A; jeweils die Begleit-
malriz zu einer Potenz q; eines normierten Primpolynoms aus K[T'] ist. Die
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Matrizen Ay, ..., A, sind bis auf die Reihenfolge eindeutig durch A bestimmt. Es
gilt pa =kgViq,...,q-) fir das Minimalpolynom von A, sowie Xa =q1+... ¢
fiir das charakteristische Polynom von A.

Beweis. Interpretieren wir A als Matrix eines Endomorphismus f: V — V ei-
nes endlich-dimensionalen K-Vektorraums V', so zerfillt V' nach Theorem 6 in
eine direkte Summe f-zyklischer Unterrdume V4,..., V., etwa V; ~ K[T]/(q),
wobei ¢; Potenz eines normierten Primpolynoms ist. Nach Lemma 8 zeigt dies,
dass A zu einer Diagonalmatrix Diag(Ay, ..., A,) dhnlich ist, wobei A; jeweils
den Endomorphismus f; = f|y, beziiglich einer geeigneten Basis von V; be-
schreibt. Aus Satz 4 ergibt sich, dass ¢; das Minimalpolynom bzw. das charak-
teristische Polynom von f; ist, und aus Lemma 10, dass wir A; als Begleitmatrix
zu ¢; annehmen diirfen.

Ist umgekehrt A zu einer Matrix der Form Diag(A, ..., A,) dhnlich, wobei
A; jeweils die Begleitmatrix zu einer Potenz ¢; eines normierten Primpolynoms
ist, so korrespondiert hierzu eine Zerlegung V ~ @;_, K[T]/(¢;); vgl. Lemma-
ta 9 und 10 in Verbindung mit Satz 4. Die Eindeutigkeitsaussage in Theorem 6
impliziert dann die Eindeutigkeit der Matrizen Ay, ..., A,, die ja durch ihre
Minimalpolynome bzw. charakteristischen Polynome eindeutig festgelegt sind.

Die Aussagen iiber das Minimalpolynom p4 sowie das charakteristische Po-
lynom x4 wurden bereits in Lemma 8 hergeleitet. (]

Als Folgerung kénnen wir nochmals den Satz von Cayley-Hamilton ablesen,
sogar in einer etwas verbesserten Version:

Korollar 12 (Cayley-Hamilton). Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines
K-Vektorraums der Dimension n < oo mit Minimalpolynom py und charakte-
ristischem Polynom xy. Dann ist py ein Teiler von ¢, und jeder Primfaktor,
der in der Primfaktorzerleqgung von x; vorkommt, kommt auch in der Primfak-
torzerlegung von py vor, im Allgemeinen allerdings mit geringerer Vielfachheit.

Eine Diagonalmatrix A = Diag(Ay,...,\,) € K™ ™ ist bereits von allge-
meiner Normalform, da die Matrix 4; = ()\;) € K'*! als Begleitmatrix des
Polynoms T'— \; € K[T] aufgefasst werden kann. Aus Theorem 11 ergibt sich
daher folgendes Diagonalisierbarkeitskriterium:

Korollar 13. Folgende Aussagen sind fir einen Endomorphismus f eines end-
lich-dimensionalen K-Vektorraums (bzw. eine Matriz A € K™™) dquivalent:
(i) f (bzw. A) ist diagonalisierbar.
(ii) Das Minimalpolynom py (bzw. pa) zerfillt in ein Produkt [[;_,(T — \;)
mit paarweise verschiedenen Nullstellen A1, ..., A\, € K.

Es soll als Néchstes die so genannte Jordansche Normalform fiir Matrizen
hergeleitet werden. Diese Normalform kann nur in den Féllen konstruiert wer-
den, in denen das charakteristische bzw. Minimalpolynom vollsténdig in lineare
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Faktoren zerfillt, also beispielsweise dann, wenn der Kérper K algebraisch ab-
geschlossen ist. Fiir A € K bezeichnen wir die Matrix

A 0
1 A
1 A
J(\n) = o e Knxn
0 1 A

als Jordankéstchen der Lange n zum Eigenwert A.

Lemma 14. Fir A € K™ und )\ € K st dquivalent:
(i) A ist déhnlich zu J(\,n).
(i) A ist dhnlich zur Begleitmatriz A(q) des Polynoms g = (T—\)" € K[T].

Beweis. Man interpretiere A als beschreibende Matrix eines Endomorphismus
f:V — V wobei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum sei. Ist dann A dhnlich
zu J(\, n), so existiert eine K-Basis x1,...,x, von V mit

(*) f(l‘z) :)\J)i+$i+1, 7= 1,...,77,7
wenn wir z,,1 = 0 setzen. Mit Induktion ergibt sich hieraus
Z’h...,l‘ie<f0(x1)7...,fi71($1)>7 221,7’”,

denn fiir 7 = 1 ist dies trivial, und unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung
zum Index 4 schlieBt man

Tit1 = f(xl) — )\Il
€ (fH (), fiz) + (), )
= (1), f{(z1)).

Insbesondere gilt daher
V= <f0($1)a B fnil(xl)%

d. h. Vist f-zyklisch und wird als K[T]-Modul von z; erzeugt.
Man betrachte nun den surjektiven K [T']-Modulhomomorphismus

p: K[T] —V, h— h-zy=h(f)(x1).
Aus (x) ergibt sich
(f*)\ld)(IZ)ZIH_l, Z.:L...,’n,,

also
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I’i+17é0 fiiri:07...,n—1
0 firi=n '

U—Amfwn—{

Der Kern von ¢ enthilt daher das Polynom (7 — )", nicht aber (T — \)"~'.
Als Hauptideal wird ker ¢ von einem normierten Polynom ¢ € K[T'] erzeugt.
Dieses teilt (7" — A)™, nicht aber (7' — X\)"~!, und stimmt folglich mit (T — \)"
iiberein. Aufgrund des Isomorphiesatzes fiir Moduln induziert ¢ dann einen
Isomorphismus K [T]/((T — A\)") == V im Sinne von K [T']-Moduln, und man
erkennt V' geméf Satz 4 als f-zyklisch mit Minimalpolynom p; = (T — A\)™.
Schlieflich folgt mit Lemma 10, dass A zur Begleitmatrix des Minimalpolynoms
(T — A\)™ dhnlich ist. Die Implikation von (i) nach (ii) ist daher bewiesen.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation sei A nun dhnlich zur Begleit-
matrix des Polynoms ¢ = (T'— \)" € K[T]. Dann ist V nach Lemma 10
f-zyklisch mit Minimalpolynom ¢ zu f, und es gilt V' ~ K[T]/(¢) im Sinne
von K[T]-Moduln. Wir wollen zeigen, dass die Restklassen

(T - A)Ov (T - )\)17 SRR (T - )\)n71
eine K-Basis von K[T]/(q) bilden. Gem#B Lemma 5 ist bereits bekannt, dass

dies fiir die Potenzen T°, ..., T"! gilt. Es geniigt daher, wenn wir induktiv

LT T e(T =N (T-N"Y,  i=1,...,n

zeigen. Fiir ¢ = 1 ist dies trivial, und unter Verwendung der Induktionsvoraus-
setzung zum Index i konnen wir wie folgt schliefien:

i—1 =1

T =(T-)N-T +AT
— NN =N (T =N (T =2
= ;

Folglich bilden die Potenzen (T — A)*~! fiir i = 1,...,n eine K-Basis von
K[T]/(q)-

Wir betrachten nun die Gleichungen
T-T—-XN"=X(T-\N"+(T-N, i=1,...,n,

wobei (T — A\)" = 0 gilt. Sie besagen, dass der im Sinne von Bemerkung 3 zu f
korrespondierende Endomorphismus

K(T)/(q) — K[T]/(a),  h+—T-h,

beziiglich obiger Basis durch das Jordankéstchen J(A,n) beschrieben wird.
Dann gibt es aber auch in V' eine Basis, beziiglich der f durch J(\,n) be-
schrieben wird, und die Implikation von (ii) nach (i) ist bewiesen. O

Nun lassen sich Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform
leicht aus Theorem 11 folgern.
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Theorem 15. Fs sei A € K™*™ eine Matriz, deren Minimal- bzw. charakteris-
tisches Polynom wvollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist A dhnlich zu
einer so genannten Jordan-Matrix

Dlag(‘]()‘lv 77,1)7 BERE) J()‘Ta nr))7

deren “Eintrdge” Jordankdstchen sind. Die Elemente \;,n; sind, abgesehen von
der Reihenfolge, eindeutig durch A bestimmt, wobei die A; (unter eventueller
Mehrfachaufzihlung) gerade die Eigenwerte von A durchlaufen. Wahit man
einen n-dimensionalen K-Vektorraum V und realisiert A als Matriz eines En-
domorphismus f: V — V| so ist

V= @RI - A)™)

gerade die Zerlegung aus 6.4/3 bzw. Theorem 6.

Beweis. Man benutze Lemma 14, um von der allgemeinen Normalform aus Theo-
rem 11 von A zur Jordanschen Normalform zu gelangen bzw. umgekehrt von
der Jordanschen Normalform zur allgemeinen Normalform. 0

Wir sagen, eine Matrix A € K™ sei trigonalisierbar, wenn sie &dhnlich zu
einer Matrix der Form B = (3;;) € K™ ist mit §;; = 0 fiir ¢ < j; man nennt
B eine (untere) Dreiecksmatriz. Aus der Existenz der Jordanschen Normalform
kann man insbesondere ein Kriterium fiir Trigonalisierbarkeit ableiten.

Korollar 16. Eine Matriz A € K™ ™ ist genau dann trigonalisierbar, wenn das
Minimal- bzw. charakteristische Polynom von A wvollstindig in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis. Sei A trigonalisierbar, also dhnlich zu einer Matrix B = (f§;;) € K™*"
mit §;; = 0 fiir ¢ < j. Dann gilt x4 = x5 = [[1=,(T — Bi); insbesondere zerfillt
x4 und damit nach Korollar 12 auch das Minimalpolynom p, vollsténdig in
Linearfaktoren. Ist umgekehrt letztere Bedingung gegeben, so zeigt die Existenz
der Jordanschen Normalform, dass A trigonalisierbar ist. 0

Wir wollen als Nichstes ein erstes (recht grobes) praktisches Verfahren
zur expliziten Berechnung der Jordanschen Normalform einer Matrix angeben.
Man betrachte also eine Matrix A € K™*", deren charakteristisches Polynom
vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt, etwa

Xa= (T =A™ o (T = \)™

im Unterschied zu Theorem 15 setzen wir hierbei voraus, dass die Eigenwerte
A, -, A paarweise verschieden sind. Die Jordansche Normalform J zu A ist
dann eine Matrix, auf deren Diagonalen Jordankéastchen des Typs J(A, s) stehen.
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Firi=1,...,r und j = 1,...,n; bezeichne k;; diejenige Anzahl, mit der das
Jordankéstchen J(\;, ) in J vorkommt. Es gilt

kin+2kio+ ...+ nikn, =1y,

da die Vielfachheit des Eigenwertes \; gerade n; ist, das Element \; also genau
n;-mal auf der Diagonalen von J vorkommt.

Da die Matrizen A und J zueinander &hnlich sind, sind auch die Matri-
zen A — AE und J — AE sowie die Potenzen (A — AE)* und (J — AE)’ mit
¢ € N zueinander dhnlich; dabei sei A € K und E € K™ die Einheitsmatrix.
Insbesondere folgt dann mit 3.4/6

rg(A — A\E)" =1g(J — \E)* fiir £ € N,

und es ist (J — AE)? wiederum eine “Diagonalmatrix”, gebildet aus Kistchen,
nédmlich aus den /-ten Potenzen der Jordankastchen von J—AE. Nun berechnet
sich fiir ein Jordankéstchen des Typs J(\, m) der Rang einer (-ten Potenz zu

max{0,m — ¢} firA=0

g J(,m)" = {m fiir A # 0

Daher bestehen folgende Gleichungen:

rg(A— NE)™ rg(J — MNEYY =n—n;
rg(A = NE)" T =rg(J = NE)" T =n—ni + ki,
rg(A— NE)" 2 =r1g(J — NE)" 2 =n —n; + 2k, + Kip, 1

rg(A—NE)Y =rg(J-NE) =n—ni+ (ni— Dkip, + ...+ ki

Ermittelt man also die Rénge der Potenzen von A—\; F, so lassen sich die Zahlen
kij, 7 =mn4,mn;—1,...,2, der Reihe nach berechnen. Weiter gilt aufgrund obiger
Gleichung

kip =mn; — 2kio — ... — nikip,,

so dass man auch k;; berechnen kann. Sind aber alle Zahlen k;; bekannt, so
hat man insgesamt die Jordansche Normalform J von A bestimmt.
Als Beispiel wollen wir die Jordansche Normalform der Matrix

1 0
0
-1
-1

A= e RY

— = N =
W = O =

0
2
0

bestimmen. Es gilt x4 = (T — 2)%, also » = 1 und n; = 4 in obiger Notation.
Wir haben

-1 1 01

0 00O
rg(A —2F) =rg 1101 =1,

-1 1 01
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sowie rg(A — 2F)? = rg(0) = 0 und damit auch rg(A — 2E)* = 0 fiir s > 2.
Daher bestehen die Gleichungen

und dies ergibt k14 = k13 =0, k12 = 1, sowie

kg =4 — 2k = 2.

Folglich ist J = Diag(J(2,1), J(2,1), J(2,2)), also
2000
0200
J= 0020
001 2

die Jordansche Normalform zu A.

Wir behandeln abschlieBend noch ein weiteres viel effektiveres Verfahren,
mit dessen Hilfe man neben der Jordanschen auch die allgemeine Normalform
von Matrizen ermitteln kann. Das Vorgehen stellt sich wie folgt dar: Ausge-
hend von einer Matrix A € K™*™ interpretieren wir diese als Endomorphismus
f des n-dimensionalen K-Vektorraums V' = K", so dass wir V unter f als
K[T]-Modul auffassen kénnen. Sodann konstruieren wir zu A eine kanonische
endliche Prisentation von V' als K [T']-Modul und bestimmen die zugehorigen
Elementarteiler. Wir gelangen auf diese Weise zu der in 6.4/2 angegebenen
Zerlegung von V in monogene K [7T]-Untermoduln, aus der sich alle weiteren
Zerlegungen und insbesondere auch die Normalformen von A ergeben.

Lemma 17. Fir eine Matriz A € K™" betrachte man K™ als K[T]-Modul
unter dem durch x — A - x gegebenen Endomorphismus. Fs sei

p: KI:T:I"—)K”7 (p1,7pn)'_>zpz(f4)ez )

diejenige K[T]-lineare Abbildung, die die kanonische K[T]-Basis von K[T]"
auf die kanonische K-Basis ey, ..., e, von K™ abbildet; ¢ ist surjektiv. Weiter
sel

v: K[T]" — K[T]", P— (TE-A)-P

die durch die Matriv TE — A € K[T]™™ gegebene K[T]-lineare Abbildung,;
E € K™ sei die Einheitsmatriz. Dann ist die Sequenz

K[T]" -5 K[T]" -% K" — 0

eine endliche Prisentation von K™ als K[T']-Modul.
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Beweis. Bezeichnet e; in K[T']", wie auch in K™, den i-ten Einheitsvektor, so
gilt fire=1,...,n

w(e;)) = (TE — A)e; = Te; — Ae;, o(Te;) = Ae;, o(Ae;) = Ae;,

und damit

@ o ¢(€L) = (p(T@Z — Aez) = Aei — Aei =0.
Es folgt p o1 =0, also im ¢ C ker ¢. Aufgrund des Homomorphiesatzes zerlegt
sich ¢ dann in eine Komposition

o: K[T]" = K[T]"/imy - K"
surjektiver Abbildungen, und wir behaupten, dass @ sogar bijektiv ist. Da
K[T]™ als K-Vektorraum von den Elementen T%e; mit ¢ = 1,...,n und
v € N erzeugt wird, erzeugen entsprechend die Bilder 7(7%¢;) den Quotien-
ten K [T]"/im1 als K-Vektorraum. Nun gilt aber fiir alle v € N

T e; — TV Aej = p(T"e;) € im1p, j=1,...,n,

und deshalb

n
T”“ejET”ZKei—i—imz/), j=1,...,n.

i=1

Per Induktion folgt hieraus fiir v € N

T”ejGZKei—i—imw, j=1...,n,
=1

und damit

K[T]" =Y Ke; +im1.
i=1

Dies bedeutet, dass K[T]"/im als K-Vektorraum von n Elementen erzeugt
wird und damit iiber K eine Dimension < n besitzt. Aufgrund der Dimensi-
onsformel 2.1/10 ist B dann notwendigerweise injektiv und damit bijektiv, wie
behauptet. Dann gilt aber im = ker m = ker ¢, und es folgt, dass die angege-
bene Sequenz eine endliche Prisentation von K™ als K [T']-Modul darstellt. O

Theorem 18. Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V. Sei A = Ay x x € K™ die Matriz, welche f beziglich
einer gegebenen Basis X won V' beschreibt, und seien «q,...,ay € K[T] mit
ajl oy diejenigen Elementarteiler der Matric TE — A € K[T|™™", die nicht
invertierbar sind; wir nehmen die «; als normierte Polynome an. Weiter be-

trachten wir die Primfaktorzerlegungen o, = p?(l’j) .. .pf(r’j), j=1,...,s, der
a; mit paarweise verschiedenen normierten Primpolynomen py,...,p, € K[T]

und Exponenten n(i,j) > 0. Dann gilt:
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(i) Fasst man V als K[T]-Modul unter f auf, so folgt

i=1 j=1

V= DK/ K[1] = DD K [11/5 K1),

und die letztere Zerlequng gibt Anlass zu einer Zerlegung von V in f-zyklische
Untervektorraume gemdfl Theorem 6.

(ii) Die Kdstchen der allgemeinen Normalform von A sind die Begleitma-
trizen zu den Primpotenzen p?(i’j) mit n(i,j7) >0,i=1,....,r, 5 =1,...,s.
Falls alle p; linear sind, erhdlt man hieraus die Jordansche Normalform mittels
Lemma 14.

(i) Charakteristisches Polynom x5 und Minimalpolynom py von f berechnen
sich zu

Xf=01...0Qs, Py = Q.

Beweis. Wir kénnen V' = K™ und f als den durch x —— Ax gegebenen En-
domorphismus von V' annehmen. Unter Benutzung der in Lemma 17 bereit-
gestellten endlichen Préisentation von V' erhalten wir dann mit 6.4/2 die erste
Zerlegung aus (i) und mittels des Chinesischen Restsatzes 6.4/1 auch die zweite,
wobei der freie Anteil in 6.4/2 entfillt, da V ein K [T']-Torsionsmodul ist. Die
restlichen Aussagen ergeben sich mittels Satz 4 sowie mit den Lemmata 8 und
10, wie im Beweis zu Theorem 11. (I

Als Beispiel betrachten wir nochmals die Matrix

1 101
o 200 i
A=1_119 1|€<R

110 3

und bestimmen zunichst die Elementarteiler der Matrix TFE — A € R**, indem
wir das Verfahren aus dem Beweis zu 6.3/5 anwenden:

T-1 -1 0 -1 1 -1 0 T-3

0 T-2 0 ol | o T-2 o0 0

1 -1 T-2 -1 1 -1 T-2 -1

1 -1 0 T-3 T-1 -1 0 -1
1 -1 0 T -3 1 0 0 0
_JoT-2 0 0 ol or=2 0 0
0 0 T-2 —(T-2) 0 0 T-2 0

0 T-2 0 —(T—2)7? 0 0 0 (T—2)72

Damit erhalten wir T'—2,T — 2, (T —2)? als die nicht-invertierbaren Elementar-
teiler von TE — A und gem#B Theorem 18 dann ya = (T — 2)* als charak-
teristisches Polynom, sowie ps = (T — 2)? als Minimalpolynom zu A. Da die
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Elementarteiler bereits Primpotenzen sind, entfillt die Anwendung des Chine-
sischen Restsatzes und allgemeine bzw. Jordansche Normalform von A ergeben

sich zu
200 0 2000
020 0 0200
000 -4}’ 0020
001 4 001 2
Aufgaben
Im Folgenden sei K ein Korper.
1. Es sei A € R™7 eine Matrix mit charakteristischem Polynom
xa = (T +1)*(T — 2)(T? - 1) € R[T].
Man untersuche, welche Gestalt die allgemeine Normalform von A haben kann.

2. Man zeige, dass zwei Matrizen A, B € R?**3 genau dann &hnlich sind, wenn ihre
Minimalpolynome sowie ihre charakteristischen Polynome iibereinstimmen.

3. Fiir die Matrizen

2 2 0 -3 0 1 1 -2 30 1 -2

11 0 -1 0 10 O 41 1 =3 c R4

12 -1 -1}’ 1 10 =2]° 00 -1 0

12 0 -2 -1 11 -1 4 0 2 =3
berechne man jeweils charakteristisches und Minimalpolynom sowie, falls exis-
tent, die Jordansche Normalform.

4. Es seien A, B € K™ Matrizen mit den Minimalpolynomen pa,pp € K[T'] und
mit Primfaktorzerlegung pa = p7'...pP, wobei p1,...,p, € K[T] paarweise
verschiedene normierte Primpolynome seien. Man zeige, dass A und B genau
dann #hnlich sind, wenn p4 = pp sowie rgpf’i (A4) = rgpf"’(B) firi=1,...,r und
1 < k; <n; gilt.

5. Man betrachte normierte Primpolynome py,...,p, € K[T], die paarweise ver-
schieden seien, sowie natiirliche Zahlen 1 < r; < s;, ¢ = 1,...,n. Gibt es
einen Endomorphismus f: V' — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
V' mit Minimalpolynom p; = pi'...p;» und mit charakteristischem Polynom
Xp =it

6. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Endomorphismus
f:V—Vund U C V ein f-invarianter Unterraum. Man zeige:

(i) f induziert einen Endomorphismus f: V/U — V/U.
(ii) Es gilt py|py fiir die Minimalplolynome von f und f.
(iii) Es gilt xy = xy - X7 fiir die charakteristischen Polynome von f, von fly
(der Einschrénkung von f auf U) und von f.
7. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Endomorphismus

f:V — V. Das Minimalpolynom py sei Potenz eines Primpolynoms p € K[T],
etwa py = p” mit r > 0. Man zeige:

(i) Es existiert ein Vektor u € V mit p"~1(f)(u) # 0.
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(if) Ist w € V wie in (i), und ist U C V der von u erzeugte f-zyklische Un-
tervektorraum, so existiert ein f-invarianter Untervektorraum U’ C V mit
V=UsU.

8. Es sei V ein endlich-dimensionaler f-zyklischer K-Vektorraum unter einem En-
domorphismus f: V — V. Man zeige, dass jeder f-invariante Unterraum U C V
wiederum f-zyklisch ist.

9. Es sei V ein endlich-dimensionaler f-zyklischer K-Vektorraum unter einem En-
domorphismus f: V — V, und es sei u € V ein erzeugendes Element. Man
zeige:

(i) Es gibt auf V eine eindeutig bestimmte Ringstruktur, deren Addition mit
der Vektorraumaddition auf V iibereinstimmt und deren Multiplikation
(afi(w)) - (bf(u)) = abfi*i(u) fiir a,b € K und 4,5 € N erfiillt.

(ii) Unter dieser Ringstruktur ist V' genau dann ein Korper, wenn das Minimal-
polynom zu f prim ist.
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Vorbemerkungen

In den Vorbemerkungen zu Kapitel 1 hatten wir tiberlegt, auf welche Weise
man den R-Vektorraum R? als Modell einer anschaulichen Ebene interpretieren
kann. Will man in diesem Modell auch Absténde und damit letztendlich Winkel
korrekt reflektieren, so muss man das Modell mit einer Abstandsfunktion aus-
statten. Beispielsweise ist im R? der gewohnliche euklidische Abstand fiir zwei
Punkte P, = (z1,y1), P> = (22, y2) durch

d(Py, Py) = /(x1 — 22)? + (y1 — 1)?

gegeben, bzw. die Lange oder der Betrag des Vektors 0P, durch

0P| := | 1| := \Jad + 4.

(P, Py) :=3(|Py + Pof* — |PA)? = |Pof*) = 2120 + 1y

Hieraus gewinnt man mit

eine Funktion in zwei Variablen, eine so genannte symmetrische Bilinearform, in
unserem Falle sogar ein Skalarprodukt, welches dann |P| = /(P1, Py) erfiillt.
Als Indiz, dass man mit einem solchen Skalarprodukt auch Winkel charakte-
risieren kann, mag folgende Beobachtung dienen: Das Skalarprodukt (P, Ps)
verschwindet genau dann, wenn | P + P»|? = |Py|? + | P|? gilt. Fiir nicht-triviale
Punkte Py, P; ist dies aufgrund der Umkehrung des Satzes von Pythagoras dqui-
valent dazu, dass die Vektoren 0751 und 0?2 aufeinander senkrecht stehen:

P + P,

“p
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Thema des vorliegenden Kapitels ist das Studium von endlich-dimensionalen
R- und C-Vektorraumen V' mit einer Abstandsfunktion, die durch ein Skalar-
produkt (-,-): V x V — K gegeben ist; fiir K ist dabei der jeweils betrachtete
Grundkorper R bzw. C einzusetzen. Wir sprechen dann von euklidischen bzw.
unitdren Vektorrdumen. Wichtigstes Beispiel ist der Vektorraum K" mit dem
Skalarprodukt (z,y) = Y1, x;7;, wobel 7; jeweils die zu y; konjugiert kom-
plexe Zahl bezeichne. Jedes Skalarprodukt erfiillt die Schwarzsche Ungleichung
|{(z,y)| < |z||ly| fiir z,y € V, aus der sich insbesondere die Dreiecksungleichung
|z +y| < |z| + |y| ergibt. Im Ubrigen bietet die Schwarzsche Ungleichung im
Falle K = R die Moglichkeit, fiir 2,y € V — {0} den Winkel w zwischen z und

y mittels
(z,y)

|z[ - [yl

zu definieren. Als fundamentales Hilfsmittel werden wir das nach E. Schmidt
benannte Orthonormalisierungsverfahren behandeln. Es erlaubt, aus einer be-
liebigen Basis z1,...,x, von V durch sukzessives Abéndern der z; eine so ge-
nannte Orthonormalbasis ey, ..., e, zu konstruieren, die |e;| = 1 fiir alle ¢ und
(€;,e;) = 0 fiir alle ¢ # j erfiillt. Eine solche Orthonormalbasis ist damit als ein
rechtwinkliges Koordinatensystem in V' anzusehen. Im Ubrigen lésst sich das
Skalarprodukt von V aufgrund seiner Bilinearitét leicht mittels einer Orthonor-
malbasis von V' rekonstruieren, so dass ein Vektorraum V' mit einer Abstands-
funktion in Form eines Skalarprodukts bereits dann festgelegt ist, wenn man in
V eine Orthonormalbasis kennt.

In Kapitel 6 haben wir fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V iiber einem
beliebigen Korper K Normalformen von Endomorphismen f: V' — V studiert.
Ist f beispielsweise durch eine Matrix Ay x x beziiglich einer gewissen Basis X
von V gegeben, so ging es darum, eine Basiswechselmatrix A;q x+ x zu finden,
so dass die Matrix

COSWwW =

-1
Apxrxr = (Aiaxx)” - Apxx - Aiaxr x

von moglichst “einfacher” Gestalt war. Mit anderen Worten, wir hatten mit der
Normalformentheorie die Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in K™*" bestimmt,
wobei zwei Matrizen A, B € K™ dhnlich heiflen, wenn es eine invertierbare
Matrix S € Gl(n, K) mit B=S"1-A-S gibt.

Wir wollen ein analoges Problem nun auch im Rahmen euklidischer und
unitérer Vektorrdume V' behandeln. Allerdings miissen wir hier die Abstands-
funktion auf V' mit einbeziehen. Wir werden deshalb nur solche Basiswechsel-
matrizen Ajq xs x zulassen, die lingenerhaltend sind und damit einen Wechsel
zwischen Orthonormalbasen X und X’ definieren. Letzteres ist genau dann der
Fall, wenn

(Aid,X’,X)_l = (Aid,X’,X)* = (Aiaxr x)"

gilt, wobei fiir eine Matrix A = («;;) € K™" die zugehérige komplex konjugierte
Matrix A durch A = (@;) gegeben sei; eine Matrix S = A;q x+,x mit der vorste-
henden Eigenschaft wird als orthogonal (fiir K = R) bzw. unitir (fir K = C)
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bezeichnet. Die mittels solcher Matrizen definierte Relation der Aquivalenz von
Matrizen in K™*™ ist somit viel enger gefasst als die in Kapitel 6 betrachtete all-
gemeine Aquivalenz von Matrizen. Es ist deshalb sinnvoll, sich fiir das Normal-
formenproblem auf gewisse Teilklassen von Matrizen in K™*™ zu beschranken.
Wir werden hier im Wesentlichen nur symmetrische bzw. hermitesche Matrizen
betrachten, d. h. Matrizen A € K™ mit A = A*; beziiglich Orthonormalba-
sen stellen diese gerade die so genannten selbstadjungierten Endomorphismen
f:V — V dar, die der Relation (f(x),y) = (z, f(y)) fiir ,y € V geniigen.
Dann konnen wir allerdings die erstaunliche Tatsache zeigen, dass eine solche
Matrix unter der strengeren Aquivalenz mittels orthogonaler bzw. unitérer Ma-
trizen stets dquivalent zu einer reellen Diagonalmatrix ist.

Die bei dem vorstehend beschriebenen Klassifikationsproblem gewonnenen
Erkenntnisse lassen sich mit Gewinn auch auf die Klassifikation von symme-
trischen Bilinearformen (fiir K = R) bzw. hermiteschen Formen (fir K = C)
auf endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V anwenden, also auf entsprechen-
de Abbildungen @: V x V — K. Denn auch diese werden beziiglich einer Basis
X von V durch eine Matrix Ag x beschrieben, welche die Relation Ag x = AZ; ¥
erfiillt. Allerdings ist das Transformationsverhalten bei Basiswechsel ein anderes
als bei Endomorphismen, ndmlich

t
Ag xr = A xr x - Av x + Aid,x7 x-

Wenn wir uns aber im Rahmen euklidischer bzw. unitidrer Vektorraume bewe-
gen und lediglich orthogonale bzw. unitidre Basiswechselmatrizen zulassen, so
gilt Al v x = Aig.xr,x ", und damit ein analoges Transformationsverhalten wie
bei Endomorphismen von V. Wir kénnen damit die Klassifikation selbstadjun-
gierter Endomorphismen verwenden und erhalten fiir euklidische bzw. unitére
Vektorraume, dass die Klassen symmetrischer Bilinearformen bzw. hermite-
scher Formen durch reelle Diagonalmatrizen repriisentiert werden (Satz tiber die
Hauptachsentransformation.) Es ist dann relativ leicht einzusehen, dass die ent-
sprechenden Klassen beziiglich allgemeiner Aquivalenz (mittels invertierbarer
Matrizen in Gl(n,K)) durch Diagonalmatrizen reprisentiert werden, deren Dia-
gonaleintrage die Werte 1, —1,0 annehmen kénnen (Sylvesterscher Traigheits-
satz).

Die Bezeichnung Hauptachsentransformation weist auf einen konkreten geo-
metrischen Sachverhalt hin. Fiir K = R betrachte man beispielsweise eine qua-
dratische Form auf R", gegeben durch

gv)= > ey
1<7; 4,9=1,...,n

mit gewissen Konstanten «;; € R, sowie das durch ¢(z) = ¢ fiir ein ¢ € R gege-
bene geometrische Gebilde. Dann kann man ¢ die symmetrische Bilinearform

()RR — R, (z,9) = 3(q(z +y) — q(z) — q(y)),

zuordnen; fiir diese gilt ¢(x) = (z,z). In dieser Situation besagt der Satz iiber

die Hauptachsentransformation, dass es ein neues rechtwinkliges Koordinaten-

system e}, ..., el in R™ gibt, so dass sich ¢ beziiglich der neuen Koordinaten in

rn
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der Form .
()= Dol
i=1

mit gewissen \; € R beschreibt. Nehmen wir etwa n = 2 und A;, Ay, ¢ > 0 an,
so wird durch ¢(x) = ¢ eine Ellipse beschrieben, deren Achsen zunichst noch
nicht mit den Achsen des gegebenen Koordinatensystems ey, e; iibereinstimmen.
Die Hauptachsentransformation besagt gerade, dass man durch orthogonalen
Basiswechsel erreichen kann, dass die Achsen des neuen Koordinatensystems
e}, e, mit den Achsen der Ellipse iibereinstimmen:

€2

€1

€1

7.1 Sesquilinearformen

Im Folgenden werden wir ausschliefllich Vektorrdume tiber den Kérpern R oder
C betrachten und meist K anstelle von R oder C schreiben. Speziell fiir C wird
die komplexe Konjugationsabbildung

C —C, a+— a,

von Bedeutung sein, wobei fiir ¢ = a 40 mit «, § € R die zugehorige komplex
konjugierte Zahl durch @ = a — i3 gegeben ist. Die Konjugationsabbildung
a — a stellt eine so genannte Involution auf C dar, d. h. einen Automorphismus
0: C — C mit 02 = id, und es gilt zusitzlich o|g = id. Fiir a = a +i8 € C
mit «, 3 € R bezeichnet man

o= 1(a+17a) = Re(a)

als den Realteil von a,
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als den Imagindrteil von a, sowie

la| = Va2 + 32 =Va-a
als den Absolutbetrag von a. Dabei bestehen die Aquivalenzen
a€R <= Re(a) =a <= Im(a) =0 <= a=n0.

Fiir spezielle Elemente a € K werden wir im Folgenden auch Bedingungen des
Typs a > 0 oder a > 0 betrachten. Hiermit ist gemeint, dass a reell ist, also
a € R C K erfiillt, und zudem der Bedingung a > 0 bzw. a > 0 geniigt.

Definition 1. Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung @: V xV — K
heifst Sesquilinearform (sesqui = eineinhalbfach), wenn fir x,x1,x2y,y1,y2 € V.
sowie o € K gilt:
(i) @(z1+ 22,y) = D(a1,y) + P22, 9),
(i) P(az,y) = ad(,y),
(i) P(z,y1 +y2) = P(x, y1) + P(x, 92),

(iv) @(z,ay) = ad(z,y).

Im Falle K = R gilt stets a = @, und man spricht dann auch von einer

Bilinearform @. Man bezeichnet @ als nicht-ausgeartet, wenn gilt:

&(z,y) =0 fir alle y € V impliziert x = 0,
&(x,y) =0 fir alle © € V impliziert y = 0.

Um ein einfaches Beispiel zu erhalten, setze man V = K. Dann wird fiir
festes a € K durch
Dz, y)=a-x-y

eine Sesquilinearform auf V' definiert, und diese ist genau dann nicht ausgeartet,
wenn a # 0 gilt.

Definition 2. FEine Sesquilinearform ®@: V x V. — K, welche
D(x,y) = m fiir alle z,y €V

erfillt, wird im Falle K = R als symmetrische Bilinearform (oder kurz sBF) und
im Falle K = C als Hermitesche Form (oder kurz HF) bezeichnet. Fir solche
Formen verwendet man anstelle von ®(x,y) hdufig auch die Notation (z,y).
Insbesondere gilt dann @(z,x) = (z,z) € R fir alle z € V.

Beispielsweise definiert
¢: K" x K" — K, (z,y) — 2" -7,

eine sBF bzw. HF, wobei diese Abbildung in ausfiihrlicher Schreibweise wie folgt
gegeben ist:
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n
((xh o 7x7b)ta (yh oo 7yn)t) — le . yl
i=1

Man erkennt leicht, dass die Form @ nicht ausgeartet ist, da etwa @(x,z) > 0
fiir  # 0 gilt. Andererseits wird durch die Vorschrift

r
((‘/L.lv .. 7‘In)t7 (yh ... 7yn)t) [ — le : yi7
=1

wobei man nur bis zu einer Zahl r < n summiere, eine ausgeartete Form auf K”
erklart.

Definition 3. Fine sBF bzw. HF @: V x V — K heif$t positiv semi-definit,
falls ®(x,x) > 0 fiir alle x € V gilt. Gilt sogar &(x,x) > 0 fir alle x € V — {0},
so bezeichnet man @ als positiv definit. Man spricht dann auch von einem Ska-
larprodukt auf V und nennt das Paar (V,®) im Falle K = R einen euklidischen
Vektorraum, sowie im Falle K = C einen unitdren Vektorraum.

Die oben betrachtete Form K" x K* — K, (z,y) —— x' -7y definiert
beispielsweise ein Skalarprodukt auf K", und zwar das so genannte kanonische
Skalarprodukt.

Satz 4 (Schwarzsche Ungleichung). Sei @: V xV — K, (z,y) — (z,y), eine
positiv semi-definite sBF bzw. HF auf einem K- Vektorraum V. Dann besteht
fir x,y € V folgende Ungleichung:

(2, )] < (2,2) - (y,v)

Ist @ sogar positiv definit, so gilt in dieser Formel genau dann das Gleichheits-
zeichen, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Man wéhle «, 6 € K beliebig. Dann gilt

0 < {az + By, azx + Py)
= aa(z, ) + af(z,y) + Baly,z) + 83(y, y)
= aa(z, z) + 2Re(aB(z,y)) + B3y, y).

Hat man nun (z,z) = (y,y) = 0, so setze man speziell « = —1 und § = (x, y).
Es folgt B
0 < 2Re(aB{z,y)) = —2|{z,y)[* <0

und damit (x,y) = 0, also insbesondere
[z, 9)I* < (z,2) - (y, ).

Sei nun (z,z) > 0. In diesem Falle setze man

a:—(x,y>, ﬂ:<$,.’13>.
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Dann folgt

0 < (o, y) [z, 2) = 2/(z, 9)|*(z, 2) + (z,2)*(y,y)
= —|(z, ) *(z, 2) + (z,2)*(y, y),
also wie gewiinscht
[z, ) * < (2, 2) - (y,)-

Der Fall (y,y) > 0 ldsst sich entsprechend behandeln.
Sind schliefflich z,y € V linear abhéngig, so ist einer dieser Vektoren ein
Vielfaches des anderen, und es ergibt sich ohne Schwierigkeiten

[z, 9)|* = (z,2) - (y, ).

Ist umgekehrt diese Gleichung gegeben, so erhilt man mit

Oé:—<I,y>7 6:<I,l'>
wie oben

(ax + By, ax + By)
= (=, y)[*(z, 2) = 2(z, )| (2, ) + (z,2)*(y,y) = 0.

Ist nun @ positiv definit, so ergibt sich ax + Sy = 0, und man sieht, dass x,y
linear abhéngig sind. Fiir = 0 ist dies némlich trivialerweise klar und fiir z # 0
ebenfalls; da dann der Koeffizient 8 = (z,z) aufgrund der positiven Definitheit
von @ nicht verschwindet. g

Korollar 5. Sei @: V x V — K positiv semi-definite sBF bzw. HF. Es ist @
genau dann positiv definit, wenn @ nicht ausgeartet ist.

Ist &: V xV — K positiv semi-definite sBF bzw. HF, so gilt (z,z) > 0 fiir
alle z € V, und man bezeichnet mit |z| = \/(z,z) die Linge oder den Betrag
eines Vektors x € V' (beziiglich @). Der so definierte Betrag von Vektoren erfiillt
die gewohnliche Dreiecksungleichung:

Korollar 6. Sei @: V x V — K positiv semi-definite sBF bzw. HF. Dann gilt

fir z,y eV
|z +y| < [z + [yl

Beweis. Es gilt

[z +y)? = (z+y,2+y)
= (z,z) + 2Re((z, y)) + (v,9)
< (z,z) +2[(z, )| + (y,9)
< + 2|z ly| + [y
= (l= +y])®

und damit |z + y| < |z| + |y O
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An weiteren Eigenschaften des Betrages von Vektoren kénnen wir anfiihren:
Fir a € K, x € V gilt |az| = |a||z|. Ist ¢ sogar positiv definit, so ist |z| = 0
dquivalent zu x = 0. Weiter bezeichnet man einen Vektor x € V' als normiert,
falls (z,2) = 1 und damit |z| = 1 gilt. Fiir £ € V mit |z| # 0 ist beispielsweise
ﬁ normiert.

Im Falle des kanonischen Skalarprodukts auf dem R™ stimmt der Betrag ei-
nes Vektors x € R" gerade mit dem iiblichen euklidischen Abstand des Punktes
x vom Nullpunkt iiberein. Ist e € R" ein weiterer Vektor mit |e| = 1, so gilt

|z = (2, e)” + o — (2, e)el?,

wie man leicht nachrechnet. Geometrisch bedeutet dies aufgrund der Um-
kehrung des Satzes von Pythagoras, dass das Dreieck mit den Seitenléngen
|z], [{z, e)| und |z — (z, e)e| rechtwinklig ist:

Somit entsteht der Vektor (z,e) - e, indem man x senkrecht auf den durch e
gegebenen Unterraum R - e C R™ projiziert. Mit anderen Worten, das Skalar-
produkt zweier Vektoren z,y € R™ — {0} ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich
dem Produkt von |y| mit dem Betrag der senkrechten Projektion von z auf den
Unterraum R -y C R™.

Die Méglichkeit, mit  — (z,e) - e aus = einen Vektor zu konstruieren, der
senkrecht auf e steht, ist im Ubrigen die zentrale Idee des Orthonormalisierungs-
verfahrens von E. Schmidt, das wir im nachfolgenden Abschnitt 7.2 behandeln
werden.

Aufgaben

Falls nicht anders bestimmt, sei V' ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und
@:V x V — R eine symmetrische Bilinearform auf V.

1. Man definiere den Kern von @ durch
kerd ={x €V ; &(z,y) =0 fir alle y € V}

und zeige, dass @ eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V/ ker &
induziert.



7.2 Orthogonalitéit 251

2. Man definiere die zu & gehorige quadratische Form q: V — R, indem man
q(z) = P(x,x) fiir x € V setze, und zeige, dass @ durch ¢ eindeutig bestimmt ist.

3. Es sei @ positiv definit. Fiir z,y € V, y # 0, betrachte man die polynomiale
Funktion p(t) = | + ty|? in t € R. Man bestimme séimtliche Nullstellen von p(t)
und folgere die Schwarzsche Ungleichung in der Version von Satz 4 fiir den Fall
K =R.

4. Es sei @ positiv definit. Fiir z,y € V — {0} zeige man:

(i) Esgilt —1 < P(z.y) < 1. Aus der Infinitesimalrechnung ergibt sich damit die

[z] [yl
Existenz eines Winkels 0 < w < 7 mit ‘le |y‘)

(ii) Es gilt der Cosinus-Satz:

= COSW.

| —y[* = o + |y[* — 2l[|y| cosw

5. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und V* sein Dualraum, sowie
W der K-Vektorraum aller K-bilinearen Abbildungen V x V — K. Man zei-
ge, dass die Abbildung Homg (V,V*) — W, welche einem Homomorphismus
@: V — V* die Abbildung

VxV—K, (z,y) — o(z)(y),

zuordnet, ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist.

7.2 Orthogonalitiat

Definition 1. Sei ¢: V xV — K, (x,y) — (z,y), eine sBF bzw. HF.
Zwei Vektoren x,y € V heiffen orthogonal bzw. senkrecht zueinander, wenn
(z,y) = 0 gilt. Ein System M wvon Vektoren aus V mit 0 ¢ M heifit Ortho-
gonalsystem, wenn je zwei Vektoren aus M zueinander orthogonal sind. Gilt
zusdtzlich (x,x) =1 fir alle v € M, so spricht man auch von einem Orthonor-
malsystem.

Bemerkung 2. Sei @: V x V — K ein Skalarprodukt. Ist dann M ein Or-
thogonalsystem von Vektoren aus V', so ist M linear unabhdngig.

Beweis. Zu einem endlichen Teilsystem z1,...,z, von M betrachte man Koef-
fizienten oy, ..., a, € Kmit >, ay2; = 0. Dann ergibt sich fir j=1,....n
Za,xz,xj ZO‘Z Ti, ;) = o (x4, Tj)
=1
und damit a; = 0 wegen (z;,z;) > 0. O

Definition 3. Sei @: V x V. — K ein Skalarprodukt. Ein System M wvon
Vektoren ey, ..., e, € V wird als Orthogonalbasis (bzw. Orthonormalbasis) von
V' bezeichnet, wenn M folgende Bedingungen erfillt:
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(i) M ist eine Basis von V.
(ii) M ist ein Orthogonalsystem (bzw. Orthonormalsystem).

Das Skalarprodukt von Vektoren, die als Linearkombinationen von Elemen-
ten einer Orthonormalbasis M = (ey,...,e,) dargestellt sind, ldsst sich in ein-
facher Weise berechnen:

Zoz 6172@ €;) = Z aiﬁ]‘<€i7€j>

Jl

= Z (1733]-51;3' = Zazﬁz
=1

ij=1

Betrachtet man beispielsweise das kanonische Skalarprodukt auf K", so bildet
die kanonische Basis von K" eine Orthonormalbasis.

Als Nichstes wollen wir das so genannte Orthonormalisierungsverfahren
von E. Schmidt besprechen, mit dessen Hilfe man Basen in euklidischen bzw.
unitidren Vektorrdumen zu Orthonormalbasen abéndern kann. Zunéchst behan-
deln wir den Kernschritt dieses Verfahrens, einen Schritt, den wir fiir das kanoni-
sche Skalarprodukt auf dem R™ bereits zum Ende von Abschnitt 7.1 geometrisch
motiviert hatten.

Lemma 4. Sei @: V x V. — K ein Skalarprodukt, und sei ey, ..., ey eine
Orthonormalbasis eines Untervektorraums U C V. Dann ist

k
py:V—U, erj e,

eine surjektive K-lineare Abbildung, die so genannte orthogonale Projektion
auf U. Diese beschrinkt sich auf U zur identischen Abbildung und erfullt im
Ubrigen die Gleichung (x — py(z),y) = 0 fir + € V und y € U. Durch diese
Gleichung ist py als K-lineare Abbildung V — U eindeutig bestimmd.

Beweis. Die Abbildung py ist K-linear, da die Form (z,y) K-linear in x ist. Gilt
. k
weiter z = >, ae; € U, so hat man

k k
(z,€5) = <Z ajei e5) = Z%’(@i,ej) = aj,
i=1 i=1

und es folgt insbesondere py |y = idy. Weiter ergibt sich

k
(x —pu(x), e5) = (x,e;) Z )€, €5)

i=1

= <I7€j> - <‘T’€j><6]7€]>

d. h. z — py(z) ist orthogonal zu ey, ..., e, und damit zu U.
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Ist gy: V — U irgendeine lineare Abbildung mit (z — gy (z),y) = 0 fiir
z € V und y € U, so hat man insbesondere (py(z) — gu(x),y) =0 firz € V
und y € U. Da sich das Skalarprodukt von V' zu einem Skalarprodukt auf U
beschrénkt, gilt notwendig py(z) —qu(z) = 0 fiir © € V und damit py = gy. O

Ist nun zy,...,x, eine Basis eines euklidischen bzw. unitdren K-Vektor-
raums, so kann man zunichst x; normieren, also den Vektor e; = |z;|7! - 2y
betrachten. Sodann kann man geméfl Lemma 4 die Projektion p; von V auf
den Untervektorraum U; = Ke; bilden. Der Vektor e, = x5 — pi(z2) ist dann
orthogonal zu e;, und e; bildet zusammen mit |e5|~! - ¢} ein Orthonormalsys-
tem ep, es. Fahrt man in dieser Weise fort, so kann man die Basis z1,...,z,
orthonormalisieren, d. h. insgesamt in eine Orthonormalbasis iiberfithren. Wir
wollen dieses Resultat hier noch genauer formulieren und beweisen.

Satz 5. Sei &: V x V — K ein Skalarprodukt, und sei x1,...,x, eine Basis

von V. Dann ezxistieren eindeutig Vektoren ey, ... e, € V, so dass gilt:
(i) e1,...,ey ist eine Orthonormalbasis von V.
(il) @, Kei =P, Ka; fir k=1,...,n
(iii) Fiir die Basiswechselmatric Ay = Aiag, x, mit B, = (e1,...,ex) und
Xi=(x1,...,2%) gilt det Ay, >0, k=1,....,n
Genauer lassen sich die Vektoren ey fir k = 1,...,n in induktiver Weise

wie folgt konstruieren:

k-1 k-1
er = |zg — Z(Ik,ej>ej|_l Z Tk, €5)€5).
j=1 j=1

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenzaussage und verwenden dabei Induk-
tion nach n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Sei also n > 0, und sei
€1, ..., en_1 eine Orthonormalbasis von U,,_; = @" ! Kzx;, welche d1e gewiinsch-
ten Elgenschaften besitzt. Man hat dann z, & U,_; = @1: Ke;, so dass
Tp — Pn_1(x,) von Null verschieden ist; p,_1: V — U,_1 sei die Projektion
gemifl Lemma 4. Dann ist

€n = |xn - pnfl('rn)|71 : (r[f'n - pnfl(xn))

wohldefiniert, und es folgt mit Bemerkung 2 sowie Lemma 4, dass ey, ..., e,
eine Orthonormalbasis von V' bilden. Weiter besteht geméfl Definition von e,
eine Gleichung des Typs

en =0 -Tp+Y

mit einer Konstanten o > 0 und einem Vektor y € U,,_;. Hieraus ergibt sich

o An—l *
An - < 0 Oé) )

und es folgt det A,, = a - det A,,_; > 0 wegen a,det A,,_; > 0.

1 GemiB unserer Konvention schlieBt det Az, > 0 die Bedingung det Aj, € R mit ein.
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Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage sei fi,.. ., f, eine Orthonormalbasis
von V, die den Eigenschaften (ii) und (iii) geniigt. Wiederum verwenden wir
Induktion nach n, um f; = e; fiir i = 1,...,n zu zeigen, wobei der Induktions-
anfang n = 0 trivial ist. Sei also n > 0. Nach Induktionsvoraussetzung diirfen
wir f; = e; fiir i = 1,...,n — 1 annehmen. Dann existiert eine Gleichung des
Typs

fn=a -z, +y
mit a € K, y € U,,_. Folglich hat die Basiswechselmatrix A;q g/ x, wobei wir die
Basen E' = (f1,..., fa) = (e1,...,€n_1, fn) und X = (z1,...,2,) verwenden,

die Gestalt
_ Anfl *
= (% 0)

und es folgt a > 0 wegen det A, det A,_1 > 0. Nun gilt aber U,,_; = EBZ;I Ke;,
und wir kénnen y daher als Linearkombination der ey, ..., e,_; schreiben. Folg-
lich gibt es Konstanten (i, ..., 8,—1 € K mit

n—1

fo=alzn =Y Biei).
i=1
Firi=1,...,n— 1 gilt dann

0= (fn,ei) = a({zn, ) — Bi),

also B; = (x,, e;), also

Aus der Gleichung

n—1

i=1

ergibt sich dann

n—1
a =z, =Y (nee]
i=1
und somit f,, = e,, was zu zeigen war. O

Korollar 6. Jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitdare Vektorraum V.
besitzt eine Orthonormalbasis. Jede Orthonormalbasis eines Untervektorraums
U C V lisst sich zu einer Orthonormalbasis von V' ergdinzen.

Korollar 7. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vek-
torraum, und sei Vi C Vo C ...V, =V eine Kette von K-Untervektorriumen.
Sei dimg V; = n;. Dann ezistiert eine Orthonormalbasis ey, ..., e, von V, so
dass ey, ..., e, jeweils eine Orthonormalbasis von V; ist, i =1,...,r.
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Ist V ein K-Vektorraum mit einer sBF oder HF, so heiflen zwei Teilmengen
M, N C V orthogonal, in Zeichen M L N, wenn stets (z,y) = 0 fiir z € M,
y € N gilt. Man schreibt dabei auch = L y anstelle von (z,y) = 0, wobei = L y
dquivalent zu y L x ist. AuBlerdem kann man zu einer Teilmenge M C V den
K-Untervektorraum

Mt={zeV;x Lyfiraleyec M}

betrachten. Fiir einen Untervektorraum W C V bezeichnet man W+ als das
orthogonale Komplement von W in V.

Korollar 8. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vek-
torraum, und ses W C V' ein Untervektorraum. Dann gilt:

(i) V=W @ W+, insbesondere dimg Wt = dimg V — dimg W.

(i) WHE=w.

Beweis. Man wéhle eine Orthonormalbasis e, ..., e, von W, und erginze diese
durch Elemente e,.1,...e, zu einer Orthonormalbasis von V; vgl. Korollar 6.
Fir W' = @} ., Ke; gilt dann W L W’ und deshalb W' C W+, Sei nun
x =Y " ae; € W Die Gleichungen (z,e;) = 0 fiir i = 1,...,r zeigen dann
a; = 0 fiir i = 1,...,7 und somit z € W’. Es gilt also W+ = W’ und damit
V = W @ W+. Die gleiche Argumentation, angewandt auf W+ anstelle von W,

ergibt (W)L =Ww. O

Als Anwendung wollen wir noch auf das Volumen eines Parallelotops im R”
eingehen. Fiir ein linear unabhingiges System von Vektoren xi,...,z, € R”
bezeichne

P(ml,..‘,xr)z{xER”;x=Za¢a¢i mit 0 < o < 1}

i=1

das von diesen Vektoren aufgespannte r-dimensionale Parallelotop. Handelt es
sich fiir r = n bei zy,...,x, beispielsweise um die Einheitsvektoren im R", so
ist P(z1,...,2,) gerade der n-dimensionale Einheitswiirfel.

Wir fassen, wie iiblich, R™ als euklidischen Vektorraum mit dem kanoni-
schen Skalarprodukt auf. Zu einem r-dimensionalen Parallelotop P(z1,...,z;)
betrachte man den von x4, ..., z, erzeugten r-dimensionalen Untervektorraum
U C R" und wéhle eine Orthonormalbasis M = (ey,...,e,) in U. Sodann sei
dety; diejenige Determinantenfunktion auf U, die auf der Basis M den Wert
1 annimmt; vgl. 4.2/8. In dieser Situation wird das Volumen des Parallelotops
definiert durch

VOI(P(.’L'l, ce ,IL'T)) = | detjw(.’L'l, ce ,.’I}r)|.

Natiirlich ist zu zeigen, dass diese Definition unabhingig von der Wahl der
Orthonormalbasis M von U ist. Auch wollen wir plausibel machen, dass das
Volumen mit der anschaulichen Vorstellung des Volumens eines Kérpers im R”
iibereinstimmt.
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Satz 9. Fir Vektoren x1,...,x, € K" sei die zugehirige Gramsche Determi-
nante definiert durch

(x1,21) ... (x1,2,)
G(z1,...,x,) = det .
(T, z1) oo {xp )

mit (-,-) als kanonischem Skalarprodukt auf K". Es gilt G(z1,...,x,) > 0, wobei

G(z1,...,z,) genau dann verschwindet, wenn x1, ..., x, linear abhingig sind.
Sind xq,...,x, linear unabhingig und ist M = (ey,...,e,) eine Orthonor-
malbasis des von x1,...,x, erzeugten linearen Unterraums im K", so besteht

die Beziehung
G(x1,...,2,) = |dety(z1,... 2,

Man beachte, dass die Aussage fiir r = 2 gerade die Schwarzsche Unglei-
chung 7.1/4 ergibt, und zwar unabhiingig von dem Beweis, der in 7.1/4 gegeben
wurde. Weiter konnen wir feststellen:

Korollar 10. Das Volumen eines Parallelotops P(x1,...,x,) C R" ist wohlde-
finiert, es gilt

[SIE

Vol(P(x1,...,2,)) = G(z1,...,2)%.

Beweis zu Satz 9. Sind xq, ..., 2, linear abhéngig, so sieht man unmittelbar,
dass die Spalten bzw. Zeilen in der Matrix der Gramschen Determinante li-
near abhéngig sind, also G(z1,...,z,) = 0 gilt. Seien daher z,...,z, linear

unabhéngig. Dann erzeugen diese Vektoren einen r-dimensionalen Untervektor-
raum U C K", der wiederum mit einem Skalarprodukt versehen ist, und wir
konnen gemifl Satz 5 eine Orthonormalbasis M = (ey,...,e,) in U wihlen.
Bezeichnen wir dann mit xy py, ..., 2, die Koordinatenspaltenvektoren von
Ty, ..., 2, beziiglich der Basis M, so gilt

(@1ads )’ (@ags - Tenr) = ((0,25) )i =1,
Insbesondere folgt
|detyr(zy, ..., z,) 2 = |det(ziar, - - zens))* = G20, ..., 7,)

und damit G(z1,...,z,) > 0, da x1,...,z, linear unabhéngig sind. d

Wir wollen nun noch plausibel machen, dass das definierte Volumen eines
Parallelotops

[NIE

Vol(P(z1, ... ,x,)) = |detp (a1, ..., 2)| = Gy, ..., 2,)

(mit einer Orthonormalbasis M = (ey,...,e,) des von zy, ..., z, erzeugten Un-
tervektorraums von R") auch in anschaulicher Weise dem r-dimensionalen Vo-
lumen von P(xy,...,z,) entspricht. Fiir r = 1 ist dies unmittelbar klar. Fur
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r > 1 betrachte man die orthogonale Projektion py: V — U := Z:;ll Rz;. Es
ist dann 2/, = x, — py(x,) orthogonal zu U, also zu w1, ..., z,_;. Folglich gilt

Vol(P(xy,...,x,)) = |detp(z1, ..., ;)]

=|detpr(z1, ..., 21, 2.)| = Vol(P(x1, ..., 201, 2.))
und weiter

Vol(P(xy, .., 2,))* = Vol(P(a,..., w1, ]))°

<IE1,1'1> .o <I1,IT_1> 0
— dot .. . ..
(Tp1,m1) ... (@1, 70) 0
0 0 (al, )
<.73'1,.7)1> e <Z’17$T71>
= det . . |l ?
<Ir—1,$1> <l“r—1,Ir—1>

= VOI(P(J;h cee 7117“71))2 : |T;;|2

Nun ist |2/| als senkrechter Abstand von x, zu U zu interpretieren; vgl. hierzu
auch Aufgabe 4. Somit ergibt sich das Volumen des r-dimensionalen Paralle-
lotops P(xy,...,,) als Produkt aus dem Volumen der (r — 1)-dimensionalen
“Grundfliche” P(z1,...,z,_1) mit der “Hohe” von z, iiber dieser Grundflache.
In induktiver Weise folgt daher, dass das definierte Volumen eines Parallelotops
mit dem eines Quaders iibereinstimmt, der die gleichen Hohenverhéltnisse hat,
was mit der anschaulichen Vorstellung iibereinstimmt.

Aufgaben

1. Man betrachte R3 als euklidischen Vektorraum mit dem kanonischen Skalarpro-
dukt und wende das Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt auf die Basis
(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) € R* an.

2. Fiir n € N sei R[T"],, C R[T"] der R-Untervektorraum aller Polynome vom Grad
< n. Man zeige, dass durch

1
(f.g) = / F(Og0dt,  f.g € R[T],.

ein positiv definites Skalarprodukt auf R[T],, definiert wird. Fiir n = 2 wende
man das E. Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis 1,7, T2
von R[T]s an.

3. Es sei V ein euklidischer bzw. unitidrer K-Vektorraum mit Basis x1, ..., z,, aus
der man durch Anwenden des E. Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
die Orthonormalbasis e, . .., e, erhalte. Man zeige fiir Konstanten 1, ...,e, € K
mit |¢;] = 1, dass das Orthonormalisierungsverfahren die Basis €121, ..., €,2, in

die Orthonormalbasis e1eq, ..., epe, tiberfiihrt.
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4. Es sei V ein euklidischer bzw. unitédrer K-Vektorraum, U C V ein Untervektor-
raum und u € V — U. Man zeige:

(i) Es existiert genau ein ug € U mit v —ug € U*.
(if) Fiir alle w € U mit u # ug gilt |v — u| > |v — yg).
5. Es sei V = R"™ "™ der R-Vektorraum aller reellen (n x n)-Matrizen. Man zeige:

(i) Durch (A, B) = Spur(A - B) wird auf V eine nicht-ausgeartete symmetri-
sche Bilinearform erklért.

(ii) Sei Uy ={U € V; U' = U} der Untervekrorraum aller symmetrischen und
U_ ={U € V; U = —U} der Untervektorraum aller schiefsymmetrischen
Matrizen. Es gilt

V=U,®U_, ut=0_, Ut=U,.

(iii) Es ist @ positiv definit auf Uy und negativ definit auf U_, d. h. es gilt
D(A,A) >0 fiir alle A € V; — {0} und @(A, A) < 0 fur alle A € V_ — {0}.

7.3 Sesquilinearformen und Matrizen

Fiir eine Matrix A = (jj)i=1,...,m € K™*" bezeichnet man mit

.....

j=1,..,n

A = (Tyj)i=1,...m € K™*"
=1,..m

em €KX

die transponierte Matrix, sowie mit

A* =A" = (@;)j=1..n € K™
i=1,...,m
die adjungierte Matrix zu A. Dabei ist zu beachten, dass hier die Bezeichnung
“adjungiert” in einem anderen Sinne als in Abschnitt 4.4 gemeint ist. Fiir das
Rechnen mit konjugierten Matrizen gelten folgende Regeln; A, B seien Matrizen,
c € K sei eine Konstante:

A+B=A+B
c-A=¢-A
A-B=A-B

A= ()
det A =det A

Fiir das Transponieren von Matrizen hatten wir bereits die folgenden Rechen-
regeln kennen gelernt:
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(A+Bt +Bt

(A ) = (At)
det A' = det A

Und zwar ergeben sich die ersten beiden Gleichungen aus 3.2/6, die dritte,
sowie als leichte Folgerung auch die vierte aus 3.2/8, und schliefilich die letzte
aus 4.3/4. Somit ergeben sich folgende Regeln fiir das Rechnen mit adjungierten
Matrizen:

(AT = (4™
det A* = det A

Wir wollen im Folgenden Sesquilinearformen mit Hilfe von Matrizen beschrei-
ben.

Definition 1. Sei @: V xV — K eine Sesquilinearform auf einem K- Vektor-
raum V mit Basis X = (z1,...,z,). Dann heifit

A@,X = (@(ZL‘Z',ZE]‘))Z] 1,...,n S Knxn

die zu @ gehorige Matrix beziiglich der Basis X.

Satz 2. Sei @: V x V — K eine Sesquilinearform auf einem K- Vektorraum
V' mit Basis X = (x1,...,2,). Bezeichnel dann wie iblich ax den Koordina-
tenspaltenvektor zu einem Vektor a € V', so gilt fir a,b € V

@(mb) = atX . A@,X . Ex,

und die Matriz Ag x € K"*™ ist durch diese Beziehung eindeutig charakterisiert.
Weiter ist @ genau dann nicht ausgeartet, wenn det Ag x # 0 gilt.

Beweis. Sei a = Y1 a;x;, b= 7| Bja;. Dann folgt
Zaz' 37171'] /B'—atX'Aq},X'EXa
i,j=1
wie behauptet. Hat man andererseits eine Matrix A = (ay;);; € K™ mit
®(a,b) = a’y - A by,

fiir a,b € V, so ergibt sich, indem man x1,...,x, fiir a bzw. b einsetzt,
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D(2i,25) = ij

und damit A = Ag x, d. h. die Matrix A = Ag x ist durch obige Beziehung
eindeutig bestimmt.

Sei nun @ ausgeartet, etwa ausgeartet im ersten Argument. Sei also a € V'
von Null verschieden mit @(a,b) = 0 fiir alle b € V. Dann gilt

CLtX'AQ)(‘EX:O fiir alle b € V.

Indem man dies fiir b = zy,...,2, anwendet, erhilt man a’ - Ag x = 0. Die
K-lineare Abbildung

K" — K", xr—>Afp,X~1’,
hat daher einen nicht-trivialen Kern, und es ergibt sich
det AQX = det AEP,X =0

mit 4.3/4. Umgekehrt folgt mittels 2.1/11 und 4.3/4 aus einer solchen Gleichung,
dass @ im ersten Argument ausgeartet ist. Der Fall, dass @ im zweiten Argument
ausgeartet ist, lasst sich entsprechend behandeln. 0

Der vorstehende Beweis zeigt genauer:

Korollar 3. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis X.
Dann definiert die Zuordnung @ —— Ag x eine bijektive Abbildung zwischen
der Menge aller Sesquilinearformen @:V x V — K und der Menge der
(n x n)-Matrizen K™, Weiter ist fiir eine solche Sesquilinearform @ dqui-
valent:

(i) ®(a,b) =0 fir alle b € V impliziert a = 0.

(i) @(a,b) =0 fir alle a € V impliziert b = 0.

(iii) @ ist nicht-ausgeartet.

(IV) det AQX 7é 0.

Korollar 4. Sei @: V x V — K eine Sesquilinearform auf einem endlich-
dimensionalen K- Vektorraum V mit Basis X. Dann ist dquivalent:

(i) @ ist eine sBF bzw. HF, d. h. fir alle a,b € V gilt ®(a,b) = &(b,a).
(i) Agx = (Asx)*.

Beweis. Fiir a,b € V gilt

D(b,a) = (b - Ap x -ax) = 5} 'Zé,X ax

= (F;( 'Z@_’X . (Zx)t = afx . (A@yx)* . Bx.

Nach Satz 2 ist die Gleichung &(a,b) = &(b,a) fiir a,b € V daher dquivalent zu
A<P,X = (Adij)*. O
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Als Néchstes wollen wir untersuchen, wie sich ein Basiswechsel in V' auf die
beschreibende Matrix Ag x einer Sesquilinearform @: V' x V' — K auswirkt. In
Abschnitt 3.4 hatten wir Basiswechselmatrizen der Form Ajqy,x zu gegebenen
Basen Y und X von V betrachtet. Wir werden im Folgenden anstelle von Ajq y,x
abkiirzend Ay x schreiben.

Satz 5. Sei @: V x V. — K eine Sesquilinearform auf einem endlich-
dimensionalen K- Vektorraum V mit Basen X und Y. Dann gilt

. _
Apy = Ay,x - Ag x - Ay x.

Beweis. Man hat ax = Ay x - ay fiir a € V, folglich fiir a,b € V
@(a, b) = CLS( . A@yx . EX
= (AY,X : &Y)t : A@,X . (AY,X . by)

= CL§/ . Ag/,X . AQSYX 'ZY,X 'EY
und deshalb Agy = A} - Apx - Ay x geméiB Satz 2. O

Korollar 6. Sei @: VxV — K eine Sesquilinearform auf einem K- Vektorraum
V' mit Basis X = (x1,...,2,). Dann ist dquivalent:

(i) @ ist ein Skalarprodukt, also eine positiv definite sBF bzw. HF.

(ii) Es existiert eine Matriz S € Gl(n,K), so dass gilt:

St Apx-S=EFE

Dabei ist E € K™ die Einheitsmatriz.

Beweis. Sei zuniéchst @ ein Skalarprodukt. Dann besitzt V' nach 7.2/5 eine
Orthonormalbasis Y. Es gilt also Agy = E, und man erhélt S*- Ag x .S=F
mit S = Ay x aus Satz 5.

Gilt umgekehrt S*- Ag x - S = E fiir ein S € Gl(n,K), so kann man S als
Basiswechselmatrix des Typs Ay x auffassen, so dass also Agy = F gilt. @ ist
dann ein Skalarprodukt. O

Korollar 7. Ist : V x V — K ein Skalarprodukt auf einem endlich-dimen-
stonalen K- Vektorraum V', so gilt det Ag x > 0 fir alle Basen X von V.

Beweis. Sei X eine Orthonormalbasis von V' ; vgl. 7.2/5, es gilt Ag x = E. Fiir
eine weitere Basis Y von V erhélt man unter Verwendung der Gleichung aus
Satz 5

det AQY = det A?X - det AQS’X - det Ay_’X
= det AY,X - det Ay)( = |det14y7x|2 > 0,

da detAxX 550 O
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Abschlielend wollen wir noch ein Determinantenkriterium fiir die positive
Definitheit einer sBF bzw. HF geben.

Satz 8. Sei @: V x V — K eine sBF bzw. HF auf einem K- Vektorraum V
mit Basis X = (x1,...,x,). Man betrachte die Matrizen

Ar = (@(;z:i,x]-))m:lw,, € ]KTXT, r= 1, RN

Dann ist dquivalent:
(i) @ ist positiv definit und damit ein Skalarprodukt.
(i) det A, >0 fiir r=1,...,n.

Beweis. Die Implikation (i)== (ii) ist leicht einzusehen. Man schrinke ¢ auf

die Untervektorrdume V, = > Kz, ein, r = 1,...,n. Korollar 7 zeigt dann
det A, > 0.
Zum Nachweis der Umkehrung nehmen wir det A, > 0 an fir r = 1,...,n

und zeigen mit Induktion nach n, dass @ ein Skalarprodukt ist. Der Fall n = 1
ist trivial, da dann z; eine Basis von V ist und ®(z1,21) = det A; > 0 gilt. Sei
also n > 1. Dann ist @y, _, positiv definit nach Induktionsvoraussetzung, und
es besitzt V,,_1 nach 7.2/5 eine Orthonormalbasis ey, ..., e,_1. Weiter ist mit
7.2/4 leicht zu sehen, dass ey, ..., e,_1 zusammen mit

n—1
T =T, — Z@(xn, ei)e;
i—1

eine Orthogonalbasis Y von V bilden, wobei

1 0
Asy =
1 0
0 0 B2l )

gilt. Mit S = Ay x folgt dann Agy = S'A,S aus Satz 5 und damit
@2, 2)) = det Apy = |det S|* - det A, > 0.

Setzen wir daher

1 !/
ep = —F— -
P(x,, 7
so gilt ®(en,e,) = 1, und es bilden ey,..., e, eine Orthonormalbasis von V.
Insbesondere ist @ positiv definit. O

In der Situation von Satz 8 bezeichnet man die Determinanten det A,
r = 1,...,n, auch als die Hauptunterdeterminanten der Matrix Ag x. Durch
Kombination von Korollar 4 mit Satz 8 ergibt sich dann:
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Korollar 9. Fiir eine Matriz A € K™ betrachte man die Sesquilinearform
¢ K'x K" — K, (a,b) —a'- A-b.

Dann ist daquivalent:
(i) @ ist ein Skalarprodukt.
(ii) A= A* und alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv.

Aufgaben
V sei stets ein K-Vektorraum der Dimension n < oo.

1. Man zeige, dass die Menge aller Sesquilinearformen V' x V' — K unter der Ad-
dition und skalaren Multiplikation von K-wertigen Funktionen auf V' x V einen
K-Vektorraum und insbesondere auch einen R-Vektorraum bildet. Man berech-
ne jeweils die Dimension. Welche der folgenden Teilmengen bilden lineare Un-
terrdume tiber R bzw. C? Man berechne gegebenenfalls die zugehorige Dimen-
sion.

(i) Symmetrische Bilinearformen im Falle K = R
(ii) Hermitesche Formen im Falle K = C
(iii) Skalarprodukte
2. Im Falle dimg V' > 2 konstruiere man eine nicht-ausgeartete sBF bzw. HF @ auf V'

sowie einen nicht-trivialen linearen Unterraum U C V, so dass @|yxy ausgeartet
ist.

3. Es sei @ eine positiv semi-definite sSBF bzw. HF auf V. Man zeige, dass es eine
Basis X von V gibt, so dass die zugehorige Matrix Ag x eine Diagonalmatrix mit
Diagonaleintrégen 1 oder 0 ist, also mit A x = Diag(1,...,1,0,...,0).

4. Es sei @ eine sBF bzw. HF auf V und X eine Basis von V. Man zeige, dass
alle Hauptunterdeterminanten von Ag x reelle Zahlen > 0 sind, falls ¢ positiv
semi-definit ist. Gilt auch die Umkehrung?

ot

Fiir eine Matrix A € K»*" gilt genau dann A* = A~!, wenn die Spalten (bzw.
Zeilen) von A eine Orthonormalbasis in K™ bilden. Eine solche Matrix wird als
orthogonal (fiir K = R) bzw. unitdr (fir K = C) bezeichnet.

6. Es sei @ ein Skalarprodukt auf V. Man zeige fiir jedes weitere Skalarprodukt ¥
auf V: Es existiert ein Endomorphismus f: V — V mit ¥(z,y) = ¢(f(x), f(y))
fiir alle z,y € V.

7. Fiir eine Matrix A € K™ zeige man: Durch {(a, b) = a?- A-b wird genau dann ein

Skalarprodukt auf K" definiert, wenn es eine Matrix S € Gl(n, K) mit A = S§*- S

gibt.

7.4 Die adjungierte Abbildung

Als Nichstes soll zu einem Endomorphismus ¢: V' —— V eines endlich-
dimensionalen euklidischen bzw. unitdren Vektorraums V' die so genannte ad-
jungierte Abbildung ¢*: V — V definiert werden. Diese Abbildung ldsst sich
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in einem gewissen Sinne als duale Abbildung zu ¢ interpretieren, weshalb sie
meist mit ©* bezeichnet wird. Allerdings werden wir zusétzlich aus Konstruk-
tionsgriinden auch die “echte” duale Abbildung zu ¢ (im Sinne von 2.3/2)
bendtigen, fiir die wir im Folgenden anstelle von ¢*: V* — V* die Nota-
tion ¢’': V' — V' verwenden werden. Wir beginnen mit einer technischen
Vorbetrachtung.

Zu einem K-Vektorraum V kann man wie folgt einen K-Vektorraum V bil-
den. Man setze V' = V als additive abelsche Gruppe, definiere aber die skalare
Multiplikation von V' durch

KxV —V, (,v) — aov :=a-v,

wobei zur Bildung des Produktes @-v die skalare Multiplikation von V' verwendet
werden soll. Man priift leicht nach, dass V auf diese Weise ein K-Vektorraum
ist und dass die K-Endomorphismen von V' mit den K-Endomorphismen von

V iibereinstimmen. Weiter gilt (V) = V, dimg(V) = dimg(V) und natiirlich
V=V fir K=R.

Lemma 1. Sei @: V x V. — K eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf
einem endlich-dimensionalen K- Vektorraum V. Ist dann V' = Homg (V,K) der
Dualraum von V', so wird durch

V-V, x— &+, x),
ein Isomorphismus von K- Vektorraumen erkldrt.

Beweis. Fiir z,y € V gilt

T(@+y) =22 +y) = 2(,2) + D(,y) = 7(2) + 7(y),
sowie fira € K, z € V

T(wver)=7(@- 1) =o(a-2) = - (1) = a-7(2),

d. h. ¢ ist K-linear. Weiter ist 7 injektiv, da ¢ nicht ausgeartet ist, und es gilt
dimg (V) = dimg (V) = dimg(V’) geméf 2.3/6. Dann ist ¢ aber aufgrund von
2.1/11 ein Isomorphismus. O

Satz 2. Sei @: V xV — K eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform auf einem
endlich-dimensionalen K- Vektorraum V', und sei ¢ € Endg (V). Dann ezistiert
eine eindeutig bestimmte Abbildung o™ € Endyg (V) mit

D(p(x),y) = Dz, 9™ (y))

fiir alle x,y € V. Man nennt ™ den zu ¢ adjungierten Endomorphismus.

Beweis. Wir betrachten den Dualraum V' zu V' sowie die von ¢ induzierte duale

Abbildung
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oV — V) fr— foo.

Indem wir den Isomorphismus 7: V 2% V' aus Lemma, 1 benutzen, kénnen wir
durch ¢* := 771 0¢’ o7 einen K-Endomorphismus ¢* von V bzw. V definieren,
so dass folglich das Diagramm

B v/

I

SN v

.6*
</ +— <

kommutiert. Somit gilt fiir y € V

D(p(-),y) = 7(y) 0 0 = ¢ (7(v)) = 7(¢"(y)) = D(-, ™ (y)),
also wie gewiinscht
P(p(x),y) = Pz, " (y))
fiir alle z,y € V. Dass ¢™ € Endg (V) durch diese Beziehung eindeutig bestimmt

ist, folgert man leicht aus der Tatsache, dass @ nicht ausgeartet ist. O

Korollar 3. Sei @: V x V — K eine nicht-ausgeartete sBF bzw. HF eines
endlich-dimensionalen K- Vektorraums V.

(i) Die Abbildung
*: Endg(V) — Endg(V), ¢ — ",
ist semi-linear, d. h. man hat

(a1 + Bps)* =g} + B
fiir o, B € K, @1, ¢ € Endg (V). Weiter gilt id* = id, sowie ©** = o fiir alle
$1; P ¥ ¥

(RS EHdK(V)

(ii) Es gilt

ker p* = (im )", ker p = (im ¢™)*

fir ¢ € Endg (V).

iii) Es gilt r = rgo* fir ¢ € Endg(V). Insbesondere ist enaw dann

(ili) Bs gilt rgp = 18¢ @ v g
bijektiv, wenn ©* bijektiv ist.

Beweis. (i) Fir z,y € V gilt

(1 + Bep2) (), y) = alpi (), y) + B{pa(z),y)
= oz, o (y)) + Bz, 05 (v))
= (z, (a1 + Be2)(y))

und damit (cp; + Bipe)* = apF + Bk gemiB Satz 2. In gleicher Weise zeigt
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(x,y) = (id(z),y) = (x,id*(y))

die Gleichung id* = id, sowie

(™ (x),y) = (. ¢*(x)) = (p(y), x) = (z,0(y))

die Gleichung ¢** = o.

(ii) Sei # € V. Da @ nicht ausgeartet ist, ist die Bedingung = € ker p*
dquivalent zu (v, p*(z)) = 0 fiir alle v € V, wegen (v, ™ (x)) = (p(v), z) aber
auch zu {p(v),x) = 0 fiir alle v € V und damit zu z € (im ¢)*. Weiter hat man
dann aufgrund von (i)

ker o = ker p** = (im ¢*)*.

(iii) Beriicksichtigen wir die Konstruktion von ¢™ im Beweis zu Satz 2, so
stimmt der Rang von ¢* mit dem Rang der zu ¢ dualen Abbildung iiberein.
Dieser ist jedoch nach 2.3/7 identisch mit dem Rang von ¢. Alternativ kénnen
wir aber unter Benutzung von (ii) auch wie folgt rechnen:

rgp = dim V — dim(ker ¢) = dim V' — dim(im ¢™)*
=dimV — (dimV —rgp*) = rgo*

Dabei wurde allerdings fiir den Unterraum U = im ¢™ C V die Formel
dimU + dim U+ = dim V

benutzt, welche wir in 7.2/8 nur fiir euklidische bzw. unitére Vektorrdume be-
wiesen hatten. O

Wir wollen nun adjungierte Abbildungen auch mittels Matrizen beschreiben.
Hierzu fixieren wir fiir den Rest dieses Abschnitts einen endlich-dimensionalen
K-Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt ®: V x V — K, also einen euklidi-
schen bzw. unitiren Vektorraum V.

Bemerkung 4. Sei X eine Orthonormalbasis von V. Fir ¢ € Endg(V) und
die zugehérige adjungierte Abbildung ©* gilt dann

A xx = (ALP,X,X)*'

Beweis. Die Matrix Ag x, welche @ beziiglich der Orthonormalbasis X be-
schreibt, ist die Einheitsmatrix. Folglich gilt fiir a,b € V gemifi 3.1/7 und
7.3/2

(p(a),b) = (Apxx -ax)' - Apx - bx = a% - AL x x - bx,
sowie

(a,9™(0)) = ax - Asx - (Apr x,x - bx) = aly - Ape x x - bx.
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Betrachten wir nun (p(a),b) = (a,¢*(b)) als Sesquilinearform in a,b € V, so
ergibt sich A’;,KX = Ay x x bzw. Ap x x = A;X’X mittels 7.3/2. |

Definition 5. Eine Abbildung ¢ € Endg(V) heifft normal, wenn ¢ mit der
zugehorigen adjungierten Abbildung kommutiert, d. h. wenn @ o p* = ¢* o0
gilt.

Satz 6. ¢ € Endg(V) ist genau dann normal, wenn
(p(@), o) = (¢*(2), 9" ()

fiir alle x,y € V gilt.

Beweis. Fiir x,y € V hat man

(o(x), e(y)) = (z, " 0 (y)),
(™ (), " (1) = (z, 00 0™ (v)),

wobei wir p** = ¢ ausgenutzt haben. Die Gleichung

(o(x),0(y) = (9" (2),¢™(¥), xyeV,

ist daher dquivalent zu

(z, 0" 0 p(y)) = (x, 000" (y), x,yeV,

sowie aufgrund der Tatsache, dass die Form (x,y) auf V nicht ausgeartet ist,
dquivalent zu

proply)=pop*y), yev,
also zu ™ 0 ¢ = Y o P*. g
Korollar 7. Sei ¢ € Endg (V) normal.
(i) Es gilt ker ¢ = ker ¢*.

(ii) Ein Vektor x € V ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A,
wenn x Eigenvektor von ©* zum Eigenwert X ist.

Beweis. Aussage (i) ergibt sich mittels Satz 6 aus der Gleichung
lo(@)? = (p(x), p(@)) = (¢*(2), 0" (@) = [p"(@)]*, zeV.
Weiter gilt fiir A € K gemafl Korollar 3
(Aid —)* = Xid -,

und man erkennt aufgrund der Normalitét von ¢, dass auch Aid —¢ wieder
normal ist. Folglich gilt nach (i)
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ker(\id —p) = ker((Aid —¢)™) = ker(Xid —p™),

also Aussage (ii). O

Wir wollen diese Information verwenden, um den so genannten Spektral-
satz fiir normale Abbildungen zu beweisen; Spektralsitze geben Auskunft {iber
Eigenwerte und Eigenvektoren von Homomorphismen von Vektorrdumen.

Satz 8. Es sei ¢ € Endg(V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches
Polynom x,, € K[T'] vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ist dquivalent:
(i) » ist normal.
(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von V| bestehend aus Eigenvektoren
beziiglich .

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) gegeben, also ¢ normal. Um (ii) zu zeigen,
verwenden wir Induktion nach n = dimg V', wobei der Fall n = 0 trivial ist. Sei
also n > 0. Da x,, vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt, besitzt ¢ mindestens
einen Eigenwert A und damit auch einen zugehorigen Eigenvektor e;. Indem wir
e1 normieren, diirfen wir = 1 annehmen. Man betrachte nun die Zerlegung

V =Ke; ® (Kel)l;

€1

vgl. 7.2/8. Dabei ist (Ke;)t ein p-invarianter Unterraum von V, denn fiir
x € (Key)* gilt unter Benutzung von Korollar 7 (ii)

(p(a),e1) = (2,9"(e1)) = (&, Aex) = Mz, e1) = 0.

Die vorstehende Zerlegung ist also eine Zerlegung in ¢-invariante Unterrdume
von V, und wir kénnen auf V = (Ke; )+ die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Es existiert daher eine Orthonormalbasis e,, . . . , €, von V, die aus Eigenvektoren
beziiglich ¢ besteht. Insgesamt ist dann ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von
V, die aus Eigenvektoren beziiglich ¢ besteht, d. h. Bedingung (ii) ist erfiillt.
Sei nun Bedingung (ii) gegeben, sei also X eine Orthonormalbasis von V|
die aus Eigenvektoren zu ¢ besteht. Dann ist die Matrix A, x x eine Diagonal-
matrix und folglich auch die Matrix Ay« x x = (A, x.x)*; vgl. Bemerkung 4. Da
Diagonalmatrizen miteinander kommutieren, gilt dasselbe fiir ¢ und ¢*, und
wir sehen, dass (i) gilt, ¢ also normal ist. O

Aufgaben

V' sei stets ein euklidischer bzw. unitirer K-Vektorraum endlicher Dimension, ¢
ein Endomorphismus von V und ¢* die zugehorige adjungierte Abbildung.
1. Man zeige Spur(yp o ¢™) > 0, wobei Spur(y o ™) genau fiir ¢ = 0 verschwindet.
2. Man zeige:
(i) Ist » normal, so gilt im ™ = im ¢.
(ii) Ist ¢ ein weiterer Endomorphismus von V und sind ¢, normal, so ist
p o1 =0 dquivalent zu 1) o p = 0.
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3. Fiir ¢ = ¢? zeige man: Es gilt genau dann ¢ = ¢*, wenn ker ¢ und im ¢ ortho-
gonal zueinander sind.

4. Fiir K = C zeige man: ¢ ist genau dann normal, wenn es ein Polynom p € C[T']
mit p* = p(p) gibt.

5. Fiir K = C und ¢ normal zeige man: Sind z,y € V zwei Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten, so gilt L y.

7.5 Isometrien, orthogonale und unitire Matrizen

Generell sei V' in diesem Abschnitt ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
mit einem Skalarprodukt @: V x V. — K, also ein euklidischer bzw. unitdrer
Vektorraum. Wir wollen im Folgenden Endomorphismen V. — V studieren,
die als solche nicht nur mit der Vektorraumstruktur von V vertrédglich sind,
sondern zusétzlich auch das Skalarprodukt respektieren und damit lingenerhal-
tend bzw., soweit definiert, auch winkelerhaltend sind. Es handelt sich um die
so genannten Isometrien.

Satz 1. Fir ¢ € Endg(V) ist dquivalent:
(i) Es gilt (p(z),p(y)) = (x,y) fir alle z,y € V.
(ii) o ist ein Isomorphismus mit p* = =1
(ili) Es gilt |p(x)| = |z| fir alle x € V.
(iv) Ist X eine Orthonormalbasis von V', so ist deren Bild ¢(X) ebenfalls
eine Orthonormalbasis von V.
(v) FEs existiert eine Orthonormalbasis X von V, so dass ¢(X) eine Ortho-
normalbasis von V' ist.
Sind diese Bedingungen erfillt, so bezeichnet man ¢ als eine Isometrie. Im
Falle K = R nennt man ¢ auch eine orthogonale und im Falle K = C eine
unitére Abbildung.

Aus den Eigenschaften (ii) bzw. (iv) und (v) liest man sofort ab:

Korollar 2. Ist ¢ € Endg(V) eine Isometrie, so ist ¢ ein Isomorphismus,
und @t ist ebenfalls eine Isometrie. Die Komposition zweier Isometrien er-
gibt wiederum eine Isometrie. Insbesondere bilden die Isometrien von V eine
Untergruppe der Automorphismengruppe Autg (V).

Beweis zu Satz 1. Wir beginnen mit der Implikation (i) = (ii). Sei also (i)
gegeben. Dann hat man fir z,y € V

(z,y) = (@), 0(y)) = (z, 0" e(y)).

Da die Form (-,-) nicht ausgeartet ist, gilt ¢™ o ¢(y) = y fiir alle y € V und
damit ¢* o ¢ = idy. Insbesondere ist ¢ injektiv und damit nach 2.1/11 ein
Isomorphismus, so dass p* = ¢~ und damit (ii) folgt.
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Ist andererseits (ii) gegeben, also ¢ ein Isomorphismus mit p* = p~1, so
gilt

(p(a), 0(2)) = (z, 0" p(2)) = (2,97 p(2)) = (z,2)

fir z € V, also (iii).

Um die Implikation (iii) = (iv) nachzuweisen, nehmen wir (iii) als gegeben
an und betrachten eine Orthonormalbasis X = (ey,...,e,) von V. Fiir p # v
und a € K, || =1, gilt dann

2 = feu + laPles? = e, + ae,?
= |p(e,) + O“P(el/)|2
= lp(eu)* + 2Re(@(p(en), w(en))) + (e ?
= leu* + 2Re(@(p(e,), (en))) + le?
= 2+ 2Re(a(p(en), p(en))),

also
Re(@(p(en), plev))) = 0.

Setzen wir a = 1, so folgt Re({¢(e,), ¢(e,))) = 0 und damit (p(e,), p(e,)) =0
im Falle K = R. Fiir K = C kann man aber auch a = 7 setzen und erhélt dann

Im((p(en), p(er))) = Re(=i{p(en), p(e))) = 0,

also insgesamt ebenfalls (¢(e,), p(e,)) = 0.

Da weiter |p(e,)| = ey fir p = 1,...,n gilt, ist (¢(e1),...,¢(e,)) ein
Orthonormalsystem in V. Da dieses nach 7.2/2 linear unabhéngig ist, handelt
es sich um eine Orthonormalbasis. Das Bild einer Orthonormalbasis von V' unter
p ist folglich wieder eine Orthonormalbasis.

Da es in V stets eine Orthonormalbasis gibt, vgl. 7.2/5, ist die Implikation
(iv) = (v) trivial. Es bleibt daher lediglich noch die Implikation (v) = (i)
zu zeigen. Sei also X = (eq, ..., e,) eine Orthonormalbasis von V', so dass ¢(X)
ebenfalls eine Orthonormalbasis von V' ist. Sind dann

n n
r = E O, Yy = E ﬂueu
n=1 v=1

zwei Vektoren in V| so gilt

n

(@), o) = > auB,{eley), ole))

pr=1
= Z Q#BV{S#V = Z OZ#BV<€#,6V> = <I7y>7
pr=1 pr=1
d. h. Bedingung (i) ist erfiillt. O

Um Beispiele von Isometrien zu geben, fassen wir R? als euklidischen Vek-
torraum mit dem kanonischen Skalarprodukt auf. Die kanonische Basis €1, es ist
dann eine Orthonormalbasis. Sei nun ¥, 0 < ¥ < 27, ein Winkel und
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e; +—— cost-ep +sind ey

‘R — R? .
¥ ’ ey +—— —sintd-e; +cost-es,

die Drehung mit ¥ um den Nullpunkt in R?, also die durch die Matrix

R(9) = <c0519 smz?) c R22

sin ¥ cosv
gegebene R-lineare Abbildung. Fiir z = ae; + Bep € R? gilt dann

lo(@)]* = |(a - cosd — B-sind) - e; + (a - sind + B - cos V) - eq?
= (a-cos? — B -sind)? + (a-sind + 3 - cos))?
— a2+ﬁ2 — ‘fL'|2,

d. h. ¢ ist eine Isometrie. Aber auch Spiegelungen, wie etwa fiir eine beliebige
Orthonormalbasis u;, us von R? die durch

Uy — Uy, Ug —— —Ug,
gegebene R-lineare Abbildung R? — R?, sind Isometrien.

Korollar 3. Fiir ¢ € Endg(V) ist dquivalent:
(i) @ ist eine Isometrie.
(i) Ist X eine Orthonormalbasis von V, so ist A, x,x invertierbar, und es
gilt
(Apxx)" = (Apx) ™
(ili) PEs existiert eine Orthonormalbasis X von V., so dass A, x x invertierbar
ist und

(Apx.x)* = (Apx.x)"
gilt.

Beweis. Man benutze 7.4/4 und Satz 1 (ii). O

SchlieBlich kann man leicht erkennen, dass die Eigenschaft A* = A~' aus
Korollar 3 (ii) bzw. (iii) auch zur Charakterisierung von Basiswechselmatrizen
verwendet werden kann, die Orthonormalbasen in Orthonormalbasen von V'
iiberfiihren.

Satz 4. Es sei X eine Orthonormalbasis, sowie Y eine weitere Basis von V.
Dann ist daquivalent:

(i) Y ist eine Orthonormalbasis von V.

(ii) Fir die Basiswechselmatriv A = Ay x gilt A* = A™L.

Beweis. Sei ¢: V — V die K-lineare Abbildung, die die Basis X auf die Basis
Y abbildet; es gilt
A«p,X,X = A = AyJ(.
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Nach Satz 1 (iv) bzw. (v) ist Y genau dann eine Orthonormalbasis, wenn ¢ eine
Isometrie ist, und nach Korollar 3 ist dies dquivalent zu (A, x x)* = (4, x.x) 7,
also zu A* = A71, O

Eine Matrix A € R™™ heif3t orthogonal, wenn die R-lineare Abbildung
R" — R, r — Ax,

orthogonal, also eine Isometrie ist. Dabei betrachte man R™ mittels des kano-
nischen Skalarprodukts als euklidischen Vektorraum. Nach Korollar 3 ist die
Orthogonalitit einer Matrix A € R™*" dquivalent zu der Bedingung A* = A~}
bzw. A'A = E, wobei E € R™" die Einheitsmatrix sei. Sind ay,...,a, € R"
die Spalten von A, so bedeutet diese Bedingung gerade
a§~aj:5i]-7 i,j:L...,n.

Eine entsprechende Uberlegung lisst sich auch fiir die Zeilen von A anstellen.
Eine Matrix A € R™" ist daher genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten
(bzw. Zeilen) ein Orthonormalsystem und damit eine Orthonormalbasis von R
bilden.

Uber dem Korper C verfihrt man in dhnlicher Weise. Eine Matrix A € C"*"
heiBBt wnitdr, wenn die C-lineare Abbildung

cr— Cn, r — Az,

unitér, also eine Isometrie ist. Dabei betrachte man C™ mittels des kanonischen
Skalarprodukts als unitdren Vektorraum. Geméafl Korollar 3 ist A € C™*" ge-
nau dann unitdr, wenn A* = A~ bzw. A*A = F gilt, und diese Bedingung ist
wiederum dazu dquivalent, dass die Spalten (bzw. Zeilen) von A eine Orthonor-
malbasis von C™ bilden.

Aus den Korollaren 2 und 3 ergibt sich unmittelbar, dass die orthogonalen
bzw. unitdren Matrizen A € K™*" eine Untergruppe der Gruppe Gl(n,K) aller
invertierbaren Matrizen in K™*™ bilden. Dabei nennt man

O(n)={AcGl(n,R); A'= A1}
die orthogonale Gruppe zum Index n, sowie
U(n) = {A € Gl(n,C); A* =471}

die unitire Gruppe zum Index n, wobei man O(n) als Untergruppe von U(n)
auffassen kann. Fiir A € U(n) ist A*- A= A~!. A die Einheitsmatrix, so dass
man fiir jede orthogonale bzw. unitidre Matrix | det(A)| = 1 erhélt. Daher lésst
sich insbesondere

SO(n) ={A € O(n); det(A) =1}

als Untergruppe der orthogonalen Gruppe betrachten; man nennt diese Gruppe
die spezielle orthogonale Gruppe.
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Wir wollen im Falle n = 2 die orthogonale Gruppe O(2) genauer beschrei-
ben. Bereits oben wurde gezeigt, dass die Drehmatrizen

_ [cos¥ —sind 2%2
R(ﬁ)—(simg cosz9> € R, 0 << 2m,

zu Isometrien von R? Anlass geben und folglich zu O(2) gehéren, ja sogar zu der
Untergruppe SO(2), da jeweils det(R(¢})) = 1 gilt. Wir wollen zunichst zeigen,
dass SO(2) keine weiteren Matrizen enthilt. Hierzu betrachten wir eine Matrix

A= <O‘“ al?) € 0(2).

Qo1 Qg2

Dann ergibt die Relation

At A= < O[%l + Oé%l o119 + a21a22> _ <1 O)

2 2
19(X11 + g9 (X1 0412 + 0[22 0 1
das Gleichungssystem
2 2
ayy + ay =1,
2 2 _
oy + a5 =1,
a1 + agrage = 0.
Die komplexen Zahlen
o1 + tae, Q99 + a9

sind daher vom Betrag 1. Gleiches gilt fiir ihr Produkt, und es folgt

(a1 4 ia91) - (a2 + ton) = (1@e2 — @o1ai2) + i(ar10u2 + ao109)
= Q11Qeg — (102

=det(A) =+l e R.

Benutzen wir nun die Identitdt zZ = 1 fiir komplexe Zahlen z vom Betrag 1, so
ergibt sich fiir det(A) = 1, also im Falle A € SO(2)

Qg +iape = aqy + tag = Qg — 1oy,
und damit
Qigg = (11, Qg = —Qoy.

Wir benutzen nun aus der Analysis, dass es wegen o2, + o2, = 1 genau einen
Winkel ¢, 0 <9 < 27, mit

0

b

o1 + iy = cosd +isind = €

also mit
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(o —ag\ _ [cosY —sind)
A= <a21 a11> - <sin19 Cosﬂ) = R(J)
gibt. Dies bedeutet, dass A eine Drehung um den Nullpunkt mit dem Winkel ¥

beschreibt.
Das charakteristische Polynom einer Drehung R(¢) berechnet sich zu

Xrw) =17 —2(cos )T + 1 = (T — )T — =),

hat also nur fir sin? = 0, d. h. nur fiir ¥ € {0,7} reelle Nullstellen. Somit
erhélt man:

Satz 5. Es besteht SO(2) aus allen reellen (2 x 2)-Matrizen, die zu Drehungen
um den Nullpunkt im R? Anlass geben, also

SO(2) = {R(¥); 0 < ¥ < 27}

Abgesehen von den trivialen Fillen R(0) = id und R(w) = —id besitzen die
Matrizen R(9) keine reellen Eigenwerte und sind folglich auch nicht diagonali-
sierbar.

Fiir Matrizen A = (aj)ij=12 € O(2) mit det(A) = —1 ergibt die obige
Rechnung in entsprechender Weise die Identitédten

Qoo + a2 = —(ap1 + iQe1) = —ag1 + iQoe,

also
Qg9 = —Q1, Qg = g1,

so dass es auch in diesem Falle genau einen Winkel 9, 0 < 9 < 27, mit
4 (cos ¥ sind
~ \sind —cos?
gibt. Natiirlich gehoren alle Matrizen A dieses Typs zu O(2). Das charakteris-
tische Polynom einer solchen Matrix ist von der Form y4 = 72 — 1, so dass A
die reellen Eigenwerte 1 und —1 besitzt und folglich diagonalisierbar ist. Die
Gleichung A* = A~! zeigt, dass A einen normalen Endomorphismus von R?

beschreibt. Geméf 7.4/8 gibt es dann in R? eine Orthonormalbasis bestehend
aus Eigenvektoren von A, und man erkennt A als Spiegelung. Somit folgt:

Satz 6. Es besteht O(2) aus allen reellen (2 x 2)-Matrizen, die zu Drehungen
bzw. Spiegelungen im R? Anlass geben. Genauer gilt

0(2) = {(cosﬁ smz?) 7 <cosz9 smz?) ER>?. 0 < < 27r}.

sin v cos sind —cos?

Die Struktur der Gruppen O(2) und SO(2) ist damit vollsténdig geklért.
Man sollte noch vermerken (und dies auch mittels elementarer Rechnung iiber-
priifen), dass SO(2) kommutativ ist, nicht aber O(2).
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Wir wollen nun Normalformen fiir Isometrien allgemeinen Typs in euklidi-
schen und unitdren Vektorrdumen herleiten. Mit Satz 1 (ii) folgt insbesondere,
dass jede Isometrie normal ist. Dementsprechend ist zumindest iiber dem Korper
C der komplexen Zahlen der Spektralsatz 7.4/8 anwendbar.

Satz 7. Es sei ¢ € Endce(V) ein Endomorphismus eines unitiren C-Vektor-
raums V' endlicher Dimension. Dann ist dquivalent:

(i) » ist eine Isometrie.

(i) Fir alle Eigenwerte X von ¢ gilt |\| = 1, und es besitzt V' eine Ortho-
normalbasis, bestehend aus Eigenvektoren von .

Beweis. Sei zunéchst (i) gegeben, ¢ also eine Isometrie. Dann kann ¢ als l4n-
generhaltende Abbildung nur Eigenwerte vom Betrag 1 haben. Da C im Ubri-
gen algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das charakteristische Polynom .,
vollstandig in Linearfaktoren. Weiter ist ¢ normal. Also folgt mit 7.4/8 die
Existenz einer Orthonormalbasis X von V', die aus lauter Eigenvektoren von ¢
besteht, d. h. es gilt (ii).

Ist umgekehrt X eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von
¢ besteht, und sind alle Eigenwerte vom Betrag 1, so wird X durch ¢ offenbar
wiederum in eine Orthonormalbasis tiberfiihrt. ¢ ist damit eine Isometrie gemaf
Satz 1. (]

Insbesondere ist jede Isometrie eines unitdren Vektorraums endlicher Di-
mension diagonalisierbar. Auf ein entsprechendes Resultat fiir euklidische Vek-
torrdume kann man allerdings nicht hoffen, wie das Beispiel der Drehungen um
den Nullpunkt im R? zeigt. Die Situation ist hier etwas komplizierter.

Satz 8. Es sei ¢ € Endgr(V) ein Endomorphismus eines euklidischen R-Vek-
torraums V' endlicher Dimension. Dann ist dquivalent:

(i) o ist eine Isometrie.

(il) PEs existiert eine Orthonormalbasis X wvon V., so dass ¢ beziiglich X
durch eine Matrix des Typs

A = ALp,X,X Dl&g(E;m —Eg, R(’lg1), ey R(l?m))
Ex

R(v1)

R(0p)

beschrieben wird. Dabei ist Ej, € R¥* (bzw. E, € R™Y) die Einheitsmatriz mit
einer gewissen Zeilen- und Spaltenzahl k (bzw. £), und R(V1),. .., R(¥,,) € R?*?
sind Drehmatrizen zu gewissen Winkeln 0 < 9 <1y < ... <, <.
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Ist ¢ eine Isometrie, so ist die Normalform in (ii) mit den Zahlen k,{,m
und den Winkeln ¥y, ..., 0, eindeutig durch ¢ bestimmt, und zwar gilt

m

Xo = (1= 15+ ) [[( = ) (7 =)

Beweis. Sei zunidchst ¢ eine Isometrie. Um die in (ii) behauptete Normal-
form herzuleiten, verwenden wir Induktion nach der Dimension n von V.
Im Falle n = 0 ist nichts zu zeigen, sei also n > 0. Wir behaupten, dass
dann V einen p-unzerlegbaren linearen Unterraum U der Dimension 1 oder
2 enthélt. Mit 6.5/6 folgt ndmlich, dass V jedenfalls einen p-invarianten Un-
terraum U’ besitzt, der, betrachtet als K[T]-Modul unter ¢, isomorph zu ei-
nem Quotienten R[7T]/(p) ist; dabei ist p € R[T] ein Primpolynom und
¢ > 1 ein gewisser Exponent. Die Multiplikation mit p®~! definiert nun
einen R[7']-Modulisomorphismus R[7'] =% p¢~'R[7T] und durch Quotienten-
bildung einen R[7]-Modulisomorphismus R[T]/(p) == p* 'R[T]/(p), wo-
bei wir p 'R[T]/(p¢) als R[T]-Untermodul von R[T]/(p) auffassen konnen.
Folglich enthélt U’ und damit V' einen p-invarianten linearen Unterraum U,
der als R[T]-Modul isomorph zu R[T]/(p) ist, also nach 6.5/4 bzw. 6.5/7
-unzerlegbar ist und nach 6.5/5 die Dimension grad p besitzt. Nun haben aber
Primpolynome in R[7] den Grad 1 oder 2, vgl. Aufgabe 3 aus Abschnitt 5.3,
so dass wir U C V als ¢-invarianten linearen Unterraum der Dimension 1 oder
2 erkennen.

Wir betrachten nun die Zerlegung V = U @ U+, vgl. 7.2/8, und zeigen, dass
mit U auch das orthogonale Komplement U+ ein ¢-invarianter Unterraum von
V' ist. Hierzu bemerken wir zunéchst, dass ¢ als Isomorphismus eine lineare
Abbildung ¢|y: U — U induziert, die zumindest injektiv, dann aber aufgrund
von 2.1/11 sogar bijektiv ist und damit ¢~1(U) = U erfiillt. Sei nun y € U*.
Fiir alle z € U gilt dann

(z,0(y)) = (™ (2),y) = (¢~ (x),y) =0,

da mit z, wie wir gesehen haben, auch ¢='(z) zu U gehért. Dies bedeutet
aber ¢(y) € UL, und wir erkennen auf diese Weise, dass in der Tat U+ ein
@-invarianter Unterraum von V ist.

Man wihle nun in U eine Orthonormalbasis X’. Im Falle dimg(U) = 1
besteht X’ lediglich aus einem einzigen Vektor, der dann notwendig ein Eigen-
vektor von ¢ ist. Der zugehérige Eigenwert ist gemi Satz 1 (iii) vom Betrag
1, also gleich 1 oder —1. Fiir dimg(U) = 2 besteht X’ aus 2 Vektoren, und es
folgt mit Korollar 3, dass die Matrix A, x/ x» zu O(2) gehort, allerdings nicht
diagonalisierbar sein kann, da wir U als ¢-unzerlegbar angenommen hatten.
Dann gilt aufgrund der obigen Beschreibung der Matrizen in O(2) notwendig
Aglyxxr = R(VU) mit einem Winkel ¥ # 7, 0 < 9 < 27. Indem wir notfalls
die Reihenfolge der Vektoren in X’ &ndern, was einem Ersetzen des Winkels ¢
durch 27 — 9 entspricht, konnen wir sogar 0 < ¥ < 7 annehmen.
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun in U+ eine Orthonormalbasis X",
so dass Ay, x» x» von der in (ii) beschriebenen Gestalt ist. Man kann dann X
und X" zu einer Orthonormalbasis X von V' zusammensetzen, und es folgt nach
geeigneter Umnummerierung der Basisvektoren von X, dass die Matrix A, x x
die gewiinschte Gestalt hat. Die Implikation (i) = (ii) ist somit bewiesen.
Umgekehrt ist unmittelbar klar, dass jede Matrix des Typs (ii) orthogonal ist,
¢ in diesem Falle daher eine Isometrie ist.

Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage hat man lediglich zu beachten,
dass sich fiir eine Isometrie ¢ das charakteristische Polynom einer beschreiben-
den Matrix A wie in (ii) zu

m

Xe = Xa = (T = DNT+ 1) T[T = e™)(T — )

j=1

berechnet. Somit bestimmt x,, zunéchst die Zahlen k, £ und m in A. Da bei den
Paaren komplex konjugierter Nullstellen e, e=™i der Realteil cos¥; jeweils
gleich ist, und da dieser eindeutig den Winkel im Bereich 0 < ¥; < 7 bestimmt,
ist insgesamt die Gestalt der Matrix A durch das Polynom x,, festgelegt. ]

Aufgaben

Falls nicht anderweitig bestimmt, sei V stets ein euklidischer bzw. unitéirer
K-Vektorraum endlicher Dimension.

1. Man zeige: Zu z,y € V gibt es genau dann eine Isometrie ¢ € Endg(V) mit
o(x) =y, wenn |z| = |y gilt.

2. Man zeige fiir Drehmatrizen R(91), R(d2) € R?*2 mit Winkeln 0 < ¢y < 95 < 2m,
dass diese genau dann dhnlich sind, wenn 9, + ¥ = 27 gilt.

3. Es seien ey,...,e, € R™ die kanonischen Einheitsvektoren, aufgefasst als Spal-
tenvektoren. Eine Matrix A € R™*™ heifit Permutationsmatriz, wenn es eine
Permutation 7 € &, mit A = Er := (ex(1),- - - €r(n)) gibt. Man zeige:

(i) Jede Permutationsmatrix ist invertierbar, und die kanonische Abbildung
o: 6, — Gl(n,R), 7 — E,, definiert einen injektiven Gruppenhomo-
morphismus.

(i) Es gilt Ex € O(n) fiir alle 7 € &,
(ili) Es sei A = (a;;) € O(n) eine orthogonale Matrix mit Koeffizienten «;; > 0.
Dann ist A bereits eine Permutationsmatrix.

4. Es sei A = (a;;) € O(n) eine orthogonale Matrix in unterer Dreiecksgestalt, d. h.
es gelte a;; = 0 fiir 4 < j. Man zeige, dass A sogar eine Diagonalmatrix ist. Gilt
eine entsprechende Aussage auch fiir Matrizen A € U(n)?

5. Esseien A, B € C™*™ hermitesche Matrizen. Man zeige, dass A und B genau dann
dhnlich sind, wenn sie hermitesch dhnlich sind, d. h. wenn es eine hermitesche
Matrix S € C™"™ mit B = S~'AS gibt. Gilt die entsprechende Aussage auch
iiber dem Korper K = R mit “symmetrisch” anstelle von “hermitesch”?
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7.6 Selbstadjungierte Abbildungen

Es sei V' weiterhin ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalar-
produkt @: V x V — K, also ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum.

Definition 1. Ein Endomorphismus ¢ € Endg (V') heifst selbstadjungiert, wenn
©* = gilt.

Eine Matriz A € K™ heifft symmetrisch (im Falle K = R) bzw. hermitesch
(im Falle K = C), wenn A* = A gilt.

Fiir einen beliebigen Endomorphismus ¢: V. — V ist die Komposition
@ o p* selbstadjungiert, wie die Gleichung

(po@™(x),y) = (" (2), 0™ (W) = (x, 000" (v)), xyeV,

zeigt. Entsprechend ist fiir jede Matrix A € K™ das Produkt AA™ symme-
trisch bzw. hermitesch. Weiter ist jeder selbstadjungierte Endomorphismus von
V' insbesondere normal. Mittels 7.4/4 ergibt sich folgende Charakterisierung
selbstadjungierter Endomorphismen:

Bemerkung 2. Sei X eine Orthonormalbasis von V. Fir ¢ € Endg(V) ist
dann dquivalent:

(i) y ist selbstadjungiert.

(i) (Apxx)* = A, xx, d h. A, xx ist symmetrisch bzw. hermitesch.

Aufgrund unserer Untersuchungen normaler Endomorphismen kénnen wir
nun folgende wichtige Beobachtung machen:

Satz 3. Sei ¢ € Endg(V) selbstadjungiert. Dann besitzt das charakteristische
Polynom x,, reelle Koeffizienten und zerfallt in R[T] vollstindig in Linearfak-
toren. Insbesondere besitzt ¢ nur reelle Figenwerte.

Beweis. Sei zuniichst K = C. Mittels 7.4/7 ergibt sich A = X\ und damit A € R
fiir alle Eigenwerte A von ¢ bzw. alle Nullstellen von x,,. Benutzen wir, dass C
algebraisch abgeschlossen ist, so sehen wir, dass x,, vollstandig in Linearfaktoren
zerfallt und dass diese alle reell sind. Insbesondere ist ., ein reelles Polynom.

Im Falle K = R wihle man eine Orthonormalbasis X von V' und betrachte
die Matrix A = A, x,x, wobei dann A¥ = At = A gilt; vgl. 7.4/4. Betrachtet
man nun C” mit n = dimg V' als unitdren Vektorraum unter dem kanonischen
Skalarprodukt, so definiert A als symmetrische reelle Matrix insbesondere auch
einen selbstadjungierten Endomorphismus

cr—Cn, x — Az,

und wir kénnen wie oben schlieen, dass das zugehorige charakteristische Poly-
nom, namlich y,, vollstindig in reelle Linearfaktoren zerfillt. Da aber x4 mit
X, Ubereinstimmt, sind wir fertig. O
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Fiir selbstadjungierte Endomorphismen kénnen wir daher den Spektralsatz
fiir normale Endomorphismen 7.4/8 wie folgt verschiirfen:

Korollar 4. Fir einen Endomorphismus ¢ € Endg (V) ist dquivalent:
(i)  ist selbstadjungiert.
(ii) Alle Eigenwerte von @ sind reell, und V besitzt eine Orthonormalbasis,
die aus lauter Eigenvektoren von o besteht.
(ili) Es gibt in V eine Orthonormalbasis X, so dass A, x x eine reelle Dia-
gonalmatrix ist.

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) gegeben, also ¢ selbstadjungiert. Dann be-
sitzt das charakteristische Polynom x, nach Satz 3 reelle Koeffizienten und
zerfillt {iber R vollstdndig in Linearfaktoren; alle Eigenwerte sind daher reell.
Da ¢ insbesondere normal ist, existiert nach 7.4/8 eine Orthonormalbasis X von
V', bestehend aus Eigenvektoren zu ¢, d. h. Bedingung (ii) ist erfiillt. Weiter
folgt aus (i), dass die Matrix A, x x Diagonalgestalt hat, wobei auf der Diago-
nalen die Eigenwerte von ¢ stehen. Somit ist A, x x eine reelle Diagonalmatrix,
wie in (iii) behauptet.

Gibt es schliellich eine Orthonormalbasis X von V, so dass A, x x eine
reelle Diagonalmatrix ist, so gilt

(Apxx)" =Asxx,

und es folgt A, v, x = A, x,x bzw. ¢* = ¢ mit 7.4/4. Bedingung (iii) impliziert
daher (i). O

Da man eine Matrix A € K™ mit A = A™ stets als selbstadjungierten
Endomorphismus von K”, versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt, inter-
pretieren kann, erhélt man als unmittelbare Folgerung:

Korollar 5. Es sei A € K™*" eine Matriz, welche der Bedingung A* = A
gentigt, also eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix. Dann ist A dhnlich zu
einer reellen Diagonalmatriz. Insbesondere gilt x4 € R[T], und dieses Polynom
zerfillt in R[T] wvollstindig in Linearfaktoren.

Im Spezialfall K = R ist also eine symmetrische Matrix A € R™" stets
diagonalisierbar und besitzt daher (fiir n > 1) mindestens einen (reellen) Ei-
genwert.

Wir haben in Korollar 5 noch nicht ausgenutzt, dass die Basiswechselmatrix,
welche die Ahnlichkeit zwischen einer symmetrischen bzw. hermiteschen Matrix
A und der zugehorigen reellen Diagonalmatrix vermittelt, nach Konstruktion
in Korollar 4 einen Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen beschreibt und
folglich aufgrund von 7.5/4 orthogonal bzw. unitéar ist. Wir wollen dies nun
beriicksichtigen und gelangen auf diese Weise zum so genannten Satz {iber die
Hauptachsentransformation, den wir in zwei verschiedenen Versionen herleiten
werden.
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Theorem 6. Es sei A € K™" eine Matriz mit A* = A. Dann existiert cine
orthogonale bzw. unitire Matriz S € Gl(n,K) mit der Eigenschaft, dass

D= S'AS = S*AS = (§)'AS

eine reelle Diagonalmatriz ist. Dabei ist mit S auch S € Gl(n,K) orthogonal
bzw. unitdir, und die Diagonaleintrdge von D sind gerade die Figenwerte von A.

Die Gleichung D = S™'AS besagt, dass A als (selbstadjungierte) lineare
Abbildung K"® — K" mittels des durch S gegebenen Basiswechsels auf Diago-
nalgestalt transformiert werden kann. Entsprechend bedeutet D = (S)!AS, dass
die durch A gegebene sBF bzw. HF mittels des durch S gegebenen Basiswechsels
auf Diagonalgestalt transformiert werden kann.

Theorem 7. Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum mit Skalarpro-
dukt @, und sei W:V xV — K eine beliebige sBF bzw. HF auf V. Dann
existiert eine Orthonormalbasis X von V', so dass die Matriz Ay x eine reelle
Diagonalmatriz ist.

Beweis zu Theorem 6. Wir fassen K" zusammen mit dem kanonischen Skalar-
produkt als euklidischen bzw. unitdren Vektorraum auf. Dann ist die lineare
Abbildung

p: K" — K", x +— Az,

selbstadjungiert, denn es gilt A* = A; vgl. Bemerkung 2. Nach Korollar 4
existiert daher eine Orthonormalbasis X von K", so dass die beschreibende
Matrix D = A, x, x eine reelle Diagonalmatrix ist. Ist nun S = Ax g € Gl(n, K)
die Matrix des Basiswechsels zwischen X und der kanonischen Basis F von K",
so erhalten wir geméf 3.4/5

D=S"1'A.8.

Da S einen Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbasen beschreibt, ist S nach
7.5/4_0rthog_onal bzw. unitér, und es gilt S* = S~'. Durch Konjugieren erhélt
man S* = (S)7!, d. h. S ist ebenfalls orthogonal bzw. unitér. O

Beweis zu Theorem 7. Wir gehen von einer beliebigen Orthonormalbasis X von
V aus; vgl. 7.2/6. Fiir die zu ¥ gehorige Matrix gilt dann Ay x = A; y hach
7.3/4, und es existiert, wie wir in Theorem 6 gesehen haben, eine orthogonale
bzw. unitire Matrix S € Gl(n,K), so dass D = S*- Ay x - S eine reelle Dia-
gonalmatrix ist. Wir kénnen nun S als Basiswechselmatrix der Form Ay x mit
einer neuen Basis Y von V auffassen. Nach 7.5/4 ist Y wiederum eine Ortho-
normalbasis, und es gilt

Agy = S" A x -5 =D,

wobei man 7.3/5 benutze. Y anstelle von X erfiillt also die Behauptung. ]
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Um die geometrische Bedeutung der Hauptachsentransformation zu erlau-
tern, betrachte man beispielsweise die Kurve C, die in R? durch die Gleichung

4127 — 247179 + 3425 = 25

gegeben ist. Mit x = (w1, z2)", sowie
41 —12
A= <—12 34 )

ldsst sich C' dann auch durch die Gleichung
2 Az =25

beschreiben. Wenden wir nun Theorem 6 an, so existiert eine orthogonale Matrix
S € O(2) mit der Eigenschaft, dass

D =S'AS = S7'AS

eine reelle Diagonalmatrix ist, wobei auf der Diagonalen von D gerade die Ei-
genwerte von A stehen. Da das charakteristische Polynom von A die Gestalt

xa = (T = 25)(T — 50)

hat, konnen wir etwa

25 0

tac _ o-lga _

STAS = STTAS = <0 50>

annehmen. Ist nun X = F die kanonische Basis von R2, so lisst sich S als
Basiswechselmatrix der Form Ay, y mit einer neuen Basis Y auffassen, wobei YV’
geméf 7.5/4 wiederum eine Orthonormalbasis ist. Es besteht dann nach 3.4/3

die Beziehung
)
T2 Y2)

zwischen Koordinaten w1, xs beziiglich X und yy,ys beziiglich Y, so dass sich
die Kurve C' in den neuen Koordinaten durch die Gleichung

25¢% + 50y2 = 25

bzw. durch , ,
Yy +2y; =1

beschreibt. Insbesondere sehen wir, dass es sich um eine Ellipse handelt. In der
Gleichung kommen nunmehr keine gemischten Terme mehr vor, was bedeutet,
dass man C beziiglich seiner “Hauptachsen” beschrieben hat.

Um C noch genauer zu charakterisieren, sollte man natiirlich die Hauptach-
sen von C' explizit bestimmen, also die Orthonormalbasis Y und die zugehorige
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Transformationsmatrix S = Ay x.2 Dies kann wie folgt geschehen. Man betrach-
te
R? — R?, r — Ax,

als selbstadjungierten Endomorphismus von R?, verschen mit dem kanonischen
Skalarprodukt, und bestimme eine Orthonormalbasis Y von R?, die aus Eigen-
vektoren zu A besteht. Hierzu ermittelt man zunéchst Basen der Eigenrdume
zu A (durch Losen der entsprechenden linearen Gleichungssysteme) und ortho-
normalisiert die Basen anschliefend nach E. Schmidt. In unserem Fall ist dies
sehr simpel. Es sind

(374)t7 (_47 S)t

Eigenvektoren zu den Eigenwerten 25 und 50. Nach Normierung ergibt sich

%(374)t7 (7473)t

1
5

als Orthonormalbasis Y von R? und

3 —4
s—avx=1 (] 3)

als zugehorige Transformationsmatrix. Dabei ist die Isometrie
2 2
R* — R*, T — Sz,

als Drehung R(¢) mit einem Winkel ¥ von ungefahr 53° zu interpretieren.
Abschlielend wollen wir noch einige Folgerungen aus dem Theorem {iiber
die Hauptachsentransformation ziehen.

Korollar 8. Fiir eine sBF bzw. HF ¥ auf einem endlich-dimensionalen K- Vek-
torraum V' ist dquivalent:

(i) ¥ ist positiv definit.

(i) Es existiert eine Basis X von V., so dass die Matriz Ay x nur positive
FEigenwerte hat.

Beweis. Ist ¥ positiv definit, so gibt es beziiglich ¥ eine Orthonormalbasis X
von V. Die zugehorige Matrix Ay, x ist dann die Einheitsmatrix.

Sei nun umgekehrt X eine Basis von V, so dass die Matrix Ay x nur positive
Eigenwerte hat. Es gilt A;k,v v = Ay x nach 7.3/4. Aufgrund von Theorem 6
existiert dann eine Matrix S € Gl(n, K) mit S* = S~1, so dass

(S) - Apx-S=S"Ayx-S=D

eine reelle Diagonalmatrix ist. Dabei sind die Diagonalelemente von D gerade
die Eigenwerte von Ay x und folglich grofler als 0. Interpretiert man nun S

2 Man beachte jedoch, dass die Basis Y nicht im strengen Sinne als eindeutig bezeichnet
werden kann, denn deren Elemente lassen sich noch beziiglich Reihenfolge und Vorzeichen
abdndern. Fiir eine Kreislinie C' besitzt sogar jede Orthonormalbasis von R? die Eigenschaft
von Hauptachsen.
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als Basiswechselmatrix des Typs Ay y mit einer neuen Basis Y von V| so gilt
Aypy = D, und man erkennt, dass ¥ positiv definit ist. O

Korollar 9 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Sei ¥ eine sBF bzw. HF auf einem
endlich-dimensionalen K-Vektorraum V. Fiir eine Basis X von V sei weiter
k die Anzahl der positiven, ¢ die Anzahl der negativen, sowie m die Anzahl
der Eigenwerte von Ay x, die verschwinden, jeweils gezdhlt mit Vielfachheiten.
Dann gilt k +{+ m = dimg V', und die Zahlen k, ¢, m sind eindeutig durch ¥
bestimmdt, insbesondere unabhdngig von der Wahl von X.

Es ezistiert eine Basis X von V, so dass die Matriz Ay x die folgende
Diagonalgestalt

0 0
besitzt, wobei auf der Diagonalen k-mal 1, -mal —1 und m-mal O steht.

Beweis. Wir gehen aus von einer Basis X = (z1,...,2,) von V und betrachten
die Matrix Ay, x, sowie die zugehérigen Zahlen k, £, m. Dann existiert nach Theo-
rem 6 eine orthogonale bzw. unitire Matrix S € Gl(n,K), so dass D = S*AS
eine reelle Diagonalmatrix ist; die Diagonalelemente von D sind gerade die Ei-
genwerte von A. Indem wir S als Basiswechselmatrix auffassen und X durch
die entsprechende neue Basis ersetzen, konnen wir ¥(z;, zj) = 0;;o; mit a; €R
annehmen, 4,j = 1,...,n. Weiter kann man fiir ¥(z;,z;) # 0 den Basisvek-
tor ; mit |¥(z;, x;)|""/? multiplizieren und somit o; € {1,—1,0} annehmen.
Nummerieren wir die z; dann noch in der Weise um, dass

1 firi=1,....k
;=< -1 firi=k+1,...;k+¢
0 firi=k+0+1,....k+0l+m

gilt, so hat die Matrix Ay x die behauptete Gestalt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Zahlen &, ¢, m unabhéngig von der Wahl
der Basis X sind. Seien also X;, i = 1,2, zwei Basen von V, und seien k;, ¢;, m;
die zugehorigen Zahlen, wobei wir annehmen diirfen, wie wir soeben gesehen
haben, dass die Matrizen Ay x, reelle Diagonalmatrizen sind. Sei nun V;* C V
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der von allen x € X; mit ¥(z,z) > 0 erzeugte Unterraum, V;~ C V der von
allen z € X; mit ¥(z,x) < 0 erzeugte Unterraum, sowie V;" C V der von allen
x € X; mit ¥(x,z) = 0 erzeugte Unterraum. Dann gilt fiir i = 1,2

V=vieV eV,
dim V" =k, dim V" = ¢, dim V° = m;,

Dabei erkennt man
VP=Vy ={zeV;¥(zx,y) =0 fiir alle y € V}
als “Entartungsraum” von ¥, es gilt folglich m; = my. Weiter hat man offenbar
virn(vy @ 1y) =0,

da ¥ auf V;© positiv definit und auf V,~ @ V¥ negativ semi-definit ist. Dies
bedeutet
k’l +€2 + meo S lelV,

und dies ergibt wegen kg + {5 + mgo = dim V' dann k; < ko, sowie aus Symme-
triegriinden ky = ko. Dann ergibt sich aber auch

ElzdimV—ki—mizfg, i:1,2,

und damit die Behauptung. g

Aufgaben

Falls nicht anderweitig bestimmt, sei V' stets ein euklidischer bzw. unitérer
K-Vektorraum endlicher Dimension.

1. Es sei ¢ € Endg (V) selbstadjungiert. Man zeige: ¢ besitzt genau dann lauter
positive reelle Eigenwerte, wenn (p(x),z) > 0 fiir alle z € V — {0} gilt.

2. Fiir einen normalen Endomorphismus ¢ € Endg (V) zeige man: ¢ o ¢* besitzt
lauter reelle Eigenwerte > 0.

3. Fir A € R™*" zeige man: A ist genau dann symmetrisch, wenn es eine Matrix
S € C™™ mit A = StS gibt.

4. Es sei A € K™ symmetrisch bzw. hermitesch. Man zeige, dass A genau dann
eine positiv semi-definite Sesquilinearform auf K™ definiert, wenn A von der Form
S*S mit einer Matrix S € K™*" ist.

5. Man zeige: Zwei symmetrische bzw. hermitesche Matrizen A, B € K"*" sind
genau dann dhnlich, wenn es eine orthogonale bzw. unitidre Matrix S € Gl(n, K)
mit B = S*AS gibt.
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R-Algebra, 169-173
allgemeine lineare Gruppe, 111, 272
alternierende Gruppe, 138
analytische Geometrie, 1
Assoziativgesetz, 94, 109

Automorphismengruppe, 111, 269
Automorphismus

— eines Rings, 169

— eines Vektorraums, 59

Basis, 34-35, 37-40, 42, 91, 208
— dquivalente Charakterisierung, 37, 116
— duale, 79, 105, 160
— eines dufleren Produkts, 159
Basisergénzungssatz, 38, 43
Basiswechsel, 90, 96, 116-118, 261, 280,

282, 283
Begleitmatrix, 191, 231
Betrag,

siehe Absolutbetrag
Bild, 59, 265
Bilinearform, 247

nicht ausgeartete, 249

— symmetrische,

siehe symmetrische Bilinearform
Binomialkoeffizient, 23
binomische Formel, 22-25

Cauchysche Determinante, 151

Cayley-Hamilton, Satz von, 191, 204,
232

Charakteristik, 25, 184

Chinesischer Restsatz, 219-220

Cramersche Regel, 132-134, 152-154

Dachprodukt, 156

Descartes, R., 1

Determinante, 143-150, 262

— Beispiele, 147-150

— Eigenschaften, 144

— einer Matrix, 131-134, 141, 152-154
— einer Untermatrix, 146

— eines Endomorphismus, 144, 160
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— Entwicklungssatz, 153, 162

— Rechenregeln, 146

— Regel von Sarrus, 150

Determinantenfunktion, 139-144

diagonalisierbar, 189, 193, 194, 196-197,
199, 201, 203, 232, 279, 280

Diagonalmatrix, 193, 197, 230, 280

Dimension, 39-42, 55, 94, 120

Dimensionsformel

— fiir lineare Abbildungen, 62, 69

— fiir Untervektorrdume, 46, 47

disjunkt, 10

Distributivgesetze, 109

Division mit Rest, 176-178

Drehung, 54, 271

Dreiecksmatrix, 202, 235

Dreiecksungleichung, 244, 249

Dualraum, 57, 75-81, 264

Durchschnitt, 10

Ebene, 7, 71

Eigenraum, 189, 196, 202

Eigenvektor, 189, 194

— einer normalen Abbildung, 267, 268

Eigenwert, 189, 194-197, 199, 278, 282

— einer normalen Abbildung, 267

Einheit, 111, 166

Einheitengruppe, 111, 166

Einheitsideal, 174

Einheitsmatrix, 90, 93, 110

Einheitsvektor, 31, 33, 35

Einselement, 14, 18

Einsetzungshomomorphismus, 171

Element

— assoziiertes, 179

— inverses, 13

— invertierbares, 111

— irreduzibles, 179

— maximales, 42

— neutrales, 13

— primes, 179-183

— reduzibles, 179

Elementarmatrix, 101-102, 104,
112-114, 212

Elementarteiler

— einer endlichen Présentation, 221

— einer Matrix, 211-214, 217

— eines Untermoduls, 210-217

Elementarteilersatz, 210

Elementarteilertheorie, 191

Endomorphismenring, 110, 165, 166,
172

Endomorphismus

— adjungierter, 264-268

— diagonalisierbarer, 189, 194, 196-197,
201, 232, 279

— eines Rings, 169

— eines Vektorraums, 59

— invertierbarer, 111-112

— normaler, 267-268

— selbstadjungierter, 245, 278-280

— Struktur, 189

Epimorphismus

— von Moduln, 207

— von Ringen, 169

— von Vektorrdumen, 58, 63, 77

Erzeugendensystem, 31, 207

— freies, 208

euklidischer Ring, 178

Fakultét, 135
Familie, 11
Faser, 55, 65
Fibonacci-Zahlen, 206
Form
— hermitesche,

stehe hermitesche Form
— quadratische, 251
Funktionenkérper, 200

GauBlsches Eliminationsverfahren, 85,
90, 101-104, 107

— zur Invertierung von Matrizen, 113—
114

— zur Losung linearer Gleichungssyste-
me, 120-128

— zur Rangbestimmung, 102

Gerade, 5-6, 27, 71, 85, 87

Gleichung, algebraische, 165

Gleichungssystem, lineares,
siehe lineares Gleichungssystem

Gradfunktion, 178

Gramsche Determinante, 256

Gruppe, 8, 12-16

— abelsche, 13, 26, 109, 207

— bijektiver Selbstabbildungen, 13

— Einselement, 14



— inverses Element, 13, 14
— kommutative, 13
— neutrales Element, 13
— Nullelement, 15
— Ordnung, 224
— orthogonale, 272
— spezielle orthogonale, 272
— unitére, 272
zyklische, 224

Hauptachsentransformation, 245-246,

279-283
Hauptideal, 174
Hauptidealring, 178
Hauptsatz

— fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen,

223

— fiir endlich erzeugte Moduln iiber

Hauptidealringen, 221-224
Hauptunterdeterminanten, 262

hermitesche Form, 245, 247-250, 260

positiv definite, 248, 249, 282
— positiv semi-definite, 248
HF,

siehe hermitesche Form
Homomorphiesatz
— fiir Moduln, 209
— fiir Ringe, 175
— fiir Vektorriume, 56, 69
Homomorphismus
— von R-Algebren, 170
— von Gruppen, 137
— von Moduln, 207
— von Ringen, 169
— von Vektorrdumen,

siehe lineare Abbildung
Hiille, lineare, 30
Hyperebene, 71

Ideal, 173
Imaginarteil, 22, 247
Implikation von Aussagen, 15
Induktion, vollstéandige, 23
Integritétsring, 167, 169
Involution, 246
Isometrie, 269-272, 275-277
— Beispiele, 270

Eigenwerte, 275
Isomorphiesatz
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— fiir Moduln, 219

— fiir Ringe, 176

— fiir Vektorrdume, 70, 74
Isomorphismus
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—und Dimension von Vektorraumen, 62

— von Einheitengruppen, 111
— von Moduln, 207
— von Ringen, 110, 169

— von Vektorrdumen, 51, 58, 62, 63, 92,

93, 105

kanonisch, 28

Kern, 56, 59, 173, 265
Koeffizient, 90
Koeffizientenmatrix, 88
Korper, 8, 17-25, 166, 183
— Addition, 17

— algebraisch abgeschlossener, 186

Assoziativgesetz, 17
— Charakteristik, 25
— der komplexen Zahlen, 187
— Distributivgesetze, 17
— Einselement, 18, 26
— inverses Element, 17
— Kommutativgesetz, 17
— komplexe Zahlen, 21-22
— mit 2 Elementen, 19
— Multiplikation, 17
— multiplikative Gruppe, 18
— neutrales Element, 17
— Nullelement, 18
Kokern, 82
Komplement, 46, 66
— orthogonales, 255, 265
Komplementarmatrix, 152
Komplex, 78
komplexe Zahlen, 21-22
Kongruenz, 67
Konjugationsabbildung, 246
Koordinaten, 1

Koordinatenspaltenvektor, 92, 95, 142,

144
Kronecker-Symbol, 31
Kiirzungsregeln, 15

Lénge
— eines Moduls, 209-210
— eines Vektors, 249

Laplacescher Entwicklungssatz, 153
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— allgemeiner, 162
linear abhéngig, 7, 8, 32, 33, 142
— #dquivalente Charakterisierung, 35
lineare Abbildung, 51, 57-63
— Beispiele, 54-55
beschreibende Matrix, 62, 89, 92, 95,
116, 208, 266
- Bild, 59, 265
— Dimensionsformel, 55
duale, 76-81, 105
— Faser, 55
— injektive, 59
— Kern, 56, 59, 265
— orthogonale, 269
— Rang, 55, 62, 80, 99-100, 106, 192, 265
— skalares Produkt, 61
— Summe, 61, 75
— und Basen, 60
— und Dimension, 60
— und Erzeugendensysteme, 59
— und lineare Abhéangigkeit, 60
— und lineare Unabhéngigkeit, 60
— unitére, 269
— von Moduln, 207
lineares Gleichungssystem, 35, 8589,
119-128
— Cramersche Regel, 132-134
— homogenes, 119
— inhomogenes, 119
— Koeffizientenmatrix, 88
— Losbarkeit, 124, 125
— Losungsraum, 120
— partikuldre Losung, 125
Linearform, 75
Linearkombination, 32, 33
linear unabhéngig, 7, 8, 32-34, 131, 195

Matrix, 55, 58, 62, 85, 90ff., 208
— adjungierte(1), 151, 152
— adjungierte(2), 258
— als lineare Abbildung, 95
— Cofaktor, 152
— diagonalisierbare, 193, 199, 203, 232,
279, 280
— eines Basiswechsels, 90, 116
— hermitesche, 245, 278
— inverse, 111
invertierbare, 90, 111-114, 131

— konjugierte, 258

— leere, 91, 143, 231

— orthogonale, 244, 263, 272-280

— Produkt, 94

— Rang, 100-104, 107, 117-118

— Rechenregeln, 97

— skalares Produkt, 91

— Spalte, 91

— Spaltenindex, 91

— Spaltenrang, 100, 107, 118

— Summe, 91

— symmetrische, 245, 278

— transponierte, 105-106, 258

— trigonalisierbare, 235

— unitére, 244, 263, 272-280

— Zeile, 91

— Zeilenindex, 91

— Zeilenrang, 100, 107, 118

Matrizenring, 110, 166, 172

Menge, 9-12

— Differenz, 10

— disjunkte Vereinigung, 10

— Durchschnitt, 10

— gleichméchtige, 43

— kartesisches Produkt, 11

— obere Schranke, 42

— streng geordnete, 42

— teilweise geordnete, 42

— Vereinigung, 10

Minimalpolynom, 172, 191, 203-205,

224, 232

Modell, 2

Modul, 191, 206{f.
Addition, 206

— Assoziativgesetz, 207

— Beispiele, 207

— direkte Summe, 208

— Distributivgesetze, 207
endlicher, 207

— endlicher freier, 208

— endlich erzeugter, 207

— freier, 208

— Lange, 209-210
monogener, 225

— Rang, 217, 221

— skalare Multiplikation, 206

Monomorphismus

— von Moduln, 207



— von Ringen, 169
— von Vektorrdumen, 58, 63, 77

Nebenklasse, 68, 174, 208
Nilradikal, 176

Normalform, 230

— allgemeine, 192, 231

— Berechnung, 235-240

— fiir orthogonale Abbildungen, 275
— fiir unitdre Abbildungen, 275
— Jordansche, 192, 232-237
Normalteiler, 138

Nullelement, 15, 18

Nullideal, 174

Nullmatrix, 91

Nullraum, 26

Nullring, 109, 166

Nullstelle, 185-187

Nullteiler, 109, 115, 167
Nullvektor, 26

Ordnung, 224

orthogonal, 251, 255

Orthogonalbasis, 251

Orthogonalsystem, 251

Orthonormalbasis, 244, 251, 266, 269,
271

Orthonormalsystem, 251

Paradoxon von Russel, 9
Parallelotop, 255257
Permutation, 134-138, 140, 141, 155
— gerade, 136
— Signum, 136
— ungerade, 136
Permutationsgruppe, 134
— Anzahl der Elemente, 135
Permutationsmatrix, 277
Polynom, 165, 167-169, 171-173, 203
— charakteristisches, 189, 200-205
— Grad, 168-169
— hochster Koeffizient, 168
— Koeffizient, 168
— normiertes, 182

Nullstelle, 185-187
Polynomring, 166-169, 171-173
Potenz, 22
— duflere, 156-163
— symmetrische, 163
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Potenzmenge, 10

Potenzreihen

— formale, 175

Priisentation, endliche

— eines Moduls, 220, 237

— Elementarteiler, 221
Primelement, 179-183
Primfaktorzerlegung, 176, 181-183
Produkt

— dufleres, 156-163

— kartesisches, 11, 29, 166, 208
— leeres, 15

— symmetrisches, 163
Projektion, 54-55, 66

— orthogonale, 252

— senkrechte, 250

Pythagoras, Satz von, 243, 250

Quotientenring, 174
Quotientenvektorraum, 56, 66, 68—71

Rang
— einer linearen Abbildung, 55, 62, 80,
99-100, 106, 192, 265

— einer Matrix, 100-104, 107, 117-118
eines Moduls, 217, 221

Realteil, 22, 246

Reflexivitit, 66

Relation, 66

Représentant, 66

Restklasse, 68

Restklassenmodul, 208

Restklassenring, 174

Restklassenvektorraum, 56, 68—-71

Ring, 109, 166, 206

— Einheit, 111, 166

— Einheitengruppe, 111, 166

— Einselement, 109

— faktorieller, 181

— invertierbares Element, 111

— kartesisches Produkt, 166

— kommutativer, 109

— Nullelement, 109

sBF,
siehe symmetrische Bilinearform
Schmidtsches Orthonormalisierungsver-
fahren, 244, 250, 252255
Schwarzsche Ungleichung, 244, 248
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senkrecht, 243, 251

Sequenz, 77

— duale, 78

— exakte, 78

— kurze exakte, 78

Sesquilinearform, 247-250

— beschreibende Matrix, 259-263

— nicht ausgeartete, 247, 259

Skalarprodukt, 243, 248, 261-263

— kanonisches, 248

Spalten-Vektor, 88, 92

Spaltenstufenform, 104

Spaltenumformungen, elementare, 104,
211

Spektralsatz

— fiir normale Abbildungen, 268

— fiir selbstadjungierte Abbildungen,
279

Spiegelung, 54, 271

Spur

— einer linearen Abbildung, 201

— einer Matrix, 200, 201

Summe

— direkte, 45-48, 208

— konstruierte direkte, 46, 208

— leere, 15

— von Untermoduln, 208

— von Untervektorrdumen, 44-48

Sylvesterscher Tragheitssatz, 245, 283

Symmetrie, 66

symmetrische Bilinearform, 243, 245,
247-250, 260

— Kern, 250

— positiv definite, 248, 249, 282

— positiv semi-definite, 248

symmetrische Gruppe, 134

System, 32

freies, 208

— Lange, 39

— leeres, 33

— linear abhéngiges, 32

— linear unabhéngiges, 32, 34, 208

— maximales linear unabhéngiges, 37, 42

— minimales Erzeugenden-, 37

Teiler, 179
— grofiter gemeinsamer, 182, 183
Teilkorper, 19-21

Teilmenge, 10

Torsion, 191

Torsionsmodul, 191, 220, 224
Torsionsuntermodul, 220
Transitivitit, 66
Transposition, 135

n-Tupel, 11

Umbkehrabbildung, 12, 58
universelle Eigenschaft, 56, 155
Untergruppe, 15
Untermodul, 207
— der p-Torsion, 222
— direkte Summe, 208
— Summe, 208
Unterraum

affiner, 56, 65-66, 71-73, 87, 120
— kleinster affiner, 72
— linearer,

siehe Untervektorraum

Unterring, 173
Untervektorraum, 27-29, 65, 71, 120
— aufgespannter, 7, 30
— direkte Summe, 45-48
— erzeugter, 7, 30
— invarianter, 190, 225ff.
— Komplement, 46
— Summe, 44-48
— unzerlegbarer, 191, 225ff.
— zyklischer, 190, 225ff.

Vandermondesche Determinante, 149
Variable, 165, 173
Vektor, 3, 5
— Addition, 34
normierter, 250
— skalare Multiplikation, 3
— Skalarprodukt, 248
— Subtraktion, 5
Vektorraum, 3, 26-31
— Addition, 26
— Assoziativgesetz, 26
— Automorphismengruppe, 111
— Basis, 34-35, 3740, 42, 116
— Beispiele, 28, 29
— Dimension, 39-42, 55, 94, 120
— direkte Summe, 45-48
— Distributivgesetze, 26
— doppelt dualer, 80
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— endlich erzeugter, 31 — innere, 12, 17, 26, 109, 206

— Endomorphismenring, 110 — inverses Element, 13

— Erzeugendensystem, 31 — kommutative, 13

— euklidischer, 244, 248 — neutrales Element, 13

— kartesisches Produkt, 29 Vielfaches

— konstruierte direkte Summe, 46 — kleinstes gemeinsames, 183

— neutrales Element, 26 vollstdndige Induktion, 23

— nicht endlich erzeugter, 42-43 Volumen, 255-257

— Nullvektor, 26

— Rechenregeln, 27 Winkel, 244

— skalare Multiplikation, 26

— unitérer, 244, 248 Zahl, konjugiert komplexe, 246
von linearen Abbildungen, 61, 93 Zeilen-Vektor, 88, 92

— K-wertiger Funktionen, 29, 41 Zeilenstufenform, 102, 107, 121

Vereinigung, 10 Zeilenumformungen, elementare,

Verkniipfung 101-104, 107, 112-114, 211

— duflere, 26, 206 Zornsches Lemma, 42

— assoziative, 13 Zyklus, 138



