2. Lineare Abbildungen

Vorbemerkungen

In Kapitel 1 haben wir Vektorrdume iiber einem Korper K als Mengen ein-
gefithrt, die mit einer gewissen Struktur ausgestattet sind, ndmlich einer Addi-
tion und einer skalaren Multiplikation mit Elementen aus K, wobei die Giiltig-
keit gewisser Axiome (Rechenregeln) gefordert wird. Unberiihrt blieb dabei
zunéchst die Frage, wann zwei K-Vektorrdume V und V' als “gleich” oder
“im Wesentlichen gleich” anzusehen sind. Es gibt eine natiirliche Methode, um
dies festzustellen: Man versuche, die Elemente von V' mittels einer bijektiven
Abbildung f: V — V' mit denjenigen von V' zu identifizieren, und zwar in
der Weise, dass dabei die Addition und die skalare Multiplikation von V und V"’
in Ubereinstimmung gebracht werden. Fiir die Abbildung f erfordert dies die
Gleichungen
fla+b) = f(a) + fb),  flaa) = af(a),

fiir alle a,b € V und alle a € K. Lésst sich eine solche bijektive Abbildung f
finden, so kann man die Vektorrdume V und V' als “im Wesentlichen gleich”
ansehen, und man nennt f in diesem Falle einen Isomorphismus zwischen V
und V’. Allgemeiner betrachtet man auch nicht notwendig bijektive Abbildun-
gen f:V — V'’ mit den oben genannten Vertriglichkeitseigenschaften und
bezeichnet diese als Homomorphismen oder lineare Abbildungen von V mnach
V. Die Untersuchung von Abbildungen dieses Typs ist das zentrale Thema des
vorliegenden Kapitels.

In den Vorbemerkungen zu Kapitel 1 hatten wir erliutert, wie man R?,
die Menge aller Paare reeller Zahlen, als Modell einer gegebenen anschaulichen
Ebene E auffassen kann, und zwar indem man in F ein Koordinatensystem aus-
zeichnet. Wir wollen hier noch etwas genauer untersuchen, in welcher Weise die-
ses Modell von der Wahl des Koordinatensystems abhiingt, wobei wir R? unter
der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation als R-Vektorraum
auffassen. Wir wihlen also einen Nullpunkt 0 € E und ein Koordinatensystem
in 0 mit den Achsen z und y; in den nachfolgenden Skizzen ist dieses System
der besseren Ubersicht halber als rechtwinkliges Koordinatensystem gezeichnet,
was aber keinesfalls erforderlich ist. Indem wir einem Punkt P € F das Paar
(x1,11) € R? bestehend aus den Koordinaten von P beziiglich z und y zu-
ordnen, erhalten wir eine bijektive Abbildung ¢: F — R2, welche wir in den
Vorbemerkungen zu Kapitel 1 jeweils als Identifizierung angesehen hatten. Fiir
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ein zweites Koordinatensystem in 0 mit den Koordinatenachsen « und v ergibt
sich entsprechend eine bijektive Abbildung ¢: E — R2, was mittels folgender
Skizze verdeutlicht werden moge:

Ya
n o P 7 (l‘layl)
v — (Uhvl)
U \d
0 Uy Y

I X

Der Ubergang vom ersten zum zweiten Modell wird somit durch die Abbil-

dung
f=tvopR? —R?

beschrieben, und wir wollen plausibel machen, dass es sich hierbei um einen
Isomorphismus von R-Vektorrdumen in dem oben beschriebenen Sinne han-
delt. Zun#chst einmal ist die Abbildung f bijektiv, da ¢ und 1 beide bijektiv
sind. Es bleibt also lediglich noch zu zeigen, dass f mit der Vektorraumstruktur
von R? vertriglich ist. Wir betrachten daher ein Paar (x1,3;) € R? den zu-
gehorigen Punkt P € E mit ¢(P) = (z1,y1), sowie das Paar (u1,v;) := ¢(P).
Folglich besitzt P die Koordinaten zi,y; beziiglich der Achsen z,y und ent-
sprechend die Koordinaten uy,v; beziiglich u,v. Nach Konstruktion gilt dann
f(z1,11) = (u1,v1), und es ergibt sich fiir Skalare a € R folgendes Bild:

Y
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Dabei sei aP € E derjenige Punkt, der aus P durch Streckung mit Zentrum
0 und Faktor a entsteht. Mittels des Strahlensatzes folgt dann, dass die Koor-
dinaten von aP beziiglich der Achsen x,y bzw. u,v ebenfalls durch Streckung
mit Faktor o aus den entsprechenden Koordinaten von P hervorgehen. Dies
bedeutet

¢(aP) = (axy, ay) = w1, 1), P(aP) = (our, avy) = a(ur, v1),

und damit

f(a(%,?h)) = 15(9971(0@1&1))) = Y(aP) = alu,v) = O‘f((xl»yl))v
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d. h. f ist vertriglich mit der skalaren Multiplikation von R2.
Um auch die Vertréiglichkeit mit der Addition nachzuweisen, betrachten wir
zunéchst folgende Skizze:

P+ P

ISl
S|

U1+Ug
Uy

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir uns hier auf ein einziges (schiefwinkli-
ges) Koordinatensystem mit den Achsen u und v beschrénkt. Ausgehend von
den Punkten P, P, € E sei der Punkt P; + P, mittels der iiblichen Paralle-
logrammkonstruktion definiert. Die Dreiecke A und 4’ die jeweils die gestri-
chelten Strecken enthalten, erkennt man dann als kongruent, und es folgt, dass
sich die u-Koordinate von P; + P, als Summe der u-Koordinaten von P; und
P, ergibt. Entsprechendes gilt fiir die v-Koordinaten und in gleicher Weise fiir
die Koordinaten beziiglich anderer Koordinatensysteme.

Gehen wir nun von zwei Punkten (x1,y1), (22,2) € R? aus und betrachten
die zugehorigen Punkte P, P, € E mit ¢(FP;) = (z;,y;) fiir i = 1,2, so ergibt
sich mit ¥(P;) = (u;,v;) aufgrund vorstehender Beobachtung

O(Py + P) = (z1 + 22,51 + 42) = (21, 91) + (22, 92),
(P + P) = (ug + ug, v1 + v2) = (u1,v1) + (ug,v2).

Die gewiinschte Vertriiglichkeit von f mit der Addition auf R? folgt dann aus
der Gleichung

F(@r,m) + (22,92)) = ¥ (o~ ((x1,01) + (22,2))) = »(P1 + P2)
= (u1,01) + (ug,v2) = f((z1, 1)) + f((22,92)),

und man erkennt f: R? — R?, wie behauptet, als Isomorphismus von R-Vek-
torraumen.

Die vorstehende Uberlegung hat eine wichtige Konsequenz. Zeichnet man in
der Ebene E einen Punkt 0 als Nullpunkt aus, so ldsst sich E auf ganz natiirliche
Weise mit der Struktur eines R-Vektorraums versehen. Man wéhle ndmlich ein
Koordinatensystem in 0 und fasse die zugehérige Bijektion ¢: E — R2, welche
einem Punkt P € E die zugehorigen Koordinaten zuordnet, als Identifizierung
auf. Die so von R? auf F {ibertragene Vektorraumstruktur ist unabhingig von
der Wahl des Koordinatensystems von E in 0. In der Tat, ist ¢: £ — R2
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eine Bijektion, die zu einem weiteren Koordinatensystem von £ in 0 korrespon-
diert, so haben wir gerade gezeigt, dass die Komposition 1 o p~!: R? — R?
ein Isomorphismus ist. Dies besagt aber, dass die mittels ¢ von R? auf E
iibertragene Addition und skalare Multiplikation jeweils mit derjenigen iiber-
einstimmt, die mittels ¢ von R? auf E iibertragen werden kann. Wir kénnen
daher mit gutem Recht sagen, dass eine punktierte Ebene, also eine Ebene
mit einem als Nullpunkt ausgezeichneten Punkt 0, auf natiirliche Weise die
Struktur eines R-Vektorraums besitzt und dass dieser Vektorraum im Grunde
genommen nichts anderes als das wohlbekannte Modell R? ist, genauer, dass £
als R-Vektorraum zu R? isomorph ist. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir
eine Gerade und R! als Modell, sowie fiir den drei-dimensionalen anschaulichen
Raum und R? als Modell. Es ist allgemeiner auch méglich, die Abhingigkeit der
Modelle von der Wahl des Nullpunktes zu vermeiden. Anstelle linearer Abbil-
dungen hat man dann so genannte affine Abbildungen zu betrachten, die sich
als Komposition linearer Abbildungen mit Translationen darstellen.

Beispiele fiir Isomorphismen f: R? — R? gibt es zur Geniige, etwa die
Streckung

f:R? —R? (1, 91) — (azr, Biyn),

mit fest vorgegebenen Konstanten ay, 3y € R*, die Drehung um 0 € R? mit
einem gewissen Winkel w

Ya
f(P)

A p

oder die Spiegelung an einer Geraden G, die den Nullpunkt 0 € R enthélt:
Ya

>

T

JO G

o P

>

x
Ein einfaches Beispiel einer linearen Abbildung, die nicht bijektiv und damit
kein Isomorphismus ist, stellt die so genannte Projektion

f: RQ — ]Ra (117%) — Ty,

dar. Diese Abbildung beschreibt sich in der Tat als (Parallel-) Projektion auf
die 2-Achse, indem man einen Punkt P € R? auf den Schnittpunkt der z-Achse
mit der Parallelen zur y-Achse durch P abbildet:
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8 >
fp)
Man kann auch parallel zu einer anderen Achse v projizieren, etwa in der fol-

genden Weise:
Y

S
o
)

‘o S
fp) =

Im Prinzip erhélt man hier keine wesentlich andere lineare Abbildung, denn
diese wird beziiglich der Koordinatenachsen x,v wiederum durch

f:IRQ—>R7 (371,111)’—>-T1>

beschrieben. Ahnliche Beispiele fiir Isomorphismen oder, allgemeiner, lineare
Abbildungen, lassen sich auch fiir héher-dimensionale Vektorrdume R™ angeben.

Im vorliegenden Kapitel wollen wir zunéchst einmal einige allgemeine Eigen-
schaften linearer Abbildungen untersuchen, wobei wir wiederum Vektorrdume
itber einem beliebigen Korper K betrachten. Zum Beispiel werden wir se-
hen, dass die Dimension des Bildes V' einer surjektiven linearen Abbildung
f:V — V' man spricht hier vom Rang von f, hiéchstens gleich der Dimen-
sion von V sein kann. Somit ist die Existenz beispielsweise einer surjektiven
linearen Abbildung R? — R? ausgeschlossen. Allgemeiner werden Phinomene
dieser Art durch die so genannte Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ge-
regelt. Auch wird sich zeigen, dass eine lineare Abbildung f: V' — V”’ bereits
eindeutig durch die Bilder f(z;) € V' einer vorgegebenen Basis (x;)ie; von V
festgelegt ist, ja dass man sogar eine lineare Abbildung f: V' — V’ eindeutig
definieren kann, indem man lediglich die Bilder f(z;) in V’ (in beliebiger Weise)
vorgibt. Diese Eigenschaft ist wichtig fiir die Beschreibung linearer Abbildun-
gen mittels Matrizen (das sind rechteckige Koeffizientenschemata mit Eintrégen
aus dem Grundkérper K) und damit fiir die rechnerische Handhabung linearer
Abbildungen. Eine tiefergehende Betrachtung von Matrizen wird allerdings erst
in Kapitel 3 erfolgen.

Ein weiteres Problem, das wir in diesem Kapitel 16sen werden, beschéftigt
sich mit der Konstruktion linearer Abbildungen f: V' — V' mit vorgegebenen
Fasern f~'(f(a)) C V, wobei a in V variiere. Man sieht leicht ein, dass fiir eine
lineare Abbildung f: V' — V' die Faser zu a = 0, also f~!(f(0)) = f~1(0)
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einen linearen Unterraum U C V definiert, den so genannten Kern von f, der
mit ker f bezeichnet wird, und dass fiir a € V

[ fla)=a+U={a+u;uecU}

gilt. Man erhélt daher die Fasern von f, indem man den linearen Unterraum
U = ker f mit allen Vektoren a € V parallel verschiebt, wobei man jeden solchen
parallel verschobenen Unterraum A = a + U als einen zu U gehirigen affinen
Unterraum von V bezeichnet. Im Falle V = R? und fiir eine Gerade U C R?
ergibt sich beispielsweise folgendes Bild:

Ya

U a+U

Umgekehrt werden wir zu einem linearen Unterraum U C V die Menge V/U
aller zu U gehorigen affinen Unterrdume betrachten und diese auf natiirliche
Weise zu einem K-Vektorraum machen, indem wir fiir a,b € V und o € K

(a+U)+b+U):=(a+b)+U, ala+U) =aa+U

setzen. Dass man auf diese Weise tatséchlich einen Vektorraum erhélt, den so
genannten Quotienten- oder Restklassenvektorraum V /U, bedarf einiger Verifi-
zierungen, die wir im Einzelnen durchfiihren werden. Insbesondere werden wir
sehen, dass dann die kanonische Abbildung

m: V. — V/U, a— a+U,

eine lineare Abbildung mit ker 7 = U ergibt, deren Fasern also gerade die zu U
gehorigen affinen Unterrdume von V sind. Die Abbildung 7 erfiillt eine wichtige,
so genannte universelle Eigenschaft: Ist f: V' — V’ eine lineare Abbildung mit
einem Kern, der U = ker w C ker f erfiillt, so zerlegt sich f in eine Komposition

fvviu v

mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung f: V/U — V’; dies ist im
Wesentlichen die Aussage des Homomorphiesatzes fiir lineare Abbildungen.
Die Definition eines Vektorraums als Menge mit einer Addition und ska-
laren Multiplikation macht keinerlei Vorschriften iiber die Art der Elemente
dieser Menge. Wir nutzen dies insbesondere bei der Definition des Restklassen-
vektorraums V/U aus, dessen Elemente affine Unterrdume von V und damit
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Teilmengen von V' sind. Ein weiteres Beispiel eines Vektorraums, der zu einem
gegebenen K-Vektorraum V' konstruiert werden kann, ist der Dualraum V*.
Seine Elemente sind lineare Abbildungen, und zwar die linearen Abbildungen
V — K. Zwischen V und V* bestehen enge symmetrische Bezichungen; man
spricht von einer Dualitéit zwischen V und V*, daher auch der Name Dual-
raum. Beispielsweise lédsst sich V' im Falle endlicher Dimension selbst wieder
als Dualraum von V* interpretieren. Mit dem Dualraum eines Vektorraums V
decken wir in einem gewissen Sinne die linearen Eigenschaften von V' auf einem
hoheren Niveau auf. Die zu beweisenden Ergebnisse werden es uns in gewissen
Fallen ermoglichen, ansonsten erforderliche konventionelle Rechnungen durch
konzeptionelle Argumente zu ersetzen.

2.1 Grundbegriffe

Zu Vektoren ay, ..., a, eines K-Vektorraums V' kann man stets die Abbildung
n
f: K" —V, (al,...7cvn)%>Z:Oziai7
i=1

betrachten. Fiir die Einheitsvektoren e; = (014,...,0,) € K™ @ = 1,...,n,
welche die kanonische Basis von K™ bilden, gilt dann f(e;) = a;, und wir kénnen
in dquivalenter Weise sagen, dass f durch die Vorschrift

f(z Oéiei) = Z Q;a;
i=1 i=1

beschrieben wird. Bilden nun ag,...,a, sogar eine Basis von V| so hat jedes
Element a € V eine eindeutig bestimmte Darstellung a = > | aya; mit Koef-
fizienten «; € K, und man sieht, dass in diesem Falle die Abbildung f bijektiv
ist. Da weiter f vertrdglich mit den Vektorraumstrukturen auf K™ und V ist
— es gilt ndmlich f(a+0) = f(a) + f(b) fir a,b € K™ sowie f(aa) = af(a)
fir o € K, a € K™ —, konnen wir V nach Auswahl der Basis a1, ..., a, unter
Verwendung der Abbildung f mit K™ identifizieren. Dies zeigt insbesondere,
dass Abbildungen zwischen Vektorrdumen, welche die Vektorraumstrukturen
respektieren, von Interesse sind.

Definition 1. Fine Abbildung f:V — V' zwischen K-Vektorriumen V,V’
heifit K-Homomorphismus oder K-lineare Abbildung, falls gilt:

(i) fla+0b) = f(a)+ f(b) fir a,be V.

(ii) flaa) =af(a) fira € K,a € V.

Die Bedingungen (i) und (ii) lassen sich zusammenfassen, indem man fiir
a,f € K, a,beV in dquivalenter Weise fordert:

flaa+Bb) = af(a) + Bf(b)
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Als einfache Rechenregeln priift man leicht nach:

f(0)=0
f(=a)=—=f(a) firaeV

Im Ubrigen ist die Komposition linearer Abbildungen wieder linear. Wir wollen
einige einfache Beispiele linearer Abbildungen anschauen.

(1) Die Abbildung C — C, z — z = Re(z) — ilm(z), ist R-linear, nicht
aber C-linear.

(2) Fiir einen K-Vektorraum V' ist die identische Abbildung id: V' — V,
a — a, ein Beispiel einer K-linearen Abbildung, ebenso die Nullabbildung
0: V. — 0, welche jedes Element a € V auf 0 abbildet. Weiter ist fiir einen
linearen Unterraum U C V die Inklusionsabbildung U < V ein Beispiel einer
K-linearen Abbildung.

(3) Es sei K ein Korper. Zu m,n € N betrachte man ein System

)\11 >\1n
Jj=1,..,n
D W

von Elementen aus K; man spricht von einer Matriz. Dann wird durch
n n
n m
K" — K™, (al,...,an)}—>(g )\Uaj,...7§ AmjQ),s
=1 j=1

eine K-lineare Abbildung gegeben. Wir werden sogar im Weiteren sehen, dass
jede lineare Abbildung K™ — K™ von dieser Gestalt ist, also durch eine
Matrix von Elementen aus K beschrieben werden kann. Allerdings werden wir
dann Vektoren in K™ bzw. K™ in konsequenter Weise als Spalten-Vektoren und
nicht mehr wie bisher als Zeilen-Vektoren schreiben, da dies besser mit dem
dann einzufithrenden Matrizenprodukt harmoniert.

Man nennt eine K-lineare Abbildung f: V — V' zwischen Vektorrdum-
en einen Monomorphismus, falls f injektiv ist, einen Epimorphismus, falls f
surjektiv ist, und einen Isomorphismus, falls f bijektiv ist.

Bemerkung 2. Ist f: V — V' ein Isomorphismus zwischen K- Vektorrdumen,
so ezistiert die Umkehrabbildung f=': V' — V| und diese ist K-linear, also
wiederum ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist nur die K-Linearitit der Umkehrabbildung f~! zu zeigen. Seien
also a’, b’ € V' gegeben. Fiira = f~'(a’) und b = f~1(V') hat man dann o’ = f(a)
und b = f(b), sowie @’ + b = f(a + b) aufgrund der Linearitéit von f. Folglich
gilt

fHd+V)=a+b= ")+ [TV
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Fiir o € K gilt weiter aa’ = f(aa) und daher
fHad) =aa=af(d),

d. h. f~1ist K-linear. (]

Isomorphismen schreiben wir hiaufig in der Form V' =% V’. Im Falle V =V’
bezeichnet man eine K-lineare Abbildung f: V' — V auch als einen Endomor-
phismus von V', und man versteht unter einem Automorphismus von V einen
bijektiven Endomorphismus.

Bemerkung 3. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torraumen. Dann sind

ker f = f710)={a € V; f(a) =0} und
im f = f(V) ={f(a); a €V}

lineare Unterrdume von V. bzw. V'. Diese werden als Kern bzw. Bild von f
bezeichnet.

Der Beweis ist einfach zu fiithren. Fiir a,b € ker f hat man f(a + ) =
fla)+ f(b) =0+0=0, also a+b € ker f. Weiter gilt f(xa) = af(a) =a0 =0
und damit aa € ker f fiir a € K und a € ker f. Da ker f # () wegen 0 € ker f,
erkennt man ker f als linearen Unterraum von V.

Ahnlich sieht man, dass im f ein linearer Unterraum von V' ist. Wegen
0 € im f ist jedenfalls im f nicht leer. Seien weiter o € K, a/,V € im f, etwa
a = f(a),V = f(b) mit a,b € V. Dann folgt aa’ = f(aa) sowie '+ = f(a+Db),
d. h. ad’;a’ + b € im f. Also ist auch im f ein linearer Unterraum von V'. [

Bemerkung 4. Fine K-lineare Abbildung f: V — V' zwischen Vektorrdumen
ist genau dann injektiv, wenn ker f = 0 gilt.

Beweis. Sei zunichst f injektiv. Dann besteht insbesondere ker f = f~1(0)
aus hochstens einem Element, und wegen 0 € f~1(0) folgt ker f = 0. Sei nun
umgekehrt die Beziehung ker f = 0 gegeben, und seien a,b € V mit f(a) = f(b).
Dann ergibt sich

fla=1b) = fla) = f(b) =0,
also a — b € ker f = 0 und damit @ = b, d. h. f ist injektiv. 0

Wir wollen weiter untersuchen, wie sich Erzeugendensysteme sowie linear
abhéngige bzw. unabhéingige Systeme unter Anwendung linearer Abbildungen
verhalten.

Bemerkung 5. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdaumen.

(i) Fur Teilmengen A CV gilt f((A4)) = (f(A4)).



60 2. Lineare Abbildungen

(ii) Es seien die Vektoren ay,...,a, € V linear abhingig. Dann sind auch
deren Bilder f(a1),..., f(a,) € V' linear abhingig. Die Umkehrung hierzu gilt,
wenn f injektiv ist.

(iii) FEs seien ai,...,a, € V Vektoren, deren Bilder f(a1),...,f(a,) € V'
linear unabhdngig sind. Dann sind auch aq, ..., a, linear unabhdngig. Die Um-
kehrung hierzu gilt, wenn f injektiv ist.

Der Beweis kann durch einfache Verifikation der Definitionen gefiihrt wer-
den. Die entsprechenden Rechnungen seien jedoch dem Leser iiberlassen. Als
Konsequenz von Aussage (iii) vermerken wir noch:

Bemerkung 6. Fir eine K-lineare Abbildung f:V — V' zwischen Vek-
torraumen gilt dimg f(V) < dimg V.

Eine wichtige Eigenschaft linearer Abbildungen besteht darin, dass sie be-
reits durch die Werte, die sie auf einer Basis des Urbildraumes annehmen, fest-
gelegt sind.

Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum mit Erzeugendensystem ay, ..., ay,. Sind
dann dal, ..., a, beliebige Vektoren eines weiteren K-Vektorraums V', so gilt:
(1) Es gibt hochstens eine K-lineare Abbildung f: V — V' mit f(a;) = a},
i=1,...,n.
(i) Ist ay,...,a, sogar eine Basis von V, so existiert genau eine K-lineare

Abbildung f:V — V' mit f(a;) =a} firi=1,...,n.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeitsaussage (i). Sei also f: V — V'
K-linear mit f(a;) = a}, i = 1,...,n, und sei a € V. Dann besitzt a eine
Darstellung der Form a = """ | aya; mit Koeffizienten o; € K. Aufgrund der
Linearitat von f folgt

f(a) = f(z Oéiai) = Z%‘f(ai)’

was bedeutet, dass f(a) durch die Werte f(a;), ¢ = 1,...,n, eindeutig bestimmt
ist.

Bilden nun ay, ..., a, im Falle (ii) eine Basis von V, so sind fiir a € V die
Koeffizienten o; in der Darstellung a = )| o;a; eindeutig bestimmt, und man
kann eine Abbildung f: V — V’ erkldren, indem man setzt:

fla) = Z ;i f(a;)

Diese Abbildung ist K-linear. Sind ndmlich a = """, oya; und b = > | fia;
zwei Elemente von V, so gilt

n

a+ b = Z(O&l + ﬁz)al

i=1



2.1 Grundbegriffe 61

Da dies die (eindeutig bestimmte) Darstellung von @ + b als Linearkombination
von aq,...,a, ist, ergibt sich

fla+b) = Z(ai + Bi)a; = Zaia; + Zﬁi‘l; = f(a) + f(b).
1 i=1 i=1

i=

Entsprechend rechnet man fiir o« € K
flaa) = f(Y aqiay) =Y acia; = a Yy aa; = af(a),
i=1 i=1 i=1

und man sieht, dass f: V — V' K-linear ist. Es existiert also eine K-lineare
Abbildung f: V — V' mit f(a;) = a}, und diese ist eindeutig bestimmt, wie
wir in (i) gesehen haben. O

Fiir zwei K-Vektorrdume V und V' bilden die K-linearen Abbildungen
f:V — V" einen K-Vektorraum, sozusagen den Vektorraum aller K-linearen
V'-wertigen Funktionen auf V; dieser wird meist mit Homy (V, V') bezeichnet,
also

Homg(V,V')={f: V — V'; f K-linear}.

Dabei ist fiir f, g € Homg(V, V') die Summe f + g durch
f+g:V—V, z— f(x)+g(z)
erklart und entsprechend fir o € K das Produkt « - f durch
a-f:V—V, z— a-(f(x)).

Dass f+g¢g und a- f wiederum K-lineare Abbildungen von V' nach V' darstellen,
ist mit leichter Rechnung nachzupriifen. Der Sachverhalt von Aussage (ii) in
Satz 7 ist dann préaziser so zu formulieren, dass fiir eine Basis aq,...,a, von
V die Zuordnung f — (f(a1),..., f(an)) Anlass zu einem Isomorphismus von
K-Vektorraumen Hompg (V, V') =% (V)™ gibt.

Diese Korrespondenz kann man noch konkreter beschreiben, wenn man ne-
ben der Basis ay,...,a, von V auch in V' eine Basis fixiert. Sei also by,..., b,
eine Basis von V', wobei wir V” als endlich-dimensional annehmen. Dann besitzt
jeder Vektor o’ € V eine eindeutige Darstellung o’ = " | A;b;, ist also durch

das Koeffiziententupel (A1, ..., A,) auf umkehrbar eindeutige Weise bestimmyt.
Eine lineare Abbildung f: V — V' korrespondiert daher zu n solchen Koeffi-
ziententupeln (Ayj,..., Apj), 7 = 1,...,n, die wir als Spalten interpretieren und

zu einer Matrix zusammenfiigen:

)\11 e )\ln

=1,...
IR Al o Amn
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Man nennt dies die zu der linearen Abbildung f gehorige Matriz, wobei diese
Bezeichnung natiirlich relativ zu den in V' und V' fixierten Basen zu verste-
hen ist. Die lineare Abbildung f lédsst sich aus der Matrix ();;) mit Hilfe der

Gleichungen m
f(aj):Z)\mbz, j:l,n
bzw. n =1 m n
FOaa) => 0 Mijay)bs
j=1 i=1 j=1
rekonstruieren.

Satz 8. FEs seien V, V' K-Vektorrdume.

(i) Falls es einen Isomorphismus f: V =5 V' gibt, so stimmen die Dimen-
stonen von V und V' diberein, also dimg V = dimg V.

(i) Umgekehrt existiert im Falle dimyx V = dimg V' < 0o stets ein Isomor-
phismus f:V =5 V',

Beweis. Ist f: V' 5 V'’ ein Isomorphismus, so sieht man mit Bemerkung 5,
dass ein System von Vektoren aq,...,a, € V genau dann linear unabhéngig ist,
wenn die Bilder f(a1),..., f(a,) € V' linear unabhéngig sind. Dies bedeutet
aber dimg V = dimg V.

Gilt umgekehrt dimg V' = dimg V' = n < oo, so wihle man zwei Basen
ar,...,a, € Vundadi,...,a, € V'. Nach Satz 7 (ii) existiert dann eine eindeutig
bestimmte K-lineare Abbildung f : V — V' mit f(a;) = a} fiir i = 1,...,n.
Ist nun a € ker f, etwa a = Y | a;a; mit Koeffizienten o; € K, so folgt
Yo oual = f(a) = 0 und wegen der linearen Unabhéngigkeit von af, ..., al,

bereits o; = 0 fiir alle 4, also a = 0. Damit ist f injektiv. Aber f ist auch
surjektiv. Denn Elemente o’ € V/ kann man stets in der Form o’ = 1" | o]

mit Koeffizienten «; € K darstellen, und es gilt dann (37| aa;) = d'. O

Korollar 9. Ist V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oo, so gibt es einen
Isomorphismus V' =5 K™.

Dies bedeutet, dass es bis auf Isomorphie als endlich-dimensionale K-Vek-
torrdume nur die Vektorraume K™ gibt. Wir wollen abschlieflend noch die so
genannte Dimensionsformel fiir K-lineare Abbildungen beweisen.

Satz 10. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Dann gilt
dimg V = dimg (ker f) + dimg (im f).

Statt dimg (im f), also der Dimension des Bildraumes f(V'), schreibt man
héufig auch rg f und nennt dies den Rang von f.

Beweis zu Satz 10. Ist einer der Vektorrdume ker f oder im f von unendlicher
Dimension, so auch V; falls dimg (im f) = oo, so folgt dies aus Bemerkung 5.
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Wir diirfen daher ker f und im f als endlich-dimensional ansehen. Man wihle
dann Vektoren ay, ..., a, in V, so dass deren Bilder f(ay),..., f(an) eine Basis
von im f bilden. Weiter wéhle man eine Basis a,,11, ..., a, von ker f. Es geniigt
dann nachzuweisen, dass ay,...,a, eine Basis von V' bilden. Hierzu betrachte
man einen Vektor a € V. Es existiert eine Darstellung f(a) = >"™", o f(a;) mit
Koeffizienten o; € K, da f(a1),. .., f(an) den Vektorraum im f erzeugen. Wei-
ter liegt der Vektor a—Y_:" | aya; im Kern von f, und, da dieser von a1, .. ., ay
erzeugt wird, gibt es i1, ... 0 € K mit a — 370" asa; = Y00 oua;, also
mit @ = Y., oa;. Dies zeigt, dass ai,...,a, ein Erzeugendensystem von V'
bilden.

Um zu sehen, dass ay,...,a, auch linear unabhéngig sind, betrachte man
eine Relation 22:1 a;a; = 0 mit Koeffizienten «; € K. Hieraus ergibt sich

0= f(Z ;) = Zaiﬂai) = me(aa

und damit oy = ... = ay,, = 0, da f(a1),..., f(am) linear unabhéngig sind.
Dann folgt aber » " . aa; = 0 und weiter apyy = ... = a, = 0, da
@ma41, - - -, Qp linear unabhéngig sind. Die Koeffizienten «y, ..., a;, verschwin-
den daher sdmtlich, und wir sehen, dass ay, ..., a, linear unabhéngig sind. [J

Korollar 11. Es sei f: V. — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen mit dimg V' = dimg V' < co. Dann ist dquivalent:
(i) f ist ein Monomorphismus.
(i) f ist ein Epimorphismus.
(iii) f ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei zunichst Bedingung (i) erfiillt, also f ein Monomorphismus. Dann
folgt unter Benutzung von Satz 10

dimg V' = dimg V = dimg (ker f) + dimg (im f).

Wegen dimg (ker f) = 0 besitzt daher der lineare Unterraum im f C V' dieselbe
(endliche) Dimension wie V’. Mit 1.5/14 (ii) ergibt sich im f = V', d. h. f ist
ein Epimorphismus, und (ii) ist erfiillt.

Sei nun f mit Bedingung (ii) als Epimorphismus vorausgesetzt. Die Dimen-
sionsformel in Satz 10 ergibt dann wegen im f = V' und dimg V' = dimg V
notwendig ker f = 0, d. h. f ist injektiv und erfiillt damit Bedingung (iii). Dass
schlieBlich (iii) die Bedingung (i) impliziert, ist trivial. O

Auch hier sei darauf hingewiesen, dass Korollar 11 dhnlich wie 1.5/14 (ii)
nicht auf den Fall unendlich-dimensionaler Vektorrdume zu verallgemeinern ist,
da ein unendlich-dimensionaler K-Vektorraum stets echte lineare Unterrdume
unendlicher Dimension besitzt.
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Aufgaben

1.

Fiir einen Kérper K und ein n € N betrachte man K™ als K-Vektorraum. Es
bezeichne p;: K™ — K fiir i =1,...,n jeweils die Projektion auf die i-te Kom-
ponente. Man zeige:

(i) Die Abbildungen p; sind K-linear.

(ii) Eine Abbildung f: V — K" von einem K-Vektorraum V nach K" ist
genau dann K-linear, wenn alle Kompositionen p; o f K-linear sind.

. Gibt es R-lineare Abbildungen R* — R? die die folgenden Vektoren a; € R*

jeweils auf die angegebenen Vektoren b; € R? abbilden?
(1) 01:(1,170,0)7 0/2:(171,170), 0/3:(071,1,1), (14:(0,0,1,1)
b1:(17273)7 b2:(27331)7 b3:(37152)7 b4:(23034)
(i) a1=(0,1,1,1), az=(1,0,1,1), a3=(1,1,0,1)
bl7 bg,bg wie in (1)
(111) al:(ovlvlvl)v aQ:(lvoalal)a a3:(171507 1)5 a4:(715130a0)
bl, bz,b3, b4 wie in (1)
(iv) a1=(0,1,1,1), a2=(1,0,1,1), a3=(1,1,0,1), as1=(0,2,0,1)
bl, b2,b37 b4 wie in (1)

. Man bestimme alle R-linearen Abbildungen R — R.

. Man bestimme alle Kérperhomomorphismen f: Q(v2) — Q(v/2), d. h. alle

Q-linearen Abbildungen, die zusétzlich f(af) = f(«)f(0) erfiillen.

. Es sei V ein K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus mit f2 = f.

Man zeige V = ker f @ im f.

. Fiir lineare Unterrdume U, U’ eines K-Vektorraums V betrachte man die Abbil-

dung
e:UxU —V, (a,b) — a —b.
(i) Man zeige, dass ¢ K-linear ist, wenn man U x U’ mit komponentenweiser
Addition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum auffasst.
(i) Man berechne dimg (U x U’).

(iii) Man wende die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen auf ¢ an und
folgere die Dimensionsformel fiir lineare Unterrdume von V

dimg U + dimg U’ = dimg (U + U’) + dimg (U N U').

. Fiir K-Vektorrdume V, V'’ bestimme man dimyx Homg (V, V'), also die Dimension

des Vektorraums aller K-linearen Abbildungen von V nach V’.

Es seien Vj L Vo SN V3 K-lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorrdumen. Man zeige:

rg f+rgg <rg(go f)+dimVa
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2.2 Quotientenvektorraume

Neben den linearen Unterrdumen von Vektorrdumen V', also den Untervek-
torrdumen im Sinne von 1.4/2; wollen wir in diesem Abschnitt auch so genann-
te affine Unterrdume von V betrachten. Diese entstehen im Wesentlichen aus
den linearen Unterrdumen durch Translation (oder Parallelverschiebung) um
Vektoren a € V.

Definition 1. Es sei V' ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge. Man
bezeichnet A als affinen Unterraum von V|, wenn A leer ist, oder wenn es ein
Element a € V und einen linearen Unterraum U C V gibt mit

A=a+U:={a+u;uelU}.

In der Situation der Definition ergibt sich fiir @ € U insbesondere 0 & a+ U,
und man sieht, dass A = a+U in diesem Fall kein linearer Unterraum von V' sein
kann. Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass die Menge aller affinen Un-
terrdume des Typs a + U, a € V, in nahe liegender Weise einen K-Vektorraum
bildet. Wir werden diesen Vektorraum mit V/U (man lese V' modulo U) be-
zeichnen und zeigen, dass die Zuordnung a — a + U eine surjektive K-lineare
Abbildung V' — V/U definiert, welche U als Kern besitzt.

Um das Problem etwas weiter zu verdeutlichen, wollen wir zunéchst einmal
die Existenz einer surjektiven K-linearen Abbildung f: V — V' mit ker f = U
als gegeben annehmen. Fiir ' € V' nennt man f~(a’) die Faser von f iiber o'

Bemerkung 2. Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen Vek-
torraumen mit ker f = U. Dann erhdlt man fir a € V als Faser von f 1iber
f(a) gerade den affinen Unterraum a+ U, d. h. f~'(f(a)) =a+U.

Beweis. Fiir u € U gilt f(a+u) = f(a) und damit a+U C f~1(f(a)). Umgekehrt
folgt aus @’ € f~(f(a)) die Beziechung f(a') = f(a) bzw. f(a’ — a) = 0. Dies
impliziert a' —a € ker f = U bzw. d’ € a + U, was f~1(f(a)) C a+ U und
folglich die Gleichheit beider Mengen zeigt. |

Wir kénnen also vermerken, dass die Fasern einer surjektiven K-linearen
Abbildung f: V — V'’ mit ker f = U gerade aus den affinen Unterrdumen
a+ U, a € V, bestehen. Da iiber jedem o' € f(V) = V' genau eine Faser
liegt, néimlich f~!(a’), kénnen wir die Menge der affinen Unterrdume des Typs
a+U C V mit V' identifizieren und zu einem K-Vektorraum V/U machen,
indem wir die Vektorraumstruktur von V' iibernehmen. Man addiert dann zwei
Fasern f~1(f(a)) = a + U, f7X(f(b)) = b+ U, indem man die Faser iiber
fla) + f(b) = f(a+0b) bildet, also

(a+U)+(b+U)=(a+b)+U.
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Entsprechend multipliziert man eine Faser f~!(f(a)) = a + U mit einem Skalar
a € K indem man die Faser iiber af(a) = f(aa) bildet, also a(a+U) = aa+U.
SchlieBlich ist klar, dass die Abbildung V' — V/U, a — a + U, ebenso wie
f:V — V' eine surjektive K-lineare Abbildung mit Kern U ist.

Die vorstehende Uberlegung zeigt, dass das Problem, die Menge der affinen
Unterrdume des Typs a + U C V zu einem K-Vektorraum zu machen, eine
natiirliche Losung besitzt, wenn man iiber eine surjektive lineare Abbildung
f:V — V' mit ker f = U verfiigt. Eine solche Abbildung kann man sich aber
leicht verschaffen. Man wihle ndmlich gemif 1.6/4 ein Komplement U’ zu U,
also einen linearen Unterraum U’ C V mit V = U & U’. Dann ldsst sich jedes
a € V auf eindeutige Weise in der Form ¢ = v + v/ mit v € U und v € U’
schreiben. Indem wir a jeweils den Summanden «’ zuordnen, erhalten wir wie
gewiinscht eine surjektive K-lineare Abbildung p: V — U’ mit Kern U. Man
nennt p die Projektion von U @ U’ auf den zweiten Summanden.

Wir wollen im Folgenden jedoch den Quotientenvektorraum V/U auf eine
andere Art konstruieren. Die verwendete Methode hat den Vorteil, dass sie nicht
auf speziellen Eigenschaften von Vektorrdumen (Existenz eines Komplements zu
einem linearen Unterraum) beruht, sondern auch noch in anderen Situationen
anwendbar ist.

Definition 3. Eine Relation auf einer Menge M besteht aus einer Teilmenge
R C M x M; man schreibt a ~ b fir (a,b) € R und spricht von der Relation

143 ”

~ ". Eine Relation “ ~ 7 auf M heift eine Aquivalenzrelation, wenn sie
folgende Figenschaften besitzt:
(1) Reflexivitét: a ~ a fir alle a € M.
(ii) Symmetrie: a ~b=>b~ a.
(iii) Transitivitit: a ~b, b~c=a ~c.

Ist “ ~ 7 eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so nennt man zwei
Elemente a,b € M dquivalent, wenn fiir diese die Relation a ~ b gilt. Weiter
bezeichnet man

[a] ={be M;b~a}

als die Aquivalenzklasse des Elementes a in M. Um ein einfaches Beispiel zu
geben, betrachte man eine K-lineare Abbildung f: V — V' zwischen Vek-
torrdumen und setze fiir a,b € V

a~b:<= f(a) = f(b).

Es ist dann unmittelbar klar, dass f auf diese Weise eine Aquivalenzrelation
auf V induziert und dass [a] = f~'(f(a)) die Aquivalenzklasse eines Elementes
a €V ist.

Im Falle einer Aquivalenzrelation “ ~ 7 auf einer Menge M heifit jedes Ele-
ment b einer Aquivalenzklasse [a] ein Reprasentant dieser Klasse. Aufgrund
von Definition 3 (i) ist ein Element a € M stets Reprisentant der Klasse [a].
Aquivalenzklassen sind daher stets nicht-leer. Wir wollen zeigen, dass zwei Ele-
mente a,b € M genau dann dieselbe Aquivalenzklasse induzieren, dass also

”
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[a] = [b] gilt, wenn a, b zueinander dquivalent sind oder, alternativ, wenn sie
beide zu einem dritten Element ¢ € M dquivalent sind. Dies impliziert insbeson-
dere, dass die Aquivalenzrelation auf M eine Unterteilung von M in disjunkte
Aquivalenzklassen induziert.

Satz 4. Es sei “ ~ " eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Fiir Elemente
a,b € M st dann gleichbedeutend:
(i) a~b
(i) [a] = [b]
(i) [a] N 8] # 0
Insbesondere ist M die disjunkte Vereinigung der zu
valenzklassen.

“

~ 7 gehorigen Aqui-

Beweis. Gelte zunichst (i), also a ~ b. Fir ¢ € M mit ¢ ~ a folgt aus a ~ b
bereits ¢ ~ b und somit [a] C [b]. Die umgekehrte Inklusion verifiziert man
entsprechend, so dass sich insgesamt die Gleichung [a] = [b] in (ii) ergibt. Da
Aquivalenzklassen stets nicht-leer sind, ist weiter (iii) eine Konsequenz aus (ii).
Ist schlieBlich Bedingung (iii) gegeben, so wihle man ein Element ¢ € [a] N [b].
Dann gilt ¢ ~ a, bzw. a ~ ¢ aufgrund der Symmetrie, sowie ¢ ~ b und damit
aufgrund der Transitivitat auch a ~ b, d. h. (i). O

Definiert man nun M/~ als Menge der Aquivalenzklassen in M, so kann
man die kanonische Abbildung

M — Mj~,  ar— [d],

betrachten, welche ein Element a € M auf die zugehérige Aquivalenzklasse
[a] C M abbildet. Dabei ist [a] nach Satz 4 die eindeutig bestimmte Aquiva-
lenzklasse in M, die a enthilt. Im Folgenden sollen nun Aquivalenzrelationen
auf Vektorrdumen studiert werden.

Bemerkung 5. Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unter-
raum. Dann wird durch
a~b<=a—-becU

eine Aquivalenzrelation auf V' erklirt, auch als Kongruenz modulo U bezeichnet.
Es gilt [a] = a+U fiir die Aquivalenzklasse [a] zu einem Element a € V.. Zwei
Aquivalenzklassen [a] = a + U und [b] = b+ U stimmen genau dann diberein,
wenn a ~ b, also a —b e U gilt.

Beweis. Fiir alle a € V gilt a—a = 0 € U und damit a ~ a; die Relation ist also
reflexiv. Als Néchstes zeigen wir die Symmetrie. Gelte a ~ b, d. h. a —b € U.
Dann folgt b—a = —(a—b) € U, was aber b ~ a bedeutet. Schliefllich iiberpriifen
wir die Transitivitéit. Gelte a ~ b und b ~ ¢, also a — b, b — ¢ € U. Dann ergibt
sich

a—c=(a—b+(b-c)eUl,
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also a ~ c.
Im Ubrigen berechnet sich die Aquivalenzklasse [a] eines Vektors a € V' zu

[a)={beVibra}={beVib—acU}=a+U,

wie behauptet. SchlieSlich stimmen zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] gemB
Bemerkung 5 genau dann iiberein, wenn a ~ b, also a — b € U gilt. O

Fiir a € V bezeichnet man die Aquivalenzklasse [a] = a + U genauer als
die Restklasse von a modulo U oder auch als die Nebenklasse von a beziiglich
U. Zur Definition des Quotientenvektorraums V/U haben wir auf der Menge
dieser Restklassen eine Struktur als K-Vektorraum zu definieren. Um dies zu
bewerkstelligen, leiten wir einige Regeln fiir das Rechnen mit Restklassen her,
wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit Restklassen a + U noch einmal in
der Form von Aquivalenzklassen [a] schreiben.

Bemerkung 6. Auf einem K-Vektorraum V betrachte man die zu einem li-
nearen Unterraum U C V gehirige Aquivalenzrelation der Kongruenz modulo
U. Es gelte [a] = [a'] und [b] = [V] fir Vektoren a,d’,b,t/ € V. Dann folgt
[a+0b] = [a + V] sowie [aa] = [ad'] fir a € K.

Beweis. Aus [a] = [d], [b] = [V] ergibt sich a —a/, b — ¥ € U und damit
(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-V) e U,also [a+b] = [a +]. Weiter folgt
aa —ad = ala—d) €U, also [aa] = [ad]. O

Die Bildung der Aquivalenzklassen [a] zu Vektoren a € V ist also mit
der Vektorraumstruktur von V' vertréglich. Bezeichnen wir mit V/U die Menge
der Aquivalenzklassen [a] = a + U, wobei a in V variiert, so kann man unter
Benutzung von Bemerkung 6 eine Addition

V/UXV/U—>V/U3 ([ajv[b])H[a+b]7
sowie eine skalare Multiplikation
K xV/U—V/U, (a, [a]) — [aa],

auf V/U definieren, wobei in beiden Fillen nachzupriifen ist, dass die Ver-
kniipfung wohldefiniert ist. Genau genommen besagt etwa die Abbildungsvor-
schrift im Falle der Addition: Man betrachte zwei Aquivalenzklassen A, B C V,
wihle Représentanten a € A, b € B, so dass man A = [a], B = [b] schrei-
ben kann, und bilde dann das Paar (A, B) auf die Aquivalenzklasse [a + b] ab.
Man muss dabei wissen, dass das Resultat [a + b] nicht von der Wahl der Re-
priasentanten a € A, b € B abhéngt; Letzteres war aber in Bemerkung 6 gezeigt
worden. Entsprechend schliefft man im Falle der skalaren Multiplikation.

Man priift nun leicht unter Benutzung der Vektorraumstruktur von V' nach,
dass V/U mit den genannten Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist und dass
die kanonische Abbildung
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7 V—V/U, av+— [a],
K-linear und damit ein Epimorphismus ist. Somit kénnen wir formulieren:

Satz 7. Es sei V ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unterraum. Dann
ist
VIU={a+U;aecV},

also die Menge der Restklassen modulo U, ein K- Vektorraum unter der Addition
V/Ux V/U — V/U, (a+Ub+U)r— (a+b)+U,
sowie der skalaren Multiplikation
KxV/U— V/U, (v,a+U)— aa+U.

Die kanonische Abbildung w: V. — V/U ist ein Epimorphismus, dessen Fasern
gerade die Restklassen modulo U in V sind. Insbesondere gilt kerm = U und
damit

aufgrund der Dimensionsformel 2.1/10.

Man nennt V/U den Quotienten- oder Restklassenvektorraum von V' mo-
dulo U. Die Konstruktion dieses Vektorraums zeigt insbesondere, dass es zu
einem linearen Unterraum U C V stets einen Epimorphismus p: V — V/ mit
ker p = U gibt. Umgekehrt hatten wir zu Beginn gesehen, dass jede solche Ab-
bildung benutzt werden kann, um die Menge V/U aller Restklassen modulo U
in V mit der Struktur eines K-Vektorraums zu versehen, derart dass man auf
natiirliche Weise einen Epimorphismus V' — V/U mit Kern U erhilt. Wir
wollen diesen Sachverhalt hier weiter prézisieren, indem wir den Homomorphie-
satz beweisen, welcher die so genannte universelle Abbildungseigenschaft fiir
Quotientenvektorraume beinhaltet.

Satz 8 (Homomorphiesatz). Es sei U ein linearer Unterraum eines K- Vektor-
raums V und w: V. — V der kanonische Epimorphismus auf den Restklas-
senvektorraum V =V /U oder, allgemeiner, ein Epimorphismus mit kerm = U.
Dann existiert zu jeder K-linearen Abbildung f:V — V' mit U C ker f genau
eine K-lineare Abbildung f:V — V', so dass das Diagramm

V f >‘//
x\ /
Vv

kommutiert, d. h. so dass f = fom gilt. Weiter ist f genau dann injektiv, wenn
U = ker f gilt und genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist.
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Beweis. Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit von f. Sei also f: V — V’
K-linear mit f = for. Ist dann a € V ein Vektor und a € 7~ 1(a) ein (beliebiges)
Urbild, so folgt m(a) = a und daher f(a) = f(n(a)) = f(a). Damit ist f(a)
eindeutig durch a bestimmt.

Zum Nachweis der Existenz einer K-linearen Abbildung f mit den gefor-
derten Eigenschaften betrachte man einen Vektor a € V sowie zwei Urbilder
a,b € 771(a). Bs folgt dann

a—bekermr=U Ckerf

und damit f(a) = f(b). Der Wert f(a) ist also unabhingig von der speziellen
Wahl eines Urbildes a € 77!(a), und wir kénnen eine Abbildung f: V — V’
durch a — f(a) erklaren, wobei wir mit a jeweils (irgend)ein w-Urbild zu a
meinen. Insbesondere gilt dann f(a) = f(n(a)) fir a € V, d. h. die geforderte
Beziehung f = f o ist erfiillt. Schliefllich ist f K-linear. Zu a,b € V betrachte
man nidmlich 7m-Urbilder a,b € V. Dann ist a + b ein 7-Urbild zu a + b sowie aa
fiir o € K ein 7-Urbild zu aa, und es gilt

fla+b) = fla+b) = fla) + f(b) = f(a) + f(b),
faa) = f(aa) = af(a) = af(a).

Es bleiben noch die zusitzlich behaupteten Eigenschaften von f nachzu-
weisen. Sei zunéchst f injektiv. Fiir a € ker f folgt dann f(7(a)) = f(a) =0,
also 7(a) = 0 bzw. a € kerm aufgrund der Injektivitit von f. Dies bedeu-
tet aber ker f C kerm = U und, da die entgegengesetzte Inklusion ohnehin
gilt, bereits U = ker f. Ist umgekehrt diese Gleichung gegeben, so betrach-
te man ein Element a € ker f sowie ein Urbild @ € 7~ !(a). Man hat dann
fla) = f(r(a)) = f(a) =0 und damit a € ker f = U. Wegen U = ker 7 ergibt
sich dann aber a = 7(a) = 0, also insgesamt ker f = 0 und damit die Injektivitét
von f.

Ist f surjektiv, so ist auch f als Komposition der surjektiven Abbildungen
m und f surjektiv. Umgekehrt folgt aus der Surjektivitat von f = f o, dass
auch f surjektiv sein muss. O

Als Folgerung wollen wir noch den so genannten Isomorphiesatz fiir Vek-
torrdume herleiten.

Korollar 9 (Isomorphiesatz). Es sei f: V — V' eine K-lineare Abbildung zwi-
schen Vektorrdumen. Dann induziert f in kanonischer Weise einen Isomorphis-
mus V/ker f =5 im f, also einen kanonischen Isomorphismus V/ker f =5 V',
falls f surjektiv ist.

Beweis. Gemif} Satz 8 existiert ein kommutatives Diagramm K-linearer Abbil-
dungen
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V f - V/
V/ker f
wobei f wegen ker m = ker f injektiv ist. Es definiert also f einen Isomorphis-

mus von V/ker f auf den linearen Unterraum im f C V', und letzterer stimmt
itberein mit im f. O

Wir wollen schlieflich noch die Ergebnisse dieses Abschnitts zur Charakte-
risierung affiner Unterrdume von Vektorrdumen verwenden. Dabei wollen wir
zunéchst bemerken, dass jeder nicht-leere affine Unterraum eines K-Vektor-
raums V' in eindeutiger Weise einen zugehorigen linearen Unterraum bestimmt.

Bemerkung 10. Es sei V ein K-Vektorraum und A C V' ein nicht-leerer
affiner Unterraum, d. h. eine Teilmenge der Form a + U mit einem Vektor
a € V und einem linearen Unterraum U C V. Dann ist U eindeutig durch A
bestimmdt.

Beweis. Gilt etwa a + U = A = o + U’ fiir Elemente a,a’ € V und lineare
Unterrdume U, U’ C V', so folgt

U=(d—a)+U.

Wegen 0 € U bedeutet dies, dass @’ — a ein inverses Element in U’ besitzt und
daher selbst zu U’ gehort. Dies aber impliziert U = U’, wie behauptet. |

Insbesondere kann man daher nicht-leeren affinen Unterrdumen eines Vek-
torraums V eine Dimension zuordnen, ndmlich die Dimension des zugehorigen
linearen Unterraums von V. Beispielsweise nennt man einen affinen Unterraum
von V der Dimension 1 eine Gerade, der Dimension 2 eine Ebene oder der
Dimension n — 1 eine Hyperebene, wenn n = dimg V < oo.

Satz 11. Es sei V ein K-Vektorraum und A C V' eine Teilmenge. Dann ist
dquivalent:

(i) A ist ein affiner Unterraum von V., d. h. A ist leer, oder es existieren
ein Vektor a € V' sowie ein linearer Unterraum U CV mit A=a+U.

(il) Fs existiert eine K-lineare Abbildung f: V — V', so dass A eine Faser
von f ist, d. h. es existiert ein o' € V' mit A= f~'(a’).

(iii) Fir jeweils endlich viele Elemente ag,...,a. € A sowie Koeffizienten
Qs ..o € Komit Yoy =1 folgt Y aua; € A.

Beweis. Der Fall A = () ist trivial, da sich die leere Menge stets als Faser
einer linearen Abbildung f: V — V’ realisieren lasst. Man betrachte etwa
V.=V x K als K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition und skalarer
Multiplikation. Dann ist
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f:V—)V/7 U'—)(U30)7

eine K-lineare Abbildung mit f~1(0,1) = 0.

Wir diirfen also im Folgenden A # () voraussetzen. Sei zunéichst Bedingung
(i) gegeben, also A ein affiner Unterraum von V', etwa A = a+U. Betrachtet man
dann den kanonischen Epimorphismus 7: V. — V/U, so gilt A = 7~ !(n(a))
nach Bemerkung 2, d. h. A ist Faser einer K-linearen Abbildung und erfiillt
damit Bedingung (ii).

Sei nun (ii) gegeben, also A = f~1(a’) mit einem Element o’ € V’/, und seien
endlich viele Elemente ay, ..., a, € A fixiert. Fiir Koeffizienten ay, ..., qa, € K
mit > ', o; = 1 gilt dann

r

f(z wa;) = Zaif(ai) = (Z a;)-d =d

=0

und damit > a;a; € f~'(a’) = A. Bedingung (iii) ist also erfiillt.

Sei schlieflich (iii) gegeben. Wir wihlen dann ein Element ay € A aus und
behaupten, dass AA = {a — ag; a € A} ein linearer Unterraum von V ist. In
der Tat, wir haben 0 € AA und damit AA # (). Sind weiter a,b € AA, also
a=a;—ag, b ="y —apmit a,b; € A, so folgt a; + (—1)ag + b € A gemés (iii)
und damit

a+b= (a1 —ag+b)—ag € AA.

Fiir « € K gilt weiter aa; + (1 — a)ag € A, ebenfalls unter Benutzung von (iii),
also
aa = (aa; + (1 — @)ag) — ag € AA.

Folglich ist AA ein linearer Unterraum in V', und wir sehen, dass A = ag + AA
ein affiner Unterraum von V ist. ]

Wir wollen noch zeigen, wie man affine Unterrdume von Vektorrdumen in
konkreter Weise erzeugen kann. Hierzu betrachte man einen K-Vektorraum V'
sowie Vektoren ag,...,a, € V,r > 0. Dann existiert ein kleinster affiner Unter-
raum A C V, der diese Vektoren enthélt, ndmlich

A:{a0+zai(ai_a0); a1, € K
=1

Um dies einzusehen, stellen wir zunéchst fest, dass A ein affiner Unterraum in V'
ist, der die Vektoren ay, . . ., a, enthélt; der zugehorige lineare Unterraum U C V/
mit A = ag + U wird von den Vektoren a; — ag, i = 1,...,r, erzeugt. Da man
eine Summe ag+_;_, a;(a; —ap) auch in der Form (1—-3"7_| a;)-ao+ Y i, vuia;
schreiben kann, erhalt man weiter

A:{iaiai; ag,...,q, € K mit zT:aizl}.
i=0

=0



2.2 Quotientenvektorrdume 73

Hieraus folgt unter Benutzung von Satz 11 (iii), dass A wie behauptet der
kleinste affine Unterraum von V ist, der aq, ..., a, enthélt. Beispielsweise kann
man die durch zwei verschiedene Punkte a, b eines K-Vektorraums bestimmte
affine Gerade betrachten. In gewohnter Weise ergibt sich

G={a+alb—a);ac K} ={aa+pb; a,f € K mit a4+ 3 = 1}.

Aufgaben

1.

Man betrachte folgende Menggn M mit der jeweils angegebenen Relation ~ und
entsgheide, ob es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Falls moglich gebe man
die Aquivalenzklassen an.
(i) M=R,a~b:<=la| =}
(i) M=R,a~bi<=la—b|<1
(i) M =Z, a ~ b :<= a—>b wird von p geteilt (d. h. es existiert eine Zerlegung
a—b = c-p mit einem ¢ € Z), wobei p eine fest vorgegebene ganze Zahl ist.

. Es seien V,V’ Vektorrdume iiber einem Kérper K und A C V sowie A’ C V'

affine Unterrdume. Man zeige:

(i) Fiir eine lineare Abbildung f: V — V' ist f(A) ein affiner Unterraum von
V' und f~1(A’) ein affiner Unterraum von V.
(i) Fir V=V sind A+ A ={a+d;a € Ad € A’} und An A’ affine
Unterrdume von V.
(iii) Es ist A x A’ ein affiner Unterraum von V x V', wobei man V x V' mit
komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum
auffasse.

. Es seien A, A’ affine Unterriiume eines K-Vektorraums V. Man zeige, AU A’ ist

genau dann ein affiner Unterraum von V', wenn A C A’ oder A’ C A gilt.

. Es sei V ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge. Man zeige, dass es eine

kleinste Teilmenge A’ C V mit A C A’ gibt, so dass die durch
a~bie=a—-bec A

definierte Relation eine Aquvalenzrelation auf V definiert. Man bestimme A’ un-
ter der Voraussetzung, dass A abgeschlossen unter der skalaren Multiplikation
ist, dass also aus a € K, a € A stets aa € A folgt.

. Fiir eine Matrix ()\ij)i:Lm,m mit Koeffizienten aus einem Korper K und fiir Ele-

j=1,..n
mente d1, . ..,0, € K zeige man, dass durch

A:{(al,...,an)EK”; Z)\ijajzéi,izl,...,m}
j=1

ein affiner Unterraum im K" erklart wird. Ist jeder affine Unterraum des K"
von dieser Bauart? (Hinweis: Man vermeide “unnétiges Rechnen”, indem man
geeignete lineare Abbildungen betrachtet. Man beginne mit dem Fall m = 1.)
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Fiir Vektoren ag,...,a, eines K-Vektorraums V betrachte man den von den a;
erzeugten affinen Unterraum A C V sowie den von den a; erzeugten linearen
Unterraum U C V. Man zeige A C U und weiter:

dimg U falls 0 € A

dimg A =
dimgU -1 falls0¢g A

Eine Abbildung f: V — V' zwischen K-Vektorrdumen heifle affin, wenn es ein
Element zg € V' gibt, so dass die Abbildung

V—V, a+— f(a) — xo,

K-linear ist. Man zeige: Eine Abbildung f: V — V" ist genau dann affin, wenn
fiir jeweils endlich viele Vektoren ag,...,a, € V und Elemente ag,...,a, € K

mit Y7, = 1 stets
T T
f(z aiai) = Z aif(av',)
i=0 i=0

gilt.

(1. Isomorphiesatz) Es seien U, U’ lineare Unterriume eines K-Vektorraums V.
Man zeige: Die kanonische Abbildung U < U+U’ — (U+U")/U’ besitzt UNU’
als Kern und induziert einen Isomorphismus

U/(UNU") =5 (U+U")U.

(2. Isomorphiesatz) Es seien V ein K-Vektorraum und U C U’ C V lineare
Unterrdume. Man zeige:

(i) Die kanonische Abbildung U’ — V — V/U besitzt U als Kern und in-
duziert einen Monomorphismus U’/U — V/U. Folglich lédsst sich U’/U mit
seinem Bild in V/U identifizieren und somit als linearer Unterraum von V/U
auffassen.

(ii) Die Projektion V' — V/U’ faktorisiert iiber V/U, d. h. lisst sich als Kom-

position V. - V/U N V/U’ schreiben, mit einer linearen Abbildung f
und der kanonischen Projektion 7.

(iii) f besitzt U’/U als Kern und induziert einen Isomorphismus
(v/U)/(U'JU) = V/U'.

Fiir lineare Unterrdume Uy, Us eines K-Vektorraums V' betrachte man die kano-
nischen Projektionen m;: V. — V/U;, i = 1,2, sowie die Abbildung

(m1,m2): V. — VU x V/Usy, x — (m1(x), m2(x)).

Man zeige:
(i) (my,me) ist K-linear, wenn man V/U; x V/Us mit komponentenweiser Ad-
dition und skalarer Multiplikation als K-Vektorraum auffasst.
(ii) (m1,m2) ist genau dann injektiv, wenn Uy N Uy = 0 gilt.
(iii) (m1,m2) ist genau dann surjektiv, wenn V = Uy + Us gilt.
(iv) (71, m2) ist genau dann bijektiv, wenn V = U; @ Uy gilt.
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11. Man konstruiere ein Beispiel eines K-Vektorraums V' mit einem linearen Unter-
raum 0 C U C V, derart dass es einen Isomorphismus V/U == V gibt. Gibt es
ein solches Beispiel im Falle dimg V' < 0o?

12. Es seien Vj 7, Vs <, Vs N Vy K-lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen. Man zeige:

rg(go f)+rg(hog) <rg(hogo f)+18g

2.3 Der Dualraum

Fiir zwei K-lineare Abbildungen f, g: V' — V' zwischen K-Vektorraumen hat-
ten wir in Abschnitt 2.1 die Summe durch

f+g:V—V,  ar— f(a)+g(a),
und fiir eine Konstante o € K das Produkt «f durch
af: V—V, ar—a(f(a)),

definiert. Man rechnet ohne Schwierigkeiten nach, dass f + ¢ und af wieder
K-linear sind und dass die K-linearen Abbildungen V' — V’ mit diesen Ver-
kniipfungen einen K-Vektorraum bilden; dieser wird mit Homg (V, V') bezeich-
net. Speziell werden wir in diesem Abschnitt fiir V' als K-Vektorraum den
Korper K selbst betrachten. K-lineare Abbildungen V' — K werden auch als
Linearformen bezeichnet.

Definition 1. FEs sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifst der K-Vektorraum
Homg (V, K) aller Linearformen auf V der Dualraum zu V. Dieser wird mit
V* bezeichnet.

Beispielsweise ist fiir n € N — {0} die Abbildung
KTL_>K7 (()41,...704n)'—>0417

eine Linearform auf K™. Betrachten wir allgemeiner einen K-Vektorraum V

mit Basis ay,...,a,, so konnen wir aus 2.1/7 ablesen, dass es zu gegebenen
Elementen A;,...,\, € K stets eine eindeutig bestimmte Linearform ¢ € V*
mit p(a;) = N, ¢ = 1,...,n, gibt. Die Linearformen auf V korrespondieren

folglich in bijektiver Weise zu den n-Tupeln von Konstanten aus K, wobei die-
se Zuordnung genauer einen Isomorphismus V* % K™ darstellt. Legen wir
etwa im Falle V' = K" die kanonische Basis ey, ...,e, zugrunde, so werden
dementsprechend die Linearformen auf K™ gerade durch die Abbildungen

Kn—>K7 (alw'wan)'_)Z/\iaiv
=1
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zu n-Tupeln (Ay,...,\,) € K" gegeben. Insbesondere ist der Dualraum des
Nullraums wieder der Nullraum.

Satz 2. Es sei f: U — V eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen.
Dann ist die Abbildung

f*:V*—>U*7 90'—>800f7

K-linear; man nennt f* die duale Abbildung zu f. Ist g: V — W eine weitere
K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen, so gilt (go f)* = f* o g*.

Man kann sich die Definition des Bildes f*(¢) = o f anhand des folgenden
kommutativen Diagramms verdeutlichen:

f

U -V

()
PR 4

K

Es wird die Linearform ¢ sozusagen unter der Abbildung f* zu einer Linearform
auf U zuriickgezogen, indem man mit f komponiert.

Nun zum Beweis von Satz 2. Fiir ¢, € V* sowie fiir o € K ergibt sich in
nahe liegender Weise

Flo+v)=(p+y)of=(pof)+Wof)=f o)+ ®),
Fflap) = (ap) o f=alpo f) = af*(p)
und damit die K-Linearitit von f*. Um die Formel fiir die Komposition dualer

Abbildungen nachzuweisen, betrachte man fiir eine Linearform ¢ € W* das
kommutative Diagramm:

v T owv 0w
g (¢)
@
(gof)*(¢)
:V
K

Es ergibt sich

(o) (p)=wpolgof)=(pog)of
= (" (@) o f = " (g™ (9)) = (f* 0 4") ()
und damit die gewiinschte Relation (g o f)* = f* o ¢*, indem man ¢ in W*
variieren lésst. ([
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Im Folgenden wollen wir einige Zusammenhénge zwischen linearen Abbil-
dungen und den zugehorigen dualen Abbildungen untersuchen. Wir schlieflen
dabei auch den Fall unendlich-dimensionaler Vektorrdaume mit ein, beschranken
uns bei den Beweisen aus technischen Griinden aber meist auf den Fall endlich-
dimensionaler Vektorrdume.

Satz 3. Es sei f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen
sowie f*: W* — V* die zugehorige duale Abbildung.

(i) Ist f ein Monomorphismus, so ist f* ein Epimorphismus.

(i) Ist f ein Epimorphismus, so ist f* ein Monomorphismus.

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (i). Sei also f injektiv. Um zu sehen, dass
f* surjektiv ist, zeigen wir, dass jede Linearform 1 € V* ein Urbild ¢ € W*
besitzt, dass also zu 9 eine Linearform ¢ € W™ mit 1) = p o f existiert. Hierzu
schreiben wir f als Komposition zweier K-linearer Abbildungen, ndmlich der
von f induzierten Abbildung fi: V — im f, sowie der Inklusionsabbildung
for im f — W. Dabei ist f; aufgrund der Injektivitdt von f ein Isomorphismus.
Sodann betrachte man das Diagramm

v i Poow
! 2

" Y

YA

K

wobei die Linearformen ¢': im f — K und ¢: W — K noch zu konstruieren
sind, und zwar so, dass das Diagramm kommutiert. Da f; ein Isomorphismus ist,
konnen wir 1/ = o f;! setzen. Dann bleibt noch das Problem, die Linearform
' im f — K zu einer Linearform ¢: W — K fortzusetzen.

Um dies zu bewerkstelligen, wéhlen wir gemafi 1.6/4 ein Komplement W’
zu im f in W, also einen Untervektorraum W' C W mit W = (im f) & W".
Jedes w € W hat dann eine eindeutige Zerlegung w = wy @ we mit wy € im f
und wy € W', Setzt man jeweils p(w) = 9'(wy), so erhdlt man wie gewiinscht
eine Linearform ¢: W — K, die v’ fortsetzt.

Zum Nachweis von (ii) setze man f: V — W als surjektiv voraus. Weiter
seien @, ¢’ € W* mit f*(¢) = f*(¢'), also mit o f = ¢’ o f. Ist dann w € W
beliebig gewéhlt und v € V ein Urbild unter f, so gilt

p(w) = @(f(v) = (po fv) = (¢ o [)v) =¢'(f(v)) = ¢'(w).
Hieraus folgt ¢ = ¢/, wenn man w in W variieren ldsst. 0
Die Aussage von Satz 3 lidsst sich mittels so genannter exakter Sequenzen
allgemeiner formulieren. Unter einer Sequenz wollen wir eine Kette

fn—? fn—l

Vn—l

Vn fn Vn+1 fn+1
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von K-linearen Abbildungen verstehen, wobei der Index n einen endlichen oder
unendlichen Abschnitt in Z durchlaufe. Man sagt, die Sequenz besitze bei V,
die Eigenschaft eines Komplezes, wenn f, o f,—1 = 0 oder, &quivalent hier-
zu, im f, 1 C ker f, gilt. Weiter heifit die Sequenz exakt bei V,, wenn sogar
im f,_1 = ker f,, gilt. Erfiillt die Sequenz die Komplex-Eigenschaft an allen
Stellen V;, (natiirlich auler bei solchen V,,, die die Sequenz moglicherweise ter-
minieren), so spricht man von einem Komplex. Entsprechend heifit die Sequenz
exakt, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Beispielsweise ist fiir eine K-lineare
Abbildung f: V' — V die Sequenz

0—Vv' Lv
genau dann exakt, wenn f injektiv ist; dabei ist 0 der Nullvektorraum sowie
0 — V' (als einzig mogliche K-lineare Abbildung von 0 nach V') die Nullab-
bildung. Entsprechend ist die Sequenz
v -Lv—o
genau dann exakt, wenn f surjektiv ist; auch hierbei ist V' — 0 (zwangsliufig)
die Nullabbildung. Exakte Sequenzen des Typs
0—V Lv Ly —o
werden auch als kurze exakte Sequenzen bezeichnet. Die Exaktheit einer solchen
Sequenz ist dquivalent zu den folgenden Bedingungen:
(1) f ist injektiv,
(2) im f = kerg,
(3) g ist surjektiv.

Bei einer kurzen exakten Sequenz konnen wir daher V'’ unter f als Unter-
vektorraum von V auffassen, und es folgt mit dem Isomorphiesatz 2.2/9, dass g
einen kanonischen Isomorphismus V/V' =% V" induziert. Umgekehrt kann man
zu jedem Untervektorraum U C V' in kanonischer Weise die exakte Sequenz

0—U—V—V/U—0
betrachten.

Satz 4. Es sei

frn—1 fn

anl

‘/n Vn+1

eine exakte Sequenz von K-Vektorrdumen. Dann ist auch die zugehorige duale

Sequenz
.

V* n—1 Vn* fa v*

n—1 n+1

exakt.



2.3 Der Dualraum 79

Formulieren wir Satz 3 im Sinne exakter Sequenzen um, so sieht man, dass
fiir eine exakte Sequenz 0 — U — V auch die zugehorige duale Sequenz
V* — U* — 0 exakt ist; vgl. Satz 3 (i). Entsprechend besagt Satz 3 (ii),
dass fiir eine exakte Sequenz U — V —— 0 die zugehorige duale Sequenz
0 — V* — U™ exakt ist. Satz 4 ist daher eine Verallgemeinerung von Satz 3.

Beweis zu Satz 4. Es geniigt zu zeigen, dass fiir eine exakte Sequenz
v-Lv-SLw
die zugehorige duale Sequenz
wr Ly L

exakt ist. Zunéchst folgt aus g o f = 0 fiir beliebiges ¢ € W* die Beziehung
(f*og™)(p) = pogof = 0, d. h. es gilt f*og™ = 0 und damit im g* C ker f*. Um
auch die umgekehrte Inklusion zeigen zu konnen, betrachte man ein Element
@ € ker f*, also eine Linearform ¢: V' — K mit ¢ o f = 0. Dann haben wir
p(im f) = 0 und wegen der Exaktheit von U — V' — W auch g¢(ker g) = 0;
Letzteres bedeutet kerg C ker. Um nun ¢ € img* zu zeigen, haben wir
eine Linearform 1 € W* mit ¢ = v o ¢ zu konstruieren. Hierzu zerlegen wir
g: V. — W &hnlich wie im Beweis zu Satz 3 in die von g induzierte surjektive
Abbildung ¢g;: V' — img sowie die Inklusion go: img — W. Aufgrund des
Homomorphiesatzes 2.2/8 existiert dann eine Linearform ¢': img — K mit
p = ¢ o gy. Weiter ldsst sich ¢’, wie im Beweis zu Satz 3 gezeigt oder unter
Benutzung von Satz 3 (i), zu einer Linearform ¢: W — K ausdehnen, d. h.
mit 1) o go = ¢’. Dann gilt

g W) =thog=vogog =¢ og =g,

also ist ¢ ein Urbild zu ¢ unter g*. Hieraus ergibt sich ker f* C img¢* bzw.
ker f* = im ¢* und damit die Exaktheit der Sequenz W* — V* — U*. 0O

Als Néchstes wollen wir fiir endlich-dimensionale K-Vektorraume und ihre
Dualrdume Basen zueinander in Beziehung setzen. Insbesondere wollen wir zei-
gen, dass ein Vektorraum und sein Dualraum dieselbe Dimension besitzen. Wir
erinnern dabei nochmals an das Kronecker-Symbol 6;;, welches fiir Indizes i, j
aus einer vorgegebenen Menge erkldrt ist. Und zwar gilt §;; = 1 fiir ¢ = j und
d;; = 0 sonst.

Satz 5. Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis ay,...,a,. Erklirt man dann
Linearformen ¢1,...,p, € V* gemdf 2.1/7 durch ¢;(a;) = 5, so bilden diese
eine Basis von V*, die so genannte duale Basis zu a1, .. ., ap.

Beweis. Wir iiberpriifen zunéchst, dass ¢, .. ., ¢, linear unabhéngig sind. Hier-
zu betrachte man eine Gleichung ", o;; = 0 mit Koeffizienten «; € K.
Einsetzen von a; liefert
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aj:Zaigoi(aj):O, j=1,...,n,
i=1
d. h. ¢1,...,®, sind linear unabhingig. Ist andererseits ¢ € V* gegeben, so gilt
p(a;) = Z@(ai)%‘(ag‘)a J=1...,n,
i=1

was ¢ = Y p(a;)p; geméB 2.1/7 impliziert. ¢y, ..., ¢, erzeugen also V* und
bilden damit sogar eine Basis von V*. (]

Korollar 6. FEs sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt
dimg V = dimg V*. Insbesondere existiert ein Isomorphismus V =2 V*,

Man beachte, dass sich die Aussage von Satz 5 nicht auf unendlich-dimen-
sionale K-Vektorraume verallgemeinern lasst. Ist ndmlich (a;);e; eine unendli-
che Basis, so erklire man wiederum durch ¢;(a;) = d;; ein System (;);er von
Linearformen auf V. Wie im Beweis zu Satz 5 ergibt sich, dass dieses linear un-
abhiingig ist und dass der von den ¢; erzeugte lineare Unterraum von V* gerade
aus denjenigen Linearformen ¢: V' — K besteht, fiir die ¢(a;) = 0 fiir fast
alle ¢ € I gilt. Andererseits kann man aber Linearformen V' — K definieren,
indem man die Bilder der Basisvektoren a; beliebig vorgibt. Insbesondere gibt
es Linearformen ¢ € V* mit o(a;) # 0 fiir unendlich viele Indizes i € I. Somit
kann (¢;)ier im Falle einer unendlichen Indexmenge I kein Erzeugendensystem
und damit auch keine Basis von V sein.

Als Néchstes wollen wir fiir lineare Abbildungen f: V' — W den Rang
rg f, also die Dimension des Bildes von f, mit dem Rang der zugehorigen dualen
Abbildung f*: W* — V* vergleichen.

Satz 7. Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung endlich-dimensionaler
Vektorriume und f*: W* — V* die zugehirige duale Abbildung, so gilt

rg f=1g f*.

Beweis. Wir spalten f: V. — W auf in die induzierte surjektive lineare Ab-
bildung f;: V — im f, sowie die Inklusion fy: im f — W. Nach Satz 2
ist dann f*: W* — V* die Komposition von f,: W* — (im f)* und
£ (im £)* — V* Nun ist f surjektiv nach Satz 3 (i) und f;* injektiv
nach Satz 3 (ii). Es wird daher (im f)* unter f; isomorph auf das Bild im f*
abgebildet, und man erhélt mit Korollar 6

rg f = dimg (im f) = dimg (im f)* = dimg (im f*) = rg f*.
([

Abschlieiend wollen wir noch den doppelt dualen Vektorraum V** = (V*)*
zu einem K-Vektorraum V' betrachten. Man hat stets eine kanonische Abbildung



2.3 Der Dualraum 81

OV — VF a—a*
wobei a* fiir a € V' gegeben ist durch
vV — K, © — p(a).

Satz 8. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so ist die vorstehend
beschriebene Abbildung ®: V. — V** ein Isomorphismus von K- Vektorriu-
men.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass @ K-linear ist. Seien a,b € V und o € K.
Dann stimmen die Abbildungen

(a+b)":V* — K, o+ p(a+b)=pa)+pb),
a0V K, g p(a) + o(b),

iiberein, d. h. es gilt ®(a + b) = &(a) + P(b). Entsprechend hat man

(a)* : V* — K, o — p(aa) = ap(a),
*:V*—>K7 <p'—>acp(a).,

d. h. es folgt &(cva) = a®P(a). Insgesamt ergibt sich die K-Linearitit von .
Bilden nun ay,...,a, eine Basis von V und ist ¢, ..., ¢, die hierzu duale
Basis, so ist aF, ..., a* die duale Basis zu 1, ..., ¢,; denn es gilt

a;k(%') =@j(a;) =0 fir 4,5=1,...,n.

Unter @ wird also eine Basis von V auf eine Basis des Bildraumes V** abgebil-

det. Dies bedeutet dann, dass @ notwendig ein Isomorphismus ist. O
Aufgaben
1. Man priife, ob die folgenden Linearformen ¢;: R® — R ein linear unabhiingiges
System in (R3)* bilden:
(i) ¢1:(ar,..a5) — a1+ a2+ a3+ s+ a5
P9 : (al,,..,a5) — a1 + 2a0 + 3asg + 4day + Sas
w3 (a1,...,a5) — a1 — g
(i) ¢1: (a1,...,a5) — a1 + Tas + Tag + Tay + as
w2 i (a1,...,a5) — a1 + 200 + 3as + 4oy + bas
w3 ¢ (a1,...,a5) — 1200 + Tag + 13as + 8ay + 9as
w4 : (a1,...,a5) — 1001 — 2a9 + 3as — 3ayq + 3as
2. Fiir einen Korper K und ein n € N betrachte man K" als K-Vektorraum. Es sei
pi: K" — K, i=1,...,n, jeweils die Projektion auf die i-te Koordinate. Man
zeige, dass p1, . . ., pn eine Basis des Dualraums (K™)* bilden, und zwar die duale
Basis zur kanonischen Basis ey, ..., e, € K™, bestehend aus den Einheitsvektoren

€; = (511'7 cee 567Li)'
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.Essei 0 — V' — V

2. Lineare Abbildungen

Im Falle K = R und n = 4 fixiere man
(1707070)7 (17 17070)7 (17 17 170)7 (17 17 17 1)

als Basis von R* und bestimme die hierzu duale Basis von (R*)*, indem man
deren Elemente als Linearkombinationen der p; angibt.

. Es seien V, W K-Vektorrdume. Man zeige, dass die Abbildung

Hompg (V, W) — Homp (W*, V*), f— f*

K-linear ist, was bedeutet, dass fiir Elemente o € K und K-lineare Abbildungen
f,9: V. — W stets (f + 9)* = f* + g* sowie (af)* = a - f* gilt.

. Man betrachte einen K-Vektorraum V und zu einem Element a € V' das indu-

zierte Element o™ € V**, welches definiert ist durch
a*: vV — K, © — p(a).

Man zeige:
(i) Die Abbildung ¢: V — Hompg (K, V), welche einem Element a € V die
Abbildung o —— «-a zuordnet, ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

(ii) Man identifiziere V unter ¢ mit Hompg (K, V) und entsprechend K als
K-Vektorraum mit seinem Dualraum Hompg (K, K). Dann ist fiir a € V das
Element a* € V** zu interpretieren als die duale Abbildung zu a = ¢(a).

. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und V* sein Dualraum. Fiir

lineare Unterrdume U; C V und Us C V* setze man
Ui ={p e V*; o(Uh) = 0},
Us ={a €V; p(a) =0 fiir alle ¢ € Uy}.
Man zeige fiir lineare Unterrdume U, U’ C V bzw. U, U’ C V*:
() U+UN=UtnUt
(i) (UHt=U
(i) (UNU)L =U+ 4+ U™+
(iv) dimg U + dimg UL = dimg V

. Es sei f: V. — V' eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorriumen und

F*: V™ — V* die zugehorige duale Abbildung. Man konstruiere auf kanonische
Weise einen Isomorphismus

coker f* % (ker f)*,

wobei man mit coker f* den Kokern von f*, d. h. den Quotienten V*/im f*
bezeichnet.
! 2, V" — 0 eine kurze exakte Sequenz von
K-Vektorrdumen. Man zeige, dass eine solche Sequenz stets spaltet, d. h. dass
es eine K-lineare Abbildung g: V” — V mit g o § = idy~ gibt. Die Wahl einer
solchen Abbildung g hat folgende Konsequenzen:
(i) g ist injektiv, und es gilt V = kerg @ img bzw. V = V' @ V", wenn wir
V'’ unter f mit ker g = im f identifizieren und entsprechend V" unter g mit
img.
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ii) Es existiert eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung f: V — V’ mit
(i) g g

fof=idy und fog=0.
(i) Esist 0 «— V' Ly Eyr 0 eine kurze exakte Sequenz.

8. Man betrachte eine exakte Sequenz von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen

fi fn—1

0 4 Va 0

und zeige
n

> (=1 dimg V; = 0.

i=1





