5 Normalformentheorie

Dieses Kapitel beschiftigt sich damit, die (geometrischen) Abbildungseigenschaf-
ten von Endomorphismen F': V — V genauer zu analysieren. Das Vorgehen
besteht dabei darin, geeignete Unterrdume von V aufzufinden, auf denen F' ei-
ne besonders iibersichtliche, einfache und klassifizierbare Struktur aufweist. Der
Satz iiber die Jordan’sche Normalform, der am Ende dieses Kapitels behandelt
wird, ist in dieser Hinsicht das allgemeinste Ergebnis. Er besagt, dass sich V stets
derart in eine direkte Summe V = @ U; von sogenannten F-invarianten Unter-
rdumen U; (das sind Unterrdume, fiir die F\(U;) C U;) zerlegen lésst, dass Fy,
einem Abbildungstyp entspricht, der durch eine Reihe von Invarianten eindeutig
charakterisiert ist.

In matrizentheoretischer Hinsicht zielt die Fragestellung auf die Klassifikation
von n X n-Matrizen. In Frage 202 wurde gezeigt, dass jede n x n-Matrix A mit

E. 0
rg A = r dquivalent zu einer Matrix der Form M, := OT O) ist. Es gibt

also stets Matrizen Q, P € GL(n, K) mit QAP = M,, woraus folgt, dass zwei
n x n-Matrizen genau dann #dquivalent sind, wenn sie denselben Rang haben.
In diesem Kapitel steht dagegen die Ahnlichkeit von Matrizen im Mittelpunkt.
Zwei Matrizen A und B sind dhnlich, wenn eine Matrix P € GL(n, K) mit B =
P~1AP existiert. Die Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation, und es stellt sich
die Frage, zu jeder Ahnlichkeitsklasse einen besonders einfachen und typischen
Représentanten anzugeben. Anders formuliert: Zu einem Endomorphismus F :
V — V finde man eine Basis B, so dass ME(f) einer bestimmten Normalform
entspricht.

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Die kleinstméglichen nicht-trivialen Unterrdume U C V', die durch einen Endo-
morphismus F': V — V auf sich selbst abgebildet werden, besitzen die Dimensi-
on 1, fiir diese gilt also U = Kv mit einem Vektor v € V. Auf diesen Unterrdumen
sind die Abbildungseigenschaften von F' besonders iibersichtlich, da jeder Vektor
aus U durch F auf ein konstantes Vielfaches « seiner selbst abgebildet wird. Den
Wert o nennt man in diesem Fall Figenwert von F, den Unterraum U Figen-
raum und jeden Vektor v € U einen Eigenvektor zum Eigenwert . Besitzt V
eine Zerlegung in eine direkte Summe von Eigenrdumen von F, dann heifit F
diagonalisierbar.

Frage 280  Was versteht man unter (a) einem Eigenvektor, (b) einem Eigenwert,
(c) einem Eigenraum eines Endomorphismus F': V — V?
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Antwort: (a) Ein Vektor v € V heifit Eigenvektor von F, wenn v # 0 ist und ein
A € K existiert, so dass gilt
F(v) = \v.

Ein Eigenvektor wird durch F' also auf ein skalares Vielfaches seiner selbst abge-
bildet. Man beachte, dass der Nullvektor nach Definition kein Eigenvektor ist.
(b) In der Situation unter (a) heifit A Eigenwert von F. Man spricht dann auch
als v von einem Eigenvektor zum Eigenwert .
(c) Ist A Eigenwert von F, so heifit

Eig(F,\) :={v eV ; F(v) = \v}

der FEigenraum zum Eigenwert A. Hierbei handelt es sich tatsdchlich um einen
Unterraum von V, denn aus v,w € Eig(F,\) und o € K folgt F(v + w) =
Av4w) = v+ w sowie F(av) = aF (v) = a- v = A(aw), also v+w € Eig(F, \)
und aw € Eig(F, \). ¢

Frage 281  Welche Eigenwerte und Eigenvektoren besitzt die Abbildung F :
R? — R? mit (21,72) — (21, —22) (Spiegelung an der x1-Achse). Was sind
die Eigenrdume?

Antwort: Durch eine anschaulich-geometrische Uberlegung macht man sich klar,
dass jeder Vektor des Typs (z1,0) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, jeder Vektor
des Typs (0,z2) ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist. Dariiber hinaus gibt es
keine weiteren Eigenvektoren. Weiter gilt Eig(F, 1) = Re; und Eig(F, —1) = Res.

¢

Frage 282  Wieso gilt Eig(F, 0) = ker F fiir einen Endomorphismus F': V. — V?

Antwort: Es ist Eig(F,0) ={z €V ; F(z) =02} ={z eV ; F(z) =0} =
ker f. ¢

Frage 283  Sei F': V — V ein Endomorphismus und A = M (F) fiir eine Basis
B von V. Dann gilt: v ist ein Eigenwert von F' zum Eigenwert A genau dann, wenn der
Koordinatenvektor kz(v) € K™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist. Kdnnen
Sie diesen Zusammenhang begriinden?

Antwort: Es gilt
A rp(v) = kp(F(v)).

Da kg ein Homomorphismus ist, folgt daraus A - kg(v) = A\kg(v) <= F(v) = Av.
Die Koordinatenabbildung ist ferner sogar ein Isomorphismus, so dass v # 0
genau dann gilt, wenn xkg(v) # 0 ist. Eigenvektoren werden damit durch sz auf
Eigenvektoren abgebildet. ¢
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Frage 284  Wie sind die Eigenwerte einer Matrix A € K™*™ erklart?

Antwort: Die Eigenwerte einer Matrix A € K™*™ sind die Eigenwerte der durch
A beschriebenen Abbildung Fa: K™ — K" mit Fa(z) = A - x. ¢

Frage 285  Sei F': V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V' sowie
B und C zwei Basen von V. Wieso besitzen dann ME(F) und M§(F) dieselben
Eigenwerte?

Antwort: Nach den Fragen 283 und 284 ist A ein Eigenwert von F' genau dann,
wenn A ein Eigenwert von M E(F) ist und genau dann, wenn A ein Eigenwert von
ME (F) ist. Daraus folgt die Behauptung. ¢

Frage 286  Wann heiBen zwei n x n-Matrizen A und B &hnlich? Wieso ist die
Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation?

Antwort: Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen dhnlich, wenn eine Matrix P €
GL(n, K) existiert, so dass A = P~1BP gilt.

Um zu zeigen, dass es sich bei der Ahnlichkeit um eine Aquivalenzrelation han-
delt, miissen die Eigenschaften der Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt ve-
rifiziert werden. Dazu schreiben wir A ~ B, um die Relation ,,A ist dhnlich zu
B“ zu bezeichnen. Zunichst gilt A = E 1AFE,, also A ~ A, d.h., ,~“ ist refle-
xiv. Gilt A = P7'BP, so folgt B = Q7 'AQ mit Q = P~!. Aus A ~ B folgt
also B ~ A. Damit ist ,,~“ reflexiv. Sei schlieflich A ~ B und B ~ C. Dann
existieren Matrizen P,Q € M (n, K) mit A= P~'BP und B = Q~'CQ. Hieraus
folgt A = (PQ)"'CQP = S~1CS mit S = QP. Somit gilt A ~ C, und es folgt
die Transitivitit von ~. Insgesamt ist damit gezeigt, dass die Ahnlichkeit von
Matrizen eine Aquivalenzrelation auf der Menge der n x n-Matrizen ist. ¢

Frage 287  Wieso besitzen dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte?

Antwort: Seien A und B #hnlich, so dass A = P~!BP mit einer Matrix P €
GL(n, K) gilt. Man betrachte die durch F(z) = A - x definierte Abbildung F :
K™ — K". Beziiglich der Standardbasis & von K™ gilt dann A = M§(F). Fasst
man nun P als Basiswechselmatrix auf, die £ in eine weitere Basis B des K"
iiberfithrt, so gilt B = ME(F). Nach Frage 285 besitzen Mg (F) und M§(F) und
damit A und B dieselben Eigenwerte.

Frage 288  Konnen Sie zeigen, dass jede n xn-Matrix A = (a;;), in der alle Zeilen-
summen den Wert \ haben, den Eigenwert \ und den Eigenvektor z = (1,1,...,1)T
besitzt?
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Antwort: Es gilt

ai1 + -+ aip A
ap1+ -+ Gnn A
Damit ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert . ¢
Frage 289  Wieso ist ein System (v1,...,v,) von Eigenvektoren von F' zu ver-
schiedenen Eigenwerten Aq1,...,\,. € K stets linear unabhangig?
Antwort: Angenommen, die Eigenvektoren vq,...,v, sind linear abhéngig, so
dass also gilt
-
Zaﬂ)i =0 mit o; € K, nicht alle o; = 0. ()
i=1
Man zeigt nun, dass dies bereits die lineare Abhéngigkeit von v, . .., v, impliziert,

woraus man induktiv v, = 0 folgert, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht,
dass v, ein Eigenvektor ist.

Man betrachte also (x). Wegen v; # 0 fiir alle i = 1,...,r gilt sogar, dass
mindestens zwei der Skalare «; in dieser Gleichung nicht verschwinden, also

a; #0 fiir mindestens ein j € {2,...,r}. (k)

. . . I .
Nun erhélt man aus () einerseits > ., Aja;v; = 0, andererseits

i )\iaivi = Zr: F(O&ﬂ)i> =F (ZT: O(il)i) = F(O) =0.
i=1 i=1 =1

Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert daher

T T
Z()\Z — )\1)0&,‘1}1‘ = Z()\Z — )\1)0&1‘01‘ = 0
=1 1=2
Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, ist (A; — A1) £ 0 fiir i = 2,... 7.
Wegen (x%) verschwinden damit nicht alle Koeffizienten in der rechten Summe,
d.h., vg,..., v, sind linear abhéngig, was zu zeigen war. ¢

Frage 290  Wie viele paarweise verschiedene Eigenwerte kann ein Endomorphismus
F: V. — V hochstens besitzen?

Antwort: Es existieren hochstens n = dim V' paarweise verschiedene Eigenwerte,
da die zugehorigen Eigenvektoren nach Antwort 289 linear unabhingig sind. ¢
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Frage 291  Wie ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts erklart?

Antwort: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist die Dimension des
von den zugehorigen Eigenvektoren aufgespannten Unterraums.

Z.B. besitzt die identische Abbildung id: V' — V den einzigen Eigenwert \ =
1, und jedes v € V ist ein zugehoriger Eigenvektor. Die geometrische Vielfachheit
des Eigenwerts 1 zur identischen Abbldung ist also gleich n = dim V. ¢

Frage 292  Warum ist die Summe der Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten
eines Endomorphismus F': V — V stets direkt?

Antwort: Da Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenvektoren stets li-
near unabhéngig sind, kann eine Summe Y, v; mit v; € Eig(F, );) auch nur
dann verschwinden, wenn alle v; gleich null sind. Das heifit nichts anderes, als
dass die Summe V' = >""_ Eig(F,\;) direkt ist:

V' = P Eig(F, \). ¢
i=1

Frage 293  Wann heiBt ein Endomorphismus F': V' — V eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums diagonalisierbar?

Antwort: F heifit diagonalisierbar, wenn eine Basis B von V' existiert, so dass
die beschreibende Matrix M E(F) Diagonalform besitzt, also wie folgt aussieht

A 0
A2
M) - ] '

0 An

Frage 294  Wie lasst sich die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus F' :
V' — V im Hinblick auf seine Eigenwerte charakterisieren?

Antwort: Es gilt:

Ein Endomorphismus F': 'V — V ist diagonalisierbar genau dann, wenn V eine
Basis aus Figenvektoren von F besitzt.

Beweis: Ist F' diagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B = (v1,...,v,), so dass
gilt:
A1 0

A2
ME(F) = § - ()
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Wegen k5(v;) = e; gilt dann
kp(F(v;)) = ME(F) ckp(v;) = N - kg(v;) = k(\v;).

Daraus folgt F'(v;) = A\;v;. Also ist v; fir i = 1,...,n ein Eigenvektor zum Eigen-
wert \;.

Ist umgekehrt B = (vq,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren zu F' mit den
zugehorigen Eigenwerten Aq, ..., \,, dann gilt

k(F(v;)) = kp(Avi) = A - kp(v;),
und damit besitzt ME(F) notwendigerweise die Gestalt (x). ¢

Frage 295 Der Endomorphismus F': V. — V besitze n = dim V' paarweise
verschiedene Eigenwerte. Wieso ist F' dann diagonalisierbar? Gilt hiervon auch die
Umkehrung?
Antwort: Existieren n paarweise verschiedene Eigenwerte, so besitzt V' nach
Antwort 289 eine Basis aus Eigenvektoren und ist daher nach Frage 294 diagona-
lisierbar.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht. Als Gegenbeispiel betrachte man die iden-
tische Abbildung. Diese ist diagonalisierbar (mit E,, als beschreibender Matrix),
besitzt aber offensichtlich nur den einzigen Eigenwert A = 1. ¢

Frage 296  Seien dimV = n < oo und Ay,..., A, die verschiedenen Eigenwerte
eines Endomorphismus F': V. — V und m(}\;) = dim Eig(F, \;) die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts \;. Konnen Sie zeigen:

F diagonalisierbar < n = Z m(A;)
j=1
Antwort: Sei F' diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis aus Eigenvektoren,
von denen jeder in genau einem Eigenraum Eig(F, \;) mit ¢ = 1,...,r liegt. Da
die Summe der Eigenrdume direkt ist, gilt folglich

V= @ Eig(F, \i),

i=1
und damit
n:dimV:dim@Eig(F,/\ ZdlInElgF/\ Zm
i=1 i=1

Umgekehrt folgt aufgrund der Direktheit der Summe der Eigenrdume eben auch

diméEig(F,)\ ZdlmElgF)\ Zm

i=1 =1
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also ;
P Eig(F, i) =
i=1

Da die Eigenrdume Eig(F, \;) von Eigenvektoren von F' aufgespannt werden, gilt
dies damit auch fiir V. D. h., V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren und ist daher
diagonalisierbar (nach Frage 294). ¢

5.2 Das charakteristische Polynom

Nachdem im vorigen Abschnitt die Eigenschaften der Eigenwerte von Endomor-
phismen untersucht wurden, wird nun eine Methode behandelt, die Eigenwerte
eines Endomorphismus F': V — V explizit zu bestimmen. Die Grundlage dafiir
bildet die Tatsache, dass A genau dann ein Eigenwert von F € End (V) ist, wenn
F — \id einen nichttrivialen Kern hat bzw. wenn det(F — Aid) = 0 gilt. Durch
Bestimmung derjenigen Werte x € K, fiir die det(F — zid) = 0 gilt, erhilt man
also samtliche Eigenwerte von F.

Frage 297  Sei F': V — V ein Endomorphismus. Kénnen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen beweisen?

(i) A ist Eigenwert zu F'
(ii) ker(Aid — F) # {0}
(iii) Aid — F ist nicht invertierbar
(iv) det(Aid — F') = 0.
Antwort: Die Aquivalenz von (ii), (iii) und (iv) gehért zur Theorie linearer Ab-
bildungen und ihrer Determinanten und wurde in den entsprechenden Kapiteln
schon gezeigt.
Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert X, so gilt auflerdem

F(v) = < M — F(v) =1id(M\v) — F(v) = Aid(v) — F(v) = (Aid — F)(v) = 0.
Daraus folgt v € ker(\id — F'). Wegen v # 0 beweist das (i) <= (ii). ¢

Frage 298  Wie ist das charakteristische Polynom xr einer Matrix A € K"™*"
erklart?

Antwort: Zur Berechnung von Eigenwerten ist Punkt (iv) aus Frage 297 auf-
schlussreich. Ist F' die durch die Matrix A = (a;;) beschriebene Abbildung
K™ — K™, so ist A genau dann ein Eigenwert von F, wenn det(Aid — F) ver-
schwindet. In diesem Fall gilt also

det(\E,, — A) Z&gnﬂH Abr(i),i = (i), ) 0

TES,
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genau dann, wenn A ein Eigenwert zu A ist bzw. genau dann, wenn A eine Nullstelle
des Polynoms

XA = Z signWH (X(S,r(i),i - aw(i),i) € K[X]

TESH i=1
ist. x4 heiit das charakteristische Polynom zur Matrix A.

Die Eigenwerte von I sind also genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms x4, wobei A € K™*" eine Darstellungsmatrix von F' beziiglich einer Basis
von V ist.

Formal wére es komfortabler, das charakteristische Polynom einfach durch
det(XE, — A) zu definieren. Dabei entsteht allerdings der formale Missklang,
dass die Eintréage in der Matrix X F,, — A keine Elemente des Korpers K, sondern
des Polynomrings K[X] sind, und eine Determinantentheorie fir Matrizen mit
Eintrégen aus einem beliebigen Ring steht uns nicht zur Verfiigung. Ein leichter
Ausweg aus dieser Situation besteht darin, die Elemente X nicht als Elemente
des Polynomrings K[X], sondern des zugehorigen Quotientenkirpers K(X) auf-
zufassen. Fiir diesen greift unsere Determinantentheorie, und mit dieser formalen
Vereinbarung kann man y 4 = det(X FE — A) unzweideutig definieren. ¢

Frage 299  Wie ist das charakteristische Polynom xr eines Endomorphismus F':
V — V erklart? Warum ist diese Definition basisunabhéngig?

Antwort: Wird F beziiglich einer Basis von V' durch die Matrix A beschrieben,
dann setzt man

XF ‘= XA-
Ist nun eine weitere Basis von V' gegeben, beziiglich der ' durch die B € K™*"
beschrieben wird, so gilt B = S~'AS mit einer Matrix S € GL(n, K). Wegen
XE=S"1.XE-S folgt
det(XE — B) = det(XE — S71AS) = det(S™(XE — A)S)
=det ST - det(XE — A) -det S = det(XE — A).
Daraus folgt, dass xr basisunabhéngig ist. Eine dquivalente Formulierung dieses

Ergebnisses lautet, dass dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom
haben. ¢

Frage 300  Was versteht man unter der Spur einer Matrix A € K™*"?

Antwort: Die Spur von A ist die Summe der Diagonalelemente der Matrix A

n

Spur(A) = Z agj- ¢

=1
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Frage 301  Warum besitzen dhnliche Matrizen dieselbe Spur?

Antwort: Man betrachte die Darstellung des charakteristischen Polynoms aus
Antwort 298 mittels der Leibniz’schen Formel. Diese ldsst sich schreiben als Sum-
me

n

XA = H(X —ai;) + Z H(X(sw(i),i = Qn(i),i)

i=1 TES, i=1
T#id

=X" = (an+ ) X X" Y [ [(Xriy — aniy):

- €8, i=1
=Spur(A) d

Die rechte Summe stellt ein Polynom vom Grad < n — 2 dar, da fir 7 # id
mindestens zwei Komponenten 7', ;) ; verschwinden. Da dhnliche Matrizen nach
Frage 299 dasselbe charakteristische Polynom besitzen, folgt durch Koeffizienten-
vergleich, dass sie auch dieselbe Spur haben. ¢

Frage 302 Sei dimV =2 und F € End(V). Wieso gilt
xF(X) = X? — Spur(F) - X + det(F)?
Antwort: Sei A = (‘Z g) eine Darstellungsmatrix von F. Dann gilt
X —a b
XF = de ( P ¥ _ d) ( a)( ) —be
=X? —(a+d)X +ab—bc= X?* — Spur(F) + det(F). ¢

Frage 303  Warum tritt jedes normierte Polynom als charakteristisches Polynom
eines geeigneten Endomorphismus auf?

Antwort: Zu p(X) := X" +¢, 1 X" '+ 41X + ¢ betrachte man die Matrix
(die sogenannte Begleitmatrix)

—Cp
1 0 —C1

A= 1 0 —C9
0 1 —Cp—1

Wir zeigen, dass dann x4 = p gilt, was die Frage beantwortet.
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Der Beweis erfolgt iiber Induktion nach n = deg(p). Fiir n = 1 ist der Zusammen-
hang klar. Sei sie fiir Polynome vom Grad n — 1 also bereits gezeigt. Dann liefert
Entwicklung nach der ersten Zeile

X o
-1 X C1
det(XE, — A) = -1 X e
-1 X +4c¢po1
X (&1 -1 X
-1 X C2 -1 X
= X -det o . + (=1)" e - det
-1 X+4cpq -1

Der erste Summand ist gleich X - (X" ! +¢, 1 X" 2+ +¢1) geméB der Induk-
tionsvoraussetzung, und fiir den letzten ergibt sich (—1)""1.¢q - (=1)""1 = ¢,
also hat man insgesamt

xa=det(XE—A)=X"+c, 1 X" '+ 4o = p(X),

was zu zeigen war. ¢

Frage 304  Wie ist die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts definiert?

Antwort: Ist A ein Eigenwert des Endomorphismus F', so ist die algebraische
Vielfachheit pr(A\) von X gleich der Vielfachheit von A als Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms x .

Es ist u(A) = r also genau dann, wenn xr eine Darstellung

xr = (X =\ p(X)

mit einem Polynom p(X) besitzt, welches keine Nullstelle fiir X = A hat. ¢

Frage 305  Wieso ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts stets kleiner
oder gleich seiner algebraischen Vielfachheit?
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Antwort: Sei A ein Eigenwert zu F und sei s := m()\) = dim Eig(F,\). Man
wéhle eine Basis (v1,...,vs) von Eig(F, \) und ergéinze diese zu einer Basis B =
(V1,..., Vs, Vst1,--.,0p) von V. Es gilt dann

A

0 Al }n—s.

Folglich gilt xp = (X — A)® - p(X) mit einem Polynom p vom Grad n — s. Die
Vielfachheit von A als Nullstelle von x g ist damit mindestens gleich s bzw. es gilt
also p(A) > m(\), was zu zeigen war.

Dass hier im Allgemeinen kein Gleichheitszeichen steht, zeigt das Beispiel

Das charakteristische Polynom
Xa(X) = (X -1)(X -3)+1= (X -2)°

besitzt eine zweifache Nullstelle bei 2, aber das Gleichungssystem

a+b=2a
—a+3b=2b
besitzt nur den eindimensionalen Losungsraum A(1,1)7. ¢

Frage 306 Sei A = (}1). Wie lautet x4? Was ist die geometrische, was die
algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 17 Ist A diagonalisierbar?

Antwort: Es ist x4(X) = (X —1)? und somit x(1) = 2. Da aber das Gleichungs-
system

a+b=a
=b
nur den eindimensionalen Losungsraum K -(1,0)7 besitzt, gilt fiir die algebraische

Vielfachheit m (1) = 1. Damit ist A auch nicht diagonalisierbar, da ja andernfalls
eine Basis aus Eigenvektoren (zum einzigen Eigenwert 1) existieren miisste. ¢
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Frage 307  Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € End(V'). Wieso ist
F' genau dann diagonalisierbar, wenn

xr(X) = [Jx - x)"
mit \; € K sowie

gilt?
Antwort: Unter den gegebenen Bedingungen gilt

D omh) =D p(h) =mn,
i=1 i=1
und damit ist F' diagonalisierbar nach Antwort 296. ¢

Frage 308  Wann heiBt ein Endomorphismus F': V — V eines K-Vektorraums
V' trigonalisierbar?

Antwort: F heifit trigonalisierbar, wenn eine Basis von B von V existiert, so dass
M g eine obere Dreiecksmatrix ist, also folgende Gestalt besitzt:

aii *

0 ann

Frage 309 Warum ist F': V — V genau dann trigonalisierbar, wenn yp (liber
K in Linearfaktoren zerfallt?

Antwort: Ist F trigonalisierbar, existiert also eine Basis B, so dass M5 =: A =
(aij) eine obere Dreiecksmatrix ist, so gilt xp = xa = [[;—, (X —a;;), also zerfill
X r vollstindig in Linearfaktoren.

Die andere Richtung zeigt man mit vollstdndiger Induktion iiber n = dim V. Fiir
n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also die Behauptung fiir Vektorrdume der Dimension
n — 1 schon gezeigt. Fiir das charakteristische Polynom von F': V. — V gelte

n

XF = H(X — i)

i=1
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fir \; € K. Man wihle einen Eigenvektor vy zu A1 und ergénze diesen zu einer

Basis B = (v, wa, ..., wy,) von V. Dann gilt
A1 oain o aip
0
Mg(F) =
: B
0

Die Matrix B ist nun eine Darstellungsmatrix eines Endomorphismus V' —
V'’ mit dimV’ = n — 1. Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Basis
B = (w},...,w),_;) von V', beziiglich der B trigonalisierbar ist. Die Vekoren w/
betten wir nun mit der Abbildung F': V/ — V in V ein, die sich wie in dem
unten stehenden Diagramm zusammensetzt

Vl

anl ?Kna

bei dem G die kanonische Einbettung ist, die einen Vektor (z1,...,z,)" € K"~!
auf (0,21, ...,2,)T abbildet. Damit ist dann (vy, F(w}), ..., F(w])) ebenfalls eine
Basis von V', und beziiglich dieser wird F' durch eine Diagonalmatrix beschrieben.

¢

Frage 310  Wann heiBt ein Endomorphismus F': V' — V nilpotent? Nennen Sie
weitere zu dieser Definition dquivalente Bedingungen.

Antwort: Man nennt einen Endomorphismus F': V — V nilpotent, wenn F¥ =
0 fiir ein k € N gilt.

Fir F € End(V) und n = dimV sind die folgenden Aussagen dquivalent

(i) F ist nilpotent

i) Ff=0firemtmitl<{<n

Xr = +X"

Es gibt eine Basis B von V', so dass

Mg(F) =

Beweis: (i) = (ii) Aus F* =0 und F¥=! # 0 folgt

{0} =imFF CimFF1C...CimF CV. (%)
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Denn andernfalls wiirde im F7 = F(im FV~1) = im F/~! fiir ein j < k gelten, und
daraus folgte dann

im FVT = F(im F7) = F(im F7~1) = im F7 !

und schliefllich im F™ = im F7=! # 0 fiir alle m > j — 1, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Die Kette in (%) besteht (ausschlieBlich V') also aus héchstens
n = dim V Gliedern.

(i) = (iii) F* = 0 impliziert, dass 0 der einzige Eigenwert ist. Wire A # 0
ein anderer Eigenwert und v ein zugehoriger Eigenvektor, dann wiirde ja F*(v) =
Mo # 0 gelten. Es folgt, dass das charakteristische Polynom die Form yp = £X"
haben muss.

(iii) = (iv) Nach Antwort 309 ist F' trigonalisierbar. Die entsprechende Drei-
ecksmatrix muss dann die spezielle Gestalt haben.

(iv) = (i) In der Matrix A = (a;;) gilt a;; = 0 fiir alle Paare (4, ) mit j <.
Fiir die Eintriige ¢;; der Matrix A? gilt daher

Cij:E QipQp; = E QipQpj,
=1 i<l<j

d.h., es ist ¢;; = 0 fiir alle Paare von Indizes (¢,7) mit j <1+ 1. Induktiv ergibt
sich mit diesem Argument, dass fiir die Eintrége d;; der Matrix A™ gelten muss:
d;j = 0 fiir alle Paare (7,7) mit j < i+ n — 1, woraus wegen 1 < 7,5 < n dann
folgt, dass alle Eintriage in A™ verschwinden. ¢

5.3 Einsetzen von Matrizen und Endomorphismen in
Polynome

Um das Abbildungsverhalten eines Endomorphismus F': V' — V zu analysieren,
miissen systematisch die Potenzen F untersucht werden. Das spielt vor allem
dann eine Rolle, wenn es um das Auffinden F-invarianter Unterrdume von V'
geht.

Frage 311  Wiesind fiir F' € End(V') bzw. A € M (n, K) die Einsetzungshomo-
morphismen

Op: K[X] — End(V) bzw. ®4: K[X] — M(n,K)

definiert?
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Antwort: Fiir ein Polyom p(X) = Y/ ;X" aus K[X] ist ®p(p) derjenige

K3
Endomorphismus V' — V', den man durch formales Einsetzen von F fiir X in p

erhilt, analog fiir ®4(p). Es gilt also

Or(p) = ZQ’F bzw. ®a(p ZQZAZ

=0

Dabei sind die Potenzen F* und A* wie {iblich rekursiv definiert durch

F°=id, Fi*! = Fo F?, A'=FE,, At =4.A" ¢

Frage 312  Konnen Sie zeigen, dass es sich bei dem Einsetzungshomomorphismus
®r um einen Homomorphismus von Ringen handelt?

Antwort: Seien p,q € K[X] mit p(X) = >,y X’ und ¢(X) = 3, Bi X",
wobei nur endlich viele der Koeffizienten «;, 3; nicht verschwinden. Dann gilt

(P+a)(F) = (ai+B)F =D aF' + Y BiF' = p(F)+q(F)

1€N ieN ieN
= Z A, Ft = AZ a;F' = \-p(F).
1EN iEN

Es folgt ®p(p+ q) = Pr(p) + Pr(q) und ®p(A\p) = APp(p). Damit respektiert
& die Vektorraumstrukturen von K[X] und End(V). Da fiir Endomorphismen
F, G der Zusammenhang aF o 8G = aff - F o G gilt, folgt aulerdem

p(F)oq(F)=p(F)oY BiF =3 6 p(F)oF

JEN JEN
=D B> i FloF =3 % aifli ™ = (p-q)(F).
JjeN 1€N 1€N jeN

Es gilt also ®p(p-q) = Ppr(p)oPr(q). Die Abbildung @ r respektiert damit auch die
Strukturen von K[X] und End(V) als Halbgruppen beziiglich der Multiplikation
von Polynomen bzw. der Verkettung von Endomorphismen. & ist also in der Tat
ein Homomorphismus von Ringen. ¢

Frage 313  Wieso gilt Pr(p) o Pr(q) = Pr(q) o Pr(p)?

Antwort: Da die Multiplikation von Polynomen in K[X] kommutativ ist, folgt
aus dem zweiten Teil von Frage 312

Qr(p) o ®r(q) = Pr(p-q) = Pr(q-p) = Pr(q) o Pr(p). ¢
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Frage 314  Konnen Sie Mg(p(F)) =p (ME(F)) zeigen?

Antwort: Nach Frage 176 gilt fiir F,G € End(V) der Zusammenhang ME(F o
G) = ME(F)-ME(G), und daraus folgt ME(F?) = (ME(F))". Mitp = 3", a; X"
gilt also

p (ME(F)) =3 ou (ME(E))' =3~ asME(F)

= ZMg(O%Fi) = Mg (Z az‘Fi> = Mg (p(F)). ¢

Frage 315 Wieso gibt es zu jedem Endomorphismus F': V — V eines K-
Vektorraums V' der Dimension n < oo ein Polynom p # 0 mit & = p(F) = 07

Antwort: Der Raum End(V) besitzt als K-Vektorraum die Dimension n?. Da
K[X] unendliche Dimension besitzt, muss der Vektorraumhomomorphismus ®p:
K[X] — End(V) einen nichttrivialen Kern haben. Konkreter und ausfiihrlicher
kann man auch wie folgt argumentieren. Sei m = n? = dim End(V). Dann sind
die m + 1 Endomorphismen id = F°, F,..., F™ linear abhingig, fiir geeignete
a; € K gilt also

A F™ + -+ o F 4 apid = 0.

Mit p(X) = >, a; X* folgt dann @ (p) = p(F) = 0. Das beantwortet die Frage.
¢

Frage 316  Konnen Sie zeigen, dass es zu jeder 2 x 2-Matrix A ein Polynom p vom
Grad 2 gibt, fiir das p(A) = 0 gilt?

2
Antwort: Sei A = | ¢ b . Man erhilt 42 = | © e abt b(21 . Fiir jedes
b ¢ ac+cd be+d

quadratische Polynom p(X) = aX? + X + v gilt damit

(A4) = a(a®+be)+Ba+v  alab+bd)+ Bb
P alac+cd)+Be albe+d*) +Bd+v)

Der Ansatz p(A) = 0 fithrt auf ein lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen
und drei Unbekannten. Der zweite und dritte Eintrag in der Matrix fithren auf die
Gleichungen c(aa+da+ ) = 0 und b(ac+ da+ ) = 0, die linear abhéngig sind.
Aus ihnen ergibt sich f = —aa — ad. Setzt man das in den ersten und letzten
Eintrag der Matrix ein, so fiihrt das auf die beiden Gleichungen

aa® + abe — aa® — aad + v = abe — aad + v =0
abe + ad® — aad — ad?® + v = abe — aad + v = 0.
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Diese Gleichungen sind dann ebenfalls linear abhéingig. Man schliefit daraus, dass
das durch p(A) = 0 gegebene Gleichungssystem in drei Unbekannten einen Rang
kleiner oder gleich 2 und damit nichttriviale Losung (o, §,) besitzt. Mit p =
aX? 4+ BX +~ gilt also p(A4) = 0.

Setzt man iibrigens @ = 1, so erhidlt man § = —(a + b) = —Spur A und
~ = ad — bc = det A. Das fithrt auf das Polynom X2 — Spur A - X + det A, welches
gerade das charakteristische Polynom von A ist. ¢

Frage 317  Ist X ein Eigenwert zu F' € End(V') und p € K[X], dann ist p(\) ein
Eigenwert von p(F'). Kénnen Sie diese Aussage begriinden?

Antwort: Ist v ein Eigenvektor zu A, dann gilt F'(v) = Av und somit F?(v) = \v.
Mit p(X) = >, ;X" gilt also

p(F)(v) = ZaiFi(v) = Zai)\i v =p(A) .

Damit ist v ein Eigenvektor von p(F') zum Eigenwert p(A). Das beantwortet die
Frage. ¢

Frage 318 Was ist das Minimalpolynom eines Endomorphismus F': V — V
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V7

Antwort: Das Minimalpolynom prp € K[X] ist durch die folgenden beiden Ei-
genschaften ausgezeichnet:

(i)  Esgilt pr(F) =0.
(ii) pp ist normiert, pp = X"+ ---.
(iii) Fiir jedes Polynom ¢ € K[X] mit ¢(F) = 0 gilt pr|q.

Die Existenz des Minimalpolynoms folgt aus der Tatsache, dass die Menge
I ={q€ K[X]; F(q) =0} C K[X]

ein Ideal im Hauptidealring K[X] ist und daher von einem p € K[X] erzeugt wird,
so dass also fiir jedes ¢ € Fp ein r € K[X] existiert mit ¢ = rp. Damit erfiillt p
die Eigenschaft (iii), und durch Normierung von p erhilt man daraus pg. ¢

Frage 319  Was besagt der Satz von Cayley-Hamilton? Wie kann man ihn bewei-
sen?

Antwort: Der Satz von Cayley-Hamilton lautet:

Das Minimalpolynom eines Endomorphismus F': 'V — V ist stets ein Teiler des
charakteristischen Polynoms. Insbesondere gilt xp(F) =0 und degpr < deg xF.
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Beweis: Zunéchst ist es sinnvoll, das Problem in ein matrizentheoretisches zu
iibersetzen, d. h. die zur Behauptung dquivalente Gleichung

xa(4) =0,

zu zeigen, bei der A eine Matrix aus K™*™ bezeichnet.

Man betrachte dazu die Matrix (EX — A). Diese kann man gemif der Be-
merkung aus Frage 298 als Element von K (X)"*™ auffassen, wobei K(X) den
Quotientenkorper von K[X| bezeichnet. Nach der Formel aus Frage 277 erhilt
man

(XE—-A)™ . (XE—-A) =det(XE—A)-E=x4(X)-E. (%)

Diese Gleichung gilt zunéchst in K (X)"*", sie bleibt aber auch noch in K[X]"*"
giiltig, da aufgrund der Definition der adjungierten Matrix auch (XE — A) zu
K[X]"*™ gehort.

Das ist der erste wesentliche Schritt im Beweis. Der zweite erfordert einen klei-
nen begrifflichen Exkurs. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass — wie man
sich leicht klarmacht — jede Matrix C' € K[X]|"*" sich eindeutig in der Form

C=) Ci(X-E), CiecK"™"

€N

schreiben l&sst, wobei natiirlich C; = 0 fiir fast alle ¢ gilt. Damit kann man —
wenn man statt X - E einfach X schreibt — den Matrizenring K[X]™*" mit dem
Polynomring K™*"[X| identifizieren. Dieser lisst sich analog zu den Polynom-
ringen iiber kommutativen Ringen auch fiir den nicht-kommutativen Ring K™*™
definieren. Allerdings ist dann zu beachten, dass die Einsetzungsabbildung

Fa: K™ X]— K™ Y GX e Y GA

1€EN €N

fiir A € K™*™ im Allgemeinen kein Homomorphismus von Ringen mehr ist, da A
im Gegensatz zu X in der Regel nicht mit allen Elementen aus K"*" kommutiert.
Dieses Defizit kommt beim weiteren Beweis allerdings nicht zu Tragen.

Nach diesen Vorbereitungen kann man zum eigentlichen Beweis und der Formel
(%) zuriick, nun aber ausgestattet mit der zusétzlichen Erkenntnis, dass man die
Matrix (X E — A) und ihre Adjunkte und damit auch deren Produkt als Polynome
in K™*"[X] auffassen kann. Es ist also (XE — A)* = 3. A; X" mit eindeutig
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bestimmten Matrizen A; € K™*", die fiir fast alle ¢ verschwinden. Setzt man das
in (x) ein, so folgt

xa(X)- E= (Z AiX") (XE - A)

1=€eN

=) AXT N AXA

1EN 1€EN
=) AXTH N A AXT

1EN 1€EN
=D AXT - AgA = A AXTH

1EN 1€N
=—AgA+ ) (Ai— Aip1) X

1€EN

Dieselbe Rechnung lisst sich auch dann durchfithren, wenn man fiir X eine Matrix
B einsetzt, die mit A vertauschbar ist. Insbesondere kann man fiir X also A
einsetzen und erhélt

XA(A) - E = —AgA+ > (4A™T = A; 1 AT?) =0,
€N
da der mittlere Gleichungsterm eine Teleskopsumme ist. Es folgt x4(A) = 0, und
damit ist der Satz von Cayley-Hamilton vollstéindig bewiesen. ¢

5.4 Die Jordan’sche Normalform

Ein Endomorphismus ist nur dann diagonalisierbar, wenn sein charakteristisches
Polynom iiber dem Grundkoérper vollsténdig in Linearfaktoren zerfillt und die
geometrische Vielfachheit jedes Eigenwerts mit der algebraischen Vielfachheit
iibereinstimmt. Ist die letzte Bedingung fiir einen Eigenwert nicht gegeben, so
gilt die Zerlegung von V aus Frage 296 in eine direkte Summe aus Eigenrdumen
nicht mehr, selbst wenn das charakteristische Polynom vollsténdig in Linearfakto-
ren zerfillt, da die Dimensionen des entsprechenden Eigenraums in diesem Fall zu
klein ist. Um auch unter diesen Bedingungen eine Zerlegung von V' in F-invariante
Unterrdume zu bekommen, muss man demnach gréofliere Rédume in Betracht zie-
hen. Kandidaten dafiir sind die sogenannten Hauptrdume oder verallgemeinerten
Figenrdume.

Frage 320 Sei F': V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Kon-
nen Sie zeigen, dass eine kleinste natiirliche Zahl d mit 0 < d < n = dim V existiert,
fiir die

im F =im F? und  ker F&! = ker ¢
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gilt? Wieso gilt dann bereits im F9+7 = im F% und ker F%*J = ker F? fiir alle j € N?
Antwort: Fiir jedes k € N gilt im F**! C im F* und damit

n=dimim F° > ... > dimim F* > dimim F*t! > 0.

Da diese Folge nicht endlos absteigen kann, muss an einer frithesten Stelle
dimim F¥t! = dimim F? und folglich im F?*t! = im F'? gelten. Daraus ergibt
sich F4T2(V) = F(FTY(V)) = F(F(V)) = FITY(V) = F(V). Induktiv erhilt
man daraus F97 (V) = F4(V) fiir alle j € N.

Die entsprechenden Behauptungen fiir den Kern von F¢ folgen daraus mithilfe
der Dimensionsformel unter Benutzung von ker F’ k+1 D ker F* fiir alle k e N. ¢

Frage 321  Konnen Sie zeigen, dass mit der nach Frage 320 eindeutig bestimmten
natiirlichen Zahl d = min{¢ € N ; im F* = im F'*!} gilt

V =im F* @ ker F?, (%)
und dass die Raume im F'? und ker F¢ F-invariant sind?

Antwort: Wegen im F9+! = im F'¢ bzw. ker Fo! = ker F¢ erhilt man

v €imFY = F(v) € im F¥*! — F(v) € im F?
v € ker " =5 v € ker FI*! = ¥ (v) = F4(F(v)) =0 = F(v) € ker F'".

Das zeigt die F-Invarianz der Rdume im F¢ und ker F¢.

Um (x) zu zeigen, sei v € im F¢ N ker F4. Dann gilt v = F4(w) fiir ein w € V
sowie F4(v) = F?4(w) = 0 und folglich w € ker F?? = ker F'Y. Damit hat man
v = F(w) = 0. Somit ist die Summe im F? + ker F¢ direkt. Die Gleichung ()
ergibt sich daraus mithilfe der Dimensionsformel. ¢

Frage 322 Sei G: V — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Po-
lynom die Gestalt

Xa(X) = (X = )" (X = Ag)™ - (X =)™

mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A\, \1,..., A, besitzt. Kénnen Sie zeigen,
dass fiir die Abbildung F' := G — Aid und die nach Frage 320 eindeutig bestimmten
Zahl

d:=min{/ € N; im F* = im F*"'} = min{¢ € N ; ker F* = ker F**1}
die folgenden Behauptungen zutreffen?

(i)  Die Einschrankung von F auf im F'¢ ist injektiv.
(11) Es gllt XG| ker Fd& = (X - A)m
(iii) dimker F? =m und d < m.
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Antwort: (i) Sei v € im F?, also v = F?(w) fiir ein w € V. Dann gilt
Fv)=0= F(Fd(w)) =0= weker F! =ker F! —= v = F(w) = 0.
Also ist Fliy, pa: V — V injektiv.
(ii) Aufgrund der Zerlegung () aus Frage 321 gilt
xF(X) = XF|keer(X) ) XF\imFd(X)~
Es kann A kein Eigenwert zu Gy, pa sein, denn fiir v = Fé(w) € im F? gilt:
G(v) = v = (F + \id)(v) = v = F¥(w) + M = v = F¥(w) =0
— w € ker FI =ker F! = v = F(w) = 0.

Daraus folgt, dass der Faktor (X — )™ ein Teiler von X¢|ker pe sein muss. Es
bleibt daher nur noch zu zeigen, dass keiner der anderen Faktoren von yxqg ein
Teiler von X p|ker pa sein kann. Angenommen, es gilt G(v) = (F 4 Aid)(v) = Av
fiir ein i € 2,...,n und ein v € ker F'¢ mit v # 0. Dann folgt F(v) = (A\; — ) v
und somit (A\; — /\)‘1 -v =0, also A\; = A\, im Widerspruch zur Voraussetzung.

(iii) Der erste Teil folgt unmittelbar daraus, dass das charakteristische Polynom
von G|yer pa den Grad m besitzt. Fiir den Beweis der zweiten Behauptung beachte
man, dass nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt:

XG|keer(G|keer) = (G‘keer - /\ld)m =Y

also (G—\id)™(v) = F™(v) = 0 fiir alle v € ker F'?. Daraus folgt ker F¢ C ker F™,
also d < m. ¢

Frage 323  Was versteht man unter dem Hauptraum oder verallgemeinertem
Eigenraum H(F,\) eines Endomorphismus F': V. — V zum Eigenwert A?

Antwort: Man definiert
H(F,\) :=ker(F — A\id)™,

wobei m = u(F, \) gleich der algebraischen Vielfachheit von A ist.

Aufgrund der Fragen 320 und 322 (iii) hat man H(F,\) = ker(F — \id)?. Dabei
ist wie iiblich d = min{¢ € N ; im (F — Aid)* = im (F — Aid)**1}. ¢

Frage 324  Konnen Sie samtliche Hauptrdume der Matrix

1
A=10
0

S W N
W = =

angeben?
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Antwort: Fiir das charakteristische Polynom gilt y4(X) = (X — 1) - (X — 3)2.
Damit ist H(A, 1) = ker(A —id) = L(A4,0) = Re; ein Hauptraum. Weiter gilt
rg(A —3id) =2, rg(A — 3id)? = rg(A — 3id)® = 1.

Fiir den Eigenwert 2 hat man damit d = 2. Somit ist ker(4 — 3id)? = L(A —
3id, 0) = span ((1, 1,0), 63) der Hauptraum zum Eigenwert 2. ¢

Frage 325  Was besagt der Satz iiber die Hauptraumzerlegung?
Antwort: Der Satz iiber die Hauptraumzerlegung besagt:

Ist F' € Endg (V) ein Endomorphismus mit den paarweise verschiedenen Eigen-
werten A1, ..., \., dessen charakteristisches Polynom tiber K wollstindig in Line-
arfaktoren zerfillt, dann gilt

V=H(F M) & HFN),
wobei die Unterrdume H(F,\;) firi=1,...,r F-invariant sind.
Beweis: Sei
NR(X) = (X = A)™ « (X = Ag)™ - (X = A)™
das charakteristische Polynom von F'. Nach Frage 321 existiert eine Zerlegung
V=HFM\N)®U

in F-invariante Unterrdume. Da die Einschriankung von F' auf U das charakteri-
stische Polynom (X — Ag)™2--- (X — A,.)™ besitzt, ergibt sich der Satz daraus
mit vollstindiger Induktion. ¢

Frage 326  Was versteht man unter einem nilpotenten Endomorphismus? Was
ist ein Nilpotenzindex?

Antwort: Ein Endomorphismus F': V — V heif} nilpotent, wenn eine natiirliche
Zahl k existiert, so dass F*(v) = 0 fiir alle v € V gilt. Der Nilpotenzinder ist der
kleinste Exponent, fiir den diese Gleichung gilt. ¢

Frage 327 Sei I': V — V ein nilpotenter Endomorphismus mit Nilpotenzindex
n = dim V. Kénnen Sie zeigen, dass eine Basis B von V existiert, beziiglich der F
die folgende Gestalt hat
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Antwort: Es gibt ein Element v € V derart, dass die Vektoren
F" Hv), F"%(v),..., F(v),v (*)

alle ungleich null sind. Sie sind ferner linear unabhéngig, denn aus der Gleichung
a1 F*~1(v) + -+ + a,v = 0 folgt durch Anwendung von F"~! auf beiden Seiten
a, F""Y(v) = 0, also a,, = 0. Die Anwendung von F"~? liefert anschliefend
ap—1 = 0 usw.

Die Vektoren in (%) bilden daher eine Basis B von V, und beziiglich dieser hat
die Matrix Mp(F') die angegebene Gestalt. ¢

Frage 328  Konnen Sie zeigen, dass fiir jeden nilpotenten Endomorphismus F':
V' — V mit Nilpotenzindex d eine Zerlegung

V=W ---&Wy

in Unterrdume W; existiert, fiir die F(W;) C W;_y mit i = 1,...,d und Wy = {0}
gilt?

Antwort: Man betrachte die Kette
{0} =ker FO Cker F* C --- Cker F©" ! Cker F' =V
und wihle Wy in einem ersten Schritt so, dass
V =ker F* =ker F© ' & W,
gilt. Fiir den Raum W gelten die Eigenschaften
F(Wy) Cker FI=1 und  F(Wy) Nker F972 = {0}. (%)

Die erste Eigenschaft folgt einfach daraus, dass F' den Nilpotenzindex d hat. Die

zweite erkennt man folgendermafen: Sei v € F(Wy) Nker F4=2. Dann gilt v =

F(w) fiir ein w € Wy sowie Fi72(v) = Fi"1(w) = 0, also w € Wy N ker F471.

Daraus folgt w = 0 und somit v = F(0) aufgrund der Konstruktion von Wjy.
Wegen (*) sowie ker F9=2 C ker F4~! gibt es also eine Zerlegung

ker F47! = ker F2 @ W, mit F(Wy) C Wy_;.

Man erhilt
V=ker FI 2 Wy 1 & Wy.

Der Unterraum ker F9=2 liisst sich nun wiederum nach dem obigen Muster zerle-
gen. Die wiederholte Zerlegung der Unterriume ker F4=7 fiihrt schlieflich auf

V=kee FOoWi & - aWy=W1 & - W,. ¢
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Frage 329  Konnen Sie die Zerlegung aus Frage 328 am Beispiel der Matrix

A=

o O O
S O =

1
1
0

demonstrieren?
Antwort: Sei F die durch A beschriebene lineare Abbildung. Mit A? = (§ §
und A3 = 0 erhilt man d = 3 und

OO

)

{0} = ker F” C ker F = spane; C ker F? = span(ey, e5) C ker F* = R3.
Aus R? = ker F? @ W3 folgt zuniichst W3 = span es. Fiir Wy muss gelten
R3 = ker ' Wy @ W3 und F(Wg) C W,

Daraus folgt, dass wy := A -e3 = (1,1,0)7 ein geeigneter Basisvektor von Wy ist.
SchlieBlich erhilt man auf demselben Weg w3 := A - wy = A% - e3 = (4,0, O)T als
Basisvektor von W5. Somit ist

V= R’U)g D ng @R(ig

die gesuchte Zerlegung in F-invariante Unterrdume.
Beziiglich der Basis (w3, ws, e3) wird F' durch die Matrix

01 0
A=10 0 1
0 0 0
beschrieben. ¢

Frage 330 Sei F': V — V ein nilpotenter Endomorphismus mit Nilpotenzindex
d. Konnen Sie zeigen, dass eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen sq,.. ., sq mit

d-sqg+(d—=1)-s4-1+ -+s1=n=dimV
existieren sowie eine Basis B von V', mit der gilt:
Ag 0
A1 ,
Mg(F) = _ mit Ay = si-mal.
0 Ay

Dabei besitzen die Matrizen .J,, € K*** die Form aus Frage 327.
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Antwort: Um die gesuchte Basis von V' zu konstruieren, orientiere man sich an
der Zerlegung (*) aus Frage 328 und beginne mit einer Basis

W1, Wd,sy (%)

von Wy (mit sy := dim Wy), wobei wie in Frage 328 gilt: V = ker F4~1 @ Wj.
Da die Einschrankung F'|y, injektiv abbildet und F(Wg) C Wy_ gilt, sind die
Bilder der Basisvektoren in (x) unabhéngig in Wy_1. Sie lassen sich daher zu einer
Basis

F(wd,l)a cee 7F(wd,sd)7 wd—l,lv 0 '7wd—1,sd_1

von W,_1 ergénzen, wobei sq_1 = dim W,_1 — s4 gilt. Auf diese Weise fortfahrend
erhélt man Vektoren

Wa,1 - - Wd,sd
F(wd’l) F(wd,sd) wd,Ll wd,1,5d71
Fd_l(de) . Fd_l(wdvsd) Fd—2(wd_1’1) Ce Fd_Q(wd—l,sd_l) ce WYL ey, WY sy

Hier ist die i-te Zeile von unten eine Basis fiir W;. Aufgrund der Zerlegung aus
Frage 328 bilden die d - sq + (d — 1) - S4—1 + - - - + s1 Vektoren in diesem Schema
eine Basis von V. Ferner sind die Zahlen s; fiir ¢ = 1,...d durch die Rekursions-
formel dim W; = 22:1 s, eindeutig bestimmt. Das beantwortet den ersten Teil
der Frage.

Man ordne die Vektoren in den Spalten des obigen Schemas nun zu jeweils
linear unabhéngigen Systemen B, (1 < ¢ < Zizl s,) an, indem man die Spalten
von unten nach oben durchliest. Die Unterrdume U, := span(By) sind dann F-
invariant, und die Einschrinkungen F|y, sind nilpotente Endomorphismen, deren
Nilpotenzindex gerade der Dimension von Uy entspricht. Daher gilt Mg, (F|y,) =
Je nach Frage 327, und beziiglich der Zerlegung

V=U® - 0Us;, @ OUsypsg, & ® Usytsa_r+-+s1

mit den entsprechenden Basen B, besitzt die Matrix die angebene Gestalt. ¢

Frage 331  Was besagt der Satz iiber die Jordan’sche Normalform?
Antwort: Der Satz besagt:

Sei F': 'V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V', dessen charakte-
ristisches Polynom tiber K wvollstindig in Linearfaktoren zerfillt, also

XP(X) = (X —A)™ - (X = \)™
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mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten M\, ..., . gilt. Dann ezistiert eine
Basis B von V', beziiglich der F' durch eine Matrix der Gestalt

Cy 0
V
' C
Mp(F) = ?
h/—/
0 C,
A,—/

dargestellt wird. Dabei gilt mit eindeutig bestimmten natirlichen Zahlen p; und
vij (i=1,...,r,j=1,..., )

Jin \
Y|
VI
Vi1
C;, = Jio und JiJ‘ = e T Vi,j-
N— )\i 1
Vi,2 . by
3
Ji:lbi
—~—
Vi,

Dabei sind die Blocke der Grife nach geordnet: v; 1 > vi9 > --+ > v;1, wobei an
einigen Stellen allerdings auch das Gleichheitszeichen stehen kann.

Der Beweis beschrinkt sich im Wesentlichen auf eine Zusammenfassung des bereits
Entwickelten. Die Einschrénkungen (f — Aiid)|g(r,5,) sind nilpotente Endomor-
phismen mit Nilpotenzindex d; und werden demnach beziiglich einer geeigneten
Basis B; durch eine Matrix der Gestalt wie in Frage 330 beschrieben. Die Matrix
von F|g(y,»,) sieht damit wie folgt aus

Ao ! Jij 0
Ag,—1 . Y
M, (Flarpn) = . mit A = " 7
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wobei die Grofle der Blocke A; eindeutig bestimmt ist. Durch eine entsprechende
Anordnung der Vektoren in B; erreicht man, dass diese Blocke der Grofle nach
absteigend geordnet sind und Mg, (F)|g(f,5,)) damit die Gestalt der Matrix Cj
hat.

Daraus folgt nun die Jordan’sche Normalform mithilfe der Hauptraumzerlegung

V=HF,\)® - -®HFN)

aus Frage 325. ¢

Frage 332  Wie lautet die Jordan'sche Normalform der Matrix

h

Il
o O O
S O =
O =

aus Frage 3297

Antwort: Die Jordan’sche Normalform lautet

o O =
oS W O
w = O
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