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Vorwort

Die vorliegende Aufgabensammlung entstand im Laufe meiner langjahrigen Tétigkeit an
einer Technischen Universitdt und ist in zwei Teile gegliedert.

Die Ausbildung in Mathematik ist einer der Grundpfeiler fiir ein Studium der Ingenieur-
wissenschaften und erst recht fiir ein solches der Naturwissenschaften.

Im Gegensatz zur Schule findet an universitdren Einrichtungen meist eine Trennung in
Vorlesung und Ubung statt.

Die Vorlesung stellt in der Regel die theoretischen Grundlagen bereit.

Aufgabe der Ubung ist dann die Anwendung des so erworbenen Wissens.

Dort sollen konkrete Aufgabenstellungen bearbeitet und einer Losung zugefiihrt werden,
wobei nur elementare Grundkenntnisse aus der Schule und Sétze und Aussagen der Vor-
lesung beniitzt werden diirfen.

Wie dies korrekt erfolgt, wird meist im Rahmen eines Tutoriums vorgezeigt.
Aufgabensammlungen kénnen und sollen dies unterstiitzen. Insbesondere eine groffe An-
zahl von Ubungsaufgaben sollen dazu beitragen, eine gewisse Fertigkeit im Losen von
Aufgaben zu vermitteln.

Daneben ist auch der sichere Umgang mit symbolischen Rechenprogrammen (Computer-
Algebra-Systemen) und ihr Einsatz zum Losen von Aufgaben wichtig.

Aber ebenso wie ein Taschenrechner nicht das Erlernen der Grundrechnungsarten vollstén-
dig ersetzen kann und soll, ersetzen solche Programme nicht den Erwerb von Fahigkeiten,
Probleme auch ,,zu Fuf}* 16sen zu kénnen.

Das Verwenden von Computer-Algebra-Systemen ist nicht Thema dieses Buches. Es wird
aber dringend empfohlen, sie parallel zum klassischen Losen zu verwenden.

Der vorliegende erste Teil umfasst in etwa den Stoff, der an Technischen Universititen
itblicherweise im ersten Semester auf der Tagesordnung steht: Analysis einer reellen Vari-
ablen und einer Einfiihrung in die lineare Algebra. Viele Aufgaben sind aber auch fiir
Studierende mathematischer Studiengénge von Interesse, wenngleich , typische Mathemati-
keraufgaben* fehlen.

Fiir jedes Teilgebiet werden zunéchst die zum Bearbeiten der nachfolgenden Aufgaben
erforderlichen Grundlagen kurz zusammengefasst. Anschlieend werden jeweils eine Rei-
he speziell ausgewihlter Beispiele ausfiihrlich gelost. In einem weiteren Abschnitt werden
Aufgaben mit Losungen angegeben. In einem abschlieSenden Kapitel werden Aufgaben-
stellungen aus Technik und Physik behandelt.

Auf Abbildungen wurde weitgehend verzichtet (obwohl sie wichtig sind und das Wesentliche
oft zusammenfassen), da heutzutage eine graphische Darstellung durch verschiedene Com-
puterprogramme recht einfach ist.



vi

Empfehlungen an die Leserinnen und Leser:

Versuchen Sie die Musterbeispiele zunéchst eigensténdig zu l6sen, bevor Sie den vorgeschla-
genen Losungsgang ansehen. Uberlegen Sie, ob es nicht alternative Losungswege gibt.
Verwenden Sie parallel zur herkommlichen Losungsweise auch symbolische Rechenpro-
gramme.

Noch eine Empfehlung: Arbeiten Sie nicht ausschliellich im Alleingang, sondern auch in
einer kleinen Gruppe, in der Sie Ideen und Ergebnisse austauschen kénnen.

Viel Erfolg!

Graz, im Juni 2011 Herbert Wallner
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Kapitel 1

Analysis einer reellen Variablen

1.1 Elementare Aussagenlogik

1.1.1 Grundlagen

Wahrheitstafeln und Verkniipfungen von Aussagen

A\B [ w[f] AB[w]f]
Konjunktion A A B: w w | f Disjunktion AV B:
f f|f

e

| =
| =
| =

=

AB | w]f]  AB[w]f]

=

Subjunktion A — B: w ||w]|f Bisubjunktion A <— B: w ||w| f
f w | w f flw
. ) A ||w]f
Negation —A: R

Mit diesen elementaren Verkniipfungen kénnen umfangreichere Aussagen formuliert wer-
den und anschlieBend eine Wahrheitstafel erstellt werden.
So ergibt sich fiir die Aussage AA (B V —~C) — (=B A C) die Wahrheitstafel:

[A[B|[C[BV-C|AANBV-C)|-BAC|AN(BV-C)— (-BAC) |

w|w|w W W f f
wl|w|f w w f f
w| f|w f f W W
flw|lw w f f w
wl| f|f w w f f
flw|f w f f w
f|f|lw f f w W
f|f]f w f f w

Schaltkreisdarstellung logischer Verkniipfungen

Die einzelnen Aussagen stellen Schalter dar, die bei Belegung mit w geschlossen und bei
Belegung mit f offen sind. Die Gesamtaussage ist wahr, wenn Strom durch den Schaltkreis

H. Wallner, Aufgabensammlung Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8348-8329-2 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



2 Kapitel 1. Analysis einer reellen Variablen

flief3t.

A: ANB: B avB H

R
B |

A
| B |
bw. AcsB: H H

- -

In weiterer Folge lassen sich dann kompliziertere Aussagen durch ensprechende Schaltkreise
darstellen, wie z.B. die Aussage: AN (BV —=C) — (=B AC).

Bei der Schaltkreisdarstellung ist es zweckméfig, dass die gegebene Aussage in die Nega-
tionsnormalform tibergefithrt wird, die nur die logischen Verkniipfungen V, A und -
enthélt, wobei letztere nur an den elementaren Aussagen - hier A, B und C' - vorkommen
darf. Es gilt (unter Verwendung der Rechenregeln der Aussagenlogik):

AN(BV-C)— (-BAC) < -AV (-BACQC).

Das liefert das Schaltbild

1.1.2 Musterbeispiele

1. In einem Kriminalfall mit 3 Tatverdichtigen P, Q und R steht fest:
a) Falls P und Q nicht beide beteiligt waren, dann ist auch R aufler Verdacht.
b) Ist Q schuldig oder R unschuldig, dann kann auch P nicht der Téter sein.
¢) Aber mindestens einer der drei war der Téter.
Wer ist der Tater?

Losung:

Zunichst wird das vorliegende Problem formalisiert. Dazu schreiben wir:

Die logische Variable p erhélt die Belegung ,,wahr“, wenn P Téter ist.

Analoges gilt fiir die logischen Variablen ¢ und r. Die Aussagen a) bis c) lauten
dann:

a) =(pAq) — —r, b) (qV —r) — —p, c)pVaqVr.

Die Gesamtaussage lautet dann:

(~(prq) = =r) A ((gv-r)—=-p) A(pVaVr) .
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Die zugehorige Negationsnormalform ist:
((p/\q) \/—|7') A ((—|q/\7')\/—|p) A (p\/q\/T) .
Das ergibt das folgende Schaltbild:

I T@T
q

|
L LD
Block 1 Block 2 Block 3

Nehmen wir nun an, p sei wahr. Dann folgt aus Block 2, dass dann ¢ falsch und r
wahr sein miissen. Dann wire aber der Block 1 unpassierbar. Die alternative An-
nahme: p ist falsch, liefert wegen des ersten Blocks, dass auch r falsch sein mu8.
Wegen des dritten Blocks muss aber dann ¢ wahr sein.

Die Losung des urspriinglichen Problems lautet dann:

Q ist der Téter, P und R sind unschuldig.

Bemerkung:

Die prinzipielle Frage, ob das vorgelegte Problem iiberhaupt eine eindeutige Losung
besitzt, wurde hier gar nicht thematisiert. Es ist offensichtlich, dass zu wenige Er-
mittlungsergebnisse (logische Aussagen) zu einer nicht eindeutigen Losung fiithren
konnen. Eine analoge Situation tritt auch bei Gleichungssystemen auf.

2. Drei Personen: A, B, C machen folgende Aussagen: A: Wenn B liigt, sagt C die
Wabhrheit. B: C liigt. C: A liigt. Wer liigt und wer sagt die Wahrheit ?

Losung:

Im Vergleich zum vorhergehenden Beispiel ist die Situation hier komplizierter. Bei
der Kriminalgeschichte konnten wir davon ausgehen, dass die einzelnen Aussagen
wahr sind. Bei einer Liigengeschichte kann jede Aussage wahr oder falsch sein, je
nachdem, ob der Betreffende die Wahrheit sagt oder liigt.

Zunéchst formalisieren wir: a sei wahr, wenn A die Wahrheit spricht und analog b
und c.

Die erste Aussage bedeutet dann a — (—=b — ¢) falls A die Wahrheit spricht und
—a — —(=b — ¢) falls A ligt.

In der zusammengesetzten Aussage

(a — (b — c)) A (—|a — =(=b— c))

ist eine Teilaussage stets wahr (falsche Pramisse), so dass wir fiir die Aussage von
A den Ausdruck
(a — (=b — c)) A (—|a — =(=b — c))

setzen konnen. Analoges gilt fiir die Aussagen von B und C. Das ergibt insgesamt:
(a = (=b = &)) A(~a = =(=b = ) A(b = =) A(=b = ¢) Ac = =a) A(=c — a) .
Die zugehorige Negationsnormalform ist:

(mav (bVe) A(aV (=bA=e)) A(=bV =e) A(bVe)A(=cV =a) AlcVa).
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Das ergibt das folgende Schaltbild:

Block 1 Block 2 Block 3 Block 4 Block 5 Block 6

Nehmen wir nun an, a sei wahr. Dann ist aber Block 5 nur dann passierbar, wenn ¢
falsch ist. Block 3 ist dann aber nur passierbar, wenn b falsch ist. Damit sind allen
logischen Variablen Wahrheitswerte zugeordnet und es ist nun zu kontrollieren, ob
damit alle Blocke passierbar sind. Dies ist offensichtlich der Fall.

Nehmen wir nun alternativ an, dass a falsch sei. Dann miissten auch b und c falsch
sein, damit Block 2 passierbar ist. Dann wére aber Block 4 unpassierbar.

Die Losung des urspriinglichen Problems lautet also:

A und B sagen die Wahrheit, C lugt.

. Murphy, Smith und Wilbur sind Kapitén, 1. Offizier und Steward eines Luxusliners,
allerdings nicht unbedingt in der genannten Reihenfolge. An Bord befinden sich
drei Teilnehmer einer Kreuzfahrt mit denselben drei Nachnamen. Um sie von der
Besatzung zu unterscheiden, erhalten sie im Folgenden ein ,,Herr* vor ihre Namen.
Wir wissen:

(a) Herr Wilbur wohnt in Glasgow.

(b) Der 1. Offizier wohnt in Kent.

(¢) Herrn Smith wurde vor einiger Zeit sein rechtes Bein amputiert.
)

(d) Der Kreuzfahrtteilnehmer, der denselben Nachnamen wie der 1. Offizier hat,
lebt in London.

(e) Der 1. Offizier und einer der Passagiere, ein Hiirdenldufer, wohnen im gleichen
Ort.

(f) Murphy besiegte den Steward beim Pokern.

Folgern Sie logisch daraus, wie der Pilot heifit!
Losung:

Hier versuchen wir, anolog dem Eliminationsverfahren bei linearen Gleichungssyste-
men, aus den gegebenen Aussagen neue zu gewinnen, die dann letztlich zur Losung
fiihren.
Aus (f) folgt (1): Der Steward heiBit nicht Murphy.
e) folgt (2): Der Hiirdenldufer wohnt in Kent.
2) und (d) folgt (3): Herr Smith wohnt in London.

) folgt (4): Herr Murphy ist Hiirdenl&ufer.

) folgt (5): Der 1. Offizier heifit Smith.

) folgt (6): Der Steward heiit Wilbur.

) folgt dann: Der Kapitidn heiit Murphy.
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Ut

4. Eine Abbildung f: R — R heifit stetig an =y € D(f) C R, falls:
Ve >0 30, >0 Vo mit | — xo| <0 : |f(x) — f(xo)] <€.

Formulieren Sie die Aussage: f ist an xy unstetig.
Loésung:

Neben den iiblichen Regeln bei der Negation zusammengesetzter Aussagen ist hier
zu beachten, dass bei der Negation die Quantoren ihre Rolle tauschen, d.h. V +— 3
und dass z.B. aus < dann > wird. Dann gilt also: f ist an xy unstetig, wenn

Je>0 V6>0 Jz mit |z —a| <0: |[f(x)— f(zo)] > €.

1.1.3 Beispiele mit Losungen

1. Welcher der folgenden Ausdriicke ist eine Aussage?
(a) Tegucigalpa ist die Hauptstadt von Honduras.
(b) Ist die natiirliche Zahl n gerade, dann ist n + 2 ungerade.
(c) z>w.
(d) Wann ist die Winkelsumme in einem ebenen Dreieck 180°7

Losung: (a) ja, (b) ja, (¢) nein, (d) nein.
2. Essei (A):,Sie ist alt®.

(B): ,Sie ist weise®.
Schreiben Sie in symbolischer Form:

(a) Sie ist alt und weise.
(b) Sie ist weder alt noch weise.
(c¢) Es stimmt nicht, dass sie jung oder weise ist.
(d) Wenn sie alt ist, ist sie weise.
Losung: (a) AN B, (b) (WA A -B), (c) 7(mAV B), (d) A— B.

3. Stellen Sie die Wahrheitstafeln fir AA =B, -(AV -B),A — (-AV —B) auf.

Losung:
|A[B|-A|-B]|AA-B|~(AV-B)|-AV-B|[A— (-AV-B) |
wlw| f f f f f f

w | f f w w f w w

flw| w f f w w W

f|f| w w f f w w

4. Sind die folgenden Aussagen Tautologien oder Kontradiktionen, oder weder noch?
a) (AV-A)A(BV-B), b) (AAN-B)A (A« B).

Losung: (a) Tautologie, (b) Kontradiktion.
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. Kommissar K. hat 3 Tatverdéchtige: P, Q und R. Er weif}:

(a) Wenn sich Q oder R als Téter herausstellen, dann ist P unschuldig.
(b) Ist aber P oder R unschuldig, dann muss Q ein Téter sein.
(¢) Ist R schuldig, so ist P Mittter.

Wer ist Téter ?

Losung: Q ist Téter.

. Drei Personen machen folgende Aussagen: A: Wenn B liigt, sagt C die Wahrheit. B:
A oder C ligen. C: Wenn A liigt, dann sagt B die Wahrheit. Wer liigt und wer sagt

die Wahrheit?
Losung: B ligt, A und C sagen die Wahrheit.

. Kommissar X weif} iiber die 4 Tatverdachtigen P, Q, R und S:

(a) P ist genau dann schuldig, wenn Q unschuldig ist.

(b)

(c) Falls S Téter ist, dann auch P und umgekehrt.
)

(d) Falls S schuldig ist, dann ist Q beteiligt.

R ist genau dann unschuldig, wenn S schuldig ist.

Wer ist Téter 7
Losung: Q und R sind Téter.

. Drei Personen machen folgende Aussagen: A: Entweder B oder C sagt die Wahrheit.
B: C sagt die Wahrheit. C: A und B sagen die Wahrheit. Wer liigt und wer sagt die
Wahrheit?

Losung: Alle liigen.
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1.2 Mengen

1.2.1 Grundlagen
Mengenoperationen

e Zwei Mengen M;, M, heilen gleich (M; = M), wenn sie dieselben Elemente
enthalten.

e M, heifit Teilmenge von My (M; C Ms), wenn fir jedes € M, gilt: © € M.
Wir schreiben My ¢ M, , wenn M keine Teilmenge von M, ist.

e Seien Mi, My zwei beliebige Mengen. M; U My := {z| z € M; oder x € M} heifit
Vereinigung von M7 und M.

e Seien Mi, My zwei beliebige Mengen. M1 N My := {z| x € My und x € My} heifit
Durchschnitt von M; und M.

e Seien My, My Mengen mit M; C M. Die Menge Chy, (M) :={x| v € My, x ¢ M}
heifit Komplement von M; beziiglich Ms.

e Seien My, My zwei beliebige Mengen. Mo\ M := {z| z € M,, = ¢ M}
(M5 ohne M) heiit Differenz von My und M.

e Besitzen M; und M, kein gemeinsames Element, so heiflen M7, M, disjunkte
Mengen.

e Fiir endliche Mengen bezeichnet |M| die Anzahl ihrer Elemente.

Rechengesetze fiir Mengenoperationen

o Fiir jede Menge M gilt M C M - - - Reflexivitat .

e Es seien My, My, M3 drei Mengen mit My C My, My C Ms. Dann gilt auch
My, C Msj--- Transitivitat .

e Es seien My, My zwei Mengen. Es ist genau M; = M, wenn gilt: M; C M, und
My C M --- Gleichheit .

e Seien My, Ms beliebige Mengen. Dann gilt:
My UMy =My UM, und M; N My = MyN M--- Kommutativgesetze .

e Seien My, Ms, M3 beliebige Mengen. Dann gilt:
My U (Ms U M3) = (M; U M) U Ms -
My 0 (My 1 My) = (My 1 My) A M, Assoziativgesetze .
e Seien My, My, M3 beliebige Mengen. Dann gilt:
My N (My U Ms) = (M N M) U (M N Ms)

My U (My 1 M) = (My U My) A (M, U Ms) } Distributivgesetze .
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1.2.2 Musterbeispiele
1. Beweisen Sie die Giiltigkeit des folgenden Distributivgesetzes fiir Mengen:

AUBNC)=(AUB)N(AUC).

Losung:

Um die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen, zeigen wir, dass sie sich gegenseitig
enthalten. Mit den Bezeichnungen M; := AU(BNC) und M, := (AUB)N(AUC)
ist also zu zeigen: My C My und My C M;.

a) Sei nun = € M; = AU (BN C) beliebig. Dann ist entweder 2 € A oder € B
und gleichzeitig x € C. Falls nun = € A gilt, gilt auch z € (AUB) und z € (AUC),
d.h.z € ((AUB)N(AUC)) = M,. Dann ist aber M; C Mp.

Falls aber € B und gleichzeitig « € C gilt, gilt auch z € (AUB) und x € (AUC),
d.h. wiederum z € ((A UB)N(AU C’)) = My, bzw. My C M.

b) Sei nun umgekehrt © € My = (AU B) N (AU C) beliebig. Dann ist x € (AU B)
und gleichzeitig x € (AU (), d.h. aber, dass entweder x € A oder € B und
gleichzeitig x € C' gilt. Das bedeutet aber € (AU(BQC)) =M, d.h. My C M.

Damit ist aber My = M, gezeigt.

2. Zeigen Sie fiir beliebige Teilmengen A, B, C' einer Menge R:
(ANB)U(BNCY)U(CNA)=AUB)N(BUC)N(CUA) .

Losung:
Unter Anwendung der Rechengesetze fiir Mengenoperationen erhalten wir:
(ANB)U(BNC)U(CNA) PEE (MuC)n (MU A) =

M

= (((A NB)U(BNC))U C) N (((A NB)U(BNC))U A) Asa.G.+Komm.G.

(ANB)UBNC)UC)N(AU(ANB)U(BNC)) =

= ((
C A
= ((AnB)UC) N (AU(BNC)) VL% ((AUC)N(BUC) )N ((AUB)N(AUC)) *=F

=(AUC)N(BUC)N(AUB)N(AUC) "2 (AUB)N(BUC)N (CUA) .
3. Zeigen Sie fiir beliebige endliche Teilmengen einer Menge R:
|AUB| = [A] +|B| - |[ANB| . (%)
Leiten Sie daraus eine entsprechende Formel fiir |A U B U C| her.

Losung:

Um Mehrfachzdhlungen zu vermeiden, zerlegen wir die Mengen AU B, A und B in
disjunkte Teilmengen:

AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB), A= (A\B)U(ANB) und B = (B\ A)U(ANB).
Daraus erhalten wir:
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|A| = |A\ B|+ |ANB| bzw. |[A\ B| = |A| — |[ANB|, sowie

|B|=|B\ Al +|ANB| bzw. |[B\ A|=|B|—|ANB| .

Damit folgt aus |[AU B| = |A\ B| + |B\ A| + |A N BJ schlielich die behauptete
Beziehung: |AU B| = |A| + |B| — |AN B].

Wir verallgemeinern das Ergebnis auf 3 Mengen:

[AUBUC| =|(AUB)UC| © |[AUB|+ |C| = [(AUB)NC|
|A|+|B| - [AN B|+|C| - |[(AnC)U (BN C)| 2
|A|+|B|+|C| = |[ANB|—-|ANC|—|BNC|+ |(AnC)n(BNC)|,

woraus schliefflich folgt:

(*)+Distr.G.

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANnB|—|ANnC|—|BNnC|+|ANnBNC|.

1.2.3 Beispiele mit Losungen

1. Zeigen Sie fiir beliebige endliche Teilmengen einer Menge R:
|[ANB|=|A|+|B| - |AUB| .

Leiten Sie daraus eine entsprechende Formel fiir |[A N B N C| her.
Losung:
[ANBNC|=|Al+|B|+|C|—|AUB|—|AUC|—|BUC|+|AUBUC]|.

2. 8ei My, ={xecR|m-1<z<m+1, meZ}. Bestimmen Sie:

5
a) Mo UMy, b) MsNM,;, c) U M, , d) ﬂMm,
m=1

—m&Ny

1
e) U Muwn neZ(fest), f) |J Mpys .

m=-—1 meN
Lésungen: a) (—3,1], b) (3,4], ¢) (—o0,1], d)0, e) (n—2,n+5], f)(5,00).
3. Zeigen Sie, daB fiir beliebige Teilmengen A, B, C, D einer Menge M gilt:
a) (AxB)N(Cx D) =(ANC)x(BND), b)(AxB)U(CxD)C (AUC)x(BUD).

Geben Sie zu b) ein Beispiel an, bei dem die linke Seite eine echte Teilmenge der
rechten Seite ist.

Losungen:
A={a}, B={b}, C ={c} und D = {d}. Dann gilt:
(AxB)U(Cx D)= {{a,b}, {c, d}} , aber

(AUC) x (BUD) = {{a,b},{a,d}, {¢,b}, {c,d}} .

4. Gegeben sind die Mengen A={ne€ Z|-2<n<1}undB={neZ|0<n <3}
Bilden Sie in aufzéhlender Charakterisierung die Mengen AU B, AN B, A\ B und
A x B.
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Losungen:

AUB={-2,-1,0,1,2,3}, AnB={0,1}, A\ B={-2,-1},

Ax B ={{-2,0},{-2,1},{-2,2},{-2,3}, {-1,0}, {-1,1},{-1,2},{-1,3},
{0,0},{0,1},{0,2},{0,3},{1,0}, {1, 1}, {1,2}, {1, 3} } .
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1.3 Abbildungen

1.3.1 Grundlagen

e Es seien X und Y zwei beliebige (nichtleere) Mengen. Eine Vorschrift f, welche
jedem z einer Teilmenge D(f) C X eindeutig ein Element y = f(z) € Y zuordnet,
heilt eine Abbildung aus X in Y.

D(f) heiBt Definitionsmenge von f.

Schreibweise: f : { X=Y

z—y=f(z)

e Eine Abbildung f : X — Y heifit Abbildung von X in Y, wenn D(f) = X gilt.

e B(f)y:={yeY|y= f(x) mit x € D(f)} heifit Bildmenge von f.

e Ist X3 C D(f) C X, so heifit f(X1) ={y € Y|y = f(z),z € X;} Bild von X
unter f.

o Zwei Abbildungen f: X — Y und f: X — Y heiBen gleich, wenn D(f) = D(f) ist

und f(z) = f(z) fir alle z € D(f) gilt.

e Unter der Einschriankung bzw. Restriktion f|X; der Abbildung f : X — Y auf
) # X; C X verstehen wir diejenige Abbildung, die jedem z € X; den Wert f(z)

zuordnet.
. X1 =Y
le'{ v ()

Umgekehrt heifit f Fortsetzung von f|X; auf X.

e Gegeben sind die Mengen X, Y, Z und die Abbildungen
fl X = Y,
fg Y — Z7 wobei B(fl) C D(fg)
Die Abbildung: fyo f; : X = Z, welche durch D(f; 0 f1) = D(f1),
(fao fi)(z) = fo ( fl(a:)> definiert ist, heifit Hintereinanderschaltung, Komposition
oder Verkniipfung von f; und fs.

e Seien XY zwei beliebige Mengen und sei f eine Abbildung f: X — Y.

— f heiit eineindeutig oder injektiv, wenn aus f(x) = f(Z) stets folgt: = = 7.

— f heifit Abbildung von X auf Y oder surjektiv, wenn D(f) = X und B(f) =Y
gilt.

— f heiit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

e Sei Y C Y. Mit f73(Y;) wird die Menge aller z € D(f) bezeichnet, fiir die
f(z) e Y7 gilt. --- Urbild von Y.
f braucht dabei nicht injektiv zu sein und es muss nicht gelten: Y; C B(f). Sind Y}
und B(f) disjunkt, so ist f~1(Y;) = 0.
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1.3.2 Musterbeispiele

1. Seien M und N zwei Mengen und f : M — N eine Abbildung aus M in N.
Beweisen Sie:
a) Zu jedem x € M gibt es hochstens ein y € N mit y = f(x).
b) Zu jedem y € B(f) C N gibt es mindestens ein € M mit y = f(x).
c) f ist genau dann injektiv, wenn fiir jedes y € B(f) die Menge f~'({y})
genau ein Element enthélt.
d) Ist f injektiv, so gilt f~*({y}) = {f " (y)} fiir alle y € B(f).

Losung:

(a) Falls « ¢ D(f), gibt es kein y € N mit y = f(x). Sei nun = € D(f). Dann
besitzt « genau ein Bild y = f(z) in N.
(b) Nach Definition von B(f) gibt es zu jedem y € B(f) mindestens ein x € M
mit f(z) =y.
(¢) Nach Definition gilt f~'({y}) = {z € M |y = f(x)} Vy € B(f).
»= Angenommen, f~!({y}) enthilt zwei verschiedene Urbilder z und a’.
Da f injektiv ist, muss dann z = 2’ gelten, d.h. f~}({y}) enthilt genau
ein Element.
,< Fiir jedes y € B(f) enthiilt f~'({y}) genau ein Element. Sei y € B(f).
Seien ferner z, 2’ € M mit y = f(z) und y = f(2’). Damit folgt © = 2’
d.h. f ist injektiv.
(d) Da nun jedem y € B(f) nur ein « € D(f) C M zugeordnet wird, ist auf B(f)
die Umkehrfunktion f~! erklirt und es gilt elementweise:

) ={z e My = f)} ={f"' ()}
2. Essei f eine Abbildung der Menge A in die Menge B und M, N C A. Beweisen Sie:

(a) F(MUN) = f(M)U f(N),
(b) S(MON)C f(M)Nf(N).

Geben Sie ein Beispiel an, dass in b) nicht notwendig das Gleichheitszeichen gilt.
Losung:

(a) Seiy € f(MUN) <= Jzx € MUN mit f(z) =y<= 2z € M oder z € N —
y:=[f(z) € f(M) oder y € f(N) <=y € f(M)U f(N).

Dann gilt aber: f(M UN) = f(M)U f(N).

(b) Der Fall MNN = @ ist trivial. Falls MNN # (0, ist auch f(MNN) # §. Sei nun
y € f(M N N). Dann existiert ein + € M N N mit f(z) =y. D.h. aber: x € M
und z € N. Somit ist y € f(M) und y € f(N) und damit y € f(M) N f(N).
Dann ist aber f(M)NN) C f(M N f(N).

Beispiel zu b):

Sei A = Z und B = Z. Ferner seien M = {—1,0,1,2} und N = {-2,-1,0,1}.
Weiters sei die Abbildung f gegeben durch f(z) = 2. Aus M N N = {-1,0,1}
folgt dann f(M N N) = {0,1}. Wegen f(M) ={0,1,2} und f(N) = {0, 1,2} folgt:
FOM) 0 F(N) = 0,1,2) £ 10,1} = F(M 0 ),
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3. A und B seien Mengen, f eine Abbildung von A in B, M C A und N C B.
Beweisen Sie:

)M C [T (M), b)N2F(fTHN)) -
Geben Sie zwei Beispiele an, bei denen jeweils echte Teilmengen auftreten.

Losung:

(a) Seix € M,y := f(z) € f(M) = =z ist ein (eventuell eines von mehreren)
Urbild von f(M), d.h. z € f~1(f(M)), woraus folgt: M C f=1(f(M)).
Beispiel:

A,B=17Z, M = {-1,0}. Wir wiihlen f(z) = 2?. Dann ist f(M) = {0,1} und
fﬁl(f(M)) = {71105 1} # M.

(b) Falls f~1(N) = 0 ist auch f(f~Y%(N)) =0, dh. N 2 0 = f(f~1(N)). Sei nun
FYN) # 0. Sei y € N beliebig. Wir zerlegen N in zwei disjunkte Teilmengen:
Ny mit f7H(Ny) = 0, Ny mit f~1(Ny) # 0, wobei f~1({y}) # 0 fiir jedes y € N.
Dann gibt es ein z € f~1(Ny) € A mit f(z) =y dh. f(f({y})) = {y} bzw.
Ny 2 f7Hf(N3)) und weiters: N 2 f~1(f(N)).

Beispiel:
N = {-1,0,1}, f(z) = 22 Dann gilt: f~(N) = {-1,0,1} und weiters:
f(fil(N)) ={0,1} ¢ {-1,0,1} = N.

1.3.3 Beispiele mit Losungen
1. Essei f(r)=2—3, g(z)=2?>—1. Bestimmen Sie fogund go f.
Losung: (fog)(x)=22—4, (go f)(x)=1x?—6x+8.
2. Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen f: R — R den gréfiten Defini-

tionsbereich und untersuchen Sie die Funktionen auf Injektivitit und Surjektivitét.
Skizzieren Sie die Graphen dieser Funktionen.

a) f(x)=2*+3, b) flx)=22+Vz—1, ¢) f(z)=2?+V1—2?%,
d) f(z) =2 — Va2 -1

Losung:

a) D(f) =R, f ist injektiv und surjektiv.

b) D(f) =[1,00), f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

¢) D(f) =[-1,1], f ist weder injektiv, noch surjektiv.

d) D(f) =R\ (—1,1), f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

3. Gegeben sind die Funktionen f(z) = 2z — 1 und g(z) = (z — 1)? + 4. Berechnen Sie
f+g9, f—g, f-gund f/g und skizzieren Sie die entsprechenden Graphen.
Losung:

(f+g)(x) =244, (f—9g)(z)=—-2+42—6, (f-g)=22%—522+ 122 — 5,

(F/9)@) = 55—

4. Gegeben sind die folgenden Funktionen:
i) fi: R—[0,0), fi(z)=2?
ii) fo: [0,00) = R, falz) =z .
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a) Untersuchen Sie, welche dieser Funktionen injektiv, surjektiv bzw. bijektiv sind.
b) Schrianken Sie Definitions- und Bildbereich von f; und f5 so ein, dass beide Funk-
tionen bijektiv sind.

Losung:
a) fi ist surjektiv, aber nicht injektiv und daher auch nicht bijektiv.
f2 ist injektiv, aber nicht surjektiv und daher auch nicht bijektiv.

b) fi: [0,00) =+ [0,00), fiz) =2% fa: [0,00) =[0,00), fo(z) =z .
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1.4 Vollstindige Induktion

1.4.1 Grundlagen

Prinzip der vollstindigen Induktion (Schluss von n auf n + 1).
(i) Eine Aussage A(n), die von einer natiirlichen Zahl n abhéngt, sei richtig fiir n = ny.
(ii) Aus der Richtigkeit von A(n) fiir eine natiirliche Zahl n > nq folge stets die Richtigkeit
von A(n + 1).
= A(n) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny.
Erginzungen zur vollstindigen Induktion:
1. Sei N, C {1,2,...,n} und sei A(n) eine Aussage.
Setze: A(N,) = Aren, A(K) - - - konjunktive Verkniipfung der Aussagen.
Induktionsanfang: A(N,),
Induktionsvoraussetzung: A(N,,),
Induktionsbeweis: A(N,,) = A(n + 1).

2. Sei A(n,m,...,r) eine Aussage, die von endlich vielen natiirlichen Zahlen abhéngt.
Es geniigt, den Induktionsbeweis iiber eine natiirliche Zahl zu fiihren. Falls dabei
keine Einschréankungen fiir die anderen natiirlichen Zahlen erforderlich sind, gilt

A(n,m, ..., r) fir alle n,m,...,r € N.

3. Definition durch vollstdndige Induktion (rekursive Definition):
Sei A(n) eine Aussage. Sie sei fiir \V,,, bereits definiert.
Definiert man: A(n + 1) = f(A(n1),..., A(ng)) mit n; € N, , so wird damit A(n)
fiir alle n € IN erklért.

1.4.2 Musterbeispiele
1. Beweisen Sie mittels vollsténdiger Induktion:

" 1 n
,;(3k—1)(3k+2) S 6n+4

Wie konnte man den Term auf der rechten Seite finden?

Loésung:
a) Induktionsanfang: (n = 1)
le L Lol b b st sweitellos richti
— == — = — 1tig.
2 Bh-DBk+2) 2.5 10 6+4 as ist zweifellos richtig
" 1
b) Induktionsbehauptung: Z n

ZBk-—1)(BEk+2) ont4’

1
¢) Induktionsbeweis: (n — n + 1)

sy 1 " 1 1
,; (Bk—1)(3k+2) ; (3k —1)(3k +2) +(3n+2)(3n+5) B
6n7f|—4 nach b)
1 <Q+ 1 )7 1 (Bn®+5n)+2  3n°+5m+2
S 3m+2\2  3n+5/ 3m+2 2Bn+5) 2B3n+2)3n+5)
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Bn+2)(n+1) n+1 n+1 (w.2bw.)
— = = . Z.D.W.
23n+2)(3n+5) 6n+10 6(n+1)+4

Zur Berechnung der rechten Seite zerlegen wir den Bruch auf der linken Seite in

,, Partialbriiche*: ;:1(#7 L ) Damit erhalten wir:
(Bk—1)Bk+2) 3\3k—1 3k+2

i 1 1L 1 1 B

,;(3k71)(3k+2)_§£<3k71_3k+2>7

111111 1 1 1/1 1 n

3G st st m T ae) s e

Bemerkung: Es liegt eine ,, Teleskopsumme* vor, d.h. die Glieder dieser Summe heben
sich paarweise auf und es bleiben nur der erste und der letzte Summand iibrig.

2n—1

. Beweisen Sie Y (—=1)"*"'k* =n(2n—1) .

k=1
Wie kénnte man den Term auf der rechten Seite finden?
Losung:
Wir fiihren den Beweis mittels vollstandiger Induktion. Der Induktionsanfang ist
wegen (—1)%12 = 1(2 -1 — 1) gesichert. Unter Beriicksichtigung der Induktionsbe-
hauptung fithren wir jetzt den Induktionsschluss:
2n+1 2n—1

Z (_1)k+1k2 _ Z (_1)k+1k2 +(_1)2n+1(2n>2 + (_1)2n+2(2n + 1)2 _
k=1 k=1

n(2n—1)

=2 —n—An?+4n> +4n+1 = 2> +3n+1 = (n+1)(2n+1) = (n+1)(2(n+1)-1).
Damit ist die Behauptung bewiesen.
Zur Berechnung des Terms der rechten Seite formen wir folgendermafien um:
2n—1
SR =12 =22 43242+ + (20— 1)2 = 17422437447 (20— 1)°—
k=1

2n—1

n—1
22484+ (227 = Y K -8> K
k=1 k=1

m(m—+1)(2m + 1)

m
Unter Beriicksichtigung von Z k= erhalten wir dann:
k=1

:Z (—1)F+1g2 = (2n — 1)2(?(471 - _ 8 = 1)725(% = = =nn 1)

. Beweisen Sie fiir n > 3:

ﬁ(l_i): (n+1)(n+2) .

fute? k2 6n(n—1)
Losung:
a) Induktionsanfang: (n = 3)
4 5, 4.5 5
_ It = — ist erfiillt.
99 632 9 e
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b) Induktionsbeweis (unter Beriicksichtigung der Induktionsbehauptung):

-4 f10-8) (i) - S i

=3 k=3 n+1)? (n+1)?
(n+1)(n+2)
6n(n—1)
n+ 2 9 (n+2)(n+3)
= o —3) = T z.b.w.
=D Pt em . (w.z.bvw.)
(n—1)(n+3)

4. Beweisen Sie fiir « € R und n € N:
z": (a+k‘> B (a+n+1>
= k n ’
Losung:

a) Induktionsanfang: (n = 1)

! k 1 2
Z(OH_ >_<a>+<a+ )—1+a+1—a+2—<a+ ) -+« ist erfillt.
=\ k 0 1 1
b) Induktionsbeweis (unter Beriicksichtigung der Induktionsbehauptung):
la+k " fa+k at+n+1 at+n+1 at+n+1
S ()= () - + -
=\ k o\ k n n n+1

B (a+n+1)-~-(a+2)+(a+n+1)~~~(a+1)

n! (n+1)!
_(at+n+1)--(a+2) C(a+n+2)(a+n+1)---(a+2)
= i+ 1) (ntl+astl)= CE =

_fa+n+2)  [fat+(n+1)+1
“\n+1 ) (n+1) '
5. Beweisen Sie fiir n € IN:
2n 3
Zk(kZ—l):Zn(n+1)(5n2+n—2).
k=n

Losung:

Der Beweis erfolgt wieder mittels vollstandiger Induktion, wobei hier zu beachten
ist, dass auch die untere Summationsgrenze von n abhangt.

a) Induktionsanfang (n =1): 1-0+2(22—1)=6=2 -1-2-4 ist erfiillt.

b) Induktionsbeweis (unter Beriicksichtigung der Induktionsbehauptung):

%iz k(k?—1) = % B = 1) +(2n+2)((2n +2)? - 1)+
k=n+1 k=n

%7L(TL+1)(57L2+7L—2)
+@n+ 1)(@2n+1)> = 1) —n(n® - 1) = %n(n +1)(5n% +n—2)+

+2(n+1)(4n* +8n+3) + (2n+ 1) (4n* 4+ 4n) —n(n + 1)(n — 1) =
4n(n+1)
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1
- % ((15n° 4 3n? — 6n) + (3207 + 64n + 24) + (32n% + 16n) — (4n? — 4n)) =

1 3
- %(15n3+63n2+78n+24> =2+ D(n+2)(5n° + 110 +4) =

3(n+2)(5n2+11n+4)

= 2 (n+ 1)((" +1)+ 1) (5(n +1)% 4+ (n+1) - 2) ... was zu beweisen war.

Aufgabe: Berechnen Sie die rechte Seite direkt.

6. Zeigen Sie fiir n € IN:

s _nn+1)(4n —1)
Ig(nJrk)(n—k)— G .

Losung:
Der Beweis erfolgt wieder mittels vollstandiger Induktion, wobei hier zu beachten
ist, dass auch der Summationsterm explizit von n abhéngt.

0 1-2-
a) Induktionsanfang (n=1): > (1+k)(1—k)=1= 3 ist erfiillt.
k=0
b) Induktionsbeweis (unter Beriicksichtigung der Induktionsbehauptung):
n n—1
Sn+1+k)(n+1—k)=> (n+1+k)(n+1—k)+2n+1=
k=0 k=0

(n+k)(n—k)+2n+1

n—1 n—1

=Y (n+k)(n—Fk)+2n+1)> 1 +(2n+1) =

k=0 k=0
——

n(n+1)(4n—1) n

ale

_ n(n + 1)6(4n -1 + (2n + 1)(”"‘ 1) =

1
%(4712 —n+12n+6) =

n+1

76 (4n2+11n+6):(n+1)(”+2)(4n+3)

6 )

was zu beweisen war.

7. Beweisen Sie, dass
a, = (_1)n+1 + 2271,
fiir alle n € IN ein Vielfaches von 5 ist.
Losung:
Der Beweis erfolgt mittels vollstéandiger Induktion.
a) Induktionsanfang (n =1): a3 = (-1)?+2*=14+4=5=5-1 ist erfiillt.
b) Induktionsbeweis (unter Beriicksichtigung der Induktionsbehauptung):
Upir = (_1)n+2 +22n+2 — _(_1)n+1 14. 22n — _an+22n+4.22n — _a/n+5 . 2271.
————
22n—gq,,
Nachdem a,, wegen der Induktionsbehauptung ein Vielfaches von 5 ist, gilt dies
jetzt auch fir a,,1, was zu zeigen war.

8. Beweisen Sie fiir n € IN: ,

Zk2>n—.
k=1 3
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Losung:

Der Beweis erfolgt induktiv. Der Induktionsanfang n = 1 ist unmittelbar klar. Wir
schlieflen nun von n auf n + 1:

n+1 3

1
Sk = Zk2 (n+1)? T;+(n+1)2=§<n3+3n2+6n+3>=
1 1)3
:§<(n3+3n2+3n+1)+(3n+2)>> (ng )

(n+1)3

9. Beweisen Sie fiir n € IN:

Losung:
1 1
Der Beweis erfolgt induktiv. Induktionsanfang n = 1: <3> =3>2= ( ) + ( ) .

Wir schlieffen nun von n auf n + 1:

:i(”;ﬁl)=i(”21>““:i{<z>+<kﬁl

k=1 k=1

eE B )50

IndV 3n\ ! (3n+3
=2 . Es gilt:
() <)< () e
’ |
5 3n - 3n+3 -9 (3n)! _ (3n+3)(3n +2)(3n + 1)(3n)!
n n+1 2n)ln!  (2n+2)2n+ 1)(2n)!(n + 1)n!
= 22n+2)2n+1)(n+1) <Bn+3)Bn+2)3n+1) <
= 22n+2)2n+1) < 3(3n+2)(3n + 1) <= 8n® + 12n + 4 < 27n* + 27Tn + 6.
Dies ist aber offensichtlich eine wahre Aussage.

Bemerkung:
Die Ungleichung lasst sich etwas einfacher beweisen, wenn man die rechte Seite unter

Verwendung des binomischen Lehrsatzes (mit @ = b = 1) umformt: » <Z> =2".

k=0
<3n> > 2",
n

Induktionsanfang: (?) =3>2=2" ... st erfiillt.

Es ist also zu zeigen:

Induktionsbeweis:
<3n + 3) ~ Bn+3)(Bn+2)(B3n+1)(3n)!  (3n+43)(3n+2)(3n +1) <3n> _

n+1) (2n+2)2n+1)2n)!(n+1n!  2n+2)2n+1)(n+1) \n

_ 20+ 5)n+35) (30 _ 2T (04 50+ 35) pupr L gust
4 (n+1)( )(n) ~3 (n+1)(n+f)2 >2

>on
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11.

12.
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Zu zeigen ist also:

27 2 i
AN Y5) ) o7n2 427046 > 802412044 = 1972+ 15042 > 0.
8 (n+1)(n+3)

Dies ist aber eine wahre Aussage. Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.

Beweisen Sie fiir n € IN:

Zlnk >nlnn—n
k=1

und leiten Sie daraus eine Abschétzung fiir n! her.
Losung:
Wir beweisen diese Aussage induktiv. Der Induktionsanfang n = 1:

1
Zlnkz:lnl:O> —1=1-In1-1 ist erfillt.
k7

-1
Wir schlielen nun von n auf n + 1:
n+1 n

> Ink=> Ink+In(n+1) gV nlnn—n+In(n+1) = (n+1)In(n+1)—(n+1).
k=1 k=1

Es ist daher zu zeigen:
nlnn—n+In(n+1) > (n+ 1) Inn+1)—(n+1) < nlan >nhn+1) -1 <=

1 1\" 1\"
<:>1>nln(1+—><:>1>ln<1+—> <:>e><1+—).
n n n

n
Letzteres ist eine wahre Aussage, da die Folge {(1 + 7) } monoton wéichst und

den Grenzwert e besitzt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wegen Z Ink=1In H k = Inn! folgt dann: Inn! > nlnn — n bzw. .
k=1

k=1
Beweisen Sie fiir n € N und a € (0, 1):

1

1—a)" < .
( a) 14+ na

Losung:
Der Beweis erfolgt wieder induktiv. Der Induktionsanfang n = 1 ist wegen

2

1—a< <~ 1—a

T < 1 gesichert. Letzteres ist eine offensichtlich wahre
a
Aussage.

Wir schlieffen nun von n auf n + 1:

ndV. 1 —a 1
l—a)"™' = (1—a)(1—a) %" < .
(1-a) (1-a)l-a) l14na 1+ (n+1a

Es ist daher zu zeigen:

(1—a)(1+(n+1)a> <1l+4na<=1+na—(n+1)a*> <1+ na.

Letzteres ist offensichtlich wieder eine wahre Aussage, womit alles bewiesen ist.
Zeigen Sie fir 0 <a <1 ne€N:

I4+a)"<1+4+(2"—1a.
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Losung:

Da die Aussage von einer natiirlichen Zahl abhéngt, liegt ein Beweis dieser Behaup-
tung durch vollstdndige Induktion nahe. Die Félle a = 0 und a = 1 sind trivial. Wir
setzen im Folgenden also voraus: 0 < a < 1. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial.
Wir schliefen nun von n auf n + 1:

(+a) ™ =(1+a)1+a < (1+a)l+ @ — 1)) = (1+a)(1—a)+ 2] =

=1-a*+2%(l+a) =1+ (2" - 1)a.

Nach einfacher Umformung (Subtraktion von 1 und Division durch a erhalten wir:
—a+2"(1+a) <2-2" —1 bzw. weiter: 1 —a < (1 — )2, woraus nach Division
durch 1 — a die trivial richtige Ungleichung 1 < 2" folgt.

Bemerkung:

Die nach diesem Ergebnis sicher richtige Ungleichung (1 + a)™ < 1+ 2"a ist mittels
vollsténdiger Induktion nicht so einfach beweisbar.

1.4.3 Beispiele mit Losungen

1. Fiir welche n € IN gelten folgende Ungleichungen?

2
a) n? <2, b)n2—1>m21—)7 c) 3" < nl,
d) 3" > n?, e) n? +8 > 6n, f) 271 > 100n,
g)n"+2”—1§1+2k’“§(n+1)", h) n! +n® < n".

k=1
Lésungen:
ayn=12undn >4, byn>4, ¢c)n>7, d)n=1,2und n > 4,

eyn=12undn>4, f)n>12, gin=1lundn>4, h)n>4.

2n
1 1
2. Bestimmen Sie alle n € N, fiir die gilt: Z S>3
v=n+1

Losung: n > 2.

a 1

3. EsseiA=1| 0 a
00

die Gestalt von A", n € IN auf und beweisen Sie diese mit Hilfe des Prinzips der
vollstéandigen Induktion.

0
1 |. Berechnen Sie A% und A3, stellen Sie eine Vermutung iiber
a

Losung:
a® na"! %n(n —1)a"?
A"=1 0 a” na™ "t
0 0 a”
4. Priifen Sie, ob iir alle n € IN gilt:
! 1 N 1 1 N 1 N 1 P 1
2 3 4 2n n+1 n+2 on

Losung: ja.
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5. Beweisen Sie fiir n € IN:

Ui 2n — 1
k=1 2
und berechnen Sie damit Z(n — pk) fir m > n.
k=n
1 n—1
Losung: mn — pTTL(T;L +1) — n(n2 )(2 -p).

6. Finden Sie einen einfachen Ausdruck fiir die Summe

2n
> (2k-1), neN

k=n
und beweisen Sie sie anschlieend mittels vollstéandiger Induktion.

Losung:  (3n—1)(n+1).
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1.5 Gleichungen und Summen

1.5.1 Grundlagen

Gleichungen haben die Form T = T5, wobei die Terme T} und 75 von einer oder mehreren
Variablen abhédngen konnen. Sie sind meist entsprechend den auf der Grundmenge G
definierten Operationen aus einfacheren Termen aufgebaut. Diese Terme sind dann nicht
auf ganz G definiert, sondern nur auf einer Teilmenge von G, der Definitionsmenge ID
der Gleichung. Diejenigen Variablen aus der Definitionsmenge ID, die auch die Gleichung
erfiillen, bilden die Losungsmenge IL.

Bei der Bestimmung der Losungsmenge wird meist der folgende Weg eingeschlagen: Die
Gleichung T7 = 15 wird durch eine auf G definierte und auf ID erlaubte Operation in eine
Gleichung 77 = T umgeformt. Die Losungsmenge IL’ der neuen Gleichung ist dann eine
Obermenge der alten. Ist die Operation umkehrbar (wir sprechen dann von einer Aqui-
valenzumformung), dann sind die Losungsmengen der beiden Gleichungen gleich. Das Ziel
solcher Umformungen ist das Gewinnen einer Gleichung 77 = T3, deren Losungsmenge
IL* unmittelbar ersichtlich ist. Waren alle Umformungen Aqulvalenzumformungen so ist
IL = IL*. Anderenfalls ist IL C IL* und es muss dann durch Einsetzen aller Elemente von
IL* in die urspriingliche Gleichung 77 = T5 iiberpriift werden, welche davon in IL liegen.

1.5.2 Musterbeispiele

1. Bestimmen Sie iiber der Grundmenge R die Losungen der Gleichung

24+r—1 B 2
2e4+1 x+2°

Losung:

Die beiden Terme sind definiert fiir 2 € R\ {—2, =3} =: ID. Auf ID kénnen wir die

Glelchung mit (21’ + 1)(z + 2) multiplizieren:

24— I x?
20+1 w42

Die letzte Gleichung besitzt die Losungen x1 = —1, x5 = 1 und z3 = 2. Das ergibt

dann die Losungsmenge IL = {—1,1,2}.

— P43 +r-—2=20 4+ <=3 -2 —2x+2=0.

2. Bestimmen Sie iiber der Grundmenge R die Losungen der Gleichung

lz+1] |z
1422 a2’

Losung:
Die beiden Terme sind definiert fiir € R\ {0} =: ID. Wegen der Betragsfunktionen
unterteilen wir ID in 3 Intervalle: ID = (—o0, —1) U [—=1,0) U (0, 00).

(a) —oo < & < —1: Auf diesem Intervall gilt wegen |z +1| = —z —1 und |z] = —x:

lz+1] |z —r—1 —x tl=o0.
1422 22 1422 22

Diese Gleichung besitzt in (—oo, —1) keine Losung, d.h. Iy = {}.
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(b) =1 <z < 0: Auf diesem Intervall gilt wegen |z + 1| =z + 1 und |z| = —a:

z4+1 x x+1 -z

‘1:3:2':% 1:$2:?<:>212+1'+1:O.
Diese Gleichung besitzt in R und damit auch in (—1,0) keine Losung, d.h.
L, = {}.

(c) 0 <a < oo: Auf diesem Intervall gilt wegen |z + 1| = x + 1 und |z| = z:
|z + 1] _M@ z+1 oz
1422 a2 1422 22
Diese Losung liegt in (0,00), d.h. I3 = {1}.

r=1.

Insgesamt folgt dann: IL. =L, UL, ULy = {1}.

. Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung
r—vVari+vVa?—-1=0.

Losung:
Die Gleichung ist nur dort definiert, wo die Radikanden der Wurzeln nicht negativ
sind. Dies ist der Fall, wenn = € (—oo, —1] U [1,00) := D.

(a) —oo < & < —1: Auf diesem Intervall gilt wegen © = —|x|:
—lz| = |z| + /2P =1 =0 < /|22 =1 = 2Jz| <= |z|* = 1 = 4]z]® <=
|z)? = —%. Dies ist ein Widerspruch, d.h. kein z aus diesem Intervall kann

Lésung sein.

(b) 1 <z < oo: Auf diesem Intervall gilt:
r—x++Va2—1=0<+<= 22 —1 =0 mit der einzigen Losung = = 1.
Insgesamt ergibt sich die Losungsmenge I = {1}.

. Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung

Losung:

Die Gleichung ist nur dort definiert, wo die Radikanden der Wurzeln nicht negativ
sind und die Nenner nicht Null sind. Das ergibt die Definitionsmenge ID = R, . Auf
der Definitionsmenge gilt:

1 1
SN S S PR . 2ey

NG 3+x 2z V3+ux V3+ux
3

4 ,
4x2—4x+1:3ix<:>(3+x)(4x2—4x+1):4x5<:)8x2—11x+3:0<:>

(822 —8z) — (3x —3) =0<+= (v — 1)(8z —3)=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind dann z; = 1 und x5 = %.

Da die Umformungen nicht liickenlos Aquivalenzumformungen waren, miissen wir
durch Einsetzen dieser Werte in die urspriingliche Gleichung iiberpriifen, ob sie
tatsdchlich Losungen sind. Dies ist aber nur fiir 1 = 1 der Fall.

Insgesamt ergibt sich dann die Losungsmenge IL = {1}.

—1=0<=(22z—-1)=
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5. Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Gleichung

1
7+\/I+2:0.

\/1’+1—f

Losung:

Die Gleichung ist nur dort definiert, wo die Radikanden der Wurzeln nicht negativ
sind und die Nenner nicht Null sind. Das ergibt die Definitionsmenge ID = R, . Auf
der Definitionsmenge gilt:

1
\/1’+1—ﬁ+\/$+2=0<:>\/1‘2+$—1+V$2+2$:0<:>

Viltoz—-1=—Vl+ 2z = 2242 -2Vl t o+ 1 = 2% + 22 <
—2\/m2+x=x—1!:”>4a?2+411::x2—2x+1(:>3x2+61‘—1=0.

2 2
Die Losungen der letzten Gleichung sind z1/9 = —1 £ —=. 21 = —1 — —= liegt

V3 V3

nicht im Definitionsbereich der Gleichung und z5 = —1 + ﬁ ist keine Losung der
Gleichung. Dies konnte dadurch passieren, weil nicht alle Umformungen Aquivalenz-
umformungen waren. D.h. aber, dass die Gleichung keine Losung besitzt bzw. dass

die Losungsmenge leer ist.

6. Gegeben ist die Gleichung
r+Vd—22=a, a€R.

Fiir welche a besitzt die Gleichung eine Losung ?

Loésung:

Als Definitionsmenge der Gleichung erhalten wir sofort D = [—2, 2].

T+ V4 —12?=a<+= V4 —1*=a— 2. Durch Quadrieren folgt daraus:

4 — 22 = a® — 2ax + 2% und in weiterer Folge: 22 — ax + “—; — 2 = 0. Die Losun-

/ 2
gen dieser quadratischen Gleichung sind x,/, = g +14/2— az. Sie sind reell, falls

—2v2 < a < 2v/2. Ob allerdings die gegebene Gleichung fiir jedes derartige a
iiberhaupt eine Losung besitzt, ist noch zu untersuchen. Fiir a = 2v/2 erhalten wir
die ,,Doppelwurzel” z;/, = V2. Unter Verwendung eines Taschenrechners erkennen
wir, dass fiir kleiner werdendes a die groflere Wurzel wéchst. Der grofftmogliche
Wert im Definitionsbereich ist 1 = 2 und dieser wird bei a = 2 erreicht. Die zweite
Wurzel ist dann Null. Verkleinern wir a weiter, so ist nur noch die kleinere Wurzel
der quadratischen Gleichung im Definitionsbereich und sie wird negativ. Der kleinst-
mogliche Wert ist x5 = —2 und wird bei @ = —2 erreicht. Unterhalb von a = —2
hat die vorgelegte Gleichung keine Losung.

Zusammenfassend gilt:

Die Gleichung x + v/4 — 22 = a besitzt nur fir —2 <a < 22 Losungen.

Bemerkung: Interpretiert man die Gleichung v/4 — 22 = a — x als Schnitt des oberen
Halbkreises y = v/4 — 22 mit der Geraden y = a—x, so ist das oben erzielte Ergebnis
unmittelbar klar.
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7. Bestimmen Sie alle Losungen = € R der folgenden Gleichung;:
r+10y/r+16=0.

Losung:

Als Definitionsmenge der Gleichung ist offensichtlich D = [0, co).

Setzen wir /= = u, so erhalten wir aus der quadratischen Gleichung u? + 10u + 16
die Wurzeln u; = —2 und us = —8. Da aber x > 0 sein muss, ist die Losungsmenge
leer.

Bemerkung: Auf der Definitionsmenge ist die linke Seite der Gleichung stets positiv.
Dabher ist die Losungsmenge leer.

1.5.3 Beispiele mit Losungen
1. Bestimmen Sie die Losungsmengen L der folgenden Gleichungen:
a) V222 —1+z=0, b) V42 —z4+2=0,
¢) V222 +3+2=0, ) Va2 —2r +1+x—-1=0,
VI —x—6—vVa2—6x+5=0, f)Vort4+122+9=0,
g) r— Va2 + a2 —1=0, h) Vat =2/z| - 1.

Losungen:

a) L ={-1}, b) L = 0, ¢) L =0,

d) L={zeRjz <1}, e) L=10, £y L ={-3,-1},
g) L= {1}, h) L ={-1,1}.

2. Bestimmen Sie fiir die folgenden Gleichungen iiber der Grundmenge R die Defini-
tionsmenge und die Losungsmenge:

a) 4VFT = 64 . 2VaFT b) 34T —4.3%V7 1 3=0,

1 1 1 1
C)Eanl‘:g—Zlnx, d)glg(Q,r—l)+lg\/wf9:1.
Losungen:

a)ID: x> -1, IL={35}, b)ID: >0, IL={0,1},
c)D: >0, L={e,e?}, d)D:z>9, L={}

3. Bestimmen Sie fiir die folgenden Gleichungen iiber der Grundmenge R die Defini-
tionsmenge und die Losungsmenge:
x \?2 r+1\2 17
= b = 1—v2x+1.
a)(x+1)+($> 1 ) VE =6 +1—+2z+

Lésungen:
a) D=R\{0,-1}, L={-2-2—11}, b)yID: z >0, IL={0,4}.

4. Bestimmen Sie alle Losungen der goniometrischen Gleichung
sin® 2 4 cos® x = cos(4x)
im Intervall [0, 27].

Losung: IL = {0, 3, , 37”,27r} .
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. Losen Sie das Gleichungssystem

9"t = 729
vl =1

Losung: =2,y =1.

. Losen Sie die Gleichung — 2%72 4+ 3% = 6. 4% 4 971,

Losung: = = 1.

m—1
Berechnen Sie fiir m € IN (fest): ) (ZL) 3k
k=0
Losung: 4™ — 3™,
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1.6 Ungleichungen

1.6.1 Grundlagen

Ungleichungen haben die Form T} < Ty bzw. T} < Ty, wobei die Terme T} und 75 von
einer oder mehreren Variablen abhéngen konnen. Die Terme 77 und 75 werden dabei
als reellwertig vorausgesetzt. Sie sind meist entsprechend den auf der Grundmenge G
definierten Operationen aus einfacheren Termen aufgebaut. Diese Terme sind dann nicht
auf ganz G definiert, sondern nur auf einer Teilmenge von G, der Definitionsmenge ID
der Gleichung. Diejenigen Variablen aus der Definitionsmenge ID, die auch die Gleichung
erfiillen, bilden die Losungsmenge IL.

Bei der Bestimmung der Losungsmenge wird der analoge Weg wie bei Gleichungen einge-
schlagen. Zu beachten ist hier aber: Multiplikation mit einer negativen Zahl dreht das
,Ungleichheitszeichen* um. Quadrieren ist nur dann eine Aquivalenzumformung, wenn 7}
und 75 positiv sind.

1.6.2 Musterbeispiele

1. Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
2(32% —4) < 2t .

Losung:

Die Ungleichung ist auf ganz R definiert. Es gilt:

20327 —4) <2t = 11— 622 +8 >0 < (2> —3)> > 1 d.h. es ist 22 — 3 > 1 oder
2% — 3 < —1. Das bedeutet aber in weiterer Folge 22 > 4 oder 22 < 2 bzw. o < —2
oder x > 2 oder —v2 < z < v/2. Somit erhalten wir fiir die Losungsmenge 1L:

L = (o0, —2] U [-V2,V2] U [2,0) .

2. Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
|22 + 2 —2|— |1 —2% >0.

Losung:

Die Definitionsmenge der Ungleichung ist ganz R. Zur Auswertung der jeweiligen
Betragsfunktionen unterteilen wir R so, dass die Terme innerhalb der Betragsstriche
entweder positiv oder negativ sind. D.h. aber, dass wir zunéchst die Nullstellen dieser
Terme berechnen miissen.

Die Nullstellen des ersten Terms x4+ —2 sind 1 und —2 und die des zweiten Terms
sind 1 und —1.

Daher unterteilen wir R in die Intervalle (—oco, —2), [-2,—1), [—1,1) und [1, c0).

(a) —oo < & < —2: Auf diesem Intervall gilt:

|22 +2 -2 —[1—2? >0<=2>+2—2+1—2? >0 < x > 1, woraus
folgt: I, = 0.

(b) =2 <z < —1: Auf diesem Intervall gilt:

|22 +2—-2—[1-2? >0 -2’ —z+2+1-2*> 02 +2 -3 <0.
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Der letzte Term besitzt die Nullstellen z, = —% und x5 = 1. Die Ungleichung
2 + 5 % < 0 ist daher richtig in fg < x < 1. Damit erhalten wir wegen
—2 <z < —1 die Losungsmenge L, = (-3, —1).

(¢) =1 <z < 1: Auf diesem Intervall gilt:

24r-2—-1-2?>0+= —22—0+2—-1+22>0<+= 2 < 1, woraus
|
folgt: Ly = [—1,1).
(d) 1 <z < oo: Auf diesem Intervall gilt:
-2 -1-22|> 0= 22 +2r—-2—1+2% & 22+ 2 -2 < 0. Der letzte
272
Term besitzt wieder die Nullstellen z; = —% und o = 1. Die Ungleichung

2 + 5 — g > 0 ist daher richtig in z < —% und in z > 1. Damit erhalten wir
wegen 1 < z < oo die Losungsmenge Ly = (1, 00).

Insgesamt ergibt sich fiir die Losungsmenge LL:

]L:L1UL2UL3UL4:(—g,l)u(l,oo) .

3. Gegeben ist iiber der Grundmenge R die Ungleichung
‘2 - 1+2
T 1—2z

Bestimmen Sie die Definitionsmenge D und die Losungsmenge IL.

Losung:

Die Definitionsmenge der Ungleichung ist D = R\ {0,1}. Zur Auswertung der
jeweiligen Betragsfunktionen unterteilen wir D so, dass die Terme innerhalb der

Betragsstriche entweder positiv oder negativ sind. Das ergibt die Unterteilung in
die Intervalle (—oo, —1), [—1,0), (0,1), (1,2) und [2, c0).

(a) —oo < & < —1: Auf diesem Intervall gilt:
‘2 - x‘ 1+x 2—z 1+=z
< < —

— 2-z)(l—2)<z(l+z) <=

x 1—x —x 1—x

-3 +2<2i+ 1= 2<dz.

Da dies eine offensichtlich falsche Aussage auf (—oo, —1) ist, folgt IL; = .

(b) =1 <z < 0: Auf diesem Intervall gilt:

‘2 —x 1+ 2—z 14z
<

x 1—=x —T 1—2

= 2-2)(l—-2)< —z(l+2) <=

1\2 3
x2—3x+2<—x2—x<:>2x2—2x+2<0<:>2(x—§) +§<0,

Da dies eine offensichtlich falsche Aussage ist, folgt Ly = (.
(¢) 0 <a < 1: Auf diesem Intervall gilt:
‘Z—x‘ ‘1—1—1‘ 2—z 1+z
< <
T x 1—a

— 2-2)(1—2)<z(l+z) =

1—=x

2 2 1
r—3r+2<x +x<:>§<x.

Damit erhalten wir Iy = (3, 1).
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(d) 1 < < 2: Auf diesem Intervall gilt:
‘2—1‘ ‘1+ZL’ 27x< 14z
T 1—=x x -1+

= 2—z)(-1+2z)<z(l+2)

1\2 3
<:>—.1"2—|—3:1:—2<x2+x<:>0<2x2—2x+2(:>0<2(1‘—5) +§.

Da dies eine auf ganz (1,2) wahre Aussage ist, erhalten wir Iy = (1, 2).

(e) 2 <z < oo: Auf diesem Intervall gilt:

‘2 - 1+2 r—2 14z
<

p 1— = — <oy = @@= -1 <z(l+a)

=2 —3r4+2< 2?4+ 1< 2< 4z

Da dies eine auf ganz [2, 00) wahre Aussage ist, erhalten wir Ly = [2, 00).

Insgesamt ergibt sich fiir die Losungsmenge L

1
=T ULy ULs UL, UL; (571)U(1,oo).

4. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt:
1= Jz]| < 2zl -

Loésung:

Die Definitionsmenge der Ungleichung ist ganz R. Wir stellen zunécht fest: Die linke
Seite der Ungleichung ist nicht negativ. Daher kann dies die rechte Seite ebenfalls
nicht sein. Dann muss aber fiir die Losungsmenge gelten: I. C R . Zur Auswertung
der jeweiligen Betragsfunktionen unterteilen wir R, so, dass die Terme innerhalb
der Betragsstriche entweder positiv oder negativ sind. Das ergibt die Unterteilung
in die Intervalle [0,1) und [1, c0).

a) 0 <z < 1: Auf diesem Intervall gilt:
Uy>r< 1 g
‘1—|x|‘§:L'|x\<:>|1—:1:|§x2<:>1—x§z2<:>x2+:z:—120<:>

1zig,d‘h.xz\/gfl.
27 2 2

N?_5
(1‘ + 7> > 1 Daraus folgt aber: z +

5) =
V5 -1 1)
5 1)

(b) 1 <z < oo: Auf diesem Intervall gilt:

Somit ist IL; = {

‘1—|x|’§$|:L'\<:>|1—:L'|§x2<:>:b—1§1'2<:>1'2—1'+120<:>
(:-3) >
r— - —= .
2) T 4
Da dies eine offensichtlich wahre Aussage ist, folgt Ly = [1,00) .

Insgesamt ergibt sich fiir die Losungsmenge LL:

V517OO> |

]LZ_]L1UI[12=|: 9
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5. Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
o +1] = o —3|[ <5.

Losung:
Die Definitionsmenge der Ungleichung ist ganz R. Wir unterteilen an den Stellen
—1 und 3 und zerlegen so R in die 3 Intervalle (—oo, —1), [—1,3) und [3, 00).

(a) —oo < & < —1: Auf diesem Intervall gilt:
lo+1] = o =38 <5e=|-2—1—(—2+3)| <h+=|—4| <5
Da dies eine offensichtlich wahre Aussage ist, folgt I; = (—o0, —1) .

(b) =1 <z < 3: Auf diesem Intervall gilt:
o4+ 1= o =3 <5 = |o+1—(-z+3)| <5 = |20 -2 <5 =

7
75§2x72§5<:>73§2x§7<:>72Szgi.

Da diese Aussage offensichtlich auf dem ganzen Intervall [—1,3) wahr ist, er-
halten wir: Ly = [—1, 3).

(¢) 3 <z < oo: Auf diesem Intervall gilt:
lo+1] = o —3]| <5 <= |o+1—(z—3)| <5« |4 <5.
Da dies eine offensichtlich wahre Aussage ist, folgt Iy = [3,00) .
Insgesamt ergibt sich fiir die Losungsmenge IL:

]LZ:]L1U]L2U]L;3:]R.

6. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt:
2] = 1| < 5w +1] .

Losung:

Die Definitionsmenge der Ungleichung ist ganz R. Wir unterteilen an den Stellen
—1, 0 und 1 und zerlegen so R in die 4 Intervalle (—o0,—1), [-1,0), [0,1) und
[1,00).

(a) —oo < & < —1: Auf diesem Intervall gilt:
‘x|x|—1‘ <5|x+1|<:>‘—332—1’ <5(—z—1) <=2’ +1< —bz -5 <=
5\% 1 1 5 1
2’ 4+57+6 < 0 = <x+7> —— <0 o <rto< - &= -3<r< -2
2 4 2 2 2
Somit ist Ly = (—3,-2) .
(b) —1 <z < 0: Auf diesem Intervall gilt:
‘x|x|—1’<5|x+1\<=)x2+1<5:c+5<:>x2—5x—4<0<:>

5\2 41 V41 5 41 5 — 41 5 41
(—5) —Z<O<:> 5 <z 2<\g<:> 2\ﬁ<x<+T\F.

5
Somit ist Ly = (
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(¢) 0 <z < 1: Auf diesem Intervall gilt:
o] — 1] < Ble +1] <= —2? + 1 < 5x +5 <= 2* + 52 +4> 0.

Da diese Aussage offensichtlich auf dem ganzen Intervall [0, 1) wahr ist, erhalten
wir: Ly = [0, 1).
(d) 1 << oo: Auf diesem Intervall gilt:
‘]}|Z‘|—1‘ <Hlz+ 1<’ —1<br+5+=2"-5r—6< 0
7 5 7

<x7§>27g<:>77<x77<7<:>71<x<6
2 4 2 2 2 '

Somit ist ILy = [1,6) .

Insgesamt ergibt sich fiir die Losungsmenge IL:

— V41
L:LIULQULSUL4(3,2)U<52\/;76> .

1.6.3 Beispiele mit Losungen

1. Fiir welche x € R gelten die angegebenen Ungleichungen 7

Lo NEEIN!
c -
v =2 = 1+ |z —1| 22 -1 "2

a) 23 +2>222 +x, b)

x r+3
S D@-2)|>2 f - _
) —=>0 Jle-De-2>2  O]e+1]-l-1]<1
Lésung:
a)z € (—1,1) U (2,00), b)z >0, x#£2, c)z € (—1,1),

1,1
d) z € (00, =2) U(=1,—3) U (3,00), )z € (—00,0)U(3,00), f)ze (-3 1)

rz—1

. Fiir welche x € R gilt: ’7‘ <2x+17
r+1

Losung: x > 0.

. Fiir welche x € R gilt: 3|z 4+ 1| <3 —2 ?

Losung: —3 <z < 0.

. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt: |z — 1] > |22 — 1].

= . 2
Losung: 0 <z < 3.

. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt: v/2 + x > .

Losung: —2 <z < 2.

. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt: |22 — 1| + |z + 3| > 6.

Losung: z € R\ (—2,3) .

. Untersuchen Sie, fiir welche x € R die Ungleichung |2% — 1| + |z + 1| < 4 erfiillt ist.

—1+17
—

Losung: =2 <z <
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. Bestimmen Sie alle Zahlen x € R, fiir die gilt: |4z — 1| + |z + 2| > 5.

2 4
Losung: z € R\ (—g, 5) )

6
. Bestimmen Sie jene x € R, fiir welche die Ungleichung — < z — 1 gilt.
x

Losung: x € [—2,0) U [3, 00).

Ermitteln Sie sémtliche Losungen und skizzieren Sie die dazugehorigen Bereiche am
Zahlenstrahl:

a)v2r—4—+yr—-1=1, b)3—x <4 -2z, C)“$|—|—5|‘<1.

Losung: a) x =10, b)z <1, ¢) -6 <z < —4 oder 4 <z <6.

Fiir welche Bereiche der (z,y)-Ebene gilt:

a) |z —yl < lz| +yl, b) [z <5 A |yl <5, )|z <5 Vv |yl <57
Losung:

a) 1. und 3. Quadrant, b) Quadrat um (0,0) mit Seitenlédnge 10,

¢) Vereinigung der beiden Streifen der Breite 10 um die Koordinatenachsen.

Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z, fiir die gilt:
2

X
— S |3-al.
Trits B

Losung: <z <12

V97— 1
4

Bestimmen Sie die Menge M der Punkte der zy-Ebene, deren Koordinaten der Un-
gleichung 2% + y* < 2|y — 1| geniigen.

Losung: M = {(z,y) | 2* + (y + 1)? < 3}.

Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt: 2* + 222 — 9z + 52® < 722 — 9z + 923 .
Losung: z € (—1,0)U(0,5).

3
Bestimmen Sie alle z € R fiir die gilt: +/|z+2|— |z —1| < 7
1 5
Losung: —— <z < -
2 8

Bestimmen Sie alle z € R fiir die gilt: cos®z — 2cos®z < —1.

Losung: x© = 2km, k€ Z.

Bestimmen Sie alle z € R fiir die gilt: 23 — 22 <2 — 1.

Losung: z € (—oo, —1JU{1}.
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1.7 Komplexe Zahlen

1.7.1 Grundlagen
e z =1z + iy mit z,y € R heiffit komplexe Zahl z.

e Z := x — iy heifit konjugiert komplexe Zahl zu z.

o |z| := 2z = \/2? 4 y? heifit Betrag von z.

Fiir komplexe Konjugation und Betrag gelten:

° (1):i falls 2z #0,
z z

|21] - |2l

°

™~

RS
w

>
|

ze€ R = |z|g = |2|r,

[Re z[ < 2], [Im 2] < |z,

|z2| >0, |2| =0<= 2=0,
® |21 + 29| < |z1| + |22] - - - Dreiecksungleichung,.

Trigonometrische Darstellung von 2: 2z =rcosy 4 irsingp ,

0<p<2r, r:\z|7tang0=y. Es gilt:
T

a) z1-2 = riracos(pr + o) 4 irirasin(er + @2),

z T T

b) = = —cos(pr — ga) +i—sin(pr — pa),
z2 T2 T2

c) 2" = r"cos(np)+ir"sin(ney),

2k 2k
d) vz = \”/Fcos<(p+ W)—&—z\/?sm( L 7T);k:O,L‘..,n—l.
n

1.7.2 Musterbeispiele
1. Beweisen Sie fiir z,w € C die Gleichung
|z +w]* + |z — w]* = 2|2)* + 2Jw|* .

Geben Sie ferner eine geometrische Interpretation dieser Gleichung an.
Welcher elementargeometrischer Satz steckt hinter dieser Gleichung?
Losung:

2+ w2+ ]z —w?=z+w)(Z+0)+(z—w)(z—w) =
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2Z 4 20+ WZ + W + 2Z — 20 — wZ + w = 22Z + 2ww = 2|z2|? + 2|w|?.

Die Punkte 0, z, w und z+w bilden ein Parallelogramm in der GAUSS’schen Zahlen-
ebene. |z| und |w| sind dann die Lingen der Parallelogrammseiten, wéihrend |z + w)|
und |z — w| die Lidngen der Diagonalen sind.

Die Gleichung ist also Ausdruck des elementargeometrischen Satzes:

In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der Diagonalen gleich der
Summe der Quadrate der Seiten.

2. Berechnen Sie alle z € C, die den beiden folgenden Gleichungen geniigen:
zZ—iz+iZz=1 und z+z2=2.

Losung:

Aus der zweiten Gleichung folgt: Z = 2 — z. Einsetzen in die erste Gleichung liefert:
2(2—2)—iz+2i —iz =1bzw. 22 —2(1 — i)z — 2i + 1 = 0. Dies ist eine gemischt
quadratische Gleichung in C, fiir die die bekannte Auflosungsformel wie im Reellen
gilt. Damit erhalten wir: 210 = (1—4) £ /(1 — )2+ 2i — 1 = 1—it/—1 =1—i+i,
d.h. z1=1und 2z, =1 — 2i.

3. Bestimmen Sie z, Re z, Im z, |z| und arg z aus der Gleichung;:

3, .2
i)z 42)+2-3: =17 %
zZ—1

Losung:
In C\ {i} (nur hier ist die Gleichung definiert) gilt:

) 2B 4i— 22 ) _ .
(z+i)(z+2)+2-32=—"—<= (z—-0)(z+)(z2+2)+ (z—0)(-32+2) =
zZ—1 ~— ——

2241
—2+43  (-243i)(1—1)

34— 52 14+4)z=—2 i = =
4i—z2 = = 3(1+1i)z +3i <=z 3010 - 30+ 90-1)

V26
6

D

1 1
woraus folgt: z = 6 + gz und weiters: Rez = 6 Imz = % .zl = und

arg z = arctan 5, das entspricht ca. 78,7°.

4. Untersuchen Sie, welche Teilmenge von C durch

z—1—1

=1
z—2
festgelegt wird und stellen Sie sie graphisch in der GAUSS’schen Zahlenebene dar.
Lésung:
In €\ {2} (nur hier ist die Gleichung definiert) gilt:
11—
% —lemr— 1l =|r 2 e 1P = | 2P e

(z—1-D)E-14i)=(:-2)(F—2) 22— 2+iz—Z+1—i—iz+i+1=
=22—-22-2Z+4<=z2+Z+i(z—2) =220 —-2y=2<—=y=u—L

Die gesuchte Teilmenge ist daher eine Gerade in der GAUSS’schen Zahlenebene.
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Bemerkung:

Die Gleichung |z — 1 —i| = |z — 2| beschreibt geometrisch die Menge aller Punkte in
der GAUSS’schen Zahlenebene, die von z = 1+ 4 und z = 2 den gleichen Abstand
haben, d.h. die Streckensymmetrale zwischen diesen beiden Punkten.

. Ermitteln Sie jene Punktmenge in C, die durch die Ungleichungen

22<3(z4+2)+1 und Rez>0

festgelegt ist. Fertigen Sie ferner eine Skizze in der GAUSS’schen Zahlenebene an.

Losung: Re z > 0 kennzeichnet die rechte Halbebene. Ferner gilt:
22<3(z+2)+ 1= 22+ y? <1+ 6z < (v —3)2 +y* < 10.

Die gesuchte Punktmenge ist daher jener Teil der offenen Kreisscheibe um (3,0) mit
Radius \/E, der ganz in der rechten Halbebene liegt.

. Bestimmen Sie alle z € C, fiir die gilt:

|z —1] <Imz+1

und skizzieren Sie das Ergebnis in der GAUSS’schen Zahlenebene.

Losung: Fiir Im 2z < —1 ist die Ungleichung sicher nicht erfiillt.
Sei nun Im z > —1. Dann gilt:

lz—1<Imz+l<= J(z -1+ 2 <y+l<= (-1 >+ <y’ +2y+1 =

1 2
y > 5(@— 1) — 1).
Dies kennzeichnet jenen Teil der Zahlenebene, der oberhalb der Parabel mit Scheitel

in (1, 3) liegt, wobei die Parabel durch die Punkte (0,0) und (2,0) verlduft.

. Bestimmen Sie alle z € C, fiir die gilt:

2" —1] <2”

und skizzieren Sie das Ergebnis in der GAUSS’schen Zahlenebene.
Losung: Es gilt:
|22 =1 < |2 <= (2 -1)(F2 - 1) <P = -2 -4+ 1< 0= —y* > L.

Dies kennzeichnet den ,,Auflenraum* der Hyperbel mit den Scheiteln in (—%, 0)

und (%,0).

. Bestimmen und skizzieren Sie jene Punktmenge in der GAUSS’schen Zahlenebene,

die der folgenden Ungleichung geniigt:

1
|2 4+22| < —= +V2(z + 2) .

V2

Losung: Fiir Rez < —i ist die Ungleichung sicher nicht erfiillt, da dann die rechte
Seite negativ ist. Sei nun Rez > —i. Dann gilt:

|z+22|<%+\/§(2+2)<:>(z+22)(2+22)< (\}54—2\/53:) —
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1 1 9
522 +2(22 4+ 22) < §+4x+8x2<:>x2—4x+y2 <5 ) R T 7
2492 22 —2y?
Die letzte Ungleichung beschreibt die offene Kreisscheibe um (2,0) mit dem Radius

3
——. Wir miissen noch iiberpriifen, welcher Teil dieser Kreisscheibe in der Halbebene

V2

3
Rez > —% liegt. Da der kleinste z-Wert der Kreislinie bei z = 2 — ﬁ liegt, dies

aber grofer als f% ist, ist die ganze Kreisscheibe Losung.

9. Bestimmen und skizzieren Sie die folgende Punktmenge in der GAUSS’schen Zahlenebene:
- 2, -2 ™
{ze@‘zz+z +2z° < 1und |argz| < Z} .

Losung: Es gilt:
224+ 22422 <1 <= 22+ 9%+ 222 - 2% < 1 & 32% — y? < 1. Die letzte
Ungleichung beschreibt den , Innenraum* einer Hyperbel mit Scheiteln in (—%, 0)

und (%, 0). Die Ungleichung | arg z| < T kennzeichnet eine Viertelebene der rechten

Halbebene, die symmetrisch zur z-Achse liegt. Die gesuchte Punktmenge ist dann
ein , Hyperbelauschnitt®.

10. Bestimmen Sie alle z € C, die den folgenden Ungleichungen geniigen:
|z — 1| < |z 41| < |z+1]

und skizzieren Sie das Ergebnis in der GAUSS’schen Zahlenebene.
Losung: Es gilt:
lz—1<|z+i < |z+ 1= [z -1 < [z + i < 2+ 1 =

-DE-D)<(+)E-1)<E+DE+D) <

22— (z+2)+1<z2z2—i(z—2)+1<z2Z2+ (z+2)+1<—= =z <y<z.

2z 24y 2z
Die letzten Ungleichungen kennzeichnen eine Viertelebene in der rechten Halbebene,
die symmetrisch zur z-Achse liegt.
Bemerkung:
Die einzelnen Ungleichungen definieren Halbebenen, die durch die jeweiligen Strecken-
symmetralen begrenzt sind.

11. Bestimmen Sie jene Punktmenge in der komplexen Zahlenebene, fiir die gilt:
3 < |24+ 2Rez < 4Imz .

Skizzieren Sie diese Punktmenge.

Losung:

Die erste (linke) Ungleichung 3 < |z|? + 2 Rez, bzw. 3 < 22 4+ y? + 2z ist dquivalent
zu 4 < (x+1)? +y? und beschreibt das AuBere des Kreises Ky(—1,0), d.i. der Kreis
mit Radius 2 und dem Mittelpunkt —1 + 0:.

Die zweite (rechte) Ungleichung |z|? + 2Rez < 4Imz, bzw. 2% + y? + 2z < 4y
ist dquivalent zu (z + 1)® 4+ (y — 2)? < 5 und beschreibt das Innere des Kreises
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K /5(—1,2), d.i. der Kreis mit Radius v/5 und dem Mittelpunkt —1 + 2.
Die gesuchte Punktmenge ist dann der Durchschnitt dieser beiden Mengen und hat
die Form einer ,,Mondsichel“.

Berechnen Sie alle Losungen der quadratischen Gleichung
24+ (2—-i)z+1+2i=0.

Losung:
Die Auflésungsformel fiir gemischt-quadratische Gleichungen gilt auch in C. Damit
folgt:

; 1 ; i1
SRRV § I B N Y PR St S UL/ g [T
1/ 3 \/ Ty ! 3 11! 95 !

Zur Berechnung der Wurzel aus —1 — 12¢ kénnen wir entweder den Radikanden
—1 — 12¢ in trigonometrischer Form darstellen, die Wurzeln berechnen und an-
schlieBend wieder in kartesische Darstellung umrechnen. Da aber die Wurzel aus
einer komplexen Zahl wieder eine komplexe Zahl ist, konnen wir andererseits die
noch unbekannte Wurzel in der Form a + ib ansetzen. Aus v—1—12i = a + b
folgt durch Quadrieren: —1 — 12i = (a? — b*) + 2iab, woraus wir durch Vergleich

von Real- und Imaginirteil die beiden Gleichungen a? — b = —1 und 2ab = —12
6
erhalten. Eliminieren wir b aus der zweiten Gleichung: b = —— und setzen dies in
a
36
die erste Gleichung ein, so folgt: a® — — = —1 und nach Multiplikation mit a® die
a

,biquadratische® Gleichung
a'+a*—36=0.

144
+ vk und da die negative Wurzel aus-

V145 -1
2

1
Daraus folgt zuniichst a? 2= "3 + 1

scheidet (a? ist nicht negativ) erhalten wir weiters a = und nach einiger

V14541

Rechnung b = — — Insgesamt ergeben sich damit die beiden Wurzeln

{ V145 -1 V145 +1
21/2:—1+§i 3 - 3 2 .

1.7.3 Beispiele mit Losungen

1.

Berechnen Sie in der Form a + bi:

A(3 — i) s N3 1 L
e LA v A

Losung: a) 5—5i, b)22i, c¢) < .

a) (5—3i)(2+1) —

2. Berechnen Sie Realteil, Imaginiirteil und Betrag von z € C, sowie 2% und |z|2.

1—1 :2+2i b 1+ 3

_ 2 :2 N\ 2 a9
Tt T 1T a ) z 54 ) z=02+9)*+7-3i,

a)
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0y Qo 20l 302 41— 220 e)<1—i_6+2i>2_3—i
B (2—14)2—2+5 ’ 243  1+4i/)" 3+i’
f) (1—2i+6—i>_ 3 — 67 )1 3—1 _ 1—1
z = - Z = .
3+i 1450 1+i° Y1122 i1
Lésung:
a)Rez=1,Im 2z = —1, |2| =2, 22 = -2, 2] =2,
1 1 ) 1
b)Rez=Imz=—§7|z|:ﬁ,22:%7|2|2:57

c)Rez=10,Im z =1, |z| = V101, 22 = 99 + 203, |z|*> = 101,
d)Rez=11,Im 2 =7, |z| = V170, 22 = 72 + 1544, |z|* = 170,

e)Rez—fE Imz—i |z|—7130 22—756_33i ||2—1—3
50’ 507N 50 7T 1250 2507
30 25 5 2975 + 3000i 25
f == = I = — = - 2 = 2 —_
) Re 2 130 M 2= o0, |2 9 2 676 , 12| 1

g)Rez=1,Im z = -3 |z| = 2,27 = _2(1+i\/§)7 |Z|2 =4

3. Skizzieren Sie die folgenden Punktmengen in der GAUSS’schen Zahlenebene:

Losung:

(a) Linke Hélfte des Kreisringes mit den Radien 1 und /7 und Mittelpunkt 34,

(b) jener Teil der Flidche innerhalb der CASSINI’schen Kurve um 0 und um 1,
der in der Kreisscheibe um —1 mit Radius 1 liegt,

(¢) jener Teil der Kreislinie um 2 mit Radius v/6 der im Inneren der Ellipse mit
den Brennpunkten —i,¢ und der Hauptachse a = % liegt,

(d) Winkelraum zwischen arg z = ?if und argz = ‘%’r ,

(e) jener Teil der Fliche zwischen den dsten der Hyperbel y = %, der den Ursprung
enthélt.

4. Bestimmen Sie die Losungen der quadratischen Gleichungen.
a) 22— (4+i)z+5+5i=0, b)z2—3z+iz+2—-i=0,

c) 22 —4z+13=0, d) 22 —2iz—1—4i=0,
e) 22— (5+7i)z—4+19i=0, f)22+2iz—4—4i=0.
Losung:

a)z1=3—1, 20=14+2i, b)z1=2—14, zp=1,
)2 =3i+2, z0=-3i+2, d)z=v2+i(v2+1), 20 = —v2+i(1-+2),
€) 21 =3+4+2i, 20 =2+5i, f)z=2, z0=—-2(141).
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Bestimmen Sie die dritten Wurzeln von —1-+7 und zeichnen Sie sie in der GAUSS’schen
Zahlenebene ein.

, , 11 11
Losung: wy = V2 (COS% + ¢sin Z) . Wy = V2 (COSJ + 2 sin W),

19 19 12 12
ws = \%(Cosl—; —i—isinl—;).

Bestimmen Sie alle Wurzeln der Gleichung: 26 + 23 +1 = 0.

Losung:
,zlzcos%’r—i—isin%’r7 zazcos%”—&—isin%”, z;;zcos%r—i—isin%r,
z4:cosm7”+isinm7”, 2:5:(:08147”+isin147”, zﬁzcosl%’rqtisinl%”.

Es sei m eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass

V3 i\ (VB a\" mm
<2+2> +<—> = acos ——

ist, und bestimmen Sie a.
Lésung: a = 2.

Bestimmen Sie jenen Bereich der GAUSS’schen Ebene, fiir den gilt:
[(z—2i)(z4+2i)| < 4.
Losung: Kreis um den Punkt (0,2) mit Radius 2.

Beschreiben Sie die Menge {z € C‘ |z| = Imz < |(1 — 1)2\} und skizzieren Sie diese
Menge in der GAUSS’schen Zahlenebene.
2

Losung: y <1 -— % .

Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung 2° + 243 = 0.

7T+2k‘7T>

2k
Losung: z, =3 (cosﬂ—i_S7T + 4 sin ;o k=0,1,2, 3, 4.

3 1 s
Stellen Sie die Zahlen = — YL=TV3

TENE in der Form z + 7y dar und zeichnen Sie diese
i

Zahlen in der GAUSS’schen Ebene.
\/é\‘VQ( 177 . 1771')

Losung: 21 = 1 cos 36 + 7sin 36
V232 41 4Alr
29 = 1 cosg—&-zsmg),
23 = @(COS%—7r —&—z’sill%—?r) .
4 36 36
Bestimmen Sie z aus der Gleichung 2% = (B+ivV2)(1+iv2) — 14|+

V2 —i

Losung: z; = 141, z9 = —1—1.
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13.

14.

15.

16.

17.

=0, ze€C.

-1 +i\/§>32
2

Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* 4 2i (

. 3 ‘ ' 3
Losung: z; = 0, zg—\3f2<\2[—;>7 23 = V/2i, 24_\~’/§<_\[_Z>.
z—1—1

5 —
stellen Sie das Ergebnis graphisch in der GAUSS’schen Zahlenebene dar.

Untersuchen Sie, welche Teilmenge von C durch

' = 1 festgelegt wird und

Losung: Gerade y =z — 1.

Untersuchen Sie, welche Teilmenge von C durch |z — 2| < |z + 4] festgelegt wird und
stellen Sie das Ergebnis graphisch in der GAUSS’schen Zahlenebene dar.

Losung: Halbebene Rez > —1.

Ermitteln Sie alle z € C, die der Bedingung

2—3‘ <9
z4+ 31l —

geniigen und skizzieren Sie das Ergebnis in der GAUSS’schen Zahlenebene.

Losung: AuBeres und Rand der Kreisscheibe K g (—1 — 4i).

Ermitteln Sie alle z € C, fiir die gleichzeitig gilt:
|2+ 1> >222 und (Rez—1)* > 22

und skizzieren Sie das Ergebnis in der GAUSS’schen Zahlenebene.
Losung: ,Zweieck” (x —1)2+y2 <2 A =21+ 1> 9>
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1.8 Folgen

1.8.1 Grundlagen

Sei K ein (geordneter) Korper, z.B. Q oder R Eine Abbildung A : N — K heifit
Folge in K.

Schreibweise: {a, bnew, {an}22,, {an}

Eine Folge {a,} in K heift:

— nach oben (unten) beschréankt, falls es fiir alle n € IN eine Konstante M € K
gibt, so dass gilt: a,, < M (a, > M),

— beschréankt, wenn sie gleichzeitig nach oben und nach unten beschrankt ist.
— M heifit obere (untere) Schranke fiir {a,}.

Eine Folge {a,} heifit konvergent zum Grenzwert a € K, wenn fiir jedes ¢ € K,
€ >0, ein N, € N existiert, so dass fiir alle n > N, gilt: |a, —a|] < e.
Schreibweise: hm a, = a oder einfacher a,, — a.

Eine nlchtkonvergente Folge heifit divergent.
Eine Folge {a,} hat hochstens einen Grenzwert.
Jede konvergente Folge {a,} ist beschrénkt.

Eine Folge {a,} in K heifit

— monoton wachsend (a,, 1), wenn fiir alle n gilt: a,, < a1, bzw. streng monoton
wachsend, wenn stets a,, < a,+1 gilt.

— monoton fallend (a, |), wenn fir alle n gilt: a,, > a,11, bzw. streng monoton
fallend, wenn stets a,, > a,.1 gilt.

— Eine Folge {a,} in K heiit CAUCHY-Folge, wenn fiir jedes € € K, £ > 0 eine
natiirliche Zahl N, existiert, so dass fiir alle n, m > N, gilt:

la, — am| < e.

Die Konvergenzdefinition einer Folge nicht sehr , benutzerfreundlich“. Fiir die Unter-
suchung auf Konvergenz miisste der eventuelle Grenzwert schon bekannt sein. Bei einigen
elementaren Folgen kann man aber den Grenzwert unschwer erraten:

a) {a,}, an =a--- konstant : a, — a,

1 1
b) a, = —, Nullfolge: — — 0,
n n

1 1
C)anZﬁ,pelN:ﬁ%Q
1 1
d) —=,peN: ——=—=0
)\%71? om0

e)a,=n: Yn—1,

f) an=¢" lgl <1: ¢" =0,

g) an

=nPq", peN, |¢g| <1 : nP¢" — 0.
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Fiir weniger einfache Folgen wurden eine Reihe von Konvergenzkriterien entwickelt, die
allerdings in der Regel nur die Konvergenz oder Divergenz einer Folge nachweisen, jedoch
keine Information iiber den eventuellen Grenzwert liefern.

Seien {ay}, {b,} konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b. Dann gilt:
(i) Die Folgen {a, £ b, } konvergieren zu den Grenzwerten a =+ b.

(ii) Die Folge {anb,} konvergiert zum Grenzwert ab.

(iii) Falls b # 0 (und damit b, # 0 fiir fast alle n € N d.h. fiir n > m):

an > a
{b—"} ist konvergent zum Grenzwert 5
n n=m

Seien {a,}, {bn} und {c,} Folgen in K mit a, < b, < ¢,. Ferner seien {a,} und
{cn} konvergent und es gelte: lim a, = lim ¢, =a € K.
= {b,} konvergiert zum Grenzwert a. (EinschlieBungskriterium)

Seien {a,},{b,} konvergente Folgen, a, — a, b, — b und gilt: a, < b, fiir fast
allen e N: = a <b.

Gilt fast immer a < a, < = a<a<f (Schrankensatz fiir den Grenzwert).

Sei {a,} mit a, > 0 eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann ist {,/a,}
konvergent zum Grenzwert +/a.

Sei {a,} eine Nullfolge, d.h. a, — 0 und sei {b,} eine beschrinkte Folge. Dann ist
{anb,} Nullfolge.

Eine monoton wachsende (fallende) und nach oben (unten) beschrinkte Zahlenfolge
in R ist konvergent. (Monotoniekriterium)

Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie eine CAUCHY-Folge
ist. (Satz von DEDEKIND)

1.8.2 Musterbeispiele

1.

Gegeben ist die Folge {ap }nen mit

_n?+2n
ap = CrSch
a) Zeigen Sie, dass die Folge monoton wachsend und nach oben beschrinkt ist.
b) Berechnen Sie den Grenzwert a = nlglgo .
¢) Bestimmen Sie ferner eine - moglichst kleine - natiirliche Zahl N, so dass gilt:
|a, — a] < 0,0025 fiir alle n > N.

Losung:
242 1)2 -1 1
a)Aus a, = nhen (n+1) =1- folgt:
(n+1)? (n+1)2 (n+1)2
1 1
Qpy1 — Ap = — + > 0, d.h. die Folge wéchst monoton und ist trivi-

(n+2)2  (n+1)
alerweise mit 1 nach oben beschrankt. Nach dem Monotoniekriterium ist sie dann
konvergent.
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b)Aus den Grenzwertsétzen iiber zusammengesetzte Folgen erhalten wir:

a = lim a, = lim 1—; =1-— lim ;:1
1
¢) Aus |a, — a| = —— < 0,0025 folgt: n > 20 — 1, d.h. N = 20.
(n+1)?

. Untersuchen Sie, ob die Folge {a;, fnen mit

1-2+3—4+---—2n
Ap =
Vit

konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:

Wir versuchen zunéchst fiir die Folgenglieder einen einfachen Ausdruck zu gewinnen:

Aus1—-243 -4+ —2n=1+4+2+3+4+---2n—2(2+4+---2n) =

=142+4+34+4+---2n—4(14+2+---n) =n(2n+1) — 2n(n+ 1) = —n folgt:
2nCns) —WLT;)_’

-n
V14+nZ

Aus den Grenzwertsétzen iiber zusammengesetzte Folgen erhalten wir:

Ap =

—n -1
lim a, = lim — = lim — = —1.
n—00 n—oo /1 4 n2 n—00 /1/n2 +1
Die Folge ist daher konvergent zum Grenzwert a = —1.

Bemerkung:

Die Summation im Z#hler von a,, 18t sich viel leichter bewerkstelligen:

1-243 444 @2n—1)=2n=(1-2)+B—4)+ -+ (2n—1)—2n) = —n.
——

~—_——
-1 -1 1

. Untersuchen Sie, ob die Folge {a, }nen mit

(5n3 — 32+ 7)(n + 1)"
n" (1 +2+---+n)?

Ay =

konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:

1
Mit 1+2+---+n= w folgt dann unter Verwendung von Grenzwertsétzen
iiber zusammengesetzte Folgen:
5n® — 3n? + 7 "4 5-3+% 1"
an:(n P+ D+ 1), ”1"3(1+—> s 200,
n*~In2(n + 1)2 (14 +)2 n
N L ) N——

5 —e

N
d.h. die Folge ist konvergent zum Grenzwert 20e.

4. Untersuchen Sie die Folge {b, },en mit

b = (—)" V(v +1—v/n)
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auf Konvergenz.

Losung:

Der Klammerausdruck ist hier eine Differenz zweier unbeschrinkt anwachsender
Terme, tiber dessen Verhalten wir lediglich vermuten, dass er klein wird. Er ist aber
anschliefend mit dem unbeschrinkt wachsenden Term +/n zu multiplizieren. Was
iiberwiegt?

Mit dem folgenden Trick erhalten wir eine iibersichtlichen Ausdruck:

Wir erweitern b, mit /n + 1 + /n. Dann folgt wegen (z — y)(x +y) = 2* — y*:

Vi .1

by = ()" N Ty Y e ol

n——————— =
vn+1++/n

1
Aus elementaren Konvergenzsitzen folgt lim ————— = —. Somit streben die
n—00 /1 4 % =+ 1
Glieder der Teilfolge {boy,} gegen 1, withrend die Glieder der Teilfolge {bax11} gegen
—% streben. Dann ist aber die Folge divergent.

Bemerkung:
Im Fall einer Folge

e = (=1)"Vn(Vn + 1= n)

hiitten wir wegen (z—y) (a2 +ay+1?) = ¥ =y mit (¢ F D+ n+ Lo/m-+ (n)?
erweitern miissen. Diese Folge ist dann sogar konvergent (Nullfolge).

5. Untersuchen Sie, fiir welche o € R die Folge {an }nen mit

( 1)
a,=nl|la—/a%+ —
n

konvergiert und bestimmen Sie in diesem Fall den Grenzwert.

Losung:

Wir unterscheiden die folgenden Fille:

a=0:

Dann ist wegen a,, = —/n die Folge unbeschrinkt fallend und daher divergent.
a<0:

Wegen a, = —n <|a| +/lef? +1 ) < —|a|n ist die Folge wiederum unbeschriinkt
fallend und daher divergent.

a>0:

a?—(a?+ 1)
Hier erweitern wir wieder a,, mit a++/a? + % und erhalten: a,, = n——————"1 =

ot jar il

. Der letzte Ausdruck konvergiert nach elementaren Sétzen gegen — -

2a°

-1
a+ /o241
Somit erhalten wir:
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6. Untersuchen Sie die Folge {a,}nen mit

” 2
=3 2
= Ak? -1
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung:
Wie wir spéter zeigen werden (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen), gibt
es Konstanten A und B, so dass fiir alle £ € IN gilt:

2 A B
W1 k1 kil
Durch Multiplikation mit 4k* — 1 erhalten wir daraus: 2 = A(2k + 1) + B(2k — 1)
bzw. weiter: 2(A 4+ B)k + (A — B —2) = 0. Diese Beziechung ist fiir alle £ nur dann
wahr, wenn wir A+ B =0 und A — B — 2 = 0 setzen. Dieses Gleichungssystem hat
die (eindeutige) Losung A = 1, B = —1. Damit kénnen wir die a, in der folgenden
Art anschreiben:

"o 1
a"_Z(Qk—fzkH)_

k=1
1 1 1 1 1 1 1 1
=]l——+-—4 === —+ — =1—-—.
3 3.5 b 2n—1 2n—1 2n+1 2n+1
0 0 0

Derartige Summen, bei denen sich die Summanden paarweise aufheben, werden
Teleskopsummen genannt,.

Damit haben wir fiir die a, ein explizites Bildungsgesetz erhalten und schliefen
mittels elementarer Grenzwertsétze:

Die Folge {a,} mit a, =)

k=1

21 ist konvergent zum Grenzwert 1.

. Untersuchen Sie die Folge {a, }nen mit

i 1

an = _

it Rk +2)

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:
Wiederum zerlegen wir in Partialbriiche:
1 11 1 1

Die entsprechende Summe ist aber jetzt zunéchst keine Teleskopsumme. Durch einen
kleinen Trick erhalten wir aber zwei Teleskopsummen:

nooq 1 /1 1 1oL/ 1 1
Zk(k+2):§Z(E_k+l>+§z,:<k+l_k+2):

k=1 k=1 k=1

,1(1_L>+1<1_ 1),§_ LI
2 n+1/) 2\2 n+2/ 4 2n+1) 2(n+2)°
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Damit haben wir fiir die a, ein explizites Bildungsgesetz erhalten und schliefien
mittels elementarer Grenzwertsétze:

Die Folge {a,} mit a, =)
k=1

1 )
— st konvergent zum Grenzwert 2 .
k(k+2) & 1

8. Untersuchen Sie die Folge {a, }nen mit

" sink
an =2 o
k=1
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls Schranken fiir den den Grenz-
wert.
Losung:

Wir verwenden das Konvergenzkriterium von CAUCHY:

" sink
>

n 1 n—m—1 1

" | sink|
= Z ok = Z ok —

| — G| = D S =
k=m+1 k=m+1 k=m+1 =0
IR | 1 1—(m™" 1 1\ 1
~ gmit ;?:2%1 - ~om 1_<§> Som =€
In(1/e)
fii > :
ir m 9
Dabher ist {a,} eine CAUCHY-Folge und als solche in R konvergent.
Wegen

121 11—(5)" 1\"
P 7:772:17(» <1 folgt:
_ZQk 2221 2 1_% 2 0’8

=0

a, € (—=1,1) und damit wegen des Schrankensatzes: a € [—1, 1].

9. Gegeben ist die Folge {a, },en mit
2n 1

a) Zeigen Sie, dass die Folge monoton wichst.
b) Untersuchen Sie die Folge auf Beschréinktheit.
¢) Ist die Folge konvergent?

Qp,

Loésung:
1 1 1
PRy Oy = st =g T 1 20
1 1 1 1 2 1 1
VIt Vil o vnal a2 Vmiavantl il 4l
1 1 2
AT R T Sy e 3 ey

>0
Da die letzte Ungleichung offensichtlich wahr ist, ist die Folge monoton wachsend.
zu b): Wegen a,, > 0 ist Null eine untere Schranke.
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Wegen \/? , d.h. aber, dass die Folge nach oben nicht

1 1 n
— > ——ygiltta, > — =
VE T V2n & V2 2
beschrénkt ist.
zu ¢): Wegen der Unbeschrénktheit ist die Folge divergent.

Untersuchen Sie die Folge {ay, }nen mit
an
an+2:an+1—?, CL1:O, CL2:1
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:
Um uns einen gewissen Uberblick zu verschaffen, berechnen wir einige Glieder der
Folge explizit:

ap =0, ay =1, az =1, a4:%,
CL5=07 a(;:—i, CL7_—i7 agz—%,
ag =0, a10:%7 a11=11757 a12=%7
a3 =0, G14:—6L4, 015:—6*147 016:—%28-

Das fithrt uns zu der Vermutung, dass die Folge in 4 geometrische Teilfolgen der
Form aypy; = (fi)kai mit a; =0, apo =1, a3 =1 und a4 = % zerlegbar ist. Dies
148t sich auch mittels der Rekursionsformel beweisen:

(p41 Qp, Ant1 Qp+1

Ap .
Upt3 = Qpyo — 5 = Qpy1 — 5" = 5 3 und weiters:
a —a (p42 —a Upt+1  Ap42 o Upt2  Apil o Upt+1  An  Qpyl o [¢2%
+4 = Qpy3— 5 = Apy2— - = - = ——— =——.
" " 2 " 2 2 2 2 2 4 2 4

Da alle 4 Teilfolgen Nullfolgen sind, ist auch die Folge {a,} Nullfolge, d.h. sie ist
konvergent mit dem Grenzwert 0.

Hinweis:

Fasst man die Rekursionsformel der a,, als lineare Differenzengleichung mit konstan-
ten Koeffizienten auf, so gewinnt man das explizite Bildungsgesetz:

) ()

woraus ebenfalls folgt, dass die vorgelegte Folge eine Nullfolge ist.

Untersuchen Sie die Folge {a, },en, mit

Qpyo = %(%H + an> , ap=-2,a,=1

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:

Um uns einen gewissen Uberblick zu verschaffen, berechnen wir einige Glieder der
Folge explizit:

ag=-2, a1 =1, ag=—1, a3 =1, ay = —3%, a5 =
Es dréngt sich folgende Vermutung auf:

o= (YT (D)

1 -1
16’ ag = 395
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12.

13.

Den Beweis fithren wir mit einer Variante der vollstdndigen Induktion, wobei wir
von n und n + 1 auf n 4+ 2 schlieffen.

N\~ 1\°
Der Induktionsanfang: ag = (—§> =—-2, a0 = (—§> = 1 ist erfiillt.
Induktionsschluss:
2 = 5@t Tl ) =5 1\ 7 2 Y
Die Folge ist aber dann eine geometrische Folge mit ¢ = —% und daher konvergent

zum Grenzwert Null.

Untersuchen Sie die Folge {x, }nen mit
fn+1:1+11’72” =1,

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung: )
Um uns einen gewissen Uberblick zu verschaffen, berechnen wir einige Glieder der
Folge explizit:
1 =1, 29 =125, 23 =1,39..., x4 =1,48...; x5 =1.55...,...
Wir vermuten, dass die Folge monoton wichst.
1 n 2
Wegen 2,1 —x, =1+ 1 xi — T, = % — 1] > 0 ist dies tatsdchlich der Fall.
Weiters vermuten wir, dass die Folge nach oben beschrankt ist durch z,, < 2. Dies be-
weisen wir induktiv: Zunéchst ist wegen z; = 1 < 2 der Induktionsanfang gesichert.
1 1
Wegen z,41 =1+ 1 72 <1+ >4 =2 ist die Aussage dann fiir alle n € IN richtig,

d.h. die Folge ist nach oben beschrankt. Nach dem Montoniekriterium ist sie dann
konvergent. Um den Grenzwert = zu berechnen, setzen wir in die Rekursionsformel

4

x x

1 1 2
ein: lim z,.; = lim (1 + - xi) =1+ 7< lim mn> . Daraus erhalten wir die Glei-
n—00 n—00 4 n—00
——— ——

2
x

chung x =1+ X und damit den Wert x = 2 fiir den Grenzwert der Folge.

Bemerkung: Um eine geeignete Schranke fiir die Folge zu erhalten, setzt man zunéchst

die Konvergenz voraus und berechnet formal den Grenzwert. Dieser muss dann we-

gen der Monotonie auch eine Schranke der Folge sein.

Untersuchen Sie, fiir welche a; € R\ [-1,0) die Folge {a, }nen mit

Qan

Upy1 = 1+a
n

konvergent ist und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung:
Fiir a; = 0 ist die Folge konstant und daher konvergent. Fiir a; > 0 ist auch stets
an > 0 und daher ist die Folge nach unten beschrankt. Fiir a; < —1 ist as > 0 und
damit ist die Folge ebenfalls nach unten beschrankt. Als néchstes untersuchen wir
auf Monotonie:
Gy, a

= — —Qy = —

1+a, 1+a,

2

n

Apy1 — G . Fiir a; > 0 und fiir a; < —1 ist die Folge
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dann (zumindest ab as) monoton fallend. Insgesamt folgt dann aus dem Mono-
toniekriterium die Konvergenz der Folge. Fiir den Grenzwert erhalten wir aus der
Rekursionsformel:

lim a,4; = lim
n—oo

und in weiterer Folge mit a := lim a,, die Gleichung
n—oo | -+ an n—00

a

=—, = 0 folgt.
a T+ a woraus a olg
Bemerkung:

Fortgesetzte Anwendung der Rekursionsformel liefert die explizite Darstellung

ay

an:1+(n_1)a1.

Daraus erkennen wir: Die vorgelegte Folge ist fiir alle a; mit Ausnahme der Werte

1
% k€ N\ {1} eine Nullfolge.

Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge {x, }nen mit

Tpr1 =Va?+x,, x1=1a>0

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung:
Wir versuchen uns zunichst wieder einen Uberblick zu verschaffen. Dazu withlen wir
a = 1. Dann erhalten wir: 1 = 1, 29 = 1,41..., 3 = 1,55..., x4 = 1,60...,... Wir

vermuten, dass die Folge monoton wéchst. Wir fithren den Beweis dieser Behaup-
tung indiktiv: Mit v/1 4+ a? = 29 > 21 = 1 ist der Induktionsanfang gesichert. Sei
nun r,;; — &, > 0. Dann folgt daraus z, 1o — z,11 = \/a®> + Tpy1 — Va? + z, > 0,
d.h. die Folge ist monoton wachsend.

Als obere Schranke versuchen wir: z, < 1 + a. Wiederum fithren wir den Beweis
mittels vollstdndiger Induktion. Wegen z; = 1 < 1 + a ist der Induktionsan-
fang gesichert. Sei x, < 1+ a. Dann folgt: 2,1 = Va2 + 1z, < Va>+1+a =
\/(a +1)2—a< \/(a +1)2 = 1 + a. Die Folge ist also nach oben beschrinkt und
monton wachsend und daher konvergent. Zur Berechnung des Grenzwertes gehen wir
in der Rekursionsformel mit n wieder gegen oo und erhalten letztlich x = v/a? + x,
woraus durch Quadrieren 22 — x — a®> = 0 folgt. Von den beiden Wurzeln dieser

1 1
Gleichung: 1/, = - £ 1 + a? entfallt die kleinere, da mit x,, > 0 auch = > 0 sein

2
y !
=limx, =1/~ +a%+ = .

Gegeben ist die Folge {a, }nen mit

muss. Somit:

Qy, 1
an+1:1+—+—, 611:1.
2 ay
a) Zeigen Sie: 1 < a, < 4.
b) Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert.



1.8. Folgen 51

16.

Losung:
zu a): (induktiv)
an 1 7
ap>1l:a=121, apn=14+ -+ —=>-2>1
2 an 4
~ ~~
>3 >l
ay, 1
ap <4 ap=1<4, an+1:1+?+7§4
<
<3 <1
zub): Wegen a; = 1, ag = 2,50, ag = 2,65, ay = 2.70..., ... vermuten wir, dass

die Folge monoton wichst. Zum Beweis dieser Behauptung verschérfen wir zunéchst
die Abschiitzung nach unten durch a, > 2. Fiir n = 2 ist das richtig. Weiters folgt:

1
Apy1 =1+ % + — > 2. Mit dieser Abschétzung erhalten wir:

Qn
~N~ ~—~
>1 >0
Ap+1 1 (2% 1 Apy1 — Ap 1 1
gz = Qp = 14+ =00 4 —— — 1= F — — = =
2 Ant1 2 Qp, 2 A1 Qp,
Upt1 — Qn Ap — Qpi1 1 1
= + = (*_ )(an+1_an)'
2 AnGnt1 2 apant+
N—— ——

>0
Aus as —a; = % > 0 (Induktionsanfang) und a,41 —a, > 0 (Induktionsbehauptung)
folgt dann, dass auch a,.2 — a,1 > 0 ist. Somit ist die Folge monoton wachsend
und nach oben beschrankt und daher nach dem Monotoniekriterium konvergent.
Fiir den Grenzwert erhalten wir aus

1 1
an+1:1+%+—mitn—>oo: azl—l—g—&-fundweiters: a? —2a—2=0. Von
Gy a

den beiden Wurzeln dieser Gleichung: @ = 1 = 1/1 + 2 scheidet die kleinere aus, da

der Grenzwert positiv sein muss. Somit:

a:nli_r)goanzl—l—\/g.

Gegeben ist die Folge {a, }nen mit

9 1

Apy1 =G, +ay , a1 :Z .
Untersuchen Sie die Folge auf Monotonie und Beschrénktheit und stellen Sie fest,
ob die Folge konvergent oder divergent ist.
Losung:
Zunichst stellen wir fest, dass alle Glieder der Folge positiv sind, also a, > 0 fiir
alle n € IN.
Wegen a,,1 — a, = a2
durch das erste Glied nach unten beschrénkt: a, > a; = 7.
Wir nehmen nun an, die Folge sei nach oben beschriankt. Dann ist sie nach dem
Monotoniekriterium konvergent und daher auch eine CAUCHY-Folge. Sei n > m.
Dann gilt:

> 0 ist die Folge monoton wachsend. Daher ist die Folge
1
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|an - am' = 0p — Amp = (an - anfl) + (anfl - an72) +-+ (am+l - am) =
———— ——— ————

2 a2
n—2 m
n—m 1

_ - = > — fiir alle hinreichend groflen n, m.

Daher ist dle Folge keine CAUCHY-Folge und kann daher nicht beschrankt sein.
Dann ist sie aber divergent.

Gegeben ist die Folge {an }nen mit

Upi1 = Gp ++/Qp , a3 =1.

Untersuchen Sie die Folge auf Monotonie und Beschrénktheit und stellen Sie fest,
ob die Folge konvergent oder divergent ist.

Fiir welche a; € R konvergiert die Folge?

Losung:

Zunéchst stellen wir fest, dass alle Glieder der Folge positiv sind, also a, > 0 fiir
alle n € IN.

Wegen ap41 — a, = /a, > 0 ist die Folge monoton wachsend. Wire die Folge
nach oben beschréinkt, so wére sie nach dem Monotoniekriterium konvergent und es
wiirde gelten:

Jim s = i+ Jim = i+ T, woraus it Jin 0, = o
folgt: a = a++/a, d.h. a = 0. Dies ist ein Widerspruch zu {a,} 1 und a; = 1. Daher
wéchst die Folge unbeschriankt und ist divergent.

Fiir a; > 0 (fiir a3 < 0 ist die Folge gar nicht definiert) ergibt sich ebenfalls, dass
die Folge unbeschrinkt wichst und daher divergent ist. Lediglich fiir a; = 0 ist die
Folge konvergent (konstante Folge).

Gegeben ist die Folge {z, }new mit 2,01 =1 — lxi , x =1. Zeigen Sie:

4

Tp < 1.

&

3
) 4

b) {z,,} ist nicht monoton.

¢) {z,} ist CAUCHY-Folge und daher konvergent.

d) Berechnen Sie den Grenzwert z = Jim .

Losung:

zu a): Wir beweisen die Schrankenbedingung induktiv.

3
1 < a; =1 <1 (Induktionsanfang).

1 1 3 19 55
Aus Tn+1 = 171$i f(;lgt Tp+1 Z 17112 = 1 und Tp+1 S 171]_76 = 674 < 1,
d.h. es gilt tatséchlich 1 <z, <l1.
zub):xy =1, 23 =0,75, 23 =0,86..., x4 = 0,82..., x5 = 0,83...,..., woraus wir
erkennen, dass die Folge nicht monoton ist.

1 1 1

70 c): AuS Tpy1 — Ty = —— 22+~ 22 = —— (z, + 2,,) (2, — 1) fOlgt:

4" 4™ 4
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20.

1 1 1
T4l —Tm41] = 7 [Tn T Tn—=Tm| > 5 [Tn —Tm| > S 5 [ Tntl-m — L1 >
| < 2t b)) o ] < 2l < < o] <
<1 <
! < L fiir alle hinreichend grof3
< ﬁ(|xn+1,m| +@) < Gy < € filr alle hinreichend grofien m.

<1 <1

Somit gilt: {z,} ist CAUCHY-Folge und daher konvergent.

1 2
zud): Ty =1 — in, nh—I)lc}o cr=1-— IZ’ woraus folgt: x1/2 = +v/8—2.

3
Da wegen des Schrankensatzes fiir den Grenzwert 1 < z < 1 gelten muss, scheidet

die negative Wurzel aus und wir erhalten:
r=limz, =v8—2.
n—oo
Untersuchen Sie die Folge {a, },en mit
1 3
a =3, Gpt1 = 7 <an + —)
2 n
auf Konvergenz und ermitteln Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung:
Angenommen, die Folge ist konvergent zum Grenzwert a. Fiir diesen ergibt sich dann
1 3
aus der Rekursionsformel a,.; = 3 <an + —) durch den Grenziibergang n — oo
an

a® = 3, woraus wegen a, > 0 und damit auch a > 0 nur @ = v/3 méglich ist. Mit
der naheliegenden Translation a, = b, + v/3 erhalten wir die neue Folge {bn}nen

1 3 1 V3
mit by =3 = V3, byy1 = = (b —V3+ ——— ) == | b, —V3+ ———— | . Mit
! i 2( b +v3) 2 1+

V3
1
der fiir > —1 giiltigen Ungleichung T+ 2 > 1 — x folgt dann:
x

1 bn . . .
b1 > 3 (bn —V3+V3 (1 — \/§>> = 0. Die Folge {b,} ist dann nach unten mit

b, > 0 beschrinkt und die Folge {a,} daher mit a, > v/3 nach unten beschrinkt.

1 3 3 —a?
Wegen a,11 — a, = 5 (—an + —) == n < 0 ist {a,} monoton fallend. Nach
an an

dem Monotoniekriterium ist dann {a,} konvergent und es gilt: a = nlglolo an = V3.
Untersuchen Sie die Folge {a,}nen mit

a1 =3, app1 =1+ ZanQ

auf Konvergenz und ermitteln Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung:

1 2\ 2 L.
Wegen a, 11 —a, =1—a,+ Zaﬁ =(1- %) > 0 ist die Folge monoton wachsend.

Dann ist aber 3 eine untere Schranke der Folge. Wére die Folge konvergent zum
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Grenzwert a, so miisste wegen des Schrankensatzes gelten: a > 3. Ferner ergibe
sich der Grenzwert a durch den Grenziibergang n — oo in der Rekursionsformel

1
ny1 = 1+ Zay,? aber zu a = 2. Aus dem Widerspruch folgt dann zwingend, dass

die Folge nicht konvergent sein kann.

1.8.3 Beispiele mit Losungen

1. Bestimmen Sie den Grenzwert a der jeweiligen Folge {a,} , n € IN, und geben Sie
ein N € N an, so dass |a, — a| < 1072 fiir n > N gilt:

1 TL% Sinn 6n_2
n =V 3 \% 3; b n — ; n — 5 d n — .
8) a " " Je 4n c) @ vn+1 )a n+7

Lésung:
a)a=0, N=62; b)a=0, N=4; ¢c)a=0, N=10%; d) a=2, N =5331.

2

2. Gegeben ist die Folge {a,} mit a, = . Bestimmen Sie fiir e = 1, ¢ = 1073

n?+2n
und € = 1079 die kleinste Zahl n. € IN, so dass |a, — 1| < € fiir alle n > n, gilt.
Losung: n.=1, n.=1999, n.=1999999.
3n?+1
3. Gegeben ist die Folge {a,}, n € N mit a, = n :_ .
n
a) Beweisen Sie, dass die Folge monoton fallend und nach unten beschrankt ist.

b) Bestimmen Sie den Grenzwert a = lim a,,.
n—oo

c¢) Wie groff muss N, fiir € = 0.01 gewihlt werden, damit gilt: |a, —a| < 0.01 fiir alle
n > N.?
Losung: b)a=3, c¢) N, =1L

4. Untersuchen Sie die Folgen

o () ol

(c) {le + (—1>"n;i1}nem - (@) {4715: 1}neN

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losungen:

(a) konvergent gegen £,
(d) konvergent gegen 0.

(b) konvergent gegen 0, (c) divergent,

5. Berechnen Sie:

. . 1 1
(@) I VA(VaTa i), (@€R, n>lal), () limn <n+1 - \/ﬁ) |

n

(c) Jgrglo<\/n+\f—\/n—\/ﬁ)7 (d) nlglgon( 1+1—1>.

Losung: (a) §, (b) 0, (c) 1, (d)

N
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6. Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen {z,}, n € N :

n

@a=(1+2)" 21 @) = 5 k1), (@ n= v

k=1

W= (5527 0 e (2

(g)wn=ﬁ(1—%>,

k=2

+ ZW
(RTINS ()

(e) e, (f) 1, (8) 0, (1) o0, (i) 5 -

7. Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen {a,} auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls den Grenzwert a := 71131010 Ay

n
=2

h) z, =]
k
10,

(
Losung: (a) 0, (b) %, (c) 3, (d)

37

3n? —bn+4 2n 4 (—1)" 3n+ (—1)"
a) an = 5. =~ ) ) an = T N ) C) an = T/ I\ Y
2n —7 4(n+1) 5(n+1)
n 1 1\ " +5 \/n3 _
Dap=S — | e)an:(1+,> 7 f)an:w’
= vv—1) n n(2n? — 3)
3n(2n + 3) 6n® vn?P+1—+vn—1
g) an = - ) h) an = ’
n+2 n?+1 n?—1

na+1)2  a?

1) a0 = VAT I(VATT - Vi), j)an—n<(”2—1>7
27

: TP (s
an, = =
= (k=1)(k+2) n
Losung
3 1 3 1
a)azi7 bja==, ¢c)a=-, d)a=1, e)a=e, fa=—,
2 2 5 V2
. 1 2 11
g)a=-3, h)a=1, 1)a:§, J)a——g, k)a:6, l)a=e.

8. Untersuchen Sie die Folge {z;, }nen mit

1+24+34--+n
n2+n-—1

Tp =

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Konvergent mit Grenzwert x = % .

9. Untersuchen Sie die Folge {a, },en mit

n k2
an:];ng‘f'k

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Konvergent mit Grenzwert a = % .
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Gegeben ist die Folge {c¢, }nen durch

cnzn(1—\J(1—Z) (1-2)) . abeER.

Ist die Folge konvergent und wenn ja, welches ist ihr Grenzwert?
a+b
—

Untersuchen Sie, ob die Folge {a,}, n € N mit

Losung: Konvergent, Grenzwert ¢ =

(~1)"1002+!

N YT

konvergiert und berechnen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Losung: Konvergent zum Grenzwert a = 0.

n

Untersuchen Sie, ob die Folge {s, },eny mit s, = Z
k=1

3 .
m kOIlVerglert

und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Konvergent, Grenzwert s = 3"

Untersuchen Sie die Folgen {a, },en auf Konvergenz, und geben Sie den Grenzwert
a an.

1 7+ 3a,
= 5 Un = Un 2— n)s b = 37 n = )
a) a 5 dntl an(2 —a,); b)a Apt1 31,
1 a2 1 1 1
C) a1 = =, Gpy1 = o + d) a1:1> an+1:7an+7\/an2+1§
4 2 4 2 3
71+ ay) 1 1
:7 n = — f :27 n = —an —_
€) a1 =7, 1 = = Jar =2, anpy = gant o

Losung:
1 2
a)a=1; b)a=+T; c)a:l—E\/i; d)azﬁ; e)a=+T f)a=0.
1

1
Gegeben ist die Folge {a, }nen durch a, 1 = ai + -, a; = —. Untersuchen Sie die

Folge auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Konvergent mit Grenzwert 5

Zeigen Sie die Konvergenz der rekursiv definierten Folge {a, }nen, mit

ao=0, apy1 = 2—10 (4a721 + 4a, — 9>

a) mittels des Monotoniekriteriums,

b) durch Gewinnung eines expliziten Bildungsgesetzes.

1
Was ergibt sich als Grenzwert? Hinweis: Setzen Sie a,, = b, — =

5
| 1

Losung: a, = 51072 — = =—_.

osung a. 2, a 9
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16. Gegeben ist die Folge {a,} durch das rekursive Bildungsgesetz:
1

an+1:\[—g> ap=1.
Zeigen Sie:
) 1 ca < 3
a) - <a, <-.
2 2

b) {a,} ist monoton wachsend.
c) {a,} ist konvergent.
Bestimmen Sie ferner den Grenzwert der Folge.

14+3

Lo : = .
osung: a 5

17. Untersuchen Sie, ob die Folge {z, },en mit

3 1 3 5

xn+2:§xn+1_§$na ‘7)125 5

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Konvergent, Grenzwert x = 1.
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1.9 Zahlenreihen

1.9.1 Grundlagen

Unendliche Reihen werden als Folgen mit speziellem Bildungsgesetz definiert:
T S T

s heifit dann Summe der Reihe.

Diese (unvermeidliche) Definition einer unendlichen Reihe ist fiir Anwendungen (Kon-
vergenzuntersuchungen) kaum praktikabel, da zuerst die , Partialsummen® s, moglichst
explizit berechnet werden miissten, um anschlieend den Grenzwert bestimmen zu kénnen.
Wie bei Folgen ,,zerlegen® wir das Problem in zwei Teilprobleme: Mittels geeigneter ,, Kon-
vergenzkriterien® untersuchen wir auf Konvergenz, um dann anschliefend gegebenenfalls
die Summe zu berechnen.

Durch den Grenzprozess n — oo gelten fiir unendliche Reihen nicht mehr automa-
tisch Rechengsetze wie bei endlichen Summen (Kommutativ- oder Assoziativgesetz). Un-
endliche Reihen sind daher gegen ,,Umordnungen® empfindlich.

o0
e Eine unendliche Reihe heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Z |a, | konvergiert.

v=1

e FEine unendliche Reihe heifit bedingt konvergent, wenn die Reihe konvergiert, aber
nicht absolut konvergiert.

e Absolut konvergente Reihen kénnen beliebig umgeordnet werden, ohne dass sich
Konvergenzverhalten und Summe &ndern.

e Bedingt konvergente Reihen kénnen so umgeordnet werden, dass sie eine beliebig
vorgeschriebene Summe besitzen. (Umordnungssatz von RIEMANN)
Fiir unendliche Reihen gelten folgende Konvergenzkriterien:
e Linearitat:
Seien i a, und i b, konvergente Reihen iiber R bzw. C und seien «, 8 € R (C)

v=1 v=1

beliebig. Dann ist die Reihe Z(aa,, + f8b,) ebenfalls konvergent und es gilt:

v=1
Z(Ozal,—i—ﬂb,,) zaZa,,—f—ﬁZby )
v=1 v=1 v=1

e Konvergenzkriterium von CAUCHY fiir Reihen:
Die Reihe Z a, ist genau dann konvergent, wenn gilt:
v=1

n

> a

v=m+1

Ve > 03N, €e NVn,m > N, : [Spn| = <e.

Daraus folgt unmitelbar, dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden miissen und
dass es auf endlich viele Glieder ,nicht ankommt* , d.h. weglassen, hinzufiigen oder
abédndern beeinflusst nicht das Konvergenzverhalten der Reihe.
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e Vergleichskriterium:

Sei Z a, eine beliebige Reihe und sei Ny € IN.

v=1

o o
1. Gilt |a,| < ¢, Vv > Ny und ist Z ¢, konvergent, so ist Z a, absolut konver-
v=1 v=1

gent.
Die Reihe ) ¢, heifit (konvergente) Majorante von » _ a,.

v=1 v=1
o0 o0
2. Gilt |a,| > d, > 0 Vv > Ny und ist Y _ d, divergent, so ist »  |a,| divergent.
v=1 v=1

Die Reihe ) d, heiBt (divergente) Minorante von » _ |a,|.

v=1 v=1
e Verdichtungssatz von CAUCHY:

Sei {a,} J und a, > 0. = Za,, konvergiert genau dann, wenn Z 2" aqv kon-

v=1 v=0

o0

vergiert.

e Grenzwertkriterium fiir Reihen: a
Seien {a,} und {b,} Folgen positiver Zahlen. Gilt: Jim b—” =1 € (0,00), so sind die

beiden Reihen »_ a, und ) b, entweder beide konvergent oder beide divergent.

v=1 v=1
e Integralkriterium:
Sei {a,} |, Nullfolge und sei f(z) | in [1,00) und dort eine die Folge {a,} inter-
polierende Funktion, d.h.: f(v) = a, Yv € N. Dann gilt:
Die Reihe Z a, konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral / f(z)dx
1

v=1

konvergiert.

o Wurzelkriterium: -
Gegeben sei die Reihe ) a,. Setze a := limsup |a,,|%. Dann gilt:
V—00

v=1

1. Ist a < 1, so konvergiert Z a, absolut.

v=1

o0
2. Ist a > 1, so divergiert Z ay.
v=1

3. Ist a =1, so ist mit diesem Kriterium eine Aussage nicht moglich.

e Quotientenkriterium:

o0
a,
Gegeben sei die Reihe Z a, mit a, # 0 f.f.a. v € N. Setze o := liniinf 1 baw
—1 V—00 a,
a
@ = lim sup’ “*11 Dann gilt:
V—00 ay,

1. Ist @ < 1, so konvergiert Z a, absolut.

v=1
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o0
2. Ist a > 1, so divergiert Z ay.

v=1

3. Ist a <1 und @ > 1, so ist mit diesem Kriterium eine Aussage nicht moglich.

e LEIBNIZ-Kriterium fiir alternierende Reihen:

1. Sei {a,} monoton fallende Nullfolge. Dann ist die Reihe Y (—1)"*'a, konver-
v=1
gent
2. Ist s = Z(—l)”“a,,7 so gilt fiir die Teilsumme s,, die einfache Abschétzung:
v=1

[sn — 8| < anya-

1.9.2 Musterbeispiele

> 1
1. Untersuchen Sie, ob die Reihe Z PR ok

k=1

konvergiert und bestimmen Sie

gegebenenfalls die Summe.
Losung:
Die Reihenglieder sind rationale Funktionen und lassen sich daher in Partialbriiche

zerlegen:
1 1 1 1

BBkt 2ok 2k k+l o 2k+2)

Damit erhalten wir fiir die n-te Partialsumme:

" 1 1 & /1 2 1
S”_giw+3W+2k_igxﬁ_k+1+k+2)_
1 1

1 1 1 1/1 1

"1 1 1
G b)) 5 Gs) -

1 1 1 1f“ .
—— 0 — — fiir n — 0.
4 2n+1)(n+2) 4

e |

= Die Reihe ist konvergent zur Summe s =

Bemerkung: Entscheidend fiir die explizite Berechnung der Partialsumme s, war

nl 1 noo 1
dabei, d ich bei den S (77——J d G—ff——o
abpel asSs €S Ss1cN bel den suminen kz::l k k/’ n 1 un kz::l k + 1 k T 2 um

Teleskopsummen handelt, die in trivialer Weise summierbar sind.

2. Untersuchen Sie die Reihe
g sin’ [w <n + %)}
auf Konvergenz.
Losung:
Wegen sin {7( (n + %)} = sin(7n) cos (%T) + cos(7n) sin <4%> folgt:

——— ———
0 (-1
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() = (57)
sme|\m(n+— )| =sm"|(—|.
n n

Unter Zuhilfenahme der auf [0, 00) giiltigen Ungleichung sinz < z erhalten wir

) .o (4T 1672 > 1 ) ) )
weiters: sin® [ — | < . Da die Reihe Z — konvergiert, ist die vorgelegte
n n? —n
Reihe nach dem Vergleichskriterium konvergent.

3. Untersuchen Sie die Reihe
i 2 +3n+1
n3(n+1)3

n=1

auf Konvergenz und berechnen Sie gegebenenfalls die Summe der Reihe.

Losung:
2+3n+1 (n+1) —n? 1 1 ) ] ]
Wegen a,, = n(n 1 1) = 3(n 1+ 1) =5 m ist die k-te Partial-
k
1 1 1
summe wieder eine Teleskopsumme: s, = ngl (n“ — (n—i—1)3> =1- m —1

fiir K — oo. Daraus folgt: Die Reihe ist konvergent zur Summe s = 1.

4. Untersuchen Sie die Reihe
Z V1+ 2
Bk +1

auf Konvergenz.

Losung:
Wir suchen eine konvergente Majorante. Dazu schétzen wir ab:

1 1

1+ 2k 4k = 2vk d ——%<—.
+ 2k < VEk un Bk 12 < 02

[e o]
Damit erhalten wir die Majorante — Z — . Diese ist konvergent, da Reihen der
k=1 K2

> 1
Form kZ:l e fiir @ > 1 konvergent sind.

Insgesamt: Die vorgelegte Reihe ist konvergent.

5. Untersuchen Sie die Reihe
> In (1 + %)

auf Konvergenz.

Losung:

1+ 1)
\/E [e’]

Ungleichung In(1 + z) < z wihlen wir die Vergleichsreihe Y by, mit by = kié . Zur

k=1 2
Untersuchung der Konvergenz der Reihe verwenden wir den Grenzwertsatz. Aus

Alle Reihenglieder a;, := sind positiv. Wegen der auf [0,00) giiltigen
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In(1+2 In(1
lim 2% = M k? = lim In(1 +2) = lim % = 1 € (0, 00) folgt: Die Reihen
k—o0 by, Vk z—0 T z—=0 1

Z aj und Z by, sind entweder beide konvergent oder beide divergent. Nachdem die
k=1 k=1

o0
Reihe Z by, konvergent ist, ist die gegebene Reihe ebenfalls konvergent.

k=1
00

Bemerkung: Die Vergleichsreihe Z by, ist auch eine konvergente Majorante.
k=1

. Untersuchen Sie die Reihe

> 1
In{1+ )
auf Konvergenz.
Losung:

Alle Reihenglieder In(1 + aj) mit a; = sind positiv. Es gilt fiir positive Rei-

L
NG

o0 o0
henglieder ay: Z In(1 + ay) ist genau dann konvergent, wenn die Reihe Z ay, kon-

k=1 k=1
oo
1
vergiert. Letztere ist aber divergent, da Reihen der Form Z o fir o < 1, also
k=1

1
insbesondere fiir v = 5 divergent sind. Somit: Die vorgelegte Reihe ist divergent.

Bemerkung:
Anwendung des Grenzwertkriteriums wire ebenfalls zielfithrend gewesen.

. Untersuchen Sie die Reihe

i 1+ vInv
= v(nwv)?
auf Konvergenz.

Loésung:
1+ 1 2v/1 ad 2

+VIny < 1Y orhalten wir die Majorante Z —— . Da Reihen der
v(lnv)? v(lnv)? s=v(ny)?

Wegen

> 1
Form Z ——— fiir @ > 1 konvergent sind, ist die Majorante konvergent. Somit:
—v(nv)e

Die voréelegte Reihe ist konvergent.

. Untersuchen Sie die Reihe

> Inn
auf Konvergenz.
Losung:
Wegen % < 127271 erhalten wir zunéchst die Majorante i n72n Deren Konver-

n=2
genz zeigen wir unter Verwendung des Verdichtungssatzes. Dazu miissen wir zeigen,
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1
dass die Folge {¢,} mit ¢, = n—Qn monoton fillt. Wir setzen zu reellen Werten
n
\ 2?2 —2zlnx
fort, d.h. wir betrachen die Funktion f(z) = n—f Wegen f'(z) = —*——— =
x x
1—-2Inx
——— < 0fiir # > /e ist f(z) auf [2,00) monoton fallend. Dann fillt aber
-
auch die Folge {c,} Inonoton Damit ist die Voraussetzung des Verdichtungssatzes
> In2"
erfiillt und es gilt dann: Z — konverglert genau dann, wenn die Reihe Z 2" 121271
n’ n=2
n
konvergiert. Wegen 2" S = In2 27 liegt genau dann Konvergenz vor, wenn die
Reihe Z 2% konvergiert. Dies kann mittels des Quotientenkriteriums nachgewiesen
n=2
n+l
w . 1 1
werden: lim 2% — Jim 275 = 2 <,
n—oo L n—00 n 2

on

Insgesamt gilt dann: Die vorgelegte Reihe ist konvergent.

9. Untersuchen Sie die Reihe

auf Konvergenz.

Losung:

Wir schétzen die Reihenglieder ab:

Vntl—vn _ (n+1)- 1 11
ni %(W+W) nt (Vat1+y/n) T 2miyn 20

Die Majorante konvergiert, da Reihen der Form Z — fiir @ > 1, also insbesondere

n=1
5

fiir « = 7 konvergent sind. Damit ist die gegebene Reihe konvergent.

10. Untersuchen Sie die Reihe
i 3nl 4 (n +2)!

o (2n)!
auf Konvergenz.

Losung:
Wir zerlegen die Reihe in zwei Teile:

> 3n!+ (n+2)! 0

D

n=0 (2n)! N n=0 (7 z::

an bn

Auf die beiden Reihen wenden wir das Quotientenkriterium an:

a) limsu Bl iy 73(71—&— DACDI im o+l

nosel @, noe (204 2)13n] o 20+ 2)(2n+ 1)
bn 3)!(2n)! : 3

b) limsup — = lim _(n+ 30! = lim nt

noee by noe (2n+2)(n+2)] s 2n+2)(2n+1)
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Da beide Reihen nach dem Quotientenkriterium konvergent sind, ist die vorgelegte
Reihe konvergent.

Untersuchen Sie die Reihe

i 14+n2"
= 2n 430
auf Konvergenz.
Loésung:

Wir schétzen die Reihenglieder ab:

14+ n2" - 2n 2" - 2n 2" 5 (2)"
=2n
2n 30 2n 4 3n 3n 3
Auf die Majorante wenden wir das Quotientenkriterium an:
Cp, n+1 2 B 2

n+1
2(n+1) (2
lim sup 1~ lim ( )(5> = lim -<1.

n
n—o00 Cp, n—00 <§> mn n—oo  n 3 3

Da die Majorante nach dem Quotientenkriterium konvergent ist, ist die vorgelegte
Reihe konvergent.

Untersuchen Sie die Reihe

n=1
auf Konvergenz.
Losung:
Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der vorgelegten Reihe mittels des Wurzelkri-
1 /1 I\"
teriums: Aus a, = — (f + f) folgt:
n\3 n

n—oo

. g 1o/t o1y 1 /11y 1
lim sup {/|a,| —nlgrolo—n (§+ﬁ> = lim T Jim (§+ﬁ> =3 < 1.
—_—

1

wl=

Damit ist die gegebene Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent.
Untersuchen Sie, ob die Reihe

,;f—” (k+1)(k+2)

konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls die Summe.
Loésung:

Da die Reihe alternierend ist, liegt es nahe, die Konvergenz nach dem LEIBNIZ-
k

Kriterium zu untersuchen. Dazu untersuchen wir die Folge {a;} mit ay = (CEE)

auf Monotonie:

2 _
ak+1:(k+1)(k+1)(k+2):k t2%+1 . k-1 lfirk>2

ag (k+2)(k+3)k k% + 3k k% + 3k

Da die Folge {a;} dariiber hinaus eine Nullfolge ist, sind alle Voraussetzungen des
LEIBNIZ-Kriteriums erfiillt. Daher ist die vorgelegte Reihe konvergent.

Zur Berechnung der Summe zerlegen wir ay, in Partialbriiche:
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k 2 1 Damit erhalten wi
= — . m1 T 1 WIT:
E+1)(k+2) kt2 k+1  —obomanenw
) = ) =23 (—1) 421+
SV ey =2 e R 215
N———
—In2
+Z Li=2 3me
]
_,_/
—1In2
14. Zeigen Sie, dass die Reihe
[es) k‘-i—(—l)k
Z(_l)kT

k=2
konvergent ist, dass dies aber, obwohl die Reihe alternierend ist, nicht mit dem
LEIBNIZ-Kriterium gezeigt werden kann.

Losung:
Zur Untersuchung der Konvergenz Zerlegen wir die Reihe in zwei Teile:
k
> (-1 =5 —Z +zk2.
k=2 k=2

Da beide Reihen konvergent sind, konvergiert die vorgelegte Reihe.

Die Reihe ist sicher alternierend, da k + (—1)* > 0 fiir k¥ > 2 ist. Die Folge {az}
k+ (=1)*

mit a5 = #) ist auch sicher eine Nullfolge. Wir zeigen im Folgenden, dass

sie aber nicht monoton fallt.
E+(=1F  (k+1)+ (=1)k!

T et = k2 B (k+1)2 -
k(1?4 (DR 1) — Rk + 1) = (DR
a K2 (k + 1) =

(B4 k)+ (—1D)FREP 42k +1) [ >0 firk=2n
B k2(k +1)2 “ 1 <0 firk=2n+1

D.h. die Folge {a;} féllt nicht monoton. Damit sind aber die Voraussetzungen des
LEIBNIZ-Kriteriums nicht erfiillt.

15. Untersuchen Sie die Reihe
km
COS (?>
k:l Vk
auf Konvergenz.
Losung:

cos (kw) _ { 0 falls k =2n +1 . i cos (’%T) _ i (—1) |

2 (=1)" falls k = 2n = VE = V2n

1
{\/T} ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem LEIBNIZ-Kriterium ist dann
n

die gegebene Reihe konvergent.
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1.9.3 Beispiele mit Losungen

1.

ot

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
1 > 1 ® 5n?
b _on
Z\/nQi ()Zn(/ﬁ’ (C)Zn4+1’
-1y > (-1l —
nh)*,

§

n=2 n=1
1 n
i f 1z
S UD P

oo nn

! (2n) ’ (i)nz::ln!:an’
() wELEr g eri

n=0

)

Lésung: QK = Quotientenkriterium; WK = Wurzelkriterium;

LK = LEIBNIZ-Kriterium; VK = Vergleichskriterium; GK = Grenzwertkriterium:
(a) VK, div., (b) GK, div.,,  (c¢) VK, konv., (d) LK, konv.,
(e) LK, konv., (f) konv., (g) QK, div., (h) QK, konv.,
(i) QK, konv., (j) WK, konv., (k) div., (1) konv.

Mit einem der Thnen bekannten Konvergenzkriterien entscheiden Sie iiber Konver-
genz oder Divergenz der folgenden Reihen:

o] 1 00 (—]_)”TL 00 3
— b "
2) ngln(n+2) ) nZ:O n-+8 c) nZ:Oe
Losungen:

a) Konvergent (VK), b) divergent (notw. Krit.), c¢) konvergent (geom. Reihe)

Entscheiden Sie - mit Begriindung - das Konvergenzverhalten der Reihen:

o0 o0 3TL
n b A
ngl ne ) 7;1 27 (arctan n)”
Losungen: a) Konvergent (QK), b) konvergent (WK).
Entscheiden Sie - mit Begriindung - ob die folgenden beiden Reihen konvergieren
oder divergieren:

= 1 = 20 _—n
a) 27(2”—1)”7 b) nz;ln e .

Losungen: a) Konvergent (VK), b) konvergent (QK).

Entscheiden Sie - mit Begriindung - ob die folgenden Reihen konvergieren oder
divergieren; berechnen Sie im Falle der Konvergenz den Wert der Summe.

a) 1—1+1—1+1—+--, b = T2 ¢ S
) P ETe ) Sl
Lésungen:
7
a) Divergent (notwendige Bedingung), b) konvergent (QK), s = 7

¢) divergent (Verdichtungssatz).

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:



1.9. Zahlenreihen 67

10.

- k+Vk > (—1)Fk+1
a —DF = Summe?
),;2 EVE—k 2_: k2 + k

Losung: a) Konvergent, b) konvergent, s = In2.

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
* n24+3n—2 ® 64 — 56n + 14n? — n?

VLT rn DX wrn 9 2 (-1
Q) iln\/ﬁ i (2n—|—3) f) i nlnn

1 ) ) 3 -
n=2 n\/ﬁ n—0 1+n

Lésungen:

a) Divergent, da notwendiges Kriterium nicht erfiillt,

b) konvergent nach dem Vergleichskriterium,

¢) divergent nach dem Quotientenkriterium,

d) konvergent nach dem Verdichtungssatz von CAUCHY,

e) divergent nach dem Quotientenkriterium,

f) konvergent nach Verdichtungssatz und Quotientenkriterium.

2TL

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

SDNEIGLLIIETS pit 9 m(1+-),

n=1 n=1 n? 7 n=1
< n+1 ( ) + 3n2 > 1
d) n; n+ 5’ g 1+ nb b nz:; (Inn)®

Losungen:

a) Konvergent nach dem Vergleichskriterium,

b) divergent nach dem Quotientenkriterium,

¢) konvergent nach dem Grenzwertkriterium,

d) konvergent nach dem Wurzelkriterium,

e) konvergent nach dem Vergleichskriterium,

f) divergent nach Verdichtungssatz und Quotientenkriterium.

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls ihre Summe:

a 7%, b S — -
)Z<k_,)(k+ 7y ) L ARy ,§2k+3)5+2k)
Lésungen:
a) Konvergent (Partialbruchzerlegung, Teleskopsumme), s = %,
b) konvergent (Partialbruchzerlegung, Teleskopsumme), s = 5,
¢) konvergent (Partialbruchzerlegung, Teleskopsumme), s = .
. . e 2" .
Untersuchen Sie, ob die Reihe Z konvergiert.

—1.3.5---(2n+1)

Losung: Konvergent.
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Sind die folgenden Reihen konvergent?
> n?+ 7
a) —
1 (n+1

n+1

~ n+1 0)21(211+1)(2n+3)’ d)zl?)n\/%’
| z iy oSy

i

e

Losung:
a) und ¢) divergent, sonst alle konvergent.

Untersuchen Sie - unter Verwendung nur eines Konvergenzkriteriums - die folgenden
Reihen auf Konvergenz:

X 4n? —n+3 X n+/n © 4n2 + 5p — 2 < [n—\/n
-/~ 0 b an” T on—a d n-vn
3); nd+2n );2n3—1’ C);n(n2+1)3/2’ )Z

Lésung:

Vergleichskriterium, a) divergent, b) konvergent, c¢) konvergent, d) divergent.

Untersuchen Sie - unter Verwendung nur eines Konvergenzkriteriums - die folgenden
Reihen auf Konvergenz:

=& e SEl
9 DI 9 X

Losung:  Quotientenkriterium, a) konvergent, b) konvergent, ¢) divergent.

Untersuchen Sie - unter Verwendung nur eines Konvergenzkriteriums - die folgenden
Reihen auf Konvergenz:

a);(i ) z_: n—l—le”’ 2237

Losung:  Wurzelkriterium, a) konvergent, b) konvergent, ¢) konvergent.
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1.10 Stetigkeit und Grenzwerte von Funktionen

1.10.1 Grundlagen

e f: R — R heifit stetig an o € D(f), wenn Ve > 0 35, > 0 Vo € D(f) mit
|z — mo| < 6. folgt: |f(z) — flzo)| <e.

e f: R — R heifit stetig auf der Menge Xq C D(f), wenn f|X, stetig an allen
Punkten xy € X ist.

e Fine Abbildung f : R — R ist genau dann an zy € D(f) C X stetig, wenn fiir jede
Folge {z,} aus D(f) mit x,, = x¢ gilt: f(x,) — f(z0).

o Stetigkeit zusammengesetzter Abbildungen:
Seien X,Y und Z Teilmengen von Rund f: X — Y, g:Y — Z, wobei gelten soll:
B(f) € D(g). Dann gilt: Ist f stetig an xy € D(f), g stetig an f(xg), so ist go f
stetig an xg.

e Es seien X und Y Teilmengen von R und f : X — Y. Die Funktion f heif}t
gleichméBig stetig auf Xo C D(f), wenn es zu jedem € > 0 ein ,, Universal-§“(6 > 0)
gibt, so dass fiir alle z1, x9 € X mit |21 — x| < § folgt: |f(z1) — f(x2)] < e.

e Stetigkeit von Summe, Produkt und Quotient stetiger Funktionen:
Sei X eine Teilmenge von R und f,g : X — IR. Ferner seien f und g stetig an
xo € D(f) N D(g). Dann gilt:

— f £ g ist stetig an xg,
— f-g ist stetig an z,

_ ! ist stetig an x, falls g(xg) # 0.
g

e Sei f auf (a,b) definiert und sei xg € [a, b]. Dann heifit p = lim f(z) bzw. kiirzer:
z€(a,b)

w= lim+ f(z) Grenzwert der Funktion f an der Stelle z = zy, wenn fiir jede Folge
(L‘—)l‘o

{za} aus (a,b) mit z, — o gilt: lim f(z,) = p. Falls die Folge {z,} sich nur

von einer Seite der Stelle o nédhert, heifit ;1 einseitiger (links- oder rechtsseitiger)
Grenzwert von f an xo. Schreibweise: p = f(xq) bzw. u = f(zg).

e Sei f auf (a,b) definiert und sei zy € (a,b). Dann heifit f

— linksseitig stetig an xy , wenn f(xg ") = f(xg) ist , bzw.

— rechtsseitig stetig an zp, wenn f(zo¥) = f(xg) ist.

e Sci f auf (a,b) definiert.
(i) f ist linksseitig stetig an z,
f ist stetig an xy € (a,b) <= (ii) f ist rechtsseitig stetig an xo,

(iif)  f(zo ™) = f(zo ™) = f(o).
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1.10.2 Musterbeispiele

1. Fiir die Funktion f(z) = V44 22, D(f) = R, ist zu jedem e > 0 ist ein 6. > 0 so
zu bestimmen, dass aus |z — xg| < J. die Beziehung | f(z) — f(z0)| < € folgt.

Losung: Die Grundidee bei der Behandlung derartiger Problemstellungen besteht
darin, dass eine Abschatzung der Form

[f(z) = f(zo)| < K(x,20)|x — 20| < K™(0) 0
gefunden wird, wobei weiters K (z, z) nach oben durch eine von x unabhéngige Zahl
K*(z0) abgeschitzt werden kann. Wahlen wir nun d, > 0 so, dass K*(zg) o < €

ist, gilt jedenfalls |f(z) — f(xo)| < € fiir alle x € D(f) mit |z — 0| < J.. Sei nun
z9 € D(f) = R. Durch Erweitern erhalten wir:

2
)= a0 = VAT = fiv | = =
0

2

= |2 + ol |z — zo] .
VIt + /1423
K(z,20)
Es gilt weiters:
|z + | < |z] + |zo| ol lwl
VEI+ 22+ fA+ad ~ VAT 2+ A+l VAES a4 a

lal | + o
Vi + a? VA4 a2+ /4 + 23

|
Dann ist |f(z) — f(z0)] < 2|z — x| < 2d. < ¢, sodass wir 6, = % wihlen konnen.

Wegen <1 folgt dann: K (z,z0) = <2 =: K*(x).

2. Zeigen Sie unter Verwendung des d-e-Kriteriums, dass die Funktion f(x) = 2? auf
ganz R stetig ist.

Losung:

Sei 7y € R beliebig. Wir schiitzen ab: |fz) — f(zo)| = |2* — 23| = |z + 2ol|z — 0],
d.h. K(z,20) = |z + 20| = |(z — 20) + 220] < |2 — 20| + 2|20].

Um nun K(x,xp) von z unabhéngig durch K*(z,) abschétzen zu konnen, unter-
werfen wir |z — x| der zusétzlichen Bedingung |z — x| < 1. Damit erhalten wir

K*(z0) = 1+ 2|xo]. Mit § = min {1, } ist dann |fx) — f(xo)| < e fiir alle

¢
x mit |z — zo| < de.

3. Beweisen Sie - unter Verwendung des d-e-Kriteriums der Stetigkeit - die Stetigkeit
der Funktion f(z) = /2 auf ihrem gesamten Definitionsbereich.

Losung:

Wir spalten zunéchst den trivialen Fall 2o = 0 ab. Hier kann 6, = €2 gew#hlt werden.
Wegen D(f) = [0,00) sei nun ¢ > 0. Aus |f(z) — f(20)| = |v/x — \/Zo| folgt durch
Erweitern mit |[\/x 4 /Zol:

o) — fla) = 1% = ol |2 = o]
|f(z) = f(0)] NN N
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Dann kann aber d, = |/Tg € gewihlt werden.

4. Beweisen Sie mittels Folgen die Stetigkeit der Funktion f(z) =
z € R.
Losung:
Sei g € R beliebig und {z,} eine beliebige gegen xy konvergente Folge. Dann gilt
unter Verwendung entsprechender Konvergenzkriterien fiir Folgen:

ﬁ fir alle
T

lim f(z,) = Jim S o o = f(0)
11m X = 11m = = = X .
n—oo " "

Damit ist aber f(z) auf ganz R stetig.

5. Zeigen Sie mittels geeignet gewéhlter Folgen, dass die Funktion

sin (%) fir z#0
fz) = )
0 fir =0
an der Stelle zy = 0 nicht stetig ist.
Losung:

1
Mit den beiden Folgen {x,} = { } und {z)} = {

% M}'} erhalten wir:

Jim flz,) = Jim sin(nm) = 0 und Jim flzy) = Jim sin <2 =1.

Damit ist aber gezeigt, dass f(z) an der Stelle zy = 0 unstetig ist.
6. Untersuchen Sie, ob die Funktion
343 el fir 2> 1
fla)= .
V2—x+3x- fir <1

an der Stelle o = 1 stetig ist.

Losung:

Zunichst stellen wir fest, dass f(z) wegen der Sétze iiber zusammengesetzte Funk-
tionen auf beiden Teilintervallen (—oo, 1) und (1, 00) stetig ist. Fiir den Punkt z = 1
ermitteln wir die beiden Grenzwerte:

lim f(z) = lim (\/2 —z+ 3:62) =4, lim f(z)= lim (x3 +3+ e‘““) = 5.
z—1- z—1- z—1t z—1t+

Damit ist die Funktion an der Stelle x = 1 unstetig (Sprungstelle).

7. Bestimmen Sie diejenigen Werte fiir , an denen die folgende Funktion stetig ist:

B Ve+1+2vVz+2++Vx+3

/(@) x—5y/x+6

Losung:
f(z) ist zunéchst fiir z > 0, ausgenommen die Nullstellen des Nenners, definiert
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und dort stetig. (Sétze iiber die Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen) Zur
Berechnung der Nullstellen des Nenners setzen wir v/z = u und erhalten damit
aus u2 — 5u + 6 = 0 die beiden Wurzeln v; = 2 und uy = 3 bzw. ; = 4 und
ro = 9. Da der Zéahler nie Null werden kann, existieren bei x; und x5 weder links-
noch rechtsseitiger Grenzwert. Die Funktion f(z) ist daher dort unstetig, d.h. f(x)
ist auf [0,4) U (4,9) U (9, c0) stetig.

. Fiir welche Wahl von a,b € R ist die folgende Funktion stetig 7

1+ 22 falls x <1
flx) =% ar—2® falls 1 <z <2
ba? sonst

Losung:
f(z) ist zunéchst fiir x € (—o0,1) U (1,2) U (2, 00) stetig bei beliebigen Werten von
a und b. Wir berechnen nun die Grenzwerte an den Stellen x = 1 und x = 2:

. . 2 . - . 3

zlimr flz)= Zlg{lﬁ(l +2%) =2, 1.1H?+ flz) = zli)mﬁ(ax —z’)=a—1,
i ) — 1 o p3) — ; ) = 1i 2

Ih_gl_ flz) Iligl_(ai x°) =2a — 8, Ihr;{r f(z) Ihr;lJr bx® = 4b.

1
Wihlen wir @ = 3 und b = ——, so stimmen die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

iiberein und auch mit dem dort definierten Funktionswert. Dann ist aber f(z) auf
ganz R stetig.

. Geben Sie - falls moglich - eine stetige Ergénzung der Funktion

r+1 fir 2<z<1
fl@)={ —2z+4 fir 1<z<3
r—2 fir 3<z<4
in den Punkten z; = 1 und x5 = 3 an.

Losung:
Wir berechnen die Grenzwerte an den Stellen z; und z5:

lim f(z)= lim (z4+1)=2, lim f(z)= lim (—2z+4) =2,
z—1~ z—1~ z—1t z—1+

1' = 1 — = — 1 = 1 — = 1.
A =g e == g o= g -2 =t

Daher ist f(x) an der Stelle = 1 durch f(1) = 2 stetig ergénzbar, an der Stelle
x = 3 hingegen nicht.

1.10.3 Beispiele mit Losungen

1. Fiir die nachstehenden Funktionen ist zu jedem € > 0 ein . > 0 so zu bestimmen,

dass aus |z — x| < O, die Beziehung |f(x) — f(zo)| < € folgt.

(a) fx) =~ . D(f)=(0,00), (b) f(x)= 45— . D(f)=R

T T 244
Losungen:
0 T
(a) d = min {2, 206}, (b) d. = 2e.

8
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Geben Sie, falls moglich, stetige Ergdnzungen der folgenden Funktionen in den je-
weils angegebenen Punkten an:

4 — 2 32 —x—2

a) fo)= —— 2 =42 (b) flz)= L E=1,
(@ f@) = 5= € ) J) =T €
z+1 falls —2<x <1
(¢) flx)=% —2x+4 falls 1 <2 <3 , & =1 & =3
r—2 falls 3 <z <4
Lésungen:

(a) f(£2) =6, (b) nicht stetig ergénzbar, (c¢) f(1) =2, Sprungstelle bei x = 3.

Gegeben ist die Funktion f durch:

1 1 1
J@ =5V b

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D(f).
b) Untersuchen Sie, ob f(z) an der Stelle zo = 0 stetig ergéinzbar ist.

14V2 142
2 2

Losung: D(f) =

] \ {0} , nicht stetig ergéinzbar.

Ermitteln Sie a,b € R derart, dass die Funktion

i) VT fir 0<z<1
B a+br++zr+2 fir z>1

im gesamten Definitionsbereich stetig differenzierbar ist.

1 5V3 1 V3

Lo : =——— =———.

dsung: @ = g G 5 5
Gegeben ist die Funktion f(z) = z[z], —2 < x < 2. Untersuchen Sie, wo die
Funktion stetig ist und bestimmen Sie die Sprungstellen.
Losung: f(x) ist stetig auf [—2,2] \ {—1,1,2} und hat an v = —1, x =1 und an
x = 2 Sprungstellen.

Bestimmen Sie den Grenzwert der Funktion f(z) = \/:E + VT — \/:E -V, x>0,
fiir x — oo.
Losung: 1.

Fiir welche Werte = € R ist die Funktion f(z) = |z| +

tetig 7
T, stetig
Losung: z= € R\ {1}.

Lassen sich zu a, b, c € R mit ¢ > 0 zwei reelle Zahlen «, 5 so bestimmen, dass die

Funktion
/ b ¢ B
f(l')— a+5+ﬁ—a—5

im Ursprung stetig ergéinzbar wird ?

Losung: Nein.
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9. Bestimmen Sie die rechts- und linksseitigen Grenzwerte der Funktion

x? fir —1<z<1

fl@)=<{ —z+1 fir l<z<?2
r—3 fir 2<z<4

in den Punkten z; = 1 und z5 = 2 und ergénzen Sie die Funktion derart, dass dort
Sprungstellen vorliegen.

Lésung:

lim f(z) = lim 2® = 1, lim f(x) = lim (—2 + 1) = 0, d.h.es liegt bereits eine

z—1— z—1— z—1+ z—1+

Sprungstelle vor, lim f(z) = lim (—z +1) = -1, lim f(z) = lim (z — 3) = —1,
T2~ T2~ z—2+ z—2+

wihle z.B. f(2) = 0.

10. Untersuchen Sie, ob die Funktion
2?42 fir z< -1
flx)= |z — 2] fir —1<z<3
|z 45| — |z +3] fir >3

an den Stellen zg = —1, 1 = 3 stetig ist.

Losung: stetig an zp, unstetig an x;
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1.11 Elementare reellwertige Funktionen

1.11.1 Grundlagen
e Eine Funktion P: R — R (bzw. C — C) mit D(P) = R bzw. C,

P(z) =Y a,a”, a, € Rbzw.C, n € Ny, a, #0
v=0

heiBt Polynom(funktion) vom Grad n.

e Sind P und @ zwei Polynome, so heifit die Funktion R : R — R bzw. C — C, mit
P P

D(R) = {z € R bzw. C|Q(x) # 0}, R(x) = QEI; rationale Funktion.
x

Fiir Polynome gelten die folgenden Aussagen:

e Seien P und @ Polynome. Dann gilt:
(i) Grad (P + Q) < max{Grad P , Grad Q},
(i) Grad (P Q) = Grad P+ Grad @,
(iii) P # 0 = Grad (P Q) > Grad Q.

e Produktdarstellung reeller Polynome:
Ein reelles Polynom P(x) vom Grad n > 1 besitzt hochstens n verschiedene reelle
Nullstellen 1, x3, ..., 2, und ldsst sich in der Form

P(z)=(z—z1)" (x — 22)"* ... (z — Tp) " Q()

darstellen, wobei @ ein Polynom vom Grad n — (11 4+ vo + - -+ + 14y,) ist, das keine
Nullstellen in R besitzt.

e Identitétssatz fiir Polynome:
Stimmen die Werte zweier Polynome P(z) = a9 + a1z + -+ + a,2” und
Q(x) = by + byx + -+ + bx™ an n + 1 verschiedenen Stellen iiberein, so sind die
Polynome identisch, d.h. a, = by, fiir 0 < k < n bzw. P(z) = Q(z).

e Divisionssatz fiir Polynome: Ist S ein nichttriviales Polynom, d.h. Grad S > 1, so
ldsst sich jedes Polynom P in der Form

P=QS+R mit Grad R < Grad S
und eindeutig bestimmten Polynomen ) und R darstellen.

e Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes komplexe Polynom positiven Grades besitzt mindestens eine komplexe Null-
stelle.

e Kanonische Produktdarstellung komplexer Polynome:
Jedes Polynom P(z) = Y a,2” vom Grad n > 1 lisst sich mit Hilfe seiner (ver-
v=0
schiedenen) Nullstellen 2y, 29, . .., 2, als ein Produkt

P(z)=an(z —21)""(z —29)"%...... (z—zm)™ mit vy +v0 4+ + vy =n

darstellen.
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o Komplexe Nullstellen reeller Polynome:
Fiir reellwertige Polynome, d.h. ag, a1, ...,a, € R gilt: Ist ¢ eine (komplexe) Null-
stelle von P(z), so ist auch ¢ Nullstelle.

e Reeller Zerlegungssatz:
n
Ist P(z) = Z a,z” ein Polynom mit reellen Koeffizienten und bezeichne x4, ..., x,

v=0
die verschiedenen reellen Nullstellen von P, so lédsst sich P in der reellen kanonischen
Produktdarstellung

P(x) = ap(z — 1) ... (x — 2,)P (2® + Ayx + B ... (2® + Az + B,)™
mit p1,...,pr,01,...,0 € Nund py +--- + p, + 201 + - - - + 2p; = n darstellen.
Dabei besitzen die Polynome 2% + A;x + B; reelle Koeffizienten A; und B; aber keine

reellen Nullstellen.

Rationale Funktionen kénnen in Partialbriiche zerlegt werden:

P
Sei R(z) = (z) eine echt gebrochen reelle rationale Funktion und besitze das Nenner-
x

polynom die Produktdarstellung
Q(z) =alx — ) ... (v —z,)" (2* + Ay + B))7' ... (2* + A,z + B,)°".

Dann lésst sich R(x) in die Partialbriiche

a11 Q12 aq Qr1 (7] Qy.
R(x) = + 4t P1 + s L A
(@) x—x1  (x—1x1)? (x—x)r  x—x. (r—2.)? (x — x,.)Pr
anz + fu Q121 + Po o 16, T + Pio, 4.
1'2 + A1$ —+ Bl (1'2 —+ All' —+ 31)2 (1'2 —+ All' —+ Bl)al
+ Q1T + 651 Q52T + 652 e Ao, T + Bsos
22+ Az + By (22 + Asz + Bs)? (2% + Asz + By)os

zerlegen, wobei aji,, a,, und 3,, € R.

Fiir reellwertige stetige Funktionen gilt:

o Nullstellensatz von BOLZANO:
Die Funktion f : R — R sei auf dem Intervall [a,b] definiert und dort stetig und es
gelte: f(a)f(b) <0 (d.h. f(a) und f(b) haben unterschiedliches Vorzeichen). Dann
gibt es mindestens ein £ € (a,b) mit f(£) = 0. (D.h. f hat in (a,b) mindestens eine
Nullstelle.)

o Zwischenwertsatz:
Die Funktion f: R — R sei auf dem Intervall [a, b] definiert und dort stetig. Sei 7
eine Zahl mit

inf f(z) <n <sup f(z) .
[a,b] [a,b]

Dann gibt es mindestens ein & € [a,b] mit f(§) = 7.
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1.11.2 Musterbeispiele

7T _ 3 3 1
1. Bestimmen Sie mittels Polynomdivision den ganzen Anteil von oSt .
?+x+1
Losung:
(27 —32° +1) (2P +ar+1) =2 —at+22 —4r+3
—(zT+ab +25)
-8 b —3a3 +1
—(—a® —25 —2%)
I +1
—(z' +2® +a?)
e +1
—(—42® —42® —4x)
322 4z +1
—(32% +3z +3)
x —2 Rest

Der ganze Anteil betriagt daher: 2% — o 4+ 22 — 42 + 3.

2. Stellen Sie die folgenden Polynomfunktionen durch Produkte ihrer (reellen) Null-
stellenfaktoren dar:

a) Pi(z) = 2 —42’4+2+6, b) Pay(z) = 23 —2?+4x—4, ¢) P3(z) = 27 +42° —2® — 4.
Loésung:

(a) Wir suchen also Nullstellen der Gleichung 2% — 4% +x+6 = 0. Falls diese Glei-

chung eine ganzzahlige Losung besitzt, muss sie Teiler des absoluten Gliedes,

also 6 sein. Somit kommen in Frage: +1, £2, £3, £6. Einsetzen liefert dann:
x1 = —1, 29 =2 und x3 = 3. Daraus folgt: Pi(z) = (z + 1)(z — 2)(z — 3).

(b) Als ganzzahlige Nullstellen der Gleichung z* — 2? + 42 — 4 = 0 kommen hier
+1 und 42 in Betracht. Einsetzen lehrt, dass nur x = 1 Nullstelle ist. Zur
Ermittlung weiterer Nullstellen dividieren wir das Polynom P(z) durch den
Nullstellen- bzw. Wurzelfaktor « — 1. Das liefert: Py(z) = (x — 1)(2? + 4).

(c) Die Gleichung 27 + 42% — 23 — 42 = 0 hat die Nullstelle z; = 0, d.h. es ist
dann nach Division von P3(z) durch z die Gleichung z® + 42% — 22 — 4 = 0
weiter zu untersuchen. Als ganzzahlige Wurzeln ergeben sich zo = —1 und
r3 = 1. Die Polynomdivision (2% + 42* — 2% — 4) : (22 — 1) liefert dann als
Quotient das Polynom z* + 522 + 4. Aus der ,biquadratischen Gleichung*
2t + 522 + 4 = 0 folgt nach Substitution 22 = u die quadratische Gleichung
u? + 5u + 4 = 0 mit den Nullstellen u; = —1 und uy = —4. Damit gilt:
2t 4+ 522 +4 = (22 + 1)(2? + 4). Insgesamt erhalten wir dann die Zerlegung:
Py(z) = x(x + 1)(x — 1)(z2 + 1)(2% + 4).

3. Bestimmen Sie alle (auch komplexen) Nullstellen des Polynoms
P(x) = 2* — 82 + 162% — 48z + 260 ,

wobei bekannt ist, dass z; = 5 4 ¢ eine Nullstelle ist.
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Losung:

Da P(x) reelle Koeffizienten besitzt, sind die Nullstellen entweder reell, oder sie
treten paarweise konjugiert komplex auf. D.h. aber, dass dann auch zo = 5 —i Null-
stelle ist. Eine Polynomdivision durch (x — 21)(x — 22) = (x =5 —d)(z =5+ 1) =
x? — 10z + 26 liefert dann: P(z) = (2? — 10z + 26)(2? + 22 + 10). Das Quotien-
tenpolynom 2 + 2z + 10 besitzt dann die weiteren Nullstellen 23 = —1 + 3i und
zq4=—1-—3i.

. Von einem unbekannten Polynom 3. Grades sind folgende 4 Werte bekannt:

z |0|1]-1]2
P)[2|1] 1]4

Welchen Wert nimmt p an der Stelle z = 1.5 an?

Losung:

Das gesuchte Polynom ist von der Form P(z) = ax®+ bx? + cx + d. Wegen P(0) = 2
folgt: d = 2. Aus P(1) + P(—1) = 2b+ 4 = 2 folgt: b = —1 und weiters wegen
P(1) = a—1+4c+2 = 1 gilt: ¢ = —a. Schlieflich ist wegen P(2) = 8a—4—2a+2 = 4:

a=1und b=1.Somit: P(z) =2%—2? —2+2, P(1.5)=§.

. Ermitteln Sie den grofiten gemeinsamen Teiler der Polynome:

P(r) =2 - 323 + 42> —6x+4, Py(v)=2"—62"+ 112 —6 .

Losung:

Das Polynom Pj(z) hat offensichtlich die beiden Nullstellen z; = 1 und x5 = 2.
Polynomdivision liefert dann den weiteren Faktor 22 + 2, d.h. es gilt:

Py(x) = (x — 1)(z — 3)(2* + 2).

Das Polynom P»(z) hat ebenfalls die beiden Nullstellen x; = 1 und x5 = 2. Poly-
nomdivision liefert dann den weiteren Faktor x — 3, d.h. es gilt:

Py(z) = (z — 1)(x — 2)(x — 3).

Dann ist aber der grofite gemeinsame Teiler von P;(x) und P (z):

C(z®—3x+2), CER.

. Zerlegen Sie in Partialbriiche:

xt — 2% 4+ 522 4+ 22 — 40

R == 3p a1

Losung:

Die rationale Funktion R(z) ist ein unechter Bruch, d.h. der Grad des Z#hlerpoly-
noms ist nicht kleiner als der des Nennerpolynoms. Daher ist eine Polynomdivision
durchzufiihren. Es ergibt sich:

T2 + 62 — 16
23— 322+ 4o — 12
R (x) ist nun ein echter Bruch. Fiir die Partialbruchzerlegung von R;(x) bendtigen
wir die reelle Faktorisierung des Nennerpolynoms. Diese ergibt sich zu:
23 —32? + 42 — 12 = (z — 3)(2? + 4). Dann kann R;(z) in die Partialbriiche

A Bx+C
=3 44

Rx)=z+2+ =x+2+ R(x).

Rl(x) =
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zerlegt werden. Multiplikation mit dem Nennerpolynom (z — 3)(z% +4) liefert dann:
72 + 62 — 16 = A(2* +4) + (Bx + C)(z — 3).

Zur Bestimmung der Koeffizienten A, B und C setzen wir zunéchst die reelle Null-
stelle z = 3 ein und erhalten: A = 5. Als néchstes setzen wir die komplexe Nullstelle
x = 21 ein. Das liefert: —44 + 12¢ = (—4B — 3C) +i(—6B + 2C).

Vergleich von Real- und Imaginérteil fithrt zum Gleichungssystem 4B + 3C' = 44
und —6B + 2C = 12, dessen Losung offensichtlich B = 2 und C' = 12 ist. Insgesamt
erhalten wir dann die Zerlegung:

7. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der Funktion

4a® — 922 + Tx — 12
x 223 + bx 8r+4

Losung:

Zuniichst muss das Nennerpolynom x* — 22 + 522 — 8x + 4 faktorisiert werden.
Offensichtlich ist x = 1 eine Nullstelle. Nach Division durch z — 1 erhalten wir
2% — 2® + 4z + 4. Offensichtlich ist auch hier £ = 1 eine Nullstelle. Nach weiter-
er Division durch = — 1 erhalten wir dann 2% + 4. Damit konnen wir die fiir die
Partialbruchzerlegung von f(z) ansetzen:

A N B +Cx+D
x—1 (z—-12 a2+4

Multiplikation mit dem Nennerpolynom (z — 1)?(2? + 4) liefert dann:
42 — 922 + Tr — 12 = A(x — 1)(2? +4) + B(2* + 4) + (Cx + D)(z — 1)%,

Da dies eine Identitit in o auf ganz R ist, miissen die Koeflizienten der jeweiligen
Potenzen iibereinstimmen (Koeffizientenvergleich). Das liefert:

3 4 = A + C

2: -9 = —-A 4+ B - 2C + D
b 7T = 4A 4+ C - 2D
20 —12 = —4A + 4B + D

Dieses lineare inhomogene Gleichungssystem fiir die Koeffizienten A, B,C' und D
besitzt die Losungen A =1, B = —2, C'=3 und D = 0. Damit folgt schlief3lich:

1 2 3z
Jw) = 7(x—1)2+x2+4'

8. Zerlegen Sie in Partialbriiche:

42?2 + 42 + 8
R(x) = 7302(132 o
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Losung:
Hier ist das Nennerpolynom schon faktorisiert und wir kénnen daher sofort die
Partialbruchzerlegung ansetzen:

7& E Cx+ D Ex+ F

R :
() x +:v2+ 2242 (224 2)?

Multiplikation mit dem Nennerpolynom x?(z? + 2)? liefert dann:
4% + 4z + 8 = Azx(2® + 2)* + B(2* + 2)? + (Cx + D)2*(2? + 2) + (Ex + F)x%.
Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen:

A+C=0,B+D=0,4A+2C+FE=0,4B+2D+ F =4, 4A=4und 4B = 8.
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt sofort A = 1 und B = 2. Damit ergibt

sich aus den ersten beiden Gleichungen: C' = —1 und D = —2 und schlielich mit
den verbleibenden Gleichungen £ = —2 und F = 0. Somit:
12 2 2
R(z) = ~ + = T+ T

x z2_x2+2_(x2+2)2'

Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck und bestimmen Sie den maximalen Defi-
nitionsbereich:

(V7 - VB)(vE VD) |

J@) = T+ V21 +2

(22 4 2)2 — 8a2 .

Losung:
Wir vereinfachen zuerst den Zahler des ersten Terms:

(Va3 = VB)(Vz+V2) =a? + 2v22r —2v20 — 4 =2 — 4+ V22(z - 2) =
= (z4+v2x +2)(x — 2).

Im zweiten Term vereinfachen wir den Radikand: (2? + 2)* — 822 = (22 — 2)%.
Insgesamt gilt dann:
f@)=z—2+2" -2/,
f(z) ist auf [0, 00) definiert.
Bestimmen Sie die reellen Losungen der Gleichungen:
a) ae® —be =0, a,b>0, b) e** +e* —Ine?=0.
Loésung:

1 b
a) Multiplikation mit e liefert ae* — b= 0= 2 = 3 In () .
a

b) Mit e® = u folgt: u? +u—2 =0=> u; = 1, uy = —2. Da u > 0 gelten muss,
entfallt die Losung us. Damit ist 2 = 0 die einzige Losung.

Beweisen Sie:  2sinh? (%) =coshz — 1.

Losung:

GemiéB der Definition des hyperbolischen Sinus ist

x/2 _ —x/2 2 T _ 9 —z T —x
28i11}12<§>—2<6 26 > _ ¢ 2+e ¢ +26 —1=coshz — 1.
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x

12. Beweisen Sie fiir z € (—1,1): tan(arcsinz) =

Lésung:
. sinu sinu . .
Mit tanu = = —— folgt mit u = arcsin:
cosu /1 —sin“u
: sin(arcsin z) x
tan(arcsinx) =

\/1 - {Sin(arcsin :c)]2 - Jio

13. Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = /82 + 1 — v/623 + 26 im Intervall [0, 1] min-
destens eine Nullstelle besitzt.

Losung:
Die Funktion f(x) ist auf dem Intervall [0, 1] stetig und es gilt: f(1) =3—-2=1> 0,
f(0) =1 —+/26 ~ —0.92 < 0. Damit sind auf [0, 1] alle Voraussetzungen des Null-
stellensatzes von BOLZANO erfiillt und daher besitzt f(z) dort mindestens eine
Nullstelle.
14. Zeigen Sie, dass es im Intervall I = [O, g] mindestens einen Punkt z( gibt, in dem
die Funktion f(z) = 2z — 4cosz — 3sin®x den Wert f(zy) = —2 annimmt.
Losung:
Die Funktion f(z) ist auf [O, g} stetig und es gilt: f(0) = —4 > iIIlff(x) und
f (O, g) =7 — 3 < sup f(z). D.h. aber: irllff(x) <4< -2<7—3<supf(z).
I I

Dann sind fiir die Funktion f(x) und den Punkt y = —2 alle Voraussetzungen des
Zwischenwertsatzes erfiillt und daher gibt es ein zg € I mit f(xq) = —2.

1.11.3 Beispiele mit Losungen
1. Welche ganzzahligen Werte kommen als Nullstellen z fiir das Polynom
P(z) = 2* + 92% + 2922 + 392 + 18

in Frage? Spalten Sie fiir jede Nullstelle xg den Linearfaktor x — zp ab und geben
Sie schlieBlich fir P(z) die Produktdarstellung an.

Losung:  P(z) = (z+ 1)(xz + 2)(z + 3)%

2. Bestimmen Sie das Polynom niedrigsten Grades, das fiir x = £+1 und fiir x = £3
verschwindet und fiir x = 0 den Wert 1 annimmt.

1
Losung: P(x) = §(as4 — 102% + 9).

3. Bestimmen Sie die drei reellen Zahlen a, b und ¢ im Polynom P(z) = z°+az3+bx+c
so, dass 22 — 1 und = + 2 Teiler sind.
Losung: a= -5, b=4, c=0.

4. Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms P(z) = z* + 2% + 2% + 2.
Hinweis: z1 = —1 + 7 ist eine Nullstelle.
1+iv3 1-iV/3

9 T TT T

Losung: 1 =—-141, vo =—1—14, x3=
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Ermitteln Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler der Polynome:

pir)=a+23 —2? —x, po(z)=22° + 327+ 2.

Losung: C(z*+1z), C € R.

Zerlegen Sie die folgenden rationalen Funktionen in Partialbriiche:
Tt —3r—1 b =22 422 —a? — w41

R(z) — b) R
a) R(z) (z+1)2@2+1) ) (z) xt + 22
Losungen:
Rlz) — _ b) R(z) =2 -2+ 5—— -+ —.
a) R(z) r+1 (x+1)2+x2+1’ ) B(z) == ey it e
3 2 2
Zerlegen Sie in Partialbriiche: f(x) = ;(Ti—;)

. 12 z+1
Losung: f(z) = — + i

Ermitteln Sie den Definitionsbereich der Funktion

f@)=\V—E 14z —3- V-2 1628 .

Losung: D(f) = [2,% )

2
Untersuchen Sie, wieviele Nullstellen die Funktion f(z) = 2® — 32> +a ,a € R im
Intervall (1,3) in Abhéngigkeit von a besitzt.
Losung: a < 0: keine Nullstelle,
0 < a < 2: eine Nullstelle,
2 < a < 4: zwei Nullstellen,
a > 4: keine Nullstelle.

Formen Sie sinh( Arcosh x) so um, dass weder Hyperbel- noch Areafunktionen auf-
treten.

Losung: sinh(Arcoshz) = Va2 —1.

r—+1—x

Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = g
x

auf [0,1] genau eine Nullstelle

besitzt und berechnen Sie diese.
) V5 —1
Losung: x = 7 .
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1.12 Monotone Funktionen, Umkehrfunktion

1.12.1 Grundlagen
Eine Funktion f heifit auf X C D(f) C R

e monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend, wenn fiir alle x1,2o € X mit
x1 < g gilt: f(21) < f(x2) bzw. f(z1) < (f(22).

e monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn fiir alle z1, x5 € X mit x; < 9

gilt: f(z1) = f(2) baw. f(z1) > (f(z2).

e monoton (streng monoton), wenn sie auf X entweder (streng) monoton wachsend
oder fallend ist.

Fiir monotone Funktionen gilt:

e Die Funktion f : D(f) — B(f) sei streng monoton wachsend (fallend). Dann gilt:

1. Die Umkehrfunktion f~! existiert,
2. f~!ist streng monoton wachsend (fallend) auf B(f).

e Sei f streng monoton wachsend (fallend) und stetig auf X € D(f) € R und X
kompakt. Dann ist f~! stetig auf f(X).

1.12.2 Musterbeispiele

1. Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = In(1 4+ €*) + = auf ganz R streng monoton
wachsend ist.

Losung:

Die Funktion f5(z) = z ist auf R streng monoton wachsend. Falls wir zeigen konnen,
dass auch fi(z) = In(1 4 %) streng monoton wachsend ist, ist auch f(z) streng
monoton wachsend. Seien x; und z, beliebig aus R mit x; < x5. Die Exponen-
tialfunktion ist streng monoton wachsend, woraus nach Addition der Konstanten 1
folgt: In(1 4 ™) < In(1 + ). Damit ist auch f;(z) streng monoton wachsend und
damit letztlich auch f(x).

rT—y1—=x

2. Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = T auf dem Intervall 7 = (—1,1)
x
streng monoton wachsend ist.
Losung:
1+2)—1+vV1-2) 1+V1—x 1
= =1l-——=1-(1+vl—2) —
/(@) 1+2 142 (1+ x)1+x

im Intervall

Wir untersuchen die Funktionen fi(x) = 14++/1 — z und fo(z) =
I auf Monotonie:

Seien x; und x5 beliebig aus IR mit z; < x5. Dann folgt: 1 —z; > 1 — x5 und weiters
wegen der strengen Monotonie der Wurzelfunktion /1 — 1 > /1 — 25 und damit

. 1 .
auch fi(z1) > fi(xe). Fir fo(z) gilt: fo(xy) = T > T fa(z2). Damit ist
1 2

142z
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14++v1-—

T2 - f1(z) f2(z) streng monoton fallend und damit schliefllich f(x) streng

monton wachsend.

. Zeigen Sie, dass die Funktion

zv1l—x . (71':1:)
—( +sin| —
2—x 2

im Intervall I = [—1,0] streng monoton wachsend ist.
Losung:
Die Funktion fs(z) = sin (%) ist auf I streng monoton wachsend. Zum Nach-

weis der strengen Monotonie von fj(x) setzen wir hier die Differentialrechnung ein,
nachdem fi(x) auf I differenzierbar ist.

(M—ﬁ>(2—x)—x\/l—x_ (2(1—x)—az)(2—x)—2x(1—x).

4 = =
hilw) = (2 + )2 2VT — 2(2 + x)2
Vereinfachung des Zéhlers ergibt 2% — 62 + 4 mit den Nullstellen x/, = 3+ V5, die
beide auBerhalb von I liegen. Damit ist das Zahlerpolynom auf I positiv und damit
auch fi(z). Dann ist aber f;(x) und damit letztlich auch f(x) auf I streng monoton
wachsend.

. Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = /1 + 8z — v/623 + 26 im Intervall I = [0, 1]

streng monoton wachsend ist.
Losung:
Wir betrachten wieder die Ableitungsfunktion von f(z):

4 1822
VI+8z  5(6x3 +26)Y/5
Wir schéitzen die beiden Terme auf dem Intervall I ab:

4 S é 1822 < 18
V1i+8z — 3’ 5(6x3 + 26)4/5 — 5(26)4/5
Damit gilt: f'(z) > 1.333 — 0.265 = 1.086 > 0, d.h. f(x) ist auf I streng monoton
wachsend.

f'(a) =

~ 0.265 .

x—1
I fir z > 0 monoton fallt.

zlnx

Losung:

Die Ableitungsfunktion von f(z) ist

o) = rlne — (v —1)(lnx+1) Inz—(r—1)
= (x1Inz)? ~ (zlnz)?

1
Fiir die Zéhlerfunktion g(z) = Inz — (z — 1) gilt: g(1) = 0 und ¢'(z) = = — 1 und

damit: ¢'(z) > 0 fiir 0 < 2 < 1 und ¢'(x) < 0 fiir z > 1. D.h. aber, dasg g(x) auf
(0,1) monoton wéchst bis zum Wert g(1) = 0 und anschliefend wieder monoton
fallt. Dann ist aber g(x) < 0 fir £ > 0 und damit auch f/(x). Also ist f(z) dort
monoton fallend.
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6. Beweisen Sie, dass die Funktion f(z) = Sl,n(((bmi mit 0 < a < b auf dem Intervall
sin(bx

1= {07 %} streng monoton wachsend ist.

Losung:
Wir betrachten wieder die Ableitungsfunktion von f(z):

acos(az) sin(bx) — b sigl(ax) cos(bx)
(COS(bZ‘))

Da iiber das Vorzeichen der Funktion g(z) := acos(ax)sin(bx) — bsin(az) cos(bx)
noch keine verléssliche Aussage moglich ist, untersuchen wir g(z) auch auf Mono-
tonie. Wegen ¢'(z) = (b* — a?)sin(az)sin(bxr) > 0 ist g(x) auf I streng monoton
wachsend und wegen ¢(0) = 0 ist dann g(x) > 0 auf I.

Damit ist f'(x) > 0 und f(z) daher auf I streng monoton wachsend.

f'(w) =

7. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu f(z) = In(1 4+ €*) —z .

Losung:

, e o 1 .
Wegen f'(z) = o 1= o < 0 st f(x) auf ganz R streng monoton

fallend und es existiert dann auf der Bildmenge B(f) die Umkehrfunktion. Fiir die
Bildmenge erhalten wir mit f(z) = In(1+¢") —Ine®” = Iln(1 +e7*): B(f) = (0,00).
Wir ermitteln nun dort die Umkehrfunktion f~'(y): Aus y = In(1 + e™7) folgt
zunéichst e = 1+~ und damit e = e¥—1 bzw. weiters z = —In(e? — 1) = f~!(y).

8. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu

f(z) = ?—4dr+6 fallsz <2
- —x+4 falls z > 2

Losung:

Fir z < 2 ist f(z) = 2 — 4z + 6 = (z — 2)® 4+ 2 streng monoton fallend und
besitzt dort die Bildmenge By(f) = (2,00). Fiir x > 2 ist f(x) = —z + 4 streng
monoton fallend und besitzt dort die Bildmenge By(f) = (—o0,2]. Insgesamt ist
dann f(z) auf ganz R streng monoton fallend und besitzt dann auf der Bildmenge
B(f) = Bi(f) U Ba(f) = R eine Umkehrfunktion. Wir ermitteln letztere wieder
abschnittsweise:

<2 y=(x—2P24+2=2=2—\/y—2,

r2>22y=—cr+4d=zx=4—y.

Insgesamt folgt dann:

—y+4 fallsy <2

_ o=l
r=f (?J)—{Q_\/m falls y > 2

sinh[In(cosh )]

9. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu y = .
sinh z

Losung:
Wir vereinfachen zunécht einmal den Funktionsterm:
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u —u

Wegen sinh u = e% folgt mit v = In(cosh z):

1
coshz __

coshz — cosh’z — 1 sinh® z tanh x

y= 2sinh x " 9sinhx cosh - 2sinhzcoshz 2

Damit erhalten wir: z =Artanh(2y) = f~'(y).

1.12.3 Beispiele mit Losungen

1.

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = 10lnzsinz — 1 im Intervall I = [1,% auf

Monotonie.

Losung: f(x) ist auf I streng monoton wachsend.

Untersuchen Sie die Funktion f(z) = 27 4+ 32* — 2 in den Intervallen [—1,0] und
[0,1] auf Monotonie.

Lésung:
f(x) ist auf [—1, 0] streng monoton fallend und auf [0, 1] streng monoton wachsend.

. Gegeben ist die Funktion f(z) =24+ vV +14+ ——

1
Vi-z '

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D(f).

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit und Monotonie.

c¢) Ermitteln Sie den Bildbereich B(f).

Losung: D(f) =[-1,1), f ist auf ganz D(f) stetig und streng monoton wachsend,
B(f)=[-1+ J5.,00).

Gegeben ist die Funktion f(z) =2In(l —+va%2—-1).

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich D(f).

b) Untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit und Monotonie.

Losung: D(f) = (=v2,—-1] U {0} U [1,v/2), f ist auf ganz D(f) stetig und auf
(—v/2,—1) und (1, v/2) monoton fallend.

Untersuchen Sie, ob f(z) = 2%~ fiir 0 < x < 2 eine eineindeutige Funktion
darstellt.
Losung:  f(x) ist auf [0, 2] eineindeutig.

Bestimmen Sie ein ¢ > 0 so, dass die Funktion f(z) = ZZS((ZI)) , 0 <a < bauf dem
s(bx

Intervall [0, ¢] streng monoton wachsend ist.

T
Lo : < —.
osung: ¢ %

Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu  y = 4 + 2eth T+a?

.. 3 Y- 4 2 -1
Losung: = =(/—1-+ {Artanh (ln 2 )} =f" ().
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8. Zeigen Sie, dass die Funktion

x

f: R=(-11), f(z)= Tl

bijektiv ist und bestimmen Sie die zugehorige Umkehrfunktion.

Losung: f~!: [-1,1] — R mit f—l(y) = 1 _y|y| .

9. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion zu
{ 2e® — 1 falls x > 0

€T =
fle) 1-In(l1—2) fallsz<0
Losung:

. In (LH> fallsy > 1
iy = 2

1—ely falls y < 1

87
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1.13 Differentiation

1.13.1 Grundlagen
Sei f: I — R, wobei I ein beliebiges Intervall bezeichnet.

o f heifit differenzierbar an xz¢€ I , wenn der Grenzwert

i 1@ = £0)

T—T0 €T — ':EO

=: f'(x0)

existiert. Ist dabei xy linker oder rechter Randpunkt von I, so heifit f an xy auch
rechtsseitig bzw. linksseitig differenzierbar.

e fist an zq € I differenzierbar, wenn fiir jede Folge {n,}, die gegen z, konvergiert,

der Grenzwert
lim f(xn) - f(x())

n—o0 Ty — X

existiert.

e Eine Funktion f : I — IR heifit an x( linear approximierbar, wenn es eine Zahl
¢ € R und eine in U(zo) NI definierte Funktion fo(z) gibt, so dass in U(xg) N1 gilt:
+

L f(z) = f(xo)
2. lim fo(x) =0.

T—x0

c(x — xo) + |x — x| fo(z),

e fist an xg € I genau dann differenzierbar, wenn f an x, linear approximierbar ist.
Es gelten folgende Differentiationsregeln: Seien f und g an zq differnzierbar. Dann folgt:
e f =+ g sind an x differenzierbar und es gilt: (f £ g)'(zo) = f'(z0) £ ¢'(z0).
e f.gist an g differenzierbar und es gilt: (f - g)'(zo) = f'(x0)g(xo) + f(z0)g'(x0)
- - -Produktregel.

e Ist g(xg) # 0 so ist auch / an o differenzierbar und es gilt:

(f)l (20) = f'(@o)g(xo) — f(x0)g'(0)

g g*(o)

-+ Quotientenregel.

o Kettenregel:
Sei h = go f definiert auf I. Ist f an xy € I differenzierbar und g an yo = f(x)
differenzierbar, so ist h = g o f an z( differenzierbar und es gilt:

dh

. _d(gof) dg
dx(hvo)i df

de  df

a
dx

W (o) = (g0 f)(x0) = ¢'(f(0)) [ (o) bzw. (y0) =~ (o).

e Ableitung der Umkehrfunktion:
Sei f auf I stetig und streng monoton. Sei ferner f an xg € I differenzierbar. Gilt
f'(x) # 0, so ist die Umkehrfunktion f~ an yo = f(z,) differenzierbar und es gilt:

—1y/ o 1
(f ) (y()) - f'(fo) .
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1.13.2 Musterbeispiele

1. Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
b
a) f(z) = L—td , b) f(x) =tanxz +cotz, ¢) f(z) =2", d) f(x) = Arcosh /x .
cx
Losung:

(a) Unter Verwendung der Quotientenregel folgt:

) = a(cr +d) — clax +b)  ad—bc
= (cx +d)? (e +d)?
1 1 cos? xr — sin’ x cos 2z
B ) — _ _ =4 :
(b) f(@) cos?x  sin’x sin® z cos? x (sin 22

(c) Mit 2* = e*!"® folgt unter Verwendung von Ketten- und Produktregel:
(@) =e"*(lnz + 1) = 2°(Inz + 1).
(d) Unter Verwendung der Kettenregel folgt:
1 1 1

A W N N

2. Berechnen Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen:

1 b
a) y = arcsin(2z — 3),  b) y = arccosa?, c)y= o arctan < tan 1) .
a a

Losung:
2 1
a) ¢y = = ,
@)y \/1_(233_3)2 V=22 + 3z -2
1 —2x
b / = — 2 = s
( ) Y /1 — (332)2 x /1 _ .1’4
© o 1 1 1 b _ 1

~ b 2 o521 a 2 cog2 2qinlg
abl—l—(gtana:) cos?r a a?cos’w + b?sin“x

3. Fiir welche z € R sind die folgenden Funktionen differenzierbar:
(a) fx) =[1—e| , (D) fz)=(z—1)Va?.

Losung:

_J1—=e® fir <0 i\ ) —e® fiir <0
(a) f@)_{ex—l fir >0 = f(x)—{ et fir >0

f(z) ist jedenfalls fiir alle z € R, = # 0 differenzierbar.
Die Funktion e® ist an x = 0 differenzierbar, d.h. linear approximierbar und
wegen (e*) = e” gilt in U(0): e* = 1+ & + |z|fo(z) mit lim fo(xz) = 0. Es ist
J@) = O e el

x 0~ x

@)= £O) _ ot lale)

€T z—0t X

1—e"=—z—|z|fo(z) = lim
z—0~

Analog: " — 1 =z + |z|fo(z) = lim =1.
z—0t
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f(z) ist somit an x = 0 nicht differenzierbar.
Bemerkung: Unter Verwendung der Regeln von DE HOSPITAL konnten die
Grenzwerte fiir den Differenzenquotienten einfacher berechnet werden.

(b) Unter Verwendung von Produkt- und Kettenregel folgt sofort, dass f(z) fiir
alle z € R mit x # 0 differenzierbar ist. Da der Grenzwert

f@ =)y @=1Ve2-0 el

= lim

z—0 \“V,E

lim
z—0 €T z—0

nicht existiert, ist f(z) an 2 = 0 nicht differenzierbar.

4. Berechnen Sie die n-te Ableitung der Funktion f(z) = 22 ¢®.

Losung:
Mit Hilfe der LEIBNIZ-Regel
dar " (n
T (100@) =3 (1) 74 )
erhalten wir mit f(x) = 2? und g(z) = e*:
dn
%@’2 e“) =2%e" +2nze” +n(n —1)e” .
5. Es sei h
ST fir 0<z<2
fz) = z?

Az + B fiir x> 2
Bestimmen Sie A und B so, dass f(z) und auch f'(z) in (0, c0) stetig sind.

Losung:
xcoshx — 2sinh x

3 fir 0<z<2
Mit f'(z) = x ist klar, dass f(z) und f'(x) auf

A fiir x> 2
(0,00) \ {2} stetig sind. Fiir die Stelle z = 2 gilt:

lim f(z) = lim (Smhx> _Sh2 i f() = lim (Az+ B) = 24 + B.
z—

. li
T2~ T2~ T 4 2+
sinh 2

Stetigkeit an x = 2 liegt also vor, wenn B = — 2A gilt. Weiters:

zcoshz — 2sinhx  cosh2 — sinh 2

lim f'(z) = lim lim f'(z) = lim A= A.

T2~ T2~ ,T3 o 4 ’ 2+ T—2+
h2 — sinh 2 1
Stetige Differenzierbarkeit an x = 2 liegt vor, wenn A = % = 1
e
3sinh 2 — 2 cosh 2 2 5
Mit diesem Ergebnis folgt dann: B = S s _ o 2
4 8  8e?
6. In welchen Punkten ihres Definitionsbereiches ist die folgende Funktion differenzier-
bar?
0 fir —co<ax <0
flx) = x? fiir 0<ax<l1

1—(z—1)? fir l<z<?2
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Losung:
0 fir —co<z<0

A , 2x fir 0<z<l1
v )= v 1 fii l<z<?2
——  fiir T

V31— (z—1)2
folgt, dass f(z) zumindestens auf (—o0,2) \ {0, 1} differenzierbar ist.
Fiir die Stelle x = 0 gilt:

iy £@) = £(0) J(x) — f(0)

_ 2
= lim u:Ound lim VC O:

= lim 0.
z—0~ x z—=0- T z—0t x z—0+t x
Daher ist f(z) an der Stelle z = 0 differenzierbar.
Fiir die Stelle x = 1 gilt:
— f(1 21
lim flo) = /) = lim = = lim (r+1)=2und
a—=1- oz —1 z—=1- T —1 2ol
Cf@)—fO) . Ji—(@-12-1 (1-(z—1)?) -1
lim ————= = lim = lim =
o1t x 1+ x—1 a1 (g — 1)( 1—(z—1)2+ 1)
—1)?
= — lim (z ) =0
= @ =D(J1- @ -1)2+1)
Daher ist f(z) an der Stelle z = 1 nicht differenzierbar.
Insgesamt gilt dann: f(z) ist auf (—o0,2) \ {1} differenzierbar.
7. Gegeben ist die Funktion
2sinh
M—F\/Q—&—le—ln(l—x) fir z#0
fay={ 1o
0 fir =0
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.
b) Untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.
Losung:
Zu a) Der erste Term ist fiir alle x # 0 definiert, der zweite fir x > —% und der
1
dritte fiir z < 1. Das ergibt insgesamt: D(f) = {—5, 1) .
Zu b) Wir formen den ersten Term von f(z) fiir  # 0 um:
V2sinhz  V2(e" —e®) e —1 "1
L—er 21 —e")  V2er(er—1) 2t

Damit erhalten wir:

0 fir =0

Daraus folgt aber, dass f(x) zumindestens auf D(f) \ {0} stetig und auch differen-
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zierbar ist. Fiir die Stelle x = 0 berechnen wir:

. . e"+1
glclg(l)f(z)fglclg(l)(fW+\/2+4lfln(lf=L))fO,

d.h. f(x) ist auch an der Stelle x = 0 stetig.
Weiters erhalten wir mit f(z) = fi(z) + fo(z) + f3(z) fur hi% /(@)

der Voraussetzung, dass die einzelnen Grenzwerte existieren):

— /(0)

(unter

hI% M Z lim 1 7fl<) Fiir die einzelnen Grenzwerte gilt:
T T

- £(0 — T +V2 g v 1
lim h@) = hO) = lim V2 = lim & = lim lim & .
-0 x -0 x 220 \/2ger 70 fgz N
Der erste Grenzwert ist — und der zweite 1 (vergleiche Beispiel 3).

V2
i)~ £i(0) 1

D.h. aber: lim
z—0 x

Weiters: lim f(2) = £(0) = lim V2Hde - V2 — lim (2+4x) —2 3
z—0 x z—0 x z—0 x(m+ \f)
und schliefSlich:

lim M = lim M

z—0 €T z—0 €T

S

= 1. Letzteres ergibt sich wieder aus der

linearen Approximation von — In(1 —z) bzw. unter Verwendung der Regeln von DE
L’HOSPITAL.
(z) — f(0)

1
Insgesamt existiert dann lim ="~ = — 4++/2 41, d.h. f(z) ist auch an der
z—0 xT \/§

Stelle z = 0 differenzierbar.

. Bestimmen Sie die Zahlen a,b und ¢ so, dass fiir die Funktion

f(z) = (1 +2)In(a + ba® + ca®)

gilt: f(1) =1, f(2) =0, f(0) + f'(0) =

Losung:

f(1) =1 liefert die Gleichung (1): 2Iln(a+b+c)=1bzw. a+b+c = /e.

£(2) = 0 liefert die Gleichung (2): 31n(a + 4b+ 8¢) = 0 bzw. a +4b+ 8¢ = 1.

Aus f(0) + f'(0) = 1 folgt 2Ina = 0 und damit a = 1. Einsetzen in (1) und (2)
liefert dann b = 2\/e — 2 und ¢ =1 — \/e.

. Untersuchen Sie, fiir welche n € IN die Funktion

o) = { " sin (%) fiirx #0
0 firz=0

an der Stelle z = 0 stetig bzw. differenzierbar ist.

Losung:

Stetigkeit: Sei {zy} eine beliebige Nullfolge. Dann gilt:
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. . A .
klggo flxy) = ]}Ln;o(xk) sin (3:?) =0 fiir alle n € IN.
Differenzierbarkeit: Sei {z;} wieder eine beliebige Nullfolge. Dann gilt:

lim M = lim (z3)" ' sin (i> existiert fiir n > 2.

k—o0 Xk k—o0 T

1.13.3 Beispiele mit Losungen

1.

Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

(a) f(x)= $7+6x3—i+;—\/§+\f/; x#0, (b) flz)= b <333 + =

(0 f@) =z mz), z>1, (d) f@) =t (0) f(x)zx,/%, O<z<l.

e” +1
Losungen:
2 15 1 8 s
(a) f(-T)*’?Iﬂ + 18z« +E*E*ﬁ+§l ,
1 -2 72?418z — 7 1+Ing
b / — 5 4 3 e oLy =0 , _
(b) f'(x) 57 <3 x° + EESIE >, (c) f'(x) o
4xe®” 1—z—2?
(d) fl(2) = ——3 (e) f'(z)= .
(e +1)2 (1—2)(1+2)3

Differenzieren Sie einmal nach z:
a)y=a""2, b)y=¢
Losungen:

a)y =" (lnq; L= ;r 2) | b) yf = e gsinhe (COthlnx N sinxhx> .

sinh =

Bestimmen Sie die rechts- und linksseitigen Ableitungen von f(z) =« |z| + 1
inz=0.
Losung: f'(07) = f/(0%) = 0.

Wo sind die Funktionen
a) f(x)=lz|+|z—1+]x—2], z€R, bzw. b)gx)=|r—a|lz—0|, z€R,

differenzierbar ? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Ableitungen und skizzieren Sie
die Funktionen.

Losung:

a) nicht differenzierbar an 2y = 0,1,2, b) nicht differenzierbar an =y = a, b.

Berechnen Sie die n-te Ableitung der Funktion f(z) = sinz cosx.
(—1)% sin 2z falls n gerade

L.. . ! — 2”71. e
osung: f'(x) { (_1)T1 cos2zx  falls n ungerade
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6. Bestimmen Sie die reellen Zahlen o und 3 derart, dass die Funktion

ve+1-1
fla) = x
P +ar+p fir x<0

fir x>0

auf ganz R stetig und differenzierbar ist.
1 1
Lo : = —— = — .
osung: « g B 3

7. Fiir welche z € R ist die Funktion

1 fiir z < -1
flz) =14 —2*+2lz| fir -1<z<1
1 fir z>1

stetig bzw. differenzierbar?

Losung:  stetig auf ganz R, differenzierbar auf R \ {0}
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1.14 Mittelwertsiatze

1.14.1 Grundlagen

e 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:
Sei f stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es eine Stelle £ € (a, b)

mit
f(b) — fla)

e ESAGR

e 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
Seien f und g stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Dann gibt es ein & € (a, b),
so dass gilt:

[£(b) = f(a)lg'(€) = [9(b) — g(a)]f(£)-
Ist ¢'(x) # 0 auf (a,b), so folgt weiters:

Falls f’(x) monoton ist, lassen sich mittels des 1. Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
Ungleichungen fiir f(x) gewinnen.

1.14.2 Musterbeispiele

1. Beweisen Sie fir z,y € R, = < y:
ly—z)<e! —e* <eV(y—ux).

Losung:
e¥ —e”

Es gilt: e®(y —z) < e’ —e” < e¥(y — 1) < " < < €Y. Anwendung des

1. Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf die Funktion f(¢) = €' im Intervall

eV —e”
[x,y] liefert: = ¢ mit x < £ < y. Da die Exponentialfunktion monoton
Y _ ot
wiichst, gilt: e < ef < e¥, woraus folgt: e* < <ev.
y—x

2. Beweisen Sie fiir x € R, = > 0:

m < arctanx < x .

Losung:

Anwendung des 1. MWS der Differentialrechnung auf die Funktion f(¢) = arctant

arctant —0
14

1
Da die Funktion —— monoton fillt, gilt: 1 =
1+¢2

1 arctan x
1+ 22

mit 0 < € < .

1 1
[ 1+&2 "1t a2
< 1. Multiplikation mit z liefert die behauptete Unglei-

im Intervall [0, z] liefert:

woraus

folgt:

chung.
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3. Beweisen Sie fiir 0 <z <y < :

siny —sinx
coty < —— < cotw .
COST — COS Y

Loésung:

Anwendung des 2. MWS der Differentialrechnung auf die Funktionen f(t) = sint

und g(¢) = cost im Intervall [x,y| liefert: Sy T SIT CO_SS = —cot& bzw.
COSY — COS T —siné

siny — sinx
Sy AmE coté mit x < £ < y. Da die Funktion cot ¢ monoton fillt, ergibt
COST — COSY

sich die behauptete Ungleichung.

. Fiir eine auf [xq, 5] stetige und auf (z1, z) differenzierbare Funktion f(x) gilt der

1. MWS der Differentialrechnung;:
f(x2) — flz1) = (w9 — xl)f/(.rl +9(zy — x1)> mit 0<dv<1.

a) Zeigen Sie, dass ¢ fiir f(z) = €* nur von h := x5 — x; abhéngt.

b) Zeigen Sie, dass ¥ fiir f(x) = x? konstant ist und bestimmen Sie 9.
Losung:

zu a): Anwendung des 1. MWS liefert:

€2 — €™ = (1y — 1y)e" TP = (g5 — gp)etre? (P2,

Division durch e*! liefert:

e"27 — 1 = (1 — 11)e?@277) bzw. el — 1 = he’, woraus folgt:

ﬂ:%m (eh];l) = 9(h).

zu b): Anwendung des 1. MWS liefert:
23— 22 = (1y — x1)<2(x1 +9(zy — xl))) bzw.

23— 2?2 = (1y — x1)<2x1 + 20(xg — w1)>

Division durch xy — x liefert: zo + 21 = 221 + 20(xg — 1)

DN | —

und in weiterer Folge: xg — z1 = 20(x9 — x1) bzw. schliellich: ¢ =

. Zeigen Sie fiir x > 0:

%<ln(m+\/l+x2)<x.
V14

Lo6sung:
Anwen(giung des 1. MWS auf die Funktion f(t) = In(t 4+ /1 + #2) im Intervall [0, z]
liefert:
m@+vita)-0 ToaE 1

x VI E VI

Da die Funktion

wobei 0 < & < x.

im Intervall [0, ] streng monoton fallt, gilt:

1
ive
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< 1, woraus nach Multiplikation mit = die behauptete

1 <ln(x+\/1+:z:2)
V14?2 x

Ungleichung folgt.

6. Zeigen Sie fiir x > 1:

| <JJ L
nr<———.
2 2

Losung:

x
Die zu beweisende Ungleichung ist dquivalent zu Inx — 5 + o <0.
x

t 1
Anwendung des 1. MWS auf die Funktion f(¢) = Int — 5 + o im Intervall [1, z]

liefert:
z 1 11 2
Inz —5+5—In0+35—3 :l_l_i:_l 1_1 <0
r—1 € 2 22 2 ¢ ’
S r 1 . T 1
Da x — 1 positiv ist, folgt: Inz — — + — < 0 und weiters: Inz < — — — .
2 2z 2 2z
7. Beweisen Sie fiir 0 < z < ol
2 1
R e
Losung:
Anwendung des 1. MWS auf die Funktion f(t) = e im Intervall [0,2] C [0, %)
x? 02
liefert: 73 = 2§e§2. Die Funktion 25652 ist monoton wachsend. Daher gilt:
e.’L‘

= 25@52 < 2z¢® und weiters: e** —1 < 222¢*’ bzw. exz(l —22?) < 1, woraus

x
durch Division mit 1 — 222 die behauptete Ungleichung folgt.

8. Zeigen Sie fiir x > 1:
2

1 < exr
er < ——— .
22+zx—1
Losung:
1
Anwendung des 1. MWS auf die Funktion f(¢f) = et im Intervall [1,z], z > 1
. — 1 . . 11
liefert: el., 16 = —5—2 ef mit 1 < £ < x. Wegen et > e und ? > e folgt:
1 1 s — 1 1
~ = ¢f < —— ¢+, Damit erhalten wir: = o et < ——es. Multiplikation
¢ 72 r—1 ¢2 22

. . 1 T 1 . T 1
mit x — 1 liefert: ex —e < — e= und weiters: +1) ez < e, woraus

x x2
22421
22

2

durch Multiplikation mit % die zu beweisende Ungleichung folgt.
2 +x—
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VIT—1

9. Beweisen Sie fir 0 < z < 1

1

1 S P —
to<e 1—x— 222

Losung:
Anwendung des 1. MWS auf die Funktion f(t) = e/*** im Intervall [0, z], mit
VIT—1 ot ]
&< liefert: ——— = (1426t mit 0 < € < a.
T

Die Funktion (14 2¢)e$t€” ist auf [0, ] monoton wachsend. Es gilt dann:

z4a?

1< (1429 < (14 22)e" baw. 1 < < (14 2z)e™+.

x

2

-1
Aus 1 < —— folgt die erste Ungleichung 1 + 2 < e*+”.
x

e$+z2 —1

Aus —— < (1+ 236)@9”””2 folgt nach Multiplikation mit x und Sammeln der
x

Terme mit dem Faktor e*t%”: (1—z—222)e*™” < 1 und weiters wegen 1—z—212 > 0

VIT—1 1
Vol 7o erta? o

fiir 0 < < _—
s 4 1— 2 — 222

1.14.3 Beispiele mit Losungen

1. Leiten Sie mittels des 1. Mittelwertsatzes fiir die Funktion
flxy=142)*, a>1, z>-1, 2#0

ein Analogon zur BERNOULLI-Ungleichung her.
Losung: (14 2)*> 1+ ax

1
2. Ermitteln Sie ein € € (0, 1) so, dass fiir die Funktion f(z) = v/7 — % gilt:

Losung: & = g .
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1.15 Grenzwerte, Regeln von de ’THOSPITAL

1.15.1 Grundlagen

Die Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen erscheint schwierig, wenn etwa der

f(z)

Grenzwert eines Quotienten h(x) = an einer Stelle zp bestimmt werden soll, an der

f und ¢ verschwinden oder beide unbeschréankt sind. Weitere ,schwierige* Fille, aufler
0 00
den Fillen ,—¢ | | —¢ treten im Zusammengang mit Funktionen h(z) = f(x)g(“) auf,
o)
etwa ,,1%°¢, 00, oo | 0-00“ und , 00 — 00 . Diese lassen sich aber auf die beiden
Grundfille zuriickfiihren. Insbesondere kann f(z)9®) = 9@ f@) gesetzt werden und
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion die Grenzwertbildung in den Exponenten
verschoben werden. Fiir die beiden Grundfille gelten die

Regeln von de ’THOSPITAL:
Sei —0o < a < b < oound —oo <[ < oo. Ferner seien f und g differenzierbar auf (a,b)

1
und es sei lim f(z) = [. Dann folgt aus
z—b~ g/(l’)
e lim f(z) = lim g(x) =0, oder
z—b~ z—b~

e lim f(z) = lim g(x) = +o0

z—b— T—b~

die Aussage

@ )
be* g(x) oclib* g'(x) '

Der Fall z — a™ ist analog.

Bisweilen fiihrt die einmalige Anwendung der Regeln von de 'HOSPITAL wieder nur
auf eine unbestimmte Form und kann dann bei Vorliegen aller Voraussetzungen neuerlich
angewandt werden.

1.15.2 Musterbeispiele

Im Folgenden wird mit Z signalisiert, dass an dieser Stelle eine der Regeln von de
’HOSPITAL angewendet wird. Auflerdem wird mit ,,- - -“ jeweils angedeutet, um welche
Art von unbestimmter Form es sich handelt.

1. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

s — 1 In(1 v T — sin:
(a) Tim cos T +x  (b) Tim n(l+e”) () lim sin(sin x) () Tim z—sinz
=0 In(1+ z) =00 42 a=0 T @0 z(1 — cos x)
Losung:
st — 1 - 1
(a) lim cos T +z _ 77%“ H i mnlx +1_ 1
z=0  In(1+ z) =0 S
In(1 + ¢* v 1
(b) n( + ¢ ) = ”E“ g hnl 1+76 = h € = =
T—00 x4+ 2 S r—oo ]| z—0o0 | 4 ¢ z—00 | 4 7%
() lim sin(sin x) _ 0 Hy cos(sin ) cos © _q
z—0 T z—0 1
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. H . H . sinz
(d) lim ——— = %“ = lim = ,,%“ =lim——=
z—=0 28inx + x cosx

Ccos T 1

2. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

. cos(2x) —cosx . sin 2x 1 1 . zlnzx
(a) lim ()—2 , (b) lim ———, (c) hm( - 7), (d) lim
z—0 sin“ x =3 COS“ X z—0 \ sinh x x R
Losung:
. cos(2z) — cosx 0w H 1. —2sin(2z) +sinz
(a) lim ————— = »p = lim - =
z—0 sin“ x z—0 2sinx cosx
—4sinzcosx + sinx . —4cosz+1 3
lim ; =lim— = —— .
=0 2sinx cosx z=0  2cosx 2
. sin(2x H 2 cos(2x
(b) lim (2 ) = ,7%“ = lin # = +o00.
eI~ Cos8*T —>g —2sinx cosx
) 1 1 r —sinhz H . 1 —coshz
0«
(¢) lim ( — ——)=,00-00"=lm——7—=t“=lim——— =
z—0 \sinhx x z—0 gxsinhz x—0 sinh x + x cosh z
—sinhx
77% = lim =0
z—0 2 cosh x + x sinh x
1
zlnz H Inxz+1 H .. =
(d) lim ——=,2“= lim ——— =, 2“ = lim £ =0.
z—oo p2 — 1 o] T—00 20 o] z—00 9

3. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

r—/(z—a)(v - b):|a (c) lim (e —1)*, (d) lim (sin x)tene,

z—0+ =%

(a) lim 7, (b) lim

Tr—00 Tr—r0o0

Losung:

(a) lim rv = hm e’ . Wir ziehen die Grenzwertbildung in den Exponenten. Es

T—00
gilt:
Inx H oo oz . 1
lim — = ,2“=lim £ =0 = lim = = 1.
T—00 o r—00 | T—00
2 (z— -b
(b) lim (x —a)(xz —b) } = lim = (r—a)(@—b) =
_ (a+b)x — ab ‘ (a+b)— 2 a+b
=2, = =3
slie -2 (1-2) | 1+/(1-9)(1-2)

(¢) lim (¢* —1)® = lim "™ =Y Wir zichen die Grenzwertbildung in den Ex-

z—0t z—0t

ponenten. Es gilt:

T
In(e* —1 H - —z2e”
. 1 .
lim zln(e® —1) = ,0- 00" = ¥ =,2¢ = lim == = lim =
z—0+ pm > =0t — =5 z—0+t e¥ — 1

z—0F z—0t e — 1 z—0t e — 1

2 2
2
=— ( lim ex> <lim * > =1 lm — = ot A jim = = .
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Insgesamt folgt dann: lim (e® — 1)* = 1.
z—0t

(d) lim (sinz)®® = lim e™**M6En2)  Wir gichen die Grenzwertbildung in den
=5 =5

Exponenten. Es gilt:

In(sin z H o2

lim tanzIn(sinz) = lim In(sin z) =,0¢= lim =g —
o e Ao _ 1

T3 T3 cotx T—5 sinZz

= — lim coszsinz =0 = lim (sinz)™* = 1.

= =
:t*}z 1’%2

4. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

: 1 , 1 1 1 1
(a)wlggomn(lJrE)? (b);%<ew—1_5)7 (C)iﬂ<@_x—1>'

Losung:
1 1 In(1 T
(a) Setze x = — = lim z In (1 + 7> = lim In(1 +u) =, 2« iy w
u T—00 T u—0 U u—0
1 1 1—e€" 1—e€"
I R T ) e
e=0\e* —1 «x =0 z(e? — 1) =0 e® — 1 + xe®
. —e 1
=lm-—=——.
z—0 2% + xe® 2
1 1 —-1-1 J—_
(¢) lim (— - 7) = lim ~ "% _ e 2 lim — o =
e=1\lnz -1 a1 (x —1)Inx e=llng + *=
z—1 1 1

Il

m-— = 1
s—lgxlne+xz—1

m-— = — .
z—1lnz+1+1 2

0«
90
5. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 —4/cos V1 -1 x tanh
(a) lim sy (b) lim L7 (c) lilgl+ V1+sinhz, (d) lim rane
X xT— x

x%Ol—COS\/E’ z—0 S504/1T— 22— 1"
Losung:
sinz .
. 1—/cosz 0w H 1. 2jcosz 1. Vasinz
(a) lim ————7x% = ¢ = lim = = lim : =
©=0 1 — cos /T 250 51211\%5 @=0 \/cos T sin /T
xr
. 1 . Tsinx . Tsinx L H
0«
= | lim lim —— | = lim —— = wo =
©—=0 \Jeosx ) \a—=0 sin/z a=0 sin+/x
sinx . .
2ﬁ+ﬁ005$ . sinx +2xcosw
= = lm— =
cos V/a 20 cos /T
24/
1
VIt z—1 H . 3l 1
(b) lim ———— =, 8“ = lim e _ -
z—0 € z—=0 1 2
. i . . . . In(1+sinhz)
(¢) lim v1+sinhz = lim (1 + sinh a:)l/z = lim e~ =
z—0t z—0t z—0t

Wir ziehen die Grenzwertbildung in den Exponenten. Es gilt:

. In(1 +sinhz) 0« H 1. 1-?;?11?1 S ;
lim ——— =, ¢“ = lim -1 = 1= hm+ 1+sinhz =e.

z—0+ x z—0+ z—0
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) xtanhx . xztanhz(v1—22+1) . tanha(v1—2241)
(d) lim = lim = lim =
=0 4/1 — g2 -1 a0 (1—2%)—1 =0 —x

tanh x tanl
S <1iH(l)(\/1 — 22 4 1)> lim( anlz) — 9 iy AT 0 H
z—>

z—0 €T z—0 €T

= —92lim cosh? & E—)
z—0 1 ’

6. Gegeben sei die Funktion
f(z) = V3zt — 222 + 1 — (az? +5).

Bestimmen Sie o, 3 € R so, dass gilt: xlg& f(z)=0.

Losung:
Erweiterung mit v/3z* — 222 + 1 + (aa? + ) fiihrt zu:

32! —22° 4+ 1) — (a2® + B)° 53— a?)z? - 2(1 -
lim f(x)= lim (3z 2+ 1) — (ax® + ) — lim (3—a?)x (1+aB)+ % .

T—00 ° T—00 1/31-4721,24,14,(0[1.24,[3) T—00 /3_3%2""3%4 (a+lﬁ2)

Damit dieser Grenzwert Null wird, muss gelten: o? = 3 und 1 + a8 = 0. Da « nur
1

7

4
7. Berechnen Sie: lim ( + 1 ) .

positiv sein kann, folgt: @ = v/3 und g = —

e-1\z2 —-2x -3 x+1

Losung:

. 4 1 . A+ 1)+ (x4 1)(x—3)
1 = —o0“ =1 =
zl>11—11<x2—2x—3+x+1> A (x —3)(z + 1)2

) 1
= lim =——.

z——1gx —3 4

8. Berechnen Sie: lim (a + cos <b>> ., a,beR.
T—r00 x x

Losung:
1 . fa n\" . Lu . Inautcos(buw)
Setze x = — = lim | — 4+ cos <7) = lim (au + cos(bu)) =lime u
u r—o0 \ o x u—0 u—0
Wir ziehen die Grenzwertbildung in den Exponenten. Es gilt:
a—bsin(bu) T
1 b au-cos(ou . b
L et ) D e SN (a 4 cos ()) e
u—0 U u—0 1 T—00 \ 1 x
1.15.3 Beispiele mit Losungen
1. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
. sin(ax) — ax (1) —e . 2?2
lim ————— b#0, b)lim-——— —_——
) lim sin(bz) — bx 4,670, b) liy x ’ ) lim (14 z)?’
2In(1 22 2sinh z — tanh
d) lim nltz)+e * , e)lim . , f) lim (3 — 52)'/® .
z—0 3 z—0 et —1 T—00
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Losungen:
DS, b) -5, 92 ), ol f)e

2. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

1 1
ot (M- ) ) ) i (1 s
; 1 Vi . x—sinhz . \/a
) Jim (=-pnrm ) 9mTE . D Jimie+a)’,

V1 + xsinhz — cosh § tanh x — sinh z

li h) li tx)” i) li
. a (Sinh %)2 W mg&(co )" i) 290 r — sinh x
Losungen:
a) 07 b) €, C) 17 d) 07 e) 7%7 f) 6%7 g) %7 h) 17 1) 3.

3. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
e — 2" +1

1 : i a2 2/ : \sinz
a) lim cos(3z) — 2cos(2x) + cosx b) lim <1 sinh I) > <) IIE(IJI‘*' (cot )
-1- V142 tan 2 1—ev®
d) lim x‘—|—2 e , e) lim <2 — E) ’ , f) lim .76 ’
=0 sinh® z z—a a 250+ sinh /o
1+zIn(1 — cosh T+ 1\V" 1\*
g) lim +21n( jm CoSLT , h) lim <T+ ) ) i) lim (az—!— ) .
z—0 er” — 1 z—=oo \ ¢ — 1 z—oo \ x — 1
Losungen:
a) _17 b) 62a C) 17 d) _%a C) 62/Tr7 f) _1a g) %7 h) 17 1) 62'

4. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

2

inh 2 —2coshzx 2 2\*
a) lim rSmhr 4 oS T , b) lim (1 + e‘z>2 , ¢) lim (cos 7> ,
z—0 [In(1+ z))? 2500 T—500 7
. ™ : - : x\sin
W i (3 ) tan o lm Ty D Mm -2,
1+22-V1 2
g) lim tr - e , h) lim(e* — 52)Y% | 1) lim (Inz)® ' .
z—0 rsinx z—0 r—1t

Lésungen:
a)0, b)1, ¢ %, d) -1, e -2, )1, g3, h) % il

5. Berechnen Sie den Grenzwert der Funktion fir z — 1 :

T

2
sin Tx

tan
y=(r—1)°

Welchen Wert haben die Ableitungen ¢y’ und y” an der Stelle x = 17
2

Lésungen: y(1) = — ,
7r
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6. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

x
3 en
: tanx : T —2 L tan 5+
a) ;g%(cot x)tnE b) lim (x n 1) , c) Zl_l)n_12(x +2) T
1— 2 1 cot x T __
d) lim - ) e) lim < ) , f) lim ’ r7
z=0 rsinx z—0 \cosx 1% —1
z? — 1’ n cosr tanz
. . (m+1) . . o
g) ;g% ln(l + (132)’ h) m£%1+ v ' 1) ;LII%) ( 2 3 ) ’

tanx 1 1 -
. li o halld K 1 1 li T —x\e —1.
j) e V1+cosz’ ) fargy <sinx + In(1 — x)) > 1) xi%h(e )

Losungen: a)1, b)e 23 ¢)1, d)—1, e)1, £)o0,

g) 1, h)1, i) —%, i) =2, k) % 1) 1.
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1.16 Satz von TAYLOR, TAYLOR-Reihen

1.16.1 Grundlagen

e Satz von TAYLOR:
Sei I ein beliebiges Intervall, f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf
I und sei xg ein innerer Punkt von /. Dann gilt:

— Vx € I ldsst sich f durch die TAYLOR’sche Formel mit dem Entwicklungspunkt
x darstellen:

n (v) Zo
flx) = Zfi()(a:—xo)” + Ru(z,z0) |-

= V! _—
Restglied

Taylorpolynom T,,(x, zo)

— Fiir das Restglied R, (x,zo) gilt nach LAGRANGE:
fr(E)

Rn(x,l’o) = m(ﬂf — xo)n+1 ,

wobei: g < £ < x bzw. z < £ < xp, oder in Standardschreibweise:

SO (@ + 9(x — x0))
(n+1)!

R, (%, 20) = (x—x)"™, 0<¥<1].

e TAYLOR-Reihe:
Sei f beliebig oft differenzierbar auf I. Dann lésst sich f an der Stelle x € I genau

oo £(¥) (g
dann durch die TAYLOR-Reihe fi('lo)(x — 20)” mit dem Entwicklungspunkt
v

v=0
xg darstellen, wenn gilt:

lim R,(z,2¢) =0.

n—oo

1.16.2 Musterbeispiele
1. Gegeben ist die Funktion
x
flz) = -5 +1In(1+e%) .
a) Ermitteln Sie das TAYLOR-Polynom T(z, 0).
b) Zeigen Sie, dass die TAYLOR-Reihe von f nur gerade Glieder enthélt.

Losung:
a) TAYLOR-Polynom:

Ty(z,0) = f(0) + f’l('o) T+ fl;(,o) 2? + f’;('o) z® + f”;fo) o' mit f(0) =In2.

Ferner gilt:
1 e’

f@) = _§+ 1+4e*
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T 2z
1 _ ¢ o € 1 _ 1 _ 1 _ =
o =re~agrep >/ 0=3-1"1
- e’ 3e%® 2¢e3 " 1 3 1
P = e~ Grer tazeyp 2/ W=371%3
. e’ Te 12e32 Get® - 1
= - — — [0)
f ((E) 1+ ev (1 + ex)2 + (1 +ex)3 (1 + eac)4 f ( ) 8
Damit folgt:
R
T, =ln24+———|.
1(@,0) =2+ 35— 75

b) Durch Umformen erhalten wir:
f(z) =—In(e2) + In(l +€°) =1n ( —|—£e
ez

Damit ist aber f offensichtlich eine gerade Funktion und ihre TAYLOR-Reihe ent-
hélt nur gerade z-Potenzen.

) =1In (6% + 67%) = In(2cosh ).

Gegeben ist die Funktion

fla) =¥
Ermitteln Sie das TAYLOR-Polynom Ty(zx, 1).
Losung:
() /(M) ) ()

Tz, 1) = f(1) +
mit f(1) =e.
Ferner gilt:

£(x) = 2(1 = 2)e = — f1(1) = 0.

fl(x) = =2 AL — 2™ = [(1) = —2e.

(x) = —12(1 — x)em—z? +8(1 - x)3€21'—12 — (1) =0.

() = 12650 _ 48(1 — 2)? + 16(1 — a)led+* —s (1) = 12c,
Damit folgt:

T (x—1)+ 51 (x—1)*+ i (x — 1)+ m (x —1)*

Ty(z,1) =e—e(z—1)*+ g(x —1)*.

Gegeben ist die Funktion
f(2) = In(1 + 30%) .

Ermitteln Sie die TAYLOR-Polynome T3(x, 1) und T3(z, 0).

Losung:
Es gilt:
f(x) =In(1+ 32%) = f(1) =In4 bzw. f(0) = 0.
oy 0% iy 3 sw. F1(0) —
f(=L)71+3x2:>f(1)72 bzw. f'(0) = 0.
g 6—18z7 vy 3 i
F(a) = —36x(1 + 32*) — (6 — 182%)12x e (1) = 0 baw. F(0) = 0.

(14 322)3
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Damit folgt:

3 3
T3(z, 1) :ln4+§(3§—1) - g(r— 1)? bzw. Ts(x,0) = 322 .
4. Gegeben ist die Funktion
(@) T+ 2
T)=-——.
1+ 22

Ermitteln Sie das TAYLOR-Polynom T3(z, —2) und berechnen Sie damit ndherungs-
weise f(—1.9).

Losung:

f@) = = ) =0

f(x) = m = f'(-2) = %

) = 2 +(112fx§)§ TS =

() = —62% — 483(7? t ?;6;;5 +482 — 6 L prg) = %65 .

Damit folgt:

Ts(z,—2) = 1(a: +2) + i(.r +2)? + 2(1’ +2)*].

5 25 125
Speziell fiir x = —1.9 folgt:
01 4 11
T3(—1.9,-2) = = + % 0.01 + o5 0.001 = 0.021688 , d.h. f(—1.9) ~ 0.021688.

Zum Vergleich: Mit dem Taschenrechner folgt: f(—1.9) & 0.021691974. ..

5. Entwickeln Sie die Funktion

x
f) = -
in eine TAYLOR-Reihe mit der Entwicklungsmitte xq = 0.
Losung:
/ " (n)
Es gilt: f(z) = f(0) + fl('O) T+ f2('0) 2+t ! nl(O) " +---  und ferner:
r+1-1
= — = — 1 _ =
(a) — b = ()= 0
/ 1 / _
1-2
1! — 1! — 2'
F'@) = = 10
1-2-3
111 — n O — _3! .
F@) = ~ g = 10)

Damit dréngt sich fiir n > 2 die folgende Vermutung auf:
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() n__ 0 (n) -
/ (ar)z(—l)m F(0) = (=1)™n! .

Der Beweis kann mittels vollsténdiger Induktion gefithrt werden.
Insgesamt ergibt sich dann:

fx) = — > (=
n=2
Bemerkung:
Eine weiterfithrende Umformung von f(z) ergibt:
r+1-1 1 (=1 (z+1)+1 x2
) e e - _
@) = 142 v +1+x 142 1+z
Die TAYLOR-Reihe der Funktion g(z) := T ist bekanntlich Y (—1)*2*, woraus
z k=0

durch Multiplikation mit 2% die TAYLOR-Reihe fiir f(z) folgt.

Entwickeln Sie die Funktion f(x) = In(z — 2?) in eine TAYLOR-Reihe mit der Ent-
wicklungsmitte xg = % Untersuchen Sie ferner, ob die TAYLOR-Reihe f(z) an der
Stelle z = % darstellt.

Losung:

Es gilt: f(x):f(0)+%?>x+%(!o>x2+...+ .

f@)=Inz+In(l—z) = f(})=2In{=-2n2

@) =s- =1 (5) =0
Y

" 1.2 1-2 " 1
o=~ =/ (3)="

0 .,

z" +---  und ferner:

x

F () = (-1 @;)! - ((;:;))i — s (5) = [
Damit folgt:

f) = —2m2+ 3 [y -1 g Sl DY

v=1 p=1 H

Bekanntlich stellt die TAYLOR-Reihe die Funktion f(z) an einer Stelle z; dar, wenn
die Folge der Restglieder {R,(x1,20)} eine Nullfolge ist. Das Restglied R, (z, o)
nach LAGRANGE hat im vorliegenden Fall die Gestalt:

Ru(z,1) = {(—1)”+2 n! _ n! } (z = 5"
e T 9G—DF BHoe-F) (e
Speziell fir z = i folgt dann:
11y ([ q\yn+2 n! _ n! = )nﬂ(%)nﬂ
mdod) = [0 g ) | <
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1 1 (1)n+1 (l)n-kl 1 1
<nl — 4+ 4 2N 4 4n) 24 <<1+—>7<
- [|§+§\" B |}( +1)'—( )n+1 - 20) 4n+1) —

1
< —— —0fi — 0.
_2(n+1) ur n 00

Daher stellt die TAYLOR-Reihe die Funktion f an der Stelle z = i dar.

7. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = L?)Q an der Stelle zp = 0 in eine

22— 1 —
TAYLOR-Reihe.
Fir welche x € R stellt die TAYLOR-Reihe die Funktion dar?

Loésung:

Die im Satz von TAYLOR auftretenden Ableitungen von f sind in der vorliegenden
Form nicht allgemein in einfacher Weise ermittelbar. Da f eine rationale Funktion
ist, kann sie in Partialbriiche zerlegt werden. Falls dabei die Nullstellen des Nenners

alle einfach sind, treten in der Partialbruchzerlegung nur Terme der Form
T —a
auf, fiir die alle Ableitungen einfach darstellbar sind.

Dann gilt:
@) = r+3 z+3 o5 121
C2—r-2 (r—-2)(z+1) 32x-2 3z+1’
5 1 2 1 5 1-2 2 1-2
/ _ 2 £ 1" _ 2 _Z
@) == e Y 3wy @) =3 = "3y
und in weiterer Folge:
5 vl 2 !
() = = (=1)" 1) b
@) =3V e — 3 gy P
5(=1) vl 2
M) = = (=1
100 =S E - Sy,
woraus folgt'
N DI ol (e O
=— —x - - =— —(— ¥ .
— 3= 62”

Da die TAYLOR-Reihe fiir jedes (feste) x mit |x| > 1 divergiert, weil die Reihen-
glieder keine Nullfolge bilden, betrachten wir im Folgenden nur den Fall « € (—1,1).
Wir verwenden die Restgliedformel von CAUCHY:

forn (5(50 +J(z — «76’0))

n!

R, (7, z0) = (1 —9)"(z — x0)"™,  d.h. speziell:

5. g1 (nt1 2 o (D NA-0)
R"(x’o):< . 1)+W_3(_1>+ (19(;1;+1))"+2)( n!)”““+ ‘

3
n+1 2 n+1
1—9)"|z| <
<3|2ﬁxw+2 314§xn+2>( )"l <

n+1 ) n—+1 1—9
< 1_ n TL:
S @ gfapyrz O u—ﬁuw<1—ﬂx

| Bn(, 0)]

) |z|* — 0.
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1 — x|
TAYLOR-Reihe stellt die Funktion im Intervall (—1,1) dar.

Aufgabe:
Ermitteln Sie die Reihenentwicklung von f(x) unter Verwendung der geometrischen
Reihe.

Wegen 0 <

< 1 und |z| < 1 bilden die Restglieder eine Nullfolge, d.h. die

8. Berechnen Sie mittels einer geeigneten Reihenentwicklung /10 auf 2 Nachkomma-
stellen genau.
Losung:
Es kann die Binomialreihe benutzt werden:

[ 10— a2
V10 = /a? + (10 — a?) = ay/1 + 0 5 ¢ , wobei a so gewéhlt werden soll, dass
a

10 — a®
L < 1gilt.
a
1 11 11

=3: Damit folgt: V10 =34/14+-~3(1+=-=-—-—) =3.1620...
“ it o V' 9 (+29 881)
Dabei wurde mit dem TAYLOR-Polynom T5(z,0) fiir die Funktion f(z) =1+«

"
0

approximiert. Der Fehler kann mit dem Restglied Ry(x,0) = % 2% abgeschiitzt

werden. Es gilt mit z = %:

1 3 ap < L1

=2 < — =
6 8(y/1 + vz)> 16 92

male Approximationsfehler 0.00231... folgt. D.h. aber, dass die Ndherung mit dem
2. TAYLOR-Polynom bereits die geforderte Genauigkeit aufweist.

|Ra(x,0) ~ 0.000771..., woraus insgesamt der maxi-

Bemerkung:
Mit der Wahl von a = 3.1 hitte bereits eine Approximation mit dem ersten TAYLOR-
Polynom ausgereicht.

1.16.3 Beispiele mit Losungen

1. Bestimmen Sie das 5-te TAYLOR-Polynom von f(x) = tanz an der Stelle o =0 .

(Hinweis: Beniitzen Sie fiir y = tan deie Gleichung ¢/ =1+ 32 ).
2

Lésung: Ts(z,0) =z + 5 + 175135‘
2. Approximieren Sie die Funktion f(z) = cos(sinz) durch das TAYLOR-Polynom
vom Grad 4.
Lo i1 T
osung: f(z) ~ TR

3. Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom Ty(z, 1) der Funktion

flz)=In(l+1nz) .

Losung: Ty(z,1) = (x — 1) — (z — 1)* + g (x—1)% == (z — 1)~
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Gegeben ist die Funktion f(z) = e**V®. Zeigen Sie, dass das TAYLOR-Polynom
T3(x,1) die Funktion f(z) an der Stelle z = 1.1 auf 3 Dezimalen genau approximiert.

Lsung: gwgyu£@+g@—1mwx—n%F1@—nﬁ.
T3(1.1,1) = 8.574537787..., f(1.1) = 8.574638614... (mittels Taschenrechner).

Fiir kleinere Betridge von x benutzen Techniker oft die Ndherung:
1+2)*~1+ar, a€R.
Schitzen Sie fiir folgende o den Fehler im Bereich || < 1072 ab:

a)fal<1, ba=1, c)a=-3.

Losungen: a) |Ry(z)| <11-107°, b) |Ry(z)] <13-1075, ¢) |Ry(z)] <39-107C.

Approximieren Sie die Funktion f(x) = 1+ 2 sinz? durch das dritte TAYLOR sche
Polynom.
Losung: f(z) ~ 1+ 2°.

Entwickeln Sie die folgenden Funktionen an den angegebenen Stellen z( in eine
TAYLOR-Reihe:

(@) fo) =~ mo=-2; (b) flx)=10"%  25=0.

x
Fiir welche z € R stellen die TAYLOR-Reihen die jeweilige Funktion dar ?
Losungen: (a) f(x) = — };) ST (x4 2)F fir —4 <z <0.

(0) ) = 3 LSRN

k=0

=* fiir z € R.

1
Entwickeln die Funktion f(z) = — an der Stelle 2o = 3 in eine TAYLOR-Reihe und
x

bestimmen Sie ihren Konvergenzbereich. Wieviele Glieder dieser Reihe benétigt
man, um den Funktionswert an der Stelle o = 4 bis auf einen Fehler < 0,005
zu berechnen?

Losung: f(z) =) ) (x=3)"; 0<z<6, b5 Glieder.
n=0

(-1
3n+1

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = e 4+ e~ + 2cosz an der Stelle 2y = 0 in eine
TAYLOR-Reihe.

oo x4n
Losung: f(z) =4 -
n=0 :

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 2e*sinhz um x5 = 0 in eine TAYLOR-Reihe.

o0 2 n
Losung:  f(z) = @ .
= nl
: S : r+3 o
Entwickeln Sie die Funktion f(zr) = In (5 ) an der Stelle zp = 0 in eine
—x

TAYLOR-Reihe.
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-k 1 k
Losung: f(z) =In— +Z< o 5k>g;

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = (1+x)e” an der Stelle g = —1 in eine TAYLOR-
Reihe und zeigen Sie, dass diese fiir alle z € R die Funktion darstellt.

. 1 X (x+1)"
Losung: (14 x)e” ; > ((n— 1))' .
n=1 :

Bestimmen Sie die TAYLOR-Entwicklung der Funktion f(z) = 2! + 22% — 522 + 3
um den Entwicklungspunkt zo = —1.

Losung: f(z) = =3+ 12(x +1) = 5(x +1)> = 2(z + 1)* + (z + 1)~

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = cos <x + %) an der Stelle zp = 0 in eine

Potenzreihe und bestimme ihren Konvergenzradius.

n

Losung: f(x Z % ., R=oo0.

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 2®Inz?® an der Stelle o = 1 in eine TAYLOR-
Reihe.

Losung:
fl@)=3(z=1)+ 125 (x—1)%+ 121 (x—1)°+18 Z(—mw

n=4

o (x—1)".
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1.17 Fixpunkte und Nullstellen

1.17.1 Grundlagen

e Eine Abbildung f : [a,b] — R heifit innere Abbildung oder Selbstabbildung des
Intervalls [a,b], wenn gilt: f([a,b]) C [a, b].

e Sei f eine innere Abbildung eines Intervalls [a,b]. £ € [a,b] heiBt Fixpunkt von f,
wenn gilt: f(§) = ¢&.

e Sei X € D(f) CRund f: X — R. f heiit auf X kontrahierende Abbildung, wenn
es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle z,y € X gilt:

[f (@) = fW)l < gle—yl.
Bemerkung: Die Kontraktionsbedingung ist eine LIPSCHITZ-Bedingung.

o Kontraktionssatz:
Eine kontrahierende Selbstabbildung f des Intervalls [a, b] besitzt genau einen Fix-
punkt £. Dieser Fixpunkt ist Grenzwert der Iterationsfolge {z,} : xn1 = f(2n),
xo € [a,b] beliebig. Ferner gilt die Fehlerabschitzung

q”L

—_rl<
€=l <

|.1§’1 - $0| 5

mit der LIPSCHITZ-Konstanten ¢, ¢ < 1.

o NEWTON-Iteration:
Sei f € C?[a,b] und es gelte:
(i) f besitzt in [a, b] eine Nullstelle.
(i) f'(x) #0 in ganz [a,b], d.h. f(z) ist streng monoton auf [a, b].
(iii) f ist in [a, b] konvex oder konkav.

f(x)

(iv) Fir g(x) :=x — 70)

gelte: g(a) € [a,b] und g(b) € [a,b].
Dann folgt:

1. Fiir gy € [a, ] beliebig liegen alle z,, gemis

T I T )
n

in [a, b] und die Folge {z,} konvergiert monoton gegen ¢&.
2. Bezeichne: m = I[Ilibl]l |f/(x)| und M = max |f”(x)|. Dann liisst sich der Fehler

nach n Tterationsschritten abschitzen:

M
€= 2l £ 5 fom — s
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1.17.2 Musterbeispiele
1. Zeigen Sie, dass die Funktion

T—y1-x
Sy = T
auf dem Intervall [0,1] genau eine Nullstelle besitzt und berechnen Sie dieselbe.
Losung:
f(x) ist auf [0,1] stetig und es gilt: f(0) = —1 <0, f(1) =4 >0.
Nach dem Nullstellensatz von BOLZANO besitzt dann f(x) eine Nullstelle in (0, 1),
dh. 3£€(0,1): f(&§) =0.

(1+ﬁ)(l+x)—x+m:

Weiters ist die Funktion f(z) wegen f'(z) =

(14 2)?
2+ m)l—a+l4+a 20yl —2+2-2r 2y/l-aw+3—x

2+ 2VI—z Sy

monoton wachsend und damit injektiv bzw. bijektiv, d.h. es gibt nur eine Nullstelle.

f(x) besitzt genau dann eine Nullstelle, wenn gilt: = = /1 — x.
Durch Quadrieren erhalten wir: 22 = 1 — z. Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

—-1++5 —-1++5 V5 —1

5 Wovonnur z; = 5 im Intervall [0, 1] liegt, d.h. £ = 5

Ty2 =

2. Zeigen Sie, dass = 1 die einzige Nullstelle der Funktion f(z) = zlnz — 1 4 x ist.
Losung:

1 1
Wegen f'(z) =Inz +2 =0 falls # = — und f"(z) = ~ > 0, insbesondere auch fiir
e x
1
z = —;, liegt dort ein (das einzige) Minimum der Funktion vor.
e
1 1 1
Wegen lim f(z) = -1, f (—2> = —1— — und weil f(z) auf (07 —2> monoton fallt
x—0 e e €

(f'(z) ist dort negativ), liegt in diesem Intervall keine Nullstelle vor. Fiir x > — ist

e
f(z) monoton wachsend und kann daher dort hochstens eine Nullstelle besitzen.
3. Gegeben ist die Funktion
f(x) =643z — 62° +2° .

a) Zeigen Sie, dass f(z) im Intervall (1,3) genau eine Nullstelle besitzt.

b) Zeigen Sie ferner, dass f(z) zwei weitere reelle Nullstellen hat.

Losung:

zu a): f(x) ist stetig und es gilt: f(1) =4 > 0 und f(3) = —12 < 0. Dann besitzt
aber f(z) nach dem Nullstellensatz von BOLZANO im Intervall (1,3) mindestens
eine Nullstelle. Wegen f'(z) = 3 — 122+ 32? = 3[(z — 2)* — 3] < 0 in (1, 3), ist f(z)
dort monoton fallend und kann daher hochstens einmal den Wert 0 annehmen, d.h.
es gibt in (1, 3) genau eine Nullstelle.

zu b): Wegen f(3) = —12 < 0 und f(6) = 24 > 0 besitzt f(z) in (3,6) mindestens
eine Nullstelle. (BOLZANO) Ferner besitzt f(x) wegen f(—1) = —4 < 0 und

f(1) =4 > 0 im Intervall (—1,1) mindestens eine Nullstelle.

Da aber f(z) ein Polynom 3. Grades ist, gibt es nur diese 3 Nullstellen.
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4. Bestimmen Sie mit Hilfe des NEWTON ’schen Néherungsverfahrens (2 Schritte) die
Nullstellen der Funktion

fla)=Va?—z+1 fir z>1.

Losung:
2
Es gilt: f'(z) = 30 1 <0 firz > 1, dh. f(z) ist auf [1, 00] streng monoton
T
wachsend. Wegen f(2) ~ 0.587 > 0 und f(4) = —0.48 < 0 besitzt dann f(z) nach
dem Nullstellensatz von BOLZANO eine (und wegen f’(z) > 0 nur eine) Nullstelle.
2
Weiters gilt: f/(z) = ——~= < 0, d.h. f(x) ist konkav.
bt () =~ 2= <0, J (0
3 2 1
Fiir die Funktion g(z) := x— f/(m) =x— \/3?2 s gilt: g(2) ~ 3.247 € (2,4) und
f (l’) 3z 1
g(4) ~ 3.172 € (2,4) Damit sind alle Voraussetzungen fiir die NEWTON-Iteration
erfillt. Als Startwert wahlen wir xy = 3. Aus der Rekursionsformel

fan) _ el

Tnl = Tn = 7y = Tn —
! B A N

erhalten wir z; = 3.148921..., x5 = 3.147899...

5. Gegeben ist die Gleichung
50 1
3 (x—3)2°

Zeigen Sie, dass diese Gleichung im Intervall (4,5) genau eine Losung besitzt und
berechnen Sie letztere ndherungsweise bis auf mindestens 5 Nachkommastellen genau.
Loésung:

1
Auf dem Intervall [4, 5] gilt: 2—2 = oo = 50(x — 3)? = 2%
Die gestellte Aufgabe ist daher dquivalent mit dem Nachweis, dass die Funktion
f(x) :=50(z—3)%—2? in (4,5) nur eine Nullstelle besitzt. Wegen f(4) = 50—64 < 0
und f(5) = 200 — 125 > 0 besitzt die stetige Funktion f(x) auf dem Intervall (4,5)
nach dem Nullstellensatz von BOLZANO mindestens eine Nullstelle.

1600 502
Amfmm:1%@—3)—&9:—&ﬁ+1mx—mm:4§——3(x—§) >

<(4-32)2

=952>0

1600 3 <_§>2 _ 1600 3(38)2 1600 — (38)*
3 3) 3 9 3
folgt, dass f(x) auf (4,5) monoton wéchst und daher hochstens eine Nullstelle be-
sitzen kann.

Damit ist die Existenz genau einer Losung der gegebenen Gleichung bewiesen.

Zur niaherungsweisen Berechnung der Nullstelle der Funktion f(z) verwenden wir
das NEWTON’sche Verfahren, wobei wir zunéchst die Voraussetzungen iiberpriifen
miissen:

a) f(z) besitzt eine Nullstelle im Intervall (4,5).

b) f(z) #01in (4,5), d.h. f(x) ist monoton in (4,5).
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c) Wegen f"(x) =100 — 9z ist f”(x) > 0in (4,5), d.h. f(z) ist dort konvex.
d) Fiir g(z) := 2z — JJ;((?) gilt: g(4) =4+ % € [4,5] und ¢g(5) =5 — g € [4,5]
Alle Voraussetzungen sind damit erfiillt. Als Startwert x; wéhlen wir 4.5. Aus der
Rekursionsformel
= f(zn)
T )
erhalten wir x5 = 4.260504202..., x3 = 4.231070294..., z, = 4.230605317... .

M
Fiir die Fehlerabschitzung gilt die Formel: | — z,,| < % [
m

. o " R /
wobei M = n[iaﬁdf ()] und m = min |f'(x)].

)

Im vorliegenden Fall ist M = Iﬁa%{ [100 — 62| = 100 — 24 = 76. Zur Ermittlung von

m beniitzen wir die Eigenschaft der Montonie von f’(z) - f(x) ist ja konvex - und
erhalten damit: m = |f’(4)| = 100 — 48 = 52. Ferner ist |4 — z3| = 0.87623.107%,

woraus die Fehlerabschitzung [ — z4] < 01 |24 — x3]* = 0.56...107° folgt. Damit

ist aber mit der Ndherung x4 die vorgegebene Genauigkeit bereits erreicht.
Somit: € & 4.230605... .

Ermitteln Sie die Anzahl der Iterationsschritte bei der Bestimmung der Nullstellen
der Funktion f(x) = tanz + x — 1 unter Verwendung des Kontraktionssatzes im

Intervall I = (O, g) , wenn das Ergebnis auf 4 Nachkommastellen genau sein soll.

Losung: .

. / _
tanz+2r—1=0 <= gz =arctan(l —z) =:g(z). |¢(2) = e <1,
wobei die Gleichheit nur in z = 1 gilt. => g(z) ist kontrahierend z. B. in [0.2, 0.7]
und ist dort eine innere Abbildung.

Zpp1 = arctan(l — x,,); wihle xy = %7 == 1] = arctan% ~04636..., ...
Es liegt ,,alternierende Konvergenz* vor.

Fehlerabschétzung nach dem Kontraktionssatz:
n
1§ — x| <

| | wobe 100
X1 — X wobel = max ——————— — T
1—g"t—"ob T 02 T+ (1—2)2 100

Forderung: |¢ — x,| < 10~%:
100\"™ 9 10
Iy — 0| ~ 0.0364 —> (7) >

— 1 > 08
109 "

=109 0.0364 =

Ermitteln Sie im Intervall [ = (07 g) die Nullstellen der Funktion

flx)=tanx + 2 —1

mit Hife des Iterationsverfahrens von NEWTON.
Losung:

1
Mit f'(z) = :

082 T

+1=2+tan’z folgt ' >0= f 1.
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1
Mit f" = 2taunﬂccos2 o= 2tan z(1+tan’x) > 0 auf [0.2, 0.7] folgt: f(x) ist konvex

auf dem Intervall [0.2,0.7].
f(0.2) = —0.59..., f(0.7) = 0.54... = es gibt eine Nullstelle in [0.2, 0.7] und
wegen f'(z) > 0 ist dies die einzige auf I.
.. tanz +x —1 |
Fiir g(z) == 2 — R p—— gilt: g(0.2) =0.492... € [0.2, 0.7];
9(0.7) = 0.499. .. € [0.2, 0.7].

Damit sind alle Voraussetzungen fiir die NEWTON-Iteration erfiillt:

tanz, +x, — 1 1

Tntt =t T T 2 2 0 0T g
n

= x1 = 0.479854875 ..., xo = 0.479731011..., x5 = 0.479731007.. ..

Fehlerabschétzung:
m = min (2+tan’z) =2.041... , M = max (2 tan (1 + tan? ac)) =2.879...
[0.2,0.7] 0.2,0.7]
2.879 , 2.879 .
- < —— |y — = ———(0.00013)° =~ 10™".
— 6wl s sl - el = g )~ 10

8. Bestimmen Sie naherungsweise die kleinste Wurzel der Gleichung bx = e*. Wieviele
Wurzeln gibt es itberhaupt?

Losung:

Wir setzen f(z) := e*—5x. Wegen f’'(z) = e”—5 besitzt f(z) bei In5 ein Extremum.
Dies ist ein Minimum, da f”(x) = e* > 0 gilt. f(z) ist daher konvex. Weiters ist
dann f(z) auf I; := (—o0,Inb) streng monoton fallend und auf I := (Inb, co)
streng monoton wachsend. Mit f(—1) = e *+5 > 0 und f(In5) =5—5In5 <0
folgt: f(x) besitzt auf I; genau eine Nullstelle. Wegen f(In20) =20 —51n20 > 0
besitzt f(x) auch auf I, genau eine Nullstelle, d.h. insgesamt gibt es 2 Nullstellen.
Zur Berechnung der kleineren Nullstelle in I; wéihlen wir fiir die NEWTON-Iteration
das Teilintervall Iy = (—1,1In3). Wegen f(In3) = 3—51In3 < 0 liegt die Nullstelle in
diesem Intervall. Dort ist f(x) streng monoton fallend und konvex. Fiir die Funktion

*—5
glx) =x— ;/((i)) =x— eew — ; gilt: g(—1) = 0.159 € Iy und ¢g(In3) ~ —0.148 € I,.
Die NEWTON:-Iteration konvergiert dann gegen die gesuchte Nullstelle. Mit dem

Startwert zo = 0 folgt 7 = 0.25, x5 &~ 0.259156525, 3 ~ 0.259171101 .

9. Zeigen Sie: Die Funktion

Inz
z) =V2+—
f(x) 7
besitzt in I = [1,e] genau einen Fixpunkt £. Berechnen Sie £ auf eine Dezimale
genau.
Losung:

1
f(x) ist streng monoton wachsend. Wegen f(1) = v/2 € I und f(e) = V2 + NG

el
ist f(x) eine innere Abbildung. Seien x,2’ € I beliebig. Dann ist
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Inx Ina’ 1 |lnz—1Ina’
z) = f(@) = |V2+— V2 - —| = = z—a.
Inz —Ina’ 1
Nach dem 1. Mittelwertsatz ist Lljx = — < 1,daz* € (1,e). Dann ist aber
Tr—x T*

1 1
z) — f(2')] < —=|r — 2|, d.h. f(x) ist kontrahierend mit ¢ = —=. Daher ist
[f(z) — f(2)] \/é| | f(x) 1= 7
der Kontraktionssatz anwendbar, und die Folge {z,} : zp41 = f(z,) mit zo € [1, €]

Inx

" und dem gewéhlten
NG :
Startwert o = 2 folgt: =7 =~ 1.9043, zo ~ 1.8697, z3 ~ 1.8567, =4 =~ 1.8518,

x5~ 1.8499, d.h. £ = 1.85

beliebig, konvergiert gegen den Fixpunkt. Aus 2,4, = vV2+

1

5
7 0.0957
Fehlerabschétzung: |€ —x5| < <‘/§) |T) — 2| ® ————

Tl 4(V2-1)

= 0.05776, d.h. die erste

Dezimale ist sicher.

1.17.3 Beispiele mit Losungen

1. Berechnen Sie nidherungsweise (2 Schritte) den Schnittpunkt der beiden Kurven:

pn=a", yp=+v1-2a

Losung:
r = g(z) = V1 — 22, Startpunkt z¢ = 0.8 gewshlt, z; = 0.843..., 25 = 0.813... .
Bestimmen Sie simtliche reelle Nullstellen der Funktion f(z) = 2+ x — 5 mit Hilfe
eines Ndherungsverfahrens (3 Schritte).
Losung: Wegen f/(x) > 0 gibt es nur eine reelle Nullstelle. Newton-Iteration:

xo = 1 gewahlt, z3 =1,5164... .
Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen der Funktion

f(z)=2*4+0132° +1.132 — 1.74

durch ein Naherungsverfahren auf 2 Dezimalstellen genau.

Losung: Wegen f'(x) > 0 gibt es nur eine reelle Nullstelle. Newton-Iteration:
xo =1 gewshlt, & ~ 0.87.

Bestimmen Sie samtliche reellen Nullstellen der Funktion

flay = B2

10
durch ein Ndherungsverfahren (2 Schritte).
Losung: Wegen f' > 0 gibt es nur eine reelle Nullstelle. Newton-Iteration:
xo = —1 gewdhlt, zo = —0.598... .
Bestimmen Sie die reellen Wurzeln der Gleichung 2% + # — 1 = 0 zeichnerisch und

verbessern Sie dann die erhaltenen Werte durch ein Naherungsverfahren (2 Schritte).

Losung: Wegen f'(x) > 0 gibt es nur eine reelle Nullstelle. Newton-Iteration:
2o =0.75, 2o =0.755... .
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Beweisen Sie, dass die Funktion f(z) = €” — 2 + 2® in [0, 1] genau eine Nullstelle
besitzt. Zeigen Sie ferner, dass in [0,1] das NEWTON’sche Néherungsverfahren
anwendbar ist und berechnen Sie damit ndherungsweise (auf 4 Dezimalen genau)
die Nullstelle £ von f.

Losung: & =~ 0.5867...

1

Zeigen Sie: Die Funktion f(z) = .2 besitzt im Intervall [0, 1] genau einen Fix-
x

punkt £. Berechnen Sie ¢ auf 2 Dezimalen genau.
Losung: & =~ 0.68 .
Bestimmen Sie geniihert alle reellen Nullstellen der Funktion f(z) = 23 + 2 — 1.
Losung: Eine reelle Nullstelle & = 0.68 .
Gegeben ist die Funktion dif(z) =Inz — 1 . Skizzieren Sie den Graphen der Funk-

tion, bestimmen Sie graphisch ihre Nullstelle £ und verbessern Sie den erhaltenen
Wert durch ein geeignetes Naherungsverfahren. (3 Schritte).

Losung:  Startwert xy = 1.6, mittels Newtonverfahren £ ~ 1.7632
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1.18 Kurvendiskussion

1.18.1 Grundlagen

Der im Folgenden zusammengestellte Katalog von Untersuchungspunkten bei Kurvendiskus-
sionen erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit.

e Definitionsbereich, Stetigkeitsbereich und eventuelle stetige Erginzbarkeit.
e Symmetrieeigenschaften bzw. Periodizitit:

1. f(—z) = f(z): gerade Funktion. Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse.

2. f(—x) = —f(z): ungerade Funktion. Der Graph ist zentralsymmetrisch zum
Koordinatenursprung.

3. Es gibt eine reelle Zahl p, so dass auf ganz R gilt: f(x +p) = f(z).

Nullstellen: entweder geschlossene oder numerische Losung (z.B. Newtonverfahren).

Extremwerte:

1. Relatives Maximum: f' =0,..., f®1 =0, f& <.
2. Relatives Minimum: f' =0,..., f®*=D =0, f@» > 0.

Wendepunkte: f/ =0,..., f® =0, fC+) £,
e Tangenten: Untersuchung an besonders wichtigen Punkten.

e Differenzierbarkeit an besonders kritischen Stellen:
f/(xo) existiert nicht, f ist aber an zq stetig.

1. lim f'(z) =a, lim f'(z) =5, a# b endlich: ,Knick® in .
TTy ac~>acar

2. lim f'(x) = %00, lim+ f'(z) = Foo, unterschiedliches Vorzeichen: ,,Spitze*“
in . o

3. lim f'(z)= lim+ f'(z) = 00, Wendepunkt mit vertikaler Tangente in .

T T
e Asymptoten:

1. vertikal: lim f(z) = +o0, lim f(z) = oo,

2. Asymptoten der Form y = kx + d, falls die Grenzwerte k = lim M und

rz—+oo

d= Il_l}I:BX) ( flx) — k:.r) existieren.

e Monotonie (falls f differenzierbar):

1. monoton wachsend: f' > 0, streng monoton wachsend: f’ > 0.

2. monoton fallend: f/ <0, streng monoton fallend: f’ < 0.
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o Konvexitét (falls f zweimal differenzierbar):

1. konvex: f” >0, streng konvex: f” > 0.
2. konkav: f” <0, streng konkav: f” < 0.

e Skizze

1.18.2 Musterbeispiele
1. Gegeben ist die Funktion

x — 22

22—z —z2’

flz)= reR\{-21}.

Zeigen Sie, dass f(x) an x = 1 stetig ergénzt werden kann. Diskutieren Sie die stetig
erginzte Funktion (Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Asymptoten, Monotonie,
Wertebereich B(f), Skizze).
Losung:

(1 —x)
W = =
egen f(z) 0—o0+s) 2+z

ist f(x) an = = 1 stetig ergénzbar durch:

f(a:)=2ix=1_2ix mit‘D(f):]R\{—Q}‘undf(l):%,

Nullstellen: f(z) =0: = | N(0,0)].

Extrema: f'(z) =

m # 0 in ganz D. Daher besitzt f keine Extrema.

. 4 _
Wendepunkte: f’(z) = m # 0 in ganz D. Daher besitzt f keine Wende-
—_— x
punkte.

Asymptoten: Vertikale Asymptote © = —2 und horizontale Asymptote y = 1.

> 0 in ganz D ist f(z) monoton wachsend auf

Monotonie: Wegen f'(z) =
(—00, —2) und auf (-2, 00). .
Bildmenge: Auf (—oo, —2) nimmt f alle Werte grofler 1, und auf (—2, 00) alle Werte
kleiner 1. Damit erhalten wir fiir die Bildmenge: ‘B(f) =R\ {1} ‘ .

2
@+ a)?

2. Diskutieren Sie die Funktion
z—1
@) = x—=3Jr+4"
(Definitionsmenge, Nullstellen, absolute Extrema, Asymptoten, lir(r)l+ f'(z), Skizze).
r—r

Losung:
Definitionsbereich: Zunéchst muss gelten: & > 0. Als néchstes iiberpriifen wir, ob
dort der Nenner Null werden kann: 2 —3y/7+4 =0 = (V2 )12 = 3+/§ —4 ¢ R,

d.h. der Nenner wird nie Null. Somit: ‘D(f) ={zeR|z> 0}‘ .

Nullstellen: .
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(x—3\/5+4)—(x—1)(1—%)
(36—3\/545’4)2 ;
1
f’(z:):0<:>x—3\/5+4—x+1+§f—m:0<:>x—§0\/§+1:0:>
5 25 9 544

(\/5)1/2=§:|: 9 9= 3 d.h. 2y =9 und 2, = 5, woraus folgt:

E1(9,2)| und | Ea(5,—2)| . Da f(z) auf 2 > 1 positiv und auf 2 < 1 negativ ist

und auf x > 0 stetig und differenzierbar ist, vermuten wir, dass E; ein absolutes
Maximum und E5 ein absolutes Minimum ist.

FEi: <2 <2 —1< 2z —
1 flx) < = - 3f+4_ =z T — 6T+ 8 <=

0§x—6f+9<:>0§(\f—3) c WAL
2 r—1
Ey: f(x) > —= > _Z < 2r —
b f(z) > 7<:>x—3\f+4_ - = —Tx +7< 21— 61+ 8 =
0<97—6y/r+1+=0<(B3yVr—1)%* - wA.
Asymptoten: Wegen lim f (x) = 1ist y = 1 Asymptote.

lim f'(z) = —oo0.

T—00

Extrema: f'(z) =

[\

Diskutieren Sie die Funktion

flx)=vV1+a2—v1—2a2.

(Definitionsmenge, Symmetrie, Nullstellen, Extrema, Monotonieverhalten, Bildmenge,
hnh f'(x) und hI{l f'(x), Skizze).
T—— r—1—

Loésung:

Definitionsbereich: /1 + 22 ist fiir alle x € R definiert, aber /1 — z2 ist nur fir
—1 <z <1 definiert. = | D(f) = [-1,1]].

Symmetrie: Da z nur quadratisch vorkommt ist f(—z) = f(x), d.h. f ist eine gerade
Funktion und daher ist die y-Achse Symmetrieachse des Graphen.

Nullstellen: f(x):0<:>\/1+:r2:\/1—x2£1+x2:1—x2<:>x:0.

— [0,

Extrema: f'(z) =

(\/1—x2+\/1+x2).

>0

x v x
V1 + 2?2 * Vi—22 1+ 22V/1—22
Somit: f'(z) =0 <=z =0, also .
Monotonieverhalten: Wegen f’(z) > 0 auf (0, 1] ist f dort streng monoton wachsend
und wegen f’(z) < 0 auf [—1,0) ist f dort streng monoton fallend. Dann ist aber £
ein Minimum.

Bildmenge: Auf Grund des Monotonieverhaltens von f, der Symmetrie und der Bild-

werte f(0) =0 und f(1) = v/2 folgt: | B(f) = [0,+/2] | .

Grenzwerte der Ableitung an den Randern des Definitionsbereiches:

. — 2 2\ —
whj{l_f(a“)f 111{1_ mm(\/l x +\/1+a:)—+oo.

Analog (bzw. wegen der Symmetrie) folgt: lin%+ f(z) = —c0.
T——
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4. Diskutieren Sie die Funktion
1—=x

flz)=x e

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonieverhalten, Asymptoten, Bild-
menge, lim f'(z), Skizze).
r—1—

Losung:

1—

Definitionsbereich: x € D(f) <= # >0<= 2z € (-1,1],dh. | D(f) = (-1,1]|
x

Nullstellen: f(z) =0 <= 2 =0 oder z =1, d.h. ‘N1(07 0)|,|N2(1,0) ‘ .

)

. ! — — e = —~ - -
Extrema.f(.r)ﬁ"‘x 9 /== \l+ux VI—xz(1+x)3?

1+x
C(A+x)l-z)—z  1—z—2a?
VI Tzl +a)¥?’
1 1 —1£+V5 —v5—1
f/(l'):0@$2+$—1:0:>5C1/2:—§j: Z‘i‘l:T\/»(L‘z:T

-1 -1
liegt nicht im Definitionsbereich. Somit: | <\/52 ) \/52 V5 — 2)

Monotonieverhalten: Wegen f'(xz) > 0 auf (-1, ‘/5’1) ist f dort streng monoton

2
V3-L 1) ist f dort streng monoton fallend.

wachsend und wegen f'(z) < 0 auf (

Dann ist aber E' ein Maximum.

Asymptoten: Wegen lim1 f(z) = —o0 ist & = —1 eine Asymptote.
.

_ 5—1
Bildmenge: f(z) wachst auf (—1, ‘/3’1} monoton von —oo nach \[2 m

2
und fillt dann wieder monoton bis f(1) = 0. Damit erhalten wir fiir die Bildmenge:

5 = (~00 V2]

2

1— 2
lim f'(x)= lim S = —00.

z—1- z=1- /1 —x (1 + $)3/2

5. Diskutieren Sie die Funktion

fx) =

z+1
i —22 42
(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonieverhalten, Asymptoten, Bild-
menge, Skizze).

Losung:
Definitionsbereich: Der Radikand des Nenners ist stets positiv:

N% 7
4 2 _ 2 - ’ —
- +2—<x 2) +4>0,d.h. D(f)=R]|.
Nullstellen: f(z) =0 <= 2 = —1, d.h. | N(=1,0)|.
1 D(4z® -2 Lt 9y 9
Extrema: f'(z) = )M’ —22) 0 et -2 a2

Vat—ax?2+2  2(Vat — 2?4 2)3 (Vat — 2?4 2)3
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-1 2)(x? 1
_ o=Vt 2@ +Jf+) = fl(z)=0<4= 2 =1o0der x = -2, dh.
2(Vat — 2%+ 2)3

E1<2,\/1T4> und | By (1,v2) ]

Monotonieverhalten: Wegen f’(z) < 0 auf (—oo, —2) und auf (1, 0o) ist f dort mono-
ton fallend und wegen f’(x) > 0 auf (—2,1) ist f dort monoton wachsend. Daher
ist B ein Minimum und Fs ein Maximum.

Asymptoten: Wegen 11_1>1i1}>O f(z) = 0 ist die z-Achse Asymptote.

Bildmenge: f nimmt als stetige Funktion auf R (bzw. zuniichst auf jedem kompak-
ten Teilintervall von R) jeden Wert zwischen Maximum und Minimum an.

~ [

Diskutieren Sie die Funktion

flx) =Bz —11)vVa® +8.

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonieverhalten, Wendepunkte, Bild-
menge, Skizze).

Losung:

Definitionsbereich: Der Radikand der Wurzel muss positiv sein, d.h. 2% +8 > 0 =
x > —2. Somit: ‘D(f) =[-2,00) ‘ .

Nullstellen: f(z) =0 <= 2 = —2 oder x = 4. Somit: | N1(—=2,0) |, | Na(%,0)| .

3z* 5 5% — 1122 + 16
23 +8 2V/a 48
f'(r) = 0 < 523 — 1122 4+ 16 = 0. Eine Wurzel dieser Gleichung kann man le-

icht erraten: 2 = —1. Durch Polynomdivision erhalten wir dann: 523 — 1122 + 16 =
(z4+1)(52% —162+16). Da 52— 16x+16 wegen 52° —16z+16 <= 5(z—2)?+18 > 0

nie Null wird, erhalten wir nur ein Extremum: | E(—1, —14y/7) | .

Monotonieverhalten: Wegen f’(z) < 0 auf (—2, —1) ist f dort monoton fallend und
wegen f'(z) > 0 auf (—1,00) ist f dort monoton wachsend. Daher ist E ein Mini-
mum.

Extrema: f'(z) = 3va® + 8+ (3z — 11)

3z(15x% — 1123 + 1922 — 352)

4(z3 + 8)3/2
f"(x) = 0 <= = = 0 oder 15z* — 1123 4 1922 — 352 = 0. Das Polynom P(z) =
152* — 1123 + 192z — 352 hat wegen P(—2) = —408 jeweils mindestens eine Null-
stelle kleiner bzw. grofler als —2. Durch Plotten des Polynoms erkennt man, dass es
iiberhaupt nur zwei reelle Nullstellen gibt, wobei die kleinere auflerhalb von D(f)
liegt. Die groflere kann nédherungsweise berechnet werden. Sie liegt bei etwa 1.79.

Somit: | Wy(0, —11y/8) | , W1(1.79,—20.83)\.

Bildmenge: Da das Minimum ein absolutes ist und da lim f (z) = oo folgt:

BUf) = [-14v7.0) .

Wendepunkte: f”(z) =
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7. Diskutieren Sie die Funktion

s =0

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Asymptoten, Bildmenge,
lim f'(z), lim f'(x), Skizze).

z—1— z—1+

Losung:

Definitionsbereich: Da die dritte Wurzel auch fiir negative Zahlen definiert ist, kann
der Radikand beliebig reell sein. Lediglich die Nullstelle des Nenners des Radikanden
x = —1 ist auszuschliefen. = ‘D(f) =R\ {—1}‘ .

Nullstellen: | N(1,0) | .

Extrema: Aus f(z) = (v — 1)*3(x +1)7/3 folgt: f'(x) = ;(a: — 1) Yz 41)713 -

1 1
g(x — D)@+ = = g(:v 1)+ 1) +3) .
Damit erhalten wir: f'(z) =0 <= o = -3, d.h. | E(-3,-2)|.

1 . 4
F() = — 5@ = 1)+ )@ +3) — S = 1)+ 1) 4 8)

3 . 1 .

+5 (@ - D@41 = = —5l - 1)~z +1)773(22% + 122 — 6).

Wegen f”(—3) < 0 ist E ein Maximum.
Wendepunkte:

f"(2) =0 <= 222+ 122 — 6 <= o = —3 + 2V/3 oder x = —3 — 2/3.

Somit: | W, (—3 +2v/3,V/3V3 — 5) und | W, (—3 —2v3,—3V3 + 5)

Asymptoten: = —1 ist (vertikale) Asymptote.

Bildmenge: Wegen Em f(z) = —oo und lini f(z) = —oc0 ist E auf (—oo,—1)
budienge o o

ein absolutes Maximum und es gilt: f((—o0,—1)) = (—o0, —2]. Fiir 2 > —1 ist f(x)
nicht negativ, Null bei # = 1 und es ist lim f(z) = co. Daraus folgt: f((—1,00)) =
[0, 00). Insgesamt gilt dann: ‘B(f) = (—o0, 2] U0, oo‘ .

Grenzwerte der Ableitung an z = 1:

lim f'(z) = lim %(x — 1) B4+ 1)z +3) = —o0,

z—1- T—1—

1
lim f'(z) = lim ~(z —1)""3(z4+1)"3(z 4 3) = .
z—1+ 3

st
Im Punkt (1,0) besitzt der Graph von f daher eine Spitze.
8. Diskutieren Sie die Funktion
fl@)=Va2—1(z+1).
(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Bildmenge, xlg{lﬁ I (z),
mlir% f'(x), Skizze).
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Losung:
Definitionsbereich: Da die dritte Wurzel auch fiir negative Zahlen definiert ist, gilt:
D(f)=R]|.

Nullstellen: f(z) =0 <= 2 = —1 oder & = 1. Daraus: ‘Nl(—l,()) ‘ und ‘N2(1, 0) ‘ .

. 1
Extrema: Aus f(z) = (z — 1)"3(x + 1)*3 folgt: f'(x) = g(x — )B4+ 1)+

gm—wf“@+1ﬂ“=~~=§@—1rW%p+nW@x—$.

3 3 8,16
Es gilt: f'(z) = =—1od =-. Ei (-1 Ey| =, —={=
s gilt: f'(z) =0« = oder z 5 :>, 2<5, 5 25)

1
Wendepunkte: f”(z) = §(cc — 1) (x 4+ 1)723(102% — 122 — 6).
33—V

o 3+V2u

Es gilt: f"(z) =0 <= (102° — 122 — 6) = 0 <= 2 = — oder 5
3—v24 4624 -8 8 — /24 34+24 4/6v/24+8 8++/24
i 5 25 5 JLE 5 25 5 '

Wegen f”(2) > 0 ist E5 ein Minimum. Eine Entscheidung fiir z = —1 mit Hilfe der
zweiten Ableitung ist nicht moglich, da letztere gar nicht existiert.

Aus f(z) = (v — 1)Y3(z + 1)*/3 erkennt man aber, dass in U(—1) f stets negativ
ist. Daher ist E; ein Maximum.

Bildmenge: f ist auf ganz R stetig und es gilt: Il_l)I_I}X} = —oo und }gréo = o0o. Dann

ist aber | B(f) =R|.

Grenzwerte der Ableitung an z = 1:

lim f(z) = lim %(g; — 1) 4 1) Y3(5e — 3) = oo,

z—1— z—1—

1
lim f'(z) = lim =(z — 1)+ 1)Y3(5z — 3) = co.
z—1t 3

z—1t

Dann liegt aber ein Wendepunkt mit vertikaler Wendetangente vor, d.h. | W5(1,0) |

9. Diskutieren Sie die Funktion f(z) = Inz + (Inz)? .
(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonie, Wendepunkte, Bildmenge, Skizze).

Losung:
Definitionsbereich: Da der Logarithmus nur fiir positive x definiert ist, folgt:

D(f) = (0,00)].
1
Nullstellen: f(z) = Inz(1+Inz) =0« o =1loderz = - .= |Ni(1,0)|und
Ny (L,0)].
1 1 1+21
Extrema: f'(z) = — + 2Inz _ 1tz
xr xT

1 1
Daraus: | E <\/E7 —4>

fz) =0z =

R
ral 7
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Monotonie: f'(x) < 0 auf (0, \%) und daher dort monoton fallend. f'(x) > 0 auf
(%, oo) und daher dort monoton wachsend. Dann ist aber E ein (sogar absolutes)
Minimum.

1 1 2 1-21
Wendepunkte: f'(z) = -5 +2— — S Inz = 721133 o M) =0= =/
—_— T 2 oz T
3
Somit | W (\/E, Z)

Bildmenge: Da E ein absolutes Minimum ist und mlglgo f(z) = oo erhalten wir:

B(f) = {—i,oo) .

Diskutieren Sie die Funktion
flz)=In(1l -2+ 2% .
(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonie, Wendepunkte, Symmetriever-

halten, Bildmenge, Skizze).

Losung:
Definitionsbereich: Da der Logarithmus nur fiir positive Argumente definiert ist,
untersuchen wir, fiir welche z der Term 1 — & + 2 positiv ist.

Wegen 1 — z + 2% = (a? — %)2 + % ist das fiir alle x der Fall und wir erhalten
D(f) ~R|.

Nullstellen: f(z) =In(l—z+2?) =0<=1—2+2*=1<= 2 =0oder z = 1.
Somit: | N1(0,0)| und | Ny(1,0)] .

—-1+2 1 1 3
Extrema: f'(z) = ?4;22 flz)=0<=1z= 5= E (5,1n1> :

Monotonie: f'(z) < 0 auf (—oo, %) und daher dort monoton fallend. f'(x) > 0 auf

(%7 oo) und daher dort monoton wachsend. Dann ist aber F ein (sogar absolutes)
Minimum. ) ) )

2(1 - —(—1+2 1+22—-2
Wendepunkte: f(z) = (1=zta?) = (-1+20) _ fer—er

(1—x+a2)2 (I1—z+a2)?2"
1 1—
') =0<=1—-2+2"=0<=2= +2\/§oder9c: 2\/5,
1 3 1—
Somit: W1( +2\[71ng> und | W, (ﬁ,lni)

1\? 3 1
Symmetrieachse: Aus In(1 — z 4 2?) = (33 - 5) + 1 folgt, dass = = 3 Symme-
trieachse ist.

Bildmenge: Da E' ein absolutes Minimum ist und zhﬁrglo f(z) = oo erhalten wir:

B(f) = {lnz,oo> .
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Diskutieren Sie die Funktion
fz)=2*+In(1+z) .

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Monotonie, Wendepunkte, Bildmenge, Um-
kehrbarkeit, Skizze).

Losung:
Definitionsbereich: Da der Logarithmus nur fiir positive Argumente definiert ist,
folgt: | D(f) = (—1,00)] .

Nullstellen: Zunéchst ist klar, dass © = 0 eine Nullstelle ist, d.h. | N(0,0) | .Wir wer-
den spéter zeigen, dass es keine weiteren Nullstellen gibt, da f streng monoton ist.

1 _2x2+2x—|—1

Extrema: f'(z) =2z +

14z ) 142
1 1
Wegen 22° + 2z + 1 =2 (x + 5) + 3> 0 ist f'(x) > 0 auf dem gesamten Defini-

tionsbereich = f hat keine Extrema.
Monotonie: Wegen f'(xz) > 0 auf D(f) ist f dort streng monoton wachsend.

1 214z -1
Wendepunkte: f”(z) =2 — L = 0+ 0)?

" s 1 1 1
ff(z)=0<= (1—-1x) =§(E>x=—1+—20derx:—1——
Die zweite Wurzel entfillt, da sie nicht im Definitionsbereich liegt.

1 1
Somit: | W (—1 + ﬁ , % —V2 - 21112)

Bildmenge: f(z) ist auf D(f) stetig und es gilt:
lim1+ f(z) = —oo und lim f(z) = co. Daher ist | B(f) = R|.
T—— T—00

Umkehrbarkeit: Da f auf D(f) stetig und streng monoton ist, ist f auf der gesamten
Bildmenge umkehrbar.

Diskutieren Sie die Funktion
f(z) =In(2+sinx) .

(Definitionsmenge, Periodizitédt, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Bildmenge,
Skizze).

Losung:

Definitionsbereich: Der Wertebereich der Sinusfunktion ist [—1,1] = 2 +sinz > 1
und der Logarithmus ist dann stets definiert. Daraus folgt: | D(f) = R/|.

Periodizitét: sin x ist periodisch mit der Periode 27 = f(x) ist ebenfalls periodisch
mit der Periode 27. Es geniigt daher, dass wir uns im Folgenden auf ein Perioden-
intervall, z.B. [0, 2], beschrénken.

Nullstellen: f(z) = 0 <= 2+ sinz = 1 <= sinz = —1, woraus auf [0, 27] folgt:

3 3
T = g Somit: | N (%,0)
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cos T [0,27] ™ 3T
E 1, N ! = — . ! = = — — = — .
xtrema: f’(z) Y+ sinz fz)=0<=coszr=0<==z 5 oder x 5
3
Somit: | By (E, In 3) und | Fs (—W, 0) .
2 2
Wendepunkte: f”(z) = — sinz(2 4 Si.n z) —cos'a - 1= 2sinx .
—_— (24 sinx)? (24 sinx)?
1 p2r 7 11
f"(x)zO@sinxz—f@ac:loderl’:—ﬂ‘
2 6 6
. T3 11m 3
Somit: | W (F,ln 5) und | Ws (T,ln 5) .

Wegen f"(m/2) = —1/3 < 0 ist E; ein Maximum und wegen f”(37/2) =1 > 0 ist
FE5 ein Minimum.
Bildmenge: Da der Wertebereich von 2+sin : das Intervall [1, 3] ist und weil f streng

monoton wéchst, ist | B(f) = [0,1n3]|.

Diskutieren Sie die Funktion
f(x) = 2" — > .

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Asymptoten, Bildmenge,
Skizze). Bestimmen Sie ferner auf der Bildmenge von R, die Umkehrfunktion.

Losung:

Definitionsbereich: | D(f) = R/|.
Nullstellen: f(z) =¢*(2 —¢*) =0 <= 2z =1In2. Somit: |N(In2,0)|.
Extrema: f'(x) =2e*(1 —¢e*) f'(z) =0 <= x =0. Somit: | F(0,1)].

Wendepunkte: f’(z) = 2¢"(1 —2¢”). f’(z)=0<=x=—1In2.

3
Somit: |W (— In2, Z) . Wegen f”(0) = —2 < 0 ist E ein Maximum.

Asymptoten: Wegen Em f(x) =0 ist die z-Achse Asymptote.
- T——00

Bildmenge: Da E sogar ein absolutes Maximum ist (f wichst auf (—oo,0) mono-
ton und fallt auf (0,00) monoton), und weil lim f () = —oo ist, erhalten wir

|B(f) = (=00, 1]].

Umkehrfunktion: f(x) ist auf (0, 00) streng monoton. Daher existiert auf der Bild-
menge dieses Intervalls, nimlich auf (—oo, 1] die Umkehrfunktion. Aus y = 2¢® —e**
folgt €* — 22" +y = 0 und weiters: e* = 14 /T — y. Das untere Vorzeichen entfillt,

da e® immer positiv ist. Somit: ‘x =fy)=In(1+/T—y) ‘ .

Gegeben ist die Funktion y(z) = 23¢73.
Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen, die Extrema und Wendepunk-

te. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.
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Losung:
Definitionsbereich: | D(f) =R|.

Nullstellen: | N(0,0)|.

Extrema: f/(z) = (322 —323)e™* =0 < 2, =0, 2o = 1.

Mit f"(x) = (62 — 1822 + 92°)e=3® liegt wegen f”(1) = —3e™3 < 0 fiir
ein Maximum vor. Wegen f”(0) = 0 betrachten wir bei x; = 0 die dritte Ableitung:
f"(x) = (6 — 54w + 81a? — 272%)e=3*. Wegen f”(0) = 6 # 0 liegt bei 71 = 0 kein

Extremum vor.

Wendepunkte: Aus f”( ;) = 3z(32% — 6z + 2)e " = 0 folgt:
1 . .
23=0, 24 =1— 7 T5 =14+ — 7 Das liefert die Wendepunkte: | W, = (0,0) |,

il e M )| O e G R ),

Diskutieren Sie die Funktion

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Monotonie, Verhalten fiir
x — Fo0, Skizze).

Losung:

Definitionsbereich: | D(f) =R|.

Nullstellen: Bei 2 = —1 liegt offensichtlich eine Nullstelle vor, d.h. | N(—1,0)
Wegen f'(z) = e* —x —1 > 0 auf ganz R (Null nur an = 0) ist f(x) (streng)
monoton wachsend auf R. Dann ist aber z = —1 die einzige Nullstelle.

Extrema: f'(z) = 0 nur fir x = 0. Weiters ist: f”(z) = ¢* — 1. Wegen f"(0) =0
liegt dann kein Extremum vor.

-2
Wendepunkte: f’(z) =e* — 1 =0 <= z = 0. Das liefert: | W (O, 62 ) .
yvendepunxte: o

Monotonie:  f(z) ist auf R streng monoton wachsend.

Verhalten im Unendlichen: ~ lim f (x) = £o0.

Diskutieren Sie die Funktion f(z) = In(1 +€®) .

(Definitionsbereich, Stetigkeit und Differenzierbarkeit, Monotonie, Nullstellen, Ex-
trema, Wendepunkte, Asymptoten, Skizze).

Losung:

Definitionsbereich: | D(f) =R|.

Stetigkeit:  f(x) ist auf ganz R stetig.

Differenzierbarkeit: f(z) ist auf ganz R differenzierbar.

x

Monotonie: f'(x) = T j_ — > 0 auf ganz R. f(z) ist daher auf R streng monoton
e

wachsend.
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Nullstellen: Wegen der strengen Monotonie besitzt f(x), wenn iiberhaupt, nur eine
Nullstelle. Da e* > 0 auf ganz R ist, besitzt f(z) keine Nullstelle.

Extrema: Wegen der strengen Monotonie existiert kein Extremum.
X

e
At ey > 0 existiert kein Wendepunkt.
e

Asymptoten: Wegen Em f(z) = 0ist y = 0 Asymptote. Untersuchung auf
—_— x —0Q

Wendepunkte: f"(z) =

Asymptoten der Form y = kx + d:

k= lim 7f(x) = lim 7111(1—?_6 ) i Licr

Tr—r—+00 x r—+00 xX Tr—r—+00 ]_

T—+00 r—+00 T—+00 e

1 i
ln( lim te

r—+oo e

1 x
Weiters: d = lim (f(.L) - k‘L) = lim (ln(l +¢e")—In ew) = lim 111( —l—xe ) =

):()ﬁy:x.

Diskutieren Sie die Funktion
f(z) = cos (g sin 1’) .

(Definitionsmenge und Bildmenge, Periodizitit, Nullstellen, Extrema, Skizze).

Losung:
Definitionsbereich und Bildmenge: Der Wertebereich der Sinusfunktion ist [—1,1].

Auf dem Intervall {—z, T
272

nimmt der Kosinus alle Werte von Null bis 1 an.

Somit: ‘D(f) = IR‘ und‘B(f) =[0,1] ‘ .

Periodizitét: Falls f periodisch ist, gibt es eine Zahl p, so dass fiir alle x € R gilt:
f(xz+p) = f(z). Wir nehmen an, f sei periodisch.

T . ™, . . ! T .
f(x+p) = cos (5 sin(x + p)) = cos {5 (sinz cosp + cosx s1np)} = cos (5 sin x) .

Dann gilt entweder:
a) sinzcosp + coszsinp = £sinz  oder
T m
b) 5 (sinzcosp + cosxsinp) = + <27r —3 sin x)
zu a) sinz und cos z sind linear unabhéngig. Dann erhalten wir mittels Koeffizien-
tenvergleich: cosp = 1 und sinp = 0, woraus folgt: p = 27 oder cosp = —1 und
sinp = 0, woraus folgt: p = 7. Letzeres ist die kleinere Periode.
zu b) Koeffizientenvergleich nach den linear unabhéngigen Funktionen 1, sinz und

cos z liefert einen Widerspruch. Daher entféllt b).
Somit: . Wie beschrénken uns daher im Folgenden auf das Intervall [0, 7].

3
Nullstellen: f(x) = cos (g sin x) =0 gsinx = g oder gsinx = % .

Der erste Fall liefert x = g Der zweite Fall ergébe sinx = 3, was unmoglich ist.

Somit: | N (g, 0)
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Extrema: f'(z) = —sin <g sin r) gcos x.
f'(x) = 0 < sin (g sin x) = 0 oder cosz = 0. Der erste Fall liefert z = 0 und

x = m. Der zweite Fall ergibt « = g .

Somit: , | Eo (g, 0> und .

Da f nur Werte zwischen Null und 1 annimmt, sind F; und E3 Maxima, wihrend
FE5 ein Minimum ist.

Gegeben ist die Funktion f(x) = sin(2z) 4+ 2cosz fiir 0 < = < 27.
Bestimmen Sie die Nullstellen, die Extrema und Wendepunkte der Funktion und
skizzieren Sie den Graphen von f(z).

Losung:
Nullstellen:  f(z) = 2sinzcosx + 2cosx = 2cosx(sinz + 1) = 0,

s 3 . 3T
fallscosa::():>x1=§ , x2=7odersmx=—1:>x3=x=7.
Somit: | N (f o) N. (3—” o)

. 1 2 ) ) 2 2 )

Extrema:
f'(z) = 2cos(2z) — 2sinx = 2(cos? z — sin

~1+yI+8 —143

r —sinz) = 2(1 — sinz — 2sin’z).

f(x) =0 = sinz =

4 4 ’
1 5 3
d.h. sinx:§:>x4:% , x5:%0dersin$:—1:>x6:§.
Zur Kassifizierung bendtigen wir die zweite Ableitung: f”(z) = —4sin(2z) — 2 cos .

Wegen f'(z4) = —3v3 < 0, f'(z5) = 3v3 > 0, f'(z5) = 0 liegen zuniichst zwei
™ 3\/§>

6 2

Extrema vor: | 'y ,
6" 2

5 3
-+« Maximum, | FEs <7T fﬂ ) -+ - Minimum.

Wendepunkte: f”(z) = —2cosz(1+4sinz) = 0fallscosz = 0 = 27 = g , Tg = —

1
oder sinx = ~1 = 19 ~ 3.39, z19 ~ 6.03. Das liefert die Wendepunkte:

i3 .0)], : :

Wa (32 ,0)

9

W5(3.39.., —1.45..)

Wi(6.03..,1.45.) | .

Natiirlich ist noch zu iiberpriifen, ob an diesen Stellen f”’(z) # 0 ist. Das ist aber
der Fall.

Diskutieren Sie die Funktion

14z —a?

fla) = lo] + 2

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Asymptoten, hIél f'(z) und lim f'(z),
r—0—

z—0t
Skizze).
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Losung:
Definitionsbereich: ‘ D(f) =R\ {-2} ‘ .
Wegen des Terms |z| unterteilen wir den Definitionsbereich.

1 . 2 2 4 2
e x > 0: Hier gilt: f(x)=x+2 troan  —atAArd

T+ 2 T+ 2
Nullstellen:
f()=0<=2? -4z -2 =0 = z1)5 = 2+ +/4 + 2, woraus wegen z > 0 nur

x = 2 4 /6 moglich ist, d.h. | N;(2+ 6, 0)|.

— — (—a? —z? —
Extrema: /(@) = | 2x+4)(:v+(m2)+2)(2 Lk I(x+42x)2+6

< 0 auf x > 0, d.h. die Funktion ist dort konkav.

Weiters ist f”(x) = (m_—|—72)3
fl@)=0<+=2>+42 —6 =0 = 2 = —2+ /4 + 6, woraus wegen = > 0
nur @ = —2 + /10 moglich ist, d.h. | By (=2 + /10, 8 — 2v/10) | und wegen

f" (=2 + v/10) < 0 ist dies ein Maximum.
Asymptoten: Keine vertikale Asymptote fiir z > 0.
flx) I —z?4+dr+2

Asymptote der Form y = kx + d: k = xlglc}o - v x(r +2) !
1 — 2 6 2
undd:g}Lrgo(f(x)—kx):g}Lrgo <2x+2+xx+2m> = lim ;:_:—2 =6

Somit: y = —x + 6 ist Asymptote.
2> —42+6 3
lim f'(z) = lim e L
z—0+ z—0t (x + 2)2 2
l+z—a® —32°+2

<0 —2: Hier gilt: =— 2 =
e x<0,x# ier gilt: f(x) x + P P

Nullstellen:
fla) =0 <= =322 +2 =0= z1pp = :I:\/g7 woraus wegen r < 0 nur

= —/2 moglich ist, d.h. | Ny(—/2, 0)|.

—6x(r+2)— (=322 +2) 322 —12z—2
Ext Cfl(x) = =
xtrema: f'(z) EEDE T 2e

—20
———— < 0 auf -2 < z < 0, d.h. die Funktion ist dort
(x+2)3
konkav und wegen f”(x) > 0 ist f(x) auf z < —2 konvex.
fl#) =03 +1224+2=0= 2 =-2+/4— 2= -2+ /2 Nach-

Weiters ist f"(z) =

dem beide Wurzeln negativ sind, folgt: | Eo(—2 + % , 12 — 6@ )| und wegen

(=2 + @) < 0 ist dies ein Maximum. Weiters | E3(—2 — \/g, 12+ 6\/?)
und wegen f”(—2 + @) > 0 ist dies ein Minimum.
Asymptoten: Vertikale Asymptote x = —2.

—322+2
Asymptote der Form y = kx +d: k = lim f(@) = lim ol = —3 und
T——00 I T——00 gj(x + 2)
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6 2
= lim i =6
z——00 g + 2

d= lim (f(z)— kz) = xglgloo (3:1: +

T—>—00

—3z2+2
T+ 2
Somit: y = —3z + 6 ist Asymptote.

372 — 120 — 2 1
. i 1 (o s

20. Gegeben ist die Funktion

Wegen lim ¢/(z) = lim (32 — 62 —2) = —
ol

y=f(r) =232+ |20 — 3| +3.

Bestimmen Sie die Nullstellen, die Extrema, die Wendepunkte sowie die Grenzwerte
lim y'(z) und lim ¢'(x).
z— 37T 2=

T—r

In welchen Punkten ist die Funktion differenzierbar? Skizzieren Sie den Graphen
der Funktion.

Losung:
Die Funktion ist auf ganz R definiert. Wir unterteilen in zwei Intervalle:

e x > 2: Hier gilt: f(z) = 2® — 32% + 22 = z(2* — 3z + 2).

Nullstellen: f(z) =0 = x; = 0, 22 = 1, 23 = 2. Da 27 und x5 nicht im
betrachteten Teilintervall liegen, verbleibt nur | N(2,0)| .

1 1
Extrema: f'(z) =322 — 62 +2=0= 24 = 1 — 7 und 5 = 14+ —= . 24 liegt
nicht im betrachteten Intervall. Mit f”(x) = 6x — 6 folgt f”(x5) > 0. Damit ist

E (1 + % , 7%) ein Minimum.

Wendepunkte: f(z) > 0 fiir > % Daher liegt kein Wendepunkt vor.

x < 3: Hier gilt: f(z) = 2% — 322 — 2z + 6.
Nullstellen: f(z) = 0 = z; = —V/2, 23 = V2, 3 = 3. Da 23 nicht im
betrachteten Teilintervall liegt, verbleiben nur ‘ Ni(—+/2,0) ‘ und ‘ Ny (V/2,0) ‘ .

) )
Extrema: f'(z) =32° —6r—2=0= 2, = 1 — \/;und x5 = 1—1—\/; . x5 liegt
nicht im betrachteten Intervall. Mit f”(z) = 6z — 6 folgt f”(x4) < 0. Damit ist

E (1 -2 2+ 1307\/\/35) ein Maximum.

Wendepunkte: f”(z) = 0 fiir = 1. Das liefert den Wendepunkt | W (1,2) .

17

3+ 4
T3 T3

1
und lim ¢/(z) = lim (32° — 62 +2) = ~1 ist f(x) nur fir z # 2 differenzierbar.

3+ 3
T3 T3
3

Der Graph von f hat an = 5 einen Knick.

2
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Gegeben ist die Funktion f(x) = z(3 — \/|z|).
Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und die Extrema. Berechnen
Sie liIBl+ f’. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

z—

Losung:

Definitionsbereich: |D(f) =R|.

Wegen f(—z) = —f(x) handelt es sich um eine ungerade Funktion. Daher geniigt
es, die weiteren Untersuchungen nur fiir positive x durchzufithren. Dort gilt dann:

f@) =23 - V).
Nullstellen: | Ny(9,0)

[ N2(0,0)] , [ Ns(=9,0) ] .
3 .
Extrema: Aus f'(z) = 3 — 5\/5 = 0 folgt: © = 4. Das liefert | £4(4,4) | und

3 3
Es(—4,—4)| . Mit f"(z) = “IvE folgt f"(4) = 3 < 0. Dann ist aber E; ein
T

)

Maximum und entsprechend FE, ein Minimum.

lim f' = lim (3 - gﬁ) =3.

z— 0t z— 0t

2 1o
Gegeben ist die Funktion f(z) = % + 4 é"L)
Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und die relativen Extrema.
Ermitteln Sie weiters den links- und rechtsseitigen Grenzwert von f(x) an der Stelle

x = —1. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

mit u(z) = |(z — 2)*(z + 1)|.

Loésung:

_ (x—=2)*z+1) fir z>-1 N 3x(r —2) fir x> -1
u(w) = { —(z =22z +1) fir z<-1 = (@) = —3z(x—2) fir z<-1"
u(x) ist an der Stelle x = —1 nicht differenzierbar. Daher ist f(x) dort nicht definiert.

Definitionsbereich: ‘D(f) =R\ {-1} ‘ .

2 2
e x>—1: f(x):%er:fox.

Ny(1,0)] .

Nullstellen: ‘ N1(0,0)

b

1 1 1
Extrema: Aus f'(z) = 2z —1 = 0 folgt x = 5 und damit | F (5 ’_Z)

Wegen f”(x) =2 > 0ist E ein Minimum.
7®  32° -6
2 6

f(z) hat hier keine Nullstellen und keine Extrema.

o x<—1: f(x)=

=X2.

lim f(z)= lim (2 —2)=2und lim f(z)= lim 2= —1.

z——11 z——11 z——1" z——1"

f(z) besitzt daher an der Stelle x = —1 eine Sprungstelle.

Gegeben ist die Funktion
2l —
= x|y ——= .
Y x+2
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Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen und Extrema sowie die Asymp-
toten. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Losung:
x

Definitionsbereich: Es muss > 0 sein. Das ist fiir x > 0 und fiir z < —2 der

T+
Fall. Somit: ‘D(f) = (—00, —2) U [0, 0) ‘ .

Nullstellen: .
T

1
Extrema: Fiir x > 0 folgt aus f'(z) = 2 <1—|—?> =02 = 0 und
x x

damit | E1(0,0)| . Wegen f(z) > 0 ist dies ein Minimum. Fir < —2 folgt aus

1
f(z)=— - i 5 (1 + . 2) = 0: x = —3 und damit | E5(—3,3v/3)|. Da f(x) fiir

x — —oo und fiir  — —2 unbeschrénkt wichst, ist dies ebenfalls ein Minimum.

Asymptoten: Zunéchst ist x = —2 eine vertikale Asymtote.

Weitere Asymptoten der Form y = kx 4+ d: k = lim 1) = lim S 1

d = lim (f(:v) - k:z:) = lim (2 —— —2)=-=-1,dkL y = — 1. Weiters:
T—00 T—00 x4+ 2 ’ <

k= lim@:hm— T,
T——00 I T——00 x4+ 2

0=t () —ta) = i (g ee) = sy m e

1.18.3 Beispiele mit Losungen

1
1. Gegeben ist die Funktion y = f(z) = lnax + — .

Inz

Bestimmen Sie:

a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,

b) die Extrema,

c¢) die Asymptoten.

Zeigen Sie, dass die Funktion zwischen # = e und z = €2 einen Wendepunkt besitzt.
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Losung:

a) D(f) = (0,00) \ {1}, keine Nullstellen.

b) Ei(e,2)--- Minimum, Ep(1,—2)--- Maximum.

c) vertikale Asymptoten bei z = 0 und z = 1.

2+Inz — (Inz)?
Mit y"(z) = i ;129(6111 x();lx) folgt: y”(e) > 0 und y”(e®) < 0. => Wendepunkt in
(e,€?).

$3

2—x—1"

Gegeben ist die Funktion y = f(z) =
T

Bestimmen Sie:
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a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,

b) die Extrema und Wendepukte,

¢) die Asymptoten.

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Losung:

a) D(f) = ]R\ {%ﬁ ) 1+2\/5}v N(0,0)

b) E1(3,2)--- Minimum, Ey(—1,—1)--- Maximum, W (0,0).

¢) Vertikale Asymptoten bei 112\/5, weitere Asymptote: y = x + 1.
- . 3z — 2
3. Gegeben sei die Funktion y = f(z) =2+ 2+ ( T
T —

Bestimmen Sie:

a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,

b) die Extrema und Wendepunkte,

¢) die Asymptoten.

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Losung:

2) D(f) = R\ {1}, N(0,0),

b) E(3,2L) - Minimum , W(0,0),

¢) Vertikale Asymptote bei x = 1, weitere Asymptote: y = x + 2.

JEo2
x—3

4. Gegeben ist die Funktion y = f(z) =

Bestimmen Sie:
a) Den Definitionsbereich,
b) die Nullstellen und die Extrema,

lim ¢/
) v,

d) die Asymptoten.

N | —

1
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion und zeigen Sie, dass gilt: / y(x)dx >
Jo

Losung:

a) D(f) = 1[0,3) U (3,00),

b) N(4,0), FEi(1,%)--- Minimum, F(9,3) -+ Maximum,
)

¢) lim /(z) = —oc0.

z— 0t

d) Vertikale Asymptote bei x = 3, weitere Asymptote: y = 0.

5. Gegeben sei die Funktion y = (z 4 1)2Vz? .
Bestimmen Sie:
a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen
b) die Extrema und Wendepunkte,
¢) die Tangente im Punkt x = 0,
d) die Fldche, die die Kurve mit der z-Achse einschliefit.
Skizzieren Sie den Graphen der Funktionen.

Losung:
a) D(f) =R, Ni(—1,0), N(0,0),
b) E1(—1,0) - - Minimum, EQ(fi

9 M i
-+« Maximum
13292 ) ’
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W1(0.085,0.23), Wa(—0.585,0.12),
c)A=2X

220 °

. Gegeben sei die Funktion f(z) =z ++v1—x .

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich und die Nullstellen von f(z).
b) Bestimmen Sie die Extremstellen und Wendepunkte von f(z).
¢) Skizzieren Sie die Graphen der Funktion.

Losung:

8) D(f) = (—o0,1], N(—1%55 0),

b) E(3 ,2)..- Maximum, keine Wendepunkte.

Gegeben sind die Funktionen y; = fi(z) und yo = fo(x) gema y? — 2* + 2% = 0.
a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktionen.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen, Extremstellen und Wendepunkte der Graphen
von fi und fs.

¢) Wo besitzen die Graphen vertikale Tangenten?

Losung:

a) D =[—1,1], b) Ni(—1,0), N5(0,0), N3(1,0), Extrema bei z = £/2,

Wendepunkte bei z = £/ 9_17\/@, c¢) Vertikale Tangenten bei = +1.

Gegeben ist die Kurve y(z) = 2v/a2 — 4¢/x .

Bestimmen Sie

a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,

b) die Extrema und Wendepunkte,

¢) die Steigung der Tangenten in den Wendepunkten.

Skizzieren Sie die Kurve.

Losung:

a) D = R, N;1(0,0), No(8,0), b) E(1,—2)--- Minimum, W(8,0), bei z = 0 liegt
1

ein Wendepunkt mit vertikaler Wendetangente vor, c) y'(0) = —oo, y/(8) = 3.

Bestimmen Sie den Definitionsbereich die Nullstellen und die relativen Extrema der
Funktion y(z) = J/ze37°.
Losung: D =1, N(0,0), relatives Maximum bei z = 3.
Gegeben ist die Funktion y(z) = (a — 2)(a + 2)*/3, a € R, a > 0.
Bestimmen Sie
a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,
b) die Extrema und Wendepunkte,
¢) lim ¢'(x)und lim ¢'(z).
z— —at T— —a~
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.
Losung:
a) D=MR, Nij(—a,0), Ny(a,0),

4a\2/3 7 12a /2a\2%/?
a) )---Maximum7 W(—;,—;(;) >7

5
oo, lim ¢/(x) = —o00, d.h. an x = —a liegt eine Spitze vor.
T—r —a—
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Gegeben ist die Funktion y(z) = 3 coshz +

Bestimmen Sie

a) Den Definitionsbereich und die Nullstellen,

b) die Extrema und Wendepunkte.

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Lésung:

a) D =R, keine Nullstellen, b) F(0,4)--- Minimum, keine Wendepunkte.

coshz

Gegeben ist die Funktion f(x) = /|22 — 22| .

Bestimmen Sie die Definitionsmenge, die Nullstellen, die Extrema sowie die Asymp-
toten. Untersuchen Sie ferner das Verhalten von f/(z) an den Stellen = 0 und
x = 2 und skizzieren Sie den Graphen der Funktion.

Losung: D(f) =R, N;(0,0), Na(2,0), FE(1,1)--- Maximum,

Asymptoten: y; = —1 4z, yo =1 —x, der Graph hat an x = 0 und z = 2 jeweils
eine Spitze.

Gegeben ist die Funktion f(z) = In(y/z + 1) — In(y/z — 1) .

Bestimmen Sie die Definitionsmenge, die Nullstellen, die Extrema, die Asymp-
toten und die Bildmenge. Untersuchen Sie ferner die Funktion auf Monotonie und
skizzieren Sie den Graphen von f.

Losung: D(f) = (1, 00), keine Nullstellen, keine Extrema, Asymptoten: y = 0 und
x =1, B(f) = (0,00), f ist auf D(f) monoton fallend.

T —2yx+2
Diskutieren Sie die Funktion f(x) = ‘m .

(Definitionsmenge, Nullstellen, Extrema, Asymptoten, Skizze). Uberlegen Sie (ohne
Berechnung von f”), dass und warum ein Minimum und ein Wendepunkt vorliegen
nuss.

Losung: D(f) = (0, 00), keine Nullstellen, E(M*gm , ggﬁ\/‘/%), Asymptoten: z =0

und y = 1. f'(4) > 0, f'(3) <0 = E ist Minimum.
f(z) = 0 im Minimum und f'(z) — 0 fir 2 — co = 3¢ : f”(£) = 0 nach
ROLLE. Dann ist aber £ ein Wendepunkt von f.

Gegeben ist die Funktion y = e”In (x + 1) .
Bestimmen Sie
a) den Definitionsbereich und die Nullstellen,
b) die Extrema und Wendepunkte,
c) lim y(z).
z— —11
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion.
Losung:
a)D = (-1,0), N(e—1,0), b)kein Extremum, W(0,—-1), c¢) lim y(z)= —oo0.

z— —11
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1.19 Unbestimmte Integrale, Stammfunktion

1.19.1 Grundlagen

e Sei [ ein beliebiges Intervall. Die Funktionen f und F' seien auf I definiert und F sei
dort differenzierbar und es gelte: F'(z) = f(z). Dann heiffit F' Stammfunktion von
fauf I

e Sei I ein beliebiges Intervall und sei f € R[a,b] fiir jedes [a,b] C I. Ist zy € I, s0
heiBt die Funktion F mit D(F) = I und

Integral von f als Funktion der oberen Grenze (kurz: Integralfunktion). Ist insbeson-
dere f(z) stetig auf I, so ist die Integralfunktion F'(z) dort differenzierbar und es

gilt: F'(x) = f(x).

e Integration und Differentiation sind also ,,zueinander inverse“ Operationen.

e Sei f auf dem Intervall I definiert und besitze dort eine Stammfunktion.

Die Menge aller Stammfunktionen von f(xz) auf I, die sich nur durch eine Konstante
unterscheiden, heifit unbestimmtes Integral

/ f(z)dx .
e Das unbestimmte Integral ist linear beziiglich des Integranden, d.h.
/ ()\f(m) +,ug(:1:)> dr = /\/ f(x)dx +,u/g(m) dx .

Da Integration und Differentiation ,,zueinander inverse“ Operationen sind, kénnen aus
Rechenregeln der Differentiation (Produktregel und Kettenregel) solche fiir die Integration
gewonnen werden.

e Partielle Integration:
Seien f und g stetig differenzierbar auf dem Intervall 1. Dann gilt:

[ f@g'@ e = f@g() ~ [ f@)g(a)da.

e Integration durch Substitution:
Sei ¢(u) stetig differenzierbar auf I, und sei f(z) stetig auf I, = ¢(I,). Bezeichne
F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

6) [ 7(0) 5 (wydu = (o) = [ raydr|_
(ii) Falls fl—i(u) # 0 auf I,: /f(x) de = /f(g@(u))fl—f(u) du

u=p~1(z)’
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Rationale Funktionen konnen in Partialbriiche zerlegt werden. Thre Integration ist daher
relativ einfach. Wegen der Eigenschaft der Umkehrung der Differentiation durch Integra-
tion konnen Differentiationstabellen auch als Integrationstabellen benutzt werden. Solche
Tabellen sind aber nicht liickenlos. Mittels der partiellen Integration bzw. der Substitu-
tion lassen sich manche Integrale auf einfachere (Grundintegrale), insbesondere oft auf

Integrale mit rationalem Integranden zuriickfithren: | R(x)dz.

1. Seien P(x) und Q(x) Polynome. Dann fiihrt partielle Integration / P(z)In (Q(m)) dx

in ein Integral mit rationalem Integranden iiber.

2. Seien P(z) und Q(z) Polynome. Dann fithrt partielle Integration
/ P(x) arctan (Q(x)) dx in ein Integral mit rationalem Integranden iiber.

3. /R(:I:, Vaxr+b ) dx. Substitution: u = Var + b = /R*(u) du.

b b
4. /R T, A ar + dr.  Substitution: u — 7 X0 /R*(u) du.
cr+d cr+d

5. /R(e‘”) dx, z.B. bei Hyperbelfunktionen. Substitution: v = e** = /R*(u) du.
6. /R(sin x,cosx)dx. Substitution: u = tang = /R*(u) du.

7. /R(x, Vax? +br+c > dr. Quadratische Ergéinzung: az®+br+c = a(z+a)*+ 3

2 b’
mit: o« = — =c—aa"=c—— .
2a’ p 4a
Fallunterscheidungen:

(a) 8 > 0, a < 0: Substitution: x = —a + \/—é sinu = /R(sinu,cosu) du,
a
Typ 6.

(b) 8 <0, a> 0: Substitution: z = —oz—f—\/—é coshu = /R(sinh u, coshu) du =
a

/]:2(6“) du, Typ 5.

(c) >0, a> 0: Substitution: z = —a + \/E sinh v = /]:Z(sinh u, coshu) du =
a .

/]:E(e“) du, Typ 5.

8. /R (:L', \/m, \V/yx + 5) dzx. Substitution: u = /vx + § =

/]i? (u, Lz Oi;u + B) du, TypT.
v v

b
dz. Substitution: v = {fa + — = /R* (u) du.
x/ﬂ

R(z™)
O | Ve
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10. /.rp(a +bx)"dxr  mit p,q,r €Q, a,b € R.

Fallunterscheidungen:

(a) r € Z: Substitution: u = x'/9, wobei g den Nenner von b bezeichnet.
= /R*(u) du.

(b) =—— € Z: Substitution: u = (a4bx?)"/9, wobei g den Nenner von r bezeichnet.
= /R*(u) du.

1
(c) ( + p—|—> € Z: Substitution: u = (b4 ax~9)'/9, wobei g den Nenner von r
q

bezeichnet. —- /R*(u) du.

1.19.2 Musterbeispiele

d
1. Bestimmen Sie /7 x .
3 (x +2)
Losung:
Der Integrand ist eine rationale Funktion und kann daher in Partialbriiche zerlegt
werden:

S S BN S OO
w3(x+2)  8r  4r? 223 Sax+2°

Integration liefert dann:

" dx 1 1 1 1
—=-1 ————=1 2|+ C .
/a?S(x+2) shlel+ o~z —ghle 2+
24204
2. Bestimmen Sie / v dr .
(22 4+ 4x)(2? + 1)

Losung:
Der Integrand ist eine rationale Funktion und kann daher in Partialbriiche zerlegt
werden:

?+2r—-4 1 1 1 L L 18413
(22 +4x)(22+1) = 1Tx+4 17 22+1

Integration liefert dann:

/ T nfel— S nfe 44— / /
n:v——n:c dr + =
(% +4x) (2% + 1) 17/ 22 +1 13 22 +1
1 9 13
-1 ——1 4+ —=1 — .
n x| T nlzr+ |—|—17 n(z? + )+17arctanx+0

= 11
3. Bestimmen Sie /M T
(x + 3)(x? 4 4)?
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Losung:
Der Integrand ist eine rationale Funktion und kann daher in Partialbriiche zerlegt
werden:
—75x+113 2 n —2x+6 —206x+3
(x+3)(22+4)2 z+3  22+4 (22 +4)2

2w 6 % 3
Cr+3 2244 2244 (2244)2 0 (22 +4)2

Integration liefert dann:

—75z + 113
TR dp = 21| 3—/ Ld 3/ da
/($+3)(x2+4)2 x nlz + 3| o T+ 21
I
—13/ ~da /
Jr4
3 4
'y
I, : Das Integral ist von der Form:/f(L)d =ln<f(x))—|—C.
f(x)
:>11:1n(ac2+4)+6’1.
I, : Substituti 2u fiihrt 2w I = - [ 2~ Lot (5)+c
: itution z = 1tz = —arctan
2 : Substitution z = 2u fii w Ip = 2 T2 = g 2ctan (s 5.
(z) 1
I5 : Das Integral ist von der Form:/ dr = ———+C.
’ f*(x) f(z)
1
ey
3 x2+4
(44 2%) —a? dv 1 2z
O R T 5 [T e
i @42 T ) 2va 2) T @™
————

I
Partielle Integration des letzten Integrals liefert dann:

T 1 x 1 1 x 1 T
Li=h-Sh+s [Iydo= D -2l — L = Sarct <7> - Ch.
i=hoghty [ hdr=>0L-gls—oh=qarctan g+ o 5 T 0

Insgesamt folgt dann nach Vereinfachung:
/ —75x 4+ 113 51 <:1:> 1 3z + 104
(

_ 2
T4 3)(a LA dr =2In|x+ 3| —In(z° +4) + — arctan e

6 +C.

4. Bestimmen Sie [ = /(1 + 32 In(z — 2%) dx fiir 0 < z < 1.

Losung:
Partielle Integration mit f(x) = In(z — 2?) und ¢'(z) = 1 + 322 liefert dann mit
1-2z
! — ) — 3.
fix) = P und g(z) =z + a°:

1—2x
de:

I= /(1 + 323 In(z — 2*) dz = (v + 2%) In(z — 2%) — /(:L" + 2*)

r—x
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24_ 3 22_
= (z+ 2% In(z — 2?) — / G L dx .

2 —z

Iy
Der Integrand von [; ist eine ,,unechte® rationale Funktion. Mittels Polynomdivision
und anschlieender Partialbruchzerlegung erhalten wir

2 2 5, a?
/ <2x +r+3+ 71) dx = 3 x3+%+3r+2 In(1—2)—C, und damit schlieflich

I2

2
I= /(1+3x2)1n(:r+x2d:r: (x+$3)hl(l’71‘2)7§$37§73:)';72111(1756)+C.

Bestimmen Sie [ = /(1 + 2z) arctan z dx .

Loésung:
Partielle Integration mit f(z) = arctanz und ¢'(z) = 1 + 2z liefert dann mit
f(z) = e und g(z) = x + 2%
1
I= /(1 + 2z) arctan z dr = (x + 2°) arctan x — /(r + 2?) 22 de = -
x
:(x+a:2)arctana?—/(1+ v 1 )dw—
1+22 1422
In(1
= (2> + 2+ 1)arctans — a — w+c.
" )v2z -1
Bestimmen Sie [ = / Mdm .
z(x —1)

Loésung:
Der Integrand ist auf [1 1) und auf (1, 00) stetig und besitzt daher dort eine Stamm-
funktion, d.h. das unbestimmte Integral ist dort definiert. Mit der naheliegenden

oL u? +1
Substitution © = /22 — 1 bzw. z =

2
u 41 + 1
uZSI (7L2+1 _
2

=:p(u), ¢'(u) =u folgt dann:
1= udu 2/ . (v +3 du .
(u -1)

Nach Polynomdlwmon und Partialbruchzerlegung folgt:

2 2 2 -
[:/<2+ — + )du:2u+2arctanu+2ln Y
1+w?2 uw+1 wu-1 u+

Ricktransformation liefert:

1
| +c.

z(r —1) V2r—1+1

Wegen des Absolutbetrages in der Logarithmusfunktion gilt dies sowohl auf [% 1)
als auch auf (1, 00).

Dv2z -1 V2 1-1
I:/ud:c:%/%v—1+2arctan\/2x—1+21 ‘ o ’ C.

7. Bestimmen Sie I = /”x -1 dx .
z+1
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Losung:
Der Integrand ist auf [—oo, —1) und auf (1, 00) stetig und besitzt daher dort eine
Stammfunktion d.h. das unbestimmte Integral ist dort definiert. Mit der Substitu-

; 1 2 4
tion u = 4/ ;LC | bzw. =7 J_r:; =:p(u), ¢'(u)= ﬁ folgt dann:

1/'4“261 /1+1+1+1d
= —_— AU == — u =
(1 —u?)? u+1l (u+1)? w—1 (u—1)2
u—1 1 1
=1 — - C.
Ilu—&—l u—+1 u—lJr

Riicktransformation liefert:

VI VEET

I = + 1+4C ==z — Va2 —1|+Va2 - 14C.
eV | |
V2 _ e
8. Bestimmen Sie [ = /ﬁ dz .
eaV2 4 eVa
Losung:
: N = : ﬁ
Mit der Substitution u = eVz bzw. x = v2Inu =: p(u), ¢'(u) = ~— folgt dann:
—udu U —
v [ =V e () e
wH4u u u(u +1
—\/§1n|u|+2\f21n|u+1|+C:-~:—x+2\/§1n< %>
. . du )
9. Bestimmen Sie [= [ ——— firO<z<7.
1+sinx +cosz
Losung:

Der Integrand ist eine rationale Funktion in sinz und cosz. Daher substituieren

wir: u = tan (g) bzw. x = 2arctanu =: p(u), ¢'(u) =

14u?’
: : 1 2tan (£
Mit: sinxz = 2sin (E> cos (E) = 2tan (f) = <2> 5
2 2 2/ cos? (%) 1+ tan? (%) 1+u
) (z) 5 (x) 1 tan? (%) 1—u?
und cosz =cos* (=) —sin° (=) =--- = 5
2 2 1+ tan? (%) 1+u

folgt dann:

2
Tz d
S+ 14u? + 1+u? X tu

Riicktransformation liefert:

dx
[=————=In
1+sinz 4+ cosx

sinx

1+ tan (g)‘ =In|l

I:/”"i.
V1—2x — 22

1+ cosz

10. Bestimmen Sie



146

11.

12.

Kapitel 1. Analysis einer reellen Variablen

Losung:

Der Integrand ist auf [,(—1 — v/2, —1 + /2) stetig und besitzt daher dort eine
Stammfunktion, d.h. das unbestimmte Integral ist dort definiert.

Quadratische Erginzung des Radikanden: 1—2z—2% = 2—(x+1)? und anschlieflende
Substitution: = —1 4+ v/2sinu =: p(u), ¢'(v) = /2 cos u liefert:

I_/(—l—i—\fsinu) QCosu / 1+\/§Sinu)2005udu
V21 —sin®u | cos ul

Dem Intervall I, entspricht das Intervall I, = (=3 , 7). Da dort cosu > 0 gilt, ist
also | cosu| = cos u. Damit erhalten wir:

I= /(1 — 2v/2sinu + 2sin® u)du = /(2 — 2cos(2u) — 2v/2sinu)du =

= 2u — sin(2u) + 2v/2 cosu + C' = 2u — 2sinucosu + 2v/2 cosu + C.

Riicktransformation liefert:

z+1 r—3
= 2arcsin | ——— | — V1—-2z—224C.
<\/5> 2

. . dz

Bestimmen Sie [ / N

Losung:

Der Integrand ist auf Iy = (—00,0) und auf I, = (2, 00) stetig und besitzt daher
dort jeweils eine Stammfunktion, d.h. das unbestimmte Integral ist dort definiert.
Wir betrachten zunéchst das Intervall I5.

Quadratische Ergiinzung des Radikanden: 22 — 2z = (x — 1)? — 1 und anschlieflende
Substitution: x = 1 + coshu =: p(u), ¢'(u) = sinhu liefert:

cosh? ) sinh u|

der Allgemelnhelt U Z 0 wahlen konnen. Riicktransformation liefert dann:

h I
I = / & = / |s1n L = /du = u+C, da wir ohne Beschrankung
(

I =Arcosh(z —1)+C' .
Auf I, substituieren wir x = 1 — cosh u und erhalten damit:
I =Arcosh(l —xz)+C .

2¢ — 3

Bestimmen Sie [ = /
\/TH

Loésung:

Der Integrand ist auf ganz IR stetig und besitzt daher dort eine Stammfunktion,
d.h. das unbestimmte Integral ist dort definiert.

Quadratische Erginzung des Radikanden: z* — 4z + 13 = (x — 2)?2 + 9 und an-
schlieBende Substitution: x = 2 + 3sinhu =: p(u), ¢'(u) = 3coshu liefert:

I /4+651nhu73

3coshudu = /(1 — 6sinhu)du = u + 6 coshu + C.
3coshu
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Riicktransformation liefert:

20— 3
I = x dforsmh( >+2\/5v2 4+ 13+ C .
Va2 —dz + 13 3

1+f
\/1+a:

13. Bestimmen Sie [ =

Losung:

Der Integrand ist fiir > 0 stetig und besitzt daher dort eine Stammfunktion, d.h.
das unbestimmte Integral ist dort definiert.

Mit der Substitution z = u? =: p(u), ¢'(u) = 2u folgt:

1+u u + u?
1_2/ _udu —2/
\/lJru2

Mit der weiteren Substitution u = sinhv =: ¢(v), ¥’ (v) = coshv folgt weiter:

71— / sinh v + sinh? v

P coshvdv = / (2 sinh v + cosh(2v) — l)dv =
sinh(2v)

= 2coshv + — v+ C =2coshv + sinhvcoshv — v+ C.

Riicktransformation liefert dann: I = 2v/1 + u2 + uV1 + u2— Arsinhu + C bzw.

I= bi r=2V1+x+Vzv1+x— Arsinh(v/z) + C .

dz
14. Bestimmen Sie [ = /7 , x> 1.
Joadd —1
Losung:
. 1 1
Mit der Substitution (vergl. Grundlagen) u = (] 1 — o bzw. x = s =: p(u),
u? u?
¢'(u) = 5 folgt: = /udu =—+4C.
< V1 — u3> 2
Riicktransformation licfert dann: I Vo1
ticktransformation liefert dann: /Z‘BW 5.2 +C.

15. Bestimmen Sie

T
1:/;—————fm
V1+ V1422
Losung:
Mit der naheliegenden Substitution 1 + 22 = u? d.h. 2 = Vu2 — 1 =: p(u), falls

, u
x>0, ¢(u)= N folgt:
/ 1+u—1
V1 Vi+u

\/dL ;(1+u)3/2 2V1+u+C.

du = du =

= /Mﬁ
:/Mdu—
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16.

17.

18.
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Riicktransformation liefert dann:

=] =
14+vV1+22

Bemerkung:
Fiir ¢ < 0 folgt mit der Substitution x = —v/u? — 1 das gleiche Ergebnis.

(1+\/1+x2) 21+ VIt a2+ C.

Inx

\/a—l—x ’

Bestimmen Sie [ = / a>0 z>0.

Losung:
Da die Ableitung der Logarithmusfunktion eine rationale Funktion ist, liegt es nahe,
eine partielle Integration zu versuchen. Dazu setzen wir:

1 1
f(z) =Inz und ¢ (z) = . Mit f'(z) = = und g(z) = 2y/a + z erhalten wir:
T

IS
+
S

1:2\/a+xlnx—2/ a%xdar
—
1

Im Integral I; bietet sich die Substitution x = —a + u* =: ¢(u) an. Mit ¢'(u) = 2u
folgt dann:

u? Vva 1 Vva 1
122/ d:~--=2/1 va _va du —
! w?—a™ . <+2u—\/5 2 u+\/§> "

=2u+ va In(u—+a) —valn(u++a)+ C*.

Riicktransformation liefert dann insgesamt:

Inx Va+z++/a
I=| —=dr=2 Inzx —4 2v/aln | —F————= C.
— 0 Va+zInz —4/a+x + \/511( %a—&—:z:—\/&)%_

e
NCEEa

Bestimmen Sie eine Stammfunktion F(z) von f(z) = x>0.

Losung:

Dazu ermitteln wir das unbestimmte Integral I = dx. Der Integrand ist

[

eine rationale Funktion von /z. Daher liegt die Substitution x = u® =: p(u) nahe.
Mit ¢'(u) = 6u® folgt dann:
2 6 1

I:/ _u 6u5du:6/u7du:~--:6/(u4—u2+1—7>du=

J ud+u 1+ u? 1+ u?

6

= gu‘r’ —2u® 4 6u — 6arctanu + C.
Riicktransformation liefert dann mit C' = 0 die spezielle Stammfunktion
6

F(z) = gx5/6 — 2v/2 + 6/ — 6arctan V/x .

Bestimmen Sie I = / VT3 de , x=>0.
1+2
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19.

20.

21.

Losung:
Eine naheliegende Substitution ist hier: x = u? = p(u). Mit ¢'(u) = 2u folgt:
: 3 3 2 1
I= “+ 2d—2/“+“ --=/(2+3 C 2 )duz
14+ u? 14 u?

= 2u+3ln(1 +u?) — 2arctanu + C.
Riicktransformation liefert dann:

Vr+3

1+2

dz = 2v/r +3In(l + ) — 2arctan/z + C .

e’ +1

e —4
Geben Sie ein geeignetes Intervall [a,b] C R an, fiir das f(x) eine Stammfunktion
besitzt und ermitteln Sie dort alle Stammfunktionen.

Gegeben ist die Funktion f(z) =

Losung:
Da der Radikand im Nenner positiv sein muss, folgt: a > In4, b > a beliebig.
Wir ermitteln auf diesem Intervall das unbestimmte Integral als Menge aller Stamm-
funktionen:
e’ +1 . . DT
I = | —— dz. Eine naheliegende Substitution ist: ¢” = u bzw. z = Inu =: p(u).

ver —4

1 11 1
Mit ¢'(u) = = folgt dann: [ = Ut - / ut
u

\/u—4a uvu — 4

Die weitere Substitution u = 4 + v? =: ¥(v) liefert mit ¢'(v) = 2v:

4 1
I:/ o+ 2/<1+ )dv-?v—i—arctan( )

(4 +vH)w
1—2vu—4+arctan<w> +C=2\/ew—4+arctan<e> +C.

Riicktransformation liefert dann:
2 2

N <

dx .

Bestimmen Sie [ :/ 3
cosh” x

Losung:
Das vorliegende Integral kann mittels partieller Integration vereinfacht werden. Dazu

. Mit f'(z) =1 und g(z) = tanh z folgt dann:

setzen wir: f(x) =z, g(x) = 3
osh” z

I = xtanhz — /tanhx = ztanhx — In(coshz) + C.

Bestimmen Sie

7 / V(14 Inz)+ cot(1+Inx) d

x
Losung:
Hier bieten sich fiir eine Substitution die Wurzelfunktion oder die Logarithmusfunk-
tion an. Wir entscheiden uns fiir letztere: © = e =: ¢(u) und ¢'(u) = e*. Damit
folgt:
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I / e"2(1 + u) + cot(1 + u)
- e’ll,
Das erste Integral wird partiell integriert:

I =2e"*(14u)—2 /e“/2 du+In (sin(l—HL))—l—C’ =2¢"?(u—1)+In (sin(1+u))+C.

e”duz/eu/2(1+u) du+/cot(1+u) du.

Riicktransformation liefert:

I:/\/E(1+111x)+cot(1+lnx) dr =2/z(lnx — 1)—|—ln(sin(1—|—lnx)> +C.

T

1.19.3 Beispiele mit Losungen

1. Berechnen Sie das Integral /

Va2 4+ 2z +2
dx.
14++Vax24+2x+2
2

+C.
2+ 2+ V2 +2x+2

Losung: (z 4+ 1) — Arsinh(z + 1) —

62° + 1322 + 101z — 7
Berechnen Sie das Integral / (;2 ‘tl) (a;;:_ 4xj_ 20) dx.

2
+C.

S 1 9
Losung: B In(z® + 1) + 5 In(2? + 42 + 20) — 1 arctan =+

Berechnen Sie das Integral

dx
/l—l-ﬁ—l—\/l—l—x '
1
Losung: f—§111|\/5+ Va4 1|+ 1

! +C
(VT ++Vx+ 1) '

Berechnen Sie die Integrale

-2 . .
I = /ec‘h Ysinvcosxdr, I,= /1’2 arcsin z dx.

1 3 1 1
Lésungen: I} = 7560052w +C, I, = % arcsinz — 5(1 —z?)3/2 4 5\/1 —22+C.

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

tanh 1+ si
a) e dz, b) /xmlnxdx, m € Ny, c) / R

In(cosh z) sinz(1 4 cosx)

m—+1 1
Losungen: a) In|In(coshz)| + C, b) ’ 1 (ln.r - ?> +C,
m m

1 1
c) 51n|tang\+1tan2g+tang+a

e *dx

Berechnen Sie das Integral / m .

el

N 1 .
Losung: 3 arctan e® + m +C
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7. Berechnen Sie das Integral / __dr .
(2 4 cosx)?

43 1 2  tani%
Losung: \—f arctan < tan x) - 7# .
9 3 (tan %) +3

/3 g

8. Berechnen Sie das Integral /ln(l —at) da.

r+1

Losung: x1In(1 — 2) — 42 + In 1‘ + 2arctanz + C.

T —

9. Berechnen Sie die Integrale

a) /%d& b) /<e2”+€'/e7)dx.

1 1
Losungen: a) i(arcsin 7)? — 2arcsinz + C, b) 56206 +3e"3 4 C.

10. Berechnen Sie die Integrale

a) /ln(l + %) dz, b) / cos42x dx

sin® x

cot®

Losungen: a) xIn(1 + 2%) — 22 + 2arctanz + C, b) — +cotz + C.

T arcsin

vr+1
2 4
Losung;: g(a: —2)V1+ zarcsinz + §(ac —4V1—z+C.

11. Berechnen Sie dx.

In(z% +1)
(x +1)?
In(z? 4+ 1)
z4+1

12. Berechnen Sie / dx.

1
Lésung: — —Inlz+ 1|+ 3 In(z* + 1) + arctanz + C.

sin x

13. Berechnen Sie das Integral 619022

1 3
Lésung: T arctan (Z cos 33) +C.

1
14. Berechnen Sie I = /(2;1%5)3 €.

Lo I 1 Inz n 1 |
osung: = — — In
& T 202r 1 5) 42z +5)2 100

2x
C.
2x+5‘+

15. Berechnen Sie:

a) /(éu@)dx b)

" — arcsin T
Vv1— 222

1 1
Losungen: a) 563” +2Ver +C, b) marcsina — §(arcsin r)? +C.

dr, |z] <1
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1.20 Bestimmte Integrale

1.20.1 Grundlagen

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Sei f stetig auf [a, b] und sei F' eine Stammfunktion von f auf [a, b]. Dann gilt:

./abf(t) dt = F(b) — F(a)|.

e Integration durch Substitution:
Sei ¢ (u) stetig auf dem Intervall [, 8] und sei f(z) stetig auf der Bildmenge p[a, 5.

Dann gilt:
99(6)
[r 1@z = [ st
p(a
e Partielle Integration:

Seien f und g stetig differenzierbar auf dem Intervall [a, b]. Dann gilt:

- [ @y ds

[ 1@ @ de = f@g(x)]|

1.20.2 Musterbeispiele
1
1. Berechnen Sie [ :/ Va2 —ztdx .
-1

Losung:
2

1 1 D)
I:/ |:L'|\/17£E2d1‘:2/ V1 —a2dr = 75(1—1'2)3/2’;:5 :
-1 0
3
v dz

1+2

1
2. Berechnen Sie I:/
0

Loésung:
Mit der Substitution z = u® =: p(u), 0 < u < 1 folgt mit ¢'(u) = 3u*:

Htw -1 1 3
I—/ 3d—3/ :S/d—/id
Y C14ud 0 Y 1—|—u3u

Fiir das Integral I zerlegen wir den Integranden in Partialbriiche:

3 1 — 2
= + ut . Damit erhalten wir:
1+uwd 1+u vwi—-u+1

Udu 1 1 (2u—1)—3

] = —_ = 7(1 =
! o 1+u 2Jo w?2—u+1 v
1 2 —1
= dr / d —
Jo 1+u b w—ur1™te b

Iz

11 3 3
:ln|1—|—u|‘0—iln(u2—u+1)‘0+§lg:ln2+§lg.
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- L 1 3
In I, substituieren wir mit v = 3 + — U, woraus folgt:

1

u=l 2 (o 2
= —arctanv

2 dv T2 etan (P!
u=0 \/g 1+ 02 \/g u=0 \/g \/g

- oom ) () - 5 25

Insgesamt folgt dann:

I, =

0

1 3
1:/ Vo 3 =3 -m2-°L—3_-m2_ "
0o 1+ 2 V3

1

3. Berechnen Sie [ = / Inl-—v1—z)de.
3

/4
Losung:
Mit der Substitution 1 — 2 = u? bzw. © = 1 — u* =: ¢(u), 0 < u < 1 folgt mit
¢'(u) = —2u:

0 1/2
]:/1/2111(1_“) (—2u) du:2/0 uln(l — u) du.

1
Partielle Integration mit f(u) = In(1 —u), ¢'(u) = 2u, f'(u) = — , g(u) = u?

liefert:

1—u

o, 1/2 12 g2 1ot 1/2 1 B
I—uln(l—u))o —|—/0 1_udU—4ln(2)+/0 (—u—l—ﬁ—l_?L)dU—

In2 u? 2 m2 11 1\ 3 5
e —— —u—In(l - = —— = In(z)=-I2--.
4+<2 w=In( ”)>0 18 2 n<2) 1778
4. Berechnen Sie I /7/4 e
. Berechnen Sie = —_—_—
-3/4 /6 + x — 22

Losung:

7/4 d 1 5
I = / I . Das legt die Substitution z = =+ = sint _r <t< il

=3/4 /B (g — 12 2 2 6 6
nahe. - ) . -
:>I:/6 s ~costdt = “at="

~z 3|cost| 2 _x 3
9 1
5. Berechnen Sie [ = ks dz .
Jo x—/x
Losung:
Mit der Substitution z = u? =: ¢(u), ¢'(u) = 2u folgt zunichst fiir das unbestimmte
Integral:
1 1 4
I'= VTt d:z::/u+ 2udu:/(2+7)du:2u+4ln|u—1|+C,
T —\x u?—u u—1

bzw. nach Riicktransformation: I* = 2\/z +4In|y/z — 1| + C.
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Einsetzen der Grenzen liefert dann:

I=2V7+4ln|yz—1+C =6+4n2 —4—4ln1=2+4In2,

45 dz
6. Berechnen Sie I:/ —_—
V2Vt
Losung:
Die Substitution z = —4 + u? =: p(u), ¢'(u) = 2u liefert fiir das unbestimmte
Integral:

/ / Mittels der partiellen Integration mit
V2+Vaitx VeEaTh

=2 . =2, =2V2 halten wir:
f(u) =2u, ¢'(u) = o f'(u) g(u) + u erhalten wir
I& :4ux/mf4/\/2+udu:4ux/2+uf%(2+u)3/2+0
und nach Riicktransformation: I* = 4v4 + z\/2 + V4 +z — 2(2 +Vv4+ x)3/2 +C.

Einsetzen der Grenzen liefert dann:

8 . 2
1:4\/4+x\/2+\/4+“7§(2+\/4+x)3/2+0]25:~«~:%.

Vo
7. Berechnen Sie I = / In(x + Va2 —1)dx
1
Losung:

(a) Mittels Substitution: z = coshu =: p(u), ¢'(u) = sinhw.
I = /ln(x +Va2—1)de = /ln(coshu +y/cosh® u — 1) sinh u du =

= /ln(coshu + sinh w) sinh u du = /u sinh w du "= y coshu — sinhu + C.
~————
e’U/

Riicktransformation und Einsetzen der Grenzen liefert:

V2
I= / In(x++va? — 1) dx = xArcoshz — V2 — 1+C‘1/§ = V/2Arcoshv/2 —1.
S

(b) Mittels partieller Integration:

1
#) = (o + VP =T), g/0) = 1. fa) = L a) =z =

T+ Va2 —
vz V2 1+\ﬁ
I=zln(z+Vz2 -1 —/ L
xln(x x )’1 ], x—l—\/xzi
V2
=v2In(V2+1) — / ﬁdx—\[ln(\f%—l) Va1 =
=v2In(V2+1) -1
8. Berechnen Sie [ = /7T ﬂdm
/2 1 —cosx
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10.

Losung:
Wir ermitteln zunéchst das unbestimmte Integral:

I cos T _/com:fl +1d :/<_1+ 1 )da::
1—coszx 1—coszx 1—cosx

1+cosx CcoS T 1
:—x+/ z—x—l—/ /,2 dr = —v —cotx — —— + C.
sin® sin® z sin® o sinx

In dieser Form ist das Einsetzen der Grenzen ungiinstig. Daher formen wir um:
1+ cosx sin? sinz
r«=«—«2-————+0C=-—12—-——7——+0C=—-—2— ———
sin @ sinz(1 — cosz) 1—cosz

Nun ist das Einsetzen der Grenzen unproblematisch:

T COST sinx s
I = —dr=—1— — ‘ =1—-—.

/2 1 —cosx 1 —cosz /2 2
Bemerkung:

T
Natiirlich kann auch die ,,Standardsubstitution® tan (5) = u verwendet werden.

™/3 sin(2x) 4+ 2 tan x

Berechnen Sie [ = / 5 dx
cos? x
Losung:
Fiir das unbestimmte Integral erhalten wir:
2sin z cos x 4 28n2 cosx 4+ —
I*z/ cos dxz?/i“’” sinzdz .
cos? x cos?x
Mit der Substitution cosz = u folgt dann:
1
= du:—2/( )du-—anu—&———i—C
Riicktransformation und Einsetzen der Grenzen liefert:
/3 sin(2 2t 1 j=/3
:/ Sln(x>ﬂd:}::72111(:osan+ / =...=3+2n2.
0 cos? x cos? 10
2 + 2

dx .

Berechnen Sie I = /e Inz
1

Losung:

Wir ermitteln zunéchst das unbestimmte Integral. Unmittelbare partielle Integration
eliminiert zwar den Logarithmus im ersten Faktor des Integranden. Er kommt aber
bei der Integration des zweiten Faktors durch die Hintertiir wieder ins Spiel. Eine
additive Zerlegung des Integranden macht die Sache iibersichtlicher.

2
I*:/lnx;da:—i-/xlnxdx = I +1.

2 ar n
I = /lnxfd parkdut 2(Inz)? /lnxf 2(lnz)? — I} = I} = (Inz)%
x
ar i 2 1 2 2
Igi/wlnxd:ﬂp LT e — x——d:ﬁfx—lnl—x—.
2 2z 2 4

Insgesamt folgt dann:
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e 2 2 2 |e 5 2
I:/l Inx —;x dr = (Inx)? +—lnx—% ) —Ze
1/2 1
11. Berechnen Sie I = / T dx
1/2x+2 w—x?—r+1

Losung:
Wir faktorisieren zunéchst das Polynom im Nenner des Radikanden:
23— 2> —1r+1=(x—1)2%(x + 1). Damit vereinfacht sich das Integral zu:

1/2 3 . 1/2 3 ;
_[1/2 (x—|—2)|x—1| x__/—l/Q (x+2)(x—1) e

1/2 /2 d
/ / * =ln|z+2|— ln|x—1|’
1/2:5—1—2 -1/2 T —

—In (g) I (%) ~In (%) +In (g) = In5.

12. Berechnen Sie I :/ SIIizﬂc’can (Sli) dx
m/2 (1 — cosx)? 1+ cosx

2

Losung:
Mit den Formeln 1 — cosz = 2sin? (g) und 1+ cosz = 2 cos® <g> folgt:

/2 4 sin (5) 2 cos? (%)

:/7r Warctan<tarl< )) dac—l/ o8 % dr .
Jx/2 2sin® (%) 4 Jz/2 sin3

E
2

Mittels partieller Integration erhalten wir:

™ . 1 gy dx 1 ; (r)
o - — —Zcot(Z
4 sin? (%) x2 4 Jx/2 gin? (%) 2

R —
0

R ——

13. Berechnen Sie das Integral

4 dx
7 =
/3 V(@ =1)3(x—2)

mit Hilfe der Substitution x = 1 4+ u™, wobei n geeignet zu wéhlen ist.

Losung:
Wir wihlen n = 2: 2 =1+u?=: ¢(u), ¢'(u) = 2u, V2 < u < /3 liefert:
I \/371 2ud 2 \/571 d
= U au = U .
/\/5 udvu? —1 V2 ulvu? —1

Mit der weiteren Substitution: u = coshv =: ¥ (v), ¥'(v) = sinhv folgt dann:

V3 1 V3 1 V3
122/ ———5———— sinhvdv =2 ———dv = 2tanhv =
u=v2 cosh” v sinh v u=v2 cosh” v u=v2
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_2\/cosh21j—1 V3 _2\/u2—1 \/5_2\/5 2\/T_\/§(2 \/g)
B coshv i u s V3 2 |3 '
14. Gegeben ist das Integral I = /1/2 cos e dx
- e & Jo J1ta?

Geben Sie eine moglichst gute Abschétzung fiir I nach oben an.

Losung:
(a) Mit cosz <1 folgt:

1/2 1
I< /0 \/ﬁ dx = Arsinhx ‘;/2 =1In (L + Va2 + 1) ’;/2 =
1 1 1 5
=In{=+4/-+1]|, dh. M;=In V5 ~ (0.4812.
2 4 2
(b) Mit ——— < 1 folgt:
V1i+aZ2~ &b

1/2 /1 /1
1< / cos x dxr = sin (5) , d.h. My =sin <§> ~ 0.4794.
0

(c) Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

b b b
/ f(x)g(fc)dx<\/ [ 1) da ¢ [ (e
12 cosw 1/2 2 1
I= — = _dx < / 20 d / de —
— 0 mx_\/o cosxx\/o 1+x2x

1+sinl 1 1+sinl 1
= \/—1—:111 \/arctan (5) d.h. M;= \/T arctan <§> ~ 0.4620.

1.20.3 Beispiele mit Losungen

1. Losen Sie folgende bestimmten Integrale:
1 In2

-1

/ dx dx tanh z
a) / Y b) / 2 b C) / d(E i
J Ve+yvr+1 z24+2x+5 ) 2Vcosha —1

7r/.4 w/4 e
d) / 00:2.1’ dx | e) /(tanx)2 dx | f) /(lnx)2 dx |
0 0 1
/ x f ozl e
g) /arctan \/jdx , h) /72 dr , 1) /(cos x)Vsinz dr .
] 3 / (14 2Inz) J
Losungen:
4 m 1 ™ In2 ™
V21 T an (= T_as 1= fle—2
a) 3([ ), b) g c) arcmn<2>, d) 1 5 e) 1 )e—2,
2r e2 1 2
- - h —=, i) =.
g) 5~ V3, h)ys-7, D3
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/2
2. Berechnen Sie / e?® sin® x dx.
0

3 1
Lésung: ge” 5

. 1/3 dz
3. Berechnen Sie das Integral [ = / .
—1/4 (x + 1)Va? 4 2z + 2

3
Losung: In — .
2
w2 /4
4. Ermitteln Sie das bestimmte Integral / xsin v/z du.
0
2

3
Lésung: % — 12

dx

5. Berechnen Sie das Integral e
-2 V2 —3x —4a?

L .3
dsung: — arcsin —— .
&3 Vi
+1
6. Berechnen Sie das bestimmte Integral / zell® dg.
-1

1+ e?
2e

Losung: —1 +

VT
7. Ermitteln Sie das folgende Integral: / 2% sin(2?) d.
0

Losung: g .

3
8. Berechnen Sie I :/ (63:” — v e”ﬂ) dz.
0
9

e 8
Lo == —-3e+-.
osung 3 e 3

Tq_
9. Berechnen Sie [ = / 2o oSt dx
o 1+4cosz

T
Lo 12— =
osung 5

10. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

1 42 _ wdr nd ¥ 43
a) / / c) / ——dx.
1/2 x(l + a3) f/2 m2 e —1
Losungen:
mn2 73 7 4 52
[ e b) - — — 7In2 —41n3.
a) 3 + G el ) 3 . ¢) 7ln n
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11. Bestimmen Sie a € R so, dass gilt: / (r—a)lnzdr=0.
1

1+ e?
Losung: a = .
4
1
. 3 dx
12. Berechen Sie das Integral / —dx.
o 1—uat

Losung: lng :

0 -
13. Berechnen Sie das Integral / 2?(1+ z)*3 da.
Jaa

Losung: 220 °

JT

16
14. Berechnen Sie das Int 11:/ - vr
erecnnen ple das 1n egra | _3 _ 2\/5 + -

Inb
Losung: [ =6— DT —41n2.

15. Bestimmen Sie eine moglichst kleine Zahl M € R, derart, dass gilt:

/2 gj
/ sin x de < M .

/6 T
Losung:
a) Mit sinz < 1 folgt: M = In3 = 1.0986.
b) Mit sinz < z folgt M = g ~ 1.0472.

V3

2
c) Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt: M =4/ 3 + o ~ 0.9707.
™
d) Mittels des TAYLOR-Polynoms Ts(x,0) folgt: M = 0.8557.
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1.21 Anwendungen der Integralrechnung

1.21.1 Grundlagen

e Bogenliange in kartesischen Koordinaten:
Ist f stetig differenzierbar auf [a, b], so ist die Kurve

K={@y |y=1), a<z<b}

rektifizierbar und es gilt:

LKz/ab\/l—i—(f’(m))zd:r.

e Bogenlidnge in Polarkoordinaten:
Ist 7(p) stetig differenzierbar auf [a, (], so ist die durch r = r(¢), a < ¢ < 8
dargestellte Kurve K rektifizierbar und es gilt:

Lk = /j Vri(e) +12(p) dy

e Bogenlange in Parameterform:
Sind z(t) und y(t) stetig differenzierbar auf [a, b], so ist die durch z(¢) und y(¢)
dargestellte Kurve K rektifizierbar und es gilt:

Li = /ab NEOEROY

e Berechnung von Flédcheninhalten mittels Polarkoordinaten:
Ist r(y) stetig auf [, 8], so gilt fiir den Flacheninhalt des von den Strahlen ¢ = «
und ¢ = 8 und der Kurve r = r(p) berandeten Bereiches:

1e
A—E/(lr(go)dcp.

e Berechnung von Flédcheninhalten in Parameterform:
Ist y(¢) stetig und x(t) stetig differenzierbar und monoton auf [a, b], so gilt fiir den
Flacheninhalt unter der Kurve K : {z(t),y(t)}:

A= /aby(t)dv(t) dt .

e Berechnung von Volumsinhalten von Drehkorpern in kartesischen Koordinaten:
Rotiert das Fliachenstiick unter dem Graphen von f(x), a < x < b um die x-Achse,
so besitzt der so entstehende Drehkérper den Volumsinhalt:

b
V:TF/ v (z) da .
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e Berechnung von Volumsinhalten von Drehkérpern in Parameterdarstellung:
Rotiert das Flichenstiick unter der Kurve K : {z(t),y(t)}, mit y(t) stetig und =(t)
stetig differenzierbar und monoton, um die z-Achse, so besitzt der so entstehende
Drehkorper den Volumsinhalt:

V:wff@uww.

e Berechnung von Oberflichen von Drehkorpern in kartesischen Koordinaten:
Rotiert der Graph von f(z), a < z < bum die z-Achse, so besitzt der so entstehende
Drehkorper den Oberflicheninhalt:

b 2
V:27r/ y(z) 1+(f’(a:)) dz .
e Berechnung von Oberflichen von Drehkorpern in Parameterform:

Rotiert die Kurve K : {z(t),y(¢)}, mit () und y(t) stetig differenzierbar, um die
x-Achse, so besitzt der so entstehende Drehkorper den Oberflicheninhalt:

V=2r /aby(t) #2(t) + 92(t) dz

1.21.2 Musterbeispiele

1. Berechnen Sie die Bogenlange der Kurve

K:{(m,y)‘y=(3w—2)(g+1)—1—121n(3x+2), O§x§2} .

Losung:
y(x) ist auf [0, 2] stetig differenzierbar. = Lx = / /1
1
Mi = —-2)— — 2) — ——  folgt:
ity =3 ( ) 2=~ gy ~ B2 4(3:c 1) o8
1+ () =1+ @Bz +2)° - 1+; (31’+2)+; 2
Y 16(3z + 2)2 1Bz+2))

Damit erhalten wir:

2 1 3z?
I/K:/ +2)+ 0 |do=—+2 +—1 +2) =
A <(3x ) (3:(: 2)> T 2 x n(3z )‘

1n2
6

2. Berechnen Sie die Bogenléinge der Kurve

1
:6—|—4—|-Eln8 ln2—10

, Inz

K—{@wﬂy—xég,1§x§¢%.

Losung:

2
y(z) ist auf [1, /€] stetig differenzierbar. = Lx = / 1+ (y’(x))de
1
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1\? 1y?
Mit 1+ (/)2 = 1 (2~ff> :..-:<2~ 7) folgt:
it1+(y) T 8z L+8x o8
ve 1 g 1 Ve 1 15
LK:/1 <2x+—8x>dx:x +§1n:c)1 :6+E71:671—6

3. Ermitteln Sie die Bogenldnge jenes Stiickes der Kurve

al (a+\/a2—x2
Yy=5M\ " 5>

_aZ — 2 >0
5 > a* — 1%, a ,

a—va* —=T

das zwischen x; = 1 und x5 = 2 liegt.

Loésung:

2
y(x) ist auf [1, 2] stetig differenzierbar. =— L = / 1+ <y’(x)>2dx.
1

Ausy:gln<a+\/a2—x2 ) —gln(a—\/aQ—.ﬁ)—\/a?—xz folgt:

= S S A S
4 2a++vVa2—22 2a—-+vVaZ—22 Va2 — a2
B —ax 1 n 1 n T _
Ve — 22 \a+VaZ — 22 a—+va?— a2 Vaz — 122
—azx 2a+ x a? — x? Damit erhalt .
- = =— amit erhalten wir:
a2 — 22 22 o — 22 x
2 .2 2 2 9
1+(y,>2:1+a r_e und weiters: L:/ gdl’z(llll:r‘ =aln?2.
2 x? 1T 1

4. Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve r(p) = a(cos¢ +sing), a>0.

3 i 2

—% ,%} stetig differenzierbar. = L = /i r2+ (r’(x)) de.
-
2
Mit 72 + (r’(r)) = a*(1 + 2sinpcosp) + a*(1 — 2sin pcos p) = 2a? folgt:
3

L= /i V2adp = arV/2.

I3

Bemerkung:
Die Kurve ist eine Kreislinie mit der Darstellung in kartesischen Koordinaten:

Losung:

r(p) ist auf

(x—g>2+< —g>2*a—2dh mitRadiusR*i — L=arV2
5 Yy 5) =3 dh v = anv?2.

5. Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve in Polarkoordinaten:

e —1
r=—— 0<e¢p<a a€R, a>0.
e+ 1

Losung:

2T
r(p) ist auf [0, o] stetig differenzierbar. = L = / \/r2+ (7"(1))2(199.
0
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e?(e¥ +1) —e?(e¥ — 1)

IR .
Mit ' = CEE folgt:
2 e? —1\2 2e¢ 7 (2 —1)? + 4% e +1 )\
r2+(7“’(x))=< )+ . _ ) = - -]
e +1 (e¥ +1) (e¥ +1) (e¥ +1)
. o g2 4] : o
Damit ist: L = / —  dy . Mit der Substitution u = e¥ folgt dann:
0 (v +1)2
e 241 o (1 2 2 @
=0 u(u + 1)2 p=0 \u (u+1)2 e?+1 1o
= ~ 1.
o+ g

6. Gegeben ist die Kurve K in Parameterdarstellung
x(t) = 2cost — cos2t, y(t) =2sint —sin2t, t€R.
Berechnen Sie die Bogenlange der Kurve zwischen den Punkten mit ¢t = 0 und ¢ = .
Losung:
z(t) und y(t) sind stetig differenzierbar. = Ly = /ab \E2(t) + y3(t) dt.
Mit @(t) = —2sint + 2sin(2t) und §(t) = 2cost — 2 cos(2t) folgt:
#2(t)+92(t) = 4sin® t—8 sin t sin(2t)+4 sin?(2t)+4 cos® t—8 cos t cos(2t)+4 cos?(2t) =

t
.-+ =8(1 — cost) = 16 sin* <5>

a 4 4 t t\ |T
zLK:/ 4sin(7>'dt:/ 4sin(f) dt:—S(:os(f) = 8.
0 2 0 2 2 0
7. Bestimmen Sie die Bogenlidnge der Kurve K in Parameterdarstellung:
iy L 3/2 9D 3 : 1 1
x(t) = §<t +15)7, y(t) = 5(t\/l — 12 + arcsint) —5St<.

Losung:

1 1
x(t) und y(¢) sind auf ~5 ,5} stetig differenzierbar.

5 t? 1
i(t) =tV +15, gt)=-(V1—12— + =5V1—t2.
H1) = v i) =3 (VI=7 = e s ) =5
P2(t) + 92 (t) = 2(t* + 15) + 25(1 — %) = t* — 10t> + 25 = (t* — 5)%. Daraus folgt:
3 3 3\ |2 59
L :/2 t2—5dt:/2 5—13)dt = |5t — — ==
= [0 =slde= [ G- #) 3 5

8. Bestimmen Sie die von der Kurve r = /2 +siny + cos¢ eingeschlossene Fliche.
Losung:
1 27
() ist auf [0, 27| stetig. = A = 5/ () dip. Damit folgt:
0

1 27
A:§/ (2 4+ sing + cos @) dp = 2.
0
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\/COS

Bestimmen Sie den Inhalt der Fliche, die von der Kurve r(p) =

24singp
eingeschlossen wird.
Losung:
1 jus
r(p) ist auf 5 2} definiert und dort stetig. = A = 5 /2 () dyp
-3
Damit folgt'
_cosp 1 1 : 1(1 1)_1
“2)x = (2 4 sin p)? 7T 2 2+singp ,g_ 2\3 3
Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen der Kurve K:
t
z(t) =13, y(t) = 33— 2, 0<t<+V3

und der positiven x-Achse.

Losung:
y(t) und z(t) sind auf [0,v/3] stetig bzw. stetig differenzierbar.

\/g \/gt 2 \/g 2 2 4
:>A:/ y(t)i(t) dt = (3t )2tdt:/ (2t —7t) dt =
0 o 3 0 3
:<2t3_3t5) \/3_ _47\/3

3 15 '

Berechnen Sie den Flacheninhalt zwischen der Kurve K:

. =g

x(t) =2t —sint, y(t) = —t+2cost, 0

IA

“

INA
I

und der positiven z-Achse.

Loésung:

I

A:/f y(t):'v(t)dt:/04(—t+2008t)(2—cost)dt:

= /Z <—2t+tcost+4cost—2cos2t) dt =
0

s
1

1
= (—t2 +tsint + cost + 4sint —t — 3 sin(?t))
0

o o 1 4 1 1 72 ”(\/5—1)+5\[2*3.

bttt — o — l=————

W2 V2 V2 42 16 44/2

Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man das

Fléchenstiick unter dem Parabelbogen y = 3 — v/3z von x = 0 bis x = 3 um die
x-Achse rotieren 148¢t.

3
Lésung: y*(z) ist auf [0, 3] stetig. = V = 7r/ y*(z) dz. Damit folgt:
Jo

2
(27 36 + 7)

3 9 3 3
V:ﬂ/ (9—6\/333—1—33:)(1:}5:77<9m—6x/§§x3/2+§x2) 5
0

0

9

5
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Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der durch Rotation der Kurve

5
2u=x+ Va2 —4 fir 2§x§§

um die y-Achse entsteht.

Losung:

Da hier die Rotation um die y-Achse erfolgt, miissen wir die Funktionsgleichung

nach z auflosen.

Quadrieren von 2y — x = /22 — 4 liefert 4y? — 4xy + 22 = 2° — 4, woraus folgt:

1
x = — 4+ y. Fiir die Grenzen beziiglich y gilt: 1 <y < 2. Damit erhalten wir:
Y

2, 2 /1 9 1 y3
V:W/x(a:)dyzﬁ/ —424+y° | dy=w|——+2y+ =
1 1 \y? y 3

Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn das von den
Kurven y; = 22 + 1 und y, = 2 begrenzte Flichenstiick um die -Achse rotiert.

2 297

1 6

Losung:
Fiir das Fliachenstiick gilt: y;(z) < y(z) < yo(z), —1 <z < 1. Damit folgt:

V= 77/711 (yg(x)*y%(x))di = 7r/711 (47w472x271)daz =27 (31’ — Zj — 2363)

1

5 3 0
64
=15
Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn die Fléche,
die unter der Kurve y = \/5(1;\/171)7 1 <z < 3, liegt, um die x-Achse rotiert.
Losung:

1% 7y d ot d
77T/1~y(.L) 1f7r/1 A1 Vr=Te T.

Mit der Substitution z = 1 + u? folgt daraus:

V2 2u
Ver [ du
"l Gr@)ara2™
Der Integrand ist eine rationale Funktion und kann daher in Partialbriiche zerlegt

werden:
2u 1 1

(1+u?)(1+u)? T 14w (1+u)?’

\%4 /\/i L 1 du (arctanu + 1 )
= — =T
" J T+uw? (14 uw)? 1+u

1

=7 (arctan V2 4+ ——— — 1 :7r<arctan\/§+\f72>,
1+v2

Damit erhalten wir:

V2

0

Das Flédchenstiick zwischen dem Zykloidenbogen

z(t) = a(t —sint), y(t) =a(l —cost), 0<t <27
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und der positiven xz-Achse rotiert um letztere. Berechne Sie den Volumsinhalt des
so entstehenden Rotationskorpers.

Losung:
y(t) und z(t) sind auf [0, 27] stetig bzw. stetig differenzierbar.
2 27
= V= 7r/ y*(2)i(t) dt = 71'/ a*(1 — cost)?a(1 — cost) dt
0 0
Mit (1 —cost)® =1—3cost+3 cos’t — cos’t =5 15sty 3003(%) - Cosft)
1+co;(2£) wﬁ»cos&&)

folgt dann:

3 [ (5 15cost  3cos(2t)  cos(3t) .
= 3 - — — — 3.2
V =ma /0 <2 1 + 5 1 dt = 5a°m=.

Das Flachenstiick zwischen dem Zissoidenbogen
-3
sin” ¢ T
z(t) = sin’t, )="—— 0<t<—
®) y(t) cost - T4
und der positiven z-Achse rotiert um letztere. Berechnen Sie den Volumsinhalt des
so entstehenden Rotationskorpers.
Losung:

y(t) und z(¢) sind auf

m
0, 1} stetig bzw. stetig differenzierbar.

jus s . 6 4
sin” ¢ sin't
=>V:71'/4;1/2(x)9i7(t)clt=7r/4 o 2sintcostdt=27r/4 g =
0 o cos2t o cost
™ e
g t
:27r/4 LQ costdt.
o 1—sin“t
Mit der Substitution sin’t = u, 0<u< L folgt dann:
103 1
1
‘/:7‘[‘/2 u du:...:ﬂ-/2<_u2_u_1+ )du:
0 1—u 0 1—u

Die Kurve y = v/1+ 2z, 0 < x < 1, rotiert um die z-Achse. Berechnen Sie die
Oberflache der entstehenden Rotationsflache.

Losung:

1
y =+/1+ x ist auf [0, 1] stetig differenzierbar. = O = 27r/ y(x)/1 +y?(z) dx.
0

Mit 3/ (z) = folgt daraus:

1
2V1+zx
O0=2r [ Vita i L or 112 4 wd
=2r [ VIE M T e ”/ov;“”"—

o (W )/ i ((i)/ -(0" ) 7 7~ VI)

0
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Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die durch Rotation der Kurve
y=(r—1)% 0<z<1um die y-Achse entsteht.

Losung:
Wegen der Rotation der Kurve um die y-Achse ist die Kurve in der Form = = g(y)
darzustellen. Fiir x € [0, 1] erhalten wir: 2(y) =1 — /7, 0 <y < 1. Das liefert:

O=27r/01a:(y) 1+x’2(y)dy=277/01(1—\/17)1/1—&—%@4.

Mit der Substitution y = u? folgt zuniichst:

1 1 1
O=277/(l—u)‘/1+ﬁ2udu:~--:2ﬂ/ (1 —u)V1+ 4u? du.
0 u 0

sinh v
Weitere Substitution u =

rgibt:

1 1 1
0= g (2—sinhv) coshv coshv dv = 7r/ cosh? v dv — g / cosh? v sinh v dv.
u=0 u=0 u=0
I I
1 h(2
I;: Mit der Beziehung cosh? v = m folgt:

1

L .
L = E/ (1 + cosh(QU)) dv=" <v + smh(?v))
2 Ju=0 u=0

2 2

1
= g (Arsinh(Qu) +2uv1+ 4u2)

u=0

= g <ArsinhQ + 2\/5)

7 coshd o |1

=53
™

Insgesamt gilt dann: O = g (Arsinh? + 2\/5) — g(\/ 125 — 1).

= T(1+ 42| = T(VI25 - 1).
u=0 6 0 6

Der Asteroidenbogen

z(t) =acos®t, y(t) =asin®t, 0<t<
rotiert um die z-Achse. Berechnen Sie den Inhalt der dabei entstehenden Rotations-
flache.
Losung:

b
x(t) und y(¢) sind stetig differenzierbar. = O = 27 / y(t)/22(t) + 92(¢) dt.

Mit i (t) = —3acos?tsint und g(t) = 3asin®t cost folgt:

\/:'L'2 ) +9%(t) = \/9a2 sin? ¢ cos? t(sin? t + cos?t) = 3a|sint cost| = 3asint cost.

— 0= 6a27r/§ sin ¢ cost dt = 6ma
0

.
58I ¢

3 6ma?
0 5

Der Zykloidenbogen

x(t) = %(t—sint)7 y(t) = %(1 - cost), 0<t<2r
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rotiert um die z-Achse. Berechnen Sie den Inhalt der dabei entstehenden Rotations-
flache.

Losung:

b
x(t) und y(t) sind stetig differenzierbar. = O = 27 / y(t)\/22(t) + y2(t) dt.

1 1
Mit &(t) = 5(1 — cos t) und y(t) = 3 sint folgt:

, . 1 . 1 1L/ L/t
Va(t) + 93 (t) = Z(l—Qcost—i—coth—l—sm t>=§\/2—2cos =3 4sin (5) =
n(3) =)
sin(= )| =sin(=).

2 2

Damit erhalten wir:

0=2 /%la %)'<E>dt—2 /%“3(E)dﬁ—
= '/T'O 9 COSs Sin 9 = 4T b Sin 9 =

27
= 2#/0 sin (%) 1 — cos? (%)} dt = 2m {72 Cos (%) + % cos® (%)}

— 1 3 3 - 167
= 47 {—Cosw—l—cos()—ﬁ—g (COS () — cos 0)} =3 -

27

0

1.21.3 Beispiele mit Losungen
1. Bestimmen Sie die Bogenlédnge der Kurve
x(t):gx/ﬁ, y(t)y=t*—t, t>0
zwischen den Schnittpunkten mit der z-Achse.

Losung: s = 2.

2. Berechnen Sie die Bogenlange der Kettenlinie y = a cosh (§> ,0<2 <D,
a

a,be R.
b
Losung: L = asinh ()
a
3. Berechnen Sie die Bogenlénge der Asteroide zi + y§ =1,0<z< 1.
3
Losung: L = 3"

4. Berechnen Sie die Bogenldnge der Traktrix

x—aArcosh<a>—\/a2—y2, 0<b<y<a, ab €R.
)

Losung: aln (%) .

2

5. Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve y = aln (

b
Losung: —b + In (Zer)

J,O§x§h03b<w

a?—x
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. Bestimmen Sie die Bogenlénge der Kurve 2r =1 —cosyp, 0< o <.

Lésung: L = 2.

. Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kardioide r = a(1 + cos ¢), a > 0.
Losung: L = 8a.

. Berechnen Sie die Bogenléinge des Zykloidenbogens
z(t) = a(t —sint), y(t) =a(l —cost), 0<t¢<27.

Losung: L = 8a.

/COS
+singp
Berechnen Sie den zuldssigen Wertebereich fiir  sowie den Flidcheninhalt des von

der Kurve und den Koordinatenachsen eingeschlossenen Bereichs.

1
Losung: 0<r <1, A:Z'

. Gegeben ist die Kurve r = in ebenen Polarkoordinaten im 1. Quadranten.

Gegeben ist die folgende Kurve in Parameterdarstellung:
z(t) =sint, y(t) =sin(2t), ¢€[0,2n].

Berechnen Sie den Inhalt des von der Kurve eingeschlossenen Flichenstiicks.

8
Losung: A= - .
3
Gegeben ist die Kurve mit der Parameterdarstellung z = %,y = (¢t —1)%. Berechnen

Sie die Flédche, die von dieser Kurve und der Sehne = 1 eingeschlossen wird.
Losung: A = g .

Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn die Fliche,
die von den Kurven z2 — 3y = 0 und y = v/4 — 22 eingeschlossen wird, um die
y-Achse rotiert.

19
Losung: V = =
6
Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man die
1 1
Fliche, die von der Kurve {/————— und den Geraden z = —~, = = 0
1—2x — 42 4

begrenzt wird, um die z-Achse rotieren 1a8t.

. m 1
Lésung: 5 arcsin — .

V5

Berechnen Sie den Inhalt des Volumsbereiches, der von der um die z-Achse rotieren-
2 2
den Schleife y* = 33(47]:) zwischen den Grenzen 1 = 0 und x5 = 2 gebildet wird.
—x

2
Losung: V =167 (ln2 - §)
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o S t2/2
Gegeben ist die Kurve Z(t) = 92 |

Die von der Kurve und den Koordinatenachsen eingeschlossene Fliache rotiert um
die x-Achse. Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskorpers.

4
Losung: V = ?ﬂ .

Berechnen Sie die Oberfliche des Rotationskorpers, der durch Rotation des Flachen-

stiicks
0<y<+Var—ax? a>0
0<x<b O<b<a
um die z-Achse entsteht.

Losung: O = abm.
Berechnen Sie den Inhalt der Fléche, die durch Rotation der Zykloide
x=a(t—sint), y=a(l —cost), 0<t<m

um die Gerade x = arn entsteht.

4
Losung: A = 87a? (7r — §>

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die durch Rotation der Kurve
r=1+t y=1t2 —1<t<1um die y-Achse entsteht.

s 245
Losung: O = = (4V5 +1In | ——— | | ~ 18, 5849.
SEH O E )
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1.22 Uneigentliche Integrale

1.22.1 Grundlagen

Uneigentliche Integrale werden mit einem Grenzprozess aus RIEMANN-Integralen einge-
fiihrt.

e Eine Funktion f heifit uneigentlich integrierbar auf [a, b), wenn f auf jedem Intervall
[a, B] C [a,b) RIEMANN-integrierbar ist und

lim Bf(a:) dx = /b f(z)dz

B—b— a a
existiert.

e Eine Funktion f heifit uneigentlich integrierbar auf (a, b}, wenn f auf jedem Intervall
[A,b] C (a,b] RIEMANN-integrierbar ist und
b b
lim [ f@)de= [ fa)da

A—at
existiert.

Da diese Definitionen nicht besonders ,, benutzerfreundlich” sind, werden einfacher zu
handhabende Konvergenzkriterien hergeleitet und benutzt.

e Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale:
Die Funktionen f und g seien R-integrierbar auf jedem Intervall [a, B] C [a,b)

und es gelte: |f(z)| < g(x) auf [a,b). Konvergiert / g(x) dx, so konvergiert auch
b b= b o
/ f(z) dz und es gilt: / fz)dx < / g(z)dx .

o Grenzwertkriterium fiir uneigentliche Integrale:
Die Funktionen f und g seien R-integrierbar auf jedem Intervall [a, B] C [a,b) und

es gelte: f(z) > 0 und g(z) > 0 auf [a, b). Existiert der Grenzwert hIlI)l ;E;; =:q
=0
b- b=
wobei 0 < ¢ < o0, so sind / f(z) dz und / g(x) dx beide konvergent oder beide

divergent.

Die Fille mit kritischer unterer Grenze sind analog.

1.22.2 Musterbeispiele

1. Berechnen Sie (im Fall der Konvergenz) die uneigentlichen Integrale

1/4 dx B /1 dx
1

"hovEr—ve M V=)

Losung:

d
Zunéchst wird das unbestimmte Integral I = / u berechnet.
V(1

— 75

Dazu substituieren wir: = u? und erhalten:
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=—2In(1 - vz)+C.

[= (/u(ll_u)Qudu> .

1/4 d
Li: L = hm *

=) - E)

1 .
=—2In (1 — E) + Qg% In(1 —+/g) =2In2.
| S —

0

dx 1
Iy, Ihb=1lm ———+—~=-21 In(l—-+vB 2In(1— = ).
Li fp=Jim ™ = 2 i (- VB) 420 (1)

Nachdem dieser Grenzwert nicht existiert, konvergiert I» nicht.

Ulng

+%dx

2. Berechnen Sie das uneigentliche Integral /
0

Losung:

1
Zuniichst wird das unbestimmte Integral I = / 1

-

) |
Dazu substituieren wir: z = u3 und erhalten: I = / n(u ) 3u? du = 9/ulnudu

2 2
woraus mittels partieller Integration folgt: 7 =9 (2 Inu— zjl) +C.

3
Riicktransformation liefert dann: I = ZW(? Inz—3)+C.

Damit erhalten wir fiir das uneigentliche Integral:

I'lng Ilng 9 3. ry 9
fdx—£% %dx:—i—ilg%(\g@lns—?)))z—z,

0

T arcsinx

dx.
V1—zx .

3. Berechnen Sie das uneigentliche Integral I* =

Losung: '
arcsin x
Zunichst wird das unbestimmte Integral I = | ——— dx berechnet.
& VvV1ii—=z
1
Partielle Integration mit f(z) = arcsinz und ¢'(z) = ——— liefert:

Vi

arcsma: 1 —x
I = —2v/1 — rarcsinx + 2/
\/1 — 7: V1— x2

= —2v1 —zarcsinz +4vV1+z+C.

Damit erhalten wir fiir das uneigentliche Integral:

B .
I = lim / aresin e dr = hm ( —2v1— Barcsin B +4v1+ B) \/5 —1).
0

B—1 V1—2x B—1
42
. . . y /2 cos T
4. Berechnen Sie das uneigentliche Integral I = dz .

ot sinz(l+sinx)
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Losung:
Zur Ermittlung des unbestimmten Integrals substituieren wir: sinx = 2.
cosx du
I=|————dz=-=2] —— =2arctanu+C.
Vsinz(1 + sinx) T+u

Riicktransformation liefert dann: I = 2 arctan(v/sinz ) + C.

Damit erhalten wir fiir das uneigentliche Integral:

/2 cos s v
I = lim dr =2 — — 2lim arctan(vsineg ) = — .
e=0Je  /sinz(1 +sinx) 4 e20 ( ) 2
0
w/4
5. Berechnen Sie den CAUCHY-Hauptwert des uneigentlichen Integrals / , cotx dr.
J—7/4

Losung:
Es handelt sich um ein uneigentliches Integal, da der Integrand auf dem Integra-
tionsintervall nicht beschrénkt ist. Der CAUCHY-Hauptwert ist als ,,symmetrischer
Grenzwert“ definiert:

/4 —€ /4
CH/ cot z dr = lim cot x dx + lim cotxdr =

/4 e—0 —7/4 e—=0 J¢

. ™ . ™ . .
sin (—Z>'+ln sin (Z) —lgng In |sin(e)| = 0.

= llg% In|sin(—¢)|—1In

o 4
6. Untersuchen Sie das uneigentliche Integral I = / (a: — 1i3> dz auf Konver-
Jo x

genz.
Losung:
4
flx) =a— ﬁ = ﬁ > 0 auf [0,00). Es liegt nahe, als Vergleichsfunktion
g(x) = T2 > 0 auf [0,00) zu wihlen. (Beide verhalten sich asymptotisch wie
x

1
h(r) := — . Unter Verwendung des Grenzwertkriteriums folgt dann:

x

T 1 2

lim /() = lim Hiﬁ = lim a(l+a%) =1¢€(0,00).
T—00 g(:E) T—00 T2 z—oo | 4+ 3

o 1
Nachdem das Integral / 52 dx konvergiert, konvergiert auch das Integral I.
0 x

22 dx

NE

1
7. Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral [ = / existiert und
0

geben Sie eine obere Schranke an.
Losung:
4 2
Fiir kleine x gilt nach TAYLOR: v1 — 2zt~ 1 — % = \V1-Vl—at= % .
Das legt die folgende Vermutung nahe:
2

L < \a=g(2).
i T

0< f(x) =
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Zum Beweis quadrieren wir die Ungleichung (mit positiven Termen!):
4

xT JJ4 $4
— <24 —<l-V]l-t<=V]I-at<1-—.
1—v1—2a*" 2 - - 2

Weiteres Quadrieren der letzten Ungleichung liefert:

8 x8
l—2'<1l—2'+ 5 = 0< =,
- 4 — 4
was offensichtlich wahr ist.

1
Da nun / g(x) dx konvergiert, konvergiert auch I. Ferner folgt dann fiir I die
Jo

2 1
W < [Vade =3,
V1I—v1—2t 70

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral

1 dx
/O 1t acR

1
fiir alle v < 1 konvergiert, und bestimmen Sie seinen Wert fiir o = 3

1
Abschétzung: I = /
0

Loésung:

1
Wir verwenden das Grenzwertkriterium mit g(x) = — > 0 auf (0,1). Wegen
x

1
lim f@) = lim zelte) _ lim

—0 g(:z:) 250 Y e R =1€ (0700)

sind beide Integrale entweder konvergent oder beide divergent. Da nun das Integral
1 11 L dx

/ g(x)dx = / — dx nur fiir @ < 1 konvergiert, konvergiert auch / _
0 0 z° 0o x*(1+x)

nur fiir o < 1.

1 1 d
a=g 1= / e Mit der Substitution x = u? folgt daraus:
Jo

Vr(l + x)
L du 1o
122/0 m:2arctanu‘0:§.

) e\/lnx

Untersuchen Sie das uneigentliche Integral [ = / T30 dz auf Konvergenz und
e x

geben Sie eine Abschétzung nach oben an.

Losung:

Auf (e, 00) ist Inz monoton wachsend und grofler als 1. Dann gilt: vVInz < lna.
Damit erhalten wir:

\/11171 _ 6lnz T _ 1 ( )
— = — = xX) .
T4+at “1+at T4at a8 7

e

0< f(z):

o 1
Wegen der offensichtlichen Konvergenz des Integrals / — dx konvergiert /.
Je T

| 1
Ferner folgt die Abschitzung: I < / —dr < — .
e’ 2¢e?
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10. Untersuchen Sie das uneigentliche Integral

©  ginx?

“ o Va(l+a)

auf Konvergenz und geben Sie eine Abschétzung nach oben an.

T

Losung:

Das vorliegende Integral ist in zweifacher Weise ein uneigentliches Integral: Einer-
seits ist der Integrand bei x = 0 unbeschréankt und andererseits ist das Integra-
tionsintervall nicht endlich. In solchen Fiéllen wird das Integrationsintervall zerlegt:

1 w2 s 2

I sin T da - e SN T d
= —dx —dx
0o vz(l+x) 1 Vr(l+z)

I1 12
I;: Auf (0,1) gilt:
sin z2 1

<

,ﬁ~

1d
|f(z)| = N ) Da das Integral /0 \/—2 konvergiert, konvergiert I;.

I Auf (1,00) gilt:

blIl T

. Da das Integral / konverglert konvergiert Is.

1 dx
Abschiitzung: T = I I</— / - R -
schitzung 1+ L < ; \/EJF 1 ;1;3/2 \f’ n
Bemerkung:
Eine bessere Abschatzung erhalten wir, wenn wir nur sin 22 mit 1 nach oben ab-
schétzen. I < / NZIED) 1+m) == Qarctan\/af‘;o =

1.22.3 Beispiele mit Losungen

1. Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale:

o J\;

Y (b>

oo

arcsin x dx

dx O/W , (¢ 1/36’\/36’274-1

Losung: (a) (c) In(1 ++/2).

l
8’

|

2 d
2. Bestimmen Sie das Integral /1 33(1‘*‘—53?1) .

1
Losung: In — + T

V2 o4

3. Existiert das uneigentliche Integral

/2 92 — Uz +1
X !
0

3 — 222 + 1 — 2

Losung: Nein.
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L 4—-4
4. Existiert der Cauchy-Hauptwert des Integrals / o dr ?
: -1 22(x — 2)?
Losung: Nein.

5. Berechnen Sie (im Fall der Konvergenz) das uneigentliche Integral

/‘1 dx
v Vi (Ve 1)
Losung: 2 .

dx
24+1l+ave2+1

6. Berechnen Sie / >
0

Losung: 1.

1
7. Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral I = / konvergiert und geben
0

dx
a(l —x)
Sie eine obere Schranke fiir I an.

Loésung: [ <4.

8. Untersuchen Sie das uneigentliche Integral / In(1 + e *) dz auf Konvergenz.
0

Losung: Konvergent.

o0 dx

9. Berechnen Sie das uneigentliche Integral I = _—
) & & 1 ztva? -1
Losung: [ = 3

o Ing

10. Untersuchen Sie das uneigentliche Integral I = / 5 dr auf Konvergenz und
1

1+2
geben Sie eine Abschitzung nach oben an.

Losung: Konvergent, I < 1.
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1.23 Potenzreihen

1.23.1 Grundlagen

[o¢]

e Potenzreihen Z an(z — x)" konvergieren in symmetrischen Intervallen (im Kom-
n=ngo

plexen in Kreisscheiben) um den Entwicklungspunkt g bzw. zg, deren Grofie durch

den Konvergenzradius R gegeben ist. Dieser wird durch die Formel von CAUCHY-

HADAMARD bestimmt:

1. R=0, falls  limsup |an|% = 00,
n—o0
1 1
2. R=———, falls 0<limsupla,|* < oo,
lim sup |a, | n—o0
n—oo
3. R=o00, falls  limsup |an|% =0,
n—oo
. 1
bzw. symbolisch: R=

 lim sup |an|%
n—oo

Nach EULER erhélt man den Konvergenzradius auch durch

Qan+1
an,

falls dieser Grenzwert existiert.

Im Konvergenzintervall (Konvergenzkreisscheibe) konvergieren Potenzreihen abso-
lut und auf kompakten Teilmengen auch gleichméfig. Daher diirfen Potenzreihen
miteinander multipliziert werden und auch gliedweise integriert und differenziert
werden.

Auf der Konvergenzmenge besitzen Potenzreihen eine Summenfunktion, die dort
in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann. Diese stimmt mit der Potenzreihe
iiberein.

1.23.2 Musterbeispiele

[o.¢] 3n
1. Ermitteln Sie alle z € R, fiir die die Potenzreihe » " +2 (z — 1) konvergiert.
n=1 n
Losung:
. n+3" : . . . .
Es gilt: a, = . Da es sich dabei um einen Bruch handelt, ist es naheliegend,

2
den Konvergenzradius mittels der Formel von EULER, zu ermitteln:

n 3rtt n
1 . An 41 . % R ((ﬂ + 1) +3 H)n?
—=lim |—|=lim — 55— = =
R noeo| q, n=yoo % n=oo  (n + 1)2(n 4 3n)
n? (n+1)3 1 +1 1 2 4
= li li 3=3—=R=-,dh Z<z<-.
R (n+1)2 oo p3eng 1 3 373
—

1 1
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Die Formeln fiir den Konvergenzradius sagen nichts aus iiber die Konvergenz der
Potenzreihe am Rand des Konvergenzintervalls. Dies muss getrennt untersucht wer-

den:
SN Y CINE Y

2 2
n=1 n n=1 n

o | DO

xr=

Da beide Teilreihen nach dem LEIBNIZ-Kriterium konvergieren, konvergiert
die Potenzreihe am linken Randpunkt.
> n+3" 1

) 1 1
Z n? ?Z;(niﬂ”—i_ﬁ)'

n=1

8
I
o |

Da beide Teilreihen offensichtlich konvergieren, konvergiert die Potenzreihe
auch am linken Randpunkt.

o0 3”
Die Potenzreihe Z n +2
n

n=1

2 4
(x — 1)" konvergiert daher fiir alle z € {5 , 5}

00 1\2
Fiir welche € R konvergiert die Potenzreihe Z ()" ?

2 )"
(n!)?

Losung: Mit a, = (2n)] folgt:
n+1)!1?
— Lim |4t g E(nﬂ)]]! i (n+Dl(n+1)!2n)!
R ot a nDoo (D)2 g (2’[7, + Q)Inlnl o
n (2n)! T
1 1 1 1
g PFEDOED L L e b d<r<d

noe (2n+2)(2n + 1) nox22n+1) 4

Untersuchung der Randpunkte des Konvergenzintervalls:

00 TL' 2 00
= —4: nzz:l ((271))! 4" =: nz::lbn .

_2n+2

bn+1 _ L
2n +1

Wegen > 1 ist die Folge {b,} der Reihenglieder

n

monoton wachsend und damit keine Nullfolge. Die Potenzreihe divergiert

daher an der Stelle x = —4.
x=4: analog.

Insgesamt gilt dann:
Die Potenzreihe ist fiir ¢ € (—4,4) konvergent und fiir x € R\ (—4,4) divergent.

Ermitteln Sie alle z € R, fiir die die Potenzreihe » B konvergiert.
= (n+1)2n
Losung:
1
Es gilt: a, = (_‘_71)2 . Nach der Formel von CAUCHY-HADAMARD folgt:
n n

]. 1 1 n 1 1
— =limsupla,|” = limsup | —— | =2——
=l =i (G ) 2 lim Vot 1
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Wegen /n < /n+1 < {/2n folgt aus dem EinschlieBungskriterium fiir Folgen:
lim ¢/n < lim ¥n+1< lim /20 = lim /o lim Y2 d.h. lim /n+1=1.

—— ———— ——
1 1 1

Damit erhalten wir R = 2 und damit zunéchst Konvergenz fiir —2 < x < 2.

Untersuchung der Randpunkte des Konvergenzintervalls:

9] —1)non (1)
x = —2: Die Reihe Z (=1) = Z (=1) ist nach dem LEIBNIZ-Kriterium
— = n+1)20n a4+l

konvergent.
s 2n S |
x = 2: Die Reihe — = ——— ist divergent (harmonische Reihe).
;(n+1)2" Zﬁnﬂ gent ( )

Die vorliegende Potenzreihe konvergiert daher fiir —2 < x < 2.

o]
Llnn

4. Untersuchen Sie, fiir welche 2 € R die Potenzreihe )~ (—1)"—— (2+3)" konvergiert.
n=2 n
Losung:
1
Es gilt: a, = (—1)”2 . Wir ermitteln den Konvergenzradius mittels:
n
_1)7 1 n(n
R e T
—=1 = lim |——"5——| = lim lim .
n—oo | q, n—o0 (_1)TLM n—ooq 4 1 n—oo Inn
n D —

1

Zur Bestimmung des letzten Grenzwertes setzen wir zu reellen Werten fort, um die
Regel von de 'HOSPITAL verwenden zu kénnen:

1
=) . T
= lim #! = lim —— =1
T—00 Inz r—oo L T—00 4 1
T

Damit ist R = 1 und die Potenzreihe konvergiert sicher fiir x € (—4, —2).
Untersuchung der Randpunkte des Konvergenzintervalls:

ad 1 > 1 1 1
x = —4: Die Reihe ) (71)”2(71)" => I gt divergent, da wegen ans 2
—= n —=n n n

fiir n > 2 die harmonische Reihe eine divergente Minorante darstellt.

& 1 1
x =2: Die Reihe Z:(—l)”M ist alternierend. Um zu zeigen, dass {nn} eine
n n

n=2
monoton fallende Nullfolge ist, setzen wir wieder zu reellen Werten fort.

1 1-1
Mit f(z) := ne folgt: f'(x) = znm <0 fur z > 2.
x

x
.. . Inx o1 )
Damit ist f(z) monoton fallend und wegen lim — = lim — = 0 ist
z—=0 z—0 1

dann {lnn} eine monoton fallende Nullfolge.
n

Nach dem LEIBNIZ-Kriterium ist dann die Reihe konvergent.
Insgesamt gilt: Die Potenzreihe konvergiert fiir —4 < o < —2.
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oo 3k k
5. Bestimmen Sie alle x € R, fiir welche die Potenzreihe Z A konvergiert
(3k — 2)2F
Losung:
k
Mit a, = —— folgt fiir den Konvergenzradius:
(3k — 2)2F
3k
/(3k— V3 2

R= lim —— = lim (31:+12)2k = \[ lim ——— £ .

k=00 Qg1 k—oo __3°FT° 3 k—oo ./3]{ 3

\/ (Bk+1)2k+1

Untersuchung der Randpunkte:

2
T = —i‘ Die Reihe

1k
= Zﬁ

ist konvergent (LEIBNITZ-Kriterium).

V2
x = ——: Die Reihe Z 1st divergent (Vergleichskriterium).
3 T V/3k
> 3k 2 2
Insgesamt folgt: Die Potenzreihe Z S konvergiert fiir —i <z < £
(3k — 2)2k 3 3

6. Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die Potenzreihe »_ (5" — 3" 4 1)2" konvergiert.
n=1
Ermitteln Sie ferner die Summenfunktion.

Losung:

Mit a,, = 5" — 3" + 1 folgt fiir den Konvergenzradius:

1 1 3\" "

— =1 nln = 1li Vo —3"+1=51i W'1—(7) (7> = 5.
7 = el =l VBT ST L=5 T, V 5) 5

1 3\" \"
Letzteres folgt aus dg < \/ 1-— (6) + <5) < 1 und dem Einschlieungskriteri-
um fiir Folgen.
Untersuchung der Randpunkte:
T = —g: Die Reihe Z {1 — (5) + (g) } ist divergent, da die Reihenglieder
keine Nullfolge bilden.

n=1

analog.

| =

1 1
Konvergenz liegt daher nur fiir —% <zxr< 5 Vor.

Zur Bestimmung der Summenfunktion zerlegen wir die Potenzreihe in die fiir |z| < 5

konvergenten Teilreihen:

25 :nZl 5x) =1 ta =: fi(z),
oo oo 1

> 3ra" = (3z)" = T3, fo(z) und

n=1 n=1
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o0 n 1
Das ergibt die Summenfunktion:

1 1 1 1— 62+ 1323
f(@) = filz) = folz) + fs(x) =

1—50 1-32 1-2 1-0r+23:2— 152"

7. Bestimmen Sie mit Hilfe von Potenzreihen die Summe
1 1 1 1

STitom Ttz ozt

Losung:
s ist Summe der Reihe ) — (§> . Sie ergibt sich aus der fiir |z| < 1 konvergenten
n=1"
—— . 1
Potenzreihe Y~ — 2" durch Einsetzen von z = 3
n=1

> 1

Diese Potenzreihe hat die Summenfunktion f(z) := )  —2". Da die Potenzreihe
n=1 n

im kompakten Intervall [—% ,%] gleichmifig konvergiert, darf sie dort gliedweise

differenziert werden: f'(z) =Y 2"".
n=1
o0 o0 1 .
Multiplikation mit z liefert: zf'(z) = Y 2" = > a" -1 = . —-1= 1 u ,
n=1 n=0 -z -

1
woraus folgt: f'(z) = 12" Durch Integration folgt: f(x) = —In(1 —z) + C.
1
Wegen f(0) = 0ist C = 0, d.h. f(z) = —In(1 — z). Einsetzen von = = 3 liefert

2 3
hlieBlich: s=—-In{(=) =In(=) .
schliellich: s n(3> n(z)

8. Fiir welche positiven Zahlen z € R ist die folgende Reihe konvergent?

H(lfx)+<1f:p>2+(1f$>3+~-

In der Reihe Z (%) setzen wir 1 :13

Losung:

= ¢ und erhalten die Potenzreihe Z u™.

n=0 n=0
Sie konvergiert fiir |u| < 1, d.h. fiir ] T l<n
—x
Wir suchen also die positiven Losungen der Ungleichungen —1 < 1 <1

—x
O0<z<1:

1
—1<1L<1<:>—1+:v<x<1—x<:>—1<0<1—2x<:>0<x<§
— T

x> 1:

—1<1L<1<:>—1+x>x>1—:E<:>—1>0>1—2x,d.h.Widerspruch!
-z
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Insgesamt folgt:

> 1
Die Reihe Z (%) konvergiert nur fiir jene positiven x, fiir die gilt: 0 < x < 3
n=0 -z
. N . tanx L
Entwickeln Sie die Funktion f(z) = (i +2) an der Stelle xp = 0 in eine Potenz-
n x

reihe (5 Glieder).

Losung:

Wegen der absoluten Konvergenz von Potenzreihen ist auch eine Division zweier
Potenzreihen moglich, wobei die Quotientenreihe mit unbestimmten Koeffizienten
angesetzt wird und anschlieBend durch Multiplikation mit der Nennerreihe das Prob-
lem auf eine Multiplikation zweier Potenzreihen zuriickgefiithrt wird.

f(z) =>_ ¢,x" soll dann der Quotient der beiden (TAYLOR-)Reihen

n=0
3 9 2 3 .4 .5
tanx=m+%+1—5m5+~--und 111(1+x):m—%+%—%+%:|:~--
sein. Dann muss gelten:
+‘763+2 b+
x _ —x e —
3 15
2 3 4 5
(co+C1x+62x2+03x3+64x4+05x5+~-~>(m—g;+x3x4+x5i~~->:
:coac—i-(cl—%)mz—i—(cz—%—l—%)x?)—i—(q—c—;—&—%—%)x‘l—&—

_8, 2 _a %)\ 5. .
+(C4 2+3 4+5>x+

' o =1,

2 Co 1

T 01—520:>01—5,

3 C1 Co 1

X 0275 §*§:>027*7

4 ca €1 G 5
—— — — — =00= = —

T eT YTy Ty DY

5 Cs Co C1 Co 2 19
— - _ - —_ = — == =

S L T R T 17240

1 1 5 19
Damit folgt letztlich: f(z) =1+ 5 + 11’2 + ﬂxa' + %x‘L + -

Bestimmen Sie «, 5,7 € R derart, dass die Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt

2o = 0 der Funktion f(z) = In(14+x)— M

mit einer moglichst hohen Potenz
1+

von x beginnt.

Losung:
Unter Verwendung der TAYLOR-Reihen



1.23. Potenzreihen 183

2 3 4
ln(l—O—a:):x—%—F%—%:l:--- und
1
1+’yx:1_7x+72$2_73$3+’745€4i'“
erhalten wir:
23 2t
f(r):x—?Jr?*Z:I:-uf(axqtﬁxz)(1—7x+72x2—73x3+74:1:4:|:~~):

1 1 1
=(1-a)z+ (75 +ay— ﬁ) a?+ (g —ay’ +6v) 2’ + (7 +ay’ - /9’72) at
Mit den 3 noch wahlbaren Konstanten konnen wir die ersten 3 Summanden zu Null
machen. Das liefert die Gleichungen:

2

afyzg

1 1 1
O‘:la 047*5:5; 7(a7_6)27$a2176:7

3 6

1
Der Koeffizient von z* ist dann ~36 # 0. Damit beginnt die Reihenentwicklung von
f(z) mit der 4. Potenz.

3 .
T sinx
11. Bestimmen Sie mit Hilfe von Potenzreihen den Grenzwert [ = lim ———
z=0 (1 — cosx)?
Losung:

Unter Verwendung der TAYLOR-Reihen von sinz und cos z folgt:
3 z3 4 x? 22
:U(x——:l:---) x<1—6 ) -t

+
[ = lim = lim —_—
wﬁ0(1_1+*—§i")2 zaOJJA(i_;i..) as01 2% 4 ...

1.23.3 Beispiele mit Losungen

1. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen

ookk 00 oo

(a) > T () Y (1+E25 (o) Y (2k+1)(22)*
k=1 k=0 k=0
1 1 1
Losung. ( ) ] (b) 5 ) (C) 5 :
2. Bestimmen Sie alle x € R, fiir die die folgenden Reihen konvergieren:
o 9n o) 1—1 > nl O pn— 1
n d .
a)zzanx ' z:: ( ) ’ :ln”x ’ )nz::lniin
. 1 1
Losungen: a) §§ Sﬁ b)z>0, ¢ |z|]<e, d)-3<z<3.

3. Ermitteln Sie alle x € R, fiir die die folgenden Potenzreihen konvergieren:
(Berticksichtigen Sie insbesondere die Randpunkte des Konvergenzintervalls)

oon2 002n(n+1) [e’e} n2
NPT Dot N S

oo n—1 o0 gnp| o) (71)71
—_ (= 2)" — (= 1" f —1n".
d)nz:%ﬁ n+1($ )" e)nz:%(Qn)!(x )" )nz::zn(lnn)2 (@=1)
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Lésungen:
a)r e (—1,3), b)yze (—% ,%) , ¢z €l0,2), d)zell,3), e xzelR,
f) x €10,2].

4. Ermitteln Sie alle x € R, fiir die die folgenden Potenzreihen konvergieren:
(Berticksichtigen Sie insbesondere die Randpunkte des Konvergenzintervalls.)

SN % plg2n < (2n 4 1)!
— - 1" b - 1" — nH"
9 (5) et MG e 9L T Y
oo n 1\" S} 1\" 0 iy N
d)za—<x77> ,a>0, e)Zn22”<x+7> , f)zsmzx(\/ix)n.
= n" 2 = 4 = n!
Losungen:
a)ze€R, b)jzeR, c)ze(-2.3), dzeR, eze(-3.,1), HHrek
0 4n
5. Untersuchen Sie, fiir welche x € R die Reihe 7;1 MW konvergiert.
Losung: z € R.
6. Bestimmen Sie mit Hilfe von Potenzreihen die Summen
1 1 1 1 2 3 4 5
(a) s=-— + - +o, (b)) s=14-+ S+ F

12 222 "398 4924 " 9 "9z 93 o

3
Losung: (a) s = ln§ , (b)s=4.

oo

7. Es sei # € (—1,1). Berechnen Sie ) n(n+ 1)z".
n=1
Losung:
> 2z
1a"™ = .
;n(nJr )z e
1 2 1
8. Stellen Sie die Funktion f(z) = ;I In <1 + m) durch eine Potenzreihe um den
x -

Punkt 2o = 0 ( bis x%).
1
Hinweis: Entwickeln Sie zuerst In (1 + x) in eine TAYLOR-Reihe.

— T

4 8
Losung: f(z) =1+ —a? + —at 4.
osung: f(x) + 3¢ + 57 +

1
9. Berechnen Sie das Integral I = / ) sin(rz) - Inz dr angendhert durch eine
1/2

Reihenentwicklung des Intcgraﬁden (fiinf Glieder).

™ o

Losung: sin(rz) Inz ~ —n(x —1)* + %(:E —1)%+ <6 - 3) (x—1)* [~-0,135.

10. Bestimmen Sie mit Hilfe von Potenzreihen den Grenzwert liII(l)
T—

\/cos(a.r) — \/cos(bac)

2 b2
Lésung: a4 YR
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Bestimmen Sie den jeweiligen Konvergenzradius fiir die die folgenden Potenzreihen:

2) iﬂ (if) b) 3 ((;;); ", c) iZCoshn z"

n=1

Losungen:

a) R=% b)R=27, ¢)R=1.

5
Bestimmen Sie den jeweiligen Konvergenzradius fiir die die folgenden Potenzreihen:

2) fj(”*“)w, a>0, b) iﬁ(x—%)n

n
n=0 n n=1 n n=1

i i U >-ur(%)er f)é n

n=0 2 2 n=1 n

Losungen:

a) R=1, b)R=o00, ¢)R=2, d)R=v2, e R=1 f)R=0.

Bestimmen Sie jeweils alle z € R, fiir die die folgenden Reihen konvergieren:

S 2n+1 22 - (=1)" 23" e = (=1)* — 9k

Z )( 3) ’ b);n‘i‘\/ﬁ( 3) ’ )kgl k2 ( 2) )

>, (=1 > k+1 > 4t

ety T Ol mrert s Dl
Losungen:

a) —l<z<l, b)—2§:1:<—\/§ bzw. V2<x<2 ¢)l1<2<3,
d)z>0, e)zel-11), fze|-1 1]

44

= (2% + 6z + 7)*
Bestimmen Sie alle x € R, fiir die die Reihe Z w
k=0 2h

konvergiert.

Losung: z € (=5,-3)U(-3,—-1) .
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1.24 FOURIER-Reihen

1.24.1 Grundlagen

e Sei f(z) eine R-integrierbare periodische Funktion mit der Periode T, so ist f in
eine FOURIER-Reihe der Form

> 2 2
(r) = % +1;1 (a,,cos 7;?1‘ + b, sin 7;73:)

entwickelbar, wobei fiir die FOURIER-Koeffizienten gilt:

wr [0
T

e Sei f(x) eine T-periodische R-integrierbare Funktion. Falls an einer Stelle xq rechts-

und linksseitiger Grenzwert f(zg) bzw. f(zy) sowie die verallgemeinerten rechts-
und linksseitigen Ableitungen

]

dx v=0,1,2,...

MH

dx vr=1,23,.

h) — +
f;(x()) _ hlE(I)l_*_ f(x() + 2 f(x()) , fi (I‘O) _ hhnl

Flwo—h) = f(z5)

existieren, konvergiert die FOURIER-Reihe gegen das arithmetische Mittel

+ —
w, d.h. aber im Fall der Stetigkeit an x(, dass die FOURIER-Reihe

gegen f(xg) konvergiert.
e Sei f(x) eine T-periodische R-integrierbare Funktion.
— Die FOURIER-Reihe einer geraden Funktion hat die Form

> 2
flx) = % —&-;aucos 7;“

— Die FOURIER Reihe einer ungeraden Funktion hat die Form
Z b, sin 2mve,

1.24.2 Musterbeispiele

1. Entwickeln Sie die Vorzeichenfunktion

-1 fir —r<x<0
f(z) = sign(x) :—{ 0 fir z=-m0,7 , f(zx27r) = f(x),

+1 fir O<z<m

in eine FOURIER-Reihe. o (1

Bestimmen Sie ferner die Summe der Reihe Z .
—2n+1
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Losung:
Die Vorzeichenfunktion ist eine ungerade Funktion. IThre FOURIER-Reihe enthélt
nur Sinusglieder. Es ist

1 /= 2 7 2 ™ 2
byzf/ i i d:f/l' dv = —— — 21— (-1)).
-] sign(z) sin v dx — ), lsinvzds - cos 1/:10‘0 m_( (=1)")
Daraus folgt: by, = 0, bop11 = — . Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
2n+ 7
4 & sin(2n + 1)z
sen(@) =22 ot

Die FOURIER-Reihe stellt die Funktion sign(x) iiberall dar, da alle Voraussetzungen
-nHr o

Z.

dafiir erfiillt sind (siche Grundlagen). Setzen wir fiir v = 7, s

2. Entwickeln Sie die Betragsfunktion f(x) = |z| fir —7 <z <, f(x £ 27) = f(z), in
eine FOURIER-Reihe. . .

Bestimmen Sie ferner die Summe der Reihe D ——
g) (2n 4 1)2

Losung:
Die Betragsfunktion ist eine gerade Funktion. Daher enthélt ihre FOURIER-Reihe
nur Cosinus-Glieder. Es gilt:

2

1 7 2 7 xTom
aozf/ |x|dx:f/ :dez—‘ =
mJ—x mJo 10
1 g7 2 7 2z . s 2 7.
a, == [ |z|cosvzdr == | zcosvrdr=—sinvz|j—— | sinvzdr=
T Jor 7 Jo i v Jo

0

2 ™ 2 v
= 5 cos vl = —E(l — (=D)").
4
Daraus folgt: as, =0, agni1 = —m . Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
™

4 & cos(2n+ 1)z

:*_*Z (2n + 1)2

7Tn(]

Die FOURIER- Relhe stellt die Funktion |x| iiberall dar. Setzen wir fir x = 0, so
1 2
und daraus Z - T

folgt: 0= 7 — c2n+12 8

1
2 w5 (2n+1)?

3. Entwickeln Sie die Sdgezahnfunktion f(x) = x fir —7 < x < 7, f(z £ 27), in eine
FOURIER-Reihe.

Losung:
Die Ségezahnfunktion ist eine ungerade Funktion. Ihre FOURIER-Reihe enthélt nur
Sinusglieder. Es ist

s

1 T . 2 ™ . 2x T 2
b, = — zsinvedr = — | xsinvedr = —— cosve|j + — [ cosvrdr =
0 vm vm Jo

™ J—7 ™
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2 2 2
= =(=1)"*' 4+ —=sinvz|f = =(~1)"*". Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
v % v
0
1 v+1
=2 Z ) sinve .

4. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = 2? fir —7 < z < 7, f(z 4+ 27) = f(z) in eine
FOURIER-Reihe. -

1 X (=
Bestimmen Sie ferner die Summen der Reihen E — und E (
v
v=1

v

Losung:
f(z) ist eine gerade Funktion. Thre FOURIER-Reihe enthélt nur Cosinusglieder. Es
ist

1 g 2 223
aO:f/ xde:f/xd ‘
g, . 37 lo

™ 4 ™

1, 2 22% .
a, = — z“cosvrdr = — 22 cosvrdr = = sinvzy| —— rsinvedr =
mJr mJo 1 0 pmwJo

T 271'2

3 )

4 ™ 4 4 v
= — & Cos MT‘ - = cosvx dr = —(—1) — —sinve
veT 0 vem Jo v 0

Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:

7_"_42 , COS VT

Die FOURIER-Reihe stellt die Funktion z? {iberall dar.

Setzen wir fiir z = 7, so folgt: m° = 12 —l—élii und daraus ii = W—Z
zen w =, gt =< 2 ,V2_6.
I w2 1)” 72
Setzen wir fiir x = 0, so folgt: 0 = ? +4 Z und daraus Z =1
v=1 v=1
5. Entwickeln Sie die folgende Funktion in eine FOURIER-Reihe:
4
—"Z(x+7r) fir —m<z<0
.
flz) = = , fle£2m) = f(z) .
ﬁ(ﬁ—x) fir 0<z<m
Ermitteln Sie daraus die Summe der Reihe i i
= 2k +1)3
Losung:
f(z) ist eine ungerade Funktion. Ihre FOURIER-Reihe enthélt nur Sinusglieder. Es
ist

2 4 i
b, = 7/ x(w — x)sin(nx) de = 8 (mx — 2% sin(nz) dor =
0 2 3 0
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= § (mx — 2?) cos(nx) ‘

L "’i /W(ﬂ — 2z) cos(nz) dz =

mn

0

8(m — 2z) 16 7 16 r 161 — (—=1)"]
= 52 sin(nx) o +7T37L2 (/0 sin(nz) dr = 53 cos(nx) e p
’ 32
Daraus folgt: bor, = 0, bogr1 = m . Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:

32 & sin|(2k + 1)x]

7T3kZO (2k+1)3

Die FOURIER-Reihe stellt f(z) iiberall dar, ausgenommen an den Sprungstellen

T
xn = (2n+ 1)m, n € Z. Daher kénnen wir fiir x = 5 einsetzen und erhalten so:

00 k 7T3

= ( 2k+ (2k+1)3 327
6. Entwickeln Sie die Funktion

sin(%) fir 0<zx<nm

fla) = . - fadm) = [@),
—sin<§> fir —m1<x<0

> 1
in eine FOURIER-Reihe. Bestimmen Sie ferner die Summe der Reihe Z e
k=1 o
Losung:
f(x) ist eine gerade Funktion. Thre FOURIER-Reihe enthélt nur Cosinusglieder. Es
ist
1 2 r 4 ™ 4
aozf/ f(a:)dx:f/ sin<£> dx:—fcos<£) =—,
T™J-n wJo 2 s 2/ lo T

ag = %/:r f(z) cos(kx) dx = %/Oﬂ sin (g) cos(kx) dx.

Wegen  sin (g) cos(kx) = s Kk il %> x} s Kk - %) l] folgt:

2
1 COS[<k+%)$] cos[k—%)x] i
( kvy o k) )
B 1COS[(]€+§)7T] 1 1cos[k’—%)7r] 1 B
TTa kLl TR r b= Taen)
0 0
4
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4 o
Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann: f(z) = — — - kzl Z(I:;S? -
Sie stellt f(z) iiberall dar. Daher kénnen wir fiir x = 0 einsetzen und erhalten so:
i 1 1
oAk -1 20

Entwickeln Sie die Funktion

w3

o flet2m) = f(z),

0 fir —7w<z<
o]

1 fir §<3:<7r

in eine FOURIER-Reihe.

Losung:
f(x) ist weder gerade noch ungerade. Es ist:

™ 1
f/ da:—f/w/zdx—i,

1 = 1
f/ ) cos(kz) dx = - /ﬂ/2 cos(kx) dx = k—sin(kzx)

™ B 1 . k’ﬂ'
w2 kr o\ 2

T
1 n+1
= a2, =0, agpy1 = (én—?—l)w )
b= [ ) sin(ha)de =~ [ sin(ke) de = cos(k) ||
= — ) sin(kr)dr = — sin(kx) dx = —— cos(kx =
Sy T Jr/2 km /2
1 km 1 n 1
== _E |:COS(]€7T) — COS <2>:| — an = _%(1— (—1) ) y b2n+1 = m,
b b 0, b 1
ZW. = ==
W. Oy y 04142 (2l n 1)77
Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
F) = 7 3 G col(on el + 23 5t sinl(2n + 1)
-+ — cos[(2n sin[(2n r]—
4 T 2n+1
1 i [(4] + 2)z].
— in[(
T 20+ 1 °
Entwickeln Sie die Funktion
1 fir —t<z<0
f(z) = » flexlm) = f(2),

2
—1—|—£ fir 0<zx<m
T

in eine FOURIER-Reihe.

Losung:
Fiir die FOURIER-Koeffizienten gilt:



2

o 2

0 kg

1.24. FOURIER-Reihen 191
= ]_7

1 = 1 /0 1 = 2
aozf/ f(ac)dxzf/ d:zc—l—f/ (—1+—$)dm=§
™ J—7 ™ J—7 m™Jo ™ ™ 0

ay = %/_7; f(z) cos(kx) dx = 1 /0 cos(kx) dx + % /07T <71 + 2%) cos(kx) dx =

™ J—7

| T

o m

™ 2 T
e sin(kx) dx =

s ‘—7" s

1 . 0 1 AN
= sin(kz)| + o (—1 + ?> sin(kx)

0 7T2 J0
0 0
2 . 2 . 4
= oz osm|) =~ 5 (1= (-1)") = @ =0, Ganes = T@nr e
1 ‘
by =— | f(x)sin(kz)dx = f/ sin(kz) dz + — / ( )sm(k:p)d =
™ J—7
1 1 2 2
= cos(kx) ‘(iﬂ o <—1 + :) Cos(kx) . k:7r2 /o cos(kzx)dr =
1 (=D (=DF 1 2
= X _ = kr) = ——
e e el e e iy
0
Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
1 4 & cos([(2n+1 2 & sin(kx
J Z 2n—|— 1)? 2 m Ec : '
n=0 k=1
9. Entwickeln Sie die Funktion
0 fir —m<z<-3
fl@)=q z+5 fir -3<z<i , flzx2r)=[f(2),
0 fir Z<z<m
in eine FOURIER-Reihe.
Losung:
Fiir die FOURIER-Koeffizienten gilt:
/2 7r 1 (2?2 7\ |7/? 7r
o= L [ gL [P (e T an L2 ) [
/2 2 ™\ 2 2 a2 2
1 /2
= f/ f(z) cos(nz) dx / (1 + Z) cos(nz) dr =
/2 2
1 pm/2 1 r7/2 1 x sin ( &%
=— /_W2 z cos(nx) dx —1—5 /_W2 cos(nx) dx = o sin(nz) ‘—52 SLZ )

0

= ag, =0, agpq1 =

/2
/ f(x) sin(nzx) _! / (:v + g) sin(nz) dr =
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/2 1 rm/2 2 /2 )
= 7/ xsin(nx) dr + = / sin(nz) dr = f/ zsin(nz)dr =
/2 2 J-ny2 m Jo
—_—
0
2 ™ 2 m/2 cos ( &r 2sin (&°
—— cos(nz) ‘ 2 +— cos(nzx)dr = — ( 2 ) + ( 2 )
nm 0 nm Jo n n2m
,1)k+1 2(71)k
== by = —L— b = 77
o 2k MY T r(2k+1)2
Fiir die FOURIER-Reihe folgt dann:
> (—1 k 00 k+1
fla) = g + ;; Z(k +)1 cos[(2k + 1 Z ) sin(2kx)+

k:

2 oo
;Z:: 2k+1 5 sin[(2k + 1)x].

Entwickeln Sie die Funktion
f@y=2*+x+1, fir —7w<z<m, flz£2r)=Ff(2),

in eine FOURIER-Reihe.
Geben Sie weiters mit Hilfe dieser Reihenentwicklung eine Darstellung von 72 als
unendliche Reihe an.

Losung:

Bisweilen ist eine additive Zerlegung der Funktion f(x) sinvoll. Wegen der Linearitt
des RIEMANN-Integrals in den Koeffizientenformeln ist dann die FOURIER-Reihe
der Funktion ebenfalls die Summe der FOURIER-Reihen der Teilfunktionen. Prak-
tisch macht das einen Sinn, wenn entweder die Teilfunktionen gerade bzw. ungerade
sind, oder wenn die FOURIER-Reihen der Teilfunktionen bekannt sind. Dies ist aber
im vorliegenden Beispiel der Fall. Es gilt mit f(z) = fi(x)+ fo(z)+ f3(z) = 2*+2+1:

7.[.2 00

(_1)V+1

svx _
5— (vergleiche oben).

sin vz (vergleiche oben).

f3(xz) =1 =1 (trivial).

Damit erhalten wir insgesamt:

2(—1 v+1
f(z) = 2? trdl=1+1 +4Z cos(v) +Zisinmj.
v

v=1

Mit = 0 (die FOURIER-Reihe stellt dort die Funktion dar) erhalten wir dann:

n+1

T —122
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1.24.3 Beispiele mit Losungen

1. Entwickeln Sie die Funktion

fir <z< T
_0 —r _n
- 2
T T
flz) = x  fiir f§§x§§ , flx £2m) = f(z) ,
T fii il <z <
5 iir 5 T < T
in eine FOURIER-Reihe.
Lésung:
1301 1 2(—1)% \
— — 2k 2k +1 .
—3 ; ksm x +Z (2k+1 + 71_(ij_'_l)Q)sm(( + )x)
2. Entwickeln Sie die Funktion
fx) =lz|+2? —m<e<m, flet2r)=[f(z),
in eine FOURIER-Reihe.
Losung:
I R | 41+ 7) & 1
flx) = Stg T Z = cos(2kx) — I;) @ 1) cos[(2k + 1)x].
3. Entwickeln Sie die Funktion
fy = M mmEesl flo 4 2m) = f(2)
) = , z m) = f(x),
e fir 0<z<m
in eine FOURIER-Reihe.
Lésung:
fz) = 2 i i (1 - e’”(—l)k> sin(kx)
i 1+ k2
4. Entwickeln Sie die Funktion
COS T —nm<z<0
flz) =19 flz£2m) = f(z) ,
sinx 0<zr<m

in eine FOURIER-Reihe.

Losung:

1 cosxz+sinx

fla) ==+ =2

[o¢] oo

4 k
- Z = 4k2 cos(2kx) + Z T sin(2kx).
k=1
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5. Entwickeln Sie die Funktion
fla) = 322+ 1

) =
’ 32— 1

in eine FOURIER-Reihe.
Losung:

oy =125

6. Entwickeln Sie die Funktion

fla) = || =,

in eine FOURIER-Reihe.
Losung:

T 4

1
f(x)=§ Z(Zki

T k=0

7. Entwickeln Sie die Funktion

1+
flz) =

in eine FOURIER-Reihe.

Lésung:

71 & (1-3(-

f(x):ﬁ‘f'pk:l

8. Entwickeln Sie die Funktion f(z) =

in eine FOURIER-Reihe.

Losung:

2 9
1—(2) fir 0<z<m
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—nm<x<0 o) =
OSJ}<7‘[‘ ’ f(ﬂ? W)—f(ﬂf)7
S [(2k
cos(nx) ;};}2 sm + 1)z].
—r<z<m flzx2r)=f(z),
)cos[(2k+1 i nsm (nx) .
fir —7<z<0
flz£2m) = f(z),

o0

1 k
) ) COS(k‘CL‘) + ;1320 (277,7—1#1)3 sin[(2n + 1)1’}

—rm<z<m, flx+£2n)

= f(z),

[sinz| ,

4 oo

2 1
> 0z cos(2kx).

T =1

9. Entwickeln Sie die Funktion
(z+1)—1 fir —2<z2<0
f(x) =

, flzx4)=
I—(x—1)? fir 0<z<2

fx),

in eine FOURIER-Reihe und bestimmen Sie die Reihensumme

. 32 1 . {2k + D) 3
Losung:  f(x) FSZ e sm( 5 ) , $=355-



Kapitel 2

Einfiihrung in die lineare Algebra

2.1 Elementare analytische Geometrie

2.1.1 Grundlagen

e Verschiedene Darstellungen einer Geraden im IR?:

— Gerade in Parameterform durch den Punkt P (Ortsvektor p) in Richtung g

— Als Schnittgerade zweier Ebenen E; und Fy: g = F N Es.
e Verschiedene Darstellungen einer Ebene im IR3:

— Ebene in Parameterform durch den Punkt P (Ortsvektor p), aufgespannt durch
die Vektoren @ und b:

E: Z(t,7)=p+ti+71h.

— HESSE-Normalform einer Ebene durch den Punkt P (Ortsvektor p) mit dem
Normalenvektor 7:
E: (Z-p)-ni=0.

— Als lineare Funktion: FE: ax + by + cz =d.

— In Abschnittsform: E: = + % + - 1, wobei a, b, ¢ die jeweiligen Achsab-
a c

schnitte auf den Koordinatenachsen bezeichnen.

— Ebene durch 3 Punkte A(aq, as,a3), B(bi,bs,b3), C(c1,c2,c3) in Determinan-
tenform:
T — ap bl—al C1 — ap
Yy — Qg bz—az Co — Q2 =0.
z—as by—az c3—az

e Abstand d zweier windschiefer Geraden g, : Z(t) = @+ tgi und go : Z(7) = b+ 7G5

((6-a).51,5)|

d= —
|91><g2‘

H. Wallner, Aufgabensammiung Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8348-8329-2 2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Folgerung:
Zwei Geraden g; und g, schneiden sich, wenn das Spatprodukt <(b —d), g, §2> Null
ist.
e Flicheninhalt des von zwei Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms bzw.
|d@ x b

Dreiecks: Ap = |@ x b| bzw. Ap = 5

e Volumsinhalt des von drei Vektoren a, bund & aufgespannten Parallelepipeds:

o l@Ea)

=)

2.1.2 Musterbeispiele

1. Fiir welchen Wert von d schneiden sich die 3 Ebenen
Ei:z2—y+2=0, Fy: 3zr—y—2+2=0 und E3: 4dr—y—22+d=0
léngs einer Geraden?

Losung:
Dazu muss die Schnittgerade g von F; und Fs in E3 enthalten sein. Setzen wir in
und Fs z = t, so folgt aus den beiden Gleichungen z—y = —t und 3z —y = t—2, d.h.
t—1
x=t—1und y = 2¢t — 1 und damit fiir die Schnittgerade: g : Z(t) = | 2t —1
t
Durch Einsetzen von ¢ in Ej folgt dann: 4(t —1) — (2t —1) =2t +d=0=d = 3.

2. Bezeichne g die Schuittgerade der xy-Ebene mit der durch die drei Punkte A(2,3,5),
B(1,4,7) und C(5,5,4) festgelegten Ebene E. Ermitteln Sie den Winkel zwischen
g und der y-Achse.

Losung:
r—2 y—3 z—5 r—2 y—3 z—95

EF:|1-2 4-3 7-5|= -1 1 2 |=0=z—-y+z=4.
5—2 5—-3 4-5 3 2 -1

Der Schnitt mit der zy-Ebene (z = 0) liefert dann g :  —y =4 bzw. y = . — 4.
Sie schneidet die y-Achse unter 45°.

3. Durch den Punkt P(1,1,—6) soll eine Ebene F so gelegt werden, dass sie von der
Geraden g : z(t) = 1+ 3t, y(t) = =5 — 2t, z(t) = —2 + t unter rechtem Winkel
durchstoflen wird.

Losung:
3

Die Gerade g besitzt den Richtungsvektor 7 = [ —2 |. Die dazu normalen Ebenen
1

haben dann die Form 3z — 2y + z = d. Die gesuchte Ebene soll den Punkt P
enthalten, d.h. 3-1—-2-14+1-(—6) =d = d = —5. Somit: £ : 3z — 2y + z = —5.

4. Die Gerade gy ist als Schnittgerade der beiden Ebenen F; : 8z — 3y = 2 und
E5 : y—8z = —22 gegeben und die Gerade g, als Schnittgerade der beiden Ebenen
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Ey: 7Tr—4y = —1und Ey : 3y — 7z = —15. Zeigen Sie, dass sich die beiden
Geraden schneiden und bestimmen Sie ihre Winkelsymmetralen.

Loésung:
Schnittgerade g;:

2 8
Wir setzen x = 3t und erhalten aus Fq: y = —3 + 8t und aus Ey: 2 = 3 +t.
0 3 3

1
Das liefert: @1 (t) = | — mit dem Richtungsvektor §; = —— | 8
VT4
1

Schnittgerade gs:

1 9
Wir setzen x = 47 und erhalten aus F5: y = 1 + 77 und aus E,: 2 = — + 37.
4 ] 4
+ 7| 7 | mit dem Richtungsvektor o = —— | 7
; g g2 \/7—4 ;

Das liefert: Z5(7) =

O = O

Schnittpunkt S:
Aus #(t) = Zo(7) folgt das (iiberbestimmte) Gleichungssystem:

3t = 47
g + 8 = 1 + 7
3 T4 g
8 9
- t = - 3
3 + 1 + 37

3 1
Aus der ersten Gleichung folgt 7 = 1 t und damit aus der zweiten Gleichung ¢ = 3

1
und damit 7 = = . Mit diesen Werten ist aber die dritte Gleichung ebenfalls erfiillt.

Fiir den Schnittpunkt ergibt sich dann: S(1, 2, 3).
Winkelsymmetralen:

Mit Hilfe der (normierten) Richtungsvektoren erhalten wir:

B o 1 " 3 4 1 . 7
§1=S8+td + )= g +7ﬁ_ ? + ; _ § +t 12,
) o 1 " [/ 3 4\ 1 . -1
82:S+t(g1—92): ?) —‘rﬁ- f - ; | § +1 _;

5. Bestimmen Sie eine Ebene E, die zwischen den Ebenen E; : x —2y+2—2 =0 und
Ey: ©—2y+ z—6=0 liegt und den Abstand zwischen diesen beiden Ebenen im

Verhéltnis 1:3 teilt.

Losung:

Die Ebene E teilt natiirlich auch den Abstand der Schnittpunkte der beiden Ebenen
mit der z-Achse im Verhéltnis 1:3 . E; schneidet die z-Achse bei z = 2 und Ey bei
z = 6. Dann muss F die z-Achse entweder bei z = 3 oder bei z = 5 schneiden. Das
ergibt die Ebenen £: z —2y+2z—-3=0bzw. E*: 2 —2y+2—-5=0.
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6. Durch die Gerade g : y = —x + 1, z = 4 ist eine Ebene so zu legen, dass sie mit

den Koordinatenebenen ein Tetraeder mit dem Volumsinhalt V' = 3 bildet.

Losung:

Wir setzen die gesuchte Ebene (die nicht durch den Koordinatenursprung geht)

unbestimmt an: ax + by + cz = 1. Einsetzen von g liefert: ax + b(—z + 1) + 4c =1,

d.h. (e — b)x = 1 — b — 4c. Da aber = dabei beliebig ist, muss gelten: a = b und

b = 1—4c. Damit erhalten wir ein Ebenenbiischel um g¢: (1—4c)xz+(1—4c)y+cz = 1.
1 1 1

Es schneidet die Koordinatenachsen in x = -’ Y=
—4c

" undz:E.

Das gesuchte Tetraeder hat dann den Volumsinhalt V' = Das liefert

1—

1

6 c(1— 40)2 ’
die Gleichung ¢(1 — 4c)? = - bAW 16¢* — 8¢ + ¢ — = ( ) (16¢* 4+ 1) = 0 mit
der einzigen reellen Wurzel ¢ = 5

Die gesuchte Ebene ist dann —z —y + % =1.

Gegeben sind zwei Punkte A(2,2,—4) und B(-3,1,3). Bestimmen Sie die Menge
aller Punkte C(z,y,z2), so dass der Volumsinhalt der durch den Koordinatenur-
sprung O, A, B und C' aufgespannten Pyramide gleich 4 ist.

Losung:

Der Volumsinhalt dieser Pyramide ist bekanntlich ein Sechstel des Absolutbetrages

des Spatprodukts der Ortsvektoren von A, B und C, d.h. aber: |(A, B,C)| =6 -4 .
2 2 -4

Danngilt: | =3 1 3 | = +£24 = 10246y +8z = £24, bzw. bz +3y+4z = £12.
A T

Bemerkung:

Da der Volumsinhalt einer (schiefen) Pyramide durch den Inhalt der Grundfléche

(Dreieck OAB) und der Hohe h bestimmt ist, kann der Punkt C' beliebig in einer

parallel zu OAB gelegenen Ebene mit Abstand h gewahlt werden.

Legen Sie durch den Punkt P(1,-2,1) eine Gerade h derart, dass sie Gerade
g: Z(t) = (14 3t)er + (24 2t)é + (3 + ¢)é&5 unter rechtem Winkel schneidet.

Loésung:

Die gesuchte Gerade h liegt in der Normalebene F zu g und enthélt den Punkt P.
E:3x+2x+z=distnormal zu g. AusPe F=3-142(-2)+1-1=d=0.
Zur Ermittlung des Schnittpunktes S (DurchstoBpunktes) von g mit F setzen wir

5 8 4 16
gin Eein: 3(1+3t) +2(24+2t) + (3+1¢) :0:>t5:7?:>5<7? - ,7>
15
7 1 -15
Weiteres erhalten wir: PS = % und damit: h: Z(7) = | =2 |47 18
9 1 9
7
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9.

10.

Legen Sie durch den Schnittpunkt der Geraden

r+2 y-—1
= 41
5 3 z+
mit der Ebene E, die durch die Punkte A(1,0,0), B(0,1,0) und C(0,0, 1) bestimmt

ist, eine Parallele g3 zur Geraden

g1

r—2 y+2 z-1
2 2 3

g2 :

Losung:
Da fiir die Ebene E alle Achsabschnitte 1 sind, hat sie die Form x +y 4+ z = 1.
Zur Gewinnung einer Parameterdarstellung von g; setzen wir x = 2t und erhalten:

0 2
gi: Tt)=1|[4 |+t| 3
0 1

Zur Gewinnung einer Parameterdarstellung von g, setzen wir x = 27 und erhalten:

0 2
g ()= —4 [+7]| 2
—2 3

Um den Schnittpunkt S von g; mit E zu ermitteln, setzen wir die Parameterdarstel-
1 5 1
lung von ¢ in F ein: 2t 4+ (44 3t) +t=1=tg = —5 = S (—1, = 77>.

27 2
-1 5
Die gesuchte Gerade ist dann g3 : #(0) = 2 l+o| 2
_1 3
2

Unter welchem Winkel schneidet die Gerade g1, gegeben durch die zwei Ebenen
FEi: 2z —y=0und Ey: 3y — 2z —4 = 0 die Gerade g5, die als Schnittgerade der
Ebenen F3: 2x —3y+2=0und FE,: y — 2z — 2 = 0 definiert ist?

Losung:
Mit = =t folgt aus F; und E, fiir g; die Parameterdarstellung

0 1
-2 3

Mit z = 37 — 1 folgt aus F3 und E, fiir g; die Parameterdarstellung

-1 3
g Z(T)= 0O 1+7| 2
-1 1

Die beiden Geraden schneiden sich, falls das (iiberbestimmte) Gleichungssystem
t=—1+437, 2t =27 und —2+ 3t = —1 4 7, das aus Z(t) = #(7) folgt, eine Losung
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1
besitzt. Das ist aber mit t = 7 = — der Fall.

1 1
Als Schnittpunkt S erhalten wir dann: S (5 1 77>. Der Schnittwinkel der beiden

2
1 3
Geraden ergibt sich dann aus deren Richtungsvektoren ¢y = | 2 |und go = | 2
3 1

(G1,52) 3+4+3 10

Gl 1G] VItd+t9v/ordr1 14

5
geméf cosa = Z-

Ermitteln Sie den kiirzesten Abstand der beiden (windschiefen) Geraden:

0 1 0 1
g )= 3 |+t| 1 | =d+tfiundg: Zr)=| =2 |+7| 2 | = b+tGo.
2 2 -2 1
Losung:
Die beiden Richtungsvektoren ¢ und g» definieren eine Schar paralleler Ebenen mit
R
dem normierten Normalenvektor 7 = % . Die Ebene E; (7, Z) = (7, @) enthélt
g1 X g2

die Gerade g; und besitzt den Normalabstand (7, @) vom Ursprung. Eine weitere

-,

Ebene E, (7,Z) = (7,b) enthélt die Gerade g, und besitzt den Normalabstand

-,

(7i,b) vom Ursprung. Der Abstand dieser beiden Ebenen ist dann der Abstand der

((5—a), 51,5

beiden Geraden und ist durch d = |(7,b) — (7, a)| = gegeben. Im

|91 % Gl
vorliegenden Fall erhalten wir damit
011
-5 1 2
de -4 21 B | -9 9
/1 1\| |/ -3\ i1~
1 | x| 2 1
2 1 1

Gesucht ist eine Ebene, die den Winkel zwischen den Ebenen Fy : z+2y — 2z =1
und Ey : x —y+ 2z = 1 halbiert.

Losung:

Die gesuchte Ebene enthélt die Schnittgerade g der Ebenen F; und E,. Ihr Nor-
malenvektor teilt den Winkel zwischen den Normalenvektoren von E; und Ey. Zur
Bestimmung der Schnittgeraden setzen wir x = ¢ und erhalten dann weiters: y = 1—¢

0 1
und z = 1—t. Das ergibt die Schnittgerade g : Z(t) = | 1 |+¢| —1 |[. Sieenthilt
1 -1

)

)

mit ¢t = 0 den Punkt P(0

1
und Es sind 71, = —

V6

). Die normierten Normalenvektoren der Ebenen E)

1
PR
und 7y = —= | —
Ve o

1
1
1
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13.

14.

Aot 1 (2 i 1 Y
1\/111] ﬁg =T = —F 1 und ﬁ4 =TT = —F 1 erhalten Wir
|71 + 7o NG 1 |71 — 7] V2 1

zwei winkelhalbierende Ebenen F5 und Ey. F3: 2x+y+2z =d3und Ey: y—z = d,.
Da sie die Schnittgerade g und damit den Punkt P enthalten sollen, ist d3 = 2 und
dy = 0 zu wéhlen, d.h. aber E3: 2x+y+2=2, E;: y—2=0.

Gegeben sind die vier Punkte A(1,1,—1), B(3,0,—2), C(2,4,0) und D(0,a,1).
Bestimmen Sie a € R so, dass das Viereck ABCD eben ist und berechnen Sie
anschlieend seinen Flécheninhalt.

Losung:

Damit das Viereck ABC'D eben ist, miissen die Vektoren b= /@, &:= AC und
d:= @ komplanar sein. Dann ist aber ihr Spatprodukt Null, d.h.:

2 1 -1
0=(béd =| -1 3 a—1|=-3a+15—=a=5.
-11 2

Zur Berechnung des Flécheninhalts des Vierecks ABCD zerlegen wir dieses in die
beiden Dreiecke ABC und ACD. Deren Flacheninhalte sind dann:

2 1 2
1- 1 1 V62
A1:§|b><6‘|:§ -1 X 3 :5 -3 :76 und
-1 1 7
1 -1 2
1 - 1 1 V62
A2:§|5Xd‘:§ 3 X 4 = 3 _3 = 26 )
1 2 7

woraus insgesamt folgt: A = /62 .

Ermitteln Sie auf der Geraden g : =z =t y=t—1, 2 = 2t — 1 jenen Punkt P,
der von den Ebenen F : 3z — 2y + 2z =1 und Ey : 2x +y — 3z = 4 den gleichen
Abstand hat. Berechnen sie ferner diesen Abstand d.

Losung:
P muss auf einer winkelhalbierenden Ebene von E; und FEjs liegen. Deren Normalvek-
toren 713 und i3 berechnen sich aus den normierten Normalvektoren von E; und Ey:

3 2 5
By = s+ ly = — 2 | 4L 1 ! 1 d
M3 =1"1 +7y=—=| — — =—| — un
EE RV v via | via |
3 2 1
1 1 1
fy=f = —— | 2 | ———| 1 |=—o]| -3

via| ) val ) vl

Damit erhalten wir fiir die winkelhalbierenden Ebenen: F5 : 5x — y — 2z = d3 und
Ey: x—3y+ 4z = dy. Sie miissen die Schnittgerade und damit einen speziellen
Punkt derselben enthalten. Ein solcher Punkt ist etwa (2, 3,1). Daraus folgt dann
durch Einsetzen: ds = 5 und dy = —3. P ist dann der Durchstopunkt von g mit F3
bzw. Ey.

Einsetzen von g in Fj liefert: 5t — (¢t — 1) — 2(2¢t — 1) = 5 = Widerspruch, d.h. ¢
schneidet FEs5 nicht.
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1
Einsetzen von g in Ey liefert: t —3(t — 1) +4(2t — 1) = 3 =t = ~3-
Damit erhalten wir P (—1 , fé , 7?) .
3737 3
Zur Ermittlung des Abstandes d legen wir eine Ebene durch P parallel zu F;.
1-0 1
’. —3(=1)_9(_4 _2) — = -
B 3r—2y+z=3(-1)-2(-+1(-3)=0=d= AR
Legen Sie durch den Punkt P(—1,0,—3) zwei Geraden, die die Gerade
g: x=>5t—1, y=4t—1und z = —3t 4+ 4 unter dem Winkel von 60° schneiden.
Bestimmen Sie den Flidcheninhalt des durch diese 3 Geraden begrenzten Dreiecks.

Losung:
Sei Z(t) ein beliebiger Punkt auf g. Die Gerade g; durch diesen Punkt und P besitzt
5t
den Richtungsvektor g; = ( —1+4t ) , der mit dem Richtungsvektor der Geraden
7T—3t

5
g g= ( 4 ) den Winkel « einschliefit, fiir den gilt:
-3

(g.91) 25t +4(—1+4t) —3(7-3t) | L1
COSY = ~————+ = = cos 60° = —
911911 /B0 (/2512 + (—1 + 4t)2 + (T — 3t)2 2

— 100t — 50 = v/50/50t2 — 50t + 50 bzw. 2t —1=+12 -t +1.

Quadrieren liefert: 3t — 3t = 0, woraus ¢t; = 0 und ¢, = 1 folgen. Das ergibt die
Geraden:

-1 0 -1 5
gl:f(T)—( 0>+T(1)undg2:f(o)—< 0)+0(3)
-3 7 -3 4

mit den Schnittpunkten S;(—1,—1,4) und S»(4,3,1) auf g.
Der Flacheninhalt des Dreiecks PS; S5 ist dann

4 |IPSxPs| 1 ( O)X(5) 1 (25> _ VIZB  25V3
L _ _ _2Bv3

5 -1 3 35 5 5
7 4 5

Legen Sie durch den Koordinatenursprung eine Gerade g, die normal zu den Vek-

0 1
Ebene E, die durch den Punkt P(4,2, —1) verlduft.

7 6
toren@= | 1 | und b = ( —1 | ist. Legen Sie ferner durch diese Gerade eine

Losung:
Als Richtungsvektor g der Geraden g verwenden wir dann ¢ = @ X b. Er ist normal

= . 7 6 1 1
zudund b. Esistaxb=| 1 | x| =1 |=| -7 |=g: Z@t)=¢t| -7 |.
0 1 —13 —13

Die Gerade g enthélt mit ¢ = 0 und ¢ = 1 die Punkte P;(0,0,0) und P»(1,—7,—13).
Die gesuchte Ebene wird durch die 3 Punkte P, P, und P, festgelegt, bzw. von
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17.

18.

den beiden Vektoren p = P, P, und § = P, p aufgespannt. Das liefert dann eine

1 4
Parameterdarstellung von E: Z(t,s) =t -7 | +s 2 | bzw. in Linearform:
-13 -1
11z — 17y + 10z = 0.
-1 1
Legen Sie durch die Gerade ¢; : 3 | +t| —2 | eine Ebene E derart,
-1 4
1 1
dass sie parallel zur Geraden g : 0 |+t| 3 [ ist. Ermitteln Sie ferner
-1 1
den Abstand d* dieser Ebene von gs.
Losung:
Der Normalenvektor von F ist dann normal zu den Richtungsvektoren der beiden
1 1 —14
Geraden: =g xXgo=| =2 | x| 3 | = 3 | =F: —14x+3y+5z=d.
4 1 5

Der Punkt Q(—1,3,—1) der Geraden g; muss in E liegen, woraus d = 18 folgt.
Somit ist £ : —14x + 3y + 5z = 18. Die Parallelebene E’, die die Gerade g, und
damit den Punkt R(1,0,—1) enthilt, ist —142 4 3y + 5z = —19.

18— (-19) | 37
VIZ 132 +52| V230

Bestimmen Sie auf der Schnittgeraden g der Ebenen F; : =z —y = —1 und FEs :
T — 2y + z = 3 einen Punkt P, derart, dass der Flicheninhalt des Dreiecks A mit
den Eckpunkten P, P5(1,0,0) und P3(0,2,0) minimal ist. Ermitteln Sie ferner die
Ebene E durch diese drei Punkte.

Der gesuchte Abstand ist dann: d* =

Losung:

= O
—

Mit & = t erhalten wir fiir die Schnittgerade g : Z(t) = +t| 1 | und damit

ot
>_|
C.‘

Pi(t,t+1,t45). Das Dreieck A wird dann von den Vektoren @ =
aufgespannt und besitzt den Flacheninhalt

axil 1 t—1 -1 —2t — 10
A= =—|| t+1 | x 2 = - —t—5 =
2 145 0 3t 1
V1482 1 44F + 126 \/14 t+%) Ty
5 .
. - . 11 4 24 .
A ist offensichtlich minimal, wenn ¢t = - = P, (—7 . 77> Fiir dieses t

ist a = —4 | Der Normalenvektor der von @ und b aufgespannten Ebene E ist
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L —18 -1 1 —48
dann:fi:(’ixb:? —4 | x 2 == —24 | = F: 6z+3y+52=6.
24 0 —40

Bestimmen Sie eine Ebene E, die normal zur Ebene: E; : © —y — z = 5 ist und die
Gerade g : Z(t) = (3+t)er + (2 + 2t)é + (1 + 3t)é3 enthalt.

Losung:
Die gesuchte Ebene wird einerseits vom Normalenvektor der gegebenen Ebene E)
n = ( —1 ) und andererseits dem Richtungsvektor § = ( ; ) der Geraden g
aufgcspal;llt und enthélt mit ¢ = 0 den Punkt P(3,2,1). Das liog;crt die Parameter-
darstellung fir £ : Z(r,s) = 3 +r 71 +s ; = r+4y—32=8.

1 -1 3

Gegeben sind die Punkte P(1,2,3), Q(2,3,1) und R(3,1,2). Bestimmen Sie:
a) Einen Winkel des Dreiecks PQR,

b) die Gleichung der Ebene F durch die Punkte P, Q, R,

¢) die Gleichung der Parallelebene E’ durch den Punkt S(4,1,2),

d) den Abstand A der Ebene E vom Punkt 7(2,3,4),

e) den Inhalt der Dreiecksflache.

Losung: Das Dreieck PQR wird von den Vektoren

1 2
a= ]@ = 1 | und b= P—})? = | —1 | aufgespannt.
—2 -1

(a) Fiir den Winkel a bei P gilt dann:

(@,b) 1 1 ™
cos o = = =——=(1-24+1(-1)+(-2)(-1)) =7 = a=.
A~ vewvsl 2T I (D) = 5 3
(b) Die Fldchennormale des Dreiecks PQR und damit der Ebene E ist bestimmt
-3
durch: i=dxb=| -3 | =E: s4+y+z=4d.
-3

Da FE den Punkt P(1,2,3) enthélt, folgt: d =6, d.h. E: 24+ y+ 2 =6.
(¢) E' enthélt den Punkt S(4,1,2) =d=7,dh. F: z+y+=z=T.

azu legen wir eine Ebene E* parallel zu urch den Punkt ,3,4). Es ist
d) Dazul ir eine Ebene E* llel zu E durch den Punkt 7'(2,3,4). Es i
1
E*: z+y+2z=29. Mit dem Normalenvektor 7 = ( 1 ) erhalten wir dann
1

A:M:i:\/@

7] V3
T G | I SN
2 2|\ 5 2 2
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21.

22.

23.

24.

Gegeben ist das Dreieck A mit den Eckpunkten P(0,0,1), @Q(0,1,0) und R <3, z, %)
sowie die Ebene E : x + z = 1. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g, die
den Schwerpunkt S von A enthilt und normal zur Dreiecksfliche ist. Berechnen Sie

ferner, wo und unter welchem Winkel « g die Ebene E durchstoft.

Losung:
1
Bekanntlich gilt fiir den Ortsvektor des Schwerpunkts: @ = 5(0413 + @ + Oﬁ%)
1
. 1 11 L . .
Das ergibt 08 = 5 | = S (1., 5 75) Fiir die Fldchennormale von A gilt:
2
0 3 0 1 0
ﬁzf@xﬁ: 1] x sl= 3|=g:20)=|3 |+¢t| 1
—1 _% -3 % 1

Den Durchstofipunkt der Geraden g mit der Ebene E erhalten wir durch Einsetzen
1 1
von g in E: 1+§+t: 1, dh. t = —3 = D(1,0,0).

i, it 11
(fip, ) = = a=30°.

Fiir den Winkel « gilt: « = 90 — 8 mit cos § = =
gl 1] v2v2 2

Untersuchen Sie, fiir welche a € R sich die Geraden ¢, : 204y =4,¢g,: dv—y =2
und g3 : 22 — 2y = a in einem Punkt S schneiden und bestimmen Sie diesen.

Losung:

Wir bestimmen zun#chst den Schnittpunkt von ¢; und g,. Addition der beiden
Geradengleichungen ergibt x = 1 und weiters y = 2. Dieser Punkt liegt auch auf g3,
falls a = —2 ist, d.h. S(1,2) ist dann gemeinsamer Schnittpunkt der drei Geraden.

Spiegeln Sie den Punkt P(4,3,2) an der Ebene F : 2z + z = 5.

Losung:
Dazu bestimmen wir eine Gerade g durch P, die normal zu FE ist. Ihr Richtungsvek-
tor ¢ ist dann durch den Normalenvektor der Ebene bestimmt. Damit erhalten wir

4 2
g: Zt)=1] 3 | +t| 0 |.Als néchstes berechnen wir den Parameterwert ¢, des
2 1

Schnittpunktes von g mit £: 8 +4t+ 2+t =5 = to = —1. Der Spiegelpunkt p
hat dann den Parameterwert t* = —2 und damit ist P(0, 3,0).

1 0
Spiegeln Sie die Gerade g : Z(t)=| 1 |+t| 0 | ander Ebene E: z+y+z=1.
0 t

Losung:

Die Spiegelgerade geht durch den Durchstopunkt D von g, fiir den durch Einsetzen
von g in F folgt: 1+ 1+t=1, dh. t( = -1 = D(1,1,—1). Den Richtungsvektor
g’ der Spiegelgeraden erhalten wir, indem wir im Richtungsvektor § der Geraden g
die Normalkomponente beziiglich der Ebene E: g, durch —g, ersetzen. Das ist aber
gleichbedeutend mit §’ = § — 24,.
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H
&

-

_

1
0 1 1 1 1 3

Mit g, = (g,7)7 = 0 — | 1 = % erhalten wir fiir die
1
3

Spiegelgerade ¢’ : #(7) =

25. Gegeben sind der Punkt P(1,0,2) sowie die zwei Ebenen E; : 2+ y + z = 4 und

0 1 2
Ey: Z(s,t)=| 2 | +s| 0 |+t] =1 |. Bestimmen Sie:
1 1 0

a) Den Normalabstand d; von P nach Fj,
b) die Schnittgerade g von F; mit Ey und
c) jene Ebene Fj, die normal zu g ist und durch P geht.

Losung:
a) Die Ebene Ef : x +y+ z = 3 ist parallel zu £ und geht durch P. Dann ist
4—-3 1
dy = 7| | =—.

V3 V3

b) Einsetzen von Fy in Fj liefert: (s +2t) + (2—¢t)+ (1+s) =4 =t =1—2s,

2 -3
woraus dann aus FEy folgt: g : Z(s) = ( 1 ) +s ( 2 ) .
1 1

¢) Da die Ebene E3 normal zu g sein soll, ist ihr Normalenvektor 7 durch den

-3
2 ) bestimmt. Das liefert zunachst:
1

—3x+ 2y + z = ds3. E3 soll den Punkt P enthalten. Dann ist d3 = —1 und damit
E;: 3x—2y—2=1.

Richtungsvektor von g: § = (

2.1.3 Beispiele mit Losungen
1. Bestimmen Sie eine Ebene E durch den Punkt P(1,2,0), die die Schnittgerade der
beiden Ebenen E; : z4+y—2z=—1und Ey: 2z + 2y + z = 4 enthilt.
Losung: E: z+y+2=3.

2. Vom Punkt P(1,1,1) werden die Lote auf die beiden Ebenen Fy : z+y—2=7
und Fs : bx — 2y + z = 34 gefillt. Ermitteln Sie die Schnittpunkte Dy, Dy der Lote
mit den Ebenen E bzw.FE5, sowie den Winkel zwischen F; und E,.

Losung: Dy(3,3,—1), Da(6,—1,2), a = 77, 8°.
3. Gegeben sind die zwei Ebenen F; und FEj:

E; durch die Gleichung = + 2y — 3z = 7 und
E, durch die drei Punkte P;(0,1,1), P»(1,0,1), P3(1,1,0).
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Berechnen Sie den Winkel, den die beiden Ebenen einschlieflen.
Losung: oo = m/2 .

4. Im R? sollen sich die beiden Geraden

_y+1l 241
=5 =

gr:x—1 und g9 : x + 2 =y — 1 = z schneiden.

a) Welchen Wert muss a dann haben?
b) Welche Koordinaten hat der Schnittpunkt?
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene, in der g; und g, liegen in parameterfreier
Form.
Losung: a) a = —5> b) 5(6,9,8), c¢)x+4y—5z=2.
5. Bestimmen Sie die Schnittgerade g der beiden Ebenen F; : 4x — 3y + z = 1 und
Es: y— 2z =0. Unter welchem Winkel « schneidet ¢ die zy-Ebene?
1

1
Losung: Z(t)=1| 0 | +¢
0

o~ 23°.

)

=N kot

6. Legen Sie durch den Punkt A(1,1,2) eine Ebene E derart, dass sie die Schnittgerade
g der Ebenen x +y — 2z = 1 und 2z + y — 2z = 0 unter rechtem Winkel schneidet.
Unter welchem Winkel schneidet F die z-Achse?

Losung: F: z4+2=3, «o=45°

7. Unter welchem Winkel schneidet die Gerade g : #(t) = d@+tb die Ebene E : (£—2)-d

7 . 1 -1 . 1
mit: da=(4 |, b= -1 |, ¢= 3 und d=] 0
1 1 -2 2

Losune: a— © 3
osung: o = B arccos 5 .

8. Gegeben sind die vier Ebenen F; : 2v +y+2 =4, FEy: z+3y+z=1,
Es: 2+2y—2=2und E;: —x —y+ 3z = —1. Bestimmen Sie:
a) Die Schnittgerade g der Ebenen F; und Fj,
b) den Durchstofpunkt P dieser Geraden mit der Ebene Fj,
¢) die Gerade gy, die normal zu Ej ist und P enthélt.

Losung:
) ! 7 1 1
S 3 1
= -2 |+¢| 1 by P(L -2 —=
Dot =| <3 [+t| 3| WP(5.-3.-5)
1 _5
2 2
7
3 1
g Fr)=| —3 [+7| -1
1 3
3

9. Gegeben sind die Ebenen Ey : x+y—2=4, Ey: 2x+ay+32=3, a € R und
der Punkt P(0,1,—3).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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a) Bestimmen Sie a so, dass die Ebene Fy den Punkt P enthélt.
b) In welchem Punkt @ durchstoft die Schnittgerade von E} und Es die zy-Ebene?
c¢) Welcher Punkt R der Ebene E; besitzt den kleinsten Abstand vom Ursprung?

Losung: a) a =12, b)Q(9 ! 0>7 C)R<4 1 —é>

27 27 3’37 3
0 1
Gegeben sind die Ebene E : z+2z = 7 und die Gerade g : #(t) = L |+t] 1
-2 2

Bestimmen Sie:

a) Die Gleichung der Ebene Ej, die g enthilt und die normal zu E ist,

b) den Winkel «, den die Flichennormale von E mit g einschlieit und

c) jene Gerade gy, die in F liegt und ¢ unter rechtem Winkel schneidet.

3 1
Losung: a) By : 2 +y—2=3, b)a=30° c)gi: Z(r)=| 4 |+7 1
4 -1

Priifen Sie, ob sich die Geraden ¢; : 20 —3y =6, g2 : 3z+y=9und g3 : z+4y=3
in einem Punkt S schneiden und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.

Losung: ja, S(3,0).

Vom Punkt P(1,1,1) aus werden auf die beiden Ebenen E; : x4+ y — 2z = 7 und
Es: bz — 2y + z = 34 die Lote gefillt. Bestimmen Sie:

a) Die Schnittpunkte S; und Sy der Lote mit der entsprechenden Ebene,

b) den Flidcheninhalt des Dreiecks, das von P und den Schnittpunkten gebildet wird,
¢) den Winkel zwischen den Ebenen.

Losung:  a) S1(3,3,—1), S2(6,—1,2), b) A=+/86, c)a=~T77,8.
Bestimmen Sie den Normalabstand der Geraden

1 0 0 1
gi: Z) =2 |+t| 2 Jundg: Z(r)=| 1 | +7| -1
0 1 1 1

6

Losung: d =

V14
Spiegeln Sie den Punkt P(2,0,1) an der Ebene F: z+y+ z = 6.
Losung: P = (4,2,3).

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene F, die durch die Gerade

1 1
g: Zt)=1 0 |+t 1 | und den Punkt P(1,1,1) bestimmt ist. Ermitteln Sie
1 —1

ferner jenen Punkt @ von E, der den kiirzesten Abstand vom Ursprung hat.

Losung: E: z+z=2, Q(1,0,1).

Gegeben sind die drei Ebenen Fy : z—y+22=0, Ey: 20 +y— 2z =3 und
Es: 1o 4+y+2z=12.
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a) Zeigen Sie, dass sich die drei Ebenen lidngs einer Geraden schneiden.
b) Bestimmen Sie jene Ebene, die normal zu g ist und den Punkt P(1,1, 1) enthélt.
c¢) Berechnen Sie den Winkel zwischen F; und Es.

Losung: b) x — 5y —3z= -7, ¢) a=99,6°.
17. Gibt es eine reelle Zahl a, so dass die vier Punkte A(1,0,2), B(2,-1,3), C(1,4,a)
und D(0,1, —2) in einer Ebene liegen?
Losung: Nein.
18. Ermitteln Sie den Volumsinhalt und den Schwerpunkt der Pyramide mit den Eck-
punkten A(1,-1,2), B(0,1,1), C(2,1,3) und D(0,0,4).
Bo1
4747 4)°
19. Ermitteln Sie den Abstand der beiden windschiefen Geraden

Losung: V =2 S<

1 0 -2 1
(%1 f(t) = -1 +t 1 s gz f(’r) = 0 + 7 —
0 2 1 2
11
Lésung: d=—.
& V21
1 2
20. Bestimmen Sie den DurchstofSpunkt der Geraden g : Z(t) = 1| 4+t| 1 | mit
— 4
der Kugel K : a? +y? + 22 — 2v + 4y + 2z = 14.
Losung:
31 443 26 2v43 43  8v43
Pl a1 + a1 ) o1 + Ta1 Y o1 + a1 )
21 21 21 21 21 21

21 21 21 21 ' 21 21

P<31 44/43 26  2v/43 43 8\/4>3>
2 —_— .
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2.2 Vektoren und Vektorraume

2.2.1 Grundlagen

Untervektorraum: Eine (nichtleere) Teilmenge W C V eines Vektorraumes V' iiber
dem Korper K, z.B. R oder C heifit Untervektorraum, wenn fiir alle @, beW und
alle A € K gilt: @+ b € W und A\@ € W.

Mit A = 0 enthélt dann jeder Vektorraum den Nullvektorraum, der nur aus dem
Nullvektor besteht.

n Vektoren dy, ds, . .. d, heiflen linear unabhéngig, wenn aus
Ald’l + )\262 +---+ )\nc_in = 6
fo]gt; AM=X=---=),=0.

Besitzt ein Vektorraum V' nur endlich viele linear unabhéngige Vektoren, so bezeich-
net deren maximale Anzahl n die Dimension von V.

In einem n-dimensionalen Vektorraum V bilden jeweils n linear unabhingige Vek-
toren (¢, Ca, ..., Cy) eine Basis B von V.
Jeder Vektor @ ist dann eindeutig auf die Basisvektoren aufspannbar, d.h. in

A= MG+ MG+ -+ MGy

sind die Zahlen Ay, Ag, ..., A, (die Koordinaten des Vektors @ beziiglich der Basis
B) eindeutig bestimmt.

Die Basisvektoren ¢€; der ,kanonischen Basis“ £ enthalten an der i-ten Stelle die
Eins, sonst jeweils die Null.

k Vektoren dy,ds, ..., d; in einem Vektorraum V spannen geméf
W ={a@ = Mdy + Xada + -+ + Mg | A1, Aoy .., A € R}
einen Untervektorraum W auf. Bezeichnung: W = Span(ay, s, .. ., d). Dabei ist

die Dimension von W durch die Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren von
ai, ds, ..., d, gegeben.

Im Vektorraum IR™ wird durch die Bilinearform

n
(fa ?7) = Z ZiYi

i=1

ein Skalarprodukt (inneres Produkt) definiert. Dabei bezeichnen z; und y; die i-ten
Koordinaten der Vektoren ¥ bzw. i beziiglich der kanonischen Basis £.

Im Vektorraum C" wird durch die Bilinearform
i=1

ein Skalarprodukt definiert.
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Zwei Vektoren Z und ¥ heiflen orthogonal, wenn (¥, %) = 0.

Durch ||Z|| := +/(Z, Z) wird dem Vektor Z eine ,Linge“ (Norm) zugeordnet.

Zwei Vektoren Z, 7 # 0 eines Vektorraumes iiber R kann durch

(7, 9)
1711191

Cos @ 1=

ein , Winkel“ zugeordnet werden.

Orthogonalisierungsverfahren von GRAM-SCHMIDT:

Gegeben seien n linear unabhéngige Vektoren d;, ds, . . . @, aus einem Innenprodukt-
raum (Vektorraum mit innerem Produkt, z.B. der R™). Dann gibt es Konstanten
)\Z‘]‘,i =1... n.,j =1... 2'7 so dass die Vektoren 62 = )\ﬂﬁl-i-/\igdg—'—' . —‘-)\“61, )\“ 7é 0
ein Orthonormalsystem bilden.

Die ¢; sind dann durch

R . -
A G o e
1 - S oo
1@ — 3 (@ )i
k=1

rekursiv gegeben.
e Im IR? wird ein Vektorprodukt definiert durch
L2Ys — L3Y2

TXYi=| z3th —T1ys | = (Toys — T3y2)€1 + (T3 — T1Y3)E + (T1y2 — Tay1)€3 =
T1Y2 — T2l

S o o
€1 €2 €3
=|T1 T2 T3
1 Y2 Y3

2.2.2 Musterbeispiele

1. Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen von Vektoren des R™ Untervektorrdume

sind:

) U={Te€R"[3r1+2=0}, b)V={FeR" |30+ =1},
) W={FeR" |z >0}.

Losung:

a) Zu zeigen ist, dass mit Z,¢ € U gilt: (Z+¢) € U und (A\¥) € U fiir alle A € R.
Wegen 3(z1 + y1) + (22 + y2) = (31 + 22) + (Byn +12) =0ist (T +y) € U.
0 0
Wegen 3(Ax1) + Azy = A (321 + 22) = 0 ist auch (A\Z) € U.
—————

0
Damit ist U Untervektorraum von R™.

b) Seien Z, 57 € V. Wegen 3(z1 +y1) + (s +y2) = Br1 + 22)+ Byr +12) =2 # 1
1 1
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ist (4 ) ¢ V, d.h. V ist nicht Untervektorraum von R™.

c) Seien ¥,y € W. Wegen 21 > 0 und y; > 0 ist auch (Z+ ¢); = z1+ 11 >0,
d.h. (Z+7y) € W aber wegen Az < 0 fiir A < 0 ist (A\Z) ¢ W.
Damit ist W kein Untervektorraum von IR™.

2. Sind die Vektoren

U
I

0
1
1

[GCRNTSG
U W

2
1 "
3 A=

Sl
I

oy
I

2 4 0

[=p}

linear abhéngig oder unabhéngig? Geben Sie eine Basis des von ihnen aufgespannten
Untervektorraumes an. Welche Dimension hat dieser Raum?

Losung:
Die Vektoren @, b, ¢ und d sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Gleichung
ki + o+ pé+vd =0
nur fiir Kk = A = p = v = 0 erfiillt ist. Komponentenweise angeschrieben heifit das,

dass das lineare Gleichungssystem

Kk + 2\ + 3v =
4 + N+ op + 4
+

3k + 33X + pu Sv
25 4+ 4\ + 6v =

Il
cooo

nur die triviale Losung besitzt. Da die vierte Gleichung dquivalent zur ersten ist,
kann sie weggelassen werden. Subtraktion des Vierfachen der ersten Gleichung von
der zweiten Gleichung und Subtraktion des Dreifachen der ersten Gleichung von der
dritten Gleichung liefert dann

Kk o+ 2\ + 3v =0
- A 4+ p — 8 = 0,
- 3A + p — v =0

woraus aus der letzten Gleichung p = 4v + 3\ folgt. Mittels der zweiten Gleichung
ergibt sich A = —v und damit weiters g = v. Schlielich ergibt die erste Gleichung
k = —v. Dabei ist v € R beliebig.

Insgesamt sind dann die Vektoren @, 57 ¢und d linar abhéngig, die Vektoren a, b und
¢ aber linar unabhéngig. Sie spannen den Untervektorraum Span (@, 57 @) =: U der
Dimension 3 auf und sind eine Basis von U.

3. Die Vektoren @ = (1,—2,5,-3)%, ¥ = (2,3,1,—4)T und @ = (3,8, -3, —5)7 span-
nen einen Unterraum U des R* auf. Bestimmen Sie dim U.

Losung:
dim U ist gleich der Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren von «, ¥ und . Aus
der Vektorgleichung A\t + pv' + v = 0 folgt das Gleichungssystem

A+ 20 + 3v =0
=2\ + 3¢ + 8v =0
5+ pu — 3v =0
—3X — 4p — v =0
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Wird von der ersten Gleichung die zweite subtrahiert und die dritte addiert, so folgt:
OA —5u+0v =0, d.h. u = 0. Mit diesem Ergebnis folgt aus der ersten und zweiten
Gleichung A = v = 0. Damit hat des Gleichungssystem nur die triviale Losung und
die Vektoren u, v und « sind dann linear unabhéngig und es gilt: dimU = 3.

4. Zerlegen Sle den Vektor ¥ = 262 in drei Vektoren a ai, ds und as, die parallel zu den
Vektoren b1 = 3€] + € + €5, b2 =€) + 3¢, + é3 und b3 =€ + € + 3€3 sind.

Losung:
0 3 1 1

Esgilt: &= 2 | =X 1 |+p]| 3 |+v]| 1 |.Diese Vektorgleichung muss
0 1 1 3

komponentenweise erfiillt sein. Das liefert das Gleichungssystem:
3\ + o+ v =0
A+ 3 + v = 2 . Mitv=-3X—p aus der ersten Gleichung folgt:
A4+ p 4+ 3v =0

20 — 2u = -2 . . . , . .
S\ 4+ 2 = 0 Addition der beiden Gleichungen ergibt dann A = —— |
4
woraus weiters folgt: u = 3 und v = — Insgesamt erhalten wir:
T =d;+dy+a ! 1|+ 1 ; ! 1
Tr = a1 (05} as = —— - - =
\1) S\ 1) °\3

5. Bestimmen Sie Zahlen 7, s und ¢ und einen Vektor ¢ so, dass die drei Vektoren

,5:5 und ¢
t

L

V2
|
r
paarweise orthogonal sind und den Betrag 1 haben.

Losung:

Aus |d| = \/m: 1 folgt z.B.:r =1

-,

Aus (d@,b) = =5 folgt zuniichst ¢ = —s und aus b = Vs2+ 2 = 1 erhalten wir

dann etwa s = % und t = —%. Da € auf @ und b normal stehen soll, muss wegen
. el 6 6 —%
|c] = 1 gelten: ¢ = |ﬁ x % Mit @ x b = % : 3 |= z fogt dann
a X
0 % |\
wegen |@ x b = 1: &= :
1
2
4 2
6. Gegeben sind die Vektoren @ = 2 | und b = | —3 |. Bestimmen Sie einen
-1 5

Vektor ¢ mit der Lénge 3, der normal zu @ ist, und fiir den der Absolutbetrag des
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Vektorprodukts b x & maximal ist.

Loésung:
b x & = |b]|dsina = v/38 - 3 sin soll maximal sein. Dann ist aber o = 5 d.h.
¢ L b. Da aber auch & L @ ist, muss gelten: @ = A(@ x b).
7
Mit @xb = --- = | =22 | folgt dann mit |d = 3: 3 = |A\|v/789 und daraus
—16
3 3 i
A = +——— . Damit erhalten wir: = +——=| —22

V789 V89 \ i

. Stellen Sie & = (0,1,2)7 als Summe zweier zueinander orthogonaler Vektoren dar,

wobei einer der beiden Vektoren parallel zum Vektor i = (2,1,0)7 sein soll.

Losung:
Es soll also gelten: Z = af + Z und (7,2) = 0. Mit Z = & — ay olgt daraus:
0= (¥, — o) = (,7) —a(* ¥), d.h. a = § und weiters ( 25, ) .

\v/

1
b=| 1 , €= und d=| 0 | sind.
0 1
a) Fiir welche Werte von r ist eine Zerlegung mdoglich?
b) Geben Sie die Zerlegung fiir r = 1 an.

2
Der Vektora = | 3 ) ist in drei Vektoren zu zerlegen, die parallel zu den Vektoren
7
4
r
1

Losung:
a) Die Vektoren b und d miissen linear unabhéngig sein. Das ist der Fall, wenn
das Spatprodukt (1; cf) nicht Null ist.
L 210 3
(b,c,d)=14 r 1 :--~:2r—3:>r7é§.
101

b) Zerlegung: ab + B¢+ vcf: a.
Komponentenweise folgt daraus das lineare Gleichungssystem:
20 + 48 + v = 2
a + p = 3. Aus der zweiten Gleichung folgt @« = 3 — 8 und aus
B+ v =17
der dritten Gleichung folgt v = 7 — 3. Einsetzen in die erste Gleichung liefert:
B =—11, a =14 und v = 18. Damit folgt: @ = 14b — 11¢ + 18d.

Bestimmen Sie den Fldcheninhalt des Dreiecks A mit den Eckpunkten P(1,2,3),
Q(0,0,5) und R(—1,1,1). Welchen Flicheninhalt hat die Projektion von A in die
yz-Ebene?
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10.

11.

12.

Losung:
1 —1 —2
Es gilt: Ax = 5)]@ X P—}ﬂ . Mit f@ | 2 |wdPR=| -1 folgt zunéchst:
2 —2
€1 € €3 6 ) 9
POxPR=|-1 -2 2|=| -6 — Aa= V36 F36 0=
-2 -1 =2 -3

Zur Ermittlung der Projektion bendtigen wir den Projektionswinkel «. Es gilt:
cosa = (71, €7), wobei 7 den normierten Normalvektor des Dreiecks A bezeichnet.

]@X}T}? 1 2

2
Aus i = folgt dann: 7= - | —2 | und damit cosa = - .
\P(j x P ﬁ\ 3\ 4 3

Wir erhalten also Ay = Ax cosa = 3.

Bemerkung:
Der Flicheninhalt Aa kann auch wie oben mit den Projektionen P(0,2,3), Q(0,0,5)
und R(0,1,1) berechnet werden.

3 -6
Berechnen Sie (@ x b)- (@xd)mita= | —1 | , b= 2|1, é=1| -1
d 1
1
und d=| 0
2

Losung:
Mit der Identitat von LAGRANGE

(@xb)-(&xd) = (@) (b,d) — (b.8)(dd)
folgt: (@ x b) - (€% d) = 27(—4) — (—10)13 = 22.
Bestimmen Sie mittels des GRAM-SCHMIDT’schen Orthogonalisierungsverfahrens
eine Orthonormalbasis des von den Vektoren # = (1,0,1,0)T, ¥ = (1,1,1,0)” und
7= (1,1,0,1)" aufgespannten Unterraumes U von R*.

Losung:

Die Vektoren &,y und 2’ sind offensichtlich linear unabhéngig. Daher liegt dann mit

(&, 9, %) eine Basis von U vor. Gesucht ist eine Orthonormalbasis C = (¢, ¢, &3).
z 1

= =-—=(1,0,1,0)" .

EREE

Der Vektor b = i — (7,¢1)é& = (1,1,1,0)" — 12(1,0,1,0)" = (0,1,0,0)" ist ortho-

gonal zu ¢ und (zufillig) bereits normiert, d.h. & = (0,1,0,0)T.

Der Vektor r

¢=7—(%,8)8— (%)% = (1,1,0,1)T=1(1,0,1,0)7=1(0,1,0,0)" = (},0,—1,1)
¢ 1

— =-—(1,0,-1,2)" .
Il V6

Gegeben ist der Untervektorraum W C R? durch W = Span (é) + €3, — €1).

Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis C = (wy, @) von W.

—

C1 =

ist orthogonal zu ¢; und ¢, aber nicht normiert. = ¢35 =
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Losung:

L a+eé
Wihle: 0, = ————2

V2

Der Vektor s = (e —é71) — <_'2 — e, -

Wy 28— &+ &
[ VG

13. Gegeben ist der Vektorraum V iiber R mit der Orthonormalbasis B = (¥}, Uy, U, Uy).
Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis B’ = (W, W, W3) des Untervektorraumes
U:Span(ﬁl,ﬁg7ﬁg),w0bei ’l_[l :171—172+173—174, ﬁg :5171 +Ug+173+774 und
’173 = 2’171 + 3172 + 41_}:; — 174.

ist orthogonal zu W, = W, =

Losung:

Wihle iy — 1 _ V17 %tUs =t
(||| 2

Wy =ty — (T, ) )10y =

N
= (51}1+vg+v3+v4)—1 (501 + Uy + U3 + Uy, Uy — Uy + U3 — Uy) (0 — Vg + U3 —Uy) =
4
= (bU) + Uy + U3 + Uy) — (V) — Ty + U3 — Uy) = 4T + 205 + 20y .

2 27 — —
:}1172: 1§2 = /U1+1)2+U4
[0 V6

153 = 1y — (U3, W)Wy — (Us, Wa)Wa = (201 + 30y + 43 — Uy)—

1 N . oL N . N . . .
—— (20} + 30y + 403 — Uy, Uy — Uy + U3 — Uy) (V) — Vs + Uz — Uy)—

4

4

1 o o a s aNja= = = . - L
5 (201 + 30Uy + 403 — Uy, 207 + Vo + Uy)(20) + Vo + Uy) = — 0y + 30Uy + 303 — Uy .
6

—

1Z)3 ’l_fl — 3’(72 — 3’(73 + 174
w3 =

ol V20

2.2.3 Beispiele mit Losungen

1. Untersuchen Sie, ob die folgenden Untermengen des Vektorraums R® Untervek-
torrdume sind:

I Z1

a)U1: i) 1 = T9g = I3 s b)UQZ To $1+$2+J/‘3:O s
3 T3
Z1 T

c) Us = To T <0y, d) Uy = To a4 ai<i
I3 I3

Losungen: a) Ja, b) Ja, c¢) Nein, d) Nein.
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0 1 3 1
2. Gegeben sind die Vektoren £ = | 2 | | b= | 2 , by = | 1 , 53 =1 2
2 0 1 3

Stellen Sie den Vektor & als Summe a+ ds + dz von drei Vektoren dar, die jeweils
parallel zu den Vektoren bl, b2 und b3 sind.
6

—

Losung: 7= +1 -

O Ul Ut

SHICRSIICRSH
J’_
g ovloo Gl

3. Untersuchen Sie, fiir welche s € R die Vektoren

2 s+3 4
b1: 4 , O = 5 ,ng —2
S 2 2s

linear abhéngig sind und stellen Sie in diesen Fillen bd als Linearkombination von
b1 und bg dar.

Losung:

- 14- 10 - - 9. 10 -
=1, by=——0b+—0 b =—4 b3==bj— —by.

a) s1 , b3 3 + 3 02 ) s1 R A - 02

4. Bestimmen Sie die Dimension des von den Vektoren

-1 2 3 1

S 3 S -5 S 2 S | -2
= 7 , Co = —11 , C3 = 12 , €4 = —4

0 1 11 1

aufgespannten Vektorraumes.
Losung: 3.

5. Bestimmen Sie eine Basis fiir den von den Vektoren

1 -1 1 0
- | 2 L 1 S 5 . 3
ay = 0 a2 o |’ ag = 2 |- Ay = 1
1 2 4 -1
aufgespannten Untervektorraum des IR*.
Losung: (@, ds, ds) -
3
6. Stellen Sie den Vektor @ = _3 als Linearkombination der Vektoren
2
1 1 0 1
- 6 - 9 - 0 - 0
b1 = 4 y bg = 0 5 bg = 7 und b4 = 0 dar.
3 -1 5 4
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2
7. Der Vektor @ = | 3 | ist als Linearkombination der Vektoren
7

2 4 1
ai=|11], do=]| « und d3=| 0 |, a € R darzustellen.
0 1 1

a) Fiir welche Werte von « ist eine solche Darstellung moglich?
b) Bestimmen Sie die Darstellung fiir den Fall a = 1.

Losung: a) a € R\ {g} , b)d=14a, — 11dy + 18as.

8. Welche Aussagen lassen sich iiber Lange und Richtung der Vektoren @ x 57 b x & und
¢ x @ machen, falls @, b, ¢ € R? sind, mit @ + b+ ¢ = 07
Losung: d X b=bxc=¢Cx a, d.h. alle drei Vektoren sind gleich lang und gleich
orientiert.

1 1
9. Bestimmen Sie Zahlen r, s, t, x, y und z derart, dass die Vektoren v; = 561 —5524—7“6'3,

L N . o . oo
Uy = S€1 +téy+ —=€3 und U3 = xe€; +y€es + 2€3 ein normiertes orthogonales Dreibein

V2
bilden.

1 1 1 1
Losung: r = —= s:ff,tzi,:v:y:—undz:().

V2’ 2 V2

10. Ermitteln Sie reelle Zahlen ¢, u, v, z,y, z so, dass die Vektoren

1 1

V2 . 1 x
a= % , b= u und = | y

t v z

paarweise orthogonal sind und den Betrag 1 haben.

Loésung: t=0, u= ,v=0, =0, y=0und z = £1.

Sl

11. Berechnen Sie ¥ = %[(d x b) — (¢, (i)zﬂ mit
1 . -2 17 . 0
a= 0], b= 31, ¢= 6|1, d=1|1 und Z=| —
-3 1 -3 3 5
6
Losung: £=1 1
9

12. Berechnen Sie das Spatprodukt der drei Vektoren:

3 A 3
i=| 2|, b=|1], e=| o
~1 2 —4

Losung: (a,b,8) =3 .
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13.

14.

15.
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Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis C = (¢, ¢, @) des von den Vektoren

a= (17_17071)T7 g:(_lvlalal)Tv = (0127171>T

aufgespannten Vektorraums.

Losung: & = 2=(1,-1,0,1)7, &= (=223 47, &= 1(1,1,0,0)T .

2

Orthogonalisieren Sie das Vektorsystem

2 -1 0

H 1 R -1 . 1

ayp = -1 ) ag = 0 ) asz = 1

1 0 1

Losung:

1 -1 1
s L[ ;1 1 1 [
1— \/i 0 ) 2 \/E 2 ) 3 — /715 —92
0 2 3

Sei C = (¢4, €y, C3, €4) eine Orthonormalbasis des Vektorraums V.
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis B = (b1, b2) des von den beiden Vektoren

6?1 = 51 — 252 + 253 — 454 und 62 = —51 + 652 + 453 — 854

aufgespannten Untervektorraums W.

Losung:

by = 1(@ — 28 + 2G5 — 481), by = 1(—281 + 48 + G — 28Y).
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2.3 Matrizen

2.3.1 Grundlagen

e Fine Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema

ayp a2 - Qip

a1 dg2 -+ Qap
A= ,

Am1 Am2 *° Qmn

bestehend aus Zahlen a;,, den Matrixelementen.

Die Zeilen von A heiflen Zeilenvektoren von A und die Spalten von A heiflen Spal-
tenvektoren von A.

Die Elemente a;; bilden die Hauptdiagonale von A.

Sind alle Matrixelemente Null, dann heifit A Nullmatrix.

e Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und n Spalten mit Matrixelementen aus
einem Zahlkorper K, z.B. R oder C wird mit M (m x n;K) bezeichnet.

e Die transponierte Matrix AT € M(n x m;K) entsteht aus A durch Spiegelung an
der Hauptdiagonale.

e Fiir Matrizen A mit komplexen Matrixelementen, d.h. A € M (m x n;C) wird die
adjungierte Matrix AT = (A)T definiert. Dabei entsteht A aus A durch komplexe
Konjugation aller Matrixelemente.

e Die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren bzw. Spaltenvektoren von A ist
stets gleich und heifit Rang von A.

e Ist m = n, so heifit A quadratisch.

e Eine quadratische Matrix A heif3t
a) Diagonalmatrix, wenn alle Elemente aulerhalb der Hauptdiagonale Null sind,
b) obere Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale Null
sind,
c¢) untere Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente oberhalb der Hauptdiagonale Null
sind und
d) Einheitsmatrix F, wenn sie diagonal ist und alle Diagonalelemente 1 sind.

e Eine quadratische Matrix A € M(n x n;IK) heiit regulir, wenn sie maximalen
Rang n hat. Sie ist dann invertierbar, d.h. es gibt eine Matrix A%, fiir die gilt:
AAT = A"1A=FE.

o Fir Matrizen A € M(m x n;K) werden die folgenden elementaren Zeilenumfor-
mungen definiert:
a) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl \ # 0,
b) Addition einer Zeile zu einer anderen,
¢) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen und
d) Vertauschung zweier Zeilen.
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e FElementare Zeilenumformungen dndern den Rang einer Matrix A nicht.

e Mittels elementarer Zeilenumformungen kann stets die sogenannte Zeilenstufenform

erzielt werden:
4‘@'1]_1 e
-
dy, -
A =
a?efljk_l -

!
ki,

Dabei sind alle Matrixelemente unterhalb der Stufenlinie Null, wihrend alle Ele-
mente a;; an den Stufenkanten von Null verschieden sind.

Offensichtlich ist der Rang der Zeilenstufenmatrix A’ und damit auch der von A
gleich k.

Bemerkung: In der Zeilenstufenform konnen links Nullspalten auftreten und unten
Nullzeilen.

e Ist die Matrix A regulér, so kann sie iiber die Zeilenstufenform hinaus zur Einheits-
matrix umgeformt werden.

o Bestimmung der inversen Matrix A~! mittels elementarer Zeilenumformungen:
Elementare Zeilenumformungen, - simultan an der Matrix A und an der Einheits-
matrix £ durchgefiihrt - die A in die Einheitsmatrix iiberfiihren, liefern bei £ die
inverse Matrix A~L.

e Bestimmung der inversen Matrix A~! mittels der Adjunkten:
Bezeichne A;, die Matrix, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und der k-ten
Spalte entsteht. Dann heif}t:

adj A := ((—1)”’“ det Aik>T

die zu A adjunkte Matrix. Mit Hilfe dieser Matrix kann die inverse Matrix A~ wie
folgt berechnet werden:
o, adjA
Cdet A

2.3.2 Musterbeispiele
1. Stellen Sie die Matrix

2 0 4
A=|16 2 8
020

als Summe einer symmetrischen Matrix H und einer schiefsymmetrischen Matrix K
dar.
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Losung:
A+ AT — AT
Aus A = +2 A QA folgt
———
H K

I Il
= [ =
—_—— ——
—
S O N S O N
NN O NN O
O OO0 W~ S 0 W=
~ ~—
| +
= o N = O N
[0l \ RN @)} o N O
O NN O O NN O
N~——— S~
——— ——
Il Il
I
N W o
| |
w O W
S W N
~

12
120 2 4
A‘<—251>’ B(_; f’) C<—13>'

Losung:

12
120 -1 -4
2 1
-1 -5 2 4 3 —19
X_(—4 —18><—1 3)(10 —70)'

3. Gegeben ist die Matrix

Bestimmen Sie alle 2 x 2 Matrizen

B_<a
C

die der Gleichung AB = BA geniigen, d.h. die mit A kommutieren.

[

) , a,bcdelR,

Losung:

(11 a b\ [(a+c b+d
AB_(O 1><c d>_< c d ) und

_f(a b 11\ (a a+bd _ _
BA_(Cd)(O 1>_<cc+d>:> c=0,d=a dh
B:(“ 2) . a,be R beliebig.

4. Bestimmen Sie den Rang der Matrix
7 _
A =

EN RNl
O N NN
—

~N W O~
Ll S GVRN V)
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Losung:
Zur Bestimmung von rgA wird A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-
stufenform gebracht. Subtraktion der ersten Zeile von der dritten und von der vierten

liefert:
7 -2 1 —2 7 -2 1 —2
0 2 6 3 0 26 3
! = - .. ]
A" = 0 4 12 6 — B = 0 00 0 Zeilenstufenform .
0 2 6 3 0 00 0

Dabei wurde B durch Subtraktion der zweiten Zeile von der vierten und durch Sub-
traktion des Doppelten der zweiten Zeile von der dritten erzielt. Offensichtlich ist
rgB = 2 und damit auch rgA = 2.

5. Seien a,d € R und a # 0. Bestimmen Sie, in Abhéngigkeit von d, den Rang der

Matrix
a a+d a+2d
A= a+d a+2d a
a+ 2d a a+d
Losung:

Um die Zeilenstufenform zu erhalten, wird zunéchst die zweite Zeile von der dritten
und anschliefend die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

a a+d a+2d

= A'=|d d —2d
d —2d d
a a+d a+2d
Subtraktion der zweiten Gleichung von der dritten liefert: A” = [ d  d —2d

0 —3d 3d
Fiir d = 0 ist rgA” = 1 und damit auch rgA = 1. Sei nun d # 0.
Addition der mit —§ multiplizierten zweiten Zeile zur ersten und anschliefende Ver-
tauschung dieser beiden Zeilen liefert zunéchst:

d d —2d
A" =1 0 d 3a+2d | und schlieBlich folgt durch Addition des Dreifachen
0 —3d 3d
d d -2d
der zweiten Zeile zur dritten die Zeilenstufenform B=| 0 d 3a+ 2d
0 0 9a+9d

Insgesamt ergibt sich dann:

a) rgA = 3, falls d # 0 und d # —a,
b) rgA =2, falls d # 0 und d = —a,
c)rgA =1, falls d = 0.

6. Bestimmen Sie den Rang der Matrix A mit den Elementen a;, = a;+ay, i,k = 1,2,3,
ay # as.
Losung:
2a,q a1 +ay a;+as
Dazu wird die Matrix A = | as + a1 2as as + a3 | zunichst mittels der zwei
as+a; as—+ as 2a3
elementaren Spaltenoperationen - Subtraktion der zweiten Spalte von der ersten
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und Subtraktion der dritten Spalte von der zweiten - umgeformt:

a; —as Gy —as a+as
A = a; — Qg Gy —asg as + asg
a; —as a9 —dag 2a3
Die zwei elementaren Zeilenoperationen - Subtraktion der zweiten Zeile von der
dritten und Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten - liefern:
a; —ap Qg —as ap+as
A" = 0 0 as —ay; | , woraus nach Subtraktion der mit
0 0 as — Qg
multiplizierten zweiten Zeile von der dritten die Zeilenstufenform vorliegt:

az — az

Qg — ay

a1 —az az —az ap+as

B = 0 0 as — aq = r1gA=2.
0 0 0
Ermitteln Sie die Inverse A~! der Matrix
1 010
2 1 3 2
A= 3020
1 3 17

Losung:

Dazu wird die Matrix A und simultan die Einheitsmatrix E mittels elementarer
Zeilenoperationen zur Einheitsmatrix umgeformt, wobei dann aus E die Inverse
A1 entsteht. Aus

1010 1000
213 2 0100
A=1302 0 baw. E=1 401 0
1317 0001

folgt durch Subtraktion des Doppelten der ersten Zeile von der zweiten und des
Dreifachen der ersten Zeile von der zweiten und der ersten von der vierten:

10 10 1000
01 1 2 bw -2 1 00
00 -1 0 ' -3 010
03 07 -1 0 0 1
und weiters durch Subtraktion des Dreifachen der zweiten Zeile von der vierten:
10 10 1 000
01 1 2 baw -2 100
00 -1 0 ' -3 010
00 -3 1 5 -3 0 1
sowie durch Subtraktion des Dreifachen der dritten Zeile von der vierten:
10 10 1 0 00
01 1 2 bzw -2 1 00
00 -1 0 ' -3 0 10
00 01 14 -3 -3 1

Weiters ergibt sich durch Addition der dritten Zeile zur ersten und zur zweiten
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Zeile sowie durch Subtraktion des Doppelten der vierten Zeile von der zweiten:

10 00 -2 0 10
01 02 b -5 1 10
00 -1 0 Mol =3 0 10
00 01 14 -3 -3 1
10 00 -2 0 1 0
01 00 b =33 7 7 =2
00 —10 o -3 0 1 0
00 01 14 -3 -3 1
und schliellich durch Multiplikation der dritten Zeile mit —1:
1000 -2 0 1 0
o100 33 7 7 -2 |
E=lgo 10| b 3 0 -1 o 4
00 01 14 -3 -3 1
1 0 2
8. Berechnen Sie C' fir C=| 2 —1 3
4 1 8
Losung:
S B 2
Esist detC'=]2 —1 3 :' '4—2‘ ‘:—11+2-6:1und
1 8 4 1
4 1 8
1 3] |23 |2 -1]\"
1 8 4 8 4 1 .
L1 ‘02 12 _‘10 - _1;_3_?
det C' 1 8 4 8 4 1 9 1 1
o2 [12] |1 o0
-1 3 2 3 2 —1
—11 2 2
:}C’_l— —4 0 1
6 —1 —1
9. Gegeben ist die Matrix
1 a -1
A= 0 -2 3
a —1 2
a) Fiir welche Werte von « existiert die inverse Matrix A~'?
b) Ermitteln Sie die inverse Matrix fiir a = —1.
Losung:
a) Dies ist der Fall, wenn det A # 0 ist.
-2 3

detA=|0 -2 3 |=
a —1 2

=—-1+4+3a%-20a.

1 o -1
’—12

+«
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10.

11.

12.
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1
detA:Ofﬁralzlundagz—g.

Daher existiert A~! fiir alle anderen Werte von «.

1 -1 -1
b) Fir a = —11ist A= 0 —2 3 [ und det A = 4. Damit folgt:
-1 -1 2
2 3| | o 3 0 —2|\"
-1 2 -1 2 -1 -1
I U I I e
~ det A -1 2 -1 2 -1 -1 -
1 -1 |1 -1 1 -1
-2 3 3 0 -2
L1 -3 2\ -1 3 -5
= 3 1 2| =-[-31 -3
-5 -3 =2 -2 2 =2
010
Zeigen Sie, dass fiir die Matrix P=| 0 0 1 | gilt: P~ = P2,
100
Losung:
Wegen det P = 1 # 0 existiert die Inverse P~! und es gilt dann:
Pl'=P«= P =F
010 010 010 010 001
PP=]1001 001 001|=]100T1 100 ]|=F
100 100 100 100 010

Bestimmen Sie z,y, z,w so, dass gilt:
x oy \ r 6 4 x4y
3(2 w>_<—1 2w)+<z—|—w 3 >
Losung:

Diese Matrizengleichung entspricht den vier skalaren Gleichungen
3r=x+4,3y=6+x+vy,32=—-1+ 2+ w und 3w = 2w + 3.

Aus der ersten folgt x = 2, aus der vierten w = 3, aus der zweiten y = 4 und aus
der dritten z = 1.

Ermitteln Sie alle Losungen der Matrizengleichung AX = B mit A = ( L 7121 )

-2
-7 1
undB—(14 2).

Losung:
Wegen det A = 0 ist A nicht invertierbar und damit eine Losung der Matrizenglei-
chung durch Multiplikation mit A~! nicht méglich. Mit dem unbestimmten Ansatz
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13.

[z oy ) 1 2 N 1 )
X_<z w) folgt.<_2 —4><z w)_< 14 —9 und daraus:

r+22=-7y+2w=1 —2r—4w=14 und -2y —4dw = —-2,dh. z = -7— 22

undy—l—?w:>X—<_7Z_22 1_w2w>,zundwbeliebig.
Gegeben sind die Matrizen
0 1 -1 1 10 =2
A=]11 -2 3 und B = 5 3 2 2
1 0 1 4 2 2

Bestimmen Sie eine Zahl @ € R, a > 0 und einen Vektor # # 0 derart, dass die
Gleichung A%% = aB~17 gilt.

Losung:
0 1 -1 0 0 -2 2
Esist A2=| 1 -2 3 1 1 5 —4
1 0 1 1 11 0
o 1(12 2 3 2 1 1
Wegen det B = 3 <‘ 9 9|~ 2 4 9 D 3 existiert B~ und es gilt:
L0 -2 2\ 0 -2 2
B! = 21 1 5 —4 = 1 5 —4
1 1 0 -1 -1 1
Damit erhalten wir fiir A>Z = aB~'Z bzaw. (A? — aB~')Z = 0 nur dann eine nicht-
triviale Losung, wenn det(A% — aB~1) # 0 gilt, d.h.
0 —2+4+2a 2-2a 0 -2 2
l—a 5—5a —4+4a|=(1-a) 1 5 —4|=
l1+a 1+a —a 1+a 1+a —a
0 0
=(1-a?| 1 1 —4|=21-0a?(1-(1+a))=-2a(1-a)?#0.
1+a 1 —a
Wegen a > 0 kommt nur a = 1 in Frage. Der zugehérige Losungsvektor T geniigt
00 O 0 0
der Gleichung (A2— B HZ=|0 0 0 |7= 0 =(0
2 2 -1 204+ 2y — 2 0
t 1 0
Mit z =t, y = 7 folgt z = 2t + 27 bzw. ¥ = T =t| 0 |+7] 1
2t + 27 2 2
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2.3.3 Beispiele mit Losungen

1. Stellen Sie das Produkt AB der Matrizen

10 2 8§ 11
A=1]13 51 und B=(1 10
70 2 § 0 5

als Summe einer symmetrischen Matrix H und einer schiefsymmetrischen Matrix K
dar.

1 48 38 83 1 0 —36 —61
Lésung: H=—-] 38 16 15 | , K=_-1 36 0 1.

83 156 34 61 -1 0

2. Berechnen Sie die Matrix X = (A + AT)?(A — AT)?, wobei

—65 24 —16
Losung: X = 0 —189 126 | .

—-52 120 -80

3. Gegeben sind die Matrizen A = ( ; :1 ) , B= ( L _1 ) Berechnen Sie die
Matrix M = AB + BA.

Losung: M—<8 8)

4. In der quadratischen n-reihigen Matrix A sind alle Matrixelemente a. Berechnen Sie
AAA und verallgemeinern Sie auf A*, k € IN.

Losung: AAA =n?a’A, AF =nF-lgk-14 .

5. Gegeben sind die Matrizen

4 6 -1 2
A=|3 0o 2|, B=|o
1 -2 5 1

a) Bilden Sie das Produkt (AB)TCT.
b) Welchen Rang hat dieses Produkt?

N

) und C =(3,1,2) .

P . T T _ 43
Losung: a) (AB)'C' = ( 100 |’ b) 2.

6. Gegeben ist die Matrix
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10.

11.

Bestimmen Sie alle 2 x 2 Matrizen

B—(“ b), a,b,c,d € R,
c d

die der Gleichung AB = BA geniigen, d.h. die mit A kommutieren.

a 0

Lésung: B = ( ¢ a > , a,c beliebig .

Gegeben ist die Matrix A = 12 —12

Bestimmen sie alle Matrizen B € M(2 x 2;C), die mit A vertauschbar sind. Gibt es
darunter auch Nullteiler von A, d.h. Matrizen B mit AB = 07

a b

Losung: B = ( b oa ) , a,be C, Nullteiler, falls B = ( 71_3 v > ,aeC .

Bestimmen Sie den Rang der jeweiligen Matrix A, fiir deren Elemente gilt:
ar=1+kbzw.ap=1—k, 1<i<n, 1<k<n,n>2

Losung: rgA =2

Fiir welche x € R ist die Matrix

14z 1422 1428
A= 1 14+2 1422
1+ 1 1+

singulér?
) 3+5 3-5
Losung: =z, =—1, x5 = , T3 = .
2 2
Bestimmen Sie die inverse Matrix zu
1 2 3
A=|[3 2 1
101
1~ 1 2
Losung: A~ =1 1 1 —4
1 -1 2
Gegeben sind die Matrizen
L a 3 20 0 —a
A=10 2 2a | ,a€lR und B= ,a,beR.
-b b 0
2 a —«a

Untersuchen Sie, fiir welche Werte von « die Matrix A invertierbar ist. Berechnen Sie
fir @« = —1 die Matrix C = AB” und bestimmen Sie deren Rang in Abhingigkeit
von a und b.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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—a —2b
Losung: a#3unda# -2, C=]| 2a 2b 1gC=0:a=0, b=0,
3a —3b

rgC=1a=0,0#0o0dera#0, b=0, 1gC=2:a+#0, b#0.

3 —4

Lésung: <AT>71 = % ( ;L _g ) .

Gegeben sind die Matrizen

1 -2 0 1 —24 —6 —128
A=[11 -1 2 und B = 35 0 168 0.
0 31 92 -5 240

Berechnen Sie die Matrix (A% — B)~L.

Ermitteln Sie (AT)71 fir A = < 205 > )

-4 -3 0
Losung: (A%?—B)™' = 0 -4 0].
-1 -2 =2

Losen Sie die Gleichung A7 = A~1b + & mit

-1 2 2 ) 1 A x
A=| 2 -1 2|, b=|2|, b==|7]|, =y |.
2 2 -1 3 3\ 8 z

Losung: z=y=z2=1.

Bestimmen Sie a, b, z,y so, dass gilt:

(z if)(%z =001

Losung: a = = =2

@

1 2 0
Gegeben ist die Matrix A= = 1 y ) Ermitteln Sie alle z,y, 2z, w € R derart,
1 w 0

2 11
dass gilt: AAT=[1 5 0 |.
1 01
Losung: =0, y==22, z=1und w=0.

Bestimmen Sie alle Matrizen B € M (2 x 2;R), die der Gleichung B? = ( geniigen.

a b
Loésung: B = 2 , a,beR, b#£N0.
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18. Bestimmen Sie alle Losungen der gemischt quadratischen Matrizengleichung
X?—2X+E,=0, XeM2x2R).

b
Lisung: X1—<i ?) cER, X2—<_<L)Q 2_a> aeR, beR\ {0} .
b
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2.4 Determinanten

2.4.1 Grundlagen

Einer quadratischen Matrix A € M(n x n; K) 148t sich eine Zahl aus K, K = R oder C
zuordnen. Diese Zuordnung (Abbildung) ist durch drei Forderungen eindeutig festgelegt:
a) Sie soll beziiglich jedes Spaltenvektors linear sein,

b) sie soll alternierend sein, d.h. bei einer Spaltenvertauschung éndert sich das Vorzeichen,
b) sie soll der Einheitsmatrix E den Wert 1 zuordnen.

Die so zugeordnete Zahl heifit dann Determinante der Matrix A.

ayp - A vt Qip
Schreibweisen:  det A bzw. |A| =] aix -+ ax -+
ap1 Apg - Qpp

Determinanten besitzen folgende Eigenschaften:

!
ai o Ay +pay, o aig
e Linearitdt in den Spalten: | a; -+ Aag +paly, - awm | =
!
(€275 >\ank + Ky - Qpp
/!
all .« .. alk PR aln all P alk PR aln
=\l a . . ) ! .
- a1 e Qg o Qip + ,u a1 tt aik o Qip
li
anl ... a’nk .« .. ann anl ... a’nk .« e ann

e Hat A zwei gleiche Spalten, so ist det A = 0.
o det £ =1.

e det AT = det A. Daher gelten alle Eigenschaften beziiglich der Spalten analog fiir
Zeilen.

e det(AA) = A" det A.
e Spaltenvertauschung fiithrt zu einem Vorzeichenwechsel.
e Besitzt A eine Nullspalte, so gilt: det A = 0.

e Wird in A zu einer Spalte das Vielfache einer anderen Spalte addiert, dndert das
den Wert der Determinante nicht.

e Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Diagonalele-
mente.

e det A # 0 tritt nur auf, wenn A invertierbar ist, d.h. wenn Rang A = n.
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1
e det(AB) = det Adet B (Multiplikationssatz) = det A~ = ot A
e
Zur Berechnung von det A kann der Entwicklungssatz von LAPLACE verwendet werden:
Bezeichne A, die Matrix, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und der k-ten Spalte
entsteht. Dann gilt:

det A = Z(—l)”kaik det A;, -+ Entwicklung nach der k-ten Spalte,
i=1
det A = Z(—l)”kaik det A, -+ Entwicklung nach der i-ten Zeile.
k=1

Dabei ist es zweckmiiflig, vorher durch Addition geeigneter Vielfacher von Spalten oder
Zeilen moglichst viele Nullen in einer Spalte bzw. Zeile zu erzeugen.

Fiir die Berechnung von 3-reihigen Determinanten (und nur dieser!) existiert mit der Regel
von SARRUS ein einfaches Verfahren. Dabei werden die zweite und die dritte Spalte rechts
angefiigt und die Determinante entsprechend dem folgendem Schema berechnet:

a1 a12 a13 a1l @12
e X X /!

21 22 23 Q21 22
/ X X N\

a3y a32 as3 a3y a32

det A ist die Summe der Produkte der Matrixelemente ldngs der absteigenden Pfeile,

vermindert um die Summe der Produkte der Matrixelemente léngs der aufsteigenden
Pfeile, d.h.

det A = a11a92a33 + G12a23031 + A13a21a32 — (A31022013 + Q3202311 + A33021a12)

Fiir Blockmatrizen, d.s. Matrizen, deren Elemente selber Matrizen sind, kann die Deter-
minante bisweilen mittels der Determinanten der Teilmatrizen berechnet werden:

Seien A; und A, quadratische, nicht notwendig gleichartige Matrizen. Die Rechtecksma-
trix B sei beliebig. Mit 0 wird eine entsprechend Nullmatrix bezeichnet. Dann gilt:

A B\
det( 0 A2>detA1detA2.
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2.4.2 Musterbeispiele

1. Berechnen Sie mittels verschiedener Methoden det A mit A =

N = =
— =N
DN DN W

Losung:

(a) Durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

1 2 3
wwrc| i T3] 2] 232 )
2 -1 2

= (242) - (4+3)+2(4-3)=-1L

(b) Durch Entwicklung nach der ersten Spalte unter vorheriger Erzeugung moglichst
vieler Nullen in dieser Spalte mittels elementarer Zeilenumformungen:

1 23 1 2 3
detA=|1 1 2|=/0 -1 -1 :1'
2 -1 2 0 -5 —4

-1 -1

5 —4‘:‘4'

(¢) Durch Herstellung der Halbdiagonalform mittels elementarer Zeilenumformungen:

1 23 1 2 3 1 2 3
detA=]1 1 2|={0 -1 -1|=|0 -1 —1]|=-1.
2 -1 2 0 =5 —4 0 0 1

(d) Unter Verwendung der Regel von SARRUS:

1 2 3 1 2
. X X /
Aus 1 1 2 1 1 folgt:
/ XX N
2 -1 2 2 -1

det A=2+8—3—(6—2+4)=—1.

1 2 —1 2

.. . 3 0 15

2. Berechnen Sie die Determinante D = 1 —9 0 3
-2 —4 16

Losung:
Durch elementare Zeilenoperationen lassen sich am einfachsten in der dritten Spalte
Nullen erzeugen, wodurch eine Entwicklung nach der dritten Spalte sinnvoll wird:

soois| | o2
D= 1 -2 03|~ 1 —2 3 |. Durch weitere Zeilenoperationen folgt:
-5 —4 0 1 5
0 10 =5
10 =5
D=—-|1 -2 3 =1 _14 16'_160_70_90'

0 —14 16



2.4. Determinanten 235

3. Berechnen Sie die Determinante

1 1 2 0
3 1 3 -1
2 -5 -1 -4
-3 4 17 -13

D=detA mit A=

Losung:
Hier ist es zweckméfig, durch elementare Spaltenoperationen in der ersten Zeile
Nullen zu erzeugen:

A
D= =| =7 —5 —4 |. Weitere Spaltenoperationen liefern:
2 -r 5 7 23 —13
-3 7 23 -13
0 0 -1
D=1 7 -4 ——’3:1,) 6;‘:169.
33 62 —13
4. Berechnen Sie die Determinante
b2 + 2 a2 a2
D= b? A +a? b2
c? c? a® + b*
Losung:
Entwicklung nach der ersten Zeile liefert:
2, 2 2 2 2 2 2. 2
g2, o | @ +c b 9| b b 9| b° a*+c* |
D= (b +c*) R X 2 oa2ap | TV 2 2 =

= (1®+?)(a®+c?)(a®+b%) — (B2 +A)?? —a?b? (a® +b*) +a?b* P +a*b*? —a* P (a* +A2).
Durch Ausmultiplizieren folgt dann: D = 4a?b*c?.

5. Berechnen Sie die Determinante

1 a 0 0 0
-1 1 & 0 0
D= 0 -1 1 & 0|, a€R.
0 0 -1 1 a
0 0 0 -1 1

Losung:
Addition der vierten Spalte zur fiinften und anschlieBende Entwicklung nach der
fiinften Spalte liefert:

1 a O 0 1 a 0 0 9
-1 1 a 0 zop. |0 1+a d® 0 Lta a 03

D= 3 = 3 = -1 1 a .

0 -1 1 a 0 -1 1 a 0 -1 14at

0 0 —1 14a* 0 O -1 1+a*
Entwicklung nach der ersten Spalte liefert dann:
D=(+a)| O 4] D0 - (14a)(d+at)+ (4a)at+a2(1+at) =

-1 1+ad* -1 1+a
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=14+a+a®+a®+2a*+a® + aS.

6. Berechnen Sie D,, = det A fiir

a ab ab® --- ab"? ab™!  ab”
1 a ab --- ab™3 ab®? ab™ !
01 a - ab™* ab3 ab"?
A= : : : : : : :
00 0 -+ a ab ab?
o o0 0 --- 1 a ab
oo o -- 0 1 a

Loésung:
Es liegen zwei verschiedene Losungswege nahe:

(a) Uberfiihrung von A auf Halbdiagonalform:
Zunéchst wird der Fall b = 0 behandelt. In diesem Fall ist A diagonal und es
gilt trivialerweise: det A = a™*!. Falls b # 0, lassen sich folgende elementare
Zeilenoperationen durchfithren: Die mit b multiplizierte zweite Zeile wird von
der ersten subtrahiert, die mit b multiplizierte dritte Zeile wird von der zweiten
subtrahiert und so fort, bis schliellich die mit b multiplizierte letzte Zeile wird
von der vorletzten subtrahiert wird. Das liefert

a—b 0 o - 0 0 0
1 ae-b 0 - 0 0 0
0 1 a-b -+ 0 0 0
0 0 0 ~a—-0 0 O
0 0 0 1 a-0b 0
0 0 0 0 1 a

Damit ist A’ von Halbdiagonalform und es gilt: det A’ = det A = a(a — b)".
Der Fall b = 0 ist hier bereits enthalten.

(b) Entwicklung nach der letzten Zeile:

a ab ab® --- ab®?  ab” a ab ab® --- ab”? ab" !

1 a ab --- ab”3 ab"! 1 a ab --- ab"3 ab"?

01 a - ab™?* ab"? 01 a - ab™* a3
Dn = - . +a . .

00 0 - a ab? 00 0 - a ab

0 0 o --- 1 ab o o0 o --- 1 a

Nach Herausheben des Faktors b aus der letzten Spalte der ersten Determinante
folgt: D,, = —bD,,_1 + aD,_1 = (a — b)D,,_; und weiter rekursiv:

D, = (a—0b)""1Dy = (a—b)"! = (a—b)"(a® — ab) = a(a — b)".

1

aab'
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7. Berechnen Sie die Determinante

a; ag a3 ayg
g a3z a4 Qi
asz a4 ap Qs
as ap Qas as

D=

mit ap = a+ (k — 1)d fir k =1,2,3,4.

Loésung:

a a+d a+2d a+3d
a+d a+2d a+3d a
a+2d a+3d a a+d
a+ 3d a a+d a+2d
formungen (Subtraktion der vorhergehenden Zeile zur jeweiligen Zeile):

Aus D = folgt durch die elementare Zeilenum-

a a+d a+2d a+3d

d d d —3d
D=1g4 4 —3d d
d —3d d d

Herausheben des Faktors d aus der zweiten, dritten und vierten Zeile sowie additive
Trennung in der ersten Zeile liefert:

a a a a 0 1 2 3
11 1 -3 1 1 1 -3

_ 3 4
D=d\ 1 3 |ty 1 3 1
1 -3 1 1 1 -3 1 1

Werden nunmehr in beiden Determinanten die erste, zweite und dritte Spalte zur
vierten addiert und anschlieflend nach der vierten Spalte entwickelt, so ergibt sich:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
D=—4ad*|1 1 -3 |—-6d*|1 1 -3|=—(da+6d)d*| 1 1 -3/,
1 -3 1 1 -3 1 1 -3 1
woraus mittels elementarer Zeilenumformungen
1 1 1
D=—(4a+6d)d*| 0 0 —4 |=(4a+ 6d)d*>16 = 32d3(2a + 3d) folgt.
0 -4 0

8. Bestimmen Sie o € R so, dass die folgende Determinante den Wert 10 besitzt:

1 o 3 0
0 4 o1
21 -1 «
00 51
Losung:
Nach einer elementaren Zeilenoperation folgt:
(1) | 2 (1) 4 a1l 4 a5
D= =|1-2a -7 ="11-2a —7T-b5a «
0 1=20 =T o 0 5 1 0 0o 1
0 0 5 1
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und daraus: D = 4(—=7 — 5a) — (1 — 2a)(a — 5) = 202 — 3la — 23 = 10
33

== a; = —1, 0(2:?.

Berechnen Sie det A fiir

1 234000
102 3000
0111000
A=123 01 000
6 71 31 21
9 53 2 0 3 5
4 3 0 51 2 4
Losung:
. . . A 0 .
Es liegt eine Blockmatrix der Form A = B A vor, wobei
2
1 (2) g ;1 1 2 1 6 71 3
A1:0111,A2—035 und B=|9 5 3 2 |.
9 3 0 1 1 2 4 4 305
ST AT
- P -2 -1 -1 P
detdi=1g 111 o 1 1 1 i_é_if
2 301 0o -1 -6 -7
0 1 1
=1 1 1= ‘_é _é’—6—5—1
0 -5 —6
1 21 1 21
det Ay ={0 3 5|72 |0 3 5|=9
1 2 4 0 0 3
Insgesamt: det A = det A; det Ay = 9.

Seia € M(3 x 1;R) und b € M(1 x 3;R). Bilden Sie A = E3 + ab und berechnen
Sie det A.
1 + a1b1 a1b2 a1b3
Losung: A= asby 1+ asbsy asbs
asb, azby 1+ asbs
Falls alle a;b; von Null verschieden sind, kann aus der ersten Zeile der Faktor a;

und aus der ersten Spalte der Faktor b; herausgezogen werden. Analoges gilt fiir die
zweiten und dritten Zeilen und Spalten. Das ergibt:

1+ 1 1
3 ai101
det A = [ (a:b;) 1 1+ 1
= 1 1 1+ -1

azbs
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Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten und der ersten Zeile von der zweiten
liefert:

I+ 1 1
3 a1by
det A = H(azbz) - allbl azlbz 0
i=1 O 1 1

Nun kann nach der ersten Spalte entwickelt werden:

det A = ﬁ(ab) ((1 + L) azba 0 i 1 1 ) B
=t albl o azlbz aalba albl " aby aalba
~ b <1 7) = 1+ aibs +asby +asb
i=Hl(a ) ( i aiby/ agbzazbs  aibiazbs a1b1a2b2> + a1b1 + az02 + azds

bzw. det A = 1 + ba.

Falls ein a;b; Null ist, treten in der i-ten Zeile oder der i-ten Spalte bis auf das
Diagonalelement 1 nur Nullen auf. Entwicklung nach dieser Zeile oder Spalte liefert
dann das gleiche Problem um eine Dimension weniger. Das Ergebnis ist aber stets
dasselbe.

2.4.3 Beispiele mit Losungen

1. Berechnen Sie die folgenden Determinanten:

16 22 4 51 8
Di=| 4 -3 2|, Dy=]15 3 6
12 25 2 10 4 2

Losung: D; =0, Dy, = 180.
a—b d—e g—nh

. Berechnen Sie die Determinante D =| b—c e—f h—1

c—a f—d i—g
Losung: D = 0.

. Berechnen Sie unter Anwendung des Determinantenmultiplikationssatzes

1 2 0 -2 13 -2 4

D— 1 3 1 -3 01 3 =2
-2 -1 2 0 21 -1 1

-1 4 -1 2 02 1 0

Losung: D = 169.

. Von welchem Grad in z ist das Polynom

2 0 3 1
Ploy=14 1 4 3|7
01 5 2

Losung: Grad P(z) = 4.
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5. Addiert man zu allen n? Elementen einer n-reihigen Determinante A = det(a;;)
eine Unbestimmte z, so ist die entsprechende Determinante D(z) = det(a; + ) ein
Polynom in x. Untersuchen Sie,welchen Grad dieses Polynom hat.

Losung:  D(x) ist hochstens vom Grad 1.

6. Berechnen Sie die Determinante

1 1 1 1

1 1+a 1 1

1 1 1+0 1

1 1 1 1+
Losung: det A = abe.

7. Berechnen Sie die Determinante D,,, n € IN:

[N

—_

—
=3

~—

o

w
N N N

w + cui w+ w4
'

Losung: D, =1.

8. Berechnen Sie die Determinante

11111
1 2 0 00
D=|1 0z 0 0|, z€R.
100 2 0
1 00 0 «x
Losung: D = z3(z —4).
9. Berechnen Sie die Determinante

1 0 a —a

—a 1 0 a

D= 0 —a 1 0|+ @ €eR.

0 a —a 1

Losung: D =1 — 2a? + 4a®.
10. Berechnen Sie die Determinante

x r+y x+2y z+3y
|+ 3y T r+y 42y
b= r+2y v+3y o« z+y |’ ny el

r+y x+2y x+3y T
Losung: D = —32y3(2z + 3y).
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2.5 Lineare Gleichungssysteme

2.5.1 Grundlagen

e Die m linearen Gleichungen

T+ ATy + o+ T, = by
ailxl+-~-+aikl‘k+~-~+amxn:bi

A1 T1 + + + QT + -+ + Ty, = by

heiBen lineares Gleichungssystem in den n Unbekannten 1, ..., xg,. .., x, mit den
Koeffizienten a;, und rechter Seite by,...,b;, ..., by.
Sind alle b; Null, so heifit das Gleichungssystem homogen, anderenfalls inhomogen.

e Werden die Koeffizienten a;;, die Unbekannten zq, ..., xg, ..., z, und die die rechte
Seite by, ..., b;, ..., b, zur Matrix A, zum Vektor ¥ und zum Vektor der rechten
Seite b zusammengefasst, ergibt sich die kompaktere Schreibweise AZ = b.

® Iy,..., Tp,...,x, bzw. Z heiit Losung bzw. Losungsvektor des Gleichungssystems,
wenn damit alle Gleichungen des Systems erfiillt sind.

e Die Zusammenfassung der Koeffizientenmatrix A und der rechten Seite b: (A,l;)
heifit erweiterte Koeffizientenmatrix.

e Wird die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform gebracht, so ist daraus
die Losbarkeit des linearen Gleichungssystems ablesbar:

!/ /

a’ljl - 1

! /

‘a2j2 ce e o

!/ /
‘a3j3 e 3

1N ’ .,
(A) = U151 " " k—1

/ /

ak‘]k ... k

/
k+1

by,
1. Das Gleichungssystem ist 16sbar, wenn b, = --- = b, = 0 ist, d.h. wenn der
Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich dem Rang von A ist.

2. Das Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar, wenn m = n ist und wenn der Rang
von A maximal, d.h. n ist. Dann existiert die inverse Matrix A~! und es ist
7= A"

3. Das Gleichungssystem ist universell (fiir beliebige rechte Seite) 1osbar, wenn in
der Zeilenstufenform von A keine Nullzeilen auftreten, d.h. wenn A den Rang
m besitzt.
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e Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist stets als Summe

einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der allgemeinen Losung des
zugehorigen homogenen Systems darstellbar.

e Losung eines linearen Gleichungssystems mittels der CRAMER’schen Regel:

Sei das Gleichungssystem A7 = b eindeutig losbar. Ay, bezeichne die Matrix, die aus
A durch Ersetzen der k-ten Spalte mit der rechten Seite b entsteht. Dann ist

detAk
= , k=1,2,...
det A” Ty

Tk

2.5.2 Musterbeispiele

1. Bestimmen Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems

rT + T2 + 3 + x4 = 0

Ty + Ty + X3 — Ty = 4

1 + Ty — T3 + x4 = —4

ry — Ty + x3 + x4 = 2
Losung:
Wir subtrahieren jeweils die zweite, dritte und vierte Zeile von der ersten und er-
halten: x4, = —2, 3 = 2, 5 = —1 und nach Einsetzen dieser Werte in die erste

Gleichung: z; = 1.

. Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem

3v + 4y — 2z = 0

r + y + 2z =0
3z + 6y =0
2r + 2y + 2z =0

losbar ist und ermitteln Sie gegebenenfalls die Losung.

Losung:

Dieses homogene Gleichungssystem besitzt auf jeden Fall die triviale Losung. Ob
es weitere Losungen gibt, hingt davon ab, wieviele der vier Gleichungen linear un-
abhéngig sind. Dazu wird das Gleichungssystem durch elementare Zeilenoperatio-
nen umgeformt. Subtraktion des Dreifachen der zweiten Zeile von der ersten und
der dritten Zeile sowie Subtraktion des Doppelten der zweiten Zeile von der vierten
und anschlielende Vertauschung der ersten beiden Zeilen liefert:

r + y + =z 0
y — 5z =0

3y — 3z =0

—z =0

Damit ergibt sich von der vierten Gleichung aufwirts: Das Gleichungssystem ist
eindeutig losbar mit v =y =2 = 0.
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3. Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem

r — 2y = 3
2 + y
3r — y =

Il
N

losbar ist und ermitteln Sie gegebenenfalls die Losung.

Losung:
Mittes elementarer Zeilenoperationen folgt zunéchst:

r — 2y = 3
5y = —95
5y = —H
Damit ist das Gleichungssystem offensichtlich eindeutig losbar mit x = 1, y = —1.

4. Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem

xr — y + 2z = 4
T + y + 5z = =3
20 — 4y + =z = 1

losbar ist.

Losung:
Mittes elementarer Zeilenoperationen wird zunéchst x in der zweiten und dritten
Gleichung eliminiert:

T — y + 2z = 4
2y + 3z = =7
-2y — 3z = T

Subtraktion der zweiten Gleichung von der dritten liefert:

x — y + 2z = 4
2y + 3z = =7
0-2 = —14

Da die dritte Gleichung fiir kein z erfiillbar ist, ist das Gleichungssystem nicht lésbar.
5. Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

2c + 2y — 4z = 0
r — 2y — =z
—2r + y + 3z = 0

I
o

Losung:
Mittels elementarer Zeilenoperationen folgt:
T — 29 — z =0 r — 2y — z =0
6y — 2z = 0 bzw. weiters 6y — 2z =0
-3y + 2z =0 0-2 =0

Damit bleibt z unbestimmt, woraus folgt: ©* = 5¢, y =t, z = 3t, t € R beliebig.
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6. Ermitteln Sie jene reelle Zahl a, fiir die das Gleichungssystem

ax + 2y — 4z = 0
r — 2y — 2z =0
2c — y — 3z =0

nichttriviale Losungen besitzt und bestimmen Sie diese.

Loésung:
Mit der elementaren Zeilenoperation - Subtraktion des Zweifachen der zweiten Glei-
chung von der dritten - erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem (mit dersel-
ben Losungsmenge):

ar + 2y — 4z = 0

r — 2y — z = 0 .
3y — z =0

Aus der dritten Gleichung folgt z = 3y und damit aus der zweiten: z = 5y. Die erste
Gleichung liefert dann: (5a — 10)y = 0. Mit a # 2 folgt y = 0 und damit letzlich die
triviale Losung. Fall aber a = 2 gilt, bleibt y beliebig und es ergibt sich als Losung:
x =5t y=t, z=23t t€R, di. eine Gerade durch den Ursprung.

Ermitteln Sie jene reelle Zahl A, fiir die das Gleichungssystem
31 + 3xy + x3 = 2

rT — To — T3 0
2.T1 —+ 4ZL'2 + )\1’5 = 2

unendlich viele Losungen besitzt.

Losung:
Mit Hilfe von elementaren Zeilenoperationen bringen wir die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix

. 33 112
Abh=|1 -1 -1]0
2 4 A2

auf Zeilenstufenform. Dazu subtrahieren wir die dreifache zweite Zeile von der ersten
und die zweifache zweite Zeile von der dritten und vertauschen anschliefend erste

und zweite Zeile:
. 1 -1 -1 0
(Ab) — | O 6 4 2
0 6 A+2 2

Durch Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten folgt dann die Zeilenstufenform:

1 -1 -1 0
— [ 0 6 4 | 2 | =(AL0).
0 0 Xx=2 10
Fiir A # 2 folgt dann mit x3 = 0, o = % , T = % eine eindeutig bestimmte Losung.
Fir A = 2 folgen z3 = t, xo = %— %t , T = %—i— %t , t € R unendlich viele

Lésungen.



2.5. Lineare Gleichungssysteme 245

8. Ermitteln Sie jene reelle Zahl a, fiir die das Gleichungssystem

r + 2y — azx = 1
—x + 4y + 2z = 0
2 + y + 3z = 2

keine Losung besitzt.

Losung:

Mit den elementaren Zeilenoperationen - Addition der ersten Gleichung zur zweiten
und Subtraktion des Zweifachen der ersten Gleichung von der dritten - erhalten wir
das dquivalente Gleichungssystem (mit derselben Losungsmenge):

r + 2y — az = 1
6y + (2—a)z =1
- 3y + B3+2a)z = 0

Weitere Zeilenoperationen - Addition des Zweifachen der dritten Gleichung zur
zweiten und anschlielende Vertauschung dieser beiden Gleichungen liefert:

r + 2y — az = 1
— 3y + (3+2a)z = 0
(Ba+8)z =1

8
Aus der letzten Gleichung folgt dann, dass das Gleichungssystem fiir a = -3 keine

Losung besitzt.

9. Bestimmen Sie jene Zahlen A € R, fiir die das Gleichungssystem

2 + y + 2z =0
=2\t + Xy + 9z = 6

2 + 2y + Mz =1
a) eindeutig lésbar ist,
b) keine Losung besitzt,
¢) unendlich viele Losungen besitzt.
Losung:
Fir A = 0 ist das Gleichungssystem eindeutig losbar mit z = —% LY = g, z = %

Fir A # 0 folgt mittels der elementaren Zeilenoperationen: Addition der mit A
multiplizierten ersten Gleichung zur zweiten und Subtraktion der ersten Gleichung
von der dritten:
2z + y o+ z =0
20y + 9+ Nz =
y + A=D1z =1

Vertauschung der zweiten und der dritten Gleichung und anschliefende Subtraktion
der mit 2\ multiplizierten zweiten Gleichung von der dritten liefert:

2r + y + z =0
20y + 9+X)z = 6
(9+3X—2)%)z = 6—2\
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Der Koeffizient von z in der dritten Gleichung ist Null, falls A = 3 oder A = 7; Im

zweiten Fall liefert die dritte Zeile einen Widerspruch, im ersten Fall wird sie zur
Nullzeile. Insgesamt gilt dann:

a)/\aés,)\%—%, b))\:—g, ) A=3.

Bestimmen Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems A7 = b mit

1 1 -1 1 3
2 —1 -1 2 . 4
A= 0 -3 1 o "7 2o
-3 3 1 -3 -5

Losung:
Dazu bringen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix mit Hilfe von elementaren
Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform:

1 1 -1 1 3 11 -1 1 3
. 29 -1 -1 2| 4 0 -3 10| —2
Ah=1 9 3 1 o 27|03 10] 2|
3 3 1 -3 | -5 0 6 —2 0| 4
1 1 -1 1 3
0 -3 10| 2| .=
710 0 00 o | =)
0 0 00| 0

-,

Wegen rg(A,b) = rgA = 2 < 4 ist das Gleichungssystems zwar lésbar, aber nicht
eindeutig. Setzen wir x3 = 3\ und x4 = p, dann folgt aus der ersten und der zweiten
Gleichung: z, = % + Aund z; = % + 2\ — p. Dabei sind A, u € R beliebig.

Untersuchen Sie das Gleichungssystem Az = b mit

1 1 1 1
1 -1 -1 = 0
A= 2 2 0 b=| -1
1 0 1 5
1 -1 4 3
auf Losbarkeit.
Loésung:

Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix mittels elementarer Zeilenoperatio-
nen auf Zeilenstufenform:

11 1 1 1 1 1 1
1 -1 -1 0 0 —2 —2 1
An=]|2 2 o|-1|—]0 0 -2|-3|—
1 0 1 5 0 -1 0 4
1 -1 4 3 0 -2 3 2
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12.

13.

1 1 1 1 1 1 1 1
0 -1 0 4 0 -1 0 4
— | 0 =2 -2 -1 [—f0 0 -2 -9 | —
0 —2 3 2 0 0 3| —6
0 0 —2| =3 0 0 —2| =3
1 1 1 1 1 11 1
0 -1 0 4 0 -1 0 4
—lo o 1| —2|—]0 01| —2|—
0 0 -2 | —9 0 00| —13
0 0 —2 | =3 0 00| -7
1 11 1
0 -1 0 4
— 1o 01| —2|=¥).
0 00| —13
0 00 0

Die vierte Zeile birgt einen Widerspruch. Daher ist das Gleichungssystem unldsbar.

Untersuchen Sie, wie viele linear unabhéingige Losungen das Gleichungssystem
AZ = 0 besitzt, wobei

2321 Z1
1101 2 I
A= 333 3 und ¥ = s
2321 x4
Losung:
Dazu wird die Koeffizientenmatrix A auf Zeilenstufenform gebracht:
23 21 101 2 101 2
A 101 R 23 21 R 030 =3 R
13333 33 3 3 030 -3
23 21 23 21 030 =3
101 2
030 =3 , . o . . A
—l o000 ol~ B, d.h.das Gleichungssystem besitzt 2 linear unabéngige
000 O

Losungen, bzw. der Losungsraum hat die Dimension 2.

Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem AZ = b mit
-2 01 . 1
A= -3 1 2 und b= 2
0 21 1

l6sbar ist und bestimmen Sie gegebenenfalls die Losungen.

Losung:
Dazu wird die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf Zeilenstufenform gebracht:
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-2 01]1 -2 011 -2 0 1|1
Ab=| 312 |2 |—| 0135 |35|—]| 013]3
0211 02 1|1 00070

Da die letzte Zeile eine Nullzeile ist, bleibt z unbestimmt. Mit z = 1 + 2t folgt:
y=—t, x =t , t € R beliebig, bzw.

0 1
=0 [+t -1 ], tekR.
1 2

Losen Sie das lineare Gleichungssystem AZ = b mit dem Eliminationsverfahren von
GAUSS. Dabei ist

1 11 1 1 5
A=(1 -1 5 -1 =2 und b= 1
2 01 0 -1 0
Losung:
Dazu wird die erweiterte Koeffizienzenmatrix (A,b) auf Zeilenstufenform gebracht:
111 1 1|5 11 1 1 1 5
Ab=11-15 -1 2|1 |—|[0 -2 4 -2 =3 —4 | —
2 01 0 -11]0 0 -2 -1 -2 =3 | -10

1 1 1 1 1] 5 )
— 0 —2 4 -2 3| -4 |=@V).
0 0 -5 0 0] —6

Aus dieser folgt: x3 = % , Tg = % — Ty — %x5, T = —% + % T5, wobel x4 und x5 frei
wahlbar sind. Mit z4 =t und x5 = 27 ergibt sich:
-3 0 1
1 22 -1 -3
r= - 6 |+t 0 |+7 0 |, t,7 € R beliebig.
>l o 1 0
0 0 2

Untersuchen Sie das Gleichungssystem A% = b mit

2 -1 1 (5
A=|1 1 o, &=[0
3 -2 -2 1

auf Losbarkeit und ermitteln Sie gegebenenfalls die Losung mit Hilfe der inversen
Matrix AL

Losung:

Das Gleichungssystem ist (eindeutig) losbar, falls det A # 0 ist.
2 -1 1 3 -1 1 3

detA=|1 1 O0|=|0 1 0]|= 5 2'—11#0.
3 =2 =2 5 =2 =2

Damit existiert aber die inverse Matrix A~!.
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1 o] |1 o 1
-2 -2 3 -2 3
o1 -1 2 1| |2
T det A -2 — 3 =2 3
11 RER! 2
0 10 1
L2 25 T ) 2 4
=—| 4 7 1] =g 2
- -1 1 3 5 —1
2 4

Das liefert die Losung @ = A™!

16. Gegeben sind

S
I
|
|

[\

3

1 T

—2

-1 B

) -

1

1 5 1
—1 0l=1] -1
-3 1 2

x
und =1y | .
z

Ermitteln Sie A~! und die Losung des Gleichungssystem A%% = b.

Losung:
. 1 2 -3 1
MltdetA——2’2 _1'+ 0 2—4folgt.
r o2 |1-3 2
2 -1 0 -1
41 101 -2 1
~ det A 2 -1 0 -1
01 21
1 2 -3 2

L[> —3 —6 r L[5 2 -1
=7l 2 2 4 =732 1
1 1 -2 —6 4 —2

-3
0

-2
0

—2
-3

) |

Wegen (A?)~! = (A71)? folgt dann fiir die Losung:

=) N O N

-1
1
-2

—6
6

249

L 25 =10 9 1 1
= (A% = 3 2 3 2 | ==
6130 12 14)\ 1) 4
17. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der CRAMER’schen
Regel:

ry — 31’2 + 5ZC3 =

233'1 + Ty — Trs =

xr1 + To — 2$3 =

5
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Losung:
1 -3 5
detA=12 1 -1 —‘ -l ‘—2‘ 300 '—i—’ 30 ‘: —1-2-1-2 = -5,
1 -2 1 -2 1 -1
1 1 =2
-6 -3 5 1 -6 5
det A; = 6 1 -1 |=---=-10,detAy, =2 6 —1|=---=-5und
5 1 =2 1 5 -2
1 -3 —6
detA; =12 1 6|=---=35.
1 1 5
det A1 —10 det A2 -5 det Ag 5
= =— =2 = =— =1, 23 = = — =-1.
— det A -5 TR T et A S5 P BT qe A =5

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der CRAMER’schen
Regel:

2331 + 43)2 + r3 + Ty = 20
Ty — 229 + 223 — x4 = -—1
—-xr7 + 21‘2 + 2$3 + 2$4 = 12
ry + GZEQ — r3 — Ty = 0
Losung:
2 4 1 1 0 8 55 3 5 5 0 4 4
-2 2 -1 00 41
det A = = =—|0 4 1|=—]041)|=
—1 2 2 2 -1 2 2 2 8 1 1 3 1 1
1 6 —1 —1 0 8 11
4 4
= -8 41 ' = 96,
20 4 1 1 2 20 1 1
-1 -2 2 -1 1 -1 2 -1
det Al = 12 9 9 9 = 480, det A2 = ] 12 9 9 = 487
0 6 -1 -1 1 0 -1 -1
4 20 1 2 4 1 20
-2 -1 -1 1 -2 2 -1
1 6 0 -1 1 6 -1 0
:>$7detA17@75xidetA2747871xidetAgi%il
P odetA T 96 77T detA 96 2777 detA 96
det Ay 672
Ty = = =

T detA 96
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2.5.3 Beispiele mit Losungen

1. Bestimmen Sie den Rang des linearen Gleichungssystems

134 1 v 0
058 —1 Tl=10
210 3 Z 0

und geben Sie zwei linear unabhéngige Losungsvektoren an. Kann man mehr als
zwei linear unabhingige Losungsvektoren finden?

Losung: Der Rang ist 2.
4

5
0

-8
T = und Ty = é sind linear unabhéangige Losungsvektoren. Nein.
5
2. Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem
2c + y — 2z =1
r — 2y + 3z =0
r — 3y + 2z = 2

l6sbar ist und ermitteln Sie gegebenenfalls die Losung.

9 12 11
dsung osbar, z =17,y A 7
3. Untersuchen Sie, ob x = 2, y = 0 und z = —2 die einzige Losung des folgenden
Gleichungssystems ist:
r + y + 2z = 0
2v — dy — 3z = 10
4 + 8y + 22 = 4
Losung: Ja.
4. Untersuchen Sie, ob das Gleichungssystem
r + 2y + 3z = 4
2 + y — =z = 3

3z + 3y + 2z = 10
l6sbar ist.

Losung: Nein.

ot

Untersuchen Sie, wie viele linear unabhéngige Losungen das Gleichungssystem
AZ = 0 besitzt, wobei

315 7 T
516 8 L
A=199 5 19 und =1

6 03 3 T4

Losung: 2.
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6. Gegeben sind

1 010 1 o

| 12092 - |3 I
A= 20 2 1 , b= 9 und ¥ = s
-2 1 21 A T4

Untersuchen Sie, fiir welche A € R das Gleichungssystem AZ = b lésbar ist.

Losung: A= —1.
7. Untersuchen Sie ob das lineare Gleichungssystem

r + 2y + 3z =
2 + 3y + 4z =
3v + 4y + 2z =

DN — s

losbar ist und bestimmen Sie gegebenenfalls die Losung.

Loésung: ja, z=-11, y=9, z=—1.

8. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der CRAMER’schen

Regel:
1 + T + T3 = 3
Ty — 2x9 — T3 = 2
2331 + Tro — T3 = —6
Losung: xy =1, 19 = =3, 3 = 5.

9. Untersuchen Sie, fiir welche Werte von A, € R das lineare Gleichungssystem

r + (1—py + z =1
r + B—py + A = 3
r + y + A+1)z = 2

unlosbar ist.
Losung: p# 1,2\ = A+ pu=0.

10. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der CRAMERschen

Regel:
Ty — 229 — 3x3 — 4wy = 2
2331 + T9 + 4153 — 31’4 = -5
3r1 — 4z + a3 4+ 224 = -3
dxy + 3x9 — 23 + x4 = 1
Lo ) 13 1 31
osung: 1‘1——%7152—5,1‘3——%7374—%.

11. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

r + y + z +u =20
2 + 2y + 3z + u =0
dr + 4y + 7z + u = 0
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12.

13.

14.

15.

Welchen Rang besitzt das Gleichungssystem?

Losung:

r=2r, y=28 z2=—T—8 u=—r—=5;

Gegeben ist das inhomogene Gleichungssystem

3r +
T —
—6r —

a

6y

rselR,

4z
y + 3z
12y + 8

c¢) Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix?
d) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix.

Losung:

44
a) a = —4, b)x:§—14t7 y =13t —

)M =0, Ay =5+6, \3=5-6.

2
7
o

) Fiir welche a € R ist das Gleichungssystem 15sbar?
b) Bestimmen Sie in diesem Fall die Losungen.

der Rang ist 2.

19
3, Z:9t, tE]R,

253

¢) der Rang ist 2,

Losen Sie das lineare Gleichungssystem AZ = b mit dem Eliminationsverfahren von

GAUSS. Dabei ist

1 1 11
1 -1 -1 0
A= -1 1 1 2
0 1 01
Losung: 3 =1, 29 =—1, z3=1und x4 = 1.

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az’ = b mit A =

Fiir welche rechte Seite b ist das Gleichungssystem losbar?

by

—6by + 2bs3 + 3by
bs
by

Losung: b=

Bestimmen Sie den Losungsraum des linearen Gleichungssystems

r1T — X9
T =+
T2
1 —1
0 -1
Lésung: X =1 | +R 2
0 1
0 0

, b1,b3,b4 € R beliebig.

T3

+R

+

_ O O = O

Ty
Ty

+ x5

Ts

O~ N

1

O = N
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16. Bestimmen Sie den Losungsraum des linearen Gleichungssystems

51 + 2x9 + w3 — x4 = 2
—I — 2.73'3 + 21)4 =0
r1 + 4332 = 4
2%1 + To + 71’3 — 71‘4 =1

Ist das Gleichungssystem auch fiir beliebige rechte Seite 16sbar?

0 0
. 1 0 .
Losung: X = 0 +R 1 |+ nein

0 1
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2.6 Lineare Abbildungen

2.6.1 Grundlagen

Seien V' und W Vektorrdume iiber dem gemeinsamen Korper K. Eine Abbildung
F: V — W heifit linear, wenn fiir beliebige Vektoren @ und b und beliebige Zahlen
A e K gilt:

a) F(@+b) = F(@) + F(b) und

b) F(\d) = AF(d).

Eine lineare Abbildung F ist bereits durch die Angabe der Bilder der Basisvektoren
von V auf ganz W erklart.

Seien V und W Vektorrdume {iber IK mit den Basen A bzw. Bund F: V — W
eine lineare Abbildung. Die Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren von
V bilden als Spaltenvektoren eine Matrix Mg'(F). Sie heifit Darstellungsmatrix der
linearen Abbildung F' beziiglich der Basen A und B.

Seien V, W und U Vektorraume iiber IK mit den Basen A bzw. B bzw. C. Ferner
seien F': V. — W und G : W — U lineare Abbildungen. Dann gilt fiir die
zusammengesetzte Abbildung H = G'o F von V nach U: M#(H) = MZ(G) Mg (F).

Die Menge der Bilder von V unter der linearen Abbildung F' wird mit Im F' be-
zeichnet und ist ein Untervektorraum von W. Die Dimension von Im F' heifit Rang
von F': rang F'.

Die Menge aller Vektoren von V', die auf den Nullvektor abgebildet werden, heifit
Kern von F' und wird mit ker F' bezeichnet. ker F' ist ein Untervektorraum von V.

Dimensionsformel: Es gilt: dim V' = dim ker F'+ dim ImF.

Eine lineare Abbildung F': V — W ist

a) surjektiv, wenn Im F' = W gilt,

b) injektiv, wenn ker F' der Nullvektorraum ist,

c) bijektiv, wenn F' sowohl surjektiv als auch injektiv ist. In diesem Fall ist die

Darstellungsmatrix von F' invertierbar und es gilt: M5(F~!) = (Mg‘(F)>_1 .

Wird in einem Vektorraum V' mit der Basis A eine neue Basis B eingefiihrt, so sind
die neuen Basisvektoren als Linearkombinationen der alten darstellbar:

W = anti + a2l + - + 41,0,
Wy = an¥h + Gl + -+ + a iy,
Wy, = Ap1U1 + ApaUs + -« -+ + Apyp Uy,

Die Koeffizienten a;; der rechten Seite von j;, als Spalten eingetragen, bilden die
Ubergangsmatrix S des Basiswechsel von A nach B. Der Koordinatenvektor # eines
Vektors ¥ € V beziiglich der Basis A wird dabei in den Koordinatenvektor ¢
beziiglich der Basis B gemifl i = T'¥ transformiert, wobei gilt: T = S~1.
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Seien V und W zwei Vektorriume mit den Basen A4 und B. In V und W werden neue
Basen A’ und B’ eingefiihrt. Bezeichne S; bzw. S, die Ubergangsmatrizen von A
nach A’ bzw. von B nach B'. Sei ferner F eine lineare Abbildung von V' nach W, so
transformieren sich ihre Darstellungsmatrizen gemiB: Mg (F) = (Sy) ' Mg (F)S, .

Eine lineare Abbildung F': V — V heiit Endomorphismus von V' und im Falle der
Umkehrbarkeit Automorphismus von V.

Eine Matrix A € M(n x n;R) heifit orthogonal, wenn ATA = E, gilt. Dariiber
hinaus heifit sie eigentlich orthogonal, wenn det A = +1 gilt.

Ein Automorphismus F : R? — IR? stellt eine Drehung um den Nullpunkt dar,
wenn die Darstellungsmatrix M, ggj(F ) eigentlich orthogonal ist. Erfolgt die Drehung
um den Winkel ¢, so ist MZ(F) = < oS TR )

sinp  cosg
Ein Automorphismus F' : R* — IR? stellt eine Drehung um eine Achse dar, wenn
die Darstellungsmatrix M, f;(F ) eigentlich orthogonal ist.

Ein Automorphismus F : R? — R? stellt eine Spiegelung an einer Gerade durch

den Nullpunkt dar, wenn die Darstellungsmatrix Mg;(F ) zwar orthogonal ist aber

det M, gj (F) = —1 gilt. Erfolgt die Spiegelung an einer Geraden, die mit der positiven
: . . oo e A iEs [ cos(2¢) sin(2¢)

z-Achse den Winkel ¢ einschliefit, so ist Mg (F) = ( sin(20) — cos(2) )

Ein Automorphismus F : R? — R? stellt eine Spiegelung an einer Ebene durch den

Nullpunkt dar, wenn die Darstellungsmatrix M, g:f (F) symmetrisch und orthogonal
ist und det ME (F) = —1 gilt.

2.6.2 Musterbeispiele

1. Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind:

a) F: R? = R mit F(z,y) =2z — 3y + 1,

x—i—y—z)

b) F: R* — R? mit F =

F: R R mit Flz,y)=| 7 ).
c) mit F(z,y) (x—l—y

Losung:
a) F(\x, \y) =2 \x — 3 \y + 1 # A(2x — 3y + 1) = F ist nicht linear.

AT+ Ay — Az T+Y—=z
b) F(A\z, Ay, \z) = =A d
) FO, Ay, 22) (3)\:1:—)\y+5/\z> <3x—y+52> .

(T1+22) + (11 +42) — (21 + 22) ) _
3(z1+22) — (1 +y2) +5(21 + 22)

T +y1— 2 To + Y2 — 2o
= + = F(z1,y1,21) + F(22,y2, 2
<3x1 —y1+5zl> <3x2—y2+522> (1,31, 21) (w232, 22)

F(xy+ 20,91 + Y2, 21 + 22) = <
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— F' ist linear.

AT\ A
c) F(hz, \y) = <)\x1‘+ ?j\y) = A(x —T—yy> # A(m?y) = F ist nicht linear.

2. Durch die lineare Abbildung F : R? — R? werden die Punkte P;(1,0,0), P(0,1,0)
und P3(1,1,1) in die Punkte Q1(2,1), Q2(3,—1) und Q3(6,0) tibergefiihrt. Durch
welche Matrix A wird diese Abbildung beschrieben und auf welchen Punkt @ wird
P(2,1,3) abgebildet?

Losung:

Bezeichne Z; den Ortsvektor von P; und ¢; den Ortsvektor von Q;. Aus y; = AT;
und A = (ay,) folgt:

2 . a1 G2 ai13
1 a1 Gy a3

3 . apn Qa2 aig
-1 a1 Qg a3
6 . a1 G2 13
0 a1 Gy a3

. 2 31
Sonut.A(1 1 0).

= ap =2, ap =1,

= a2 =3, axp = -1,

0
1
0
{013_6&11(112_1
=
a3 =0 —ag —axp =0

3. Die lineare Abbildung F : R® — IR? ist gegeben durch F(7;) = 4, i = 1,2, 3 mit

. A Y -y 1y . 1y . 1
T = s L= 0 [, 25= 01, 5n= 0 ) =1 B=_)-
1 1 1

Ermitteln Sie die Darstellungsmatrix Mg;(F ).

—_

Losung:

Die Problemstellung ist analog zum vorhergehenden Beispiel. Anstatt die Darstel-
lungsmatrix unbestimmt anzusetzen und aus den Vektoren #; und ihren Bildvek-
toren 7; zu bestimmen, wird sie aus den Bildern der Basisvektoren €; ermittelt.
Dazu werden die kanonischen Basisvektoren ¢; auf die Vektoren 7; aufgespannt:
51 = % (fg — ffg) y 52 = fl — ffz, 53 = %(fg -+ 53) Daraus fOlth

P(@) = F (33— 3) = §(F(@) ~ F(#)) = § (. — ) = ( 0 ) ,
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. 0 01
— =[] ).

. . S _ 1 . 2 .
. Vom IR?, versehen mit der Basis A = (a@y,ds), mit @; = < 9 > , Oy = ( 1 ), wird

cine lineare Abbildung in den R3, versehen mit der Basis B = (by, bo, 53)., mit

1 1 2
b= 1 , 52 =1 -1, by=| 1 , definiert durch F(Z;) = ¥; mit:
1 0 0

—_

o 1 IR 0 . 1 R 0
T = 1 , Ly = 1 y Y1 = 01, =
1 0

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix Mg'(F).
Losung:

Zunichst werden die Basisvektoren @, dy auf die Vektoren ¥y, 7, deren Bilder ja
bekannt sind, aufgespannt: a@; = &1 + T, dy = 227 — 5. Damit folgt:

1
F(a) =F@)+ (@) =h+h=|1]|=bh
1
F(dy) = 2F (%)) — F(7y) = 241 — 4o = ( — =20y + 2by — by .
1 2
— MAF)=|0 2
0 -1

Gegeben ist die lineare Abbildung F: R?® — R*. &; und &; bezeichnen die kano-
nischen Basen von IR? und IR*. Ferner sei:

1 ) -2

. -3 o -3 R 0
Fey=| 5 | F@=| 5| Fe=| |
4 2 1

Losung:
1 5 =2
-3 -3 0
&3 _
MS4 (F) - 2 0 1
4 2 1
1 5 —2 . 0
3 -3 0 ! 0
Sei ¥ € ker F — 5 0 1 2 =1, d.h.
4 2 1 3 0



2.6. Lineare Abbildungen 259

Ty + 51‘2 — 2%3 =0 ry + 51132 — 21’3 =0
*31’1 — 3(E2 =0 Zﬂ)> 121’2 — 6$3 =0
2371 + + x3 = 0 - 101132 + 5$3 =0
4.T1 —+ 2(L’2 —+ I3 = 0 —18.732 -+ 9.’L'3 O

ry + 51’2 — 2(E3 =0

Weitere Zeilenoperationen liefern: 209 — z3 = 0

— 253 = 0

— 1z =29 =23 =0dh ker F' = {6} Aus der Dimensionsformel folgt dann:
rang ' =dimIm F =dimV—dimker F =3 -0 = 3.

6. Gegeben sind die drei Vektorraume V = R*, W = R® und U = R? mit den Basen
.A = (dl, 52,63, 64), B = (bl,bg, bg) und C = (51, 52)
Ferner sind die zwei linearen Abbildungen F': V — W und G: W — U durch

F(a,) = 122 - §37

F(d) = by + by, 11 0

bzw. ME(G) = < 9 0 —1 ) gegeben.
F(@y) = by + by + bs,

a) Bestimmen Sie G(by + bs).
b) Bestimmen Sie ker H mit H: V — U, H=Go F.

Losung:
1

a) Der Koordinatenvektor von b; + by ist ¢ = 1 |. Er wird durch G in den
0

Koordinatenvektor Z von G(b; + by) abgebildet und es gilt dabei:

11 o\([! 2 S
5:M§(G)g:<2 . _1> 1 :<2>:>G(b1+b2):251+2524

01 11
b) F besitzt die Darstellungsmatrix Mg'(F) = ( 11 01 ) Damit folgt:
-1 0 -1 1

01 11
11 0 121 2
Mé“(H)sz(G)M{f(F)z(Q 0 _1>( 110 1):(1 5 3 1).
10 -1 1

Sei nun 7 ein Koordinatenvektor von a € ker H. Dann gilt:

€1
1 21 2 xl_O :>Z‘1+2$2+(L‘3+2I4:0
Ty

mit den Losungen x4 = 2z3, 1 = —2x9 — bx3, T9, x3 beliebig. Somit:
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) -5
o 1 0 o o - o o o
T = 9 0 + 23 L | = d= xo(—2d1 + do) + x3(—5d7 + dz + 2dy),
0 2

woraus folgt: ker H = Span(—2a; + ds, —5@; + d3 + 2d,).

7. Gegeben sind die Vektorrdume U = R?, V' = R® und W = R? mit den Basen
A = (6_1:1,5:2), B = (bl,bg,bg,) und C = (51,52).
Ferner sind die zwei linearen Abbildungen F': U — V und G: V — W durch
F(@) = by — by 5 10 2
5 = bzw. Mz (G) = ben.
F(&Q) == 2b2 + 3[)37 v C( ) -1 11 geaebelt

a) Untersuchen Sie, ob F' injektiv ist.
b) Bestimmen Sie Im G.
c) Zeigen Sie, dass die Abbildung H : U — W, H = G o F bijektiv ist.

Losung:
a) F ist genau dann injektiv, wenn ker F' = {0}. Sei nun @ = M\d; + Aoy € ker F.
F(Ady + Xodz) = MF (@) + F(a@2) = A (b — bo) + Ao(2bs + 3b3) =
= Miby 4 (=M1 4 2X9)by + 3Xobs = 0.

51, 52, 53 sind linear unabhingig. = A\ = A, =0, d.h. d = 0 bzw. ker F = {0}.
Somit ist F' injektiv.

b) Sei g: 9151 + yggg + yggg eV beheblg Aus G(g) = 2’151 + 2252 fOlgt:

Y1 n

Z1 B 1 0 2 y1+2/y3

= M7 (G = = .

(Z2> e )(yZ) (-1 L1 v —y+ Y2 +ys
Y3 Y3

Dann ist &= F(b) = (y1 + 2y3)@ + (—y1 + yo + y3)& und wegen der linearen
Unabhingigkeit von ¢ und &: ImG =W = R2.

10
¢) Mit Mg'(F) = ( -1 2 ) folgt:
0 3

J-(28)

’ =17 # 0 ist MZ(H) und damit H invertierbar,

10
Ma“(H)ME(G)Mé(F)(} 0 f)(—(l) :

16
-2 5

d.h. H = G o F ist bijektiv.

Wegen det M(H) = ’

8. Gegeben sind die Vektorrdume V, W, U mit den Basen A = (dy, d», d3), B = (51, 52)
und C = (51, 52, 53)
Ferner sind die zwei linearen Abbildungen F': V — W und G: W — U durch
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10.

Mg(F) = ( _1 i _é ) bzw. Gby) =& +i G, gegeben.

Bestimmen Sie Im H und dimIm H mit H = Go F.

Losung:

)
Fiir die Abbildung F gilt: ~ F(ay) = b, + 52, und damit
| i

-

H(a) = G(F(a )) 0(51—62) = G(b)—G(by) = C1+Co—Cs—C1+To—03 = 28,255,
Analog: H(dy) =---=2¢, H(az) = =¢c — 3¢+ 3.
Im H = Span(cy — ¢3, 1, — 3Cy + 3¢3).

Wegen ¢; — 36 +3¢3 = ¢ — 3(¢2 — ¢3) und da & — ¢ und ¢ linear unabhiingig sind,
ist dimIm H = 2.

Gegeben ist der Vektorraum IR? mit den Basen & und A = (@, @) mit @, = &) + &
und a. ay = e + 262, sowie der Vektorraum R? mit den Basen & und B = (bl, ba, b)
mit b1 = €] + €3, b2 = ¢y — €3 und b3 = é3.
Ferner ist die lineare Abbildung F’ gegeben durch ihre Darstellungsmatrix
1 3
Mgf(F) = 2 0 |. Bestimmen Sie M (F).
-1 1

Losung:

Die Ubergangsmatrix des Basiswechsels von & zu A ist S; = ( Ll > und jene

1 2
1 00 1 00
des Basiswechsels von &3 zu Bist S, = 0 1 0 [. Mit (S)~ ! = 010
1 -1 1 -1 11
folgt dann:
100 13 11 4 7
MZ(F) = (So) ' M&2(F)S, = 010 20(12>= 2 2
-1 11 -1 1 -2 —4
Alternative Losungsmethode: . B .
F(a) = F(&1) + F(&) =--- =4é&) + 2¢; = 4by + 2by — 203,
F(@y) = F(&) 4 2F (&) = - -+ = T¢1 + 28 = Tby + 2by — 4bs.
4 7
= M{\(F) = 2 2
-2 —4

Bestimmen Sie jeweils eine Matrix A, die im R?

a) die Spiegelung am Ursprung,

b) die Spiegelung an der a-Achse,

¢) die Spiegelung an der Geraden y = —z beschreibt.
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Losung:
a) Im R? ist eine Spiegelung am Ursprung gleichbedeutend mit einer Drehung um

cosp —singp

¢ = 180°. Aus der allgemeinen Drehmatrix A = < .
sinp  cosy

(5 2).

b) Da die Spiegelgerade hier die z-Achse ist, ist der Winkel ¢ in der allgemeinen

cos(2p)  sin(2y)
sin(2p) — cos(2¢)

) wird dann

Spiegelungsmatrix A = <

(3 2)

c) Hier schliefit die Spiegelgerade mit der positiven x-Achse den Winkel ¢ = %’T ein,

) gleich Null, woraus folgt:

so dass aus der allgemeinen Spiegelungsmatrix folgt: A = ( _(1) _(1) > .

Ermitteln Sie jene orthogonale Matrix A, die eine Spiegelung an einer Ebene E,
x
insbesondere an der Ebene £ : — + Y + £ vermittelt.

2 2"\

Losung:

Bezeichne 7 den normierten Normalenvektor der Spiegelebene E. Die Projektion
des Vektors ¥ parallel zu 77 ist durch (&, 7)7 bestimmt. Fiir den gespiegelten Vektor
¥ gilt dann:
3 3
§ = &—2(Z, )1 bzw. komponentenweise: y; = x; — 2 Z TpnEn; = x;—2 Z(nmk)wk.
k=1 k=1

Zusammengefasst ergibt das: § = & — 2R’ & = (E — ZﬁfiT>f

Dabei bedeutet 7iii’ das Matrizenprodukt der Spalte 7 mit der Zeile 7, bzw. das
dyadische Produkt von @ mit 7. Damit folgt: A = E — 2@i’.

1
2
Speziell mit 7 = % ergibt sich:
1
V2
1 11 1 1 1
4 4 22 2 2 V2
1 1 1 1 1 1
A=E=-2 1 1 35 |=| 2 2 —%
IEE T | 1 _1
2V2 2v2 2 V2 V2

Uberpriifen Sie: AAT” = E, det A = —1.

Ermitteln Sie zu einer gegebenen Spiegelungsmatrix im IR? die Spiegelebene, ins-
2 1 =2
1
besondere fiir die Matrix A = - 12 2
-2 2 -1
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Losung:
Bei einer Spiegelung an einer Ebene E im R? gilt: Der Vektor AZ — # ist normal
NF— 7
zur Spiegelebene, bzw. parallel zum Normalvektor von E. Dann ist 7 = ﬁ ,
T—x
unabhéngig von Z. Fiir die Spiegelebene E' gilt also: (7, &) = 0.
1 2 1 =2
Speziell fiir A = 3 1 2 2 | folgt:
-2 2 -1
1.1 2
L1 =2 3Tty 52
Ai—-F=(A-E@=-| 1 -1 2 |i=| itz—ly+iz|=
-2 2 -4 2 2 4
—3T 3y 32
T 2z 1 1
(_§+%_§) —; :>ﬁ=% —; und somit £ : x —y+ 2z =0.

Bemerkung: Der zu spiegelnde Vektor & darf dabei nicht in der Spiegelebene liegen.

2.6.3 Beispiele mit Losungen

1. Untersuchen Sie, ob die folgenden Abbildungen linear sind:
a) F: R>— Rmit F(z,y,2) =z —2ly| + 2,

b) F: ]RHIR2mitF(:C)—<i+1>,

c) F: R3—>]R2mitF(.r,y,z)—< Ty 3 )

20 — 2+ 2y

Losung: a) Nein, b) nein, c¢) ja.

2. Die lineare Abbildung F': IR? — IR? bilde die Vektoren

1 2 2 1
7 = < ) , Ty = ( ) in die Vektoren ¢y = —1 | , o= 0 ab.
-1 -1
0 1
Durch welche Matrix A wird diese Abbildung beschrieben?
-1 -3
Losung: A= 1 2
1 1

3. Welche 2 x 2-Matrix beschreibt eine zentrische Streckung mit dem Faktor 3 und eine

2m
nachfolgende Drehung um — ? Erhélt man das gleiche Resultat, wenn man zuerst

die Drehung und dann die Streckung ausfiihrt?

-1 =3
Losung: A= 3 , ja.
2\ V3 -1

4. Gegeben sind die Vektorriume V = R* und W = R* mit den Basen A = (@}, @y, a3, d4)
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und B = (bl, b2, b3, b4) sowie die lineare Abblldung F gemaf
F(ay) = 2by — by, F(dy) = by — by, F(ds) = by + by und F(dy) = by + bs.
Bestimmen Sie rang F', ker F' und Im F'.

Losung: L
rang F' =3, ker F' = Span(dy + ds — d4), Im F = Span(2b; — b3, by — by, by + by).

Gegeben sind die Vektorrdume V und W mit den jeweiligen Basen A = (7, ¥y, ¥3)
und B = (W, Ws, Ws), sowie die lineare Abbildung F' gemis

F(Ul) = u71 —16'2—&—2@’3, F(l_)'g) = U72+1173 und F(i_)'g) = 1171+C¥1172+BU73 mit a, B € R.
Bestimmen Sie a und 3 so, dass (U, + 20y — v3) € ker F.

Losung: a=1, g =4.

Gegeben sind die Vektorrdume V, W, U mit den Basen A = (0}, Us), B = (w1, Wy, ws)
und C = (’ljl,’le).
Ferner sind die zwei linearen Abbildungen F': V — W und G: W — U durch
F(vh) = W — o, B [ 20 —1
F(#) = @ + s, bzw. MF(GQ) = 11 0 gegeben.

a) Bestimmen Sie Im F' und ker G.
b) Untersuchen Sie F,Gund H : V — U, H = GoF, auf Injektivitdt, Surjektivitit
bzw. Bijektivitét.

Lésung:

(a) Im F' = Span(w; — Wy, Wa + ws) mit dim Im F = 2.
ker G = Span () — W + w3) mit dimker G = 1.
(b) dim Im F' = 2 = F ist nicht surjektiv.
dimker F'=dimV — dim Im F' = 0 = F' ist injektiv.
dimker G =1 # 0 = G ist nicht injektiv.
dim ImG = dimW — dimkerG = 2 = dimU und ImG C U = ImG = U,
d.h. G ist surjektiv.
F ist injektiv und G ist surjektiv = H ist bijektiv.

Gegeben sind die Vektorrdume V und W mit den Basen A = (¥, Us, U3, ¥4) und
B = (W, Wy, Ws,wy). Ferner ist die lineare Abbildung F': V — W durch

F(ﬁl) = ’U_J'l + 2’[172 + 1173, F(ﬁQ) = 1172 + 11747 F(’Ug,) = —21171 und F(174) = 3’[1_}'1 + 1172
gegeben.

a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M5(F~1).

b) Bestimmen Sie ker F' und Im F.

Losung:

a) ME(F™) = . b)ker F={0}, ImF=W.

O N O O
— e O O

Gegeben sind die Vektorrdume V, W, U mit den Basen A = (0y, ¥), B = (W1, Wa, Ws)
und C = (i, Us).
Ferner sind die zwei linearen Abbildungen F': V — W und G: W — U durch
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10.

11.

10 G(wh) = Uy — Uy,
Mg(F)y=1| -1 2 |, G(w) = s, gegeben.
0 3 G(wWs3) = 21y + Uz,

a) Bestimmen Sie ker F.
b) Untersuchen Sie, ob G surjektiv ist.
c) Zeigen Sie, dass die Abbildung H : V — U, H = G o F bijektiv ist.

Losung: a) ker ' = {0}, b) G ist surjektiv.

Seien A = (¥, U, U3) und B = (W, Wy, Ws, Wy) Basen der Vektorrdume V und W.
Sei F': V — W eine lineare Abbildung, die beziiglich A und B durch die Matrix

1 3 1

-1 0 2

A= 01 -3
20 4

dargestellt wird.

a) Berechnen Sie F(U; — U + 203).

b) Bestimmen Sie ker F' und Im F.

¢) Untersuchen Sie, ob F' injektiv oder surjektiv ist.

Lésung:

a) F(Ul — Uy + 2’[73) = 3y — T3 + 10wW,.

b) ker F' = {0}, ImF = Span(lf)l - 7172 + 2134, 3’(171 + ’LB3, 161 + 2152 — 3163 + 41,54)
¢) F ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Sei F': V — W eine lineare Abbildung. Ferner seien A = (4, ¥y, ¥3) und
B = (W}, Wy, wW3) Basen der Vektorrdume V und W und es gelte:

F(v)) = Wy + 2103,
F(U,) = 3w + 4s + 513,
F(U3) = 6w + Ty + 80s.
a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix Mg (F).

b) Untersuchen Sie, ob F' injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.
¢) Bestimmen Sie ker F' und Im F'.

Losung:

3 6
a) Mg\(F) = 4 7 |, b) F ist weder injektiv, surjektiv oder bijektiv.
5 8

~ N = O

¢) ker F' = Span(¥) — 20, + 03), Im F = Span(wy + 23, 3w + 4y + 5ls).

Sei B = (51, 52, 53) eine Basis eines dreidimensionalen Vektorraumes V. Zeigen Sie,
dass durch

@ = 2by + by,

672 = 35_1' + 52_}"— 53,_’

a3 = —by + 2by + b3,

ebenfalls eine Basis A = (dy, dy, d3) von V gegeben ist. Bestimmen Sie ferner die
Matrix T fiir die Transformation x = Ty der zugehorigen Koordinatenspalten x und
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y, wobei x und y die Koordinatenspalten eines beliebigen Vektors ¢ € V' beziiglich
der Basis A bzw. B sind.

1 1 4 -7
Loésung: T = 5 1 -2 5
-1 2 1

Sind die folgenden Matrizen orthogonal?

1 -1 1 1
2 =21
1 1 1 11 -1 -1 1
A1_<1 —1)’ =3 _; _? ; IR R TS S g
1 1 1 1
Losung: a) Nein, b) ja, c) nein.
1
bl a 0
Bestimmen Sie reelle Zahlen a,b, ¢ so, dass die Matrix A = b % 0 | eine
0 0 ¢

Drehung im R? darstellt. Geben Sie ferner Drehachse und Drehwinkel an.

V3 V3

Losung: a = :I:T , b= $7 , c=1, z-Achse, ¢ = F30°.

Zeigen Sie, dass die Matrix

1 1 1
2 V2 2
A= s 0 1
- V2 V2
1 _ 1 1
2 V2 2

eine Spiegelung an einer Ebene F vermittelt. Bestimmen Sie F.

Losung: E: x—+2y—2=0.
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2.7 Eigenwerte und Eigenvektoren

2.7.1 Grundlagen

Sei A € M(n x n;K) mit K =R oder C. Ein Vektor & # 0 heiftt Eigenvektor zum
Eigenwert A, falls gilt: A7 = A\Z.

Ein Eigenwert einer Matrix A ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A:
det(A — AE) =0.

Ein Eigenvektor einer Matrix A zum Eigenwert A ist eine nichttriviale Losung des
homogenen Gleichungssystems (A — AE)Z = 0.

Zu einem mehrfachen Eigenwert (mehrfache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms) A, der Vielfachheit v, gibt es py linear unabhéngige Eigenvektoren. Dabei
ist g durch den Rangabfall des homogenen Gleichungssystems (A — A\ E)Z = 0
bestimmt: py, = n—rang (A — A\ E).

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Ist A\ ein Eigenwert der Matrix A, so gilt:
a) A ist auch Eigenwert von AT,

b) s ist Eigenwert von sA fir s € K,

c) A\ ist Eigenwert von A fiir k € N,

1
d) X ist Eigenwert von A=, falls A~! existiert.

Reelle symmetrische Matrizen besitzen nur reelle Eigenwerte. Thre Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix S, deren
Spaltenvektoren von den normierten Eigenvektoren von A gebildet werden, so dass
die Matrix D = STAS diagonal ist. Die Diagonalelemente von D sind dann die
Eigenwerte von A.

Fiir A € M(nxn; K) mit K = R oder C gelte fiir jeden Eigenwert Ag: p1, = vj. Dann
besitzt A n linear unabhéngige Eigenvektoren, die als Spaltenvektoren eine Matrix
T € M(n x n; K) bilden. Mit dieser Matrix ist A diagonalisierbar: D = T~ AT.

Eine eigentlich orthogonale Matrix A € M (3 x 3;R), d.h. AAT, det A = +1, mit
A # Es beschreibt eine Drehung im IR? um eine Achse. Diese wird vom Eigenvektor
a zum FEigenwert 1 aufgespannt. Ist & ein Vektor der Linge 1 normal zu @, d.h. aus
der Drehebene, so ist auch AZ in der Drehebene und mit cos ¢ = (7, AZ) ergibt sich
dann der Drehwinkel der von A vermittelten Drehung.
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2.7.2 Musterbeispiele

1. Ermitteln Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

().

1-x 2
-1 4-Ax

die Wurzeln A\; = 3 und Ay = 2. (Eigenwerte von A)

Der Eigenvektor zum Eigenwert A\ = 3 wird durch das homogene Gleichungssystem

( :? f ) ( :; ) = ( 8 ) bestimmt, dessen Losung offensichtlich x = ¢, y =t ist.

Losung:

Das charakteristische Poynom det(A — AE) =

’2)\2—5)\4—611&’0

1 1
V21
Der Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2 wird durch das homogene Gleichungssystem

( :1 3 ) ( z ) = < 8 ) bestimmt, dessen Losung offensichtlich z = 2t, y = ¢

Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor ; =

. . . . . R 1 2
ist. Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor ¥;; = % ( 1 >

. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

30 3
A=]101 -2
4 0 2
Losung:
Das charakteristische Poynom
3—X2 0 3 3_\ 3

det(A—AE)=| 0 1-X -2 :(1—/\)‘ TR

= (1-\)(\2=5A—6)
4 0 2—A

besitzt die Wurzeln \; = 1, Ay = —1 und A3 = 6.
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1 erhalten wir das Gleichungssystem

21’1 + 31’3 =0
4z, +  x3 0
mit den Loésungen z1 = 3 = 0 und x5 beliebig. Damit erhalten wir den normierten
0
Eigenvektor @y = | 1
0
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —1 erhalten wir das Gleichungssystem
4y 4+ 3x3 = 0
21‘2 — 23}3 =0

I
o

41 + 33
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mit den Losungen x; = —3t, zo = 4t und z3 = 4¢ t € R beliebig. Damit erhalten
-3
wir den normierten Eigenvektor Zj; = — 4

V4l 4

Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 6 erhalten wir das Gleichungssystem

=311 + 323 = 0
- 51’2 — 2333 =0
4ZL'1 - 41’3 =0
mit den Losungen x; = 5t, xo = —2t und z3 = 5t t € IR beliebig. Damit erhalten
5
1
wir den normierten Eigenvektor Zj;; = — [ —2

V54 5

3. Gegeben ist die Matrix

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4
mit den Eigenwerten A\; = Ay = —2 und A3 = 4. Ermitteln Sie die normierten Eigen-

vektoren von A.

Losung:

Die Eigenvektoren von A sind bestimmt durch die Losungen des jeweiligen homo-
genen Gleichungssystems (A — \,E)T = 0.

Fiir Ay = Ay = —2 folgt:

3 -3 3 T 0
3 =3 3 2 | =10
6 —6 6 T3 0

Der Rang dieser Koeffizientenmatrix ist offensichtlich 1, d.h. der Rangabfall ist 2.
Dann gibt es aber zu A = —2 zwei linear unabhéngige Eigenvektoren. Wir erhalten
aus der ersten Zeile des obigen Gleichungssystems: x1 — x5 + 3 = 0, woraus mit
x1 =t und zo = 7 folgt:

t 1 0
T = T =t 0 | +7| 1 | und damit die normierten Eigenvektoren
T—t -1 1
1 0

Fiir den einfachen Eigenwert A3 = 4 folgt:

-3 -3 3 T 0
3 -9 3 zy | =10
6 —6 0 T3 0

Da die zweite Zeile der Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems als Summe
der ersten und der dritten darstellbar ist, konnen wir sie streichen. Aus der dritten
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Zeile folgt dann: zo = x1; und weiters aus der ersten Zeile: x3 = 2x;. Damit ist der
1 1 1
Eigenvektor 5= | 1 | bzw. normiert: Zy;p = — | 1

2 V6 2

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix
1 37
A=(0 2 4
113

Losung:
Das charakteristische Poynom

1-Xx 3 7

det(A—XE)=| 0 2-x 4 (1A)‘2IA Bfk' lzixﬂ
1 13-
S (1= A= NB-A) —4(1—A) +12-T(2—A) = --- = —X3 + 6 = 0 besitzt die

Wurzeln Ay = Ay = 0 und A3 = 6.
A besitzt also zum zweifachen Eigenwert A = 0 nur einen Eigenvektor.
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A = 0 erhalten wir das Gleichungssystem
$1+3$2+7$3=0 . . .
%y + Ay = 0 mit der Losung:
-1
T, = —I3, To = —x3 und x3 beliebig. = ¥; = % —?

Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A = 6 erhalten wir das Gleichungssystem

=51 + 3x9 + Tx3 = . )
~ dzy 4 dws = 0 mit der Losung:

1

1
CAW!

T, = 213, Ty = —x3 und x3 beliebig. = ¥;; =

Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix

1230
2460
A_3610
5 7 3 2

Welche Eigenwerte besitzt die transponierte Matrix AT und bilden die Eigenvek-
toren von A eine Basis des R*?

Losung:
Das charakteristische Poynom ist
1—-Xx 2 3 0
2 4-—-X 6 0
3 6 1—-X 0
5 7 3 2=

det(A — \E) =
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2= N1 =N[4 =21 =) =36] = 2[2(1 = ) — 18] +3[12 = 3(4 = N)]) =
== —(2—/\))\()\+4)(A— 10) == A\ = —4, )\220, A3 =2, Ay = 10.
Die Eigenvektoren von AT sind die gleichen wie von A. Die Eigenwerte sind ver-

schieden. Daher sind die Eigenvektoren linear unabhéngig und bilden somit eine
Basis des R*.

6. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

—_ o oo

cor o
I

o~ oo

oo o

Berechnen Sie ferner A%, Was kann man aus dem Ergebnis schlieen?

Losung:
Das charakteristische Poynom

-A 0 0 1

0 1-X 0 0 Al
det(A — AFE) = 0 0 —1-x 0 —(1—)\)(—1—)\)‘ 1 _/\’

1 0 0 —-A
= (1 —=X)(=1—=X)(A\?> = 1) besitzt die Wurzeln A; =Xy =1, \3 =X\, = —1.

Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert A = 1 erhalten wir das Gleichungssystem

—I + Ty = 0 . .. .
— 9, - 0 mit der Losung:
1 0
= x4, v3 = 0 und x5, x4 beliebi :f*i 0 z 1
L1 = Ty, T3 = 2; T4 g. I—ﬂ 0 =
1 0
Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert A = —1 erhalten wir das Gleichungssystem
I + x4 = 0 . .. .
9%y — 0 mit der Losung:
1 0
T1 = —T4, T3 = 0 und z3, x4 beliebi =T L 0 Ty = 0
1= 4, T2 = 3, T4 g. IH—ﬂ 0 ) v=11
-1 0
Esist A2 =FE = A~' = A
1 2 4
3 3 3
. C o . 2 7 2
7. Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A = “3 3 73
4 2 1
3 3 3
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Losung:
Es gilt: Die Eigenwerte einer Matrix A = sB sind die s-fachen Eigenwerte von B.

1 -2 4
Im vorliegenden Beispiel ist s = % und B=| -2 7 =2 ) .
4 -2 1
Fiir das charakteristische Polynom von B erhalten wir:
1—-X =2 4
det(B=AE)=| =2 7—X =2 |=--==XA4+9A24+9\-81 = (9-)\)(\2-9),
4 -2 1-2A
d.h. B hat die Eigenwerte A\; = —3, Ao =3 und \3 = 9.
Die Eigenwerte von A sind dann Ay = —1, Ay = 1 und \3 = 3.

3 2 1

01 —2 —2 1
. Gegeben sind die Matrizen A = ( ) und B = 3 0.
-1 2

-1
Berechnen Sie die Eigenwerte von C = ((AB)T> .

Losung:
Wir berechnen zunéchst das Matrizenprodukt AB:

-2 1
01 -2 5 —4
AB = ( ) 30 | = ( ) |
32 1 ( 1 9 ) -1 5
Da die Eigenwerte von CT und die von C' dieselben sind und die der inversen Matrix
reziprok zu denen der Matrix sind, berechnen wir zunéichst die Eigenwerte von AB:

0= 5__1A 5__4A =GB-NG-AN)—4=XN—10A+2l= )\ =3, \y=T7.
- 1 1
C' hat dann die Eigenwerte A\] = 3 und \; = -
Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix AT BC~!, wobei
5 2 2 =2 9 1
A= 01|, B=| -3 7], C= 5 3¢
-5 2 1 0
Losung:
Mit C~' = 5 -1 folgt:
-5 2 ’
2 =2
50 =5 3 -1
TpRo-1 _ _ _
ATBC _<21 2) i’ g (—5 2)

_(505) _ii _1(; _<65 25)
21 2 3 _q —6 3
Das charakteristische Polynom dieser Matrix: A2 — 68\ + 45 besitzt die Wurzeln

A1 =34+ /1111 und Ay = 34 — V/1111.
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10.

11.

Die Matrix A € M (2 x 2;R) besitze die Eigenwerte \; = 0 und Ay = 1 sowie die
Eigenvektoren 7y = < ; ) und 7y = ( 7? ) Bestimmen Sie A.

Losung:

Mit dem unbestimmten Ansatz A = ( CCL 2 > folgt:

a b\ (1Y _(a+20)_(0 B )
<Cd><2><c+2d><0>:>a+2b0,c+2d0.

a b 2 2a_b 2

<C d><_1>_<26—d>_(_1>:>2@b—2, 2 —d=—1.

Die Losung dieses Gleichungssystems ist: a =4, b=—2, c=—2undd= 1% .
5 5 5

1 4 =2
— A== .
5\ =2 1

4 0 3
Gegeben ist die symmetrische Matrix A=| 0 =2 0
3 0 —4
Ermitteln Sie jene (orthogonale) Transformationsmatrix S, fiir die D := STAS

diagonal wird.

Loésung:

Die Transformationsmatrix S, fiir die die Matrix D = ST AS diagonal ist, wird von
den normierten Eigenvektoren von A - als Spaltenvektoren - gebildet. Wegen der
Symmetrie der Matrix A sind diese paarweise orthogonal. Die Diagonalelemente von
D sind dann die Eigenwerte von A. Wir ermitteln also zunéchst diese Eigenwerte:

4—X 0 3 PR 3
0=det(A—\E) = 0 -2-2A 0 =—(2+2X 3 4)\‘2
3 0 —4— A
=—2+MNAN=16-9)=—2+N)(A\2—=25) =\, =2, \y =5, A\3=—5.
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert \; = —2 folgt das Gleichungssystem
6.13’1 + 3£L'3 = 0
01‘1 + 01’2 + OCE5 =0
333'1 - 2])3 =0
mit den Losungen x1 =0, x5 =1¢, x3 =0, t € R beliebig.
0
Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor Zy = | 1
0
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 5 erhalten wir das Gleichungssystem
— 7.’13'2 = 0
3561 — 91’5 =0

mit den Losungen z; = 3t, 9 =0 und 23 =t, t € R beliebig.
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3
1
Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor ;7 = —— | 0
g II 0 !
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A3 = —5 erhalten wir das Gleichungssystem
9I1 + 31173 =0
— 3$2 =0
3.T1 + T3 = 0
mit den Losungen x; = ¢, zo = 0 und z3 = —3t, t € R beliebig.
1 1
Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor &'j;; = —TO _0
0o 3 1
1
Die Transformationsmatrix S ist dann: S = — | +/10 0 0
V10
0 1 -3
-2 0 0
und fiir D folgt: D = 05 0
0 0 -5
-2 -9 -12
Transformieren Sie die Matrix A = 0 1 0 | auf Diagonalform.
1 3 5

Losung:
Die Transformationsmatrix 7', fiir die die Matrix D = T~' AT diagonal ist, wird von
den Eigenvektoren von A - als Spaltenvektoren - gebildet. Die Diagonalelemente von
D sind dann die Eigenwerte von A. Wir ermitteln also zunéchst diese Eigenwerte:
—2-X -9 -12 9\ 19
0=det(A—AE) = 0 1-Xx 0 =(1-2X) 1 5\
1 3 5-=A
=1=ANN=3A+2)=1=-222- N =N=X=1, A\3=2
Fiir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; und Ay folgt das Gleichungssystem
—3331 — 91172 - 12173 = 0
OZL‘l + OICQ + 01’3 = 0
ry + 3y + 4z = 0

mit den Losungen xz3 =7, 29 =1, 1 = —3t — 471, t,7 € R beliebig.
Damit erhalten wir die zwei normierten und linear unabhingigen Eigenvektoren

-3 —4
T ! 1 d = ! 0
Ty = —F= un T = ——
SRRVAT N BRVAT A
Fiir den Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 2 erhalten wir das Gleichungssystem
—4$1 - 9%2 - 121‘3 =0
- i) 0
T + 3CE2 + 31’3 =0
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13.

14.

mit den Lésungen zo =0, x3 =¢ und z; = —3t ¢t € R beliebig.

1
Damit erhalten wir den normierten Eigenvektor &;;; = 10 )
3 4 3
V10 \/ 17 \/ 10
1
Die Transformationsmatrix 7" ist dann: 1" = —10 0 0
1 1
0 _— _

1
und fir D folgt: D=1 0

Bemerkung: Die Eigenvektoren von A und damit die Spaltenvektoren von 7" hétten
nicht unbedingt normiert werden miissen.

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 -1 0
A= 0 01
-1 -3 3

Warum 148t sich die Matrix A nicht diagonalisieren?

Losung:
-2 -1 0

Das charakteristische Poynom det(A—AE)=| 0 —-XA 1 |=---=—(\-1)
-1 -3 3-2AX

besitzt nur den Eigenwert A = 1. Figenvektoren zu diesem dreifachen Eigenwert
sind Losungen des homogenen Gleichungssystems

o

—Try — To =
—Ty + X3 = 0

mit der Losung —z7 = x5 = x3 und damit existiert nur ein Eigenvektor & = 1

Dann ist aber A nicht diagonalisierbar.

Ist die Matrix

A—

— O
— =N O
w N O
— = O

[\

diagonalisierbar? Geben Sie die entsprechende Transformationsmatrix an.

Losung:
Das charakteristische Poynom ist
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RPN 2 2
det(A — \E) = . L 3l 1 =@4-N] 1 3-x 1 |=
2 1 22—\ 1 2 2-2

= =A=12*N—-4)(A=5).

A ist diagonalisierbar, wenn zum zweifachen Eigenwert zwei linear unabhéngige
Eigenvektoren existieren. Diese miissen dem homogenen Gleichungssystem

3z, = 0 und w5 + 223 + x4 = 0 geniigen. Es besitzt die Losungen: z; = 0,

Ty = —2x3 — x4, T3, T4 beliebig. Dann gibt es aber zum Eigenwert A = 1 zwei linear
0 0
unabhéngige FEigenvektoren: 7, = _i und ¥y = _é und damit letztlich
0 1
vier linear unabhéngige Eigenvektoren. Somit ist A diagonalisierbar.
-3 0
. . . . - 4 - 1
Die weiteren Eigenvektoren ergeben sich zu 3 = 3 und ¥y = 1
2 1
0 0 =30
. . -2 -1 4 1. 1 . .
Mit der Matrix T' = 1 0 31 ist dann D = T~'AT diagonal mit den
0o 1 21

Eigenwerten in der Hauptdiagonale.

Zeigen Sie, dass die Matrix

0 -1 0
A=10 0 -1
1 0

eine Drehung im R? bewirkt und bestimmen Sie Drehachse und Drehwinkel.

Losung:

Die Spaltenvektoren von A sind normiert und paarweise orthogonal. Ferner ist
det A = +1. Daher ist A eigentlich orthogonal und vermittelt eine Drehung im
R3. Die Drehachse wird vom Eigenvektor zum Eigenwert +1 aufgespannt. Er wird

durch das homogene Gleichungssystem —x; — 29 = 0, —22 — 3 = 0 mit der
Losung zy = 1, x5 = —1, 23 = 1 bestimmt. Das liefert den Vektor der Drehachse:
1
1
a= 7 —1 |. Zur Ermittlung des Drehwinkels wird ein beliebiger normierter
1
1 1
Vektor normal zur Drehachse gewahlt, z.B. 1= — | 1
V21
0 -1 0 1 1 1 -1
Sein Bild unter Aist y=A¥r=]1 0 0 -1 |—| 1 |=—— 0
1 0 0 V2 0 V2 1
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1
Daraus folgt fiir den Drehwinkel: cosp = (Z,¥) = —3 = ¢ = —60°.

0
Eine Drehung um die Achse mit dem Richtungsvektor @ = | 1 | fiihrt den Vektor
1
1 1 0
Z=| 0 [ iber in den Vektor §y = — 1 |. Bestimmen Sie die Drehmatrix.
0 V2 g
Losung:
a1 G2 ais
Mit dem unbestimmten Ansatz A = | ag; ags a3 | folgt aus i = AZ:
az1 az2 asg
1 1
ap =0, ag; = ﬁ und az; = ——2. Die Matrix A soll orthogonal sein, d.h. ihre

Spalten sind paarweise orthogonal. Das liefert: azs = ag und as3 = ags. Ferner soll @
Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 sein. Das ergibt: a;3 = —ajs und as3 = 1 — ags.
Die Spalten miissen normiert sein und es soll det A = +1 gelten. Daraus folgt
letztlich:

S
Wl ol S‘H
(V)

0
1

A=| &
1

v

2.7.3 Beispiele mit Losungen

1.

2.

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

1 0 —
A= 3 7 1
-1 -2 0
Losung: A\ =0, g =1, \3=171.
o () () [
Ir=—| - . T =g »o T =
I \/6 ) II \/5 O IIr \/m _3
Bestimmen Sie die Eigenvektoren der Matrix
-2 2 -3
A= 2 1 -6
-1 -2 0
Losung
-1 3 2
)\1:5 flzt —2 s /\2:)\3:—3 .’fQ—t 0 s fg—ﬁ -1
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3. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

2 71
A= 0 3 0
7 2 8
Losung: A\ =1, Ay =3, \3=09.
o (1) . 1 131 ) 1 (1)
Ty =—= , T = —— , T = ——
1 NG . 1 /126 s T /50 ;
4. Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix
31 -1
A=1|13 5 =3
22 0
Ermitteln Sie ferner den Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert.
Losung: A\ =X =2, A3 =4.
1
Eigenvektor zum Eigenwert A3 =4: Z(t)=¢]| 3 | , t€R.
2

5. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

-4 -3 0
A= 0 -4 0
-1 -2 =2
Losung: A\ = A= —4, \3=—-2.
1 2 0
AN=—4: = 0, A==2:2=10

110

A=10 2 0

021

Losung: A\ =X =1, A3=2.
1 0 1 1
Tr=(0], Zu=(0|, Tm=—4,|1
0 1 V6 2
7. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

11 2

A= 21
-2 1

Sl

2
1
1
Losung: Mi=X=X3=1, I= 2 1.
-1
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10.

11.

12.

13.

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix

1 V2 =2
A= +v2 1 0
V2 0 1
1 0
Losung: M =X=X3=1, ¥=—|1
2\ 1
5 0 0
Gegeben ist die Matrix A = | 0 2 —3 |. Bestimmen Sie jene Matrix P, die
0 -3 2
A 0 O
A diagonalisiert, d.h. PTAP = 0 X2 0 |. Dabei sind A1, Ay und A3 die
0 0 XA

Eigenwerte von A. Zeigen Sie ferner: PTP = E.

0 v2 0
Losung: P=—1| 1 0 1
V2 1 0 -1

2 a 0
Gegeben ist die Matrix A= 1 1 —1 | . Untersuchen Sie, fiir welche a € R die
21 0
Matrix A in R diagonalisierbar ist.
Loésung: o > %, o # 3.
Bestimmen Sie eine Matrix A mit den Eigenwerten Ay = 0, A = 1 und A3 = —1 und
1 0 0
mit den zugehorigen Eigenvektoren: & = [ 0 |, Zb =] /3 |und &5 =| —1
0 1 V3
1 0o 0 0
Losung: A= 3 0 1 3
0 V3 -1
0 -1 0
Zeigen Sie, dass die Matrix A=| 1 0 0 | eine Drehung im IR? vermittelt wird.
0 01

Bestimmen Sie Drehachse und Drehwinkel.

Losung: A ist eigentlich orthogonal, z-Achse, ¢ = 90°.

1 1
Der Vektor Z = [ 1 | geht durch eine Drehung des R? in den Vektor 7 = | —1
1 1

iiber. Die Drehachse sei durch @ = ¥ x i gegeben. Bestimmen Sie den Drehwinkel
und die Drehmatrix A.

1 2 2 -1
Losung: ¢ =60°, A=-] -2 1 -2

S\ 2 2
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2.8 Kurven 2. Ordnung (Kegelschnitte)

2.8.1 Grundlagen
Kegelschnitte bzw. Kurven 2. Ordnung sind von der Form
az® 4+ 2bxy + cy* +2dx +2ey + f =0 .

e Klassifizierung von Kegelschnitten:
Dazu fiihren wir folgende Groflen ein:

a b d
A=|b c e|, 6= Z , s=a+c.
d e f

1. 9 # 0: Kegelschnitt mit Mittelpunkt:
(a) A # 0: Eigentlicher Kegelschnitt:
i. 0 > 0: Ellipse,
reelle Ellipse, falls A - s < 0, imaginére Ellipse, falls A - s > 0.
ii. 0 < 0: Hyperbel.
(b) A = 0: Uneigentlicher (entarteter) Kegelschnitt:
i. 6 > 0: Imaginéres, nichtparalleles Geradenpaar mit reellem Schnittpunkt,
ii. & < 0: Reelles, nichtparalleles Geradenpaar.
2. § = 0: Kegelschnitt ohne Mittelpunkt:
(a) A #0: Parabel.
(b) A = 0: parallele Geraden:
i. verschieden, falls d?> > af,
ii. zusammenfallend, falls d*> = af und
iii. imaginir, falls d? < af.
e Transformation auf Normalform:
Mit A = <Z i), = < ;Z), = ( :75 ) erhalten wir: 77 AT +pT 7+ f = 0.
Die Transformation auf Normalform besteht aus einer Translation (Elimination
von linearen Gliedern) und einer Drehung (Elimination des gemischt quadrati-

schen Termes). Die Reihenfolge dieser Transformationen ist abhéngig davon, ob
ein Kegelschnitt mit Mittelpunkt vorliegt oder nicht.

1. det A # 0:
(a) Translation auf Mittelpunktslage:

1
Mit der Translation & = i + ¢, wobei ¢ = —iA’Iﬁ folgt: 77 Aj+ f* = 0.
1
Dabei ist f* = f — ZﬁTA_lﬁ.
(b) Bestimmung der Drehmatrix:
Die symmetrische Matrix A kann durch eine orthogonale Matrix 7' auf
Diagonalform transformiert werden. Dabei sind die Spaltenvektoren von

T die normierten Eigenvektoren von A, die aber so zu wéhlen sind, dass
detT" = +1 gilt.
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(¢) Drehung auf Hauptlage:
Mit ¥ = TZ und D = TTAT folgt aus §7 Ag + f* = 0: ZTDZ+ f* = 0.

.. (A0
Dabei ist D = 0 A

wegen det A # 0 nicht Null sind.
(d) Normalform:

. A1 und A; sind die Eigenwerte von A, die beide

. )\1 2 )\2 2
Lfr#F -8 - =1,
[ I
ii. f* =0: )\152 + A27]2 =0.
2. det A=0:
In diesem Fall wird zuerst eine Drehung ausgefiihrt. Die entsprechende Drehma-
trix T ergibt sich auch hier wieder aus den normierten Eigenvektoren von A
mit det T = +1.
(a) Drehung auf Hauptlage:
Mit # = T% und D = TTAT folgt aus &7 AT+ p'& + f = 0:
yI Dy + pTTy+ f = 0. Dabei ist D = < 8 ?\ ), da wegen det A = 0 ein
Eigenwert von A Null ist.

(b) Translation (mit Elimination eines linearen und des absoluten Gliedes):
Fiir die Translation i = Z4-¢'kann ¢'so gew#hlt werden, dass der Kegelschnitt
von der Form An? = c€ ist. Fiir ¢ # 0 stellt dies eine Parabel in Normallage
dar.

2.8.2 Musterbeispiele
1. Gegeben ist der Kegelschnitt
322 4 21129 — 2 — 51y + 325 —2=0.

Bestimmen Sie den Typ des Kegelschnittes, den Mittelpunkt, den Drehwinkel und
die Normalform.

Losung: Es ist

a=3,b=1, c=—1, dz—% ezg, f:—2,A=<:i _1>undﬁ=<_g>.

Wegen § = ’ Z Zé = ’ ?1) _i ‘ = —4 # 0 liegt ein Kegelschnitt mit Mittelpunkt
vor.
5

a b d 31 =
Wegen A = | b ¢ e | = 1 -1 % = 0 handelt es sich um einen un-

d e f _5 3 _9

2 2

eigentlichen (entarteten) Kegelschnitt und wegen § < 0 um ein sich schneidendes
Geradenpaar.

Translation auf Mittelpunktslage:

1 1({-1-1\[-5) 1/[1 17
x_y“Lqultq__zAlp_s(—l 3)( 3>_4<7>:>M<4’4)'
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N 1 o0 5. 1 1 -1 -1 -5
/ :f_ZpTA p__2_4(573)<_4)<_1 3)( 3>_'”_0'

Drehung in Normallage:

Die Eigenwerte von A ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom
det(A—)\E)—' 3IA _11_A =N -2 -4z =1++v5und } =1-5.
Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind dann:

—

N N
= y o Tor .

104+4v5 \ 1 10+ 4y/5 \ VO +2
Hinweis: Die Vorzeichen in den Komponenten der Eigenvektoren sind dabei so zu

wihlen, dass die nachfolgende Drehmatrix eigentlich orthogonal ist, d.h. dass gilt:
detT = +1.

1 V542 -1
Daraus ergibt sich die Drehmatrix zu T = —— und
10 +4v5 1 V5+2

der Drehwinkel ¢ = arcsin ~ 13, 3°.

1
V10 4+ 44/5

Die Normalform ist dann: (v/5 +1)62 — (v/5 — 1) = 0.
Gegeben ist der Kegelschnitt
-t +1=0.

Bestimmen Sie den Typ des Kegelschnittes, den Mittelpunkt, den Drehwinkel und
die Normalform.

Losung: Es ist

1 -1 . 0
a=17b=—§7c=0,d207ezé,le,Az(_; 6)undp:<1>‘
_1

Wegen 6 = _i (2) = —1 # 0 liegt ein Kegelschnitt mit Mittelpunkt vor.

2

1 -3 0
Wegen A = —% 0 % = —% = 0 handelt es sich um einen eigentlichen

0 5 1

Kegelschnitt und wegen § < 0 um eine Hyperbel.
Translation auf Mittelpunktslage:

o oo S 1. .. 1 -2 1
Z=19y+ ¢ mit q:fEA 1p—2<_g _4><(1)>—<2>:>M(1,2).

.f*fiﬁTA_lﬁli(OJ)(_g :31)(?)2

Drehung in Normallage:

Die Eigenwerte von A ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom
1

2
1
-1 -

det(A — AE) = =N -A-jzulh =5+ pund =3 -

5

1
2
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Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind dann:

1 1 1 —1-+2

i mlie) s )

1 I —1-v2
Daraus ergibt sich die Drehmatrix zu T = ———— und
VA+2v2 \ 1+2 1

der Drehwinkel ¢ = arccos ~ 67,5°.

1
VA +2v2

241 21
f4+ §2+\f4 2o

Die Normalform ist dann: —
3. Gegeben ist der Kegelschnitt
4:10% +4xi19 + Lg + \/51'1 — 2\/5x2 +10=0.

Bestimmen Sie den Typ des Kegelschnittes, den Mittelpunkt, den Drehwinkel und
die Normalform.

Losung: Es ist

a—4,b—2,c—1,d—;’,e——\/g,f—l,A—< 4 2>und]§'—<

Sl
¥./

-2 1
Wegen 6 = ‘ _;1 ? ‘ = 0 liegt ein Kegelschnitt ohne Mittelpunkt vor.
4 2 B
Wegen A =| 2 1 —/5 | = =22 =£ 0 handelt es sich um eine Parabel.
5510

Drehung in Normallage:

Die Eigenwerte von A ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom
4—-—X 2

2 1-A
Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind dann:

() )
L1
x/5(—2

det(A — \E) = =X =5\ zu Ay =0und Ay =5.

2
Daraus ergibt sich die Drehmatrix zu T = ) und der Drehwinkel
1

2
p = —arcsin — =~ —63,4°.

V5

Aus ¥ = T7 folgt: ¢ (TTAT)§ + p* T+ f = 0 bzw.
5

(yl,yz)<8 g)<§;>+(_>T\}g(; i)(‘z;>+100,d.h.

<% v
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5y2 + 5y, +10 = 0 bzw. y2 +y; +2 = 0.

Translation, Normalform:
Mit y; = & — 2 und y» = 7 folgt die Normalform 7? = —£.

Gegeben ist die Kurve 2. Ordnung
1922 — 62125 + 1122 — 5021 + 5025 + 55 =0 .

Bestimmen Sie den Typ, den Translationsvektor, die Drehmatrix, die Normalform
und die Lange der Halbachsen.

Losung: Es ist

19 -3 o [ —25
a—19,b——3,C—ll,d——257e—25,f—55714—<_3 11>,p—( 25)
und s = 30.

Wegen 6 = _12 _1? ‘ = 200 liegt ein Kegelschnitt mit Mittelpunkt vor.
19 -3 =25
Wegen A = | —3 11 25 | = —4000 # 0 handelt es sich um eine Ellipse und
—-25 25 55

wegen A - s = —120000 < 0 um eine reelle Ellipse.
Translation auf Mittelpunktslage:

- I, 1., 1 1 3 —50 1
T =19y+qg nntq:—QAlp:—m(3 19>< 50>=<2>d.h.

M(1,-2).

I U 1 1m -3\(-50Y\
[r=t- AT =55 (—50,50)(_3 19>< 50>_---_—2o.

800

Drehung in Normallage:
Die Eigenwerte von A ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom
19-X =3
det(A — AE) =
-3 11—

Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind dann:

L1 (1 L -3
II*\/E 3 5 7 — 1 .

Daraus ergibt sich die Drehmatrix zu T = ) und der Drehwinkel

= A2 =30\ +200 zu A; = 10 und Ay = 20.

ﬁ"_‘
o

;‘}_‘
()
/
w —
|
— w

3
= arcsin —— =~ 71,6°.

V10
2
Die Normalform ist dann: % +7n? = 1, und die Halbachsen besitzen die Lingen
a=+2 und b=1.

5. Diskutieren Sie den Kegelschnitt

2% + A2y + 423 — 20 — 4wy +1=0.
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Losung: Es ist

12 o (=2
a—l,b—2,0—4,d——l,e——Q,f—l,A—<2 4>undp—<4>.

Wegen 6 = ‘ ; i ' = 0 liegt ein Kegelschnitt ohne Mittelpunkt vor.
1 2 -1
Wegen A = 2 4 =2 | = 0 handelt es sich um zwei parallele Geraden, die
-1 =2 1

aber wegen d? = af zusammenfallen.

Aus (21 + 212)? — 2(21 + 229) + 1 = 0 folgt die Doppelwurzel dieser gemischt
quadratischen Gleichung: x; 4+ 25+ 1 = 0.

6. Diskutieren Sie den Kegelschnitt
x%72xlx2+x372x1+2x2 =0.

Losung:

Wegen 2?2 — 21129 +13— 271 +212 = (11 —12)*—2(x1—x3) = (1—x2) (1 —79—2) =0
zerfillt der vorliegende Kegelschnitt in die beiden parallelen Geraden x5 = x; und
Tog = X1 — 2.

7. Gegeben ist die Kurve 2. Ordnung
377 —das + 122, + 819 —4 =0 .

Bestimmen Sie den Typ, den Mittelpunkt, die Normalform und die Lange der Halb-

achsen.

Losung:
30 3 0 6

Aus § = det A = =—-12und A=|0 —4 4| =144 # 0 folgt, dass
0 6 4 —4

eine Hyperbel vorliegt. Der gemischt quadratische Term tritt nicht auf, so dass eine
Drehung nicht erforderlich ist. Quadratische Ergidnzung liefert dann:

x1 4+ 2\? 2o —1\?
3z +2)2 —4(x2 — 1) = 12=0 bzw. ( 12 ) —( 2\/3 > =1

— M(-2,1),a=2und b=+/3.

2.8.3 Beispiele mit Losungen
1. Gegeben ist die Kurve 2. Ordnung
.13%74x1x27x§+2x171:0.

Bestimmen Sie:
a) Den Typ,
b) den Translationsvektor und die Drehmatrix,
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¢) die Normalform,
d) die Lange der Halbachsen.

Losung:
2 2
1/1 V10—2v2 /10422
a) Hyperbel, b) ¢§= - , T =
) Hyp ) q 5<2> - =
V1I0—2vZ 10422
) , 6 6
c)\/gzl—\/g@:f da=b=,—2

5 b
2. Welcher Kegelschnitt wird durch 422 — 42y + 4% + x + 2y = 0 dargestellt?

Losung: Parabel.

3. Welcher Kegelschnitt wird durch 222 + 4ay — 3? = 1 dargestellt?
Losung: Hyperbel.

4. Gegeben ist die Kurve 2. Ordnung
2x%+2x1x2+2x§+4x1 — 4o +7=0.

Bestimmen Sie:

a) Den Typ,

b) den Translationsvektor und die Drehmatrix,
¢) die Normalform,

d) die Lénge der Halbachsen.

Losung:

-2
a) Ellipse, b)(j'( >, T = ,©) 2432 =1,

S-Sl
S-Sl

5. Gegeben ist der Kegelschnitt
20 —day+ 22 + 32 —3y+1=0.
Bestimmen Sie den Typ, die Drehmatrix und den Drehwinkel.

Losung:

zwei parallele Geraden, T =

Sl Sl
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6.

10.

11.

Gegeben ist der Kegelschnitt 77 A7 + pT7 + f = 0 mit

. (= [ 13 =33 L —26+12V3 _
(1) a-( ) e (CBIRA) . omns

Bestimmen Sie den Mittelpunkt, den Drehwinkel, die Hauptachsenform und den
Charakter des Kegelschnittes.

2
Losung: M(1,2), ¢ = g , (%) + 23 = 1, Ellipse.
Gegeben ist der Kegelschnitt
32° — 20y + 3y —dr — 4y —12=0.
Bestimmen Sie den Mittelpunkt, den Drehwinkel, die Hauptachsenform und den
Charakter des Kegelschnittes.
T z

Lo o M(1,1 =—— —

osung (L,1), ¢ 1 1
Gegeben ist der Kegelschnitt

2,2
Ly §2 =1, Ellipse.

20 4oy —y? —4x+8y—8=0.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt, den Drehwinkel, die Hauptachsenform und den
Charakter des Kegelschnittes.

3 2
Losung: M(—1,2), ¢ =~ —63,4°, % —z3 =1, Hyperbel.

Bestimmen Sie Drehwinkel und Hauptachsenform des Kegelschnittes

222 +4ry — 1y  —12=0.
3 2
Losung: ¢~ —63,4°, —% + z% =1
Gegeben ist der Kegelschnitt 422 — ¢ + 42 + 6y —8 =0 .
Bestimmen Sie:
a) Den Mittelpunkt und die Hauptachsenform,
b) den kiirzesten Abstand des Punktes P (% ,0) vom Kegelschnitt und
¢) den Inhalt jenes Flachenstiicks, den der Kegelschnitt mit der Geraden z =1
einschliefit.

Losung:

1
a)M( L 3>74zf—z§:0bzw.22::|:221, b) d=—, C)A:g.

-3

ot

Gegeben ist der Kegelschnitt
P42y~ —ax+y+1=0.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt, den Drehwinkel, die Normalform und klassifizieren
Sie den Kegelschnitt.

Losung: M(O7 %), o~ —67,5°, 2—22= 4—\5/5 ,  Hyperbel.



288

12

13.

14.

16.
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. Gegeben ist der Kegelschnitt
2 —day+y* -2 +1=0.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt, den Drehwinkel, die Hauptachsenform und den
Charakter des Kegelschnittes.
927 3z .
4 4 7

Bestimmen Sie den Typ des ausgearteten Kegelschnittes

Losung: M( -3 ,—%), o= —45°, Hyperbel.
62° 4+ 4oy +4y* +22 +4y+1=0.
Losung:  Der Kegelschnitt besteht nur aus dem Punkt P(0, —%)
Gegeben ist der Kegelschnitt
9% +6zy +1y> +2r—y—4=0.

Bestimmen Sie den Drehwinkel, die Hauptachsenform und den Charakter des Kegel-
schnittes.

5 5
Losung: ¢~ —71,5°, 1023 + \/gzl + \/;zz =0, Parabel.

. Gegeben ist der Kegelschnitt
22+ 2V20y+ 32 +2y =0 .

Bestimmen Sie den Mittelpunkt, die Hauptachsenform und den Charakter des Kegel-
schnittes.

Losung: M(v2,—1), (2+V3)z2+(2—-+3)23 =1, Ellipse.
Gegeben ist der Kegelschnitt
x2+\[7xy+4y2+2x+y+1:0.

Bestimmen Sie:

a) Die Koordinaten des Mittelpunktes,
b) die Normalform des Kegelschnittes,

¢) die Drehmatrix und den Drehwinkel,
d) den Typ des Kegelschnittes.

Losung:
—16 7T 27 -2 16 — 47
a) M +\[, VT , b)92f+z§:7\[.,
9 9 9
1 1 V7
T=_"_ ~ ° d) Ellipse.
c) \/g(ﬁ 1), © =~ 69,3, ) Ellipse

. Gegeben ist der Kegelschnitt

v —dyy -y +20—1=0.
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18.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes, die Drehmatrix, den Drehwinkel,
die Normalform und den Typ des Kegelschnittes.

Losung:
1 2 1 1+v5 2

Mg D) T R SLT
55 \/10+2\/5< —2 1+\/5> 7

5V 5v5

T\[zf—%zgzl, Hyperbel.

Gegeben ist der Kegelschnitt

—$2+2\/§xy+4y2+2x—$:0 .
Bestimmen Sie:
a) Die Koordinaten des Mittelpunktes,
b) die Normalform des Kegelschnittes,
¢) die Drehmatrix und den Drehwinkel,
d) den Typ des Kegelschnittes.

Losung:
a) M (4 —\/§> , b) g(\/ﬁ—l—?))zf - g(\/ﬁ—iﬂzg =1,

7T
5 37
2 Vi - +2\r
)T = —— , p=T72,6°, d)Hyperbel.

744+ 10v37 | 5+ 37 /3
2
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2.9 Flachen zweiter Ordnung

2.9.1 Grundlagen

Definition:
Eine Fldche zweiter Ordnung ist die Gesamtheit aller Punkte, deren Ortsvektoren & der
Gleichung

geniigen, wobei

Z1 a1 A1z a3 D1
=1 T2 , A= a2 axp as y P=1| P2
€3 13 A23 Aa33 D3

Ausfiihrliche Schreibweise:
anx? + axr3 + azri + 2a1971 20 + 20132123 + 20930223 + P11 + paxa + p3rs + f = 0.

Da die Matrix A symmetrisch ist, gibt es bekanntlich eine orthogonale Matrix P, die A
auf eine Diagonalmatrix transformiert:

A 000
PTAP=| 0 X 0
0 0 A3

A1, A2, A3 bezeichnen die Eigenwerte von A.

Klassifikation und Aufzihlung:
Durch die oben erwéhnte Drehung gelangt man stets auf eine Form ohne gemischt quadrati-
sche Glieder (Diagonalform):

ani + any + asrs + piey + para +pars + f =0

Falls ay; # 0 : Parallelverschiebung z; = 1 — QPL,
a1

falls aqg # 0 : Parallelverschiebung xy = 9 — p—27
2a99

falls ag3 # 0 : Parallelverschiebung x3 = 3 — ﬁ.
2a33

Damit erhalten wir die folgenden
3 Hauptfille:
(I) a11 #0, age # 0, azz #0: 3 Parallelverschiebungen sind moglich,
(I1) @11 #0, age # 0, ag3 = 0: 2 Parallelverschiebungen sind méglich,
(IIT) @11 # 0, aze = 0, azgg = 0: 1 Parallelverschiebung ist moglich.
Bemerkungen:
(i) Falle wie a;; =0, agy # 0, asz # 0 erhélt man durch Umnumerierung,.

(ii) Triviale Fille ohne quadratische Glieder (Ebene) werden im Folgenden iibergangen.
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Parallelverschiebung liefert:
(L) Az? +Ba2+Caz2+ D=0, D#0,

224+ Bxy =0, B#0,
2+ D=0, D#0,
() 22 = 0.

(I,) Az} + Bas+ Czi =0,
(IIy)) Az} + Ba3+ Cax3 =0, C #0,
(Ily) Az?+ Ba3+ D=0, D #0,
(IT;) Az} + Ba3 =0,
)
)

Bemerkung zum 3. Hauptfall:

Zunachst erhalt man: Ax% + Bmg + C’x3 +D= 0, A # 0.

Setze: 1 = &1, Ty = Taco8p — Tzsing, x3 = Tasiny + T3 cosp. Dies bedeutet eine
Drehung um die z;1-Achse um den Winkel . Dann folgt:

Ai? + (Bcosp+ Csing) + (—Bsinp + Ccosp) + D = 0.

Wihle ¢ derart, dass -B sin  + C cos @ = 0. Wir unterscheiden 2 Fiille:

(i) B =0, dann wiihlen wir ¢ = g

(i) B # 0, dann withlen wir tan ¢ = —.

|

Damit erhalten wir: AT% + B#y 4+ D = 0, woraus wegen A 2 0 nach Division durch A die
Fille (III,), (II1y) und (I113) folgen.

Auflistung der einzelnen Fille:

(L) Az?+ Ba2+C22+ D=0, A B,C,D#0:

x? N x3 N 3 _
—D —D —D :
(=) &) &)
-D _
Nun ist entweder o= a® > 0 oder - —a? < 0.
Analoges gilt fiir den 2. und 3. Term.
2 2 2
Ty Xy | Tz ..
(1) o + 5 + 2 = 1 --. Ellipsoid,
2 2 2
(2) % + % - % = 1 --- einschaliges Hyperboloid,
2 2 2
(3) % - % — % = 1 ... zweischaliges Hyperboloid,
2 2 2
(4) e G BT S ynullteilige Fliche.
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(L) Az?+ Bai+C22=0, A B,C#0:

(5) s + 2 + 2 = 0 --- entartete Flache (Punkt),
2 2 2
(6) S R B B Kegel.

a2 b2 2

(I1;) A2? + B3+ Cx3 =0, A,B,C#0:

2 2
(7) % + % = 2px3, p#0 --- elliptisches Paraboloid,
(8) 2 r = 2px3, p#0 --- hyperbolisches Paraboloid.
(ITy) Az? + Bx3+ D=0, A,B,D#0:
2 g2
9) =S+ b—22 = 1 --- elliptischer Zylinder,
a
(10) 2T = 1 --- hyperbolischer Zylinder,
a
2 a3 e )
(11) 2T, = 1 --- [ nullteiliger* Zylinder.

(Il3) Ax? + Ba2 =0, A, B #0:

(12) 2% + 7 - 0 --- konjugiert komplexe Ebenen mit reeller
Schnittgeraden (x3-Achse),
2
(13) 2% — % = 0 --- reelle, sich schneidende Ebenen.
(IT1) 23 + Bxy, =0, B #0:
(14) 23 = 2pxg, p#0 --- parabolischer Zylinder.
(IlL) 22+ D=0, D#0:
(15) 23 = k* k#0  --- reelle parallele Ebenen,
(16) 2% = —k* k#0 --- konjugiert komplexe Ebenen.

(I1L) 22 = 0:
(17) 23 = 0 --- Doppelebene.

Beschreibung der Flichen

Neben der Untersuchung, ob eine Zylinder- oder eine Rotationsflache vorliegt, kann man
sich durch ebene Schnitte (parallel zu den Koordinatenebenen) eine gewisse Ubersicht
verschaffen. Mit Hilfe der sich ergebenden Schnittlinien lassen sich die Flédchen meist
leicht identifizieren.

2 2 2

(1) Ellipsoid: a—; + b—; + C—;’ =1, a,bc>0:
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2

2 2
== x—; <1, zs <1, x—;’ <1, d.h. die Flache liegt ganz im Endlichen.
a c

Schnitt mit der Ebene z; = d, |d| < a:

2 2 2 2 2

T T d T T

b722 + 73 =1- - bzw. 2(122,(12 + 2a237d2 =1
a S e

Dies ist eine Ellipe in der Ebene z; = d.
Analoge Ellipsen ergeben sich fiir zo = e bzw. x3 = f.

(2) Einschaliges Hyperboloid: —; + i —2 =1, a,bjc>0
c
Schnitt mit der Ebene x3 = d, d € R:
a? a3

—— =1 ... Ellipse in der Ebene z3 = d.

a2Std + p2itd?
c? c?

Schnitt mit der Ebene z; = e, |e| # a:

x2 x2
== bmieQ — 2a2‘id2 =1 ... Hyperbel in der Ebene z; =e.
@l pd
2 22
Speziell: |e| = a: b—; = —23 -+ Asymptoten der Hyperbel.
c

Schnitt mit der Ebene x5 = f, |f| # b: Analog zu z; = e.

Spezialfall: a =0 --- Rotationshyperboloid.
¥ 22 a2
(3) Zweischaliges Hyperboloid: a—; — b—g — c—; =1, a,bc>0:
@2l d2 — a2
Schnitt mit der Ebene 21 =d, d € R: = be + — e

|d| < a : keine reellen Punkte,
|d| = a : 2 Punkte (+a,0,0),
|d| > a : Ellipsen (Kreise).

Schnitt mit der Ebene 3 = ¢, e € R (bzw. z3 = f, f € R):

:>%—x—§=1+e— -+ Hyperbel in der Ebene z, = e.
a c b?

x? a2 a2
(6) Kegel: a7;+b722_073:0’ a,b,c>0:

Mit P(x1, xe, x3) liegt auch Q(Axy, Axg, Az3) auf der Fliche und damit auch die Gerade
durch P und den Ursprung (Kegelspitze).

Schnitt mit der Ebene 23 =d, d € R, d # 0:

2 2 2
= ﬁ + % = — -+ Ellipse in der Ebene z3 = d.
c

Schnitt mit der Ebene 1 = ¢, e € R, e # 0:
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22 2 e
= —;’ —22_ _ ... Hyperbel in der Ebene z; = e.
c b2 a?

b
Schnitt mit der Ebene ©; =0 := 23 = +—x9 --- 2 Geraden durch die Spitze.
c

2 2
(7) Elliptisches Paraboloid: :)% + % =2pxs, p#£0:
Aus p > 0 folgt 3 > 0. Schnitt mit der Ebene x3 = ¢, ¢ > 0 liefert:

2 42
T1

—+ﬁ—2pc ---  Ellipse in der Ebene z3 = c.

Schnitt mit der Ebene z; = d, d € R:

5oy~ T b a2 = Py — Parabel in der Ebene 1 = d
R =Ty — gy baw. my =2prs — o oo arabel in der Ebene z; = d.

2 2
(8) Hyperbolisches Paraboloid: % - % = 2px3, p#0:

Schnitt mit der Ebene z3 = ¢, d € R:

x? 22

—; — 2 _9pc --- Hyperbel in der Ebene x5 = c.

a b2

Schnitt mit der Ebene 21 = d, d € R:

a3 a 2 2 d*v? :

i —2px3 + o bzw. x5 = —2b"prs+ el Parabel in der Ebene z; = d.

2.9.2 Musterbeispiele
1. Gegeben ist die Flidche 2. Ordnung

522 + 623 + 4o — dvyxy — dryjzy — 1 =0

Bestimmen Sie die Drehmatrix, die Normalform, den Typ und die Lange der Halb-

achsen.
5 —2 =2
Losung: Die Matrix A= | —2 6 0 | besitzt das charakteristische Polynom
-2 0 4

5-\ =2 -2
-2 6—=A 0 =... = —=)\3 4+ 15X — 66\ + 80 mit den Wurzeln:
-2 0 4 — A

A1 =2, A2 =5 und A3 = 8. Die zugehdrigen normierten FEigenvektoren sind dann:

1 2 1 1 -2
fl:§ 1 s f[[zg 2 und fl[l:g 2
2 -2 1

2 1 =2
1
Das ergibt die Drehmatrix T = 3 1 2 2 |. Die Normalform lautet dann
2 =2 1
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22} + 522 + 822 = 1. Es handelt sich dabei um ein Ellipsoid mit den Halbachsen:
1
,b=—undc=—x.
V5 2V2
2. Gegeben ist die Fliche 2. Ordnung

x1x2—2x§—x1+x2—8x3—720.

Bestimmen Sie die Drehmatrix, die Normalform, den Typ und die Lénge der Halb-

achsen.
1
05 0
Losung: Die Matrix A = % 0 0 | besitzt das charakteristische Polynom
00 -2
D
Y 0 =—-(A+2) </\2 - i) mit den Wurzeln:
0 0 —-2-2AX
1
AL = 3 Aoy = —3 und A3 = —2. Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind
dann:
) 1 1 ) 1 -1 ) 0
Ty = —F#—= 1 ) Trr = ——= 1 und Trir — 0

V2 0 V2 0 1

1 -1 0
1
Das ergibt die Drehmatrix T = — | 1 1 0 |. Die Drehung & = Ty liefert
V2o 0 vz

1 1
dann: Eyf - §y§ — 2y§ + \/§y2 — 8yz — 7 = 0, woraus durch die Translation i =
0
7+ | V2 | die Normalform 2? — 22 — 422 = 1 folgt. Damit liegt ein einschaliges
-2

Hyperboloid mit den Halbachsen a =2, b =2 und ¢ =1 vor.
3. Gegeben ist die Fldche 2. Ordnung
x% + x% 4+ 2x179 — 22923 = 0 .

Bestimmen Sie die Drehmatrix, die Normalform und den Typ.

1 1 0
Losung: Die Matrix A= | 1 0 —1 | besitzt das charakteristische Polynom
0 -1 1
1-X 1 0
1 =2 -1 |=-==A=2)(A=1)(A+1) mit den Wurzeln:
0 -1 1-AX
A1 =2, XAy =1 und A3 = —1. Die zugehotrigen normierten Eigenvektoren sind dann:
1 1 1

1
1 f][ = —= 0 und f[[[ = — —2

1
% -1 ' B \@ 1 \/6 —1

—

Ty =
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Das ergibt die Drehmatrix T =

1
V2

0 —% . Die Normalform lautet dann
1
%

S-S S

227 + 23 — 23 = 0. Es handelt sich dabei um einen elliptischen Kegel.
Gegeben ist die Fldche 2. Ordnung
x%+2x§+x§+2x1x3+\@x1 —V2x5=0.

Bestimmen Sie die Drehmatrix, die Normalform und den Typ.

1 01
Losung: Die Matrix A = [ 0 2 0 | besitzt das charakteristische Polynom
1 01
1—A 0 1
0 2=X 0 |=--=(2-=X)(\?—2)) mit den Wurzeln:

1 0 1—A

A1 = A2 = 2 und A3 = 0. Die zugehérigen normierten Eigenvektoren sind dann:

1 1 0 1 -1
f]zf 0 5 f]]: 1 und 3_7'11]:7 0
V2 0 2\ 1
1 1
N
Das ergibt die Drehmatrix T = 01 0 |. Mit der Transformation
-1 0 1
V2 V2

# = T folgt dann: 2% 4 292 + (v/2,0, —/2)'T§ = 0 baw. 2y? + 23 — 2ys = 0. Die
Normalform lautet: y7 +y3 = y3. Es handelt sich dabei um ein Rotationsparaboloid.

. Gegeben ist die Flidche 2. Ordnung

2., .2 .2
]+ x5 — 25— 20122 —2=0.

Bestimmen Sie die Drehmatrix, die Normalform und den Typ.

1 -1 0
Losung: Die Matrix A= | —1 1 0 [ besitzt das charakteristische Polynom
0 0 -1
1-x -1 0
-1 1-2A 0 == (=1—=X)(A\? —2)\) mit den Wurzeln:
0 0 —-1-X
A1 =0, Ay = —1 und A3 = 2. Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind dann:
1 1 0 1
f]zi 1 5 (z][: 0 und f]]]: -1
V2 0 1 0

Das ergibt die Drehmatrix T = . Die Normalform lautet dann

o E‘H ﬁ‘”
o S-S &‘ =
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—22 4 222 = 2. Es handelt sich dabei um einen hyperbolischen Zylinder.
6. Gegeben ist die Fldche 2. Ordnung

207 + 223 + 22973 — 1 =0 .

Bestimmen Sie Typ und Normalform.

200
Losung: Die Matrix A = [ 0 0 1 | besitzt das charakteristische Polynom
01 2
2—-X 0 O
0 =X 1 |=--=—=A=2)(\?—=2)\-1) mit den Wurzeln:
0 1 2—-A

M=2 A=1++v2und \3=1—+2.
Die Normalform lautet dann 227 + (v/2 4 1)22 — (v/2 — 1)22 = 1. Es handelt sich
dabei um ein einschaliges elliptisches Hyperboloid.
2.9.3 Beispiele mit Losungen
1. Bestimmen Sie durch Hauptachsentransformation den Typ der durch
2\/§x1$2 + 2x1x3 — 2\/312333 +1=0

gegebenen Fliche 2. Ordnung und ermitteln Sie die dazu erforderliche eigentlich
orthogonale Matrix.

Losung:
1 1 B
V2 V5 V10
. . .. . o V3 2
Zweischaliges elliptisches Hyperboloid, T = 0 NG 710
1 1 B
V2 V5 V10

2. Transformieren Sie die Fldche zweiter Ordnung
4a? — 222 — 4a 4 6xyas + 311 + a5 +4 =0

auf Normalform, bestimmen Sie die dazu erforderliche eigentlich orthogonale Matrix
T und ermitteln Sie den Typ der Fléche.

Losung:  Einschaliges elliptisches Hyperboloid,

1 0 3 1 .
T=— 100 0, 222—-522+45:2=_.
VOl Y E A

3. Transformieren Sie die Flidche zweiter Ordnung
517 + 223 + 223 — 67973 = 0

auf Normalform, bestimmen Sie die dazu erforderliche eigentlich orthogonale Matrix
T und ermitteln Sie den Typ der Fliche.
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Lésung:

L (V2
Drehkegel, T = —

00
0 1 1|, 52845z —22=0.
V2 0 -1 1

. Transformieren Sie die Fliche zweiter Ordnung

xf + xi + 4x129 + 62103 — 4973 —2 =10

auf Normalform, bestimmen Sie die dazu erforderliche eigentlich orthogonale Matrix
T und ermitteln Sie den Typ der Fliche.

Losung:  Einschaliges elliptisches Hyperboloid,

1 1 1
V2 NG V3
T=|0 % 5| 2d8+4-23-1=0
1 1 1
V2 V6 B

Transformieren Sie die Flidche zweiter Ordnung
21‘% + mg + xg + 22129 + 220123 — 3 =0

auf Normalform, bestimmen Sie die dazu erforderliche eigentlich orthogonale Matrix
T und ermitteln Sie den Typ der Fléche.

1 0 =
V3 V6
Losung:  Elliptischer Zylinder, T = —% % % . 254325 =3.
1 L1
V3 V2 Ve

. Bestimmen Sie den Typ und die Normalform, sowie die dafiir erforderliche Dreh-

matrix fiir die Fliache zweiter Ordnung;:
456?—&—3:3 — 4179 + 1 + 229 =0 .

1 0 2
1
Losung:  Parabolischer Zylinder, T:7 2 0 -1, V52242 =0
Lo vs o

. Bestimmen Sie den Typ und die Normalform, sowie die dafiir erforderliche Dreh-

matrix fiir die Flidche zweiter Ordnung;:
822 + Tas + T3 — 2m9w3 — 2 =0 .

L (V2 00
Losung: Rotationsellipsoid, T'=-—=1] 0 11|, 423+422+3:2=1.
-1 1

V2 o

. Bestimmen Sie den Typ und die Normalform der Fliache zweiter Ordnung:

4(%1 +l’2)2 78(1’1 +$2) +3=0.

Losung:  Zwei parallele Ebenen , 4z 4+ 429 = 3 und 4z1 + 425 = 5.
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Anwendungsbeispiele

3.1 Aufgabenstellung

1. Die Polarisation parelektrischer Substanzen héngt vom elektrischen Feld E ab:

pE)
P=P L(*=2) .
0 (k:T

1
Dabei bezeichnet L(z) die LANGEVIN’sche Funktion L(z) = cothz — — .
T

Zeigen Sie: a) hI_)Ié L(x) existiert, b) lim L(z) =1

T—00

und skizzieren Sie den Graphen von L.

Approximieren Sie L(z) durch das TAYLOR-Polynom vom Grad 1 und stellen Sie
damit die Polarisation fiir kleine Felder ndherungsweise dar und geben Sie die par-

1dP
elektrische Suszeptibilitit y = oy dE 150 an.

2. Das Weg-Zeit-Gesetz unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes hat die Gestalt:

> t
s(t) = %0 1 cosh (q—) .
g Vo

Zeigen Sie, dass dabei vy = tlLIII 5(t) die Grenzgeschwindigkeit bezeichnet. Geben
oo

Sie eine N#herungsformel fiir s(t) fiir kleinere Werte von ¢ an, indem Sie s(t) in
eine TAYLOR-Reihe um ¢t =0 entwickeln und alle Glieder ab der 6-ten Ordnung

vernachléssigen.

3. Nach der speziellen Relativitédtstheorie ist die Energie einer mit der Geschwindigkeit

v bewegten Punktmasse mgy durch

gegeben, wobei ¢ die Vakuumlichtgeschwindigkeit bezeichnet. Bestimmen Sie das
4-te TAYLOR-Polynom von FE(v) und interpretieren Sie die dabei auftretenden
Glieder. Ab welcher Geschwindigkeit v ist die ,relativistische Korrektur® fiir die

kinetische Energie gréfler als 1 % 7

H. Wallner, Aufgabensammlung Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8348-8329-2 3,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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4. Schreibtischlampe

Ein Schreibtisch steht an der Zimmerwand und

soll durch eine Wandlampe L beleuchtet wer-

L den. In welcher Hohe h an der Wand - von

der Schreibtischoberkante gemessen - soll die

Lampe angebracht werden, damit der Punkt P am

h r Schreibplatz, der von der Wand einen Abstand a
hat, die maximale Beleuchtungsstirke aufweist?

Auf wieviel % sinkt die Beleuchtungsstirke, wenn

5 die Lampe in der doppelten Hohe angebracht wird?

p Hinweis: Die Beleuchtungsstédrke nimmt mit dem

Quadrat des Abstandes ab.

1 1. Brett 2. Brett

‘
x2

n gleich grofle iibereinandergestapelte Bretter der Lénge [ sollen nach einer Seite
hin soweit wie moglich verschoben werden, ohne dass der Stapel umkippt.

Kann man damit (von beiden Seiten) fiir hinreichend grofies n eine ,,Briicke® iiber
einen Fluf} der Breite a bauen? Gibt es dabei eine Obergrenze fiir a?

Hinweis:

Numerieren Sie die Bretter von oben nach unten und berechnen Sie {iber die Rechen-
regeln fiir Schwerpunkte die maximale Verschiebung s,, des obersten Brettes gegeniiber
dem n-ten.

6. Ein Kondensator K; (Kapazitit C) mit Spannung Uy und der Ladung @)y soll mit
Hilfe eines Kondensators K, (Kapazitit Cy) sukzessive entladen werden:

n-ter Schritt: K; und K, parallel legen (Spannungsausgleich), Verbindung lésen
und anschlieend K, kurzschlieBen (entladen).

a) Berechnen Sie mit dem Kondensatorgesetz Q@ = CU Ladung @, und Spannung
U, von K nach dem n-ten Entladungsschritt.

b) Geben Sie an, wie groff N mindestens sein muss, damit U,, <
(Wéhlen Sie z.B. C; = 100uF, Cy = 5uF)

c) Zeigen Sie, dass @, und U, konvergieren und berechnen Sie den Grenzwert.

o
100°

7. Aus einem kreisrunden Baumstamm mit Radius R soll ein rechteckiger Balken mit
Seitenldngen a und b so geschnitten werden, dass seine Tragfahigkeit maximal ist.

8. Bei einem sphérischen Hohlspiegel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius R
schneidet jeder parallel zur optischem Achse einfallender Strahl nach der Reflexion
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am Spiegel im Punkt P, die optische Achse unter einem
Winkel « in einem Punkt F,, der vom ,ndherungsweisen

— R
Brennpunkt® F' mit FM = Bl verschieden ist. Ermitteln

Sie eine Blendenéffnung (Radius @) so, dass jeder reflektierte
Strahl den Brennpunkt F' héchstens um 1 % verfehlt.

9. Die Geschwindigkeit der Molekiile in einem idealen Gas ist nach MAXWELL verteilt

10.

11.

durch:

2
Av2e~ 55T

fo)=——55.
vE ()
Berechnen Sie :

a) Die héufigste Geschwindigkeit vy,

b) die mittlere Geschwindigkeit o,

¢) die ,mittlere energetische Geschwindigkeit* \/ﬁ
und ordnen Sie diese der Grofle nach.

Nach PLANCK wird das Emissionsvermogen eines schwarzen Strahlers der
Temperatur T (KELVIN-Skala) beschrieben durch

c*h 1
exp (kT)\> 1

wobei A die Wellenlénge bezeichnet. c, h, k sind positive Konstanten.

Zeigen Sie:

(a) E(X) hat genau eine Maximalstelle A,,.

(b) Es gilt das WIEN’sche Verschiebungsgesetz: A, T = konstant.

(¢) Als Grenzfall bei kleinen Wellenldngen ergibt sich das Strahlungsgesetz von

WIEN: a2
E() = 55 e ¥
(d) Als Grenzfall bei groen Wellenléingen ergibt sich das Strahlungsgesetz von
RAYLEIGH-JEANS:

B = 5

(e) Die iiber das gesamte Spektrum emittierte Energie ist proportional zu T
(STEFAN-BOLTZMANN’sches Gesetz).

Ein homogenes biegsames Seil mit einem Gewicht von 100 N/m soll so an den
Punkten A(0 m, 100 m) und B(300 m, 192.73 m) aufgehidngt werden, dass es - unter
seinem eigenen Gewicht frei durchhéngend - bei A horizontal einmiindet.
Berechnen Sie die Spannkréfte in den Aufhdngepunkten.

Hinweis: Das Seilkurve wird durch die Funktion

y(x) = b+ acosh ($+C

), a,b,c geeignet

beschrieben.
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(a) Bestimmen Sie die Konstanten a, b, ¢ so, daf das Seil durch die Punkte A und
B geht und bei A horizontal einmiindet.

(b) Berechnen Sie die Lange und damit das Gewicht des Seils.
(c¢) Berechnen Sie die Spannkrifte in den Aufhéngepunkten.

Fiithren Sie des gleiche Programm durch unter der Annahme, dass die Seilkurve
durch die Polynomfunktion

y(z) = a+ fr+y2®, «,B,7 geeignet
approximiert wird und vergleichen Sie die Ergebnisse.

Eine zweistufige Rakete fiir kleine Satelliten hat die Kenndaten:
‘ Leermasse ‘ Treibstoffmasse ‘ Verbrauch ‘ Schubkraft F
1. Stufe | 5 000 kg 125 000 kg | 1 000 kg/s | 2,45 .10° N
2. Stufe | 2 000 kg 16 000 kg 80 kg/s | 2,48 .10° N
Die Rakete wird vertikal gestartet; ist der Treibstoff der 1. Stufe verbraucht, so wird
deren Hiille abgestofien. Setzt man vereinfachend g = 9,81m/s* (unabhiingig von
der Hohe) fiir den Flug konstant, so gilt fiir die Beschleunigung der Rakete

F
m(t)
(a) Bestimmen Sie die Funktion m(t) (=Gesamtmasse zur Zeit t).

(b) Welche Geschwindigkeit v hat die Rakete 125 s bzw. 325 s nach dem Start ?
(c¢) Welche Hohe h wird nach 125 s bzw. 325 s erreicht ?

h(t) = 0(t) = b(t) = —q.

An der Decke eines Raumes werden in einer Hohe von 2.6 m im Abstand von 1.8 m
zwei Haken A und B montiert. Am Haken A wird ein diinnes Seil von 30 ¢m Lénge
befestigt, dessen anderes Ende eine Rolle tragt. Vom Haken B wird ein 3m langes
Seil {iber die Rolle (C') gezogen und anschliefend am freien Ende ein Gewichtsstiick
G befestigt. Bestimmen Sie fiir den sich einstellenden Gleichgewichtszustand, in
welcher Hohe A iiber dem Boden sich das Gewichtsstiick befindet.
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14. Ein diinner Balken der Lange [ sei am rechten Rand B eingespannt und am linken
Rand A durch ein Auflager gestiitzt. Der Balken ist durch eine Streckenlast g [N/m]
und durch eine Punktlast F [N] in der Mitte des Balken belastet.

]

A -
7
l

Ermitteln Sie die ,Biegelinie“ | die Auflagerkriifte in A und B, sowie das bei B
auftretende Einspannmoment.

Bestimmen Sie jene Stelle des Balkens, an der die Durchbiegung maximal ist sowie
die Grofle der Durchbiegung fiir die drei Spezialfiille ¢ = 0, F' = 0 und F' = 2¢l.

Hinweis:
Die Durchbiegung y(z) eines Balkens geniigt der Differentialgleichung

ETl

Dabei bezeichnet M (x) das an der Stelle x auftretende Biegemoment. E bezeichnet
den Elastizitdtsmodul und I das axiale Triagheitsmoment des Balkenquerschnitts
beziiglich der neutralen Faser.
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3.2 Losungen

= lim -
z—0 xsinh

1
1. lim L(z) = lim (cothx - 7) = lim - —
z—0

z—0 x

coshr 1 xcoshz — sinh z
sinhz = '

Zur Berechnung dieser unbestimmten Form wird die Regel von de 'HOSPITAL
zweimal verwendet:

. . xcoshx —sinhx . coshx + zsinhx — coshz
lim L(z) = --- = lim - = lim - =
=0 z—0 x sinh x -0 sinh z + x coshx

. xsinh z . sinh x + x cosh z
= lim = lim =0

z—0 sinhx + x coshxz  z—0 cosh z + cosh x + x sinh x

1 1
lim L(z) = lim (cothx - 7> = hm cothz — hIn —=1-0=1.
z

vap _pRdh a1
X= codEIE=0 " kT dxle=0" dzr  sinh’z 22’

Zur Berechnung des Grenzwertes wird jetzt (um oftmalige Differentiationen zu ver-
meiden) die TAYLOR-Reihe von sinh z verwendet.

2 3 2 2 2
i dL — lim sinh® z — 2 i (-TJFKJF"') T 2?4+ T4
im — = = lim — = =
290 dx o0 zZsinhiz | a0 2 (a: 2 ) 220 g2 (x2 +Z 4+ )
= + 1 j22 FPop
= lim—3———  —- — P=P (1 — ) dly= .
Tli% 4 + + 3 0 + 3kT t e x 3eokT
Bemerkung:

Die parelektrische Suszeptibilitdt wird bei hoheren Temperaturen 7" kleiner. Diese
Eigenschaft heiit CURIE-Verhalten.

2. lim $(t) = vy hm tanh ( IL) = 1.
t—r00 —00 Vo
Mit der bekannten TAYLOR-Reihe des hyperbolischen Tangens:
3
tanht =7+ % + - - folgt:

gt gt 1% g3t
)t () o (2 L0 0
5(t) = vo tan o < T3 T g+ 3+

2 1202

Bemerkung:

3
Das ,Korrekturglied* 13 5 t° wird bei groBeren Grenzgeschwindigkeiten v, d.h. bei
v

geringerem Luftwiderstand kleiner.

3. Mittels der Binomialreihe

L
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,02

1
erhalten wir mit « = —= und x = ——
2 c?

) _1 V2 _1 2\ 2 _1 1
_ 2 2 . 2) _
E =mgc {l—l—( 1><—C2>+< 2><_CQ> +~-~}, Woraubwegen< 1>——2

1 _1)y(_3 2 2
_1 3 3
und ( 22) = 7< 2> ( 2> =3 folgt: | E = moc® + Tov 4 = mgv® (%) +e

Der erste Term mgc? reprisentiert das Energiesiquivalent der Masse my, der zweite

2
mov
Term —— die klassische kinetische Energie. Der dritte Term stellt eine erste rela-

tivistische Korrektur der klassischen kinetischen Energie dar.

Das Verhéltnis dieses Korrekturtermes zur klassischen kinetischen Energie ist
Sme? (L) 30\ N . -
= — (-] . Fiir die geforderten 1% bedeutet das, dass dieses Verhéltnis

2
mou
mev- 4 \c

10.04
0.01 sein soll. Das ergibt v = ~ 0.115, d.h. bereits bei 11.5% der Licht-
¢

geschwindigkeit ist der Korrekturterm 1% der kinetischen Energie.
. . . . A
4. Die Beleuchtungsstéirke nimmt mit dem Quadrat des Abstandes ab, d.h. £ = -
p

A A
mit einer geeigneten Konstanten A. An der Stelle P betriagt sie F = — = ——— .
2 a2+ h2

Dort trifft das Licht aber unter einem Winkel o zur Fléichennorma}len auf. I;)Lei P
irks ist dal die Projektion B, = E . Wi = — = —

wirksam ist daher nur die Projektion £ cos o ege;l1 cos o Y Py

. . . - _ h .

ist dann die wirksame Beleutungsstéirke bei P: £, = (@ hiE f(h).

Maximale Beleuchtungsstérke tritt auf, wenn f(h) maximal ist. Aus der notwendigen
Bedingung fiir Extrema: f’(h) = 0 folgt:

2 L p2)3/2 _ 352(q2 & h2)1/2 2 _op2
£y = Al U S et o PR
(a2 + h2)? (a2 + h2)5/2 NG
Wird nun die Lampe doppelt so hoch angeordnet, ergibt sich fiir das Verhéltnis der
Beleuchtungsstérken:
2h .
f2h) _ @rewrypr _, (a®+ %)% . a
= =2 —-, woraus mit h = — folgt:
f(h) m (a? + 4h?)%/2 V2

2 4 a®\3 3
JER) G (S o (32 L con
f(h) a? + 2a? 3 V2
Die Beleuchtungsstiirke betrigt dann also ca. 71% der maximalen.

5. Wir bezeichnen mit z,, jene Linge, um die das n-te Brett das (n + 1)-te iiberragt.
x, ist dabei so zu wihlen, dass sich der Schwerpunkt der oberen n Bretter genau
iiber der rechten Kante des (n + 1)-ten Brettes befindet. Fiir z; ergibt sich dann £ .
Fiir den Schwerpunkt S des ersten und zweiten Brettes erhalten wir mit der Masse



306

Kapitel 3. Anwendungsbeispiele

l l
m pro Brett: mi +m <9:1 + 2) = 2msy = 2m(x; + x2) bzw. nach Kiirzen durch m:

DO NI~

l
3§:l+2$2$1’2:
Fiir den Schwerpunkt S3 des ersten, zweiten und dritten Brettes erhalten wir:

l l l
m§ +m <3:1 + 2) +m (.1:1 + 29 + 2> = 3mss = 3m(x1 + x2 + 23) und nach Ein-

5\ [ 1 {
setzen von x; und xy sowie Kiirzen durch m: (1 + 24+ 5) 3 =3 (1 + 5) 3 + 3x3
13 3
— 73 = 2 . Das legt die Vermutung nahe: z,, = 2 . Sie kann durch vollsténdi-
n

ge Induktion bewiesen werden. Die Induktionsvoraussetzung hier ist: xy,xs, ..., x,
seien alle richtig.

Fiir den Schwerpunkt S,,,1 der ersten n + 1 Bretter erhalten wir die Bedingung;:

l l l l
m2+m<$1+2>+m<$1+$2+2>+"'+m<$1+$2+"'+$n+2> =

=m+Dm(xs+z3+ -+ 2y + Tpy1).
Nun werden alle Terme mit é Z1, T3, - ..,Ny links gesammelt. Das ergibt:

liefert:

@.\L\J\N

(n+ 1)5 — 21 — 29 — -+ — nx, = (n + 1)x,y1. Einsetzen von z; =
l

2
+1
Wird nun das (n + 1)-te Brett mit dem vorderen Ende genau auf die Uferkante

n

l 1
gelegt, so ragt das erste Brett um xy + 29 + -+ + x, = 5 Z — in den Fluss hin-

Tpt1 = . Damit ist die Vermutung bewiesen.
n

aus. Da aber die harmonische Reihe divergent ist, kann man mit hinreichend vielen
Brettern jeden Fluss tiberbriicken.

7u a):

Zu Beginn liegt der Kondensator K7 an der Spannung U, und trigt die Ladung
Qo = C1Uy. Durch das Parallelschalten des Kondensators K, fliefit die Ladung ¢
auf den Kondensator K,. Auf K; verbleibt dann die Ladung Q1 = Q9 — ¢;. Beide

Kondensatoren liegen an der gleichen Spannung Uy, so dass gilt: U; = 61 = %
1 2
. Co Cs Qo Uo
Mit ¢; = @7 = folgt: =Qo— Q1 =+ = = und Uy =
@1 Qlcl gt: @1 = Qo Qlcl 1 1+% 1 1+%
Spétestens beim Durchrechnen des zweiten Schrittes, der Qo = 0 5 und
14+ &)
1
U
Uy = % liefert, liegt die Vermutung Q,, = % und
2
(1+2) (1+&)
Uo : o . o
U, = W nahe. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion mit einem
ta

. . U, . .
weiteren Schritt, der zunéchst Q41 = 1_?7”02 und Up4q1 = 1_‘_7”02 liefert. Einsetzen

1 1
der Induktionsvoraussetzung zeigt die Richtigkeit der Vermutung auch fiir n + 1.



3.2. Ldsungen 307

zu b):
Essoll Uy = LN < %% gelten. Logarithmieren von (1 + %)N > 100 liefert:
5
(1+3)
In 100
~ 944, d.h. N = 95.

In1.05 944, d 9

Zu ¢):

Die Folgen {U, } und {U,} sind geometrische Folgen und als solche Nullfolgen.

7. Die Tragfihigkeit eines Balkens ist proportional zum ,, Widerstandsmoment* W. Fiir
a
einen rechteckigen Balken der Breite a und der Hohe b gilt: W = 5 Andererseits

2 b\ 2
folgt aus geometrischen Griinden: (g) + <2> = R?. Auflésen dieser Gleichung
1 4R%*aq — a®
nach b? liefert: b> = 4R* — @ und damit W = f(a) := G a(dR? — a?) = Sraema

W ist maximal, wenn f(a) maximal ist. Aus der notwendigen Bedingung fiir ein

2 _ 9.2
Extremum von f(a): f'(a) = 0 d.h. f'(a) = MTBG = 0 folgt: |a = f/—f;

und

_an
_m),

8. Das gleichschenkelige Dreieck M P, F, wird in zwei gleiche rechtwinkelige Dreiecke

weiters: | b

zerlegt. Aus jenem mit den Eckpunkten M und F, folgt: F,M = und damit
cos &

— R 1 R 1

F.F = 5 (Cosa B 1) =3 <m — 1). Jener Winkel, der bei einem Rand-

strahl der Blende auftritt, ist durch sina = - bestimmt.

1 I

Damit folgt: F,F' = g —— 1| . Soll F,F hochstens 1% von g betragen,
1= (&)
It L 1 =001 folgt: & = \[1— — 0.14, d.h
muss gelten: ——— —1 = 0. oraus folgt: — = —-— = 0. h.
g T (2) v R (1.01)2 ’
- (#)
die Blendensfinung darf hochstens 14% des Spiegelradius betragen.
9. Zunéchst wird mit x = 2]&% v substituiert. Das liefert:
R 4 2 —z2 2 —z2
flv) = f(z) = x¥e™™ = Axfe™™ .

[ 2kTm
a) Die haufigste Geschwindigkeit tritt beim Maximum der Geschwindigkeitsverteilung

auf. Zur Ermittlung dieser Maximumsstelle wird f/(z) gebildet und Null gesetzt:
AQ2ze™" — 223%™ = A2z(1 — 2%)e=*" = 0: Die Fille = 0 (Minimum) und

x = —1 (unphysikalischer Bereich) scheiden aus und es verbleibt: z = 1. Das
ergibt: |v, = %WT .
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oo 2kT [
b) Die mittlere Geschwindigkeit ist durch 7 = / vf(v)dv = 4\/—/ e da
0 ma Jo

o0 : 1
definiert. Mittels partieller Integration folgt: / e dr = 3 Das ergibt:
0

ST
mm |

v =

¢) Die ,,mittlere energetische Geschwindigkeit® \/v? ist durch

8kT
\/7 \// v f(v)dv = \/ J:4e*9”2 dxr definiert. Das Integral unter

der Wurzel I = / z'e™ dz kann durch partielle Integration vereinfacht
0

3 oo
d :sz/
weraen 4 0

— |3kT
Das ergibt schliefSlich: [ v2 =/ —|.
m

8 —
Wegen \/§<\/f<\/§ folgt: |up < ¥ < Vv2|.
T

ge el 3
e v dx, woraus wegen / e dr = g folgt: I = g )
0

h
10. (a) Zunichst wird mit x = I:T)\ substituiert. Das liefert:

« (kT)>  ab

E(\) =E(x) = eyl
(KT)5 5at(e® — 1) — a%e”
Bpt (ev — 1)
Extremstelle zu ermitteln. Dann muss gelten: z#(5e* — 5 — ze®) = 0. Der Fall
x = 0 entspricht A = co und entéllt fiir die Suche nach einem Extremum. Somit:
f(z) :=5e* —5—ze® = 0. Zur Untersuchung von f(x) auf Nullstellen, wird das
Monotonieverhalten bestimmt. Wegen f'(z) = be® — e* — xe® = (4 — x)e” ist
f auf (0,4) streng monoton wachsend und auf (4, c0) streng monoton fallend.
Nun ist f(0) = 0 und wichst streng monoton. Daher hat f auf (0,4) keine
Nullstelle. Wegen f(4) = e¢* —5 > 0 und f(5) = —5 besitzt f nach dem
Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS mindestens eine Nullstelle und wegen
der strengen Monotonie kann das nur eine einzige sein.
Zur ndherungsweisen Berechnung dieser Nullstelle kann das NEWTON’sche
Iterationsverfahren verwendet werden:

. . _f(mn)_x _56”"—5—:13,1693"_Jj _5—xn—5e‘“"
Lntl — 4n f/(an) — 4n detn — xne“"r — 4n

Wir bilden E'(z) =

= 0, um den Ort einer moglichen

4 — x,

Als Startwert bietet sich 1 = 5 an. Nach drei Iterationsschritten folgt:
§ ~ x3 ~ 4.965 ist die einzige Nullstelle von Af(x) und damit das einzige Ex-
tremum von E(z). Wegen F(0) = 0 und lim B (z) = 0 muss dies ein Maximum

sein.
h
(b) Da & = kTC)\mM eine feste Zahl und damit konstant ist, folgt: T\ ee = ;—g

ist konstant. Das ist aber die Aussage des WIEN’schen Verschiebungsgesetzes,
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nach dem sich das Maximum der Emissionskurve mit steigender Temperatur
zu kiirzeren Wellen verschiebt.

Fiir kleine Wellenlingen A, d.h. groBe z kann im Nenner von E(z) die 1 ver-

(KT)* 5

Sp e~ " und damit
c

nachlissigt werden. Das liefert £(z) =

hc?
E\) = )\—056 5 . Das ist das Strahlungsgesetz von WIEN.

Fiir grofe Wellenléingen A, d.h. kleine z, kann im Nenner von £ (x) der Aus-
druck e” — 1 naherungsweise durch die lineare Approximation x ersetzt werden.

. kT)? kT
Das liefert F(z) = ( Bhi z* und damit E()\) = C)\T . Das ist das Strahlungs-

gesetz von RAYLEIGH-JEANS.

Die gesamte von einem schwarzen Strahler emittierte Energie ist

E:/OOE)\dA
0

ch
Mit d bstituti ——fl
it der Substitution z kT)\ olgt daraus

ch (KDYt e a®
E= / 7d B / c3h4 er —1 <_ka2> duv = h3c? /0 e —1 dr.

-
, womit wir das Strahlungsgesetz

Das Integral/
von STEFAN- BOLTZMANN erhalten:

_ ktmd e
16h3c2 ~
Bemerkung:
o 3 o0
Zur Berechnung des Integrals I = / x dx = / e wird der
o e*—1 0 l1—e®
Faktor —— in die geometrische Reihe = Z e~ " entwickelt. Das

liefert: / e Z e ™ dz. Gliedweise Integration I = Z / 3=t gy

n=0

sowie der Summenformel

oo
6
ergibt dann we en/ e g =

4 4

o 1
S — =T schlieBlich 7 =~ .
k=1 k 90 15

11. Aus der Gleichung der Seilkurve y(z) = b+ acosh (L_FC> folgt zunéchst einmal
a

y'(z) = sinh (:v

C). Das Seil soll im Punkt A(0 m, 100 m) horizontal einmiinden.

Dann muss wegen ¢'(0) = 0 gelten: ¢ = 0. Weiters ist (wegen y(0) = 100) b = 100—a
zu wéhlen. Schliefllich soll das Seil durch den Punkt B(300 m, 192.73 m) gehen.

Das

liefert: 192.73 = 100 — a + acosh (?) bzw. 92.73 + a = acosh 300

Jede Losung dieser transzendenten Gleichung ist auch eine Nullstelle der Funktlon
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f(a) = acosh (@) —a—92.73.

a
NEWTON-Iteration mit dem Startwert a; = 500 liefert: as ~ 500.01. Im Rah-
men der sonstigen Genauigkeit (Messfehler der Lingenmessung) geniigt es, mit
a = 500 weiterzurechnen. Aus der nun vorliegenden explizit bekannten Gleichung
der Seilkurve y(x) = 500 cosh <%> — 400 kann ihre Linge zwischen den Punkten

A und B berechnet werden.

300 300 300
L:./O \/1+y’2(x)dx:/0 {/1 + sinh? (5‘%0> dac:./o cosh<5—go> dx =

2\ 300
= 500sinh (—) = 500sinh(0.6) ~ 318.33 m.
500/ lo
Damit hat das Seil ein Gewicht von G = 31833 N. Die Seilkraft ist stets tangen-
tiell gerichtet. Dann ist aber die Spannkraft im Punkt A horizontal und die gesamte

Gewichtskraft wird von Aufhéngepunkt B aufgenommen. Die gesamte Spannkraft in

B hat die Richtung der dort vorliegenden Tangente: tana = 3'(300) = sinh(0.6) ~
G 31833

0.63665 bzw. o ~ 32.48° und betragt dann S = — N — ~ 59279 N
sina  sin(32.48°)

G 31833
tone 063665~ 20001 N. Das ist dann aber

Thre Horizontalkomponente ist H =
auch die Spannkraft im Punkt A.

Im Folgenden wird die gleiche Berechnung unter der Annahme einer Seilkurve der
Form a+ Bz +vx? durchgefiihrt. Wegen ¢/(0) = 0 folgt 8 = 0 und wegen y(0) = 100

92.73
ist a = 100. Schliefllich ergibt sich mit y(300) = 192.73 fur v W ~ 0.00103

und daraus y(z) = 100+0 001032*. Mit 3/ (z) = 0.002062 erhalten wir fiir die Linge

des Seils: L = / 1+ (0.002062)2 da.

1 0.618
_ T / 2
Mit der Substitution £ = 0.00206 wird daraus: L 0.00206 /0 14 &2d¢.
Das Integral I = / 1+ £2d¢ wird z.B. mittels der Substitution £ = sinh 7 berech-

1
net. Es ergibt sich: I = = [gm @ 4+(cy1+e )} Mit 0.00206z = & folgt:

0.618 .
T o 00206/ Viteds= 0 00412 {E\/@Hn (e+ \/@)

~ 318.13 .

Weitere Rechnung liefert dann: G ~ 31813 N, tana ~ 31.72°, Sp ~ 60514 N,
H ~ 51477 N.

Wiéhrend die Seillinge sich gegeniiber der korrekten Seilkurve (Kettenlinie) nur
wenig unterscheidet, treten bei den Spannkriften groflere Unterschiede auf. Der
Grund ist der Winkel « bei B, der bei der Kettenlinie wegen des grofieren Durch-
hanges grofier ist.

Q

148000 — 1000t  fir 0<t<125
(a) m(t) =

18000 — 80(t — 125) fiir 125 <t < 325
(b) Fiir die Geschwindigkeit der Rakete in der ersten Flugphase gilt:
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. il 2.45 10° o
t) = _g= —9.81. Integration liefert:
8 = 2@ 9~ 128000 — 10007 Hestation Aeter
Eodr 148
) =24 — 9.81¢ = 24501 — 981t
oi(t) = 2450 [ —ET— —0.81¢ = 2450 “(1484) 9.81t

14
Daraus folgt:  v(125) = 24501n (2—38) —9.81-125~ 3335 m/s.

Fiir die Geschwindigkeit der Rakete in der zweiten Flugphase gilt:
Fy 2.4810° 3100

) =2 797 o0 —sog—1z) O T3m0—¢ 08t
Integration liefert:
() = 01(125) + 3100 [ 9T 9810t — 125)
J125 350 — 1
225

— 3335 +31001n ( ) — 9.81(¢ — 125). Daraus folgt:

350 — ¢t
225
15(325) = 3335+ 31001n (g) —200-9.81 ~ 8184.4 m/s.

a
b—x

(¢) Im Folgenden werden Integrale der Form / ln(

partieller Integration erhalten wir:

a a x
/Lln(b—x) dx_mln(b—x)_/b—xdx_

:xhl(ﬁ)—l—z’—i—bln(b—x)—&—é:(x—b)ln(b%)—|—x+C’

) dx benotigt. Mittels

x

Fiir den zuriickgelegten Weg in der ersten Flugphase gilt:

. 148
hy(t) = 24501n ( ) — 9.81t, woraus durch Integration folgt:

148 — ¢
t 148
() = 2450 [ 1n ) dr - 4.905¢* =
1 (t) 500 Sy L 905
148 , _
= 2450 {(t —148)1In (m> + t} — 4.905¢* und weiters:

148
hy(125) = 2450{ —231n (§> + 125} —4.905(125)2 ~ 124702 m.
Fiir den zuriickgelegten Weg in der zweiten Flugphase gilt:

ho(t) = va(t) :3335+31001n( )—9.81(t7 125),

350 — ¢
woraus durch Integration folgt:

225
350 — 7

t
ha(t) = hy(125)+3335(t—125)+3 100/ In ( ) dr—4.905(t —125)% =
125

225
= 124702 + 3335(t — 25) + 3100 [(f — 350) In (m) -

225

125 — 350) In [ ——22
+(125 350)n(350—125

) +(t— 125)} —4.905(t — 125)? und weiters:
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225
h(325) = 124702 + 3335 - 200 + 3 100[ —5In (?) + 200} — 4.905(200) =

=1045217 m.

13. Aus dem linken Teildreieck von ABC folgt: x = 0.3 cosa und y = 0.3 sin a.

Fiir den Winkel 8 des rechten Teildreiecks folgt dann:
Y 0.3sin « sin «

- )

1.8—2 18—03cosa 6—cosa

Im Gleichgewichtszustand sind die beiden Seilkréfte S und G mit der nach unten
gerichteten Gewichtskraft im Gleichgewicht. Das liefert fiir ihre Horizontal- und
Vertikalkomponenten die Gleichungen: S cosa = G cos f und Ssina + Gsinf = G.

tan 5 =

Aus der ersten Gleichung 148t sich S berechnen: S = G cos p

cosa

cos § sina + Gsin = G.
!

1
Nach Division durch G folgt: t tan 3 = —— = /1 +tan’f .
ac 1vision durc cos 3 folg an a + tan 8 cos B + tan® g3

Einsetzen in die zweite Gleichung liefert: G

. : 2
sin « sin «
Unter Verwendung von (x) erhalten wir: tana + ——— = \/1 + (7) .
6 —cosa 6 —cosa

Nach Multiplikation mit 6 — cos o und Vereinfachung unter der Wurzel folgt:
(6 — cos) tan @ + sina = /37 — 12cosa bzw. nach weiterer Vereinfachung:

1
cosPa

6tana = /37 — 12cosa . Quadrieren und Verwendung von tan®a =

liefert: — 36 = 37 — 12 cos o, woraus durch Multiplikation mit cos? o folgt:

0s2 o
12cos® v — 73cos’a + 36 =0 .

Mit z = cosa wird daraus: 122° — 7322 + 36 = 0. Falls diese Gleichung eine
ganzzahlige Wurzel besitzt, muss diese ein Teiler des absoluten Gliedes sein. Of-
fensichtlich ist z; = 6 eine Wurzel dieser Gleichung.
Durch Polynomdivision erhalten wir: (2% + 42% — 3) : (2 — 6) = (1222 — 2 — 6).

1
Die Gleichung 1222 — 2 — 6 = 0 bzw. 2% — 1—22 ~3 hat die Wurzeln
1 n 1 n 288 1+£17
24 (24)2 © (24)2 24

3 2
,d.h.ZQZZundz;;:—f.

22/3 = 3

z1 = 6 entfillt, da cos a« = 6 unmoglich ist. Fiir z3 = 3 wére o > 90°, was ebenfalls
auszuschliefen ist.

Es verbleibt dann 2z, = —, was einem Winkel o ~ 41.41° entspricht. Mit diesem
Winkel ergibt sich fiir die Lénge der Strecke von B nach C unter Verwendung des
cos-Satzes ein Wert von 2.52 m. y ist durch y = 0.3 sin o = 0.20 m gegeben. Damit
erhalten wir fiir den Abstand des Gewichtsstiickes vom Boden:

h=26-0.20— (3 —2.52) =1.92 m.

Bemerkung: )

Eine andere Losungsmethode beruht auf folgender Uberlegung: Im Gleichgewicht
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14.

stellt sich ein Winkel « ein, bei dem das Gewicht eine moglichst kleine potentielle
Energie hat, d.h. h moglichst klein wird. In Abhéngigkeit von « ist:

h(a) = 2.6—y—(3—BC) = 2.6-03sina— (3 — \/(1.8)2 + (0.3)> —=2- 1.8 0.3cosr ) ,
bzw. h(e) = 2.6 — 0.3sina — (3 — /333 — L.0Scos v ).

An der Stelle z gilt:

B FALL'f% fiir x<%
By (@) = M(z) = Fao—% —F(e—1) fir [<a<i
A 2 2 2 ==
Integration liefert:
Ely () FATEQ—%JrCl fiir x<%
—LIYy\T) = 2
B G (e —4) + G e <o <

x
An der Stelle x = £ muss gelten: lim y/(z) = lim_ () = Cy=C0Ch.
L

2
T T 5

Weitere Integration liefert:

F;émg _ % +Clx+ D1 fir z< é
_Ely(x) = Fa® gt F ! 3 .. 1
L E(p— 1) + Gt Dy fiir L<a<l

An der Stelle x = £ muss gelten: lim y(r) = lim_ y(x) = Dy=Dy.
- L

2
T z—

Ferner folgt aus y(0) =0: Dy = D; = 0.

2

Ful2 gl FP2
L S

An der Einspannstelle B ist 3/(I) =0 = C; =

2 6 8
Fal? " FP
Ferner ist an der Einspannstelle B y(I) = 0 = 'é - (;—4 Ty +Cil=0
3ql b5F 5¢gl  11F
Einsetzen von C] liefert: Fy = ot +— = Fg=F+4+ql—F4= o + —.
8 16 - 8 16
1?2  Fl 1>  3Fl
Fiir das Einspannmoment in B gilt: Mg = —F4l + - + — = 4 +

2 "2 8 " 16 °
Die Biegelinie hat die Gestalt:

3ql @ﬁ_@_<£ E) .
Ely(x) (8+16>6 %4 s T3 )T fir z <
—Ely(z) = )

3¢l | 5F\z® _ gzt _F _Q_(ﬁ Lﬂ) L
(8+16>6 24 6(1' 2 sty ) fir 5 <x<lI

Dass die gréfite Durchbiegung ¥,,4. an einer Stelle x4, < é auftritt, ist naheliegend.
(Eine Kontrollrechnung bestétigt das auch.)
Wegen ¢/ (maz) = 0 ist e, Losung der Gleichung:

3¢l 5F\ 2? gq28 ql®  FI?
<8+16>2 6\ 3
(a) F=0:

3 2
Die Bestimmungsgleichung fiir z,,,, ist dann: 8 (%) -9 (%) —-1=0.

Mit der Bezeichnung & = % wird daraus: 8¢% — 9¢2 — 1 = 0. Offensichtlich ist
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& =1 eine Wurzel. (Das entspricht /() = 0.)
Polynomdivision liefert: (8¢3 —9¢% — 1) : (£ — 1) = (8¢ — £ —1).

1
Die Gleichung &% — & — — =0 hat die Losungen

8 8
So/3 = Tla + (135)2 * (1362)2 - 111%/373 '
& = % liegt auflerhalb des Definitionsbereiches 0 < ¢ < 1. Damit
verbleibt & = %ﬁ, was zZU Lygr = <1+1(\3/§> [ ~ 0.4215] fihrt.

4

. l
(20" 312® + 2 Tiefert e ~ 0.005416% :

_ 4

Einsetzen in y(z) = 1RE]

q=0:

2
Die Bestimmungsgleichung fiir x4, ist dann: 5 (%) — 1 = 0, woraus folgt:

l
7179 = £—=. Die negative Wurzel entfillt wieder. Es verbleibt:

V5

l
Tmag = 7 /2 0.447] . Einsetzen in y(x) (=52% + 31%x) liefert

T 96E1
F? F?
mae = ——=—— ~ 0.009317— .
Ymas = 48 BEL El
F =2ql:
x\3 x\?
Die Bestimmungsgleichung fiir x,,q, ist dann: 2 <7> —6 (7) +1 = 0, woraus

folgt: x1 &~ —0.348I, x5 =~ 0.4422125], 3 ~ 2.942. Da x; und x3 nicht im Defi-
nitionsbereich 0 < z <[ liegen, verbleibt nur xy, d.h. 2,4, ~ 0.442125].

14 4 3
Einsetzen in y(z) = 2;]? Ka;) —4 (%) +2 (?)} liefert:

Ymaz ~ 0.02403181.

Bemerkung:

Bei der vorliegenden Genauigkeit erkennen wir, dass die Addition der maxi-
malen Durchbiegungen unter (a) und (b) nicht exakt die unter (c) ergeben.
Der Grund dafiir ist, dass die maximalen Durchbiegungen in den drei Féllen
jeweils an verschiedenen Stellen auftreten.
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