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Vorwort

Die Analysis gehort zu den erfolgreichsten, fruchtbarsten, geheimnisvollsten,
mutigsten, stolzesten, dltesten und anwendungsreichsten Theorien der Mathe-
matik. In ihrem Zentrum steht der Grenzwertbegriff. Es herrscht dort nicht
nur beliebige, sondern vollkommene Genauigkeit. Wir kénnen Grenziiber-
ginge durchfiihren, und die Grenzwerte, die wir durch Grenziiberginge erhal-
ten, sind mathematische Objekte, mit denen wir rechnen, argumentieren und
neue Begriffe bilden kénnen. Und am Ende kénnen wir alles wieder zurtickho-
len in die endliche Welt, und dort die relativ wenigen idealen Objekte, die uns
letztendlich interessieren, beliebig genau approximieren. Der Umweg ins
Reich des Ideellen ist auch fiir den in erster Linie ,praktisch® oder ,realitits-
nah“ denkenden Mathematiker unerlisslich. Er wiirde sich andernfalls in eine
Schlacht mit wilden Abschitzungen und Ungleichungen stiirzen, die er kaum
gewinnen konnte. Er wiirde wenig sehen, wihrend die hohere Warte einen kla-
ren Blick geniefit. Und fiir den ideell denkenden Mathematiker besitzt das
Grenzwertreich der Analysis eine eigene Existenz, und die Entdeckung und
Auslotung dieser Gefilde des Unendlichen ist sein schonstes Ziel. Unter dem
Dach der Analysis konnen daher auch verschiedene philosophische Positionen
friedlich nebeneinander existieren und sich gegenseitig befruchten.

Den Kern der elementaren Analysis bildet die von Leibniz und Newton ent-
wickelte Differential- und Integralrechnung, die sich grob gesprochen als die
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Analyse des lokalen Verhaltens einer ein- oder mehrdimensionalen reellen Funk-
tion bzw. als unendlich feine Summation von Funktionswerten beschreiben lasst.
Die Verzweigungen der Analysis sind dann vielfiltig und besitzen klingende Na-
men wie Funktionalanalysis, Funktionentheorie, partielle Differentialgleichun-
gen, Variationsrechnung und andere mehr. Die fundamentale Stellung des Ge-
biets ist durch die kaum zu iiberschitzende Bedeutung fiir die wissenschaftliche
Naturbeschreibung wohl zeitlos gesichert. Jeder Physiker und jeder Ingenieur
braucht, je nach Arbeitsfeld, ein Basis- oder Spezialwissen der Analysis. Deswe-
gen ist die Analysis weltweit eine der Grundvorlesungen an den Universititen,
und auch in die Schulmathematik ist sie, verglichen mit anderen mathematischen
Theorien, weit eingedrungen. Fiir die Universitit bietet sich dadurch die Gele-
genheit, Schulwissen aufzugreifen, zu erweitern und zu verindern. Der Analysis
kommt damit auch eine Schliisselrolle an der Schnittstelle zwischen Schule und
Universitit zu.

Buch und Lehrveranstaltung

Dasvorliegende Buch beruht auf der Vorlesung ,,Analysis 1 fiir das Lehramtan
Gymnasien®, die der Autor im Wintersemester 2010/11 an der Technischen Uni-
versitit Miinchen im Rahmen des dort neugestalteten Lehramtsstudiengangs ge-
halten hat. Es orientiertsich an einem Vier-Ziele-Programm zur fachlichen Leh-
ramtsausbildung in Mathematik, das wir im Anschluss an dieses Vorwort kurz
vorstellen werden. Dem Text entspricht eine achtstiindige Lehrveranstaltung mit
der folgenden dreiteiligen Struktur:

(1) Eine ,klassische® vierstiindige Tafel-und-Kreide-Vorlesung, die etwas
behutsamer und langsamer vorgeht, dabei aber im Hinblick auf Systema-
tik, Prizision und Abstraktion das Niveau der Fachvorlesungen erreicht.

(2) Zweistiindige Tutoriibungen mit etwas einfacheren schriftlichen
Ubungsaufgaben, bei deren Bearbeitung, Besprechung und Korrektur auf
die Lesbarkeit der Darstellung und sichere Verwendung der mathemati-
schen Sprache besonderer Wert gelegt wird.

(3) Zweistiindige lehramtsspezifische Erginzungsiibungen, die in der Form
von Prisenziibungen und Diskussionen Beziige zur Schulmathematik
aufzeigen, die Anbindung des neu entstehenden an das vorhandene
Wissen erleichtern und den Erwerb, die Fortentwicklung und die
erklirende Weitergabe mathematischer Anschauungen férdern.

Viele positive Rickmeldungen gab es zu Erginzungssektionen, bei denen
das Wechselspiel zwischen anschaulichem Verstindnis und formaler Beherr-
schung von Grundbegriffen und Argumentationen der Vorlesung thematisiert
wurde. Von den Studenten erarbeitete Diagramme, Erklirungen und Visuali-
sierungen wurden zur Diskussion gestellt; sprachliche Fihigkeiten wurden
durch kritisch kommentierte Tafel-Vorfithrungen trainiert; schriftlich zu be-
antwortende Fragen halfen, den Unterschied zwischen Anschauung und exak-
ter Definition bewusst zu machen.
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Charakter der Darstellung

Das Buch will sich weder dem ,,axiomatisch-deduktiven“ noch dem , historisch-
genetischen“ oder dem ,psychologisch-genetischen“ Lager zuordnen lassen.
Euklid und ein Grofiteil der heutigen Vorlesungen haben Recht, die beweisende
Natur der Mathematik als selbstverstindlich zu setzen. Und Beweise und weiter
die Darstellung eines komplexeren mathematischen Gebiudes sind ohne formale
Definitionen und ohne Systematik unméglich. Damit ist ein gewisser, wenn auch
sehr weitgefasster Rahmen vorgegeben. Felix Klein, der den historisch-geneti-
schen Ansatz prigte, hat Recht, an das geschichtliche Werden der mathemati-
schen Begriffe zu erinnern, das uns eine neue Dimension des Verstindnisses eroff-
nen kann. Otto Toeplitz, der den Kleinschen Ansatz aufgriff, hat Recht, dass die
Irrfahrten der Geschichte nicht in jedem Fall individuell nachvollzogen werden
miissen, und dass der Lehrer auch als Vermittler auftreten kann, der den histori-
schen Kern der mathematischen Begriffe kennt und daraus Schlussfolgerungen
fiir die Lehre zieht, die dann auch frei von Historie sein kann. Und Martin Wagen-
schein, der der genetischen Methode eine psychologische Variante hinzufiigte,
hat Recht, das Werden von Wissen, Verstindnis und geistigen Kriften im Indivi-
duum zu betonen, da jede Form der Lehre geistige Prozesse in Gang setzt.

Wenn alle Recht haben, wird man einem folgen, oder man wird auswihlen,
kombinieren, nacheinander vorbringen, Neues hinzufiigen, und so das Bild wei-
ter erginzen. Damit tritt, wie schon immer, die individuelle Qualitit der Lehre
in den Vordergrund. Sie ldsst sich daran messen, ob sie das erreicht, was sie errei-
chen will, und danach auswihlen, ob das, was sie erreicht, erreicht werden soll.
Da das zu Erreichende in der Mathematik vielgestaltig ist, gibt es mehrere gute
Antworten auf die Frage, wie Mathematik zu lehren sei. Der Autor ist von ma-
thematischen Axiomen, Deduktionen, historischen Entwicklungen und psycho-
logischen Verstindnis- und Entwicklungsprozessen gleichermafien fasziniert,
aber keine der Lehrphilosophien scheint ihm alle guten mathematischen Lehr-
biicher einzufangen. Gute Lehrbiicher konnen deduktiv bestechend oder gene-
tisch fesselnd, psychologisch ignorant oder feinfiihlig, historisch durchdrungen
oder den Stand der Dinge widerspiegelnd sein. Die mathematischen Texte, die
dem Autor als nachahmenswerte Vorbilder dienen, sind in diesen Eigenschaften
ganz verschieden, aber sie sind allesamt didaktisch ambitioniert und individuell
gefirbt. Seine eigenen Texte sind gerade im Hinblick auf historische und geneti-
sche Aspekte unterschiedlich, versuchen aber den folgenden Idealen gerecht zu
werden:

- mathematische Prizision und Genauigkeit,

- exakte Verwendung der mathematischen Sprache,

- Lesbarkeit und ansprechende Darstellung,

- fiir die ins Auge gefasste Zielgruppe anspruchsvolles Niveau,

- Anregung des Lesers zu Eigenarbeit und erginzender Lektiire,
- logisch-systematischer Autbau,

- straff formulierte Beweise mit einprigsamer Struktur.
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Ankniipfend an in der Schule erworbenes Wissen tiber reelle Zahlen, Grenz-
werte, elementare Funktionen und Differentialquotienten besprechen wir
reelle Zahlen, Grenzwerte, elementare Funktionen und Differentialquotienten
in der Art und Weise, wie sie in der Mathematik heute erscheinen. Wir wollen
zeigen, wie man sich in der historisch gewachsenen, zum Teil schon recht ver-
trauten Welt der Analysis bewegen und zurechtfinden kann. Die Geschichte
dieser Welt tritt dabei ebenso in den Hintergrund wie ihr mengentheoretisch-
axiomatisches Fundament, und Gleiches gilt fiir die naturwissenschaftlich-
technischen Anwendungen. Alle diese Aspekte sind wichtig. Hier geht es aber
darum, wie und in welcher Sprache sich bereits bekannte oder neue, aber zu-
meist noch der Anschauung leicht zugingliche Begriffe exakt fassen lassen, wie
sich ihre systematische Untersuchung darstellt, wie sie in Sitzen erscheinen,
wie sie in Beweisen verwendet werden, und wie das Wechselspiel zwischen An-
schauung und formaler Fassung helfen kann, sie zu beherrschen. Themen mit
hohem Bezug zur Mathematik an der Schule werden dabei besonders ausfiihr-
lich behandelt, etwa irrationale Zahlen, Losen quadratischer Gleichungen, De-
zimaldarstellungen, Exponentialfunktionen, Logarithmen, trigonometrische
Funktionen, Differentiationsregeln, lokale Extremwerte, Krimmung und das
Newton-Verfahren.

Der Autor nimmt seine Leser als intelligente und interessierte Menschen an,
die ein im Vergleich zur Schule deutlich erweitertes Wissen und vertieftes Ver-
stindnis der Mathematik erwerben méchten. Uber ein zeilenweise ausgefiihrtes
Nach-Denken hinaus wird ein aktives Mit- und Weiterdenken ebenso erwartet
wie die Bereitschaft, die formal-sprachlichen und systematischen Aspekte der
Mathematik zu erlernen. Nach Uberzeugung des Autors findet vieles, was selbst
gedacht werden kann, tatsichlich besser im eigenen Kopf als auf dem bedruckten
Papier statt, und die Qualitit der Anregungen scheint ihm dabei weitaus wichti-
ger zu sein als die Quantitit der Hilfestellungen. Alles zu kommentieren und im
Detail auszufiihren, hiefie, das Kind, das ja den Windeln lingst entstiegen ist, auf
den Berg hochzutragen. Das Plakat ,Beispiele und Musterlésungen® ist oft nur
Ausdruck des (menschlichen) Wunsches, die zweifellos anstrengende Geistesti-
tigkeit, mathematische Definitionen, Sitze und Beweise zu durchdringen, doch
irgendwie vermeiden zu kénnen. Die Mathematik ist aber kein einfacher Auto-
mat, den man sich vielleicht tatsichlich besser durch zwei oder drei beispielhafte
Bedienungen erkliren lisst, anstatt seine Betriebsanleitung zu studieren. In der
Mathematik sind Text und Objekt oft nur schwer zu unterscheiden, und im Zen-
trum der mathematischen Texte stehen seit den alten Griechen, bei denen die
Mathematik als Wissenschaft beginnt, Definitionen, Sitze und Beweise. Sie ent-
halten sehr viel hochwertiges Gedankenfutter, sehr viele beispielhafte Losungs-
muster. Nur durch ihre Durchdringung und Aneignung wird das, was zu Beginn
schwerfillt, irgendwann einmal einfach und leicht - wie etwa der Supremums-
oder der Grenzwertbegrift -, und nur durch sie wird das, was zu Beginn unpro-
blematisch erscheint, irgendwann einmal in seiner ungeahnten Komplexitit er-
kennbar - wie etwa der Begriff der reellen Zahl.
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Aufbau des Buches

Das Buch istin vier Hauptabschnitte iiber reelle und komplexe Zahlen, Folgen
und Reihen, Stetigkeit sowie Differenzierbarkeit unterteilt. Jeder Abschnitt be-
steht aus drei Unterabschnitten mit je zwei Kapiteln, die bei entsprechender
Auswahl in einer Vorlesungswoche behandelt werden kénnen. Dadurch entsteht
ein Kernblock von zwolf Wochen. Zusitzliche Vorlesungszeit kann zu einer Ein-
fithrung in mathematische Grundbegriffe und Methoden sowie zu einer ausfiihr-
licheren Darstellung spezieller Themen verwendet werden. Im Vergleich zur
traditionellen Behandlung auch der Integration im ersten Semester diirfte in je-
dem Fall ausreichend Zeit zur Verfiigung stehen, ein hinreichend reprisentatives
Kernprogramm ohne Zeitdruck in einem Tempo zu absolvieren, das dem Ent-
wicklungsstand der heutigen jiingeren Studienanfinger gerecht wird.

Am Ende jedes Unterabschnitts finden sich Ubungsaufgaben verschiedenen
Schwierigkeitsgrades, die den einzelnen Kapiteln zugeordnet sind, sowie Vor-
schlige fiir die Gestaltung der Erginzungsiibungen.

In einem Anhang stellen wir die Beziige der behandelten Themen zur Mathe-
matik der Schule zusammen, exemplarisch anhand des systematisch ausgewerte-
ten Lehrplans fiir das achtjihrige Gymnasium in Bayern. Diese Zusammenstel-
lung gibt einen gewissen Uberblick iiber fundamentale Gemeinsamkeiten und
Differenzen, unter denen das Fehlen des Grenzwertbegriffs fir Folgen an der
Schule vielleicht am augenfilligsten ist.

Zielgruppe

Das Buch istzuallererst ein Buch fiir motivierte, neugierige und begeisterungs-
fihige Anfinger, die eher den Beruf des Lehrers als den des Forschers anstreben.
Ist das Werk auch primir gedacht als Begleittext eines einfithrenden Analysiskur-
ses fiir das gymnasiale Lehramt, so ist es doch ausfiihrlich und breit genug, auch
von Lehramtsstudenten gelesen werden zu kénnen, die eine Fachvorlesung besu-
chen, weil ihre Universitit keine spezielle auf ihre Bediirfnisse zugeschnittene
Lehrveranstaltung anbietet. Auch Fachstudenten diirfen sich angesprochen fith-
len, zumal der Text keine Teilung in ,,zwei Welten“ propagiert, sondern eine Ein-
fidthrung in die Analysis mit spezifischen Schwerpunkten und Ausgestaltungen im
Blick hat. Weiter lisst sich das Buch auch von Schiilern zur Vorbereitung auf ein
mathematisch-naturwissenschaftliches oder technisches Studium verwenden.
Schliefilich kann, bei ganz anderen Voraussetzungen, auch fiir Lehrer eine er-
neute Begegnung mit der Analysis, wie sie an der Universitit gelehrt wird, ge-
winnbringend sein.

Voraussetzungen

Vorausgesetzt wird beim Leser das einer achtjihrigen Ausbildung am Gym-
nasium entsprechende Schulwissen, das im Idealfall durch einen Briickenkurs
vor Studienbeginn erginzt wird, der wichtige Grundbegriffe zu Mengen, Rela-
tionen, Funktionen, Zahlen sowie zur mathematischen Argumentation ein-
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schliefilich der Verwendung der Junktoren und Quantoren und dem Beweis
durch vollstindige Induktion behandelt. In einem kurzen Vorspann ist das Wich-
tigste hierzu zusammengestellt. In jeder Anfingervorlesung werden diese Dinge
je nach dem Stand des Vorwissens der Horer, dem Geschmack des Dozenten und
den durch die ibrigen Vorlesungen gegebenen Rahmenbedingungen unter-
schiedlich ausgefiihrt. Der Leser wird bei Bedarf in vielen Biichern hierzu etwas
finden.

Danksagung
Mein Dank gilt Heinz Jaskolla, Florian Quiring und Michael Vogt, die den
gesamten Text aufmerksam gelesen und durch ihre zahlreichen Korrekturen
und Vorschlige vielfach verbessert haben. Heinz Jaskolla hat dariiber hinaus
etwa ein Fiinftel der Ubungsaufgaben beigesteuert.

Miinchen, im Juni 2011

Oliver Deiser



Zum Lehramtsstudium

In die Frage der Gestaltung eines Studienganges im Lehramt Mathematik ist
in jingerer Zeit wieder Bewegung gekommen, vor allem auch durch die neuen
Bachelor- und Masterstudiengiinge, durch die die Universititen ihre Ausbil-
dungsziele neu tiberdenken. Dabei treten fiir den fachlichen Teil der Lehramts-
ausbildung fiir das Fach Mathematik vor allem die beiden folgenden Fragen-
gruppen auf:

Was soll ein kiinftiger Mathematiklebrer in seiner Fachausbildung an der Universitit
lernen 2 Wie wichtig sind spezielle Inbalte 2 Welche Inbhalte bilden ein Basiswissen und
einen allgemein akzeptierten Grundkanon ?

Welche diber blofSes Wissen hinausgebende mathematische Fibigkeiten werden
angestrebt 2 Wie konnen Lebramtsstudenten einen Umgang mit der Mathematik
lernen, der sie auf ibren spateren Beruf vorbereitet und dazu beitriigt, den mathema-
tischen Schulunterricht zu verbessern ¢ Welche Evfabrungen mit der Mathematik
sollen sie an der Universitit sammeln ¢

An der School of Education der Technischen Universitit Miinchen wurde hierzu
ein Vier-Ziele-Programm fiir die Lehramtsausbildung Mathematik an Gymna-
sien aufgestellt. Die vier Ziele des Programms sind :

1. Sprache
Sichere Beherrschung der modernen mathematischen Sprache auf
verschiedenen Kommunikationsebenen.

2. Wissen
Genaue Kenntnis der fiir die Schule relevanten wissenschaftlichen Inhalte.

3. Selbstindigkeit
Fihigkeit, sich klassische Themen oder aktuelle Entwicklungen der
Mathematik selbstindig anzueignen.

4. Einblick
Verstindnis von Mathematik als Wissenschaft.

Genauer werden diese vier Ziele wie folgt beschrieben und begriindet.
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1. Sprache : Sichere Beberrschung der modernen mathematischen Sprache auf ver-
schiedenen Kommunikationsebenen.

Die Beherrschung der modernen mathematischen Sprache ist fiir einen Gymnasi-
allehrer wichtig, um den Schulunterricht auf einer universellen und gemein-
schaftlich verwendeten Grundlage gestalten zu kénnen. Sie ist zudem notwendig,
um die Tradition der Prizision in der Mathematik fortzufithren, den Austausch
zwischen Schule und Universitit zu ermdglichen, und um aktiv an neuen Lehrfor-
men und Lehrmedien mitzuarbeiten. Auf einer informellen Ebene besitzt die
Sprache der Mathematik vielfiltige anschauliche Ausdrucksméoglichkeiten, deren
Beherrschung fiir die Vermittlung spezieller Inhalte und allgemeiner Ideen an der
Schule als besonders bedeutsam erscheint.

2. Wissen: Genaue Kenntnis der fiir die Schule relevanten wissenschaftlichen Inbalte.

Die Kenntnis mathematischer Themen mit Schulbezug auf hochstem wissen-
schaftlichen Niveau sichert einem Gymnasiallehrer inhaltliche Souverinitit und
trigt damit einen unverzichtbaren Teil seiner Autoritit. Bei der Unterrichtsge-
staltung dient dieses Wissen zudem der Orientierung und bildet Mafistab und
Kontrast.

3. Selbstindigkeit : Fiibigkeit, sich klassische Themen oder aktuelle Entwicklungen der
Mathematik selbstindig anzueignen.

Ob es um mathematische Unendlichkeit, komplexe Zahlen, die Mandelbrot-
Menge, das RSA-Verfahren oder graphentheoretische Algorithmen zur Routen-
berechnungen geht: ein Gymnasiallehrer sollte fihig sein, sich spannende klassi-
sche Themen oder 6ffentlich diskutierte neuere Entwicklungen der Mathematik
anzueignen, um Fragen von interessierten Schiilern beantworten und wissen-
schaftspropideutische Schiilerseminare anbieten zu kénnen. Das Aneignen und
Weitergeben von Mathematik wird dadurch immer wieder neu erlebt und hilft,
kiinftige Verinderungen in den Lehrplinen mitzutragen und umzusetzen. Das
Ziel umfasst auch den Erhalt und die Férderung der mathematischen Neugierde,
und es stirkt die Rolle eines iiber den Schulstoff hinausgehenden Grundlagen-
wissens.

4. Einblick : Verstindnis von Mathematik als Wissenschaft.

Ein Gymnasiallehrer muss ein exemplarisches Verstindnis fiir die Mathematik
als Wissenschaft besitzen: Wie und woran arbeiten Mathematiker ? Welche For-
men des Austausches gibt es zwischen ihnen ? Was bedeutet Fortschritt in der
Mathematik ? Welche Ereignisse in der Geschichte der Mathematik waren be-
sonders bedeutsam ? Wie hiingt die Mathematik mit anderen Wissenschaften zu-
sammen ? Welche gesellschaftliche Bedeutung kommt der Mathematik zu? Die
Auseinandersetzung mit solchen Fragen trigt dazu bei, erworbenes Wissen ein-
zuordnen und in iibergreifenden Zusammenhingen sehen zu lernen.
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Im Vergleich zum Fachstudium tritt bei diesen Zielen vor allem der Erwerb
der Fihigkeit zuriick, sich in angemessener Zeit in hochgradig komplexe Theo-
rien einarbeiten und zugehérige lingere Argumentationen verstehen, wiederge-
ben und weiterfithren zu kénnen. Fihigkeiten also, die fiir den kiinftigen Lehrer
weniger bedeutsam sind als fiir den kiinftigen Forscher.

Im ersten Jahr eines Lehramtsstudiums der Mathematik stehen naturgemify
die beiden ersten Ziele im Vordergrund. Da fiir das Ziel Spracke in der Regel
keine eigene Lehrveranstaltung angeboten wird, muss die Verwendung der ver-
schiedenen mathematischen Sprachebenen innerhalb der Grundmodule gelehrt
und gelernt werden. Die Art und Weise der Stellung, Besprechung und Korrek-
tur der Ubungsaufgaben bietet hierzu eine Moglichkeit (,lieber einfacher, dafiir
aber verstindlich und sprachlich korrekt aufzuschreiben®). Vor allem eignen sich
Erginzungsiibungen dazu, die mathematische Sprache exemplarisch einzuiiben.
Dies kann durch kurze formal korrekt zu prisentierende und mit der Gruppe zu
diskutierende Argumentationen ebenso erfolgen wie durch anschauliche, durch
Diagramme gestiitzte Erklidrungen zu aktuellen Begriffen der Vorlesungen. Hin-
sichtlich des Ziels Wissen konnen in den Grundvorlesungen Themen mit hohem
Schulbezug besonders betont und ausfiihrlicher behandelt werden, z.B. Losen
einfacher Gleichungen, trigonometrische Funktionen, verschiedene Méoglich-
keiten der Einfithrung der Eulerschen Zahl e oder der allgemeinen Exponentia-
tion x¥, Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen. Beziige zur Schule
konnen explizit angesprochen werden, und Unterschiede und Gemeinsamkeiten
zwischen Bekanntem und Neuem konnen mit den Horern diskutiert werden, um
Vernetzungsprozesse zu stirken. Dem Ziel Selbstindigkeit kann wohl frithestens
in Proseminaren und Seminaren angemessen entsprochen werden. Die selbstin-
dige Aneignung und aktive Darstellung von Mathematik kann aber auch mit
Kurzvortrigen beginnen, die im zweiten Semester in den Ubungsgruppen oder
Erginzungen stattfinden, und die Themen des ersten Semesters aufgreifen und
vertiefen. Und auch erste Schritte zum Ziel Einblick konnen frith getan werden,
durch Bemerkungen in den Vorlesungen zur Geschichte (etwa zum Streit um die
Entdeckung der Infinitesimalrechnung, zur Rolle der infinitesimalen Grofien
damals und heute oder zur Prizisierung der Grundbegriffe im 19. Jahrhundert),
zu Querverbindungen und Anwendungen (wann und wozu verwendet ein Analy-
tiker oder Numeriker in seiner tdglichen Arbeit die Taylor-Entwicklung ?) und
zu aktuellen Forschungsfragen und offenen Problemen (Summation iiber 1/n’,
1/n’, ..., Riemannsche Vermutung, maximale Periodenlinge der Dezimaldar-
stellung von Primzahlinversen 1/p).



Die Themen des Buches

Erster Abschnitt : Reelle und komplexe Zablen

Das Buch beginnt mit einer Betrachtung der irrationalen Zahlen und der Uber-
abzihlbarkeit der reellen Zahlen. Wir motivieren anhand der Entdeckung der
irrationalen Zahlen durch die Pythagoreer und der Entdeckung der Uberab-
zihlbarkeit der reellen Zahlen durch Georg Cantor im 19. Jahrhundert, warum
die Analysis auf der tiberaus komplexen Grundstruktur der reellen Zahlen ruht.
Nach dieser Einfithrung diskutieren wir die algebraischen Eigenschaften der
reellen Zahlen. Die ,,iiblichen Rechengesetze® fassen wir in den Korperaxiomen
zusammen, ohne dabei aber den algebraischen Begriff eines Korpers systema-
tisch zu untersuchen. Danach werfen wir einen genaueren Blick auf die einem li-
nearen Kontinuum innewohnende Ordnung. Nachdem wir die elementaren
Ordnungseigenschaften zusammengetragen und die reellen Zahlen als angeord-
neten Korper gekennzeichnet haben, besprechen wir ausfithrlich die Vollstin-
digkeit der reellen Zahlen in Form der Existenz von kleinsten oberen und grof-
ten unteren Schranken fiir nichtleere beschrinkte Mengen reeller Zahlen. Diese
Begriffe bereiten vielen Anfingern erfahrungsgemify Schwierigkeiten, aber es
erscheint sowohl inhaltlich als auch didaktisch durchaus angemessen, den funda-
mentalen Supremums- und Infimumsbegriff relativ frith zu diskutieren. An-
dernfalls besteht die Gefahr, dass diese Begriffe irgendwann unpassend herein-
platzen, und ganz unabhingig davon haben sie ja bei der Diskussion, warum die
Analysis mit den rationalen oder algebraischen Zahlen nicht auskommt, ihren
natiirlichen Platz. Sie sind es doch, die letztendlich fiir die Uberabzihlbarkeit ei-
nes Kontinuums und damit fiir eines der grofien Geheimnisse der Mathematik,
fiir das auch viele Anfinger offene Ohren haben, verantwortlich sind. An die
Diskussion der reellen Zahlen schlieit sich dann eine relativ frithe Einfiihrung
der komplexen Zahlen an. Wir lernen einen weiteren Korper kennen, auf den
wir im weiteren Verlauf immer wieder zuriickkommen, und der in Form der
komplexen Exponentialfunktion eine tragende Rolle in unserer Darstellung
spielt. Mit den komplexen Zahlen werden wir im Rahmen einer ausfiihrlichen
Diskussion der Losungen einfacher algebraischer Gleichungen weiter vertraut,
und in den Erginzungen diskutieren wir, wie wir die wichtige geometrische
Multiplikationsregel fiir die komplexen Zahlen frith nachweisen kénnen, wenn
wir elementare geometrische Argumentation zulassen. Dadurch gewinnt C an
Anschauung und Sympathie.
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Zuweiter Abschnitt: Folgen und Reiben

Wir beginnen mit der Betrachtung unendlicher Folgen in R (oder C) und ih-
ren Grenzwerten. Dabei untersuchen wir auch den fiir Anfinger oft schwierigen
Begriff der Teilfolge. Haufungspunkte und den Satz von Bolzano-Weierstraf§ be-
trachten wir sowohl fiir Folgen als auch, als ersten Hinweis auf den mengentheo-
retisch-topologischen Blick, fiir Mengen. Anschliefiend besprechen wir die Cau-
chy-Folgen in ihren beiden Bedeutungen: Sie eignen sich, um die Konvergenz
von Folgen zu beweisen, deren Grenzwert man nicht kennt, und sie eignen sich
fir eine alternative Formulierung der entscheidenden Vollstindigkeitseigen-
schaft der reellen Zahlen. Im Zentrum stehen dann unendliche Reihen, die zwar
streng genommen nichts anderes sind als Folgen, aber die Praxis der Analysis be-
herrschen. Die geometrische Reihe tritt auf, und wir werden im Folgenden im-
mer wieder sehen, wie sie die Entwicklung der Theorie befruchtet und trigt. Die
iiblichen Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen diirfen nicht fehlen, als da
sind das Majorantenkriterium, das Quotientenkriterium, das Wurzelkriterium
und das Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen. Erginzt wird die Darstel-
lung um einen ersten Kontakt mit der Abelschen Summation, die uns einen zwei-
ten Beweis des Leibniz-Kriteriums ermoglicht und dann spiter bei der Untersu-
chung von Potenzreihen wichtige Dienste leisten wird. Die abstrakte Theorie
der unendlichen Reihen verfolgen wir dann mit einer Untersuchung von Um-
ordnungen und Produkten von Reihen. Der Leitidee, Abstraktes und Konkretes
abwechselnd zu behandeln, folgen wir dann mit der Einfithrung der reellen und
komplexen Exponentialreihe und der binomischen Reihe. Die zur Exponential-
reihe gehorige komplexe Exponentialfunktion bildet fortan einen roten Faden
der Darstellung.

Dritter Abschnitt : Stetigkeit

Das Thema des dritten Abschnitts bildet der in der Schule zur Unzufrieden-
heit vieler Mathematiker ausgegrenzte Stetigkeitsbegriff, der fiir eine systema-
tisch entwickelte Analysis unerlisslich ist, und der dariiber hinaus sicher zu den
wichtigsten Begriffen der Mathematik iiberhaupt gehért. Wir besprechen ihn
ausfithrlich im Gewand der Limesstetigkeit und der Umgebungsstetigkeit, und
weiter dann in den starken Formen der gleichmifligen Stetigkeit und der Lip-
schitz-Stetigkeit. Die Theorie der stetigen Funktionen entwickeln wir dann zu-
nichst fur stetige Funktionen, die auf abgeschlossenen und beschrinkten Inter-
vallen definiert sind. Fiir diese Funktionen beweisen wir den Nullstellen-, den
Zwischenwert- und den Fixpunktsatz, den Satz von Weierstraf} iiber die An-
nahme von Maximum und Minimum, und schliefilich zeigen wir, dass sie gleich-
mifiig stetig sind. Weiter lernen wir dann zwei neue Grenzwertbegriffe fir
Funktionenfolgen kennen, und wir entdecken die ersten Phinomene der gleich-
mifiigen Konvergenz. Nach diesen abstrakten Untersuchungen stehen dann
wieder konkrete Objekte im Mittelpunkt. Zunichst ist es die reelle Exponential-
funktion, mit deren Hilfe wir den natiirlichen Logarithmus und weiter dann die
allgemeine Exponentiation und den Logarithmus zu einer beliebigen positiven
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Basis einfithren. Anschlieffend steht die komplexe Exponentialfunktion im Zen-
trum. Wir sehen, dass zum exponentiellen Wachstum des Reellen im Komplexen
das ginzlich neue Phinomen der Kreisaufwicklung tritt, und wir nutzen diese
Eigenschaft zur Einfithrung der trigonometrischen und hyperbolischen Funk-
tionen. Sinus und Kosinus haben per Definition einen geometrischen Gehalt,
den wir durch den Nachweis der Aquivalenz der analytischen und der geometri-
schen Definition der Kreiszahl r v6llig kliren. Der Zoo der trigonometrischen
Funktionen (Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens, Sekans, Kosekans) und weiter
der hyperbolischen Funktionen bildet ein reiches Feld fiir genauere Betrachtun-
gen mit hohem Bezug zur Schulmathematik. In den Erginzungen identifizieren
wir insbesondere die trigonometrischen Gréfien in durch die guten alten Drei-
ecke gegebenen geometrischen Figuren.

Vierter Abschnitt: Differenzieren

Wir fithren die Ableitung einer Funktion ein und betonen die Sicht der linea-
ren Approximation einer Funktion in einem Punkt, die die Ableitung eher als
Funktion denn als Zahl ansieht. Mit Hilfe des linearen Approximationssatzes be-
weisen wir dann die gingigen Ableitungsregeln. Das Beispiel einer Funktion, die
bei der Ableitung ihre Stetigkeit verliert, fiihrt uns dann zum Nullstellen- und
zum Zwischenwertsatz der Differentialrechnung, und eine wichtige Variation
dieser beiden Sitze lernen wir dann im Satz von Rolle und im Mittelwertsatz
kennen. Als erste Anwendungen der neuen Theorie zeigen wir den engen Zu-
sammenhang zwischen Monotonie der Funktion und dem Vorzeichen ihrer Ab-
leitung, sowie zwischen lokalen Extremwerten der Funktion und Nullstellen der
Ableitung. Weiter charakterisieren wir die konstanten Funktionen und damit die
Exponentialfunktion iiber ihre Differentialgleichung, und wir zeigen, dass diffe-
renzierbare Funktionen sehr starke Stetigkeitseigenschaften besitzen. Es folgt
eine Etablierung der I'Hospitalschen Regeln zur Grenzwertberechnung und
eine ausfiihrliche Diskussion des Kriitmmungsverhaltens einer Funktion, die uns
auch mit der Jensenschen Ungleichung bekannt macht. Eine kurze Darstellung
des Newton-Verfahrens schliefit dann die Anwendungen der Differentiation erst
einmal ab, und wir wenden uns der Begriffswelt der Potenzreihen zu. Wir unter-
suchen ihren Konvergenzbereich mit Hilfe der geometrischen Reihe und weiter
der Abelschen Summation. Der Satz iiber das gliedweise Differenzieren reicht
schlieilich eine endgiiltige Motivation der Exponentialreihe nach. Er liefert uns
zudem die Juwelenreihen des Logarithmus und des Arkustangens, und im Ver-
bund mit dem Abelschen Grenzwertsatz damit auch Reihen fiir log(2) und n/4.
Danach motivieren wir die Taylor-Entwicklung als Verallgemeinerung des linea-
ren Approximationssatzes. Den Satz von Taylor mit Lagrangeschem Restglied
prisentieren und beweisen wir als verallgemeinerten Mittelwertsatz. Ein positi-
ver Satz zur Potenzreihenentwicklung und ein Beispiel mit komplexem Ausblick
beenden dann unsere erste intensive Begegnung mit der Welt der Analysis.



Voraussetzungen und Notationen

Wir stellen im Folgenden einige wichtige grundlegende Notationen und Be-
griffe zusammen. Fir eine ausfiihrliche und vollstindigere Darstellung diirfen
wir den Leser auf die Literatur verweisen.

Mengen

Wir arbeiten mit einem intuitiven Mengenbegriff, der eine Menge als Zusam-
menfassung von mathematischen Objekten ansieht. (In der Mathematik sind die
Mengen heute ein undefinierter Grundbegriff, der durch in einer formalen Spra-
che formulierte Axiome beschrieben wird.) Die Objekte, die eine Menge bilden,
heifien die Elemnente der Menge. Ist a ein Element der Menge A, so schreiben wir
a € A. Eine Menge ist durch ihre Elemente eindeutig bestimmt.

Sind A und B Mengen und ist jedes Element von A ein Element von B, so
heifit A eine Teilmenge von B und weiter B eine Obermenge von A. In Zeichen
schreiben wir hierfiir A ¢ B, wobei das "Teilmengenzeichen ,,c* an das Klei-
nergleich-Zeichen ,,<“ erinnert. Gilt A B und A # B, so heifit A eine echze
Teilmenge von B und B eine echte Obermenge von A. In Zeichen schreiben wir
hierfiir A ¢ B. Gilt A € B und B c A, so gilt A = B (und umgekehrt).

Wir verwenden die geschweiften Mengenklammern ,{“, ,}*“ und den Eigen-
schaftsstrich ,,| “ zur Darstellung von Mengen:

{x1éx} (Mengenkomprebension)

ist die Menge aller Objekte x, die die Eigenschaft €(x) besitzen. (Die spannenden
logischen Probleme der ,,zu grofien“ Mengenkomprehensionen kénnen wir hier
ignorieren.) Endliche Mengen kénnen wir direkt angeben als

d={}={xIx#x} (leere Menge)
{a} = {xIx=a}, (Einermenge)
{a,b} ={xlx=2a2oder x=b}, (Paarmenge, ungeordnetes Paar)

usw. Es gilt {a,b} ={b,a}={a, a, b}, usw. Auch endliche oder unendliche
,Pinktchennotationen® wie

{0,2,4,6,...,100},
{1,3,5,7,9,...} (= {n | nisteine ungerade natiirliche Zahl })

sind niitzlich und suggestiv, solange die angegebene Menge im Rahmen des
Prinzips des guten Lesewillens eindeutig erkennbar ist.
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Von { a, b } zu unterscheiden ist das geordnete Paar (a, b), bei dem die Reihen-
folge von a und b eine Rolle spielt. Riickfithrend auf den Mengenbegriff kann
man (a,b)={{a},{a,b}}setzen.

An besonders wichtigen Operationen mit Mengen A und B notieren wir:

AUB={xlxe Aoderxe B}, (Vereinigung)
AN B={xlxeAundxe B}, (Durchschnitt)
A-B =A\B = {xlxeAundx¢ B}, (Differenz)
AxB ={(ab)lacAundbe B}. (kartesisches Produkt, Kreuzprodukt)

Weiter ist dann A2 = Ax A, A’ = A x A, usw.
Zahlen

Wir verwenden die Symbole N, Z, Q, R fir die Mengen der natiirlichen,
ganzen, rationalen und reellen Zahlen. Die natiirlichen Zahlen enthalten die
Null. Es gilt also

N=1{0123..}, Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... ).

Eine rationale Zahl q in Bruchform stellen wir bevorzugt dar als q = m/n mit ei-
ner ganzen Zahl m und einer natiirlichen Zahl n > 1. Es gilt also

Q={mmImeZneNnz0}.

Weiter konnen wir eine rationale Zahl als endlichen oder periodisch unendli-
chen Dezimalbruch darstellen, etwa

4/3 = 1,333... 1/7 = 0,142857142857142857...

Die reellen Zahlen werden wir im ersten Kapitel genauer untersuchen. Grob
gesprochen nehmen wir dabei aus didaktischer Sicht an, dass die reellen Zahlen
fiir den Leser eine gewisse ,,physikalische Realitit” besitzen und in Form unend-
licher Dezimaldarstellungen die Punkte einer Linie reprisentieren.

Niitzlich sind zuweilen noch die Notationen

N*=N-{0}, 2v=72-{0}, Q" =0Q-{0}, R* = R-{0}.
Funktionen

Wir schreiben f: X — Y, falls f eine Funktion ist, die jedem x € X ein ein-
deutig bestimmtes f(x) € Y zuordnet. Fiir jedes x € X heifit dann {(x) der Funk-
tionswert von f an der Stelle x oder fiir das Argument x oder im Punkt x. Weiter
heifit X der Definitionsbereich von f, und wir sagen auch, dass f eine Funktion
auf X ist. Die Menge Y nennen wir einen Wertevorrat der Funktion f, und

f[X] = {f{x) | xe X} (Wertebereich, Bild)

heifit der Wertebereich oder das Bild von f. Der Wertebereich ist im Allgemeinen
eine echte Teilmenge des betrachteten Wertevorrats. Fiir jede Menge Z mit
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f[X] cZkonnen wir f: X — Z schreiben. So gilt zum Beispiel sin: R — Rund
sin: R — {xe R | -1<x<1}fiir den Sinus auf den reellen Zahlen R.

Ist f: X — Y und A eine Teilmenge von X, so ist die Einschrinkung fIA der
Funktion f auf die Menge A die Funktion g auf A mit g(x) = f(x) fur allex € A. Es
giltdann flA : A — Y.

Ist f eine Funktion und gilt f(x,) # f(x,) fiir alle x;,x, € X mitx; #x,, so heifit
die Funktion f eineindeutig oder injektiv. Diese Eigenschaft ist von einem be-
trachteten Wertevorrat unabhingig. Wird jedes Element eines betrachteten
Wertevorrats Y angenommen (d. h. gibt es fiir alle y € Y ein x mit {(x) = y), so
heifit die Funktion f : X — Y surjektiv. Schliefilich heifit f: X — Y bijektiv,
falls f injektiv und surjektiv ist. Die Funktion f stellt dann eine vollstindige
Paarbildung zwischen den Elementen von X und Y dar.

Ist f: X — Y injektiv, so ist die Umkebrfunktion ="' von f definiert als die
Funktion g auf f{ X] mit g(f(x)) = x fiir alle x € X. Es gilt dann

f!: f[X] — X bijektiv.

Sindf: X — Yundg:Y — Z zwei Funktionen, so ist die Komzposition oder
Verkniipfung g © f der Funktionen f und g die Funktion h auf X mit h(x) = g(f(x))
fiir alle x € X. Es gilt dann

gof: X — Z

Die Notation ,,g o {* wird gelesen als ,,g nach £*“.

Wiihrend fiir viele Funktionen in der Analysis spezielle Zeichen verwendet
werden (etwa fiir den Sinus), gibt es gerade fiir einige einfache Funktionen keine
eigenen Notationen. Ein Beispiel ist die Quadratfunktion f: R — R mit f(x) = x*
fiir alle x. Zur Vermeidun%y umstindlicher Formulierungen behandeln wir gele-
gentlich einen Term wie x~ als Funktion. Wir kénnen dann zum Beispiel sagen:
,Die Funktion x’ ist stetig im Nullpunkt.“ Ublich ist auch die Notation (-)° fiir
die Quadratfunktion, die wir in diesem Text aber nicht verwenden.

Junktoren und Quantoren

Die wichtigsten mathematischen Junktoren sind ,,nicht* oder ,non® (in Zei-
chen —), ,und“ (A), ,oder (v), ,impliziert“ (—) und ,,genau dann, wenn® (<).
Das ,,oder” wird dabei in einem nicht ausschlieflilichen Sinn verwendet, und eine
Implikation A — B ist iquivalent zu —=A v B.

Zur Quantifizierung verwendet man den Allguantor ,fir alle“ (in Zeichen V)
und den Existenzquantor ,es gibt (mindestens ein)“ (in Zeichen 3).

Besonderswichtig fiir die Analysis sind die Verneinungsregeln fiir die Quantoren:

- VxA(x) ist dquivalent zu  3x — A(x),

—3xA®x) ist dquivalent zu  Vx — A(x),
—Vx3AyA(x,y) st dquivalent zu  Ix Vy = A(x, y),
—3AxVy A(x,y) istdquivalent zu Vx Iy = A(x,y), usw.
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Indirekte Beweise und Widerspruchsbeweise

Wichtige Beweistechniken der Mathematik sind der direkre und der indirekte
Beweis einer Implikation A — B und der Widerspruchsbeweis einer Aussage A.

Bei einem direkten Beweis von A — B nimmt man A an und versucht B zu be-
weisen. Gelingt dies, hat man A — B bewiesen. Bei einem indirekten Beweis von
A — B nimmt man dagegen — B an und versucht — A zu beweisen. Gelingt dies,
so hatman —B — —A bewiesen, was logisch dquivalent zu A — B ist. Es gibt keine
allgemeine Regel, wann ein direkter und wann ein indirekter Beweis von A — B
einfacher zu finden oder einfacher zu verstehen ist.

Bei einem Widerspruchsbeweis zeigt man eine Aussage A wie folgt. Man
nimmt an, dass = A gilt, und versucht, mit Hilfe dieser Annahme eine wider-
spriichliche Aussage wie 0 = 1 herzuleiten. Damit ist dann die doppelte Vernei-
nung ——A von A bewiesen, was logisch dquivalent zu A ist.

Vollstindige Induktion

Will man zeigen, dass alle natiirlichen Zahlen n eine bestimmte Eigenschaft
€(n) besitzen, so kann man dies durch vollstindige Induktion erreichen, indem
man die beiden folgenden Aussagen beweist:

(1) Es gilc€(0). (Induktionsanfang)
(2) Firallene N gilt: €(n) impliziert €(n + 1). (Induktionsschritt)

Den Beweis von (2) beginnt man oft mit: ,, Es gelte also €(n) fiir einn € N.“ Man
versucht nun, mit Hilfe der sog. Induktionsvoraussetzung €(n) zu beweisen, dass
€(n + 1) gilt. Gelingt dies, ist (2) gezeigt.

Zur llustration beweisen wir mit Hilfe vollstindiger Induktion die bekannte
Summenformel:

yfurallene Ngilt O+ 1+...+n = n(n+1)/2.%

Induktionsanfang:
Offenbarist 0 = 0 - (0 + 1)/2.

Induktionsschritt von n nachn + 1 :
Esgeltealso 0 + ... +n = n(n + 1)/2 (Induktionsvoraussetzung). Dann gilt

O+...+n+(m+1) =nn+1)/2 + (n+1) = (n+1)(n+2)/2.

Ublich im Kontext der vollstindigen Induktion ist die Abkiirzung I. V. fiir ,,In-
duktionsvoraussetzung®.

Zuweilen kann es im Beweis hilfreich sein, im Induktionsschritt nicht nur
é(n), sondern stirker €(0), ..., é(n) anzunehmen. Dies ist erlaubt, und man
spricht dann von einer starken Induktion. Logisch dquivalent zur starken Induk-
tion ist das Prinzip des kleinsten Ausreifers: Gilt eine Eigenschaft €(n) nicht fiir
alle n € N, so gibt es ein kleinstes ny, das die Eigenschaft € nicht besitzt, d.h. es
gilt —=€(ng) und zudem €é(n) fiir alle n < ny.
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1. Warum die rationalen Zahlen nicht geniigen

Die rationalen Zahlen @ = {n/m | ne Z, m € N, m # 0 } bilden auf den ersten
Blick ein gutes mathematisches Modell fiir ein rdumliches oder zeitliches Linear-
kontinuum: Die Ordnung auf Q ist dicht, d. h. zwischen je zwei rationalen Zah-
len p und q liegt eine weitere rationale Zahl r, etwa das arithmetische Mittel r =
(p + q)/2 von p und q. Wir haben also mit Q einen scheinbar perfekten Zahlen-
strahl zur Verfiigung. Dennoch zeigt sich, dass die rationalen Zahlen fiir die
Zwecke der Geometrie und weiter der Analysis nicht geeignet sind: Es fehlen,
wie die alten Griechen entdeckten, einfache geometrisch konstruierbare Punkte.
Weiter fehlen, wie Georg Cantor im 19. Jahrhundert entdeckte, in einem gewis-
sen Sinne sogar ,fast alle“ Punkte, die als Grenzwerte von Folgen rationaler Zah-
len auftauchen. Diese beiden mathematisch grundlegenden und historisch unge-
mein bedeutsamen Erkenntnisse wollen wir in diesem Kapitel kennenlernen.
Dabei legen wir unser in der Schule erworbenes Verstindnis der reellen Zahlen
zugrunde. Im zweiten Kapitel werden wir dann die wichtigsten algebraischen
und ordnungstheoretischen Eigenschaften der reellen Zahlen zusammenstellen
und diskutieren.

Die Entdeckung der alten Griechen: Irrationale Verhiltnisse

Betrachten wir ein Quadrat mit der Seitenlinge 1, so ist seine Diagonale ganz
ohne Zweifel eine natiirliche mathematische Grofie und sollte also einem Punkt
auf unserem aus Zahlen gebildeten Modell eines Kontinuums entsprechen. Wir
kénnen die Diagonale mit einem Zirkel abgreifen und auf unseren Zahlenstrahl
iibertragen, mit der Nadel des Zirkels im Nullpunkt. Die alten Griechen ent-
deckten, dass wir dabei keinen Punkt von Q treffen: Der aus rationalen Zahlen
gebildete Zahlenstrahl hat dort, wo die Mine des Zirkels ideell landet, ein
»Loch®. Dem Beweis dieser Tatsache stellen wir einige zahlentheoretische Uber-
legungen voran.

Die Zahl 14 =2 - 7 kénnen wir genau 1 mal ohne Rest durch 2 teilen, die Zahl
16 = 2* genau 4 mal, die Zahl 280 = 2° - 5 - 7 genau 3 mal, die Zahl 1111 genau 0
mal. Fiir jede natiirliche Zahl n sei z(n) die maximale Anzahl der moglichen
Zweiteilungen von n ohne Rest. So gilt also z(14) = 1, z(16) = 4, z(280) = 3 und
z(1111) = 0. Die Zahl z(n) nennen wir den Zweifaktor von n. Der Zweifaktor er-
fillt fir alle natiirlichen Zahlen n die beiden folgenden Eigenschaften, die sich
mit Hilfe der Rechenregeln fiir die Exponentiation leicht einsehen lassen:
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(1) z2n) = z(n) + 1,
(i) zn?) = 2 z(n).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun unseren Bewesis fithren.

Satz  (Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2)
Sei d die Linge der Diagonalen des Einheitsquadrats. Dann ist d keine
rationale Zahl, d.h. es giltd # n/m fiir allen,m e N, m = 0.

Beweis
Annabme, es gilt d = n/m fiir gewisse n, m € N, m # 0. Nach dem Satz des
Pythagoras ist d* = 17 + 17 = 2, also gilt (n/m)* = 2 und damit

#) n’ = 2m’.

Seien a = z(n) und b = z(im) die Zweifaktoren von n und m. Dann ist nach

obigen Figenschaften z(n”) = 2a und z(2m?) = 2b + 1. Nach (#) ist dann

2a=z(n’) =z(2m?) = 2b + 1, wihrend doch die gerade Zahl 2a sicher

verschieden von der ungeraden Zahl 2b + 1 ist, und damit haben wir den
-~ gewiinschten Widerspruch erreicht.

Das Argument verbindet zwei Welten. Das zahlentheoretische Argument fiir
sich betrachtet zeigt, dass keine rationale Zahl d die Gleichung d* = 2 erfiillen
kann. Der Satz des Pythagoras beleuchtet dieses Ergebnis dann am Einheitsqua-
drat. Diese Briicke zwischen Arithmetik und Geometrie sichert dem Beweis ei-
nen unbefristeten Platz im Juwelenkabinett der Mathematik.

Analog kann man zeigen, dass die Quadratwurzel aus 3 irrational ist. Eine sehr
starke Verallgemeinerung liefert dann ein schoner Satz von Gaufi. Er zieht wie-
der einige zahlentheoretische Eigenschaften heran, die wir vorab diskutieren
wollen. Wir betrachten hierzu 10 = 2 - 5. Dann gilt 10“ = 2* - 5* fiir alle natiirli-
chen Zahlen k. In den Potenzen von 10 tauchen also keine neuen Primfaktoren
auf. Analog ist 18 = 2 - 32 und 18" = 2¥ - 3%* fiir alle natiirlichen Zahlen k. Allge-
mein gilt fiir alle ganzen Zahlen n und natiirlichen Zahlen k> 1:

(+) Die Zahlen n und n* haben dieselben Primfaktoren.
Mit Hilfe dieser Beobachtung kénnen wir nun beweisen:

Satz  (Satz von Gauyfs)
Seien ay, ..., a;_; ganze Zahlen, und sei x eine reelle Zahl mit

X+ ak_lxk'l + .+ 2 X+ ap = 0.

Dann ist x eine ganze Zahl oder irrational.
Beweis

Wir nehmen an, dass x = n/m eine rationale Zahl ist, und dass n/m gekiirzt
ist. Wir zeigen, dass m = 1 gelten muss und beweisen so den Satz.
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Einsetzen von x = n/m in die Gleichung des Satzes liefert
/m)* + a,_; @/m< ' + ... +a,(@/m) + a, = O.

Die Multiplikation mit m* ergibt

n* + ak_lnk'lml + ..+ apn! m<! o+ aomk = 0.
Also ist
n* = —m(ak_lnk’1 o+ aomk’l).

Folglich ist m ein Teiler von n*. Wiire nun p > 2 ein Primfaktor von m, so

wiire p also ein Primfaktor von n*. Nach (+) wire dann aber p auch ein

Primfaktor von n, und dann wire n/m nicht gekiirzt. Also besitzt m keinen
— Primfaktor p =2, und damit ist m = 1 und x = n eine ganze Zahl.

Die Gleichungen x* - 2 = 0 und x’ - 3 = 0 haben die Form der im Satz von
Gaufl betrachteten Gleichungen und sie besitzen offenbar keine ganzzahligen
Losungen. Also folgt aus dem Satz, dass die Quadratwurzeln aus 2 und 3 irra-
tional sind. Allgemeiner zeigt diese Betrachtung, dass die Wurzel einer natiirli-
chen Zahl n irrational ist, falls n keine Quadratzahl ist, d. h. n nicht von der
Form m’ fiir eine natiirliche Zahl m ist.

Man konnte angesichts der Entdeckung der alten Griechen versucht sein, zu den
rationalen Zahlen alle mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Grofien hinzuzufi-
gen,umso die ,Locher“von Q zustopfen. Eine nichttriviale Uberlegung zeigt, dass
alle diese Grofien Losungen von gewissen Gleichungen a; x* + ... +a; x+27=0
mit rationalen Koeffizienten ay, ..., a, sind. Wir definieren hierzu:

Definition (algebraische Zablen, A)
Eine reelle Zahl x heifit algebraisch, falls rationale Zahlen ay, ..., a; existieren
mit a, # 0 und a;, X<+ a_q Xy a; x + ag = 0. Wir setzen weiter

A = {xe R | xistalgebraisch }.

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner der Zahlen a; in Bruchdarstellung
zeigt, dass wir hier auch die Existenz ganzzahliger Koeffizienten fordern konnen.
Die algebraischen Zahlen sind damit genau die Nullstellen der nichttrivialen Po-
lynome mit ganzzahligen Koeffizienten.

Es zeigtsich, dass die algebraischen Zahlen immer noch nicht gentigen. Wich-
tige geometrische und analytische Gréfien der Mathematik wie die Kreiszahl
oder die Eulersche Zahl e sind nicht algebraisch. Wir definieren:

Definition (transzendente Zahlen)
Eine reelle Zahl x heifit transzendent, falls x nicht algebraisch ist.

Dass die Kreiszahl © und die Eulersche Zahl e transzendent sind, ist eine tief-
liegende Erkenntnis des 19. Jahrhunderts. Im folgenden Zwischenabschnitt wer-
den wir aber zeigen, dass transzendente Zahlen iiberhaupt existieren.
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Die Entdeckung von Cantor: Die Uberabzihlbarkeit von R

Der Leser wird sich vielleicht gefragt haben, warum wir nicht die Dezimaldar-
stellung reeller Zahlen verwendet haben, um zu zeigen, dass es irrationale Zahlen
gibt. Denn bekanntlich ist eine reelle Zahl in unendlicher Dezimaldarstellung

X = +n,a;a,3a334..., ne Njaye {0,1,...,9},

genau dann rational, wenn die Darstellung periodisch ist. (Diese Tatsache wer-

den wir spiter noch genauer betrachten.) Damit sind zum Beispiel die reellen
Zahlen

x; = 0,10110111011110...,
x, = 0,100111000011111000000...,
x; = 0,1234567891011121314151617...

irrational. Die Bedeutung der obigen Uberlegungen liegt aber gerade darin,
konkrete fiir die Mathematik bedeutsame Grofien wie etwa V2 als irrational zu
erkennen. Geeignete Rechenverfahren liefern z. B.

V2 = 1,41421356237309504 ...,

erlauben aber in der Regel nicht, die berechnete Zahl als irrational oder rational
zu identifizieren.

Dessen ungeachtet liefert uns die Dezimaldarstellung spielerische Moglich-
keiten zur Konstruktion irrationaler Zahlen. Und sie leistet noch weit mehr.
Hierzu miissen wir wieder etwas weiter ausholen und einige Betrachtungen iiber
die Eigenheiten unendlicher Mengen vorausschicken.

Das Hilbertsche Hotel hat unendlich viele Zimmer 0, 1, 2, 3, ..., n, ... Alle Zim-
mer des Hotels sind belegt. Ein neuer Gast kann aber trotzdem untergebracht
werden, indem jeder alte Gast von seinem Zimmer n in das Zimmer n + 1 um-
zieht. Dadurch wird das Zimmer 0 fiir den neuen Gast frei. Ebenso kénnen un-
endlich viele neue Giste go, g1, ..., gy, ... untergebracht werden, indem jeder alte
Gast von Zimmer n in das Zimmer 2 n umzieht. Dadurch werden die Zimmer
1,3,5,7, ... fir die neuen Giste frei.

Eine mathematische Version dieses Gedankenexperiments ist, dass es, im
Sinne einer moglichen 1-1-Korrespondenz, ebenso viele natiirliche Zahlen gro-
Bergleich 0 wie natiirliche Zahlen grofiergleich 1 gibt:

0, 1, 2, 3,
L, 2, 3, 4

Ebenso gibt es, im Sinne einer moglichen 1-1-Korrespondenz, ebenso viele na-
tiirliche Zahlen wie gerade natiirliche Zahlen:

0, 1, 2, 3, 4
0, 2, 4, 6, 8,
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Und es gibt auch ebenso viele natiirliche Zahlen wie ganze Zahlen:

0, 1, 2, 3, 4 5, 6
07 17 _]-7 2, _27 37 _3’

Diese Beobachtungen lassen sich mit Hilfe des Bijektionsbegriffs allgemein
und scharf fassen. In der Mathematik heifien zwei Mengen M und N gleichmiich-
tig, falls eine Bijektion f: M — N existiert. Hier gentigt uns die begriftlich einfa-
chere Gleichmichtigkeit einer Menge M mit der Menge N der natiirlichen Zah-
len. Wir definieren:

Definition (abziblbar unendlich, abziblbar)
Eine Menge M heifit abziblbar unendlich, falls es eine Bijektion f: N — M
gibt. Weiter heifit M abzdihlbar, falls M endlich oder abzihlbar unendlich ist.

Eine Funktion f: N — M lisst sich in der Form obiger Beispiele darstellen:
o, L, 2, 3 4
f0), 1), fQ2), fG), f*),

Diese Darstellung kénnen wir zur ,,Folgenform® {(0), f(1), f(2), ... verkiirzen.
Damitist leicht einzusehen, dass eine Menge M genau dann abzihlbar unendlich
ist, wenn wir die Elemente von M ohne Wiederholungen in die Form £(0), (1),
f(2), ... bringen kénnen. Kénnen wir M mit eventuellen Wiederholungen als
2(0), g(1), g(2), ... aufzihlen, so ist M abzihlbar, denn das Streichen der Wieder-
holungen liefert eine endliche Aufzihlung f(0), ..., f(n) von M oder aber eine wie-
derholungsfreie Aufzihlung £(0), f(1), {2), ... von M.

Obige Uberlegung zeigt, dass die Menge Z der ganzen Zahlen abzihlbar un-
endlich ist. Stirker gilt nun sogar:

Satz  (Abziblbarkeit von Q)
Die Menge der rationalen Zahlen ist abzihlbar unendlich.

Beweis
Wir kénnen alle rationalen Zahlen wie folgt aufzihlen:
0/1, (Gewicht 1)
/1, -1/1, (Gewicht 2)
2/1, -2/1, 1/2, -1/2, (Gewicht 3)
3/1, -3/1, 1/3, -1/3, (Gewicht 4)
4/1, -4/1, 3/2, -3/2, 2/3, -2/3, 1/4, -1/4 (Gewicht 5)

Hierbei erhilt ein gekiirzter Bruch p/q mitp € Z, q = 1 das ,,Gewicht®

g=Ipl + q. Wir kénnen damit ganz Q aufzihlen, indem wir die jeweils

endlich vielen gekiirzten Briiche mit Gewicht g =1, 2, 3, ... aneinander
- fiigen.
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Ein ganz dhnliches Argument zeigt viel stirker:

Satz  (Abziblbarkeit der algebraischen Zahlen)
Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzihlbar unendlich.

Beweis
Jede algebraische Zahl ist eine Losung einer algebraischen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten. Da jede solche Gleichung nur endlich viele
Losungen besitzt, geniigt es zu zeigen, dass wir alle diese Gleichungen
aufzihlen konnen. Hierzu ordnen wir einer Gleichung

a,x"+...+2,x +ay = 0 mitne N, a, ...,a, € Z,a, #0,

ihr ,Gewicht“ g=n+ la,| +... + lag| zu. Dann gibt es fiir jedes vorgege-

bene Gewicht g nur endlich viele Gleichungen mit dem Gewicht g. Damit

erhalten wir eine Aufzihlung aller algebraischen Gleichungen und weiter
— dann eine Aufzihlung aller algebraischen Zahlen.

Man wird nun vielleicht einwenden, dass diese Uberlegungen lediglich zeigen,
dass im Reich des Unendlichen alle Grofienunterschiede verschwimmen. Die
Begriffsbildung ,,abzihlbar unendlich® scheint tiberfliissig, da sich scheinbar jede
noch so umfassende unendliche Menge mit Hilfe der natiirlichen Zahlen durch-
zihlen ldsst. Dass dies nicht so ist, zeigt der folgende fundamentale Satz von Ge-
org Cantor aus dem Jahre 1874:

Satz  (Uberabziblbarkeit der reellen Zablen)
Die Menge R ist nicht abzihlbar.

Beweis
Seien xy, x{, X3, ... reelle Zahlen. Wir konstruieren ein x* mit x* # x,, fiir alle
n € N. Hierzu schreiben wir in Dezimaldarstellung:

X0

Zy, d90 9,1 A02 ---»
Xy = Zy, 210 A1 A1 ..o
Xy = 723, 20 421 422 ..o

X3 = 73, 430 431 A3 ..o
Xy = Zn:an,O an,l an,2 sy

Wir definieren nun fiir allen e N

b - 1, falls a,, =2,
o 2, falls a,, # 2,

und setzen x* = 0, by b; b, ... Dann ist x* eine reelle Zahl in eindeutiger
Dezimaldarstellung, und fiir jedes n ist x* # x,,, denn die n-ten Nachkom-
— mastellen von x* und x,, sind verschieden.
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Wir lesen also die Nachkommastellen der Zahlen x, xy, ..., X, ... ,diagonal®
und konstruieren mit Hilfe der Diagonalziffern a; g a; ; a, ... eine reelle Zahl
x*, die fiir jedes n spitestens ab der n-ten Nachkommastelle von x, abweicht.
Dieses Vorgehen ist als ,,Diagonalargument” in die Geschichte der Mathematik
eingegangen. Es gehort heute ebenso zur Allgemeinbildung eines Mathemati-
kers wie der klassische Beweis der Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2.

Gegen das Argument wird oft eingewandt, dass man ja die konstruierte Zahl x*
noch zu den Zahlen xy, x;, X, ..., hinzufiigen kénne, und im Sinne des Hilbert-
schen Hotels dann die Zahlen x*, xo, xy, ... vorliegen hitte. Hierzu bemerken wir,
dass aus der Annahme der Abzihlbarkeit von R folgt, dass es eine Folge xg, xy, ...
gibt, die alle reellen Zahlen durchlduft. Unser Beweis findet eine Zahl x*, die
nichtin der Folge vorkommt. Damitist die Annahme falsch, d.h. die reellen Zah-
len sind nicht abzihlbar.

Es gibt also, im Sinne einer unméglichen 1-1-Korrespondenz, mehr reelle
Zahlen als natiirliche oder ganze oder rationale Zahlen. Der Unterschied zwi-
schen Q und R ist damit gewaltig. Die durch die alten Griechen entdeckten L6-
cher von @ sind so zahlreich, dass wir sie nicht aufzihlen konnen. R entsteht
nicht aus Q durch Hinzufiigen von abzihlbar vielen Zahlgrofien xg, xy, x5, ...,
denn die entstehende Menge Q U { xg, X1, X3, ... } wire immer noch abzéihlbar. Es
gibt also iiberabzihlbar viele irrationale Zahlen. Die gleiche Uberlegung gilt fiir
die algebraischen Zahlen. Wir notieren hier explizit:

Korollar (Existenz transzendenter Zablen)
Es gibt tiberabzihlbar viele transzendente Zahlen.

Beweis
Wire die Menge R - A der transzendenten Zahlen abzihlbar, so wire
aufgrund der Abzihlbarkeit von A die Menge R = A U (R - A) abzihlbar,
— was nicht der Fall ist.

Wir haben keine neue Erkenntnis iiber m oder e gewonnen, aber wir haben ge-
zeigt, dass alle bis auf abzihlbar viele reelle Zahlen transzendent sind.

Die Struktur der reellen Zahlen ist also komplizierter, als man meinen mochte,
und die bislang so vertraute Dezimaldarstellung reeller Zahlen beginnt Fragen
aufzuwerfen : Was heifit eigentlich ,,beliebige Folge von Nachkommastellen“?
Welche derartigen Folgen existieren ? Diese Fragen fiihren letztendlich zum
Waunsch nach einer prizisen Konstruktion der reellen Zahlen, und es ist kein Zu-
fall, dass die ersten expliziten Konstruktionen von R historisch mit der Entdek-
kung der Uberabziihlbarkeit von R zusammenfallen. Wir wollen diese Uberle-
gungen aber an dieser Stelle nicht weiter verfolgen, sondern uns im folgenden
Kapitel den Struktureigenschaften zuwenden, die fiir die Zwecke der Analysis
gebraucht werden. Dabei werden wir eine algebraische Charakterisierung notie-
ren, die ans Licht bringt, welches Ziel man bei einer Konstruktion eines mathe-
matischen Kontinuums anstrebt. Die obigen Uberlegungen zeigen dann, dass
man dieses Ziel mit einer abzihlbar unendlichen Menge notwendig verfehlt. Die
Analysis ruht auf einer tiberabzihlbaren Struktur.
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I"Jbungen

1.1.1 Die Entdeckung der alten Griechen: Irrationale Verhiltnisse

Ubung 1
(a) Seis=V2. Zeigen Sie, dass Vs irrational ist.
(b) Zeigen Sie analog zum Beweis der Irrationalitit von V2, dass V'3

irrational ist. Formulieren Sie hierzu wieder explizit die in der
Argumentation benétigten zahlentheoretischen Eigenschaften.

(c) Zeigen Sie, dass die dritte Wurzel aus 4 irrational ist.

Ubung 2
(a) Zweireelle Zahlen a und b mit a > b > 0 stehen im Verhiltnis des
Goldenen Schnitts, falls gilt:

(+) a/b = b/(a-Db).
Zeigen Sie, dass a/b eindeutig bestimmt und irrational ist.

[Hinweis: Setzen Sie x = a/b und 16sen Sie die sich aus (+) ergebende
quadratische Gleichung. ]

(b) Ein rechteckiges Papier mit Seitenlingen a > b > 0 erfiille die folgende
Bedingung:

»Wird das Papier an der Seite a in der Mitte durchgeschnitten, so
stehen die Seitenlingen der dadurch entstehenden kleineren Papiere
im gleichen Verhiltnis wie die Seitenldngen a und b des urspriingli-
chen Papiers.“

Zeigen Sie, dass durch diese Bedingung das Verhiltnis a/b eindeutig
festgelegt ist und bestimmen Sie dieses Verhiltmis. Uberpriifen Sie
weiter ein Blatt Papier im Format DIN A4 auf dieses Verhiltnis.

Ubung 3
Seien ay, ..., a;_; ganze Zahlen, und sei x eine ganze Zahl mit
X+ ak_lxj"l o+ ax o+ ag = 0.

Zeigen Sie, dass x ein Teiler von ag ist, d. h. es gibt ein d € Z mitxd = a,,.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass V2 + V/3 irrational ist.

[Betrachten Sie das Polynom x* - 10x? + 1 und wenden Sie den Satz von Gauf an.]
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1.1.2 Die Entdeckung von Cantor: Die Uberabzihlbarkeit von R

Ubung 1
(a) Seien M und N abzihlbar unendliche Mengen. Zeigen Sie, dass
M U N abzihlbar unendlich ist.

[Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis der Abzihlbarkeit von Z.]

(b) Zeigen Sie, dass die Menge N’ = {(n,m) | n, m e N }abzihlbar ist.

[Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis der Abzihlbarkeit von @.]

szmg 2
Seien A, B,C Mengen derart, dass A - B und A - C endlich sind.
Zeigen Sie, dass A — (B m C) endlich ist.

Ubung 3
Zeigen Sie, dass es Teilmengen Ay, Ay, ..., A,, ..., n € N, von N gibt mit
den Eigenschaften:

(@ N = U,.yA, (= {klesgibteinne Nmitke A, }),
(b) A, N A, = Jfiirallen,m e N mitn#m.

Ubung 4 )
Betrachten Sie den Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen, und
definieren Sie statt b,

o - 1, falls a,, =0,
"o 0, falls a,, # 0.

Setzen Sie y* = 0, ¢ ¢ ¢, ... Geben Sie nun reelle Zahlen x, x, x,, ... in
Dezimaldarstellung an, fiir die y* = x, gilt. Begriinden Sie, warum dieses
Phiinomen fiir die Zahl x* = 0, by by b, ... des Beweises nicht auftreten
kann.

Ubung S
Zeigen Sie, dass die Menge

M= {(n,...,n) l ke N,n;e Nfiralle 1 <i<k}

aller endlichen Tupel natiirlicher Zahlen abzihlbar ist.

Argumentieren Sie hiermit, dass (1) eine ,,Universalbibliothek®, die alle
denkbaren Biicher enthilt, abzihlbar ist, und dass (2) die reellen Zahlen,
deren Nachkommastellen mit Hilfe eines Computerprogramms berechnet
werden konnen, eine abzihlbare Menge bilden.

[Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis der Abzihlbarkeit von A.]
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Ubung 6
Betrachten Sie unendliche ,,Worte® w, die aus den Zeichen a und b gebildet
sind, etwa w = ababaaabbaa... Zeigen Sie, dass die Menge aller dieser
unendlichen Worte nicht abzihlbar ist.

Ubung 7 )
Beweisen Sie die Ubungen 1 (b) und 3, indem Sie Zahlen der Form 2° - 3P
bzw. pi' - ... - pi* betrachten, mit natiirlichen Exponenten a,b, aj, ..., a, > 1

und Primzahlenp; =2,p,=3,p3=5,ps=7, ...

Ubung 8
Zeigen Sie, dass es keine Bijektion zwischen R und der Menge aller
Funktionen von R nach R gibt.
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Erste Erginzungen:

Irrationale Verhiltnisse in geometrischen Figuren

Im zehnten Buch der ,Elemente® des Euklid findet sich ein Beweis der Irratio-
nalitit von V2, der sich in moderner Lesart wie folgt darstellen lisst:

Klassischer Beweis der Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2
Wir nehmen an, dass V2 = n/m fiir natiirliche Zahlen n und m gilt.
Weiter nehmen wir an, dass der Bruch n/m gekiirzt ist, sodass also n oder m
ungerade ist. Es gilt n* = 2 - m*. Also ist n? und damit auch n selbst gerade.
Dann ist aber n’ durch 4 teilbar. Wegen m? = n?/2 ist dann aber m? gerade.
Also ist auch m gerade, Widerspruch.

Erginzungsiibung 1
Vergleichen Sie diesen Beweis mit dem oben mit Hilfe des Zweifaktors
einer Zahl gefithrten Beweis. Welche zahlentheoretischen Eigenschaften
werden benutzt? Welche Verallgemeinerung lisst das Argument zu?
Welche Analogien bestehen zum Beweis des Satzes von Gaufi ?

In unseren Beweisen der Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2 und des allge-
meinen Satzes von Gauf§ haben wir arithmetische Eigenschaften benutzt, um zu
zeigen, dass gewisse Zahlen nicht die Form n/m haben kénnen. Im Folgenden
wollen wir Verhiltnisse, die in geometrischen Figuren auftreten, mit Hilfe rein
geometrischer Argumentation als irrational erkennen. Der Uberlieferung zu-
folge sind irrationale Verhiltmisse sogar in dieser Weise von den Pythagoreern
entdeckt worden.

Entscheidendes Hilfsmittel ist die Wechselwegnabhme oder der Euklidische Algo-
rithmus. Dieser Algorithmus arbeitet in jedem Schritt mit zwei positiven reellen

Grofien a und b und fiihrt folgende Aktion durch:

»Ziehe die kleinere von der grofieren Grofie ab.“
(terationsvorschrift fiir den Euklidischen Algorithmus)

Ista <b, so wird also a von b abgezogen, und die Anweisung hinterlisst dann die
Groflenaund b - a. Istb <a, so wird das Paar b und a - b erzeugt. Sind die beiden
neuen Grofien gleich, so stoppt der Algorithmus. Andernfalls wird die Anwei-
sung fiir die beiden neuen Groéfien wiederholt.

a erstes Paar

a-b

zweites Paar
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Im Allgemeinen wird die kleinere Gréfie mehr als einmal in die grofiere hin-
einpassen und damit eine Zeit lang der ,aktuelle Mafistab“ bleiben. Sobald der
verbliebene Rest aber kleiner wird als der aktuelle Mafistab, wird dieser Rest zum
,neuen Mafistab®, mit dem nun der alte Mafistab gemessen wird. Diese Uberle-
gung erklirt die Bezeichnung ,,Wechselwegnahme®. In der Tat ist es interessant
mitzuschreiben, wie oft der aktuelle Mafistab jeweils in die aktuell zu messende
Grofie hineinpasst.

Aus der Schule wird dem Leser vielleicht der Euklidische Algorithmus ange-
wendet auf zwei natiirliche Zahlen n und m bekannt sein. Er liefert den grofiten
gemeinsamen Teiler von n und m. Fiir n = 30 und m = 75 lautet die Folge der pro-
duzierten Zahlenpaare zum Beispiel (30, 75), (30, 45), (30, 15), (15, 15), und 15 ist
der grofite gemeinsame Teiler von 30 und 75. Dies miissen wir fiir das Folgende
aber gar nicht wissen. Entscheidend ist:

Satz  (nichtabbrechende Wechselwegnahme)
Bricht die Wechselwegnahme fiir zwei positive reelle Zahlgréfien a und b
nicht ab, so ist a/b irrational.

Erginzungsiibung 2
Beweisen Sie diesen Satz.

[Hinweis: Argumentieren Sie indirekt, d. h.: Ist a/b rational, so bricht das
Verfahren ab. ]

Es gilt auch die Umkehrung: Ist a/b irrational, so bricht die Wechselweg-
nahme nicht ab. Fiir unser Ziel geniigt aber die Aussage des Satzes. Wir betrach-
ten zwei Grofien a und b einer geometrischen Figur, und argumentieren geome-
trisch, dass die Wechselwegnahme fiir diese Grofien nicht abbrechen kann. Dies
gelingt durch den Nachweis, dass die Wechselwegnahme dhnliche geometrische
Figuren erzeugt und dadurch immer wieder die gleichen Messvorginge produ-
ziert. Wir wollen diese Strategie am Quadrat und weiter dann am Pentagon
durchfiihren.

Wir beginnen mit einem Quadrat mit Seitenlinge a und Diagonale d.
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Erginzungsiibung 3
Zeigen Sie durch geometrische Argumentation, dass die Wechselwegnahme
fiir das Paar a, d nicht abbricht.

[Hinweis: Betrachten und erginzen Sie die Figur rechts im obigen Diagramm. ]

Als zweites Beispiel betrachten wir ein regelmifiiges Fiinfeck (Pentagon) der
Seitenlinge a und den durch die Diagonalen der Linge d des Fiinfecks erzeugten
Finfstern (Pentagramm). Hierzu konstruieren wir zunichst ein Pentagon mit
Zirkel und Lineal wie folgt:

D Wir zeichnen einen Kreis mit Radius r
und Mittelpunkt M. Die halbe Mittel-

A senkrechte iiber M liefert den Punkt A,

und die Winkelhalbierende des Win-

1/2 kels MAB den Punkt C. Schlieilich er-

B zeugt die Senkrechte iiber C den Punkt

r M C D. Die Strecke BD bildet nun die Seite

eines in den Kreis einbeschriebenen

Pentagons.

Erginzungsiibung 4
Beweisen Sie, dass BD ein Pentagon erzeugt.

Damit kénnen wir also mit Zirkel und Lineal folgende Figur konstruieren.

Hierbei sei a die Linge der Seiten des Pentagons und d die Linge der Seiten des
zugehorigen Pentagramms, das durch die Verbindung je zweier Ecken des Pen-

tagons entsteht.
a
d
Erginzungsiibung 5
Zeigen Sie durch geometrische Argumentation, dass die Wechselwegnahme
fiir das Paar a, d nicht abbricht.







2. Struktureigenschaften der reellen Zahlen

Im Umgang mit den reellen Zahlen dominieren zwei Aspekte: Wir konnen mit den
reellen Zahlen rechnen, und wir konnen reelle Zahlen miteinander vergleichen. In
diesem Kapitel wollen wir die wichtigsten algebraischen und ordnungstheoreti-
schen Eigenschaften der reellen Zahlen zusammenstellen und untersuchen.

Algebraische Eigenschaften

Die grundlegenden algebraischen Operationen auf den reellen Zahlen sind die
Addition und die Multiplikation. Dabei gelten fir alle x,y,z € R die folgenden Ei-
genschaften:

K1) x+@+2z) = x+y)+z (Assoziativgesetz fiir die Addition)
K2) x+0 = x, (Neutralitat der Null)
(K3) esgibteinx' mitx+x" = 0, (Existenz additiver Inverser)
K4 x+y =y+x, (Kommutativgesetz fiir die Addition)
KS x-(-z)=&vy)-z (Assoziativgesetz fiir die Multiplikation)
K6) x-1 = x, (Neutralitit der Eins)

K7)  x#0 impliziert es gibteinx’ mitx-x"=1,
(Existenz multiplikativer Inverser)

K8 =x-y=y-x (Kommutativgesetz fiir die Multiplikation)
K9 x-(y+z) =&y + (x-2), (Distributivgesetz)
(K10) 0 #1. (Verschiedenbeit der neutralen Elemente)

In der Algebra nennt man eine Menge K, die mit zwei Operationen + und -
ausgestattet ist und die obigen Eigenschaften (K1) - (K10) erfiillt, einen Korper:
Die Eigenschaften (K1) - (K10) heifien auch die Kirperaxiome. Die reellen Zah-
len (R, +, -) bilden also einen Kérper. Der Leser wird sehen, dass auch Q mit der
Addition und der Multiplikation einen Korper bildet, nicht aber Z. Eine nicht
triviale Uberpriifung zeigt zudem, dass auch die algebraischen Zahlen A einen
Korper bilden. Spiter werden wir mit den komplexen Zahlen C einen weiteren
Korper kennenlernen.

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 2,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die systematische Untersuchung des Korperbegriffs ist eine der Grundaufga-
ben der Algebra. Fiir unsere Zwecke geniigt es, die obige Liste (K1) - (K10) als
Essenz der fiir die rationalen und reellen Zahlen giiltigen Rechengesetze anzuse-
hen. In der Tat folgen aus diesen Eigenschaften alle vertrauten Regeln. Man kann
mit ihrer Hilfe beispielsweise zeigen, warum ,,minus mal minus gleich plus“ gilt,
und man kann begriinden, warum man ,,durch 0 nicht teilen darf®. Weiter lassen
sich die Rechenregeln fiir das Bruchrechnen und fiir die Exponentiation bewei-
sen. Wir diskutieren derartige Folgerungen aus den Korperaxiomen hier ledig-
lich exemplarisch, um die Idee der axiomatischen Beschreibung mathematischer
Strukturen zu illustrieren.

Giltx +x" =0, so heifit X’ ein additives Inverses von x. Ein additives Inverses von
x ist aber eindeutig bestimmt: Gilt ndmlich x + x"= 0 und x + x” = 0, so ist

X =X+0 =xX+x+x") = @ +x0)+x" = 0+x" = x".

Fiir das eindeutig bestimmte additiv inverse Element von x schreiben wir -x,
und weiter schreiben wir dann x - y statt x + (- y) fiir alle x,y. Damit haben wir,
nur auf die Korperaxiome gestiitzt, eine Subtraktion eingefiihrt.

Eine wichtige Folgerung ist die folgende Kiirzungsregel fiir die Addition: Gilt
y+X=2z+X,s0isty =z, denn

vy=y+0 =y+Ex-%x) = +x)-x = (2z+x)-x =z+(x-%x) =z+0 = z

Analog schreiben wir x~! fiir das eindeutig bestimmte multiplikative Inverse
von x # 0, und weiter schreiben wir x/y statt x - y~! fiir alle x und alle y # 0. Da-
mit haben wir auf der Basis der Kérperaxiome eine Division eingefiihrt. Einen
Term x/y nennen wir wie tiblich einen Bruch mit Zibler x und Nenner y.

Nach Definition gilt x — x = 0 fiir alle x und x/x = 1 fiir alle x # 0. Weiter gilt
-(-x) = x fiir alle x, denn - (~x) ist per Definition das additive Inverse von -x,
und dieses ist gleich x (da - x + x = x — x = 0). V6llig analog gilt 1/(1/x) = x fiir
alle x # 0.

Warum spielt die Null nun eine Sonderrolle bei der Inversenbildung ? Eine
mogliche Antwort ist die folgende: Wiire z ein multiplikatives Inverses von 0, so
wire 0-z=1. Wegen 0 + 0 = 0 ist dann aber

1=0-z=0+0-z2z=0-z+0-z=1+1, also
0=1

nach der Kiirzungsregel, im Widerspruch zu (K10). Mit anderen Worten: Wol-
len wir, dass 0 + 0 =0, 0 # 1 und das Distributivgesetz gelten, so kann die Null kein
multiplikatives Inverses besitzen. Damit ist 0~' nicht definiert, und weiter ist
dann fiir alle x auch x/0 = x - 0~" nicht definiert.

Diese Elementarexegese von Strukturaxiomen ist fiir den Anfinger erfah-
rungsgemif keine leichte Ubung, und das zugehorige Training wird traditionell
auch eher innerhalb der ,Linearen Algebra“ absolviert. Dennoch ist es iiberra-
schend, was wir mit relativ wenigen Zeilen erreicht haben. Mit der Subtraktion
und der Division haben wir alle vier Grundrechenarten zur Verfiigung, und das
Distributivgesetz beleuchtet die Sonderrolle der Null bei der Division, ganz
ohne Argumente der Form ,,1/0 wire unendlich grof“.
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Wir fithren nun noch einige Konventionen ein, die die Notation von Termen
vereinfachen. Aus den Assoziativgesetzen folgt zunichst, dass wir Klammern
weglassen konnen, etwa in x + y + z oder in x; - x; - X3 - 4. Weiter verabreden wir
wie tiblich, dass die Multiplikation stirker binden soll als die Addition, und dass
wir in symbolischen Ausdriicken den Malpunkt oft auch weglassen. Damit ist
z.B. xy + z eine Kurzform von (x - y) + z. Durch diese Konventionen fallen viele
Klammern weg, und Terme werden kiirzer und besser lesbar.

Iterierte Summen- und Produktbildungen notieren wir informell als x; + ... +x,,
und x; - ... - x,. Daneben notieren wir diese Summen und Produkte in der Form

Zi<ien X bzw. Ili<icn xi

Dabei steht das grofie griechische Sigma fiir ,Summe“ und das grofie griechische
Pi fiir ,,Produkt”. Gleichwertige notationelle Varianten sind

n
Xiix, I x, Zie{l,...,n}xia Hie{l,...,n}Xi-

Der Leser wird dariiber hinaus auch keine Schwierigkeiten haben, Summen wie
zum Beispiel X 4<i<10,i gerade Xi 20 verstehen.

Formal befriedigend kann man die iterierte Summe und das iterierte Produkt
rekursiv wie folgt einfiithren:

2i<i<0X% =0, Zicicni1X = Xi<i<n X)) + Xy, fiirallen e N,
[Mi<icoxi=1, Micicns1 % = Ti<icn X) - Xy, fiirallene N.

Die Konvention, dass die ,leere Summe* gleich Null und das ,leere Produkt®
gleich Eins ist, ist an vielen Stellen niitzlich.
Sind x; ; reelle Zahlen fiir 1 <i<nund I <j<m, so gilt

Yi<icn ZISjSIH Xij = ZISjSm Yi<i<n X,

da in beiden Summen dieselben Summanden auftauchen und wir aufgrund des
Kommutativgesetzes beliebig umordnen diirfen. Allgemeiner diirfen endlich
viele Summanden in beliebiger Reihenfolge aufsummiert werden. Spiter werden
wir auch unendliche Summationen durchfiihren und sehen, dass im Unendli-
chen die Reihenfolge der Summation eine Rolle spielen kann.

Auch die Exponentiation kann rekursiv eingefithrt werden. Fiir jedesx € R de-
finieren wir rekursiv

X’ =1, x™! = x"-xfirallene N.

Dann giltx" =1 <; <, x (was man auch zur Definition von x" verwenden konnte).
Weiter seix " = 1/x" fiir alle n € N und alle x# 0. Damit ist die Exponentiation x*
mit ganzzahligen Exponenten auf der Basis der K6rperaxiome eingefiihrt, und es
lassen sich die iiblichen Rechenregeln beweisen. Spiter werden wir mit Hilfe ge-
nuin analytischer Uberlegungen auch allgemeinere Exponenten zulassen.
Hierzu geniigen die Korperaxiome nicht mehr.
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Ordnungstheoretische Eigenschaften

Die reellen Zahlen sind mit einer Ordnung < ausgestattet, die es erlaubt, zwei
reelle Zahlen miteinander zu vergleichen. Die Ordnung bringt die Menge R in
die Form einer Linie, die ein ,links und rechts“ oder ein ,frither und spiter” mo-
dellieren kann. Die wesentlichen, fiir alle reellen Zahlen x,y, z giiltigen Ord-
nungseigenschaften sind dabei:

(O1) non (x<x), (Irreflexivitit)
(02) x<yundy<z impliziert x<z, (Transitivitit)
(03) x<yoderx=yodery<x. (Vergleichbarkeit)

Eine Struktur (M, <), die die Eigenschaften (O1) - (O3) erfiillt, nennt man eine
totale oder lineare Ordnung (vom strikten Typ). Neben den reellen Zahlen bilden
die mit den tblichen Kleiner-Relationen ausgestatteten Mengen N, Z und Q
Beispiele fiir lineare Ordnungen.

Wir schreiben x <y, falls x <y oder x = y gilt. Aus dieser Definition ergeben sich
die folgenden Eigenschaften, die wieder fur alle x,y,z gelten:

x<x, (Reflexivitiit)
x<yundy<x impliziert x=y, (Antisymmetrie)
x<yundy<z impliziert x<z, (Transitivitit)
x<yodery<x. (Vergleichbarkeit)

Mit Hilfe einer linearen Ordnung lassen sich wie tiblich Intervaile definieren.
Fir alle x,y mit x <y setzen wir:

[x,y] = {z|x<z<y}, (abgeschlossenes Intervall von x bis y)
Ix,y[={zlx<z<y} (offenes Intervall von x bis y)

Analog sind die halboffenen Intervalle [x, y [ und ]x, y] definiert. Schliefilich defi-
nieren wir auch noch die uneigentlichen Intervalle [x,eo[={z | x<z}und ]~ oo, x]
={z | z<x}, und analog die offenen Versionen, die x nicht enthalten.

Fiirx>0sei Ix| =x,und fiir x <0 sei |x| = - x. Wir nennen |x| den (Absolut-)
Betrag von x. Eigenschaften des Betrags besprechen wir in den Ubungen.

Die Arithmetik und die Ordnung auf R sind zunichst zwei getrennte Welten.
Die Briicke wird durch die beiden folgenden, fiir alle reellen Zahlen x,y, z giilti-
gen Eigenschaften geschlagen:

(Al) x<vy impliziert x+z<y+z,
(A2) 0<xy impliziert 0<x-y.

Wird ein Korper (K, +, -) mit einer linearen Ordnung < ausgestattet, sodass
(A1) und (A2) gelten, so heifit die Struktur (K, +, -, <) ein angeordneter Korper.
Die Aussagen (Al) und (A2) heifien die Anordnungsaxiome.
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Die reellen Zahlen bilden also einen angeordneten Korper. Dies gilt aber auch
fiir die rationalen Zahlen (Q, +, -, <) und fur die algebraischen Zahlen (A, +, -, <),
und damit haben wir den Unterschied zwischen @ und R bzw. A und R bei dieser
algebraisch-ordnungstheoretischen Analyse noch nicht erfasst. Eine ordnungs-
theoretische Begriffsbildung, die dies leistet, wollen wir nun diskutieren. Wir be-
ginnen mit einigen suggestiven Sprechweisen und Notationen.

Definition (obere Schranke, untere Schranke)
Seien X < R und s € R. Dann heifit s eine obere Schranke von X, in Zeichen
X <, falls x <s fiir alle x € X gilt. Analog heifit s eine unzere Schranke von
X, in Zeichen s < X, falls s <x fiir alle x € X gilt.

Esgiltalso z.B. [0, 1] <2 und 0 <]0, 1]. Weiter definieren wir:

Definition (nach oben und unten beschrinkt)
Ein X < R heifit nach nach oben (unten) beschrinkt, falls eine obere (untere)
Schranke von X existiert. Zudem heifit X beschrinkt, falls X nach oben und
nach unten beschrinkt ist.

Eine obere Schranke von X kénnen wir solange verkleinern, bis sie die Menge
X von rechts beriihrt. Analog kénnen wir eine untere Schranke von X solange
vergrofiern, bis sie die Menge X von links beriihrt. Die formale Fassung dieser
Anschauung ist fiir die Analysis von entscheidender Bedeutung:

Definition (Supremum, Infimum)
Seien X ¢ Rund s € R. Dann heifit s das Supremum von X, in Zeichen
s = sup(X), falls gilt:

(Supl) X <5, (Sup2) ists’e RmitX<s,sogilts <.
Analog heifit ein t € R das Infimum von X, in Zeichen t = inf(X), falls gilt:
(Infl) t <X, (Inf2) istt'e Rmitt'<X,sogiltt’ <t

t t X s s’

<X, t=inf(X), s=supX), X<

Mit anderen Worten : Das Supremum einer Menge X reeller Zahlen ist die
kleinste obere Schranke von X, und das Infimum von X ist die grofite untere
Schranke von X. Das Supremum und Infimum kann dabei der Menge X angeho-
ren oder nicht. Soistz.B. sup(]0, 1[) =sup(]0, 1]) = 1 =inf([1, 2[) =inf(] 1, 2]).

Die Begriffsbildungen ,,obere Schranke, untere Schranke, Supremum, Infi-
mum® kénnen nicht nur fiir R, sondern allgemein fiir eine durch (O1) - (O3) ge-
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ordnete Struktur (M, <) formuliert werden. Insbesondere gilt dies fiir die ratio-
nalen Zahlen. So gilt zum Beispiel inf({ 1/n | ne N*}) = 0in Q. Dagegen zeigen
unsere Uberlegungen zur Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2, dass be-
schrinkte Mengen in Q im Allgemeinen kein Supremum in Q besitzen. Die
Menge X ={qe Q | q° <2} ist beschriinkt in @, aber ihr Supremum existiert
nicht in Q. Die entscheidende Eigenschaft der reellen Ordnung, die sie von der
rationalen Ordnung unterscheidet, ist nun in der Tat die Existenz von Suprema
und Infima:

(V)  Jede nichtleere und beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Infimum
und ein Supremum. (Vollstindigkeit)

Gilt (V) in einem angeordneten Korper (K, +, -, <), so heifit der Korper voll-
standig angeordnet. Die Aussage (V) heifit das Vollstindigkeitsaxiom. Die reellen
Zahlen (R, +, -, <) bilden also einen vollstindig angeordneten Korper.

In einem Aufbau des Zahlsystems werden heute tiblicherweise die reellen Zah-
len ausgehend von den rationalen Zahlen konstruiert, und das Ziel dieser Kon-
struktion ist gerade die Vollstindigkeit der reellen Ordnung. Die Grundidee
hierbei ist, die ,LLocher” der rationalen Zahlen mit neuen Objekten zu fiillen und
die neuen Objekte dann mit einer Arithmetik und Ordnung zu versehen, die die
Arithmetik und Ordnung von Q erweitert. Dabei wird ein ,,Loch“ oder eine
»Licke“ von Q genau durch diejenigen beschrinkten Teilmengen von Q mar-
kiert, die kein Supremum oder Infimum in Q besitzen, wie zum Beispiel die
Menge X ={qe Q| q2 < 2 }. Die Dezimaldarstellung der reellen Zahlen fiihrt
man dann erst nach der Konstruktion ein. Dadurch wird ein Begriff der reellen
Zahlen erzeugt, der die von einer Darstellung unabhingigen Struktureigenschaf-
ten ins Zentrum riickt. Und in der Tat hat man alle wesentlichen Eigenschaften
eingefangen, denn es lisst sich zeigen, dass die Konstruktion ,,bis auf die Namen
derreellen Zahlen“ eindeutig ist: Ist (K, +, -, <) ein vollstindig angeordneter Kor-
per, so gibtes eine Bijektion f: K — R derart, dass (K, +, -, <) in (R, +, -, <) iiberge-
fithrt wird, wenn wir jedes a € K durch f(a) € R ersetzen. Eine prizise Formulie-
rung dieses Satzes verwendet den Isomorphiebegriff, den wir hier nicht weiter
diskutieren wollen. Es geniigt an dieser Stelle, wenn der Leser zur Kenntnis
nimmt, dass die reellen Zahlen die im Wesentlichen eindeutige mit einer Addi-
tion, Multiplikation und Ordnung ausgestattete Menge sind, in der die iiblichen
Rechenregeln fiir +, - und < gelten, und in der beschrinkte nichtleere Teilmengen
stets ein Supremum und ein Infimum besitzen.

Die Vollstindigkeit der reellen Ordnung wird in der Analysis durchgehend be-
nutzt. Als eine erste Anwendung zeigen wir:

Satz  (archimedische Anordnung der reellen Zablen)
Fiir alle x € R mitx > 0 gilt:
(a) Die Menge {nx | n e N }ist unbeschrinkt.
(b) inf{x/n I ne N*})=0.
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Beweis
zut (@): Seix>0,und sei X = {nx | ne N}. Annabme, s = sup(X) existiert.
Dann ist s - x keine obere Schranke von X, also existiert ein n* mit
s - x <n*x. Dann ist aber s < (n* + 1)x, im Widerspruch zu (n* + 1)x € X
und s obere Schranke von X. Also ist X unbeschrinkt.

zu (b): Es gentigt zu zeigen, dass fiir allex>0und allee>0einn>1
existiert mit x/n < €. Seien also x> 0 und € > 0 beliebig. Nach (a) ist
- {neln=1}unbeschrinkt, also gibteseinn>1 mitx<ng,d.h.x/n<e.

Der Satz zeigt, dass es keine infinitesimalen Groffen in R gibt, d.h. Zahlen x>0
mit x < 1/n fiir alle natiirlichen n > 1.

Ein angeordneter Korper, der die Aussage des Satzes erfiillt, heifSst archimedisch
angeordnet. Der Beweis zeigt, dass das Vollstindigkeitsaxiom die archimedische
Anordnung impliziert. Eine Folgerung der archimedischen Anordnung ist nun:

Korollar  (Q ist dicht in R)
Die rationalen Zahlen sind dicht in den reellen Zahlen, d.h. fiir alle x,y € R
mitx <y gibteseinqe Qmitx<q<y.

Beweis
Ohne Einschrinkung ist 0 < x <y. Sei € = y - x. Nach dem Satz gibt es ein
ne N, n 21, mit 1/n < &. Weiter gibt es nach dem Satz ein m € N mit
m/n > x. Wir wihlen zudem m kleinstméglich, sodass m/n > x. Dann ist
(m - 1)/n <x, also ist

m/n £ x+1/n <x+y-x =y

— Also ist q = m/n wie gewiinscht.

Anschaulich lautet das Argument: Die ganzzahligen Vielfachen von 1/n iiber-
decken die reelle Achse mit der Feinheit 1/n. Damit fillt in jedes Intervall, das
eine Linge grofier als 1/n besitzt, ein derartiges Vielfaches. Wihlen wir also n so
grof}, dass 1/n <y - x gilt, so liegt ein Vielfaches m/n zwischen x und y.

Angesichts der Uberabzihlbarkeit von R und der Abzihlbarkeit von Q ist der
Satz tiber die Dichtheit von Q vielleicht kontraintuitiv. Es ist aber kein Wider-
spruch festzustellen. Wir haben ein weiteres interessantes Phinomen des Un-
endlichen entdeckt.

Eine zweite wichtige Folgerung des Vollstindigkeitsaxioms ist:

Satz  (Prinzip der Intervallschachtelung)
Seien I, = [a,, b, ] abgeschlossene Intervalle mita, <b, firallene N.
Weiter gelte [y o1, o... o1, 2...,d.h. es gelte

a9<a <..<a, <..<b,<..<b; <bh,.

Seil=MN,_yI,={xe RIxel, firallene N}. DannistI #@.
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Beweis
Sei X ={a, | ne N}. Dann ist X nichtleer und es gilt X < b,, fiir alle n.
Also existiert s* = sup(X). Dann gilt a, <s* fiir alle n. Wegen X < b, gilt
weiter s* < b, fiir alle n, denn s* ist die kleinste obere Schranke von X.

— Alsoista, <s*<b, fiiralle n, d.h. es gilt s* € I, fiir alle n. Folglich ists* € I.

Analog gilt t* € I fiir t* = inf({ b, | n € N }), und hieraus folgt leicht, dass
I =[st] = [sup({a, | ne N}), inf({b, | ne N})].
Wird die Linge b,, - a, der Intervalle I, beliebig klein, so gilts* = t*, und dann be-
steht I aus genau einem Punkt, d.h. es gilt I = {s*} ={t*}.

Die Axiome fiir die reellen Zahlen

Wir stellen die Axiome der reellen Zahlen noch einmal tabellarisch zusam-
men.

Die reellen Zahlen sind eine Struktur der Form (R, +, -, <) mit zwei ausgezeich-
neten Elementen 0 € Rund 1 € R derart, dass fiir alle x,y,z € R gilt:

K1) x+@F+z) = x+y)+z (Assoziativgesetz fiir die Addition)
K2) x+0 =x (Neutralitat der Null)
(K3) esgibteinx mitx+x" = 0, (Existenz additiver Inverser)
K4 x+y=y+x, (Kommutativgesetz fiir die Addition)
K5 x(@y-z)=&vy) -z (Assoziativgesetz fiir die Multiplikation)
K6) x-1 = x, (Neutralitiat der Eins)

XK7)  x#0 impliziert es gibtein x’ mitx-x"=1,
(Existenz multiplikativer Inverser)

K8 x-y=y-x (Kommutativgesetz fiir die Multiplikation)
K9 x-(y+z) =&y + (x-2), (Distributivgesetz)
(K10) 0 =1, (Verschiedenbeit der neutralen Elemente)
(O1) non (x<x), (Irreflexivitit)
(02) x<yundy<z impliziert x<z, (Transitivitat)
(0O3) x<yoderx=yodery<x, (Vergleichbarkeit)
(Al)  x<y impliziert x+z<y+z, (erstes Anordnungsaxion)
(A2) O<x,y impliziert 0<x-y, (zweites Anordnungsaxiom,)
%) ist X c R nichtleer und beschrinkt, so existieren das Supremum und

das Infimum von X. (Vollstindigkeitsaxiom)
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Die ersten zehn Aussagen sind die Korperaxiome, die die vier Grundrechen-
arten und ihre Rechenregeln etablieren. Es folgen drei Aussagen, die R linear
ordnen, und zwei Aussagen, die die Ordnung und die Arithmetik miteinander
verbinden. Die letzte Aussage schliefilich ist ein starkes Axiom, das R von den
rationalen oder algebraischen Zahlen abhebt. Es impliziert, dass keine infinite-
simalen Grofien existieren und dass die rationalen Zahlen dicht liegen.

In einem Aufbau des Zahlensystems konstruiert man - zumeist von Q ausge-
hend - eine Struktur mit all diesen Eigenschaften und zeigt, dass diese Struktur
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Jede solche Struktur heifit dann ein
Korper der reellen Zablen und stellt ein mathematisches Modell fiir ein (lineares)
Kontinuum dar.
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I"Jbungen

1.2.1 Algebraische Eigenschaften

Ubung 1
(a) Welche der Korperaxiome gelten in (Z, +, -) und welche sind verletzt?

(b) Formulieren und beweisen Sie eine Kiirzungsregel fiir die Multiplika-
tion in R.

(¢) Erginzen Sie die Piinktchen ,,...“ im folgenden Ausdruck und
begriinden Sie, warum die Gleichheit gilt:

Xi<i<n X)) (ZISjSln Yj) = EISiSn,lSjSm

(d) Zeigen Sie mit Hilfe der Kérperaxiome, dass fiir alle x,y,z, w mit
y, w2 0 gilt:

x/y +z/w = xw+zy)/(yw), x/y-z/w = (xz)/(yw).
Ubung 2
Zeigen Sie mit Hilfe der Kérperaxiome die folgenden Aussagen:
(a) Furallex,ygilt: xy=0 genau dann, wenn x=0 odery = 0.
(b) ,Minus mal Minus gleich Plus“, d.h. fiir alle x,y gilt (- x) (- y) = x¥.
Ubung 3 .
Erginzen und begriinden Sie wie in der Ubung oben:
icicn lejSm X, = X Icicn -

[Hinweis: In der Summe auf der rechten Seite tauchen Funktionen auf. ]

Ubung 4
Eine Polynomfunktion auf R ist eine Funktion f: R — R derart, dass reelle
Zahlen ay, ..., a, existieren mit f(x) = a,x" + ... + a; x + 3, fiirallex e R.

Eine rationale Funktion auf R ist eine Funktion h : P — R derart, dass
Polynomfunktionen f, g existieren mit P ={xe R | g(x) 20} #J und

h(x) = f(x)/g(x) fiir alle x € P. Haben zudem f und g keine gemeinsamen
Teilerpolynome (d. h. es gibt keine Polynome k, f;, g; mit f(x) = k(x) f;(x),
g(x) = k(x) g;(x) fiir alle x € R, k nicht konstant), so heifit h gekiirzt oder eine
rationale Funktion mit vollstandigem Definitionsbereich.

Zeigen Sie, dass K = { h | hist eine gekiirzte rationale Funktion } ein Kérper
ist, wobei f;/g; + f,/g; und f;/g; - f;/g;, als die Kiirzungen der rationalen
Funktionen (f; g, + 5 g1)/(g; g2) bzw. (f; £,)/(g; g,) definiert werden.
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1.2.2 Ordnungstheoretische Eigenschaften

Ubung 1
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie fiir alle x,y € K:

(2) X’ 2 0.
(b) Istx<0undy = 0,soistxy < 0.
Ubung 2
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie fiir alle x,y, xy, ..., x, € K:
@ Ix+yl < Ixl + lyl,
b) 1Zicicnxil < Zigicn 11,

A

(© llxl-lyll < Ix-vyl,
@ lxl=lyll < Ix+yl,
e Ix+yl + Ix-yl = Ixl + lyl.
® Ixyl = Ixl-lyl.
Ubung 3
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie fiir alle x,y € K mitx,y #0:
Ix/y + y/x1 22 (mit2=1+1).
Ubung 4
Sei K ein Koérper, und sei M c K derart, dass gilt:

(a) Jedes x € Kist Element genau einer der drei Mengen M, { 0 } und
{-xlxeM}.
(b) Furallex,ye Mgiltx+ye Mundx-ye M.

Fir alle x,y € K sei x <y, falls ein z € M existiert mit x + z = y. Zeigen Sie,
dass K dadurch zu einem angeordneten Korper mit M ={xe K | x>0}
wird.

Ubung 5
Seix e R, x20. Fiir alle n € N* gelte x < 1/n. Zeigen Sie, dass x = 0.

Ubung 6
Sei X c R nichtleer und nach oben beschrinkt. Weiter sei s € R eine obere
Schranke von X. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

@) s = supX).

(b) Fiir alle n € N* existiert einx € X mits - 1/n < x.
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Ubung 7
Sei X # & eine nach oben beschrinkte Teilmenge von R, und sei s* = sup(X).

(@) SeiX+1={x+11xe X}. Zeigen Sie, dass sup(X + 1) =s* + 1.

(b) SeiY={ye R | X <y} Zeigen Sie, dass s* = inf(Y). Begriinden Sie
weiter, warum das Vollstindigkeitsaxiom auch oft so formuliert wird:

»Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge besitzt ein
Supremum.®

(c) Sei X #{s*}. Zeigen oder widerlegen Sie, dass sup(X - {s*}) = s*.
(d) Zeigen Sie, dass ein abzihlbares Y ¢ X existiert mit sup(Y) = s*.
Ublmg 8
Fiir alle X, Y < R seien
X+Y ={x+ylxeXyeY}, XY ={xylxeX,yeY}
Zeigen Sie fiir alle nichtleeren und nach oben beschrinkten X, Y c R:
(@) supX +Y) = supX) + sup(Y),
(b) supXY) = sup(X) - sup(Y), fallsx,y=>0firallexe Xundye Y.

Ubung 9
Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen x> - 1 und alle n € N gilt:
(1+x)" =2 1+nx. (Bernoulli-Ungleichung)

Folgern Sie hieraus:
(a) Firallexe ]1,e[undalley>0 existierteinn € N mitx" > y.
(b) Fiirallex e ]0, 1[und alle € >0 existiert einn € N mitx" <e€.

y
44

0,5

die Potenzfunktionen x, &, 2, b und ¥ in [0, 1]
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Ubung 10
Man kann zeigen, dass die algebraischen Zahlen einen Kérper bilden.
Dabei ist unter anderem zu zeigen:
(@) Istxalgebraisch, so ist auch - x algebraisch.
(i) Istx# 0 algebraisch, so ist auch 1/x algebraisch.

Beweisen Sie die Aussagen (i) und (ii). Beobachten Sie, dass alle anderen
Korperaxiome automatisch gelten (da sie fiir R gelten). Warum haben wir
dennoch noch nicht gezeigt, dass (A, +, -) einen Korper bildet? Was ist
noch zu zeigen?

Ubung 11
Fiir alle k,n € N mitn >k sei

B, k) = () = nl/(k!(n-k))

der Binomialkoeffizient ,,n tiber k“, wobei wie tiblich n! = IT; < <, k die
Fakultit von n ist. Verwenden Sie, dass B(n, k) die Anzahl aller 0-1-Tupel
der Linge n ist, die genau k Einsen und n - k Nullen enthalten, und
beweisen Sie hiermit, dass in einem Korper fiir alle x,y und allen € N gilt:

x+)" = Tocpen B, k) x"F K.

Ubung 12
Zeigen Sie, dass fiir alle n N* gilt:

@ Zp<ken DN =0,
() To<okscn Gk = Tosoker<n Gih1) = 277N

Ubung 13
Sei K der Korper der gekiirzten rationalen Funktionen aus der Ubung oben.
Ein h € K heifit positiv, falls h nicht das Nullpolynom ist und es Polynom-
funktionen f, g gibt, sodass h = /g gekiirzt ist und die Koeffizienten der
hochsten Potenzen in f und g dasselbe Vorzeichen besitzen. Wir definieren
fiir alle hy,h, € K:

hy < h,, falls ,esgibtein positivesh € Kmith; + h = h,“.

Zeigen Sie, dass K dadurch zu einem angeordneten Korper wird. Zeigen
Sie weiter, dass das Archimedische Axiom nicht gilt.
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Zweite Erginzungen:

Die Dezimaldarstellung reeller Zahlen, I

Wir wollen nun noch einen Weg zur Einfithrung der vertrauten Dezimaldar-
stellung reeller Zahlen auf der Grundlage unserer axiomatischen Beschreibung
vorstellen. Dieser Weg beginnt bei den endlichen Dezimalbriichen.

Endliche Dezimaldarstellungen

Seienne Nunday,...,a,€ {0, ..., 9} fiir ein k> 1. Dann nennen wir den Aus-
druckn, a, ... a einen k-stelligen Dezimalbruch mit den Dezimal- oder Nachkom-
maziffern aj, ..., a. Jedem Dezimalbruch n, a; ... a; ordnen wir eine rationale

Zahl zu, die wir ebenfalls mit n, a; ... a, bezeichnen. Wir setzen hierzu:
n,a;..a, =0+ a/10 + ... + /10 = n + %, ;< a/10'.

Gilt x = £ n, a; ... a fiir eine reelle Zahl x, so heifit = n, a; ... ay eine (endliche)
Dezimaldarstellung oder Dezimalbruchentwicklung von x.

In konkreten Darstellungen wird man die natiirliche Zahl n ebenfalls im Dezi-
malsystem angeben, d.h. man schreibtn =X,,,.;5 d; 10’ fiir gewisse eindeutig be-

j
stimmte 0 < d; <9, d,, # 0 fiir n # 0, und erhilt dann die Dezimalschreibweise

dm do, ay ... = ZijZO d] ].O] + ZlSiSk ai/l()i.

Oft wird statt des trennenden Kommas auch ein Punkt verwendet. Dies istins-
besondere dann niitzlich, wenn Dezimalbriiche in einer Menge auftauchen, etwa
in{0.2, 1.45, 3.15 }. Alternativ kann man hier { 0,2; 1,45; 3,15 } schreiben.

Unendliche Dezimaldarstellungen

Sein e N, und seien aj, ay, ..., ay, ... € {0, ..., 9 }. Dann nennen wir den Aus-
druck n,a; a, ... einen (unendlichen) Dezimalbruch mit den Dezimal- oder Nach-
kommaziffern ay, a,, ..., ay, ... Wir wollen wieder jedem unendlichen Dezimal-

bruch n, a; a, ... eine eindeutig bestimmte reelle Zahl x zuordnen, die wir erneut
mitn, a; a, ... bezeichnen werden. Hierzu beobachten wir:

Erginzungsiibung 1
Zeigen Sie firallek>1: n < nya;...a < nya;...a,; <n+l.

Die Menge {n, a; ... a, | k>1}istalso beschrinkt und besitzt aufgrund der Voll-
stindigkeit von R also ein Supremum. Damit kénnen wir fiir alle n € N und alle
ag, 2y, ... € {0, ...,9} definieren:

n,a;a; ... = sup({n,a;...a. 1 k>1}).
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Gilt x = £ n, a; a, ... fiir ein x € R, so nennen wir = n, a; a, ... eine (unendliche)
Dezimaldarstellung oder Dezimalbruchentwicklung der reellen Zahl x. Weiter heifSt
n, a; ... ay die k-te (kanonische) Niherung oder Trunkierung von n, a; a, ...

Als nichstes wollen wir zeigen, dass jede Zahl x wenigstens eine Dezimaldar-
stellung besitzt. Sei hierzu x > 0 eine reelle Zahl. Weiter sei n die grofite natiirli-
che Zahl, die kleinergleich x ist. Wir definieren nun rekursiv natiirliche Zahlen a
fiir alle k> 1 durch:

a; = ,das grofiteae {0,...,9 } mit n,a < x%,
ag,; = ,dasgrofiteae {0, ..., 9} mitn,a; ... a a < x°.

Dieldeeist, dassjeder Dezimalbruchn, a; ... a die im Rahmen der k-stelligen De-
zimalbriiche bestm6gliche Anniherung von unten an die reelle Zahl x ist. Wie er-
hofft klattt zwischen allen endlichen Approximationen und x dann keine Liicke:

Erginzungsiibung 2
Zeigen Sie, dass x = sup({n, a; ... a, | k=>1}).

[Seix;=n,a; ... a firallek>1. Dann gilt x; £x, < ... <x < ... <x. Weiter gilt
x - x; € 107* fiir alle k > 1 nach Konstruktion. Zudem ist inf({ 107 1 k>11})=0.]

Damit haben wir bewiesen, dass jedes x € R eine Dezimaldarstellung der Form
X = xn,a;a) ... ...

besitzt. Dabei haben wir die archimedische Anordnung der reellen Zahlen be-
nutzt, also eine Folgerung des Vollstindigkeitsaxioms.

Die Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl ist nicht immer eindeutig,
denn es gilt z.B.

1,0000... = 1 = sup({0.9,0.99,0.999, ...}) = 0,999...,
0,2100... = 0,21 = sup({0.2,0.209, 0.2099, 0.20999, ... }) = 0,20999...,

wobei die zweiten Gleichungen aus der archimedischen Anordnung folgen und
die dritten Gleichungen nach Definition der unendlichen Dezimalbriiche gelten.

Das Phinomen der Nichteindeutigkeit lisst sich durch eine geometrische In-
terpretation der Dezimalbruchentwicklung, die ganz ohne Rechnung aus-
kommt, weiter beleuchten:

Erginzungsiibung 3
Interpretieren Sie die Dezimaldarstellung einer reellen Zahl x € [0, 1],
indem Sie x durch wiederholte gleichmifiige 10-Teilung abgeschlossener
Intervalle immer genauer lokalisieren. Fertigen Sie hierzu eine geeignete
Skizze an. Erkliren Sie anhand der Skizze, warum es zu nichteindeutigen
Darstellungen kommt, und identifizieren Sie die entsprechenden Punkte.

[ Trifft x auf einen der Unterteilungspunkte, so kénnen wir x entweder im linken
oder im rechten angrenzenden Intervall lokalisieren, und erhalten dadurch zwei
verschiedene Darstellungen. ]
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b-adische Darstellungen

Allgemeiner kann man statt der Basis 10 eine beliebige natiirliche Basis b > 2
festlegen. Fiirne Nunday, ...,a, € {0, ...,b -1} definiert man zunichst die end-
lichen b-adischen Briiche durch

na;...a =10+ a/b + a/b’ + ... + a/b" = n + T a/bl
Wie oben definiert man nun die unendlichen b-adischen Briiche n, a; a, ... via
n,a;a ... = sup({n,a;...a lk=>1}).

Im Fall b = 2 spricht man auch von Dualdarstellungen und von dyadischen Briichen.
Zur Unterscheidung und Spezifizierung der verwendeten Basis b kann man
Notationen wie [n, a; ... a ] (fiir b= 10) oder [0,10101 ]; (fir b = 3) benutzen.

Diese Ausfithrungen mogen an dieser Stelle gentigen. Sobald wir unendliche
Reihen zur Verfiigung haben, werden wir auf die unendlichen Dezimaldarstel-
lungen noch einmal zuriickkommen. Es ist dann zum Beispiel leicht zu sehen,
dass die rationalen Zahlen durch periodische Dezimaldarstellungen charakteri-
siert sind.

Von den Dezimaldarstellungen zu den Struktureigenschaften

Wir haben gesehen, wie wir die Dezimaldarstellung reeller Zahlen aus den
Axiomen fiir die reellen Zahlen gewinnen kénnen. Umgekehrt ist es instruktiv,
sich die wesentlichen Struktureigenschaften der reellen Zahlen mit Hilfe einer
nicht weiter hinterfragten Dezimaldarstellung - die ja zweifellos eine Stiitze des
Vorwissens darstellt - zu begriinden. So kann man zum Beispiel mit Hilfe der
Dezimaldarstellung leicht sehen, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen
Zahlen liegen:

Erginzungsiibung 4
Zeigen Sie mit Hilfe von Dezimaldarstellungen, dass Q dicht in R ist, und
dass also R archimedisch angeordnet ist.

[IstO<x<yundy=n,a;a,...4q...,soisty das Supremum der rationalen Zahlen

n,a...a, k>1.]

Stérker ldsst sich auch das Vollstindigkeitsaxiom mit Hilfe von Dezimaldar-
stellungen beweisen:



2. Struktureigenschaften der reellen Zahlen 53

Erginzungsiibung 5
Zeigen Sie mit Hilfe von Dezimaldarstellungen, dass jede beschrinkte
nichtleere Teilmenge von R ein Supremum und ein Infimum besitzt.

[Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass jede nach nichtleere Menge X ein Infimum
besitzt. Minimieren Sie hierzu iteriert die Nachkommastellen der Zahlen in X und
gewinnen Sie so das Infimum von X in Dezimaldarstellung. Argumentieren Sie
anschlieffend, dass Infima und Suprema fiir alle beschrinkten nichtleeren Teilmen-
gen existieren. ]

Vollstindigkeit und Uberabzihlbarkeit

Schliefilich wollen wir nun noch zeigen, wie wir ein Ergebnis, das wir mit Hilfe
der Dezimaldarstellung bewiesen haben, auch allein mit Hilfe der axiomatischen
Beschreibung der reellen Zahlen ohne jede Darstellungstheorie erhalten kon-
nen: Das Vollstindigkeitsaxiom impliziert tiberraschend direke, dass die reellen
Zahlen iiberabzihlbar sind. Ein einfacher Beweis hierzu verwendet das Prinzip
der Intervallschachtelung:

Ergiinzungsiibung 6
Beweisen Sie die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen mit Hilfe des
Prinzips der Intervallschachtelung.

[Hinweis: Fixieren Sie reelle Zahlen x, xi, ..., X, ..., n € N. Teilen Sie das Intervall
[0, 1] wiederholt in jeweils drei abgeschlossene Teilintervalle und weichen Sie dabei
schrittweise den Zahlen x, xy, x5, ..., Xy, ... aus.]






3. Komplexe Zahlen

Wir fithren in diesem Kapitel den Korper C der komplexen Zahlen ein, der die
reellen Zahlen erweitert und sich durch die universelle Losbarkeit algebraischer
Gleichungen auszeichnet. Obwohl die komplexe Analysis - die sog. Funktionen-
theorie - in der Regel erst nach und nicht parallel zur reellen Analysis erlernt
wird, ist es niitzlich, wenn die komplexen Zahlen moglichst frith zur Verfiigung
stehen. So werden wir zum Beispiel die Exponentialfunktion fiir komplexe Zah-
len einfithren und dadurch viele reelle Eigenschaften einfach beweisen kénnen.

Eine Multiplikation fiir die Ebene

Mit dem vollstindig angeordneten Kérper der reellen Zahlen kénnen wir ein
Kontinuum modellieren. Aus algebraischer Sicht haben die reellen Zahlen aber
eine bedauerliche Schwiiche: Viele algebraische Gleichungen aj x* + ... +ag = 0
besitzen keine Losung in R. Ein Beispiel ist x* + 1 = 0. Die beiden formalen Lo-
sungen dieser Gleichung wiren

x; =V-1 und x, = -V-1.

In einem angeordneten Korper ist aber, wie wir in den Ubungen gesehen haben,
das Quadrat einer Zahl immer grofiergleich Null, und damit kann es in einem
solchen Kérper kein x geben mit x* = - 1. Mit anderen Worten : Negative Zahlen
besitzen in einem angeordneten Korper keine Quadratwurzel.

Es zeigt sich aber, dass man mit den Wurzeln negativer Zahlen gut rechnen
kann. Setzen wir experimentell

i=V-1, (imagindre Einbeit)
so erhalten wir unter Anwendung der iiblichen Rechenregeln:
2=-1, ?=-1i it=1,

G+1) =-1+2i+1=2i, (-1 =-1-2i+1=-2j,
G+D)i-1)=1-i+i-1=-1-1=-2.

-1

i, i’ ito1

.3 .
ceey =-1i =-1, 177 =1, ,

Fiir die Identitit ,,i ' = - i“ benutzen wir nur, dass i~} multiplikativ invers zu i
sein soll, d.h. es gilti-i"' = 1. Aberi- (-i) = - (ii) = = (- 1) = 1.

Wir kénnen nun fragen: Ist der ,,Umweg iiber das Imaginire® eine niitzliche
Methode, um reelle Funktionen zu untersuchen, etwa die Nullstellen von Poly-

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 3,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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nomen? Und vorsichtiger: Erzeugt eine Rechnung, die mit reellen Zahlen star-
tet und endet, aber die ,,imaginire Grofie“ i zuldsst, immer korrekte Ergebnisse ?
Wie genau lauten die Regeln eines Kalkiils miti="\/- 1? Dass es hier der Sorgfalt
bedarf, zeigt schon die folgende einfache Rechnung:

2=V(2)(-2)=iV2-iV2 =12 =-2.

Ein korrekter Kalkiil ist aber in der Tat moglich, und es zeigt sich, dass eine
sehr reiche mathematische Korperstruktur vorliegt, die die reelle Analysis be-
leuchtet und fiir sich genommen eine genauere Untersuchung verdient.

Beim Rechnen mit der imaginiren Einheit i tauchen Terme der Form ai” + bi™
auf, mitreellen Zahlen a,b und ganzen Zahlen n,m. Aufgrund der oben berechne-
ten Potenzen von i istjeder solche Term aber von der Form x + iy, und das Produkt
zweier Terme dieser Form ist wieder von dieser Form:

(i +1y) - (K +iy) = 1% + ix1y, + 1Y% +i2Y1Yz =
XX - yi1y2) + i y2 + y1 %)

Diese Uberlegung motiviert, eine Gréfie x + iy als Paar (x, y) der reellen Zahlen
xund y zu betrachten und auf der Menge R? aller dieser Paare eine Addition und
eine Multiplikation zu definieren. Wegeni=0 +il istdanni= (0, 1). Die Zahlen
x + 1y erhalten so eine klare geometrische Interpretation als Punkte oder Vekto-
ren der Ebene. In der Tat lisst sich dieser Ansatz leicht formal durchfiihren, und
er liefert eine wohlbegriindete Theorie der komplexen Zahlen, die das Wort
yimaginir“ nur noch aus traditionellen Griinden verwendet. Wir definieren:

Definition (komplexe Zablen)
Sei C = R”. Jedes Element z = (x, y) von C heifit eine komplexe Zabl.
Fiir alle komplexen Zahlen (xy, yy), (x2, y) setzen wir:

x,y1) + (%2, ¥2) = (X1 +X, V1 +V2)s (komplexe Addition)
x5,y - G, ¥2) = XX - V1V2, X1 V2 + V1 X2). (komplexe Multiplikation)

Auf der rechten Seite der beiden Definitionen wird dabei die reelle Addition
und Multiplikation verwendet. Die komplexe Addition ist damit die tibliche
Vektoraddition in der Ebene. Dagegen ist die Form der komplexen Multiplika-
tion neuartig und an dieser Stelle nur durch obige formale Berechnung des
Produkts (x; +1iy;) (x; + iy,) motiviert. Eine sehr sympathische geometrische
Interpretation der Multiplikation werden wir in den Erginzungen kennenler-
nen.

Die Addition und Multiplikation auf C liefert in der Tat einen Ko6rper:

Satz  (der Korper der komplexen Zablen)
Die komplexen Zahlen (C, +, -) bilden einen Kérper mit additiv neutralem
Element 0 = (0, 0) und multiplikativ neutralem Element 1 = (1, 0).
Fiir alle (x, y) € Cist (- x, - y) additiv invers zu (x, y), und fir alle (x, %7) eC
mit (x, y) # 0 ist (x/w, —y/w) multiplikativ invers zu (x, y), wobei w = x* + y’.
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Der Nachweis der Kérperaxiome sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Beim Beweis des Satzes fillt auf, dass die Kérperaxiome (K1) - (K4) fiir die Ad-
dition auch fiir die Vektoraddition im R" fiir ein beliebiges n > 1 gelten. Es stellt
sich dann die Frage, ob man nicht auch im R?, R*, usw. eine Multiplikation so er-
kliren kann, dass ein Korper entsteht. Es zeigt sich aber, dass dies nicht moglich
ist. Es gibt noch einigermafien ,gute* Multiplikationen fiir den R* und den R®,
die zu den Quaternionen und den Oktaven fihren. Korper entstehen dadurch aber
nicht mehr.

Der Kérper C lisst sich nicht mehr anordnen, da ja i’ = - 1 < 0 gelten wiirde,
was mit den Anordnungsaxiomen nicht vertriglich ist. Dem Verlust der Anor-
denbarkeit steht nun aber die Losbarkeit algebraischer Gleichungen gegeniiber,
die nichts mehr zu wiinschen tibrig lisst. Es gilt:

Satz  (Fundamentalsatz der Algebra)
Seia, z5+ ... +a,z+ay=0eine algebraische Gleichung mit Koeffizienten
ag, ..., a € C,a,#0,k>1. Dann gibt es wy, ..., w,. € C mit

akzk+...+alz+ao =a(z-wy) (z-wy) ... (z-wyp),

d.h. die Gleichung hat genau die komplexen Losungen wy, ..., wy.

Die ersten vollstindigen Beweise dieses Satzes wurden Ende des 18. Jahrhun-
derts von Gaufy und Laplace gefiihrt. Alle bekannten Beweise benutzen Metho-
den, die iiber eine rein algebraische Argumentation hinausgehen.

Wir wollen die komplexen Zahlen nun weiter untersuchen. Dabei kommen wir
zunichst ohne Wurzeln fiir komplexe Zahlen aus. Obige Berechnung ,,2 = - 2
hat ja gezeigt, dass wir Wurzeln vorsichtig verwenden miissen. Wir kénnen aber
die entscheidende Grofie i einfach so definieren:

Definition (imagindre Einbeit)
Wir setzen i = (0, 1). Die komplexe Zahl i heifit die imagindre Einbeit.

Wir kénnen die reellen Zahlen als Teilmenge von C auffassen, indem wir je-
des x € R mit (x, 0) € C identifizieren. Diese Identifikation ist mit der Addition
und Multiplikation auf C vertriglich, da (x1, 0) + (x, 0) = (x; + x;, 0) und weiter
(x1, 0) - (x, 0) = (x1 x5, 0) gilt. Damit haben wir also unser Zahlensystem erneut
um eine Stufe erweitert und N cZ ¢ Q@ < A < R < C erreicht.

Fiir alle reellen Zahlen x gilt

xi = (x,0)(0,1) = (0,x).
Allgemeiner gilt fiir alle komplexen Zahlen z = (x, y):

zi = (X7 Y) (07 1) = (_Y’ X)’

was geometrisch der Drehung des Vektors (x, y) um 90 Grad gegen den Uhrzei-
gersinn entspricht.

Als nichstes fithren wir zwei ebenso einfache wie niitzliche reellwertige Funk-
tionen auf den komplexen Zahlen ein:
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Definition (Real- und Imaginirteil, rein imaginir)
Fiir alle komplexen Zahlen z = (x, y) setzen wir:
Re(z) = x, Im(z) = y.

Die reelle Zahl Re(z) heifit der Realteil von z, und die reelle Zahl Im(z) der
Imagindrteil von z. Eine komplexe Zahl z heifit rein imagindr, falls Re(z) = 0.

Fiir alle z € C gilt
z = (Re(z),0) + (0,Im(z)) = (Re(z), 0) + i (Im(z), 0) = Re(z) + iIm(z),

und damit haben wir die ausgezeichnete Rolle der imaginiren Einheit vor Augen:
Das Rechnen mit komplexen Grofien kann auf das Rechnen mit reellen Grofien
und i zuriickgefithrt werden.

Eine hiufig benutzte komplex-
wertige Funktion auf C ist:

Im(z)

Definition (komplexe Konjugation)
Fiir jedes z € C setzen wir:

z = Re(z) - 1iIm(z). Re2)

Die komplexe Zahl
z heifit die Konjugierte von z.

w

Geometrisch beschreibt die kom-
plexe Konjugation die Spiegelung
des Vektors z an der x-Achse.

Auch im Komplexen kénnen wir mit Hilfe der reellen Quadratwurzel eine Be-
tragsfunktion definieren:

die Konjugierte w = z von z

Definition (Betrag einer komplexen Zahl)
Fiir jede komplexe Zahl z sei 12| = VRe(z)* + Im(z). Die reelle Zahl |z
heifit der Betrag von z.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = (x, y) ist also die euklidische Linge des
Vektors (x,y). Firallexe Rgilt Ix] = 1(x,0)1, d.h. die komplexe Betragsfunktion
setzt die reelle Betragsfunktion fort. Fiir die komplexe Betragsfunktion gelten
wieder die iiblichen Eigenschaften. So gilt etwa fiir alle z,w € C die Dreiecksun-
gleichung 1z +wl < Izl + Iwl und die Produktregel |zwl = |z| Iwl. Leicht zu
sehen ist weiter, dass fiir alle ze C der folgende Zusammenhang zwischen Betrag
und Konjugation besteht:

1212 = 727

Diese und weitere Eigenschaften der eingefiihrten Funktionen diskutieren wir
in den Ubungen.
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Die Losungen einfacher algebraischer Gleichungen

Ist K ein Korper und sind ag, ay, ..., 2, € Kmita, # 0, so heifit
# akzk+...+a1 z+ay = 0

eine algebraische Gleichung in K vom Grad kin der Unbestimmten z. Die Korperele-
mente a, ..., a, heiflen die Koeffizienten der Gleichung und ay ihr Leitkoeffizient.
Definieren wir fiir alleze K

P(z) = a z+ ...+ Z + 2y,

so heifit die Funktion P : K — K eine Polynomfunktion oder kurz ein Polynom
iber K vom Grad k mit Koeffizienten ay, ..., a. Ein z € K heifit eine Nullstelle von
P, falls P(z) = 0 gilt. Eine algebraische Gleichung heifit /oshar, falls ihr zugeordne-
tes Polynom eine Nullstelle besitzt, und jede solche Nullstelle heifit dann eine
Lisung der Gleichung. Das Losen von algebraischen Gleichungen ist also dquiva-
lent mit der Bestimmung von Nullstellen von Polynomfunktionen.

Abspalten von Nullstellen

Ist w eine Losung der Gleichung (#), so kénnen wir aus rein algebraischen
Griinden unser Losungsproblem um einen Grad reduzieren:

Satz  (Abspalten von Nullstellen)
SeiP(z) =a, z° + ... +a, z + 2o mit a, # 0, k > 1, und sei w eine Nullstelle
von P. Dann existiert ein Polynom Q(z) vom Grad k - 1 mit

P(z) = (z-w) Q(2).

Beweis
Fir 1 <i <k setzen wir
Qi) =z "W + 272wl + L+ W+ W = 203j<izi'1_jwj.
Alsoist Qi(2) =1, Qy(z) =z + w, Qs(z) = 2* + zw + W, ...
Dann gilt

Z-w = (z-w)Qi(2) fiirallel <i<k.

Damit rechnen wir:

P(z) = P(z) - 0 = P(z) - P(w) =

(@ -w) + a oW L az-w) =
(z-w) (a Quz) + a1 Qx_1(2) + ... + a3 Q(2)).

— Der zweite Faktor dieses Produkts ist ein Polynom Q(z) vom Grad k - 1.



60 1. Abschnitt Reelle und komplexe Zahlen

Nullstellen lassen sich also abspalten und hinterlassen dann ein Polynom vom
Grad k - 1. Damit kann eine algebraische Gleichung vom Grad k hochstens k
Losungen besitzen. Weiter ist der oben formulierte Fundamentalsatz der Alge-
bra dquivalent dazu, dass jedes komplexe Polynom von Grad k > 1 mindestens
eine Nullstelle besitzt. Die Faktorisierung in Linearfaktoren ergibt sich dann
durch wiederholte Anwendung des Satzes.

Manchmal lisst sich die Losbarkeit von Gleichungen abstrakt zeigen. So be-
sitzt zum Beispiel jedes reelle Polynom P(x) = a3 X’ + ... + a, dritten Grades eine
reelle Losung, da P sowohl negative als auch positive Werte annimmt, und damit
nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle von P existiert. (Dies werden wir
spiter beweisen.) Seit jeher ist man aber an Losungsverfahren interessiert, die es
erlauben, Losungen von Gleichungen explizit auffinden zu kénnen. Im besten
Fall erhilt man Losungsformeln, die aus den vier Grundrechenarten und einfa-
chen Funktionen aufgebaut sind. Daneben sind Rechenverfahren von Interesse,
die Losungen niherungsweise bestimmen und dabei in kurzer Zeit sehr genaue
Approximationen berechnen. Die Entwicklung derartiger Verfahren fillt in das
Aufgabengebiet der numerischen Mathematik, wihrend die Suche nach Lo-
sungsformeln ein klassisches Thema der Algebra ist. Wir wollen hier lediglich
die einfachsten algebraischen Gleichungen bis zum Grad 2 genauer untersuchen
und in C mit Hilfe der vier Grundrechenarten und der reellen Quadratwurzel-
funktion 16sen.

Lésen quadratischer Gleichungen

In jedem Korper hat eine algebraische Gleichung
az +b =0
vom Grad 1 genau die Losung z = - b/a. Dagegen sind algebraische Gleichungen
az’ + bz +¢c =0

vom Grad 2 - auch quadratische Gleichungen genannt - schon weitaus anspruchs-
voller. Eine Losungsformel ist hier nicht mehr offensichtlich. Durch die Me-
thode der quadratischen Erginzung lassen sich quadratische Gleichungen aber
vereinfachen. Zunichst diirfen wir annehmen, dass a = 1 gilt (sonst dividieren wir
durch a, ohne die Losungen zu verindern). Unsere Gleichung lautet nun also

22 +bz+c=0.

Wegen (z +b/2)* = 2* + bz + b*/4 (,quadratische Ergiinzung®) ist diese Gleichung

dquivalent zu
(z+b/2)* + (c - b*/4) = 0 oder
(z+b/2)* = (b -4c)/4.

Sind wir also in der Lage, Gleichungen der Form z* = d zu lésen - sog. reingua-
dratische Gleichungen -, so konnen wir auch unsere urspriingliche Gleichung 16-
sen. Genauer gilt: Die Lésungen w von z” = d fiir d = (b* - 4c)/4 und die Lésun-
gen w’ von z* + bz + ¢ = 0 entsprechen einander via w’ = w - b/2.
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Fiir den Korper der reellen Zahlen zeigen diese Berechnungen, wenn wir wie
iiblich x statt z als Unbestimmte verwenden, dass x* + bx + ¢ = 0 iibergefiihrt wird
in das Losungsproblem x* = d, mit d = (b” - 4c)/4. Zusammenfassend erhalten wir
damit:

Satz  (Losungsformel fiir quadratische Gleichungen in R)
Die reelle Gleichung x* + bx + ¢ = 0 zweiten Grades besitzt in R genau
dann eine Losung, wenn b* - 4c > 0 gilt. In diesem Fall sind genau

X, = (b= Vb’ -4c)/2
die Losungen der Gleichung.

Die Variante fiir nichtnormierte Gleichungen, d. h. fiir Leitkoeffizienten a # 1,
erhalten wir, indem wir in der Formel des Satzes b/a fiir bund c/a fiir ¢ substituie-
ren. Dies ergibt nach Umformung die Losungen

x1; = (-bzVb? -4ac)/(2a)

und die Losungsbedingung ,.b” - 4ac > 0%. Die Zahl b* - 4ac, die iiber die Losbar-
keit von ax’ + bx + ¢ = 0 entscheidet, heifit die Diskriminante der quadratischen
Gleichung. Die Losungsformel wird auch als Mitternachtsformel bezeichnet, weil
manssie als Schiiler (und Lehrer) zu jeder Tages- und Nachtzeit parathaben sollte.
Wir betrachten nun quadratische Gleichungen az” + bz + ¢ = 0in C. Die Reduk-
tion des Problems durch quadratische Erginzungistauch in C méglich (genauer in
jedem Korper mit 1 + 1 #0). Es geniigt damit, komplexe Gleichungen der Form

7 =d

zu l6sen. Wie oben liefern die Losungen dieser Gleichung dann die Losungen
vonaz’ + bz + ¢ = 0. Die Mitternachtsformel gilt, wenn wir unter dem fiir kom-
plexe Zahlen a, b, ¢ bislang nicht definierten Wurzelausdruck V'b” - 4ac einfach
eine beliebige der beiden Losungen der Gleichung z* = b’ - 4ac verstehen. Da
ein =-Zeichen vor der Wurzel in der Losungsformel steht, und da mit w auch -w
die Gleichung z* = b” - 4ac 16st, spielt es keine Rolle, welche der beiden Losun-
gen wir wihlen.

Ist der Imaginiirteil von d gleich 0, so ist die Losung von z” = d einfach: Ist
Re(d) 20, so sind =V Re(d) die Losungen, und ist Re(d) <0, so sind +V IRe(d) | i
die Losungen der Gleichung.

Das etwas schwierigere Problem der Losung von z* = d mit Im(d) # 0 behan-
deln wir wie folgt. Wir nehmen an, wir hitten eine Losung w vorliegen. Wir zei-
gen, dass der Real- und Imaginirteil von w eine gewisse Form haben miissen.
Einsetzen zeigt dann, dass wir durch diese Form die beiden Losungen definieren
kénnen.

Seialsow = (x, y) eine komplexe Losung von z* = d fiir eine gegebene komplexe
Zahl d mit Im(d) # 0. Wegen 722 =d gilt Re(z%) = Re(d) und Im(z%) = Im(d), also

X -y’ = Re(d),
2xy = Im(d).
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Weiter ist 1z1? = |dl, also x* + y* = |d|. Damit haben wir

2x) = X +y") + & -y") = Idl + Re(d) und

2y' = (X +y%) - (X -y") = Idl - Re(d).

Wegen |Re(d)| < Id| kénnen wir reelle Wurzeln ziehen und erhalten

x = £ V(Idl +Re(d))/2, y = =£V(ldl -Re(d))/2.

Ist Im(d) > 0, so ist wegen 2 xy = Im(d) in diesen Ausdriicken entweder zweimal
»+° oder zweimal ,,—“ als Wahl von + méglich. Ist Im(d) < 0, so ist nur eine ge-
mischte Wahl von ,,+“ und ,,-“ moglich.

Wir haben also in Abhingigkeit des Vorzeichens von Im(d) je zwei Losungs-
kandidaten vorliegen. Finsetzen in z* = d zeigt nun, dass diese Kandidaten tat-
siachlich Losungen sind. (Der Leser fiihre dies durch). Damit erhalten wir:

Satz  (die komplexen Losungen reinquadratischer Gleichungen)
Sei d € C. Dann hat die Gleichung z* = d die beiden Losungen

w; = (V(Idl +Re(d))/2, o V(Idl -Re(d))/2 ),
Wy = =Wy,

wobei 6 = 1, falls Im(d) > 0 und ¢ = - 1, falls Im(d) < 0.

Damit ist die Aufgabe der Losung quadratischer Gleichungen in C befriedi-
gend gelost.

Loésungen von Gleichungen héheren Grades

Mit Hilfe der Losungstheorie fiir quadratische Gleichungen und dem Ab-
spalten von Nullstellen lassen sich leicht z. B. die Losungen von z° = 1 und z*
= 1 angeben. Wir fiihren dies unten fiir die Gleichung z° = 1 explizit durch. All-
gemeiner gibt es Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades.
Diese wurden bereits im 16. Jahrhundert durch Nicolo Tartaglia und Scipione
del Ferro entdeckt. Die Suche nach einer Losungsformel fiir Gleichungen
fiinften Grades blieb aber erfolglos. Nils Henrik Abel bewies 1824, dass es fiir
Gleichungen fiinften Grades keine allgemeine Lésungsformel geben kann, die
neben den Grundrechenarten nur Wurzelausdriicke enthilt. Evariste Galois
konnte um 1830 dieses Ergebnis mit allgemeinen gruppentheoretischen Me-
thoden klar beleuchten, die weiter auch die Unmoglichkeit der Dreiteilung ei-
nes Winkels und der Verdoppelung eines Wiirfels mit Zirkel und Lineal auf-
zeigten. Demgegeniiber steht der Fundamentalsatz der Algebra, demzufolge
algebraische Gleichungen vom Grad gréfiergleich 1 stets Losungen in C besit-
zen. Der Beweis dieser grundlegenden Ergebnisse ist, was die Theorie von Ga-
lois betrifft, Aufgabe der Algebra, und, was den Fundamentalsatz betrifft, Auf-
gabe der hoheren Analysis.
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Bestimmung der dritten Einheitswurzeln

Zur Illustration berechnen wir noch die komplexen Losungen der Gleichung
3
z = 1.

Diese Losungen heifien auch die dritten Einbeitswurzeln. Eine offensichtliche
Loésung ist wy = 1. Die im Beweis oben gefundene Formel

P@) = (z-wp) (@ Q@ + a1 Qu1(@) + ... + 21 Qi(2)

liefert fiir P(z) =z° - 1unday = 1,2, =2, = 0:

2 -1=@z-w)Q@ = z-w) @ +zwi+w)) = z-1) 2 +z+1).
Die Losungen von z” + z + 1 lauten nach obigen Ergebnissen

Wiz = (-12V1-4)/2 = (-1=V-3)2.

wobei wieder V- 3 eine der beiden Losungen der komplexen Gleichung z* = - 3
ist. Eine solche Losung ist aber i V3. Damit sind die Lésungen von z* = 1 genau
die drei folgenden komplexen Zahlen w, w, und wj :

wi =1, wy = (-1+iV3)/2, wy =w; = (-1-1iV3)/2.

Nach der Produktregel gilt Iw’ | = Iw|” fiir alle komplexen Zahlen w, und damit
haben alle Losungen den Betrag 1. Zudem gilt

lw; —wyl = 13-iV3)/21 = V3,
lw; —wsl = 13+1V3)/21 = V3,
lwy —wyl = 1iV31 = V3.

Damit haben die drei komplexen Zahlen wy, w;, w3 paarweise denselben Abstand
voneinander. Zusammenfassend haben
wir also bewiesen:

Im(z)

Satz  (die dritten Einbeitswurzeln)
Die Lésungen von

7 =1

sind die Ecken des gleichseiti-
gen Dreiecks im R*, das in
den Einheitskreis

K={weCllwl=1}

> Re(z)

einbeschrieben ist und dem
die Ecke 1 = (1, 0) angehort.

In den Erginzungen werden wir durch geometrische Argumentation ein ana-
loges Ergebnis fiir die n-ten Einheitswurzeln, also die Losungen von z" = 1, fiir
alle n > 4 beweisen konnen.
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I"Jbungen

1.3.1 Eine Multiplikation fiir die Ebene

Ubung 1
Zeigen Sie, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

Ubung 2
Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form x + iy mitx,y € R:
i) G+ D/GE-1), (-1D/G+1), @G-3i)/3i-1).
Ubung 3
Zeigen Sie, dass fiir alle z,w € C gilt:
(@) Re(z) = (z + 2)/2, Im(z) = (z-72)/2i), z = 2 Re(z) -z,
(b) Re(1/z) = Re(z)/1z1?, Im(1/z) = - Im(z)/1z1?, fallsz#0,
() zZ=2zZ+W=2Z+W, ZW = ZW.

Berechnen und identifizieren Sie weiter die Gréfie Re(zw), indem Sie z und
w als Vektoren der Ebene betrachten. Folgern Sie, dass die Vektoren z und
wz (mit z,w # 0) genau dann aufeinander senkrecht stehen, wenn w rein

Imagindr ist.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass fiir alle z,w € C gilt:

@) zz = 1z1?, 27" =72/121* fir z#0,

®) lz+wl < lzl + lwl, lzwl=lzl lwl,
(© lz+wl? = 1z + Iwl? + 2 Re(zw),
lz-wl? = lzI? + Iwl? = 2 Re(zw),

lz+wl?+ lz-wl? = 2(1z1% + Iwl?).
Deuten Sie die letzte Aussage geometrisch.

(d) Verwenden Sie die Produktregel lzwl = Izl lwl aus (b), um zu
zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen a,b, ¢, d gilt:

@ +b) (P +d?) = (ac-bd)’ + (ad +bo)™.
Ubung 5

Sei z € C eine Losung einer algebraischen Gleichung mit reellen Koeffizi-
enten. Zeigen Sie, dass auch z eine Losung der Gleichung ist.
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Ubung 6

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir alle z,w € C dquivalent sind:

(a) Esgibtx,ye Rmit(x,y) # (0,0)undxz+yw=0.
(b) zwe R.

Ubung 7

Wir definieren eine Multiplikation * auf C durch

z*w =z -w fiirallez,we C.

Welche der Korperaxiome gelten fiir die Struktur (C, +, *) und welche
gelten nicht?

UbungS
Zeigen Sie,dass{ze C | Izl =1} = {w/wlwe C,w=0}.

1.3.2 Die Losungen einfacher algebraischer Gleichungen
Ubung 1

Bestimmen Sie die komplexen Losungen der folgenden Gleichungen in der
Formx +iymitx,ye R:

@ z' =1,
) 2 = 1.
Ubung 2

Sei z* + bz + ¢ = 0 eine algebraische Gleichung zweiten Grades in einem
Korper K mit den Losungen w; und w;. Zeigen Sie:
w; +wW; = -b, wyw; =c.

(Vietasche Regeln)
Ubung 3

Formulieren und beweisen Sie eine Verallgemeinerung der Vietaschen

Regeln fiir Gleichungen k-ten Grades in K, k > 1, die die Lésungen
wi, ..., Wi, besitzen.

Ubung 4

Seien z;,7,,73 komplexe Zahlen mit den Eigenschaften:
(a) |C1| = |Z2| = |Z3| = 1,1

(b) z; + 2z, + 23 = 1.

Zeigen Sie, dass z,, z, z; die Ecken eines gleichseitigen in den Einheits-
kreis einbeschriebenen Dreiecks sind.

[Zeigen und verwenden Sie |z; - 7 12=2-2Re(z z) fir 1 <i<j<3.
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Dritte Erginzungen:

Die geometrische Deutung der komplexen Multiplikation

Wir entwickeln mit Hilfe elementarer geometrischer Argumentation eine an-
schauliche Interpretation der Multiplikation in C und diskutieren einige Anwen-
dungen.

Wir beginnen mit einer Charakterisierung der komplexen Multiplikation:

Ergdnzungsz’ibung 1
Sei (R, +, *) ein Korper, wobei + die Vektoraddition im R? sei. Fiir die
Multiplikation * des Korpers gelte:
(i) (x,0)* (x;,y1) = (xx,xyy) fiirallex, x;,y, € R,

Dann ist * die komplexe Multiplikation, d.h. (R?, +, =) ist der Korper der
komplexen Zahlen.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung kénnen wir nun eine einfache geometri-
sche Interpretation der komplexen Multiplikation geben. Hierzu gestatten wir
uns, in ,naiver” Weise vom Winkel zu sprechen, den ein Vektor in der Ebene re-
lativ zur positiven x-Achse besitzt. Wir definieren hiermit:

Definition (Argument einer komplexen Zabl)
Das Argument arg(z) einer komplexen Zahl z # 0 ist der im Gegenuhrzei-
gersinn gemessene Winkel des Vektors z zur positiven x-Achse.

Mit Hilfe von ,,Linge“ und ,,Argument® kénnen wir nun folgende geometri-
sche Multiplikation definieren:

Definition (geometrische Multiplikation zweier Vektoren der Ebene)
Fiir alle v, w € R? - { 0} definieren wir v * w als den eindeutigen Vektor z
mit den beiden Eigenschaften:

(a) Die Linge von z ist das Produkt der Lingen von v und w.

(b) Das Argument von z ist die Summe der Argumente von v und w.

Weiter setzen wir v * 0 = 0 * v = 0 fiir alle v e R?.

Als einfache Regel formuliert lautet die Multiplikation * also:
»~Multipliziere die Lingen der beiden Vektoren und addiere ihre Argumente.”

Nun zeigen wir, dass die Multiplikation * nichts anderes ist als die komplexe
Multiplikation:
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Erginzungsiibung 2
(R?, +, #) ist der Kérper der komplexen Zahlen.

[Hinweis: Nach den obigen Ergebnissen geniigt es, die folgenden Aussagen zu
beweisen:

(@) (R? +, *)ist ein Korper.

(b) x,0)*(x,y1) = (xxp,xyy) firallex, x;,y, € R,

(© 0,1)%0,1) = (-1,0).]

Damit hat die Multiplikation in C eine tiberraschend einfache und anschauli-
che Interpretation.

Erginzungsiibung 3
Formulieren Sie in Analogie zur Multiplikationsregel eine Divisionsregel
fiir komplexe Zahlen.

Erginzungsiibung 4
Zeigen Sie durch geometrische Argumentation:

2Re(z) = z + z, 2Im(z) = z - z,
1/z = 7/1z\* fiiralleze C, z#0,
(xz)-(yz) € Rfiiralleze Cundallex,y € R.

Weiter kann man mit Hilfe der geometrischen Interpretation auch einfache al-
gebraische Gleichungen 16sen:

Erginzungsiibung 5
Seik € N. Bestimmen Sie (in geometrischer Weise) die komplexen
Loésungen der Gleichung z* = 1 und allgemeiner der Gleichung (z - w)* = 1
fir ein beliebiges w € C.

Die komplexen Lésungen der Gleichung z* = 1 heifien wieder die k-ten Ein-
beitswurzeln.

Insbesondere haben wir also die frither explizit berechneten dritten Einheits-
wurzeln ganz ohne Rechnung wiedergefunden.

Wenn wir die reelle Sinus- und Cosinusfunktion als bekannt voraussetzen, ge-
langen wir zu einer wichtigen Darstellung fiir komplexe Zahlen:

Erginzungsiibung 6
(a) Seienze Cundn e Z. Weiter seir = |z| und ¢ das Argument
von z. Stellen Sie z" in den ,,Koordinaten“ r und ¢ mit Hilfe der
Sinus- und Cosinusfunktion dar.

(b) Sein > 3. Schreiben Sie die n-ten Einheitswurzeln w, ..., w,, in der
Darstellung aus Teil (a).
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1. Konvergente Folgen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen xy, xi, ..., X, ... reeller Zahlen, die ge-
gen einen gewissen reellen Grenzwert x streben. Wir geben eine genaue Defini-
tion des Grenzwerts einer Folge und wir prizisieren, wann die Glieder einer
Folge sich immer weiter verdichten. Dadurch gelangen wir zu einer neuen For-
mulierung der Vollstindigkeit der reellen Zahlen, die spiter in der Theorie der
allgemeinen metrischen Riume eine wichtige Rolle spielt. Folgen erlauben es
zudem, auch unendliche Reihen xy + x; + ... + x, + ... zu definieren, die wir dann
in den beiden folgenden Kapiteln genauer untersuchen werden.

Folgen und ihre Grenzwerte

Wir haben bisher schon informal tiber unendliche Folgen xq, xy, ..., X, ...,
gesprochen, etwa bei der Diskussion der Dezimaldarstellung. Formal ist eine
Folge xq, x1, ..., X, ... die Funktion f mit Definitionsbereich N und x,, = f(n) fiir
alle n € N. Damit ist x, lediglich eine andere Schreibweise fiir f(n). Wir notie-
ren Folgen neben der Plinktchennotation vor allem in den Formen

(Xn)nEN oder (Xn)n20'

Fiir jedes n € N heifit x, das n-te Glied der Folge (x,),c n. Eine Folge (x,)nen
heifit eine Folge in einer Menge M, falls x, € M fir alle n gilt. Fiir M = R spricht
man auch von einer reellwertigen und fir M = C von einer komplexwertigen Folge.
Oft werden Varianten wie (x,),>; verwendet. Allgemein kénnen wir fiir jede
Teilmenge A von N eine Folge (x,,), < o erkliren als diejenige Funktion f mit dem
Definitionsbereich A, fiir die f(n) = x,, fiir allen € A gilt.
Einige Beispiele fiir Folgen sind:

(c,¢q,c,...), d.h.x,=c firallene N, fiir ein gewisses c € C,
(konstante Folge mit Wert )

(1,1/2,1/3,...), d.h.x, = 1/(n + 1) fiir alle n,

(1,1,2,3,5,...), d.h.xg=x; = 1, x,,, = X, + X, 1 furalle n,
(Folge der Fibonacci-Zahlen)

& x!, %%, ..), d.h.x,=x"fir alle n, fiir ein gewissesx € R,
(1,1, ey d.h. x, = i" fiir alle n, mit der imaginiren Einheiti e C.

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 4,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Informale Notationen wie auf der linken Seite sind allgemein iblich und auf-
grund ihrer guten Lesbarkeit auch nicht verwerflich. Genauer ist es jedoch, die
Glieder x, explizit zu definieren. So istja dem Ausdruck (1, 1/2,1/3, ...) nichtan-
zusehen, ob wir x, = 1/(n + 1) fiir alle n > 0 oder x,, = 1/n fiir alle n > 1 definieren
wollen. Im ersten Fall ist xy definiert, im zweiten nicht. Ebenso ist das Bildungs-
gesetz der Fibonacci-Folge vielleicht nicht eindeutig ersichtlich, wenn man zum
ersten Mal mit 1, 1, 2, 3, 5, ... in Berithrung kommt.
Natiirliche Wachstumsbegriffe fiir Folgen sind:

Definition (mzonoton steigend, monoton fallend, monoton, beschrinkt)
Eine Folge (x,),c n in R heifit monoton steigend (fallend), falls x,, , | 2 x,
(X, 1 S x,) fir alle n e N gilt, streng monoron steigend (fallend), falls x,,, | > x,
(Xn.1 <xp) fiir alle n e N gilt, monoton, falls sie monoton steigend oder
monoton fallend ist, beschrinkt (nach oben, unten), falls {x, | ne N}
beschrinkt (nach oben, unten) ist.

Die Folge 1, 1/2,1/3, 1/4, ... ist streng monoton fallend und beschrinkt. An-
schaulich ,,ndhert” sie sich der Null an oder ,,strebt” gegen Null, dem Infimum
der Menge { 1/n | n € N*}. Ebenso nihert sich die streng monoton steigende
Folge (1 - 1/(n + 1)),, « y anschaulich der Zahl 1 an, dem Supremum der Menge
{1-1/(n+1) | ne N}. Fiir eine beschrinkte monotone Folge kénnen wir in
der Tat einen eindeutig bestimmten Grenzwert oder Limes einfach definieren:

Definition (Grenzwert fiir monotone und beschrinkte Folgen)
Sei (x,)ne n €ine beschrinkte monotone Folge in R. Dann setzen wir:

lim o - sup({x, Ine N}), falls (x,),en monoton steigt,
rme inf({x, Ine N}), falls (x,),cn monoton fillt.

Die Zahl lim,, _, .. x,, heifit der (monotone) Grenzwert oder Limes von (x,), e n-

Bei der Einfithrung der unendlichen Dezimaldarstellung einer reellen Zahl
sind wir ja bereits so vorgegangen, indem wir definiert haben:

n,a;a ... = sup({n,a;...a 1 k=1}).

Der Grenzwertbegriff fiir beschrinkte monotone Folgen ist aber zu eng, da
durch ihn Folgen wie zum Beispiel

1, -1, 172, =172, 173, - 1/3, 1/4, = 1/4, ...,

die anschaulich in einer Pendelbewegung gegen 0 streben, nicht eingefangen
werden. Eine Variante des Supremums- und Infimumsbegriffs, die die endlichen
Anfangsstiicke einer Folge als unwesentlich ansieht, fithrt zum Ziel, ist aber be-
grifflich fiir den Anfinger nicht einfach zu verdauen. Zudem ist dieser Ansatz fiir
komplexwertige Folgen nicht direkt anwendbar, denn auch in C strebt die Folge
(i"/n), > anschaulich gegen Null. In jeder Hinsicht geeignetist aber die folgende
im 19. Jahrhundert etablierte Grenzwertdefinition, die den Abstand Ix -yl
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zweier reeller Zahlen x und y ins Zentrum riickt, und die, wie sich zeigen wird,
fiir beschrinkte monotone Folgen mit der obigen Grenzwertdefinition iiberein-
stimmt. Sie zihlt zu den wichtigsten Begriffsbildungen der Analysis:

Definition (Konvergenz von Folgen, Grenzwert, Limes, konvergent, divergent)
Sei (x,), ¢ n eine Folge in R, und sei x € R. Dann konvergiert die Folge
(Xnne N gegen x, falls gilt:

Ve>03dn, Vn2>ng Ix, -xl < &. (Konvergenzbedingung fiir x)

Die Zahl x heifit dann ein Grenzwert oder Limes der Folge (x,), < n, und die
Folge heifit konvergent in R. Eine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Umgangssprachlich kénnen wir die Konvergenzbedingung so ausdriicken :
Die Folge der x,, konvergiert gegen x, wenn die Folgenglieder schliefilich belie-
big nahe bei x liegen. Der Ausdruck ,,beliebig nahe“ greift den Allquantor tiber €
auf, das ,,schliefilich“ den Existenzquantor fiir ny und den Allquantor fiir n, und
das ,nahe liegen bei“ den durch den Betrag definierten Abstand. Die logische
Anordnung der Quantoren ist in der formalen Fassung aber besonders klar, und
diese Fassung bewihrt sich auch im Umgang mit dem Begriff. Die Verneinungs-
regeln fiir Quantoren liefern zum Beispiel, dass eine Folge (x,),c n genau dann
divergent ist, wenn fiir alle x € R gilt:

Je>0Vnydn>ng Ix, - x| > & (Divergenzbedingung fiir x)

Umgangssprachlich bedeutet dies, dass fiir jedes beliebige x die Glieder der
Folge immer wieder um einen gewissen Betrag von x abweichen.

Damit ist nach unserer Definition in der Tat die Zahl 0 ein Grenzwert der
oben betrachteten Folge 1, - 1, 1/2, - 1/2, 1/3, - 1/3, ..., wihrend z.B. die Folge
1,-1,1, -1, ..., die zwischen 1 und - 1 hin und her pendelt, divergiert. Leicht
zu sehen istauch, dass die Grenzwertdefinition fiir allgemeine Folgen die Grenz-
wertdefinition fiir beschrinkte monotone Folgen fortsetzt: Ist (x,),  y monoton
und beschrinkt, so ist der monotone Grenzwert x = lim,, _, ., x, ein Grenzwert
der Folge im Sinne der obigen Definition. Der genaue Nachweis dieser Aussa-
gen ist gut geeignet, um mit der Konvergenzbedingung vertraut zu werden.

Obige Definition kénnen wir wortlich fiir Folgen (z,,),c ny und Grenzwerte
z in C ibernehmen, da auch hier ein Abstand |z, - z| erklirtist. Im Folgenden
bleiben wir der Einfachheit halber bei R und fiigen am Ende einige Bemerkun-
gen iiber komplexe Grenzwerte hinzu.

Dem aufmerksamen Leser wird vielleicht aufgefallen sein, dass wir bislang von
einem Grenzwert gesprochen haben, und nicht vom des Grenzwert einer Folge.
Wenn es auch anschaulich klar sein mag, dass ein Grenzwert eindeutig bestimmt
ist, so miissen wir es doch beweisen. Der Beweis ist zudem ein Paradebeispiel fiir
die Anwendung der Definition:

Satz  (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
Seien x und y Grenzwerte von (X, ), n- Dann ist x = y.
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Beweis
Seie > 0. Dann gibt es ng, n; € N mit

Ix, -x| < &2 firallen>ny und Ix,-yl < &2 furallen >n,.

Sei n; 2 ng, ny, also etwa das Maximum max(ng, n;) von ny und n;.
Dann gilt:

Ix, -x| < &2 und Ix, -yl < &2 firallen 2 n,.

Insbesondere gilt diese Aussage fiir n,. Nach der Dreiecksungleichung ist
dann aber

Ix -yl = Ix=x, +x,, -yl < Ix-x,, 1 +1x,, -yl <&2 + &2 =¢.

— Dae>0beliebigist, giltx = y.

Diese Form der Argumentation taucht hiufiger auf und wird in mathemati-
schen Kreisen als €/2-Argument bezeichnet. Wir werden auch €/3-Argumente
kennenlernen, bei denen drei Abschitzungen zu einer e-Abschitzung zusam-
mengefiihrt werden. Die Dreiecksungleichung ist hier pausenlos in Einsatz.

Wir haben obigen Beweis ausfiihrlich prisentiert. In Zukunft werden wir ins-
besondere die ,,Einsatzstellen” ny und n; freier verwenden. Wir hitten zum Bei-
spiel ohne Einschrinkung annehmen kénnen, dass n; 2 ng ist. Dadurch wird dann
die Einfithrung von n, iiberfliissig, da n, = max(ny, ng) =n;. Der Leser wird, wenn
er noch einmal auf die Konvergenzbedingung blickt, sofort sehen, dass mitjedem
fiir ein € > 0 geeigneten n, auch jedes ny’ > ny fiir € geeignet ist. Diese Vergrofie-
rungseigenschaft des ,,ab jetzt“-Index ng wird oft stillschweigend verwendet.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts konnen wir die Limesnotation,
die wir oben schon fiir beschrinkte monotone Folgen eingefiihrt hatten, fiir alle
konvergenten Folgen erkliren:

Definition (Limes- und Pfeilnotation fiir konvergente Folgen)
Sei (x,)q e n eine konvergente Folge in R. Dann schreiben wir

lim, _, . x,, lim,cyx, oder lim, x, (Limesnotation)
fiir den Grenzwert von (x,), < n- Gleichbedeutend zu ,x = lim,, _, ., x,“ ist
weiter auch die Schreibweise

X, — x firn — oo, (Pfeilnotation der Konvergenz)

gelesen: ,x, konvergiert oder strebt gegen x fiir n gegen unendlich®.
Die Folgennotation erlaubt es, arithmetische Operationen mit Folgen einfach
und suggestiv zu notieren. Sind (X,), e y und (y,),e y Folgen, so ist z. B.
Xy + Vohne n die Folge (z,), e y mit z, =X, +y, firallene N.

Die Folge (x, + yu)ne n heifit die Summe der Folgen (x,),e ny und (y,)n e n- Analog
ist das Produkt (x, y,)n e n definiert. Die Limesbildung respektiert diese arithme-
tischen Operationen:
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Satz  (Limesregeln fiir die Folgenarithmetik)
Seien (X,)ye n und (y,)ne n konvergente Folgen in R. Dann gilt:

(@) lim, x, +y,) = lim, x, + lim, y,,
(b) lim, (x, yy) = lim, x, - lim, y,,
(¢) lim, (ax,) = alim, x, firalleae R,
d) lim, (x, -y, = lim, x, - lim, y,,
(e) lim, (x,/y,) = lim,x, / lim, y,, fallsy, #0 fir alle n und lim,, y,, # 0.
Beweis
Seienx =lim, _, . x,undy=1lim, _, .. y,.

zu (a):
Sei € > 0. Dann existieren ny < n; mit

Ix, -x| <e/2 furallen=ny, ly,-yl<e/2 firallen2n;.
Fir alle n > n; gilt dann aber

I, +yn - +y)| < Ixp=-x| + ly, -yl < €/2 + &/2 =&,

zu (b):
Aufgrund der Beschrinktheit konvergenter Folgen gibt es ein r > 0 mit
I%, 1, 1y, 1, 1x1, Iyl <1 fiir alle n. Sei nun € > 0. Dann existieren ny < n; mit

Ix, -x| <&/Q2r) firallen>ny, ly,-yl<e/Q2r) firallen>n;.
Fiir alle n > n; gilt dann aber

XY =Xyl = 1y =Xy +XYn =Xy | = 1 =) yn + X(a-y) <
[ - X)ynl + 1xy, -y < &/Q@r)-r + r-&/2r) = €.

zu (c):
Die Aussage folgt aus Teil (b), da die konstante Folge (a, a, a, ...) den
Grenzwert a besitzt.

zu (d):
Nach Teil (a) und (c) fiir den Faktora = - 1 gilt

lim, (x, -y, = lim, x, + lim, -y, = lim, x, - lim, y,.

zu (e):
Aufgrund von Teil (b) gentigt es zu zeigen, dass lim,, 1/y, = 1/y gilt.
Sei hierzu € > 0. Dann existieren ny < n; mit

lya| > 1y1/2 firallen>ng, ly,-yl<e/2-lyl? firallen>n,.
Fiir alle n 2 n; gilt dann aber

- -1yl = Iy -y /ey < &2 1y12-2/1yl - 1/1yl = e.
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Wurzeln

Durch Induktion folgt aus der Produktregel fiir konvergente Folgen: Gilt
limy, x;, = x, so gilt limy, x," = x" fiir alle n > 1. Damit kénnen wir nun die Exi-
stenz von Wurzeln in R sehr einfach beweisen.

Satz (Existenz von Wurzeln)
Fiir alle n > 1 und alle x > 0 existiert ein eindeutiges y = 0 mit y" = x.

Beweis
Sein > 1. Die Aussage ist trivial fiir x = 0 (mit y = 0). Sei also x> 0.
Die Eindeutigkeit ist klar, denn ist 0 < y; <y,, so isty;" <y,".
Zum Beweis der Existenz betrachten wir

Y={y=201ly" <x}
Dannist 0 € Yund Y < max(x, 1), also existiert
y = sup(Y).

Wegen x> 0isty > 0. Sei also () n eine streng monoton fallende Nullfolge
mitgy <y. Dannisty-g € Yundy + ¢, ¢ Y fiir alle k, und damit gilt:

x < limy (y+¢)" = (limy+g)" = y" = (limpy-¢g)" = lim (y-¢g)" < x.
- Alsoisty"=x.
Wir definieren:

Definition (n-te Wurzel)
Fiir alle n > 1 und alle x > 0 heifit das eindeutige y = 0 mit y" = x die n-ze
Wurzel von x, in Zeichen

y=n\/;(.

Im Fall n =2 heifit y auch die (positive) Quadratwurzel von x.

J
28
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Aus theoretischer wie praktischer Sicht ist eine alternative exponentielle No-
tation fiir die Wurzeln angemessen. Da fiir die Quadratwurzel y einer reellen
Zahl x > 0 die Gleichung y - y = x gilt, bietet sich die Potenzschreibweise y = x'*
an. Dann ist

X1/2 . X1/2 - X1 - X1/2 + 1/2,

mit der vertrauten Behandlung der Exponenten. Bezeichnen wir analog die
dritte Wurzel aus x mit x'*, und setzen wir weiter x** = (x'”*)?, so gilt

X1/3 . X1/3 . X1/3 - X1 - X1/3 + 173 + 1/3, X1/3 'X1/3 _ X1/3 + 173 _ XZ/S, USW.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende Definition :

Definition (Exponentiation fiir rationale Exponenten)
Firallex>0undq=m/ne Q, m,n€ Z,n 21, setzen wir:
x4 = 1/ym
Fiir alle g € Q mit q > 0 setzen wir weiter 09 = 0.

m/n _ _m’/n

Diese Exponentiation ist wohldefiniert, d. h. giltm/n =m’/n’, so istx X
Fir den Fall n = 1 geht die neue Exponentiation in die alte Exponentiation fiir
ganzzahlige Exponenten und nichtnegative Basen iiber. Die Rechengesetze gel-

ten wie erwiinscht nun allgemeiner:

Satz  (Rechengesetze fiir Wurzeln)
Fiir alle x,y > 0 und alle p,q € Q gilt:

Gyl = xPy?, xPxd = xP 9 (xP)I = xPY = (xIP,

Gilt p,q > 0, so gelten diese Aussagen fiir alle x,y > 0.

Der Beweis kann dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben.

Fiir einige rationale Exponenten wire auch noch eine Definition x? fiir x < 0
moglich, etwa fiir q = 1/3. Mit negativen Basen lisst sich aber nicht mehr frei
rechnen. So gilt fiir x < 0 zum Beispiel nicht mehr, dass &)1 = &3, dax?
fiir x < 0 nicht definiert ist.

Im weiteren Verlauf werden wir die Exponentiation x9 fiir x > 0 und q € Q
noch einmal erweitern, nimlich zu einer Exponentiation x” fiir x > 0 und belie-
bige reelle Exponenten y.

Teilfolgen und Hiufungspunkte

Zuweilen ist es von Interesse, von einer Folge (x,,), n nur jedes zweite Glied
zu betrachten. Allgemeiner kénnen wir unendlich viele ,interessante” Indizes
vorgeben und dann die Folge auf diese Indizes reduzieren. Formal kénnen wir
diese Ausdiinnung wie folgt fassen:
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Definition (7eilfolge einer Folge)
Sei (x,)n e n eine Folge, und sei (ip), e n €ine streng monoton steigende
Folge in N. Dann heifit die Folge (v,), < y mit

ya = X firallene N
die durch die Indexfolge (i), y definierte Teilfolge von (x,,), c n-

Die durch eine streng monoton steigende Indexfolge (i), ny definierte Teil-
folge konnen wir einfach notieren als (x; ), ¢ - Ublich ist daneben auch die Nota-
tion (Xj))ne v, die aus Griinden der besseren Lesbarkeit einen doppelten Index
vermeidet.

Soistz.B.(1,1,1,...) eine Teilfolge von (1, - 1, 1, - 1, ...), wobei es unendlich
viele definierende Indexfolgen gibt. Weiter ist (1, 1/2, 1/3, ...) eine Teilfolge von
(1,1/2,1,1/3,1,1/4, 1, ...), und in diesem Fall ist die Indexfolge eindeutig be-
stimmt. In diesen beiden Beispielen konvergiert die Teilfolge in R, wihrend die
urspriingliche Folge divergiert. Der Grenzwert der Teilfolge ist ein Punkt, in
dessen Nihe die Folge immer wieder zuriickkehrt. Diese Anschauung motiviert
die folgende allgemeine Definition:

Definition (Hiufungspunkt einer Folge)
Ein x € R heifit Hiufungspunkt von (x,), « n, falls es eine Teilfolge (y,)ne n
von (X,)ne n gibt mitx = lim, _, ., y,,.

Die Folge (0, 1, 2, 3, ...) hat keinen Hiufungspunkt. Dagegen erzeugen Fol-
gen, deren Glieder sich in einem beschrinkten Bereich von R tummeln, immer
wenigstens einen Hiaufungspunke:

Satz  (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
Jede beschrinkte Folge in R besitzt einen Hiufungspunkt.

Beweis
Sei also (x,), e  eine durch r > 0 beschrinkte Folge. Durch iterierte
Halbierung des Intervalls I = [ - 1, r] kdnnen wir rekursiv abgeschlossene
Intervalle I, = [a,, b, ] fiir alle n € N definieren, sodass fiir alle n gilt:

(a) In+1 < In’
(b) die Linge IT, | von 1, ist gleich 2 /2",
(c) x; € I, fiir unendlich viele i.

Zur vekursiven Konstruktion :
IstI, =[a,, b,] konstruiert, so seien ¢, = (a, + b,)/2, L=[a,, c,], R=][c,, b,].
Da unendlich viele Folgenglieder in I,, liegen, liegen unendlich viele
Folgenglieder in L oder unendlich viele Folgenglieder in R. Wir setzen
alsoI,,, | =L, falls L unendlich ist, und I,,, ; = R andernfalls. Dann ist I, ,
wie gewiinscht.
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Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung ist der Durchschnitt aller I,
die Menge {x* } mitx*=sup({a, | ne N})=inf({b, | ne N}). Wir zeigen,
dass x* ein Hiaufungspunke der Folge (x,,), ¢ ny ist. Hierzu definieren wir
rekursiv:

ip =0, i,,; = ,daskleinstei>i, mitx;e I, ;“ firallene N.

Einiwie in der Definition von i, , ; existiert nach (c). Nach Konstruktion ist
die Folge (i,), n streng monoton steigend und es gilt x; € I, fiir alle n.
Wir zeigen schliefilich:

1 *
lim, _ .x = x*

Sei hierzu € > 0. Dann existiert ein ny mit 11, | <e. Fiir alle n > n, gilt dann
- x,xel, (dax, €I, cl,). Alsoist Ix; -x*I < II, | <efiirallen>n,.

Hiufungspunkte fiir Mengen

Der Begrift eines Hiufungspunktes ist nicht nur fiir Folgen, sondern auch fiir
Mengen von Interesse. Wir definieren hierzu und fiir viele andere Zwecke:

Definition (e-Umgebung eines Punktes)
Seix € R, und sei € > 0. Dann heif3t

Ux) = {yeR I ly-xl<e}

die (offene) e-Umgebung von x.

In Intervallnotation ist also U,(x) = | x - €, x + € [. Damit kénnen wir nun defi-
nieren:

Definition (Hiufungspunkt einer Menge)
Ein x € R heifit ein Hiufungspunkt einer Teilmenge X von R, falls fiir alle
e> 0 gilt:

U.(x) n X istunendlich.

Hiufungspunkte konnen zu X gehoren oder nicht. So ist z. B. 0 ein Hiufungs-
punktvon ]0, 1[und von [0, 1 [. Weiter ist jedes x € R ein Hiufungspunktvon Q
und weiter auch ein Hiufungspunkt von R - Q.

Der Zusammenhang der beiden Begriffe ,,Hiufungspunkt einer Folge® und
,Hiufungspunkt einer Menge® ist eng, aber es ist etwas Vorsicht geboten. Die
Zahl 1 ist z. B. ein Hiufungspunkt der konstanten Folge (1, 1, 1, ...), nicht aber
der Menge { 1 }. Andererseits kann ein X c R tiberabzihlbar sein und somit nicht
als Wertebereich einer Folge (x,), n dargestellt werden. Es gilt aber der fol-
gende Satz, dessen Beweis wir dem Leser tiberlassen:
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Satz  (Haufungspunkte fiir Mengen und Folgen)
(a) Seix ein Hiufungspunkt von X. Dann existiert eine injektive Folge
Xne n in X (d. h. x,, # x,,, fiir alle n # m), die x als Hiufungspunkt
besitzt.

(b) Sei x ein Hiufungspunkt der injektiven Folge (x,), y- Dann ist x ein
Hiufungspunktvon {x, | ne N}.

Hieraus oder durch Anpassung des Beweises fiir Folgen ergibt sich:

Satz  (Satz von Bolzano-Weierstrafl fiir Mengen)
Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von R besitzt einen Hiufungspunkt.

Die durch Punktmengen motivierten e-Umgebungen sind auch in der Welt
der Folgen niitzlich und erlauben sehr kompakte Sprechweisen. Wir vereinbaren
hierzu auch noch, dass ein Ausdruck ,,fast alle“ bedeuten soll: ,alle bis auf endlich
viele“. Dann gilt offenbar:

Umgebungsformulierung von Grenzwert und Hiufungspunkt einer Folge
Ein Punkt ist genau dann der Limes einer Folge, wenn in jeder
e-Umgebung des Punktes fast alle Glieder der Folge liegen. Und:
Ein Punkt ist genau dann ein Hiufungspunkt einer Folge, wenn in jeder
e-Umgebung des Punktes unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Konvergenz in C

Die entwickelte Theorie der Konvergenz von Folgen lisst sich leicht auf die
komplexen Zahlen tibertragen: In der Definition der Konvergenz und in vielen
Beweisen benutzen wir nur elementare Eigenschaften der Betragsfunktion, wie
etwa die Dreiecksungleichung Ix + y| < Ix| + lyl. Damit sind Grenzwerte fiir
Folgen in C definiert und wieder eindeutig bestimmt. Der Satz tiber Summen
und Produkte von Folgen gilt ebenfalls, und beschrinkte Folgen in C besitzen
immer einen Hiufungspunkt, wobei nun eine Folge (z,),cn in € beschrinkt
heifit, falls es ein reelles r > 0 gibt mit |z, | <r fir alle n. Auch Hiufungspunkte
fiir Teilmengen von C lassen sich wie oben einfiithren, wenn wir unter der e-Um-
gebung der komplexen Zahl z nun die Menge {w e C | |1z-wl <&} verstehen,
also die offene Kreisscheibe der Ebene mit Mittelpunkt z und Radius €.

Explizit halten wir noch fest:

Satz  (komponentenweise Konvergenz fiir Folgen in C)
Eine Folge (z,), ¢ n in C konvergiert genau dann gegen ein z € C, wenn die
Folge (Re(z,))ne n gegen Re(z) und die Folge (Im(z,)),  y gegen Im(z)
konvergieren.

Mit Hilfe dieses Satzes lisst sich beispielsweise eine komplexwertige Version
des Satzes von Bolzano-Weierstrafy durch Riickfiihrung auf den reellen Fall be-
weisen (siche Ubungen).
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Uneigentliche Konvergenz

Seix, =2" und y, = (- 2)" fiir alle n. Die Folgen (x,),e y und (y,)n e y divergie-
ren, weisen aber ein unterschiedliches anschauliches Divergenzverhalten auf:
Die Folge der x,, ,,strebt gegen plus unendlich®, die Folge der y,, nicht. Dies wol-
len wir nun noch prizisieren. Generell ist es in der Analysis oft niitzlich, die reel-
len Zahlen R um zwei symbolische Werte e und - e zu erweitern. Man verein-
bart dann einige Konventionen wie etwa

—o < X< oo, X+ =00 X-o0 =-o0 fiirallexe R,
sup(X) = oo fiir alle nach oben unbeschrinkten X ¢ R,
inf(X) = -~ fiir alle nach unten unbeschrinkten X ¢ R.

Beim Rechnen mit den Unendlichkeitssymbolen e und - o ist aber Vorsicht ge-
boten, und speziell ist e — oo nicht definiert.
Wir definieren:

Definition (uneigentliche Konvergenz, bestimmte Divergenz)
Sei (x,), ¢ n eine Folge in R. Die Folge heifit uneigentlich konvergent oder
bestimmt divergent gegen oo, falls gilt:

Vke Ndnye NVn>n,x, >k
Wir schreiben dann lim,, x,, = e. Gilt
Vke Ndnyge NVn2>n,x,<-k,

so heifit die Folge uneigentlich konvergent oder bestimmst divergent gegen — oo,
und wir schreiben lim,, x, = — co.

Damit gilt also lim,, 2" = .o und lim,, - 2" = - oo, wihrend ein Limes von (- 2)"
in R weder eigentlich noch uneigentlich existiert.

Leicht zu sehen ist: Gilt lim,, x,, = oo mit x,, # 0 fiir alle n, so ist lim, 1/x, = 0;
ist umgekehrt lim, y,, = 0 mity, > 0 fiir alle n, so gilt lim, 1/y, = eo.

Fiir die komplexen Zahlen ist eine Unterscheidung in eo und - e nicht mehr
sinnvoll. Man betrachtet hier nur noch einen symbolischen Wert e und definiert

lim, z, = oo, falls Vke Nange NVn2n, lz,l 2k

fiir eine Folge (z,), n in C. So gilt etwa lim,, (21)" = oo und lim,, (- 2)" =0 in C.
Die fiir R und C unterschiedliche Bewertung der Folge ((- 2)"),, ¢ y fithrt aber in
der Regel nicht zu Fehlern.
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Cauchy-Folgen und ihre Konvergenz

Ist eine vermutlich konvergente Folge (x,), < n gegeben, so ist ein Kandidat fiir
einen Grenzwert oft nicht ersichtlich. In diesem Fall ist es niitzlich, die Konver-
genz der Folge beweisen zu kénnen, ohne dabei auf einen Grenzwert zuriickzu-
greifen. Das wichtigste derartige Konvergenzkriterium ist, dass sich die Glieder
der Folge immer weiter verdichten. Prizisiert wird die Verdichtung der Fol-
genglieder wie folgt:

Definition (Cauchy-Folge)
Eine Folge (x,), ¢ n in R heifit eine Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve>0dny Vn,m=n, Ix, -x,| <€. (Cauchy-Bedingung)

Es ist leicht zu sehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Mit
Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafi konnen wir leicht die Umkehrung zeigen:

Satz  (Konvergenz von Cauchy-Folgen in R)
Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

Beweis
Sei also (x,), e n eine Cauchy-Folge in R. Aus der Cauchy-Bedingung folgt
leicht, dass die Folge beschrinkt ist. Nach dem Satz von Bolzano-Weier-
straf} existiert also eine konvergente Teilfolge (x; ),  der Folge (x,),c n-
Wir setzen

x = lim, _, . x;.

n

Wir zeigen, dass x auch der Grenzwert der Folge (x,), ¢ ny ist.
Sei hierzu € > 0. Nach der Cauchy-Bedingung gibt es ein n, mit

Ix, - x| < &2 firallen,m >n,.
Wegen x = lim,, _, ., x;existiert weiter ein n; > ny mit
Ix-x; | <&/2 fiirallen>n;.

Die Indexfolge (i,), « ny ist streng monoton steigend, also gilti, > n
fir alle n. Dann gilt aber fiir allen>n, :

= Ix-xl < Ix-x 1 + Ix -x,1 < €/2 +¢/2 =¢

Damit spielt die Cauchy-Bedingung im Reich aller Folgen die gleiche Rolle,
die die Beschrinktheit innerhalb der monotonen Folgen einnimmt: Sie ist hin-
reichend und notwendig fiir Konvergenz.

Die Definition einer Cauchy-Folge und der Konvergenzsatz fiir Cauchy-Fol-
gen iibertragen sich wieder nach C. Der Satz von Bolzano-Weierstraf} giltja auch
fiir komplexe Folgen, und damit ist der obige Beweis auch fiir C geeignet. Alter-
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nativ kann man die Konvergenz von Cauchy-Folgen in C auch wieder auf die
Konvergenz von Cauchy-Folgen in R durch Ubergang auf Real- und Imaginir-
teil zurtickfithren.

Wir haben die Konvergenz von Cauchy-Folgen aus dem Satz von Bolzano-
Weierstrafy gewonnen. Zum Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstraf§ haben
wir das Prinzip der Intervallschachtelung verwendet, das wir mit Hilfe des Voll-
stindigkeitsaxioms bewiesen haben. Wir geben nun noch einen zweiten Beweis
der Konvergenz von Cauchy-Folgen, der das Vollstindigkeitsaxiom in direkter
Weise verwendet. Hierzu entwickeln wir vorab einen fiir sich interessanten und
auch andernorts niitzlichen Supremums- und Infimumsbegriff fir Folgen.

Die Konvergenz einer Folge hingt oftensichtlich nicht von den endlichen An-
fangsstiicken der Folge ab: Sind (x,,),  ny und (y,), e y zwei Folgen und gibt es ein
ny mitx, =y, fiiralle n > ny, so haben die beiden Folgen dasselbe Konvergenzver-
halten und im Falle der Konvergenz denselben Grenzwert. Dagegen kann das
Supremum der Mengen {x, | ne N}und{y, | ne N}verschieden sein, und das
gleiche gilt fiir das Infimum. Diese Betrachtung legt die Definition eines ,essen-
tiellen“, von endlichen Anfangsstiicken unabhingigen Supremums und Infi-
mums fiir Folgen nahe. Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir vorab
noch die Schreibweisen

SUPnen Xy = sup({x, I ne N}), inf o, x, = inf{x, In=2m}), usw.
Hiermit definieren wir dann:
Definition (Limes Superior und Limes Inferior)
Sei (X,)qe n eine beschrinkte Folge in R. Dann definieren wir:
limsup, _, .. X, = inf, N SUPpL>n X,
liminf, _, . X, = sup,ecn infsn Xp-

Die Zahl limsup,, _, .. x, heifit der Limes Superior oder das essentielle
Supremum der Folge (x,), e n- Analog heifit die Zahl liminf, _, .. x,, der
Limes Inferior oder das essentielle Infimum der Folge (x,), e n-

Wir schreiben oft wieder kurz limsup,, statt limsup, _, .. und liminf, statt
liminf,, _, ... Mit den oben eingefiihrten Konventionen fiir die Werte = oo kénnen
wir weiter den Limes Superior und Inferior sogar fiir alle Folgen in R in natiirli-
cher Weise definieren.

Anschaulich erhalten wir den Limes Superior einer Folge (x,), c ny wie folgt.
Wir bilden zuerst das Supremum sj = sup({ x,, | m 20 }) der Folge. Nun strei-
chen wir xy und senken das Supremum zu s; <'sy ab mit

s; = sup({x, lm=1}).

Dieses Streichen von Folgengliedern und Absenken des Supremums wiederho-
len wir unendlich oft. Das Infimum aller gebildeten Suprema

502512522...



84 2. Abschnitt  Folgen und Reihen

dieses Prozesses ist dann der Limes Superior der Folge. (Das Infimum existiert,
dadies, durch jede untere Schranke der Folge nach unten beschrinktsind.) Ana-
log erhalten wir den Limes Inferior durch Streichen von Folgengliedern und
schrittweises Anheben von Infima. Nach diesen Uberlegungen ist die folgende
Charakterisierung, deren Beweis wir dem Leser tiberlassen, vielleicht nicht mehr
iberraschend:

Satz  (Charakterisierung des Limes Inferior und Limes Superior)
Sei (x,)q e n eine beschrinkte Folge in R. Dann ist liminf, x, der kleinste
und limsup,, x, der grofite Haufungspunkt von (x,); e n-

Der Satz von Bolzano-Weierstraf} ist ein unmittelbares Korollar dieser Cha-

rakterisierung, sodass wir also einen zweiten Beweis fiir diesen Satz gefunden ha-
ben.

Die Folge 1,-1,1,-1/2,1,-1/4,1, - 1/8, ... hat den Limes Superior 1 und
den Limes Inferior 0. Allgemein gilt liminf;, x, < limsup, x,, und die Gleichheit
der beiden Werte ist dquivalent zur Konvergenz:

Satz  (Komvergenz und Limes Superior und Inferior)
Sei (x,)ne n €ine beschrinkte Folge in R. Dann sind dquivalent:
(@) (Xp)ne n konvergiert.
(b) liminf, x, = limsup, x,.
In diesem Fall gilt dann lim,, x, = liminf, x,, = limsup,, x,.

Der Beweis sei wieder dem Leser iiberlassen.
Wir kénnen nun wie angekiindigt durchfiihren:

Zweiter Beweis der Konvergenz von Cauchy-Folgen
Sei (x,)ne n eine Cauchy-Folge. Dann ist (x,,), < n beschrinkt, also existieren
yo = liminf; x,,
y1 = limsup, x,.

Wir zeigen, dass y, = y;. Dies geniigt nach dem obigen Satz.
Sei hierzu € > 0. Nach der Cauchy-Bedingung existiert ein n, mit

Ix, - x| < &/3 firallen,m>n,.

Da y, und y; Hiufungspunkte von (x,,), « n sind, gibt es mg, m; > ng mit
IXn, - Vol < €3 und Ix, -yl < &/3.

Dann gilt aber

lyo=yil < Tyo=Xmy | + Xy = X, |+ IXp, =y1] <
N e/3 +¢€/3 +¢€/3 ==
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Invielen Darstellungen der Analysis wird die Konvergenz von Cauchy-Folgen
sogar zum Axiom fiir die reellen Zahlen erhoben und als metrisches Vollstindig-
keitsaxiom bezeichnet. Weiter kann man dann das lineare Vollstindigkeitsaxiom
streichen, wenn man dafiir die archimedische Anordnung zum Axiom erhebt.
Denn mit Hilfe der metrischen Vollstindigkeit und der archimedischen Anord-
nung lisst sich die Existenz von Suprema und Infima fiir nichtleere beschrinkte
Teilmengen von R beweisen, also unser lineares Vollstindigkeitsaxiom (V).
Kurz: ,linear vollstindig “ ist iquivalent zu ,,metrisch vollstindig und archime-
disch angeordnet®.

Auf die axiomatische Forderung der archimedischen Anordnung kann bei metrischer
statt linearer Vollstindigkeit nicht verzichtet werden. Der in den Ubungen in Abschnitt 1
diskutierte angeordnete Korper K der (gekiirzten) rationalen Funktionen ist nicht archi-
medisch, und er besitzt eine natiirliche metrische Vervollstindigung, in der jede Cauchy-
Folge konvergiert, das archimedische Axiom aber immer noch verletzt ist.
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I"Jbungen

2.1.1 Folgen und ihre Grenzwerte

Ubung 1
Sei (x,)ne n eine Folge in R, und sei x € R. Zeigen oder widerlegen Sie, dass
die folgenden Aussagen dquivalent zur Konvergenz der Folge gegen x sind:

(@) Ve>03dny,Vn2ng Ix, -x| < &

(b) Ve>03dny,Vn=ng Ix, -x| < 2e.

(¢c) Ve>03dnyVn2ng Ix, -xl < &

(d) Ve>03dny,Vn>n; Ix, -x| < €.

(e) Ve>0Vnydn>n, Ix, -x| < &.

() Vke N*3Any Vn=n, Ix, -x| < 1/k.
Ubung 2

(a) Wirsetzen xp, = 1 und x5, = 0 fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass die
Folge (x,), e v divergiert.

(b) SeienI=[a,b]und] =[c,d] reelle Intervalle mita <b < ¢ < d. Weiter
sei (X,)ne  eine Folge in R derart, dass die Mengen

A={neNlx,el}und B={neNlIx, e]}
unendlich sind. Zeigen Sie, dass (x,), ¢ y divergiert.
Ubung 3

Sei (X,)n e n €ine monoton steigende und beschrinkte Folge in R.
Zeigen Sie die Konvergenzbedingung fiir x = sup({x, | ne N}).

Ubung 4
Seien (x,)ne n und (v,), e vy Folgen in R mit der Eigenschaft:

Ve>03dnyVnzn, Ix, -y, | <e&.

Zeigen Sie: Konvergiert eine der beiden Folgen, so konvergiert auch die
andere, und dann gilt lim, x, = lim, y,.
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Ubung 5
Seien (Xy)ne Ny (Vo)ne n konvergente Folgen in R, und seien x = lim,, x, und
y = lim, y,. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Giltx, <y, firallen, so giltx<y.
(b) Giltx, <y, fiiralle n, so giltx<y.
Ubung 6

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie
im Fall der Konvergenz ihrer Grenzwert:

@) x, = (I +(-1)"/n,
(b) x, = - D" - /),
(© x, = (c + l/n)z,mit einem festen c € R,
@) x, = n’/(’ + 1),
© x, = (+1) - 0’
® x, = Vn+l - Vh,
@ X, = Vn/Vn+l.
Ubung 7
Seixy =1 und x,,; = 1 + 1/x, fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass (x,),c n

konvergiert, und dass fiir den Grenzwert x der Folge x = (x + 1)/x gilt.
In welchem Verhiltnis steht also x zur Zahl 1?

Ubung 8
Seim € N*. Zeigen Sie, dass lim, ™Vn)~! = 1.

Ubung 9
Sei x > 0. Zeigen Sie, dass lim, "Vx = 1.

Ubung 10
Zeigen oder widerlegen Sie: Ist (x,), y eine Folge positiver Zahlen mit
lim, x, =0, so gilt lim, "V, = 1.

Ubung 11
Sei (x,)qe n €ine beschrinkte Folge in R, und sei x € R. Zeigen Sie, dass die
beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) lim, x, = x.

(b) xist der einzige Hiufungspunkt von (x,,), c -
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Ubung 12
Sei (z,)qe n eine Folge in C, und sei z € C. Zeigen Sie, dass die beiden
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) lim, z, = z,

(b) lim, Re(z,) = Re(z) und lim, Im(z,) = Im(z).

Ubung 13
(a) Sei X c R, und sei x ein Hiufungspunkt von X. Zeigen Sie, dass eine
injektive Folge (x,), n in X existiert, die x als Hiufungspunkt besitzt.

(b) Sei (X)qe n eine Folge in R mit x, # x,, fiir alle n # m. Weiter sei x ein
Hiufungspunkt von (x,), « n- Zeigen Sie, dass x ein Hiufungspunkt der
Menge {x, | ne N}ist.

Ubung 14
Sei (x,)qe n eine Folge in R, und sei A ¢ R eine beschrinkte nichtleere
Menge von Hiufungspunkten von (x,),  y. Zeigen Sie, dass sup(A) ein
Hiufungspunkt von (x,,), ¢ y ist.

Ubung 15
Sei (qu)ne n eine Folge mit{q, | ne N}=[0, 1] n Q. Zeigen Sie, dass
jedes x € [0, 1] ein Hiufungspunkt von (q,), e n ist.

Ubung 16
Beweisen Sie den Satz von Bolzano-Weierstraf} fiir beschrinkte Folgen
(zyne n in C mit den beiden folgenden Methoden:

(a) Iterierte Viertelung des Quadrats Qg = [-r,r]x[-r1,1] cC,
wobei {z, | ne N} cQ,.

(b) Ubergang zu Real- und Imaginirteil und Verwendung des Satzes von
Bolzano-Weierstraf} fiir reelle Folgen.

2.1.2 Cauchy-Folgen und ihre Konvergenz

Ubung 1
(a) Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede Cauchy-Folge beschrinkt ist (ohne den Satz iiber
die Konvergenz von Cauchy-Folgen zu verwenden).

(c) Sei (x,),e n eine Folge in R mit der Eigenschaft:
Ve>0dn, Vn2ng Ix, - x,, | <e.

Zeigen Sie, dass (x,), e n eine Cauchy-Folge ist.
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Ubung 2
Sei (dy), e n eine Folge reeller Zahlen grofiergleich 0. Weiter sei s € R mit

dy + ... + d, < s firallene N.

Zeigen Sie: Ist (x,),c n eine Folge in R mit Ix, - x,, | < d, fiir alle n, so
konvergiert (x,), e n-

Ubung 3
Sei (x,)ne n eine beschrinkte Folge in R. Zeigen Sie, dass liminf, x, der
kleinste und limsup, x, der grofite Hiufungspunkt von (x,), < n ist.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen fiir alle beschrinkten
Folgen (x,)pc n in R und alle x € R dquivalent sind:
(@) lim, x, = x.

(b) liminf, x, = limsup, x, = x.

Ubung S
Zeigen Sie, dass jede Folge (x,,),c n in R eine monoton fallende oder
monoton steigende Teilfolge besitzt. Beweisen Sie mit Hilfe dieser Aussage
die Konvergenz von Cauchy-Folgen in R.

Ubung 6
Zeigen Sie, dass in den Axiomen fiir die reellen Zahlen das Vollstindig-
keitsaxiom (V) durch die beiden folgenden Axiome ersetzt werden kann:

(V*) Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.
(Ar) Die Ordnung < auf R ist archimedisch.
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Vierte Erginzungen:

Visualisierungen von Folgen und Grenzwerten

Durch die Einfithrung des exakten Grenzwertbegriffs fiir Folgen reeller und
komplexer Zahlen haben wir die Grundlage fiir den Aufbau der Differential- und
Integralrechnung geschaffen. An keiner Stelle werden wir vage von ,,unendlich
kleinen“ Grofien sprechen miissen, denn unsere Ableitungen und Integrale kon-
nen in der Sprache der Grenzwerte formuliert und untersucht werden. Die er-
zielte axiomatische Charakterisierung von R, die Darstellung der imaginiren
Zahlen durch R? und der ,e-Kalkiil“ der Grenzwerttheorie darf, wenn man auf
die modernen Theorien blickt, die auf diesem Fundament ruhen, als Triumph
der Mathematik bezeichnet werden. Zu nennen sind hier neben der reellen Ana-
lysis die Funktionentheorie, die Theorie der Differentialgleichungen, die Funk-
tionalanalysis und die Mafi- und Wahrscheinlichkeitstheorie. Logischer Aufbau
und formale Exaktheit der Begriffe sind unerlisslich fiir ihre angestrebte Trag-
kraft, stellen aber gerade fiir den Anfinger oft grofie Hiirden dar. Doch auch ab-
strakte Grundlagen lassen sich mit Hilfe von Diagrammen, Skizzen und sugge-
stiven informalen Sprechweisen veranschaulichen, und sie erscheinen dadurch
einfacher und gewinnen an Sympathie. Diese Veranschaulichung, der ja generell
eine wichtige Funktion bei der Wahrung der Kontinuitit zwischen Schule und
Universitit zukommt, ist das Thema dieser Erginzungen.

Erginzungsiibung 1
Zeichnen Sie verschiedene Diagramme fiir Folgen in R und in C. Stellen
Sie dabei Folgen (x,),  n insbesondere auch als Funktionen mit Definiti-
onsbereich N dar. Interpretieren Sie die Indizes auch als Zeitpunkee.
Diskutieren Sie verschiedene mathematische und physikalische Szenarien,
die zur Definition von Folgen Anlass geben.

Erginzungsiibung 2
Wir betrachten die Konvergenzbedingung, die Cauchy-Bedingung und die
Negationen dieser beiden Bedingungen.

(a) Formulieren Sie die vier Bedingungen mit Hilfe der Sprechweisen
Hfast alle“ (d.h. ,,alle bis auf endlich viele“) und ,unendlich oft“.

(b) Visualisieren Sie die vier Bedingungen mit Hilfe von Diagrammen.
Verwenden Sie dabei Ihre Darstellungen von Folgen aus der
vorhergehenden Ubung.

Erginzungsiibung 3
Geben Sie eine anschauliche und durch Diagramme unterstiitzte Zusam-
menfassung des Beweises des Satzes von Bolzano-Weierstrafi.
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Erginzungsiibung 4
Zeichnen Sie Diagramme zur Visualisierung des Limes Superior und des
Limes Inferior einer Folge (x,),c n in R. Erldutern Sie anhand Ihrer
Diagramme die Aussagen der obigen Ubungen zu den beiden Begriffen.

Erginzungsiibung 5
Betrachten Sie eine Kugel, die auf dem Nullpunkt der Ebene R? liegt.
Bilden Sie die Punkte der Kugeloberfliche auf die Punkte der Ebene mit
Hilfe von Geradenstiicken ab, die im Nordpol der Kugel beginnen und auf
der Ebene enden (stereographische Projektion). Betrachten Sie nun Folgen
in C, die uneigentlich gegen oo konvergieren. Durch welche Bedingung sind
die zugehorigen Folgen auf der Kugeloberfliche gekennzeichnet? Wie
lautet ein Analogon dieses Modells fir R? Wie kann man an diesem Modell
fiir R die uneigentliche Konvergenz gegen oo bzw. — o erldutern?

Erginzungsiibung 6
Diskutieren Sie Moglichkeiten, eine Funktion f: R — C mit Hilfe von
zwel (statt drei) und eine Funktion g : C — C mit Hilfe von drei (statt vier)
Dimensionen zu visualisieren. Wie lisst sich eine Funktion g: C — C mit
Hilfe von nur zwei Dimensionen noch relativ gut visualisieren ? Wie sieht
in Threr Visualisierung eine kreisférmige Bewegung eines Punktes in der
Ebene aus? Wie eine spiralférmige Bewegung ? Wie der Graph der
Funktion z* - 1?

[Hinweis: Verwenden Sie Farben. ]






2. Konvergente Reihen

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffs fiir Folgen konnen wir auch unendliche Sum-
men der Form xy + X; + X + ... + X, + ... definieren, sog. unendliche Reihen. Ihre
Theorie ist vielfiltig, subtil und reich an iiberraschenden Beispielen. Nach den
ersten Schritten und Beobachtungen in dieser ganz eigenen Welt stehen zunichst
Konvergenzkriterien im Zentrum des Interesses. Im folgenden Kapitel werden
wir dann sowohl die allgemeine Theorie der Reihen als auch spezielle Beispiele
weiter untersuchen. Dabei ist die explizite Berechnung von unendlichen Sum-
men eher die Ausnahme denn die Regel. Erstmit Hilfe der Differential- und Inte-
gralrechnung werden wir in der Lage sein, die Summen einiger hier betrachteter
Reihen tatsichlich anzugeben.

Unendliche Reihen

Betrachten wir von einem naiven Standpunkt aus die unendliche Summe
1-1+1-1+1-1+...,

so kommen vielleicht die Zahlen 1, 0 und ihr arithmetisches Mittel 1/2 als Werte
in Frage, oder es entsteht der Eindruck, dass eine unendliche Summation nicht
durchfiihrbar ist. Wie immer ist es eine Frage der Definition, welche Antwort
korrekt ist. Die folgende Begriffsbildung stellt, gegeben eine Folge (x,,), < n von
Summanden, die Summen ihrer Anfangsstiicke

Sy = Xo + X| + ... + X,

in den Vordergrund. Die Werte s, tauchen ja in natiirlicher Weise auf, wenn man
dieunendliche Summe xg + x; + ... + X, + ... von links nach rechts schrittweise be-
rechnet, und es liegt dann nahe, das Ergebnis der unendlichen Summation iiber
den Grenzwert aller so berechneten Teilsummen zu definieren. Wir fiihren die-
sen Ansatz nun schrittweise durch.

Definition (Partialsumme, unendliche Reibe)
Sei (xp)ne n eine Folge in R. Fiir alle n € N setzen wir
Sp = > i<n Xi

und nennen s, die n-te Partialsumme der Folge (x,), n. Weiter heifit die
Folge (s,)ne n die durch (x,),  n definierte (unendliche) Reibe in R. Die
Zahlen x,, n € N, heiflen auch die Summanden oder Glieder der Reihe.

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 5,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Eine unendliche Reihe ist also die unendliche Folge der Partialsummen einer
beliebigen Folge (x,), « n- Formal kénnen wir diese unendliche Reihe schreiben
als i<p XDne n- Istz.B. x, =n fiirallen € N, so ist

0, 1, 3, 6, 10, 15, ...

die zugehorige unendliche Reihe. Explizit lautet diese Reihe (n(n + 1)/2),, ¢ -
Obige Folge 1,-1,1,-1, 1, - 1, ... besitzt die Partialsummen

I, 1-1, 1-1+1, 1-1+1-1,

3 ) ceey

und damitist (1,0, 1,0, 1,0, 1, 0, ...) die zugehorige unendliche Reihe.

Da eine unendliche Reihe eine gewisse unendliche Folge ist, ist die Konver-
genz oder Divergenz einer unendlichen Reihe bereits definiert, und gleiches gilt
fiir die uneigentliche Konvergenz gegen oo oder - eo. Wir fithren lediglich noch
eine suggestive Notation ein.

Definition (unendliche Summe)
Sei (x,)qe n eine Folge in R, und sei (s,), e y die durch (x,,), ¢ y definierte
unendliche Reihe. Konvergiert die Folge (s,), e v, SO setzen wir

z‘4n€NXn = limn—v 0 Sn+

Die Zahl ¥, . n x,, heifit die (unendliche) Summe von (x,), ¢ n-

Statt Y, < n X, schreiben wir auch X, x,, Yoo X, Oder xo + Xy + X + ..o + X + ...
Varianten wie Y., > X, sind wieder selbsterklirend.

Ist (x)ne v gegeben, so ist die Notation (X<, x;))he y der zugehorigen Reihe
etwas umstindlich. Wir vereinbaren deswegen:

Konvention
Wir verwenden die Notation 3., . iy x, auch zur Bezeichnung der durch die
Folge (x,), e  definierten Reihe.

Damit bedeutet X, n X, also zweierlei: Im Fall der Konvergenz den Grenz-
wert der Partialsummen von (x,), ¢ n, und in jedem Fall die Folge dieser Partial-
summen. Diese Doppelbedeutung ist aber in der Regel ungefihrlich.

Unsere Regeln fiir die Konvergenz von Folgen fithren zu Regeln fiir die Kon-
vergenz von Reihen. So gilt zum Beispiel :

Satz  (Addition, Subtraktion und Skalierung von unendlichen Reiben)
Seien X, x, und X, y, konvergente Reihen in R. Dann gilt:
(a) 24n (Xn +YI1) = Zan + 24n £
(b) X,ax, = aXY,x, firalleae R,

(C) z‘4n (Xn_Yn) = z‘4r1Xn - ann-
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Beweis
Firallengilt ¥, (% + Vi) = Zi<n X; + 2i<n Vi- Also ist

24n (Xn + YH) = hmn 2‘4iSn (Xi + Y1) = hmn (ZiSn X+ 24i£n Y1) =
lin’ln 24iSn X + hnln 24i£n yi = z4n Xp + z4n Yn-
— Die Aussage (b) wird dhnlich bewiesen, und (c) folgt aus (a) und (b) mita=- 1.

Das Produkt ¥, x,, - 2, v, zweier Reihen hat bei einem naiven distributiven
Ausmultiplizieren die Gestalt Y., ,,,c n X, - V- In dieser Darstellung ist aber nicht
angegeben, in welcher Reihenfolge die abzihlbar vielen Paare (n, m) der Menge
N x N aufsummiert werden, und es ist keineswegs klar, dass bei einer unendlichen
Summation die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spielt. Wir werden der-
artige Summationsfragen und weiter auch Produkte von Reihen spiter noch aus-
fithrlich untersuchen.

Unendliche Reihen lassen sich nur in wenigen Fillen elementar berechnen.
Wir diskutieren einige Beispiele, fiir die eine Berechnung in einfacher Weise tat-
sichlich moglich ist.

Vorgegebene Partialsummen

Zu einer gegebenen Folge (s,),« n kann man durch Differenzenbildung im-
mer eine Folge (x,), ¢ n finden, die (s,), ¢ n als Folge der Partialsummen besitzt.
Damit ist also jede Folge auch eine Reihe. Man setzt hierzu einfach x, = sy und
weiter X, =S, — s,_1 firallen > 1. Dann gilt
YinXi = X0 + Zi<i<nXi = S0 + Li<i<n Gi—Si-1) = S0 + (5n—50) = Sy

fir alle n € N. (Summen des Typs X | <;<p, (5; - S;_1), die sich durch die gegensei-
tige Ausloschung ihrer Summanden zu s, - sy reduzieren, sind auch als Téleskop-
summen bekannt.)

Ist nun der Limes s der Folge (s,,), < n bekannt, so gilt

Yax, = lim,s, = s.

Ein Beispiel fiir diese ,,indirekte Methode“, bei der die Glieder der Summe zu ei-
nem gegebenen Grenzwert s erst konstruiert werden, liefert die Folge (s,)ne n
mits, = n/(n + 1) fur alle n. Thr Limes ist 1 und fur die Differenzen gilt

Sp = Sp-1 = n/(n+1) - (n-1)/n = I/(n(n + 1)) firallen>1.
Setzen wir also xg = sp = 0 und x,, = 1/(n(n + 1)) fiir alle n > 1, so gilt
YaX, = limys, = 1.

Damit haben wir also gezeigt:

Satz  (Konvergenz von 2,5, 1/(n(m + 1))
/1-2) + 1/2-3) + 1/3-4) + /4-5) + ... = 1.
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Berechnung der Partialsummen

Oben stand eine Summe am Anfang, und eine unendliche Reihe mit dieser
Summe wurde gefunden. Ublicherweise sind aber Reihen gegeben, deren Summe
man berechnen méchte. Manchmal ist dies durch explizite Berechnung der Parti-
alsummen und Ablesen ihres Grenzwerts moglich.

Interessieren wir uns zum Beispiel fiir obige Summanden x,, = 1/(n(n + 1)) fiir
n 21, so lassen sich die Partialsummen s, wie folgt finden. Es gilt

I/n(n+1)) = I/n - /(n+1) firallen>1,
und damit ist
Sp = Zi<icn /AG+1) = Zijcn (M/i-1/G+1)) =1 - I/(n+1) = n/(n+1).

Mit dhnlichen Uberlegungen kann man die Partialsummen fiir die Summan-
denx, =1/(n(n +1)(n +2)), n 2 1, finden und damit zeigen, dass

Too U/ + )(n+2) = 1/4.

Wir iiberlassen dies dem Leser zur Ubung.

Vollig legitim ist es auch, zu gegebenen Summanden x,, einige Partialsummen
experimentell zu berechnen, und dann die allgemeine Form fiir die Partialsum-
men s, zu raten. Mit Hilfe von Induktion lisst sich die Vermutung dann oft leicht
verifizieren. Ist wieder x,, = 1/(n(n + 1)) fiir n > 1, so berechnen wir

s;=1/2, 8y = 1/2+1/6 = 2/3, sy = 2/3 + 1/12 = 3/4,
i = 3/4 + 1/20 = 4/5, ss = 4/5 + 1/30 = 5/6,

was die Vermutung s, = n/(n + 1) nahelegt, die durch vollstindige Induktion be-
wiesen wird.

Sehrwichtige Beispiele fiir eine Berechnung der Partialsummen liefert fiir jedes
x € Rdiesog. geometrische Reibe fiir x, deren Glieder durch x, =x" fiirallen € N de-
finiertsind. Diese Reihe divergiert offenbar fiir alle x mit x| > 1. Umgekehrt gilt:

Satz  (Komvergenz der geometrischen Reibe fiir x mit |x| < 1)
Seixe |- 1, 1[.Danngilt ¥, x" = 1/(1 -x)und ¥, 5 x" =x/(1 - x).

Beweis A
Seis, = X<, X firallene N. Wegen

A-x""" = 1-%-"+...+x"
gilts, = (1 - x"*1)/(1 - x). Wegen Ix| < 1ist lim, x"*' = 0, und damit ist
S.x" = lim, s, = lim, (1 -x"*"/(1 -x) = 1/(1 - x).
Schliefilich ist dann
- XX =1/(1-%-x"=1/1-x -1 =x/(1-x).
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Dem Leser wird vielleicht aufgefallen sein, dass die Faktorisierung
A-x"*"Y = 1-%-&+...+x"
ein Spezialfall der Faktorisierung
b o o U DL R

ist, die wir im Beweis des Satzes tiber die Abspaltung der Nullstellen eines Poly-
noms verwendet haben. In der Tatist ja 1 eine Nullstelle von 1 - x"*. Diese rein
algebraisch begriindete Faktorisierung gehort wohl zu den wirkungsvollsten Mi-
niaturen der Mathematik, denn die geometrische Reihe ist wie die Abspaltung
von Nullstellen ein an vielen Stellen unverzichtbares Hilfsmittel.

Wir betrachten einige Beispiele fiir die geometrische Reihe. Fiir x = 1/2 erhal-
ten wir

172 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + ... = 1/2-1/(1-1/2) = 1.

Dieses Ergebnis lisst sich mit Hilfe eines Kuchens veranschaulichen, der nach
der Regel ,,der Nichste erhilt die Hilfte von dem, was noch tibrig ist“ verteilt
wird. Dagegen ergibt die Wahl von x = - 1/3 die unendliche Summe

113 + 1/9 - 1727 + 1/81 - ... = 1/(1 = (= 1/3)) = 3/4,

die sich vielleicht nicht mehr so leicht untermalen lisst.
Die harmonische Reihe

Ist 2, x, eine Reihe und € > 0 derart, dass |x,| > ¢ fiir unendlich viele n gilt,
so divergiert die Reihe, da fir jedes x € R die Partialsummen aus jeder offenen
€/2-Umgebung von x immer wieder ausbrechen (oder, etwas anders argumen-
tierend: da die Partialsummen dann keine Cauchy-Folge bilden). Ein notwen-
diges Kriterium fiir die Konvergenz von X x, ist also, dass die Summanden
eine Nullfolge bilden, d.h. es gilt lim, x, = 0. Es stellt sich die Frage, ob dieses
Kriterium auch hinreichend ist. In der Tat bilden ja ¥, 1/(n(n + 1)) und die
geometrischen Reihen fiir x mit Ix| < 1 konvergente Reihen mit gegen Null
strebenden Summanden. Hier konvergieren aber die Nenner quadratisch oder
sogar exponentiell schnell gegen Unendlich. Langsamer wachsende Nenner
tauchen in der sog. harmonischen Reibe

1 +1/2 +1/3 + 1/4 + ...
auf, die wir formal definieren als die Reihe
Y as1 X, mitx, = 1/n fiirallen > 1.

Die Partialsummen s, s, s3, ... dieser Reihe steigen streng monoton, aber in ei-
ner sehr langsamen Art und Weise. Eine Computerberechnung zeigt zum Bei-
spiel, dass die Partialsumme s;gop immer noch kleiner als 10 ist. Dieses sehr lang-
same Wachstum legt die Existenz eines Supremums der s, nahe. Dass der Schein
triigt, zeigt eine bestechend schone Anwendung des Assoziativgesetzes:
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Satz  (Divergenz der harmonischen Reibe)
EsgiltY 51 1/n = oo,

Beweis
Sei k e N. Dann gilt fiir alle n > 2*:
Sn = Xicicn /i 2 Xk 1/i =
1+ 172 + 13+1/4) + (1/5+1/6+1/7+1/8) + ... +
/5 '+ D+ + 125 >
1+ 1/2 +2/4 + 4/8 + ... + 2512k 2
- 1 +2%2 4294 + 2278 + ..+ 25125 21 4 k2.

Positive Glieder konnen also eine unendliche Summe besitzen, obwohl sie ge-
gen Null konvergieren.

Auch viele Ausdiinnungen der harmonischen Reihe divergieren, etwa die Rei-
hen ¥, 5, 1/2n)oder X, 5; 1/2n + 1). Mit Methoden der analytischen Zahlen-
theorie kann man sogar zeigen, dass die Ausdiinnung

172 + 173 + 1/5 + 1/7 + 1/11 + 1/13 + ...

der harmonischen Reihe, in der die Nenner alle Primzahlen durchlaufen, immer
noch divergiert.

Auch spielerische Varianten bergen Uberraschungen. Streichen wir zum Bei-
spiel alle Summanden 1/n der Reihe, in deren Nenner in Dezimaldarstellung die
Ziffer 9 vorkommt, so erhalten wir

/1 + 172 + ... + 1/8 + 1/10 + ... + 1/18 + 1/20 + ... + ... +
1/87 + 1/88 + 1/100 + 1/101 + ...

Es lisst sich nun zeigen, dass die Summe dieser Ausdiinnung existiert (siche
Ubungen).
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Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Wir stellen zunichst einige (zum Teil schon verwendete) elementare Beobach-
tungen iiber die Konvergenz von Reihen zusammen.

Satz  (elementare Konvergenzkriterien fiir unendliche Reiben)
Sei X, x,, eine unendliche Reihe in R, und sei s, = %<, x; fiir alle n.
Dann gilt:

(a) Die Reihe ¥ x, konvergiert genau dann, wenn (s,), < n €ine
Cauchy-Folge ist, d.h. wenn gilt:

Ve>03dn, Vn2m2ng 12, <i<, x;| <& (Cauchy-Bedingung fiir Reiben)

(b) Istx, =0 fiir alle n, so konvergiert Y., x, genau dann, wenn die Folge
(Sp)ne ny Nach oben beschrinkt ist. In diesem Fall ist ., x,, = sup,, s,.
Eine analoge Aussage gilt fiir Summanden x,, mit x,, <0 fiir alle n.

(c¢) Konvergiert >, x,, so gilt lim, x, = 0.

(d) Firalleke Ngilt: ¥, x, konvergiert genau dann, wenn ¥ 5| x,,
konvergiert.

(e) IstX, v, eine unendliche Reihe und gilt x,, =y, fiir alle n grofier-
gleich einem ny, so konvergiert die Reihe 3., x, genau dann, wenn
die Reihe ¥, y, konvergiert.

Wir betrachten nun einige iiber diese Beobachtungen hinausgehende Konver-
genzkriterien.

Konvergente Majoranten
Wir definieren zunichst:

Definition (Majorante)
Seien 3 x, und X, y, Reihen in R. Dann heifit 3., v, eine Majorante von
24 Xy, falls gilt:

Ix,| <y, firallene N.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass y, > 0 fiir alle Glieder einer Majo-
rante gilt.
Damitkonnen wir die Mutter aller weiteren Konvergenzkriterien formulieren:

Satz  (Majorantenkriterium)
Sei 3, y, eine konvergente Majorante von X, x,. Dann konvergiert >, x,
undesgilt >, x, < X, V.
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Beweis
Sei € > 0. Dann gibt es aufgrund der Cauchy-Bedingung fiir Reihen ein ny,
sodass X, <i<, v; < € fiir alle n 2 m > ng gilt. Dann ist aber auch

|z

m<i<n Xil < 2mSiSn |X1| < z“mSiSn yi <&

und damit folgt die Konvergenz von Y., x, wieder nach der Cauchy-
Bedingung fiir Reihen. Die Ungleichung >, x, <., y, ist klar, da
= Yicn X S Xic,y; firalle n gilt.

Als Anwendung des Majorantenkriteriums zeigen wir:

Korollar  (Konvergenz der Reibe der reziproken k-ten Potenzen fiir k 2 2)
Fiir alle k € N mit k > 2 konvergiert die Reithe ¥ 5, 1/n% und es gilt
Sasp Imf < 2.

Beweis
Firallen>1 gilt

2n =n’+n’ 2 n’+n = n@+1),

d.h.2/(n(n + 1)) = 1/n*. Damit gilt dann fir allek>2 und allen > 1:
1/n* < 1/n® < 2/(n(n + 1)).

Nach unseren fritheren Ergebnissen istaber ¥ ,5; 2/(n(n + 1)) = 2, also ist
— die Reihe X5 2/(n(n + 1)) eine konvergente Majorante von 3,51 1/n".

Speziell konvergiert die Summe ¥,,5; 1/n® der reziproken Quadrate. Euler
konnte bereits 1735 zeigen, dass

SosiI/m? =1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + ... = ©’/6.

Allgemeiner sind die Summen ¥,,5, 1/n* fiir alle geraden Exponenten k seit
Euler bekannt, und alle diese Summen involvieren die Potenzen 1. Dagegen
weify man bis heute noch sehr wemg iber diese Summen fiir ungerade Expo-
nenten. Von der Summe Zn>1 1/n? ist zum Beispiel die Irrationalitit bekannt.

Die Summen Y5 1/n, k>2, spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.
In der komplexen Analysis untersucht man die berihmte Riemannsche Zeta-Funk-
tion{:C-{1} — C,die durch die Eigenschaft {(z) =¥, »; 1/n” fiiralleze C mit
Re(z)> 1 ausgezeichnetist. Zwischen der Zeta-Funktion und den Primzahlen be-
steht ein enger Zusammenhang, den wir hier durch Zitieren der auf der geome-
trischen Reihe und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung basierenden
Eulerschen Produktdarstellung

Lz) = (1-1/2%)-(1-1/3%)-(1=1/5%) - ...- (1= 1/p") - ...)"", Re(z) > 1,

in der p alle Primzahlen durchliuft, lediglich andeuten kénnen. Von Interesse ist
hier vor allem die bis heute offene Riemmannsche Vermutung, die besagt, dass alle
komplexen Nullstellen der Zeta-Funktion den Realteil 1/2 besitzen. Diese Aus-
sage erlaubt eine Feinanalyse der Verteilung der Primzahlen.
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Geometrische Reihen als Majoranten

Das Majorantenkriterium und die Konvergenz der geometrischen Reihe ¥, x"
fir Ix| <1 liefern sofort:

Satz  (Mujorisierung durch eine geometrische Reibe)
Sei Y., x,, eine Reihe in R. Weiter seienx € [0, 1 [und a > 0 mit Ix, | <ax"
fiir alle n € N. Dann konvergiert >, x,, und es gilt ¥, x, < a/(1 - x).

Die Bedingung ,,Ix,| <ax"“ konnen wir auch als ,,"V Ix, | <"Va x“ schrei-
ben. Fiir alle a > 0 gilt zudem lim, “V/a = 1. Diese Uberlegungen fiihren zu:

Satz  (Wurzelkriterium)
Sei ¥, x, eine Reihe in R, und sei w = limsup, "V Ix,| < e. Dann gilt:

(a) Istw<1,so konvergiert 3., x,,.
(b) Istw>1,so divergiert ., x,,.

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

In der Fallunterscheidung (a) und (b) ist das Fehlen von ,w = 1* augenfillig.
Die Reihen ¥ 51 I/nund ¥+, 1/n’® zeigen aber, dass im Fall w = 1 sowohl Kon-
vergenz als auch Divergenz vorliegen kann. Hier ist also keine allgemeine Aus-
sage moglich.

Auch das folgende schwiichere, aber oft einfach iiberpriifbare Kriterium nutzt
die Majorisierung durch eine geometrische Reihe:

Satz  (Quotientenkriterium,)
Sei Y., x, eine Reihe in R mit x,, # 0 fiir alle n. Weiter sei x € [0, 1 [ mit
Ix,,1/x,| < x firallene N.

Dann konvergiert ¥, x,,, und es gilt >, x, < Ix /(1 - x).
Genauer gilt fiir jede Reihe ¥, x,, in R mit x,, # 0 fiir alle n:

(@) Ist limsup, Ix,,1/x,! <1, so konvergiert >, x,,.
(b) Existiert ein ny mit |x,, ;/x,| 21 fiir alle n 2 ny, so divergiert > x,..
Beweis

Nach Voraussetzung gilt Ix; | <x Ixy| und weiter Ix;| <xIx;1 < X Ixpl.
Allgemein zeigt eine einfache Induktion nach n, dass

Ix,| < x"lxyl fiirallene N.
Alsoist >, (x" Ixy|) eine Majorante von X, x,,, und aus
Y. Ixl) = Ixl Xpx" = Ixyl/(1 -x)

folgt die Konvergenz und die Abschitzung.
— Der Beweis des Zusatzes kann wieder dem Leser iiberlassen bleiben.
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Die Bedingung ,,Ix,,1/x,| < x“ fithrt also zur Majorisierung der Reihe ¥, x,
durch eine (um Ix, | skalierte) geometrische Reihe. Diese Majorisierung ist aber
nicht dquivalent zu ,, | x,, /x| £x%, da sie ja zum Beispiel fiir Reihen erfiillt sein
kann, fiir die x,, = x,,, | fir unendlich viele n gilt. Damit nutzt das Quotientenkri-
terium das Potential der geometrischen Majorisierung nicht voll aus.

Die schon oben betrachteten Reihen Y5, 1/nund ¥, 5, 1/n’ zeigen wieder,
dass im Fall ,limsup, Ix,,/x,| = 1“ keine allgemeine Konvergenzaussage mog-
lich ist. Dem Leser wird dariiber hinaus vielleicht auch aufgefallen sein, dass das
Divergenzkriterium (b) im Quotientenkriterium anders aussieht als im Wurzel-
kriterium. In der Tat ist die Bedingung ,limsup,, Ix,,1/x,! > 1 nicht hinrei-
chend fiir die Divergenz. Als Beispiel betrachten wir die Reihe

12"+ 172° + 1/2° + 172 + /2 + 12% + .,

die aus der geometrischen Reihe

12° 4 172" + 122 + /2 + 1/2% + 172 + ..

durch paarweises Vertauschen der Glieder hervorgeht. Hier gilt
limsup, "/Ix,| = 1/2 < 1, aber

limsup,, Ix,,1/x,1 =2 > 1.
Alternierende Reihen

Wechselt in einer Reihe Glied fiir Glied das Vorzeichen, so nennt man die
Reihe alternierend. Alternierende Reihen haben also, wenn wir den ersten Sum-
manden der Einfachheit halber als nichtnegativ annehmen, die Form

Xo - X +Xp — X3 + ...

mitx, > 0 fiir alle n € N. Die Partialsummen solcher Reihen oszillieren: Ausge-
hend von x; nehmen sie um x; ab, dann um x, zu, dann um x; ab, usw. Das fol-
gende klassische Konvergenzkriterium besagt, dass eine alternierende Reihe
konvergiert, wenn die Ausschlidge dieser Oszillation monoton gegen Null kon-

vergieren:
Satz  (Leibniz-Kriterium)
Sei (x,)ne n €ine Folge in R mit den Eigenschaften:
(@) (Xp)ne n ISt monoton fallend.
(b) lim, _, .x, = 0.
Dann existiertx = 3., (- 1)" x,,, und fiir die Partialsummen s, = ¥, (- 1)' x;
gilt fiir alle n € N: x liegt zwischen s, und s, ; und Ix-s,| < x;,1.
Beweis
Fiir die Partialsummen s, der Reihe gilt nach (a):

SISS3SSSS...SS4S52SSO.
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Also existieren

Xu = SUPke N S2k+1> Xg = infic y Sy
Dann gilt x, < x,. Aber nach (b) gilt
X,

¢~ Xy = limy (1 = S3141) = limy xpp,1 = 0.

Also ist x,, = X,. Fiir alle € > 0 existiert aber nach Definition von x, und x, ein

ko, sodass fiir alle k > k, gilt:

Xy = Sike1 < & Sy - X, < E.

Fiir x = x, = x, giltalso Ix-s,| < ¢ fiir alle n > 2k. Dies zeigt, dass
x = lim,s, = 2, (- 1)"x,.

Fir alle n liegt x zwischen s, und s, , 1, und es gilt Is; - s, .1 | = X, -

— Folglichist Ix - s, | < x,, fiir alle n.

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert also zum Beispiel die alternierende
barmonische Reibe
1 -1/2+1/3 -1/4+ 1/5 - ..,

also die Reihe 3,5 (- 1)"~'/n. Die Summe ist nicht einfach zu bestimmen. Wir
werden spiter aber zeigen konnen, dass die alternierende harmonische Reihe ge-
gen den Logarithmus der Zahl 2 konvergiert. Dieser Wert ist zudem der Limes
der ,zweiten Hilften“ der Partialsummen der harmonischen Reihe, denn es gilt

Tos1 (DM /m o= limy - (I/@+1) + ... + 1/Q2n)).
Ebenso werden wir zeigen, dass die Leibnizsche Reibe

1 -1/3 +1/5-1/7+1/9 + ...,

also die Reihe ¥,,5; (- 1)"~'/(2n - 1), gegen /4 konvergiert.

Abelsche Summation und Summen iiber Produkte

Wir beweisen noch ein Konvergenzkriterium fiir Reihen der Form ¥, x,y,,,
das das Leibniz-Kriterium als Spezialfall enthilt. Den Ausgangspunkt bildet eine
algebraische Umformung:

Satz  (Abelsche Summation)
Seien (X,)ye ny und (y,)ne ny Folgen in R. Weiter seis_; =0und s, = ¥ i<, x;
fiir alle n € N. Dann gilt fiir alle ng <n; :

znoSnSnl XnYn = znOSn<n] (Sn(Yn - Yn+1)) + Snl Ynl - SnO—IYnO'
Speziell gilt fiir alle n; :

2rnSnl XpnYn = 2rn<n1 (Sn(Yn_Yn+1)) + Sn; ¥Yn;-
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Beweis
Fir allen € N giltx, = s, - s,_. Damit gilt:

ZHOSnSm XnYn = zno <n<n (Sn - Sn—I)Yn =
2‘nOSnSnl Sa¥n — znoSnSnl Sn-1¥n =
ZnQSnSn] Sn¥n — Zn0—1§n<n1 Sn¥n+1 =
- 24110 <n<ng (Sn(Yn ~ Yo+ 1)) + Snl Ynl - Sno— 1 Yng'
In der rechten Seite der Abelschen Summation tauchen nur noch die Partial-
summen der Folge (x,), ¢ n auf, nicht mehr die Folgenglieder selbst. Dies lésst

sich zur Gewinnung von Konvergenzaussagen verwenden. Hierzu notieren wir
zunichst:

Korollar (Abelsche Ungleichung)
Giltyy 2y, 2... 2y, 2 ... 20 in der Situation des Satzes tiber die Abelsche
Summation, so gilt fir alle ng <nj:

|zn0SnSn1 XnYnl <2 Yn, - MaXy,_1<n<n lsn | )
|zn£n1 XnYnl < Yo - maXnSnl ISn [
Beweis
Seis=max, _j<n<n, |S,|. Dann gilt
| anSnSnl Xn¥n (S lzn0£n<n1 (Sn (Yn _Yn+1)) I+ |Sn1 Yn, I+ | Sno—IYHO I <
S - (2110£n<n1 (YH _Yn+1) + Ynl + Yng) =s-2- Yno'
— Die Abschitzung fiir ng = 0 ergibtaus s_; = 0 (und Is_; yo| = 0).
Hieraus folgt nun:
Satz  (Komvergenzsatz fiir Produktsummen)
Seien (x,), und (y,), e n Folgen in R mit den Eigenschaften:
(a) Die Partialsummen s, = Y.<, x; sind beschriinkt, d.h. es existiert
s* = sup({ Is,| I ne N}).
(b) (Yu)ne n konvergiert monoton fallend gegen 0.
Dann konvergiert X, x,, .
Beweis
Ist s* = 0, so ist die Aussage klar. Sei also s* > 0. Wir zeigen, dass die Reihe
21 X, v, die Cauchy-Bedingung erfillt. Sei hierzu € > 0. Nach Vorausset-

zung (b) existiert ein n* mity,» < €/(2 s*). Dann gilt nach der Abelschen
Ungleichung fiir alle ng, n; mitn*<ng <ny:

= 1 2<ncn Vol € 2y, 8" <2yt < &
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Wir erhalten:

Zweiter Beweis des Leibniz-Kriteriums fiir alternierende Reihen
Ist (y)ne v €ine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert ., (- 1)" y,,,
— denn die Partialsummen von Y., (- 1)" sind beschrinkt.

Eine weitere Anwendung des Konvergenzsatzes werden wir bei der Diskus-
sion der komplexen Potenzreihen kennenlernen.

Absolute Konvergenz

Die alternierende harmonische Reihe zeigt, dass eine Reihe X, x,, konvergie-
ren kann, wihrend ¥, Ix,| divergiert. Wir definieren hierzu:

Definition (#bsolute Konvergenz)
Eine Reihe ¥, x,, in R konvergiert absolut, falls 3., 1x, | konvergiert.

Aus der Konvergenz folgt also nicht in allen Fillen die absolute Konvergenz.
Umgekehrtist leicht zu sehen, dass die absolute Konvergenz die Konvergenz ei-
ner Reihe nach sich zieht.

Alle obigen durch Majorisierung gewonnenen Kriterien liefern absolute Kon-
vergenz, da in den Konvergenzbedingungen (etwa in ,, Ix,, /x| < x“) lediglich
die Betrige der Folgenglieder verwendet werden, d. h. diese Kriterien gelten au-
tomatisch fur >, |x, |, wenn sie fiir >, x,, gelten.

Im nichsten Kapitel werden wir die besonderen Eigenschaften absolut kon-
vergenter Reihen genauer untersuchen.

Reihen komplexer Zahlen

Obige Definitionen iibertragen sich wieder in der offensichtlichen Weise nach
C.Istalso (z,), n eine Folge in C, so bezeichnet ¥, z, die Folge (s,), e ny - und im
Falle der Existenz auch ihren Grenzwert - der Partialsummen s, = Y, <, 7. (Der
Index i ist im Umfeld von C ungeeignet, da das Zeichen i hier fiir die imaginire
Einheit vergeben ist.)

Die geometrische Reihe ¥, z" konvergiert in C gegen 1/(1 - z) fiir alle z mit
Izl < 1. Der Beweis bleibt gleich. Ebenso gelten die Konvergenzkriterien auch
fiir komplexe Reihen, ohne dass wir neue Beweise fiihren miissten. Der Abelsche
Summationssatz gilt in jedem Ko6rper K und damit insbesondere auch in C. Wei-
ter bleiben die Abelsche Ungleichung und der Konvergenzsatz fiir Produktsum-
men fiir Folgen (x,),en in C (und monoton fallende Nullfolgen (v,),e ny in R)
richtig.
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I"Jbungen

2.2.1 Unendliche Reihen

Ubung 1
(a) Sei X, x, eine konvergente Reihe in R. Wir setzen

Vo = Xy +X,.1)/2 firallene N.
Zeigen Sie, dass X x, = Xo/2 + X, Vp-

(b) Wenden Sie die Methode aus (a) auf die alternierende harmonische
Reihe ¥,51 (- 1)*~/n an und zeigen Sie dadurch:

Lt T CDY U@+ 1) = 28,50 (- D™ .

(c) Zeigen Sie durch eine dhnliche Zusammenfassung von Folgen-
gliedern, dass

Tae1 (D0 = Ty QK- 1DEK).

Ubung 2
Zeigen Sie, dass 2,51 1/(n(n+ 1)(n +2)) = 1/4.

[Stellen Sie 1/(n(n + 1)(n + 2)) als a/n + b/(n + 1) + ¢/(n + 2) fur geeignete a,b,c € Q
dar und berechnen Sie damit die Partialsummen der Reihe. ]

Ubung 3
Seixe |- 1, 1[. Zeigen Sie, dass ¥, nx" = x/(1 -x).

Ubung 4
Seienk; <k, <... <k, <... die natiirlichen Zahlen grofiergleich 1, in deren
Dezimaldarstellung keine 9 vorkommt. Zeigen Sie, dass die Reihe ¥ > 1/k,
konvergiert.

[Hinweis: Zihlen Sie die Summanden der Reihe, die sich in den Intervallen
[1,10[, [10,100[, [100, 1000, ... befinden. Benutzen Sie die geometrische Reihe
zur Abschiitzung. ]

Ubung 5
Zeigen Sie:
Lo (D" /m = lim, . (1/@+1) + ... + 1/Q2n)).

[Hinweis: Zeigen Sie, dass die endlichen Summen 1/(n + 1) + ... + 1/(2n) der
rechten Seite Partialsummen der alternierenden Reihe sind. ]
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Ubung 6
Sei X5 x, eine gegen s konvergente Reihe in R. Zeigen Sie, dass die
arithmetischen Mittel der Partialsummen s, = Y| <;<, X; der Reihe ebenfalls
gegen s konvergieren, d. h. dass gilt:

lim,s; (s +... +s,)/n = s.
Ubung 7

Sei X, x,, eine gegen s konvergente Reihe in R mitxg 2x; 2 ... 2x,>... 20.
Firalle k e N gelte

Xk < z‘4n>an'

Zeigen Sie, dass fiir alle t € ]0, s] eine streng monoton steigende Folge
(in)ne n natiirlicher Zahlen existiert mit X, x; =t.

2.2.2 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

szmg 1
Sei (x,)ne n €ine Folge in R. Zeigen Sie:

(@) X, x, konvergiert genau dann, wenn gilt:
Ve>0dn,Vn2m2ny | X h<i<n X1 <E.
(b) Firalleke N gilt: ¥, x, konvergiert genau dann, wenn X 5 X,

konvergiert.

szmg 2
Seien 3, x, und X, y, zwei Reihen mit 0 < x,, <y, fiir alle n, und die Reihe
2. X, sei divergent. Zeigen Sie, dass auch X, y,, divergent ist.

Ubung 3
Sei X, x, eine Reihe in R, und sei w = limsup, "V Ix, | < oo, Zeigen Sie:
(a) Istw <1, so konvergiert ., x,,.
(b) Istw>1,so divergiert 3., x,,.
Ubung 4
Sei X, x, eine Reihe in R mitx, # 0 fiir alle n. Zeigen Sie:
(a) Ist limsup, Ix,,1/x,! <1, so konvergiert ¥, x,.

(b) Existiert ein ny mit |x,, ;/x,| 21 fiir alle n > ny, so divergiert > x,..
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Ubung 5
Zeigen Sie:

(@) X,s0 1/n! konvergiert.
(b) X1 1/Vn(n + 1) divergiert.
(©) X,>1n!/n" konvergiert.

(d) 3,5, n?/2" konvergiert.

Ubung 6
Sei X, x,, eine absolut konvergente Reihe in R. Zeigen Sie:

2‘n Xp = zk Xk + 24k X2k+1-
Gilt diese Aussage fiir alle konvergenten Reihen X, x,, ?
Ubung 7

Sei (x,)q e n €ine monoton fallende Folge in R mit lim, x, = 0.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) X, x, konvergiert.
(b) X, 2" x,m konvergiert.
Zeigen Sie mit Hilfe dieser Aquivalenz, dass Y5, 17V konvergiert.
Ublmg 8

Sei X, x, eine konvergente Reihe in R, und sei (y,,), y €ine monotone und
beschrinkte Folge in R. Zeigen Sie, dass Y., x, y, konvergiert.

Ubung 9
Sei X, x, eine absolut konvergente Reihe in R derart, dass (Ix, ), e n
monoton fallend ist. Zeigen Sie, dass lim, nx, = 0.
Kann hier ,absolut konvergent” zu ,konvergent abgeschwicht werden ?

Ubung 10
Seien ¥,x,” und ¥, y,* konvergente Reihen in R. Zeigen Sie:
Die Reihe ¥, x,,y, ist absolut konvergent.
Ubung 11
Zeigen Sie:
(@) Y,50x™D = x/(1-%%) firallexe ]-1,1[.
(b) Tps1 1/@n-1) = 3/4 3,5, /0’
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Fiinfte Erginzungen:

Die Dezimaldarstellung reeller Zahlen, IT

Mit Hilfe des Begriffs der unendlichen Reihe wollen wir nun die in den Ergin-
zungen von Kapitel 1.2 eingefithrten Dezimalbriiche noch genauer untersuchen.
Dort hatten wir einen unendlichen Dezimalbruch n, a; a, ... mit einer natiirli-
chen Zahl n und Dezimalziffern ay, a,, ... € {0, ..., 9 } als das Supremum der
Menge seiner endlichen Approximationen definiert:

n,a;a,... = sup({n,a;...a  k=1}).
Nach Definition gilt dabei
n,ay...a =0 + % <<k /100

fiir die Ndherungsbriiche. Mit Hilfe des Begriffs der unendlichen Reihe lisst sich
diese Summenform auf die unendlichen Dezimalbriiche iibertragen:

Erginzungsiibung 1
Zeigen Sie, dass fiir alle unendlichen Dezimalbriiche n, a; a, ... gilt:

n,a;ay... = 0 + Ypsp a/10%

Die Aussage der Ubung wird oft auch zur Definition unendlicher Dezimal-
briiche verwendet. In diesem Fall ist ein unendlicher Dezimalbruch dann die
konvergente Reihe n + Y15 a,/10% und bezeichnet also wie iiblich sowohl eine
bestimmte Folge als auch eine bestimmte reelle Zahl. (Bei der Definition iiber
Suprema ist die Notation n, a, a; ... ebenfalls zweideutig: Als formaler Ausdruck
kann n, a; a, ... als die Folge (n, aj, a,, ...) aufgefasst werden, und daneben be-
zeichnet n, a; a, ... die reelle Zahl sup({ n, a; ... a, | k>11}).)

In jedem Falle sind unendliche Dezimalbriiche im Umfeld des Grenzwertbe-
griffs einzuordnen:

n,a;a ... = sup({n,a;...a | k21)) = limyn,a;...a, = n + Xp5; a/10%.

Die reelle Zahl n, a; a, ... ist ein Supremum einer gewissen Menge rationaler
Zahlen oder ein Grenzwert einer gewissen Folge rationaler Zahlen. Eine ge-
nauere Erklirung, warum 0,999... = 1 ist und nicht noch ,immer etwas fehlt,
kommt um den Supremums- oder Grenzwertbegriff letztendlich nicht herum.
Dabei lisst sich die Gleichheit von 0,999... = 1 bereits innerhalb der rationalen
Zahlen diskutieren. Endliche Dezimalbriiche (oder allgemeiner endliche b-adi-
sche Briiche) lassen sich in jedem angeordneten Korper definieren. Die Vollstin-
digkeit der reellen Zahlen fiihrt dazu, dass in R jeder unendliche Dezimalbruch
n,a; a, ... existiert. Aber auch in Q existieren gewisse unendliche Dezimalbriiche
n,a; a, ... Ein Beispiel ist gerade 0,999... Wir wollen uns dies noch einmal expli-
zit iberlegen:
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Ergiinzungsiibung 2
Fiir alle k > 1 sei x = 0,9...9 mit k Neunen. Zeigen Sie unter Verwendung
der Supremums- oder Reihendefinition, dass 0,999... = 1.

Isolieren Sie dabei die Kernpunkte Ihrer Argumentation.

Offen sind an dieser Stelle noch die beiden folgenden Fragen:
Welche unendlichen Dezimalbriiche n, a; a ... sind rationale Zablen ?
Welche reellen Zablen besitzen mebr als eine Dezimaldarstellung ¢

Wir beginnen mit der Untersuchung der ersten der beiden Fragen. Einige ein-
fache Berechnungen suggerieren, dass bei der Dezimaldarstellung rationaler
Zahlen Nachkommaziffern, die sich periodisch wiederholen, eine wichtige Rolle
spielen. Wir nennen einen unendlichen Dezimalbruch periodisch mit der Periode
€y ... Cy der Linge m, falls er von der Form

n,a;...agcC ...C1HCL ... G €+ Cyy -

ist, also in der unendlichen Wiederholung des Ziffernblocks ¢; ... ¢, endet.
(Hierbei ist k = 0, also die Formn, ¢ ... ¢, ¢p ... ¢ € -.. Cpp -.., mOglich.) Wir
schreiben dann auch

n,a; ... a, ¢ ... Cyy
fiir diesen Dezimalbruch. So gilt beispielsweise

0,999... = 0,9; 1/7 = 0,142857; 0,67121212... = 0,6712 = 0,671212;

und auch
2,5 = 2,50 = 2,500.

Eine Periode ¢, ... ¢, heifdt echr, falls sie nicht nur aus Nullen besteht. Weiter
heifit sie 7minimal, falls sie nicht von der Form d, ... d;d; ... d; ... d; ... djist, d.h.
nicht aus endlich vielen Wiederholungen eines kiirzeren Zitfernblocks besteht.
So gilt zum Beispiel 0,13 = 0,133 mit den Perioden 3 und 33, aber nur die Periode
3 ist minimal. Minimale Perioden sind im Allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt, da zum Beispiel 12 und 21 minimale Perioden von 0,12 und 0,121 sind.

Es gilt nun die folgende ansprechende Aquivalenz:

Erginzungsiibung 3
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen fiir alle x € R dquivalent sind:
(a) xistrational.
(b) x besitzt eine periodische Dezimaldarstellung.
[Hinweis: Verwenden Sie die geometrische Reihe fiir ,,(b) impliziert (a)“. ]

Die zweite Frage nach der Eindeutigkeit der Darstellung kénnen wir ebenfalls
vollstindig beantworten:
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Erginzungsiibung 4
Zeigen Sie:

(a) Jede reelle Zahl x besitzt hochstens eine endliche Dezimaldarstel-
lung, die nicht in der Ziffer 0 endet. Besitzt x # 0 eine endliche
Dezimaldarstellung, so besitzt x auch eine unendliche Dezimaldar-
stellung mit der Periode 9.

(b) Jede reelle Zahl x besitzt hochstens zwei verschiedene unendliche
Dezimaldarstellungen. Besitzt x zwei verschiedene unendliche
Dezimaldarstellungen, so hat die eine die Periode 0 und die andere
die Periode 9. Insbesondere ist dann x eine rationale Zahl.

(¢) Istx=n/m,ne Z, m e N*, ein gekiirzter Bruch, so besitzt x genau

dann eine endliche Dezimaldarstellung, wenn m von der Form 2° 5
fiir a,b € Nist.

Analoge Aussagen gelten fiir b-adische Darstellungen. Fiir b = 2 sind zum Bei-
spiel 1,000...und 0,111... die beiden unendlichen Dualdarstellungen der Zahl 1,
und genau die rationalen Zahlen m/2" besitzen eine endliche Dualdarstellung.

Dezimaldarstellungen lassen sich noch vielfiltig weiter studieren. Eine inter-
essante Beobachtung ist zum Beispiel:

(a) Die Zahl 7 ist kein Teiler von 9, 99, 999, 9999, 99999.

(b) Die Zahl 7 ist ein Teiler von 999999.

(c) Die Linge jeder minimalen Periode von 1/7 ist 6.

Ebenso ist 11 kein Teiler von 9, aber ein Teiler von 99, und die Linge der

minimalen Perioden von 1/11 = 0,090909... ist 2. Allgemein gilt:

Erginzungsiibung 5
Sei p 23 eine natiirliche Zahl, die nicht durch 2 und nicht durch 5 teilbar
ist. Sei k; die Linge einer minimalen Periode der Dezimaldarstellung von
1/p, und sei k, die kleinste natiirliche Zahl k > 1 mit der Eigenschaft:

pist ein Teiler von 9 ... 9, mit k Neunen.
Dann gllt k] = kz.

[zuk, <k;: Istk die Linge einer Periode von 1/p, so gilt fiir ein geeignetes m
10™/p = n +0,a; ... a, = n + a/(105 - 1), wobei a die aus den Ziffern a; ... a,
gebildete Dezimalzahl ist. Hieraus lisst sich folgern, dass p ein Teiler von 10* - 1 ist.]

Es ist ein offenes Problem, ob es unendlich viele Primzahlen p > 2 gibt der-
art, dass die Linge jeder minimalen Periode von 1/p in Dezimaldarstellung
gleich p - 1 ist (wie etwa bei 1/7, nicht aber bei 1/11). Dies folgt aus der sog.
Artinschen Vermutung von 1927, die bislang nur Hilfe einer Verstirkung der
Riemannschen Vermutung bewiesen werden konnte.
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In diesem Kapitel setzen wir die Untersuchung der unendlichen Reihen fort. Da-
bei betrachten wir neben allgemeinen Sitzen wieder wichtige spezielle Beispiele.

Umordnungen und Produkte

Fiir unendliche Summen gelten viele, aber nicht alle aus dem Endlichen ver-
trauten Rechengesetze. Wir diirfen zum Beispiel in einer konvergenten Reihe
die geraden mit den ungeraden Gliedern vertauschen, ohne die Summe der
Reihe zu veridndern:

Xo + X +X + X3+ ..+ Xon + Xpeg t ... =

X, + Xp +X3 +X + .00+ X1 X, ol

Weiter diirfen wir in einer konvergenten Reihe Blocke aus endlich vielen Glie-
dern zusammenfassen :

Xg + X + X + o= (X + X)) + o Fee+Xg) 4 ooon + Xy F e + Xp) + oo

Formal: Ist ¥, x, eine konvergente Reihe und ist (i,), y eine streng monoton
steigende Folge natiirlicher Zahlen mit iy = 0, so gilt

ZnXy = 2y (zinskim] Xj).

Dagegen kann eine derartige Gruppierung konvergieren, ohne dass die Ausgangs-
reihe konvergiert: 1 -1 +1 -1+ ... divergiert,aber (1 - 1)+ (1 -1+ (1 -1)+...=
0+0+0 +... konvergiert.

Von besonderem Interesse ist das Kommutativgesetz im Unendlichen, das uns
im vorherigen Kapitel bereits davon abgehalten hat, das Produkt (X, x,) X, v,)
zweier Reihenals ¥ | |, x,, y,, zu definieren; letztere Notation wire nur dann ein-
deutig, wenn das Ergebnis der Summation nicht von der Reihenfolge abhingt, in
der die Zahlenpaare (n, m) bei der Summation durchlaufen werden. In der Tat
reagieren manche unendliche Summen aber empfindlich auf Umordnungen ih-
rer Summanden. Anhand der alternierenden harmonischen Reihe

Yoo DM /m=1-172 + 13 - 1/4 + ...

lisst sich dies gut illustrieren. Wir kénnen hier zuerst viele positive Glieder auf-
summieren, dann 1/2 abziehen, dann wieder viele positive Glieder aufsummie-
ren, dann 1/4 abziehen, usw. Aufgrund der Divergenz der ,halben“ harmoni-
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© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011



114 2. Abschnitt  Folgen und Reihen

schen Reihen 1 +1/3 +1/5 +...und 1/2 + 1/4+ 1/6 + ... istleicht einzusehen, dass
wir mit derartigen Methoden eine andere Summe oder sogar eine divergente
Reihe erzeugen konnen. So gilt zum Beispiel (sieche Ubungen):

1 - 172 - 1/4 + 1/3 - 1/6 - 1/8 + 1/5 - 1/10 - 1/12 + ... =
123,51 (- D)1 1/n,

1 -172+ 13 +1/5-1/4+ 17+ 1/9+ /11 + 1/13 - 1/6 + ... = oo,

wobei in der ersten Reihe stets zwei negative auf ein positives Glied folgen, wih-
rend in der zweiten Reihe ein negatives Glied nach 1, 2, 4, 8, 16, ... positiven
Gliedern erscheint. Alle Summanden der alternierenden harmonischen Reihe
werden dabei beachtet, eines der beiden Vorzeichen wird aber bevorzugt behan-
delt und die Glieder mit dem anderen Vorzeichen werden verzégert in den Sum-
mationsprozess eingeflochten.

Wir definieren allgemein:

Definition (Umordnung einer Reibe)
Seien ¥, x,, eine Reihe in Rund b : N — N bijektiv. Dann heifit 3., xj,(,)
die durch b definierte Umordnung von ¥, x,,.

Obige Umordnungen der alternierenden harmonischen Reihe nutzen impli-
zit, dass die harmonische Reihe divergiert, sodass durch Gruppierung von hin-
reichend vielen positiven oder negativen Summanden das Konvergenzverhalten
verindert werden kann. Damit haben wir des Pudels Kern schon entdeckt, denn
fiir absolut konvergente Reihen gilt der folgende Satz:

Satz  (Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reiben)
Seien X, x, eine absolut konvergente Reihe in Rund g : N — N bijektiv.
Dann konvergiert die Umordnung Y., X, von X, x,, absolut und es gilt

Zn Xg(n) = ann'

Beweis
Seiens, = X<, Xj, t, = Xi<y Xq) fiir alle n € N. Wir zeigen, dass
lim, Is, - ¢, = 0.

Damit ist X, Xy, = lim,, t, = lim, s, = ¥, x,, und die Konvergenz von
Y, Xy | ergibtsich durch Anwendung des Arguments auf die Reihe ¥, Ix, 1.

Seialsoe>0.Da Y Ix,| eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein ny € N mit
Lny<icm 1% 1 < € fiiralle m > n,,.
Weiter fixieren wir ein ny 2ng mit {0, ...,ng } < {g(0), ..., gny) }.

Sei nun n 2 n;. Dann gibt es ein m > n mit { g(0), ..., gn) } {0, ..., m}.
Dann gilt aber

|Sn —tnl < zn0<i£m |X1| < §,
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denn in der Differenz s, - t, = X<, (x; - X,(;)) l6schen sich mindestens alle

x; miti<nywegen {0, ...,ng} c{g(0), ..., gny)} = {g), ..., gn) } aus,

und alle nach der Ausléschung verbleibenden Summanden haben wegen
- m2nund{gQ),...,g0n)}c{0,...,m}die Form +x; miti <m.

Es gilt folgende Umkehrung des Satzes, die wir in den Ubungen diskutieren:

Satz  (Umordnungen nicht absolut konvergenter Reiben)
Sei X, x, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe in R.
Dann gibt es eine divergente Umordnung der Reihe. Weiter gibt es fiir
jedes s € R eine Umordnung der Reihe, die gegen s konvergiert.

Fiir konvergente Reihen ist also die absolute Konvergenz gleichbedeutend mit
einem ,unendlichen Kommutativgesetz“.

Durch den Umordnungssatz konnen wir unendliche Summen tiber abzihl-
bare Mengen definieren. Hierzu verwenden wir eine auch andernorts niitzliche
Verallgemeinerung des Folgenbegriffs und der Folgennotation (x,,), ¢

Definition (Folge, Familie mit Indexmenge)
Sei I eine Menge. Eine Funktion f mit Definitionsbereich I nennen wir
auch eine Folge oder Familie mit Indexmenge I oder auch eine I-Folge. Wir
schreiben weiter (x;); 1 fiir die Folge f mit (i) = x; fiir alle i € I. Eine Folge
()i e 1 heifit Folge in einer Menge M, falls x; € M fiir alle i e I gilt.

Damit kénnen wir nun definieren:

Definition (Summen iiber abziblbar unendliche Teilmengen von R)
Sei I eine abzihlbar unendliche Menge, und sei (x;); 1 eine I-Folge in R.
Weiter sei g: N — I bijektiv, und die Reihe X, x,() sei absolut konvergent.
Sei schliefilich s = X, X,(). Dann setzen wir

Yie1X; = s,

und nennen ;. 1 x; die Summe aller x; miti e L.

Der Umordnungssatz zeigt, dass ;.1 x; nicht von der Wahl der Aufzihlung
2(0), g(1), g(2), ..., g(n), ... der Indexmenge I abhingt.

Fiir eine abzihlbar unendliche Folge (x;); 1 in R schreiben wir X; . 1 x; = oo bzw.
Yicr X = - oo, falls X Xy = 00 bzw. X, Xp) = — oo fiir jede Bijektion g: N — I
gilt. Damit ist dann zum Beispiel X 1 x; immer definiert, wenn (x;); 1 eine ab-
zihlbare Folge nichtnegativer Zahlen in R ist.

Schliefilich verwenden wir suggestive Varianten der Notation. So bedeutet
zum Beispiel 2, , x, ,, die Summe tiber eine Familie (x;);c n2 in R, und ein Aus-
drucks = X, 1, X, in besagt, dass die reelle Zahl s die Summe x40 + ... + Xg(n) + -
ist, wenn die Folge g(0), g(1), ..., g(n), ... in einer beliebigen Art und Weise alle
Paare (n, m) natiirlicher Zahlen durchliuft.

Damit kénnen wir uns nun der Produktbildung zuwenden.
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Produkte von Reihen

Sind ¥, x, und X, y, konvergente Reihen in R, so stellt sich die Frage nach der
Existenz der Summe 3.,, ,,, X,, Vi, Auch hier spielt die absolute Konvergenz wie-
der die Schliisselrolle :

Satz  (Produkt absolut konvergenter Reiben)
Seien X, x, und X, y, absolut konvergente Reihen in R.
Dann existiert 2., ,, X, y,, und es gilt

Zn,m XpYm = z‘411 Xp - z‘4n Yn-
Beweis
Seig:N — N bijektiv. Fiir alle n,m € N sei
Chm = Xp Ym-
Wir setzen:
Sn = ziSn Xj, G, = zign Vi, U, = Zign Ca(i) fiir allen e N.
Wir zeigen, dass
lim, Is, t, - u,| = 0.

Dann gilt

Xh Comy = limyu, = lim,, (s, t,) = limy s, - lim, t, = X, %, - X, v

und die Konvergenz von ., ¢, | folgt durch Anwendung des Arguments
auf die Reihen > Ix, | und X ly,I.

Fiir alle n definieren wir noch

Am) = {G,j)e N* 11,j<n},

und schliefilich sei

D, m) = A(m) - A(n) firallem>n.

Seinunalsoe>0.Da (X<, Ix1| - Xicn lvi)aen eine (gegen das Produke
2o x| - X, Iy, | konvergente) Cauchy-Folge ist, existiert ein ny mit

z(i,j)ED(ng,m) |X1y,| < ¢ fiir allemZnO.

(Die linke Seite dieser Ungleichung ist genau der Betrag der Differenz des
m-ten und ny-ten Gliedes der genannten Cauchy-Folge.)
Weiter fixieren wir ein n; > n, mit

Ano) < {g(0), ..., glny) }.

Seinun n = n;. Dann gibt es ein m 2 n mit { g(0), ..., g(n) } € A(m).
Dann gilt aber, wie im Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen:

_— |sntn—un| < 2<ivj)ED<nO:‘“) leY)' < E&.
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Als Anwendung des Produktsatzes notieren wir:

Korollar  (Produkt zweier geometrischer Reiben)
Seienx,y € |-1,1[. Danngilt ¥, , x"y" = 1/((1 -x)(1 -y)).

Beweis
- 2.x und X, y" konvergieren absolut gegen 1/(1 - x) bzw. 1/(1 - ).

Fiir y = x ergibt sich
TomX =X o axx" = 1/(1 -x)
und fiir y = - x erhalten wir

Tom DX = /(1 -1 +x) = 1/(1-x)=3,x"
Induktiv zeigt man weiter leicht:

Korollar  (Produkt endlich vieler geometrischer Reiben)
Seienxy, ..., x, € |- 1, I[ fiir ein k> 1. Dann gilt:

Do &1 xS = /(A =x) - (1 -x).

Wir geben mit Hilfe dieses Korollars noch einen Beweis fiir die Unendlichkeit
der Primzahlen. Fiir alle natiirlichen Zahlen a > 2 gilt

Sa.1/a" = 1/(1 - 1/a) = a/(a-1).
Sind also p; <... < py Primzahlen, so gilt nach dem Korollar

Yoo VO ) = p/(pr =D p/(pi - D).

Auf der linken Seite werden alle Briiche 1/n aufsummiert, deren Nenner aus den
Primfaktoren py, ..., px zusammengesetzt ist. Gibe es nun nur endlich viele
Primzahlen p; < ... <py, so wiirde 1/n fir alle n € N* in der Summe auftauchen.
Aufgrund der Divergenz der harmonischen Reihe wire die Summe dann unend-
lich, im Widerspruch zur Endlichkeit des Produkts der rechten Seite. Also muss
es unendlich viele Primzahlen geben.

Sicher ist dieser Beweis wesentlich komplizierter als der klassische Beweis von
Euklid fiir die Unendlichkeit der Primzahlen. In das Argument gehen die Exi-
stenz einer Primfaktorzerlegung von n, die Divergenz der harmonischen Reihe
und der Produktsatz fiir absolut konvergente Reihen ein. Aber dennoch wird der
Beweis von vielen Mathematikern als Praline empfunden, und er lisst sich letzt-
endlich als Hinweis auf den ,magischen“ Zusammenhang zwischen der Welt der
Primzahlen und der Welt der Riemannschen Zetafunktion Y., 1/n® auffassen.
Die Unendlichkeit der Primzahlen entspricht der Definitionsliicke dieser Funk-
tion beis=1.
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Aufzihlungen von N x N

Fiir absolut konvergente Reihen ¥, x, und ¥, y, liefert also jede Summation
aller Produktterme x,, y,, das gleiche Resultat. Wir betrachten nun noch zwei
konkrete Organisationen einer derartigen Summation.

Die populirste Moglichkeit, alle Paare (n, m) natiirlicher Zahlen zu durchlau-
fen, ist, die Diagonalen eines (N x N)-Gitters aneinanderzureihen. Wir erhalten
dadurch die Diagonal-Aufziblung

0, 0), (0,1), (1,0), (0,2), (1, 1), (2,0), (0,3), (1,2), 2,1), 3,0), ...
von N?. Summieren wir hier lings der endlichen Diagonalen

(0, 0),

0, 1), (1,0),

0, 2), (1, 1), 2,0),

©,3), 1,2), 2,1), 3,0), ...

auf, so erhalten wir aus unserem allgemeinen Produktsatz sofort:

Korollar  (Cauchy-Produkt oder Diagonal-Produkt von Reiben)
Seien ¥, x, und X y, absolut konvergente Reihen in R. Fiir alle n sei

dn = z‘4i§n Xi Vn-i-
Dann ist 3, d, absolut konvergentund es gilt >, d, = X, x, - X, Va-

Das Cauchy-Produkt ermoglicht unter anderem einen einfachen Beweis der
Funkdonalgleichung der Exponentialfunktion, die wir im folgenden Abschnitt
kennenlernen werden.

Nicht unerwihnt lassen wollen wir eine andere natiirliche Aufzihlung aller
Paare (n, m) natiirlicher Zahlen, die zu einer konvergenten Produktbildung
fithrt, die ohne die Voraussetzung der absoluten Konvergenz auskommt. Hierzu
definieren wir die Rechteck-Aufziblung von N* durch

(0, 0),

0, 1), (1,0), (1, 1),

0, 2), (1,2), 2,0), 2, 1), @,2),

,3), (1,3), 2,3), 3,0), G3,1), (3,2), 3,3), ...

Hier wird das (N x N)-Gitter durch Aneinanderreihung rechtwinkliger Seg-

mente ausgeschopft, deren Spitzen auf der Diagonalen von N? liegen. Als Men-
gen betrachtet lauten diese Segmente

D) = {G,n) li<n} U {(n,i) li<n} U {(n,n)} furallene N.

Die charakteristische Eigenschaft dieser Aufzihlung ist, dass ein Paar (n,, mg)
vor einem Paar (n;, m;) durchlaufen wird, falls das Maximum von n, und mg klei-
ner ist als das Maximum von n; und m;. (In der Diagonalaufzihlung kommt da-
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gegen (ng, my) vor (ny, my), falls ny + my <n; + my.) Die Produktregel fiir Grenz-
werte von Folgen liefert nun:

Satz  (Rechteck-Produkt von Reiben)
Seien ¥, x, und X, y, konvergente Reihen in R. Fiir alle n € N sei
r, = zi<n Xiyn t z‘4i<n Xn Vi + Xp¥Yn-
Dann ist 3, r,, konvergent und es gilt >, 1, = X, X, - X, Vo
Beweis
Firallen e N gilt
Yicn T = zi,an Xy = Yicn X Zi<n Yis
also ist
zrn I, = llrnn z4i£n I, = hrnn (ziﬁn Xj - zriSn Y1) =
- 1inln z‘4iSn Xj - llInn ZiSn yi = z‘4an'ann'

Dagegen kann im Satz iiber das Cauchy-Produkt die absolute Konvergenz
nicht ersatzlos fallengelassen werden (siche Ubungen).

Die Exponentialreihe und die binomischen Reihen

Die Konvergenz einer Reihe ¥, 1/k, mit natiirlichen Zahlen k, kénnen wir
durch schnell wachsende Nenner k,, erreichen. So fiihren fiir ein festes k mit
k > 1 die Nenner k, = k" zu konvergenten geometrischen Reihen, und die
Nenner k, = n* fiir k > 2 zu den Werten {(2), {(3), ... der Zeta-Funktion. Wei-
tere natiirliche schnell wachsende Nenner erhalten wir durch die Fakultit,
d.h. wir setzen k, = n! fiir alle n. Da n! letztendlich viel schneller wichst als
die Potenzen x" einer reellen Zahl x, kénnen wir sogar ein grofies Wachstum
in den Zihlern in Betracht ziehen. Wir definieren dementsprechend:

Definition (Exponentialreibe)
Fir alle x € R heifit die Reihe X, x"/n! die Exponentialreibe fir x.

Es gilt also

S.xX/n! =1 +x+x/2 +x/6 + ...

Wie erhofft konvergiert diese Reihe fiir alle x:

Satz  (absolute Konvergenz und Restgliedabschitzung der Exponentialreibe)
Sei x € R. Dann konvergiert 3., x"/n! absolut. Weiter gilt:
I3, o xX/n!l < 21x1%k! fiiralle k mit k > 2 IxI - 1.
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Beweis
Fiir x = 0 ist Exponentialreihe offenbar gleich 1. Sei also x # 0.
Dann gilt
I /(n+ D))/ /n)l = Ix1/(n+1) firallene N.
Damit folgt die absolute Konvergenz der Exponentialreihe fiir x aus dem
Quotientenkriterium, da Ix|/(n + 1) < 1/2 fiir allen mitn + 1 > 2 IxI.

Mit der Quotientenschranke 1/2 gilt weiter nach unserer Abschitzung im
Quotientenkriterium fiir alle k mit k+ 1 > 2 x| :

- 1Y X/n!l <3 o 1Kl < 1K1K - 11 -1/72) = 2 IxI¥/K!.
Da das Quotientenkriterium auf der geometrischen Reihe beruht, ist es also
letztendlich wieder diese fundamentale Reihe, die fiir die absolute Konvergenz

und die Fehlerabschitzung der Exponentialreihe verantwortlich ist.
Wir definieren:

Definition (Exponentialfunktion, Eulersche Zahl)
Fiir alle x € R definieren wir die reelle Zahl exp(x) durch
exp(x) = X, x/n!.

Die Funktion exp : R — R heifit die (reelle) Exponentialfunktion.
Weiter definieren wir

e = exp(l) = X, I/nl.
Die Zahl e heifit die Eulersche Zahl.

Eine numerische Berechnung liefert
e = 2,718281828459045...

Man kann leicht einsehen, dass e irrational ist. Wir diskutieren dies in den Ubun-
gen. Mit weitergehenden Methoden kann man zeigen, dass e transzendent ist.

Die Restgliedabschitzung des Satzes zeigt, dass wir e sehr effektiv berechnen
konnen. Setzen wir zum Beispiel e; = > 5 1/n!, so gilt

le-esl < 2/6! = 1/360 < 0,003.
Bereits der noch einfach per Hand zu berechnende Wert

es = 1+1+1/2+1/6+1/24+1/120 = 163/60 = 2,71666...

ist also schon eine recht gute Approximation an e. Weitere Rechnungen liefern
fiir die auf 7 Nachkommastellen gerundeten Werte e, =3, < 1/n!:

es ~ 2.71805556, e; ~ 2.71825397, ey ~ 2.71827877.

Nach diesen numerischen Betrachtungen wollen wir nun die Struktureigen-
schaften der Exponentalfunktion ans Licht bringen. Das Cauchy-Produkt
bringt die Untersuchung in Gang:
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Satz  (Additionstheorem oder Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Fiir alle x,y € R gilt exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

Beweis
Aufgrund der absoluten Konvergenz von ¥, x"/n! und ¥, y"/n! gilt
exp(x) - exp(y) = X, d,, mit
dp = Zpen KD -y M0 -L)Y fiirallene N.
Dann gilt aber nach dem binomischen Lehrsatz
dy = I/n!- e, (O y"F = 1/n! - (x+y)",

— und damitist >, d, die Exponentialreihe fiir x +y.
Aus dem Additionstheorem flieflen nun:

Korollar  (elementare Eigenschaften der Exponentialfunktion)
Seix € R. Dann gilt:

@) exp(0)=1,
(b) exp(x) # 0 und exp(- x) = 1/exp(x),
(©) exp(x) > 1 fiirx>0, 0<exp(x) <1 firx<O0,
(d) exp(ax) = exp(x)’ firalleae Z.
Beweis
zu (a): Es gilt exp(0) = X, 0"/n! = 0°/0! = 1.
zu (b): Es gilt
1 = exp(0) = exp(x+ (-x)) = exp(x) exp(- x).
Dies zeigt, dass exp(x) # 0, und dass exp(- x) = 1/exp(x).
zu (¢): Istx>0,soist
exp(x) = X,x/n! = 1+X 5x/n! > 1.
Aus (b) folgt dann die Behauptung fiir negative x.
zu (d): Dass exp(nx) = exp(x)" fiir alle n € N gilt, folgt induktiv aus
exp(0) =1 und exp((n + 1)x) = exp(nx + x) = exp(nx) exp(x).
- Aus (b) folgt dann exp(- nx) = 1/exp(x)" = exp(x)™" fiir allen € N.

Das Additionstheorem samt Folgerungen rechtfertigt folgende Notation:

Definition (die Notation ¢*)
Wir schreiben auch e* anstelle von exp(x).

Es gelten dann die tiblichen Rechenregeln fiir die Exponentiation.

121
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Die komplexe Exponentialfunktion

Die reelle Exponentialfunktion lisst sich ohne Schwierigkeiten auf die kom-
plexen Zahlen fortsetzen:

Definition (komplexe Exponentialfunktion)
Fiir alle z € C setzen wir exp(z) =e“ =3, z"/n!.
Die Funktion exp : C — C heifit die komplexe Exponentialfunktion.

Die Beweise der absoluten Konvergenz, der Restgliedabschitzung und des
Additionstheorems bleiben auch fiir die komplexen Zahlen giiltig. Lediglich die
die reelle Ordnung betreffenden Eigenschaften wie ,exp(x) > 0 fiir alle x“ fallen
weg. Es gilt exp(z) # 0 fiir alle z, und in der Tat kann man zeigen, dass die kom-
plexe Exponentialfunktion jeden komplexen Wert mit Ausnahme der Null an-
nimmt. Wir werden mit Hilfe der Exponentialfunktion in C spiter die reellen
trigonometrischen Funktionen einfithren. Aus den guten Eigenschaften der Ex-
ponentialfunktion folgen dann in einfacher Weise die sonst nur mithsam zu zei-
genden Formeln fiir diese Funktionen.

Die binomischen Reihen

Der Beweis des Additionstheorems der Exponentialfunktion wurde durch ein
Zusammenspiel des Cauchy-Produkts und des binomischen Lehrsatzes getra-
gen. Wir geben nun noch ein weiteres Beispiel fiir dieses Zusammenspiel.
Hierzu verallgemeinern wir zuerst die Binomialkoeffizienten

) =n/kl@-b)=n-@-1)-...(n-k+ 1)k,

indem wir statt n eine beliebige reelle Zahl s zulassen. Wir definieren hierzu:

Definition (fallende Potenz, allgemeine Binomialkoeffizienten)
Seiens € Rund k e N. Dann setzen wir:

st = [MjckGs-j) =s-(s=1)-...-(s-k+1).

Die Zahl s™ heifit die fallende Potenz von s mit k Faktoren.
Hiermit definieren wir nun:

() = skt
Die Zahl (3,) heift der Binomialkoeffizient s tiber k.
Nach den Konventionen iiber das leere Produktist s\’ = 1 und damit (§) = 1 fiir

alle s. Weiter ist () = 0 fiir alle s € N und k > s, denn in diesem Fall ist einer der
Faktoren der fallenden Potenz s/ gleich 0. Es gilt:
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Satz  (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten)
Fiir alle s,t € Rund allen e N gilt:

Yan (DGl = CoH.
Das Additionstheorem lisst sich in die Form des binomischen Lehrsatzes
(s+0" = Tpen (5"

bringen, wenn wir die Binomialkoeffizienten (}) in der Form stM/k ! schreiben.
Die Aussage des Additionstheorems lautet dann

Spen stk /- k) = (s + 0M/nl,
und die Multiplikation mit n! liefert
Tien () s = (s 4 9l

Der Beweis kann nun wie fiir den Binomischen Lehrsatz durch Induktion nach n
gefiihrt werden.

Mit den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten definieren wir nun:

Definition (Binomische Reibe oder Binomialreibe)
Seis € R. Dann heifit fiir alle x € R die Reihe By(x) = 2., (;) x" die
(reelle) binomische Reibe oder Binomialreibe zum Exponenten s im Punkt x.

Zur Begrindung der Wahl des Wortes ,,Exponent” betrachten wir die bino-
mischen Reihen fiir die natiirlichen Zahlens = 1, 2, 3, ... Dann gilt (;) = 0 fiir
alle n > s. Damit ist nach dem binomischen Lehrsatz

Bix) = Ypce ()x" = 2o ()X 1P = (x+1)° firallexe R.

Fir s = 0 gilt

By =3, (M) x"=()x"=1=(1+x" firallexe R.

Fiir den Exponenten s = - 1 gilt weiter:

B =2, GHx = S, DMmlx® = 3, ()" nlnl-x" = 3, (="

Damit ist also die binomische Reihe fiir den Exponenten -1 und den Punke x
nichts anderes als die geometrische Reihe fiir - x. Folglich ist

B.,(x) = 1+x)7! fiirallexe]-1,1].

Die Darstellung By(x) = (1 + x)® gilt, wie wir gleich sehen werden, auch fiir viele
andere x und s. Zunichst halten wir fest:
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Satz  (Konvergenz der binomischen Reiben)
Seis € R. Dann konvergiert die binomische Reihe B,(x) absolut fiir alle
x€ Rmit x| <1.

Der Beweis ist mit Hilfe des Quotientenkriteriums leicht zu fiihren und sei
dem Leser zur Ubung tiberlassen.

Entscheidend fiir die weitere Untersuchung ist wieder, dass auch die binomi-
schen Reihen ein Additionstheorem erfiillen:

Satz  (Additionstheorem fiir die binomischen Reiben)
Seien s,t € R. Dann gilt B,(x) - B{(x) = B, (x) fiir alle x € R mit Ix| < 1.

Beweis
Seialso x € ]- 1, 1[. Aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihen By(x)
und B(x) gilt nach dem Satz tiber das Cauchy-Produkt

B,®) - B(x) = £, d,x", mit
dy = Z1cn (3) (o L) fiirallen.
Nach dem Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten gilt also
d, = 1Y) fiirallen,
— und damitist By(x) - B,(x) = X, (1) x" = By, ().

Wir stellen wieder einige elementare Eigenschaften zusammen, die sich mit
dem Additionstheorem leicht beweisen lassen:

Korollar (elementare Eigenschaften der binomischen Reiben)
Firallese Rundxe ]-1, 1[gilt:
@ By0)=1, By(x) =1,
(b) By(x) #0 und B_,(x) = 1/B(x),
(© Br(® - B,sr(x) = B,(x) fiirallen e Z, und allgemeiner
d) Bm®x)™ = B,(x) fiirallene Z, me N*.

Nach (c) ist also

B, (x) = VB,(x) = V(1 +x)" fiirallen>1,
und nach (b) und (d) gilt allgemeiner
B, m® = V({1 +x)" = (1 +x)V™ firallene Z,me N* xe ]-1,1[.

Mit Hilfe der Exponentialfunktion werden wir spiter (1 + x)° fur alle s € R ein-
fithren, und dann auch zeigen, dass B,(x) = (1 + x)° firallexe |- 1, 1 [ gilt.
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Komplexe binomische Reihen

Die binomischen Reihen lassen sich auch fiir komplexe Exponenten und Ar-
gumente einfiihren. Hierzu erweitern wir die fallenden Potenzen s auf die
komplexen Zahlen, d.h. wir setzen s/™ = 1<, (s-j) firallese Cundne N.Da-
mitist dann wieder () =s"//n! fir alle s e Cund alle n e N definiert, und fiir alle

s,z € C heifit
BS(Z) = 2'n (15'1) z"

die (komplexe) binomische Reibe oder Binomialreibe zum Exponenten s im Punkt z.
Fiir alle Exponenten s € C konvergiert die Reihe fiir alle z e C mit |zl <1, also
in der offenen Einheitskreisscheibe. Das Additionstheorem gilt unverindert.
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I"Jbungen

2.3.1 Umordnungen und Produkte

Ubung 1
Seien ¥, x, eine konvergente Reihe in R und (i), < n eine streng monoton
steigende Folge natiirlicher Zahlen mitij = 0. Fiir alle n € N sei

Yn = zinsi<imlxi-
Zeigen Sie, dass X, x, = X, Vo
Ubung 2
Zeigen Sie:
(@) 1-1/2-1/4+1/3-1/6 -1/8 + ... =1/2 %5, (- D" 1/n,
wobei immer zwei negative Glieder auf ein positives Glied folgen.
b) 1-172+1/3+1/5-1/4+1/7+1/9+1/11 + /13 = 1/6 + ... = o0

)

wobei 1, 2,4, 8, 16, ... positive Glieder durch ein negatives Glied
getrennt werden.

[Hinweis zu (a): Setzen Sie in der unendlichen Summe auf der linken Seite zunichst
geeignete Klammern, die zur Reihe 1/2 - 1/4 + 1/6 - 1/8 + 1/10 - ... auf der rechten
Seite fiihren. ]

Ubung 3
Seix, = (- 1)"/Vn + 1 fiir alle n. Zeigen Sie, dass die Reihe ¥, x,,
konvergiert, wihrend das Cauchy-Produkt der Reihen ¥, x, und ¥, x,,
divergiert, d.h. die Reihe ¥, d, mitd, = ¥, x; x,_; fiir alle n ist divergent.

Ubung 4

Zeigen Sie, dass furallex e |- 1, 1[ gilt:

Y.+ Dx" = 1/1-x%°, 3,.nx" = x/(1-x>.
Ubung 5

Sei Y, x,, eine Reihe in R, und seien P={n | x,20}und N={n | x,<0}.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) X, x, ist absolut konvergent.
(b) Die Reithen X . p x, und X . N - X, konvergieren.
Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall gilt:

2‘an = ZHEPXH - anN_Xn'
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Ubung 6
Sei X, x, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe in R.
Zeigen Sie, dass die Summe der positiven Glieder der Reihe gegen oo und
die Summe der negativen Glieder der Reihe gegen - konvergiert.

Ubung 7
Sei 3, x, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe in R.
Weiter sei s € R. Zeigen Sie, dass eine Umordnung X, X,(,,) von X, x,
existiert mit s = X, X,()- Zeigen Sie weiter, dass jeweils eine Umordnung
der Reihe existiert, die (a) uneigentlich gegen < konvergiert, (b) uneigent-
lich gegen - konvergiert, (c) divergiert und dabei nicht uneigentlich
konvergiert.

[Hinweis: Verwenden Sie die vorangehende Ubung. Erzeugen Sie dann s als
Summe, indem Sie abwechselnd positive und negative Glieder immer solange
addieren, bis s iiber- bzw. unterschritten wird. ]

Ubung 8
Sei (X, m)n,me n €INE Nz—Folge in R mit x, ,, > 0 fiir alle n,m. Weiter
existiere s = sup({ X, mye £ Xo,m | E ist eine endliche Teilmenge von N2 ).
Zeigen Sie, dass sich die Folge spalten- und zeilenweise zu X, ,, X, n =S
aufsummiert, d.h. dass gilt

211 24an,m = zrrn zrnxn,m = zrn,m Xp,m = S-
Ubung 9
Sei (X, m)n, me N €IN€ N’-Folge in R, und es existiere
sup({ X, mye £ X0, m! | Eist eine endliche Teilmenge von N2 D).

Zeigen Sie, dass X, , X, ,, konvergiert und dass

z‘4n z‘4m Xp,m = Zm 2tn Xp,m = Zn,m Xn, m-
2.3.2 Die Exponentialreihe und die binomischen Reihen

Ubung 1
Zeigen Sie:

(a) Firallex,ye Rmitx =y gilt
exp((x +y)/2) < (exp(x) + exp(y))/2.
(b) Firallexe Rgiltexp(x) 2 1 + x.
(c) Furallex<1 giltexp(x) < 1/(1 -x).
(d) Fir alle x <y gilt exp(x) < exp(y).
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Ubung 2
Zeigen Sie:

(@) lim, exp(n) = o, lim, exp(-n) = 0.
(b) lim, exp(n)/nk = oo, lim, exp(- n)/n’* = 0 firalleke N.
Ubung 3
Zeigen Sie, dass die Eulersche Zahl e = ¥, 1/n! irrational ist.

[Hinweis: Nehmen Sie e = n/m an und betrachten Sier = m! (e - Zy< <, 17k!).
Zeigen Sie r 2 1 mit Hilfe der Annahme und r < 1 mit Hilfe einer Abschitzung
durch eine geometrische Reihe - ein Widerspruch. ]

Ubung 4
Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:
Y.+ Dx"/n! = (1+x)expx).

Ubung 5
Zeigen Sie: lim, n (exp(1/n) - 1) = 1.

Ubung 6
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle x € R mit x > 4n” gilt:
exp(x) >x".
Ubung 7
Seize Cmit |z] < 1. Zeigen Sie:
(@) lexp(z)-(1+z)l < 1212,
(b) Ist(z,),en eine Folge in C mit lim, z, = 0 und z, # 0 fiir alle n, so gilt
lim, (exp(z,) - 1)/z, = 1.
Ublmg 8

(a) Seise R.Zeigen Sie, dass die binomische Reihe By(x) fiir alle x mit
Ix| <1 konvergiert.

(b) Seise R -N. Zeigen Sie, dass die binomische Reihe By(x) fiir alle x
mit |x| > 1 divergiert.

(c) Seise |-1,0[. Zeigen Sie, dass By(1) konvergiert und By(- 1)
divergiert.
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Sechste Erginzungen:

Untersuchung einiger spezieller Reihen

Umordnungen und Cauchy-Produkt

Wir betrachten die folgende Reihe:
2.n/2" =172 + 2/4 + 3/8 + 4/16 + 5/32 + ...

Erginzungsiibung 1
Beweisen Sie, dass diese Reihe konvergiert. Berechnen Sie weiter einige
Partialsummen und vermuten Sie, welchen Wert die Reihe besitzt.

Die Reihe ¥, n/2" wurde bereits im Mittelalter von Nicolas Oresme studiert.
Oresme konnte durch ein ,geometrisches Umordnungsargument“ die Summe
dieser Reihe bestimmen. Die folgende Ubung lisst sich als Variante seiner Argu-
mentation ansehen.

Erginzungsiibung 2
(a) Ordnen Sie die Zahlen

172, 1/4, 1/4, 1/8, 1/8, 1/8, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, ...

in einem (N X N)-Schema so an, dass Sie die zeilenweisen Summen
und weiter die Summe der zeilenweisen Summen des Schemas
bestimmen konnen. Diskutieren Sie den Zusammenhang Ihres
Schemas mit der Reihe Y., n/2".

(b) Geben Sie einen strengen Beweis fiir Ihre Berechnung von >, n/2",
indem Sie Ihr Schema gegebenenfalls noch derart modifizieren, dass
Sie ¥ ,n/2" als Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen
erkennen kénnen.

Der Leser vergleiche in diesem Zusammenhang auch die Ubungen zu 2.3.1
mit doppelt indizierten Folgen (x;, ;,)n me n Nichtnegativer Zahlen. Diese allge-
meinen Vertauschungs- und Summationssitze miissen wir hier aber gar nichtbe-
mithen, wenn wir wie in (b) argumentieren.

Die Idee lisst sich nun spielerisch weiter variieren:

Erginzungsiibung 3
Bestimmen Sie X, (n+ 1)/3" = 1 + 2/3 + 3/9 + 4/27 + ...

Erginzungsiibung 4
Bestimmen Sie Y, 2"*! = 1)/4™ = 1 + 3/4 + 7/16 + 15/64 + ...
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Binomische Reihen fiir spezielle Exponenten

Unsere Untersuchung der binomischen Reihen
B = X, ()x"
hat ergeben, dass
B,x) = (1 +x)° firallese Qundallexe ]-1,1].

Wir wollen dieses Ergebnis nun noch fiir einige konkrete rationale Exponen-
ten genauer betrachten.

Ergiinzungsiibung 5
Bestimmen Sie die ersten fiinf Glieder der folgenden binomischen Reihen:
@ Bin) = X, (') <,
(b) Bz = zn(lf) X",
(©) Biux) = Zn(lf) X',
@ Boip® = T, (7 x"

Wegen
B,,(x) = 1+x" = V1+x firallexe]-1,1]

konnen wir die Berechnung der ersten Glieder der Reihe B, (x) zur approxima-
tiven Berechnung von Quadratwurzeln verwenden:

Erginzungsiibung 6
Berechnen Sie Approximationen von V'1/2, V'3 und V5 mit Hilfe der
binomischen Reihe B}, (x). Zeigen Sie weiter, dass diese approximative
Berechnung von Vx fiir alle reellen Zahlen x > 1 méglich ist.

Von besonderem Interesse in der Physik ist die binomische Reihe fiir den Ex-
ponenten - 1/2. Hier gilt

B, = (1+x) " = 1/V1+x firallexe ]-1,1[.

Der Term (1 + x)~ " spielt in der Relativititstheorie eine wichtige Rolle. Hat ein
"Teilchen die Ruhemasse m > 0, so besitzt es, wenn es sich mit der Geschwindig-
keit v bewegt, eine grofiere Masse m, die sich nach der Formel

m = my/V1 - (v/c)?, (relativistische Masse)

berechnet, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Da fiir ein Teilchen mit einer
positiven Ruhemasse immer v < ¢ gilt, ldsst sich die binomische Reihe einsetzen,
um die relativistische Masse als Reihe darzustellen. Dies liefert die Méglichkeit,
die klassische kinetische Energie zu isolieren:
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Erginzungsiibung 7
(a) Geben Sie mit Hilfe der binomischen Reihe B_/,(x) eine Reihendar-
stellung der kinetischen Energie

2 2
Ein = mc” -mgc

eines Teilchens der Ruhemasse mg > 0, das sich mit der Geschwindig-
keit v < ¢ bewegt.

(b) Verwenden Sie weiter die oben berechneten ersten Glieder der Reihe
B_,/,(x) fiir eine Approximation der kinetischen Energie.

(c¢) Diskutieren Sie, warum die klassische kinetische Energie 1/2 m, v fiir
kleine Geschwindigkeiten eine gute Niherung an die relativistische
kinetische Energie darstellt.
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Stetige Funktionen







1. Der Stetigkeitsbegriff

In diesem Kapitel prizisieren wir den intuitiven Begriff der Stetigkeit einer
Funktion. Wir diskutieren zwei anschauliche Formulierungen und gewinnen
daraus die Begriffe der Limesstetigkeit und der Umgebungs- oder e-8-Stetigkeit
einer Funktion, die sich aber als dquivalent erweisen. Weiter diskutieren wir in-
struktive Beispiele und verschaffen uns einen ersten Uberblick iiber den Umfang
und den Charakter der stetigen Funktionen.

Die Limesstetigkeit

Im Folgenden betrachten wir Funktionen f: P — R mit P ¢ R. Spiter lassen
sich unsere Uberlegungen dann wieder leicht auf Funktionen g : P — C mit
P c C ubertragen.

In unseren Funktionen f: P — R kann der Definitionsbereich P von f eine be-
liebige Teilmenge von R sein, eine ,Punktmenge®. Der Leser denke aber in er-
ster Linie an Definitionsbereiche P, die reelle Intervalle der Form

la,b[, [a,b], [a,b[, Ja,b],

]a$°°[7 [a,oo[, ]_°°7b[$ ]—oo,b]’ ]_oo,oo[

sind, oder die aus Vereinigungen derartiger Intervalle bestehen, wie zum Beispiel
[a,b[ U ]b,c] = [a,c] - {b} oder J-eo,b[ U ]b,eo[ = R-{b}.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir uns nun der Frage zuwenden, was
die Stetigkeit einer Funktion f: P — R bedeuten soll. Zwei anschauliche Be-
schreibungen sind:

Die Funktion macht keine Spriinge.
Die Funktionswerte dndern sich wenig, wenn sich die Argumente wenig indern.

Diese Anschauungen wollen wir nun prizisieren. Weiter werden wir zeigen,
dass die beiden sich aus den Anschauungen ergebenden mathematischen Be-
griffsbildungen dquivalent sind.

Unsere anschaulichen Beschreibungen beziehen sich auf eine Funktion als
Ganzes. Die Stetigkeit ist aber zunichst eine ,lokale® oder ,,punktweise“ Eigen-
schaft einer Funktion. Seialso f: P — R eine Funktion, und sei p € P ein Punkt
ihres Definitionsbereichs. Dann ist die Funktion f anschaulich stetig im Punkt p,
falls gilt:

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 7,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die Funktion springt an der Stelle p nicht.
Der Funktionswert f(x) liegt nabe bei f(p), wenn x nabe bei p liegt.

Das Nichtspringen der Funktion f an der Stelle p kénnen wir noch genauer
formulieren:

Nihern wir uns dem Punkt p in beliebiger Weise an, so nibern sich die diesem Anniibe-
rungsprozess entsprechenden Funktionswerte dem Funktionswert f(p) an.

Diese schon recht genaue Beschreibung lisst sich nun mit Hilfe unserer Kon-
vergenztheorie fiir Folgen in eine exakte mathematische Definition iibersetzen:

Definition (Limesdefinition der Stetigkeit in einem Punkt)
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P. Dann heifit f stetig in p,
falls fiir alle Folgen (x,),c n in P gilt:

Giltlim, x,, = p, so giltlim, {(x,) = f(p).

Fiir gegen p konvergente Folgen (x,), ¢ n in P gilt im Stetigkeitsfall also
lim, f(x,) = f(lim, x,),

d. h. die Grenzwertbildung und die Funktionsauswertung sind vertauschbare
Operationen.
Die Stetigkeit einer Funktion ldsst sich problemlos einfithren:

Definition (Stetigkeit einer Funktion)
Eine Funktion f: P — R heifit stetig, falls f in jedem Punkt p € P stetig ist.

Damit ist also eine Funktion f: P — R genau dann stetig, wenn fiir alle konver-
genten Folgen (x,),c n in P, deren Grenzwert ein Element der Menge P ist, gilt,
dass lim,, f(x,) = f(lim,, x,)).

Bevor wir uns der Prizisierung der zweiten anschaulichen Formulierung zu-
wenden, betrachten wir noch einige Beispiele, die wir mit Hilfe der Limesdefini-
tion auf Stetigkeit und Unstetigkeit leicht untersuchen kénnen.

Konstante Funktionen und die Identitit

Zunichst ist fiir alle c € R und alle P c R die konstante Funktion f.: P — R
mit f(x) = ¢ fiir alle x € P stetig. Ist ndmlich p € P und (x,,), y eine gegen p kon-
vergente Folge in P, so gilt

lim, f.(x,) = lim, ¢ = ¢ = f(p).

Weiter ist die Identitit auf R, also die Funktionid : R — R mitid(x) = x fiir alle
x stetig, denn fiir alle gegen ein p € R konvergente Folgen (x,),c n gilt

lim, id(x,) = lim,x, = p = id(p).

Allgemeiner ist fiir alle c € R die Funktion f mit f(x) = x + c fiir alle x € R stetig.
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Spriinge

Als nichstes betrachten wir einen einfachen Sprung, der zu einer Unstetig-
keitsstelle fiihrt. Sei hierzu f: R — R mit f(x) = 0 fiir x <0 und f(x) = 1 fiirx> 0.
Wir zeigen, dass f im Punkt 0 unstetig ist. Hierzu gentigt es, eine einzige gegen
0 konvergente Folge (x,), < n zu finden mit

0 = f0) # lim, f(x,).

Jede gegen 0 konvergente Folge positiver Zahlen ist hierzu geeignet (z.B. x, = 1/2"
fiir alle n), da unsere Funktion f fiir positive Zahlen immer den Wert 1 annimmt.
Also ist f nicht stetig im Punkt 0. Wie fiir die konstanten Funktionen kann man
aber zeigen, dass fin jedem anderen Punkt p € R stetig ist. Die Funktion f hatalso
eine eindeutige Unstetigkeitsstelle.

Der Leser wird sich anhand dieser Uberlegungen leicht davon iiberzeugen,
dass die Treppenfunktion f: R — R mit

f(x)=a fiirallexe [a,a+ 1[undalleae Z

genau die ganzen Zahlen Z als Menge der Unstetigkeitsstellen besitzt.

Eine Funktion, die ,iiberall“ springt, ist die Indikatorfunktion der rationalen
Zahlen, also die Funktion f: R — R mitf(x) = 1 fiir alle xe @ und f(x) = 0 fiir alle
x€ R-Q. Diese Funktion istin jedem Punktx € R unstetig. Wir diskutieren dies
in den Ubungen in allgemeiner Form.

Verdichtungen der Funktionswerte

Wir definieren{: [0, 1] — R durch f(0) = 1/2 und die im folgenden Diagramm
visualisierten immer schmaler werdenden Zacken:

172

I 1 I I I 1

0 1/8 1/4 172 1

Dann gibt es fiir alle ¢ € [0, 1] eine gegen 0 konvergente Folge (x,) ey in
[0, 1] mit f(x,) = c fiir alle n, und dann gilt lim,, f(x,) = ¢. Damit ist die Funktion
unstetig im Nullpunkt, obwohl sie anschaulich dort nicht unbedingt springt,
sondern eher wie eine breite Welle auf das Intervall [0, 1] der y-Achse zulduft.
Diese Form der Verdichtung von Funktionswerten fithrt aber - gemif unserer
Limesdefinition - zu einer Unstetigkeitsstelle, ganz egal, wie wir f an der Stelle
0 definieren wiirden.
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Abgeschlossenheitseigenschaften

Aus unserem Satz fiir die Grenzwerte der Folgenarithmetik ergibt sich leicht,
dass die stetigen Funktionen abgeschlossen unter punktweiser Arithmetik sind.
Wir definieren hierzu:

Definition (punktweise arithmetische Operationen fiir Funktionen)
Seien f, g Funktionen auf P, und sei a € R. Dann definieren wir die
Funktionen f+ g, f— g, f- gund af auf P durch

f+9x = fx)+gX), (punkrweise Addition)
f-9® = fx - g, (punktweise Subtraktion)
fo9x = t®- g, (punktweise Multiplikation)
(af)(x) = a-f(x) fiirallexe P. (punkrweise Skalierung)
Ist g(x) # 0 fiir alle x € P, so definieren wir die Funktion /g auf P durch

e = fx)/gx) firallexe P. (punktweise Division)

Der Leser iiberzeugt sich leicht von der Giiltigkeit des folgenden Satzes:

Satz  (Stetigkeit der punktweisen Operationen)
Seien f, g stetige Funktionen auf P, und sei a € R . Dann sind die Funktio-
nenf+g, f-g, f- gundafstetig. Ist {/g definiert, so ist auch f/g stetig.

Durch iterierte Anwendung der punktweisen Operationen auf die konstanten
Funktionen und die Identitit lassen sich alle Polynome auf R erzeugen, und
durch punktweise Division zweier Polynomfunktionen entstehen dann die ratio-
nalen Funktionen (die an den Nullstellen des Nennerpolynoms nicht definiert
sind). Damit erhalten wir:

Korollar  (Stetigkeit der Polynomfunktionen und der rationalen Funktionen)
Jedes Polynom f auf R ist stetig. Sind weiter f und g Polynome auf R, so ist
die rationale Funktion f/g stetigauf P={xe R | gx)#0}.

Weiter fiihrt auch die Komposition nicht zu Unstetigkeitsstellen:

Satz  (Komposition stetiger Funktionen)
Seien{:P — Rundg:Q — R stetige Funktionen mit Q2 {f(x) | xe P}.
Dann ist auch die Komposition gof: P — R stetig.

Beweis
Gilt p = lim, x, in P, so gilt f(p) = lim,, f(x,), da f stetig in p ist.
Da nun aber g stetig in {(p) ist und alle f(x,) € Q sind, gilt

- (goHp = gf(p) = glim, f(x,)) = lim, g(f(x,)) = lim, (g £)(x,).
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Der Identititssatz fiir stetige Funktionen

Die Approximierbarkeit jeder reellen Zahl durch eine Folge rationaler Zahlen
fithrt dazu, dass eine stetige Funktion auf R durch ihre Werte auf Q bereits ein-
deutig bestimmt ist. Allgemeiner gilt:

Satz  (ldentititssatz fiir stetige Funktionen auf R)
Seien f, g stetige Funktionen auf P. Weiter sei Q < P mit:

(a) f(q) = g(q) fiiralleq e Q.
(b) Fir alle p € P existiert eine Folge (q,), e n in Q mit lim,, q, = p.

Dann gile f=g.

Beweis
Sei p € P. Nach Voraussetzung existiert eine gegen p konvergente Folge
(@unen in Q. Da fund g auf Q tibereinstimmen, gilt aufgrund der
Stetigkeit von fund g:

- f(p) = lim, (q,) = lim, g(qu) = g(p)-
Da Q die Voraussetzung (b) des Satzes fiir den Fall P = R erfiillt, gilt:

Korollar  (Bestimmtheit stetiger Funktionen durch ibve Werte auf Q)
Seien f,g: R — R stetig, und fiir alle q € Q gelte f(q) = g(q). Dann istf= g.

Als Anwendung zeigen wir, dass die Exponentialfunktion durch ihre Stetigkeit,
das Additionstheorem und ihren Wert an der Stelle 1 eindeutig bestimmt ist:

Korollar  (Charakterisierung der Exponentialfunktion)
Seif: R — R eine stetige Funktion mit den Eigenschaften:

(@) (1) = e,
(b) fx+y) = f(x) - f(y) furallex,ye R.
Dann gilt f(x) = exp(x) fiir allex € R.

Beweis
Wie fiir die Exponentialfunktion folgt aus der Eigenschaft (b), dass
f(n) = f(1)" und weiter f(n/m) = "V {(1)" fir allene€ Zundme N, m # 0.
Nach (a) gilt {(1) = exp(1), und damit gilt f(q) = exp(q) fur alle g € Q. Aus
— der Stetigkeit von f und exp folgt dann die Behauptung.

Im nichsten Kapitel werden wir eine Exponentiation a* fiir eine beliebige
reelle Basis a > 0 und einen beliebigen reellen Exponenten x einfiihren. Fiir eine
feste Basis a ist diese Exponentiation dann eine stetige Funktion in x und durch
die Eigenschaften a' = a und a**¥ = a* - o’ fiir alle x,y € R charakterisiert.
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Stetige Fortsetzung

Manchmal sind durch gewisse Konstruktionen stetige Funktionen fiir gewisse
Punkte nicht definiert, obwohl sich ein Funktionswert fiir f fiir diese Punkte auf-
driingt. Dividieren wir zum Beispiel das Polynom f(x) = x* - 1 durch g(x) =x - 1,
so ist die Funktion /g fiir die Nullstelle 1 von g nicht definiert. Der Definitions-
bereich von /g ist die Menge P =R - { 1 }. Wegen

flx) = x+ H(x-1)

gilt aber (f/g)(x) = x + 1 fiir alle x € P, und damit erlaubt die Funktion {/g eine
natiirliche Fortsetzung nach ganz R. Allgemein definieren wir:

Definition (stetige Fortsetzung, stetig fortsetzbar)
Eine stetige Funktion h: Q — R heifSt eine stetige Fortsetzung einer
Funkdon f: P — R, fallshIP = f ist, d.h. es gilt P € Q und f(x) = h(x) fur
alle x € P. Eine stetige Funktion f: P — R heifit stetig fortsetzbar nach Q,
falls eine stetige Fortsetzung h: Q — R von f existiert.

Die einfachsten Fortsetzungsfragen betreffen einen einzelnen Punkt, an dem
eine Funktion nicht definiert ist. Hierunter fallen neben einer divisionsbeding-
ten Definitionsliicke beispielsweise auch der linke oder rechte Randpunkt eines
offenen Intervalls, auf dem eine Funktion definiert ist. Offensichtlich gilt hier:

Satz  (stetige Einpunktfortsetzungen)
Istf: P — R eine stetige Funktion und ist p* ¢ P, so ist die Funktion f
genau dann nach P U { p* } stetig fortsetzbar, wenn ein y € R existiert mit:

Ist (xp)ne n €ine gegen p* konvergente Folge in P, so gilt lim,, f(x,) = .

In diesem Fall definiert ,h(x) = f(x) fiir alle x € P, h(p*) = y“ eine stetige
Fortsetzung h von f nach P U { p* }. Ist p* ein Hiufungspunkt von P, so ist
diese stetige Fortsetzung eindeutig.

So ist zum Beispiel fiir obige rationale Funktion /g mit
(/) (x) = (x* = 1)/(x-1) firallexe R-{1}

die Funktionh: R — R mith(x) = x + 1 fiir alle x die eindeutige stetige Fortset-
zung von /g, die die Definitionsliicke 1 von /g schliefit. Die Funktion f: R - {0}
mit f(x) = 0 fiir x < 0 und f(x) = 1 fiir x > 0 ldsst sich dagegen nicht stetig nach R
fortsetzen. Der Leser beachte aber, dass diese Funktion fiir sich genommen stetig
ist, d. h. sie ist stetig in allen Punkten p ihres Definitionsbereichs R - { 0 }.

Ein schwierigeres Fortsetzungsproblem betrifft den Ubergang von @ nach R:
Wann ist eine Funktion f: @ — R stetig nach R fortsetzbar ? Die Stetigkeit von
fauf Qist hier eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung. Ist zum Bei-
spiel p eine irrationale Zahl, so ist die Sprungfunktion f: @ — R mit

f(q) =0 firalleq<p, f(q)=1firalleq>p
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stetig auf ihrem Definitionsbereich Q, erlaubt aber keine stetige Fortsetzung
nach R. Die stetige Fortsetzung scheitert ebenso anschaulich wie formal an der
Liicke zwischen 0 und 1 im Wertebereich von f. Gewisse stetige und monotone
Funktionen auf den rationalen Zahlen lassen sich aber stetig fortsetzen. Hierzu
definieren wir allgemein:

Definition (mzonoton steigend, monoton fallend)
Eine Funktion f: P — R heifit monoton steigend (fallend), falls fiir alle
x <x"in P gilt, dass f(x) < {(x") (f(x) = {(x")). Sie heifit streng monoton steigend
(fallend), falls fiir alle x < x” in P gilt, dass f(x) < {(x") (f(x) > {(x)).
Schliefilich heifit f (streng) monoton, falls f (streng) monoton steigend oder
(streng) monoton fallend ist.

Der folgende Satz besagt nun, dass sich stetige und monotone Funktionen auf
Q, deren Wertebereich keine Spriinge aufweist, stetig nach R fortsetzen lassen:

Satz  (Fortsetzungssatz fiir monotone Funktionen auf Q)
Seif: Q@ — R eine stetige und monoton steigende Funktion. Weiter
existiere fiir alle p,q mit f(p) < f(q) ein r € Q mit f(p) < f(r) < f(q).
Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung h: R — Rvon f,
und fiir alle x € R gilt dabei

h(x) = sup({f(q) | qe @, q<x}) = inf({f(q) | g Q,x<q}).
Eine analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Funktionen.
Der Beweis sei dem interessierten Leser zur Ubung iiberlassen. Eine Anwen-

dung des Satzes werden wir bei der Diskussion der beiden verschiedenen Mog-
lichkeiten der Einfithrung einer Exponentiation a* kennenlernen.

Limesnotationen und Grenzwerte fiir Funktionen

Unsere anschauliche Formulierung der Stetigkeit von f im Punkt p lautete:

Nihern wir uns dem Punkt p in beliebiger Weise an, so nibern sich die diesemn Anniibe-
rungsprozess entsprechenden Funktionswerte dem Funktionswert f(p) an.

Wir haben diese Formulierung formal umgesetzt als:
(+) HIstlim, _, . x,=p,soistlim, _, .. f(x,) = f(p).“

Nachdem wir mit dieser Limesdefinition der Stetigkeit nun schon vertraut
sind, wollen wir noch eine suggestive Notation einfiithren, die die Dinge in sehr
kompakter Weise zum Ausdruck bringt. Statt (+) schreiben wir:

Himy _ , fx) = f(p)* oder f(x) — f(p) fir x — p*“.
Anschaulich entspricht diesen Notationen die Kurzform:

»Wenn x gegen p strebt, so strebt f(x) gegen f(p).



142 3. Abschnitt Stetige Funktionen

Wir wollen die neue Notation und einige niitzliche Varianten nun noch genau
erkliren. Hierzusei f: P — R eine Funktion. Weiter sei p € R ein Punkt derart,
dass mindestens eine Folge (x,),« n in P existiert, die gegen p konvergiert. (Diese
Bedingung ist trivialerweise erfiillt, wenn p ein Element von P ist, aber sie gilt
zum Beispiel auch fiir P =0, 1] und p = 0.) In dieser Situation fithren wir nun fiir
alle y € R und alle Teilmengen Q von P, fiir die immer noch eine Folge (x,),e n
in Q mit lim, x, = p existiert, die folgenden Notationen ein:

lim, _, ,f(x) =y bedeuter  fiir alle gegen p konvergenten Folgen
Xone n in P gilt lim, f(x,) =y,

lim, _, , «cof(x) =y bedeuter fiir alle gegen p konvergenten Folgen
(Xn)ne nin Q gllt hnlln f(Xn) =%

lim, _, , ., f®) =y  bedeuter lim,_ , cp_(p fx) =y,

lim, |, f(x) = y bedeutet  lim, _, |, cpjp e fX) = ¥,
lim,;,f(x) = y bedeutet  lim _, |, ycpj-wp f®) = 3,
lim, _ . f(x) =y bedeuter P ist nach oben unbeschrinkt und fiir alle

uneigentlich gegen o konvergenten
Folgen (x,),c v in P gilt lim, f(x,) = v,

lim, , _.fx) =y bedeuter P ist nach unten unbeschrinkt und fiir alle
uneigentlich gegen - o konvergenten
Folgen (x,),e n in P gilt lim, f(x,) = y.

Damit kénnen wir nun auch den Grenzwert einer Funktion unter einer be-
stimmten Anniherungsbedingung definieren:

Definition (Grenzwert einer Funktion)
Gilt lim, _ |, \c o f(x) =y, so sagen wir, dass f gegen y strebt, wenn x in Q
gegen p strebt, oder dass f bei Anniberung an p in Q gegen y strebt. Weiter
heifit y der Grenzwert von f an der Stelle p bei Anniberung an p in Q.

Gilt lim, 1 , f(x) =y, so heifit y der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle p,
und analog heifit y der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle p, falls

lim, |, f(x) =y.

Statt reeller Zahlen y konnen wir hier zudem die beiden symbolischen
Werte oo und -eo zulassen. Damit gilt zum Beispiel

2 3

lim X" =oc0, lim,_, X = —oo

X — oo
limx 10 1/x = o, limxT() 1/x = — 0o,

wihrend lim, _, , 1/x nicht existiert.
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Gilt lim, _, , f(x) = y fiir einen Punkt p des Definitionsbereichs von f, so ist
y = f(p), denn die konstante Folge (p),  n ist dann eine Folge in P und konver-
giert trivialerweise gegen p. Damit gilt:

Satz  (Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit)
Seif: P — R, undseip e P. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) fiststetigin p.
(b) lim, _, , f(x) existiert.

(©) lim, _ , f(x) = f(p).

Hinweis
Ist p € P, soist bei unserer Konvention in ,x — p*“ der Punkt p bei der
Anniherung zugelassen. Weit verbreitet ist auch die Konvention, in
»X — p“nur Folgen (x,),c n im punkderten Definitionsbereich P - { p } zu
betrachten. Bei dieser Konvention ist ,lim, _, , f(x) = y* also gleichwertig
mit unserem ,lim, _, , .., f(x) = y*. Obiger Satz ist nicht mehr giiltig, denn
aus der Existenz des Limes folgt bei der zweiten Konvention nicht mehr
automatisch seine Ubereinstimmung mit dem Funktionswert f(p).

Unter beiden Konventionen gilt dagegen:

Satz  (Stetigkeit durch links- und rechtsseitige Grenzwerte)
SeiIein Intervall, und seif: I — R. Weiter sei p € I, und p sei kein
Randpunkt von I. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) fiststetigin p.
(b) limy, f(x) = lim, |, f(x) = f(p).

Analoge Aquivalenzen mit einseitigen Grenzwerten gelten fiir Randpunkte von 1.
Unseren Satz iiber stetige Einpunktfortsetzungen kénnen wir mit Hilfe der
Grenzwertnotation fiir Funktionen so formulieren:

Satz  (stetige Einpunktfortsetzungen)
Istf: P — Rstetigund gilty =lim, _, ,» f(x) fiir ein p* ¢ P, so ldsst sich die
Funktion f durch ,f(p*) = y* eindeutig auf P U { p* } stetig fortsetzen.

Der Leser beachte, dass die Giiltigkeit von y = lim, _, ,» f(x) beinhaltet, dass
es eine Folge in P gibt, die gegen p* konvergiert. Wegen p* ¢ P ist dann p* ein
Hiufungspunkt von P und die stetige Fortsetzung also eindeutig.

Analoge Notationen und Sprechweisen gelten fiir Folgen in C, wobei wir hier
nur ein Unendlichkeitssymbol zur Verfiigung haben. Fireinf: C — C und ein
w e C vereinbaren wir zum Beispiel:

lim, , .f(z) =w bedeutet fiir alle Folgen (z,),c n in C mit lim, 1z,| =
gilt lim, f(z,) = w.



144 3. Abschnitt Stetige Funktionen

Die Umgebungsstetigkeit

Wir kehren nun zu unserer zweiten anschaulichen Formulierung der Stetig-
keit zurtick:

Die Funktionswerte liegen nabe bei f(p), wenn die Argumente nabe bei p liegen.

Betrachten wir die Funktion f: R — R mit f(x) = 10'° Ix| fiir alle x, so hat f auch
fiir sehr kleine Argumente € sehr grofie Funktionswerte f(€). Die Funktion ist
aber anschaulich und auch nach unserer Limesdefinition im Nullpunkt stetig.
Obige Formulierung bedarf also einer kleinen, aber wichtigen Erginzung:

Die Funktionswerte liegen nabe bei f(p), wenn die Argumente binreichend nabe bei p liegen.

Auch fiir den ,,scharfen Zacken® f mit f(x) = 10" x| fiir alle x liegen die Funktions-
werte f(x) beliebig nahe bei 0, wenn x in einem Intervall ] - 8, 8 liegt, fiir ein hinrei-
chend kleines 6 > 0. Damit ist die folgende mathematische Lesart unserer zweiten
Formulierung keine Uberraschung mehr:

Definition (Umgebungsstetigkeit oder e-8-Stetigkeit)
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P. Dann heifit f umgebungsstetig
oder e-8-stetig im Punkt p, falls gilt:

Ve>038>0Vxe P(lx-pl <d — If(x)-f(p)l <e). (e-0-Bedingung)

Weiter heifit £: P — R wmgebungsstetig, falls f in jedem Punktp € P
umgebungsstetig ist.

Die Bezeichnung als Umgebungsstetigkeit wird besonders klar, wenn wir die
e-0-Bedingung fiir den Punkt p in der folgenden dquivalenten Form schreiben:

Ve>0386>0 f[Us(p) N P] < U.(f(p)). (Umgebungs-Bedingung)

Der Nachweis der Stetigkeitvon f im Punkt p wird bei dieser Formulierung zur
folgenden Aufgabe: Gegeben ist eine beliebig kleine e-Umgebung V = U (f(p)) des
Funktionswerts f(p). (Wir starten also mit einer Teilmenge des Wertevorrats der
Funktion, nicht mit einer Teilmenge des Definitionsbereichs.) Gesucht ist nun
eine 6-Umgebung U = Ug(p) des Punktes p derart, dass falle Punkte von U n P in
die Menge V abbildet.

Wir erhalten nun aber keinen konkurrierenden zweiten Stetigkeitsbegriff,
denn es gilt:

Satz (A'quiwlenz der Limes- und der €-8-Stetigkeit)
Seif: P — R, und seip € P. Dann sind dquivalent:
(a) fiststetigin p.

(b) fiste-&-stetigin p.
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Beweis
(a) impliziert (b):
Wir zeigen, dass die e-8-Unstetigkeit der Funktion fim Punkt p die
Limesunstetigkeit der Funktion f im Punkt p nach sich zieht.
Sei also € > 0 derart, dass fiir alle 8> 0 ein x € P existiert mit Ix - pl <&
und | f(x) - f(p)| = €. Speziell gilt dies fiir die Werte 8, = 1/2", und damit
gibt es fiir alle n ein x,, € P mit

Ix, - pl <1/2" und If(x,) - f(p)| > &.

Dann gilt lim,, x,, = p, aber (f(x,)), < y konvergiert nicht gegen f(p).
®) impliziert (a):

Sei (x,)q e n €ine gegen p konvergente Folge in P. Wir zeigen:

lim, f(x,) = f(p).

Sei hierzu € > 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit

Ix-pl<d - Ifx)-f(p)l <e firallexe P.

Da (x,),e n gegen p konvergiert, gibt es ein n, derart, dass

Ix, - pl < fiir alle n 2 n,.

- Nach Wahl von 9 gilt dann aber 1(x,,) - f(p)| <& fiir alle n > n,.

Ob man die Limesdefinition oder die Umgebungsdefinition der Stetigkeit als
Ausgangspunkt wihlt, ist letztendlich Geschmackssache. Bei Novizen ist die An-
schauung des Nichtspringens aber eher anzutreffen als die Anschauung der
»kleinen Wirkung bei kleiner Ursache”. Zudem erlauben die Limesregeln fiir die
Folgenarithmetik einen einfachen Nachweis der Stetigkeit der Polynome. Die
Umgebungsformulierung fithrt dagegen zum allgemeinen topologischen Stetig-
keitsbegriff der modernen Mathematik.

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Jede injektive Funktion f: P — R besitzt eine Umkehrfunktion f~', die defi-
niert ist als die Funktion g: Q — R mit

Q = f[P] = {fx) I xe P},
g(f(x)) = x firallexe P.

Die Injektvitit gilt zum Beispiel, wenn die Funktion f streng monoton ist.

Mit Hilfe der e-8-Formulierung zeigen wir nun, dass jede auf einem Intervall
definierte streng monoton steigende Funktion eine stetige Umkehrfunktion be-
sitzt. Das Intervall kann dabei offen, abgeschlossen oder halboffen und auch un-
beschrinkt sein.
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Satz  (Stetigkeit der Umbkebrfunktion)
Sei P ein Intervall, und sei f: P — R streng monoton steigend.
Dann ist die Umkehrfunktion f~! von f streng monoton steigend und
stetig. Eine analoge Aussage gilt fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beweis
Ist f(x) < f(x’) fiir x,x” € P, so ist x < x” wegen der strengen Monotonie von f.
Aber x = f ' (f(x)) und x’ = £~ (f(x’)). Also ist f ' streng monoton steigend.

Sei Q={f(x) | xe P}, und sei q = f(p) € Q beliebig. Wir zeigen, dass
f~':Q — Rstetigin q ist. Sei hierzu € > 0. Wir suchen ein § > 0 mit
Vye Q(ly-ql <8 = If '(y) - pl <e).

Wir unterscheiden drei Fille.

1. Fall: p ist kein Randpunkt des Intervalls P.

Durch etwaige Verkleinerung von € kénnen wir annehmen, dass
[p-¢ p+¢e] P Seinun 8> 0 soklein, dass

1q-8,q+8[ c If(p-¢), fp+e)[.
Dann ist 8 wie gewiinscht. Denn seiy € Q mit |y - q| < 8. Dann gilt

fp-¢) <y < f(p+o).
Wegen f~! streng monoton ist dann aber p-¢ < f~!(y) < p + &.

2. Fall: p ist der linke Randpunkt des Intervalls P, d. b. q = min(Q).
Wir kénnen P # {p }und [p, p + €] < P annehmen. Sei 8 > 0 mit

[q,q+8[ < [q,f(p+9©)[.

Istnunye Qmit ly-ql < §,soisty=2qund f(p) <y < f(p + €).
Wegen f~! streng monoton ist dann p < f~!(y) < p + &.

3. Fall: p ist der rechte Randpunkt des Intervalls B, d. b. q = max(Q).
- Analog zum zweiten Fall.

Im Satz wird nicht vorausgesetzt, dass die Funktion f: P — R stetigist. Als be-
liebige streng monotone Funktion kann f sehr wilde Spriinge machen, aber diese
Spriinge fiithren zu zerkliifteten Definitionsbereichen der Umkehrfunktion und
nicht zu Unstetigkeitsstellen.

Dagegen ist die Aussage des Satzes fiir Definitionsbereiche, die keine Inter-
valle sind, im allgemeinen nicht mehr richtig. Wir betrachten hierzu die Menge
P=[0,1]u]2,3] und definieren f: P — R durch

{ X, falls xe [0,1],

fx) = x -1, falls xe]2,3].

Dann ist f streng monoton steigend (und zudem stetig), aber die Umkehrfunk-
tion f' : [0,2] — R hat eine Unstetigkeitsstelle bei 1.
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Im nichsten Kapitel werden wir sehen, dass der Definitionsbereich der Um-
kehrfunktion in der Situation des Satzes wieder ein Intervall ist, falls f eine stetige
Funkdon ist. Damit bilden also streng monoton steigende oder streng monoton
fallende stetige Funktionen Intervalle auf Intervalle ab, und sie besitzen eine ste-
tige Umkehrfunktion.

Gleichmifige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Wir fithren noch zwei natiirliche Verstirkungen der Stetigkeit ein, die in der
weiteren Entwicklung der Analysis eine wichtige Rolle spielen. Hierzu betrach-
ten wir noch einmal die Stetigkeit einer Funktion f: P — R in der Umgebungs-
formulierung:

Vpe PVe>038>0Vxe P(lx-pl <d - Ifx)-f(p)l <e).

Ein Wert § hingt hier im Allgemeinen sowohl von p als auch von € ab. Ist das
Wachstumsverhalten von { beschrinkt, so kann die Abhingigkeit von p elimi-
niert werden, d.h. der Allquantor iiber p kann tiber den Existenzquantor iiber &
nach rechts versetzt werden. Wir definieren:

Definition (gleichmiifSige Stetigkeit)
Eine Funktion f: P — R heifit gleichmaifSig stetig, falls gilt:

Ve>038>0Vx,x e P(IxX -xl <8 — Ifx)-fx)| <e¢).

Die gleichmiflige Stetigkeit ist ihrer Natur nach kein punktweises, sondern
ein globales Stetigkeitskonzept. Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, dass
sich die Stetigkeit einer Funktion zur gleichmifligen Stetigkeit verstirke, falls der
Definitionsbereich von f ein Intervall der Form [a,b] ist. In der Integrations-
theorie werden wir dieses Ergebnis dann verwenden, um zu zeigen, dass jede ste-
tige Funktion f: [a, b] — R Riemann-integrierbar ist.

Aber auch jenseits der gleichmifiigen Stetigkeit lassen sich noch schirfere Ste-
tigkeitseigenschaften finden. Der folgende Begriff spielt unter anderem in der
Theorie der Differentialgleichungen eine wichtige Rolle:

Definition (Lipschitz-Stetigkeit)
Eine Funktion {: P — R heifit Lipschitz-stetig, falls ein L 2 0 existiert mit

Vx,x' e P If(x)-f(x)| < L Ix" -xlI.
Die Zahl L heifit dann eine Lipschitz-Konstante fiir f.

Ist f Lipschitz-stetig, so ist die Anderung der Funktionswerte also linear be-
schrinkt in der Anderung der Argumente, und zwar uniform iiber den gesamten
Definitionsbereich der Funktion. Esistleicht zu sehen, dass eine Lipschitz-stetige
Funktion gleichmiflig stetig ist. Dagegen sind nicht alle gleichmifig stetigen
Funktionen auch Lipschitz-stetig. Wir diskutieren dies in den Ubungen. In den
Erginzungen entwickeln wir zudem die Anschauung dieses wichtigen Begriffs.
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Stetigkeitin C

Sowohl die Limesdefinition als auch die Umgebungsdefinition der Stetigkeit
iibertragen sich ohne Schwierigkeiten nach C. Damitist also die Stetigkeit einer
komplexen Funktionf: P — C, P cC, in einem Punkt p € C und weiter dann die
Stetigkeit von ganz f definiert. Fiir die Umgebungsformulierung betrachten wir

Uelp) = {ze Cl Ip-zl<e},

also die offene Kreisscheibe in der Ebene R? mit Mittelpunkt p und Radius «.
Eine Funktion f: P — Cist genau dann stetig in einem Punktp € P, falls fiir jede
Kreisscheibe U.(f(p)) eine Kreisscheibe Ug(p) existiert, deren in P liegende
Punkte durch die Funktion fin die Kreisscheibe U, (f(p)) abgebildet werden.

Auch die globalen Konzepte der gleichmifiigen Stetigkeit und der Lipschitz-
Stetigkeit konnen wir unverindert fiir komplexe Funktionen tibernehmen.

Die elementaren Sitze iiber stetige Funktionen gelten auch in C, und insbe-
sondere ist die Komposition zweier stetiger komplexer Funktionen wieder stetig.
Alle komplexen Polynomfunktionen sind stetig. Die Funktionen Re : C — C
undIm: C — C, die aus einer komplexen Zahl ihren Real- bzw. Imaginirteil ex-
trahieren, sind stetig. Weiter ist die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C,
exp(z) = 2, z"/n!, stetig. Dies kann man wie im Reellen mit Hilfe der Restglied-
abschitzung der Exponentialreihe beweisen (vgl. Ubungen).
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Ubungen

3.1.1 Die Limesstetigkeit

Ubung 1
(a) Seienf,g:P — R stetig. Zeigen Sie, dass f + g stetig ist.

(b) Seienf:P — Rundg:Q — Rstetigmit{f(x) | xe P} c Q.
Beweisen Sie mit Hilfe der e-3-Formulierung der Stetigkeit, dass die
Komposition gof: P — R stetig ist.

(c) Seif:P — Rstetig. Zeigen Sie, dass || : P — R stetig ist, wobei
Ifl(x) = f(x)| furallexe P.
Ubung 2
Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir alle f,g: P — Rund p € P gilt:
(a) Ist Ifl stetigin p, so ist f stetig in p.
(b) Sind f- g stetig in p, so sind f und g stetig in p.
(c) Istfofstetigin p, soist fstetig in p.
Ubung 3
Geben Sie Funktionen f, : [0, 1] — [0, 1] an mit den Eigenschaften:
(a) f,iststetig firallene N.
(b) f(x) =lim, f,(x) existiert fir allex e [0, 1].
(c) Die durch (b) definierte Funktion f auf [0, 1] ist nicht stetig.
Ubung 4
(a) Zeigen Sie, dass lim, _, ( exp(x) = 1.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und dem Additionstheorem fiir die
Exponentialfunktion, dass exp : R — R stetig ist.
Ubung S
Ein D c R heifit dicht, falls es fiirallea<bin Reind € D gibt mita<d <b.
(a) Geben Sie Beispiele fiir Mengen D ¢ R an mit der Eigenschaft:
Die Mengen D und R - D sind dicht.

(b) Seinun D ¢ R derart, dass D und R - D dicht sind. Weiter sei
Ip: R — R die Indikatorfunktion von D, d.h. es gilt 1p(x) = 1, falls
x€ D,und 1p(x) =0, fallsx ¢ D. Zeigen Sie, dass die Funktion 1p in
jedem Punkt p € R unstetig ist.
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Ubung 6
(a) Geben Sie eine stetige Funktion f: ]0, 1] — R an derart, dass fiir alle
s € R eine Nullfolge (x,), ny existiert mit s = lim,, f(x,,).

(b) Geben Sie eine Funktion f: [0, 1] — R an, die im Punkt O stetig und
in allen Punkten p € ]0, 1] unstetig ist.

Ubung 7
Seif:[0,1]U[2,3] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass sich f
stetig nach R fortsetzen lisst.

Ubung 8
Seif: P — R eine streng monoton steigende Funktion. Zeigen Sie, dass
die Menge A ={p e P | fist unstetig im Punkt p } abzihlbar ist.

Ubung 9
Seia e Rirrational, und sei f: Q@ — R die Funktion mit f(q) = 0 fur
q<aund f(q) = 1 fiir q > a. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Ubung 10
Geben Sieein f: R — R an derart, dass f in allen Punkten unstetig ist,
dagegen aber |f| stetig ist.

[Unterscheiden Sie ,,x ist rational“ und ,,x ist irrational“ zur Definition. ]
Ubung 11

Geben Sie eine Funktion f: R — R an, die im Nullpunkt stetig, in allen
anderen Punkten aber unstetig ist.

[ Unterscheiden Sie wieder ,x ist rational“ und ,,x ist irrational“ zur Definition.
Ubung 12
Seif: R — R, undseipe R. Zeigen oder widerlegen Sie:
Giltlim, _, ¢ (f(p + x) - f(p - x)) = 0, soist f stetig im Punkt 0.
Ubung 13
Wir definieren f: R — R durch
n, falls x=m/nmitme Z,ne N* gekirzt,
fx) = o
0, falls xirrational.
Zeigen Sie, dass fiir alle p € R die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) f iststetigin p.
(b) pistirrational.
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Ubung 14
Seif: R — R eine Funktion mit

fx +y) = f(x) + f(y) firallex,ye R.
Zeigen Sie:
(a) fistungerade, d.h. es gilt f(- x) = - f(x) fiir allex € R.

(b) Istf stetig im Punkt 0, so ist f stetig.

Ubung 15
Wir setzen im Folgenden voraus, dass der Leser mit dem Begriff ,,Basis
eines Vektorraumes“ vertraut ist. Sei V der Q-Vektorraum R, d. h. die
Menge der Vektoren ist R, aber als Skalare werden nur rationale Zahlen
betrachtet. Nach einem Satz der Vektorraumtheorie existiert eine Basis B
von V. Konstruieren Sie mit Hilfe von B eine Funktion f: R — R mit den
Eigenschaften:

(@) fx+y) = fx) + f(x) firallex,ye R,

(b) fistnicht stetig.
[Betrachten Sie zur Definition von f(x) die Koeffizienten der eindeutigen Darstellung
X=qX| + ... + QX i€ Q x;€ B.

Damit ldsst sich sogar ein f: R — @ mit den gewiinschten Eigenschaften
konstruieren. ]

3.1.2 Die Umgebungsstetigkeit

Ubung 1
Seif: R — R, und seien p,c € R mit f(p) > c. Weiter sei f stetig in p.
Zeigen Sie, dass ein € > 0 existiert mit:

f(x) > ¢ firallex e Ug(p).

Ubung 2
Ein W c R heifit eine Urmgebung eines Punktes p € R, falls ein € > 0
existiert mit Ug(p) € W. Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion f: R — R und
alle p € R die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) f iststetigin p.
(b) Fiir alle Umgebungen W von {(p) ist f 1 W] ={xeRIfx) e W}

eine Umgebung von p.

Ubung 3
Seif:P — R eine gleichmiflig stetige Funktion, und sei P beschrinkt.
Zeigen Sie, dass f[P] = { f(x) | x € P} beschrinkt ist.
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Ubung 4
Geben Sie Funktionen f,g: R — R an mit den Eigenschaften:
(a) fund g sind gleichmiflig stetig.
(b) fgistnicht gleichmiBig stetig.
Ubung 5
Seif: R — R gleichmiflig stetig. Zeigen Sie, dass ein L > 0 gibt mit
Ifx)l < LA+ Ixl) firallexe R.
Ubung 6

Seienf:P — Rund g:Q — R Lipschitz-stetig mit {f(x) | xe P} c Q.
Zeigen Sie, dass g o f Lipschitz-stetig ist.

Ubung 7
(a) Geben Sie eine stetige Funktion £:]0, I [ — [0, 1] an, die nicht
gleichmifig stetig ist. Beweisen Sie, dass die gleichmiflige Stetigkeit
nicht gilt.
(b) Seif:P — R Lipschitz-stetig. Zeigen Sie, dass f gleichmifig stetig ist.
(c¢) Geben Sie eine stetige Funktion f: [a, b] — R an, die nicht Lipschitz-
stetig ist. Beweisen Sie, dass die Lipschitz-Stetigkeit nicht gilt.

Ublmg 8
Seif: R — R eine Funktion mit f(cx) = cf(x) fiir alle ¢,x € R. Zeigen
oder widerlegen Sie:

(a) fiststetig, (b) fist gleichmifig stetig, (c) fist Lipschitz-stetig.
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Siebte Erginzungen:

Visualisierungen stetiger Funktionen, I

Das Thema der folgenden Ubungen ist die Diskussion und Tllustration des
Funktionsbegriffs und der Stetigkeitseigenschaften einer Funktion. Dabei spie-
len graphische Darstellungen von Funktionen eine wichtige Rolle.

Erganzungsiibung 1
Diskutieren Sie mit Hilfe von Diagrammen, wie aus dem Graphen einer
Funktion f: P — R die Graphen der folgenden Funktionen hervorgehen:

(@ fi(x) = fx-c)+d fiirallexe Pund gewisse ¢,d € R,
(b) H(x) = f(cx) fiir alle x € P und ein gewisses c € R,
(©) f3(x) = cf(x) fiirallex € Pund ein gewisses c € R,
d) f4x) = f(x)| firallexe P,

(e) f;(x) = f'(x) fiirallex e P, falls f injektiv ist.

Geben Sie jeweils die Definitions- und Wertebereiche von fj, ..., f; an,
in Abhingigkeit vom Definitionsbereich P und Wertebereich W von f.

Erginzungsiibung 2
Diskutieren Sie verschiedene Beispiele aus dem Alltag oder den Naturwis-
senschaften, die (idealisiert) zu stetigen Funktionen Anlass geben. Welche
Beispiele haben besonders viele Knicke und welche nicht? Uberpriifen Sie
die beiden Anschauungen des ,,Nichtspringens“ und der ,kleinen Ande-
rung” an Thren Beispielen.

Erginzungsiibung 3
Beantworten Sie folgende Frage eines Schiilers der 11. Klasse:

»Bedeutet die Stetigkeit einer Funktion f: [0, 1] — R, dass man den
Graphen von f ohne abzusetzen zeichnen kann, wobei Knicke erlaubt sind ?“

Erginzungsiibung 4
Zeichnen Sie Diagramme zur Visualisierung der Stetigkeit und der
gleichmifiigen Stetigkeit.
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Erginzungsiibung 5
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P. Definieren Sie

I ist linksseitig stetig im Punkt p“ und f ist rechtsseitig stetig im Punkt p“

mit Hilfe von Folgen und Umgebungen. Diskutieren Sie diese Begriffe und
untersuchen Sie dabei insbesondere ihren Zusammenhang mit der Stetigkeit
von f in p.

Erginzungsiibung 6
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P. Definieren Sie eine lokale
Version der Lipschitz-Stetigkeit:

»f ist Lipschitz-stetig im Punkt p, falls ...“.

Zeichnen Sie Diagramme zur Visualisierung der Lipschitz-Stetigkeit in
einem Punkt p. Geben Sie darauf aufbauend eine anschauliche Erklirung
der Bedeutung der globalen Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion

g:R — R fiir die Lipschitz-Konstanten 1, 1/2 und 2.

[Betrachten Sie Geraden mit der Steigung (f(p) - {(x))/(p - x).]

Erginzungsiibung 7
Seif: P — R Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L. Was
koénnen Sie tiber die Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen fj, ..., {5 der ersten
Ubung sagen ? Zeichnen Sie wieder Diagramme zur Illustration.

Erginzungsiibung 8
Zeichnen Sie Diagramme zur Visualisierung der stetigen Fortsetzbarkeit
oder Nichtfortsetzbarkeit einer Funktion f: P — R in einem Punkt p* ¢ P.
Betrachten Sie dabei verschiedene Fille der Lage von p* zu P.

Erginzungsiibung 9
Definieren und erliutern Sie in Analogie zum eindimensionalen Fall, was
die Stetigkeit einer Funktion f: R" — R™ in einem Punkt p € R" bedeutet,
fiir beliebige natiirliche Zahlen n,m > 1. Diskutieren Sie Beispiele fiir
stetige Operationen in der Ebene R* und im Raum R?, etwa Bewegungen
oder Verformungen eines Kreises oder einer Kugel.

Erginzungsiibung 10
Seif: P — R eine injektive Funktion. Illustrieren Sie mit Hilfe von
Diagrammen den Zusammenhang zwischen Definitionsliicken von f und
Unstetigkeitsstellen der Umkehrfunktion f~'.
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Wir beweisen in diesem Kapitel die wichtigsten Hauptsitze der elementaren
Theorie der stetigen Funktionen: den Nullstellen- und Zwischenwertsatz, den
Fixpunktsatz und den Satz iiber die Annahme von Maximum und Minimum. Bei
diesen Sitzen stehen die kompakten reellen Intervalle der Form [a, b] als Defini-
tionsbereich im Mittelpunkt. Weiter betrachten wir dann Folgen von stetigen
Funktionen, die gegen eine Grenzfunktion konvergieren. In der gleichmifiigen
Konvergenz finden wir eine Bedingung, die sicherstellt, dass die Grenzfunktion
stetiger Funktionen stetig ist. Die wichtigsten Beispiele hierfiir liefern uns Rei-
hen der Form ¥, a, x", sogenannte Potenzreihen.

Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Beschrinkte oder unbeschrinkte Intervalle sind besonders natiirliche Defini-
tionsbereiche fiir stetige Funktionen. Es zeigt sich nun, dass den beschrinkten
und abgeschlossenen Intervallen in R eine ausgezeichnete Bedeutung zukommt.
Wie substantiell der Unterschied zwischen stetigen Funktionen auf ]0, 1 [ und
[0, 1] zum Beispiel ist, wird der Leser sehen, wenn er versucht, stetige Funktio-
nen auf diesen Intervallen zu zeichnen, deren Wertebereich ganz R ist. Wihrend
das fiir das Intervall ] 0, 1[ gelingt, scheint es fiir [0, 1] unméglich zu sein. Wir
werden im Folgenden in der Tat beweisen, dass jede stetige Funktion f auf [0, 1]
beschrimkt ist, d. h. ihr Wertebereich ist eine beschrinkte Teilmenge von R.

Wir definieren:

Definition (kompaktes Intervall)
Reelle Intervalle der Form [a,b] mita,b € R, a <b, heifien kompak.

Der Zwischenwertsatz

Istf:[a,b] — Reine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0, so istanschaulich
klar, dass die Funktion eine Nullstelle besitzt. Denn andernfalls miisste sie vom
negativen Bereich, in dem sie beginnt, auf dem Weg von a nach b irgendwann in
den positiven Bereich, in dem sie endet, springen, und stetige Funktionen haben
keine Sprungstellen. Diese Anschauung ist richtig, aber ihre Umsetzung in ein
mathematisches Argument ist keineswegs trivial. Wir beobachten hierzu:

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 8,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Satz  (positive Umgebungen)
Seif: P — Rstetig, und sei p € P mit f(p) > 0. Dann ist f in einer offenen
Umgebung von p positiv, d. h. es gibt ein 8 > 0 mit der Eigenschaft:

Firallexe |p-0,p+0[n Pgiltf(x)> 0.

Beweis

Die Existenz von & folgt unmittelbar aus der €-3-Charakterisierung der
— Stetigkeit fiir die Wahl von € = f(p)/2 > 0.

Ein analoger Satz gilt fiir die negativen Werte stetiger Funktionen.
Diese einfache Beobachtung trigt nun die folgende Argumentation.

Satz  (Nulistellensatz)
Seif:[a,b] — Rstetig, und es gelte f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert
eine Nullstelle von f. Gleiches gilt, falls f(a) > 0 und f(b) < 0.

Beweis
Sei also f(a) < 0 und f(b) > 0. Die Menge X ={x € [a,b] | f(x) 20} istals
"Teilmenge von [a, b] beschrinkt und wegen f(b) > 0 nichtleer. Also existiert

p = inf(X).

Wir zeigen, dass f(p) = 0 gilt. Zunichst gilt {(p) < 0, denn fiir {(p) > 0 wiire
p € ]a, b] wegen f(a) < 0, also wiire p - 6 € X fiir ein 8 > 0 nach unserer
Beobachtung, im Widerspruch zu p = inf(X).

Wegen p = inf(X) existiert eine Folge (x,), e n in X mit p = lim,, x,,.
Wegen x, € Xist f(x,) 2 0 fur alle n. Aufgrund der Stetigkeit von fist dann

f(p) = f(lim, x,) = lim, f(x,) > 0.
Insgesamt ist also f(p) < 0 und f(p) = 0, d. h. f(p) = 0.
— Der Fall f(a) > 0 und f(b) < 0 wird analog behandelt.

Die in diesem Beweis gefundene Nullstelle p ist offenbar die kleinste Null-
stelle von f. Analog ist sup({ x € [a, b] | f(x) <0}) die grofite Nullstelle von f.

Der Nullstellensatz ruht auf der Vollstindigkeit von R. So ist zum Beispiel
die Funktion f: [0,2] n Q@ — Q mit f(x) = x’ - 2 fiirallex € [0, 2] N Q stetig
und erfiillt f(0) < 0 und f(2) > 0, besitzt aber aufgrund der Irrationalitit der
Quadratwurzel aus 2 keine Nullstelle.

Explizit notieren wir:

Satz  (Nullstellensatz, Umformulierung)
Seif:P — R stetig, und seien a, b € P mita < b. Haben f(a) und f(b)

verschiedene Vorzeichen und ist [a, b] c P, so liegt zwischen a und b eine
Nullstelle von f.
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Damit erhalten wir:

Korollar  (Existenz von Nullstellen von Polynomen ungeraden Grades)
Sei f ein reelles Polynom ungeraden Grades, d. h. es gelte

f(x) = a,x" +... +a;x+2 firallexe R,

mit a; € R, a, # 0, n ungerade. Dann existiert eine Nullstelle von f.

Beweis
- Istx>0 geniigend grof}, so haben f(- x) und f(x) verschiedene Vorzeichen.

Aus dem Nullstellensatz folgt weiter stirker:

Satz (Zwischenwertsatz)
Seif:[a,b] — Rstetig. Seienc,d € [a,b]undy € R derart, dass y zwischen
f(c) und f(d) liegt. Dann existiert ein p zwischen ¢ und d mit f(p) = y.

Beweis
Wir setzen 1 =[c, d], fallsc<d,und I = [d, c], falls d < ¢, und wenden den
— Nullstellensatz auf die Funktion g: I — R mit g(x) = f(x) - y an.

Eine hiibsche Anwendung des Zwischenwertsatzes ist:

Korollar  (Existenz von Wurzeln)
Seieny e [0, e[und n € N, n >2. Dann existiert genau eine positive n-te
Waurzel vony, d.h. genauein p € [0, o[ mitp" =y.

Beweis
Wir betrachten die Funktion f: [0, co[ — R mit f(x) = x" fiir alle x € [0, o [.
Dann ist f stetig und nimmt beliebig grofie Werte an. Nach dem Zwischen-
wertsatz wird also auch der Wert y angenommen, d. h. es gibtein p € [0, oo
-~ mit f(p) = y. Die Eindeutigkeit folgt aus der Injektivitit von f.

Der Fixpunktsatz

Wir betrachten das Quadrat E = [0, 1] % [0, 1]. Ziehen wir von irgendeinem
Punkt a der linken Kante von E eine stetige Linie zu irgendeinem Punkt b der
rechten Kante von E, so ist anschaulich klar, dass wir irgendwann die Diagonale
D ={(x,x) | xe [0, 1]} des Quadrats treffen miissen. In der Tat gilt fur alle steti-
gen Funktionen:

Satz  (Fixpunktsatz)
Seif:[a,b] — [a, b] eine stetige Funktion. Dann existiert ein Fixpunkt
von f, d.h. es gibt ein p € [a, b] mit f(p) = p.
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Beweis
Ist f(a) = a oder f(b) = b, so ist a oder b ein Fixpunkt der Funktion f.
Wir nehmen also an, dass f(a) > a und f(b) <b gilt.
Seig=f-id, ), d.h.es gilt
g(x) = f(x) -x firallexe [a,b].
Dann ist g stetig, und es gilt g(a) = f(a) - a> 0 und g(b) = f(b) - b < 0.
Nach dem Nullstellensatz gibt es also ein p € [a,b] mit
gp) = f(p)-p = 0.
— Dannist aber f(p) = p.

y
(1.1

fip)=p

(0,0 ; P

Diagramm zum Fixpunktsatz fiir ein stetiges f: [0, 1] — [0, 1]

Annahme von Maximum und Minimum

Als nichstes zeigen wir mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstraf}, dass eine
auf einem kompakten Intervall definierte stetige Funktion Extremwerte anneh-
men muss. Damit beweisen wir insbesondere auch die obige Vermutung, dass
eine stetige Funktion auf [0, 1] einen beschrinkten Wertebereich hat.

Satz  (Annabme von Maximum und Minimum, Satz von Weierstrafs)
Seif:[a,b] — Rstetig. Dann gibtes p,q € [a, b] mit
(a) f(p)ist das Maximum des Wertebereichs von f, d. h. es gilt
f(x) < f(p) furallexe [a, b],
(b) f(q) ist das Minimum des Wertebereichs von {, d.h. es gilt
f(q) < f(x) furallexe [a,b].
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Beweis
Wir finden ein p wie in (a). Die Minimumsbehauptung wird analog gezeigt.
Sei Y = {f(x) | xe [a, b]} der Wertebereich von f. Dann gibt es (Beweis als
Ubung) eine monoton steigende Folge (), in Y mit:

(+) Furalley e Y existierteinn € N mity < y,.

Fiir jedes n € N sei x, einx € [a, b] mit f(x) = y,. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstraf} existiert eine gegen ein p € [a, b] konvergente
Teilfolge (x; )ne n VON (X,)n e n- Dann gilt aufgrund der Stetigkeit von f
t(p) = f(lim, x; ) = lim, f(x; ) = lim, y; .

Aus (+) und der Monotonie der Folge (y,,),c y folgt nun, dass f(x) < f(p) fur
— allexe [a,b].

Die stetige Funktion f: [a, b] — R besitzt einen kleinsten
Funktionswert ¢ und einen grofSten Funktionswert d.
Der Wertebereich von fist das kompakte Intervall [c, d].

Das Maximum und das Minimum kann mehrfach angenommen werden. Die
Nullfunktion auf [a, b] nimmt z. B. iiberall ihr Minimum und ihr Maximum an.

Die stetigen Funktionen f:]0, 1] — Rmitf(x) = I/xfirallexundg: R — R
mit g(x) = x fiir alle x illustrieren, dass die Aussage des Satzes von Weierstrafl fiir
viele andere Definitionsbereiche nicht richtig sein muss.

Unsere Ergebnisse iiber das Werteverhalten stetiger Funktionen lassen sich
elegant zusammenfassen :

Satz  (Wertebereich stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen)
Der Wertebereich einer stetigen Funktion, die auf einem kompakten
Intervall definiert ist, ist ein kompaktes Intervall.
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Dieser Satz enthilt sowohl den Nullstellen- und Zwischenwertsatz als auch
den Satz iiber die Annahme von Maximum und Minimum. Ist f: [a, b] — R
stetig, so ist der Wertebereich Y = { f(x) | x € [a, b] } der Funktion von der Form
[¢, d] fiir gewisse reelle Zahlen ¢ < d. Die Zahl c ist das Minimum und die Zahl
d das Maximum des Wertebereichs. Ist c< O und d > 0, soist 0 € [c, d], d.h.
f besitzt eine Nullstelle. Und allgemeiner existiert zu jedem ,,Zwischenwert” y
mitc<y<deinx € [a, b] mit f(x) = y.

Der Wertebereich der stetigen Funktion 1/x auf ]0, 1] ist [1, e[, also nicht
mehr kompakt. Allgemein gilt aber noch:

Satz  (Wertebereich stetiger Funktionen auf Intervallen, Intervallsatz)
Der Wertebereich einer stetigen Funktion, die auf einem Intervall definiert
ist, ist ein Intervall.

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. (Unangenehme Fallunter-
scheidungen konnen hier vermieden werden, wenn man folgende Eigenschaft
heranzieht: Ein P ¢ R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle a < b in P gilt,
dass [a,b] c P)

Gleichmifiige Stetigkeit auf kompakten Intervallen

Als weiteres Beispiel fiir die Giite kompakter Intervalle zeigen wir schlieilich
noch, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen automatisch gleichmi-
Big stetig sind.

Satz  (gleichmaifSige Stetigkeit auf kompakten Intervallen)
Seif:[a,b] — Rstetig. Dann ist f gleichmiflig stetig.

Beweis
Annabme nicht. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass gilt:
Vo>03x,x € [a,b] (Ix -xl <8 A I{(x)-f(x)] > ¢&).
Fiir alle n € N existieren dann x,,,x,” mit
Ix, —x,| < 1/2%und I{(x}) - f(x,) | = ¢).

Durch Ubergang zu einer nach Bolzano-Weierstraf} existierenden Teilfolge
konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Folge (x,), < y gegen
einp € [a, b] konvergiert. Wegen Ix/, - x, | < 1/2" fiir alle n konvergiert
dann auch (x},), c ny gegen p. Dann ist aber

0 = f(p) - f(p) = flim, x,) - f(lim,x}) = lim, (f(x,) - f(x})),
= im Widerspruch zu |f(x})) - f(x,)| = € fiir alle n.

Dagegen sind stetige Funktionen auf offenen Intervallen ]a, b[ im Allgemei-
nen nicht mehr gleichmiflig stetig. Wir diskutieren dies in den Ubungen.
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Gleichmifiig konvergente Funktionenfolgen

Fir Funktionen f,g : P — R hatten wir durch punktweise Anwendung der
arithmetischen Operationen die Funktionen f + g, f — g, f - g und /g gewonnen.
Die Grenzwertbildung gibt nun Anlass zu einer weiteren punktweisen Kon-
struktion:

Definition (punkiweise Konvergenz einer Funktionenfolge)
Sei (f,)n e n eine Folge von Funktionen auf P, und fiir alle x € P existiere
lim, f,(x). Dann heifit die Funktion f: P — R mit

f(x) = lim, f,(x) fiirallexe P

der (punktweise) Grenzwert oder Limes der Folge (f,), e n, und die Folge
(E)ne n heifit (punkitweise) konvergent gegen f. In Zeichen schreiben wir

f = lim, _ .. f, (punktweise).

Konvergiert (1£,(x) 1), ¢ n fiir alle x € P, so heifit die Folge (f,),e n
(punktweise) absolut konvergent.

Definieren wir fiir jede natiirliche Zahl n die ,,Stufenfunktion“s, : R — R
durch s,(x) = 0 fiir alle x < n und s,(x) = 1 fiir alle x 2 n, so konvergiert die
Funktionenfolge (s,), n punktweise gegen die Nullfunktion auf R. Ebenso
konvergieren die Potenzfunktionen g, : [0, 1] — [0, 1] mit g,(x) = x" fiir alle
x € [0, 1] und alle n € N punktweise gegen die Funktion g mit g(x) = 0 fiir alle
x € [0, 1[und g(1) = 1. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Stetigkeit bei ei-
nem punktweisen Grenziibergang verloren gehen kann.

Ausgeschrieben bedeutet ,,lim, f, = f“:

Ve>0Vxe PdnyVn2n, [f(x) - f,(x)| < .

Die natiirliche Zahl ny hingt hier im Allgemeinen sowohl von € als auch von x ab.
So, wie wir die Stetigkeit einer Funktion zur gleichmifligen Stetigkeit verstirkt
haben, konnen wir nun auch die punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge
verstirken, indem wir den Allquantor Vx € P nach rechts bewegen:

Definition (gleichmiifige Konvergenz einer Funktionenfolge)
Sei (f,)n e n eine Folge von Funktionen auf P, und sei f: P — R eine
Funktion. Dann konvergiert (f,),,  n gleichmaifSig gegen £, falls gilt:

Ve>03dn,Vn=ny Vxe P If(x) - f,(x)| < &.
In Zeichen schreiben wir:

f=1lim, _ .f, (gleichmifig).

Offenbar impliziert die gleichmifige Konvergenz die punktweise Konvergenz.
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Die gleichmifiige Konvergenz besitzt eine sehr sympathische Visualisierung.
Istf: P — R eine Funktion und € > 0, so ist die Menge

Uf) = {(x,y)e PxR I Ifx) -yl < &}

ein offener ,,e-Schlauch” um
die Funktion f. Eine Funktio-
nenfolge (f,),cn auf P kon-
vergiert nun genau dann
gleichmifiig gegen f, wenn
fiir alle € > 0 ein n, existiert
mit { (x, f,(x)) | xe P,n >n,}
c U,(f), d.h. ab der Stelle n,
bewegt sich die Funktionen-
folge vollstindig innerhalb | p
des offenen e-Schlauchesvon a| N\ b
f. Insbesondere kann eine L
Funktionenfolge, deren Glie-
der alle irgendwo den Wert 1
annehmen, nicht gleichmi-
Big gegen die Nullfunktion
konvergieren.

Die Bedeutung der gleichmifiigen Konvergenz illustriert der folgende Satz,
der besagt, dass die gleichmiflige Konvergenz die Stetigkeit erhilt. Der Beweis
ist ein klassisches &/3-Argument.

g:[a,b] — Rime-Schlauch vonf: [a,b] — R.

Satz  (Stetigkeitssatz fiir gleichmidifSige Konvergenz)
Sei (f,), e n eine Folge stetiger Funktionen auf P, die gleichmiflig gegen
f: P — R konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis
Sei p € P. Wir zeigen, dass die Funktion f im Punkt p stetig ist.
Hierzu sei € > 0. Wegen der gleichmifiigen Konvergenz der Folge gibt es
ein n, sodass die Funktion f, im offenen €/3-Schlauch um f liegt, d. h. fiir
allexe P gilt

If,(x) - fx)| < /3.

Aufgrund der Stetigkeit von £, existiert weiter ein & > 0, sodass fiir alle
x€ Pmit Ix-pl < dgilt:

I£,(p) - £, < €/3.

Dann gilt aber fiir alle x e P mit Ix-pl < §:

H(p) - fx)| < If(p)-fu(p)! + If,(p)-L®I + If,x)-fx)] <
- e/3 + ¢€/3 + ¢/3 =&
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Der Beweis geht von f(p) ,,zuriick” zu einer Approximation f,(p), dann mittels
der Stetigkeit dieser Approximation ,,zur Seite“ nach f, (x), und dann wieder nach
yvorne“ zu f(x). Die gleichmiflige Stetigkeit liefert /3 -Approximationen ab ei-
ner Stelle ny, fiir den Beweis gentigt eine einzige derartige Approximation.

Fiir Funktionen f: P — R, die einen beschrinkten Wertebereich besitzen,
lasstsich die gleichmiflige Konvergenz auf die Konvergenz einer gewissen Folge
reeller Zahlen zuriickfithren. Wir definieren hierzu:

Definition  (Supremumsnorm)
SeiP#,undseif: P — R eine beschrinkte Funktion. Dann setzen wir:
[l = sup({ f{x)| | xe P}).
Die reelle Zahl | f || heifit die Supremumsnorm von f.
Fiir unbeschrinkte Funktionen ist zuweilen wieder die Notation || f| = oo
niitzlich. Damit ist dann z.B. || f|| < oo nur eine andere Ausdrucksweise fiir die

Beschrinktheit der Funktion f.
Leicht zu sehen ist:

Satz  (Eigenschaften der Supremumsnorm)
Sei P c R, P# . Dann gilt fiir alle beschrinkten f,g: P — Rundallea e R:
(@) | fll = 0 genau dann, wenn f(x)=0 fiirallexe P,
(b) [laffl = Tal [[£],
© [[f+gl < [Ifll + lgll- (Dreiecksungleichung)

Die gleichmifiige Konvergenz lisst sich nun wie folgt ausdriicken:

Satz  (Normformulierung der gleichmifSigen Konvergenz)
Sei (f,), e y eine Folge von beschrinkten Funktion auf P # &, und sei
f: P — R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(@) (f)ne n konvergiert gleichmifig gegen f.
(b) lim, [[f, - f] = 0.
Beweis
Die gleichmifiige Konvergenz von (£,),  n gegen £ ist dquivalent zu
Ve>03dn,Vn2n, Vxe P If(x) - f,(x)| < ¢,
und damit dquivalent zu
Ve>03ny Vn2ngsup{ 1fx) - f,x)| | xe P}) < &
Letztere Aussage ist aber dquivalent zu

—_ Tim, |[£,~ ] = o0,
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Der Satz von Dini

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen eine Funktionenfolge
gleichmifig konvergiert. Obige Folge g, : [0, 1] — [0, 1] mit g,(x) = x" zeigt,
dass die Konvergenz im Allgemeinen selbst dann nicht gleichmifiig ist, wenn die
Glieder der Funktionenfolge stetig und auf einem kompakten Intervall definiert
sind. Auch eine stetige Grenzfunktion garantiert, wie wir in den Ubungen sehen
werden, immer noch nicht die gleichmiflige Konvergenz. Erst die Vierfachkom-
bination ,stetige Funktionen, stetige Grenzfunktion, kompaktes Intervall als
Definitionsbereich, punktweise monoton fallende (oder alternativ monoton stei-
gende) Konvergenz“ist stark genug, die gleichmifiige Konvergenz zu erzwingen.
Dies ist die Aussage des folgenden Satzes von Dini. Zu seinem Beweis ziehen wir
nach einer elementaren Umformung der Problemstellung zwei wichtige Sitze
der Theorie heran, nimlich den Satz von Bolzano-Weierstraf} iiber die Existenz
von Hiufungspunkten und den Satz iiber die Annahme von Extremwerten.

Satz  (Satz von Dini)
Seien (f,), e y und f Funktionen auf einem kompakten Intervall [a, b] mit
den Eigenschaften:

(a) fund alle f; sind stetig.
(b) f = lim, _, . f, (punktweise).
(¢) Firallex e [a, b]ist (f,(x)),e y monoton steigend.
Dann gilt
f = lim, _, .. f, (gleichmifig).
Eine analoge Aussage gilt fiir punktweise monoton fallende Funktionen.
Beweis
Fiir alle n € N definieren wir g, : [a, b] — R durch
g.(x) = f(x) - f,(x) firallexe [a,b].

Dann ist jedes g, stetig, und (g,),,« n konvergiert punktweise monoton
fallend gegen die Nullfunktion auf [a, b]. Es geniigt zu zeigen, dass diese
Konvergenz gleichmiflig ist. Nach dem Satz iiber die Annahme des
Maximums gibt es fiir alle n ein x,, € [a, b] mit

gn(Xn) = max({ gn(x) lxe [a’ b] })

Seiy, = gu(x,) fiir alle n € N. Dann gilt also g,(x) € [0, y, ] fiir alle x und n.
Es geniigt zu zeigen, dass lim, y, = 0. Wegen der monoton steigenden
Konvergenz von (f,), ¢ n ISt (y,)n e y monoton fallend, und daher existiert

y* = lim, y, = inf, y,.

Annabme, y* > 0. Zum Erzielen eines Widerspruchs sei p ein Hiufungs-
punkt von (x,), c - Wegen lim,, g,(p) = 0 gibt es ein ny mit g, (p) < y*.
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Aufgrund der Stetigkeit von g,,, im Punkt p gibt es dann aber ein & > 0 mit
g, (X) < y* fiirallexe Jp-0,p+90][.

Da p ein Hiufungspunkt von (x,), < n ist, gibt es ein n; >nj mit Ix, - pl <8.
Aber (g, (x,,))n e y ist monoton fallend, und damit gilt

Yn, = gnI(an) < gnU(an) < Y* < Yn,»
-  Widerspruch!

Der Konvergenzsatz von Weierstraf}

Weiter beweisen wir noch einen Satz von Weierstrafi, der in vielen wichtigen
Spezialfillen die gleichmifiige Konvergenz einer Funktionenfolge liefert. Er be-
trifft Reihen ¥ | f;, von Funktionen. Eine solche Reihe ist per Definition wieder
die Funktionenfolge (X<, fi)nen, und damit sind die punktweise und die
gleichmifiige Konvergenz einer Reihe ¥, f, definierte Begriffe. Der Satz von
Weierstraf§ lautet nun:

Satz  (Konvergenzsatz von Weierstrafs)
Sei (f,), e y eine Folge von beschrinkten Funktionen auf P derart, dass
Y. |l £, || konvergiert. Dann konvergiert X, f, absolut und gleichmiBig
gegen eine Funktionf: P — R.

Beweis
Fiir allexe Pundn e N gilt If,(x)| <||f,||. Nach dem Majorantenkrite-
rium existiert also

fx) = X, f,(x) firallexe P,

d.h. X, f, konvergiert punktweise gegen f, und die Konvergenz ist absolut.
Wir zeigen nun, dass die Konvergenz gleichmiflig ist. Sei also € > 0. Wegen
der Konvergenz von Y., || f, || gibt es ein n, derart, dass

Zion, [l < &

Dann gilt fir allen >nyund allex e P:
- H® - i i@ = 1Xen i@ < Zion [ < Zion, [l <&

Die Funktionen f, sind hier nicht als stetig vorausgesetzt. Sind sie stetig, so ist
ihr Limes f aufgrund der gleichmifligen Konvergenz ebenfalls stetig.

Der Satz von Weierstraf} lisst sich zum Beispiel fiir alle R > 0 auf die Funktio-
nenf, :]- R, R[ — Rmitf, (x)=x"/n!fiir alle xund n anwenden. Er zeigt dann,
dass die Exponentialreihe ¥, x"/n! auf ] - R, R[ absolut und gleichmifiig gegen
die Exponentialfunktion konvergiert. Da alle f, stetig sind, ergibt sich damit
noch einmal die Stetigkeit der Exponentialfunktion. Allgemeiner spielt der Satz
von Weierstraf} bei der Untersuchung von Potenzreihen der Form ¥, a,, x" eine
wichtige Rolle, denen wir uns spiter zuwenden werden.
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Gleichmifiige Approximation durch Polynome

Von Weierstrafy stammt auch der folgende fundamentale Satz zur gleichmifii-
gen Konvergenz: Ist f eine stetige Funktion, die auf einem kompakten Intervall
[a,b] definiertist, so existieren Polynome £, : [a,b] — R, die gleichmifBig gegen
f konvergieren. Mit der Visualisierung tiber e-Schlduche lisst sich dieses Ergeb-
nis sehr anschaulich auch so formulieren: Zeichnen wir den Graphen der Funk-
tion f mit einem endlich spitzen Stift (was ja in der Realitit immer der Fall ist), so
gibt es ein Polynom, das ganz innerhalb des gezeichneten Graphen verliuft.

Wihrend die ersten Beweise von Weierstrafl recht verwickelt waren, kennt man
heute sehr kurze abstrakte Beweise von allgemeineren Approximationssitzen. Von
hohem Interesse fiir den klassischen Fall einer stetigen Funktion f: [a, b] — Rist
aber die konkrete Konstruktion von moglichst einfachen Polynomen f,,, die gleich-
mifig gegen fkonvergieren. Eine ruhmreiche derartige Konstruktion gehtauf den
russischen Mathematiker Sergei Bernstein zurtick.

Wir beginnen mit einer Reduktion des Problems. Sei hierzu f: [a,b] — R ste-
tig. Wir betrachten dann die ,affine Transformation“h: [0, 1] — [a, b], die das
Intervall [0, 1] um den Faktor b — a dehnt und um den Wert a nach rechts ver-
schiebt, d.h. es gilt

h(x) = (b-2a)x + a furallexe [0, 1].

Dann ist g = fo h eine stetige Funktion auf [0, 1]. Konvergieren nun Polynome
g, gleichmifig auf [0, 1] gegen g, so konvergieren die Polynome f, = g, e h™'
gleichmifiig auf [a, b] gegen £. Es geniigt also, den Definitionsbereich [0, 1] zu
betrachten.

Seialsof:[0,1] — R eine stetige Funkdion. Ein natiirlicher Ansatz zur Kon-
struktion eines n-ten approximierenden Polynoms f, : [0, 1] — Rist, die Werte
f(k/(n + 1)) fiir alle 0 £k <n + 1 zu verwenden. Wie genau, ist die Kunst. Bern-
steins Konstruktion verwendet neben diesen Werten die folgenden von f unab-
hingigen Polynome:

Definition (Basispolynome)
Fiir alle n € N und alle k < n definieren wir:

bea® = (%1 -x""* firallexe [0,1].
bg.ny ++es by n 1 [0, 1] — R heifien die Basispolynome vom Grad n.

Die ersten Basispolynome lauten

by o(®) = 1,

by, 1(x) = 1-x, by 1(®) = x,

by »(x) = (1 -X)z, b ,(x) = 2(1-%) x, by ,(x) = Xz,

by 3(x) = (I—X)S: by 3(x) = 3(1 —X)2 X, by =3(1 —X)XZ, b; 3(x) = XB,

b0,4(X) =(1 -X)4, b1,4(X) =4(1 -X)3 X, b2,4(X) = 6(1-X)2 Xz, b3,4(X) = 4(1-X)X3,

b4,4(X) = x".
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die Bﬂsiypolynome bg} 4> 171, 4y bZ, 45 173, 4> 174}4

Die Basispolynome tauchen im binomischen Lehrsatz
o+ )" = Tien Dy
tir die Wahl von
y=1-x
auf. Damit gilt
Ziken b a(x) = x+(1-x)" = 1 firallexe [0, 1],

d.h. fiir allen € Nsind die n + 1 Basispolynome by ,,, ..., b, , eine Zerlegung der
Eins-Funktion auf [0, 1]. Sehen wir die stetige Funktion f als verzerrte Eins-
Funktion an, so fillt die folgende Definition nicht mehr vom Himmel:

Definition (Bernstein-Polynome fiir f)
Seif:[0,1] — R eine stetige Funktion. Dann definieren wir:
Bo(x) = bpo(x) = 1 firallexe [0, 1],
B,(x) = Xy<n f(k/n) by ,(x) firallen>1undallexe [0, 1].
Die Funktion B, : [0, 1] — R heifSt das Bernstein-Polynom fiir f vom Grad n.

Ohne Beweis geben wir an:

Satz  (Approximationssatz von Weierstrafs-Bernstein)
Seif:[0,1] — R eine stetige Funktion, und sei (B,),  y die Folge der
Bernstein-Polynome fiir f. Dann gilt

f=lim, . B, (gleichmifiig).
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Das folgende Diagramm zeigt das Bernstein-Polynom vierten Grades fiir die
Quadratwurzelfunktion auf [0, 1]:

- +N/1:4(1 —x)3x+£5(1 - 0% +ﬁ4(1 —xx + A

| + + + | v + + | . + + b

02 04 0,6 0.8 1

Bernstein-Polynom B fiir f(x) = Vx

Die Konvergenz ist im Allgemein sehr langsam, weshalb die Bernstein-Poly-
nome fiir effektive Approximationen keine wichtige Rolle spielen.

Funktionenfolgen in C

Unsere Definitionen und Sitze zur punktweisen und gleichmifiigen Konver-
genz iibertragen sich wieder auf Folgen (f,), . y mitf,, : P — C, fiir ein beliebiges
P c C. Die Visualisierung der gleichmifiigen Konvergenz durch ,,e-Schlduche®
lasst sich noch aufrechterhalten, wenn wir zu Real- und Imaginirteil ibergehen.
Denn eine Folge (f,),c n konvergiert, wie leicht zu sehen ist, in C genau dann
gleichmifig gegen f, wenn (Re(f,)), e n und (Im(f,)),, « y gleichmifig in R gegen
Re(f) bzw. Im(f) konvergieren.

Der Konvergenzsatz von Weierstraf} bleibt auch fiir Reihen von komplexwer-
tigen Funktionen f, : P — C, P c R, richtig.
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Ubungen

3.2.1 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

szmg 1
Seif:[0,1] — R eine stetige Funktion. Welche der folgenden Aussagen
sind (1) immer richtig, (2) immer falsch, (3) fiir manche f richtig und fiir
manche f falsch ? Beweisen Sie Thre Antworten.

(@ {xe[0,1]1f(x)=0} = ]1/4,3/4][.

(b) {xe[0,1] 1 fx)=0} = [0,1/4] U [3/4,1].

(¢) Istder Punkt O die einzige Nullstelle von f, so sind alle anderen
Funktionswerte entweder alle positiv oder alle negativ.

(d) Esgibtein &> 0, sodass fiir alle Nullstellen x von f gilt:

Istx’e [0, 1]und Ix-x"I < §,soist [f(x)] < 1.

Ubung 2
Sei P c R ein Intervall, und sei f: P — R stetig. Zeigen Sie, dass der
Wertebereich Q = { f(x) | x€ P} von f ein Intervall ist. Folgern Sie, dass
jede stetige Funktion f: R — Q konstant ist.

Ubung 3
Seif:[a,b] — R eine stetige Funktion. Fiir alle x,y € [a, b] mitx #y gelte
f(x) # f(y) (d.h. f ist injektiv). Zeigen Sie, dass eine der beiden folgenden
Aussagen gilt:

(a) fiststreng monoton steigend.

(b) fiststreng monoton fallend.

Ubung 4
Seif:[a,b] — R eine stetige Funktion mit Wertebereich [c, d], c <d.
WeiterseiA={xe [a,b] | f{(x)=c}und B={xe [a,b] | f(x)=d}.
Zwischen zwei Maxima liege immer mindestens ein Minimum und
umgekehrt, d. h. es gelte:

Fiir alle x <y in A existiert ein z € B mitx <z <y und fiir alle x <y in B
existierteinz € Amitx<z<y.

Zeigen Sie, dass A und B endlich sind. Skizzieren Sie zudem eine ,typische®
derartige Funktion f.
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Ubung 5
Seif:[0,1] — [0, 1] stetig mit f(0) = f(1). Zeigen Sie, dass es ein
p € [0, 1/2] gibt mit f(p) = f(p + 1/2). Zeigen Sie allgemeiner, dass fiir alle
n e N*ein p existiert mitp, p + 1/n € [0, 1] und f(p) = f(p + 1/n).

Ubung 6
Seif: R — R eine Funktion. Es existiere die Umkehrfunktion f ! von f
und es gelte f~! = f. Zeigen Sie, dass ein x € R existiert mit f(x) = x.

Ubung 7
Beweisen Sie den Nullstellensatz durch Intervallschachtelung, indem Sie
[a, b] iteriert halbieren, und immer ein Teilintervall wihlen, an dessen
Grenzen eine Nullstelle vorliegt oder aber die Funktionswerte verschie-
dene Vorzeichen haben.

Ubung 8
Seif: R — R stetig, und es existieren c¢,d € R mit
lim, _, ., f(x) = cund lim, _, _,, f(x) = d.

Zeigen Sie, dass f gleichmifig stetig ist.
3.2.2 Gleichmiflig konvergente Funktionenfolgen

Ubung 1
Sei P ¢ R. Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir alle beschrinkten
Funktionen {, g, fy, f;, ... auf Pund alle a € R gilt:

(@) || fll = 0 genau dann, wenn f(x) = 0 fiir allex e P,

(b) [afll = Tal |,

© [f+gl <[fll+Igll

@ lf-gl = Il gl

(e) lim, [, ~ £l = O impliziert lim, ||, || = [/£],

6 lim, [|£,] = [|f]] dmpliziert lim, ||, - £]| = 0.
Ubung 2

Sei P ¢ R, und sei (), y eine Folge von Funktionen auf P. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(@) (fo)ne n konvergiert gleichmiBig auf P.
(b) Ve>03dny Vn,m>ny Vxe P If,(x) -f,(x)| <&

Formulieren Sie weiter ein Cauchy-Kriterium wie in (b) fiir die gleichmai-
Bige Konvergenz einer Reihe ¥, g, von Funktionen g, auf P.
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Ubung 3
Geben Sie Funktionen f;, : [0, 1] — [0, 1] an mit den Eigenschaften:

(a) f, iststetig fiir allen e N.
(b) (fnen konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion.
(¢) Firallene Ngibteseinxe [0, 1] mitf,(x)=1.

Ubung 4

Sei (f,), e ny eine gleichmifig gegen f: R — R konvergente Folge von
Funktionen auf R . Fiir alle n € N existiere ¢, = lim, _, ., f,(x). Zeigen Sie:

lim, ¢, = lim, _, .. f(x).
Ubung 5

Sei (f)n e ny Folge von Funktionen auf R, und sei f: R — R. Fir alle Folgen
(Xune v in Rund alle x € R gelte:

Ist lim, x, = x, soistlim, f,(x,) = f(x).
Zeigen Sie:
(@) (f)nen konvergiert punktweise gegen f.
(b) f iststetig.
Ubung 6
Seien f, : P — R Funktionen, die durch ein s € R beschrinkt sind, d.h. es

gilt If(x)| <'s fiir alle x € P und alle n € N. Weiter sei X, a,, eine konver-
gente Reihe in R. Zeigen Sie, dass X, a, £, gleichmifig konvergiert.
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Achte Erginzungen:

Visualisierungen stetiger Funktionen, II

Erginzungsiibung 1
Konstruieren Sie ausgehend von der Identitit f; auf [- 1, 1] mit Hilfe der
Betragsfunktion rekursiv Funktionen fi, f;, ..., f,, ... auf [- 1, 1], die eine
immer dichtere stiickweise lineare Zick-Zack-Bewegung zwischen den
Werten 1 und 0 beschreiben.
Skizzieren Sie die Funktionen f;,. Geben Sie weiter eine explizite Darstel-
lung der Funktionen f;,.

[Hinweis: Definieren Sie f;, ;(x) = a [f,(x) - bl fiir geeignete a,b. ]

Erginzungsiibung 2
Geben Sie anschauliche Beispiele fiir die Aussage des Fixpunktsatzes.

Erginzungsiibung 3
Geben Sie mit Hilfe von Diagrammen eine anschauliche Zusammenfassung
der Beweise des Zwischenwertsatzes und des Satzes, dass jede stetige
Funktion auf einem kompakten Intervall ihr Maximum annimmt.

Erginzungsiibung 4
Diskutieren Sie graphische Beispiele fiir punktweise konvergente Funktio-
nenfolgen auf [0, 1] und ]0, 1 [. Geben Sie insbesondere punktweise, aber
nicht gleichmifiig konvergente Funktionenfolgen auf ]0, 1[ an.

Erginzungsiibung 5
Bestimmen und zeichnen Sie einige Bernstein-Polynome fiir die Funktio-
nenf,g:[0,1] — Rmit

f(x) = Ix-1/21 firallexe [0,1],
gx) = II1x-1/21 -1/21 firallexe [0, 1].
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Die Exponentialfunktion steht im Zentrum dieses Kapitels. Zusammen mit ihrer
Umbkehrfunktion - dem natiirlichen Logarithmus log - liefert uns die reelle Ex-
ponentialfunktion die M6glichkeit, die Potenz a* fiir beliebige a > 0 und Expo-
nenten x € R einzufiihren. Als eine noch reichere Quelle erweist sich dann die
Exponentialfunktion im Komplexen. Es zeigt sich, dass der Ubergang von x € R
zu exp(ix) € C das gleichmifiige Aufrollen der x-Achse auf einen Kreis mit Mit-
telpunkt 0 und Radius 1 beschreibt. Wir gewinnen hieraus die Kreiszahl © und
die trigonometrischen Funktionen samt ihren Reihenentwicklungen.

Die Exponentialfunktion und der Logarithmus

Wir stellen noch einmal die wichtigsten Eigenschaften der reellen Exponenti-
alfunktion exp : R — R zusammen, die wir durch

exp(x) = 2, x'/n! furallexe R
definiert haben. Dabei schreiben wir oft auch wieder e anstelle von exp(x).
Satz  (Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion)
Fiir die Funktion exp : R — R gilt:

(a) exp ist stetig und streng monoton steigend.

(b) e = e*e¥ firallex,ye R. (Additionstheorem)

(c¢) Der Wertebereich von exp ist | 0, e [. Dabei gilt:

0<e<1firallex<0, e’=1, 1 < ¢ fiirallex> 0.
(d) limy _, 4.0 (e"=1)/x = 1.

() lim, _ . /x5 = oo, lim, _ . x/e* = 0 fiiralleke N.

Die Eigenschaft (d) kann man sich gut merken, wenn man in
=1 +x+xX/2 + ... +x/n + ..
auf beiden Seiten die Zahl 1 subtrahiert und dann durch x dividiert:
E-1D/x=1+x2+ ...+ Un!+ ..

Die rechte Seite konvergiert fiir jede Nullfolge gegen 1 (wie man beweisen muss).

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 9,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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die Exponentialfunktion exp : R — R

Als streng monoton steigende Funktion besitzt die Exponentialfunktion eine
Umbkehrfunktion. Ihr Definitionsbereich ist der Wertebereich von exp, also das
Intervall |0, eo[. Wir definieren:

Definition (natiirlicher Logarithmus)
Die Umkehrfunktion log : ]0, e[ — R der Exponentialfunktion heifit der
natiirliche Logarithmus oder der Logarithmus zur Basis e.

Neben ,,log” wird hiufig auch die Bezeichnung ,,In“ verwendet, die durch den
lateinischen Namen ,logarithmus naturalis“ motiviert ist.

Die obigen Eigenschaften der Exponentialfunktion entsprechen den folgen-
den Eigenschaften fiir den Logarithmus:

Satz  (Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus)
Fiir die Funktion log : ]0, o[ — R gilt:
(a) log ist stetig und streng monoton steigend.
(b) log(xy) = log(x) + log(y) firallex,y>0.  Multiplikationstheorem)
(c¢) Der Wertebereich von log ist R. Dabei gilt:
log(x) < 0 furallexe ]0,1[, log(1) = 0, log(x) > 0 fiir allex > 1.
(d) limy _ ¢ y.0log(l +x)/x = 1.
(e) lim, _ . log(x)/*Vx = 0, und
lim, _, ., k\/;(/log(x) = oo firalleke N.
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Beweis

zu (a):
Die Stetigkeit und strenge Monotonie folgen aus dem Satz iiber die
Stetigkeit der Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion.

zu (b):
Seien x,y > 0. Dann gilt:
exp(log(x) + log(y)) = exp(log(x)) - exp(log(y)) = x-y.

Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten liefert, dass
log(x) + log(y) = log(xy).
zu (c):

Der Wertebereich von log ist der Definitionsbereich von exp und damit
gleich R. Die Verlaufseigenschaften folgen aus den entsprechenden
Eigenschaften fir exp.
zu (d):
Sei (x,),e n eine Folge in ] -1, eo[ - { 0 } mit lim,, x, = 0. Wegen
log(1) = 0 und der Stetigkeit von log in 1 gilt dann
lim, log(1 +x,) = 0.
Aus lim, _ ¢ .o ¥/(exp(x) - 1) = 1 folgt dann aber
lim, log(1 +x,)/x, = lim, log(1 +x,)/(exp(log(l +x,))-1) = 1.

zu (e):
Folgt aus der Eigenschaft (e) fiir die Exponentialfunktion.

der natiirliche Logarithmus log : |0, o[ — R

Aus dem Multiplikationstheorem fiir den Logarithmus flieen weiter die fol-

genden leicht zu beweisenden Eigenschaften:
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Korollar  (Folgerungen aus dem Multiplikationstheorem)
Firallex,y>0undallene Z,me N, m # 0 gilt:

(@) log(x/y) = log(x) - log(y),

(b) log(™Vx") = n/m - log(x).
Speziell gilt also fiir alle x>0 und allen € Z:
log(1/x) = -log(x) und log(x") = nlog(x).

Als Anwendung der Limeseigenschaft (d) beweisen wir noch die folgende fun-
damentale Darstellung der Exponentialfunktion:

Satz  (die Darstellung ¢* = lim,,»; (1 + x/n)")
Seix € R, und sei (x,),>; eine gegen x konvergente Folge in R.
Dann gilt:

e’ = lim,s; (1 +x,/n)"

Insbesondere ist also

e’ = lim,>; (1 +x/n)" fiirallexe R.
Beweis

Wir zeigen die Aussage zuerst fiir Folgen (x,),c y mit x, # 0 fur allen > 1.
Ohne Einschrinkung sei x,/n € |- 1, o[ fiir alle n > 1. Nach (d) gilt dann:

x = (limysy x,) - 1 = lim,5 x,, - lim, 5 log(1 + x,/n)/(x,/n) =

lim, > nlog(l + x,/n) = lim, > log((1 + x,/n)").

Also ist

exp(x) = lim,>; exp(log((1 +x,/n)")) = lim,5; (1 + x,/n)".

Wir behandeln schliefflich noch Folgen, deren Glieder Null sein kénnen.
Ist x#0, so ist die Annahme ,,x,, # 0 fiir alle n > 1 keine Einschrinkung.

Istx = 0 und x,, = 0 fiir alle n 2 ny, so ist die Aussage trivial. Andernfalls gilt
aber lim, > , .o (1 +x,/n)" = ¢’ = 1 nach dem Gezeigten, und wegen
— (1 +0/n)" =1 gilt dann auch lim, 5 (1 + x,/n)" =1 =¢".

Die Folge (1 + x/n)"),»; kann man in einem alternativen Aufbau der Theorie
zur Definition der Exponentialfunktion verwenden. Motivieren ldsst sich das In-
teresse am Grenzwert dieser Folge durch die Frage der Modellierung einer ,,ste-
tigen Verzinsung®, die wir in den Erginzungen behandeln. Mit elementaren Me-
thoden lisst sich zeigen, dass

lim,>; (1 +x,/n)" = X, x"/n!

fiir alle gegen x konvergenten Folgen (x,),e y gilt. Damit steht die Reihendar-
stellung zur Verfiigung, die wir zur Definition verwendet haben. Viele Eigen-
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schaften der Exponentialfunktion lassen sich aber auch direkt aus der Limesdar-
stellung einfach herleiten. Ein wichtiges Beispiel ist:

Zweiter Beweis des Additionstheorems
Fiir alle x,y € R gilt

e - e = lim,s (1 +x/n)" - (1 +y/n)" =
lim,s; (1 + (x+y+xy/n)/n)" = Y,

- dalim,; x+y+xy/n)=x+y.
Exponentiation und Logarithmus zu einer positiven Basis

Mit Hilfe der Logarithmusfunktion kénnen wir nun eine Exponentialfunktion
fiir eine beliebige positive Basis a einfiihren. Zur Motivation der Definition stel-
len wir einige Uberlegungen voran.

Ziel ist die Definition einer Exponentiation a* fiir moglichst viele reelle Zah-
len a und x. Sollen die iiblichen Rechengesetze gelten, so ist

a = al - a1/2.3.1/2 - (31/2)2 > 0.

Weiter werden wir 0° = 1 und 0* = 0 fiir alle x > 0 definieren wollen, sodass das
Problem sich auf die Definition von a* fiir eine Basis a > 0 und einen beliebigen
Exponenten x € R konzentriert. Sei also a > 0. Dann gibt es einb € R mite® = a.
Dannistaber a* = (¢”)* = ¢*°, wenn wir wieder die iiblichen Rechengesetze unter-
stellen. Wegen e” = a ist aber b = log(a), und damit ist notwendig a* = ¢*1°¢@,

Auf die Form a* = ¢1%¥® kommt man auch durch folgende Uberlegung. Es gilt
log(a™) = n log(a) fur alle n € Z. Wollen wir, dass log(a*) = xlog(a) fiir alle x gilt,
so ist notwendig a* = ¢'°5@) = ¢*1os@,

Damit ist folgende Definition keine Uberraschung mehr:

Definition (Exponentialfunktion zu einer positiven Basis, exp,, a)
Seia>0. Dann definieren wir:
exp,(x) = "™ fiirallexe R.
Die Funktion exp, : R — R heif$t die Exponentialfunktion zur Basis a.

Wir schreiben auch a* anstelle von exp,(x).

Offenbar ist exp,, = exp. Weiter gilt fiirallea>0undne Z:
exp,(n) = exp(nlog(a)) = exp(log(a)) = a",

sodass die Notation a* die aus den Korperaxiomen stammende Potenzierung a”
fiir ganzzahlige Exponenten n erweitert.
Unsere Sammlung von Eigenschaften lautet nun:
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Satz  (Eigenschaften der Exponentialfunktion exp,)
Sei a > 0. Dann gilt fiir die Funktion exp, : R — R:

(a) exp, ist stetig. exp; ist konstant gleich 1. exp, ist streng monoton
steigend, falls a > 1, und streng monoton fallend, falls a < 1.

(b) a*" = a* - ¥ firallex,ye R. (Additionstheorem)

(¢) Der Wertebereich von exp; ist { 1 }, und der Wertebereich von exp,
ist]0, oo [, falls a # 1. Dabei gilt

0<a“<1 firallex<0, a° = 1, a*> 1 fiirallex>0, fallsa>1,
a*> 1 firallex<0, 2° = 1, 0<a*< 1 fiirallex >0, fallsa<1.
(@ Tim, — g, v20 @* - 1)/x = log(a).
(e) lim, _, . /%" = oo, lim, _, . x/a* = 0 fiiralleke N, fallsa>1,

lim, _, . a¥/x = 0, lim, _, _x/a" = o fiiralleke N, fallsa<l.

5
4_
a>1
3,
2
a=1
/
R o A B
..................... —— e
+ 4 + } x
4 3 2 1 1 2 3 4

die Exponentialfunktionen exp, : R — R

Die allgemeine Exponentiation lisst sich fiir rationale Exponenten durch Wur-
zelausdriicke darstellen, und fiir alle Exponenten gelten die vertrauten Regeln:

Satz  (Rechenregeln fiir die Exponentiation)
Firallea,b>0,x,ye R,ne Zundme N, m#0, gilt:

(@) a"™ = ™Va",
(b) a*a¥ = a*"Y, (@)Y = 2%, a™* = 1/(a%), a*b* = (ab),

(©) log(a®) = xlog(a), 2080 _ plog®
Damit kénnen wir nun die binomischen Reihen identifizieren:
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Korollar  (Identifizierung der binomischen Reiben)
Firallexe |- 1,1[undallese Rgilt B{x) =X, ;) x" =1 +x)°.

Beweis
Seixe |-1,1[,undseif: R — R definiert durch f(s) = B,(x) fiir alle s € R.
Wir wissen bereits, dass f(q) = (1 + x)? fiir alle q € Q gilt. Es gentigt also zu
zeigen, dass f stetig ist. Zunichst ist f stetig im Nullpunkt:

(+) limg _ (f(s) = 1.

Beweis von (+)
Firse [-1,1]undn>1 gilt

()l = Isl/1- 1s=11/2 ... Is—n+11/n < Isl.

Damitist 1f(s) - 11 < Isl - Y5 IxI" firse [-1, 1], und die rechte
Seite konvergiert gegen 0, wenn s gegen 0 konvergiert.

Aber f erfiill, wie wir frither gezeigt haben, das Additionstheorem. Also gilt
furallete R:

— lim, _ o f(t+s) = lim, _ o () - f5) = () - 1 = £(©).

Damit haben wir mit Hilfe der Exponentialfunktion eine allgemeine Expo-
nentiation a* eingefiihrt. Eine alternative Methode der Definition von a* ist, die
bereits definierte Exponentiation fiir rationale Exponenten durch stetige Fort-
setzung auf reelle Exponenten zu erweitern. Man weist hierzu nach, dass fiir je-
desa> 0 die Funkdon f, : @ — R mitf,(q) = a? fiir alle g € Q die Voraussetzun-
gen des Fortsetzungssatzes fiir stetige monotone Funktionen auf @Q erfillt. Der
Satz liefert dann eine eindeutige stetige Fortsetzung von f, zu einer Funktion h,
auf R. Wir setzen dann a* = h,(x) fiir alle x, und unsere Konstruktion lautet damit
insgesamt

a* = limg .y qeq@ a? firallea>0undallexe R.

Stetigkeitsargumente zeigen schliefilich, dass die Exponentiationsregeln gelten.
Bei diesem Vorgehen kann man zudem die Eulersche Zahl durch

e = lim,>; (1 +1/n)"

definieren, und dann die Exponentialfunktion exp : R — R via exp(x) = " fiir
alle x € R einfithren, d.h. als Exponentiation zur Basis e. Die Reihendarstel-
lung exp(x) = 2, x"/n! wird a posteriori bewiesen.

In einem Aufbau der Analysis wird heute zumeist die Definition a* = ¢*°8® ver-
wendet. Die Exponentialfunktion steht im Zentrum und wird konsequent als
»Generator® fiir weitere Funktionen eingesetzt. In jedem Fall ist die Definition
der Exponentiation a* frei von Willkiir, denn es gilt der folgende Charakterisie-
rungssatz, der obige Uberlegungen zur Motivation von a* = ¢*°!® noch einmal
prizisiert:
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Satz  (Charakterisierung der Funktionen mit Additionstheorem)
Seif: R — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft:

fx+y) = {x) - f(y) furallex,ye R.

Dann ist f(1) > 0. Ist f(1) = 0, so ist f(x) = 0 fiir alle x € R.
Ist andernfalls a = f(1) > 0, so gilt f = exp,, d.h. es gilt f(x) = a™ fir allex e R.

Beweis
Wegen (1) = f(1/2 + 1/2) = f(1/2) - f(1/2) ist f(1) > 0.
Istf(1) = 0, so gilt fiir allex € R:
fx) = f0l+x-1) = f1)-f(x-1) = 0-f(x-1) = 0.

Sei also a = f(1) > 0. Aus der Eigenschaft ,f(x + y) = f(x) - f(y)“ folgt wie
frither, dass

f(n/m) = ™Va" = exp,(n/m) firallene Zundme N, m # 0.

Also stimmen f und exp, auf Q tiberein, und aus der Stetigkeit der beiden
— Funktionen folgt dann, dass f(x) = exp,(x) fiir alle x € R gilt.

Die Stetigkeit ldsst sich in diesem Satz durch eine Beschrinktheitsbedingung
ersetzen (siche Ubungen).

Schlieilich betrachten wir noch die Umkehrfunktionen der Exponential-
funktionen exp,. Fiir jede von 1 verschiedene positive Basis a ist die Funktion
exp, injektiv und besitzt eine auf ihrem Wertebereich ] 0, e[ definierte Um-
kehrfunktion:

Definition (Logarithmus zu einer positiven Basis a # 1)
Seia>0,a# 1. Dann heifit die Umkehrfunktion log, : ]0, o[ — R der
Exponentialfunktion exp, der Logarithmus zur Basis a.

Die Eigenschaftsliste fiir die Funktionen log, ist die tibliche. Weiter gilt:

Satz  (Logarithmen zu verschiedenen Basen)
Seien a,b>0, a,b # 1. Dann gilt fiir alle x> 0:
(@) log,(x) = logy(x)/logy(a) = log(x)/log(a),
(b) log,(b) logy(a) = 1,
(¢) l/c-log,(x) = log,(x) fiirallec#0,

(d) log,(x) = -logi(x).

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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die Logarithmusfunktionen log,, log, log;p: ]0, o[ — R

Potenzfunktionen mit reellem Exponenten

Wir haben a* = exp, (x) als Funktion im Exponenten x zu einer gegebenen posi-
tiven Basis a betrachtet. Wir kénnen aber auch umgekehrt einen reellen Expo-
nenten a vorgeben und die Potenzbildung x* als Funktion in x betrachten. Der
Definitionsbereich dieser Funktionen ist ] 0, e[, wobei fiir manche Exponenten
auch ein grofierer Definitionsbereich moglich ist, etwa R fira = 0, 1, 2, ...,
R-{0}fira=-1,-2,-3,...und R fira=1/3,1/5,1/7, ...

Zur Vereinfachung der Notation identifizieren wir den Term x" mit der Funk-
tion f, : |0, co[ — R mit f,(x) = x* fiir alle x. Dann gilt:

Satz  (Eigenschaften der Potenzfunktionen)
Seia e R. Dann gilt fir die auf ] 0, e[ definierte Funktion x":

(a) x"iststetig. x" ist konstant gleich 1. x" ist streng monoton steigend
fiir a > 0 und streng monoton fallend fiir a < 0.

(b) x*-y" = (xy)* firallex,y>0.

(¢) Der Wertebereich von x° ist { 1 }, und der Wertebereich von x* ist
10, oo [, falls a # 0. Dabei gilt:

0<x*<1fir0O<x<l, 1* = 1, x*>1firallex>1, fallsa>0,

x>1fur0<x<1, 1" = 1, 0<x"<1firallex>1, fallsa<O.
(d) lim, _, . %" = oo, lim | ox" = 0 fallsa>0,

lim, _ .x" =0, lim, | (x" = e fallsa<O,

lim, _, . €/x" = oo, lim, _, . x"/e* = 0,

lim, _, .. logx)/x* = 0, lim, | o log(x)x* = 0, falls a>0,

lim, _ . log(x)/x" = oo, lim, | olog(x)x" = -0, falls a<O0.
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Beweis
Wir zeigen, dass lim, | ( log(x)x" = 0 fiir a > 0. Die anderen Aussagen sind
einfach zu beweisen. Es gilt aber

lim, | o log(x)x" = lim, | ¢ - log(1/x)/(1/x)" = 0,
- dalim, _, . log(y)/y* = 0 fiir a > 0.
Wegen x* = €*1°8®  (M)°2® jst die Potenzfunktion x* die Funktion expy, o log
mit b = e”. Potenzfunktionen sind also Exponentialfunktionen mit einem vorge-

schalteten Logarithmus.
Nach (d) kénnen wir fiir alle a > 0 die Potenzfunktion x* durch

0* = 0 fiirallea>0

stetig nach 0 fortsetzen. Wie friiher ist zudem 0° = 1. Dagegen ist 0* fiir negative
Exponenten a nicht definiert.

die Potenzfunktionen x” : ]0, o[ — R

Wir zeigen schliefilich, dass die Potenzfunktionen durch die Multiplikations-
eigenschaft x* - y* = (xy)" charakterisiert sind. Zum Beweis verwenden wir den
Charakterisierungssatz fiir die Exponentialfunktion.

Satz  (Charakterisierung der Potenzfunktionen)
Seif:]0, [ — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft:
fxy) = f(x) f(y) furallex,ye R.

Besitzt f eine Nullstelle, so gilt f(x) = 0 fiir alle x.
Andernfalls ist f die Potenzfunktion x* mit a = log(f(e)).
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Beweis
Ist f(y) = 0 fiir ein y > 0, so ist f(x) = f(y - x/y) = 0 - f(x/y) = 0 fiir alle x.
Andernfalls definieren wir g: R — R durch

g(x) = f(e") firallexe R.
Dann ist g stetig und es gilt
gx+y) = (") = fle*- &) = f(e") - f(¢") = gx)- g(y) firallex,y.

Nach dem obigen Charakterisierungssatz ist also g = expy, mit b = g(1) = f(e).
Dann gilt aber fiir alle x> 0:

_ f(X) _ f(elog(x)) _ g(lOg(X)) _ blog(x) _ Xlog(b) _—
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Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen

Wir untersuchen im Folgenden das Verhalten der komplexen Exponential-
funktion exp : C — C, die wir durch

exp(z) = 2, z"/n!firalleze C

eingefiihrt hatten, genauer. Im Komplexen wird das aus dem Reellen bekannte ex-
ponentielle Wachstum mit einem ginzlich neuen zweiten Phinomen verwoben,
dassich als , Kreisaufwicklung” beschreiben lisst. Grob gesprochen wird sich Fol-
gendes ergeben: Eine Waagrechte der Ebene wird durch die komplexe Exponen-
tialfunktion in eine Halbgerade transformiert, die am Nullpunkt beginnt, aber
diesen nicht enthilt. Eine Senkrechte der Ebene wird unter der komplexen Expo-
nentialfunktion dagegen zu einem unendlich oft durchlaufenen Kreis um den
Nullpunkt mit positivem Radius. Die Feinheiten dieser Dynamik sind derart, dass
wir die komplexe Exponentialfunktion zur Definition der trigonometrischen und
der hyperbolischen Funktionen nutzen kénnen. Wir erreichen eine elegante Eta-
blierung dieser Funktionen, die uns die zum Teil recht subtilen Gesetze der Trigo-
nometrie auf dem Silbertablett serviert, und seit der Schulzeit vertraute Gefilde
erscheinen am Ende in einem klareren Licht. Wenn ,,Elementarmathematik vom
hoheren Standpunkte aus” irgendwo zutrifft, dann hier.
Wir beginnen mit einer einfachen, aber fruchtbaren Beobachtung.

Satz  (Konmjugation der Exponentialfunktion)
Firalle z e C gilt:

exp(z) = exp(z).

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Fiir alle komplexen Zahlen
2 gilt 2z = 1z1%, und damit erhalten wir:

Korollar (die Werte e“‘)
Firallexe Rgilt le™| = 1.

Beweis
Fiir alle x € R gilt aufgrund des Satzes und des Additionstheorems:

_ |eixI2 ZCiX'C_iXZCiX_iXZGOZ 1.
Die Bilder der rein imaginiren Zahlen unter der komplexen Exponentialfunk-
tion liegen also auf dem Einheitskreis K={z e C | 1zl =1 }. Da eine beliebige

komplexe Zahl z die Darstellung z = Re(z) + 1Im(z) besitzt, gilt

e? = eRe(z) + 1Im(z) _ eRe(z) . eiIm(z)’

und damit kénnen wir uns die Wirkung der komplexen Ex]ponentialfunktion so
vorstellen: Ein Vektor z € R’ wird zuerst auf den Vektor ¢!™® des Einheitskrei-
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ses bewegt und dann um den reellen positiven Faktor e**® gestreckt. Unbekannt

ist bei dieser Beschreibung noch die genaue Lage von ¢ ™® auf dem Kreis K. Fiir
kleine positive x sind aber, wie eine Analyse der Reihe 3., (ix)"/n! zeigt, sowohl
der Realteil als auch der Imaginirteil von e positiv. Dies legt zusammen mit der
geometrischen Multiplikationsregel die Vermutung nahe, dass die Exponential-
funktion die rein imaginire Achse {ix | x € R } auf den Einheitskreis aufwickelt,
startend im Punkt e'® = 1, gegen den Uhrzeigersinn auf dem Weg von 0 nach oo,
im Uhrzeigersinn auf dem Weg von 0 nach - eo. Im Hinblick auf die geometri-
sche Multiplikationsregel besagt das Additionstheorem ¢'®1*%) = ¢ . &, dass
dieses Aufwickeln gleichmiflig verlduft und daher eine gewisse reelle Periode p
besitzt, d.h. es gilte™ = /P fiir allex € R. Diese Vermutung lisst sich in der Tat
verifizieren, und es gilt eine noch bessere Eigenschaft: Das Aufwickeln der rein
imaginiren Achse auf den Kreis K erhilt die Linge, sodass also unter Verwen-
dung der mit geometrischen Methoden definierten Kreiszahl nt gilt:

0 _ 1’ elTE/Z : eIT[ _ 1, e1ﬂ:3/2 : i2n _ 1’ e1(1'c/2+2n',) =i

e =1, = = -1, €

i

Mitanderen Worten: Die Periode p, mit der sich die Werte e™ reproduzieren, ist
nichts anderes als der Umfang 2 des Einheitskreises K. Und mit der oben disku-
tierten Streckung folgt dann, dass die komplexe Exponentialfunktion fiir jedes
reelle y den waagrechten Streifen { ze C | y<Im(z) <y + 2n} der Ebene bijektiv
auf die punktierte Ebene C* = C - { 0 } abbildet.

Der Nachweis der gleichmifiigen lingentreuen Aufwicklung der y-Achse auf
Kistnun aber keineswegs selbstverstindlich. In der modernen Analysis geht man
dabei heute oft so vor, dass man ausgehend von der obigen elementaren Beob-
achtung

e liegt auf dem Einheitskreis fiir alle reellen x“

die reelle Sinus- und Kosinusfunktion einfithrt und die Eigenschaften dieser
Funktionen aus denen der komplexen Exponentialfunktion gewinnt. Auch die
Zahl twird im Laufe dieser Untersuchung erst definiert. A posteriori bringt man
dann den geometrischen Gehalt der Zahl n ans Licht. Und die geometrische
Multiplikationsregel und die Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordina-
ten haben in der rein analytischen Entwicklung der Dinge erst jetzt ihren Platz.
Die folgende Darstellung will diesen Ansatz vorfithren. Dabei schadet es beim
Lesen wohl nicht, bereits am Anfang ein Gefiihl dafiir zu haben, was am Ende
ganz ohne geometrische Anleihen bewiesen sein wird.
Wir definieren:

Definition (Sinus, Kosinus)
Wir definieren den Sinus sin : R — R und den Kosinus cos: R — R durch:

sin(x) = Im(e'®), cos(x) = Re(e™) firallexe R.

Zur Verbesserung der Lesbarkeit schreiben wir oft auch sin x statt sin(x) und
cosx statt cos(x). Weiter ist sin x = sin(x)’, cos’ x = cos(x)*, usw.
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Aus der Definition flieffen viele elementare Eigenschaften der beiden Funk-
tionen. Wir stellen sie tabellarisch zusammen.

Satz (elementare Eigenschaften des Sinus und Kosinus)
Fiir alle x,y € R gilt:
(a) € = cosx + isinx, (Eulersche Formel)
sinx = (e - e %)/(21),
cosx = (e'* + e ¥)/2,
(b) sinx = 3, (- D" x*"*/@2n+ 1),
T, (D" x*@2n),
(©) sin: R — R, cos: R — R sind stetig,

COSX

(d) sin’x + cos’x = 1,
Isinx | <1, lcosx| <1,
(e) sin(-x) = —sinx,
cos(-X) = COSX,
() sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny,
cos(X +y) = COSX COsy - sinxsiny,
sin(2x) = 2 sinx cosx,
cos(2x) = cos’x - sin’x, (Additionstheoreme)
(g) sinx - siny = 2 sins cost,
COSX - COSy = -2 sins sint,
wobei s = (x - y)/2 und t=(x +y)/2.
Beweis ‘ ' A
zu (1): Es gilte™ = Re(e™) + i Im(e"™) = cosx + isinx.

Die anderen Aussagen folgen aus Re(z) = (z + 2)/2, Im(z) = (z - 2)/(21)
und obigem Satz iiber die Konjugation der Exponentialfunktion.

zu (b): Firallek e N gilt
PR, el 2

, i4k+2 _ _1, i4k+3 = _i

Damit gilt fir allex e R:
cosx + isinx = e = ¥ i"x"/n! =
S.ED 20!+ i Y, D" /2n+ 1))

Im letzten Schritt wird verwendet, dass in C lim,, z, = z genau dann gilt,
wenn lim, Re(z,) = Re(z) und lim, Im(z,) = Im(z).
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zu (¢): Die Stetigkeit von Sinus und Kosinus folgt aus der Stetigkeit der
komplexen Exponentialfunktion und der Stetigkeit der Real- und
Imaginirteilfunktion. Alternativ kann man die Reihendarstellungen in (b)
und eine Restgliedabschitzung nach dem Leibniz-Kriterium heranziehen.

zu (d): Es gilt

sin’x + cos’x = Im(e™)’ + Re(e™) = le™I? = 1.

Hieraus folgen auch die Ungleichungen Isin(x)| <1 und lcos(x)| < 1.
zu (e): Es gilt

cos(-x) + isin(-x) = e¥ = €* = cosx - isinx.
zu (f): Esgilt

cos(x +y) + isin(x +y) = ®*Y = e¥elV =

(cosx + isinx) (cosy + isiny) =

COSX CcOSy — sinx siny + i(sinx cosy + cosx siny).

- 2u(g): Ubung.
Sinus und Kosinus liefern nun wie gewohnt den Tangens und Kotangens:

Definition (1angens und Kotangens)
SeienA={xe Rl cosx=0}und B={xe R |sinx=0}.
Dann definieren wir den Tangens tan : R - A — R und den Kotangens
cot: R - B — Rdurch:

tanx = sinx/cosx fiirallexe R-A,

cotx = cosx/sinx fiirallexe R -B.

Die Nullstellenmengen A und B des Kosinus und Sinus werden wir gleich
noch bestimmen. Die Tangens- und Kotangensfunktion sind stetig auf ihren
Definitionsbereichen. Aus den Eigenschaften des Sinus und Kosinus folgtleicht:

Satz  (elementare Eigenschaften des Tangens und Kotangens)
Fiir alle x,y € R gilt unter der Voraussetzung der Definiertheit:
(a) tan(-x) = -tanx, cot(-x) = - cotx,
(b) tanx = 1/cotx, cotx = l/tanx,
(¢) tan(x+y) = (tanx + tany)/(1 - tanx tany),

cot(x +y) = (cotx coty — 1)/(cotx + coty). (Additionstheoreme)

Der Beweis kann dem Leser iiberlassen bleiben.
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Bestimmung der Perioden und Nullstellen

Offensichtlich sind an dieser Stelle nur die Werte sin0 = 0 und cos0 = 1, die
unmittelbar aus e’ = 1 folgen. Die Eruierung des Werteverhaltens lisst sich
aber durch eine technische Analyse der Reihendarstellungen in Gang bringen.

o
1

0,51

0,5+

Einschlieffung des Kosinus

Satz  (Verlaufsanalyse des Kosinus)
Der Kosinus ist im Intervall [0, 2] streng monoton fallend und besitzt dort
genau eine Nullstelle x*. Der Sinus ist im Intervall [0, x*] streng monoton
steigend und es gilt sin(x*) = 1.

Beweis
Die Reihensinx = ¥, (- )" x*™*!'/@n + 1)l und cosx = X, (- 1)"x*"/(2n)!
sind alternierend. Aus dem Leibniz-Kriterium erhalten wir:

x - x/3! <sinx < x - ©/3! + ¥/5!  und
1 - x*/2! < cosx < 1 - x*/2! + x*/4! fiiralle 0 <x <3,
denn fiirx e ]0, 3 [ gilt
X/n! > x"*Y/(@m +1)! firallen>2.
Damit gilt:
(a) sinx > x(1 -x%/6) > 0 firallexe ]0,2],
(b) cos2 <1 =222V +2%4 =1 -2+ 2/3=-1/3 <0.

Aus cos 0 = 1, (b) und dem Zwischenwertsatz folgt, dass der Kosinus in

[0, 2] eine Nullstelle besitzt. Es bleibt zu zeigen, dass der Kosinus in [0, 2]
streng monoton fillt. Die Nullstelle in [0, 2] ist dann eindeutig und die
Behauptungen iiber den Sinus folgen aus sin x = V1 - cos’x.
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Nach (g) in obiger Eigenschaftstabelle gilt fiir alle x,y € R, dass
cosy — cosx = 2 sins sint,

mits=(x-y)/2 und t=(x+y)/2. Istnun 0 <y <x <2, s0 gilts,t € ]0, 2],
und nach (a) sind daher sin s und sint positiv. Folglich ist die Differenz
— oSy - cosx positiv, und damit ist cos streng monoton fallend in [0, 2].

Der Satz erlaubt uns die folgende Definition:

Definition (analytische Definition der Zahl )
Wir definieren die reelle Zahl © durch

n/2 = ,die kleinste positive Nullstelle des Kosinus.“

Es gilt also cos(n/2) = 0 und sin(n/2) = 1. Aus der Sicht der Exponentialfunk-
tion ist wegen e'* = cosx + isinx also n/2 die kleinste positive reelle Zahl, fiir die
e den Wert i annimmt. Damit gilt

eln=eln/2_eln/2 =i'i=—1

I

und wir erhalten:

Satz  (Eulersche Identitiit)
Esgilte™+1 = 0.

Obwohl dem Sinus und dem Kosinus per Definition eine trigonometrische
Bedeutung zukommt, ist noch nicht klar, dass die gerade definierte Zahl © und
die geometrisch definierte Kreiszahl ein und dasselbe sind. Wir wissen noch
nicht, dass in ,,cos x= Re(e'¥)“ und ,,sin x = Im(e")“ das Argument x ein Winkel im
Bogenmaf3 ist. Wir stellen den Bau dieser Briicke zwischen Analysis und Geome-
trie noch etwas zuriick, bis wir den Verlauf des Sinus und Kosinus befriedigend
geklirthaben. Erst durch diese Briicke wird die Eulersche Identitidt mitihrer ein-
zigartigen Verbindung der fiinf fundamentalen Grofien e, i, mr, 0 und 1 zur wah-
ren Schonheitskonigin der Mathematik.

Ohne weitere Arbeit erhalten wir aus unserer elementaren Verlaufsanalyse:

Korollar  (Werte fiir Vielfache von n/2)

ei‘r[/Z =i eirt - _1 ei3‘r[/2 = —i einc -1

cos(n/2) = 0, cos(m) = -1, cos(3m/2) = 0, cos(2m) = 1,

sin(m/2) = 1, sin(m) = 0, sinBn/2) = -1, sin(2m) = 0.
Beweis

Wir wissen schon, dass /™ = i. Die anderen Werte der ersten Zeile der

Tabelle folgen aus dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion.
Die zweite und dritte Zeile ergeben sich aus der ersten durch Anwendung
— der Eulerschen Formel e = cosx + isinx.
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Auch die Periodizitit, die Nullstellen und das Monotonieverhalten der trigo-
nometrischen Funktionen lassen sich ohne grofie Miihe aus unserer elementaren
Verlaufsanalyse gewinnen. Wir beginnen mit:

Korollar  (Periodizitit der Exponentialfunktion und des Sinus und Kosinus)
Firalleze Cundxe R gilt:

z+1im/2 - iez’ ez+1rt - _ez’ ez+137t/2 - —iez, ez+127'c - CZ,
cos(x +T/2) = —sinx, cos(x+T) = —COSX,

cos(x + 3 m/2) = sinx, cos(x+2T) = COSX,

sin(x + /2) = cosx, sin(x+T) = -sinx,

sin(x + 3 m/2) = —cosx, sin(x+2T) = sinx,
sinx = cos(n/2 - x), cosx = sin(n/2 - x).

Beweis
Die erste Zeile ergibt sich aus den Werten von ™ ™ &3 el2™ ynd
dem Additionstheorem, und die zweite und dritte Zeile folgen dann aus der
FEulerschen Formel fiir die Wahl von z = ix, x € R. Fiir die vierte Zeile
beobachten wir schliefllich, dass

sinx = sin(x - /2 + n/2) = cos(x - n/2) = cos(n/2 - x),
sowie

— cosx = cos(x — /2 + m/2) = -sin(x - M/2) = sin(n/2 - x).

Die Graphen von Sinus und Kosinus gehen also durch eine Verschiebung ent-
lang der x-Achse auseinander hervor. Verschieben wir den Sinus um 7/2 nach
links oder 3 /2 nach rechts, so erhalten wie den Kosinus. Umgekehrt liefert eine
Verschiebung des Kosinus um n/2 nach rechts oder 3 n/2 nach links den Sinus.

Als nichstes bestimmen wir die Nullstellen des Sinus und Kosinus.

Korollar  (Nullstellen des Sinus und Kosinus)
Es gilt cos(n/2 + k) = sin(km) = 0 fiir alle k € Z, und die Funktionen haben
keine weiteren Nullstellen.

Beweis
Dass die angegebenen Zahlen Nullstellen des Kosinus sind, folgt aus
cos(n/2) = 0 und der Periodizititsformel cos(x + ) = — cos(x). Da der
Kosinus wegen cos(- x) = cos(x) keine Nullstelle in | - 7/2, /2 [ besitzt,
folgt erneut aus cos(x + 1) = - cos(x), dass keine weiteren Nullstellen

— existieren. Aus sin(x + 11/2) = cos(x) folgen die Behauptungen fiir den Sinus.

Mit den Nullstellen des Sinus und Kosinus haben wir auch die Definitionsbe-
reiche und Nullstellen des Kotangens und des Tangens bestimmt.
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Schliefilich vervollstindigen wir noch unsere Analyse des Wachstumsverhal-
tens der Funktionen.

Korollar  (Monotonieverbalten des Sinus und Kosinus)
Der Kosinus ist streng monoton fallend in [0, ] und streng monoton
steigend in [®, 27t]. Der Sinus ist streng monoton steigend in [0, 7t/2 ] und
[3 ®/2, 2 x] und streng monoton fallend in [7/2, 3 w/2].

Beweis
Wir wissen, dass der Kosinus in [0, /2] streng monoton von 1 nach 0 fillt.
Wegen cos(x + m/2) = -sinx = -V 1 - cos’ x ist der Kosinus aber auch noch
streng monoton fallend in [1/2, ®] (von 0 nach - 1). Mit cos(x + ) = - cos(x)
sind dann die Monotoniebehauptungen fiir den Kosinus bewiesen, und die
— Aussagen fiir den Sinus folgen aus sin x = - cos(x + T/2).

Damit haben wir viele anschauliche Eigenschaften der bekannten graphischen
Darstellungen des Sinus und Kosinus nachgewiesen: Nullstellen, Extremwerte,
Monotonieverhalten, Periodizitit, Translationseigenschaften, Paritit. Auch die
Schnittpunkte x mit der Eigenschaft ,,sin x = cos x“ kénnen wir leicht ermitteln,
denn aus sinx = cos(n/2 - x) erhalten wir, dass

sin(n/4) = cos(n/2 - n/4) = cos(n/4), und

sin(m/4 + ) = -sin(n/4) = - cos(n/4) = cos(m/4 + T).

Wegen sin” x + cos” x = 1 und sin(n/4) = cos(n/4) > 0 ist weiter

sin(n/4) = cos(n/4) = V2/2 und sin(5 /4) = cos(5 W/4) = - \V2/2.

Durch das Monotonieverhalten sind andere Stellen x in [0, 21t] mit der Eigen-
schaft sin x = cos x ausgeschlossen.

_Zt

Sinus und Kosinus
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Fiir den Tangens und Kotangens gilt:
Satz  (Werteverbalten des Tangens und Kotangens)
Tangens und Kotangens besitzen die Periode m, d. h. es gilt
tanx = tan(x+ ) furallexe R-{n/2+knlke Z},
cotx = cot(x+m) furallexe R-{knlke Z}.

Der Tangens ist streng monoton steigend im Intervall |- n/2, 7/2 [ und
bildet dieses Intervall bijektiv auf R ab. Analog ist der Kotangens streng
monoton fallend in ] 0, n[ und bildet dieses Intervall bijektiv auf R ab.

Beweis
Fiir alle x € R mit cosx # 0 gilt
tanx = sinx/cosx = - (-sin(x + m))/cos(x + M) = tan(x + 7).
Weiter gilt:
Ist 0 <x<y<m/2,s0ist 0 <sinx <siny und cosx > cosy > 0.

Also ist tanx = sinx/cosx < siny/cosy = tany fiir alle 0 <x <y < /2.
Also ist tan streng monoton wachsend im Intervall [0, ©/2 [. Wegen

tan(- x) = - tan(x) ist dann aber tan auch streng monoton wachsend in
1-7n/2, 7/2 [. Weiter gilt

lim, ; ;/ tanx = lim, ¢ o, sinx/cosx = o, und damit
limx | -m/2 tanx = - lll'IlX T r/2 tanx = — oo,

Dies zeigt zusammen mit der Stetigkeit und strengen Monotonie, dass der
Tangens das Intervall | - n/2, n/2 [ bijektiv auf R abbildet.

— Die Aussagen iiber den Kotangens werden analog bewiesen.

Damit haben wir auch die bekannten graphischen Darstellungen des Tan-
gens und Kotangens in vielen wichtigen Eigenschaften gerechtfertigt. Neben
tan(0) = 0 sind noch die Werte tan(n/4) = 1 und tan(- n/4) = - 1 zu erwihnen,
die sich aus sin(n/4) = cos(n/4) und tan(- x) = - tan(x) ergeben.
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Das Verhalten der komplexen Exponentialfunktion

Wir wollen das Werteverhalten der Funktion exp : C — C noch einmal zu-
sammenfassend beschreiben. Zunichst gilt:

Satz  (Kreisaufwicklung)
Die Funktion exp bildet das senkrechte Geradenstiick {ix | 0<x<2m}
bijektiv auf den Einheitskreis K={ze C | |zl =1 }ab.

Beweis
Die Aussage folgt aus dem analysierten Verlaufsverhalten der stetigen
— Funktionen cos(x) = Re(e™) und sin(x) = Im(e'*) und dem Zwischenwertsatz.

Allgemeiner gilt:
Satz  (Bilder von Waagrechten und Senkrechten unter der Exponentialfunktion)

Fiir alle komplexen Zahlen zq = (xo, yo) und alle r > 0 gilt:

(a) exp bildet den senkrechten Geradenabschnitt { zy +ix | 0 <x <27}
bijektiv auf den Kreis {ze C | 1zl =™ } ab.

(b) exp bildet den waagrechten Geradenabschnitt{zy+x | 0<x<r}
bijektiv auf den Geradenabschnitt { €™ + oz | 0 <o <e™™ - €™ }J ab,
wobei z; der Vektor €7 des Einheitskreises ist.

Beweis ‘ '
Die Aussage (a) folgt aus e®*1 = ¢ *100+9 _ ¢% . ¢i00*%) ynd der minimalen
Periode 27 von exp. Die Aussage (b) folgt aus

e = e 4 (efF-1)e™ =e" + (e"-1)e" elo

70 +1X

— und der Tatsache, dass exp das Intervall [0, r[ bijektiv auf [1, e" [ abbildet.

Ein Gitter in der Ebene wird durch die komplexe Exponentialfunktion also in
y-Richtung kreisf6rmig aufgefichert und in x-Richtung exponentiell gestreckt.
Weiter halten wir fest:

Korollar  (Waagrechte Streifen der Breite 21)
Fiir alle y, € R gilt:

exp bildet den waagrechten Streifen { (x,y, +y) | x€ R, 0 <y <2n} bijektiv
auf die punkderte Ebene R* - {0} ab.

Dem Leser wird es an dieser Stelle vielleicht Vergniigen bereiten, das Verhal-
ten der komplexen Exponentialfunktion anhand weiterer Beispiele zu verfolgen:
Welche Bilder haben waagrechte Streifen der Breite n/2, m oder 4? Welche Bil-

der haben senkrechte Streifen ? Welche Bilder haben Halbgeraden der Ebene,
die im Nullpunkt beginnen ?
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Unser Analyse liefert die oft niitzliche Darstellung komplexer Zahlen in Polar-
koordinaten. Wir definieren:

Definition  (Polarkoordinaten, Argument)
Istze Cundz=re™ fiirr,x e R, r >0, so heiflen r,x Polarkoordinaten fir z.
Die Zahl x heifit ein Argument fir z.

Unsere Untersuchung der komplexen Exponentialfunktion zeigt:

Satz  (Darstellung in Polarkoordinaten)
Jede komplexe Zahl z besitzt Polarkoordinaten r,x. Dabeiistr = |z|, und
fiir alle z # 0 ist das Argument x modulo 2 eindeutig bestimmt.

Beweis . ‘
— Firz=0giltz= 1zl ¢ fir das eindeutige x € [0, 2[ mite™ = z/1zl.

Definition (Argumentfunktion)
Fiir alle z € C mit z # 0 setzen wir

iX

arg(z) = ,das eindeutigexe [0,2n[ mitz = |zl e
Aus dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion folgt:

Satz  (Multiplikation komplexer Zablen in Polarkoordinaten)
Sind rq,x; und r,, x, Polarkoordinaten von z; bzw. z,, so sind ry - 1, x; + X,
Polarkoordinaten von z; - z,. Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist also
bestimmt durch die Multiplikation ihrer Liangen und die Addition ihrer
Argumente.

Wir zeigen im folgenden Abschnitt, dass das Argument x in z = r ¢ ein Win-
kel im Bogenmaf ist, sodass also den Polarkoordinaten die iibliche geometrische
Bedeutung zukommt. Die geometrische Multiplikationsregel ist dann rein ana-
Iytisch begriindet.
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Einheitswurzeln und Berechnung des Kreisumfangs

Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion kénnen wir die Losungen der
Gleichung z" = 1 leicht notieren. Wir definieren hierzu:

Definition (Einbeitswurzeln)
Fiir alle n > 1 definieren wir:

Cin = 2" firalleke Nmit0<k<n.

Die Zahlen { ,, ..., {,,_1,, heifien die n-ten Einbeitswurzeln.

Je zwei n-te Einheitswurzeln sind verschieden, da andernfalls ¢ = 1 fiir ein
reelles x € 10, 2 [ gelten wiirde, was nicht sein kann.

Wir zeigen nun (ohne Verwendung der geometrischen Multiplikationsregel),
dass die n-ten Einheitswurzeln die Gleichung z" = 1 16sen und auf dem Einheits-
kreis gleichmifig verteilt sind:

Satz  (iiber die Einbeitswurzeln)
Fiir alle n > 1 sind die n-ten Einheitswurzeln die komplexen Losungen der
Gleichung z" = 1. Sie bilden die Ecken des gleichseitigen in den Einheits-
kreisK={ze C | Izl =1} einbeschriebenen n-Ecks, dem der Punkt
1 = (1, 0) angehort. Der Umfang dieses n-Ecks ist zudem

n-le?™ 1|

= 2n sin(m/n).

Beweis ' '
Sein > 1. Fiir alle k < n gilt (. ,)" = (e¥n2mn = k2™ _ 1 Damit sind alle
n-ten Einheitswurzeln Losungen von z" = 1. Da die n-ten Einheitswurzeln
paarweise verschieden sind und z" = 1 hochstens n Losungen besitzt,
existieren keine weiteren Losungen. Weiter ist §, , = €’ = 1, und es gilt

ik+)/m2m _ eik/r121|:| _ |eik/n21t| .

iZTE/n_ll iZTE/n_ll

le le = le

fiir alle k. Damit bilden die n-ten Einheitswurzeln ein gleichseitiges n-Eck
in K, dem der Punkt 1 angehort. Schliefflich ist

[el2™0 _ 1| = |el™0| el _eivn) _ 2 |Im(e1n/n)| = 2 sin(nt/n).

Die klassische geometrische Berechnung des Umfangs des Einheitskreises be-
steht nun aber gerade aus der Berechnung der Umfinge der einbeschriebenen
regelmifigen n-Ecke und der Durchfithrung des zugehorigen Grenziibergangs.
Damit kénnen wir nun die Briicke zwischen der analytischen Definition von 1
und der geometrischen Definition leicht errichten. Entscheidend ist der fol-
gende Grenzwert:
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Satz  (lim, _, ysinx/x = 1)
Es giltlim, _, o ;.0 sin x/x = 1.

Beweis
Firx e ]0, 3] gilt wie in obiger Verlaufsanalyse

x - x/3! < sinx < x, also
1 -x*/6 < sinx/x < 1.

Damit gilt lim, |  sin x/x = 1. Wegen sin(- x) = - sin x ist dann aber auch
- limy _ o .osinx/x = 1.

Damit erhalten wir aber sofort:

Satz  (Berechnung des Kreisumfangs)
Es giltlim, _, ., 2 nsin(@/n) = 2x. Die Umfinge von regelmifigen in den
Einheitskreis einbeschriebenen n-Ecken konvergieren also gegen 2 7.

Beweis
Nach dem Satz gilt

— lim, _, . 2nsin(n/n) = 2xnlim, _, . sin(aw/n)/(n/n) = 2n-1 = 2m.
Eine analoge Uberlegung zeigt:

Satz  (x als Bogenmaf} in ¢™)
Seix e R. Fiir alle n > 1 seien

pl = e firallek <n,

bn = ZOSk<n |Pi:+1 —Pﬂl
Dann giltb, =2n Isin(x/(2n))| und lim, b, = x.

Damit haben wir unser Ziel erreicht: Die Exponentialfunktion wickelt den po-
sitiven "Teil der y-Achse gleichmifig, lingentreu und gegen den Uhrzeigersinn
auf den Einheitskreis auf. Anders formuliert: Die Funktion f: [0, o[ — R’ mit
f(t) = (cos t, sin t) (= €'") beschreibt die gleichmifige Bewegung eines Punktes auf
dem Einheitskreis gegen den Uhrzeigersinn, der in der Zeit t die Strecke t zu-
riicklegt. '

In der Darstellung z = r €' einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten ist das
Argument x also ein Winkel im Bogenmaf}. Und die Multiplikation zweier kom-
plexer Zahlen erfolgt nach der geometrischen Multiplikationsregel : ,,Multipli-
ziere die Lingen und addiere die Winkel.*
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Die Arkusfunktionen

Zur Bildung von Umkehrfunktionen betrachten wir die folgenden natiirlichen
Einschrinkungen der trigonometrischen Funktionen:

sing = sinl[-n/2, /2], cosy = cosl[0, ],

tany = tanl]-w/2, t/2[, coty = cotl]0, |
Unsere Analyse hat gezeigt:

Satz  (Wachstumsverbalten der eingeschriinkten trigonometrischen Funktionen)
Die Funktionen siny und tan, sind streng monoton steigend, und die
Funktionen cosy und cot sind streng monoton fallend. Der Wertebereich
von sing und cos ist [- 1, 1], und der Wertebereich von tang und cot, ist R.

Damit kénnen wir die Umkehrfunktionen bilden:

Definition (Arkusfunktionen)
Wir definieren den Arkussinus arcsin : [- 1, 1] — R, den Arkuskosinus
arccos : [- 1, 1] — R, den Arkustangens arctan : R — Rund den
Arkuskotangens arccot : R — R durch:

arcsin = sino'l, arccos = coso_l, arctan = tano‘l, arccot = coto_l.

Gebriuchlich ist auch die Schreibweise sin™' x fiir arcsinx, wobei diese Nota-
tion aufgrund der méglichen Verwechslung mit sin(x)™! = 1/sinx nicht ungefihr-
lich ist. Analoges gilt fiir die anderen Arkusfunktionen.

Alle Arkusfunktionen sind stetig und erben das Monotonieverhalten ihrer de-
finierenden Funktionen. Es ergeben sich die folgenden Bijektionen:

arcsin: [-1,1] — [-n/2,7/2], arccos:[-1,1] — [0, =],
arctan: R — |-n/2, n/2[, arccot: R — ]0,x[.

Der Leser beachte, dass sin arcsin x = x fuir alle xim Definitionsbereich [- 1, 1]
des Arkussinus gilt, wihrend arcsin sin x = x nur fiir x € [~ n/2, n/2] erfiillt ist,
also fiir einen kleinen, wenn auch reprisentativen, Teil des Definitionsbereichs R
des Sinus. Analoges gilt fiir die Verkniipfung von Kosinus und Arkuskosinus.

Der gemeinsame Wertebereich des Arkussinus und Arkuskosinus ist das Inter-
vall [0, m/2]. Ist (x, y) ein Punkt des Einheitskreises im ersten Quadranten der
Ebene, so istarccosx = arcsiny, und der gemeinsame Wertist der dem Punkt ent-
sprechende Winkel. Denn dann existiert ein t € [0, ©/2 ] mit (x, y) = (cost, sint)
und es gilt arccosx = arccos cost=tund arcsiny = arcsinsint = t. Der Leser tiber-
lege sich, welche Beziehungen zwischen arccos x und arcsin y fiir die anderen
Punkte (x, y) des Einheitskreises bestehen.

Bemerkenswerte Eigenschaften sind weiter:
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Satz  (elementare Eigenschaften der Arkusfunktionen)
Fiir alle x gilt unter der Voraussetzung der Definiertheit:

(a) sinarccosx = cosarcsinx = V1 -x%,
(b) sin arccotx = cosarctanx = 1/V1 +x".

Der Beweis kann dem Leser iiberlassen bleiben.
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Arkustangens und Arkuskotangens

Sekans und Kosekans

Kurz erwihnen mochten wir noch zwei weitere trigonometrische Funktionen:

Definition (Sekans und Kosekans)

SeienA={n/2+knlke Z}, B={kn | ke Z}. Dann definieren wir den
Sekans sec : R = A — Rund den Kosekans csc: R - B — R durch

secx = l/cosx firallexe R-A,

1/sinx fiirallexe R - B.
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Kosekans

Sekans und Kosekans tauchen in natiirlicher Weise bei der Untersuchung von
Dreiecken auf. Wir besprechen dies in den Erginzungen.

Beide Funktionen haben die Periode 2 n. Zur Bildung von Umkehrfunktionen
betrachten wir die Einschrinkungen

secy = secl([0, ] -{m/2}), cscy = csel([-n/2, /2] -{0}).

Dann ist secy eine auf [0, n/2 [und | n/2, ] jeweils streng monoton wachsende
Funktion, die [0, ©] - { /2 } bijektiv auf R - ] - 1, 1 [ abbildet. Analog ist csc,
streng monoton fallend auf [~ 7/2, 0[ und ] 0, ©/2 ] und bildet [- /2, /2] - {0}
bijektiv auf R - ] - 1, 1 [ ab. Wir kénnen also definieren:

Definition (Arkussekans und Arkuskosekans)
Wir definieren den Arkussekans arcsec: R-]-1,1[ — Rund den
Arkuskosekans arccsc: R -]-1,1[ — R durch

arcsec = secy 1, arcesc = cscO'I.

Die Arkusfunktionen erben wieder das Monotonieverhalten ihrer stetigen Ur-
sprungsfunktionen. Wir erhalten die folgenden Bijektionen:
arcsec:R-]-1,1[ — [0,®] -{m/2},
arcesc: R-]-1,1[ — [-n/2, /2] -{0}.

Weiter gilt
lim, _, _ arcsecx = lim, _, . arcsecx = m/2 und

lim, _, . arccscx = lim, _, ., arccscx = O.
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arcsec
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Arkussekans und Arkuskosekans

Die Hyperbelfunktionen

Im Zoo der von der komplexen Exponentialfunktion abstammenden Funktio-
nen betrachten wir noch ein letztes Gehege.

Definition (Hyperbelfunktionen)
Wir definieren den Sinus Hyperbolicus sinh : R — R, den Kosinus Hyperbolicus
cosh: R — Rund den Tangens Hyperbolicus tanh : R — R durch:

sinhx = (e* - e7¥)/2,
coshx = (e* + e7¥)/2,
tanhx = sinhx/coshx fiirallexe R.

Weiter definieren wir den Kotangens Hyperbolicus coth: R-{0} — R
durch:

cothx = coshx/sinhx firallexe R, x # 0.

Alle Hyperbelfunktionen sind stetig und besitzen das folgende Monotonie-
und Werteverhalten.

Satz  (Verhalten der Hyperbelfunktionen)
sinh ist streng monoton steigend und besitzt den Wertebereich R.
cosh ist streng monoton fallend im Intervall ] - e, 0] und streng monoton
steigend im Intervall [0, eo [ mit Wertebereich [1, [. tanh ist streng
monoton steigend mit Wertebereich ] - 1, 1[. coth ist streng monoton
fallend im Intervall ] - e, 0 [ und streng monoton fallend im Intervall
10, oo [ mit Wertebereich R - [- 1, 1].
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Tangens und Kotangens Hyperbolicus

Wir iiberlassen den Nachweis dem Leser. Leicht zu sehen ist weiter:

Satz  (elementare Eigenschaften der Hyperbelfunktionen)
Fiir alle x,y gilt:

(a) cosh’x - sinh’x = 1,
(b) sinhx = ¥, x*"*1/@n+1)!, coshx = 3, x*"/(2n)!,
(c) sinh(x +y) = sinhx coshy + coshxsinhy,
cosh(x +y) = coshx coshy + sinhxsinhy. (Additionstheoreme)
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Die Eigenschaft (a) erklirt die Bezeichnung als ,Hyperbelfunktionen”. So
wie {(t) = (cos(t), sin(t)) in der Zeit t € R eine Bewegung auf dem Einheitskreis
K beschreibt, so beschreibt g(t) = (cosh(t), sinh(t)) in der Zeit t € R eine Bewe-
gung auf dem rechten Ast der Hyperbel H={ (x,y) € R* | X’ -y’ =1}.

Auch fiir die Hyperbelfunktionen lassen sich Umkehrfunktionen einfiihren:

Definition (Areafunktionen)
Wir definieren den Areasinus Hyperbolicus arsinh : R — R, den
Areakosinus Hyperbolicus arcosh : [1, o[ — R, den Areatangens
Hyperbolicus artanh : |- 1, 1[ — R und den Areakotangens Hyperbolicus
arcoth: R-[-1,1] — Rdurch

. [ | -1
arsinh = sinh™", arcosh = (cosh![0, e [)™",
artanh = tanh™!, arcoth = coth™'.

V

arcosh

! 3 2 4 1 2 3 4

~

arsinh

Avrea Sinus und Kosinus Hyperbolicus

V
4,.

artanh arcoth
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Area Tangens und Kotangens Hyperbolicus
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Die Areafunktionen lassen sich mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus explizit
darstellen:

Satz  (explizite Darstellung der Areafunktionen)

Es gilt:
arsinhx = log(x+ V¥ +1) firallex e R,
arcoshx = log(x+V X -1) fiirallex>1,

artanhx = log((1 +x)/(1 -x))/2 fiir alle x mit Ix| < 1,
arcothx = log((x+1)/(x-1))/2 fiir alle x mit Ix| > 1.

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung tiberlassen.
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I"Jbungen

3.3.1 Die Exponentialfunktion und der Logarithmus

Ubung 1
Zeigen Sie, dass fiir alle a,b > 0 und alle x,y € R gilt:

@ a*a’ = a**Y, @) = a%, a7 = I/@), a'b* = @ab)},
(b) log(a®) = xlog(a), alog® _ plog@,

() limy _ g yp0 (€= 1)/x = 1,

(d) lim, _. g .0 " - 1)/x = log(a).

Ubung 2
Zeigen Sie, dass fiir alle a,b >0, a,b # 1 und alle x> 0 gilt:

(@) log,(x) = logy(x)/logy(a) = log(x)/log(a),
(b) log,(b) - logy(a) = 1,

(©) 1/c-log,(x) = log,(x) fiirallec=0,
(d) log,(x) = ~logy,(x).

Ubung 3

Finden Sie den Fehler im folgenden ,,Beweis® von ,,1 = 1/4“:

yEur alle a> 0 istlog, die Umkehrfunktion von exp,. Fiir alle x> 0 ist weiter
exp,(a) in der Variablen x die Potenzfunktion, die x auf x* abbildet. Speziell
ist exp,(1/2) die Wurzelfunktion, die x auf Vx abbildet. Die Umkehrfunktion
von exp,(1/2) ist aber log,(1/2), und damit ist log,(1/2) = X’ fiir alle x> 0.
Alsoist 1 =logy»(1/2) = (1/2)* = 1/4.%

Ubung 4
Zeigen Sie:
1/x

@@ lim, _ .x™ =1,
(b) lim, _, .. x*¢®@/e* = 0.
Ubung 5
Zeigen Sie, dass die Reihe X, 5, In(n)/n’ konvergiert.
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Ubung 6
(a) Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen f: ]0, eo[ — R mit

fxy) = f(x) + f(y) fiirallex,y>0.
Bestimmen Sie weiter alle Funktionen g : P — Rmit0 e P und
gxy) = gx) + g(y) firallex,y e P.
(b) Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen f: R — R mit
fx+y) = f(x) + f(y) firallex,ye R.
Ubung 7
Seif: R — R eine Funktion mit f(x + y) = f(x) - f(y) fiir alle x,y € R.
Weiter sei f in einer Umgebung der Null nach oben beschrinkt, d. h. es
gebe ein s 2 0 und ein 8 > 0 mit f(x) < s fiirallex e |- 8, 3.

Zeigen Sie, dass f stetig ist (und dass folglich der Charakterisierungssatz fiir
Funkdonen mit Additionstheorem fiir die Funktion f gilt).

3.3.2 Die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen

Ubung 1
Zeigen Sie, dass fiir alle ze Cund alle x,y € R gilt:

(a) exp(z) = exp(2),

(b) sin(x) - sin(y) = 2 sin(s) cos(t),
cos(x) - cos(y) = - 2 sin(s) sin(t),
wobei s = (x - y)/2 und t = (x + y)/2.

(c) tan(x +y) = (tan(x) + tan(y))/(1 - tan(x)tan(y)),
falls cos(x), cos(y), cos(x +y) # 0.

(d) cotx+y) = (cot(x) cot(y) — 1)/(cot(x) + cot(y),
falls sin(x), sin(y), sin(x +y) # 0.

Ubung 2
Seip e C-{0} eine komplexe Periode der Exponentialfunktion, d.h es gilt
exp(z) = exp(z+p) firalleze C.
Zeigen Sie, dass p ein ganzzahliges Vielfaches von 2ri ist. Folgern Sie, dass

{zeCle*=1} = {k2milke Z}.
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Ubung 3
Zeigen Sie:

(@) limy _ ¢ c.0 x sin(1/x) = 0,
(b) lim, _ g z0 (1 -cosx)/x* = 1/2.
Ubung 4
Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € Rund allen e N gilt:
(@ Isin"x) - sin"(y)| < nlx-yl,
(b) Isin(nx)| < n Isinx)I.
Ubung 5
Zeigen Sie:
(a) cos’(x/2) = (1+cosx)/2 fiirallex e R,
(b) sin’(x/2) = (1-cosx)/2 firallex € R,
(¢) tan(x/2) = (1-cosx)/sinx = sin(x)/(1+cosx) furallexe [0,7].

Ubung 6
Zeigen Sie, dass lim, _, ¢ ;. tan(x)/x = 1.

Ubung 7
Zeigen Sie, dass fiir alle x unter der Voraussetzung der Definiertheit gilt:
(a) sinarccosx = cosarcsinx = V1 - X,
cosarctanx = 1/V1+x.

(b) sin arccot x

Ubung 8
Zeigen Sie, dass fiir alle z = x + iy € Cmitz # 0 gilt:

(a) arg(z) = arctan(y/x), fallsx >0 und y 20,
(b) arg(z) = arctan(y/x) + 2w, fallsx>und y<0,
(c) arg(z) = arctan(y/x) + T, falls x < 0,

(d) arg(z) = n/2, falls x =0 und y > 0,
(e) arg(z) = 3n/2, fallsx =0 und y<0.
Ubung 9

Wir definieren eine Relation < auf C durch:
z < w, falls Izl <lwl oder (I1z| = Iwl >0 und arg(z) < arg(w)).

Untersuchen Sie, welche der Axiome (O1), (O2), (O3), (A1), (A2) eines
angeordneten Korpers fiir diese Ordnung gelten und welche nicht.
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Ubung 10
Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:

(a) cosh?x - sinh’x = 1,
(b) sinhx = ¥, x™*/@2n+1)!, coshx = ¥, x"/(2n)!,
(¢) sinh(x +y) = sinhxcoshy + coshxsinhy,
cosh(x +y) = coshxcoshy + sinhxsinhy, (Additionstheoreme)
(d) cosh’(x/2) = (cosh(x) + 1)/2,
sinh’(x/2) = (cosh(x) - 1)/2.
Ubung 11

Beweisen Sie den Satz iiber das Monotonie- und Werteverhalten der
Hyperbelfunktionen.

Ubung 12
Zeigen Sie:
(a) arsinhx = log(x+ Vi +1) firallexe R,

(b) arcoshx = log(x+V X -1) fiirallex>1,
(¢) artanhx = log((1+x)/(1-x))/2 fiir alle x mit Ix| <1,
(d) arcothx = log((x+1)/(x-1))/2 fiir alle x mit Ix| > 1.
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Neunte Erginzungen:

Die elementaren Funktionen in Natur und Geometrie

Erginzungsiibung 1
Jakob Bernoulli hat Ende des 17. Jahrhunderts das Problem der stetigen
Verzinsung formuliert:

»Eine Summe Geldes sei auf Zinsen angelegt, dass in den einzelnen
Augenblicken ein proportionaler Teil der Jahreszinsen zum Kapital
geschlagen wird.“

Motivieren und diskutieren Sie die Limesdarstellung der Exponentialfunk-
tion als mathematisches Modell einer stetigen Verzinsung.

Erginzungsiibung 2
Zeigen Sie mit elementaren Methoden, dass lim,, (1 + 1/n)" existiert.
Betrachten Sie hierzu die Folgen (x,),>; und (y,),>; mit

X, =1+ 1/0)" y,=(1+1/n)"" firallen>1,

Erginzungsiibung 3
Eine ,,Grofie oder ein ,,Bestand“ habe das folgende Wachstums- oder
Abnahmeverhalten:

»Zu jedem Zeitpunkt nehmen alle Bestandteile der aktuellen Grofie
unabhingig voneinander zu oder ab, und diese Zu- oder Abnahme ist
zeitunabhingig.”

Modellieren Sie einen derartigen Prozess und formulieren Sie die charakte-
ristischen mathematischen Eigenschaften. Geben Sie weiter Beispiele fiir
derartige Entwicklungsprozesse.

Erginzungsiibung 4
Eine Logarithmentafel zur Basis a ist eine Tabelle mit Approximationen an
Werte log,(x) fiir gewisse reelle Zahlen x. Diskutieren Sie, wie sich
Logarithmentafeln zur Berechnung von Produkten x - y, Quotienten x/y,
Potenzen x’ und Wurzeln ™Vx verwenden lassen.

Erginzungsiibung 5
Begriinden Sie, warum in der Mathematik Winkel gegen und nicht im
Uhrzeigersinn gemessen werden.

Erginzungsiibung 6
Identifizieren Sie den Sinus, Kosinus, Tangens, Kotanges, Sekans und
Kosekans des Winkels @ in den folgenden Figuren. Der dargestellte Kreis
ist dabei der Einheitskreis.
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Trigonometrische Funktionen in geometrischen Figuren
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1. Differentialquotienten

Im Zentrum der Differentialrechnung steht die Beobachtung, dass sich viele
Funktionen lokal durch eine Gerade approximieren lassen. Die Steigung der ei-
ner Funktion f und einem Punkt x zugeordneten Gerade ist als Ableitung von f
im Punkt x bekannt. Alle Ableitungen zusammen ergeben eine neue Funktion f’,
die viele interessante Informationen iiber die Funktion f enthilt. Die Analyse
von f lisst sich dann nicht selten noch durch die Bildung weiterer Ableitungen
t”, £, ... verfeinern. Es gelingt oft sogar, eine Funktion durch die Folge ihrer
in einem bestimmten Entwicklungspunkt ausgewerteten iterierten Ableitungen
darzustellen. Weiter ergibt sich ein neues Problem klassischer mathematischer
Bauart, nimlich das Losen von Differentialgleichungen: Welche Funktionen 16-
sen zum Beispiel die Gleichung f” + £ = 0? Insgesamt er6ffnet uns der Begriff der
Differenzierbarkeit ein weites und fiir die wissenschaftliche Naturbeschreibung
sehr wichtiges Feld. Wir erkunden es wie folgt: Zunichst definieren wir den Be-
griff der Differenzierbarkeit. Danach bestimmen wir die Ableitungen einiger
einfacher Funktionen und stellen eine Reihe von allgemeinen Differentiations-
regeln zusammen. Im nichsten Kapitel diskutieren wir dann erste Anwendun-
gen der Differentiation, und wir illustrieren die Idee der Analyse von f mit Hilfe
von {’. Die genauere Untersuchung der iterierten Ableitung ist schliefflich das
Thema des dritten Kapitels dieses Abschnitts, das zudem auch eine Einfithrung
in die Theorie der Potenzreihen beinhaltet. Differentialgleichungen deuten wir
im Laufe der Darstellung lediglich an, sie bilden dann einen eigenen Abschnitt
der fortgefiihrten Analysis.

Die Ableitung einer Funktion

Wir beginnen mit einer einfachen Definition.
Definition (Gerade durch einen Punkt mit einer bestimmten Steigung)
Fir alle a,b € R heifit die Funktion g: R — R mit
g(x) = ax + b furallexe R

die Gerade der Steigung a durch den Punkt (0, b).
Fiir alle p,q € R mit g(p) = q sagen wir, dass g durch (p, q) € R? verliuft.

Fiir alle a € Rund (p, q) € R? bezeichnen wir die eindeutig bestimmte
Gerade g: R — R mit Steigung a durch den Punkt (p, q) mit g, , o

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 10,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Firalleae Rund (p,q) € R? gilt also:
Bapq® = ax + q - ap = q + a(x-p) firallexe R.

Unter ,,Gerade” verstehen wir im Folgenden die funktionalen Geraden der
Form g, , ,- Bis auf die Senkrechten der Ebene - die wir hier nicht benétigen -
sind unsere Geraden genau die geometrischen Geraden der Ebene.

Fiir jede Gerade g mit g(0) # g(1) bilden die Punkte (0, g(0)), (1, g(0)), (1, g(1))
ein rechtwinkliges Dreieck, und es gilt g(1) = g(0) + a mit der Steigung a der Ge-
raden. Damit ist die Steigung a der Tangens des Winkels, den die Gerade g mit
der x-Achse einschlieft.

Die Steigung einer Geraden koénnen wir einfach berechnen, sobald wir zwei
Punkte der Geraden kennen. Ist nimlich g eine Gerade, die durch zwei verschie-
dene Punkte (p, q) und (x, y) verliuft, so gilt g = g, |, 4 = g,y mit der Steigung

a=(y-q/x-p) = (g®-gp)/(x-p).

Wir wollen nun, wenn méglich, die Steigung einer Funkton{: P — R,PcR,
in einem Punkt p € P als denjenigen Wert a erkliren, fiir den f in der Umgebung
von p moglichst wenig von g, , ) abweicht. Anschaulich schmiegt sich dann die
Gerade g = g, ,, ) an den Graphen der Funktion f im Punkt (p, f(p)) an, und wir
machen nur kleine Fehler, wenn wir fin einer kleinen Umgebung von p durch die
Gerade g ersetzen. Oder anders formuliert: Unter dem Mikroskop betrachtet
sieht der Graph von f im Punkt (p, f(p)) aus wie g.

Kandidaten fiir die Steigung a von f im Punkt p sind die sog. Differenzenquoti-
enten

(fx) - f(p))/(x - p) fiirallexe P-{p},

die die Steigung einer durch (p, f(p)) und (x, f(x)) verlaufenden Geraden ange-
ben. Diese Kandidaten kénnen desto stirkere Anspriiche erheben, als Steigung
von f im Punkt p zu gelten, je niher x an p liegt. Ein Grenziibergang ist dann
nur natiirlich:

Definition (Differenzierbarkeit in einem Punkt)
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P ein Hiufungspunkt von P.
Dann heifit f differenzierbar im Punkt p, falls der Grenzwert

fx) - f(p)

X-Pp
existiert. Die Zahl a heifit dann die Ableitung oder der Differentialquotient
von f im Punkt p. Wir setzen

f'(p) = Df(p) = df/dx(p) = dfxy/dxl,_, = a
Weiter heifit die Gerade g, P, f(p)s

a = hmx — p,xe P-{p}

ap fp® = f(p) + a(x-p) firallexe R,

die Tangente an f im Punkt (p, f(p)) oder die Linearisierung von fin p.



1. Differentdalquotienten 217

Die Hiufungspunktvoraussetzung sichert die Definiertheit des Limes. Sie ist
immer erfiillt, wenn P ein reelles Intervall ist, das mehr als einen Punkt enthiilt.
Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir im Folgenden kurz

0 - fp)

X — p X-p

anstelle von ,lim, _, , v p_(p;*. Auch in dhnlichen Fillen sei immer vorausge-
setzt, dass das ,,Streben der Variablen“ innerhalb des Definitionsbereichs der be-
trachteten Funktion stattfindet.

Suggestiv und oft niitzlich ist die folgende Umformulierung der Differenzier-
barkeit: Es gilt f'(p) = a genau dann, wenn
a = limy _ ¢ fp+h) - fp) hil - f(p).

Dem Leser wird vielleicht aufgefallen sein, dass die Existenz des Differential-
quotienten

a = lim, ., (f(x) - f(p))/(x - p)
besagt, dass die Funktiond : P — R mit
d®) = () - fp)/(x - p) firallexe P~ {p}, d(p) = a

stetig im Punkt p ist. Die Differenzierbarkeit ist damit eine Stetigkeitseigen-
schaft, und es ist dann nicht mehr iiberraschend, dass die Stetigkeit von f in p
notwendig fiir die Differenzierbarkeit von f in p ist:

Satz  (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit)
Seif: P — Rdifferenzierbar in p. Dann ist f stetig in p.

Beweis
Seia ={"(p). Dann gilt

- hmx —p f(X) - f(P) = hmx — P, XED ((X - P) (f(X) - f(P))/(X - P)) =0-a=0.

Umgekehrt ist nicht jede in einem Punke p stetige Funktion differenzierbar.
Anschaulich besitzt eine Funktion, die in p einen Knick aufweist, keine sich an-
schmiegende Gerade in diesem Punkt. Diese Anschauung lisst sich auch leicht
formal verifizieren. Das Paradebeispiel fiir eine stetige Funktion mit Knick ist
die Betragsfunktion abs : R — R mitabs(x) = Ix| fiir alle x e R. Diese Funktion
ist im Nullpunkt nicht differenzierbar. Zum Beweis konnen wir jede gegen Null
konvergente Folge (x,), ¢ n in R verwenden, die unendlich viele positive und un-
endliche viele negative Glieder besitzt. Denn dann gilt fiir alle n:

(abs(x,) — abs(0))/(x, = 0) = Ix,1/x, = 1, falls x, > 0,
(abs(x,) - abs(0))/(x, - 0) = Ix,1/x, = -1, falls x, < 0.

Damit existiert dann aber der Differentialquotient fiir den Punkt 0 nicht. Die
Funktion abs besitzt aber im Nullpunkt immerhin noch einen links- und einen
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rechtsseitigen Differentialquotienten. Wir besprechen diese Begriffe in den Er-
ginzungen genauer.

Insgesamt ist die Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem Punkt p also
eine echte Verstirkung der Stetigkeit von fin p.

Wir hatten oben die Differenzierbarkeit von f in p als Approximierbarkeit
durch eine Gerade beschrieben und motiviert. Wir prizisieren diese Sichtweise
nun noch durch einen einfachen, aber aussagekriftigen mathematischen Satz.

Satz  (Approximationssatz)
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P ein Hiufungspunkt von P.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) fistdifferenzierbar in p.

(b) Esgibteina e R und eine Funktionr: P — R mit
fx) = f(p) + alx-p) + r(®),
lim, _, , r(®)/(x-p) = 0.

In diesem Fall gilt dann £'(p) = a mit a wie in (b).

Beweis

(a) impliziert (b):
Wir setzen a = {(p) und definierenr: P — R durch

r(x) = f(x) - f(p) - ax-p) furallexe P.

Dannsindae Rundr:P — R wie gewiinscht, denn es gilt

lim, ., 1)/(x— p) = lim, _ , () — EV/(x - p) - a = £'(p) - a = 0.
() impliziert (a):

Istae Rundr:P — Rwiein (b), so gilt

lim, _, , (f(x) - f(p))/(x-p) = lim, . , (@a + r®)/(x-p)) =a + 0 = a.

- Dies zeigt die Differenzierbarkeit von f in p und den Zusatz.

Bis auf einen ,,in erster Ordnung vernachlissigbar kleinen Fehler r(x) ist also
f(x) in der Nihe von p die Gerade g, ,, ¢, mit a = f'(p).

Der Satz zeigt noch einmal, dass eine in p differenzierbare Funktion dort auch
stetig ist. Denn gilt (b), so gilt lim, _, , r(x) = 0 und damit

lim, _, , f(x) = lim, ., , (f(p) + a(x-p) + r(x)) = f(p).
Die Darstellung von f in (b) notiert man auch oft in der Form
fx) = f(p) + a(x-p) + ox-p) fir x — p,

wobei hier und andernorts das sog. Landau-Symbol o(g) fiir eine Funktion r steht,
die unter der betrachteten Konvergenz von x (hierx — p) klein im Vergleich zur
Funktion gist, d.h. es gilt:
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Ve>038>0Vx(Ix-pl<d - Irx)| <elgx)]).
Ist g(x) # O fiir alle x, so ist diese Bedingung gleichwertig zu
lim, _, , r(x)/g(x) = 0.

Wir notieren schliefflich noch eine Variante des Approximationssatzes, die an-
stelle der linearen Approximation mit Fehler zweiter Ordnung eine stetige ,,Ver-
zerrung® einer Geraden verwendet:

Satz  (Approximationssatz, 1I)
Seif:P — R, undseip € P ein Hiufungspunkt von P.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist differenzierbar in p.
(b) Es gibteine in p stetige Funktion s: P — R mit
f(x) = f(p) + s(x) x-p) firallexe P.
In diesem Fall gilt dann s(p) = f’(p) mit s wie in (b).

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung tiberlassen.
Die beiden Approximationssitze werden wir insbesondere zum Beweis der
Ableitungsregeln verwenden.

Differenzierbarkeit in allen Punkten

Wie iiblich fithrt der punktweise Begriff der Differenzierbarkeit zu einer glo-
balen Betrachtung:

Definition (Differenzierbarkeit in jedem Punkt, Ableitung)
Eine Funktion f: P — R heifit differenzierbar; talls f in jedem p € P
differenzierbar ist. Die Funktion f": P — R, die jedem p € P die Ableitung
von f im Punkt p zuordnet, heifit die Ableitung von f.

Wir haben gesehen, dass eine differenzierbare Funktion stetig ist. Dagegen ist
die Ableitung {” einer differenzierbaren Funktion nicht mehr notwendig stetig.
Beispiele werden wir im Verlauf der Untersuchungen noch kennenlernen. Es
schadet aber nicht, bereits jetzt zu definieren:

Definition (stetige Differenzierbarkeit)
Eine differenzierbare Funktion f: P — R heifit stetig differenzierbar,
falls £’ stetig ist.

Eine Verstirkung der stetigen Differenzierbarkeit ist die zweifache Differen-
zierbarkeit, d. h. die Existenz von f” = (f”)". Allgemeiner definieren wir:
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Definition (iterierte Ableitungen, glatte Funktion)
Seif: P — R eine Funkton. Dann definieren wir rekursiv, solange die
Ableitungen existieren:

fO = f £ = £ fiirne N.

f heifit n-mal differenzierbar; falls £ @ existiert, und n-mal stetig differenzierbar,
falls zusitzlich f™ stetig ist. Die Funktion f™ heifit die n-te Ableitung von f.
Schlieflich heifit f glatz, falls £ fiir alle n existiert.

Wir werden sehen, dass neben den Polynomen auch die Funktionen exp, log,
sin, cos, ... glatt sind. Diese Funktionen haben also keine ,,verborgenen Knicke®,
die erst durch mehrfache Ableitung ans Licht kommen.

Einfache Ableitungen

Nach dieser Rahmenbildung fiir die Theorie der Differenzierbarkeit bestim-
men wir nun einige einfache Ableitungen.

Beispiel 1
Sei c € R. Fiir die konstante Funktion f: R — R mit f(x) = c fir allexe R
gilt firallep e R:

£(p) = lim, ., (f) - £p))/(x~ p) = lim, _. , (c = W(x~p) = 0.

Also ist f” die Nullfunktion auf R. Alternativ kann man dieses Ergebnis
auch mit Hilfe des Approximationssatzes gewinnen, da

f(x) =c+0+0=1p) + 0-(x-p) + 0 firallexe R.

Beispiel 2
Fiir die Idendititid : R — R, id(x) =xfiirallex e R, gilt firallepe R:
id'(p) = lim, _ , (9 - idE)/x-p) = lim, _, - p)/x=p) = 1.

Also istid” die konstante Funktion mit Wert 1. Auch der Approximations-
satz liefert dieses Ergebnis, denn es gilt

idix) = id(p) + 1-(x-p) + 0 firallexe R.
Beispiel 3

Sei f: P — R differenzierbar in p, und sei ¢ € R. Dann ist die
Funktion g = cf differenzierbar in p mit g'(p) = cf’(p), denn es gilt

fx) = f(p) + f'(P)x-p) + 1),
mit lim, _, , r(x)/(x - p) = 0. Dann gilt aber

gx) = cf(x) = cf(p) + cf’'(pP)x-p) + cr(x)
mit lim, _, , cr(x)/(x - p) = 0, und dies zeigt die Behauptung.
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Beispiel 4
Sein e N*, und sei f(x) = x" fiir alle x € R. Dann gilt fiir alle p € R:

lim, . , (609 - Ep)/(x— p) = lim, ., " = p")(x - p) =
lim, _, , G p s e xp™? 4 p" ) = npth
Also gilt f'(x) =n x"~! fiir alle x € R, oder, in anderer Notation,

d/dxx" = nx*" L.

Beispiel 5
Sei f(x) = 1/x firallexe R -{0}. Dann gilt fiir alle p#0:

lim, ., (£09 - fp)/(x - p) = lim, _ , (1/x - 1/p)/(x - p) =
lim, _ , (p - X/(xp(x - p)) = lim, . , - 1/(xp) = - 1/p’.
Also ist f'(x) = - 1/x* fiir alle x # 0 oder d/dx (1/x) = - 1/x°.

Beispiel 6
Allgemeiner als im letzten Beispiel sei nun n > 1 und f(x) = 1/x" fiir alle von
Null verschiedenen x € R. Dann zeigt eine Kombination der Elemente der
Rechnungen aus den Beispielen 4 und 5, dass fiir alle p # 0 gilt:

lim, _, , (f(x) - f(p))/(x - p) = lim, _, , (A/x" - 1/p")/(x - p) =
lim, _ , (p" - VP - p) =

limx_,p—(xn'1 + x"_zp + o+ xp"_2 + p"'l)/(x“p") =
n+1

—np™'pt = —nl/p
Also ist f'(x) = - n/x"*! fiir alle x # 0, d. h. es gilt d/dx (1/x") = - n/x"*".

Damit haben wir bewiesen:

Satz  (Ableitungen der Monome)
Firallece Rundne Z - {0} gilt d/dx (cx”) = ncx""L.

Die Ableitungen von

sind also
4 -3 ) 2
ey =3x 7, =2x7, -x 4, 1, 2%, 3x°, ...

Bemerkenswerterweise wird hier genau der Exponent - 1 ausgelassen. Wir wer-
den spiter sehen, dass 1/x fiir alle x > 0 die Ableitung von log(x) ist.
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Die Ableitungsregeln fiir x", n > 1, zeigen, dass
d/dx x*/n!) = x* /(@ -1)!

Differenzieren wir also die Exponentialreihe exp(x) = 2., x"/n! gliedweise, so er-
gibt sich

Yos1 X/ -1)! = T, x/n! = exp®),

also wieder die urspriingliche Funktion. In der Tat gilt exp” = exp, und wir werden
spiter einen allgemeinen Satz kennenlernen, der besagt, dass wir in konvergen-
ten Reihen der Form

f(X) = zn a4, Xn,
den sogenannten Potenzreihen, gliedweise differenzieren diirfen, d.h. es gilt
f'x) = Tpsyna, x" L

Damit liefern die elementaren Ableitungsregeln also den Schliissel zur einfachen
Differentiation komplizierter Funktionen. Bis wir die Anwendung dieses Schliis-
sels gerechtfertigt haben, miissen wir uns mit elementaren Methoden begniigen.
Diese fithren aber fiir die Exponentialfunktion auch schnell zum Ziel:

Satz  (Ableitung der Exponentialfunktion)
Es giltexp” = exp.

Beweis
Wir haben schon bewiesen, dass

lim, _, o (e*-1)/x = 1.

Dieser Limes ist aber der Differentialquotient lim, _ ¢ (¢* - e”)/(x - 0), und
damit gilt exp’(0) = 1. Das Additionstheorem erledigt alles Weitere, denn
fiir alle p € R gilt

limy, . o (€®*" = €P)/h = limy, _ geP ("= 1)/h = eP - 1 = ¢P.

— Also gilt exp’(p) = exp(p) fiir alle p € R.

Die Exponentialfunktion erfiillt also die Differentialgleichung ,,f" = f“. Wir
werden spiter sehen, dass sie dadurch im Wesentlichen eindeutig charakteri-
siert ist: Alle Losungen von ,f” = f“ sind von der Form f = cexp fiir ein c € R.
Zusammen mit der gliedweisen Differentiation von Potenzreihen erhilt so die
Exponentialreihe ¥, x"/n! ihre wohl beste Motivation. Denn miisste man eine
Reihe 3, a, x" konstruieren mit ¥, a, X" =X, na, x* L, und ¥, a, 0" = 1,
so wiirde man schnell die Losung ¥, x"/n! ans Licht gebracht haben. Die Fa-
kultiten der Terme x"/n! sind dazu da, die Faktoren auszugleichen, die beim
Ableiten von x" produziert werden.

Analog wie im eben gefithrten Beweis zeigt man, dass exp’(- x) = — exp(- x) fur
alle reellen Zahlen x gilt. Damit ist also 1/exp eine Losung der Differential-
gleichung ,f’ = - f“. Gleiches gilt auch fiir ¢/exp mitc e R.
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Die nichsten Funktionen, deren Ableitungen wir berechnen wollen, sind der
Sinus und der Kosinus. (Die Ableitungen der anderen trigonometrischen
Funktionen bestimmen wir dann mit den Differentiationsregeln des nichsten
Abschnitts.) Die gliedweise Ableitung der Sinus-Reihe ¥, (- 1)" x*"*'/(2n + 1)!
ergibt

3, (-1)"x"/2n)! = cosx,
und analog liefert die gliedweise Differentiation der Kosinusreihe
S DY) = =X, DX /@n+ 1) = —sinx

Auch hier reichen unsere bislang bestimmten Grenzwerte aber aus, um die Kor-
rektheit dieser Ableitungen elementar zu beweisen:

Satz  (Ableitung von Sinus und Kosinus)
Es gilt sin” = cos und cos” = - sin.

Beweis
Fiir alle p € R gilt (nach Teil (g) im Satz iiber die elementaren Eigenschaf-
ten des Sinus und Kosinus):

limy, , o (sin(p + h) - sinp)/h = limy, _, ¢ 2 sin(h/2) cos(p + h/2)/h =
limy, _, o sin(h/2)/(h/2) - limy _, ¢ cos(p + h/2) = 1 - cos(p),
wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit des Kosinus und den Grenzwert

lim, _, ¢ sin(x)/x = 1 verwenden. Damit gilt also sin’ (p) = cosp fiir alle p.
— Der Beweis von cos’(p) = - sinp verlduft analog.

Es giltalso
sin” = cos, sin” = -sin, cos’ = —sin, cos” = - cos.

Sowohl der Sinus als auch der Kosinus sind damit Lésungen der Differenti-
algleichung ,f” + f = 0“. Die Differentialgleichung ,f” - f = 0“ wird dagegen
von der Exponentialfunktion exp(x) und auch von exp (- x) geldst. Aus den Re-
geln des nichsten Abschnitts wird folgen, dass auch alle Linearkombinationen

asin + bcos, a,be R,
die Differentialgleichung ,,f” + f = 0“ erfiillen, und alle Linearkombinationen
aexp + bl/exp, a,be R,

die Differentialgleichung ,f” - f = 0“ (die Funktionen sinh und cosh sind solche
Linearkombinationen!). Es lisst sich dann wieder zeigen, dass keine weiteren
Losungen der beiden betrachteten Differentialgleichungen existieren. Damit
haben wir die fundamentale Stellung von exp, sin und cos untermauert. Diese
Funktionen beschreiben in natiirlicher Weise die Lésungen der einfachsten Dif-
ferentialgleichungen, die eine Funktion f mitihrer ersten bzw. zweiten Ableitung
in Beziehung bringen.
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Da wir den Sinus und Kosinus iiber die komplexe Exponentialfunktion defi-
niert haben, stellt sich die Frage, ob wir nicht die Ableitung der beiden Funktio-
nen mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion einfach berechnen konnen.
Dies ist in der Tat méglich. Wir diskutieren dies in den Ubungen.

Differentiationsregeln

Wir stellen in diesem Zwischenabschnitt die wichtigsten allgemeinen Diffe-
rentiationsregeln zusammen. Mit Hilfe dieser Regeln lisst sich eine Vielzahl von
Ableitungen bestimmen.

Wir beginnen mit der anschaulich klaren Linearitit des Differenzierens:

Satz  (Linearitit der Ableitung)
Seien f,g: P — R differenzierbar in p, und seien ¢,d € R.
Dann ist cf + dg differenzierbar in p und es gilt

(cf+dg)(p) = ct’(p) + dg’'(p).

Beweis
Nach dem Approximationssatz gilt fiir allex e P:

f(x) = f(p) + F'(P)&x-p) + 10, g&) = gp) + gPIx-p) + sW),
mit Funktionenr,s: P — R mit

lim, _, , r®)/(x-p) = 0, lim,_, ,sx)/(x-p) = 0.

Dann gilt aber fiir allex € P

(cf+d@) = (cf+dg)P) + (F() + dgEHx-p) + cr(v) + ds),
lim, _, , (cr(x) + ds®))/(x-p) = c-0+d-0 = 0.

Wieder nach dem Approximationssatz ist also

— (cf+dg)(p) = cf’(p) + dg'(p).

Sind also f,g : P — R differenzierbar, so gilt fiir alle ¢,d € R:
(cf + dg) = cf” + dg"

Als nichstes behandeln wir die Ableitung des Produkts fg zweier differenzier-
barer Funktionen. Hier konnte man vielleicht die Regel (fg)’ = {"g” vermuten.
Ein Blick auf den Approximationssatz zeigt, dass die Ableitung komplizierter ist:

Satz  (Produktregel)
Seien f,g: P — R differenzierbar in p. Dann ist das Produkt fg: P — R
differenzierbar in p und es gilt

(fgY() = t'(P)gp) + fp) g'(P)
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Beweis
Wir betrachten wieder die Approximationsdarstellungen

fx) = f(p) + f'(P)(x-p) + r®, g&x = gp) + gP)x-p) + s®.
Dann gilt fur allex e P:

(fg)x = f(p)gp) + (PP x-p) + gP)f'(P)x-p) +
(P g’(p)x-p) + h(),

mit einer gewissen Funktion h: P — R mit lim, _, , h(x)/(x - p) = 0.
- Auslim, _ , (f'(p)g’(p) (x - p)?)/(x - p) = 0 folgt die Behauptung.

Eine kleine aber hiibsche Anwendung der Produktregel ist die induktive Be-
stimmung der Ableitungen d/dx x" fiir alle n > 1. Wir starten mit der offensichtli-
chen Ableitung d/dx x' = 1. Nun gilt aufgrund der Produktregel:

d/dxx* = d/ds(x-x) = 1-x + x-1 = 2x.
Induktiv erhalten wir fiir allen > 1:
d/dx ™! = d/dx(x-x") = 1-x" + x-nx""' = (n+1)x",

wobei wir d/dx x” =n x" ! als Induktionsvoraussetzung verwenden. Damit haben
wir das Ergebnis aus Beispiel 4 reproduziert.

An dieser Stelle bietet sich nun die Untersuchung der Ableitung des Quoti-
enten {/g zweier differenzierbarer Funktionen f und g an. Hierzu beobachten
wir, dass /g = { - 1/g gilt. Da wir die Produktregel bereits zur Verfiigung haben,
geniigt es, die Ableitung von 1/g zu bestimmen. Es zeigt sich, dass

d/dx 1/g = - g'/g’. (Quotientenregel)

Ein direkter Beweis durch Berechnung des Differentialquotienten oder Anwen-
dung des Approx1rnat10nssatzes ist leicht méglich. Wir besprechen dies in den
Ubungen. Hier wollen wir einen anderen Weg vorfiihren, der strukturelle Ge-
sichtspunkte in den Mittelpunkt riickt. In Beispiel 5 haben wir bereits gesehen,
dass

d/dx 1/x = - 1/X> fiirallex#0.

Ist nun h(x) = 1/x fur allex# 0, so gilt 1/g = h o g. In der Tat lasst sich die Quotien-
tenregel aus einer Ableitungsregel fiir die Verkniipfung zweier Funktionen ge-
winnen. Hier gilt:

Satz  (Kettenregel)
Seienf:P — Rund g: Q — R Funktionen mit{f(x) | xe P} c Q.
Weiter sei p € P, und f sei differenzierbar in p und g differenzierbar in f(p).
Dann ist die Verkniipfung g o f: P — R differenzierbar in p und es gilt

(gt () = gfp) t'(p) = & °H)HP) {'(p)-
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Beweis
Wir verwenden die zweite Form des Approximationssatzes. Seien also
fx) = f(p) + s;(x) x-p) firallexe P,
gy) = glf() + ;M -f(p))  firalleye Q,

mit stetigen Funktionens; : P — Runds; : Q — R. Dann gilt
si(p) = £(p) und s,(f(p)) = g'(f(p)),
(g°H® = gf®) = gf(p)) + s(fx) (tx) - f(p) =
g(p) + s:(f(x) s1(x) (x - p).
Die Funktion s3 = (s; o f) - s; ist stetig auf P. Also ist g © f differenzierbar
in p und es gilt
- (@) = s3(p) = s:(f(p) s1(p) = g'(E(p)) - {'(p).

Dass man bei der Bildung der Ableitung (g ° f)'(p) den Term g’(f(p)) noch mit
der Ableitung f’(p) multiplizieren muss, ist als Nachdifferenzieren bekannt.
Wir diskutieren einige beispielhafte Anwendungen der Kettenregel.

Beispiel 1
Fiir alle in - x differenzierbaren Funktionen g gilt
Udxg-2) = g0 (1) = - g-x).
Speziell ist d/dx (- x)* =2 (-x) - (- 1) = 2x, wie es ja wegen (- x)* =X’ ja

auch nicht anders sein kann.

Beispiel 2
Seia e R. Dann gilt:
d/dxexp(ax) = d/dxe™ = €™ - d/dx (ax) = €™ -a = aexp(ax).

Damit ist fiir alle ¢ € R die Funktion f mit f(x) = cexp(ax) fiir allex € R
eine Losung der Differentialgleichung ,f” = af®.

Beispiel 3
Weify man, dass sin” = cos gilt, so kann man mit der Kettenregel und der
Formel cos(x) = sin(n/2 - x) die Ableitung des Kosinus berechnen:

d/dx cosx = d/dx sin(n/2 —=x) = cos(n/2 —x) - d/dx (n/2 —x) = -sinx.
Beispiel 4

Besitzt eine differenzierbare Funktion f eine Umkehrfunktion g, so gilt
g o f = id, und damit sollte nach der Kettenregel gelten:

(g'of) - " = d/dx(geof) = d/dxid = 1, also
g’(f(p)) = 1/f'(p) fiir alle p mit f’(p) = 0.
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Wir werden unten zeigen, dass die Regel des vierten Beispiels in der Tat richtig
ist. Die Kettenregel liefert aber noch keinen Beweis, da wir noch nicht wissen,
dass mit einer Funktion f im Fall der Existenz auch ihre Umkehrfunktion g = f~'
differenzierbar ist. Das kurze Experiment ist in jedem Falle die Mithe wert, und
es macht uns mit der notwendigen Form der Ableitung der Umkehrfunktion ver-
traut.

Die schon oben erwihnte Herleitung der Quotientenregel mit Hilfe der Ket-
tenregel verdient eine besondere Hervorhebung:

Korollar  (Quotientenregel)
Seien f, g: P — R differenzierbar in p, und sei g(p) # 0. Dann ist die
Funktion /g differenzierbar in p, und es gilt

@ e®) - ¢@P)
g'®)

(7g)(p) =

Beweis
Sei zunichst f(x) = 1 fiir alle x € P. Nach Beispiel 5 oben gilt

(1/x) = - 1/x> firallex#0.
Nach der Kettenregel gilt also
(/gY(p) = - 1/g°(p) - g'(p) = - PV’ ().

Der allgemeine Fall ergibt sich nun aus f/g = f- 1/g durch Anwendung der
Produktregel:

gy (p) = (£-1/g)(p) = f'(p)- 1/g(p) + fp)(1/g)'(p) =
- f'(p)/gp) - PP/’ P) = E'P)gPp) - &P P)/g P

Wir fassen unsere Ableitungsregeln fiir Funktionen, die iiberall differenzier-
bar und bei Division ungleich Null sind, noch einmal zusammen:

(cf +dg) =cf’ +dg, (Linearitiit)

(fg) = f'g + fg', (Produktregel)

/gy = fgizgf, (Quotientenregel)
g

(gof) = (g'of) - . (Kettenregel)

Als nichstes zeigen wir die bei der Diskussion der Kettenregel schon angedeu-
tete Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion.
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Satz  (Ableitung der Umkebrfunktion)
Sei P ein Intervall, und sei f: P — R streng monoton und differenzierbar
in einem Punkt p € P mit f’(p) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion g = f~*
von f differenzierbar in q = f(p), und es gilt

g'(@ = /f'(p) = 1/(g(q)).

Die Aussage des Satzes lisst sich geometrisch leicht einsehen: Die Umkehr-
funktion g von f erhilt man durch Spiegelung von f an der Hauptdiagonalen.
Eine Gerade mit Steigung a wird durch diese Spiegelung zu einer Geraden mit
Steigung 1/a. Schmiegt sich also eine Gerade mit Steigung a an { im Punket
(p,f(p)) an, so schmiegt sich eine Gerade mit Steigung 1/a an g im Punkt (f(p), p)
an. Also ist g’(f(p)) = 1/"(p). Der folgende Beweis ist die formale Version dieses
anschaulichen Arguments.

Beweis
Sei Q der Wertebereich von f. Da p ein Hiufungspunkt von P ist, existiert
eine Folge (x,),enIn P - { p }, die gegen p konvergiert. Aber fist injektiv
und stetig in p, und daher konvergiert (f(x,)),« y gegen qin Q - { q }.
Also ist q ein Haufungspunkt von Q, dem Definitionsbereich von g.
Es bleibt also zu zeigen:

limy _, ¢ (g(y) - g(@)/(y-q = U/f'(p).
Sei hierzu (y,,), e n €ine Folge in Q - { q } mit lim,, y, = q. Weiter sei
x, = g(y,) fur alle n, d. h. es gilt f(x,) =y, fur alle n. Nach dem Satz iiber die
Stetigkeit der Umkehrfunktion ist g stetig auf Q, und damit gilt
limn Xy, = hmn g(Yn) = g(hmn Yn) = g(‘l) = Pp.
Dann gilt aber
lim,, (g(yn) - @)/ (ya - @) = lim, (x, - p)/(f(x,) - f(p)) = 1/f'(p).
— Damitist also g differenzierbar in q und es gilt g’(q) = 1/f(p) = 1/f(g(q)).

Mit dieser Regel konnen wir nun die Liicke ,,1/x“, die in den Ableitungen
d/dxx" = nx""!

mit ganzzahligen Exponenten n auftritt, schliefien:

Satz  (Ableitung des Logarithmus)
Die Funktion log : ]0, o[ — R ist differenzierbar und es gilt

log’(x) = 1/x fiirallexe ]0, e [.

Beweis
exp: R — Riststreng monoton und differenzierbar mit exp” = exp.
Nach dem Satz tiber die Ableitung der Umkehrfunktion gilt also:

- log’(q) = l/exp(log(q)) = 1/q fiiralleqe ]0, oo].
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Suchen wir zu x", n € Z, also diejenigen Funktionen f, mit d/dx f,(x) = x", so
erhalten wir die Tabelle

X3 x? x ! x° x! X

X2 _x! logx x! x°/2 /3

Der Logarithmus nimmt eine zeitlos bemerkenswerte Sonderrolle ein und wirkt
wie in Kuckucksei in einem Nest voller rationaler Monome.

Die logarithmische Ableitung

Wir notieren schliefflich noch eine Version der Ableitung, bei der eine Funk-
tion f mit positiven Werten vor ihrer Ableitung mit dem Logarithmus behandelt
wird:

Definition (logaritbmische Ableitung)
Seif: R — ]0, o[ differenzierbar. Dann definieren wir die logarithmische
Ableitung L(f) : R — R durch:

L(f)(x) = d/dxlog(f(x))
Es gilt also L(f) = (log © f)". Die Kettenregel liefert sofort:

Korollar  (Berechnung der logarithmischen Ableitung)
Seif: R — ]0, o[ differenzierbar. Dann gilt

LOG) = F&/fX).

Wir diskutieren einige Eigenschaften der logarithmischen Ableitung in den
Ubungen. Fiir Liebhaber des spielerischen Umgangs mit Formeln notieren wir
hier noch einen Zusammenhang zur Produktregel. Sind f,g: R — ]0, o[ diffe-
renzierbar, so konnen wir L(fg) auf zwei Weisen berechnen:

L(tg) = log(fg) = (fg)/(tg),
L(fg) = log(fg) = (log(f) +log(g)) = f'/f + g'/g.

Also gilt (fg)'/(fg) = t'/f + g’/g. Die Multiplikation mit fg liefert nun die Pro-
duktregel (fg)’ =f"g + f g’. Dem Leser wird es vielleicht Freude bereiten, durch
eine analoge Berechnung von L(f; - ... - f,) eine verallgemeinerte Produktregel

fir (f; - ... - £,)" zu finden.
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Ableitung der elementaren Funktionen

Wir stellen noch die Ableitungen der im vorangehenden Kapitel betrachteten
Funktionen zusammen. Sie lassen sich alle mit Hilfe unserer Regeln berechnen.

Satz  (Zusammenstellung elementarer Ableitungen)
Auf den Definitionsbereichen der betrachteten Funktionen gilt:

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
®
(®
(h)
@
()

d/dxa® = log(a)a®,
d/dxlog,(x) = 1/(xlog(a)),
d/dx tanx = 1/cos’ x,
d/dx secx = sinx/cos’x,
d/dx arcsinx = 1/V1-x,
d/dx arctanx = 1/(1 + x%),
d/dx sinhx = coshx,

d/dx tanhx = 1/cosh’x,
d/dx arsinhx = 1/VX +1,
d/dx artanhx = 1/(1 - x%),

d/dx x* = ax*" ||

d/dxlog,(a) = - log,(a)/(x log(x)),

d/dx cotx = - 1/sin’ x,

d/dx cscx = - cos x/sin’ x,
d/dx arccosx = - 1/V1 -,
d/dx arccotx = - 1/(1 + x%),

d/dx cosh x = sinhx,

d/dx cothx = - 1/sinh’x,
d/dx arcoshx = 1/VX* -1,
d/dx arcothx = 1/(1 - X%).

Der Beweis sei dem fleifiig differenzierenden Leser iiberlassen.
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Ubungen

4.1.1 Die Ableitung einer Funktion

Ubung 1
Seif:P — R, und sei p € P ein Hiufungspunkt von P.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) fistdifferenzierbar in p.
(b) Es gibteine in p stetige Funktion s: P — R mit
fx) = f(p) + s(x) (x-p) firallexe P.
Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall s(p) = f'(p) gilt.
Ubung 2

Seif: R — R eine gerade Funktion, d.h. es gilt f(- x) = - f(x) fir allex € R.
Zeigen Sie:

Ist f differenzierbar im Nullpunkt, so gilt £’(0) = 0.

Ubung 3
Seif:]a,b] — R differenzierbar in einem Punkt p € ]a, b[. Zeigen Sie:

f(p) = limy, _ o,p40 (f(p + h) - f(p - h))/Zh).

Ubung 4
Seif: R — R definiert durch f(x) = x, falls x rational, und f(x) = x + x* sonst.
Zeigen Sie, dass f im Nullpunkt differenzierbar ist mit £’(0) = 1, und dass £
in allen anderen Punkten nicht differenzierbar ist.

4.1.2 Differentiationsregeln

Ubung 1
Zeigen Sie, dass im Fall der Definiertheit gilt:

(a) d/dxa* = log(a)a, d/dx x* = ax*"",

(b) d/dxlog,(x) = 1/(xlog(a)), d/dxlog.(a) = - log,(a)/(xlog(x)),
Bestimmen Sie weiter fiir alle x> 0:

(¢) d/dx x¥,

@) d/dx x*.
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Ubung 2

Beweisen Sie die Produktregel (fg)” = f’g + fg” und die Quotientenregel
(1/g) = - g'/g* durch direkte Berechnung der entsprechenden Differen-

tialquotienten (also ohne Verwendung des Approximationssatzes und der
Kettenregel).

Ubung 3
Zeigen Sie, dass im Fall der Definiertheit gilt:

(a) d/dxtanx = 1/cos’x, d/dxcotx = - 1/sin’x,
(b) d/dxsecx =

sinx/cos’ x, d/dxcscx = - cosx/sin’ x,
(c) d/dx arcsinx

= 1/V1-¥, d/dxarccosx = - 1/V1-x,
(d) d/dxarctanx = 1/(1 + x*), d/dxarccotx = - 1/(1 + x°).
Ubung 4
Zeigen Sie, dass im Fall der Definiertheit gilt:
(a) d/dxsinhx = coshx, d/dxcoshx = sinhx,
(b) d/dx tanh x = 1/cosh? x, d/dx cothx = - 1/sinh’ x,
(¢) d/dxarsinhx = 1/Vx¥> +1, d/dxarcoshx = 1/V¥ -1,
(d) d/dxartanhx = 1/(1 - x*), d/dxarcothx = 1/(1 - ).
Ublmg 5

Fiir ein differenzierbares f: R — ]0, oo [ sei

L(t) = t/1.

Zeigen Sie, dass fiir alle differenzierbaren f,g: R — ]0,ec[und a e R gilt:
(@) L(fg) = L(H) + L(g),
(b) L(f*) = aL(t), wobeif(x)=1f(x)" firallexe R,
(c) isth: R — Rdifferenzierbar und exp e h =, so gilt L(f) = h".

Stellen Sie weiter den im Text erwihnten Zusammenhang zwischen

L - ... - £,) und einer Produktregel fur (f; - ... - f,)" her.
Ubung 6
Seien f,g: P — R n-mal differenzierbar. Zeigen Sie, dass das Produkt
fg:P — R n-mal differenzierbar ist, und dass fiir alle p € P gilt:
EDVP) = Tocken @) FUP) g 0).
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Ubung 7
Seien f,g: P — R Funktionen, und sei p € P. Es gelte:
@ fp) = 0,

(b) fistdifferenzierbar in p,

(c) giststetigin p.
Zeigen Sie, dass das Produkt fg : P — R differenzierbar in p ist, und dass
(fgy(p) = £'(p) - gp)-

Ubung 8
Seif:P — C,PcR,undseip e P ein Hiufungspunkt von P. Wie fiir
reellwertige Funktionen definieren wir im Fall der Existenz

fx) - f(p)
x-p

und wir verwenden die im Reellen eingefiihrten Sprechweisen und
Bezeichnungen. Zeigen Sie:

f,(p) = lirnx—»p,xeP—{p}

(a) Die komplexe Ableitung ist linear, d.h. im Fall der Differenzierbar-
keit von fund g in p gilt fiir alle c,d e C.

(cf+dg)(p) = cf’(p) + dg'(p).
(b) Firallece C gilt:
d/dx e™ = cet.

(c¢) Gewinnen Sie aus (a), (b) und der Eulerschen Formel die reellen
Ableitungen des Sinus und Kosinus.

[Hinweis zu (b): Zeigen Sie in Analogie zu lim, _, ( (" - 1)/x = 1, dass
lim, _, o (e -1)/x = c,
und folgern Sie (b) mit Hilfe des Additionstheorems. ]

Ubung 9

Skizzieren Sie eine monoton fallende differenzierbare Funktion
f:[0,00] — [0, o] mit den Eigenschaften:

(@) lim, _, . f(x) = 0,

(b) lim, _, .. f'(x) existiert nicht.
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Zehnte Erginzungen:
Zur Bedeutung der Ableitung

Erginzungsiibung 1
Definieren Sie die Begriffe ,f ist linksseitig differenzierbar in p“ und
»f ist rechtsseitig differenzierbar in p“. Diskutieren Sie Beispiele fiir diese
Begriffe, und geben Sie insbesondere eine stetige Funktion f an, die in
einem Punkt p weder linksseitig noch rechtsseitig differenzierbar ist.

Erginzungsiibung 2
Erkliren Sie einem Schiiler die physikalische Bedeutung von {” als
Geschwindigkeit und von £” als Beschleunigung.

Erginzungsiibung 3
Diskutieren Sie mit Hilfe von aussagekriftigen Diagrammen die anschauli-
che Bedeutung von

(a) ,,der Wertebereich von f” ist ein kleines Intervall [a, a + €],
(b) ,,der Wertebereich von f” ist ein kleines Intervall [a, a + €],
(c) ,f’ besitzt eine Nullstelle“, ,f’ indert einmal das Vorzeichen®,
(d) ,,f’ besitzt viele Nullstellen®, ,f” andert oft das Vorzeichen®,
(e) ,f” besitzt eine Nullstelle“, ,f” andert einmal das Vorzeichen®.
Erginzungsiibung 4
Die erste Ableitung f” beschreibt die Steigung von f, und die zweite
Ableitung die Kriimmung von f. Versuchen Sie, die anschauliche Bedeu-

tung der dritten Ableitung f”” zu beschreiben, und illustrieren Sie Ihre
Erklirung durch Diagramme.

Erginzungsiibung 5
Formulieren und beweisen Sie eine Kettenregel fiir ho g o f.

Erginzungsiibung 6
Erkliren Sie die Form ,,f’g + g’ der Produktregel durch Linearisierung
von fund g.
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Erginzungsiibung 7
Die von Leibniz eingefiihrte df/dx-Notation lisst sich oft zum heuristi-
schen Auffinden oder zur suggestiven Darstellung von Ergebnissen der
Differentialrechnung verwenden, indem man df und dx als infinitesimal
kleine Grofien betrachtet. Kénnen Sie zum Beispiel die Linearisierung
einer Funktion fin einem Punkt p, die Linearitit der Ableitung, die
Produkt- und die Kettenregel mit Hilfe dieser Notation formulieren bzw.
begriinden?






2. Zur Theorie der Differentiation

Das Leitmotiv dieses Kapitels ist die Untersuchung einer Funktion mit Hilfe ih-
rer ersten und weiter dann ihrer zweiten Ableitung. Wir entwickeln dieses Motiv,
indem wir der natiirlichen Frage nach den Stetigkeitseigenschaften der Ablei-
tung nachgehen. Diese Frage fithrt uns zum Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung und seinen Anwendungen.

Im zweiten Teil des Kapitels diskutieren wir dann drei weitere Anwendungen
der Differentiation, nimlich die Regeln von ’'Hospital, die uns in vielen Fillen
die Berechnung von Grenzwerten mit Hilfe von Ableitungen erméglichen, den
Begriff der Konvexitit einer Funktion und seinen Zusammenhang mit der ersten
und zweiten Ableitung, sowie das Newtonsche Iterationsverfahren, das zur Be-
rechnung von Nullstellen bestimmter Funktionen geeignet ist.

Der Mittelwertsatz

Wir beginnen mit dem im letzten Kapitel bereits erwihnten Phinomen, dass
bei der Ableitung einer differenzierbaren Funktion die Stetigkeit verloren gehen
kann.

Satz  (mdiglicher Verlust der Stetigkeit der Ableitung)
Es gibt eine differenzierbare Funktion auf R, deren Ableitung nicht stetig
ist. Konkret gilt dies fiir die Funktion f mit

X sin(1/x) fiirallexe R-{0},
i = { 0 fiir x = .

Die Funktion f ist differenzierbar, aber f” ist unstetig im Punkt 0.
Beweis

Fir alle x # 0 gilt nach der Produkt- und Kettenregel

f'(x) = 2xsin(1/x) + x* cos(1/x) (- 1/x*) = 2 xsin(1/x) - cos(1/x).

Im Nullpunkt berechnen wir den Differentialquotienten direkt zu

limy, _, ¢ (f(h) - f(0))/h = limy, _, o hsin(1/h) = 0.

Also ist f differenzierbar. Weiter gilt lim, _, o 2 x sin(1/x) = 0, aber
lim, _, ¢ cos(1/x) existiert nicht. Folglich existiert lim, _, ¢ , .o f'(x) nicht,
— und damit ist " unstetig im Punkt 0.

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 11,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die Ableitung f” der Funktion des Satzes besitzt keine einfache Sprungstelle,
sondern weist den Unstetigkeitstyp der grenzwertlosen Werteverdichtung in der
Umgebung eines Punktes auf. In der Tat gibt es keine Ableitungen mit einfachen
Spriingen, und einige der guten Eigenschaften stetiger Funktionen gelten auch
noch fiir die Ableitung, allen voran ein Analogon zum Nullstellen- und Zwi-
schenwertsatz. Diese guten Eigenschaften sind das Thema der folgenden Sitze.
Sie begniigen sich mit der Voraussetzung der Differenzierbarkeit, denn die Ste-
tigkeit der Ableitung wird in vielen Fillen nicht benotigt.

Der Nullstellensatz fiir eine stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall
[a, b] besagt: Haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so existiert eine Null-
stelle von f. Anschaulich miissen wir auf dem Weg von a nach b irgendwann die
x-Achse schneiden. Fiir eine differenzierbare Funktion f auf einem kompakten
Intervall [a, b] ist die folgende Aussage dhnlich anschaulich: Gilt f’(a) > 0 und
f’(b) <0, so beginnt ein durch f beschriebener Hohenweg von f(a) nach f(b) mit
einem Anstieg, und er endet mit einem Abstieg. Dazwischen erreichen wir ir-
gendwann eine maximale Hohe, und dort besitzt die Tangente an f die Steigung
0, da wir sonst weiter steigen wiirden. Also existiert ein p € ]a, b[ mit f'(p) = 0.
Analoge Uberlegungen gelten fiir die andere Vorzeichenwahl der Ableitungen
an den Randpunkten. Diese Anschauung lasst sich in der Tat beweisen. Wir be-
ginnen mit der Betrachtung der Tangente in einem Extremwert.

Satz  (Tangentensteigung in Extremwerten)
Seif:]a,b[ — Rdifferenzierbar, und f nehme in p € Ja, b[ihren
maximalen oder minimalen Wert an. Dann gilt £'(p) = 0.

Beweis
Wir nehmen zunichst an, dass f in p ihr Maximum annimmt. Dann gilt:

f(x) < f(p) firalle xe Ja,b[.
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Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in p gilt dann aber:
f(p) = limy; , (fx) - f(p))/(x-p) 2 0,
f(p) = limy |, (fx) - f(p))/(x - p) < 0,

denn in der ersten Abschitzung sind alle Differenzenquotienten grofier-
gleich 0, wihrend sie in der zweiten Abschitzung kleinergleich 0 sind.
— Alsoistf’(p) = 0. Der Beweis bei Annahme des Minimums ist analog.

Die offene Form ]a, b[ des Definitionsbereichs ist wesentlich. Im Beweis ha-
ben wir einen linksseitigen und einen rechtsseitigen Grenzwert herangezogen,
um f’(p) = 0 zu folgern. Dieses Argument versagt fiir die Randpunkte des Defini-
tionsbereichs, und der Satz ist ja beispielsweise fiir die Identitit auf [0, 1] nicht
richtig. Diese Funktion besitzt ein Minimum in 0 und ein Maximum in 1, aber
ihre Ableitung ist konstant gleich 1 und damit frei von Nullstellen. Andererseits
ist ein kompakter Definitionsbereich [a, b] wiinschenswert, denn wir wissen,
dass eine differenzierbare Funktion wie jede stetige Funktion dort ihr Maximum
und ihr Minimum annimmt. Der Satz tiber die Tangentensteigung in Extrema
wird mit diesem Wunsch vertriglich, wenn wir ausschliefen kénnen, dass sich
beide Extrema am Rand befinden. In der anschaulichen Argumentation oben ha-
ben wir dies durch verschiedene Vorzeichen der Ableitung in den Randpunkten
erreicht. Es ist nun leicht, diese Anschauung in einen Beweis zu tibersetzen:

Satz  (Nullstellensatz der Differentialrechnung)
Seif:[a,b] — Rdifferenzierbar, und f’(a) und f’(b) haben verschiedene
Vorzeichen. Dann existiert ein p € ]a, b[ mit f'(p) = 0. Genauer gilt dies fiir
jeden Punkt p € ]a, b[, in dem die Funktion f ihr Maximum oder Minimum
annimmt, und es existiert ein solcher Punkt.

Beweis
Wir behandeln den Fall f(a) > 0 und £'(b) < 0. Der andere Fall ist analog.
Die Funktion f: [a,b] — Rist stetig und nimmt also in einem Punkt p ihr
Maximum an. Dann gilt aber p # a, da sonst f(x) < f(a) fiir alle x € [a, b]
gelten wiirde, und dann wire

t’(a) = lim, |, (f(x) - f(a))/(x -a) < 0,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Analog ist p #b.
— Also giltp € ]a, b[, und damit gilt f’(p) = 0 nach dem obigen Satz.

Wie fiir stetige Funktionen erhalten wir aus dem Nullstellensatz nun leicht ei-
nen allgemeineren Zwischenwertsatz:

Satz  (Zwischenwertsatz der Differentialrechnung)
Seif:[a,b] — Rdifferenzierbar, und seiy € R derart, dass y zwischen
f’(a) und f’(b) liegt. Dann existiert ein p € [a, b] mit {’(p) =y.
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Beweis
Wir definieren g : [a,b] — R durch

gx) = f(x) - y-x firallexe [a,b].
Dann ist g differenzierbar, und es gilt
g’'(x) = f'(x) - y firallexe [a,b].

Dann haben aber g’(a) und g’(b) verschiedene Vorzeichen, und daher
— existiertein p € Ja, b[ mit g’(p) =0, d.h. es gilt {’(p) = y.

Wie fiir die stetigen Funktionen erhalten wir:

Korollar  (Satz von Darboux, Intervallsatz der Differentialrechnung)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar.
Dann ist der Wertebereich { f’(x) | x € I} von {” ein Intervall.

Obwohl also die Ableitung einer Funktion nicht notwendig stetig ist, kann sie
keine Werte iiberspringen ! Umgekehrt heifit das, dass zu einer Funktion g, die
Werte iiberspringt, keine differenzierbare Funktion f mit f” = g existieren kann.
Solche sogenannten Stammfunktionen f einer Funktion g werden wir in der Inte-
grationstheorie genauer untersuchen. Die hier bewiesenen Sitze zeigen, dass der
Nullstellen- und Zwischenwertsatz fiir jede Funktion g gelten, die auf einem
kompakten Intervall definiertist und eine Stammfunktion besitzt. Wir werden in
der Integrationstheorie sehen, dass jede stetige Funktion, aber auch viele andere
Funktionen auf einem kompakten Intervall Stammfunktionen besitzen, und da-
mit sind die obigen Sitze echte Verallgemeinerungen des Nullstellen- und des
Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen.

Der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz

Im Nullstellensatz haben wir unterschiedliche Vorzeichen der Ableitung in
den Randpunkten a und b eines kompakten Intervalls [a, b] verwendet, um die
Existenz eines Extremums im Inneren ]a, b[ des Intervalls zu erzwingen. Die
ebenso einfache wie geistreiche Voraussetzung des folgenden Satzes leistet das
Gleiche:

Satz  (Satz von Rolle)
Seif:[a,b] — R stetigund in]a, b[ differenzierbar. Weiter sei f(a) = f(b).
Dann existiert ein p € Ja, b[ mit f’(p) = 0.

Beweis
Die stetige Funktion f: [a, b] — R nehme ihr Maximum in p und ihr
Minimum in p an. Gilt f(p) = f(p), so ist f konstant und damit f” {iberall
gleich 0. Andernfalls gilt wegen f(a) = f(b) aber p € Ja,b[ oder p € ]a, b],
und dann gilt {’(p) = 0 oder £’(p) = 0 nach dem Satz iiber die Tangenten-
- steigung in Extrema.
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Der Satz geht auf den franzgsischen Mathematiker Michel Rolle zuriick. Das ,,e“ wird
nicht gesprochen.

In der anschaulichen Formulierung lautet der Satz von Rolle: Beginnt und en-
detein Hohenweg mit dem gleichen Wert f(a) = f(b), so ist er entweder ein ebener
Spaziergang oder er erreicht sein von f(a) und f(b) verschiedenes Minimum oder
Maximum, und dortist die Steigung 0. Der Weg muss in den Randpunkten nicht
einmal differenzierbar sein.

Aus dem Satz von Rolle folgt, dass zwischen zwei Nullstellen einer differen-
zierbaren Funktion stets eine Nullstelle der Ableitung liegt. Ist f zweimal diffe-
renzierbar, so liegen zwischen drei Nullstellen der Funktion zwei Nullstellen der
ersten Ableitung und damit eine Nullstelle der zweiten Ableitung, usw.

Der folgende Satz verallgemeinert den Satz von Rolle wieder so, wie der Zwi-
schenwertsatz den Nullstellensatz verallgemeinert:

Satz  (Mittelwertsatz der Differentialrechnung von Lagrange)
Seif:[a,b] — Rstetigundin ]a, b[ differenzierbar.
Dann existiert ein p € ]a, b[ mit

P - O

Beweis
Wir definieren g : [a,b] — R durch

o) = f() - f(b) f(a)( 2) fiirallexe [a,b].

Dann ist g differenzierbar in | a, b[ und es gilt g(a) = g(b). Nach dem Satz
von Rolle gibt es also ein p € ]a, b[ mit g’(p) = 0. Dann gilt aber

f(b) - f(a)

g,(P) = f,(P) - b- a -1 = 07

— und damit ist p wie gewiinscht.

Der Quotient (f(b) - f(a))/(b - a) ist die mittlere Steigung der Funktion f auf
dem Intervall [a, b]. Der Mittelwertsatz bezieht aus dieser Beobachtung seinen
Namen, denn er besagt, dass eine differenzierbare Funktion auf einem kompak-
ten Intervall in einem gewissen Punkt eine Steigung besitzt, die mit der mittleren
Steigung der Funktion iibereinstimmt.
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Diagramm zum Mittelwertsatz

Wir diskutieren nun einige Anwendungen des Satzes von Rolle und des Mit-
telwertsatzes.

Lokale Extrema und Monotonieverhalten
Wir definieren:

Definition (lokales Maximum, Minimum, Extremum,)
Seif:P — R eine Funktion, und sei p € P. Dann heifit (p, f(p)) € R? ein
lokales Maximum von {, falls ein € > 0 existiert mit

f(x) < f(p) furallexe Jp-e,p+e[ N P.

Wir sagen dann auch, dass die Funktion f in p ein lokales Maximum besitzt.
Analog ist ein lokales Minimum definiert. Weiter heifit (p, f(p)) ein lokales
Extremum, falls (p, f(p)) ein lokales Maximum oder Minimum ist.

Ein lokales Extremum (p, f(p)) heifit szrikt, falls ein € > 0 existiert mit

f(x) # f(p) firallexe]|p-gp+e[ N P, x=p.

Ist (p, f(p)) ein lokales Extremum von f, so heifit p eine lokale Extremalstelle
und f(p) ein lokaler Extremwert von {. Analog sind lokale Maximal- und
Minimalstellen und lokale Maximal- und Minimalwerte definiert.

Wie in ,Nullstelle“ und ,,Zwischenwertsatz“ verwenden wir also ,,Stelle* zur
Bezeichnung eines Elements des Definitionsbereichs von f, und ,,Wert” zur Be-
zeichnung eines Elements des Wertebereichs von f. Lokale Extrema fassen wir
dagegen als Punkte der Ebene auf, wie es ja auch der Anschauung entspricht:
Wer in einem Diagramm von f auf ein lokales Maximum deuten soll, zeigt auf ei-
nen Punkt der Form (p, f(p)).
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lokale Maxima . ¢
f(p) //1 7\
a ;) f b
lokale Minima

Das Diagramm zeigt die lokalen Maxima und Minima einer Funktion f: [a,b] — R.
p ist eine lokale Maximalstelle und f(p) ein lokaler Maximalwert von f.

Die lokalen Extremalstellen des Kosinus sind zum Beispiel genau die ganzzah-
ligen Vielfachen von 7. Jedes Extremum ist strikt, und lokale Minimal- und Ma-
ximalstellen wechseln sich ab. Istf : P — R konstant gleich c, so ist jeder Punkt
(p, ) mitp € P ein lokales Minimum und ein lokales Maximum. Umgekehrt gilt:
Ist (p, f(p)) ein lokales Maximum und Minimum einer Funktionf: P — R, soist
fin einer Umgebung Jp - €, p + €[ N P von p konstant.

Der Tangentensatz gilt offenbar auch in der folgenden lokalen Version:

Satz  (norwendige Bedingung fiir lokale Extrema)
Seif:]a,b[ — R differenzierbar, und sei (p, f(p)) ein lokales Extremum
von f. Dann gilt f'(p) = 0.

Die Funktion f mit f(x) = X’ fiir alle x € R zeigt, dass die Bedingung des Satzes
nicht hinreichend ist. Es gilt £(0) = 0, aber der Nullpunkt ist keine lokale Extre-
malstelle von f. Hinreichende Bedingungen fiir lokale Extremalstellen liefert uns
das in der Ableitung kodierte Monotonieverhalten einer Funktion. Hier gelten
die folgenden fundamentalen Zusammenhinge:

Satz  (Vorzeichen der Ableitung und Monotonie der Funktion)
Sei I ein Intervall und sei f : I — R differenzierbar. Dann gilt:

(a) t" 2 0 genau dann, wenn f ist monoton steigend.

(b) £" < 0 genau dann, wenn f ist monoton fallend.

() f” > 0 impliziert f iststreng monoton steigend.

@ £

A

0 impliziert f iststreng monoton fallend.
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Beweis
zu (a): Seizunichst {” 2> 0, und seien x < y zwei Punkte in I. Nach dem
Mittelwertsatz existiert ein p € ]x, y [ mit

oy = 1) - 1)

t'(p) = ﬁ

Dann ist aber

fy) - f0 = () (y-» 2 0.

Dies zeigt, dass f monoton steigend in I ist.

Sei nun umgekehrt f monoton steigend in I, und sei p € 1.
Dann gilt fir alle x € I:

0, falls x 2 p,

) - p) { 0, falls x < p.

IN IV

Damit ist

) - ) 5,

Fo) = fim 0 =

zu (b): Analog zu (a).

zut (¢): Genau wie im Beweis der Implikation von links nach rechts in
Teil (a).

— zu (d): Analog zu (c).

Die Umkehrungen der beiden letzten Aussagen gelten dagegen im Allgemei-
nen nicht, denn eine streng monotone Funktion kann Nullstellen in ihrer Ablei-
tung aufweisen. Ein Beispiel ist wieder die Funktion f mit f(x) = x’ fiir alle x € R.
Die linken Seiten der Aussagen (c) und (d) lassen sich aber in natiirlicher Weise
so abschwiichen, dass eine Aquivalenz entsteht. Wir lassen f'(x) = 0 zu, verlangen
aber, dass {” die x-Achse nach jeder Berithrung gleich wieder verlisst:

Satz  (Vorzeichen der Ableitung und Monotonie der Funktion, Erginzung)
Seilein Intervall und sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:
(¢) fist streng monoton steigend genau dann, wenn
f’>0 und f’istauf keinem Intervall [¢, d] c I, ¢ < d, konstant gleich 0.
(d) fiststreng monoton fallend genau dann, wenn
£”<0 und f”ist auf keinem Intervall [c, d] €I, ¢ < d, konstant gleich 0.
Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Der Satz ist ein Paradebeispiel fiir die Analyse einer Funktion mit Hilfe ihrer
Ableitung. Das Vorzeichen der Ableitung entspricht der Monotonie der Funk-



2. Zur Theorie der Differentiation 245

tion. Im folgenden Kapitel werden wir einen ganz analog aufgebauten Satz ken-
nenlernen, der die Bedeutung der Monotonie der ersten Ableitung fiir die Funk-
tion ans Licht bringt. Beide Sitze zusammen beschreiben dann die Bedeutung
des Vorzeichenverhaltens der zweiten Ableitung fiir die Funktion.

Leicht zu zeigen ist nun die folgende oft anwendbare Methode zur Identifizie-
rung lokaler Extrema:

Korollar  (hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)
Sei f: P — R differenzierbar in einem Intervall |p-¢,p+e[c P, > 0.
Dann gilt:

(@) Istf’20in]p-¢ plund f"<0in]p,p +£[, soist (p, f(p)) ein
lokales Maximum von f.

(b) Istf’<0in]p-¢ plund f"20in]p,p +¢&[, soist (p, f(p)) ein
lokales Minimum von f.

Gilt in den Voraussetzungen in (a), (b) stirker > statt 2 bzw. < statt <,
so ist das lokale Extremum jeweils strikt.

Beweis
zu (#): Nach dem Satz ist f monoton steigend in ] p - €, p [ und monoton
fallend in | p, p + €[. Aufgrund der Stetigkeit von fin p gelten diese
Monotonieeigenschaften dann aber auch in | p - €, p] bzw. [p, p + €[.
Dies zeigt die Behauptung.

- zu (b): Analog.

Die gefundenen Bedingungen sind hinreichend, aber auch in kleinen Umge-
bungen |p - &, p + €[ N P einer Extremalstelle p von f nicht notwendig. Wir disku-
tieren Gegenbeispiele in den Ubungen.

Niitzlich zur Identifizierung lokaler Extrema ist oft auch die folgende Variante
fiir zweimal differenzierbare Funktionen:

Korollar  (hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema, II)
Seif:]a,b[ — R zweimal differenzierbar, und seip € Ja, b[ mit f’(p) = 0.
Dann gilt:

(@) Istf”(p) <0, soist (p, f(p)) ein striktes lokales Maximum von f.

(b) Istf”(p) >0, soist (p, f(p)) ein striktes lokales Minimum von f.

Beweis
zu (1): Nach Voraussetzung gilt
limxﬁpM = lim, _ ') < 0.
X-p X-p

Folglich existiert ein € > 0 mit
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f'x)/(x-p) <0 firallexe]p-¢gp+e[, x#p.

Dann giltaber {">0in]p - &, p[und f'<0in]p, p + €[. Aus dem
letzten Korollar folgt dann die Behauptung.

— zu (b): Analog.

Auch hier haben wir kein notwendiges Kriterium vorliegen. Die Funktion f
mit f(x) = x* fiir alle x € R besitzt zum Beispiel im Nullpunkt ein striktes Mini-
mum, aber es gilt £”(0) = 0. In diesem Fall ist dagegen das obige Korollar an-
wendbar, da die Ableitung d/dx f(x) = 4 X’ links der Null negativ und rechts der
Null positiv ist.

Die Losungen der Differentialgleichung f” = £

Anschaulich ist klar, dass die Konstanz einer Funktion und das Verschwinden
ihrer ersten Ableitung ein und dasselbe sind. Wer aber einmal versucht hat, aus
dem Verschwinden der Ableitung die Konstanz der Funktion streng herzuleiten,
wird die Eleganz des Mittelwertsatzes spitestens jetzt schitzen lernen:

Satz  (Charakterisierung der konstanten Funktionen)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar. Dann sind dquivalent:

@) ' = 0.

(b) f ist konstant.

Beweis
(a) impliziert (b):
Seien x <y zwei Punkte in I. Nach dem Mittelwertsatz ist dann der
Differenzenquotient (f(y) - f(x))/(y - x) ein Wert der Ableitung, also
gleich 0. Damit ist also f(x) = f(y) fiir allex <y in L.

) impliziert (a):
- Ist klar.

Korollar  (Funktionen mit gleicher Ableitung)
SeiI ein Intervall, und seien f,g : I — R differenzierbar. Es gelte {” = g".
Dann existiert ein ¢ € R mit

f(x) = gx) + ¢ firallexe L.

Insbesondere gilt f = g, falls f und g in einem Punkt iibereinstimmen.

Beweis
— Die Aussage ergibt sich durch Anwendung des Satzes auf h=f - g.

Der Charakterisierungssatz besitzt eine tiberraschend starke Anwendung:
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Korollar (die Losungen von f = f)
Seif: R — R eine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft {” = f.
Dann gilt f = cexp, wobei c = f(0).

Insbesondere ist die reelle Exponentialfunktion also durch die beiden Eigen-
schaften exp” = exp und exp(0) = 1 eindeutig bestimmt.

Beweis
Wir definieren g: R — R durch
g(x) = f(x)- e firallexe R.
Dann ist g differenzierbar, und nach der Produktregel und f” = f gilt
gx =f'®- -e* - fx)e* =0 firallexe R.
Also existiert ein d € R, sodass g konstant gleich d ist. Dann gilt aber
f(x) = de* firallexe R.

— Wegen f(0) = cund e’ = 1 ist dann aber d = c.

Varianten diskutieren wir in den Ubungen.
Lipschitz-Stetigkeit differenzierbarer Funktionen

Da die Ableitung t” das lokale Steigungsverhalten einer Funktion f beschreibt,
ist anschaulich klar, dass Funktionen mit kleinen Ableitungen nicht besonders
schnell steigen oder fallen konnen. Der Mittelwertsatz liefert leicht eine Prizi-
sierung dieser Anschauung. Sie ist ein Paradebeispiel dafiir, wie das lokale Ver-
halten zu Aussagen iiber das globale Verhalten einer Funktion fithren kann:

Satz  (Schrankensatz, Lipschitz-Stetigkeit bei Beschrinktheit der Ableitung)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar. Weiter sei f” be-
schrinkt durch L € R, d.h. es gelte 1f"(x)| < L fiir alle x € I. Dann gilt:

f(x) - f(y)| < L Ix-yl firallex,ye I,
d.h. fist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L.

Beweis
Fiir alle x <y in I gibt es nach dem Mittelwertsatz ein p € [x, y] mit

f(p) = L}z - i(x).

Dann ist aber
- {® -yl = P! Ilx-yl <LIx-yl.

Es gilt folgende Umkehrung fiir beliebige Definitionsbereiche:
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Satz  (Beschrimktheit der Ableitung bei Lipschitz-Stetigkeit)
Seif: P — Rdifferenzierbar und Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-
Konstanten L. Dann ist f” beschrinkt durch L.

Beweis
Sei p € P. Nach Voraussetzung gilt dann

| (fx) - f(p))/x-p)| < L firallexe P-{p}.
Damit ist dann aber auch

— 1) = lim, _ , ({x) - fp))/(x - p)| < L.

Aus dem Schrankensatz folgt, dass eine stetig differenzierbare Funktion auf ei-
nem kompakten Intervall die stirkste Form der Stetigkeit erfiillt, die wir betrach-
tet haben:

Korollar  (Differenzierbarkeit und Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f:[a,b] — Rstetig differenzierbar. Dann ist f Lipschitz-stetig.
Jede Schranke L fiir f” ist eine Lipschitz-Konstante fiir f.

Beweis
Ist f” stetig, so nimmt {” auf [a, b] ihr Maximum und ihr Minimum an und
— ist daher beschrinkt. Der Rest folgt aus dem Schrankensatz.
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Weitere Anwendungen der Differentiation

Die Regeln von I’'Hospital

Bei der Berechnung von Grenzwerten der Form lim, _, , f(x)/g(x) tritt oftmals
einer der nicht definierten Fille ,,0/0%, ,,00/0“ oder ,,— oo/— oo auf, etwa in

lim, _, ¢ (sinx)/x, lim, _, o (x - sinx)/(x sinx), lim, _ ., log(x)/x* fiir eina> 0.

Zur Berechnung dieser problematischen Grenzwerte ist im Fall der Differen-
zierbarkeit nicht selten der Ubergang zu den Ableitungen f” und g’ hilfreich. Wir
betrachten zur Motivation die Situation ,lim, _, , f(x)/g(x) = 0/0 fiir differen-
zierbare Funktionen f, g: P — R; der Punkt p ist typischerweise ein Randpunkt

des Definitionsbereichs P, und auch der uneigentliche Grenzwert p = oo ist zuge-
lassen. Fiir alle x € P schreiben wir wie im Approximationssatz:

f(y) = tx) + '@y -% + 1),
gly) = gx) + g® @y -x) + s(y) furalleye P.
Nach Voraussetzung werden in unserem Grenzwertprozess die Werte f(x) und

g(x) beliebig klein. Liegt weiter y nahe bei x, so konnen wir neben f(x) und g(x)
auch noch die Reste r(y) und s(y) vernachlissigen, und wir erhalten dann

fy)/g(y) wird approximiert durch £'(x)/g’(x) beiy — «x.

Aufgrund der Stetigkeit von fund g liegt weiter f(x)/g(x) nahe bei {(y)/g(y). Diese
Uberlegungen fiihren uns dazu, anstelle des Grenzwerts lim, _, » f(0)/g(x) den
hoffentlich einfacheren Grenzwert lim, _, , £'(x)/g’(x) zu untersuchen. Ein Bei-
spiel hierfiir ist der oben bereits bestimmte Grenzwert

limy _, ¢ .0 (SInX)/x = 1.
Differenzieren wir hier Nenner und Zihler, so erhalten wir ebenfalls
limy _, ¢y, (d/dxsinx)/(d/dx x) = lim, _, o ;.0 (cosx)/1 = 1,

und die Berechnung ist einfach und unproblematisch geworden.

Wir zeigen nun, dass dieses Vorgehen unter bestimmten Bedingungen ge-
rechtfertigt ist. Das entscheidende Hilfsmittel im Beweis ist eine Verallgemeine-
rung des Mittelwertsatzes. Der Mittelwertsatz liefert uns fiir differenzierbare
Funktionen f: [a,b] — Reinpe Ja, b[ mit

f(p) = (f(b) - f(2))/(b - a).
Diese Gleichung kénnen wir auch als
f°(p) (id(b) - id(a)) = id’(p) (£(b) - f(a))

notieren, mit der Identititid: R — R, id(x) =x fiir alle xe R. Diese Form erlaubt
dann die folgende symmetrische Verallgemeinerung, die eine zweite Funktion g
ins Spiel bringt:
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Satz  (allgemeiner Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Seienf,g: [a,b] — Rstetigundin]a, b[ differenzierbar.
Dann existiert ein p € |a, b[ mit

(f(b) - f(@)) g'(p) = (g(b) - g(@)) {'(p).

Beweis
Wir definieren h : [a, b] — R durch

h(x) = (f(b) - f(2)) g(x) - (g(b) - g(a)) {(x).

Dann ist h differenzierbar in ] a, b[ und es gilt
h(a) = f(b)g(a) - g(b) f(a) = h(b).

Nach dem Satz von Rolle existiert also ein p € Ja, b[ mit h’(p) = 0.
Dann gilt aber wie gewtiinscht, dass

- (f(b) - f(2)) g'(p) - (g(b) - g(@) £'(p) = 0.
Damit kénnen wir nun die beiden Regeln von I’Hospital beweisen.

Satz  (erste Regel von ’Hospital, Fall ,,0/0%)
Seien f,g:]a,b[ — R, - o0 <a <b <o, differenzierbar. Es gelte:

@ lim, _, fx) = lim, _, g0 = 0,
(b) g’(x) # 0 fiir alle x € Ja, b[, und es existiere
c = lim, _, , {'(x)/g’(x), mitce [-oo,o0].
Dann giltc¢ = lim, _ , f(x)/g(x).

Eine analoge Aussage gilt fiir den Grenziibergang ,lim, _, ,“.

Beweis
Wir beginnen mit einigen einfachen Beobachtungen. Da g’ keine Nullstelle
besitzt, gilt nach dem Nullstellensatz der Differentialrechnung g” > 0 oder
g’ < 0. Im ersten Fall ist g streng monoton steigend, im zweiten Fall streng
monoton fallend. Insbesondere kann g hochstens eine Nullstelle besitzen,
und Limesbildungen gegen Randpunkte mit g im Nenner sind unproble-
matisch. Wegen (a) hat g als streng monoton gegen 0 konvergierende
Funktion aber sogar gar keine Nullstelle in ] a, b[.

1.Fall: b < oo,
Nach (a) konnen wir fund g stetig durch ,f(b) = g(b) = 0“ nach ] a, b]
fortsetzen. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es dann fiir
allexe Ja,b[einp € ]x, b[ mit

) F(p)/g(p) = (Eb) - fx)/(gb) - gx) = {(x)/gx).

Dann ist aber
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lim, _, , {(x)/g(x) = lim, _,, t’(p)/g’(p) = c.

Denn gilt lim,, x, = b fiir eine Folge (x,), n in ], b[, so gibt es nach (+)
Pn € 1%, b[ mit

f’(pn)/g,(pn) = f(Xn)/g(Xn) tiir alle n.
Dann gilt aber lim, p, = b, und damit ist
liInn f(Xn)/g(Xn) = hmn f,(pn)/g’(pn) = C

Die analoge Aussage fiir ,lim, _, ,“ mita > - oo wird ebenso bewiesen.
Damit kénnen wir dann einen unendlichen rechten Randpunkt behandeln:

2.Fall: b = oo,
Ohne Einschrinkung sei a > 0. Wir betrachten h : ]0, 1/a[ — R mit
h(x) = 1/x fiir alle x, und setzen

f*=foh, g*=geoh

Dann sind %, g*: 10, 1/a[ — R differenzierbar und es gilt

lim, _ o f*x) = lim, _ .. f(x) = 0, lim, _, y g*(x) = lim, _, .. g(x) = O,
lim, _, o £¥(x)/g*'(x) = lim, _, o {'(1/x)/g’(1/x) = lim, _, .. {'x)/g'(x) = c,

wobei sich im ersten Schritt die nachdifferenzierten Nenner ,— 1/x>“

wegkiirzen. Nach dem bereits Bewiesenen ist also
lim, _ o PR/g°®) = ©,

und damit

lim, _, .. f(x)/g(x) = lim, _, o *®)/g*(x) = c.

[13

— Ebenso zeigt man die analoge Aussage fiir ,lim, _, _..“

Die zweite ganz dhnliche Regel erlaubt die Behandlung von Grenzwerten der
Form ,,% oo/ + oo®. Dabei geniigt als Voraussetzung, dass der Nenner uneigentlich
gegen unendlich konvergiert:

Satz  (zweite Regel von PHospital, Fall ,00/>)
Seien f,g:]a,b[ — R, - <a<b <, differenzierbar. Es gelte:
(@) lim, 1, gx) = o oder lim,_, 1, gx) = —oo.
(b) g’'(x) # 0 firallex € ]a, b[, und es existiere
¢ = lim, _ , f'(x)/g/(x), mitce [-oo,00].
Dann gilt ¢ = lim, _ y, f(x)/g(x).

Eine analoge Aussage gilt fiir den Grenziibergang ,lim, _, ,“.
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Beweis

Wir nehmen lim, _, |, g(x) = e an; der Fall lim, _, |, g(x) = - e ist analog.

Wir zeigen:

(+) Yeg<cdby<b Vxe |by, b[ fx)/g(x) > c.

Beweis von (+)
Sei ¢y < ¢. Weiter sei ¢; mit ¢ < ¢; < c. Wegen lim, _, 1, {'(x)/g’(x) = ¢
gibt es ein by < b mit:
f'(p)/g’(p) > ¢; firallepe ]by, bl
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es fiir alle y < x in
Iby, b[einp € ]y, x[, sodass
fx) - f(y) = t'(p)/g'(P) - (€ - gy) > ¢ - (g - gy)-

Durch eine Vergrofierung von by konnen wir g(x) > 0 fiir allex € ]by, b[
annehmen. Dann gilt fiir alley <xin ] by, b[

/g0 > ¢ - c1 (/g + fy)/g().
Wegen lim, _, |, g(x) = = ist die rechte Seite dieser Ungleichung fiir alle
hinreichend grofien x in | by, b[ grofier als ¢, < ¢;. Dies zeigt (+).
Vollkommen analog gilt:
(++) Vcp>cdby<b Vxe |by, b[ f(x)/gx) < c.

Die Aussage des Satzes folgt nun aus (+) im Fall ¢ = e, aus (++) im Fall
— c=-cundaus (+) und (++) fiirce R.

Das Muster dieses Beweises lisst sich auch anwenden, um die erste Regel zu
beweisen. Eine Fallunterscheidung in ,b < e“ und ,,b = «“ kann dann entfallen.
Die Ersetzung der Konvergenz ,x — o“ durch ,,1/x | 0“im Beweis der ersten
Regel oben verdient es aber, einmal vorgefiihrt zu werden.

Nach der ersten Regel ist also die obige Rechnung

lim, _, ( sin(x)/x = lim, _, 3 cos(x)/1 = 1
legitim. Im folgenden Beispiel wird die erste Regel von ’Hospital sogar zweimal

angewendet.

Beispiel
Sowohl 1/sinx als auch 1/x konvergieren gegen e, wenn x von oben gegen 0
konvergiert. Mit Hilfe der Regel von ’'Hospital konnen wir zeigen, dass die
Differenz 1/sin x - 1/x gegen 0 konvergiert, was bei ,,00 — eo* ja keineswegs
selbstverstindlich ist. (Der Leser betrachte etwa 1/x* - 1/x.) Es gilt

1/sinx - 1/x = (x - sinx)/(x sin x).
Nach der ersten Regel gilt

lim, | ¢ (x - sinx)/(x sinx) = lim | o (1 - cosx)/(sinx + X oS X),
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vorausgesetzt, der Grenzwert rechts existiert. Den rechten Grenzwert
kénnen wir aber durch eine erneute Anwendung der ersten Regel weiter
untersuchen. Dadurch ergibt sich:

lim, | o (1 - cosx)/(sinx + x cos x) = lim, | ¢ sinx/(2 cosx - xsinx) =
0/2 =0.

Analoges gilt fiir ,x T 0%, und damit haben wir insgesamt gezeigt, dass
lim, _, o (I/sinx - 1/x) = 0.

Der Iteration der Anwendung der ’Hospitalschen Regeln sind aber auch
Grenzen gesetzt. Aus rechnerischer Sicht kénnen die Ableitungsterme sehr
schnell kompliziert werden, und auch aus theoretischer Sicht kann das Ziel
manchmal gar nicht erreicht werden. Betrachten wir zum Beispiel den Tangens
Hyperbolicus tanh = sinh/cosh, so ist sinhx/cosh x vom Typ ,e0/cc® fiir ,x — oo,
Bei der iterierten Anwendung der zweiten Regel drehen wir uns allerdings wegen

sinh” = cosh und cosh’ = sinh im Kreis:
lim, _, ., sinh x/cosh x = lim, _, ., cosh x/sinh x = lim, _, ., sinh x/coshx = ...
Die Regel liefert hier also nicht das gewiinschte Ergebnis

lim, _, .. sinh x/coshx = lim, _, . tanhx = 1.
Kriimmungsverhalten

Betrachten wir den Graphen einer ,,typischen® Funktion, so fillt neben dem
Vorzeichen- und Monotonieverhalten das Krimmungsverhalten ins Auge. An-
schaulich ist klar, dass eine lokale Anderung der Steigung einer Funktion eine
lokale Anderung der Kriimmung der Funktion bewirkt. Diese Anschauung
wollen wir im Folgenden prizisieren und mathematisch untermauern. Grob
gesprochen wird sich ergeben, dass dem Trio ,,Vorzeichen, Monotonie, Kriim-
mung® das Trio ,f, £/, £”“ entspricht, und dass Anderungen des Vorzeichens,
der Monotonie und der Kriimmung sich in Nullstellen von f, f’, f” niederschla-
gen. Damit setzen wir die Untersuchungen fort, die wir oben bereits fiir die
Monotonie und die Ableitung durchgefiihrt haben.

Die Kriimmung einer Funktion ist anschaulich durch ,linksgekrimmt* und
yrechtsgekrimmt“ so beschrieben, wie die Monotonie durch ,steigend” und
yfallend“. Die mathematische Prizisierung der Monotonie ist durch die Bedin-
gungen ,f(x) < f(y) fiir alle x < y* bzw. ,f(x) = f(y) fiir alle x < y* einfach moglich.
Die Prizisierung der Krimmung verlduft wie folgt: Wir nennen eine Funktion
konvex oder linksgekriimmt, wenn fiir je zwei Punkte des Graphen von f die diese
Punkte verbindende Sekante tiberall oberhalb des Graphen von f verlduft. Ana-
log heifit f konkav oder rechtsgekriimmt, wenn diese Sekante stets unterhalb des
Graphen liegt. Fiir alle x; < x; ist die Sekante durch (xy, f(x1)) und (x;, f(x;)) ein
Stiick der Geraden g, y, g, mit der Steigung a = (f(x,) - f(x))/(x; - x;). Damit de-
finieren wir:
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Definition (konvex, konkav, streng konvex, streng konkav, a(x;, x,))
Sei I ein Intervall, und sei f : I — R. Dann heif3t f konvex, falls fiir alle
x; <x;inTundallex € ]x, x, [ gilt:

(+) @ < fix) + alxy, xp) (x-xp),

wobei

a(xy, X)) = ap(x, %) = (fxp) - f(x))/(x; - x1).

Giltin (+) ,,2% so heifit die Funktion f konkav. Schliefilich heifit f streng
konvex bzw. streng konkav, falls in (+) ,,<“ bzw. ,,>“ gilt.

Die Exponentialfunktion und die Potenzfunktion f(x) = x* sind zum Beispiel
konvex, wihrend log und g(x) = Vx konkav sind. Leicht zu sehen ist weiter, dass
eine Funktion f genau dann konvex ist, wenn - f konkav ist.

Die Bedingung (+) kénnen wir auch so schreiben:

f< ga(xlaxz),th(xl) auf ]Xb X) [ fiir alle X1 <Xp in L.

Leicht zu sehen ist, dass aufierhalb von | xy, x; [ die andere Ungleichung gelten
muss:

Satz  (Sekantenvergleich fiir konvexe und konkave Funktionen)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R konvex. Dann gilt fiir alle x; <x, in I:

tX) 2 agxy,xo) w0, fep®)  fiirallexe I - [xq,x,].

Ist f streng konvex, so gilt > in dieser Ungleichung. Analoge Aussagen
gelten fiir konkave und streng konkave Funktionen.

Der Beweis kann dem Leser tiberlassen bleiben.

Fiir unsere Untersuchungen ist ein Steigungskriterium der Konvexitit niitz-
lich, das auf der folgenden ebenso anschaulichen wie rechnerisch einfachen Be-
obachtung ruht: Sind g; und g, zwei Geraden mit der Steigung a; bzw. a,, die
durch einen gemeinsamen Punkt (p, q) laufen, so gilt a; > a, genau dann, wenn
g1(x) 2 g,(x) fiir alle x > p gilt (und genau dann, wenn g;(x) < g,(x) fiir alle x < p).
Weiter kann in dieser Aquivalenz ,fiir alle x> p“ durch ,fiir ein x > p“ ersetzt wer-
den. Damit kénnen wir leicht zeigen:

Satz  (Steigungskriterium fiir Konvexitit)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R. Dann sind dquivalent:
(a) fist konvex.
(b) alx;,x;) < axg,x3) < a(xy,x3) fiir alle x; <x, <x3 in L.
(©) axy,x) < a(xy,x3) fir alle x; <x, <x3 in L.

Analoge Aussagen gelten fiir streng konvexe, konkave und streng konkave
Funktionen mit <, >, bzw. > statt < in (b) und (c).
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g23

Diagramm zum Steigungskriterium

Beweis
Im Folgenden sei g;; die Gerade durch (x;, f(x;)) und (x;, f(x;)) fiir 1 <i<j<3.
Insbesondere besitzt also g;; die Steigung a(x;, x;).

(a) impliziert (b):
Seien x; <x; <x3 in I. Es gilt

gia(x) = gi3(xy) und gp(x) = fx) < gi3(x),

letzteres nach Konvexitit von f. Also ist a(x;, x;) < a(x, x3).
Die zweite Ungleichung ergibt sich analog.

®) impliziert (c):
Ist trivial.

(©) impliziert (a):
Seien x; <x; < x3. Wegen a(xy, x;) < a(xy, x3) gilt
g12(x3) < g23(x3) = g13(x3).
Folglich ist a(xy, x;) < a(xy, x3), und damit ist
f(x) = gn() < gik).

- Dies zeigt, dass f konvex ist.

Istf: I — R konvex, so sind die Differenzenquotienten

ax,y) = (fx) - )/ x-y), x,yel, x<y,

also monoton steigend in beiden Komponenten x und y. Damit gilt:
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Korollar  (Differenzierbarkeitseigenschaften konvexer und konkaver Funktionen)
Seif:]c,d[ — Rkonvex,undseip € ]c,d[. Dann existieren die Grenzwerte

-0 < limyy ya(x, p) < limy |, a(p,x) < oo

d.h. f ist an der Stelle p linksseitig und rechtsseitig differenzierbar.

Die Differenzenquotienten konvergieren dabei monoton steigend von links

und monoton fallend von rechts. Ist f streng konvex, so gilt hier strenge

Monotonie. Analoge Eigenschaften gelten fiir konkave Funktionen.
Istf:[c,d] — R konvex, so existieren zudem eigentlich oder uneigentlich
—oco < limg | a(c, x) < limy g ga(x,d) < oo,

Der konvexe Halbkreis f: [- 1,1] — R mit f(x) = - V1 - X’ zeigt, dass die unei-
gentliche Konvergenz in den Randpunkten eintreten kann.

Aus den Monotonieeigenschaften der Differenzenquotienten a(xy, x;) erhal-
ten wir weiter das folgende sehr anschauliche Kriterium der Konvexitit:

Korollar  (Geraden- und Tangentenkriterium fiir Konvexitit und Konkavitit)
Seif:]c,d[ — R.Dann sind dquivalent:
(a) f ist konvex.
(b) Fiiralle p € ]c, d[ existiert eine Gerade g durch (p, f(p)) mitg < f.
Genauer ist dann fiir alle p € ] ¢, d[ jede Gerade g, , ¢, wie in (b), falls
lim,,a(x, p) < a < lim, |, a(p, x).

Ist f differenzierbar, so ist f genau dann konvex, wenn f grofiergleich jeder
ihrer Tangenten g/ ,, fp) iSt.

Analoge Aussagen gelten fiir konkave Funktionen und fiir die strengen
Versionen (mit g(x) < f(x) bzw. g(x) > f(x) fiir alle x # p in (b)).

Beweis
(a) impliziert (b) :

Sei also f konvex, und sei p € ]c, d[. Dann ist
a; = limyq,a(x, p) < limy | ,a(p,x) = a,.

Ist nun x € ]c, p[ beliebig, so hat die Gerade g, p),« fy durch (x, f(x))
und (p, f(p)) eine Steigung kleinergleich der Steigung von g, , 1)
Damit gilt g, , 1:)(®) < Zags, ), x, X = £(¥). Dies zeigt, dass

t®) = gy, pip® flirallexe Jc,pl.

Eine analoge Argumentation liefert, dass

t®) = gy, pfp® flirallexe |p,d[.

Dies zeigt die Aussage (b) und den Zusatz iiber die Steigungen.
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Ist f differenzierbar in p, so gilt a; = a, = f'(p), und damit ist
8rm),p.fp) = Sanpfp) < T

(®) impliziert (a):
Seien x; <p <x,in [c, d[. Sei g < f eine Gerade durch (p, f(p)). Dann

gilt f(p) < g.x, x,), 51, fix) (P)» da andernfalls g(x;) > f(x;) oder g(x,) > f(x,)
- gelten miisste (!). Also ist f konvex.

Der Satz gilt auch fiir Funktionen f: [¢, d] — R, falls lim, | . a(c, x) > - oo
und lim, ; 4 a(x, d) < ee.

Als nichstes zeigen wir mit Hilfe des Steigungskriteriums, dass sich die Krim-
mung zur Monotonie der ersten Ableitung genau so verhilt wie die Monotonie
zum Vorzeichen der ersten Ableitung:

Satz  (Monotonie der Ableitung und Konvexitit)
SeiI ein Intervall, und sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:
(a) f’ist monoton wachsend genau dann, wenn f ist konvex.
(b) f’iststreng monoton wachsend genau dann, wenn { ist streng konvex.
(c) t’ist monoton fallend genau dann, wenn f ist konkav.
(d) f’iststreng monoton fallend genau dann, wenn f ist streng konkav.
Beweis
zu (a): Sei zunichst {” monoton wachsend. Wir weisen die Bedingung (c)

des Steigungskriteriums nach. Seien also x; < x, <x; in I. Nach dem
Mittelwertsatz existieren p; € ]xy, X, [ und p; € | x,, x3 [ mit

t'(p) = alx;, %), f'(p2) = alxy, x3).
Dann gilt p; < p; und damit £’(p;) < {’(p,) nach Monotonie von {’.

Sei nun umgekehrt f konvex, und seien x; <x; in L. Fir allex € ]x;, x3 [
ist a(xy, x) < a(x, x3) nach dem Steigungskriterium. Also ist

t(x)) = infc g 2y, X) < sUPge iy, 5 A, X3) = £/(x3).
Folglich ist f'(x;) < {"(x3). Also ist f” monoton steigend.

= zu (), (c) und (d): Analog.

Zusammenfassend haben wir also bewiesen:
Vorzeichen von f*  kodiert Monotonie von f,
Monotonie von f* kodiert Krimmung von f.

Kombiniert erhalten wir:

Vorzeichen von £”  kodiert Kriimmung von f.

Genauer gilt:
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Korollar (zweite Ableitung und Konvexitit)
SeiIein Intervall, und sei f: I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

(@) £”7 =2 0 genau dann, wenn f ist konvex.
(b) t7 < 0 genau dann, wenn f ist konkav.
(© 7 > 0 impliziert f ist streng konvex.
d f”<0

impliziert { ist streng konkav.

Beweis
Die Aussagen ergeben sich durch Zusammenschau des obigen Satzes und
— des Satzes tiber das Vorzeichen der Ableitung und der Monotonie.

Wir definieren in diesem Zusammenhang schliefilich noch:

Definition (Wendestelle, Wendepunkt)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R stetig. Dann heifit ein p € I eine
Wendestelle und (p, f(p)) ein Wendepunkt von f, falls fiir ein € > 0 mit
]p-¢,p+e[ I eine der beiden folgenden Aussagen gilt:

(a) fistkonvexin]p -¢, p[und konkavin]p,p+e[.

(b) fistkonkavin]p-e¢, p[und konvexin|p,p +¢€|[.
Das Korollar liefert fiir zweimal differenzierbare Funktionen eine Méglich-
keit zur Identifizierung von Wendepunkten. Fir zweimal stetig differenzierbare

Funktionen ist dann weiter ,,£”(p) = 0“ eine notwendige, aber nicht hinreichende
Bedingung fiir das Vorliegen einer Wendestelle p.

Die A-Formulierung der Konvexitit

Wir diskutieren schliefilich noch eine weitere Formulierung der Konvexitit,
die oft sogar zur Definition verwendet wird. Hierzu nutzen wir, dass jedes Inter-
vall | xq, x; [ die baryzentrische Darstellung

Ixp, [ ={Ax; + 1-Mx 10 <A <1}
besitzt. Diese Darstellung fithrt zu:
Satz  (A-Formulierung der Konvexitiit und Konkavitiit)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R. Dann sind dquivalent:
(a) fist konvex.
(b) Firallex; <x;inIundalle A e ]0, 1[ gilt:
fAx; + (1 -M)x) < AM(xy) + (1 -2) f(x).

Eine analoge Aquivalenz gilt fiir konkave Funktionen und weiter fiir die
strengen Versionen der Konvexitit und Konkavitit.
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Beweis
Seien x; <X, in I, und sei d = x, - x;. In der Konvexitit bzw. Konkavitit
vergleichen wir f(x) mit f(x;) + a (x - x;) mita = (f(x,) - f(x;))/d. Zum
Vergleich bei baryzentrischer Darstellung eines x € I formen wir die
Geradendarstellung so um, dass sie als eine Linearkombination von f(x;)
und f(x;) erscheint:

fx) + (Hx) - fx))/d (x-x;) =
(I -G&x-x)/d)flx)) + x-x)/df(x) =
(x -x)/d f(x)) + (x-x)/d f(x).

Setzen wir hier fiir x den Term A x; + (1 - A) x, ein, so erhalten wir
wegen

-x=x%-Ax-(1-M)x =Ak -x) = Ad,
x-x; = A5 +(1-Vx-x=0-VN(x-x) =0-1d
den Term
Ax) + (1 -A) f(xy).
- Hieraus folgen alle Behauptungen.

Aus dem Beweis extrahieren wir die folgende Darstellung einer Geraden g, die
durch zwei Punkte (x, y1), (x2, ¥2), X; <X;, der Ebene verliuft:

Korollar  (Zweipunktdarstellung einer Geraden)
Seien (xy, 1), (x2, y2) zwei Punkte mit x; <x,. Sei d =x, — x; und

g(x) = (XZ - X)/d Vi + (X - Xl)/d » ﬁir alle xe R.
Dannistg =g, y, mita=(y, -y;)/d.

Statt der Rechnung im Beweis oben kann man alternativ auch so argumen-
tieren: Die Funktion g im Korollar ist offenbar eine Gerade, und sie verliduft
durch die Punkte (x, y;) und (x;, y;). Damit muss g = g, , v, fiira = (y, - y;)/d
gelten. Auch die Form von g lisst sich ohne Rechnung ,erraten®, da die Koeffi-
zienten von y; und y, bei Einsetzen von x; bzw. x, fiir x jeweils ein 0-1-Paar er-
geben miissen.

Die A-Formulierung der Konvexitit erlaubt folgende Verallgemeinerung:

Satz  (Femsensche Ungleichung)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R konvex. Weiter seien A, ..., A, > 0 mit
M+ ...+ Ay =1. Dann gilt fiir alle x, ..., x, € It

fhxg + oo+ Axy) < A f(x)) + o+ A f(xy).
Ist f streng konvex, so gilt hier Gleichheit genau dann, wenn x; = ... = x,,.

Eine analoge Aussage (mit ,,>“ statt ,,<“) gilt fiir konkave Funktionen.
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Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Als Anwendung der Jensen-
schen Ungleichung zeigen wir hier noch:

Satz  (arithmetisches und geometrisches Mittel)
Seien A, ..., Ay 20 mit Ay + ... + A, = 1. Dann gilt fur alle xy, ..., x, > 0:

XM S M X A e+ AX

Speziell ist also das geometrische Mittel kleinergleich dem arithmetischen
Mittel von x4, ..., x,,, d.h.

"Vxp o Xy, < (X # ...+ X,)/00

Beweis
Seien xy, ..., x, > 0. Dann gilt

log(hix; + oo + Apxy) 2 Aqlog(x)) + ... + A, log(x,)

aufgrund der Konkavitit des Logarithmus. Wegen der Monotonie der
Exponentialfunktion ist dann

Mxp + oo+ Agx, = explog(hyx) + .o + Agxy)) 2

exp(Alog(xy) + ... + A log(xy)) = XM x

— Der Zusatz entspricht dem Spezialfall A; = ... = A, = 1/n.
Das Newton-Verfahren

Wir diskutieren noch ein klassisches Verfahren zur Bestimmung von Nullstel-
len. Zunichst beobachten wir:

Satz  (Nullstellensatz fiir konvexe Funktionen)
Seif:[a,b] — Rstetig und konvex, und es gelte f(a) < 0 < f(b). Dann
besitzt f eine eindeutig bestimmte Nullstelle p, und es gilt f > 0 in ] p, b]
und f < 01in [a, p[. Ist f differenzierbar, so gilt weiter f” > O in [p, b].

Eine analoge Aussage gilt, falls f(a) > 0 > f(b).

Beweis
Die Existenz einer Nullstelle folgt aus f(a) < 0 < f(b) und der Stetigkeit von f.
Fir die Eindeutigkeit sei p; eine Nullstelle von f, und es sei p, € ]a, p; [.
Dann existiertein A € 10, 1 [ mit p; = Aa + (1 - A)p;, und damit gilt nach
Konvexitit von f

fpy) = f(ha+ (1 -A)p)) < Af(a) + Q-1 f(py) = Af(d) < 0.
Dies zeigt, dass es keine Punkte p, < p; in ] a, b[ gibt mit f(p;) = f(p,) = 0.

Sei also p die eindeutige Nullstelle von f. Wegen f(b) >0 ist { > 0in | p, b],
da sonst { eine weitere Nullstelle in | p, b] hitte. Analog ist f< 0 in [a, p[.



2. Zur Theorie der Differentiation 261

Sei nun f differenzierbar. Wegen der Konvexitit von f ist dann f” monoton

steigend. Es gentigt also, '(p) > 0 zu zeigen. Wire aber {'(p) <0, so wire

f” <0 auf [a, p] nach Monotonie von f”. Dann wire aber f(x) < f(a) < 0 fiir
- allexe [a, p],im Widerspruch zu f(p) = 0.

Diagramm zum Nullstellensatz fiir konvexe Funktionen

Ist f differenzierbar, so ist folgender Versuch ein natiirlicher Ansatz, die
Nullstelle p von f zu finden. Wir beginnen mit einem beliebigen Startwert x,
mit {(xg) = 0, zum Beispiel mit dem rechten Randpunkt xo = b. Nun legen wir
die Tangente gy an f im Punkt (xo, f(x)) an, und berechnen ihren Schnittpunkt
x; mit der x-Achse. Ist fidentisch mit g, in [x;, xo ], so haben wir die Nullstelle
p bereits gefunden. Andernfalls ist g, lediglich ein mehr oder weniger guter
Ersatz fiir f. Die Konvexitit von f fiihrt dann aber dazu, dass

P < X < Xp,

und damit ist f(x;) = 0. Nun wird das Verfahren mit der Bildung der Tangente g;
an f im Punkt (x;, f(x;)) wiederholt, und liefert ein x, mit x, = p oder

P < x; <X; < X,

usw. Die Schnittpunkte der Tangenten mit der x-Achse sind dabei sehr einfach zu
berechnen. Es gilt

go(x) = f(xp) + f'(x) - (x - xo) fuir alle x,
und damit ist

xo - f(xo)/f’(x).

x; = ,die Nullstelle von go*

Analog erhalten wir:

x; = ,die Nullstelle von g“ = x; - f(x)/f'(xy).
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f e x1 x0

g0

Diese Uberlegungen motivieren die folgende allgemeine Definition :

Definition (Newton-Iteration)
Seif:[a,b] — R differenzierbar, und seix, € [a, b]. Wir definieren
rekursiv solange moglich:

X, = X, — f(x)/f'(x,) fiirallene N.

Im Fall der Existenz heifit dann (x,,),,c  die Newton-Iteration von f fiir den
Startwert x,.

Der Ausdruck ,,solange moglich® beinhaltet bei der Definition von x,, , | zwei-
erlei. Zum einen muss f'(x,) # 0 gelten, und zum anderen muss x, im Definiti-
onsbereich von f liegen. Unter diesen Voraussetzungen ist dann x,,, | definiert.
Andernfalls bricht die Rekursion ab.

Wir kénnen nun leicht zeigen, dass die Newton-Iteration in der obigen Situa-
tion tatsichlich die Nullstelle von f findet:

Satz  (Komvergenzsatz fiir die Newton-Iteration fiir konvexe Funktionen)
Seif:[a,b] — R stetig differenzierbar, konvex, und es gelte f(a) < 0 < f(b).
Sei p die eindeutige Nullstelle von f, und es sei x, ein Punktin [a, b] mit

(1) f(xo) 20 oder
(i) f(xp) <0, f(xp) > 0 und x; = x - f(x)/f'(x) < b.

Dann existiert die Newton-Iteration (x,), < y von f im Startpunkt x, und
konvergiert gegen p. Ist f(xy) 2 0, so ist die Konvergenz monoton fallend.
Ist f(xp) < 0, so ist f(x;) = 0 und die Konvergenz monoton fallend ab x;.

Eine analoge Aussage gilt, falls f(a) > 0 > {(b).
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Beweis
1. Fall: Es gelte (i).

Die Aussage ist klar fiir xy = p. Sei also x, # p. Sei wieder
a(x, xp) = (f(xg) - f{(x))/(xg - x) furallexe [p, x|

Nach dem Steigungskriterium ist a(x, xo) monoton steigend in x.
Es gilt

t'(xp) = limy 14, a(x, xp) 2 a(p, xp) = f(x0)/(xo - p) > 0.

Wegen 0 < a(p, xo) < £'(xo) ist die Tangente gq an f im Punkt (xg, (x))
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im Intervall [p, xq] kleinergleich der Geraden durch (p, 0) und (xo, f(x)).

Damit gilt p < x; < x, fiir die Nullstelle x; der Geraden g.

Induktiv zeigt diese Uberlegung, dass die Newton-Iteration (x,),c

existiert, und dass

ps..<x, £..2x £X

Sei p* = lim,, x,. Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von f gilt

P* = hmn Xn+l1 = lIInn (Xn - f(Xn)/f,(Xn)) = P* - f(P*)/f,(P*),
und damit ist f(p*) = 0. Da f nur eine Nullstelle besitzt, ist p = p*.

2. Fall: Es gelte (ii).
Es gilt go < f fiir die Tangente gy an f im Punkt (xo, {(x)). Also gilt

f(x;) 2 0 fur den Schnittpunkt x; < b von gy mit der x-Achse. Damit

- verliuft die Newton-Iteration ab x; wie im ersten Fall.

Der Leser beachte, dass im ersten Fall die Konvergenz streng monoton ist, so-
lange x,, # p gilt. Denn gilt x, , | = x, - f(x,)/f"(x,) = x,, fiir ein n, so gilt f(x,) = 0

und damit x; = p.

Die Newton-Iteration konvergiert im Allgemeinen sehr schnell. Mit Hilfe des
Satzes von Taylor werden wir eine Abschitzung fiir den Fehler x, - p nachrei-

chen kénnen.

Das Verfahren lisst sich insbesondere zur effektiven Berechnung von Wurzeln

einsetzen:

Korollar  (Wurzelberechnung mit dem Newton-Verfabren)
Seienke N*,a>0,undseif: [0, o[ — R die Funktion mit

f(x) = x* - a fiirallexe [0, o][.

Dann konvergiert die Newton-Iteration von f fiir jeden Startpunkt xo > 0

gegen “Va.

Beweis

Fir b hinreichend grof} erfiillt die Einschrinkung f 1[0, b] von f auf das

- Intervall [0, b] alle Voraussetzungen des Konvergenzsatzes.
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Es gilt also
“Va = lim, x,

mit der Rekursion

Xpal = X, - (x¥-a)/(k x¥!) firallene N.

Fiir den Fall k = 2 der Berechnung von Quadratwurzeln lautet die Rekursion
Xno1 = Xy - (%7 —2)/(2x,) = (x, + a/x,)/2 firallene N.

Diese Rekursion lisst sich auch ohne die Hintergrundtheorie der Differential-
rechnung motivieren : Gilt p* = a, so ist

p = a/p und damit (p + a/p)/2 = p.

Fiir einen beliebigen Wert x ist damit das arithmetische Mittel von x und a/x ein
natiirlicher Ansatz, sich der gesuchten Quadratwurzel zu nihern, und dies ergibt
die Rekursion x, , ; = (x,, + a/x,)/2. In der Tat wurde diese Methode zur Berech-
nung von Quadratwurzeln bereits von den Babyloniern verwendet, und sie ist

auch als Heron-Verfabren bekannt. Eine geometrische Interpretation diskutieren
wir in den Ergiinzungen.

Kurvendiskussion

Wir wollen unsere Untersuchungen abschlieffiend noch einmal anhand eines
Diagramms zusammenfassen.

lokales Maximum

Nullstellen
Nullstelle

Wendepunkte

lokale Minima

Das Diagramm zeigt eine Funktion f: Ja, b[ — R. Die Funktion besitzt ge-
nau drei Nullstellen, zwei lokale Minima, ein lokales Maximum und zwei Wen-
depunkte. Die Funktion konnte stetig in den Punke a fortgesetzt werden, dage-
gen ist angedeutet, dass lim, _, |, f(x) = oo gilt. Wir nehmen an, dass die Funktion
zweimal stetig differenzierbar ist. Dann sind die drei lokalen Extremalstellen
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von f genau die Nullstellen der ersten Ableitung f’, und die beiden Wendestellen
von f'sind genau die Nullstellen der zweiten Ableitung {”. Sind w; <w, die Wen-
destellen von f, so ist f im Intervall ] a, w ] strikt konvex, im Intervall [w, w; ]
strikt konkav und im Intervall [w;, b[ strikt konvex. Sind p; < p, <p; die Nullstel-
len von f, so konvergiert das Newton-Verfahren fiir Startwerte in [wy, p; ] gegen
p1, fiir Startwerte in [p;, w; ] gegen p, und fiir Startwerte in [ps, b[ gegen p;.
Weiter konvergiert das Newton-Verfahren beispielsweise auch fur einige Start-
werte Xg kleiner als p; gegen p;. Nahern wir uns mit xy aber der zweiten Minimal-
stelle von f zu weitan, so liegt der erste Punktx; der Newton-Iteration aufierhalb
des Definitionsbereichs von f.

Unsere Untersuchung zeigt, dass uns die Differentialrechnung verschiedene
Hilfsmittel zur Verfiigung stellt, eine Kurvendiskussion fiir eine Funktion f wie im
Diagramm oben durchzufiihren: Viele interessante Punkte von f wie Nullstellen,
lokale Extrema und Wendepunkte kdnnen wir exakt oder zumindest niherungs-
weise bestimmen.
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I"Jbungen

4.2.1 Der Mittelwertsatz

Ubung 1
Seif: R — R definiert durch
~ xsin(l/x) firallexe R-{0},
fG) = { 0 fiir x = 0.

Untersuchen Sie die Funktion f auf ihre Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Ubung 2
Sei f: R — R differenzierbar. Weiter sei f” beschrinkt durch s € R, d.h. es
gelte 1f’(x)| < s fiir alle x. Fir alle ¢ > 0 sei

g. = id + cf]

d.h. es gilt g.(x) = x + cf(x) fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass ein ¢ > 0 existiert
derart, dass g. streng monoton steigend ist. Skizzieren Sie weiter g, fur
f = sin und ein fiir die strenge Monotonie hinreichend kleines c.

Ubung 3

Seif:]0, o[ — R definiert durch

flx) = (1+1/x)" furallex>0.

Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.

[Hinweis: Betrachten Sie die Funktion g = log  f und ihre Ableitung. ]
Ubung 4

Seif: [0, — R differenzierbar mit f(0) = 0 und f’(x) > f(x) fiir alle x > 0.
Zeigen Sie, dass f(x) > 0 fiir alle x > 0 gilt.

Ubung §
Geben Sie (in Form einer Zeichnung oder besser in Form einer elementa-
ren Funktion) eine differenzierbare Funktion f: R — R an mit den
Eigenschaften:

(a) 0 isteine lokale Maximalstelle von f.

(b) fistin keinem Intervall [- €, 0] monoton steigend und in keinem
Intervall [0, €] monoton fallend.

Ubung 6
Sei a € R. Bestimmen Sie alle Funktionen f: R — Rmitf” = af.
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Ubung 7
Seil ein Intervall und sei f: I — R differenzierbar. Zeigen Sie:

(a) fiststreng monoton steigend genau dann, wenn
f’20 und f’istauf keinem Intervall [c, d] c I, ¢ < d, konstant gleich 0.
(b) fiststreng monoton fallend genau dann, wenn

f”<0 und f’istauf keinem Intervall [c,d] I, ¢ < d, konstant gleich 0.
4.2.2 Weitere Anwendungen der Differentiation

Ubung 1
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regeln von
I"'Hospital:

(@) lim, _, .. log(x)/x" fira>0,

(b) lim, _, 5, (x - 7/2) tanx,

() lim, _, ; (1 + cos(mx))/(x - 1)*.
Ulmng 2

Geben Sie differenzierbare Funktionen f,g: ]0, 1 [ — R mit g(x) # 0 und
g’(x) # 0 fiir alle x € ]0, 1[ an derart, dass gilt:

lim, | o f(x)/g(x) = 0, lim, |, f’(x)/g’(x) existiert nicht.
Ubung 3
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R konvex. Zeigen Sie:
(a) Seienx; < x; in I. Dann gilt:
f(X) 2 Zageyno).xy, fep®) fiirallexe I-[x,x,].
(b) Istfstreng konvex, so gilt ,,>“ statt ,>“ in (a).
Ubung 4
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R konvex. Zeigen Sie:

(a) Seien x; <x; <x3 in I, und es gebe eine Gerade g durch (xy, f(x)),
(x3, f(x2)), (x3, f(x3)). Dann gilt {(x) = g(x) fir allex € [xy, x3].

(b) Istfstreng konvex, so nimmt { jeden Wert hochstens zweimal an.

Ubung 5
Seif:]a,b[ — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft:

f(x+y)/2) < (fx) +f(y))/2 firallex, ye ]a,b[.

Zeigen Sie, dass f konvex ist.
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Ubung 6
Seif:]a,b[ — R konvex oder konkav. Zeigen Sie, dass f stetig ist.
Gilt diese Aussage auch fiir abgeschlossene Intervalle?

Ubung 7
Seil ein Intervall, und sei f: I — R stetig und konvex. Zeigen Sie:
(a) Istf streng monoton steigend, so ist f~' konkav.
(b) Ist f streng monoton fallend, so ist f~' konvex.
Ubung 8

Sei I ein Intervall, und sei f: I — R konvex. Weiter seien A, ..., A, > 0 mit
AL+ ... + Ay = 1. Zeigen Sie, dass fiir alle xy, ..., x, € I gilt:

) qx; + oo+ Ayxy) < A H(x)) + .+ AL T(x).

Zeigen Sie weiter: Ist f streng konvex, so giltin (+) Gleichheit genau dann,
wennx =... =X,.

Ubung 9
Sein 2 1. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes {iber das geometrische und
arithmetische Mittel, dass fiir alle x = (xy, ..., x,) und y = (yy, ..., y,) € R" gilt:

y) < x|yl (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Hierbei ist wie tiblich

(X, ¥) = X{ Y1 + .o + XV

das Skalarprodukt von x und y,und || v|| = Vv{ + ... + v, die Euklidische
Linge von v = (vy, ..., vp).

Ubung 10
Zeigen Sie, dass es eine Funktion f: R — R gibg, fiir deren Newton-
Iteration (x,,), e y zum Startwert x = 1 gilt:

x, = n+1 firallene N.

Ubung 11
Zeigen Sie, dass es einen Punkt x, € |- /2, 0[ gibt, sodass fiir die Newton-
Iteration (x,,), e n von sin(x) zum Startpunkt x, gilt:

X, = Xo + 2ntn firallene N.

Ubung 12
Seif:R — R definiert durch f(x) =x’ - 2x + 2 fiirallex € R.
Zeigen Sie, dass es ein xq € R gibt, sodass die Newton-Iteration von f zum
Startwert x; die Form x, x;, X, X, ... mit x; # x, besitzt.
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Elfte Erginzungen:
Zum Kriimmungsbegriff und Newton-Verfahren

Erginzungsiibung 1
Sei I ein Intervall, und seien f,g : I — R konvex. Untersuchen Sie, welche
der punktweise definierten Funktionen

hy = f+g, h, = f-g, hy = max(f, g), hy = min(f, g)

wieder konvex sind.

Erginzungsiibung 2
Entwickeln Sie einen Konvexititsbegriff fiir Funktionen f: R* — R.
Untersuchen Sie weiter die folgenden Funktionen auf Konvexitit:

@) f:R’ — R, fix,y) = x°y’ fir allex,y € R,

®) g,:R — R, g, = fix,p) fiirallex e R,

(© hy:R — R, hy(y) = f(p,y) firalleye R,
wobel p eine beliebige reelle Zahl ist.

Erginzungsiibung 3
Zeichnen Sie Diagramme zur Illustration des Newton-Verfahrens.

Erginzungsiibung 4
Zeichnen Sie eine differenzierbare Funktion f: [a,b] — R mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) f besitzt eine eindeutige Nullstelle p.

(b) Es existiert ein Startwert x, € [a, b], fiir den die Newton-Iteration
existiert, aber nicht konvergiert.

Erginzungsiibung 5
Motivieren Sie das Heron-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel
einer Zahl a > 0 geometrisch, indem sie es mit einer Folge von flichen-
gleichen Rechtecken in Verbindung bringen, die gegen ein Quadrat
konvergieren (d. h. die beiden Folgen der Seitenlingen der Rechtecke
konvergieren gegen Va).






3. Potenzreihen und Taylor-Entwicklung

Im letzten Kapitel dieses Buches lernen wir eine weitere grundlegende Idee
der Analysis mit weitreichender Bedeutung kennen, nimlich die Darstellung ei-
ner Funktion in Form einer Potenzreihe

Yaa,(x-p)" =2 + a; (x-p) + 2 (X—P)2 + 3 (X—P)3 + ..

mit einer reellen Variablen x, Koeffizienten a, und einem Entwicklungspunkt p.
Wir zeigen, dass jede Potenzreihe in einem beschrinkten oder unbeschrinkten
Intervall der Form | p - R, p + R[ eine gliedweise differenzierbare Funktion dar-
stellt, wihrend sie in den Intervallen |- oo, p — R[und ] p + R, oo [ divergiert. Ist der
Konvergenzradius R endlich, so ist zum Konvergenzverhalten in den beiden
Randpunkten p - R und p + R keine allgemeine Aussage moglich. Jedoch werden
wir im Abelschen Grenzwertsatz sehen, dass im Fall der Konvergenz die Grenz-
funktion auch in ihren Randpunkten stetig ist. Im zweiten Teil des Kapitels ge-
hen wir dann der Frage nach, wie wir eine Funktion in einer Umgebung eines
Punktes p durch eine Potenzreihe darstellen kénnen. Dies fithrt uns zur soge-
nannten Taylor-Entwicklung, die sich als Verfeinerung des Ansatzes ansehen
lasst, eine Funktion in einem Punkt durch ihre Tangente zu ersetzen. Aus den
Geraden werden nun Polynome n-ten Grades, die Approximationen beliebig
hoher Giite erméglichen.

Potenzreihen und gliedweises Differenzieren

Wir definieren:

Definition (Potenzreibe, Entwicklungspunkt, Konvergenzbereich)
Sei (a,),e n eine Folge in R, und sei p € R. Dann heifit fiir alle x € R die
Reihe

24n a, (X - P)n

die Potenzreibe mit Koeffizienten (a,), « n und Entwicklungspunkt p im Punkt x.
Die Menge

K={xeR I X,a, x-p)" konvergiert }

heifit der Konvergenzbereich der Potenzreihe ¥, a, (x - p)".

O. Deiser, Analysis 1, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-642-22459-1 12,
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die Notation ¥, a,, (x - p)" verwenden wir in drei Bedeutungen:
(1) Firjedesxe Rbedeutet Y, a, (x - p)" die Folge (s,(x)), e y mit
$u(X) = Ypenay (x-p)* firallene N.
(2) Firjedesx e K bedeutet X, a, (x - p)" den Limes der Folge (s,(x)), e n-
(3) X.a,(x-p)" fassen wir zuweilen auch als die Funktion f: K — R auf mit
fx) = X a, x-p)" firallexe K.

Diese Mehrfachbedeutung ist in der Regel ungefihrlich und erleichtert die
Sprechweise.
Spezielle Potenzreihen haben wir bereits kennengelernt und untersucht:

Geometrische Reibe
Die geometrische Reihe >, x" ist eine Potenzreihe. Ihr Konvergenzbereich
ist das offene Intervall |- 1, 1[.

Die Potenzreiben Y. ,s ; X" /n und Y., x"/n* fiir k> 2
Die Konvergenzbereiche der Potenzreihen 3 5 x"/nund > 51 (-1)" x"/n
sind [- 1, 1[ bzw. ]- 1, 1]; in den Randpunkten x = - 1 und x = 1 liegen hier
jeweils die harmonische und die alternierende harmonische Reihe vor. Die
Reihe 3,5 x"/n* hat dagegen den Konvergenzbereich [- 1, 1] fiirk > 2.
Mit Blick auf die geometrische Reihe zeigt dies, dass alle vier Varianten
]-L1[L[-1,1[]-1,1]und [-1, 1] des Einheitsintervalls als Konvergenz-
bereich einer Potenzreihe auftreten konnen.

Die Exponentialreibe
Die Exponentialreihe ¥, x"/n! ist eine Potenzreihe mit Konvergenzbereich R.

Die Binomischen Reiben
Fiir alle s € R - Nist die Binomische Reihe By(x) =Y. ,, (;) x" eine Potenzreihe.
Fiir ihren Konvergenzbereich K gilt]- 1, 1[{c K c[-1, 1]. Genauer hingt
dann, wie sich zeigen ldsst, K vom Exponenten s wie folgt ab: Fiir s > 0 gilt
K=[-1,1],fir-1<s<OgiltK=]-1,1]und firs<— 1 gilt K=]-1, 1[.

Dagegen ist die Reihe 3,5, 1/n* der Riemannschen Zetafunktion keine Po-
tenzreihe. Reihen des Typs X, 1 a,/n" sind als Dirichlet-Reiben bekannt und wer-
den in der analytischen Zahlentheorie untersucht.

Wir untersuchen nun das Konvergenzverhalten von Potenzreihen. Da eine
Potenzreihe ¥, a, (x - p)" mit Entwicklungspunkt p in einem Punkt x genau
dann konvergiert, wenn 3., a, x" im Punkt x - p konvergiert, konnen wir uns im
Folgenden auf den Entwicklungspunkt 0 beschrinken. Der allgemeine Fall er-
gibt sich dann aus einer Verschiebung des Konvergenzbereichs um den Ent-
wicklungspunket p. Die Konvergenz von ¥, a,x" in ] - R, R[ ist zum Beispiel
gleichbedeutend mit der Konvergenzvon ¥ a,(x-p)"in]p - R, p + R[. In die-
sem Sinne sind fiir das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe nur die Koeffi-
zienten und nicht der Entwicklungspunkt mafigeblich.

Wir zeigen nun:



3. Potenzreihen und Taylor-Entwicklung 273

Satz  (Konvergenzverbalten von Potenzreiben)
Sei X, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzbereich K. Weiter sei

R = sup({ x =2 0 | die Folge (a,x"),c r ist beschrinkt}) < oo,
undessei P=[-r,r] fireinrmit0<r<R.Dann gilt P c K, und ¥, a,, x"

konvergiert absolut und gleichmifiig auf P gegen eine stetige Funktion.

Beweis
Wir definieren f, : P — R durch f,(x) = a, x" fiirallexe Pundn e N.
Sei nun x4 € |r, R[. Nach Definition von R gibt es dann ein s € R mit

la, x| < s fiirallene N.

Fiir alle x € P gilt dann

la, X" = la,| Ixl" Ix/xp1" < s Ix/x1" < s (1/%p)",
und damit ist also

[ £, < s(/xp)" fiirallene N.

Wegen r/x, < 1 giltalso fiir allex € P

Yolapx"l < X ]l € s 2, (/%) = s x0/(xg - 1).

Damit konvergiert ., a, x" absolut fiir alle x € P, und die Voraussetzungen
des Konvergenzsatzes von Weierstrafl sind erfillt. Folglich ist die Konver-
-~ genz gleichmiflig und die Grenzfunktion f = ¥ f, stetig auf P.

Einmal mehr ist es die geometrische Reihe, die einen einfachen Beweis eines
fundamentalen Satzes ermoglicht!
Aus dem Satz ergibt sich folgendes Bild des Konvergenzbereichs K:

Korollar  (Konvergenzverbalten von Potenzreiben, II)
Sei X, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzbereich K, und sei
R = sup({ x = 0 | die Folge (a,x"), ¢ n ist beschrinkt }) < .
Dann gilt:
(@) X, a,x" konvergiert auf |- R, R[ gegen eine stetige Funktion f.
(b) X, a, x" divergiert fir alle x mit Ix| > R.
Insbesondere istalso |- R, R[ ¢ K < [- R, R], und es gilt
R = sup({ IxI | X, a,x" konvergiert}) < oo.
Ist R <o, so konnen, wie wir in den obigen Beispielen fiir R = 1 schon gesehen
haben, fiir die beiden Randpunkte -R und R alle vier denkbaren Fille der Kon-

vergenz und Divergenz eintreten.
Unsere Ergebnisse rechtfertigen folgende Definition:
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Definition (Konvergenzradius)
Sei X, a, x" eine Potenzreihe. Dann heif$t

R = sup({ Ixl | X, a, x" konvergiert}) < oo
der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a, x".
Der Konvergenzradius lisst sich oft mit Hilfe folgender Formeln bestimmen:
Satz  (Berechnung des Konvergenzradius)

Sei Y, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt, mit den
Konventionen ,,1/0 = o“ und ,,1/00 = 0%:

(@) R = 1/limsup, "V la,l. (Formel von Cauchy-Hadamard)
(b) Ista, =0 fur alle n, so gilt im Falle der Existenz des Grenzwerts
R = 1/lim, la,, /a,l. (Formel von Euler)

Die Aussagen ergeben sich leicht aus dem Wurzelkriterium bzw. dem Quoti-
entenkriterium fiir Reihen. Die Durchfilhrung des Arguments sei dem Leser
iiberlassen.

Gliedweises Differenzieren

Die Bedeutung der Potenzreihen fiir die Differentialrechnung ruht auf der
Tatsache, dass eine Potenzreihe eine im Inneren ihres Konvergenzbereichs diffe-
renzierbare Funktion darstellt, und dass dariiber hinaus die Berechnung der Ab-
leitung durch gliedweises Differenzieren erfolgen kann. Der Beweis ist ein klas-
sisches €/3-Argument. Der Schrankensatz steuert dabei Lipschitz-Konstanten
fiir die Glieder a,, x" bei, mit deren Hilfe wir unendliche Summen aus Differen-
zenquotienten in den Griff bekommen:

Satz  (gliedweises Differenzieren von Potenzreiben)
Sei X, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann ist die
Funktion f: |- R, R[ — Rmitf(x) =X, a, x" fiirallexe |- R, R|
differenzierbar und es gilt

f'x) = Y,y na,x""! firallexe ]-R,R[.
Beweis
Mit lim,, _ .."Vn=1 gilelimsup, "V (n + 1) la,, | = limsup, "V la, |, und

damit ist R auch der Konvergenzradius der Potenzreihe ¥,5; na, x"~'.
Seinunp € |- R, R[. Wir zeigen:

lim, ., , (fx) - f(p))/(x - p) = Tp> 1 na, p* "

Sei hierzue > 0 mit [p - &, p + €] = ]- R, R[. Nach dem Schrankensatz gilt
furallen>1:
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la, &" -p")/(x-p)| £ L, furallexe [p-g,p+¢€], x # p, wobei
L, = max({ Ina, x""'l I xe [p-¢,p+el]}).

Dann gilt aber fiir allen > 1

Lo - { Ina,(p-¢e)" ', falls p<O0,

Ina, (p+€)" ', sonst.
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Da aber p - € und p + € dem Konvergenzintervall | - R, R[ der Potenzreihe
Y.s na, x"! angehoren, gilt X 51 L, <eo. Dann existiert aber ein ny mit

(+) Zion Lo < €3 und ¥, na,p" 'l < e/3.
Damit kénnen wir nun abschitzen:

|(fx) - f(p))/(x = p) - Sps;na, p" 'l =

1S ms1 2a = pV(x-p) - Sosyna,p*tl <

Yicnen lan (" =p/x=p) = np" DI+ Tpop Lo + 1Zpopnap

Wegen dx"/dx (p) = n p"~ ! ist der erste der drei Summanden in einer

n-1 [

hinreichend kleinen Umgebung von p kleiner als €/3, und nach (+) ist damit

in dieser Umgebung die ganze Summe kleiner als €. Hieraus folgt, dass
lim, ., 1) - K/~ p) = Smy nag p™ 1 = 0,

— und dies zeigt die Behauptung.

Dieser Satz ist vom 1yp ,,Vertauschung von Grenzprozessen“. Er besagt, dass
wir die Ableitungsoperation und die unendliche Summation fiir Potenzreihen in

beliebiger Reihenfolge durchfiithren kénnen:
d/dx Y, a, x" = X, d/dx (a, x").

Allgemeiner erhebt sich die Frage, wann (X, )" = X, f,” gilt. Obiger Beweis
nutzt nur wenige Eigenschaften der speziellen Form a, x" der Reihenglieder, und

er zeigt de facto allgemeiner:

Satz  (Vertauschung von Differentiation und Summation)
Seienf, : P — Rin p € P differenzierbare Funktionen, und es existiere
f =2, f,. Weiter gelte:

(@) X, £,/ (p) konvergiert.
(b) Es gibt Lipschitz-Konstanten L, fiir f,, ne N, mit ¥, L, < oo.
Dann ist f differenzierbar in p, und es gilt {'(p) = X, f,’(p)-

Ein Gegenbeispiel zur Vertauschung von Differentiation und Limesbildung

werden wir in den Ubungen kennenlernen.



276 4. Abschnitt Differentiation

Wir diskutieren nun noch einige Anwendungen des gliedweisen Differenzie-
rens. Durchgefiihrt fiir die Reihen

exp(x) = 2, x"/nl

cos(x) = X, (- D"x*"/(2n)!, sinx = ¥, (- D" x*"*1/2n + 1)!
liefert die Methode miihelos die uns schon bekannten Ergebnisse
d/dxexpx = expx, d/dxcosx = -sinx, d/dxsinx = cos x.

Allgemeiner gilt: Fiihren wir eine Funktion als Potenzreihe ein, so kennen wir
bereits ihre Ableitung.

Das gliedweise Differenzieren erlaubt aber manchmal sogar das Auffinden der
Potenzreihendarstellung einer Funktion. Die beiden folgenden Sitze sind be-
rithmte Beispiele hierfiir. Ihre Beweise ruhen darauf, dass wir die relativ einfachen
Ableitungen 1/xund 1/(1 +x*) des Logarithmus und des Arkustangens mit Hilfe der
geometrischen Reihe in Potenzreihen entwickeln konnen. Da sich zwei differen-
zierbare Funktionen mit identischer Ableitung auf einem Intervall lediglich um
eine Konstante unterscheiden, konnen wir die Potenzreihen der Ableitungen dann
leicht zu Potenzreihen zuriickrechnen, die die Ausgangsfunktionen darstellen.

Satz  (Logarithmus- oder Mercator-Reibe)
Firallexe |- 1, 1[ gilt

log(1+x) = X5y (- 1) '/n x". (Logarithmus-Reibe)
Beweis

Die Potenzreihe .51 (- 1)"~'/n x" konvergiert auf ] - 1, 1[ gegen eine
differenzierbare Funktion f. Gliedweises Differenzieren zeigt, dass

f'x) = 2, (-D)"x" furallexe ]-1,1[.

Andererseits gilt auch

d/dxlog(l +x) = 1/(1 +x) = X, (- 1)"x" firallexe ]-1,1[.

Damit existiert aber ein ¢ € R mit f(x) - log(1 +x) = cfirallexe |- 1, 1[.

— Wegen f(0) = 0 = log(1 + 0) ist ¢ = 0, und dies zeigt die Behauptung.

In ganz dhnlicher Weise kénnen wir eine Potenzreihendarstellung des Arkus-
tangens gewinnen:

Satz  (Arkustangens- oder Gregory-Reibe)
Firallexe |- 1, 1[ gilt

arctan(x) = X, (- D™/Qn+ 1) ™" (Arkustangens-Reibe)
Beweis

Die Potenzreihe ¥, (- 1)"/(2n + 1) x"**! konvergiert auf ] - 1, 1[ gegen eine
differenzierbare Funktion f, und es gilt



&) = 2, D" ™" firallexe ]-1,1[.

Andererseits gilt auch
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d/dxarctanx = 1/(1+x%) = X, (-1)"x" firallexe |- 1, 1[.

Also ist f - arctan konstant gleich einem ¢ € R. Wegen (0) = 0 = arctan(0)

— istaber wieder c = 0.

Wir werden gleich sehen, dass wir den Punkt 1 in die Potenzreihenentwick-
lungen des Logarithmus und des Arkustangens mitaufnehmen kénnen. Die bei-

den folgenden Diagramme deuten an, dass dies gilt.

i

6} / /
5
A f3
H—
2,,
log(1+x)——
2 1 2 3 4
1 -2
=17 f2
f2 -4~ \
e |
f3
A 6. \

zur Logarithmus-Reibe, fi(x) = X1<n<i (- D™ Yn x"fir1 <k<6

LS

" f’{ /

0

arctan(x) =

=TT

NE)

zur Arkustangens-Reibe, fi(x) = X, <, (- 1)"/2n + 1) X" firk <s.
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Der Abelsche Grenzwertsatz

Wie angekiindigt zeigen wir nun noch, dass die Konvergenz in den Randpunk-
ten des Konvergenzbereichs stetig erfolgt. Zum Beweis verwenden wir die Abel-
sche Summation, die wir im Kapitel tiber die Konvergenz unendlicher Reihen
kennengelernt haben.

Satz  (Abelsches Konvergenzkriterium)
Seienf,, g, : P — R, n e N, Funktionen mit den Eigenschaften:
(a) X, f, ist gleichmifig konvergent gegen eine Funktion f: P — R.
(b) (gw)ne n ist punktweise monoton fallend.
(c) Esgibteinbe R, sodass || g, | < b fiirallene N.
Dannist ¥, f, g, gleichmifig konvergent.
Beweis

Die Aussage ist klar fiir b = 0. Wir nehmen also an, dass b > 0.
Seie>0. Seiens_; =0unds, = ¥, f; fiir alle n. Nach (a) gibt es ein ny mit

| f-s.| < e/(4b) fiirallen>n,.
Nach Abelscher Summation gilt aber fiir alle ny 2 ny:
np<nsn fn8n = Zng<ncny Gn(@n = 8ns1)) + S ny = Sng-18n, =
Dnpnany (60 =D (@ = Bast) + (o =gy = Gng-1 =D gny-
Damit giltaber fir allex e P:

|zn0£nSn1 fn(X)gn(X)l < 8/(4b)2n03n<n1 |gn(x)_gn+1(x)| + &/4 + €/4 =(b)
8/(4b) Z'no£n<nl (gn(X) - gn+1(X)) + 8/4 + 8/4
€/(4b) (g,,(x) - gn, (%)) + €/4 + €/4 < &.

— Dies zeigt die Behauptung.
Damit kénnen wir nun leicht zeigen:

Satz (Abelscher Grenzwertsatz)
Sei X, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzbereich K. Dann ist die
Funkdon f: K — Rmitf(x) =%, a, x" fiir alle x € K stetig.

Beweis
Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe. Nach den bisherigen
Ergebnissen tiber das Konvergenzverhalten ist nur noch zu zeigen:

(a) IstR e K, soist f stetig in R.
(b) Ist-Re K, soistfstetigin - R.
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Beweis von (a)
Wir zeigen, dass ¥, a, X" gleichmiBig auf [0, R] konvergiert.
Es gilt:

z4n A, X' = Zn (an Rn) (X/R)n

Dann sind die Voraussetzungen des Abelschen Konvergenzkriteriums
fir P=[0,R] und f,(x) =2, R", g,(x) = ®&/R)" fir allexe Pundne N
erfiillt: (a) gilt fiir die konstanten Funktion f;, wegen R € K, (b) ist klar
und (c) gilt mit der Schranke b = 1.

Beweis von (b)
Die Potenzreihe ¥, (- 1)" a,, x" konvergiert fiir alle x € [0, R] gegen
f(-x) =2, 2, (- %", und f o (- id) ist nach dem bereits Bewiesenen stetig
- auf [0, R]. Also ist f stetig auf [- R, 0].

Der Beweis zeigt de facto (unabhingig von den obigen Ergebnissen tiber das
Konvergenzverhalten von Potenzreihen): Konvergiert eine Potenzreihe in den
Punkten ry, r; mitr; <0 <r,, so konvergiert sie gleichmifiig auf dem abgeschlos-
senen Intervall [ry, r;].

Wenden wir den Abelschen Grenzwertsatz auf die Logarithmus-Reihe an, so
erhalten wir:

Satz  (Reibendarstellung von log(2))
1 -172 +1/73 - 1/4 = ... = log(2).

Beweis
Die Logarithmus-Reihe > 5 (- 1)"~ Un x konvergiert nach dem Leibniz-
Kriterium fiir alternierende Reihen im Punkt 1. Der Abelsche Grenzwert-
satz und die Stetigkeit des Logarithmus im Punkt 2 rechtfertigen dann die
beiden folgenden Limesbildungen:

Yo D n = limg gy s D 0" =
- lim ;;log(l +x) = log(2).

Analog liefert der Abelsche Grenzwertsatz angewendet auf die Arkustangens-
Reihe eine zeitlose Reihendarstellung:

Satz  (Reibendarstellung von /4, Madhava-Leibniz-Reibe)
1 -1/3+1/5-1/7 = ... =n/4 (Midbava-Leibniz-Reibe)

Beweis
Wie im vorhergehenden Beweis erhalten wir:
TaDYCn+1) = lim g T, (- DY@n+ DR =

- lim, ¢ ; arctan(x) = arctan(l) = w/4.
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Mit den Reihendarstellungen von log(2) und /4 haben wir zwei weitere Juwe-
len der Analysis ans Licht gebracht, die vielleicht weniger hell leuchten als die
Eulersche Identitit e'™ + 1 = 0, die sie aber an magischer Aura sogar noch tiber-
treffen.

Potenzreihen in C

Potenzreihen lassen sich natiirlich wieder in C studieren, und de facto spielen
sie dort eine noch grofiere Rolle als in der reellen Analysis. Eine komplexe Po-
tenzreihe (in der Variablen z) hat die Form

2rn a, (Z - C)n

mit Koeffizienten a, € C und einem Entwicklungspunkt ¢ € C. Obige Ergeb-
nisse gelten, bei identischer Argumentation, auch fiir C. Aus Konvergenzinter-
vallen werden nun Konvergenzkreise, und aus den Randpunkten eines Konver-
genzintervalls wird eine Kreislinie. Definieren wir wieder

R = sup({ 1zl | ze C, X, a, 2" ist beschriinkt }) < oo,
so konvergiert die Potenzreihe ¥, a, (z - ¢)" auf der offenen Kreisscheibe
Ug(c) = {ze Cllz-cl <R}

gegen eine stetige Funktion. Fiir z € C mit |z - c| > R divergiert die Reihe und
fir ze Cmit |z - ¢l = Rist keine allgemeine Aussage méglich. Fir Spezialfille
gibt es aber interessante Ergebnisse. Ein Beispiel ist:

Satz  (komplexe Potenzreiben mit monotonen Nullfolgen als Koeffizienten)
Sei (a,), e n eine monoton fallende Nullfolge in R. Dann konvergiert die
Potenzreihe X, a,, z" fiiralleze Cmit Izl <1,z#1.

Beweis
Seialsoze Cmit Izl £1,z# 1. Dann gilt fiir allen € N:

1Y en 2l = 1A =21 -2)l < 12/1 -2)1.

Die Partialsummen der Reihe ¥, z" sind also beschrinkt. Nach dem aus
der Abelschen Summation gewonnenen Konvergenzsatz fiir Produktsum-
-~ men konvergiert also die Reihe ¥, a, z".

Der Leser beachte, dass hier nur der Fall 1zl = 1 = ,der Konvergenzradius R
der Reihe“ neuist. Denn fiir |z| <1 konvergiert 2., a, z" aufgrund der absoluten
Konvergenz von X, z", und ist R > 1, so ist die Aussage trivial.

Im Unterschied zu R ist im Fall der Konvergenz einer komplexen Potenzreihe
in einem Randpunkt p des Konvergenzkreises die Funktion dort im Allgemeinen
nicht mehr stetig. Es gilt aber noch, dass {(z) gegen f(p) konvergiert, wenn sich z
radial an den Randpunkt p annihert, d. h. es gilt

lim, _, , ,ccf(z)=f(p) mitC = {apl0<a<1}.
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Eine interessante Beobachtung ist, dass sich reelle Funktionen automatisch
nach C fortsetzen lassen, wenn sie durch konvergente Potenzreihen gegeben
sind. Konvergiert die reelle Potenzreihe ¥, a, (x - ¢)" im Intervall |c - R, ¢ + R[,
so konvergiert die komplexe Potenzreihe ¥, a, (z - ¢)" automatisch in der offe-
nen Kreisscheibe Ug(c).

Die Taylor-Entwicklung

Im Approximationssatz haben wir gezeigt, dass wir eine in einem Punkt p dif-
ferenzierbare Funktion f in der Form

fx) = f(p) + a(x-p) + r(x)

darstellen konnen, wobei a = {'(p) gilt und die Rest- oder Fehlerfunktion r die
Approximationsgiite

lim, , , r®)/(x-p) = 0

besitzt. Es liegt nun nahe, diesen Ansatz fiir Funktionen, die in einem Punkt p
mehr als einmal differenzierbar sind, zu verbessern. Wir streben also bei hinrei-
chend guter Differenzierbarkeit eine Darstellung

f(x) = f(p) + a;(x-p) + a, x-p)* + ... + 2, x-p)" + 1,
an, mit gewissen Koeffizienten a; und einer Fehlerfunktion r, mit
lim, _, , r,(®/(x-p)" = 0.

Ist fsogar glatt, so konnen wir hoffen, dass die Fehlerfunktionen gegen Null kon-
vergieren, wenn n gegen unendlich strebt. In diesem Fall erhalten wir eine Po-
tenzreihendarstellung von f im Entwicklungspunkt p:

f(x) = f(p) + a;(x=p) + 2 x=p)° + ... + 2, (X=p)" + ...

Die rigorose Umsetzung dieser Uberlegungen beschert uns mit einem gro-
en, wenn auch nichtiberwiltigenden Erfolg. Die lokalen Approximationen mit
Fehlern n-ter Ordnung lassen sich in der Tat etablieren, und wir sehen die Form,
die eine Potenzreihenentwicklung im Fall der Existenz haben muss. Aber es zeigt
sich, dass sich nicht jede beliebig oft differenzierbare Funktion in eine Potenz-
reihe entwickeln lisst. Das mag man bedauern, es ist aber eine Realitit des Reel-
len. Erst in der komplexen Differentialrechnung wird an dieser Stelle alles glatt
laufen.

Wir beginnen mit einer Analyse der Koeffizienten a;. Durch gliedweises Dif-
ferenzieren wird ihre Berechnung sehr einfach:

Satz  (Berechnung der Koeffizienten)
Sei Y a, (x - p)" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Dann gilt

a, = f(n>(p)/n! firallen e N.
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Beweis

Sein € N. Gliedweises Differenzieren ergibt
fO) = a,n! + m+ D)/, (x-p) + @+2)!/21a,,, x-p)’ +

ceey

— und damit ist {(p) = a, n!.

Damit ist folgender Versuch der Entwicklung einer Funktion in eine Potenz-
reihe frei von Willkiir:

Definition (1aylor-Polynome und Tiaylor-Reibe einer Funktion)
Seif: P — R eine Funktion, und sei p € P. Dann setzen wir unter der
Voraussetzung der Definiertheit der Ableitungen f:

T = Yo fOp)/kl x-p)* fiirallexe R,
T,f® = X, f?(p)/n! x-p)

Wir fassen (unabhingig vom Definitionsbereich P der Funktion f) T f
als Polynom hdchstens n-ten Grades und T, f als Potenzreihe auf, und
nennen T f das n-te Taylor-Polynom von f im Entwicklungspunkt p und
T, f die (formale) Taylor-Reibe von f im Entwicklungspunkt p.

Ist f = X, a, (x - p)" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, so
gilt f = T, f nach dem Satz iiber die Berechnung der Koeffizienten, d.h. die
Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt p stimmt mit f {iberein.

Die ersten Taylor-Polynome von f im Entwicklungspunkt p sind:

Ty fx) = f(p),

T, () = f(p) + £'(p) (x-p),

T, () = f(p) + £(p) (x-p) + £(p)/2 (x-p)’,

T, fx) = fip) + £'(p) x-p) + £ ()2 x-p)* + £ (p)/6 (x-p)’.

Folgende Eigenschaften der Taylor-Polynome werden oft verwendet und sind
leicht einzusehen :

Satz  (elementare Eigenschaften der Taylor-Polynome)
Seif: P — R n-mal differenzierbar in p € P. Dann gilt:
@) fp) = (TpH)® (p) fiiralle0<k<n,
®) (TpH" = 0.
Das n-te Taylor-Polynom von f im Punkt p hilt also bei der wiederholten Dif-

ferentiation im Punkt p n-mal mit seiner Mutterfunktion f mit, verabschiedet
sich dann aber ins Nichts.
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Als Polynom n-ten Grades ist ein Taylor-Polynom vom Grad n > 1 unbe-
schrinkt. Damit erhalten wir sicher keine aus globaler Sicht guten Ergebnisse,
wenn wir eine beschrinkte Funktion wie den Sinus auf R durch Taylor-Poly-
nome ersetzen.

Wir haben nun alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um unser Vorhaben zu begin-
nen. Zuerst beweisen wir einen Hilfssatz, den wir als Verallgemeinerung des Sat-
zes von Rolle ansehen kénnen:

Satz  (Satz von Rolle, Variante fiir mebrfach differenzierbare Funktionen)
Seig:[a,b] — R (n+1)-malstetig differenzierbar in [a, b]. Es gelte

g<0)(a) = g(l)(a) = ... = g(n>(a) = g(b) = 0.

Dann existiert ein p € Ja, b[ mit g®*P(p) = 0.

Gleiches gilt, falls g(a) = g”(b) = ... = g™(b) = 0.
Beweis

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion. Der Fall n = 0 folgt aus dem

Satz von Rolle. Im Induktionsschritt von n nach n + 1 existiert nach

Induktionsvoraussetzung ein q € ]a, b[ mit g™*"(q) = 0. Wegen g®*(a) = 0

existiert dann wieder nach dem Satz von Rolle ein p € a, q[ mit g®*?(p) = 0.
— Der Zusatz wird analog bewiesen.

Fiir den Beweis geniigt de facto die etwas schwichere Voraussetzung ,n-mal
stetig differenzierbar in [a, b] und (n + 1)-mal differenzierbar in Ja, b[“. Die 0-fa-
che stetige Differenzierbarkeit ist dabei einfach die Stetigkeit der Funktion. Fir
n = 0 geht obiger Satz dann in den alten Satz von Rolle iiber.

Damit kénnen wir nun relativ leicht zeigen:

Satz  (Satz von laylor; Lagrangesche Form des Restglieds)
Seil ein Intervall, und sei f: I — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar.
Weiter seip € 1. Dann gibtes firallexe I - {p} ein § zwischen p und x mit

fx) = Thf® + f*VE/m+ D! x-p)*.

Die Darstellung der Differenz f(x) - T} f (x) zwischen der Funktion und ihrer
Taylor-Approximation in der Form f (- 1)P(?;)/ (n+ 1! (x - p)y**!ist als Lagrange-
sches Restglied der Ordnung n + 1 bekannt. In der Integrationstheorie werden wir
noch andere Darstellungen kennenlernen.

Beweis

Sei also x € I, x # p. Wir nehmen x > p an. Der andere Fall wird analog
behandelt. Wir definieren g : [p, x] — R durch

&) = (i) = TH) - () = TH() (P! faralley < [p,x].
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Dann gilt g(x) = 0 und wegen f (k)(p) = (T, £ (p) fiir alle 0 <k < n auch

g'® = . = g"p) = 0.

Nach dem obigen Satz existiert also ein & € ] p, x[ mit g™* (&) = 0.
Wegen (T, £)"" D = 0 ist dann aber

(n+1)!

0 = fo*DE) - (fx) - T ) — 2,
© - (fx pf(®) T

— und dies zeigt die Behauptung.

Fiir ein Punktepaar p < x geniigt nach obiger Bemerkung die Voraussetzung
yn-mal stetig differenzierbar in [p, x] und (n + 1)-mal differenzierbar in ] p, x[“ an
die Funktion f. Der Satz von Taylor verallgemeinert damit den Mittelwertsatz
der Differentialrechnung. Denn er liefert fiir stetige und in ] p, x[ differenzier-
bare Funkdonen {: [p,x] — R die Darstellung f(x) = f(p) + {(€) (x - p), mit ei-

nemé&e |x,pl.
Die Restglieddarstellung liefert sofort:

Korollar  (Taylor-Entwicklung von Polynomen)
Seif: R — R ein Polynom n-ten Grades. Dann gilt f = T f fiir alle p € R.

Beweis
Es gilt f™*D(€) = 0 fiir alle & € R. Das Lagrangesche Restglied der Ordnung

— n+ listalso fiir alle x # p gleich 0. Zudem gilt f(p) = T f(p).

Ist zum Beispiel
fx) = x-3) -2@x-3)? +4 firallexe R,
so ist f ein Polynom dritten Grades mit Entwicklungspunkt 3. Es gilt
f'x) = 3(x-3) - 4(x-3),
t7(x) 6(x-3) -4,
f7x) = 6 fiir alle x € R.

Die Taylor-Entwicklung von f im Punke 2 liefert also die Koeffizienten
a = fOQ)/0! =1, a, = fOQY1! =7,

a, = fPQ)2! = -5, a; = fOQ)3! = 1.

Damit gilt also

fx) = (x-2)" - 5(x-2)* + 7(x-2) + 1 firallexe R.

Der Satz von Taylor ist also auch zur eleganten algebraischen Umformung von
Polynomen geeignet. Er lisst sich weiter auch zu einem Beweis der binomischen
Formel verwenden. Wir diskutieren dies in den Ubungen.
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Mit Hilfe des Satzes von Taylor kénnen wir nun auch leicht den erwiinschten
polynomiellen Approximationssatz beweisen:

Korollar  (polynomieller Approximationssatz)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar.
Weiter sei p € 1. Dann gilt

fx) = Tof(x) + r(x) fiirallexe I,
mit einer stetigen Funktionr: I — R mit
lim, _, , r(®)/(x-p)" = 0.
Beweis
Wir definierenr: 1 — R durch
r(x) = f(x) - Tpf(x) fiirallexe L

Dann ist r stetig. Sei nun (x )y y eine gegen p konvergente Folge in I mit
x; # p fiir alle n. Nach dem Satz von Taylor existiert dann fiir jedes k ein
&y zwischen p und x; mit

r(g) = FO &)/ M+ D! (- p)™
Dann gilt limy €, = p, und aufgrund der Stetigkeit von £f™*" in p ist
limy 10/ (i~ p)" = Timy £ D€/ + 1! (i~ p) =
- fo D)@+ D! (p-p) = 0.

Mit der Landauschen ,klein-o“-Notation konnen wir die Aussage des Ap-
proximationssatzes schreiben als

fx) = Tof(x) + o((x-p)") firx — p.

Der Satz von Taylor liefert gute Abschitzungen fiir das Restglied, wenn gute
Schranken fiir die Ableitungen der betrachteten Funktion bekannt sind. Dies ist
zum Beispiel fiir den Sinus und den Kosinus der Fall. Alle Ableitungen dieser
Funktionen sind durch 1 beschrinkt, und wir erhalten die folgenden globalen
Versionen der alten Restgliedabschitzungen :

Korollar  (Taylor-Approximation des Sinus und Kosinus)
Sein € N. Dann gilt fir allex e R:

@) Isinx - Yoy (- D Y/Qk+ DI < 1xI13/Qn + 3)!,
(b) lcosx - Yien (- DEX/QR!N < 1x1242/2n +2).

Das folgende Diagramm visualisiert, wie gut die Approximationen sind.
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Ccos

2

Taylor-Approximation des Kosinus

Schlieilich kénnen wir mit Hilfe des Satzes von Taylor auch leicht die oben
schon angekiindigte hohe Konvergenzgeschwindigkeit des Newton-Verfah-
rens beweisen:

Korollar  (Feblerabschiitzung fiir das Newton-Verfabren)
Seif:[p,xy] — R zweimal stetig differenzierbar und konvex mit
f(p) = 0, f(x9) > 0 und a,;, = {'(p) > 0. Dann gilt fiir die monoton fallend
gegen p konvergierende Newton-Iteration (x,),c n flir den Startwert xo:

Xn = Xn+1 < X, - P < Cmax/(z amin) (Xn—l - Xn)z ﬁir alle nz 1)
wobei ¢, = max({f"x) | xe [p, %] })-

Beweis
Sein 2 1. Die erste Ungleichung folgt aus p <x,,,; < x,. Die zweite

Ungleichung ist klar fiir x,, = p. Sei also p < x,, (und damit auch x, <x,_;).
Aufgrund der Konvexitit von f ist f” monoton steigend, also ist

amin = min({f'x) I x€ [p,xo] -
Damit ist a,;, (x - p) < f(x) firallex e [p, x¢], speziell gilt also
X =P < f(Xn)/amin'

Es geniigt also zu zeigen:
(+) f(Xn) < Cmax/2 (Xn—l - Xn)z'

Beweis von (+)
Nach dem Satz von Taylor fiir f und den Entwicklungspunkex,,_;
existiert ein § zwischen x, und x,,_; mit
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fx) = fxa-1) + £(as1) (o = Xao1) + £76)/2 (% = x0_1)"
Nach der Rekursionsgleichung der Newton-Iteration gilt aber
Xn = X1 = £ )/ (%0 1),

und damit ist

- f(Xn) =0+ f”(&)/z (Xn - Xn—l)2 < Cmax/z (Xn—l - Xn)z'

Um ein Gefiihl fiir die quadratische Konvergenzgeschwindigkeit des Verfah-
rens zu bekommen, nehmen wir an, dass ¢,,,,,/(2 api,) < 1 ist, und dass wir die Re-
kursion soweit durchgefiithrt haben, dass sich x, nur noch ab der dritten Nach-
kommastelle von x,,_; unterscheidet. Dann gilt nach der zweiten Ungleichung

Xp-p < 1-(x,_1 -x,)° < (1/100)* = 1/10000,

d.h. x, und die gesuchte Nullstelle p stimmen bereits auf vier Nachkommastellen
iberein. Wegen x,, - x,,1 € x,, — p nach der ersten Ungleichung stimmen dann
aber auch x,,; und x, auf vier Nachkommastellen {iberein, und wie eben folgt,
dass x,, 1 und p nun auf acht Nachkommastellen tibereinstimmen. Ebenso stim-
men X, , , und p auf 16 Nachkommastellen iiberein, usw.

Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe

Wir wenden uns noch der Frage nach der Entwicklung einer glatten Funktion
in eine Potenzreihe zu. Der Satz von Taylor liefert genau dann eine Potenzreihen-
entwicklung, wenn die Restglieder mit wachsendem Entwicklungsgrad n gegen
Null konvergieren. Dies wird in allen Intervallen erzwungen, in denen die Ablei-
tungen uniform beschrinkt sind. Genauer gilt:

Satz  (Konvergenz der lirylor-Reibe bei uniform beschrinkten Ableitungen)
SeiI ein Intervall, und sei f: I — R glatt. Weiter sei p € I, und es seien

Ji ={p-rellr20,3s20VnVée]p-1,p[ IfPEI < s},
J, = {p+rellr>0,Is>0VnVEée]p, p+r[ IfPE)I <s).
Dann sind J; und J, Intervalle mit p € J;, J,, und es gilt

tx) = T f(x) firallexe J; U J,.

Insbesondere lisst sich f auf allen Intervallen ] mit Mittelpunkt p als
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p darstellen, fir die] < J, U], gilt.
Weiter gilt: Ist J; U J, # { p }, so konvergiert T, f (x) fiir allex € R.

Beweis
Offenbar giltpe J;. Istp-re Jyundist0<r’ <r,soistauchp -1 € J;
(mit jeder Schranke s, die fiir p - r geeignet ist). Damitist J; ein Intervall.
Es gilt f(p) = T, f(p). Sei also x = p - r € J fiir ein r > 0, und sei s wie in der
Definition von J; fir x. Dann gilt nach dem Satz von Taylor:
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lim, _ .. If(x) - THf®! <

lim,, . . supzcjp_rpp HF"VE/ @+ D! x-p)"t'l <
lim, _ .st™ /@ +1)! = 0.

Damit gilt f(x) = T, f(x) fiir alle x € J;. Analoges gilt fiir J,.

Zum Beweis der Konvergenzaussage tiber T}, f seixe J; U J,, x#p.
Weiter sei s wie in der Definition von J; bzw. J, fiir x. Aufgrund der
Stetigkeit aller Ableitungen f® gilt dann auch If®™(p)| < s fiir alle n,
und damit ist

- ITf®I < X, IfYp)/n! x-p)"l <s-X,x-p)/n! =5 e P

Aus dem Satz erhalten wir noch einmal unsere Potenzreihenentwicklungen
der Exponentialfunktion und des Sinus und Kosinus im Nullpunkt. In allen drei
Fillen ist J; UJ, = R: Fiir die Exponentialfunktion kénnen wir wegen exp™ = exp
fiir alle n die Ableitungsschranken s = ¢° fiir alle Intervalle ] - r, 0[ und s = e" fiir
alle Intervalle ] 0, r [ verwenden. Fiir den Sinus und Kosinus ists = 1 fiir aller > 0
geeignet. Fiir den natiirlichen Logarithmus log : ] 0, e[ — R und den Entwick-
lungspunkt p = 1 erhalten wir dagegen, wie leicht zu sehen ist, J; =J, ={p }, ob-
wohl die Funktionin ]0,2]=]1 -1, 1 + 1] in eine Potenzreihe entwickelbar ist.
Der Satz liefert also nicht in allen Fillen das gewiinschte Ergebnis, und wir miis-
sen dann eine andere Methode verwenden, um das Intervall zu bestimmen, in
dem die Taylor-Reihe gegen die Funktion konvergiert. Im letzten Kapitel hatten
wir dies fiir den Logarithmus durch Heranziehen der geometrischen Reihe und
gliedweises Differenzieren erreicht. Fiir das Intervall [ 1, 2] fithrt aber folgende
Variante des obigen Satzes zum Ziel:

Satz  (Komvergenz der Tiylor-Reibe bei uniform beschrinkten Ableitungen, 1I)
SeiIein Intervall, und sei f: I — R glatt. Weiter sei [p, p + 1] < I fiir ein
p € I, und es gebe ein s mit

If®+*D(x)/n!l <'s firallene Nundallexe Jp,p+1][.

Dann gilt f(x) = T, f (x) firallexe [p,p+1].
Eine analoge Aussage gilt fiir Intervalle [p - 1, p].
Beweis
Wie immer ist f(p) = T, f(p). Fiir alle x € |p, p + 1] gilt wie oben:
lim, _ ., If(x) - TR <
lim,, _. . supzep O VE/ @+ D! x-p)*t'l <

- lim, _ _s/(n+1) 1" = 0.

Dieser Satz lisst sich auf den Logarithmus anwenden:
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Korollar  (Logarithmus-Entwicklung durch Lagrangesche Restgliedabschitzung)
Es gilt log(x) = T log(x) firallexe [1,2].

Beweis
Fiir alle n € N und x > 0 gilt, wie leicht zu sehen ist,
Hog™ Vx| = nl/x"*'
— Damitists =1 eine geeignete Schranke wie im obigen Satz.
Diese Analyse liefert zwar nicht die Logarithmus-Reihe im Intervall ] 0, 1[, be-

inhaltet andererseits aber den rechten Grenzpunkt 2. Wir erhalten also einen
neuen vom Abelschen Grenzwertsatz unabhingigen Beweis fiir

log2) = 1 = 1/2 + 1/3 - 1/4 = ...
Scheitern der Potenzreihenentwicklung

Die Frage, ob eine glatte Funktion stets in einer gewissen Umgebung eines
Punktes p ihres Definitionsbereichs in eine Potenzreihe entwickelbar ist, steht
noch immer unbeantwortet im Raum. Wir wissen, wie die Koeffizienten im Fall
der Existenz aussehen miissen, und wir haben verschiedene Methoden der Be-
stimmung von Entwicklungsbereichen kennengelernt. Im Allgemeinen muss die
Frage aber verneint werden:

Satz  (Scheitern der Potenzreibenentwicklung)
Es gibt eine glatte Funktion f: R — R mit den Eigenschaften:
(a) Die Taylor-Reihe T f von f konvergiert auf ganz R.
(b) f(x) #Tyf(x) firalle x#0.
Insbesondere lisst sich f also in keiner Umgebung ] - €, €[ des Nullpunkts in

eine Potenzreihe entwickeln.

Beweis

Wir definieren f: R — R durch

fx) = e'l/"z, falls x # 0,
- 0, falls x = 0.

Dann ist f glatt, und es gilt f®(0) = 0 fiir alle n € N (Beweis als Ubung).
Damit gilt fiir alle n und fiir alle x € R:

THf® = Zpen FP0)/ k! x -0 = 0,
Tof x) = 3, f™0)/n! x-0)" = 0.

Die Taylor-Reihe von f konvergiert also iiberall gegen 0, stimmt aber nur
im Nullpunkt mit f iiberein. Dies zeigt (a) und (b). Der Zusatz folgt daraus,
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dass im Fall der Existenz die Potenzreihenentwicklung von f in ] - €, € [ mit
der Taylor-Reihe von f in ] - €, [ iibereinstimmt (nach obigem Satz tiber
— die Berechnung der Koeffizienten).

b . . + | ‘ ‘ + . . h d + 1 + ! |

6 4 2 2 4 6

Definieren wir g: R — R durch g(x) =0 fiirx<0und g(x) = ¢” I fir x > 0, so
konvergiert Ty g genau auf ] - e, 0] gegen g. Diese Variante zeigt, dass die Uber-
einstimmung von T, g mit g nicht symmetrisch um den Entwicklungspunkt p
sein muss. Damit ist inshbesondere eine Aufspaltung der Konvergenzanalyse in
linke und rechte Intervalle [x,, p] bzw. [p, x,] zuweilen angebracht, wie sie ja in
den obigen Konvergenzsitzen bereits erscheint.

Die Funktion f des Beweises zeigt, dass die Taylor-Polynome einer Funktion
nicht in jedem Fall mit immer grofier werdendem Entwicklungsgrad immer ni-
her an den Funktionswerten liegen, auch nicht in einer kleinen Umgebung des
Entwicklungspunktes. Die Funktion ist im Nullpunkt derart flach, dass auch die
besten polynomiell auflésenden Mikroskope sie dort nicht von der Nullfunktion
unterscheiden kénnen. Der Satz von Taylor ist damit im Allgemeinen ,nur® ein
lokaler Approximationssatz. Er liefert eine bessere garantierte Giite der Annihe-
rung an den Entwicklungspunkt als der lineare Ansatz, der Funktionen in einem
Punkt lediglich als eine Gerade ansieht und nicht als ein oft angemesseneres Po-
lynom n-ten Grades. Dass in vielen interessanten Fillen die Taylor-Entwicklung
einer Funktion die Funktion global oder zumindest in einer Umgebung des Ent-
wicklungspunktes darstellt, ist ein Phinomen, das sich wohl erst innerhalb der
komplexen Analysis (der Funktionentheorie) vollends wiirdigen und beleuchten
lasst. Dort gelten erstaunlich starke und allgemeine Sitze, die alle ,,pathologi-
schen“ Gegenbeispiele des Reellen aus dem Weg riumen: Jede in einem Punkt
p € Cdifferenzierbare Funktion f: P — C, P c C, lisstsich in p beliebig oft dif-
ferenzieren und dort zudem in eine Potenzreihe mit einem positiven Konver-
genzradius entwickeln. Dabei wird die komplexe Differenzierbarkeit von f in p
genau wie im Reellen tiber die Existenz des Differentialquotienten
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lim, _, , (f(z) - {(p))/(z - p) (komplexer Differentialquotient)

erklirt, aber die im Vergleich zu den reellen Zahlen komplexere Konvergenz von
z gegen p in C erzwingt bessere Eigenschaften fiir differenzierbare Funktionen.
Die im Komplexen gewonnenen Potenzreihenentwicklungen gelten dann auch
im Reellen, und damit sind die differenzierbaren Funktionen der komplexen
Analysis die eigentliche Quelle der Potenzreihenentwicklung.
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I"Jbungen

4.3.1 Potenzreihen

Ubung 1
Sei ¥, a, x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Zeigen Sie, dass mit
»1/0 = eo“ und ,,1/00 = 0“ gilt:

(@ R = 1/limsup, "V la,l. Formel von Cauchy-Hadamard)
(b) Ista, =0 fur alle n, so gilt im Falle der Existenz des Grenzwerts
R = 1/lim, la,, /a,l. (Formel von Euler)
Ubung 2

Bestimmen Sie die Konvergenzbereiche der folgenden Potenzreihen:
(@ 2,a,x" mita,e {0,1}firallene N,xe R,
(b) X,.x"2" xe R,
(© Xos1 x-1)"/n, xe R,
d) 3,5, 2"/n%, ze C,
© Sooilogm)x', xe R,
® X,x", xe R,
@ Z.(Hx"xe R

Ubung 3
Sei R der Konvergenzradius der reellen Potenzreihe ¥, a, x". Weiter sei

k e N. Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden reellen
Potenzreihen:

@ Z,a5x,
() Xy anx?,
(©) ¥, a, n“x"
Ubung 4
Bestimmen Sie die folgenden Summen fiir alle x mit Ix| < 1:
@ Xp»1x/(+1),
(b) Xn>1 x/@2n-1).



3. Potenzreihen und Taylor-Entwicklung 293

Ubung 5
Zeigen Sie: log(l +x) - x| < x* fiir alle x mit Ix] < 1/2.

Ubung 6
Seien f=3 a, x"und g =¥, b, x" Potenzreihen mit Konvergenzradien
R, bzw. R;. Weiter sei R das Minimum von R; und R,. Zeigen Sie, dass sich
die Funktionen f+ gund f- gin |- R, R[ als Potenzreihen darstellen lassen.
Kann der Konvergenzradius dieser Reihen grofier sein als R?

Ubung 7
Seien f=3,a,x" und g =, b, x" Potenzreihen mit Konvergenzradien
R; bzw. R;. Weiter sei R der Konvergenzradius von >, (a, b,,) x".
Zeigen Sie, dass R 2 R - R, gilt. Kann R > R - R, gelten?

Ubung 8
Seien f=3 a,x" und g =X, b, x" Potenzreihen mit positiven Konver-
genzradien. Es gebe eine Nullfolge (x;)y e y mit x, # 0 und £(x,) = g(x,) fiir
alle k € N. Zeigen Sie, dass a, = b, fiirallen e N.

[Zeigen Sie die Aussage durch Induktion nach n. Betrachten Sie im Induktions-
schritt von n nach n + 1 Schranken fiir die unendliche Summe des Terms
X Z‘41r12n+l (am - bm) b S ! ]

Ubung 9
Seif=3, a, x" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R.
Weitersei 0 <r<R,undessei N ={xe [-r,r] | f(x) =0} unendlich.
Zeigen Sie, dass a, = 0 fiir allen € N.

szmg 10
Sei (a,)qe n die Folge der Fibonacci-Zahlen, d.h. es giltag =a; = 1 und
a,,2 = A, + 2, fur alle n. Weiter sei ¢ = (1 + V/5)/2 der goldene Schnitt.
Zeigen Sie unter Verwendung von lim,, a,/a, , = 1/¢:

(a) Die Potenzreihe ¥, a, x" hat den Konvergenzradius 1/¢.
(b) Fiir alle x mit Ix| < 1/g gilt ¥, a,x" = 1/(1 - x - x%).
Ubung 11

Seienf,: [-1,1] — R definiert durch

£,x) = x/(1 + n’x?) firallexe [-1,1]undallene N.

Zeigen Sie:
(@) (f)ne n konvergiert gleichmifiig gegen die Nullfunktion auf [- 1, 1],
(b) lim, £,'(1) = 1 # (lim,en £,)" (D).
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Ubung 12
Zeigen Sie, dass furallex e |- 1, 1[ gilt:

log((1+x)/(1-x)) = 2¥,xX*"*/Qn +1).

Gewinnen Sie hieraus eine weitere Reihendarstellung fiir log(2).

Ubung 13
Seif:]-1,1[ — Rdefiniert durch f(x) = 1/V1 - ¥’ fiir alle x mit Ix| < 1.

(a) Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung >, a, x" von f.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von (a) die Potenzreihenentwicklung
S.b,x"vonarcsin:]-1,1[ — R.

[Betrachten Sie die Potenzreihenentwicklung von (1 +y)~"? und setzen Sie

danny = -x*. Der Satz iiber das gliedweise Differenzieren liefert (b).]

4.3.2 Die Taylor-Entwicklung

Ubung 1
Seif: R — R definiert durch

eV falls x # 0,
i = { 0,  falls x = 0.

Zeigen Sie, dass f im Nullpunke beliebig oft differenzierbar ist, und dass
f®(0) = 0 fiir alle n € N gilt.
[Hinweis: Zeigen Sie durch Induktion, dass es Polynome p,, gibt mit
fPx) = pu(1/%) f(x) fiirallex # 0.]
Ubung 2

Seif: C-{0} — C definiert durch f(z) = e~ V2 fiir alle z € C mitz #0.
Ist f stetig in den Nullpunkt fortsetzbar ?

Ubung 3
Beweisen Sie den binomischen Lehrsatz
E+p)" = Zken (B) ka"'k firallex,pe R
durch Taylor-Entwicklung der Funktion f: R — R mit
f(x) = (x+p)" furallexe R.
Ubung 4

Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f: |- oo, 0[ — R mit
f(x) = 1/x* fiir alle x < 0 im Entwicklungspunkt p = - 1.
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Ubung 5
Seise R,undseif,:]-1,1[ — R definiert durch

fix) = (1 +x)° fir alle x mit x| < 1.

Bestimmen Sie die Ableitungen f,"™ und die Taylor-Reihe T} £, von f, im
Entwicklungspunkt 0.

Ubung 6
Seif:]-1,1[ — Rdefiniert durch f(x) = (1 +x)"* fiir alle x mit Ix| < 1.
Bestimmen Sie die Taylor-Approximation T§ f und beweisen Sie mit Hilfe
dieser Approximation, dass

lim, _, . (x + x"H)Y* %% = 122

Ubung 7
Seif=3%,a, (x-p)" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R.
Weiter sei q € |p - R, p+ R[, und es sei g =T, f die Taylor-Reihe von f im
Entwicklungspunkt q. Zeigen Sie, dass die Funktionen f und g auf ihrem
gemeinsamen Definitionsbereich iibereinstimmen.

Ubung 8
Sei I ein offenes Intervall, und sei f: I — R n-mal stetig differenzierbar.
Weiter sei p € I, und es gelte

fx) =29 + 2,x-p) + ... +2,(x-p)" + r(x) furallexe ],

mit einer Funktionr: I — R mit lim, _, , r(x)/(x - p)" = 0.
Zeigen Sie:

a = f(k)(p)/k! fiir alle k < n.

Ubung 9
Seil ein Intervall, und seif: I — R glatt. Weiterseig: 1 — R stetig.
Es gelte 1f™(x)| < g(x) fiir alle x € Tund alle n € N. Zeigen Sie, dass fiir
allep e I gilt: T f (x) = f(x) fiirallexe L
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Zwolfte Erginzungen:

Untersuchung spezieller Taylor-Entwicklungen

Die Logarithmus-Reihe hatten wir mit Hilfe des Satzes iiber gliedweises Dif-
ferenzieren gefunden:

log(1+x) = Ts; (- D" /nx" firallexe ]-1,1[.

Mitdem Abelschen Grenzwertsatz konnten wir zudem zeigen, dass diese Reihen-
darstellung von log(1 + x) auch noch im Punkt 1 giiltig ist. Dagegen divergiert die
Reihein allen anderen Punkten. Insgesamt erhalten wir also die folgende Potenz-
reihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus im Entwicklungspunket 1:

() log(®) = Xusq (- D™ '/n (x - 1)", mit dem Konvergenzbereich ]0, 2].

Aufgrund der Eindeutigkeit der Potenzreihendarstellung ist klar, dass die mit
Hilfe der Ableitungen berechnete Taylor-Entwicklung des natiirlichen Loga-
rithmus im Entwicklungspunkt 1 die Reihe in (+) reproduzieren wird. Es ist aber
dennoch instruktiv, diese Berechnung durchzufiihren:

Erginzungsiibung 1
(a) Bestimmen Sie die Ableitungen log™ fiir allen € N.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ableitungen log™ die Taylor-Reihe
T log.

(¢) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ableitungen log®™ allgemeiner die
Taylor-Reihe T, log fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt p > 0.

Umgekehrt miissen wir die Ableitungen des natiirlichen Logarithmus gar
nicht kennen, um die Taylor-Entwicklungen in (c) angeben zu kénnen:

Erginzungsiibung 2
Sei p > 0. Bestimmen Sie die Taylor-Reihe T, log, indem Sie die Logarith-
mus-Reihe

log(1+x) = Xpsy (- D" /nx"

und ,log(ab) = log(a) + log(b)“ verwenden. Zeigen Sie weiter, dass der
Konvergenzbereich der Potenzreihe T, log das Intervall ] 0, 2 p] ist.

Wir bestimmen nun noch die Taylor-Entwicklungen einiger weiterer elemen-
tarer Funktionen, und wir zeigen, dass diese Taylor-Reihen mit den Funktionen
tibereinstimmen, d. h. Potenzreihendarstellungen dieser Funktionen sind.



3. Potenzreihen und Taylor-Entwicklung 297

Erginzungsiibung 3
Sei a > 0. Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung T exp, und zeigen Sie,
dass Ty exp, (x) = exp,(x) fiirallex € R.

Unter Verwendung der Ableitungen sinh” = cosh und cosh” = sinh ist die
Taylor-Analyse des Sinus und Kosinus Hyperbolicus ebenfalls leicht durchzu-
fithren:

Erginzungsiibung 4
Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklungen T sinh und Ty cosh und zeigen
Sie, dass Ty sinh (x) = sinh(x) und T cosh (x) = cosh(x) fiir alle x € R.

Allgemeiner ist fiir Funktionen wie exp, sin, cos, sinh, cosh, deren Ableitungen
nach endlich vielen Schritten die Ausgangsfunktion reproduzieren, die Taylor-
Entwicklung stets global erfolgreich:

Erganzungsiibung 5
Seif: R — R eine glatte Funktion, und es gebe ein n* > 1 mit f™ = f.
Zeigen Sie, dass fiir jeden Entwicklungspunkt p € R gilt:

Tt = f(x) firallexe R.

Um bei aller globalen Analyse die lokale Natur der Taylor-Entwicklung nicht
zu vernachlissigen, betrachten wir die folgende typische Fragestellung:

Welches Polynom dritten Grades ist eine gute Approximation fiir den Tangens im Null-
punkt?

Erginzungsiibung 6
Bestimmen Sie das Taylor-Polynom T} tan und notieren Sie die Giite
dieser Approximation an den Tangens.

Schliefilich betrachten wir noch ein Beispiel fiir die Verkettung zweier Funk-
tionen:

Erginzungsiibung 7
Seif:]-n/2,n/2[ — R definiert durch
f(x) = log(cos(x)) firallexe |- n/2, n/2].
(a) Skizzieren Sie die Funktion f.

(b) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom TS f.

[zu (b): Entweder durch Ableiten oder durch Verwendung der Taylor-Entwicklung-
en von cos(x) und log(1 + x).]
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1. Beziige zur Schulmathematik

Wir betrachten, wie, wann und welche der in diesem Buch behandelten The-
men am Gymnasium typischerweise unterrichtet werden. Exemplarisch wird
hierzu der seit 2004 giiltige Bayerische Lehrplan fiir das Fach Mathematik am
achtjahrigen Gymnasium herangezogen, aus dem im Folgenden zitiert wird.
Die Anordnung der Themen entspricht dabei in etwa den ihnen entsprechen-
den Jahrgangsstufen.

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen und das Rechnen mit ihnen bilden ein zentrales Thema der
sechsten Klasse. Dabei werden auch Dezimalzahlen eingefiihrt:

»Die bereits aus Jahrgangsstufe 5 im Zusammenhang mit Grofien vertraute
Kommaschreibweise wird jetzt mithilfe von Briichen erklirt und systematisch
ausgebaut. Dabei finden die Schiiler Zusammenhinge zwischen der Primfaktor-
zerlegung des Nenners und der Moglichkeit, den Bruch als endlichen Dezimal-
bruch darzustellen. Bereits hier konnen auch unendliche Dezimalbriiche zur
Sprache kommen.“ (M 6.1.2)

Beim Erlernen der Rechenregeln der vier Grundrechenarten kommen auch
periodische Dezimalbriiche zur Sprache:

,»Die Schiiler lernen, positive Briiche zu multiplizieren und zu dividieren. Davon
ausgehend finden sie Regeln fiir die entsprechenden Rechenoperationen bei De-
zimalzahlen ... Die Kinder lernen periodische Dezimalbriiche kennen ...“
(M6.2.2)

Funktionsbegriff
Der Funktionsbegriff wird in der achten Klasse eingefiihrt:

»Mit der Funktion wird ein zentraler mathematischer Begriff erarbeitet, der als
universelles Hilfsmittel fiir das Mathematisieren von Zusammenhingen dient. Die
Schiiler beschiftigen sich niher mit linearen und einfachen gebrochen-rationalen
Funktionen und iiben beim Umgang damit auch Kalkiile ein, die fiir Anwendun-
gen in naturwissenschaftlichen Fichern und fiir nachfolgende Jahrgangsstufen
notwendig sind.“ (Vorspann zu M8).
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In den Folgejahren wird der Funktionsbegriffs vor allem durch die Analyse
von Funktionsgraphen anschaulich ausgebaut. Hierunter fillt auch der Grenz-
wertbegriff fiir Funktionen und die Entwicklung der Differentialrechnung (s.u.).

Reelle Zahlen

In der neunten Klasse wird die Unvollstindigkeit der rationalen Zahlen the-
matisiert:

»Die Schiiler erkennen, dass die Menge der rationalen Zahlen sich zur Lésung be-
stimmter Problemstellungen als nicht ausreichend erweist. Beim Ubergang zur
Zahlenmenge der reellen Zahlen werden Probleme angesprochen, die bereits in
der Mathematik und Philosophie der griechischen Antike ... eine grofie Rolle
spielten.” (Vorspann M9).

Beim Kennenlernen der reellen Zahlen spielen dann die Quadratwurzeln eine
Schlisselrolle:

»-.. Uber den Waurzelbegriff lernen sie reelle Zahlen kennen, mithilfe numeri-
scher Verfahren bestimmen sie exemplarisch die Dezimalbruchentwicklung irra-
tionaler Zahlen. Schliefilich erarbeiten sie Rechenregeln fiir Wurzeln und iiben
den Umgang mit Wurzeltermen.“ (M 9.1)

Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen wird ebenfalls in der neun-
ten Klasse behandelt:

»Die Jugendlichen machen sich mit Funktionen zweiten Grades und deren Gra-
phen vertraut. Die Frage nach Nullstellen fiihrt sie dabei unmittelbar zu quadrati-
schen Gleichungen. Bei paralleler Betrachtung von Funktionsgraph und entspre-
chender Gleichung entwickeln sie Verstindnis dafiir, wie sich die Anderung von
Koeffizienten eines quadratischen Funktionsterms auf Form und Lage der zuge-
horigen Parabel, auf deren Achsenpunkte und damit auf die Losungen der ent-
sprechenden Gleichungen auswirkt. Gleichzeitig lernen sie graphische und rech-
nerische Verfahren zum Lésen quadratischer Gleichungen kennen und erarbeiten
sich die allgemeine Losungsformel. Dabei lernen sie die binomischen Formeln als
niitzliches Hilfsmittel kennen.“ (M 9.2.1)

Schliefilich werden auch allgemeine Wurzeln und die Exponentiation fiir ra-
tionale Exponenten eingefiihrt:

»Die Schiiler verallgemeinern ihre Kenntnisse iiber Quadratwurzeln und iibertra-
gen die aus den vorherigen Jahrgangsstufen bekannten Rechenregeln auf Poten-
zen mit rationalen Exponenten, wobei sie auch Grundlagen fiir die Beschiftigung
mit Exponentialfunktionen erwerben.“ (M 9. 3)
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Die trigonometrischen Funktionen

Dem Sinus, Kosinus und Tangens begegnen die Schiiler zum ersten Mal im
Geometrieunterricht der neunten Klasse:

»Bei der Beschiftigung mit den Zusammenhingen zwischen Winkelmafien und
Seitenlingen in rechtwinkligen Dreiecken werden Sinus, Kosinus und Tangens
fiir spitze Winkel definiert.“ (M 9.5.2)

In der zehnten Jahrgangsstufe werden Sinus und Kosinus dann schliefflich als
Funktionen auf den reellen Zahlen betrachtet, und erneut wird die Veranschauli-
chung durch Graphen betont:

»Beispielsweise bei Fragen der Landvermessung erkennen die Schiiler, dass die
bisherige Definition trigonometrischer Funktionen verallgemeinert werden
muss. Mit Sinus- und Kosinussatz erwerben sie Hilfsmittel, die ihnen Berechnun-
gen an beliebigen ebenen Dreiecken erlauben. Die Schiiler erginzen die Menge
der ihnen bereits bekannten Funktionen durch die Sinus- und Kosinusfunktion.
Sie lernen Periodizitit als ein neues, charakteristisches Merkmal von Funktionen
kennen und untersuchen den Einfluss von Parametern im Funktionsterm auf die
Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion. Dabei nutzen sie die Méglichkeit zur
Veranschaulichung mithilfe von Funktionsplottern.“ (M 10.2)

Die Kreiszahl &t

Die Formeln fiir Umfang und Flicheninhalt von Kreisen werden bereits in der
achten Klasse gelernt. In der zehnten Klasse wird das Thema dann im Rahmen
von Approximationsprozessen vertieft:

»--. Aufbauend [auf Grundkenntnissen aus der 8. Klasse] betrachten [die Schiiler]
nun leistungsstirkere Niherungsverfahren zur Bestimmung der Kreiszahl © und
erkennen die Notwendigkeit, Grenzprozesse durchzufiihren. Am Beispiel der Ku-
gel wird veranschaulicht, dass dhnliche Grenzprozesse auch bei rdumlichen Be-
trachtungen angewendet werden konnen ... Die Schiiler ermitteln mithilfe eines
numerischen Verfahrens Niherungswerte fiir n. Dabei werden sie von elektroni-
schen Hilfsmitteln wie einem Tabellenkalkulationsprogramm unterstiitzt. Sie er-
fahren, dass sich Gelehrte seit iiber zweitausend Jahren immer wieder mit der
Kreiszahl © und der ,,Quadratur des Kreises“ beschiftigt haben.“ (M 10.1 und
10.1.1)

Zur Sprache kommt in diesem Zusammenhang auch das Bogenmaf.
Exponentialfunktionen und Logarithmen
Die Exponentialfunktionen zu einer positiven Basis a lernen die Schiiler in der

zehnten Klasse kennen, basierend auf den in der neunten Klasse gesammelten
Erfahrungen mit rationalen Exponenten:
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» Vielfiltige Beispiele aus Natur, Technik und Wirtschaft machen den Jugendli-
chen die grofie Bedeutung von Wachstums- und Zerfallsprozessen bewusst; bei-
spielsweise beim Bevilkerungswachstum bzw. beim radioaktiven Zerfall erkennen
sie, dass Wachstums- und Abklingprozesse hiufig durch Exponentialfunktionen
modelliert werden konnen. Aufbauend auf ihrem Wissen iiber Potenzen lernen sie
die Exponentialfunktion sowie deren charakteristische Eigenschaften kennen und
stellen insbesondere am Verlauf der zugehorigen Funktionsgraphen fest, wie sich
exponentielles von linearem Wachstum unterscheidet.“ (M 10.3)

Exponentialgleichungen fithren zu Logarithmen und ihren Rechengesetzen:

»Bei unterschiedlichen Problemstellungen, z. B. bei Altersbestimmungen, stel-
len die Jugendlichen Exponentialgleichungen auf, deren Losung zur Definition
des Logarithmus fiihrt. Die Jugendlichen lernen, mit Logarithmen umzuge-
hen.“ (M 10.3)

Die Eulersche Zahl e und die natiirliche Exponential- und Logarithmusfunk-
tion wird dagegen erstin der elften Klasse im Rahmen der Differentialrechnung
eingefiihrt (s.u.).

Grenzwertbegriff und Limesnotation

Neben den betrachteten Grenzprozessen im Umfeld von 7 wird in der zehn-
ten Klasse auch der uneigentliche Grenzwertbegriff fir Funktionen anschaulich
eingefiihrt:

»Anhand des unterschiedlichen Verhaltens von Funktionen an den Rindern ihres
jeweiligen Definitionsbereichs gewinnen die Schiiler aus der Anschauung heraus
einen Grenzwertbegriff und verwenden erstmals systematisch die Grenzwert-
schreibweise [fiirx — +].“ (M 10.5.2)

In der elften Klasse wird dann auch das Konvergenzverhalten einer Funktion
an einem Punkt betrachtet:

»oeit Jahrgangsstufe 8 kennen die Schiiler Beispiele fiir gebrochen rationale
Funktionen. Sie vertiefen nun ihre Kenntnisse iiber diesen Funktionstyp und er-
weitern den aus der Anschauung gewonnenen Grenzwertbegriff fiir x — + oo auf
den Fallx — xj. Den Grobverlauf eines Graphen erschliefien sie sich durch Ana-
lyse des Funktionsterms. Dabei beriicksichtigen die Schiiler auch schrige Asymp-
toten, wenn deren Gleichung unmittelbar aus dem jeweiligen Funktionsterm er-

sichtlichist.“ (M 11.1.1)

Die Diskussion eines Grenzwertbegriffs fiir Folgen ist nicht verbindlich vor-
gesehen.
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Stetigkeit

Eine Behandlung des Stetigkeitsbegriffs wird im aktuellen bayerischen Lehr-
plan nicht vorgeschrieben. Auf der Basis des in der zehnten und elften Klasse an-
schaulich gewonnenen Grenzwertbegriffs fiir Funktionen wird direkt zur Diffe-
rential- und Integralrechnung iibergegangen:

»Anhand von Funktionen, bei denen sich in der Regel die Frage nach der Stetig-
keit nicht stellt, erarbeiten die Schiiler nun Methoden der Differential- und Inte-
gralrechnung.“ (Vorspann M11/12)

Differentialquotienten und Ableitungsregeln

Die Differentialrechnung beginnt in der elften Klasse mit der Untersuchung
von Differenzenquotienten und elementaren Grenziibergingen:

»Ausgehend von graphischen Betrachtungen und numerischen Untersuchungen
des Differenzenquotienten lernen die Jugendlichen den Differentialquotienten
als Grenzwert kennen. Sie verstehen ihn als geeignetes Maf} zur Beschreibung lo-
kaler Anderungsraten und deuten ihn geometrisch am Graphen. Die dabei beno-
tigten Grenzwerte ermitteln sie mithilfe elementarer Termumformungen. Die
Schiiler lernen die Betragsfunktion als eine Funktion kennen, die an einer Stelle
ihres Definitionsbereichs nicht differenzierbar ist, und interpretieren diese Ei-
genschaft auch graphisch.“ (M 11.1.2)

Nach diesen lokalen Erfahrungen werden Ableitungsfunktionen eingefiihrt
und die Ableitungsregeln etabliert, mit deren Hilfe rationale Funktionen diffe-
renziert werden konnen. In diesem Zusammenhang fillt auch der Begriff der
Stammfunktion:

sLokal ermittelte Werte fiir die Ableitung fiihren zum Begriff der Ableitungsfunk-
tion. Die Schiiler lernen, Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten zu diffe-
renzieren, und erarbeiten Regeln, die es ihnen erlauben, rationale Funktionen abzu-
leiten. Die Aufgabe, zu gegebener Ableitungsfunktion eine zugehorige Funktion zu
finden, fithrt die Jugendlichen zum Begriff der Stammfunktion ...“ (M 11.1.3)

Die Ableitung von Sinus und Kosinus wird untersucht, und die Kettenregel
wird im Zusammenhang mit der Wurzelfunktion diskutiert:

»Die Jugendlichen treffen beispielsweise bei der Untersuchung naturwissen-
schaftlicher Fragestellungen erneut auf die Sinus- und Kosinusfunktion, deren
Ableitungsfunktionen sie sich auf graphischem Weg plausibel machen.

Der Ubergang von der lokalen Umkehroperation zur zugehérigen Umkehrfunk-
tion fiihrt die Schiiler von der Quadratfunktion zur Wurzelfunktion, die hiufig
auch in Verkettung mit anderen Funktionen auftritt. Sie lernen, mit diesem Funk-
tionstyp umzugehen sowie die Kettenregel anzuwenden ...“ (M 11.3)
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Anwendungen der Differentiation

Ausfiihrlich werden ,Monotonie und lokale Extrema“ und Extremwertpro-
bleme diskutiert. Mit dem Newton-Verfahren wird ein iteratives Verfahren zur
Noullstellenbestimmung vorgestellt:

»Die Schiiler erkennen, dass mithilfe der Ableitungsfunktion prizisere Aussa-
gen iiber den Verlauf von Funktionsgraphen und das Anderungsverhalten von
Funktionen gemacht werden konnen. Mit dem Newton-Verfahren lernen sie,
ein effizientes iteratives Verfahren anzuwenden, das mithilfe der Ableitung Ni-
herungswerte fiir Nullstellen liefert, die sich mit den bisherigen Kenntnissen
nicht berechnen lassen.“ (M 11.1.4)

Dem Kriimmungsbegriff begegnen die Schiiler nicht im Zusammenhang mit
der zweiten Ableitung, sondern innerhalb der Integrationstheorie:

»Auf der Grundlage ihrer Kenntnisse iiber Grenzwerte aus Jahrgangsstufe 11
gewinnen die Schiiler mit der Integration ein tragfihiges Verfahren zur Mes-
sung von Flicheninhalten. Sie erarbeiten die wesentlichen Begriffe und Kon-
zepte und wenden diese zielgerichtet an. Dabei lernen sie auch, durch Untersu-
chung des Kriimmungsverhaltens von Funktionsgraphen deren Verlauf priziser
zu beschreiben.

Beispielsweise beim Erschliefen des Verlaufs des Graphen einer Integralfunktion
aus dem der Integrandenfunktion und aus deren Ableitung lernen die Schiiler ne-
ben der Monotonie nun auch die Kriimmung als Eigenschaft von Graphen ken-
nen. Sie untersuchen das Kriimmungsverhalten an Beispielen bisher bekannter
Funktionstypen.“ (M 12.1)

Die Eulersche Zahl e

Die Eulersche Zahl e wird in der elften Klasse durch das Problem der Ablei-
tung der Exponentialfunktionen motiviert, und die natiirliche Exponential- und
Logarithmusfunktion wird untersucht:

,Die Schiiler erkennen, dass sie noch nicht alle ihnen bekannten Funktionen dif-
ferenzieren kénnen. Beispielsweise bei der Frage nach der Ableitung der allgemei-
nen Exponentialfunktion lernen sie die Euler’sche Zahl e kennen. Hierbei bietet
sich zur Abrundung der im Lauf der Gymnasialzeit aufgebauten Zahlvorstellung
ein Riickblick auf die Zahlenbereichserweiterungen an.

Mithilfe anschaulicher Uberlegungen erfassen die Jugendlichen den Zusam-
menhang zwischen den Graphen von natiirlicher Exponential- und natiirlicher
Logarithmusfunktion. Durch Untersuchung einfacher Verkniipfungen der bis-
her bekannten Funktionen mit der natiirlichen Exponential- und Logarithmus-
funktion vertiefen sie ihre Kenntnisse.“ (M 11.4)



2. Literatur

Wir stellen einige Lehrbiicher zur Analysis und Umgebung zusammen. Einige da-
von erscheinen fiir den Studienbeginn besonders geeignet, andere sind gute Be-
gleiter im Studium und dienen dadurch auch zum Riick- und Ausblick. Die Liste
istkeineswegs vollstindig und auch von den Vorlieben des Autors geprigt. Ebenso
sollen die folgenden personlich gefirbten Kommentare dem Leser lediglich zur
ersten Orientierung dienen. Sie kénnen den neugierigen und vergleichenden
Gang in eine Bibliothek nicht ersetzen. Und genauer miisste man sagen den ,,wie-
derholten Gang®, denn ein Buch, das im ersten Semester nicht mit einem spre-
chen will, kann bereits im dritten Semester einen freundlichen Ton annehmen und
als hoflicher Vertreter seiner Gattung erscheinen.

Injedem Fall wird dem Leser geraten, links und rechts neben sein Vorlesungs-
skript je ein Buch zur Analysis zur Seite zu legen, und sie ebenso regelmifig zu
benutzen wie die direkte Abbildung der Darstellung aus dem Horsaal. Die Er-
fahrung von Studienschwierigkeiten in den ersten Wochen fiihrt leider dazu,
dass Biicher in dieser Zeit oft als zusitzliche Komplikation empfunden werden,
da dort vieles wieder ein bisschen anders gemacht wird als hier. Aber gerade die-
ses Anderssein zeigt am besten, worum es eigentlich geht. Die Mathematik 16st
sich von ihren individuellen Darstellungen und wird im eigenen Kopf neu ge-
dacht, vielleicht sogar neu erfunden. Und spitestens nach der Klausur des ersten
Semesters, bei deren Vorbereitung naturgemifl das eigene Skript und die zuge-
hérigen Ubungsaufgaben im Vordergrund stehen, lohnt sich der Vergleich.

Wir beginnen mit den einfiihrenden Lehrbiichern zur Analysis. Zuerstist hier
das Buch von Otto Forster als kompakter und vielbenutzter Klassiker zu nennen.
Es enthilt vergleichsweise wenig Erklirungen und Kommentare, ist aber da-
durch gerade fiir Leser attrakdv, die die Prignanz eines skriptartigen Buches
schitzen. Weitere sehr erfolgreiche und einflussreiche klassische Darstellungen
der Analysis sind die Biicher von Herbert Amann und Joachim Escher, Harro
Heuser, Stefan Hildebrandt, Konrad K6nigsberger, Walter Rudin und Wolfgang
Walter. Sie sind anspruchsvoll und weisen dabei eine inhaltliche Fiille auf, die oft
weit mehr als ein Semester abdeckt. Eine andere Konzeption verfolgt das Buch
von Jiirgen Appell, indem es sich auf das Studium von reellen Funktionen und die
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ausfiihrliche Behandlung von Beispielen und Gegenbeispielen konzentriert. Ei-
nen eigenen Weg verfolgt auch der Text von Ehrhard Behrends, der speziell den
Ubergang von der Schule zur Hochschule im Blick hat und mit vielen ausfiihrli-
chen Erklirungen aufwartet. Im Hinblick auf die Informatik wird die Reihe die-
ser Biicher noch durch das Buch von Folkmar Bornemann erginzt, im Hinblick
auf die mathematische Physik noch durch das Buch von Vladimir Zorich. Zu den
»Analysis 1“-Biichern von Amann/Escher, Behrends, Forster, Heuser, Hilde-
brandt, Kénigsberger, Walter und Zorich existieren Fortsetzungsbinde, sodass
die Werke dann zusammengenommen zwei bis drei Semester abdecken, und
dann spiter oft auch zum Nachschlagen, Erinnern und Vertiefen benutzt werden
kénnen.

Unter dem genannten Texten ist vor allem das Buch von Walter der Ge-
schichte verpflichtet. Eine noch stirkere Einbeziehung der Geschichte bietet das
Buch von Ernst Hairer und Gerhard Wanner, dessen englischer Originaltitel
»Analysis by Its History“ die Konzeption treffend beschreibt. Ebenfalls stark hi-
storisch ausgerichtet ist das Analysis-Buch von Thomas Sonar, das sich zudem
speziell an Studierende des Lehramts wendet. Die ,,3000 Jahre Analysis“ des glei-
chen Autors geben weiter eine umfassende und attraktive Darstellung der Ge-
schichte des Gebiets, die von der griechisch-hellenistischen Antike bis zur Kon-
struktion der infinitesimalen Grofien im 20. Jahrhundert reicht.

Die komplexe Exponentialfunktion haben wir in unserer Darstellung bereits
gut kennengelernt, und an einigen Stellen wurde auf die allgemeinen Reichtii-
mer und Eigenheiten der komplexen Analysis hingewiesen. Der Leser, der mehr
iiber diese Welt erfahren méchte, kann schon jetzt mit dem Buch von Reinhold
Remmert und Georg Schumacher oder dem Buch von Eberhard Freitag und
Rolf Busam eine erste Bekanntschaft herstellen.

Neben der Analysis zihlt die lineare Algebra zu den Grundvorlesungen, die
die meisten Studienanfinger im ersten Fachsemester horen. Hier verweisen wir
auf die Biicher von Gerd Fischer und Siegfried Bosch. Dabei ist das neugestaltete
Buch von Fischer fiir Lehramtsstudierende, die eine breite und ausfiihrlich erkli-
rende Darstellung suchen, wohl besonders geeignet. Sowohl die Analysis als
auch die lineare Algebra setzen eine gewisse Vertrautheit mit Zahlen und dem
Zahlsystem voraus. Das Buch von Kristina Reiss und Gerald Schmieder bietet
hier eine ausfiihrliche Darstellung, die sich speziell an Lehramtsstudierende
wendet und Schulbeziige diskutiert. Sie vermittelt neben einer genaueren
Kenntnis der Zahlbereiche auch einen Grundstock an zahlentheoretischem
Wissen, das viele Vorlesungen zur linearen Algebra erginzt.

Ein noch heute sehr gut lesbarer Klassiker mit enormer Wirkung, der ,,Ma-
thematik fiir das Lehramt* thematisiert und darstellt, ist das Buch ,,Elementar-
mathematik vom hoheren Standpunkte aus“ von Felix Klein. Die Modifikation
und Fortfithrung der genetischen Methode durch Otto Toeplitz wird im Hin-
blick auf die Analysis besonders deutlich in seiner aus dem Nachlass von Gott-
fried Kothe herausgegebenen ,Infinitesimalrechnung®. Eine sehr schone
mehrbindige Gesamtdarstellung der Elementarmathematik mit Blick auf den
Lehrberuf hat Pavel Alexandroff herausgegeben. Der dritte Band befasst sich
hier mit der Analysis.



2. Literatur 309

Schliefilich darf der Autor vielleicht auch ein paar Sitze tiber die Biicher anfii-
gen, die er (mit-)verfasst hat. Die ,,Grundbegriffe” eignen sich in geeigneter
Auswahl fiir einen Briickenkurs und dann als Begleittext fir das Studium. Der
Text will dem Leser helfen, die hiufig anzutreffenden grofien sprachlichen und
formalen Schwierigkeiten im Umfeld von Beweisen, Mengen, Relationen, Funk-
tionen, Zahlen und elementaren Begriffsbildungen zu itberwinden. Die ,Reellen
Zahlen“ werfen studienbegleitend einen Blick auf eine der Grundstrukturen der
Mathematik, der auch topologische, mafitheoretische, mengentheoretische und
historische Aspekte umfasst. Die ,Einfithrung in die Mengenlehre® ist ein histo-
risch bewusster Text, der vom Abitur an gelesen werden kann und eine Moglich-
keit bieten soll, das Verstindnis der modernen, das Unendliche er- und begrei-
fenden Mathematik und ihrer Entstehung zu vertiefen. Schlieilich ist ,,12 x 12
eine von vier Autoren erarbeitete Zusammenstellung von 144 mathematischen
Schliisselkonzepten, die ab dem ersten Semester begleiten und bei der weiteren
Orientierung helfen will.
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Indexmenge, 115
indirekter Beweis, 20
Induktionsanfang, 20
Induktionsschritt, 20
Induktionsvoraussetzung, 20
Infimum, 41
infinitesimal, 43

injektiv, 19

Intervall, 40
Intervallsatz, 160, 240
Intervallschachtelung, 43
invers, 37, 38, 44
Irrationalitit von V2, 24
Trreflexivitit, 40, 44
iterierte Ableitung, 220

J ensensche Ungleichung, 259

Kartesisches Produkt, 18
Kettenregel, 225

Koeffizient, 59, 271
Kommutativgesetz, 37, 44
kompake, 155

komplexe Exponentialfunktion, 122
komplexe Zahl, 56
komponentenweise Konvergenz, 80



Komposition, 19

Komposition stetiger Funktionen, 138

Konjugation, 58

Konjugierte, 58

konkav, 254

Kontinuum, 45

konvergent, 73, 161

Konvergenz der binomische Reihe, 124

Konvergenz der geometrische Reihe, 96

Konvergenz von Cauchy-Folgen, 82

Konvergenzbedingung, 73

Konvergenzbereich, 271

Konvergenzkriterien, 99

Konvergenzradius, 274

Konvergenzsatz fiir Produktsummen,
104

Konvergenzsatz von Weierstrafi, 165

Konvergenzverhalten von Potenzreihen,
273

konvex, 254

Korper, 37

Kérper der komplexen Zahlen, 56

Kérper der reellen Zahlen, 45

Korperaxiome, 37

Kosekans, 200

Kosinus, 185

Kosinus Hyperbolicus, 202

Kotangens, 187

Kotangens Hyperbolicus, 202

Kreisaufwicklung, 194

Kreisumfang, 197

Kreiszahl, 25

Kreuzprodukt, 18

Kriimmung, 253

Kurvendiskussion, 265

Kiirzungsregel, 38

L agrangesches Restglied, 283
A-Formulierung der Konvexitit, 258
Landau-Symbol, 218

leere Menge, 17
Leibniz-Kriterium, 102
Leibniz-Reihe, 279
Leibnizsche Reihe, 103
Leitkoeffizient, 59

I'Hospital, 250

Limes, 72,73, 161

Limes Inferior, 83

Limes Superior, 83
Limesnotation, 74
Limesregeln, 75

lineare Ordnung, 40
Linearisierung, 216

Linearitit der Ableitung, 224
linksseitiger Grenzwert, 142
Lipschitz-Konstante, 147
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Lipschitz-stetig, 147
Lipschitz-Stetigkeit, 247
Loch, 42

log(2), 279

logarithmische Ableitung, 229
Logarithmus, 174, 180
Logarithmus-Reihe, 276
lokaler Extremwert, 242
lokales Extremum, 242
lokales Maximum und Minimum, 242
l6sbar, 59

Loésung, 59

Losungen von f” = f, 247
Losungsformel, 61

Liicke, 42

M adhava-Leibniz-Reihe, 279

Majorante, 99

Majorantenkriterium, 99

Menge, 17

Mengenklammern, 17

Mengenkomprehension, 17

Mercator-Reihe, 276

Mittel, 260

Mittelwertsatz, 249

Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 241

Mitternachtsformel, 61

monoton, 72, 141

Monotonie, 191

Monotonie der Ableitung und Konvexitit,
257

Multiplikation, 56, 138, 195

Multiplikationstheorem, 174

Nach oben (unten) beschrinkt, 41
Nachdifferenzieren, 226
Niherung, 51

natiirliche Logarithmus, 174
Nenner, 38

Neutralitit, 37

Newton-Iteration, 262
Newton-Verfahren, 260, 286

Null, 18

Nullfolge, 97

Nullstelle, 59, 190

Noullstellen von Polynomen, 157
Noullstellensatz, 156, 260
Nullstellensatz der Differentialrechnung, 239

Obere Schranke, 41
Obermenge, 17
offen, 40

Oktaven, 57

Paar, 18

Partialsumme, 93
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Pentagon, 35

Pentagramm, 35

Periodizitit, 190

n/4, 279

Polarkoordinaten, 195

Polynom, 59

Polynomfunktion, 46, 59
polynomieller Approximationssatz, 285
positiv, 49

Potenzreihe, 271

Potenzreihen in C, 280

Prinzip des kleinsten Ausreifiers, 20
Produkt, 116

Produktregel, 224

Punkt, 18

punktweise Konvergenz, 161
punktweise Operationen, 138
quadratische Gleichung, 60
quadratischen Erginzung, 60

Q uadratwurzel, 76
Quaternionen, 57
Quotientenkriterium, 101
Quotientenregel, 225, 227

Rationale Funktionen, 138
rationale Funktion, 46

Realteil, 58
Rechteck-Aufzihlung, 118
Rechteck-Produkt, 119
rechtsseitiger Grenzwert, 142
Reflexivitit, 40

Regeln von 'Hospital, 250, 251
Reihe, 93

Reihendarstellung von log(2), 279
Reihendarstellung von n/4, 279
rein imaginir, 58
reinquadratische Gleichung, 60
Restglied, 283
Restgliedabschitzung, 119
Riemannsche Vermutung, 100, 111

S atz von Bolzano-Weierstraf}, 78, 80
Satz von Darboux, 240
Satz von Dini, 164

Satz von Gauf}, 24

Satz von Rolle, 240, 283
Satz von Taylor, 283
Satz von Weierstrafy, 158
Schrankensatz, 247
Sekans, 200

Sinus, 185

Sinus Hyperbolicus, 202
Skalarprodukt, 268
Skalierung, 138
Stammfunktion, 240

starke Induktion, 20
Startwert, 262

Steigung, 215
Steigungskriterium, 254
Stelle, 18

stetig, 136

stetig, €-0, 144

stetig differenzierbar, 219
stetige Fortsetzung, 140
Stetigkeit der Ableitung, 237
Stetigkeit der Umkehrfunktion, 146
Stetigkeitssatz, 162

streng konkav und konvex, 254
streng monoton, 72, 141
strikt, 242

Subtraktion, 38, 138
Summanden, 93

Summe, 74, 94, 115
Summenformel, 20
Supremum, 41
Supremumsnorm, 163
surjektiv, 19

T angens, 187

Tangens Hyperbolicus, 202
Tangente, 216
Tangentenkriterium, 256

Tangentensteigung in Extremwerten, 238

Taylor-Polynom, 282
Taylor-Reihe, 282
Teilfolge, 78
Teilmenge, 17
Teleskopsumme, 95
totale Ordnung, 40
Transitivitat, 40, 44
transzendent, 25
Trunkierung, 51

Ueberabzéhlbarkeit von R, 28
Umgebung, 151
e-Umgebung, 79
Umgebung, 79
Umgebungs-Bedingung, 144
umgebungsstetig, 144
Umkehrfunktion, 19, 228
Umordnung, 114
Umordnungssatz, 114
Unbestimmte, 59
uneigentlich konvergent, 81
uneigentliches Intervall, 40
unendliche Reihe, 93
unendliche Summe, 94
untere Schranke, 41

Vergleichbarkeit, 40, 44
Verkniipfung, 19



Verlaufsanalyse des Kosinus, 188

Vertauschung von Differentiation und
Summation, 275

Vietasche Regeln, 65

vollstindig angeordnet, 42

vollstindige Induktion, 20

Vollstindigkeit, 42

Vollstindigkeitsaxiom, 42, 44, 85

Wechselwegnahme, 33, 34,
Wendepunkt, 258
Wendestelle, 258
Wertebereich, 18
Wertevorrat, 18
Widerspruchsbeweis, 20
Warzelkriterium, 101
Waurzeln, 76, 157

Z ihler, 38

Zweifaktor, 23

Zweipunktdarstellung, 259

zweite Ableitung und Konvexitit, 258

Zwischenwertsatz, 157

Zwischenwertsatz der
Differentialrechnung, 239
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