Definitionen

Man kann aus den Grundbegriffen und aus bereits definierten Begriffen neue
Begriffe definieren: Wenn etwa der Begriff ,,ganze Zahl“ schon bekannt ist,
kann man die folgenden Begriffe definieren:

Eine ganze Zahl n heif3t eine natiirliche Zahl, wenn n>0 ist.

eine ganze Zahl s gibt mit t-s=n.

@ Seien t und n ganze Zahlen. Dann heif3t t ein Teiler von n, falls es

@ Eine ganze Zahl g heifit gerade, falls 2 ein Teiler von g ist. Die
Menge der geraden ganzen Zahlen bezeichnen wir mit 2Z.

@ Eine natiirliche Zahl p > 1 wird eine Primzahl genannt, falls 1 und
p die einzigen natiirlichen Zahlen sind, die p teilen.

Formal gesehen sind Definitionen nur Abkiirzungen; man kann jederzeit den
definierten Begriff durch die definierende Beschreibung ersetzen. Zum Beispiel
kann man ,, ,Primzahl‘ stets durch ,ganze Zahl p > 1, dienur 1 und p als po-
sitive Teiler hat* ersetzen. Manchmal muss man eine solche Ersetzung auch
vornehmen, etwa dann, wenn man beweisen will, dass eine gewisse Zahl n ei-
ne Primzahl ist; dann muss man (sofern man noch keine anderen Charakterisie-
rungen zur Verfligung hat) sich (und andere) iiberzeugen, dass n groBer als 1
istund nur 1 und n als positive Teiler hat.

Die Vorstellung, eine Definition sei 'nur' eine Abkiirzung, setzt aber die Be-
deutung von Definitionen herab. Jede Definition ist ein schopferischer Akt! Es
ist bei der mathematischen Arbeit entscheidend, den wichtigen Objekten und
Eigenschaften Namen zu geben. Dadurch werden Begriffe geschaffen und diese
einer Betrachtung zugénglich gemacht.

Zbgern Sie nicht, beim Losen von Ubungsaufgaben oder bei der Lektiire ma-
thematischer Texte die Objekte, die Thnen zu schaffen machen, mit Bezeich-
nungen zu versehen. Es kommt dabei in erster Linie nicht auf ein treffendes
Wort an, sondern darauf, dass Sie iiberhaupt ein Wort zur Verfiigung haben, mit
dem Sie die zu bearbeitenden Objekte ansprechen konnen. Oft helfen dabei Ad-
jektive: ,Starke‘ Primzahlen, ,spezielle* Matrizen, ,normale‘ Untergruppen,...

Es gibt allerdings Bezeichnungen, die so hiufig verwendet werden, dass sie
farblos sind; dazu gehoren Begriffe wie normal, reguldr, zuldssig. Vermeiden



Sie es, mit diesen Wortern neue Begriffe zu schaffen. Scheuen Sie sich nicht,
kréftige Worter wie schén, schlank, unsichtbar, cool,... zu verwenden. Versu-
chen Sie immer, einen moglichst treffenden Ausdruck zu finden! Vergleichen
Sie hierzu den Abschnitt ,,Gute Bezeichnungen®.

Viele Definitionen kann man nicht nur verbal ausdriicken, sondern auch un-
ter Zuhilfenahme der mathematischen Symbolik. Man kann die Menge P aller
Primzahlen auch wie folgt definieren:

P:={neZ|n>1,n hatnur 1 und n als positive Teiler}.

Dazu zwei Bemerkungen:

1. Die Prézision einer Beschreibung héngt nicht davon ab, ob man viele
Symbole benutzt oder nicht. Es ist ebenso gut zu sagen: ,,dic symmetrische
Differenz A A B der Mengen A und B ist die Menge der Elemente, die ent-
weder in A oder in B liegen®, wie zu schreiben

LAAB:={x|x €A oder x € B,aber x ¢ AN B}“.

Man muss aber jederzeit von der formalen in die verbale Beschreibung um-
schalten konnen. AuBlerdem erhoht es das Verstdndnis von Texten ungemein,
wenn (mindestens bei schwierigen) Definitionen dem Leser beide Beschrei-
bungsarten angeboten werden.

2. Der Doppelpunkt bei ,,P :=* steht immer auf derjenigen Seite des Gleich-
heitszeichens, auf der der zu definierende Begrift steht. Auch dies ist eine Hilfe
fiir den Leser, die Sie niitzen sollten: Der Leser muss nicht lange raten, was
denn jetzt definiert wird und was er eigentlich schon wissen miisste.

Achtung! Das Zeichen ,,;=“ kommt auch in der Informatik vor, etwa in der
Programmiersprache PASCAL; dort bedeutet es aber etwas anderes. Wenn man
in einem PASCAL -Programm a :=b schreibt, so wird bei dessen Ausfiihrung
dem Speicherplatz mit Namen a der Wert des Speicherplatzes mit Namen b
zugewiesen. In einer solchen Situation ist eine Formulierung wie ,,x := x+1%
sinnvoll und oft niitzlich; als mathematische Definition wére sie aber offenbar
unsinnig. Meiner Beobachtung nach fiithren die beiden Bedeutungen des Dop-
pelpunkts aber zu keinen folgenschweren Missverstidndnissen.

Ubungen
1 Machen Sie sich klar, dass die folgenden Beschreibungen dasselbe Objekt

definieren. Welche gefillt Thnen am besten?

e Die Menge Z/nZ besteht aus den Zahlen 0, 1,..., n—1 zusammen
mit der Addition in Z, wobei wir vom Ergebnis nur den Rest betrach-
ten, der bei Division durch n entsteht.

e Definiere Z/nZ :={0,1,...,n—1} und a+b:=atbmodn.



O

e Definiere Z/nZ:={0,1,...,n-1} und a® b :=a+tb mod n.
o Sei Z/nZ = {nZ, 14nZ,..., (n—1) + nZ}, wobei die Addition reprd-
sentantenweise definiert wird.

Richtig oder falsch?
Seien a,b € N. Schreibe a|b, falls a die Zahl b teilt.
Seien a,b € N. Schreibe

alb < a fteilt b.

AAB:=(A-B)U (B-A).
AAB=(AUB)-(ANB).

p Primzahl : < : p> 1, und p ist nur durch die natiirlichen Zahlen p
und 1 teilbar.

p, q Primzahlzwillinge < : p,q Primzahlen und |q—p|=2.
nZ:={nz|zeZ}.
nZ:={x € Z|esgibt j € Z mit x=jn}.
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