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Die mathematische Theorie des Unendlichen

Meine Gedankenwelt, d. b. die Gesamtheit S aller
Dinge, welche Gegenstand meines Denkens sein
konnen, ist unendlich.

(Richard Dedekind in ,Was sind und was sollen die Zablen ? )
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Vorwort

Die Mengenlehre fingt bei nichts an. Als Basiswissen gentigt die Intuition iiber
Menge und Element, die fast jeder schon mitbringt und die gegebenenfalls leicht
erweckt werden kann. Mit Hilfe weniger elementarer Konzepte 1ifit sich eine
reiche mathematische Theorie begriinden, und es lassen sich darin schnell tief-
greifende und zum Teil im Rahmen der Theorie unlésbare Fragen aufstellen.

Dieser Text will eine Einfithrung in die faszinierende Welt der unendlichen
Mengen geben. Er ist gedacht fiir Studenten der Mathematik, Informatik und
Philosophie in den ersten Semestern, insbesondere fiir solche, die mit der rudi-
mentiren Behandlung der Mengenlehre in den Anfingervorlesungen unzufrie-
den sind. Dariiber hinaus ist das Buch geschrieben fiir jeden Mathematiker, der
sich gerne die Sache mit der Mengenlehre noch einmal von Grund auf erkliren
lassen mochte oder eine Wissensliicke zu schlieffen sucht. Und auch der interes-
sierte Laie und der Schiiler nach oder wihrend der Abiturzeit kann, so ist zu hof-
fen, dieses Buch mit Gewinn lesen.

Die Mengenlehre ist die Untersuchung von Ordnung und Gréfie in der Ma-
thematik, ihre Wurzeln sind die Theorien der Wohlordnungen und der Mich-
tigkeiten. Letztere vorzuziehen eignet sich fiir einen einfiihrenden Abschnitt
nicht nur aus historischen Griinden, sondern auch deshalb, weil sie sich unmit-
telbar aus dem Funktionsbegriff entwickeln 14fit. Allerdings sind zwei wichtige
Sdtze alles andere als einfach zu beweisen: Der Satz von Cantor-Bernstein und
der Vergleichbarkeitssatz von Zermelo. Wir geben vollstindige Beweise dieser
beiden Sitze, sodafl der Anfinger auch hirtere Brocken vorfinden wird.

Um die zentralen Objekte und Ideen vor dem geistigen Auge sehen zu kénnen,
ist die axiomatische Behandlung zunichst nicht notwendig, und hitte, gleich zu
Beginn prisentiert, einen unangenehmen ad-hoc-Charakter. Erst die Parado-
xien und metamathematische Fragen machen eine axiomatische Begriindung
notwendig.

Im ersten Abschnitt werden also die ersten Schritte der Theorie der Michtig-
keit rein aus der naiven Intuition des Mengenbegriffs heraus entwickelt und
kommentiert. Vieles, was andernorts vielleicht verlorenging und zu schnell abge-
handelt wird - die Ergebnisse aus den Geburtsjahren einer Theorie lassen sich
ein Jahrhundert spiter immer glatt, sauber und schnell prisentieren - lebt hier
noch einmal auf. Der Leser soll ein Gefiihl fiir die Begriffe bekommen, ein soli-
des Verstindnis von dem, ,worum es geht“. Wir setzen im ersten Abschnitt
schamlos die natiirlichen und die reellen Zahlen als gegeben und bekannt voraus.
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Die iibrigen Definitionen aber greifen nur auf bereits Definiertes zuriick. Der
Funktionsbegriff z. B. ist nicht mehr naiv, sondern streng mengentheoretisch,
das heifit er wird auf die Relation « ist Elernent von b zuriickgefiihrt. Die erzielten
Kenntnisse lassen sich in einen axiomatischen Aufbau dann leicht und ohne
grofie Wiederholungen einbinden.

Am Ende des ersten Abschnitts besprechen wir die in der naiven Mengenlehre
auftretenden Paradoxien. Ein genauerer Blick auf die Fundamente wird also not-
wendig - und die Ergebnisse der naiven Mengenlehre zeigen, daf§ es der Miihe
wert ist.

Bevor wir uns aber der axiomatischen Entwicklung zuwenden, behandeln wir
in einem zweiten Abschnitt die beiden anderen grofien Themenfelder der Can-
torschen Forschung: Ordnungen und Teilmengen reeller Zahlen. Diese beiden
auf den ersten Blick verschiedenen Gebiete sind historisch so stark miteinander
verwoben, daff eine gemeinsame Behandlung am natiirlichsten erschien; die Or-
dinalzahlen entdeckte Cantor bei der Untersuchung von Hiufungspunkten von
Teilmengen des Kontinuums. Nach einer Einfithrung in die Theorie der Ord-
nungen und insbesondere der Wohlordnungen untersuchen wir den transfiniten
Prozefi der Ableitung einer Punktmenge sowie Grofie und Struktur perfekter
Mengen. Auf der Seite der Ordnungstheorie analysieren wir iiber die Wohlord-
nungen hinaus auch die Ordnungstypen der rationalen und der reellen Zahlen,
und erhalten einen rein ordnungstheoretischen Beweis fiir die Uberabzihlbar-
keit des Kontinuums. Die Antinomie der ,,Menge aller Ordinalzahlen®, die wir
am Ende des zweiten Abschnitts diskutieren, fiihrt schlieilich wieder die Not-
wendigkeit einer genaueren Analyse des Mengenbegriffs vor Augen.

Im dritten Abschnitt stellen wir dann die heute am hiufigsten verwendete Axi-
omatik der Mengenlehre vor, die Zermelo-Fraenkel-Axiomatik ZFC. Zunichst
formulieren wir die Axiome in der iiblichen mathematischen Umgangssprache
und ziehen elementare Folgerungen. Anschlieflend besprechen wir die formale
Sprache der Mengenlehre, formulieren die Axiome von ZFC in dieser Sprache
und diskutieren Mengen und Klassen.

Im Anhang werden die wichtigsten Arbeiten von Georg Cantor, Felix
Hausdorff und Ernst Zermelo kurz referiert, weiter findet der Leser die Le-
bensdaten der im Text hiufiger genannten Mathematiker, sowie eine Tafel der
ZFC-Axiome. Ein umfangreiches Literaturverzeichnis von Originalarbeiten,
Lehrbiichern und historisch-philosophischen Texten soll die weitere Erkun-
dung der Mengenlehre in verschiedene Himmelsrichtungen erleichtern.

Gelegentlich wird auf einen zweiten Teil des Buches verwiesen. In diesem
Band wird die axiomatische Mengenlehre dann weiter systematisch entwickelt,
und einige faszinierende moderne Erkenntnisse und Entwicklungen werden im
Uberblick vorgestellt. Bis zum Erscheinen des zweiten Bandes miissen wir den
Leser auf die Literatur verweisen.

Eingestreut in den Text sind Ubungsaufgaben verschiedenen Schwierigkeits-
grades. Ihre Kenntnisnahme ist wichtig, ihre Lésung niitzlich fiir das Verstind-
nis des iibrigen Textes. Zu manchen Ubungsaufgaben findet der Leser Hinweise
in eckigen Klammern.
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An diese Finleitung schliefit sich ein historischer Uberblick an, am Ende der
ersten drei Abschnitte findet der Leser Skizzen der Biographien von Cantor,
Hausdorff und Zermelo, den Hauptpersonen des Buches. Weiter sind Ausziige
aus Originalarbeiten verschiedenster Art in den Text eingewoben, die dem Stoff
eine weitere Dimension geben und ihn historisch befestigen. Der Schwerpunkt
liegt aber auf den mathematischen Inhalten, die aus der heutigen Perspektive be-
trachtet und gewichtet werden, und die Darstellung folgt nicht in allen Punkten
der geschichtlichen Entwicklung. Ein zuweilen eingestreuter Originalton ist
aber fiir den Leser vielleicht eine willkommene Abwechslung und hoffentlich
Motivation auch zur weitergehenden Lektiire.

Vorab sind vielleicht auch noch einige satztechnische und stilistische Bemer-
kungen angebracht.

Definitionen, Sitze, Korollare, Beweise, Ubungen sowie Originalzitate
innerhalb der Kapitel verlaufen auf Einzug und sind oftmals in
variabler Satzbreite notiert. Sie sollen dadurch zu Einheiten werden,
die sich vom Fliefitext im Blocksatz abheben. Das Ende eines Beweises

— ist zudem mit einem kleinen linken Randstrich gekennzeichnet.

In Beweisen wird eine Annabme, die widerlegt werden soll, immer kursiv ge-
setzt, wie auch der schlielich erhaltene Widerspruch. Innerhalb der Beweise wer-
den oft neue Zeilen begonnen und wichtige Objekte werden an einer fiir das Auge
gutauffindbaren Stelle definiert, indem sie z. B. durch jeweils einen halben Zeilen-
vorschub flankiert werden. Andererseits sind die Beweise kurz gehalten, und die
dortverwendete Sprache ist elliptisch und karg. Das Ziel bei alledem ist, ein Lesen
zuunterstiitzen, das Argumente nicht Schritt fiir Schritt abhaken will, sondern die
innere Anschauung und das Wissen um die verwendeten Objekte zu vermehren
trachtet, und dabei gleichzeitig die Struktur der Argumentation im Auge behilt.
Hierbei wird vom Leser ein gewisses Maf an Eigenarbeit und Erginzung erwar-
tet. Ein Beweis soll immer mehr vermitteln als ein Gefiihl der Korrektheit.

Auf eine Numerierung der Sitze wurde bewufit verzichtet. Dafiir sind aber
viele Sitze mit Namen versehen, unter denen sie dann im weiteren Verlauf her-
angezogen werden. Ein Ausdruck ,,nach dem Satz oben® bezieht sich in der Re-
gel auf ein unmittelbar zuvor bewiesenes Resultat.

Zitate aus der Originalliteratur innerhalb eines Kapitels werden durch zwei
waagrechte Linien eingeschlossen, solche am Ende des Kapitels haben lediglich
eine Anfangslinie und insgesamt eine etwas andere Form. Diese Schlufizitate
sollen ein Kapitel abrunden und erginzen, wihrend die Zwischenzitate einen
Gegenstand betreffen, der in ihrer unmittelbaren Umgebung behandelt wird. In
Zitaten kennzeichnen wie tiblich eckige Klammern [...] Erginzungen des Zitie-
renden. Das Schriftbild des Originals wurde nach Moglichkeit getreu wiederge-
geben, insbesondere gilt das fiir Kursivstellungen und Sperrungen. Da die Zitate
in Anfithrungszeichen stehen, werden die Anfithrungen innerhalb der Zitate zu
einfachen Anfithrungen, also ,,...“ zu ,..."

Der Hauptteil des Buches ist in drei Abschnitte eingeteilt, und diese jeweils in
Kapitel. Innerhalb der Kapitel gibt es dann drei Typen von Sektionen, die durch
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doppelt, einfach oder nicht unterstrichene Uberschriften gekennzeichnet sind,
und dadurch hierarchisch angeordnet werden. Der bei weitem hiufigste Fall ist
der zweite, also ein Unterkapitel, das durch eine einfach unterstrichene Uber-
schrift eingeleitet wird.

Es wurde versucht, einigen klassischen Anspriichen der Typographie gerecht
zu werden: Vermeidung von ,,Hurenkindern®, also Zeilenresten am Seitenbe-
ginn; korrekte Zwischenriume, etwa z. B. statt z.B. oder wird ? statt wird?; rich-
tige Anfithrungszeichen und Gedankenstriche; Vermeidung von mehr als drei
aufeinanderfolgenden Trennungen, u.s.w. Dem Autor kam dabei das hochent-
wickelte Satzsystem TypoScript entgegen, mit dessen Hilfe er dieses Buch ver-
wirklichen konnte. Dem Leser, der sonst immer nur I¥TgX-Produkte zu sehen
bekommyt, ist dies hoffentlich eine willkommene Abwechslung. (Dank gilt an
dieser Stelle meinen Eltern und dariiber hinaus meinem Bruder Klaus, der nicht
nur die wesentlichen Teile von TypoSeript programmiert hat, sondern sich auch
nicht vorhandene Zeit nahm, meine Makros zu reparieren.)

Entgegen dem traditionellen und auch heute tiblichen Vorgehen, alle mathe-
matischen Symbole kursiv zu setzen, behandeln wir diese - auch in Zitaten -
gleichberechtigt, und schreiben etwa: ,Sei f eine Funktion ...“ anstelle von ,,Sei
f eine Funktion ...“. Kursivstellungen sind Auszeichnungen innerhalb eines
Textes, und ob man einen Text zu einem Grofiteil aus Auszeichnungen bestehen
lassen will, scheint zumindest eine Geschmacksfrage zu sein. (Altere mathemati-
sche Schriften enthalten bei weitem mehr Text und weniger mathematische
Symbole als zeitgendssische.)

Das Buch folgt der ,alten“ Rechtschreibung des Deutschen.

Die verwendete Hauptschrift ist die Janson, zusammen mit der fanson kursiv
und Janson halbfett. Sie ist ebenso klassisch und modern wie der Inhalt, den
dieses Buch zu tibermitteln hofft.

Besonderheiten der zweiten Auflage

Fiir die zweite Auflage wurde das Buch kapitelweise iiberarbeitet und dabei an
vielen Stellen korrigiert und erweitert (von etwa 330 auf nun 550 Seiten). Gro-
lere Verinderungen gegeniiber der ersten Auflage sind: die frithe Isolation eines
Maximalprinzips (1.5), eine ausfiihrlichere Behandlung verschiedener Unend-
lichkeitsdefinitionen (1.6), ein Kapitel iiber Kardinalzahlarithmetik im ersten
Abschnitt, einschl. eines Beweises des Multiplikationssatzes und des Satzes von
Konig-Zermelo (1.12), eine ausfiihrlichere Diskussion der Paradoxien (1.13),
eine Definition der Borel-Hausdorff-Hierarchie (2.7), verschiedene Beweise
des Multiplikationssatzes mit Hilfe der Wohlordnungstheorie (2.8), ein einfiih-
rendes Kapitel iiber Konfinalititen, Filter und die frithen grofien Kardinalzahlen
yunerreichbar®, ,Mahlo“ und ,mefibar* (2.9), Diskussion der Hausdorffschen
Residuen-Operation (2.11), ausfiihrlichere Diskussion von Zermelos Zahlreihe
Z, (3.1), vollstindige Angabe eines logischen Kalkiils fiir die Sprache der Men-
genlehre auf der Metaebene (3.2), kurze Diskussion von Axiomensystemen mit
echten Klassen (3.3). Insgesamt sollte der Orientierungszeitraum 1870 - 1930
besser abgedeckt werden.
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Die Zitate aus den Originalarbeiten wurden tiberpriift und an vielen Stellen
korrigiert. Die historischen Anmerkungen wurden erginzt und verbessert. Sie
bleiben Anregung und bescheidener Einblick in die Zeiten der Vergangenheit,
bekanntlich ein Buch mitsieben Siegeln. Sie sind Elemente der freien Erzihlung
eines Mathematikers und sind sicher nicht bis ins Letzte urkundlich und mathe-
matikgeschichtlich belastbar.

Den Biographien und den Werkzusammenfassungen von Georg Cantor und
Ernst Zermelo sind nun solche von Felix Hausdorff zur Seite gestellt. Ich hoffe,
daf} das Buch dadurch zusitzliche Symmetrie und innere Stabilitit erhilt. Das
Triumvirat, das das frithe € -Imperium regiert, deckt Geist und Form der Men-
genlehre perfektab. Eine originellere und kontrastreichere Figurenkonstellation
gibt es allenfalls noch im Theater.

Die knappe historische Einfithrung gleich zu Beginn des Buches wird jetzt
durch eine ausfithrlichere Zeittafel zur Geschichte der frithen Mengenlehre ganz
am Ende erginzt. Das Literaturverzeichnis ist angewachsen und erscheint nun in
kommentierter Form.

Auch andere hebriische Buchstaben als das Aleph sind nun in hebriischer
Schrift wiedergegeben, was dem geheimnisvollen Charakter der Kardinalzahl-
arithmetik nur gerecht wird. Der Leser findet ein vollstindiges hebriisches,
griechisches, Fraktur- und Skriptur-Alphabet im Verzeichnis der Notationen.

Meinen Dank méchte ich den vielen Lesern aussprechen, die mir ihre Reak-
tionen mitgeteilt haben, oft verbunden mit Hinweisen auf Ungenauigkeiten und
mit Vorschligen zur Erginzung. Die breite Herkunft der Leser war ein Grund
mehr, die Linien des Buches unverindert beizubehalten.

Ich konnte all die mathematischen, stilistischen, didaktischen, historischen,
philosophischen und typographischen Ideale, die mir vorschweben, wieder nur
in Ansitzen realisieren. Ich glaube aber mit dieser zweiten Auflage dem Ziel, dem
neugierig Zuhorenden eine vielseitige und spannende Geschichte zu erzihlen,
einen Schritt niher gekommen zu sein. Die Erzihlung versucht verschiedene
Aspekte des tiberlieferten Stoffs darzustellen, ohne dabei allzuoft in einen histo-
risch - tragisch - komisch - pastoralen Stil zu verfallen. ,,Wer vieles bringt, wird
manchem etwas bringen* bleibt Motto blofy des Theaterdirektors, nicht des Au-
tors. Wenn es am Ende zutrifft, so soll es aber recht sein.

Minchen, im Januar 2004,
Oliver Deiser

Fiir die dritte Auflage wurde der Text erneut an vielen Stellen verbessert und
korrigiert. Mein Dank gilt hier allen Lesern und ihren Zuschriften, vor allem
aber Herrn Heinz Jaskolla.

Der Fortsetzungsband ,, Axiomatische Mengenlehre - Die Architektur von
ZFC und die Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese“ wird voraussichtlich
im Friihjahr 2011 erscheinen.

Berlin, im Juli 2009,
Oliver Deiser



Historischer Uberblick

Die Mengenlehre wurde im letzten Viertel des 19. Jahrhunderts von Georg
Cantor entwickelt. Entgegen vorherrschenden Dogmen iiber den Umgang mit
unendlichen, ,fertigen“ Gesamtheiten, schuf er in einem gewaltigen Kraftakt die
transfiniten Zahlen und das Konzept der Michtigkeit oder Grofie einer unendli-
chen Menge. Er entdeckte die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen, das Konti-
nuumsproblem und untersuchte hinsichtlich einer Losung des Problems die
reellen Zahlen unter vollig neuartigen Gesichtspunkten.

Allerdings zeigte sich, dafl man vorsichtig im Umgang sehr grofier Gesamthei-
ten sein mufite. Georg Cantor war mit diesem Phinomen vertraut, aber er dufier-
te sich hierzu in seinen Veréffentlichungen nur marginal. Ernst Zermelo, Cesare
Burali-Fort und Bertrand Russell fanden um die Jahrhundertwende Widersprii-
che der uneingeschrinkten Mengenbildung:

w2 jeder Eigenschaft existiert die Menge aller Objekte,

auf die diese Eigenschaft zutvifft.“
Dieses sogenannte naive Komprehensionsprinzip ist nicht haltbar. Nun riefen
aber nicht die mathematischen Ideen Cantors, die er mit sicherer innerer An-
schauung entwickelt hatte, die Unstimmigkeiten hervor, sondern verantwortlich
hierfiir war allein der unreflektierte Rahmen, in welchem die Mengenlehre da-
mals stattfand. David Hilbert rief eine genauere Untersuchung der Grundlagen
der Mathematik ins Leben.

Ernst Zermelo 16ste 1908 das Problem axiomatisch durch die Angabe eines
Systems, das sorgfiltig die Existenz bestimmter Mengen und die Bildung von
Mengen aus anderen Mengen beschreibt. In der Folge wurde diese Axiomatik
von Ernst Zermelo noch um zwei Axiome erginzt, das Ersetzungsschema von
Abraham Fraenkel (1922) und das Fundierungsaxiom von John von Neumann
(1925) und Ernst Zermelo (1930). Weiter wurde die verwendete Sprache
prizisiert, in der die Axiome formuliert werden und die den Begriff der ,Eigen-
schaft” einer Menge festlegt (Thoralf Skolem 1922). Das entstehende System
aus Sprache und Axiomen, die Zermelo-Fraenkel-Axiomatik ZFC, wird heute
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zumeist als Rahmen fiir die Mengenlehre verwendet. Die Widerspriiche ver-
schwinden in diesem System in natiirlicher Weise, und alle Ideen Cantors leben
darin in ihrer urspriinglichen Schonheit fort.

Es zeigte sich, dafi der neue Rahmen der axiomatischen Mengenlehre grof§ ge-
nug war, um alle Objekte der Mathematik — Zahlen aller Art, Funktionen, geo-
metrische Gebilde usw. - darin interpretieren zu kénnen, d. h. es existiert eine auf
dem Mengenbegrift basierende Definition dieser Begriffe, die alle erwiinschten
und in der Mathematik benétigten Eigenschaften der Objekte bereitstellt. Die
Mengenlehre eignet sich damit als Grundlagendisziplin fiir die Mathematik
selbst, und sie ist in ihrer universellen Fihigkeit zur Interpretation mathemati-
scher Konstrukte bislang konkurrenzlos.

Ungelost blieb allerdings Cantors Kontinuumsproblem, das die Frage stellt,
ob die reellen Zahlen in der Hierarchie der Michtigkeiten unmittelbar nach den
natiirlichen Zahlen erscheinen. Cantor sah lange Zeit zuversichtlich einer Lo-
sung entgegen, scheiterte aber an diesem Problem, das dann David Hilbert auf
dem Mathematikerkongref§ in Paris 1900 an die erste Stelle seiner beriihmten
Liste von 23 offenen Fragen fiir das kommende neue Jahrhundert setzte.
Schliefilich ,l6sten“ Kurt Godel (1938) und Paul Cohen (1963) das Problem,
indem sie zeigten, dafl es unlosbar war. Die Beweismethoden von Goédel und
Cohen waren allgemein genug, um eine Fiille von dhnlichen Resultaten folgen
zu lassen. Das Phantom der Unbeweisbarkeit oder Unabhingigkeit von mathe-
matischen Aussagen war, nachdem Goédel seine Existenz bereits in den dreifiiger
Jahren abstrakt bewiesen hatte, real und greifbar geworden.

Mit der Entdeckung der Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese beginnt
die zweite Phase der Geschichte der Mengenlehre, in der Erweiterungen der
ZFC-Axiomatik um sogenannte grofie Kardinalzahlaxiome ein Zentrum des In-
teresses bilden - und in der zuletzt auch neue Einsichten in das Kontinuumspro-
blem gewonnen werden konnten, wenn auch eine Entscheidung tiber die Grofie
der reellen Zahlen immer noch nicht gefallen ist. Wir werden im zweiten Band
einige Aspekte dieser zweiten Phase der Mengenlehre skizzieren.

Heute ist die Mengenlehre nicht nur Rahmen fiir die Mathematik, sondern
selbst eine schillernde mathematische Theorie. Sie fasziniert nach wie vor durch
die stille Schonheit ihrer ersten Konzepte und durch deren erstaunliche und an-
scheinend noch bei weitem nicht ausgelotete Reichweite und Tragfihigkeit. Ihre
Verzweigungen sind vielfiltig und subtil miteinander verwoben, ihre Geschichte
ist bis in die allerjiingste Zeit voll von Uberraschungen und reich an dramati-
schen Entwicklungen. ,, The old lady“ (Sabaron Shelab) hat, kurz gesagt, alles, was
man von einer grofien mathematischen Theorie verlangen darf.
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Menge und Element

Wir besitzen ein intuitives Verstindnis des Begriffs ,Menge“ und der Beziehung
»aist ein Element der Menge b“. Fiir ,,a ist ein Element der Menge b“ schreiben
wir kurz ,,a € b*.

Besonders in dieser Einfithrung stiitzen wir uns auf dieses naive Verstindnis
des Mengenbegriffs. Georg Cantor (1845 - 1918) hat in seiner letzten mengen-
theoretischen Arbeit die folgende Zusammenfassung oder Beschreibung unserer
Intuition formuliert:

»Unter einer ,Menge* versteben wir jede Zusammenfassung M von bestimmiten
woblunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseves Denkens
(welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu einem Ganzen.

(Georg Cantor; 1895a)

Dies ist keine mathematische Definition im heute tiblichen Sinne - was genau
ist eine ,Zusammenfassung® oder ein ,,Ganzes“ ? -, und dennoch beschreibt sie
recht genau unsere Vorstellung von einer Menge. Und sie enthilt eine bemer-
kenswerte Feinheit: Cantor betont den Akt der Zusammenfassung zu einem
Ganzen, zu einem Objekt. Die Mengenbildung verlduft hiernach zweistufig: Zu-
erst wird eine Vielheit, eine Ansammlung, ein Bereich betrachtet, und in einem
zweiten Schritt wird diese Vielheit zu einer Einheit zusammengefafit. Cantor
war lange vor seiner Definition vollig klar, dafl man nicht alle Vielheiten zu einer
Menge zusammenfassen kann, daf} also der zweite objektbildende Schritt nicht
in jedem Falle legitim ist. Wir kommen erst spiter auf diesen wichtigen Punkt
zuriick, denn der durch die Intuition gewiesene Weg lifit sich soweit verfolgen,
bis die Grenzen des Mengenbegriffs sichtbar und erfahrbar werden.

Extensionalitit und Iteration

Der Cantorschen Definition fiigen wir noch ein Gleichbeitskriterium hinzu.
Man kann argumentieren, daf§ sich dieses Kriterium fiir die Gleichheit zweier
Mengen aus Cantors Definition ableiten lifit.

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente baben.
(Extensionalititsprinzip)

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Richard Dedekind (1831 - 1916), der einen Aufbau der Arithmetik mit Hilfe
des Mengenbegriffs entwickelte, hat in seinem Buch ,,Was sind und was sollen
die Zahlen?“ - ein Klassiker der mathematischen Abteilung der Weltliteratur -
eine sehr dhnliche intuitive Beschreibung von ,,Menge“ gegeben und dabei das
Extensionalititsprinzip explizit notiert. Mengen heifien bei ihm Systeme.

Dedekind (1888): ,Im Folgenden verstehe ich unter einem Ding jeden Gegenstand un-
seres Denkens... Es kommt sehr hiufig vor, daf§ verschiedene Dinge a, b, c, ... aus ir-
gend einer Veranlassung unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte aufgefafit, im
Geiste zusammengestellt werden, und man sagt dann, daf} sie ein System S bilden.
Man nenntdie Dingea,b,c, ... die Elemente des Systems S, sie sind enthaltenin§;
umgekehrt besteht S aus diesen Elementen. Ein solches System S (oder ein Inbe-
griff, eine Mannigfaltigkeit, eine Gesamtheit) ist als Gegenstand unseres Denkens
selbst ein Ding; es ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding bestimmt ist, ob es
Element von S ist oder nicht *). Das System S ist daher dasselbe wie das System T, in
Zeichen S =T, wenn jedes Element von S auch Element von T ist, und jedes Element
von T auch Element von S ist...“

Die Fufinote *) bei Dedekind holen wir gleich nach!

Neben der Extensionalitit hebt Dedekind hier einen weiteren fundamenta-
len Gesichtspunkt hervor: Die Mengenbildung liefert ein Ding, und damit
kénnen Mengen als Dinge die Elemente von anderen Mengen sein, und diese
wiederum Elemente von wieder anderen Mengen, usw. Das Mengenkonzept
ist seiner Natur nach sterativ, und die Mengenlehre erhilt durch das sich auf-
schaukelnde Wechselspiel, daf} jede Menge b, die rechts in ,,a € b* auftaucht,
auch links in ,,b € ¢ auftauchen kann, sowohl Struktur als auch Flexibilitit.

Der Dritte im Bunde sei Felix Hausdorff (1868 - 1942), fiir dessen Ausdrucks-
stirke und Gedankenklarheit dieser Text hiufig als Zeittunnel dienen wird. Er
formuliert die Grundgedanken mehrere Jahrzehnte spiter so:

Hausdorff (1927): ,Eine Menge entsteht durch Zusammenfassung von Einzeldingen zu
einem Ganzen. Eine Menge ist eine Vielheit, als Einheit gedacht. Wenn diese oder
dhnliche Sitze Definitionen sein wollten, so wiirde man mit Recht einwenden, daf} sie
idem per idem oder gar obscurum per obscurius definieren. Wir konnen sie aber als
Demonstrationen gelten lassen, als Verweisungen auf einen primitiven, allen Men-
schen vertrauten Denkakt, der einer Auflésung in noch urspriinglichere Akte viel-
leicht weder fihig noch bediirftig ist. Wir wollen uns mit dieser Auffassung begniigen
und es als Grundtatsache hinnehmen, daf ein Ding M in eigentiimlicher, nicht defi-
nierbarer Weise gewisse andere Dinge a,b,c ... und diese wiederum jenes bestimmen;
eine Beziehung, die wir mit den Worten ausdriicken: die Menge M besteht aus den
Dingen a,b,c, ...

Der kompakte Slogan ,,Vielheit, als Einheit gedacht® verweist wieder auf die
Maoglichkeit der Iteration, und zudem auf die Zweistufigkeit des Vorgangs: Be-
trachtung einer Vielheit und Objektbildung.

Hausdorft betont wieder die Extensionalitit des Begriffs: Zu einer Menge ge-
horen Elemente, und die Elemente bestimmen ,,wiederum“ die Menge selbst. Es
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gibt keine ,roten“ oder ,griinen“ Mengen, die genau die Zahlen 1, 2 und 3 als
Elemente enthalten. Es gibt nur ein Ding, das aus 1, 2, 3 besteht.

Keine gute Vorstellung wiire es dagegen, eine Menge als ,,Summe ihrer Elemente® zu
betrachten. Die Menge b etwa, die nur die Menge a als Element hat, ist nach dem Exten-
sionalititsprinzip sicher nicht mit a identisch, wenn a selbst mehr als ein Element besitzt.
Die ,,Summe der Elemente® von b wire aber a.

Auch heute gilt ,, Menge“ als ein nicht weiter definierter Grundbegriff - ir-
gendwo mufl man anfangen. An einer intuitiven Erlduterung kommt aber kein
einfithrender Text vorbei, und zumeist ist es die Cantorsche Definition von 1895,
die hierfiir als Ausgangspunkt gewihlt wird. Dies ist kein Zufall, und von Vorteil
auch nicht nur aus rein historischen Griinden: In seiner Gesamtschau der Men-
genlehre hatte Cantor neben einer herausragenden Intuition eine Unbefangen-
heit, die wir heute, formalistisch und axiomatisch geschult, kaum mehr erreichen
konnen.

Selbstbestimmtheit und freie Begriffsbildung

Es gibt neben der Extensionalitit des Mengenbegriffs und der Iterierbarkeit
der Mengenbildung noch einen dritten ganz wesentlichen Aspekt, den man die
Selbstbestimmtheit der Mengen nennen konnte. Hierzu liefern wir zuerst die
den Satz ,[ Ein System ] ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding bestimmyt
ist, ob es Element von S ist oder nicht *)“ zierende Fufinote nach. Sie lautet:

Dedekind (1888): ,,*) Auf welche Weise diese Bestimmtheit zu Stande kommt, und ob wir
einen Weg kennen, um hieriiber zu entscheiden, ist fiir alles Folgende ginzlich gleich-
giiltig; die zu entwickelnden allgemeinen Gesetze hingen davon gar nicht ab, sie gel-
ten unter allen Umstinden. Ich erwihne dies ausdriicklich, weil Herr Kronecker vor
Kurzem (im Band 99 des Journals fiir Mathematik, S. 334 - 336) der freien Begriffsbil-
dung in der Mathematik gewisse Beschrinkungen hat auferlegen wollen, die ich nicht
als berechtigt anerkenne; niher hierauf einzugehen erscheint aber erst dann geboten,
wenn der ausgezeichnete Mathematiker seine Griinde fiir die Notwendigkeit oder
auch nur die Zweckmifigkeit dieser Beschrinkungen veréffentlicht haben wird.“

Dasistnun inhaltlich wie historisch von grofier Bedeutung. Leopold Kronecker
(1823 -1891) gehorte als angesehener Mathematiker zu den aktiven Gegnern der
Cantorschen Mengenlehre und des Cantor-Dedekindschen Mengenbegriffs. Er
war Mitbegriinder des konstruktivistischen und intuitionistischen Zweiges der
Mathematik, der sich von der klassischen, mengentheoretisch fundierten Mathe-
matik dadurch unterscheidet, dafi viele Dinge nicht erlaubt sind, etwa Existenzbe-
weise, die keine konkreten Beispiele oder Algorithmen mitliefern, oder der logi-
sche Schlufl von nicht nicht A auf A fiir Aussagen A. Den Nachweis der allgemeinen
»Notwendigkeit oder auch nur der Zweckmifigkeit“ der Freiheitsberaubung ist
dieser Zweig bis heute schuldig geblieben, und die klassische Mathematik kann
mit ihrer scharfen Trennung der Begriffe Existenz und Algorithmus konstruktive
Fragen innerhalb ihrer zollfreien Landschaften sehr gut behandeln, ohne stindig
auf ein ,Rasen betreten verboten® zu stofien.
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Riickblickend erscheint heute die von konstruktiver Seite geférderte Feinanalyse des for-
malen mathematischen Beweisbegriffs am interessantesten zu sein, die zu charakterstarken,
wenn auch etwas kauzigen Subsystemen der klassischen Logik gefiihrt hat (intuitionisti-
sche Logik und Minimallogik, vgl. auch 3.2.). Vorausblickend findet das nicht gerade ideo-
logiefreie konstruktive Erbe seine Katharsis vielleicht einmal in Anwendungen in der Infor-
matik. Die Ergebnisse miissen letztendlich immer zeigen, was fiir bestimmte Dinge
yzweckmifig® istund was nicht. Unwahrscheinlich erscheint es heute, dafi der konstruktive
Rahmen den weitergefafiten klassischen Rahmen einmal ersetzen wird, wie es von vielen
Apologeten des Nichtdiirfens einmal vorgesehen war.

Inhaltlich besagt die Selbstbestimmtheit des Mengenbegriffs, dafi wir eine
Menge A bilden und mit ihr operieren kénnen, ohne in allen konkreten Fillen
Fragen der Form , Ista € A ?* oder ,, Hat A die und die Eigenschaft ?“ beantworten
zu konnen. Es zeigt sich, daff in der allgemeinen mathematischen Praxis Be-
stimmtheitssorgen nicht auftauchen. Die Menge aller Primzahlen wird man als
bestimmt ansehen, sobald man weifi, was eine Primzahl ist, die endlos strittige
Menge aller sinnvollen Steuergesetze kommt dagegen in der Mathematik erst
gar nicht vor. Innerhalb der formalen axiomatischen Mengenlehre werden dann
letzte Zweifel an der Bestimmtheit von Mengenbildungen ausgeriumt, da diese
kunstsprachlich genau geregelt werden. Man hitte in den sonnigen Breiten der
iiblichen Mathematik ein Streusalz gegen Glatteisbildung nicht nétig, aber fiir
viele gewagtere Expeditionen der mathematischen Logik ist eine technische Zu-
satzausriistung unerldflich. Erst die Selbsterkenntnis fithrt zum Siindenfall und
zum Verlust eines gleichformigen Klimas.

Cantor schrieb bereits 1882 zu Fragen der Bestimmtheit und Wohldefiniert-
heit von Mengenbildungen:

Cantor (1882b): ,Eine Mannigfaltigkeit (ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, die
irgend welcher Begriffssphire angehoren, nenne ich wobldefiniert, wenn auf Grund ih-
rer Definition und in Folge des logischen Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten [d. h.
es gilt, entweder A oder nicht A* fiir alle Aussagen A, scholastisch tertium non datur, ein
Drittes gibt es nicht] es als intern bestimmt angesehen werden mufi, sowob/ ob irgend ein
derselben Begriffssphire angehoriges Objekt zu der gedachten Mannigfaltigkeit als
Element gehort oder nicht, wie auch ob zwei zur Menge gehorige Objekte, trotz forma-
ler Unterschiede in der Art des Gegebenseins einander gleich sind oder nicht.

Im allgemeinen werden die betreffenden Entscheidungen nicht mit den zu Gebote
stehenden Methoden oder Fihigkeiten in Wirklichkeit sicher und genau ausfiihrbar
sein; darauf kommt es aber hier durchaus nicht an, sondern allein auf die interne Deter-
mination, welche in konkreten Fillen, wo es die Zwecke fordern, durch Vervollkomm-
nung der Hilfsmittel zu einer aktuellen (externen) Determination auszubilden ist.”

Wir haben also alle Freiheiten in der Mengenbildung, sofern nicht die Men-
genbildungen selber widerspriichlich sind. Das ist zugegebenermafien ein fast
schon hiretischer Gedanke - nur Gott kann alles, was sich nicht selbst wider-
spricht. (Den Zusatz der Widerspruchsfreiheit machte bereits die Scholastik,
weshalb die bekannte Frage, ob der allmichtige G. auch einen Stein zu machen
in der Lage ist, den er selber nicht auftheben kann, dort unproblematisch ist: Er
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kann es nicht, was seiner Allmacht keinen Abbruch tut.) Mephisto wird uns
nachrufen, ob uns bei unserer Gottihnlichkeit der freien Mengenbildung und
der Erkenntnis dessen, was Menge ist und was nicht, nicht bange wird. Wir kiim-
mern uns aber nicht um den Teufel.

Man kann die Selbstbestimmtheit der Mengen auch so beschreiben: Wir kon-
nen die weite Welt erforschen, ohne alle Details unserer Umgebung zu kennen.
Und die mathematische Walz auf dem Fuhrwerk der internen Determiniertheit
erweistsich als fruchtbar: Naheliegende Fragen konnen wir oft dann 16sen, wenn
wir tiber einen viel weiter entfernten Raum etwas in Erfahrung gebracht haben.
Die Mathematik wird durch die geschickte iterierte Bildung von Objekten, die
zunichst viele nur intern determinierte Eigenschaften haben, nicht blockiert
oder gefihrdet, sondern angetrieben und gefordert. Die Kenntnis einiger Eigen-
schaften naheliegender Objekte reicht aus, um einige Eigenschaften entfernterer
Objekte extern bestimmen zu kénnen, aus denen dann neue Erkenntnisse iiber
nahe Objekte gewonnen werden konnen. Das Abschneiden dieser Schleife wiir-
de einen Ergebnismangel nach sich ziehen, der nicht zu verschmerzen wire.

Damit sind wir bei einer Vorstellung angelangt, zu der die freie Mengenbil-
dung und die Selbstbestimmtheit ihrer Produkte in natiirlicher Weise fiihrt: Die
Mengenbildung ist eher eine Mengenbenennung. Es gibt eine mathematische
Welt aufierhalb von uns, die es zu erforschen gilt, ganz so, wie die Entdecker un-
bekannte Linder erforscht haben, wie die Astronomie uns heute das Weltall
Stiick fiir Stiick niher bringt, oder wie ein Philologe eine vergessene alte Sprache
entziffert. Es gibt Fragen iiber Fragen, und dann gibt es plotzlich Antworten, die
frei von Willkiir gegeben werden, und weltbildende Wirkung haben kénnen, oh-
ne dabei als absolute Wahrheiten auftreten zu miissen. Sie bleiben einfach Ent-
deckungen. Diese Vorstellung einer Mengenwelt aufierhalb unserer selbst, so
naiv sie sein mag, gehort zu den fruchtbarsten Konstrukten. Als idealistische
menschliche Vorstellung bleibt sie stets aufierhalb der Mathematik, aber dieses
wauferhalb von etwas” ist gerade das, was sie nihrt. Ein kiihles nichtliches Welt-
all und ein romantischer Betrachter passen gut zusammen.

Wir kommen gleich noch einmal auf diese Idee einer platonischen Mengen-
welt zuriick. Zunichst wenden wir uns dem Wort ,Menge*“ und der recht kom-
plizierten Entstehung seiner Bedeutung selber zu.

Die Genese von ,,Menge*

Der Term ,,Menge“ selbst wurde von Bernard Bolzano (1781 - 1848) geprigt,
und Cantor hat ihn von Bolzano tibernommen. Bolzano beschreibt Mengen um-
stindlich ber ,Inbegriffe“. In den posthum ,aus dem schriftlichen Nachlasse
des Verfassers® herausgegebenen ,,Paradoxien des Unendlichen heifit es:

Bolzano (1851): ,Es gibt Inbegriffe, die, obgleich dieselben Teile [ Elemente] A,B,C, D,
... enthaltend, doch nach dem Gesichtspunkte (Begriffe), unter dem wir sie so eben
auffassen, sich als verschieden ... darstellen... Wir nennen dasjenige, worin der
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Grund dieses Unterschiedes an solchen Inbegriffen besteht, die Art der Verbin-
dung oder Anordnung ihrer Teile. Einen Inbegriff, den wir einem solchen Begriffe
unterstellen, bei dem die Anordnung seiner Teile gleichgiiltig ist (an dem sich also
nichts fiir uns Wesentliches andert, wenn sich blof§ diese indert), nenne ich eine
Menge...“

Bei Cantor sind nun erstaunlicherweise Mengen oft mit einer im Hintergrund
stillschweigenden ,inbegrifflichen Anordnung® versehen, von der der intuitive
Mengenbegriff heute, nicht zuletzt aufgrund Cantors eigener Umschreibungen,
vollig frei ist. Ordnungen werden heute Mengen erst nachtriglich aufgeprigt in
Form von Relationen (s.u.), insbesondere also in Form von anderen ungeordne-
ten Mengen. Cantor stellt sich das Gegebensein von Mengen oft geordnet vor,
aber er arbeitet mit ihnen dann derart, daff nur ihre Extension in die Argumente
eingeht. Wir kommen spiter auf diese, aufierhalb von ordnungstheoretischen
Uberlegungen véllig stumme, Ordnung der Cantorschen Mengenvorstellung
noch zuriick (2.6). Sie ist interessant, aber fiir Cantors mathematische Ergebnis-
se irrelevant und bei der Lektiire seiner Werke nicht storend.

Neben ,Menge“ wurde im 19. Jahrhundert auch mehr oder weniger gleich-
wertig verwendet: Mannigfaltigkeit, Gesamtheit, Inbegriff, Varietit, Klasse,
Vielheit, System.

Dedekinds Wortwahl ,,System® orientiert sich an der griechischen Tradition
der Zahl als System von Einheiten oder Monaden (povédwv ovompa). Diese
Vorstellung wird bereits Thales (~ 625 - 547 v. Chr.) zugeschrieben, explizit steht
sie bei Nikomachos von Gerasa etwa 100 n. Chr. Euklid (~ 295 v. Chr.) spricht
nicht von Systemen, dafiir wird bei ihm der Akt der Zusammenfassung betont:
Eine Zahl ist eine aus Einheiten zusammengesetzte Menge, 10 &t uovadwv
ovvxeiuevov tindog, wobei mhndog Menge, Anzahl, Vielheit bedeutet. Dessen
Waurzel ist wohv, das im fremdsprachlich angereicherten Deutschen als Vorsilbe
poly-iberlebthat. Die Monaden hat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) zu
neuen Ehren gebracht, und auch noch Cantor wird derartige Einheiten bei seiner
Definition von Kardinalzahl und Ordinalzahl verwenden. Euklid und eine lange
Tradition trosten den extensional ,,verdorbenen® Betrachter dieser Definitionen
dann nur wenig: Eine Menge, die aus ununterscheidbaren Einheiten zusammen-
gesetzt ist, kann nicht mehr als ein Element haben.

In anderen Sprachen sind heute gebriuchlich: englisch sez, franzosisch ensem-
ble, italienisch insieme, spanisch conjunto, niederlindisch das fiir deutsche Ohren
hiibsche verzameling, neugriechisch ovvoho. Im Mittelhochdeutschen sagte man
manec, wenn man ,viel, reichlich“ meinte, was die Zunge dann zu manch und
mannigfach abgeschliffen hat (das englische many gehort ebenfalls hierher). Die
Menge und die in der Mathematik heute sehr geometrisch aufgeladene Mannig-
faltigkeit sind also etymologische Schwestern. Das Wort Menge selber stammt
vom mittelhochdeutschen mzenige, gebildet aus manec wie etwa Linge aus lang.
Menge hat dagegen mit vermengen etymologisch zum Gliick nichts zu tun. Das
wviel, reichlich® hinter dem Begriff mag erkliren helfen, warum lange Zeit Men-
gen, die gar kein Element oder nur ein einziges besitzen, als Sonderfille betrach-
tet, isoliert oder sogar mit ihrem einzigen Element verwechselt wurden.
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Der Leser moge diese etymologischen Ausfliige verzeihen, aber der Autor ist seit der
Zeit, als er zum ersten Mal erfahren hat, daf§ der altgriechische Begriff fiir Wahrbeit wort-
lich genommen nichts anderes bedeutet als das Unverborgene vom Wert des Zuriickhor-
chens iiberzeugt. Er wird sich bis zum Auftreten von Kardinalzablen aber zuriickhalten.

Das Sein und das Epsilon

Das Zeichen ¢ fiir die Elementbeziehung, spiter stilisiert zu €, hat Giuseppe
Peano (1858 - 1932) 1889 in einer lateinisch geschriebenen Arbeit eingefiihrt, in
dersich auch die bekannten Dedekind-Peano-Axiome der Zahlentheorie finden:

Peano (1889): ,IV. De classibus.
Signo K significatur classis, sive entium aggregatio.
Signum € significat esz. Ita a € b legitur « est quoddam b; a € K significat a est quaedam
classis; a € P significat a est quaedam propositio.“

Das kleine Epsilon geht hierbei auf &otiv, altgriechisch fiir ,er, sie, es ist“ zu-
riick, a € bmeintalso ,a ist ein b¥, a ist eines derer von b, das ,,Sein des Seienden“
der Mengen sind also ihre Elemente.

Georg Cantor gebrauchte tiberraschenderweise keine Abkiirzung fiir den Aus-
druck ,,a ist Element von b“, und erst in den 20er Jahren des 20. Jahrhunderts
setzte sich eine Abkiirzung und die Schreibweise von Peano durch.

Hausdorff (1927): ,Die fundamentale Beziehung eines Dinges a zu einer Menge A, der es
angehort, bezeichnen wir mit G. Peano in Wort und Formel folgendermafien:
aist Elementvon A: agA.“

In seinen ein halbes Tausend Seiten starken ,,Grundziigen der Mengenlehre®
von 1914 kommt Hausdorff wie Cantor noch ohne eine Abkiirzung fiir die Ele-
mentbeziehung aus.

Der Platonismus in der Mathematik

Eine frithere Umschreibung des Mengenbegriffs von Cantor lautete:

»Unter einer Mannigfaltigkeit oder Menge verstehe ich nimlich allgemein jedes
Viele, welches sich als Eines denken lifSt, d. b. jeden Inbegriff bestimmiter Ele-
mente, welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen verbunden werden kann, und
ich glaube hiermit etwas zu definieren, was verwandt ist dem Platonischen
eldoc oder 1d¢a. ... «

(Georg Cantor; 1883b, Anmerkung 1)

Hier ist der Zusatz ,, ... welches sich als Eines denken li8t“ von grofier Bedeu-
tung. Dieser Hinweis wire tiberfliissig, wenn sich jede Vielheit, jeder Bereich von
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Objekten als Einheit denken ldfit. (Wir betonen diese Feinheiten, weil filschli-
cherweise oft der Cantorsche Mengenbegriff mit der inkonsistenten naiven
Mengenlehre identifiziert wird.)

Die explizite Verbindung der Mengen mit der Platonischen Ideenlehre ist fiir
die Vorstellung, was durch die Mengenlehre beschrieben wird, seit jeher sehr
klar und fruchtbar: Mengen existieren als Ideen unabhingig von uns. Und dies
gilt allgemein fiir die Objekte der Mathematik. Wir reden nicht iiber geometri-
sche Figuren - Kreise, Dreiecke, Geraden -, die wir in den Sand zeichnen, son-
dern tiber diese Figuren an sich. Ebenso ist es mit den Zahlen, die nicht das sind,
was wir auf einem Papier in bestimmter Art und Weise notieren, sondern die fur
sich in einer wohldefinierten Realitit vorhanden sind. Und erst recht gilt dies fiir
die Mengen, die wir erst bei der Beschiftigung mit mathematischen Objekten
entdecken, und die sich dann als fundamental herausstellen. (Der Hinweis, daf§
die Mathematik abstrahiert, bringt nichts an Klarheit. Gerade als eine Operation
muf} die Abstraktion auf etwas verweisen, und was sollte das Zielobjekt anderes
sein als ein Ding aufierhalb der Sinnenwelt.)

Existieren die mathematischen Gebilde zwar in einer durch die blofie Sinnes-
wahrnehmung nicht zuginglichen Welt, so haben sie doch oftmals ihre Abbilder
in der erfahrbaren Realitit, durch die wir sie entdecken kénnen - bei Platon:
durch die unsere Seele sich an sie erinnert. Die enge Beziehung der Mengenlehre
mit der Metaphysik, der Erkenntnis dessen, was hinter der erfahrbaren Realitit
existiert, hat Cantor Zeit seines Lebens betont. Jeder Mathematiker, der sich
fragt, was er eigentlich tut, kommt an diesen Fragen nicht vorbei. Und die plato-
nisch aufgefafite Mengenlehre bildet dasjenige Gedankengebiude, an dem sich
alle anderen Antworten reiben und verglichen mit dem alle anderen bisher vor-
getragenen umfassenden Konzepte doch blof§ als Strohhiitte neben einem grie-
chischen Tempel erscheinen - zumindest aus der Sicht des Platonikers. Zuweilen
liest man, dafi der Platonismus heute in der Mathematik und der Mengenlehre
nicht mehr aktuell sei. Dies ist keineswegs der Fall. Nicht zuletzt hat er aus dsthe-
tischen und didaktischen Griinden Prioritit, und was kann man von einer Sicht
der Dinge besseres sagen, als daf} sie das Verstindnis der Dinge férdert und be-
glinstigt. Wir diskutieren den kontriren formalistischen Standpunkt im dritten
Abschnitt. Der Leser ist aufgerufen, sich sein eigenes Bild zu machen.

Unendliche Mengen

Unendliche Mengen bilden das Zentrum der Mengenlehre, und sie werden
dort als ,fertige Gesamtheiten“ angesehen.

Hausdorff (1914): ,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Dingen zu einem Gan-
zen, d. h. zu einem neuen Ding. Man wird dies allerdings schwerlich als Definition,
sondern nur als anschauliche Demonstration des Mengenbegriffs gelten lassen, die
auf einfache Beispiele verweist: wie etwa die Menge der Einwohner einer Stadt, die
Menge der Wasserstoffatome der Sonne. Diese beiden Mengen sind endlich, sie be-
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stehen aus einer endlichen, die zweite freilich aus einer ungeheuer grofien Anzahl von
Gegenstinden. Es ist das Verdienst Georg Cantors, auch unendliche, d.h. nicht
endliche Mengen in den Kreis der Betrachtung gezogen und damit, iiber populire
Vorurteile und philosophische Machtanspriiche hinwegschreitend, eine neue Wissen-
schaft, die Mengenlehre, begriindet zu haben; denn eine blofie Theorie der endlichen
Mengen wire ja nichts weiter als Arithmetik und Kombinatorik. Die Menge der na-
tirlichen Zahlen, die Menge der Punkte des Raumes sind die nichstliegenden Bei-
spiele unendlicher Mengen ... “

Uber die Existenzberechtigung ,fertiger* unendlicher Objekte gab es im
19. Jahrhundert eine zuweilen polemische und iiberhitzte Diskussion. Man un-
terscheidet hier zwei Konzepte: ,aktual unendlich® und ,,potentiell unendlich®.
Das folgende Beispiel zweier Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen erliutert
diese beiden Begriffe vielleicht am besten: ,,Die Menge der natiirlichen Zahlen
existiert als ein mathematisches Objekt“ (aktual unendlich) bzw. ,Es gibt zwar
keine grofite natiirliche Zahl, aber eine fertige Gesamtheit der natiirlichen Zah-
len existiert nicht“ (potentiell unendlich).

Cantor hat mehrmals betont, dafi das potentiell Unendliche das aktual Unend-
liche (oder Transfinite) voraussetzt. Lesenswert ist hierzu die folgende Fufinote
aus dem philosophischen Aufsatz ,, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten“ aus
dem Jahre 1887, eine Polemik gegen Johann Friedrich Herbart (1776 - 1841):

Georg Cantor (1887): ,Nach Herbart ... soll der Begriff des Unendlichen ,auf einer wan-
delbaren Grenze, welche in jedem Augenblick weiter fortgeschoben werden kann, bzw.
muf}‘ beruhen ... Ist es den Herren ginzlich aus der Erinnerung gekommen, dafi, von
den Reisen abgesehen, die in der Phantasie oder im Traume ausgefiihrt zu werden
pflegen, dafi, sage ich, zum sicheren Wandeln oder Wandern fester Grund und Boden
sowie ein geebneter Weg unbedingt erforderlich sind, ein Weg, der nirgends abbricht,
sondern tiberall, wohin die Reise fiihrt, gangbar sein und bleiben muf§? ... Die weite
Reise, welche Herbart seiner ,wandelbaren Grenze* vorschreibt, ist eingestandenerma-
fen nicht auf einen endlichen Weg beschrinkt; so muf§ denn ihr Weg ein unendlicher,
und zwar, weil er seinerseits nichts Wandelndes, sondern iiberall fest ist, ein aktualunend-
licher Weg sein. Es fordert also jedes potentiale Unendliche (die wandelnde Grenze) ein
Transfinitum (den sicheren Weg zum Wandeln) und kann obne letzteres nicht gedacht
werden... Da wir uns aber durch unsere Arbeiten der breiten Heerstrafie des Transfi-
niten versichert, sie wohlfundiert und sorgsam gepflastert haben, so 6ffnen wir sie
dem Verkehr und stellen sie als eiserne Grundlage, nutzbar allen Freunden des poten-
tialen Unendlichen, im besondern aber der wanderlustigen Herbartschen ,Grenze*
bereitwillig zur Verfiigung; gern und ruhig tiberlassen wir die Rastlose der Eintonig-
keit ihres durchaus nicht beneidenswerten Geschicks; wandle sie nur immer weiter,
es wird ihr von nun an nie mehr der Boden unter den Fiifien schwinden. Gliick auf die
Reise!“

Heute hat sich das aktual unendliche Konzept in der Mathematik erfolgreich
durchgesetzt. Die Gefahr, dafi der Begriff einer fertigen unendlichen Gesamt-
heit letztendlich widerspriichlich ist, besteht zwar weiterhin, und ein kritisches
Bewufitsein ist sicher angebracht, zumal in der Natur die Endlichkeit - entge-
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gen allem Anschein - vorzuherrschen scheint (vgl. auch die Diskussion und das
Hilbert-Zitat im Kapitel 6 tiber unendliche Mengen). Andererseits wird nun seit
fast hundert Jahren intensiv und erfolgreich in den meisten Teilgebieten der Ma-
thematik mit unendlichen Objekten gearbeitet, und die Grundlagenforschung
ist, im Gegensatz zur Situation im 19. und frithen 20. Jahrhundert, erwachsen ge-
worden. Mit einem einfachen Widerspruch ist nicht zu rechnen, und das aus dem
Konzept der aktual unendlichen Mengen heraus bewiesene Resultat ,eine un-
endliche Menge existiert nicht oder ,,die Menge der reellen Zahlen existiert
nicht“ wire mit hoher Wahrscheinlichkeit keine Katastrophe, sondern vielmehr
eine der tiefsten Erkenntnisse der Mathematik und auch des menschlichen Ver-
standes.

Gegen eine solche Gotterdimmerung und die Widerspriichlichkeit der Theo-
rie aktual unendlicher Mengen sprechen viele Argumente. Nicht zuletzt sind die
Resultate der Mengenlehre von einer derart ergreifenden Schonheit, daff ein Zu-
sammenbrechen des Gebiudes zusammen mit der Wahrung des Vertrauens, daf§
uns Natur und Verstand nicht an der Nase herum fiihren, schwer vorstellbar ist.

Die philosophische Frage nach der Unendlichkeit bleibt aber bestehen. Aller-
dingsscheintes, dafy sie auf einem gewissen Niveau nur auf dem Boden der mengen-
theoretischen Resultate diskutiert werden kann, und sich in Vagheiten verliert,
wenn sie sich zu weit davon entfernt. Sicher der beste jiingere Beitrag zur Unend-
lichkeit ist das durch die mengentheoretische Forschung errichtete Gebiude der
grofien Kardinalzahlaxiome, dessen Bedeutung fir die Mathematik noch nicht ab-
zusehen ist. Wir werden die ersten Stockwerke im zweiten Abschnitt erkunden.

Stellvertretend fiir die andere Seite sei Carl Friedrich Gauf (1777 - 1855) zi-
tiert mit seinem Verdikt des aktual Unendlichen, das, so ernst es aus solchem
Munde zu nehmen ist, doch zu jenen ,,Vorurteilen und Machtanspriichen® ge-
hort hat, die Cantor das Leben schwer gemacht haben:

»So protestiere ich zuviorderst gegen den Gebrauch einer unendlichen GrofSe als
einer vollendeten, welches in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendli-
che ist nur eine fagon de parler [Sprechweise ], indem man eigentlich von Grenzen
spricht, denen gewisse Verbdiltnisse so nabe kommen als man will, wibrend ande-
ren obne Einschrinkung zu wachsen gestattet ist.

(Gaufs an Heinrich Schumacher (1780 - 1850), 12. fuli 1831)

Diese Briefstelle kann man - allerdings nur mit viel Wohlwollen - auch als be-
rechtigte Kritik daran lesen, mit den damals unzureichend definierten infinitesi-
malen Grofien so zu rechnen, als wiren sie wohldefinierte Objekte.

Zu ,potentiell unendlich“ und ,aktual unendlich®, und zur Genese der systema-
tischen Untersuchung aktual unendlicher Mengen durch Georg Cantor schreibt
Abraham Fraenkel (1891 - 1965) dann aus relativ grofier zeitlicher Distanz:

Abrabam Fraenkel (1959): ,In der klassischen® Mathematik des 19. Jahrhunderts tritt das
Unendliche im allgemeinen in ,potentieller* Form auf. Mittels dieses potentiellen Un-
endlichkeitsbegriffs haben A. L. Cauchy und seine Nachfolger in der ersten Hilfte des
19. Jahrhunderts die Infinitesimalrechnung streng begriindet, dann K. Weierstrafi,
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G. Cantor und H. Méray in der zweiten Hilfte den Zahlbegrift, insbesondere die irra-
tionalen Zahlen, und auf dieser Grundlage die Funktionentheorie aufgebaut. Es wird
geniigen ein ganz einfaches Beispiel zu geben: die Aussage lim, _, .. 1/n = 0 (gelesen:
der Limes (Grenzwert) von 1/n, wenn n nach Unendlich strebt, ist Null (oder auch
unendlichklein)) ist nichts als eine symbolische Verkiirzung der Behauptung: der
Quotient 1/n, wo n eine natiirliche Zahl bedeutet, kann mit beliebiger Genauigkeit an
Null angenihert werden dadurch, dafi n gendigend grof§ gewihlt wird. Offensichtlich ist
in dieser Behauptung von Unendlichgrofiem oder -kleinem nicht die Rede...

Ungeachtet gewisser tastender Ansitze einiger Mathematiker in den 70er und 80er
Jahren, wie H. Hankel, A. Harnack, P. duBois Reymond, ist es erst Georg CANTOR
(1845 - 1918), der Schapfer der Mengenlebre, gewesen, der das aktuale Unendlich sorg-
filtig begriindet, systematisch in Mathematik und Philosophie eingefiihrt und zur
Grundlage einer eigenen Disziplin, eben der Mengenlehre, gemacht hat, die seit der
Jahrhundertwende siegreich fast alle mathematischen Disziplinen infiltriert und weit-
gehend umgestaltet hat. Indes ist die Schopfung der Lehre vom aktualen Unendlich
nicht etwa zielbewufit vom Anfang an beabsichtigt gewesen. Seit 1870 ging Cantor,
der zeitlebens in Halle lehrte, von konkreten mathematischen Problemen der Theorie
der reellen Funktionen aus, bei denen es auf die Unterscheidung endlich- oder unend-
lichvieler ,Ausnahmepunkte‘ ankam, und rang sich nur allmihlich, tiber eigene Hem-
mungen hinweg und dem heftigen Widerstand seiner mathematischen Zeitgenossen
zuwider, zu einer allgemeinen revolutioniren Begriffsbildung durch...*

Mit dem Begriff ,Mengenlehre“ ist oft zweierlei gemeint: Zum einen die
Sprache der Mengenlehre samt ihrem aktual unendlichen Konzept und den ele-
mentaren Begriffen und Operationen, die sie der Mathematik als Grundwort-
schatz zur Verfiigung stellt, und zum anderen die abstrakte mathematische
Theorie, die die Struktur des weiten mengentheoretischen Universums zu
ergriinden sucht. Die Sprache der Mengenlehre lag Ende des 19. Jahrhunderts
sicher in der Luft, und wurde vielerorts geschmiedet, etwa bei Richard Dede-
kind. Die Theorie ist Werk von Georg Cantor alleine, und trigt auch heute noch
seine Handschrift. Dariiber hinaus war er in der Formung der Sprache - als na-
tirliche Folge der Herausbildung seiner Theorie — der begabteste Feinschmied.
Die ,Infiltrierung und Umgestaltung” aller mathematischer Disziplinen, von
der Fraenkel spricht, bezieht sich auf die Sprache der Mengenlehre und nicht auf
die Mengenlehre als mathematische Theorie. Man kann auch nach Cantor noch
sehr gut Mathematik betreiben, ohne viel von hoheren Michtigkeiten und ohne
irgendetwas von Wohlordnungen zu wissen. Mit unendlichen Objekten haben
die meisten Mathematiker dagegen tagtiglich zu tun. In diesem Buch bezieht
sich der Ausdruck ,Mengenlehre“ zumeist auf die mathematische Theorie, wo-
bei die Theorie in offensichtlicher Weise ebenfalls von der Sprache der Mengen-
lehre Gebrauch macht.

Nach dieser Beschreibung der Intuition und ihrer formenden Ausgestaltung
in einen extensionalen, iterativen und freien Mengenbegriff, zusammen mit eini-
gen historischen und philosophischen Bemerkungen, die die Komplexitit der
zugehorigen Fragen vielleicht erahnen lassen, werden wir nun die ersten Erkun-
dungen im Reich der mathematischen Mengen unternehmen. Zu Anfang einer
mathematischen Theorie gibtes immer viele Definitionen. Aber wir miissen eine
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Grundsprache und in ihr eine gewisse Geldufigkeit entwickeln, um iber Mengen
unangestrengt reden zu konnen. Und neue Worte helfen ja immer auch, sehen zu
lernen, was es alles gibt.

Mengen aus mathematischen Objekten

Anstatt mit beliebigen ,,Objekten der Anschauung oder unseres Denkens* wie
in Cantors intuitiver Beschreibung von 1895 wollen wir uns hier nur mit Objek-
ten der Mathematik beschiftigen. In ,a € b“ sollen also a und b mathematische
Objekte bezeichnen.

Es wire nicht notig, neben den Mengen andere Objekte zuzulassen - soge-
nannte Grund- oder Urelemente -, denn es hat sich gezeigt, dafl man alle in der
Mathematik gebrauchten Objekte, insbesondere auch die natiirlichen Zahlen,
geeignetals Mengen interpretieren kann. Fiir die ersten zwei Abschnitte machen
wir der Einfachheit halber die folgende Konvention. Eine gewisse Kenntnis der
Grundzahlen setzen wir dabei voraus.

Konvention
Wir setzen fiir diesen und den nichsten Abschnitt die natiirlichen, ganzen,
rationalen und reellen Zahlen samt ihren iblichen Rechenoperationen und
den natiirlichen Ordnungsbeziehungen < und < als gegeben voraus.

Mathematische Objekte (innerbalb der ersten beiden Abschnitte)
(i) Die mathematischen Grundobjekte (Urelemente) sind:
Natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen.
(1)) Jede Menge ist ein mathematisches Objekt.

Die mathematischen Objekte bestehen also aus den Grundobjekten und den
Mengen. (Die Rechenoperationen und die Ordnungsbeziehung auf den Grund-
zahlen sind Funktionen und Relationen, die wir als Mengen von geordneten
Paaren auffassen, siche Kapitel 3.)

Wir halten noch fest: Ist b eine Menge und a € b, so ista ein Grundobjekt oder
eine Menge.

Die bescheidene Auswahl der Grundobjekte in (i) geschah lediglich aus Griin-
den der Definitheit. Insbesondere die natiirlichen und die reellen Zahlen werden
fiir die ersten Schritte zur Erkundung unendlicher Mengen eine zentrale Rolle
spielen. Wir diskutieren unten wichtige Eigenschaften dieser Zahlen. Der Leser,
dem obige Konvention zu eng erscheint, kann zusitzlich beliebige Objekte der
Mathematik betrachten, um sich Beispiele fiir Mengen und Mengen von Men-
gen zu konstruieren.

Im dritten Abschnitt werden wir auf Urelemente ganz verzichten. Daf} alles
aus dem Nichts entsteht ist zwar eine kulturgeschichtlich vertraute Idee, die
Erzihlung scheint dem Autor aber mit ,,Im Anfang waren die Zahlen ...“ viel
flissiger in Gang zu kommen als mit ,,Im Anfang war die leere Menge ...“.
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Die Grundobjekte

Wir kénnen die Grundobjekte zu Mengen zusammenfassen:

Definition
Wir setzen:
N = ,die Menge der natiirlichen Zahlen®,
Z = ,die Menge der ganzen Zahlen®,
Q = ,die Menge der rationalen Zahlen,
R = ,die Menge der reellen Zahlen®.

DawirN, Z, Q, R schlicht als gegeben voraussetzen, sind einige Bemerkungen
angebracht.

Natiirliche und ganze Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sollen die 0 als Element enthalten. Wir schreiben na-
tiirliche Zahlen wie iiblich zumeist in Dezimalschreibweise:

0,1,2,3,...,10, 11, ...
Eine ganze Zahl schreiben wir in der Form +n oder —n wobei n eine natiirli-
che Zahl ist:
+0,-0,+1,-1,+2,-2,...
Esgilt +0 = - 0.
Eine wichtige Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist: Jede nichtleere Menge

von natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element. Ist A eine Menge von natiirli-
chen Zahlen, die mindestens ein Element enthilt, so sei

min(A) = ,das (eindeutig bestimmte) kleinste Element von A“.

[gelesen: Minimum von A].
Ist also z. B. A die Menge bestehend aus 8, 11, 5, 7, so ist min(A) = 5.

Rationale Zahlen

Die rationalen Zahlen schreiben wir entweder als Briiche in der Form +n/m
oder —n/m, wobei n,m natiirliche Zahlen sind mit m # 0 oder als endlichen oder
periodisch endenden unendlichen Dezimalbruch in der Form
£1,2y...2;, bzw.

#n,b;...bya;...aa;...a.a;...a...,
wobei n,m, k natiirliche Zahlen sind, und 0 < a; < 10 gilt fir alle 1 <i<k.
So gilt etwa:

-17/8
1/3

-2,125, 1/7
0,333..., 1/700

0,142857142857142857 ...,
0,00142857142857142857 ...



28 1. Abschnitt Einfihrung

Reelle Zahlen und kanonische Darstellung

Reelle Zahlen schreiben wir zumeist als Dezimalbruch + n, a; a, a3 ..., wobein
eine natiirliche Zahl ist und 0 < a; < 10 gilt fiir alle i > 1.
Ist die Dezimaldarstellung einer reellen Zahl x von der Form

+n,2;...2,000...,

so sagen wir, daf} diese Dezimaldarstellung von x trivial endet. Jede reelle Zahl x
- aufier der Null! - hat eine eindeutige nicht trivial endende Dezimaldarstellung.
So gilt etwa:

1,000 = 0,999...,
1,1245000... = 1,1244999...,
~1,01000 = -1,00999...

Die nicht trivial endende Dezimaldarstellung von x € R, x # 0, bezeichnen wir
als die kanonische (unendliche) Dezimaldarstellung von x. Weiter nennen wir

0,000... die kanonische (unendliche) Dezimaldarstellung der 0.

Derartige Pedanterien sind in der Mengenlehre leider notwendig, da oftmals mit den
Nachkommastellen von reellen Zahlen jongliert wird, und es hierfiir auf eindeutige Dar-
stellungen ankommt. Daf} wir hier im Zweifel den unendlichen Darstellungen den Vor-
zug geben, geschieht einzig aus Griinden spiterer Bequemlichkeiten.

Fiir jede natiirliche Zahl b > 2 und jede reelle Zahl x existiert weiter eine b-adi-
sche Darstellung von x:

X = £n,2; 223 ... mit0<a;<b.

Dannist x = = (n +a;/b + a,/b% + a;/b* + ...).

Wie fiir die 10-adische, also die Dezimaldarstellung, existiert fiir jede reelle
Zahl x # 0 eindeutig die nicht trivial endende kanonische b-adische Darstellung
von x. Die 2-adische Darstellung heifit auch Bindrdarstellung.

Soistz.B. 0,111... die kanonische Binirdarstellung der 1.
Fir alle b > 2 sei wieder 0,000 ... die kanonische b-adische Darstellung der 0.

In diesem Buch brauchen wir neben der Dezimaldarstellung und der Binérdar-
stellung nur noch die 3-adische oder Ternirdarstellung (bei der Diskussion der
Cantormenge).

Konvention
Wir identifizieren:

ne N mit +ne 7,
+nbzw. -ne Z mit +n/1bzw.-n/l e Q,

+n,2a;...a, € Q mit +n,a;...2,000...e R.

Somit ist jede natiirliche Zahl eine ganze Zahl, jede ganze Zahl eine rationale
Zahl, und jede rationale Zahl eine reelle Zahl. (Periodische rationale Zahlen sind
bereits vor dieser Konvention auch reelle Zahlen.)
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Wir brauchen schliefilich noch einige Notationen. Der Betrag |x| einer reel-
len Zahl x ist definiert durch:

Il - X, falls x>0,
- -X, falls x<0.

Die gleiche Notation verwenden wir spiter fiir Mengen, wo | M| die Michtig-
keit einer Menge bezeichnet. Dies ist aber ungefihrlich.

Sind x4, ...,x, reelle Zahlen, so bezeichnen wir mit min(x, ...,x,) die klein-
ste der Zahlen xj, ..., x,. Analog bezeichnet max(xy, ..., x,) die grofite der
Zahlen x;,...,x,. So ist z. B. min(0, -1) = -1, max(2, 4, 3/2) = 4.

Einfache Mengenbildungen

Wir bezeichnen Mengen mit lateinischen, griechischen, Fraktur-, Skriptur-,
usw. Buchstaben (z.B. a, b, N, M, v, T, a, 2, oA, A, ...). Welche Mengen diese
Buchstaben bezeichnen, ist abhingig vom Kontext. Fiir bestimmte Mengen, die
hiufig auftauchen, gibt es feste, kontextunabhingige Zeichen, wie etwa das
schlanke N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen.

Der Leser findet verschiedene Alphabete mit den Namen der Buchstaben im Nota-
tionsteil des Buches.

Viele von diesen variablen Bezeichnungen suggerieren einen bestimmten Bereich
ihrer Bedeutung: Die Variablen n,m,k werden zumeist fiir natiirliche Zahlen ver-
wendet; istvon reellen Zahlen die Rede, so sind die Zeichen x,y, z erste Wahl; weiter
ist A ein strukturell komplizierteres Objektals a, und 2 oder s{ istnoch komplizier-
ter als A. (Warnung: In der Mengenlehre bedeuten hiufig auch kleine Buchstaben
reichhaltige Mengen.)

Das stindige Wiederholen gleicher Zeichen in dhnlichen Kontexten hat eine
erstaunliche — und erwiinschte ! - psychologische Wirkung: Man vergleiche:
yseienn e Nundxy, ..., x, € R“mitdem formal gleichwertigen ,,seien x € N und
ng, ..., n, € R Irgendwann sind aber im Kopf alle Zeichen belegt, und somit
sind Uberschneidungen nicht zu vermeiden.

Den Ausdruck ,,a € b“ lesen wir als:

»a ist Element von b, kurz ,a Element b*, oder auch ,a in b*

Fiir ,nicht a € b“ oder scholastischer ,non (a € b)“ schreiben wir auch ,,a ¢ b*“.
Wir vereinbaren zudem, daf§ a € b fiir alle a immer falsch und a ¢ b fiir alle a im-
mer richtig ist, falls b keine Menge ist.

Wir konnen jede konkrete Liste mathematischer Objekte ay, ...,a, zu einer
Menge zusammenfassen. Zur Bezeichnung verwenden wir die geschweiften
Mengenklammern ,, { “ und ,, } “:
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Definition (direkte Angabe der Elemente; Einermengen, Paarmengen)
Seienne N,n>1unday, ..., a, Objekte. Wir setzen

{aj,...,a,} = ,die Menge, die genau ay, ..., a, als Elemente enthilt*.

Speziell heifien fiir Objekte a,b die Menge { a } die Einermenge von a,
und { a, b } die (ungeordnete) Paarmenge von a,b.

Die Verwendung von geschweiften Klammern fiir die Notation von Mengen geht auf
Georg Cantor und das Jahr 1895 zuriick; er schrieb allerdings Mengen M in der heute ir-
ritierenden Form M = {m }, also M als Zusammenfassung von (vielen) Objekten m. Zuvor
(ab 1874) verwendete Cantor auch Notationen der Form (m), etwa (v) fiir die natiirli-
chen Zahlen. Die Schreibweise der Definition oben hat dann Ernst Zermelo (1871 -
1953) eingefiihrt:

Zermelo (1908): ,Die Menge, welche nur die Elemente a, b, ¢, ..., r enthilt, wird zur Ab-
kiirzung vielfach mit { a, b, ¢, ..., r } bezeichnet werden.”

Nach Definition gilt fiir alle x:
xef{ay,...,a,} gdw x=afireinie Nmitl1<i<n.

Die Abkiirzung ,,gdw* steht fiir ,,genau dann, wenn®, und meint dasselbe wie das
schwerfillige ,,dann und nur dann“. Ein Ausdruck der Form ,A gdw B ist lo-
gisch gleichwertig mit ,,aus A folgt B, und aus B folgt A“.

Fiir die Bildung der Paarmenge ista # b nicht vorausgesetzt! Nach dem Exten-
sionalititsprinzip gilt:

{a} = {a,a} = {a,a,...,a}, {a,b} = {b,a},
{a,b} = {a} gdw a = b.

Allgemein kénnen wir den folgenden nicht besonders spektakuliren Sachver-
halt konstatieren:

Ublmg
Seienn,m € Nund ay,...,a,, by, ...,b, Objekte mit den Eigenschaften:

(o) Fiiralle 1 <i<n existiert ein I <j<mmita; = b;.

(B) Fiiralle 1 <j<m existiert ein 1 <i<nmitb; = a;.

Dann gilt{a;,...,a,}={by,..., by, }.

Es geniigt, wenn der Leser verinnerlicht, daff eine Menge M ={a, b } nicht not-
wendig zwei Elemente haben muf}. Es kann a = b gelten, und dann ist M einele-
mentig.

Weiter definieren wir:
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Definition (leere Menge)
Wir setzen

& = ,die Menge, die kein Element enthalt®.

& heilit die leere Menge oder die Nullmenge.
Wir verwenden auch ,,{ }* als Bezeichnung fiir die leere Menge,
in Erweiterung der Schreibweise {a;, ..., a, }.

Cantor, Hausdorff und Zermelo haben noch das Symbol 0 fiir die leere Menge verwen-
det. André Weil (1906 - 1998) hat dann das J-Zeichen aus den nordischen Sprachen ein-
gefiihrt, und die Mathematiker mit ihrer Vorliebe fiir alle moglichen Alphabete haben
dieses Zeichen dann in ihren festen Vorrat iibernommen.

Die leere Menge kann Element einer anderen Menge sein. M ={ &} ={{}} hat
ein Element, nimlich die leere Menge. M = { &, { & } } hat zwei Elemente: & und
{ @ } sind verschieden, wie man mit dem Extensionalititsprinzip sofort sieht.

Hausdorff (1914): ,,Aufler den Mengen, die Elemente haben, lassen wir auch eine Menge
0, die Nullmenge, zu, die kein Element hat; die Gleichung A = 0 bedeutet also, dafi
auch die Menge A kein Element hat, verschwindet, leer ist. Auch hierzu ist die analo-
ge Bemerkung zu machen wie im allgemeinen Fall: die Gleichung A = 0 kann eine be-
deutungsvolle Aussage sein, wenn nimlich die Definition der Menge A ihr Verschwin-
den nichtunmittelbar erkennen lifit. Der Fermatsche Satz behauptet: die Menge der
natiirlichen Zahlen n > 2, fiir welche die Gleichung x" + y" = z" in natiirlichen Zahlen
X, y, z losbar ist, ist die Nullmenge.“

Hier wird wieder die Vorstellung iiber die Welt der Mengen ausgedriickt: Wir
kénnen Mengen definieren und mit ihnen operieren, ohne genau tber ihren
Umfang, ihre Extension, Bescheid zu wissen. Die Menge A allern e N, n > 2, fiir
diex" +y" = 2" in natiirlichen Zahlen x,y,z |6sbar ist, ist wohldefiniert. A existiert.
(Ende des 20. Jahrhunderts hat Andrew Wiles das Fermatsche Problem gelost:
EsgiltA=0.)

Wir kommen nun allgemeiner zu Mengenbildungen durch definierende Ei-
genschaften.

Mengenbildung iiber Eigenschaften

Oft will man Objekte mit einer bestimmten Eigenschaft zu einer Menge zu-
sammenfassen, z. B. die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen bilden. Hier
lautet die zugehorige Eigenschaft €(x) = ,,x € N und x ist ungerade®.
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Definition
Sei €(x) eine Eigenschaft. Wir setzen:
{x1€(x)} = ,die Menge aller Objekte x, auf die €(x) zutrifft".

[Die Menge { x | €(x) } wird gelesen als: ,,Menge aller x mit €(x)“.]

Statt ,,é(x) trifft auf x zu“ sagen und schreiben wir kurz ,,€(x)“.
Es gilt also fiir alle z:

ze {x|€(x)} gdw €(z).

Eine genaue Definition von ,Eigenschaft geben wir im dritten Abschnitt.
Hier geniigt uns die Intuition: Eine Eigenschaft € ist eine mathematische Aussa-
ge liber mathematische Objekte. Es gilt dann fiir jedes Objekt z: €(z) oder
non(€(z)).

Zuweilen gefihrlich aber suggestiv sind Intelligenztest-Schreibweisen der
Form U={1,3,5,7,...} fur U={x | xe Nund xist ungerade }.

Oft gibt man Mengen { x | €(x) } auch in Form der Aussonderung von be-
stimmten Elementen aus einer anderen Menge an, z. B.

U = {xe N | xistungerade }.

Allgemein:

Definition (Aussonderung)
Sei M eine Menge und €(x) eine Eigenschaft. Wir setzen:

{xeMI1%x)} ={x!xe Mund€(x) }.

Wir sammeln hier alle Objekte x mit €’(x) auf, wobei €’(x) = ,x € M und € (x)“.
Wir betonen schon hier diese Form der Mengenbildung, die aus einer gegebe-
nen Menge bestimmte Elemente aussondert, da sie auch in der axiomatischen
Mengenlehre stets legitim ist, wihrend die unbeschrinkte Form M ={x | €(x) }
bei genauerer Inspektion zu Widerspriichen fiihrt (siche Kapitel 13).
Die Eigenschaft € darf fixierte Objekte enthalten:

Definition (Parameter einer Eigenschaft)
Sei € eine Eigenschaft.
Die Parameter von € sind die in € vorkommenden mathematischen Objekte.

Soistz.B.in €(x) = ,x € N und x ungerade® die Menge N ein Parameter und
xeine ,,Variable“. In M = {x | xistkleinerals 11 und x € U } werden die natiirliche
Zahl 11 und die kontextabhingige Menge U (hier: der ungeraden Zahlen) als
Parameter verwendet.

Jede Menge der Form { ay, ..., a, } kénnen wir auch mittels ,, | “ schreiben,
niamlich als

{a;,...,a,} = {x | x=2a; oder ... oder x=12, }.

Hierbei sind dann ay, ..., a, Parameter.
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Das naive Komprehensionsprinzip

Lesen wir die Cantorsche Mengendefinition in dem Sinne unvorsichtig, daf§
sie uns beliebige Zusammenfassungen zu einem Ganzen erlaubt, so kénnen wir
das folgende Komprehensionsprinzip fiir unseren Objektbegriff ableiten:

Naives Komprehensionsprinzip fiir Eigenschaften
Ist €(x) eine Eigenschaft von mathematischen Objekten, so existiert
die Menge { x | €(x) } aller Objekte x, auf die €(x) zutrifft.

Das naive Komprehensionsprinzip ist aber nicht haltbar, es fithrt zu Wider-
spriichen. Diese wesentliche Entdeckung besprechen wir im letzten Kapitel der
Einfithrung. Cantor war, wie wir aus Briefen und verschiedenen Bemerkungen in
seinen Arbeiten wissen, bereits sehr frith aufgefallen, daf manche sehr grofie
Vielheiten nicht zu Mengen zusammengefafit werden diirfen; leider hat er aber
diese wichtige Erkenntnis nicht besonders betont, und die Lésung der damit ver-
bundenen Schwierigkeiten blieb der nichsten Generation vorbehalten.

Teilmengen

— - T b
Die neben ,a e b“ wichtigste ~
Relation zwischen Mengen a und a >
b ist die Teilmengen-Relation. ~

Definition (7eilmenge und Obermenge)
Seien a und b zwei Mengen.
() a ist Teilmenge von b, in Zeichen a c b, falls gilt:

Firallexe a giltxe b.
(ii) a ist echte Teilmenge von b, in Zeichena c b, falls acbund azb.
(iii) Ista c b, so heifit b Obermenge von a,in Zeichen b o a.

Ista c b, so heifit b echte Obermenge von a, in Zeichen b > a.

Cantor gebraucht den Ausdruck Teilmenge ab 1884. 1895 definiert er ihn dann gleich
im Anschluf} an seine ,,Zusammenfassungs“-Definition (allerdings versteht er unter Teil-
mengen nur echte Teilmengen, was sich als unpraktische Einschrinkung herausstellt).

Das Teilmengensymbol wurde von Ernst Schroder (1841 - 1902) im Jahre 1890 inner-
halb seiner ,,Algebra der Logik® als ,,Subsumption zwischen Subjekt und Pridikat” in der
das Eurozeichen vorwegnehmenden Form £ eingefiihrt. Dieses Zeichen wurde spiter
von der Mengenlehre fiir die Teilmengenrelation verwendet und zu C stilisiert. Die Bei-



34 1. Abschnitt Einfihrung

spiele von Schréder sind von der Form ,,Gold ¢ Metall“. Peano verwendete ein umge-
drehtes C fiir ¢, was wieder richtig gedreht wurde, und so wohl Grund dafiir wurde, dafi
in manchen Texten c, ¢ anstelle von ¢, © verwendet wird.

Beispiele: {1,3} < {1,2,3}, { } < {1}, non({1,{}} < {1,2,3}).

Ubung
C ist transitiv: Seien a,b,c Mengen mita c bund b c c. Dann gilta c c.

Statt ,a € b und b ¢ ¢“ schreiben wir auch kiirzer ,,a c b < ¢“.
Fiir die Grundobjekte haben wir nach obiger Konvention Nc Z c @ c R.

Fiir alle Mengen M gilt M ¢ M und & ¢ M. Fiir letzteres ist zu iiberpriifen,
ob jedes x € & auch in M ist. Es gibt aber gar keine x in &. Also ist wie ge-
wiinscht jedes x € & in M.

Hausdorff (1914): ,Wenn alle Elemente der Menge A auch Elemente der Menge B sind,
so sagen wir: A ist in B enthalten, A ist eine Teilmenge von B, eine Menge unter B,
oder B enthilt A, B ist eine Menge tiber A. Wir bringen dies durch eine der beiden
Formeln

AcB oder BoA
zum Ausdruck; wobei die Zeichen c und o an die iiblichen Zeichen < > fiir kleiner und
grofier erinnern, aber doch von ihnen unterschieden werden sollen. Zu den Teil-
mengen von B rechnen wir auch die Menge B selbst und die Nullmenge: eine
wichtige Verabredung, deren Zweckmifigkeit sich vielfach bewihren wird.
Die Teilmengen der aus 4 Elementen bestehenden Menge { a, b, ¢, d } sind:

0
{a} {b} {c} {d}
{a,b} {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c,d}
{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}
{a,b,c,d}

Thre Anzahlist1+4+6+4+1=16=2%¢

Das Extensionalititsprinzip kénnen wir nun auch so ausdriicken:

Gleichheitskriterium
Fiir alle Mengen a,b gilt: a=b gdw acbundbca.

Das Gleichheitskriterium in dieser Form vereinfacht in der Praxis sehr oft den
Beweis einer Behauptung a =b fiir zwei Mengen a,b. In einem ersten Schritt zeigt
man a C b, danach zeigt man b ¢ a, und zusammengenommen ergibt sich somit

a=bh.
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Einfache Operationen mit Mengen

(Ode fiir Leser und Autor ist die Einfiihrung der Schnitt- und Vereinigungsmenge und
dhnlicher Dinge. Die elementaren Lehrbiicher sind voll von Listen von Gleichungen in
grofiter Allgemeinheit. Hierauf wollen wir ganz verzichten, und hinsichtlich der Beweise
solcher Gleichungen raten wir dem Leser, bewehrt mit Papier und Bleistift, sich anhand
der bekannten Mengen-Diagramme bestehend aus sich iiberlappenden Kreisen von der
Richtigkeit der Identititen zu iiberzeugen. In den folgenden Kapiteln wird es wesentlich
spannender ...)

Beim Umgang mit Mengen tauchen die Operationen der Vereinigung, des
Durchschnitts und der Subtraktion (oder Differenzbildung) zweier Mengen be-
sonders hiufig auf.

Definition (Vereinigung, Schnitt, Differenz und Disjunktbeit)
Seien a und b zwei Mengen. Die Vereinigung a U b [a vereinigt b],
der Schnitt a m b [a geschnitten b] und die Differenz a - b
[a minus b oder a ohne b] von a und b sind definiert durch:

aub = {x|xeaoderxe b}.
anb ={xlxeaundxe b}.
a-b ={xlxeaundxg b} ={xealxegb}.
Zwei Mengen a,b heiflen disjunkt, fallsanb = &.

Die Symbole ,lateinischer Klarheit* m und U tauchen zuerst auf in einer Arbeit von
Peano aus dem Jahr 1888, diesmal in Italienisch verfafit:

Peano (1888): ,,2. CollascritturaA N B N C...,ovveroABC...,intenderemo la massima
classe contenuta nelle classi A, B, C, ... ossia la classe formata da tutti gli enti che sono
ad un tempo A e B e C, ecc. Il segno n sileggera e...
3. CollascritturaA U B U C ..., intenderemo la minima classe che contiene le classi
A, B, C, ..., ossia la classe formata dagli enti che sonoo A o B o C, ecc. Il segno U si
leggera o...”

Das Algebrabuch von Bartel van der Waerden 1930 hat die Zeichenreihe €, <, N, U po-
pulir gemacht. Zudem verwendete man lange Zeit Zeichen wie &, ©© fir den Schnitt und
S, %, M fiir die Vereinigung.

Hausdorff (1914): ,A und B seien zwei beliebige Mengen. Unter ihrer Summe
S=G(A,B)
verstehen wir die Menge der Elemente, die mindestens einer der beiden Mengen an-
gehoren; unter ihrem Durchschnitt
D=D(4,B)
die Menge der Elemente, die beiden Mengen zugleich angehoren.“




36 1. Abschnitt Einfihrung

Beispiele:  {1,2}U{1,3}={1,2,3}, uft}= {1},
{L,2}n{1,3}= {1}, {1n{1}={},
{L,2}-{1,3}= {2}, {1-{1}={}

Fiir die Subtraktion a - b ist b ¢ a nicht vorausgesetzt. Oft findet man auch die
Schreibweise a\ b fiir a - b. (Die englische Lesart ,,a take away b* beschreibt sehr
gut, was passiert.)

Um die Disjunktheit oder eine disjunkte Vereinigung auszudriicken, stehen einige
sprachliche Tricks zur Verfiigung, etwa ,a zerfillt in b und ¢, ,,a spaltet sich in b und
c“oder ,,b und c zerlegen a“ fiir ,a=b U cund bnc=J“ Ahnliches gilt fiir Zerfillun-
gen/Spaltungen/Zerlegungen einer Menge a in mehrere paarweise disjunkte Mengen
a, o ay, dohia=(C((apva)va)u...Ua, ) Ua, ayNa; =D firalleizj,
1 <1,j < n. Hiufig wird man hier auch fordern, daf} keines der a; die leere Menge ist.

Ubung
Seien a,b,c Mengen. Dann gilt:

(i) a-b =a-(anb),

(i) a-b =a gdw anb=0,
(i) a-b = & gdw ach,

(iv) a-(b-¢) = (a-b)u(anc),
(v) (a-b)-c = a-(buc).

Zur Veranschaulichung sind Diagramme hilfreich; zum (strengeren) Beweis
kann man sich am Beweis von (iii) im Satz unten orientieren.

Ubung  (Assoziativgesetze fiir Vereinigung und Durchschnitt)
Seien a,b,c Mengen. Dann gilt:

(i) (aub)uc=au(buc),
(i) (anb)nc=an(bnc).

Wir kénnen also Klammern oft weglassen. So schreibt sich etwa
a=(.(qua)ua)u..uUa,_)uUa,

viel iibersichtlicher als a =a; U ... U a,. Dagegen ist die Differenzbildung nicht
assoziativ, wie (iv) und (v) der vorangehenden Ubung zeigen.

Definition (relative Komplemente)
Seien a,b Mengen und a ¢ b.
Dann heifit b - a das relative Komplement von a in b.
Ist b fixiert, so nennen wir b - a kurz das Komplement von a,
und setzen a°=b - a.
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Satz  (Eigenschaften der relativen Komplemente)
Sei d eine Menge. Weiter seien a,b c d.
Dann gilt fiir die relativen Komplemente in d:
(i) ava® =d,
(i) anma® =g,
@iii) (amb)® =a°uUb",
@iv) (aub)® =a°Nnb".

Die beiden letzten Aussagen werden auch als de Morgansche Regeln bezeichnet.

Beweis
zu (i) und (i1): Nach Definition von a°=d - a.
zu (111):  (Beweistechnik nach dem bekannten Motto:
If it’s madness, there is some method in it.)
zu C: Seixe (amb)S.
Also gilt (1) xe dund (2) x ¢ aoderx e b.
Im ersten Fallvon (2) x ¢ aistwegen (1) xe d-a=a"
Im zweiten Fall von (2) x ¢ bistwegen (1) xe d -b=D"
Also gilt immer: x € a° oder x € b, alsox € a“ U b".

zuD: Seixe€ a° U b Danngiltxe d-aoderxe d-b.
Im ersten Fallx € d -aistxe d- (anb)wegend-acd- (anb).
Im zweiten Fallxe d-bistxe d- (anb) wegend-bcd- (amb).
Also in beiden Fillenxe d - (amb) = (anb)".
Also gilt (anb)“ca®uUb“und (anb)*2a“uUb".
Nach dem Gleichheitskriterium folgt die Behauptung.
— zu (iv): Analog zu (iii).

Spit, aber nicht ungelegen kommen an dieser Stelle die Distributivgesetze.

Ubung (Distributivgesetze)
Fiir alle Mengen a, b, c gilt:

(i) (aub)nc = (anc)u(bnc),
(i) (amb)uc = (auc)n(buc).

Allgemeinere Formeln zu finden, etwa fiir (a Ub) N (c U d), sei dem Leser als eine Art
yopen end“-Ubung iiberlassen.

Dem Leser ist vielleicht die Symmetrie zwischen (i) und (ii) aus dem Satz
oben, den de Morganschen Regeln und den beiden Distributivgesetzen aufgefal-
len. Anstelle einer umstindlichen Diskussion zitieren wir zur Auflockerung des in
dieser Umgebung begrenzt aufregenden Stoffs noch einmal Hausdorff, nimlich
uber die Dualitit von U/, alles/nichts und /0. Hierbeiist (A, A,, ..., A,) =
AU UAL DA, LA =A Nn...nA,,,und A= A°=M - A. Das Zeichen
o+ steht fiir die disjunkte Vereinigung.
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Hausdorff (1914): ,Sind Ay, ..., A,, Teilmengen einer Menge M und A, ..., A, ihre

Komplemente in M, also
M= Ai + Ai
so ist
M=G(A, A, .., An) + DA, ..., A
=DAL A, LAY +SA, L AL);

denn die Elemente von M gehoren entweder mindestens einem A; oder keinem,
d.h. entweder der Summe der A; oder dem Durchschnitt der A; an, und das gleiche
gilt, wenn man die A; mit den A; vertauscht. Wir kénnen diese Formeln kurz so aus-
sprechen: das Komplement einer Summe ist der Durchschnitt der Komplemente,
das Komplement eines Durchschnitts die Summe der Komplemente. Ist also P eine
Menge, die aus den Mengen A; durch wiederholte Summen- und Durchschnittsbil-
dung entsteht, so erhilt man ihr Komplement P, indem man die A; durch ihre Kom-
plemente A;, das Zeichen © durch ® und das Zeichen ® durch © ersetzt. Da ferner
ausP=Q,PcQ,P>Qresp. P=Q,P>Q, P c Q folgt, so bleibt jede Gleichung
zwischen Mengen richtig, wenn man alle Mengen durch ihre Komplemente ersetzt
und die Zeichen © und D vertauscht; jede Ungleichung bleibt richtig, wenn man
auflerdem noch die Zeichen c und > vertauscht [ Dualititsprinzip]. Eine identische,
d. h. fiir beliebige Mengen richtige Relation liefert eine zweite solche auch ohne
Ubergang zu den Komplementen, also durch blofie Vertauschung der Zeichen &, ®
und eventuell der beiden Ungleichheitszeichen. Z. B. folgt auf diese Weise die zwei-
te Formel des assoziativen oder distributiven Gesetzes unmittelbar aus der ersten.
Als Beispiel fiir eine Ungleichung zitieren wir die einfache A ¢ ©(A, B), aus der
durch Dualitit A o D(A, B) folgt.“

Weitere einfache Operationen mit Mengen und zugehorige Gleichungen, die
gelegentlich in der Mengenlehre und anderswo auftauchen, sind die Themen der
folgenden beiden Ubungen. Hierzu:

Definition (symsmetrische Differenz,)
Seien a,b Mengen. Dann ist die symmetrische Differenz von a und b,
in Zeichen a A b, definiert durch:

aAb = (a-b)u (b-a).
Ist N ein ,und®, U ein ,oder*, so ist A ein ,,entweder oder.
”» b ”» b ”»

Ubung  (symmetrische Differenz)
Fiir alle Mengen a, b, ¢ gilt:

(i) aAb =bAa = (aub)-(anb),
(i) aA(bAc) = (aAb)Ac,
(iii)) (aAb)nc=(anc)A(bnec).

In der nichsten Ubung betrachten wir geschachtelte Anwendungen der Diffe-
renzenbildung. Wir vereinbaren zur Vereinfachung der Notation Rechtsklam-
merung,d.h.a-b-c=a-(b-c),a-b-c-d=a-(b-c-d),usw
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Differenzenketten sind von Hausdorff untersucht worden und spielen in der deskripti-
ven Mengenlehre eine Rolle. Hier sind sie lediglich ein hiibsches Ubungsmaterial, das viel
attraktiver ist als etwa die Distributivgesetze:

Ubung  (Differenzenketten aus absteigenden Mengen)

Seine N, undseien ay, ..., a, Mengen mita; Da, 2> ... D a,.
Dann gilt:
() Firngerade: a;-...-a, =
(aj-a)u...ua,_1-ay).
(i) Fiirnungerade: a;-...-a, =

(3.1 - aZ) U...v (an—Z - an—l) U ay,.

Der Leser kann sich also Differenzenketten
beliebiger Linge visualisieren: Man wirft einen
Stein ins Wasser und sammelt, je nachdem ob die Linge n der Kette gerade ist oder unge-
rade, die Ringe bestehend aus Wellenbergen oder Wellentilern.

Differenzenkette der Liinge 4.

Mengenbildung iiber Eigenschaften und Operationen

Oft will man Mengenbildungen der folgenden Art durchfiihren: x durch-
liuft alle Elemente einer Menge M und wird dabei durch eine bestimmte Opera-
tion zu einem neuen Objekt y umgewandelt; alle so erhaltenen Objekte y sollen
zu einer Menge N zusammengefafit werden. Etwa konnte y = { x } sein, und wir
wollen dann die Menge N aller { x } mit x € M bilden. Es ist sehr suggestiv, dies
in der folgenden Form zu notieren: N ={{x} | xe M }. Diese Schreibweise wol-
len wir nun etwas prizisieren.

Definition
Sei €(x) eine Eigenschaft, und sei F(x) eine Operation. Wir setzen:

{Fx) 1 €x)} = {y | esgibtein x mit €(x) und y = F(x) }.
[ {F() | €(x) } wird gelesen als: ,Menge aller F(x) mit €(x)“.]

In dieser Definition haben wir die neue Form { #(x) | €(x) } auf die alte Form
{y | €(y) } zuriickgefiihrt. Es gilt:

{Fx) 1€x)} = ,die Menge aller Objekte F(x), auf deren Argument x
die Eigenschaft €(x) zutrifft“.

In dieser Form wird { %(x) | €(x) } intuitiv auch verstanden: Wir sammeln alle
%(x) auf, wobei x bestimmte Bedingungen erfiillt.

Ebenso wie wir nicht genau definiert haben, was eine Eigenschaft €(x) ist, so
haben wir hier nicht definiert, was eine Operation %(x) ist. Intuitiv ist eine Ope-
ration eine Zuordnung von Objekten. Einem Objekt x wird in eindeutiger Weise
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durch & ein Objekt y zugeordnet, und dieses wird als J(x) bezeichnet. In kon-
kreten Fillen 148t sich aber die Zusammenfassung aller %(x) mit der Nebenbe-
dingung é(x) nicht nur auf die alte Form zuriickfithren, sondern auch der
Operationsbegriff kann dabei eliminiert werden. So istetwa { {x} | xe M}
nach Definition identisch mit { y | es gibt ein x € M mity = { x } }, und diese
Menge hitten wir bereits vor der obigen Definition problemlos bilden kénnen.
Kurz: Die Mengenbildung iiber Eigenschaften #nd Operationen kann man als
eine bequeme neue Schreibweise fiir eine Mengenbildung iiber Eigenschaften
auffassen. So gesellt sich zum etwas vagen Eigenschaftsbegriff keine neue Un-
genauigkeit hinzu.

Diese ausfiihrliche Diskussion mag dem Leser vielleicht etwas pedantisch erscheinen,
und er hitte sicher { {x} | xe M} ohne weitere Erliduterung verstanden. Sie wird aber ge-
rechtfertigt durch die Tatsache, dafi in der axiomatischen Mengenlehre, wo die uneinge-
schrinkte Komprehension { x | €(x) } nicht mehr zur Verfiigung steht, die Mengenbildung
{ #(x) | xe M} fiir eine Menge M und eine Operation % durch ein eigenes, recht starkes
Axiom gefordert werden muf}, und daff zudem dieses auf Abraham Fraenkel (1922) u.a.
zurtickgehende Ersetzungsaxiom viele Jahre nach der Einfithrung der Axiomatik von Ernst
Zermelo 1908 nicht beachtet wurde. Die Bildung von { #(x) | x € M } bringt intuitiv zu-
sitzliche Dynamik und Komplexitit in den Akt der Zusammenfassung, unbeschadet der
Tatsache, daf} sie auf eine einfache Komprehension zuriickgefiihrt werden kann.

Die Operation & kann auch mehrstellig sein, und je n Objekten xy, ..., x, ein
Objekt F(xy, ..., x,) zuordnen. Sie darf wie eine Eigenschaft Parameter enthalten.
Hiufig ist eine Operation auch nicht auf allen Objekten definiert, sondern nur
auf den Mengen oder auch nur auf den Elementen einer bestimmten Menge.

Beispiele fiir Operationen sind etwa:

Fx) = {x},

F(x) = x Ua fir Mengen x mit einer festen Menge a als Parameter,
F(x,y) = (xAyAa) nb fir Mengen x,y und Mengenparametern a, b,
F(x,y ..., X5) = (X - (X UX3)) N xqg N x5 fir Mengen xy, ..., Xs.

Mengensysteme

Wir brauchen noch allgemeinere Versionen des Durchschnitts und der Verei-
nigung. Diese werden fiir Mengensysteme definiert:

Definition (Mengensysteme)
Ein Mengensystern M ist eine Menge, deren Elemente alle Mengen sind,
d.h. M enthilt keine Grundobjekte als Elemente.
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Definition (Grofser Durchschnitt und grofSe Vereinigung)
Sei M ein Mengensystem. Dann sind der Durchschnitt von M, in Zeichen
M M, und die Vereinigung von M, in Zeichen U M, wie folgt definiert:
MM = {x|firalleaec Mistxe a},

UM = {x|esexistierteinae Mmitxe a}.

Die Vereinigung U M und der Durchschnitt (N M sind weitere Beispiele fiir
einstellige Operationen % auf Mengen.
Beispiele: Fiir alle Mengen a, b, c gilt
MN{a,b} =anh,
U{a,b,c} =aubuc,
N{a}=U/{a}=a
Streng nach Definition gilt U & = @und
M @ = {x | xist Objekt }. Die erste Aus- AM={ac), UM={abcde)
sage ist klar. Zum Beweis der zweiten
Aussage sei x beliebig. Wir zeigen x € (1 &. Hierzu ist zu zeigen: Fiir allea e @
giltx € a. Es gibt aber gar keine a € &, also ist die Aussage sicher richtig.

Ubung
Esgilt N {{meNIm=>n}lneN}=0.

Erfahrungsgemif ist der Umgang mit grofien Vereinigungen und Schnitten
und die Rolle der leeren Menge bei Erstkontakt etwas unangenehm. Diese Din-
ge werden aber mit der Zeit trivial.

Wir kommen nun zu einer harmlos aussehenden Operation, die zu den inter-
essantesten der Mengenlehre gehort, weil sie fiir unendliche Mengen schlecht
verstanden ist — wie wir sehen werden.

Die Potenzmenge

Eine entscheidende Rolle bei der Untersuchung der Grofie einer Menge wird
die Potenzmengenoperation spielen:

Definition (Potenzmenge)
Sei M eine Menge. Dann ist die Potenzmenge von M,
in Zeichen P(M), die Menge aller Teilmengen von M:

PM) = {alacM}.

Die Potenzmenge riickt seit Zermelo in den Mittelpunkt des Interesses. 1908 fithrt er
den Begriff ein und schreibt UM fiir die Potenzmenge einer Menge, wobei das Il an ,,Unter-
mengen“ erinnert. Der Name Potenzmenge bietetsich wegen des Zusammenhangs mit der
arithmetischen Potenzoperation an (vgl. die Ubung unten). Gerhard Hessenberg (1874 -
1925) spricht in seinem Lehrbuch von 1906 noch von der ,,Menge der Teilmengen®, ohne
einen kompakten Begriff zu gebrauchen.
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Beispiele:  P(QD) = {@}, P({x}) = {D,{x}},
P{2,{2}}) ={2,{0},{{D}},{<2,{D}}}.

Fiir alle Mengen M gilt @ € P(M) und M € P(M). Ist weitera € P(M), so ist
auchM -a € P(M). P(M) ist dariiber hinaus abgeschlossen unter Schnitten und
Vereinigungen: Ist N ¢ P(M), so sind (N und U N Elemente von P(M).

Ubung
(i) Man bestimme die Potenzmengevon {1}, {1,2}, {1,2,3},
und zihle ihre Elemente.

(ii) Wieviele Elemente hat P({1,...,n}) firne N?

(1)) Wieviele Teilmengen von { 1, ..., n } mit genau k Elementen gibt es
firne Nund0<k<n?

Obwohl mit grofier Vorsicht zu geniefien, beenden wir dieses Kapitel mit einer
Anekdote von Felix Bernstein (1878 - 1956), die uns tiberliefert, wie sich Cantor
und Dedekind Mengen vorgestellt haben. Sie wird wahrscheinlich auch deswe-
gen immer wieder erzihlt, weil sie die grofien Unterschiede zwischen den Cha-
rakteren Cantor und Dedekind mit wenigen Strichen nachzeichnet. Das Zitat
findet sich in den ,,Gesammelten Werken“ von Richard Dedekind, und wurde
dort von der Herausgeberin Emmy Noether innerhalb eines Kommentars ein-

gefiigt.

Georg Cantors Vorstellung von Mengen, berichtet von Felix Bernstein

»F. Bernstein tibermittelt noch die folgenden Bemerkungen:

, ... Von besonderem Interesse diirfte folgende Episode sein: Dedekind dufierte, hin-
sichtlich des Begriffes der Menge: er stelle sich eine Menge vor wie einen geschlossenen
Sack, der ganz bestimmte Dinge enthalte, die man aber nicht sihe, und von denen man
nichts wisse, aufier daf} sie vorhanden und bestimmt seien. Einige Zeit spiter gab Cantor
seine Vorstellung einer Menge zu erkennen: Er richtete seine kolossale Figur hoch auf,
beschrieb mit erhobenem Arm eine grofiartige Geste und sagte mit einem ins Unbe-
stimmte gerichteten Blick: ,Eine Menge stelle ich mir vor wie einen Abgrund.‘‘“

(in: Dedekind 1930 - 1932, Gesammelte Werke, Bd. 111, S. 449)
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Kritik oder ,,Sturm und Drang* ?

An dieser Stelle bieten sich zwei Moglichkeiten an fortzufahren:

1. Weg Kritische Betrachtung der Begritfe.
2. Weg Untersuchung der Intuition auf ihren mathematischen Gehalt.

Der erste Weg

Eine prizisierende Analyse des naiven Verstindnisses der Begriffe Menge,
»a € b*, Mengenbildung, Eigenschaft fihrt fast zwangsldufig zur axiomatischen
Mengenlehre, die in einer ebenso einfachen wie strengen Kunstsprache formu-
liert ist, der sogenannten Pridikatenlogik erster Stufe.

Dieser Weg konnte etwa wie folgt verlaufen (historisch verlief die Sache auf
dem zweiten Weg). Zunichst kann man die folgende Frage stellen:

A. Wasist eigentlich ein mathematisches Objekt?

Es zeigt sich, dafi alle mathematischen Objekte (Zahlen, Funktionen, usw.) als
Mengen interpretiert werden konnen. Dies heifit: Es gibt Definitionen dieser
Objekte als Mengen, die alle Eigenschaften dieser Objekte zur Verfiigung stel-
len, die in der Mathematik gebraucht werden. Hier geht es nicht um Ontologie
- was ist t? -, sondern um prizise und brauchbare, sich im Aufbau einer Theorie
natiirlich ergebende Definitionen - z. B. /2 ist definiert als ,,die kleiste positive
Nullstelle der Cosinus-Funktion“. Was man sich unter den mathematischen Ob-
jekten schliefilich vorstellt und welche Eigenschaften der Objekte am wichtig-
sten erscheinen, ist jedem Mathematiker selbst iiberlassen - z. B. wals fundamen-
tale Grofie zur Berechnung von Umfang und Inhalt des Kreises.

Die Mengenlehre ist hinsichtlich der Interpretation der gesamten Mathema-
tik konkurrenzlos. Entscheidend ist hier nicht ein platonischer Glaube an die
Mengen, sondern die Leistungsfihigkeit der Theorie und die Universalitit der
verwendeten Sprache.

Hat man nun gesehen, daf§ sich die Mengenlehre als Rahmentheorie fir die
Mathematik eignet, wird man den Begriff der Menge selbst hinterfragen und Be-
weise, die ganzin der Sprache des Mengenbegriffs gefiihrt sind, genauer betrach-
ten. Neben logischen Schliissen findet man hier insbesondere zahllose Existenz-
behauptungen, etwa in der Form ,,eine Menge mit den und den Eigenschaften

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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existiert” oder ,aus einer oder mehr Mengen kénnen neue Mengen gebildet wer-
den”, zu M,N z.B. {M, N } und zu M etwa P(M). Man wird also fragen:

B. Welche mathematischen Objekte (= Mengen) existieren?

Zur Beantwortung dieser Frage wird man Axiome )¢ angeben, die Eigenschaf-
ten der Elementbeziehung wie das Extensionalititsprinzip wiedergeben, und die
in sorgfiltiger Auswahl die Existenz von bestimmten Mengen garantieren. Sorg-
falt ist deswegen notig, weil man schnell sieht, daff das naive Komprehensions-
schema zu Widerspriichen fiihrt; es ist leicht, zu viel Existenz zu fordern, und das
System dadurch zu ruinieren. Man wird sich bei der Aufstellung der Axiome so-
wohl an der Intuition tiber ,,Menge, Element“ orientieren als auch am mathema-
tischen Bedarf. Ein Axiom von ¥t wird z.B. lauten:

Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge M existiert die Potenzmenge von M, d.h.:
Fiir alle M gibt es ein N mit der Eigenschaft:
Fiir alle x gilt: x e N gdwx c M.

¢ ist hier eine Bezeichnung fiir ein ,externes“ Axiomensystem, das die Mengenwelt sel-
ber - fiir Platoniker - beschreibt bzw. - fiir Formalisten - regelt, nicht fiir ein Objekt in-
nerhalb der Mengenwelt.

Weiter ist eine Prizisierung des Eigenschaftsbegriffs erforderlich: Welche
Ausdriicke € in der Aussonderung {xe M | x hat die Eigenschaft € } sind erlaubt
oder moglich ? Die genaue Formulierung der Axiome und die Prizisierung des
Eigenschaftsbegriffs fithren zur Pridikatenlogik erster Stufe. Das Axiom iiber
die Existenz der Potenzmenge schreibt sich darin so:

S»YMINVx(xe N Vy(ye x—>ye M), gelesen:

HFur alle M existiert ein N, sodaf fiir alle x gilt:
x istin N genau dann, wenn fir alle y gilt: y in x folgt y in M.“

Mit der Abkiirzung a b fiir Ve (c€ a— c € b) erhilt man eine besser lesbare
Form des Potenzmengenaxioms, die obiger Formulierung entspricht:

VM 3N Vx (xe N ¢ x = M).

Solche Abkiirzungen entsprechen genau den Definitionen neuer Konzepte - in diesem
Fall dem der Teilmengenrelation. Einer kargen Grundsprache wird so Schritt fiir Schritt
ein umfassendes Lexikon an die Seite gestellt, mit dessen Wortschatz man tiber komplexe
Begriffe leicht reden kann, ohne dabei prinzipiell jemals mehr sagen zu kénnen als ganz zu
Beginn. Im Gegensatz zur natiirlichen Sprache ist dieses Lexikon aber nicht einfach al-
phabetisch geordnet, sondern es gilt die Verabredung, daf§ ein neuer Eintrag neben der
Verwendung der Grundsprache ausschliefilich auf weiter vorne stehende Lexikon-Eintri-
ge zu verweisen hat.

Eigenschaften € und mathematische Aussagen sind dann einfach bestimmte
V, 3-Ausdriicke, sogenannte Formeln in der Sprache der Mengenlehre. Was ei-
ne Formel ist und was nicht, wird natiirlich genau festgelegt.
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Mit Hilfe der Axiome kann man nun die Existenz vieler Mengen folgern und
mathematische Zusammenhinge zwischen Mengen beweisen. Dies fithrt zur
Frage:

C. Was genau ist ein mathematischer Beweis einer Aussage ?

Hier ldf3t sich ein Kalkiil angeben, der aus Regeln besteht, wie bestimmte Zei-
chenketten unserer Kunstsprache in andere verwandelt werden diirfen. Das Er-
gebnis einer solchen schrittweisen Umformung liefert einen mathematischen
Satz, und die Reihe der Umformungen selber bildet einen formalen Beweis dieses
Satzes. Die Beweise, die iiblicherweise in der Mathematik in einer reduzierten
Umgangssprache, dem mathematischen Deutsch oder Englisch etwa, gegeben
werden, lassen sich mit den strengen formalen Manipulationsregeln des Kalkiils
nachbauen, wenn auch nur in sehr miihevoller Weise.

Wias hat man damit erreicht? Ein Axiomensystem und einen prizisen Beweis-
begriff fiir die Mathematik. Jeder irgendwo auf der Welt gefithrte mathematische
Beweis gleich welcher Disziplin 148t sich auf der Basis der Axiome der Mengen-
lehre durchfithren und zudem - zumindest theoretisch - formalisieren, d.h. er
kann innerhalb der Kunstsprache formuliert und mechanisch auf seine Richtig-
keit diberpriift werden. Angestrebt wird keinesfalls die Erserzung der tiblichen
semantischen (inhaltlichen) mathematischen Kultur durch eine syntaktische
(formale), sondern ihre Berelcherung durch das Wissen um eine prinzipielle
Ubertragbarkeit dieser Kultur in einen formalen Rahmen. Nur dadurch werden
Fragen und Ergebnisse éiber die Mathematik, etwa: Was ist beweishar ? moglich.
Die Analyse der Mathematik selbst und die dabei verwendeten Methoden und
erzielten Resultate bezeichnet man seit David Hilbert (1862 - 1943) als Metama-
thematik. Wir kommen im dritten Abschnitt darauf zuriick.

Der formale Beweisbegriff erméglicht es daneben auch, fiir die Beweisfindung, Beweis-
iiberpriifung und Beweisanalyse Computer einzusetzen, die sich bei der syntaktischen
Manipulation von weltumspannend langen Zeichenketten wesentlich wohler fithlen als in
Gesellschaft mancher dreizeiliger Beweise aus einem Lehrbuch. Das ist alles noch in den
Kinderschuhen, auch wenn in den letzten Jahrzehnten zuweilen eine neue Schuhgrofie
notwendig wurde. Die meisten Mathematiker bezweifeln, daff der Computereinsatz in
der Beweisfithrung je ein dhnliches Niveau erreichen wird wie beim Schachspiel. Es gibt
Resultate der mathematischen Logik, die die Grenzen der mechanischen Beweisfithrung
betreffen, und die den Traum von der unersetzbaren ,biologischen® Kreativitit in der
Mathematik am Leben erhalten.

Hat man nun ein geeignetes Axiomensystem zusammengestellt, so erhebt sich
bald die Frage nach seiner Leistungsfihigkeit:

(L1) Istdas Axiomensystem widerspruchsfrei?
(L2) Istdas Axiomensystem vollstindig?

Die Bejahung von (L1) bedeutet einfach: Die Aussage 0 =1 (oder Ixx #x) ldfit
sich nicht formal aus den Axiomen ableiten.

Die Bejahung von (L2) bedeutet: Fiir jede Aussage ¢ existiert ein Beweis von
¢ oder ein Beweis der Negation von ¢, in Zeichen — ¢, gelesen: non ¢, d.h. jede
Aussage lifit sich beweisen oder widerlegen.
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Zu diesen beiden Fragen hat Kurt Godel (1906 - 1978), auf den Schultern von
David Hilbert und Bertrand Russell (1872 - 1970), die den Sprachraum fiir diese
Probleme zur Verfiigung stellten, in den dreiffiger Jahren des 20. Jahrhunderts
fundamentale Resultate erzielt - die Godelschen Unvollstindigkeitssitze. Sie
beantworten die Frage (L1) mit: ,Wir konnen es nicht sicher wissen: die Wider-
spruchsfreiheit der axiomatischen Mengenlehre ist unbeweisbar.“ Und die Frage
(L2) beantworten sie schlichtweg mit ,Nein!“: Ist das zugrunde gelegte Axio-
mensystem der Mengenlehre widerspruchsfrei, so gibt es stets Aussagen, die we-
der beweisbar noch widerlegbar sind. (Ist das Axiomensystem widerspruchsvoll,
verliert die Frage (L2) ihren Sinn, da dann jede Aussage beweisbar ist.) Wir wer-
den auf die Godelschen Sitze noch mehrfach zuriickkommen. Beweise und Er-
lduterungen findet der Leser in den Lehrbiichern zur mathematischen Logik.

Eine weitere klassische Frage an ein Axiomensystem ist:
(L3) Istdas Axiomensystem unabhingig?

Die Bejahung von (L3) bedeutet: Ist ¢ ein Axiom des Systems, so lifit sich ¢ nicht aus
den tibrigen Axiomen des Systems beweisen. Ein Axiomensystem ist also unabhingig,
wenn jedes Mitglied des Systems die Stirke des Systems erhoht. Obwohl dieser Frage we-
sentlich weniger Bedeutung zukommt als den beiden anderen, so fiihrt doch die Kldrung
der inneren Abhingigkeiten zu einem besseren Gesamtverstindnis des Systems.

Eine weitere Frage an ein Axiomensystem wire die nach besonders einfachen gleich-
wertigen Systemen, etwa solchen, die nur endlich viele Axiome enthalten. (Zwei
Axiomensysteme sind hierbei gleichwertig, wenn sich jedes Axiom des einen Systems im
anderen System beweisen lifit und umgekehrt.) Das heute zumeist verwendete Axiomen-
system von Zermelo-Fraenkel ZFC fiir die Mengenlehre hat unendlich viele Mitglieder,
und man kann zeigen, daf} es kein endliches gleichwertiges System gibt (vgl. hierzu jedoch
auch Abschnitt 3, Kapitel 3).

Schliefilich sei zur Frage (I.1) noch bemerkt, daff man hier doch nicht v6llig im dunklen
Wald stehen bleiben muf. Es ist gelungen, von bestimmten Axiomen ¢ der Mengenlehre
ihre relative Widerspruchsfreiheit nachzuweisen, d. h.: Ist die Axiomatik widerspruchs-
voll, so ist bereits die Axiomatik ohne ¢ widerspruchsvoll. Das Axiom ¢ erhilt dadurch in
gewisser Weise einen Persilschein seiner Widerspruchsfreiheit. Insbesondere ist fiir das
sehr kritisch bedugte Zermelosche Auswahlaxiom ein Nachweis der relativen Wider-
spruchsfreiheit moglich (Godel 1938, vgl. hierzu auch die Erlduterungen innerhalb der
Zeittafel zur Mengenlehre).

Der zweite Weg

Warum aber soll man tiberhaupt mit einer kritischen Analyse beginnen? Die
Relation ,a € b“ erscheint zunichst klar, ungefihrlich und erweist sich, zusam-
men mit dem Begriff einer Funktion, als fruchtbar und interessant. Und selbst
die klare Erkenntnis der inneren Widerspriiche allzu uferloser Zusammenfas-
sungen von Objekten zu Mengen hat Mathematiker wie Cantor und Hausdorff
in keiner Weise davon abgehalten, die Mengenlehre nach metaphysisch-istheti-
schen Kriterien zu errichten und nach ésthetischen Kriterien weiterzuentwik-
keln. Hierfiir sind vielfach nur gut iberschaubare und relativ kleine Zusammen-
fassungen notig, und bereits im Umfeld der reellen Zahlen ergeben sich ebenso
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schwierige wie fesselnde Fragen, die auf zuweilen stérende Riickenprobleme wie
ein Betdubungsmittel wirken kénnen, und neben denen Risse im Fundament als
tolerierbare Bauungenauigkeiten erscheinen. Dem Mengenbegriff ist dariiber
hinaus auch nicht so ohne weiteres anzusehen, daf sich auf ihm eine Universal-
sprache fiir die Mathematik griinden lifit. Zunichst liegt also eine ,,Sturm und
Drang“-Periode nahe, in der die Begriffe auf ihren Gehalt und ihren inneren
Reichtum untersucht werden. Auch wir werden uns bis zum dritten Abschnitt
weiter an diese faustische Mengenlehre halten, in Ubereinstimmung mit der
historischen Entwicklung.

Der Anfang istimmer das Schwerste bei einer Sache, und Cantor hatte zusitz-
lich mit Verboten zu kimpfen, mit denen Ende des 19. Jahrhunderts das aktual
Unendliche, die ,fertige” unendliche Menge belegt war. Heute - die unendliche
Menge der natiirlichen Zahlen N ist jedem Schiiler ein Begriff geworden - ist der
Anfang der Theorie der unendlichen Mengen aber leicht zu bestreiten, und nicht
begriindbare Dogmen sind zerbrochen. Ein Stiick weit werden wir diesen Weg
nun gehen, und uns hierbei auf die Intuition verlassen. Die faszinierenden Phi-
nomene der Grofienunterschiede im Unendlichen kénnen so vielleicht am deut-
lichsten hervortreten. Zur Natiirlichkeit der naiven Untersuchung der Begriffe
gesellt sich heute zudem die klirende Wirkung historischer Distanz.

Langfristig ist aber die Durchfiithrung der kritischen Analyse unvermeidbar.
Die heutige Mengenlehre hat nach dieser - insgesamt mehrere Jahrzehnte dau-
ernden - Durchfithrung alle wesentlichen Ergebnisse und Konzepte der nicht-
kritischen ,klassischen® Phase retten konnen, ihren Gehalt herausgearbeitet,
und sie auf ein solides Fundament gestellt. Der Leser muf} also nicht fiirchten,
nachher alles wieder vergessen oder neu lernen zu miissen, sondern darf sich viel-
mehr darauf freuen, vom Parkett in die Logen umzuziehen: Da das Theater eine
Unzahl interessanter Stiicke zu bieten hat, lohnt sich der bessere Blick. Die Stim-
mung dort unten sollte man aber einmal erlebt haben.

Aus Abraham Fraenkels Einleitung zu ,,Mengenlehre und Logik“

» - .. vielmehr sollen diejenigen Grundgedanken der abstrakten Mengenlehre moglichst
einfach entwickelt werden, die in enger Beziehung zu logischen Problemen und Methoden
stehen, und eben diese Beziehungen grundsitzlich herausgearbeitet werden. Es trifft sich
gliicklich fiir die Bediirfnisse des mathematisch oder logistisch nicht vorgebildeten
Lesers, dafi das genannte Ziel in weitem Ausmafi ohne nennenswerte mathematische
Technik und ohne symbolisch-logische Einkleidung erreichbar ist.

(Abrabam Fraenkel 1959)
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In diesem Kapitel fithren wir den fiir alles Folgende grundlegenden Begriff der
Abbildung oder Funktion rein mengentheoretisch ein: Eine Funktion ist hier-
nach eine ,statische“ Menge mit bestimmten Eigenschaften, kein neuer Grund-
begriff. Die Intuition, daf eine Funktion eine aktive Aufgabe wahrnimmt, um ein
Objekt in ein anderes iiberzufiihren oder ihm ein anderes zuzuordnen, bleibt da-
von unberiihrt.

Geordnete Paare

Fiir sich niitzlich und fiir den Funkdonsbegriff unentbehrlich ist der Begriff
des geordneten Paares P zweier Objekte a und b, in Zeichen P = (a, b). Man
koénnte geordnete Paare als Grundbegriff betrachten, aber wir wollen sie hier auf
den Mengenbegrift zuriickfithren, nicht zuletzt als Beispiel fiir eine mengenthe-
oretische Interpretation eines mathematischen Konstrukts.

Fiir Mengen gilt immer {a, b} = { b, a } nach dem Gleichheitskriterium. Bei
dem geordneten Paar von a und b soll dagegen die Reihenfolge der Elemente
eine Rolle spielen. Entscheidend ist offenbar die Bedingung:

#) (a,b) = (c,d) gdw a=cund b=d.

Dies ist die einzige Eigenschaft, die wir von einem geordneten Paar erwarten,
und wir kénnen irgendeine Definition nehmen, die sie erfiillt. Bequem - und all-
gemein tiblich geworden - ist die folgende Definition von Kazimierz Kuratowski
(1896 - 1980) aus dem Jahr 1921:

Definition (geordnetes Paar; Kazimierz Kuratowski)
Seien a,b Objekte. Dann ist das geordnete Paar von a und b,
in Zeichen (a, b), definiert durch:

(a,b) = {{a},{a,b}}. </a Q
Ubung () D

Man zeige (#), d.h. fiir alle Objekte a,b, ¢, d gilt:
(a,b) = (c,d) gdw a=c und b =d.

(a, b)

Das geordnete Paar (a, b) hat zwei Elemente fiir a #b, und nur ein Element fiir

a=b, nimlich {a}, dennesgilt (a,a) = {{a},{a,a}}={{a}}.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Hausdorff (1914): ,,Aus zwei verschiedenen Elementen a, b kénnen wir die Menge oder
das Paar{a,b}={Db, a}zusammensetzen; beide Elemente treten darin symmetrisch,
gleichberechtigt auf. Wir konnen sie aber auch zu einer unsymmetrischen, das eine
Element vor dem anderen bevorzugenden Verbindung zusammenfassen: wir konnen
das geordnete Paar

p=(a,b)
bilden, das von dem umgekehrt geordneten

p* = (b,2)
unterschieden werden soll. Falls die beiden Elemente gleich sind, kénnen wir sie ei-
nerseits zur Menge { a }, andererseits zu dem geordneten Paar (a, a) zusammenfassen,
dasin diesem Fall mit seiner Umkehrung identisch ist. Zwei geordnete Paare p = (a, b)
und p’ = (a’, b’) gelten dann und nur dann als gleich, wenn a = 2’ und b = b’ [ist].

Die Doppelindizes (i, k) an den Elementen einer Determinante, die rechtwinkligen
Koordinaten (x, y) von Punkten der Ebene sind geordnete Zahlenpaare. Dieser Be-
griffist also in der Mathematik fundamental, und die Psychologie wiirde hinzufiigen,
daf geordnete, unsymmetrische, selektive Verkniipfung zweier Dinge sogar ur-
spriinglicher ist als ungeordnete, symmetrische, kollektive. Denken, Sprechen, Lesen
und Schreiben sind an zeitliche Reihenfolge gebunden, die sich uns aufzwingt, bevor
wir von ihr absehen kénnen. Das Wort ist frither da als die Menge seiner Buchstaben,
das geordnete Paar (a, b) frither als das Paar {a, b }.

Ubrigens lifit sich, wenn man will, der Begriff des geordneten Paares auf den Men-
genbegriff zuriickfithren. Sind 1,2 zwei voneinander wie von a und b verschiedene
FElemente, so hat das Paar von Paaren

{{a, 1},{b,2}}
genau die formalen Eigenschaften des geordneten Paares (a, b), nimlich die Unver-
tauschbarkeit von a und b im Falle der Verschiedenheit beider Elemente ...

Die von Hausdorff unter ,iibrigens“ erwihnte Paardefinition hat bei aller Na-
tiirlichkeit den Nachteil, daf sie zusitzliche Objekte mit ins Spiel bringt. Fiir das
Paar (1, 2) selbst brauchen wir zudem neue Platzindikatoren 1/, 2. Dieser Indi-
katorenwechsel in Hausdorffs Definition ist im Prinzip nicht notwendig:

Ubung (aus der Juristenabteilung der Mengenlehre)
Seien i, j zwei verschiedene Objekte. Dann gilt (#) fiir die Paardefinition:

(a,b) = {{a,i},{b,j}} mitbeliebigen Objekten a,b.

Die Raffinesse der Kuratowski-Definition ist aber, daf} in ihr lediglich die
beiden Objekte a,b auftauchen, deren Paar gebildet werden soll, und keine In-
dikatoren. Nicht alle mengentheoretischen Interpretationen mathematischer
Konstrukte sind gleich gut.

Kuratowski (1921): ,Nous terminons cette note par une remarque suivante sur la notion
de paire ordonnée.
Soit A un ensemble composé de deux éléments a et b.
Il n’existe que deux classe, qui établissent un ordre dans A, a savoir:
{{a,b},{a}} et {{a,b},{b}}

Il semble bien naturel d’admettre la définition suivante:



50 1. Abschnitt Einfihrung

Définition V. La classe {{a, b}, {a}}estune,paire ordonée dont a est le premier
élément et b est le second’.

La notion de paire ordonée est, comme on sait une des plus importantes dans
la théorie des ensembles et il est bien utile d’avoir pour elle une définition suffisam-
ment simple. En admettre celle que nous venons de proposer est une conséquence
immédiate de ’emploi de la théorie de I’ordre qui a été discutée ici.“

Kuratowski notiert im Original Mengen mit runden Klammern anstatt mit geschweif-
ten. Da wir wiederum runde Klammern fiir Paare verwenden, wurde die Notation im Zi-
tat stillschweigend modernisiert.

Mit Hilfe des geordneten Paares kénnen wir nun eine Multiplikation fiir Men-
gen definieren:

Definition (Kreuzprodukt oder kartesisches Produkt)
Seien A, B Mengen. Dann ist das Kreuzprodukt von A und B,
in Zeichen A X B [A kreuz B], definiert durch:

AxB ={(a,b)laec A,be B}.

B
Fiir A x A schreiben wir kurz auch A”. . (ab)eAxB
Ubung
Seien n, m € N, und seien
A={0,1,...,n-1}, S E—

3 A
B={0,1,...,m-1}

(In dieser Schreibweise ist A = & gdw n = 0 und analog B = & gdwm = 0.)
Wieviele Elemente hat AX B? Wannist AxB =@ ?

Allgemeiner kann man n-Tupel (ay, ..., a,) aus Objekten sowie A X ... XA aus
Mengen definieren fiir n € N, n > 2. Man setzt hierzu:

(31, LARS] an) ( . .((31, 2'2)7 33)7 ooy dp 1)’ an)7
A;x...xA, = {(a,...,a,) | a;€ A, fiiralle1 <i<n}.
Weiter sei A" = A| X ... X A,, wobei alle A; = A sind. Es ist zumeist gefahrlos, AF
mit A" X A™ zu identifizieren fiir alle n,m,k € N - {0 } mit n + m = k, obwohl die
Elemente von R” x R? etwa von der Form ((xy, x,), (x3, x4)), die von R* dagegen
von der Form (x;, x,, x3, X4) sind.

Nach Definition gilt fir n-Tupel,n > 3: (ay, ..., a,) = ((ay, .-+, 3,_1), a,). Solche
n-"Tupel sind also bestimmte geordnete Paare.

Ubung
Zeigen Sie, dafi eine Definition des Tripels
(a,b,c) = {{a}){a7b}7{aab’c}}

ein Analogon zu (#) nicht erfiillen wiirde,
d.h.aus (a, b, ¢) = (d, e, f) folgt hier nichta=d,b=e,c="f.
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Dagegen gilt ein Analogon zu (#) fiir die obige Definition des Tripels als zwei-
fach geschachteltes Paar, (a, b, ¢) = ((a, b), ¢), und weiter gilt ein Analogon allge-
mein fiir n-Tupel, n 2 2:

(#,) (aj,...,a,) =(by,...,b,) gdw a;=b; furallel <i<n.

Relationen

Als Relationen zwischen Objekten a,b haben wir etwa kennengelernt:a=b,ae b,
acb. Die Relationen selbst sind hier =, €, c. Eine (zweistellige) Relation ist allge-
mein eine ,,bestimmte Beziehung® zwischen zwei Mengen, oder ein ,,bestimmter
Begrift“, der festlegt, wann zwei Objekte in Relation bzgl. dieses Begriffs stehen.
Wiasistnun genau eine ,,bestimmte Beziehung“ oder ein ,,bestimmter Begriff “? Es
zeigt sich, dafl wir uns hiertiber nicht den Kopf zerbrechen miissen; wir wiirden
auch nur Vagheiten aneinanderreihen. Wir definieren einfach: Eine Relation ist eine
Menge von geordneten Paaren. In dieser Weise wurden Relationen von Charles
Peirce, Ernst Schroder und Giuseppe Peano in den beiden letzten Jahrzehnten des
19. Jahrhunderts definiert, wobei dabei der Begriff des geordneten Paares undefi-
niert blieb.

Diese ,,Definition mit dem Paukenschlag® ist das Paradebeispiel fiir das exten-
sionale Denken der Mengenlehre. Ein Begriff wird mit seinem Umfang identifi-
ziert. Jede Menge von geordneten Paaren R liefert eine Relation, genannt R, die,
in wichtigen Fillen wie , mit einem kontextunabhingigen Namen versehen
wird ; und zwei Objekte a,b stehen in der Relation R zueinander genau dann,
wenn (a, b) € R gilt.

Die Geschichte des Funktionsbegriffs zeigt, wie schwer sich die Mathematik
mit diesem Denken lange Zeit getan hat.

Definition (Relation)
Eine Menge R heifit Relation, falls jedes x € R ein geordnetes Paar ist.
Ist A eine Menge und gilt R € A x A, so heifit R eine Relation auf A.
Sind a,b Objekte und gilt (a, b) € R, so schreiben wir hierfiir auch a R b.

Fiir jede Relation R kann man eine natiirliche Menge A finden, sodaf} R eine
Relation auf A ist. Hierzu eine Definition.

Definition (Definitionsbereich und Wertebereich)
Sei R eine Relation. Wir setzen:

dom(R) = {a | esexistiert ein b mit (a, b) € R},
rng(R) = {b | es existiert ein a mit (a, b) € R}.

dom(R) heifit der Definitionsbereich von R [dom fiir engl. domain],
rng(R) heifit der Wertebereich von R [rng fiir engl. range].



52 1. Abschnitt Einfihrung

Zum Beispiel ist dom(A x B) = A, rng(A x B) = B. Jede Relation R ist offenbar
eine Relation auf dom(R) U rng(R).

Die Ordnungsbeziehungen ,kleiner” und ,kleinergleich“ auf den Zahlmen-
gen N, Z, Q und R fassen wir ebenfalls als Relationen auf:

<y = {(n,m) e NxN | nistkleiner alsm },
<o = {(p,q) € @xQ | pistkleiner als q oder p ist gleich q }, usw.

Eine Relation wie ,,<n“ als ein Objekt zu betrachten, mit dem man weiter
operieren kann - etwa lifit sich P(<y) bilden - ist sicher gewohnungsbediirftig
und zunichst irritierend. Wir haben aber dadurch neben grofierer Prizision
eine Freiheit der Beschreibung und Manipulation gewonnen, die man schnell
lieb gewinnt. Zum Beispiel haben wir folgende Gleichung:
<p=<puU{ixx) IxeR}.

Fiir die Kleiner-Relationen auf den Zahlen gilt <y < <7 € <g € <g, und wir
unterdriicken deswegen hiufig den Index an den Relationen. Beispielsweise gilt
dann (3, 4) € <, wobei wir hierfiir natiirlich zumeist 3 < 4 schreiben werden.
Analoges gilt fiir <.

Einige hiufig gebrauchte Eigenschaften von Relationen sind:

Definition  (veflexiv, symmetrisch, transitiv)
Sei R eine Relation auf A.

(i) R heifit reflexiv, falls fiir allex € A giltx R x.

(i) R heilSt symmetrisch, falls fir alle x,y € A gilt:
xRy folgt yRx.

(iii) R heifit transitiv, falls fir alle x,y,z € A gilt:
xRyundyRz folgr xRz

Das Trio ,reflexiv, symmetrisch, transitiv® taucht hiufiger auf:

Definition (Aquivalenzrelation)
Sei R eine Relation auf A. R heifit eine Aquivalenzrelation auf A,
falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Fiir jedes x € A ist dann die Aquivalenzklasse von x bzgl. der Aquivalenz-
relation R, in Zeichen x/R [x modulo R], definiert durch:

x/R = {ye AlxRy}.
Weiter ist A/R [A modulo R] definiert durch A/R ={x/R | xe A}.

Isty € x/R, so heifit y ein Reprisentant der Aquivalenzklasse x/R.
B c A heifit ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir R, falls fiir jede
Aquivalenzklasse x/R genau einy € B existiert mity € x/R.

Intuitiv bedeutet x R y fiir eine Aquivalenzrelation R: x und y sind gleich im
Sinne von R. Die bevorzugten Zeichen fiir Aquivalenzrelationen sind deshalb
z.B.=,~, =, ..., die an das Gleichheitssymbol erinnern. Aquivalenzrelationen R
auf A sehen die Elemente x von A nur unscharf, wenn nicht x/R = { x } gilt. Die
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Identitit { (x, x) | x € A} auf A ist der Adler unter den Aquivalenzrelationen auf
A, R = A x A das blinde Huhn.

Ein Beispiel aus der elementaren Zahlentheorie: Fiir ein festesm e N, m > 1,
sei die Relation =, auf N definiert durch:

=, = {(a,b) e NxN | aund b haben den gleichen Rest bei Division mitm }.

Dannist =, eine Aquivalenzrelation auf N. Fiirm = 3 gilt z.B. 2 =5 5, und es gibt
genau drei Aquivalenzklassen:

0/=; = 3/=y = 6/=y = ... = {0,3,6, 9,...} = {k-3 1 ke N},
V= = 4/=; = 7/=; = ... = {1,4,7,10,...} = {k-3+1 ke N},
2=y = 5/=y = 8/=4 = ... = {2,5,8,11,...} = {k-3+2 | ke N}.

Die Mengen {0, 1,2 }und {0, 1, 5 } sind Beispiele fiir vollstindige Reprisentan-
tensysteme von =j.

Ein Beispiel aus der Analysis: Fiir x,y € R setzen wir
x~y falls 1x-yle Q.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf R. Die Aquivalenzklassen dieser Relation
haben die Formx/~=x+ Q@ ={x+q | g€ Q}. In der Analysis sind vollstindige
Reprisentantensysteme fiir diese Relation beriichtigt: Sie liefern Beispiele fiir
"Teilmengen von R, denen sich keine verniinftige Linge zuordnen lifit (im Fach-
Jargon: sie sind nicht Lebesgue-mefibar, wie Giuseppe Vitali (1875 - 1932) im
Jahre 1905 gezeigt hat, vgl. hierzu auch Abschnitt 2, Kapitel 9).

Ubung .
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Zeigen Sie:

() Firallex,ye Agilt: x ~y gdw x/~ = y/~.
(i) Firallex,ye Agilt: x/~ = y/~ oder x/~ ny/~ = @.
(iii) Esgile U A/~=A.

Die Aq_uivalenzklassen bilden also eine Zerlegung von A. Umgekehrt entste-
hen alle Aquivalenzrelationen aus Zerlegungen von A:

Ubung
Sei A eine Menge. Weiter sei # < P(A) eine Zerlegung von A,
d.h. es gelte:

() e P,
i) UP=A,
(i) PN Q=0 firalle bQe P mitP=Q.
Fira,be Asei
a~b falls ein P e P existiert mita,b € P.
Dann gilt:
~ ist eine Aquivalenzrelation auf A, und es gilt A/~ = .



54 1. Abschnitt Einfihrung

Fassen wir eine Menge A als ,, Welt* auf, so ist also eine Aquivalenzrelation auf
A nichts anderes als eine Aufteilung der Menge A in
bestimmte ,,Regionen” oder ,Linder*.
Und zwei Elemente von A sind dquiva-
lent dann und nur dann, wenn sie in der
gleichen Region liegen.

Ist A nichtleer, so hat jede Aquiva-
lenzklasse mindestens ein Element. N
Andererseits induziert die Zerlegung ) Zerlegung von A in 8 Teile oder
P = {{a}lae A} eine Aquivalenzrela_ Aquivalenzrelation auf A mit 8 Aquivalenzklassen
tion ~, fiir die jede Aquivalenzklasse
einelementig ist: Es gilta/~ ={a} firalleae A.

Der Funktionsbegriff

Ahnlich wie Cantor »Menge“ definiert hat, konnten wir ,Funktion® definieren
als eine Vorschrift, die jedem Element einer bestimmten Menge, dem sogenann-
ten Definitionsbereich der Funktion, eindeutig ein bestimmtes Objekt zuordnet.
Der Funktionsbegriff kann aber leicht rein extensional mit Hilfe von geordneten
Paaren definiert werden. Funktionen sind danach einfach besondere Relationen,
und wir sind nicht mehr auf eine intuitive Beschreibung angewiesen. Unsere Vor-
stellung und Idee von einer Funktion bleibt aber trotzdem durch die Intuition der
seindeutigen Zuordnung* bestimmt. Je mehr Konzepte der Leser mit derartigen
den Kern der Sache treffenden Vorstellungen versehen und seinem menschli-
chen Verstindnis der Mathematik hinzufiigen kann, desto besser. Ohne dieses
innere Licht kann man keine Beweise fithren und verstehen.

Definition (Funktion)
Sei f eine Menge von geordneten Paaren.
f heifit Funktion, falls fir alle a,b;, b, gilt:

(a,by) € fund (a,b,) e f folgt b;=Db,. (Rechtseindeutigkeit)

Funktionen sind also rechtseindeutige Relationen. Etwas anders formuliert:
Eine Relation f ist eine Funktion genau dann, wenn fiir jedes a € dom(f) genau
ein b existiert mit (a, b) e f.

Ist f eine Funktion, so schreiben wir wie tiblich auch

f(a) = b fiir (a,b) e f.

Definition (Bild unter einer Funktion)
Ist f eine Funktion und f(a) = b, so heifit b das Bild von a unter f.

Die bevorzugten Zeichen fiir Funktionen sind f, g, h, F, G, H.
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Definition (Funktion von A nach B)
Seien f eine Funktion und A, B Mengen.
f heifit Funktion von A nach B, in Zeichen f: A — B, falls gilt:

dom(f) = A und rng(f) c B.

Diese asymmetrische Behandlung von Definitions- und Wertebereich fiir
yFunktion von ... nach ... “ hat sich als niitzlich herausgestellt. Fiir die Funktion
f, die jeder natiirlichen Zahl die Null zuordnet, d.h. f(n) = 0 fir alle n € N, gilt
also f : N — N, obwohl nur ein Wert angenommen wird.

Es hat sehr lange gedauert, bis die einfache abstrakte Definition einer Funktion
als Menge von geordneten Paaren formuliert werden konnte. Die blofie Entwick-
lung des Begriffs einer ,,Funktion” im 17. Jahrhundert war bereits ein Kraftakt -
aus der Antike konnte hier ausnahmsweise einmal nichts iibernommen werden.
Der Term ,,Funktion®“ selbst geht auf Leibniz zuriick. Im 18. Jahrhundert sah man
eine Funktion zumeist als eine konkrete Berechnungsvorschrift; fiir eine Variable
wird in eine Funktion eine Zahl eingesetzt, und diese wird in eine andere Zahl um-
gerechnet. Von Leonhard Euler (1707 - 1783) stammt die Notation ,,f(x)“; fiir
ihn sind Funktionen zunichst Kombinationen aus den Grundrechenarten, der
Exponentiation und des Logarithmierens, und spiter allgemeine analytische Aus-
driicke, die z. B. auch durch Integration oder implizit durch Gleichungssysteme
gegeben sein konnen; dariiber hinaus konnen Funktionen auch durch unendliche
Reihen, Kettenbriiche usw. erzeugt werden. Erst im 19. Jahrhundert setzte sich
allmdhlich der Gedanke einer abstrakten Korvespondenz oder Zuordnung zwischen
Zahlen (Nikolai Lobatschewski 1792 - 1856, Jean Fourier 1768 — 1830, Johann
Lejeune Dirichlet 1805 - 1859, Bernhard Riemann 1826 - 1866) und spiter zwi-
schen beliebigen mathematischen Objekten durch. Ein entscheidender Schrittist
hier Dedekinds Definition, bei der er sich auf Dirichlet beruft, der selber wieder-
um viel von Fourier ibernommen hat:

Dedekind (1887): ,Unter einer Abbildung ¢ eines Systems [ Menge] S wird ein Gesetz
verstanden, nach welchem zu jedem bestimmten Element s von S ein bestimmtes
Ding gehort, welches das Bild von s heifit und mit @(s) bezeichnet wird ... “

Cantor arbeitet von Beginn an ebenfalls mit einem sehr abstrakten Funktions-
begriff. Die gedankliche, ,intern bestimmte® Moglichkeit, die Elemente zweier
Mengen auf bestimmte Art und Weise einander zuzuordnen, wird zur tragenden
Sdule seiner neuen Konzepte. Fiir ihn waren Funktionen - wie auch z.B. Ordnun-
gen - keine Mengen, und er hat hier keine Prizisierungsarbeiten iibernommen.
Von analytischen Ausdriicken und auch ,,Gesetzen® ist er aber weit entfernt, und
in seinen Schriften lotet er die lichtlosen Tiefen des heutigen abstrakten Funk-
tionskonzepts bereits voll aus, ohne dabei auf eine mengentheoretische Definition
von ,Funktion“ zuriickgreifen zu miissen.

Schlieilich werden Funktionen als spezielle Relationen behandelt (insbeson-
dere von Russell, der andererseits ungern Relationen auf geordnete Paare zu-
riickfithrte). Hausdorff gab dann zum ersten Mal die moderne Definition, bei
der Funktionen und geordnete Paare nur Mengen sind und sonst nichts.
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Hausdorff (1914): ,,Zuvor betrachten wir eine Menge P solcher Paare, und zwar von der
Beschaffenheit, daff jedes Element a von A in einem und nur einem Paare p von P als
erstes Element auftritt. Jedes Element a bestimmt auf diese Weise ein und nur ein Ele-
ment b, nimlich dasjenige, mit dem es zu einem Paare p = (a, b) verbunden auftritt;
dieses durch a bestimmte, von a abhiingige, dem a zugeordnete Element bezeichnen
Wwir mit

b = f(a)
und sagen, daf hiermitin A (d.h. fiir alle Elemente von A) eine eindeutige Funktion
von a definiert sei. Zwei solche Funktionen f(a), f’(a) sehen wir dann und nur dann als
gleich an, wenn die zugehorigen Paarmengen P, P gleich sind, wenn also, fiir jedes a,
f(a) = f'(a) ist.
Umgekehrt ist bei unseren Voraussetzungen ein Element b entweder mit keinem
oder einem oder mehreren Elementen a zu einem Paare p = (a, b) verbunden ... ¢

Verbunden mit unserer Definition von Relation und Funktion sind einige
Schreibweisen, die eine Erwihnung verdienen, um moglichen Irritationen vor-
zubeugen.

Seienf: A — B,undseienae A, be B mitf(a) =b.
Wirsetzeng=f-{(a,b) }. Danngiltg: (A-{a}) — B.

Sei x ein Objekt mitx ¢ A, und sei y ein beliebiges Objekt.
Seih=fu{(x,y)}. Dann giltdom(h) = A U {x}, rng(h) = mg(f) U {y},
h:dom(h) — Bu{y}, h(x) =¥

Die leere Menge & ist nach Definition eine Funktion mit dom (&) = &.

Es gilt @ : @ — B fiir jede Menge B.

Solche Uberlegungen gehéren zu den Tonleiteriibungen der Mengenlehre,

und sollten auch als solche aufgefafit werden.

Einfache Eigenschaften einer Funktion

Die folgenden Eigenschaften injektiv, surjektiv, bijektiv einer Funktion sind fiir
die Mengenlehre von zentraler Bedeutung.

Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Sei f eine Funktion.
() fheifitinjektiv,, falls fir alle a;,a,,b gilt:

f(a;) = b und f(a;) =b folgt a; = a,. (Linkseindeutigkeit)

(ii) fheift surjektiv nach B, falls gilt rng(f) = B, d.h.
fiir alle b € B existiert ein a € dom(f) mit f(a) = b.
f heifit surjektiv von A nach B, falls f : A — B und f surjektiv nach B.

(iii) fheifit bijektiv von A nach B, falls gilt:
fist injektiv und surjektiv von A nach B.

Man beachte, daf} ,jinjektiv* keine Erwihnung von Definitions- und Wertebe-
reich verlangt.
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Wir schreiben auch ,f : A — B surjektiv® fiir ,f ist surjektiv von A nach B“.
Analog fiir bijektiv.

Die drei Konzepte kann man sich leicht vor Augen fithren:

Anschaulich bedeutet
f:A — B injekdv: kein Wert (in B) wird mehrfach angenommen,
surjektiv:  jeder Wert in B wird angenommen,
bijektiv: vollstindige Paarbildung zwischen den
Elementen von A und B.

Nur Bijektionen behandeln ihren Definitions- und Wertebereich vollkom-
men symmetrisch.

Fraenkel (1959) iiber Bijektionen: ,,Grundlegend fiir alles Folgende ist der Begriff der
Abbildung [ bei Fraenkel hier = Bijektion]. Wird jedem Element m einer Menge M ein
einziges Element n einer Menge N zugeordnet, so spricht man von einer eindeutigen
Zuordnung von Elementen aus N zu den Elementen von M ; dabei kann natiirlich ver-
schiedenen m das nimliche n entsprechen, wie es z.B. der Fall ist, falls n den Vater von
m bedeutet. Istaber die Zuordnung iiberdies auch eindeutig in der umgekehrten Rich-
tung, d. h. entspricht auch jedem n ein einziges m, wie es z.B. fiir die Zuordnung zwi-
schen Eheminnern und Ehefrauen in einer monogamen Gesellschaftsordnung zu-
trifft, so heifit die Zuordnung eineindeutig. Sie wird dann auch eine Abbildung zwischen
M und N genannt = Bijektion zwischen M und N, und die hiermit ausgedriickte Sym-
metrie zwischen beiden Mengen hinsichtlich der Zuordnung ist offenbar begriindet.“

Satz
(@) Istf:A — B,soistf: A — rng(f) surjektiv.
@) Istf:A — Binjektiv,soistf: A — rng(f) bijektiv.
(i) Istf: A — B bijektiv, so existiert ein g : B — A bijektiv.

Beweis
zu (i) und (ii): Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Definitionen.

zu (111): Wir setzen
g={(b,a)l(ab)ef}
- Dannistg: B — A bijektiv.

Um den Leser weiter mit dem Funktionsbegriff und seinen ungewohnlichen
Notationen vertraut zu machen, halten wir noch einige Merkmale fest.

Nach Definition einer Funktion gilt: Ist f eine Funktion, und ist g c f, so ist
auch g eine Funktion. Ist f injektiv, so vererbt sich die Injektivitit auf jedes g = f.

Sind f und g zwei Funktionen, und gilt f(x) = g(x) fiir alle x € dom(f) N
dom(g), so ist auch f U g eine Funktion. Ist F eine Menge von Funktionen, und
gilt f(x) = g(x) fiir alle f,g € Fund alle xe dom(f) N dom(g), so ist auch UF eine
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Funktion. Verschiedene Funktionen lassen sich also zusammenbauen, wenn sie
sich aufihren Definitionsbereichen vertriglich verhalten. Weiter ist immer auch
N F fiir F # @ eine Funktion, denn es gilt NFcffirallefe F

Neben diesen definitorischen Spielereien gibt es solche fir die Anschauung:
Istf: A — B eine Injektion, so kann man sich f als eine Operation vorstellen, die
den Elementen von A Namen aus der Menge B zuweist: Jedes x € A erhilt den
Namen - oder den Zettel - f(x) € B. Injektionen lassen sich so als Umbenennun-
gen auffassen, wenn man vereinbart, daf§ der urspriingliche Name von x nichts
anderes ist als x selbst. Hintereinandergeschaltete Injektionen entsprechen dann
wiederholten Umbenennungen. Eine nicht injektive Funktion f: A — B dage-
gen kann man sich als eine Operation vorstellen, die bestimmte Elemente von A
miteinander identifiziert oder verklebt. Ist f : A — B eine Funktion, so ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf A, wobei x ~ y, falls f(x) = f(y).

Einfache Operationen mit Funktionen

Die einfachste Operation, die aus einer Funktion eine weitere Funktion
machg, ist die Einschrinkung der Funktion auf einen Teil des Definitionsbe-
reichs:

Definition (Einschrinkung einer Funktion)
Seif: A — Bund C c A. Dann setzen wir

flC = {(a,b)e flae C}.

f1C heifit die Einschrinkung von f auf C.
Sind £, g Funktionen mit f ¢ g, so heifit g eine Fortsetzung von f.

Istf:A — Bund CcA,sogiltfIC : C — B, und fisteine Fortsetzung von
fIC. Eine Funktion g ist Fortsetzung einer Funktion f genau dann, wenn
gldom(f) =1.

Eine weitere Operation ist uns im Beweis oben schon begegnet, nimlich die
»Umkehrung® einer Funktion. Hier brauchen wir die Injektivitit (Linkseindeu-
tigkeit) der Ausgangsfunktion, damit die Rechtseindeutigkeit der Umkehrung
gewihrleistet ist.

Definition (Umkebrfunktion)
Sei f eine injektive Funktion. Dann ist die Umkebrfunktion von f,
in Zeichen !, definiert durch

£ = {(b,a) | (a,b) e f}.

Offenbar ist f ! wieder eine injektive Funktion, und es gilt dom(f = rng(f),
rng(f'l) = dom(f). Weiter gilt =1
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Definition (Verkettung oder Verkniipfung von Funktionen)
Seien f, g Funktionen. Dann ist die Verkettung g o f der Funktionen f und g
[gelesen: g nach f] definiert durch:

gof = {(a,¢) l ae dom(f)und (f(a),c) € g}.

Ubung
Seien f, g Funktionen. Dann gilt:
(i) geofisteine Funktion, dom(ge°f) c dom(f), rng(gef) < rng(g).
@) Istf:A — Bundg:B — C,soistgef: A — C.

Seienf: A — B,g:B — C,undseih=gef:A — C.

Q5 Q

Nach Definition haben wir h(a) = g(f(a)) fiir alle a € A. Die Verkettung h von f
und g ist also die Hintereinanderausfithrung von f und g: Wir starten bei a, bil-
den b = f(a) und setzen dann h(a) = g(b) = g(f(a)).

Weiter gilt in dieser Situation stets go f = glrng(f) o f.

Ubung
Seienf: A — Bundg:B — C Funktionenundseih=gof.
() Sind f, g injektiv, so ist auch h injektiv.
(i) Istglrng(f) surjektiv nach C, so ist h surjektiv nach C.
(i) Sindf:A — Bundg:B — Cbijektiv,soisth : A — C bijektiv.

Die Verkettung ist eine assoziative Operation, was man sich anhand eines Dia-
gramms wie oben anschaulich machen kann:

Ubung  (Assoziativgesetz fiir die Verkniipfung von Funktionen)
Seien f, g, h Funktionen.
Dann gilt (heg)ef=ho(gef).

Wir kénnen also Klammern weglassen und h o g o f schreiben.
Fiir die einfachsten Funktionen brauchen wir noch eine Bezeichnung:

Definition (Identitit)
Sei A eine Menge. Dann ist die Identitit auf A,
in Zeichen id,, definiert durch:

idy = {(a,2) lae A}.

Esgiltidy : A — A. Offenbar istid, eine Bijektion von A nach A.
Nach Definition ist idg = &.
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Ubung
(a) Seif:A — B bijektiv.
Dann gilt flof=id, und fof' =ids.
(b) Seien f,g injektiv. Dann gilt (gof)™ = f'og™.

Der folgende Satz bringt ein niitzliches Kriterium fiir die Injektivitit oder Sur-
jektivitit einer Funktion.

Satz  (Verkettung zur Identitit)
Seif: A — B eine Funktion.

(a) Ist A=, sosind die folgenden Aussagen dquivalent:

@) f:A — Bistinjektiv.

(i) Esexistiert eine Funktion g: B — A mitge{=1id,.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@ f:A — Bistsurjektv.

(ii) Es existiert eine Funktion g: B — A mitfeg=idp.

Beweis
zu (a):
(1) ™ (i):
Seien B’ = rng(f) und a € A beliebig. Definiere g : B — A durch
glB’ =f"' g(b)=afirbe B
Dannist g f =ida.
(i) ™ (1):
Seif(a;) =b =1(ay) fiira;, a, € A. Dannist g(b) = g(f(a;)) =ids(a;) =
a; und g(b) = g(f(ay)) = ida(a;) = a5, also a; = a,. Also ist f injektiv.
zu (b):
(1) ™ (i):
Wir definieren g : B — A durch
g(b) = ,einae Amitf(a) =b“ firallebe B.
[Einae Amitf(a) =b existiert wegen rng(f ) = B nach Voraussetzung. |
Dann giltg : B — Aund nach Definition von g ist f(g(b)) = b fiir alle
be B. Alsofog=idg.
(i) ™ (1):
Seib e B. Wegen fo g =idg ist f(g(b)) = b. Also ist b € rng(f),
- denn f(a) = b fiira = g(b). Alsoistf : A — B surjektiv.

Dem Leser ist hier vielleicht die folgende Zeile aufgefallen:
g(b) = ,einae Amitf(a) =b*“

Manche Leser werden dieses ,,ein“ vielleicht seltsam finden, andere werden
fragen, was daran besonderes sein soll. Die einzige Besonderheit ist, daf§ hier ein
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sehr abstrakter Prozefl am Werk ist (und manche Leser werden sich mittlerweile
schon an unbegrenzte Abstraktion gewohnt haben): Wir wissen, daf} fiir jedes b
in B mindestens ein a in A mit f(a) = b existiert. Fiir die Definition von g miissen
wir aber derartige Zeugen a fiir alle b € B herauspicken. Uberspitzt gefragt: Wer
garantiert uns, daf} es einen auf ganz B operierenden ,,Zufallsgenerator” gibt, der
uns diese Auswahlarbeit ,liefere, gegeben b, irgendein fiir dieses b geeignetes a“
abnimmt? Die Antwort aus heutiger Sicht ist: Innerhalb eines gentigend reich-
haltigen naiven Mengenbegriffs liegt kein Problem vor, es gibt immer solche a’,
also nehmen wir einfach welche und definieren g. Innerhalb der axiomatischen
Behandlung der Mengenlehre zeigt sich, dafi man das Funktionieren solcher pla-
tonisch zweifellos gerechtfertigter Auswahlprozesse durch ein eigenes und sehr
starkes Axiom absichern muf3.

Im folgenden deuten wir dhnliche Situationen durch verwandte Schreibwei-
sen wie ,ein ... “ an, und betrachten diese sehr abstrakte Form der Mengenbil-
dung als interessant aber unproblematisch. Begegnet ist sie uns an versteckter
Stelle schon zuvor: Will man beweisen, daff jede Aquivalenzrelation ein vollstin-
diges Reprisentantensystem besitzt, ist ein dhnliches ,ein ...“ notig.

Bilder und Urbilder

Hiufig gebraucht wird das Aufsammeln von Bildern und Urbildern:

Definition (Bild und Urbild)
Sei f eine Funktion, und seien A, B Mengen. Wir setzen:
f”A = {f(a) | ae dom(f) " A},
f1”B = {ae dom(f) | f(a) € B}.

£”A heifit das Bild von A unter f [ gelesen: f zwei Strich von A].
£1B heift das Urbild von B unter f.

Man beachte, dafi die Urbildoperation £~ auch fiir nicht injektive Funktio-

nen definiert ist.
Gebriuchlich sind auch die Bezeichnungen f[A] und f “[B] fiir f’Aund f~'”B.
Es gilt f”A ¢ rng(f) und B < dom(f) fiir alle Mengen A, B.

Ubung
Seif: A — B eine Funktion. Dann gilt:

() f7f'”X c X fiiralle X ¢ B,
(i) f7f”X = X firalle X c rng(f),
(i) f7f”X o X fiiralle X C A,
(iv) 177X = X firalle X c A, falls f injektiv ist.
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Ubung
Seif: A — B eine Funktion. Dann gilt:
O f"X-Y) o "X - {"Y firalle X, Y C A,
@) f"(X-Y) =f"X - f"Y fiir alle X, Y C A, falls f injektiv ist,

(i) £7(X-Y) = f"X - f1”Y  firalleX,YcB,

) f"NZ c N{f"X1Xe %)} fir alle ¥  P(A),

W f"Nx=N{{"XI1Xe%X} fiir alle ¥ c P(A), falls f injektiv ist,
o) f7UZ = U{f"X 1 Xe %)} fiir alle ¥ c P(A),

i) f7N% = N{f"X 1 Xe X} firalle¥ < P(B),
iil) 77U % = U{f"X 1 Xe %} firalle¥ c P(B).

Fiir die Urbildoperation giltalso stets Gleichheit. Woran liegt das? Zunichst kann man
sich vor Augen fiihren, dafi Injektivitit von f eine gute Eigenschaftist, da dann f(x) einfach
als ein ,,neuer Name* fiir x angesehen werden kann, wihrend eine derartige Umbenen-
nung bei nichtinjektiven Funktionen zu Identititskrisen fithren wiirde. Damitist dann die
Gleichheit in (ii) und (v) klar. Fafit man nun f™' als eine ,mehrdeutige Funktion* auf
rng(f) auf, die einem x u. U. mehrere Werte zuweist, nimlich alle y mit f(y) =x, so gilt ,,In-
jektivitat” fir diese mehrdeutige Funktion: Die Mengen der Werte, die zu verschiedenen
X1, X, gehoren, sind disjunkt (denn f ist als Funktion rechtseindeutig). f~! kann man also
als eine Umbenennung auffassen, bei der Objekte u. U. mehrere neue Namen erhalten, je-
doch dieselben Namen niemals an verschiedene Objekte vergeben werden.

Der Leser, der immer noch nicht erschopft ist, kann versuchen, fir Relationen
R,S die Operationen

R = {(ba) | (ab)e R}

ReS = {(a, c) | esgibtein bmit (a,b) € Rund (b,c) € S},

R”A {bl (a,b)e Rfiireinae A},

RB = (R!)”B = {al (a,b) € Rfiireinbe B}

in dhnlicher Weise zu untersuchen, wie wir es fiir den Funktionsbegriff getan
haben. (Diese Definitionen rechtfertigen auch die Schreibweise f ' B fiir nicht-
injektive Funktionen f; die Relation f 1 ist nun immer definiert, da eine Funktion
feine Relation ist. Obige Verkniipfung © = op; von Relationen ist invers zur Ver-

kniipfung ° = o, von Funktionen, d.h. g o, f = fop g, was aber i.a. problemlos
ist, sodaf} der Index an ° entfallen kann.)

Nach dieser zuletzt recht trockenen Anreicherung unserer Sprache im Umfeld
des Funktionsbegriffs nihern wir uns im folgenden Kapitel der zentralen Idee
der Mengenlehre iiber eine spielerische Frage ...
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P. R. Halmos iiber den mengentheoretischen Funktionsbegriff

»Dementsprechend werden die Bezeichnungen Abbildung, Transformation, Zuordnung
sowie Operator (und viele andere) zuweilen als Synonyma fiir Funktion verwendet ...

Die oben aufgezihlten Synonyma fiir ,Funktion® suggerieren alle irgendeine Titigkeit
als Nebenbedeutung. Deshalb sind manche Mathematiker unzufrieden mit unserer Defi-
nition, derzufolge eine Funktion nichts (im dynamischen Sinne) tut, sondern einfach (im
statischen Sinne) vorhanden ist. Diese Unzufriedenheit dufiert sich in einem abweichen-
den Gebrauch des Vokabulars: Funktion wird fiir das undefinierte Objekt reserviert, das
irgendwie aktiv ist, und die Menge geordneter Paare, die wir als Funktion bezeichnet ha-
ben, wird dann der Graph der Funktion genannt. “

(P. R. Halmos 1972, ,Naive Mengenlebre®)



4. Grofienvergleiche

Wie vergleicht man zwei grofie Haufen Niisse ?

Gemeint ist: Wie stellt man fest, welcher der beiden Nuffhaufen mehr Niisse
enthilt?

Der Praktiker wird sagen: Wiegen! Da wir nach einer moglichst elementaren
Losung suchen, denken wir uns, wir befinden uns in einer prihistorischen Zeit,
wo man keine Waagen kennt, und auch keine allzu grofien natiirlichen Zahlen.

Alsoistauch die Idee, die beiden Haufen H; und H, abzuzihlen und so die An-
zahlen der Niisse festzustellen, ungeeignet.

Einem einigermafien begabten prihistorischen Sammler kénnte aber folgen-
der Algorithmus einfallen:

Der Algorithmus des Abtragens

(1) Nimm je eine Nuf§ von H; und H, weg und lege sie beiseite.
(2) Wiederhole diese Paarbildung, bis einer der beiden Haufen
aufgebraucht ist.

Die Resultate:

(I) H,;istam Ende aufgebraucht.
(II) H,; istam Ende aufgebraucht.
(IIT) H; und H, sind am Ende aufgebraucht.

entsprechen genau den Fillen:

(I)  H; hat weniger oder ebensoviele Niisse wie H,.
(II)  H; hat weniger oder ebensoviele Niisse wie H.
(III) H; und H, haben gleichviele Nisse.

Diese Entsprechung bezeichnen wir als die Korrektheit des Algorithmus, von der
wir intuitiv iberzeugt sind.

Der Algorithmus erzeugt eine Funktion: Sei f die Menge aller Paare
(a,b) € H; x H;, die wihrend des Abtragens entstehen.
Im Fall (I) ist f: H; — H, injektiv.
Im Fall (I) sei g = f'={(b,a) | (a,b) e f}. Dann ist g : H, — H; injekdv.
Im Fall (III) ist f : H; — H, bijekdiw.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Aus der Korrektheit des Algorithmus folgt, dafl das Ergebnis nicht vom Ver-
lauf der Paarbildung abhingt, d.h. jede mégliche Durchfithrung - jede mogliche
entstehende Funktion f - liefert das gleiche Resultat.

Wir setzen:

IH; | < IH,|, falls (I) eintritt,
IH, | < IH; I, falls (II) eintritt,
IH; | = IH, I, falls (IIT) eintritt.

[gelesen: Betrag H; kleinergleich Betrag H,, usw. ]

Wir betonen noch einmal, dafy wir hier keine natiirlichen Zahlen verwenden -
die Begriffe ,,mehr”, ,weniger” und ,gleichviel“ beruhen damit nicht auf dem
Zahlbegriff.

Zusammenfassend konnen wir festhalten:

Grofienvergleich und Existenz von Funktionen

(1) IH;I <I1H,| gdw ,esexistertein injektves f: H; — H,“.
(2) IH,I <I1H;l gdw ,es existiertein injektives f : H, — H;“.
(3) IH;lI=1H,l gdw ,esexistiertein bijektives f: H, — H;“.

Es gilt weiter:

(3) IH;l=1H,l gdw esexistierenf:H; — Hj; injektivund
g :H, — H, injektiv®.

Die Richtung von links nach rechts ist klar nach (3).

Fiir die andere Richtung argumentieren wir so:
Aus der Existenz von f folgt nach (1), daf§ 1H; | < |H, 1.
Aus der Existenz von g folgt nach (2), dafl 1H, | < IH,I.
Also gilt (I) und (II), und damit (III), also |H; | = |H, I.

Wir werden obige Tabelle zur Definition von |M| < IN| und IM| = INI
verwenden fiir beliebige Mengen M und N. (3”) - eine Folgerung unserer Kor-
rektheits-Annahme - miissen wir dann beweisen, und dies wird unsere erste
nichttriviale Aufgabe sein: Der Satz von Cantor-Bernstein.

Der Leser wird vielleicht fragen: Wie, wenn wir mit < arbeiten statt mit < ? Dann erhal-
ten wir z.B., dafl H; echt weniger Niisse hat als H,, wenn es ein Abtragen gibt, das H;
leert, aber bei H, einen Rest hinterldfit. Wir kénnten also obige Tabelle erginzen:

(+) IHyl <IH;l gdw ,es existiert ein injektives, nicht surjektives f: H, — H;“.

Dasist fiir den Abtragealgorithmus fiir Nufihaufen sicher richtig, aber diese Zeile konn-
te man nicht sinnvoll zu einer Definition von < fiir beliebige Mengen M, N verwenden:
Unter dieser Definition wiirde nicht gelten, daf§ IM 1 < IN1 dasselbe ist wie ,,I M| < N
und M| # IN|“. Der Leser kann sich das jetzt schon am Beispiel von M = N = N klarma-
chen. Wir kommen im Kapitel iiber Unendlichkeit ausfiihrlich darauf zuriick. Es erweist
sich als eine Besonderheit der Nufihaufen und der endlichen Mengen, daf} (+) das zu < und
= gehorige < definiert.



66 1. Abschnitt Einfihrung

Der Riickgriff auf Nahrungsmittel zur Motivation des Grofienvergleichs hat
eine lange Tradition. So schreibt Hessenberg 1906 in seinem Buch ,,Grundbe-
griffe der Mengenlehre:

Hessenberg (1906): ,Denken wir uns als ganz konkretes Beispiel etwa einen Korb Apfel und
einen Korb Birnen. Um zu priifen, ob beide gleichviel Stiicke enthalten, kénnen wir so
verfahren: Wir ergreifen mit der linken Hand einen Apfel, mit der rechten eine Birne
und legen jedes Stiick aus seinem Korb heraus. Dieses Verfahren wiederholen wir, so-
lange es geht. Es wird nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen zu einem En-
de fithren, und zwar entweder dadurch, daf} keine Apfel mehr dasind, oder dadurch, daf§
keine Birnen mehr vorhanden sind, oder drittens dadurch, dafl weder Birnen noch Ap—
fel mehr iibrig bleiben. Im ersten Fall ist die Anzahl der Birnen, im zweiten die der Apfel
die grofiere, im dritten Fall sind die Anzahlen einander gleich.”

Hausdorff denkt das Beispiel von Hessenberg kulturgeschichtlich weiter, und
gelangt tiber die Einfithrung von vermittelnden Objekten schliefilich zu Zei-
chensystemen und abstrakten Zahlen:

Hausdorff (1914): ,Wenn man eine Menge von Apfeln mit einer Menge von Birnen auf
die Anzahl der Gegenstinde vergleichen will, so geschieht dies auf dem primitiven
Standpunkt in der Weise, dafi man einen Apfel mit einer Birne zusammenlegt, und
dieses Verfahren bis zu seinem Ende fortsetzt...

Wenn aber die Apfel und Birnen sich an verschiedenen Orten befinden und ein
Transport der einen Menge zu der anderen mit Schwierigkeiten verbunden ist, so wird
der erfinderische Menschengeist auf der nichsthéheren Stufe sich einer vermittelnden
Menge bequem transportabler Gegenstinde, seien es Steine, Muscheln, Holzstiicke,
bedienen und [durch Vergleich von Apfeln mit den Gegenstinden und Vergleich der
Gegenstinde mit den Birnen die Anzahlen der Apfel und Birnen vergleichen]. Endlich
wird aber auch dieser Erdenrest noch tiberwunden und an Stelle der vermittelnden
Menge tritt ein System gesprochener, geschriebener oder gedachter Zeichen, der

Zahlzeichen 1, 2, .... Das Vergleichen wird damit zum Zihlen, und dquivalente
[ gleichgrofie ] Mengen erhalten nun eine gemeinsame Eigenschaft, die Anzahl ihrer
Elemente.

Diese Bemerkungen, die weder nach der psychologischen, noch nach der kulturge-
schichtlichen Seite hin irgendwelchen Anspruch erheben wollen, sollen nur verstind-
lich machen, daff die Aquivalenz [ Méglichkeit einer vollstindigen, symmetrischen
Paarbildung] die natiirliche Grundlage der Vergleichung von Mengen ist und dafl mit
ihrer Hilfe sogar der anscheinend paradoxe Versuch unternommen werden konnte,
auch unendliche Mengen zu zihlen.”

Die Idee des Vergleichs durch Paarbildung reicht sehr weitin den Brunnen der
Vergangenheit zuriick. Wir geben zuerst die offiziellen Definitionen, die am En-
de eines langen Schlafes und eines ebenso ausgedehnten Erwachens stehen, und
die dort dann einen Meilenstein in der Geschichte der Mathematik markieren.
Anschlieflend zeichnen wir nicht gerade die Héhlenmalereien, aber doch einige
frithe Skizzen der Paarbildung nach, die uns die Geschichte iiberliefert hat.
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Grofienvergleich zweier Mengen: ,,gleichgrofi“

Motiviert durch den Algorithmus des Abtragens definieren wir nun einen rein
mathematischen Begriff. Dieser Begriff der Gleichmichtigkeit zweier Mengen
erweist sich als derart tragfihig und ebenmaifiig, dafi sich auf seiner Grundfliche
eine Pyramide errichten lifit, die einen Vergleich mit einem altigyptischen Ori-
ginal weder nach Konstruktion noch nach Wirkung zu scheuen braucht.

Definition (14| = | BI; erste Fundamentaldefinition der Mengenlebre)
Seien A und B Mengen. Dann ist A gleichmachtig zu B,
in Zeichen |Al = |BI, falls gilt:

Es existiert ein bijektives f: A — B.

Cantor (1878): ,,Wenn zwei wohldefinierte Mannigfaltigkeiten M und N sich eindeutig
und vollstindig, Element fiir Element, einander zuordnen lassen (was, wenn es auf
eine Art moglich ist, immer auch noch auf viele andere Weisen geschehen kann), so
moge fiir das folgende die Ausdrucksweise gestattet sein, daf§ diese Mannigfaltigkeiten
gleiche Mchtigkeit haben, oder auch, dafl sie dguivalent sind.”

Der zweite Fundamentalbegriff der Mengenlehre ist der der Wohlordnung, ebenfalls von
Cantor aufgestellt und in den Mittelpunkt geriickt. Wir werden ihn im zweiten Abschnitt
definieren und unter die Lupe nehmen. Er ist die Senkrechte zur Grundfliche der Gleich-
michtigkeit und erlaubt uns sichere Konstruktionen in schwindelerregende Hohen.

Ubung
Seien A, B, C Mengen. Dann gilt:
@ TAl=1Al (Reflexivitiit)
@) IAlI=1BI folgt 1Bl =1Al, (Symmetrie)

@i) 1Al=1Blund IBI=ICl folgt 1Al =1CIl.  (Transitivitit)

Fraenkel (1959): ,,Wir setzen nun fest:

Definition 2. Existiert eine Abbildung [= Bijektion] der Menge N auf die Menge
M, so heifit M dquivalent der Menge N, in Zeichen M ~ N [ IMI = IN1].

Offenbar ist jede Menge sich selbst dquivalent (M ~ M), aus M ~ N folgt N ~ M,
und aus den Beziehungen M ~ N, N ~ P folgt M ~ P. Kurz, die Aquivalenz ist eine
reflexive, symmetrische und transitive Relation. Im allgemeinen - nimlich wenn M mehr
als ein Element enthilt - gibt es verschiedene Abbildungen zwischen zwei dquivalen-
ten Mengen ... “

Ubung
Seien M, A, B Mengen, A N B = und es gelte IM| = IMUAI,
IM| = IMuUBI.Dann gilt IMI = IMUAUBI.
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Zur Geschichte des Vergleichs durch Paarbildung

Welche Sammler der grauen Vorzeit Niisse, Schafe, Untergebene, Skalps,
Muscheln oder dhnliches durch Paarbildung miteinander verglichen haben,
bleibt uns unerforschlich. Aber es gibt dann bereits im Mittelalter recht abstrakte
Paarbildungen, entstanden nicht im Kontext der irdischen Zwinge, sondern
beim Ringen um den Begriff der Unendlichkeit, beim scholastischen Argumen-
tieren iiber die Existenz und Nichtexistenz unendlicher Objekte und Ideen in
Raum, Zeit, Mathematik und Gott. (Wir behandeln die Begriffe endlich und un-
endlich mathematisch im tibernichsten Kapitel, hier geniigt ein naives Verstind-
nis der Begriffe vollauf.)

Die folgende Darstellung stiitzt sich zuvorderst auf die Arbeiten von Helmuth
Gericke, insbesondere [ Gericke 1977], aus der im folgenden zitiert wird. (Siehe
weiter auch [Maier 1949].)

Die griechische Philosophie erkundete seit Anaximander (~ 611 - 546 v. Chr.)
die Idee des Unendlichen (des duerpov, d.h. wortlich: des Unbegrenzten), und
Aristoteles (384 — 322 v. Chr.) behandelt das Unendliche ausfiihrlich in seiner
Physik. Die Scholastik des Mittelalters kommentiert Aristoteles hauptberuflich,
nach und nach werden aber in den Kommentaren des 13. und 14. Jahrhunderts
eigene Gedanken entwickelt, es beginnt eine Emanzipierung durch iterierte
Kommentierung, und die Position des konservierenden Papageis wird schlief3-
lich als unbefriedigend empfunden und abgelegt.

Seit der Antike herrschte der heute noch nachvollziehbare Zweifel daran, dafl ein
Kontinuum aus einzelnen Punkten zusammengesetzt sein konne; des weiteren
herrschte die heute schwer zu verstehende Verwirrung, dafi ein Unendliches mit ei-
nem anderen Unendlichen vo6llig identisch sein miisse. Roger Bacon (~ 1210 -
1292) gehtder Frage der méglichen Punktartigkeit des Kontinuums nach, und bil-
detdabei die untere Seite eines Quadrats auf die Diagonale des Quadrats bijektivab,
indem er jeden Punkt der Seite mit dem dartiberliegenden Punkt der Diagonalen
paart. Damit wire, so Bacon, die Grundseite identisch mit der Diagonalen, ein Wi-
derspruch - also kann ein Kontinuum nicht aus Punkten zusammengesetzt sein.

Hier besonders interessant und kulturgeschichtlich sehr einflufireich ist das Vier-
gestirn Wilhelmvon Ockham (~1280/1285 - 1347/1349), sein Schiiler Johannes
Buridan (~1295 - 1358), und dessen Schiiler Nikolaus von Oresme (~1320 - 1382)
und Albert von Sachsen (~1316/1325 - 1390). Innerhalb dieser Gruppe entstehen
neue Aristoteleskommentare, und schliefilich finden sich bei ihrem jiingsten Mit-
glied schockierend moderne Einblicke. Euklid gibt das entscheidende Stichwort mit
seinem geometrischen Slogan ,,was sich deck, ist gleich®. Albert von Sachsen greift
den Gedanken auf und definiert die ,Deckungsgleichheit” fiir multitudines, also fiir
Mengen: ,,Wenn zwei Mengen sich so verhalten, daf§ jeder Einheit der einen eine
Einheitderanderen entspricht, dannistdie eine weder grofier noch kleinerals die an-
dere. Das erscheint als an sich gesichert, da ja die eine die andere nicht iibersteigt.”
Mengenlehre im 14. Jahrhundert! Albert gibt ein Beispiel: Gegeben sei ein zu einer
Seite unendlich langer Balken mit einem Quadratfuff Querschnitt. Man schneidet
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nun iteriert Stiicke von je 1 Fuf§ Linge von diesem Balken ab, und legt diese nach
einer volumenerhaltenden Verformung um eine Kugel derart herum, daff der
Kugel immer neue Schalen hinzugefiigt werden, also Schritt fir Schritt eine gro-
Bere Kugel gebildet wird. In dieser Weise wird der ganze Raum ausgefiillt! Denn
der Kugeldurchmesser kann bei dieser Prozedur nicht gegen einen endlichen
Wert konvergieren, da sich sonst ein endliches Volumen ergeben wiirde, der Bal-
ken aber ein unbegrenztes Volumen hat. Also sind der Balken und der dreidi-
mensionale Raum ,,deckungsgleich®. Es scheint also vielleicht doch letztendlich
yunendlich gleich unendlich“ zu sein, wenn man ,gleich“ als ,,deckungsgleich®
interpretiert ?

Albert gibt noch ein zweites Beispiel: Auf die Intervalle [0, 1/2], [1/2, 3/4],
[3/4, 7/8], ... legt man abwechselnd weifie und schwarze Steine. Dann nimmt
man die schwarzen Steine nacheinander von links nach rechts weg, und riickt
dabei die Steine von rechts auf die freiwerdenden Plitze nach. Dadurch wird
schliefilich jeder Platz mit einem weifien Stein dauerhaft besetzt. Die Menge
der weifien Steine ist also deckungsgleich mit der Menge aller verwendeten
Steine. All dies steht bei Albert innerhalb eines Kommentars zu ,,Uber den
Himmel“ von Aristoteles. Das Balkenbeispiel findet sich genau so auch in ei-
nem Kommentar von Oresme, sodafl mutmafilich einige der von Albert nieder-
geschriebenen Gedanken der Vierergruppe als Ganzes zuzurechnen sind.

Galileo Galilei (1564 - 1642) ordnet, mutmafilich unter Kenntnis der Werke
von Albert von Sachsen, die Quadratzahlen n’ den natiirlichen Zahlen n bijektiv
zu und schliefit nachvollziehbar, aber voreilig, daf§ ,,grofi, ,klein®, ,gleich® of-
fenbar im Unendlichen keinen Sinn machen.

Bernard Bolzano diskutiert in seinen 1848 geschriebenen und 1851 posthum
veroffentlichten ,,Paradoxien des Unendlichen® ebenfalls die merkwiirdige Ei-
genschaft, dafl zwei unendliche Mengen bijektiv auf einander abbildbar sein kon-
nen, obwohl die eine eine echte Teilmenge der anderen ist. Aber erst Georg
Cantor, der Bolzanos Buch sehr geschitzt hat, erkennt die fundamentale Bedeu-
tung des Michtigkeitsbegriffs, und geht ihm, motiviert durch einen frithen Er-
folg, beharrlich nach. Er ist philosophisch interessiert, und gleichzeitig, aus der
mathematischen Praxis der Fourierreihen kommend, an keiner Stelle philoso-
phisch blockiert. Ihn plagen keine Skrupel noch Zweifel, wenn er mit unendli-
chen Mengen Mathematik nach allen Regeln der Kunst betreibt. Bolzano wollte
ebenfalls zeigen, dafl die Paradoxien des Unendlichen Scheinparadoxien sind,
aber zu vieles bei ihm bleibt Alchemie, er will den Stein der Weisen finden, stol-
pert dabei iiber den Kern der Sache, und 146t ihn links liegen. Er erkennt noch
nicht, was die Unendlichkeit im Innersten zusammenhilt und ordnet. Bolzano
bildet so das Endglied der mengentheoretischen Vorzeit.

Die Mengenlehre beginnt irgendwann vor der Erfindung des Zihlens und
wird von diesem dann wahrscheinlich frithkapitalistisch verdringt. Sie keimt
selbst bei den Griechen nirgendwo auf, im Mittelalter schligt sie Wurzeln in
Kommentaren oft recht dunkler aristotelischer Heiligtiimer, und gelangt in die-
ser Form in die Hinde der Neuzeit, wo sie von Wissenschaftlern wie Galilei und
Bolzano zwar gegriifit, aber dann doch noch einmal iibersehen wird, bis sie
schliefflich unter Cantor zum ersten Mal ihre Knospen 6ffnet.



70 1. Abschnitt Einfihrung

Grofienvergleich zweier Mengen: ,, kleinergleich“

Motiviert durch obige Uberlegungen definieren wir:

Definition (141 < 1BI)
Seien A und B Mengen. Dann ist die Mdchtigkeit von A kleinergleich
der Miichtigkeit von B, in Zeichen |Al < |BI, falls gilt:

Es existiert ein injektives f : A — B.

Ubung
Sei IAl < IBlund IBI £ ICI. Dann gilt Al < |CI.

Der folgende Satz hilt eine wichtige Aquivalenz zu |A| < IBI fest, und gehort
zu den mathematischen Resultaten des Typs: ,,Ich sehe den Beweis.“

Satz
Seien A und B Mengen, und sei A # <. Dann sind dquivalent:

(i) Esexistiertf: A — B injektiv.
(i) Esexistiertg: B — A surjektiv.

Beweis
(1) ™~ (u):
Seif: A — B injektiv. Wir setzen g’=f' ={(b,a) | (a,b) e f}.
Dannistg’ : rng(f) — A surjektiv.
Seinun a* € A beliebigund g=g" U {(b,a*) | be B -rng(f) }.
Dann ist g eine Funktion von B nach A und A = rng(g”) < rng(g),
alsoistg : B — A surjektiv.
(i) ™ (1):
Sei g : B — Asurjektiv. Fiir jedes a € A istalso
U, = g (a)
nichtleer. Fiir jedes a € A fixieren wir ein beliebiges b, € U,.
Wirsetzenf={(a,b,) | ae A}. Dannistf: A — B injektiv.
Denn seien (a;, b), (a;,b) € f. Dannistbe U, undbe U,,,
- also g(b) =a; und g(b) = a,. Also a; = a,.

Der Beweis wiederholt Argumente aus dem Satz iiber die ,,Verkettung zur Identitit“
aus dem letzten Kapitel. In der Beweisrichtung von (ii) nach (i) findet sich wieder ein Ar-
gument vom Typ ,ein ...“, wobei wir diesmal die Sprechweise ,fiir jedes ... fixieren wir®
verwendet haben, was mit , fiir jedes ... wihlen wir“ gleichbedeutend ist. (Man spricht in
Beweisen gern von ,fixieren“ o.4., wenn ein sonst unbelastetes Zeichen fiir den Rest des
Beweises ein beliebiges Objekt aus einer bestimmten nichtleeren Menge bedeuten soll.
Z.B. ,,Wir fixieren eine Primzahl p € N, und setzen A={n-p | ne N}L.%)

Eine natiirliche Definition eines ,grofiergleich fiir Mengen ist:
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Definition (1Bl >*1A41)
Seien A und B Mengen. Wir setzen

IBI >* IAl falls A =@ oder ein surjektives f : B — A existiert.

Ein Ausdruck 1Al <* IBI ist dann gleichbedeutend mit IBI 2* |Al, so wie
IBI > [Al gleichbedeutend mit |A| < IB/ ist. Daher der Stern, um die Begriffe
erst einmal getrennt zu halten. Aus dem obigen Satz folgt aber, daf} fiir alle Men-
gen A, B gilt: |Al < IBI gdw IAl <* IBI.

Der Satz von Cantor-Bernstein (Aquivalenzsatz)

Den Zusammenhangvon |Al = IBl und |A| < IB| klirt der folgende Agui-
valenzsatz. Cantor hatte diesen Satz bereits 1883 formuliert. Bewiesen wurde er
dann erst in einem von Cantor geleiteten Seminar in Halle im Jahre 1897 von
dem damals 19-jihrigen Felix Bernstein, der die Arbeiten von Cantor studiert
und dabei seinen Beweis entdeckt hatte. Cantor hatte in der Zeit seiner schopfe-
rischen Hochstleistungen in Halle keine Schiiler um sich. Die mathematischen
Zentren waren damals Gottingen und Berlin. Hitte man dort von Anfang an die
Mengenlehre in ihrer Bedeutung erkannt, wiren wahrscheinlich Beweise des
Aquivalenz- und Vergleichbarkeitssatzes viel friiher gefunden worden. Cantor
mufite alles alleine machen. Schiiler hitten ihn gestiitzt, nicht nur im Auffinden
von Beweisen, sondern auch durch die blofie Moglichkeit zur Diskussion iiber
offene und interessante Fragen der Mengenlehre. Ein einziger kluger Kopf, der
Cantor dazu bewegt hiitte, sein Wissen um die ,,Paradoxien der Mengenlehre®
genauer zu formulieren, hitte geniigt, um einen Ubergang der Mathematik in
ihr modernes Zeitalter einzuleiten, ohne dafy dabei Porzellan zerschlagen wor-
den wire. Verlassen wir aber diese, wie der Logiker Georg Kreisel sicherlich sa-
gen wiirde, ,,Kaffeehausdiskussion“ und wenden uns dem Beweis des Satzes von
Cantor-Bernstein zu.

Der Beweis verwendet die natiirlichen Zahlen N und die rekursive Definition von Ob-
jekten: Es wird eine Folge oy, 01, 0, ... von Objekten konstruiert. Bei der Definition von
o0, darf dabei aufalle o; miti < n zuriickgegriffen werden. [Der Leser betrachte als Beispiel
die Definition der Fakultitn! fiirn € N: Man setzt 0! = 1 und definiert dann fiirn € N re-
kursiv(n+1)! =n!-(n+1).]

So wie man Objekte durch Rekursion definieren kann, kann man Beweise durch Induk-
tion fithren: Man will zeigen, daf§ eine Aussage A(n) fiir alle n € N gilt. Hierzu geniigt es
zu zeigen: (1) A(0) gilt (Induktionsanfang) und (2) Fir alle n € N gilt: Aus der Giiltigkeit
von A(n) folgt die Giiltigkeit von A(n + 1) (Induktionsschritt von n nachn + 1). Eine wich-
tige Variante des Induktionsschritts ist: (2) Fiir alle n € N gilt: Aus der Giiltigkeit von
A(m) fiir alle m < n folgt die Giiltigkeit von A(n). Oft reicht die erste Form, zuweilen ist
die zweite Form, bei der man im Induktionsschritt alles, was man ,,bereits bewiesen® hat,
mitfithrt, von Vorteil. (Zudem liefert (2”) den Induktionsanfang (1) kostenlos mit.)

In der Mengenlehre lifit sich beweisen, daf} riickbeziigliche Definitionen und induktives
Beweisen gerechtfertigt sind; fiir jetzt nehmen wir diese Verfahren als legitim an, wie esauch
sonst {iberall in der Mathematik geschieht. (Vgl. hierzu auch die Diskussion in 2.7.)
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Ernst Zermelo hat 1908 den Bernsteinschen Beweis so umgestaltet, dafl dabei die natiirli-
chen Zahlen und die Rekursion vermieden werden kénnen. Da die einfache Idee des Bewei-
ses, auf die es uns hier ankommt, dabei eher verwischt wird, gehen wir den anderen Weg. Der
Aquivalenzsatz zihltwieder zu den Sitzen, deren ,,Grund der Giiltigkeit“ man vor Augen se-
hen kann, diesmal allerdings wohl nur durch genaues Studium eines Beweises. Der Satz be-
sagt: Aus IMI <INl und INI <Ml folgt INI =IMI, d.h. wenn es Injektionenf: M — N
und g : N — M gibt, so gibt es auch eine Bijektion h : M — N. Dies ist keineswegs klar.

Wir beweisen vorab einen Satz, dessen Aussage der Intuition sehr entgegen
kommt, und aus dem sich der Satz von Cantor-Bernstein in wenigen Zeilen er-
gibt. Dieser vorbereitende Satz besagt, daf§ eine zwischen zwei gleichmichtigen
Mengen N ¢ M bzgl. der Inklusion ,.eingezwickte® dritte Menge N” ebenfalls zu
N und M gleichmichtig ist. Das Gefiihl sagt uns, dafi dies gelten sollte.

Satz  (Inklusionssatz)
Seien M, N Mengen mit N c Mund IN| = IMI.
Weiter sei N’ eine Menge mit N ¢ N' c M.
Dann gilt IN’l = IMI [= INI].
Anders formuliert:
Seien A, B, C paarweise disjunkte Mengen mit IAUB U Cl = [Al.
Dann giltauch IAUBUCI = IAUBI.

Beweis
Die Aquivalenz der beiden Aussagen ist klar: Wir setzen A=N, B=N"-N,
C=M-N’,undin der anderen RichtungN=A,N'=AuB,M=AuBuUC.
Wir zeigen die A-B-C-Formulierung. Seialsof: AuB U C — A bijektiv.
Wir setzen C;, = C und definieren rekursiv:
C,,; = f’C, firne N.

Wir bilden also fortwihrend die Bilder von C unter der Abbildung f.
Das folgende Diagramm veranschaulicht die Situation:

A

Esgiltfirallen>1: C, c Awegen C, crng(f) = A.

Weiter sind die Mengen C,, C;, C,, ... paarweise disjunkt, woftir die
Injekdvitit von f und Cy N A = & verantwortlich ist. Obwohl wir diese
Aussage fiir den Beweis nicht brauchen, ist es niitzlich, sie sich klar

zu machen; zudem rechtfertigt sie obiges Diagramm.
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Beweis der Aussage ., fiir alle m > n ist C, " C,, = D¢
durch Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 0:
Firm > 1 giltwegen C,, c A, daf Co n C,, = &.
Induktionsschritt von n nach n + 1:
Annabme, es gibt ein

xe C,,1NnCh, =1"C, nf"C,, fiir einm >n.

Dann ist aber f'(x) € C, N C,,, im Widerspruch
zur Induktionsvoraussetzung.

Also C,,; nC,,,; =D firallem >n.
Sei nun
C* = U,.nvC..
Definiere nun eine Funktionh : AuB U C — A U B durch:

ho) - { f(x),  falls xe C*,

X, sonst.

Dann ist offenbar h injektiv und rng(h) = A U B.
— Also h:AuBuUC — Au B bijektiv wie gewiinscht.

Die Funktion h macht das folgende : Wir bilden C, bijektiv durch f auf die
Menge C, = {”C, ab. Die Elemente von C; schicken wir bijektiv nach C,, dann
schicken wir die Elemente von C, bijektiv nach C; usw., wobei wir immer f zum
Transport verwenden. Fir allenistf: C, — C,,, bijektiv und es gilt

hiC* = fIC*: C* — C*-C,
bijektiv.
Auf der ganzen Restmenge (A - U, 5, C,) U Bisth die Identitit, und damit ist

diese Restmenge trivialerweise Teil des Wertebereichs.
Im Grunde ist es ein einfacher Satz.

Bei der Untersuchung der verschiedenen Mdoglichkeiten, Unendlichkeit zu
definieren, werden uns ganz dhnliche Ideen noch einmal begegnen. Wir werden
dort die Orbits x, {(x), f(f(x)), ... von Punkten x unter injektiven Funktionen ge-
nauer studieren.

szmg
(1) SeietnAcBcCcD, Al =ICl, IBl =IDI.Danngilt |Al = IDI.

(i) Seil={xe R10<x<1},undsei R={xe I| die ersten
100 Nachkommastellen von x (in der kanonischen
Dezimaldarstellung) sind 0, 1, 2 oder 3 }.
Dann gile IRI = I11.

(iii) Seien A,B,C Mengen mit |Al = AU BI, [Al =AU CI
(B und C sind hier nicht notwendig disjunkt).
Dann gilt IAl = [AUBUCI.
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Cantor (1883b, §13): ,Hat man irgendeine wohldefinierte Menge M von der zweiten

Michtigkeit, eine Teilmenge M’ von M und eine Teilmenge M” von M’ und weify man,
dafl die letztere M” gegenseitig eindeutig abbildbar ist auf die erste M, so ist immer
auch die zweite M’ gegenseitig eindeutig abbildbar auf die erste und daher auch auf die
dritte.

... es scheint mir aber hichst bemerkenswert und ich hebe es daher ausdriicklich her-
vor, daf} dieser Satz allgemeine Giiltigkeit hat, gleichviel welche Michtigkeit der Men-
ge M zukommen mag. Darauf will ich in einer spiteren Abhandlung niher eingehen
und alsdann das eigentiimliche Interesse nachweisen, welches sich an diesen allgemei-

nen Satz kniipft.”

Wir erhalten nun sofort:

Korollar  (Aquivalenzsatz von Cantor-Bernstein)
Seien M, Q Mengen mit IM| < 1Ql und QI < IMI.
Dann gilt IM| = 1QI.

Beweis
Seienf: M — Qinjektivund g: Q — M injektiv.
Sei N =rng(gef), N =rng(g).
Dann gilt Nc N’ cMund IN| = IMI,denngeof: M — N ist bijektiv.
Nach dem Satz oben istalso IN"l = IM]I.
Aber es gilt 1Q1 = IN’I, denn g: Q — rng(g) = N ist bijektiv.
- Also 1QI = IN’I = IMI.

f
Mit Hilfe des Satzes kann man die Aufgabe:
(+) Zeige |Al = IBI.
in die beiden in vielen Fillen einfacheren Teilaufgaben

(+1) Zeige Al <IBl  und (+,) Zeige |IBI <Al
zerlegen (vgl. A=B gdw AcBund BcA).

Ernst Zermelos Beweis (veroffentlicht 1908, brieflich mitgeteilt an David Hilbert 1905
und Henri Poincaré (1854 - 1912) 1906) ohne natiirliche Zahlen behandeln wir in folgen-
der Ubung. Zermelo beruft sich bei seinem Beweis auf Dedekind. In der Tat hatte Dede-
kind bereits 1887 einen Beweis des Aquivalenzsatzes gefunden, diesen aber nicht klar her-
ausgestellt - er ist heute im Nachlafiteil seiner ,,Gesammelten Werke® zu finden [ Dedekind
1930-1932, Band IIL, S. 447{f]. Unabhingig wurde dieser Beweis auch entdecktvon Peano

1906 und Alwin Korselt (1864 - 1947) 1911.
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Ubung "
Wir zeigen den Inklusionssatz, wie oben folgt dann der Aquivalenzsatz.
Seif: AuBuUC — Abijektiv, wobei A, B, C paarweise disjunkt.
Wirsetzen Z=MN {DcAuC | CcDundfirallexe Distf(x) e D}.
(1) EsgiltCcZund firallexe Zistf(x) € Z.
(i) Istxe Z - C,soistf(x) € Z. Folglich f"Z =7 - C.
(iii) Definiereh: AU B UC — A U B durch
h(x) = {(x), fallsx € Z, h(x) =x, fallsx ¢ Z.
Dannisth: AuBuUC — AU B bijektiv.

[De facto gilt Z = C* mit C* wie im Beweis oben und die konstruierten Bijektionen
h sind dieselben. Z wird hier aber ,,von oben® als Schnitt definiert; der Aufbau von
Z = C* ,von unten“ (induktiv) gibt sicher ein klareres Bild von Z.]

Wir geben nun noch einen weiteren Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein,
der 1906 von Julius Konig (1849 - 1913) gefunden wurde. Im Grunde konstru-
ieren wir die gleiche Bijektion wie oben, aber der Beweis erzeugt eine etwas an-
dere Vorstellung von dieser Bijektion. Der Inklusionssatz wird nicht verwendet.

Weiterer Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein
Seienf: M — Qund g:Q — Minjektiv. O.E. seien M und Q disjunkt.

[Andernfalls ersetze M durch M x {0 } und Q durch Q x {1} und
modifiziere f und g entsprechend; ein bijektivesh” : M x {0} — Qx{1}
liefert dann auch ein bijektivesh : M — Q. Der Beweis funktioniert
auch direkt fiir beliebige M und Q. Aber fiir das innere Auge (und fiir
Skizzen) ist der Fall M N Q = & isthetischer. |

Wir suchen wieder eine Bijektionh : M — Q.
Wir klassifizieren hierzu die Elemente x aus M nach dem Typ der durch sie
laufenden f-g-Urbildkette: Sei x € M. Wir definieren solange wie moglich:

x=xp, x; =8 (%), % =1"(g" () =" (x), ;3=g" (%), 4 ="(x3), ...
Allgemein setzen wir
., = { g:ll (Xn), falls n gerade,
7 (x,), falls nungerade,
solange die Urbilder existieren!

Istx, fur alle n € N definiert, so sagen wir: x ist vom Typ I.

Ist das letzte definierte x, € M, d.h. g'1 (x,) existiert nicht, so sagen wir:
x ist vom Typ IL.

Ist das letzte definierte x, € Q, d.h. f™(x,) existiert nicht, so sagen wir:
x ist vom Typ IIL.

Offenbar kann ein x nicht von zwei verschiedenen Typen zugleich sein.
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Der Leser verfolge an einer Skizze den
Ziehharmonika-Kurs x = xq, X1, X, ... N X5
der Urbilder von x unter den Abbil-
dungen f und g. Dieser Kurs kann ab-
brechen - u. U. schon bei x, —, weil f
und g nicht notwendig surjektiv sind. g!
Er kann unendlich sein, z. B. fiir den
Fall g(f(x)) = x; hier ist die Urbildfolge
x, f(x), x, {(x), ... Eine Urbildfolge ei-
nes xvom Typ I kann natiirlich auch aus g
unendlich vielen paarweise verschiede- X0
nen Elementen bestehen.

X4

X3

X2

X

Wir setzen nun fiir x € M: M Q

h(x) = f(x), falls xvom Typ I oder 11 ist,
- g (x), falls x vom Typ T ist.

Dannisth : M — Q die gewiinschte Bijektion,
— wovon der Leser sich mit Freuden iiberzeugt.

Auchh: M — Q mit h(x) = f(x), falls x vom Typ I, h(x) = g” (x), falls x vom
Typ I oder III wire eine Bijektion von M nach Q. Auf Typ I kénnte man weiter
auch doppelt verschieben: h(x) = f(f(x)), usw. Wichtig ist nur, daf§ wir die
schliefilich endenden Urbildketten gemif} ihrem Ende in M oder Q unterschied-
lich behandeln.

Schliefilich kann man den Satz von Cantor-Bernstein auch mit einem auf Bro-
nistaw Knaster und Alfred Tarski zurtickgehenden Fixpunktsatz beweisen, wobei
hier der Fixpunktsatz interessanter ist als seine Anwendung auf den Aquivalenz-
satz, die im Grunde nur den Beweis von Dedekind-Zermelo wiederholt. Wir be-
handeln diesen Ansatz in der folgenden Ubung.

Ubung

Sei M eine Menge. Eine Funktion g : P(M) — P(M) heifit monoton,

falls fiir alle x,y € P(M) gilt: xcy folgt g(x) < g(y).

x ist ein Fixpunkt von g, falls g(x) = x gilt.

(i) Seien M eine Menge und g : P(M) — P(M) monoton.
Dann existiert ein kleinster Fixpunktvon f, d.h. es gibteiny € P(M) mit:
g(y) =y und fiir alle x c y gilt g(x) # x.
[Wirsetzeny = {xcM | g(x) cx} (es gilt z.B. g(M) c M).]

(i) Zeigen Sie den Inklusionssatz (und damit den Satz von
Cantor-Bernstein) mit Hilfe eines kleinsten Fixpunktes einer
geeignet definierten monotonen Funktion.
[SeiD=AUBuUCundf:D — A bijektiv.

Wir definieren g : P(D) — P(D) durch g(x) = {”x U C. Dann ist g monoton.
Der kleinste Fixpunkt von g ist gerade unser fritheres C*.]
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Analog existiert fiir ein monotones g : P(M) — P(M) ein c-grofiter Fixpunke. Fiir
die monotone Funktion g in (ii) ist (A U B U C) - B* der grofite Fixpunkt von g, wobei
B* analog zu C* definiert ist, also B = U, . y B, mit By = B, B,,, | = {”B,. Weiter ist die
Funktionh’: D — A u B mith’(x) = f(x) fiir x ¢ B*, h'(x) = x fiir x € B* bijektiv. Hier
ist also der Anteil der Identitit kleiner, falls kleinster und grofiter Fixpunkt verschieden
sind, d.h. falls B* U C* # D. Alle bekannten ,elementaren“ Beweise des Satzes von
Cantor-Bernstein konstruieren letztendlich eine der Abbildungen h oder h'.

Die obigen Beweise des Satzes von Cantor-Bernstein sind zwar trickreich, ins-
gesamt aber weniger abstrakt als etwa der sehr iibersichtliche und einfache Be-
weis, daf} aus der Existenz einer Surjektion f: A — B die Existenz einer Injektion
g:B — Afolgt. Ein ,ein ...“ wird hier nirgendwo gebraucht. Wihrend sonst,
wie wir sehen werden, im Bereich der Michtigkeitstheorie Vermutungen mit
den schwersten Geschiitzen solange angeschossen werden, bis sie sich endlich
beweisen oder widerlegen lassen, geniigt zum Beweis des Satzes von Cantor-
Bernstein eine letztendlich simple trojanische Kriegslist.

Wir verweisen den Leser auf [ Deiser 2008] und [Rautenberg 1987] fiir weitere histori-
sche Bemerkungen und Beweise des Satzes.

Strikt kleinere Michtigkeiten

Definition (14l < |Bl)
Seien A, B Mengen. A4 ist von (echt) kleinerer Michtigkeit als B,
in Zeichen |Al < IBI, falls Al < IBl und |Al # IBI.

Also Al < IBI gdw ,es existiert eine Injektion von A nach B, aber keine Bijek-
tion von A nach B“.

Fiir die Transitivitit von |Al < IBI| wird der Satz von Cantor-Bernstein
benotigt:

melg
IAl < IBl und IBI < ICl folgt 1Al < ICI.

[Der Satz von Cantor-Bernstein wird verwendet, um den Fall
Al = ICI auszuschliefien.]

In der dlteren Literatur wurde das ,kleiner bei Michtigkeiten oft etwas anders einge-
fithrt. Fiir Mengen A, B definiert man hier |Al <, |BI, falls eine Injektion von A nach B,
aber keine Injektion von B nach A existiert, d.h. man setzt |Al <, |BI, falls IAl < 1B aber
non(IBI < 1Al). <, ist offenbar irreflexiv. Weiter ist <, transitiv, und hierfiir wird der Satz
von Cantor-Bernstein nicht benutzt (Beweis von ,,|Al < Bl < ICl folgt Al <; ICI“
ohne Cantor-Bernstein als Ubung). Der Satz von Cantor-Bernstein wird benutzt um zu
zeigen, dafl < und <, identisch sind.
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Wasist IMI?

Fiir eine Menge M hat | M| noch keine Bedeutung an sich, streng definiert
sind lediglich die Beziehungen IM| = IN|, IM| <INl und IMI| < IN1. Durch
den stindigen Gebrauch von Wendungen wie ,,die Michtigkeit vom M ist klei-
ner als die Michtigkeit von N“ wird man aber irgendwann ,,Michtigkeit“ als ein
selbstindiges Wort ansehen, bei dem nicht nur in bezug auf zwei begleitende
Mengen auch ein Begriffist. Esist sehr schwer, diesen Begriff der Michtigkeit ei-
ner Menge genau zu definieren, und es ist nicht ohne Witz, dafi gerade die Men-
genlehre als Sprache, die sonst mit Leichtigkeit Konzepte aus der Mathematik
entgegennimmt und fehlerfrei gemeifielte Definitionen zuriickgibt, mit einem
der ureigensten Begriffe der Mengenlehre als Theorie grofiere handwerkliche
Schwierigkeiten hat. Bis weitin die 20er Jahre des 20. Jahrhunderts hat es gedau-
ert, bis man eine wirklich befriedigende Definition von |MI| zusammenge-
schweifit hatte.

Unser Vorgehen ist nun dieses: Bis zu Kapitel 12 werden wir | M| nicht als
Objekt betrachten, sondern rein relational mit IM| = IN1, IM| < IN| und IM|
< INT auskommen. Es trifft sich glicklich, daff nicht nur die Resultate, sondern
auch die Wege zu ihrer Entdeckung sich in dieser Form sehr treu wiedergeben
lassen: im Vordergrund steht die Konstruktion von Injektionen und Bijektionen
zwischen zwei Mengen M und N, nicht die Manipulation eines Objektes a = | M.
Kapitel 12 fithrt dann in die Arithmetik mit Michtigkeiten (oder gleichbedeu-
tend: Kardinalzahlen) ein, und bis dahin wird hoffentlich jeder Leser unter
»Michtigkeit von M“ etwas verstehen, und einen nicht zuletzt notationell flexib-
len algebraischen Kalkiill mit Michtigkeiten als befreiend empfinden. Es wird
klar sein, daf} sich alle neuen Resultate in die alte relationale Sprache zuriickiiber-
setzen lieffen, wenn man denn dies wirklich wollte. Wir nehmen dann also mit
» M| als Objekt“ zwar in der Tat eine kleine definitorische Schuld auf - denn
streng definieren kénnen wir M| in Kapitel 12 immer noch nicht -, bleiben
aber in der Lage, sie jederzeit zuriickzuzahlen. Die Hypothek erweist sich zudem
als Investition: Der Kalkiil reproduziert miihelos alte Beweise, er vereinfacht die
Theorie und suggeriert neue Fragestellungen. Was will man mehr.

Man will mehr. Man will eine saubere Definition. Diese entwickeln wir im
zweiten Abschnitt. Zunichst geben wir dort eine taktische Definition von Kardi-
nalzahl iiber eine neue Hypothek, nimlich die der Ordinalzahl, bis wir zuletzt
»Ordinalzahl“ formal befriedigend definieren kénnen, und damit jede Hypothek
zuriickzahlen. |M1, die Michtigkeit oder Kardinalitit von M, wird schliefilich
exakt definiert sein als eine Zah/, wobei hier ein erweiterter Zahlbegriff zugrun-
deliegt. Die Reihe der natiirlichen Zahlen wird durch die transfiniten Zahlen
fortgesetzt werden, und im weiten Raum der Unendlichkeit finden sich dann ge-
niigend ausgezeichnete und sichere Bojen, mit denen der Begriff der Michtigkeit
sicher verankert werden kann.

Wiirden diese definitorischen Schwierigkeiten dem Verstindnis des Stoffes ir-
gendwie entgegenstehen, so hitte der Autor keine Sekunde gezogert, das Pferd
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von hinten aufzuziumen. Aber im Gegenteil scheint die Freundschaft zu ab-
strakten Begriffen durch personliche Begegnungen weit besser gefordert zu wer-
den als durch eine notarielle Beglaubigung ihres gesetzestreuen Verhaltens. Spi-
ter wird man diese dann zu schiitzen wissen, zumal sie sich in bestechend schéner
Handschrift anbietet.

Georg Cantor hatdie Michtigkeit | M| einer Menge M als das Gemeinsame all
derer Mengen definiert, die gleichmichtig mit M sind, d.h. fiir die eine Bijektion
zu M existiert. Dies gentigte ihm zeitlebens als eine befriedigende Definition.

Georg Cantor (1887): ,Unter Michtigkeit oder Kardinalzabl einer Menge M (die aus
wohlunterschiedenen, begrifflich getrennten Elementen 7, #7, ... besteht und inso-
fern bestimmt und abgegrenzt ist) verstehe ich den Allgemeinbegriff oder Gattungs-
begriff (universale), welchen man erhilt, indem man bei der Menge sowohl von der
Beschaffenheit ihrer Elemente, wie auch von allen Beziehungen, welche die Elemen-
te, sei es unter einander, sei es zu anderen Dingen haben, also im besonderen auch von
der Ordnung, welche unter den Elementen herrschen mag, abstrahiert und nur auf
das reflektiert, was allen Mengen gemeinsam ist, die mit M dquivalent sind. Ich nenne
aber zwei Mengen M und N dguivalent, wenn sie sich gegenseitig eindeutig Element
fiir Element einander zuordnen lassen ...

Dabei ist dieses Gemeinsame durchaus als ein Objekt zu denken, nichtals eine
Art kontemplativer Zusammenschau aller charakteristischen Merkmale gleich-
michtiger Mengen oder - fast noch schlimmer - extensional als Zusammenfas-
sung aller Mengen N mit IN| = |M|; derartige N gibt es uferlos viele: fiir jedes
x hat{x} genau ein Element und damit wire bereits die Méchtigkeit 1 als Zusam-
menfassung aller einelementigen Mengen fast schon satirisch definiert. (Zudem
geraten wir durch solche uniiberschaubaren Zusammenfassungen in die Schwie-
rigkeiten des naiven Komprehensionsprinzips.) Die doppelte Abstraktion |MI|
bei Cantor hinterlifit ein Objekt, das moglichst frei von speziellen Eigenschaften
ist. Wir diskutieren im zweiten Abschnitt Cantors Vision einer Kardinalzahl
noch einmal genauer.

Abraham Fraenkel hat in seiner ,,Einleitung in die Mengenlehre® auf die Pro-
bleme, aber auch auf den Wert der intuitiven Begriffsbildung durch Abstraktion
hingewiesen, und mit seinen Worten beenden wir vorliufig diese Diskussion -
und dieses Kapitel.

Abraham Fraenkel iiber Begriffsbildungen durch Abstraktion

»Gegen die vorstehend angegebene Art der Einfithrung der unendlichen Kardinalzah-
len lifit sich allerdings der Einwand erheben, dafi die Kennzeichnung ,das Gemeinsame
aller (oder je zweier) untereinander dquivalenter unendlicher Mengen keine scharfe Be-
griffsbildung ist, wie man sie von einer mathematischen Definition mit Recht verlangen
muf...

Eine tiefere Einsicht in das hier vorliegende Problem gewinnt man durch die Erkennt-
nis, daf} eine durchaus entsprechende Sachlage zu vielen wichtigen Begriffsbildungen
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innerhalb (und gelegentlich auch aufierhalb) der Mathematik gefiihrt hat. So gelangt
man, indem man immer die gemeinsame ,typische Eigenschaft® aller Individuen einer
ganzen Klasse aufsucht, z. B. von jeder Klasse aller untereinander parallelen Strahlen zum
Begriff der ihnen gemeinsamen Richtung ..., von jeder Gesamtheit aller untereinander
dbnlichen Figuren zum Begriff der ihnen gemeinsamen Gestalt, usw. Die typische Eigen-
schaft ordnet all die Objekte, denen sie zukommt, jeweils in eine Klasse ein, in die Klasse
der Objekte von ,gleichem Typus®... Dann lifit sich ndmlich immer einer beliebigen Klas-
se von Objekten desselben Typus ein Begriff zuordnen, der der Typus eines jeden Objektes
der Klasse ... heifien soll; der Typus von Mengen hinsichtlich der Aquivalenz [ Gleich-
michtigkeit] ist so die Kardinalzahl, ebenso wie die Richtung den Typus orientierter gera-
der Linien hinsichtlich des Parallelismus darstellt. Man driickt sich vielfach so aus: Der
Richtungsbegriff entsteht aus dem Begriff der orientierten Geraden, indem man von der
Lage der Geraden im Raum abstrahiert; ebenso der Kardinalzahlbegriff aus dem Begriff
der Menge, indem man von der Natur (sowie einer etwaigen Anordnung) der Elemente
absieht...”

(Abrabam Fraenkel 1928, , Einleitung in die Mengenlehre®)



5. Der Vergleichbarkeitssatz

Der Vergleichbarkeitssatz, von Cantor lange Zeit vermutet, wurde zum ersten
Mal streng bewiesen durch Ernst Zermelo (1904; der Satz ist ein Korollar zum
Zermeloschen Wohlordnungssatz). Er beantwortet die an dieser Stelle der Dis-
kussion wohl natiirlichste Frage positiv, nimlich: Sind je zwei Mengen in ihrer
Michtgkeit vergleichbar?

Der Beweis des Satzes ist der hirteste Brocken dieser Einfithrung, und der nicht allzu
ehrgeizige Leser kann zunichst nur seine Aussage zur Kenntnis nehmen und den Beweis
iberschlagen.

Satz  (Vergleichbarkeitssatz)
Seien M, N Mengen. Dann gilt IM| < IN| oder IN| < IMI.

Beweis  (lechnik von Ernst Zermelo und Erbard Schmidt, 1904 und 1908)
Sei  ={f | dom(f) =M"cM, mg(f) =N"c N, f: M — N’ bijektiv}.
Es gentigt zu zeigen:

(®) Esexistiert ein f € % mit dom(f) = M oder rng(f) = N.

Im Fall dom(f) =Mist IM| <IN, denn dannistf: M — N injektiv, und im
Fall rng(f) = Nist IN'| < IMI, denn dann ist f' : N — M injektiv.

Die Menge % besteht aus Approximationen an das erwiinschte Objekt, und
wir missen zeigen, dafy ein erwiinschtes Objekt f wie in (<) tatsichlich in %
vorkommt.

Annabme, ein f wie in () existiert nicht.

Fiir jedes f € ¥ existieren dann mgf) ———— yi

xf€ M und y;e N mitx;¢ dom(f) f T
+

und yr ¢ rng(f).

Fir f € & sei dom(f) — T > Xf

f*=fo{Gny)}-

Dann ist f* € ¥ eine echte Fortsetzung
von f um genau ein Element. f ¢ g ¢ h

N

) q
Ein T c % heifit eine (nichitriviale) Kette, falls gilt:
Tz und firallef,ge Tgilt f c godergcf.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Ist T c ¥ eine Kette, so ist

UT = {(x,y) | esexistiert ein f € T mit f(x) =y }

wieder ein Element von %. Genauer gilt:

Ist T eine Kette und h = U T, so ist

dom(h) = U {dom(f) | fe T}, mg(h) = U {rng(f) | fe T},
und es gilt h(x) = f(x) fiir alle f € T und alle x mit x € dom(f).

Die Vereinigung einer Kette von Approximationen bildet also wieder eine
Approximation, und diese setzt alle Approximationen der Kette fort.

Wir fixieren fiir das Folgende ein beliebiges fy € % (z.B. f, = ©).
Entscheidend ist der folgende Hilfsbegriff.

Ein T c % heifit geschlossen, falls gilt:
@ foe T
(i) Firallefe %gilt: fe T folgr f*e T.
(iii) Ist T’ < T eine Kette, soist U T" € T.

Offenbar ist & selbst geschlossen. Wir setzen:
T* = M {T<c% | Tist geschlossen }.

Dann ist T* geschlossen (!). Insbesondere also f, € T*.

Im folgenden verwenden wir mehrfach: Ist T'c T geschlossen, soist T'="T"*.
Dadurch kénnen wir Informationen iiber die Struktur von T* gewinnen.
Das einfachste Beispiel fiir diese Methode ist:

(+) Istfe T* sogilefy cf.

Beweis von (+)

Wirsetzen T'={fe T* | fycf}. Dannist T geschlossen (!).
Also gilt T =T, und dies zeigt (+).

Wir wollen zeigen, dafl T* eine Kette ist.
Hierzu ist der folgende Hilfsbegriff niitzlich:

f e T* heifit ein Schnitt (von T*), falls fiir alle g e T™* gilt: g* = f oder fc g.
Ist fe T* ein Schnitt, so gilt die folgende stirkere Eigenschaft:

B/
C C

o
f

(+) Firallege T*mitg=f gilt: g* c f oder f* c g.

Ist f ein Schnitt, so zerfillt T* in \
A={geT*lgcf}, B={geT*If'cg},
C={geT*Ifcgnon(f*cg)} \ ‘ /
Firge A, g#fgiltzudemg* e A, d.h. g* cf: !

die *-Operation tiberspringt also keine Schnitte.

(++) besagt nun, daf fiir einen Schnitt f sogar C = & gilt, / A \
d.h. £* ist die unmittelbare Erweiterung von f in T*.

Wir werden mit (<) zeigen, dafi sich die Schnitteigenschaft von f auf f* vererbt.
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Beweis von ()

SeiT={ge T* I gcfoder f*cg}

Dann ist T geschlossen:

zu (1): Esgiltfocf, alsofye T.

zu (i1): Seige T. Dann giltgc foder f*c g.
Wegen f Schnitt gilt zudem g* c foder fc g.
Ist f* c g c g* oder g* c f, so ist offenbar g* € T
Andernfallsistg c fund fc g, alsof=g.
Also f* c g*, und damit g* € T.

zu (ii): Sei’T” < T eine Kette, und seih = U T".
WegenT" c T giltg cfoder f* c gfiirallege T
Istgcffirallege T",soisth=U T’ cf,alsohe T.
Istf*cgfireinge T, soistf*ch,alsohe T.

Also gile T = T*, und dies gentigt fiir (%), da f ein Schnitt ist.

Wir setzen nun:
T = {fe T* | fistein Schnitt von T* }.

T ist geschlossen:

zu (i):
f, ist ein Schnitt von T™* nach (+).
zu (11):
Sei f ein Schnitt von T,
Dann gilt nach (+) firalleg#f, ge T™
g*ctfoder f*cg.
Dann gilt aber fiir alle g € T™* wegen f c f*:
g*cf* oder f*cg.
(Dies ist trivial fiir g = f.)
Also ist f* ein Schnitt von T*, und damit f* € T.
zu (111):
Sei T? ¢ T eine Kette, und seih = U T".
Sei g e T*. Wir zeigen: g* ch oder hc g.
Dann ist h ein Schnitt, und somith € T.
Dajedes f € T’ ein Schnitt ist, gilt g* c foder f c g fiir alle fe T".
Istfcgfiirallefe T’ sogilth=U T cg.
Ist g* cffiirein f € T7, so gilt g* c h wegen f c h fiir jedes f € T".

Also ist T geschlossen, und damitist T = T*.
Also gilt g* cfoder fc g firalle f, ge T*,
insbesondere ist also T eine Kette.

Sei f = U T*. Dann ist nach (iii) f € T*, also nach (ii) f* e T*.
Also U T* = f c f* und f* € T*. Widerspruch!
= Alsoist die Anmabme falsch und es gilt (<), d.b. es existiert ein f € % wie gewiinscht.
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Im Beweis wird T* als der Schnitt tiber die geschlossenen Teilmengen T c % definiert.
Im folgenden wird dann mehrfach benutzt, dafi T* keinen iiberfliissigen Ballast mehr ent-
hilt. T* besteht nur noch aus den Elementen von %, die eine geschlossene Menge einfach
haben mufi, um geschlossen zu sein. Alles andere fillt bei der Schnittbildung weg, so etwa
der Bereich C im Diagramm oben. In geschlossenen Mengen mufy zwischen f und f*
nichts liegen, und T* verzichtet als spartanische geschlossene Menge auf jeden Schnick-
schnack.

Der Beweis enthilt wieder eine Definition von Objekten der Form ,ein ...“, und zwar
bei der Definition von x¢ und y¢, und damit bei der Definition von {*; zu Beginn des Be-
weises withlen wir fiir jedes f € # Zeugen x; und y; aus jeweils nichtleeren von f abhiingi-
gen Mengen. Den “*” kénnen wir als eine Funktion auf % auffassen, die ein f € % auf
f* € % abbildet.

Die logisch einwandfreie uniforme Definition von f* fiir alle f gleich zu Beginn - nicht
etwa eine schrittweise Erweiterung von Objekten f ,wihrend“ des Beweises -, ist die Idee,
die Erhard Schmidt (1876 - 1959) zum Beweis des Satzes beigetragen hat, wie Zermelo in
seiner Arbeit von 1904, wo die Technik zum ersten Mal angewendet wird, ausdriicklich
festhilt (vgl. 2.5). Der Rest ist, einschliefflich der Betonung der Auswahlakte an sich, die
yZutat“ von Ernst Zermelo.

Der Vergleichbarkeitssatz zeigt den linearen Charakter der Michtigkeiten
und ist Grundvoraussetzung dafiir, dafl wir - in einem spiter zu prizisierenden
Sinn - IMI als Anzahl, genauer als sogenannte Kardinalzahl ansehen konnen.
Was auch immer wir unter Anzahl verstehen wollen, so ist es doch sicher dieses,
dafl von zwei Anzahlen eine grofiergleich der anderen ist.

Der obige Beweis ist vom Typ: Es existiert ein maximales Objekt fiir eine be-
stimmte Eigenschaft. In unserem Fall: ein nicht mehr verlingerbares f € %. Spi-
ter werden wir allgemeine und in der Mathematik vielseitig einsetzbare Sitze
iiber die Existenz maximaler Objekte zeigen, das Hausdorffsche Maximalitits-
prinzip und das sogenannte Zornsche Lemma, aus denen sich der Vergleichbar-
keitssatz dann leicht ableiten lafit.

Wir halten noch ein Korollar fest, das wir aus der freien Wahl von f, € & ge-
winnen. Wir konnen f; € % bereits zu Beginn des Beweises fixieren und dann
iberall mit der Menge %, ={fe ¥ | f, c f} anstelle von & arbeiten. Dann zeigt
der Beweis:

Korollar
Seien M,N Mengen, M’ c M, N'c N, f, : M’ — N’ bijektiv.
Dann existiert eine injektive Fortsetzung f von f; mit:

dom(f) =M, rng(f) c N oder dom(f) c M, rng(f) = N.
Ist IMI <IN, so existiert eine injektive Fortsetzung f von fo mit f: M — N.

Es gibt also keine Approximationen f, die in eine Sackgasse fithren wiirden:
Jede solche Approximation lafit sich bis ans Ziel bringen.

Ubung
Gilt in der Situation des Korollars lediglich IM| <IN/, so existiert
im allgemeinen keine injektive Fortsetzung f von fy mitf : M — N.
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Zermelosysteme und ein allgemeines Prinzip

Beim Betrachten des Beweises des Vergleichbarkeitssatzes fillt auf, daf§ ab der
Definition einer geschlossenen Menge von der speziellen Natur der Elemente f
und ihren Erweiterungen {* tiberhaupt nicht mehr die Rede ist. Wir verwenden
nicht einmal, dafi £* eine einelementige Erweitertung von f ist (was den Beweis
minimal vereinfachen wiirde). Es ist nun leicht, ein allgemeines Prinzip aus dem
Beweis herauszufiltern, das des Pudels Kern zum Vorschein bringt, oder, anders
formuliert, das den Hauptteil des Beweises in den Rang eines mathematischen
Satzes erhebt. Dies erméglicht uns, in dhnlichen Fillen alles griffbereit zu haben,
ohne das ganze Argument immer wieder neu aus dem Keller holen zu miissen.

Offiziell definieren wir den Begriff einer Kette:

Definition (c-Kette)
Eine Menge T heifit eine c-Kerte oder kurz Kerte, falls gilt:
Fiir alle x,y € T gilt x c y odery C x.
Eine Kette T heifit Kerte in einer Menge A, fallsx c A fiirr allex e T.

Die leere Menge gilt nun, aus Griinden der spiteren Fiigsamkeit des Begriffs,
als Kette.

Eine wichtige Eigenschaft, die im Beweis des Vergleichbarkeitssatzes auftrat, war
die Abgeschlossenheit von % unter der Vereinigung jeder nichttrivialen Kette:

Definition (Zermelosysteme und ibre Ziele)
Sei % eine nichtleere Menge. & heifit ein Zermelosystem, falls gilt:

Ist T c % eine nichtleere Kette, soist U T e %.
x € ¥ heifit ein Ziel des Zermelosystems %, falls gilt:
Es gibtkeiny € £ mitxcy.

In vielen Fillen - so etwa fiir % aus dem obigen Beweis - wird @ € % gelten, und dann
ist U T e % sogar fiir alle Ketten T, denn U @ = @.

Satz  (Satz iiber Zermelosysteme)
Sei # ein Zermelosystem, und sei xy € %.
Dann existiert ein Ziel x € % mitxy C x.

Der Leser kann sich gemiitlich zuriicklehnen. Der Beweis ist genau der obige - nur daf§
jedes f jetzt ein x ist, da nicht suggeriert werden soll, dafl % aus Funktionen bestehen muf.

Beweis
Annabme, ein solches Ziel existiert nicht. Wir definieren dann eine
Schmidt-Expansion * fiir das Zermelo-System %y ={xe % | xo cx}
durch Auswahlakte. Fiir jedes x € % sei hierzu

x* = jeinye Emitxcy“.
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Ein T c %, heifit geschlossen, falls gilt:
() xoe T
(i) Firallexe %, gilt: xe T folgr x* € T.
(iii) Ist T' < T eine nichtleere Kette, so ist U T’ e T.

%, selbst ist als Zermelosystem offenbar geschlossen.
Wir definieren die Zermelo-Reduzierung geschlossener Mengen durch:

T* = N {Tc%, | Tistgeschlossen }.

Dann ist T* geschlossen, und es gilt xy € T™.
Genau wie im Beweis des Vergleichbarkeitssatzes folgt:

T* ist eine Kette.
Seix = U T*. Dann ist nach (iii) x € T*, also nach (ii) x* € T*.
— Also U T*=xcx*undx*e T* Widerspruch!

Wir werden diesen Satz in Kapitel 12 mehrfach verwenden, und im zweiten
Abschnitt eine ordnungstheoretische Umformulierung des Satzes iiber die Exi-
stenz von Zielen in Zermelosystemen kennenlernen, das ,,Zornsche Lemma“ -
formuliert von Max Zorn (1906 — 1993) als Schweizer Taschenmesser 1935 —,
und daneben das nahverwandte Hausdorffsche Maximalititsprinzip (1914).

Nimmt man den Satz iiber Zermelosysteme als ,,Blackbox“, so ergibt sich
leicht ein Beweis des Vergleichbarkeitssatzes:

Ubung
Beweisen Sie den Vergleichbarkeitssatz mit Hilfe des Satzes iiber
Zermelosysteme.

[Seien M, N, % wie im Vergleichbarkeitssatz. Ist T c ¥ eine Kette,
soist U T e %. Ein Ziel von % liefert IM| < IN1 oder IN| < IMI.]

Unsere Intuition iiber die Giiltigkeit des Satzes

Wir besprechen noch ein intuitives Argument fiir die Richtigkeit des Ver-
gleichbarkeitssatzes, das sich an unserem Algorithmus des Abtragens orientiert,
der ja fiir je zwei Nuflhaufen die Vergleichbarkeit zeigt. Seien hierzu M und N
zwei beliebige Mengen. Wie frither bilden wir wiederholt Paare (x,y) mitxe M,
y € N, und entfernen dabei x und y aus M und N bzw. ihren verbliebenen Resten.
Auch nach unendlich vielen Paarbildungen kénnen die Restmengen von M und
N immer noch Elemente enthalten. Dies hindert uns aber nicht daran, das Ver-
fahren mit diesen nach unendlich vielen Schritten verbliebenen Restmengen
fortzusetzen. Und dies tun wir solange, bis eine der beiden Mengen aufgebraucht
ist. Die gebildeten Paare (x, y) bilden nun eine In}'ektion von M nach N, falls M
aufgebraucht ist, oder ihre Umkehrungen (x, y)™ = (y, x) bilden eine Injektion
von N nach M, falls N aufgebraucht ist.
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Man kann nun obigen Beweis des Vergleichbarkeitssatzes als eine strenge ma-
thematische Durchfithrung dieser Idee ansehen. Die Bildung von f* etwa be-
schreibt die Entfernung eines weiteren Paares, falls f alle bislang entfernten Paare
bezeichnet. Die dritte Bedingung einer geschlossenen Menge beschreibt unser
Fortfahren nach unendlich vielen Schritten, ,im Limes“. T* ist dann schliefilich
die Menge all der Mengen von abgetragenen Paaren, die wir erhalten, wenn wir
mitf, - etwa fy = D - beginnen, von f jeweils zu f * ibergehen, und im Limes jeweils
die Vereinigung bilden. Der Beweis zeigt, dafy wir dadurch irgendwann fertig wer-
den: T* enthilt ein Element f, zu dem kein f* mehr existiert, und f oder f ' ist dann
die gesuchte Injektion.

Sehr viel direkter, transparenter und ebenso streng mathematisch kann der Al-
gorithmus des Abtragens mit Hilfe der Ordinalzahlen durchgefithrt werden, die
wir im zweiten Abschnitt besprechen, und die in der Mengenlehre eine zentrale
Rolle spielen. Die Ordinalzahlen erlauben uns, von den einzelnen Stufen des Ab-
tragens zu sprechen: Es treten hierbei Nachfolgerstufen auf - die Stufe von * ist
die Nachfolgerstufe der Stufe von f — und daneben Limesstufen, die der Vereini-
gung der Stufen von unendlich vielen f entsprechen.

Die Situation ist vergleichbar mit den beiden Beweisen des Aquivalenzsatzes
von Bernstein und Zermelo. Der erste verliduft Schritt fiir Schritt, ,,von unten®,
induktiv, der zweite iiber eine Schnittbildung ,,von oben®. Der obige strenge Be-
weis des Vergleichbarkeitssatzes ist nun ebenfalls ein Beweis ,,von oben®. Fiir
eine rigorose Form des hier nur intuitiv gefithrten Beweises von unten haben wir
an dieser Stelle das notwendige Werkzeug, die Ordinalzahlen - oder genauer:
die transfiniten Zahlen -, nicht zur Verfiigung.

Die Unterschiede der beiden Beweistypen ,,von unten“ und ,,von oben“ kann
man beschreiben mit den beiden M6glichkeiten einen Koffer fiir eine Reise zu
packen:

1. Man nimmt alles mit, was man braucht (,,von unten®).
2. Man lif3t alles da, was man nicht braucht (,,von oben*).

Die zweite Moglichkeit ist legitim, aber doch etwas verschroben.

An dieser Stelle wiirde sich eine informelle Diskussion der Ordinalzahlen oder
transfiniten Zahlen und des Zihlens iiber die natiirlichen Zahlen hinaus anbie-
ten. Wir bleiben jedoch dem Thema Grofe dieser Einfithrung treu, und bespre-
chen das Thema Ordnung dann im zweiten Abschnitt.

Ein Satz von Felix Bernstein

Der Autor befiirchtet, daff auch viele ehrgeizige Leser beim ersten Anlauf in der Mitte
des Zermeloschen Beweises steckengeblieben sind. Dieser kurze Zwischenabschnitt
bringt einen Satz von Felix Bernstein aus seiner Doktorarbeit von 1901 [siehe Bernstein
1905 ], der die Vergleichbarkeit zweier Mengen aus einer speziellen Voraussetzung ge-
winnt. Der transparente Beweis ist fiir sich hiibsch und trickreich, und soll an dieser Stelle
vor Augen fithren, daf§ hinter dem komplizierten Beweis von Zermelo ein langer Weg zu-
riickliegt, auf dem Teilresultate bereits einen Erfolg bedeuteten. Vielleicht ist das Motiva-
tion genug, sich dem Beweis von Zermelo anderntags noch einmal zu niahern.
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Satz  (Trick von Felix Bernstein)
Seien M, N Mengen, und es gelte IMx NI < IMUNI.
Dann gilt IM| <IN oder INI < IMI.

Beweis (ohne Verwendung des Vergleichbarkeitssatzes von Zermelo)
Seif: MxN — Mu N injektiv.
1. Fall: Esexistierteinxe M mitf”({x}xN) c M.

Wir fixieren ein solches x und setzen g(y) = f(x,y) firye N.
Dannist g: N — M injektv, also IN| < [MI.

2. Fall: Firallexe MistB(x)={ye N | f(x,y) e N}# .
Firx e M sei
g(x) = f(x,y), wobeiy ein beliebiges Element von B(x) < N ist.
- Dannistg: M — N injektiv, da f injektiv ist, und somit ist IM| < INI.

Im ersten Fall sendet f : M x N — M U N eine ganze
(xIxN Sektion von M x N der Form { x } x N in die Menge M.
Aus INI = [{x}x NI folgt dann IN| < IMI.
Andernfalls liegt auf jeder Sektion { x } x N mindestens
ein Punkt, den f nach N schickt. Wir wihlen dann aus je-
der Sektion einen solchen Punkt y, aus, und erhalten

iber den Weg: x nach y, nach f(x,y,) eine Injektion von
X M M nach N.

N

Der Beweis verwendet wieder eine Auswahl der Form ,.ein ...“, nimlich zur Definition
der Funktion g.

Mit der an dieser Stelle merkwiirdigen Voraussetzung IM XN < M U N1 werden wir
uns in Kapitel 12 beschiftigen. Schliefilich sei bemerkt, daff das Argument des Beweises
nicht nur historisch von Interesse ist, sondern auch in einem Satz von Alfred Tarski (1902
-1983) 1924 wiederkehrt, der die Michtigkeit von M x M mit Auswahlakten der Form ,,ein
...“in Verbindung bringt (Satz von Bernstein-Tarski). Auch hierauf kommen wir noch zu-
riick (2.5); fiir jetzt gentigt uns der Satz von Bernstein als Dokument des Ringens um einen
Beweis des Vergleichbarkeitssatzes. Daf§ in der Mathematik schéne Argumente selten be-
deutungslos zu sein scheinen, ist dariiber hinaus ein beruhigender Gedanke.

Zusammenfassung

Zwei wesentliche Resultate haben wir iiber das Konzept |Al = Bl bzw. |Al £
IBI gezeigt: Den Aquivalenzsatz von Cantor und Bernstein und den Vergleich-
barkeitssatz von Zermelo. Es fehlt uns noch der Nachweis der Reichhaltigkeit des
Konzepts: Gibt es viele verschiedene Michtigkeiten, d.h. eine Vielzahl von Men-
gen, die paarweise nicht gleichmichtig zueinander sind ?

In unserer endlichen Realitit haben wir viele verschieden grofie Nufihaufen -
und ihre Michtigkeiten entsprechen ideell den natiirlichen Zahlen. Wie sieht es
aber mit unendlichen Mengen aus?
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Die Cantorsche Entdeckung, daf§ verschiedene Michtigkeiten auch im Reich
der unendlichen Mengen existieren, wurde zum Ausgangspunkt einer Entwick-
lung, die die Mathematik und das Bild der Mathematik tiefgreifend verinderte.
Dem Feuerwerk zur neuen Zeit folgte zwar die obligatorische Katerstimmung
(13. Kapitel), und ebenso zwangsliufig zogen darauthin mathematische Wander-
prediger mit neuen Dogmen und Verboten durchs Land; am Ende aber trat alles
im neuen Glanz ans Licht, und heute bildet ,,der kithle Wurf“ der Mengenlehre
das stattlichste Gebiude zur Diskussion von Grundlagenfragen der Mathematik.
Unendlichkeitist hier iiberall - aufer im Eingangsbereich - ein gesellschaftsfihi-
ges Thema.

Wir kommen im nichsten Kapitel zur Frage Was ist unendlich ¢ und zum Ver-
gleich der Michtigkeiten verschiedener unendlicher Mengen. Dieses Kapitel, in
dessen Zentrum der grofie Zermelosche Beweis steht, wire jedoch ohne einen
Blick auf Georg Cantor noch unvollstindig.

Georg Cantor und das Vergleichbarkeitsproblem

Georg Cantor war von der Giiltigkeit des Satzes immer iiberzeugt. In seiner
Arbeit von 1878 heifit es bereits:

Cantor (1878): ,Sind die beiden Mannigfaltigkeiten M und N nicht von gleicher Mich-
tigkeit, so wird entweder M mit einem Bestandteile von N oder es wird N mit einem
Bestandteile von M die gleiche Michtigkeit haben...“

Fast 30 Jahre hat es gedauert, bis der Vergleichbarkeitssatz streng bewiesen
werden konnte. Cantor hat ein formales Argument fiir die Vergleichbarkeit nie
verOffentlicht. In Briefen an Dedekind und Hilbert aus den Jahren 1897 - 1899
skizziert er jedoch eine Rechtfertigung des transfiniten Abtragealgorithmus, und
mit dessen Hilfe einen Beweis des Vergleichbarkeitssatzes. Das Hauptproblem
hierbei ist der Nachweis, daff man mit dem Abtragen einer Menge (oder zweier
Mengen) ,irgendwann fertig wird“. Cantor hat nun fiir diesen Nachweis genau
jene Paradoxien der naiven Mengenlehre gewinnbringend eingesetzt, die wenige
Jahre spiter von seinen Zeitgenossen als rein desastros empfunden worden sind,
und gerade von ihren Wiederentdeckern Cesare Burali-Forti (1861 - 1931) und
Russell in einer Weise interpretiert wurden, daf die Interpretationen heute be-
drohlicher erscheinen als die Paradoxien selber. Cantors Skizzen zu dem Pro-
blem sind dagegen Zeugen seiner iiberragend klaren Sicht der komplexen Phi-
nomene, die der Mengenbegriff dem Wissensdurstigen bietet. Und wenn auch
Cantors mathematische Kraft ab dem Zeitsprung ins 20. Jahrhundert zu tech-
nisch sauberen Zeichnungen dessen, was er sah, nicht mehr ausreichte, so haben
seine Vorarbeiten dem ersten strengen Beweis des Vergleichbarkeitssatzes doch
zumindest den Weg geebnet. Zermelo, der Ingenieur unter den Mengentheore-
tikern, konnte, die Skizzen Cantors in der Hand, den entscheidenden Schritt
weiter gehen, und mit Hilfe der Theorie der Wohlordnungen den Satz im Jahre
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1904 beweisen. Vier Jahre spiter fand er dann einen Weg, das Getriebe der
Wohlordnungen aus seinem Beweis zu entfernen, und der in seiner Arbeit von
1908 verwendeten Argumentation folgt der obige komplexe, aber begrifflich re-
duzierte Beweis des Vergleichbarkeitssatzes.

Die Geschichte des Satzes ist ein Beispiel fiir die Nichtlinearitit des mathema-
tischen Fortschritts: Erst eine recht weitgehende Entwicklung der Theorie
machte es moglich, eine Frage elementar zu beantworten, die gleich zu Beginn
der Untersuchung des Michtigkeitsbegriffs auftritt. Wir kénnen heute das Pro-
blem unmittelbar nach seiner bloflen Formulierbarkeit I6sen, mit dem ererbten
Wissen derer, die nach einem miihevollen Aufstieg die Kiistenlinien schliefilich
klar erkennen konnten.

Georg Cantor iiber das Problem der Vergleichbarkeit

»Wir haben gesehen, dafi [ fiir zwei Kardinalzahlen a, b] von den drei Beziehungen
a=b,a<bh,b<a
jede einzelne die beiden anderen ausschliefit.

Dagegen verstebt es sich keineswegs von selbst und diirfte an dieser Stelle unseres Gedanken-
ganges kaum zu beweisen sein, dafs bei irgend zwei Kardinalzablen o und b eine von jenen drei
Beziebungen notwendig realisiert sein miisse.

Erst spiter, wenn wir einen Uberblick iiber die aufsteigende Folge der transfiniten Kardinal-
zahlen und eine Einsicht in ihren Zusammenhang gewonnen haben werden, wird sich die Wahr-

heit des Satzes ergeben:
A, Sind a und b zwei beliebige Kardinalzablen, so ist entweder a = b oder a < b oder a>b.*“

(Georg Cantor 1895, , Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlebre. 1)
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Wir haben Al = | Bl als ,,A und B haben die gleiche Grofie” interpretiert, wobei
»gleiche Grofie” durch die Existenz einer Bijektion zwischen A und B definiert
wird. Gilt Al = |BI, so ist eine vollstindige Paarbildung der Elemente von A
und B moglich, die Elemente der Mengen entsprechen sich vollkommen, wenn
wir eine bestimmte Abbildung zugrunde legen.

Es taucht nun das merkwiirdige und zunichst irritierende Phinomen auf, daf§
manche Mengen gleich grof} sind zu einem echten Teil von sich selbst: Es gibt
Mengen A, Bmit |Al = IBl und BcA.

Man kann dieses Phinomen zur Definition der Unendlichkeit einer Menge
benutzen, die nur von den elementaren Michtigkeitsbegriffen und nicht von ei-
ner irgendwie definierten Anzahl der Elemente einer Menge Gebrauch macht,
und wir werden diesem Weg folgen. Vor einer derartigen Definition stellen wir
zur Motivation eine an dieser Stelle fast schon etwas naive Frage, und betrachten
dann noch ein merkwiirdiges Gebiude, das sogenannte ,,Hilbertsche Hotel“.

Die friihe Literatur zur Mengenlehre verwendete viele didaktisch ambitionierte Seiten
auf die Diskussion der vermeintlich paradoxen Eigenschaften unendlicher Mengen, und
vor Cantor schrieb Bolzano ein ganzes Buch tiber ,,Paradoxien des Unendlichen®. Heute
sind wir durch eine viel strenger aufgebaute und logisch durchtrainierte Mathematik dar-
an gewohnt, daf} Begriffe wie ,ist grofier als“ oder ,unendlich“ erst durch Definition zu
Begriffen der Mathematik werden. Die Intuition spielt fiir die Formulierung einer Defini-
tion eine grofie Rolle, hat sich dann aber an deren Konsequenzen zu orientieren und nicht
umgekehrt. Die sorgfiltige mathematische Entfaltung einer Definition zeigt zum Gliick
zumeist, dafl hier keine subtile Gehirnwische stattfindet, sondern eine Aufklirung im be-
sten platonischen Sinne: Schattenhafte verschwommene Bilder werden schlieilich farbig
und scharf umrissen. Die Erfahrung ist die des Findens und Entdeckens und nicht die des
eigentlichen Erschaffens oder auch nur des freien Gestaltens nach festen Spielregeln.

Gibt es mehr natiirliche oder mehr gerade Zahlen ?

SeienN={0,1,2,3,...}und G={0, 2,4, 6, ...} die Menge der geraden Zahlen.
Definiere f : N — G durch
f(n) = 2n firne N.
Dannistf: N — G bijektiv, also gilt IN| = |GI.
Offenbar ist aber G < N.

Ist das Ergebnis G und N sind gleich grof§ nicht paradox, wo doch wegen G N
die Menge G offensichtlich kleiner ist als N ? Keineswegs, denn hier liegen ver-

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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schiedene Interpretationen von ,,grofi“ vor. Beide sind natiirlich, aber sie stim-
men im allgemeinen nicht tiberein.

A ist grofergleich als B falls B ist Teilmenge von A ist ein sinnvoller Gréfienbe-
griff, und er wird in der Mengenlehre oft verwendet. Er ist aber vom Begriff der
Grofle, der durch Bijektionen gegeben wird, verschieden, und hinsichtlich des
Zieles, daf§ die Grofie einer Menge Zahlcharakter haben soll, ist er unbrauchbar:
Die Vergleichbarkeit A € B oder B c A gilt nicht fiir beliebige Mengen A und B.

Hausdorff (1914): ,Unsere Beispiele [...] zeigten ja, dafl eine Menge recht wohl mit ei-
ner ihrer echten Teilmengen 4quivalent sein kann, z. B. die Menge der natiirlichen
Zahlen n mit der Menge der Quadratzahlen n’. Diese Eigenschaft kann offenbar
nur unendlichen Mengen zukommen und kommt ihnen, wie wir sehen werden [...],
auch stets zu. Wenn wir also den Zeichen = < > die iibliche Bedeutung lassen und
insbesondere verlangen wollen, daff von den drei Fillen

a=b, a<bh, a>bh
immer nur einer eintreten kann, so werden wir darauf verzichten missen, jeder echten
Teilmenge von A eine Kardinalzahl < a zu geben ; wir miissen das geheiligte Axiom
,totum parte majus‘ verletzen, wie wir uns iiberhaupt darauf gefafit machen miissen,
daf} die Rechnung mit unendlichen Kardinalzahlen in vielen Punkten von der mit
endlichen abweichen wird, ohne daf} darin der geringste Einwand gegen diese unend-
lichen Zahlen zu erblicken wire.“

Das Hilbertsche Hotel

Fast schon zur mathematische Folklore geworden ist das Hilbertsche Hotel.
Dieses Hotel hat fiir jede natiirliche Zahl ein Zimmer:

NVAVAVAVRVAVEN

Alle Zimmer sind belegt. Ein neuer Gast kann aber wie folgt untergebracht
werden:

(1) Jeder alte Gast zieht von Zimmer n nach Zimmer n + 1.

(ii) Der neue Gast wird in Zimmer 0 einquartiert.

Derartige Moglichkeiten des Platzmachens durch Verschiebung sind gerade
charakteristisch fiir unendliche Mengen. Es ist vielleicht ein Vergniigen fiir den
Leser sich zu tiberlegen, wie er neue Giste Gy, Gy, ..., G, ..., n € N, die alle
gleichzeitig ankommen, in einem bereits ausgebuchten Hilbertschen Hotel un-
terbringen wiirde.
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Dedekinds Definition der Unendlichkeit

Definition (Unendlichkeit nach Dedekind)
Sei M eine Menge. M heifit unendlich, falls es eine echte Teilmenge
N von M gibt, die sich bijektiv auf M abbilden lifit, d. h.
es gibtein N c M mit IN| = |MI.

Eine Menge heifit endlich, falls sie nicht unendlich ist.

Anders formuliert: Eine Menge M M
M ist unendlich, falls es eine Injekti-
onf: M — M gibt, die mindestens i)
einen Wertauslifit, d.h. rng(f) # M. injekiv " nichtim

Nach obigem Beispiel ist N eine Wertebereich

unendliche Menge - wie es sein soll.
Allgemeiner gilt:

Ubung
Sei A = N unbeschrinktin N, d.h. firallen € N gibteseinm € Amitn<m.
Dann ist A unendlich.

[Wie definieren g : A — A durch g(n) = ,,das kleinste m € A mitn <m“.]

Dedekind (1888): ,Ein System [Menge] S heifit unendlich, wenn es einem echten Teile

seiner selbst dhnlich [gleichmichtig] ist; im entgegengesetzten Falle heifit S ein endli-
ches System ...
[Fufinote zu dieser Definition:] ... In dieser Form habe ich die Definition des Unend-
lichen, welche den Kern meiner ganzen Untersuchung bildet, im September 1882
Herrn G. Cantor und schon mehrere Jahre frither auch den Herren Schwarz und
Weber mitgeteilt. Alle anderen mir bekannten Versuche, das Unendliche vom Endli-
chen zu unterscheiden, scheinen mir so wenig gelungen zu sein, daf} ich auf eine Kritik
derselben verzichten zu diirfen glaube.”

Der Leser vergleiche hierzu auch Bolzanos ,Paradoxien des Unendlichen“ (1851),

§21f.

Wir werden unten eine Reihe von ,gelungenen“ dquivalenten Definitionen
von unendlich und endlich kennenlernen, wobei die ansprechendste unter ihnen
die natiirlichen Zahlen verwendet. Dedekinds Definition bleibt in ihrem Puris-
mus ungeschlagen, auch wenn sich im axiomatischen Aufbau der Mengenlehre
eine Definition iiber die natiirlichen Zahlen als einfacher erweist, im Sinne des
geringeren Gewichts der die Definition inhaltlich tragenden Axiome.

Cantor hat, obwohl er mit dem Phinomen hinter der Dedekindschen Defini-
tion und mit ihr selbst vertraut war, viel kompliziertere, aber dafiir auch sehr in-
teressante Merkmale der Endlichkeit an die Spitze gestellt. So schreibt er in sei-
ner philosophischen Arbeit von 1887:
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Cantor (1887): ,Unter einer endlichen [nichtleeren] Menge verstehen wir eine solche M, wel-
che aus einem urspriinglichen Element durch sukzessive Hinzufiigung neuer Elemente
derartig hervorgeht, dafl auch riickwdirts aus M durch sukzessive Entfernung der Ele-
mente iz umgekebrter Ordnung das urspriingliche Element gewonnen werden kann...

Als durchaus wesentliches Merkmal endlicher Mengen muf} es angesehen werden, dafi
eine solche keinem ibrer [echten | Bestandteile iquivalent ist. Denn eine aktual unend-
liche Menge ist immer so beschaffen, dafi auf mehrfache Weise ein Bestandteil von ihr
bezeichnet werden kann, der ihr dquivalent ist.“

Cantors endliche Mengen sind also den Stapeln der Informatik dhnlich, die
durch schrittweises ,,push“ an Hohe gewinnen, aber auch durch schrittweises
»pop“ wieder reduziert werden kénnen. Ein Stapel unendlicher Hohe beste-
hend aus allen natiirlichen Zahlen n € N in ihrer natiirlichen Ordnung ist ideell
vorstellbar. Man kann ihn sich durch sukzessives ,,push® aufgebaut denken, da-
gegen kann er durch ,,pop® nicht mehr von oben abgebaut werden, weil er kein
oberstes Objekt mehr besitzt.

In der Vorstellung Cantors sind Mengen zwar extensional bestimmt, aber dennoch oft
miteiner inneren Ordnung versehen. Konzeptionell wie intuitiv sind heute Mengen nackt
und ungeordnet. Auch Ordnungen auf ihnen, wie etwa <y, sind, fiir sich selbst genom-
men, ungeordnete Mengen.

Dedekind hat aus seiner Definition die ,,Unendlichkeit der Gedankenwelt“
abgeleitet (vgl. das Zitat auf dem Vorblatt des Buches):

Hessenberg (1906): ,Einer der interessantesten Versuche, die Existenz transfiniter Men-
gen zu beweisen, ist der von Dedekind unternommene. Es sei a irgend ein Gegen-
stand des Denkens, so kann ich das Urteil fillen: a ist ein Gegenstand meines Denkens.
Dieses Urteil @(a) ist selbst ein Gegenstand des Denkens. Die Zuordnung ¢ zwischen
a und @(a) ist umkehrbar eindeutig [injektiv] und bildet die Menge aller Gedanken-
dinge auf einen echten Teil ihrer selbstab, da nichtjeder Gegenstand des Denkens die
Form eines Urteils, daher a fortiori nicht die Form des speziellen Urteils @(a) hat.
Demnach ist die Menge aller Gedankendinge transfinit.”

Die Idee ist hier gerade, die natiirlichen Zahlen nicht zu verwenden. Sonst
konnte man analog argumentieren: Die Zuordnung ¢, die n € N aufn + 1 abbil-
det, istinjektiv. Natiirliche Zahlen kommen erst spiter, die Unendlichkeit wohnt
dem Denken selber inne, und dieses braucht nicht erst das Zihlen, um sich dieser
Tatsache bewufit zu werden. Mathematisch lafit sich das Argument sicher nicht
als Beweis der Existenz unendlicher Mengen auffassen. Philosophisch ist die Idee
zweifellos interessant, und kulturgeschichtlich ist der Versuch, die Existenz
transfiniter Mengen aus einem iterierten Akt der Selbstreflexion zu beweisen, ein
schonstes Beispiel aufklirerischen Denkens. Der Mensch erkennt durch blofie
Selbstbeobachtung die unendlichen Méglichkeiten seines Verstandes. Nicht zu-
fallig ist es Hessenberg, der Dedekinds Versuch wiirdigt: Hessenberg war philo-
sophisch gesehen Neukantianer. (Sein Buch von 1906 erschien zuerst in den
»Abhandlungen der Friesschen Schule“.)
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Einfache Sitze iiber unendliche Mengen

Wir leiten aus der Dedekind-Definition einige elementare Resultate ab.

Satz ( Ubertmgung der Unendlichkeit zwischen Mengen gleicher Mdchtigkeit)
Seien A und B gleichmichtige Mengen. Dann gilt:
Ist A unendlich, so ist auch B unendlich.

Beweis
SeiA’c A,undseif: A — A’bijektiv. Weiter sei h: A — B bijektiv.
Wir setzen
g=hofeh?:B — B
Dann ist g injektiv. Istx € A - A’, so ist h(x) ¢ rng(g).
(Genauer gilt rng(g) = h"A’ c h”"A = B.)
— Alsoistg:B — rng(g) c B ein Zeuge fiir die Unendlichkeit von B.

Der nichste Satz zeigt die Ubertragung der Unendlichkeit auf jede Obermen-
ge einer unendlichen Menge:

Satz  (Ubertragung der Unendlichkeit auf Obermengen)
Seien A, B Mengen, und es gelte A — B. Dann gilt:
Ist A unendlich, so ist auch B unendlich.

Beweis
SeiA’cAundf:A — A’bijektiv. Sei
g = fu idB—A~
(Also g(b) =f(b) firbe A, g(b)=bfirbe B-A.)
Dann ist g injektiv.
Istxe A-A’,soistx ¢ rng(g).
(Genauer gilt rng(g) =A"U (B-A) c B.)
— Alsoistg:B — rng(g) c B ein Zeuge fiir die Unendlichkeit von B.

Als Korollar zu diesen beiden Sitzen erhalten wir:

Korollar  (Ubertragung der Unendlichkeit auf gleichmiichtige und grofsere Mengen)
Seien A, B Mengen, und es gelte |Al < |BI. Dann gilt:
Ist A unendlich, so ist auch B unendlich.

Beweis
Seih:A — Binjektv, und sei C = rng(h).
Dann ist |Al = |Cl, also ist C unendlich.
— Aber C ¢ B, also ist auch B unendlich.
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Interessanter sind die Reduktionen von unendlichen Mengen, die die Unend-
lichkeit erhalten. Zunichst zeigen wir, dafi ein Tropfen an der Unendlichkeit des
Meeres nichts dndert.

Satz  (Entfernen eines Elementes)
Sei A eine unendliche Menge. Weiter seienae€ Aund B=A-{a}.
Dann ist auch B unendlich.

Beweis
SeiA’cAundf:A — A’bijektiv.
Seibe A - A’ (# D). Wir setzen:
g="fI(A-{b}).
Dann ist g injektiv, und f(b) ¢ rng(g).
Aber f(b) # b wegen rng(f) = A". Also ist
g:A-{b} — A-{b,f(b)} cA-{b}
ein Zeuge fiir die Unendlichkeitvon A - {b }.

Aber offenbar |A - {a}l = |A-{b}l,alsoist auch
— A -{a}unendlich nach dem Satz oben.

Korollar  (Hinzufiigen eines Elementes)
Seien B eine endliche Menge und a ein beliebiges Objeke.
WeiterseiA=Bu{a}.
Dann ist auch A endlich.

Beweis
Andernfalls ist A unendlich (und a ¢ B). Nach dem Satz oben ist
— dann A - {a}=Bunendlich, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wiederholte Anwendung des Korollars ergibt, daf Bu{ay, ..., a, } endlich ist
fiir endliche B und fiir beliebige Objekte ay, ..., a,, n € N. Insbesondere sind also
(fir B = @) alle Mengen der Form { ay, ..., a, } endlich. Wir wissen noch nicht,
dafl umgekehrtalle endlichen Mengen die Gestalt{ay, ..., a, },n€ N, haben; wir
werden dies unten zeigen.

Fiir weitergehende Resultate wird die rein funktionale Definition der Un-
endlichkeit im rein funktionalen Kontext recht schwerfillig. Der Nachweis,
daf§ die Vereinigung zweier — oder stirker endlich vieler - endlicher Mengen
wieder endlich ist, bereitet bereits Schwierigkeiten. (Der Leser mag versuchen,
dies im Stil der obigen Beweise zu zeigen). An dieser Stelle kommen uns nun
die natiirlichen Zahlen zu Hilfe, dhnlich wie in der Michtigkeitstheorie zum
Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein. Wie dort wire es eher kiinstlich, die
Stirke rekursiver Definitionen und induktiver Beweise beim Heben schwererer
Gewichte nicht zu benutzen.
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Unendlichkeit und natiirliche Zahlen

Zeugen fiir die Unendlichkeit einer Menge A sind Injektionen von A nach A,
die Werte auslassen. Andererseits ist eine solche Injektion auf ganz A definiert,
insbesondere also auch auf den Werten, die sie selbst auslifit. Dies fiihrt zur fol-
genden allgemeinen Definition.

Definition (Orbit eines Punktes)
Seig:A — Aeine Funktion, und seix € A.
DannistS, : N — A, der Orbitvonx unter g in A, rekursiv wie folgt definiert:

SX(O) = X
Si(n+1) = g(5;(n)) firne N.

Ein Orbit S heifit azyklisch, falls S injektiv ist. Andernfalls heifit S zyklisch.
Ein x € A heifit azyklisch, falls S, azyklisch ist. Andernfalls heifit x zyklisch.

Der Buchstabe S erinnert hierbei an ,,Spur®. Der Orbit S, von x unter g be-
schreibt die Bahn des Punktes x, wenn wiederholt die Funktion g auf x und seine
Bilder angewendet wird.

Ist g(x) =x, soist Sy(n) =xfiirallen € N. Ist g(x) =y, g(y) =xund x #y, so ist
Si(n) =x fiir gerade nund S, (n) =y fiir ungerade n. Das Wort ,,zyklisch® wird zu-
dem motiviert durch die folgende Ubung.

melg (Orbitalbabn eines zyklischen Punktes)
Seig: A — A eine Funktion, und sei x € A zyklisch. Dann gilt:

Es existierenng € Nund m € N - { 0 } mit der Eigenschaft:

Fiir alle n,n" 2 n, gilt:

Si() = S;(n) gdw n=,n". g g g
Ist g injektiv, so ist ny = 0 geeignet. X NS

[Zur Erinnerung: n =, n’ gdw nund n” haben
den gleichen Rest bei Division durch m.]

Das (eindeutig bestimmte) derartige m heifit dann der Zyklus von x,
das kleinste derartige n, die Vorlaufzeit von x.

Eine weitere, etwas informal formulierte Ubungsaufgabe fiir den Leser ist, sich die méog-
lichen Orbit-Typen unter nicht injektiven und unter surjektiven Funktionen g: A — Azu
iberlegen. Der ,,Weg riickwirts“ von x zu einem y mit g(y) = x ist fiir surjektive g immer
moglich, aber im allgemeinen nicht eindeutig. Fiir Injektionen dagegen kann man weiter
den Riickwirtsorbit eines Punktes x definieren (solange entsprechende Urbilder existie-
ren). Fiir Bijektionen gibt es dann stets einen unendlichen Vorwirts- und Riickwirtsorbit,
und die Orbitalbahn wird am besten durch einh: Z — A beschrieben mit h(0) = x. Diese
Z-Orbits fiir Bijektionen sind dann entweder Kreise oder Z-ihnlich ohne Uberlappung.
Der Leser ist aufgefordert, auf dem Papier ein bifichen herumzuspielen. Er kann hier ein
Stiick Mathematik selber formulieren und entdecken.
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Der Begriff des Orbits ist fiir sich interessant, spielt aber im Umfeld der Un-
endlichkeit nach Dedekind eine besondere Rolle:

Satz  (Existenz azyklischer Orbits)
Seig: A — Ainjektv.
Dann ist jedes x € A - rng(g) azyklisch.

Beweis
Seixe A -rng(g), und sei S = S, der Orbit von x unter g.
Wir zeigen durch Induktion nach n:

Fiir alle n e N gilt: S(n) # S(m) fiir alle 0 <m < n.

Induktionsschritt n: Annabme S(n) = S(m) fiir ein 0 <m < n.
Dann ist m # 0 wegen S(0) =x ¢ rng(g) und S(n) € rng(g).
Dann aber S(n - 1) = S(m - 1) wegen g injektiv,
- im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Den Leser hat der Begriff des Orbits und der Beweis des obigen Satzes viel-
leicht an den Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein erinnert. In der Tat haben
wir dort bereits implizit die Orbits aller Punkte der Menge C unter der Funktion
f betrachtet (vgl. das Diagramm im Beweis des Satzes).

Istalso A eine unendliche Menge, so gibt es nach dem Existenzsatz eine Injek-
tiong:A — Aundeinxe A, dessen Orbit unter g azyklisch ist. Die Umkehrung
ist 'Teil des folgenden Satzes, der den fundamentalen Zusammenhang zwischen
unendlichen Mengen und natiirlichen Zahlen wiedergibt.

Satz  (Einbettbarkeit der natiirlichen Zahlen in unendliche Mengen)
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) A ist unendlich.
(i) Esgibteing:A — Aund ein x € A mit einem azyklischen Orbit.
@) INI < 1Al

Beweis
(i) ™~ (ii): Seig:A — A’ c Ainjektiv.
Dann ist jedes x € A - A” azyklisch unter g nach dem Satz oben.
(i) ™~ (iii): Sei S ein azyklischer Orbitunter g. DannistS: N — A injektiv.
— (@) ™ (i): Nistunendlich. Wegen INI < |Al also auch A.

Die letzte Implikation kann man auch so beweisen:
Seih : N — Ainjektiv. Fiir n € N sei x, = h(n).
Wir ,verschieben die x,, um eins“: Definiere g : A — A durch
Xnils wlls x=x, fireinne N,
g(x) = { : J

X sonst.

Dannistg: A — A -{x} bijektiv. Also A unendlich.
Weiter gilt: h ist der Orbit von x, unter g.
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Mit diesen Ergebnissen kénnen wir nun zeigen, dafl wir unendliche Mengen
nicht durch endliche Vereinigungen von endlichen Mengen erhalten kénnen.

Satz  (Endliche Zerlegungen unendlicher Mengen)
Sei A eine unendliche Menge, und sei P ¢ P(A) eine endliche Zerlegung
von A, d.h. P ist endlich, UP = A, und die Elemente von P sind paarweise
disjunkte Mengen. Dann existiert ein unendliches B € P.

Beweis (durch Besuchszeitenanalyse)
Sei S : N — A der Orbit eines azyklischen x € A (unter einer beliebigen
Injektiong: A — A’ c A). Fir B e P sei
N = {ne NI|S(n)e B}.
[N ist die Menge der ,,Besuchszeiten® von x in der Menge B.]
Ist N unbeschrinkt in N fiir ein B € P, soist IN| = INg| < IBI,
also B unendlich, und wir sind fertig.

Annabme, Ny ist beschrinkt in N fiir alle B € P.
Fir B € P mit Ny # J sei

mp = max(Np) = ,,das grofite m € N mitm € Ng“.

[Die Menge B wird also zum Zeitpunkt my zum letzten Mal besucht.]
Schliefilich sei

U={mg | Be PNy=J}.

Dann ist U unbeschrinkt in N.
[Annabme, es gibteink € Nmitm <k fir allem e U.
Sei B e Pmit S(k) € B. Dannistk € Ny, also k <mgy € U, Widerspruch!]

Aberf: U — P mit
f(m) = ,das eindeutige B€ P mit S(m) € B firme U

ist injektiv nach Konstruktion von U.
— Also INI = Ul £ 1PI. Also ist P unendlich, Widerspruch!

Ubung
Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt:

(1) A v Bistendlich,
(if) A x B ist endlich.

Satz (Endliche Ubem’eckungen unendlicher Mengen) )
Sei A eine unendliche Menge, und sei P < [1(A) eine endliche Uberdeckung
von A, d.h. Pist endlich und U P = A. Dann existiert ein unendliches B € P.

Beweis
Fast genau wie eben. Lediglich die Definition der Funktion f lautet nun:

— f(m) = ,einBe PmitS(m) e Bundmg=m“ firme U.
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Korollar  (Vereinigung endlich vieler endlicher Mengen)
Sei P eine endliche Menge, und jedes B € P sei endlich.
Dann ist U P endlich.

In der Analyse des Unendlichkeitsbegriffs nach Dedekind haben wir eine
Auswahl der Form ,ein ...“ zum ersten Mal fiir den Uberdeckungssatz oben
verwendet. In der Tatist ein ,.ein ...“ hier (und fiir einen Beweis des Korollars)
unvermeidlich. Daf§ die Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Men-
gen endlich ist, lifit sich ohne Auswahlakte beweisen, da dies ein Korollar zum
Zerlegungssatz ist. Weiter gilt B; U B, = B; U (B; - By), und es folgt induktiv
ganz ohne ,ein ...“, dafl B; U ... U B, endlich ist fiir beliebige endliche Mengen
B;,1<i<n,ne N.

Dagegen ist fiir die folgende Ubung wieder eine Definition der Form ,,ein ...“
notig:

Ubung
Sei A eine endliche Menge. Dann ist P(A) endlich.
[SeiS:N — P(A) ein azyklischer Orbit. Jedes S(n) A ist endlich.
Fiiralle { a, ..., a, } € A, ke N, existiert ein n € N mit
S(n) -{ay,...,a } # 9,
denn S ist injektiv und P({ ay, ..., a; }) hat nur 2 Elemente.

Eine induktive Auswahl aus solchen nichtleeren Mengen
liefert einen Widerspruch zur Endlichkeit von A.]

Endlichkeit und natiirliche Zahlen

Das offene Problem aus dem letzten Zwischenabschnitt lautete: Ist jede endli-
che Menge von der Form {ay, ..., a, } fiireinn € N? Dies wollen wir nun beweisen.

Zunichst definieren wir fiir jedes n € N eine Referenzmenge mit genau n Ele-
menten.

Definition (die Mengen 7 fiirn € N)
Fiirn € N sei

j=]]

n={01,...,.n-1}={meNIlm<n}.

Die in der Realitit auftauchenden Nufihaufen sind
endlich im Sinne der Definition von Dedekind. Andernfalls
wire der Algorithmus des paarweisen Abtragens der Nuflhaufen
H; und H; keine korrekte Methode zur Feststellung eines Grofienunterschiedes
zwischen den Haufen!

Die Mengen i sind nun gewissermafien die Nuflhaufen der mathematischen
Welt, und fiir sie konnen wir die Korrektheit des Abtragealgorithmus beweisen
(vgl. das Korollar unten).
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Satz  (Endlichkeit von 1)
Fiir jedes n € N ist i endlich.

Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nachn e N.

Induktionsanfang n = 0:
0 = {} ist offenbar endlich.

Induktionsschritt von n nach n + 1:
Seim=n+1.Dannistm={0,...,n}=nu{n}.
Nach Induktionsvoraussetzung ist ii endlich. Nach dem Satz
- iiber das Hinzufiigen eines Elementes ist dann auch m endlich.
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Wir geben noch einen direkten, von den vorangehenden Uberlegungen unab-

hingigen Beweis des Satzes.

Zweiter Beweis des Satzes

Annabme nicht. Sei dann n das kleinste Element von N mit ,,i1 ist unendlich.

Seidannf:a — A c a bijektiv.
Offenbaristn #0und A= . Seialson=n"+1.
O.E.istn" € A.
Andernfalls sei A" = (A - {min(A) }) u{n"}.
Dann gilt A’ caund |Al = IA’]. Also existiert
g:n — A’bijektivy A’ ch,und esistn’ e A’.
O.E.ist zudem f(n") =n".

Andernfalls existiert wegen n’ € A ein n* < n’ mit f(n*) = n’".
Wir setzen dann

f,
g = (F-{ (0, (")), (0%, ') }) U LI
[, n), (0, f(n")) }. ’

g ist genau wie {, lediglich die beiden
Werte fiir n” und n* sind vertauscht! X
Dannistg:a — Abijektivund g(n) =n". "

Wegen f: i — A bijektiv und f(n”) = n” ist dann aber

fln’:n” — A-{n"}bijektivyund A-{n"} cq".

— Also ist i unendlich, im Widerspruch zar minimalen Wahl von n.

Korollar (17l < || fiir n <m)
Seienn,m € N,und sei f : A — 1 bijektiv. Dann giltn = m.

Beweis
Seif:n — m bijektiv, n # m. O.E. ist m <n (sonst betrachte f').
— Dannistaber m c 1, also i unendlich, Widerspruch!

A

n’ = f(n*)

f(n')
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Ubung  (Taubenschlagprinzip)
Seine N,undseif:n — . Dann sind dquivalent:
(i) fistinjektiv.
(ii) fistbijekdv.
(iii) fistsurjektiv.

[Ist f surjektiv, so betrachte g : i — A mitg(m) = ,das kleinste k mit f(k) = m“. ]

Schlieflich erhalten wir eine niitzliche Aquivalenz fiir die Endlichkeit einer
Menge:

Satz  (Charakterisierung der endlichen Mengen mit Hilfe der natiirlichen Zahlen)
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) Aistendlich.

(i1) Esexistierteinn e Nmit |Al = [al.

Beweis
(1) ™ (i): Sei A endlich. Ist A = & sind wir fertig. Andernfalls sei xy € A.
Wir definieren rekursiv fiir n € N:

: 3
Xn+l = ”elnXEA_{XO,'“:Xn} )

solange A - {xq, ..., x, } # Q.
[Hier begegnet uns wieder eine Auswahl-Situation. ]

Die erhaltenen x, sind paarweise verschieden. Also muf ein

kleinstes n* € N existieren, fiir das x,+ nicht definiert ist.
[Denn andernfalls ist g : N — A mit g(n) = x,, injektiv,
also INI < 1A, im Widerspruch zu A endlich. |

Dann ist aber f : i* — A mit f(n) = x, bijektiv. Also gilt (ii).

(ii)) ™~ (i): Seine Nund f: A — 1 bijektw.
Wire A unendlich, so wire auch i1 unendlich,
- im Widerspruch zum Satz oben. Also ist A endlich.

Es folgt, dafi jede endliche Menge A die Form A ={ay, ..., a, } fiireinn e N hat,
dennesgilt Al = Ial fireinne N, und dannist A = {f(0), ..., f(n - 1) } fiir eine
beliebige Bijektion f: i — A.

Der Beweis des Satzes verwendet die Sitze iiber Zerlegungen und Uberdek-
kungen unendlicher Mengen nicht, und wir erhalten neue Beweise fiir die End-
lichkeit der Vereinigung endlicher vieler endlicher Mengen. Diese Beweise sind
sehr einfach, ruhen aber auf dem obigen Auswahlakt im Beweis von (i) 7 (ii).

Ubung
Zeigen Sie mit Hilfe des obigen Charakterisierungssatzes:

(i) Die Vereinigung zweier endlicher Mengen ist endlich.
(ii) Die Vereinigung endlich vieler endlicher Mengen ist endlich.
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Definition (N-unendlich)
Eine Menge A heifit N-endlich, falls es ein n € N gibt mit Al = Ial.
A heifdt N-unendlich, falls A nicht N-endlich ist.

Man kann die Theorie umgekehrt aufziehen, und die N-Versionen als primire
Definitionen der Unendlichkeit und Endlichkeit benutzen, was ebenso natiirlich
erscheint wie ein Start mit den Dedekind-Definitionen. Wir haben gezeigt, dafi
eine Menge genau dann Dedekind-endlich ist, wenn sie N-endlich ist. Interessant
ist, dafl ein Beweis der Implikation ,Dedekind-endlich folgt N-endlich® oder
gleichwertig ,,N-unendlich folgt Dedekind-unendlich“ abstrakte Auswahlakte
benotigt. Die Unterschiede der beiden Definitionen werden sehr klar, wenn man
folgende Umformulierung von N-unendlich betrachtet:

Ubung
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) Aist N-unendlich.
(i) Ial < 1Al firallene N.

Dedekind-unendlich ist dagegen gleichwertig mit IN| < [Al. Die kritische
Implikation lautet dann also umformuliert:
Ist Ial < Al firallen e N, so gile INI < TAI.

Das sieht sehr iiberzeugend aus, braucht aber bereits starke Hilfsmittel fiir ei-
nen Beweis. Mit dhnlichen Feinheiten wollen wir uns nun beschiftigen.

Andere Charakterisierungen der Unendlichkeit

Es gibt eine ganze Reihe weiterer Aquivalenzen zur Endlichkeit und Unendlichkeit,
und dieser Zwischenabschnitt bringt hierzu vier Beispiele, ohne einen Sport aus dem
Thema zu machen. Der Leser, der mit der obigen Diskussion bereits zufrieden ist, kann
ihn iiberspringen, da die hier diskutierten Begriffe spiter nicht mehr verwendet werden.
Die Existenz vieler verschiedener Definitionen, die sich dann als gleichwertig herausstel-
len, ist ein sicheres Indiz dafiir, daf} ein besonders natiirliches Konzept zur Diskussion
steht. (Der Leser vergleiche die vielen dquivalenten Definitionen des Begriffs ,,berechen-
bar/rekursiv in den Lehrbiichern zur mathematischen Logik.)

Obwohl alle Definitionen, die wir geben werden, sich als dquivalent heraus-
stellen, taucht hier in vielen Fillen das gleiche Phinomen auf wie oben: Die
Hilfte der Aquivalenz ist elementar (wenn auch zuweilen trickreich), die ande-
re benttigt Auswahlakte. Die folgenden Definitionen sind nun so geordnet,
daf} die Implikation von einer Definition auf die folgende (also ,, ™) elementar
ist, die Riickrichtung (also ,,,) aber abstrakte Auswahlakte der Form ,ein ...“
benotigt. Eine Ausnahme bildet die letzte Definition nach Alfred Tarski, die in
beiden Richtungen elementar dquivalent zur N-Unendlichkeit ist. Wir starten
mit Dedekind-unendlich, und gelangen schliefilich iiber mehrere Schritte zur
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N- bzw. Tarski-Unendlichkeit. Es ist interessant, daf§ sich zwischen den intuitiv
schon sehr nahe beieinanderliegenden Aussagen ,,IN| < [Al“und ,Ial < Al
fiir alle n € N“ mehrere natiirliche Zwischenstufen finden lassen.
Im folgenden definieren wir immer nur XYZ-endlich oder XY Z-unendlich. Durch
Verneinung der Aussagen erhilt man dann XYZ-unendlich bzw. XY Z-endlich.
Beim Betrachten der Dedekind-Definition bietet sich der folgende Begriffan:

Definition (Dedekind*-unendlich)
Sei A eine Menge. A heifit Dedekind*-unendlich,
falls ein surjektives f : A — A existiert, das nicht injektiv ist.

Dedekind*-unendlich ist also gerade invers zur Dedekind-Unendlichkeit: Die
Bedingung an f : A — A lautet injektiv-nichtsurjektiv fir Dedekind-unendlich,
und surjektiv-nichtinjektiv fiir Dedekind*-unendlich.

Ubung
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:
(i) A ist Dedekind-unendlich.
(if) A ist Dedekind*-unendlich.

Man kann weiter die Charakterisierung IN| < Al der Dedekind-Unendlich-
keit von A invertieren:

Definition (Dedekind**~unendlich)
Sei A eine Menge. A heifit Dedekind™**-unendlich,
falls ein surjektives f : A — N existiert.

Satz
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) A ist Dedekind*-unendlich.
(ii) A ist Dedekind**-unendlich.

Beweis
(1) ™ (ii): Seig:A — Asurjektiv und nicht injektiv.
Seien a,b,c € A mitb # cund g(b) = g(c) = a.
Fiir x € A sei wieder S, der Orbit von x unter g.
Es giltb ¢ rng(S,) oder c ¢ rng(S,) ().
O.E.seib ¢ rng(S,). Wir definieren dann f : A — N durch

fx) = ydaskleinste n mitS,(n) =b*“,  falls ein solches n existiert,
- 0 Sonst.

Annabme rng(f) #N. Sei dann n minimal mitn ¢ rng(f).

Wegen f(b) = 0 ist n > 0. Nach minimaler Wahl existiert ein x mit
f(x) =n - 1. Dannist S;(n - 1) = b.

Wegen g surjektiv existiert ein y mit g(y) = x.
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Dann ist S;(n) = S;(n - 1) = b, und somit 0 < f(y) <n.

Nach Annahme ist f(y) #n.

Aber auch f(y) #0, dasonsty=b,x=aund b=S,(n - 1) € rng(S,) wire.
Also 0 < f(y) <n. Dann ist S,(f(y) - 1) = S, (f(y)) = b.

Also f(x) < f(y) - 1 <n - 1, Widerspruch.

(ii)) ™~ (i): Seif: A — Nsurjektiv. Fiirn e N sei
X, = ,einx e A mitf(x) = n“.
Sei X ={x, | n>1}. Definiere g: A — A durch

g(x,)=x,_;firne N-{0}, g(x) =xfirx e X.
- Dannistg: A — A surjektiv, aber g(xy) = g(x1), Xo # X;.

Die Funktion f in (i) ~ (i) nimmt immer grofiere Werte an, je weiter wir von b entlang
Urbildern zuriickgehen, was im allgemeinen wegen mangelnder Injektivitit ein netzarti-
ges Bild ergibt. b ¢ rng(S,), g(b) = a liefert, dafy wir beim Zuriickgehen nie mehr auf b
selbst stofen, und die Existenz eines solchen b ist genau die Stelle im Beweis, wo wir mehr
brauchen als die Surjektivitit von g.

Einen schnellen Beweis des Satzes erhilt man natiirlich, wenn man die Aquivalenz von
INT<TAlund INI <*[Al,d.h. jesgibteinf: A — Nsurjektiv®, benutzt: Dann ist Dede-
kind**-unendlich dquivalent mit Dedekind-unendlich, und nach der Ubung oben dann
auch mit Dedekind*-unendlich. Auf diese Weise haben wir (i) ™ (ii) iiber die Kette Dede-
kind*~unendlich ™~ Dedekind-unendlich ™~ Dedekind™*-unendlich gezeigt, fiir die erste Impli-
kation aber Auswahlakte verwendet; der obige Beweis von (i) 7 (ii) ist davon frei.

Eine weitere Definition der Unendlichkeit stammt von Alfred Tarski (1924).
Sie betrifft die c-Relation auf der Potenzmenge P(A) einer Menge A: Erlaubt
ein Teilmengensystem P ¢ P(A) unbegrenzt viele Schritte, die von einem x € P
zueinemy € P filhren mitx Cy, so treffen wir bei jedem Schritt neue Elemente
von A an, und damit ist A dann intuitiv unendlich. Wir definieren hierzu:

Definition (letztes Glied einer Kette)
Sei K eine c-Kette. K hat ein Jezztes Glied, falls es ein x € K gibt mit:

ycxfiralleye K.

Definition ( Tarski-Unendlichkeit und Ketten-Unendlichkeit)
(a) Eine Menge A heifit Ketten-endlich, falls gilt:
Jede nichtleere Kette K < P(A) hat ein letztes Glied.
(b) Eine Menge A heifit Tarski-endlich, falls gilt:
Fiir jedes nichtleere P ¢ P(A) gibtes einy € P mit:
non(y cx) furallexe P.

Eine dquivalente und sprachlich kompaktere Formulierung der Bedingung in
(b) ist: Jedes nichtleere P < P(A) besitzt ein c-maximales Element.

Ubung
Jedes unbeschrinkte A < N ist Ketten-unendlich.
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Ubung
Seien A, B gleichmichtige Mengen. Dann gilt:

(i) Ist A Ketten-endlich, so ist B Ketten-endlich.
(i) Ist A Tarski-endlich, so ist B Tarski-endlich.

Satz
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) A ist Dedekind**-unendlich.
(if) A ist Ketten-unendlich.

Beweis
(1) ™~ (i):
Seif:A — N surjektiv. Fiirn e N sei
A, =f"a={xeAlfx)<n}.
Dann gilt A, c A, fur allen <m.
Alsoist{ A, | ne N} < P(A) eine Kette ohne letztes Glied.

(i) ™~ (i):
Sei K c P(A) eine nichtleere Kette ohne letztes Glied.
Sei X € K beliebig. Wir definieren X, € K fiir n > 1 rekursiv durch
Xor1 = pein X e Kmit X, < X“.
Weiter definieren wir f : A — N durch
fx) = ydaskleinste n mitxe X%,  falls ein solches n existiert,
- 0, SO7SE.

- Dannistf: A — N surjektv.
Die beiden noch fehlenden Aquivalenzen behandeln die folgenden Ubungen:

Ubung
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) Aist Ketten-unendlich.
(if) A ist Tarski-unendlich.

[Die nichttriviale Richtung (ii) 7 (i) verwendet eine Auswahl-
definition zur Gewinnung einer nichtleeren Kette ohne ein letztes

Glied aus einem Zeugen P ¢ P(A) fiir die Tarski-Unendlichkeit von A. ]

Ubung
Sei A eine Menge. Dann sind dquivalent:
(i) A ist Tarski-unendlich.
(i1) A ist N-unendlich.

[Fir die Richtung (i) ™ (ii) zeige ,,i ist Tarski-endlich“ durch Induktion.
Fir (ii) 7 (i) betrachte P = { X c A | I1XI| = Ial fireinne N}.
Beide Richtungen verwenden keine Auswahlakte. ]
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Im Sinne der ewigen Wiederkunft des Auswahlthemas erhalten wir damit nun
das folgende Bild:

Dedekind-unendlich
elementare Dedekind*-unendlich Beweise
Beweise R Dedekind**-unendlich T mit yein ...«
Ketten-unendlich
Tarski-unendlich, N-unendlich

Der Autor hofft, dafl der vorangehende logische Abstieg von Dedekind-unendlich zu
N-unendlich dem Leser eine abwechslungsreiche Wanderung gewesen ist. Abwiirts geht
es zu Fuf}, aufwiirts brauchen wir einen Sessellift, mit Ausnahme der elementar dquiva-
lenten unendlichen Talstationen N-unendlich und Tarski-unendlich.

Um die tatsidchliche Notwendigkeit der Auswahlakte zu beweisen, braucht man viel
weitergehende Techniken; es konnte ja ein einfacher Beweis iibersehen worden sein.

Wir schliefien dieses Kapitel mit einem Auszug aus einem Vortrag von David
Hilbert, gehalten am 4. Juni 1925 in Miinster anldfilich der ,,Ehrung des Anden-
kens an Weierstraf}“ (Karl Weierstrafy 1815 - 1897).

David Hilbert iiber Unendlichkeit

» ... Durch diese Bemerkungen wollte ich nur dartun, daf} die endgiiltige Aufkldrung tiber
das Wesen des Unendlichen weit tiber den Bereich spezieller fachwissenschaftlicher Interes-
sen vielmehr zur Ebre des menschlichen Verstandes selbst notwendig geworden ist.

Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Genmziit der Menschen
bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand so anregend und
fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer Begriff so der Aufklirung
bediirftig.

Wenn wir uns nun dieser Aufgabe, das Wesen des Unendlichen aufzukliren, zuwenden,
so miissen wir uns in aller Kiirze vergegenwirtigen, welche inhaltliche Bedeutung dem
Unendlichen in der Wirklichkeit zukommt; wir sehen zunichst, was wir aus der Physik
dartiber erfahren.

Der erste naive Eindruck von dem Naturgeschehen und der Materie ist der des stetigen,
des Kontinuierlichen. Haben wir ein Stiick Metall oder ein Fliissigkeitsvolumen, so
dringt sich uns die Vorstellung auf, daf} sie unbegrenzt teilbar seien, dafi ein noch so klei-
nes Stiick von ihnen immer wieder dieselben Eigenschaften habe. Aber iiberall, wo man
die Methoden der Forschung in der Physik der Materie gentigend verfeinerte, stieff man
auf Grenzen fiir die Teilbarkeit, die nicht an der Unzulidnglichkeit unserer Versuche, son-
dern in der Natur der Sache liegen, so daff man geradezu die Tendenz der modernen Wis-
senschaften als eine Emanzipierung von dem Unendlichkleinen auffassen kénnte und dafy
man jetzt an Stelle des alten Leitsatzes: ,natura non facit saltus® das Gegenteil ,die Natur
macht Spriinge‘ behaupten konnte.

Bekanntlich ist alle Materie aus kleinen Bausteinen, den Atomen zusammengesetzt . ..
Wihrend bis dahin die Elektrizitit als ein Fluidum galt..., so erwies sich jetzt auch sie auf-
gebaut aus positiven und negativen Elektronen ... Nun selbst die Energie 1ifit, wie heute
feststeht, die unendliche Zerteilung nicht schlechthin und uneingeschrinkt zu; Planck
entdeckte die Energiequanten.
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Und das Fazit ist jedenfalls, dafl ein homogenes Kontinuum, welches die fortgesetzte
Teilbarkeit zuliefie, und somit das Unendliche im Kleinen realisieren wiirde, in der Wirk-
lichkeit nirgends angetroffen wird. Die unendliche Teilbarkeit eines Kontinuums ist nur
eine in Gedanken vorhandene Operation, nur eine Idee, die durch unsere Beobachtungen
der Natur und die Erfahrungen der Physik und Chemie widerlegt wird.

Die zweite Stelle, an der uns in der Natur die Frage nach der Unendlichkeit entgegen-
tritt, treffen wir bei der Betrachtung der Welt als Ganzes. Hier haben wir die Ausdehnung
der Welt zu untersuchen, ob es in ihr ein Unendlichgrofies gibt.

Die Meinung von der Unendlichkeit der Welt war lange Zeit die herrschende; bis zu
Kant und auch weiterhin noch hegte man an der Unendlichkeit des Raumes tiberhaupt
keinen Zweifel.

Hier ist es wieder die moderne Wissenschaft, insbesondere die Astronomie, die diese
Frage von neuem aufrollt und sie nicht durch das unzulingliche Hilfsmittel metaphysi-
scher Spekulation, sondern durch Griinde, die sich auf die Erfahrung stiitzen und auf der
Anwendung von Naturgesetzen beruhen, zu entscheiden sucht. Und es haben sich
schwerwiegende Einwinde gegen die Unendlichkeit herausgestellt. Zur Annahme der
Unendlichkeit des Raumes fiithrt mit Notwendigkeit die Euklidische Geometrie. Nun ist
zwar die Euklidische Geometrie ein in sich widerspruchsfreies Gebiude und Begriffs-
system ; daraus folgt aber noch nicht, daf§ sie in der Wirklichkeit Giiltigkeit besitzt. Ob
dies der Fall ist, kann allein die Beobachtung und Erfahrung entscheiden ... Einstein hat
die Notwendigkeit gezeigt, von der Euklidischen Geometrie abzugehen. Auf Grund sei-
ner Gravitationstheorie nimmt er auch die kosmologischen Fragen in Angriff und zeigt
die Moglichkeit einer endlichen Welt, und alle von den Astronomen gefundenen Resul-
tate sind auch mit [dieser] Annahme ... vertriglich.

Die Endlichkeit des Wirklichen haben wir nun in zwei Richtungen festgestellt: nach
dem Unendlichkleinen und dem Unendlichgrofien. Dennoch kénnte es sehr wohl zutref-
fen, dafi das Unendliche in unserern Denken einen wohlberechtigten Platz hat und die Rol-
le eines unentbehrlichen Begriffes einnimmt ... “

(David Hilbert, 1925. Auch in: David Hilbert 1964, ,Hilbertiana“)
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Die einfachste unendliche Menge, die wir kennen, ist die Menge N der natiirli-
chen Zahlen. Die natiirlichen Zahlen werden insbesondere zum Zihlen, Indizie-
ren, Durchnumerieren, Ordnen, etc. anderer Mengen verwendet. Dies fithrt zu
folgendem Begriff, der alle Mengen beschreibt, die sich durch natiirliche Zahlen
in dieser Weise kontrollieren lassen:

Definition (abziblbare Mengen)
Eine Menge M heifit abziblbar, talls gilt:
(1) esexistiert ein bijektivesf: i — M fireinn e N, oder
(i) es existiert ein bijektives f: N — M.

Der Begriff ,,abzihlbar” entspricht folgender Anschauung. Eine Menge M ist
abzihlbar, wenn wir alle Elemente x,y,z, ... von M der Reihe nach auf N-viele
Plitze verteilen konnen:

| K N L N |
0 1 2 3 4 5 n

Dabei ist fiir unendliche Mengen eine ,,geschickte Platzanweisung notwendig:
Istetwa M =N, und besetzen wir Platz n mit der Zahl 2n, so bleiben ,,am Ende“ die
ungeraden Zahlen stehen, obwohl N sicher abzihlbar ist. Aus den Resultaten des
vorangehenden Kapitels folgt, dafl fiir endliche Mengen ein geschickter Platzan-
weiser entbehrlich ist: Nach jeder Platzzuweisung einer Menge mit genau n Ele-
menten ist immer der Platz n der erste freie Sitz.

Die N-Endlichkeit, die wir zur Definition von abzihlbar verwendet haben, scheint der
intuitiven Bedeutung des Wortes ,,abzihlen® niher zu sein als die (iquivalente) Dedekind-

Endlichkeit.

Wir kénnen auch Platzanweisungen betrachten, bei denen einige Plitze frei-
bleiben diirfen, bevor ein neuer Platz besetzt wird:

| | | J | Il \Iy J | \
0 1 2 3 4 5 n

Eine solche lickenhafte Verteilung kann bequem durch eine Injektion von ei-
ner Menge in die natiirlichen Zahlen beschrieben werden. Durch ein intuitiv kla-
res, aber recht aufwendig zu organisierendes Nachriickverfahren - man denke an

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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ein dunkles Kino - erhalten wir ,,richtige” Abzihlungen. Einfacher ist es an den
Sitzen entlangzugehen und dabei M neu abzuzihlen, wie dies im Beweis des fol-
genden Satzes geschieht.

Satz  (Abziblbarkeit und Einbettharkeit in die natiirlichen Zahlen)
Sei M eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) M ist abzihlbar.

(i) IMI < INI.
Beweis
(1) ™~ (i1):

Ist M abzihlbar, soist IM| = Ial fiireinn € Noder IMI = IN].
In beiden Fillen ist offenbar IM| < INI.

(i) ™ (1):
Sei IMI <INl undf: M — Ninjektiv.
Wir zihlen nun rng(f) € N monoton auf. Hierzu definieren wir durch
Rekursion iiber n € N solange moglich eine Funktion g wie folgt:

g(n) = ,daskleinste k € rng(f) mit k > g(i) fiir alle 0 <i<n®,
falls ein solches k existiert.

Sei N = dom(g). Dannist g: N — rng(f) bijektiv.
Alsoistf™' e g : N — M bijektiv.
Aber es gilt N =1 fireinn € N oder N =N (!).

- Also ist M abzihlbar.

Zu einem schnellen Beweis fiihrt natiirlich eine Unterscheidung ,,rng(f) endlich®, also
IMI = Irng(f) | = 11l fiireinn € N, oder ,,rng(f) unendlich“ also IM| = lrng(f) | = IN]
zu einer Funktion g wie gewlinscht, die dann aber mit f i.a. nichts mehr zu tun hat. Unse-
re Funktion g erhilt die durch f gegebene Sitzordnung. Ein derartiges strukturelles Zu-
sammenziehen eines Wertebereichs ist in der Mengenlehre vielfach niitzlich.

Esgiltf'og=h""mith(x) = ,dasne Nmit Il = [{ye M | f(y)<f(x)}|“ firxe M.

Wir zeigen nun, dafi jede unendliche Menge eine abzihlbar unendliche Teil-
menge besitzt. ,Abzihlbar unendlich“ ist also die erste ,,Anzahl“ nach den endli-
chen Grofien.

Satz
Sei M eine unendliche Menge.
Dann existiert eine abzihlbar unendliche Teilmenge von M.

Beweis
Wegen M unendlich gilt INI < |M| nach dem Satz tiber die
Einbettbarkeit der natiirlichen Zahlen in unendliche Mengen.
Seialsof:N — M injektiv.

— Dannist rng(f) eine abzihlbar unendliche Teilmenge von M.
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Der Beweis des Satzes ist elementar, da M als (Dedekind)-unendlich vorausgesetzt
wird. Jedoch ist fiir den Beweis, daf} jede N-unendliche Menge eine abzihlbar unendliche
Teilmenge enthilt, ein Auswahlakt notwendig. Man definiert hierzu rekursiv:

X, = ,einxe M mitx=#x, fiiralle 0 <i<n“
Aus M N-unendlich folgt, dafi diese Rekursion nicht abbricht. X = {x, | n € N}ist dann
eine abzihlbar unendliche Teilmenge von M.

Die entscheidende Frage ist nun:
Ist jede Menge abziblbar?
Anders formuliert:

Ist jede unendliche Menge M gleichmiichtig zu den natiirlichen Zablen,
d. b. existiert fiir jede unendliche Menge M ein bijektives f: N — M?

Das Konzept der Michtigkeit wire dann nicht besonders interessant, denn jede
Menge wire dann entweder vom ,,Grofientyp“i={0,...,n-1}fireinne N, oder
aber vom Typ N.

Es zeigt sich zunichst: Viele prominente Mengen sind abzihlbar. Dies wollen
wir jetzt von den ganzen, den rationalen und den algebraischen Zahlen zeigen.
Zudem fiihren viele Operationen mit abzihlbaren Mengen nicht aus dem Reich
der Abzihlbarkeit heraus.

Z ist abzihlbar

Wir betrachten die Menge Z={..., -1, 0, 1, ... } der ganzen Zahlen und defi-
nierenf:Z — N durch

2x, falls x=0,
f) = { “2x-1, falls x<0.

Dannistf:Z — N bijekdv. Also ist Z abzihlbar.
Allgemeiner gilt der folgende Satz:

Satz
Seien A und B abzihlbar. Dann ist auch A U B abzihlbar.

Beweis
Seienf:A — N, g:B — Ninjektiv. Definiere h : AUB — Z durch
h(x) = f(x), Jfalls xe A,
-(g(x)+1), falls xe B-A.

Dann ist h injektiv, also [AUBI < [Z] = INI.
— Alsoist A U B abzihlbar.



112 1. Abschnitt Einfiihrung

N x N ist abzihlbar: Die Cantorsche Paarungsfunktion

Satz

N x N ist abzihlbar.

Beweis

Definiere © : N x N — N bijektiv durch

w(a,b) = 1/2(a+b)(a+b+1) + a.

Z.B. n(3,2) =30/2 +3 = 18.

e heifit die Cantorsche Paarungsfunktion. m ist bijektiv und zihlt die Menge
N x N diagonal auf, wie in dem folgenden Diagramm dargestellt:

16

11

17

12

18

13

19

7

6

5 15
4 10
3 6
2 3
1 1
0 0

14

20

0

1

2

3

4

5

6 7

Obige Formel fiir die Werte von m erhilt man durch die Beobachtung, daf§
in der ersten Senkrechten des Diagramms (a = 0) die Partialsummen der Rei-
he0+1+2+3+4...stehen, und diese berechnen sich zu 1/2(n (n + 1)). Wei-
ter ist die Summe a + b der Koordinaten konstant auf den Diagonalen.
Gegeben (a, b) bestimmt man zuerst die Diagonale, in der sich (a, b) befin-
det. Der erste Wert dieser Diagonalen ist nach obiger Uberlegung (0, a + b)

— =1/2(a+b)(a+Db+1). Und offenbar ist dann 7(a, b) = (0, a + b) + a.

szmg

Firallene Ngilt: 1 +2 +...+n = (n (n + 1))/2.
[Durch Induktion oder durch den Gaufitrick n+1=(n-1)+2=mn-2)+3=...]
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Ubung
(i) Sei A abzihlbar. Dann ist auch A X A abzihlbar.

(i1) Ist A abzihlbarund n e N, n > 1, so ist auch A" abzihlbar.
(i) Gilt |IAxAl= Al fiireine Menge A,soauch |A"| = |Al firallene N,n>1.

Die Cantorsche Paarungsfunktion ist ein Polynom in a und b zweiten Grades.
Esisterstaunlich, dafl die diagonale Aufzihlung von N x N durch so eine einfache
Funkdon beschrieben werden kann.

Cantor (1878): ,Es hat nimlich die Funkton p+ ((W+Vv -1) (W+V - 2))/2, wie leicht zu
zeigen, die bemerkenswerte Eigenschaft, daf sie alle positiven ganzen Zahlen und je-
de nur einmal darstellt, wenn in ihr gt und v unabhingig voneinander ebenfalls jeden
positiven, ganzzahligen Wert erhalten.”

In der Tat gibt es keine weiteren Polynome hochstens zweiten Grades in a und b,
die N x N bijektiv auf N abbilden, mit Ausnahme der Funktion & : NxN — N,
definiert durch 7(a, b) = n(b, a). Diese Tatsache, die die herausragende Stel-
lung der Cantorschen Paarungsfunktion belegt, ist nichttrivial und als Satz von
Fueter-Polya (1923) bekannt - zum Beweis wird das Transzendenz-Resultat
von Ferdinand Lindemann (1852 - 1939) benutzt. Viele Fragen in diesem
Umfeld sind noch offen. Z. B. ist unbekannt, ob es ein Polynom héheren Gra-
des in a,b geben kann, das N x N bijektiv auf N abbildet [hierzu und zum Satz
von Fueter-Polya siehe Smoryniski 1991 und Lew/Rosenberg 1978].

Im Hinblick auf den Satz von Fueter-Polya ist interessant, daf} es ,,Fast-Poly-
nome* zweiten Grades in a,b gibt, die N x N bijektiv auf N abbilden:

Ubung
Definiere p : NxN — N durch

p(a,b) = max(a’,b’) + a + (a=b) fira,be N, wobei

a-b,  falls b<a,
0, falls b>a.

(Man wird p liebgewinnen, wenn man einige Werte in ein N x N-Gitter
wie im Diagramm zur Cantorschen Paarungsfunktion einzeichnet.)
Esgilt: p : NxN — N ist bijektiv.

atb =

Die Konstruktion der Cantorschen Paarungsfunktion lifit sich auf hohere
Dimensionen verallgemeinern, und man erhilt ein bijektives 7, : N" — N fiir
alle n 2 3. m, ist ein Polynom n-ten Grades in ay, ..., a,.

Eine zweite Moglichkeit, Bijektionen zwischen N" und N zu erhalten, ist die
Komposition, z. B.

TC(TC(HI, aZ)7 33)7
4 3
T (ay,2;,a3,34) = (W (ay, 23, 23), A3),
—4
' (ar,ay,23,34) = T(T(ay, 2y), T(a3, a4)), USW.

3
T (ay,2;,a3)
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Beide Moglichkeiten liefern Polynome in a;, a;, ..., a,,, die zweite erzeugt Po-
lynome hoheren Grades als die Anzahl der Variablen, z.B. ist t’ vom Grad 4. Es
ist nicht bekannt, ob es Polynome gibt, die N" bijektiv auf N abbilden und die
nicht durch diese beiden Méglichkeiten (und Umordnung der Variablen wie in
fi(a, b) = (b, a)) gebildet werden.

Abzihlungen von N x N und allgemeiner N" fiir n > 2 gibt es natiirlich zuhauf.
Jede Wanderung auf dem N x N-Feld, in beliebigem Zickzackkurs, die jeden Punkt
(a,b) € NxN genau einmal besucht, liefert eine Bijektion zwischen N und N x N.

melg
Geben Sie ein Polynom dritten Grades in a, b, ¢ an, welches N? bijektiv

auf N abbildet.

[Analog zur Cantorschen Aufzihlung, wobei nun die N°-Punkte der Ebenen
a+b+c=0,a+b+c=1,... nacheinander geeignet aufgezihlt werden.]

Ubung
f:N? — N mit f(n, m) =2""" (m + 1) - 2" - 1 fiir alle n, m € N ist bijektiv.

Primzahlen und IN X NI = N/

Primzahlen liefern Zerlegungen von N in unendlich viele unendliche Teile,
und hieraus erhilt man weitere Beweise von INX NI = INI. Fiirn € N sei

Pn = »die (n + 1)-te Primzahl®,
alsopo=2,p1=3,p2=5,p3=7,ps=11,...

Dannsind firne Ndie Mengen P, = {pli* !l ke N} paarweise disjunkte unend-
liche Teilmengen von N [Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung!]. Setzen wir

f(n, k) = plé” firnke N,

soistf: NxN — N injekty, also IN x NI < INI, und damit nach Cantor-
Bernstein INX NI = IN| (denni:N — NxNmiti(n)=(n,0) fiirne Nistin-
jektiv, also INT < INXNI).

Ebenso ist die Abbildung g : N xN — N injektiv mit

g(a,b) = pariph*t = 221 3b1 fiira be N.

Analog erhilt man fiir beliebige n > 2 injektive Funktionen g, : N**! — N.
Wir setzen

ag+1

a,+1 o
g.(ag,...ra,) = po** ... pt fiirag,...,a, € N.

Bijektionen g: N" — N werden auch als Kodierungen bezeichnet. Die natiirli-
che Zahl g(ay, ..., a,) ist dann der Kode fiir das ,,Wort“ (ay, ..., a,), und die Um-
kehrfunktion liefert die Dekodierung. Es gibt auch konkrete Kodierungen, die
auf Worten variabler Linge operieren (siche hierzu die Ubung unten). In der
Logik spielen sie eine grofie Rolle, da man mit ihrer Hilfe innerhalb der Zahlen-
theorie iiber Zeichenketten, und damit in der Zahlentheorie iiber eine formali-
sierte Mathematik reden kann.
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Abzihlbare Vereinigungen

Mit Hilfe einer Paarungsfunktion auf N? kénnen wir jetzt leicht einen sehr
starken Satz beweisen.

Satz  (eine abziblbare Vereinigung abziblbarer Mengen ist abzdiblbar)
Seien A, abzihlbare Mengen fiirn e N, undsei A= U,y A,.
Dann ist A abzihlbar.

Beweis
Fiir jedes n € N sei

f, = ,eininjektives f; : A, — N

Seim:NxN — N bijektiv (etwa die Cantorsche Paarungsfunktion).
Wir definieren g : A — N durch:

g(x) = m(f,(x),n), wobei n =,daskleinsten e Nmitxe A “
— Dannistg:A — Ninjektiv, also |Al < INJ.

Die Definition der Funktionen f,, geschieht wieder durch Auswahl. Fiir allen € Nistdie
MengeM, ={g | g:A, — Ninjektiv}#, denn A istabzihlbar. Fiir jedesn € N wihlen
wir im Beweis ein f, € M.

Ubung
Sei A eine Menge. Eine endliche Folge in Aisteinf:n — Amitne N.
Sei F(A) die Menge aller endlichen Folgen in A.

(i) Ist A abzihlbar, so ist auch F(A) abzihlbar.
(Insbesondere ist also die ,,Menge aller Biicher” abzihlbar,
selbst bei einem abzihlbar unendlichen Zeichenvorrat A..)
(i) Ist A abzihlbar, so ist auch die Menge aller endlichen
Teilmengen von A abzihlbar.
(iii) Geben Sie eine bijektive Funktion g : F(N) — N direkt an.
[Primzahlen!]

Der Autor erinnert sich gut, daf§ bei ihm selber die ,,Abzihlbarkeit aller Biicher” einen
grofien Eindruck hinterlief}, als er ihr zum ersten Mal begegnete, und méchte deshalb bei
dieser Idee noch ein wenig verweilen, und dem Leser hierzu noch etwas anbieten. Der
Gedanke wird in vielen frithen Biichern ausgefiihrt, am schonsten aber vielleicht bei
Hausdorff:

Hausdorff (1914): ,,... Auch auf auflermathematische Dinge ist diese Betrachtung hiufig
ibertragen worden. Aus einem ,Alphabet’, d. h. einer endlichen Menge von ,Buchsta-
ben‘, kann man eine abzihlbare Menge endlicher Buchstabenkomplexe, d.h. ,Worte*
bilden, unter denen sich natiirlich auch sinnlose wie abracadabra befinden. Nimmt
man zu den Buchstaben weitere Elemente wie Interpunktionszeichen, Druckspatien,
Ziffern, Noten usw. hinzu, so sieht man, daf§ auch die Menge aller Biicher, Kataloge,
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Symphonien, Opern abzihlbar ist und abzihlbar bleiben wiirde, wenn man selbst ab-
zihlbar viele Zeichen (aber fiir jeden Komplex nur endlich viele) verwenden wollte.
Beschrinkt man dagegen, bei endlicher Zeichenzahl, die Komplexe auf eine Maximal-
zahl von Elementen, indem man etwa Worte von mehr als hundert Buchstaben und
Biicher von mehr als einer Million Worten fiir unstatthaft erklirt, so werden diese
Mengen endlich, und wenn man mit Giordano Bruno eine unendliche Menge von
Weltkorpern annimmt, mit sprechenden, schreibenden und musizierenden Bewoh-
nern, so folgt mit mathematischer Gewifiheit, daf§ auf unendlich vielen dieser Welt-
korper dieselbe Oper mit demselben Libretto, denselben Namen des Komponisten,
des Textdichters, der Orchestermitglieder und Singer aufgefiihrt werden muf3.”

Ebenso verbliiffend wire es, wenn auf einem anderen Weltkérper ein gewisser Herr
Puccini die Opern von Wagner geschrieben hitte, oder ein Herr Francis Bacon die Werke
von William Shakespeare...

Es ist schwer vorstellbar, dafl Felix Hausdorff bei dieser Passage nicht geschmunzelt
haben sollte, etwa bei den Worten ,,fiir unstatthaft erklirt“. Andererseits steht hinter ihr
ein ,ernster“ Gedanke, der Hausdorff und seine Zeit sehr beschiftigt hatte, nimlich
Nietzsches ,,ewige Wiederkunft des Gleichen®. Einige Anmerkungen hierzu findet der
Leser in der Biographie von Hausdorff am Ende des zweiten Abschnitts.

Die rationalen Zahlen sind abz:ihlbar

Satz  (Abziblbarkeit der rationalen Zahlen)
Q ist abzihlbar.

Beweis
Fiir q € @ seien N(q) € N der Nenner und Z(q) € N der Zihler des
gekiirzten Bruches Iql, wobei Iql =q firq=0, Iql = - qfiir q<0.
Wir setzen firn e N

A, ={qe QIN(q)+Z(q)=n}.
Dann ist jedes A, abzihlbar (sogar endlich), und
Q= U,cnvA,.

— Also ist @ abzihlbar.

Hinter diesem Bewetis steht die folgende
,Spiralaufzihlung® des Z*-Gitters.
Fiir n € N setzen wir:

A, ={(a,b)e R* | lal + bl =n}

Die Mengen A’ sind Quadrate im R? mit
den Ecken (n, 0), (0, n), (-n, 0), (0, -n).
Vom Nullpunkt ausgehend kénnen wir nun
die Schnittpunkte dieser Quadrate mit dem Z*-Gitter ,,spiralférmig® aufzihlen.
Der Leser kann leicht die ersten Briiche einer solchen Aufzihlung ermitteln.
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Viele andere Arten von Aufzihlungen von Q sind denkbar, etwa Abzihlungen
nach dem Maximum von Zihler und Nenner eines gekiirzten Bruches, was dem
um 45 Grad gedrehten Bild oben entsprechen wiirde. Beschrinken wir uns auf
rationale Zahlen q mit 0 < q < 1, und ordnen wir bei gleichem Maximum nach
aufsteigenden Zihlern, so beginnt die Liste wie folgt:

301
6 7

1 2 1
3

3001 2 4
4 4 5 s

12 3 4 1
55 6

o 1 1
1 1 2 3
In dieser algebraischen Form ist die Abzihlbarkeit von @ einleuchtend. Uber-
raschender ist sie, wenn man sich Q als Teilmenge der Zahlengeraden R vorstellt.
Die Punkte von @ sind dicht gesit in R:

Ubung
Qistdichtin R, d.h. fiir alle x,y € Rmitx <y existierteinqe Q
mitx < q<y.
[ Verwenden Sie z. B. Dezimalbruchentwicklungen von x,y,
und interpolieren Sie eine Zahl q mit abbrechender Dezimal-
bruchentwicklung, also ein q € Q.]

Hausdorff (1914): ,Die Aquivalenz der Menge der ganzen Zahlen mit der doch viel um-
fassenderen der rationalen Zahlen gehért mit zu den Tatsachen der Mengenlehre, die
bei erster Bekanntschaft den Eindruck des Erstaunlichen, ja Paradoxen hervorrufen:
namentlich wenn man das geometrische Bild (die Zuordnung zwischen Zahlen und
Punkten der geraden Linie) vor Augen hat und sich einerseits die in endlichen Abstéin-
denisoliertliegenden ,ganzzahligen‘ Punkte, andererseits die iiber die ganze Linie wie
ein Staub von mehr als mikroskopischer Feinheit verteilten ,rationalen‘ Punkte verge-
genwirtigt.”

Aus der Dichtheitvon Qin R zu schliefien, daf auch R abzihlbar ist, ist zwar auf den ersten
Blick verfiihrerisch, aber unstatthaft: Zwei geordnete Mengen als gleichgrof} zu bezeichnen,
wenn zwischen zwei verschiedenen Punkten der einen immer Punkte der anderen liegen,
wire kein guter Grofienbegriff, und dieser Begriff hat mit der Existenz von Bijektionen i.a.
nichts zu tun. (Der Autor erhilt regelmifiig Zuschriften, in denen die Abzihlbarkeit von R
durch ,,Q ist dicht in R“ bewiesen wird. Daher dieser vorbeugende Absatz.)

Die algebraischen Zahlen sind abzihlbar

Definition (algebraische Zahlen)
Ein x € R heifit algebraisch, falls x Nullstelle eines nichttrivialen Polynoms
P mit ganzzahligen Koeffizienten ist, d. h. es existieren ein n € N und
ag,...,a, € Z,a, #0, mit:
Px) = a,x" + a,_ (X" "+ ... +ax+a = 0.

Wir setzen A = {x € R | xist algebraisch }.
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Ubung
Es gilt Q < A. Weiter erhilt man die gleiche Menge A, wenn man
Koeffizienten aus Q in den Polynomen zulifit.

Es gilt A - Q # . Denn sei x die positive Quadratwurzel aus 2, d.h. die Linge
der Diagonalen eines Quadrats mit Seitenlinge 1. Dann giltx” - 2 =0, also ist x al-
gebraisch. Annabme, x = p/q e Q. Dann gilt (p/q)* = 2, also p* = 2q’. Der Faktor
2 hatin der Primfaktorzerlegung von p~ einen geraden Exponenten - nidmlich das
Doppelte des entsprechenden Exponenten in der Primfaktorzerlegung von p -,
dagegen hat er in der Zerlegung von 2 q” einen ungeraden Exponenten — nimlich
das Doppelte des Exponenten der 2 in der Zerlegung von q plus 1 -, im Wider-
spruch zu p* =2 q° und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

Die Entdeckung der Existenz irrationaler Zahlen durch die Pythagorier war fiir die - in
geistigen Dingen - harmoniesiichtigen alten Griechen ein mathematischer Schock und
bildet ein frithes Kapitel im Buch der allergischen Irritationen, die der erste Pollenflug neu-
er Zahlen anscheinend immer auslost. Zu Zeiten Platons (427 - 347 v. Chr.) galt es dann
schon als nicht besonders rithmlich, von der ,,Unverhiltnismifigkeit” der Diagonalen ei-
nes Quadrat zu dessen Seite nichts zu wissen. In einer Zeit, in der allgemein angenommen
wird, dafi die Sterne ihr Licht von der Sonne haben, wire es wohl unangebracht, tiber das
Schattendasein der transfiniten Zahlen kulturpessimistisch zu lamentieren. Kommen wir
also lieber zu unserem nichsten Satz, entdeckt und bewiesen von Cantor und Dedekind im

Jahre 1873.

Satz  (Abziblbarkeit der algebraischen Zablen )
A\ ist abzihlbar.

Beweis
Firn e N sei

A, = { xe A | xist Nullstelle eines nichttrivialen Polynoms vom Grad <n,
dessen Koeffizienten a alle lal <n erfiillen }

Da ein Polynom vom Grad n bekanntlich héchstens n reelle Nullstellen
besitzt, ist jedes A, abzihlbar (sogar endlich). Es gilt

A = Une N An'
— Alsoist A abzihlbar.
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Georg Cantor iiber algebraische Zahlen
und die Uberabzihlbarkeit des Kontinuums

»Unter einer reellen algebraischen Zahl wird allgemein eine reelle Zahlgrofie o verstan-
den, welche einer nicht identischen Gleichung von der Form geniigt:

(1. 200" + 2,0 + .. +a, =0,
won, ag, ap, ..., a, ganze Zahlen sind; wir kénnen uns hierbei die Zahlen n und a, positiv,
die Koeffizienten 4, 4, ..., 4, ohne gemeinschaftlichen Teiler und die Gleichung (1.) ir-

reduzibel denken ; mit diesen Festsetzungen wird erreicht, dafi nach den bekannten
Grundsitzen der Arithmetik und Algebra die Gleichung (1.), welcher eine reelle algebrai-
sche Zahl geniigt, eine vollig bestimmte ist; umgekehrt gehoren bekanntlich zu jeder
Gleichung von der Form (1.) hochstens so viele reelle algebraische Zahlen , welche ihr
geniigen, als ihr Grad n angibt. Die reellen algebraischen Zahlen bilden in ihrer Gesamt-
heit einen Inbegriff von Zahlgréfien, welcher mit () bezeichnet werde; es hat derselbe,
wie aus einfachen Betrachtungen hervorgeht, eine solche Beschaffenheit, daf} in jeder
Nihe irgendeiner gedachten Zahl o unendlich viele Zahlen aus (®) liegen ; um so auffal-
lender diirfte daher fiir den ersten Anblick die Bemerkung sein, daff man den Inbegriff ()
dem Inbegriffe aller ganzen positiven Zahlen v, welcher durch das Zeichen (v) angedeutet
werde, eindeutig zuordnen kann, so daf zu jeder algebraischen Zahl ® eine bestimmte
ganze positive Zahl v und umgekehrt zu jeder ganzen positiven Zahl v eine véllig be-
stimmte reelle algebraische Zahl ® gehort, dafl also, um mit anderen Worten dasselbe zu
bezeichnen, der Inbegriff () in der Form einer unendlichen gesetzmifiigen Reihe:
2)) O, Oy, .y Oy, ...

gedacht werden kann, in welcher simtliche Individuen von (®) vorkommen und ein jedes
von ihnen sich an einer bestimmten Stelle in (2.), welche durch den zugehérigen Index
gegeben ist, befindet. Sobald man ein Gesetz gefunden hat, nach welchem eine solche Zu-
ordnung gedacht werden kann, lifit sich dasselbe nach Willkiir modifizieren; es wird da-
her gentigen, wenn ich in § 1 denjenigen Anordnungsmodus mitteile, welcher, wie mir
scheint, die wenigsten Umstinde in Anspruch nimmt.

Um von dieser Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen eine An-
wendung zu geben, fiige ich zu § 1 den §2 hinzu, in welchem ich zeige, daf}, wenn eine be-
liebige Reihe reeller Zahlgrofien von der Form (2.) vorliegt, man in jedem vorgegebenen
Intervalle (ar... B) Zahlen 1 bestimmen kann, welche nichtin (2.) enthalten sind ; kombi-
niert man die Inhalte dieser beider Paragraphen, so ist damit ein neuer Beweis des zuerst
von Liouville bewiesenen Satzes gegeben, daf} es in jedem Intervalle (o ... B) unendlich
viele transzendente, d.h. nicht algebraische reelle Zahlen gibt. Ferner stellt sich der Satz
in §2 als der Grund dar, warum Inbegriffe reeller Zahlgréfien, die ein sogenanntes Konti-
nuum bilden (etwa die simtlichen reellen Zahlen, welche > 0 und < 1 sind), sich nicht ein-
deutig auf den Inbegriff (v) beziehen lassen; so fand ich den deutlichen Unterschied zwi-
schen einem sogenannten Kontinuum und einem Inbegriffe von der Art der Gesamtheit
aller reellen algebraischen Zahlen.“

(Georg Cantor 1874, , Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zablen®)
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Definition  (iiberabzihlbare Mengen)
Eine Menge M heifit siberabziblbar, falls M nicht abzihlbar ist.

Offenbar sind dquivalent:
(i) M istiiberabzihlbar.
(i) non(IMI < INI), d.h. es existiert kein injektives f : M — N.
(iii) Es existiert kein surjektives f: N — M.
@iv) INI < IMI.

Cantors Diagonalargument

Bislang haben wir nur abzihlbare Mengen kennengelernt. Jetzt aber zeigt sich,
daf} die neben den natiirlichen Zahlen wichtigste Struktur der Mathematik, die
reellen Zahlen R, nicht abzihlbar ist. Cantor hat hierfiir zwei Beweise gefunden,
der erste benutzt die Vollstindigkeit von R, der zweite die Dezimaldarstellung
einer reellen Zahl. Wir besprechen zunichst den beriihmten zweiten Beweis.
Das dabei auftauchende Argument einer Diagonalisierung wird in der Mengen-
lehre und in der Logik heute an verschiedenen Stellen benutzt.

Cantor formuliert die Frage zum ersten Mal in einem Brief an Dedekind ge-
gen Ende des Jahres 1873. Der Brief zeigt, daf§ Cantor die Abzihlbarkeit der ra-
tionalen Zahlen und auch die der Menge der endlichen Folgen natiirlicher Zah-
len zu diesem Zeitpunkt bereits kannte.

Cantor an Dedekind am 29.11.1873:
»Hochgeehrter Herr Kollege!

Gestatten Sie mir, Thnen eine Frage vorzulegen, die fiir mich ein gewisses theoreti-
sches Interesse hat, die ich mir aber nicht beantworten kann; vielleicht kénnen Sie es,
und sind so gut, mir dariiber zu schreiben, es handelt sich um folgendes.

Man nehme den Inbegriff aller positiven ganzzahligen Individuen n und bezeichne
ihn mit (n); ferner denke man sich etwa den Inbegriff aller positiven reellen Zahlgro-
ien x und bezeichne ihn mit (x); so ist die Frage einfach die, ob sich (n) dem (x) so
zuordnen lasse, daf} zu jedem Individuum des einen Inbegriffes ein und nur eines des
andern gehort? Auf den ersten Anblick sagt man sich, nein es ist nicht méglich, denn
(n) besteht aus diskreten Teilen, (x) aber bildet ein Kontinuum ; nur ist mit diesem
Einwande aber nichts gewonnen und so sehr ich mich auch zu der Ansicht neige, daf§
(n) und (x) keine eindeutige Zuordnung gestatten, so kann ich doch den Grund nicht
finden und um den ist es mir zu tun, vielleicht ist es ein sehr einfacher. -

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Wiire man nicht auch auf den ersten Anblick geneigt zu behaupten, daf§ sich (n)
nicht eindeutig zuordnen lasse dem Inbegriffe (p/q) aller positiven rationalen Zahlen
p/q? Und dennoch ist es nicht schwer zu zeigen, daf§ sich (n) nicht nur diesem Inbe-
griffe, sondern noch dem allgemeineren

(anl, ny, ... nv)
eindeutig zuordnen l48t, wo ny, ny, ..., n, unbeschrinkte positive ganzzahlige Indizes
in beliebiger Zahl v sind.
Mit bestem Grufie
Thr ergebenster
G.Cantor

Den ,,Grund“ konnte Cantor Dedekind bereits etwa eine Woche nach der
Formulierung des Problems mitteilen: Das Datum des entsprechenden Briefes
an Dedekind, der 7.12.1873, wird hiufig als der Geburtstag der Mengenlehre
bezeichnet. Einen weiteren Beweis der Uberabzihlbarkeit von R fand Cantor
spiter. Er trug ihn 1891 auf der ersten Jahresversammlung der von ihm mitbe-
griindeten Deutschen Mathematiker-Vereinigung vor. Wir bringen hier zuerst
diesen spiteren Beweis, der zu einem Klassiker der Mathematik geworden ist.

Satz  (Satz von Cantor iiber die Uberabziihlbarkeit der reellen Zablen)
Die Menge R der reellen Zahlen ist iberabzihlbar.

Beweis
Es geniigt zu zeigen: Es existiert kein f : N — R surjektiv.
Sei hierzu f : N — R beliebig.
Wir finden ein x € R mitx ¢ rng(f) wie folgt.
Fiir n € N schreiben wir f(n) in kanonischer unendlicher
Dezimaldarstellung [mit 0 = 0,000 ... ].
Sei also:

£(0) = z, 40,0 40,1 40,2 ---
f(1) = Z1y,a10 41,1 412 .-
f(2) = 2, A0 21 422 .-
t(3) = 73,330 431 437 ...

f(l’l) = Zp,dpo An1 Ap2 .-

Wir definieren x =0, by b; b, ... € R durch

b - 1, falls a,, =2,
"o 2, falls a,, #2.

Dann istx =0, by by b, ... in kanonischer Dezimaldarstellung.

Fiir jedes n € N gilt nun aber x # f(n), denn die n-ten Nachkommastellen
der kanonischen Dezimaldarstellungen von x und f(n) sind verschieden, und
die kanonische Dezimaldarstellung einer reellen Zahl ist eindeutig.

— Alsox ¢ rng(f), und damit ist f nicht surjektiv.
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Ubung
Warum ist es ungiinstig, 0 und 1 in der Definition von b, zu verwenden
an Stelle von 1 und 2°?

[Wirsetzen f(0) = 0,099999 ...,

f(1) = 0,011111 ...,

f(2) = 0,001111 ...,

f(3) = 0,000111 ..., allgemein

f(n) = 1/9 - 1/10" fuirn>1.
Dann ist die mittels 0 und 1 definierte Diagonalisierung nicht in
kanonischer Darstellung und gleich £(0), also im Wertebereich von f.]

Ein Korollar zu diesem Satz betrifft die Existenz von transzendenten Zahlen.
Dies sind reelle Zahlen, die sich nicht als Nullstellen von Polynomen mit ratio-
nalen Koeffizienten darstellen lassen:

Definition (transzendente Zablen)
Sei x eine reelle Zahl.
x heiflt transzendent, wenn x nicht algebraisch ist.
T sei die Menge der transzendenten Zahlen.

Der Nachweis der Transzendenz einer bestimmten Zahl ist im allgemeinen
ein schwieriges Problem. 1851 konnte Joseph Liouville (1809 - 1882) zeigen,
daf} die Zahl

0,1100010000000000000000010 ...

transzendentist, wobei die m-te Nachkommastelle dieser Zahl genau dann gleich 1
ist, wennm=n! fiireinn 1. Liouville wollte die Transzendenz der Eulerschen Zahl
e=2,501/n! beweisen, was dann erst Charles Hermite (1822 - 1902) 1872 gelang.
Auf den Arbeiten von Hermite auftbauend bewies Lindemann 1882, daf} die Kreis-
zahl © transzendent ist. (Cantor hat diese Arbeit referiert.) Der nichste grofie
Schritt war die Losung des siebenten Hilbertschen Problems durch Alexander
Gelfond (1906 - 1968) und Theodor Schneider (1911 - 1988), die im Jahre 1934
unabhingig voneinander zeigten [siche etwa Siegel 1949]:

Ist a algebraisch, a > 0, a # 1, und ist b irrational und algebraisch,
50 ist a” transzendent.

Ist der Nachweis im Einzelfall schwierig, so zeigt der Satz von Cantor doch,
dafl ,fast alle“ reellen Zahlen transzendent sind:

Korollar (die transzendenten Zablen sind iiberabzihlbar)
T ist tiberabzihlbar. Genauer gilt: R - T ist abzihlbar.

Beweis
Es gilt R = A U T. Da die Menge A der algebraischen Zahlen
abzihlbar ist, ist notwendig T tiberabzihlbar, denn die Vereinigung
— zweier abzihlbarer Mengen ist abzihlbar.
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Ubung
Seien M, tiberabzihlbare Mengen fiirn € N.
Firallen e Nsei M,, - M, , | abzihlbar.
Dann ist .y M,, iiberabzihlbar.

Cantors urspriinglicher Beweis der Uberabzihlbarkeit von R

Fiir sich von Interesse ist auch der erste Cantorsche Beweis der Uberabzihl-
barkeitvon R, der die Vollstindigkeit der reellen Zahlen benutzt: Jede nichtleere
nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum. Genauer bedeutet
dies das folgende:

Sei X c Rund a € R. Wir schreiben X < a, falls x <a gilt fir allexe X.

Die Vollstindigkeit von R lautet nun:

Sei X c R nichtleer und es existiere ein a € R mit X < a.
Dann existiert ein eindeutiges b € R mit:

(i) X <b, (i furallece RmitX<cgiltb<ec.

b heifit das Supremum oder die kleinste obere Schranke von X, in Zeichen

b = sup(X).

Anschaulich: Man wihlt zu einer nach oben beschrinkten Teilmenge X von R
ein a mit X < a. Nun wird diese obere Schranke a von X solange nach unten
verschoben, bis sie X von oben beriihrt. Der Berithrungspunkt ist gerade
sup(X). (Sowohl sup(X) € X als auch sup(X) ¢ X sind moglich.)

Die Vollstindigkeit unterscheidet die reellen Zahlen wesentlich von den ratio-
nalen Zahlen und wird in der Analysis an allen Ecken und Enden gebraucht. (So
gilt etwa der Zwischenwertsatz nicht fiir stetige Funktionen f: Q@ — Q: Sei f(x)
=x’ -2 firxe Q. Dannistf: @ — Q stetig, f(0) =-2 <0, f(2) =2 >0, aber es
gibt kein x € @ mit f(x) = 0, denn die Quadratwurzel aus 2 ist irrational.)

Den folgenden Beweis der Uberabzihlbarkeit von R hat Cantor 1874 verof-
fentlicht. Er ist eine vereinfachte Version des Beweises, den Cantor Dedekind am
7.12.1873 brieflich mitgeteilt hatte.

Der urspriingliche Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen
Seif:N — R beliebig. Wir suchen ein x* € R mitx* ¢ rg(f).
Wir setzen x,, = f(n) fiirn € N. Es gilt also rng(f) = {x, | ne N}.
Wir definieren nun rekursiv solange méglich:
i(0) = 0,
i(1) = ,das kleinste k € N mitx, < x.“.

i(n) = ,daskleinste k € N mit:
xy liegt zwischen x;(,, ;) und x;(,_1)“ fiir alle n > 2,

wobei wir sagen: x € R liegt zwischen a,b e R, fallsa <x<boderb<x<a.
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%o e K@ X e X e 5oy Xy Xy K

Isti(n) nicht definiert fiir ein n € N, so ist offenbar rng(f) # R.

[ Es existieren dann sogar a,b € R, a # b, mit der Eigenschaft:
fiir alle x zwischen a und b gilt x ¢ rng(f).
Die Funktion f lifit dann sogar ein ganzes Intervall aus. ]

Sei also i(n) definiert fiir allen € N.
Nach Konstruktion ist i(n) < i(n + 1) fiir allen € N (!), und es gilt

Xi(0) < Xi(2) < Xi(4) < ... < Xi(5) < Xi(3) < Xi(1)-

Wir setzen nun:

*

x* = sup { X, | ngerade} e R.

Dann liegt x* zwischen x;(,) und x;(,, 1) fiir allen € N.
Weiter istx* ¢ rng(f):

Annabme, es gibt ein k € N mit x* = x.. Sei dann n derart, daff
in-2) <k <in-1).

- Dann isti(n) € knach Definition von i(n), also i(n) <i(n - 1), Widerspruch.

Wir konnen die Konstruktion dieses Beweises fiir eine Bijektion f: N — Q@
zwischen den natiirlichen und den rationalen Zahlen durchfiihren; dann sind alle
i(n) fiir n € N definiert, denn fiir zwei verschiedene rationale Zahlen a und b exis-
tiert immer eine rationale Zahl x zwischen a und b. x* = sup { x;(,, | n gerade } ist
dann notwendig nicht im Wertebereich @Q von f, also notwendig eine irrationale
Zahl. Starten wir mit einer Bijektion f : N — A zwischen den natiirlichen und
den algebraischen Zahlen, erhalten wir eine transzendente Zahl x*.

Einfache Folgerungen

Der urspriingliche Beweis von Cantor zeigt sofort:

Korollar  (jedes reelle Intervall ist iiberabzihlbar)
Seienx,y € Rmitx <.
Dannist ]x,y[ = {z€ R | x <z <y} iiberabzihlbar.

Ubung )
Zeigen Sie die Uberabzihlbarkeit jedes reellen Intervalls durch
eine Modifikation des Diagonalarguments.

Wir geben noch einen weiteren Beweis mit Hilfe von Translationen.
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Weiterer Beweis des Korollars

Fiirein Ac Rund einz € RdefinierenwirA+z={x+z | xe A}.
A + z heilSt die Translation von A um z. Anschaulich wird die Menge A um
den Wert z verschoben. Offenbar gilt |x, y[ +z=]x+2,y +z[.
Weiter gilt |IAl = A +zl,dennf: A — A +zmitf(x) = x + z ist bijektiv.
Seinun |x, y[ ein beliebiges Intervall mitx <y, x,y € R.
Annabme, |x,y| ist abzihlbar.
Esgiltaber R=U { ]x,y[+q | qe Q} (!).
Da mit ]x, y[ auch alle ]x, y[ + q abzihlbar sind,
ist R abzihlbare Vereinigung von abzihlbaren Mengen.
— Also ist R abzihlbar, Widerspruch!

Stirker gilt:

Satz  (Miichtigkeit reeller Intervalle)
Seien a,b € R, a<b. Dann gilt

IRl = I]a,b[I.

Beweis
Seil=]-1, 1[. Es geniigt zu zeigen: |R| = |1, denn offene Intervalle
verschiedener Linge kann man durch einfache Streckung bijektiv
aufeinander abbilden:

Sind a,b,c,d € Rund a <b, ¢ <d, so ist die Funktion

f:]a,b[ — ]c, d[ bijektiv, wobei

f(y) = c+(y-a)/(b-a) - (d-c) furye Ja,b[.
Wir definierennun g : I — R durch

0, falls x=0,

I/x -1,  falls 0<x<1,
gkx) = {
I/x +1, falls -1<x<0.

— Dannistg:I — R bijekdw.
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Ein gibtviele konkrete Funktionen, die Intervalle bijektiv auf ganz R abbilden,

z.B. ist die Tangensfunktion tan : |- n/2, /2[ — R bijektiv (und stetig).

Mit dem Satz von Cantor-Bernstein folgt leicht, daf auch halboffene und ab-
geschlossene reelle Intervalle, die mehr als einen Punkt enthalten, gleichmichtig
zu R sind; denn solche Intervalle enthalten ein offenes Intervall |x, y[ mitx<y.

Einen direkteren Beweis gibt die folgende Ubung.

Ubung
Seil=1]0,1[,J=10,1]={xe R 1 0<x<1}. Danngilt [Tl = | JI.
[SeiH={1/nlne N,n>1}.
Betrachte g = { (1/n, 1/(n+ 1)) In21} uid;_y.
H ist zudem der Wertebereich des Orbits von 1 unter g.]
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Gleichmichtig zu R ist weiter auch die Vereinigung von beliebig vielen Inter-
vallen, falls mindestens ein Intervall der Vereinigung nichttrivial ist.

Ubung
Esgilt IRl = IRxNI.

[Seil=[0,1[={xe R10<x<1}. Esgilt IIl = IRI,und
f:IxN — Rmitf(x, n) =n + x ist injektiv. ]

Firre R, 0 <r, sei K, die Kreislinie in R* = R x R mit Radius r um den Null-
punkt. Fiir beliebige r, r’ € R mit 0 <r <1’ erhilt man eine Bijektion zwischen K,
und K./, indem man die Punkte der Kreislinien aufeinander abbildet, die auf den
gleichen im Nullpunkt beginnenden Halbstrahlen liegen (d. h. die Punkte der
Kreislinien mit gleichem Winkel zur x-Achse werden einander zugeordnet).
Nach obiger Ubung istalso IRl = 1U,.¢ 4 K, I, da IRI = 1K; I. Wir werden
im niichsten Kapitel zeigen, daff sogar der gesamte R? gleichmiichtig zu R ist!

Wir schlieffen hier noch eine Ubung an, die zeigt, wie diinn @ x @ in R x R ge-
sit ist. Die schone Idee, Kreisbogen zu verwenden, stammt von Cantor.

Ubung
Seienx,y € R, x#y. SeilP = R’ - Q7.
Ein Kreishogen zwischen x und y ist ein x und y verbindendes Segment
eines Kreises im R?; per Konvention rechnen wir hier x und y nicht zu
einem Kreisbogen zwischen x und y mit dazu.
Zeigen Sie: Es gibt einen Kreisbogen B zwischen x und y mit B c .

[Es gibt tiberabzihlbar viele paarweise disjunkte Kreisbogen zwischen x und y.
Die Aussage gilt allgemein fiir P = R — A mit A c R* abzihlbar. ]

Wir kénnen also verschiedene Punkte x und y im R? durch eine stetige Linie -
sogar einen Kreisbogen - derart verbinden, dafi die Verbindungslinie an allen
Punkten der Menge @ x @ vorbeiliuft - obwohl die Menge @ x @ dicht in R?
liegt (d.h. fiir alle x e R? und alle r > 0 ist @* N K(x, r) # &, wobei K(x, r) ¢ R?
hier den Vollkreis um x mit Radius r bezeichnet).

Cantor (1882h): ,Was die abzihlbaren Punktmengen anbetrifft, so bieten sie eine merk-
wiirdige Erscheinung dar, welche ich im Folgenden zum Ausdruck bringen méchte.
Betrachten wir irgendeine Punktmenge (M), welche innerhalb eines n-dimensionalen
stetig zusammenhingenden Gebietes A éiberalldicht verbreitet ist und die Eigenschaft
der Abzihlbarkeit besitzt, so dafi die zu (M) gehorigen Punkte sich in der Reihenform:

M, M,, .., M,, ...

vorstellen lassen; als Beispiel diene die Menge aller derjenigen Punkte unseres drei-
dimensionalen Raumes, deren Koordinaten in bezug auf ein orthogonales Koordina-
tensystem x,y, z alle drei algebraische Zahlenwerte haben. Denkt man sich aus dem Ge-
biete A die abzihlbare Punktmenge (M) entfernt und das alsdann tibrig gebliebene
Gebiet mit 2 bezeichnet, so besteht der merkwiirdige Satz, daf} fiir n > 2 das Gebiet 2
nicht aufbort stetig zusammenhbdingend zu sein, dafi mit anderen Worten je zwei Punkte N
und N’ des Gebietes 2 immer verbunden werden kénnen durch eine szetige Linie, wel-
che mit allen ihren Punkten dem Gebiete 2 angehort, so daff auf ihr kein einziger
Punkt der Menge (M) liegt.”
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Die Klirung des allgemeinen mathematischen Raumbegriffs mit Konzepten wie ,,zu-
sammenhingend®, ,wegzusammenhingend®, usw., geschah erst Anfang des 20. Jahrhun-
derts durch die aus der Mengenlehre hervorgehende Topologie. Felix Hausdorff ist hier
eine zentrale Figur, er definierte 1914 allgemeine topologische und speziellere metrische
Réiume. Cantor war an Fragen des mathematischen Raumbegriffs und der Inhaltsmessung
von Punktmengen in einem Raum sehr interessiert, und hat nicht nur durch seine allge-
meine mengentheoretische Sprache, sondern speziell durch seine Untersuchung von
,Punktmannigfaltigkeiten die allgemeine Raum- und Mafitheorie initiiert. Wir werden

im zweiten Abschnitt Cantors Analyse von Punktmengen im Raum der reellen Zahlen
ausfithrlich behandeln.

Subtraktion einer abzihlbaren Menge

Wir wissen bereits, dafi durch Entfernen einer abzihlbaren Teilmenge die
Uberabzihlbarkeit einer Menge nicht verindert wird. Wir zeigen nun stirker,
daf§ die Kardinalitit einer Menge durch Entfernung abzihlbar vieler Elemente
nicht verindert wird:

Satz  (Subtraktion abziblbarer Mengen)
Sei M eine iiberabzihlbare Menge. Weiter sei A ¢ M abzihlbar.
Dann gilt IM - Al = IMI.

Beweis
Wir nehmen zunichst an, daf§ A abzihlbar unendlich ist.
Seif:N — A bijektiv, und sei x,, = f(n) firne N.
M - Aist eine unendliche Menge (sogar iiberabzihlbar).
Sei also B € M - A eine abzihlbar unendliche Teilmenge von M - A.
Seig:N — B bijektivund y, = g(n) firallene N.
Wir definieren h : M - A — M durch:

Yns f;llk Z =Y,
h(Z) = { Xn, fﬂl]j Z =Y+l

z, falls z ¢ B.
Dannisth : M- A — M bijektiv, also IM| = IM - Al.

Sei nun A endlich, f : m — A bijektiv fiir ein m € N, x, = f(n) fiir n <m.
Seien B, g, y, fiir n € N wie eben definiert.
Wir definieren h : M - A — M durch:

Xn, falls z=y,,0sn<m

Vaem, Jalls z=y,,nZ2m
h(z) = {
z, falls z ¢ B.

— Dannisth: M-A — M bijektiv, also IMI = IM - Al.
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Korollar
Esgilt IRl = IR-QI =1TI.

Die reellen Zahlen sind also gleichmichtig zu den irrationalen Zahlen und
stirker sogar gleichmichtig zu den transzendenten Zahlen.

Das ,Reifiverschlufi“-Argument des Beweises im Subtraktionssatz stammt von Cantor.
In einer Arbeit von 1878 benétigt er die Gleichung 111 = [T-QI, wobeiI=[0, 1] c Rist.
Nach einem vierseitigen umstindlichen Beweis dieses Resultates (der Satz von Cantor-
Bernstein stand ihm damals noch nicht zur Verfiigung) gibt er schliefilich einen zweiten
Beweis nach obiger gerade-ungerade-Aufspaltung einer abzihlbar unendlichen Teilmen-
ge Bvon I - Q. Auf den komplizierten Beweis, der ihn viel Miihe gekostet hatte, wollte er
nicht verzichten, ,,weil die Hilfssitze (F.), (G.), (H.), (J.), welche bei der komplizierten
Beweisfithrung gebraucht werden, an sich von Interesse sind“. Das Interesse an diesen
Hilfssitzen hilt sich in Grenzen. Das riickblickende Finden einfacher Argumente ist fiir
die Mitwelt meistens ein Gliicksfall, fiir einen Forscher selber bedeutet es oft, daf} viel vor-
angehende Arbeit iiberfliissig wird. Und es kann schwerfallen, die erste Wegbeschreibung
zu einem neuen Resultat einfach in den Papierkorb zu werfen.

Den Schluf} dieses Kapitels bildet Cantors erster Beweis der Uberabzihlbar-
keit der reellen Zahlen, in seinen eigenen Worten vorgetragen.

Georg Cantor iiber die Uberabzihlbarkeit des Kontinuums

» S 2.

Wenn eine nach irgend einem Gesetze gegebene unendliche Reihe von einander ver-

schiedener reeller Zahlgrofien:

4.) W1, Wy, ey Wyy e
vorliegt, so liBt sich in jedem vorgegebenen Intervalle (o ... B) eine Zahl 1 (und folglich
unendlich viele solcher Zahlen) bestimmen, welche in der Reihe (4.) nicht vorkommt;
dies soll nun bewiesen werden.

Wir gehen zu dem Ende von dem Intervalle (o ... B) aus, welches uns beliebig vorgege-
ben sei, und es sei o < B; die ersten beiden Zahlen unserer Reihe (4.), welche im Inneren
dieses Intervalls (mit Ausschlufi der Grenzen) liegen, mégen mit o, 8" bezeichnet wer-
den, und es sei o’ < ’; ebenso bezeichne man in unserer Reihe die ersten beiden Zahlen,
welche im Innerenvon (o ... f’) liegen, mit o, §”, und es sei 0 < ”, und nach demselben
Gesetze bilde man ein folgendes Intervall (o ... ) u.s.w. Hier sind also o, o ... der
Definition nach bestimmte Zahlen unserer Reihe (4.), deren Indizes im fortwihrenden
Steigen sich befinden, und das gleiche gilt von den Zahlen ', B” ...; ferner nehmen die
Zahlen o, a”, ... ihrer Grofie nach fortwihrend zu, die Zahlen B, B” nehmen ihrer Grofie
nach fortwihrend ab; von den Intervallen (a... B), (o' ... f"), (" ... f”), ... schlieit ein je-
des alle auf dasselbe folgenden ein. - Hierbei sind nun zwei Fille denkbar.

Entweder die Anzahl der so gebildeten Intervalle ist endlich; das letzte von ihnen sei
(o™ ... BM); da im Inneren desselben hichstens eine Zahl der Reihe (4.) liegen kann,
so kann eine Zahl 1 in diesem Intervalle angenommen werden, welche nicht in (4.) ent-
halten ist, und es ist somit der Satz fiir diesen Fall bewiesen. —

Oder die Anzahl der gebildeten Intervalle ist unendlich grofi; dann haben die Gréfien
o, o/, o, ..., weil sie fortwihrend ihrer Gréfie nach zunehmen ohne ins Unendliche zu
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wachsen, einen bestimmten Grenzwert o ; ein gleiches gilt fiir die Gréfien B, B/, 7, ...,
weil sie fortwihrend ihrer Grofie nach abnehmen, ihr Grenzwert sei B~; ist o™ = B~ (ein
Fall, der bei dem Inbegriffe () aller reellen algebraischen Zahlen stets eintritt), so tiber-
zeugt man sich leicht, wenn man nur auf die Definition der Intervalle zuriickblickt, dafd die
Zahln = 0" = B7 nicht in unserer Reihe enthalten sein kann *); istaber o” < 7, so geniigt
jede Zahlm im Inneren des Intervalles (0 ... B™) oder auch an den Grenzen desselben der
gestellten Forderung, nicht in der Reihe (4.) enthalten zu sein. -

*) Wire die Zahl n in unserer Reihe enthalten, so hitte man 1 = ®,, wo p ein be-
stimmter Index ist; dies ist aber nicht moglich, denn o, liegt nichtin Innern des Inter-
valls (a® .. B(p)), wihrend die Zahl 1 ihrer Deﬁmtlon nach im Innern dieses Intervalls
liegt.

(Georg Cantor 1874, ,,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen“)
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Mehrdimensionale Kontinua

Fiir die natiirlichen Zahlen haben wir gezeigt, dafl INX NI = N1 gilt. Wir zei-
gen jetzt das analoge und in diesem Fall kontraintuitive Resultat fiir R.

Cantor (Brief an Dedekind vom 5. 1. 1874):
»Hochgeehrter Herr Professor!
... Was die Fragen anbetrifft, mit denen ich in der letzten Zeit mich beschiftigt habe,
so fillt mir ein, daf} in diesem Gedankengange auch die folgende sich darbietet:
Lifit sich eine Fliche (etwa ein Quadrat mit Einschluf§ der Begrenzung) eindeutig
auf eine Linie (etwa eine gerade Strecke mit Einschluff der Endpunkte) eindeutig be-
ziehen, so daf} zu jedem Punkte der Fliche ein Punkt der Linie und umgekehrt zu je-
dem Punkte der Linie ein Punkt der Fliche gehort?
Mir will es im Augenblick noch scheinen, daf§ die Beantwortung dieser Fragen, —
obgleich man auch hier zum Nein sich so gedringtsieht, daff man den Beweis dazu fast
fiir tiberfliissig halten méchte, - grofie Schwierigkeiten hat. - ... «

Mehr als drei Jahre hat es gedauert, bis Cantor die tiberraschende Antwort auf
das Problem fand. Brieflich teilt Cantor Dedekind am 20.6. 1877 einen leicht
fehlerhaften Beweis von 11" | = I1| mit, wobei I ={xe R | 0 <x <1} das abge-
schlossene reelle Einheitsintervall istund n > 1 beliebig; sein Argument zeigt le-
diglich IT"1 < |11, was aber, wie Cantor betont, den Kern der Sache betrifft. In
»Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre“ (1878) konstruiert Cantor dann eine
Bijektion von I" nach I unter Verwendung von Kettenbriichen. Heute ist der Be-
weis mit Hilfe des Satzes von Cantor-Bernstein oder einem Trick von Julius
Kénig (s.u.) einfach zu fithren.

Satz  (Satz von Cantor iiber die Michtigkeit von R x R)
Esgilt IRxRI = IRI.

Beweis
Esgilt IRl < IRxRI. Betrachte hierzui: R — R xR mit
i(x) = (x, 0) fiir x € R. Dann ist i injektiv.
Es bleibt zu zeigen, dafl IRx RI < IRI.
Seig:Zx7Z — Z bijektiv mit g(0,0) =0.
Sei (x,y) € RxR. Wir schreiben x und y in kanonischer Dezimaldarstellung:

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_9, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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X =¢C3apa1a3...,

y = d,bobl bz

mitc,d € Z. Wir definieren nun f : Rx R — R durch ,,Mischung®
der Nachkommastellen im Reifiverschlufiverfahren:

f(X, y) = g(C, d), g bo a b1 A b2

Dann ist f(x, y) in kanonischer Darstellung, und damit ist offenbar f injektiv.
- ((0,0) =0,000 ... ist in kanonischer Darstellung wegen g(0, 0) = 0.)

Ubung
Die Abbildung f im obigen Beweis ist nicht surjektiv.
Genauer gilt: R - rng(f) ist iiberabzihlbar.

Dajedes Intervall Ja,b[,a,b e R, a<b, die Michtigkeit von R hat, folgt: Jedes
reelle Intervall lifit sich bijektiv auf die ganze Ebene R? abbilden.

Das Ergebnis IR x Rl = IR hat zur Zeit seiner Entdeckung grofie Irritatio-
nen hervorgerufen, auch bei Cantor selbst, der in einem Brief an Dedekind das
Franzosische zu Hilfe ruft: ,, je le vois, mais je ne crois pas“ [,,ich sehe es, aber ich
glaube es nicht“].

Die Gleichung IR?| = IR erlaubt uns, Teilmengen der Ebene als Teilmengen
der Geraden anzusehen - wir wiihlen ein bijektives f : R* — Rund setzen B =f”A
fir A c R?. Allerdings werden bei diesem Ubergang von A zu B wesentliche
Strukturen von B zerstort; die Abbildung f ist unstetig, sie schiittelt gewisserma-
Ben den R? vollig durcheinander, um ihn danach zu linearisieren, und bei diesem
Durcheinanderschiitteln geht die Dimension 2 der Ebene R? verloren.

In der Tat gibt es keine stetigen (s.u.) bijektiven Abbildungen zwischen R* und
R, und allgemeiner zwischen verschiedendimensionalen Kontinua. Dieser Satz,
den Dedekind unmittelbar nach der brieflichen Mitteilung von 1" = |11 durch
Cantor vermutet hatte, wurde erst 1911 durch Luitzen Brouwer (1881 - 1966)
vollstindig bewiesen. Wir diskutieren am Ende des Kapitels noch eine stetige
Surjektion von R nach R?, die allerdings nicht injektiv ist - und nicht sein kann.

Daf} es etwa keine stetige Bijektion f : I’ - Imitl=[0,1] cR geben kann, 1ifit sich
noch relativ einfach zeigen. Fiir Leser, die einige Begriffe der Topologie kennen, sei hier
der Beweis skizziert: Stetige Funktionen erhalten den Zusammenhang, und I* ist nach
Entfernung eines Punktes x mit 0 < f(x) < 1 zusammenhingend, wihrend I nach Entfer-
nung von f(x) zwei Komponenten hat. Also kann ein stetiges bijektives f : I* — T nicht
existieren. (Der Beweis zeigt stirker, daff jedes stetige f : I* — Tjeden Wert x € rng(f)
iiberabzihlbar oft annimmt mit Ausnahme von allenfalls zwei Werten.

Esfolgt, daff es dann auch kein stetiges bijektives g: 1 — T” gibt, denn eine derartige Funkti-
on g hitte automatisch eine stetige bijektive Umkehrabbildung g™ : > — T. (Umkehrungen
von stetigen Bijektionen brauchen nicht stetig zu sein. Sei etwa g : [0, 2r[ — Kmit g(o) =
(cos(ar),sin(0)), oder g irgendeine Aufwicklung eines halboffenen Intervalls zu einer Kreisli-
nie; g~ ist nicht stetig in g(0). Ist der Definitionsbereich eines stetigen bijektiven g kompakt
und der Zielraum Hausdorffsch, so hat g automatisch eine stetige Umkehrabbildung.)

Ubung
Fiir alle natiirlichen Zahlen n, m > 1 ist IR"| = [R™],
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Alternativ zu einem induktiven Beweis kann man die Idee der Verschmelzung
zweier reeller Zahlen zu einer durch ,,Mischen® oder ,Einfideln“ der Nachkom-
mastellen verallgemeinern zu einer Verschmelzung von n reellen Zahlen zu einer
- und sogar zu einer Verschmelzung von abzihlbar vielen reellen Zahlen zu ei-
ner, wie wir gleich zeigen werden.

Bei der Umkehrung dieser Idee - aus einer reellen Zahl zwei zu machen - ist
etwas Vorsicht geboten. Aus

Z2=C¢,C)C C, ... konnen wir zwar

X=2,¢y¢ ¢4...undy=b, ¢ c;cs ..., wobei hier (a, b) = g™ (c) ist,
herauslosen. x und y sind aber nicht mehr notwendig in kanonischer Darstellung.
Sei etwa

g(oa 0) = 07 g(17 0) = 17

zo=1,010101...,

z; =0,919191...

Dann ist

X = 1,000...,y0=0,111...,

xp =0,999...,y,=0,111...

Also xq = x; und yg = y;. Aber zy # z; ! Also ist diese Teilungsfunktion nicht not-
wendig injektiv.

Die folgende Ubung zeigt einen Weg, doch direkt eine Bijektion von R nach
R? durch Aufspaltung der Dezimaldarstellung einer reellen Zahl zu erhalten. Es
ergibtsich ein Beweis des Satzes, der den Satz von Cantor-Bernstein nicht heran-
zieht. Die Idee stammt von Julius Konig, Cantor hat diesen Trick iibersehen.

Ubung  (Trick von Julius Kinig)
Ein Block einer reellen Zahl x = b, ay a; a; ... in kanonischer Darstellung

ist eine endliche Folge a,,, a,, 1, ..., a5, aus Nachkommastellen
mit der Eigenschaft:
a, 120 (fallsn>0), a,=...=a,,, ; =0, a,,, #0.

Beginnt z. B. die Dezimaldarstellung von x mit 1,100130710001 ...,
sosind 1, 001, 3, 07, 1, 0001 die ersten Blocke von x.

Konstruieren Sie mit Hilfe von Blocken eine Bijektion zwischen
TundIxI, wobeil={xe R10<x<1}.

[Aufspaltung der Blocke anstelle der Ziffern. ]

Julius Konig fand den Trick vor 1900. Die erste dem Autor bekannte Referenz ist
[Schoenflies 1900, S. 23], wo es heifdt: ,,... und zweitens denke man sich die eventuellen
Noullen mit der ersten auf sie folgenden Ziffer [ungleich 0] zu je einer Gruppe verbunden,
und dehne das Abbildungsgesetz [ das Mischverfahren] auf diese Zahlengruppen aus V.
Die Fufinote 1) hierzu ist: ,,1) Dieser Gedanke riihrt von J. K6nig her.“
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Das Multiplikationsproblem

Eine gewagte, aber natiirliche Frage an dieser Stelle ist nun:
Gilt fiir unendliche Mengen M immer |M x M| = |M| ?

Das triviale Argument aus obigem Beweis zeigt: M| < M x M. In der ande-
ren Richtung haben wir Schwierigkeiten. Dennoch ist die Antwort auf die Frage
»ja“, wie wir spiter zeigen werden, nachdem wir weitere Beispiele fiir diese Glei-
chung kennengelernt haben.

Folgen reeller Zahlen

Zunichst eine hiufig gebrauchte Notation.

Definition  (die Menge 'B)
Seien A, B Mengen. Wir setzen:
AB = {fIf:A — B}.

“R ist also die Menge aller Funktionen von N nach R oder anders betrachtet,
die Menge aller Folgen xg, xq, ..., X, ..., n € N, reeller Zahlen.

Ublmg
Seien A, B,C Mengen mit |Bl = [CI.
Dann gilt 1*B1 = [*CI und 1PAl = €Al

Satz
Es gilt I"RI = IRI.

Beweis
Firx € Rseif, € "R definiert durch: f,(n) =x firallen e N.
Dann ist F : R — “R mit F(x) = f, injektiv. Also gilt IRl < IVRI.
Wir zeigen nun INRI < IRI.Seil=[0,1]={xe R10<x<1}.
Wegen |11 = IR geniigt es zu zeigen:
INII < IRI.
Wir definieren F : M — R. Sei hierzufe M, alsof: N — L.
Sei in kanonischen Dezimaldarstellungen:
£(0) = 0,290 a9, 2 ---
f(1) = 0, 41,0 41,1 412 .-
f(2) = 0, 40 21 22 .-+
f(3) = 0, 430 431 A32 ...

f(n) = O’ an,() an,l an,Z
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Wir definieren

F(f) = 0, 40,0 40,1 41,0 0,2 21,1 42,0 0,3 1,2 42,1 43,0 40,4 +- >
d.h. die Nachkommastellen von F(f) werden gegeben durch die
Cantorsche Diagonalaufzihlung © : N> — N der Nachkomma-
stellen der f(n). Genauer gilt, daff die (n + 1)-te Nachkommastelle
von F(f) definiert ist als a,_¢, wobei ™' (n) = (k, €).
F(f) ist in kanonischer Darstellung fiir alle f € VT (!).

— Offenbaristalso F : "T — R injektiv.

Selbst ein abzihlbar unendlich dimensionales Kontinuum hat also die Grofie
von R. Auch diesen Sachverhalt hat Cantor herausgestellt (vgl. den Briefauszug
am Ende des Kapitels).

R und die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen

Wir zeigen |RI =1 P(N) |. Die Grundidee ist, daf} wir einer Teilmenge A von
N ihre Indikatorfunktion inds : N — {0, 1 } zuordnen. Allgemein definieren wir:

Definition (Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion)
Sei M eine Menge, und sei A ¢ M. Dann ist die
Indikatorfunktion von A in M inds p : M — {0, 1} definiert durch

. 1, falls xe A,
indy q(x) = { 0, falls xe A.
Es gilt nun:

Satz

Sei M eine Menge. Dann gilt | P(M) | = IM{0,1}1.

Beweis

— Wir definieren f : P(M) — {0, 1} bijektiv durch f(A) = indy y fiir Ac M.

Hinsichtlich | P(N) | = IR fassen wir nun ind, y fiir A < N einfach als reelle
Zahl im Einheitsintervall in Binirdarstellung auf. Da endliche Mengen dadurch
in eine trivial endende Darstellung einer reellen Zahl iibergehen, ist aber etwas
Vorsicht geboten. Wir brauchen eine Voriiberlegung.

Definition (P*(N))
Wir setzen

P*(N) = {Ac N | Aistunendlich }.

Als Ubung kann der Leser versuchen, folgenden Satz zu zeigen:
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Satz
Esgile IP*(N)1 = IP(N)I.

Beweis
IP*(N) | < IP(N) I ist klar wegen P*(N) ¢ P(N).
Wir zeigen | P(N)| < [P*(N)I.
Hierzu definieren wir f : P(N) — P*(N) wie folgt.
SeiU={2n+1 | ne N}die Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen.
Wir setzen fiir A < N:

f(A) = {2nlne A} U U.
— Dannistf: P(N) — P*(N) injektiv, also gilt | P(N)| < P*(N)I.

Der Beweis, den der Leser gefunden hat, ist vielleicht: P(N) ist tiberabzihlbar (durch
Diagonalisierung, vgl. auch Kapitel 10), E ={ A = N | Aist endlich } ist abzihlbar, und die
Subtraktion einer abzihlbaren Menge dndert die Michtigkeit nicht.

Damit kénnen wir nun leicht den fundamentalen Zusammenhang zwischen
den Michtigkeiten der natiirlichen und der reellen Zahlen zeigen:

Satz
Esgilt IRl = IP(N) 1.

Beweis
Seil=]0,1]={xe R10<x<1}.
Esgilt IT1 = IRI und |P(N)| = | P*(N)I.
Es geniigt also zu zeigen, daf§ 111 = | P*(N)I.
Hierzu definieren wir f: I — P*(N) wie folgt.
Sei x € I und sei, in kanonischer Binirdarstellung,

x = 0,32, 2...

mita, € {0, 1}. Wir definieren f(x) < N durch:

f(x) = {nla,=1}.

Da die kanonische Darstellung von x nicht trivial endet,

ist f(x) unendlich fiir alle x € I.
— Dasso definierte f: I — P*(N) ist bijektiv.

Die beiden wichtigsten Strukturen der Mathematik N und R sind also von un-
terschiedlicher Michtigkeit, und die Michtigkeit der zweiten ist gerade die
Michtigkeit der Potenzmenge der ersten. Ein bemerkenswerter Zusammen-
hang! In der Mengenlehre wird oftmals sogar eine Teilmenge von N direke als
reelle Zahl bezeichnet.

Eine etwas andere Strategie, um IR = | P(N) | zu zeigen, ist diese: Der un-
problematische Teil ist der Nachweis von IRI = [0, 1]1 < IP(N) I, was man
durch kanonische binire Darstellung von x € [0, 1] leicht zeigt. Fiir die Umkeh-
rung | P(N) | < IR istdie Mehrdeutigkeit der Binirdarstellung hinderlich. Die-
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ses Problem kann man nun umgehen, indem man zu b-adischen Entwicklungen
mitb > 2 iibergeht. Der einfachste Fall b = 3 fithrt zur sogenannten Cantormenge,
die wir in Kapitel 12 des zweiten Abschnitts ausfithrlich untersuchen werden.

Ubung
Die Cantormenge C R ist definiert als die Menge aller reellen
Zahlen x mit 0 < x < 1, fiir die es eine (nicht notwendig kanonische)
"Ternir-Darstellung (= 3-adische Darstellung)
X = O, Qva; Ay ...
gibt mit der Eigenschaft: fiir alle nista, # 1.
Anders ausgedriickt: x lifit sich schreiben als
X = ap/3+a;/3% +a,/3% + ...
mita, € {0,2}.
Man zeige: 1Cl = IN{0, 1} = IP(N) | (und damit | P(N)| = IR1).

Die Gleichung | P(M) x P(M) | = | P(M) |

Wir erhalten aus IR = | P(N) | auch einen neuen Beweisvon IRxR| = [RI.
Niitzlich hierfiir ist eine einfache Definition.

Definition (2M)
Sei M eine Menge. Wir setzen:
2M = Mx{0} u Mx{1}.

2M =M x{0, 1 }istalso die Vereinigung zweier disjunkter ,,Kopien® von M.
Es gilt nun:

Satz
Sei M eine Menge und es gelte 12M| = I M.
Dann gilt | P(M) x P(M)| = | P(M) .

Beweis
Seif:2M — M bijekdw.
Definiere g : P(M) x P(M) — P(M) durch

g(A,B) = f"(Ax{0} U Bx{1})

fiir A,Bc M.
— Dannistg: P(M) x P(M) — P(M) bijektiv.

Die Voraussetzung 12M| = IMI ist erfiillt, falls IM x M| = IMI gilt und M
mehr als ein Element hat. Die Eigenschaft IM x M| = | M| vererbt sich also von
einer unendlichen Menge auf ihre Potenzmenge.

Sehr leicht folgt nun:
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neuer Beweisvon IR x R = IR

Es gilt 12N = IN1. Also I P(N) x P(N) | = | P(N) .
= Wegen IRI = | P(N)| folgt die Behauptung.

Eine einfache Verallgemeinerung liefert auch das Resultat IVRI = IR

Ubung
Sei M eine Menge. Zeigen Sie:
() IMxNI = IMI folgt INP(M)I = |P(M)].
[Analog zu: 12MI = IMI folgt | P(M)x P(M)| = | P(M)1.]

(ii) Folgern Sie hiermit I"RI = IRI.

Schliefilich halten wir fest:

Satz  (Die Michtigkeit der Folgen in N)
Es gile INNI = IR,

Beweis
Wir haben nach den bisherigen Resultaten und wegen "N c “R:
IRI = IP(N) 1 = 1N(0,1}1 < INI < IVRI = IRI.
— Also folgt die Behauptung nach Cantor-Bernstein.
VN ist die Menge aller Folgen a, aj, a, ..., a,, ... von natiirlichen Zahlen. Es

folgt, daf INN1I = INRI = I P(N) 1, es gibt also nicht mehr Folgen natiirlicher
oder sogar reeller Zahlen als Teilmengen von N.

Baireraum und Cantorraum

Definition (Baireraum und Cantorraum)
SN heiBt der Baireraum, N{ 0, 1} der Cantorraum.

Der Baireraum - benannt nach René Baire (1874 - 1932) - und der Cantor-
raum sind in der Mengenlehre von grofier Bedeutung. In vielen Untersuchungen
ersetzen sie die reellen Zahlen. Die Zuordnung einer reellen Zahlx € I =0, 1]
zur Folgeb e N{0, 1} ihrer Nachkommastellen in Binirdarstellung ist nicht im-
mer eindeutig. In der Analysis ist R als stetige Linie fundamental, in der Men-
genlehre ist das Phinomen der Uneindeutigkeit eher listig. Die Folgenriume
haben aber ganz dhnliche Eigenarten wie die reellen Zahlen: Wie eine reelle
Zahl durch Angabe von immer mehr Nachkommastellen immer genauer be-
schrieben wird, so werden Elemente f der Folgenriume durch Angabe von im-
mer lingeren Anfangsstiicken £(0), f(1), ..., f(n) immer besser approximiert. Der
Leser kann sich die Elemente der Folgenriume als Information vorstellen, die
portionsweise und insgesamt abzihlbar oft gesammelt wird. Bei Elementen des
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Baireraumesist an jeder Stelle einer von abzihlbar vielen Informationstypen 0, 1,
2, ... moglich, im Cantorraum gibt es an jeder Stelle nur eine von zwei Méglich-
keiten 0 oder 1. (Die Folgenriume " fiir n > 2 bringen im Vergleich zum Can-
torraum nichts wesentlich Neues, da man n verschiedene Informationstypen im
Cantorraum durch eine 0-1-Sequenz der Linge m mit 2™ > n simulieren kann.)

Bei diesen Informationsfolgen identifizieren wir, im Gegensatz zur b-adischen
Darstellung von x € R, zwei Informationen £(0), f(1), f(2), ... und g(0), g(1),
g(2), ... wirklich nur dann, wenn sie punktweise iibereinstimmen, d. h. wenn gilt
f(n) = g(n) firallen e N.

Zwei Informationen sind sich intuitiv dhnlich, wenn sie auf einem langen An-
fangsstiick ibereinstimmen. Man erhilt so einen Begriff von ,,x liegt nahe bei y“
fiir Elemente x,y aus den Folgenridumen ganz so, wie man ihn fiir die reellen Zah-
len besitzt. Eine Prizisierung dieser Intuition liefert dann insgesamt Riume, die
denreellen Zahlen sehr dhnlich sind, und zudem sehr handsam in der Anwendung.

Wir werden in diesem Buch weiter mit den vertrauten reellen Zahlen R und ih-
rer linearen Struktur arbeiten, in der deskriptiven Mengenlehre tritt dann aber
langfristig der Baireraum an die Stelle von R. Hier wollen wir nur noch einige in-
teressante Abbildungen betrachten und uns mit den Riumen spielerisch vertraut
machen. Versuchen wir, eine Baire-Information als eine Cantor-Information
darzustellen. Hierzu betrachten wir die Abbildung F, die f € VN auf das folgende
ge V{0, 1} abbildet:

t11..11011..11011..11011..112¢0..

£(0) Einsen f(1) Einsen f(2) Einsen f(3) Einsen

Sei

A={ge N0, 1} 1 es gibtein ny € N mit g(n) = 1 fur allen 2n, }.

Es ist leicht zu sehen, daf} das so konstruierte F: YN — N0, 1} - A bijektiv ist.
Weiter sind die Bilder und Urbilder dhnlicher Informationen unter F wieder

dhnlich. Die Abbildung erhilt also die wesentliche Struktur.
Wir definieren nun H: V{0, 1} - A — [0, 1] durch

H(g) = 0,g(0)g(1)... in Binirdarstellung.

Dannist H:M{0,1}-A — [0,1] bijektiv, wie man leicht sieht. Die Nihebe-
ziehungen werden aber nicht besonders gut respektiert: Die Bilder der Infor-
mationen g; = 01000..., g, = 011000..., g5 = 0111000..., ... nihern sich dem
Bild 1/2 von g = 1000... in R, die Informationen g, stimmen aber an der ersten
Stelle niemals mit der Information der ersten Stelle von g iiberein, sind also aus
Sicht des Cantorraumes grob verschieden.

Statt F betrachten wir nun die Abbildung F*, die f € "N auf die folgende
Funktion g e M{ 0, 1 } abbildet, und 0 und 1 viel symmetrischer behandelt als F:

11 ..11000 ..00111..1100O0..0¢0T1..

£(0) Einsen f(1) Nullen f(2) Einsen f(3) Nullen
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Sei B = {ge M{0,1} I esgibteinnye N mit:
g(n) =1 fir allen 2 ng oder g(n) =0 fiir alle n > ny }.
Dann ist F* : YN — N{0, 1} - B bijektiv. Wie oben sei

H*(g) = 0,g(0)g(1)... in Binirdarstellung.

firge N{0,1}-B.Dannist H*: M{0,1}-B — [0,1[-C bijektiv, wobei hier
C={xe [0, 1[ | esgibteine endliche Binirdarstellung von x }. H* erhilt nun zu-
dem die Nihebeziehungen in perfekter Weise, wie sich der Leser leichtiiberlegt.

Insgesamt zeigen die Uberlegungen, daff der Baireraum zu den reellen
Zahlen im Einheitsintervall, die kei-

ne endliche Binirdarstellung besit- 1

zen, strukturell dquivalent ist. Mit X = 1

Hilfe von Kettenbriichen kann man £7(0) +

ein gleichwertiges Ergebnis erzielen: F1) + 1
Einem Element f des Baireraums £2) +

wird durch einen Kettenbruch die
Zahl x = K(f) wie im Diagramm zugeordnet, wobei {'(n) = f(n) + 1 firallene N.
In der Analysis zeigt man, daf} jedes solche K(f) eine irrationale Zahl ist, daf} jede
irrationale Zahl x des Einheitsintervalls als Kettenbruch geschrieben werden
kann, und daf die Nihebeziehungen durch die Kettenbruchzuordnung perfekt
erhalten bleiben. Der Baireraum ist damit strukturell 4quivalent zu den irratio-
nalen Zahlen des Einheitsintervalls.

Die Michtigkeit der reellen Funktionen

Wir haben IN| < R gezeigt. Die natiirliche Frage ist nun:
Gibt es Mengen M mit |R| < M| ¢

Die Antwort ist jz. Cantors Diagonalargument kann man verwenden, um zu
zeigen, daf} die Menge der reellen Funktionen grofier ist als R:

Definition (reelle Funktionen)
Eine reelle Funktion isteinf : R — R.
Die Menge aller reellen Funktionen bezeichnen wir mit .

Es gilt also & = *R. Wir zeigen nun:

Satz  (iiber die Miichtigkeit der reellen Funktionen)
Esgilt IRI < I3F1.

Beweis
Zunichst gilt IRI < |1 : Wir setzen fiir alle x € R g(x) ={, € &, wobei
f (y) =xfiiralley e R. Dannistg: R — & injektiv.
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Seinun F : R — Fbeliebig. Wir zeigen, dafl F nicht surjektiv ist.
Wir definieren hierzu eine reelle Funktion d wie folgt. Fiir x € R sei

dx) = Fx)(x) + 1.

[Es gilt F(x) € % fiirallex e R. F(x) istalso eine reelle Funktion, die wir an der Stelle
x auswerten konnen. Der um eins erhéhte Wert dieser Auswertung ist d(x). ]

Wir zeigen, daff d : R — R nicht im Wertebereich der Funkdon F liegt.
Annabme doch. Sei also y € R mit F(y) = d. Dann gilt

F(y)(x) = d(x) furallexe R.

Insbesondere gilt F(y)(y) = d(y).
Aber d(y) = F(y)(y) + 1, Widerspruch!
— Alsoistd ¢ rmg(F), und damit F nicht surjektiv.

Aus der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen und der Abzihlbarkeit der alge-
braischen Zahlen haben wir die Existenz von transzendenten Zahlen gewonnen.
Nun haben wir ,,iiber-reell” fiir die Grofie der Menge der reellen Funktionen be-
wiesen. Kann man ein Analogon finden zum Beweis der Existenz von transzen-
denten Zahlen?

In gewisser Weise ist das moglich. Fiir diese Ausfithrungen miissen wir aller-
dings beim Leser einige Kenntnisse der reellen Analysis voraussetzen.

Wir betrachten zunichst die Grofie bestimmter natiirlicher Teilmengen von
% . Klarist, dafi die Menge aller konstanten Funktionen, d.h. aller f, : R — Rmit
f.(x) = cfiir alle x € R fiir ein gewisses ¢ € R, die Grofie von R hat.

Komplizierter ist schon die Menge © ={f e ¥ | fiststetig } der stetigen reellen
Funktionen. Intuitiv bedeutet die Stetigkeit einer reellen Funktion f im Punkt a,
dafl f(x) nahe bei f(a) liegt, wenn x nahe bei a ist. Die genaue Definition ist:

Einf:R — R heifit stetig in einem Punkt a € R, wenn gilt:
Fiir alle € > 0 existiert ein & > 0, sodaf} fiir alle x gilt:
Ix-al <8 folgt f(x)-1f(a)l <e.
f heifit stetig, falls f stetig in allen a € R ist.

Aus dieser Bedingung folgt nun aber, daf} eine stetige Funktion bereits durch
ihre Werte auf Q eindeutig bestimmt ist:

Ubung
Sindf, ge &S, undistflQ=glQ,sogiltf=g.

Dies bedeutet, dafi es hochstens so viele stetige Funktionen gibt wie Funktio-
nen f: @ — R. Nach unseren Ergebnissen aus dem letzten Kapitel ist aber
{f1f:Q@ — R} = I°RI = IVRI = IRI.

Also gilt I©| < IRI. Andererseits ist jede konstante Funktion auf R stetig, also
gilt IRI < 1&1 < IRI,und damit | S| = IRI. Es gibtalso lediglich so viele stetige
Funktionen wie reelle Zahlen. Da jede differenzierbare Funktion stetig und jede
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konstante Funktion differenzierbar ist, folgt auch, daff die differenzierbaren
Funktionen die Michtigkeit von R haben. [ Differenzierbare Funktionen sind
anschaulich stetige Funktionen ohne ,,Knicke“.]

Hessenberg (1906, §29): ,, ... In analoger Weise lifit sich beweisen, dafy die Menge aller
stetigen Funktionen von der Michtigkeit des Kontinuums ist. Uberraschend sind
diese Resultate aus dem gleichen Grunde wie die Abzihlbarkeit der rationalen Zahlen,
weil offenbar die Anordnung der Punkte eines Raumes durch die Zuordnung in das
Kontinuum véllig zerstort wird, wihrend umgekehrt die Menge der stetigen Funktio-
nen eine Ordnung erhilt, die ihr nach der urspriinglichen Definition nicht zukommt.

Lifit man die Beschrinkung der Stetigkeit fallen und betrachtet die Menge aller
[reellen] Funktionen ..., so ist diese ... von grofierer Michtigkeit als das Kontinuum.

Hiermitsind drei Mengen aufgewiesen, die schon lange vor Schépfung der Mengen-
lehre Gegenstand mathematischer Arbeit waren: die Menge der ganzen Zahlen, der
reellen Zahlen und der Funktionen. Sie sind nicht erst zu dem Zweck konstruiert, die
Maéglichkeit verschiedener Michtigkeiten darzutun, vielmehr boten sie sogleich der
Mengenlehre einen fruchtbaren Ankniipfungspunkt an vorhandene Arbeitsgebiete.“

Nun kann man aber iiberraschenderweise zeigen, dafi die Menge der Riemann-
integrierbaren Funktionen die Michtigkeit von ¥ besitzt.

Ubung ~ (Voraussetzung: Kenntnis des Begriffs , Riemann-integrierbar*)
Beweisen Sie diese Behauptung.

[Betrachten Sie die Cantormenge C c [0, 1] und Funktionen
£:[0,1] — [0, 1], die aufierhalb von C gleich 0 sind. Es gilt ICI =IRI.]

Dagegen ist die Menge aller f € 3, die durch eine abzihlbare Menge von steti-
gen Funktionen eindeutig beschreibbar/approximierbar sind, von der Michtig-
keit INRI = IRI. Dies zeigt den ,transzendenten® Charakter der integrierbaren
Funktionen: allein ihre Anzahl bringt schon mit sich, daf} es integrierbare Funk-
tionen f gibt, die nicht durch eine Folge fy, fi, ..., f;, ... von stetigen Funktionen
punktweise approximiert werden kénnen. Das gleiche gilt fiir jedes Reservoir
von approximierenden Funktionen der Grofie R.

Wie gelangt man zu einer Menge grofierer Michtigkeit?

Wir haben bisher INI < IRI und IR < I gezeigt.

Gibt es ein allgemeines Prinzip oder eine Operation, um von einer beliebigen
Menge M zu einer Menge M mit grofierer Michtigkeit als M zu gelangen?

M =M x M ist ungeeignet, wie wir fiir M = N und M = R gesehen haben.
Jedoch gilt:
IRl = 1P(N)I.

Wie sieht es nun mit dem Verhiltnis von R und ¥ aus? In der Tat gilt hier eine
zu N und R analoge Beziehung:
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Satz
Esgilt IF] = IP(R)1.

Beweis
Jedes f € ¥ ist eine Teilmenge von R X R, also gilt ¥ € P(R x R), also

I < IPRxR)I = | PR)I,

wegen |IRxRI = [RI.
Andererseits konnen wir jedem A ¢ R die Funktion F(A) =indy g € &
zuordnen, d.h. es gilt firx e R:

1, falls xe A,
P - { 0,  falls x¢ A.

Offenbar ist dann F : P(R) — § injekdiy, also | P(R) | < ¥ 1.
— Insgesamtalso |51 = |P(R)I.

Ubung
Zeigen Sie
G IFxFlI=1FI,
G) 1B =151,

Wir haben INI < [P(N) | und IRl < ’P(R)|. Die Potenzmengenoperation
istalso ein guter Kandidat fiir ein allgemeines Prinzip zur Erzeugung von grofie-
ren Michtigkeiten. Bereits im Endlichen liefert sie exponentielles Wachstum: Es
gilt P(d) | = 1™{0, 1} fiirallen e N, wobei hier wiedera={0, 1,...,n-1}. Die
Potenzmenge einer Menge mit n Elementen hat also 2" Elemente.

Wir beschiftigen uns mit der Potenzmengenoperation im nichsten Kapitel
genauer.

Anhang: Eine stetige Surjektion von [0, 1] nach [0, 1] x [0, 1]

Seil=[0,1]={xe R | 0<x<1}dasreelle Einheitsintervall. Wir skizzieren
hier fiir mit der Analysis ein wenig vertraute Leser die Konstruktion einer steti-
gen surjektiven Funktion f : T — T x I (Details als Ubung). Die erste derartige
Funktion wurde von Giuseppe Peano 1890 gefunden. Die folgende Konstruktion
geht auf David Hilbert (1891) zuriick.

Zur Definition von f zerteilen wir zunichst iteriert I und I x Iin je vier abge-
schlossene Teilintervalle bzw. Teilquadrate, wobei wir die im n-ten Schritt entstan-
denen 4" "Teile einander bijektiv zuordnen. Die folgende Skizze zeigt die ersten
drei Zerlegungen und die entsprechenden Zuordnungen:
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1 4 5 6
1 2
2 3 8 7
15 14 9 10
4 3
16 13 12 11
. ) 3 4 1234567809 .. 16
| | | | | - [E—— | | | |
I I I T 1 I T T T 1 T T I T ! T 1
0 1/4 12 3/4 1 0 1/4 12 3/4 1
Seix € Iund n € N. Dann gibt
es ein oder zwei Teilintervalle der L2 s e |1
n-ten Zerlegung von I (in 4" Tei-
le), in denen x liegt. (Zwei solche 403 14138
Intervalle existieren genau dann, s s lo |
wenn x = m/4" fiir ein 0 < m < 4"
gilt). Sei k(x, n) die kleinste Num- 6 | 7 10| 11
mer eines x enthaltenden Teilin-
tervalls, d.h.
k(x,n) =min{m=>1 |
x€ [(m-1)/4", m/4"]},
und sei Q(k(x, n)) das zugeordne-
te Teilquadrat von I x I (incl.
Rand).
Wir setzen firx e 1
f(x) = Myen Qk(x, 1)) T 32 . 64
Dann gilt:
0 1/4 12 3/4 1

(@) f:I — IxIistsurjektiyv,
(i) fist stetig,
(iii) fistnichtinjektiv.

[z. B. f(1/6) = £(1/2) = (1/2, 1/2) ; geometrische Reihen sind hier niitzlich. ]
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Georg Cantor iiber die Gleichung IR’ | = IR, Brief an Dedekind vom 25. 6. 1877

» -.. Seit mehreren Jahren habe ich mit Interesse die Bemiihungen verfolgt, denen man
sich im Anschluf§ an Gauf}, Riemann, Helmholtz und andern zur Klarstellung aller derje-
nigen Fragen hingegeben hat, welche die ersten Voraussetzungen der Geometrie betref-
fen. Dabei fiel mir auf, daf} alle in dieses Feld schlagenden Untersuchungen ihrerseits von
einer unbewiesenen Voraussetzung ausgehen, die mir nicht als selbstverstindlich, viel-
mehr einer Begriindung bediirftig erschienen ist. Ich meine die Voraussetzung, daf} eine
p-fach ausgedehnte stetige Mannigfaltigkeit zur Bestimmung ihrer Elemente p voneinan-
der unabhingiger reeller Koordinaten bedarf; dafi diese Zahl der Koordinaten fiir eine
und dieselbe Mannigfaltigkeit weder vergréfiert noch verkleinert werden kénne.

Diese Voraussetzung war auch bei mir zu einer Ansichtssache geworden, ich war von ih-
rer Richtigkeit fast iberzeugt; mein Standpunkt unterschied sich nur von allen anderen
dadurch, daf} ich jene Voraussetzung als einen Satz ansah, der eines Beweises in hohem
Grade bedurfte und ich spitzte meinen Standpunkt zu einer Frage zu, die ich einigen
Fachgenossen, im Besonderen auch bei Gelegenheit des Gaufijubiliums in Goéttingen
vorgelegt habe, nimlich zu folgender Frage: ,Lifitsich ein stetiges Gebilde von p Dimen-
sionen, wo p > 1, auf ein stetiges Gebilde von einer Dimension eindeutig beziehen, so dafi
jedem Punkte des einen ein und nur ein Punkt des anderen entspricht?¢

Die meisten, welchen ich diese Frage vorgelegt, wunderten sich sehr dariiber, dafi ich
sie habe stellen konnen, da es sich ja von selbst verstiinde, daf§ zur Bestimmung eines
Punktes in einer Ausgedehntheit von p Dimensionen immer p unabhingige Koordinaten
gebraucht werden. Wer jedoch in den Sinn der Frage eindrang mufite bekennen, daf§ es
mindestens eines Beweises bediirfe, warum sie mit dem ,selbstverstindlichen‘ nein zu be-
antworten sei. Wie gesagt gehorte ich selbst zu denen, welche es fiir das Wahrscheinlich-
ste hielten, daf} jene Frage mit einem Nein zu beantworten sei, - bis ich vor ganz kurzer
Zeit durch ziemlich verwickelte Gedankenreihen zu der Uberzeugung gelangte, daff jene
Frage ohne alle Einschrinkung zu bejahen ist. Bald darauf fand ich den Beweis, welchen
Sie heute vor sich sehen.

Da sieht man, welch’ wunderbare Kraft in den gewo6hnlichen reellen rationalen und ir-
rationalen Zahlen doch liegt, dafl man durch sie im Stande ist die Elemente einer p-fach
ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit eindeutig mit einer einzigen Koordinate zu be-
stimmen; ja ich will nur gleich hinzufiigen, daf§ ihre Kraft noch weiter geht, indem, wie
Thnen nicht entgehen wird, mein Beweis sich ohne besondere Vergrofierung der Schwie-
rigkeiten auf Mannigfaltigkeiten mit einer unendlich grofien Dimensionszahl ausdehnen
138t, vorausgesetzt, dafi ihre unendlich vielen Dimensionen die Form einer einfach un-
endlichen Reihe bilden.

Nun scheint es mir, daf} alle philosophischen oder mathematischen Deduktionen, wel-
che von jener irrtiimlichen Voraussetzung Gebrauch machen, unzulissig sind. Vielmehr
wird der Unterschied, welcher zwischen Gebilden von verschiedener Dimensionszahl
liegt, in ganz anderen Momenten gesucht werden miissen, als in der fiir charakteristisch
gehaltenen Zahl der unabhingigen Koordinaten ... “

(Georg Cantor, Briefe (1991))
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Die Uberlegungen zu Ende des letzten Kapitels fiihrten uns zur folgenden Ver-
mutung:

Ist M eine Menge, so ist die Potenzmenge von M von grofierer Michtigkeit als M.

Diese Vermutung ist nun in der Tat fiir alle Mengen richtig, nicht nur fiir N
und R. Der Leser kann sich auf einen kurzen und transparenten diagonalen Be-
weis dieser fundamentalen Tatsache freuen.

Der Satz von Cantor

Satz  (Satz von Cantor iiber die Potenzmengenoperation)
Sei M eine Menge, P(M) ={X | X ¢ M } die Potenzmenge von M.
Dann gilt IMI| < |P(M) 1.

Beweis
Offenbar ist IM| < | P(M) .
(Betrachte F : M — P(M), definiert durch F(x) = {x} fiirx e M.)

Seinunf: M — P(M) beliebig. Es geniigt zu zeigen: f ist nicht surjektiv.
Wir setzen:
D ={xeMlxe f(x)}.
Dannist D € P(M). Annabme, D € mg(f).
Sei also y € M mit f(y) = D. Dann gilt:
ye D gdw y¢e f(y) gdw ye D,
ersteres nach Definition von D, letzteres wegen f(y) = D.
—  Widerspruch!

Wegen IR| = |P(N)| und IF| = | P(R) | liefert der Satz von Cantor auch ei-
nen neuen Beweis fiir die Uberabzihlbarkeit von R und fiir IR| < | 1.

Im zweiten Teil des Beweises wird rng(f) < P(M) nicht gebraucht. Der Be-
weis zeigt allgemein, dafl wir fiir jede Menge M und jede Funktion f auf M eine
Menge D c M definieren kénnen, die nicht im Wertebereich von f liegt:

Korollar  (Liicken im Wertebereich)
Sei M eine Menge, und sei f eine Funktion mit dom(f) = M.
Danngilt {xe M | x¢ f(x) } ¢ rng(f).

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Wie kommt man auf die Menge D ={xe M | x¢ f(x) }? Bei genauerem Hin-
sehen erweist sich die Konstruktion von D als eine Diagonalisierung, wie sie uns
in den Beweisen der Uberabzihlbarkeit von Rund von |R| < | F| bereits begeg-
net ist: Wir identifizieren eine Teilmenge A von M mit ihrer Indikatorfunktion
indy yy: M — {0,1 } wobei wieder indy j(x) = 1 gdwx e A. Die Potenzmenge
von M wird dann zu M{ 0, 1}, der Menge aller Indikatorfunktionen auf M.
Seinunf: M — M{0, 1}. Wirsuchen ein d e M{0, 1} mit f(x) #d fiirallexe M.
Wir konnen aber d verschieden von allen f(x) konstruieren durch:

dx) = 1, falls £(x)(x) =0,
Y= 0, falls f(x)(x) = 1,

fiir alle x e M. Dann gilt d(x) # f(x)(x) fiir alle x e M, also istd ¢ rng(f).

M ‘ v
l I
M
X - f(x) e M{0,1}
v - f(y) e M{0,1}
- de™o,1}

Die Senkrechte des Diagramms reprisentiert M. Die Waagrechten seitlich
der Senkrechten stehen fiir Funktionen f(x) € {0, 1}, die man sich als 0-1-Fol-
gen vorstellen kann. Die oberste Waagrechte ist der Definitionsbereich dieser
Funktionen.

Die Diagonale steht fiir die konstruierte Funktion d € Mf0, 1} - ebenfalls eine
0-1-Folge. d ist in jedem x € M verschieden von f(x), d. h. es gilt f(x) (x) # d(x).
f(x)(x) ist der Wert der 0-1-Folge f(x) an der Stelle x, d.h. der Wert der Waag-
rechten f(x) an ihrem Schnittpunkt mit d. d ist dort gerade verschieden von die-
sem Wert, also ist d sicher nicht gleich f(x). Und dies gilt fiir alle x e M.

Ubung
SeiM={0,1,2,3}.Bestimmen Sie D ¢ M wie im obigem Beweis
fiir die Funktion f: M — P(M) mit £(0) = { 1,3}, f(1) ={0,21,
f(2)={1,2},f(3) ={0, 1,2 }. Zeichnen Sie zudem obiges Diagramm
fiir diese Situation mit 0-1-Folgen fiir f(x) und bestimmen Sie d.
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Durch iterierte Anwendung der Potenzmengenoperation kénnen wir nun,
ausgehend von einer beliebigen Menge, Mengen mit immer grofierer Michtig-
keit erzeugen:

Sei M eine Menge. Wir definieren P" (M) fiir n € N rekursiv durch
PYM) = M,

P I(M) = P(P"(M)) fiirne N.

Dann gilt | P"(M)| < | P**' (M) fiir allen e N.

Sei weiter M* = U, . y P"(M). Dann gilt |P"(M) | < IfP“*I(M)I < |M*| fiir
alle n € N. Durch die Vereinigung von

M, P(M), P*(M), ...

finden wir also eine Menge M* von noch grofierer Michtigkeit. Wir kénnen nun
wieder P(M*) bilden und haben IM*| < | P(M*) |, usw. usf. Was hier genau
yusw. usf.“ bedeutet, wird erst spiter klar werden, wenn wir die transfiniten Zah-
len zur Verfiigung haben.

Interpretation

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse noch einmal zusammen:

Es gibt Groffenunterschiede im Reich des Unendlichen, wobei wir zwei beliebige
Mengen als gleich grof$ anseben, falls sie bijektiv aufeinander abbildbar sind.
Weiter gilt, daf§ die Potenzmenge einer Menge immer von echt grofSerer Mich-
tigkeit ist als die Menge selbst.

Die natiirliche Frage ist jetzt:
Um wieviel grofSer ist die Potenzmenge ¢

Diese Frage fithrt uns zum beriihmtesten Problem der Mengenlehre, dem
Cantorschen Kontinuumsproblem. David Hilbert, zu dieser Zeit der fithrende
mathematische Kopf, hat 1900 auf dem internationalen Mathematikerkongref§
in Paris die Frage Um wieviel grofSer als N ist R ¢ an die erste Stelle seiner Liste von
23 Jahrhundert-Problemen gestellt.

Wir formulieren das Problem im folgenden Kapitel genauer.

Der Beweis des Satzes von Cantor zeigt die Idee der Diagonalisierung in ihrer
einfachsten und klarsten Form. Eine Funktion f : M — P(M) enthilt geniigend
Information, um ein D ¢ M zu konstruieren mit D ¢ rng(f). f kann also niemals
surjektiv sein.

Wir schliefien dieses Kapitel mit Cantors Originaldarstellung seines Verfah-
rens, zuerst vorgetragen bei der ersten Jahrestagung der DMV 1891.
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Georg Cantors Diagonalverfahren

,»In dem Aufsatze betitelt: Uber eine Figenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen
Zahlen ..., findet sich wohl zum ersten Male ein Beweis fiir den Satz, dafy es unendliche Man-
nigfaltigkeiten gibt, die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die Gesamtheit aller endlichen
ganzen Zahlen 1,2, 3, ..., v, ... beziehen lassen, oder, wie ich mich auszudriicken pflege, die
nicht die Michtigkeit der Zahlenreihe 1,2, 3, ..., v, ... haben...

Es lifit sich aber von jenem Satze ein viel einfacherer Beweis liefern ...

Sind nimlich m und w irgend zwei einander ausschlieende Charaktere [z.B. 0 und 1], so
betrachten wir den Inbegriff M von Elementen

E=(x,%,..0,%,...),
welche von unendlich vielen Koordinaten x;, x5, ..., Xy, ... abhiingen, wo jede dieser Koordi-
naten entweder m oder w ist. M sei die Gesamtheitaller Elemente E [i.e. M ={m, w }, wobei
I1=N-{0}].

... Ich behaupte nun, daf§ eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die Michtigkeit der Reihe
1,2,...,v,... hat.

Dies geht aus folgendem Satze hervor:

SJstEq, Ey, ..., E,, ... irgendeine einfache unendliche Reihe von Elementen der Mannigfal-
tigkeit M, so gibt es stets ein Element Eq von M, welches mit keinem E, iibereinstimmt.“

Zum Beweise sei

El = (al,l? A1,25 0005 A ys -0 ))
E,= (aZ,lv 42250005 A2 vy -0 )v

Ey= (15802, -3y -+ )

Hier sind die a,, , in bestimmter Weise m oder w. Es werde nun eine Reihe by, b,, ..., by, ...,
so definiert, daf} b, auch nur gleich m oder w und von a, , verschieden sei.

Istalso a, , =m, so ist b, = w, und ist a, , = W, so ist b, = m.

Betrachten wir alsdann das Element

EO = (bl, b27 b}, ...)

von M, so sieht man ohne weiteres, daf die Gleichung

Ey=E,
fiir keinen positiven ganzzahligen Wert von W erfiillt sein kann, da sonst fiir das betreffen-
de p und fiir alle ganzzahligen Werte von v

bv =3y,
also auch im besonderen

b, =a,,
wire, was durch Definition von b, ausgeschlossen ist. Aus diesem Satze folgt unmittelbar,
daf} die Gesamtheit aller Elemente von M sich nichtin die Reihenform: E;, E,, ..., E,, ...
bringen lifit, da wir sonst vor dem Widerspruch stehen wiirden, daf§ ein Ding E; sowohl
Element von M, wie auch nicht Element von M wire.

Dieser Beweis erscheint nicht nur wegen seiner grofien Einfachheit, sondern nament-
lich auch aus dem Grunde bemerkenswert, weil das darin befolgte Prinzip sich ohne wei-
teres auf den allgemeinen Satz ausdehnen lifit, dafl die Michtigkeiten wohldefinierter
Mannigfaltigkeiten kein Maximum haben oder, was dasselbe ist, dafl jeder gegebenen
Mannigfaltigkeit L eine andere M an die Seite gestellt werden kann, welche von stirkerer
Michtigkeitistals L ... “

(Georg Cantor 1892, ,,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre®)
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R ist von grofierer Michtigkeit als N. Viel grofser oder nur ein wenig grofier ¢ — das
ist die Frage. Die Cantorsche Kontinuumshypothese besagt, daff die Kluft zwi-
schen N und R minimal ist, es also keine Michtigkeiten gibt, die echt zwischen
INT und IRI liegen:

Kontinuumshypothese (CH)
Sei M eine Menge und es gelte IN| < IM| < [RI.
Dann gilt: IN| = IMI oder IMI = IRI.

Anders formuliert:
Es gibt keine Menge M mit IN| < IMI < IRI.
Noch einmal anders formuliert:

Jede Teilmenge der reellen Zahlen ist abzihlbar oder gleichmichtig
zu den reellen Zahlen.

Ubung )
Zeigen Sie die Aquivalenz dieser drei Formulierungen.

Die Abkiirzung (CH) steht fiir engl. ,,Continuum Hypothesis“ und ist mittler-
weile allgemein gebriuchlich.

Besonders beim Betrachten der dritten Form fillt auf, wie einfach das Problem
zu formulieren ist. Ahnlich wie manche klassische Probleme der Zahlentheorie
liBt sich die Frage, die die Kontinuumshypothese stellt, auch einem interessier-
ten Laien schnell erkliren, im Gegensatz etwa zur Riemannschen Vermutung,
die eine Aussage macht tiber die Nullstellen einer speziellen komplexwertigen
Funktion £, der Riemannschen Zeta-Funktion (die Vermutung ist bis heute of-
fen). Die Riemannsche Vermutung ist ebenso natiirlich wie die Frage nach der
Giiltgkeit der Kontinuumshypothese, aber fiir den Nichtmathematiker schwe-
rer zuginglich. Einfach zu formulierende Probleme sind zwar erfreulich, aber
entscheidend ist letztendlich ihre Natiirlichkeit innerhalb einer bereits als wert-
voll erkannten mathematischen Umgebung, und diese Umgebung muf} nicht
immer leicht zu vermitteln sein. Manche Probleme dringen sich bei der Unter-
suchung eines mathematischen Gegenstandes regelrecht auf| sie entstehen aus
intrinsischen Griinden, und die damit verbundene Dynamik trigt einen Grofiteil
zur Entwicklung der Mathematik bei. Das Kontinuumsproblem ist ganz abgese-
hen von seiner einfachen Darstellbarkeit in dieser Hinsicht besonders natiirlich:
Die mathematische Umgebung bildet die Tatsache, dafi es abzihlbare und nicht-
abzihlbare Mengen gibt, und daf} gerade die beiden Grundstrukturen N und R

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010



150 1. Abschnitt Einfiihrung

der Mathematk hier auseinanderfallen. Hat man dies einmal akzeptiert, so
dringt sich die Frage nach der Grofie der Kluft zwischen den natiirlichen und
den reellen Zahlen von selbst auf. Innerhalb der Ordinalzahltheorie der Men-
genlehre kann man ein kanonisches Objekt @, definieren, das minimal groBer ist
als N: Es gilt INI < |, |, aber es existiert keine ,,Zwischenmenge® M mit IN| <
IMI| < | |. Die Frage von (CH) lautet dann einfach: Gilt IR| = lo; | ? Dieses
Objekt o, ist eine Grundstruktur der Mathematik, und in der mengentheoreti-
schen Forschung steht es gleich neben N und R. Wir definieren dieses Objekt im
zweiten Abschnitt.

Nun denn: Ist (CH) richtig oder falsch oder immer noch ungelost 2 Die Antwort ist
beunruhigend. Sie wird gegeben durch den folgenden tiefen Satz:

Satz  (Fundamentalsatz der Mengenlebre)
In der klassischen Mathematik gilt:
Die Kontinuumshypothese ist weder beweisbar noch widerlegbar.

Die klassische Mathematik ist hier ein Kunstausdruck (wie andernorts klassi-
sche Literatur oder Musik) und meint die durch die Tradition begriindete und
zur Zeit allgemein akzeptierte Mathematik. Genauer: Die durch eine iibliche
mengentheoretische Axiomatik des frithen 20. Jahrhunderts mengentheoretisch
interpretierte Mathematik. Es ist die Mathematik, wie sie heute tiberall in Lehr-
biichern zu finden ist. Es gibt zur Zeit einen sehr einheitlichen Bestand von allge-
mein anerkannten Methoden und Argumenten, und wir haben ihn hier tiberall
verwendet, speziell etwa Induktion im Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein
und abstrakte Auswahl im Beweis des Vergleichbarkeitssatzes. Der Bestand wird,
ebenso wie die Sprachstruktur innerhalb von Definition, Satz und Beweis, zu-
meist durch Vormachen und Nachahmung weitergegeben, und er wird oft nur in
der mathematischen Logik explizit diskutiert.

Der Leser wird vielleicht sagen: Es gibt doch nur eine Mathematik! Damit dieser
Satz Sinn hat, mufy man sagen, was genau Mathematik ist. Und jede Definition, die
dann die Mathematik liefert, ist ein Dogma, und kann von der mathematischen
Praxis leicht tiberholt werden. Erfahrungsgemifl richtig ist: Mathematik als
menschliche Titigkeit ist eine ungemein streitfreie und zuverlissige Sache, und
gerade die Streitfreiheit und Zuverlissigkeit meint man, wenn man die Mathema-
tik vor anderen Wissenschaften herausheben mochte. Das soziale Phinomen ist
es, das die Existenz der einen Mathematik suggeriert. Es herrscht Einigkeit dar-
tiber, ob ein vorgelegtes Ergebnis aus den und den Grundannahmen mit den und
den logischen Schliissen korrekt abgeleitet wurde, und Fehler in Argumenten
werden von Kollegen normalerweise schnell entdeckt, und dann als solche auch
mit ,ich Esel” und nicht mit ,,du Narr“ akzeptiert. (Daf} dies etwas ganz Wunder-
bares ist, zeigt ein Vergleich mit der nicht undhnlich aufgebauten Juristerei.)

Normalerweise wird die Angabe der Grundannahmen und der logischen
Schlufiregeln unterdriickt, und dies geschieht einfach deswegen, weil sie in den
meisten Fillen die gleichen sind. (Wir sagen auch nicht aufierhalb der Mathema-
tik: ,,Ich spreche jetzt deutsch in der iiblichen Grammatik: Ich heifie Georg.”)
Diese stillschweigenden Voraussetzungen bilden den klassischen Rahmen, und



11. Die Kontinuumshypothese 151

die klassische Mathematik besteht aus den innerhalb dieses Rahmens erzielten
oder generell erzielbaren Ergebnissen. Der Rahmen selber findet seinen mathe-
matischen Ausdruck in einer formallogisch prisentierten axiomatischen Men-
genlehre, die eines der sich sehr dhnlichen Axiomensysteme zugrunde legt, die in
den ersten Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts entwickelt worden sind. De facto
geniigt ein Bruchteil dieser axiomatischen Stirke fiir die meisten Disziplinen der
Mathematik; der schon fiir die elementare Mengentheorie sicher nicht zu grofi
gewihlte Rahmen erscheint der Analysis, Algebra, Geometrie, usw. fast schon als
tiberdimensioniert.

Die Mengenlehre mochte aber dennoch ihrer Kardinalfrage auf den Grund
gehen, und so unermefilich weit das Objektmeer ihrer Basisaxiomatisierung der
mathematischen Mitwelt auch erscheinen mag, liegen zu diesem Zweck doch Er-
weiterungen des Rahmens nahe. Neue Axiome braucht das Land, so rufen man-
che. Welche Axiome soll man nehmen ? Missen Axiome unmittelbar einleuch-
tend sein ? Oder geniigt es, wenn sie sich innerhalb einer sich entwickelnden
Theorie herauskristallisieren und aufdringen ? Ist das Bild einer Verzweigung
oberhalb der Grundaxiome das richtige ? Ist diese Verzweigung uferlos, oder gibt
es nur eine Handvoll sich widersprechender natiirlicher und strukturreicher
Fortsetzungen?

Es gibt attraktive Erweiterungen des klassischen Rahmens, die (CH) positiv
wie negativ entscheiden, und auch solche, die (CH) weiter offenlassen. Diese
Axiome haben selbst unter Mengentheoretikern bislang keine allgemeine Ak-
zeptanz gefunden. Inwieweit die Geschichte dafiir verantwortlich ist, dafy ein na-
tirliches und starkes Axiom wie das Axiom der Konstruierbarkeit von Godel
nicht zum Kanon gehdrt, ist eine ebenso gewagte wie interessante Frage. Das
Axiom besagt, daf die Ordinalzahlen den Kern der Mengenwelt bilden: Alles,
was es gibt, windet sich in beschreibbarer Weise um dieses Riickgrat des
Mengenuniversums herum. Dunkle Mengen existieren nicht, die Leuchtkraft
der Ordinalzahlen erreicht jede Menge. Auswahlakte ,ein ...“ kénnen in wun-
derbarer Weise immer durch ein ,,das ...“ ersetzt werden, und es kommt noch
besser: Die Kontinuumshypothese ist beweisbar, wenn man dieses Axiom, scha-
manistisch-postmodern ,,V = L“ genannt, akzeptiert, und sie ist beweisbar in
einer Weise, dafi einem fast die Krokodilstrinen kommen. Man darf die These
wagen, dafl Cantor diesem Axiom bereitwillig die Tiir geodffnet und es als den
Gast begriifit hitte, den er so schmerzlich vermifit hatte.

Was also ist schlecht am Axiom V = L ? Nichts - aber es gibt Konkurrenz.
Die Konkurrenz zu V = L ist die Theorie der grofien Kardinalzahlaxiome, und
bereits mittelstarke derartige Axiome brechen ,V = L* das Riickgrat: Sie be-
weisen, dafl ,,V # L“ gilt. Weiter droht stindig das Subtheorieargument: Das,
was unter ,,V = L alles war, erscheint nun als ein echter Teil von dem, was nun
alles ist. Die Welt des - von Godel selber abgelehnten - Godelaxioms bleibt
haargenau die gleiche, aber es gibt nun etwas auflerhalb dieser Welt. Und es
finden sich faszinierende Objekte und Strukturen in diesem Aufierhalb.

Was also ist schlecht an grofien Kardinalzahlaxiomen ? Nichts — aber auch die-
se Axiome sind unter Mengentheoretikern nicht allgemein als neuer Rahmen, als
»wahr“, akzeptiert, wenn auch seit Jahrzehnten ein brennendes, von allen Seiten
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geteiltes Interesse an diesen Axiomen besteht, und gute Argumente fiir die Er-
weiterung des Highways der Unendlichkeit vorliegen. Grofie Kardinalzahlaxio-
me entscheiden zwar (CH) nicht, aber sie entscheiden die Frage der Kardinalitit
von vielen Teilmengen von R zugunsten von (CH), und allgemeiner beweisen
sie einen Satz von Axiomen, der als das Analogon der Dedekind-Peano Axiome
der Zahlentheorie fiir die reellen Zahlen gelten darf. Weiter bilden sie einen ba-
bylonischen Turm, in dessen Stockwerken sich die Mengenlehre als Theorie
komplett und in schéner Ordnung unterbringen lifit - sehr viel in der modernen
Mengenlehre spielt sich aufferhalb der logischen Kraft einer klassischen Axioma-
tik ab. ,,V = L* kann tibrigens mit einem Subtheorieargument kontern und sehr
grofie Kardinalzahlen studieren, ohne sie jemals ganz zu besitzen. Das Argument
erscheint nicht so natiirlich wie das der Konkurrenz, aber es ist keineswegs vollig
absurd; man kann es sogar als Synthese auffassen. Die Zukunft wird zeigen, ob
eine Standardmengenlehre einmal ,,V = L oder grofie Kardinalzahlaxiome oder
etwas ganz anderes enthalten wird, oder ob es bei der Verzweigung von interes-
santen Theorien oberhalb eines klassischen Kerns bleibt, wie die Situation zur
Zeit wohl am neutralsten beschrieben wird.

Neben Erweiterungen sind auch ganz andere Szenarien denkbar: Eine Ab-
schwichung des Rahmens aufgrund der Entdeckung eines Widerspruchs inner-
halb der Rahmentheorie, und eine Umformulierung des Begriffs der reellen
Zahlen und damit von (CH). Es konnte auch sein, daff jemand eine ganz andere
Fundierung der Mathematik findet, die die Mengenlehre in einem neuen Licht
erscheinen lifit. Wer weiff. Wir kénnen nicht sagen, daf§ (CH) ein vages oder
absolut unlésbares Problem ist. Wir kénnen nur sagen: In der klassischen Ma-
thematik gibt es keinen Beweis der Hypothese, und auch keinen Beweis ihrer
Negation (es sei denn, die klassische Mathematik ist widerspriichlich, denn dann
ist alles beweisbar). Wir werden dieses Resultat nun etwas genauer erliutern.

Unabhingigkeitsbeweise

Der Beweis des Fundamentalsatzes ruht auf zwei Saulen. Die eine stammt von
Kurt Godel (1938), die andere von Paul Cohen (1963). Godel hat gezeigt:
(CH) ist nicht widerlegbar, d.h. die Verneinung non (CH) der Kontinuumshy-
pothese ist nicht beweisbar. Cohen (geb. 1934) hat gezeigt: (CH) ist nicht be-
weisbar.

Eine (in der klassischen Mathematik) weder beweisbare noch widerlegbare
Aussage nennt man unabhingig (von der klassischen Mathematik). Daf} es solche
unabhingigen Aussagen gibt, wufite man bereits seit den Godelschen Unvoll-
stindigkeitssitzen (1931). Allerdings werden diese Aussagen — mit einer Diago-
nalmethode! - sehr abstrakt konstruiert und ihr mathematischer Gehalt ist von
einem ganz anderen Typ als (CH); sie besagen ,ich bin nicht beweisbar® oder
»der zugrundeliegende Rahmen ist widerspruchsfrei“. Mit dem Beweis der Un-
abhingigkeit von (CH) hatte man zum ersten Mal eine unabhingige Aussage in
Gestalt einer iiblichen mathematischen Fragestellung gefunden.
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Das Folgende hat beschreibenden Charakter und muf in vielen Punkten, die bei der
Ausfiihrung der hier dargestellten Ideen eine grofie Rolle spielen, ungenau und skizzen-
haft bleiben. So nehmen wir etwa durchgehend die Widerspruchsfreiheit der tiblichen
Mathematik an, die sich aufgrund der Unvollstindigkeitssitze von Godel mathematisch
nicht beweisen lifit. Die offizielle, aber hier zu umstindliche Formulierung wiire etwa von
der Form: Ist dieses und jenes axiomatische System widerspruchsfrei, so bleibt es wider-
spruchsfrei, wenn wir diese oder jene Aussage als neues Axiom zu dem System mit hinzu-
nehmen. Weiter haben wir noch keinen formalen Rahmen entwickelt, der fiir die saubere
Formulierung derartiger Resultate notig wire. Und auch dann hitte man noch einmal
zwischen einer formalisierten Sprache, in der wir Mathematik betreiben, und ihrem ko-
dierten Abbild innerhalb der mathematischen Objektwelt scharf zu trennen. Derlei Un-
terscheidungen sind fir das Funktionieren der mathematischen Untersuchung der Ma-
thematik selbst von grofier Bedeutung, und die Verwechslung von Sprachebenen ist ein
zeitloser Quell der Verwirrung. Fiir hier gentigt uns eine Beschreibung, die dem Leser un-
gefihr ein Gefiihl gibt, wie der Unabhingigkeitshase liuft. Um die ungemein subtilen
Ausweichmandéver, die er zu vollfithren hat, um nicht in die {iberall aufgestellten Fallen
der logischen Unlauterkeit zu tappen, kénnen wir uns hier nicht kiimmern.

Wie sehen die beiden Siulen aus? Zunichst ist es notig zu definieren, was ,,be-
weisbar im tiblichen Rahmen* heifit. Wie schon im zweiten Kapitel angedeutet,
kann man einen formalen Beweisbegriff definieren im Sinne von ,,beweisbar mit
Hilfe von bestimmten Axiomen (Grundannahmen) und einem genau definierten
System aus Schlufiregeln (Kalkiil)“. Der ,normale Beweise” fiihrende Mathema-
tiker mufl fiir seine Arbeit dieses formale System aus Kalkiil und Axiomen gar
nicht kennen, es ist eine Art Sekretir im Hintergrund, der jederzeit in der Lage
ist, handschriftliche Notizen sauber und akkurat zu tippen; und diese Tiatigkeit
ist fiir ,normale Beweise“ ziemlich iiberfliissig.

Fiir einen Unabhingigkeitsbeweis ist aber die Existenz eines solchen formalen
Systems unerlidfilich, denn hier ist die Rede davon, daff etwas nicht beweisbar
oder widerlegbar ist, kein Beweis also eine bestimmte Frage beantwortet; und
hierzu muff man offenbar festlegen, was man unter einem Beweis verstehen will.

Zum Glick miissen nun auch Mathematiker, die Unabhingigkeitsbeweise
fithren wollen, nicht das Dasein eines akkuraten Sekretirs fristen. Wichtig ist
nur, daff nach der Aufstellung eines formalen Systems der Begriff ,,beweisbar ein
mathematischer Begriff geworden ist, den man verwenden darf - wie er z. B. im
Fundamentalsatz verwendet wird.

Von zentraler Bedeutung fiir einen Unabhingigkeitsbeweis ist nun der Begriff
eines Modells, den wir hier kurz skizzieren wollen, und durch den der formal den-
kende und dienstbeflissene Sekretir wieder in den Hintergrund riickt - wo er
auch hingehort.

Modelle

Ein Modell ist intuitiv eine Welt fiir ein mathematisches Axiomensystem, ein
Bereich von Objekten, innerhalb dessen die Axiome gelten, oder etwas weniger
hochgestochen, ein konkretes Beispiel. So sind etwa die Ebene und die Kugel
zwel Modelle fiir gewisse Axiomensysteme der Geometrie. Ein Axiomensystem
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ist dabei einfach eine Menge von mathematischen Aussagen in einer bestimmten
formalen Sprache. Wir wollen uns wieder damit begniigen, dafi eine solche for-
male Sprache im Hintergrund vorhanden ist, und formulieren Aussagen wie ge-
habt.

Wir betrachten etwa die Aussage

¢ = ,Fir alle x gibt es ein y mitx + y = 0.

und die Modelle N, Z, R. Wir interpretieren die Zeichen +, =, 0 fiir diese Modelle
wie iblich. Bezogen auf N ist die Aussage offenbar falsch, bezogen auf Z und R ist
sie richtig.

Istnun o ={ @y, ¢y, ...} ein Axiomensystem, so heifit M ein Modell von 4, falls
alle ¢ € sd bezogen auf M richtig sind. Ist ¢ bezogen auf ein Modell M richtig, so
schreiben wir

M E o, gelesen ,M gilt %, ,M erfiillt “ oder ,,in M ist ¢ wahr®.

Wir schreiben M | o fiir ein Modell M und ein Axiomensystem &4, falls
M E o fir alle ¢ € o gilt, und sagen ,,M ist ein Modell von s4“.
Trivial, aber wichtig ist:

(1)  In keinem Modell gilt zugleich ¢ und non @.

Dies ist die erste von zwei fundamentalen Eigenschaften eines Modellbegriffs.
Die zweite besagt, daf§ der Modellbegriff logische Schliisse respektiert:

Korrektheit des Modellbegriffs

Ist M ein Modell des Axiomensystems ., und ist \y eine Aussage, die sich mit Hil-
fe von A beweisen lifst (d. b. man darf fiir den Beweis die Aussagen von A als
Hilfsmittel/Grundannabmen verwenden), so ist M auch ein Modell von .

Kurz:
(1)  Gilt M | A und ist \y beweisbar mit Hilfe von s, so gilt M | .

Man nennt diese Aussage die Korrektheir der Giltigkeitsrelation oder des Mo-
dellbegriffs. Fiir die prizise Formulierung und den Beweis der Korrektheit ist
wieder ein formaler Begriff von ,,Beweis®, ,Aussage®, usw. unentbehrlich.

Bei der Definition des Modellbegriffs haben wir grofie Freiheit: Lediglich (I)
und (IT) stellen wir als Bedingungen; diese Bedingungen geniigen fiir Unabhin-
gigkeitsbeweise.

Es gibt einen kanonischen, auf Alfred Tarski (1933, 1935) zuriickgehenden
Modellbegrift, der genau der Intuition ,,¢ ist wahr bezogen auf M“ entspricht.
Wir haben ihn im obigen Beispiel stillschweigend verwendet und werden ihn
auch weiter stillschweigend verwenden. (Ein anderer Modellbegriff, den die
Mengenlehre fiir Unabhingigkeitsbeweise verwendet, lifit z. B. neben ,wahr®
oder falsch” die Elemente einer Booleschen Algebra als Wahrheitswerte zu.)
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Modelle fiir die Mengenlehre

Man kann Axiomensysteme o fiir die Mengenlehre angeben, die unsere In-
tuition iber den Mengenbegriff gut beschreiben, und uns erlauben, alle Kon-
struktionen, die wir bislang durchgefiihrt haben, zu rechtfertigen. (Wir werden
in Abschnitt drei eine solche Axiomatisierung s angeben, die Zermelo-Fraen-
kel-Axiomatik ZFC, und alternative Systeme kurz diskutieren.) Viele Axiome
postulieren die Existenz von bestimmten Objekten. So kénnten etwa

Hfur alle x,y existiert die Menge { x, y } und
»fiir alle Mengen x existiert die Potenzmenge von x“

Elemente dieses Axiomensystems o sein. Sind sie nicht in o direkt enthalten, so
werden sich diese Aussagen aber mit ${ beweisen lassen, wenn s ein umfassendes
System fiir die Mengenlehre sein soll.

Es zeigt sich, dafi in einem gentigend reichhaltigen mengentheoretischen Sy-
stem o bereits die ganze klassische Mathematik interpretierbar ist, d. h.: Fiir jede
mathematische Aussage @ (der Algebra, der Analysis, der Mengenlehre, usw.) in
der iiblichen mathematischen Umgangssprache existiert eine Ubersetzung @ von
® in die formalisierte Sprache der Mengenlehre, fiir die gilt:

(+) @ ist mathematisch beweisbar gdw ¢ ist beweisbar mit Hilfe von .

»,Mathematisch beweisbar“ auf der linken Seite ist zu verstehen als ,,es existiert
ein Beweis von @, wie er in Vorlesungen, Biichern, auf Tagungen, usw. gefiihrt
wird“. Zum Beispiel sind alle bisher gefithrten Beweise in diesem Text Beweise
im Sinne der linken Seite. Auf der rechten Seite ist der akkurate Sekretir am
Werk, der alles peinlichst genau aufschreibt.

,®@ ist beweisbar (im Rahmen der tiiblichen Mathematik)“ heifit also nach (+):
»¢ ist beweisbar mit Hilfe der Axiome $4“, wobei o eine gentigend reichhaltige
Axiomatisierung der Mengenlehre darstellt.

Wir identifizieren im folgenden ® und ¢. Beweisbar in o ist dann nichts als
»beweisbar in der klassischen Mathematik® im Sinne der obigen Diskussion.

Zwischen ® und ¢ gibt es noch eine, auch historisch vorhandene, Zwischenstufe, nim-
lich die der Interpretation einer mathematischen umgangssprachlichen Aussage ® in eine
mengensprachliche — noch nicht formalisierte — Aussage @’. ® und @’ verhalten sich etwa
so wie ein Punkt P in einem zweidimensionalen Raum und ein (x,y) € R?. Die Ebene kann
in dieser Weise arithmetisch interpretiert werden. Griechische Dreiecke werden zu neu-
zeitlichen Teilmengen des R?. Analog kann man die Mathematik mengentheoretisch in-
terpretieren, z. B. eine Funktion als eine Menge von geordneten Paaren auffassen, eine
Gruppe als ein Paar (G, -) mit bestimmten Eigenschaften, usw. Nach einer gewissen Zeit
identifiziert man die beiden Ebenen, und da die Interpretationsebene zumeist eine Spur
genauer ist, mochte man sie bald nicht mehr missen, und vergifit sogar oft, daf die Uber-
setzung eine Ubersetzung ist. Und so, wie man heute einen Punkt P der Ebene geradezu
als Paar (x,y) € R” definiert wissen will, erwartet man von mathematischen Begriffen heu-
te eine Formulierung innerhalb der Sprache der Mengenlehre. Vieles geht auch ohne sol-
che Interpretationen: Die Griechen haben Geometrie auf hohem Niveau ohne eine arith-
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metische Ubersetzung betrieben, der Leser kannte Funktionen wahrscheinlich auch ganz
gut, ohne Kuratowskipaare zu kennen, und allgemein sprach die Mathematik eine klare
Sprache auch vor der Erfindung der Sprache der Mengenlehre. Die Funktionen der Ana-
lysis haben sich nicht gedndert und die Sitze tiber Dreiecke sind die gleichen geblieben,
sie werden aber heute anders behandelt und formuliert. Die hohere Genauigkeit ist der
Grund, warum sich die mengentheoretische Interpretation durchgesetzt hat, auch wenn
fiir viele Anwendungen diese Genauigkeit — und der Mengenreichtum - gar nicht ge-
braucht wird, ganz so, wie nicht fiir jede Berechnung die volle Prozessorleistung verwen-
det werden mufl. Aber auch aufierhalb der erhthten Genauigkeit gibt es einen grofien
Gewinn: Eine universale Sprache fiir alle mathematischen Teilgebiete erlaubt erst einen
uneingeschrinkten Gedankenaustausch und eine gegenseitige Befruchtung der einzelnen
Disziplinen. Und speziell fiir die Geometrie brachte die mengentheoretische Sprache
eine Befreiung von der Arithmetik in Form der mengentheoretischen Topologie.

Die Beweisidee der Unabhingigkeit der Kontinuumshypothese

Der Fundamentalsatz wird nun der Grundidee nach wie folgt in zwei Teilen
bewiesen (unter der Voraussetzung, dafy «f widerspruchsfrei ist):

1. Teil (Godel) Esgibtein Modell M von s mit M;  (CH).
2.Teil (Cohen) Esgibtein Modell M; von & mit M, | non(CH).

Mit Hilfe von (+) und der Korrektheit des Modellbegriffs folgt dann, daf§
(CH) weder beweisbar noch widerlegbar ist (im Rahmen der tiblichen Mathe-
matik):

Wir nebmen an, (CH) sei mathematisch beweisbar, und betrachten das Mo-
dell M, von Cohen, in dem non (CH) gilt. Nach (+) ist (CH) beweisbar mit
Hilfe von s4. Nach Korrektheit haben wir also M, | (CH). Andererseits gilt
M, E non(CH) nach Wahl von M,. Widerspruch, denn nach (I) kann in ei-
nem Modell niemals eine Aussage und ihr Gegenteil zugleich wahr sein.

Ubung
Argumentieren Sie analog mit Hilfe von M, daf} die Kontinuumshypothese
(CH) nicht widerlegbar ist.

Ein Unabhingigkeitsbeweis besteht also darin, zwei Modelle zu konstruieren,
in denen jeweils o gilt. In einem Modell soll zudem ¢ gelten, im anderen zudem
non @.

Fiir die erste Sdule, den Beitrag von Godel, startet man von einem grofien
Modell, und konstruiert innerhalb dieses Modells ein kleineres. Fiir die zweite
Sidule, den Beitrag von Cohen, erweitert man dagegen ein gegebenes Modell zu
einem grofieren Modell mit den gewiinschten Eigenschaften. Die entsprechen-
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den Beweistechniken heifien ,innere Modelle® und ,forcing® (Erzwingungsme-
thode). Die Methoden sind allgemein; mit ihrer Hilfe kann die Unabhingigkeit
einer Vielzahl von Aussagen bewiesen werden, nicht nur die von (CH). Wir wer-

den spiter ein weiteres Beispiel in der Suslin-Hypothese kennenlernen - be-
nannt nach Mikhail Suslin (1894 - 1919).

Zum Schlufl dieses Kapitels formulieren wir noch die natiirliche Verallgemei-
nerung der Kontinuumshypothese.

Eine allgemeine Hypothese

Ersetzt man R in (CH) durch P(N), so hat die Kontinuumshypothese nur
noch einen Parameter, nimlich N, und in dieser Form ist dann die folgende Ver-
allgemeinerung sehr naheliegend:

Verallgemeinerte Kontinuumshypothese (GCH)
Sei N eine unendliche Menge.
Sei M eine weitere Menge und es gelte IN| < IM| < | P(N)I.
Dann gilt: IN| = IMI oder IMI| = |P(N)I.

(GCH) stehtfiir ,,Generalized Continuum Hypothesis“. Wir wissen vom Mich-
tigkeitssprung zwischen einer Menge und ihrer Potenzmenge, und (GCH) besagt,
daf} dieser Sprung so klein ist wie moglich fiir alle unendlichen Mengen. (GCH) ist
offenbar falsch fiir endliche Mengen wegen {0, 1 }| < 1{0,1,2}I < IP({0,1})1.

Im Fall N = N spezialisiert sich (GCH) wegen | P(N) | = IR zu (CH).

(GCH) ist ebenfalls unabhingig. Die Hypothese ist im Godelschen Modell
richtig, im Modell von Cohen ist sie trivialerweise falsch, da dort bereits (CH)
nicht giiltig ist.

Bei Cantor findet sich neben der Kontinuumshypothese (1878) lediglich die Vermu-
tung, dafl auch die Menge der reellen Funktion so klein ist wie moglich (1883b, §10), die
Mengen N, P(N), P(P(N)) also die ersten drei unendlichen Michtigkeiten reprisentie-
ren. Ein allgemeines Interesse an hoheren Michtigkeiten setzte erstim ersten Viertel des
20. Jahrhunderts ein. Anwendungen, Formulierungen und Untersuchungen von (GCH)

finden sich in [Hausdorff 1914, VI, § 8] und [Lindenbaum / Tarski, 1926].

Versuch einer Visualisierung

Das folgende Diagramm gibt eine Zusammenfassung unserer Ergebnisse tiber
die Grofie von Mengen und eine anschauliche Fassung der Kontinuumshypothe-
se. Wir denken uns den Bereich aller Mengen - das mengentheoretische Univer-
sum - in Abschnitte von Mengen gleicher Michtigkeit eingeteilt, wobei die
Michtigkeiten von links nach rechts ansteigen.
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Bereich aller Mengen

N RxR P(R)
Q
D R D F
A ° °
Nx N P(N) P(R)?
endliche Mengen INI IP(N) | IP(R)|

Das Diagramm beginnt links mit den endlichen Mengen, die wir in N-viele
Streifen ,kein Element®, ,genau ein Element®, ,genau zwei Elemente®, usw.
einteilen konnen. (Bereits die 1-Schicht ist uferlos grof}, da fiir jedes Objekt x
die Menge { x } dieser Schicht angehort.) Der Rest der Mengenwelt besteht aus
unendlichen Mengen. Unter ihnen bilden die abzihlbaren Mengen, die Men-
gen der Michtigkeit von N, die kleinste Schicht. Wir wissen, daf§ die Mengen
der Michtigkeit von R und weiter die Mengen der Michtigkeit von P(R)
Schichten bilden, die weiter rechts liegen. Allgemein gelangen wir durch An-
wendung der Potenzmengenoperation zu immer grofieren Schichten. Die Aus-
sage der Kontinuumshypothese und ihrer Verallgemeinerungen ist, dafi diese
Schichten aneinander liickenlos anschliefien, daf} also die mit einem Fragezei-
chen gekennzeichneten Bereiche leer sind.

Zur Beschreibung der Linge des Streifenbandes nach rechts brauchen wir die
Ordinalzahlen. Denn auch nach allen Schichten

N, P(N), P*(N) = P(P(N)), P*(N),...

gibt es noch neue Schichten: Die Mengen der Michtigkeitvon M= U, .y P™(N)
bilden eine Schicht hinter allen Schichten der Mengen N, P(N), P *(N), usw.
(De facto ist M ein Reprisentant der auf alle P"(N) nichstfolgenden Schicht, wie
wir spiter zeigen werden; das nichste Fragezeichen taucht also erst wieder beim
Ubergang von M zu P(M) auf, und nicht etwa unmittelbar vor M..) Durch Bildung

von
PM), P*(M),..., P (M), ...,....M'=U, . P (M), PIM), P> (M), ..., ...

gelangen wir zu immer grofieren Michtigkeiten. Die Ordinalzahlen sind gerade
die Kilometersteine dieses nie bis zu seinem Ende beschreitbaren, unbeschreib-
lich komplexen Weges nach rechts.
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Georg Cantors erste Erwihnung der Kontinuumshypothese

»Da auf diese Weise fiir ein aufierordentlich reiches und weites Gebiet von Mannigfal-
tigkeiten die Eigenschaft nachgewiesen ist, sich eindeutig und vollstindig einer begrenz-
ten, stetigen Geraden oder einem Teile derselben (unter einem Teile einer Linie jede in
ihr enthaltene Mannigfaltigkeit von Punkten verstanden) zuordnen zu lassen, so entsteht
die Frage, wie sich die verschiedenen Teile einer stetigen geraden Linie, d. h. die verschie-
denen in ihr denkbaren unendlichen Mannigfaltigkeiten von Punkten hinsichtlich ihrer
Michtigkeit verhalten. Entkleiden wir dieses Problem seines geometrischen Gewandes
und verstehen, wie dies bereits in §.3 auseinandergesetzt ist, unter einer /nearen Mannig-
faltigkeit reeller Zahlen jeden denkbaren Inbegriff unendlich vieler, von einander ver-
schiedener reeller Zahlen, so fragt es sich in wie vie/ und in welche Klassen die linearen
Mannigfaltigkeiten zerfallen, wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Michtigkeit in eine
und dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von verschiedener Michtigkeit in verschiedene
Klassen gebracht werden. Durch ein Induktionsverfahren, auf dessen Darstellung wir hier
nicht niher eingehen, wird der Satz nahe gebracht, dafi die Anzahl der nach diesem Ein-
teilungsprinzip sich ergebenden Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und
zwar, daf sie gleich zwei ist.

Darnach wiirden die linearen Mannigfaltigkeiten aus zwei Klassen bestehen, von denen
die erste alle Mannigfaltigkeiten in sich fafit, welche sich auf die Form: functio ips. v (wo
v alle positiven Zahlen durchléuft) bringen lassen; wihrend die zweite Klasse alle diejeni-
gen Mannigfaltigkeiten in sich aufnimmt, welche auf die Form: functio ips. x (wo x alle
reellen Werte > 0 und < 1 annehmen kann) zuriickfithrbar sind. Entsprechend diesen bei-
den Klassen wiirden daher bei den unendlichen linearen Mannigfaltigkeiten nur zweierlei
Michtigkeiten vorkommen; die genauere Untersuchung dieser Frage verschieben wir auf
eine spitere Gelegenheit.

Halle a.S., den 11. Juli 1877.“
(Georg Cantor 1878, ,, Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslebre)
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In diesem Kapitel fassen wir zum ersten Mal fiir jede Menge M die Michtigkeit
oder Kardinalzahl IM| von M als ein Objekt auf. Auf die Probleme einer genauen
Definition haben wir in Kapitel 4 bereits hingewiesen. Die intuitive Begriffsbildung
durch Abstraktion, wie sie Cantor vorgeschlagen hat, kann man nichtals extensiona-
le mengentheoretische Definition auffassen. Der Leser wird aber wohl nach allem,
was bisher geschah, mit dem Ausdruck ,,die Michtigkeit der reellen Zahlen“ schon
lange etwas anfangen kénnen. Etwas locker kann man das Vorgehen dieses Kapitels
so beschreiben: Schauen wir einfach mal, was passiert, wenn wir | M| als Objekt zu-
lassen, und mit diesen Objekten rechnen wollen. Bei diesem Vorhaben verwenden
wir Kardinalzahlen dann streng genommen nur als ein bequemes Notationssystem:
a-b=D0-aschreibtsichviel einfacher und sichtviel besser ausals IAxB| = IBxAI.

Felix Hausdorff begniigte sich mit einem #hnlich ,formalen Standpunkt*:

Hausdorff (1914): ,Mengen eines Systems, die einer gegebenen Menge und damit auch
untereinander dquivalent sind, haben etwas Gemeinsames, das im Falle endlicher
Mengen die Anzahl der Elemente ist und das man auch im allgemeinen Falle die An-
zahl oder Kardinalzahl oder Michtigkeit nennt. Uber die absolute Beschaffenheit
dieses neu eingefiihrten Etwas kann man allerhand verschiedene Auffassungen hegen.
G. Cantor definiert die Michtigkeit einer Menge als den Allgemeinbegriff, der durch
Abstraktion von der individuellen Beschaffenheit ihrer Elemente entsteht. B. Russell
definiert sie geradezu als die Gesamtheit oder Klasse ,aller® mit jener Menge dquiva-
lenten Mengen; dies halten wir bei der uferlosen und antinomischen Beschaffenheit
dieser Klasse fiir bedenklich. Wenn wir analoge Beispiele aus anderen Gebieten der
Mathematik heranziehen, wird die gegenwirtige Situation nicht klarer; denn wenn
wir kongruenten Punktpaaren eine gemeinsame ,Entfernung’, parallelen Geraden ei-
ne gemeinsame ,Richtung’, dhnlichen Figuren eine gemeinsame ,Form‘ beilegen, so
koénnen ja diese Begriffe auflerdem wirklich durch Strecken, Winkel oder Zahlen pri-
zisiert werden. Andererseits konnte man den Begriff der Michtigkeit freilich entbeh-
ren und alles auf die Betrachtung dquivalenter Mengen beschrinken, worunter aber
die Bequemlichkeit des Ausdrucks erheblich leiden wiirde. Ubrigens ist darauf auf-
merksam zu machen, daf§ die genannten Schwierigkeiten auch schon bei endlichen
Mengen bestehen, wo es ja an verschiedenen Auffassungen des Zahlbegriffs durchaus
nicht mangelt. Wir werden uns einfach auf den formalen Standpunkt stellen und sa-
gen: einem System von Mengen A ordnen wir eindeutig ein System von Dingen a zu
derart, daf} dquivalenten Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht, d. h. daf
aus A ~ B [IAl = IBI] immer a = b folgt und umgekehrt. Diese neuen Dinge oder
Zeichen nennen wir Kardinalzahlen oder Michtigkeiten; wir sagen: A hat die Mich-
tigkeit a, A ist von der Michtigkeit a, a ist die Michtigkeit von A, wohl auch (indem
wir a als Zahlwort verwenden) A hat a Elemente.“

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_12, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010



12. Kardinalzahlen und ihre Arithmetik 161

Diese Definition von Kardinalzahlen per Ritterschlag liefie sich mathematisch
etwa so formulieren. Sei S eine Menge (intuitiv eine umfassende Menge, bei
Hausdorff System genannt). Sei K = S/~ die Menge der Aquivalenzklassen der
Relation ,,gleichmichtig” auf S, d.h.

S/~ = {{Be S| AundB sind gleichmichtig} | Ae S}.
Wir definieren nun eine Funktion F auf S/~ durch:
F(X) = ,einAe X firXe S/~.

Fiir A € S kénnen wir dann die Kardinalzahl oder Michtigkeit Al von A defi-
nieren durch:

Al = F(X,), wobei X, das eindeutige X € S/~ istmitA € X.

Dieses Vorgehen liefert eine abstrakte, aber einwandfreie Definition des Kardi-
nalzahlbegriffs fiir Elemente einer beliebig grofien, aber fest gewiihlten Menge
S.FiralleAe Sist |Al definiert, und | Al ist zudem ein Objekt, das mit A gleich-
michtig ist. (Verzichten wir hierauf, kann man auch Al = X, setzen.)

Da S beliebig groff gewihlt und gegebenenfalls erweitert werden kann, scheint
dies ein brauchbares Vorgehen fiir alle praktischen Belange zu sein. Es ist aber al-
les andere als schon, eher eine Notlosung: Welche Mengen den Ritterschlag
Kardinalzabl bekommen, bleibt unklar, da Kardinalzahlen tiber ein abstraktes
sein ...“ erhalten worden sind. Und | Al ist immer nur fiir bestimmte Mengen
definiert, nimlich fiir A € S. (,,S = Alles” ist nicht méglich, wie wir in Abschnitt
13 sehen werden.) Zudem ist das Vorgehen auch praktisch nicht unproblema-
tisch, da wir mit Kardinalzahlen frei operieren wollen, und es geht ja nicht zuletzt
um die Freiheit und ,Bequemlichkeit des Ausdrucks®. Soll bei jeder Operation
wieder eine Kardinalzahl herauskommen, so miissen wir priifen, ob S reichhaltig
genug war, ein Ergebnis zur Verfiigung zu stellen. Fiir kleine Operationen wie
Summe und Produkt zweier Kardinalzahlen wire dies leicht zu sichern, aber ein
Produktiiber sehrviele | Al werden wir i.a. nicht ausfiihren kénnen, obwohl sich
eine natiirliche Definition fiir Produkte mit beliebig vielen Faktoren anbieten
wird. Aufierdem wird der nimmermiide Geist fragen: Was ist |S|?

Diese mengentheoretische Interpretation des Hausdorffschen Zeichensystems
liefert also wieder keine befriedigende Definition. Wir miissen das obige Zitat,
wohl weitestgehend der Intention Hausdorffs entsprechend, den Beschreibungen
von Cantor und Fraenkel aus Kapitel 4 an die Seite (oder gegeniiber) stellen. Die-
se Beschreibungen fordern die Intuition und den Blick fiirs Wesentliche unge-
mein, 16sen aber das definitorische Problem nicht.

Es bleibt der Verweis auf die prinzipielle Entbehrlichkeit von Kardinalzahlen.
Die prinzipiell mogliche Riickiibersetzung von Aussagen mit Kardinalzahlen in
relationale Aussagen, die nur Al = |BI, Al < IBI, usw. enthalten, ist es, die uns
rettet, und die Aufnahme einer definitorischen Hypothek akzeptabel macht.

Die Ergebnisse des Folgenden werden dann also auch bei allen Vorbehalten
gegen | MI als Objekt, die der streng klosterliche Blick geltend machen kann,
selbst vom Papst gebilligt werden miissen; an der mathematischen Keuschheit
der Inhalte besteht kein Zweifel, auch wenn ihre Darstellung etwas sinnlichere
Ziige annimmt.
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Esistinteressant, dafi Hausdorff seinen ,,formalen Standpunkt” in der zweiten, vielfach
umgeschriebenen Auflage seines Buches sogar noch verschirft hat. Insbesondere fillt die
Einschrinkung auf ein System ganz weg (wie auch schon in der 1914-Fassung an spiterer
Stelle bei einer analogen Definition des ,,Ordnungstypus® einer Menge), und es gibt ei-
nen neuen, elegant formulierten Zusatz eines Autors, der sein eigenes Werk tiberarbeitet,
und auf ein notorisches Problem etwas genervt reagiert:

Hausdorff (1927): ,,... D.h. wir ordnen jeder Menge A ein Ding a zu derart, dafi dquiva-
lenten Mengen und nur solchen dasselbe Ding entspricht:

a=D0 sovielwie A~ B.

Diese neuen Dinge nennen wir Kardinalzahlen oder Michtigkeiten...

Diese formale Erklirung sagt, was die Kardinalzahlen sollen, nicht was sie sind.
Prignantere Bestimmungen sind versucht worden, aber sie befriedigen nicht und sind
auch entbehrlich. Relationen zwischen Kardinalzahlen sind nur ein bequemer Aus-
druck fiir Relationen zwischen Mengen: das ,Wesen‘ der Kardinalzahl zu ergriinden
miissen wir der Philosophie iiberlassen.”

Es gab 1927 bereits eine befriedigende Definition innerhalb der Mengenlehre, ganz
ohne Philosophie. Wir werden sie im zweiten Abschnitt diskutieren.

Kardinalzahlen

Hier nun also, nach hoffentlich ausreichendem Vorspiel auf dem Theater, die
definitorische Hypothek dieses ersten Akts:

Definition (Kardinalzablen)
Die Michtigkeiten von Mengen heiflen Kardinalzablen.
Die Kardinalzahl einer Menge M wird mit | M| bezeichnet.
M| heifit die Kardinalitit oder Michtigkeit von M.

»Michtigkeit“ verwendet Cantor relational fiir zwei Mengen seit etwa 1877, die in Ka-
pitel 4 wiedergegebene Definition steht ganz zu Beginn seiner 1878 erschienenen Arbeit.
Einen selbstindigen Michtigkeitsbegriff, der die natiirlichen Zahlen umfafit, diskutiert er
ausfiihrlich 1882. Am Ende der Arbeit von 1878 deutet sich ein selbstindiger Begriff der
»Michtigkeit einer Menge“ bereits an. Entnommen hat Cantor das Wort einer Vorlesung
von Jacob Steiner (1796 - 1863):

Cantor (1882b): ,,Den Ausdruck ,Michtigkeit‘ habe ich J. Steiner entlehnt *) [*) = M.s.
dessen Vorlesung iiber synthetische Geometrie der Kegelschnitte, herausgeg. von
Schroter; §2.] der ihn in einem ganz speziellen, immerhin jedoch eng verwandten
Sinne gebraucht, um auszusprechen, dafi zwei Gebilde durch projektivische Zuordnung
[bijektiv aufeinander abgebildet werden kénnen].*

Gleichwertig zu ,,Michtigkeit einer Menge“ verwendet Cantor ab 1887 , Kardinalzahl
einer Menge®, definiert als ,,universale® (vgl. 1.4). Der Gedanke an ranghohe Geistliche
liegt nahe. Die Kardinile selber haben ihren Namen von lateinisch cardo, Tiirangel, was
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sich als metaphorischer Kaffeesatz fiir ,,an einer wichtigen Stelle“ anbietet, und als cardi-
nalis dann ein Wort fir grundlegend, wichtig liefert. (Siehe Duden 7 fiir Details.) Kardinal-
zahlen sind also wahrhaft Dreh- und Angelpunkte der Mengenlehre!

Traditionell werden kleine Fraktur-Buchstaben a, b, ¢, ... fiir Kardinalzahlen
verwendet. (Der mit Stift und Papier bewehrte Leser kann sich ohne Verlust mit
a, b, c, ... begniigen.)

Fiir einige spezielle Kardinalzahlen gibt es spezielle natiirliche und daneben
auch traditionelle Bezeichnungen. Zunichst zeichnen wir die natiirlichen Zah-
len als Kardinalititen aus:

Definition (die Kardinalititen n € N)
Fiir alle n € N wird die Kardinalitit von |a| mit n bezeichnet.
Jedes n € N heifit eine endliche Kardinalitit.
Die anderen Kardinalititen heiflen unendliche Kardinalititen.

Die Definition bevorzugt N-Endlichkeit gegentiber der Dedekind-Endlichkeit, was im
Umfeld von Zahlen hiufig geschieht.

Jedes n € N ist damit eine Kardinalzahl. Es gilt IM| = n genau dann, wenn
IMI = Il gilt, d.h. genau dann, wenn M genau n Elemente besitzt.

Fiir die abzihlbaren Mengen hat Cantor den ersten Buchstaben des hebrii-
schen Alphabets, verziert mit dem Index Null, gewihlt:

Definition (die Kardinalitit R ;)
Die Kardinalitdt von N wird mit X, [aleph 0] bezeichnet.

Cantor (1895): ,§6. Die kleinste transfinite Kardinalzahl Alef-null.

Die Mengen mit endlicher Kardinalzahl heifien ,endliche Mengen®, alle anderen wol-
len wir ,zransfinite Mengen‘ und die ihnen zukommenden Kardinalzahlen ,transfinite
Kardinalzablen‘ nennen.

Die Gesamtheit aller endlichen Kardinalzablen v bietet uns das nichstliegende Bei-
spiel einer transfiniten Menge; wir nennen die ihr zukommende Kardinalzahl (§1)
JAlef-null’, in Zeichen X, definieren also

Xy ={v}] [Rg=1I{vIveN}I]
Die Zahl X ist grofSer als jede endliche Zabl...

Andererseits ist X die kleinste transfinite Kardinalzahl...“

Diese von Cantor geliebte Bezeichnung hat eine gewisse mystische Kraft und ist weithin
bekannt geworden. Der Leser wird vielleicht die Erzihlung ,,Das Aleph“ des argentinischen
Schriftstellers Jorge Luis Borges kennen. (Wer Borges nicht kennt, kenntihn doch: Er steht
hinter Jorge von Burgos, dem Bibliothekar in Umberto Ecos ,Name der Rose“.) In ,Das
Aleph“ heifit es etwa: ,Ich stieg heimlich hinunter, rutschte auf der verbotenen Treppe aus,
fiel hin. Alsich die Augen aufschlug, sahich das Aleph.“ Und zum Zeichen X selbst: ,,...auch
wurde gesagt, dafl das Aleph die Gestalt eines Menschen habe, der auf den Himmel und die
Erde zeigt, um anzudeuten, daf} die untere Welt Spiegel und Kartenbild der oberen sei.“ Ma-
thematischistdas Objekt X die heifumkimpfte und lange verbotene Schnittstelle zwischen
Endlichkeit und Unendlichkeit. Sobald man es sieht, gibt es kein Halten mehr, und sobald
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man es hat, beginnt die Mengenlehre. In dieser ist dann auch das Spiegel-Bild oft formu-
liert worden: Wir iibertragen unsere endliche Intuition iiber Mengen so weit wie moglich
auf den unendlichen Bereich.

Hoher indizierte Alephs und einige weitere hebriische Buchstaben werden spiter
noch Verwendung finden. Bislang unbenutzt in der Mengenlehre blieben die Zeichen

des Sanskrit ...

Es gilt IM| = X, fiir jede abzihlbar unendliche Menge.

Eine traditionelle Bezeichnung fiir IR ist ¢, was an ,,Continuum® erinnert.
Wir folgen dieser Tradition weitgehend, verwenden aber ¢ auch, insbesondere
im Umfeld von a und b, als Zeichen fiir eine beliebige Kardinalitit.

Definition (< und < fiir Kardinalzablen)
Seien a, b Kardinalzahlen, und seien A, B Mengen mit Al =a, |Bl =b.
Wir definieren:

a<b fals 1Al <IBI,
a<b falls 1Al <IBI.

Arithmetische Operationen mit Kardinalzahlen

Fiir Kardinalzahlen flieffen neben dem kleiner und kleinergleich auch die Defi-
nitionen der Addition, Multiplikation und Exponentiation ohne Miihe aus der
Feder. Dies geschieht wie erwartet derart, daf} die tiblichen arithmetischen Ope-
rationen auf den natiirlichen Zahlen, die ja nun per definitorischem Dekret zu
Kardinalititen ernannt worden sind, mit den neudefinierten Operationen, einge-
schrinkt auf die endlichen Kardinalzahlen, zusammenfallen.

Definition (Addition, Multiplikation und Exponentiation von Kardinalzahlen)
Seien a, b Kardinalzahlen, und seien A, B Mengen mit |Al =a, Bl =b.
Wir definieren die Summe a + b, das Produkt a - b und die Exponentiation a®
von a und b wie folgt:

a+b = IAx{0} U Bx{1}I,
a-b = I|AxBI,
a’ = IBAL

Die Konstruktion Ax {0} U Bx{1}in der Addition hat folgenden Grund: Es
gilt Al = IAx{0}1, 1Bl = IBx{1}l,und Ax{0} "B x{1}=. Wirverwenden
also disjunkte Mengen der entsprechenden Kardinalititen zur Addition. Eine
Definitionvon a + a = [AUA| = | Al istsicher nicht das, was wir wollen. Fiir die
wie oben definierte Addition gilt aber gewif}: Sind A, B disjunkte Mengen, so ist
IAUBI =1Al + IBI.

Esistklar nach all dem, was wir in den vorangehenden Kapiteln gezeigt haben,
daf§ die Operationen wohldefiniert sind, d. h. verwenden wir andere Mengen



12. Kardinalzahlen und ihre Arithmetik 165

M,N mit IMI| = Al =aund IN| = | Bl =b, so erhalten wir dieselben Ergebnisse
fiir a + b, a- bund a’.

Man zeigt leicht, dafi die Operationen mit endlichen Kardinalititen n,m € N
die tiblichen Operationen auf den natiirlichen Zahlen liefern. Der Leser tiberle-
ge sich statt einer langweiligen und linglichen Ubung vielleicht die folgenden
Spezialfille: 0 - n =0, n’=1firallene N, 0" =0 firallene N -{0}. [Fiir die
leere Menge gilt @ : @ — M fiir alle Mengen M. Daher die 1 in n’. Allgemein
giiltige Sonderfille sind a’ = 1, 1" = 1 fiir alle @ und 0" = 0 fiir alle a # 0.]

Fiir die Addition und die Multiplikation von beliebigen Kardinalzahlen gelten
die aus dem Reich des Endlichen vertrauten Rechenregeln:

Ubung
Die Operationen +, - sind kommutativ, assoziativ, und es gelten
die Distributivgesetze, d.h. fiir alle Kardinalzahlen a, b, ¢ gilt:

() a+b=b+a, a-b=0b-q,
@) (a+b)+c=a+b+c¢), (a-b)-c=a-(b-0),
Gi) (a+b)-c=a-c+b-¢, a-(b+c)=a-b+a-c
Ubung
Seien a, b, ¢ Kardinalzahlen, und es gelte b < ¢. Dann gilt:
() a+b <a+gc,
@) a-b<a-c
(i) a®
(iv) b"

Dagegen bleibt ein < i.a. nicht erhalten: 0 <1, aber 0 + Xy = Xy =1+ K.

< af, falls b#0 oder a=0.
<

Altes in neuem Gewande

Wir stellen in der neuen Notation einige Resultate zusammen, die wir in den
vorangehenden Kapiteln (incl. der Ubungen) bewiesen haben.

Fiir Xo= INI, ¢ = IRI, f= %1 gilt:
(i) Ry <c<H,
(i) R+ Xp = X Xy = X,
(i) c = c+Cc=c-c,
() T =Ff+f=7F-T,
W) ¢ = 2% = gM = ¢
(vi) f
Fiir alle Mengen M gilt: |P(M)| = 2% falls IMI| = a.

Unsere Hauptsitze schreiben sich nun sehr elegant, denn fir alle Kardinalzah-
len a, b haben wir:

b

2= Ry = =
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(@ a<bund b <a fog a=>b, (Satzvon Cantor-Bernstein)
(ii) a < b oder b < q, (Vergleichbarkeitssatz)
(i) a < 2°. (Satz von Cantor)

Fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a gilt weiter:
(1) N0 < a,
() a+l = a,
(i) a+ X, = a,
(iv) a+a = a folgt 2°-2" = 2°
Die neuen Kardinalzahlen fithren nun nicht nur zu kompakten Notationen,
sondern suggerieren Rechengesetze, mit denen sich einige Resultate innerhalb

einer Zeile beweisen lassen, etwa |R”| = IR 1. Dies verdient einen eigenen Zwi-
schenabschnitt.

Rechenregeln der Exponentiation

Dem Leser wird die folgende Ubung dringend ans Herz gelegt:

Ubung
Seien a, b, ¢ Kardinalzahlen. Dann gilt:
(1) ab+c _ ab.ac,
@) (a-b) =a‘- b

(i) (a)° =a""

Mit diesen einfachen Rechenregeln gewinnen wir viele Michtigkeitsresultate
von frither sehr einfach. Einige Beispiele sind:

@) IR* = IRXRI = 2%0.2%0 = 2%o+®o _ 2% _ R,

() INRI = @%o)®o = 2% %o - 2% _ R,

(i) 1RRI = %)% = 2% 2% _ 2% _ )Rl _ p(R)|.

Wir verwenden hier neben IR1 = | P(N) | = 2% lediglich die Gleichungen
Ko+ Xo=Xound X - X = X;. Hieraus folgt dann weiter:

2% < )28 < %0 %0 o pRoxRe g0

also die in (iii) verwendete Gleichung & - 2% = 2%,

Die Beweise der Sitze iiber die Michtigkeit mehrdimensionaler Kontinua ha-
ben durch diese Algebraisierung zwar erheblich an Kiirze und Eleganz gewon-
nen, gegeniiber den Beweisen des ersten Abschnitts dafiir aber Kreativitit und
Anschauung eingebiifit. Fir die abstrakte Kardinalzahlarithmetik, einem der

Hauptanliegen auch der heutigen Mengenlehre, ist dieser simple ,,2°-Kalkiil“
aber unentbehrlich.
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Allgemeine Summen und Produkte

Der Leser kann den ,technischen Rest“ dieses Kapitels gefahrlos iiberspringen. Hohe-
punkte des Folgenden sind vielleicht die Ungleichung von Konig-Zermelo und der Multi-
plikationssatz. Wir diskutieren zudem einige Fragen, die man zur Arithmetik mit Kardinal-
zahlen stellen kann, und motivieren damit die allgemeine Theorie geordneter Mengen des
zweiten Abschnitts. Das Folgende erscheint dort noch einmal in einem sehr milden Licht,
das der Anschauung und den Photographien des Gedichtnisses sehr entgegenkommt.

Die richtigen Begriffe fiir bestimmte Probleme zu entwickeln und zu verwenden hat
Vorrang. Daneben steht aber ein gewisses puristisches Interesse, die Kardinalzahlarith-
metik zunichst ohne den Wohlordnungsbegriff zu entwickeln. Wie und daff dies geht,
erscheint nicht uninteressant. Der Leser hat dann zudem die Moglichkeit, die beiden
Methoden einander gegeniiberzustellen.

Kardinalzahlen lassen sich nicht nur in Paaren oder endlich oft, sondern in be-
liebiger Menge sinnvoll addieren und muldplizieren . Fir die Multplikation
brauchen wir zunichst einen allgemeinen Produktbegriff.

Definition (allgemneines Kreuzprodukt)
Sei I eine Menge, und seien A; Mengen fiiri e 1.
Dann ist X;. 1 A;, das allgemeine Produkt der Mengen A;,i € I,
definiert durch:

XAy = (f 1 £:T— U A, f(i) € A, firalleie 1}.

Das Produktist also die Menge der Transversalfunktionen f, die auf der Index-
menge I definiert sind und an jeder Stelle i € I einen Wertin A; annehmen. Wir
kénnen Ay X Ay zumeist gefahrlos mit X;. (¢ 1, A; identifizieren, obwohl streng
genommen A X A eine Menge von geordneten Paaren (ay, a;) ist, X;c (0,1} A;
dagegen eine Menge von Funktionen der Form { (0, ay), (1, a;) }.

Will man als ,,warm-up“ zeigen, daf} das Produkt unendlich vieler nichtleerer Mengen
immer nichtleer ist, so wird man bei der Konstruktion einer Transversalfunktion feststel-
len, dafi eine (triviale) Definition der Form ,ein ...“ gebraucht wird. (Generell gilt, daff in
der Kardinalzahlarithmetik abstrakte Auswahlgeneratoren fast tiberall am Werk sind.) Es
stellt sich dann - nach diesem ersten Resultat iiber die Existenz einer Transversalfunktion
- der Intuition entsprechend heraus, dafi es fiir unendliche Systeme aus A;’s mit mehr als
einem Flement massenweise Transversalfunktionen gibt. Vgl. hierzu die Ubung unten.

Definition  (Summe und Produkt von Kardinalzahlen)
Sei I eine Menge, und seien a; Kardinalzahlen fiiri € I.
Weiter seien A; Mengen fiiri € I mit [A;] = a;.
Wir definieren die Summe ¥.;. 1 a; und das Produkt I1;. 1 o
der Kardinalzahlen a;, i € I, wie folgt:
Yierq = 1Uicr Ayx{i}],
[licrap = I X1 Al
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Die Summe ist also allgemein definiert iiber die Kardinalitit einer disjunkten

Vereinigung, und das Produkt iiber die Menge der Transversalfunktionen, die
durch die indizierten Mengen laufen.

Es ist klar, daff diese allgemeinen Summen- und Produktdefinitionen fiir end-
lich viele Summanden und Faktoren mit den alten ibereinstimmen. So gilt zum
BCiSpiel (‘(0 . al . (12 = Hie {0,1,2} C[i.

Ubung

Seien I, ] Mengen, und seien «, b; Kardinalzahlen fiiri € Ibzw. j € J.
Dann gilt:

(l) HieI a; # 0 gdw aii()ﬁiralleie I,
@) Xiera; #0 gdw a;z0fireinie I,
(111) Ziel C[i < HieI (Ii fﬂlls (Ii 22 ﬁir alleie I,
(iv) Xic1 @ < Xjey by falls eininjektives f: I — J existiert mit
< bf(i) firalleie I,
) et ai < ey by, falls b;#0 fiir alle j € J, und ein injektives
t:1 — J existiert mit @; < by fiiralleie L

Es folgt, daff X;c 1 a; = Xic1 ag fiir alle Bijektionen f : I — I gilt, und ein
ebenso allgemeines Kommutativgesetz gilt fiir die Multiplikation. Nach Defini-
tion haben wir [I;cra; =1 firI = .

Es gelten weiter andere aus der endlichen Arithmetik bekannte Rechenregeln:
Ubung
Sei I eine Menge, und seien a; Kardinalzahlen fiirie 1.
(@) ey = (IT;e; )" fiir alle Kardinalzahlen b,
(i) Ilicrai = Mxez [Micx a; und
YierQi = XXez Ziex §
fiir jede Zerlegung Z von I in paarweise disjunkte Mengen.

Fir die Unersittlichen seien schliefilich auch noch die Distributivgesetze in
ihrer allgemeinsten Form notiert:

Ubung  (allgemeine Distributivgesetze fiir Mengen und Kardinalzablen)
Sei K eine Menge, und seien I} Mengen firk e K.
Weiter seien A ; Mengen fiiri e I, k € K, und es sei
a ;= 1Al firie I, ke K. Dann gilt:
(1) Xke K Uie Iy Ak,i = Ufe XkEKIkae K Ak,f(k)’
() IMyer Zien, i = Lfexy g Hkek Ot
(i) Xiex MicnAxi = MNiexoor, Xkek Ak
(iv) N kek Uie in Ak,i = Uy Xiek Ik mke K Ak,f(k):
™) Ukex mie Iy Ak,i = mfe Xiex I Ukek Ak,f(k)-
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Das sieht ein bifichen abschreckend aus, und deswegen ist vielleicht ein Gedankenexpe-
riment fiir die ersten beiden Gleichungen vertrauenerweckend und hilfreich: Jedeske K
ist ein Land, I sind die Stidte im Land k, Ay ; sind die Einwohner der Stadtiim Land k.
Fir die Produktbildung betrachten wir alle méglichen Menschenketten (mit Kerzen,
wenn Sie wollen), bei denen jedes Land genau einen Bewohner aus irgendeiner seiner
Stidte beitrigt. All diese Ketten kénnen wir gruppieren nach Ketten f aus Stidten, bei de-
nen jedes Land k eine Stadt f(k) beitrigt, was zur rechten Summe fiihrt. Das Distributiv-
gesetz (i) fiir Mengen stimmt auch im nichtdisjunkten Fall, bei dem jeder Bewohner
Wohnsitze in mehreren Stidten haben kann.

Wir verwenden zuweilen folgende suggestive Schreibweisen: > ;. 1 b ist nichts
als ;e oy mita; = b fiir allei € I. Damitist zum Beispiel ;. 1 1 definiert. Weiter
ist fiir eine Menge 2 von Kardinalzahlen ¥, c ¢ @ oder auch nur ¥, 2 einfach eine
bequeme Schreibweise fiir 3; o b; mit b; =i fiir alle i € 2. Analoges gilt fiir das
Kreuzprodukt und das Mengenprodukt; so ist etwa
XA =X,cai={flf:A— UA fa)e afiiralleae A}.

In der Literatur wird das grofie griechische Pi oft auch fiir das Mengenprodukt
verwendet; weiter findet man bei Zermelo und Hausdorff auch % fiir [T bzw. X.

Die Idee, dafl Multiplikation iterierte Summation, und Exponentiation iterier-

te Multiplikation ist, behandelt die folgende Ubung.

Ubung
Sei A eine Menge, und sei a = |Al. Dann gilt:
(@) a=2Zical,
(i) b-a = X;cab fiir alle Kardinalzahlen b,
(i) 2% = [T;ca 2, und allgemeiner
(iv) b% = [1;ca b fiir alle Kardinalzahlen .

Ist] c Tunendlich, a; > 2 firalleie J,aq; 21 fiirallei € I, so ist nach den beiden
Ubungen [T, a; > [Mic;221lien2 =2 Xo_ Alle nichttrivialen ,echt® unendli-
chen Produkte haben also mindestens die Michtigkeit der reellen Zahlen. Es
gibt also i.a. sehr viele Transversalfunktionen. Andererseits gilt [T;.; a; < b'",
falls a; < b fiir alle i e I gilt.

Nach dieser Seelandschaft mit Frakturbuchstaben kommen wir nun endlich
zu einem interessanten Satz.

Der Satz von Julius K6nig und Ernst Zermelo

Den Satz von Cantor kann man nun etwas schrullig so notieren:
Yical < Iljca2 fiir alle Mengen A.

[Fir A = & ist die linke Seite 0, die rechte ist 1 wegen & : & — {0,1}.]
Es gilt nun die allgemeinste denkbare Form dieses strikten Grofienunterschie-
des zwischen Summe und Produkt. Dies ist der Inhalt eines der stirksten Sitze
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der elementaren Kardinalzahlarithmetik. Der Beweis ist, wie kaum anders zu er-
warten, ein Diagonalargument.

Satz  (Satz von Fulius Konig und Ernst Zermelo)
Sei I eine Menge, und seien q;, b; Kardinalzahlen furie I
Weiter gelte a; < b; fiir alle i € 1. Dann gilt:

Zie1® < Ilier by

Beweis
Offenbar ziel ai < Hie 1 bi'
Seien A;, B; Mengen mit |1A;| =a;, IB;| =b; firie L.
Sei weiter S = UiEIAi X { i }, P-= XieI Bi'
SeiF:S — P. Wir zeigen, dafi F nicht surjektiv ist.
Wir definieren g € P wie folgt. Fiiri € I sei:

g(i) = ,einbe B;mitbe {F(y)(i) | ye A; x{i}}“
Ein solches b existiert, denn es gilt:
HEW)@G) lye Ajx{i}} < {F(y) l ye A;x{i}}l <1A;l <IB;l,
und somitist { F(y)(i) | ye A;x{i}}eine echte Teilmenge von B;.
Offenbar ist g € P.

Aber g ¢ rng(F), denn g(i) # F(y)(i) firalleye A;x{i},ie I,
- alsog#F(y) firalleye S.

Zermelo (1908): ,,33y1. Theorem. Sind zwei dquivalente Menge T und T”, deren Ele-
mente M, N, R ... bzw. M, N’, R, ... unter sich elementenfremde Mengen sind, so
aufeinander [bijektiv] abgebildet, dafi jedes Element M von T von kleinerer Mich-
tigkeit ist als das entsprechende Element M’ von T, so ist auch die Summe S = &T
[= U T] aller Elemente von T von kleinerer Michtigkeit als das Produkt P’ = T’
[= X T’ = X;. 1 i] aller Elemente von T"...

Das vorstehende (Ende 1904 der Gottinger Mathematischen Gesellschaft von mir
mitgeteilte) Theorem ist der allgemeinste bisher bekannte Satz tiber das Grofier und
Kleiner der Michtigkeiten, aus dem alle iibrigen sich ableiten lassen. Der Beweis be-
ruht auf einer Verallgemeinerung des von Herrn J. K6nig fiir einen speziellen Fall
[fiir abzdhlbare Mengen T, T”] ... angewandten Verfahrens.“

Der Index VI bedeutet hier, dafy Auswahlakte in den Beweis des Satzes einflieffen.

Als Korollar erhalten wir den Satz von Cantor iiber die Michtigkeit der Potenz-
menge. Allerdings ergibt sich kein neuer Beweis fiir a <2%: Der Beweis des Satzes
von Ko6nig-Zermelo filltim Fall a; = 1 und b; = 2 fiir alle i € I mit dem originalen
Beweis des Satzes von Cantor zusammen.
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Einige Fragen zur Kardinalzahlarithmetik

Wir versammeln einige natiirliche Fragen zur Kardinalzahlarithmetik, die wir
noch nicht beantwortet haben. Die einfachsten sind vielleicht:

(1) Gilt a+ a = a fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a ?
(2) Gilt a - a = a fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a ?

Motiviert sind diese Fragen durch die Gleichungen a + a=a-a=afira= X,
odera=c= IRl odera=f=1%&|. Wir werden sie unten positiv beantworten.

Neben der Addition und der Multiplikation kann man Fragen an die Exponen-
tiation stellen, insbesondere an 2. Weiter gibt es jede Menge Fragen an die
Struktur der Ordnung der Kardinalzahlen. Wir haben ihre Vergleichbarkeit ge-
zeigt, aber das legt die Ordnung sicher noch nicht fest.

Zur bequemen Formulierung derartiger Fragestellungen brauchen wir noch
zwei sich sehr dhnliche Definitionen.

Definition (kardinaler Nachfolger, a*)
Sei a eine Kardinalzahl, und sei b eine Kardinalzahl mit:

(i) a<b.
(i) Fiir alle Kardinalzahlen ¢ mita < cist b <c.
Dann heifit b der kardinale Nachfolger von a, in Zeichen b = a”.

Definition (kardinales Supremum, sup ())
Sei 2 eine Menge von Kardinalzahlen, und sei b eine Kardinalzahl mit:

() a<bfiralleae .
(i) Ist ¢ eine Kardinalzahl mit a < ¢ fiir alle a € 2, soist b <c.
Dann heifit b das (kardinale) Supremum von 2, in Zeichen b = sup(2).

Hier nun also zwolf weitere Fragen:

(I) Existierta® fiir alle a ?

(I) Existiert sup(2) fiir jede Menge 2 von Kardinalzahlen ?
(IIT) Gibt es Kardinalzahlen a,, ne N, mita,,; <a, firallen ?
(IV) Giltsup(A) =X c9a fiir jede Menge 2 von Kardinalzahlen ?

(V) Gibtes ein b > X, das kein Nachfolger eines a ist ?

(VI) Gibteseinb> 8o mit2°<b fiirallea<b ?
(VID) Gilt 2" = a* fiir ein unendliches q, falls a* existiert ?
(VII) Gibt es ein unendliches a mit 2 = a* ?
(IX) Gilt 2" < 2" fiir gewisse (oder alle) a < b ?

(X) Welche Werte aufier b < a kann man fiir 2% ausschliefien ?
XI) Gile I{b | b<a}l <afiir alle Kardinalzahlen a ?

(XII) Existiert fiir alle Mengen A mit |A| = a eine c-Kette K
inAmit { IXI | Xe K} ={blb<a}?
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Ubung
Es sind dquivalent:

(i) Die Antworten auf Fragen (I) und (II) sind ,,ja“.
(ii) Die Antwort auf Frage (III) ist ,nein“.

[Wir geben unten einen Beweis von (ii) 7 (i).]

Viele dieser Fragen sind dadurch motiviert, daf§ die endlichen Kardinalzahlen
und X bestimmte Eigenschaften haben; es existiert fiir n € N z.B. immer der
kardinale Nachfolger n* =n + 1 und es gilt X = sup(N) =3 .y n. Weiter ist X
kein Nachfolger und sogar abgeschlossen unter der Exponentiation 2°, d.h. es
gilt 2" < R, fiir alle a < . Andere Eintrige in der Liste sind natiirliche Fragen
an die Potenzmengenoperation.

Man kann iiber die Liste ein wenig nachdenken, und dann einfach in die
Sprechstunde der alten Dame Mengenlehre gehen und sie fragen:

Wie siebt die Struktur der Ordnung der Kardinalzablen aus ¢
Was kann man zur Exponentiation sagen, aufer daf$ 2° > o gilt?

Es zeigt sich, daf§ Madame J recht bereitwillig auf Strukturfragen Antwort
gibt, und wir werden ihre Antworten gleich und dann noch einmal im zweiten
Abschnitt besprechen. Besonders die ordnungstheoretischen Methoden ergeben
ein kristallklares Bild tiber die Lage der Kardinalzahlen untereinander und bet-
ten sie in einen feineren Rahmen ein.

Zu Fragen der Exponentiation hiilltsich die Dame derart in Schweigen, als hit-
te man etwas Unanstindiges gefragt. Es braucht wahrlich einen listenreichen
Odysseus, um hier Antworten zu erhalten. Einiges lifit sich iiber 2* herausfinden,
aber oft nur mit sehr komplexen Techniken.

Viele Fragen iiber 2 sind aber zumindest hart an der Grenze der Erforschbar-
keit, wenn nicht sogar hinter ihr. Man hat zeigen kénnen, dafi die Beweisluftin ex-
ponentialen Hohen sehr diinn wird. (Vgl. die Diskussion tiber (CH) im vorhe-
rigen Abschnitt.) Manche haben in ihrer Ratlosigkeit der Dame vorgeworfen, sie
wisse selber nicht so recht, was es mit 2% auf sich habe. So weit wollen wir nicht ge-
hen, und Fragen auch dann als sinnvoll erachten, wenn es noch unzihlige Wellen
brauchen wird, um von ihnen auch nur ein Kérnchen Erkenntnis abzuspalten.

Wir wenden uns nun zunichst der Addition und Multiplikation von unendli-
chen Kardinalzahlen zu: Wir zeigen, daf§ diese Operationen viel einfacher sind als
die Addition und Multplikation, die wir in der Grundschule fiir die endlichen
Nuflhaufen durch Nachkochen von komplizierten Rezepten gelernt haben. Das
Ergebnis ist hiibsch, aber angesichts der Unantastbarkeit der Exponentiation
kann man es auch als eine Art Hohngelichter empfinden.

Danach bringen wir ein Beispiel fiir ein Nichtsdestotrotz-Resultat iiber 2:
Wir konnen tatsichlich einige Werte ausschliefien.

Zum Abschlufy des Kapitels erforschen wir dann noch recht detailliert die
Strukturfragen an die Ordnung, und haben dann insgesamt viele Fragen der Li-
ste beantwortet.
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Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen

Wir zeigen a + a = a - a = a fiir alle unendlichen Kardinalzahlen a.

Die Beweisidee ist die des Vergleichbarkeitssatzes. Wie dort sind die dahinterliegenden
Ideen im Grunde sehr anschaulich: Wir definieren Approximationen an ein gesuchtes
Objekt und zeigen, dafl es eine bestmogliche Approximation gibt. Wir benutzen hierbei
den allgemeinen ,,des Pudels Kern“-Satz iiber die Existenz von Zielen in Zermelosyste-
men, sodaf} der Leser, der nicht gerne in die Rolle des Pudels schliipft, die etwas filzige
Approximationstechnik selber nicht zu kennen braucht. (Es ist eine gute Ubung, einen
der Beweise unten umstindlich auszufiihren, und sich das mephistophelische Schauspiel
von Schmidtscher Auswahl und Zermeloscher Reduzierung von geschlossenen Mengen
noch einmal vor Augen zu fithren.) Der Leser kann den Rest dieses Abschnitts auch iiber-
schlagen: Wir geben im zweiten Abschnitt Beweise von aufregender Transparenz fiir die
Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen.

Wir fiihren den Beweis in der ,,neuen” Form mit Kardinalzahlen (1Al = a). Ein Um-
schreiben auf die ,,alte” relationale Form (1Al = |BI) wire problemlos. Die Multiplikati-
onsaussage lautet z. B. einfach: Fiir alle unendlichen Mengen M ist IM x M| = |MI.

Der Beweis gliedert sich in mehrere Zwischenstufen. Zunichst zeigen wir, daf§
wir eine unendliche Menge immer als ,Rechteck mit einer abzihlbaren Seite
darstellen konnen.

Satz  (Zerlegungslemma)
Sei A eine unendliche Menge.
Dann gibt es eine Menge B mit |Al = IBxNI.

Die Idee ist, A durch abzihlbare Teilmengen auszuschépfen, um es in der Form B x N
anordnen zu konnen. Jede dabei verwendete Teilmenge bildet dann eine Spalte der Hohe
N in der abschliefenden Darstellung als ,Rechteck”. Die ersten Elemente der Spalten bil-
den die Breite des Rechtecks, also die Menge B.

Beweis
Sei % ={Z | jedest e Z ist eine Injektion von N nach A und
fir alle f,g € Z mit f # g gilt: rng(f) Nnrng(g) = }.

Dann ist % ein Zermelosystem !
Wegen INI < [Al ist £ #J.
Sei also Z ein beliebiges Ziel von %. Dann gilt:

(¢) R = A- Ui, rng(f) ist endlich.
Hieraus folgt aber:
(¢*) Esexistiertein Z* € ¥ mit U 4» rng(f) = A.

Beweis von (&%)
Seih:m — R bijektiv fiir ein m € N, und sei g € Z beliebig.
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Wir definieren g* : N — A durch

wry h(n), falls n<m,
g'(n) = { g(n-m) andernfalls.

Dann ist g* injektiv und rng(g*) = rng(g) v R.
SeiZ*=(Z-{ghv{g}
Dannist Z* € % und U, 5« rng(f) = A.

Sei nun Z* wie in (¢*). Sei B={{(0) | fe Z*}.

Wir definieren h : BxN — A durch:

h(x,n) = f,(n), wobei f, das eindeutige f € Z* ist mit £(0) = x.
— Dannisth:BxN — A bijektiv.

Mit einem kleinen Trick erhalten wir hieraus schon:

Korollar  (abziblbarer Multiplikationssatz)
Sei a eine unendliche Kardinalzahl.
Dann gilt a- Xy = a.

Beweis
Sei A eine Menge mit |Al = a. Nach dem Zerlegungslemma existiert
eine Menge B mit |Al = IBXNI.Seib=IBI.
Wir haben damit a = b - X. Dann gilt wegen X, - Xy = X, und der
Assoziativitit der Multiplikation:

—a=D0-8 = 0-Ry-Xy = a-X,.

In der Rechnung der letzten Zeile des Beweises zeigt sich, warum wir im Zerlegungslemma
die Menge A nicht durch Paare, sondern durch abzihlbare Mengen ausgeschépfthaben: Eine
Paarausschopfung - die zudem ein listiges einzelnes Element hinterlassen konnte, das sich
nichtganzsoleichteinbinden liefle wie ein endlicher Restin eine N-Ausschépfung - liefert nur
a-2=0b-2-2=0-4,wasnichtweiterhilft. 2 - 2 # 2, aber X, - X, = X,

Wegena<a+a=a-2<a- Xj=a fir unendliche a haben wir:

Korollar (Additionssatz)
Sei a eine unendliche Kardinalzahl. Dann gilt a + a = a.

Mit Hilfe des Additionssatzes beweisen wir nun den Multiplikationssatz, wie-
der durch Approximation. Hierzu einige Bemerkungen vorab. Sei B eine Appro-
ximation an |AXAl = |Al,dh.BcAund IBxBI = |BI.

Ist IBI < 1Al, so konnen wir im Rest A - B eine Kopie C von B finden, denn ,,B
ist klein in A“. Die Kopie fiigen wir zu B hinzu und betrachten das Kreuzprodukt
von B U C. Dieses zerfillt in vier gleichgrofie Teile, und mit Hilfe des Additions-
satzes konnen wir leicht zeigen, dafl wir einen Zeugen f fiir IBxB| = |B| zueinem
Zeugen g fiir IBUC x BUCl = IBuU Cl fortsetzen konnen. Die Approximation
B ist also keinesfalls bestméglich, und dies hilt die Dinge intern am Laufen.
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Istandernfalls |1B1 = 1Al,so ... ? —ja, so sind wir schon fertig, denn in diesem Fall
ist IAXAl = |Al, da dies fiir B gilt, und B und A in bezug auf Kardinalititsfragen
gleichwertig sind. Dies ist eine kleine, aber enorm hilfreiche Beobachtung: Wir
miissen nicht ganz A ausschopfen, es reicht, daff wir eine Approximation B c A fin-
denmit |BxBI = IBI, die die gleiche Kardinalitit wie A hat.

Satz  (Multiplikationssatz)
Sei a eine unendliche Kardinalzahl.
Danngilt a-a = a.

Beweis
Sei A eine Menge mit IA| = a.
Sei % ={f | {:BxB — B bijektiv fiir ein unendliches BC A }.
Es gilt % # @ wegen Xy <aund R, - Xg= K.
% ist ein Zermelosystem.
Seialso f € % ein Ziel von %.
Sei B =rng(f). Dann gilt IBxBI| = IBl wegenf e %.
Ist IBI = lAl,so gilt IAxAl = IBxBI = IBl = |Al, und wir sind fertig.
Es geniigt also, den anderen Fall zum Widerspruch zu fithren.

Annabme, es gilt 1Bl < 1Al
Seidann Cc A - B mit ICI = IBI.

[Ein solches C existiert, denn andernfalls ist |A - rng(f) | < IBI.
Aber IBI < IAl, also gilt nach dem Additionssatz

Al = TA-Bl + Bl < IBl + Bl = IBI < |Al, Widerspruch.)
Sei D = BUC, D, = BxC,
D, = CxC, D; = CxB,

f* = ,einh o fmit BxC Cxe
h:DxD — D bijektiv“.

Ein solches h existiert, denn es gilt
ID;1 = ID, | = IDs1 = IBI, also

hat nach dem Additionssatz auch B | BxB D; =
D, u D, U D; die Kardinalitit CxB
IBI = ICI. Also existiert ein

g: Dl UDZ UD3 — C bl]ekth B C

Alsoistf*=fuUg:DxD — D bijektiv. Also f* € %.
— Dann ist aber f kein Ziel von %, Widerspruch.

Der hier dargestellte Beweis folgt im wesentlichen einem Beweis von Max Zorn aus
dem Jahre 1944. Die ersten Beweise des Additionssatzes und des Multiplikationssatzes
haben unabhingig A.E. Harward 1905 und Gerhard Hessenberg 1906 gegeben, zuvor
war @ = Q- a=q + anur fiir die Spezialfille X, ¢ und f bekannt. Bernstein schreibt in
seiner Doktorarbeit 1901, dafi ihm Cantor einen Beweis der Gleichung IM x M| = | M|
mitgeteilt habe fiir Mengen M mit einer bestimmten Eigenschaft (E), gibt diesen Be-
weis aber nicht wieder. Hausdorff stellt 1904 eine dquivalente Behauptung auf, ebenfalls
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ohne Beweis. Die damals kursierende und naheliegende Beweisidee war die der Verallge-
meinerung der Cantorschen Diagonalaufzihlung von N?. Mengen M mit der Eigenschaft
(E) lassen sich in eine N-dhnliche Form bringen, und es liegt dann nahe, das Produkt
M x M iiber eine Paarungsfunktion diagonal abzuzihlen.

Harward und Hessenberg gelangen die ersten strengen Umsetzungen dieser Idee. Ein
Jahr spiter gab Hessenberg einen zweiten Beweis, und 1908 fand Philip Jourdain (1879 -
1921) einen dritten. Wir werden diese Beweise und ihre Geschichte spiter diskutieren
(2.8). Sie alle zeigen den Multiplikationssatz fiir Mengen, die die Eigenschaft (E) haben.
Das allgemeine Resultat folgt dann aus dem Satz von Zermelo, dafi in der Tatalle Mengen
die Eigenschaft (E) haben. Eigenschaft (E) ist die sog. Wohlordenbarkeit, und der Satz
von Zermelo ist der Wohlordnungssatz von 1904, ein historischer Vulkanausbruch, der
viel fruchtbaren Boden hinterlieff. Der Durchfiihrung des Cantorschen Leitmotivs Wohl-
ordnung widmet sich der zweite Abschnitt, und wir werden auf die Ereignisse kurz nach
der Jahrhundertwende dort zuriickkommen.

Als Korollar halten wir fest, daf§ die Addition und Multiplikation im Unend-
lichen letztendlich trivial ist:

Korollar  (Addition und Multiplikation von Kardinalzahlen)
Seien q, b # 0 Kardinalzahlen, und es sei X, < max(a, b).
Dann gilt a + b = a- b = max(a, b).

Hatten wir auch etwas Miihe mit dem Beweis des Muldplikationssatzes, so
bleibt uns dafiir die Miihe des Ausrechnens von a - D fiir immer erspart.

Aus dem Multiplikationssatz gewinnen wir die folgende Aussage tiber die Kar-
dinalzahlsumme und iiber Suprema: Sei 2 eine Menge von unendlichen Kardi-
nalzahlen. Fiir alle Kardinalzahlen ¢ gelte I{b | b <¢}I <c¢. Dann gilt:

Sup(X) = Toeq .
Denn sei ¢ eine Kardinalzahl mit a < ¢ fir alle a € 2. Dann gilt:
Speqa@ <c- 1Al <c-c = ¢

Offenbarista <X, o a fur alle a € A, und damit ist dann sup(A) = X, o a.

Wir zeigen unten, dafl die Voraussetzung [{ b | b < ¢ }I < ¢ fiir Kardinalzahlen ¢
immer erfiillt ist.

Frither hatten wir gezeigt, dafi das Entfernen einer abzihlbaren Menge die
Kardinalitit einer unendlichen Menge nicht indert. Allgemein erhalten wir nun:

Korollar  (Subtraktionssatz)
Sei A eine unendliche Menge, und sei B c A mit |Bl < [Al.
Dann gilt IA- Bl = [Al.

Beweis
Andernfalls wire 1Al = Bl + [A- Bl =max(I1BIl, IA-Bl) < IAl,
—  Widerspruch.

Eine hiibsche Anwendung des Multiplikationssatzes ist, dafl wir a’ in vielen
Fillen auf 2° zuriickfiihren kénnen:
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Ubung ~ (Verkleinern der Basis)
Seien a, b Kardinalzahlen mit2 <a <0, &, <b.
Dann gilt a® =2°.
[a® < 9P =270 = 2%
Wir betrachten nun umgekehrt den Fall, daf§ der Exponent kleiner ist als die
Basis. Hier gibt es keine einfache Formel, dafiir aber einen interessanten Zusam-

menhang zwischen a” und der Anzahl der b-grofien Teilmengen einer a-grofien
Menge. Hierzu:

Definition ([A]", [A]=", [A]")

Sei A eine Menge, und sei b < |Al. Dann setzen wir:
[A]" ={BcAlIBI=0},
[A]*" = {BcA I IBI<b},
[A]*" = {Bc Al IBI<b}

Sind A, B Mengen, so gilt A c [B x A]", denn jedes f : B — A ist eine Teil-
menge von B X A der Michtigkeit b = |BI. Diese Beobachtung ist schon fast die
Hiilfte des folgenden Satzes:

Satz (0" und [A]")
Seien A eine unendliche Menge, a = |Al, und sei b < a eine Kardinalzahl.
Dann gilta” = I[A]°1 = I[A]="1.

Beweis
Sei B eine Menge mit IBI = b.
O.E. b #0, denn sonst ist A = [A]" = [A]*" = {D}.

zua’ < 1[A]°:
Esgilt a’ = 1Al < I[BxA]"Il = I[A]"I wegen IBxAl = IAl
zu |[A]°] < I[A]=1:
Esgilt [A]" < [A]=".
z2u | [A]SP] < o
Wir definieren h(C) fiir alle C c A mit IC| <b, C# &, durch
h(C) = ,ein surjektives f: B — C*.

Dannisth:[A]*" - {@} — PA injektiv.
—  Also(wegen b#0) I[A]="1 = I[A]*" - {@}I < IPAI.



178 1. Abschnitt Einfiihrung

Zerlegungen und ein Resultat iiber IR

Wir haben gesehen, daff wir eine unendliche Kardinalzahl nicht als Summe
zweier kleinerer Kardinalzahlen darstellen kénnen. Sicher kbnnen wir aber a als
Summe von a-vielen kleinen Mengen darstellen, etwa trivial als a = ¥; . 1 1 mitei-
ner Menge I mit |I| = a. Eine natiirliche Frage ist nun die Untersuchung von
Zwischenstufen, bei denen a als Summe von weniger als a-vielen Kardinalititen,
die alle kleiner als a sind, dargestellt wird.

Definition (c-zerlegbar)
Seien a, ¢ Kardinalzahlen. a heifit c-zerlegbar; falls gilt:
Es gibt eine Menge I und Kardinalzahlen b; fiir i € I mit:

@ Il =¢,
(ii) by<afiiralleie I,
(i) Yic1bj=a.
Wir sagen dann, dafi (b; | i € I) eine c-Zerlegung von a ist.

Jede Kardinalzahl a # 1 ist trivialerweise a-zerlegbar. Wir kénnen aber leicht
recht grofie Kardinalzahlen konstruieren, die X-zerlegbar sind:

Ubung
Sei ag eine Kardinalzahl, und sei A, eine Menge mit | Ay | = aj.
Wir definieren rekursiv firne N: A, = P(A,).
SeiA=U,.nA,,undseia=IAl.
Dann gilt a > ay und a ist X-zerlegbar.

Wir kénnen tiberraschenderweise nun alle X,-zerlegbaren Kardinalzahlen als
mogliche Werte der Kardinalitit des Kontinuums ausschliefien, und also doch
ein bifichen mehr iiber 2*¢ herausfinden als nur 2% > X!

Satz (R -Unzerlegbarkeit von |R1)
Sei a eine unendliche Kardinalzahl, und a sei X y-zerlegbar.
Dann gilt IR] #a.

Beweis
Sei ¢ = 2% und seien b, Kardinalzahlen mit b, < ¢ fiirallen € N.
Dann gilt nach dem Satz von Kénig-Zermelo:

Soenby < Iaene = INRI = ¢® = @%0)®o = 2% ®o o %0 _ ¢

— Alsoist(b, | ne N)keine X,-Zerlegung von c.

Allgemeiner zeigt das Argument:
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Ubung
Sei a eine unendliche Kardinalzahl.
Dann ist 2% nicht c-zerlegbar fiir alle ¢ < a.

Es gibt also sowohl beliebig grofie X,-zerlegbare Kardinalzahlen, als
auch solche, die nicht a-zerlegbar sind fiir ein beliebig grofies a.

Zerlegungen wurdenvon Hessenbergund Hausdorffim ersten Jahrzehntdes 20.Jahrhun-
derts untersucht, wobei sie dort in ordnungstheoretischem Gewande auftreten. Wir kom-
men bei der Besprechung des Konfinalititsbegriffs darauf noch zuriick. Zerlegungen bzw.
Konfinalititen sind von grofier Bedeutung und tauchen in der modernen Mengenlehre an
allen Ecken und Enden auf. Fiir jetzt gentigt es uns, etwas iiber |R| gefunden zu haben, was
wir bislang nicht wufiten. Dem interessierten Leser sei aber noch eine Ubung angeboten.

Ublmg
Sei a eine unendliche Kardinalzahl, und es existiere a*.
Dann ist a* c-unzerlegbar fiir alle ¢ < a™.
[Benutze b < a fiir alle Kardinalzahlen b<a*und a- a=a.]

Zur Struktur der Ordnung der Kardinalzahlen

Den Nachweis der Existenz des Supremums einer Menge 2( von Kardinalzah-
len sind wir noch schuldig geblieben. Wir betrachten zunichst Ketten.

Satz  (Suprema und Vereinigungen von Ketten)

Sei K eine c-Kette, und sei B = U K. . b=IBI =1UKI
Weiter seien A ={ |X| | Xe K},b=1BIl,undes
sei ¢ eine Kardinalzahl mit a < ¢ fiir alle a € 2. - ¢=IClI
Dann gileb <.

Beweis .
Die Aussage ist klar, falls ¢ endlich ist. O.E. sei U (Kardinalitiiten
also ¢ eine unendliche Kardinalzahl. " der Elemente von K)

SeiK'={UU I UcK}
Dann ist K’ eine Kette und es gilt:

(i) UK =B, .
con o , .. . Wir zeigen, dafs eine Kardinalzabl
(ii) fiir alle X € K, X# B, existiert ein ¢ zwischen A und b nicht existiert.
Ye KmitX Y,

(i) UUe K fiiralle UcK'.
Sei C eine Menge mit |CI =c.
Sei ¥ ={f | f: X — Cinjektiv fiirein X € K'}.
Dann ist % ein Zermelosystem (wegen (iii)).
Seialsof:X — Cein Ziel von %. Dann gilt X = B:
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Denn andernfalls existiert nach (ii) ein Y € K mit X ¢ Y. Wegen
Irng(f) 1 = IXI 1Yl <IClist ['Y-XI 1Yl < ICl = C-rng(f)I.
Also existiert ein injektives g : Y - X — C - rng(f). Dann ist aber
fug:Y — Cinjektv. Also ist f kein Ziel von &, Widerspruch.

— Dannistaberf: B — Cinjektiv, also b <c.

Hat U kein grofites Element, so zeigt der Beweis, dafi b = sup(2) gilt. Andernfalls zeigt
der Beweis nur, daf§ b kleinergleich jedem c ist, das szrikt grofier ist als alle a € 2[. (Sowohl
b =sup () als auch b = sup(A)* sind in diesem Fall méglich, wie spiter klar werden wird.)

Wir erhalten hieraus durch ein weiteres einfaches Zermelosystem-Argument,
dafl es auch fiir unendliche Kardinalzahlen kein unendliches Riickwirtszihlen
gibt. Der Leser, der die Ubung nach den Fragen (I) - (XII) verfolgt hat, wird
sich erinnern, daf} dies eine sehr niitzliche und starke Eigenschaft ist.

Satz  (Nichtexistenz unendlicher absteigender Folgen von Kardinalzablen)
Es gibt keine Kardinalzahlen a,, n € N, mita,,; <a, firallen e N.

Beweis
Wir nennen eine Kardinalzahl a (fiir diesen Beweis) zrreal, falls
ein kardinaler Abstieg a>ag>a; >...>a, > ... ,n e N, existiert.
Andernfalls nennen wir a real.
X, istreal, dennistk,,; <k, firallene N, k, € N, so hitte die
nichtleere Menge A = {k, | ne N} c N kein kleinstes Element.
Weiter gilt offenbar: Ist a real und b < a, so ist auch b real.
(Denn andernfalls wire a > b > by > by > b, ... fiir gewisse b, n € N.)

Sei nun a eine unendliche Kardinalzahl, und sei A eine Menge mit |Al = qa.
SeiZ ={XcA |l IXlistreal}.
Dann ist % ein Zermelosystem:

Denn sei K ¢ % eine Kette, und sei B= UK, b = IBI.

Annabme, es gibt Kardinalzahlen b =by>b;>b,>...>b,>...,ne N.
Wegen b; < by = b existiert dann nach dem Satz oben ein X € K

mit b; < I1X/I. Dann ist aber | X1 irreal, Widerspruch.

Sei also X € % ein Ziel von %. Dann gilt X = A:

Andernfalls existiert einy € A - X.

Offenbar ist X unendlich.

Dann aber IXI| = IXU{y}l,alsoXU{y}e %.
Also ist X kein Ziel von %, Widerspruch.

— Alsoist X=Ae %, und damitist a = |Al real.

Definition (7zin(2())
Sei 2 eine Menge von Kardinalzahlen, und sei a eine Kardinalzahl.
a heifit das Minimum von A, in Zeichen a = min (), falls gilt:

ae A und a<bhfirallebe 2.
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Korollar  (Existenz minimaler Elemente)
Sei 2 eine nichtleere Menge von Kardinalzahlen. Dann existiert min(2[).

Beweis
Sei ag € U beliebig. Wir definieren durch Induktion nachne N
solange moglich:

(O, = yeinae A mita < a,”

Nach dem Satz oben existiert ein letztes definiertes aj,,
— und dann ist offenbar a,, = min(2[).

Korollar  (Existenz von Nachfolgerkardinalzablen)
Sei a eine Kardinalzahl. Dann existiert a*.

Beweis
Sei b > a beliebig, und sei € = { ¢ | ¢ Kardinalzahl,a<c¢<b}.
— Dann gilt € # &, und es gilt a* = min(2).

Korollar  (Existenz von Suprema)
Sei U eine Menge von Kardinalzahlen. Dann existiert sup(20).

Beweis
Sei b eine Kardinalzahl mit b > a fiir alle a € 2.

Ein solches b existiert: Fiir a € U sei
A, = ,eine Menge A mit |Al =a“
Sei B= U,y Ay Dannist IBl > a fiirallea e .

Sei € ={c¢ | ¢ Kardinalzahl, ¢ <0, a<cfiiralleae 2 }.
— Dannist € # &, und es gilt sup(A) = min(¢).

Ubung
Sei I eine Menge und seien a; > 1 Kardinalzahlen furie I
Dann gllt Eiel a; = [T1 - Sup;c1 ai.

Ubung
Sei a eine Kardinalzahl. Dann gilt {0 | b<a}l <a.

[Annabme nicht fir ein minimal gewidhltes a = |Al > R,
Fiir b < asei Xj, = ,,ein X ¢ A mit X1 = b“.
Betrachte g(0b) = ,ein x € X+ — U <, X “ fiir unendliche b < a.]

Ubung
Sei a eine Kardinalzahl, und sei A eine Menge mit [Al = a.
Dann existiert eine Kette Kin A (d.h. K ¢ P(A)) mit:

() firalleX,;Ye KmitX#Y gile IXI # 1Y,
(i) fir alle b < a existiert ein X € K mit IX| = b.
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Ubung
Es gibt beliebig grofie Kardinalzahlen b mit 2% < b fiir alle a < b.

[Sei by beliebig, und b,,, ; = 2" fiirn € N. Betrachte b = sup, . y b,.]

Der Leser wird den Kalkiil mit Kardinalzahlen vielleicht schitzen gelernt haben
und nun sehen, wie viel mehr in einer Ordnung stecken kann als nur die Vergleich-
barkeit. Wie versprochen werden wir das Sujet im zweiten Abschnitt noch einmal
verfilmen, und dann auch das Herz ansprechen.

Cantor hat den Kalkiil der Exponentiation in den 90er Jahren des 19. Jahrhun-
derts entdeckt, und er konnte bei der Niederschrift der Potenzregeln fiir Kardi-
nalzahlen seine Begeisterung nicht verbergen. Und mit dieser Begeisterung
schlieflen wir dieses tiber weite Strecken etwas kiihle und rechnerische Kapitel.

Georg Cantor iiber die allgemeinen Exponentiationsregeln

,»|Hieraus folgen] die fiir drei beliebige Kardinalzahlen a, b und ¢ giiltigen Sitze...:

(8) ab af = C[[HC,
) a’- b= (a-b),
(10) (@) =a""

[kleingedruckt:] Wie inhaltreich und weittragend diese einfachen auf die Michtig-
keiten ausgedehnten Formeln sind, erkennt man an folgendem Beispiel:

Bezeichnen wir die Michtigkeit des Linearkontinuums ... mit o, so iiberzeugt man
sich leicht, daf} sie sich unter anderem durch die Formel
(11) p=2%
darstellen lifit ...

Aus (11) folgt durch Quadrieren ...

p-p=2%0.2%0 - 2%0+Xo o0 _

und hieraus durch fortgesetzte Multiplikation mit o
(13) o' =0,
wo v irgendeine endliche Kardinalzahlist [ve N, v>1].

Erhebt man beide Seiten von (11) zur Potenz X, so erhilt man

pXo — (2 No)“o =2 %o Ko

Daaber... 8- X, = X, soist
(14) oM =,
Die Formeln (13) und (14) haben aber keine andere Bedeutung als diese: ,Das v-di-
mensionale sowohl, wie das X,-dimensionale Kontinuum haben die Michtigkeit des
eindimensionalen Kontinuums.‘ Es wird also der ganze Inbalt der Arbeit ... [ Cantor,
1878] mit diesen wenigen Strichen aus den Grundformeln des Rechnens mit Michtigkeiten
rein algebraisch abgeleitet.”

(Georg Cantor 1895, ,Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlebre. 1)
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Zum Schluf} dieses Abschnitts und passend zur Kapitelzahl nutzen wir unsere
Diagonalisierungserfahrung, um zu zeigen, daf} die naive Komprehension

M= (x| %(x)}

von Objekten x mit einer gewissen Eigenschaft €(x) zu einer Menge M wider-
spriichlich ist. Die Mengenbildung und Existenzaussagen tiber Mengen miissen
also sorgfiltiger behandelt werden.

Wir betrachten zunichst das folgende Paradoxon, das auf Cantor zuriickgeht.

Cantorsches Paradoxon
Sei V={x | x=x}die Menge aller Objekte.
Wir betrachten P(V). Offenbar gilt P(V) c V, denn x € P(V) folgt x = x.
Definiere also f : P(V) — V durch:
f(x) = x fuirxe P(V).
Dann ist f injektiv, also haben wir:
[ P(V)I < IVI.

Aber nach dem Satz von Cantor gilt IM| < | P(M)| fiir alle Mengen M.
= Also IVI < IP(V)| < VI, Widerspruch!

Der gleiche Widerspruch ergibt sich, wenn wir statt der Menge V aller Objek-
te die Menge V' ={x | xist Menge } aller Mengen betrachten, denn auch hier gilt
P(V") c V. Jede Inklusion P(M) c M fiir eine Menge M ist ein Widerspruch
zum Satz von Cantor.

Bertrand Russell ist durch das Studium dieses Argumentes auf sein beriihmtes
eigenes Paradoxon gestofien. Es wurde unabhingig auch von Ernst Zermelo ent-
deckt.

Russell-Zermelosches Paradoxon

Sei R = {x | xist Menge und x ¢ x } die Menge aller Mengen, die
nicht Element von sich selbst sind. Dann gilt fiir alle Mengen y:

(+) yeR gdw yey.
Insbesondere gilt (+) auch fiir y = R. Dies ergibt:
Re R gdw Re R.

- Widerspruch!

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_13, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Russell (1903, Kapitel 10, S. 102): ,In terms of classes the contradiction appears even more
extraordinary. A class as one may be a term of itself as many. Thus the class of all
classes is a class; the class of all the terms that are not men is not a man, and so on. Do
all the classes that have this property form a class? If so, is it as one a member of itself
as many or not? Ifitis, then it is one of the classes which, as ones, are not members of
themselves as many, and vice versi. Thus we must conclude again that the classes which
as ones are not members of themselves as many do not form a class - or rather, that
they do not form a class as one, for the argument cannot show that they do not form a
class as many.”

Russell entdeckte seine Paradoxie Mitte 1901, wie er spiter erzihlt. Er teilte sie Gottlob
Frege (1848 - 1925) brieflich am 16. Juni 1902 mit. (Englische Ubersetzungen des auf
Deutsch geschriebenen Briefes von Russell und der Antwort von Frege vom 22. Juni 1902
finden sich in der Sammlung [Heijenoort 1967]. Vgl. auch [Frege 1903 ]). Unabhingig
wurde die Paradoxie von Ernst Zermelo gefunden:

Zermelo (1908a): ,,Und doch hiitte schon die elementare Form, welche Herr B. Russell**
den mengentheoretischen Antinomieen gegeben hat, sie [ die Skeptizisten der Mengen-
lehre] iiberzeugen konnen, dafl die Losung dieser Schwierigkeiten ... in einer geeigneten
Einschrinkung des Mengenbegriffes zu suchen ist ...

**) ,/The Principles of Mathematics‘, vol. I (Cambridge 1903), p. 366 - 368. Indessen hatte ich

selbst diese Antinomie unabhingig von Russell gefunden, und sie schon vor 1903 u.a. Herrn
Prof. Hilbert mitgeteilt.

Die Paradoxie von Russell-Zermelo hingt eng mit Cantors Diagonalargu-
ment zusammen: R ={x | xist Menge und x ¢ x}istnichts anderes als die Cantor-
sche Diagonalisierung D = {xe M | x ¢ f(x) } aus dem Beweis der Ungleichung
IMI < | P(M) | fiir den Spezialfall M = V' = { x | xist Menge } und der Funktion
f = idy, d. h. f(x) = x fiir alle Mengen x. Aus dem Beweis des Satzes von Cantor
wissen wir, dafl R ={x e V' | x ¢ f(x) } nicht im Wertebereich von f liegen kann
(vgl. das Korollar zum Satz von Cantor in Kapitel 10). Aber rng(f) = V7, es gilt
also R ¢ V’. Ristaber nach dem Komprehensionsaxiom eine Menge, also haben
wir R € V', Widerspruch!

Die Russell-Zermelo-Paradoxie ist also eine Reduzierung der Cantorschen
Paradoxie auf einen Spezialfall. Dennoch ist sie von einer bestechenden Brillanz,
und zudem ein rein logisches Paradoxon: Es wird ohne Zuhilfenahme von wei-
tergehenden Sitzen gezeigt, dafl ein R mit der Eigenschaft (+) nicht existieren
kann, oder genauer, daff wir R nicht zu dem Bereich von Objekten rechnen diir-
fen, die wir in (+) fiir y einsetzen konnen. Das Cantorsche Paradoxon benutzt da-
gegen den nichttrivialen Satz von Cantor, und sein mengentheoretischer Inhalt
ist, daf} die Objekt- oder Mengenwelt selber keine Menge mehr ist - in dieser
Formulierung sicher keine grofie Uberraschung.

Eine einprigsame Version der Russell-Antinomie ist der ,fleifflige Barbier”: In einem
Dorflebtein Barbier, der folgende Aussage macht: ,,Ich schneide genau denjenigen Dorf-
bewohnern die Haare, die sich ihre Haare nicht selbst schneiden.“ Nun ist der Barbier
aber selber ein Dorfbewohner. Er muf sich also nach seiner Aussage die Haare genau
dann schneiden, wenn er sie sich nicht selbst schneidet. Widerspruch! Der Barbier kann
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also sein Versprechen nichtin die Tatumsetzen, seine Aussage ist eine Liige. Auflermathe-
matische Beispiele fiir Objekte, die sich selbst als Element enthalten sind zudem etwa: Die
»Menge aller Ideen” ist wieder eine Idee; ein Katalog, der alle Titel von Biichern listet, li-
stet seinen eigenen Titel; usw. In der heute iiblichen axiomatischen Mengenlehre sind
Mengen x mit der Eigenschaft ,.x € x“ durch das sog. Fundierungsaxiom ausgeschlossen.

Ubung
SeiR" = {x I x¢ x} =R uU{x | xist Grundobjekt }.
Zeigen Sie die Paradoxie: R* € R gdw R" ¢ R".

Eine Variation der Russell-Zermelo-Paradoxie fiihrt zur Paradoxie von Dimi-
try Mirimanov (1861 - 1945) aus dem Jahre 1917. Hierzu betrachten wir zunichst
eine Verallgemeinerung der reflexiven Bedingung ,x € x“.

Definition (n-reflexiv)
Sein € N. Eine Menge x heifit n-reflexiv, falls es Mengen yy, ..., y, gibt mit
XEy,€EYE ... EyEX

Insbesondere gilt: x ist O-reflexiv gdw x € x.

Ubung
Fiirn e Nsei R, = {x | xist nicht n-reflexiv }.
Zeigen Sie fiir alle n € N die Paradoxie:

R, ist n-reflexiv gdw R, ist nicht n-reflexiv.

Statt € -Ketten, die bei x starten und wieder bei x enden, konnen wir auch un-
endlich absteigende € -Ketten betrachten. Mengen, fiir die solche Ketten nicht
existieren, nennen wir fundiert:

Definition (fundiert)
Eine Menge x heifit fundiert, falls es keine Mengen x,,, n € N, gibt mit
X 3X)3dX; DXy IX3...

Istx € x, so ist x nicht fundiert, denn dann gilt x 3 x 3 x 5 ... Allgemeiner ist
fiir n € N jedes n-reflexive x nicht fundiert. Ist x 3 xg 3 x; 3 ... 3 x, 3 ..., s0ist
offenbar nicht nur x, sondern auch jedes x, selbst nicht fundiert.

Mirimanovsches Paradoxon, 1. Fassung
Sei M ={x | xist fundiert}.

Annabme, M ist fundiert.
Dann gilt M € M, also ist M nicht fundiert. Widerspruch.
Also ist M nicht fundiert. Dann existieren Mengen x,,, n € N, mit

M>3x53x;3%, 3%x33 ...

Dann ist aber x, nicht fundiert.
— Aber xy € M, also ist x, fundiert nach Definition von M, Widerspruch!
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Die Paradoxie lifitsich in einer Weise notieren, die an das Cantorsche Paradoxon
erinnert. Dortist P(V) ¢ V die Schliisseleigenschaft. Allgemein definieren wir:

Definition (induktiv)
Sei x eine Menge. x heifit induktiv, falls fir alle y gilt:
Isty 2 x,s0istye x.

Anders formuliert: xist induktiv gdw P(x) C x.

Wegen x c x giltx € x fiir alle induktiven x. Ist x induktiv und y C x, so ist auch
P(y) c P(x) c x. Iteration ergibt, dafl & c P(D) c P(P(D)) < ... =%, also sind
D, P(D), P(P(D)), ... Teilmengen und damit Elemente von allen induktiven
Mengen x. Der Leser wird schnell sehen, dafy induktive Mengen uferlos grof§
sind. Sie sind zudem stabil unter Durchschnitten, und dies fiihrt zur zweiten Fas-
sung der Mirimanov-Paradoxie.

Mirimanovsches Paradoxon, 2. Fassung
Sei U = M {X | Xistinduktiv }.
Dann ist U induktiv.

Dennistx ¢ U, so ist x c X fur jedes induktive X.
Dann ist aber x € X fiir jedes induktive X, also x € U.

Wegen U induktiv gilt U e U.
Wir setzen

U =U-{U}
Dann ist U’ « U. Weiter ist U” induktiv.

Denn seix € U". Wegen U’ c U gilt dannx c U.
Also x € U wegen U induktiv.
Aber es gilt x # U denn wir haben U ¢ x, Ue U.
Alsoistxe U-{U}=U"
— Also U’ cU=N{X | Xistinduktiv} c U, Widerspruch!

Die Sprechweise ,erste und zweite Fassung® ist gerechtfertigt, denn die in den
Mirimanovparadoxien auftretenden ,,Mengen“ M und U sind identisch (und mit
einem natiirlichen Argumentals identisch zu erkennen, das nicht direkt die para-
doxalen Eigenschaften von M und U verwendet):

Ubung
Sei M = {x | xist fundiert }, U =M {x | xist induktiv }.
Dann gile M = U.
[z U< M: Istjedes z € y fundiert, so ist y fundiert. Also ist M induktiv.
zu M < U: Wir haben U ¢ M. Annabme, es gibt ein xg € M - U. Dann gilt
non(xy € U) wegen U induktiv. Also existiert ein x; € Xy mitx; ¢ U.

Induktiv zeigt man: Fiir alle n existiert ein x,,,; € x, mitx,,; ¢ U.
Alsoistxy € M nicht fundiert, Widerspruch.]
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Interpretation der Paradoxien

Wir kénnen die Paradoxien positiv deuten als:

Die Zusammenfassungen

V=i{xlx=x}, V'={x|xist Menge}, R={xe V' lx¢x}
M = U = {x | xist fundiert } = () {x | x ist induktiv }

konnen wir nicht als Mengen, d. b. nicht als ein Ganzes, betrachten.

Bei der Cantorparadoxie entstand der Widerspruch durch die Anwendung des
fiir alle Mengen giiltigen Satzes |M| < | P(M) | auf M = V. Wir haben also gezeigt,
dafi der Satznicht fiir V gilt, dafi also V keine Menge ist. Ebenso ist V’ keine Menge.

Im Falle der Paradoxie von Russell-Zermelo haben wir gezeigt, dafl R nichtim
Wertebereich V” der Identitit idy- auf V” = {x | xist Menge } liegt, d.h. Ristkei-
ne Menge.

Die Mirimanovsche Paradoxie zeigt, dafl nicht nur der O-irreflexive Teil Rvon 'V,
sondern bereits der fundierte Teil M von V bzw. der Schnitt U ¢ V” aller induktiven
Mengen nicht zu einem konsistenten Ganzen zusammengefafit werden kann.

In diesen drei Fillen - und in allen weiteren aufgetretenen Paradoxien der Men-
genlehre - ist fiir die Widerspriiche lediglich das Komprehensionsaxiom verant-
wortlich, mit dessen Hilfe wir Zusammenfassungen unbegrenzt vieler Mengen zu
einem Ganzen vornehmen diirfen. Dies fithrt zu Widerspriichen. Es gibt Grenzen
der Methode, Vielheiten als Einheiten oder Mengen aufzufassen. Die Cantorsche
Definition, die wir zu Beginn diskutiert hatten, erlaubt uns auch solche beliebige
Zusammenfassungen gar nicht. Sie sagt: Eine Menge istjede Vielheit, die als Gan-
zes aufgefafit werden kann. Sie sagt nicht: Jede Vielheit ist eine Menge. Manche
Vielheiten sind zu umfangreich, umiterativ als Objekte verwendet werden zu kon-
nen. Wir konnen sie benennen, sie hinschreiben und sie uns vorstellen, aber sie
zerfallen logisch, wenn wir sie zu Objekten machen wollen, und in die Mengen-
welt, aus der sie von aufien gezogen sind, zuriickschicken. Der logische Zerfall des
Russell-Zermelo-Konstrukts R als Objekt der Mengenwelt ist dabei instantan, er
hingt nicht von mengentheoretischen Operationen wie der recht wilden Schnitt-
bildung bei der Definition von U ab. R als Objekt der Mengenwelt nimmt sich
selbst als Objekt auf und st6f3t sich selbst als Element ,logisch gleichzeitig“ ab,
ohne dafl Potenzmengen, Vereinigungen oder dhnliches bei der Destruktion von
R erst mithelfen miifiten.

Cantor hat nur vereinzelt diskutiert, welche Vielheiten zu Mengen zusam-
mengefafit werden konnen (vgl. die Briefausziige am Ende von 3.1). Er scheint
Existenzannahmen und Bildungsprinzipien von Mengen als offenes Konzept
verstanden zu haben. Seiner beriihmten Ansicht, dafi das Wesen der Mathema-
tik gerade in ihrer Freiheit liege [ 1883 b, § 8], wiirde auch ein starres System
von Mengenbildungsprinzipien nicht entsprechen. Wir untersuchen die Welt
der Mengen, entdecken dabei immer neue Aspekte und lernen ihre Phinomene
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immer besser kennen. Bei dieser Untersuchung des Mengenbegriffs stofien wir
auf die Ideen der Unendlichkeit, der Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit, der
Vergleichbarkeit, auf Eigenarten der reellen Zahlen und der Potenzmengenbil-
dung, usw. Wir stofien schliefSlich auch auf die Grenzen der ,Zusammenfassung
zu einem Ganzen,“ und dies ist eine weitere schone Erkenntnis iiber die Men-
genwelt, nicht etwa ein Hinweis auf ihren pathologischen Charakter. Die Idee
der freien Entdeckung einer unabhingig von uns gegebenen Wirklichkeit bleibt
durch die Paradoxien unberiihrt. Auch bei einem Erdbeben wird man nicht
gleich an der Existenz des festen Bodens unter den Fiifien zweifeln. Diese Sicht
der Dinge stimmt schlief§lich auch mit der Geschichte der Mengenlehre tiberein:
In ihrem Verlauf sind immer wieder neue Prinzipien tiber die Existenz von Men-
gen aufgestellt worden, deren genauere Erkundung mit ,,Entdeckung von Neu-
land* vielleicht am besten beschrieben wird.

Im Verlauf dieser Einfithrung haben wir viele Mengen gebildet, zum Teil recht
umfassend im Ubergang von M zu P(M), oder etwa im Beweis des Vergleichbar-
keitssatzes. Esistnunim Hinblick auf die Paradoxien der vollen Komprehension nur
natiirlich, sich - gewissermafien als vorldufige Bestandsaufnahme - eine Liste von
denjenigen Mengenbildungen zusammenzustellen, die wir fiir unsere Argumente
wirklich brauchen, und die durch unsere Intuition und die bisherigen Erfahrungen
mitdem Mengenbegriffals abgesichert, legitimiert und wiinschenswert gelten. Daf§
zum Beispiel die Zusammenfassung aller Teilmengen einer unendlichen Menge zu
einem Ganzen, der Potenzmenge, moglichist, konnen wir nichtbeweisen. Diese Zu-
sammenfassung fiihrt immerhin zu sehr grofien fertigen Gesamtheiten, und es ist
nicht auszuschliefien, daf diese Operation widerspruchsvoll ist. Z.B. ist ein Wider-
spruch der folgenden Art denkbar: Wir bilden mit Hilfe von P(N) ,,diagonal eine
Teilmenge von N, die nicht in P(N) vorkommt. Demnach wire die Zusammenfas-
sung aller Teilmengen einer unendlichen Menge zu einem Ganzen nicht erlaubt,
P(N) wire, wie V oder R, keine Menge mehr, sondern nur eine Vielheit, die nichtals
Ganzes betrachtet werden kann.

Bislang ist aber in der Liste der Mengenbildungen, die wir in dieser Einfiih-
rung benutzt haben, und die wir im dritten Abschnitt explizit vorstellen werden,
keine Paradoxie einer zu umfangreichen Zusammenfassung festgestellt worden.
Die Liste schwebt aber prinzipiell immer in der Gefahr, substantiell verkleinert
oder umgeschrieben werden zu miissen. Andererseits ist sie auch erweiterungsfi-
hig, wenn sich unsere Kenntnis der Mengenwelt soweit entwickelt hat, dafy wir
eine eindeutige Erweiterung oder Erweiterungen in verschiedene Aste als natiir-
lich und angemessen empfinden, - so natiirlich und angemessen wie die Existenz
von N, R, ;, oder wie die Existenz der Potenzmenge einer beliebigen Menge.

In anderer Hinsicht sind abweichende Deutungen der Paradoxien denkbar. Die
Interpretation, daff manche Komprehensionen ,,zu grofi “ sind, dringtsich auf, und
fithrt, viel wichtiger, zu einer natiirlichen Theorie, die fast ganz wie die naive Men-
genlehre ist. Vielleicht werden dieser Interpretation aber einmal andere, ebenso
brauchbare und tiberzeugende an die Seite treten, die feinere Unterscheidungen
bei der Komprehension treffen als nur ,klein“ oder ,,grofi“. Bis jetzt steht sie iiber-
michtig und unerreicht hinter der Cantorschen Mengenlehre, und schiitzt sie mit
der Keule vor allen irgendwie verdichtigen Instanzen der Komprehension.
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Mengen und echte Klassen

V, V” und R sind, so konnen wir die Paradoxien deuten, zu grofi, um Mengen
zu sein. Im Fall von R heifit das positiv: Fiir viele Objekte giltx ¢ x.

Vielheiten, die keine Mengen mehr sein kénnen, nennt man auch echre Klassen.
Wir kénnen dann als Ergebnis unserer Interpretation festhalten:

»Es gibt Mengen und es gibt echte Klassen.

V, V’, R sind Beispiele fiir echte Klassen. Ob man echte Klassen als Objekte eines
anderen Typs ansieht oder sie nur als Sprechweise betrachtet, also als eine Abkiir-
zung fiir eine Vielheit der Form ,,alle x, die €(x) erfiillen®, und damitz.B.xe R
als eine Abkiirzung fiir ,,x ist Menge und x ¢ x“, ist Geschmackssache. Die zweite
Moglichkeit hat den Vorteil, dafl wir neben den Grundobjekten und den Mengen
nicht noch die Kategorie der echten Klassen einfithren miissen. Wir werden die-
se Moglichkeit verfolgen, und echten Klassen keinen Objektstatus zukommen
lassen. Da wir im dritten Abschnitt auch auf Grundobjekte verzichten, reden wir
dann nur noch tiber Mengen, und ,,fiir alle x“ heifit dann immer ,fiir alle Mengen
x“, und ,.es gibt ein x“ heifit ,es gibt eine Menge x“.

Der folgende Auszug aus einem Brief von Cantor an Dedekind zeigt, daf§ Cantor
sich des Phinomens von Vielheiten, die keine Mengen mehr sind, voll bewufit war.

Cantor iiber konsistente und inkonsistente Vielbeiten (Brief an Dedekind vom 3. August 1899):
,Hochverehrter Freund.

Wie ich Thnen vor einer Woche schrieb, liegt mir viel daran, Thr Urteil in gewissen
fundamentalen Punkten der Mengenlehre zu erfahren und ich bitte Sie, die Thnen da-
durch verursachte Miihe mir zu verzeihen.

Gehen wir von dem Begriff einer bestimmten Vielheit (eines Systems, eines Inbe-
griffs) von Dingen aus, so hat sich mir die Notwendigkeit herausgestellt, zweierlei
Vielheiten (ich meine immer bestimmte Vielheiten) zu unterscheiden.

Eine Vielheit kann nimlich so beschaffen sein, daf} die Annahme eines ,Zusammen-
seins’ aller ihrer Elemente auf einen Widerspruch fiihrt, so daf es unmoglich ist, die
Vielheit als eine Einheit, als ,ein fertiges Ding* aufzufassen. Solche Vielheiten nenne
ich absolut unendliche oder inkonsistente Vielbeiten.

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist z. B. der ,Inbegriff alles Denkbaren‘ eine solche
Vielheit; spiter werden sich noch andere Beispiele darbieten.

Wenn hingegen die Gesamtheit der Elemente einer Vielheit ohne Widerspruch
als ,zusammenseiend‘ gedacht werden kann, so daf} ihr Zusammengefafitwerden zu
,einemn Ding* moglich ist, nenne ich sie eine konsistente Vielbeit oder eine ,Menge*.
(Im Franzosischen und Italienischen wird dieser Begriff durch die Worte ,ensemble
und ,insieme’ treffend zum Ausdruck gebracht) ...*

Cantor unterscheidet also zwischen Mengen und inkonsistenten Vielheiten;
letztere als Mengen zu behandeln, sie etwa als Element einer Menge anzuneh-
men, fithrt zu Widerspriichen - und diese Widerspriiche haben Cantor nicht be-
unruhigt, so wie sie uns heute nicht mehr beunruhigen.
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Strukturierung des Bereichs aller Objekte durch Ringe

Eine anschauliche Vorstellung des Unterschiedes zwischen Mengen und ech-
ten Klassen kann man wie folgt erhalten. Man betrachtet den Bereich V aller Ob-
jekte. In geeigneter Weise wird nun jedem Objektin V ein Rang zugeordnet. Ein
Rang ist ein Maf} fiir die Komplexitit des Objekts, und je grofier der Rang ist, de-
sto komplizierter ist das Objekt; typischerweise ist dann z. B. N komplizierter als
&, R komplizierter als N, { R, N'} komplizierter als R und N, P(M) immer kom-
plizierter als M, usw. Man erhilt so eine Schichtung von V. Echte Klassen sind
dann genau die Teilbereiche von V, die Objekte von beliebig groffem Rang ent-
halten, also mit unbeschrinkt vielen Schichten nichtleeren Schnitt haben. Die
Schichten selber sind demnach also immer Mengen.

Wie genau ein solcher Rang definiert werden kann, ist nicht trivial - es erfor-
dert wieder die Ordinalzahlen. Die heute iibliche Rangdefinition geht auf Miri-
manov, John von Neumann (1903 - 1957) und Zermelo zuriick [ Mirimanov
1917a,von Neumann 1923, 1925, Zermelo 1930a]. (Wir geben diese Definition
in 2.7.) Die im vorherigen Kapitel angegebene Schichtung von V in Bereiche
gleicher Michtigkeit ist als Rang nicht geeignet; denn jede Schicht - aufier der
Schicht, die nur die leere Menge enthilt - ist eine echte Klasse. Dies kann man
sich so klarmachen: Fiir jede Menge M ist { M } ein Element der Schicht &, aller
Mengen mit genau einem Element. { M } ist aber sicher mindestens so komplex
wie M. ¥; hat also Objekte mit beliebig grofiem Rang als Elemente, ist also eine
echte Klasse.

Wir nehmen an, wir hitten ein geeignetes Maf} fir die Komplexitit eines Ob-
jekts. Dann kann man folgendes Bild zeichnen:

\ / K

Schichtung von V

" Bereich Valler Objekte
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Das Bild links zeigt die Schichtung von V gemif} einem geeigneten Rang, wo-
bei kompliziertere Mengen in hoheren Schichten liegen als einfachere. Die Fra-
ge ist nun, welche Teilbereiche von V Mengen sind.

Das Diagramm rechts zeigt einerseits einen im Rang beschrinkten Teilbe-
reich T von V, der als Element einer hoheren Schicht zugleich ein Element
des Universums V ist. T’ ist eine Menge. T ist komplexer als jedes seiner Ele-
mente, also liegt es in einer Schicht oberhalb von T, aufgefafit als Teilbereich
des Universums V.

Zum anderen zeigt das Diagramm einen unbeschrinkten Teilbereich T, von
V, der in V nicht als Element vorkommen kann - T} ist eine echte Klasse: T,
miifite als Menge in einer Schicht liegen, die oberhalb aller Schichten liegt, die
T, - aufgefafit als Teilbereich von V - trifft. Oberhalb des Teilbereichs T, von V
gibt es aber im Gegensatz zu T keine Schichten.

V selbstist bei dieser Sichtweise trivialerweise eine echte Klasse, da V aus allen
Schichten besteht und damit im Rang unbeschrinkt ist.

Semantische Paradoxien

Schon einige Jahre vor dem Russell-Zermeloschen Paradoxon hatten Cantor
und Burali-Forti mengentheoretische Paradoxien entdeckt, die mit den Ordinal-
und Kardinalzahlen zusammenhingen; wir besprechen diese Paradoxien im zwei-
ten Abschnitt. Durch die Veréffentlichung der Russell-Zermelo-Paradoxie durch
Bertrand Russell 1903 wurden Paradoxien dann zum heiflen Eisen der Logik.
Selbstbeziiglichkeit und Diagonalisierung hieflen die Werkzeuge der paradoxen
Ingenieurskunst, und ab 1905 wurde eine Reihe vorwiegend semantischer Para-
doxien produziert. Die bekanntesten unter ihnen sind die Paradoxie von Jules
Richard (1862 - 1956) aus dem Jahre 1905 [vgl. auch Kénig 1905b], die Paradoxie
von ,Mr. G.G. Berry of the Bodleian Library®, veroffentlicht mit dieser Fufinote
von Russell 1908, sowie die Paradoxie von Kurt Grelling (1886 - 1942) in [ Grel-
ling / Nelson 1908]. Weit vor ihnen liegt die Paradoxie des Epimenides aus der
Antike. Wir wollen diese Paradoxien kurz besprechen.

Paradoxie des Epimenides

Wir betrachten den Satz ,Ich liige jetzt.“ (oder ,,Diese Aussage ist falsch.) Ist
dieser Satz wahr oder falsch ? Ist er wahr, so ist er falsch, und ist er falsch, so ist
er wahr. (Die Aussage eines Kreters, der sagt ,,Alle Kreter liigen immer* ist
dagegen nicht paradox, sondern einfach eine Liige.)

Oder: Sprechen Sie auf ein leeres Tonband mit zwei Stunden Laufzeit genau
einen Satz bei Minute 60, und zwar diesen: , Alle Sitze auf diesem Tonband
sind falsch.“ Spulen Sie das Band zuriick, und horen Sie es sich ganz an. Ha-
ben Sie einen wahren Satz auf dem Tonband gehort oder nicht? (Das Band
heifit ,,paradoxical meditation 120“.) Sprechen Sie den Satz nun 120 Mal in
120 Sprachen an verschiedenen Stellen auf ein anderes Band, und horen Sie
sich das Band an. Haben Sie einen wahren Satz auf dem Tonband gehort?
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(Das Band heifit ,,mankind searching for truth“.) Der Leser kann diese Ge-
dankenexperimente weiter ausbauen, etwa mit vor- und zuriickverweisenden
Sdtzen, wie zum Beispiel: ,Der folgende Satz ist falsch.” gefolgt von ,,Der
vorhergehende Satz ist wahr.“ Daneben bilden Endlostonbinder eine gute
Grundlage fiir logische Verwicklungen.

Die Paradoxie von Richard

Wir betrachten irgendeine (abzihlbar unendliche) Liste © = S,, Sy, S5, S;,
ey Spy -, € N, aller Sitze der deutschen Sprache, die eine reelle Zahl defi-
nieren. Fir n € N sei f(n) die reelle Zahl, die durch S, definiert wird. Es sei
dannx=0,byb; b, ...,b, € {1,2 }firn e N, die Cantorsche Diagonalisierung
von £(0), f(1), £(2), ..., (vgl. Kapitel 8). Dann giltx # f(n) fiir allen € N. Aber
es gilt, daf} x definiert wird durch den Satz S = ,,die Cantorsche Diagonalisie-
rung der durch die Liste © gegebenen reellen Zahlen f(n), n € N.“ Also ist S
=S, fiir ein n, und dann ist x = f(n), Widerspruch!

Die Paradoxie von Berry

Sei A c N die Menge der natiirlichen Zahlen, die durch einen Satz der deut-
schen Sprache definiert werden konnen, der héchstens 19 Worter lang ist.
Dann ist A endlich, da es nur endlich viele derartige Sitze gibt. Sei also n =
min(N - A). Dann giltn =, die kleinste natiirliche Zahl, die nicht durch einen
Satz der deutschen Sprache mit hochstens neunzehn Wértern definiert wer-
den kann“. Dann ist n aber durch einen Satz mit 19 Wortern definierbar, also
giltn e A, Widerspruch!

Die Paradoxie von Grelling

Das Wort ,.blau” ist nicht blau, aber das Wort ,mehrsilbig“ ist mehrsilbig,
,deutsch® ist deutsch, ,kalt* ist nicht kalt, aber ,abstrakt“ ist abstrakt. Wir
nennen ein Wort se/bsteinschlieffend (oder pridikabel), falls das Wort unter den
durch das Wort bezeichneten Begriff fillt, und selbstausschliefSend sonst. Die
Frage ist nun: Ist ,selbstausschliefend” selbsteinschlieffend oder selbstaus-
schlieffend ? Ist ,,selbstausschlieflend“ selbsteinschlieflend, so trifft es auf sich
selbst zu und ist also selbstausschliefend. Ist aber ,selbstausschlieffend
selbstausschlieSend, so trifft es auf sich zu, also ist es selbsteinschliefend, IWi-
derspruch!

Die Paradoxien sind in dieser Form zwar unterhaltsam, aber nicht wirklich
bedrohlich oder mathematisch ernst zu nehmen, denn sie reden nicht iiber klar
definierte mathematische Objekte. Und wenn man die Paradoxien aufiermathe-
matisch betrachtet, gewinnt man den Eindruck, daf} sie verschiedene Sprach-
ebenen vermischen, oder Sprache und Definierbarkeit als etwas Absolutes be-
trachten. Dem Auge des Lesers wird geraten, nicht zu lange dem unauthérlichen
ywahr-falsch“-Pendel der Paradoxien zu folgen. Logische Spitzfindigkeiten zeh-
ren, wie bei Ovid die durchwachten Nichte, an den Kriften junger Minner (und
Frauen).



13. Paradoxien der naiven Mengenlehre 193

Interessanterweise lassen sich aber die Ideen hinter diesen Paradoxien durch
Formalisierung mathematisch umsetzen, und sie fithren dann nicht zu Wider-
spriichen, sondern zu fundamentalen Ergebnissen: Der erste Godelsche Unvoll-
stindigkeitssatz gipfelt in der Konstruktion einer formalen Aussage, die inhalt-
lich besagt: ,ich bin nicht beweisbar” oder ,,diese Aussage ist nicht beweisbar®.
Ein Satz von Tarski lautet: Es gibt keine arithmetische Definition der Wahrheit
von arithmetischen Sitzen (und das Gleiche gilt innerhalb der Mengenlehre fiir
die Wahrheit von Sitzen der Mengenlehre; dagegen gibt es in der Mengenlehre
eine mengentheoretische Definition der arithmetischen Wahrheit). In der Bere-
chenbarkeitstheorie zeigt man: Es gibt keine effektive Aufzihlung aller bere-
chenbaren Funktionen f : N — N. Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems
gehort auch hierher: Es gibt kein Programm, das andere Programme einliest,
und dann entscheidet, ob das eingelesene Programm, wenn man es anwirft, ter-
miniert oder nicht. Weiter kann man beweisen: Es gibt eine effektiv auflistbare
Menge A c N, fiir welche die Frage ,istn € A?“ nicht algorithmisch beantwort-
bar ist. Die Menge aller (Kodes von) beweisbaren Sitzen der axiomatischen
Zahlentheorie - oder einer axiomatischen Mengenlehre - ist ein Beispiel fiir eine
solche listbare, aber nicht entscheidbare Menge. Hinter all diesen mathemati-
schen Sitzen steht ein Diagonalargument. Es ist klar, daff man schon fiir die blo-
e mathematische Formulierung solcher Resultate sehr sorgfiltig vorgehen
muf}, und wir miissen den Leser hier auf die Lehrbiicher zur mathematischen
Logik verweisen.

Abraham Fraenkel iiber Georg Cantor

»Was die Personlichkeit C.s im allgemeinen betrifft, so berichten alle, die ihn kannten,
von seinem sprithenden, witzigen, originellen Naturell, das leicht zur Explosion neigte
und stets voll heller Freude iiber die eigenen Einfille war; von dem niemals ermiidenden
Temperament, das die Teilnahme seiner auch dufierlich imponierenden, grofien Gestaltan
einer Mathematikerversammlung zu einem ihrer lockendsten Reize machte, das bis in die
spite Nacht wie auch in frither Morgenstunde seine Gedanken (zu seinen mathemati-
schen und den vielseitigen aufilermathematischen Interessengebieten) formlich tiberquel-
len lief}; von seinem lauteren Charakter, treu seinen Freunden, hilfreich, wo es notig war,
liebenswiirdig im Verkehr; nebenbei auch von einer typischen Gelehrtenzerstreutheit. Im
miindlichen wissenschaftlichen Gedankenaustausch war er mehr der Gebende; es lag ihm
nicht, unmittelbar vorgetragene fremde Ideen sogleich aufzufassen. All seinen Gedanken
war er mit der gleichen Liebe und Intensitit hingegeben; in stirkerem Mafie vielleicht
noch als der aufgewandte Scharfsinn und selbst als die mit begrifflicher Gestaltungskraft
gepaarte geniale Intuition ist die ungeheuere Energie, mit der er seine Gedanken tiber alle
Hindernisse und Hemmungen hinweg verfolgte und an ihnen festhielt, das Instrument
gewesen, dem wir die Entstehung der Mengenlehre zu danken haben. Solch unerschiitter-
liche Zihigkeit entsprang seiner tiefen Uberzeugung von der Wahrheit, ja Wirklichkeit
seiner Ideen. ..

Einen der grofien Bahnbrecher der Wissenschaft hat die mathematische Welt, und zu
unserem Stolz speziell auch unsere Deutsche Mathematikervereinigung, in Georg
Cantor besessen. Die allgemeine Verbreitung der Erkenntnis, daf§ sein Werk der Analysis
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neue Bahnen gewiesen und ganz neuartige Problemstellungen eréffnet hat, hat er noch
selbst zum grofien Teile erlebt. Dafi seine Ideen aber auch der Geometrie einen geradezu
revolutioniren Fortschritt auf Bahnen von unantastbarer Strenge ermdglicht haben, wird
... mehr und mehr deutlich und anerkannt. Ja selbst fiir physikalische Anwendungen ha-
ben sich die feinsten Ideen der Punktmengenlehre als hchst niitzlich erwiesen. Hinsicht-
lich des - jene Theorien in gewissem Sinne iiberspannenden - Gebiudes der abstrakten
Mengenlehre, wozu neben den allgemeinen Theorien der Aquivalenz und der Ahnlich-
keit namentlich auch das Reich der transfiniten Ordnungszahlen sowie der philosophi-
sche Aspekt der Mengenlehre zu rechnen ist, sind freilich die Geister heute erneut in
Unruhe und teilweise in Unsicherheit verstrickt. Doch auch hier wird sich im Laufe der
Entwicklung friiher oder spiter Hilberts Wort erfiillen von dem Paradiese, das Cantor
uns geschaffen habe und aus dem uns niemand solle vertreiben konnen. Mégen da auch
manche grundsitzlich neue Gedanken erforderlich sein und in Richtungen weisen, die
uns heute noch fremd sind: die Eroberung des Aktual-Unendlichen fiir die Wissenschaft
iiberhauptist eine historische Tatsache, und auf ihrem Boden, auf Cantors Ideen aufbau-
end, wird sich die Weiterentwicklung vollziehen im Sinne der Zuversicht, die Cantor sei-
ner abschliefenden Darstellung als letztes Motto vorangestellt hat: ,Veniet tempus, quo
ista, quae nunc latent, in lucem dies extrahat et longioris aevi diligentia.“

(Abrabam Fraenkel 1930, ,,Georg Cantor®. In: Jabresbericht der DMV 39)



1. Transfinite Operationen

Wir geben in den ersten Kapiteln dieses Abschnitts eine Einfithrung in die
Theorie der Ordinalzahlen. Es handelt sich hierbei um die Fortsetzung der na-
tirlichen Zahlenreihe

0,1,2,3,...
ins Transfinite:
+ 0,1,2,...,0,0+1,0+2,...,0+0,0+0+1,...,...,0,00+1,...,...,...

Die Elemente dieser Reihe heifien Ordinalzablen, oder, wie Cantor sie ge-
nannt hat, Ordnungszablen. Die natiirlichen Zahlen bilden ein Anfangsstiick der
Ordinalzahlen. Die erste Ordinalzahl, die grofier ist als alle natiirlichen Zahlen,
wird seit Cantor mit ® bezeichnet, ein Zeichen, das an das Unendlichkeitssym-
bol erinnert. Ab einschliefilich  werden die Elemente der Reihe transfinite
Zablen genannt.

Die Idee der Ordinalzahlen ist die folgende: Von irgendeiner Stelle der Reihe
kénnen wir eine beliebige Reise nach rechts antreten, Schritt fiir Schritt, oder
auch, indem wir grofie Abschnitte {iberspringen. Jede solche Reise hat eine ein-
deutig bestimmte Ordinalzahl als Ziel, den Limes oder das Supremum aller
Schritte. Von dieser Ordinalzahl kénnen wir nun eine neue Reise starten - die
Ordinalzahlen sind in diesem Sinne unerschopflich. Die Linge einer solchen
Wanderung entlang der Ordinalzahlen ist dabei auch nicht auf die natiirlichen
Zahlen beschrinkt, sondern wird konsequenterweise wieder durch eine Ordinal-
zahl beschrieben.

Anhand der reellen Zahlengeraden kann man sich diese Idee zumindest ein
erstes Stiick weit vor Augen fithren. Wir betrachten hierzu etwa die Menge
M=Nu{n-1/klInke N,n>1,k>2}. M enthilt alle nattirlichen Zahlen,
und zu jeder natiirlichen Zahl ungleich Null eine unendliche Folge, die diese
Zahl von links approximiert. Versucht man nun, die Elemente von M von links
nach rechts durchzuzihlen, so wird man zwangsliufig die Schritte dieser Ab-
zdhlung mit einer Reihe wie in (+) bezeichnen:

Schritt ‘0 ‘ 1 ‘2 ‘...‘m‘m+1‘m+2‘...‘m+m‘

ElementvonM‘ 0 ‘1_1/2‘1_1/3‘ ‘ 1 ‘2_1/2‘2_1/3‘ ‘ 2 ‘

Die Menge M visualisiert alle endlichen und transfiniten Ordinalzahlen ® - n+m
firn,me N,wobeiw-0=0,0-1=0,0-2=0+®,...,0-(n+1)=0-n+0®.
Der Limes aller zur Aufzihlung von M benétigten Schritte hat die natiirliche Be-

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_14, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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zeichnung o - o, er entspricht aber keinem Element der Menge M mehr. Kom-
plizierter ist die folgende Teilmenge der reellen Zahlen:

Ublmg
Sei M"=Nu{n-1/k-1/mInkmeN,n>21,k>2, m>k(k-1)}.

Zihlen Sie M’ in einer Tabelle auf, analog zur obigen fiir M.
Weisen Sie den dazu bendtigten Schritten geeignete w-Symbole zu,
etwa®- ®, (0 M) + O, ..., USW.

Wir betrachten hier @ zunichst nur als ein Symbol, dessen Bedeutung es ist,
einen Schritt zu bezeichnen, der sich an unendlich viele, mit den natiirlichen
Zahlen bezeichnete Schritte anschliefit. Eine prizise Definition von ® und den
anderen transfiniten Zahlen geben wir im weiteren Verlauf dieses Abschnitts,
nachdem wir uns den Begriff der Ordinalzahl inhaltlich vertraut gemacht haben.

Wir werden zeigen, dafl dem Zihlprozef iiber die natiirlichen Zahlen hinaus
nichts Vages oder Mystisches anhaftet, und daf§ die Ordinalzahlen mit gutem
Rechtals Zahlen bezeichnet werden kénnen. Mit ihrer Hilfe kénnen wir die Ele-
mente jeder beliebigen endlichen oder unendlichen Menge durchzihlen und nu-
merieren. Wir zihlen die Elemente einer Menge entlang obiger Reihe (+) auf,
bis die Menge M erschopft ist.

Es zeigtsich, daf§ die Reihe der Ordinalzahlen unermefilich lang ist. Wie ,,weit
draufien® eine Ordinalzahl o liegen kann, ist bis heute Gegenstand der mengen-
theoretischen Forschung (wobei hier nicht das Fehlen einer unstrittigen Defini-
tion der Ordinalzahlen gemeint ist, sondern Fragen der Form ,Existiert eine
Ordinalzahl mit den und den Eigenschaften?“). In jedem Falle gibt es aber unge-
heuer viele Ordinalzahlen: Wie wir sehen werden, bilden die Ordinalzahlen eine
echte Klasse - es gibtihrer zu viele, als dafi sie ein ,fertiges Ganzes“ bilden kénn-
ten. In einer geeigneten Schichtung des Universums V durch Ringe kann man sie
sich als - im Rang unbeschrinkte - senkrechte Mittelachse von V vorstellen.

Eine formale Begriindung der Ordinalzahltheorie, des ,,Gehirns der Mengen-
lehre®, innerhalb einer axiomatischen Festung ist sicher wiinschenswert, zumal
man durch die Ordinalzahlen in natiirlicher Weise an die Grenzen des mengen-
theoretischen Universums gelangt, wo die Physik eine andere wird. Die Ideen
und Intuitionen hinter den Ordinalzahlen sind aber, wie im Fall der Michtig-
keitstheorie, unabhiingig von einem formalen Rahmen, und gehen ihm unbe-
dingt voraus.

In Ubereinstimmung mit der historischen Entwicklung gesellt sich einer in-
formalen Diskussion der Ordinalzahlen in natiirlicher Weise ein weiteres The-
mengebiet der Cantorschen Forschung hinzu, nimlich die Untersuchung von
Teilmengen reeller Zahlen -, linearen Punktmannigfaltigkeiten® in den Worten
Cantors. Seine Arbeiten in diesem Gebiet wurden zum Ausgangspunkt zweier
weiterer neuer mathematischer Disziplinen des 20. Jahrhunderts, der Topologie
und der Mafitheorie, und die Begriffe, die wir hier anhand der reellen Zahlen
entwickeln, stehen heute in sehr allgemeiner Form in den Eingangshallen des
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mathematischen Gesamtgebdudes. Innerhalb der Mengenlehre werden die
Cantorschen Ideen zur Untersuchung der reellen Zahlen von der deskriptiven
Mengenlebre fortgefiihrt.

Drei Ansatzpunkte fiir transfinite Zahlen

Das Zihlen iiber die natiirlichen Zahlen hinaus hat sich bisher bereits an meh-
reren Stellen fast von selbst aufgedringt:

(1) Beim Algorithmus des Abtragens zum Vergleich der Grofie zweier Mengen.
Wenn dieser Algorithmus fiir unendliche Mengen durchgefihrt wird, wer-
den nach dem Abtragen von unendlich vielen Elementen unter Umstinden
Zwischenstufen, sogenannte Limesschritte, notig (vgl. 1.4 und die Diskus-
sion nach dem Beweis des Vergleichbarkeitssatzes in 1.5). Wir brauchen al-
so Stufen des Abtragens hinter den natiirlichen Zahlen, und diese Stufen
sind offenbar von der Form obiger Reihe (+).

(2) Bei der Erzeugung immer grofierer Michtigkeiten durch iterierte Anwen-
dung der Potenzmengenoperation (vgl. 1.10 und 1.11):

P(M), PA(M), PP(M), ..., M’ = U,y P"(M), POV), PA(M), ..., ...

Auch hier entspricht die Struktur der durchgefithrten Operationen der
Reihe (+), wobei wir ,,im Nachfolgerschritt” die Potenzmengenoperation
anwenden, und ,,im Limesschritt“ die Vereinigung der bisherigen Reihe

bilden.

(3) Beider Schichtung von V durch Ringe (vgl. 1.13). Die ersten Schichten nu-
merieren wir der Reihe nach mit den natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... Alle
diese Schichten sind Mengen. Die Vereinigung abzihlbar vieler Mengen ist
aber sicher wieder eine Menge, und somit gibt es eine Schicht nach den er-
sten unendlich vielen Schichten, und auch nach dieser Schicht kommen
weitere Schichten. Die Nummern der Schichten entsprechen wieder der
Reihe (+).

Der Leser, der die zweite Hilfte des Kapitels iiber Kardinalzahlarithmetik nicht zu-
riickgestellt hat, kennt ein weiteres Beispiel: Kardinalzahlen haben einen Nachfolger, und
Mengen von Kardinalzahlen haben ein Supremum. Die Auflistung der Kardinalzahlen
nach ihrer Grofie beginnt mit 0, 1, 2, ..., Xg, (Xg)", ... Sie hat die Struktur der Reihe (+):
Einer Kardinalzahl a folgt a” unmittelbar nach, und an eine Menge 2 von Kardinalzahlen
ohne ein grofites Element schmiegt sich ,,im Limesschritt“ b = sup(2() an.

Bevor wir aus den Gemeinsamkeiten dieser drei Punkte die Ordinalzahlen
herauslésen, behandeln wir im nichsten Kapitel ein weiteres Beispiel - dasjenige
Beispiel, an Hand dessen Cantor die Ordinalzahlen entdeckte. Einer der ersten
Erfolge Cantors als Mathematiker war der Beweis eines Eindeutigkeitssatzes
tiber die Entwicklung einer Funktion in eine trigonometrische Reihe. Erweite-
rungen dieses Satzes — im Hinblick auf zulidssige Ausnahmemengen fiir die Kon-
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vergenz der Reihe - fithrten Cantor zur Untersuchung bestimmter Teilmengen
reeller Zahlen. Diese Untersuchung nahm bald einen abstrakten Charakter an
und entwickelte eine Eigendynamik, aus der schlieflich neben der Mengenlehre
auch die Topologie und die Mafitheorie hervorgehen sollten.

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Bemerkung von Felix Hausdorff, die ei-
ne Haltung ausdriickt, die unserer Unbekiimmertheit gegeniiber den aufgetrete-
nen Paradoxien entspricht: Diese Paradoxien bediirfen zwar langfristig einer
Klirung, jedoch ist dies im Hinblick auf eine inhaltliche Weiterentwicklung der
Cantorschen Mengenlehre nicht vorrangig.

Felix Hausdorff iiber die Uberbewertung der Paradoxien

»,Daf eine Untersuchung wie diese, die den positiven Bestand der noch so jungen Men-
genlehre im Sinne ihres Schépfers um einen, wenn auch nur bescheidenen, Zuwachs zu
vermehren trachtet, sich nicht prae limine damit authalten kann, in die Diskussion um die
Prinzipien der Mengenlehre einzutreten, wird vielleicht an den Stellen Anstof§ erregen,
wo gegenwirtig ein etwas deplaziertes Mafl von Scharfsinn an diese Diskussion ver-
schwendet wird. Einem Beobachter, der es auch der Skepsis gegeniiber nicht an Skepsis
fehlen lifit, diirften die ,finitistischen‘ Einwinde gegen die Mengenlehre ungefihr in drei
Kategorien zerfallen: in solche, die das ernsthafte Bediirfnis nach einer, etwa axiomati-
schen Verschirfung des Mengenbegriffs verraten; in diejenigen, die mitsamt der Men-
genlehre die ganze Mathematik treffen wiirden, endlich in einfache Absurdititen einer an
Worte und Buchstaben sich klammernden Scholastik. Mit der ersten Gruppe wird man
sich heute oder morgen verstindigen konnen, die zweite darf man getrost auf sich beru-
hen lassen, die dritte verdient schirfste und unzweideutigste Ablehnung. In der vorliegen-
den Arbeit werden diese drei Reaktionen stillschweigend vollzogen ...

(Felix Hausdorff 1908, ,,Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen )
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In diesem Kapitel ist R die zugrunde liegende Struktur, und wir betrachten belie-
bige Teilmengen P von R, die wir wie Cantor auch als ,lineare Punktmengen®
bezeichnen.

Wir halten vorab zwei wesentliche Eigenschaften der reellen Zahlen fest, die
uns schon begegnet sind.

(1) Ristvollstindig.

P < R heiit nach oben beschriinkt, falls ein s € R existiert mit P <s, d.h. es gilt

x <s fiir alle x € P. Ein solches s heifdt eine obere Schranke von P.

Analog heifit P nach unten beschrinkt, falls ein s € R existiert mits <P, d. h. es gilt
s <x fiir alle x € P. Ein solches s heifit eine untere Schranke von P.

P heifit beschrinkt, falls P nach oben und unten beschrinkt ist.

Die Vollstindigkeit von R lautet nun:
Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge P von R besitzt
ein Supremum (kleinste obere Schranke), d.h. es gibt ein s* € R mit:
(I)P<s*
(2) Istse Rund P <s, so gilts* <s.
s* wird mit sup(P) bezeichnet und heifit das Supremum von P; es ist ein-
deutig bestimmt.

Es folgt, dafi jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge P von R
ein Infimum (grofite untere Schranke) besitzt, d. h. es gibt ein s* € R mit:
(1)s*<P

(2) Ists e Rund s< P, so gilts <s*.

s* wird mit inf(P) bezeichnet und heifit das Infimum von P; es ist ein-
deutig bestimmt.

[Zum Beweis der Existenz von Infima setze man s* =sup({se€ R 1 s<P}).]
Suprema und Infima beschrinkter Teilmengen P von R kénnen Elemente
von P sein oder nicht. So ist z. B.

sup({xe R1x<1}) = sup(fxe RIx<1}) = 1.

(2) R hateine abzihlbare dichte Teilmenge: Q ist dichtin R.

Hierzu eine allgemeine Definition:

Definition (dichte Teilmenge)
Sei P ¢ R. P heifSt dichr in R, falls gilt:

Fiir alle a,b € R mita <b existiert einx € Pmita<x<b.

Der Leser, der die [“Tbung ,»Q ist dicht in R“ in Abschnitt 1, Kapitel 7 ausgelassen hat,
moge sie jetzt nachholen.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_15, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Aus ,,Q ist dicht in R* folgt, daf} jede reelle Zahl als Supremum (oder Infi-
mum) einer Menge von rationalen Zahlen darstellbar ist. Man kann umgekehrt
diese Eigenschaft verwenden, um die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen
zu konstruieren.

Hiufungspunkte

Cantor hat zum ersten Mal iiber die natiirlichen Zahlen hinausgezihlt, als er
Ableitungen von Teilmengen von R studierte. Diese Ableitungen streifen alle ver-
lorenen Schafe von Punktmengen ab. Fiir die mathematische Definition brauchen
wir eine Reihe von einfachen Begriffen.

Definition (reelle Intervalle)
Ein I ¢ R heifit ein (reelles) Intervall, falls fiir alle a,b € 1 gilt:

Istce Rmita<c<b,soistce L.
Ein nichtleeres Intervall I heifit:
() mach links (vechts) geschlossen, falls inf(I) € I (sup(I) € I),
(ii) nach links (rechts) offen, falls inf(I) (sup(I)) nicht existiert oder
inf(I) ¢ I (sup(I) ¢ 1),
(iii) offen (geschlossen), falls I nach links und rechts offen (geschlossen) ist.
Das Intervall I = & betrachten wir als ein Intervall jedes Typs.

Fiir a,b € R setzen wir:

Ja,b[ = {xe Rla<x<b}, [a,b] ={xeRla<x<b},
[a,b] = {xe Rla<x<b}, Ja,b]={xeRla<x<b}.

Jedes beschrinkte Intervall konnen wir in dieser Form schreiben. Fiir un-
beschrinkte Intervalle verwenden wir die Darstellungen ]-oo, a], -0, a[,
[a, +oo[, ]a, +oo[, ] —oo, +o[. Fir b<aist ]a,b[ = J, und fiir allea € R
ist [a,a] ={a}.

Beschrinkte offene Intervalle sind dariiber hinaus durch ihren Mittelpunkt
und ihre Ausdehnung festgelegt. Diese Form wird hiufig gebraucht, und es ist
niitzlich, einen Begriff fiir sie zur Verfiigung zu stellen.

Definition (e-Umgebung)

Seiee R, e>0. Fiir a € R setzen wir:

U.(a) = Ja-ga+¢].

U, (a) heifit die (offene) e-Umgebung [ epsilon-Umgebung] von a.
Ubung

Seien a,b,e,€, € R, g, €, > 0. Sei U = U, (a) N U, (b).
Dann ist U leer oder eine e-Umgebung eines Punktes.
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Damit kénnen wir nun Hiufungspunkte von Teilmengen von R definieren:

Definition (Hiufungspunkt und isolierter Punkt)
SeiPc R.

() a e Rheifit Hiufungspunkt von P, falls jede e-Umgebung von a
Punkte aus P - { a } enthilt, d. h. falls gilt:

Firallee>0ist Ug(a) n (P -{a}) = .
(ii) a € P heifit isolierter Punkt von P,
falls a kein Hiufungspunkt von P ist.

Hiufungspunkte von P miissen also nicht Elemente von P sein, wihrend ,a istisolierter
Punkt von P“ impliziert, daff a € P gilt.

Cantor hat in seiner Arbeit ,, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theo-
rie der trigonometrischen Reihen® von 1872 die folgende Definition gegeben:

Cantor (1872): ,,Unter einem Grenzpunkt [ Hiufungspunkt] einer Punktmenge P ver-
stehe ich einen Punkt der Geraden von solcher Lage, daff in jeder Umgebung des-
selben unendlich viele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen kann, daf§
er auflerdem selbst zur Menge gehort. Unter Umgebung eines Punktes sei aber hier
ein jedes Intervall verstanden, welches den Punkt iz seinem Inneren hat.“

Ubung )
Zeigen Sie die Aquivalenz der Cantorschen Definition eines Grenz-
punktes von P mit obiger Definition eines Hiufungspunktes von P.

Isolierte Punkte einer Menge konnen nicht durch andere Elemente der Men-
ge beliebig gut approximiert werden. Wir kénnen einen isolierten Punkt in ein
Intervall einschliefien, das disjunkt vom Rest der Menge ist.

SeienP={1/mnIne N,n>0},Q=PuU{0}. Firjedesne N, n#0,ist dann
1/n einisolierter Punktvon P und Q, und O ist jeweils der einzige Hiufungspunkt
der beiden Mengen.

Ubung
Sei P R beschrinkt und nichtleer. Zeigen Sie:
Ist sup(P) ¢ P, so ist sup(P) ein Hiufungspunkt von P.
Analog ist inf(P) ein Haufungspunkt von P, falls inf(P) ¢ P.

Ein wichtiger Existenzsatz iiber Hiaufungspunkte ist der Satz von Bolzano-
Weierstrafi.

Satz  (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
Sei P eine unendliche beschrinkte Teilmenge von R.
Dann existiert ein Hiufungspunkt von P.
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Beweis
Wir definieren rekursiv ¢y < ¢; < ¢; <... durch:
¢y = inf(P),

Chs1 = Inf(P -[cy,c,]) fiirne N.

Wegen P unendlich ist ¢, definiert fiir allen € N. )
Istc, =c,, ¢ fiireinn, soist ¢, ein Hiufungspunktvon P (1), vgl. Ubung oben.

inf(P) sup(P) inf(P) sup(P)

|
I
Co Cy C ... Ch=Cn41 Cp Cy C ... X

1. Fall 2. Fall

Andernfallsistcy<c; <¢; <...undC={c, Ine N}cP().
Wegen C c P und P beschrinkt existiert x = sup(C),
— und x ist ein Hiufungspunkt von P.

Einige Beispiele zur im Beweis konstruierten Folge ¢, ¢y, ... sind: Ist P = [0, 1]
oder P = ]0, 1], so ist ¢, = O fiir alle n € N, und 0 ist Hiufungspunkt von P. Ist P =
{1-1/nlneN;n=1},soistc, =n/(n+ 1) fiir alle n € N, und der konstruierte
Hiufungspunkt von P ist 1.

Cantor (1872): ,,... Darnach istes leicht zu beweisen, dafl eine aus einer unendlichen An-
zahl von Punkten bestehende [beschrinkte ] Punktmenge stets zum Wenigsten einen
Grenzpunkt hat.“

Grenzwerte von Folgen

AlsKorollar zum Satz von Bolzano-Weierstrafy zeigen wir noch, dafi jede Folge
reeller Zahlen, in der die Abstinde beliebig weit auseinanderliegender Folgen-
glieder beliebig klein werden, einen eindeutigen Haufungspunkt oder Limzes be-
sitzt. Hierzu einige Begriffe.

Definition (konvergente Folgen und Limes einer Folge)
Eine Folge xg, x1, x5, ... reeller Zahlen heifit konvergent gegen xe R,
in Zeichen lim, _, ., x, = x, falls gilt:
Firallee >0, e € R, existiert ein ny € N mit: x, € Ug(x) fiir alle n > ny,.

x heifit dann der Limes oder Grenzwert der Folge xg, x, ...

Wir begniigen uns hiufig mit Schreibweisen der Form xg, x;, x,, ... fiir Folgen. Andere
Schreibweisen sind (x,), ¢ ny oder in der Mengenlehre oft auch das noble ( x, | ne N ).
Offiziell ist eine Folge in einer Menge M eine Funktion f : N — M, und x,, ist dann nur eine
andere Schreibweise fiir f(n).
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Ubung
Der Limes einer konvergenten Folge x, x1, X, ... ist
eindeutig bestimmt, d.h. fiir alle x,y € R gilt:

lim, . .x,=xund lim, _, .x, =y folgt x=y.

Konvergente Folgen verdichten sich also an genau einer Stelle. Dies hat zur
Konsequenz, dafi die Glieder der Folge beliebig eng zusammenriicken. Diese Ei-
genschaft wird prizise gefafit im Begriff der Cauchyfolge.

Definition (Cauchyfolge)
Eine Folge xo, x;, X3, ... reeller Zahlen heifit
Cauchyfolge oder Fundamentalfolge in R, falls gilt:

Fiir alle € > 0, € € R existiert ein ny € N mit:
Ix, - X, | <¢fiiralle n,m € N mitn,m = n,.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge: Iste > 0 und Ix - x, | <¢/2 fiir
alle n 2 ny, so ist Ix, - x,, | <€ fiir alle n,m 2 ny. Aber auch die Umkehrung ist
richtig, und der wesentliche Teil des Beweises dieser Behauptung wird durch den
Satz von Bolzano-Weierstraf} getragen:

Satz  (Konvergenz von Cauchyfolgen)
Jede Cauchyfolge xg, x;, x5, ... konvergiert.

Beweis
SeiX={x, Ine N}.

1. Fall: Xist endlich.
Seidann X ={yy,...,yp Jmity; <y, <...<y, k=1.
Istk = 1, so ist offenbar y; der Limes der Folge. Sei also k > 1.
Seie =min{ ly;—y;,,| | 1<i<k}.
Weiter sei ng € N mit Ix, - x,,| <€ fiir alle n,m > n,,.
Nach Wahl von € existiert dann ein i <k mit x,, = y; fiir alle n 2 n,.
Also giltlim,, _, .. x, =y;.

2. Fall: X ist unendlich.
Xist beschrinkt, denn es gibt ein ny mit Ix, - x, | <1 fiir alle bis auf
endlich viele n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf existiert
also ein Hiufungspunkt x von X. Wir zeigen lim, _, .. x, = x.
Sei hierzue >0, € € R, und sei ny € N mit
Ix, - x| <€&/2 fiir alle n,m > n,,.
Wegen x Hiufungspunkt von X ist X N Uy, (x) unendlich.
Also existiert ein m > ng mit |x - x,, | <&/2.
Fiir alle n > n; ist dann
Ix-x,| = Ix =X + Xy =X, | S Ix—x, | + Ix, -x,| <€/2+€/2 =¢.
- Also ist x, € U, (x) fiir alle n = n,.
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Ableitungen

Cantor hat die Hiufungspunkte einer Teilmenge von R als Kennzeichen fiir
die Reichhaltigkeit der Menge betrachtet, und hierzu den Begriff der Ableitung
einer Punktmenge eingefiihrt.

Definition (Cantorsche Ableitung einer Menge reeller Zablen)
Sei P < R. Wir setzen

P’ = {xe R | x ist Hiufungspunkt von P }.
P’ heifit die (Cantorsche) Ableitung von P.

P’ entsteht aus P durch Sdumen des Randes von P und anschlieflender Entfer-
nung der isolierten Punkte.

Cantor (1872): ,Esist nun ein bestimmtes Verhalten eines jeden Punktes der Geraden zu
einer gegebenen Menge P, entweder ein Grenzpunkt derselben oder kein solcher zu
sein, und es ist daher mit der Punktmenge P die Menge ihrer Grenzpunkte begrifflich
mit gegeben, welche ich mit P’ bezeichnen und die erste abgeleitete Punktmenge von P
nennen will.“

Elementare Eigenschaften der Ableitung sind:

Ubung
Seien P,Q c R. Dann gilt:
i) PcQ folgt PP Q.
i PuQ) =P uQ.
) PnQ) c PPnQ’.
[Dagegenist P’ Q" ¢ (P n Q)” im allgemeinen nicht richtig. ]
(iv) Ist P endlich, so ist P’ = &.
Wir betrachten einige Beispiele:
() @=0, R=R,
@) 10,1["=[0,1], @'=R,
(i) ({1/nlne N,n>0}u{0}) = {0},
() {I/nlneN,n>0}" = {0}.
Es sind also die Fille
@ P’=P (@) PcP’, (i) PPcP @GP NnP=0

moglich. Das Beispiel Q" = R zeigt, daf§ die Ableitung einer Menge von grofierer
Michtigkeit sein kann als die Ausgangsmenge.
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Ubung
Sei P ¢ R. Dann sind #dquivalent:

(i) PistdichtinR. (i) P’ = R.

Abgeschlossene, in sich dichte und perfekte Mengen

Das Verhiltmis von P’ zu P fithrt zu drei natiirlichen Begriffen:

Definition (abgeschlossene und perfekte Teilmengen von R)
Ein P c R heifit:

(i) abgeschlossen, falls P’ P,
(ii) n sich dicht, falls P c P,
(iii) perfekrs, falls P” = P.

»Abgeschlossen® heifit also fiir eine Menge: Jeder Hiufungspunkt der Menge
gehort bereits zur Menge.

Cantor (1884b): ,Wenn eine Punktmenge P so beschaffen ist, daff ihre Ableitung pY
[=P’]in ihr als Divisor [ Teilmenge] enthalten ist, oder was dasselbe ist, dafi
DEPY) [=PAPV] =P,

so wollen wir P eine abgeschlossene Menge nennen.“

»In sich dicht“ bedeutet: Jeder Punkt der Menge l4fit sich beliebig gut durch
andere Punkte der Menge approximieren, oder anders: es gibt keine isolierten
Punkte.

Cantor (1884b): ,Es ist ferner wichtig, den Fall ins Auge zu fassen, daf§ eine Menge P
Divisor ibrer Ableitung PD jst oder, was dasselbe ist, daf§

DE,PY) [=PnPV] =P;
unter solchen Umstinden wollen wir P eine in sich dichte Menge nennen.“

Eine Menge ist perfekt, wenn sie abgeschlossen ist und keine isolierten Punkte
besitzt. Die abgeschlossenen Intervalle sowie R sind Beispiele fiir perfekte Mengen.
Kompliziertere perfekte Mengen, die keine Intervalle als Teilmengen enthalten,
werden wir spiter diskutieren, wenn wir uns ausfithrlicher mit der Cantormenge
beschiftigen, die uns im ersten Abschnitt schon begegnetist (1.9).

Cantor (1883b): ,, ... S dagegen ist so beschaffen, dafl bei dieser Punktmenge der Ablei-
tungsprozef} gar keine Anderung hervorbringt, indem
S=SU [=9]

...1ist; derartige Mengen S nenne ich perfekre Punktmengen.“
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Der zur Abgeschlossenheit duale Begriff der offenen Menge wurde erst 1902
von Henri Lebesgue (1875 - 1941) eingefiihrt:

Definition (offene Menge)
Ein Q c R heifit offen, falls R - Q abgeschlossen ist.

Eine fundamentale Eigenschaft der offenen Mengen ist in der folgenden Cha-
rakterisierung gegeben:

Ubung
Sei Q < R. Dann sind dquivalent:

(1) Q istoffen. 1 i
(ii) Fiir alle a € Q existiert ae Q folgt U,(a) cQ

ein € > 0 mit U,(a) c Q.

Eine offene Menge enthilt also um jeden ihrer Punkte eine e-Umgebung, und
die Offenheit einer Menge folgt umgekehrt aus dieser Eigenschaft, die von ,,ab-
geschlossen® und damit vom Begriff der Ableitung keinen Gebrauch mehr
macht. Man kann sie zur Definition von ,,offen“ verwenden, und die abgeschlos-
senen Mengen dann als die Komplemente der offenen Mengen einfiihren. In
dieser Weise werden die Begriffe in der Topologie der reellen Zahlen heute iibli-
cherweise behandelt.

Nichtleere offene Mengen enthalten also immer nichtleere offene Intervalle.
Wegen | ]a,b[| = IR furallea,b e Rmita<bkoénnen wir damitdie Michtigkeit
offener Mengen sofort angeben:

Satz  (Michtigkeit offener Mengen)
Sei Q < R offen und nichtleer.
Dann gile 1QI = IRI.

Die méglichen Michtigkeiten der abgeschlossenen Mengen zu bestimmen ist
wesentlich schwieriger. Jede endliche Teilmenge von R sowie N und R selbst sind
abgeschlossene Teilmengen der reellen Zahlen. Alle endlichen Michtigkeiten
sowie ,abzihlbar unendlich“ und ,,gleichmichtig zu R sind also mégliche Gro-
ien von abgeschlossenen Mengen. Aus dem Satz von Cantor-Bendixson (Kapi-
tel 11) wird folgen, dafl die abgeschlossenen Mengen keine weiteren Michtig-
keiten besitzen. Die Kontinuumshypothese gilt also fiir die offenen und fiir die
abgeschlossenen Mengen: Jede offene oder abgeschlossene Menge ist abzihlbar
oder gleichmichtig zu R.

Die offenen Mengen sind stabil unter beliebigen Vereinigungen und endli-
chen Durchschnitten. Fiir abgeschlossene Mengen gelten die dualen Eigen-
schaften:
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Ubung
(i) Sei2 c P(R) und jedes Q € 9 sei offen.
Dann ist U 2 offen. Ist  endlich, so ist 1 2 offen.

(1) Sei 2 ¢ P(R) und jedes Q € 9 sei abgeschlossen.
Dann ist (M 2 abgeschlossen. Ist 2 endlich, so ist U 2 abgeschlossen.

Wir untersuchen nun die Operation der Ableitung genauer. Wir haben gese-
hen, daf} bei der Ableitung einer Punktmenge neue Punkte hinzukommen kon-
nen. Ist dagegen die Punktmenge selbst die Ableitung einer Punktmenge, so
kann die Ableitung die Punktmenge nur noch verkleinern. Anders: Die Ablei-
tung einer Punktmenge ist immer abgeschlossen.

Satz  (Abgeschlossenbeit der Ableitung)
Sei P c R. Dann ist P” abgeschlossen.

Beweis
Wir miissen (P”)” < P’ zeigen.
Die Idee ist: Ein Hiufungspunkt von Hiufungspunkten einer Menge P
ist selbst ein Hiufungspunkt von P.
Seialso a € (P’) beliebig. Sei weiter € > 0. Wir miissen zeigen:

(+) Uga) n (P-{a}) # @.

e 7 [ ) Sy —
Wegen a € (P’)’ existiert ein ‘ © | ‘ ¢

be P’mitb#a, be U.y(a). ‘ ‘b ‘
Sei 8= Ib - al. Dann gilt ¢ !
8> 0und Uz(b) c U.(a), a ¢ Us(b).
Wegen b € P’ existiert dann ein c € P mit c € Ug(b).
Danngiltce P,ce Ug(a),c#a.

— Dies zeigt (+) und damita € P fiiralleae (P’)".

Cantor (1884b): ,, Jede Menge, welche selbst erste Ableitung einer anderen Menge ist, gebirt
auch, wie wir wissen, zu den abgeschlossenen Mengen.

Definition  (Abschluff und Inneres einer Punktmenge)
Sei P ¢ R. Wir setzen:

cd(P) = PUP, [cl fur engl. closure]
int(P) = R-cl(R-P). [int fiir engl. interior]
cl(P) heifit der Abschiufs von B, int(P) heifit das Innere von P.

Ubung
() Firalle P c Rist cl(P) die kleinste abgeschlossene Obermenge von P:
cl(P) ist abgeschlossen, und ist Q o P abgeschlossen, so ist cl(P) < Q.

(i) Firalle P c Ristint(P) die grofite offene Teilmenge von P.
Esgiltint(P) = U {Uy(x) cP I xe Pe>0}.
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Wir haben gezeigt, dafi P’ immer abgeschlossen ist, d. h. es gilt (P")" < P’ fiir
alle Punktmengen P. Die Ableitung einer Punktmenge ist aber im allgemeinen
nicht perfekt:

Ubung
(i) Konstruieren Sie ein P ¢ R mit (P")" < P’.

(i) Ist P insich dicht, so ist P” perfekt.

Im allgemeinen haben wir also mit der Bildung der Ableitung P’ von P keine li-
neare Punktmenge erreicht, die perfekt, d. h. stabil gegentiber der Bildung der
Ableitung ist; (P”)” kann eine echte Teilmenge von P’ sein. Es ist nun nur natir-
lich, die Folge P, P’, P” = (P’)’, P = (P”)’, ... zu betrachten. Dies fithrt zu
iterierten Ableitungen und damit letztendlich fast zwangsldufig zu den Ordinal-
zahlen.

Iterierte Ableitungen

Definition (iterierte Ableitung)
Sei P c R. Dann ist P, die n-te Ableitung von P,
fir n € N rekursiv definiert durch:
P® - p,
PO = (P™) firne N.

Cantor (1879b): ,,Dahiernach die Ableitung einer Punktmenge P wieder eine bestimmte
Punktmenge P’ ist, so kann auch von dieser die Ableitung gesucht werden, welche als-
dann zweite Ableitung von P genannt und mit P” bezeichnet wird; durch eine Fortset-
zung dieses Verfahrens erhilt man die v Ableitung von P, welche mit P bezeichnet
wird.“

Nach dem Satz oben ist es nur fiir die erste Ableitung P” = P méglich, keine
Teilmenge der zugrunde liegenden Menge zu sein. Alle weiteren Ableitungen
sind abgeschlossen und daher gilt

i) > P@ > P® > P® e

Cantor (1879b): ,Bemerkenswert ist ferner, daf} alle Punkte von P”, P"”, ... auch immer
Punkte von P’ sind, wihrend ein zu P’ gehoriger Punkt nicht notwendig auch ein sol-
cher von P ist.“

Eine natiirliche Frage ist:

Terminiert diese Folge immer in einer perfekten Menge, d. b. gibt es fiir alle
P c R immer ein n € N mit der Eigenschaft p® _ pr+) o

Die Antwort ist nein:
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Ubung
Konstruieren Sie ein abgeschlossenes P ¢ R mit
PoPOSP@5p® 5
d.h. PO*D « P™ fiirallen € N,

Eine unendliche >-absteigende Kette von iterierten Ableitungen ist also mog-
lich. Andererseits sind alle P™ abgeschlossene Mengen, falls P abgeschlossen ist.
Der Durchschnitt einer solchen absteigenden Kette ist wieder nichtleer und ab-
geschlossen, falls P beschrinkt ist:

Ublmg
Seien P, beschrinkte, abgeschlossene und nichtleere Teilmengen
von RmitP,,; c P, firallene N.
Dann ist (N, . P, nichtleer und abgeschlossen.

[Fiir ,,nichtleer” wird die Vollstindigkeit von R benutzt; es gilt
sup {inf(P,) Ine N}e M, yP,.]

Abgeschlossene und beschrinkte Teilmengen von R heifien auch komzpaks.

Es kann also weitere nichttriviale Stufen im Ableitungsprozef§ geben.

Definition
Sei P — R. Dann ist P, die w-te Ableitung von P, definiert durch

P@® _ ﬂne N P™.

Cantor (1880d): ,, ... so wird P’ sich aus zwei wesentlich verschiedenen Punktmengen
Q und R zusammensetzen [P’ = Q UR, Q n R =] ... Q besteht aus denjenigen
Punkten von P’, die bei hinreichendem Fortschreiten in der Folge P’, P”, P"”, ... ver-
loren gehen, die andere R umfafit diejenigen Punkte, welche in allen Gliedern der
Folge P’, P”, P”, ... erhalten bleiben, es ist also R definiert durch die Formel:

R=D®,P",P",...).
Wir haben aber auch offenbar:

R=D@",P”,PY, ...)
und allgemein:

R-= @(P(nl), P(nz), P(n,z), ),
wo ny, ny, n3, ... irgend eine Reihe ins Unendliche wachsender ganzer positiver Zah-
len ist.
Diese aus der Menge P hervorgehende Punktmenge R werde nun durch das
Zeichen:
P

ausgedriickt und Ableitung von P der Ordnung e genannt.”

Spiter hat Cantor das Zeichen  fiir e benutzt, das eher ein festes Objekt sug-
geriert, und doch zugleich an das Unendlichkeitssymbol erinnert.

Haben wir P gebildet, so konnen wir weiter die Ableitungen P@’ 5 p@r 5
P@”” 5 .. betrachten. Man kann wieder Mengen P c Rkonstruieren, fiir welche
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alle hierbei auftretenden Inklusionen echt sind. In diesem Fall haben wir also
auch in (® + )-vielen Schritten noch keine perfekte Menge im Ableitungspro-
zef erreicht, also immer noch keinen Index o0 gefunden fiir den P = (P’ gilt.
Sobald wir ein perfektes P erreichen, wird der weitere Ableitungsprozef} tri-
vial, alle folgenden Schritte sind dann identisch mit P, Andernfalls fallen bei
den weiteren Schritten immer wieder Punkte aus den iterierten Ableitungen her-
aus. Wir setzen:

PO — (P@Y® fiirne N, und
ple+o)  _ (P(w))(w) - mneNP<m+n)-

Damit erhalten wir eine Kette:
POSPO 5. PW o5 oP@W 5P+ 5pl+d) 5 5 plern) 5 | 5 plore),

Die Inklusionen kénnen wieder echt sein - und es gibt dann weitere nichttriviale
Schritte der Ableitung P(®*®”, p@+®~

Hier liegt also wieder eine Situation vor wie in (+) und den drei Beispielen des
ersten Kapitels. Alle vier Beispiele verweisen auf die Idee der Ordinalzahlen und
zeigen ihre Eigenart, die Stufen solcher transfiniter Prozesse markieren zu kon-
nen, so wie die natiirlichen Zahlen die Stufen gew6hnlicher unendlicher Folgen
indizieren. Eine mathematische Umsetzung dieser Idee erscheint nun wiin-
schenswert, denn wir hitten dann eine nicht nur schéne, sondern auch vielseitig
einsetzbare Erweiterung der natiirlichen Zahlen gewonnen. Transfinite Prozes-
se tauchen, wie wir gesehen haben, in vielerlei Situationen in natiirlicher Weise
auf.

Zur Einfihrung der Ordinalzahlen kann man sich ein Stiick weit mit einer rein
symbolischen Bezeichnung der Stufen behelfen, und dabei die vertrauten arith-
metischen Operationen verwenden. Cantor hat bereits 1880 solche elementar
arithmetischen Stufen angegeben. Statt von transfiniten Zahlen oder Ordnungs-
zahlen spricht er damals noch von Unendlichkeitssymbolen.

Cantor (1880d): ,Die erste Ableitung von P® werde mit P+ dien™ Ableitung von P
mit P*" bezeichnet; P wird aber auch eine, im Allgemeinen von O [@] verschiede-
ne Ableitung von der Ordnung e haben, wir nennen sie P, Durch Fortsetzung die-
ser Begriffskonstruktionen kommt man zu Ableitungen, die konsequenterweise durch:

pnoe+np)

zu bezeichnen sind, wo ng, n; positive ganze Zahlen sind. Wir kommen aber auch dar-
tiber hinaus, indem wir:

D (P, P PO

bilden und dafiir das Zeichen P festsetzen.
Hieraus ergibt sich durch Wiederholung derselben Operation und Kombinierung
mit den frither gewonnenen der allgemeinere Begriff:

P(nowz +1nj 0+ 1)
)

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man zu:
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-1 + ...+ 1Dy)

P(no‘x’V +njeo
b

WO ng, 1y, ..., N, positive ganze Zahlen sind. Zu weiteren Begriffen gelangt man, in-
dem man v variabel werden lifit; man setze:

P 2D (P, PO P,
Durch konsequentes Fortschreiten gewinnt man sukzessive die weiteren Begriffe:

P pETTh pET pe") peT) pET ) g W

o+ 1) o+ 1N
wir sehen hier eine dialektische Begriffserzeugung®), welche immer weiter fithrt und
dabei frei jeglicher Willkiir in sich notwendig und konsequent bleibt ...

[Fufinote] *): Zu derselben bin ich vor nun zehn Jahren gelangt; bei Gelegenheit ei-
ner eigentiimlichen Darstellung des Zahlbegriffs (Math. Ann. Bd. V) habe ich ent-
fernt darauf hingewiesen.“

Wir haben die Fufinote hier mitaufgenommen, weil sie zeigt, wie lange vollig neuarti-
ge Ideen brauchen kénnen, um klar ins Bewufitsein zu kommen. In der erwihnten Ar-
beit (1872b) hatte Cantor die reellen Zahlen aus sogenannten Fundamentalfolgen, be-
stehend aus rationalen Zahlen konstruiert. Durch Iteration dieses Verfahrens gelangt er
zu reellen Zahlen immer hoherer (endlicher) Art, die dem Wert nach mit den tiblichen
reellen Zahlen iibereinstimmen, von deren Konstruktionsprozef} er sich aber Nutzen
fiir die Analysis erhoffte - eine Hoffnung, die sich nicht erfiillt hat. Ein wirklich transfi-
niter Prozef findet sich in der Arbeit noch nicht; den Keim zu den Ordinalzahlen trigt
sie aber sicherlich in sich, zumal Cantor auch hier schon die Ableitungen P, P’, P”, ...
betrachtet hat.

Wir kénnen nun die Reihe (+) aus dem ersten Kapitel erginzen durch die von
Cantor eingefiihrten ,,Unendlichkeitssymbole“. Wir schreiben hierbei wie heute
tiblich o fiir o und weiter @ n = ® - n fir n oo,

Die Reihe lautet dann:

+ 0,L2,...,0,0+1,...,0-2=0+0,®-2+1,...,0-3,...,0-4,...,
o
O 0=0>, 0 +1,.. 0O, .., 02, 0, 0% 0%, ...
Ubung

Der Leser iiberlege sich die in (+) unterdriickten ,,Limesstellen®,
z.B.0’ + 2.

Wir fragen wieder: Wie grofy kann o werden ? Wie weit kommt man nach
rechts?

Die Antwort ist: Wir haben mit obigen durch arithmetische Operationen be-
zeichneten Ordinalzahlen erst einen winzigen Bruchteil der transfiniten Zahlen
kennengelernt! Denn: Wir kénnen immer weiter zihlen, und jedem Weg nach
rechts einen Limes hinzufiigen, so wie wir den natiirlichen Zahlen den Limes ®
hinzugefiigt haben. Solche Erweiterungen werden der Idee der Ordinalzahlen
nur gerecht.

Man muf} nun zudem, egal wie weit man die Reihe fortsetzt, schnell aufgeben,
die Ordinalzahlen durch arithmetische Operationen oder anderswie konkret zu
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bezeichnen — wir werden sehen, daf§ die Ordinalzahlen eine echte Klasse bilden;
es gibtihrer zu viele, um ihnen allen einen Namen geben zu kénnen. Aber so wie
man irgendwann mit dem Ausdruck ,sei n € N* etwas anfangen kann, entwickelt
man durch Abstraktion und Gewohnung im Laufe der Zeit ein Gefiihl fiir den
Ausdruck ,sei o eine Ordinalzahl®.

Wir brauchen noch eine mathematische Definition von ,,a. ist eine Ordinal-
zahl“, denn wir wollen die Ordinalzahlen nicht, wie etwa die natiirlichen Zah-
len, als Grundobjekte behandeln. Wir geben eine solche Definition im Stil von
Cantor und Hausdorff in den nichsten Kapiteln, und kommen schliefilich zur
modernen, allen Mafistiben an Strenge geniigenden Definition. Entscheidend
ist der Begriff der Wohlordnung, den wir im nichsten Kapitel ausfiihrlich be-
handeln. Erst mit diesem Begriff gelingt es, alle Elemente der Reihe (+) ein fiir
allemal in einer Definition einzufangen.

Mit Hilfe der Ordinalzahlen kénnen wir dann auch die hier offen gebliebenen
Fragen beantworten:

1) Wie viele Ableitungen P” braucht man, um von einer Menge P zu einer
( g g

perfekten Menge zu gelangen, d. h. zu einem P mit P = P@+D >
(2) Welche Michtigkeiten sind fiir die abgeschlossenen Mengen moglich ?

Zu (1) bemerken wir wieder, daf§ die Zahlen aus obiger Liste nicht gentigen,
wovon man sich mit einiger Miihe iiberzeugen kann.

Frage (2) ist eine Approximation an das Kontinuumsproblem. Anstatt alle
Teilmengen von R zu betrachten, untersucht man interessante Teilmengen von
P(R), und versucht zu zeigen, dafi alle ihre Elemente ,reguliren®, ,nicht-patho-
logischen® Charakter besitzen. Die einfachsten Beispiele fiir solche regulire Teil-
mengen von P(R) sind die abgeschlossenen und die offenen Mengen. Dieses
Programm ist von der deskriptiven Mengenlehre in der Nachfolge Cantors sehr
erfolgreich weiterverfolgt worden, und die Ergebnisse dieser Teildisziplin der
Mengenlehre bilden ein Gegengewicht zur Unabhingigkeit der Kontinuums-
hypothese und anderer Aussagen iiber die reellen Zahlen.

Georg Cantor iiber die Einfithrung der transfiniten Zahlen

,Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannigfaltigkeitslehre"
[Fufinote 1 enthilt die in 1.1 bei der Diskussion des Platonismus wiedergegebene friihe
Mengendefinition Vieles, welches sich als Eines denken lif$t.] ist an einen Punkt gelangt, wo
ihre Fortfiihrung von einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbegriffs [N] iiber die bis-
herigen Grenzen hinaus abhingig wird, und zwar fillt diese Erweiterung in eine Rich-
tung, in welcher sie meines Wissens bisher von Niemandem gesucht worden ist.

Die Abhingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des Zahlbegriffs versetzt
sehe, ist eine so grofie, dafi es mir ohne letztere kaum méglich sein wiirde, zwanglos den
kleinsten Schritt weiter vorwirts in der Mengenlehre auszufiihren; moge in diesem Um-
stande eine Rechtfertigung oder, wenn nétig, eine Entschuldigung dafiir gefunden wer-
den, daf} ich scheinbar fremdartige Ideen in meine Betrachtungen einfiihre. Denn es han-
delt sich um eine Erweiterung resp. Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe tiber das



2. Lineare Punktmengen 221

Unendliche hinaus; so gewagt dies auch scheinen méchte, kann ich dennoch nicht nur die
Hoffnung, sondern die feste Uberzeugung aussprechen, daff diese Erweiterung mit der
Zeit als eine durchaus einfache, angemessene, natiirliche wird angesehen werden miissen.
Dabei verhehle ich mir keineswegs, daff ich mit diesem Unternehmen in einen gewissen
Gegensatz zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das mathematische Unendliche und
zu hiufig vertretenen Ansichten iiber das Wesen der Zahlgrofie mich stelle.

Wias das mathematische Unendliche anbetrifft, soweit es eine berechtigte Verwendung
in der Wissenschaft bisher gefunden und zum Nutzen derselben beigetragen hat, so
scheint mir dasselbe in erster Linie in der Bedeutung einer verinderlichen, entweder iiber
alle Grenzen hinaus wachsenden oder bis zu beliebiger Kleinheitabnehmenden, aber stets
endlich bleibenden Gréfie aufzutreten. Ich nenne dieses Unendliche das Uneigentlich-
Unendliche.

... Die unendlichen realen ganzen Zahlen, welche ich im Folgenden definieren will
und zu denen ich schon vor einer lingeren Reihe von Jahren gefithrt worden bin, ohne
daf} es mir zum deutlichen Bewufitsein gekommen war, in ihnen konkrete Zahlen von
realer Bedeutung zu besitzen ..., haben durchaus nichts gemein mit dem ... Uneigent-
lich-Unendlichen, dagegen ist ihnen derselbe Charakter der Bestimmtheit eigen, wie wir
ihn bei dem unendlich fernen Punkte in der analytischen Funktionentheorie antreffen;
sie gehoren also zu den Formen und Affektionen des Eigentlich-Unendlichen ... “

(Georg Cantor 18830, ,, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten (V) <)



3. Wohlordnungen

Unsere vier Beispiele fithrten uns zu einer Reihe der Form:

(+) 0,1,2,3,...,0,0+1,0+2,0+3,...,...,...,0,...,

ceeg een

Wir konnten diese Reihe nur ein Stiick weit ,,von unten® beschreiben. Die Auf-
gabe ist nun, auf einen Schlag alle transfiniten Zahlen o zu definieren! Diesem
Ziel nihern wir uns in mehreren Schritten. Und erst in Kapitel 6 gelangen wir
schlieilich zu einer Definition der Ordinalzahlen, werden dann aber bereits alle
wesentlichen Resultate iiber die Struktur der Reihe (+) zur Verfiigung haben.

Unsere Intuition bringt noch keine konkreten Vorstellungen iiber die Natur
der in der Reihe vorkommenden Objekte o mit sich, von einem Anfangsstiick ab-
gesehen, das wir mit den natiirlichen Zahlen, dem neuen Zeichen ® und arithme-
tischen Ausdriicken wie ® + 1, ® + ®, usw. bilden kénnen. Liegen nun die Stufen
o der Reihe als Ganzes weitgehend im Nebel, so ist doch das Wandern aufihnen
beschreibbar: Wir besitzen eine gute Intuition tiber den Verlauf der Reihe, das
Wesen der ihr innewohnenden Ordnung, und wir versuchen nun zunichst, die
charakteristischen Eigenschaften dieser Ordnung herauszufinden.

(W1) Je zwei verschiedene Elemente o und o der Reihe sind vergleichbar in
dem Sinne, dafi o vor o” oder aber o vor o in der Reihe erscheint.
Wir schreiben o < o, falls o vor o” in der Reihe erscheint.

(W2) Die Reihe hat ein erstes Element, das wir mit 0 bezeichnen.

(W3) Jedesohateinen eindeutigen Nachfolger B, den wir auch durch o + 1 be-
zeichnen. Wir kénnen den Nachfolger  von o auch so charakterisieren:

B = ,das kleinste Element B’ der Reihe, fiir das o < 87 gilt®.

o + 1 schlieffit unmittelbar an o an:
0,1, ..., ceey, oo, 0, 00+ 1, ooy Lo

g e

(W4) Jedes Anfangsstiick A der Reihe hat einen eindeutigen Nachfolger
B = B(A). Dieses B ist charakterisiert durch:

B =,,das kleinste Element B’ der Reihe fiir das gilt: o< B’ furalleooe A“.

B(A) schliefit unmittelbar an A an:
——— Anfangsstiick A ——, B(A), ..., ..., ...

Istz.B.A={0,1,2,...}=N,soist B(A) = o.
IstA={0,1,2,...,0,...,0},s0ist B(A) = o + 1.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_16, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010



Diese vier Eigenschaften sind
entscheidend! Mit ihrer Hilfe
konnen wir zwar noch keine un-
mittelbare Definition der Ordi-
nalzahlen selbst geben, jedoch
gewinnen wir aus ihnen eine
Form, in die genau die Weg-
strecken hineinpassen, auf denen
ein transfiniter Prozess abliuft.
Cantor hat fiir diese Form den
Begriftf der Wohlordnung ge-
prigt. Die Idee ist, dafl Wohl-
ordnungen genau wie Anfangs-
stiicke der Reihe (+) aussehen,
wenn man von den Namen der
verwendeten Objekte, etwa 0, 1,
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(W4) COD********””O

2, ..., , usw. absieht, und nur noch die unter ihnen herrschende Ordnung be-
trachtet. Verstehen wir den Verlauf von Anfangsstiicken der Reihe (+), also ihre
Struktur bis zu einer gedachten Stelle o, so wird es leichter moglich sein, die
Stelle o selbst, die Ordinalzahl o, als Objekt zu definieren.

Die Form der Wohlordnung besteht aus vier Bedingungen, die nur dahinge-
hendvon (W1) - (W4) abweichen, daff Anfangsstiicke der Reihe (+) irgendwann
eine Ende haben, im Gegensatz zur gesamten Reihe selbst. Cantor definiert

Wohlordnungen wie folgt.

Cantor (1883b): ,Ein anderer grofier, den neuen Zahlen zuzuschreibender Gewinn be-
steht fiir mich in einem newen, bisher noch nicht vorgekommenen Begriffe der Anzahl
der Elemente einer woblgeordneten unendlichen Mannigfaltigkeit ...

Unter einer woblgeordneten Menge ist jede wohldefinierte Menge zu verstehen, bei
welcher die Elemente durch eine bestimmt vorgegebene Sukzession mit einander ver-
bunden sind [ (W1) ], welcher gemif es ein erstes Element der Menge gibt [ (W2)] und
sowohl auf jedes einzelne Element (falls es nicht das letzte in der Sukzession ist) ein
bestimmtes anderes folgt [ (W3’) ], wie auch zu jeder beliebigen endlichen oder un-
endlichen Menge von Elementen ein bestimmtes Element gehort, welches das ihnen
allen ndchst folgende Element in der Sukzession ist (es sei denn, daf} es ein ihnen allen
in der Sukzession folgendes tiberhaupt nicht gibt) [ (W4") ].“

Diese Definition gibt die zugrunde liegenden Ordnungseigenschaften am di-
rektesten wieder. Sie ist aber etwas schwerfillig, und es gibt eine griffigere dqui-

valente Umformulierung.

Zunichst formulieren wir die Bedingung (W1) genauer.
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Definition (lineare Ordnung)
Sei M eine Menge, und sei < € M x M eine zweistellige Relation auf M.
< heifit eine lineare Ordnung auf M, falls fir alle a,b,c € M gilt:

(i) non(a<a), (Irreflexivitiit von <)
(i) a<bund b<c folgt a<c, (Transitivitit von <)
(iii) a<b oder a=Db oder b <a. (Linearitit von <)

Verbunden mit diesem zentralen Begriff sind einige Schreib- und Sprechweisen, die
den Umgang mit linearen Ordnungen erleichtern. Ihre Einfiihrung ist katalogartig und
etwas langatmig, zumal sich die meisten Dinge fast von selbst verstehen.

(1) Wir schreiben wie {iblich a < b fiir (a, b) € <.

Weiter schreiben wir a < b fiir ,,a <b oder a = b“.

(2) IstXcMundse M, sobedeutet X <5, dafy x < s fiir alle x e X gilt.
Analog sind X <5, s <X, s < X definiert.
s heifit <-kleinstes Element der Ordnung, falls s < M. Analog ist <-grofStes
Element definiert.

(3) Ist < eine lineare Ordnung auf M, so nennen wir auch das Paar (M, <)
eine lineare Ordnung. Wir verwenden auch die Schreibweise (M, <) fiir
(M, <), und nennen (M, <) eine (Ordnungs-) Struktur. Die Menge M
heifit der Triger der Ordnung (M, <).

(4) Wir notieren lineare Ordnungen (M, <y), (N, <y} oft einfach als (M, <)
und (N, <), wobei die beiden <-Relationen i.a. nichts miteinander zu tun
haben. Diese ungefihrliche Konvention erleichtert die Lesbarkeit.
(Cantor hat die Erwidhnung der Ordnungen oft ganz unterdriickt.)

(5) Ist(M, <) eine lineare Ordnung und N ¢ M, so sei <IN = < n (N x N)
die Einschrankung der Ordnung auf N. Dann ist (N, <IN) eine lineare
Ordnung. Wir schreiben fiir derartige Ordnungen auch kurz (N, <), und
meinen mit < dann die Einschrinkung von < auf N.

Beispiele fiir lineare Ordnung sind (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <) mit den ibli-
chen Ordnungen auf den Zahlen. (J, &) ist die triviale lineare Ordnung, und
fiir jedes Objekt x ist ({x }, @ ) eine lineare Ordnung mit einem einelementigen
Triger.

Cantor (1895): ,Eine Menge M nennen wir ,einfach geordnet*[linear geordnet], wenn un-
ter ihren Elementen m eine bestimmte ,Rangordnung‘ herrscht, in welcher von je zwei
beliebigen Elementen m; und m, das eine den ,niedrigeren’, das andere den ,hoberen
Rang einnimmt, und zwar so, daf§ wenn von drei Elementen m;, m, und m; etwa m;
dem Range nach niedriger ist als m,, dieses niedriger als m;, alsdann auch immer m;
niedrigeren Rang hat als m;.

Die Beziehung zweier Elemente m; und m,, bei welcher m; den niedrigeren, m,
den hoheren Rang in der gegebenen Rangordnung hat, soll durch die Formeln ausge-
driickt werden

(1) m; <my, m,>mp.©
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Ubung
Sei M eine Menge, und sei < = cIM = ¢ n M xM, also

a<b gdw a,be PM)und ach.

Dann ist < irreflexiv und transitiv auf M, aber i.a. nicht linear.

Man nennt irreflexive und transitive Relationen < ¢ M x M partielle Ordnun-
gen auf M. Lineare und allgemeiner partielle Ordnungen spielen in der Mengen-
lehre eine grofie Rolle und haben eine reiche Theorie. In den ,,Grundziigen der
Mengenlehre” von Hausdorff (1914) werden Ordnungen bereits sehr ausfiihr-
lich und allgemein untersucht (Kapitel 4 - 6). Hier interessieren uns zunichst
nur die Ordnungen, die zu den Ordinalzahlen fithren, und spiter dann die Ord-
nungen der rationalen und der reellen Zahlen.

Damit ist die Bedingung (W1) scharf gefafit. Die drei iibrigen Bedingungen
kénnen wir nun zu einer einzigen Bedingung verschmelzen: Der Nachfolger eines
Elementes oder einer Teilmenge ist jeweils das Minimum aller grofieren Elemen-
te, und das erste Elementist das Minimum der ganzen Ordnung. Entscheidend ist
die Existenz dieses Minimums fiir jede nichtleere Teilmenge - eine vertraute Ei-
genschaft, wenn man an die natiirlichen Zahlen denkt.

Definition (Woblordnung; zweite Fundamentaldefinition der Mengenlebre)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
(M, <) heifit eine Woblordnung auf M, falls jede nichtleere Teilmenge M’
von M ein <-kleinstes Element besitzt, d. h. es gibt ein m € M mit:

(i) me M,
(ii) m<xfiirallexe M".

Die Forderung m € M’ ist wesentlich. Die reellen Zahlen (R, <) sind z. B. keine Wohl-
ordnung: FiirM’={1/n I ne N,n>0} c Rexistiert 0 = inf(M") in R, aber esist 0 ¢ M’;
M’ hat kein <-kleinstes Element.

Nichtleere Teilmengen von Wohlordnungen haben i.a. kein grofites Element: N ¢ M
hat kein grofites Elementin M ={0, 1, 2, ..., ®}, versehen mit der natiirlichen Ordnung.

Die triviale Struktur (&, &) ist nach dieser Definition eine Wohlordnung, eine
Konvention, die vielfach niitzlich ist, und dem Status der 0 als natiirlicher Zahl
entspricht. Fir jedes n € Nist (i, <) = ({0, 1, ..., n - 1}, <) eine Wohlordnung
mit der tiblichen <-Relation. Weiter ist z. B. die im ersten Kapitel betrachtete
Teilmenge M={0}u{n-1/k I n,ke N,n>1,k>2}derreellen Zahlen wohlge-
ordnet unter der iiblichen Ordnung auf R.

Die so definierten Wohlordnungen sind nun in der Tat genau die linearen
Ordnungen, welche die von Cantor genannten Bedingungen erfiillen - wobei
wir hier die leere Menge als wohlgeordnet ansehen, und daher auch die Bedin-
gung der Existenz eines kleinsten Elementes modifizieren miissen:
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Ubung
Zeigen Sie, dafi die Wohlordnungen genau die Wohlordnungen
im Sinne der Definition von Cantor sind. Zu zeigen ist also, dafi
die Aussagen (A) und (B) dquivalent sind, wobei:

(A) < isteine Wohlordnung auf M (nach obiger Definition).

(B) (W1) < isteine lineare Ordnung auf M.
(W2 Ist M # I, so existiert ein <-kleinstes Element von M.
(W3") Isto e M und existiert iiberhaupt ein f € M mit o < f,
so existiert ein <-kleinstes § mit o0 < B.
(W4") Ist A c M und existiert tiberhaupt ein B € M mit A < 3,
so existiert ein <-kleinstes § = B(A) € M mit A < .

Cantor (1897):
#A. , Jede [nichtleere] Teilmenge F; einer [nach Cantors Definition (W1) - (W¥4)]
woblgeordneten Menge I' hat ein niederstes Element.* ...
B. | Ist eine einfach [linear | geordnete Menge F so beschaffen, dafS sowohl F, wie auch
jede ibrer [nichtleeren ] Teilmengen ein niederstes Element hat, so ist I eine woblgeordnete
Menge.*

Damit ist das Fundament der transfiniten Prozesse ausgegraben. Sie verlau-
fen entlang Wohlordnungen, also linearen Ordnungen, in denen nichtleere
"Teilmengen immer ein kleinstes Element aufweisen. Der Verlauf eines solchen
Prozesses entlang einer Wohlordnung ist in der Cantorschen Definition be-
sonders anschaulich. Die Elemente der Wohlordnung markieren die Stufen des
Prozesses.

In Wohlordnungen zerfallen die Elemente in zwei Typen, je nachdem, ob ein
unmittelbares Vorgingerelement existiert oder nicht. Zudem hat das erste Ele-
ment der Wohlordnung eine besondere Stellung.

Definition (Nachfolgerelement und Limeselement einer Woblordnung)
Sei (M, <) eine Wohlordnung und sei x € M. x heifit:

() Anfangselement von (M, <), falls x das <-kleinste Element von M ist.
(i) Nachfolgerelement von (M, <), falls ein y € M existiert mit
x = ,das <-kleinste x’ € M mity <x"“.

Wir schreiben x =y + 1 und y = x - 1 in diesem Fall.
x heifit dann der Nachfolger von'y, y der Vorginger von x in (M, <).

(iii) Limeselement von (M, <), falls x kein Nachfolgerelement und nicht
das Anfangselement von (M, <) ist.
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Einfache Operationen mit Wohlordnungen

Wir besprechen noch einige Méglichkeiten, aus gegebenen Wohlordnungen
neue zu konstruieren.

Eine fast triviale, aber wichtige Beobachtung ist, daf jede Teilmenge einer
Wohlordnung durch die Ordnung der Ausgangsmenge wiederum wohlgeordnet
wird:

Ubung
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei N ¢ M.
Dann ist (N, <) =(N, <IN) eine Wohlordnung.

Ausgezeichnete Teilmengen sind die Anfangsstiicke einer Wohlordnung:

Definition (Anfangsstiick einer Woblordnung)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei x € M. Wir setzen:
M, = {yeMly<x},
<IM,, d.h. <, = < (MyxM,).
(M, <, heifit das durch x bestimmte Anfangsstiick von (M, <).

Eine Wohlordnung (N, <) heifit ein (echres) Anfangsstiick von (M, <),
falls ein x € M existiert mit (N, <) = (M, <,).

<

X

Jedes (M, <,) ist eine Wohlordnung und stimmt bis x mit der Wohlordnung
(M, <) iiberein. Ist x das Anfangselement von (M, <), so ist (M, <,) =(J, &). Fiir
allexe Mund alley € M, ist (M), = M.

Umgekehrt kann man Anfangsstiicke zu einer Wohlordnung vereinigen:

Definition (Vereinigung von vergleichbaren Woblordnungen)
Sei I eine Menge von Wohlordnungen mit der Eigenschaft:

Sind (A, <) und (B, <) verschiedene Elemente von T, so ist
(A, <) ein Anfangsstiick von (B, <) oder (B, <) ein Anfangsstiick von (A, <).

Wir setzen U T = (N[, <), wobei

Nr
<r

U { M | es existiert ein < mit (M, <) e T'},
U { < | es existiert ein M mit (M, <) e T'}.
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Ubung
Sei ' wie in der Definition.
Dann ist (N, <) = U T" eine Wohlordnung.
Istxe N und x € M fiir ein (M, <) € T, so ist (N, <) = (M, <,).

Weiter lassen sich Wohlordnungen durch Aneinanderhéingen zu neuen Wohl-
ordnungen kombinieren. Wir besprechen die Arithmetik linearer Ordnungen
allgemein in Kapitel 8, sodafl wir uns hier auf einen einfachen Spezialfall be-
schrinken kénnen, der im folgenden eine Rolle spielt.

Definition (Enderweiterung einer Woblordnung um ein Element)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei x ¢ M.
Dann ist die Enderweiterung von (M, <) um x,
in Zeichen (M, <) + { x }, definiert durch:

M, <) +{x} = (Mu{x}, <u Mx{x}).

(M, <) +{x}isteine Wohlordnung, und es gilty <x fiiralley € M, d.h. xistdas
grofite Element der erweiterten Wohlordnung. Soistz.B. ({0, 1, ..., o}, <) =
(N, <)+{mw}.

In den beiden nichsten Kapiteln untersuchen wir den Begriff der Wohlordnung
im Detail. Zunichstkliren wir das Verhiltnis verschiedener Wohlordnungen unter-
einander, und zeigen, daf} die Linge eine Wohlordnung bereits vollstindig charakte-
risiert. Danach behandeln wir die Frage nach der Existenz von Wohlordnungen auf
beliebigen Mengen. Dieses Problem war im 19. Jahrhundert offengeblieben, wurde
dann aber durch Ernst Zermelo 1904 positiv beantwortet. Im sechsten Kapitel ge-
winnen wir schlieilich aus dem Wohlordnungsbegriff den Begriff der Ordinalzahl:
Zunichstklassischin ,edler Einfaltund stiller Grofie® als Ordnungstypus, als das allen
Wohlordnungen gleicher Linge Gemeinsame, und dann modern iiber bestimmte,
besonders ausgezeichnete Wohlordnungen.

Felix Hausdorffs Einfiihrung des Wohlordnungsbegriffs

»Bei dem Versuch (Kap. IV, §1), die Eigenschaften der natiirlichen Zahlenreihe auf un-
endliche Mengen zu tibertragen, haben wir zunichst das Moment der Ordnung beriick-
sichtigt. Die Zahlenreihe ist aber eine sehr spezielle geordnete Menge, und ihre Funktion
als Instrument zum Zihlen kniipft sich gerade an eine solche spezielle Eigenschaft, dafi
nimlich, wenn man bis n gezihlt hat, nunmehr eine nichstfolgende Zahl n + 1 an die Rei-
he kommt. Anders ausgedriickt: wir haben hier eine geordnete Menge A von der Beschaf-
fenheit, daf} bei jeder Zerlegung A = P + Q das Endstiick Q (falls es Elemente enthilt) ein
erstes Elementhat. Diese Eigenschaftiibertragen wir auf beliebige Mengen. Eine [linear]
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geordnete Menge A heifie wohlgeordnetund ihr Ordnungstypus eine Ordnungszahl,
wenn jedes von Null verschiedene Endstiick ein erstes Element hat.

Wir konnen auch sagen: A ist wohlgeordnet, wenn jede von Null verschiedene
Teilmenge A’ ein erstes Element hat. Diese Bedingung ist ja offenbar hinreichend,
aber auch notwendig; denn (Kap. IV, §4) A’ bestimmt das mit ihm koinitiale Endstiick
[={xe Al esgibteiny e A’ mity <x}], dessen erstes Element auch das erste Element
von A’ ist. Es ist in der Definition eingeschlossen, daf auch A selbst ein erstes Element
haben muf§ ... “

(Felix Hausdorff 1914, ,,Grundziige der Mengenlebre®)
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Gehen wir in einer Wohlordnung von links nach rechts, vom Anfangselement zu
immer grofieren Elementen, so bekommen wir schnell den Eindruck, daff der
Weg, so weit er fiihrt, determiniert ist: Wir kénnen entweder einen Nachfolger-
schritt tun, oder zu einem Limeselement springen. Wohlordnungen scheinen
also durch ihre ,Linge® eindeutig festgelegt zu sein, wenn man von der Natur
der Elemente des Trigers der Wohlordnung absieht.

Dies wollen wir nun beweisen. Der Leser vergleiche unser Vorgehen und die
Resultate mit der Diskussion des Vergleichs zweier Mengen nach ihrer Michtig-
keit. Hier vergleichen wir nun zwei Wohlordnungen nach ihrer Linge.

Lingenvergleiche

Zunichst definieren wir, wann zwei Wohlordnungen gleichlang sind. Cantor
hilt nach seiner ersten Definition des Wohlordnungsbegriffs sogleich fest:

Cantor (1883b): ,,Zwei ,wohlgeordnete’ Mengen werden nun von derselben Anzabl (mit
Bezug auf die fiir sie vorgegebenen Sukzessionen) genannt, wenn eine gegenseitig ein-
deutige Zuordnung [Bijektion] derselben derart méglich ist, daff, wenn E und Firgend
zwei Elemente der einen, E; und F, die entsprechenden Elemente der anderen sind,
immer die Stellung von E und F in der Sukzession der ersten Menge in Ubereinstim-
mung ist mit der Stellung von E; und F; in der Sukzession der zweiten Menge ... “

In heutiger Sprache:

Definition (Woblordnungen gleicher Linge oder dbnliche Woblordnungen)
Zwei Wohlordnungen (M, <) und (N, <) heifien gleichlang oder ihnlich,
falls eine Bijektion f : M — N existiert derart, daf} fur alle x,y € M gilt:
x <y gdw f(x) < {(y).

Ein solches f heifit ein Ordnungsisomorphismus zwischen (M, <) und (N, <).
Wir schreiben (M, <) = (N, <), falls (M, <) und (N, <) gleichlang sind.

In seinen spiteren Arbeiten benutzt Cantor ,dhnlich® (1895, 1897). Heute ist
dariiber hinaus auch ,,ordnungsisomorph“ gebriuchlich.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_17, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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f(x) N

S

X M

Ubung )
(a) = isteine Aquivalenzrelation auf der Klasse der Wohlordnungen.
(b) Seien (M, <) und (N, <) Wohlordnungen. Weiter sei f: M — N
surjektiv und fiir alle x,y € M gelte: x <y folgt f(x) <£(y).
Zeigen Sie, dafy f ein Ordnungsisomorphismus ist.

Man kann andererseits strukturerhaltende Abbildungen benutzen, um von ei-
ner Struktur zu zeigen, daf} sie eine Wohlordnung ist:

melg
Seien (M, <) eine Wohlordnung, N eine Menge, und sei R
eine zweistellige Relation auf N. Weiter sei f : M — N bijektiv mit:

Firallex,y e Mgilt: x <y gdw f(x) R{(y).
Dann ist (N, R) eine Wohlordnung mit (M, <) = (N, R).

Sind (M, <) und (N, <) gleichlang, so ist wegen der Bijektivitit eines Ord-
nungsisomorphismus insbesondere |M| = IN|. Umgekehrt kann man Wohl-
ordnungen durch Bijektionen iibertragen:

Ubung (induzierte Woblordnung )
Seien (M, <) eine Wohlordnung und N eine Menge mit IM| = IN].
Weiter sei f : M — N bijektiv. Fiir x,y € N setzen wir:

x <y fals £(x) < f(y).
Dann ist (N, <) eine Wohlordnung mit (M, <) = (N, <).

Ahnliche Wohlordnungen (M, <) und (N, <) kann man wie folgt deuten: Wir
haben die gleiche Ordnung vor uns, lediglich werden die Elemente der Ordnung
anders benannt. Ein Ordnungsisomorphismus f : M — N iibersetzt einfach die
Namen der Elemente. Wir werden gleich sehen, daf} eine solche Funktion f ein-
deutig bestimmt ist.

Ein Ordnungsisomorphismus f erhilt alle Eigenschaften, die sich mit ,,<“ for-
mulieren lassen; ist z. B. y der Nachfolger von x in M, so ist f(y) der Nachfolger
von f(x) in N; ist z ein Limeselement in N, so ist f ' (z) ein Limeselement in M,
u.s.w. (Eine priizise Formulierung und einen allgemeinen Beweis dieser Uber-
tragung von Eigenschaften durch einen Isomorphismus kann man in der Modell-
theorie angeben.)
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Mit Hilfe des Begriffs eines Anfangsstiicks kénnen wir nun aus ,,gleichlang®
leicht auch ,,kiirzer als“ fiir Wohlordnungen definieren.

Definition (die Relation . kiirzer als“ fiir Woblordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) Wohlordnungen.
(M, <) heifit kiirzer als (N, <), falls ein z € N existiert mit der Eigenschaft:

(M, <) und (N, <, sind gleichlang.
Wir schreiben (M, <) <\ (N, <), falls (M, <) kiirzer als (N, <) ist.

f(x) z N

S

X M

Eine Wohlordnung ist also kiirzer als eine andere, wenn sie nach einer Umbe-
nennung ihrer Elemente ein Anfangsstiick der anderen darstellt.

Ubung
(i) <isteine transitive Relation auf der Klasse der Wohlordnungen.

(i) Ist(M, <) <IN, <)und (N, <) =(Q, <), so ist (M, <) <(Q, <).
(iii) Ist (M, <) <IN, <) und (M, <) ={(Q, <), so ist (Q, <) <I(N, <).

Fiir die Irreflexivitit, d. h. fiir non({M, <) <|(M, <)), ist ein kleiner Trick notig.

Ordnungstreue Abbildungen

Eine ordnungstreue Abbildung zwischen zwei Wohlordnungen ist eine Funk-
tion, die die Lage von je zwei Elementen untereinander erhilt.

Definition (ordnungstrene Abbildungen)
Seien (M, <) und (N, <) Wohlordnungen, und sei f : M — N eine Funktion.

f heifit ordnungstren, falls fir alle x,y € M gilt:
x <y gdw f(x) < f(y).

f(x) N

S T T

X M
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Insbesondere ist ein ordnungstreues f injektiv. Ist f bijektiv, so ist f ein Ord-
nungsisomorphismus, und (M, <) und (N, <) sind gleichlang. Fiir ,,ordnungs-
treu” geniigt bereits die Bedingung ,x <y folgt £(x) <f(y)“, wie man leichtsieht.

Der Trick zum Nachweis der Irreflexivitit von <! besteht nun in folgender Be-
obachtung, die auf Ernst Zermelo zuriickgeht: Eine ordnungstreue Abbildung
einer Wohlordnung in sich selbst kann Elemente nur nach oben verschieben.

Satz  (ordnungstreue f: M — M sind expansiv)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei f : M — M ordnungstreu.
Dann gilt x < f(x) fir allexe M.

Beweis

Annabme nicht. DannistY ={xe M | f(x) <x}# Q.

Sei y das kleinste Element von Y. Dann gilty € Y, also f(y) <y.

Wegen f ordnungstreu ist dann aber £(f(y)) < f(y). Also ist auch f(y) € Y.
— Aber {(y) <y, im Widerspruch zur Minimalitit von y.

Zermelo (1932, Anmerkung zu § 13 von Cantor 1897): ,Die Sitze A — M dieses Paragra-
phen sind grofienteils lediglich Hilfssiitze zum Beweis des ,Ahnlichkeitssatzes* [Ver-
gleichbarkeitssatzes fiir Wohlordnungen] ..., in welchem die elementare Theorie der
wohlgeordneten Mengen gipfelt. Hier lassen sich aber die Sitze B - F einfacher als bei
Cantor beweisen bzw. ersetzen durch Voranstellung des allgemeinen (vom Heraus-
geber [Zermelo] herrithrenden) Hilfssatzes: ,Bei keiner dhnlichen Abbildung einer
wohlgeordneten Menge auf einen ihrer Teile wird ein Element # auf ein vorangebendes
4’ < a abgebildet’ ... “

Korollar (Eindeutigkeit des Ordnungsisomorphisnus)
(i) Sei(M, <) eine Wohlordnung.
Dann ist f = idy; der einzige Ordnungsisomorphismus f : M — M.
(i) Seien (M, <) und (N, <) gleichlang.
Dann existiert genau ein Ordnungsisomorphismus f: M — N.

Beweis
zu (1): Offenbar ist idy; : M — M ordnungsisomorph.
Istf: M — M ordnungsisomorph, sosind f: M — Mundf™ :M — M
ordnungstreu. Also gilt f(x) > x und f' (x) > x fiir alle x € M.
Annabme, {(x) > x fiir ein x € M.
Dann gilt aber x = f~! (f(x)) > f(x) > x, Widerspruch!
Also gilt f(x) = x fiir alle xe M.

zu (i): Seienf: M — Nund g : M — N ordnungsisomorph.
Dann ist g™ o f: M — M ordnungsisomorph, also g™' o f = idyy,
- und damit f = g.

Eine weitere Folgerung ist, daff Teilmengen einer Wohlordnung nicht linger
sein konnen als die Wohlordnung selbst, und daf§ verschiedene Anfangsstiicke ei-
ner Wohlordnung verschiedene Linge haben:
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Korollar  (Irreflexivitit von <\ und Nichtiquivalenz der Anfangsstiicke)
Sei (M, <) eine Wohlordnung. Dann gilt:

() Firalle N ¢ M gilt non({(M, <) <(N, <)).
Insbesondere also non({M, <) <\ (M, <}).

(i) Firallexe M gilt (M,, <) # (M, <).
(iii) Fir alle x,y € M mit x # y ist (M, <) # (M, <).

Beweis
zu (): Annabme (M, <) <\{N, <) fiir ein N ¢ M. Dann existieren einx € N
und ein Ordnungsisomorphismus f: M — N,. Wegen {(x) € N, istdann
f(x) <x. Aber f : M — M ist ordnungstreu, also x < {(x), Widerspruch!
zu (i): Annabme es gibt ein x € M mit(M,, <) = (M, <).
Dann gilt (M, <) <(M, <) = (M,, <), im Widerspruch zu (i).
zu (#i): O.E.istx <y. Dann ist (M,, <) ein Anfangsstiick von (M, <).
- Dann aber (M, <) # (M, <) nach (ii).

Aus dem Fundamentalsatz wird folgen, daf} eine Teilordnung einer Wohlord-
nung kiirzer oder gleichlang zur urspriinglichen Wohlordnung ist.

Der Fundamentalsatz

Wir zeigen nun den ,Vergleichbarkeitssatz fir Wohlordnungen von Georg
Cantor, vollstindig bewiesen im Jahre 1897: Zwei Wohlordnungen sind gleich-
lang, oder die eine ist kiirzer als die andere. Anders formuliert: < ist eine lineare
Ordnung auf der Klasse der Wohlordnungen modulo der Aquivalenz ,gleichlang®.

Fraenkel (1928): ,,Bevor wir weitere Eigenschaften der wohlgeordneten Mengen entwik-
keln ..., wollen wir sogleich den Vorzug der wohlgeordneten Mengen kennenlernen,
der innerhalb der allgemeinen Theorie im Mittelpunkt steht und die tiberragende Be-
deutung der wohlgeordneten Mengen begriindet: den Vorzug der Vergleichbarkeit.”

Satz  (Vergleichbarkeitssatz fiir Woblordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) zwei Wohlordnungen.
Dann gilt genau einer der drei Fille:

(M, <) (N, <) oder (M, <) =(N, <) oder (N, <) <(M, <).

Beweis
Wegen der Irreflexivitit und Transitivitit von <{ tritt allenfalls einer der
drei Fille ein. Wir setzen:

f={(xy lxeM yeN, M,,<)=(Ny,<}.
Dann gilt:
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(i) f isteine injektive Funktion,
(i) xe dom(f),z<x folgt ze dom(f) firallex,ze M,
(iii) ye mg(f),z<y folgt ze rng(t) firalley,ze N,
@iv) f:dom(f) — rng(f) ist ordnungstreu,
(v) dom(f) =M oder rng(f) = N.
Beweis hierzu
zu (i): Seien (x,y)), (x,y,) € f. Dannist (M, <) = (N, <) und
(M, <) =(Ny,, <). Damit gilt (N , <) = (Ny,, <), alsoy; = y,.
Also ist f eine Funktion.
Analog folgt aus (x;, y), (x2,y) € f, daff x; = x,. Also ist f injektiv.
zu (ii): Sei (x,y) € fundsei g : M, — N, ordnungsisomorph.
Istze M, z<x,soist gIlM, : M, — N, ordnungsisomorph.
Also ist (z, g(z)) € f, und damit z € dom(f).
zu (#i1): Analog zu (ii): Sei (x,y) € fund sei g : M, — N,
ordnungsisomorph. Ist z € N, z <y, so ist die Funktion
gIMg1(,) : Mg,y — N, ordnungsisomorph.
Also ist (g7 (z), z) € f, und damit z € rng(f).
zu (v): Seien (x1, V1), (X2,y2) € fund sei x; <x,. Dann gilt:
(Ny,, <) = (M, <) IM,,, <) =(N,,, <),
also f(x;) =y; <y, = f(x;). Dies geniigt fiir f ordnungstreu.

X7

zu (v): Annabme nicht. Sei dann
x = ,,das <-kleinste Element von M - dom(f),
y = ,das <-kleinste Element von N - rng(f)“.
Nach (ii, iii) ist dann dom(f) = M, und rng(f) = N;.
Nach (i, iv) ist also (M, <) = (N, <).
Also (x,y) € f nach Definiton von f, Widerspruch!
Ist dom(f) = M, aber rng(f) # N, so gilt (M, <) <I(N, <).
Ist dom(f) = M und rng(f) = N, so gilt (M, <) = (N, <).
Ist dom(f) # M, aber rng(f) = N, so gilt (N, <) < (M, <)
(betrachte f ' : N — M).
- Also gilt (M, <) <I(N, <) oder (M, <) =(N, <) oder (N, <) (M, <).

Die Vergleichbarkeit ist das fundamentale Resultat iiber Wohlordnungen. Die
iiber die blofie Linearitit der Ordnung hinausgehende Bedingung, dafi nichtleere
"Teilmengen ein kleinstes Element haben, hat zur Folge, daf} eine Wohlordnung
bis auf Isomorphie durch einen einzigen natiirlichen Parameter bestimmt ist,
nimlich ihre Linge, und daf} je zwei Wohlordnungen in ihrer Linge vergleichbar
sind. Im uniiberschaubaren Feld der linearen Ordnungen haben wir somit einen
ausgezeichneten Pfad gefunden, den wir ohne uns zu verirren verfolgen kénnen.
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Wir halten noch einige Folgerungen aus dem Fundamentalsatz fest:

Korollar
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei N ¢ M.
Dann gilt (N, <) <(M, <) oder (N, <) = (M, <).

Beweis
— Der Fall (M, <) <|{N, <) ist nach dem Korollar oben ausgeschlossen.

Ein N ¢ M ist nicht unbedingt kiirzer als M selbst:

melg
Geben Sie eine Wohlordnung (M, <) an, fur die ein
N c M existiert mit (N, <) = (M - N, <) = (M, <).

Weiter erhalten wir die folgende Charakterisierung der Relation ,kiirzer als
oder gleichlang®:

Korollar
Seien (M, <), (N, <) Wohlordnungen. Dann sind dquivalent:

1) (M, <) <I(N, <) oder (M, <) =(N, <).

(i) Es existiert ein ordnungstreues f : M — N.

Beweis
(i) ™ (i): Ein Ordnungsisomorphismus f von M auf N oder ein Anfangs-
stiick von N ist eine ordnungserhaltende Abbildung von M nach N.

(ii) ™~ (i): Seif: M — N ordnungstreu und N’ = rng(f) c N.
Dann ist (M, <) = (N, <), und nach dem Korollar oben ist
- (N, <) (N, <) oder (N, <) = (N, <). Dies zeigt die Behauptung.

Aus dem Korollar folgt eine Cantor-Bernstein-Version fiir Wohlordnungen.
Setzt man: (M, <) <(N, <), falls ein ordnungstreues f : M — N existiert, so zeigt
das Korollar: Gilt (M, <) < (N, <) und (N, <) < (M, <), so gilt (M, <) = (N, <).
Wir haben dieses Resultat aus dem Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen
gewonnen, im Gegensatz zum Satz von Cantor-Bernstein, zu dessen Beweis wir
den Vergleichbarkeitssatz fiir Michtigkeiten nicht benutzt haben.

Keine Beweise dieses und des vorhergehenden Kapitels verwendeten Konstruktionen
der Form ,ein ...“. Dies ist typisch fiir Wohlordnungen. Wir kénnen immer schreiben
»das <-kleinste ...“, haben also direkten, definierbaren Zugriff auf Elemente von nicht-
leeren Teilmengen von M. Die einzige Stelle der Wohlordnungstheorie, wo ein ,ein ...“
gebraucht wird, ist der Nachweis der Existenz einer Wohlordnung auf einer beliebig ge-
gebenen Menge. Diesen Nachweis erbringen wir im nichsten Kapitel.
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Georg Cantors Beweis des Vergleichbarkeitssatzes fiir Wohlordnungen

WA, Sind zwei dhnliche woblgeordnete Mengen F und G aufeinander [ordnungsisomorph |
abgebildet, so entspricht jedem Abschnitt [ Anfangsstiick] A von F ein dbnlicher Abschnitt B von
G, und jedem Abschnitt B von G ein dhnlicher Abschnitt A von F, und die Elemente f und g von
Fund G, durch welche die einander zugeordneten Abschnitte A und B bestimmt sind, entsprechen
einander ebenfalls bei der Abbildung. * ...

B. , Eine woblgeordnete Menge I ist keinem ihrer Abschnitte A dhnlich. ...

C. , Eine woblgeordnete Menge F ist keiner Teilmenge irgend eines ibrer Abschnitte A idbn-
lich. < ...

D. , Zweiverschiedene Abschnitte A und A’ einer woblgeordneten Menge F sind nicht einander
abnlich. ...

E. , Zwei dbnliche woblgeordnete Mengen I und G lassen sich nur auf eine einzige Weise auf-
einander [ordnungsisomorph | abbilden. ...

E. ,Sind F und G zwei woblgeordnete Mengen, so kann ein Abschnitt A von F hichstens
einen ibm abnlichen Abschnitt B in G haben. ...

G. ,Sind A und B ibnliche Abschnitte zweier woblgeordneter Mengen F und G, so gibt es auch
zu jedem kleineren Abschnitt A” < A von F einen abnlichen Abschnitt B’ < B von G und zu jedem
kleineren Abschnitt B° < B von G einen idbnlichen Abschnitt A< A von F.* ...

H. ,Sind A und A’ zwei Abschnitte einer woblgeordneten Menge F, B und B’ ibnen dhnliche
Abschnitte einer woblgeordneten Menge G, und ist A" <A, so ist B" < B.* ...

1., Ist ein Abschnitt B einer woblgeordneten Menge G keinem Abschnitt einer woblgeordneten
Menge F ibnlich, so ist sowobl jeder Abschnitt B > B [B’ > B] von G als auch G selbst weder
einem Abschnitt von F noch F selbst dbnlich. ...

[Es gibt keine Aussage 7. ]
K. , Gibt es zu jedem Abschnitt A einer woblgeordneten Menge F einen ihm ibnlichen Ab-

schnitt B einer anderen woblgeordneten Menge G, aber auch umgekebrt zu jedem Abschnitt B von
G einen ibm abnlichen Abschnitt A von F, soist F = G [F= G].< ...

L. , Gibt es zu jedem Abschnitt A einer woblgeordneten Menge F einen ibm ibnlichen Ab-
schnitt B einer anderen woblgeordneten Menge G, ist hingegen mindestens ein Abschnitt von G
vorbanden, zu dem es keinen dbnlichen Abschnitt von F gibt, so existiert ein bestimmuter Abschnitt
B;von G,sodaf§ B; = F. ...

M. , Hat die woblgeordnete Menge G mindestens einen Abschnitt, zu dem kein idhnlicher Ab-
schnitt in der woblgeordneten Menge F vorbanden ist, so mufS jeder Abschnitt A von F einen ibhm
abnlichen Abschnitt B in G haben.© ...

N. , Sind F und G zwei beliebige woblgeordnete Mengen, so sind entweder 1) F und G einan-
der ibnlich, oder es gibt 2) einen bestimmten Abschnitt B; von G, welcher F ibnlich ist, oder es
gibt 3) einen bestimmten Abschnitt A; von F, welcher G ibnlich ist; und jeder dieser drei Fiille
schliefSt die Moglichkeit der beiden anderen aus.© ...

O. , Ist eine Teilmenge F’ einer woblgeordneten Menge F keinem Abschnitt von F idbnlich, so
ist sie F selbst abnlich. ... “

(Georg Cantor 1897, ,Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlebre®)
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Nachdem wir nun die méglichen Beziehungen von Wohlordnungen untereinan-
der vollstindig geklirt haben, ist die natiirlichste Frage an dieser Stelle die nach
der Existenz von Wohlordnungen auf beliebigen Mengen:

Kann jede Menge woblgeordnet werden, d. b. existiert fiir jede Menge M eine
Woblordnung < auf M?

Wenn man etwa an die reellen Zahlen denkt, so ist keineswegs klar, wie eine
Wohlordnung der reellen Zahlen aussehen soll. Cantor hat die Wohlordenbar-
keitjeder Menge zunichst als Denkgesetz postuliert, spiter hat er intuitive — und
mit den Methoden der Nachfolgegeneration streng zu rechtfertigende - Argu-
mente fiir die Wohlordenbarkeit jeder Menge gegeben.

Cantor (1883b): ,Der Begrift der woblgeordneten Menge weist sich als fundamental fiir die
ganze Mannigfaltigkeitslehre aus. Daf§ es immer moglich ist, jede wobldefinierte Men-
ge in die Form einer woblgeordneten Menge zu bringen, auf dieses, wie mir scheint,
grundlegende und folgenreiche, durch seine Allgemeingiiltigkeit besonders merk-
wiirdige Denkgesetz werde ich in einer spiteren Abhandlung zuriickkommen.“

Der erste strenge Beweis der Wohlordenbarkeit jeder beliebigen Menge ge-
lang Ernst Zermelo im Jahre 1904. Er hat, gemessen am dreiseitigen Umfang
der Veroffentlichung, fiir ein enormes Aufsehen in der mathematischen Welt
gesorgt, wobei auch viele unsachliche Reaktionen nicht ausblieben.

Satz  (Woblordnungssatz von Ernst Zermelo)
Sei M eine Menge. Dann existiert eine Wohlordnung < auf M.

Wir geben unten den originalen Beweis. Alle bekannten Beweise beruhen auf
der Idee eines erschopfenden Aufzihlens aller Elemente der zugrunde liegenden
Menge.

Es zeigt sich in der axiomatischen Entwicklung der Mengenlehre, daf§ der
Wohlordnungssatz zu einem ausgezeichneten Axiom auf der Basis der iibrigen
Axiome dquivalent ist, nimlich dem Auswahlaxiom (dem Axiom, das Auswahl-
akte ,ein ...“ erméglicht). Insofern ist die Bezeichnung ,Denkgesetz” fiir den
Wohlordnungssatz nicht unzutreffend.

Nun also zum Beweis des Wohlordnungssatzes !

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_18, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Beweis
Fiir jede nichtleere Teilmenge A von M sei

Y(A) = ,einxe A“.

[D.h. wir fixieren eine Funktiony : P(M) -{J} - M
mit Y(A) € A fiir alle A € dom(y) = P(M) - { D }.]

Eine Wohlordnung (A, <) heifit eine y-Menge, falls gilt:

(i) AcM,

(i) firallexe Aistx=y(M-A,),
wobei wieder A, = {y € A | y <x} das durch x bestimmte Anfangs-
stiick der Wohlordnung (A, <) bezeichnet. Insbesondere ist also y(M)
das kleinste Element jeder y-Menge (A, <) mit A # &. Weiter ist jedes
Anfangsstiick einer y-Menge wieder eine y-Menge.
Die Idee ist: Die y-Mengen sind die Anfangsstiicke einer bestimmten
Wohlordnung von M, nimlich derjenigen Wohlordnung, die durch
Abtragen von M gemif} v entsteht. y liefert uns an jeder Stelle des Ab-
tragens ein Element aus dem Resthaufen, solange dieser noch nicht
aufgebraucht ist.
Eine y-Menge archiviert also bis zu einem bestimmten Zeitpunkt den
Verlauf eines Prozesses, der ohne Willkiir verliuft. Mit dieser Inter-
pretation ist dann die folgende Aussage keine Uberraschung:

(+)  Sind (A, <) und (B, <) zwei verschiedene y-Mengen, so ist
die eine ein Anfangsstiick der anderen.

Beweis von (+)

Nach dem Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen sei o. E.
(A, <) =(B’, <), wobei (B’, <) ein Anfangsstiick von (B, <)
oder gleich (B, <) sei.

Seimw:A — B’ der zugehorige Ordnungsisomorphismus.

Es geniigt zu zeigen: m=1id, .

SeiX={xe Aln(x)#x}.

Annabme X # &. Sei dann

x = ,das kleinste Element von X“

und z = mt(x).
Nach minimaler Wahl von x ist dann A, = B’,.
Da (A, <) und (B’, <) y-Mengen sind, gilt also
x=YM-A,) =yM-B",) =z, Widerspruch!
Dies zeigt (+).
SeiT'={(A, <) | (A, <) ist eine y-Menge }, und sei
(N,<)y = UT.

U T ist eine Wohlordnung nach (+).
Weiter gilt:
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(++) (N, <) ist eine y-Menge.

Beweis von (++)

Offenbar gilt N ¢ M.

Sei x € N. Dann existiert eine y-Menge (A, <) mitx € A,
also gilex =y(M - A,). Aber A, =N, furallexe A, und
damitx = y(M - N,). Also ist (N, <) eine y-Menge.

(+++) Esgilt N =M.

Beweis von (+++)

Annabme M - N # &.

Seix =y(M - N) und sei (N, <’) die Wohlordnung (N, <),
enderweitert um das Elementx, d.h. (N’, <’) = (N, <) + {x}.

Dann ist (N, <’) eine y-Menge mit x € N, im Widerspruch zux ¢ N
und der Definition von N als Vereinigung der Triger aller y-Mengen.

- Alsoist(N, <) eine Wohlordnung auf M.

Zermelo hat 1908 einen weiteren Beweis des Wohlordnungssatzes gegeben,
der die Theorie der Wohlordnungen nicht voraussetzt. Der Beweis des Ver-
gleichbarkeitssatzes in 1.5 folgt der Struktur dieses zweiten Zermeloschen Be-
weises des Wohlordnungssatzes.

Die Stirke des Wohlordnungssatzes wollen wir noch mit einem neuen Beweis
des Vergleichbarkeitssatzes fiir Michtigkeiten demonstrieren:

Beweis des Vergleichbarkeitssatzes (1.5)
mit Hilfe des Wohlordnungssatzes
Seien M, N Mengen. Wir zeigen |IM| < IN| oder IN| < |MI.
Nach dem Wohlordnungssatz existieren Wohlordnungen (M, <) und
(N, <) von M und N. Weiter gilt nach dem Vergleichbarkeitssatz fiir
Wohlordnungen:
(M, <) (N, <) oder (M, <) =(N, <) oder (N, <) <(M, <).
Im ersten Fall existiert ein Ordnungsisomorphismus f von M auf ein
Anfangsstiick von N. Dann istf : M — N injektiv, also gilt IM| < INI.
Analog gilt im zweiten Fall IM| = IN| und im dritten IN| < IMI.
— Dies zeigt die Behauptung.

Der Satz von Hartogs

Man kann umgekehrt den Vergleichbarkeitssatz von Michtigkeiten verwen-
den, um den Wohlordnungssatz zu zeigen. Das Argument ist nicht trivial und
braucht einen auch andernorts niitzlichen Satz von Friedrich Hartogs (1874 -
1943) aus dem Jahre 1915. Hartogs ist heute eher bekannt fiir seine Arbeiten zur
Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinderlicher, aber seine Arbeit von
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1915 gehort sicher zum Kulturerbe innerhalb der Mengenlehre. Sie bringt ein
neues Argument fiir die Existenz langer Wohlordnungen. Schwiicher als die Fra-
ge nach der Wohlordenbarkeit jeder Menge ist:

Kann es eine Menge geben, deren Michtigkeit grofSer ist als die Miichtigkeit
Jeder woblordenbaren Menge ¢

Wenn sich jede Menge wohlordnen lifit, so kann es eine solche Menge offenbar
nicht geben. Die Frage lifit sich aber ohne den Wohlordnungssatz elementar
verneinen, und zusammen mit dem Vergleichbarkeitssatz fiir Michtigkeiten er-
halten wir einen neuen Beweis fiir den Wohlordnungssatz.

Satz  (Satz von Hartogs)

Sei M eine Menge. Dann existiert eine wohlordenbare Menge W derart,
daff non(IW| < IMI) gilt.

Wir schreiben non(I W1 < [Ml)statt IM | < IW1, da wir den Vergleichbarkeitssatz fiir
Michtigkeiten nicht verwenden wollen. Ein W mit non(I W1 < IMI) ist genau das, was
der Satz von Hartogs liefert.

Beweis
Wir setzen

H = {(A, <) | (A, <) ist eine Wohlordnungund Ac M }.

W = H/=.

W istalso die Menge der Aquivalenzklassen der Relation ,gleichlang auf H.
Wir setzen fiir (A, <)/=,(B,<)/=€e W:

(A, <)/= < (B,<)/= falls (A, <) kiirzer als (B, <) ist.

Die Definition von < auf H/= hingt nicht von der Wahl der
Reprisentanten (A, <) und (B, <) ab. Weiter gilt:

(+) < ist eine Wohlordnung auf H/=.

Beweis von (+)

Linearitit folgt aus dem Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen.
Zur Wohlordnungseigenschaft:

Sei] c H/=, ] # ), und sei (A, <)/= € ] beliebig. Wir setzen:

B ={xeAl(A,<)/=€]}

Ist B = &, so ist offenbar (A, <)/= das <-kleinste Element von J.
Andernfalls sei x das <-kleinste Element von B in (A, <).
Dann ist (A,, <)/= € J das <-kleinste Element von J.

Weiter gilt offenbar fiir alle (A, <)/=€ W:
(++) <W(A,<)/Ea <> = <{ <Ax7 <>/E I xe A}’ <> = <A7 <>'

[W(a,«y/= ist das durch (A, <)/= gegebene Anfangsstiick von (W, <),
alsoidentisch mit{Ye W I Y < (A, <)/=}.]
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Annabme, es gibt ein injektives f : W — M.

Dann ist (W, <) = (A, <) fiir ein (A, <) € H, denn f induziert eine

zu (W, <) gleichlange Wohlordnung auf A = rng(f) c M.

Nach (++) ist dann (W, <) = (W, /=, <), also (W, <) (W, <),
= Widerspruch! Also gilt non(1 W1 < IMI).

(A, <)/= (A, <)/=
L] L] L] L] L] L] L[] L[] L] ./ L] L] L] L] ./ L] L[] L[] <W <>
e e e 4 e e e e e e e . Anfangsstiicke von (A, <)
2, D) (A, <)
~ Anfangselement von A Sxe A

Der Leser lasse sich durch die Flutvon ,,/=“ nichtirritieren, der Beweis hat eine einfache
Struktur. Sicht man jede Aquivalenzklasse von H/= als (dicken) Punkt an, so werden diese
Punkte durch < natiirlicherweise wohlgeordnet. Jede Wohlordnung (A, <) mit A ¢ M re-
pisentiert iiber die — wieder in natiirlicher Weise wohlgeordnete - Reihe (A, <),x € A, ein
Anfangsstiick dieser Punkte, und reprisentiert selbst einen Punkt von (W, <). Da (W, <)
wie jede Wohlordnung nicht gleichlang zu einem ihrer Anfangsstiicke sein kann, kann kein
(A, <) die Lange von (W, <) haben.

Ubung
Sei M eine Menge. Dann existiert eine wohlordenbare Menge W derart,
dafi non(IW| <* IMI) gilt, d.h. es gibt kein surjektives f: M — W.

[ohne ,ein ...“: es gilt IN| <* IMI folgt IN| < [ P(M)] fiir alle M, N.]

Definition (Hartogswoblordnung)
Sei M eine Menge. Dann heifit die im Beweis konstruierte Wohlordnung
(W, <) die Hartogswoblordnung von M, in Zeichen (M) = (W, <).

Mit dem Satz von Hartogs folgt nun leicht:

Beweis des Wohlordnungssatzes mit Hilfe des Vergleichbarkeitssatzes (1.5)
Sei M eine Menge, und sei #(M) = (W, <) die Hartogswohlordnung von M.
Dann gilt non(IW1 < IMI). Nach dem Vergleichbarkeitssatz fiir
Michtigkeiten gilt also IM| < IW. Seialso f: M — W injektiv.

— Dannist<={(x,y) e MxM | f(x) < f(y) } eine Wohlordnung auf M.

Hurtogs (1915): ,,Im folgenden gebe ich fiir den Satz, dafi jede Menge wohlgeordnet wer-
den kann, einen Beweis, der sich von den beiden Zermeloschen Beweisen [ 1904,
1908] dadurch unterscheidet, daff das sogenannte Auswahlprinzip [ Definitionen der
Form ,ein ...‘] bei ihm nicht zur Anwendung kommt, dafiir jedoch eine Primisse an-
derer Art benutzt wird, nimlich die Annahme der ,Vergleichbarkeit der Mengen®...

Wird von den drei genannten Prinzipien [Auswahlprinzip, Vergleichbarkeit,
Wohlordenbarkeit] keines vorausgesetzt, so liefern die folgenden Betrachtungen im-
mer noch einen Nachweis fiir den Satz, daf} es keine Menge geben kann, deren Mich-
tigkeit grofier ist als die Michtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge**) ...

**) Dieser Satz ist meines Wissens ohne Anwendung des Auswahlprinzips bisher noch nicht
streng bewiesen worden. “
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In diesem Zusammenhang ist eine Fufinote von Arthur Schoenflies (1853 - 1928)
nicht ohne Witz, und Hartogs bezieht sich méglicherweise auf diese Stelle:

Schoenflies (1908, S.32f.): ,Es liegt nahe, Mengen, deren Michtigkeit jedes Aleph iiber-
trifft [ deren Michtigkeit die jeder wohlordenbaren Menge tibertrifft], als wider-
spruchsvoll zu betrachten. Aber dies hingt andererseits so enge mit den nicht hinling-
lich geklirten Problemen der Wohlordnung und der Vergleichbarkeit zusammen, daf§
ich vorziehe, mich dahin auszusprechen, es liege hier noch eine Liicke der Erkenntnis
vor. Immerhin scheint es mir zweckmifig jede Berufung auf die Existenz oder Nicht-
existenz derartiger Mengen zu vermeiden.“

1908 war das Problem der Wohlordnung und der Vergleichbarkeit eigentlich schon ge-
klirt, aber vielerorts bestand immer noch Skepsis gegeniiber Zermelos Beweis des Wohl-
ordnungssatzes. Schoenflies diagnostiziert eine Liicke der Erkenntnis, vermutet sie aber
am falschen Ort: Hartogs zeigt, daf§ keine Menge existiert, deren Michtigkeit hinter dem
Reich der wohlordenbaren Mengen liegt, und sein Argument der Verschmelzung aller auf
Teilmengen einer Menge existierenden Wohlordnungen zu einer neuen Wohlordnung hat
mit dem Vergleichbarkeitssatz nichts zu tun, und es ist frei von abstrakten Auswahlakten.

Eine weitere Anwendung des Satzes von Hartogs ist ein elementarer Beweis
des Wohlordnungssatzes mit Hilfe der Blackbox Multiplikationssatz.

Beweis des Wohlordnungssatzes mit Hilfe des Multiplikationssatzes

Sei M eine beliebige Menge, und sei (W, <) eine Wohlordnung mit
non(| W1 < IMI). Ohne Einschrinkung ist W unendlich. Dann gilt

IMxWI < IM?> U MxW U WxM U W?| = IMUW)’| = IMUWI,

wobei im letzten Schritt der Multiplikationssatz verwendet wird.
Nach dem Satz von Bernstein (1.5) giltalso IM| < W1 oder IW| < [MI.
IW1 < IMI ist nach Wahl von W unméglich, also gilt IM| < [W1.

— Wie oben induziert eine Injektion f: M — W eine Wohlordnung auf M.

Der Beweis ist elementar in dem Sinne, dafl Auswahlakte nicht verwendet werden miis-
sen: Der Leser, der den Beweis des Satzes von Bernstein in 1.5 betrachtet, wird sehen, daf§
die dortige Verwendung von ,.ein ...“ eine Auswahl innerhalb der Menge N betrifft. Hier
ist N = W wohlordenbar, sodafl ,ein ...“ durch ,,das <-kleinste ...“ ersetzt werden kann.

Daf} die Kombination des Satzes von Bernstein mit dem Satz von Hartogs den Wohl-
ordnungssatz elementar aus dem Multiplikationssatz liefert, hat Tarski bemerkt [ Tarski
1924]. Der Trick mit der binomischen Gleichung findet sich ebenfalls schon in der Dis-
sertation von Bernstein 1901 [vgl. Bernstein 1905, S. 132].

Der Beweis zeigt eine lokale Version des Satzes: Gilt | (MU W)?| = IM U W/ fiir eine
einzige Wohlordnung W, die mindestens so lang ist wie die Hartogswohlordnung 3¢(M),
so ist M wohlordenbar.

In der axiomatischen Mengenlehre lesen sich unsere ,mit Hilfe von ...“-Resultate dann
insgesamt wie folgt: Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz, Vergleichbarkeitssatz und Multi-
plikationssatz sind iiber den restlichen Axiomen dquivalent (vgl. hierzu Abschnitt 3).

Wir werden den Satz von Hartogs im iibernichsten Kapitel noch einmal ver-
wenden.
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Maximalprinzipien

In den Beweisen des Vergleichbarkeitssatzes (1.5) und des Wohlordnungssat-
zes haben wir die Existenz der gesuchten Objekte durch den Nachweis gezeigt,
daf} bestmogliche Approximationen an diese Objekte existieren. Die hier ver-
wendete Argumentation lifit sich in abstrakten Prinzipien biindeln. Im Satz tiber
die Existenz von Zielen in Zermelosystemen haben wir schon ein Beispiel ken-
nengelernt, zwei weitere Varianten werden wir nun besprechen, den Satz von
Zermelo-Zorn und das Maximalititsprinzip von Hausdorff.

Der Satz von Zermelo-Zorn wird unter dem Pseudonym ,,Zornsches Lemma*“
an verschiedenen Stellen in der mathematischen Praxis gerne eingesetzt (etwa
im Beweis der Existenz von Basen in beliebigen Vektorriumen, im Beweis des
Produktsatzes von "Tychonov in der Topologie, im Existenzbeweis des algebrai-
schen Abschlusses eines Korpers in der Algebra, im Beweis des Satzes von Hahn-
Banach in der Funktionalanalysis). Zur Formulierung brauchen wir den Begriff
der partiellen Ordnung, den wir bei der Einfithrung der linearen Ordnungen
schon kurz erwihnt haben:

Definition (partielle Ordnung)
Sei M eine Menge, und sei < € M x M.
(M, <) heifit eine partielle Ordnung auf M, falls < irreflexiv und transitiv
auf M ist.

Eingefithrt wurde der Begriff der partiellen Ordnung von Hausdorff 1914. Er
gehort heute zum Grundbestand des mathematischen Wortschatzes.

Hausdorff (1914): ,,Nehmen wir an, zwischen je zwei verschiedenen Elementen a,b einer
Menge A bestehe jetzt nicht mehr, wie bei den [linear] geordneten Mengen, eine und nur
eine von zwei Beziehungen (a<b,a>b),sondern eine und nur eine von drei Beziehungen

a<b,a>b, alb,

die wir lesen wollen: a vor b, a nach b, a unvergleichbar mit b. Von den beiden ersten
setzen wir dieselben Eigenschaften wie im Falle geordneter Mengen voraus, was fiir die
dritte Beziehung notwendig ihre Symmetrie zur Folge hat [d.h. a|| b folgt bl a] ...

Eine solche Menge heifit eine teilweise geordnete Menge; die geordneten Men-
gen sind Spezialfille der teilweise geordneten, nimlich wenn Paare unvergleichbarer
Elemente nicht existieren ...«

Man nennt Elemente a, b einer partiellen Ordnung mit a || b, d.h. non(a <b)
und non(b < a) auch inkompatibel. Umgangssprachlich ist ein Analogon zur ma-
thematischen partiellen Ordnung gut bekannt: ,Man kann Apfel nicht mit Bir-
nen vergleichen®, aber ein Apfel kann gréfier sein als ein anderer. Die Ergebnisse
von olympischen Spielen mit ihren Dutzenden von Sportarten bilden ein Bei-
spiel fiir eine sinnvolle partiell geordnete Struktur. Jeder Baum gibt ein schone-
res.
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Wir verwenden die Schreibweisen fiir lineare Ordnungen auch fiir partielle
Ordnungen. So meint A < x etwa ,a < x fiir alle a € A“, und x ist dann eine obere
Schranke von A ¢ M in der partiellen Ordnung (M, <).

Pardelle Ordnungen haben eine netzartige Struktur. Die beiden wichtigsten
Beispiele sind die Inklusion c auf einer beliebigen Menge M, d.h. a < b falls
acb fiira,b € M, sowie die umgekehrte Inklusion > auf einer Menge M, d.h.
a<b fallsa o b fir a,b e M. (Hiufig ist M = P(N) fiir eine Menge N.)

Weiter definieren wir:

Definition (Ziele und Ketten in einer partiellen Ordnung)
Sei (M, <) eine partielle Ordnung.
(a) x € M heifit ein Ziel oder ein maximales Element von (M, <),
falls kein y € M existiert mitx <y.

(b) K <M heifit eine Kette oder linear geordnete Teilmenge von (M, <),
falls (K, <IK) eine lineare Ordnung ist.

Ist(M, <) =(P(N), ), soist N das einzige Ziel von (M, <). Die partiellen Ord-
nungen (N, <) und {({ x c N | x endlich }, = ) haben keine Ziele. Im allgemeinen
sind Ziele in einer partiellen Ordnung in einer Vielzahl vorhanden:

Ubung
Bestimmen Sie die Ziele der folgenden partiellen Ordnungen:
® (P(N) - {N}, o),
(i) ((P(N))?, <), wobei < fiir alle x;,x,,y;,y> € N definiert ist durch:
(X17 XZ) < (y17 Yz), deZS X1 Cyl und X3 CYz-

Das ,,Zornsche Lemma“ garantiert die Existenz von Zielen fiir eine Vielzahl
von partiellen Ordnungen. Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Satz iiber die
Existenz von Zielen in Zermelosystemen.

Satz  (Satz von Zermelo-Zorn, ,,Zornsches Lemma “)
Sei (M, <) eine partielle Ordnung. Fiir alle Ketten K in M
existiere eine obere Schranke in M, d.h. einx e M mit K <x.
Dann existiert fur alle x, € M ein Ziel x von M mit x; < x.

Beweis
Firxe Msei V., ={ye M | y<x}. Dann gilt fir alle x,y € M:
x<y gdw V, cV,.
Sei V' ={V, | xe M}. Visti.a.kein Zermelosystem, aber wir konnen V'
zu einem Zermelosystem erweitern. Wir setzen hierzu:
% = { UK | Kc¥ ist eine Kette }.

Dann ist ¥ oV (fiir jedes V, € V ist { V, } eine Kette, und U { V, } = V).
Weiter ist % ein Zermelosystem (!). Sei also V 2V, ein Ziel von .
Dann gilt:
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(+) Ve ¥,d.h.esgibteinxe MmitV=V,.

Denn sei K ¢ ¥ eine Kette mit V= U K.

SeiK'={ye M | V; e K}. Dann ist K’ eine Kette in (M, <).
Nach Voraussetzung an (M, <) existiert ein x mit K’ <x.
Dannist WV, firalle We K. AlsoV=UK cV,.

Aber Vist ein Ziel von &, also V = V. Dies zeigt (+).

Dann ist x aber ein Ziel von (M, <), denn gibe es einy € M mitx<y,
— sowire V, c V, also wiire V, kein Ziel von &. Zudem gilt x, <x.

Die leere Menge gilt als linear geordnete Teilmenge (also als Kette), hat also unter der
Voraussetzung an die partielle Ordnung eine obere Schranke x € M. Damit ist immer M
# &, falls die obere Schranken-Bedingung fiir Ketten erfillt ist.

Umgekehrt folgt aus dem Zornschen Lemma der Satz tiber die Existenz von
Zielen in Zermelosystemen: Ist % ein Zermelosystem, so erfiillt (%, c) die Vor-
aussetzung des Zornschen Lemmas, und jedes Ziel von (%, <) ist ein Ziel von %.

Ein Beispiel fiir eine partielle Ordnung, deren Triger kein Zermelosystem
bildet, fiir die aber dennoch die Schrankenbedingung gilt, ist etwa (¥, <) mit &
={X c R | Xist abgeschlossen }.

Historisch ist das ,,Zornsche Lemma“ fiir Zermelosysteme formuliert worden. Es findet
sich in einer Arbeit von Max Zorn aus dem Jahre 1935. Das Prinzip wird dort ohne Beweis
angegeben, was zu einer Art Tradition in der Mathematik geworden ist. Es hat reinen
Werkzeugcharakter, daher auch die Bezeichnung ,Lemma*“. Es erméglicht, gewisse Bewei-
se auch ohne Kenntnis der Wohlordnungstheorie fithren zu kénnen. Der Beweis des Satzes
von Zermelo-Zorn ruht aber vollkommen auf der etwa dreiflig Jahre frither entwickelten
Technik von Zermelo - in den Varianten von 1904 mit Wohlordnungen wie im Beweis des
Wohlordnungssatzes oben, und von 1908 ohne Wohlordnungen wie in 1.5 -, sodaf} die
heute weitverbreitete Namensgebung nicht ganz gliicklich erscheint. Man sagtja auch Satz
von Cantor-Bernstein, ohnehin schon Dedekind verschluckend. Warum also nicht Satz
von Zermelo-Zorn? Den meisten Mathematikern ist heute Zermelo bestenfalls als ,, Mister
Z“ der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik bekannt. Es geht nicht so sehr um Ruhm und Ehre.
Ungenaue Zuordnungen von Mensch und Begriff vernebeln die Geschichte.

Wir geben noch einen zweiten Beweis des Satzes von Zermelo-Zorn, der fast
zeilenweise dem Zermeloschen Beweis des Wohlordnungssatzes folgt.

Zweiter Beweis des Satzes von Zermelo-Zorn
Sei P(M)*={AcM | esexistierteinxe M mitA<x}.
Fiir Ae P(M)*sei 6(A) = ,einxe M mit A <x“.
Damitist o : P(M)* — M eine Funktion, die uns - im Falle der Existenz —
echte obere Schranken fiir Teilmengen von M liefert.
Wir nehmen weiter 6(J) = x; an.
Eine Wohlordnung (A, <) heifit eine 6-Menge, talls gilt:
@ AcM,
(i) furallexe Aistx=0(A,), wobeiA,={ye Aly<x}firxe A.
Wie im Beweis des Wohlordnungssatzes zeigt man, daf§ die Vereinigung
(N, <) aller 6-Mengen eine 6-Menge ist.
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Sei x eine obere Schranke fiir N, also N < x. Eine solche Schranke
existiert nach Voraussetzung an (IN, <), denn N ist eine linear geordnete
(sogar wohlgeordnete) Teilmenge von M.
Andererseits gilt N ¢ dom(c). Denn andernfalls ist N < 6(N), und dann ist
(N, <) = (N, <) + {o(N) }
eine 6-Menge. Folglich N’ € N nach Definition von N.
Also 6(N) € N, Widerspruch!
Wegen N ¢ dom(o) existiert keine echte obere Schranke fiir N.
Andererseits gilt N < x nach Wahl von x.

— Also ist x ein maximales Element von M. Weiter gilt x( < x.

Ubung
Beweisen Sie den Wohlordnungssatz mit Hilfe des Satzes von Zermelo-Zorn
(oder mit Hilfe des Satzes iiber die Existenz von Zielen in Zermelosystemen).

Das Hausdorffsche Maximalititsprinzip

Hausdorff hat bereits 1914 ein sehr hochwertiges Maximalititsprinzip be-
trachtet [Hausdorff 1914, S.140f ]. Das Prinzip handelt nicht von Zielen in par-
tiellen Ordnungen, sondern von maximalen Ketten in ihnen. Es folgt durch
Konstruktion einer zweiten partiellen Ordnung, bestehend aus den Ketten der
ersten, leicht aus dem Satz von Zermelo-Zorn, und umgekehrt ergibt sich der
Satz von Zermelo-Zorn leicht aus diesem Kettenprinzip.

Satz  (Hausdorffs Maximalprinzip) N
Sei (M, <) eine partielle Ordnung.
Dann existiert eine maximale Kette in M,
d.h. es gibt ein N ¢ M mit der Eigenschaft:
(1) (N, <IN)istlinear geordnet. M
(ii) Fiir kein N” ¢ M mit N < N’ ist
(N7, <IN’ linear geordnet.

Ubung
(A) Beweisen Sie das Hausdorffsche Prinzip:
(a) analog zum Beweis des Wohlordnungssatzes,
(b) mit Hilfe des Satzes iiber Zermelosysteme.

(B) Beweisen Sie den Satz von Zermelo-Zorn
mit Hilfe des Hausdorffschen Prinzips.

Hausdorff (1914): ,Eine teilweise [ partiell] geordnete Menge A hat (vollstindig) geord-
nete [linear geordnete] Teilmengen, z.B. mindestens die aus einem Element beste-
henden. Eine geordnete Teilmenge, die in keiner anderen geordneten Teilmenge als
echte Teilmenge enthalten ist, also nicht durch Hinzunahme anderer Elemente zu einer
geordneten Teilmenge erweitert werden kann, nennen wir eine grofite [ maximale ]
geordnete Teilmenge. Die Existenz solcher werden wir zu beweisen haben.“
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Schlieilich erwihnen wir noch ein weiteres Maximalititsprinzip, bekannt als
Teichmiiller-Tukey Lemma [ Teichmiller 1939], [ Tukey 1940].

Satz  (Teichmiiller-"Titkey-Lemma)
Sei T eine nichtleere Menge. Fiir alle x gelte:

(+) xe T gdw fiir jedes endlichey c x gilty € T.
Dann hat T ein Ziel, d. h. es gibt ein x € T mit: non(x cy) fiiralley € T.

Ubun g
(a) Beweisen Sie das Lemma von Teichmiiller-Tukey mit Hilfe
des Satzes von Zermelo-Zorn.

(b) Beweisen Sie den Satz von Zermelo-Zorn oder das Hausdorffprinzip
mit Hilfe des Lemmas von Teichmiiller-Tukey.

Genug der Maximalprinzipien. Entscheidend fur die Mengenlehre ist der
Wohlordnungssatz, und das zweite fundamentale mengentheoretische Resultat
dieses Kapitels ist der Satz von Hartogs. Die Maximalprinzipien finden in der
Mengenlehre etwas weniger Anwendung als anderswo, da hier Wohlordnun-
gen zur Verfiigung stehen. Am klarsten und elegantesten werden die Beweise
des Wohlordnungs- und Vergleichbarkeitssatzes und der Maximalprinzipien
bei Verwendung der Ordinalzahlen und der transfiniten Rekursion, die wir in
den beiden folgenden Kapiteln besprechen.
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Ernst Zermelos Wohlordnungssatz

»Beweis, daf} jede Menge wohlgeordnet werden kann.
(Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe.)

Von E. Zermero in Gottingen

... Der betreffende Beweis ist aus Unterhaltungen entstanden, die ich in der vorigen Wo-
che mit Herrn Erhard Schmidt gefiihrt habe, und ist folgender.

1) Essei M eine beliebige Menge ...

2) Feder [nichtleeren | Teilmenge M’ [von M| denke man sich ein beliebiges Element m;” zu-
geordnet, das in M’ selbst vorkommst und das ,ausgezeichnete® Element von M’ genannt werden
maige. So entsteht eine ,Belegung® ¥ der Menge M [ P(M) - { & }] mit Elementen der
Menge M von besonderer Art ... Im folgenden wird nun eine beliebige Belegung 7y zu-
grunde gelegt und aus ihr eine bestimmte Wohlordnung der Elemente von M abgeleitet.

3) Definition. Als ,;y-Menge werde bezeichnet jede wohlgeordnete Menge M, [c M],
welche folgende Beschaffenheit besitzt: ist a ein beliebiges Element von M, und A der
,zugehorige® Abschnitt, der aus den vorangehenden Elementen x < a von M, besteht, so
ist a immer das ,ausgezeichnete Element‘ von M - A.

4) Esgibty-Mengen innerbalp M. Soistz.B. my, dasausgezeichnete Elementvon M= M,
selbst eine y-Menge ...

5) Sind M, und M,” irgend zwei verschiedene y-Mengen (die aber zu derselben ein
fiir allemal gewihlten Belegung gehoren!), so ist immer eine von beiden identisch mit einem
Abschnitte der anderen . ..

6) Folgerungen. Haben zwei y-Mengen ein Element a gemeinsam, so haben sie auch
den Abschnitt A der vorangehenden Elemente gemein. Haben sie zwei Elemente a,b ge-
mein, so ist in beiden Mengen entweder a < b oder b < a.

7) Bezeichnet man als ,y-Element jedes Element von M, das in irgendeiner y-Menge
vorkommt, so gilt der Satz: Die Gesamtheit L., aller y-Elemente lifSt sich so ordnen, dafs sie
selbst eine y-Menge darstellt, und umfafSt alle Elemente der urspriinglichen Menge M. Die letz-
tere ist damit selbst wohlgeordnet ...

Somit entspricht jeder Belegung vy eine ganz bestimmte Wohlordnung der Menge M ...

Der vorliegende Beweis beruht auf der Voraussetzung, dafi Belegungen 7 tiberhaupt
existieren, also auf dem Prinzip, dafi es auch fiir eine unendliche Gesamtheit von Mengen
immer Zuordnungen gibt, bei denen jeder Menge eines ihrer Elemente entspricht ...

Die Idee, unter Berufung auf dieses Prinzip eine beliebige Belegung y der Wohlordnung
zugrunde zu legen, verdanke ich Herrn Erhard Schmidt; meine Durchfithrung des Be-
weises beruht dann auf der Verschmelzung der verschiedenen méglichen ,y-Mengen’,
d.h. der durch das Ordnungsprinzip sich ergebenden wohlgeordneten Abschnitte.

Miinden i. Hann., den 24. September 1904.“
(Ernst Zermelo 1904, ,, Beweis, dafs jede Menge woblgeordnet werden kann*)
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Wir haben gezeigt, dafi je zwei Wohlordnungen ihrer Linge nach vergleichbar
sind. Die Idee der Cantorschen Ordinalzahlen ist nun, Wohlordnungen nur auf
ihre Linge hin zu betrachten und dabei von der Natur des Trigers der Ordnung
ganz abzusehen. Cantor definiert Ordinalzahlen wie folgt:

Cantor (1897):
»$14. Die Ordnungszahlen wohlgeordneter Mengen.

Nach §7 hat jede einfach [linear] geordnete Menge M einen bestimmten Ord-
nungstypus M; es ist dies der Allgemeinbegriff, welcher sich aus M ergibt, wenn unter
Festhaltung der Rangordnung ihrer Elemente von der Beschaffenheit der letzteren
abstrahiert wird, so daf§ aus ihnen lauter Einsen werden, die in einem bestimmten
Rangverhiltnis zu einander stehen. Allen einander idhnlichen Mengen, und nur solchen,
kommt ein und derselbe Ordnungstypus zu.

Den Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge F nennen wir die ihr zukom-
mende ,Ordnungszabl‘.“

Das Einsetzen der Einsen veranschaulicht sehr gut den Prozef§ der Abstraktion
von den Trigerelementen, und entspricht recht genau den Skizzen von Wohlord-
nungen, die wir auf das Papier malen: Die Elemente der Wohlordnungen solcher
Diagramme sind meistens ununterscheidbare Punkte:

Wer aber an die heute iibliche, durch die Sprache der Mengenlehre mitbe-
grindete Genauigkeit der Definitionen mathematischer Objekte gewohnt ist,
fiir den haftet wahrscheinlich einer Begriffsbildung dieser Art ein etwas fader
Beigeschmack an.

Wir haben das gleiche Problem wie frither mit dem Begriff der Michtigkeit
vor uns: Es ist einfach, ,gleichmichtig® und ,kleiner” bzw. ,gleichlang® und
ykurzer” relational fiir zwei Mengen bzw. Wohlordnungen zu definieren. Von
der ,,Michtigkeit® einer Menge oder der ,,Linge“ einer Wohlordnung schlecht-
hin zu sprechen, ist schwieriger.

Die ,,universalen® rein extensionalen Definitionen:

Michtigkeit(M) = {N | N und M sind gleichmichtig },

Liange((M, <)) = {{N,<) I (N, <)und (M, <) sind gleichlang },

sind ungeeignet, da die Zusammenfassungen fiir M # 0 zu grof} sind, um noch
Mengen sein zu kénnen; es sind echte Klassen im Sinne der Diskussion in 1.13.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_19, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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In der axiomatischen Mengenlehre kann eine Modifikation dieser Definitionen durch-
gefithrt werden: Man kann die echten Klassen Michtigkeit(M) und Linge({M, <)) mit
Hilfe eines Rangbegriffs uniform zu Mengen zurechtstutzen.

Die Cantorsche Definition zeigt, daf Cantor keineswegs mit ,universale®
oder ,,Allgemeinbegriff“ obige Klassendefinition im Auge hatte. Durch Abstrak-
tion entsteht ein gewisses Objekt aus Einsen, das nicht mehr der rein extensiona-
len Mengenwelt angehort. Wesentlich ist, dafi die Abstraktion angewendet auf
zwel Wohlordnungen genau dann das gleiche Objekt erzeugt, wenn die beiden
Wohlordnungen gleichlang sind. Diese Eigenschaft ist es, die zihlt, und die fir
mathematische Argumente relevantist. (Der Leser vergleiche die Definition des
geordneten Paares in 1.3 und ihre fundamentale Eigenschaft (#).)

Hausdorff sieht von Cantors Abstraktion ab. Er nimmt wie schon fiir Kardi-
nalzahlen einen ,formalen Standpunkt“ ein und sieht Ordinalzahlen als Zeichen
an. Allgemein definiert er fir lineare Ordnungen:

Hausdorff (1914): ,Das den dhnlichen Mengen [ ordnungsisomorphen linearen Ordnun-
gen] Gemeinsame bezeichnen wir als Ordnungstypus, wie wir das den dquivalenten
[gleichmichtigen ] Mengen Gemeinsame als Michtigkeit bezeichneten. Wir ordnen
nimlich jeder [linear geordneten ] Menge A ein Zeichen o zu, derart, daff dhnlichen
Mengen und nur solchen dasselbe Zeichen entspricht, daf} also mit A = B [(A, <) =
(B, <)] zugleich o = B und umgekehrt mit o = B zugleich A = B ist. Dieses Zeichen
o heifit der Ordnungstypus (oder Typus) der Menge A .“

Ordinalzablen definiert Hausdorff als die Ordnungstypen von Wohlordnungen.

So unterschiedlich die philosophischen und pragmatischen Anteile der De-
finitionen von Cantor und Hausdorff sein mégen, so identisch erweisen sie sich
fiir die mathematische Praxis. Sie sind streng genommen keine Figuren auf un-
serer Bithne, aber man kann hervorragend mit ihnen kommunizieren. Wie im
Fall der Kardinalzahlen sind Ordinalzahlen prinzipiell aus Resultaten eliminier-
bar - was nie gemacht wird, aber garantiert, daf§ wir korrekte Ergebnisse auch
dann erzielen, wenn wir eine naive Definition zugrundelegen.

Wir arbeiten zunichst mit einer Definition nach Cantor, oder, mathematisch
gleichwertig, nach Hausdorff. Wir gelangen dabei auf ganz natiirlichem Weg zur
heute iiblichen Definition einer Ordinalzahl nach von Neumann und Zermelo,
der keinerlei Vagheiten mehr anhaften, und die dann auch einen Schleifstein fiir
den noch unscharfen Kardinalzahlbegriff im Gepick hat. Die moderne Defini-
tion hat ohne Vorbereitung einen ad-hoc-Charakter, nach einer experimentellen
Phase mit Cantor-Hausdorffschen Ordinalzahlen erscheint sie zwingend.

Die ideelle Zuordnung von Ordnungstypen werden wir aber bei der Diskussion allge-
meiner linearer Ordnungen erneut verwenden, wo sie wieder, wenn man so will, einfach
als eine bequeme Sprechweise aufgefafit werden kann. Hier bleibt auch der axiomatischen
Mengenlehre nur die Idee des Zuriickschneidens durch Rangbetrachtungen. Die moder-
nen Ordinalzahlen sind kanonische und definierbare Vertreter fiir alle Isomorphieklassen
bestehend aus Wohlordnungen. Derartige Vertreter konnten allgemein fiir lineare Ord-
nungen nicht gefunden werden.
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Die Definition nach Cantor und Hausdorff

Fir das Folgende denken wir uns also jeder Wohlordnung (M, <) einen Ord-
nungstyp o.t.({M, <)) [o.t. fiir engl. order type] in einer solchen Weise zuge-
ordnet, daf§ fiir je zwei Wohlordnungen (M, <) und (N, <) gilt:

0.t.((M, <)) = 0.t.((N, <)) gdw (M, <)und(N, <) sind gleichlang.
Mit dieser Hypothek definieren wir:

Definition (Ordinalzabl)
Die Ordnungstypen von Wohlordnungen heifien Ordinalzablen.

Neben ,,Ordinalzahl® ist auch ,,Ordnungszahl“ gebriuchlich. Wir verwenden
vorwiegend kleine griechische Buchstaben fiir Ordinalzahlen. Ist o eine Ordinal-
zahl und (M, <) eine Wohlordnung des Typs o, so sagen wir auch, daff (M, <) den
"Iyp o reprisentiert.

Bei der Zuordnung von Ordnungstypen zu Wohlordnungen haben wir grofie
Freiheiten. Es ist nun - wie schon fiir die Kardinalzahlen - sehr bequem, fiir end-
liche Wohlordnungen die natiirlichen Zahlen als Ordnungstypen festzusetzen.
Firne Nseiwiedern={0,1,...,n- 1}, und es sei < die tibliche Ordnung auf .
Dann gilt per Vereinbarung fiir allen € N:

o.t.((f, <)) = n.

Die natiirlichen Zahlen werden damit zu einem Anfangsstiick der Ordinalzah-
len, denn es gibt keine Wohlordnungen (M, <) mit (@, <) <\ (M, <) <l (m, <) fiir
n € Nund m =n + 1. Die triviale Wohlordnung (&, &) hat den Ordnungstyp 0.
Fiirjedes Objektxist({x}, &) eine Wohlordnung vom Typ 1, fiir je zwei verschie-
dene Objekte x,yist{{x,y},{ (x,y) }) eine Wohlordnung vom Typ 2. Fiir jede end-
liche Wohlordnung (M, <) sind der Ordnungstyp und die Kardinalitit der Tri-
germenge M identisch.

Weiter verwenden wir das nun schon vertraute Symbol o fiir den durch die na-
tirlichen Zahlen reprisentierten Ordnungstyp. Also:

o = o.t.((N, <)),

mitder iiblichen Ordnung < auf N. Es ist natiirlich, konkret N selbst als das durch
o bezeichnete Objekt zu wihlen, und dann gilt @ = N = . Wie erwartet gilt:

melg
o ist die kleinste Ordinalzahl, die grofier istals allen € N, d.h.:
Ist (M, <) eine Wohlordnung mit (f, <) < (M, <) fur allen e N,
so gilt (N, <) = (M, <) oder (N, <) < (M, <).

Fir Ordinalzahlen dringt sich nun die folgende Definition einer linearen
Ordnung ,kleiner als“ auf:
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Definition (die Ordnung auf den Ordinalzablen)
Seien o, B Ordinalzahlen. Wir setzen:

o<B falls (M, <)<\(N,<),

wobei (M, <), (N, <) Wohlordnungen sind mit
o =o.t.((M, <)), B =o.t. (N, <)).

Diese Definition hingt nicht von der Wahl von (M, <) und (N, <) ab.

Offenbar werden die Ordinalzahlen durch < linear geordnet. Wir werden
gleich die Wohlordnungseigenschaft von < zeigen: Jede nichtleere Menge A von
Ordinalzahlen hat ein kleinstes Element. Tatsichlich hat die Ordnung < auf den
Ordinalzahlen die bemerkenswerte Eigenschatt, daf} fiir jede Ordinalzahl o die
Menge aller kleineren Ordinalzahlen eine Wohlordnung des Typs o bildet.

Definition (die Mengen W (o))
Fir Ordinalzahlen o setzen wir:

W(a) = {B | Bist Ordinalzahl und < }.
Fiir jedes n € Nist W(n) = n. Weiter gilt W(®) =N = o.

Satz  (Fundamentalsatz iiber W (o))
Sei o eine Ordinalzahl.
Dann ist (W(a), <) eine Wohlordnung und es gilt:

o.t. (W(w), <)) = o

Beweis
Sei (M, <) eine Wohlordnung des Typs o. Fiir x e M sei
f(x) = o.t.((M,, <)).
Dann giltf: M — W(a). Weiter ist f ordnungstreu:
Fir allex,y e M gilt: x<y gdw f(x) <{(y).
Insbesondere ist f injektiv. £ ist aber auch surjektiv:
Sei B < o, und sei (N, <) eine Wohlordnung des Ordnungstyps f3.
Dann gilt (N, <) <(M, <) und daher existiert ein x € M mit(IN, <) = (M, <).
Dann gilt aber {(x) = 0.t. ((M,, <)) = 0.t.((N, <)) = .
Alsoistf: M — W(a) bijektiv und ordnungstreu.
Somit ist (W(ar), <) eine Wohlordnung, und es gilt

- o.t.((W(),<)) = o.t.((M, <)) = a.

Hausdorff (1914): ,,Wir fithren hier eine im folgenden durchweg festgehaltene Bezeich-
nung ein:
W(a) = Menge aller Ordnungszahlen < o.
Zunichst zeigen wir, daf jede wohlgeordnete Menge A vom Typus oo mit W(o) dhn-
lichist...
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Korollar  (Woblordnungseigenschaft fiir die Ordinalzahlen)
Sei A eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen.
Dann besitzt A ein kleinstes Element.

Beweis
Sei o € A beliebig. Ist oo kleinstes Element von A, so sind wir fertig.
Andernfalls ist B = W(a)) N A= . Da (W(a), <) eine Wohlordnung ist,
besitzt B € W() ein kleinstes Element und dieses ist dann offenbar

— das kleinste Element von A.

Nachfolger- und Limesordinalzahlen

Fir Wohlordnungen hatten wir allgemein Nachfolger- und Limeselemente
definiert, sowie die Operationen der Enderweiterung um ein Element und der
Vereinigung einer Menge vergleichbarer Wohlordnungen. Diese Begriffe iiber-
tragen wir nun auf die Ordinalzahlen.

Definition (Nachfolger einer Ordinalzahl)
Sei o eine Ordinalzahl.
Dann ist der Nachfolger o + 1 von o definiert durch:

o+l = o.t.((W(),<)+{x}),
wobei x ein Objekt ist mit x ¢ W(a).

Wir kénnen hier z. B. x = o wihlen.

Definition (Nachfolgerordinalzablen und Limesordinalzablen)
Sei o eine Ordinalzahl.
() o heifit Nachfolgerordinalzabl, falls o. = B + 1 fiir eine Ordinalzahl B.
In diesem Fall heifit B der Vorginger von o, in Zeichen B = o - 1.

(ii) o heifit Limesordinalzabl, falls o. # 0 und o keine Nachfolger-
ordinalzahl ist.

Oftenbar ist o eine Nachfolgerordinalzahl, falls o ein Nachfolgerelement in
(W(B), <) ist fiir ein (alle) B > o Analoges gilt fiir Limesordinalzahlen.

Ubung
(i) o+ 1ist die kleinste Ordinalzahl, die grofier ist als o
(i) oist Limesordinalzahl gdw o # 0 und (W(a), <) hat kein grofites
Element.

Ist A eine Menge von Ordinalzahlen, soistT'= {{W(a), <) | € A}eine Men-
ge von Wohlordnungen mit der Eigenschaft: Sind (M, <) und (N, <) verschiede-
ne Elemente von T, so ist (M, <) ein Anfangsstiick von (N, <) oder umgekehrt.
Also ist U T definiert.
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Definition (Supremum einer Menge von Ordinalzablen)
Sei A eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist
das Supremum von A, in Zeichen sup(A), definiert durch:

sup(A) = o.t.(U {{W(a), <) | e A}).
Speziell ist sup(D) = 0, denn o.t.({(J, ) = 0.

Ubung
Sei A eine Menge von Ordinalzahlen, und sei 6 = sup(A).
Dann ist ¢ die kleinste Ordinalzahl mit A < o, d. h. es gilt:

() fiuralleae Aista <o,
(i) ist 0" eine Ordinalzahl mita < ¢’ firallea e A, soistc < o'.

In Kapitel 13 dieses Abschnitts werden wir die bemerkenswerte Eigenschaft,
daf} sich zu jeder Menge A von Ordinalzahlen eine grofiere Ordinalzahl finden
148¢t, etwa sup(A) + 1, genauer betrachten.

Eine zuweilen niitzliche Spielerei mit Definitionen ist:

Ubung
Sei o eine Ordinalzahl, oo # 0. Dann gilt:

(i) ovist Limesordinalzahl gdw sup(W(o)) = o
(i) Istsup(W(a)) # 0, soist sup(W(a)) = o - 1.

Soistz.B. sup(W(17)) = 16, sup(W()) = .

Transfinite Folgen und Aufzihlungen einer Menge

Die natiirlichen Zahlen tauchen hiufig als Indizes an bestimmten Objekten
auf, etwa bei einer Folge xq, x;, ... X, ..., n € N, bestehend aus reellen Zahlen.
Derartige Folgen sind offiziell nichts anderes als Funktionen f : N — R mit
f(n) =x, fiir n € N. Analog kénnen wir nun Objekte mit Ordinalzahlen indizie-
ren. Dies fithrt zum Begriff der transfiniten Folge.

Definition  (transfinite Folgen)
Seien o eine Ordinalzahl, M eine Menge.
Weiter sei f : W(o) — M eine Funktion.
Dann heifit f eine Folge der Lange o in M.
Ist o> o, so heifit f eine transfinite Folge in M.
Wir schreiben f auch in der Form:

f=(x!P<a),
mit xg = f(B) fir p<o.

die Schreibweise

f={aglB<a)
fiir Funktionen auf W(o.)

Verwandte Schreibweisen, etwa
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(xg | &’ <P<a) fiireina’ <o,
(yp | Be A) fiir eine Menge A von Ordinalzahlen,

usw. verwenden wir ohne weiteren Kommentar. (y | B € A)istz.B. die Funktion
f mit dom(f) = A und f(B) =y fiiralle B € A.

Transfinite Folgen werden in der Mengenlehre sehr hiufig verwendet. Man
kann sich eine Folge (x | B < ) in M vorstellen als eine Reihe (+) wie zu Beginn
dieses Abschnitts, wobei nun Elemente aus M die Reihe bilden und die Ordinal-
zahlen als Indizes verwendet werden:

(+) X5 X15 X2y ++v Xy Xapa 15 ++v s Xpw@r +vv v oes XBy vevyoee B<o)

Istf: W(ao) — M sogar bijektiv, so induziert f eine Wohlordnung auf M. Wir
konnen dann f als eine Aufzihlung der Elemente von M auffassen. Die entspre-
chende Reihe (+) durchliuft dann ganz M ohne Wiederholungen, und genauer
gilt: Die Elemente von M werden durch diese Reihe in eine Wohlordnung ge-
bracht.

Definition (Aufziblung und induzierte Woblordnung)
Seien o eine Ordinalzahl, M eine Menge und f : W(a) — M bijektiv.
Dann heifit f = (xg | B < o) eine Aufziblung von M.

Fiir x,y € M setzen wir
x<y fals £7(x) < f(y).
(M, <) heifit die durch f induzierte Woblordnung auf M.

(M, <) ist eine Wohlordnung mit o.t.({(M, <)) = o (vgl. auch Kapitel 3).
Ist M schon wohlgeordnet, so konnen wir eine Aufzihlung von M entlang der
vorgegebenen Wohlordnung durchfithren:

Definition (Aufziblung einer Woblordnung)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei a. = 0. t.((M, <)).
Weiter sei f : W(at) — M ordnungsisomorph.
Dann heifit f = (xg | B < o) die Aufziblung von (M, <).
Fiir B < o heifit x das B-te Element von (M, <).

Die Beobachtung, dafi (W (o), <) eine Wohlordnung des Typs o ist, kann man
riickblickend zu einer Definition des Begriffs der Ordinalzahl heranziehen. Wir
besprechen nun diesen Weg, der zu einer strengen Definition des Ordnungstyps
von Wohlordnungen fiihrt, und einen Abstraktionsakt oder ein ,,denken wir uns
zugeordnet ...“ nicht mehr benotigt. Auf diese Weise werden Ordinalzahlen
heute tblicherweise eingefiihrt, wobei die Gefahr besteht, dafl die Idee der Ordi-
nalzahl durch die gnadenlose Eleganz der Definition verschiittet wird.
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Die moderne Definition einer Ordinalzahl

Das Ziel ist, in jeder Klasse gleichlanger Wohlordnungen einen ausgezeichne-
ten Reprisentanten zu finden. Dies gelingt nun iiberraschend leicht, wenn man
sich von der Idee leiten lifit, die Menge W (o) = {B | B <o} mit der Ordinalzahl
o selbst zu identifizieren, dafy also eine Ordinalzahl nichts anderes ist als die
Menge ihrer Vorginger. Die sich aus dem Postulat ,,W(a) = a! “ ergebende Defi-
nition der Ordinalzahlen stammt von John von Neumann (1923) und davon un-
abhingig von Ernst Zermelo.

Fiir diese Definition der Ordinalzahlen entwickeln wir die Theorie der Wohl-
ordnungen wie in Kapitel 3 und 4. (Der Wohlordnungssatz wird, wie fiir die
Cantorsche Definition, nicht benétigt.) Nun setzen wir:

Definition (Ordinalzablen nach von Newmann und Zermelo)
Eine Menge o heifit eine (Neumann-Zermelo-) Ordinalzabl,
falls eine Wohlordnung < auf o existiert mit:

(®) FiralleBe aist p={yealy<B}.

(0, <) heifit dann eine ordinale Woblordnung von o.

Zur Verwendung von griechischen Buchstaben: Wir zeigen gleich, daf§ alle Elemente
einer Ordinalzahl wieder Ordinalzahlen sind.

Schreiben wir wieder kurz oy fiir das durch B € o bestimmte Anfangsstiick von
(a, <), d.h.og={ye o | y<B},solautet (<) einfach:

(¢) B = o firallefe o.

Unmittelbar aus der Definition flieflen einige wichtige Eigenschaften der Or-
dinalzahlen:

Satz  (elementare Eigenschaften von Ordinalzablen)
Sei o eine Ordinalzahl, und sei {c, <) eine
ordinale Wohlordnung von o.. Dann gilt:
(@) FuralleB,ye agilt: y<PB gdw ye B gdw ycB.
(ii) IstPe a,soist P ca.
(iii) Ist B € 0, so ist B eine Ordinalzahl.

Beweis
zu (i): Seien B,y € o. Es gilt: y<B gdw ye oy gdw ye B.
Weiter gilt: Yy<B gdw o, cog gdw ycB.
zu (i): Seif € o. Dann gilt B = o5 C o
zu (iii): SeiB e a,und sei <g = { (oty, 00) | 04y, 0 € 0, 00 <0, <P, J.
Wir zeigen, dafl (B, <g) eine ordinale Wohlordnung ist.
(B, <) ist eine Wohlordnung wegen f o
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Sei nun y e B. Dann gilt:

By ={08ePBld<py}=Pna,=Bny=ry,

- letzteres wegen v B nach (i).

Ordinalzahlen bestehen also ausschliefilich aus Ordinalzahlen!
Weiter gilt nach (i): Eine zu einer Ordinalzahl o gehérige ordinale Wohlord-
nung ist eindeutig bestimmt: Sind {a,, <;) und {0, <,) ordinale Wohlordnungen,
so gilt<; =<;. Ista eine Ordinalzahl, so werden die Ordinalzahlen, die kleiner als
o sind, sowohl durch die € -Relation auf o als auch durch die c-Relation auf o
wohlgeordnet - und beide Relationen ergeben die gleiche Wohlordnung.

Eigenschaft (ii) spielt in der Mengenlehre an verschiedenen Stellen eine wich-
tige Rolle, und hat deswegen einen eigenen Namen:

Definition (transitiv)
Sei M eine Menge. M heifit transitiv,
falls fiir alle x e M giltx = M.

Transitivitit sollte jedem verniinftigen
Modell M der Mengenlehre zukommen:
Ist x ein Element des Modells, so bedeu-
tetx € M, dafi jedes Element von x ein Objekt des Modells ist.

Ubung
Sei M eine Menge. Dann gilt:

M ist transitiv gdw UM c M gdw M < P(M).

Ordinalzahlen sind nun charakterisiert durch die Bedingungen ,,transitiv* und
wdurch € wohlgeordnet“, was manchmal auch zur Definition von Ordinalzahl
benutzt wird:

Satz  (Charakterisierung der Ordinalzablen)
Sei o eine Menge. Dann sind dquivalent:

(i) ovist eine Ordinalzahl.

(i) ovist transitiv und wird durch € wohlgeordnet,

d-h.{o,ela)y=(a,{(B,7) € axalPey})isteine Wohlordnung.

Beweis
(i) ™ (ii): Folgtaus dem Satz oben.

(ii) ™ (i): SeiP € o. Wegen o transitiv ist dann B o, und es gilt
- og={yealy<p}={yealyep}=anP=4.

Als nichstes zeigen wir, daf§ gleichlange ordinale Wohlordnungen zusammen-
fallen:
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Satz  (Eindeutigkeitssatz)
Seien a, 3 Ordinalzahlen. Weiter seien die zugehdrigen
ordinalen Wohlordnungen {a,, <) und (B, <) gleichlang.
Dann gilt o = B.

Beweis
Seif:a — P ordnungsisomorph. Annabme f #id,,. Dann existiert ein
kleinstes y € o mit f(y) #v. Nach minimaler Wahl von yist dann o, = B,
— und folglich y = {(y), da o, B Ordinalzahlen sind. Widerspruch!

Wir definieren nun die Ordnung auf den Ordinalzahlen:

Definition (die € -Ordnung auf den Ordinalzablen)
Seien o, B Ordinalzahlen. Wir setzen:

o<P falls oeP.

Fiir alle Ordinalzahlen o gilt also
oa={BlPBea}={PI|Be aundpistOrdinalzahl} = {B | B<a}.

Satz
Die Ordinalzahlen werden durch < wohlgeordnet.

Beweis
< ist irveflexiv:
Annabme o. < o fiir eine Ordinalzahl o.. Dann gilt o € o, also
existiert ein € oo mit B € B (o ist ein solches B). Aber € ist eine
Wohlordnung auf o, und damit insbesondere irreflexiv. Widerspruch !

< ist transitiv:
Seien o, B,y Ordinalzahlen mit o < B und B <.
Dann gilt o € B € y. Wegen vy transitiv ist dann o € v, also o < y.

< ist linear:
Seien o, 3 Ordinalzahlen. Sind (o, <) und (B, <) gleichlang,
so gilt o = B nach dem Satz oben.
Ist {a, <) kiirzer als (B, <), so existiert ein y € B derart, dafl
(0, <) und (y, <) gleichlang sind, und dann gilt o =y, also . € B.
Analog folgt B € o, falls (B, <) kiirzer als {a,, <) ist.

Woblordnungseigenschaft:
Sei A eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen, und sei o € A.
Ist o kleinstes Element von A, so sind wir fertig.
Andernfalls ist oo N A nichtleer.
Sei also B das kleinste Element von oo N A in der Wohlordnung (o, <).
Dann ist B das kleinste Element von A:
Denn fiir alle ye oo n A ist f <ynach Wahl von B, und fiir
- yeA-oaist o<y, alsof<a<y.
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Elementare Fakten iiber < sind:

Ublmg
(i) Fiir jede Ordinalzahl o ist oc U { 0 } die kleinste Ordinalzahl,
die grofier ist als o.

(i) Ist A eine Menge von Ordinalzahlen, so ist 6 = U A eine Ordinalzahl.
Weiter ist U A das kleinste oo mit A < o..

(iii) Ist A eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen, soist T= 1 A
das Minimum von A, d.h.te Aund t<A.

Hieraus ergeben sich die folgenden Definitionen:

Definition (Nachfolger einer Ordinalzahl)
Sei o eine Ordinalzahl. Dann ist der Nachfolger o + 1
von o definiert durch:

o+l =ou{a}l.

Definition (Nachfolgerordinalzahlen und Limesordinalzablen)
Sei o eine Ordinalzahl.

() o heifit Nachfolgerordinalzabl, falls o. = B + 1 fiir eine Ordinalzahl B.
In diesem Fall heifit § der Vorginger von o, in Zeichen = o - 1.

(i) o heifit Limesordinalzabl, falls o # 0 und o keine Nachfolger-
ordinalzahl ist.

In vielen Texten wird auch & als Limesordinalzahl angesehen, sodafi jede Ordinalzahl
Nachfolger oder Limes ist.

Definition (Supremum einer Menge von Ordinalzablen)
Sei A eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist das Supremum von A,
in Zeichen sup(A), definiert durch:

sup(A) = UA.
Wieder gilt sup(&) = &.

melg
Sei o # & eine Ordinalzahl. Dann sind dquivalent:
(i) oist eine Limesordinalzahl,
() Ua=o,
(i) B+ 1€ o firalle <a.

Wir kénnen uns damit einen Uberblick iiber die ersten Ordinalzahlen verschaf-
fen: Der Nachfolger o + 1 von avist oo U { o }, und das Supremum einer Menge von
Ordinalzahlen wird einfach durch die Vereinigung iiber die Menge gegeben. Be-
zeichnen wir die ersten Ordinalzahlen wieder mitnatiirlichen Zahlen, so ergibtsich:
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% )
@,{@}}:{0,1},
D,{0},{90,{0}}}={0,1,2},

n+l=nu{n}={0,1,...,n},

o=N={0,1,2,...},
o+l=0u{n}={0,1,2,...,0}.

0+0={0,1,2,....,0,0+1,0+2,...}.

Ostern a la von Neumann

Losen wir die Elemente einer Ordinalzahl immer weiter auf, so sehen wir, daf§
alle Ordinalzahlen letztendlich aus der leeren Menge aufgebaut sind. Es zeigt
sich dariiber hinaus, dafl man zur Definition der Ordinalzahlen keinerlei Zahlen
als Grundobjekte benotigt. Man kann also, wenn man mochte, die natiirlichen
Zahlen definieren als die Menge aller Ordinalzahlen, die kleiner sind als die erste
Limesordinalzahl, o genannt, und dadurch wird dann N = ®. In der axiomati-
schen Mengenlehre, die keine Grundobjekte zulifit, ist diese Vorgehensweise
iiblich. Man zeigt aus den Axiomen die Existenz einer Limesordinalzahl, und de-
finiert dann die kleinste Limesordinalzahl als die Menge der natiirlichen Zahlen.

Esbleibt nun noch die Frage zu kliren, ob der Begriff der Ordinalzahlen reich-
haltig genug ist, um fiir jede Wohlordnung einen Reprisentanten gleicher Linge
zur Verfiigung zu stellen. Man sieht leicht, daf§ die Ordinalzahlen dies auf jeden
Fall fiir einen Anfangsbereich der Wohlordnungen leisten, d. h. bis zu einer be-
stimmten Linge gibtes aufjeden Fall ordinale Reprisentanten: Denn sind (M, <)
und (o, <) gleichlang, so existiert fiir alle Wohlordnungen (N, <), die kiirzer als
(M, <) sind, ein Anfangsstiick (o, <) von (@, <), das gleichlang mit (N, <} ist.
Aber wegen oug = B existiert dann also sogar eine ordinale Wohlordnung der Lin-
ge von (N, <). Die Annahme, daf eine Wohlordnung (M, <) in ihrer Linge iiber
alle Ordinalzahlen hinausragt, filhrt aber zu einem Widerspruch. Den Beweis
gibt der folgende Reprisentationssatz fiir Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen.
(Fir die Definition nach Cantor und Hausdorff gilt der Satz automatisch.)

Satz  (Reprisentationssatz)
Zu jeder Wohlordnung (M, <) existiert eine eindeutige Ordinalzahl o mit:

(M, <) und (@, <) sind gleichlang.

Beweis
zur Eindeutigkeit: Dies folgt aus dem Eindeutigkeitssatz oben.

zur Existenz: Annabme nicht fir eine Wohlordnung (M, <). Wir setzen
M’ = {xe M | es existiert eine Ordinalzahl oo mit (M, <) = (o, <) }.
Fir x e M’ sei f(x) die eindeutige Ordinalzahl o0 mit (M,, <) = (o, <).
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Dannistf: M — rng(f) bijektiv.
Sei A = rng(f). Dann ist A eine Menge von Ordinalzahlen und es gilt:

(+) Jede Ordinalzahl o ist ein Element von A.

Beweis von (+)
Dennisto¢ A =rng(f), so gilt nach dem Vergleichbarkeitssatz
und der Annahme, dafl (M, <) </ {a, <). Dann existiert aber ein
B e amit (M, <) = (o, <). Aber o3 = B, also sind (M, <) und
(B, <) gleichlang, im Widerspruch zur Annahme. Dies zeigt (+).

Also ist A eine Menge von Ordinalzahlen, und zugleich ist jede
Ordinalzahl o ein Element von A. Insbesondere giltsup(A) + 1 € A,
- was fiir alle Mengen von Ordinalzahlen falsch ist. Widerspruch!

Dafl A = rng(f) eine Menge, eine konsistente Vielheit, ist, konnen wir so begriinden:
Inkonsistente Vielheiten entstehen durch zu grofie Zusammenfassungen. Hier istaber die
Zusammenfassung beschrinkt, da A die Grofie der Menge M’ hat: unter der gemachten
Annahme ist f : M’ — A bijektiv. Innerhalb der axiomatischen Mengenlehre wird die
Existenz der Menge A in solchen Fillen durch ein spezielles Axiom, das sog. Ersetzungs-
axiom, garantiert. In der originalen Zermelo-Axiomatik ohne dieses Axiom ist der Repri-
sentationssatz nicht beweisbar: man kann dort nicht zeigen, dafl es ausreichend viele von-
Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen gibt, um alle Wohlordnungen erreichen zu kénnen.

Die Ordinalzahlen sind also in so grofier Anzahl vorhanden, daf} sie Reprisen-
tanten fiir Wohlordnungen beliebiger Linge liefern. Andererseits sind sie so
diinn gesit, daf§ diese Reprisentanten eindeutig sind. Diese Eigenschaften erlau-
ben uns nun eine lupenreine Definition des Ordnungstyps einer Wohlordnung:

Definition (Ordnungstyp einer Woblordnung )
Sei (M, <) eine Wohlordnung. Dann ist der Ordnungstyp von (M, <),
in Zeichen o.t.({M, <)) definiert durch:

o.t.((M, <)) = ,die Ordinalzahl o mit:
(M, <) und {0, <) sind gleichlang®.

Die Definition der Ordinalzahlen in dieser Sektion ist auf den ersten Blick
schwer verdaulich und greift der Zeit der Mengenlehre Cantors auch voraus. Es
zeigt sich aber schnell, daff man mit ihr iberaus bequem arbeiten kann. Die Idee
einer Ordinalzahl zu entwickeln bleibt jedem selbst tiberlassen, und ob man sich
dabei eher am Cantorschen Abstraktionsprozef§ oder an der modernen und for-
mal durchfiihrbaren Definition orientiert, ist Geschmackssache.

von Neumann (1923): ,Das Ziel der vorliegenden Arbeitist: den Begriff der Cantorschen
Ordnungszahl eindeutig und konkret zu fassen.

Dieser Begriff wird nach Cantors Vorgang gewohnlich als ,Abstraktion® einer ge-
meinsamen Eigenschaftaus gewissen Klassen gewonnen. Dieses etwas vage Verfahren
wollen wir durch ein anderes auf eindeutigen Mengenoperationen beruhendes, erset-
zen. Das Verfahren wird in den folgenden Zeilen in der Sprache der naiven Mengen-
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lehre dargestellt werden, es bleibt aber (im Gegensatz zu Cantors Verfahren) auch in
einer ,formalistischen‘, axiomatisierten Mengenlehre richtig. So behalten unsere
Schliisse auch im Rahmen der Zermeloschen Axiomatik (wenn man das Fraenkelsche
Axiom [Ersetzungsaxiom] hinzufiigt) volle Geltung.

Wir wollen eigentlich den Satz: , Jede Ordnungszahl ist der Typus der Menge aller
ihr vorangehenden Ordnungszahlen® zur Grundlage unserer Uberlegungen machen.
Damit aber der vage Begriff ,/Typus‘ vermieden werde, in dieser Form: , Jede Ord-
nungszahl ist die Menge der ihr vorangehenden Ordnungszahlen.*“

Der Leser kann im folgenden die Definition von Cantor-Hausdorff zugrunde-
legen oder die Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen verwenden. Wir scheiben wei-
terhin W(a) ={B | B <o }. Fiir Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen ist dann zudem
an jeder Stelle einfach W(a) = o (und o < f ist nichts anderes als o € B, und dar-
iiber hinaus identisch mit o0  B).

Michtigkeiten und Kardinalzahlen

Wir definieren nun mit Hilfe der Ordinalzahlen die Kardinalzahlen, und an-
schlieffend, mit Hilfe des Wohlordnungssatzes, die Michtigkeit |MI einer
Menge. Wir hatten im ersten Abschnitt Cantors Definition von ,,Michtigkeit”
und ,,Kardinalzahl“ von 1887 angegeben (Ende von 1.4), aber erst in 1.12 mit
Kardinalzahlen nach Cantor und Hausdorff gerechnet. Wir kénnen nun die
definitorische Hypothek des Kapitels tiber Kardinalzahlarithmetik mit Hilfe
der Hypothek der Cantor-Hausdorff-Ordinalzahlen zuriickzahlen, oder unter
Verwendung der Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen vollig schuldenfrei wer-
den.

In Cantors Arbeit von 1895 findet man gleich nach seiner Definition von
»Menge“ die folgende doppelte Abstraktion zu Einsen oder Einheiten:

Cantor (1895): ,, ,Michtigkeit oder ,Kardinalzahl‘ von M nennen wir den Allgemeinbegriff,
welcher mit Hilfe unseres aktiven Denkvermigens dadurch aus der Menge M bervorgebt, dafs
von der Beschaffenbeit ibrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ibres Gegeben-
seins abstrabiert wird.

Das Resultat dieses zweifachen Abstraktionsakts, die Kardinalzahl oder Michtig-
keit von M, bezeichnen wir mit
3)

Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man von seiner Beschaffenheit absieht,
eine ,Eins wird, so ist die Kardinalzahl M selbst eine bestimmte aus lauter Einsen zu-
sammengesetzte Menge, die als intellektuelles Abbild oder Projektion der gegebenen
Menge M in unserem Geiste Existenz hat.”

=l

Cantors Sicht ist also diese: Sieht man von der Natur der Elemente von M
ab, so bleibt zunichst noch eine evtl. vorhandene Ordnung von M iibrig. Lost
man auch diese Ordnung auf, so bleibt ein Gebilde aus ununterscheidbaren
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Objekten als Ergebnis. Jede andere Menge N, fiir die eine Bijektion von N nach
M existiert, liefert genau das gleiche Gebilde, die zu beiden Mengen gehérige
Kardinalzahl. Cantor hat Funktionen und Ordnungen nicht als Mengen be-
trachtet, und ebenso liegen die durch Abstraktion gewonnenen Ordinal- und
Kardinalzahlen aufierhalb der ,heutigen®, extensionalen Mengenwelt. (Andern-
falls wire nach dem Extensionalititsaxiom die Kardinalitit einer nichtleeren
Menge unter Cantors Definition immer identisch mit { 1 }.) Suggestiv kénnte

man eine Cantorsche Ordinalzahl als ({1, ..., 1, ..., 1, ... )) schreiben, wobei die
Folge der Einsen eine Wohlordnung einer bestimmten Linge darstellt. Und
weiter wire dann eine Kardinalzahl eine Multimenge {{ 1,...,1,...,1,...}},inder

es zwar nicht mehr auf die Ordnung der Einsen untereinander, aber aufihre Viel-
fachheit ankommt.

Die Cantorsche Definition durch Abstraktion hat eine lange Tradition. In der griechi-
schen Mathematik gibt es den Begriff der Einheit oder Monade. Natiirliche Zahlen wer-
den mit dieser Hypothek als Systeme von Einheiten aufgefafit. (Zur Zahl als uovdadmv
ovotnua bei Thales, Nikomachos von Gerasa und der ,,Zahl als zusammengesetzte Viel-
heit, bestehend aus Einheiten® bei Euklid vgl. 1.1.) Die griechischen Ideen werden dann
dem Mittelalter etwa durch Cassiodorus (~ 477 - 565) und Boethius (~ 480 - 524) zur
weiteren Bearbeitung iibergeben. Boethius notiert ,numerus est unitatum collectio®,
Cassiodorus ,,numerus est ex monadibus multitudo composita“. Im Mittelalter sind dann
derlei ,numerus est“-Definitionen Folklore. Wie sehr auch noch Cantor von diesen Ge-
danken iiberzeugt war, zeigt der Zusatz zu seiner Definition von ,,Michtigkeit oder Kardi-
nalzahl“ durch Abstraktion: Elemente werden zu Einsen. Cantors Einsen diirfen also als
eine Version der guten alten griechischen Monaden gelten. (Zur Geschichte der Zahl sie-
he etwa [ Gericke 1970, 1971, 1973 ].)

Heute definiert man allgemein Kardinalzahlen als bestimmte Ordinalzahlen,
und mit Hilfe der Neumann-Zermelo-Definition einer Ordinalzahl hat man
dann diese zentralen Konstrukte der Mengenlehre innerhalb der extensional ite-
rativen Mengenwelt selbst interpretiert, was ein weiteres Beispiel dafiir darstellt,
daf sich jede mathematische Theorie, auch die Cantorsche Mengenlehre, unter
dem Dach der modernen (formal-axiomatischen) Mengenlehre entwickeln ldfit.

Wir definieren also:

Definition (Kardinalzahl)
Sei o eine Ordinalzahl. o heifit Kardinalzabl, falls gilt:

Firalle B<oaist IW(B) I < IW(a)].

Die mit Vorliebe verwendeten Zeichen fiir Kardinalzahlen sind x, A und p.

Die Kardinalzahlen sind die Sprungstellen in der Reihe der Ordinalzahlen
hinsichtlich der Existenz von Bijektionen. o ist Kardinalzahl, falls sich fiir alle
B < o die Menge W(B) nicht bijektiv auf W (o) abbilden lafit.

Obige Definition benutzt nur die Relation IM | < IN|, und setzt keine Defini-
tion der Michtigkeit | M| von M selbst voraus. Wir kénnen nun aber mit Hilfe
des Wohlordnungssatzes | M| in unaffektierter Weise als Kardinalzahl definie-
ren:
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Definition (Michtigkeit einer Menge)
Sei M eine Menge. Dann ist die Mdachtigkeit oder Kardinalitit von M,
in Zeichen |M|, definiert durch:

IMI = ,die kleinste Ordinalzahl oo mit: IM| = IW (o).

Eine Ordinalzahl B mit IM | = IW(B) | existiert nach dem Wohlordnungssatz:
Ist(M, <) eine Wohlordnung von M und B = 0.t.({(M, <)), so gilt IM | = IW(B)I.
Dann existiert aber auch eine kleinste Ordinalzahl oo mit IM| = IW(a) |, denn
A={olo<Pund IMI|=1W(a)l }isteine nichtleere Menge von Ordinalzahlen
und besitzt daher ein kleinstes Element.

Die Ordinalzahlen enthalten also mit den Kardinalzahlen eine Meflatte fiir
die Grofie einer Menge, die den Zahlcharakter des Michtigkeitsbegriffs beson-
ders deutlich macht.

Ubung
(i) Fir alle Mengen M ist IM| eine Kardinalzahl.

(i) Eine Ordinalzahl o ist genau dann eine Kardinalzahl,
wenn |W(o) | = o gilt.

Schliefilich ordnen wir noch den Ordinalzahlen selbst eine Kardinalitit zu.

Definition (Kardinalitiit einer Ordinalzahl)
Fiir eine Ordinalzahl o schreiben wir kurz loul fiir IW (o) 1.
lol heifit die Kardinalitit von o.

Diese Definition ist unter der modernen Definition einer Ordinalzahl leer, da dann
W(o) = o gilt.

Kardinalzahlarithmetik, Nachfolger und Suprema

Die Arithmetik mit Kardinalzahlen kénnen wir nun wie in Kapitel 1. 12 ent-
wickeln, wobei sich vieles vereinfacht, da nun die Kardinalzahlen a = ¥ mit einer
Wohlordnung versehen sind. Die arithmetischen Operationen definieren wir et-
was direkter als frither wie folgt:

Definition (Addition, Multiplikation und Exponentiation von Kardinalzahlen)
Seien k und A Kardinalzahlen. Wir definieren die Summe ¥ + A,
das Produkt x - A und die Exponentiation k" von x und A wie folgt:

K+ A = IWH)x{0} u WQR) x{1}l,
KA = IWE)xW)I,
k= IVOW)I.

Der Leser moge sich nun die Kardinalzahlarithmetik aus 1.12 in Erinnerung
rufen mit Ausnahme aller Argumente, die Zermelosysteme benutzen. Die ande-
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ren Beweise gelten wortlich, wobei wir nun griechische Buchstaben statt a, b, ¢
verwenden, denn Kardinalzahlen sind nun spezielle Ordinalzahlen. Die Argu-
mente mit Zermelosystemen werden nun trivial mit Ausnahme des Multiplikati-
onssatzes, den wir spiter noch einmal beweisen. Insbesondere bekommen wir
nun durch die Einbettung der Kardinalzahlen in das ordinale Riickgrat der Men-
genwelt die Existenz von Nachfolgerkardinalzahlen und die Existenz von Supre-
ma von Mengen von Kardinalzahlen geschenkt.

Der Leser, der 1.12 nicht ausgelassen hat, wird riickblickend erkennen, dafl wir dort die
wohlgeordnete Struktur der Kardinalzahlen bereits gezeigt haben, und dafl nun die Kar-
dinalzahlen ein Abbild der Ordinalzahlen innerhalb der Ordinalzahlen selbst bilden. Im
nichsten Kapitel kommen wir darauf noch zuriick.

Zu jeder Kardinalzahl « finden wir eine grofiere Kardinalzahl, z.B. 2%. Also
koénnen wir definieren:

Definition (kardinaler Nachfolger)
Sei x eine Kardinalzahl. Dann ist der (kardinale) Nachfolger von x,
in Zeichen x*, definiert durch:

k" = ,die kleinste Kardinalzahl g mit x < u“.

Die Kontinuumshypothese und ihre Verallgemeinerung kénnen wir nun
prignant schreiben als:

(CH)  Esgilt2® = o".
(GCH) Fiir alle unendlichen Kardinalzahlen x gilt 2* = x*.

Die auf o folgende Kardinalzahl ist in der Mengenlehre von zentraler Bedeu-
tung und verdient eine eigene Definition:

Definition (w;)
Wir setzen o; = ®".

Eine Ordinalzahl o heifit abzihlbar, falls W(ar) abzihlbar ist. Dann gilt:

®; = ,die kleinste iiberabzihlbare Ordinalzahl“,
,die kleinste tiberabzihlbare Kardinalzahl“.

Neben o, ist auch die Cantorsche Aleph-Bezeichnung X [gelesen: Aleph 1]
gebriuchlich. Weiter haben wir X =0y = ® = N. Es gilt X; = X",

Fiir Cantor bezeichnen Omegas und Alephs verschiedene Dinge: & = N ist die Kardi-
nalitit der natiirlichen Zahlen im Sinne einer ,,zweifachen Abstraktion von der Natur der
Elemente und ihrer Ordnung; dagegen ist ® = N der Ordnungstypus der natiirlichen Zah-
len im Sinne einer einfachen Abstraktion von der Natur der Elemente unter Beibehaltung
ihrer Ordnung. Cantor sieht X auch als die Kardinalzahl des Ordnungstypus o an, was
aus seiner Definition der Kardinalzahl einer Menge nicht hervorgeht, was er aber spiter
explizit festhilt (1895, §7). Allgemein ist fiir eine Ordinalzahl o dann o die Kardinalitit
von o, wobei der Einzelstrich die lediglich noch fehlende einfache Abstraktion von der
Ordnung anzeigt. Fiir Cantor ist dann X = ®;.
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In der Mengenlehre werden zuweilen axiomatische Theorien untersucht, in denen nur ge-
wisse Mengen wohlordenbar sind. In diesem Fall verwendetman Alephs fiir die Kardinalititen
von wohlordenbaren Mengen, und Frakturbuchstaben a, b, ¢ fiir beliebige Kardinalzahlen.

Die Kontinuumshypothese lautet nun:

(CH) Esgilt2® = o;.

Ubung )
Es gilt ,° = 2°. Cantors Kontinuumshypothese

[(Dl(u S (zm)w - 2(1)-(1) - 2(1).]

Wir kénnen die Hypothese auch schreiben als |R| = ;.

Eine vielleicht niitzliche Vorstellung ist: ®, ist winzig, wenn wir es als ein Mitglied aller
Kardinalzahlen betrachten. o, ist dagegen weit weg, wenn wir versuchen, es durch Zihlen
0,1,2,...,0,0+1, ... zuerreichen. Das Supremum einer Reihe von abzihlbaren Ordinal-
zahlenoy <o <...<0,<...,ne N, isteine abzihlbare Ordinalzahl, kann also nie ®, sein.
Wir brauchen also iiberabzihlbar viele Schritte, um ®; von unten zu erreichen.

Weiter setzen wir X, =, =®;", und allgemein X, ,; =0, , | = ®," fiir natiirliche Zahlen
n. Dann bilden also
®p, W1, Oy ..., O, ...
ein Anfangsstiick der Reihe der unendlichen Kardinalzahlen. Der Limes dieser Folge ist
wieder eine Kardinalzahl. Wir zeigen hierzu allgemein, daf§ das ordinale Supremum einer
Menge von Kardinalzahlen wieder eine Kardinalzahl ist:

Satz  (Suprema von Kardinalzablen)
Sei A eine nichtleere Menge von Kardinalzahlen.
Dann ist sup(A) eine Kardinalzahl.

Beweis
Die Aussage ist klar, falls sup(A) € A. Seialso u=sup(A) ¢ A.
Annabme, |1 ist keine Kardinalzahl. Dann existiert ein o0 < )L mit
IW(o) | = TW(u)l. Wegen = sup(A) existiert nun ein Kk € A mit o < x.
Trivialerweise gilt IW(o) | < ITW(x) | < IW(u) . Mit IW(a) | = ITW(p)!|
- folgt IW(o) | = IW(x) I, im Widerspruch zu o. < x und x Kardinalzahl.

Die auf die Reihe oy, 0, ..., ®@,, ... als nichstes folgende Kardinalzahl wird
mit X, oder m, bezeichnet:

Xy,=0,=sup{o, I ne N}.
Wir definieren schliefflich noch:
Definition (Nachfolgerkardinalzabl, Limeskardinalzabl)
Eine Kardinalzahl p > 0 heifit Nachfolgerkardinalzabl, falls eine Kardinalzahl

K existiert mit L = K*. Andernfalls heifit | eine Limeskardinalzabl.

Nach dem Satz ist eine Limeskardinalzahl p das Supremum aller Kardinalzah-
len x < .
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Cantor (1895): ,Aus R gehtnach einem bestimmten Gesetze die ndichstgrifiere Kardinal-
zahl X, aus dieser nach demselben Gesetze die ndichstgrifiere X ; hervor und so gehtes
weiter.

Aber auch die unbegrenzte Folge der Kardinalzahlen
Ko, Xy, Koy oery Ry
erschopft nicht den Begriff der transfiniten Kardinalzahl. Es wird die Existenz einer
Kardinalzahl nachgewiesen werden, die wir mit X, bezeichnen und welche sich als die
zu allen R, nichstgroffere ausweist; aus ihr geht in derselben Weise wie X aus X eine
nichstgrofiere X, | hervor und so geht es ohne Ende fort.*

X, hat die bemerkenswerte Eigenschaft, das Supremum einer abzihlbaren
Menge von Kardinalzahlen zu sein. Dennoch ist X, eine Kardinalzahl und gro-
er als jedes X, firne N.

Die gesamte Aleph-Reihe der unendlichen Kardinalzahlen definieren wir im
nichsten Kapitel, wo wir allgemein Induktionen und Rekursionen entlang der
Ordinalzahlen - oder entlang von Wohlordnungen - untersuchen.

Felix Hausdorff iiber die Ordinalzahlen

»Der Leser wird an dieser Stelle gern einen kurzen Blick riickwirts tun und der genialen
Schépfung G. Cantors, dem System der Ordnungszahlen, seine Bewunderung nicht ver-
sagen. Die letzten Betrachtungen tiber den Anfang dieses Systems zeigen, daf} die paradox
erscheinende Idee, iiber die endliche Zahlenreihe hinaus den Zihlprozef fortzusetzen,
wirklich ausfiihrbar ist, und zwar nicht in einer nebelhaften Weise mit fragwiirdigen Un-
endlichkeitssymbolen wie o, sondern nach einem prizisen Gesetz, das an jeder Stelle des
Zahlensystems die nunmehr folgende Zahl als Typus der Menge aller vorangehenden Zah-
len eindeutig bestimmt. Fiir die wohlgeordneten Mengen ist damit auch das Postulat er-
fiillt, dafl der Zihlprozef nicht nur die ganze Menge, sondern auch ihre Elemente ,zihlen®,
ihnen nimlich bestimmte Zahlzeichen als Nummern oder Indices zuordnen sollte ; denn
die Elemente einer wohlgeordneten Menge A vom Typus o werden eben durch die Zahlen
der Menge W () in diesem Sinne gezihlt, d. h. umkehrbar eindeutig reprisentiert.”

(Felix Hausdorff 1914, ,,Grundziige der Mengenlebre®)



7. Transfinite Induktion und Rekursion

Die transfinite Induktion und Rekursion ermoglicht Beweise und Definitionen
entlang der Ordinalzahlen. Wir betrachten zunichst das Schema der vollstindi-
gen Induktion fiir die natiirlichen Zahlen, das wir schon an verschiedenen Stellen
verwendet haben, etwas genauer. Eine Form dieses Prinzips lautet:

Sei €(n) eine Aussage. Es gelte:

(1) €(0) €0) (1) €@2) €B) €“ (O

(2) Firallene Ngilt: A~ o~ o~ o~ o~
%(n)folgt %(n+1). L S a—

Dann gilt €(n) fiir allen € N. 0 1 2 3 4 5

Im Gegensatz zur reinen Zahlentheorie, wo man dieses Prinzip als Axiom an-
nimmyt, ist in der Mengenlehre die Induktion ein beweisbarer Satz:

Annabme, es gibt ein n € N mit non €(n). Dannist A={ne N | non¢(n) }
# . Da(N, <) wohlgeordnetist, hatalso A ein kleinstes Element n. Nach (1)
istn#0. Seialso n =m + 1. Nach Definition von A und n gilt € (m). Nach (2)
folgt aus €(m) aber €(m + 1), also €(n), Widerspruch !

Entscheidend ist also diese Eigenschaft: Existiert ein Gegenbeispiel zur Be-
hauptung, so existiert ein kleinstes Gegenbeispiel. Dies ist aber gerade die Wohl-
ordnungseigenschaft, und wir kénnen nun mit einem #hnlichen Argument das
Prinzip der Induktion auf die transfiniten Zahlen ausdehnen. Wir beweisen die
transfinite Induktion in einer starken und kompakten Form, die folgender Versi-
on der vollstindigen Induktion fiir die natiirlichen Zahlen entspricht:

Sei €(n) eine Aussage.

Fiir alle n € N gelte: | I | | I

(+) Gilt € (m) fiir alle m <n, €(0) €(1) €2) €B) €M) E6)
so gilt €(n). . . . . . o

Dann gilt €(n) fiir allen € N. 0 1 2 3 4 5

Der Beweis verliuft wie eben:
Ein kleinstes Gegenbeispiel liefert einen Widerspruch zur Voraussetzung (+).
(Aus (+) folgt€(0). Denn fiir n = 0 ist ,fiir alle m < n gilt € (m)“ sicher richtig. Al-
so gilt €(n) nach (+).)

Die Induktion wird angewendet, um ,,é(n) gilt fiir alle n € N“ zu beweisen.
Hierzu kann man (1) und (2) zeigen, oder man zeigt (+). Letzteres ist die stirke-
re Form der Induktion, da man fiir den Beweis von €(n) die Giiltigkeit der Aus-

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_20, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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sage € fiir alle Vorginger von n als bereits bewiesen annehmen darf, nicht nur die
Giiltigkeit fiir einen unmittelbaren Vorginger wie in (2).

Im folgenden bezeichnen wir mit € (o) eine Aussage tiber Ordinalzahlen, die
auch Parameter enthalten darf. Z.B. ist ® ein Parameter in €(a) = , fiir alle Ordi-
nalzahleno 2 wgilt ol = loe+ 11,

Satz  (Beweis durch transfinite Induktion)
Sei € (o) eine Aussage. Fiir alle Ordinalzahlen o gelte:

(+) Gile€(pB) fiir alle B < 0, so gilt € (o).
Dann gilt €(o) fiir alle Ordinalzahlen o.

Beweis
Annabme nicht. Dann existiert eine Ordinalzahl v, fiir die € () falsch ist.
Dann ist also

A = {a <yl €(o)ist falsch }
eine nichtleere Menge von Oridnalzahlen. Also besitzt A ein kleinstes

Element o.. Wegen Minimalitit von o gilt dann €(B) fiir alle < o..
— Nach (+) giltalso € (o), im Widerspruch zu o€ A.

Es geniigt also, (+) zu zeigen, um eine Aussage €(a) fiir alle Ordinalzahlen
o nachzuweisen. Hierfir muff man zwar auch noch fiir ein beliebiges o die Aus-
sage € (o) beweisen, darf dabei aber annehmen, dafl €(B) fiir #/le f < o bereits
bewiesen ist. Man hat also zur Unterstiitzung eine - oft stillschweigend ge-
machte - Induktionsvoraussetzung zur Verfigung.

In der Praxis wird hiufig die folgende dreiteilige Version der transfiniten In-
duktion verwendet, da man zum Nachweis von € (o) nicht immer die Giiltigkeit
der Aussage fiir alle Vorginger von o benotigt:

Ziel: €(a) gilt fiir alle Ordinalzahlen o.
Zeige dies in drei Teilen:

(1) Esgilt€(0). (Induktionsanfang o. = 0)
(2) Aus€(o) folgt€(o+1)

fiir alle Ordinalzahlen o. (Nachfolgerschritt von o nach o + 1)
(3) Aus€(o) fiir alle oo < A folgt €(A)

fiir alle Limesordinalzahlen A. (Limesschritt \)

Man sieht sofort, daff die Argumentation tber einen ,kleinsten Ausreifier”
auch unter diesen Voraussetzungen zu einem Widerspruch fiihrt, falls €(y) fiir
eine Ordinalzahl vy falsch wire. Denn ein kleinster Ausreifier ist entweder 0, ein
Nachfolger o+ 1 oder ein Limes A. Und aus (1), (2) oder (3) folgt dann im jewei-
ligen Fall der Widerspruch.

In dieser Form ist die transfinite Induktion soweit als moglich analog zur tibli-
chen , fiir 0 und von n nach n + 1“-Induktion der natiirlichen Zahlen formuliert.
Lediglich ein Limesschritt A kommt hinzu, der zeigt, daf§ die Richtigkeit der
Aussage nicht an einer Limesstufe zum ersten Mal verloren geht.
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Ob man (+) wie im Satz oben oder die dreiteilige Form (oder andere Varianten)
nachweist, hingt von der Hartnickigkeit der Aussage €(a) ab. Die Unterschei-
dungin Nachfolger- und Limesordinalzahlen istaber den Ordinalzahlen so eigen-
timlich, daf} die dreiteilige Form bei weitem am hiufigsten verwendet wird.

Hausdorff (1914): ,Hier mufl zunichst auf eine weitgehende Analogie mit der Reihe der
endlichen Zahlen ... hingewiesen werden, nimlich auf die Anwendbarkeit des sogenann-
ten vollstindigen Induktionsschlusses. Der Leser kennt aus zahllosen Beispielen
den Schlufi von v aufv + 1, der besagt: eine Aussage f(v) beziiglich der endlichen Zahl
vistfiirjedesvrichtig, fallsf(0) richtigistund fallsaus der Richtigkeitvon f(v) auf die von
f(v + 1) geschlossen werden kann. Im Gebiete der endlichen und unendlichen Ord-
nungszahlen gilt nun ein dhnliches Schlufiverfahren, nimlich:

Eine Aussage f(o) beziiglich der Ordnungszahl a ist fiir jedes o richtig,
sobald f(0) richtigistund sobald aus der Richtigkeitaller f(&) fiir § <o auf
die Richtigkeit von f(a) geschlossen werden kann.”

Viele weitere Varianten werden oft ohne Kommentar verwendet, etwa die
transfinite Induktion innerhalb eines Intervalls: Sind oy, ot; Ordinalzahlen und
ist oy < 0.y, so kann man , € (o) gilt fiir alle o mit 0,y < o < 0 “ beweisen, indem
man zeigt:

(1) é(oy),
(2) ¢(a) folgt €(ou+1) firalleo>opmito+1<oy,
(3) ¢(o)furalleamitoy<o<A folgt €(A) firalle Limesordinalzahlen A <a;.

Transfinite Rekursion

Neben dem Beweis durch transfinite Induktion gibt es die Definition durch
transfinite Rekursion, die manchmal auch induktive Definition genannt wird.
Hierbei wollen wir der Reihe nach fiir jede Ordinalzahl o ein Objekt §(a) in ei-
ner bestimmten Weise konstruieren, und dabei auf alle bereits konstruierten
Objekte G(B) fiir B < o zurtickgreifen. Die ,,bestimmte Weise® ist gegeben durch
eine Operation auf dem Universum V aller Objekte:

Definition (Eigenschaften als Operationen)
Eine Eigenschaft (x, y) heifit eine Operation auf V] falls fiir jedes
Objekt x genau ein Objekt y existiert mit %(x, y). Analog heifit 4(a, y)
eine Operation auf den Ordinalzablen, falls fur jede Ordinalzahl o genau
ein Objekt y existiert mit 4(a,, y).
Wir schreiben auch & (x) =y, falls %(x, y) gilt.

Daf} wir hier von Eigenschaften reden anstatt einfach von Funktionen hingt
damit zusammen, daf} die Vielheit V aller Objekte keine Menge ist und also auch
eine ,Funktion“ % : V. — V keine Menge sein kann. Beispiele fiir Operationen
auf V sind:
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F(x) = Ux (d.h. F(x,y) gilt genau dann, wenn y = U x),
F(x) = P(x), jeweils mitder Konvention U x = P(x) = x, falls x Grundobjekt,

F(x) = xuU N, falls x endliche Menge,
- X, falls x unendliche Menge oder Grundobjekt.

Hierbei ist x ein beliebiges Objekt des Universums. Im letzten Beispiel ist N
ein Parameter der Operation.

Bevor wir den Rekursionssatz formulieren und beweisen, werfen wir wieder
einen Blick auf die natiirlichen Zahlen. Ein Beispiel fiir eine rekursive Definition
einer Operation %4 auf N - hier einfach eine Funktion auf N - ist die Fakultit:

(1 0!=1, (Rekursionsanfang)
2) (n+1)! =n!-(n+1) firne N. (Rekursionsschritt von n nach n + 1)

Fir die Fakultit 9 : N — N, %(n) =n! fiirn € N, giltalso die Rekursionsglei-
chung

Yn+1) = 9Mn) - (n+1) = F(%(n),n),

mit der Operation #(m, n) =m - (n + 1).

Ein rekursiver Funktionswert %(n) kann aber auch von mehreren Werten
%(m), m < n, abhingen. Ein bekanntes Beispiel hierfiir liefern die Fibonacci-
Zahlen1,1,2,3,5,... Die n-te Fibonacci-Zahl %(n) ist hierbei rekursiv definiert
durch 4(0) =%(1)=1,%(n) =9 -1) + 9(n-2) firn>2.

Allgemein ist der Riickgriff auf die ganze Liste der bereits definierten Funkti-
onswerte moglich, und die Rekursionsgleichung lautet dann:

%(n) = F(Y@1') I n"<n)) = F(Yln),

wobei % eine gegebene Operation ist, die die ,bestimmte Weise“ beschreibt, wie
%(n) aus 4(0), ...,%(n - 1) hervorgeht. Speziell ist 4(0) = F(J). (Der hiufig zur
Definition von 4(n) = %(%11) benotigte Index n selbst 1afit sich aus 41 fi zuriick-
gewinnen, denn es ist i = dom(%1n).)

Fiir Ordinalzahlen lautet nun der allgemeine Rekursionssatz:

Satz  (transfiniter Rekursionssatz)
Sei & eine Operation auf V. Dann existiert
genau eine Operation ¢ auf den Ordinalzahlen, sodaf} gilt:

(+) Fiir alle Ordinalzahlen ovist 9(o) = F(G1W()),

wobei §1W(a) die Funktion g, : W(o) — Vist mit
ga(B) = 9(B) firalle <o

Die Rekursionsgleichung (+) konnen wir auch als 4(o) = F((9(B) | B<a ))
schreiben. So kommt besonders deutlich zum Ausdruck, dafy dasim o-ten Schritt
mittels % rekursiv definierte Objekt §(a) von allen in fritheren Schritten < o
konstruierten Objekten () abhingen kann.
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Beweis
Wir zeigen zunichst die Existenz von 4.
Wir nennen fiir eine Ordinalzahl o eine Funktion g : W(a) — V eine
o-Rekursion gemaf§ F, falls gilt:
g(B) = F(gIW(P)) fiir alle B < o..

(Derartige Funktionen g sind die Anfangsstiicke der gesuchten
Operation 4.)

Es gilt nun:
() Fir alle Ordinalzahlen o gilt:
Sind g und h a-Rekursionen gemif &, so ist g = h.
(i) Fiir alle Ordinalzahlen o existiert eine a-Rekursion gemifi %.

Beweis hierzu

zu (i): Sei o eine Ordinalzahl und seien g, h o-Rekursionen gemifi %.
Wir zeigen g(B) = h(B) durch Induktion nach B < o..
Indukdonsschritt f < o.: Es gelte g(B”) = h(B’) fur alle B’ < B.
Dann ist also gl W(B) = hIW(B), also
g(B) = F(gIW(B)) = F(hIW(B)) = h(P).

zu (i1): Beweis durch Induktion nach o.

Induktionsanfang o, = 0:
Die leere Menge ist eine 0-Rekursion gemif} .
Induktionsschritt von oL nach oL + 1:
Nach Induktionsvoraussetzung
existiert eine a-Rekursion g gemif} F.
Seig’=guU{(0, F(g)) }.
Dann ist g’ eine (o + 1)-Rekursion gemif3 &.
Limesschritt \:
Nach Induktionsvoraussetzung und (i) existiert
fiir jedes o < A eine eindeutige o-Rekursion g, gemif} F.
Wir setzen:

g= Ugn La-
Dann ist g eine A-Rekursion gemifi &.
Wir definieren nun eine Operation % auf den Ordinalzahlen durch:
Y(o) = ,dasxmit g(a) =x, wobei g die eindeutige
(a0 + 1)-Rekursion gemify % ist”.
Nach Konstruktion gilt dann 4(a) = #(4IW(a)) fiir alle Ordinalzahlen o.

Dies zeigt die Existenz.

Sind nun %;, %, Operationen mit (+) wie im Rekursionssatz,

so sind 9; | W (o) und 9, | W(a) a-Rekursionen gemif} F fiir alle

Ordinalzahlen a. Also gilt 4, IW(a) =4, | W(a) fiir alle o nach (i).
— Dann gilt aber 4, (o) = %4,(o) fiir alle Ordinalzahlen o.
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Hausdorff (1914): ,Wir kénnen aber nicht nur induktiv schliefien, sondern auch induk-
tiv definieren. Bedeutet f(ot) jetzt nicht eine Aussage hinsichtlich o, sondern ein der
Zahl 0. zugeordnetes Ding, eine Funktion von a. ..., so lautet das induktive Definiti-
onsverfahren:

f(a) istfiirjedes a definiert, sobald f(0) definiertistund sobald vermo-
ge der Definition aller f(&) fiir & < o auch f(o) definiertist.“

Hausdorff hat diese Méglichkeit der rekursiven Definition fiir so selbstver-
stindlich erachtet, dafi er keine weitere Begriindung angibt.

Beispiele fiir transfinite Rekursionen

Wir behandeln zunichst die vier , transfiniten Prozesse“ aus den beiden ersten
Kapiteln dieses Abschnitts.

(1) Der Algorithmus des Abtragens fiir beliebige Mengen

Sei M eine Menge. Wir tragen M entlang der Ordinalzahlen rekursiv ab (vgl.
hierzu auch den Beweis des Wohlordnungssatzes):

Seif: P(M) -{D} — M eine Funktion mit f(A) € A fiir alle nichtleeren A ¢ M.
Wir definieren solange moglich x, € M rekursiv durch:

Xy = f(M-{xg | B<a}).

Die Definition bricht an einer Stelle o* < IM 1" ab, da wir sonst eine Injektion
von W(IMI%) nach M erhalten wiirden. Fiir o* ist dann aber M - {x, | o< o* }
¢ dom(f), also leer. Somit ist (x, | o < o*) eine Aufzihlung von M, gewonnen
durch ,Abtragen von M entlang der Ordinalzahlen gemifS £“ Die Funktion f
wihlt an jeder Stelle ein Element aus dem Resthaufen.

Der verwendete Ausdruck ,,definiere x,, solange méglich ist eine bequeme Sprechwei-
se. Um ihn zu vermeiden, kann man so vorgehen: Sei x* ein Objekt mit x* ¢ M. Man defi-
niert dann x,, fiir alle Ordinalzahlen o durch:

Xq = fM-{xg | B<a}), fallsM-{xg | B<oa}#J, x, = x* sonst.
Weiter setzt man o* = ,,das kleinste o mit x,, = x*“, und hat dann die gleiche Aufzihlung
(xq | 00 < 0) wie zuvor.

Eine zweite Bemerkung: Warum schreiben wir den Rekursionsschritt nicht einfach in
der Form: x,, = ,einxe M -{xg | B<a}*? Der Grund ist, daff wir fiir den Rekursions-

satz eine feste Operation & verwenden miissen, die in unserem Fall etwa lautet:
#(G) = f(M - rng(Q)), falls G Funktion, und #(G) = & sonst.

Die Aufzihlung (x,, | o< o), d.h. die Funktion g: W(ar*) — M mit g(or) = x,
fiir o < 0¥, induziert eine Wohlordnung auf M. Warum hat Cantor nicht auf diese
Weise den Wohlordnungssatz bewiesen ? Nicht, weil er die transfinite Rekursion
nicht kannte. Und die Idee dieses Beweises hatte er klar vor Augen. Das Problem
ist: Man muf} zeigen, dafi man fertig wird, d. h. daf} es eine Stelle o* gibt, an
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der die Rekursion abbricht. Wir haben oben argumentiert, daf§ wir andernfalls
fiir k = IM| eine Injektion von W(x"*) nach W(x) erhalten wiirden. Hierzu ver-
wenden wir implizit, daf} sich M bijektiv auf ein Anfangsstiick der Ordinalzahlen
abbilden lifit, d.h. daff wir IM| als Ordinalzahl auffassen kénnen. Und hierzu
wird der Wohlordnungssatz bereits benutzt!

Wir geben nach der Diskussion weiterer Beispiele ein Argument fiir das Fer-
tigwerden, das auf dem Satz von Hartogs ruht, und das einen neuen Beweis fiir
den Wohlordnungssatz liefert. Weiter besprechen wir auch ein Argument von
Cantor, mit dem er das Fertigwerden begriindete.

Durch paralleles rekursives Abtragen zweier Mengen lifit sich nun leicht der
Vergleichbarkeitssatz beweisen, und wir haben damit einen Beweis gefunden,
der der intuitiven Begriindung fiir die Giiltigkeit des Satzes aus dem ersten Ab-
schnitt genau entspricht:

Ubung
Seien M, N Mengen.
Beweisen Sie ,,IM| < IN| oder IN| < IMI“ durch ,rekursives Abtragen.“
[Seien P(M)~ = P(M) - { @}, P(N)" = P(N) - { D }.
Weiter sei £ : (M)~ x P(N)~ — M x N eine Funktion mit f(A, B) € A x B.
Wir definieren rekursiv solange moglich:
(%a, ¥a) = M -{xg | B<a}, N-{ys | B<a}).
Es existiert ein o*, an dem die Rekursion abbricht (o* < min(IN1*, IM1%)).
Dann zeigt g oder g™' die Behauptung mit g = { (x,, vo) | o0<0*}.]

Weiter lassen sich die Maximalprinzipien mit Hilfe der transfiniten Rekursion
sehr einfach beweisen:

Ubung
Beweisen Sie den Satz von Zermelo-Zorn (oder das Hausdorffsche
Maximalprinzip) mit Hilfe transfiniter Rekursion.
[ Wir konstruieren rekursiv eine strikt aufsteigende Folge (x,, | o0 < o*) von
Elementen der partiellen Ordnung, bis wir zu einem maximalen Element
X+ gelangen. Im Limesschritt wird die Voraussetzung der Existenz oberer
Schranken fiir linear geordnete Teilmengen benutzt. ]

(2) Mengen immer grofierer Michtigkeit
durch iterierte Potenzmengenbildung

Sei M eine Menge. Dann sind die o.-zen Potenzen P*(M) von M rekursiv definiert
durch:

P'M) = M,
P M) = P(P*(M)) fiir o Ordinalzahl,
P*M) = Uy PHM) fiir A Limes.

Die Kardinalzahlen 2, [2 = beth ] sind definiert durch:
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3, = IP*(N)I fiir o Ordinalzahl.

Sie konnen auch rekursiv definiert werden durch:

:0 = o,
Ay, = 2% fiir o Ordinalzahl,
2y = SUPy<ig fiir A Limes.

(3) Schichtung vonV

Die Neumann-Zermelo-Stufen V, sind rekursiv definiert durch

Vo, = {x|xist Grundobjekt},
Vel = PV, UV, fiir oo Ordinalzahl,
V;\' = U(x < }\.VO(. fiir A Limes.

Man zeigtleicht durch Induktion nach o, dafy jede Menge x € V,, auch eine Teil-
menge von V,, ist. Folglich gilt V, c Vj fiir alle Ordinalzahlen 0. < 8 (durch Induk-
tion nach B bei festem o). Die V-Stufen sind also transitiv und c-aufsteigend.
Man nennt die Folge der V,,-Stufen deswegen auch eine kumulative Hierarchie.

Esgile IV, =2"firallene wund 1V, | =2, fiir alle o, falls wir anneh-
men, daf} es keine Grundobjekte gibt, wie es heute in der axiomatischen Men-
genlehre tiblicherweise gemacht wird (vgl. Abschnitt 3). Unter dieser Annahme
gilt dann V,, | = P(V,) fiir alle o und damit V, = P (D) fiir alle o

Der folgende Satz charakterisiert diejenigen Objekte, die in der V,-Hierarchie
eingefangen werden. Das Kriterium betrifft unendlich absteigende € -Ketten, die
uns bei der Mirimanov-Paradoxie bereits begegnet sind.

Satz  (V und die Neumann-Zermelo-Hierarchie)
Sei x ein Objekt. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Ordinalzahl o mitx € V.
(i) Es gibt keine Mengen xg3x;3...3x,3...,n€ N, mitxy=x.

Beweis
(i) ™ (ii): Wir zeigen durch Induktion nach o:

Istx e V,, so gibt es keine Mengenxy3...3x,3...,n € N, mitx, =x.

Induktionsanfang o.= 0:
Istx € Vj, so ist x Grundobjekt und die Aussage ist trivial.

Induktionsschritt oo nach oo+ 1: Seixe V.
Annabme, es gibtxg3x;15...3x,3...,n€ N, mitxy=x.
Dannistx ¢ Vj, also x € V,,. Damitist x; € V,, und es gilt
X1 X 3 X3 3 ..., im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.
Limesschritt \: Seixe V.
Annabme, es gibtxg3x;13...3%, 3 ...,n € N, mit xy = x.
Wegen V), = U, ., V, ist dann x € V,, fiir ein o < A, und wie eben
ergibt sich ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.
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(i) ™ (i)
Wir zeigen non (i) 7 non (ii). Sei also x ¢ V, fiir alle .
Dann ist x kein Grundobjekt, da sonstx € V.
Wir definieren rekursiv Mengen x,, fiir n € N durch xy = x und::

Xn.1 = »€iny € x, mity ¢ V, fiir alle Ordinalzahlen o.“.

Ein solches y existiert (und ist dann kein Grundobjekt):
Annabme nicht. Fiir alle y € x,, sei dann

o, = ,die kleinste Ordinalzahl oo mity € V%,

¥
und sei A ={ o, | y € x, }. Weiter sei B = sup(A).
Dann gilt x, € Vi, also x, € V., 1, Widerspruch!

- Dann ist aber x5 3x; 3%, 3 ..., also gilt non (i) fiir x.

Unter der Annahme:
(F) Esgibtkeine Mengenxg3x;3%,3...3%,3...,n€ N,

wird also jedes Objekt in einem V, eingefangen. In jedem Falle aber enthilt die
V-Hierarchie sehr viele Objekte (vgl. auch das Mirimanovsche Paradoxon).
Die Hierarchie lifit genau die schwarzen Locher xg 3x; 3x; 3 ... aus.

In der axiomatischen Mengenlehre wird die Giiltigkeit dieser restriktiven Aus-
sage (F) - aus der sofort x ¢ x fiir alle Mengen x folgt — durch das sog. Fundie-
rungsaxiom garantiert. Die Rechtfertigung ist eine Verstirkung des iterativen
Mengenkonzept: Mengenbildungen sind nicht nur iterativ, sondern alles wird
aus den Grundobjekten oder aus dem Nichts & durch iterierte Mengenbildung
erzeugt. So ergibt sich ein Atlas des Mengenuniversums: Unter (F) liegt das
Universum in der Neumann-Zermelo-Hierarchie ganz und strukturiert vor uns
ausgebreitet, und die Ordinalzahlen bilden einen hellen Pfad, der alle Fernen er-
reicht.

Ubung
Fiir alle Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen o gilt:
o = ,die kleinste Ordinalzahl § mit oo < V“.

Wir diskutieren noch zwei wichtige Konsequenzen von (F): Ringe und Trun-
kierungen. Unter (F) kénnen wir einen natiirlichen Rang fiir alle Objekte defi-
nieren. Wir setzen fiir jedes Objekt x:

R(x) = ,daskleinste oo mitxe V,;“.
Nach obiger Ubung ist ®(ct) = o fiir alle Ordinalzahlen o.

Durch eine derartige Rangdefinition erhalten wir eine Schichtung des Univer-
sums wie in den Diagrammen des ersten Abschnitts (1.13). Wir setzen:
Zy = {x 1 R(x) =a} fiir o Ordinalzahl.

Weiter kénnen wir zu grofie Zusammenfassungen zu Mengen trunkieren: Sei
€ (x) eine Eigenschaft (mit Parametern). Wir setzen (Trick von Dana Scott):

Seo = {x | €(x) und fiir alle y mit €(y) gilt R(x) <R (y) }.
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Dann gilt S¢ () € V,, fiir alle o, fiir die ein x € V,, existiert mit € (x). Wir ssmmeln
also alle x mit é(x) in derjenigen Stufe auf, in der zum ersten Mal tiberhaupt x
auftauchen mit € (x). So entsteht eine Teilmenge einer Stufe, also eine Menge. In
dieser Weise konnen wir dann z.B. die Michtigkeit | M | von M definieren als die
Menge S¢(n) mit

€(N) = ,INI=IMI“

mit M als Parameter. Oder den Ordnungstyp o.t.((M, <)) als SN, <)) mit
E(N, <)) = (M, <)und (N, <) sind isomorph.*

Das alles ist nicht gerade schon, aber moglich — unter Annahme von (F).

(4) Ableitung einer Punktmenge

()

Sei P c R. Dannssind die izerierten Ableitungen P*™ von P rekursiv definiert durch:

PO = P
pe+h _ plr fiir o Ordinalzahl,
p» - N,.,P® fiir A Limes,

wobei fiir Q c R die Menge Q” aus den Hiufungspunkten von Q besteht.

Ein weiteres Beispiel fiir eine transfinite Rekursion liefern die Cantorschen
Alephs, die die unendlichen Kardinalzahlen aufzihlen.

(5) Die Aleph-Folge der transfiniten Kardinalzahlen
Die unendlichen Kardinalzablen ¥, [ Aleph o] sind rekursiv definiert durch:

N0 = W,
o1 = (X)* fiir o Ordinalzahl,
X, = Supg <y Ng fiir A Limes.

Neben der Bezeichnung X, ist auch o, gebriuchlich.

Die Folge der Alephs ist die monotone Aufzihlung aller unendlichen Kardi-
nalzahlen. Die Kontinuumshypothese besagt X = 2. Die allgemeine Kontinu-
umshypothese kann man schreiben als X, = 3, fiir alle Ordinalzahlen o.

Transfinite Induktion und Rekursion gehen auf Cantor zuriick. Die typische
dreiteilige Form obiger Beispiele fiir rekursive Definitionen, und ein induktiver
Beweis, dafy dadurch eindeutig bestimmte Objekte definiert werden, tauchen in
klarer Weise zum ersten Mal bei der Definition der Potenzierung von Ordinalzah-
len auf (Cantor 1897, § 18, vgl. das nichste Kapitel). Innerhalb eines formalen -
oder genauer: formalisierbaren - Rahmens hat die transfinite Rekursion dann von
Neumann behandelt (1923).

Nicht alle Rekursionen laufen iber alle Ordinalzahlen. Ein fundamentales
Beispiel fiir eine Rekursion bis hinauf zu ®; ist die Borel-Hierarchie, benannt
nach Emile Borel (1871 - 1956).
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(6) Die Borel-Hierarchie

Abgeschlossene Teilmengen von R sind stabil unter abzihlbaren Schnitten, da-
gegen fithren abzihlbare Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen aus den
abgeschlossenen Mengen hinaus. Analoges gilt fiir die offenen Mengen. Die Ge-
nerationsprinzipien ,abzihlbare Vereinigung® und ,,abzihlbarer Durchschnitt”
fithren nun durch iterierte Anwendung zu immer komplizierteren Teilmengen
von R. Hierzu eine bequeme Notation:

Definition (Hausdor{fs 68-Notation)
Sei M ein Mengensystem. Dann definieren wir M; und M durch:

My = {UA 1 AcM, A abzihlbar },
M; = {V A1 AcM, Aabzihlbar, Az J}.

[Merkhilfe: o fiir Summe, & fiir Durchschnitt.]

Weiter sei
G ={UcRIUoffen}, # = {AcR | Aabgeschlossen },

[In diesen klassischen Bezeichnungen von Hausdorff steht  fiir Gebiet, F fiir ,fermé‘.]

Wir definieren nun durch Rekursion iiber oo mit 1 < o < ; die Mengen
2y, < P(R) und I1, ¢ P(R) wie folgt:

X = I, = F
Lo (UB<aHB)oa I, = (UB<aZB)5 ﬁiI‘ZSOL<(1)1.

Die Notation und der Start bei 1 anstatt bei 0 ist durch die Komplexititsnotationen der
mathematischen Logik motiviert, was uns hier nicht zu kiimmern braucht.

Ubung
Zeigen Sie:
(1) ZocXp, M, clgfirallel <a<B<o.
(i) My, =Cy)s Tt = (), fiiralle 1 < o< w;.
(i) Xy = (Zo)g, My = (I1,)5 fiiralle 1 <o < ;.
) Z,={R-AlAell,}, I,={R-AlAec X, }furalle ]l o< ;.

Setzt man noch A, = £, NI, fiir 1 < o < oy, so ergibt sich folgendes Bild:

5008 % %, .. IS
AA A A Ay Aot
m, m, I, I, .. m, I,

Weiter rechts stehende Mengen sind immer Obermengen von allen auf allen drei Ebe-
nen weiter links stehenden Mengen. (Man kann durch ein nichttriviales Diagonalargu-
ment zeigen, daf} alle Inklusionen echt sind.) Die dritte Ebene entsteht aus der ersten
durch Komplementbildung in R und umgekehrt. Die mittlere Ebene entsteht durch
Schnittbildung. Der Leser verfolge den symmetrischen Zickzackaufbau der ersten Stufen
der Hierarchie mittels (ii) der Ubung.
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Es gllt z.B. 22 = gg, 23 = (gﬁcy 24 = @650‘7

Definition (Borel-Hierarchie und Borelsche 6-Algebra)
((Z,, 1) | 1 £ o< o;)heidt die Borel-Hierarchie von R.
B=B(R) =Ugy.q Zq = Ugeq, I, heift die Borelsche 6-Algebra iiber R.
A c R heifit eine Borelmenge, falls A € 0.

Der Ausdruck 6-Algebra ruht auf den guten Abschlufieigenschaften von 8.
Diese und eine Charakterisierung von 8 gibt die folgende Ubung.

Ubung
() EsgiltB;=V5=B={R-A1Aec DB}
(i) B ist das c-kleinste A DG U F mit Ay, A5 < 2.
[zu (1): Ist A =B abzihlbar, so existiert ein o0 < ©; mit A € %,,.
zu (ii): Zeige durch Induktion %, c U, I1, < A.]

Die Aussage (ii) ist der Grund, warum die Rekursion bei o, authort. Nach o;-

vielen Iterationen entsteht durch Anwendung der §6-Operationen nichts Neues
mehr.

Beweis des Wohlordnungssatzes durch Abtragen

Drei Aspekte des transfiniten Abtragens einer Menge sind mittlerweile deut-
lich geworden:

(1) Das Abtragen verlduft entlang von Wohlordnungen bzw. Ordinalzahlen.

(2) Wir brauchen eine Funktion, die uns an jeder Stelle ein Element der Rest-
menge liefert.

(3) Wir miissen sicherstellen, daf§ die Struktur, entlang derer wir abtragen, lang
genug ist, damit wir mit dem Abtragen auch wirklich fertig werden. Die
reellen Zahlen etwa kann man nicht in abzihlbar vielen Schritten abtragen.

Im obigen ersten Beispiel einer transfiniten Rekursion haben wir implizit den
Wohlordnungssatz fiir (3) verwendet und Ordinalzahlen fiir (1) zugrunde gelegt.
Wir zeigen nun, dafl sich dies vermeiden lifit, und erhalten so einen neuen Be-
weis des Wohlordnungssatzes. Zudem geniigen uns Wohlordnungen als zu-
grundeliegende Struktur, es ist nicht unbedingt notwendig, mit Ordinalzahlen
zu arbeiten.

Zunichst ist klar, daff Induktion und Rekursion entlang von Wohlordnungen
(M, <) durchgefiihrt werden konnen, nicht nur entlang der Ordinalzahlen. Die
Sitze hierzu lauten:
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Satz  (Induktion entlang einer Woblordnung)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei €(x) eine Aussage.
Fiir alle x e M gelte:

(+) Gilt€é(y) fiir alley € M mity <x, so gilt €(x).
Dann gilt €(x) fiir allex € M.

Satz  (Rekursion entlang einer Woblordnung)
Sei (M, <) eine Wohlordnung, und sei & eine Operation auf V.
Dann existiert genau eine Funktion G auf M, sodafl gilt:

(+) Firallexe Mist G(x) = #(GIM,).

Die Beweise sind vollig analog zu den entsprechenden Sitzen fiir die Ordinal-
zahlen.

Im folgenden Beweis des Wohlordnungssatzes spielt der Satz von Hartogs ei-
ne entscheidende Rolle: Er garantiert ohne Riickgriff auf den Wohlordnungssatz
fiirjede Menge M die Existenz einer Wohlordnung, die lang genug ist, um zu ga-
rantieren, daf§ das Abtragen terminiert.

Beweis des Wohlordnungssatzes durch Abtragen

Sei M eine Menge. Sei #(M) = (W, <) die Hartogswohlordnung von M.
Wir tragen M entlang (M) rekursiv ab.

Sei hierzu f: P(M) - { D} — M eine Funktion mit f(A) € A fiir alle
nichtleeren A € M. Wir definieren durch Rekursion iiber x e W
entlang #(M) solange méglich m, € M durch:

m, = f(M-{m, | y<x}).
Die Definition bricht an einer Stelle x* € W ab.
Andernfalls ist (m, | xe W): W — M injektiv,
im Widerspruch zu (W, <) Hartogswohlordnung von M.
Dann ist aber (m, | x <x*): W — M bijektiv,
— und induziert eine Wohlordnung auf M.

Wie in den Beweisen von Zermelo fixieren wir ganz zu Beginn eine Resthau-
fenfunktion f, und tragen dann M entlang der Hartogswohlordnung von M ab.

Der Satz von Hartogs (1915) war es, der Cantor gefehlt hat, um ein klares Ar-
gument fiir das Fertigwerden zu liefern. Der Beweis des Satzes von Hartogs selbst
ist dabei trickreich, aber elementar: Der Wohlordnungssatz oder ein ,ein ...“
wird nicht gebraucht. Im obigen Beweis wird ein Auswahlakt dann zur Gewin-
nung von f eingesetzt.

Man kann die Verwendung des Wohlordnungssatzes auch vermeiden, indem
man das Fertigwerden mit einem Argument zeigt, das wir im Beweis des Repri-
sentationssatzes schon verwendet haben: Wir tragen M entlang der Ordinalzah-
len ab wie im Beispiel (1) oben. Annabme, die Rekursion bricht nichtab. Sei dann
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M’={xe M | x=x, fiir eine Ordinalzahl o }. Weiter sei die Funktion g auf M’ defi-
niert durch g(x) =,,das oo mitx =x,“, und sei A =rng(g). Dann ist A eine Menge, da
A die Michtigkeit von M’ ¢ M hat. Andererseits ist jede Ordinalzahl o ein Ele-
mentvon A, dax, € M’ definiertist. Also ist auch sup(A) + 1 € A, Widerspruch.

Es ist bemerkenswert, daf§ Cantor dieses Argument bereits einige Zeit vor
der Jahrhundertwende entwickelt hatte und damit den Wohlordnungssatz be-
wies (Cantor 1991, Briefe; sieche die Ausziige am Ende 2.13). Lediglich das
Prinzip ,kleine Vielheiten sind Mengen® muf§ akzeptiert werden, um die Be-
hauptung ,,A = rng(g) ist eine Menge“ zu rechtfertigen. Dieses Prinzip verwen-
det die Axiomatik nach Cantor einfach als Axiom (Ersetzungsaxiom). Es wird
zudem ohnehin im Limesschritt des allgemeinen Rekursionssatzes verwendet
- sowohl im Rekursionssatz fiir Ordinalzahlen als auch im Rekursionssatz ent-
lang Wohlordnungen.

Mit jedem der beiden Argumente kann das Fertigwerden (auch innerhalb der
formal axiomatischen Mengenlehre) ohne Zuhilfenahme des Wohlordnungssat-
zes bewiesen werden, denn die Entwicklung der Ordinalzahlen und der Beweis
des Rekursionssatzes benttigen den Wohlordnungssatz nicht.

Auf der anderen Seite ist es bemerkenswert, dafy der Beweis des Wohlordnungssatzes
von Zermelo ohne das ,,Prinzip der kleinen Vielheiten bzw. seinem formalen Analogon,
dem Ersetzungsaxiom, auskommt, und in diesem Sinne elementarer erscheint als der Be-
weis der Wohlordenbarkeit einer Menge durch Abtragen entlang der Ordinalzahlen mit
Hilfe eines starken Rekursionssatzes. Man kann aber auch ohne das ,,Prinzip der kleinen
Vielheiten® den Rekursionssatz fiir gewisse Operationen & beweisen, und fiir den Fall des
rekursiven Abtragens mit #(G) = f(M - rng(G)) ist dies in der Tat moglich. Nicht mog-
lich ist dies z. B. fir (M) = P(M) fiir Mengen M. Hier wird im Limesschritt gebraucht,
daf} die ,,kleine Vielheit“ { P"(M) | n € N} fiir jedes M eine Menge ist.

Wir beenden das Kapitel mit John von Neumanns Beweis des Rekursionssatzes. Die
Notation des folgenden Zitats wurde ausnahmsweise an die heutige Schreibweise ange-
pafit, um eine bessere Lesbarkeit zu erreichen. Von Neumann schreibt P, Q fiir Ordinal-
zahlen, M(x; €(x)) fir { x | €(x) }, usw.

John von Neumann iiber den Rekursionssatz

,von dieser Stelle an ist es leicht, die Theorie der Ordnungszahlen weiter zu entwik-
keln... Die ,Definition durch Transfinite Induktion® ist allerdings nur dann zulissig, wenn
der folgende Satz bewiesen ist:

,%(x) sei eine Funktion, die fiir alle Mengen von Dingen eines Bereiches B [ V] definiert
istund deren Werte stets Dinge des Bereichs B sind. Es gibt dann eine und nur eine Funk-
tion ®(), die fiir alle Ordnungszahlen o definiertist und deren Werte stets Dinge des Be-
reichs B sind, mit der Eigenschaft, daf fiir alle Ordnungszahlen o

Do) = FEP) I B<a})
ist.‘
Der Beweis dieses iiberhaupt nicht selbstverstindlichen Satzes ist aber unschwer zu er-

bringen.? ...

[Fufinote] 4) Der Beweis des Satzes ... verlduft etwa folgendermafien.
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a) o sei eine Ordnungszahl. Gibt es dann eine Funktion ¥(B), die fiir alle Ordnungs-
zahlen B < o definiert ist, und die Eigenschaft

YPB) = FEYm Iy<BhH
besitzt [ fiir alle B < o] ? Und wieviele solche gibt es?

b) Wenn es iiberhaupt eine gibt, so gibt es eine einzige. In diesem Falle heifie o ,nor-
mal‘, und V¥ heifle ¥,,. Ferner sei fiir ein normales o

O(o) = F{Po(B) I B<a}).
¢) Wenn o normal ist, so ist jedes < o normal, und es ist fiir alle y< 8
Wa(y) = Wo(y) und @(B) = ¥u(B).
d) Wenn alle B < oo normal sind, so ist auch o normal. (Es ist ¥,(B) = ®(B).)
e) Alle a sind normal. Aus d) folgt unmittelbar
Do) = F{YuB) I B<a}) = F{OP) I B<a}),
also ist ®(0) die gewiinschte Funktion.
f) Es gibt nur eine derartige Funktion.”

( Fobnvon Newmann 1923, , Zur Einfiibrung der transfiniten Zablen, Notation modernisiert )
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Der Fundamentalsatz iber Wohlordnungen hat gezeigt, daff die Wohlordnun-
gen eine einfache und klare Struktur besitzen. Sie sind zwar reichhaltig vorhan-
den, aber jede Wohlordnung hat eine bestimmte Linge, die die Ordnung bis auf
Isomorphie charakterisiert.

Allgemeine lineare Ordnungen sind wesentlich komplizierter. Fiir einige be-
stimmte lineare Ordnungen kann man aber interessante Charakterisierungen
angeben. Insbesondere gilt dies fiir die Ordnungen der rationalen und der reel-
len Zahlen, die wir in Kapitel 10 untersuchen werden. Zuvor beschiftigen wir
uns allgemein mit den Typen linearer Ordnungen und fithren natiirliche arith-
metische Operationen fiir diese Ordnungstypen ein.

Zunichst erweitern wir den Begriff der Ahnlichkeit auf beliebige lineare Ord-
nungen.

Definition  (ihnliche lineare Ordnungen)
Zwei lineare Ordnungen (M, <) und (N, <) heifien dbnlich oder
ordnungsisomorph, falls eine Bijektion f : M — N existiert derart,
daf} fiir alle x,y € M gilt:
x <y gdw f(x) < f(y).
Ein solches f heifit ein Ordnungsisomorphismus zwischen (M, <) und (N, <).

Wir schreiben (M, <) = (N, <), falls (M, <) und (N, <) dhnlich sind.

Es geniigt wieder die nun schon bekannte schwichere Form:

Ubung
Seif: M — N surjektiv, und fiir alle x,y € M gelte: x <y folgt f(x) <f(y).

Dann ist f ein Ordnungsisomorphismus.

Cantor (1895): ,,Zwei geordnete Mengen M und N nennen wir ,ihnlich‘, wenn sie sich
gegenseitig eindeutig einander so zuordnen lassen, daf§ wenn m; und m, irgend zwei
Elemente von M, n; und n, die entsprechenden Elemente von N sind, alsdann immer
die Rangbeziehung von m; zu m, innerhalb M dieselbe ist wie die von n; und n, inner-

halbN...“

In der Regel kann man keine Eindeutigkeit des Ordnungsisomorphismus zwi-
schen dhnlichen linearen Ordnungen erwarten. Fiir (Z, <) ist zum Beispiel fiir

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_21, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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jedesa e Z die Translation f, : Z — Z mit f,(z) =z + a fiir z€ Z ein Ordnungs-
isomorphismus von Z in sich selbst.

Wir denken uns lineare Ordnungen wieder mit einem Ordnungstyp versehen
derart, daff zwei lineare Ordnungen genau dann den gleichen Ordnungstyp ha-
ben, wenn sie dhnlich sind:

o0.t.((M, <)) =o0.t.((N, <)) gdw (M, <) und (N, <) sind ordnungsisomorph.

Formal kann o.t.((M, <)) mit Hilfe einer Trunkierung aller zu (M, <) ordnungsisomor-
phen Ordnungen nach dem Rang definiert werden (vgl. Kapitel 7, Diskussion der V-
Hierarchie).

Wir verwenden vorwiegend kleine griechische Buchstaben fiir Ordnungs-
typen. Fir wichtige Ordnungstypen gibt es feste Bezeichnungen. Eine kleine
Tabelle von Ordnungstypen ist:

Definition (die Ordnungstypen n fiirn € N, o, {, 1 und )

Wir setzen:

n =o.t({0,1,...,n-1},<)) firneN,
o = o.t.((N, <)),

¢ = 0.t((Z,<),

n = o0.t(Q, <)),

0 = o.t.((R, <)),

wobei < jeweils die tibliche Ordnung bezeichnet.

Ein Typus o heifit abziblbarer Ordnungstyp, falls o= o.t.((M, <)) fiir eine linea-
re Ordnung (M, <) mit abzihlbarem Triger M. Eine einfache Aussage tiber die
Anzahl der abzihlbaren Typen ist:

Ubung
Es gibt hochstens R-viele abzihlbare Ordnungstypen,
d.h. es gibt eine Menge O von linearen Ordnungen mit:

@ 101 <IRI.
(i) Fir jede abzidhlbare lineare Ordnung (M, <) existiert ein
(N, <) e 0 mit (M, <) =(N, <).

[Ist (M, <) abzihlbar, so ist < bis auf Isomorphie eine Teilmenge von N2

Wir werden spiter sehen, dafi es genau R-viele abzihlbare Ordnungstypen gibt, eine
Beobachtung von Cantor (mindestens R-viele) sowie Bernstein und Hausdorff (fiir h6ch-
stens R-viele). Vgl. hierzu auch [Hausdorff 2002, Anm. 37].

Zu einer gegebenen linearen Ordnung kann man eine neue Ordnung erhalten,
indem man die Ordnung durch Vertauschen von ,gréfier” und ,kleiner” um-

kehrt:
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Definition (inverse Ordnungen und o)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
Dann heifit (M, <*) die zu (M, <) inverse Ordnung, wobei gilt:

a<*b falls b<a firallea,be M.
Ist o ein Ordnungstyp, so ist o definiert durch
of = o.t.((M, <*)),

wobei (M, <) eine lineare Ordnung ist mit o = 0. t. (M, <)).

Ubung
(i) o = a fir alle Ordnungstypen o,

(i) n*=nfirallene N,
(i) 0*# o, &=, n*=n, 6*=86.

Cantor (1895): ,Werden in einer geordneten Menge M alle Rangbeziehungen ihrer Ele-
mente umgekehrt, so daf} iiberall aus dem ,niedriger’ ein ,héher und aus dem ,héher
ein ,niedriger‘ wird, so erhilt man wieder eine geordnete Menge, die wir mit

*M
bezeichnen und die ,inverse von M nennen wollen.
Den Ordnungstypus von *M bezeichnen wir, wenn o = M [= o.t.({M, <})] ist, mit
o
Es kann vorkommen, daf§ *o = o, wie zum Beispiel bei den endlichen Typen oder beim
Typus der Menge R aller rationalen Zahlen ...

Ordnungstypen lassen sich in natiirlicher Weise addieren und multiplizieren.
Dabei treten im Vergleich zur endlichen Arithmetik einige Besonderheiten auf.

Die Addition von Ordnungstypen

Sind (M, <) und (N, <) zwei Ordnungen, so kénnen wir ohne Einschrinkung
stets annehmen, daf§ die Ordnungen disjunkt sind - d.h. daB M N N = & gilt -,
solange es uns nur auf den Typ ankommt. Denn fiir eine lineare Ordnung und ein
beliebiges Objektisei M' = M x {i}. Wir definieren (M', <) durch

(x,1) < (1) falls x <y firalle (x,1),(y,1) € M.

Dann ist (M, <) eine lineare Ordnung und es gilt o.t.((M, <)) = o.t. (M, <)).
Fiir zwei Ordnungen (M, <) und (N, <) sind dann (M, <) und (N}, <) vom je-
weils gleichen Ordnungstyp und es gilt M’ A N' = .

Nach dieser Vorbemerkung kénnen wir nun die Addition zweier linearer Ord-
nungen definieren.



8. 'Typen linearer Ordnungen und ihre Arithmetik 287

Definition (Addition zweier linearer Ordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen mit M " N = .
Dann ist die Summe (S, <) von (M, <) und (N, <), in Zeichen
<S’ <> = <M7 <> + <N7 <>
definiert durch:
S = MUN,
a<b fals a,be Munda<b oder

a,be Nunda<b oder
aeM,be N fira,be S.

M + N

Die Ordnung (N, <) wird also einfach an die Ordnung (M, <) rechts ange-
hingt - mit der Konvention, daf§ ein grofieres Element einer Ordnung weiter
rechts steht als ein kleineres. In der Ordnung (M, <) + (N, <) ist jedes Element
von N grofier als jedes Element von M; sind zwei Elemente x,y aus M U N beide
im linken oder beide im rechten Teil, so werden sie nach den bereits vorhande-
nen Ordnungen von M und N miteinander verglichen.

Cantor (1895): ,Die Vereinigungsmenge (M, N) [hier: disjunkte Vereinigung] zweier
Mengen M und N lifit sich, wenn die letzteren geordnet sind, selbst als eine geordnete
Menge auffassen, in welcher die Rangbeziehung der Elemente von M unter einander,
ebenso die Rangbeziehung der Elemente von N unter einander dieselben wie in M
resp. N geblieben sind, dagegen alle Elemente von M niedrigeren Rang als alle Ele-
mente von N haben.“

Die Addition fiir Ordnungstypen wird mit Hilfe der Addition von linearen
Ordnungen wie folgt definiert:

Definition (Addition zweier Ordnungstypen)
Seien a, § Ordnungstypen.
Dann ist die Summe von o, und B, in Zeichen o + B, definiert durch:
o+ P = ot((M<)+(N,<)),
wobei (M, <) und (N, <) zwei disjunkte Ordnungen sind mit
o =o.t.((M, <)) und B = o.t.({N, <)).

Man sieht leicht, dafl diese Definition nicht von der Wahl von (M, <) und
(N, <) abhiingt. Fiir Ordinalzahlen o stimmt die neue Definition von o + 1 mit
der alten iiberein.

Ubung
Fiir alle Ordnungstypen o, B, ygilt (cc+ B) +y=a+ (B +7).
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Wir kénnen also Ausdriicke wie o+ 3 +7v, o0 + B + 7+ 9, usw. unzweideutig ohne
Klammern schreiben.

Ubung
(i) 0+o=0+0 firalle Ordnungstypen o,
(i) o+1#0, 1+ =0
nN+0=0, ®+n=0w" firallene N,
(iii) (o+P)* = p*+o* fiir alle Ordnungstypen o, B,
(iv) o +n+w=_ firallene N.

Die Fille oo+ 3 = Bund B + 0. = B sind also fiir o.# 0 moglich und Kommutativi-
tit, also o + B = B + o, ist im allgemeinen nicht richtig.

Ubung

Seien o, B Ordinalzahlen, o < B.
Dann existiert genau eine Ordinalzahl ymit o + vy = f.

Die Multiplikation von Ordnungstypen

Die Multplikation von natiirlichen Zahlen kann man sich durch Rechtecke
veranschaulichen. Auch fiir beliebige lineare Ordnungen kann nun eine natiirli-
che Multiplikation mit Hilfe des kartesischen Produkts definiert werden.

Definition (Multiplikation zweier linearer Ordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen.
Dann ist das Produkt (P, <) von (M, <) und (N, <), in Zeichen

P<) = (M, <) - (N, <)
definiert durch:
P=MxN,

(al,bl) < (az,bz) fhl[f bl < bz oder
b; =b, und a; < a, fir (a;, by), (a;, by) € P.
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In der Skizze sei M von links nach rechts und N von unten nach oben geordnet.
Dann kann man die Ordnung auf M x N wie folgt beschreiben: Punkte auf héher
liegenden Zeilen sind immer grofier als Punkte auf niedrigeren Zeilen. Innerhalb
jeder Zeile werden die Punkte gemifi M geordnet.

Eine andere Moglichkeit, sich die Produktordnung auf M x N vorzustellen,
ist die folgende: Fiir jedes Element von N setzen wir eine Kopie der Ordnung
(M, <) ein. Elemente werden also zu Ordnungen; die neue Menge wird mit der
Prioritit der Einsetzstelle und innerhalb einer Einsetzung gemifi M geordnet:

Anders: Wir betrachten alle Punkte von N durch ein Mikroskop, und 16sen da-
durch jeden Punkt in eine zu M dhnliche Ordnung auf.

Cantor (1895): ,,Aus zwei geordneten Mengen M und N mit den Typen o und B lifit sich
eine geordnete Menge S dadurch herstellen, daff in N an die Stelle jedes Elementes n
eine geordnete Menge M, substituiert wird, welche denselben Typus ot wie M hat ...,
und daf} iiber die Rangordnung in S ... folgende Bestimmungen getroffen werden:

1) je zwei Elemente von S, welche einer und derselben Menge M,, angehéren, be-
halten in S dieselbe Rangbeziehung wie in M.

2) je zwei Elemente von S, welche zwei verschiedenen Mengen M, und M, ange-
héren, erhalten in S die Rangbeziehung, welche n; und n, in N haben.”

Eine wichtige Beobachtung ist, daff Produkte aus der Klasse der Wohlordnun-
gen nicht herausfiihren:

Ubung
Das Produkt zweier Wohlordnungen ist eine Wohlordnung.

Die Multiplikation fiir Ordnungstypen ist nun analog zur Addition definiert:

Definition  (Multiplikation zweier Ordnungstypen)
Seien a, § Ordnungstypen.
Dann ist das Produkt von o und B, in Zeichen o - B, definiert durch:

o- B =ot((M,<)-(N,<)),

wobei (M, <) und (N, <) zwei Ordnungen sind mit
o=o0.t.((M, <)) und B = 0.t. (N, <)).

Wieder hingt diese Definition nicht von der Wahl von (M, <) und (N, <) ab.
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Ubung
(i) Seien 0, f von 0 verschiedene Ordnungstypen. Dann ist o - B genau
dann eine Ordinalzahl, falls o. und B Ordinalzahlen sind.

() Esgilta- (B+7) = o B+o -y fiir alle Ordnungstypen o, B, Y.

(iii) Im allgemeinenist (ot +fB) -y =o-y+p -y falsch.

@iv) Esgilta- (B-vy) = (o-B) -y fiir alle Ordnungstypen o, 3, v.
Insbesondere haben wir: -2 = @ + ®, 2 - ® = ®. Die Multiplikation ist also

wie die Addition nicht mehr kommutativ. Wegen der Assoziativitidt konnen wir
wieder Klammern in Produkten weglassen. Wir schreiben auch o B fiir o - B.

Allgemeine Summen von Ordnungstypen

Definition  (Summe von linearen Ordnungen iiber eine lineare Ordnung)
Sei (N, <) eine lineare Ordnung, und seien (M,, <) lineare Ordnungen
fiirxe N.Sei S = U, .y M, x{x}. Fiir (a, x), (b, y) € S setzen wir:
(a,x) < (b,y) falls x<yin(N,<) oder

x=yund a < b in (M,, <).
(S, <) heifit die Summe der Ordnungen (M, <) iiber (N, <), in Zeichen
(S,<) = T (M, <).

Eine derartige Summe ist offenbar eine lineare Ordnung.

Wir lassen den oberen Index (N, <) an der Summe oft weg, wenn die Ordnung
auf N klar ist, und schreiben dann iibersichtlicher Y., . ny (M, <).

Der Typ der Summe hiingt nur von den Typen der Ordnungen (M,, <) ab, und
wir definieren:

Definition (Summe von Ordnungstypen)
Sei (N, <) eine lineare Ordnung, und seien o, Ordnungstypen fiir x € N.
Dann ist die Summe von (o, | x € N diber (N,<), in Zeichen 3 {¥¢ o,

definiert durch:

TN oy = 0 (B M, <)),

wobei (M, <) fiir x € N beliebige lineare Ordnungen sind mit
o, =o.t.((M,, <)) firx e N.

Ein Unterschied zu den Definitionen von o+ Bund o - B ist hier, daf} in der Summe links
noch eine lineare Ordnung (N, <) stehen bleibt, und wir nicht nur mit dem Typ B =
o.t.({N, <)) auskommen; die Typen o, brauchen einen Index.

Esgiltz.B. X oy 1=2,cnn=0. Der Leser tiberlegt sich leicht die folgenden
Gleichungen fiir alle linearen Ordnungen (N, <):

(a) er N 1 = O't'(<N7 <>),

(b) Yyien @ = o - o.t.({N, <) fiir alle Ordnungstypen o
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Wir verzichten hier auf die weitere Diskussion von Rechenregeln, nutzen aber
die allgemeinen Summen noch fiir die Konstruktion von R-vielen abzihlbaren
Ordnungstypen:

Ubung
Es gibt genau R-viele abzihlbare Ordnungstypen.

[ ,,H6chstens“ wissen wir nach einer fritheren fjbung.

Fiirjedes f : N — Nseiog=2,.n (f(n) + ), wobei { = 0.t.((Z, <)).
Dann gilt o # o, fiiralle f,g : N — N mit f# g.

Zeige hierzu induktiv: o = o, folgt f(n) = g(n) fiirallen e N.

Alternativ betrachte Be=Y o n (1 + f(n) + 1 + 1), wobein = 0.t.({(Q, <)).
Die beiden zusitzlichen Einsen sind hier wichtig; im tibernichsten Kapitel
zeigen wir =1 +1 =1+ 1 + 1. Offenbar abern #m +2 +n.]

Es gibt also genau R-viele (also 2*-viele) abziihlbare Ordnungstypen, und es gibt ge-
nau X;-viele Ordnungstypen von abzihlbaren Wohlordnungen. Hausdorff und andere
hatten gehofft, daff sich mit diesen Beobachtungen vielleicht das Kontinuumsproblem
16sen liefie: Konstruiere eine Bijektion zwischen der Menge T(X) ={ o | o ist ein ab-
zihlbarer Ordnungstyp } und ihrer Teilmenge W(w;) ={ o | a.ist Typ einer abzihlbaren
Wohlordnung }. Hieraus wiirde (CH) folgen. Eine hiibsche Idee, die leider nicht funk-

tioniert.

Die Exponentiation von Ordnungstypen

Sind (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen, so scheint die Menge
M = {fIf:N - M}
ein natiirlicher Kandidat fiir den Triger E einer Exponentiation
(E,<) = (M, <)

zu sein - so wie M U N Triger der Summe und M x N Triger des Produktes
zweier Ordnungen waren.

Die Definition einer Ordnung auf "M macht aber Schwierigkeiten. Wir be-
trachten hierzu M = {0, 1 } und N = Z mit den iiblichen Ordnungen. Wir definie-
ren f, g e £{0, 1} durch:

o) = { 0, falls lzl gerade, o,y - { (1), ZZZ; Iz| ungerade,
1,  sonst. ) .
Nach welchem Kriterium soll man festlegen, ob f < g oder g < f gelten soll ?
fund g sind vollkommen symmetrisch gebaut.
Ist der Exponent (N, <) aber eine Wohlordnung, so lifit sich eine natiirliche
lineare Ordnung fur beliebige (M, <) leicht angeben.
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Definition (die lexikographische Ordnung)
Seien (M, <) eine lineare Ordnung und (N, <) eine Wohlordnung.
Dann ist die lexikographische Exponentiation von (M, <) und (N, <),
in Zeichen

<E7 <lex> = eXplex«Ma <>’ <N, <>)’

wie folgt definiert:

Sei E =M.

Firf, g € E mit f # g sei 8(f, g) = ,,das kleinste x € N mit f(x) # g(x)“.
Wir setzen dann fir f, g€ E:

f <y g falls f#g und £(8) < g(d) fur 6=3(f, g).
<iex heifit die lexikographische Ordnung auf M (bzgl. (M, <) und (N, <)).

Wir suchen also nach der <-kleinsten Stelle eines Unterschieds zwischen fund
g. Fir f # g existiert diese Stelle, denn die Ordnung auf N ist eine Wohlordnung.
Danach vergleichen wir die Werte von f und g an dieser Stelle gemif} der Ordnung
von M. Nicht vollig trivial ist die Transitivitit:

Ubung
(E, <je) ist eine lineare Ordnung.

Definition (die lexikographische Exponentiation zweier Ordnungstypen,)
Seien a ein Ordnungstyp und B eine Ordinalzahl.
Dann ist die lexikographische Exponentiation von o, und J,
in Zeichen expj., (0, B), definiert durch:

eXplex(a7 B) = O‘t‘(explex«Mv <>7 <N7 <>))7

wobei (M, <) und (N, <) zwei Ordnungen sind mit
o=o0.t.((M, <)) und B = 0.t. (N, <)).

Die Definition ist unabhingig von der Wahl von (M, <) und (N, <).

Mit der lexikographischen Exponentiation von (M, <) und (N, <) erhalten wir
also in vielen Fillen eine lineare Ordnung auf der vollen Belegungsmenge ~M.
Insbesondere ist die lexikographische Exponentiation zweier Wohlordnungen ei-
ne lineare Ordnung. Somit kénnen wir zum Beispiel N{0, 1} und damit R linear
ordnen - was keinerlei Neuerung bringt. Eine Wohlordnung von R auf eine so
einfache Weise zu erhalten wire aber in der Tat eine Neuerung. Leider fiihrt die
lexikographische Exponentiation aber aus der Klasse der Wohlordnungen heraus,
und ist daher als arithmetische Operation fiir die Ordinalzahlen ungeeignet.

Ubung
exprex(2, ) ist keine Ordinalzahl.

Wir wollen nun eine andere Exponentiation fiir Ordinalzahlen definieren, die
wieder Ordinalzahlen ergibt. Hierzu orientieren wir uns an der Rekursionsglei-
chung m"*' = m" - m der iiblichen Exponentiation fiir natiirliche Zahlen.
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Definition (die Exponentiation von Ordinalzablen)
Sei o eine Ordinalzahl. Wir definieren die (gewobnliche) Exponentiation ab
fiir Ordinalzahlen B durch transfinite Rekursion iiber B wie folgt:
0

o = 1,
af*l = of. o, fiir B Ordinalzahl,
o = sup B<i ab fiir A Limesordinalzahl.

Dann ist o eine Ordinalzahl fiir alle Ordinalzahlen o und B.

In dieser rekursiven Form hat Cantor die Exponentiation von Ordinalzahlen
definiert (fiir abzihlbare Ordinalzahlen; Cantor, 1897, § 18). Zermelo schreibt
in einer Anmerkung hierzu:

Zermelo (1932): ,Die Einfiihrung eines neuen Potenzbegriffes, der von dem frither fir die
Kardinalzahlen gegebenen wesentlich verschieden ist, ermoglicht erst eine formal-
arithmetische Theorie der transfiniten Ordnungszahlen, und zwar nicht nur in der
zweiten Zahlenklasse [abzihlbar unendliche Ordinalzahlen]. Die zu ihrer Einfithrung
hier verwendete Methode der ,Definition durch transfinite Induktion‘ ( Hausdorff
[1914], Kap. V, §3) ist seitdem vorbildlich geworden fiir alle solchen transfiniten
Konstruktionen.“

Es gelten zwei der drei tiblichen Rechenregeln:

Ubung
(i) Esgilt of*Y = oP - o” fiir alle Ordinalzahlen o, B, y.

(i) Esgilt o7 = (aP)? fiir alle Ordinalzahlen o, B, 7.
(iii) of- B = (o-B)" istim allgemeinen falsch (schon fiir y = 2).
[0} B2 = aoB B, (0B)’ = o f o Wihlez.B. ot = @, B = 2.]

(iv) Seien B,y Ordinalzahlen, und sei 8 <.
Dann gilt o < o fiir alle Ordinalzahlen o> 1.

Die ersten Ordinalzahlen

Mit Hilfe der arithmetischen Operationen kénnen wir nun die Struktur der
ersten Ordinalzahlen leicht beschreiben. Wir betrachten zunichst die Nachfol-
gerbildung ,,+ 1%, die Addition ,,+ ®* und die Multiplikation ,,- ®“. Iterieren wir,
beginnend bei 0 bzw. 1, diese Operationen w-oft, so erhalten wir:

0,1,2,3,....m,..., 0,
0,0,02,®3,...,00,..., 0,
1

2 3 ()
Lo,o,0,..,0,....,0°,

wobei die letzte Ordinalzahl hier jeweils das Supremum der gebildeten Reihe ist.



294 2. Abschnitt  Ordnungen und Mengen reeller Zahlen

Ubung
Alle Ordinalzahlen o < ®® kann man
eindeutig in der Form schreiben:

o=o"B, +(1)n_1[3n_1 ..+ 0 By + Bo,

mitn < ® und By, ..., B, <.

Wenden wir nun in analoger Weise, beginnend bei , iteriert die Ordinalzahl-
exponentiation ,hoch ®“ an, so erhalten wir:

" (0

2 2 3
o, ®°, ()’ =0"?=0", ()=, ..., 0°, ...,®
Die Konvention ist hier und im folgenden: oP’ =w(x(BY>.
Wiederholung des Verfahrens, beginnend bei o® | liefert:

o+ 1 o+ 1 ®+2 o+ N o+ 0 2

(0] (0}
(0° ) == , (0 )= ,...,0% ,..,0° =0

Wiederholung dieses Prozesses liefert:

2
o® o® 2 @®" ®® ®

0,0 ,..,0% ,.., 0 =
Wiederholung wiederum dieses Prozesses liefert:

2
®° ®° (O ("5
o, 0 ,...,0° ,...,0
Schlieilich kénnen wir diesen Prozef§ der Bildung von ,,0-Tiirmen* iterieren
und erhalten:

o

(0] (O]

o, 0°, o, ®° , ..., ,o-Turm der Hohen®, ...,

wobei die Exponenten der Tiirme von oben nach unten geklammert werden. Fir
das Supremum dieser Folge hat Cantor die Bezeichnung g, eingefiihrt.

Deﬁnition ( € )
Wir setzen:

€) = SUPp<o O,
wobei o, fiir n € o rekursiv definiert ist durch:

O = O,

0,,; = o™ fiirne .

Als Supremum abzihlbar vieler abzihlbarer Ordinalzahlen ist €y abzihlbar.
Von der ersten iiberabzihlbaren Ordinalzahl o, ist der Riese g also ,,fast“ ebenso
weit entfernt wie die Zahl Null ...

Eine bemerkenswerte Eigenschaft von g, verdient eine allgemeine Betrach-
tung.
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Fixpunkte

Wir untersuchen Operationen & von den Ordinalzahlen in sich selbst, etwa
F(o) = o + o fiir oo Ordinalzahl.

Definition (Fixpunkte)
Sei & eine Operation auf den Ordinalzahlen.
Eine Ordinalzahl o heifit Fixpunkt von %, falls (o) = o

Betrachten wir die schnell wachsende Operation der Exponentiation zur Basis
®, also die Operation F mit (o) = ®* fiir alle Ordinalzahlen o, so ist nicht klar,
ob diese Operation iiberhaupt Fixpunkte besitzt. Tatsichlich sind Fixpunkte aber
in grofier Zahl vorhanden, und ¢ ist der kleinste unter ihnen:

Satz  (Charakterisierung von €,)
gy ist der kleinste Fixpunkt der Ordinalzahlexponentiation zur Basis o, d.h.:

(i) Esgiltey = 0.
(ii) Fiiralle p<gyist P < oP.

Beweis
Sei o, fiir n € N wie oben definiert, also o = ®, o, ; = ®* fiirne o.
Es gilt oy < o0y, und aus a, < 0, | folgt o, | = @* < @™*' = oy, , fiir alle
ne o.Alsoo, <a,,; firallen e o.

zu (i): Es gilt:
0% = supg.,, o = sup, e O™ = SUP, e Ony i = .
Die erste Gleichung gilt nach Definition von o fiir Limeszahlen A,
die zweite gilt wegensup {B | B<gy}=sup{a, | ne N} (und der
Monotonie der Exponentiation).

zu (ii): Sei P < gy. Die Aussage ist klar fiir B < ®' = 0. Andernfalls existiert
- ein nmito, <P<o,,,. DannistB<a,,; = 0™ <.

Allgemein kann man Fixpunkte durch einen , Einholprozeff“ konstruieren:

melg
Sei o eine Ordinalzahl. Definiere rekursiv o, ; = ®* fiirn e .
Sei 0* = sup, <, 0ty Dann ist ©* = o* und fiir alle B mit oy < B < ot ist p < .

Startet man hier mit 0,y = €y + 1, so erhilt man o* = &, den zweiten Fixpunkt
der Exponentiation zur Basis o, usw. Weiter ist ein Limes von Fixpunkten wieder
ein Fixpunkt.

Man sieht leicht, daf§ die beiden folgenden Eigenschaften einer Operation &
auf den Ordinalzahlen fiir derartige Fixpunktkonstruktionen ausreichen:
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1) o < F(o) firallea, (Expansivitiit)
(i) F(A) =supg <y F(o) firalle LimesordinalzahlenA.  (Stetigkeit)

Diese Bedingungen sind im obigen Fall fiir #(ot) = 0 erfiillt. Die erste Eigen-
schaft gilt insbesondere dann, wenn % monoton ist, d. h. wenn F (o) < #(B) gilt
fir alle o < B (vgl. den Satz von Zermelo in Kapitel 4).

Auch die Alephreihe F (o) = R, erfiillt die beiden Eigenschaften. Wir erhal-
ten also einen ,Kardinalzahl-Giganten“ X, mit der bemerkenswerten Eigen-
schaft o= X . Anders ausgedriickt: Es gibt eine Kardinalzahl o, welche die a-te
unendliche Kardinalzahl ist!

Der Additions- und Multiplikationssatz

Wir geben nun noch Beweise fiir IM+ M| = IM| und IMxMI = IM| fiir un-
endliche Mengen M mit Hilfe von Ordinalzahlen und des Wohlordnungssatzes,
wobeiM+M=Mx{0}) uMx{1}) fir alle Mengen M. Zunichst gilt:

Ubung
Es gilt ILl = A+ nl fiir jede Limesordinalzahl A und jedesn € N.

[Induktion nach n oder mit Hilfe von IA +nl = In+ Al undn + A =A.]

Satz  (Additionssatz fiir unendliche Ordinalzablen)
Sei o eine unendliche Ordinalzahl. Dann gilt oo+ ol = lal.

Beweis
Seio=A+nmitA Limesundn e o (es gilt A =sup({ B < o | B Limes }).
Wegen ol = [Al geniigtes, IA+ Al = [Al zu zeigen.
Fiir jede Ordinalzahl y seien L(y), N(y) die eindeutig bestimmten
Ordinalzahlen mit y= L(y) + N(y), L(y) Limes oder 0, N(y) € o.
Wir definieren g(y) fiir y <A + A durch:

) = L(y) + N(y)-2, falls y <A,
& L) + N@)-2+1,  falls h<y<h+hy=h+d.
— Dannistg: W(A+A) — W(Q) bijektiv, also A + Al = IAl.

Korollar (Additionssatz)
Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM + M| = |MI.

Beweis
Seig: M — W(a) bijektiv (z.B. fiir o= IMI). g existiert nach dem
— Wohlordnungssatz. Dann gilt IM + M| = oo+ ol = [l = IMI.

Fiir den Multiplikationssatz brauchen wir eine Paarungsoperation T, die je-
dem Paar (o, B) von Ordinalzahlen eine moglichst kleine Ordinalzahl T'(a., B)
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zaweist. Wir wollen erreichen, daff TIW(L)? : W(L)* — W(L) bijektiv fiir viele
Ordinalzahlen A ist. Hierzu definieren wir eine Variante und Verallgemeinerung
der Cantorschen Diagonalaufzihlung von N x N:

Definition (die Ordnung < auf den Ordinalzablpaaren)
Wir definieren fiir Ordinalzahlen o, 3, v, &:

(o, B) < (v, 8), falls einer der folgenden drei Fille eintritt:
(i) max(o, B) < max(y, d),
(if) max(o, B) = max(y, 8), o <7,
(i) max(a, B) = max(y, d), a=7, B<3d.
Fiir eine Ordinalzahl o heifit (W(o)?, < IW(0)*) die kanonische

Woblordnung auf W(a)’.
Wir schreiben kurz auch (W(a)?, <) fiir (W(ar)?, < | W()?).

W(o) x{a} (a, o)
Die Ordnung < kann man wie folgt vi- “«
sualisieren: Ist sie fiir W (o) x W(o) de-
finiert, so entsteht die Ordnung auf
W(a + 1) x W(a + 1) durch Addition
von W(a) x { o}, anschlieender Additi- W(ar) Wia) x W(o) {o}xW(a)

onvon { o } x W(av), jeweils mit der na-
tirlichen Ordnung, und anschlieflender
Addition von { (0, o) }. Im Gegensatz
zur Cantorschen Diagonalaufzihlung W(ar) o
ist diese Ordnung also aus Waagrechten
und Senkrechten zusammengesetzt, was oberhalb von o natiirlicher ist, da dann keine gu-
ten Diagonalen mehr zur Verfiigung stehen. Die ersten Elemente der Ordnung sind:
(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1), (0, 2), (1,2),(2,0), (2, 1), (2,2), ..., (0, ®), (1, ®), (2, ), ...,
(0,0), (0, 1) ..., (0, ®), (0, 0+ 1), ....

Da die Ordnung als Summe von Wohlordnungen definiert ist, ist sie selbst eine Wohl-
ordnung:

Ubung
(W()?, <) ist eine Wohlordnung fiir alle o. Weiter gilt: Fiir alle o, < B
ist (W(0)?, <) das durch (0, o) gegebene Anfangsstiick von (W(B)?, <).

Wir betrachten < als die kanonische Woblordnung auf den Ordinalzablpaaren und
definieren W(a, B) analog zu W(0):

Definition (W (o, B) und die PaarungsoperationT')
Seien o, B Ordinalzahlen. Wir definieren:

W((X, B) = { (Yv 6) l (% 6) < ((X, B) }7 F(OC, B) = O.t.(<W(O€, B)v <>)

Ubung
I ist eine bijektive Operation zwischen allen Paaren von Ordinalzahlen und
allen Ordinalzahlen. Fiir alle ot ist T1 W{(o)* : W(ar)* — W(I'(0, o)) bijketiv.
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Wir werden zeigen, dafl T'IW(x)* : W(x)* — W(x) bijektiv ist fiir alle Kardi-
nalzahlen x > o. Diese Aussage ist nach obiger Ubung dquivalent zu (0, %) = «.
Weiter ist offenbar T'(0, o) > o fiir alle o, und damit ist die Bijektivitit von
CIW()? : W(x)* — W(x) dquivalent zu T'(0, ¥) < .

Satz  (Multiplikationssatz fiir Kardinalzablen)
Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gile T'(0, x) = x, d. h.
CIW(x)? : W(x)* — W(x) ist bijektiv. Insbesondere ist k - k = K.

Beweis
Annabme nicht. Sei dann x die kleinste unendliche Kardinalzahl mit
I'(0, x) > k. Dann existiert ein (o, B) € W(0, x) = W(x) x W(K) mit

K = T(o, P).

K ist als unendliche Kardinalzahl eine Limesordinalzahl und wegen
I'(0, ®) = o gilt k> . Wegen o, < x gibtes also ein Y2 o mito,B<y< k.
Dann gilt aber

K = F(OL, B) < F(()’ Y)
Also gilt
lyl < v < x <T(0,y),

und damitist 1yl <k = lxl < [T, )1 = IWH?*1 = IW(Iy)?1, also
= IO, Iyl) > Iyl, im Widerspruch zu 1y| 2 @ und der minimalen Wahl von k.

Korollar  (Multiplikationssatz)
Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM x M| = IMI.

Beweis
— Seix=IMI.Danngilt IMxMI = lx-xl| =x=IMI.

Wir haben also einen zweiten (und sehr klaren) Beweis des Multiplikationssat-
zes gefunden. Dariiber hinaus sind wir nun im Besitz einer Paarungsfunktion auf
allen Ordinalzahlen.

Der obige Beweis geht auf Harward (1905), Jourdain (1908) und Hausdorff (1914)
zurtick, wobei dort etwas andere Paarungsfunktionen konstruiert werden: Jourdain ver-
gleicht Paare (o, B) und (7, 9) tiber die Summen o + f und ¥ + 6, Harward und Hausdorff
ordnen nur Paare (o, B) mit o < B, was ,,die Hilfte“ der Ordnung < liefert. Hausdorff
sieht seinen Beweis als Vereinfachung von Jourdains Beweis an, und gelangt so unwissend
zu dem bereits von Harward im Anhang seiner Arbeit von 1905 skizzierten Argument.
Ironischerweise war Jourdain diese Arbeitvon Harward bekannt. (Siehe [Deiser 2005 ] fiir
eine Darstellung der Geschichte des Multiplikationssatzes.)

Die Operation I' wird zuweilen auch als Gédelsche Paarungsfunktion bezeichnet (vgl.
[G6del 1940]). Die Ordnung < erhilt man aus der Ordnung bei Harward und Hausdorff,
indem die Paare (o, ) mit B < o wie oben mit eingewebt werden. Die zwei Beweise des
Multiplikationssatzes von Hessenberg (1906, 1907) besprechen wir unten bei der Can-
torschen Normalform und der direkten Definition der Exponentiation.
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Die Cantorsche Normalform

Die Ordinalzahlpotenzen ®* haben eine Reihe interessanter Eigenschaften,
die wir im folgenden niher untersuchen wollen.

Definition (Hauptzahlen)
Eine Ordinalzahl B heifit eine (additive) Hauptzabl, falls es eine
Ordinalzahl o gibt mit f = ©°.

Zunichst betrachten wir fiir eine Ordinalzahl y> 1 die Stelle o etwas genauer,
fiir die der Schritt von 0 zu ©®**' die Zahl y erfafit:

Definition (0*-Ausschopfung)
Sei y2 1 eine Ordinalzahl. Wir setzen:
E(y)
N()
R(y) = ,die eindeutige Ordinalzahl p mit ®*® - N(y) + p = y«.

»die grofite Ordinalzahl o mit ®* <y,

,das grofite n € N mit ©*% - n <y%,

Dies ist wohldefiniert, und es gilt 0 < R(y) < o*® <.

Grofie natiirliche Zahlen kann man z. B. in Dezimalschreibweise ,,exponentiell
verkiirzt“ angeben. So ist etwa 1304 = 10° - 1 + 10* - 3 + 10” - 4. Die Cantorsche
Normalform ist nun ein Analogon fiir Ordinalzahlen, wobei o statt 10 (oder all-
gemeiner statt einem n € N, n > 2) als Basis gewihlt wird.

Satz  (Cantorsche Normalform zur Basis ®)
Jede Ordinalzahl ylifit sich in eindeutiger Weise schreiben als

Y=0" 1 +..+0% n,

wobeike N, 1 <n;<wfirl <i<k o; >0, >...>0,20.
(Der Fall k = 0 entspricht y=0.)

Beweis
Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit der Normalform
durch Induktion iiber alle Ordinalzahlen v.
Fiir y = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also y> 0. Wir setzen o = E(y), n; = N(Y).
Wegen R(y) <y existiert nach Induktionsvoraussetzung eine
Normalform von R(y), die wir in der Form

R(Y) = ©®* - ny +...+ ©* - n

notieren konnen. Aber es gilt y= ©™ - n; + R(y), und damit ist wegen

0* <R(Y) < ®”' offenbar eine Normalform von v gefunden.

Istnun Y= @* - nj + ... + ®** - n irgendeine Normaldarstellung von v, so ist
O m+..+0% n £ (m+..+0) < 070 < 0.
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Hieraus folgt, daf§ oy = E(y) und n; = N(7) gelten mufi.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Normaldarstellung
-~ von R(y) eindeutig, und damit ist auch die von y selbst eindeutig.

Cantor hat die Normaldarstellung in [ Cantor 1897, § 19] nur fir abzihlbare Ordinal-
zahlen aufgestellt. Der Beweis von Cantor bleibt aber fiir alle Ordinalzahlen o richtig.

Es gibt auch eine Normalform zur Basis 2. Sie lautet:

szmg
Jede Ordinalzahl y 148t sich in eindeutiger Weise schreiben als

Y= 2% 4. +2% wobeike N, o >0 > ... >0y 2 0.

Allgemeiner existiert eine eindeutige Normalform zu jeder Basis B > 2. Die
Terme der Summe sind dann von der Form B* - 8, mit 1 <8 < B. Zwei Zahlen v,
und v, in Normalform zur Basis 8 konnen der Grofie nach dann leicht verglichen
werden, indem von ,links nach rechts“ Exponenten und Koeffizienten auf einen
Unterschied untersucht werden (v6llig anlog zu 99 < 100 und 1046 < 1052).

Die Hauptzahlen lassen sich nun leicht charakterisieren:

Ubung
Sei v eine unendliche Ordinalzahl. Dann sind dquivalent:

(i) vy ist eine Hauptzahl.
(ii) 7y ist abgeschlossen unter Addition, d.h. §; + &, < fiir alle §;, &, <.
(i) Esgiltf+y=1y firalle <.

Es gibt eine analoge Charakterisierung fiir die Ordinalzahlmultiplikation, und
hierbei spielt zudem die Paarungsoperation I eine Rolle:

Ubung
Sei y eine unendliche Ordinalzahl. Dann sind dquivalent:

(i) v ist eine multiplikative Hauptzahl, d.h. es gibt eine Ordinalzahl o
mity= 0" .
(ii) vy ist abgeschlossen unter Multiplikation, d. h. es gilt
61 . 62 <Yfﬁr alle 61, 82 <Y.
(i) EsgiltB-y=17 firallel1 <PB<y.
(iv) Esgilty=T(0,7y) fir die kanonische Paarungsfunktion I".

Fiir alle multiplikativen Hauptzahlen 7 ist also die Paarungsfunktion T" eine
einfach definierte Bijektion von W(y)? nach W(y).

Eine wichtige Anwendung der Normalform ist eine auf den ersten Blick etwas
kauzige Variante der Ordinalzahladdition.
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Definition (Hessenbergsumme und Paarungssumme)
Seien v, & Ordinalzahlen, und sei
Y= 0" ny + ...+ 0% n,
=" my+..+0% my
die gemeinsame Normaldarstellung von yyund §, d. h. wir lassen n; = 0 oder
m; = 0 zu, um eine identische absteigende Folge von Exponenten zu erhalten;
jedoch soll gelten n; # 0 oder m; # 0.
Dann ist die Hessenbergsumme von yund 8, in Zeichen y# 8, und die
Paarungssumme von yund 3, in Zeichen v & §, definiert durch:
Y# 9
vy& 8 = 0" m(n;,my) + .. + o w(ng, my),

o™ (n+my) + ... + 0% (0 +my),

wobei w: W(w) x W(w) — W(w) die Cantorsche Paarungsfunktion ist.

Satz
Sei o eine Hauptzahl. Dann ist & : W(a) x W(a)) — W(a) bijektiv.

Beweis
Wir haben vy & & < o fiir alle ¥, 8 < 0, denn o ist als Hauptzahl
abgeschlossen unter Addition, und damit auch unter Paarungssummen.
Bijekdivitit folgt aus der Bijektivitit der Cantorschen Paarungsfunktion
— mund der Eindeutigkeit der Normalform (und aus ©t(0, 0) = 0).

Korollar  (Multiplikationssatz)
Sei M eine unendliche Menge. Dann gilt IM x M| = IMI.

Beweis
Sei o= IMI. Dann ist o eine unendliche Kardinalzahl und damit
abgeschlossen unter Addition und somit eine Hauptzahl.

— Dannaber IMI = IW(a)| = IW(a) x W(a)| = IMxMI.

In dieser Weise hat Hessenberg 1906 den Multiplikationssatz bewiesen. Er verwendet al-
lerdings die Funktion # statt &, und braucht dann ein zusitzliches Argument, da die Hessen-
bergsumme nichtinjektivist. Sie istaber fastinjektiv: Fiir jedes o existieren nur endlich viele
Paare (y, 8) mity# 8 = o (!). Dies geniigt Hessenberg fiir einen Beweis. Die naheliegende
Bemiihung der Cantorfunktion macht diesen Beweis des Multiplikationssatzes, der fast nur
aus Definitionen besteht, aber noch etwas transparenter.

Die Hessenbergsumme # ist dariiber hinaus in der Beweistheorie von Interesse. In der
Mengenlehre haben wir die folgende kombinatorische Eigenschaft:

Ublmg
Seien aiy, ..., o, Ordinalzahlen. Dann gilt:
o #...#0, = sup{o.t.(U <<, A)) | A ist eine Menge von
Ordinalzahlen mit o.t.(A;) = o; fiir 1 <i<n}.
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Eine direkte Definition der Exponentiation von Ordinalzahlen

Die Exponentiation von Ordinalzahlen haben wir durch iterierte Anwendung
der Multiplikation definiert. Auch die oben direkt definierten Operationen der
Multiplikation und der Addition kann man rekursiv aus jeweils einfacheren Ope-
rationen gewinnen.

Ubung
Sei o eine Ordinalzahl. Wir definieren o -
durch Rekursion iiber alle Ordinalzahlen  wie folgt:

a-0 = 0,
o-B+l) =a-B+a fiir  Ordinalzahl,
oA = suppg<; o B fiir A Limesordinalzahl.

Zeigen Sie, daf§ diese Multiplikation mit der alten iibereinstimmt.

Die Addition kann man rekursiv mit Hilfe der Nachfolgeroperation definieren:

a+0 = o,
o+(B+1) = (a+P)+1 fir B Ordinalzahl,
o+A = supg o+ fiir A Limesordinalzahl.

Diese Addition stimmt wie im Falle der Multiplikation mit der alten Addition
iberein.

Umgekehrt stellt sich nun die Frage, ob die Exponentiation von Ordinalzah-
len direkt, ohne ein rekursives Vorgehen, definiert werden kann. Es ist nicht so
ohne weiteres klar, welche Menge als ein natiirlicher Triger einer solchen direk-
ten Exponentiation in Frage kommt.

Die Antwort gibt die folgende Konstruktion.

Definition  (die natiirliche Exponentiation zweier Woblordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) Wohlordnungen.
Dann ist die natiirliche Exponentiation (E, <*) von (M, <) und (N, <),
in Zeichen
<E’ <*> = <M’ <>(N,<),
wie folgt definiert. Sei
E = {fe M | f(x) # 0y fiir nur endlich viele xe N},

wobei 0y; das Anfangselement von M sei.

(AlsoE=, fallsM =, N und E={J}, falls N = &.)
Firf, ge Emitf#gsei A(f, g) =max({xe N | f(x) #g(x) }).
Wir setzen dann fiir f, g € E:

f<* g falls £#gund f(A) <g(A) fiir A=A(f, g).

<* heiSt die natiirliche Ordnung auf E.
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Ubung
Seien (M, <), (N, <) Wohlordnungen. Dann ist
(E, <*) = (M, <)™< eine Wohlordnung.

Tatsichlich entspricht nun die natiirliche Exponentiation von Wohlordnun-
gen der rekursiv definierten Exponentiation der Ordinalzahlen [Hausdorff
1906b, Hessenberg 1907 ]:

Satz  (Hausdorff-Hessenberg Darstellung von o)
Seien (M, <) und (N, <) Wohlordnungen, und sei (E, <*) = (M, <YM,
Seia = 0.t.((M, <)), B = 0.t.({N, <)). Dann gilt
of = 0.t.((E, <*)).
Insbesondere also o = o.t.((W(a), <)WE <),

Beweis
Durch Induktion nach f bei festem o. )
— Die einfachen Details seien dem Leser zur Ubung tiberlassen.

Ein bemerkenswertes Resultat! Die rekursiv definierte Exponentiation o
kann durch eine Ordnung dargestellt werden, deren Triger eine kleine Teilmen-
ge von NM ist, wobei o.t.((M, <)) = 0, 0.t.((N, <)) = B. Der Triger E besteht aus
denjenigen Funktionen von N nach M, die nur an endlich vielen Stellen nichttri-
viale Werte annehmen. Die Ordnung <* ist iiber die maximale Stelle A(f, g) eines
Unterschiedes von zwei Funktionen definiert (eine Definition iiber die minimale
Stelle 3(f, g) eines Unterschiedes ergibe im Normalfall keine Wohlordnung
mehr: betrachte wieder M ={0, 1}, N =N). Die Ordnung <* ist also die antilexi-
kographische Ordnung auf der Teilmenge E von M.

Wir haben die natiirliche Exponentiation hier ad hoc prisentiert. Sie lifit sich analytisch
durch eine genaue Betrachtung des Limesschrittes der rekursiv definierten Exponentiati-
on gewinnen. Der Leser ist aufgefordert, dies fiir den Fall ®® zu tun. Dabei ist die Beob-
achtung hilfreich, daff die Potenz ®® einer unendlichen Multiplikation nach links ent-
spricht, also ®” =... - @ ...  ® - . Dies erklirt auch das Auftreten der maximalen Stellen
A eines Unterschiedes in obiger Definition.

Aus der direkten Definition der Ordinalzahlexponentiation erhalten wir einen
weiteren Beweis des Multiplikationssatzes. Zunichst folgt aus dem Satz oben,
daf§ die Grofie von o nur von der Grofie der Basis und des Exponenten abhiingt:

Korollar
Seien o, p Ordinalzahlen. Dann ist loP| = | 1ol 'P'|
(mit Ordinalzahlexponentiationen o und loil'").

Beweis
Seien (E;, <*) = (W(a), <YWV (E,, <*) = (W(lal), <XWUBD-<),
Dannist |E; | = |E, | (!). Abero.t.((E;,<*)) =0 und 0.t.((E,, <*)) = lal "',
— also 1P = 1E; 1 = 1B, 1 = 1ol P,
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Zum Vergleich: loe+ol = [Tl + lal lund lo- ol = [Teel - Toel | sind leicht zu sehen, da
Addition und Multiplikation iiber Vereinigung und Kreuzprodukt direkt definiert sind. Aus
der rekursiven Definition fiir die Exponentiation ist dagegen 12%1 = 12'*' | keineswegs klar.
Die Aussage 1ifit sich induktiv beweisen, wenn der Multiplikationssatz benutzt wird, was
wir hier gerade vermeiden wollen. Die Hausdorff-Hessenberg-Darstellung von 2% liefert
direkt, dafi die Grofie von 2% nur von der Grofie des Exponenten abhingt.

Zur Vorbereitung des Arguments betrachten wir folgenden Beweis fiir die Ab-
geschlossenheit einer unendlichen Kardinalzahl unter Addition.

Satz (2 - x =x und additive Abgeschlossenbeit unendlicher Kardinalzablen)
Sei x eine unendliche Kardinalzahl. Dann gilt 2 - x = x.
Insbesondere ist o + B < x fiir alle o, B < x.

Beweis
Annabme nicht. Sei dann o. E. x das kleinste Gegenbeispiel. Wegen
K<2-x=sup{2 ol o<x}existiert dannein <K mitx < 2 - o
Dannist 12 loll =12 -al 2x> o2 lol und o < lal <x, in Widerspruch
zur Minimalitit von K.

Zusatz: Firoa<B<xist lao+BI < IB+Bl=1P-21=12-BI £2-B <x,
— also auch o + B < x, da k¥ Kardinalzahl.

Ein weiteres Argumentist: Es giltallgemein 2 - A = fiir alle Limesordinalzahlen A, wie
eine Induktion nach A zeigt. Jede Kardinalzahl k¥ >  ist aber eine Limesordinalzahl.

Analog folgt nun:

Satz (2 = x und multiplikative Abgeschlossenbeit unendlicher Kardinalzablen)
Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann ist 2* =  (ordinalzahlarithmetisch).
Insbesondere ist o - B <  fuir alle o, B < x.

Beweis
Annabme nicht. Sei dann o. E. x das kleinste Gegenbeispiel.
Wegen k < 2% =sup {2 | o <k } existiert ein o < k mit 2% 2 k. Dann ist
aber 12'*'| = 1291 > x > lal > , im Widerspruch zur Minimalitit von x.

Zusatz: Sind o < B <K, so ist B + B < k¥ und damit:
- o-P<PB-B<2P2P o BB ooR s

Korollar  (Multiplikationssatz)
Sei M eine unendliche Menge. Dann ist IM x M| = [MI.

Beweis
Seik=IMI.Dannist IMxMI = lx- k|l <x"wegenx-x < x".
— Hieraus folgt IMxMI =x.

Dieser Beweis des Multiplikationssatzes folgt [ Hessenberg 1907 ]. Das Argument ist
eine hiibsche Anwendung der direkten Definition der Exponentiation.
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Schliefilich halten wir fest:

Korollar (Exponentiationssatz)
(i) Seien o, p Ordinalzahlen mit o > w.
Dann gilt 10| = max(lal, IBI).
(i) Seien (M, <), (N, <) Wohlordnungen, und sei (E, <*) = (M, <YM,
Ist E unendlich, so gilt |[El = max(1MI, INT1).

Beweis
zu (1): Seik=max(lal, IBl). Dannist k2 .
Offenbar k < o, also auch k< | o | wegen k Kardinalzahl.
Es gilt of < (2%)P = 2%PF, Also 1aP 1 < 12'%P'| = 12 = x.
zu (i): Sei o = 0.t.((M, <)), B = 0.t.({N, <)).
- Dann gilt |IE| = laP1, und die Behauptung folgt also aus (i).

Die systematische Untersuchung linearer Ordnungen war einer der Schwer-
punkte der mengentheoretischen Forschung von Felix Hausdorff. Ziel war ein syste-
matischer Aufbau aller Typen von linearen Ordnungen durch arithmetische Opera-
tionen. Hausdorffs Vision einer ,, Beherrschung der Typenwelt® erfiillte sich nur zum
"Teil. Die Wege von einfachen zu komplizierteren linearen Ordnungen erwiesen sich
alszuverzweigt, um durch eine Strukturtheorie vollstindig vermessen und kartogra-
phiert werden zu kénnen. Man wird also mit Teilresultaten zufrieden sein miissen,
zumal die Theorie der Wohlordnungen schon komplex genugist. Eine Methode, die
Hausdorffin der Verhaltensforschung linearer Ordnungen einsetzte, werden wir im
nichsten Kapitel noch kennenlernen.

Aus der Einleitung von Felix Hausdorffs
»Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen*

»Im folgenden wird zum ersten Male eine systematische und moglichst allgemein
gehaltene Einfiihrung in das von Herrn G. Cantor erschlossene, aber noch so gut wie
unbekannte Gebiet der einfach [linear] geordneten Mengen versucht, von denen bis-
her eigentlich nur die wohlgeordneten Mengen und die Mengen reeller Zahlen eine
eingehende Betrachtung erfahren haben. Auch meine eignen Vorarbeiten, von denen
hier iibrigens nichts vorausgesetzt wird, verfolgen im ganzen eine speziellere Richtung
... In der vorliegenden Abhandlung, sollte sie nicht zum Buche anschwellen, mufiten
diese spezielleren [ Ordnungs-] Typen durchaus in die Rolle gelegentlicher Illustrati-
onsbeispiele zuriicktreten und die allgemeinen Methoden den Vordergrund einneh-
men. Das vorschwebende Ideal war etwa eine Beherrschung der Typenwelt in dem
Sinne, dafi die komplexen Gebilde durch erzeugende Operationen aus elementaren
aufgebaut erscheinen sollten ... “

(Felix Hausdorff 1908)
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Wir verlassen nun die Arithmetik von linearen Ordnungen, und untersuchen
spezielle Eigenschaften, die einzelne lineare Ordnungstypen haben kénnen, et-
was genauer. Das hierbei zentrale Konzept der Konfinalitit fithrt uns direkt zu
den 1908 von Hausdorff entdeckten unerreichbaren Kardinalzahlen. Wihrend
Hausdorff vor ihrer Grofle zuriickschreckte, untersuchte Paul Mahlo (1883 -
1971) zwischen 1911 und 1913 ganze Hierarchien von unerreichbaren Kardi-
nalzahlen, und fand dabei Zahlen, die alle diese Hierarchien transzendieren.
Die dabei auftretenden Begriffe ergeben sich aus heutiger Sicht am natiirlich-
sten aus einer Mathematisierung der Idee ,grofie Teilmenge von“. Die sich
hieraus ergebende Technologie liefert dann - ahistorisch, aber zwanglos -,
nicht nur eine Flugverbindung zu den Mahlo-Kardinalzahlen, sondern startet
dariiber hinaus noch das Weltraumprogramm der mefibaren Kardinalzahlen.
Die ersten Lebenszeichen der mefibaren Kardinalzahlen hatte Stanistaw Ulam
(1909 - 1984) im Jahre 1930, ihrer in der Mafitheorie spiirbaren Hintergrund-
strahlung nachgehend, auf ganz anderem Wege gefunden und untersucht.

Konfinalititen

Wir hatten schon das Phinomen beobachtet, daf} die relativ grofie Kardinal-
zahl R, das Supremum der relativ kleinen Menge { X, | n € ® } ist. Allgemein
kann man fiir lineare Ordnungen die Gréfie von unbeschrinkten Teilordnungen
betrachten. Dies fithrt zu einem fundamentalen Begriff der modernen Mengen-
lehre, der auf Hessenberg und Hausdorff zurtickgeht:

Definition (Konfinalitit einer linearen Ordnung, cf (o))
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei N ¢ M.
N heifit konfinal in (M, <), falls fiir alle xe M einy € N existiert mitx <y.
Die Konfinalitat von (M, <), in Zeichen cf((M, <)), ist definiert durch:

cf({M, <)) = min{ INI| | Nc M, N konfinal in (M, <) }.

Wir schreiben cf (o) fiir cf((W (o), <)) fiir Ordinalzahlen o.
Ist N € W(0) konfinal in (W(a), <), so sagen wir kurz: N ist konfinal in o.

cf steht fiir engl. cofinality. Hausdorff hat den Term eingefiihrt und den Begriff unter-
sucht. Analog definiert er: N c M heifit koinitinlin (M, <), falls fiirallexe M einy e N exi-

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_22, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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stiert mit y < x. Man kann dann die Koinitialitit ci((M, <)) von (M , <) definieren als die
kleinste Kardinalitit einer koinitialen Teilmenge von M. Es gilt ci((M, <)) = cf({(M, <*})
mit < * = < !, Fiir jeden Schnitt (L, R) von (M, <) (vgl. Kapitel 10) sind dann cf((L, <))
und ci({(R, <)) wichtige Grofien zur Beschreibung des Verhaltens der linearen Ordnung
an der ,,Stelle (L, R).

Es gilt cf(0) = cf({(F, @)) = 0. Hat (M, <) ein grofites Element x, so ist { x } kon-
final in der Ordnung, also cf({M, <)) = 1. Andernfalls gilt cf((M, <)) = ®. Speziell
gilt also cf(a) = 1 fiir alle Nachfolgerordinalzahlen o und c¢f(A) > o fiir alle
Limesordinalzahlen A. Trivialerweise gilt cf(o) < o fiir alle o

Definition  (regulir und singulir)
Sei o eine Ordinalzahl. o heifit regular; falls cf(a) = o.
Andernfalls heifit o singuliir

Offenbar sind 0, 1 und w regulir, 2, 3,4, © + ®, ® - ® sind singulir. Regularitit
kann nur den Kardinalzahlen zukommen.

melg
(i) Isteine Ordinalzahl o regulir, so ist o eine Kardinalzahl.
(i) Esgilt cf(X;) = cf(A) fiir alle Limesordinalzahlen A.
[Betrachte N={ X, | a <A} cW(X;).]

Insbesondere gilt cf(X,) = cf(X, ) = cf(Ry, . o) = 0, cf(R,) = cf(o).
Die Konfinalititen von unendlichen Nachfolgerkardinalzahlen lassen sich mit
Hilfe des Multiplikationssatzes leicht bestimmen:

Satz  (Regularitit von unendlichen Nachfolgerkardinalzablen)
R, ist reguldr fiir alle Ordinalzahlen o.

Beweis
SeiNcW(R,, ), INI <X, .Dannist IW(y)| £ R, fiiralleye N und somit:

IUyex W) I < INT-supyen IW(Y) 1 < INT- R, < R Ry = Ky,
- Alsoist U,cn W(y) € W(Rq, ), und somit ist N nicht konfinal in X ;.

Ubung
Zeigen Sie den Multiplikationssatz unter der Annahme der
Regularitit von unendlichen Nachfolgerkardinalzahlen.
[Seif :MxM — W(x") mitk=IMI| 2 X,. Firxe M sei
Yy = sup(f”({x} x M)). Wegen Regularitit von x* ist v, < k" fiir alle x e M.
Wieder wegen Regularitit von k" ist dann {y, | x € M} beschrinkt in W(x"),
also ist f nicht surjektiv. Also IM x M| <x".]

Hausdorft hat bereits in [Hausdorff 1904] die Regularititvon X, ; behauptet, ohne al-
lerdings einen Beweis anzugeben. Die Regularitit von Nachfolgerkardinalzahlen wird fiir
den Beweis der in der Arbeit angegebenen ,,Hausdorff-Formel“ gebraucht:
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Korollar  (Hausdor{j-Formel)
Seien o, B Ordinalzahlen. Dann gilt:

X X
R b= Ry Ry b,

Beweis
Nach dem Multiplikationssatz gilt offenbar X, ;
Wir zeigen noch <.

1.Fall: a+1<B
Dannist 8, ¢ < 2%« 1)® = 2% ® 2 2% < & x 5P,

2. Fdl: B<a+1

Wegen X, regulir ist rng(f') beschrinkt in W(X,,, ;) fiir alle
t: W(Rg) — W(R,, ). Damit gilt dann:

Roc+1NB = |W(NB>W(N0(+1)| = lUy<N W<NB)W('Y)| < Na+1 NO(NB7
- denn fiir alle y< X, ; ist IY®PW(y) | < 8, wegen IW(})] < Ry,

v

X
Ny, Ng .

o+l

Ubung
Es gilt:
(i) ®;% =2% undallgemein X, = 2% fiirn < .
(i) ®,% =R, 2% undallgemein X, = R, 2% firn,k< 0.

Im ersten Abschnitt hatten wir die p-Zerlegbarkeit einer Kardinalzahl k defi-
niert (1.12): x ist p-zerlegbar, falls x = ;. 1 K; ist fur Kardinalzahlen x; < x und
[Tl = p. Zerlegbarkeit und Konfinalitit hingen wie folgt zusammen:

Satz  (Konfinalitit und Zerlegbarkeit)
Sei ¥ 2 @ eine Kardinalzahl. Dann gilt:

cf(x) = ,das kleinste p mit K ist u-zerlegbar®.

Beweis
Sei p = ,,das kleinste p” mit « ist p’-zerlegbar®.
zu W< of (K): Sei N € W(k) konfinal in x, IN| = cf(x). Dann gilt:
k= IUNI<Y,cnlal < INI-x =«
Also ist (x, | oo e N) mitx, = lol eine cf(x)-Zerlegung von k.
zur of () S U Sei (K, | o0 <) eine u-Zerlegung von k.
Seid=sup{x, |l o<p}.Danngiltx=23,., Ko=u-A Alsoxe {u,1}.

Ist 1w =, soist cf (k) < k < W. Andernfalls ist A = k, und dann ist
- N ={x, | o< u}konfinal in x, also ebenfalls cf(k) < L.

Zerlegungen bzw. Konfinalititen sind in der Kardinalzahlarithmetik von gro-
Ber Bedeutung. Aus dem Satz von Konig-Zermelo hatten wir im ersten Abschnitt
schon die @-Unzerlegbarkeit von 2 bewiesen. Allgemeiner halten wir nun fest:
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Satz  (Konfinalititsungleichungen)
Sei x 2 o eine Kardinalzahl. Dann gilt:
(i) k< k™,

(i) x < cf(u) fiir alle Kardinalzahlen p > 2.

Beweis

zu (i):
Sei k=23 1 ; fur Kardinalzahlen k; <k und eine Menge I mit |11 = cf(x).
Dann gilt nach dem Satz von K6nig-Zermelo:

K= Yicrki < [ierx = k'™ =«

zu (11):
Sei I eine Menge mit |11 <k, und seien k; < u* Kardinalzahlen fiiri e 1.
Dann gilt nach dem Satz von K6nig-Zermelo:

Ziel Ki < Higl MK S (HK)K - MK-K - MK-
- Also ist u* > @ nicht k-zerlegbar, d.h. cf(u*) > x.

Die erste Aussage folgt auch aus der zweiten, denn es gilt cf(x) < cf(x ™)

nach (ii), also ist k™ =k unméglich. Also k™ > k.
Es giltz.B.:
IRI = 2%, &, %, &, sind verschieden von R, X ,¢, R, USW.,

2% %N, %, ¥ R, ™ sind verschieden von Ro Royrop Ko, » USW.
R 0> Ry, 8, 2 Ry N> Ry
Weiter gilt 2 = k fiir alle k> o, da sonst ¢f(k) < cf(2<™) = cf(k).

Die Operation k™ fiir k > o ist neben 2* die wichtigste Operation, die uns
von einer unendlichen Kardinalzahl zu einer grofieren fithre. Im allgemeinen ist
die cf-Operation moderater, wie der alte Trick zeigt:
ch(K) < (ZK)cf(K) - ZK-cf(K) = 2%

Man kann noch mehr iiber den Zusammenhang von 2% und k™ sagen. Hier-

zu zunichst ein Begriff, der auch in anderem Zusammenhang von Interesse ist:

Definition (starke Limeskardinalzablen)
Sei A eine Limesordinalzahl. X; heifit eine starke Limeskardinalzabl
(oder ein starker Limes), falls gilt:

2% < R, firalle o <A.

Ubung
Ist x ein starker Limes, so gilt 2" = <,
[Seien ki€ I, 111 = cf(x), Kardinalzahlen mit k = 3; | k;. Dann gilt

2% = 2%ierS o [ 2% < Tlierk = k90 <25
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Ist k regulir, so ist k™ = 1 = 2¥. Sei also k > @ singulir. Gilt 2™ > x, so ist
ebenfalls k™ = 2¢ denn

ch(K) < ch(lc) < (ch(K))Cf(K) _ 2Cf(K)‘

Sei also andernfalls 2™ < x (der Fall 2 = x ist nach obigen Uberlegungen
ausgeschlossen). Gilt 2° = ", d.h. (GCH) gilt an der Stelle ¥, so ist 10 =t
Was aber, wenn 2* > «**? Diese Uberlegungen fiihren zur folgenden Hypothese,

der in der Entwicklung der modernen Mengenlehre eine zentrale Rolle zukam:

Singulire Kardinalzahlhypothese (SCH)
Sei k > o eine singulire Kardinalzahl mit 2™ <.
Dann gilt k™ = «*.

(SCH) kann man als eine Abschwichung von (GCH) fiir singulire Limeskar-
dinalzahlen ansehen. In der Tatist nun auch (SCH) wieder eine Aussage, die we-
der beweisbar noch widerlegbar ist - wobei diesmal, im Gegensatz zu (GCH) fiir
die Konstruktion von Modellen, in denen (SCH) falsch ist, grofie Kardinalzahl-
axiome benotigt werden (im Bereich von mefibaren Kardinalzahlen, s. u.).
(SCH) ist also weder beweisbar noch widerlegbar, aber aus logischer Sicht viel
einfacher in einem Modell zu realisieren als in einem Modell zu verletzen. Dies
ist eine Asymmetrie, die fiir viele unabhingige Aussagen gilt.

Die Hypothese kann dann sogar fiir den ersten Kandidaten X, verletzt sein: Es kann
zum Beispiel 280 = 8 ,*0 = X, ., und R, ein starker Limes sein (modulo der Konsistenz
grofier Kardinalzahlen). Wie groff X ,*? sein kann, wenn X, ein starker Limes ist, ist ein
offenes Problem. Man weif}, dafi in diesem Fall 2% = 8 ¥ < R, gilt, und die 4 ist hier
kein Druckfehler.

Weiter ist sogar 2%+ = R, , | fiir n < @ und 2% = },,, modulo grofier Kardinalzahlen
moglich. Dagegen folgt aus ,,2% = X, fiir alle . < ©;“, daff auch 2% = R, .1 gilt, d.h.
(GCH) kann zum ersten Mal an der Stelle X, verletzt sein, nicht aber zum ersten Mal an
der Stelle X, .

All dies sind hochstgradig nichttriviale moderne Resultate. Sie belegen die subtilen Un-
terschiede zwischen regulir und singulir, und weiter zwischen cf(k) = ® und cf(x) 2 ;. Sie
belegen auch die beharrlich-forschende Belagerung der Kardinalzahlexponentiation, je-
ner letztendlich wohl uneinnehmbaren Burg der Mengenlehre.

Definition (die Gimel-Funktion)
Sei ¥ = o eine Kardinalzahl. Wir setzen:

3(x) = k<,
Gimel ist der dritte Buchstabe des hebriischen Alphabets.
Es gilt (k) > « fiir alle unendlichen Kardinalzahlen.

Zuriick zu konfinalen Teilmengen. Sie haben eine niitzliche Transitivititsei-
genschaft, die dazu fithrt, dafl die cf-Operation bereits nach einer Anwendung ei-
ne regulire Kardinalzahl hinterldfit:
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Ubung
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei N ¢ M konfinal in (M, <).
Weiter sei P < N konfinal in (N, <). Dann ist P konfinal in (M, <).

Hieraus folgt leicht:

Satz  (Regularitit einer Konfinalitit)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei k = cf({(M, <)).
Dann ist x regulr.
Insbesondere gilt cf(cf(ar)) = cf(o) fiir alle Ordinalzahlen o.

Beweis
Sei N ¢ M konfinal in (M, <) mit IN| = x = cf({(M, <)).
Sei P = N konfinal in (N, <) mit |P| = cf({N, <)).
Dann ist P konfinal in (M, <), also IP| > k.

— Aber IPI <INl =x,also IPI =x.

Eine sehr anschauliche Charakterisierung der Konfinalitit einer linearen
Ordnung ist:

Satz  (Konfinalitit und aufsteigende Folgen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei ¥ = cf({M, <)). Weiter sei

u = ,die kleinste Ordinalzahl a,, fiir die ein ordnungstreues
f: W(a) — M existiert mit rng(f) konfinal in (M, <).“

Dann gilt p = x.

Beweis
zu K< U
Seif: W(u) — M ordnungstreu mit rng(f) konfinal in (M, <).
Dann gilt x < Irng(f) 1 = lul <p.

2u L < K:
Sei N ¢ M konfinal in {M, <) mit IN| = k.
Seig: W(x) — N bijektiv.
Wir definieren fiir o < K rekursiv:
h(a)) = g(B), wobei B = ,,das kleinste y mit g(y) > h(a’) fiir alle o’ < o0.”

[B existiert, denn |W(a) | <« fiir alle o < K, also ist h” W (o)
nicht konfinal in (N, <) fiir alle o0 < k. ]

Dannisth: W(x) — N ordnungstreu und rng(h) konfinal in (N, <) (!).
- Alsoistp <x.

Die Konfinalitit einer linearen Ordnung ist also die minimale Anzahl von
Schritten, die wir brauchen, um das Ende der linearen Ordnung zu erreichen
(mit einer monoton-aufsteigenden Wanderung). Speziell fiir Ordinalzahlen o
definieren wir hierzu noch:
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Definition  (strikt aufsteigend, schwach aufsteigend, stetig und konfinal)
Eine Folge g = (yg | p < 8) von Ordinalzahlen heift:

(i) strikt aufsteigend, falls yg <y fiir alle B <’ <5,
(i) schwach aufsteigend, falls yg <y fiir alle B < B’ <9,

(iii) stetig, falls g schwach aufsteigend ist und sup {yg | B<A} =7,
fiir alle Limesordinalzahlen A < 3 gilt.

(iv) konfinal in o, falls { y5 | B <&} konfinal in o ist.

Strikt aufsteigende und stetige Ordinalzahlfunktionen heifien auch normal oder Normual-
funktionen. Seit Cantors Definition der Ordinalzahlexponentiation wurden derartige Funk-
tionen und ihre Fixpunkte betrachtet. Ausfiihrlich untersucht wurden sie insbesondere von
Hessenberg (1906) und von Oswald Veblen (1880 - 1960) in [ Veblen 1908]. Hinreichend
lange Normalfunktionen haben viele Fixpunkte (vgl. 2.8). Die Bezeichnung ,,Normalfunk-
tion“ stammt von Hausdorff (1914).

Ubung
Sei o eine Limesordinalzahl. Dann gilt:

(@) Ist(yp I B <d)schwach aufsteigend konfinal in @, so ist cf(c) = cf(3).

(i) Es existiert eine strikt aufsteigende, stetige und in o konfinale
Folge (yg | B < cf(a)).

Der erste Teil zeigt, dafi das Zulassen von beliebigen Verzogerungen die Kon-
finalitidt der Linge des Anstiegs zu einer Limesordinalzahl o invariant lifit.

Grofie Kardinalzahlen

Aus der Gleichung cf(X;) = cf(A) fiir Limesordinalzahlen A folgt, daf§ Regu-
laritit fir berabzihlbare Limeskardinalzahlen nur fiir sehr grofie Zahlen
moglich ist: Ist A eine Limesordinalzahl derart, daff X; regulir ist, so ist X =
cf(X;) = cf(A) <A< R, Also ist X = A, d.h. A ist ein Fixpunkt der Alephreihe.
Wir wissen, daf§ Fixpunkte der Alephreihe existieren, aber Regularitit ist fiir
Fixpunkte der Alephreihe eine starke Forderung - i.a. ist die Konfinalitit eines
Fixpunktes X, = A der Alephreihe echt kleiner als A, und damit ist X; nicht re-

gulir.

Ubung
Sei A die kleinste Ordinalzahl mit X; = A. Dann gilt cf(X) = o.
[Seixy=Ro, K, 1 = R firne o.
Dann ist A = sup, ¢, &, und { k¥, | n € ®}ist konfinal in A.]

Die Frage nach der Existenz von tiberabzihlbaren reguliren Limeskardinal-
zahlen ist ein ,Sesam, 6ffne dich!“ am Eingangsportal zum Reich der grofien
Kardinalzahlen. Wir definieren:
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Definition (schwach unerveichbare Kardinalzablen)
Eine Limeskardinalzahl « > o heif$t schwach unerreichbar, falls x regulir ist.

Die schwach unerreichbaren Kardinalzahlen sind also genau die Limeskardi-
nalzahlen X; mit cf(A) = A = X;. Hausdorff stief§ in seiner Untersuchung des
Konfinalititsbegriffs 1908 auf diese Zahlen:

Hausdorff (1908): ,, Satz I11. Fede Anfangszabl [ jedes o |, deren Index keine Limeszahl ist,
ist reguldr. ..

Die Frage, ob der Satz Il auch umkehrbar ist oder ob es auch regulire Anfangszah-
len mit Limesindex gibt, muf hier unentschieden bleiben... Die Existenz einer sol-
chen Zahl § [& regulir, £ = ;| erscheint hiernach mindestens problematisch, muf}
aber in allem Folgenden als Moglichkeit in Betracht gezogen werden.“

Sechs Jahre spiter schreibt er:

Hausdorff (1914): ,,Jede Anfangszahl o, [jede Kardinalzahl X, = o, ] mit
Limesindex ist mit ihrem Index o konfinal. Demnach ist sie singulir, falls o, >
o, und konnte nur regulir sein, wenn o, = o, d.h. wenn o eine kritische Zahl fiir die
Normalfunktion 0, ist [ein Fixpunkt der Alephreihe]. Die erste dieser kritischen Zah-
lenist ... der Limes der Zahlen

0 =0y, ® =0y, O =0y, ...,
... und diese Zahl k = ®, ist, obwohl von einer unvorstellbar grofien Michtigkeit, doch
noch singulir, da sie als Limes einer [abzihlbaren] Folge mit @ konfinal ist. Wenn es
also regulire Anfangszahlen mit Limesindex [schwach unerreichbare Kardinalzahlen]
gibt (und es ist bisher nicht gelungen, in dieser Annahme einen Widerspruch zu ent-
decken), so ist die kleinste unter ihnen von einer so exorbitanten Grofie, dafl sie fiir die
iiblichen Zwecke der Mengenlehre kaum jemals in Betracht kommen wird.*

Die ,exorbitante Grofie” zeugt von der Irritation, die das Suchen einer
schwach unerreichbaren Kardinalzahl entlang der Alephreihe auslésen kann. Sie
liegen auierhalb des Orbits, auierhalb des Gew6hnlichen und des Ublichen. Die
Reaktion ist nur natiirlich, und es hilftvielleicht dem Leser, der nun unweigerlich
mit tiefen mathematischen Existenzfragen konfrontiert werden wird, daf§ der
Entdecker dieser Zahlen auch einige Jahre nach dem Erstkontakt mit dem Phi-
nomen ihnen einen eher abgelegenen Platz in der Mengenlehre prophezeit hat,
einfach weil sie einen Platz weit draufien im Universum einnehmen. Fiir ,,die iib-
lichen Zwecke” der Mengenlehre wurden ihre stark unerreichbaren Verwandten
bereits 1930 bedeutsam, als Zermelo ,,Grenzzahlen® untersuchte. Sie erscheinen
dann als Indikatoren o von Stufen V,,, in denen die ganze iibliche Mengenlehre
gilt. Weiter erwiesen sie sich als die Kleinsten unter den Grofien, und noch viel
grofiere Kardinalzahlen haben erstaunliche Konsequenzen sogar fiir ,die ibli-
chen Zwecke® nicht nur der Mengenlehre, sondern der Mathematik selber. Sie
liefern uns durch eine immer wieder verbliiffende intergalaktische Korrespon-
denz Beweise fiir Aussagen, die die reellen Zahlen betreffen. Grofie Kardinalzah-
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len konnen, so der Platoniker, keine Aussagen iiber kleine Objekte wahr oder
falsch machen, aber sie konnen uns die Moglichkeit in die Hand geben, solche
Aussagen zu beweisen. Daf} es natiirliche Aussagen iiber R sind, die mit der Hilfe
grofier Kardinalzahlen beweisbar werden, ist um so erfreulicher. Wir kommen
spiter noch darauf zuriick.

Ist nicht auch g, der erste Fixpunkt der Ordinalzahlexponentiation von einer
sexorbitanten Grofie”? Die Frage ist immer, welche Operationen man zulifit,
um ,,grofy aus der Sicht von unten® einen intuitiven Sinn zu geben. Fixpunkte der
Ordinalzahlexponentiation und der Alephreihe sind ebenfalls grof§ in einem ge-
wissen Sinn. Der Unterschied zu unerreichbaren Kardinalzahlen ist, dafy wir die
Existenz von solchen Fixpunkten mit den iiblichen Methoden beweisen kénnen,
withrend wir die Existenz von unerreichbaren Kardinalzahlen mit den tiblichen
Methoden nicht beweisen kénnen (definitiv nicht, wie man heute weif}). Aber
was macht das Ubliche der iiblichen Methoden aus? Starke Systeme beweisen
mehr Aussagen, also ist die platonische Suche nach starken wahren Theorien nur
natiirlich. Ein Punkt, der grofie Kardinalzahlen von Aussagen wie (CH) und
non(CH) unterscheidet - die beide fiir sich auch Systemverstirkungen bilden
wirden -, ist, daf§ grofie Kardinalzahlen unmittelbar die Ordinalzahlen betref-
fen, das intrinsisch reichhaltige und unerschopfliche Grundkonzept der Men-
genlehre selber. Warum sollte der unerschopfliche Pfad der Ordinalzahlen einen
Ortnicht erreichen, den er erreichen konnte ? Wir horen auch nicht unmittelbar
vor o; auf. Der Leser wird sagen: Haben wir nicht bewiesen, daff o, existiert?
Natiirlich haben wir, aber der Beweis ruht letztendlich auch auf irgendwelchen
Annahmen. Die ,iiblichen Methoden“ generieren in recht subtiler Weise eine
schon recht reichhaltige Mengenlehre. Es ist konzeptionell keineswegs klar, daf§
»es gibt eine schwach unerreichbare Kardinalzahl“ nicht eine ebenso natiirliche
Annahme ist wie ein mehr oder weniger genau spezifiziertes Biindel von Grund-
intuitionen iber Mengen, das ,,m; existiert“ garantiert. Grofie Kardinalzahlen
sind der Kaffee fiir die Miidigkeit des Ublichen, und sie regen dazu an, iiber die
Ublichkeit des Ublichen genauer nachzudenken.

Die fraglichen Kardinalzahlen heifien heute nicht ,,exorbitante Kardinalzah-
len“ sondern ,unerreichbare Kardinalzahlen®, was sehr gut ihr Wesen trifft. Die
Bezeichnung stammt von Kuratowski (,nombres cardinaux inaccessibles”). Der
oben kurz erwihnten Idee ,,V,,-Stufen bilden Modelle der iiblichen Mengenleh-
re“ folgend gibt man heute Kardinalzahlen mit einer zusitzlichen Eigenschaft
den Vorzug:

Definition (unerreichbare Kardinalzablen)
Eine schwach unerreichbare Kardinalzahl « heifit (stark) unerveichbar,
falls k ein starker Limes ist, d.h. falls 2" < « gilt fiir alle Kardinalzahlen p < k.

Zermelo nannte diese Zahlen 1930 Grenzzablen. Im gleichen Jahr untersuchten Sier-
pifiski und Tarski diese Verstirkung des Begriffs einer tiberabzihlbaren reguliren Limes-
kardinalzahl.
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Ubung
Es gibt unbeschrinkt viele Limeskardinalzahlen X; mit:
(l) R A= 7\'7
(i) 2" < X, fiir alle Kardinalzahlen p < X,

und diese Kardinalzahlen sind genau die Fixpunkte der Funktion 2,
d.h. diejenigen X; mit2y, = X;.
Die kleinste solche Kardinalzahl hat die Konfinalitit ®.

Wir finden also Kardinalzahlen, die viele Bedingungen der starken Uner-
reichbarkeit erfiillen, ,lediglich“ die Regularitit macht, wie fiir die schwache
Unerreichbarkeit, Schwierigkeiten. Schwach unerreichbar heifit also ,,regulir
und Fixpunkt der Alephreihe“. Unerreichbar heifit stirker ,regulir und Fix-
punkt der Bethreihe®.

Ein grofies Kardinalzahlaxiom behauptet die Existenz einer Kardinalzahl, die,
wenn sie denn existiert, intuitiv sehr grof§ sein mufi. So ist etwa

(U) = ,es existiert eine unerreichbare Kardinalzahl“

ein grofies Kardinalzahlaxiom, wobei unerreichbar immer stark unerreichbar
meint. Was genau eine grofie Kardinalzahl ist, 183t sich vielleicht gar nicht genau
definieren. Jedoch besteht aufgrund der sich ergebenden Struktur der grofien
Kardinalzahlaxiome heute eine ,,mathematische Einigkeit“ dariiber, welche Aus-
sagenals grofie Kardinalzahlaxiome zu gelten haben und welche nicht. Der Status
aller grofien Kardinalzahlaxiome ist dann der folgende. Sei (K) ein grofies Kardi-
nalzahlaxiom, etwa (U). Dann gilt:

(1) Esist prinzipiell moglich, daf§ in der iiblichen Mengenlehre non(K) beweis-
bar ist. Fiir viele Kardinalzahlaxiome gilt dies aber als sehr unwahrscheinlich.
Insbesondere wire ein Beweis von non(U) eine Sensation, die mit einem Be-
weis der Widerspriichlichkeit der iiblichen Mengenlehre selbst fast gleich-
wertig wire.

(2) Esist dagegen prinzipiell unmoglich, (K) innerhalb der tiblichen Mengen-
lehre zu beweisen.

(3) Esist sogar prinzipiell unméglich zu zeigen, daf§ die Hinzunahme von (K)
zur iiblichen Mengenlehre keine Widerspriiche mit sich bringt.

Der Grund fiir (2) und (3) ist: (K) beweist die Widerspruchsfreiheit der tibli-
chen Mengenlehre, hat also aufgrund des zweiten Gdodelschen Unvollstindig-
keitssatzes eine iiber die iibliche Mengenlehre hinausgehende logische Kraft.
Wir vergleichen die Situation noch einmal mit (CH): Sowohl (CH) als auch
non (CH) kénnen wir zur iiblichen Mengenlehre hinzunehmen, ohne die Wider-
spruchsfreiheit zu zerstéren. Und: Wir konnen beweisen, dafl wir die Wider-
spruchsfreiheit durch die Hinzunahme einer der beiden Aussagen erhalten. Fiir
(K) gilt: Vermutlich erhile die Hinzunahme von (K) die Widerspruchsfreiheit.
Man kann beweisen, daf§ dieses vermutlich nie in ein sicherlich verwandelt werden
kann. (Dagegen erhilt die Hinzunahme von non(K) immer die Widerspruchs-
freiheit, und daf} dies so ist, ist beweisbar.)
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Die Rechtfertigung fiir das Studium der grofien Kardinalzahlaxiome ist ihr
struktureller Reichtum, die Vielzahl der mit ihnen einhergehenden Phinomene,
und ihre Konsequenzen fiir die Mengenlehre und die Mathematik insgesamt.
Die Rechtfertigung fiir den Glauben an die relative Widerspruchsfreiheit der
grofien Kardinalzahlaxiome ist gerade dieser Theoriereichtum, und das klare
Bild, das man von ihnen heute, nach vielen Jahrzehnten der Untersuchung,
zeichnen kann. Die Last der moglichen Widerspriichlichkeit hat man zu tragen
gelernt. Schliefilich lifit sich ja auch die Widerspruchsfreiheit der iiblichen Men-
genlehre nicht in der tiblichen Mengenlehre beweisen.

Die systemimmanente Unbeweisbarkeit der grofien Kardinalzahlaxiome bringt
Sprechweisen wie ,,Glaube an relative Widerspruchsfreiheit“ mit sich, die Mathematiker
anderer Gebiete zuweilen an theologische Diskussionen erinnert. Diese Mathematiker
glauben aber in einem ganz dhnlichen Sinne auch an die Widerspruchsfreiheit der Arith-
metik oder des Mengenlehrefragments, das sie fiir ihre Beweise brauchen, ohne sich dazu
zu bekennen. Sie glauben also an weit mehr, als sie beweisen konnen.

Zu den strukturellen Besonderheiten der grofien Kardinalzahlaxiome gehort
ihre Linearitit: Von je zwei verschiedenen Kardinalzahlaxiomen (K;) und (K;)
beweist immer eines die Konsistenz des anderen. So entsteht eine lineare logi-
sche Skala. Es zeigt sich, daf§ natiirliche mengentheoretische Aussagen (A) mit
dieser Skala gemessen werden konnen: Fiir viele (A) hat man bewiesen, daf§ es
genau ein (K) gibt, das die gleiche mengentheoretische Stirke wie (A) hat. Glei-
che Stirke heifit genau: Aus der Widerspruchsfreiheit der iiblichen Mengenleh-
re erweitert um (A) folgt die Widerspruchsfreiheit der iiblichen Mengenlehre
erweitert um (K), und das gleiche gilt mit vertauschten Rollen von (A) und (K).
Der zweite Godelsche Unvollstindigkeitssatz macht diese Hierarchie moglich,
und wird spitestens jetzt geliebt und nicht mehr als drgerliche Begrenzung des
menschlichen Wissens empfunden. Die grofien Kardinalzahlaxiome ordnen die
Welt der nicht innerhalb der tiblichen Mathematik beweisbaren Aussagen, und
man kennt keine Gruppe von Axiomen, die dhnliches zu leisten imstande wire.

Wir besprechen noch einige weitere grofie Kardinalzahlen im Umfeld der
Unerreichbarkeit. Alle diese Kardinalzahlen gelten heute eher als klein. Das
Universum ist ein weites Feld, und die Galaxis, der die Sonne angehort, istin ge-
wisser Weise bereits riesig grofi, aber vom Blickpunkt eines Galaxienhaufens nur
ein Staubkorn im All

Neben (U) gibt es fiir jede Ordinalzahl o noch die stirkeren Axiome:

(U,) = ,es existieren o-viele unerreichbare Kardinalzahlen“.
Von noch grofierer logischer Stirke ist dagegen schon das Axiom:

(U*) = ,es existiert eine unerreichbare Kardinalzahl, die das Supremum
von unerreichbaren Kardinalzahlen ist“.

Weiter geht es nach mehreren Zwischenstufen wie etwa (U*,) mit:

(U*) = ,es existiert eine unerreichbare Kardinalzahl, die das Supremum von
unerreichbaren Kardinalzahlen ist, die selbst jeweils das Supremum
von unerreichbaren Kardinalzahlen sind*.
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Die Iteration derartiger Prinzipien hat Paul Mahlo zwischen 1911 und 1913 in
einer Reihe von singuliren, ihrer Zeit weit vorauseilenden Arbeiten untersucht
(mit Hausdorffs ,schwach unerreichbaren Kardinalzahlen“ von 1908 als Aus-
gangspunkt). Seine Uberlegungen fiihrten ihn zu den heute nach ihm benannten
Mahlo-Kardinalzahlen, die die erste Stufe ,hinter allen“ Operationen des Typs *
bilden. Derlei gibt es viele, wie wir sehen werden, auch solche des Typs +*.

Definition (o-unerreichbare Kardinalzablen)
Wir definieren « ist oi-unerreichbar fiir Kardinalzahlen x und
Ordinalzahlen o > 1 rekursiv wie folgt:

K heifdt 1-unerreichbar, falls k¥ unerreichbar ist.

K heifit (o0 + 1)-unerreichbar, falls x unerreichbar und
K = sup { L <K | Wist a-unerreichbar }.

K heifit A-unerreichbar fiir A Limes, falls ¥ oi-unerreichbar fiir alle o0 < A ist.

Die Rekursion dieser Definition kénnen wir streng genommen nicht rechtfertigen, da
z.B. {x | xistunerreichbar } unbeschrinkt in den Ordinalzahlen sein kann, und dann kei-
ne Menge mehr ist (vgl. Kapitel 13). Wir kénnen aber dennoch die Rekursion in eine iib-
liche Definition auflésen. Wir definieren also offiziell fiir o > 1 und Kardinalzahlen x:

K ist o-unerreichbar, falls gilt:
K ist unerreichbar und es gibt eine Folge (X, | 1 <y< o) mit:
@) X,c W(x),sup(X,) =xfiiralle 1 <y<a,
(i) X;={pu<x | pistunerreichbar },
(i) Xy, = {pe X, I sup(X,nW(u))=p} firallel <y<a,
(iv) Xy =M, X, fiir alle Limesordinalzahlen A < o..

Ist k¥ a-unerreichbar, so ist K auch B-unerreichbar fiir alle 1 <3 < o
Der Leser iiberlegt sich leicht, dafi die (o + 1)-unerreichbaren Kardinalzahlen
gerade die reguliren Fixpunkte der Reihe der o-unerreichbaren Kardinalzahlen
sind. In dieser Weise hat Mahlo 1911 die Hierarchie eingefiihrt.
Der maximale Komplexititsgrad fiir ein x in dieser Hierarchie ist:
,K ist k-unerreichbar®.
[z maximal: {1, | o< x) mit |, = ,das kleinste oi-unerreichbare p < x“ ist strikt auf-
steigend und konfinal in W(x), sodaf} die kleinste (k + 1)-unerreichbare Kardinalzahl
sicherlich grofier als k ist. ]

Es gibt aber noch trickreiche diagonale Verstirkungen der Hierarchie:
(U Les gibt ein x-unerreichbares k, das Limes von p-unerreichbaren W ist”,

usw, usf. Mahlo hat nun den Begriff gefunden, der jede derartige Diagonalisierung
ibersteigt. Er ergibt sich aus heutiger Sicht sehr leicht aus der Durchfiithrung des
Themas ,, Xisteine grofie Teilmenge von W(x)“. Dieses Thema ist vollig unabhin-
gigvon grofien Kardinalzahlen von fundamentaler Bedeutung, und wir wollen ihm
in aller Ruhe nachgehen, bevor wir zu Mahlos grofiartig-grofien Kardinalzahlen
zuriickkehren. Die Motivation ist: Wir suchen einen Begriff, der die Unerreichbar-
keits-Hierarchien transzendiert. Wir wollen herausfinden, was ,,es gibt viele uner-
reichbare Kardinalzahlen jedes *-"Typs unterhalb von x“ heifien konnte.
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Grofie Teilmengen einer Menge

Sei M eine Menge. Was ist ein guter Begriff fiir , X ist eine grofie Teilmenge
von M“? Versuchen wir, einige Anforderungen zu finden, die wir an einen sol-
chen Begriff stellen wollen. Die einfachste ist:

(+) IstX groff undist Y o X, so ist auch Y grof3.
Dariiber sind sich alle einig. Gewagter ist schon:
(++) Sind Xund Y grof}, so ist auch X n'Y grofi.

Fiir manche wird sich die duale Form ,;sind X, Y klein, so ist auch X U Y klein“
iberzeugender anhoren. Die in der endlichen Welt unsinnige Iteration dieser Idee
fithrt zur wahrhaft unentscheidbaren Frage, ab welcher Anzahl eine Menge von
Staubkornern stérend wird. Da wir nur mitunendlichen Mengen arbeiten werden,
istdie in (++) enthaltene endliche Iteration unproblematisch.

Schwarz-Weifi-Maler oder entscheidungsfreudige Personen fordern:

(+++) Ist X nicht grof}, so ist M - X grof}, d. h. jedes X ist grof§ oder klein.

Wie immer ist es die sich erst in der Untersuchung offenbarende Fiille von
Konzepten und ihre Interaktion mit anderen Begriffen, die zu guten mathemati-
schen Definitionen fithrt und sie rechtfertigt. Wihrend sich (++) als unverzicht-
bar erweist, bleibt die starke Forderung (+++) am besten speziellen Grofienbe-
griffen vorbehalten. Wir definieren demgemif} ,X ist grof} in einem gewissen
Sinne“ durch ,, X ist Element eines Filters“:

Definition (Filter und Ultrafilter)
Sei M eine nichtleere Menge, und sei F ¢ P(M).
F heifit ein Filter auf M, falls fir alle X, Y ¢ M gilt:
(i) D¢ F, MeF

(i) Xe Fund Yo X folgt Ye
(i) X,Ye F folgt XAYeF

Ein Filter F auf M heift ein Ultrafilter auf M, falls fur alle X ¢ M gilt:
(iv) Xe F oder M-Xe F

Jeder Filter F ist also ein ,gewisser Sinn“ von ,,X ist grof} in einem gewissen
Sinne“. Wie so oft haben wir eine Idee extensional gefafit.

Aus den ersten beiden Eigenschaften folgt: Ist X € F, soist M - X ¢ F. Denn
andernfalls wire X N (M - X) = & € F. Die Ultrafilter-Eigenschaft besagt, daf§
tatsidchlich immer entweder X oder M - X Element von F ist.

Anstatt fiir ,,groff“ kann man sich auch fiir , klein“ interessieren. Die zum Be-
griff eines Filters duale Definition lautet:
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Definition (Ideal und Primideal)
Sei M eine nichtleere Menge, und sei I ¢ P(M).
I heifit ein Ideal auf M, falls fiir alle X, Y = M gilt:

@) Yel, Me ],
(i) XelundYcX folgr Yel,
(i) X,Yel folgt XuYel
Ein Ideal I auf M heifit ein Primideal auf M, falls fiir alle X ¢ M gilt:
(v) Xel oder M-Xe L

Es ist Geschmackssache, ob man Filtern oder Idealen den Vorzug gibt. Die er-
zielten Resultate tibertragen sich immer auf den vernachlissigten der beiden Be-
griffe. Im folgenden bevorzugen wir zumeist ,,grofi“ statt ,klein“.

Beispiele fiir Filter sind: Sei M eine unendliche Menge. Dann ist
Fpin = {XcM | M - Xist endlich }
ein Filter auf M.

Ist IMI = k> @, und ist i < K eine unendliche Kardinalzahl, so ist
F., = {XcMI IM-Xl<p}
ein Filter auf M.

Das zweite Beispiel spezialisiert sich fiir i = ® zum ersten.

Ist M eine Menge und f : M — W(x) bijektiv, so iibersetzt f einen Filter F auf
M in einen Filter F/ auf W(k): F' = {Xc W(x) | f'”X e F}. Die zugrundelie-
genden Mengen M werden daher zumeist Kardinalzahlen sein. Ein weiterer
Grund, grofie Teilmengen von W(x) zu untersuchen, ist die ihnen innewohnen-
de Ordnung. Ist x eine Kardinalzahl, so ist:

Fr ={XcW(K) | XoW(k) - W(a) fiireino<x}

ein Filter auf M. Grofy wird hier als ,,X enthilt ein Endstiick von W (k) interpre-
tiert. Ist k2 o regulir, so ist der Endstiick-Filter identisch mit F_ .. Fir singulire
k> mist Fg c F. .

club-Mengen

»X istunbeschrinktin W(k)“ verletzt die Schnitteigenschaft von Filtern. Eine
Verstirkung der Unbeschrinktheit fithrt zu dem vielleicht interessantesten Fil-
ter auf W(x) - und zu den Mahlo-Kardinalzahlen.

Definition (unbeschrinkt, abgeschlossen, club)
Sei A eine Limesordinalzahl, und sei X ¢ W(A).

(1) X heilit unbeschrinkt in A, falls A = sup(X).

(1) X heifit abgeschlossen in A, falls fiir alle Limesordinalzahlen o < A gilt:
sup(X N W(a)) = a folgt oe X.
(1) X heifit cub in A, falls X abgeschlossen und unbeschrinkt in A ist.
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Der Ausdruck ,,club® ist eine Verballhornung von engl. closed-unbounded, und auch im
Deutschen bequem verwendbar. Wir konzentrieren uns im folgenden auf regulire Kardi-
nalzahlen A > m,. Vieles gilt allgemeiner auch fiir Limesordinalzahlen A mit cf(A) > o,.

Ubung
Sei k 2 ; regulir, und sei C € W(x). Dann sind dquivalent:

(i) Cistclubin k.
(i) Es gibt eine strikt aufsteigende stetige Folge f : W(x) — W(x)
mit C = rng(f).

Die folgenden auf den ersten Blick verbliiffenden Fakten werden oft verwendet.
Beliebige Funktionen auf reguliren tiberabzihlbaren Kardinalzahlen holen sich
club-oft selber ein, und stetige kofinale Funktionen haben club-viele Fixpunkte:

melg
Sei k 2 o, regulir, und sei f : W(x) — W(x) eine Funkdon. Dann gilt:
@) {oa<x | {"0cW(a) }istclubin x.
[Abgeschlossen ist klar. Zu unbeschrinkt betrachte o, = sup, ., 0.y,
fir o, = sup f”(o, + 1) fiir n < ®, mit oy < ¥ beliebig. ]

(ii) Istf stetig und konfinal in x, soist { o <k | f(a) = o } club in k.

Die monotone Aufzihlung (y, | o< x) einer club-Menge C  W(x) ist stetig
und konfinal in ¥ und hat also club-viele Fixpunkte. Club-Mengen sind sehr sta-
bil gegeniiber derartigen Ausdiinnungsprozessen.

Jede in x unbeschrinkte Menge X ¢ W(k) lifit sich kanonisch zu einer club-
Menge erweitern, indem man alle von X angesteuerten Punkte zu X hinzu-
nimmt:

Definition (Limespunkt und Abschiufs)
Sei X eine Menge von Ordinalzahlen, und sei A eine Limesordinalzahl.
A heific (innerer) Limespunkt von X, falls A < sup(X) und A = sup(X n W(R)).
Wir setzen:

Lim(X) = {A | Aistinnerer Limespunkt von X }.
X v Lim(X) heifit der Abschiufs von X.

Offenbar ist ein unbeschrinktes X ¢ W(x) genau dann club in %, wenn
Lim(X) < X gilt. Die Mengen Lim(X) und X U Lim(X) sind club in x fiir alle
unbeschrinkten X ¢ W(x).

Wir zeigen nun durch ein hiibsches Verflechtungsargument, daf§ die club-
Mengen von reguliren k 2 @, einen Filter bilden.

Satz  (Durchschnitt von club-Mengen)
Sei x = o, regulir, und seien C, D club in k.
Dann ist C N D club in .
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Beweis
C N D ist abgeschlossen in x :
Sei A =sup(C n D n W(Q)) fiir eine Limesordinalzahl A < x.
Dann ist A = sup(C " W(A)), also A € C wegen C abgeschlossen.
Analog giltAe D. AlsoAe Cn D.

C N D ist unbeschrinkt in x :
Wir definieren durch Rekursion iiber a < x:

Y20
Y2041 = »das kleinste ye D mity>yg fiir alle <2 o

»das kleinste ye C mity>yj fiir alle B <2 o,

Wegen « regulir ist v, < k fiir alle o0 < x.

SeiE={v, | A<x, ALimes}.

Dann ist E € C N D club in W(x), wovon der Leser sich mit Freuden
- iiberzeugt. Insbesondere ist C N D also unbeschrinkt in .

Wir beweisen hier (und in den folgenden Argumenten) viel mehr als wir brauchen. Der
Satz bleibt richtig mit der Voraussetzung cf(x) = o; (!) [abgeschlossen ist klar, und eine
o-Rekursion geniigt fiir die Unbeschrinktheit]. Wir begniigen uns hier aber mit der Be-
trachtung von reguliren x > ®;, und konstruieren ganze club-Mengen in Schnitten, um
die Unbeschrinktheit zu zeigen.

Allgemeiner gilt:

Ubung
Sei k 2 w; regulir, und sei B < k. Weiter seien C,, club in « fiir o0 < f.
Dann ist ﬂOKB C, club in .
[Definiere rekursiv fiir 6 < x, o0 < B:
Yp.5+a = »das kleinste ye C, mity>y, firallen<f-8 + o.”
Sei E={vg.5 | A<x, A Limes }. Dann ist E clubund E ¢ C,, fiir 0.< . ]

Definition (u-vollstindige Filter und Ideale)
Sei F ein Filter und sei 1 = o, eine Kardinalzahl.
F heifit u-vollstiindig, falls M X e F fiir alle X < F mit X <.
Analog heifit ein Ideal I p-volistindig, falls U X e I fiir alle X ¢ I mit IX1 <.

u-Vollstindigkeit ist also eine Verstirkung der Schnitteigenschaft von Filtern.
Speziell meint o;-vollstindig, daf§ Filter stabil sind unter abzihlbaren Schnitt-
bildungen.

Definition  (club-Filter, diinnes oder nichtstationdres Ideal)
Sei k 2 w; regulir. Wir setzen:

6, = {XcW(x) | esgibtein C € W(x) mit C club in x und C = X},
Fe = {XccW(K) | W(K)-Xe 6.}

@ heifdt der club-Filter auf x,
¥ heifit das diinne oder nichtstationdre Ideal auf x.
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Eine Teilmenge X von W(x) heifit konsequenterweise diinn oder nichistationdir
in x, falls X € $,. Die Bezeichnung ,,nichtstationir® wird gleich klar werden.
Wir haben mit der obigen Ubung gezeigt:

Korollar  (x-Vollstindigkeir des club-Filters)
Sei k> o, regulir.
Dann ist 6, ein k-vollstindiger Filter auf k.

Dual gilt: $, ist ein k-vollstindiges Ideal auf k.
Es gilt nun eine noch stirkere Durchschnittseigenschaft mit verbliffenden
Konsequenzen. Hierzu definieren wir:

Definition (diagonaler Durchschnitt und diagonale Vereinigung)
Sei ¥ 2 o eine Kardinalzahl, und sei X, € W(x) fiir o < K.
Dann sind der diagonale Durchschnitt A, . . X,, und die diagonale
Vereinigung V. X,, der Folge (X,, | o < x) definiert durch:
Ay Xy = {a<x | ae Xpfiiralle p<al,

Vo X = {a<k |l oe Xgfirein <ol

Der diagonale Schnitt und die diagonale Vereinigung haben eine einfache
geometrische Deutung. Fir X ¢ W(x) seien

X% = X U W(a+ 1), und =

: B
X~ = X - W(a+ 1). o :

: XgnW(B+1)ist
Dann gllt irrelevant fiir A, X,
A(X<KX0L = ma<KXa+’a’ )
V(x<1< Xa = Ua<KXa_’a- B

Anders: Wir interessieren uns bei den diagonalen Operationen nur fir das
ylinke obere Dreieck“ D = { (B, o) | B <ot <k } von W(k) x W(k), ausschliefilich
der Diagonalen, und bilden Schnitt und Vereinigung bzgl. D. Ein o < x wird in
den diagonalen Schnitt genau dann aufgenommen, wenn es zu allen Xg mit B <o
gehort. Analoges gilt mit ,einem® statt ,allen“ fiir die diagonale Vereinigung.

Der diagonale Schnitt taucht zum ersten Mal auf in [ Veblen 1908].

Ganz anders als der Schnitt und die Vereinigung hingen die diagonalen Ver-
sionen von der Aufzihlung der zu schneidenden Mengen ab. Dennoch sind sie
ymodulo club“ eindeutig bestimmt:

Ubung
Sei k = ; regulir, und seien X, Y, € W(x) fiir o < K mit
{Xg la<x} = {Y, | a<x}. Dann sind die symmetrischen Differenzen
Ay Xy A Ay Yy und Vo X, AV, Y, diinninx.

[Die Menge C = {a<x | {Xg | B<o}={Yg | B<oa}}istclubinx.]
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Club-Folgen kann nun auch ein diagonaler Schnitt nicht beeindrucken. Das
Ergebnis eines solchen Schnitts ist wieder eine club-Menge:

Satz  (iiber diagonale Schnitte)
Sei ¥ > o regulir, und seien C, club in « fiir o < .
Dannist A, C, clubin x.

Beweis
SeiD=A, . C,.
D ist abgeschlossen in « :
Sei A = sup(D n W(Q)) fiir eine Limesordinalzahl A < k.
Esgilt DN W) -W(B+1) c Cg fiiralle B <.
Also ist A Limespunkt von Cg fiir  <A.
Dann ist aber A € Cg fiir alle B <A, also A € D.

D ist unbeschrinkt in x :
Wir setzen ¥, = 0 und definieren durch Rekursion iiber 1 < o < x:

Yo = »daskleinste ye Mg, Cg mity> yg fiir alle p < o,
Wegen « regulir ist v, < k fiir alle o < .
Weiter ist (Y, | o < x) strikt aufsteigend und stetig.
AlsoistE={o<x | vy,=0a}clubin k.

- Nach Konstrukton gilt E ¢ D, also ist D unbeschrinket in x.

Man kann die Rekursion auch so definieren:
Ya = »daskleinste ymit: fiir alle B < o existiert ein § € Cg, 8 <ymit 8>y fiiralle ' < o.“
Dannistwieder E={a<x | vy, =0} clubin kund E € D. Der Beweis ruht dann nicht mehr
auf dem vorab bewiesenen Resultat, dafi der Schnitt von weniger als k-vielen club-Men-
gen wieder club ist, und die Schnitt-Sitze werden zu einfachen Korollaren zum Satz iiber
diagonale Durchschnitte. Eine schrittweise Niherung an die maximale Abgeschlossen-
heitseigenschaft von club-Mengen erscheint aber natiirlicher.

Definition  (normaler Filter und normales Ideal)
Sei ¥ > o eine Kardinalzahl und sei F ein Filter auf W(k).
F heifit normal, falls F abgeschlossen unter diagonalen Durchschnitten ist,
d.h.esgilt A, X, € F fiir alle (X,, | o< k) mit X, € F fiir alle o < .
Analog heifit ein Ideal T auf W(x) normal, falls I abgeschlossen unter
diagonalen Vereinigungen ist.

Ubung
Sei ¥ > o eine Kardinalzahl und sei F ein normaler Filter auf W (x).
Weiter gelte W(x) - W(a) € F fiir alle o < k.
Dann ist F k-vollstindig, und x ist regulir und iiberabzihlbar.

Wir haben gezeigt:
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Korollar  (Normalitit des club-Filters)
Sei k 2 ©; regulir. Dann ist €, ein normaler Filter auf W(x).

Dual gilt: 9, ist ein normales Ideal fiir regulire x > ;.

Stationire Mengen

Eine natiirliche Frage fiir jedes regulire x > o, ist: Ist jede Menge X ¢ W(x)
entweder in 6, oder in $,.? Mit anderen Worten: Ist 6, ein Ultrafilter ? Fiir den
Fall x = o, ist die Frage leicht zu verneinen:

Ubung
SeiSp={oa<w, | cf(a)=w}und S; ={a<m, | cf(ar) = w; }.
Zeigen Sie Sy, S; ¢ €, U 9.
[Ist C club in @,,s0ist CN Sy # B und C N S; #J.]

Allgemein gilt: Sind o < p < x regulir, soist Sy = {a<x | cf(a) =p} & €, U I,.

Definition (stationdir)
Sei K 2 o; regulir, und sei S € W(x). S heifit:

() stationdr, falls S ¢ 9.,
(ii) kostationdr, falls W () — S stationir ist,
(iii) stationir-kostationdr, falls S stationir und kostationir ist.
Wir setzen:
S = {XcW(x) | Xiststationir-kostationir } = P(W(k)) - (6. U $,).

Die stationir-kostationdren Mengen sind gerade die Mengen, die weder club-
grof} noch club-klein sind. Die Mengen Sg,S; € W(®,) aus der obigen Ubung
sind Beispiele fiir Mengen in &,,. Sie sind nicht ,,club-mefibar®.

Ganz P(W(x)) zerfillt, wie POW(K))

einst Gallien bei Cisar, in drei

Teile, nimlich in die paarweise
disjunkten Systeme €, $,, Fx. G,
Den Begriff der stationiren }

Menge hat Mahlo untersucht
(1911), die Bezeichnung ,statio-

nir“ stammt von Gérard Bloch =

stationire

g, Mengen 6, U

(1953). Die Wortwahl ist moti- ¢
viert durch die folgenden Fakten,
die stindig gebraucht werden:

diinne Mengen $,
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Ubung
Sei k 2 ®; regulir, und sei S € W(x). Dann sind dquivalent:

(i) S iststationdr in K.
(i) SNC # & firjede club-Menge Cin k.

Ubung
Seien x 2 o; regulir, C € 6, und S stationir in K.
Dann ist C N S stationir in K.

Wir werden unten zeigen, dafl & stets sehr reich ist. Bislang haben wir noch
nicht ausgeschlossen, dafy &, = @. Zuvor besprechen wir noch eine erstaunliche
Konsequenz der Abgeschlossenheit von club-Mengen unter diagonalen Schnit-
ten: Regressive Funktionen, die auf betrichtlichen Mengen definiert sind, sind
auf betrichtlichen Mengen konstant.

Definition (regressive Funktionen)
Seien ¥ 2 @; regulir, Sc W(x) und f: S — W(x).
f heifit regressiv auf S, falls f(o)) < o fiiralleove S - {0} gilt.

Korollar (Satz von Fodor)
Sei k¥ > o regulir, und sei S € W(x) stationir.
Weiter sei f: S — W(x) regressiv auf S.
Dann existiert ein 6 < x derart, daff { oo € S | f(o) = 0 } stationir in K ist.

Dieser Satz erscheint in [ Fodor 1956], Vorstufen davon finden sich in [ Alexandrov /
Urysohn 1929].

Beweis
O.E. gilt 0 ¢ S. Annabme, ein 6 < x wie im Satz existiert nicht.
Dann ist Ag = {1 { 6} diinn fiir alle 6 < ¥ und damit ist V., A diinn.
Wegen f regressiv ist aber A; € W(x) - W(o + 1) fiir alle 0 < k. Also ist
— S =UgAs = Voo Ag diinn, im Widerspruch zu S stationir.

Es gibt also unterhalb der Diagonalen keine streng monoton wachsenden
Funktionen auf einer reguliren Kardinalzahl k> @, ! Man vergleiche dies mit der
Funktion f: N -{0} — Nmitf(n)=n-1.

Der Satz von Fodor istim Grunde nur eine Umformulierung der Abgeschlos-
senheit von club-Mengen unter diagonalen Schnitten:

Ublmg
Sei ¥ 2 w; regulir, und seien C, € W(x) club in x fiirr o < k.
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Fodor, dafl A, C,, club in x ist.

[ Andernfalls ist f mit f(a) = sup({ < | Be Cy}) regressiv auf einer
stationdren Menge. ]
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Ulam-Matrizen

Bevor wir nun zu den Mahlo-Kardinalzahlen kommen, betrachten wir noch
die bislang etwas dunkel gebliebenen stationir-kostationiren Mengen. Speziell
fiir k¥ = o ist die Existenz von derartigen Mengen ein nichttriviales, nicht-ele-
mentares Resultat. Allgemein existiert eine Zerlegung einer stationiren Menge
auf k in K-viele paarweise disjunkte stationire Teile.

Von den definierbaren Konfinalitits-Aussonderungen S, = { <% | cf(a) = }
fiirregulire ® < < K und regulire k> , einmal abgesehen, miissen sehr abstrakte
Argumente verwendet werden, um iberhaupt stationir-kostationire, also halb-
grofie-halbkleine Mengen zu finden. Die folgende Konstruktion gehort zu den
Juwelen der kombinatorischen Mengenlehre. Sie stammt von Stanistaw Ulam und
findetsich in einem etwas anderen Zusammenhang in einer epochalen Arbeit von
Ulam aus dem Jahr 1930.

Definition (Ulam-Matrix)
Sei 1 = o eine Kardinalzahl, und sei x = u*.
Xy, | v<u, a<x)heifit eine Ulzm-Matrix auf x, falls gilt:

(i) X, ocW(x) firallev<p,a<x,
(i) Uyy Xy, 0 = W(K) - W(a) fiir alle oo < ¥,
(i) Xy, 4N X, p = fiirallev<pundalle o, f<xmito=f.

Die Spalten der Hohe p einer Ulam-Matrix erginzen sich also zu fast ganz
W(k), wihrend die x-vielen Eintrige auf jeder Zeile der Matrix paarweise dis-
junkt sind.

Satz  (Existenz von Ulam-Matrizen fiir Nachfolgerkardinalzablen)
Sei 1 > o eine Kardinalzahl, und sei x = p*.
Dann existiert eine Ulam-Matrix auf .

Beweis

Fiir B < x sei

gp = »ein surjektives g: W(n) — W(B + 1)“

Wir setzen fiir v < L und o < K:

Xv,(x = {B<xl gB(V) =}
— Dannist(X, , | v<u, a<x)wie gewiinscht.

Das Argumentist ebenso originell wie irritierend einfach. Die Konsequenzen fiir

die Mafitheorie sind weitreichend (s.u.). Fiir hier geniigt uns die Anwendung einer
Ulam-Matrix auf stationire Mengen: In jeder Spalte einer Ulam-Matrix auf k="

sitzt zumindest eine stationire Menge, und ein einfaches Stabilitdtsargument fiir
den zugehorigen Zeilenindex liefert dann den folgenden Zerlegungssatz.
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Korollar  (Existenz von stationiren Zerlegungen)
Sei 1 > o eine Kardinalzahl, und sei x = u*.
Dann existiert eine Menge © von paarweise disjunkten
in ¥ stationiren Mengen mit |©1 =x.

Beweis
Sei (X, o | v<u, o< x) eine Ulam-Matrix auf x.
Fir o < x sei:

f(o) = ,daskleinste v < u mit X, , stationar®.

Ein solches v existiert, denn U, ., X, , = W(x) - W(a) ist nicht diinn fiir alle
o< ¥, also nicht die Vereinigung von pi-vielen diinnen Teilmengen von W(x).
Wegen cf(x) = k> |l existiert ein A € W(x) mit Al = x und ein
V¥ < umit f(or) = v* fiir alle o € A.

— Dannist © ={ X, , | o€ A} wie gewiinscht.

Eine Variation der Konstruktion zeigt:

Ubung
Sei k = u* fiir eine Kardinalzahl u > o, und sei S € W(x) stationir in k.
Dann existiert eine Menge & von paarweise disjunkten Mengen mit:
(1) TcSfiralleTe &,
(if) T ist stationir in x fiir alle T € &,
i) 1©1=x.
Ein analoges Zerlegungsresultat wie im Satz oben und in der Ubung ist nicht nur fiir

Nachfolgerkardinalzahlen « = u*, sondern auch fiir regulire Limeskardinalzahlen « giil-
tig, wie Solovay 1971 gezeigt hat.

Speziell ist also ¥, sehr reichhaltig, und es ergeben sich eine Menge von
schwierigen Fragen iiber die Struktur des club-Filters auf o, oder allgemeiner
auf reguliren Kardinalzahlen x. Die Energie, die in den letzten Jahrzehnten in
der mengentheoretischen Forschung auf die Untersuchung von €, verwendet
wurde, diirfte in etwa der Energie entsprechen, die in die Kontinuumshypothese
investiert wurde. Zwei Strukturfragen, die man iiber die stationir-kostationiren
Mengen ¥, auf o, stellen kann, sind:

(1) Existiert eine Folge (S, | oo < ;) in ¥, mit:
Sa M Sy ist diinn fiir alle o, B < @, mita#f ?
(2) Existiert eine Folge (S, | o< @) in &, mit:
Fiir alle X € ¥, existiert ein o0 < 0; mit X - S, ist diinn ?

Ist die Antwort auf die erste Frage nein, so sagt man, dafl 6, o,-saturiert ist.
Ist die Antwort auf die zweite Frage ja, so sagt man, daff ‘6., w;-dicht ist.

Ubung
Ist 6, ;-dicht, so ist 6, ,-saturiert.
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Die beiden Fragen lassen sich in der tiblichen Mengenlehre nicht beantwor-
ten, wobei der notorische Zusatz ,es sei denn, die Mengenlehre ist wider-
spruchsvoll“ hier heiflen muf: ,es sei denn, die um grofie Kardinalzahlaxiome
erweiterte Mengenlehre ist widerspruchsvoll“. Im Gegensatz zu (CH) und
non(CH) - und analog zu non (SCH) - erfordert die Konstruktion von Model-
len, in denen €, ®,-saturiert oder sogar w;-dicht ist, grofie Kardinalzahlen als
Baumaterial. Umgekehrt liefern die beiden kombinatorischen Prinzipien grofie
Kardinalzahlen in sog. inneren Modellen, die dhnlich wie Gédels Modell L fiir
(CH) sorgfiltig von unten aufgebaut sind, und dabei aber im Gegensatz zu L
von V Objekte stehlen, die grofien Kardinalzahlen zugeordnet sind. Die verwen-
deten und zuriickgewonnenen Kardinalzahlen sind viel, viel grofier als uner-
reichbare und mefibare Kardinalzahlen, es handelt sich um die sog. Woodin-
Kardinalzahlen (benannt nach dem Mengentheoretiker Hugh Woodin).

Die Saturiertheits- und Dichtheits-Resultate tiber den club-Filter auf ®; stammen aus
dem Ende des 20. Jahrhunderts. Sie erfordern sehr aufwendige Techniken, und eine Viel-
zahl von Forschern hat zu dem Gebiude beigetragen, das derartige Untersuchungen er-
moglicht. Wir verweisen den Leser hier auf den Kommentar zum Literaturverzeichnis,
und von dort aus auf die neuere Lehrbuchliteratur, die sich solchen Spezialfragen widmet.

Mahlo-Kardinalzahlen

Nach diesem kombinatorischen Interregnum kénnen wir nun Mahlo-Kardinal-
zahlen definieren, ohne dafi diese Definition einfach vom Himmel fallen wiirde.
Wir fordern nun nicht nur wie etwa fiir ,,x ist 2-unerreichbar®, daff unbeschrinkt
viele unerreichbare Kardinalzahlen unterhalb von x ihr platonisches Dasein fristen,
sondern dafy unerreichbare Kardinalzahlen unterhalb von x ,,betrichtlich“-oft vor-
kommen. Club-oft kénnen wir sicher nicht fordern, weil jede club-Menge ein Ele-
ment der Konfinalitit o enthilt (!), wihrend unerreichbare Kardinalzahlen regulir
sind. Das Beste, was man haben kann, ist stationir-oft. Und das tuts:

Definition (Mahlo-Kardinalzahl)
Sei k 2 o, regulir. x heifit eine Mablo-Kardinalzabl, falls gilt:

{uw<x | wist unerreichbar } ist stationir in K.

Paul Mablo (1911): ,,Wir kénnten unser Untersuchungsgebiet [ Hierarchien von uner-
reichbaren Kardinalzahlen] noch beliebig erweitern und kimen doch immer zum glei-
chen Resultate, so lange wir nur mit den sich sukzessive ergebenden Zahlen operieren.
Aber zugleich kann man die Gesamtheit der so zu erzeugenden Zahlen in eine Klasse
zusammenfassen und ihrer Reihe eine Zahl p; , [die kleinste Mahlo-Kardinalzahl] mit
folgender Eigenschaft ... folgen lassen: wie auch eine Reihe von Zahlen Olg, Oy, ... Mit
P10 als Limes aufgestellt wird, stets sollen p; ( verschiedene Abschnitte davon mit -
Zahlen [reguliren Zahlen] als Limites existieren... ebenso kénnen wir weitere Zahlen
von entsprechender Eigenschaft wie p;  definieren, die wir py-Zahlen [Mahlo-Kardi-
nalzahlen] nennen.“
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K ist also nach Mahlos Definition eine py-Zahl, falls gilt: fiir alle in k unbeschrinkten A
c W(xk) ist I{ n <k | pist regulir und ein Limespunkt von A }| = x. Diese Definition ist
gleichwertig mit ,,{ i < x | W ist schwach unerreichbar } ist stationir in k“.

Der Ausdruck ,lassen wir folgen® ist typisch fiir Mahlos Sichtweise und lifit sich als Re-
flexionsprinzip formulieren: Das, was ganz am Ende der Ordinalzahlreihe stattfinden wiir-
de, konnten wir sie noch verlingern, findet bereits irgendwo auf der Ordinalzahlreihe statt.

Oftenbar ist eine Mahlo-Kardinalzahl unerreichbar und ein Limes von uner-
reichbaren Kardinalzahlen, also 2-unerreichbar. ,,Stationir oft“ liegt insgesamt
hinter allen durch Diagonalisierung von unten entstehenden Ausdiinnungs-
Hierarchien der Unerreichbarkeit. Zwei Beispiele gibt der folgende Satz:

Satz  (Transzendenzvon Mablo-Kardinalzablen iiber Unerveichbarkeits-Hierarchien)
Sei K eine Mahlo-Kardinalzahl. Dann ist K eine K-unerreichbare
Kardinalzahl. Stirker gilt: {pu < | pist p-unerreichbar } ist stationdr in k.

Beweis
Sei S ={ o<« | aist unerreichbar }.
Wir definieren fiir 1 < a < k club-Mengen C, € W(x) rekursiv durch:

C, = SuLim(S),
Cy.1 = Lim(C,nS) fiir a <K,
C, = Ny C, fir Limesordinalzahlen A < .

Fir 1 <oa<xistdann S, = C, N S stationir in K.
Eine einfache Induktion tiber 1 < o < k zeigt:

So = {U<x | wist o-unerreichbar } fir alle 1 <o < .

Also ist x eine K-unerreichbare Kardinalzahl, denn x = sup(S,,) fiir alle o < x.
SeiD=A,_ C,. Dannist D club in ¥, also ist S* = D N S stationir in K.
— Aber S* ={ <« | wist p-unerreichbar }.

Man kann nun analog zu o-unerreichbar o-Mahlo definieren, etwa:
HK ist 2-Mahlo“ falls ,{ o< | o ist Mahlo } ist stationir in K“,
yk ist 3-Mahlo“ falls ,{ oo< | o ist 2-Mahlo } ist stationir in ¥,
usw., bis hin zu
yK ist k-Mahlo“ falls ,{ o< x | o ist f-Mahlo } ist stationir in x fur alle B < k“.

Die nichste Stufe wire dann ,,{ oo <k | o ist a-Mahlo } ist stationir in K“, usw.

Uber derartige Hierarchien hinausgehend interessiert sich der faustische
Geist aber vor allem fiir Prinzipien, die andere Prinzipien transzendieren, so wie
Mahlo-Kardinalzahlen die Hierarchien der Unerreichbarkeit transzendieren. Es
gibt Dutzende solcher Prinzipien mit klingenden Namen wie schwach kompakt,
unbeschreibbar, subtil, mefSbar; stark, superkompakt, usw. Gerade noch in den Zeit-
rahmen 1870 - 1930, der den Kern dieses Buches bildet, fallen die mefibaren
Kardinalzahlen. Der Leser mag ohnehin bereits fragen: Wo sind eigentlich die
Ultrafilter geblieben ? Eigenschaft (+++) von ,grofien Teilmengen® sah nach ei-
ner verniinftigen Forderung aus ...
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Mefibare Kardinalzahlen

Wir haben in den club-Filtern x-vollstindige Filter auf reguliren x = ®; ge-
funden. 6, ist aber niemals ein Ultrafilter: Es gibt X € W(x), die weder in 6,
noch in $, sind.

Triviale Beispiele fiir vollstindige Ultrafilter sind nun:

Definition (triviale Ultrafilter oder Hauptultrafilter)
Sei M eine Menge und sei x € M.
Dann heifit U, ={ X c M | x € X} der von x erzeugte triviale Ultrafilter
oder Hauptultrafilter auf M.

Hauptultrafilter auf Mengen M mit IM| = x > o sind k-vollstindig. Andere
Ultrafilter fallen einem nicht so ohne weiteres ein, und die Fragen formulieren
sich nun fast von selbst:

Gibt es iiberhaupt nichttriviale Ultrafilter auf W (x) ¢
Wenn ja: Gibt es x-vollstindige nichttriviale Ultrafilter auf W (x) ¢
Die erste Frage lafit sich mit jz beantworten. Ulam hatte 1929 einen nichttri-

vialen Ultrafilter auf W(w) konstruiert, und Tarski bewies dann das folgende all-
gemeine Resultat (1929):

Satz  (Existenzsatz von Tarski-Ulam iiber Ultrafilter)
Sei M eine nichtleere Menge, und sei F ein Filter auf M.
Dann existiert ein Ultrafilter U auf M mit U o F.

Beweis
Sei# ={ G2 F | Gistein Filter auf M }.
Dann ist % ein Zermelosystem (!). Sei also U ein Ziel von %.
Wir zeigen, dafl U ein Ultrafilter auf M ist.
Wegen U € & ist U ein Filter.
Seialso Y € M. AnnabmeY ¢ Uund M -Y ¢ U. Dann gilt:

(+) XNnY # D firalleXe U.

[Denn andernfalls existiert ein X € Umit X c M -,
und dann wire M - Y € U wegen X € U und U Filter. ]

Wir setzen nun:
U ={Z17Z 2XNnY fireinXe U}
Dann ist U’ ein Filter auf M.

[P e U folgtaus (+).

IstZe U'undZ' 27, soist Z’ € U’ nach Definition von U".
Seien also Z,, Z, € U’. Dann existieren X;, X, € U mit

ZIQXI(.\Y und ZzQXZQY
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Dannist21 ﬁZz 2X1 ﬁXz nY.
Alsoist Z; nZ, € U wegen X; N X, € U, da U Filter. ]

Offenbar gilt Uc U . AberY=MnYe U,alsoUc U,
= im Widerspruch zu U Ziel von %.

Eine alternative Konstruktion ist: Wir zihlen P(M) - F als (X, | oo < B)und fiigen dann
rekursiv zu F diejenigen X, hinzu, fiir die (+) gilt (wobei dann U = F jeweils der Stand der
rekursiven Konstruktion ist). Das Endprodukt dieser Rekursion ist ein Ultrafilter auf M,
der F fortsetzt.

Damit haben wir die Existenz nichttrivialer Ultrafilter auf unendlichen Men-
gen bewiesen: Ist F = { X c M | M - X endlich } und U o F ein Ultrafilter, so ist
U nichttrivial. Stirker wissen wir, daf} es fiir alle reguliren x > w; einen Ultrafil-
ter U gibt, der 6, fortsetzt. Nichts in der Konstruktion dieses Ultrafilters garan-
tiert uns aber, daff die k-Vollstindigkeit von €, bei der Erweiterung erhalten
bleibt. In der Tatist die Existenz eines nichttrivialen x-vollstindigen Ultrafilters
ein starkes grofies Kardinalzahlaxiom:

Definition (mefSbare Kardinalzahlen)
Sei x = w; eine Kardinalzahl. k heifit #zefbar; falls ein nichttrivialer
K-vollstindiger Ultrafilter auf W(x) existiert.

Mefibare Kardinalzahlen gehen auf Ulam (1930) zuriick. Ulams Untersu-
chungen konzentrierten sich auf Grundlagenprobleme der Mafitheorie, und sei-
ne mefibaren Kardinalzahlen heifien heute reellwertig mefibare Kardinalzahlen.
Wir diskutieren Ulams Begriffe unten und verweilen erst einmal bei der obigen
Definition der Mefibarkeit, die sich als die richtige herausgestellt hat.

Eine einfache Beobachtung ist:

Ubung
Sei k 2 w; regulir, und sei U ein Ultrafilter auf W(x).
Weiter sei T <  eine Kardinalzahl, T > ®;. Dann sind dquivalent.
(i) Uistt-vollstindig.
(i) Firalle{X, | a<A), A<, gilt:
Ist Uy X, € U, so existiert ein oo < A mit X, € U.

[Das duale Primideal I = { X € W(x) | W(x) - X € U} hat die gleichen
Vollstindigkeitseigenschaften fiir Vereinigungen wie U fiir Schnitte. ]

Weiter sind mefibare Kardinalzahlen in jedem Falle regulir:

Ubung
Sei k eine mefibare Kardinalzahl. Dann ist x regulr.
[Andernfalls ist W(x) = Uy, X mit A< kund 1X, | <xfiira<A.

Aber X ¢ U fiir X ¢ W(x) mit |X| <k nach der Ubung oben,
denn X=U,.x{a}und{o}e Ufiiralle o < x.]
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Zwei Fragen, die sich stellen, sind:
(1) Wie grof} sind mefibare Kardinalzahlen?
(2) Existieren m,-vollstindige Filter auf W(x) fiir gewisse regulire x > o, ?

Zur ersten Frage:

Satz  (Unerreichbarkeit von mefSbaren Kardinalzahlen)
Sei k eine mefibare Kardinalzahl. Dann ist k¥ unerreichbar.

Beweis
Als mefibare Kardinalzahl ist x regulir und iiberabzihlbar.
Es geniigt zu zeigen: 2" < « fiir alle p < x (dann ist K ein starker Limes).
Annabme 2" > x fiir eine Kardinalzahl p < «x.
Dann existiert eine Folge (Y, | 0. < k) von paarweise
verschiedenen Teilmengen von W(u).
Sei U ein nichttrivialer k-vollstindiger Ultrafilter auf W(x).
Fiir v < pu setzen wir:

X - {vy<xlveY,}, falls diese Menge in U ist,
Voo {y<xlveY,}, sonst.

Dann ist X = ﬂvw X, e U.

Seien o, B € X. Dann gilt fiir alle v <

(+) ve Y, gdw veYs.
[Andernfallsisto.E.ve Y, undv e Yg.

Ist{y<xlveY,}e Usoist e X,,also e X, Widerspruch.
Ist{y<xlveY,}e Usoistag X,,also o ¢ X, Widerspruch.]

— Alsoista = . Dann hat aber X € U héchstens ein Element, Widerspruch.

Die sich anschlielende Frage, ob die kleinste mefibare Kardinalzahl echt grofier
als die kleinste unerreichbare Kardinalzahl ist, war mehrere Jahrzehnte lang ein
offenes Problem, bis sie von Hanf und Tarski gegen 1960 tiber die Zwischenstufe
der schwach kompakten Kardinalzahlen bejahend gelst werden konnte [ Hanf
1964]. Der Beweis ist heute modulo der in den 60er Jahren des 20. Jahrhunderts
entwickelten Ultraprodukt-Technologie sehr einfach zu fithren, sprengt aber den
Rahmen dieser Darstellung. Es zeigt sich, daf} sich mefibare Kardinalzahlen zu un-
erreichbaren Kardinalzahlen wie Elefanten zu Miicken verhalten. Mefibare x sind
insbesondere Mahlo-Kardinalzahlen. Man kann weiter zeigen, daf auf mefibaren
Kardinalzahlen immer auch ein normaler nichttrivialer Ultrafilter existiert, und
fiir einen normalen Ultrafilter U auf W (k) gilt dann z.B.:

{ o <x | aist eine Mahlo-Kardinalzahl } € U,
d.h. aus der Sicht des Ultrafilters U besteht W(x) im wesentlichen aus Mahlo-
Kardinalzahlen!

Der Leser kann versuchen, einige Hierarchien aus den genannten Kardinal-
zahlen zusammenzubauen und als grobe Zwischenstufen einer sehr feinen Hier-
archie etwa betrachten:



9. Grofie Teilmengen und grofie Kardinalzahlen 333

»es gibt ein mefibares 1 und eine unerreichbare Kardinalzahl grofier als x“,
»es gibt ein mefibares k und eine Mahlo-Kardinalzahl grofier als x“,

»es gibt zwei mefibare Kardinalzahlen®,

»es gibt einen unerreichbaren Limes ¥ von mefibaren Kardinalzahlen®,

»es gibt ein k mit { L <k | p ist mefibar } ist stationdr in x*,

»es gibt einen mefibaren Limes k von mefibaren Kardinalzahlen®, usw.

Mefibare Kardinalzahlen sind in der Mengenlehre unter anderem deswegen so promi-
nent, weil fiir sie eine Umformulierung existiert, die in vielen Varianten dann immer wie-
der auftritt und den Kern der grofien Kardinalzahlaxiome ans Licht bringt. Sie betrifft
sog. elementare Einbettungen j: V. — M (ungleich der Identitit, M transitiv). Grob ge-
sagt bedeutet das: Eine Aussage iiber ein Objekt x ist im Universum V genau dann wahr,
falls j(x) in M wahr ist. Ist j eine solche Einbettung, so existiert crit(j) = ,,das kleinste o
mit j(cot) > 0, der kritische Punkt von j. Die Existenz einer elementaren Einbettung mit x
= crit(j) ist dquivalent zur Mefibarkeit von k: Zur Konstruktion von j aus einem x-voll-
stindigen nichttrivialen Ultrafilter werden die erwihnten Ultraprodukte verwendet.
Umgekehrt erhilt man einen sogar normalen Ultrafilter U auf W(x) aus j mit crit(j) =
einfach durch U={X cW(x) | ke j(X) }.

Noch stirkere Axiome fordern, dafi sich M und Vin j: V — M sehr dhnlich sind.
Kenneth Kunen zeigte 1971, dafi M = V nicht gelten kann, und diese Unméglichkeit einer
elementaren Einbettung j : V. — V ist vielleicht die obere (inkonsistente) Schranke fiir
grofie Kardinalzahlaxiome.

Wir erwihnen noch ein weiteres fundamentales Resultat, das der Zusammenhang zwi-
schen mefibaren Kardinalzahlen und elementaren Einbettungen in wenigen Zeilen lie-
fert: In Godels Modell L existieren keine mefibaren Kardinalzahlen. Dies hat Dana Scott
1961 gezeigt. Der Grund in einem Satzist: Istj: L — M eine elementare Einbettung, so
gile M =L.

Die zweite obige Frage betrifft das Verhiltis der Abschwichung der x-Voll-
stindigkeit zur m;-Vollstindigkeit. Hierzu:

Definition (Additivitit eines Filters)
Sei M eine unendliche Menge, und sei F ein Filter auf M.
Dann ist die Additivitit von F, in Zeichen Add(F), definiert durch:
Add(F) = ,das kleinste p mit: Es gibt X, € F, o<, mit My, X, & F€,

falls ein solches W existiert.
Andernfalls setzen wir Add(F) = IMI*.

Es gilt also Add(F) = o fiir alle Filter F, und Add(U) = x fiir k-vollstindige
nichttriviale Ultrafilter U auf W(x). Fir triviale Ultrafilter U auf W(x) ist
Add(U) =x".

Die Additivitit eines Filters ist immer eine regulire Kardinalzahl:

Ubung
Sei F ein Filter auf M. Dann ist Add(F) regulir.
[Ist X, € F fiir o< pu = Add(F), soist Y = ﬂagﬁ X, € F fiir <y, und

es gilt My Xo = Myecs Yp, fiir alle in p konfinalen (B, 1 y< cf(w)).]
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Fiir Ultrafilter gilt nun stirker:

Satz  (Additivitat und MefSharkeit)
Sei ¥ 2 o, eine Kardinalzahl, und sei U ein nichttrivialer Ultrafilter
auf W(x) mit Add(U) > w,.
Dann ist Add(U) eine mefibare Kardinalzahl.

Beweis
Sei u = Add(U). Dann existieren (paarweise disjunkte) X, ¢ W(x)
mitX, ¢ Ufirv<pund U, , X, e U.
Wir definieren E ¢ P(W()) durch:

YeE gdw U, yX, € U.

Offenbar ist E ein nichttrivialer Ultrafilter auf W(p).

Weiter ist E p-vollstindig. Denn andernfalls gibt es ein A < 1L und
Y < W(w) mit Yy ¢ E fiir alle p <A derart, daf Y = U, Y € E.
Fiir B < A sei

Dannist Ug, Zg=U, .y X, e U.
Also existiert wegen A < i = Add(U) ein B* <A mit Zg. € U.
— Dannistaber Yg- € E nach Definition von E, Widerspruch.

Korollar
Sei k die kleinste Kardinalzahl, fiir die ein o, -vollstindiger
nichttrivialer Ultrafilter auf W(x) existiert. Dann ist ¥ mefibar.

Schon die Existenz eines nichttrivialen Ultrafilters auf W(x), der gegeniiber

abzihlbaren Durchschnitten abgeschlossen ist, impliziert also die Existenz einer
mefibaren Kardinalzahl p < !

Maf3e auf iiberabzihlbaren Mengen

Das Folgende wiirde eine ausfiihrlichere separate Darstellung mit einer sorgfiltigen
und historisch orientierten Einleitung verdienen. Wir begniigen uns hier mit einem
Uberblick, der viele ad-hoc-Definitionen enthalten wird. Ziel ist lediglich, die Briicke zur
Mafitheorie aufzuzeigen, und dies nicht nur aus historischer Sicht. Der nicht an Fragen
der reellwertigen Mafitheorie interessierte Leser kann diesen Zwischenabschnitt pro-
blemlos iiberschlagen.

Die Frage nach der Existenz von vollstindigen Ultrafiltern ergab sich zwang-
los aus dem Studium des Filterbegriffs. Historisch verlief die Sache auf einem
Nebengleis, dem die Theorie den Namen ,,mefibar“ zu verdanken hat: Ulam un-
tersuchte Fragen der Mafitheorie, als er auf das Phinomen hinter den mefibaren
Kardinalzahlen stief3.
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Mathematiker lieben die abstrakte Mefikunst. Sie ordnen dabei einer Menge
eine nichtnegative reelle Zahl zu - das Maf§ der Menge. ,,Maf} von® ist wie ,,grofie
"Teilmenge von® extensional ,,in einem bestimmten Sinne® zu fassen, in diesem
Fall durch eine Funktion. Die zugehorigen mathematischen Begriffe kristalli-
sierten sich Anfang des 20. Jahrhunderts heraus. Wir verwenden sie hier in der
folgenden Form:

Definition (Inhait)
Sei M eine unendliche Menge, und sei I: P(M) — [0, 1] cR.
L heifit ein (nichttrivialer) Inbalt auf M, falls gilt:
(@) 1(@) =0, IM) =1, (Normierung)
(i) I({x}) =0 furallexe M, (Nichttrivialitit)
(iii) I(A) < I(B) firalle AcBc M, (Monotonie)
(iv) T(Up<icn A)) = Zp<icn I(A}) fiir alle n < ® und alle
paarweise disjunkten A; c M, 0<i<n. (endliche Additivitit)

Definition (Maf3)
Sei I ein Inhalt auf M. I heifit ein (nichttriviales) MafS auf M,
falls zusitzlich folgende o-Additivitat (oder w;-Additivitit) gilt:

I(UicoA) = Zico I(A) (= supnco Zo<ic<a I(A)))
fiir alle paarweise disjunkten A; € M, i < o.

Der bevorzugte Buchstabe fiir Mafie ist im folgenden nicht I, sondern p.

Analytiker, Wahrscheinlichkeitstheoretiker und Physiker wiren ohne abzihlbare Grenz-
iberginge und Vertauschungen von bestimmten Operationen - etwa das Herausziehen eines
Limes aus einem Integral - hochst ungliickliche Geschopfe, und dies erklirt, warum in vielen
Bereichen der Mathematikvon Mafien die Redeist,und Inhalte eine eher untergeordnete Rol-
le spielen. Die 6-Additivitit wurde bereits von Borel 1898 in den Mittelpunkt geriickt.

Die nichttrivialen Ultrafilter auf M entsprechen den 0-1-wertigen Inhalten auf
M, d.h. den Inhalten I mit rng(I) ={0, 1 }: Gegeben U betrachten wir den Inhalt
I'mitI(A) =1, falls A € U, I(A) = 0 sonst. Gegeben einen 0-1-wertigen Inhalt I
setzenwir U={AcM | I(A) =1}. Nach dem Ultrafiltersatz von Ulam-Tarski exi-
stiert insbesondere also immer ein Inhalt auf einer unendlichen Menge M.

Analog entsprechen die o;-vollstindigen nichttrivialen Ultrafilter auf M den
0-1-wertigen Mafien auf M. Wir wissen, daf§ vollstindige Ultrafilter schwer zu
haben sind. Im Gegensatz zur Ultrafiltertheorie haben wir nun aber die ibliche
Flutreeller Werte zur Verfiigung, und nicht nur 0 oder 1. Mafie werden also viel-
leicht leichter zu konstruieren sein ...

Mafie auf abzihlbaren Mengen lassen sich leicht angeben: Fiir A c W(®) setze
W(A) =, o 172D Dann ist u ein Mafl auf W(w) (1/2 +1/4+1/8 + ... =1).
Dagegen existieren keine 0-1-wertigen Mafie auf W () !

Zwei Grundprobleme der Mafitheorie lauten:

(1) Existieren MafSe auf iiberabzihlbaren Mengen ¢
(2) Gibt es ein Maf$ auf R oder auf einem beschrinkten Intervall von R ¢
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Die erste Idee fiir ein Mafi auf z.B. I = [0, 1] ist: u(A) = ,,das Lingenmaf} von
A“ fiir A c I. Dies sollte doch fiir alle A ¢ I in verniinftiger Weise zu definieren
sein. Es stellt sich heraus, daf§ hier grofie Schwierigkeiten auftreten, und daf} die-
se Schwierigkeiten ganz allgemein sind und nichts mit einem speziellen Lingen-
maf} zu tun haben.

Die Frage, ob fiir alle A c I ein Lingenmaf} erklirt werden kann, hatte Henri
Lebesgue 1902 gestellt. Der Begriff ,,Lingenmafi* wird durch eine zusitzliche
Bedingung eingefangen:

(+) Firalle AcTund0<x<1ist WA +x)=W(A). (Translationsinvarianz)

Hier ist (der Bequemlichkeit halber) I=[0, 1[und A+x={y+xlye A,y+x<1}
U{y+x-11ye A,y+x21}die Rechts-Translation von A um x modulo 1, d.h.
Punkte, die das Intervall bei der Verschiebung um x rechts verlassen, tauchen links
wieder auf. Man kann sich I auch als Kreislinie vorstellen, indem 0 und 1 verklebt
werden. A + xist dann die Drehung von A um den Winkel x - 2.

Vitali hatte 1905 gezeigt, dafl die Translationsinvarianz eine zu starke Forde-
rung an Mafie auf I darstellt. Unabhingig wurde Vitalis Gegenbeispiel auch von
Hausdorff gefunden. Wir setzen fiir x,y € I (vgl. 1.3):

x~y falls 1x-yle Q.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf I. Es gilt:

Ubung ~ (Vitali-Hausdorff)
Es gibt kein Maf§ auf I = [0, 1[ mit (+).

[Sei A c I ein vollstindiges Repriisentantensystem fiir ~. Dann gilt I= U . g A +q,
und die Mengen A + q, q € Q sind paarweise disjunkt.

Ist n(A)=0,sowire 1 =u(I)=0+0+... =0, Widerspruch.

It w(A) =e>0,sowire 1 =& +¢+ ..., Widerspruch, denn fiir alle & > 0 existiert
einn<@mite-n>1.]

Analoges gilt fiir R statt I, wobei in einer Mafitheorie fiir ganz R ein Mafi auf R dann nur
noch o-finit sein mufi, d. h.: Die Mafie von beschrinkten Teilmengen von R sind endlich.
(Ein Maf} auf Rist dann eine Funktion i : P(R) — [0, o[ {e0}.) Auch hier fithrt die Vitali-
Hausdorff-Konstruktion zu einem Widerspruch. Die Translation ist dann sogar die echte
Translation, A +x={y+x | ye A}. Wiein der Ubungist it (A) =0 fiir ein vollstindiges Repri-
sentantensystem von ~ nicht moglich. Seialso L (A) =e>0,und seie-n>p([0,2]) =z. O.E.
diirfen wir A [0, 1] annehmen. Fiir paarweise verschiedene rationale 0 < qy, ..., q, < 1 ist
dannz <Y i< L(A +q;) Szwegen U i<, A +q; < [0, 2]. Widerspruch!

Volle Translationsinvarianz ist also nicht méglich. Sie erzeugt zuviel Symme-
trie, und diese verletzt die abzihlbare Additivitit.

Symmetrie ist auch fiir Inhalte eine starke Forderung. Es gibt translationsinvariante
bzw. (fiir hohere Dimensionen) kongruenzinvariante Inhalte auf R' und R [Banach
19231, nicht aber auf R" fiir n 2 3 [Hausdorff 1914].

Stefan Banach (1892 - 1945) stellte dann die Frage nach der Existenz eines be-
liebigen nichttrivialen Mafles auf I = [0, 1]. Diese Frage ist wesentlich subtiler.
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1929 zeigten Banach und Kuratowski, daf§ unter Annahme der Kontinuumshy-
pothese kein Maf§ auf I = [0, 1] existiert. Im Jahr 1930 gab Ulam einen weiteren
Beweis. In der Tat folgt der Satz leicht aus der Existenz von Ulam-Matrizen auf
®; und der folgenden einfachen Beobachtung:

Ubung
Sei p ein Maf} auf M, und sei 4 ¢ P(M) eine Menge von paarweise
disjunkten Teilmengen von M mit u(A) > 0 fir alle A € .
Dann ist # abzihlbar.

[Seisd,={Ae s | pA)>1/n}firl <n<o.Dann istjedes
o, sogar endlich. Aber o = U | ¢, ., S, also ist o abzihlbar.]

Damit haben wir:

Satz  (Existenz von MafSen und die Kontinuumshypothese)
Es gelte (CH). Dann existiert kein Mafi auf I = [0, 1] c R.

Beweis
Annabme doch. Nach Voraussetzung gile |11 = IW(w)|.
Fiir beliebige Mengen M, N iibersetzt ein bijektives f: M — N
ein Maf} i auf M in ein Maf} v auf N via

V(A) = n(f'”A) fir AcN.
Nach Annahme existiert also ein Maf} it auf W(w,).

Sei (X, o | n <o, o< ;) eine Ulam-Matrix auf ;.
Fiir alle o0 < w; existiert dann ein n < ® mit u(X, o) > 0.

[Denn w(U, . X,.0) = L(W(w;) - W(a)) =1 fiir alle o < ;]

Wie friither existieren dann ein n* < ® und ein A ¢ ®; mit |A| = ®; und
(X, o) >0 fir alle oo € A. Also ist p strikt positiv auf iiberabzihlbar vielen
— paarweise disjunkten Mengen, Widerspruch.

Was ist, wenn 2® = o, gilt? Ist ein Mafi auf I = [0, 1] tiberhaupt méglich, oder
ist die Existenz eines reellwertigen Mafies auf einer iiberabzihlbaren Menge M
doch gleichwertig mit der Existenz eines 0-1-wertigen Mafies auf M? Dann wire
ein Maf} auf einer Menge M mit IM| = IR nicht méglich, denn Mafie auf tiber-
abzihlbaren Mengen wiirden dann nur auf mefibaren Kardinalzahlen existieren,
und diese sind starke Limeskardinalzahlen, also viel grofier als IR = 2°.

Die Antwort ist:

Die Existenz eines MafSes auf 1 = [0, 1] ist modulo der Existenz von mefSbaren Kardi-
nalzablen widerspruchsfrei (Solovay 1966, 1971). Existiert ein MafS auf I, so existiert
eine schwach unerreichbare Kardinalzahl x mit |R| 2 x (Ulam 1930).

Das Kontinuum muf} also sehr grof sein, wenn ein Maf} auf dem Einheitsin-
tervall existiert. Es istviel, viel grofier als @;, aber immer noch viel, viel kleiner als
die erste stark unerreichbare Kardinalzahl oder gar die erste mefibare Kardinal-
zahl. Insgesamt ist die Frage nach der Existenz von Mafien auf dem Einheitsin-
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tervall unabhingig, und dariiber hinaus ist die Annahme der Existenz eines sol-
chen Mafies eine starke Hypothese (de facto von der Stirke von ,es gibt eine
mefibare Kardinalzahl“, wie Solovay ebenfalls gezeigt hat). (Fiir ,,Einheitsinter-
vall“ kann man hier jede Menge der Michtigkeit von R einsetzen.)

Wir geben hier nur noch den Beweis, daf§ die Existenz eines Mafies auf I die
Michtigkeit des Kontinuums betrichtlich nach oben zieht.

Definition (t-additiv, Additivitit eines MafSes)
Sei p ein Maf} auf einer Menge M.
u heifit t-additiv oder t-vollstandig tir eine Kardinalzahl , falls fiir alle
A < 1 und alle paarweise disjunkten X, ¢ M, o <A, gilt:

MU Xo) = Zaaa WXe) (= SUppcw, Eendich Zae & M(Xq))-

Wir setzen Add (W) = ,,das kleinste T mit: W ist nicht T*-additiv®.
Add () heifit die Additivitit des Mafies p.

Die o-Additivitit eines Mafles [ ist identisch zur ®;-Additivitit von W nach
dieser Definition. Es giltalso Add(u) 2 o, fiir alle Mafie . Ist Add (1) =1, so exi-
stieren paarweise disjunkte X, € M, o< T, mit W(U o X)) > Zg o W(X,), und 1
ist minimal hierfir. Fir alle Mafie u auf M mit IM| = x gilt Add(n) <k, denn es

gilt 1 = (M) >Z  ; U({x}) = SUPE M, Eendlich Zxe £ M({x}) = 0.

Definition (recllwertig mefSbare Kardinalzahl)
Sei k 2 w; eine Kardinalzahl. x heifit ree/lwertig mefSbar,
falls ein x-additives Mafy auf W (k) existiert.

Satz  (reellwertig mefSbare Kardinalzablen sind schwach unerreichbar)
Sei « reellwertig mefibar. Dann ist x schwach unerreichbar.

Beweis
K ist reguliir:
Wie fiir mefibare Kardinalzahlen.

K ist eine Limeskardinalzabl:
Annabme x = p*. Sei dann (X, , | v <, o <) eine Ulam-Matrix auf k.
Wegen der k-Additivitit von p gibt es in jeder Spalte einen Eintrag
mit positivem Mafl. Dann existiert wieder eine Zeile mit iiberabzihlbar
- vielen paarweise disjunkten Eintrigen mit positivem Mafi, Widerspruch !

Reellwertig mefibare Kardinalzahlen sind also schwach unerreichbar. Im Ge-
gensatz zu mefibaren Kardinalzahlen sind sie jedoch i.a. nicht unerreichbar.
Analog zu den mefibaren Kardinalzahlen gilt:

Satz  (Additivitit und reellwertige MefSbarkeit)
Sei k¥ > o, und sei | ein Maf auf W (k).
Dann ist Add(p) reellwertig mefibar.



9. Grofie Teilmengen und grofie Kardinalzahlen 339

Beweis
Wir folgen dem Beweis des Satzes, dafl Add(U) eine mefibare Kardinalzahl
ist fiir nichttriviale Ulterafilter U auf W (x) mit Add(U) > o;.
Sei T =Add(u) 2 ,. Dann existieren paarweise disjunkte X, ¢ W(x)
mit u(X,) =0 firv<tunda=p(U, . X,)>0.

[Es existieren t-viele paarweise disjunkte Mengen Y, ¢ W(x) mit
b= “(Uv<‘c Yy)>2 n(Yy). SeiA={v I uY,)>0}
Dann ist A abzihlbar, und jede Aufzihlung (X, | v < 1) von
{Y, | ve W(t) - A}ist wie gewiinscht, denn u(U, ., Y,) <b.]
Wir definieren u’ : P(W(t)) — [0, 1] durch:
W(A) = m(U, e X,)/a fir Ac W(n).

Dann ist W’ ein t-additives Mafy auf W(t) (!).
— Also ist T eine reellwertig mefibare Kardinalzahl.

Korollar
Sei « die kleinste Kardinalzahl, fiir die ein Maf} auf W(x) existiert.
Dann ist x reellwertig mefibar.
Weiter gilt: Existiert ein Maf} auf einer Menge M mit IM| = IR,
so existiert ein schwach unerreichbares x und es gilt IRl > k.

Die Mafitheorie reagiert auf dieses bedrohliche und irritierende Grundproblem der Exi-
stenz von Mafien mit einem taktischen Riickzug: Der Definitionsbereich einer Mafifunktion
wwird eingeschrinkt. Mafie sind weiterhin 6-additiv, sie sind aber nur noch auf einem Teilsy-
stem von P(M) definiert, einer sog. 6-Algebra, und i.a. nicht mehr auf ganz P(M). Dies ge-
niigt fiir viele Anwendungen. (o4 ¢ P(M) heifit eine 6-Algebra, falls gilt: (1) D e o, (i) X e
AfolgtM-Xe s firralle X, (iii) U, ., A, € A fiiralle A € o,n<®.) Fiir die reellen Zahlen
sind dann (o-finite) Mafie zumeist auf der Borel-c-Algebra 8 = B(R) definiert (vgl. 2.7).
Speziell existiert ein eindeutiges translationsinvariantes Maf} y auf ®0 mit u([a, b]) =b - a fiir
reelle a<b, das sog. Lebesgue-Maf. Die iibliche Definition des Lebesgue-Mafies liefert eine
o-Algebra, die grofier ist als . Die genaue Bestimmung dieser 6-Algebra der Lebesgue-
mefibaren Mengen ist eine komplexe Angelegenheit, und viele Zugehorigkeitsfragen sind
von der iiblichen Mengenlehre unabhingig. Geniigend grofie Kardinalzahlen implizieren
die Lebesgue-Mefibarkeit aller projektiven Mengen (vgl. 2.12).

Vorliufiges Schlufiwort zu grofien Kardinalzahlen

Bereits die méglichen Typen von wohlgeordneten linearen Ordnungen erwei-
sen sich als unerwartet komplex. Man kann Fragen stellen wie ,,Gibt es einen un-
erreichbaren Typus?“, ,,Gibt es sogar einen Mahlo-"Typus?“, ,,Gibt es sogar ei-
nen mefibaren Typus?“ die unbeantwortbar sind und in ihrem Wahrheitsgehalt
erst einmal offen bleiben miissen. Das Schone ist: Dem Neugierigen eréffnet die
Mathematik ein ganz neuartiges Land voller Naturschonheiten, reich an Boden-
schitzen, frei in der Verfassung. Niemand konnte den Reichtum, der auf einer
platonisch betrachteten Ordinalzahlreihe herrschen mag, voraussehen. Ganz
unabhingig von ,wahr“ oder ,falsch“ besteht Einigkeit darin, daf§ man eine
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Struktur gefunden hat, die sich objektiv erforschen lifit. Entdeckt wurde eine
wunderbare Welt aufierhalb von uns, deren Existenz niemand ernsthaft bezwei-
feln kann. Gegenstand der Diskussion bleibt dann nur noch die Feinanalyse des
Unterschiedes zwischen ,,R existiert” und ,es gibt eine unerreichbare Kardinal-
zahl“, sowie zwischen ,.es gibt eine unerreichbare Kardinalzahl“ und ,.es gibt eine
mefibare Kardinalzahl®. Gerade in dieser Feinanalyse scheiden sich die Geister.
Eine Scheu vor grofien Kardinalzahlaxiomen, wie sie bei einer ersten Begegnung
zuweilen auftritt, hat aber wohl niemand mehr, der ein paar Abende mit ihnen
verbracht hat. Man gewohnt sich schnell daran, von irgendwo weit oben in den
Ordinalzahlen auf eine Unzahl von unerreichbaren Kardinalzahlen hinabzublik-
ken, anstatt bereits vor der ersten unerreichbaren Zahl von ® heraufblickend
Angst zu bekommen. Und das gleiche gilt fiir ,,Mahlo® und ,,mefibar*.

Wir haben hier gerade einmal das Portal in die Welt der starken Axiome durch-
schritten, und die eigentlichen Oasen, die dort zu entdecken sind, haben wir mit
unserer elementar ausgestatteten Karawane gar nicht erreicht. Die Gesamtheit
der Theorie erst ist es, die besticht. Dieser kurze Ausflug konnte und wollte nie-
manden davon tiberzeugen, dafi derlei Dinge so wahnsinnig interessant und wich-
tig sein sollen. Die Mengenlehre selbst hat weit mehr als ein halbes Jahrhundert
nach Mahlos und Ulams ersten Vorstofien gebraucht, um sich dieses Reich zu er-
schliefien. Belassen wir es also hier bei diesem kleinen Ausblick. Er zeigt nicht, wie
es dort draufien wirklich zugeht, und kann die Einheit in der Vielfalt, die dort
herrscht, nicht wiedergeben. Aber neugierig machen wollte er schon.

Das Kapitel schliefit mit Paul Mahlos unerschrockenem Existenzkriterium fiir
grofie Kardinalzahlen: Thre durch eine sorgfiltige Untersuchung gestiitzte an-
scheinende Widerspruchsfreiheit und ihre fiigsame Eingliederung in die Hierar-
chie der bereits untersuchten Zahlen bilden, so Mahlo, gentigend Dokumente, um
ihnen das Grundrecht der mathematischen Existenz verbriefen zu konnen.

Paul Mahlo iiber die Existenz grofier Kardinalzahlen

»Da wir im folgenden die Existenz gewisser bisher unbekannter Transfiniten behaup-
ten, zwingt uns der Widerspruch im Begriffe von W [der Klasse aller Ordinalzahlen, vgl.
Kap. 13], die Bedingungen fiir die Existenz einer neu definierten Transfiniten moglichst
vollstindig anzugeben. Dies ist vor allem deshalb nétig, weil, wie bei den Anfangszahlen
o und Q der zweiten und dritten Zahlenklasse [ wie bei ® und ®, ] oder etwa der ersten re-
guliren Anfangszahl mit einem Limeszahlindex [der ersten schwach unerreichbaren Kar-
dinalzahl]..., kein Widerspruch auffindbar war, aber jeder derartigen Neuschopfung ein
starkes Mifitrauen entgegengebracht wird. Wir schreiben deshalb jeder Transfiniten, in
deren Definition wir keinen Widerspruch finden kénnen, die Existenz zu, wenn sich ihre
Gleichheit oder Verschiedenheit von jeder sonst definierten Transfiniten feststellen lafit.
Die notwendige Bedingung ist auch hinreichend, weil sie die Rangordnung zwischen be-
liebigen Transfiniten liefert... Die obige Bedingung kann aber fiir die Praxis lange Zeit
wertlos sein, indem sich etwa bei der Unbekanntheit gewisser Transfiniten ein Wider-
spruch in der Definition vermeintlicher Transfiniten verbirgt.”

(Paul Mablo 1911, ,,Uber lineare transfinite Mengen*)



10. Die Ordnungstypen von Q und R

Wir untersuchen in diesem Kapitel den Ordnungstyp 1 der rationalen Zahlen,
und den Ordnungstyp 6 der reellen Zahlen. Unser Ziel ist, diese beiden Typen
ordnungstheoretisch zu charakterisieren: wir wollen einfache Eigenschaften fin-
den, welche genau von den zu den rationalen bzw. den reellen Zahlen dhnlichen
linearen Ordnungen erfiillt werden.

Fiir den Ordnungstyp 1 der rationalen Zahlen gibt es eine erstaunlich einfache
Charakterisierung, die uns tiberraschende neue Beweise der Existenz transzen-
denter Zahlen und der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen liefern wird. Fiir
diese Charakterisierung brauchen wir die bereits fiir die reelle Ordnung definier-
ten Begriffe ,,unbeschrinkt” und ,,dicht” allgemein fiir lineare Ordnungen.

Definition (unbeschrinkte lineare Ordnungen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.

(@) (M, <) heifit nach links unbeschrinkt, falls die Ordnung kein kleinstes
Element hat, d.h. falls es fiir allex e M einy € M gibt mity < x.

(1) (M, <) heifit nach rechts unbeschrankt, falls die Ordnung kein grofites
Element hat, d.h. falls es fiir allexe M einy e M gibtmitx <y.

(iii) (M, <) heilt unbeschrinkt, falls (M, <) nach links und rechts
unbeschrinkt ist.

Definition  (dichte lineare Ordnungen)
Eine lineare Ordnung (M, <) heifit dichz, falls fiir alle x,y € M mitx <y

einz e M existiert mitx <z <y.

Offenbar ist jede dichte Ordnung unendlich.

Der Ordnungstyp n

Fiir die Ordnung der rationalen Zahlen (Q, <) gilt:
(i) (Q, <) ist abzihlbar,
(ii) (@, <) ist unbeschrinkt,
(iii) (Q, <) ist dicht.
Cantor hat nun gesehen, daf§ diese drei Bedingungen den Ordnungstyp 1 be-

reits charakterisieren:

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_23, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Satz  (Cantors Isomorphiesatz fiir Q)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Es gelte:

(i) (M, <) ist abzihlbar,
(if) (M, <) ist unbeschrinkt,
(i1i) (M, <) ist dicht.
Dann giltn = 0.t.((M, <)), d.h. (M, <) und (Q, <) sind dhnlich.

Beweis
Seien xg, Xy, ... und qq, qi, - . . Aufzihlungen von M bzw. Q (ohne
Wiederholungen; beide Mengen sind abzihlbar unendlich).

Wir nennen ein g : M’ — Q, M’ c M, ordnungserhaltend, falls

fiir alle x,y € M’ gilt:

x<y gdw g(x) < g(y).

Wir definieren nun ordnungserhaltende f,, : M, — Q, M, ¢ M, durch
Rekursion iiber n € N, wobei wir in jedem Schritt f, um zwei neue
Elemente erweitern.

Seialson € Nund f,_; definiert, wobei f_; = &.
Wir setzen

fo=fi1 U { (Xk(n)’ Qe(n)), (Xk’(n)7 an)) 1
wobei:
k(n) = ,daskleinste k € N mit: x, ¢ dom(f,,_;)*,
€(n) = ,daskleinste € € Nmit: f, ; U{ (xx(), q¢) } ist ordnungserhaltend®,
¢’'(n) = ,das kleinste € € N mit: q, & rng(f,_1) U { q¢m) 1
K'(n) = ,das kleinste k e Nmit: f, | U { Xmys Qen))s K> Qerny) }
ist ordnungserhaltend.

£(n) und k’(n) existieren wegen der Dichtheit und Unbeschrinktheit
der Ordnungen.

Qe2) 9o =9¢(0) Qe Qeq1) qQe2) q1=9¢(0)

'f 'f /f‘1 /f \f‘l ‘f‘l
Xk(2) X0 = Xk(0) XK(1) Xk(1) XK(2) XK(0)
® @ @ ® ® @

Sei f = Une N fn'

Nach Konstruktion ist f : M — Q bijektiv und ordnungserhaltend.
— Somitn =o.t.((M, <)).
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Wir definieren hier f im ,,Zickzack”, wodurch der Nachweis der Surjektivitit
von f trivial wird. Der Trick ist als ,back and forth“-Argument bekannt und auch
an anderen Stellen niitzlich (vor allem in der Modelltheorie). Das Argument
geht auf Maurice Fréchet zurtick (Fréchet, 1910).

Schoenflies (1913): ,,Die wichtigsten Ordnungstypen unendlicher Mengen sind diejeni-
gen der Menge R aller rationalen, resp. der Menge L aller reellen Zahlen, falls sie der
Grofie nach geordnet werden. Den Ordnungstyp der Menge R aller rationalen Zah-
len hat Cantor ... durch 1 bezeichnet und von ihm den folgenden wichtigen Satz be-
wiesen:

Alle abzdhlbaren tiberall dichten linearen Mengen ohne erstes und letztes
Element haben den gleichen Ordnungstypus wie die rationalen Zahlen.

Ist namlich M eine solche Menge, so wird der Beweis gefiihrt sein, wenn wir eine
Abbildung von M auf R so ausfiihren kénnen, dafi die Anordnung gewahrt bleibt. Wir
setzen dazu die Menge R in die Form

R={r,}=r(,15,...1,...,
..., und setzen analog M in die Form
M={m',}=m';,m’,...m’,, ...
Wir ordnen zuniichst dem r; das Element m’; = m; zu, und wihlen als m, das Element
m’; mit kleinstem Index, das zu m; ebenso liegt, wie r; zu ry. Als m; wihlen wir analog
das Element m’, mit kleinstem Index, das zu m; und m, ebenso liegt, wie r; zu r; und
1. So fahren wir fort, dann ist klar, dafl wir zu jedem ry ein und nur ein Element m,. er-
halten; es ist nur noch zu zeigen, dafi auch das Umgekehrte der Fall ist. Dies ergibt
sich aufgrund einfacher Induktion ...

Man kann die vorstehende Abbildung auch in folgender Weise ausfiihren.? [Fuf3-
note 2): Vgl. M. Fréchet, Math. Ann. 68 (1910), S.151...] Man ordne wiederum die
Punkte r; und m’; einander zu, und bezeichne sie nunmehr durch x; und y;. Jetzt su-
che man in R und M die ersten Punkte, die links und rechts von x; und y; liegen; sie
seien in urspriinglicher Bezeichnung r, und r, resp. m" und m’y; in neuer Bezeich-
nung seien sie x,, x3 und y,, y3. Analog suche man in R und M die ersten Punkte, die
in die durch xy, x;, x; und yy, y;, y; bestimmten Intervalle fallen; sie mégen durch x4,
X5, X, X7 und vy, ys, Vs, v7 bezeichnet werden, also der Anordnung

X4 <X <Xs <X <X <x3<X7; V4 <yV2<ys <y <ys<y3 <yy
geniigen. So fahre man fort, so wird dadurch die Abbildung der beiden Mengen be-

wirkt. Esist wiederum nur zu zeigen, daf} in sie auch alle Punkte von R und M eingehen;
die Erhaltung der Ordnung ist evident. Aber auch das erste ist leicht ersichtlich ...

Die hier von Schoentflies geschilderte Konstruktion von Fréchet ist nicht identisch mit
der Konstruktion im Beweis oben. Wesentlich gemeinsam ist ihnen aber, dafi die beiden
Ordnungen symmetrisch behandelt werden. Die einfachste symmetrische Behandlung ist
vielleicht, dafl nach n Schritten die ersten n Elemente der beiden Aufzihlungen versorgt
worden sind - wie im Beweis oben, nicht aber bei Schoenflies/Fréchet. Ein ,Hin-und-
Her* ist aber nicht unbedingt notwendig fiir einen Beweis des Satzes von Cantor:

Ubung
Seien wieder xg, X1, ... und qg, q, ... Aufzihlungen von M bzw. Q

(ohne Wiederholungen). Wir definieren f : M — Q durch Rekursion
tber n € N wie folgt:
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Sei f(xq) = qq. Ist f(x,) definiert, so setzen wir f(x,,) = qy,
wobei £ minimal gewihlt wird, sodaf f weiterhin ordnungserhaltend ist.

Zeigen Sie, dafl die so definierte Funktion f: M — Q ein
Ordnungsisomorphismus ist. [In dieser Weise hat Cantor den Satz
bewiesen. Nichttrivial ist nur die Surjektivitit von f. Die Annahme
eines kleinsten € mity, ¢ rng(f) fithrt zu einem Widerspruch. ]

Cantor (1895): ,Hat man eine einfach [linear] geordnete Menge M, welche die drei Be-
dingungen erfiillt:
1) [M ist abzihlbar unendlich],
2) M hat kein dem Range nach niedrigstes und kein hochstes Element,
3) M ist tiberalldicht,
so ist der Ordnungstypus von M gleichn ... “

Diesen Charakterisierungssatz hat Cantor implizit bereits im sechsten Teil der
yLinearen Punktmannigfaltigkeiten“ (Cantor, 1884b) bei der Untersuchung der
Michtigkeiten perfekter Mengen verwendet.

Fiir iberabzihlbare lineare Ordnungen ist ein zum Satz von Cantor analoger
Charakterisierungssatz nicht mehr giiltig:

melg
Sei « eine unendliche Kardinalzahl mit ¥ > o;.
Dann existieren lineare Ordnungen (M, <) und (N, <) mit:
(i) IMI=INI =k,
(if) (M, <) und (N, <) sind dicht und unbeschrinkt,
(i) (M, <) und (N, <) sind nicht ordnungsisomorph.

LiBt man im Charakterisierungssatz die Forderung ,unbeschrinkt* fallen, so
sind vier Fille moglich:

Korollar  (Typen abziblbarer dichter Ordnungen)
Sei (M, <) eine abzihlbare dichte lineare Ordnung, und sei o. = 0.t.((M, <)).
Danngiloe {n,1+m,m+1,1+n+1}.

Beweis
Fiir eine beliebige lineare Ordnung (N, <) sei (N, <) die Ordnung,
die aus N durch Entfernen evtl. vorhandener kleinster und grofiter
Punkte entsteht. Ist 0. t.((N’, <)) = A, so gilt offenbar

o.t.({(N, <) e {A1+AA+1,1+A+1}.

Hieraus folgt die Behauptung, denn es gilt o.t. (IN’, <)) =1
— nach dem Charakterisierungssatz.

Wir stellen einige Rechenregeln fiir n zusammen. Besonders bemerkenswert
ist (i1): Das Produkt von 1 mit einem beliebigen abzihlbaren Typus o ist wieder n.
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Ubung
@) n+n=n,
(i) m - o = m fiir alle abzihlbaren Typen o ; insbesondere giltn - =1,

@ n+l+n=n.

Liicken in linearen Ordnungen

Weitere Anwendungen des Charakterisierungssatzes hingen mit dem Be-
griff der Liicke in einer linearen Ordnung zusammen. Die Ideen dieses Begriffs
wurden zuerst von Richard Dedekind untersucht.

Die reellen Zahlen bilden anschaulich und begrifflich ein Kontinuum, sie ha-
ben keine Locher. Dies besagt gerade die Vollstindigkeitsbedingung, die wir
allgemein fiir lineare Ordnungen definieren kénnen.

Definition (vollstindige lineare Ordnungen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Weiter sei X < M.

s € M heifit obere Schranke von X (bzgl. <), falls X <ss.

s € M heifit Supremum von X (bzgl. <), in Zeichen s = sup(X), falls gilt:
X <s,und firalles’e Mmit X <s’ gilts<s".

Analog sind untere Schranken und Infima s = inf(X) definiert.

X < M heif3t nach oben beschrinkt, falls ein s € M existiert mit X <s.
Analog ist nach unten beschrinkt definiert.

(M, <) heifit vollstindig, falls jede nichtleere nach oben beschrinkte
Teilmenge X von M ein Supremum besitzt.

In einer vollstindigen linearen Ordnung hat dann jede nach unten beschrink-
te nichtleere Teilmenge automatisch ein Infimum. Zur Diskussion der Vollstin-
digkeit und ihrer Verletzung ist nun folgender Begriff niitzlich:

Definition (Dedekindscher Schnitt)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
Ein (Dedekindscher) Schnitt in (M, <) ist ein Paar (L, R),

L, R € M mit den Eigenschaften:
) LRz, LNnR=G,LUR=M, (M, <)
(i) firallexe L,ye Rgiltx<y,
@iii) sup(L) € L, falls sup(L) existiert.

L X, R

Ein Schnittistalso eine Zerlegung der ,,Linie“ M in einen linken Teil L und ei-
nen rechten Teil R. Per Konvention enthilt der linke Teil sein Supremum, falls
dieses existiert. Falls dieses Supremum - die ,,Schnittstelle“ zwischen L und R -
nicht existiert, so sprechen wir von einer Liicke der Ordnung:
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Definition (Liicken in linearen Ordnungen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei (L, R) ein Schnitt in (M, <).
(L, R) heifit eine Liicke in (M, <), falls sup(L) nicht existiert.

L X R

Nach dieser Definition hat die Ordnung (N, <) keine Liicken. Eine Liicke
meint eher eine ,,Punktierung®. Sprungstellen zwischen einem Element und sei-
nem direkten Nachfolger gelten nicht als Liicken:

Definition (Sprungstelle einer linearen Ordnung)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, und sei (L, R) ein Schnitt in (M, <).
(L, R) heifit eine Sprungstelle in (M, <), falls gilt:

x = sup(L) und y = inf(R) existieren und es gilt x < y.

y heifit dann der Nachfolger von x in (M, <), in Zeicheny =x + 1.
Analog heifit x der Vorginger von y in (M, <), in Zeichenx =y - 1.

b'e y=x+1

L X R

Eine lineare Ordnung ist offenbar genau dann dicht, wenn sie keine Sprung-
stellen besitzt, und sie ist genau dann vollstindig, wenn sie keine Liicken auf-
weist. Die Spriinge und Liicken einer linearen Ordnung lokalisieren genau die
Stellen, an denen die Dichtheit bzw. die Vollstindigkeit verletzt ist.

Hausdorff (1914): ,Eine Zerlegung [des Trigers A einer linearen Ordnung (A, <)] in zwei
nicht verschwindende Stiicke
A=P+Q [PQzT,A=PUQ,PnQ=0,x<yfirallexe Pye Q]
moge ein Sprung heifien, wenn P ein letztes Element und Q ein erstes hat; ein
Schnitt, wenn P ein letztes und Q kein erstes, oder umgekehrt P kein letztes und Q
ein erstes Element hat; eine Liicke, wenn weder P ein letztes noch Q ein erstes Ele-
ment hat.“

Diese Definitionen stimmen mit den unseren iiberein, wobei wir auch Spriin-
ge und Liicken als Schnitte gelten lassen, und bei einem Schnitt (L, R) der Be-
quemlichkeit halber immer sup(L) € L fordern, falls das Supremum existiert.

Ublmg
Seien (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen.
Bestimmen Sie alle Liicken und Sprungstellen von (M, <) - (N, <).
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Eine wichtige Beobachtung ist nun, daf dhnliche Ordnungen dhnliche Liicken
haben:

Satz  (Liicken ibnlicher Ordnungen)
Seien (M, <) und (N, <) dhnliche lineare Ordnungen, und sei
f: M — N ein Ordnungsisomorphismus.

(1) Ist X € M und ist x = sup(X) in M, so ist f(x) = sup(f”X) in N.
Analog folgt aus x = inf(X) in M, dafl f(x) = inf(f”X) in N.
(ii) Ist (L, R) eine Liicke in {M, <), und sind L" = f”L, R" = {”R,
so ist (I”, R") eine Liicke in (N, <).
(iii) (M, <) hat eine Liicke gdw (NN, <) hat eine Liicke.

Beweis
zu (1): Sei X’ =f{"X. Wegen f ordnungserhaltend gilt X’ < {(x).
Annabme, es existiert einy’ € N mit X’ <y’ und y’ < {(x).
Seiy = f'(y’). Wegen y’ = f(y) < f(x) ist dann y < x.
Wegen x = sup(X) existiertalso einze X mity<z<x.
Dann ist aber y’ = f(y) < f(z) € X', im Widerspruch zu X' <y'.
zu (i1): Offenbar ist (I, R") ein Schnitt in (N, <).
Annabme, (L', R") ist keine Liicke in (N, <).
Dann existiert x’ = sup(L’) in (N, <).
Daf™ :N — M ein Ordnungsisomorphismus ist, existiert
nach (i) sup(f Y e L, im Widerspruch zu (L, R) Liicke in (M, <).
— zu (iii): Folgtaus (i) und (ii).

Ein Ordnungsisomorphismus iibersetzt also einen Schnitt in einen Schnitt
und erhilt dabei Liicken. Ist von zwei dhnlichen Ordnungen die eine vollstindig,
so ist auch die andere vollstindig.

Die Existenz von Liicken in (Q, <) folgt aus der Existenz irrationaler Zahlen.
Sei etwa w € R die positive Quadratwurzel aus 2, und seien L={xe Q | x<w},
R={xe Q| w<x}.Dannist (L, R) eine Liicke von @, denn wist irrational. Ana-
log folgt die Existenz von Liicken fiir die algebraischen Zahlen (A, <) aus der Exi-
stenz von transzendenten Zahlen.

Aus dem Satz von Cantor iiber die rationalen Zahlen folgt nun aber rein ord-
nungstheoretisch - ohne irgendwelche Zahlentheorie ! - die Existenz von Liik-
ken in (@, <) und allen abzihlbaren Erweiterungen der rationalen Zahlen:

Satz  (Existenz von Liicken in Q)
(i) Sei{(M, <) eine lineare Ordnung mitn = o.t.((M, <)).
Dann hat (M, <) Liicken.
(i) Ist A c R abzihlbar und gilt Q c A, so hat (A, <) Liicken (unter
der natiirlichen Ordnung von R).
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Beweis
zu (i): Da dhnliche Ordnungen das gleiche Liickenverhalten haben,
geniigt es, ezne lineare Ordnung vom Typ 1 mit Liicken anzugeben.
Sei’=Q-{0},undseienL={qe Q1 q<0},R={qe Q@1 0<q}.
Dann ist (L, R) eine Liicke in (@', <). Aber (@Q’, <) ist abzihlbar,
unbeschrinkt und dicht, nach dem Charakterisierungssatz gilt also
N =o.t.((Q, <)). Dies zeigt die Behauptung.
zu (i): Nach Voraussetzung ist A abzihlbar, und wegen @ c A c R
ist (A, <) unbeschrinkt und dicht. Also giltn = 0.t.((A, <)),
- und die Behauptung folgt damit aus (i).

Der Beweis von (i) lautet im wesentlichen: 1 + 1 =7, und 1 + 1 hat offenbar eine Liicke.
Die algebraischen Zahlen haben Liicken nach (ii). Diese Liicken sind genau die trans-
zendenten Zahlen.

Korollar  (Uberabzihlbarkeit von R)
Die reellen Zahlen sind iiberabzihlbar.

Beweis
Wire R abzihlbar, so hitte (R, <) nach (ii) im Satz oben (mit A = R)
- Liicken. (R, <) ist aber vollstindig. Also ist R {iberabzihlbar.

Als Ganzes verliuft dieser Beweis der Uberabzihlbarkeit von R wie folgt:

1. (Q,<)istunvollstindig. Denn (@ - {0}, <) ist unvollstindig und dhnlich
zu {(Q, <), und dhnliche Ordnungen haben dhnliche Liicken.

2. Wire R abziblbar, so wire (R, <) dhnlich zu (Q, <), also ebenfalls
unvollstandig, Widerspruch! Also ist R tiberabzihlbar.

Hierbei wird zweimal der Charakterisierungssatz iiber den "Iyp n benutzt: Fiir
die Unvollstindigkeit von (Q, <) und fiir ,,R abzihlbar folgt (R, <) = (Q, <)“.

Die Unvollstindigkeit von Q kann man natiirlich direkt benutzen, wenn man
die Existenz irrationaler Zahlen als bekannt voraussetzt. Der ordnungstheoreti-
sche Existenzbeweis irrationaler Zahlen via{@ - { 0}, <) =(Q, <) ist aber fiir sich
von Interesse, und zeigt alleine schon die Stirke des Charakterisierungssatzes.
Die Existenz von Liicken ist dem Ordnungstyp m in die Wiege gelegt. Und die
Liicken von @ sind die irrationalen Zahlen... Ein Beweis ganz ohne Arithmetik,
aber ganz in der Tradition des Irritierenden, das den Existenzbeweisen irrationa-
ler Zahlen seit jeher anhaftet.

Es ist iiberraschend, daf} sich dieses letztendlich einfache Korollar zu Cantors
Charakterisierungssatz der rationalen Zahlen nur sehr selten in der Literatur fin-
det. Bei Hausdorff liest man:

Hausdorff (1914): ,,Abzihlbare stetige Typen [ Typen vollstindiger und dichter Ordnun-
gen] gibt es iiberhaupt nicht; denn stetige Typen sind ja dicht, und die vier abzihlbaren
dichten Typen [0, 1 +m,n + 1, 1 + n + 1] sind unstetig.“
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Wir haben also einen rein ordnungstheoretischen Beweis der Uberabzihlbar-
keit der reellen Zahlen erhalten. Genauer haben wir gezeigt: Ein Kontinuum
(I, <) ist notwendig iiberabzihlbar, wobei wir hier an den Begriff des Kontinu-
ums die folgenden Anforderungen stellen: 1. Ein Kontinuum ist dicht (und hat
mindestens zwei Elemente). 2. Ein Kontinuum hat keine Liicken.

Einbettungen

Wir zeigen, dafl im Reich der abzihlbaren Ordnungstypen der Typ m der ra-
tionalen Zahlen das Maf aller Dinge ist. Hierzu ein natiirlicher Begriff.

Definition (Einbettung)
Seien (M, <) und (N, <) lineare Ordnungen.
@) f:M — N heifit eine Einbettung von (M, <) in (N, <),
falls fiir alle x,y € M gilt:
x <y gdw f(x) < {(y).
f heifit korrekt, falls zusitzlich fiir alle X ¢ M gilt:
(@) Istx =sup(X) in M, so ist f(x) = sup(f”X) in N.
(b) Istx =inf(X) in M, so ist f(x) = inf(f”X) in N.
(if) (M, <) laBBt sich in (N, <) (korrekt) einbetten, falls eine
(korrekte) Einbettung f von (M, <) in (N, <) existiert.

Ist f: M — N eine Einbettung von (M, <) in (N, <) mit rng(f) = N’, so ist
f: M — N’ein Ordnungsisomorphismus von (M, <) nach (IN’, <). Dieser Ord-
nungsisomorphismus erhilt Suprema und Infima, aber Suprema in (N’, <) fallen
i.a. nicht mit Suprema in (N, <) zusammen. Fiir korrekte Einbettungen ist dies
aber der Fall.

Istz.B.N=R,A={-1/nl1ne N,n>1}und N"=AU{1},soistsup(A) =1 in(N’, <),
aber sup(A) = 0 in (N, <).

Definition (o< PBund o <*f)
Seien o, B Ordnungstypen. Wir setzen:
o<p, fallseine Einbettung f von (M, <) in (N, <) existiert,
wobei (M, <), (N, <) lineare Ordnungen sind mit
o.t.((M, <)) = o, 0. t.({N, <)) = B.
o.<*P, falls eine korrekte derartige Einbettung f existiert.

Ubung
(i) < und <* sind reflexiv und transitiv.

(1)) Aus o <*Bund B <* afolgti.a. nichto =p.
(i) Es gibt o, f mit o0 <  und non(a <* B).
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Aus dem Charakterisierungssatz erhalten wir nun, daf§ der Typus n ein Dach
fiir alle abzihlbaren Ordnungstypen darstellt:

Satz  (Universalitit des Typs 1) n
Sei o ein abzihlbarer Ordnungstyp. P,
Dann gilt o <* 1. 7w
abziblbare Typen

Beweis
Sei (M, <) eine lineare Ordnung des Typs o.
Weiter sei (N, <) =(Q, <) + (M, <) +(Q, <).
Dann ist (N, <) abzihlbar und unbeschrinkt. Wir erweitern (N, <) zu
einer dichten Ordnung (Q, <), indem wir an allen Sprungstellen der
Ordnung eine Kopie von Q einschieben:
SeiS={xe N | x+1existiertin N }.

Wir setzen

Q = NuU(SxQ), {x}>xQ
wobei 0.E.N N (Sx Q) = 2. x Vy
Die Ordnung <, ist definiert durch: y=x+1in(N,<)

(1) <v € <q»
1) (x,q1) <o (,q2), falls x <Ny oder
x =y und q; <g q,

(i) (x,q) <q ¥ falls x <Ny,

i) x <o (%, ), falls x <\
Dann gilt 0.t.({Q, <)) =n. Also existiert ein Ordnungsisomorphismus
g:Q — Q.

Dann ist aber f = g| M eine korrekte Einbettung von (M, <) in (Q, <):

Offenbar ist f eine Einbettung. Ist nun X ¢ M und existiert x = sup(X)
in M, so ist nach Konstruktion von (Q, <) auch x = sup(X) in Q, und
es gilt g(x) = sup(g”X), da g ein Ordnungsisomorphismus ist. Also
auch f(x) = sup(f”X) wegen f = g| M. Analoges gilt fiir Infima.

- Also ist f korrekt, und damit gilt oo <* 0.

(Q, <) - und allgemein jede lineare Ordnung des Typs 1 - enthilt also eine
korrekte Kopie jeder abzihlbaren linearen Ordnung. Insbesondere existiert fiir
jede abzdhlbare Ordinalzahl o eine strikt aufsteigende Folge rationaler Zahlen
der Linge o:

Korollar  (lange aufsteigende Folgen in Q)
Sei o eine abzihlbare Ordinalzahl.
Dann existiert eine strikt aufsteigende stetige Folge (qp | f < o)
rationaler Zahlen, d.h. es gilt:

(i) B<y gdw qg<qy fiir alle B,y< o,
(i) qu=sup({qs!B<A}) fiir Limesordinalzahlen A < au.
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Beweis

(W(w), <) ist eine abzihlbare lineare Ordnung.

Also existiert eine korrekte Einbettung f : W(a) — Q.
— Dannistf=(qg | B <o) wie gewiinscht.

Man kann also alle abzihlbaren Ordinalzahlen durch Teilordnungen von Q@
visualisieren. Die reellen Zahlen leisten hier nicht mehr als die rationalen Zah-
len. Auch wenn wir sie zugrunde legen, ist eine Visualisierung durch Einbet-
tung fiir iberabzihlbare Ordinalzahlen nicht mehr moglich: Es gibt keine
strikt aufsteigenden Folgen der Linge o; in R. Denn ist (rg | B < o) strikt auf-
steigend in R, soist @ N Jrg, 1, [ # @ fiir alle B mit B + 1 < o.. Wegen der Ab-
zihlbarkeit von Q ist also o. notwendig abzihlbar.

Weiter erhalten wir auch fiir jeden abzihlbaren Ordnungstyp o die Existenz
einer transzendenten Teilmenge von R des Typs o, und wir kénnen auch hier
wieder eine korrekte Einbettung erreichen:

Korollar  (transzendente Teilmengen von R)
Sei (M, <) eine abzihlbare lineare Ordnung.
Dann existiert ein f : M — R mit:
(i) fisteine korrekte Einbettung von (M, <) in (R, <),
(i1) f(x) ist transzendent fiir alle x € M.

Beweis
Firne N,n#0,undk € Z sei

X,k = peine transzendente Zahl z mit z € [k/n, (k+ 1)/n],

und es sei dann
T={xIneN-{0},ke Z}.

Dann ist T eine Menge von transzendenten Zahlen mit o.t.({T, <)) =n.
Nach dem Satz oben existiert dann eine korrekte Einbettung f: M — T
von (M, <) in (T, <). T ist aber dicht in R, und damit gilt fiir alle X ¢ T
Ist x = sup(X) in (1] <), so ist x = sup(X) in (R, <).
Analoges gilt fiir Infima.

— Also ist f auch eine korrekte Einbettung von (M, <) in (R, <).

Insbesondere existiert fiir jede abzihlbare Ordinalzahl o eine Menge T von
transzendenten Zahlen mit o.t.((T; <)) = a + 1 und sup(X) € T fiir alle nichtlee-
ren Teilmengen X von T.

Mit dieser Untersuchung von m sind wir nun bestens geriistet fiir eine ord-
nungstheoretische Charakterisierung der reellen Zahlen.
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Der Ordnungstyp 6

Wir charakterisieren nun den Ordnungstyp der reellen Zahlen. Auch dieses
Ergebnis geht auf Cantor zurtick, der die folgende bemerkenswerte Eigenschaft
der reellen Zahlen unter dem Scheffel hervorgertickt hat: Obwohl die reellen
Zahlen iiberabzihlbar sind, besitzen sie in den rationalen Zahlen eine abzihlbare
dichte Teilmenge - zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt immer eine
rationale Zahl. Fir diese Eigenschaft, die man allgemein fiir lineare Ordnungen
formulieren kann, hat sich ein eigener Begriff durchgesetzt:

Definition (dichte Teilmengen und separable lineare Ordnungen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
Q < M heift dicht in (M, <), falls gilt: aeM be M
Fir allea,be M mita<b ‘ ‘ ‘
existiert ein q € Q mita<q<b.

qe Q

(M, <) heifit separabel, falls eine abzihlbare dichte Teilmenge von M existiert.

Fiir die reellen Zahlen gilt:
(R, <) ist unbeschrinkt, vollstindig und separabel.

Diese drei Bedingungen charakterisieren bereits die Ordnung (R, <):

Satz  (Charakterisierung von 6)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Es gelte:

(i) (M, <) ist unbeschrinkt,
(i) (M, <) istvollstindig,
(i) (M, <) ist separabel.
Dann gilt 6 = 0. t.((M, <)), d.h. (M, <) und (R, <) sind dhnlich.

Beweis
Sei Q eine abzihlbare dichte Teilmenge von M. Dann ist Q
unbeschrinkt. Nach dem Satz von Cantor iiber den Ordnungstyp n
sind also {Q, <) und {Q, <) dhnlich.
Seif: Q — Q ein Ordnungsisomorphismus.Wir setzen f zu einer
Funktion g : M — R fort. Da g ein Ordnungsisomorphismus werden soll,
miissen Suprema von Teilmengen von M auf die Suprema der Bildmengen
abgebildet werden. Da Q in M dicht ist, ist jedes Element von M
Supremum einer Teilmenge von Q. Wir definieren also fiir x € M:

g(x) = sup({f(q) g€ Q,q<x}).

Wegen Q dicht gilt firallexe Q, da x=sup({q | g€ Q, q<x}).
Daf:Q — Q ein Ordnungsisomorphismus ist, gilt also
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f(x) = sup({f(q) I qe Q,q<x}) firallexe Q.
Somit ist g(x) = f(x) fir allex € Q, d.h. g ist eine Fortsetzung von f.

g ist ordnungserhaltend und damit injektiv:
Seienx,ye M, x<y.
Seize Qmitx <z <y Dannist g(x) <f(z) < g(y).
g ist aber auch surjektiv:
Dennseix’e RundX'={qe @ | q<x}.
Dann ist ' = sup(X’). Sei X = f"X’ ¢ Q und x = sup(X).
Dannist g(x) =sup({f(q) | g€ X}) =sup({q | qe X"}) =x".
Alsoistg: M — R ein Ordnungsisomorphismus.
(M, <) und (R, <) sind also dhnlich, und somit gilt 6 = 0. t.({(M, <)).

Lassen wir die Unbeschrinktheit fallen, so sind vier Fille moglich:

Ubung

Sei (M, <) eine vollstindige separable lineare Ordnung
mit mehr als einem Element.

Dann ist (M, <) ordnungsisomorph zu (I, <), wobei
I=[0,1] oder I=[0,1[ oder I=]0,1] oder I=1]0, 1.

[ Unterscheide nach der Existenz von kleinsten und gréfiten Elementen in
(M, <).{R, <) ist ahnlich zu (] 0, 1[, <).]

Aus dem Beweis erhalten wir einen Einbettungssatz:

Korollar  (Einbettungssatz fiir R)

Sei (M, <) eine separable lineare Ordnung.

Dann Li8t sich (M, <) in (R, <) korrekt einbetten.

Es gilt also oo <* 0 fiir alle separablen Typen o.

353

Cantor hat die Charakterisierung der Ordnung der reellen Zahlen etwas an-
ders formuliert. Er betrachtet X = [0, 1] € R und charakterisiert (X, <) wie folgt:

Cantor (1895): ,Hat eine geordnete Menge M ein solches Gepriige, dafs sie 1) ,perfekt ist,
2) in ihr eine Menge S mit der Kardinalzabl ... Ry enthalten ist, welche zu M in der Be-
ziebung stebt, dafs zwischen je zwei beliebigen Elementen my und m; von M Elemente von

S dem Range nach liegen, so ist [o.t. (M, <)) =0.t.([0, 1], <)) ].“

Die Eigenschaft perfekt bedeutet hier bei Cantor: Jede aufsteigende bzw. ab-
steigende abzihlbare Folge in M hat ein Supremum bzw. ein Infimum in M, und

jedes x € M ist Limes einer abzihlbaren auf- oder absteigenden Folge in M.

Zermelo schreibt in einer Anmerkung zur Cantorschen Charakterisierung:
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Zermelo (1932, Anmerkung zu § 11 von Cantor 1895): ,Von den beiden Eigenschaften,
durch welche hier Cantor den Ordnungstyp des Linearkontinuums charakterisiert,
ist von grundlegender Bedeutung und die eigentliche Cantorsche Entdeckung die
von ihm als 2) bezeichnete Eigenschaft: die Existenz einer in M ,iiberall dichten‘ ab-
zihlbaren Teilmenge S. Weniger gliicklich erscheint uns heute seine Formulierung
der Eigenschaft 1) ... “

Zermelo schligt statt 1) die Vollstindigkeitsbedingung ,.(M, <) hat keine Liik-
ken® vor, die unserer Formulierung entspricht.

Dedekind-Vervollstindigung einer linearen Ordnung

Die Diskussion der Liicken einer linearen Ordnung und der Charakterisie-
rungssatz legen die folgende Konstruktion einer Ordnung des Typs 6 nahe (De-
dekind, 1872): Wir schliefien alle Liicken einer Ordnung des Typsn. Ein solches
Verfahren 146t sich fiir jede lineare Ordnung durchfiihren.

Definition (Dedekind-Vervollstindigung einer linearen Ordnung)
Sei (M, <) eine unbeschrinkte lineare Ordnung.
Sei (M) ={ (L, R) | (L, R) ist ein Dedekindscher Schnitt von M }.
Fir (L, R), (L', R") € 9(M) setzen wir

L,R) < (I',R") falls LcL'.
Dann heifit (9 (M), <) die (Dedekind-) Vervollstindigung von (M, <).

Wir nehmen hier der Bequemlichkeit halber ,unbeschrinkt“ an, denn nach unserer
Schnittdefinition ist (M, &) kein Schnitt, da der zweite Teil leer ist. Lafit man (M, &) oder
(9, M) als Schnitt zu, so erhilt man bei der Vervollstindigung einen zusitzlichen rechten
oder linken Randpunkt, falls M nach rechts oder links unbeschrinkt ist.

Istxe Mund (L, R,) der Schnittmit L, ={y e M | y<x}, so kann man x mit
(L, R,) identifizieren, und damit M ¢ 9 (M) annehmen. Mit dieser Einbettung
konnen wir die Dedekind-Vervollstindigung einer linearen Ordnung so be-
schreiben: Wir schliefien alle Liicken der Ordnung, und als liickenfiillende Ob-
jekte verwenden wir gerade die Schnitte der Ordnung selbst, welche eine Liicke
der Ordnung bestimmen.

Satz  (Vollstindigkeit der Dedekind-Vervollstindigung)
Sei (M, <) eine unbeschrinkte lineare Ordnung, und sei (2 (M), <)
die Dedekind-Vervollstindigung von (M, <).
Dann ist (%(M), <) eine unbeschrinkte und vollstindige lineare Ordnung.
Ist (M, <) separabel, so gilt o0.t.((D(M), <)) = 6.
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Beweis
(B(M), <) ist offenbar eine unbeschrinkte lineare Ordnung.
Sei also X € 9 (M) nichtleer und beschrinkt in (% (M), <). Wir zeigen,

dafl X ein Infimum besitzt. Hierzu setzen wir:
L*= N{LI@LReX}, R* =M - L*

Dann ist (L*, R*) ein Schnitt in (M, <), und es gilt (L*, R*) = inf(X),
denn fiir alle (I, R") € (M) gilt:

(L R) £ X gdw L'cLfiralle(L,R)e X gdw L'cL*.

Also ist (B (M), <) vollstindig.

Sei nun (M, <) separabel, und sei Q c M eine abzihlbare dichte Teilmenge

von (M, <). Wir nehmen M ¢ %(M) an. Dann ist Q dicht in (F(M), <) (!).

Also ist (@ (M), <) unbeschrinkt, vollstindig und separabel, und somit gilt
= 0.t.((B(M), <)) = 8 nach dem Charakterisierungssatz fiir den Typ 6.

Insbesondere ist die Dedekind-Vervollstindigung jeder linearen Ordnung des
Typs n vom Typ 6 und hat daher stets die Michtigkeit von R.

Nach dem Satz sind (R, <) und (% (@), <) dhnlich. In einem Aufbau des Zah-
lensystems kann man die reellen Zahlen und ihre Ordnung geradezu als die Ver-
vollstindigung von (Q, <) definieren. Daf} die vertrauten reellen Zahlen dann zu
komplexen Schnitten (L, R) € P(Q)* werden, ist etwas schwer verdaulich. Man
kann den Ubergang von @ nach R aber sehr anschaulich zusammenfassen: wir
fidllen lediglich die Liicken von @Q auf, mit was auch immer.

Hausdorff (1914): ,Wir koénnen diesem Verfahren [der Dedekind-Vervollstindigung
B =(D(A), <) einer linearen Ordnung 2 = (A, <)], freilich mit Preisgabe der ein-
deutigen Bestimmtheit, eine etwas anschaulichere Fassung geben: wir verschaffen
uns eine zu A fremde Menge B, die mit der Menge 8 [entspricht @(A) - A] der
lickenbestimmenden Anfangsstiicke P [von 2(] dquivalent [ gleichmichtig] ist, und
iibertragen die Ordnung von 8 = 9 + B ' auf die iquivalente Menge A + B [A U
B], wobei die eineindeutige Beziehung zwischen A und 2 durch die Zusammenge-
horigkeit von a und A* [{a” € A | a’” <a}] gegeben ist. Die Menge A + B entsteht
dann aus A durch Ausfiillung der Liicken, d.h. indem man in jede Liicke P + Q
ein Element b einschiebt (P < b < Q), wodurch die b gegeniiber den a und auch
untereinander geordnet werden.

Ist A die Menge der rationalen Zahlen, so ist B die Menge der irrationalen, A + B
die der reellen Zahlen. Was die Elemente b eigentlich ,sind‘, bleibt dabei freilich
unentschieden, ist aber auch gleichgiiltig, da es nur auf ihre Ordnung zu den a und
untereinander (und auf ihre Rechengesetze) ankommt; tibrigens kann man auch die
Anfangsstiicke P selber ,reelle Zahlen‘ nennen, die schnittbestimmenden [solche
mit einem Supremum | rationale reelle Zahlen, die liickenbestimmenden irrationale
reelle Zahlen, und dann, auf die Gefahr einer Verwechslung zwischen a und A* hin,
die Weglassung des Beiworts ,reell® verabreden.

1 Die Summen sind hier nur im Sinne der [ Vereinigung] ungeordneter Mengen zu verste-
hen; die Elemente von 2 und ®8 liegen ja durcheinander [d.h. 2 + 8 entsteht hier nicht etwa
dadurch, dafl ¥ um B enderweitert wird.]“
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Eine weitere Konstruktion von (R, <) aus (Q, <)

Eine weitere, in der Analysis bevorzugte Konstruktionsmethode der reellen
Zahlen benutzt konvergente Folgen rationaler Zahlen. Diese Methode hat ge-
geniiber der ordnungstheoretischen Konstruktion den Vorteil, dafi die Arithme-
tik auf R leichter aus der Arithmetik auf Q gewonnen werden kann.

Die Idee ist, eine reelle Zahl als eine konvergente Folge rationaler Zahlen aufzu-
fassen. Zur Umsetzung dieser Idee ist es nétig, die Konvergenz einer Folge zu defi-
nieren, ohne ihren Limes bereits zu benutzen. Entscheidend ist hier der Begriff der
Fundamentalfolge, den wir fiir die reellen Zahlen bereits kennengelernt haben.

Definition (Fundamentalfolge in Q)
Seix =(x, | n e N) eine Folge rationaler Zahlen.
x heifit Fundamentalfolge in Q, falls gilt:

Fiir alle e € @, £ > 0, existiert ein ny € N mit:
Ix, - x,| < ¢ fiirallen,m e N mitn,m>n,.

Zwei Fundamentalfolgen konnen den gleichen Grenzwert haben. Auch dies
liBt sich ohne Vorgriff auf diesen Grenzwert definieren:

Definition (Nullfolge und ,gleicher Limes)
() Eine Fundamentalfolge (x, | n € N) heifit Nullfolge, falls gilt:

Fiir alle e € Q, € > 0 existiert ein ny € N mit:
Ix, | <€ fir alle n > n,.

(i) Zwei Fundamentalfolgenx=(x, | n€ Nyundy=(y, | ne N)
haben den gleichen Limes, falls (x, -y, | n € N) eine Nullfolge ist.

Man kann nun die reellen Zahlen einfach als die Menge aller Fundamentalfol-
gen in Q) definieren. Zwei reelle Zahlen gelten dann als gleich, falls sie den glei-
chen Limes haben. (Dies ist eine Gleichheit im Sinne einer Aquivalenzrelation.)
Die rationalen Zahlen lassen sich in die reellen Zahlen einbetten, indem q € Q
mit der Fundamentalfolge identifiziert wird, die konstant den Wert q annimmt.

Diese Konstruktion der reellen Zahlen stammt von Georg Cantor aus dem
gleichen Jahr wie die Konstruktion von Dedekind (1872). Unabhingig von
Cantor wurde sie bereits frither von Charles Méray (1835 - 1911) durchgefiihrt
(1869, 1872).

Heute wird tiblicherweise in dieser Konstruktion eine reelle Zahl nicht als Fundamen-
talfolge, sondern als Aquivalenzklasse x/~ von Fundamentalfolgen definiert, wobei x ~ ,
falls x und y den gleichen Limes haben. Dies hat lediglich die Konsequenz, dafi der
Gleichheitsbegriff auf den reellen Zahlen zur gewohnten Identitit wird.

Fiir diese und weitere Konstruktionsmoglichkeiten und Charakterisierungen der reel-
len Zahlen verweisen wir den Leser auf [ Deiser 2007 ] und [Rautenberg 2007]. Beide Tex-
te beriicksichtigen auch geschichtliche Entwicklungen.
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Die Suslin-Hypothese

Bereits eine kleinere Variante des Trios ,unbeschrinkt, vollstindig, separabel®
wirft grofie Probleme auf. Hierzu vorab zwei natiirliche Begriffe.

Definition (Intervalle in linearen Ordnungen)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
Ein I € M heifit ein Intervall in (M, <), falls fiir alle a,b € 1 gilt:

Istce Munda<c<b,soistce L.

Wie fiir reelle Intervalle sind ,,offen®, ,geschlossen“ und ]a, b[, [a, b[, ]a, b],
[a, b] definiert.

Definition (Antiketten-Bedingung)
Sei (M, <) eine lineare Ordnung.
(M, <) erfiillt die (abziblbare) Antiketten-Bedingung, falls jede Menge
von paarweise disjunkten offenen Intervallen von M abzihlbar ist.

paarweise disjunkte offene Intervalle in M

Ubung
(R, <) erfiillt die Antiketten-Bedingung.
Allgemeiner: Ist (M, <) separabel, so erfiillt (M, <)
die Antiketten-Bedingung.

[ Jedes nichtleere offene Intervall in R enthilt eine rationale Zahl. ]

Die Antiketten-Bedingung ist also eine Abschwichung der Separabilitit. Die
Frage ist, ob die Antiketten-Bedingung die Separabilititin der Charakterisierung
des Typs 6 ersetzen kann. Dies fithrt zur Suslin-Hypothese [Suslin, 1920].

Suslin-Hypothese
Sei (M, <) eine lineare Ordnung. Es gelte:

(i) (M, <) ist unbeschrinkt,
(i) (M, <) istvollstindig,
(iii) (M, <) ist dicht und erfiillt die Antiketten-Bedingung.
Dann gilt 6 = 0. t.((M, <)), d.h. (M, <) und (R, <) sind dhnlich.

Man kann nun versuchen, den Beweis der Charakterisierung von 6 zu verfei-
nern. Oder man kann versuchen, ein Gegenbeispiel zu konstruieren, d.h. man
suchtnach einer linearen Ordnung, die (i) - (iii) erfiill¢, die aber keine abzihlba-
re dichte Teilmenge enthilt ...
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Beide Ansitze sind hoffnungslos! Denn es zeigt sich: Die Suslin-Hypothese ist
- genau wie die Kontinuumshypothese - weder beweisbar noch widerlegbar (im
Rahmen der tiblichen Mathematik). Der Beweis verliuft wie der Beweis der Un-
abhingigkeitvon (CH) in zwei Teilen. Im Gédelschen Modell ist die Suslin-Hy-
pothese falsch (siche [ Jensen 1968 ]). Mit der forcing-Methode von Cohen kann
man sowohl Modelle konstruieren, in denen die Suslinhypothese richtig ist (sie-
he [Solovay/Tennenbaum 19711]), als auch solche, in denen sie falsch ist (siehe
[ Jech 1967, Tennenbaum 1968]).

Der Kern der Suslin-Hypothese ist der Zusammenhang von ,,separabel“ und
»Antiketten-Bedingung® fiir dichte lineare Ordnungen. Die Vollstindigkeit und
Unbeschrinktheit der Ordnung ist nicht wesentlich:

Ubung
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Suslin-Hypothese ist richtig.
(i) Jede dichte lineare Ordnung, die die Antiketten-Bedingung erfiillt,
ist separabel.
[z (i) ™ (i): Wir zeigen —(ii) ™ —(1). Sei (M, <) ein Gegenbeispiel zu (ii).
Entfernung von Endpunkten und Dedekind-Vervollstindigung von (M, <)
liefert ein Gegenbeispiel zu (i); die Vervollstindigung ist nicht separabel. ]

Die einfache Aussage (ii) tiber lineare Ordnungen ist also ebenfalls im Rah-
men der iiblichen Mathematik nicht entscheidbar.

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Kommentar Cantors zur philosophi-
schen Diskussion um den Begriff eines Kontinuums und zum Verstindnis der
reellen Zahlen in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts. Damals wurde ein
strenger Aufbau der Analysis zur dringenden Notwendigkeit, und die mangelnde
Fundierung der reellen Zahlen war eine schwerwiegende Liicke dieses Unter-
nehmens. Der folgende Auszug ist aber alleine schon wegen der darin dargeleg-
ten verbliiffend modernen Sicht der Zeit von Interesse.

Georg Cantor iiber die mathematische Behandlung der reellen Zahlen

»Der Begriff des ,Kontinuums* hat in der Entwicklung der Wissenschaften tiberall
nicht nur eine bedeutende Rolle gespielt, sondern auch stets die grofiten Meinungsver-
schiedenheiten und sogar heftige Streitigkeiten hervorgerufen. Dies liegt vielleicht daran,
daf} die ihm zu Grunde liegende Idee in ihrer Erscheinung bei den Dissentierenden einen
verschiedenen Inhalt aus dem Grunde angenommen hat, weil ihnen die genaue und voll-
stindige Definition des Begriffs nicht iiberliefert worden war ; vielleicht aber auch, und
dies ist mir das Wahrscheinlichste, ist die Idee des Kontinuums schon von denjenigen
Griechen, welche sie zuerst gefafit haben mégen, nicht mit der Klarheit und Vollstindig-
keit gedacht worden, welche erforderlich gewesen wire, um die Moglichkeit verschiede-
ner Auffassungen seitens der Nachfolger auszuschlieffen. So sehen wir, dafi Leukipp,
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Demokrit und Aristoteles das Kontinuum als ein Kompositum betrachteten, welches ex
partibus sine fine divisibilibus besteht, dagegen Epikur und Lukretius dasselbe aus ihren
Atomen, als endlichen Dingen zusammensetzen, woraus nachmals ein grofier Streit unter
den Philosophen entstanden ist, von denen einige dem Aristoteles, andere dem Epikur
gefolgt sind ; andere wieder statuierten, um diesem Streit fern zu bleiben, mit Thomas
von Aquino, dafl das Kontinuum weder aus unendlich vielen, noch aus einer endlichen
Anzahl von Teilen, sondern aus gar keinen Teilen bestehe; diese letztere Meinung scheint
mir weniger eine Sacherklirung als das stillschweigende Bekenntnis zu enthalten, dafl
man der Sache nicht auf den Grund gekommen ist und es vorzieht, ihr vornehm aus dem
Wege zu gehen. Hier sehen wir den muittelalterlich-scholastischen Ursprung einer Ansicht,
die wir noch heutigen Tages vertreten finden, wonach das Kontinuum ein unzerlegbarer
Begriff oder auch, wie andere sich ausdriicken, eine reine aprioristische Anschauung sei,
die kaum einer Bestimmung durch Begriffe zuginglich wire; jeder arithmetische Deter-
minationsversuch dieses Mysteriums wird als ein unerlaubter Eingriff angesehen und mit
gehorigem Nachdruck zuriickgewiesen; schiichterne Naturen empfangen dabei den Ein-
druck, als ob es sich bei dem ,Kontinuum® nicht um einen mathematisch-logischen Begriff
sondern viel eher um ein refigioses Dogma handle.

Mir liegt es sehr fern, diese Streitfragen wieder heraufzubeschworen, auch wiirde mir
zu einer genaueren Besprechung derselben in diesem engen Rahmen der Raum fehlen;
ich sehe mich nur verpflichtet, den Begriff des Kontinuums, so logisch-niichtern wie ich
ihn auffassen mufi und in der Mannigfaltigkeitslehre ihn brauche, hier méglichst kurz und
auch nur mit Riicksicht auf die mathematische Mengenlehre zu entwickeln. Diese Bearbei-
tung ist mir aus dem Grunde nicht leicht geworden, weil unter den Mathematikern, auf
deren Autoritit ich mich gern berufe, kein Einziger sich mit dem Kontinuum in dem Sin-
ne genauer beschiftigt hat, wie ich es hier notig habe ...

Zunichst habe ich zu erkliren, dafi meiner Meinung nach die Heranziehung des Zeitbe-
griffs oder der Zeitanschauung bei Erérterung des viel urspriinglicheren und allgemeineren
Begriffs des Kontinuums nichtin der Ordnung ist; die Zeir ist meines Erachtens eine Vor-
stellung, die zu ihrer deutlichen Erklirung den von ihr unabhingigen Kontinuititsbegrift
zur Voraussetzung hat und sogar mit Zuhilfenahme desselben weder objektiv als eine Sub-
stanz, noch subjektiv als eine notwendige apriorische Anschauungsform aufgefafit werden
kann, sondern nichts anderes als ein Hilfs- und Beziehungsbegriff, durch welchen die Rela-
tion zwischen verschiedenen in der Natur vorkommenden und von uns wahrgenomme-
nen Bewegungen festgestellt wird. So etwas wie objektive oder absolute Zeit kommt in der
Natur nirgends vor und es kann daher auch nicht die Zeit als Maf} der Bewegung, viel eher
konnte diese als Mafy der Zeir angesehen werden, wenn nicht dem Letzteren entgegen-
stiinde, daff die Zeir selbst in der bescheidenen Rolle einer subjektiv notwendigen apriori-
schen Anschauungsform es zu keinem erspriefilichen, unangefochtenen Gedeihen hat
bringen konnen, obgleich ihr seit Kant die Zeit dazu nicht gefehlt haben wiirde.“

(Georg Cantor 18830, ,, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. V)
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Wir beantworten in diesem und im nichsten Kapitel die beiden offen gebliebe-
nen Fragen aus dem zweiten Kapitel:

1) Wieviele Ableitungen P braucht man, um von einem P ¢ R zu einer
@ g )

perfekten Menge zu gelangen, d.h. zu einem P mit P = P+ 1>
(2) Welche Michtigkeiten sind fiir die abgeschlossenen Mengen moglich ?

Fiir eine beliebige Teilmenge P von R hatten wir rekursiv die Ableitungen P@®
fiir Ordinalzahlen o definiert. Zur Erinnerung:

Definition (die Ableitungen P einer Punktmenge)
Sei P  R. Dann ist die a-te Ableitung P von P
fiir Ordinalzahlen o rekursiv definiert durch:
PO - P,
p+h _ p@ fiir o Ordinalzahl,

PP = N, P®  fiir A Limesordinalzahl.

Nach den Ergebnissen des zweiten Kapitels wissen wir, daf§ die Ableitungen ab
dem ersten Schritt eine c-absteigende Folge aus abgeschlossenen Mengen bildet:

Satz
Sei P ¢ R. Dann gilt fiir alle Ordinalzahlen o # 0:

(i) P ist abgeschlossen,
(i) P o p@+h,

Wir haben also PV 5 PP 5 ... o P@ 5 pe+h 5

Gilt P =PV fiir eine Ordinalzahl o, so ist der Ableitungsprozef} ab o kon-
stant gleich P, Mit P ist dann eine perfekte Menge gefunden, die wir als den
perfekten Kern aller abgeschlossenen Mengen der Ableitungsfolge bezeichnen:

Definition (perfekter Kern)
Sei P c R abgeschlossen, und sei o eine Ordinalzahl mit P@ — ple+h,
Dann heifit P“ der perfekte Kern von P

Wir wollen nun zeigen, dafy wir den perfekten Kern einer abgeschlossenen
Menge in abzihlbar vielen Schritten erreichen. Hierzu beweisen wir einen allge-
meinen Satz iiber die Linge von c-absteigenden Folgen abgeschlossener Teil-
mengen von R.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_24, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Absteigende Folgen abgeschlossener Mengen

Definition (c-absteigende Folgen von Teilmengen von R)
Eine Folge (X, | o< B) von Mengen heifit c-absteigend (oder strikt
absteigend bzgl. der Inklusion), falls gilt:

Firalle o, o/ < B mito < o gilt Xy = X

Analog sind c-absteigend, c-aufsteigend (X, < X fiir oo <o < 3) und
c-aufsteigend definiert.

Allgemein kénnen c-absteigende Folgen von linearen Punktmengen iiberab-
zihlbare Linge haben:

Ubung
Es gibt eine c-absteigende Folge (X, | o < ;) von Teilmengen von R.

[Seif: W(w;) — R injektiv. Wir setzen X, = R - f”W(0) fiir o0 < 0;.]

Fordern wir aber zusitzlich, daf die Folge aus abgeschlossenen Teilmengen von
R gebildet ist, so ist ein derartig langsamer Abstieg nicht mehr moglich, wie wir
nun zeigen wollen. Entscheidend verwenden wir hierbei die folgende Konse-
quenz der Separabilitit von R: Jedes offene reelle Intervall enthilt ein offenes
Intervall mit rationalen Endpunkten.

Definition (rationales Intervall)
Seil=]a, b[ ein offenes reelles Intervall mita,b e Q.
Dann heifit I ein offenes rationales Intervall.

Ubung
(i) Seil= ]a, b[ ein nichtleeres reelles Intervall, und sei x € 1.
Dann existiert ein nichtleeres rationales Intervall
J=1a,b[mitxe Jund Jc L
(i) Ist Q c R offen,soist Q = U {I 11 Q,Irationales Intervall }.
(iii) Die Menge der rationalen offenen Intervalle ist abzihlbar.

[Q x Q ist abzihlbar.]

Ist (P, | o< B) eine c-absteigende Folge von Teilmengen von R, und enthilt
P, -P,., fiiralle o < B eine rationale Zahl, so ist  offenbar abzihlbar. Die Dif-
ferenz A - B zweier abgeschlossener Teilmengen B < A enthilt aber i.a. keine
rationale Zahl. Jedoch fiihrt eine Verfeinerung dieser Idee zum Ziel: Es gibt ein
offenes rationales Intervall, das A trifft, aber zu B disjunkt ist. Diese Beobach-
tung bildet das Herz des folgenden Beweises.
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Satz  (iiber die Linge absteigender Folgen von abgeschlossenen Mengen)
Sei (P, | o< B) eine c-absteigende Folge abgeschlossener
"Teilmengen von R.

Dann ist B abzihlbar.

Beweis
Seily, I, I, ... eine Aufzihlung aller offenen nichtleeren rationalen
Intervalle in R. Fiir o < B definieren wir N, € N durch

Ny = {neNII,nP,#T}.
Dann gilt:
(+) (Ng | o< B)ist c-absteigend.

Beweis von (+)

Offenbar gilt Ny € N, fiir alle . < o” < B.

Es gentigt zu zeigen: N, | € N, fur alle oo mit o0 + 1 < .
Seialso o+ 1 <. Wegen P,,, | c P, existierteinxe Py, - P, ;.
Danngilt N, ={ne NI xe [, } cN,.

Wiire nun P, N1, # O fur alle n € Ny, so wire x ein
Hiufungspunktvon Py, . Aber x & Py, {, im Widerspruch

zur Abgeschlossenheit von Py, ;.

Also existiert einn € N, € N, mitn ¢ N, . Dies zeigt (+).

Also ist (N, | o< B) eine c-absteigende Folge von Teilmengen von N.
Dann ist aber 3 abzihlbar, denn die Funktion g : dom(g) — N mit

g(o) = min(Ny, - N, ;) firalleaomita+1<f
- istinjektiv.
Ubung
Zeigen Sie, daf§ auch c-aufsteigende Folgen abgeschlossener

Mengen abzihlbare Linge haben. Ebenso sind c-aufsteigende oder
c-absteigende Folgen offener Mengen abzihlbar.

Hausdorff (1914): ,Eine auf- oder absteigende wohlgeordnete Menge verschiedener Ge-

biete [offener Mengen] oder abgeschlossener Mengen ist hochstens abzihlbar.“

Aus dem Satz ergibtsich, dafi die Folge der Ableitungen einer abgeschlossenen
Menge nach abzihlbar vielen Schritten in einer perfekten Menge terminiert,
denn andernfalls hitten wir mit PV 5 ... 5 P 5 P@*D 5 eine iiberabziihl-

bare c-absteigende Folge abgeschlossener Mengen vor uns.

Damit ist die erste Frage beantwortet: Abzihlbar viele Schritte geniigen, um

in der Folge der Ableitungen einen stabilen Zustand zu erreichen.

Der Satz von Cantor-Bendixson macht nun zudem eine Aussage tiber die wih-

rend der Ableitung verlorengegangenen Punkte.
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Die Cantor-Bendixson-Zerlegung

Satz  (Miichtigkeit der isolierten Punkte einer Menge)
Sei P c R. Dann ist die Menge R = P - P” der isolierten Punkte von P
abzihlbar.

Beweis
Sei wieder I, I, I,, ... eine Aufzihlung aller offenen nichtleeren
rationalen Intervalle in R.
Fiir alle x € R sei

f(x) = ,daskleinstene Nmitxe I, undI, " P={x}“

f(x) ist wohldefiniert, da x ein isolierter Punkt von P ist.
Dannistf: R — N injektiv, denn fiir x,y € R mit f(x) = f(y) ist

{X} = If(x)ﬁP = If(y)mP = {y},
alsox =y.
— Also ist R abzihlbar.

Damit erhalten wir nun den zusammenfassenden Satz:

Satz  (Satz von Cantor-Bendixson)
Sei P ¢ R abgeschlossen. Dann existieren A, P* ¢ P mit:

() PNA=0, PPUA=P, P
(i) P* =P fiir ein abzihlbares o,
(ii)) P*ist perfekt, A ist abzihlbar. P* = P A=UR,
perfekt abziblbar
Be"\";;il: setzen:
o = ,das kleinste o mit P = P+ D« R, _ P® _ pleh
P* = P,

Nach dem Satz iiber die Linge c-absteigender Folgen abgeschlossener
Mengen existiert o* und ist abzdhlbar. Offenbar ist P* P perfekt.

Fiir o < o* sei R, = P - P*V die Menge der isolierten Punkte von P,
Sei dann

A= U0c<0c* R

Dann ist A als abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen abzihlbar.
— Offenbar gilt P=P* UAund P*nA=0.
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Definition (Cantor-Bendixson-Zerlegung)
Sei P c R abgeschlossen.
Dann heifit die im obigen Beweis konstruierte Zerlegung
P=P*UA
die Cantor-Bendixson-Zerlegung von P.
A heifit die Menge der verborgen isolierten Punkte von P,

Cantor (1884b): , Theorem E’. Ist P eine abgeschlossene Punktmenge von boberer als der
ersten Miichtigkeit [ P iiberabziblbar ], so zerfillt P und zwar nur auf eine Weise in eine
[nichtleere | perfekte Menge S und eine Menge von der ersten Michtigkeit [hier: bochstens
abzihlbar] R, so dafs

P=R+S

und es existiert eine kleinste der ersten oder zweiten Zablenklasse zugehorige [ abziblbare |
Zabl o, so dafy P gleich S wird.“

Die Eindeutigkeit der Zerlegung einer abgeschlossenen Menge in einen per-
fekten und einen abzihlbaren Teil zeigen wir unten. Hier halten wir noch ein
einfaches Korollar fest:

Korollar
Sei P ¢ R, und sei P abzihlbar fiir ein o.
Dann ist P abzihlbar.

Beweis
Nichttrivial ist nur der Fall o.> 1.
Sei P = P* U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung
der abgeschlossenen Menge P, Dann ist P* abzihlbar,
denn P* ist Teilmenge jeder Ableitung P von P.
Wegen A abzihlbar ist also P abzihlbar.
— Aber R = P - PW ist abzihlbar, also ist P = P’ U R abzihlbar.

Cantor (1884b): , Theorem B. Ist oirgendeine Zabl der ersten oder zweiten Zablenklasse
[ovabziblbar] und P ... eine Punktmenge von solcher Beschaffenbeit, dafs:

P@ =y,

so ist PV sowobl wie auch P von der ersten Miichtigkeit [abziblbar unendlich ], es sei denn,
dafs Presp. PV endliche Mengen sind.“

Aus dem Satz von Cantor-Bendixson folgt, daff jede iiberabzihlbare abge-
schlossene Menge immer einen iiberabzihlbaren perfekten Kern enthilt. Umge-
kehrt stellt sich die Frage:

Kann eine abziblbare abgeschlossene Menge einen nichtleeren Kern haben ¢

Dieser Frage wollen wir uns nun zuwenden.
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Reduktible Teilmengen von R

Definition (reduktibel) T
Sei P ¢ R. P heifit reduktibel, O
falls eine Ordinalzahl y existiert mit P% = &.

Obige Frage lautet also: Ist jede abgeschlossene P

abzihlbare Menge reduktibel ? Oder: Kann eine

nichtleere perfekte Menge abzihlbar sein? Jede
nichtleere perfekte Menge P < Rist offenbar un- PY =g

endlich, da jedes x € P ein Haufungspunkt von P

ist. Mit einem Argument, das dem ersten Cantorschen Beweis der Uberabzihl-

barkeit der reellen Zahlen verwandt ist, zeigen wir nun, daf} nichttriviale perfekte

Mengen sogar iiberabzihlbar sind.

Satz  (Uberabzihlbarkeit der perfekten Mengen)
Sei P ¢ R perfekt und nichtleer. Dann ist P iberabzihlbar.

Beweis
Seif:N — Pinjektiv, und sei x, = f(n) firne N.
Wir konstruieren ein x* € P, das von allen x,,, n € N, verschieden ist.
Dann kann f keine Bijektion sein, und es folgt, dafi P iiberabzihlbar ist.
Fiir alle n € N kénnen wir annehmen:

(+) Firallee>0,ee R,ist (Ug(x,) - {x,}) nrng(f) = 2.

Andernfalls ist f sicher nicht bijektiv: Denn (U, (x,) - {x, }) N P ist

unendlich, da x,, ein Hiaufungspunkt von P ist.

Wir konstruieren nun rekursiv:

- eine konvergente Teilfolge x; , x; , x;, ... von x¢, X1, X, ...,
wobeiiy<i;<i; <...,

- eine Nullfolge gy > €, > €, > ... von reellen Zahlen g, > 0.

Seiip=0,¢5=1.

Seien i, und €, konstruiert fiir ein n € N. Wir setzen:

in,1 = ,daskleinste m e Nmit x,, € U, (x; ) - {x;_ }°,
€,,1 = 1/2 -min(c,, €, - 6,), wobeic, = Ix; | -x; I.

In+1

(Die Idee ist, daff Ug, ,(x; ) samt Rand ganzin U, (x; ) - { x;_ } liegt.)

Nach (+) ist i, wohldefiniert fiir alle n € N, und es giltiy <i; <i, <... (!).
Weiter iste,,; < 1/2 ¢, firallen € N, also lim,, _, ., €, = 0.
Nach Konstruktion ist (x; | n e N) eine Cauchyfolge, also existiert

x* = lim, . x; .
Dann ist x* € P, da x* ein Hiufungspunkt von P ist.
— Aber nach Konstruktion gilt x* # x,, fiir allen € N.
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Cantor (1884b): , Theorem A. Eine ... Punktmenge P kann, wenn sie von der ersten Miich-
tigkeit [abziblbar unendlich | ist, nie eine perfekte Punktmenge sein.“

Mit diesem Ergebnis konnen wir die Frage nach der Reduktibilitit abzihlba-
rer abgeschlossener Mengen positiv beantworten:

Korollar  (abgeschlossene abziblbare Mengen sind reduktibel)
Sei P c R abgeschlossen und abzihlbar.
Dann existiert eine abzihlbare Ordinalzahl o mit P = &,

Beweis

Sei o eine abzihlbare Ordinalzahl, fiir die P E)erfekt ist.

Wegen P abgeschlossen ist P c P, also ist P* perfekt und abzihlbar.
— Aber nichtleere perfekte Mengen sind iiberabziihlbar, also ist P = .

Cantor (1884b): ,, Theorem C’. Ist P irgend eine abgeschlossene Punktmenge von der ersten
Miichtigkeit [abziblbar unendlich ], so gibt es immer eine kleinste der ersten oder zweiten
Zablenklasse zugeborige Zabl o. [ein abziblbares o], so dafs P gleich Null ist, oder was das-
selbe heifSen soll, solche Mengen sind immer reduktibel.

Ubung
Sei P # @ abgeschlossen und abzihlbar, und sei o minimal mit P = &,
Dann ist o eine Nachfolgerordinalzahl.

Explizit halten wir die folgende Umformulierung fest:

Korollar
Sei P c R nichtleer, abgeschlossen und abzihlbar.
Dann hat P einen isolierten Punkt.

Eine weitere Folge der Uberabzihlbarkeit nichtleerer perfekter Mengen ist
die Eindeutigkeit der Cantor-Bendixson-Zerlegung.

Korollar  (Eindeutigkeit der Cantor-Bendixson-Zerlegung)
SeiPcR,undseiP=P;, UA; =P, UA, mit
(i) Py, P, perfeke,
(it) Ay, A, abzihlbar,
@) PinA;=P,nA,=0.
Dann gilt Py =P, und A = A,.

Beweis
Annabme Py #P,. Sei dann 0.E. x € Py, x¢ P,. Wegen P, abgeschlossen
existiert ein Intervall I = Ja, b[ mitxe ITundIc R - P,.
Weiter existiert ein Intervall I’ = [a, b"] mita <2’ < x < b’ < b.
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Dann ist P; nI"nach evtl. Entfernung von a’ und b’ perfekt (!) und nichtleer.
Alsoist Py NI’ iiberabzihlbar. Aber es gilt Py nI' c PN 1 c A,, und damitist
— A, tiberabzihlbar. Widerspruch! Also gilt P = P, und weiter A; = A,.

Wir fassen die wesentlichen Resultate noch einmal in einem Satz zusammen.

Satz  (Fundamentalsatz iiber Ableitungen)
Sei P c R. Dann gilt:

(A) Ist P abzihlbar fiir eine Ordinalzahl o, so ist P abzihlbar.
(B) IstP abzihlbar und abgeschlossen, so ist P = & fiir ein abzihlbares o.

(C) Ist P iiberabzihlbar und abgeschlossen, so existiert ein perfektes
P* c P, fiir das P - P* abzihlbar ist. Ein solches P* ist eindeutig
bestimmt, und es gilt P* = P* fiir ein abziihlbares o..

Die im Hinblick auf (C) an dieser Stelle natiirliche Frage, ob jede iiberabzihl-

bare lineare Punktmenge eine nichtleere perfekte Teilmenge besitzt, behandeln
wir im néchsten Kapitel.

Kondensationspunkte

Wir wollen nun noch eine andere Konstruktion der Cantor-Bendixson-Zerle-
gung geben, die den perfekten Kern einer abgeschlossenen Punktmenge unmit-
telbar aus P extrahiert, dafiir aber die durch den Ableitungsprozef} aufgedeckte
Struktur einer Punktmenge nicht ans Licht bringt.

Hierzu betrachten wir zunichst die folgende Verschirfung des Begriffs eines
Hiufungspunktes einer Punktmenge (Lindelof, 1905):

Definition (Kondensationspunkte einer Punktmenge)
Sei P c R. Ein x € R heifit ein Kondensationspunkt von P, falls gilt:

Firallee >0, e € R, ist Ug(x) N P tiberabzihlbar.
Wir setzen:
cp(P) = {xe R | xist Kondensationspunkt von P }.

[cp steht hier fiir engl. condensation points. |

Zum Vergleich: x ist Hiufungspunkt von P, falls gilt:
Fiir alle € > 0 ist U (x) N P unendlich.

Satz
Sei P ¢ R. Dann gilt:

(i) P - cp(P) ist abzihlbar.
(i) cp(P) ist perfekt.
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Beweis
zu (1): SeiA =P - cp(P). Dann gilt fir allex e P:

(+) xe A gdw es existiert ein offenes rationales Intervall I mit:
x e [ und I P ist abzihlbar.

Also gilt:

A = U {INP | Listein offenes rationales Intervall
und I N P ist abzihlbar }.

Also ist A abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen, und damit
abzihlbar.

zu (i1): cp(P) ist abgeschlossen, denn ein Hiufungspunkt von
Kondensationspunkten von P ist wieder ein Kondensationspunkt
(vgl. den Beweis von ,,P” abgeschlossen®):
Ist x ein Hiufungspunkt von cp(P) und ist € > 0, so existiert ein
y € cp(P) und ein & > 0 mit Us(y) < Ug(x).
Dannist Ug(y) N P iiberabzihlbar und eine Teilmenge von U, (x) N P.
Also ist Ug(x) N P tiberabzihlbar fiir alle € > 0, also x € cp(P).

Wir zeigen noch, dafy cp(P) keine isolierten Punkte besitzt.
Sei hierzu x € cp(P), und sei € > 0.
Nach Definition von cp(P) gilt dann:

(#) U,(x) N P ist iiberabzihlbar.
Wir miissen zeigen:
(##) Ug(x) N cp(P) ist unendlich.
- Aber P - cp(P) ist abzihlbar nach (i). Also folgt (##) aus (#).

Korollar
Sei P ¢ R abgeschlossen, und sei A = P - cp(P).
Dann ist P = cp(P) U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung von P.
Insbesondere ist also cp(P) der perfekte Kern P* von P.

Beweis
Wegen P abgeschlossen ist cp(P) < P. Nach dem Satz oben ist
cp(P) perfekt und A abzihlbar. Aus der Eindeutigkeit der

-~ Cantor-Bendixson-Zerlegung folgt damit die Behauptung.

Ubung
Sei P ¢ R perfekt. Dann ist cp(P) = P.

Eine weitere Moglichkeit, den perfekten Kern aus einer Menge in einem ein-
zigen Schritt zu gewinnen, gibt die folgende Ubung. Dieser Ansatz geht auf
Hausdorff zuriick (vgl. [Hausdorft 1914, S. 221{f] und das Zitatam Ende des Ka-
pitels).
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Ubung
Sei P R abgeschlossen, und sei

P* = U {AcP I Aistinsich dicht (d.h.AcA’)}.

Dann ist P der perfekte Kern von P.

Der perfekte Kern von P ist also die grofite in sich dichte Teilmenge von P.

Kohirenzen und relative Abgeschlossenheit

Die Folge der Ableitungen P® miindet fiir beliebige P R nach dem ersten
Schritt in die Folge der Ableitungen einer abgeschlossenen Menge, nimlich in
die Ableitungsfolge von P’. Ein feinerer, ebenfalls schon von Cantor untersuch-
ter Ableitungsprozef} einer beliebigen Punktmenge ist der folgende:

Definition (Kobirenzen und Adbirenzen)
Sei P ¢ R. Dann ist die o-te Kohdrenz P* von P
fiir Ordinalzahlen o rekursiv definiert durch:

P’ =P
P! = (P*) A P* fiir o Ordinalzahl,
P* = Ny P fiir A Limesordinalzahl.

P% - P**! heift die o-te Adbiirenz von P

Die Begriffe der Kohirenz und Adhirenz hat Cantor 1885 eingefiihrt.

Die erste Adhirenz von P ist einfach die Menge der isolierten Punkte von P,
und also abzdhlbar. Insgesamt werden bei der iterierten Kohirenzbildung also in
jedem Schritt nur abzihlbar viele Punkte abgespalten.

Fiir abgeschlossene Mengen P gilt P = P fiir alle o. Dagegen gilt Q" = R,
wihrend Q' = Q gilt.

Im allgemeinen gilt P* = P A P nicht:

Ubung
(i) Esgibtein Pc Rmit P’ =@, P c P, PP = @.

(ii) Es gilt P* ¢ P A P fiir alle Ordinalzahlen o und alle P ¢ R.

[zu (i): Sei(x, | 0.< ") strikt aufsteigend in R.
Betrachte nun P = {x, | o< @’, o0 Nachfolger } U {x,2 }.]

Ist also P reduktibel, so ist P* = & fiir ein 0. Die Umkehrung gilt nicht. Wir
werden im nichsten Abschnitt ein P < R konstruieren, dessen erste Kohirenz P!
= P’ N P leer ist, dessen erste Ableitung P") = P aber nichtleer und perfekt ist.

Kohirenzen haben eine gewisse Abschlufieigenschaft. Hierzu ein auch anders-
wo niitzlicher Begrift:
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Definition (abgeschlossen in P, Fp)
Sei P c R. A ¢ P heifit (relativ) abgeschlossen in P, falls A" NP c A.

Wir setzen %p = { A c P | Aistabgeschlossenin P }.

Insbesondere ist jedes P < R abgeschlossen in sich selbst, und es gilt % = %.

Die Idee ist: P ist blind gegeniiber R - P, insbesondere also gegeniiber P” - P.
Ein derart blindes P denkt, daf§ A c P abgeschlossen ist, wenn jeder Hiufungs-
punkt von A, den P sieht, bereits zu A gehort.

Ubung
Fiir alle A, P c R sind dquivalent:
(1) Aistabgeschlossen in P.

(1)) Es gibt ein abgeschlossenes B < Rmit A =P n B.

Ublmg
(a) Ist P c Rund 4 ¢ Fp nichtleer, soist [ A € Fp.
(b) Seien A, B, C c R, und sei A ¢ B ¢ C. Dann gilt:
Ist A abgeschlossen in C, so ist A abgeschlossen in B.

melg
Fiir alle P ¢ R und alle Ordinalzahlen o gilt:
P* ist abgeschlossen in P.

Auch fiir die relative Abgeschlossenheit gilt der Satz iiber die Linge von ab-
steigenden Folgen:

Satz  (iiber die Linge absteigender Folgen von relativ abgeschlossenen Mengen)
Sei P c Rund sei (A, | o< B) eine c-absteigende Folge von in P
abgeschlossenen Teilmengen von P.

Dann ist B abzihlbar.

Beweis
Sei P ¢ R, und seien A, B < P abgeschlossen in P. Dann gilt:

IstAcB,soistcl(A) ccl(B),dh.AUA"cBuUB".
cistklar. Seialsoxe€ B - A. Dannistx ¢ A’, da A abgeschlossen
inPist. Alsoxe AUA’.

Folglich ist {cl(A,) | o < B) eine c-absteigende Folge von
- abgeschlossenen Teilmengen von R. Also ist B abzihlbar.

Auch der Prozef§ der iterierten Kohirenzbildung erreicht also nach abzihlbar
vielen Schritten einen stabilen Zustand:
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Satz  (abzihlbare Terminierung der Kobirenzbildung)
Sei P ¢ R. Dann existiert ein abzihlbares o, mit P* = P**!,

Beweis
Andernfalls ist (P* | o< ®;) eine c-absteigende Folge von in P
— abgeschlossenen Teilmengen von P, Widerspruch.

Definition (letzte Kobirenz)
Sei P c R, und sei o derart, dafy P* = P**! gilt.
Dann heifit P* die letzte Kohiirenz von P,

Dieletzte Kohirenzeiner Punktmengelifitsich wieder wie folgt charakterisieren:
Ubung

Sei P ¢ R, und sei K ¢ P die letzte Kohirenz von P.
Dann ist K die grofite in sich dichte Teilmenge von P.

Residuen und reduzible Punktmengen

Wir besprechen noch eine zur Kohirenzbildung einer Punktmenge verwand-
te Operation, die tiberaus originelle Hausdorffsche Residuenbildung.

Ist P ¢ R, so ist der Abschluf} cI(P) =P u P’ =P U (P’ - P) von P die kleinste
abgeschlossene Menge, die P umfafit. Im folgenden betrachten wir die beim
Ubergang von P zu cl(P) neu hinzukommenden Punkte cl(P) - P = P’ - P genau-
er. Insbesondere betrachten wir wieder den Abschluf dieser Punkte, und die da-
bei zu P’ - P neu hinzukommenden Punkte, usw. Dabei entsteht ein interessanter
Zickzackprozef} innerhalb von cl(P), bei dem wir zwischen P und cl(P) - P hin
und her springen.

EFiir das folgende ist es niitzlich, sich ein typisches P c R als eine fein zerstiubte Punkt-
menge vorzustellen (Puderzucker auf einem Kuchen). Dann ist cI(P) sehr reich (die
Oberfliche des Kuchens), und cl(P) - P (der ungezuckerte Teil der Oberfliche) sieht un-
gefihr so aus wie P selbst.

Definition (Hausdor{f-Residuum, @- und \y-Operationen auf Punktmengen)
Sei P < R. Wir definieren:

y(P) = P'-P,
o(P) = y(y(P)) = (P'-P)" - (P"-P).
©(P) heifdc das (erste) Residuum von P.
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y(P) besteht also genau aus denjenigen Hiufungspunkten von P, die aufier-
halb von P liegen. Offenbar gilt y(P) = cI(P) - P.

Die @-Operation tilgt viele unkomplizierte Punktmengen komplett: Ist A c R
abgeschlossen, so ist bereits W(A) = &, also auch ¢(A) = &. Ebenso gilt o(U) =
fiir alle offenen Mengen U, denn dann ist y(U) = U’ - U =cl(U) n (R - U) abge-
schlossen, also @(U) = y(y(U)) = <.

Hausdorff (1914): ,Nach Definition ist y(M) c My [= M], also ¢(M) c Mg [=M”] und
jedenfalls (M) c M}, [M n M’]; auch dieser Prozef} befreit M also von den isolierten
Punkten. Aber er ist im allgemeinen viel energischer als die Kohirenzbildung, in dem
er z.B. auch alle inneren Punkte abspaltet [alle xe M mitx € int(M)].“

Wenden wir y zweimal an, so erhalten wir eine relativ abgeschlossene Teil-
menge der Ausgangsmenge. Diese und andere niitzliche Eigenschaften versam-
melt der folgende Satz.

Satz  (Eigenschaften der - und ¢-Operationen)
Sei P ¢ R. Dann gilt:

@) o(P) =P,
(i) @(P)istabgeschlosseninP (d.h. o(P)’ NP < o(P)),

(i) cl(e(P)) ccl(y(P)) ccl(P),
(iv) w(o(P)) = o(w(P)).

Beweis

zu (i):
Istxe o(P),soistxe (P'-P) cP”"c P’ alsoxe P
Andererseits ist (P) = (P’ - P)" - (P’ - P), alsoistx¢ P' - P.
Also giltxe P’undx ¢ (P'-P),alsoxe P.

zu (11):
Es gilt (P) < (P’ - P)’, also auch ¢(P)" c (P" - P)".
Seixe ¢(P)’ nP.Dann giltxe (P’ - P)".
Wegenx € Pistaberx¢ P'-P.
Alsoxe (P'-P)" - (P’'-P) =o(P).

zu (111):
Wegen y(P) c cl(P) ist auch cl(y(P)) c cl(P).
Analog ist wegen @(P) = w(y(P)) < cl(y(P)) auch cl(@(P)) c cl(y(P)).

zu (1v):

- Esgiley(e(P)) = y(y(y(P))) = o(y(P)).

Keine Uberraschung an dieser Stelle ist die Definition der iterierten Residu-
enbildung eines beliebigen P ¢ R:
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Definition (iterierte Residuenbildung, ¢, (P))
Sei P ¢ R. Dann ist das a-te Residuum ¢, (P) von P
fiir Ordinalzahlen o rekursiv definiert durch:

oP) =P
0us1(P) = 0(0u(P)) fiir oo Ordinalzahl,
¢(P) = My 0u(P) fiir A Limesordinalzahl.

Nach dem Satz oben gilt (P) 2 9;(P) 2 ... 2 0o (P) 2 ¢y, 1 (P) 2 ...
Gilt @, 1 (P) = @, (P) fiir ein o, so gilt @z(P) = ¢, (P) fiir alle p > on. Wieder
wird ein endgiiltiges Ergebnis in abzihlbar vielen Schritten erreicht:

Satz  (abziblbare Terminierung der Residuenbildung)
Sei P ¢ R. Dann existiert ein abzihlbares o mit @, ; (P) = ¢, (P).

Beweis
Andernfalls ist (9, (P) | 0. < w;) eine c-absteigende Folge von in P
- abgeschlossenen Teilmengen von P, Widerspruch.

Definition (letztes Residuum, reduzible Mengen)
Sei P ¢ R, und sei o derart, daf§ ¢, (P) = ¢, ; (P) gilt.
Dann heifit ¢, (P) das lezzte Residuum von P.
P heifit reduzibel, falls das letzte Residuum von P leer ist.

Reduzible Punktmengen sind also solche, bei denen die ,energische” Residu-
enbildung irgendwann alles geloscht hat. Jedes abgeschlossene reduktible P und
jedes P — R mit verschwindender letzter Kohirenz ist auch reduzibel, aber nicht
umgekehrt.

Im Unterschied zur Ableitung oder zur Kohirenzbildung ist die Residuenbil-
dung nicht mehr monoton: Aus P ¢ Q folgti.a. nicht, dafl (P) c ¢(Q) - z.B. ist
0(Q) = fiir Q = R. Zumindest gilt aber eine relative Monotonieeigenschaft.

Satz  (Monotonie der Residuenbildung fiir relativ abgeschlossene Mengen)
SeiPc R. Dannist@ | Fp: Fp — Fp monoton, d.h. firalle A, B e Fp gilt:
Ist Ac B, soist o(A) < ¢(B).

Beweis
Seien A, B € %p, und sei A ¢ B. Dann ist A abgeschlossen in B. Es gilt:
Yy(A) = A-A=A-B c B'-B = y(B),
dennistxe B - A,soistx¢ A’ wegen A abgeschlossen in B. Analog ist

0(A) = y(A) -y(A) = y(A)' -y(B) c y(B) -y(B) = ¢(B),
denn y(A) ist abgeschlossen in y(B):
Istxe y(A) ny(B),soistx¢ B,alsox¢ @(A) c AcB.
- Alsox ¢ Y(A) - y(A), alsox € y(A).
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Die reduziblen Teilmengen der reellen Zahlen haben eine sehr ansprechende

Charakterisierung als Differenzenketten aus abgeschlossenen Mengen:

Satz  (Charakterisierung der reduziblen Mengen)
Sei P ¢ R. Dann sind dquivalent:

(i) P istreduzibel.

(i) Es gibt ein y< ®; und eine c-absteigende Folge (A, | o0 <2 7y)
von abgeschlossenen Mengen mit:
P = U(x<y AZa - A2a+1-

Beweis
() ™~ ():
Fir alle Q c R gilt cl(9(Q)) < cl(yw(Q)) < cl(Q) nach (iii)
im Satz oben, und wir haben die Zerlegung:

(+) Q = cd(Q) - c(w(Q)) v ¢(Q).
Denn Q = cl(Q) - y(Q) = cl(Q) - (W(Q) L 9(Q)) v ¢(Q) =

(Q) - cl(w(Q)) v 9(Q).

Sei y minimal mit @,(P) = &. Wir setzen fiir o <7:
Ayy = cl(9u(P)),
Asgr1 = cl(W(gu(P))).

Dann ist (A, | a.<2 y) eine c-absteigende Folge von abgeschlossenen

Mengen, und aus (+) und ¢,(P) = & folgt
P = UsyAs—Aggsr
(1) ™~ (i):
Entscheidend ist:
(++) Seien A, B, C c R abgeschlossen, C = B c A, und sei

D c (A-B) uCabgeschlossenin (A -B) U C. Dann gilto(D) c C.

Beweis von (++)
Es gilt wegen D n (A - B) abgeschlossen in A - B:
yD) =D'-DcD-A-B) c (DD-A)uB=B.
Dann aber auch y(D)’ < B wegen B abgeschlossen, und somit
o(D) = y(D)' -y([D) c y(D)" c B.
Aber ¢(D) ¢ D. Also (D) cD nBc C.

Durch Induktion tiber B <y folgt aber aus (++):
(pB(P) < UBS(x<y AZa - A20c+1
Also ¢,(P) € Mgy Ay, eine abgeschlossene Menge.
Also gilt (py+1(P) e (P(mcx<27Au) =0,
ersteres wegen @,(P) abgeschlossen in (M5, A,
- letzteres wegen @(A) = & fiir alle abgeschlossenen Mengen A.
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Es gibt eine weitere schone Charakterisierung der reduziblen Mengen, die wir hier oh-
ne Beweis angeben (vgl. Hausdorff 1914, 1927). Sei P ¢ R. Dann sind dquivalent:

(i) P istreduzibel.

(i) Pe Ay=%, NI, = F; N YGs (d.h. P ist sowohl eine abzihlbare Vereinigung von
abgeschlossenen Mengen, als auch ein abziihlbarer Schnitt von offenen Mengen.)

Der Beweis dieses Satzes ist alles andere als schwer, benotigt aber ein wenig mehr Be-
grifflichkeit, als wir hier entwickelt haben. Er zeigt die Natiirlichkeit der Residuenbil-
dung. Wir erhalten durch Betrachtung der kleinsten Stelle y mit ¢,(P) = @ fiir P € A, eine
sehr feine Hierarchie der A,-Mengen, und gewinnen so ein Gefiihl fiir die Komplexitit
der Borelmengen: Schon der Ubergang von den offenen und den abgeschlossenen Men-
gen zur nichsten Komplexititsstufe A, birgt einen unerwarteten strukturellen Reichtum.
Und die Borel-Hierarchie hat m,-viele Stufen...

Felix Hausdorff iiber Punktmengen und Ordinalzahlen

»Bei G. Cantor spielt in der Lehre von den Punktmengen die Theorie der Ord-
nungszahlen eine wesentliche Rolle, ja sie ist wohl urspriinglich eben zu diesem Zweck
ausgebildet worden. E. Lindel6f erkannte, dafi der Begriff der Verdichtungspunkte
[Kondensationspunkte ] (der tibrigens schon bei Cantor [1885d] vorkommt), die Ord-
nungszahlen [ fiir einen Beweis des Satzes von Cantor-Bendixson ] auszuschalten gestat-
tet, und dieser Tendenz folgt auch unsere Darstellung, indem sie den Kern Ay, der bei
Cantor als Endglied einer wohlgeordneten Reihe von Mengen erscheint, mit einem
Schlage als grofite insichdichte Teilmenge von A definiert. Dennoch werden die Ord-
nungszahlen ihren Platz in der Punktmengentheorie behaupten, aus historischen und
sachlichen Griinden. Sie erméglichen eine feinere Analyse der Struktur gegebener
Mengen durch Unterscheidung von Hiufungspunkten verschieden hoher Ordnung; ei-
ne Analyse, die z. B. bei funktionentheoretischen Untersuchungen wertvolle Dienste
geleistet hat (wie bei den Mittag-Lefflerschen Existenzbeweisen fiir Funktionen mit
vorgeschriebenen singuliren Stellen), freilich aber dem Michtigkeitsproblem der
Punktmengen [dem Kontinuumsproblem ] keinen Schritt niher kommt als die andere,
mehr summarische Behandlung des Unabzihlbaren ... ¢

(Felix Hausdor(f 1914, ,,Grundziige der Mengenlehre®)
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In diesem Kapitel untersuchen wir die perfekten und allgemeiner die abgeschlos-
senen Mengen genauer. Wir wissen, dafi nichtleere perfekte Mengen iiberab-
zihlbar sind. Nun zeigen wir stirker, dafi sie immer die Michtigkeit des Konti-
nuums besitzen. Aus der Cantor-Bendixson-Zerlegung kénnen wir dann die
moglichen Michtigkeiten der abgeschlossenen Mengen ablesen.

Jede nichtleere offene Menge enthilt ein reelles Intervall. (Hier und im folgen-
den meint ,,P enthilt ein Intervall“ immer ,,P enthilt ein nichttriviales Intervall®,
d.h.es gibta,b e Rmita<bund [a, b] c P. Dies vereinfacht viele Formulierun-
gen.) Gilt etwas Ahnliches fiir die abgeschlossenen Mengen? Beispiele fiir abge-
schlossene Mengen sind abzihlbare Punktmengen wie {0},{1/n In21}u{0},
Z usw., und des weiteren abgeschlossene Intervalle [a, b]. Sind nun alle abge-
schlossenen Mengen Kombinationen dieser beiden Typen ? Konkreter: Enthilt
jede iiberabzihlbare abgeschlossene Menge ein Intervall ? Es ist ein nichttriviales
Problem, ein Gegenbeispiel zu konstruieren! Ein Gegenbeispiel werden wir nun
kennenlernen, und spiter zeigen, daf es das Gegenbeispiel ist.

Die Cantormenge

Der Beweis des Satzes tiber die Michtigkeit der perfekten Mengen benutzt die
Idee der Cantormenge C. Diese Menge ist uns bereits bei der Diskussion von
IRI = IM21 = IP(N) | begegnet (1.9). Hier noch einmal die Definition.

Definition (Cantormenge)
Die Cantormenge C besteht aus allen reellen Zahlen x, die eine
(nicht notwendig kanonische) Ternirdarstellung x = 0,c;c;¢3...
besitzen mit ¢, € {0, 2 } fiir alle n > 1.
C heifit auch das Cantorsche Diskontinuum.

Offenbar gilc C c [0, 1].
Fiir eine reelle Zahlx=0, d; d; d; ... in Dezimaldarstellung gilt

x = sup {d;/10 +dy/10% + ... +d, /10" I n>1}.

Ebenso gilt fiir eine reelle Zahl x=0, ¢; ¢; ¢3 ... inTernirdarstellung (d.h. 3-adi-
scher Darstellung), daf§

X =sup{c/3+c/3% 4. +c,/3" In>1}.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_25, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Die Cantormenge ist dann die Menge all derer Summen, in denen c, nur die
Werte 0 oder 2 annimmt, was wir suggestiv wie folgt schreiben kénnen:

C={xeRlIx=c/3+c/3*+...+¢,/3" +..., mitc, € {0,2} firallen>1}.

Der mittlere der méglichen Werte 0, 1 und 2 wird in den Ternirdarstellungen
vonx € C gerade vermieden. Diese arithmetische Eigenschaft hat ein geometri-
sches Gegenstiick: Ist die erste Nachkommastelle eines x € C gleich 0, so liegt
x im ersten Drittel [0, 1/3] des Einheitsintervalls; ist sie gleich 2, so liegt x im
dritten Drittel [2/3, 1]. Ist die erste und die zweite Nachkommastelle gleich 0,
so liegt x im ersten Drittel von [0, 1/3], also giltx € [0, 1/9]. Ist die erste Nach-
kommastelle 0, die zweite 2, so liegt x im dritten Drittel von [0, 1/3], also gilt
x € [2/9, 1/3], usw. usf.

Die Cantormenge kann man auf diese Weise durch iteriertes Entfernen von
mittleren Dritteln aus Intervallketten anschaulich machen - und dabei zugleich
Sympathie fiir diese Menge entwickeln. Wir starten mit dem Einheitsintervall
[0, 1] und entfernen dann wiederholt die offenen mittleren Drittelintervalle aus
[0, 1] und den verbleibenden Resten:

Co
G

Cz _— _— _— _—

C3 —_— —_ —_— _— -_ _— —_ —_—

C4 - = - - - = - - - - - = - - - =

Es gilt also fiir allen € N:
Cn+1 = Cn M UOSk<3""1,kgerade [k/3n+l’ (k+ 1)/3n+1]’

wobei C, =[0, 1].

Alle Teilintervalle der Mengen C,, sind abgeschlossen, und (C, | ne N)istda-
mit eine c-absteigende Folge von abgeschlossenen, nichtleeren und beschrink-
ten Mengen. Also ist auch ihr Schnitt

Cm = rwne N Cn
abgeschlossen und nichtleer. C, ist nun gerade die Cantormenge:

Ubung
Esgilt C, = C.

Definition (natiirliche Approximation von C)
Die Folge (C, | n € N) heifit die

natiirliche Approximation der Cantormenge C.

Bemerkenswert ist weiter, dafi die Cantormenge die Ableitung der linken
(oder auch der rechten) Randpunkte der Intervalle in den Mengen C, ist:
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Ubung
SeiP={xe [0,1] | x=0,c¢...c, in Ternirdarstellung
mitc e {0,2}fir1<i<n,ne N}.
Dannist P c Q@ und es gilt P’ = C.

Die Menge C hat Cantor in einer Anmerkung des fiinften Teils der ,,Linearen
Punktmannigfaltigkeiten“ eingefiihrt (1883b, Anmerkung 11), als Beleg fiir sei-
ne Behauptung, daf} eine nichtleere perfekte Menge keineswegs ein Intervall ent-
halten muf.

Cantor (1883b): ,Als ein Beispiel einer perfekten Punktmenge, die in keinem noch so
kleinen Intervall iiberall dichtist, fithre ich den Inbegriff aller reellen Zahlen an, die in
der Formel:

z=c/3+c/3 .+ /3 4.

enthalten sind, wo die Koeffizienten c, nach Belieben die beiden Werte 0 und 2 anzu-
nehmen haben und die Reihe sowohl aus einer endlichen, wie aus einer unendlichen
Anzahl von Gliedern bestehen kann.“

Die Behauptungen ,,perfekt” und ,,in keinem Intervall dicht“ zeigt der folgen-
de Satz.

Satz  (Eigenschaften der Cantormenge C)
(i) Cistperfekt.

(ii) C enthilt kein Intervall [a, b] fiira,b € Rmita<b.
@iii) Esgilt ICI = IRI.

Beweis
zu (i): Wegen C=C, =M, ., C, ist C abgeschlossen.

(Dies kann man auch direkt aus der Definition beweisen:

Ein Hiufungspunkt von C hat eine Ternirdarstellung, in der

keine 1 als Nachkommastelle vorkommt.)

Wir miissen noch zeigen, dafi jedes x € C ein Hiufungspunkt von C ist.

Sei also x € C, und sei

x=0,¢c;¢c¢5... mitc, € {0,2} firallen>1.

It {ne N | ¢, #0}unbeschrinktin N, soseix, =0, ¢; ... ¢, fiirn>1.
DannistX={x, In21}cC,x¢ Xund x = sup(X).
Also ist x Hiufungspunkt von C.

Andernfalls seik=min{n>11c, =0firallem>n}.
Weiter setzen wiry =0, ¢ ... ¢ _; (alsoy =0 firk=1).
Firn>kseix,=y+2/3",alsox,=0,¢;...¢,_; 0...02, wobei
die letzte 2 die n-te Nachkommastelle ist.
Dannist X={x, | n2k} c C, x¢ X und x = inf(X).
Also ist x Hiufungspunkt von C.
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zu (ii): Seila,b]c[0,1],a<b,undseie=b-a.
Seine Nmit 1/3" <¢/2.
Dann existiert ein k€ N mit 0 <k < 3" und

[k/3", (k+1)/3"] < [a, b].

Seil=[k/3", (k+1)/3"].

Das offene mittlere Drittelintervall ] 3k + 1)/3™*!, Gk +2)/3™*![
von [ hat aber mit C = C,, leeren Schnitt,

also kann wegen I ¢ [a, b] nicht [a, b] < C gelten.

zu (iii): Jedes x € C hat eine eindeutige Darstellung x=0,¢; ¢y ¢3 ...
mitc, € {0,2 } firn>1 (!), und jedes so darstellbare x ist in C.
- Alsogilt ICI = N1 {0,2}1 =2° = IRI.

Die Cantormenge ist damit ein Beispiel fiir eine iiberabzihlbare abgeschlosse-
ne Menge, die kein Intervall enthilt. Cist ein Zwitterwesen: Es ist weder aus ver-
borgen isolierten Punkten noch aus Abschnitten der Linie zusammengesetzt.
Derartige Mengen lassen sich durch die Methode der Entfernung von Interval-
len vielfiltig erzeugen. Umgekehrt werden wir unten zeigen, dafy alle nichtleeren
perfekten Mengen, die keine Intervalle enthalten, mit dieser Methode erzeugt
werden konnen.

Aufgrund der Wichtigkeit der Cantormenge vergeben wir ein festes Zeichen
fiir ihren Ordnungstyp unter der von den reellen Zahlen ererbten Ordnung.

Definition (der Ordnungstyp der Cantormenge)
Wir setzen:

£ = 0.t.(C,<)).

Ubung
Es gilt € = expj, (2, ®).

Nirgends dichte und magere Mengen

Die Frage, ob jede iiberabzihlbare abgeschlossene Menge ein Intervall ent-
hilt, wird durch die Cantormenge also negativ beantwortet. Eine Abschwichung
der Frage ist: Enthilt eine iiberabziblbare abgeschlossene Menge immer eine rationale
Zabl als Element ? Fir die Cantormenge ist dies richtig. Im allgemeinen ist jedoch
auch diese Eigenschaft nicht erfiillt:

Hausdorff (1914): ,,Aber auch abgeschlossene Mengen mit nichtverschwindendem Kern,
z.B. perfekte Mengen, konnen nirgends dicht sein [miissen keine nichttrivialen Inter-
valle enthalten]. Um auf der geraden Linie eine solche zu bilden, verstehen wir unter
A eine offene Strecke (a <x <b) und unter

G=A+A)+...=2ZA,
eine Summe von abzihlbar vielen, paarweise fremden Strecken, also ein lineares Ge-
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biet [eine offene Teilmenge von R] ... Damit das Komplement F perfekt werde, ver-
meiden wir bei der sukzessiven Wahl der Strecken A, A,, ..., dafl zwei von ihnen mit
einem Endpunkt zusammenstofien, der ja sonst ein isolierter Punktvon F sein wiirde;

die Figur zeigt den Anfang einer solchen Streckenwahl. Um endlich G dicht, also F
nirgendsdicht zu machen, lassen wir G etwa die Menge R ={r, 15, ... } der rationalen
Zahlen einschliefien; wir wihlen alle A, mitirrationalen Endpunkten, bedecken r; mit
Ay, das erste (mit niedrigstem Index behaftete) von Ay nicht eingeschlossene rg mit A,
das erste von A; + A, nicht eingeschlossene r, mit A; usw. Hiermit wird R € G, also G
auf der ganzen Linie dicht. Wir werden sehen, daf} die perfekte Menge F die Michtig-
keit des Kontinuums hat. Mengen so hoher Michtigkeit kénnen also nirgendsdicht
sein. Man kann sogar, wenn §, die Linge der Strecke A, bedeutet, die Summe X §,
(das,Lingenmaf}‘ von G) konvergent und beliebig klein machen, was ja mit der ange-
gebenen Konstruktion vertriiglich ist; Gebiete [offene Mengen] von beliebig kleinem
Lingenmaf koénnen also die ganze Gerade dicht erfiillen.

Natiirlich kann man diese Konstruktion mannigfach abindern. Ein Beispiel (wo al-
lerdings X §,, divergiert) ist das folgende: die Menge bestehe aus allen Zahlen, die eine
Dezimalbruchentwicklung ... zulassen, in der eine der Ziffern 1 - 8 nicht vorkommt,
etwa die Ziffer 3 ... Das erste Beispiel dieser Art wurde von G. Cantor gegeben,
nimlich die Menge der Zahlen, in deren triadischer Entwicklung ... die Ziffer 1 nicht
vorkommt.“

Die hier rekursiv konstruierte Menge F = R - G =R - U, .y A, ist also eine
perfekte Menge mit F N Q = &. Wihrend der Konstruktion von F wird sicherge-
stellt, daf§ alle rationalen Zahlen in einem entfernten Intervall (einem A,) liegen.

Die angedeutete Variation des Lingenmafies von G wihrend dieser Kon-
struktion wollen wir noch etwas genauer betrachten. Sei 6 € R, ¢ > 0. Weiter
wihlen wir eine Folge (¢, | n € N) von positiven reellen Zahlen, deren Summe
gegen ¢ konvergiert, etwa g, =6/2"*" fiirn € N. Bei der von Hausdorff durchge-
fithrten Konstruktion konnen wir immer A, = ]a,, b,[ so klein wihlen, daf§ das
Maf} b, - a, von A, kleinergleich €, wird. Dann haben wir wihrend der Kon-
struktionvon F =R - U, . y A, insgesamt héchstens eine Menge vom Maf} 6 aus
R entfernt. F ist also fast ganz R, enthilt aber dennoch kein Intervall. Umge-
kehrt ist das Komplement G = U, . \y A, allenfalls von der Linge o, enthiilt aber
fiir jedes nichtleere reelle Intervall I eine Menge A, N1 # &, also ein Teilintervall
von I!

Die Diskussion legt folgende Begriffe nahe.

Definition (nirgends dicht, mager)
Sei P ¢ R. P heifit nirgends dicht, falls cl(P) = P U P’ keine nichttrivialen
Intervalle enthilt.
P heifit mager; falls P eine abzihlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen ist. P heifit komager; falls R - P mager ist.
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P nirgends dicht ist dquivalent zu int(cl(P)) = &. P ist nirgends dicht genau
dann, wenn cl(P) nirgends dicht ist. Die Cantormenge C ist nirgends dicht.

Magere Mengen konnen dicht in R sein: Jede abzihlbare Menge ist mager,
und insbesondere ist also ) mager. Dagegen zeigt eine einfache Variante von
Cantors erstem Beweis der Uberabzihlbarkeit von R, daff die Bezeichnung ,ma-
ger“ wirklich gerechtfertigt ist: R ist nicht mager. Die mageren Mengen bilden
dann offenbar ein o;-vollstindiges Ideal auf R (und die komageren Mengen ei-
nen o;-vollstindigen Filter).

Satz  (Bairescher Kategoriensatz)
Sei U c R offen und nichtleer. Dann ist U nicht mager.

Beweis
Sei U c R offen und nichtleer, und seien P, € R nirgends dicht firn € N.
Wir konstruieren ein x* € U mitx* ¢ P, fiirallen e N.
Dannistalso U, ., P, # U. U ist also nicht mager.
Seily =]ay, by [, k < ®, eine Aufzihlung aller nichttrivialen rationalen
Intervalle. Wir definieren rekursiv k,, fiir n < ® durch:

ko ,das kleinste k mit [a, b, ] c U*,
k,,; = ,daskleinste k> k, mit [a}, b, ] c I} - P,“

[Ein solches k existiert, da P, nicht dichtin I} ist.]
Sei [X’ YJ = rWk<o) [akna bkn] ) also x = SUPn<w A, Y = infn<u) bk

n

— Dannistx<yund [x,y] n U, P, = 3. Also ist x* = x wie gewiinscht.

Der Bairesche Kategoriensatz findet sich in [ Baire 1899]. Magere Mengen nennt man
auch ,von erster Kategorie“, nicht magere Mengen ,von zweiter Kategorie“. Der Satz
sagt dann: Nichttriviale offene Mengen sind von zweiter Kategorie.

Der Beweis ist lediglich eine Verfeinerung des ersten Cantorschen Beweises
der Uberabzihlbarkeit von R. Wir erhalten also keinen wirklich neuen Beweis
der Uberabzihlbarkeit von R aus dem Baireschen Kategoriensatz durch das Ar-
gument: Jede abzihlbare Menge ist mager. R ist jedoch nicht mager, also iiberab-
zihlbar. Andererseits suggeriert der Beweis die folgende Version von Cantors er-
stem Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen:

Variante des ersten Cantorschen Beweises von ,,R ist iiberabzihlbar“
Fiir reelle a<bseien L(I) =[a,a+ (b-2)/3]und R(I) =[b - (b-12)/3,b]
das linke und rechte Drittelintervall von I = [a, b]. (De facto sind zwei
beliebige disjunkte abgeschlossene nichtleere Teilintervalle von I geeignet.)
Seien nun xg, Xy, ..., X,, ..., N < ®, reelle Zahlen in I = [a, b].

Wir definieren rekursiv Intervalle I, fiir n < ® durch:

o LA, fall 5 e R,
nel 7 R(I,), somst.

SeiJ =M, ,1,. Dannist] # @ undx, ¢ J fiir alle n < o.
Also ist I iiberabzihlbar.
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Abgeschlossene Teilmengen von R sind genau dann nicht mager, wenn sie ein
nichttriviales Intervall enthalten. Andernfalls sind sie sogar nirgends dicht.
Fiir den dualen Begriff der komageren Mengen gilt:

Ubung
(@) Sei A c R. Dann sind dquivalent:

(i) Aistnirgends dicht.
(i) R - A enthilt eine offene dichte Teilmenge.
[direkt oder mit: int(R - A) =R - cl(A), cl(R - A) =R - int(A).]
(b) Ist A c R komager, so ist A dichtin R.

(¢) Ist U, offen und dichtin R fiirn € N, so ist
Myen U, komager, und insbesondere dicht in R.

Der Schnitt iiber abzihlbar viele offene dichte Teilmengen von R isti.a. nicht mehr of-
fen, und kann sogar ein leeres Inneres haben: Betrachte etwa Uy =R - {q} firqe Q. Er
ist aber immer komager, was viel stirker ist als dicht.

Obige Konstruktion von Hausdorff zeigt: Es gibt ein Zerlegung von R in
Mengen A, B mit: A hat Mafy Null, B ist mager. Hierzu wird die Konstruktion ab-
zihlbar oft durchgefiihrt, mit einer Folge von 6,, > 0, die gegen Null konvergiert.
Diese liefert jeweils nirgends dichte F,, und offene dichte GG, wie oben. Dann hat
A=MN,., G, ein Maf kleiner o, fiir alle n, also Maf§ 0,und B=R-A=U,_,F,
ist mager. Die beiden Begriffe einer kleinen Teilmenge von R, die durch ,,Maf§
Null“ und ,,mager” gegeben werden - d.h. mathematisch: die zugehérigen Ide-
ale - sind also vollig verschieden.

Wir haben hier den Begriff ,Lingenmafi“ eher intuitiv behandelt. Eine kurze offizielle
Definition von ,,A hat (Lebesguesches) Lingenmaf} 0“ fiir ein A c R ist: Fiir alle 6 € R,
0>0gibtesIntervalle I =[a,, b,],n<®,2,<b,, mitAc U, ., [,und ¥, ., b, -2,<0c.Die
Mengen vom Maf} 0 bilden dann ein ®;-vollstindiges Ideal, wie man leicht zeigt.

Bevor wir nun den Ordnungstyp & der Cantormenge genauer untersuchen,
wollen wir mit dem durch die Cantormenge geschirften Auge noch einmal einen
Blick auf die verborgen isolierten Punkte einer abgeschlossenen Menge werfen -
und auf die Fallstricke der Theorie.

Die Ableitung der Restmenge

Ein reduktibles P ist immer abzihlbar. Das Beispiel P = Q dagegen zeigt, daf§
nicht jedes abzihlbare P durch iteriertes Ableiten zum Verschwinden gebracht
werden kann. Dagegen scheint fiir jedes abgeschlossene P R die Menge der
verborgen isolierten Punkte von P ein guter Kandidat fiir eine reduktible Menge
zu sein:

Stellen wir P wie in der Cantor-Bendixson-Zerlegung als P = P* U A dar, so lifit
sich vermuten, daf} A als eine abzihlbare Menge, die durch Aufsammeln der iso-
lierten Punkte der Ableitungen P von P gewonnen wird, selbst reduktibel ist.
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Bei Cantor liest man im fiinften Teil der Reihe , Uber unendliche lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten“ ohne Beweis folgende Ankiindigung:

Cantor (1883b): ,Hataber P! die Michtigkeit der zweiten Zahlenklasse [Ist P! iiberab-
zihlbar], so lifit sich P" stets und zwar nur auf einzige Weise in zwei Mengen R und
S zerlegen, so dafi:

PP -R+S [PP=RUSundRNS=9],
wo Rund S eine duflerst verschiedene Beschaffenheit haben:

Ristso beschaffen, dafy sie durch den wiederholten Ableitungsprozef} einer fortwih-
renden Reduktion bis zur Annihilation fihig ist, so daf es immer eine erste ganze Zahl
v der Zahlenklassen (I) oder (IT) gibt [eine abzihlbare Ordinalzahl y], fiir welche:

RV =0[=2];
solche Punktmengen R nenne ich reduktibel.

S ist dagegen so beschaffen, dafl bei dieser Punktmenge der Ableitungsprozef} gar
keine Anderung hervorbringt, indem:

S=s®
und folglich auch:
S =8
ist; derartige Mengen S nenne ich perfekte Punktmengen.®

Man muf ein wenig suchen, um in dieser Passage eine nach unseren Sitzen
nicht bewiesene Aussage zu finden. Aber tatsichlich enthilt die zitierte Stelle ei-
ne falsche Behauptung: Die Menge A [bei Cantor: R] der verborgen isolierten
Punkte von P’ = P* U A braucht nicht reduktibel zu sein! Obige Vermutung ist
also falsch. Dies ist einem Studenten von Mittag-Leffler, nimlich Ivar Bendix-
son (1861 - 1935), zuerst aufgefallen. Bereits im nichsten Teil der ,,Punktman-
nigfaltigkeiten“ berichtigt Cantor die Behauptung:

Cantor (1884b): ,Diese Sitze A, B, C, D, E, F sowohl, wie die hier entwickelten Beweise
derselben waren mir zur Zeit der Abfassung von Nr. 5 dieser Abhandlung bekannt;
indessen bin ich dort bei der Formulierung des [ Zerlegungs-] Satzes E, auf pag. 575,
Bd. XXI, etwas zu weit gegangen; so wie der Satz E dort steht, ist er nicht allgemein
richtig ...

Diese wichtige Bemerkung ist zuerst von Herrn Ivar Bendixson in Stockholm in ei-
nem an mich gerichteten Schreiben (v. Mai 1883) gemacht worden ... .“

Ein Beispiel, in welchem die abzihlbare Restmenge A in der Cantor-Bendix-
son-Zerlegung P = P* U A einer abgeschlossenen Menge P nicht reduktibel ist,
ldfit sich nun mit Hilfe der Cantormenge konstruieren. In diesem Beispiel ist
sogar A die Menge der isolierten Punkte von P: P* wird in einem Schritt er-
reicht.
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Satz  (eine perfekte Menge als Ableitung einer Menge aus isolierten Punkten)
Es existiert eine iiberabzihlbare abgeschlossene Menge P — R mit:
Ist P = P* U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung von P, so gilt

P =A =P~

Beweis
Sei hierzu (C, | n € N') die natiirliche Approximation von C. Weiter
sei L die Menge der linken Randpunkte aller Intervalle der Mengen C,.
Dann ist L abzihlbar und L’ = C (vgl. obige Ubung).
Seix’, x', ... eine Aufzihlung von L ohne Wiederholungen.
Fiir jedes n € N sei nun (x; | k € N eine streng monoton
wachsende Folge mit den Eigenschaften:

(i) suprenxi = X,
@) {xx ke N} c Jsup(Cn[0,x"[), x"[, falls x"#0.

Anders ausgedriickt: Die Folge der x; konvergiert von links gegen x",
und verliuft (fiir x" # 0) ganz in einem mittleren Drittelintervall, das
wihrend der Konstruktion von (C,, | m € N) entfernt wurde.

Sei schliefflich A ={x} | n,ke N}, und
P=CuUA.

Dann gilt P’ = C. Also ist P = C U A die Cantor-Bendixson-
Zerlegung von P, und insbesondere gilt A’ c P’ = C.
Andererseits gilt nach Konstruktion L ¢ A’, also
C=L"c A’ wegen A" abgeschlossen.

— Also gilt A’ = C und damit ist P wie gewiinscht.

Fiir die Menge der verborgen isolierten Punkte einer abgeschlossenen Menge
gilt aber, daf§ ihre Ableitungen irgendwann ganz aufierhalb der Menge liegen
[ Bendixson 1883 ] :

Ubung
Sei P ¢ R abgeschlossen und sei P = P* U A
die Cantor-Bendixson-Zerlegung von P.
Dann existiert ein abzihlbares o mit A N A = @.

Die Struktur der perfekten Mengen

Wir zeigen nun, daf§ nichtleere perfekte Mengen immer die Michtigkeit des
Kontinuums besitzen. Genauer werden wir beweisen, daf} eine perfekte Menge,
die keine Intervalle enthilt, im wesentlichen nichts anderes ist als eine verzerrte
Cantormenge.

Hierzu zunichst eine fiir sich interessante Voriiberlegung:
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Definition (Intervallzerlegung einer offenen Menge)
Sei U ¢ R offen und nichtleer.
Eine Menge $ heifit eine Intervallzerlegung von U, falls gilt:

(i) JedesIe 9 ist ein offenes, nichtleeres reelles Intervall.
(i) U =UJ.
(i) In]J = & firalle,Je€ $mitI=].

Satz  (Existenz und Eindeutigkeit der Intervallzerlegung)
U c R offen und nichtleer.
Dann existiert eine eindeutige Intervallzerlegung $ von U.

Beweis
Die Idee ist, von jedem x € U soweit nach links und rechts zu gehen,
bis wir Elemente aus dem Komplement von U treffen. Alle so erhaltenen
Intervalle bilden die gesuchte Zerlegung von U.
SeiA=R - U. Firx € U setzen wir

¢ - sup({ye Aly<x}), falls {ye Aly<x}=#,
o — oo sonst.
.- inf({ye Alx<y}), falls {yeAlx<y}#O,
o 400 sonst.

L= ][

Dann gilt I, c U firallexe U.
Seinun $ ={I, | xe U}. Dannist $ eine Intervallzerlegung von U.
(i) und (ii) sind klar, und (iii) folgt daraus, daf} alle Intervallgrenzen €,, r,
keine Elemente von U sind. Die Intervalle in $ konnen sich also nicht
iberlappen.

— Die Eindeutigkeit einer Intervallzerlegung ist klar.

Eine notationell etwas elegantere Definition von ¢ ist die folgende.
Fiir a,b € U setzen wir:

a~b falls [a,b]cUund [b,a] cU.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf U. Weiter ist jede Aquivalenzklasse a/~
ein offenes, nichtleeres Intervall, und je zwei verschiedene a/~ und b/~ sind
disjunkt. Wir setzen $ = U/~ ={a/~ | ae€ U}. Dannist $ die gesuchte Inter-
vallzerlegung von U.

Einige Bemerkungen zur Intervallzerlegung $ einer offenen Menge sind:

1. Als Menge von paarweise disjunkten offenen Mengen ist § abzihlbar (jedes
I € ¥ enthilt eine rationale Zahl als Element).

2. Ist ¥ die Intervallzerlegung von UundistI=]c,d[ € $,sogiltc,de R-U,
fallsc,d € R, d.h. ¢, d # z . Reelle Grenzen der Intervalle in $ gehoéren also im-
mer zum Komplement von U.
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Der zweite Punkt zeigt den Grund, warum ein analoger Satz schon im R? falsch ist. Ein
U c R ist offen, falls fiir jedes x € U ein & > 0 existiert, sodaf§ das Innere eines Kreises um
xmit Radius & ganz in U liegt. Fin offenes U ¢ R? lifit sich nun i.a. nicht in disjunkte offene
Kreise (= Kreisscheiben ohne Rand) zerlegen. Ein Gegenbeispiel ist U= ]0,1[ x ]0, 1[:
Bilden wir fiir x € U einen x enthaltenden moglichst grofien Kreis K, dessen Inneres ganz
in U liegt, so liegen auf der Kreislinie sowohl Punkte von U als auch Punkte von R - U; je-
desye U, dasauf der Kreislinie liegt, kann dann nur noch mit Hilfe eines K iiberlappenden
Kreisinneren eingefangen werden. Im eindimensionalen Fall finden wir dagegen immer
ein x € U enthaltendes offenes Intervall, dessen Rand ganz im Komplement R - U liegt.

Jede Intervallzerlegung $ besitzt eine natiirliche lineare Ordnung:

Definition (Intervallordnung auf $)
Sei $ eine Intervallzerlegung. Wir setzen fur [, J € $:

I <] falls sap(I) < inf(]).
< heifit die Intervallordnung auf 9.

Die Intervallordnung auf $ ist eine lineare Ordnung auf $.
Der Fall sup(I) = inf(J) ist moglich: Sei U =R - {0 }. Dann ist

{1-00,00, 10, +o[}
die Intervallzerlegung von U.

Eine Intervallzerlegung haben wir implizit bereits kennengelernt: Ist U das
Komplement der Cantormenge im Einheitsintervall, also U = [0, 1] - C, so be-
steht die Intervallzerlegung von U gerade aus den mittleren Drittelintervallen,
die bei der Konstruktion der natiirlichen Approximation (C; | n € N) der
Cantormenge entfernt wurden.

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun zeigen, daf} alle beschrinkten,
abgeschlossenen und tiberabzihlbaren Teilmengen von R, die keine Intervalle
enthalten, nach Entfernung ihrer verborgen isolierten Punkte den Ordnungstyp
der Cantormenge besitzen. Dies rechtfertigt dann im nachhinein die folgende
Definition:

Definition (C-artige Mengen)
Ein P c R heifit C-artig, falls gilt:
() P ist perfekt und nichtleer,
(it) P ist beschrinkt,
(iii) P enthilt kein Intervall [a, b] mita,be R, a<b.

Wir zeigen nun, daf§ die von einer C-artigen Menge gebildeten Zwischenriu-
me eine Ordnung des Typs m der rationalen Zahlen bilden.
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Satz
Sei P ¢ R eine C-artige Menge, und sei $ die Intervallzerlegung von
U = [inf(P), sup(P) ] - P. Weiter seien L. und R die Menge der linken
bzw. rechten Grenzpunkte der Intervalle aus $, und essei E=L U R.
Dann gilt:

) o.t.({($,<)) =n.
@) E = P.
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(iii) Seixe P, x#inf(P). Dann gilt: x=sup({ae€ E | a<x}) gdw xe¢ R.
@iv) Seixe P, x#sup(P). Dann gilt: x=inf({ae E | x<a}) gdw x¢ L.

Beweis
zu (1): Wir verwenden den Charakterisierungssatz von Cantor fir den
Ordnungstyp 1 der rationalen Zahlen. Zunichst ist $ abzihlbar.
Weiter hat (¥, <) wegen P perfekt keine Endpunkte und ist also
unbeschrinkt. (¥, <) ist dicht, da andernfalls P ein nichttriviales
Intervall oder einen isolierten Punkt enthalten wiirde.

Also gilt 0.t.(($, <)) =n.

zu (if): Seien a,b € R und inf(P) <a <b <sup(P).
Dann gilt:

(+) Ja,b[NE = @ folgt Ja,b[ NP = .

Beweis von (+)
Da P keine Intervalle enthilt, existierteinz e ]a, b[ mitze U.
Seidannl e $ mitze L
Wegen Ja,b[ nE =T giltdann ]a,b[ c L.
WegenIc Ualso |a,b[ NP =. Dies zeigt (+).

Aus (+) folgt, daf} jedes x € P Hiufungspunkt von E ist, denn andernfalls
existiereny,z€ Rmity<x<zund ]y, x[ " P =]x,z[ " P =&, und dann

ist x ein isolierter Punkec von P, Widerspruch !

zu (#i): Die Richtung von links nach rechts ist trivial.
Seialso x € P, x #inf(P), und sei x ¢ R.
Annabme sup({ae E l a<x}) <x.
Dann existiert nach (+) ein y <x mitinf(P) <yund ]y, x[ nP = Q.

Dann ist aber ]y, x[ € U, und wegen x € P ist dann notwendig x € R,

Widerspruch.
— zu (iv): Analog zu (iii).

Aus diesem Resultat iiber den Ordnungstyp der Zwischenridume von C-arti-
gen Mengen folgt nun, daf§ C-artige Mengen selbst immer den Ordnungstyp &

der Cantormenge haben.
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Satz  (Ordnungstyp der C-artigen Mengen)
Sei P c R eine C-artige Menge.
Dannisto.t.((P, <)) = .

Beweis
Sei $ die Intervallzerlegung von [inf(P), sup(P)] - P, und sei ¢ die
Intervallzerlegung von [0, 1] - C. Weiter seien E und F die Mengen
der Grenzpunkte der Intervalle in $ bzw. $.
Nach dem Satz oben existiert ein Ordnungsisomorphismus f : $ — $
(bzgl. der Intervallordnungen auf $ und ).
Wir definieren einen Ordnungsisomorphismus g : E — F durch

g(a)=a’,g(b)=b" falls ]a,b[ e $ und f(]a,b[)=]a’,b’[.

Weiter definieren wir h : P — C durch

g(x), falls xe€ E,
h(x) = { inf(C), falls x =inf(P),
sup({g(a) lae E,a<x}), falls xe P-E,x#inf(P).

Seien x,y € P, x <y. Existieren z1,z; € E mitx <z <z, <y, so gilt

h(x) < h(z)) = g(z1) < g(z) = h(zy) < h(y).

Andernfalls gilt aber |x,y[ € $, also x,y € E, und dann ist

h(x) = g(x) < g(y) = h(y).

Also ist h ordnungstreu und injektiv.

h ist aber auch surjektiv:

Sei hierzuy € C. Isty € F oder y = inf(C), so ist offenbar y € rng(h).

Andernfalls gilt nach dem Satz obeny =sup({ae F  a<y}).
Sei dann

x = sup({ae E | g(a) <y}).
Dannisth(x) =y.

Alsoisth : P — C ein Ordnungsisomorphismus, und damit gilt

- o.t.((P<)) =0.t.{(C, <)) = &.
Hieraus erhalten wir nun leicht:

Korollar  (Michtigkeit der perfekten Mengen)
Sei P c R perfekt und nichtleer.
Dann gilt IP| = IRI.

Beweis
Enthilt P ein Intervall I = [a, b], a<b, soist IP| = IRI wegen 111 = IRI.
Andernfalls seien x € Pund a,b e R mita,b¢g Punda<x<b.
Dann ist P n [a, b] C-artig, also ordnungsisomorph zur Cantormenge C.
— Insbesondere also IP n[a,b]l = IC| = IR, und damit IP| = IRI.
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Korollar  (Michtigkeiten der abgeschlossenen Mengen)
Sei P c R abgeschlossen.
Dann ist P abzihlbar oder es gilt IP| = IR]I.

Beweis
Sei P abgeschlossen und iiberabzihlbar.
Sei P = P* U A die Cantor-Bendixson-Zerlegung von P.
— Dannist P* c P nichtleer und perfekt. Also |P*| = IRI, und damit 1P| = IRI.

Cantor (1884b): ,,Wir haben also den folgenden Satz:

Eine unendliche abgeschlossene lineare Punktmenge bat entweder die erste Michtigkeit [ist
abziblbar unendlich | oder sie hat die Miichtigkeit des Linearkontinuums . . .

Daf} dieser merkwiirdige Satz eine weitere Giiltigkeit auch fiir nicht abgeschlossene
lineare Punktmengen und ebenso auch fiir alle n-dimensionalen Punktmengen hat,
wird in spiteren Paragraphen bewiesen werden ...

Hieraus wird ... geschlossen werden, daf§ das Linearkontinuum die Michtigkeit der
zweiten Zablenklasse (I1.) bat [d. h. |1R| = R, ].

Halle, 15. Novbr. 1883.

(Fortsetzung folgt).“

Cantor hat hier also die Losung des Kontinuumsproblems angekiindigt. Und
aus dem Satz tiber die Michtigkeit der abgeschlossenen Teilmengen von R kann
man in der Tat die Hoffnung schopfen, das Kontinuumsproblem l6sen zu kon-
nen. Cantor hatte folgendes Ziel im Auge:

Konstruiere eine beliebige abgeschlossene Menge P
der kleinsten iiberabziblbaren Michtigkeit X ; !

Dann hat P als tiberabzihlbare abgeschlossene Menge einen nichtleeren per-
fekten Kern, also gilt |P| = IRI. Andererseits gilt nach Konstruktion I[Pl = X ;.
Also ist die Michtigkeit des Kontinuums kleinstmdéglich, und die Kontinuums-
hypothese ist bewiesen.

Die Konstruktion einer abgeschlossenen Menge P ¢ R der Michtigkeit X er-
scheint nicht unméglich. Man wirft iberabzihlbar viele Punkte auf die Linie R,
sodafl moglichst wenig Hiufungspunkte entstehen, die man wegen der Abge-
schlossenheitsforderung immer mit dazu nehmen muff. Um isolierte Punkte
braucht man sich nicht zu kiimmern ...

Es wire ein schoner, trickreicher, wahrhaft Cantorscher Beweis der Kontinu-
umshypothese gewesen, und ein krénender Hohepunkt eines Lebenswerks. Es
ist eine Schande, daf es nicht funktioniert!
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Die Michtigkeiten abgeschlossener Mengen: zweiter Beweis

Obige Darstellung entspricht im wesentlichen Cantors originalem Beweis von
1884, dafl iiberabzihlbare abgeschlossene Teilmengen von R gleichmichtig zu R
sind. Wir geben noch einen weiteren Beweis dieses Satzes, der die Ergebnisse
iiber den Ordnungstyp R heranzieht und den Begriff der perfekten Mengen
nicht verwendet.

Hierzu zunichst zwei fiir sich interessante Hilfssitze. Der erste zeigt, dafi jede
iberabzihlbare Teilmenge A von R einen Punkt besitzt, der A in einen iiberab-
zihlbaren linken und einen iiberabzihlbaren rechten Teil zerlegt. Der zweite
Satz nutzt dann dieses Resultat, um eine Teilmenge Q von A zu konstruieren, die
dicht ist unter der von den reellen Zahlen ererbten Ordnung.

Satz  (Aufspaltung iiberabziblbarer Teilmengen von R)
Seien a,b € R, und sei P c [a, b] iberabzihlbar. Dann existiert ein p € P
derart, daf} [a, p] m P und [ p, b] N P {iberabzihlbar sind.

Beweis
Wir setzen:

L = {xe R1la<x,[a, x] nPistabzihlbar},
R = {xe R I x<b,[x,b] P istabzihlbar}.

a sup(L) inf(R) b

L | | | |
T T T T 1

L P R

Istnun(x, | ne N)eine streng monoton wachsende Folge mitx, € L fir alle
ne N,undistx=sup({x, | ne N}),soist[a,x[ "P=U .y[a,x,]"P
abzihlbar, und damitx € L. Also gilt sup(L) € L. Analog ist inf(R) € R.
Dann existiert aber ein p € P mit sup(L) < p < inf(R), denn
andernfalls wire P = ([a, sup(L)] n P) U ([inf(R), b] N P) abzihlbar.

— Wegenpe¢ L, Rsind dann [a, p] P und [p, b] N P tiberabzihlbar.

Satz  (Existenz abziblbarer dichter Teilordnungen)
Sei P ¢ R tiberabzihlbar.
Dann existiert ein Q ¢ P mit 0.t.({Q, <)) = 1.

Beweis
Seien a,b € R derart, daff [a, b] m P iiberabzihlbar ist (a, b existieren, da
sonst P= U, .y P M [-n, n] abzihlbar wire).
Wir definieren rekursiv endliche Mengen Q, c P U {a,b}firne N, die
insbesondere die Eigenschaft haben:

(+) Sind x,y € Q,, x<y,soist [x,y] N P tiberabzihlbar.
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Sei Qg ={a, b}. Dann gilt (+) fiir Q,.

Sei Q,, definiert fiir einn € N, und sei Q, = {xg, ..., X, } mitxy < ... <X.
Nach (+) und dem Satz oben

konnen wir fir jedesie€ Nmit0 Q, b
<i<kein p; € P wihlen derart, | | | | |
dafl [x;, p;] " Pund [p;, %, ] NP X0 X1 X, X3 X4
iiberabzihlbar sind.

Wir setzen dann
Qni1 = QuuU{pos--erPr-1}- | — 1 —t : :

b
Dann gilt (+) fiir Qn+ 1. X Po X P1 L P2 X P X4
Seinin Q=U,.nQ,-{a,b}.
— Dannist Q ¢ P abzihlbar, unbeschrinkt und dicht, also 0.t.({Q, <)) =n.

Da die Dedekind-Vervollstindigung einer Ordnung des Typs n die Michtig-
keit der reellen Zahlen besitzt, erhalten wir hieraus:

Korollar  (Michtigkeiten der abgeschlossenen Mengen)
Sei P c R abgeschlossen und tiberabzihlbar.
Dann existiert ein R € P mit 0.t.((R, <)) = 6.
Insbesondere gilt also 1P| = IRI.

Beweis
Wegen P iiberabzihlbar existiert ein Q ¢ P mit 0.t.({(Q, <)) =n.
Sei (9(Q), <) die Dedekind-Vervollstindigung von {Q, <).
Dann gilt 0.t. (2(Q), <)) = 6 (vgl. Kap. 10), also |D(Q) | = IRI.
Wir identifizieren einen Schnitt (L, R) in (Q, <) mit sup(L) € R.
Dann ist @(Q) < R. Wegen P abgeschlossen und Q < P ist dann aber
= 9(Q) c P, und dann ist R = @(Q) wie gewiinscht.

Damit haben wir auf zwei verschiedenen Wegen die méglichen Michtigkeiten
der abgeschlossenen Mengen bestimmt. Der erste Weg analysierte die Cantor-
menge im Detail und ergab ein klares Bild tiber die Natur nirgends dichter per-
fekter Mengen. Will man lediglich P | = IR/ fiir nichtleere perfekte P zeigen, so
kann man den ersten Weg wie folgt kondensieren:

Ublmg
Sei P nichtleer und perfekt. Zeigen Sie IP| = IR, indem Sie
die Cantormenge ordnungstreu in P einbetten.
[Konstruieren Sie rekursiv abgeschlossene nichtleere Intervalle I fiir
endliche 0-2-Folgens:a — {0, 2 } mit:
I5"07 Is”Z c Is7 Sup(ISHO) < inf(ISHZ)a Is NPz ®7 Sup(Is) - lnf(Is) <172 dom() ‘7
wobeisTi=s U {(n,i)}fiirie {0,2}die Verlingerungvons: i — {0,2 }um i ist.
Betrachte dann x, = N,<o Iyse P firg:N — {0,2}.]

Eine Verfeinerung der Konstruktion liefert wieder einen Ordnungsisomorphismus zwi-
schen der Cantormenge und einer nirgends dichten nichtleeren perfekten Menge P.
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Perfekt reduzierbare Mengen

Eine weitere Strategie zur Losung des Kontinuumsproblems betrifft die Frage
nach der Existenz grofier abgeschlossener Teilmengen in grofien Teilmengen der
reellen Zahlen.

Fiir alle Teilmengen P von R ist P — P abziihlbar. Uberabzihlbare Teilmengen
von R enthalten also sehr viele Hiufungspunkte. Enthalten tiberabzihlbare
Mengen vielleicht sogar stets eine iiberabzihlbare abgeschlossene Menge ?
Wenn ja, so enthalten sie sogar eine tiberabzihlbare perfekte Teilmenge. Diese
Frage ist 1884 von Ludwig Scheeffer (1859 - 1885) gestellt worden.

Definition (perfekt reduzierbar, Scheeffer-Eigenschaft)
(i) A c R heifit perfekt reduzierbar, falls ein nichtleeres perfektes
P c A existiert.

(i) A c R hat die die Scheeffer-Eigenschaft, talls A abzihlbar oder perfekt

reduzierbar ist.

Scheeffer (1884): ,Der Nachweis der Existenz [ gewisser Funktionen ] ist uns indes nicht
involler Allgemeinheit, sondern nur unter der Voraussetzung gelungen, dafi die Men-
ge P entweder selbst perfekt ist oder doch einen perfekten Bestandteil enthilt. Die von
uns aufgeworfene Frage [ein Problem aus der Differentialrechnung einer reellen Ver-
dnderlichen] wird also im Folgenden nicht vollstindig erledigt; denn es bleibt der Fall
tibrig, daf} die Menge P von hoherer als der ersten Michtigkeit [nicht abzihlbar] ist,
ohne einen perfekten Bestandteil zu enthalten. Freilich ist es zweifelhaft, ob solche
Mengen tiberhaupt vorkommen kénnen; Beispiele dieser Art diirften wenigstens bis-
her nicht bekannt sein. Sollte es sich daher in der weiteren Entwicklung der Mengen-
lehre herausstellen, daf wirklich jede Punktmenge, deren Michtigkeit hoher als dieje-
nige der abzihlbaren Mengen ist, einen perfekten Bestandteil enthilt, so wiirde damit
gleichzeitig der letzte Schritt zur Beantwortung unserer Frage getan sein. Bei dem ge-
genwirtigen Standpunkte der Theorie muf jedenfalls die Bedingung, daf§ die nicht
abzihlbare Menge P einen perfekten Bestandteil enthalten solle, ausdriicklich ange-
geben werden.“

Scheeffer verstarb 1885 an Typhus. Der in Kénigsberg geborene und zuletzt in Min-
chen titige Mathematiker hatte sehr friith die Mengenlehre Cantors in der Analysis ange-
wendet (und bildet zusammen mit Poincaré und Mittag-Leffler hierin ein Pioniertrio).
Der Tod des 26-jihrigen markiert einen tragischen Verlust in der Geschichte der Men-
genlehre. Cantor hat noch im gleichen Jahr einen Nekrolog auf den Menschen und den
Mathematiker verfafit [ Cantor 1932].

Nach dem Satz von Cantor-Bendixson haben alle abgeschlossenen Mengen
die Scheeffer-Eigenschaft. Fiir nichtleere offene Mengen gilt die perfekte Re-
duzierbarkeit trivialerweise, denn diese Mengen enthalten ein nichttriviales ab-
geschlossenes Intervall.

Mit dem Nachweis, daf} jede Teilmenge von R die Scheeffer-Eigenschaft hat,
hitten wir die Kontinuumshypothese bewiesen: Denn sei A ¢ R tiberabzihlbar.
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Da A perfekt reduzierbar ist, enthilt A eine nichtleere perfekte Teilmenge P. We-
gen |Pl = IRl istalso Al = IRI.

Wir werden zeigen, daf} es iiberabzihlbare Teilmengen von R gibt, die nicht per-
fekt reduzierbar sind. Eine solche Menge wird aber sehr abstrakt durch Diagonali-
sierung konstruiert - und sie mzzff sehr abstrakt konstruiert werden, denn es lifitsich
(innerhalb der deskriptiven Mengenlehre) zeigen, dafl alle ,,verniinftigen®, natiir-
lich auftretenden Teilmengen von R tatsichlich die Scheeffer-Eigenschaft besitzen,
weshalb Scheeftfer auch keine ,,Beispiele“ fiir solche Ausnahmemengen in der Ana-
lysis fand.

Die Idee der diagonalen Konstruktion einer tiberabzihlbaren, nicht perfekt
reduzierbaren Menge ist: Mit Hilfe einer Aufzihlung aller perfekten Mengen
konstruieren wir eine iiberabzihlbare Menge, die von jeder Menge der Aufzih-
lung mindestens einen Punkt auslifit, und damitkeine Menge der Aufzihlung als
Teilmenge enthalten kann.

Um die Konstruktion durchfithren zu kénnen, miissen wir die Michtigkeit
der Menge aller perfekten Mengen bestimmen. Der Weg hierzu fithrt tiber die
offenen Mengen.

Satz  (die Michtigkeit der Menge aller offenen Mengen)
Sei4={UcR | Uistoffen }. Dann gilt 4] = IRI.

Beweis
Seily, Ij, I, ... eine Aufzihlung der rationalen Intervalle.
Wir definieren eine Funktion f : ¢ — P(N) durch:
f(U) = {neNII[,cU} firUe 4.
Dann ist f injektiv, denn fiir alle U e 4 gilt U= U, . 1y L.
Also gile 161 < IP(N) | = IRI.
Seien nun Jy, J1, ... paarweise disjunkte nichtleere offene Intervalle,
z.B.J, = ]n,n+ [ firne N. Wir definieren g : P(N) — %4 durch:
g(A) = UneA Jn ﬁerg N.
Dann ist g injektiv, also | P(N) | < 141.
— Insgesamtalso 141 = |P(N)I.

Korollar  (die Michtigkeit der Mengen aller abgeschlossenen und perfekten Mengen)
Seien & = {P c R | Pistabgeschlossen}, # = {P c R | P ist perfekt}.
Dann gile |%F1 = [P] = IRI.

Beweis
f:9 — Fmitf(U) =R - U fiir U € 4 ist bijektiv, also | F| = [4] = |RI.
Offenbar gilt |P| < 1F] = IRI.
Sei]J, =[n,n+ 1] fiirn € N. Wir definieren h : P(N) — & durch:
h(A) = U, J, firAcN.

Dann ist h injektiv, also | P(N) | < [P 1.
— Insgesamtfolgt |?| = IRI.
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Obwohl es also | P(R) | > IR viele Teilmengen von R gibt, existieren jeweils
lediglich IR viele offene, abgeschlossene und perfekte Mengen. Allgemeiner
gile I'B1 = IR fiir die Borelmengen B von R, wie man durch eine Induktion der
Linge o, iber die Borel-Hierarchie leicht zeigt.

Ubung
Ist IW(w;)! < IR, so existiert ein X < R ohne die Scheeffer-Eigenschaft.

Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes konnen wir nun zeigen, dafi es eine tiber-
abzihlbare Teilmenge der reellen Zahlen gibt, die keine perfekte Teilmenge be-
sitzt. Der folgende Satz und sein ,diagonaler Beweis stammen von Felix
Bernstein aus dem Jahr 1908, der damit die ein Vierteljahrhundert zuvor gestell-
te Frage von Ludwig Scheeffer negativ beantwortet hat.

Satz  (Existenz nicht perfekt reduzierbarer Mengen der Grofie von R)
Es existiert ein X ¢ R mit |X| = IR, das nicht perfekt reduzierbar ist.
Genauer gilt: Es gibt ein X ¢ Rmit [X| = IR - X| = IRI, sodaf}
sowohl X als auch R - X nicht perfekt reduzierbar sind.

Beweis
Seik = IRI die Kardinalitit von R. Nach dem Satz oben tiber die Michtigkeit
von P gibt es eine Aufzihlung (P, | o <) der nichtleeren perfekten Mengen.
Weiter sei (R, <) eine Wohlordnung der reellen Zahlen.
Wir definieren nun rekursiv x,, y, € Py, fiir o < x wie folgt.

Rekursionsschritt o, < ¥
Seien xp,yg definiert fiir B < o. Wir setzen:

X, = ydas <-kleinste xmitx e P} =P, -{xp,yp | B<oa},

Vo = ndas <-kleinste x mitx € Py = Py, — { x4 }“.

[Es gilt Pe, P2 # D fiiralle o<k = IR, denn P, | = IR fiir alle o0 < k.
Wirsetzennun X ={x, |l a<x},Y={y, | a<x}.
Nach Konstruktion gilt dann:

O XNnY=0, IXI=1YI=IRI =x,

(i) XN P,z firallea<x,

(i) YN P, firallea<xk.

Somit non (P, c X) fiir alle o < . Also enthilt X keine perfekte Menge,
und es gilt | X1 = IR|. Zudem enthilt auch R - X 2 Y keine perfekte Menge,
— und wegen 1Y I = IR gilt IR-XI = IRI.

Die Konstruktion des Beweises benutzt keine speziellen Eigenschaften von
perfekten Mengen. Sie wird durch ein Diagonalisierungsverfahren getragen, das
man allgemein durchfiihren kann, wenn ein Teilmengensystem einer Menge nur
aus Mengen der Michtigkeitvon M besteht, und dartiber hinaus selbst die Mich-
tigkeit von M besitzt:
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Definition (uniforme Systeme und Bernstein-Mengen)
Sei M eine unendliche Menge.
Eine Menge % < P(M) heifit
uniformes System auf M, falls gilt: Pe®

@ 121 =1MI,

(i) IPI=IMI firalleP e ®. P IMI
Ein X ¢ M heifit eine Bernstein- X
Menge tir P, falls gilt:

@) IXI=IM-XI=IMI,

(i) fir kein P e @ gilt P = X \
oderPcM-X. Bernstein-Menge fiir P

IMI

Die in obigem Beweis konstruierte nicht perfekt reduzierbare Menge ist also
eine Bernstein-Menge fiir das uniforme System der nichtleeren perfekten Teil-
mengen von R. Allgemein gilt nun:

Satz  (Existenz von Bernstein-Mengen)
Sei M eine unendliche Menge, und sei & ein uniformes System auf M.
Dann existiert eine Bernstein-Menge fiir .

Beweis
Analog zum Beweis der Existenz nicht perfekt reduzierbarer Teilmengen
— von R; wir benutzen eine Wohlordnung von M.

Fiir ein uniformes System auf M kann man also immer eine Zerlegung von M
in zwei Teile finden, sodafl jedes Element des Systems sowohl den einen als auch
den anderen Teil triftt.

Teilmengen von R mit der Scheeffer-Eigenschaft

Wir haben gezeigt, daf§ alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen die
Scheeffer-Eigenschaft besitzen. Weiter haben wir eine Menge ohne diese Eigen-
schaft konstruiert - in sehr abstrakter Weise. Es stellt sich die Frage, welchen
Teilmengen von R die Scheeffer-Eigenschaft noch zukommt. Alle diese Mengen
sind dann abzihlbar oder von der Michtigkeit der reellen Zahlen, d.h. (CH) gilt
fiir alle Mengen mit der Scheeffer-Eigenschaft.

In der Tat bestitigt sich die Intuition: Einfache Teilmengen von R haben die
Scheeffer-Eigenschaft. Cantors Resultat iiber die abgeschlossenen Mengen istin
der Folgezeit mehrfach verallgemeinert worden. Es gilt:

(+) Alle Borelmengen haben die Scheeffer-Eigenschaft.

Diesen Satz haben unabhingig voneinander Hausdorff und Pavel Alexandrov
(1896 - 1982) im Jahre 1916 gezeigt. 1903 hatte William Young (1863 - 1942)
die Scheeffer-Eigenschaft fiir 4s-Mengen nachgewiesen, und Hausdorff konnte
1914 den Satz von Young auf 45, 5-Mengen erweitern.
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Fiir die Borelmengen ist also Cantors Kontinuumshypothese beweisbar rich-
tig. Die Frage ist nun, ob es noch weitere ,,einfache® Teilmengen von R gibt, fiir
die das Resultat von Hausdorff-Alexandrov noch einmal erweitert werden kénn-
te. In der Tat gibt es eine natiirliche Klasse von Punktmengen hinter den Borel-
mengen: An die Borel-Hierarchie schliefien sich die sog. projektiven Mengen an.
Hier gerit die Scheeffer-Eigenschaft zwar ins Reich der Unabhingigkeit der tib-
lichen Mathematik, dafiir aber in den Einfluf§ von grofien Kardinalzahlen. Wir
geben im folgenden einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Definitionen
und Ergebnisse.

Die einfachste Erweiterung der Borelmengen um komplexere definierbare
Mengen bilden die sog. analytischen Mengen (bzw. dual die koanalytischen
Mengen). Wir geben drei dquivalente Definitionen dieser Mengen kurz an.

Man definiert zunichst in naheliegender Weise den Begriff ,A ¢ R" ist abge-
schlossen® fiir 1 <n < .

Eine Punktmenge A ¢ R" in einem n-dimensionalen Raum ist abgeschlossen, wenn sie
alle ihre Hiufungspunkte enthilt. Ein Hiufungspunkt von A ist ein Punktx € R", fiir den
gilt: Jede n-dimensionale Kugel um x enthilt einen Punkt der Menge A - {x }.

Die offenen Mengen in R" sind wieder die Komplemente der abgeschlossenen
Mengen in R". Analog zum Fall n = 1 definiert man dann weiter die Borel-Hier-
archie, und erhilt so den Begriff ,A c R" ist eine Borelmenge*.

Ist P c R"*! eine Punktmenge des (n + 1)-dimensionalen Kontinuums, so ist
die Projektion von P auf den Raum R" definiert durch:

Pr(P) = { (x4, ..., x,) € R" | es gibt ein y mit (xy, ..., X,, y) € P }.

Definition (analytisch)
Sei A  R. A heifit analytisch, Suslinsch oder eine Xj-Menge, falls gilt:

A = Pr(B) fiir eine Borelmenge B R’.

Statt ,,B Borelsch* gentigt bereits ,,B ist 95, d.h. B ist ein abzihlbarer Schnitt von offe-
nen Mengen des R’. Zieht man die Theorie iiber dem Baireraum statt R auf, so geniigt be-
reits ,,B ist abgeschlossen®.

Aquivalent ist die folgende Definition, die den Umweg iiber hohere Dimen-
sionen vermeidet:

A ist analytisch, falls A = £” B fiir eine Borelmenge B und ein stetiges f: R — R.

Die analytischen Mengen sind also die Bilder der Borelmengen unter stetigen
Funktionen.

Die analytischen Mengen sind nicht abgeschlossen unter Komplementbil-
dung, und man betrachtet daher:

Definition (koanalytisch)
Sei A ¢ R. A heifSt koanalytisch oder eine l'[;—Menge,
falls R - A analytisch ist.
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Suslin hat 1917 gezeigt, dafi die Borelmengen auf R genau diejenigen Mengen
sind, die sowohl analytisch als auch koanalytisch sind (Satz von Suslin). Die Bo-
relmengen lassen sich also aus den analytischen Mengen definieren.

Die analytischen Mengen kann man weiter durch eine originelle Operation
aus den abgeschlossenen Mengen von R gewinnen. Sie geht auf Alexandrov und
Suslin zuriick.

Definition (die s1-Operation)
SeiS={s|s:n — Nfiireinn< o} die Menge der endlichen
Folgen von natiirlichen Zahlen. Fir jedes s € Ssei A; c R.
Dann setzen wir:

A(A; I'se S)) = UfeNN mneNAflfr

Das sieht wilder aus als es ist: Man bestiickt alle Knoten des sich an jeder Stelle
unendlich verzweigenden Baumes S mit einer Teilmenge von R. Fiir jeden Pfad
f € "N durch den Baum wird nun der Schnitt der Mengen gebildet, die auf dem
Pfad liegen, und alle so erhaltenen Schnitte - R-viele - werden vereinigt.

Die Mengen, die man durch die s§-Operation erhalten kann, wenn man den
Baum mit abgeschlossenen Teilmengen von R bestiickt, sind nun genau die ana-
lytischen Mengen! Man erhilt nicht mehr, wenn man den Baum mit Borelmen-
gen bestiickt anstatt mit abgeschlossenen Mengen. Auch eine Bestiickung mit
analytischen Mengen liefert wieder analytische Mengen, d.h. die analytischen
Mengen sind abgeschlossen unter der s4-Operation.

Die analytischen und koanalytischen Mengen bilden nur die erste Stufe einer
Hierarchie der Linge ®, der sog. projektiven Hierarchie von Nikolai Lusin
(1883 - 1950) und Waclaw Sierpinski (1882 - 1969) aus dem Jahre 1925, die in
der deskriptiven Mengenlehre eine zentrale Position einnimmt.

Definition  (projektive Mengen)
A c R heifSt projektiv, falls A durch iterierte Projektion und
Komplementbildung aus einer Borelmenge B — R" fiir ein
1 <n < o gewonnen werden kann.

Es ergibt sich eine Hierarchie der Linge ® durch Zihlen von Projektionen
und Komplementbildungen. Fir A ¢ R" sei C(A) = R" - A. Dann setzt man:
Ae X, falls A=Pr(B),

AeTlli, falls A=C(Pr(B)),

AeX3, falls A =Pr(C(Pr(B))),

AeTly, falls A= C(Pr(C(Pr(B)))),

AeXi, falls A=Pr(C(Pr(C(Pr(B))))), usw.,

fiir eine Borelmenge B eines geeignet dimensionalen Raumes R". A ist also eine

projektive Menge, falls Ae U<, 2t (= U<, <, [11). Die Hierarchie ist echt,
esgiltTL UTIL X, NI, firallel1 <n<a.
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Die Definition liefert natiirlich allgemeiner einen Begriff von ,A ¢ R ist projektiv¥,
und eine zugehorige Hierarchie. So ist etwa A ¢ R? analytisch, falls A = Pr(B) fiir eine
Borelmenge B ¢ R*, usw.

Alternativ kann man die projektive Hierarchie auch durch ,,Bild unter einer
stetigen Funktion® und Komplementbildung aufbauen. Induktiv definiert man
firn>1:2), ={f’A I AeII},f:R — Rstetig}, [I,; ={R-AlAecX},,}.

Zuriick zur Scheeffer-Eigenschaft, und damit letztendlich zu den grofien Kar-
dinalzahlen! Alexandrov und Suslin haben 1917 gezeigt:

(++) Die analytischen Mengen haben die Scheeffer-Eigenschaft.

Dagegen kann man in der iblichen Mathematik nicht mehr zeigen, daff auch
alle koanalytischen Mengen die Scheeffer-Eigenschaft haben ! Godel zeigte
nimlich, daf} es in seinem Modell L eine tiberabzihlbare koanalytische Menge
gibt, die keine nichtleere perfekte Teilmenge besitzt. Dagegen konstruierte So-
lovay in den 60er Jahren des 20. Jahrhunderts mit Hilfe einer unerreichbaren
Kardinalzahl ein Modell, in welchem sogar alle projektiven Mengen die Scheef-
fer-Eigenschaft besitzen.

Giiltigkeit in Modellen ist hiibsch, besser sind aber direkte Implikationen. Ei-
nes der grofien Resultate der jiingeren Mengenlehre ist nun das Martin-Steel-
Resultat (1989). Die Aussage kann man sehr grob etwa so formulieren:

(+++) Existieren geniigend starke, aber immer noch gut verstandene
grofie Kardinalzahlen, so haben die projektiven Mengen alle
erdenklichen Regularititseigenschaften.

Insbesondere hat jede projektive Menge die Scheeffer-Eigenschatft,
und ist also abzdhlbar oder gleichmichtig mit R.

Der Leser vergleiche dies mit Godels Resultat tiber L, wo bereits fiir eine ko-
analytische Menge die Scheeffer-Eigenschaft verletzt ist. Mit der Trommel her-
vorzuheben ist, daf} der Satz nicht iiber Modelle redet: Es handelt sich um eine
direkte Implikation, nicht um eine relative Giiltigkeit in einem Modell, und dar-
in unterscheidet sich (+++) wesentlich etwa von dem Ergebnis von Solovay, das
nur die relative Widerspruchsfreiheit der Hypothese ,,alle projektiven Mengen
haben die Scheeffer-Eigenschaft® liefert.

»,Gentigend stark istvon Donald Martin und John Steel genau bestimmt wor-
den, die Annahme lautet in etwa ,,es existieren unendlich viele Woodin-Kardi-
nalzahlen“. Eine mefibare Kardinalzahl liefert bereits Regularitit (insb. die
Scheeffer-Figenschaft) fiir £-Mengen (Martin 1970). Fiir hohere Komplexiti-
ten mufl man dann die viel gréfieren Woodin-Kardinalzahlen bemiihen. Es gibt
eine iibergeordnete Super-Regularititseigenschaft, die sog. Determiniertheit
von Teilmengen von R. ,Projektive Determiniertheit” besagt, dafi alle projekti-
ven Mengen diese Eigenschaft haben, und projektive Determiniertheit folgt aus
der Existenz von unendlich vielen Woodin-Kardinalzahlen.

Neben ,,A hat die Scheeffer-Eigenschaft“ gibt es noch zwei weitere prominente Regula-
ritdtseigenschaften von Teilmengen von R: Die eine ist ,, A ist Lebesgue-mefibar®, d.h. ,es
gibt eine Borelmenge B mitAAB = (A - B) U (B - A) hat Lingenmaf} 0 (vgl. die Defini-
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tion oben), und ,,A hat die Baire-Eigenschaft“, d.h. ,es gibt ein offenes U mit AA U ist ma-

ger®. Es zeigt sich: A ¢ R ist Lebesgue-mefibar gdw A = F U N fiir eine & ,-Menge F und

eine Nullmenge N; A ¢ R hat die Baire-Eigenschaft gdw A = G U M fiir eine 95-Menge G

und eine magere Menge M.

Die Lebesgue-mefibaren Mengen und die Mengen mit der Baire-Eigenschaft bilden je-
weils eine o-Algebra. Diese 6-Algebren enthalten die analytischen und koanalytischen
Mengen (Lusin 1917). Lebesgue-Mefibarkeit und Baire-Eigenschaft fiir hohere Stufen
der projektiven Hierarchie verhalten sich wie die Scheeffer-Eigenschaft, folgen also ins-
besondere aus der Existenz geniigend grofier Kardinalzahlen, und gelten nicht in Gédels
Modell L. Die Gegenbeispiele in L mit kleinstmoglicher Komplexitit sind dabei A}-Men-
gen, wobei Al =TI n 3.

Eine Bernstein-Menge X fiir = { P c R | P nichtleer und perfekt } ist weder mefibar
noch hat sie die Baire-Eigenschaft: Die ;- und 95-Mengen haben die Scheeffer-Eigen-
schaft, und abziiglich einer Nullmenge bzw. einer mageren Menge sind ein mefibares bzw.
ein Bairesches X c R und sein Komplement % oder 9s. X oder R - X enthilt also eine
nichtleere perfekte Teilmenge, falls X mefibar ist oder die Baire-Eigenschaft hat.

Borel-Determiniertheit (also Super-Regularitit fiir die Borelmengen) lifit sich noch
ohne grofie Kardinalzahlen zeigen (Martin 1975), und liefert dann ein weitgespanntes
Dach iiber den Sitzen von Hausdorff und Alexandrov betreffend die Scheeffer-Eigen-
schaft der £j-Mengen (und betreffend die Lebesgue-Mefibarkeit und Baire-Eigenschaft
der Zi- und H}—Mengen). Fiir die Borel-Determiniertheit muf allerdings die mengen-
theoretische Maschinerie schon ungewohnlich stark beansprucht werden (Friedman
1971): Es werden die Mengen P*(R) fiir o < @, benotigt, um dieses Resultat iiber Teil-
mengen von R zeigen zu kénnen.

Zusammenfassend halten wir fest:

(1) Inder iiblichen Mathematik lifit sich zeigen: Alle Borelmengen sind determiniert.
Alle analytischen Mengen haben die Scheeffer-Eigenschaft. Alle analytischen und
koanalytischen Mengen sind Lebesgue-mefibar und haben die Baire-Eigenschaft.

(2) DieResultatein (1)sind bestméoglich: In Gédels L gibtes eine koanalytische Menge oh-
ne die Scheeffer-Eigenschaft, und eine Al-Menge (also eine Menge, die sowohl X} als
auch IT] ist), die nicht Lebesgue-mefibar ist und nicht die Baire-Eigenschaft besitzt.

(3) Determiniertheit (und damit alle erdenkliche Regularitit) fiir alle projektiven Men-
gen folgt aus der Existenz grofier Kardinalzahlen (und dariiber hinaus auch aus vie-
len kombinatorischen Prinzipien, etwa aus ,,6,, ist ®;-dicht).

Diesistalles eine lingere Geschichte, die zwar in der Griinderzeit der Mengen-
lehre beginnt, aber lange Jahre iiber sie hinaus weitergesponnen wurde. Wir belas-
sen es hier also bei diesem kleinen und notgedrungen unhistorischen Ausblick.
Die reellen Zahlen bilden eine komplizierte Struktur, die wir nur in Ansitzen ver-
stehen - dies ist vielleicht die Grundbotschaft der Mengenlehre. Zum ersten Mal
wurde dies deutlich durch Cantors Punktmengenanalyse, seine Entdeckung der
transfiniten Prozesse und seine Kontinuumshypothese. Das den analytischen Re-
chenmeistern seit Jahrhunderten so vertraut erscheinende Objekt R erweist sich
in der Mengenlehre als ein Abgrund. Tiefist der Brunnen der reellen Zahlen. Soll-
te man ihn nicht unerforschbar nennen ? Zuweilen erscheint er als ein unerhort
waghalsiges Konstrukt.

Das Buch ,Reelle Zahlen. Das klassische Kontinuum und die natiirlichen Folgen“
([Deiser 2007]) greift viele dieser Gesichtspunkte auf. Dort findet sich auch eine Einfiih-
rung in unendliche Spiele und ein Beweis der Borel-Determiniertheit.
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Arthur Schoenflies iiber nicht perfekt reduzierbare Mengen

»L. Scheeffer hat bereits die Frage aufgeworfen, ob jede nicht abzihlbare Menge
einen perfekten Bestandteil besitzen miisse [ Fufinote hierzu: Acta math. 5 (1884),
S.287.] Dies trifft jedoch nicht zu, wie von F. Bernstein nachgewiesen wurde [Fufinote:
Leipz. Ber. 60 (1908), S. 325.] Mengen ohne perfekten Bestandteil bezeichnet er als
total imperfekte Mengen. Thre Existenz ist fiir den Fall, daff ¢ [= IRI] > R ist, evi-
dent. Denn da es Teilmengen des Kontinuums von der Michtigkeit X gibt, und jede per-
fekte Menge die Michtigkeit ¢ besitzt, so kann eine Teilmenge der Michtigkeit X | keinen
perfekten Bestandteil enthalten, ist also total imperfekt.

Fiir den Fall, dafl ¢ = X/ ist, folgt der Bernsteinsche Satz aus dem S. 210 mitgeteilten
Theorem [entspricht dem Satz iiber die Existenz von Bernstein-Mengen ], das er iiber
wohlgeordnete Mengen bewiesen hat. Wir haben dazu das Kontinuum als wohlgeordne-
te Menge zugrunde zu legen; es stellt dann die Menge W des eben genannten Theorems
dar. Jede perfekte Menge ist eine Teilmenge von W, und da sie ebenfalls die Michtigkeit ¢
hat, so ist sie eine Menge w,, [wobei (w,, | o< ¢) eine Aufzihlung der nichtleeren perfekten
Teilmengen von Rist]. Endlich hat aber auch die Menge aller perfekten Punktmengen des
Raumes ... die Michtigkeit ¢. Damit sind die Bedingungen des genannten Theorems reali-
siert, und die Menge A [entspricht X oben], die wir S. 210 aufgestellt haben, ist notwendig
total imperfekt, da sie keine Menge w,, ganz enthilt. Sie hat selbst die Michtigkeit ¢.“

(Arthur Schoenflies 1913, ,, Entwicklung der Mengenlebre und ibrer Anwendungen®, S.361f.)
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Zum Abschluf} dieses Abschnitt zeigen wir, dafl die Annahme der Existenz der
Menge aller Ordinalzahlen zu Widerspriichen fithrt. Diese Tatsache istin der Li-
teratur als Paradoxie von Burali-Forti bekannt [ Burali-Forti, 1897]. Cantor war
mit der Unméglichkeit einer Zusammenfassung aller Ordinalzahlen zu einem
Ganzen aber spitestens seit 1897 vertraut, wie aus seinen Briefen an Dedekind
und Hilbert hervorgeht.

Ordinalzahlparadoxon von Cantor und Burali-Forti
Wir setzen:

Q = {o | aisteine Ordinalzahl } =
{ o | oist Ordnungstyp einer Wohlordnung }.

Fiir die Relation < auf Q x Q gilt:

(Q, <) ist eine Wohlordnung.

Dann hat (Q, <) einen bestimmten Ordnungstyp. Sei

d = 0.t.((Q,<)).

Offenbar gilt

(+) o< fiir jede Ordinalzahl o.

(Denn (W(0), <) ist ein Anfangsstiick von (Q, <) des Ordnungstyps o..)
— Also gilt wegen (+) & < 8, Widerspruch!

Cantor (3.8.1899, Brief an Dedekind): ,Es kann Q’ [hier = Q] (und daher auch Q) [hier
= Q - { 0}] keine konsistente Vielheit [Menge] sein; wire Q’ konsistent, so wiirde ihr
als einer wohlgeordneten Menge eine Zahl 8 zukommen, die grofier wire als alle
Zahlen des Systems €; im System Q kommt aber, weil es a/le Zahlen umfafit, auch die
Zahl 8 vor; es wiire also 8 grofier als 8, was ein Widerspruch ist. Also

A. Das System Q aller Zahlen ist eine inkonsistente, eine absolut unendliche Vielheit
[echte Klasse].“

Die Zusammenfassung aller Ordinalzahlen zu einem Ganzen fithrt also zu Wi-
derspriichen. Q ist, wie die Russell-Zermelo-Klasse R oder das Universum V, zu
grof}, um eine Menge zu sein. Die Reihe der Ordinalzahlen

0,1,2,...,m,...,0,...
ist, im Cantorschen Sinne, absolut unendlich.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_26, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Man kann auch wie folgt argumentieren:

Annabme, Q ist eine Menge. Sei dann 8 = sup(€2). Dann ist d € Q.
Da keine grofite Ordinalzahl existiert, ist das Supremum echt, und daher
gilt o < § fiir alle o € Q, insbesondere also & < 8, Widerspruch!

Ebenso zeigt man, daf} die Kardinalzahlen keine Menge bilden:

Alephparadoxon von Cantor
Wir setzen
N={R,loeQ}.
[N = taw ist der letzte Buchstabe des hebriischen Alphabets,

wie Q der letzte Buchstabe des griechischen Alphabets ist.
Die Bezeichnung verwendet Cantor in einem Brief an Dedekind, s.u.]

Annabme, D ist eine Menge. Sei dann X* = sup(D).

Da das Supremum einer Menge von Kardinalzahlen wieder eine

Kardinalzahl ist, gilt 8* € N. Andererseits hat N kein

grofites Element, dennistk € N, k= Xy, soist K< X, ;.

Also ist das Supremum echt, und damit gilt k < X* fiir alle x € D.
— Insbesondere also X* < R*. Widerspruch!

Nach dem Wohlordnungssatz ist N = Kard = { a | a ist Kardinalzahl }. Dies
wird fur das Argument nicht gebraucht. Wir brauchen, dafl k" existiert fiir alle
kK € N, d.h. wir brauchen: Fiir alle Ordinalzahlen o existiert eine Ordinalzahl
B mit IW(a)l < IW(B)I. Der Satz von Hartogs liefert uns diese Aussage (oder
natiirlich der Wohlordnungssatz). Cantor kannte in den Jahren vor 1900, als er
sich intensiv mit dem Phinomen der inkonsistenten Zusammenfassungen be-
schiftigte, den Satz von Hartogs noch nicht, und den Wohlordnungssatz wollte
er gerade beweisen. Er rechtfertigt die Existenz von k" etwa so: Sei X, € 0,
und sei Zy = { B | B ist Ordinalzahl und IW(B)| < &, }. Dann ist (Z,, <) eine
Wohlordnung. Sei also ¥ = o.t.({Z,, <)). Offenbar gilt dann einfach Z, = W(y),
und also insbesondere y ¢ Z,. Also X, < IW(y)|. Dann aber IW(y)l = 8,1,
denn fiir jedes f <y gilt IW(P)| < Ry,

Der Punkt hier ist: Warum diirfen wir Z,, bilden? Oder genauer: Warum ist
die Zusammenfassung Z,, eine konsistente Vielheit? Nun, wir haben auch P(M)
gebildet fiir viele Mengen M. Man wird langfristig um eine axiomatische Einstel-
lung, die derlei Existenzen sichert, nicht herumkommen. Anders ausgedriickt:
Man fragt zuriick: Warum nicht?

Cantor ist in der Tat selbst auf dieses Problem eingegangen:

Cantor (28. 8. 1899, Brief an Dedekind): ,,Man mufi die Frage aufwerfen, woher ich denn

wisse, dafy die wohlgeordneten Vielheiten oder Folgen, denen ich die Kardinalzahlen
Roy Ry eony Ry oeny Roys oo

zuschreibe, auch wirklich ,Mengen‘ in dem erklirten Sinne des Wortes, d.h. ,konsi-

stente Vielheiten‘ seien. Wiire es nicht denkbar, dafl schon diese Vielheiten ,inkonsi-
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stent seien, und dafl der Widerspruch der Annahme eines ,Zusammenseins aller ihrer
Elemente® sich nur noch nicht bemerkbar gemacht hatte ? Meine Antwort hierauf ist, daf§
diese Frage auf endliche Vielbeiten ebenfalls auszudebnen ist und dafl eine genaue Erwi-
gung zu dem Resultate fiihrt: sogar fiir endliche Vielheiten ist ein ,Beweis® fiir ihre
,JKonsistenz‘ nicht zu fithren. Mit anderen Worten: Die Tatsache der ,Konsistenz’
endlicher Vielheiten ist eine einfache unbeweisbare Wahrheit, es ist ,Das Axiom der
Arithmetik (im alten Sinne des Wortes)‘. Und ebenso ist die ,Konsistenz* der Vielhei-
ten, denen ich die Alephs als Kardinalzahlen zuspreche, ,das Axiom der erweiterten,
der transfiniten Arithmetik.‘

Ich wiirde sehr gerne diese Sachen miindlich mit Ihnen genauer durchsprechen ...
Allein ich weifs nicht, ob es nicht fiir Sie momentan eine Stérung in Ihren Arbeiten wiire,
wenn ich mich von hier aus fiir ein paar Stunden zu Ihnen auf den Weg machte ?“

Was sich da kurz vor der Jahrhundertwende skizzenhaft abzeichnet, ist seiner
Zeit so weit voraus, dafi es kaum verwundert, daf ein miindlicher Austausch mit
Zeitgenossen schnell im Sand verlief. Die Zweifel an ,Konsistenz“-Beweisen
fiir den endlichen Bereich der Mengenwelt sind bemerkenswert. Und fiir die
transfinite Mengenlehre selber ist es weit mehr als eine Axiomatik, die Cantor
vorschwebt. Das Axiom der transfiniten Arithmetik ist ein Metaaxiom, oder,
wenn man so will, ein Manifest. Es identifiziert Konsistenz und Existenz von Or-
dinalzahlkomprehensionen. Erst die Inkonsistenz aller Alephs oder aller Ordi-
nalzahlen ist die obere Grenze, das Ende des Weges. Davor ist alles moglich, und
solange der Weg der Ordinalzahlen nicht aus Konsistenzgriinden den sicheren
Boden unter den Fufien verliert, garantiert das Axiom die Existenz fraglicher Zu-
sammenfassungen, im einfachsten Fall etwa die Existenz von Nachfolgerkardi-
nalzahlen. Dies ist ein weit verbreitetes Bild auch der heutigen Mengenlehre,
und es schliefit miihelos die Existenz grofier Kardinalzahlen mit ein. Die Folge
der Ordinalzahlen ist so lang und so reich, wie es nur irgendwie geht. Sie selbstist
ihre eigene Grenze und ihr eigenes Ziel. Haben wir o, so haben wir o + 1. Weiter
bilden wir Limeszahlen und Limeszahlen von Limeszahlen. Und wir lassen den
Prozef ab o solange laufen, bis wir ein  erreichen derart, dal W(B) selbst nicht
mehr die Grofie von W(o) hat. ,Fertig-Machen. Weiterzihlen. Iterieren. Alles
Bisherige nehmen, und damit etwas Neues in Gang setzen. (Fiir Neumann-Zer-
melo-Ordinalzahlen ist Alles Bisherige zugleich schon das Neue selber.) Erst,
wenn Alles Bisherige wirklich Alles ist, sind wir fertig und haben die Ordinalzahlen
vor uns ausgerollt, gesetzt, dafy wir jemals so weit kommen. Andernfalls kénnen
wir nur abstrahieren und den Prozef lediglich als Ganzes von aufien betrachten
und nicht mit Worten von innen ausleuchten, und dann ist die Inkonsistenz der
Menge aller Ordinalzahlen alles, was wir vom Ende des Weges wissen. Cantor
hat, mit metaphysisch-religiosen Motiven, in dieser Weise gedacht, bei der die
Paradoxien zum festen Bestandteil der Mengenlehre werden, sie nicht bedrohen,
sondern ihr einen einzigen, absolut unendlich fernen Punktvorenthalten, unter-
halb dessen sie sich frei entfaltet. Die Erkenntnis der letzten Grenze ist schlief3-
lich menschlicher Triumph, und ein nobles Wissen:
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Cantor (2.10. 1897, Brief an Hilbert): ,,Sie iibersehen jedoch, daf§ ich in meinem Harz-
burger Schreiben noch das Charakteristikum ,fertig* gebraucht und gesagt habe:
Theorem: ,Die Totalitit aller Alephs lifit sich nicht als bestimmte und zugleich fertige
Menge auffassen.

Hierin ist das punctum saliens zu sehen und ich wage es, dieses vollkommen sichere, aus
der Definition der ,Totalitat aller Alephs* streng beweisbare Theorem als den wichtigsten
und vornehmsten Satz der Mengenlehre zu bezeichnen.”

Die Mengenlehre wird zum Gentleman. Sie kennt ihre Moglichkeiten und
Grenzen, und nutzt und akzeptiert beide. Man mufi sich einmal vor Augen fiih-
ren, was Cantor aus dem Begriff der linearen Ordnungen, in denen nichtleere
"Teilmengen ein kleinstes Element haben, gemacht hat. Unter seiner Hand wird
dieses Rohmaterial zum grandiosen Weg in einen metaphysischen Nebel. Dieser
Weg verlifit nie das sichere Land der Mathematik und bringt doch so viel an Ge-
dankenreichtum mit sich, dafl die Mengenlehre zu einer wahrhaft menschlichen
Titigkeit wird. Cantor, der iber Herbarts wandelbare Grenze polemisiert hat,
steigt nun selber frei die absolut gegebenen Ordinalzahlen empor, das Axiom ga-
rantiert ihm, daf} er dabei stets weit vom grofien Feuerwerk des Endes entfernt
ist. Nach ihm ist es erst wieder Paul Mahlo, der dhnlich frei ist, und der fiir die
Mitwelt exorbitant grofie Kardinalzahlen mit einer Gelassenheit betrachtet, die
seine Arbeiten zu einem singuliren Ereignis in der Geschichte der Mengenlehre
werden lief - auch wenn Mahlos Kardinalzahlen heute eher schon wieder als
klein empfunden werden.

Cantor hat die inkonsistente Vielheit aller Ordinalzahlen als Argument fiir die
Wohlordenbarkeit jeder Menge verwendet: Wir tragen eine Menge M rekursiv
ab. Wiirden wir dabei niemals zu Ende kommen, so entstiinde eine Bijektion zwi-
schen Q und einer Teilmenge N von M. Mit M ist aber auch N eine Menge. Aber
N ist dann gleichmichtig mit Q, also wire auch Q eine Menge. Hier finden zwei
»Axiome® iiber konsistente Vielheiten Anwendung: Teilvielheiten von Mengen
sind Mengen, und ist von zwei bijektiv aufeinander abbildbaren Vielheiten die ei-
ne eine Menge, so ist es auch die andere. (Cantor hat Hilbert 1898 vier Axiome
mitgeteilt, die der Leser am Ende von Abschnitt 3, Kapitel 1 finden wird.)

Briefe von Cantor an Hilbert und Dedekind schildern diesen Beweisversuch
des Wohlordnungssatzes. Cantors Ziel war es zu zeigen, daf§ die Kardinalitit ei-
ner beliebigen Menge ein Aleph ist: Fiir Cantor ist die Kardinalitit einer Menge
immer definiert durch einen zweifachen Abstraktionsprozef}; die Alephs dagegen
sind spezielle Kardinalititen, nimlich die Kardinalzahlen, die den wohlgeordne-
ten Mengen zukommen. In unserer Terminologie bedeutet Cantors Ausdruck
sjede Kardinalzahl ist ein Aleph® einfach ,jede Menge lifit sich bijektiv auf ein
W(B) abbilden fiir eine Ordinalzahl B“. Es geht also um den Wohlordnungs- und
den Vergleichbarkeitssatz.

Cantor (26.9.1897, Brief an Hilbert): ,,,Wenn eine bestimmte wohldefinierte fertige Men-
ge eine Kardinalzahl haben wiirde, die mit keinem der Alephs zusammenfiele, so miif3-
te sie Teilmengen enthalten, deren Kardinalzahl irgend ein Aleph ist, oder mit anderen
Worten, die Menge miifite die Totalitit aller Alephs in sich tragen.
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Daraus ist leicht zu folgern, dafl unter der gegebenen Voraussetzung (einer be-
stimmten Menge, deren Kardinalzahl kein Aleph wire) auch die Totalitdt aller Alephs
als eine bestimmte wohldefinierte fertige Menge aufgefafit werden konnte. Dafi dies
nicht der Fall ist, habe ich oben bewiesen. Es ist daher jedes a auch immer ein be-
stimmtes Aleph.“

Cantor (3.8.1899, Brief an Dedekind): ,, Es erhebt sich nun die Frage, ob in diesem System
N [aller Alephs X, Ry, ..., Ry, Ry, 1, ... | alle transfiniten Kardinalzablen enthal-
ten sind ? Gibt es, mit anderen Worten, eine Menge, deren Michtigkeit kein Aleph ist?

Diese Frage ist zu verneinen, und der Grund dafiir liegt in der von uns erkannten In-
konsistenz der Systeme Q [aller Ordinalzahlen] und .

Beweis: Nehmen wir eine bestimmte Vielheit V und setzen voraus, daf} ihr kein
Aleph als Kardinalzah! zukommt, so schlieflen wir, dafl V inkonsistent sein muf3.

Denn man erkennt leicht, dafl unter der gemachten Voraussetzung das ganze Sy-
stem Q in die Vielheit hineinprojizierbar ist, d. h. dafi eine Teilvielheit V” von V exi-
stieren mufj, die dem System Q dquivalent ist.

V'’ ist inkonsistent, weil Q es ist, es muf} also dasselbe auch von V behauptet werden.

Mithin muf jede transfinite konsistente Vielbeit, jede transfinite Menge ein bestimm-
tes Aleph als Kardinalzahl haben, Also:

C. Das System N aller Alepbs ist nichts anderes als das System aller transfiniten Kardinal-
zablen.

... Wir erkennen ferner aus C die Richtigkeit des in [ Cantor, 1895] ausgesprochenen
[Vergleichbarkeits-] Satzes:

,Sind a und b beliebige Kardinalzahlen, so ist entweder a = b oder a < b oder a>b.¢

Denn die Alephs haben, wie wir gesehen, diesen Grofiencharakter.
So viel in Kiirze fiir heute ... “

Cantors Intuition ist von der Kraft eines Herkules. Man kann iiber den Genau-
igkeitsgrad der Argumentation streiten, aber wie man das Argument formal sau-
ber hinbekommt, steht auf einem ganz anderen Blatt. Unbestritten bleibt, daf§
Cantor, wo andere sich fiirchteten, den Nemeischen Lowen der inkonsistenten
Vielheiten mit der Keule erschlagen hat, und dann auch noch sein Fell nutzbrin-
gend verwendete.

Im dritten Abschnitt werden wir nun ein Axiomensystem angeben, das die Exi-
stenz gewisser Mengen fordert, und dessen Prinzipien wir in den meisten Fillen
als die Erlaubnis lesen konnen, bestimmte Vielheiten zu Mengen zusammenzu-
fassen. Das System erlaubt uns dagegen nicht die volle Mengenkomprehension,
und wir konnen in ihm V, Q oder N nicht bilden. Wihrend auf diese Weise die
aufgetretenen Paradoxien wegfallen, ist das System andererseits reichhaltig ge-
nug, sodafl wir alle Objekte, die wir fiir unsere Sitze und ihre Beweise benétigen,
darin als Mengen vorfinden.

Damit verlassen wir die Cantorsche Mengenlehre, bis wir sie in der axiomati-
schen Robe wiederfinden. Wir haben gesehen, dafl Cantors Mengendefinition,
die eine Menge als Zusammenfassung bestimmter Objekte zu einem Ganzen be-
schreibt, sehr sorgfiltig gelesen werden mufy. Die aufgetretenen Widerspriiche
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sind aber Widerspriiche nur im Hinblick auf das naive Komprehensionsschema,
das kein Teil der Mengenlehre Cantors ist. In seiner Mengenlehre sind die Para-
doxien Erkenntnisse tiber zu grofie Zusammenfassungen, iiber absolut unendli-
che oder inkonsistente Vielheiten. Es ist nicht der Fall, daf§ mit der Eroberung
des Unendlichen an allen Ecken und Enden das Chaos hereingebrochen ist. Es
herrscht erst dort, so unsere Deutung der Paradoxien, wo wir einen unbe-
schrinkten Teil des Mengenuniversums zu einem begrenzten machen wollen. So
wie wir es in der Realitit nur mit endlichen, nie mit aktual unendlichen Objekten
zu tun haben, so kennt das Cantorsche, platonische Universum der Mathematik
nur Mengen als Objekte, und keine absolut unendlichen Vielheiten.

Felix Hausdorff iiber zu grofie Zusammenfassungen

»Die Mengenlehre ist das Fundament der gesamten Mathematik; Differential- und
Integralrechnung, Analysis und Geometrie arbeiten in Wirklichkeit, wenn auch viel-
leicht in verschleiernder Ausdrucksweise, bestindig mit unendlichen Mengen. Uber
das Fundament dieses Fundaments, also iiber eine einwandfreie Grundlegung der
Mengenlehre selbst ist eine vollkommene Einigung noch nicht erzielt worden. Die
nichstliegenden Schwierigkeiten und Vorurteile diirfen zwar als erledigt gelten: viele
anscheinende ,Paradoxien des Unendlichen’ sind nur so lange paradox, wie man an der
unberechtigten Forderung festhilt, daf fiir endliche und fiir unendliche Mengen unter-
schiedslos dieselben Gesetze gelten sollen. Die naturgemifien Abweichungen zwischen
beiden Gebieten bedingen keinen Widerspruch innerhalb des Unendlichen. Dagegen
ist eine wirkliche Paradoxie noch nicht befriedigend aufgeklirt, auf die der naive Men-
genbegriff, mit seiner Zusammenfassung beliebig vieler Elemente zu einer Menge, letz-
ten Endes hinausfiihrt. In einer typischen Form, die allerdings noch der mathemati-
schen Bestimmtheit entbehrt, lautet dies Paradoxon folgendermafien: wenn es zu jeder
Menge von Dingen noch ein weiteres, von ihnen allen verschiedenes Ding gibt, so ist
die Gesamtheit aller Dinge offenbar selbst keine Menge. Ein solches System von Din-
gen, das nicht als Menge aufgefafit werden kann, bilden, wie wir sechen werden, die
(endlichen und unendlichen) Kardinalzahlen oder auch die Ordnungszahlen. Den hier-
nach notwendigen Versuch, den Prozef der uferlosen Mengenbildung durch geeignete
Forderungen einzuschrinken, hat E. Zermelo unternommen. Da indessen diese du-
erst scharfsinnigen Untersuchungen noch nicht als abgeschlossen gelten konnen und
da eine Einfiihrung des Anfingers in die Mengenlehre auf diesem Wege mit grofien
Schwierigkeiten verbunden sein diirfte, so wollen wir hier den naiven Mengenbegriff
zulassen, dabei aber tatsichlich die Beschrinkungen innehalten, die den Weg zu jenem
Paradoxon abschneiden.®

(Felix Hausdor{f 1914, ,,Grundziige der Mengenlehre®)
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Wir stellen in diesem Abschnitt das heute am hiufigsten verwendete Axiomen-
system ZFC fiir die Mengenlehre vor. ,,ZFC* ist hierbei eine Abkiirzung fiir
»Zermelo-Fraenkel-Axiomatik mit Auswahlaxiom®. Das ,,C“ stammt hierbei von
der englischen Bezeichnung ,axiom of choice” des Auswahlaxioms, das ein aus-
gezeichnetes Axiom der Zermeloschen Axiomatik darstellt.

Zermelo trug mit seiner Arbeit ,,Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mengenlehre, erschienen 1908 in den ,,Mathematischen Annalen®, den Haupt-
teil zu diesem System bei. Seine dort vorgestellten sieben Axiome wurden spiter
nur noch erginzt durch das Ersetzungsschema von Abraham Fraenkel (1922)
und das Fundierungsaxiom, das auf Abraham Fraenkel (1922), John von
Neumann (1925) und Ernst Zermelo (1930) zuriickgeht. Thoralf Skolem (1887
- 1963) hat ebenfalls dem Ersetzungsschema und dem Fundierungsaxiom ver-
wandte Prinzipien betrachtet, und zudem den Weg gewiesen, die axiomatische
Mengenlehre durch die Verwendung einer exakten Sprache zu prizisieren
(1922). In Briefen von Cantor an Hilbert finden sich axiomatische Ansiitze, ins-
besondere hat Cantor bereits 1898 das Ersetzungsschema formuliert.

Die Abkiirzung ZFC ist aus historischer Sicht ungliicklich. Zermelos System
enthilt das Auswahlaxiom bereits als fundamentalen Bestandteil, und die Isolie-
rung dieses Axioms stellt gerade eine der grofien Leistungen Zermelos dar. Aus
mathematischer Sichtist die Betonung des ,,C* in der Bezeichnung ZFC aber ge-
rechtfertigt, da das Auswahlaxiom eine Sonderstellung unter den Axiomen ein-
nimmt, und seine Verwendung im systematischen Aufbau der Mengenlehre und
der restlichen Mathematik eine besondere Beachtung verdient.

Zermelo formulierte seine Axiomatik noch nicht in der Sprache der Pridika-
tenlogik erster Stufe, die heute die ,offizielle“ Sprache der Mengenlehre ist.
Auch wir werden zuerst die Axiome und einige elementare Folgerungen in der
iiblichen mathematischen Umgangssprache angeben. Der kritischen Richtung
tragen wir dann im zweiten Kapitel vollends Rechnung, wo wir die Pridikatenlo-
gik einfithren und insbesondere den Begriff einer Eigenschaft prizisieren. Dort
schaffen wir den formalen Rahmen fiir die Mengenlehre, der fiir metamathema-
tische Untersuchungen und Resultate wie etwa dem der Unabhingigkeit der
Kontinuumshypothese notwendig ist.

Im zweiten Band werden wir die Mengenlehre auf der Basis der ZFC-Axiome
systematisch entwickeln. Die hier erzielten Ergebnisse der Zeit Cantors fiigen
sich in diesen axiomatischen Aufbau zwanglos ein. Wir kénnen sie und ihre Be-
weise unverindert iibernehmen, lediglich eine etwas andere Organisation des
Stoffesist notwendig, da wir z. B. keine Zahlen mehr als Grundobjekte zur Verfii-
gung haben, sondern sie erst als Mengen konstruieren miissen.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_27, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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Eine der Hauptaufgaben der mengentheoretischen Axiomatik, unabhingig
von metamathematischen Gesichtspunkten, war es, die Theorie des Unend-
lichen zu retten, und dabei gleichzeitig die aufgetretenen Paradoxien zu elimi-
nieren. Die Paradoxien verschwinden nun in natiirlicher Weise in ZFC, da die
Axiome keine uferlosen Zusammenfassungen zulassen, wie etwa die Bildung von
{x | xist Menge } oder allgemein die von {x | €(x) }.

Zermelo schreibt in der Einleitung zu seiner Axiomatik von 1908:

Zermelo (1908b): ,Die Mengenlehre ist derjenige Zweig der Mathematik, dem die Auf-
gabe zufillt, die Grundbegriffe der Zahl, der Anordnung und der Funktion in ihrer
urspriinglichen Einfachheit mathematisch zu untersuchen und damit die logischen
Grundlagen der gesamten Arithmetik und Analysis zu entwickeln; sie bildet somit
einen unentbehrlichen Bestandteil der mathematischen Wissenschaft. Nun scheint
aber gegenwirtig gerade diese Disziplin in ihrer ganzen Existenz bedroht durch ge-
wisse Widerspriiche oder ,Antinomien‘, die sich aus ihren scheinbar denknotwendig
gegebenen Prinzipien herleiten lassen und bisher noch keine allseitig befriedigende
Losung gefunden haben. Angesichts namentlich der ,Russellschen Antinomie‘ von
der ,Menge aller Mengen, welche sich selbst nicht als Element enthalten® scheint es
heute nicht mehr zulissig, einem beliebigen logisch definierbaren Begriff eine
,Menge‘ oder ,Klasse als seinen ,Umfang‘ zuzuweisen. Die urspriingliche Cantor-
sche Definition einer ,Menge‘ als einer ,Zusammenfassung von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen‘ bedarf also jedenfalls einer Einschrinkung, ohne dafi es doch schon gelun-
gen wire, sie durch eine andere, ebenso einfache zu ersetzen, welche zu keinen sol-
chen Bedenken mehr Anlafi gibe. Unter diesen Umstinden bleibt gegenwirtig
nichts anderes iibrig, als den umgekehrten Weg einzuschlagen und, ausgehend von
der historisch bestehenden ,Mengenlehre‘, die Prinzipien aufzusuchen, welche zur
Begriindung dieser mathematischen Disziplin erforderlich sind. Diese Aufgabe muf}
in der Weise gelst werden, dafi man die Prinzipien einmal eng genug einschrinkt,
um alle Widerspriiche auszuschlieien, gleichzeitig aber auch weit genug ausdehnt,
um alles Wertvolle dieser Lehre beizubehalten.

In der hier vorliegenden Arbeit gedenke ich nun zu zeigen, wie sich die gesamte von
G. Cantor und R. Dedekind geschaffene Theorie auf einige wenige Definitionen
und auf sieben anscheinend voneinander unabhingige ,Prinzipien‘ oder ,Axiome* zu-
riickfiihren l4fit. Die weitere, mehr philosophische Frage nach dem Ursprung und
dem Giiltigkeitsbereiche dieser Prinzipien soll hier noch unerértert bleiben. Selbst
die gewiff sehr wesentliche ,Widerspruchslosigkeit’ meiner Axiome habe ich noch
nicht streng beweisen konnen, sondern mich auf den gelegentlichen Hinweis be-
schrinken miissen, daf§ die bisher bekannten ,Antinomien‘ simtlich verschwinden,
wenn man die hier vorgeschlagenen Prinzipien zugrunde legt. Fiir spitere Untersu-
chungen, welche sich mit solchen tiefer liegenden Problemen beschiftigen, mochte
ich hiermit wenigstens eine niitzliche Vorarbeit liefern.

Der nachstehende Artikel enthilt die Axiome und ihre nichsten Folgerungen ... “

Das Problem der Widerspruchsfreiheit ist systemimmanent und nicht beheb-
bar. Nach dem zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatz kann die Wider-
spruchsfreiheit von ZFC nichtinnerhalb von ZFC bewiesen werden (es sei denn,
ZFC ist widerspruchsvoll, denn dann ist alles beweisbar). Aus der Universalitit
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von ZFC - der Tatsache, daff jedes mathematische Argument in ZFC ausgefiihrt
werden kann - folgt, dafl wir den Zusatz ,,innerhalb von ZFC* streichen kénnen.
Wir erhalten dann: Die Widerspruchsfreiheit von ZFC ist nicht beweisbar (es
sei denn, ZFC ist widerspruchsvoll). Daf bei der Untersuchung einer reichhalti-
gen Axiomatik keine Widerspriiche auftreten und Widerspriiche anderer Syste-
me verschwinden, ist streng genommen alles, was wir zur Widerspruchsfreiheit
einer solchen Axiomatik sagen konnen. Aus humanistischer Sicht spricht aber si-
cher ein kohirentes und dsthetisches Gesamtbild einer mathematischen Theorie
fiir ihre Widerspruchsfreiheit, und in dieser Hinsicht sind ZFC und die moder-
nen Erweiterungen von ZFC sicherlich widerspruchsfrei.

Die Bedeutung von ,,x existiert

Eine Welt fiir die Mengenlehre, ein Modell, in welchem die Axiome der Men-
genlehre gelten, nennt Zermelo einen Bereich. Ein Bereich besteht aus Dingen.
Die Dinge eines Zermeloschen Bereiches zerfallen in Mengen und Urelemente
(Grundobjekte). Der intendierte, durch die Axiome zu beschreibende Bereich
ist das platonische Mengenuniversum, aber man wird bestenfalls hoffen kénnen,
daf} die Axiome fiir genau einen Bereich zutreffen werden. Auf diesen Punkt der
verschiedenen Modelle fiir die Mengenlehre kommen wir im zweiten Band aus-

fithrlich zuriick.

Zermelo (1908b):
»§1 Grundlegende Definitionen und Axiome

1. Die Mengenlehre hat zu tun mit einem ,Bereich* 28 von Objekten, die wir ein-
fach als ,Dinge* bezeichnen wollen, unter denen die ,Mengen* einen Teil bilden. Sol-
len zwei Symbole a und b dasselbe Ding bezeichnen, so schreiben wir a = b, im ent-
gegengesetzten Falle a # b. Von einem Dinge a sagen wir, es ,existiere‘, wenn es dem
Bereiche 9B angehort ...

2. Zwischen den Dingen des Bereiches bestehen gewisse ,Grundbeziehungen’
der Form a € b. Gilt fiir zwei Dinge a, b die Bezichung a & b, so sagen wir, ,a sei
Element der Menge b‘ oder ,b enthalte a als Element’ oder ,besitze das Element a‘.
Ein Ding b, welches ein anderes a als Element enthilt, kann immer als eine Menge
bezeichnet werden, aber auch nur dann - mit einer einzigen Ausnahme (Axiom II)
[die Ausnahme ist die leere Menge].

3. ... [Teilmengen und disjunkte Mengen]

4. Eine Frage oder Aussage €, iiber deren Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit die Grund-
beziehungen des Bereiches vermoge der Axiome und der allgemeingiiltigen logischen
Gesetze ohne Willkiir entscheiden, heifit ,definit‘. Ebenso wird auch eine Klassenaus-
sage & (x), in welcher der variable Term x alle Individuen einer Klasse & durchlaufen
kann, als ,definit‘ bezeichnet, wenn sie fiir jedes einzelne Individuum x der Klasse §
definitist. So ist die Frage, ob a € b oder nicht ist, immer definit, ebenso die Frage, ob
M <= N oder nicht.

Uber die Grundbeziehungen unseres Bereiches 9B gelten nun die folgenden , Axio-
me‘ oder ,Postulate® ... “
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Gemeint ist mit ,,definiter Aussage“ eine ,,mathematische Aussage iiber Men-
gen“. Eine prizise Definition geben wir erstim nichsten Kapitel, fiir jetzt begnii-
gen wir uns, wie Zermelo in seiner Arbeit, mit einem hohen, aber nicht maximalen
Grad an Exaktheit.

Der Zermelosche Begriff des Bereiches hat — wie der Begriff definir - Kritik
hervorgerufen. Er ist aber einfach eine andere Bezeichnung fiir das, was wir bis-
her Mengenuniversum nannten - bei einem gleichzeitigen Verzicht, von einem
Mengenuniversum schlechthin zu reden. Bezweifelt man, dafi eine Existenzaussa-
ge iiber Mengen (oder mathematische Objekte) irgendetwas mit der Existenz ei-
nes Objektes zu tun hat, so wird man diese Kritik sicherlich teilen, und wahr-
scheinlich einen formalistischen Standpunkt vertreten. Fir diesen Standpunkt,
auf den wir im zweiten Kapitel noch genauer zuriickkommen, ist eine Existenz-
aussage einfach eine Zeichenkette, und alles weitere ist eine mehr oder weniger
fruchtbare Zutat der menschlichen Phantasie.

Fiir den Platoniker dagegen gibt es einen ausgezeichneten Bereich, iiber den
die Axiome reden, nimlich die Welt aller Mengen, das mengentheoretische
Universum, das fiir sich und unabhingig von uns existiert - ganz so, wie die na-
tirlichen Zahlen fiir viele Mathematiker absolut existieren, wenn auch jeder eine
etwas andere Vorstellung von ihnen haben mag. Die Axiome der Mengenlehre
konstatieren einfach einige richtige Aussagen iiber das mengentheoretische
Universum. Daf} sie auch noch innerhalb anderer Modelle gelten kénnen, inner-
halb von Teilbereichen des Universums, spiegelt lediglich den Reichtum der pla-
tonischen Welt aller Mengen wider, und die Begrenztheit eines Axiomensy-
stems, das versucht, diesen Reichtum vollstindig zu erfassen.

Zwischen diesen beiden Extremen der arktischen Trostlosigkeit und des siid-
italienischen Katholizismus gibt es eine Vielzahl von méglichen Positionen, und
es gibt wenige an Grundlagenfragen interessierte Mathematiker, die Zeit ihres
Lebens auf der Weltkugel der Interpretation immer am gleichen Ortresidieren.

Die einzelnen Axiome

Wir besprechen nun die Axiome von Zermelo, Fraenkel und von Neumann.
Diese Axiome gelten in einem Bereich aus Objekten und Mengen, einer Welt aus
»Dingen“. Wir lassen ab hier - im Gegensatz zur Einfithrung und zu Zermelo -
keine Grundobjekte oder Urelemente mehr zu, die Zahlen N, Z, Q und R lassen
sich leicht als Mengen einfiihren (etwa N als die Menge der endlichen Ordinal-
zahlen nach von Neumann, Z als (N - {0}, <*) + (N, <), Q als irgendeine geeigne-
te Fortsetzung von (Z, <) des Typs 1, (R, <) als die Dedekind-Vervollstindigung
von {Q, <). Auch die Arithmetik auf den Zahlen ist leicht zu definieren und um-
stindlich zu entwickeln, auf Neudeutsch easy but tedious). Da wir auch eine
Grundlegung der ganzen Mathematik im Auge haben, ist der Verzicht auf Urele-
mente nur natiirlich. Sie wiirden die Diskussion nur unnétig verkomplizieren. Je
weniger man fiir eine Grundlegung der Mathematik als gegeben annimmyt, desto
besser. Wir halten also fest:
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Alle Objekte sind Mengen, und die einzigen Grundrelationen zwischen
Mengen sind die Gleichheit ,,a = b“ und die Elementbeziehung ,,a € b“.

Auf eine Definition von ,,Menge® und ,,a ist Element von b® wird bewufit ver-
zichtet. Diese Grundbegriffe werden durch die Axiome lediglich beschrieben.

Fraenkel (1928): ,Dieser Autbau der Mengenlehre verliduft nach der sog. axiomatischen
Methode, die vom historischen Bestand einer Wissenschaft (hier der Mengenlehre)
ausgeht, um durch logische Analyse der darin enthaltenen Begriffe, Methoden und
Beweise die zu ihrer Begriindung erforderlichen Prinzipien - die Axiome - aufzusu-
chen und aus ihnen die Wissenschaft deduktiv herzuleiten. Gemiff dem Wesen dieser
Methode sehen wir ganz davon ab, den Mengenbegriff zu definieren oder niher zu zer-
gliedern; vielmehr gehen wir lediglich von gewissen Axiomen aus, in denen der Men-
genbegriff wie auch die Relation ,als Element enthalten sein‘ auftritt und die Existenz
gewisser Mengen gefordert wird. Durch die Gesamtheit der Axiome wird so der Be-
griff der Menge gewissermafien unausgesprochen festgelegt ...

Diese ganz formale, jedes sachlichen Inhalts entkleidete Auffassung, die auf eine
Charakterisierung der Begriffe ,Menge‘ und ,Element sein® durch Definition bewufit
verzichtet und sich mit einer Festlegung der Beziehungen zwischen den uns interes-
sierenden Begriffen begniigt, wird vielleicht deutlicher durch den ... Hinweis, daf je-
de mit den Axiomen vertrigliche Interpretation der Begriffe ,Menge‘ und ,als Element
enthalten sein‘ zuldssig und mitjeder anderen solchen Interpretation gleichberechtigt
ist ... Man kann hiernach naturgemif} niemals entscheiden, was eine Menge ,an sich’
ist, ob z. B. ein Pferd eine Menge darstellt; eine inhaltliche Bestimmung der Grundbe-
griffe entspricht eben gar nicht dem Wesen der axiomatischen Methode. Vielmehr
liegt eine nur implizite, unausgesprochene, tiberdies gegenseitig verkettete Definition
der Begriffe ,Menge‘ und ,Elementsein‘ mittels der Gesamtheit der in den Axiomen
auftretenden Aussagen vor.

Dieser Sachverhalt kann cum grano salis auch durch Vergleich mitanderen Wissen-
schaften, z. B. der Physik, verdeutlicht werden. Begriffe wie der der Wiirme oder der
Elektrizitit, auch etwa der des Athers, sind in der Naturbetrachtung zunichst implizit
gegeben durch ihre Wirkungen und Verkniipfungen bei den experimentell feststellba-
ren Tatsachen; das Wesen dieser physikalischen Begriffe wird anschaulicher (und
auch unabhingiger von dem Wechsel der wissenschaftlichen Theorien) durch die Be-
schreibung charakteristischer Wirkungen gekennzeichnet als durch eine rein begriff-
liche Definition dessen, was beim augenblicklichen Stand der Forschung unter dem
,Wesen‘ der Wirme, der Elektrizitit, des Athers verstanden wird.“

Explizit halten wir fest, dafl wir auch die vollstindige Induktion und die rekursive Defi-
nition iiber die natiirlichen Zahlen N - ein Teil des Bereiches - nicht als Beweisprinzip be-
trachten, sondern entsprechende Induktions- und Rekursionssitze beweisen miissen —
und konnen. Dies geschieht im Prinzip ganz so wie in 2.7. Will man die axiomatische
Theorie dhnlich aufziehen wie dort die nichtaxiomatische Mengenlehre, so ist es glinstig,
etwa fiir einen Beweis des Satzes von Cantor-Bernstein, vor einer allgemeinen Ordinal-
zahl-Induktion und -Rekursion die Induktion und Rekursion iiber N zu beweisen, was
leicht geschehen kann, sobald man N selbst definiert hat.
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Das Extensionalititsaxiom

Das erste Axiom ist das bekannte Gleichheitsprinzip:

(EXT) Extensionalititsaxiom

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben.

Das Axiom driickt aus, daf§ eine Menge vollstindig durch ihre Elemente be-
stimmt ist. Das Denken der Mengenlehre ist durchweg extensional. Ein Begriff
wird mit seinem Umfang identifiziert (vgl. die extensionale Definition einer
Funkdon als Menge von geordneten Paaren).

Wir definieren a ¢ b wie frither und erhalten aus dem Extensionalititsaxiom:

Fiir alle x,y gilt x = y genau dann, wennx C yund y C x.

Zermelo (1908b):

»Axiom I. Ist jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element von N und
umgekehrt ... so istimmer M = N. Oder kiirzer: jede Menge ist durch ihre Elemente
bestimmt.

(Axiom der Bestimmtheit.)“

Drei einfache Existenzaxiome

Die weiteren Axiome sind nun bis auf das Fundierungsaxiom Existenzaxiome.
Sie behaupten die Existenz bestimmter Mengen, wobei in den meisten Fillen
Mengen mit Hilfe anderer Mengen gebildet werden. Die drei einfachsten Exi-
stenzaxiome betreffen die Existenz der Elementarmengen { a(, ..., a, } und der
Vereinigungsmenge.

(LM) Existenz der leeren Menge

Es existiert eine Menge, welche keine Elemente bat.

Wir bezeichnen diese Menge wieder mit & oder { }. Nach dem Extensionali-
titsaxiom ist die leere Menge eindeutig bestimmt: Es gibt genau eine Menge, die
kein Element enthiilt.
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(PA) Paarmengenaxiom

Zu je zwei Mengen x,y existiert eine Menge z, die genau x und y als Elemente bat.

Wir schreiben { x, y } fiir die Paarmenge von x und y.

x und y miissen nicht verschieden sein, und es folgt fiir eine Menge x die Exi-
stenz von { x, x } = { x }, also die Existenz der Einermenge von x.
Das geordnete Paar (x, y) ist wieder definiert durch (x,y) = {{x},{x, v }}.
Es gilt (x;, %) = (y1, y2) gdw x; =y, und x, = y,.
Weiter ist z.B. (x,x) ={{x}}.

Relationen und Funktionen sowie Begriffe und Schreibweisen in diesem Um-
feld sind wie im ersten Abschnitt definiert.

Zermelo (1908b):

»Axiom II. Es gibt eine (uneigentliche) Menge, die ,Nullmenge* 0, welche gar
keine Elemente enthilt. Ist a irgendein Ding des Bereiches, so existiert eine Menge
{a}, welche a und nur a als Element enthilt; sind a, b zwei Dinge des Bereiches, so
existiert immer eine Menge { a, b }, welche sowohl # als [auch] b, aber kein von bei-
den verschiedenes Ding x als Element enthilt.

(Axiom der Elementarmengen.)“

(VER) Vereinigungsmengenaxiom

Zu jeder Menge x existiert eine Menge y,
deren Elemente genau die Elemente der Elemente von x sind.

Diese nach dem Extensionalititsaxiom eindeutig bestimmte Vereinigungs-
menge y von x bezeichnen wir mit U x. Es gilt dann fiir alle y:

ye Ux gdw esexistierteinze xmity e z“

Ziehen wir das Paarmengenaxiom mit heran, so folgt, daf auch die Vereini-
gung von zwei Mengen existiert. Wir definieren hierzu fiir x und y:

xuy = U{xvy}
Esgiltdannze xUy gdw z€ xoderz e y.
Das Paarmengenaxiom garantiert uns die Existenz von {x, y } fiir alle x,y. Fiir

die Existenz der Dreiermenge { x, y, z } usw. braucht man das Vereinigungsmen-
genaxiom. Wir setzen

{X,Y,Z} = U {{X,Y},{Z}}a
wobei wir hier dreimal das Paarmengenaxiom und einmal das Vereinigungsmen-
genaxiom bemiihen. Allgemein definieren wir:
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{x1,%,%3} = U{{X17X2}7{X3}}7
{XlaX21X37X4} = U{{X17X27X3}7{X4}}7
{Xl,""Xn+1} : U{{X17X27X37""Xn}’{Xn+1}}'

Wiederholte Anwendung des Paarmengen- und des Vereinigungsmengenaxi-
oms zeigt dann fiir ein beliebiges n:

(+)  furjede Liste x, ..., x, von Mengen existiert eine Menge {xy, ..., x, },
die genau xy, ..., X, als Elemente enthiilt.

Nach (EXT) ist sie eindeutig bestimmt.

Die ,,metamathematischen® natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., n, n + 1 sind hier keine Objekte
des Bereichs (Mengen), sondern lediglich Indikatoren fiir die Linge der Liste xy, ..., x,.
Zur Vermeidung von Verwechslungen mit Elementen des erst zu definierenden N = @ des
Objektbereichs ist es zuweilen suggestiv, sich die metamathematische Zahlenreihe 1, 2, 3,
...als I, I, 111, usw. vorzustellen. Ublicherweise werden aber die Zeichen 1, 2, 3, ... so-
wohl zur Bezeichnung von Mengen verwendet, als auch zur Bezeichnung von metamathe-
matischen natiirlichen Zahlen wie oben bei der Definition von { xy, ... x,, }. Der Leser muf§
dann entscheiden, auf welcher Ebene man sich befindet, was normalerweise problemlos ist.

Wir lassen auf der ,,Metaebene“ Induktion und Rekursion nach 1, 2, 3, ... zu, und man
kann etwa (+) durch Induktion beweisen. Aussagen wie (+) werden in der endlichen Welt, in
der wir iiber Mathematik reden, nie wirklich fiir alle natiirlichen Zahlen der Metaebene ge-

braucht. Wir haben irgendwann etwa mit Objekten zu tun, die wir mitx;, ..., x;o bezeichnen,
und zeigen dann durch mehrfache Anwendung von bestimmten Axiomen, daf} { xy, ..., xy¢ }
existiert. Ein andermal mit 17 statt 10, oder mit 1220. Die Piinktchen ,,...“ wie in der Defini-

tion oben sind dann nur Hinweise, wie sich eine Definition fiir ein beliebiges, konkret gege-
benes metamathematisches n, etwa 17, durchzufiihren ist. Induktion ist aber eine bequeme
Sprechweise in der Metaebene, und wir werden spiter etwa Aussagen iiber den Hilbert-Kal-
kiil durch Induktion iiber die Linge von Beweisen zeigen. Wir brauchen aber nie wirklich ei-
nen Satz der Form ,firrallen ..., sondern immer nur ein Schema fiir beliebige, konkrete n.

Spiter noch einmal mehr zur Metaebene. Der Leser verwende Induktion und Rekursion
iber metamathematische natiirliche Zahlen, woimmer es ihm angemessen erscheint. Oder
er verwende Piinktchen ,,...“, und Sprechweisen wie ,n-malige Anwendung®, usw.

Analog sind Tripel, Quadrupel, ..., n-Tupel fiir jede (metamathematische) na-
tiirliche Zahl n definiert durch:

((X17 X2)7 X3)7
((Xl’ X2, X3)7 X4)7

(x1,%2,%3)
(x1,%2,%3,X4)

((XI, sy Xn)a Xn+1)'

(Xl""’xn+l)

Je zwei n-Tupel sind genau dann gleich, wenn sie in allen Komponenten iiber-
einstimmen.
In dhnlicher Weise setzen wir

(x1Ux) U,
(X] U Xp UX3) U X4,

X UX, UX3
X1 UX UX3 UXy

X1 U...UX,1 (X U...UX,) UXpy, -
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Damit gilt fir alle xy, ..., x,,, daf§

{xi,ox) = {xlu{xlu..ulx}

Zermelo (1908b):
»Axiom V. Jeder Menge T entspricht eine Menge ©T (die ,Vereinigungsmenge
von T'), welche alle Elemente der Elemente von T und nur solche als Elemente
enthilt.

(Axiom der Vereinigung.)“

Das Aussonderungsschema

(AUS) Aussonderungsschema

Zu jeder Eigenschaft € und jeder Menge x gibt es eine Menge y,
die genau die Elemente von x enthdlt, auf die € zutrifft.

Wir bezeichnen diese Menge y mit{ue x | €(u) }.

Der Name ,,Schema® bezieht sich auf die frei wihlbare Eigenschaft €: Wir
haben ein Axiom pro Eigenschaft, und unser Axiomensystem besteht damit aus
unendlich vielen Axiomen. Wir werden im zweiten Band zeigen, daf} sich ZFC
nicht auf endlich viele Axiome reduzieren lifit.

Die Eigenschaft € darf andere Mengen als Parameter enthalten. Fiir jedes x
kénnen wir z. B. bilden:

{fuexlu+d}.

Die verwendete Eigenschaftisthier € = ,,u #J“, mit der Menge & als Parameter.

Der Unterschied zum vollen Komprehensionsschema ist, dafy wir uns bei der
Aufsammlung von Objekten mit der Eigenschaft € auf die Elemente einer fest
vorgegebenen Menge x beziehen: Wir sondern aus x alle Elemente mit der Ei-
genschaft € aus, und fassen diese Elemente zu einer neuen Menge zusammen.
Die entstehende Menge {u € x | €(u) }istimmer eine Teilmenge von x, und da-
mit ist das Aussonderungsschema ein ,,Existenzaxiom nach unten“. Obwohl in
dieser Hinsicht das Aussonderungsschema viel schwicher ist als das uferlose
Komprehensionsschema, konnen wir es in der Anwendung dhnlich flexibel ein-
setzen wie das Komprehensionsschema, da sich zumeist ein Teilbereich x des
Mengenuniversums finden 1ifit, in dem alle gewiinschten Objekte u mit der Ei-
genschaft € (u) als Elemente vorhanden sind. Ein Beispiel hierfiir gibt das karte-
sische Produkt, das wir nach der Einfithrung des Potenzmengenaxioms definie-
ren werden.

Das Aussonderungsschema garantiert uns die Existenz der Schnittmenge und
der Subtraktion. Wir definieren:
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xNy ={zexlzey},
x-y ={zexlzey}.

Hierbei sind ,,z € y“und ,z ¢ y* die verwendeten Eigenschaften. Die Menge y ist
in beiden Fillen Parameter der Aussonderung aus x.

Ubung
(1) Definieren Siex; N...Nx,.

(i) Definieren Sie & mit Hilfe des Aussonderungsschemas
und der Annahme der Existenz irgendeiner Menge.

Sei X eine nichtleere Menge und x* € X. Wir definieren:
NX = {yex*|firallexe Xgiltye x}.
Offenbar ist M X unabhingig von der Wahl von x* € X.

Zermelo (1908b):

»Axiom ITI. Istdie Klassenaussage € (x) definit fiir alle Elemente einer Menge M,
so besitzt M immer eine Untermenge M, welche alle diejenigen Elemente x von M,
fiir welche € (x) wahr ist, und nur solche als Elemente enthilt.
(Axiom der Aussonderung.)“

Auswertung der Paradoxie von Russell-Zermelo

Bevor wir die weiteren Axiome von ZFC vorstellen, zeigen wir, daf} sich die
Konstruktion der Russell-Zermelo-Paradoxie nun in einen Satz verwandelt. Das
Aussonderungsschema erlaubt uns die Konstruktion von R = {x | x ¢ x } nicht,
und in diesem Sinne existiert die Paradoxie nicht mehr. Die Konstruktion liefert
aber das folgende informative Ergebnis iiber das Mengenuniversum (oder, in der
Sprache Zermelos, den zugrunde liegenden Bereich ):

Satz
Fiir alle x existiert ein y C x mity ¢ x.

Beweis
Sei x beliebig. Nach dem Aussonderungsschema existiert

yv={zexlzez}.
Dann gilty ¢ x, denn andernfalls hitten wir
yEY gdw y ey,
— wie im Paradoxon von Russell-Zermelo. Widerspruch !

Diese Uberlegung bildet das erste Theorem in Zermelos Arbeit. Paradoxien werden, wie
schon bei Cantor, zu mathematischen Resultaten.
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Korollar
(@) Es gibt kein x mit der Eigenschaft: Fiir alleyisty € x.

(i) Es gibt kein x mit der Eigenschaft: Fiir alle y mity ¢ yisty € x.

Beweis
zu (1): Ein solches x wiirde alle seine Teilmengen als Elemente enthalten,
im Widerspruch zum Satz oben.

zu (#1): Fir ein solches x erhalten wir durch Aussonderung
x*={zexlzez}.

Dann gilt nach Annahme iiber x fiir alle z: z € x* gdw z ¢ z.
- Fiir z = x* erhalten wir wieder x* € x* gdw x* ¢ x*, Widerspruch!

(i) besagt: Das Mengenuniversum selbst ist keine Menge.
(ii) besagt: Es gibt viele Mengen x mitx ¢ x. Denn obwohl wir den Fall x € x fiir
eine Menge x nach den bisherigen Axiomen nicht ausschliefien kénnen, so sind
doch die ,normalen” Mengen mit der Eigenschaft x ¢ x so zahlreich, daf§ sie in
einer anderen Menge nicht alle enthalten sein kénnen.

Nun aber zuriick zu den Axiomen von ZFC.

Das Unendlichkeitsaxiom

(UN) Unendlichkeitsaxiom

Es existiert eine Menge x, die die leere Menge als Element enthiilt
und die mit jedem ibrer Elemente y auch {y } als Element entbdilt.

Es sind also die Mengen
g, {0}, {D}, I, ...

Elemente von x. Eine kleinste Menge mit dieser Eigenschaft werden wir nach der
Einfiihrung des Potenzmengenaxioms besprechen.

Zermelo (1908b):

»Axiom VII. Der Bereich enthilt mindestens eine Menge Z, welche die Null-
menge als Element enthilt und so beschaffen ist, daff jedem ihrer Elemente a ein
weiteres Element der Form { a } entspricht, oder [anders formuliert, | welche mit je-
dem ihrer Elemente a auch die entsprechende Menge { a } als Element enthilt.

(Axiom des Unendlichen.)“

Ein in Verbindung mit dem Unendlichkeitsaxiom sehr starkes Existenzaxiom
ist das Potenzmengenaxiom.
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Das Potenzmengenaxiom

(POT) Potenzmengenaxiom

Zu jeder Menge x existiert eine Menge y,
die genau die Teilmengen von x als Elemente besitzt.

Die Potenzmenge von x bezeichnen wir mit P(x).

Das Axiom garantiert, wie wir gesehen haben, die reiche Struktur der unendli-
chen Mengen hinsichtlich ihrer Michtigkeit.

Das Potenzmengenaxiom kann man als eine zulissige Instanz des vollen Kom-
prehensionsaxioms lesen:

Fiir jede Menge x existiert die Menge {y | €(y) }, wobei €(y) die Eigenschaft
»y C x“ ist.

szmg
Formulieren Sie die ,,Aufwirtsaxiome” (LM), (PA), (VER) als
Spezialfille des vollen Komprehensionsschemas. [z.B. @ = {x | x#x}.]

Den oben bewiesenen Satz, daf} jede Menge eine Teilmenge besitzt, die nicht
Element der Menge ist, konnen wir nun kurz so formulieren:

Satz
Es gibt kein x mit P(x) C x.

Damit fillt auch die Mirimanovsche Paradoxie weg.

Das kartesische Produkt

Mit Hilfe des Potenzmengenaxioms und des Aussonderungsschemas kénnen
wir nun das kartesische Produkt definieren. Fiir Mengen A, B wiirden wir gerne
zeigen, dafl eine Menge A x B existiert mit der Eigenschaft: Fiir alle a, b gilt

(a,b) e AxB gdw ac Aundbe B.

Die Definition AX B ={(a,b) | a€ Aundb € B }ist unbeschrinkte Kompre-
hension und nicht durch das Aussonderungsschema abgesichert. Wir beobach-
ten aber:

Firae Ajbe Bist(a,b)={{a},{a,b}}c P(AuUB).
Also (a, b) € P(P(A U B)). Wir setzen also:

AxB = {(a,b) e P(P(AUB)) lac Aundbe B}.
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Dann gilt wie gewtinscht (a, b) € Ax B gdwae Aundb € B.
Weiter setzen wir:

A xA; xA; = (A} xAy) xA;,
A XA XA XA, = (A XA; XA3) XAy,
Ayx. XA = (A;X...xA) XA,
Firalle Ay, ..., A, und alle x gilt dann:
x€ Ay x... XA, gdw x=(ay,...,a,) fir gewissea; € A;,...,a, € A,
IstA;=...=A,, soschreiben wir A" fiir A; x ... xA,. A" ist die Menge aller

n-"Tupel mit Eintrigen aus A.

Zermelo (1908b):
»Axiom IV. Jeder Menge T entspricht eine zweite Menge UT (die ,Potenzmenge
von T), welche alle Untermengen von T und nur solche als Elemente enthilt.
(Axiom der Potenzmenge.)“

Zermelos Zahlreihe Z,,

Eine Menge u heifit Zermelo-induktiv oder kurz Z-induktiv, falls gilt:
»& € uund mit jedem x € uistauch {x} € u“.

Eine Z-induktive Menge z* existiertnach dem Unendlichkeitsaxiom. Wir setzen:
Zo = N{ue P(z*) | uist Z-induktiv }.

Diese Menge existiert nach dem Potenzmengenaxiom und dem Aussonderungs-
schema. Z besteht intuitiv aus genau den Mengen &, { D}, {{ D} }, ...

Man zeigt leicht: Z ist Z-induktiv. Weiter ist die Definition von Z, unabhin-
gig von der speziellen Wahl der Z-induktiven Menge z* (!).

Z kann man als Menge der natiirlichen Zahlen auffassen:

0,1 ={0},2={{J}},3 ={{{D}}}, ..., also
Q, l = {0}7 2 = {1}, 3= {2}7

oS O
1l 1]

Zermelo (1908b): ,... Die Menge Z enthilt die Elemente 0, {0}, { { 0} } usw. und mége als
,Zablreihe‘bezeichnet werden, weil ihre Elemente die Stelle der Zahlzeichen vertreten
konnen. Sie bildet das einfachste Beispiel einer ,abzihlbar unendlichen* Menge ... “

Wir haben noch keine Induktion entlang einer Wohlordnung zur Verfiigung,
wenn wir iiber Z, etwas beweisen wollen. Wir miissen mit der Schnittdefinition
auskommen. Diese lafit sich aber in einer induktiven Form notieren, denn direkt
aus der Definition von Z; erhalten wir: Ist u eine Z-induktive Teilmenge von Z,,
so ist u = Z,. Dies liefert folgende Form der ,,Peano-Induktion® fiir Z:



430 3. Abschnitt Die Basisaxiome der Mengenlehre

Seiuc Zymit(l) Je u, (2) firallexe uist{x} e u. Dannistu = Z.“ Hiermit
zeigt man zum Beispiel:

Ublmg
() Esgiltx#{x}firallexe Z,.
[Seiu={xe Z; | x#{x}}. Es geniigt zu zeigen, dafl u Z-induktiv ist.
Offenbar gilt & € u. Sei also x € u beliebig. Es giltx#{x},dax e u.
Dann ist aber auch { x } # { { x } } nach dem Extensionalititsaxiom und der
Definition der Einermenge. Also ist{x } € u.]

(1) Jedesx e Z, x# O, hat genau ein Element.
(iii) Z ist transitiv: Istx € Z, so ist x C Z,,.

Weiter kann man eine <-Relation auf Z definieren durch:
< = MN{RcZyxZ, | Rist transitiv und fiir alle x € Zist (x, {x}) € R}.

Eine anspruchsvollere Ubung ist:

Ubung
(Zy, <) ist eine Wohlordnung.

Hieraus gewinnt man dann Induktion und Rekursion iiber (Z, <), wobei tiber
Z, rekursiv definierte Operationen & : Z, — V im allgemeinen selbst keine
Mengen mehr sind (kein Axiom garantiert uns, dafi die Vereinigung von partiel-
len Rekursionsfunktionen ,,bis x“ fiir x € Z eine Menge ist, vgl. Beweis des Re-
kursionssatzes und die Diskussion zum Ersetzungsschema unten).

Ubung
Esgilt 1Zo| < IMI fiir jede Dedekind-unendliche Menge M.

Z dient im Rahmen der urspriinglichen Axiome von Zermelo als Menge der
natiirlichen Zahlen N. Aus der - weit nach 1908 gefundenen - Definition der Or-
dinalzahlen nach von Neumann und Zermelo (siche 2.6) ergibt sich eine etwas
andere Definition der natiirlichen Zahlen, die man ja als Anfangsstiick der Ordi-
nalzahlen definieren méchte. Bei der Interpretation mathematischer Objekte in-
nerhalb der Mengenlehre gibt es keine eindeutigen Losungen. Brauchbarkeit
und Natiirlichkeit sind die entscheidenden Gesichtspunkte. Dringt sich eine
Definition aufgrund bestimmter Uberlegungen geradezu von selbst auf, so
spricht man von einer ,kanonischen Definition“. Und die Definition der Ordi-
nalzahlen nach von Neumann und Zermelo ist, wie wir gesehen haben, in diesem
Sinne kanonisch. Die natiirlichen Zahlen sind hier:

0=0,1=(0},2={0,1},3={0,1,2}, 4 ={0,1,2,3},...

Diese Definition betont den Ordnungs- und den Michtigkeitsaspekt der natiirli-
chen Zahlen gleichermafien. Jedes n hat genau n Elemente und die € -Relation
ordnet die natiirlichen Zahlen linear. Wihlt man als Unendlichkeitsaxiom:
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(UN2) Unendlichkeitsaxiom I1

Es existiert eine Menge x, die die leere Menge als Element enthilt
und die mit jedem ibrer Elemente y auch y U { y } als Element enthiilt.

- s0 kann man die Ordinalzahlen 0, 1, 2, ... nach von Neumann und Zermelo
analog definieren wie oben Z, definiert wurde. Man setzt:

o=MN{UePx)|Pe Uundfiralleye Uistyu{y}e U},

wobei x beliebig ist wie in (UN 2). Dieses  ist dann die erste Limesordinalzahl.
Man beweist, nur die Schnittdefinition verwendend, die elementaren Eigen-
schaften von @, etwa: wist transitiv,n ¢ nfiirallene ®w,n#n+ 1 =nw{n}fiiralle
n € o, usw. Weiter zeigt man, dafl jede nichtleere Teilmenge von  ein kleinstes
(im Sinne der € -Relation) Element hat, d.h. {(®, <) = {®, € | ®) ist eine Wohlord-
nung, und dies liefert Induktion und Rekursion iiber ®. o ist die Menge der ,,na-
tirlichen Zahlen“ innerhalb der Mengenlehre, mit der Ordinalzahldefinition
nach von Neumann und Zermelo.

Was ist nun der Unterschied zwischen (UN) und (UN2)? Warum hat Zermelo
Z betrachtet? Es zeigt sich: (UN) und (UN2) sind dquivalent, wenn man das Er-
setzungsschema zu Zermelos Axiomatik mit hinzunimmt, das wir gleich bespre-
chenwerden. In der urspriinglichen - auf den Wohlordnungssatz zugeschnittenen
- Zermelo-Axiomatik kann man dagegen die Existenz von ® wie oben definiert
nicht zeigen. Generell gilt, daff in einer Axiomatik ohne Ersetzungsschema nur
wenige Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen existieren, egal, welche Form man
dem Unendlichkeitsaxiom gibt. Unabhingig von einem notorischen Mangel an
Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen gilt ohne Ersetzungsschema der Rekursions-
satznichteinmal fiir beliebige abzihlbare Wohlordnungen; wir bleiben im Limes-
schritt hingen, und Rekursionen der Linge o liefern i.a. schon echte Klassen.
Diesem fiir die Mengenlehre also sehr wichtigen Axiom wenden wir uns nun zu.

Die eben aufgestellten Behauptungen iiber die Notwendigkeit des Ersetzungsschemas
lassen sich nur durch Modellkonstruktionen beweisen, was aufierhalb dieses Textes liegt.
Der Leser kann aber z.B. den Beweis des Rekursionssatzes noch einmal konsultieren, nach-
dem er das Ersetzungsschema kennengelernt hat, um zu sehen, wo es im Beweis eingeht.

Das Ersetzungsschema

Bis auf das Auswahlaxiom, das wir am Ende der Liste besprechen, haben wir
nun alle Axiome von Zermelo aus dem Jahre 1908 eingefithrt. Wir kommen nun
zur ersten Erginzung des Systems von Zermelo durch das Ersetzungsschema
von Abraham Fraenkel und Thoralf Skolem. Hierzu brauchen wir den Begriff ei-
ner ,funktionalen Eigenschaft“ oder einer ,,Operation auf V*:

Ist €(x, y) eine Eigenschaft in zwei Variablen x und y, so heifit €(x, y)
funktional, falls es fiir jedes x genau ein y gibt mit €(x, y).
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€(x, y) ist also intuitiv eine ,,Funktion® auf dem Mengenuniversum: Jedem x
wird ein eindeutiges y zugeordnet, nimlich dasjenige y, fiir welches € (x, y) erfiille
ist. Beispiele sind:
€.(x,y) = ,yistidentisch mitx“ = ,y=x"
€,(x,y) = ,yistdie Einermenge vonx“ = ,y={x}“,

é;(x,y) = ,yistdie Potenzmenge vonx“ = ,y = P(x)“.

Ublmg
Ist €(x, y) eine funktionale Eigenschaft, so existiert die Zusammen-
fassung { (x,y) | €(x,y) } nicht, d.h. es gibt keine Menge z von
geordneten Paaren mit: Fiir alle x,y gilt: (x,y) € z gdw €(x, y).
[z wiire eine auf dem ganzen Mengenuniversum definierte Funktion,

also keine Menge; denn andernfalls wire nach dem Vereinigungsaxiom

{xIx=x}=U U z eine Menge.]

Wir kénnen nun das Ersetzungsschema formulieren.

(ERS) Ersetzungsschema

Zu jeder funktionalen Eigenschaft € und jeder Menge M
existiert eine Menge N, die genau diejenigen y als Elemente enthilt,
fiir welche ein x € M existiert mit € (x, y).

Kurz und anschaulich:
wDas Bild einer Menge unter einer funktionalen Eigenschaft ist eine Menge. “

Vorstellung ist: Wir haben eine Menge M und eine universelle Zuordnung
€(x,y). Wir bilden nun eine Menge N, indem wir jedes Element x von M durch
das eindeutige y mit €(x, y) ,ersetzen“.

Die Anwendung des Ersetzungsschemas erzeugt intuitiv keine zu grofien und
damit pathologischen Objekte, da wir die Elemente einer bereits vorhandenen
Menge durch andere austauschen. Die Michtigkeit der entstehenden Menge ist
also immer kleinergleich der Michtigkeit der Ausgangsmenge.

Die Stirke des Ersetzungsschemas liegt in der Verwendung von funktionalen
Eigenschaften. Ist F eine Funktion auf einer Menge M, so brauchen wir fiir die
Existenz des Bildes N = F”M von M unter F kein neues Axiom:

Ubung
Sei F eine Funktion mit M ¢ dom(F). Dann existiert N = F”"M.

[ Mit Vereinigungsaxiom und Aussonderungsschema. ]
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Man kann das Ersetzungsschema auch als eine liberalere Form des Aussonde-
rungsschemas betrachten:

Ubung
Zeigen Sie das Aussonderungsschema mit Hilfe des
Ersetzungsschemas (und der iibrigen Axiome).

Wir kénnten das Aussonderungsschema also aus ZFC streichen, ohne die
Stirke des Axiomensystems zu vermindern. Wegen seiner Natiirlichkeit und
Niitzlichkeit im Aufbau der Theorie hat es aber einen sicheren Platz innerhalb
der Axiome.

Fraenkel (1922): ,Wenn man die Cantorsche Mengenlehre, unter Ausscheidung der
Antinomien und unter Verzicht auf die ihnen Raum gebende Cantorsche Mengen-
definition, auf mathematisch befriedigende Grundlagen stellen will, so kommt vor-
liufig nur die von Herrn Zermelo gegebene Begriindung in Frage. Einige das
Grundgeriist dieser Begriindung betreffende und z.T. es modifizierende Bemerkun-
gen bilden den Inhalt der folgenden Zeilen ... Die tiberaus scharfsinnigen Untersu-
chungen Zermelos sollen hierdurch nicht umgestofien, sondern nur vervollstindigt
und befestigt werden ...

L. Die sicben Zermeloschen Axiome reichen nicht aus zur Begriindung der Mengenlebre.

Zum Nachweis dieser Behauptung diene etwa das folgende einfache Beispiel: Es sei
Z, die [in Zermelo 1908b] definierte und als existierend nachgewiesene Menge (Zah-
lenreihe). Die Potenzmenge Z, (Menge aller Untermengen von Z,) werde mitZ,,
UZ, mit Z, bezeichnet usw. Dann gestatten die Axiome, wie deren Durchmusterung
leicht zeigt, nicht die Bildung der Menge {Zy,Zy, ...}, also auch nicht die Bildung der
Vereinigungsmenge. Es lifit sich daher, wenn man etwa dem Kontinuum eine Mich-
tigkeit < X, zuschreibt, auf Grund der Axiome z. B. die Existenz von Mengen mit
Michtigkeit > X, nicht beweisen.

Diese bisher nicht bemerkte Liicke der Zermeloschen Begriindung ist durch Hin-
zufiigung eines neuen Axioms oder Erweiterung eines vorhandenen auszufiillen ...

Ersetzungsaxiom. Ist M eine Menge und wird jedes Element von M durch ,ein
Ding des Bereiches B¢ ersetzt, so geht M wiederum in eine Menge tiber.

Fir das oben angefiihrte Beispiel hat man, um die Existenz der Menge { Z, Z, ... }
zu zeigen, auf Grund des soeben formulierten Axioms nur das Element 0 von Z durch
Z,, das Element { 0 } durch Z zu ersetzen usw. Man kann weiter auf die Vereinigungs-
menge der so entstehenden Menge das Axiom in analoger Weise anwenden und er-
langt, derart weiterschreitend, ersichtlich die erforderliche Freiheit in der Bildung von
Mengen.“

Daf§ man tatsichlich das Ersetzungsschema nicht aus den anderen Axiomen
beweisen kann, ist durch eine ,,Durchmusterung” der Zermelo-Axiome nur
plausibel gemacht. Der strenge Beweis dieser Behauptung fillt wie die Unabhin-
gigkeit der Kontinuumshypothese in den Bereich der Metamathematik: Man
gibtein Modell der Zermelo-Axiome an, in dem das Ersetzungsschema falsch ist.

Das Ersetzungsschema garantiert im Aufbau der axiomatischen Mengenlehre
die Existenz vieler Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen, kurz: Ordinalzahlen, da
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die Cantor-Hausdorft-Definition hier zu ungenau ist. Weiter wird es ganz we-
sentlich gebraucht im Beweis des Rekursionssatzes fiir Wohlordnungen und all-
gemeiner im Beweis des Rekursionssatzes fiir alle Ordinalzahlen.

Wir kénnen folglich die V,-Hierarchie wie in 2.7 definieren. Fiir den Beweis,
daf} es fiir jede Menge x eine Ordinalzahl o gibt mitx € V,, wird ein weiteres Axi-
om benétigt.

Das Fundierungsaxiom

Wir kommen nun zum Fundierungsaxiom, das kein Existenzaxiom ist, sondern
dem Extensionalititsaxiom verwandt ist: Es beschreibt die Elementrelation. Im
Gegensatz zu den Existenzaxiomen sorgt es fiir eine Beschrinkung des Mengen-
universums.

(FUN) Fundierungsaxiom

Fede nichtleere Menge x bat ein Element vy, das mit x kein Element gemeinsam hat.

Also: Fiir alle x # & existiert ein y € x mit der Eigenschafty nx = .

Das Axiom driickt aus, dafl Mengen irgendwie aus ,,bereits vorhandenen® ande-
ren Mengen konstruiert werden. Das Axiom schliefit Mengenzyklen aus, die die
Ausgangsmenge bei einem € -Abstieg irgendwann reproduzieren:

szmg
(i) Esgibtkeinxmitx={x}.
(ii) Es gibtkein xmitx € x.
(iii) Es gibtkeine x,ymitxe ye x.
(iv) Es gibtkeine x, x, ..., x, mit der Eigenschaft:
X0 € X, € ... € X) € X| € X

Allgemeiner kann es keine unendlichen absteigenden € -Ketten geben, d.h. es
gibtkeine Funktion f mit dom(f) = Z, (oder = ®, wenn man mag) und f{({n}) € f(n)
fiir alle n, d. h.

(@) > {{2}) > f{{D}} > ....

Eine solche Kette kann nicht existieren, denn x = { f(n) | n € Z, } wiire dann eine
Menge ohne € -minimales Element.

Das Axiom sorgt fiir ein scharfes Bild des Mengenuniversums V : Vistaus der leeren
Menge stufenweise aufgebaut. Wiein 2.7 zeigt man, dafi jedes xvon einer V| -Stufe ein-
gefangen wird. Wird das Fundierungsaxiom aufierhalb der Mengenlehre auch selten
gebraucht, so ist es innerhalb der abstrakten Mengenlehre um so bedeutender. Das
Universum kann entlang der Ordinalzahlen durch iterierte Anwendung der Potenz-
mengen- und Vereinigungsmengenoperationen vollstindig durchforstet werden.
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Esistinteressant, dafl die beiden von Zermelo 1908 ,vergessenen® Axiome im
wesentlichen nur in der Mengenlehre benotigt werden, wihrend die Mathema-
tik weitestgehend ohne sie auskommt. Der Grund ist, daf§ dort nur zwei oder
dreimal tiberhaupt die Potenzmengenoperation verwendet wird, und nicht in
unendlicher Iteration und dariiber hinaus, was nur durch das Ersetzungsschema
garantiert werden wiirde. Auch die w-Rekursion ist im Rahmen von beschrinkt
vielen Potenzmengenoperationen problemlos beweisbar. Mit Fraenkels Notati-
on: Ein Grofiteil der Mathematik verlduft in Z; oder Z4, und ,fast alles“ etwa in
Zg. In jedem Z,, gilt das Fundierungsaxiom, sodaf§ nichtfundierte Mengen gar
nicht erst auftreten. (Allgemeiner gilt es in der ganzen V,-Hierarchie.) Zerme-
los System erlaubt einen Beweis des Wohlordnungssatzes und des Satzes von
Zermelo-Zorn, der in der Mathematik verwendet wird. Hierzu wird das Aus-
wahlaxiom gebraucht, das wir unten besprechen werden.

Fraenkel (1922): ,Hat sich [im Hinblick auf das Ersetzungsschema] der Zermelosche
Mengenbegriff als zu eng fiir die Cantorsche Mengenlehre erwiesen, so ist er in ande-
rer Beziehung weiter, als es die Bediirfnisse der Mathematik zu erfordern scheinen.
Zunichst ndmlich kénnen unter den ,Dingen’ des ,Bereiches 0, aus denen auf Grund
der Axiome die Mengen ihre Existenz herleiten, sich auch solche nichtmathematischer
und iiberhaupt nichtbegrifflicher Herkunft befinden. Ferner lifit das Axiomensystem
Raum z.B. fiir die von Herrn Mirimanoff als ,ensembles extraordinaires‘ bezeichneten
Mengen M von der Art, daff, wenn M, ¢ M und wenn k eine beliebige natiirliche Zahl
bedeutet, M stets ein Element M, ; enthilt. Solche Mengen kénnen zwar nicht auf
Grund der Axiome aus den ,unzerlegbaren‘ (d.h. keine Menge darstellenden) Dingen
von B aufgebaut werden, sie konnen aber in 8 vorkommen ...

...so kann hier den angegebenen Ubelstinden durch ein als neuntes und letztes Axi-
om aufzustellendes , Beschrinktheitsaxiom* abgeholfen werden, das dem Mengenbegriff
oder dem Bereich 0 den geringsten mit den iibrigen vertriglichen Umfang auferlegt. Ver-
fihrt man in dieser Art, so wird die Nullmenge zu dem einzigen Ding, das keine Men-
ge [mit Elementen] ist; das geniigt fiir alle mathematischen Zwecke und vereinfacht
die Betrachtung sachlich und z.T. auch formal.“

Fraenkel plddiert also fiir einen Verzicht auf tiberfliissige Mengen. Zum einen
sollen Urelemente verschwinden und das mengentheoretische Universum aus
der Nullmenge aufgebaut sein. Zum anderen sollen die unendlich absteigenden
€ -Ketten ausgeschlossen werden. Das Ziel ist der Axiomatik einen ,kategori-
schen Charakter” zu geben: Die Axiome sollen den Bereich B, das Mengenuni-
versum also, wenn moglich eindeutig beschreiben. (Auf die prinzipielle Un-
moglichkeit eines solchen eindeutigen Systems kommen wir im zweiten Band zu
sprechen.)

Auch wenn man auf Urelemente verzichtet, kann man in der aus der leeren Menge auf-
gebauten Mengenlehre eine Mengenlehre mit Urelementen simulieren, indem man ge-
eignete Mengen als Urelemente ansieht, als ein V*, und iiber diesen ,,Urelementen® eine
V*-Hierarchie in gewohnter Weise hochzieht. Geeignet heifit, dafl wihrend der Hierar-
chiebildung keine Mengen konstruiert werden, die Elemente der ,,Urelemente® sind, dafi
also die in Wahrheit vorhandenen Elemente der ,,Urelemente® dieser Hierarchie verbor-
gen bleiben.
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Von Neumann hat in seiner auf dem Funktionsbegriff aufgebauten Axiomatik
ebenfalls ein Beschrinkungsaxiom betrachtet.

von Neumann (1925):
»4. Es gibt kein II. Ding a [keine Funktion a] mit der folgenden Eigenschaft:
Es ist fiir jede endliche Ordnungszahl (d. h. ganze Zahl) n

[a,n+ 1] €e[a,n] [in unserer Schreibweise: a({n}) € a(n)].“

In der Arbeit ,,Grenzzahlen und Mengenbereiche” von Zermelo aus dem Jahr
1930 findet sich dann der Name , Fundierungsaxiom®, und das Axiom erscheint
in der heute iiblichen Formulierung ohne unendliche € -Abstiege.

Neben ,Fundierungsaxiom* ist auch die Bezeichnung ,,Regularititsaxiom® gebriuch-

lich.

Zermelo (1930):

»F) Axiom der Fundierung: Jede (riickschreitende) Kette von Elementen, in
welcher jedes Glied Element des vorangehenden ist, bricht mit endlichem Index ab
bei einem Urelement [oder bei &, ohne Urelemente immer bei &]. Oder, was gleich-
bedeutend ist: Jeder Teilbereich T [# @] enthilt wenigstens ein Element ty, das kein
Element tin T hat [also ty " T = J].

Dieses letzte Axiom, durch welches alle ,zirkelhaften‘, namentlich auch alle ,sich
selbst enthaltenden’, tiberhaupt alle ,wurzellosen‘ Mengen ausgeschlossen werden,
war bei allen praktischen Anwendungen der Mengenlehre bisher immer erfiillt, bringt
also vorliufig keine wesentliche Einschrinkung der Theorie.”

Einfache Modelle

Bevor wir zum Auswahlaxiom kommen, wollen wir kurz einige interessante
Modelle beschreiben, die auch ohne eine genaue Definition des Modellbegriffs
ein gutes Bild von der Rolle des Fundierungsaxioms und dem Verhiltnis der Zer-
meloaxiomatik und ihrer Anreicherung durch das Ersetzungsschema liefern.

Wir kénnen z. B. in der Axiomatik ohne Fundierungsaxiom, aber mit Erset-
zung die V,-Hierarchie definieren. Die Vereinigung aller dieser V,, bildet dann
einen Bereich %, in dem alle Axiome gelten, einschliefilich des Fundierungsaxi-
oms: Bilden wir in B erneut die V,-Hierarchie, so ist diese Hierarchie identisch
mit der alten, und schopft %8 voll aus. Auf diese Weise kann man zeigen: Ist die
Axiomatik ohne Fundierung widerspruchsfrei, so ist sie auch mit Fundierungs-
axiom widerspruchsfrei. Das einschrinkende Fundierungsaxiom kann, wie er-
wartet, keine Widerspriiche generieren.

Die Zermelo-Axiomatik (ohne Fundierung und Ersetzung) beweist, dafy die
iibliche Zahlentheorie widerspruchsfrei ist, denn bereits in dieser abgeschwiich-
ten Axiomatik lifit sich zeigen, dafl ein Modell(Z, +, -, 0, 1) fiir die Zahlentheo-
rie existiert. Starke Theorien liefern typischerweise Modelle fiir schwichere
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Theorien und beweisen damit die Widerspruchsfreiheit dieser Theorien. So
auch fiir die Zermelo-Axiomatik selbst: In der Zermelo-Axiomatik erweitert um
das Ersetzungsschema kann man Modelle fiir die Zermelo-Axiomatik angeben.
Sei

7 = Une ® Zn:

wobei wieder Z; = P(Z), Z, = P(Z,), usw. Dann ist Z* ein Modell der Zermelo-
Axiomatik.

Neben Z* haben wir in der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik eine Fiille von Mo-
dellen fiir die Zermelo-Axiomatik: Fiir jede Limesordinalzahl o > o ist V,, ein
Modell, etwa V., ,,. Man vergleiche damit, daf} die volle Theorie nach dem zwei-
ten Godelschen Unvollstindigkeitssatz kein Modell von sich selbst konstruieren
kann (es sei denn sie ist widerspruchsvoll). Erst in Erweiterungen der Axiomatik
um grofie Kardinalzahlaxiome kann man beweisen, daf} viele V,,-Stufen Modelle
der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik sind, d.h. daf§ in vielen Limesstufen V nicht
nur Zermelos Axiomatik, sondern auch das Ersetzungsschema gilt. Diese Stufen
sind so hoch, daf} ein Ersetzungsprozef}, bei dem die Elemente einer Menge M €
V,, durch Ordinalzahlen B < o ersetzt werden, unterhalb von oo immer beschrinkt
bleibt. Kurz: Wir erreichen das Ende o des Ordinalzahlweges innerhalb von V,
nicht, indem wir M-viele Schritte machen, fiir ein beliebiges M € V.

Die Beweise dieser Behauptungen sind nicht trivial, aber auch nicht schwer. Es sind die
einfachsten Beispiele der axiomatischen Mengenlehre fiir relative Konsistenzbeweise und
Modellkonstruktionen fiir Teiltheorien starker Erweiterungen der Basisaxiomatik.

Damit kommen wir nun zu Zermelos Isolierung eines sehr natiirlichen, und
zugleich sehr starken Prinzips.

Das Auswahlaxiom

Das letzte Axiom unserer Liste, das ,,C“, gehort wieder der Axiomatik von
Zermelo an.

(AC) Auswahlaxiom

Ist x eine Menge, deren Elemente nichtleer und paarweise disjunkt sind,
so0 existiert eine Menge y,
die mit jedem Element von x genau ein Element gemeinsam bat.

(AC steht fiir engl. axiom of choice)

Das Auswahlaxiom ist ein Axiom im besten Sinne, da es unserer Intuition tiber
den Mengenbegriff entspringt ...
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NI

Die Menge der Punkte bildet eine Auswablmenge y fiir x

... und doch nimmt es aufgrund seines Charakters eine Sonderstellung unter den
ZFC Axiomen ein. Die Auswahlmenge y, die das Axiom garantiert, ist ,,dunkel”,
wihrend die Mengen der anderen Existenzaxiome ,.hell” sind:

Wir ,sehen® die Menge Zy ={ &, { D}, ...}, die dem Unendlichkeitsaxiom ge-
niigt. Und die anderen Existenzaxiome (LM), (PA), (VER), (AUS) und (ERS)
kénnen wir als Instanzen des Komprehensionsaxioms schreiben, und wir sehen
sie vor uns, sobald wir ihre definierende Eigenschaft kennen, so etwa fiir { x, y }
={z |l z=xoderz=y}oder P(x)={z | zcx}. (Wobei wir P(x) nur sehen, wenn
wir einen Bereich von V tiberblicken kénnen, der alle Teilmengen von x umfafit.
Das Potenzmengenaxiom ist eher sammelnd denn erzeugend, und in diesem
Sinne ist die Potenzmenge einer Menge halbhell und halbdunkel.)

Ein vergleichbares Sehen einer Auswahlmenge y fiir x ist dagegen nur in
Spezialfillen moglich. Wir konnen die Menge y im allgemeinen nicht in der
Formy ={z | €(z) } schreiben, es sei denn, alle a € x besitzen ausgezeichnete
Elemente: Gibt es eine Eigenschaft €(z) mit:

WJfiir alle a € x existiert genau ein z € a mit €(2)",
so kénnen wir eine Auswahlmenge y mit Hilfe von €(z) sichtbar machen:
y ={ze Ux1%(2)}.

y existiert aufgrund des Vereinigungsaxioms und des Aussonderungsschemas.

Unsere Intuition gibt uns keinen Hinweis, daf} stets ausgezeichnete Elemente
innerhalb jedes a € x vorhanden sind. Und somit brauchen wir ein neues Axiom,
um eine Auswahlmenge fiir beliebige x garantieren zu kénnen. Die Auswahl-
menge, die uns das Axiom liefert, ist allerdings in keiner Weise mehr eindeutig
bestimmt, sie ist zufillig, sie ist ,,dunkel®. In einem sehr natiirlichen Modell der
Mengenlehre, dem konstruktiblen Universum L von Gddel, sind tatsichlich im-
mer ausgezeichnete Elemente vorhanden, und wir kénnen das Auswahlaxiom
dann in diesem Modell auf der Basis der tibrigen Axiome beweisen, da wir in die-
sem Modell fiir jedes x eine sichtbare Auswahlmenge definieren kénnen.

Beriihmt ist die populire Formulierung durch Bertrand Russell: Gegeben eine unend-
liche Menge von Schuhpaaren, konnen wir ohne Auswahlaxiom eine Menge definieren,
die von jedem Paar genau einen Schuh enthilt, z. B. die Menge aller linken Schuhe. Dage-
gen brauchen wir fiir eine unendliche Menge von Sockenpaaren das Auswahlaxiom, da wir
keine Moglichkeit haben, zwischen linken und rechten Socken zu unterscheiden.
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Zermelo hat sein Axiom der ,simultanen Auswahl“ in seinen Beweisen des
Wohlordnungssatzes von 1904 und 1908 substantiell verwendet, und es als allge-
meines Prinzip isoliert. Sein Beweis von 1904 hat eine kontroverse und weitge-
hend irrationale Diskussion um die Legitimation einer ,simultanen Auswahl®
hervorgerufen. Heute ist das Auswahlaxiom ein fundamentaler und unumstritte-
ner Bestandteil der Axiomatik der Mengenlehre. Es gibt aber mittlerweile inter-
essante Modelle der Mengenlehre, in denen lediglich abgeschwichte Formen
des Auswahlaxioms, sonst aber alle {ibrigen Axiome - und andere - gelten.

Die Formulierung von (AC) tiber paarweise disjunkte Mengen ist sehr einfach
und anschaulich. Hiufig werden aber Auswahlfunktionen gebraucht:

Ubung
Zeigen Sie, dafl (AC) auf der Basis der iibrigen Axiome jeweils
dquivalent ist zu:

(1) Ist M eine Menge mit @ ¢ M, so existiert eine Funktion
f:M — U M mit f(x) € x fiir allexe M.

(ii) Ist g eine Funktion mit g(x) # & fiir alle x € dom(g),
so existiert eine Funktion f mit dom(f) = dom(g)

und f(x) € g(x) fiir alle x e dom(f).

(iti) Jede Aquivalenzrelation besitzt ein vollstindiges
Reprisentantensystem.

Die Aussage (ii) kann man auch so formulieren: Es gilt X | A; # @ fiir alle
Mengen I #J, falls A; # D fiir allei e L.

Wissen wir, dafl eine Menge M nichtleer ist, so ist fiir ,,Sei also x € M beliebig.“ natiir-
lich kein Auswahlaxiom notwendig. Allgemein zeigt man durch Induktion nach |M | ohne
Auswahlaxiom, dafi fiir N-endliche Mengen M mit & ¢ M immer eine Auswahlfunktion
wie in (i) existiert, oder daf das kartesische Produkt von endlich vielen nichtleeren Men-
gen immer nichtleer ist.

Das Auswahlaxiom wird fiir die meisten weitergehenden Resultate tiber Mich-
tigkeiten gebraucht. Eine Ausnahme bildet der Satz von Cantor-Bernstein, der
sich ohne Verwendung von (AC) beweisen lifit. Dagegen ist fiir einen Beweis des
Vergleichbarkeitssatzes das Auswahlaxiom unverzichtbar. Selbst den Satz, daf§
die abzihlbare Vereinigung von abzihlbaren Mengen wieder abzihlbar ist, kann
man nicht ohne eine Form von (AC) beweisen. In den beiden ersten Abschnitten
haben wir das Auswahlaxiom dariiber hinaus an mehreren Stellen wesentlich be-
nutzt, und durch ,ein ...“ darauf hingewiesen. Diese Ausdrucksweise ,,g(y) = ,ein
x € M mit €(x, y)*“ ist in der axiomatischen Mengenlehre nur eine bequeme
Sprechweise fiir g(y) =f({xe M | €(x,y)}), wobei f eine Auswahlfunktion wie in
(i) der Ubung oben ist, die man zu Beginn des Beweises auf P(M) — { @ } fixiert
(vgl. etwa Zermelos Beweis des Wohlordnungssatzes). Dieses Priludium der Fi-
xierung einer Auswahlfunktion lenkt aber i.a. nur ab, es gentigt, wenn man wih-
rend des Beweises sicherstellt, dafl fiir alle y ein x € M mit€(x, y) existiert. Man
fithrt also Beweise tiblicherweise ganz wie gehabt mit ,ein ...“.
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Vorsichtist geboten bei der Rekursion iiber alle Ordinalzahlen. Dortist4(a) = ,ein ...“
i.a. nicht erlaubt, da wir in ZFC i.a. keine definierbare Auswahloperation & auf V - { & }
haben. Im Beweis des Rekursionssatzes wird eine feste Operation & gebraucht. Liuft die
Rekursion tiber eine Wohlordnung (d. h. eine Menge), so ist ,ein ...“ moglich, da man
dann eine Auswahlfunktion benutzen kann. Allgemein machtz.B. 4(a) = ,einxe V| -
V,in ZFC keinen Sinn.

Ubung
Lokalisieren Sie die Verwendung von (AC) in den Beweisen von:

(1) IMI<INI oder INI < IMI fiir alle Mengen M, N.

(i) U {A, | ne N} istabzihlbar, falls alle A, abzihlbar sind.
@iii) ,IMI < INI“ gdw ,esexistierteinf: N — M surjektiv®.
(@iv) Mist (Dedekind-)endlich gdw ,,IMI = Ial fir einne N“

Das Auswahlaxiom kommt in vielen Bereichen der Mathematik wesentlich
zum Einsatz, zumeist in Gestalt eines Maximalprinzips.

Hier noch einmal eine kleine Liste fiir den notwendigen Einsatz des Auswahlaxioms,
vgl. auch die Diskussion von Maximalprinzipien in 2.5: ,jede Aquivalenzrelation hat ein
vollstindiges Reprisentantensystem®, ,,jeder Vektorraum hat eine Basis“, Satz von Hahn-
Banach, Satz von Tychonov, Existenz- und Eindeutigkeitssatz des algebraischen Ab-
schlusses eines Korpers, Kompaktheitssatz der Logik, Satz von Tarski iiber die Existenz
von Ultrafiltern, Primidealtheorem fiir Boolesche Algebren.

Es ist zudem verantwortlich fiir die Existenz von nicht Lebesgue-mefibaren
Teilmengen von R, und fiir andere ,paradoxe“ Konstruktionen, die der Maf-
theorie i.a. den Zugang zur vollen Potenzmenge einer Menge, deren Teilmen-
gen sie gerne messen mochte, verwehren.

In der Mengenlehre ist (AC) unter anderem dquivalent (iiber den anderen Axio-
men) zum Wohlordnungssatz, zum Vergleichbarkeitssatz, zum Satz von Zermelo-
Zorn und zum Multiplikationssatz.

Zermelo (1908b):
»Axiom VI. Ist T eine Menge, deren simtliche Elemente von 0 verschiedene
Mengen und untereinander elementenfremd sind, so enthilt ihre Vereinigung ©T
mindestens eine Untermenge S, welche mit jedem Element von T ein und nur ein

Element gemein hat.
(Axiom der Auswahl.)“

Damit sind alle Axiome von ZFC vorgestellt. Es gibt alternative Axiomatisie-
rungen - das System NBG von Neumann-Bernays-Gdédel und das System MK
von Morse-Kelley -, die sich aber von ZFC nicht durch den Gehalt der Axiome
unterscheiden, sondern durch die liberalere Behandlung von Klassen, also von
Zusammenfassungen {x | €(x) }. In diesen Systemen ist jedes Objekt eine Klasse,
und die Klassen, die Elemente einer anderen Klasse sind, sind die Mengen. Jede
Menge ist eine Klasse, aber nicht umgekehrt. Die Mengen sind dann gerade die



ykleinen® Klassen des Systems. In diesen Systemen kann man also offiziell iiber
Objekte { x | €(x) } reden, wihrend wir Klassen in ZFC nur als bequeme Sprech-
weise verwenden werden (hierzu und zu NBG und MK siehe 3.3). Insgesamt
verfolgen diese alternativen Systeme eine zur Zermelo-Fraenkel-Axiomatik
recht dhnliche Interpretation der Paradoxien.

Wir listen die Axiome von ZFC mit einer Beschreibung ihres Charakters noch

einmal in anderer Anordnung auf.

1. Das Axiomensystem ZFC

Die ZFC-Axiome

(EXT) Extensionalititsaxiom Beschreibung von =, €
(FUN) Fundierungsaxiom Beschreibung von €
(LM) Existenz der leeren Menge elementares Existenzaxiom
(PA) Paarmengenaxiom elementares Existenzaxiom
(VER) Vereinigungsmengenaxiom | elementares Existenzaxiom
(AUS) Aussonderungsschema elementares Existenzaxiom
(UN) Unendlichkeitsaxiom starkes Existenzaxiom
(ERS) Ersetzungsschema starkes Existenzaxiom
(POT) Potenzmengenaxiom starkes Existenzaxiom
(AC) Auswahlaxiom starkes Existenzaxiom

Giingige Bezeichnungen fiir bestimmte Teilsysteme von ZFC sind:

Z

ZF
ZFC~
ZF~

ZFCistdas Ergebnis einer natiirlichen und sorgfiltigen Analyse der intuitiven
Begriffe Menge und Element. Diese Analyse ist dabei an den Bedirfnissen der

ZFC ohne (ERS), (FUN), (AC),
ZFC ohne (AC),

ZFC ohne (POT),

ZF ohne (POT).
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mathematischen Praxis orientiert - Zermelo lief} sich bei der Aufstellung seiner
Axiome von seinem Beweis des Wohlordnungssatzes leiten - und ist frei von
philosophischen Dogmen und Verboten. Alle wesentlichen Ergebnisse der
Cantorschen Mengenlehre bleiben erhalten und die Antinomien des vollen
Komprehensionsprinzips 16sen sich auf. Die auf der Elementrelation basierende
Sprache erweist sich zudem bei all ihrer Einfachheit als suggestiv und ausdrucks-
stark, und trigt wesentlich zum Erfolg der axiomatischen Mengenlehre bei.

Es hat sich gezeigt, dafi diese Analyse auch vollstindig unsere Intuition er-
schopft: ZFC reicht fiir die ganze Mathematik als Basistheorie aus, und dies
spricht dafiir, daf} keine einfachen und unmittelbar intuitiven Axiome mehr zu
ZFC hinzukommen werden. ZFC scheint auch korrekt zu sein: Bis zum heutigen
"Tag sind in ZFC keine Widerspriiche festgestellt worden. Ein mathematischer
Beweis der Widerspruchsfreiheit von ZFC lafit sich, wie erwihnt, aufgrund des
zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatzes generell nicht erbringen (es sei
denn, ZFC ist widerspruchsvoll)

Denkbar ist allenfalls, daff das Konzept eines fertigen unendlichen Objekts fiir
sich schon zu Widerspriichen fithrt. Das mittlerweile sehr umfangreiche Gebiu-
de der Mengenlehre zeigt aber, daf} ein solcher Widerspruch, wenn es ihn tiber-
haupt gibt, wahrscheinlich sehr tief liegt, im Gegensatz etwa zu den klassischen
Paradoxien. Wir miissen mit der Moglichkeit eines Widerspruchs in ZFCleben.

Cantor hat Ende des 19. Jahrhunderts aus seiner Mengendefinition Prinzipien
iber die Existenz von Mengen abgeleitet. Er denkt zu dieser Zeit intensiv iiber
seine Unterscheidung beliebiger Vielheiten (Klassen) in ,fertige Mengen/kon-
sistente Vielheiten“ (Mengen) und ,inkonsistente Vielheiten/absolut unendli-
che Vielheiten“ (echte Klassen) nach. In einem Brief an Hilbert im Jahre 1898
isoliert er einige Prinzipien, die beschreiben, wann eine Vielheit als fertig und
damit als Menge gelten darf. Eine klare Antwort auf die Vielheits-Frage konnte
er nicht geben. Der folgende Auszug aus dem Brief an Hilbert zeigt aber einmal
mehr sein tiefes Verstindnis des Mengenbegriffs: In Folgerung II dieses Briefes
formuliert er bereits das Ersetzungsaxiom, das erst Jahrzehnte spiter zur Axio-
matik von Zermelo als ,,vergessenes Axiom*“ hinzukam, und das beim axiomati-
schen Aufbau der Mengenlehre heute eine wichtige Rolle spielt. In Folgerung IV
formuliert er das Potenzmengenaxiom. Interessant ist, daf§ ihm die Begriindung
von IV mit Hilfe seiner Mengendefinition bereits zwei Tage spiter nicht mehr
unproblematisch erscheint.
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Georg Cantor an David Hilbert iiber ,,fertige Mengen*

sLieber Herr Kollege,

Zu dem, was ich Thnen am 6" Oktober geschrieben, méchte ich noch einiges hinzufiigen,
mit dem Ersuchen, Alles was ich Thnen schreibe, Threr Kritik zu unterwerfen.
Aus der Definition:

,Unter einer fertigen Menge verstehe man jede Vielheit, bei welcher alle Elemente
obne Widerspruch als zusammenseiend und daher als ein Ding fiir sich gedacht wer-
den konnen.*

ergeben sich mancherlei Sitze, unter Anderm diese:

I ,Ist M eine fertige Menge, so ist auch jede Teilmenge von M eine fertige Menge.

I ,Substituiert man in einer fertigen Menge an Stelle der Elemente fertige
Mengen, so ist die hieraus resultierende Vielheit eine fertige Menge.*

III  ,Istvon zwei dquivalenten [gleichmichtigen] Vielheiten die eine eine fertige
Menge, so ist es auch die andere.

IV ,Die Vielheit aller Teilmengen einer fertigen Menge M ist eine fertige Menge.*
Denn alle Teilmengen von M sind ,zusammen‘ in M enthalten; der Umstand, daf§
sie sich teilweise decken, schadet hieran nichts.“

(Georg Cantor an David Hilbert, Brief vom 10.10.1898. In: Cantor; 1991, Briefe)

sLieber Herr Kollege,

Unter Bezugnahme auf mein Schreiben vom 10", stellt sich bei genauerer Erwigung
heraus, daff der Beweis des Satzes IV keineswegs so leicht geht. Der Umstand, daf§ die
Elemente der ,Vielheit aller Teilmengen einer fertigen Menge® sich teilweise decken,
macht ihn illusorisch. In die Definition der fertigen Menge wird die Voraussetzung des
Getrenntseins resp. Unabbiingigseins der Elemente als wesentlich aufzunehmen sein.
Hoffentlich fithrt unsere Diskussion zur allmihligen Klirung der Schwierigkeiten.

Mit bestem Gruf§
Thr
G.C.«

(Georg Cantor an David Hilbert, Brief vom 12.10.1898. In: Cantor; 1991, Briefe)
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In diesem Kapitel stellen wir den formalen Rahmen fiir die axiomatische Men-
genlehre auf. Wir konstruieren eine mathematische Kunstsprache, in der wir die
Axiome der Mengenlehre und allgemeiner beliebige mengentheoretische Aussa-
gen formulieren kénnen.

Die formale Welt ist die Welt grofitmoglicher mathematischer Prizision. Da
die inihr herrschende Form der Genauigkeit fiir die tibliche menschliche Mathe-
matik unfruchtbar ist - formale Beweise fithrt nur eine Maschine, und das bislang
recht diirftig -, liegt diese Welt normalerweise zurecht unter der Oberfliche.
Dieser mathematische Keller hat aber bei all seiner Unwirtlichkeit doch einige
interessante Aspekte zu bieten. Fiir metamathematische Resultate ist ein forma-
les System unverzichtbar, auch wenn die Beweise dieser Resultate dann schlief3-
lich wieder in der flexibleren mathematischen Umgangssprache gefiihrt werden.

Beispiel einer Analyse einer Eigenschaft

Wir hatten oftmals Ausdriicke verwendet der Form: ,Sei €(x) eine Eigen-
schaft®, etwa im Aussonderungs- und Ersetzungsaxiom. Was genau ist nun eine
solche Eigenschaft? Zermelo spricht in seiner Axiomatik im Aussonderungs-
schema statt von Eigenschaften von ,definiten Aussagen®. Die Kritik an seinem
unscharfen Eigenschaftsbegriff blieb nicht aus. Der von Thoralf Skolem in fol-
gendem Auszug aus einer Rede von 1922 vorgeschlagene Weg fithrt direkt zu der
heute iiblichen Prizisierung der Begriffe einer mathematischen Eigenschaft und
einer mathematischen Aussage.

Skolem (1922): ,,Bisher hat, soweit mir bekannt nur ein solches Axiomensystem eine ziem-
lich allgemeine Anerkennung gefunden, nimlich das von E. ZERMELO aufgestellte ...

ZERMELO betrachtet einen Bereich B von Dingen, unter denen die Mengen einen
Teil bilden. Zwischen diesen Dingen bestehen Beziehungen der Form a € b (a Ele-
ment von b) und a = b. Fiir diesen Bereich sollen dann 7 Axiome erfiillt sein ...

Ein sehr unvollkommener Punkt bei ZERMELO ist der Begriff ,definite Aussage‘. Die
Erklirungen ZERMELOS dariiber wird wohl keiner befriedigend finden. Soweit mir be-
kannt, hat niemand versucht, diesen Begriff streng zu formulieren, was sehr sonderbar
ist, da dies leicht zu machen ist und zwar in einer sehr natiirlichen Weise, die sich von
selbst ergibt. Um dies zu erkliren - und auch mit Riicksicht auf die spiteren Betrach-
tungen - erwihne ich hier die 5 Grundoperationen der mathematischen Logik, wobei
ich die Bezeichnungen E. SCHRODERs (Algebra der Logik) benutze:

1. Die Konjunktion. Durch einen Punkt oder Nebeneinanderstellung bezeichnet.

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_28, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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1,. Die Disjunktion. Durch das Zeichen + bezeichnet.

2. Die Negation. Durch einen Strich bezeichnet, der oberhalb des zu negierenden
Ausdrucks geschrieben wird.

3,. In jedem Falle Giiltigkeit. Durch das Zeichen IT bezeichnet.

3,. In mindestens einem Falle Giiltigkeit. Durch das Zeichen X bezeichnet.

Bekanntlich braucht man eigentlich nur 3 dieser 5 Operationen, weil 1, und 1,
ebenso wie 3, und 3, mit Hilfe von 2 auseinander ableitbar sind.

Unter einer definiten Aussage kann man jetzt einen endlichen Ausdruck versteben, der von
Elementaraussagen der Form a € b oder a =bmit Hilfe der 5 genannten Operationen [ Konjunk-
tion, Disjunktion, Negation, Allguantifizierung, Existenzquantifizierung | aufgebaut ist.

Dasist ein vollkommen klarer Begriff und hinreichend umfassend, um alle gewthn-
lichen mengentheoretischen Beweise durchfiihren zu konnen. Ich lege deshalb diese
Auffassung hier zu Grunde.®

Die Ausdriicke ,a € b* und ,,a = b“ werden also durch logische Kombination
und Quantifizierung zu mengentheoretischen Aussagen. Man verwendet heute
andere Zeichen als Schréder und Skolem - ein Querstrich iiber einer ganzen
Formel als Negation ist vollig untragbar —, aber was Skolem hier beschreibt und
vorschligt, ist die Erziehung der Mengenlehre in der Sprache der Pridikatenlo-
gik, ganz so, wie es heute der Brauch ist.

Bevor wir die Syntax dieses Esperantos der Mengenlehre genauer einfiihren,
analysieren wir eine spezielle Eigenschaft €(R), nimlich:

(1) R st eine (zweistellige) Relation.
Wir schreiben ,,R ist eine Relation“ ausfiihrlicher als:
(2)  Fiiralle x € R gilt: x ist ein geordnetes Paar.

Dies wiederum konnen wir in mehreren Schritten immer ausfiihrlicher
schreiben:

(3) Fiirallexe Rgibtesy,zmitx={{y},{y,2}}.

(4)  Fiir alle x € R gibt es y, z mit:
{ylexund{y,z}ex
und:
fiir alle 2’ € x gilt: 2’ ={y }oder 2’ ={y, z }.

(5)  Fiirallex € R gibt es y, z mit:
es gibt ein a € x mit: fiir alle w gilt: ue a gdw u=y
und:
es gibt ein b € x mit: fiir alle w gilt: we b gdw w=yoder u =z
und:
fiir alle 2’ € x gilt:
fiir alle w gilt: ue 2’ gdw u=y
oder
fiir alle u gilt: w € 2’ gdw u =y oder u =z.
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In dieser Form haben wir zwar die Les- und Verstehbarkeit von
R ist eine Relation“

fast verloren, jedoch haben wir diese Aussage nun in einen gleichwertigen Aus-
druck verwandelt, der lediglich enthilt:

(1) Variablen x,y, z, 2", R, ...
(1) die logischen Quantoren ,fir alle ... gilt“ und ,.es gibt ... mit®,
(iii) die logischen Verkniipfungen ,gdw*, ,oder®, ,und®,

@v) atomare Ausdriicke der Form ,x =y“, ,x € y“.

Im obigen Beispiel kommen alle Variablen x mit Ausnahme von R in der Form
Hfur alle x“ oder ,.es gibt ein x“ vor: Sie sind gebunden, wihrend R frei ist.

Mit (i) - (iv) haben wir schon die wesentlichen Elemente unserer Sprache bei-
sammen. Wir werden Eigenschaften € und mathematische Aussagen selten der-
art elementar ausschreiben, aber wir kénnten es im Prinzip tun.

Wir kénnen auch Exaktheit und Lesbarkeit zugleich erreichen, wenn wir
bereits definierte Begriffe zulassen. Wenn wir z. B. jetzt ,f ist eine Funktion®
genau ausschreiben wollen, so schreiben wir ,,fist eine Relation #nd f ist rechts-
eindeutig®, und miissen uns nur noch um den zweiten Teil kiimmern, da wir
den Begrift ,f ist eine Relation“ schon exakt eingefiihrt haben.

Ein subtiler Punkt ist hier die Variablenkollision: Oben haben wir ,,R ist eine Relation®
definiert. Wenn wir nun ,,fist eine Relation“ ausschreiben wollen, miissen wir lediglich in
(5) die Variable R iiberall durch die Variable f ersetzen. Wenn wir nun aber ,x ist eine Rela-
tion“ exakt definieren wollen, kommt es in (5) zu einer Kollision der Variablen, da x dort
als Hilfsvariable verwendet wird. Man kann derartige Kollisionen immer umgehen, indem
man zunichst alle Hilfsvariablen geeignet umbenennt, und dann tiberall die Substitution

durchfiihrt.

Auch in obigem Beispiel wire das Verfahren des Riickgriffs auf bereits Defi-
niertes niitzlich gewesen. Zuerst schreiben wir ausfithrlich auf, was ein geordne-
tes Paar ist (und hierfiir noch frither, was { y } und {y, z } ist). Nach diesen Vorbe-
reitungen ist ,,f ist Relation® durch ,fiir alle x € f gilt: x ist ein geordnetes Paar”
exakt definiert. Man kann wie erwartet zeigen, daf} solche Anreicherungen der
Sprache um definierte Begriffe keine neue Ausdrucksstirke mit sich bringen, da
sich die eingefiihrten Begriffe wieder eliminieren lassen - wir kénnen sie einfach
als Abkiirzungen ansehen.

Wir erhalten so kumulativ einen Bestand an exakt definierten mathematischen
Begriffen, mit dem wir schliefilich fast so frei umgehen kénnen wie zuvor, nur
dafl wir jetzt Definitionen zur Verfiigung haben, die sich letztendlich auf ,,x € y“
und ,,x = y“ zuriickfithren lassen. Vor allem aber erhalten wir eine Definition des-
sen, was iberhaupt eine Eigenschaft von x ist: Eine Eigenschaft von x ist einfach
ein syntaktisch korrekter Ausdruck unserer Kunstsprache, der lediglich x als
Hireie Variable“ enthilt, d. h. iiber alle anderen in dem Ausdruck vorkommenden
Variablen y, z, usw. wird in der Form ,,fiir alle y“ oder ,,es gibt ein y*, usw. quanti-
fiziert. Beliebige syntaktisch korrekte Ausdriicke heiflen Formeln. Weiter ist eine
Aussage oder ein Satz eine Formel unserer Kunstsprache ohne freie Variable.
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Ubung
Schreiben Sie die Eigenschaften

(i) ,f:A — Bisteine Bijektion“,

(ii) ,xist unendlich“ (Dedekind-Definition),
(iii) ,,x ist abzihlbar®,
(@iv) ,yistdie Potenzmenge von x“

wie im Beispiel fiir ,,R ist Relation“ aus, unter Verwendung von bereits
definierten Eigenschaften. ((i) ist ein Ausdruck mit drei freien Variablen:
f, A, B; (iv) hat die freien Variablen x,y.) Ebenso fiir die Aussagen:

(v) ,fur alle x existiert P(x)“,
(vi) ,fiir alle x existiert keine Bijektion f : x — P(x)“.

[ ,nicht“ gilt wie ,und®, ,,oder®, ... als Bestandteil der Sprache.]

Metaebene und Metamathematik

Bei der Festsetzung und Analyse des formalen Rahmens fiir die Mengenlehre
oder allgemeiner fiir die Mathematik befinden wir uns auf einer anderen Ebene
als tiblich. Wir diskutieren keine inhaltlichen Fragen tiber Mengen oder andere
mathematischen Objekte, sondern formulieren die Sprache und die Regeln einer
solchen Diskussion. Diese zweite Ebene wird als ,,Metaebene® bezeichnet. Die
Metaebene beschiftigt sich - in mathematischer Weise - mit der Mathematik
selbst.

In den ersten beiden Abschnitten wurde ein Rahmen fiir die Mathematik tiber-
haupt nicht weiter diskutiert - die Mengenlehre haben wir nach dem Schema
Definition, Satz, Beweis entwickeltin einer fiir die Mathematik geeigneten Form
der Umgangssprache, in der z. B. ,.es gibt ein x“ per Konvention bedeutet ,es gibt
mindestens ein x“. Was ein Satz, eine Definition, ein Beweis ist, wurde nie be-
sprochen - man lernt diese Dinge durch Nachahmung.

Nun wollen wir die Mengenlehre als mathematische Theorie betrachten,
und dabei z. B. die Frage beantworten, was eine mengentheoretische Eigen-
schaft ist. Unser Vorgehen ist dabei dem der iiblichen Mathematik sehr dhn-
lich. Im Unterschied zur iiblichen Mathematik besitzt die Metaebene jedoch
einen ginzlich finiten Charakter, ihre Gegenstinde sind konkrete Objekte,
namlich Zeichenreihen und Listen von Zeichenreihen. (Oder in einer akusti-
schen Kultur: Lautfolgen und Sequenzen von Lautfolgen.)

Auf der Metaebene haben wir ein gewisses Mafl an mathematischen Hilfsmit-
teln zur Verfiigung, etwa die (metamathematischen) natiirlichen Zahlen, einfache
Arithmetik mit diesen Zahlen, usw. Wir verzichten hier darauf, genau aufzulisten,
welche mathematischen Hilfsmittel wir auf der Metaebene verwenden. Es gentigt
uns hier, darauf zu achten, dafl wir den finiten Charakter der Metaebene an keiner
Stelle sprengen. Fertige unendliche Objekte werden an keiner Stelle benétigt.
Auch Aussagen wie ,fiir alle metamathematischen n gilt ...“ werden nie wirklich
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fiir alle n benétigt — wie auch in einer endlichen Welt ? -, sondern sagen uns, was
fiir ein beliebiges konkretes n gilt, und die zugehorigen Beweise zeigen uns, war-
um dies fiir jedes n so sein mufl. Wir lassen Induktion und Rekursion als eine
Sprechweise zu, die letztendlich lediglich Schemata generiert. Alles auf der Me-
tacbene ist effektiv und in konkreten Fillen auflosbar. Der Leser betrachte etwa:
»Jeder Satz, der aus den Worten ,Aal‘, ;Waage‘ und ,rabenschwarz‘ zusammen-
gesetzt ist, hat eine gerade Anzahl von Buchstaben ,a‘.“ Um dies einzusehen,
brauchen wir nicht wirklich eine Metatheorie, die iiber unendliche Mengen von
Sitzen redet, Funktionen auf den metamathematischen natiirlichen Zahlen stu-
diert, usw. Eine Induktion iiber die Anzahl n der Worter eines Satzes bestehend
aus den drei Wortern zeigt die Behauptung, und ist vollig gleichwertig zu:
wotreiche das letzte Wort und addiere 2 zur bisherigen Anzahl der gefundenen
a’s. Wiederhole das Verfahren, bis kein Wort mehr iibrig ist.“

Auch von endlichen oder effektiv unendlichen Mengen auf der Metaebene zu
reden ist problemlos. Um die Ebenen auseinanderzuhalten, und um den effekti-
ven Charakter der Metaebene zu betonen, reden wir aber bevorzugt von Listen.

Die Metamathematik besteht aus den Ergebnissen, die sich iiber eine formali-
sierte Mathematik gewinnen lassen. Beispiele fiir Resultate der Metamathematik
sind:

»Die Kontinuumshypothese ist in ZFC weder beweisbar noch widerlegbar,
wenn ZFC widerspruchsfrei ist.

»Die Widerspruchsfreibeit von ZFC kann innerbalb von ZFC nicht bewiesen werden,
wenn ZFC widerspruchsfrei ist.

»Wenn ZF widerspruchsfrei ist, so ist auch ZFC widerspruchsfrei.“

Durch die im ersten Abschnitt geschilderte Verwendung von Modellen wird es
moglich, dafl z. B. der Beweis der ersten dieser drei metamathematischen Aussa-
gen in einer Weise gefiithrt wird, die sich von iiblichen mathematischen Beweisen
kaum unterscheidet. Keineswegs wird das Ziel durch Analyse der Syntax erreicht,
sondern durch Konstruktion von zwei Modellen von ZFC, in denen (CH) ein-
mal wahr und einmal falsch ist. Aus der Korrektheit des Modellbegriffs fiir den
formalen Rahmen folgt dann die Unméglichkeit eines formalen Beweises von
(CH) oder non (CH). Auf diese Weise kann die menschliche Seite der Mathema-
tik in die Metaebene integriert werden. Letztendlich ist aber jeder derartige Be-
weis, der eine metamathematische Aussage durch eine Flucht in die Objektwelt
zeigt, so effektiv wie das Zihlen des Buchstabens a in einem beliebigen Satz. Er
liefert im Fall der Nichtbeweisbarkeit und Nichtwiderlegbarkeit der Kontinu-
umshypothese ein komplexes, aber dennoch konkretes Verfahren, das folgendes
leistet: Es nimmt einen Beweis in ZFC entgegen. Ist dieser Beweis ein Beweis von
(CH) oder von non (CH), so wird dieser Beweis in einen Beweis von ,,0 = 1“ in
ZFC umgewandelt.
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Die Sprache ¥ der Mengenlehre

Wir werden nun die Kunstsprache der Mengenlehre definieren. Syntaktische Angelegen-
heiten sind immer ein wenig trocken, und zugleich gehen sie mit Definitionsfluten einher.
Wir bemiihen uns um Kiirze, und verzichten bewufit auf eine allzu penible Darstellung.

Esistiiblich, auch auf der Metaebene die Begriffe Definition, Satz, Beweis zu verwenden,
obwohl sie vielleicht eher Festsetzung, Faktum und Nachweis genannt werden sollten, da es
um Aussagen iiber die Realitit geht. Man vergleiche den Unterschied von ,,der Ausdruck
b}x3y) enthilt den Buchstaben z nicht®, ein Faktum, und ,,5 ist eine Primzahl“, ein ma-
thematischer Satz.

Die Zeichen von £

Definition (Zeichen)
Die Zeichen von & bestehen aus:

() Variablenzeichen vy, vy, vy, ... .
(i) den Relationszeichen =und € [gelesen: ,gleich“ und , Element von®],
(iii) den Quantorenzeichen ¥ und 3 [gelesen: ,fiir alle® und ,es gibt“],

(iv) den Funktorenzeichen —, A, v, —, <> [non, und, oder, folgt,
genau-dann-wenn],

v) Klammersymbolen (und ).
In (i) meinen wir, dafy wir einen beliebig grofien Vorrat an Variablenzeichen

zur Verfiigung haben. Wir indizieren diese Zeichen mit (metamathematischen)
natiirlichen Zahlen.

Die Ausdriicke und Formeln von &

Definition (Ausdriicke)
Ein Ausdruck von & ist eine Liste sy s; S5 ... S,
in der jedes s; ein Zeichen von &£ ist.

Soistz.B. )v;=¢<))V ein Ausdruck von £.

Wir verwenden auch alle Buchstaben, die wir bislang fiir Mengen verwendet
haben, als Variablenzeichen. Dies dient lediglich der Bequemlichkeit. Schreiben
wir im folgenden z.B. ,sei A ein Ausdruck der Form x = y“, so sind mit x,y immer
Variablenzeichen gemeint, d.h. es gibt i, j, sodafl A die Zeichenkette v; = v; ist.
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Definition (Primformeln und Formeln)
Die Primformeln oder atomaren Formeln von £ sind festgelegt durch:

(i) Jeder Ausdruck der Form ,x = y* oder ,,x € y* ist eine Primformel.

(ii) Keine weiteren Ausdriicke sind Primformeln.

Die Formeln von £ sind festgelegt durch:
(i) Jede Primformel ist eine Formel.
(i) Ist @ eine Formel, so ist auch —@ eine Formel.

(iii) Sind @ und y Formeln, so sind auch (¢ A y), (¢ v ),
(¢ = y) und (¢ <> y) Formeln.

(iv) Istx eine Variable und ¢ eine Formel, so sind auch
Vx¢ und 3x@ Formeln.

(v) Keine weiteren Ausdriicke sind Formeln.

Im folgenden verwenden wir zumeist kleine griechische Buchstaben fiir For-
meln.

Damit sind die wesentlichen Bestandteile von £ definiert. &£ wird auch als die
Priidikatenlogik erster Stufe fiir die Symbolmenge { € } bezeichnet.

Fiir die Junktoren wiirden bereits z. B. — und A geniigen, denn v, —, <> lassen
sich mit diesen Junktoren in ihrer gewiinschten Bedeutung einfithren. Ebenso
lieffe sich z.B. der Existenzquantor mit Hilfe des Allquantors einfithren:

VY = a(oAY),
PoV = =0V,

ooy = (9o A (V> 0),
Ixe = ~Vx—0.

Beschrinkt man sich in der Sprache auf —, A und V, so sind diese vier Gleichungen
einfach Definitionen von v, —, <>, 3. In unserer reichhaltigeren Sprache sind ¢ v y und
— (= @ A = ) usw. verschiedene Formeln, die jedoch logisch dquivalent sind, d. h. wir
kénnen ¢ v y genau dann formal beweisen, wenn wir — (— @ A — ) formal beweisen
kénnen. (Zum formalen Beweisbegriff s.u.)

Wir wollen Klammern wo immer mdglich sparen, und vereinbaren hierzu die
folgende Bindungsstirke der Quantoren und Junktoren: —, A, v, —, <> (in ab-
steigender Bindungsstirke).

Also meint @ A ¢ — y die Formel (¢ A y) — ¥, und nicht @ A (W — ).

Weiter schreiben wir Vx; Vx, ... Vx, ¢ kurz als Vx, ..., x, ¢. Ebenso fiir den
Existenzquantor.

Unsere Sprache erlaubt keine Formeln der Gestalt Vx € y ¢, 3x € y @, wie sie
in obiger Analyse von ,,R ist eine Relation® auftauchen. Wir fithren hierzu zwei
Abkiirzungen ein, die sehr hiufig verwendet werden:

Vxeyp = Vx(xey—09),

dxeyo = Ix(xeyAroQ).
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Die Punktnotation

Sehr viele Klammern kann man sich durch die Punktnotation sparen: Ein
Punkt hinter einem Quantor bedeutet, daf§ der Wirkungsbereich eines Quantors
so grof} ist wie moglich. Z. B. ist

Vx.9 = dy. y Ay die Formel Vx (¢ — 3y (WA Y)).

Weiter erlauben wir Klammern der Form (Vx....)und (I x....).
Soistetwa (Vx. ¢ > Jy. y A ) — p die Formel (Vx (¢ —» Iy (W A ) — p).

Diese Konventionen fiihren keine neuen Formeln ein, sondern erlauben le-
diglich, Formeln suggestiver und lesbarer zu notieren.

Freie Variablen und die Sitze von &

Definition (fieie Variablen)
Die freien Variablen einer Formel sind wie folgt festgelegt.

(i) Die freien Variablen von x =y und x € y sind x,y.
(ii) Die freien Variablen von — ¢ sind die freien Variablen von .
(iii) Die freien Variablen von ¢ A W, @ v W, @ — Y und ¢ <> y bestehen
aus den freien Variablen von ¢ und den freien Variablen von .

(iv) Die freien Variablen von Vx ¢ und 3x ¢ sind die freien Variablen
von ¢ ohne die Variable x.

Eine Variable x, die in ¢ in der Form Vx oder 3x vorkommyt, heifit eine gebunde-
ne Variable von ¢. Beispielsweise sind x,y,z die freien Variablen der Formel

@ = Quu=yvu=x) AV.XEy>x=2

Die gebundenen Variablen dieser Formel sind u und x. x kommt also in ¢ so-
wohl frei als auch gebunden vor. Das erste Vorkommen von x in ¢ ist frei, das
zweite Vorkommen von x in @ ist gebunden.

Definition (Sitze/Aussagen)
Eine Formel von &£ heifit eine Aussage oder ein Satz von £,
falls @ keine freien Variablen besitzt.

Definition (Generalisierung und AllabschlufS einer Formel)
Sei ¢ eine Formel, und seien xy, ..., x,, Variablen (mitn > 0).
Dann heifit Vxy, ..., x, © eine Generalisierung von @.
Ist y eine Generalisierung von ¢ ohne freie Variablen,
so heifit y ein Allabschluff von ¢.

Der Fall n = 0 meint, daf§ ¢ selbst als eine Generalisierung von ¢ gilt.
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Definition (die Schreibweise @ (xy, ..., x,))

Seien ¢ eine Formel und x4, ..., x,, paarweise verschiedene Variablen.
Wir schreiben ¢(xy, ..., x,), wenn die freien Variablen von ¢ unter
X|, ..., X, vorkommen.
Schreiben wir @(xy, ..., X,), so folgt nicht, dafl genau x,, ..., x,, die freien

Variablen von o sind. Z. B. kénnen wir die Formel ¢ = ,,Vx x = y* schreiben
als @(x, y, z). Diese Konvention erweist sich als iiberaus bequem.

Substitutionen

Sei @(x1, X3, ..., X,) eine Formel, und seienyy, ..., y, Variablen. Es gelte:

(+) Setzen wir an der Stelle eines freien Vorkommens einer Variablen x;
in @ die Variable y; statt x; ein, so ist y; wieder frei in ¢.

y; gerit dann durch einen solchen lokalen Austausch nicht in den Wirkungsbe-
reich eines Quantors 3y; oder Vy; von ¢.
Ist (+) erfiillt, so sei

(pxl ,,,,, xn(yl’ "'7Y11)

die Formel, die entsteht, wenn wir in der Formel ¢ die freien Vorkommen der

Variablen x, ..., x,, simultan durch yy, ..., y, ersetzen.
Ist (+) nicht erfiillt, so sei @y, « (y1,-..,¥a) gleich o.
Zuweilen schreiben wir auch kurz einfach ¢(yy, ..., y,).
Sei etwa

O(x) = dzz=xAVyy=yAVxx=x.
Dann ist (+) fiir 9(x), y erfiillt und es gilt
O (y) =3Jzz=yAVyy=yAVxx=x.

Dagegen ist (+) fiir ¢(x), z nicht erfiillt. Formal ergibe ein Einsetzen von z in @
fir x die Aussage 3zz =z A Vyy =y A Vxx =x. Solche Variablenkollisionen durch
Substitution vermeiden wir mit der Bedingung (+).

Mengentheoretische Eigenschaften

Wir kénnen nun den im Aussonderungs- und Ersetzungsschema verwendeten
Eigenschaftsbegriff festlegen, indem wir ihn einfach mit dem Formelbegriff
identifizieren.
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Definition (mengentheoretische Eigenschaften und Aussagen)
Eine Eigenschaft (der Mengenlehre) ist eine Formel von &£.
Eine Aussage (der Mengenlehre) ist ein Satz von &.

Eine Eigenschaft ist also einfach ein aus den Grundrelationen ,x = y“ und
»X € y* mit Hilfe der Junktoren —, A, v, —, ¢> und der Quantoren V und 3
aufgebauter Ausdruck. Und eine Aussage ist ein solcher Ausdruck, der keine
freien Variablen enthilt. Alle Sitze der beiden ersten Abschnitte lieflen sich
im Prinzip - bei geeigneter Definition von N, R, usw. - als Aussagen von &
schreiben. Allerdings wiirden sie dadurch unlesbar.

Axiomensysteme

Definition (Axiomensysten)

Ein Axiomensystem von & ist eine endliche oder unendliche Liste
3 = @y, ¢, -.. von Formeln von &.

Implizitin dieser Festsetzung ist, dafl ein Axiomensystem stets rekursiv ist, d. h.

wir konnen von einer gegebenen Formel effektiv entscheiden, ob sie zum System
gehort oder nicht.

Formale Beweise

Wir begniigen uns an dieser Stelle mit einer intuitiven und etwas vereinfa-
chenden Beschreibung von formalen Beweisen. Der interessierte Leser findet
am Ende dieses Kapitels eine detaillierte Beschreibung eines formalen Beweis-
systems, des sog. Hilbert-Kalkiils.

Sei X ein Axiomensystem von £. Ein formaler Beweis A aus T ist eine Liste

VYo, Vi -+5 Wms Qo5 P15 --vs Op

von Formeln von &, die nach bestimmten Regeln gebildetist. v, ..., y,, sind da-
bei Axiome aus X. Intuition ist: Die Formelliste A ist ein Beweis von ¢, mit Hilfe
der Axiome VY, ..., Y. Die eigentliche Ableitung ist @g, ..., @,. Hierbei entsteht
ein @, durch Anwendung einer Rege/ des Kalkiils auf Elemente von y, ..., W, ©g,

oo Pt
Beispiele fiir Regeln sind:

(R1) Aus @ und y bilde oAy (Und-Einfiibrung),
(R2) Aus ¢ >y und ¢ bilde (Modus Ponens).

Seien @, y, y drei beliebige Sitze von &. Wir betrachten als Beispiel das Axio-
mensystem
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=0V oAy

Wir kénnen nun die Aussage  aus X formal beweisen, denn

A = G Y, OAY =X OAVY, X.
® © ©] @ ©®

ist ein Beweis von y mit Hilfe der Axiome aus X:

Die ersten drei Elemente @, @, ® von A sind Axiome.

@ entsteht durch Anwendung von (R1) auf @ und @.

®, die durch A bewiesene Aussage, entsteht durch Anwendung
von (R2) auf ® und @.

Im Prinzip liefie sich jeder umgangssprachlich bewiesene Satz der Mengen-
lehre in einer solchen Weise herleiten. Obwohl formale Beweise nur fiir sehr
einfache Sitze der Mengenlehre oder allgemein der Mathematik direkt durch-
gefithrt worden sind, ist man von der prinzipiellen Moglichkeit tiberzeugt, jeden
in iiblicher Weise bewiesenen Satz der Mathematik in einen formalen Beweis
umwandeln zu kénnen. Die Situation ist dhnlich zur prinzipiellen Auflésbarkeit
einer Eigenschaft in ihre Bestandteile, ihre Umwandlung in eine Formel von &:
Schreiben wir einen iiblichen, umgangssprachlichen mathematischen Beweis
immer ausfiihrlicher auf, so nihert sich seine Gestalt einem formalen Bewesis.
Umgangssprachliche Beweise von wenigen Zeilen kénnen dann Hunderte von
Regelanwendungen erforderlich machen - so wie die Auflsung von ,,R ist eine
Relation® schon eine relativ lange Formel ergibt.

Die ZFC-Axiome in der formalen Sprache

Wir formulieren nun das Axiomensystem ZFC in der Sprache der Mengen-
lehre. Vorab noch einige Bemerkungen zur Notation.

Hier und im folgenden sollen verschieden bezeichnete Variablen auch verschie-
den sein. So gilt dann z. B. fiir Vx 3y @(x, y) immer x # y im Sinne verschiedener
Variablen.

Der Quantor 3! bedeutet ,es gibt genau ein“ und ist fiir jede Formel ¢ defi-
niert durch

Ilxe = IyVx. o> x=y,
wobei y eine Variable ist, die in ¢ nicht vorkommt.
(EXT) Extensionalititsaxiom

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente haben.

Va,y. 6=y <> Vz.2€ex > 2z€y
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(LM) Existenz der leeren Menge
JxVyye x

(PA) Paarmengenaxiom
Zu je zwei Mengen x,y existiert eine Menge z, die genau x und y als Elemente bat.

Ve, ydzVu.ne z &> u=xvu=y

(VER) Vereinigungsmengenaxiom

Zu jeder Menge x existiert eine Menge y,
deren Elemente genau die Elemente der Elemente von x sind.

VedyVz.zey <& Juuexrnzeu

(POT) Potenzmengenaxiom

Zu jeder Menge x existiert eine Menge y,
die genau die Teilmengen von x als Elemente besitzt.

VydyVz.zey & Vu.uez >ucx

(AUS) Aussonderungsschema

Zu jeder Eigenschaft ¢ und jeder Menge x gibt es eine Menge y,
die genau die Elemente von x enthilt, auf die ¢ zutrifft.

Vo, pry oo ppdyVuney < ue x AQ, py, ..., p)

(ERS) Ersetzungsschema

Das Bild einer Menge unter einer Funktion @ ist eine Menge.

Vpr, ooy pu- Va3l @u, v, pyy ..o p0) —
VxdyVv.vey <& Juunex A, v py, ..., p,)

(UN) Unendlichkeitsaxiom

Es existiert eine Menge x, die die leere Menge als Element enthiilt
und die mit jedem ibrer Elemente y auch { y } als Element entbdilt.

dx. (Iy.yexAVzzey) A Vyyex s> JzzexAVouezcu=y

(FUN) Fundierungsaxiom
Jede nichtleere Menge x bat ein Element y, das mit x kein Element gemeinsam bat.

Ve dyyex >3y yexAVz.zey>z¢ x
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(AC) Auswahlaxiom

Ist x eine Menge, deren Elemente nichtleer und paarweise disjunkt sind,
so existiert eine Menge y,
die mit jedem Element von x genau ein Element gemeinsam bat.

V. (Vy (yex—>3Jzzey) AVy,zyexrnzexnyzz>Vuuey>u¢ z)
— dyVz.zex—>3Alnueyruez

Das Axiomensystem von & bestehend aus den unendlich vielen angegebenen
Aussagen von £ bezeichnen wir wie das umgangssprachliche System ebenfalls
mit ZFC.

Formale Beweise im Hilbert-Kalkiil

Wir besprechen nun ausfiihrlicher einen formalen Beweisbegriff fiir die Spra-
che &£ der Mengenlehre. Damit wird die Formalisierung - oder genauer: die
prinzipielle Moglichkeit der Formalisierung - der Mengenlehre vollstindig.

Ansitze zu formalen Beweissystemen finden sich in der Syllogistik des Aristo-
teles. Die Logik blieb dann auch viele Jahrhunderte unter dem Dach der Philoso-
phie hingen, bis sie von der Mathematik als Objekt der Begierde erkannt wurde
und in Folge dann endlich den Auszug aus dem Elternhaus hinter sich brachte.
Den wichtigsten Fortschritt nach Aristoteles bildeten die Arbeiten von Gottlob
Frege (1848 - 1925), und in den Jahrzehnten nach 1900 wurden dann die ersten
brauchbaren mathematischen Logikkalkiile entwickelt. Prominent sind heute
der (Frege-) Hilbert-Kalkiil und der Kalkiil des natiirlichen Schliefiens von Ger-
hard Gentzen. Wir verwenden hier den Hilbert-Kalkiil, der sich einfach definie-
ren lifit, und der dariiber hinaus zur Gewinnung von Resultaten der mathemati-
schen Logik tiberaus gut zu handhaben ist.

Fiir das formale Beweisen selbst ist der Kalkiil des natiirlichen Schliefens angenehmer,
insbesondere in seiner zweidimensionalen Form, bei der Beweise in Form von Biumen
notiert werden. Der Leser konsultiere Lehrbiicher zur mathematischen Logik fiir die
Feinheiten der verschiedenen Kalkiile. Die verschiedenen Kalkiile sind aber allesamt lo-
gisch dquivalent, d. h. sie beweisen dieselben Aussagen. Die Beweise der Kalkiile lassen
sich dartiber hinaus effektiv ineinander tibersetzen.

Der Hilbert-Kalkiil fiir &£ ist ein syntaktisches System auf der Metaebene. Es
beschreibt, welche endlichen Folgen von Formeln einen formalen Beweis bilden.
Ein formaler Beweis beweist dann immer seine letzte Formel.

Der Hilbert-Kalkiil hat zwei Bestandteile: die logischen Axiome und die
Schlufiregel Modus Ponens. Die logischen Axiome zerfallen in aussagenlogische
Axiome, Identititsaxiome und Quantoraxiome.
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Die logischen Axiome des Hilbert-Kalkiils

Wir zeichnen bestimmte Formeln von & als logische Grundaxiome aus. Man
kann diese Formeln als stillschweigende Axiome ansehen, die jedes Axiomen-
system schon mitbringt. Sie liefern keinen mathematischen Inhalt, sondern ver-
binden die logischen Zeichen miteinander, getreu der intendierten Semantik.

Im Hilbert-Kalkiil tauchen wegen des stindigen Einsatzes der Modus-Ponens-
Schlufiregel (s.u.) sehr hiufig Implikationsketten auf. Wir vereinbaren hier
Rechtsklammerung, um Klammern zu sparen: ¢ — y — y ist also ¢ — (y — %),
und @ >y —yx > & ist = (W — (x — &)), usw. Hilfreich fiir das Lesen solcher
Ketten ist die semantische Aquivalenz von ,,aus @ folgt: aus y folgt x“ mit ,,aus @
und vy folgtx“. Allgemein ist ,,@, folgt @, folgt ... folgt @, folgt ¢, “ mit Rechts-
klammerung #quivalent zu ,aus @; und ... und @, folgt @, . “, wobei hier die ¢;
beliebige umgangssprachliche mathematische Aussagen sein sollen. Mit dieser
Lesart wird etwa (i) und (ii) in der folgenden Definition sofort einsichtig.

Definition (aussagenlogische Axiome)
Eine Formel von &£ heifit ein aussagenlogisches Axiom von &£,
wenn sie von einer der folgenden Formen ist:

H ¢—>v-—0,
i) >y —-x 2>@>v) 20>y,

(i) @AY — @,

(iv) oAy >y,

VM) 9o Vo 0y,

Vi) ¢ > oVvy,

(Vi) ¢ >y Vo,

(viii) (@ =>%) > (Y > %) 2> QoVy >y,
(i) (@—=>v) > (V—>0) > (9ey),
® (0ey) > (@>Y)A(y—0),
(i) GA=0 >V,

i) == > 0.

Man erhiltinsgesamt einen logisch dquivalenten Kalkiil, wenn man hier libera-
ler jede aussagenlogische Tautologie als Axiom zulifit. Eine aussagenlogische
Tautologie ist dabei eine Formel von &, die, quantorfrei notiert, durch das be-
kannte Wahrheitstafelverfahren fiir lange Winterabende als wahr in jedem Falle
nachgewiesen werden kann. Wir kénnen zum Beispiel Vx¢ — Vx¢ v 3yo inder
quantorfreien Form y — y v % notieren, und alle vier Kombinationen von Wahr-
heitswerten w (fir wahr) oder f (fiir falsch) fiir yund iy durchspielen, um zu sehen,
daf die Auswertung von v und — mit der iiblichen Semantik am Ende in allen vier
Fillen w ergibt. Es giltetwafvf=f, f > f=w,alsof - (fv{) = f > f =w, ebenso
fiir die anderen drei Fille. Allgemeiner hat man 2"-viele Kombinationen zu iiber-
priifen, wenn eine quantorfreie Formel aus ¢y, ..., ¢, zusammengesetzt ist.
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Obige Liste von Schemata ist aber tibersichtlicher und interessanter als ein allgemeines
Tautologie-Schema (alle Axiome der Liste sind Tautologien). Mit ihrer Hilfe kann man
zudem sehr leicht sinnvolle restriktive Logiken genau definieren: Der einzige Stein, an
dem sich die konstruktive Mathematik im ganzen Hilbert-Park das Knie schligt, ist das
Axiom (xii). Dieses Stabilitits- oder reductio ad absurdum-Schema —— @ — @ macht die Lo-
gik zur klassischen Logik. Lafit man (xii) weg, so erhilt man den Hilbert-Kalkiil fiir die -
fiir den klassisch geschulten Geist nicht unbedingt intuitive - intuitionistische Logik (befiir-
wortet vor allem von Brouwer, und formalisiert von Heyting (1930); vgl. auch [Kolmogo-
rov 1925]). Intuitionistisch ist dagegen spafligerweise immer noch — —— ¢ — — ¢ beweis-
bar, von drei Negationen kann man also zwei fallen lassen.

Gleichwertig zu (xii) tiber den anderen logischen Axiomen ist das tertium non datur-
Schema @ v — @, das die konstruktive Mathematik ebenso scheut wie das Wegstreichen ei-
ner doppelten Negation.

Die sog. Brouwer-Heyting-Kolmogorov Interpretation klirt, was die intuitionistische
Logik will: Unter dieser (informalen) Interpretation gilt: Ein Beweis von ¢ A y liegt ge-
nau dann vor, wenn ein Beweis von @ und ein Beweis von y vorliegt. (Das gilt klassisch ge-
nauso.) Ein Beweis von @ v y liegt genau dann vor, wenn ein Beweis von ¢ oder ein Beweis
von y vorliegt. (Das gilt klassisch nicht: klassisch ist z. B. ¢ v —¢ fiir jede Aussage ¢ be-
weisbar, wihrend fiir jede offene Frage oder jede unabhingige Aussage ¢ weder ein Be-
weis von ¢ noch ein Beweis von — ¢ vorliegt.) Weiter liegt ein Beweis von ¢ — y genau
dann vor, wenn es ein Verfahren gibt, das einen beliebigen Beweis von ¢ in einen Beweis
von Y transformiert. Und schliefilich liegt ein Beweis von — ¢ genau dann vor, wenn es ein
Verfahren gibt, das einen Beweis von ¢ in einen Beweis einer Formel verwandeln wiirde,
deren Nichtbeweisbarkeit man akzeptiert. (Dies gilt klassisch ebenfalls nicht. Das Sche-
ma (xii) = — @ — @ ist gerade etwas, was man mit einer reinen Beweistransformation nicht
begriinden kann, im Gegensatz zu - — — @ = — @ oder auch ¢ > —— ¢.)

—— @ — ¢ wird in der Mathematik durchgehend verwendet, und die Art und Weise der
Verwendung erklirt den Namen reductio ad absurdum: Man will ¢ zeigen. Hierzu macht
man die Annahme non(¢), und zeigt, daf§ aus dieser Annahme Unfug wie ,,0 = 1“ hergelei-
tet werden kann. Dann hat man gezeigt, dafl non(¢) nicht gelten kann, d.h. man hat durch
das Argument non(non(@)) gezeigt. Bis hierhin spielt der Konstruktivist mit (bei kon-
struktiver Argumentation), nicht aber bei dem letzten Schlufi von non(non(9)) auf ¢.
Man mufy den Konstruktivisten rechtgeben, daf ein stindiges ,,Annahme non(¢)“ zur
Manie werden kann, und hiufig auch dort eingesetzt wird, wo es nicht nétig ist. Ob das
schlimm ist, ist die andere Frage.

Verwandt zu reductio ad absurdum ist das Kontrapositionsgesetz oder das Schema des indi-
rekten Beweisens @ — W <> — ¥ — — @. Intuitionistisch gilt (¢ — ¢) > =y — =@, i.a. aber
nicht die Umkehrung, die fiir das indirekte Beweisen gebraucht wird.

Ein noch restriktiveres System ist die Minimallogik [ Johansson 1937]. Hier lifit man
neben (xii) auch noch das ex contradictio quodlibet-Schema (xi) @ A — @ — Y weg. Zudem
streicht man das Negationszeichen — aus der Sprache, fithrt einen 0-stelligen logischen
Junktor L, falsum genannt, ein, und definiert dann — ¢ als die Formel ¢ — L. Das Zeichen
1 selbst gilt als Primformel. Dieses Vorgehen ist auch im Intuitionismus tiblich, und — ¢
als @ — L zu lesen deckt sich mit der obigen Interpretation, sobald L als eine Formel ohne
Beweis angesehen wird. Klassisch kann man den unbestreitbaren formalen Komfort eines
Falsums erreichen, indem man | als Abkiirzung fiir y A — y einfiihrt, mit einem beliebi-
gen . Damit ist die niitzliche Aquivalenz — @ <> @ — L fiir alle @ formal beweisbar.

In grober Analogie: Die klassische Logik verhilt sich zur intuitionistischen Logik so
wie ZFC zu ZF. Und so wie ZF eine interessante Teiltheorie von ZFC ist, ist eine Logik
ohne Stabilitit zwar etwas wackelig, aber nicht uninteressant.
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Definition (Identititsaxiome)
Eine Formel von & heifit ein Identititsaxiom von &, wenn sie von einer der
folgenden Formen ist:

(1) X=X

(i) x=y - ¢,(x) > ¢,(y), wobei@ eine Primformel ist.

Definition  (Quantoraxiome)
Eine Formel von & heifit ein Quantoraxiom von £, wenn sie von einer der
folgenden Formen ist:

(i) @ > Vx @, wobeixnicht frei in ¢ vorkommt,
(i) Vx(p > y) > Vxo — Vx vy,
(iii) Vx ¢ = @.(y),
(iv) o.(y) »3Ix0,
(v) Vx(@ > Wy) > 3Ix@ >\, wobeixnicht frei in y vorkommt.

Die an dieser Stelle etwas seltsame Variablenbedingung im ersten Schema
wird unten klar werden. Semantisch sind die fiinf Schemata sicher korrekt.

Definition (logische Axiome des Hilbert-Kalkiils fiir £)
Eine Formel ¢ von & heifit ein logisches Axiom von &,
falls ¢ eine Generalisierung eines aussagenlogischen Axioms, eines
Identititsaxioms oder eines Quantoraxioms ist.

Istalso @ ein logisches Axiom, so ist Vx ¢ ein logisches Axiom fiir alle Variablen
x. Eine Formel @ gilt als Generalisierung von @, und damit sind alle aufgelisteten
Axiome auch logische Axiome. Die Motivation fiir die technische Variablenbe-
handlung in der Definition der logischen Axiome wird aus dem Beweis der Ge-
neralisierungsregel hervorgehen (s.u.).

Die Schlufiregel des Hilbert-Kalkiils
Im Hilbert-Kalkiil gibt es nur eine Schlufiregel, den Modus Ponens:
Definition (Modus Ponens)
Seien @, y, x Formeln von &. y entstebt aus ¢, y durch Anwendung der Regel

Modus Ponens, falls y von der Form ¢ — ¥ ist.

Die Idee ist: Haben wir @ und ¢ —  bewiesen, so konnen wir auf y schlieffen.
Und diesen Schlufi nennen wir Modus Ponens.
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Formale Beweise im Hilbert-Kalkiil

Definition (formale Beweise im Hilbert-Kalkiil fiir die Sprache der Mengenlebre)
Sei X ein Axiomensystem von &£.
Weiter sei A = @, ..., ¢, eine endliche Liste von £-Formeln.
A heifit ein (formaler) Beweis aus X oder eine Herleitung aus .,
falls fiir alle 1 <i<n gilt:

(i) ¢ ist ein logisches Axiom oder
(ii) @; € X oder
(iii) es existieren 1 <k, € <i derart, dafl @; aus @y, ¢, durch Anwendung
von Modus Ponens entsteht.

Definition (Beweisbarkeit einer Formel, Linge eines Beweises)
Sei X ein Axiomensystem von &, und sei @ eine Formel von &£.
¢ heifit (formal) beweishar aus T oder herleitbar aus X, in Zeichen
2 F @ [Z beweist @], falls gilt:

Es existiert ein Beweis A= @y, ..., ¢, aus T mit ¢ = @,,.
A heifit dann ein Beweis von ¢ aus X der Linge n.

Wir schreiben - @, falls ein leeres Axiomensystem @ beweist, d. h.
falls ein Beweis von @ existiert, der nur (i) und (iii) verwendet.
Gilt - @, so nennen wir ¢ (logisch) beweisbar.

Analog sind %, ¥ - ¢ sowie X, y F ¢ definiert fiir Axiomensysteme X, ¥’ und
Formeln y. Z, ¥’ F @ heifit, daf} in einem Beweis von ¢ Axiome aus X und X’ ver-
wendet werden diirfen. X, ¢ F ¢ heifit, daff in einem Beweis von ¢ neben Axio-
men aus X auch die Formel y als Axiom verwendet werden darf.

Es gilt T I ¢ (in einem Schritt) fiir alle € X und ¢ F ¢ fiir alle Formeln ¢.

Durchgehend verwendet werden die folgenden Beobachtungen einfacher Natur:

Ubung
Fiir alle Axiomensysteme X und alle Formeln o gilt:

@) IstA=0, ..., @, ein Beweis aus Z, so gilt T I @; firalle 1 <i<n.
(ii) GiltZ F @, so existieren Axiome yy, ..., I, aus X mit y, ..., y, F o.

Anfangsstiicke von Beweisen sind Beweise. Und formale Beweise sind immer
finit: Obwohl ein Axiomensystem aus unendlich vielen Formeln bestehen kann,
werden in einem Beweis immer nur endlich viele Axiome verwendet.

In jedem Kalkiil verwenden Beweise Grundannahmen, und ziehen Schliisse
aus diesen Annahmen. Die eigentliche Dynamik eines Beweises im Hilbert-Kal-
kiil steckt im Modus Ponens. Wenn wir in nichttrivialer Weise x beweisen wol-
len, miissen wir vorher irgendwann fiir ein ¢ die Formeln @ —  und ¢ bewiesen
haben. Welches @ man hierbei anstrebt, ist die Kunst. Das gleiche gilt nun aber
fiir @: @ ist entweder ein Axiom, oder entstanden aus y — ¢ und y. Ahnliches gilt
fiir y. Trivial oder Modus Ponens. Tertium non datur.
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Das tatsichliche formale Beweisen im Hilbert-Kalkiil ist qualvoll. Dante hitte
es in seiner Gottlichen Komdédie gut verwenden kénnen. Wer wihrend seines
Lebens etwas gegen die Logik gesagt hat, muf} in der Hoélle formale Beweise im
Hilbert-Kalkiil fithren. Auf Erden verschafft der folgende Satz aus der logischen
Apotheke Linderung:

Satz  (Deduktionstheorem)
Seien X ein Axiomensystem, und seien W,  Formeln von &.
Dann sind dquivalent:

0 Z, vy ko,
@) 2 Fy—>o.

Beweis
(1) ™ (i):
Wir zeigen die Aussage durch metamathematische Induktion
iber die Linge n > 1 eines formalen Beweises A von ¢ aus Z, y.
Entscheidend hierbei sind die aussagenlogischen Axiome (i) und (ii).

Induktionsschritt n

Sei A=y, 0y, ..., ¢, ein Beweis von @, = ¢ aus Z, .

1. Fall: @ ist ein logisches Axiom oder ein Axiom von X.
Dannist ¢, ¢ = y — ¢, y — ¢ ein Beweis von y — ¢ aus X.

2. Fall: ¢ entsteht durch Anwendung von Modus Ponens.
Dann existieren k, € < n mit @ = ¢ — @.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren Beweise
@ Moo VON Ny =Y = @ = Y = @ = @ aus X,
(b) &1, ..., &y von &=y — @ aus Z.
Dann ist
N o NMn-LY 2> — O, &1’ (] é;m’—la VY — @,
V=202 > (W20 2V =0, W =0) 2V =0,y =0
ein Beweis von y — ¢ aus X.
(1) ™ (1):
Sei @y, ... ¢, ein Beweis von ¢, = y — ¢ aus .
- Dann ist @y, ..., 0,_1, ¥ = @, W, ¢ ein Beweis von ¢ aus Z, .

Die absolutistische Existenz des Modus Ponens ist eine Besonderheit des
Hilbert-Kalkiils. Diese Regierungsform wird zwar von einer Unzahl logischer
Axiome gestiitzt, aber ohne das Deduktionstheorem kiime es sofort zur Revoluti-
on. Der Leser wird bei den Ubungen unten sehen, wie niitzlich das Deduktions-
theorem tatsichlich ist. Hier ein einfaches Beispiel: Wir zeigen

0oV Fy-oo0—y.
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Denn ¢ - y -y F ¢ —» y — . Zweimalige Anwendung des Deduktionstheo-
rems liefert @ =y — %, @, y F y. Trivialerweise also ¢ - vy = %, W, ¢ F x.
Zweimalige Anwendung der einfachen Richtung des Deduktionstheorems lie-
fertnung >y -y Fy—->o0—y.

Daneben ist der Satz von theoretischer Bedeutung. Hierzu betrachten wir
noch eine Verallgemeinerung. Durch Induktion folgt aus dem Deduktionstheo-
rem, daf} fiir alle Axiomensysteme X und alle Formeln o, vy, ..., y, gilt:

VW FO gdv TRy .oy, 0.

Es folgt, daf alles, was ein endliches Axiomensystem beweisen kann, sich im we-
sentlichen in der reinen Logik abspielt. DennistZ =y, ..., W, so gilt fiir alle ¢:

ko gl Ry oy, >0

Ein zum Beweis des Deduktionstheorems analoges Argument liefert die fol-
gende Generalisierungsregel:

Satz  (Generalisierungsregel)
Sei X ein Axiomensystem von &, und sei ¢ eine Formel von £ mit X + ¢.
Weiter sei x eine Variable, die in keiner Formel von X frei vorkommt.
Dann giltZ F Vx ¢.

Beweis
Wir zeigen die Aussage durch metamathematische Induktion tiber
die Linge n > 1 eines formalen Beweises A von @ aus X.
Entscheidend hierbei sind die Quantoraxiome (i) und (ii).

Induktionsschritt n
Sei A=y, 0y, ..., @, ein Beweis von @, = ¢ aus Z.

1. Fall: ¢ ist ein logisches Axiom oder ein Element von X.

Dann ist @, ¢ = Vx @, Vx ¢ ein Beweis von Vx @ aus X,
denn nach Voraussetzung ist x nicht frei in @,,.

2. Fall: ¢ entsteht durch Anwendung von Modus Ponens.

Dann existieren k, £ < n mit ¢, = ¢, — ©.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren Beweise

(a) NN VON nm=VX(P(=VX. O — P aus X,
b) &i,...,E von &, =Vx @ aus Z.
Dann ist

N1y ooos NMm-15 Vx. O — O, éli ---,am’—l’ VX(Pk,
(Vx. @ > 0) > Vx @, > Vx @, Vx @ = Vx @, VX

- ein Beweis von Vx @ aus X.
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Besteht ein Axiomensystem X, wie etwa ZFC, nur aus Aussagen, so beweist £
eine Formel @(xy, .... x,) genau dann, wenn X die Aussage Vxj, ..., x, ¢ beweist.
(Die Richtung von rechts nach links erhilt man durch iterierte Anwendung des
Quantoraxioms Vx y — y,(y) und Modus Ponens.)

In manchen Formulierungen des Hilbert-Kalkiils wird eine Generalisierungsregel als
zweite Schlufiregel neben dem Modus Ponens verwendet: Von ¢ darf man immer auf die
Formel Vx ¢ schlieffen, wenn x nicht frei in ¢ vorkommt. Ein Axiomensystem X mufy dann
ausschliefilich aus Aussagen bestehen, was keine wesentliche Einschrinkung ist. Eine ein-
zige Schlufiregel zu haben wird aber dem Hilbert-Kalkiil als Staatsform sicher gerechter
und vereinfacht seine metatheoretische Untersuchung.

Ublmg

Fiir alle Formeln @, y,, alle Variablen x und alle Axiomensysteme X gilt:
O FooW—=x < 0Ay—y,
i) F=oe0 > ya—y,
@) Fov-o,
i) X, Fy und X, - ¢ F vy folgt X F v,
™ F@—>=-9) > -0,
Vi) F(ovy) =>-v—o0,

i) Fooy & —ovy,

(i) Fooy & —my—> -0,
(x) Fovy & m(=moAvy),
x FVxep & —3Ix—0.
xi) F3Ixp & =aVx—0.

Esistinstruktiv zu verfolgen, fiir welche formale Beweise hierbei (und fiir welche Rich-
tungen von <) das Schema — — ¢ — ¢ verwendet wird.

Widerspruchsfreiheit

Definition (Widerspruchsfreibeit)
Sei X ein Axiomensystem von &£. X heifit widerspruchsfrei oder konsistent,
falls es eine Formel ¢ gibt mit non(X F ¢).

Nach der Ubung oben gilt: X ist widerspruchsfrei gdw jeder endliche Teil &’
von X ist widerspruchsfrei. )
Wir halten eine fundamentale Aquivalenz fest.

Satz  (widerspruchsfreie Erweiterungen)
Seien X ein Axiomensystem und ¢ eine Formel von &£.
Dann sind dquivalent:
(i) X erweitert um das Axiom ¢ ist widerspruchsfrei.

(ii) non(Z F—=@).
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Beweis
(i) ™ (ii): Seiy eine Formel mit non(Z, ¢ F y).
Annabme, es gilt X = — o.
Sei dann @y, ..., @, = — @ ein Beweis von — @ aus X.
Dann ist aber

O s Ont; 760, @, 20202V, OV, Y,

ein Beweis von y aus X, ¢, wobei wir die beweisbare Formel
— @ — @ — y verwenden.

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von .

(i1) ™ (i): Wir zeigen non(i) ™ non(ii).
Sei also X erweitert um ¢ widerspruchsvoll.
Dann giltZ, ¢ F—o.
Nach dem Deduktionstheorem giltalso X - ¢ — — @.
Aber (¢ — — @) — — @ ist beweisbar.
- Modus Ponens liefert dann £ F — ¢, also non(ii).

Ausnon(X + @) kanni.a. nichtaufX F — @ geschlossen werden. Die Existenz
unabhingiger Aussagen macht diesen Schluf§ zunichte.

Definition (unabhingig)
Sei X ein Axiomensystem, und sei @ eine Formel von &.
¢ heifit unabbingig von T, falls gilt:

non (X F @) und non(X F— o).

Die Existenz einer von X unabhingigen Aussage impliziert offenbar die Wi-
derspruchsfreiheit von X. Andererseits besagt der erste Godelsche Unvollstin-
digkeitssatz: Ist eine axiomatische Erweiterung X von ZFC widerspruchsfrei, so
existieren immer von X unabhingige Aussagen. Also decken auch beliebig starke
Erweiterungen von ZFC nie alles ab. Die unabhingigen Aussagen des Godelre-
sultats sagen etwa ,,ich bin nicht beweisbar in Z“. Daf§ solche Aussagen unabhin-
gig sind, irritiert nicht unbedingt. Das wirklich Aufregende ist nun aber, dafi wir
iber ZFC unabhingige Aussagen mit einem klaren mengentheoretischen Ge-
halt kennen:

Formale Form des Fundamentalsatzes der Mengenlehre
Ist ZFC widerspruchsfrei, so ist (CH) unabhingig von ZFC.

Dieser Satz ist (wie etwa das Deduktionstheorem) ein Metatheorem. Fiir den
Beweis wird viel Mengenlehre verwendet, und keine Syntaxanalyse des Kalkiils.
Letztendlich liefert der Beweis des Fundamentalsatzes dann aber sogar ein Ver-
fahren, das zeigt, wie wir einen Beweis von (CH) oder von — (CH) in ZFC in ei-
nen Beweis eines Widerspruchs y A — y verwandeln kénnen.
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Ubersetzung des formalen Rahmens in die Objektebene

Man kann mathematische Logik ganz allgemein in der Mengenlehre entwik-
keln, und & erscheint dann in der Objektebene als spezielle pridikatenlogische
Sprache. Als Zeichen der Sprache wihlt man geeignete Mengen, etwaA=3,V =7,
vo =0, v, =2, v, =4, usw. Formeln sind dann wieder bestimmte Folgen von Zei-
chen, und formale Beweise auf der Objektebene sind bestimmte endliche Folgen
von Formeln. Der Transport von Begriffen und Resultaten funktioniert problem-
los von der Metaebene in die Objektebene, und wird tiblicherweise durch Klam-
mern |, |bezeichnet. Etwal A1=3,[ Vv, A 1=(7,4,3,3). Formale Beweise der
wirklichen Welt iibersetzen sich in formale Beweise im Mengenuniversum. ZFC
wird zu einer Menge [ ZFC | von Aussagen auf der Objektebene. Con([ ZFC 1)
ist die Aussage, das es keinen Beweis in%ZF(ﬂ von [ vy vy # vy | gibt (hierbei
steht ,,Con“ fiir engl. ,,consistent®).

Auf der Metaebene haben wir:

(1) Ist ZFC widerspruchsfrei, so gilt non(ZFC F CH).
(i) Ist ZFC widerspruchsfrei, so gilt non(ZFC + — CH).

In die Objektebene tibersetzt sich das etwa als:

(i) ZFC F Con([ ZFC1) — Con([ ZFC + - CH ]).
(i) ZFC F Con([ ZFC1) - Con(] ZFC + CH |).

De facto lifit sich die Spiegelung der Metaebene in eine Objektebene in einer viel
schwicheren Theorie ausfithren, und man kann ZFC links von F in (i) und (ii) etwa
durch die Peano-Dedekind-Arithmetik PA ersetzen, wobei dann nicht nur Zeichen, son-
dern auch z. B. Formeln und Beweise als Zahlen kodiert werden miissen. Die Arithmetik
kann sehr gut dariiber nachdenken, was die Mengenlehre [ ZFC | beweisen kann.

Die Ubersetzung von der Objektebene in die Metaebene ist wesentlich problemati-
scher. Hierzu betrachten wir den zweiten G6delschen Unvollstindigkeitssatz fiir ZFC. Er
lautet schlicht und ergreifend:

(+) Ist ZFC widerspruchsfrei, so gilt non(ZFC Con([ ZEC)).

Im folgenden nehmen wir an, daf§ ZFC widerspruchsfrei ist. Dann ist nach (+) auch das

schriige Axiomensystem ZFC* = ZFC + — Con([ ZFC |) widerspruchsfrei. Es gilt:
ZFC* [ es gibt einen Beweisbvon [0=11in [ ZFCT 1.

Ein Beweis b von 0 = 1 in ZFC auf der Objektebene kann aber dann nicht in einen Beweis
von 0 = 1 in ZFC auf der Metaebene iibersetzt werden, d. h. es gibt keinen Beweis A mit
[ A1 = b. Andernfalls wire ZFC widerspruchsvoll. Wie kann eine solche Ubersetzung
schiefgehen ? Der Grund ist: b ist unendlich lang, die Objektebene eines ZFC*-Univer-
sums hat einen anderen Endlichkeitsbegriff als die Metaebene - und als das platonische
Mengenuniversum V. ,Das® @ von ZFC*, ®* genannt, ist linger als ein platonisches ®, ob-
wohl die Theorie ZFC* felsenfest davon {iberzeugt ist, dafy ®* die erste Limesordinalzahl
ist und genau die Menge der endlichen Ordinalzahlen darstellt.

Fiir den Platoniker ist Con([ ZFC 1) dquivalent mit der Widerspruchsfreiheit von
ZFC. Zudem beweisen grofie Kardinalzahlen die Aussage Con(] ZFC ]). Axiomensyste-
me wie ZFC* sind fiir den Platoniker lediglich ein weiteres Beispiel dafiir, dafi es wahre
Aussagen gibt, die sich nicht in einer begrenzten Theorie wie ZFC beweisen lassen.
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Man kann den zweiten Godelschen Unvollstindigkeitssatz in die Objektebene iiberset-
zen und erhilt dann:

(+) ZFC F Con([ ZFC1) - Con([ ZFC + — Con([ ZECT) 1).
Das ist interessant, aber unbedenklich. Sehr bedenklich wire dagegen:
(=) ZFC ist widerspruchsfrei, aber ZFC F — Con([ ZFC ).

Dieses metamathematische Kuriosum kann niemand als Nonsens entlarven, der ganz in
ZFC verbleibt.

Der Platonist sagt: ,,Man lasse sich durch diese logischen Tricks im Umfeld der Gédel-
resultate nicht verwirren, sondern eher in seiner platonischen Haltung bestirken. ZFCist
eine hiibsche Sammlung von wahren Aussagen tiber das Universum V, die Sitze von ZFC
erfassen aber nicht alle wahren Aussagen. Z.B. ist Con([ ZFC ]) eine wahre Aussage, die
nicht in ZFC beweisbar ist.“ Fiir den Erzplatonisten ist (CH) viel beunruhigender als
ZFC*-Spielereien: Er weif§ nicht, ob (CH) in V gilt oder nicht. Er sucht nach mehr Wis-
sen tiber Mengen, um irgendwann zu sehen, ob (CH) wahr ist oder falsch. ZFC gilt ihm
als ein guter Anfang, aber sicher nicht als das letzte Wort.

Es gibt viele andere Dinge, die ZFC nicht beweisen kann, die ein Platoniker aber fast
fiir selbstverstiandlich hilt. Nach dem Godelschen Vollstindigkeitssatz gilt:

ZFC + Con(] ZFC1) <> IMM E [ ZFC.

Nach dem zweiten Unvollstindigkeitssatz kann also ein widerspruchsfreies ZFC nicht
zeigen, daf es ein Modell von [ ZFC | gibt.

Der formalistische Standpunkt

Ein Gegenentwurf zum Platonismus ist die formalistische Haltung, die ihre
Sicht der Mathematik aus der Moglichkeit eines finiten formalen Rahmens fiir
die mathematische Titigkeit gewinnt. Seine radikalste Form ist: Es gibt die ma-
thematischen Objekte nicht wirklich, es gibt nur Zeichenketten auf dem Papier,
und diese Zeichenketten werden nach festen Regeln manipuliert. Aus Axiomen -
bestimmten ausgezeichneten Zeichenketten - gewinnt man durch diese Mani-
pulationen mathematische Sitze.

Der Formalismus hat den Vorteil grofier Klarheit. Er scheut die metaphysi-
schen Grundannahmen des Platonismus wie der Teufel das Weihwasser, und gibt
eine prizise Anwort auf die Frage, was Mathematik ist.

Die in diesem Buch eingenommene Haltung tendiert stark zum platonischen Entwurf.
Die formale Welt ist uns ein willkommener, das Gebiude tragender Keller, der insbeson-
dere metamathematische Aussagen erméglicht.

Zur Hllustration des formalistischen Standpunkts schliefen wir dieses Kapitel
mit einem neueren Kommentar zum Formalismus.
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H. Dales iiber Formalismus

, ... mathematicians are ambivalent between realism [ Platonismus] and formalism. For
example, I quote from Davis and Hersh (1981, p. 320):

... the typical working mathematician is a [vealist | on weekdays and a formalist on Sundays.
That is, when be is doing mathematics be is convinced that be is dealing with an objective reality
whose properties be is attempting to determine. But then, when challenged to give a philoso-
phical account of this reality, be finds it easiest to pretend that he does not believe in it after all.

... It seems to me that most mathematicians are formalists for all the days of the week. It
is of course very useful when seeking proofs within the formal system to have a ‘realistic
picture’ in one’s mind, and so it is temporarily convenient ... to be a realist ...

I think that the success of the major mathematicians in resolving problems and advan-
cing the subject owes much to their ability to formulate in their mind an appropriate
image of the abstract problem: it must be sufficiently subtle and complicated to capture
the essential features of the question at issue, yet remain sufficiently simple to allow our
limited minds absolutely and fully to explore, in quiet contemplation, all aspects of this
image until we understand it sufficiently to begin the attempt to transfer this understan-
ding to a written account of the general, abstract situation ...

Thus my view is that we are genuine, believing formalists who temporarily act as realists

for reasons of expediency in solving problems.
... The first remark is that formalists practically never use a truly formal language in their
writings (and may not know to do this, even under pressure); they formulate their theo-
rems in the naive language of set theory developed in the XIX™ century by Dedekind and
Cantor. But they are confident that, if their results had to be formalized, this could be done;
and doubtless they are correct in this.“

(H. Dales, ,, The mathematician as a formalist . In: Dales, Olivieri 1998, ,, Truth in Mathematics*)
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Dieses Kapitel bringt keine wesentlich neuen Gesichtspunkte der Axiomatik ZFC. Es ge-
hért aber zur Diskussion des formalen Rahmens dieser Theorie, und zudem hat es aus is-
thetischen Griinden hier seinen Platz, damit wir im zweiten Teil des Buches zur weiteren
Entwicklung der axiomatischen Mengenlehre die bequeme Klassensprechweise bereits
zur Verfigung haben und nicht mit einer Flut von Definitionen beginnen miissen. Am
Ende des Kapitels besprechen wir kurz alternative Axiomensysteme, in denen echte Klas-
sen echten Objektstatus geniefien.

Aufler Mengen gibt es in ZFC keine Objekte. Jedoch ist es bequem und sug-
gestiv, auch iiber sogenannte Klassen reden zu kénnen. Die Intuition ist hier-
bei: Mengen sind kleine Klassen, und Klassen, die keine Mengen sind - soge-
nannte echte Klassen - sind zu grof, um noch Mengen zu sein. Oder: Echte
Klassen sind unbeschrinkte Teile des Mengenuniversums - so wie unendliche

Mengen von natiirlichen Zahlen unbeschrinkte Teile von N sind.
Bei der Diskussion der ZFC Axiome haben wir bewiesen:

—3JzVy yez,

—JdzVy. yezeoyey

Diese Ergebnisse konnen wir suggestiv schreiben als:
—dz z={xlx=x},

—dz z={xIlx¢ x}.

Das Paarmengen- und das Potenzmengenaxiom besagen:
Vx,ydzVuue zcu=xvu=y,

VxdzVu.ue zucy,

mit der Abkiirzungucx=Vz.ze u > z€ x.
Auch diese Axiome konnen wir suggestiv notieren als:

Vx,ydzz={ulu=xvu=y},
Vx3dzz={ulucx}.

Allgemein kénnen wir Ausdriicke der Form {x | ¢(x) } - oder noch allgemei-
ner {x | @(x, py, .-, pn) } fiir bestimmte Mengen (Parameter) py, ..., p, - als
Abkiirzungen verwenden, etwa in den Formen

(@) ye{xlox},
B zc{xlo®},
W {xlox}ci{xlvyx},
©) 7 ={xlo(x},

die nichts anderes bedeuten sollen als:

O. Deiser, Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/ 978-3-642-01445-1_29, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2002, 2004, 2010
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() o(y),

B) Vxez o),

1) Vx. 0(x) = y(x),
®) Vx.xe 7/ & o(x).

Klassen

Definition (Klassen und die Konvention ,,Mengen sind Klassen®)
@) Isto(x,yi,...,y,) eine Formel der Mengenlehre,
und sind py, ..., p, Mengen, so heifit

{X l (P(X’ P1s---> pn) }
die zu ¢ gehorige Klasse (bzgl. p, ..., p,), gelesen:
»die Klasse aller (Mengen) x mit @(x, py, ---, Pn)™

(1)) Jede Menge y kénnen wir wegen des Extensionalititsaxioms als
Klasse auffassen, indem wir y mit { x | x € y } identifizieren.

Nach (ii) ist also jede Menge eine Klasse. Bei der Identifikation von y mit
{x | x € y} wird die Formel ¢(x, y) = x € y mit y als Parameter verwendet.

Klassen bezeichnen wir in der Regel mit grofien oder fettgedruckten Buchsta-
ben A, A, B, B, ... Die Bezeichnung erfolgt oft in der Form A = {x | ¢(x) }.

Definition (das mengentheoretische Universum V)
V = {x | x=x} heifit die Allklasse oder das mengentheoretische Universum.

Wir verwenden Klassen informell als Objekte, streng genommen ist eine Klas-
se aber nichts anderes als eine Formel der Mengenlehre (evtl. mit Parametern).
Klassen sind in diesem Sinn lediglich gut manipulierbare Sprachobjekte, und es
wire unbequem, auf diesen Komfort zu verzichten. Eine Aussage, die Klassen
enthilt, steht als Mitteilung fiir einen ,echten® Satz der Sprache & der Mengen-
lehre (vgl. die Klassen- und £-Formen von (o) - (8) oben).

Definition (A = B, A c B fiir Klassen, echte Klassen)
Seien A={x | ¢(x) }, B={x | y(x) } Klassen (aus Notationsgriinden
unterdriicken wir Parameter). Dann definieren wir:
(1) A=B als die Formel Vx. ¢(x) <> y(x),
(i) Ae B alsdie Formel dx.xe B A x=A,
(iii) AcB alsdie Formel Vx.xe A — xe B,
(iv) Aisteine Menge als Ae V (alsoals Ix x=A),
(v) Aist echte Klasse als A ¢ V (alsoals —3dx x=A).

Sind A oder B Mengen, so stimmen diese Definitionen mit den alten tiberein.
Insbesondere gilt dann fiir jede Menge x, daff x={y | y € x}.
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Weiter haben wir fiir Mengen x und Klassen A = {y | ¢(y) } die folgenden Auf-
l6sungen von Ausdriicken, die x und A enthalten:

xe A istdie Formel ¢(x),

x = A istdie Formel Vz.ze x <> ze€ A,
Ae x istdie Formel 3z.ze x A z=A,
Acx istdie Formel Vy.ye A - yex.

Schliefilich sei wieder Vx € A ¢ die Formel Vx. xe A —» @ und Ix € A ¢ die
Formel 3x.x € A A .

Die Antinomie von Russell und Zermelo wird, wie erwihnt, zum Satz der
Mengenlehre: ,R = {x | x ¢ x} ist eine echte Klasse“. Ebenso ist V eine echte
Klasse. Wir konnen die Antinomien der naiven Mengenlehre also interpretieren
als: ,Es gibt Mengen und echte Klassen.“

Ubung
Seien A, B Klassen. Dann gilt:
(1) A e BfolgtA e V (d.h. eine Klasse hat nur Mengen als Elemente).
(i) Ist A eine echte Klasse und A ¢ B, so ist B eine echte Klasse.

[Verwendung des Aussonderungsschemas. |

Operationen mit Klassen

Definition (AN B, N A, A x B, usw. fiir Klassen)
Seien A={x | ¢(x)}, B={x 1 y(x) } Klassen (wieder ohne Angabe
von Parametern). Dann definieren wir:
(1) AuB = {xIxe Aoderxe B} (={x!| o(x) vy(x)}),
(i) AnB = {xIxe Aundxe B} (={x!| 0(x) Ay(x)}),
(i) A-B = {xlxe Aundx¢ B} (={x1 o(x) A= y(x)}),
(iv) UA = {x | esgibteinye Amitxey},
v) MA = {x|firalleye Agiltxe y},
(vi) AXxB = {x | esgibtac Aundbe Bmitx=(a,b)},
(vi) P(A) = {x | firalleye xgiltye A}.

Ob man in { x | @(x) } die Formel ¢ umgangssprachlich notiert oder als £-Formel ist
Geschmackssache. In jedem Falle wird man aber Abkiirzungen verwenden wie ,,x = (a, b)“
oder ,x ist Funktion®, und damit um umgangssprachliche Formen nicht herumkommen.
Dann ist etwa ,,Vx € y. x ist Funktion A dom(x) = ® eine Mischform. Das gleichwertige

»jedes x € y ist eine Funktion auf ®* ist besser lesbar. Quantoren auszuschreiben ist oft
schoner und hilft, syntaktische Wiisten und Privatnotationen zu vermeiden.

Fiir Mengen stimmen alle Definitionen mit den alten iiberein. Weiter gilt z.B.:

N{AB}=AnB, Ug=0, UV=V, NV=0, No=V.
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Relationen und Funktionen auf Klassen

Wir erweitern nun die Begriffe der Relationen und Funktionen auf Klassen.

Definition (Klassen als Relationen und Funktionen)
Seien A, B, C Klassen.

(i) Aheifit (zweistellige) relationale Klasse auf B oder kurz
Relation auf B, falls A c B x B, d.h. falls jedesx € A
ein geordnetes Paar mit Elementen aus B ist.

(i) A heifit (einstellige) funktionale Klasse oder kurz Funktion,
falls A Relation auf V ist und fiir alle x,y,z gilt:
(x,y) € Aund (x,z) € A folgt y=z.

(iii) Eine Funktion A heifit injektiv, falls fiir alle x,y, z, gilt:
(x,z) € Aund (y,z) € A folgt x=Y.

(iv) Ist A Funktion, so heifit
dom(A) = {x | es gibt ein y mit (x,y) € A} der Definitionsbereich
[engl. domain] von A, und
rng(A) ={y | es gibt ein x mit (x, y) € A} der Wertebereich
[engl. range] von A.
A heifit Funktion auf B, falls A Funktion und dom(A) = B.

(v) A heifit Funktion von B nach C, in Zeichen A : B — C, falls
A Funktion auf B und rmg(A) c C.

(vi) A:B — C heifit surjektiv, falls rng(A) = C.
(vii) A :B — C heifSt bijektiv, falls A injektiv und surjektiv.
Ist F eine Funktion, so schreiben wir wie tiblich F(x) =y fiir (x, y) € F. Analog
sind mehrstellige Relationen A auf B (A € B ... x B) und mehrstellige Funktio-

nen definiert, sowie Schreibweisen F : A; X A, ... XA, — B, usw.
Ist F eine n-stellige Funktion, so schreiben wir im folgenden suggestiv

{F(xq, . 0 x0) | @(xq, .., %) } filir
{z | es existieren xy, ..., x, mitz=F(x{, ..., x,) und ¢(xy, ..., x,) }.
So ist etwa
{xy)lxe Aundye B} =
{z | esexistierenxc€Aundye Bmitz=(x,y) } (=AxB).
Auch die Elementrelation konnen wir als echte Klasse betrachten:

Definition
€ ={(a,b)laeb}.

Hiufig gebraucht werden:
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Definition (Bild, Einschrinkung, Umkebrfunktion, Verkettung, Identitiit)
Seien F, G Funktionen, und sei X eine Klasse.

(1) F”’X = {F(x) | xe dom(F) undx € X} heifit das Bild von X (unter F).

(i) FIX = F n (XxV) heifit die Einschrinkung von F auf X (genauer:
auf X N dom(F)).

(iii) Tst F injektiv, so heifit F™ = { (y,x) | (x,y) € F}
die Umkebrfunktion von F.

(v) GoF = {(x,2z) | xe dom(F), F(x) € dom(G), z= G(F(x)) } heifit
die Verkettung von F und G.

v) id = {(x,x) | xe V} heifit die Identitit,
idy =1d 1A die Identitit auf A.

In der Literatur ist auch F[X] fiir F”X tiblich.

Es gibt viele elementare Eigenschaften dieser Begriffe, z. B.:
(o) Tst Finjektiv, so ist F™' : rng(F) — dom(F) bijektiv.
(B) Sind F: A — Bund G:B — C bijekdiy,

soist GoF: A — C bijektiv.

(y) SindF:A — B,G:B — C,H:C — D Funktionen,
soist(HoeG)eF=Ho (G°F).

(®) SindF:A — Bund G:C — D Funktionen und ist
FIANC)=GI(AnC),
soistFUG:AuC — BuD eine Funktion, usw.
Auch Relationen R und S kann man miteinander verketten:
Rogy S = {(x,2) | es gibtein y mit (x,y) € Rund (y,z) € S}.
Sind E, G Funktionen, so gilt Ge F =Fop, G.

Geordnete Paare

Eine kleine formale Schwierigkeit tritt auf bei der Behandlung von ,,Struktu-
ren“ der Form S = (A, B), wobei hier (zumeist) B ¢ A x A gilt. Ist A eine echte
Klasse, so konnen wir die tibliche Paardefinition (A, B) ={{ A}, { A, B} } nicht
verwenden, da Mengen nur Mengen als Elemente haben.

Wir verwenden aber dennoch die Bezeichnung (A, B) und sagen
»o¢i (A, B) eine Struktur mit ... “ anstelle des formal korrekten
woeien A, B Klassen, B c A x A und es gelte ... “, usw.

Alternativ kann man (A, B) definieren durch:

(A,B) = {{A},{A,B}}, falls A und B Mengen sind,
’ - Ax{0}uBx{1}, falls AechteKlasseoder B echte Klasse.

Hiufig schreiben wir auch (A, B) fiir (A, B).
Standardbeispiele sind (A, € N (A X A)), kurz (A, € |A) oder auch (A, €).
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Aussagen mit Klassen und das Prinzip der Elimination

Ein Satz der Form ,,Sei A eine Klasse mit... Dann gilt... “istals ein Theorem-
schema anzusehen. So wie das Aussonderungsschema aus unendlich vielen Axio-
men besteht - eines pro Formel -, besteht ein solches Theoremschema aus un-
endlich vielen Sitzen - je ein Satz pro Klasse/Formel. Analog ist ein Beweis eines
Theoremschemas streng genommen ein Beweisschema. Ein Beweis von

»Zu einer Klasse A existiert genau eine Klasse B mit... “
zeigt uns:

(1) wie wir aus der A definierenden Formel ¢ eine B definierende Formel y
mit den gewiinschten Eigenschaften konstruieren kénnen (effektiv auf
dem Papier),

(2) dafl B = B’ gilt, falls B’ eine weitere durch y’ definierte Klasse mit den ge-
wiinschten Eigenschaften ist, d. h. der Beweis zeigt:
Fiir alle x gilt: y(x) gdw y'(x).

Setzt man in ein Theoremschema , Fiir alle Klassen A ... “ speziell p=x € y ein,
d.h. bildet den Satz des Schemas fiir A={x | x€ y}, so erhilt man das Analogon
des Schemas fiir Mengen. Die entsprechenden Sitze fiir Mengen werden also au-
tomatisch mitbewiesen.

Grundsitzlich gilt: Klassen lassen sich im Prinzip aus Definitionen und Theo-
remen immer entfernen, indem sie durch Formeln ersetzt werden. In der Praxis
istaber die Durchfithrung einer solchen Elimination nicht erforderlich und wire
wegen der suggestiven Stirke der Klassensprechweise auch nicht wiinschens-
wert. Generell gilt: Keine Angst vor Klassen, auch nicht in ZFC.

Klassen in Rekursionen

Ein wichtiges Beispiel fir eine Umwandlung von Formeln haben wir bereits
im allgemeinen Rekursionssatz kennengelernt: Fir jede Funktion F: V. — V
existiert genau eine Funktion G auf den Ordinalzahlen mit G(a) = F(GIW())
fiir alle Ordinalzahlen o. Ist 9(x, y) die definierende Formel von F, so kénnen wir
die definierende Formel y(c, x) von G aus dem Beweis des Rekursionssatzes ab-
lesen. Sie lautet:

y(o, x) = ,es gibteine Funkdon g: W(a + 1) — V mit
o(gIW(B), g(B)) fiir alle B < a, und es gilt x = g(o)*“.

v ist eine £-Formel. Der Beweis des Rekursionssatzes zeigt, dafi diese Formel y
eine Funktion G definiert, d.h. der Beweis zeigt: Vo 3! x y(a, x), wobei Vo =, fiir
alle Ordinalzahlen o. Weiter zeigt der Beweis, daf} jede andere G definierende
Formel zu y dquivalent ist.

In dieser Weise ist dann etwa x € V,, eine £-Formel, mit der iiblichen rekursi-
ven Definition der V,-Hierarchie. Wir miissen solche Formeln nicht ausschrei-
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ben, aber im Prinzip kénnten wir es tun. Wichtig ist, daff uns ZFC erlaubt, rekur-
sive Definitionen tiber echte Klassen, etwa tiber alle Ordinalzahlen, durchzufiih-
ren. Dabei wird eine funktionale Klasse in eine andere iibergefiihrt, und wir ha-
ben dann Zugriff auf die rekursiv definierten Objekte: Ganz so, wie wir fur jedes
o die Menge { 0. } betrachten konnen, kénnen wir fiir jedes o die Menge V,, be-
trachten und damit arbeiten. Die resultierende Definition von V, wollen wir als
ein letztes konkretes Beispiel der Auflésung einer Rekursion noch einmal explizit
ausschreiben:

V, = ,das eindeutige x mit:
es gibt eine Funktion g : W(ol + 1) — V mit:
g(0) = &,
g+ 1) = P(g(B) firalle p<a,
g = Ug_, g(B) fiir alle Limiten A < a,

x = g(0).¢

Der Ausdruck: ,,z=,das eindeutige x mit y(x)“ meint zunichst, daff wir die Aussage 3! x y(x)
beweisen konnen. In der weiteren Verwendung von z in Formeln ist dann ,,z=u“ oder ,u=z“
identisch mit y(u), ,u € z“identisch mit3x. Y(x) Au€ x, und schliefflich ,,z € u“identisch mit
Ix. y(x) Ax € u. In dieser und keiner anderen Weise taucht dann etwa V, in einer Formel auf,
so etwa in: ,fiir alle Ordinalzahlen o gilt o € V,“, nach € -Auflésung der Abkiirzung oo c V.
Nachdem man sich diese Dinge einmal klar gemacht hat, kann man dann mit diesem stillen
Hintergrundwissen mit den in der Mengenlehre sehr hiufig rekursiv definierten Objekten so
frei umgehen wie mit allen anderen Objekten.

Klassen als echte Objekte

Der Leser mag sich fragen, warum Klassen nicht offiziell als Objekte zugelas-
sen sind, wenn sie sich grofitenteils verniinftig benehmen und man mitihnen vie-
le vertraute Operationen durchfiihren kann.

In der Tat liegt dies nicht daran, dafl man Klassen nicht axiomatisch in den
Griff bekommen wiirde: Es gibt alternative Systeme - NBG von Neumann-Ber-
nays-Godel und das System MK von Morse-Kelley -, die neben Mengen auch
Klassen als Objekte zulassen. Wir werden diese Systeme unten kurz beschreiben.

ZFC hat aber neben seiner Natiirlichkeit weitere Vorteile: Die Theorie ist in
metamathematischen Untersuchungen einfacher zu handhaben. Zudem kann
man Klassen zumeist ohne Scheu verwenden durch die ,,Klassen sind Formeln“-
Konvention. Bei obigen Alternativen kann man sofort die (platonische) Frage
nach Meta- oder Superklassen aufwerfen. Cantor hitte echte Klassen als Objekte
sicherlich abgelehnt. Fiir ihn waren ,inkonsistente Vielheiten“ zwar benennbar,
aber keine echten Gegenstinde der Theorie. Man kann tiber die ,,Vielheit aller
Ordinalzahlen“ reden, und auch Operationen mit ihnen, etwa in ,,die Vielheit al-
ler Paare von Ordinalzahlen“ machen Sinn, aber man hat die Ordinalzahlen Q
oder Q x Q nie als fertiges Ganzes. ZFC folgt in diesem Sinne der Cantorschen
Sicht der Dinge.
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Das System NBG

NBG steht fiir ,,von Neumann, Bernays, Godel“. John von Neumann hat zwi-
schen 1925 und 1928 eine Axiomatik entwickelt, in der echte Klassen als Objekte
zugelassen sind. Paul Bernays untersuchte zwischen 1935 und 1954 ein dhnliches
System, und Godel formulierte 1940 eine auf den Ideen von von Neumann und
Bernays ruhende Axiomatik mit Klassen. Diese Systeme lassen sich sehr natiirlich
in einer Weise formulieren, in der die Unterschiede zu ZFC minimalisiert sind.
(Das originale System von von Neumann benutzt den Funktionsbegriff als
Grundbegriff anstatt der Elementrelation.)

Die Sprache von NBG ist die von ZFC, also &£. Wir schreiben aber die Varia-
blen nun in Grofibuchstaben X, Y, Z, und nennen die Objekte der Theorie nun
nicht Mengen, sondern Klassen. Wir definieren dann:

(+) Xisteine Menge als die Formel 3Y X e Y.

Eine Klasse X heifit echte Klasse, falls X keine Menge ist.

Fiir alle Formeln ¢ definieren wir dann die Mengenquantifikation durch:
Vx ¢ als die Formel VX. X ist eine Menge — ¢(X),

IAx ¢ als die Formel 3X. Xist eine Menge A ¢(X).

Damit treten in Formeln Variablen x, y, z, X, Y, Z auf, die fiir Mengen bzw.
Klassen stehen. Unsere Theorie enthilt aber offiziell nur einen Typ von Objek-
ten, genannt Klassen. Manche dieser Klassen sind Mengen, nimlich genau die,
die sich in einer Klasse als Element finden. Wir haben definiert, was ,, X ist Men-
ge“ heifen soll, so wie wir in ZFC definiert haben, was x C y bedeuten soll.

Die Axiome von NBG sind nun:

(EXT) Extensionalititsaxiom
VX, Yy X=Y & Vz.2e X & ze ¥

(LM), (PA), (VER), (POT), (UN), (FUN)
Diese Axiome sind identisch mit denen von ZFC.

(KOM) Komprehensionsschema
VP,,...,P,3Y¥YVuueY < o(u,Py,...,P,)
wobei @(u, Py, ..., P,)) eine Formel ist, die lediglich Mengenquantoren
enthilt, d. h. alle Quantoren in @ sind von der Form Vx oder 3x.
(Dagegen erlauben wir allgemeine Klassenparameter Py, ..., P,.)
(ERS) Ersetzungsschema
VF Vx. F Funktion » 3y Vv.ve ye Jue x (u,v) € E.

wobei ,,F Funktion“ = , F istrechtseindeutige Klasse von geordneten Paaren®
wie iiblich definiert ist.

(AC) Auswahlaxiom
JF. F Funktion A Vx. 3ye x > Jze x(x,z) € .
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Der wesentliche Unterschied zu ZFC ist also: Wir diirfen volle Komprehensi-
on (iiber Formeln ohne Klassenquantifizierungen) bilden, und erhalten Objekte.
Sind diese Objekte zu grof}, so tauchen sie in keinen anderen Objekten mehr als
Elemente auf. Die echten Klassen bilden in gewisser Weise den Abschlufi der
Mengenwelt, man nimmt ihren Rand noch mit auf.

Es existiert dann etwa die Russell-Zermelo-Klasse R = { x | x ¢ x }, liefert aber
keinen Widerspruch mehr. Dasiibliche Argument zeigtlediglich, dafl R eine echte
Klasse ist. Es gilt R ¢ R. Analog existiert die echte Klasse V = {x | xist Menge } =
{x | 3xx =x} nach dem Komprehensionsschema.

Weiter haben wir in NBG eine starke Form des Auswahlaxioms, eine globale
Auswahlfunktion F auf der Klasse aller nichtleeren Mengen V - { & }. Derartige
globale Auswahlfunktionen F - genauer: Formeln, die F definieren - hat man in
ZFC i.a. nicht (man hat sie aber z.B. in ZFC + ,V = L“).

NBG beweist den folgenden Satz iiber Klassen, der im originalen System von
von Neumann sogar ein Axiom ist, und der an Cantors Idee des ,,Hineinprojizie-
rens” erinnert (vgl. 2.13):

Satz  (von-Neumann-Charakterisierung der Mengen in NBG)
Fiir alle X sind dquivalent:

(1) Xisteine Menge.
(i) Esgibtkein F:X — V surjektiv (mitV = {x | xist Menge }).

NBG hat dagegen keine wirklich neuen Axiome. Fiir das System NBG gilt zu-
dem, daf} eine Aussage, die nur Mengenquantoren enthilt, in NBG - (AC) genau
dann beweisbar ist, wenn sie in ZF beweisbar ist [ Shoenfield 1954], und das glei-
che gilt fiir NBG und ZFC. Die Verwendung von echten Klassen in NBG und ei-
ne globale Auswahlfunkdtion liefern keine neuen Erkenntnisse iiber Mengen.

Andererseits ist NBG im Gegensatz zu ZFC endlich axiomatisierbar: NBG
enthilt zwar wie ZFC ein unendliches Axiomschema in Form der Komprehensi-
on, jedoch gibt es ein zu NBG dquivalentes Axiomensystem bestehend aus Axio-
menAy,...,A . Damitistdann B=A; A.... A A, eine einzige zu NBG (und, was
Mengen betrifft, zu ZFC) dquivalente Aussage, eine Art Weltformel.

Eine etwas andere Formulierung des Systems NBG verwendet eine Sprache £* mit
zwei Sorten von Variablen, nimlich Mengenvariablen x, y, z ..., und Klassenvariablen X,
Y, Z, ... Axiome, die diese beiden Variablen miteinander in Verbindung bringen sind dann
»jede Menge ist eine Klasse“ und ,,jede Klasse enthilt nur Mengen als Elemente®, also Vx
Y x=Yund VX, Y. X € Y - 3z X = z. Ansonsten ist das System analog.

Obwohl ZFC und NBG sehr dhnlich sind, ist an vielen Stellen Vorsicht geboten. So gilt
z.B. in NBG nicht, daf fiir jede echte Klasse X jede Wohlordnung (X, <) von X (im Sinne
der Diskussion in ,,Geordnete Paare“ oben) gleichlang mit (Q, <) ist mit
Q = {a | aist eine Ordinalzahl (und eine Menge) }.

(X, <) = (Q, <) +(Q, <) macht Sinn und ist linger als (Q, <).

Weiter gibt es in NBG i.a. keinen Beweis der ¢-Induktion: Die Induktionsaussage
(0(0) AVne ®. o(n) - ¢(n+ 1)) > Vne ®@n)isti.a. in NBG nur fiir Formeln ¢ be-
weisbar, die lediglich Mengenquantoren enthalten [Mostowski 1951].
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Das System MK

MK steht fiir ,Morse, Kelley“. Es unterscheidet sich durch eine sehr nahelie-
gende Liberalisierung der Komprehension. MK ist genau wie NBG, lediglich
das Komprehensionsschema lautet nun:

(KOM) Komprehensionsschema
VP,...,P,AYVuueY & ¢o(u,Py,...,P,)
wobei ¢(u, Py, ..., P,) eine beliebige Formel ist.

Siehe hierzu [ Morse 19651, den Anhang von [Kelley 1955 ] sowie [ Wang 1949].

Das System MK ist freier als NBG, es gibt keine Verbote mehr bei der Kom-
prehension, ein Formel-Check auf Klassenquantoren entfillt. Die Restriktion
auf spezielle Formeln im Komprehensionsschema von NBG erscheint, 6ffnet
man echten Klassen einmal die Tiir, etwas halbherzig.

Das System MK istim Gegensatz zu NBG nicht mehr endlich axiomatisierbar, und be-
weist neue Aussagen (metamathematischer Natur) iiber Mengen ([Kreisel / Levy 1968],
[Kurata 1964], [Shepherdson 1951, 1952, 1953 ]). Das ist kein Grund, von ZFC auf eine
Klassentheorie zu wechseln, denn die fehlenden Aussagen tiber Mengen lassen sich, eben-
so wie die Konsistenz der Systeme NBG und MK, in Erweiterungen von ZFC um relativ
schwache grofie Kardinalzahlaxiome beweisen (unerreichbare Kardinalzahlen oder
Mahlo-Kardinalzahlen geniigen). Erweiterungen von ZFC um solche grofie Kardinal-
zahlaxiome erlauben es, Modelle fiir mengentheoretische Klassentheorien wie NBG und
MK in einer Objektwelt ohne Klassen zu untersuchen. Es gibt also keinen Grund fiir Neid
und kein Gefiihl des Mangels in einer liberal verstandenen Theorie, die keine Klassen
kennt.

Mehr iiber NBG und MK findet der Leser neben den Originalarbeiten in [ Fraenkel /
Bar-Hillel / Levy 1973].

Vorliufiges Schlufiwort

ZFC, angereichert um eine freie Klassensprechweise, ist bis heute das am mei-
sten verwendete Axiomensystem fiir die Mengenlehre geblieben, und eignet sich
besonders gut zur Gewinnung metamathematischer Resultate. Es ist flexibel,
elegant, ausbaufihig, und geniefit grofie Sympathien in weiten Kreisen der ma-
thematischen Welt. Die Problemgeschichte der Mengenlehre spielte bei der Ge-
staltung von ZFC sicherlich eine grofie Rolle, allen voran Zermelos Beweis des
Wohlordnungssatzes und die naheliegende ,,zu grof3 ! “~-Interpretation der Para-
doxien der vollen Mengenkomprehension. Das iterative Mengenkonzept wird in
ZFC interessanterweise sehr verschmitzt durch die Hintertiir iber das Erset-
zungsschema und die V-Hierarchie implementiert, wihrend sich das System
nach aufien fiir die Mathematik als Ganzes offen und natiirlich gibt. ZFC ist kein
Jahrgangschampagner fiir Kenner, der einen problemlosen Aufbau des Mengen-
universums begleitet, sondern ein Landwein aus recht bodenstindigen Axiomen,
der sich besonders auch bei formlosen Anlissen gut anbieten lifit. Aus mengen-
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theoretischer Sicht ist zwischen dem Auswahlaxiom als Axiom und dem Wohl-
ordnungssatz als Denkgesetz wenig Unterschied, aber psychologisch ist das Aus-
wahlaxiom in seinen vielen ,,offensichtlichen® Varianten ein rhetorisches Genie.
Inwieweit ZFC als eine rustikale ad-hoc-Theorie oder eher als Shakespeare der
Mathematik zu betrachten ist, und welche Rolle bithnenwirksamen Einzelaxio-
men wie ,,V = L und dessen imposantem Gegenchor der grofien Kardinalzahlen
im mathematischen Theater des 21. Jahrhunderts zugeteilt werden wird, bleibt
offen und aufregend.

Riickblickend bildet die Mengenlehre in der Handschrift von Georg Cantor fiir
sich genommen bereits ein vollendetes Ganzes, eine Kathedrale der Mathematik-
geschichte. Sie ist nichts, was man als Vorzeit des Eigentlichen abtun kénnte. Ist
die heutige axiomatische Mengenlehre mit ihrem formalen Fundament auch un-
strittig eine wiirdige architektonische Weiterentwicklung der Cantorschen Ideen,
soistdoch von einer detaillierten geschichtlichen Erforschung der fiir die moder-
ne Mathematik so wesentlichen Jahrzehnte um 1900 noch viel Aufklirung und
Anregung zu hoffen. Der Gang der Wissenschaft wie auch ihr zur Ruhe gekom-
mener Bestandteil ist keineswegs so frei von Zufillen und menschlichen, kulturge-
schichtlichen Motiven, wie es der Begriff der tiberpriifbaren Forschung zuweilen
suggerieren mochte. Eine dominierende Theorie kann auch eine Blockade sein
fiir etwas Neues innerhalb des Alten und aufierhalb des Gewohnten. Cantor, der
das Wesen der Mathematik nichtin ihrer Wahrheit oder Bestindigkeit, sondern in
ihrer Freiheit empfunden hat, trat fiir eine offene Mathematik ein, wenn er auch
unablissig versucht hat, seine Kardinal- und Ordinalzahlen der Welt draufien ans
Herz zu legen. Und auch dieser Text hofft, als Biihne fiir Cantor, Hausdorff und
Zermelo, Zuneigung erweckt zu haben auch fiir eine geisteswissenschaftlich ver-
standene Mathematik und ihre Genese, ihre Einbettung in die Gezeiten des kultu-
rellen Vor- und Zuriickschreitens, fiir Menschen, die darum rangen, Gedanken
fiir sich selber zu kldren, um sie anderen vermitteln zu konnen: Alles ging, wie so
oft, um Sprache. Alles mit dem Ziel, am Ende etwas auf der Zunge zu haben, was
es zuvor nicht gab. Etwas, das h6chsten Kriterien standhalten kann und nirgend-
wo hinzuschielen braucht um sich zu rechtfertigen. Die Unendlichkeit der Ge-
dankenweltist Maf§ wie Feuerfunke fiir den schopferisch titigen Menschen. In der
Mengenlehre wird diese Unendlichkeit selbst zum Thema, und die Mengenlehre
ist letztendlich nur ein exemplarisches Studienmaterial fiir die, die die Kontem-
plation suchen des Seins und des Denkens.
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1. Liste der ZFC-Axiome

Existenz der leeren Menge 3JxVyye x

Extensionalititsaxiom Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die
gleichen Elemente haben. Vx,y.x=y< Vz. zexczey

Paarmengenaxiom Zu je zwei Mengen x,y existiert eine Menge z, die genau
xundy als Elemente hat. Va,y3zVu.ue z¢>u=xvu=y

Vereinigungsmengenaxiom Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, deren
Elemente genau die Elemente der Elemente von x sind.
VedyVz.zeyeduuexrnzeu

Potenzmengenaxiom Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, die genau
die Teilmengen von x als Elemente besitzt.
VydyVz.zeyoVu.nez—ue x

Aussonderungsschema Zu jeder Eigenschaft ¢ und jeder Menge x gibt es
eine Menge y, die genau die Elemente von x enthilt, auf die ¢ zutrifft.

NV, pry e pp3yVune ysue x AQ, py,y ..., pp)

Ersetzungsschema Das Bild einer Menge unter einer Funktion @ ist eine
Menge.
Vpr, oo pu YuIlvo @, v, pyy ..., p,) = VxdyVoveyeoTuue x A

(p(ur Y Py )pn)

Unendlichkeitsaxiom Es existiert eine Menge x, die die leere Menge als
Element enthilt und die mit jedem ihrer Elemente y auch {y } als Element
enthilt.

Jx. (3y.yexAVzzey) AVyyex > dzzexAnVuuezecu=y

Fundierungsaxiom Jede nichtleere Menge x hat ein Element y, das mit x
kein Element gemeinsam hat. V. 3yye x > 3y. ye xAVz.zey >2¢ w

Auswahlaxiom Ist x eine Menge, deren Elemente nichtleer und paarweise
disjunkt sind, so existiert eine Menge y, die mit jedem Element von x genau
ein Element gemeinsam hat.

Va.(Vy (yex—>3zzey) AVyzye xrzexnyzzo>Vuouey->ue 2)
— dyVz.zex—>Iluwueyruez

Konvention: Verschieden bezeichnete Variablen sind verschieden.
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3. Die wichtigsten Arbeiten
von Cantor, Hausdorff und Zermelo

Cantor 1872 Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen

Cantor beweist eine schirfere Form seines Eindeutigkeitssatzes iiber die Entwicklung
einer Funktion in eine trigonometrische Reihe aus dem Jahre 1870.

In der Arbeit findet sich auch die Cantorsche Definition der reellen Zahlen tiber Fun-
damentalfolgen (Cauchyfolgen) aus rationalen Zahlen. Er nimmt die rationalen Zahlen
als Grundlage und definiert fiir Fundamentalfolgen (= reelle Zahlen) a,b die Beziehungen
a=b,a<b,a>bund die tiblichen arithmetischen Operationen.

Cantor 1874 Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen

Beweis der Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen. Beweis der Uberabziihlbarkeit der
reellen Zahlen durch Intervallschachtelung (siehe 1.8). Cantor betont, daf} sich damitein
neuer Beweis der Existenz transzendenter Zahlen ergibt.

Cantor 1878 Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre

Begriff der gleichen und kleineren Michtigkeit beliebiger Mengen. Beweis der Gleich-
michtigkeit verschiedendimensionaler Kontinua endlicher oder abzihlbar unendlicher
Dimension. Zur Konstruktion der Bijektion verwendet Cantor die Entwicklung irratio-
naler Zahlen in Kettenbriiche. Diskussion der Unstetigkeit der Bijektion und des Dimen-
sionsbegriffs. Explizite Angabe der ,,Cantorschen Paarungsfunktion“ (vgl. 1.7). Erste
Formulierung der Kontinuumshypothese.

Cantor 1879 Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (T)

Beginn der Untersuchung von Teilmengen reeller Zahlen (lineare Punktmengen). Be-
griffe: Isolierter Punkt einer Menge, Ableitung einer Punktmenge, ,,iiberall-dicht (in ei-
nem Intervall)“. Cantor iteriert die Operation der Ableitung und teilt die Punktmengen in
zwei Klassen ein, je nachdem ob die Folge der Ableitungen nach endlich vielen Schritten in
der leeren Menge terminiert oder nicht. Cantor wiederholt in dieser Arbeit zudem noch
einmal den Michtigkeitsbegriffund den Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen.

Cantor 1880 Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (IT)

Die Arbeit markiert die Geburtsstunde der Ordinalzahlen. Cantor iteriert die Operati-
on der Ableitung einer Punktmenge ins Transfinite. Er nennt die transfiniten Indizes der

Iteration ,,Unendlichkeitssymbole” und betrachtet z.B. o0, 00 + 1, 00 + 2, ..., 2 00, 2 00 + 1,

2 3 oo 00l P
Zook2, iy Booy oy oot o0t e, T e
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Cantor 1882 Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (IIT)

Cantor diskutiert seine extensionale Auffassung des Mengenbegriffs: Es gentigt, wenn es
sintern determiniert” ist, ob ein Objekteiner Menge angehort oder nicht; eskommtnichtauf
die ,,externe Determination® an, d.h. darauf, ob man tatsichlich feststellen kann, welche der
beiden Moglichkeiten zutrifft (etwa, ob eine gegebene reelle Zahl transzendent ist).

Er wiederholt den Abzihlbarkeitsbegriff, und betont, daf§ die abzihlbare Vereinigung
abzihlbarer Mengen wieder abzihlbar ist.

Cantor zeigt, daf es im R" hochstens abzihlbar viele paarweise disjunkte stetige [ zu-
sammenhingende ] Teilgebiete geben kann. Cantor benutzt zum Beweis nicht die Exi-
stenz einer abzihlbar dichten Teilmenge - etwa Q" -, sondern verwendet das Argument,
mit dem heute iiblicherweise gezeigt wird, dafi es nicht iiberabzihlbar viele paarweise dis-
junkte Mengen von positivem Maf} geben kann.

In dieser Arbeit findet sich auch das Argument, daff beliebige Punkte im R? durch ,,trans-
zendente Pfade® (sogarin Form von Kreisbogen) verbunden werden kénnen, d.h. durch ste-
tige Kurven, deren Punkte alle mindestens eine transzendente Koordinate haben (vgl. 1.8).

Cantor 1883  Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (IV)

Diese Arbeit bringt eine Fortsetzung der Untersuchung der Ableitungsoperation einer
linearen Punktmenge. Weiter zeigt Cantor: Ist [a, b] ein reelles Intervall und P ¢ [a, b]
abzihlbar, so lifit sich P durch endlich viele Intervalle mit beliebig kleiner Intervallsumme
iiberdecken. (Das Argument ist relativ kompliziert; heute zeigt man den Satz sehr einfach
mit Hilfe der Kompaktheit von [a, b].)

Cantor 1883  Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (V)

Diese Arbeit ist die lingste der Reihe und hat iiber weite Strecken philosophischen
Charakter. Cantor fithrt hier die Fortsetzung der natiirlichen Zahlenreihe ins Transfinite
konsequent durch, und rechtfertigt den Begriff ,,Zahl fiir die neuen transfiniten Objekte.

Die transfiniten Zahlen teilt er in Zahlenklassen ein (§ 1), wobei die ersten beiden Zah-
lenklassen im Zentrum stehen: Die erste Klasse besteht aus den natiirlichen (endlichen)
Zahlen, die zweite aus den abzihlbar unendlichen transfiniten Zahlen. Die Kontinuumshy-
pothese lautet dann: Die reellen Zahlen haben die Michtigkeit der zweiten Zahlenklasse.

Anschliefiend fiihrt er den Begriff der ,,Wohlordnung® (§§2 - 3) ein, und charakteri-
siert die transfiniten Zahlen als die Lingen unendlicher Wohlordnungen. Er unter-
streicht die fundamentale Bedeutung dieses Begriffes fiir die gesamte Mengenlehre. Die
elementaren Sitze tiber Wohlordnungen sind ihm intuitiv klar (etwa der Vergleichbar-
keitssatz: Von je zwei Wohlordnungen ist die eine ordnungsisomorph zu einem Anfangs-
stiick der anderen). Er behandelt Addition und Multiplikation von Wohlordnungen.

In §§4 - 8 diskutiert Cantor die Begriffe ,,aktual unendlich“ und ,,potentiell unendlich®,
und verteidigt das Konzept der aktualen Unendlichkeit und die Existenz der transfiniten
Zahlen gegen verschiedene philosophische Einwinde.

Weiter behandelt er noch einmal seine Konstruktion der reellen Zahlen von 1872 iiber
Fundamentalfolgen und vergleicht seinen Ansatz mit den Konstruktionen von Dedekind
und Weierstrafl. Er sieht eine Notwendigkeit, das Kontinuum als ,,mathematisch-logi-
schen Begriff* und nicht als ,religioses Dogma“ zu behandeln (§§9 - 10). In einer Fuf3-
note zu § 10 erwihnt er zum ersten Mal die heute nach ihm benannte Cantormenge C,
das ,,Cantorsche Diskontinuum®.

In § 11 bespricht er Erzeugungsprinzipien fiir die transfiniten Zahlen (Nachfolgerbil-
dung und Limesbildung). Die Zahlenklassen definiert er mit Hilfe eines Hemmungs-
oder Beschrinkungsprinzips, das ihm erlaubt, die Konstruktion der transfiniten Zahlen
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an bestimmten Stellen zu stoppen, etwa dann, wenn zum ersten Mal eine iiberabzihlbare
Zahl erreicht wird. In §12 zeigt er, daf§ die zweite Zahlklasse eine grofiere Michtigkeit hat
als die erste, in § 13, dafi diese Michtigkeit minimal grofier als die Michtigkeit der ersten
Zahlklasse ist. § 14 schliefilich beschiftigt sich mit der Arithmetik der transfiniten Zahlen.

Cantor 1884 Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (V1)

Diese Arbeitist die direkte Fortsetzung von (V), und enthilt fiinf weitere Paragraphen.

In §§15 - 18 wird die transfinit-iterierte Ableitung von Punktmengen behandelt.
Cantor definiert den Begriff der Abgeschlossenheit: P R heifit abgeschlossen, falls die
Ableitung von P [Menge ihrer Hiufungspunkte ] eine Teilmenge von P ist. Wie schon in
Teil (V) heifit eine Menge perfekt, falls sie mit ihrer Ableitung tibereinstimmt (also per-
fekt = abgeschlossen + keine isolierten Punkte). Das Hauptergebnis dieser Thematik ist
der Satz von Cantor-Bendixson: Ist P c R tiberabzihlbar und abgeschlossen, so existiert
eine eindeutige Darstellung P = Q U A mit Q N A = &, Q perfekt, A abzihlbar.

§ 18 leitet die Mafitheorie ein: Cantor definiert erstmalig in der Geschichte einen In-
halt fiir beliebige Teilmengen im R". Der hier vorgestellte Ansatz wurde von Jordan und
Peano weiterverfolgt und fithrte zum endlichen additiven Peano-Jordan-Inhalt. Borel
und Lebesgue entwickelten die 6-additive Mafitheorie.

§ 19 beschiftigt sich wieder mit perfekten Teilmengen von R. Cantor zeigt, dafi jede
perfekte Menge die Michtigkeit von R hat. Hierzu verwendet er die Cantormenge
[1883b], und zeigt, dafl jede beschrinkte nichtleere perfekte Teilmenge von R, die keine
nichttrivialen Intervalle enthilt, dhnlich ist zur Cantormenge C. Zusammen mit dem Satz
von Cantor-Bendixson ist damit die Kontinuumshypothese fiir die abgeschlossenen Men-
gen bewiesen: Jede abgeschlossene Menge ist endlich, abzihlbar unendlich oder von der
Michtigkeit von R.

Cantor 1892 Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre

Beweis von IMI| < [P(M)| fiir alle Mengen M mit Hilfe des Diagonalverfahrens:
Cantor beweist, daff die Menge aller Funktionen von M nach { 0, 1 } von gréfierer
Michtigkeit ist als die Menge M.

Cantor 1895 Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre (I)

Die zwei Teile der ,Beitrige” bilden Cantors abschliefende, systematische Darstellung
seiner Mengenlehre. Diese etwa 70 Seiten sind das erste Lehrbuch der Mengenlehre.

Die Arbeit beginnt mitseiner beriihmten Mengendefinition der ,Zusammenfassung zu ei-
nem Ganzen®. In §§ 1 - 6 wird dann der Michtigkeitsbegriff behandelt (Grofienvergleiche,
ArithmetikmitMichtigkeiten, Endlichkeit, die kleinste unendliche Michtigkeit X ). § 7 fithrt
den Begriff der einfach geordneten Mengen [totale oder lineare Ordnungen] ein, § 8 behan-
deltihre Addition und Multiplikation. §9 bringtein neues Resultatiiber die Charakterisierung
des Ordnungstyps der rationalen Zahlen: ,, Jede dichte, unbeschriinkte und abzihlbare lineare
Ordnung ist ordnungsisomorph zu den rationalen Zahlen®. § 10 untersucht unendliche auf-
steigende und absteigende Folgen in linearen Ordnungen (Fundamentalreihen).In §11 cha-
rakterisiert Cantor die reellen Zahlen rein ordnungstheoretisch. (Die heutige Form ist: Jede
vollstindige, unbeschrinkte lineare Ordnung, die eine abzihlbare dichte Teilmenge besitzt,
istordnungsisomorph zudenreellen Zahlen; Cantorverwendet,,perfekt“statt ,vollstindig“.)

Cantor 1897 Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre (II)

§§12 - 14 beschiftigen sich mit Wohlordnungen und Ordnungszahlen [ Ordinalzahlen,
oder, im unendlichen Fall, transfiniten Zahlen]. § 15 fiihrt ,,die zweite Zahlklasse“ der ab-
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zihlbaren Ordnungszahlen ein, und in § 16 wird die Gleichmichtigkeit der zweiten Zahl-
klasse mit der ,zweitkleinsten Kardinalzahl X “ gezeigt. In §17 zeigt Cantor die Cantor-
sche Normalform der Darstellung von abzihlbaren Ordnungszahlen. § 18 beschiftigt sich
mit der Exponentiation von Ordnungszahlen. Die Exponentiation wird durch transfinite
Rekursion definiert. In § 19 wird ein allgemeinerer Satz iiber Normalformen der Darstel-
lung abzihlbarer Ordnungszahlen bewiesen. § 20 schliefilich behandelt die sogenannten
e-Zahlen (Fixpunkte der Ordinalzahlexponentiation f(ar) = @*.)

Hausdorff 1904 Der Potenzbegriff in der Mengenlehre

Die erste mengentheoretische Arbeit von Hausdorff, dreiseitig und skizzenhaft, mit
»aus dem Sprechsaal tiberschrieben. Hausdorff gibt die ,Hausdorff-Formel* der Kardi-
nalzahlarithmetik an. Interessant ist weiter die Behauptung der Regularitit von Nachfol-
gerkardinalzahlen, aus der sich der Multiplikationssatz fiir Wohlordnungen ergeben wiir-
de. Bewiesen wurde dieser dann aber vollstindig wohl erst von Hessenberg 1906.

Hausdorff 1906 - 1907 Untersuchungen iiber Ordnungstypen I -V
Hausdorff 1907 Uber dichte Ordnungstypen
Hausdorff 1908 Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen

In diesen Arbeiten untersucht Hausdorff lineare Ordnungen, ihre Typen und ihre
Arithmetik. Ziel war eine Klassifikation dieser Typen, wie sie Cantor vollstindig fiir die
Wohlordnungen gelang. Hausdorft bewies hier wichtige Struktursitze, etwa tiber dichte
und zerstreute Ordnungen und Liicken in linearen Ordnungen. Daneben entwickelte er
eine allgemeine Potenzierungstheorie, die z. B. zur Hausdorff-Hessenberg-Darstellung
der Ordinalzahlpotenz fiihrte.

Die Vielzahl von Begriffen und Ergebnissen iiber lineare Ordnungen kann hier nicht
wiedergegeben werden. Einiges findet der Leser unten zu Kapitel 4 und 6 der ,,Grundziige
der Mengenlehre®, insbesondere zu Verallgemeinerungen des Typs 1 =1 der rationalen
Zahlen. Diese sogenannten 1,- Typen sind intuitiv an jeder Stelle besonders dicht gepack-
te lineare Ordnungen.

Bemerkenswerte Eigenarten der Arbeiten sind ihr von den umhergeisternden Parado-
xien unbeirrter Stil und ihre schlafwandlerisch sichere Weiterentwicklung der Cantor-
schen Begriffe und Ideen. Hausdorff hat mit einem Schiff der Cantorschen Mengenlehre
neue Kontinente entdeckt, wihrend fast alle anderen die Flotte vor dem Sinken retten
wollten. Sogar Paul Mongré mufite vor Kapitin Hausdorff zuriicktreten. In seinem Buch
von 1914 hat dieser dann die meisten seiner Entdeckungen kartographiert.

Hausdorff 1914 Grundziige der Mengenlehre

Das Buch hat zehn Kapitel, und l4fit sich in zwei grofiere Themengebiete unterteilen:
Allgemeine Mengenlehre mit einem Schwerpunkt auf der Ordnungstheorie (Kapitel 1 -
6) und daneben die mathematische Theorie des Raumbegriffs: topologische und metri-
sche Riume, stetige Funktionen und Funktionenfolgen, Mafitheorie (Kapitel 7 - 10).

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 1:
Mengen und ihre Verkniipfungen: Summe, Durchschnitt, Differenz.

Das Kapitel gibt eine Einfithrung in den ,naiven Mengenbegriff“. Hausdorff bespricht
den iterativen Charakter der Mengen: Mengen lassen sich zu neuen Mengen zusammen-
fassen. Weiter betont er die fiir die Mathematik fundamentstiftende Kraft des Konzepts
der unendlichen Menge. Auf die noch ,nicht abgeschlossenen®, ,dufierst scharfsinnigen
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Untersuchungen® von Ernst Zermelo will er aber nicht weiter eingehen. Das Kapitel geht
dann also ohne die axiomatische Bewaffnung die ersten Schritte der Mengenlehre:
Schnitt, Vereinigung, Differenzen, Mengensysteme (etwa Ringe, 6-Systeme), Dualitit,
limes inferior und limes superior von Mengenfolgen, Folgen reeller Zahlen, usw.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 2:
Mengen und ihre Verkniipfungen: Funktion, Produkt, Potenz.

Kapitel 2 bringt die erste rein mengentheoretische Definition von ,,Funktion®, basie-
rend auf einer Definition des geordneten Paares (a, b) als Menge {{a, 1}, {b, 2 }}. (Diese
wurde 1921 von Kuratowski zum heute iiblichen geordneten Paar (a,b) ={{a},{a,b}}ver-
bessert.) Nach einer Definition der Abzihlbarkeit folgen die Betrachtung von ,,grofien”
Schnitten, Vereinigungen und Produkten, und eine Diskussion von Rechenregeln, etwa
der Distributivgesetze.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 3:
Kardinalzahlen oder Michtigkeiten.

Hausdorff hatsich fiir die Durchfiihrung all der hiitbschen Motive der ersten beiden Ka-
pitel immerhin 45 reich instrumentierte Seiten gegénnt. Nun folgt ein Kapitel iber Men-
genlehre im eigentlichen Sinn. Hausdorff referiert die Cantorsche Auffassung von Kardi-
nalzahlen als Ergebnis eines Abstraktionsprozesses, kritisiert die Russellsche Definition,
die echte Klasse aller zu einer Menge gleichmichtigen Mengen als Kardinalzahl zu defi-
nieren, und gibtsich dann selber mit dem ,,formalen Standpunkt” zufrieden, bei dem jeder
Menge ein Ding zugeordnet wird in der Weise, dafi gleichmichtigen Mengen das gleiche
Ding entspricht. Und genau diese ,,Dinge“ werden dann per Ritterschlag als Kardinalzah-
len oder Michtigkeiten geadelt. Dasist gerade formal problematisch, aber Hausdorffkann
damit tberaus bequem und fehlerfrei arbeiten. Auf diese sehr abstrakten Zuordnungen
folgt zur Erholung von Autor und Leser die Erliuterung des Vergleichs von Michtigkei-
ten durch eine Paarbildung von ,,Apfeln und Birnen“, dhnlich unseren Nuffhaufen in 1.4.
Innerhalb der Diskussion des Vergleichbarkeitsproblems beweist Hausdorff den Satz von
Cantor-Bernstein-Dedekind; er gibt einen Beweis mit natiirlichen Zahlen nach Bernstein
und einen zahlenfreien nach Dedekind-Zermelo. Danach werden Summe, Produkt und
Potenz von Michtigkeiten definiert. Hausdorff beweist nun: IN| < M| fiir jede unendli-
che Menge M, den Satz von Cantor iiber die Potenzmenge, und den Satz von Kénig-Zer-
melo iiber Summe und Produkt von Kardinalzahlen. Schliefilich werden die Kardinaliti-
ten X, 2%, 2? NO, also die Michtigkeiten von N, R und & ins Auge gefafit und die tiblichen
Gleichungen bewiesen, z.B. etwa 2% - 2% = 2% Hausdorff notiert das Kontinuumspro-
blem, und bemerkt, daf§ es ,,bis jetzt allen Bemithungen widerstanden® hat.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 4:
Geordnete Mengen. Ordnungstypen.

Start der Untersuchung von geordneten Mengen, die sich iiber drei Kapitel erstreckt.
Lineare Ordnungen werden als Mengen von geordneten Paaren eingefiihrt, die (in heuti-
ger Sprache) die Bedingungen der Linearitit, Irreflexivitit und Transitivitit erfiillen. Die
Definition ist so ein unmittelbarer Vorliufer der heutigen Definition einer Ordnung als
Struktur (M, <). Hausdorff definiert nun die Ahnlichkeit (Ordnungsisomorphie) zweier
linearer Ordnungen, und fiihrt anschliefend analog zu seinem Kardinalzahlbegriff den
Begriff des Ordnungstypus ein als das allen ordnungsisomorphen Mengen Gemeinsame:
Wieder denkt er sich jeder geordneten Menge ein ,,Zeichen® o an die Seite gestellt derart,
dafl isomorphe Ordnungen das gleiche Zeichen erhalten. Anschliefend werden Verkniip-
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fungen von Ordnungen betrachtet, etwa die Summenbildung und Produkte mit endlich
vielen Faktoren. Es folgt eine Diskussion von Strecken und Stiicken einer geordneten
Menge. Danach wendet sich Hausdorff der Feinstruktur einer linearen Ordnung zu, und
bespricht Begriffe wie ,dicht, ,Liicke®, ,Stetigkeit®, ,zerstreut” usw. Weiter wird hier
auch der heute zentrale Begriff der Konfinalitit besprochen, der 1906 von Hausdorff und
Hessenberg eingefithrt wurde: Eine Teilmenge N einer linear geordneten Menge M heifit
konfinal in M, falls fiir jedesx € M einy € N existiert mit x <y. Die Bezeichnung konfinal
stammt von Hausdorff. Die Konfinalitit von M ist dann die kleinste Kardinalitit einer
konfinalen Teilmenge von M. Sie gibt die minimale Anzahl der Schritte an, die benétigt
werden, um in einer lineare Ordnung ,,von links nach rechts gehend® bis an ihr Ende zu
gelangen.

Im letzten Abschnitt des Kapitels wird gezeigt, daff es genau R-viele Ordnungstypen
von abzihlbaren linearen Ordnungen gibt. Diesen Satz hatten Bernstein und Hausdorff
aufbauend auf Anregungen von Cantor unabhiingig voneinander bereits 1901 gefunden.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 5:
Wohlgeordnete Mengen. Ordnungszahlen.

Hausdorff definiert Wohlordnungen als lineare Ordnungen, deren ,jedes von Null ver-
schiedene Endstiick ein erstes Elementhat“. Die Ordnungszahlen sind dann die Ordnungsty-
pen von Wohlordnungen. Es folgt ein Beweis des Vergleichbarkeitssatzes. Hausdorf fithrt
hier die ,,durchweg festgehaltene” Notation ,,W(ot) = Menge der Ordinalzahlen < o ein, die
bei der Neumann-Zermelo-Definition tiberfliissig wird, unter der W(or) = o gilt. Hausdortt
gibteine arithmetische Liste fiir die ersten Ordinalzahlen nach Cantorschem Vorbild. Es folgt
ein Abschnittiiber transfinite Induktion, in welchem auch Normalfunktionen, d.h. monotone
und stetige Funktionen auf den Ordnungszahlen untersucht werden. Hausdorff definiertihre
Fixpunkte als , kritische Zahlen“. Die Untersuchung des Phinomens geht auf Cantor (1897),
Hessenberg (1906) und Oswald Veblen (1908) zurtick.

Weiter geht es mit Ordinalzahlarithmetik. Danach werden Alephs als die Michtigkeiten
unendlicher Wohlordnungen eingefiihrt, und die mit Ordnungszahlen indizierte Folge al-
ler Alephs betrachtet. Hausdorff beweist hierauf den Hessenbergschen Multiplikations-
satz von 1906 in einer Variante des Jourdainschen Beweises von 1908.

Hausdorff definiert weiter regulire Ordnungszahlen: o ist regulir, falls die Konfinalitit
von o gleich o ist; die Konfinalititist hierbei die kleinste Michtigkeit einer in W(a) kon-
finalen Teilmenge (vgl. Kapitel 4 oben). Hausdorff zeigt, daf} alle Alephs der Form X, ;
regulir sind. Er stellt wie schon 1908 die Frage nach der Existenz regulirer Alephs mit Li-
mesindex, und schreibt:

»Wenn es also regulire [ Alephs ] mit Limesindex gibt (und es ist bisher nicht gelungen,
in dieser Annahme einen Widerspruch zu entdecken), so ist die kleinste von ihnen von ei-
ner so exorbitanten Grofie, dafi sie fiir die tiblichen Zwecke der Mengenlehre kaum jemals
in Betracht kommen wird.“

Die Rede ist von schwach unerreichbaren Kardinalzahlen, die heute die kleinsten gro-
ien Kardinalzahlen sind - ,,groff* ist immer relativ -, und die, wie ihre viel gréfieren Ver-
wandten, fiir die Zwecke der Mengenlehre von zentraler Bedeutung sind. Ihre Existenz ist
in ZFC nicht beweisbar, sie sind aller Wahrscheinlichkeit nach widerspruchsfrei, und fith-
ren mittlerweile eine zumindest platonisch gutgesicherte Existenz. Der Name ,uner-
reichbar® geht auf Kuratowski zuriick, und zeigt wie der Ausdruck ,,exorbitant®, wie viel
Respekt man dem David unter den grofien Kardinalzahlen damals entgegenbrachte.

Am Ende des sehr reichhaltigen Kapitels wird als Desert dann auch noch der Wohlord-
nungssatz von Zermelo bewiesen.
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Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 6:
Beziehungen zwischen geordneten und wohlgeordneten Mengen.

Das siebzig Seiten starke Kapitel beginnt mit einem Ordnungsbegriff, der heute in der
Mathematik tiberall zu finden ist: Hausdorff definiert teilweise geordnete Mengen (par-
tielle Ordnungen). Hausdorff beweist in diesem Kapitel das heute nach ihm benannte Ma-
ximalititsprinzip, aus dem sich z. B. das ,Zornsche Lemma“ unmittelbar gewinnen lifit.

Hausdorff definiert das Produkt A=%8;c jA;={f | f:] — Uie] A, f(i) € A;fiirie J}von
linearen Ordnungen iiber einer linear geordneten Indexmenge J. Die Elemente dieses Pro-
dukts konnen durch Vergleich an der Stelle ihres kleinsten Unterschiedes geordnet werden,
falls eine solche kleinste Stelle existiert. Es entsteht so eine partielle Ordnung (lexikogra-
phische Ordnung von A). Ist ] wohlgeordnet, so ist die Ordnung auf dem Produkt linear.

Im allgemeinen Fall linearer Indexmengen J kann Hausdorff eine maximale lineare
Teilmenge der partiellen Ordnung auf dem Produkt definieren (ohne Riickgriff auf sein
Maximalititsprinzip).

Weiter untersucht Hausdorff Verallgemeinerungen des Ordnungstyps 1 =1 der ratio-
nalen Zahlen. Fiir Leser mit speziellem Interesse hierzu zwei Begriffe. Zunichst definiert
Hausdorff n, (fiir ein o0 > 0) als den Typusvon M, = {f | f: W(w,) — {0,1,2},f ist
schliefilich konstant gleich 1 }, lexikographisch geordnet. Weiter definiert Hausdorff: Ei-
ne lineare Ordnung heifit n,-Menge, falls zwischen einer monoton aufsteigenden Folge
der Linge < R, und einer dariiberliegenden monoton absteigenden Folge der Linge < X,
immer noch Punkte der Ordnung liegen. Solche Folgen laufen also niemals auf eine Liik-
ke der Ordnung zu. Offenbar sind die rationalen Zahlen 1ny-Mengen, und ihr Typ ist .
Hausdorff zeigt insbesondere, daf§ fiir jedes o gilt:

1. Jede Menge vom Typ M, 1 ist eine 1, -Menge der Grofie 2%«

2.Je zwei ng-Mengen der Michtigkeit X, sind ordnungsisomorph.

3.Jede Ordnung der Grofie R, lifit sich in jede 1,-Menge ordnungstreu einbetten.

Dien,-Mengen haben also eine bemerkenswerte Universalititseigenschaft. Der Leser ver-
gleiche die Aussagen mit der Charakterisierung des Ordnungstyps 1 =1, durch Cantor. Fiir
die Existenz von 1, ;-Mengen der Michtigkeit X, ; ist2¥* = R, | notwendigund hinrei-
chend. Gilt (GCH), so bergen die sehr einfach definierten lexikographischen Ordnungen
M, der Grofie X, alle linearen Ordnungen der Grofie X, in sich, ganz so, wie sich
in die rationalen Zahlen alle abzihlbaren Ordnungen hineinkopieren lassen.
Das Kapitel widmet sich dann noch ,rationalen Ordnungszahlen“. Danach werden Alter-
nativen zur lexikographischen Ordnung auf dem Produkt von linearen Ordnungen disku-
tiert, und der Spezialfall eines Produktes betrachtet, dessen Faktoren alle die linearen
Ordnungen der reellen Zahlen sind.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 7:
Punktmengen in allgemeinen Riumen.

Der zweite Teil des Buches beginnt mit diesem Kapitel, und das Kapitel selbst mit den
Worten:

»In der Anwendung auf die Punktmengen des Raumes, in der Klirung und Verschir-
fung der geometrischen Grundbegriffe hat die Mengenlehre ihre schénsten Triumphe
gefeiert, die selbst von denjenigen zugestanden werden, die sich der abstrakten Mengen-
lehre gegeniiber skeptisch verhalten.”

Hausdorff motiviert mit diesem Loblied zu Beginn eines Themenwechsels sowohl die
von der abstrakten Ordnungstheorie erschopften Leser, als auch diejenigen, die gerne
mehr von der abstrakten Mengenlehre gehort hitten. Und in der Tat beginnt nun etwas
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ganz anderes, auch wenn Hausdorff sich Miihe gibt, den Ubergang etwas weicher zu ma-
chen. Nach wenigen Absitzen, die den Wunsch nach méglichst allgemeinen Definitionen
der Raumbegriffe begriinden, definiert Hausdorff ,metrische Riume“ iber ,Entfer-
nungsaxiome® und danach ,topologische Riume* iiber ,,Umgebungsaxiome“. Mit der
Wortwahl ,,topologisch® will Hausdorff ,,andeuten, daf} es sich um Dinge handelt, die oh-
ne Mafl und Zahl ausdriickbar sind“. Wihrend den metrischen Riumen eine reellwertige
Abstandsfunktion zwischen den Punkten zugrunde liegt, sind es bei topologischen Riu-
men nur die Beziehungen, die abstrakte ,,Umgebungen® eines Punktes untereinander er-
fiillen. Hausdorffs Definition eines metrischen Raumes ist die heute iibliche, seine Defini-
tion eines topologischen Raumes hat sich spiter im wesentlichen durch eine Bearbeitung
durch Heinrich Tietze (31.8.1880 - 17.2.1964) 1923 zur heutigen Definition vollendet.
Bemerkenswert ist, dafy Hausdorff, der in seinem Buch wie anderswo die Zermelo-Axio-
matik fiir die Mengenlehre nicht diskutiert, seine Raumlehre in eine axiomatische Form
giefit. Die intendierte Vielzahl von Modellen fiir metrische und topologische Riume im
Gegensatz zur eindeutig empfundenen Welt der Mengen mag hierfiir der Grund sein.

Im folgenden diskutiert Hausdorff innere Punkte, Randpunkte, ,,Gebiete“ (heute: offe-
ne Mengen; Hausdorffs topologische Riume sind iiber Umgebungsbasen definiert, noch
nicht tiber offene Mengen), Beriihrpunkte, Hiufungspunkte, Verdichtungspunkte, die
Cantorschen Begriffe ,,abgeschlossen, insichdicht und perfekt®, kompakte Mengen nach
Fréchet (Mengen, bei denen jede unendliche Teilmenge einen Haufungspunkt hat, ,,abge-
schlossen® ist hier noch nicht dabei) und beweist zugehorige elementare Sachverhalte,
insbesondere die Uberdeckungseigenschaft (Satzvon Borel), die heute zur Definition von
ykompakt“ verwendet wird. Ausfiihrlich werden Begriffe der Relativtopologie bespro-
chen, etwa ,,A ist abgeschlossen in M“. Von grofier Wirkung ist Hausdorffs Definition des
Zusammenhangs: ,,Eine von Null verschiedene Menge A heifit zusammenhingend, wenn
siesich nichtin zwei fremde, von Null verschiedene, in A abgeschlossene Teilmengen spal-
ten 1ifit.“ Nach einer Behandlung des Begriffs ,,dicht* und der in 2. 12 wiedergegebenen
Konstruktion perfekter nirgendsdichter Mengen gibt Hausdorff dann zum Abschlufi des
Kapitels einige Anwendungen der Begriffe fiir die reellen Zahlen.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 8:
Punktmengen in speziellen Riumen.

Die Themen in diesem fast 100 Seiten starken Kapitel sind:

- erstes und zweites Abzihlbarkeitsaxiom (in heutiger Sprache: jeder Punkt hat eine ab-
zihlbare offene Umgebungsbasis bzw. der Raum selbst hat eine abzihlbare offene Umge-
bungsbasis). Hausdorff bewegt sich schrittweise von allgemeinen topologischen Riumen
startend zu spezielleren Riumen, bis hin zu den metrischen Riumen.

- Cantors Punktmengenanalyse. Hausdorff startet mit dem Satz, daf§ c-auf- oder c-ab-
steigende Folgen von offenen oder abgeschlossenen Mengen in Riumen, die das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen, hochstens abzihlbar sind, und diskutiert den Cantorschen
Ableitungsprozef. Es folgt ein wichtiger weiterer Schrittin der deskriptiven Mengenlehre:
Hausdorff fithrt den Begriff des Residuums @(M) einer Menge M ein, ¢(M) = y(y(M)), mit
y(M) = M’ - M. Er nennt (M) eine ,,viel energischere” Reduktion von M als die Bildung
von M N M. Mistreduzibel, falls die iterierte Anwendung der ¢-Operation zur leeren Men-
ge fithrt. Hausdorff charakterisiert die reduziblen Mengen als gewisse Vereinigungen von
Differenzen abgeschlossener Mengen und weiter als diejenigen Mengen, die sowohl %,
(d.h. eine abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen) als auch % (d.h. ein ab-
zihlbarer Schnitt von offenen Mengen) sind. Vieles ist beim Schreiben des Buches brand-
neu, und einige Resultate finden sich nur in den Anhingen des Buches.
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- Beispiele fiir topologische Riume, die den euklidischen Riumen ,,bisweilen recht ver-
schieden” sind, etwa unendlich dimensionale Riume und Funktionenriume.

- eingehende Untersuchung metrischer Riume. Insbesondere werden Borelmengen fiir
metrische Riume diskutiert, die durch Abschluf der abgeschlossenen Mengen F und der
offenen Mengen G unter den Operationen J ({5 = Menge aller abzihlbaren Schnitte von
Mengen aus s{) und 6 (94, = Menge aller abzihlbaren Vereinigungen von Mengen aus s{)
entstehen. Dies liefert eine Hierarchie der Linge oy, deren erste Stufen &, 4, %, 95, F 55,
Y5, --- sind. Die Borel-Hierarchie wird fortan zur unverzichtbaren Leiter zu den Aus-
blickspunkten der deskriptiven Mengenlehre.

- kompakte Mengen in metrischen Riumen, totale Beschrinktheit, Bedingungen fiir
Kompaktheit.

- vollstindige Riume. Hausdorff beweist den Satz von Young (1903 ): In einem vollstin-
digen metrischen Raum ist jede §5-Menge, d.h. jeder abzihlbare Schnitt von offenen
Mengen, abzihlbar oder von der Michtigkeit von R. Im Anhang beweist Hausdorff die
Kontinuumshypothese sogar fiir alle G5, 5-Mengen in vollstindigen metrischen Riumen,
die eine abzidhlbare dichte Teilmenge besitzen (heute: polnische Riume). Dieses Resultat
ist eine wichtige Vorstufe zum Beweis der Kontinuumshypothese fiir alle Borelmengen in
polnischen Riumen (Hausdorff und unabhingig Alexandrov 1916).

- Euklidische Riume R" mit der iiblichen Metrik, Polygone und Wege in der Ebene R’.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 9:
Abbildungen oder Funktionen.

Nach verschiedenen Charakterisierungen von ,, fist stetig im Punkta“ mit Hilfe des Um-
gebungsbegriffs beweist Hausdorff zentrale Sitze iiber stetige Funktionen, etwa daf§ der
Zusammenhang unter dem Bild einer stetigen Funktion erhalten bleibt. Anschliefend wer-
den (Jordan-) Kurven und der Dimensionsbegriff besprochen, wobei auch die Hilbertsche
Surjektion (vgl. Anhang 1.9.) diskutiert wird. Schliefilich werden noch Folgen von stetigen
Funktionen betrachtet, nebst den Bedingungen, die einen stetigen Limes garantieren.

Hausdorff 1914  Grundziige der Mengenlehre, Kapitel 10:
Inhalte von Punktmengen.

Hausdorffs Behandlung dieses weiten Feldes hier ebenfalls nur in Schlagworten: In-
haltsbegriff, Peano-Jordan-Inhalt, Lebesgue-Mafi, Lebesgue-Integral. Von besonderer
Bedeutung ist Hausdorffs paradoxe Zerlegung der Kugeloberfliche, die sich in einem
Nachtrag zu Kapitel 10 ganz am Ende der Grundziige findet: Hausdorff zerlegt die Ober-
fliche K der dreidimensionalen Einheitskugel U in vier paarweise disjunkte Mengen A, B,
C und Q derart, dafy Q abzihlbar ist, und die drei Mengen A, B, C sowohl untereinander
kongruent sind (d. h. in diesem Fall: durch Drehungen zur Deckung gebracht werden
kénnen), als auch kongruent zu B U C. Banach und Tarski haben in [Banach / Tarski 1924]
dhnlich ,paradoxe (,wilde“) Zerlegungen fiir die Kugel selbst konstruiert. (Der Leser sei
dahingehend beruhigt, daf} sich die Zerlegungen von Hausdorft, Banach und Tarski we-
der mit der Laubsige noch mit modernster Computertechnik simulieren lassen.)

Hausdorffs Zerlegung zeigt, daf} es keinen kongruenzrespektierenden Inhalt auf K gibt
(zur Definition eines Inhalts siehe 2.9). Ein Inhalt I auf der Kugeloberfliche K respektiert
Kongruenz, falls gilt:

(+) I(A) =I(B) fiir kongruente A,B c K,
Daf} es nun einen Inhalt I mit (+) auf P(K) wegen der Hausdorff-Zerlegung nicht geben
kann, sieht man so. Zunichst mifite I(Q) = 0 gelten: Annabme, 1(Q) =8> 0. Seidannne N
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derart, dafi n - 8 > 1 gilt. Da Q abzihlbar ist, findet man leicht Drehungen my, ..., T, der
Kugel, die die Menge Q in paarweise disjunkte Mengen Qq, ..., Q, tiberfithren. Dann ist
aberI(Q; U ...uQ,) =n-I(Q) > 1, Widerspruch. Also haben wir I(Q) = 0 und damit also
I(AUBUC) =1.AberI(A) =I(B) =I(C) = 1/3, I(A) = I(B U C) =I(B) + I(C) = 2/3 nach
Konstruktion von A, B, C, Widerspruch.

Hausdorff 1916 Die Michtigkeit der Borelschen Mengen

Hausdorff zeigt, daf§ jede iiberabzihlbare Borelmenge in R eine nichtleere perfekte
Teilmenge besitzt. Damit ist jede Borelmenge abzihlbar oder von der Michtigkeit des
Kontinuums. Unabhingig von Hausdorff hat diesen Satz im gleichen Jahr auch Alexan-
drov bewiesen.

Hausdorff 1927 Mengenlehre (zweite Auflage der ,,Grundziige®)

»Mengenlehre“ ist eine sowohl gekiirzte als auch erweiterte Auflage des Originals. Im
Vorwort notiert Hausdorff hierzu, ,daf§ der dufiere Rahmen, in dem das Buch jetzt er-
scheint, eine starke Einschrinkung des Umfangs gegeniiber der ersten Auflage® erforderte.
Die Behandlung der Mafi- und Integrationstheorie fillt weg, und statt dem ,,topologischen
Standpunkt, durch den sich die erste Auflage anscheinend viele Freunde erworben® hatte,
werden nun fast ausschliefilich nur noch metrische Riume betrachtet. Weiter wurde der
Ordnungstheorie eine Didtauferlegt, dafiir bringt das Buch aber neue Pralinen aus deskrip-
tiver Sicht. Hausdorff diskutiert viel ausfiihrlicher als in den ,,Grundziigen® die Borel-
Hierarchie, und kommt dann zu den Suslinschen Mengen, die heute analytische Mengen
heifien, und bequem als die Bilder von Borelmengen unter stetigen Funktionen eingefiihrt
werden kénnen. Aquivalent ist die Definition iiber die sog. s¢-Operation, die (wahrschein-
lich) auf Suslin und Alexandrov zurtickgeht (zur Definition von s siehe 2.12). Die s4-Ope-
ration, angewendet auf abgeschlossene Mengen, erzeugt genau die analytischen Mengen.
Bemerkenswert ist, dafl man in einem Schritt nur aus den abgeschlossenen Mengen sogar
mehr als die Borelmengen erhilt. Es gibt analytische Mengen, die nicht Borelsch sind, und
die Borelmengen sind genau die analytischen Mengen A, deren Komplement R - A eben-
falls analytisch ist (Satz von Suslin 1917). Weiter kann man die Kontinuumshypothese
(und stirker die Scheeffer-Eigenschaft) fiir die analytischen Mengen zeigen (Lusin, Suslin
1917).

All diese Dinge tiber ,einfache, definierbare Teilmengen von R“, und mehr, finden sich
im Buch von Hausdorff, und einige Paragraphen zusammengenommen bilden fiir sich ein
kleines Lehrbuch der elementaren deskriptiven Mengenlehre.

Zermelo 1901 Uber die Addition transfiniter Kardinalzahlen

In seiner ersten mengentheoretischen Arbeit beweist Zermelo: Sind a und b, n € N,
Kardinalzahlen, und gilta + b, =afiirallene N,sogilta+X . n b, = a. Insbesondere folgt
aus a + b = a fiir Kardinalzahlen a und b, dal a = a + o - b gilt (Fall b = b,, fiir alle n). 1901
standen weder der Wohlordnungssatz noch der Multiplikationssatz zur Verfiigung. Kar-
dinalzahlen werden hier im Sinne von Cantors Definition einer Kardinalzahl durch Ab-
straktion angesehen. Der wesentliche Trick der Argumentation ist die Verwendung der
trivialen Gleichung 2 - ® = , und besteht in der folgenden Rechnung, die den ,,insbeson-
dere“-Teil liefert: Seia=a+b. Danngilta=a+b+b=a+b+b+b,usw. Das ,usw.“ liefert
einc20mita=mb +c¢ (). Danngiltabera=2wb+c=0b+c+ob=a+wb.

Zermelo hilt fest, dafi sich sein Beweis als eine Verallgemeinerung von Bernsteins Beweis
des Satzes von Cantor-Bernstein auffassen lifit: Die oo-vielen bsina=0+D0+... + c entspre-
chen den ,,Orbitmengen® C,, C, ... im Beweis von Cantor-Bernstein (mit |Cy| = b).
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Zermelo 1904 Beweis, dafi jede Menge wohlgeordnet werden kann

Untertitel: ,,Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe.“ (Fiir Ausziige dieser Ar-
beit siehe 2.5.)

In den drei Seiten dieser Arbeit zeigt Zermelo seinen Wohlordnungssatz: ,,Jede Menge
138t sich wohlordnen. Die Arbeit setzt eine kontroverse Diskussion iiber das im Beweis
verwendete (und deutlich als unbeweisbares Prinzip isolierte) Auswahlaxiom in Gang.

Die insbesondere von Hilbert in seiner Problemsammlung 1900 geidufierte Hoffnung,
mit Hilfe einer Wohlordnung der reellen Zahlen das Kontinuumsproblem lésen zu kon-
nen, erfiillt sich nicht: Zermelos Beweis gibt keine Auskunft iiber die Linge einer solchen
Wohlordnung, anhand derer man die Michtigkeit der reellen Zahlen ablesen konnte.

Als Konsequenzen des Wohlordnungssatzes hebt Zermelo den Vergleichbarkeitssatz
und den Multiplikationssatz hervor.

Zermelo 1908 Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung

Der erste Teil der Arbeit (§1) bringt einen gegeniiber dem Beweis von 1904 anders or-
ganisierten Beweis des Wohlordnungssatzes; Zermelo vermeidet hier jeden Bezug auf die
Ordnungstheorie, insbesondere wird der Fundamentalsatz fiir Wohlordnungen nicht
mehr benutzt. Wieder wird die Verwendung des Auswahlaxioms klar dargestellt.

Der Hauptteil der Arbeit (§2) setzt sich dann (polemisch, aber inhaltlich korrekt) mit
den vielen Kritiken an seinem Wohlordnungssatz auseinander. Zusammenfassend betont
Zermelo, daf} seit dem Jahre 1904 ,trotz eingehender Priifung” keine mathematischen
Fehler in seinem Argument gefunden wurden.

Zermelo 1908 Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. I

Diese Arbeit enthilt die mengentheoretische Axiomatik von Zermelo. Ziel ist, ,,daf§
man die Prinzipien [der Mengenbildung] einmal eng genug einschrinkt, um alle Wider-
spriiche auszuschliefien, gleichzeitig aber auch weit genug ausdehnt, um alles Wertvolle
beizubehalten.“ Zermelo spricht von einem ,,Bereich® von Objekten [ mengentheoreti-
sches Universum ]. Die Objekte, die er auch ,,Dinge“ nennt, zerfallen in Mengen und
Urelemente. Zwischen den Dingen gibt es als Grundrelation die Elementbeziehung. In
dem Bereich aller Objekte gelten dann die sieben Zermeloschen Axiome: Axiom der
Bestimmtheit [ Extensionalititsaxiom ], der Elementarmengen, der Aussonderung, der
Potenzmenge, der Vereinigung, der Auswahl, des Unendlichen. Die Russell-Zermelo-
Antinomie fillt weg, denn aus den Axiomen folgt: ,, Jede Menge M besitzt mindestens eine
Untermenge [ Teilmenge] M, die nicht Elementvon M ist.“ Hieraus folgt, ,daf nichtalle
Dinge x des Bereiches 0 Elemente ein und derselben Menge sein konnen; d.h. der Bereich
%0 ist selbst keine Menge.“

Der zweite Teil der Arbeit behandelt den Michtigkeitsbegriff. Die Gleichmichtigkeit
zweier Mengen M, N definiert Zermelo - mangels des Begriffs eines geordneten Paares
- zuniichst nur zwischen disjunkten Mengen. Sind M, N disjunkt, so ist eine Abbildung
[Bijektion] von M nach N definiert als eine Menge ® bestehend aus ungeordneten Paa-
ren {m,n}mitme M, ne N, derart, daf§ jedes Element von M U N in genau einem
{m, n} e ® vorkommt. Disjunkte M und N heifien gleichmichtig, falls eine Bijektion
von M nach N existiert. Spiter wird dann auch die Gleichmichtigkeit beliebiger Men-
gen M, N definiert: M und N heifien gleichmichtig, falls eine zu M und N disjunkte
Menge R existiert, die sowohl gleichmichtig zu M als auch zu N ist.

Es folgen die Hauptsitze der Theorie der Michtigkeiten; insbesondere zeigt Zermelo
den Aquivalenzsatz [ Satz von Cantor-Bernstein ] ohne Verwendung der natiirlichen Zah-
len - mit Referenz an die Dedekindsche Kettentheorie.
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Weiter wird der Satz von Cantor und der Satz von K6nig-Zermelo aus der Kardinal-
zahlarithmetik bewiesen.

Zermelo 1930  Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche: Neue Unter-
suchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre

Zermelo stellt seine abschlieffende Axiomatik vor und untersucht Modelle fiir dieses
Axiomensystem. Er nimmt eine nichtformalistische Haltung ein (und entwickelt sein Sy-
stem weiterhin fern der Pridikatenlogik erster Stufe).

Seine Axiomatik umfafit nun das Fraenkelsche Ersetzungsaxiom und das Fundie-
rungsaxiom. Andererseits betrachtet er das Auswahlaxiom hier nicht als Axiom, sondern
als ,allgemeines logisches Prinzip“. Ebenso fehlt das Unendlichkeitsaxiom ,als nicht zur
allgemeinen Mengenlehre gehorig”. Modelle, in denen das Unendlichkeitsaxiom falsch
ist, betrachtet er aber ,,nicht als wahre ,Modelle‘ der Cantorschen Mengenlehre®. Er be-
merkt: ,Aus ihnen heraus fiihrt erst mein fritheres Axiom des Unendlichen.“

Das Fundierungsaxiom hat Zermelo unabhingig von Fraenkel und von Neumann formu-
liert. Die Arbeit enthilt bereits die Idee zum Beweis der Widerspruchsfreiheit dieses Axioms
relativ zu den iibrigen Axiomen durch Riickzug auf den fundierten Teil des Universums.

Zermelo untersucht ,,,Bereiche‘, bestehend aus Mengen und Urelementen,” in denen
diese Axiome gelten, sogenannte ,Normalbereiche“. Zermelo zeigt, daf Normalbereiche
durch zwei Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind: Die Michtigkeit der Ur-
elemente und ihre Héhe, d.h. den Typus ihrer Ordinalzahlen.

Wesentliches Hilfsmittel der Untersuchung ist die ,,Schichtung® eines Normalbe-
reichs. Zermelo riickt hier zum ersten Mal die kumulative Hierarchie in den Mittelpunkt,
die zuvor schon von Mirimanov (1917) und von Neumann (1925) angedeutet wurde.

In heutiger Sprache kann man sein Vorgehen und seine Resultate so beschreiben:
Zermelo bildet V, = jalle Urelemente®, V,,; = P(V,) U V| fiir alle Ordinalzahlen
o, Vy = Uy V, fiir alle Limesordinalzahlen A. Er zeigt dann, dafl V,, genau dann
ein Normalbereich ist, wenn o eine stark unerreichbare Kardinalzahl (,,Grenzzahl“)
ist, wobei ,Normalbereich“, d. h. Modell fiir die Axiome, zweitstufig interpretiert
wird (und werden muf} fiir die Beweisrichtung ,,V,, ist Normalbereich® folgt ,,o stark
unerreichbar®).

Zermelo betont, dafl er die Existenz von Normalbereichen nicht aus den Axiomen ab-
leiten kann, entwickelt aber ein Bild der Mengenwelt, in der ein Normalbereich auf den
anderen folgt und diesen fortsetzt, sodaf} die echten Klassen des einen Bereiches zu Men-
gen in den darauffolgenden Bereichen werden. Insbesondere kann dann jeder Normalbe-
reich auch als Menge aufgefafit werden. Die Folge der derart aufeinander autbauenden
Normalbereiche betrachtet Zermelo analog zu den Ordinalzahlen als unbegrenzt. Konse-
quent formuliert er ,,die Existenz einer unbegrenzten Folge von Grenzzahlen [stark uner-

reichbaren Kardinalzahlen]“ als ,,neues Axiom fiir die ,Meta-Mengenlehre‘“.



4. Zeittafel zur frithen Mengenlehre

Die folgende Tafel dokumentiert wichtige Stationen der Entwicklung der Mengenlehre.
Abgedecktist etwa der Zeitraum von 1873 - 1930, wobei dariiber hinaus die mengentheo-
retischen Resultate von Godel aus den 30er Jahren und Cohen von 1963 angesprochen
werden. Die Tafel endet mit einem sehr knappen Eintrag zu modernen Entwicklungen.

Daten zur allgemeinen Logik sind nicht eingearbeitet. Zur Auswahl ist zu dariiber hin-
aus zu sagen, daf} der Autor unter ,,Mengenlehre® die (intuitiv oder formal prisentierte)
mathematische Theorie versteht, in deren Zentrum die Begriffe der Michtigkeit und der
Wohlordnung stehen. Daher sind keine Daten aufgenommen, die Beitrige zur blofien
Bildung des Konzepts ,,Menge“ - etwa solche von Bolzano, Dedekind, Riemann - und
seiner wachsenden Bedeutung fiir die Mathematik des 19. Jahrhundert widerspiegeln
wiirden.

Die Jahreszahlen beziehen sich auf den Zeitpunkt der Veréffentlichung von Resultaten,
wenn es aus dem kommentierenden Text nicht anders hervorgeht.

7. Dezember 1873 : Uberabzihlbarkeit von R

Geburtstag der Mengenlehre. Cantor beweist die Uberabzihlbarkeit der reellen Zah-
len, wobei die Vollstindigkeit von R benutzt wird - das wohl in den 80er Jahren gefundene
Diagonalargument stellt er erst 1891 der Offentlichkeit vor. Er verffentlicht sein Resul-
tat 1874 zusammen mit einem auch von Dedekind gefundenen Beweis der Abzihlbarkeit
der algebraischen Zahlen. Es ergibt sich so ein neuer Beweis fiir die Existenz transzenden-
ter Zahlen. (Manche Historiker wiirden das ,auch® im vorletzten Satz wahrscheinlich
streichen. Cantor zumindest hat Dedekind in der Arbeit unerwihnt gelassen, und spiter
aufrecht erhalten, den Beweis selbst gefunden zu haben. Der Autor dieses Buches bleibt
bei ,,auch“.)

1878 : Michtigkeitsbegriff, IR"| = IRI, Kontinuumshypothese

Definition von ,zwei Mengen haben die gleiche Michtigkeit“ und ,eine Menge hat
kleinere Michtigkeit als eine andere” durch Cantor. Die Vergleichbarkeit von zwei Men-
gen bzgl. ihrer Michtigkeit nimmt Cantor hier noch als gegeben an; das Problem wird
erst 1904 durch den Wohlordnungssatz von Zermelo vollstindig gelost.

Cantor zeigt, dafl R" und R gleichmichtig sind fiir allen > 1.

Erste Formulierung der Kontinuumshypothese.

Diagonalaufzihlung von N* durch ein Polynom zweiten Grades.

1880 : iterierte Ableitungen,
arithmetische Notationen fiir die Stufen transfiniter Prozesse
Cantor macht die ersten Schritte im Reich der transfiniten Zahlen. Durch die iterierte

Ableitung von Punktmengen entstehen erste arithmetische Notationen fiir die Stufen
transfiniter Prozesse (in heutiger Sprache bis etwa hin zu g;). Cantor spricht von einer
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ydialektische[n] Begriffserzeugung, welche immer weiter fithrt und dabei frei von jegli-
cher Willkiir in sich notwendig und konsequent bleibt. In einer Fufinote gibt er an, mit
dieser Begriffserzeugung der transfiniten Ordnungen schon seit zehn Jahren vertraut zu
sein.

1882 : Klassisch-Platonischer Mengenbegriff, Separabilitit von R"

Cantor nennt eine Menge wohldefiniert, ,wenn auf Grund ihrer Definition und in Fol-
ge des logischen Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten® es ,,intern bestimmt“ ist, ob ir-
gendein Objekt (einer gegebenen ,Begriffssphire“) der Menge angehort oder nicht, und
ob zwei in verschiedener Weise definierte Elemente einer Menge identisch sind oder ver-
schieden. Es ist fiir die Wohldefiniertheit und damit fiir die Existenz der Menge nicht we-
sentlich, ob das Elementsein von Objekten und das Gleichsein von Elementen tatsichlich
auch ,extern bestimmt® ist, d. h. durch einen Beweis erkannt werden kann.

Beweis (in heutiger Formulierung), dafl R" fiir jedes n > 1 separabel ist, d.h. es existiert
eine abzihlbare dichte Teilmenge von R™.

1883 : Wohlordnungsbegriff, Erzeugungsprinzipien, perfekte Mengen,
Kardinalzahlen und Ordinalzahlen als Universalien

Cantor beschreibt zwei ,,Erzeugungsprinzipien“ (Nachfolgerbildung und Limesbil-
dung), die transfinite Zahlen generieren. ®-Notation fiir die erste transfinite Zahl.

Cantor definiert den Begriff einer wohlgeordneten Menge, und stellt damit dem Be-
griff der Michtigkeit die wichtigste Begriffsbildung der Mengenlehre an die Seite.

Definition einer perfekten Menge von reellen Zahlen. Cantor gibt auch ein Beispiel fiir
eine nirgends dichte nichtleere perfekte Menge - die heutige Cantormenge, deren fern-
ostlich anmutende Visualisierung der Leser auf dem Buchdeckel findet.

In einem Vortrag im September in Freiburg stellt Cantor der Offentlichkeit seine Vor-
stellung von Kardinalzahlen und Ordinalzahlen als Allgemeinbegriff oder ,,Universalien“
vor, die er spiter in seinen Schriften wiederholt und erliutert (vgl. die Zitate am Ende von
1.4 und am Anfang von 2.6, und siehe [ Cantor 1887].)

1884 : Losung des Kontinuumsproblems fiir abgeschlossene Mengen

Definition einer abgeschlossenen Menge von reellen Zahlen durch Cantor. Satz von
Cantor-Bendixson: Es existiert eine eindeutige Zerlegung einer abgeschlossenen Punkt-
menge in ihren perfekten Kern und einen abzihlbaren Rest. Cantor zeigt weiter, daf§
nichtleere perfekte Mengen immer die Michtigkeit der reellen Zahlen besitzen. Zusam-
mengenommen ergibt sich, daf} abgeschlossene Mengen immer abzihlbar oder von der
Michtigkeit des Kontinuums sind, und damit ist die Kontinuumshypothese fiir die abge-
schlossenen Mengen bewiesen.

1887 : Philosophische Arbeit von Cantor

In seinen ,,Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. I* verteidigt Cantor seinen aktual
unendlichen Mengenbegriff gegen philosophische Einwinde, und er erliutert seine Vor-
stellung von Kardinal- und Ordinalzahlen als durch Abstraktion gewonnene Gebilde aus
Einsen (vgl. Eintrag zu 1883).
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1888 : Endlichkeitsdefinition von Richard Dedekind

In seinem Buch ,,Was sind und was sollen die Zahlen® definiert Dedekind: Eine Menge
ist unendlich, wenn sie zu einer echten Teilmenge von sich selbst gleichmichtig ist. Dieses
Charakteristikum unendlicher Mengen findet sich bereits in den einleitenden Worten
von [ Cantor 1878].

1891 : Satz von Cantor: Das Diagonalargument

In einem Vortrag auf der ersten Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in
Halle zeigt Cantor durch Diagonalisierung, dafi (in heutiger Formulierung) die Potenz-
menge einer Menge immer grofiere Michtigkeit hat als die Menge selbst (Satz von
Cantor). Aus dem Beweis ergibt sich das Diagonalverfahren fiir eine Liste reeller Zahlen in
Dezimaldarstellung, mit dem die Uberabziihlbarkeit von R heute zumeist bewiesen wird.

1895/1897 : Cantors abschlieffiende systematische Darstellung der Mengenlehre

Zwei lingere, lehrbuchartige Artikel von Cantor. (Neue Hauptresultate und Konstruk-
tionen: Charakterisierung der Ordnungstypen von Q und R, Vergleichbarkeitssatz fir
Wohlordnungen, Definition der Ordinalzahlpotenz durch transfinite Rekursion, Cantor-
sche Normalform, e-Zahlen.) Cantor hat seit lingerer Zeit Einsichten in ,,zu grofie“ Zu-
sammenfassungen, ver6ffentlicht aber hierzu nichts.

1897 : Bernstein beweist den Satz von Cantor-Bernstein-Dedekind

In einem Seminar in Halle beweist der 19jihrige Felix Bernstein den Satz. Cantor teilt
den Beweis Borel auf dem ersten internationalen Mathematiker-Kongref} in Ziirich mit,
der ihn in [Borel 1898] veroffentlicht (als Resultat von Bernstein). Dedekind hatte 1887
einen Beweis gefunden, ihn aber nicht in seinem Buch ,,Was sind und was sollen die Zah-
len?“ von 1888 veroffentlicht, und ihn auch Cantor nicht mitgeteilt. Zermelo hat 1908
den Beweis von Dedekind wiederentdeckt, dieser selbst findet sich im Nachlafy von Dede-
kind (siehe [ Dedekind 1930 - 1932]).

1900 : Hilberts Problemliste, Bericht von Arthur Schoenflies

Hilbert setzt Cantors Kontinuumsproblem an die erste Stelle seiner Liste von offenen
Fragen, die er auf dem zweiten internationalen Mathematiker-Kongref} in Paris vorstellt.
Arthur Schoenflies verfafit im Auftrag der Deutschen Mathematiker-Vereinigung einen
250-seitigen Bericht iiber ,,Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkei-
ten“. Dieser Bericht wird 1908 erginzt und erscheint 1913 in tiberarbeiteter Form.

1904 : Zermelos Wohlordnungssatz

Zermelo beweist den Wohlordnungssatz. Sein Beweis stofit auf zum Teil heftige Ableh-
nung aufgrund der Verwendung eines abstrakten Auswahlprinzips.

1905 : Ungleichung von Julius Konig

Konig zeigt den heute nachihm (und Zermelo) benannten Satz der Kardinalzahlarithmetik.
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1906 : Hessenbergs Buch ,,Grundbegriffe der Mengenlehre,
Beweis des Multiplikationssatzes

Hausdorff nennt in seinem eigenen Lehrbuch von 1914 Hessenbergs Buch ,,die erste
allgemein gehaltene Darstellung® der Theorie der wohlgeordneten Mengen, und das
Buch ist bis 1914 sicher die beste Einfiihrungsliteratur in die Mengenlehre neben den
Cantorschen Originalarbeiten. Dariiber hinaus enthilt es neue Ergebnisse und Begriffe.
Hessenberg untersucht parallel zu und unabhingig von Hausdorff den Konfinalititsbe-
griff, und weiter betrachtet er eingehend Fixpunkte von Normalfunktionen (in heutiger
Sprache), in Fortsetzung der Theorie der e-Zahlen von Georg Cantor.

In seinem Buch beweist Hessenberg auch zum ersten Mal vollstindig den Multiplikati-
onssatz: Es gilt IMx M| = |M| fiir alle unendlichen Mengen M. 1908 legt Jourdain einen
zweiten Beweis vor. Hausdorff hatte schon 1904 die Regularitit von Nachfolgerkardinal-
zahlen behauptet, aus der der Satz leicht folgt. Bernstein berichtet in seiner Dissertation
1901, daf§ bereits Cantor den Satz fiir wohlordenbare Mengen bewiesen hatte.

1906 - 1908 : Untersuchung von linearen Ordnungen durch Hausdorff

Felix Hausdorff arbeitet véllig unbeeindruckt von den Paradoxien und der Grundla-
gendiskussion an einer allgemeinen Theorie der Ordnungstypen von linear geordneten
Mengen, in Fortsetzung der Cantorschen Untersuchung von Ordinalzahlen und ihrer
Arithmetik.

1908 : Zermelo-Axiomatik, Existenz von Bernstein-Mengen,
Frage nach der Existenz unerreichbar grofier Zahlen

Zermelo gibt einen zweiten Beweis fiir den Wohlordnungssatz und stellt ein nichtfor-
males Axiomensystem auf, welches die Prinzipien isoliert, die fiir eine Entwicklung der
Grundbegriffe der Mengenlehre und einen Beweis des Wohlordnungssatzes gebraucht
werden. Das System enthilt bis auf Fundierung und Ersetzung alle Axiome der Zermelo-
Fraenkel-Axiomatik. Es dauert bis nach dem zweiten Weltkrieg, bis das System von Zer-
melo vervollstindigt und in der Sprache der Pridikatenlogik formuliert wird, und in dieser
Form dann als geeignete und geniigend gesicherte Grundlagentheorie fiir die Mathematik
allgemeine Akzeptanz findet.

Bernstein zeigt, dafl es eine Menge reeller Zahlen B gibt derart, dafi weder die Menge
B noch ihr Komplement R - B eine nichtleere perfekte Teilmenge besitzen.

Hausdorff diskutiert die Frage, ob es regulire Kardinalzahlen X, gibt derart, dafi o eine
Limeszahl ist. Heute heifien solche Zahlen schwach unerreichbare Kardinalzahlen. (Eine
Kardinalzahl « ist dabei regulir, wenn jede Teilmenge von W(x), deren Michtigkeit klei-
ner als K ist, in K beschrinkt ist.)

1909 : Hessenberg iiber Kettentheorie

Gerhard Hessenberg verwendet die Zermelo-Axiomatik in einer Arbeit iiber Ketten-
theorie und Wohlordnung.
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1911 : Paul Mahlo untersucht grofie Kardinalzahlaxiome

Aufbauend auf der Arbeit von Hausdorff von 1908 untersucht Mahlo zwischen 1911
und 1913 unerreichbare Kardinalzahlen, unerreichbare Kardinalzahlen, die ein Limes
von unerreichbaren Kardinalzahlen sind, usw. Er findet auch den nach diesem ,,usw.“ lie-
genden, heute nach ihm benannten Begriff einer Mahlo-Kardinalzahl.

1914 : Lehrbuch ,,Grundziige der Mengenlehre“ von Felix Hausdorff

In den Grundziigen gibt Hausdorff eine systematische und nichtaxiomatische Einfiih-
rung in den aktuellen Stand der Cantorschen Mengenlehre und seine eigene Theorie der
linearen Ordnungstypen. Gleiches Gewicht kommt dann der Untersuchung von ,,Punkt-
mengen in allgemeinen Riumen“ zu. Hausdorff definiert topologische und metrische
Riume und diskutiert Grundlagen der Mafi- und Integrationstheorie. Der Text ist ein
Jahrhundertwerk der Lehrbuchliteratur mit grofier, wenn auch gemichlicher Wirkung.
Letztendlich ist es der topologische Teil des Buches, der die grofite Beachtung erfihrt.

1915 : Aquivalenz von Vergleichbarkeitssatz und Wohlordnungssatz

Friedrich Hartogs zeigt, dafy der Vergleichbarkeitssatz und der Wohlordnungssatz tiber
den Axiomen von Zermelo ohne Auswahlaxiom 4quivalent sind. Die Arbeit ist eine der
wenigen, die die Axiomatik von Zermelo aufgreifen.

1916 : Losung des Kontinuumsproblems fiir die Borelmengen

Hausdorff und Alexandrov beweisen unabhingig voneinander: Jede Borelmenge hat
die Scheeffer-Eigenschaft (ist abzihlbar oder besitzt eine nichtleere perfekte Teilmen-
ge). Damit ist jede Borelmenge von reellen Zahlen abzihlbar oder gleichmichtig mit R.
Vorstufen dieses Resultats sind: Cantor 1884 fiir abgeschlossene Mengen ; Young 1903
fiir 95-Mengen, und hierauf aufbauend Hausdorff 1914 fiir 45, 5-Mengen. 1917 zeigt
die russische Schule um Alexandrov, Suslin und Lusin dann die Scheeffer-Eigenschaft
sogar fiir die analytischen Mengen, d.h. die Bilder von Borelmengen unter stetigen
Funktionen. (Bereits fiir die Menge der Komplemente von analytischen Mengen ist die
Scheeffer-Eigenschaft dann unabhingig von ZFC. Insbesondere gibt es in Gédels Mo-
dell L eine analytische Menge A, sodafl R - A iiberabzihlbar ist, aber keine perfekte
Teilmenge besitzt. Geniigend grofie Kardinalzahlen garantieren dagegen die Scheeffer-
Eigenschaft fiir diese und viele weitere ,einfache Mengen von reellen Zahlen.)

1919 : Lehrbuch von Abraham Fraenkel

Fraenkels ,, Einleitung in die Mengenlehre® erscheint, basierend auf ,,Unterhaltungen,
in denen ich Kriegskameraden (Nichtmathematikern) gelegentlich 6de Stunden durch
Einfithrung in Gedankenginge der Mengenlehre verkiirzen konnte.“ 1923 und 1928 er-
scheinen erweiterte Auflagen, und Fraenkels Einleitung begleitet in dieser Zeit das Buch
von Hausdorff als ein Standardwerk zur Mengenlehre. Die Mathematik ist hier weitge-
hend elementar, jedoch behandelt das Buch philosophische Aspekte und die Grundlagen-
diskussion.
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1922 : Skolems Kritik, Ersetzungsaxiom, Fundierung

In einem Vortrag auf einem Kongref} in Helsingfors kritisiert Thoralf Skolem Zermelos
Begriff einer ,,definiten Aussage® in dessen Aussonderungsaxiom, und schligt (in heutiger
Sprache) eine Formulierung des Eigenschaftsbegriffs in der Pridikatenlogik erster Stufe
vor. Zermelo hat eine solche Formalisierung seiner Axiomatik abgelehnt [vgl. Zermelo
1929]. Es dauert dann auch noch etliche Jahre, bis die Formalisierung vollstindig durchge-
fiihrt und akzeptiert ist.

Fraenkel diskutiert das Ersetzungsaxiom; ihm war 1921 aufgefallen, dafi in der Zermelo-
Mengenlehre die Existenz der Kardinalzahl X, nicht beweisbar ist. Unabhiingig davon war
ein Ersetzungsaxiom auch von Skolem 1922 und zuvor von Mirimanov 1917 betrachtet
worden. Fraenkel schligt aulerdem ein Axiom der Beschrinkung vor, dessen exakte For-
mulierung jedoch Schwierigkeiten macht. In eine exakte Form brachten es von Neumann
1925 und unabhingig hiervon Zermelo 1930. Zermelo benannte das Axiom als Fundie-
rungsaxiom.

1923 : Ordinalzahldefinition von John von Neumann

Johnvon Neumann definiert kanonische Reprisentanten fir alle Klassen bestehend aus
Wohlordnungen gleicher Linge. Die Konstruktion ist formal in der um das Ersetzungs-
axiom angereicherten Zermelo-Axiomatik durchfiihrbar, und die definierten Reprisen-
tanten sind dann die (Neumann-Zermelo-) Ordinalzahlen, wie sie heute verwendet wer-
den. (Das Ersetzungsaxiom wird gebraucht, um einen Reprisentanten fiir /e Klassen zu
erhalten ; in Modellen der Zermelo-Mengenlehre gibt es im allgemeinen nur wenige
Neumann-Zermelo-Ordinalzahlen.)

1925 - 1928 : Axiomatisierung von John von Neumann

Von Neumann entwickelt eine eigene Axiomatik, die den Funktionsbegriff statt den
Mengenbegriff als Grundbegriff verwendet. In den 30er Jahren wurde diese Axiomatik
von Bernays und dann noch einmal von Gédel 1940 vereinfacht, und dann mit Hilfe des
Mengenbegriffs formuliert. Das resultierende System ist heute als NBG = Neumann-
Bernays-Godel-Mengenlehre bekannt. In ihr gibt es echte Klassen als Objekte, die
Theorie NBG beweist aber dieselben Sitze tiber Mengen wie ZFC. Lange lief die Theo-
rie NBG gleichbeachtet neben ZFC, ab den 50er Jahren wurde ZFC zur Standardtheorie.

1929/1930 : kumulative Hierarchie, Zermelo-Fraenkel-Axiomatik

Von Neumann untersucht 1929 die kumulative Hierarchie aller Mengen in seiner Axio-
matik, Zermelo tut dies 1930 in einer Arbeit, in der er seine Axiome um das Ersetzungsaxi-
om und das Fundierungsaxiom erweitert. Die so entstehende Axiomatik wird seither als
Zermelo-Fraenkel-Axiomatik bezeichnet, und wird heute mit ZFC abgekiirzt (wobei
dann zumeist die formalisierte Version gemeint ist).

1929 : Ultrafiltersatz von Tarski-Ulam

Ulam zeigt, daf} ein nichttrivialer Ultrafilter auf N existiert. Tarski verallgemeinert die-
ses Ergebnis: Jeder Filter auf einer Menge M l4fit sich zu einem Ultrafilter erweitern.
Ulams Beweis verwendet eine Wohlordnung von R, Tarskis Beweis das Auswahlaxiom.
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1930 : Ulam untersucht vollstindige Mafie
Buch iiber deskriptive Mengenlehre von Lusin

Ulam untersucht Mafie auf Kardinalzahlen mit starken Vollstindigkeitseigenschaften,
was zum Begriff der mefibaren Kardinalzahl fiihrt. William Hanfund Alfred Tarski zeigen
dann Anfang der 60er Jahre, dafi die Existenz mefibarer Kardinalzahlen viel stirker ist als
die Existenz von unerreichbaren Kardinalzahlen oder auch von Mahlo-Kardinalzahlen.

Von Nikolai Lusin erscheint ein Buch tiber deskriptive Mengenlehre. Alexandrov,
Lusin, Suslin und Sierpinski hatten ab 1916 die deskriptive Mengenlehre weiterentwickelt
(vgl. hierzu auch den Eintrag in 3.3 zum Buch von Hausdorff 1927). Insbesondere wurden
projektive Mengen auf ihre Regularititseigenschaften (Lebesgue-Mefibarkeit, Baire-
Eigenschaft, Scheeffer-Eigenschaft, Uniformisierbarkeit) untersucht. Die projektiven
Teilmengen von R sind dabei diejenigen Punktmengen, die man aus einer abgeschlosse-
nen Menge eines Raumes R" durch iterierte Anwendung der Operationen ,,Projektion auf
kleinere Dimensionen® und ,,Komplementbildung“ erhalten kann. (Alle Borelmengen
und alle analytischen Mengen sind projektiv; die analytischen Teilmengen von R sind da-
bei genau die Projektionen von §s-Mengen im R?, und bilden zusammen mit ihren Kom-
plementen das Anfangsstiick einer natiirlichen Hierarchie von projektiven Mengen.)
Heute kennt man ein ,,Super-Regularititsaxiom® fiir die projektiven Mengen - das Axiom
der projektiven Determiniertheit — , und weifi, dafi es aus der Existenz von grofien Kardi-
nalzahlen folgt. Dinge weit draufien im Universum ermdglichen Beweise iiber definierba-
re Teilmengen von R.

1935 : Relative Widerspruchsfreiheit des Auswahlaxioms

Kurt Gédel beweist die relative Konsistenz des Auswahlaxioms iiber der Theorie ZF
(= ZFC ohne Auswahlaxiom). Das heifit genau: Ist ZF widerspruchsfrei, so ist auch ZFC
widerspruchsfrei. Anders formuliert: Das Auswahlaxiom ist nicht verantwortlich, wenn in
ZFC Widerspriiche auftreten sollten. Gddel arbeitet in der Theorie ZF und definiert dort
das sog. konstruktible Universum L, eine Teilklasse des Universums V. Die Klasse L ent-
hilt alle Ordinalzahlen, dariiber hinaus aber nur die Mengen, die von den Axiomen expli-
zit gefordert werden. Es zeigt sich, dafi L ein Modell von ZF ist, und daff zudem L eine de-
finierbare Wohlordnung besitzt. Damitist L ein Modell von ZFC, und das Auswahlaxiom
gilt dort in einer sehr starken globalen Form. Godel veroffentlicht das Ergebnis 1938 zu-
sammen mit dem analogen Ergebnis iiber die Kontinuumshypothese von 1937.

1937 : Relative Widerspruchsfreiheit der allgemeinen Kontinuumshypothese

Godel zeigt, dafy in seinem Modell L die verallgemeinerte Kontinuumshypothese rich-
tig ist. In L 148t sich die Konstruktion von Teilmengen von ® genau unter die Lupe neh-
men, und es zeigt sich, daf} es genau ®;-viele Schritte im Aufbau von L gibt, bei denen eine
neue Teilmenge von ® zu L hinzukommt. Also gilt | A(@)| = o, in L, d. h. die Kontinu-
umshypothese gilt im konstruktiblen Universum. Die gleiche Beweisidee liefert die Giil-
tigkeit der verallgemeinerten Kontinuumshypothese. (CH) und stirker (GCH) kénnen
also zu ZFC hinzugenommen werden, ohne daf§ die Widerspruchsfreiheit von ZFC dabei
zerstort wird.

Die beiden Konstruktionen von Gédel zeigen: Das natiirlichste Modell, das in ZF kon-
struiert werden kann, ist ein Modell des Auswahlaxioms und der verallgemeinerten Konti-
nuumshypothese. Ein Korollar zum Beweis ist: ZFC kann nicht beweisen, dafi V und L
verschieden sind (immer vorausgesetzt, dafi ZFC konsistent ist.)
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1938 - 1940 : Godel veroffentlicht seine Resultate iiber L

1938 erscheint eine Zusammenfassung (fiir NBG), 1939 eine Beweisskizze (fir ZF) und
1940 ein vollstindiger Beweis der Resultate (fiir NBG).

Godel hat weiter frith gesehen, dafi L fiir die deskriptive Mengenlehre unangenehme
Eigenschaften hat: Es gibt dort einfache projektive Mengen, denen die Regularititseigen-
schaften nicht zukommen [vgl. Godel 1938].

1963 : Die Erzwingungsmethode von Paul Cohen

Paul Cohen erfindet seine Erzwingungsmethode (forcing), ein sehr flexibles Werkzeug
zur Konstruktion von Modellen. Wihrend Gédels Konstruktion sich nach innen richtet
und eine Teilklasse von V definiert, ist die Methode von Cohen extrovertiert und erweitert
gegebene Modelle durch kontrolliertes Hinzufiigen neuer Elemente. Cohen kann mit
dieser Methode Modelle konstruieren, in denen die Kontinuumshypothese verletzt ist,
und ein zusitzlicher Trick ermdglicht die Konstruktion eines Modells von ZF, in dem das
Auswahlaxiom nicht gilt. Zusammen mit den Resultaten von Gédel ergibtsich so die Un-
abhingigkeit des Auswahlaxioms iiber der Theorie ZF und die Unabhingigkeit der Kon-
tinuumshypothese iiber der Theorie ZFC: ZF kann das Auswahlaxiom weder beweisen
noch widerlegen, ZFC kann die Kontinuumshypothese weder beweisen noch widerlegen
(vorausgesetzt ZF - und damit ZFC - ist widerspruchsfrei). Weiter kann man Modelle
von ZFC konstruieren, die ,V # L erfiillen, d.h. ZFC kann nicht beweisen und nicht
widerlegen, daf§ alle Mengen konstruktibel sind.

Fiir die Resultate von Gdel und Cohen ist ein formaler logischer Rahmen unerlifilich,
die Resultate sind prizise mathematische Sitze tiber die Grenzen der in der Pridikatenlo-
gik erster Stufe formulierten Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. Zwischen den Resultaten
von Godel und Cohen liegt mehr als ein Vierteljahrhundert, davor liegen grofie Anstren-
gungen, die von Zermelo informal begriindete Axiomatik zu erweitern und zu formalisie-
ren. Und insgesamt hat es 85 Jahre gedauert, bis man zeigen konnte, daff die von Cantor
1878 vermutete Kontinuumshypothese selbst mit den relativ starken Mitteln, die die
Theorie ZFC zur Verfiigung stellt, nicht zu 16sen ist.

Einige Themen der modernen Mengenlehre

Einige grofie Gebiete der Mengenlehre am Beginn des 21. Jahrhunderts sind: Grofie
Kardinalzahlen, innere Modelle, Forcing, deskriptive Mengenlehre/Axiom der Determi-
niertheit, unendliche Kombinatorik, Untersuchung von ZFC. Die seit Hausdorff und
Mahlo untersuchten groffen Kardinalzablen bilden ein Zentrum des Interesses. Axiome, die
die Existenz dieser Zahlen fordern, erscheinen heute als die natiirlichsten Erweiterungen
von ZFC. Ein inneres Modell ist eine transitive Klasse, innerhalb derer alle ZFC-Axiome
gelten und die alle Ordinalzahlen enthilt. Gdels inneres Modell L kann nur relativ kleine
grofie Kardinalzahlen in sich tragen, erst die von Ronald Jensen initiierte Theorie und
dann u.a. von John Steel weiterentwickelte Theorie der Kernmodelle liefert kanonische
innere Modelle fiir grofie Kardinalzahlen. Die Theorie des Forcing ist, insbesondere durch
Saharon Shelah, zur Reife gebracht worden, und auch hier bilden die grofien Kardinal-
zahlen einen Schwerpunkt. Die deskriptive Mengenlebre baut auf den Vorarbeiten von
Cantor, Hausdorff, Alexandrov, Lusin und Suslin auf, und untersucht definierbare Men-
gen von reellen Zahlen. Eine grofie Rolle spielt hier das sog. Axiom der Determiniertheit
(AD) von Jan Mycielski (geb. 7.2.1932) und Hugo Steinhaus (14.1.1887 - 25.2.1972)
aus dem Jahr 1962, ein Axiom iber die Existenz von Gewinnstrategien fiir unendliche
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Zweipersonenspiele, das in voller Stirke dem Auswahlaxiom widerspricht, aber in seinen
schwachen Versionen Regularititseigenschaften definierbarer Mengen sicherstellt. Auch
hier wiederum sind die Beziehungen zu grofien Kardinalzahlen sehr eng, und (AD) isteng
verwoben mit den sogenannten Woodin-Kardinalzahlen, benannt nach dem Mengen-
theoretiker Hugh Woodin. Die unendliche Kombinatorik versucht, die logische Stirke von
kombinatorischen Prinzipien zu ermitteln. Dabei tritt das Aquikonsistenzphiinomen auf,
dafi nimlich diese recht ungeordnet auftretenden Prinzipien jeweils gleichstark zu grofien
Kardinalzahlaxiomen sind. Letztere sind linear geordnet, und so erhalten natiirliche
mengentheoretische Aussagen eine unerwartete lineare Struktur. Insgesamt zeigen die
Untersuchungen im Reich der tiber ZFC hinausgehenden Prinzipien, daf§ das Chaos dort
nicht, wie man befiirchten konnte, die Oberhand behilt. Es gibt daneben nicht zuletzt
auch Untersuchungen, die ganz in ZFC verbleiben: Es gibtin ZFC z.B. tiefliegende kom-
binatorische Ergebnisse und Resultate iiber Kardinalzahlarithmetik. Eine umfassende
Theorie zur Kardinalzahlarithmetik in ZFC wurde in den 90er Jahren von Shelah entwik-
kelt.

Ob sich die Frage nach der Kardinalitit des Kontinuums irgendwann in iiberzeugender
Weise doch beantworten lifit, ist weiter offen. Die Resultate von Gédel und Cohen zeigen
janur, daff man dies nichtin ZFC tun kann. In letzter Zeit erschienen Beitrige zum Konti-
nuumsproblem von Hugh Woodin, die darauf hindeuten kénnten, daf} die Kontinuums-
hypothese mit besseren Griinden als falsch denn als wahr anzusehen ist. Mehr wird die
Zukunft zeigen.

Whoodin (2001): ,, So, is the Continuum Hypothesis solvable ? Perhaps I am not complete-
ly confident the ‘solution’ I have sketched is the solution, but it is for me convincing
evidence that there is a solution. Thus, I now believe the Continuum Hypothesis is
solvable, which is a fundamental change in my view of set theory. While most would
agree that a clear resolution of the Continuum Hypothesis would be a remarkable
event, it seems relatively few believe that such a resolution will ever happen.

Of course, for the dedicated skeptic there is always the ‘widget possibility’. This is
the future where it is discovered that instead of sets we should be studying widgets.
Further, itis realized that the axioms for widgets are obvious and, moreover, that these
axioms resolve the Continuum Hypothesis (and everything else). For the eternal
skeptic, these widgets are the integers (and the Continuum Hypothesis is resolved as
being meaningless)...

The view that progress towards resolving the Continuum Hypothesis must come
with progress on resolving all instances of the Generalized Continuum Hypothesis
seems too strong. The understanding of H(w) [={x | firallex, e x,_; € ...€e x; € X
=xgilt: x;istendlich fiiralle0<i<n}={x | xisterblich endlich }] did not come in con-
cert with an understanding of H(w,) [={x | firallex, € x,_; € ... € x| € xy =x gilt:
x; istabzihlbar fiiralle 0 <i<n}={x | xisterblich abzihlbar }], and the understanding
of H(w, ) failed to resolve even the basic mysteries of H(w,) [={x | xisterblich von der
Kardinalitit < X ]. The universe of sets is a large place. We have just barely begun to
understand it.
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Das folgende Literaturverzeichnis mit etwa 500 Eintrigen bietet nicht nur ,,Nachweise
und Weiterfithrendes“. Es ist auch zur ,Lektiire“ gedacht, nicht nur zum Nachschlagen.
Demgemif} ist es strukturiert und behandelt wissenschaftliche, biographische, allgemein-
historische und philosophische Komplexe separat. Wir beschreiben im folgenden die ein-
zelnen Teile des Verzeichnisses.

Abschnitte 1 - 3
Mathematische Schriften von Cantor, Hausdorff und Zermelo

Die Abschnitte beinhalten weitgehend vollstindige Zusammenstellungen. Sie spiegeln
den wissenschaftlichen Lebenslauf der drei Hauptpersonen wider, und unterstiitzen so die
Biographien im Hauptteil des Buches. (Das Verzeichnis von Hausdorff folgt [ Hausdorff
2001f], das von Zermelo einer Internet-Zusammenstellung von Volker Peckhaus.) Wir
hoffen, dafl der Leser einige Details bemerkenswert finden wird, die sich aus den Listen
herausfiltern lassen: Etwa die wissenschaftliche Herkunft von Hausdorff und Zermelo aus
anwendungsorientierten Gebieten, der Astronomie bei Hausdorff und der Variationsrech-
nung bei Zermelo. Dafi Zermelo iiber das Zerbrechen eines Zuckerstiicks nachgedacht hat,
ist ja vielleicht bei dieser konfliktfihigen Figur nicht ohne Witz. Man sieht, daf§ Zermelo,
im Gegensatz zu Hausdorff, die praktische Seite der Mathematik nie verlassen hat. Bei
Hausdorff kann man beobachten, dafi er in seiner Forschung zu bearbeiteten Fragen und
ganzen Gebieten nach einer gewissen produktiven Phase nicht mehr zuriickkehrt. Frucht-
bare Jahre oder Schaffenskrisen sowie kritische oder entspannte Lebenssituationen aus den
Listen zu diagnostizieren ist spekulativ, aber ein Vergleich mit den Biographien zeigt, dafi
man oft richtig liegt.
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Wer Lust auf die Lektiire von wissenschaftlichen Artikeln der drei Mathematiker hat,
dem sei hier empfohlen: Cantors sechsteilige Serie iiber lineare Punktmannigfaltigkeiten
[Cantor 1879b, 1880d, 1882 b, 1883 a, 1883 b, 1884b], und seine zweiteiligen ,,Beitrige“
[Cantor 18952, 1897]. Diese Artikel finden sich auch in [ Zermelo 1932]. Von Hausdorff:
Seine grofie Arbeit tiber lineare Ordnungen [Hausdorff 1908]. Von Zermelo: Sein erster
und zweiter Beweis des Wohlordnungssatzes [ Zermelo 1904a, 1908a] und seine Axioma-
tisierung [Zermelo 1908b]. Daneben ist [ Zermelo 1930] ein fesselnder Artikel.

Abschnitt 4 : Mathematische Schriften anderer Autoren

Die frithen Arbeiten zur Mengenlehre bis etwa 1930 stehen hier im Vordergrund, bei
gelegentlichen Vorausgriffen auf neuere Literatur, die der Text des Buches nétig macht.
Der Leser wird sehen, dafl dieses Buch bei weitem nicht alles abdeckt, was es an Interes-
santem aus der frithen Zeit der Mengenlehre zu berichten gibe.

Hier kann als Empfehlung nur eine kleine Auswahl von Titeln genannt werden, die si-
cher nicht reprisentativ fiir diesen Abschnitt ist: Die Bucher von Dedekind [ Dedekind
1872, 1888] und Frege [Frege, 1884], allesamt vielfach neu aufgelegt. Dann fiir die Men-
genlehre die Artikel [ Bernstein 1905 ], [ Hartogs 1915 ], [von Neumann 1923, 1928],
[Skolem 1923 ]. Fiir die Logik allgemein die Arbeiten von Kurt Gédel. Speziell fiir die frii-
he deskriptive Mengenlehre die Arbeiten von Nikolai Lusin. In Richtung grofie Kardinal-
zahlen die Arbeiten von Paul Mahlo, und einige Arbeiten von Tarski.

Abschnitt 5 : Gesammelte Werke, Briefe und Aufsatzsammlungen

Der Abschnitt gibt einen Uberblick iiber gesammelte Werke. Wihrend eine Gesamt-
ausgabe fiir Hausdorff in jiingster Zeit in Angriff genommen wurde, steht eine Neuausga-
be der Schriften von Cantor noch aus, und von Zermelo fehlt eine Werkausgabe bislang
vollig.

Neben der neuen Hausdorff-Edition [ Hausdorff 2001f] ist die von Zermelo besorgte
Sammlung der Werke Cantors [ Cantor 1932 ] und die Ausgabe der Briefe [ Cantor 1991]
besonders empfehlenswert. Die sehr gut gemachten Biicher [ Felgner 1979] und [van
Heijenoort 1967] versammeln wichtige Originalartikel. Gédel ist immer interessant, und
den an der mathematischen Logik interessierten Leser wird hier die Werkausgabe [ Godel
1986ff] besonders erfreuen. Auch die dreibindige Werkausgabe der Schriften von Dede-
kind [Dedekind 1930 - 1932] ist eine Grofitat.

Abschnitte 6 - 10 : Mengentheoretische Lehrbuchliteratur

Auch hier geht es nicht nur um die Angabe von Referenzen: In der Buchliteratur spie-
gelt sich der Zustand einer mathematischen Theorie. In der Regel hiufen sich neue Bii-
cher einige Jahre nach besonders aufregenden Phasen der Forschung. Derartige Hiufun-
gen wichtiger mengentheoretischer Lehrbuchliteratur bilden sich etwa um die Jahre
1910, 1975 und 1995.

Die einfithrenden, elementaren Lehrbiicher zur Mengenlehre lassen sich relativ natiir-
lich in drei zeitliche Blocke einteilen, die die Zeitspannen von etwa 1900 - 1950, 1950 -
1980 sowie 1980 bis heute umfassen.

Abschnitt 6 : Altere Biicher zur Mengenlehre

Wer bei dem in diesem Buch dargestellten Stoff noch verweilen und die originale Luft
atmen mochte, findet in dieser Liste alles, was die Geschichte hinterlassen hat, und fast al-
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les, was das Herz begehrt. Die ersten fiinfzig Jahre der Mengenlehre, die in diesen Bii-
chern zeitnah darstellt werden, haben im Kleinen unendlich viele fesselnde Feinheiten zu
bieten, und sind als Ganzes geistes- und kulturgeschichtlich unerreicht.

Die Empfehlungen hier sind eindeutig: [ Hausdorff 1914 ] und [ Fraenkel 1928]. Die
»Grundziige® liegen mittlerweile in einer Neuausgabe samt umfangreichem Apparat vor
[Hausdorff 2002 ]. Die zweite Auflage von Hausdorffs Buch von 1914 [Hausdorff 1927]
enthilt weniger und mehr als die erste: Weniger Ordnungstheorie, weniger Topologie,
weniger stilistisch ausgereifte Kommentare, dafiir aber mehr deskriptive Mengenlehre.
Insgesamt bleibt die Empfehlung bei [ Hausdorff 1914].

Die Biicher von Schoenflies und Hessenberg tragen das Pridikat ,historisch besonders
wertvoll®. Fiir die deskriptive Mengenlehre ist [ Lusin 1930] ein Klassiker.

Abschnitt 7 : Biicher zur Mengenlehre bis etwa 1980

Der zweite - nicht vollstindige - Block zur Buchliteratur spiegelt die Zeit der weiten
Verbreitung der Mengenlehre, die nach dem Krieg einsetzte. Die Mathematik wurde auf
die Sprache der Mengenlehre umgestellt und axiomatisch entwickelt, insbesondere durch
die Arbeiten der franzosischen Bourbaki-Schule. Im Gegensatz zu topologischen Begrif-
fen gelangten aber zentrale inhaltliche Konzepte der allgemeinen Mengenlehre wie Ordi-
nal- und Kardinalzahlen nicht in den Kanon des Grundwissens der Mathematik, und die
Theorie diimpelte ein wenig vor sich hin. Die Erfindung des Forcing durch Paul Cohen
1963 brachte die Mengenlehre dann erneut in die Schlagzeilen, und weckte sie aus ihrem
Schénheitsschlaf. Die neue, sehr flexible Methode zog viele junge Forscher an, und viele
klassische Probleme konnten beinahe im Wochentakt gelost werden. Die Mengenlehre
entwickelte sich zu einer vielfiltigen, blihenden Theorie, in der heute das die Dinge er-
neut in Bewegung setzende Forcing nur ein Stichwort unter vielen anderen ist.

In den siebziger Jahren sickerten Konzepte der Mengenlehre sogar bis zu den Grund-
schulen hinab, wurden dann aber schnell von ungezihlten Eltern wieder vertrieben, die
bei den Hausaufgaben ihrer Kinder an ihrem Bildungsvorsprung zu zweifeln begannen.
An den Universititen in Deutschland erholte sich die durch den Krieg und die Vertrei-
bung von Wissenschaftlern vollig unterbrochene Tradition nur langsam. Eine fiir die
Mengenlehre als Ganzes und fiir die heutige mengentheoretische Forschung in Deutsch-
land zentrale Figur ist sicherlich Ronald Jensen.

Nur wenige einfithrende Biicher der Liste sind noch als Ganzes geniefibar; der frische
Wind der ersten Zeit ist vorbei, und der Staub, den die Geschichte hinterlassen hat, bleibt
oftliegen. Die Ausnahme bildet das Buch [Halmos 1960], das viel zur Verbreitung einiger
elementarer Ideen der Mengenlehre beigetragen hat, auch unter Laien. Es ist auch heute
noch lesenswert, und es ist leicht zuginglich. Auf héherem Niveau ragen die Biicher von
Kuratowski und Mostowski heraus.

Besonders interessante Mitglieder der Liste sind die Titel, die sich mit Forcing ausein-
andersetzen; [ Cohen 1966] ist ein Klassiker, und daneben bietet [ Jensen 1967] eine frithe
Darstellung der Modellkonstruktion durch die Erzwingungsmethode.

Abschnitt 8 : Neuere Biicher zur Mengenlehre

Der dritte Teil der Literatur zur Mengenlehre schliefilich zeigt Alternativen und Er-
ginzungen zum vorliegenden Buch und verweist auf Texte, die weit tiber das hier behan-
delte Material hinausgehen.

Hinsichtlich einfithrender Literatur ist vieles Geschmackssache. Wir raten dem Leser,
der eine Erginzung sucht, sich unter [ Ebbinghaus 2003 ], [ Friedrichsdorf/ Prestel 1985],
[Hbracek/Jech 1999], [ Oberschelp 1994] sowie [ Moschovakis 1994] den thn am meisten
ansprechenden Text auszuwihlen.



Literatur 511

Die herausragenden Lehrbiicher ab 1980 fiir die hohere Mengenlehre sind zweifellos
[Jech 1978/2003 ] und [Kunen 1980]. Das sehr kompakt geschriebene Buch von Jech war
schon bei seinem ersten Erscheinen eine Enzyklopidie, und die erweiterte Neufassung von
2003 bietet dem Leser einen einzigartigen Uberblickiber den Stand der Dinge: [ Jech 2003 ]
istinvielen Punkten die Empfehlung zur modernen Mengenlehre. Ein interessantes Buch, in
dem man viele Details finden kann, die anderswo verloren gegangen sind, ist [ Levy 1979].

[Deiser 2007 ] behandelt die reellen Zahlen unter verschiedenen Gesichtspunkten, ins-
besondere solchen der deskriptiven Mengenlehre und der Grundfragen der Mafitheorie.

Abschnitt 9 : Biicher zu speziellen Themen der Mengenlehre

Ab etwa 1990 ist eine ungewohnliche Vielzahl von meistens sehr fortgeschrittenen und
spezialisierten Biichern erschienen. Manche von ihnen sind auch fiir Experten schwer zu-
ginglich und eher Forschungsberichte als Lehrbiicher. Die Liste zeigt die Lebendigkeit
und den Reichtum in der Forschung der letzten drei Jahrzehnte. Inhalte und Stil der Bii-
cher zeigen aber auch, daf§ sich das Cantorsche Paradies in einen Hightech-Maschinen-
park verwandelt hat, mit allen damit verbundenen Vor- und Nachteilen.

Zu den freundlicheren Titeln: [ Jech 1973], [Rubin 1963, 1985] und [Herrlich 2006] sind
Monographien tiber das Auswahlaxiom. Das Buch [Kanamori 1994] gibt eine umfassende, gut
lesbare und historisch orientierte Einfithrung in die Theorie der grofien Kardinalzahlen.
[Kechris 1995] ist ein fiir jeden Mathematiker geschriebener Text zur deskriptiven Mengen-
lehre, der auch Analytiker begeistern kann. Kenntnisse in mathematischer Logik sind nicht
erforderlich. [Moschovakis 1980] ist dagegen der Klassiker zur logisch formulierten deskrip-
tiven Mengenlehre. Das Buch [Devlin 1984] widmet sich ganz dem konstruktiblen Univer-
sum von Godel und seiner eingehenden Untersuchung durch Ronald Jensen. [Martin 200?]
ist ein gerade entstehendes, umfassendes Buch iiber ein spezielles Axiom, das Axiom der De-
terminiertheit, welches in voller Stirke dem Auswahlaxiom widerspricht, in abgeschwichten
Formen aber garantiert, daf} sich definierbare Teilmengen von R ordentlich benehmen.

Zwei Biicher mit Anwendungen: [ Dales / Woodin 1987] diskutiert eine Anwendung
der Erzwingungsmethode in der Theorie der Banachalgebren, und beinhaltet eine selb-
stindige Darstellung der benétigten Werkzeuge aus beiden Bereichen. [Dehornoy 2000]
ist eine glinzende Monographie iiber Zopfe und eine skurrile algebraische Identitit. Der
Mengenlehre kommt hier iiberraschenderweise eine problemgeschichtlich und inhaltlich
wichtige Rolle zu, die der letzte Teil des Buches deutlich macht.

Schliefilich zu einigen hochspezialisierten Texten. Die Biicher von Tony Dodd, John
Steel, William Mitchell und das auf Manuskripten von Ronald Jensen aufbauende Buch von
Zeman behandeln die in erster Linie durch die Autoren selbst erforschte Kernmodelltheorie,
eine Weiterentwicklung der Gédelschen Theorie des konstruktiblen Universums in Rich-
tung grofie Kardinalzahlaxiome. Die Biicher von Shelah behandeln die Resultate des Autors
zur Kardinalzahlarithmetik in ZFC bzw. spezielle Techniken der iterierten Erzwingungsme-
thode. Das grofie Buch von Hugh Woodin [Woodin 1999] ist ein Meilenstein in jeder Hin-
sicht, geschrieben von einem iiberragenden Mengentheoretiker. ( Jensen, Shelah, Steel und
Woodin bilden wahrscheinlich das mengentheoretische Viergestirn der heutigen Zeit. Ein
Buch iiber sie zu schreiben, wie man es iiber Cantor, Hausdorff und Zermelo tun kann, wird
aber wohl unmdéglich sein: Alleine ein vollstindiges Literaturverzeichnis der Arbeiten von
Shelah hitte iiber 800 Eintriige, und das erste Tausend wird wohl voll werden.)

Abschnitt 10 : Biicher zur mathematischen Logik

Fiir die hhere Mengenlehre ist etwas allgemeine Logik und Modelltheorie ebenso un-
vermeidlich wie die Mafitheorie fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Empfehlenswerte Einfiihrungen in die Pridikatenlogik sind [ Ebbinghaus / Flum /
Thomas 1996], [Mates 1997], [Prestel 1986] und [Rautenberg 1996] ; das letztgenannte
enthilt eine sehr gute Darstellung der Godelschen Unvollstindigkeitssitze. Schon etwas
iltere Klassiker der Liste sind [ Shoenfield 1967 ] und [ Tarski 1977] aus dem englischen
Sprachraum, und [Hermes 1976] auf Deutsch.

In der Logik gibt es neben der Mengenlehre noch die Berechenbarkeitstheorie, die Be-
weistheorie und die Modelltheorie, und zu diesen Thementfeldern sind einige Lehrbiicher
aufgefiihrt. Der Klassiker zur Modelltheorie ist [ Chang / Keisler 1990], der zur Bere-
chenbarkeitstheorie [ Rogers 1987], der zur Beweistheorie [ Schiitte 1960]. Letzterer ist
fir Anfinger schwer zuginglich. Eine neuere Einfiihrung in die Beweistheorie ist
[Schwichtenberg / Troelstra 2000].

Wer nur etwas Riistzeug fiir weitere Studien in der Mengenlehre sucht, ist mit einem
einfithrenden Text, der etwas mehr Modelltheorie behandelt, gut bedient. Der Leser mo-
ge sich hierbei nicht durch das etwas ungewoéhnliche Verhiltnis zwischen Logik und Men-
genlehre verwirren lassen. Pridikatenlogik erster Stufe und Modelltheorie kann man gut
innerhalb der Mengenlehre betreiben. Die formale Mengenlehre ist eine mit finiten Mit-
teln formulierte Theorie, wie im dritten Abschnitt beschrieben. Und daf} in dieser Theorie
dann nicht nur Zahlentheorie und Algebra, sondern auch eine allgemeine Theorie iiber
Syntax und Semantik entwickelt werden kann, in der sich ihre formale Natur spiegelt, ist
keineswegs zirkuldr. Vom Standpunkt der Mengenlehre aus ist die Pridikatenlogik eine
mathematische Disziplin wie andere auch. Andererseits muf§ man als Logiker keinerlei
mengentheoretische Orthodoxie unterschreiben. Die Mengenlehre wird dann eher als
Sprache verwendet denn als Theorie {iber abstrakte unendliche Objekte. Viele Fragen der
Logik sind rein finiter Natur, und damit sehr konkret und ,,computeriesierbar®. Kurz: Lo-
gikistbereits ohne aktual unendliche Objekte von grofiem Interesse. In jedem Fall ist es di-
daktisch einfacher, die Logik innerhalb einer naiven Mengenlehre zu entwickeln, und die
meisten Lehrbiicher gehen diesen klaren und durch die Geschichte freigerdumten Weg.

Abschnitt 11 : Historische Arbeiten

Der Abschnitt gibt eine Auswahl an historischen Artikeln und einigen Biichern zur Ge-
schichte der Mengenlehre, Logik und mathematischer Grundlagenforschung. Viele De-
tails der frithen Geschichte sind in den letzten 25 Jahren untersucht worden, und zur Per-
son Cantor liegen verschiedene Biographien vor, die wissenschaftliche, philosophische
und menschliche Aspekte diskutieren.

Die (Standard-)Empfehlungen fiir Biicher, die sich auf die Person Cantor und seine
Theorie konzentrieren, wiren [ Dauben 1979], [Hallett 1984 ], [ Meschkowski 1967] so-
wie [Purkert/ Illgauds 1987]. Zwei Biicher mit einem weiter gefafiten Rahmen sind [Fer-
reirés 1999] und [ Grattan-Guinness 2000 ]. Ferreirés holt insbesondere Dedekind und
Riemann mit ins Boot, und im Buch von Grattan-Guinness findet man viel {iber Bertrand
Russell. Auf Band II der neuen Hausdorff-Ausgabe [Hausdorff 2002 ] wurde bereits hinge-
wiesen; er erfreut nicht nur durch die Faksimile-Wiedergabe der ,,Grundziige“, sondern
auch durch begleitende Essays verschiedener Autoren. Ein interessanter Sammelband zu
Hausdorffist [Eichhorn / Thiele 1994]. Band I der Hausdorff-Ausgabe wird eine Biogra-
phie enthalten. Unbedingt ist das Buch von Moore (1982) iiber Zermelos Auswahlaxiom
zunennen, das auch viele Informationen tiber die Entwicklung der Mengenlehre zwischen
Zermelo und Cohen enthilt (etwa tiber die polnische Schule um Sierpiniski). Die Zermelo-
Biographie [Ebbinghaus 2007] ist ganz hervorragend. Eine von Ebbinghaus u.a. betreute
Werkausgabe von Zermelo istin Arbeit. Ein Klassiker zur Geschichte der Mengenlehre ist
die Artikelserie [ Jourdain 1906 - 1914]. Schlieflich sei hier auch noch die Sammlung
[Hintikka 1995] genannt.
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Abschnitt 12 : Philosophische Schriften und Anthologien

Eine Auswahl. Ganz naiv formuliert ist die grofie Frage die nach der Wahrheit, und was
abstrakte Existenz ist. Kann man zum Phinomen, daf§ das Universum des Unendlichen
dhnlich reich ausgestattet ist wie der wirkliche Kosmos, noch irgendetwas Sinnvolles sa-
gen, oder mufy man das staunend so hinnehmen ? Das Staunen steht am Anfang der Philo-
sophie, und danach wird es schwierig und zuweilen auch schwammig. Gutes Kartenmate-
rial fiir diesen Dschungel zu bekommen, ist nicht leicht. Gegen den Blick triibende
Schlangenbisse hilft die Riickkehr zum kristallklaren Definition-Satz-Beweis-Schema der
Mathematik.

Die erste Empfehlung ist Platon, der gar nicht aufgelistet ist. Uberall leicht zu bekom-
men. Wer etwas Neueres zu Platon lesen will, wird vielleicht an [ Moravcsik 1992 ] seine
Freude haben.

Es gibt eine Reihe von neueren Anthologien, mit denen der Leser den ihn interessie-
renden Weg beginnen kann: [Dales / Olivieri 1998], [Hart 1996], [ Jacquette 2002 ],
[Link 2004], [Schirn 1998], [Shanker 2001], [ Thiel 1982], [ Tymoczko 1998].

Den Anthologien stehen etwa die Monographien und Essay-Sammlungen [Balaguer
19981, [Bernays 1976], [ George / Velleman 2002 ], [ Maddy 1990, 1997 ], [ Parsons
2005], [Thiel 1989], [Tiles 1989] gegeniiber. [ Thiel 1995] ist als eine Einfithrung emp-
fehlenswert. [ Beth 1968] ist ein Beispiel fiir ein Werk, das auf den ersten Blick viel ver-
spricht, aber den Autor dieses Buches enttiuscht hat.

Auch viele Biicher zur mathematischen Logik enthalten oft hervorragende Passagen,
die sich mit philosophischen Themen und den zugehérigen historischen Ereignissen be-
fassen. Ein Beispiel ist das in Abschnitt 10 genannte Buch [Kleene 1968] und seine Dis-
kussion des Grundlagenstreits zwischen Hilbert und Brouwer.

Abschnitt 13 : Nichtmathematische Schriften von Georg Cantor

Cantor hat in den 80er Jahren des 19. Jahrhunderts tiber die von Delia Bacon vorge-
brachte These ,,Shakespeare=Bacon“ geschrieben und geforscht. Der gleiche Nachname
»Bacon® ist rein zufillig, zunichst ohne Bedeutung, spiter wurde er aber von Frau Bacon
in ihre Theorie integriert. Die Bacon-These war damals relativ populir, heute ist es eher
der Earl of Oxford, der Shakespeare gewesen sein soll. (Nicht nur als Mathematiker ver-
traut der Autor des vorliegendes Buches auf Shakespeare = Shakespeare.)

Cantor hat versucht, Beweise fiir die These zu finden, und hat einiges zum Thema ver-
offentlicht. Eine genauere Darstellung findet sich in [Purkert / Ilgauds 1987].

Weiter hat Cantor religios-mystische Schriften herausgegeben und verfafit. Fiir eine
Neuausgabe und Kommentierung dieser Schriften muf man wohl auf eine neue Gesamt-
ausgabe warten, die dann die alte Zermelosche Ausgabe von 1932 ablsen wird.

Abschnitt 14 : Schriften von Paul Mongré

Hier schliefilich die Schriften von Paul Mongré (zitiert nach [ Hausdorff 2001f]). Eini-
ge Bemerkungen zu dieser Gestalt findet der Leser in der Hausdorff-Biographie. Die
Binde VI und VII der Hausdorff-Edition werden diese Schriften von Mongré wieder
besser zuginglich machen. Bis dahin lesen wir Hausdorff.
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1. Die mathematischen Schriften von Georg Cantor

1867 De aequationibus secundi gradus indeterminatis / Georgius Cantor;
Dissertation (Diss. phil.) mit einer Vita von Georg Cantor. Schultz, Berlin.

1868 Zwei Sitze aus der Theorie der biniren quadratischen Formen; Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik 13 (1868), S. 259 - 261. (Innerbalb der Rubrik: Kleinere
Mitteilungen.)

1869a Uber die einfachen Zahlensysteme; Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 14
(1869), S. 121 -128.

1869b Zwei Sitze tiber eine gewisse Zerlegung der Zahlen in unendliche Produkte;
Zeitschrift fiir Matbematik und Physik 14 (1869), S. 152 - 158. (Innerbalb der Rubrik:
Kleinere Mitteilungen.)

1869c¢ De transformatione formarum ternariarum quadraticarum / Georgius Cantor;
Habilitationsschrift. Hendel, Halle.

1870a Uber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz; Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 72 (1870), S. 130 - 1386.

1870b Beweis, dafi eine fiir jeden reellen Wert von x durch eine trigonometrische
Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form
darstellen lift; Fournal fiir die reine und angewandte Mathematik 72 (1870),
S. 139 - 142.

1871a Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, daf} eine fiir jeden reellen Wert von x durch
eine trigonometrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise
in dieser Form darstellen lifit. Bd. 72, S. 139 dieses Journals; Fournal fiir die reine und
angewandte Mathematik 73 (1871), S. 294 - 296.

1871b  Uber trigonometrische Reihen; Mathematische Annalen 4 (1871), S. 139 - 143.

1871c¢ Rezension von: H. Hankel, Untersuchungen iiber die unendlich oft
oszillierenden und unstetigen Funktionen. Tiibingen, Universititsprogramm, 1870;
Literarisches Centralblart 7 (18.2.1871), S. 150 - 151.

1872a Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen; Mathematische Annalen 5 (1872), S. 123 - 132.

1872b Algebraische Notiz; Mathematische Annalen 5 (1872), S. 133 - 134.

1873 Historische Notizen iiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung; Bericht diber die
Sitzungen der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle im fabre 1873 (1873), S. 34 - 42.

1874 Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen;
Fournal fiir die reine und angewandte Mathematik 77 (1874), S. 258 - 262.

1878 Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre; Fournal fiir die reine und angewandte
Mathematik 84 (1878), S. 242 - 258.

1879a Uber einen Satz aus der Theorie der stetigen Mannigfaltigkeiten; Nachrichten
von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitit
(Gottinger Nachrichten) (1879), S. 127 - 135.

1879b  Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. 1; Mathematische
Annalen 15 (1879), S.1-7.

1880a Bemerkung iiber trigonometrische Reihen; Mathematische Annalen 16 (1880),
S. 113 -114.
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1880b Fernere Bemerkung tiber trigonometrische Reihen; Mathematische
Annalen 16 (1880), S. 267 - 269.

1880c Zur Theorie der zahlentheoretischen Funktionen; Nachrichten von der
Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitit
(Gottinger Nachrichten) (1880), S. 161 - 169.
Daneben auch in: Mathematische Annalen 16 (1880), S. 583 - 588.

1880d Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. 2; Mathematische
Annalen 17 (1880), S. 355 - 358.

1881 Rezension von: Briefwechsel zwischen Gauff und Bessel. Herausgegeben auf
Veranlassung der Koniglich preussischen Akademie der Wissenschaften. Engelmann,
Leipzig, 1880; Deutsche Literaturzeitung 2 (1881), S. 1082.

1882a Uber ein neues und allgemeines Kondensationsprinzip der Singularititen von
Funktionen; Mathematische Annalen 19 (1882), S. 588 — 594.

1882b  Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. 3; Mathematische
Annalen 20 (1882), S. 113 - 121.

1883a Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. 4; Mathematische
Annalen 21 (1883), S. 51 -58.

1883b  Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. 5; Mathematische
Annalen 21 (1883), S. 545 - 591.
(Oft zitiert als ,S. 545 - 586“. Die Seiten 587 — 591 beinbhalten Anmerkungen von
Georg Cantor zu seinem Artikel.)

1883 ¢ Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-
philosophischer Versuch in der Lehre des Unendlichen; Teubner, Leipzig.
(Um ein Vorwort erginzte Ausgabe von 1883b.)

1883d Sur divers théorémes de la théorie des ensembles de points situés dans un
espace continu a n dimensions. Premiére communication; Acta Mathematica 2 (1883),
S. 409 - 414.

1884a De la puissance des ensembles parfaits de points. Extrait d’une lettre adressée
a ’éditeur; Acta Mathematica 4 (1884), S. 381 - 392.

1884b Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr. 6; Mathematische
Annalen 23 (1884), S. 453 - 488.

1884c Rezension von: H. Cohen, Das Prinzip der Infinitesimalmethode und seine
Geschichte. Diimmler, Berlin, 1883 ; Deutsche Literaturzeitung 4 (1884), S. 266 - 268.

1884x Prinzipien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mitteilung; eine zu
Lebzeiten Cantors nicht veroffentlichte Arbeit mit Datum 6.11.1884. Letztendlich
veriffentlicht und mit Dokumenten verseben in: Acta Mathematica 124 (1970),
S. 65 - 107. Herausgegeben von Ivor Grattan-Guinness.

1885a Ludwig Scheeffer (1859 - 1885). Nekrolog; Bibliotheca Mathematica 2 (1885),
Spalten 197 — 199.

1885b Rezension von: Gottlob Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Koebner,
Breslau, 1884; Deutsche Literaturzeitung, VI. fabrgang (1885), S. 728 - 729.

1885¢ Uber die verschiedenen Ansichten in bezug auf die aktualunendlichen Zahlen;
Bibang till K. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar 11, Nv. 19 (1885), S.1-9.
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1885d Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem
n-fach ausgedehnten stetigen Raume G,,. Zweite Mitteilung; Acta Mathematica 7
(1985), S. 105 - 124.
(Fortsetzung des franzosischen Artikels 1883d.)

1886a Uber die verschiedenen Standpunkte in Bezug auf das aktual Unendliche;
Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik 88 (1886), S. 224 - 233.

1886b  Uber die verschiedenen Standpunkte in Bezug auf das aktual Unendliche.
(Brief vom 4. 11. 1885 an G. Enestréom, Redakteur der Bilbliotheca mathematica
in Stockholm) ; Natur und Offenbarung. Organ zur Vermittlung zwischen
Naturforschung und Glauben fiir Gebildete aller Stinde 32 (1886), S. 46 - 49.

1886¢c Zum Problem des aktualen Unendlichen; Natur und Offenbarung. Organ zur
Vermittlung zwischen Naturforschung und Glauben fiir Gebildete aller Stinde 32 (1886),
S. 226 - 233.

1887 Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. 1; Zeitschrift fiir Philosophie und
philosophische Kritik 91 (1887), S. 81 - 125 und 252 - 270.

1888 Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. 25 Zeitschrift fiir Philosophie und
philosophische Kritik 92 (1888), S. 240 - 265.

1889 Bemerkung mit Bezug auf den Aufsatz: Zur Weierstrafy’-Cantor’schen Theorie
der Irrationalzahlen in Math. Annalen Bd. XXXIII, p. 154; Mathematische Annalen 33
(1889), S. 476. Die Bemerkung beziebt sich auf den Aufsatz von Eberbard Illigens in:
Mathematische Annalen 33, S. 155 - 160. (Abweichend zu ,,p. 154 im Titel.)

1890 Zur Lehre vom Transfiniten. Gesammelte Abhandlungen aus der Zeitschrift fiir
Philosophie und philosophische Kritik von Georg Cantor, ord. Professor an der
Universitit Halle - Erste Abteilung; Verlagvon C. E. M. Pfeffer (Norbert Stricker), Halle.

1892 Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre; Fabresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Erster Band. 1890 - 91. 1 (1892), S.75 - 78.
(Nachdruck bei Ffohnson, New York, 1960.)

1894 Vérification jusqu’a 1000 du théoréme empirique de Goldbach; Association
Frangaise pour I’Avancement des Sciences, C. R. de ln 23™ Session (Caen 1894), Seconde
Partie (1895), S. 117 - 134.

1895a Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. (Erster Artikel);
Mathematische Annalen 46 (1895), S. 481 - 512.

1895b  Sui numeri transfiniti. Estratto d’una lettera di Georg Cantor a
G. Vivanti - 13. Dec. 1893 ; Rivista di Matematica 5 (1895), S. 104 - 108.
(In deutscher Sprache. Briefdatum 13.12.1883)

1895¢ Lettera di Georg Cantor a Giuseppe Peano; Rivista di Matematica 5 (1895),
S. 108 - 109. (In deutscher Sprache. Briefdatum 20. Juli 1895)

1897 Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. (Zweiter Artikel);
Mathematische Annalen 49 (1897), S. 207 - 246.

1903 Bemerkungen zur Mengenlehre; Fabresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 12 (1903), S. 519.
(Keine Publikation, sondern Erwibnung eines Vortrags von Cantor mit dem Titel
»Bemerkungen zur Mengenlebre.)

1905 Brief von Carl Weierstraf} iiber das Dreikorperproblem; Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 19 (1905), S. 305 - 308.
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2. Die mathematischen Schriften von Felix Hausdorff

1891 Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechung; Dissertation. Berichte iiber
die Verbandlungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physikalische Klasse 43 (1891), S. 481 - 566.

1893a Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechung II; Berichte iiber die
Verbandlungen der Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physikalische Klasse 45 (1893), S. 120 - 162.

1893b Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechung III; Berichte iiber die
Verbandlungen der Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physikalische Klasse 45 (1893), S. 758 - §04.

1895 Uber die Absorption des Lichtes in der Atmosphire; Habilitationsschrift. Berichte
tiber die Verbandlungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig, Mathematisch-Physikalische Klasse 47 (1895), S. 401 - 482.

1896 Infinitesimale Abbildungen in der Optik; Berichte iiber die Verbandlungen der
Koniglich Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 48 (1896), S. 79 - 130.

1897 Das Risiko bei Zufallsspielen; Berichte iiber die Verhandlungen der Koniglich
Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physikalische Klasse
49 (1897), S. 497 - 548.

1899 Analytische Beitrige zur nichteuklidischen Geometrie; Berichte iiber die
Verbandlungen der Koniglich Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physikalische Klasse 51 (1899), S. 161 - 214.

1900 Zur Theorie der Systeme komplexer Zahlen; Berichte iiber die Verbandlungen
der Koniglich Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 52 (1900), S. 43 - 61.

1901a Beitrige zur Wahrscheinlichkeitsrechnung; Berichte iiber die Verbandlungen
der Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 53 (1901), S. 152 - 178.

1901b Uber eine gewisse Art geordneter Mengen; Berichte iiber die Verbandlungen
der Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 53 (1901), S. 460 - 475.

1903 Das Raumproblem; Ostwalds Annalen der Naturphilosophie 3 (1903), S. 1 - 23.
(Abdruck der Antrittsvorlesung an der Universitiit Leipzig vom 4.7.1903.)

1904 Der Potenzbegriffin der Mengenlehre; Fabresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 13 (1904), S. 569 - 571.

1905 Bertrand Russell, The principles of mathematics; Rezension. Vierteljabresschrift
fiir wissenschaftliche Philosophie und Sociologie 29 (1905), S. 119 - 124.

1906a Die symbolische Exponentialformel in der Gruppentheorie; Berichte diber die
Verbandlungen der Koniglich Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig,
Mathematisch-Physikalische Klasse 58 (1906), S. 19 - 48.

1906b Untersuchungen iiber Ordnungstypen I, IL, III; Berichze diber die Verbandlungen
der Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 58 (1906), S. 106 - 169.
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1907a Untersuchungen iiber Ordnungstypen IV, V; Berichte iiber die Verhandlungen
der Koniglich Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-
Physikalische Klasse 59 (1907), S. §4 - 159.

1907c  Uber dichte Ordnungstypen; Jabresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 16 (1907), S. 541 - 546.

1908 Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen; Mathematische Annalen 65
(1908), S. 435 - 505.

1909a Die Graduierung nach dem Endverlauf; Abbandlungen der Koniglich
Séchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physikalische
Klasse 31 (1909), S. 295 - 334.

1909b Zur Hilbertschen Losung des Warringschen Problems; Muathematische
Annalen 67 (1909), S. 301 - 305.

1914a Grundziige der Mengenlehre; Veit & Comp., Leipzig. (Nachdrucke bei Chelsea,
New York 1949, 1965, 1978.)

1914b Bemerkungen iiber den Inhalt von Punktmengen; Mathematische Annalen 75
(1914), S. 428 - 433.

1916 Die Michtigkeit der Borelschen Mengen; Mathematische Annalen 77 (1916),
S. 430 - 437.

1919a Dimension und dufleres Mafy; Mathematische Annalen 79 (1919), S. 157 - 179.
1919b DerWertvorrateiner Bilinearform; Mathematische Zeitschrift 3 (1919),S.314-316.

1919¢  Zur Verteilung der fortsetzbaren Potenzreihen; Mathematische Zeitschrift 4
(1919), S. 98 - 103.

1919d Uber halbstetige Funktionen und deren Verallgemeinerung; Mathematische
Zeitschrift 5 (1919), S. 292 - 309.

1921a Summationsmethoden und Momentfolgen. I; Mathematische Zeitschrift 9
(1921), S. 74 - 109.

1921b Summationsmethoden und Momentfolgen. II; Mathematische Zeitschrift 9
(1921), S. 280 - 299.

1923a Eine Ausdehnung des Parsevalschen Satzes tiber Fourierreihen; Mathematische
Zeitschrift 16 (1923), S. 163 - 169.

1923b Momentprobleme fiir ein endliches Intervall; Mathematische Zeitschrift 16
(1923), S. 220 - 248.

1924 Die Mengen Gg in vollstindigen Riumen; Fundamenta Mathematicae 6 (1924),
S. 146 - 148.

1925 Zum Hoélderschen Satze tiber I'(x); Mathematische Annalen 94 (1925), S. 244 - 247.

1927a Mengenlehre; zweite, stark umgearbeitete Auflage von ,, Grundziige der
Mengenlebre, 1914. Walter de Gruyter, Berlin.

1927b Beweis eines Satzes von Arzela; Mathematische Zeitschrift 26 (1927), S. 135 - 137.

1927c¢ Lipschitzsche Zahlensysteme und Studysche Nablafunktionen; Fournal fiir die
reine und angewandte Mathematik 158 (1927), S. 113 - 127.

1930a Die Aquivalenz der Holderschen und Cesaroschen Grenzwerte negativer
Ordnung; Mathematische Zeitschrift 31 (1930), S. 186 - 196.

1930b Erweiterung einer Homoéomorphie; Fundamenta Mathematicae 16 (1930),
S. 353 - 360.
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1931/1932 Zur Theorie der linearen metrischen Riume; Fournal fiir die reine und
angewandte Mathematik 167 (1931/1932), S. 294 - 311.

1933a Zur Projektivitit der 8s-Funktionen; Fundamenta Mathematicae 20 (1933),
S. 100 - 104.

1933b Problem 58; Fundamenta Mathematicae 20 (1933), S. 286.
1934 Uber innere Abbildungen; Fundamenta Mathematicae 23 (1934), S. 279 - 291.

1935a Mengenlehre; dritte Auflage. Walter de Gruyter, Berlin. (Nachdruck bei Dover,
New York 1944.)

1935b  Gestufte Riume; Fundamenta Mathematicae 25 (1935), S. 486 — 502.
1935¢c Problem 62; Fundamenta Mathematicae 25 (1935), S. 578.

1936a Uber zwei Sitze von G. Fichtenholz und L.Kantorovitch; Studia Mathematica 6
(1936), S. 18 - 19.

1936b Summen von X; Mengen; Fundamenta Mathematicae 26 (1936), S. 241 - 255.

1937 Die schlichten stetigen Bilder des Nullraums; Fundamenta Mathematicae 29
(1937), S. 151 - 158.

1938 Erweiterung einer stetigen Abbildung; Fundamenta Mathematicae 30 (1938), S.
40 -47.

3. Die mathematischen Schriften von Ernst Zermelo

1894 Untersuchungen zur Variationsrechnung; Dissertation an der Universitiit Berlin.

1896a Uber einen Satz der Dynamik und die mechanische Wirmetheorie; Annalen der
Physik und Chemie 57 (1896), S. 485 - 494.

1896b  Uber mechanische Erklirungen irreversibler Vorginge. Eine Antwort auf
Herrn Boltzmanns Entgegnung; Annalen der Physik und Chemie 59 (1896),
S. 793 - 801.

1899 Uber die Bewegung eines Punktsystems bei Bedingungsungleichungen;
Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen,
mathematisch physikalische Klasse (1899), S. 306 - 310.

1899/1900 Uber die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf dynamische
Systeme; Physikalische Zeitschrift 1 (1899/1900), S. 317 - 320.
(Habilitationsvortrag in Gottingen 1899.)

1901 Uber die Addition transfiniter Kardinalzahlen. (Vorgelegt von D. Hilbert in
der Sitzung vom 9. Mirz 1901); Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch physikalische Klasse (1901), S. 34 - 38.

1902a Hydrodynamische Untersuchungen iiber die Wirbelbewegungen in einer
Kugelfliche. Erste Mitteilung; Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 47 (1902),
S. 201 - 237.

1902b Zur Theorie der kiirzesten Linien; Fabresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 11 (1902), S. 184 - 187.

1903 Uber die Herleitung der Differentialgleichung bei Variationsproblemen;
Mathematische Annalen 58 (1903), S. 558 - 564.

1904a Beweis, dafi jede Menge wohlgeordnet werden kann. (Aus einem an Herrn
Hilbert gerichteten Briefe); Mathematische Annalen 59 (1904), S. 514 - 516.
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1904b Weiterentwicklung der Variationsrechnung in den letzten Jahren; zusammen
mit Hans Habn. Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften mit EinschlufS ibrer
Anwendungen, Band 2, S. 626 - 641. Teubner; Leipzig.

1908a Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung; Mathematische
Annalen 65 (1908), S. 107 - 128.

1908b Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre. I; Mathematische
Annalen 65 (1908), S. 261 - 281.

1909a Surlesensembles finis etle principe de 'induction complete; Acta Mathematica 32
(1909), S. 186 - 193.

1909b  Uber die Grundlagen der Arithmetik; in: G. Castelnuovo (Hrsg.), Atti del IV
Congresso Internazionale dei Matematici (Roma, 6 — 11 Aprile 1908), Band 2, S. 8 - 11,
Accademia dei Lincei, Rom.

1911 Die Einstellung der Grenzkonzentration an der Trennungsfliche zweier
Losungsmittel; zusammen mit E. Riesenfeld. Physikalische Zeitschrift 10 (1911),
S. 958 -961.

1913  Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels;
in: E. Hobson / A. Love (Hrsg), Proceedings of the 5th International Congress of Mathematics
Cambridge 1912, Band 2, S. 501 - 504, Cambridge University Press, Cambridge.

1914 Uber ganze transzendente Zahlen; Mathematische Annalen 75 (1914), S. 434 - 442,
1927 Uber das Mafi und die Diskrepanz von Punktmengen; Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 158 (1927), S. 154 - 167.

1928 Die Berechnung der Turnier-Ergebnisse als ein Maximumproblem der
Wabhrscheinlichkeitsrechung; Mathematische Zeitschrift 29 (1928), S. 436 - 460.
1929 Uber den Begriff der Definitheit in der Axiomatik; Fundamenta Mathematicae 14

(1929), S. 339 - 344.

1930a Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche: Neue Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Mengenlehre; Fundamenta Mathematicae 16 (1930), S. 29 - 47.

1930b  Uber die Navigation in der Luft als Problem der Variationsrechnung;;
Jabresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 39 (1930), S. 44 - 48.

1931 Uber das Navigationsproblem bei ruhender oder verinderlicher Windverteilung;
Zeitschrift fiir angewandte Matbematik und Mechanik 11 (1931), S. 114 - 124

1932a (Hrsg.) Georg Cantor - Gesammelte Abhandlungen mathematischen und
philosophischen Inhalts; Vorwort und Anmerkungen von Ernst Zermelo.
Siehe Rubrik 5, , Gesammelte Werke“: Georg Cantor; 1932.

1932b  Uber die Stufen der Quantifikation und die Logik des Unendlichen;
Fabresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 41 (1932), S. 85 - §8.

1932¢  Uber mathematische Systeme und die Logik des Unendlichen; Forschungen und
Fortschritte 8 (1932), S. 6 - 7.

1933  Uber die Bruchlinien zentrierter Ovale. Wie zerbricht ein Stiick Zucker? ;
Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik 13 (1933), S. 168 - 170.

1934 Elementare Betrachtungen zur Theorie der Primzahlen; Nachrichten von der
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, matbematisch physikalische Klasse (1934),
S. 43 - 46.

1935 Grundlagen einer allgemeinen Theorie der mathematischen Satzsysteme
(erste Mitteilung); Fundamenta Mathematicae 25 (1935), S. 136 - 146.
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4. Mathematische Schriften anderer Autoren

Ackermann, Wilhelm 1937 Die Widerspruchsfreiheit der allgemeinen
Mengenlehre; Mathematische Annalen 114 (1937), S. 305 - 315.

- 1956 Zur Axiomatik der Mengenlehre; Mathematische Annalen 131 (1956),S. 336 - 345.
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ed Applicata, Ser: Illn 3 (1899), S. 1 - 123.

Banach, Stefan 1923  Sur le probléeme de la mesure; Fundamenta Mathematicae 4
(1923), S. 7 - 33.
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(1924), S. 236 - 239.

- 1930 Uber additive Mafifunktionen in abstrakten Mengen; Fundamenta
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Banach, Stefan / Kuratowski, Kazimierz 1929 Sur une généralisation du probléme
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Felix Bernstein, Gottingen 1901.)

- 1908 Zur Theorie der trigonometrischen Reihen; Berichte iiber die Verbandlungen
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Burali-Forti, Cesare 1897 Una questione sui numeri transfiniti; Rendiconti del circolo
matematico di Palermo 11 (1897), S. 154 - 164.
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innere Modelle, 157

Inneres einer Punktmenge, 215
Interpretation der Paradoxien, 187
Intervall, 357, 361
Intervallordnung, 386
Intervallzerlegung, 385
intuitionistische Logik, 458
inverse Ordnung, 286
isolierter Punkt, 209

iterativ, 16

iterierte Ableitung, 216

Junktoren, 449

Kk, 453

kanonische Darstellung, 28
kardinaler Nachfolger, 171, 266
kardinales Supremum, 171
Kardinalitit, 162, 265
Kardinalzahl, 78, 79, 162, 264
kartesisches Produkt, 50, 428
Kategorie, von erster und zweiter, 381
Kern, 360

Kette, 81, 85, 105, 245
Kettenbruch, 139
Ketten-endlich, 105

Klasse, 189, 469

Klassen als echte Objekte, 474
Klassen als Relationen, 471
klassische Logik, 458
koanalytisch, 396

Kodierung, 114

Kohirenz einer Punktmenge, 369
koinitial, 306

komager, 380

kompakt, 217

Komplement, 37
Komprehensionsprinzip, 33
Komprehensionsschema, 475, 477
Kondensationspunkt, 367
konfinal, 306, 312

Konfinalitit, 306

konsistente Vielheit, 189
Kontinuumshypothese, 149, 266
Kontrapositionsgesetz, 458
konvergente Folge, 210
korrekte Einbettung, 349
Korrektheit (Modelle), 154
Kreuzprodukt, 50, 167
Kunstsprache, 444

kiirzer als, 232
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Lingenmas, 382
Lebesgue-mefibar, 399

leere Menge, 31

letzte Kohirenz, 371

letztes Glied einer Kette, 105
letztes Residuum, 373
lexikographische Exponentiation, 292
lexikographische Ordnung, 292
Limes, 210, 356
Limeselement, 226
Limesordinalzahl, 254, 260
Limeskardinalzahl, 267
Limesstufe, 87

lineare Ordnung, 224
lineare Punktmenge, 207
links unbeschrinkt, 341
Linkseindeutigkeit, 56

Liste, 29

Liste der ZFC-Axiome, 485
logisches Axiom, 459

Liicke, 346

Miichiigkeit, 70, 78, 162, 265
Meichtigkeit der reellen Funktionen, 139
Michtigkeit offener Mengen, 214
mager, 380

Mahlo-Kardinalzahl, 328

Ma8, 335

Maf} Null, 382

mathematisches Objekt, 26
Maximalititsprinzip, 86
mehrdimensionale Kontinua, 130
Menge, 15

Mengen und Klassen, 468
Mengenbildung iiber Eigenschaften, 31
Mengenlehre als Rahmentheorie, 43
Mengensysteme, 40
mengentheoretische Eigenschaften, 452
mefibare Kardinalzahl, 331

Metaebene, 447

Metamathematik, 45, 447
Minimallogik, 458

Mirimanovsches Paradoxon, 185
Modelle, 153

modulo, 52

Modus Ponens, 453

Morse-Kelley, 440, 474

Multiplikation von Kardinalzahlen, 164, 265

Multiplikation linearer Ordnungen, 288

Multiplikation zweier Ordnungstypen, 289
Multiplikationssatz, 175, 243, 298, 301, 304

Nach oben beschrinkt, 207
nach unten beschrinkt, 207

Nachfolger einer Kardinalzahl, 171, 266, 267

Nachfolger einer Ordinalzahl, 254, 260
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Nachfolger (lineare Ordnung), 346
Nachfolgerelement, 226
Nachfolgerordinalzahl, 254, 260
Nachfolgerstufe, 87

naives Komprehensionsprinzip, 33
natiirliche Approximation von C, 377
natiirliche Exponentiation, 302
natiirliche Zahlen, 27
Neumann-Zermelo-Stufen, 190, 276
nichtstationir, 322

nirgends dicht, 380

normaler Filter, 323

Normalform, 299

Normalfunktion, 312

o06-Notation, 279

n-reflexiv, 185

Nullfolge, 356

Obere Schranke, 207, 245, 345
Obermenge, 33

Objekte, 26

offen, 214

Operation, 39, 271

s4-Operation, 397

Operationen mit Klassen, 470

Orbit, 97

ordinale Wohlordnung, 257
Ordinalzahl, 87,252,257
Ordinalzahlparadoxon, 401
€-Ordnung, 259

Ordnung auf den Ordinalzahlen, 253
ordnungsisomorph, 230
Ordnungsisomorphismus, 284, 230
ordnungstreue Abbildung, 232
Ordnungstyp der Cantormenge, 379
Ordnungstyp einer Wohlordnung, 262

Paarbildung, 57

Paare, 472

Paarmenge, 30
Paarmengenaxiom, 423, 455
Paarungsfunktion, 112
Paarungssumme, 301
Paradoxien, 183, 401

Parameter, 32

partielle Ordnung, 225, 244
perfekt, 213

perfekt reduzierbar, 392
perfekter Kern, 360
Platonismus, 21, 466

potentiell unendlich, 23
Potenzmenge, 41
Potenzmengenaxiom, 44, 428, 455
pridikabel, 192

Pridikatenlogik erster Stufe, 450
Primformel, 450

Primideal, 319

Prinzip der Elimination, 473
Produkt, 167, 288

Projektion, 396

projektiv, 397

projektive Determiniertheit, 398
Punktnotation, 451

Quantoraxiom, 459
Quantorenzeichen, 449

Rang, 190

rationale Zahlen, 27
rationales Intervall, 361
rechts unbeschrinkt, 341
Rechtseindeutigkeit, 54
reductio ad absurdum, 458
reduktibel, 365

reduzibel, 373

reelle Funktion, 139

reelle Intervalle, 208

reelle Zahlen, 28

reflexiv, 52

Reflexivitiit, 67

Regel, 453

regressiv, 325

regulir, 307
Regularititsaxiom, 436
Regularititseigenschaft, 398
Rekursion, 71,271

Relation, 51,471

relationale Klasse, 471
Relationszeichen, 449
relative Komplemente, 36
Reprisentant, 52
Reprisentationssatz, 261
Residuum einer Punktmenge, 371
Russell-Zermelosches Paradoxon, 183

Saturiert, 327

Satz, 451

Satz von Cantor, 145

Satz von Cantor-Bernstein, 71
Satz von Fueter-Polya, 113
Satz von Kénig-Zermelo, 170
Scheeffer-Eigenschaft, 392
Schema, 425

Schichtung von V, 190
Schmidt-Expansion, 85
Schnitt, 35, 345

Scholastik, 68

Schuhpaare, 438

schwach aufsteigend, 312

schwach unerreichbare Kardinalzahl, 313

semantische Paradoxien, 191
separabel, 352



singulir, 307

singulire Kardinalzahlhypothese, 310
Spiralaufzihlung, 116

Sprungstelle, 346

Stabilitit, 458

starke Limeskardinalzahl, 310
stationir, 324

stetig (Ordinalzahlfolge), 312

stetig (reelle Funktion), 140

stetige Surjektionvon [0, 1]nach [0, 1]%, 142

strikt aufsteigend, 312

Struktur, 224

Substitution, 452

Subtraktion, 35

Subtraktion abzihlbarer Mengen, 127
Summe, 167

Summe von Ordnungstypen, 290
Supremum in R, 123, 207
Supremum, kardinales, 171
Supremum (lineare Ordnung), 345
Supremum (Ordinalzahlen), 255, 260
surjektiv, 56

Suslin-Hypothese, 357

Suslinsche Menge, 396
Symbolmenge, 450

Symmetrie, 67

symmetrisch, 52

symmetrische Differenz, 38

rI‘arskj—endlich, 105
Taubenschlagprinzip, 102
-te Ableitung, 217
Teichmiiller-Tukey Lemma, 248
Teilmenge, 33

tertium non datur, 18
Theoremschema, 473
Triger, 224

transfinite Folge, 255
transitive Menge, 258
transitive Relation, 34, 52
Translationsinvarianz, 336
Transversalfunktionen, 167
transzendent, 351
transzendente Zahlen, 122
Trick von Julius Kénig, 132
Trick von Scott, 277

Tupel, 50

Ueberabzﬁhlbar, 120
Uberabzihlbarkeit von R, 121, 123
Ulam-Matrix, 326

Ultrafilter, 318

e-Umgebung, 208

Umgebung, 208

Umbkehrfunktion, 58, 472
unabhingig, 152
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Unabhingigkeitsbeweise, 152
unbeschrinkt, 319, 341
Und-Einfiihrung, 453

unendlich, 93

unendliche Kardinalititen, 163
Unendlichkeit, 93

Unendlichkeit und natiirliche Zahlen, 97
Unendlichkeitsaxiom, 427, 431, 455
Unendlichkeitssymbole, 218
unerreichbare Kardinalzahl, 314
uniformes System, 395

Universum, 469

untere Schranke, 207
Unzerlegbarkeit von IR, 178
Urbild, 61

Urelemente, 26

‘fariable, 32
Variablenzeichen, 449

Verallgemeinerte Kontinuumshypothese, 157

Vereinigung, 35

Vereinigung von Wohlordnungen, 227
Vereinigungsmengenaxiom, 423, 455
Vergleichbarkeitssatz, 81

Verkettung, 59, 472

Verkettung zur Identitit, 60
Verkniipfung, 59

Vervollstindigung, 354
Vitali-Hausdorff Menge, 336

V=L, 151

vollstindig (R), 207

vollstindig (Filter, Ideal), 321
vollstindige lineare Ordnung, 345
vollstindiges Reprisentantensystem, 52
Vollstindigkeit der reellen Zahlen, 123
von-Neumann-Bernays-Godel, 474
von-Neumann-Zermelo-Stufen, 190, 276
Vorginger, 346

“’egfall der Paradoxien, 426
Wertebereich, 51

Wohlordnung, 225

Wohlordnungen gleicher Linge, 230
Wohlordnungssatz, 81

Zahlreihe Z, von Zermelo, 429
Zeichen, 449

Zerlegung, 53, 178

Zermelosystem, 85, 245

Ziel in einem Zermelosystem, 85
Ziel in einer partiellen Ordnung, 245
Zorn-Zermelo, Satz von, 84, 86, 245
Zuordnung, 54

Zusammenfassung, 15

zyklisch, 97
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